PROJEKTIVE GEOMETRIE DER EBENE

UNTER BENUTZUNG DER PUNKTRECHNUNG DARGESTELLT

VON

HERMANN GRASSMANN

ZWEITER BAND: TERNARES

ERSTER TEIL
MIT 167 FIGUREN IM TEXT

&

SPRINGER FACHMEDIEN WIESBADEN GMBH
1913



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Friiher erschien:

Projektive Geometrie der Ebene

Unter Benutzung der Punktrechnung dargestellt von

Hermann GraBmann

Professor an der Universitit GieBen.

In 2 Banden. I Band: Bindres. Mit 126 Figuren.
[XII u. 360 S.] gr.8. 1909. Geheftet £ 12.—, in Leinwand gebunden 4 13.—

Das Werk weicht-seinem Inhalte wie seiner Form nach ziemlich stark von
den sonstigen analytischen Bearbeitungen der projektiven Geometrie ab; seinem
Inhalte nach, insofern das Rechnen mit Abbildungen in den Vordergrund der Be-
trachtung geriickt ist, seiner Form nach, indem als analytisches Hilfsmittel die
von A. F. Mtbius und dem Vater des Verfassers begriindete Methode der Punkt-
rechnung verwendet wurde, die fiir die Darstellung der projektiven Geometrie
manche Vorziige hat. Da man nimlich bei ihr nicht nur die geometrischen
Gebilde, den Punkt und die Gerade, die Strecke und das Feld, sondern auch die
wichtigsten Abbildungen, die Projektivitit und Involution, die Kollineation, die
Reziprozitiit und das Polarsystem durch ein einziges Symbol ausdriickt und
direkt der Rechnung unterwirft, gelangt man nicht nur zu Formeln von bemerkens-
werter Kiirze, sondern hat auch den Vorteil, daB jedem Schritte der Rechnung
eine entsprechende begriffliche Entwickelung parallel geht, wodurch zugleich eine
engere Fiihlung mit der synthetischen Behandlung der Geometrie gewonnen wird.
AuBerdem tritt das fiir die projektive Geometrie so wichtige Prinzip der Dualitit
noch schirfer hervor, als dies bei anderen rechnerischen Methoden der Fall ist, und
man erhilt ferner eine anschauliche und natiirliche Deutung der Dreieckskoor-
dinaten, die es dann auch ermdglicht, in jedem Stadium der Rechnung aufs
leichteste zu den gewdhnlichen Koordinatengleichungen iiberzugehen.

Der erste Band des Werkes umfaBt neben einem einleitenden Teile, in
welchem die Methode der Punktrechnung dargelegt wird, die Grundbegriffe der
projektiven Geometrie, die Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung und zweiter
Klasse durch projektive Strahlbiischel und Punktreihen, sodann aber eine be-
sonders ausfiihrliche Behandlung der Projektivititen in der Geraden und im
Strahlbiischel, bei der versucht wurde, an diesem einfachsten Beispiele das
moderne Verfahren des Rechnens mit Abbildungen zu entwickeln und die wich-
tigsten auf diesem Gebiete in den letzten 25 Jahren von Stéphanos, H. Wiener,
Segre, Peano, Aschieri, Study, Scheffers, Reye und Burali-Forti gewonnenen
Ergebnisse im Zusammenhange darzustellen. Der zweite Band enthilt die pro-
jektiven Abbildungen in der Ebene, die Kollineation und die Reziprozitdt und
im AnschluB daran eine eingehende Behandlung der Kegelschnifte und linearen
Systeme von Kegelschnitten.
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Yorrede.

Der zweite Band der projektiven Geometrie der Ebene, der das ternire
Gebiet umfassen soll, ist von mir in zwei Teile zerlegt worden. Der vor-
liegende erste Teil enthdlt die linearen Abbildungen in der Ebene, die
Kollineation und Reziprozitit, und in besonders ausfithrlicher Darlegung
das Polarsystem. Im Anschluf an dieses werden die schon im ersten Bande
auf Grund ihrer projektiven Erzeugung, das heifit vom bindren Standpunkte
aus, behandelten Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse mit Riicksicht
auf ihre terniren Beziehungen von neuem untersucht und auch die Eigen-
schaften der Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen entwickelt.

Die Darstellung weicht ebenso wie im ersten Bande sehr stark von
dem sonst Ublichen ab, in so fern ich zur Ableitung der geometrischen
Sitze die Punktrechnung verwendet habe, deren Formelentwickelung sich
dem Stoffe aufs Engste anschmiegt. Dabei konnte ich fiir die Behandlung
gewisser Abstufungen der projektiven Geometrie direkt diejenige Form der
Punktrechnung zu Grunde legen, die ihr von meinem Vater in seiner
Ausdehnungslehre verliehen ist, wihrend ich fiir andere Teilgebiete der
projektiven Geometrie den entsprechenden Kalkul erst zurechtzumachen
hatte. Das gilt zum Beispiel von dem kombinatorischen Produkte linearer
Abbildungen in der Ebene, zu dessen Begriff zwar gewisse Ansiitze vor-
lagen, dessen Ausgestaltung im Einzelnen aber noch zu vollziehen blieb.
Als Wegweiser diente mir hierzu wenigstens in einer Richtung meine
schon im ersten Bande bei der Behandlung des Biniren gegebene Er-
klirung des kombinatorischen Produktes zweier Projektivititen derselben
Geraden, wihrend die Fragestellung des Terniiren, entsprechend der gréfieren
Mannigfaltigkeit seines Gebietes, nach anderen Seiten hin besondere Ziele
hervortreten lieB, die fiir den Ausbau des Begriffs jener kombinatorischen
Produkte weitere Anhaltspunkte boten.

Zu den neu eingefiithrten Bildungen der Punktrechnung zihle ich ferner
gewisse in der Theorie der Polarsysteme auftretende planimetrische Pro-
dukte, welche die Polare eines Punktes oder den Pol einer Geraden hin-
sichtlich eines Polarsystems als Faktor enthalten. Sie bilden einen Ersatz
fiir die sonst benutzten gerinderten Determinanten und zeichnen sich vor
diesen durch die Einfachheit ihrer rechnerischen Handhabung aus.
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v Vorrede.

Es 1aBt sich erwarten, dafl eine solche andere Art der Darstellung
manche Seiten der projektiven Geometrie in neuer Beleuchtung erscheinen
lassen wird. Einen Fortschritt erblicke ich unter anderem in meiner Ent-
wickelung der Dreieckskoordinaten, die durch ihre Amnschaulichkeit den
Zugang zur projektiven Geometrie wesentlich erleichtert. Fiir beachtens-
wert halte ich ferner die Folgerungen, die ich aus der Doppelpunkts-
gleichung einer Kollineation gezogen habe, sowie die Ableitung der ver-
schiedenen Arten der Kollineation; ebenso die geometrische Deutung der
Gleichungen a,, = a,; zwischen den Ableitzahlen eines Polarsystems. Neue
Gesichtspunkte findet man auch bei der Behandlung der entartenden Kolli-
neationen und Polarsysteme, bei den Kriterien fiir die verschiedenen Arten
der Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen, bei der Darstellung der
harmonischen Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse und bei der
Einfithrung der Polkegelschnitte und Polarkegelschnitte.

Nicht gering mdochte ich endlich den EinfluB veranschlagen, den die
Verwendung der Punktrechnung auf die Gliederung des Stoffes der pro-
jektiven Geometrie ausgeiibt hat. Fithrt man nimlich, wie es sich schon
aus didaktischen Griinden empfiehlt, ein neues rechnerisches Hiilfsmittel
der Punktrechnung, zum Beispiel eine neue Grofienart oder eine neue Ver-
kniipfung, immer erst dann ein, wenn der Kreis der geometrischen Folge-
rungen erschopft ist, die man bereits mit den bis dahin entwickelten Be-
griffen allein ziehen kann, so ergibt sich ungezwungen neben den groBSen
Abstufungen der projektiven Geometrie, deren gesonderte Behandlung
F. Klein in seinem Erlanger Programm aus gruppentheoretischen Gesichts-
punkten gefordert hat, eine noch weiter gehende Einteilung in Sonder-
gebiete und damit eine noch schirfere Abgrenzung der Fluchten und Stock-
werke, aus denen sich der stolze Bau der projektiven (Geometrie zu-
sammensetzt.

Eine Folge der Anordnung des Stoffes nach den in der Punktrech-
nung auftretenden Grofenarten und Verkniipfungen war es, dafl alles, was
mit dem Kreispunktpaar zusammenhingt, auf den zweiten Teil dieses
Bandes verwiesen werden mufite. AuBerdem wird er die Theorie der Apo-
laritit und eine ausfiihrliche Behandlung der Kernkurven einer Reziprozitit
enthalten.

Auch diesmal habe ich wieder meinem Freunde H. Wiener und
meinem Bruder Max fiir die vielfachen sachlichen Anregungen und didak-
tischen Ratschlige zu danken, durch die sie mich bei der Abfassung des
Buches gefordert haben.

Stettin, den 4. Oktober 1912,
Hermann GraBmann.
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Vierter Hauptteil.
Das Dreieckskoordinatensystem nebst Anwendungen.

Abschnitt 25.
Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

Das Fundamentaldreieck. Wir benutzen als ,,Grundpunkte“ aus
denen alle Punkte der Ebene numerisch abgeleitet werden sollen, drei
nicht in einer geraden Linie enthaltene, sonst aber beliebig gelegene
vielfache Punkte e, e,, ¢;, deren Massen wir als reell voraussetzen und
mit m,, m,, m, bezeichnen wollen, und nennen das durch sie bestimmte
Dreieck das Fundamentaldreieck. Sind dann f,, f;, f; die mit den drei
Punkten e, ¢,, ¢; zusammenfallenden einfachen Punkte, so bestehen die
Gleichungen

(n e, =mifi, & =1mf, e =myf;.

Dabei moge iiber die Massen der drei Grundpunkte in der Weise
verfiigt werden, daB ein der Lage nach beliebig gewiihlter vierter Punkt
e, der aber nicht mit
zweli Grundpunkten in
dieselbe gerade Linie
fallt, sich gerade als
Summe der dres Grund-
punkte darstellt, das
heift, die Ableitzahlen
1, 1, 1 erhdlt?) (vgl
Fig. 1). Dieser Punkt
moge der Einheits- mif;

punkt der Ebene hei- msf, e
Ben. Fiir ihn wird /
also

Fig. 1.
(2) e=1¢ + ¢ + ¢ oder wegen (1)
(3) e =M} + Myfy + Wyfs.

1) Vgl. M6bius, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, § 235ff. Gesammelte
Werke, Bd. L.

GraBmann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 1



2 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

Bezeichnet man ferner noch die Masse des Einheitspunktes mit m’
und den mit thm zusammenfallenden einfachen Punkt mit f, so wird
auBerdem

4) e =,
und die Gleichung (3) verwandelt sich in
® w'f=mf + mfy + wyf,

woraus (nach S. 2 des ersten Bandes) fit die Masse m’ des HNinheits-
punktes der Wert folgt
(6) m =m, + my -+ m.

Um die Massen der drei Grundpunkte entsprechend der Gleichung (5)
zu bestimmen, multipliziere man diese Gleichung der, Reihe nach plani-

metrisch mit den Produkten [fof;], [fifi]l, [fifz]- So erhilt man die
Gleichungen

(7) m’[ff2ﬂa] =m [flf2f3]} m’[ff:-xfl] = mz[f1f2f3]7 _m’[ffxﬁ] =1y [flf?ﬂl]y

aus denen fiir die drei gesuchten Massen m,, m,, m; die Werte folgen

: [ff1f) » [f1s 1) o [Fh 1)
@ me=merAy T AR RAAN
Durch diese Gleichungen sind die Massen der drei Grundpunkte bis auf
einen Proportionalitatsfaktor m’, der die Masse des Kinheitspunktes dar-
stellt, eindeutig bestimmt.
Will man endlich noch die Willkiirlichkeit dieses Proportionalitits-
faktors aufheben, so unterwerfe man noch die drei vielfachen Punkte e,

e,, ¢, der Bedingung, daf ihr planimetrisches Produkt = 1 sein solle,
daB also

m, = m

®) [eyeses] = 1
sei. Diese Bedingung liBt sich wegen (1) auch in der Form schreiben
(10) m mymy [£1fofs] = 15

und setzt man in diese Gleichung fiir m,, m,, m,; ihre Werte aus (8)
ein, so erhilt man fiir den Proportionalititsfaktor m’, das heiBt fiir die
Masse des Einheitspunktes, die Darstellung

AAA
(11) V[fmz NGAAAAR

Aus den Formeln (8) und (11) folgert man dann:

Ist das Produkt [f,f;f;] positiv, stimmt also der Sinn des Blattes
[fifofs] mit dem Sinne der Blatteinheit iiberein (vgl. S. 26 des ersten
Bandes), und liegt zuerst der Einheitspunkt ¢ innerhalb des Fundamental-
dreiecks, so sind die drei Nennerprodukte von (11) positiv, also ist auch
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m’ positiv, und es sind somit nach (8) auch alle drei Massen m,, m,, nt,

positiv.

Liegt ferner der Einheitspunkt e in einem von den drei ,Vierecks-
rdiumen®!), in die man gelangt, wenn man vom Innern des Fundamental-
dreiecks ausgehend eine Seite des Dreiecks {iiberschreitet, etwa in dem
an der Seite f,f; liegenden Vierecksraum, so ist von den drei Nenner-

produkten in (11) das dieser
Seite entsprechende Pro-
dukt [ff,f;] negativ, wih-
rend die beiden andern
Produkte positiv bleiben.
Es wird daher auch m’
negativ, und somit nach
(8) m, positiv, m, und m,
negativ.

Liegt endlich e in
einem der drei ,Dreiecks-
rdume®, welche von den
Scheitelriumen des Funda-
mentaldreiecks  gebildet
werden, etwa in dem
Raume, in den man ge-
langt, wenn man von dem
Innern des Dreiecks aus-
gehend die Ecke £, iiber-
schreitet, so sind von den
drei Nennerprodukten in
(11) die beiden Produkte,
welche diese Ecke enthalten,
niimlich die Produkte[ff;f;]
und [ff,f;] negativ; das
andere Produkt hingegen
bleibt positiv. Die Masse
m’ des Einheitspunktes ist
dann also positiv, und es

—_— + —_
Fig. 2: [Aifafil =+

4=

-+ +
Fig. 8: [fifafal=—

=+

wird nach (8) ebenso wie in dem gegeniiberliegenden Vierecksraume m,

positiv, m, und m; negativ (vgl. Fig. 2)?%).

1) Man kann némlich die unendlich ferne Gerade als die vierte Seite eines

solchen Raumes auffassen.

2) Vergleiche hierzu: E. W. Hyde, The Directional Calculus, based upon the
methods of Hermann GraBmann, Boston 1890, Seite 164.
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Ist das Produkt [f,f;f;] negativ, weicht also der Sinn des Blattes
[fifsfs] von dem Sinne der Blatteinheit ab, so sind simtliche Vorzeichen
umgekehrt (vgl. Fig. 3).

In den beiden Figuren 2 und 3 sind fiir die beiden Hauptfille

lfifefsl = + wnd  [fififs] = —

die Vorzeichen der vier GréBen
’

n,
Wy, Wy, My

in die sieben Riéume eingetragen, in denen der Einheitspunkt liegen kann.

Um die analytische Bedeutung der Gleichung (9) deutlicher hervor-
treten zu lassen, setze man noch
(12) leee]=E, [4e]=1E, [¢e]=2E,
Dann zeigt sich zwischen den GroBen ¢, und E; eine wvollkommene Dua-
litat. Zundchst wird wegen (9)

(13) [6.E]=[Ee]l=1, i=1, 2, 3;
andererseits wird wegen der Gleichungen (41) des zweiten Abschnitts
(14) 6B = [Ee] =0, i,k=1,2,3, i+k.

Ferner folgen aus der Formel (21) des dritten Abschnitts und aus (9)
die den Formeln (2) dualistisch entsprechenden Formeln; denn es wird
zum Beispiel

LB E5] = [ese, - e 60] = [ye16]e, = [e,e065]e, = ¢,
Man erhilt also wirklich die Formeln
(15) LEEs]l = e, [EE\]=¢, [E E)]=e¢,.
Das Produkt aller drei GroBen E; endlich wird

(B EyEg] = [6,Eg]  (nach 15)
=1 (nach 13),

das heiBt, es gilt auch die der Gleichung (9) dualistisch entsprechende

Formel
(16) [El Ez Es] =1.

Weiter setze man noch

o5l =5,
(17 [fsfi] = 5.,
l[flf2] = Ss§

hier sind dann die GroBen S,, S;, S, drei Stibe, die nicht nur deﬁ
Linien der Seiten des Fundamentaldreiecks angehdren, sondern auch ihrer
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Linge nach mit den Seiten des Dreiecks iibereinstimmen (vgl. Fig. 4).
Ferner wird

E =mmS,, P
(18) E, = mym, S,,
E, = mm,S,.
Hieraus folgt: Die drei Stibe 3
8

E,, E,, E; gehoren zwar auch
den Linien der Seiten des
Fundamentaldreiecks an, aber
ihre Lingen sind von den A A
Lingen der Seiten des Drei- A
ecks im allgemeinen verschie-
den. Sie mogen als die drei
»Grundstibe“ des Fundamentaldreiecks bezeichnet werden.

Fig. 4.

Die Feldeinheit und die unendlich ferne Gerade. Die Massen m,, my,
m; der drei Ecken des Fundamentaldreiecks stehen zu der auf Seite 27
des ersten Bandes eingefithrten Feldeinheit J in einer einfachen Beziehung.
Zunichst findet man den Ausdruck fiir ein Feld, dessen Grifle dem doppelten
Flicheninhalt des Fundamentaldreiecks gleichkommt, indem man etwa die
Strecken der beiden von der Ecke e, ausgehenden Seiten dieses Dreiecks
duBerlich miteinander multipliziert. Eine Darstellung dieser beiden Strecken
aber gewinnt man, wenn man die Differenzen f, —f, und f,— f, aus den
einfachen Punkten f,, f;, f; bildet, welche mit den Ecken e, €, € des
Fundamentaldreiecks zusammenfallen. Dann ist das suBere Produkt dieser
beiden Differenzen, das heiBt das Produkt

(19) F=[i—H) (- 1),

der Ausdruck fiir das durch die beiden Strecken fi—f und £, —f; be-
stimmte Feld. Dasselbe unterscheidet sich, wie man sich leicht itberzeugt,
von der Feldeinheit J nur durch den Zahlfaktor mymom,. In der Tat
stellt das Produkt

(20) momy g [(f, — £5) (F; — £)]

die Feldeinheit dar. Denn die Feldeinheit J wurde auf Seite 27 des
ersten Bandes als dasjenige Feld definiert, das mit einem beliebigen ein-
fachen Punkte multipliziert die Blatteinheit 1 liefert. Mit Riicksicht auf
die Gleichungen (1) und (9) aber ergibt das Feld (20) bei der Multipli-
kation mit dem einfachen Punkte f; den Ausdruck

(21) mymy i [(f, — ) (e —F3)fs] = mymy s [/, fofs] = [e,e,6] = 1.
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Das Produkt (20) ist also wirklich der Ausdruck fiir die Feldeinheit J,
das heiBt, es ist

(22) J= mlm‘zms[(ﬂ_fs)(ﬁa—fs)]-

Hieraus aber folgt durch Aufldsen der runden Klammern

J =mmymg {[/ofs] + [sfi] + [fifz]} oder wegen (17)

(23) J=mmmg{S + 5+ 5}
oder endlich wegen (18)
(24) J=mE, + mkE, + mE,.

Man hat somit den Satz:

Satz 274: Die Feldeinheit 1dBt sich als Vielfachensumme
der drei Grundstibe E,, E,, E; darstellen, indem man jeden
Grundstab mit der Masse der gegeniiberliegenden Ecke des
Fundamentaldreiecks multipliziert und die erhaltenen Produkte
addiert.

Ubrigens gestattet die Feldeinheit J noch eine andere Auffassung.
Da sich nidmlich alle Strecken der Ebene als Vielfachensummen zweier
beliebigen, dieser Ebene angehorenden Strecken von verschiedener Rich-
tung darstellen lassen, und nach Seite 3ff. des ersten Bandes der Aus-
druck fiir eine Strecke auch als ein unendlich ferner Punkt mit ver-
schwindender Masse gedeutet werden kann, der in der Richtung jener
Strecke gelegen ist, so liBt sich auch jeder der betrachteten Ebene an-
gehtrende unendlich ferne Punkt mit verschwindender Masse als Viel-
fachensumme zweier in dieser Ebene enthaltenen unendlich fernen Punkte
mit verschiedener Richtung darstellen. Die unendlich fernen Punkte der
Ebene verhalten sich also in dieser Hinsicht genau wie die Punkte einer
Geraden, die auch sdmtlich als Vielfachensummen zweier verschiedenen
Punkte dieser Geraden ausdriickbar sind. Aus diesem Grunde pflegt man
zu sagen: Alle unendlich fernen Punkte einer Ebene liegen in einer und
derselben Geraden, ,der unendlich fernen Geraden® dieser Ebene.

Dementsprechend kann dann ein Feld der betrachteten Ebene, das
heiBt ein Produkt zweier Strecken dieser Ebene, auch als Produkt zweier
ihr angehérenden unendlich fernen Punkte mit verschwindender Masse
aufgefalt werden und erscheint daher, da alle diese unendlich fernen Punkte
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene liegen, als ein Stab dieser
unendlich fernen Geraden. Inshesondere gilt das dann auch von der so-
eben betrachteten Feldeinheit J. Dies wird auch durch die Gleichung (23)
bestitigt, nach der sich die Feldeinheit J, abgesehen von einem Zahl-
faktor, als Summe der drei Seitenstibe S, S,, S; des Fundamentaldreiecks
darstellt. Die Summe S, + S, der beiden ersten von diesen drei Stiben
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ist ndmlich ein Stab, der mit dem

dritten Stab S; parallel, gleich lang

und von entgegengesetztem Sinn

ist (vgl. Fig. 5). Die Summe S:
S, + S, + 8, aller drei Stibe ist 5
also ein Stabpaar im Sinne von

Seite 14f des ersten Bandes. Ein
solches Stabpaar aber 1d8t sich auch
ansehen (vgl. die eben zitierte Seite 14

des ersten Bandes) als ein unend-

lich ferner Stab von verschwindender <$
Lénge, und dasselbe gilt dann auch 8

fiir die von dieser Summe um den

(endlichen) Zahlfaktor m,mt,m; ver-

schiedene Feldeinheit J. Man hat

daher den Satz: Fig. 5.

Satz 275: Die Feldeinheit J kann auch aufgefaBt werden als
ein unendlich kleiner Stab der unendlich fernen Geraden.

Begriff der Dreieckskoordinaten eines Punkies in bezug auf 3 gegebene
Punlkte als Grundpunkte und einen gegebenen Punkt als Einheitspunkt. Ihre
mechanische Deutung. Ist jetzt x ein beliebiger einfacher oder vielfacher
Punkt der Ebene, so nennt man diejenigen drei ZahlgroBen r,, r,, L,
durch die sich der Punkt z aus den drei Grundpunkten e, ¢, ¢; nume-
risch ableiten liBt, welche also durch die Gleichung

(25) T=16 + L6+ Lo
definiert sind, die Dreieckskoordinaten des Punktes « in bezug auf
die Punkte ¢, ¢, ¢, als Grundpunkte und den Punkt -¢ als Ein-
heitspunkt (oder auch in bezug auf das Dreieck ¢ 6,6, als Funda-
mentaldreieck und den Punkt e als Einheitspunkt).

Setzt man ferner die Masse des Punktes x gleich m und bezeichnet
den mit z zusammenfallenden einfachen Punkt mit ¢, so wird

(26) x = mt
und die Erklirungsgleichung (25) der Dreieckskoordinaten 1aBt sich, wenn

man zugleich noch die Gleichungen (1) beriicksichtigt, in der Form
schreiben:

(27) =Mt =g, M- fi+ LMy fy + LM fi,

aus der sich fiir die Masse m des Punktes x der Wert ergibt
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(28) M=, m + LM+ L,
Aus der Gleichung (27) kann man folgern:

Satz 276: Die Dreieckskoordinaten g, I,, r; eines Punktes z
in bezug auf die Punkte ¢, ¢, ¢, als Grundpunkte und den Punkt
e als Einheitspunkt sind diejenigen drei Zahlgr58en, mit denen
man die der Lage des Einheitspunktes ¢ entsprechend gewihlten
Massen m,, m,, m; der drei Grundpunkte multiplizieren muB8,
damit die mit den gewonnenen Produkten belasteten und mit
den Grundpunkten zusammenfallenden Punkte den Punkt z zum
Schwerpunkt haben.

Ubrigens kann man mit Riicksicht auf (24), (25), (13) und (14) die
Gleichung (28) auch in der Form schreiben

(29) m = [zd],
welche den Satz enthilt:

Satz 277: Man erhidlt fiir einen beliebigen Punkt z seine
Masse m, indem man ihn mit der Feldeinheit J multipliziert.

Geometrische Deutung der Dreieckskoordinaten eines Punktes. Man
kann aber die Dreieckskoordinaten des Punktes = auch noch anders deuten.
Multipliziert man nimlich die Gleichung (25) der Reihe nach mit E,, E;,
E;, so erhilt man wegen (13) und (14)

[zE] =1,
(30) [z E,] = 15,
[2Es] =1,

oder mit Riicksicht auf (18) und (26)

L= mymmtS,],
L = mym, m[tS,],
Ly = m,mym[tS;].

Hier sind aber die Produkte [¢S,], [¢S;], [¢S;] die Flicheninhalte der
Parallelogramme, die durch den Punkt z und je eine Seite des Funda-
mentaldreiecks bestimmt werden.

Bezeichnet man also noch die Lingen der Seiten des Funda-
mentaldreiecks mit 8,, %,, 8;, und zwar diese GroBen positiv oder ne-
gativ genommen, je nachdem die Produkte [fS,], [fS:], [fS;] positiv oder
negativ sind, und versteht man ferner unter p,, p,, p; die Abstinde des
Punktes z von den Seiten des Fundamentaldreiecks, diese Abstinde
positiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt x auf derselben

(31)
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oder der entgegengesetzten Seite von S, S;, S; liegt wie der Einheits-
punkt 7 (vgl. Fig. 6), so wird

[tSd =3P, [tsz] = 8395, [tS3] = 8395,
und die Gleichungen(31)

verwandeln sich in

L= mymyms,p,,
(82) 1ty = mym m3,p,,

Ly = m, Mym3; ;.

Setzt man endlich
noch die absolut ge-
nommenen Abstinde
des Einheitspunktes
e=wf von den Sei-
ten des Fundamen-
taldreiecks gleich p,,
p;, s und wendet die

Gleichungen (32) auf
den Einheitspunkt e an,
dessen Koordinaten
gleich 1, 1, 1 und
dessen Masse gleich m” ist, so erhilt man die Gleichungen:

(33) I=mmm'sp, 1=mgmm3p, 1=nmmmsp;,

und dividiert man dann die Gleichungen (32) durch die Gleichungen (33),
so findet man fiir die Dreieckskoordinaten g,, t,, r; die Darstellung:

(34) L) m n v,

S =__.____2 = - —; -
m’ pll) 22 m’ ps” 23 m D;’

aus der die Proportion folgt:

Sz

Fig. 6

Py Py Py

3 TLgtly= 52
(35) R R T T

und man hat den Satz:

Satz 278: Die Dreieckskoordinaten z, eines Punktes 2z in
bezug auf das Dreieck ¢ee, als Fundamentaldreieck und den
Punkt ¢ als Einheitspunkt sind bis auf einen Proportionalitits-
faktor ;nn—l; gleich den Verhiltnissen p_, aus den Abstinden des
Punktes 2 und denen des Einheitspuﬁktes e von den Seiten S,
des Fundamentaldreiecks, unter m die Masse des Punktes = und
unter m’ die Masse des Einheitspunktes e verstanden.!)

1) Vgl. hierzu und zum Folgenden 8. Gundelfinger, Vorlesungen aus der
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, Leip-



10 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

Ersetzt man die laufende Proportion (35) durch die in ihr ent-
haltenen einfachen Proportionen:

T

Lils P: be

R

(36) L'l Y
P, P

31152=’;’,117-p;’

denen man auch die Gestalt geben kann:

O T

Bl

iy o P P

(37) 23'21 pl' pl’

80 hat man zum Beispiel auf der rechten Seite der ersten Proportion (37)
gerade den Quotienten
aus den _Abstandsver-
héltnissen der beiden
von der Ecke e, aus-
gehenden Strahlen [e, z],
[e;€] von den in dieser
Ecke zusammentreffen-
den Seiten E, und E,
des Fundamentaldrei-
ecks (vgl. Fig.7). Und
dieser Quotient ist nach
dem Satze 34 gleich dem
Doppelverhiiltnis

(Eyy Ej, [e,z], [e€])
des Strahlwurfes, der

durch jene Seiten E,, F;
des Fundamentaldrei-

zig 1895, S. 2. und O. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden
Linie und der Ebene. Leipzig und Berlin 1905. 8. 123 ff. Es versteht sich ubrigens
nach der hier und weiter unten gegebenen Darstellung von selbst, daB die Werte
der Verhiltnisse der Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes von dem
Begriffe der Linge und senkrechten Entfernung unabhingig sind; aber es erschien
wiinschenswert, die Lingen der Seiten und die senkrechten Abstinde einzufiihren, um
die Vergleichung mit den sonstigen Darstellungen der Dreieckskoordinaten zu er-
leichtern.
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ecks und die Strahlen [e,x], [e,e] gebildet wird. Die Gleichungen (37)
lassen sich daher auch in der Form schreiben:

L L= (E,, E;, [e2], [ee€])
(38) Lt = (s, B, [e2], [ee])
L= (E, By, [g2], [ee]).
Und man hat den Satz:
Satz 279: Die drei Verhidltnisse

Lailsy Ll Litlh
der Dreieckskoordinaten eines beliebigen Punktes z sind gleich
den Doppelverhiltnissen derjenigen drei Strahlwiirfe, die ge-

bildet werden durch die jenen drei Verhdltnissen entsprechen-
den Seitenpaare

E, und E,, E, und E,, E, und E,

des Fundamentaldreiecks und durch die von deren Schnitt-
punkten
€y €, €

nach dem Punkte # und dem Einheitspunkte ¢ gezogenen Strahl-
paare

[e,z] und [e,e], [ex] und [ee], [e;x] und [eye].

Die in diesem Satze enthaltene rein projektive Deutung der Verhilt-
nisse der Dreieckskoordinaten eines Punktes findet sich zuerst bei
v. Staudt!). Mit Riicksicht auf sie bezeichnet man die Dreieckskoordi-
naten eines Punktes in bezug auf ein gegebenes Fundamentaldreieck
und einen gegebenen Einheitspunkt auch wohl geradezu als Doppel-
verhiltniskoordinaten oder Wurfkoordinaten des Punktes?).

Aus den Formeln (32) folgen noch durch Division mit dem Pro-
dukte m,m,mym die Gleichungen

11 3 .
(39) g, m G P T 1, 2,3,
die man, wenn man linker Hand fiir den Bruch --- L seinen Wert
1 e s
[f.fefi] aus (10) substituiert, auch in der Form schreiben kann:
. 8, .
(40) [f’{;@ L= m, p, ¢=1,2,3

1) Vgl. v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. 3 Hefte. Niirnberg
1856—1860. Zweites Heft. 8. 266. Nr. 411.

2) Vgl. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und
der Ebene. Leipzig und Berlin 1905. S. 27, 134, 444.



12 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

Und 16st man die drei Gleichungen (40) nach den Grofen p, auf, so er-
hilt man fiir diese GroBen die Ausdriicke:

(1) p,— Lﬁéz&j Mg, i=1,2,3.
Setzt man ferner noch
(42) BLll—yp, i=1,2,3,

80 sind die §), die mit einem gewissen Vorzeichen genommenen Héohen des
Fundamentaldreiecks. Uber dieses Vorzeichen gewinnt man Aufschlu8,
wenn man beriicksichtigt, daB nach Seite 8 die Vorzeichen von

g17 62) §3
beziehlich mit denen der duBeren Produkte

Ff), A, UFAE]

dbereinstimmen. Wegen (42) und (8) entsprechen daher die Vorzeichen von

[)1 ’ f)2 ’ f)s

beziehlich denen der Briiche

hfd _w'  [hGAI _m  [GAA]_ w

fhfl — m [FRAT T m’ [fAR] T m,

Je nachdem also die Ecke f; des Fundamentaldreiecks, von welcher die
Hohe §, ausgeht, auf derselben Seite der gegeniiberliegenden Dreiecksseite
liegt wie der Einheitspunkt f oder auf der entgegengesetzten, ist diese
Hohe positiv oder negativ zu nehmen.

Fiihrt man nunmehr die Werte (42) in die Gleichungen (41) ein, so
findet man fiir die GriBen p, die neue Darstellung

(43) pi=bi%gi7 7:=1; 27 3.

Die so gewonnenen Formeln (43) wende man endlich speziell auf den
Einheitspunkt e an, indem man den GroBen

Pi, Doy b5, M, L, L, I

P P by oW, 1,1, 1
erteilt, und erhilt so fiir die GroBen p; die Ausdriicke

die Werte

(44) p=b -, i=1,2,3,
aus denen fiir die drei Verhiltnisse 2 i, i=1,2, 3, die Werte folgen:

(45) mo_ ¥ 1,23

m 9’
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Zusammenhang der Dreieckskoordinaten eines Punktes mit seinen Zu-
riicklettungen auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter Ausschluf der
Gegenseiten. SchlieBlich mége noch gezeigt werden, daB sich die ein-
zelnen Glieder der fiir den Punkt x gegebenen Vielfachensumme
(25) =t + Lty + L6,
und ebenso die Summen je zweier von diesen Gliedern als Zuriickleitungen
des Punkies x auffassen lassen. Setzt man ndmlich in die Gleichung (25)
fiir r,, ¥y, Ly ihre Werte aus (30) ein, so ergibt sich fiir # die Dar-
stellung
(46) x=[zE e + [xEy]e,+ [2Eg]es.

Aus der Form der Glieder der rechten Seite folgt aber mit Riicksicht
auf (13) ohne weiteres, daB sie die Zuriickleitungen von z auf die Ecken
des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenseiten sind.

In der Tat, bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit z,, 2,, 23, so
wird (nach Gleichung (13) des vierten Abschnitts)

g =aleBl _elE]  _ eleh]
1 e B,]7 72 [, Ey] 7 73 [es B,] 2
das heiBt wegen (13) wirklich

47) zi=-¢lzE], 2=¢lzE)], 2= e¢lzE]
oder also wegen (30)
(48) 2y =116, Zp= L€y, Z3= Y363,

womit der Satz bewilesen ist:

Satz 280: Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme (25)
fiir den Punkt 2 sind die Zuriickleitungen 2z, 2, z; von z auf
die Ecken des Fundamentaldreiecks unter Ausschluf der Gegen-
seiten.

Hieraus aber folgt weiter nach der Entwickelung auf Seite 42 und
43 des ersten Bandes:

Satz 281: Die drei Summen von je zwei Gliedern der Viel-
fachensumme (25) fiir # sind nichts anderes als die zu den Zu-
riickleitungen 2z, z,, 2, des Satzes 280 ergdnzenden Zuriick-
leitungen von z, das heiBt als die Zuriickleitungen von z auf
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegen-
ecken.

Denn diese drei Summen geben zu den GréBen z; addiert die zuriick-
geleitete GroBe z.

Bezeichnet man daher noch diese Zuriickleitungen des Punktes x auf
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenecken mit



14 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

Y1, Y5, Y5, 80 wird

(49) Yr="Csl T L6, Yo= L&+ 116, Ys=1L16 + L&
oder mit Riicksicht auf (1)

(50) yy=raMyfy + LMsfs, Yo=LWsfi+ LS, Y= LM fi + LM

Andererseits wird nach Gleichung (12) des vierten Abschnitts bei Weg-
lassung der Nenner, die den Wert 1 haben,

(51) Yi=L[E -ze], yy=1E; z6], y;=[E z6].

Diese Gleichungen besagen
(vgl. Fig. 8):

Die Zuriickleitungen y,, das
heiflt also die drei Summen
von je zwei Gliedern aus der
Vielfachensumme (25) fiir z,
sind die Schnittpunkte der Sei-
ten des Fundamentaldreiecks
mit den von den gegeniiber-

liegenden Ecken mach dem
Punkte z gezogenen Geraden,
was ibrigens auch aus den
Gleichungen (49) zusammen
mit den zur Gleichung (25) #quivalenten Gleichungen

(52) E=YtaH=YsT 25=Ys+ %
hervorgeht.

¥z 21=%1€1

Fig. 8.

Die Punkte g, kann man benutzen,
wenn man den Punkt z aus seinen
Koordinaten konstruieren will. Dazu
zeichne man etwa die beiden Punkte
9, und y,, entsprechend den Glei-
chungen (50), indem man die Seiten
|fofs] und [f;f,] beziehlich in den Ver-
héltnissen rymy : zom, und g,m, : ggm,

¥z 7i  durch die Punkte y, und y, teilt.
Fig. 9. Dann ist der Schnittpunkt der Geraden
[f,y,] und [f;y;] der gesuchte Punkt x (vgl. Fig. 9).

Begriff der Dreieckskoordinaten eines Stabes in bezug auf 3 gegebene
Punkte als Grundpunkte und einen gegebenen Punkt als Einheilspunkt.
Ihre geometrische Bedeutung. Der Einheitsstab. Als Dreieckskoordi-
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naten eines Stabes U in bezug auf das Dreieck ¢ee; als Funda-
mentaldreieck und den Punkt ¢ als Einheitspunkt bezeichnet man
diejenigen drei ZahlgroBen u,, u,, u;, durch die sich der Stab U aus den
drei ,,Grundstiben“ E,, E,, E; numerisch ableiten 1iBt, die also der
Gleichung geniigen

(53) U=uwE +uwE +u,FE,,.

Die so definierten ,,Stabkoordinaten® oder ,Linienkoordinaten*
u,, Uy, u, gestatten zunichst leicht eine geometrische Deutung, die der
zweiten Deutung der Punktkoordinaten (vgl. Seite 8 und 9) entspricht.
Multipliziert man namlich die Gleichung (53) der Reihe nach mit ¢,, e,, ¢,
so erhdlt man

(54) [Uel=u,, [Ue] =1, [Ue]=us.

Um die linken Seiten dieser Gleichungen noch weiter umzuformen,
bezeichne man noch mit 7' einen Stab von der Linge 1, welcher der Geraden
des Stabes U angehort, und dessen Sinn so gewahlt ist, daB das Produkt
[Tf] positiv wird, und nenne den positiv oder negativ genommenen Zahl-
faktor [, welcher der Gleichung geniigt

(55) U=1IT,

die Lingenzahl des Stabes U. Bei Benutzung der Gleichungen (55)
und (1) lassen sich die Gleichungen (54) auch in der Form schreiben:
(56) w=mI[TfH], uy=ml[Tf], us=msl[Tf;].

Hier sind die Produkte [T'f], [T'f,], [Tf;] nichts anderes als die
Abstinde q,, q;, q; des Stabes U von den drei Ecken des Funda-
mentaldreiecks, diese Abstinde positiv oder negativ genommen, je
nachdem die Punkte f}, f;, f; auf derselben Seite von 7' liegen wie der
Einheitspunkt f oder nicht. Man kann den Gleichungen (56) daher auch
die Form verleihen:

(67) w=mla,, uy=mlgy, uz=mylg,.

Um aus diesen Gleichungen (57) fiir die Stabkoordinaten eine Pro-
portion ableiten zu konnen, die der Proportion (35) fiir die Punktkoordi-
naten entspricht, fiihre man noch den Begriff des Einheitsstabes ein.
Wir bezeichnen als Einheitsstab denjenigen Stab F, dessen Koordinaten
1, 1, 1 lauten, der also durch die Gleichung bestimmt wird:

(58) E—=FE, +E, +F,

Die Gerade des FEinheitsstabes als Harmonikale des Einheitspunkies in
bezug auf das Fundamentaldreieck. Will man die Lagenbezichung des Ein-
heitsstabes zum Einheitspunkte finden, so frage man nach den Schnitt-
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punkten der Geraden des Einheitsstabes mit den Seiten des Fundamental-
dreiecks, das heiBt nach der Lage der Punkte [EE, |, [EE,], [EE;] (vgl
Fig. 10). Es wird
[EE] = [(E, + E, + Ey)Ey]
= [EyE,] + [E;E,] (nach Gl (23) des 3. Abschnitts)
= — &5 + ¢, (nach Gl (18) des 3. Abschnitts und Gl (15))

=€ — 6

Die dieser Differenz entsprechende Summe ey + e; ist nun aber nach S. 13f.
die Zuriickleitung des Punktes ¢ = ¢, + ¢, + ¢, auf die Seite FE, unter
AusschluB der gegeniiberliegenden Ecke ¢,, das heiBt der Schnittpunkt
der Seite F;, mit der Geraden [e¢,] Und da nach Seite 54 des ersten
Bandes die vier Punkte e¢,, ¢, ¢, + €5, ¢, — ¢, vier harmonische Punkte
sind, so hat man den Satz:

Satz 282: Die Gerade des Einheitsstabes trifft eine jede
Seite des Fundamentaldreiecks in demjenigen Punkte, der vom
Einheitspunkte durch die beiden andern Seiten des Fundamental-
dreiecks harmonisch getrennt ist.

Zugleich haben wir die beiden wichtigen Sitze bewiesen:

Satz 283: Projiziert man einen Punkt ¢ von den drei Ecken
eines Dreiecks aus auf die gegeniiberliegenden Seiten und kon-
struiert zu den drei Projektionen jedesmal den vierten harmo-
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nischen Punkt in bezug auf die beiden, jene Seiten begrenzen-
Ecken des Dreiecks, so liegen die drei so gewonnenen Punkte
in einer Geraden E. Dieselbe heiBt die Polare oder Harmonikale
des Punktes e in bezug auf das Dreieck.') Und

Satz 284: Schneidet man die Seiten eines Dreiecks mit einer
Geraden E, konstruiert auf jeder Dreiecksseite zu dem erhal-
tenen Schnittpunkt den vierten harmonischen Punkt in bezug
auf die beiden die Seite begrenzenden Ecken des Dreiecks und
verbindet die so gewonnenen drei Punkte mit den gegeniiber-
liegenden Ecken, so schneiden sich die drei Verbindungslinien
in einem Punkte e. Derselbe heiBt der Pol oder Harmonikal-
punkt der Geraden E in bezug auf das Dreieck.

Nach diesen Sitzen stehen sich die Begriffe Pol und Polare in bezug
auf ein Dreieck vollkommen dual gegeniiber.

Man konnte noch den Einwurf machen, der Satz 283 miisse der Be-
schrinkung unterworfen werden, daB der Punkt e nicht auf einer Seite
des Dreiecks liegen diirfe, und der Satz 284 miisse an die Bedingung ge-
kniipft werden, daB die Gerade E nicht durch eine Ecke des Dreiecks
hindurchgehen diirfe, da der Einheitspunkt und Einheitsstab des Funda-
mentaldreiecks diesen Bedingungen unterliegen. Indes iiberzeugt man
sich leicht, daB fiir diese besonderen Kille die beiden Sitze iiberhaupt
evident sind.

Riickt niimlich bei Satz 283 der Punkt e auf eine Seite des betrach-
teten Dreiecks, ohne zugleich in eine Ecke desselben zu fallen, so ver-
wandelt sich die Polare des Punktes ¢ in diese Seite selbst (vgl. Fig. 11).

Riickt ferner der Punkt e in eine Ecke
des Dreiecks, so gehort seine Polare in bezug E
auf das Dreieck dem Strahlbiischel an, das
diese Ecke zum Scheitel
hat, bleibt aber in die-
sem Strahlbiischel unbe-
stimmt (vgl. Fig. 12).

Geht andererseits bei
Satz 284 die Gerade E
durch eine Ecke des
Dreiecks hindurch, ohne
zugleich mit einer Seite zusammenzufallen, so wird diese Ecke selbst
ihr Pol in bezug auf das Dreieck (vgl. Fig. 13).

€2

er\

E
Fig. 11. Fig. 12.

q 1) Vgl. J. Plicker, Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd. 2. Essen 1831.
eite 24,

GraBmann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 2
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Fillt endlich die Gerade E mit einer Seite des Dreiecks zusammen,

so gehort ihr Pol in bezug auf das Dreieck der Punktreihe an, die diese
E Seite zum Triger hat,

€2 & bleibt aber in derselben

E e unbestimmt(vgl Fig.14).

Mit Riicksicht auf

e . unsere neuen Bezeich-

A PAN e{ e_. Dhungen kann man dem
\'\( Satze 282 auch die
Fig. 13. Fig. 14 Fassung geben:

Satz 285: Zweite Fassung von Satz 282: Die Gerade des Ein-
heitsstabes ist die Polare (Harmonikale) des Einheitspunktes
in bezug auf das Fundamentaldreieck, also auch umgekehrt der
Einheitspunkt der Pol (Harmonikalpunkt) der Geraden des
Einheitsstabes in bezug auf das Fundamentaldreieck.

Da nach diesem Satze und den ihm vorausgeschickten Bemerkungen
in einem gegebenen Fundamentaldreieck die Lage des Einheitspunktes
durch diejenige des Einheitsstabes vollstindig mitbestimmt ist, wenigstens
sofern nicht die Gerade des Einheitsstabes mit einer Seite des Fundamental-
dreiecks zusammenfillt, so kann man die bisher durch Angabe der Lage
des Einheitspunktes charakterisierten Dreieckskoordinaten eines Stabes
auch durch Angabe der Lage des Einheitsstabes zu dem Fundamentaldreieck
festlegen, was der obigen Hinfithrung der Dreieckskoordinaten eines Punktes
dualistisch genauer entspricht.

Weiterfithrung der geometrischen Deutung der Dreieckskoordinaten eines
Stabes. Bezeichnet man jetzt wieder mit F' den Stab von der Ldnge 1,
welcher der Geraden des Einheitsstabes F angehort, und dessen Sinn so
gewihlt ist, daB das Produkt [Ff] positiv wird, und versteht wieder unter
der Lingenzahl von E diejenige ZahlgriBe [, die der Gleichung geniigt

(59) E=UTF,

und setzt schlieBlich (vgl. Fig. 15) die Abstinde der Geraden des
Einheitsstabes von den Ecken des Fundamentaldreiecks gleich
9y, G, 03, Wobei die Vorzeichen dieser Abstinde in entsprechender Weise
zu bestimmen sind wie bei den GroBen g, q,, q;, so ergeben sich aus
den Gleichungen (57) bei ihrer Anwendung auf die Koordinaten des Ein-
heitsstabes die Sondergleichungen

(60) L=mlq, 1=mle, 1=mlq;

und dividiert man endlich mit diesen Gleichungen in die Gleichungen (57),
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Fig. 15.

aus denen sie durch Spezialisierung hervorgegangen sind, so erhdlt man
fir die Stabkoordinaten u; die Werte:

{ {q
(61) u1=r*1, u2=ﬁ‘*q

| =

2 q
A U, = RICEN
s 8 q

ERNS

Diese Gleichungen aber liefern die Proportion

O, %, 0%

62 : . = ;. . ’
( ) Uy oty s g 41 Gz Gs

und damit den Satz:

Satz 286: Die Dreieckskoordinaten u, eines Stabes U in bezug
auf das Dreieck e ee, als Fundamentaldreieck und den Stab E
als Einheitsstab sind bis auf den Proportionalititsfaktor [i
gleich den Verhiltnissen gf aus den Abstinden des Stabes U
und des Binheitsstabes E von den Ecken des Fundamental-
dreiecks, unter [ die Lingenzahl des Stabes U und unter [” die-
Jenige des Einheitsstabes E verstanden:

Ersetzt man wieder die laufende Proportion (62) durch die in ihr
enthaltenen einfachen Proportionen

».2*
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9z , 0s

Uyl =20

L s qs

63 Hgru =2
(63) 8071 g of
G . Qs

Uyt Uy = —3: %

LR M T

die man auch in der Form schreiben kann:

ug:u3=&:~q§

Gs Q3

. g5 . 95

(64) lu3.ul=i‘.qz
a9, 9

sy =1

172 9 93’

so folgert man leicht aus zwei Paaren #hmnlicher Dreiecke (vgl. Fig. 16),

Fig. 16.
daB zum Beispiel das rechte Verhiltnis 2 : ~q—’,’ der ersten Proportion (64)
3 3

gerade gleich dem Doppelverhiltnis
(es, &, [E,U), [E, E))

desjenigen Punktwurfes ist, der auf der Seite E, des Fundamentaldreiecks



Abschnitt 25, Gleichungen (63) bis (65). Satz 287. 21

durch die ihr angehdrenden Ecken e, und e; und die Punkte [E, U] und
[E, E] bestimmt wird, die aus der Seite F, durch die Geraden der Stibe
U und E ausgeschnitten werden. Die Gleichungen (64) lassen sich daher
auch in der Form schreiben:

Uy = (6, &, [E U], [E,E])
(65) Uz uy = (e, ¢, [E,U], [E,E])

LARRAS =(61} &, [E5 U], [EsE]).
Man hat also den Satz:

Satz 287: Die drei Verh#éltnisse
Ugtlly, Ug:olly, 1 :l

der Dreiekskoordinaten eines beliebigen Stabes U sind gleich
den Doppelverhiéltnissen derjenigen drei Punktwiirfe, die ge-

bildet werden durch die jenen drei Verhéltnissen entsprechen-
den Eckenpaare

¢, und ¢, e und e, e und e,
des Fundmentaldreiecks und die aus den verbindenden Seiten
E17 E?’ E3

durch die Geraden des Stabes U und des Einheitsstabes E aus-
geschnittenen Punktpaare

[E,U] und [E,E], [E,U] und [E,E], [E,U] und [E,E].

Mit Riicksicht auf diese Deutung der Verhiltnisse der drei Linien-
koordinaten u,, 11, 1, nennt man die Linienkoordinaten einer Geraden U
in bezug auf ein gegebenes Fundamentaldreieck und einen gegebenen Ein-
heitsstab auch wohl die Doppelverhidltniskoordinaten oder Wurf-
koordinaten der Geraden U?).

Zusammenhang der Dreieckskoordinaten eines Stabes mit seinen Zuriick-
leitungen auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschluf der Gegen-
ecken. Mechanische Deutung der Stabkoordinaten. Man kann aber den
Stabkoordinaten ebenso wie den Punktkoordinaten auch eine mehr mecha-
nische Deutung geben. Um diese zu finden, zeige man zunichst auch hier

1) Halt man die in den Sitzen 279 und 287 ausgesprochenen Eigenschaften der
Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes mit der im fiinften und sechsten
Hauptteil entwickelten Tatsache zusammen, daB das Doppelverhiiltnis eines Punkt-
oder Strahlwurfes bei projektiver (kollinearer oder reziproker) Abbildung invariant
bleibt, so erkennt man den Grund dafiir, daf die Dreieckskoordinaten zur Behandlung
der projektiven Geometrie besonders geeignet sind. Vgl. hierzu E. Miiller, Die ver-
schiedenen Koordinatensysteme, Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften,
Bd. III. Teil 1. Heft 4 (Leipzig 1910), Seite 641.
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wiederum, daBl die einzelnen Glieder der fiir den Stab U gegebenen Viel-
fachensumme

(53) U=wE +uwE + uk,

und ebenso die Summen je zweier dieser Glieder sich als Zuriickleitungen
des Stabes U auffassen lassen. ‘

Dazu setze man in die Gleichung (53) fiir die Stabkoordinaten u,, u,, u,
ithre Werte aus (b4) ein und erhilt

(66) U=[UglE + [Ue]E, + [Ue] B,

Aus der Form der Glieder rechter Hand folgt aber mit Riicksicht
auf (13) sofort, daB sie die Zuriickleitungen des Stabes U auf die Seiten
des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenecken sind. Denn

bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit W,, W,, W,, so wird nach
den Gleichungen (18) des 4. Abschnitts und (13) in der Tat

(67) W, =E[Ue], W,= E,|Ue)|, W;=E,Us],
oder also :
(68) Wi=wkE, W,=wE, W,=wFE,

Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen:

Satz 288: Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme (53) fiir
den Stab U sind die Zurickleitungen W,, W,, W; von U auf
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der
Gegenecken.

Hieraus aber folgt wieder nach der Entwickelung auf S. 44 des
ersten Bandes:

Satz 289: Die drei Summen von je zwet Gliedern der Viel-
fachensumme (53) fiir U sind die zu W,, W,, W, erginzenden
Zuriickleitungen von U, das heiBt die Zuriickleitungen von U
auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der
Gegenseiten.

Denn diese drei Summen geben ja zu den GréBen W, addiert die
zuriickgeleitete GroBe Ul

Bezeichnet man daher noch diese Zuriickleitungen des Stabes U auf
die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenseiten mit
Vy, Vy Vs, so wird
(69) Vi=ukE, +uE;, Vi=uE+uk, Vi=ukE +uk.

Andererseits wird nach Gleichung (17) des vierten Abschnitts und (13)
(70) Vi=le,- UE], Vy=le UE,], Vy=|[e UkLs].

Die so gewonnene Auffassung fiir die einzelnen Glieder der Viel-
fachensumme (53) und fiir die Summen von je zweien dieser Glieder er-
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moglicht es nun aber tatsiichlich, fiir diese GroBen eine Konstruktion zu
geben, die den Kraftzerlegungen in der Mechanik entspricht, so daB man
dann also auch fiir die Stabkoordinaten i, eine mechanische Deutung
gewinnt.

Nach dem Vorbilde von Seite 43f. des ersten Bandes erhdlt man
nimlich fiir die Zurlickleitungen W, des Stabes U und die erginzenden Zu-
riickleitungen V, die
folgende Konstruk-
tion (vgl. Fig. 17):

Man bringe die
Gerade des Stabes U
zum Schnitt mit der
Dreiecksseite E; im
Punkte ¢, und ver-
binde ¢, mit der jener
Seite gegeniiber-
liegenden Ecke e,.
Sodann zerlege man
U in zwei Kompo-
nenten, die den Ge-
raden der Stibe E,
und [t,¢;] angehdren,
so sind diese Kom-
ponenten die gesuch-
ten Zuriickleitungen
W, und V, des Sta-
bes .

Fir die Stab-

koordinaten u, selbst ergibt sich dann wegen (68) die Darstellung
W, W, W,

(71) u1=f:—) u2=‘Ez‘7 =7

das heiBt, man hat den Satz:

Satz 290: Die Dreieckskoordinaten u; eines Stabes U sind
die Verhiltnisse aus seinen Zuriickleitungen W, auf die Seiten
des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenecken und
aus den in diesen Seiten liegenden Grundstiben E,.

Will man statt der Grundstibe E; die Seiten S; des Fundamental-
dreiecks einfilhren, so hat man noch die Gleichungen (18) zu benutzen
und erhalt so

(12) p = w, W,

_ 1 A, = ML =
memg S’ 2 mem, S’ 8T mym,S,
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SchblieBlich moge noch bemerkt werden, daf zur Konstruktion der
drei Zuriickleitungen W, auch schon zwei Parallelogrammkonstruktionen
ausreichen. Hat man ndmlich nach
dem soeben entwickelten Verfahren
den Stab U in seine beiden Kompo-
nenten V; und W, zerlegt (vgl
Fig. 18), so braucht man nur noch
den Stab V7, als Summe zweier Stibe
darzustellen, die in den Geraden der
Stibe E, und E, liegen, dann sind
diese beiden Stiibe
die gesuchten bei-
den andern Zu-
riickleitungen W,
und W,. ZXine
solche Summen-
darstellung  ist
immer moglich,
da ja nach obiger
Konstruktion die

E. €
174 ? Gerade des Sta-
bes V; durch den
Punkt e,, das

heiBt durch den
Schnittpunkt der Geraden von E, und E,, hindurchgeht.

i

W

&~

Die Dreieckskoordinaten des unendlich fernen Stabes J. Wendet man
den Begriff der Dreieckskoordinaten eines Stabes auf den wunendlich
fernen Stab J an, fiir den wir oben auf Seite 6 die Darstellung gefunden
haben:

(24) J=mE + mkE, 4+ mE,

und vergleicht insbesondere den Ausdruck (24) mit dem fiir einen be-
liebigen Stab U gegebenen Ableitausdruck (53), an den wir die Er-
klirung der Dreieckskoordinaten eines Stabes gekniipft haben, so sieht
man, daB die Dreieckskoordinaten des unendlich fernen Stabes J mit den
Massen der Ecken des Fundamentaldreiecks iibereinstimmen, und man
hat daher den Satz:

Satz 291: Die Dreieckskoordinaten des unendlich fernen
Stabes J sind gleich den Massen der Ecken des Fundamental-
dreiecks.
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Die Gleichung einer Geraden und die Gleichung eines Punktes in Drei-
eckskoordinaten. Xs ist meist nicht notig, eine Gerade durch eine Glei-
chung in Punktkoordinaten darzustellen, da es fiir gewShnlich bequemer
sein wird, eine Gerade durch einen in ihr gelegenen Stab zu bestimmen.
Doch kann man auch leicht den Ubergang von der einen zur andern Art
der Darstellung machen.

Ist A ein beliebiger Stab und z der laufende Punkt der Geraden,
die durch ihn bestimmt wird, so lautet die Gleichung dieser Geraden

(13) [Az] = 0.

Ersetzt man in ihr den Stab A4 und den Punkt z durch ihre Ableit-
ausdriicke:

(14) A=oF + 0, FE; + a;E; und
(13) T=1Y6 + L6 T L6,

so verwandelt sich die Gleichung (73) in

(16) Qx4 6% + 0385 = 0.

Damit ist fiir eine Gerade, die den Stab A enthilt, die Gleichung in
Punktkoordinaten gefunden. HEs gehort aber auch umgekehrt einer Ge-
raden, deren Gleichung in Punktkoordinaten die Form (76) hat, der Stab
(74) an. Man hat also den Satz:

Satz 292: Die Gleichung einer Geraden, die den Stab
(74) A=uo E + 0, E; 4 a;
enthilt, lautet in Punktkoordinaten ,, I,, x5, bezogen auf das
durch die drei Stibe E,, E,, FE, bestimmte Fundamentaldreieck:
(76) @t + 02 + 0% = 05
und umgekehrt gehort der durch die lineare homogene Glei-
chung (76) in Punktkoordinaten dargestellten Geraden der
Stab (74) an.

Will man andererseits einen Punkt @ durch eine Gleichung in Linien-
koordinaten darstellen, so bilde man zunichst seine Stabgleichung, welche
offenbar lauten wird:
wo U einen verdnderlichen Stab bedeutet, dessen Gerade durch den
Punkt @ hindurchgeht. Ersetzt man in der Gleichung (77) den Punkt a
und den Stab U durch ihre Ableitausdriicke:

(18) a=aqae + 6,6 + ae, und
(79) U=uF +uwE, +u,kl;,
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so verwandelt sich die Gleichung (77) in
(80) a iy, + a1y, + aguy = 0.

Damit ist fir den Punkt a die Gleichung in Linienkoordinaten gefunden,
und da auch die umgekehrte SchluBweise zulissig ist, so hat man den Satz:

Satz 293: Die Gleichung des Punktes
(78) a=ae + 0,6 + 056,

in Linienkoordinaten u,, u,, u; bezogen auf das Dreieck mit den
Ecken ¢, ¢, ¢; als Fundamentaldreieck lautet:

(80) au + U, + aguy = 0

und umgekehrt 148t ein Punkt, dessen Gleichung in Linien-
koordinaten die Form (80) hat, die Darstellung (78) zu.
Man kann noch hinzufiigen: Die Gleichung

(81) [Ux] =0

ist die Gleichung fiir das Vereintliegen (die Inzidenz) des Punktes z und
des Stabes U (vgl. Seite 41 des ersten Bandes), das heiBt, sie ist bei
konstantem U, aber veridnderlichem x die Gleichung der Geraden des
Stabes U in Punktkoordinaten, und bei konstantem x, aber verinderlichem
U die Gleichung des Punktes x in Stabkoordinaten. Bei Einfiihrung der
Werte (25) und (53) nimmt iibrigens die Gleichung (81) die Form an

(82) I+ Ul + Uty =0,

und umgekehrt 1i6t sich jede Gleichung von der Form (82) auch in der
Form (81) schreiben. Man hat also den Satz:

Satz 294: Jede in den Dreieckskoordinaten g, z,, r; eines
Punktes lineare homogene Gleichung ist die Gleichung der-
jenigen Geraden, deren Linienkoordinaten in bezug auf dasselbe
Dreieckskoordinatensystem die Koeffizienten jener Gleichung
sind und jede in den Dreieckskoordinaten u,, uy, u, eines Stabes
lineare homogene Gleichung ist die Gleichung desjenigen
Punktes, dessen Punktkoordinaten in bezug auf dasselbe Drei-
eckskoordinatensystem mit den Koeffizienten jener Gleichung
iibereinstimmen.

Die Linge des Einheitsstabes und eines beliebigen Stabes, die Masse
des Finheitspunktes und eines beliebigen Punktes. Es ist weiter noch von
Interesse, die Linge [’ des Einheitsstabes durch seinen Abstand vom
Einheitspunkte und die Masse m’ dieses Punktes auszudriicken. Dazu
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fihre man in die Erklirungsgleichungen des Einheitsstabes und Einheits-
punktes

(58) E=E, + E,+ E; und

(2) e=c¢ + ¢+ ¢

fir £ und e ihre Werte aus (59) und (4) ein und erhilt die Gleichungen
(83) 'F=E + E,+ E; und

(84) mf=ce + e + e,

Diese beiden Gleichungen (83) und (84) multipliziere man mitein-
ander unter Beriicksichtigung der Gleichungen (13) und (14), so ergibt
gich fir die Liange [ des Einheitsstabes die Gleichung

(85) Um'[Ff] = 3.

Das hier auftretende Produkt [Ff] besitzt nun aber eine einfache
geometrische Bedeutung. Denn da der Stab F die Linge 1 hat, und auch
der Punkt f ein einfacher Punkt ist, so ist das Blatt [Ff] gleich dem
Abstande des Einheitspunktes vom Einheitsstabe und zwar ist dieser Ab-
stand positiv zu nehmen, weil nach der Festsetzung auf Seite 18 der Sinn
des einfachen Stabes F' so gewiihlt werden sollte, daB das Produkt [Ff]
positiv wird. Bezeichnet man daher noch den positiv genommenen Ab-
stand des Einheitspunktes und Einheitsstabes mit q', so 1Bt sich die
Gleichung (85) in der Form schreiben

(86) I'mq =3,
und man erhilt also fiir die Linge [' des Einheitsstabes den Wert

, 3
(87) = e

Aus ihm folgt insbesondere, da g positiv ist, der Satz:

Satz 295: Die Lingenzahl [’ des Einheitsstabes hat immer
dasselbe Vorzeichen wie die Masse m’ des Einheitspunktes.

Die Formeln (86) und (87) lassen sich sehr leicht dadurch verall-
gemeinern, daB man in der obigen Entwickelung an die Stelle des Ein-
heitsstabes oder des Hinheitspunktes einen beliebigen Stab U oder einen
beliebigen Pumkt z treten laBt.

Fiihrt man nimlich in die Gleichung

(53) U=wE, +1,E + u By
fiir U seinen Wert aus (55) ein und multipliziert die entstehende Gleichung
(88) [T=uE, +u,E, + u,E,



28 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes.

mit der Gleichung (84), so ergibt sich fiir die Lingenzahl [ des Stabes
U die Gleichung
(89) ' [Tfl=u, +u, + u;.
Hier ist dann jetzt das Produkt [7f] der positiv genommene Abstand
p’ des Stabes U vom Einheitspunkte (vgl. Seite 15); die Gleichung (89)
nimmt daber die Form an
(90) [m'y =u, + u; + us.
Und diese Gleichung liefert, falls m” und p" von Null verschieden sind,
fiir die Lingenzahl [ des Stabes U den Wert
— L mti

(91) (= v

SchlieBlich hat man noch die zu der Formel (91) dualistisch ent-
sprechende Formel zu entwickeln. Dazu setze man in die Gleichung

(25) =16 + Lz + L
fiir « seinen Wert aus (26) ein, wodurch sie tibergeht in
(92) mé =16 + L6 + L:6,)

und multipliziere dann diese Gleichung mit der Gleichung (83). So er-
hilt man

(93) Vm[Ft] =1, + 5 + L.

Hier stellt das Produkt [F¢] den Abstand g des Punktes 2 vom Kinheits-
stabe E dar, dieser Abstand positiv oder negativ genommen, je nachdem
der Punkt z auf derselben Seite des Einheitsstabes liegt wie der Ein-
heitspunkt oder nicht. Die Gleichung 148t sich daher auch in der Form
schreiben

(94) Ume" =1y, + 2. + 1.

Man findet also, falls [" und q" von Null verschieden sind, fiir die Masse
m des Punktes x den Wert:

(95) m= éi’;%ﬂa-

Ubergang zu den Cartesischen Koordinaten. Besondere Wahl der Ecken
des Fundamentoldreiecks und des Finhestspunktes. Will man von den
Dreieckskoordinaten zu schiefwinkligen oder rechtwinkligen Cartesischen
Koordinaten iibergehen, so hat man zwei von den drei Kcken des Fun-
damentaldreiecks, etwa die Punkte ¢, und e,, auf den positiven Seiten der
Koordinatenachsen des Cartesischen Systems ins Unendliche riicken zu
lassen, die dritte Ecke ¢; aber zum Anfangspunkt des Koordinatensystems
zu machen. Den Einheitspunkt e wihlt man dabei am besten so, daB
seine Koordinaten auch i Cartesischen System die Werte 1, 1 erhalten.




Abschnitt 25, Gleichung (89) bis (97). 29

Dazu hat man einen Rhombus zu konstruieren, dessen Seite gleich der
Léngeneinheit ist, und der sich an die positiven Seiten der Koordinaten-
achsen anlehnt. In diesem Rhombus ist dann ¢
die Gegenecke des Anfangspunktes e, der durch
die obige Forderung charakterisierte Einheits- e
punkt e (vgl. Fig. 19). %

Durch diese Wahl des Einheitspunktes
und die auf Seite 2 gestellte Bedingung,
daB das #uBere Produkt [ee,e,] der drei
Grundpunkte = 1 sein solle, ist dann sowohl »er
die Masse des Anfangspunktes e, wie auch % ¥ig. 15 “
die Linge und der Sinn derjenigen beiden
Strecken ¢, und ¢, bestimmt, die als die greifbaren Bilder der unendlich
fernen Ecken des Koordinatendreiecks erscheinen (vgl. Seite 3ff. des ersten
Bandes).

Bezeichnet man nimlich wieder die Massen der vier Punkte

6, €, €5, € mit
ml} m2) m37 m’
und die mit ihnen zusammenfallenden einfachen Punkte mit

fv fo 1o 1

50 lassen sich zunichst die Massen m,;, m,, m, der drei Grundpunkte
vermdge der obigen Formeln

+ [ffyfs] [ffsh [Fh T,
) m = R R =
bis auf einen Proportionalititsfaktor m’ bestimmen. Dazu denke man
sich die Indizes 1 und 2 auf die beiden Punkte f; und 7, in der Weise
verteilt, daB das Produkt [ff,f;] positiv wird; dann werden mit Riicksicht

auf die Lage des Einheitspunktes und der Punkte f; und £, nach Seite 2f.

auch die Produkte
[Ffafsl, UG, [ffifel

positiv, und ebenso werden die auf Seite 8 eingefiihrten GrioBen 8, 8,, 3,,
welche die mit einem gewissen Vorzeichen versehenen Seitenlingen des
Fundamentaldreiecks darstellten, nach der dort gegebenen Festsetzung tiber
das Vorzeichen simtlich positiv. Mit Riicksicht hierauf erhdlt man fiir
die Briiche auf der rechten Seite von (8) die Werte:

(96) [Fhh)_ L Uhh)_ L 1AL

YA U T A R TAAA R
und die Gleichungen (8) verwandeln sich also in
1

11 14
97 M=y, My=m'., mg=m.
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Fihrt man aber die drei Werte (97) fiir m,, m,, m, in die Gleichung

(10) m, myn[1ifofs] = 1
ein, die mit der Gleichung
®) [e,e565] = 1

gleichbedeutend ist, so erhilt man die Gleichung

1 ’3
5 s WOIARA =1

und somit fiir m’ den Wert
3

. VA
(98) m =V inif
Nun ist das Produkt
(99) [fifsfs] = 3,3, sinf,

vorausgesetzt, daB unter f der positiv zu rechnende konkave Winkel ver-
standen wird, den die Stibe [f;f;] und [f;f;] mit einander einschlieBen.
(Vgl. die auf Seite 29 gemachten Angaben iiber das Vorzeichen von
{fif>f;], 8 und 8,) Die Gleichung (98) verwandelt sich daher in

, 1

100 m=.——
(100) Veint’
und die drei Gleichungen (97) gehen iiber

1 1

3, 8 1
101 m = Mmy=—"—, My= —-—
(101) ! %/QET, ? ’i/sinf 3 i/sinf’

wobei mit Riicksicht auf die oben (auf Seite 1) hinsichtlich der Massen
m,, m,, m, getroffene Voraussetzung die dritte Wurzel iiberall reell zu
nehmen ist; ja, wegen der soeben gemachten Festsetzung iiber den
Winkel f ist diese Wurzel sogar stets positiv.

Beachtet man jetzt noch, daB die Seiten 8, und 3, des Fundamental-
dreiecks unendlich lang sind, so nehmen die Gleichungen (101) die
Form an:

1

(102) m, = 0, m, = O, my = i‘s;;"f
Aus der dritten von diesen Gleichungen folgt wegen (1), daB

(103) €3 == *’;;;;_'.;,

wihrend die beiden ersten Gleichungen (102) zeigen, daB die Massen m,
und m, der beiden unendlich fernen Ecken e, und e, des Fundamental-
dreiecks verschwinden. Nun ist aber ein unendlich ferner Punkt von der
Masse O, durch Angabe der Linie, auf der er liegen soll, als Grife noch
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gar nicht bestimmt; denn es fiihrt zum Beispiel die Konstruktion der
Summe eines einfachen Punktes der Ebene und eines unendlich fernen
Punktes von der Masse O zu keinem eindeutigen Ergebnis (vgl. Seite 3f.
des ersten Bandes). Man weil nur, daf jener einfache Punkt durch die
Vermehrung um den unendlich fernen Punkt von verschwindender Masse
auf der Geraden verschoben wird, die von dem einfachen Punkte nach
dem unendlich fernen Punkte hinfithrt, die Grific und der Sinn dieser
Verschicbung bleibt dagegen vollig unbestimmd.

Um diese Unbestimmtheit aufzuheben, muB man fiir den unendlich
fernen Punkt noch eine Differenzdarstellung aufsuchen, durch die neben
der Richtung jener Verschiebung auch noch deren Grife und Sinn ange-
geben wird, welche also den unendlich fernen Punkt als Strecke charakteri-
siert (vgl. Seite 4f. des ersten Bandes).

Nun erkennt man aber leicht, daB die unendlich fernen Ecken e, und
e, des Fundamentaldreiecks durch die oben getroffene Verfiigung iiber die
Lage des Einheitspunktes nicht nur hinsichtlich ihrer Massen, sondern auch
als Strecken bereits vollstindig bestimmt sind. Dazu bezeichne man noch
die Zurtickleitungen des Einheitspunktes

(104) e=c¢e +e + 6

auf die Seiten [e;e,] und [e,e;] des Fundamentaldreiecks unter AusschluB
der gegeniiberliegenden Ecken ¢, und e, mit e, und e; (vgl. Seite 13),
setze also
(105) fea =16+ €&
]‘35 =3 1 &,

Dann sind nach dem Begriffe der Zuriickleitung (vgl. Seite 41 f. des ersten
Bandes) diese Punkte ¢, und e¢; nichts anderes als die dritte und vierte
Ecke des in der Figur 19 konstruierten Rhombus. Ihre Massen ferner

1 . Be-
i/sinf
zeichnet man daher noch die mit ¢, und e, zusammenfallenden einfachen
Punkte mit f, und £, so wird

stimmen mit denen des Punktes e; {iberein, sind also gleich

1 fs
106 =g =g
(106) “ i/gn‘ t’ % ’i/s'n f
Und 16st man die Formeln (105) nach e, und e, auf und setzt zugleich
fiir ¢;, e,, ¢; ihre Werte aus (103) und (106) ein, so erhilt man

i =1y

1
e, =€ — € =5

(107 Vaint

€ =€ — € = Vslmf(fs —f.;)
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Da aber die Strecken f, — f; und f; — f; die Strecken der vom Punkte f;
ausgehenden Seiten des ,Koordinatenrhombus® sind, und diese nach der
Voraussetzung die Linge 1 besitzen, so stimmen die Strecken e, und ¢,
nach Richtung und Sinn mit den positiven Seiten der Koordinatenachsen
iberein und besitzen die Linge

fir ein rechtwinkliges Koordinatensystem insbesondere die Linge 1. Fir
ein solches wird zugleich wegen (101) die Masse m; des Anfangspunktes
e, gleich 1.

In jedem Falle aber stimmen, wie die Vergleichung mit (102) oder
(103) zeigt, die Léngen der Strecken e, und e, mit der Masse Vl—f des
Punktes e, iiberein. Beachtet man daher, daB sich der Satz 4 sarilch n
der Form aussprechen IiBt:

Vermehrt man einen vielfachen Punkt von der Masse m um
eine Strecke ¢, so erhilt man wieder einen vielfachen Punkt,
der mit jenem Punkte gleiche Masse hat und gegen ihn um die
Strecke ;‘171 verschoben ist, so folgt, falls a und b zwei ZahlgréBen

sind, daB auch fiir ein schiefwinkliges Koordinatensystem die Summen
e, +ae;, und e + be,

diejenigen Punkte der Koordinatenachsen darstellen, die vom Anfangspunkte
die Entfernungen (a| und |b| haben und auf der positiven oder negativen
Seite der Koordinatenachsen liegen, je nachdem die ZahlgréBen a und b
positiv oder negativ sind.

Beziehungen zwischen den so gewonnenen spesiellen Dreieckskoordinaten
und den Cartesischen Koordinaten eines Punktes. Nach diesen Vorbe-
reitungen ist es nicht mehr schwer, die Beziehungen zwischen den Drei-
eckskoordinaten g, 1, £; und den Cartesischen Koordinaten eines Punktes
aufzufinden. Auf Seite 9 erhielten wir fiir die Dreieckskoordinaten t,, r;, £,
die Formeln:

4 = mymym3, p,
(32) Ty = mym,m3,p,
Is = nymym3, pg.

Dividiert man diese Gleichungen mit dem Produkte m m,m,m aller in

ihnen auftretenden Massen und setzt linker Hand fiir den Bruch - !

m, m, m
seinen Wert [f,f,f;] aus (10) ein, so erhilt man die Formeln o
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[flf‘)f;’,]gl — 51p1
(108) [fifef] & = 5’—*

[ﬁfzfs]gs — sps
oder wegen (101)

[f1f2f3] % = %/Ef §1§2P1
(109) [fxf2f3] L %/Siinif 3,8, 9,

[f1f2f3 L= f/smf &3P

Nun ist nach (99)
a0 )
und andererseits ist

(111) 83ps = [fifef3].
Setzt man aber die Werte (110) und (111) in die Gleichungen (109) ein
und dividiert mit [f]f;f;], so verwandeln sich diese Gleichungen in:

(g‘ Vsm -

snf

(112)

sin f

L Vsint.

Betrachtet man jetzt die Gerade des Stabes
b

E, = [e,e,] als Abszissenachse
und die Gerade des Stabes
— F, = [e;¢,] als Ordinatenachse

eines  Cartesischen — Koordinaten-
systems (vgl. Fig. 20) und be-
stimmt ferner die positiven Seiten
der Achsen dieses Cartesischen
Systems entsprechend dem Sinn
der Stibe E, und — E,, so wird
der Winkel f zu-
gleich der konkave
Winkel zwischen
den positiven Seiten
p——pp  der Abszissen- und
Fig 2. E; Ordinaten - Achse

GraBmann: Projektive Geometrie d. Ebene. IL 3
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des Cartesischen Systems, und bezeichnet man endlich die Koordinaten
des Punktes x in dem so definierten Cartesischen System mit r und y, so
wird auch dem Vorzeichen nach (vgl. Seite 8f.)

(113) sint ~F
_MP2 — I)
sin f

Die Gleichungen (112) lassen sich daher auch in der Form schreiben:

B Psinty

(114) B Vsinty
f; = V/sint.
Man erhilt also durch Division fiir die Verhiltnisse ** und 52 die Werte
5 . 3 3
(115) i
B

das heifit: Bei der von uns getroffenen Wahl der drei Grundpunkte ¢, e,, ¢,
und des Einheitspunktes ¢ werden die Verhaltnisse ¥ und ¥ der Dreiecks-

koordinaten r,, r,, ¥; eines Punktes z zugleich seine Cartesischen Koordi-
naten ¢ und y in bezug auf die Koordinatenachsen [e;e,] und [ege,].

Bezichungen zwischen den zugehdrigen speziellen Dreieckskoordinaten
eines Stabes und den Hesseschen Linienkoordinaten seiner Geraden. Zum
Schlusse endlich mdge noch untersucht werden, ob bei dem so gewonnenen
Ubergange von dem Dreieckskoordinatensystem zu den Cartesischen Ko-

ordinaten auch die Verhéltnisse g* und % der Dreieckskoordinaten u,,1,, u,
eines beliebigen Stabes U in bezusg auf das Fundamentaldreieck e 6,6, und
den Einheitspunkt e in die Hesseschen Linienkoordinaten u, v der Geraden
dieses Stabes in bezug auf das oben eingefiihrte Cartesische Achsenkreuz
iibergehen, das heiBt in die Ausdriicke

116 p=—"' und p=—21
a

B’

unter @ und b die mit passenden Vorzeichen versehenen Stiicke ver-
standen, welche die Gerade des Stabes U von den Koordinatenachsen ab-
schneidet?) (vgl. Fig. 21).

1) J. Pliicker, dem wir den Begriff der Linienkoordinaten verdanken, bezeich-
nete die drei Konstanten 4, B, C der Gleichung

A+ By+C=0
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Unm dies zu prii-
fen, denke man sich
einstweilen noch das
Koordinatendreieck
endlich und gehe
zuriick auf die Glei-
chungen (57) fiir die

Stabkoordinaten:
u, =m,lq,,

(B7) Ju, = mylq,,
u; = mylq,,

aus denen fiir die
beiden in Frage
stehenden Verhilt-

. un e .
nisse — und -* die
Uy Uy

einer Geraden in recht-
winkligen oder schief-

winkligen Punktkoordi-
naten g, y als(homogene)
Lintenkoordinaten jener
Geraden in bezug auf 4
das zu Grunde gelegte
rechtwinklige oder
schiefwinklige Koordi-
natensystem. Vgl
J. Plicker, Ueber
eine neue Art, in der
analytischen Geometrie
Punkte und Curven durch Gleichungen darzustellen. Journal fir die reine und an-
gewandte Mathematik Bd. 6 (1880). Seite 107ff. oder das Werk desselben Ver-
fassers: Analytisch-geometrische Entwicklungen Bd. 2. Essen 1831. Seite 1ff. und
Vorrede Seite VII.

Neben diesen drei homogenen Pliickerschen Linienkoordinaten benutzte O. Hesse
auch nichthomogene Linienkoordinaten. Er gab dazu der Gleichung der Geraden die
besondere Form:

Fig. 21.

ur+ovy4+1=0
und fiihrte die beiden in ihr auftretenden Koeffizienten u und v von y und y als
nichthomogene Linienkoordinaten in bezug auf das rechtwinklige oder schiefwinklige
Achsenkreuz in die Betrachtung ein. Dieselben haben die durch die Gleichungen (116)
angegebene geometrische Bedeutung und sind von mir oben als Hessesche Linien-
koordinaten bezeichnet. Vgl. O. Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geo-
metrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. Zweite Auf-
lage. Leipzig 1873. Seite 47 ff. und Seite 109 f.
3*
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Werte folgen:

(117) oM oypg B M,
Uy mg G U mg Qg

und diese verwandeln sich, wenn man ¢, und e, ins Unendliche riicken
148t, wegen (101) in:

1q u 1q
118 M_olh g Bl
( ) Ug 8 Qg Uy 8 05

Nun bestehen aber auch noch bei endlicher Lage der Punkte ¢, und
e, wegen der Ahnlichkeit der beiden Paare rechtwinkliger Dreiecke, die
von der Geraden des Stabes U, den Abstinden g,, q; und g,, g, und den
Koordinatenlinien e e; und e,e; gebildet werden (vgl Fig. 21), mit Riick-
sicht auf die auf Seite 15 gegebene Vorzeichenbestimmung der Abstinde
0y, Gy, 0; die Proportionen

H_ %0 g &0
s —a s —b

Und setzt man diese Werte fiir die Verhiltnisse - und 2 in die Glei-
chungen (118) ein, so verwandeln sich diese in ’

w_ & —al B _ % —b 1
(119) u, 8 —a und u, 8 —b

Sobald aber die Punkte ¢, und ¢, ins Unendliche fallen, nehmen die Briiche
%79 und %7 ® beide den Wert 1 an, und die Gleichungen (119) gehen
daher wirklich iber in

8
u 1 u 1
(120) we=—g wmd Pe—o

oder wegen (116) in
(121) S—u und v
Man hat also den Satz: ’

Satz 296: Verfigt man tiber die Bestimmungsstiicke eines
Dreieckskoordinatensystems in der Weise, daB man die beiden
ersten Hcken e, und ¢, des Fundamentaldreiecks in die unend-
lich ferne Gerade verlegt und zwar zwei Strecken gleich macht,

die mit einander den Winkel f einschlieBen and die Liange f7_};;

sin
besitzen, wihrend man als dritte Ecke e, einen beliebigen im
Endlichen liegenden Punkt verwendet, dessen Masse ebenfalls

4L

gleich f;lj ist, so sind die Verhaltnisse * und 2 der Dreiecks-

sin f 3 3
koordinaten &, r,, ; eines jeden Punktes « in bezug auf jenes

besondere Fundamentaldreieck gleich den Cartesischen Koordi-
naten ¢ und Y dieses Punktes in bezug auf die Koordinaten-

achsen [ee] und [ee,]; und zugleich sind die Verhéltnisse 3‘
8
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und %2~ der Dreieckskoordinaten u,, 1y, u, eines jeden Stabes U

in bezsug auf dieses Fundamentaldreieck gleich den Hesseschen
Linienkoordinaten u und v der Geraden jenes Stabes in bezug
auf dieselben Koordinatenachsen.

Der Satz vereinfacht sich etwas, wenn das Cartesische Koordinaten-
system rechtwinklig ist; alsdann ndmlich nimmt der Satz die Form an:

Satz 297: Verfiigt man iiber die Bestimmungsstiicke eines
Dreieckskoordinatensystems in der Weise, dal man die beiden
ersten Ecken ¢, und ¢, des Fundamentaldreiecks in die unend-
lich ferne Gerade verlegt, und zwar zwei Strecken gleich macht,
die auf einander senkrecht stehen und die Linge 1 haben,
wihrend man als dritte Ecke e; einen beliebigen im Endlichen

liegenden einfachen Punkt verwendet, so sind die Verhiiltnisse ?
3

und ? der Dreieckskoordinaten x,, Ly, r; eines jeden Punktes x
3

in bezug auf jenes besondere Fundamentaldreieck gleich den
rechtwinkligen Koordinaten ¢ und Y dieses Punktes in bezug
auf die Koordinatenachsen [e;e,] und [ee,], und zugleich sind
die Verhiltnisse %‘ und %2- der Dreieckskoordinaten u,, u,, u,
eines jeden Stabes U in si)ezug auf dieses Fundamentaldreieck
gleich den Hesseschen Linienkoordinaten u und v der Geraden

jenes Stabes in bezug auf dasselbe rechtwinklige Koordinaten-
system.

Abschnitt 26.

Harmonische Beziehungen am vollstindigen Viereck und Vierseit.

Harmonische Punktwiivfe auf den 3 Nebenseiten eines vollstimdigen
Vierecks. In der oben (auf Seite 1ff.) gegebenen Entwickelung zur Ein-
fiihrung des Dreieckskoordinatensystems bildeten die drei Grundpunkte
e, €, ¢; zusammen mit dem HEinheitspunkte e ein Viereck, von dem keine
drei Ecken in einer Geraden liegen. Man wird daher fiir die Untersuchung
der Eigenschaften eines solchen Vierecks die dort getroffene Verfiigung
tiber die Massen der drei Grundpunkte beibehalten konnen, dabei aber
gut tun, die dem Einheitspunkte e bisher eingerdumte Sonderstellung
wenigstens zum Teil dadurch zu beseitigen, daB man fiir den negativ ge-
nommenen Einheitspunkt — ¢ ein neues Zeichen einfiihrt, also etwa

(L e, = —e.

setzt. Alsdann nimmt die Beziehung (2) des vorigen Abschnitts zwischen
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dem Einheitspunkte und den drei Grundpunkten die Form an?)

(2) e+ e+ e +e=0.
Fiir jeden von den drei Punkten
3) a=¢ +e b=¢-+e c=e + ¢

erhdlt man dann noch eine zweite Darstellung; denn es wird wegen (2)

a=e+e~=—(6+¢)
4) b=¢+e=—(65+1¢)
¢c=¢+e=—(6 + &)

Diese Gleichungen zeigen, daB

der Punkt @ sowohl der Geraden e,e, wie der Geraden e,¢, angehért, daBl ferner

” ” b 2 »” 2 6462 » ” » 6361 ” ’ da‘B endhCh

” ’” ¢ » 7 ”» 6463 » ”» » 6162 »” M
Die drei Punkte a, b, ¢ sind daher die Schnittpunkte der drei Paare

Gegenseiten des vollstindigen Vierecks e e,e5¢e,, oder was dasselbe ist, die
Nebenecken dieses vollstindigen Vierecks (vgl. Fig. 22).

€2

Aus den beiden letzten Gleichungen (4) folgt nun aber durch Sub-
traktion die Gleichung:
) b—c=e—e,
welche zeigt, daB der Punkt b — ¢ der Schnittpunkt der Nebenseite be
des vollstindigen Vierecks e e,e;e, mit dessen Seite eye; ist (vgl Fig. 23).

1) Vgl. hierzu und zu dem Dualistischen auf S. 42: O. Hesse, Vorlesungen aus
der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der
Ebene. Zweite Auflage. Leipzig 1873. S. 66f. und S. 43f. und J. Kraus, Die geo-
metrische Deutung von Invarianten, welche bei ebenen Collineationen auftreten.
Inaugural - Dissertation. GieBen 1886. S. 12,
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Andererseits ergibt die Addition der beiden letzten Gleichungen (4)
fiir die Summe b + ¢ den Wert:

b+c=2¢ 4 ¢ + ¢
oder wegen der ersten Gleichung (4):
b+c=2e— (¢, +e¢)
oder endlich:
(6) bt+c=e —e.

Der durch die Summe b + ¢ dargestellte Punkt ist also der Schnitt-
punkt der Nebenseite be des vollstindigen Vierecks e e,e;e, mit der Seite
e,e, dieses Vierecks, und die beiden Punkte b — ¢ und b 4 ¢ werden da-
her aus der Nebenseite bc durch die beiden Gegenseiten e,e; und e,e
jenes vollstindigen Vierecks ausgeschnitten, das heiBt durch diejenigen
beiden (regenseiten dieses vollstindigen Vierecks, die sich in der zur
Nebenseite bc gegeniiberliegenden Nebenecke a schneiden.

Da aber nach Seite 54 des ersten Bandes vier Punkte

b, ¢, b4+c¢, b—e¢

einen harmonischen Punktwurf bilden, und neben den beiden Gleichungen
(5) und (6), das heiBt neben den Gleichungen

) b—c=e¢—¢, btc=¢ —e,

zugleich auch die in bezug auf a, b, ¢ und ¢, ¢,, ¢ zyklisch entsprechen-
den Gleichungen

(8) c—a=—¢—e, ct+a=e —e und
9) a—b=e¢—e, at+tb=¢ —¢

gelten, so hat man den Satz (vgl. Fig. 23):

Satz 298: In einem vollstindigen Viereck wird jede Neben-
seite durch die beiden in der gegeniiberliegenden Nebenecke
zusammentreffenden Seiten des Vierecks harmonisch geteilt.

Harmonische Punktwiirfe auf den 6 Hauptseiten eimes vollstindigen
Vierecks. Ubrigens beweist man noch leicht, daB auch umgekehrt die
Nebenseiten eines vollstindigen Vierecks auf jeder von den sechs Haupt-
seiten zwei Punkte bestimmen, die zusammen mit den beiden dieser Seite
angehorenden Ecken des Vierecks einen harmonischen Punktwurf bilden.

Stellt man nimlich die erste Gleichung (4) mit der Gleichung (6)
zusammen, betrachtet also das Gleichungssystem

(10) a=¢+e¢, b+c=¢e¢—e¢,
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so sieht man, daB die Seite e,¢, durch die auf ihr enthaltene Nebenecke
e, a und die gegeniiberliegende Nebenseite be

harmonisch geteilt wird (vgl Fig. 24).
Andererseits 1iBt sich aus der ersten
Gleichung (4) und der Gleichung (5) das

Gleichungssystem zusammenstellen:

brce, e (an {a =— (e + ¢y),

b—c=¢ —e;
a=egqel it S - —— - —;+5 und dieses zeigt, daB auch
=—(e+e3) die Seite e,e, durch die auf

ibr enthaltene Nebenecke a
und die gegeniiberliegende Nebenseite be harmonisch geteilt wird.
Und da die Gleichungen (10) und (11) bei zyklischer Vertauschung
der GroBen a, b, ¢ und e, ¢, ¢, giiltig bleiben, so daB also auch die
Gleichungen bestehen:

(12) b=e,+ e, ct+a=e —e,,
(13) b=—(;5+¢), c—a=¢—e,
(14) c=c¢,+ e, a+b=e —e,
(15) ¢c=—(e + &), a—b=re —e,

so sieht man, daB auch die Seiten e,e, und e;e, und ebenso die Seiten
e,e; und e, des vollstindigen Vierecks jedesmal durch die auf ihnen
liegende Nebenecke und die gegeniiberliegende Nebenseite harmonisch ge-
teilt werden, und man hat den Satz:

Satz 299: Jede Seite eines vollstindigen Vierecks wird durch
die auf ihr enthaltene Nebenecke und die gegeniiberliegende
Nebenseite harmonisch geteilt.

Uber ein einem vollstiindigen Viereck eingeschrichenes vollstindiges Vier-
seit. Aus der geometrischen Bedeutung der sechs Punkte
b+e¢, c¢c+a, a-+b;
b—c¢, ¢c—a, a—1>
kann man leicht noch eine weitere Folgerung ziehen, wenn man beriick-
sichtigt, daB zwischen diesen sechs Punkten die vier Gleichungen bestehen:
(c+a)y—(a+b)+(b—0c)=0
(a+b)— b +c)+(c—a)=0
b+c¢)—( +a)+(@—0b)=0
(b—¢)+(¢c —a)+(a—b)=0.

(16)
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Diese vier Gleichungen zeigen nimlich, daB immer je drei solche von
jenen sechs Punkten, die in einer von den vier Gleichungen zusammen
vorkommen, in einer Geraden
liegen, woraus wiederum
folgt, daB diese sechs Punkte
die sechs Ecken eines voll-
stindigen Vierseits bilden
(vgl. Fig. 25).

Von den sechs Ecken
dieses vollstindigen Vier-
seits gehdren dann immer je
zwei (tegenecken einer und
derselben Nebenseite des voll-
stindigen Vierecks an. Die beiden Nebendreiecke des vollstindigen Vier-
ecks und Vierseits fallen also zusammen. Uberdies liegt jede von den
sechs HEcken des vollstindigen Vierseits auf einer von den sechs Seiten
des vollstindigen Vierecks. Das vollstindige Vierseit ist somit zugleich
dem vollstindigen Viereck eingeschrieben.

Beriicksichtigt man endlich noch, daB die vier Punkttripel, die den
Gleichungen (16) zufolge in einer Geraden liegen, immer den drei Seiten
eines der vier Dreiecke angehoren, die man aus dem vollstindigen Vier-
eck entnehmen kann, so hat man den Satz:

Satz 300: Konstruiert man auf jeder Nebenseite eires voll-
stindigen Vierecks die beiden Punkte, in denen sie von den-
jenigen beiden Seiten des Vierecks geschnitten wird, die durch
die jener Seite gegeniiberliegende Nebenecke hindurchgehen,
so liegen immer drei solche von diesen sechs Schnittpunkten,
die den drei Seiten eines der vier in dem Viereck enthaltenen
Dreiecke angehdren, in einer Geraden. Die vier durch diese
vier Punkttripel charakterisierten Geraden bilden daher ein
vollstindiges Vierseit, dessen Nebenseiten mit denen des voll-
stindigen Vierecks zusammenfallen, und dessen sechs Ecken
iiberdies auf den sechs Seiten des vollstindigen Vierecks liegen,
das also dem vollstindigen Viereck eingeschrieben ist.

Man kann noch hinzufiigen: In jeder Ecke des in diesem Satze be-
schriebenen vollstindigen Vierseits werden die beiden von ihr ausgehenden
Seiten des vollstindigen Vierseits durch die jene Ecke enthaltende Seite
und Nebenseite des vollstindigen Vierecks harmonisch getrennt; denn die
genannten vier Geraden projizieren die auf den beiden andern Nebenseiten
nach Satz 298 enthaltenen harmonischen Punktwiirfe. Man hat also
den Satz:
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Satz 301: Ist ein vollstindiges Vierseit einem vollstindigen
Viereck im Sinne des Satzes 300 eingeschrieben, so wird ein
jedes von einer Ecke des vollstindigen Vierseits ausgehende
Seitenpaar dieses Vierseits durch die diese Ecke enthaltende
Seite und Nebenseite des vollstindigen Vierecks harmonisch
getrennt.

Harmonische Strahlwiirfe in den 3 Nebenecken eimes vollstindigen Vier-
seits. Um zu den dualistisch entsprechenden Ergebnissen zu gelangen,
bezeichne man noch den dem Einheitsstab £ unseres Dreieckskoordinaten-
systems entgegengesetzten Stab mit E,, setze also:

(17 E, =—FE.

Dadurch nimmt die zwischen dem Einheitsstabe £ und den drei Grundstiben
E,, E,, E; herrschende Beziehung (58) des vorigen Abschnitts die Form an:
(18) L +E+E +E,=0.

Aus ihr aber ergeben sich fiir das durch die vier Stibe E,, E,, E, E,
bestimmte vollstindige Vierseit die den Sitzen 298 und 299 dualistisch

entsprechenden Sdtze. Zundchst findet man wieder leicht die Bedeutung
der drei Summen: '

(19) A=E,+E, B=E+E, C=E, +E,

Wegen (18) gestattet niamlich jede von diesen drei Summen noch eine
zweite Darstellung. Denn es wird

A=E,+ B ——(E, + E)
(20) B=E, + E =—(E + E)
C=E + E=—(E + E).
Diese drei Gleichungen zeigen, daB
die Gerade des Stabes A4 sowohl durch den Punkt E, E,
» »” ” ” 'B ” » ”» ” E4E2
”» ” » C ” ” » ” E4E3
wie durch den Punkt F,F, hindurchgeht, daB
” » ” ” E3E1 ” und daf
” ” ” » El E2 »
Die Geraden der drei Stibe 4, B, C sind daher die Verbindungslinien
der drei Paare Gegenecken des vollstindigen Vierseits (vgl. Fig. 26).
Aus den beiden letzten Gleichungen (20) folgt nun aber durch Sub-
traktion die Gleichung:
(21) B—-—C=E,—- L,

welche aussagt, daB die Gerade des Stabes B — C durch die Nebenecke

”
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BC des vollstindigen Vierseits F, F, E;E, und durch dessen Ecke E,FE,
hindurchgeht (vgl. Fig. 27).

Andererseits ergibt die
Addition der beiden letzten
Gleichungen (20) unter Be-
nutzung der ersten Gleichung
(20) fiir die Summe B+ C
den Wert:

(22) B+ C=E,—E,.
Der durch die Summe B + C
dargestellte Stab gehort also einer Geraden an, welche die Nebenecke BC
des vollstindigen Vierseits mit der Ecke E,F, dieses Vierecks verbindet.
Die Geraden der beiden Stibe B — C und B+ C projizieren daher von
der Nebenecke BC aus die beiden Gegenecken E,E; und E,FE, jenes
vollstindigen Vierseits, das heiBt diejenigen beiden Gegenecken desselben,
die der zur Nebenecke BC gegeniiberliegenden Nebenseite 4 angehoren.
Da aber nach Seite 58 des ersten Bandes vier Stibe

B, C, B+C, B-C
einen harmonischen Strahlwurf bilden, und neben den beiden Gleichungen
(21) und (22), daB heiBt neben den Gleichungen
(23) B—-C=E —E, B+C=E,—E,
zugleich auch die in bezug auf 4, B, C und E,, E,, E, zyklisch ent-
sprechenden Gleichungen

(24) C—A=FE,—FE, C+A=FE,—E, und
(25) A—B=FE —E, A+ B=F —E,

gelten, so hat man den Satz (vgl Fig. 27):
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Satz 302: In einem vollstindigen Vierseit werden die von
einer Nebenecke ausgehenden Nebenseiten durch die beiden auf
der dritten Nebenseite liegenden Ecken des Vierseits harmo-
nisch getrennt.

Harmonische Strahlwiirfe in den 6 Hauptecken eines vollstindigen Vier-
seits. Aber man iiberzeugt sich leicht, daB auch die sechs Hauptecken
eines vollstindigen Vierseits harmonische Strahlwiirfe enthalten. Stellt
man nimlich die erste Gleichung (20) mit der Gleichung (22) zusammen,
betrachtet also das Gleichungssystem

(26) A=E +E, B+ C=E,—E,

so sieht man, daB die von der Ecke F,E, ausgehenden Seiten E, und E,
durch die diese Ecke enthaltende Nebenseite A und den von ihr nach
der gegeniiberliegenden Nebenecke gezogenen Strahl B 4+ C harmonisch
getrennt werden (vgl Fig. 27).

Andererseits 148t sich aus der ersten Gleichung (20) und der Glei-
chung (21) das Gleichungssystem zusammenstellen:

(27) A=—(E2+Es): B_C=E2”E33

und dieses zeigt, daB auch die von der Ecke F;F, ausgehenden Seiten
E, und E; durch die diese Ecke enthaltende Nebenseite 4 und den von

ithr nach der gegeniiberliegenden Nebenecke gezogenen Strahl B — C
harmonisch getrennt werden (vgl. Fig. 28 und die obige Fig. 27).

Und da die Gleichungen (26) und (27) bei zyklischer Vertauschung
der Groen 4, B, C und E,, E,, E, giltig bleiben, so daB also auch
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die Gleichungen bestehen:

(28) B—E, + E, C+A=E,—E,
(29) B=—(E+E), C(C—-A=E—E,
(30) C=E, +E, A+ B=E, —E,
(31) O=“(E1+E2), A—B=E1—E2,

so hat man den Satz:

Satz 303: In jedem vollstindigen Vierseit werden die von
einer Ecke ausgehenden Seiten durch die diese Ecke enthaltende
Nebenseite und den nach der gegeniiberliegenden Nebenecke
gezogenen Strahl harmonisch getrennt.

Uber ein einem vollstindigen Vierseit wmschriebenes vollstiindiges Vier-

eck. Aus der geometrischen Bedeutung der sechs Stibe

B+C, C+ A4, A+ By

B—-C, C—4, A—B
kann man sodann genau so wie bei der dualistischen Entwickelung eine
Folgerung ziehen hinsichtlich eines dem vollstindigen Vierseit E, E,F,; E,
in besonderer Weise umschriebenen vollstindigen Vierecks. Beachtet man
nidmlich, daB zwischen den genannten sechs Stiben die vier Gleichungen
bestehen:
(C+4)— (4 +B)+(B—C) =0,
(A+B)— (B+C)+(C—4)=0,
B+0O)—(C+4)+(4—-B)=0,
(B—C)+ (C —4)+ (4 —B) =0,

(32)

so siecht man, daB die Geraden immer dreier solcher von den sechs Stiben,
die in einer von den vier Gleichungen zusammen vorkommen, durch einen
und denselben Punkt gehen,
woraus wiederum folgt, daf
die sechs Geraden jener Stibe
die Seiten eines vollstindigen
Vierecks bilden (vgl. Fig. 29).
Von den sechs Seiten dieses
vollstindigen Vierecks gehen
dann immer je zwei Gegen-
seiten durch eine und die-
selbe Nebenecke des voll- Fig. 29.

stindigen Vierseits. Die beiden Nebendreiecke des vollstindigen Vierecks
und Vierseits fallen also zusammen, und iberdies geht jede von den
sechs Seiten des vollstindigen Vierecks durch eine von den sechs Ecken
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des vollstindigen Vierseits. Das vollstindige Viereck ist somit zugleich
dem vollstindigen Vierseit umschrieben.

Beriicksichtigt man endlich noch, daB die vier Strahltripel, die den
Gleichungen (32) zufolge in je einem Punkt zusammenlaufen, immer durch
die drei Ecken eines von den vier Dreiseiten hindurchgehen, die man aus
dem vollstindigen Vierseit entnehmen kann, so gelangt man zu dem
folgenden Satz, der als eine neue Fassung des dualistisch sich selbst ent-
sprechenden Satzes 300 angesehen werden kann:

Satz 304: Projiziert man von jeder Nebenecke eines voll-
stindigen Vierseits diejenigen beiden Gegenecken des vollstin-
digen Vierseits, die auf der jener Nebenecke gegeniiberliegenden
Nebenseite liegen, durch zwei Strahlen, so gehen von den sechs
so erhaltenen projizierenden Strahlen immer drei solche Strah-
len, welche die drei Ecken eines der vier dem Vierseit an-
gehorenden Dreiseite enthalten, durch einen und denselben
Punkt hindurch. Die vier durch diese vier Strahltripel charakte-
risierten Punkte bestimmen daher ein vollstindiges Viereck,
dessen Nebenecken mit denen des vollstindigen Vierseits zu-
sammenfallen, und dessen sechs Seiten tiberdies durch die sechs
Ecken des vollstindigen Vierseits hindurchgehen, das also dem
vollstindigen Vierseit umschrieben ist.

Man kann noch hinzufiigen: Auf jeder Seite des in diesem Satze be-
schriebenen vollstindigen Vierecks werden die beiden auf ihr liegenden Ecken
des vollstindigen Vierecks durch die ihr angehdrende Ecke und Nebenecke
des vollstindigen Vierseits harmonisch getrennt; denn die genannten vier
Punkte sind die Schnittpunkte der in den beiden andern Nebenecken nach
Satz 302 enthaltenen harmonischen Strahlwiirfe. Man hat also den Satz:

Satz 305. Ist ein vollstindiges Viereck einem vollstindigen
Vierseit im Sinne des Satzes 304 umschrieben, so wird jedes
auf einer Seite des vollstindigen Vierecks liegende Eckenpaar
dieses Vierecks durch die auf dieser Seite gelegene Ecke und
Nebenecke des vollstindigen Vierseits harmonisch getrennt.

Lineale Konstruktion des vierten harmonischen Punktes und Anwendung
auf die Konstruktion der Harmonikale eines Punkles in bezug auf ein Drei-
eck. Auf Grund des Satzes 298 16st man leicht die folgende Aufgabe:

Aufgabe: Es sind gegeben drei Punkte a, b, ¢ einer Geraden;
es soll der zu dem Punkte ¢ harmonisch zugeordnete Punkt d
unter alleiniger Anwendung des Lineals konstruiert werden.

Losung: Man lege durch den ersten Punkt a zwei beliebige Geraden
und durch den driften Punkt ¢ eine dritte Gerade, die die beiden ersten
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Geraden in ! und n schneiden moge (vgl Fig. 30). Sodann verbinde
man den zweiten Punkt b mit den Punkten ! und # und bezeichne die
Schnittpunkte der beiden Verbindungslinien

bl und bn

mit den zuerst gezogenen Geraden
an und al mit
m und k.

SchlieBlich verbinde man noch % mit m, so schneidet die Verbindungs-
linie aus der Geradeu ab den gesuchten vierten harmonischen zu ¢ zu-
geordneten Punkt d aus.

Denn die vier Punkte %, I, m, » mit ihren sechs Verbindungslinien
bilden ein vollstindiges Viereck, von dem ab eine Nebenseite ist. Ferner
werden die Punkte ¢ und d aus der Nebenseite ab durch diejenigen beiden
Gegenseiten km und In des vollstindigen Vierecks klmn ausgeschnitten,
die sich in der zur Nebenseite ab gegeniiberliegenden Nebenecke treffen.
Nach dem Satze 298 ist also der Punktwurf a, b, ¢, d harmonisch.

Fig. 31.

Es mdge noch bemerkt werden, daB die angegebene Konstruktion
den vierten harmonischen Punkt sowohl dann liefert, wenn ¢ zwischen a
und b liegt (vgl. Fig. 30), wie auch dann, wenn ¢ auBerhalb des Linien-
stiickes ab gelegen ist (vgl. Fig. 31).

Man kann die soeben angegebene Konstruktion oder, was auf das-
selbe hinauskommt, den Satz 298 zum Beispiel verwenden, wenn es sich
um die Lésung der Aufgabe handelt:

Aufgabe: Zu einem gegebenen Punkte seine Harmonikale
(Polare) in bezug auf ein gegebenes Dreieck zu konstruieren.

Losung: Man bezeichne die Ecken des gegebenen Dreiecks mit e,, e, €5,
seine Seiten mit F,, F,, F,, den gegebenen Punkt mit e, so hat man, um
die Harmonikale des Punktes e zu konstruieren, nach Satz 283 den Punkt ¢
von den drei Ecken e, ¢,, ¢; des Dreiecks auf die gegeniiberliegenden
Seiten E,, E,, E, zu projizieren und zu den drei Projektionen p,, p;, p,
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auf den sie enthaltenden Seiten die vierten harmonischen Punkte g,, ¢;, g5
in bezug auf die jene Seiten bestimmenden Ecken zu konstruieren.

Fig. 32

Die Konstruktion dieser vierten harmonischen Punkte ¢, ¢,, 95 er-
gibt sich aber nach dem soeben angegebenen Verfahren hochst einfach,
indem man die drei Projektionen p,, p,, p; des Punktes e miteinander
verbindet (vgl. Fig. 32); dann schneiden die Verbindungslinien

PeDs; D3Py, y oW 2
E,, E,, E,

des Dreiecks die gesuchten vierten harmonischen Punkte

aus den Seiten

415 9 4
aus, wie aus der Anwendung des Satzes 298 auf die vollstindigen Vierecke

. ) €Pe€iPs; €P3€P1> €D163Ds
und ihre Nebenseiten

€3, €361, €16y
unmittelbar hervorgeht. Nach Satz 283 liegen aber dann die Punkte
4y, 93, Gs in einer Geraden, welche die gesuchte Harmonikale (Polare) des
Punktes e in bezug auf das Dreieck e e,e; bildet.



Finfter Hauptteil.
Die Kollineation.

Abschnitt 27.
Die allgemeinen Eigenschaften der Kollineation.

Der extensive Bruch fiir die Punki- Punkt- Abbildung einer Kollineation.
Fir die analytische Behandlung der linearen Abbildungen in der Ebene
ist es von Nutzen, wie im bindiren Gebiet, das heiBt wie bei den Projek-
tivititen in der Geraden und im Strahlbiischel, extensive Briiche ein-
zufithren, deren Zihler und Nenner Punkte oder Stibe sind. Doch werden
diese Briiche im terniren Gebiet drei Zihler und dres Nenner enthalten
miissen.

Wir behandeln zunichst die Kollineation in der Ebene und benutzen
dabei als Grundpunkte, die zugleich die Nenner der extensiven Briiche
werden sollen, drei nicht in gerader Linie liegende vielfache Punkte

(1) e =Myfy, € =1Mfy, € =mf;,

deren Massen m,, m,, Mm; in der Weise bestimmt sein mdgen, daB das
duBlere Produkt

(2) [aese] =1

wird, und daB iiberdies ein der Lage nach beliebig gewiahlter vierter Punkt

¢, welcher nur nicht mit zwei Grundpunkten in derselben geraden Linie
liegen mag, der Einheitspunkt wird, daB also

3) e=¢é 6+ 6

wird (vgl. Fig. 33). Durch diese beiden
Forderungen sind, wie im 25. Abschnitte
gezeigt ist, die Massen der drei Grund-
punkte eindeutig bestimmt und damit auch
die Masse des Einheitspunktes. AuBerdem

158t sich jeder beliebige weitere Punkt x der Ebene als Vielfachensumme
der drei Grundpunkte e, ¢,, ¢; also unter der Form

(4) T=16 T L3 + L3¢
darstellen. Seine Ableitzahlen sind dabei die auf das Dreieck e e,e; als

GraBmann: Projektive Geometrie d Fbene. IL 4

Fig. 33 \
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Fundamentaldreieck und den Punkt e als Einheitspunkt bezogenen Drei-
eckskoordinaten des Punktes z.

Will man jetzt einen Abbildungsfaktor f definieren, der jeden be-
liebigen Punkt z der Ebene bei der Multiplikation in einen (im allge-
meinen) von ihm getrennt liegenden, eindeutig bestimmten Punkt y = xf
derselben Ebene iiberfiihrt, so hat man

erstens diejenigen Punkte a,, a,, @, festzulegen, die den Grund-
punkten e, e, e; zugeordnet werden sollen, welche also den Gleichungen

®) et =a, elt=a, el=aq

Geniige leisten. Daneben aber kann man
zweitens noch die Forderung stellen, es solle ein jeder Punkt

Z =6 + L6 + L3,

welcher durch die drei ZahlgroBen y,, 1,, Iy aus den drei Grundpunkten
e, 6, € abgeleitet ist, in denjenigen Punkt zf umgewandelt werden, der
aus den ,Bildern® a,, a,, a; der drei Grundpunkte durch dieselben Ableit-
zahlen entwickelt wird, das heiBt in den Punkt

(6) zt =10, + 50, + L30;.

Durch die Punkte z und «f wird dann die Ebene doppelt iiberdeckt.
Zur  Unterscheidung
mogen die Punkte z
die Punkte des ersten
Systems und die Punkte
2t die Punkte des zwei-
ten Systems genannt
werden (vgl Fig. 34).

Der durch die bei-
den angegebenen For-
derungen sachlich defi-
nierte Abbildungsfaktor
¥ 148t sich nun aber for-
mell durch einen Bruch
mit den dre; Nennern
e,, €, ¢, und den drei entsprechenden Zihlern a,, a,, a; ausdriicken,
das heiBt in der Form

(1) T TR

elv €, €3

€2

[ ¥4

7]

Durch eine solche Bruchdarstellung kann man némlich andeuten, daB aus
jeder von den drei in den Nenner gestellten GroBen e, bei der Multipli-
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kation mit ¥ der entsprechende Zihler a; hervorgeht, dal also wirklich
die drei Gleichungen bestehen

(8 et=a, i=1,2,3.
Man wird aber zugleich auch der zweiten von den beiden oben gestellten
Forderungen gerecht, wenn man noch die Bestimmung hinzufiigt, der

Bruch ¥ solle sich einer Vielfachensumme von Punkten gegeniiber bei
der Multiplikation distributiv verhalten. In der Tat wird dann

wf=(re + Lo+ Le)t=1 et + 5 et + 55 6t
das heiBt wegen (8)
2t =10, + L0, + L34,
wie oben in (6) verlangt wurde.

Uberhaupt lassen sich auf die extensiven Briiche von der Form (7)
alle Begriffsbestimmungen wortlich ibertragen, die wir im ersten Bande
Seite 116 ff. bei Einfithrung der Abbildungsbriiche fiir die Projektivititen
in der Geraden -gegeben haben. Wir heben jetzt nur folgendes hervor:

Setzt man noch fest, daB zwei Abbildungsbriiche, welche Punkte in
Punkte tiberfithren, und ebenso zwei Vielfachensummen solcher Abbildungs-
briiche dann und nur dann einander gleich gesetzt werden sollen, wenn
sie mit jedem Punkt der Ebene multipliziert Gleiches liefern, wobel wie
immer an der Distributivitit der Multiplikation festgehalten wird, so ist
damit der Abbildungsbruch t auch als Grife vollstindig definiert. Ins-
besondere erscheinen alsdann die ZahlgroBen als spezielle Fille eines
solchen Abbildungsbruches. So hat zum Beispiel der Bruch

€15 b2 &
€11 €24 6
mit der ZahlgroBe 1 die Eigenschaft gemein, jeden Punkt 2 bei der Multi-
plikation unveréindert zu lassen, und man kanun daher jenen Bruch
€1 %% _ 1
€1 €2, €
setzen. Damit hat man dann zugleich die Moglichkeit gewonnen, einen
Abbildungsbruch von der Form (7) mit einer beliebigen ZahlgroBe durch
Addition oder Subtraktion zu verkniipfen.

Ferner ergibt sich sofort, daB es zur Gleichheit zweier solcher Ab-
bildungsbriiche hinreicht, wenn sie mit drei nicht in gerader Linie liegen-
den Punkten multipliziert Gleiches liefern. Sind n#mlich ¥ und ¥ zwei
solche Abbildungsbriiche, welche mit drei nicht in gerader Linie liegenden
Punkten b,, b,, b, multipliziert Gleiches liefern, fiir die also die Glei-
chungen bestehen
) Bt —bt, bt—0,F, bt—0t,

4"‘
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so wird sicher auch fiir jeden beliebigen Punkt x
2t =zt
so daB man also auch setzen kann
1=V
Denn jeder beliebige Punkt 2 der Ebene 1aBt sich.aus den drei nicht in
gerader Linie liegenden Punkten b,, b;, b; numerisch ableiten. Es sei etwa
. % =19;b; + Yby + Y5bs;
dann wird
zt=1y, bt+Y, bt + y, bf, das heibt wegen ()
=1 b1f' + s bzf' + s bat’
= (U1b1 + t)zb2 + Uabs) 14
=zt

womit die obige Behauptung bewiesen ist.

Die Grundeigenschaften der Punkt- Punkt-Abbildung einer Kollineation.
Der Fundamentalsatz der Kollineation. Aus der analytischen Forderung
der Distributivitit des Bruches f entspringen unmittelbar die geometri-
schen Grundeigenschaften der durch ihn dargestellten Abbildung,

zunichst diejenige Eigenschaft, der die Abbildung ¥ ihren Namen
Kollineation verdankt. Sind nidmlich z, y, z drei Punkte einer Geraden
(vgl. Fig. 35), so liBt -sich jeder von
=t ihnen als Vielfachensumme der beiden
andern darstellen, das heiBt, es wird zum
Beispiel
9) 7 =1xa+yy.
Den drei Punkten x, y, # entsprechen nun
aber nach Obigem die Punkte

EI'F);y z

zterzt+yyt
«f, yt, 2%,

yt und es wird mit Riicksicht auf (9)
St Gzt oyt
woraus wegen der Distributivitit von t folgt, daB
(10) 2b=1p xt+y yt

ist. Diese Gleichung aber zeigt wirklich, daB auch der Punkt sf mit den
Punkten zt und yf auf einer Geraden liegt. Die Abbildung f hat also
die Eigenschaft, daB Punkten, die zusammen auf einer Geraden liegen,
die also, wie man sagt, kollinear sind, stets wieder kollineare Punkte
entsprechen. Aus diesem Grunde heiBt die Abbildung ¢ die kollineare

o
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Abbildung oder Kollineation, genauer die Punkt-Punkt-Abbildung
der Kollineation, und man hat den Satz:

Satz 306: Erste Grundeigenschaft der Kollineation: Drei
Punkte einer Geraden werden durch kollineare Abbildung
wieder in drei Punkte einer Geraden iibergefiihrt.

Eine zweite Eigenschaft der kollinearen Abbildung, die mit der
ersten eng zusammenhiingt, LiBt sich ebenfalls unmittelbar aus der Dis-
tributivitit des Bruches f ableiten, namlich die Invariane des Doppel-
verhiiltnisses von vier Punkten einer Geraden.

Wie schon gelegentlich der Einfithrung des Doppelverhiltnisses auf
Seite 54 des ersten Bandes entwickelt ist, lassen sich vier in einer Ge-
raden liegende Punkte, auf deren Masse
es nicht ankommt, stets in der Form dar-
stellen z

x, Y, =2+ gy, ’U=x+f)y
(vgl. Fig. 36), und das Doppelverhiltnis
des Punktwurfes zyuv wird

43y

u .17+gy
(1) (o) = ¢,
das heiBt gleich dem Verhiltnis der Para-
meter des dritten und des vierten Punktes.
Sind nun &, ¥, «/, v" diejenigen Punkte,
die den Punkten z, y, w, v jenes Wurfes in bzt

der Kollineation f zugeordnet sind, so wird z'+§y’
o=zt y =yt

und mit Riicksicht auf die Distributivitit von f

W=ut=(@x+gyt=ot+g yt=2"+gy

vV=0l=@+hy)t=zof+ b yt =2+ bhy.

Die Ausdriicke fiir die vier Punkte des zugeordneten Wurfes erscheinen
daher unter der Form

Fig. 36.

2y, w =2 4gy, v =a+0by
Sein Doppelverhiltnis wird also wieder
(12) @)= b
Und man hat den Satz:

Satz 307: Zweite Grundeigenschaft der Kollineation: Ein
jeder Punktwurf wird durch kollineare Abbildung in einen
Punktwurf von demselben Doppelverhéltnis verwandelt.



54 Die allgemeinen Eigenschaften der Kollineation.

Aus der Invarianz des Doppelverhiltnisses eines Punktwurfes aber
folgert man weiter den Satz:

Satz 308: Jede Punktreihe wird durch eine Kollineation in
eine projektive Punktreihe iibergefiihrt.

Will man noch die Frage beantworten, wie viele Punkte man in den
beiden Systemen der Punkte 2 und zf einander zuordnen darf, um die
Abbildung festzulegen, beschrinke man sich auf den Fall, wo auch die
drei Zihlerpunkte a,, a,, a, ein eigentliches Dreieck bilden, verfiige so-
dann iiber die Massen
n,, Ny, Ny der Zihler-
punkte a,, a,, a; des
Bruches f in der Weise,
daf ein der Lage nach be-
liebig gewihlter Punkt g
der Einheitspunkt der
drei Punkte a,, a,, a,
wird, daB also

(13) a=a,+a,+a,

wird (vgl. Fig. 37),
und bezeichne den Wert
des #iufleren Produktes

Fig. 37.

[a,a,05] mit a, setze also

(14) la, aga5] = a;

dann wird

(15) a=ua,+a,+ag=elt + et +elt=1(>¢ +e +e)t=cef

das heiBt, der Einheitspunkt @ des Zihlersystems wird durch die Kolli-
neation f dem Einheitspunkte ¢ des Nennersystems zugewiesen. Da nun
aber sowohl die vier Punkte ¢, ¢,, ¢, und e, wie die vier Punkte a,, a,,
a, und @, abgesehen von den oben erwihnten Einschrinkungen, ihrer Lage
nach ganz beliebig gewihlt werden konnen, und durch Angabe der Lage
des Punktes a die Massen der drei Zihlerpunkte a,, a,, a, des Bruches
bis auf einen Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmt sind, so hat man
den folgenden Fundamentalsatz:

Satz 309: Fundamentalsatz der Kollineation: Um die Punkt-
Punkt-Abbildung einer Kollineation in der Ebene festzulegen,
kann man vier beliebig gelegenen Punkten des ersten Systems,
von denen aber keine drei derselben Geraden angehéren diirfen,
vier beliebig gelegene Punkte des andern zuweisen, von denen
jedoch wieder keine drei in einer Geraden liegen. Dadurch ist
dann die Abbildung bis aufeinen Zahlfaktor eindeuntig bestimmt.
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Die zu der Punki-Punkt-Abbildung t einer Kollincation adjungierte
Stab-Stab- Abbildung &. Da die Kollineation ¥ den Punkien einer Geraden
stets wieder Punkle einer Geraden zuweist, so kann man die durch den
Bruch f definierte Abbildung auch als
eine Beziehung zwischen den Ge- g =R
raden der Ebene auffassen. Diese
Abbildung der Geraden der Ebene wird
aber durch den Bruch ¥ nur indirekt
vermittelt. Um eine direkte Darstel-
lung derselben zu finden, beriicksichtige
man, daB die Gerade eines beliebigen
Stabes [y2] durch die Kollineation
in die Gerade des Stabes [yt-z{] iiber- &
gefihrt wird (vgl. Fig. 38), und
suche die Beziehung zwischen den
Ableitausdriicken dieser beiden Stibe aut. Setzt man wie gewdhnlich

(16) {?/ = D16 + Doy + D365
2= e T 56+ 36,
so wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (12) des 25. Abschnitts

Bals|p L 9 9|
| ' 3 3 |

2 33 |3 B

/ Fig. 38.

17) lys] =

Andrerseits wird
(18) {?/f = 9,0, + D0y + Y4
2l = a4, + 30, + 305
und setzt man daher noch
(19) [azas] = 4,, [a3a,] = 43, [a,a,] = 4,
so findet man fiir den zweiten Stab [yf-z¥f] die Darstellung:

}t)zt):*,EAl+21?3.I)1EAg+it)1172g
2 33 | s B B i 81 de

Der Stab [yt-zf] des zweiten Systems wird also aus den Stiben
A,, 4,, A; durch dieselben ZahlgroBen abgeleitet, durch die der ent-
sprechende Stab [yz] des ersten Systems aus den Grundstiben E,, E,,
E; hervorging; und man wird daher allgemein den Geraden der Stibe
[yz] die Geraden der Stibe [yf-zf] zuweisen, wenn man neben dem
Bruche f noch einen zweiten extensiven Bruch & einfiihrt, dessen Nenner
und Zéhler die Stibe E; und A4, sind, das heift die multiplikativen Kom-
binationen ohne Wiederholung zur zweiten Klasse aus den Nenmnern und
Zihlern des Bruches f, wenn man also setzt

E,.

E2+}

(20) [yt 2t] = A,
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A, 4, 4

(21) =% "5 5 "°

(22) {E1 =[ee], E,=[ee], E;=|[e6)]
4, =aya5], Ay=[asa,], A;=[a,a,]

ist. In der Tat wird dann

(23) lyz]& = [yt- 1],

und man erhilt den Satz:

Satz 310: Adjungiert man einem Kollineationsbruche
P %0 %
€, €y €’

welcher Punkte in Punkte {iberftihrt, einen zweiten Bruch

@ — Al’ Aza As

o El’ E2’ Es

in der Weise, daB dieser neue Bruch den Seiten E, des Nenner-
dreiecks von f die Seiten 4, des Zahlerdreiecks von f zuordnet,
diese Seiten dargestellt als die duBeren Produkte der Zihler-
und Nennerpunkte von f, so weist der ,adjungierte Bruch“ &
iberhaupt jedem Stabe [yz], das heifit jedem Produkte zweier
Punkte y und z des ersten Systems, den Verbindungsstab [yt.zf]
ihrer Bilder yf und zf im zweiten System zu.

Aus diesem Satze liBt sich noch eine wichtige Folgerung ziehen.
Nach der ersten Grundeigenschaft der Kollineation (Satz 306) wird einem
jeden mit zwei Punkten y und 2 in einer Geraden liegenden Punkte z
durch eine Kollineation § ein Bildpunkt z¥ zugeordnet, der mit den Bild-
punkten yf und zf der Punkte y und # wiederum in einer Geraden liegt.
Es entspricht also einem Punkte z, der die Gleichung

M [#(y2)] =0
erfiillt, ein Bildpunkt z¥, der der Gleichung
[zt(yt-28)] =0

Geniige leistet; und diese Gleichung kann man wegen (23) auch in der
Form schreiben:

) [#t-yz&] = 0.

Setzt man endlich in den beiden Gleichungen () und ()
(24) [y5] = U.

wodurch sie die Form annehmen:

(25) [xU} =0 und

(26) [xt- U] =0,

so kann man das gewonnene Ergebnis auch so formulieren:
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Aus der Bedingung fiir das Vereintliegen eines Punktes 2 und eines
Stabes U, das heiBt aus der Gleichung

(25) [ U] =0,
folgt die entsprechende Gleichung
[t-U&] =0

fir das Vereintliegen der zugehorigen Bilder zf und U® in der Kolli-
neation ¥, & Man hat also den Satz:

Satz 311: Ist f der extensive Bruch fiir die Punkt-Punkt-
Abbildung einer Kollineation und & der adjungierte Bruch fiir
die zugehdrige Stab-Stab-Abbildung, so zieht die Bedingungs-
gleichung

(25) [2U]=0

fiir das Vereintliegen des Punktes 2 und des Stabes U die ent-
sprechende Bedingungsgleichung

(26) [zt UR] =0

nach sich fiir das Vereintliegen der Bilder ¥ und UK des Punk-
tes £ und des Stabes U in der Kollineation , &.

Das kombinatorische Prodult [£1] der Punkt-Punkt-Abbildungen zweier
Kollineationen. Man kann iibrigens den Bruch fiir die zur Kollineation
¥ adjungierte Kollineation & auch als kombinatorisches Quadrat des Bruches
¥ darstellen, vorausgesetzt, daB man fiir das kombinatorische Produkt
zweier Kollineationen f und | derselben Ebene eine Erklirung aufstellt,
die das ternire Analogon des im 13. Abschnitt eingefiihrten kombinato-
rischen Produktes zweier Projektivititen derselben Geraden bildet (vgl
insbesondere die Formeln (8) und (18) des 13. Abschnitts).

Zunichst 138t sich die Formel (8) des 13. Abschnitts, das heift
die Formel

) [y=-pa] = LPEAITER 0,

=
unmittelbar auf den Fall iibertragen, wo an die Stelle der beiden Pro-
jektivititen $ und q derselben Geraden zwei Kollineationen f und I der-
selben Ebene getreten sind. Man kann niémlich genau entsprechend einen

Ausdruck [yz-fl] definieren durch die Formel
£ 20— [2Fyl
(27 lyz -t} = vtz ]féf[z— gl
und dann gerade so wie bei der Formel (*) zeigen, da der durch den

Bruch auf der rechten Seite von (27) definierte Ausdruck [yz-tl] den
Charakter eines aus den vier Grofen y, 2z, t, U gebildeten Produlktes besitat,
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indem erstens jeder Zahlfaktor, der zu einer der vier GroBen y, 2, f, |
hinzutritt, vor den ganzen Ausdruck gestellt werden kann, und indem
zweitens der Ausdruck distributiv ist gegeniiber einer Summe, die an
Stelle einer der vier Grofen y, z, £, [ in den Ausdruck eingesetzt wird.

Das Produkt [yz-fl] verdient aber auch den Namen eines kombi-
natorischen Produktes, da, wie aus der Erklirungsformel (27) ohne
weiteres folgt, wenigstens fiir seine Punktfaktoren y und z die Grund-
formel eines solchen Produktes gilt:

(28) {zz-t] =0,
die dann die Formel
(29) [y -t]] = — [y2-£1]

nach sich zjeht (vgl. Seite 10 des ersten Bandes).

Die beiden Punktfaktoren y und 2 des Produktes [yz-fl] sind also
nur mit Zeichenwechsel vertauschbar, wihrend seine beiden Kollineations-
faktoren f und [ offenbar ohne Zeichenwechsel vertauscht werden diirfen.
Denn es wird wegen (27)

[y 18] = W02 EL )

oder, da die Punktfaktoren y[ und zf, 2l und yt der duBeren Produkte
des Ziahlers nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind:

[yz- 18] = [ﬂfﬂ:; [«f- 1],

Das ist aber nach (27) gerade der Ausdruck fiir das Produkt [yz-fI],
das heiBt, es ist wirklich

(30) | [yz-1t] = [yz-11],

und man hat den Satz:

Satz 312: In dem kombinatorischen Produkte [yz-fI] sind
die Punktfaktoren y und z mif, die Kollineationsfaktoren f und
I ohne Zeichenwechsel vertauschbar.

Aus den Formeln (28) und (29) kann man ferner wiederum folgern,
daB das kombinatorische Produkt [yz-tl] auch als ein Produkt aufgefaft
werden kann, dessen eimer Faktor der Stab [yz] ist. Dazu suche man eine
GroBe [fI] einzufiihren, welche die Eigenschaft hat, einen jeden Stab [yz]
bei der Multiplikation in das kombinatorische Produkt [yz-fI] zu ver-
wandeln, die also fiir beliebige Werte von y und z der Gleichung gentigt:

(31) lyz] [£1] = [yz - E(].
Um auf Grund dieser Gleichung einen analytischen Ausdruck fiir die

GroBe [#[] zu finden, setze man in die Gleichung (31) fiir y und 2z ihre
Ableitausdriicke (16) ein, schreibe die Gleichung also in der Form:

(e + )yl + - ) = [(9y e, + ) Gy + -+ ) - 2],
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fiihre sodann die Multiplikation der runden Klammern aus und beriick-
sichtige dabei, daB sowohl linker Hand wie rechter Hand die Regeln der
kombinatorischen Multiplikation zur Geltung kommen (vgl. hinsichtlich
der rechten Seite die Formeln (28) und (29)). Auf diese Weise erhilt
man die Gleichung:

D Us‘ : [ s Ds
(2) (%% a1+ it =

Y | 32 33
Hier sind die Ausdriicke [e,e;-f1], ... gewisse Stibe, die nach (27) die
Darstellung gestatten:

(33) [ezes - 1] =

[eaes- ]+ ---

[eg B e 1] — [e,F -5 ]

5 y ey
fiir die sich also, wenn man noch
Gy, Gy Qg by, byy by
(34) f="plnls [ v
10 Y2y 8 1> 27 ™8

setzt, die Werte ergeben:

[epe5-H] = L“i’?;l%,[ﬂsﬁ:] , [ese, - 11] = [Mlg&’is_]

b
%) ey 1] = L= (020
Die in der geschweiften Klammer der linken Seite von (32) angegebene
Vielfachensumme der Stibe [ee,], [e;€,], [¢;€,] Wwird nun durch die Mul-
tiplikation mit der GroBe [fI] in die entsprechende Vielfachensumme
der Stibe [e,e,-tl], [ee, - EI], [e,¢,-Fl] iibergefiihrt, und da diese Be-
ziechung fiir beliebige Werte von v, und 3, ¢, k=1, 2, 3 gelten soll, so
kann man setzen: : . . on
__leseq- B, [ege, -E1], [e 6, -

(36) A CF R CUS A YA I
Den so definierten Ausdruck [f{] bezeichnen wir als das kombinato-
rische Produkt der Kollineationen t und [. Dasselbe stellt, wie
die Gleichung (36) zeigt, die Stab-Stab-Abbildung einer gewissen neuen
Kollineation dar.

Man iiberzeugt sich dann wieder leicht, daB seine Faktoren ohne
Zeichenwechsel vertauschbar sind. Denn es wird nach (36)

37) (1] = [eges - 18], [ese, - 1], [e,e,- 1E]

a6l e, [ae]
Nun sind aber nach dem Satze 312 die entsprechenden Zihler der Briiche
(36) und (37) einander gleich; man hat also die Formel:

(38) [(1] = [t1]

und damit den Satz:



60 Die allgemeinen Eigenschaften der Kollineation.

Satz 313: In dem kombinatorischen Produkte der Punkt-
Punkt-Abbildungen zweier Kollineationen sind die Faktoren
ohne Zeichenwechsel vertauschbar.

Fihrt man schlieBlich noch in die Bruchdarstellung (36) des kom-
binatorischen Produktes [f{] an Stelle der Zahler [e,e,-fI], ... ihre Werte
aus (3D0) ein, so findet man fiir das kombinatorische Produkt [fI] den
Ausdruck:

(39) [f[] — t{[a, bs]f [a, bz]}y_%:l[“s b]1—fa, bs]_}lfjlz_{ [‘ﬁ bg,];_[#“zjfxﬂ]i .

EXAN lesei]s [e, €]

Die zu einer Punkt- Punkt- Kollineation ¥ adjungierte Kollineation & als
kombinatorisches Quadrat von ¥. LaBt man in der Formel (27) die beiden
in ihr auftretenden Kollineationen einander gleich werden, setzt also
I =1¥, so ergibt sich aus ihr die Spezialformel:

e ) = WEEO =0yt

Da aber
[yt-2f] = — [2F-yi]

ist, so vereinfacht sich diese Formel zu
(40) [y ] = [yt -21).
Ferner folgt aus (36) fiir das ,kombinatorische Quadrat® [f] der
Kollineation ¥ die Darstellung
[£2] — [ese, %1, [ege, 221, [e e, 8%]

o [ees],  [ese]l, [eres]

oder wegen (40)
(41) ) =Blal ot all [otal

[ees], [ese ], [eres]
woftir man mit Riicksicht auf den Wert von ¥ in (34) auch schreiben kann:
(42) (] = la;a,], [a;0,], [a 0]

le:es], [ese]s  [enes)

oder wegen (22)

A, A,, A4,
(48) Fl =% &, 5
Die Vergleichung mit (21) zeigt dann, daB
(44) [#] - &
ist, und ferner entnimmt man aus dieser Gleichung und aus (31) und
(40), daB
(45) lyz] & = [y2][F] = [y2 ] = [yt - o],

wodurch zugleich die Formel (23) bestitigt wird. Das Hauptergebnis
dieser Untersuchung laBt sich in dem Satze ausdriicken:
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Satz 314: Die adjungierte Abbildung & der Punkt-Punkt-
Abbildung f einer Kollineation ist das kombinatorische Qua-
drat von f.

Das kombinatorische Produkt [$1m] der Punkt-Punkt-Abbildungen dreier
Kollineationen. Diesen Formeln kann man gleich noch die Ausdriicke
fiir die dreifaktorigen kombinatorischen Produkte von Kollineationen an-
reihen. Sind f, I, m die Punkt-Punkt-Abbildungen dreier Kollineationen
und &, y, z drei beliebige Punkte der Ebene, so definieren wir das kom-
binatorische Produkt

[zyz - Hm]

durch die Formel
1 [zt -yl-2m] + [yt 20 -zm] 4 [2F- 20 - ym]
46 flm] = 3,

(46) loye - Hlm] = {——[wf-z[-ym]—[g/f-x!-zm]—[zf~y[-xm]}’

das heifit, wir verstehen unter dem kombinatorischen Punkte [zyz - flm]
das arithmetische Mittel der Ausdriicke, die hervorgehen, wenn man die
Punktfaktoren z, y, #z in allen mdglichen Anordnungen mit den in der
Reihenfolge f, [, m genommenen Kollineationsfaktoren multipliziert, die
erhaltenen Produkte jedesmal zu einem planimetrischen Produkte ver-
einigt und dem so entstehenden Produkte das Plus- oder Minuszeichen
vorsetzt, je nachdem die Anordnung der Punktfaktoren, die in diesem
Produkte vorkommt, gegeniiber der urspriinglichen Anordnung z, ¥, # eine
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist.

Aus der Erklirungsformel (46) folgt ohne Weiteres, daB das durch
sie definierte Produkt [zyz-ffm] verschwindet, sobald zwel von seinen drei
Punktfaktoren einander gleich werden, daB also fiir dasselbe die Grund-
formeln bestehen:

[zuw - flm] =0
(40 fvyv - flm] =0
fwwz - Hlm] = 0.
Denn setzt man in (46)
y=2=u,
so heben sich auf der rechten Seite die sechs Glieder paarweise gegen-
seitig auf, und dasselbe gilt, wenn

z2=x=v oder
=19y =w setzt.

Aus den Grundformeln (47) ergeben sich ferner wie gewdhnlich
(vgl. Seite 10, 20, 142 des ersten Bandes) die Vertauschungsformeln

gy [ vt ettt

— [zey - tIm] = — [yzz - flm] = — [zyx - Elm].
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Da endlich das Produkt [zyz-fIm] nach (46) ebenso wie das Pro-
dukt [zyz] ein Blatt der Ebene ¢ e,e; darstellt und ein solches nach
unserer Verabredung auf Seite 26 des ersten Bandes als eine unbenannte
Zahl aufgefaBt werden kann, so gilt dasselbe auch von dem Bruche

[xyz - Tlm]
(49) (ya]
von dem wir noch voraussetzen wollen, daf sein Nenner
(50) [zyz] =0 sel

Man iiberzeugt sich dann genau so wie bei der entsprechenden Ent-
wickelung im bindren Gebiet (vgl Bd. I Seite 143), daB die durch den
Bruch (49) dargestellte ZahlgroBe von der Lage und Masse der drei
Punkte z, y, 2 unabhingig ist. Wir zeigen dazu, daB der Bruch (49)
seinen Wert nicht #ndert, wenn man die beliebigen, nur an die Be-
dingung (50) gebundenen Punkte x, 9, 2 durch die Grundpunkte e, e,, e,
ersetzt, beweisen also die Formel

[zyz - f[m] [e,ese, - Elm]
<51) [zye] [e, €2 6] ’
Wir fiihren zu dem Zwecke in den Bruch linker Hand fiir die Punkte
z, 9y, z ihre Ableitausdriicke

=6 T L€t L6
(52) Y =016+ Y26, T Y36

Z2=150 + 50 T 36
ein und erhalten so fiir ihn die Darstellung:

[xyz - tim] — [(22131 + - )([)1 e + )G + - ) fim]
[zyz] [@e + -6 + - )(51 & -+ -]
oder, wenn wir ausmultiplizieren und im Nenner die Gesetze der HuBeren
Multiplikation, im Zihler die ihnen entsprechenden Formeln (47) und (48)
anwenden:

. [zyz - Hm] D ee - Tim] flm]
(43) Tleval T Dlage]
wo D die Determinante der Ableitzahlen des Gleichungssystems (52) be-
deutet, wo also
Ly Lay &5 ’
(54) D=1, b, Y |
by B2 B
ist, und wo diese Determinante wegen (50) nicht verschwindet. Die Glei-
chung (53) aber reduziert sich, wenn man rechter Hand mit D kiirzt,
gerade auf die zu beweisende Formel:

[xyz - Tlm] [e,e.e, - Tlm]
(51) Tleyzs] T [eeses]
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Damit ist in der Tat gezeigt, daB der Bruch (49) von der Lage und
Masse der Punkte z, y, # unabhingig ist; und man kann daher fiir diesen
Bruch ein Symbol einfiihren, das nur noch die GroBen f, I, m enthilt;
wir wihlen das Zeichen [fIm], setzen also
zyz - tim

(55) [r1m] = (=02,

und bezeichnen die so definierte GrioBe [tIm] als das kombinatorische Pro-
dukt der Kollineationen f, I, m. Dabei konnen in der Formel (55) fiir
z, y, # drei ganz beliebige mnicht in einer Geraden liegende Punkte be-
nutzt werden; insbesondere kann man also auch die drei Grundpunkte
e, €3, ¢; verwenden, so daf man auch hat (vgl. auch die Gleichung (51))

(56) [fim] = [40& tm]

[el e‘.’ eﬂ]

Aus der Formel (55) folgt ferner durch Wegschaffung des Nenners die
Formel

6D [zyz][flm] = [zyz - tlm].

AuBerdem beweist man wieder leicht, daB die Faktoren des kombina-
torischen Produktes [fIm] ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, daB also

(58) [€0m] = [fm¥] = [m#(] = [fm(] = [(fm] = [mI£]").

Der Potenzwert der Punkt- Punkt-Abbildung eier Kollineation. Nimmt
man in der Formel (56) die Kollineationsbriiche ¥, I, m einander gleich
an, setzt somit

m=1I=t

80 verwandelt sich das kombinatorische Produkt [fIm] in die kombina-
torische dritte Potenz [ff] von f, die wir als den ,Potenzwert des

1) Es moge hier noch bemerkt werden, daB das kombinatorische Produkt [flm]
dreier Kollineationen £, I, m in der Ebene den 6ts» Teil der kubischen Determinante
darstellt, die man aus den 27 Elementen a, - blk. ¢, % k=1,2 38, bilden kann,
das heift den 6t*» Teil der Summe von dememcen 6* Gliedern, die entstehen, wenn
man in dem Produkte a,,b,,¢,, das Gebinde 1, 2, 3 der vorderen Indizes seiner drei
Faktoren und ebenso das Gebinde 1, 2, 3 der hinteren Indizes allen moglichen Per-
mutationen unterwirft und dem dadurch hervorgehenden Produkte das Plus- oder
Minuszeichen vorsetzt, je nachdem in ihm die Summe der beiden Inversionszahlen,
die dem Gebinde der vorderen und dem Gebinde der hinteren Indizes zugehoren,
eine gerade oder ungerade Zahl ist. Uber das Entsprechende im biniren Gebiet
sieche Bd. I Seite 144, Zum Begriff der kubischen Determinante vergleiche R. F. Scott,
A treatise on the theorie of determinants. Cambridge 1880. Seite 89 ff. und E. Pascal,
Die Determinanten, deutsch von H. Leitzmann, Leipzig 1900. Seite 184 ff. Weitere
Litteratur tiber kubische Determinanten findet man bei M. Lecat, Histoire de la
théorie des déterminants a plusieurs dimensions. Gand 1911.



64 Die allgemeinen Eigenschaften der Kollineation.

Bruches t“ bezeichnen wollen. Es wird
5 _ (a6 1]
(59 1= "foee
In dem Bruche auf der rechten Seite ist aber mit Riicksicht auf (46)
der Zihler
1 [e ¥ et ef] 4 [e,f - et - e ¥] + [eF - e - €]
[eees F] = 55 .
et et e ¥] — [ef - e B ¥ — [eF - e, - ]
Und da hier nach den Gleichungen (43) des zweiten Abschnitts simtliche
Glieder innerhalb der geschweiften Klammer (einschlieBlich ihrer Vor-
zeichen genommen) einander gleich sind, so wird

[erepe 03] = [ F - ,F - 6, f]

und also der Potenzwert von f

3 [ef - et-ef]  [a,050,]

(60) [F1= [esez€5] - [eeses]
Genau entsprechend dem Potenzwerte eines Projektivititsbruches im binfiren
Gebiet (vgl Seite 144 ff. des ersten Bandes) ist somit der Potenzwert eines
Kollineationsbruches ¥ gleich dem kombinatorischen Produkie seiner Zihler
dividiert durch dasjenige seiner Nenner.

Da iibrigens nach (2) das Produkt im Nenner von (60) den Wert 1
hat, so kann man die Gleichung (60) auch in der Form schreiben:

(61) [] = [a,a505],
oder wenn man die Gleichung (14) beriicksichtigt, auch in der Form:
(62) [£]] = a.

Ferner kann man aus der Gleichung (60) noch folgern, daB das
Produkt
(63) [e,eaes] [£7] = [eF - €51 - ]
ist, und diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn man an die Stelle
der Punkte e, €, e, drei ganz beliebige Punkte z, y, z treten liBt, das
heiBt, es gilt auch die Gleichung

(64) [zyz] [1¥] =[xt - yt - 2f].
Das Verschwinden des Potenzwertes der Punki- Punkt-Abbildung einer

Kollineation: Entartende Punkt- Punkt-Kollineationen. Das Verschwinden
des Potenzwertes einer Punkt-Punkt-Kollineation §, das heiBt die Gleichung

(65) [#] =0
oder wegen (61) die Gleichung
(66) la,a5a5] = 0,

ist dann wieder die Bedingungsgleichung des Entartens der Kollineation.
In der Tat ist es ja klar, daB bei einer Kollineation f, deren Zihler a,, a,, a;
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der Gleichung (66) Geniige leisten, die Punkte des zweiten Systems nicht
mehr die ganze Ebene iiberdecken konnen. Aus dieser Gleichung (66)
folgt niimlich?), daB zwischen den drei Zihlerpunkten a;, a,. a; eine Zahl-
beziehung herrscht, das heiBt eine Gleichung von der Form

(67) 0,8, + 0,0y + 0ya3 = 0,

in der wenigstens eine der drei Grofen o; von Null verschieden ist.

Man hat dann drei Félle zu unterscheiden:

Erstens den Fall, wo von den drei Produkten aus je zweien der
drei Punkte a, wenigstens eins von Null verschieden ist,

zweitens den Fall, wo alle diese Produkte gleichzeitig null sind,
aber doch nicht alle drei GroBen a; selbst verschwinden, und endlich

drittens den Fall, wo alle drei Zahler a, des Bruches f gleich
Null sind.

Zuerst sei also der Fall betrachtet, wo zwar das duBere Produkt [a,a,a,]
aller drei Zihlerpunkte des Bruches f verschwindet, aber wenigstens eins
von den drei Produkten

l[a,a;], [asa4], [aa]
aus je zweien dieser Punkte von Null verschieden ist. Wir bezeichnen
diesen Fall als den Fall der einfach entartenden Punkt-Punkt-
Kollineation.

Es 1Bt sich zeigen, daB in diesem Falle neben der Gleichung (67)
nicht noch eine zweite, von ihr unabhingige Zahlbeziehung zwischen den
a, bestehen kann. Ist nimlich zum Beispiel das Produkt

(68) la,a,] + 0,
so herrscht zwischen den Punkten a, und a, keine Zahlbeziehung?), wo-
raus wiederum folgt, daB in der Gleichung (67)

(69) 8+ 0

sein muB; denn bei verschwindendem a, wiirde sich ja die Gleichung (67)
auf eine Zahlbeziehung zwischen @, und a, allein reduzieren, und eine
solche ist eben durch die Ungleichung (68) ausgeschlossen. Ist aber die
Ungleichung (69) erfiillt, so ist die Gleichung (67) nach a; auflésbar und
liefert fiir a, den Wert:

(70) g = — o ay — 5 Ay

Augenommen nun, es bestinde zwischen den drei Punkten a,, a,, a; noch

1) Hinsichtlich der benutzten SchluBweise vergleiche man: H. GraBmann, Die
Ausdehnungslehre. Berlin 1862. Nr. ¢6. (Gesammelte mathematische und physi-
kalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig 1896)

2) Vgl. die soeben zitierte Ausdebnungslehre Nr. 61.

GraBmann: Projektive Geometrie d. Ebene. II.

[+
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eine zweite Zahlbeziehung:

* b1y + Beas + Byuy = 0,

so miibte auch diese aus denselben Griinden wie die Zahlbeziehung (67)
nach a, auflosbar sein und wiirde fiir @; den Wert ergeben:

**) a3 = — “g:; @y — ’gz“ @

Subtrahiert man aber von der Gleichung (**) die Gleichung (70), so er-
hialt man die neue Gleichung:

a a, a.
(i~ w)a (- g)m=0

und diese kann, da zwischen den Punkten a, und @, keine Zahlbeziehung
herrscht, nicht anders bestehen, als wenn ihre Koeffizienten einzeln ver-
schwinden, das bheiBt, es miissen die Gleichungen erfiillt werden:

1 a 2 as

T
oder, was dasselbe ist, die Proportion:

Di:Byihy =000,
Diese Proportion aber zeigt, daB die Zahlbeziehung (*) aus der Zahlbe-
ziehung (67) durch bloBe Multiplikation mit einem Zahlfaktor hervorgeht,
daB es also keine von der Zahlbeziehung (67) unabhiingige Zahlbeziehung
zwischen den Punkten a,. @,, a, gibt. Man hat daher den Satz:

Satz 315: Sobald das dreifaktorige duBere Produkt

[a;a505] = O

ist, aber wenigstens eins von den drei zweifaktorigen dulleren
Produkten

[asas], [asay], [aa,]
von Null verschieden ist, besteht zwischen den drei GroBen a,
eine, aber auch keine weitere von ihr unabhingige Zahlbe-
ziehung

o e, + a,a, + aza; = 0.

Geometrisch gedeutet sagt die Gleichung (67) aus, daB die drei
Punkte a,, a,, a,, die den drei Grundpunkten ¢, e,, ¢; durch die Kolli-
neation f zugewiesen werden, in einer Geraden liegen. Daraus aber folgt
dann, daB {iberhaupt einem jeden beliebigen Punkte

T =16 + L6 1 L3€;
des ersten Systems im zweiten System ein Punkt dieser Geraden ent-
spricht. Denn dem Punkte z wird durch die Kollineation f der Punkt
ot = 0] + 50, + 50
zugeordnet; und dieser gehdrt der Geraden der drei Punkte g, a5, a; an.
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Diese Gerade heiBt daher die Hauptgerade der einfach entartenden
Punkt-Punkt-Kollineation. Auf sie konzentrieren sich die Punkte
des zweiten Systems.

Man kann noch hinzufiigen: Ebenso wie allen iibrigen Punkten der
Ebene werden auch den Punkten der Hauptgeraden selbst Punkte dieser
Hauptgeraden zugewiesen, und da nach Satz 308 einer jeden Punktreihe
bei kollinearer Abbildung eine projektive Punkireihe entspricht, so bildet
die Punktreihe der Hauptgeraden zusammen mit der ihr kollinear zuge-
ordneten Punktreihe eine Projektivitdt in der Hauptgeraden. Eine Projek-
tivitit in, einer Geraden aber enthilt, wenn sie nicht eine bloBe Deckung
ist (vgl. Seite 197 des ersten Bandes), zwei getrennte reelle, zwei zu-
sammenfallende reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte (vgl
die Sitze 100 und 101 und Seite 197ff. des ersten Bandes). Und diese
beiden Doppelpunkte jener Projektivitit sind zugleich Doppelpunkte der
Kollineation und mdgen die Hauptpunkte der Kollineation ¥ heiflen.

Neben ihnen aber besitzt die Kollineation noch einen dritten Doppel-
punkt, den man zugleich als Nullpunkt der Kollineation bezeichnen kann.
Derselbe ist nichts anderes als derjenige Punkt

(711) a=0,6 1 0,6 + 0565,

der aus den Nennerpunkten e, e,, ¢, durch die Koeffizienten a,, a,, a,
der Zahlbeziehung (67) abgeleitet ist Wegen (7) wird nimlich sein zu-
geordneter Punkt af im zweiten System:

at =aq,a, + 0,0, + a;a;,
das heiit wegen (67):
(72) af =0.

Die einfach entartende Punkt-Punkt-Kollineation f weist also dem Punkte a

die ZahlgréBe O zu, und zwar ist offenbar (vgl. Satz 315) der Punkt a der

einzige Punkt, der diese Eigenschaft hat, und mége daher der Nullpunkt

der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation genannt werden.
Schreibt man die Gleichung (72) in der Form

(713) at=0.g,

wo z einen ganz beliebigen Punkt der Ebene bedeutet, so sieht man, daf
der Bildpunkt des Nullpunktes a seiner Lage nach ganz unbestimmt ist, daf3
thm aber die Masse O zukommt. Man ist daher nicht gerade genétigt,
als zugeordneten Punkt des Nullpunktes ¢ einen Punkt der Hauptgeraden
der Kollineation f anzusehen wie bei den iibrigen Punkten der Ebene,
sondern man kann auch jeden andern Punkt der Ebene, insbesondere den

Punkt a selbst, als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a auffassen. In
5*
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diesem Sinne erscheint der Nullpunkt a zugleich als ein dritter Doppel-
punkt der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation .

Man kann den Nullpunkt ¢ der Kollineation ¥ auch wn ihre Bruch-
darstellung als Nenner einfithren. Dabei hat man dafiir zu sorgen, daB
die neuen Nenner linear unabhiingig von einander werden, und muf daher
den Nullpunkt a an die Stelle desjenigen Nenners setzen, der dem wnicht
verschwindenden Koeffizienten der Gleichung (67) entspricht, das heiBt nach
(69) an die Stelle des Nenners ¢;, Man erhiilt so fiir den Kollineations-
bruch f die Darstellung

(74) f_ %% 0

€, €, a’

welche das obige Ergebnis bestitigt, daB in einer einfach entartenden
Punkt-Punkt-Kollineation f einem jeden Punkte der Ebene ein Punkt der
Hauptgeraden a,a, zugewiesen wird, wobei freilich als Bild des Null-
punktes a auch jeder beliebige Punkt der Ebene angesehen werden kann,
wenn man ihm die Masse O beilegt.

Der zweite Fall, der beim Verschwinden des duBeren Produktes [a, a,as]
aller drei Zihlerpunkte des Bruches f fiir die Punkt-Punkt-Abbildung einer
Kollineation eintreten kann, war der, wo die simtlichen drei zweifaktorigen
Produkte [aya,], [asa,], [a,a,] ihrer drei Ziahlerpunkte null sind, wo also
die drei Gleichungen bestehen:

(75) [azas] = [aya,] = [a,a,] = 0,
withrend wenigstens eine der drei GroBen a, von Null verschieden sein
sollte. Wir sagen in diesem Falle, die Punkt-Punkt-Kollineation ¢
sei zweifach entartend.

Verfigen wir alsdann iiber die Indizes der drei GroBen a; in der
Weise, daB a; nicht verschwindet, so werden zwischen den drei GroBen a;
zwei Zahlbeziehungen von der Form bestehen miissen:

(76) a, =fa;, a,=ga; oder
(17 a, —fa; =0, ay—ga;=0.

Diese Gleichungen sagen aus, daB die beiden Punkte @, und a,, sofern
sie nicht null sind, mit dem Punkte a, zusammenfallen. Daraus wiederum
folgt, daB dann tiberhaupt jedem Punkte

Z =16 1 L6 + L36

der Ebene ein mit dem Punkte a, zusammenfallender Punkt zugewiesen
wird; denn es wird

b = ga, + L0, + La,
xt = (5, f + 128 + 13)as.

oder wegen (76)
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Aus diesem Grunde heiBt der Punkt a; der Hauptpunkt der zweifach
entartenden Punkt-Punkt-Kollineation f.

Bezeichnet man ferner noch die beiden Punkte, die aus den Nenner-
punkten ¢, ¢,, ¢, durch die Koeffizienten der beiden Zahlbeziehungen (77)
abgeleitet sind, mit o’ und a”, setzt also

(78) a =e —fe, a’=e —ge,

so lassen sich die Gleichungen (77) auch in der Form schreiben

(719) at=0, a"t=0,

welche zeigt, dall den Punkten o' und a” durch die Kollineation f die
ZahlgroBe O zugewiesen wird. Aber man sieht auch sofort, daf die Kolli-
neation f eine ganze Punktreihe von Nullpunkten besitzt; denn sie ver-

wandelt bei der Multiplikation auch jede Vielfachensumme der Punkte a’
und a” in die ZahlgréBe 0. In der Tat wird fiir jeden Punkt

(80) a = a/a/ + auan
der Geraden a’a” wegen (79)
(81) af=0.

1

Die ganze Punktreihe a’a’ + a”a” besteht demnach aus Nullpunkten der
zweifach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation. Eine solche Kolli-
neation hesitzt somit einen Hauptpunkt und eine Nullpunktreihe.

Man kann auch hier wieder die Nullpunkte o’ und ¢” der Kollineation
in ihre Bruchdarstellung als Nenner einfiihren, wobei man wieder dafiir
Sorge zu tragen hat, daB die dre: Nenner der neuen Bruchdarstellung linear
unabhingig von eimander sind. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn man
die beiden Nullpunkte a’ und a” an die Stelle der Nenner ¢, und e, treten
liBt. Man bekommt so fiir den extensiven Bruch der zweifach entartenden
Punkt-Punkt-Kollineation die Darstellung:
(52 b=l

Der dritte Fall einer entartenden Kollineation { ist die dreifach
entartende oder uneigentliche Punkt-Punkt-Kollineation. Bei
ihr verschwinden alle drei Zihler des Bruches f. Derselbe hat also die
Form

(83) =992

€15 €3y €3

und weist iiberhaupt einem jeden Punkte der Ebene die ZahlgréBe O zu.
Auch hat in diesem Falle der Bruch f selbst den Wert O.

Man kann schlieBlich die gewonnenen Krgebnisse in dem folgenden
Satze zusammenfassen:
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Satz 316: Der Potenzwert der Punkt-Punkt-Abbildung ¥ einer
Kollineation in der Ebene verschwindet dann und nur dann,
wenn diese Kollineation entartet.

Ist in diesem Falle von den drei &uBleren Produkten aus je
zweien der Zihler des Bruches f wenigstens noch eins von Null
verschieden, so nennt man die Abbildung eine einfach entartende
Punkt- Punkt-Kollineation. Dieselbe ordnet simtlichen Punkten
der Ebene Punkte einer und derselben Geraden zu, die als die
Hauptgerade der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation
bezeichnet wird; auBerdem besitzt die Kollineation noch einen
ausgezeichneten Punkt, dem durch die Abbildung die ZahlgriBe
0 zugewiesen wird, und der daher der Nullpunkt der einfach
entartenden Punkt-Punkt-Kollineation heiBt.

Verschwinden dagegen alle drei zweifaktorigen HuBeren
Produkte der drei Zihler von f, ohne daB zugleich alle drei
Zihler selbst gleich Null sind, so heiBt die Abbildung eine
zweifach entartende Punkt- Punkt-Kollineation. In ihr entspricht
jedem Punkte der Ebene ein und derselbe Punkt, der Haupt-
punkt der Kollineation; auBerdem aber besitzt sie eine ganze
Punktreihe von Nullpunkten, das heiBt von Punkten, denen die
ZahlgroBe O zugewiesen wird.

Verschwinden endlich simtliche drei Zéhler des Bruches f,
so heiBt die Abbildung eine dreifach entartende oder uneigent-
liche Pumnlkt- Punkt-Kollineation. Bei ihr ist jeder Punkt der
Ebene ein Nullpunkt der Kollineation.

Das kombinatorische Produkt [®€] der Stab-Stab-Abbildungen zweier
Kollineationen. Wir haben oben auf Seite 55 f. die Stab-Stab-Kollineation
A4, 4y, A,
(84) ®=5. 5 5
als adjungierte Abbildung zur Punkt-Punkt-Kollineation eingefithrt. Aber
man kann selbstverstindlich ebenso gut auch von einer durch den
Bruch (84) definierten Stab-Stab-Kollineation als der urspriing-
lichen Kollineation ausgehen und von ihr die adjungierte Punkt-
Punkt-Kollineation.
_ [4,4,], [4: 4,7, [4, 4]

(#5) = [E,E,), [E, E,], [E, E,)
bilden, daB heiBt diejenige Abbildung, deren Zihler und Nenner die zwei-
faktorigen planimetrischen Produkte der Zihler und Nenner von & sind.

Auch fiir diese adjungierte Abbildung f einer Stab-Stab-Kollineation
R ergibt sich eine Darstellung als kombinatorisches Quadrat von & wenn

- |
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man noch den Begriff des kombinatorischen Produkies [8L] zweier Stab-
Stab-Kollineationen & und L einfiihrt.

Wir definieren dazu genau wie bei der dualistisch entsprechenden
Entwickelung zunichst den Ausdruck [VW . 8%], in welchem ¥ und W
zwei beliebige Stibe sind, durch die Formel

(86) (7w ge) =8 TE ;[Wﬁ' A,
aus der dann wiederum folgt, daB, wenn U ebenfalls einen Stab bedeutet,
(87) [UU-88] =0
ist, und daB
(88) [WV- 8] =—[VTW- 8]
aber
(89) [VW-Q8]=[VTW- 8¢
ist. Wir nennen den Ausdruck
[VW- &4

das kombinatorische Produkt der Stibe V, W und der Kollineationen R,
L. Die Formeln (88) und (89) enthalten den Satz:

Satz 317: In dem kombinatorischen Produkte [VW. 8¢] sind
die Stabfaktoren ¥ und W mi¢, die Kollineationsfaktoren & und
Q ohne Zeichenwechsel vertauschbar.

Definiert man sodann weiter das kombinatorische Produkt [€]
durch die Formel

(90) [VW][8L] = [V 8&8],

die fiir beliebige Werte der Stibe V und W gelten soll, so zeigt man
wieder wie auf Seite H8f., daB

_[BE,-88], [EE, -8, [E E, 8%]
&) &) =" m),  (mE). (&E]
ist, woraus wegen (89) mnoch folgt, daB allgemein
(92) (e8] = [8¢]

1st. Es gilt also der Satz:

Satz 318: In dem kombinatorischen Produkte der Stab-Stab-
Abbildungen zweier Kollineationen sind die Faktoren ohne
Zeichenwechsel vertauschbar.

In dem Bruche auf der rechten Seite von (91) besitzen die Zihler
nach (86) die Werte:

(99) (5, ) = BEBIBEEY
fiir die man, wenn man noch

___AlvszAs —_ 1’,32?B§
(94) Q—EIQ'E;’ ES’ Q_EI’EL‘;W 38
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setzt, auch schreiben kann:

(95> [Ez Es : '@8] =

(4: Bs]—[4s Be]
2 ?
Bei Einfiihrung dieser Werte nimmt die Gleichung (91) die Gestalt an:

%{[AzBs]_[AsBa]}v ’}T{[ASBI] _[AlBs]}a 3 {[AlBs]—‘[Az Bl]}
(96) 1821 =" gy, BB BE]

Die zu einer Stab-Stab- Kollineation & adjungierte Kollineation t als
kombinatorisches Quadrat von ®. Fiir das ,kombinatorische Quadrat“
[8?7] der Stab-Stab-Kollineation & erhilt man ferner wie auf Seite 60 die
Formeln:

(97) (VW] =[V& W& und
[E. & - E,&], [E&- E 8], [Elﬁ - K, 8]
(98) =) AL R

von denen sich die letztere wegen der ersten Formel (94) verkiirzt zu:

2 [AQAs]v [A:’,Al]v [‘Al A?]
(99) (%) = (& 5 (5o ), OB, B

Der Bruch rechter Hand ist aber nach (85) gerade der Ausdruck fiir die
zur Stab-Stab-Kollineation & adjungierte Punkt-Punkt-Kollineation f, und
man hat daher die Gleichung bewiesen:

(100) (&2 =1t.

Diese Gleichung enthdlt den Satz:

Satz 319: Die adjungierte Abbildung t der Stab-Stab-Ab-
bildung & einer Kollineation ist das kombinatorische Quadrat
von 8.

Ferner entnimmt man aus der Gleichung (100) und aus (90) und

(97), daB B
(101) (VWlit=[VW|[R]=[VIWR]=[VR W8]
Insbesondere ist also )
(102) [VWit=[V& - W8],
und man hat den zu dem
VWl wit Satze 310 dualistisch ent-
sprechenden Satz (vgl.
we Fig. 39):
" - Satz 320: Adjungiert

man einem Kollinea-
tionsbruche

VR @ _ Als Agv
Fig. 89. - "El , Ezv E;’
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welcher Stibe in Stidbe iiberfiihrt, einen zweiten Bruch

[4, As]v, [4,4,], [4,4,]

U= (& B (5E,) (5 5]

in der Weise, daB er den planimetrischen Produkten aus je
zweien von den Nennern des Bruches & die entsprechenden
planimetrischen Produkte aus den Zihlern von & zuordnet, so
weist dieser zu ® adjungierte Bruch f iiberhaupt jedem Punkte
[VW], daB heiBt jedem Produkte zweier Stibe ¥V und W des
ersten Systems, den Schnittpunkt [V&. W&] ihrer Bilder V&
und W& im zweiten System zu.

Die Grundeigenschafter. der Stab-Stab-Abbildung einer Kollineation.
Uberhaupt ergibt die Auffassung der Kollineation als Stab-Stab-Abbildung
zu jedem oben flir die Kollineation gewonnenen Satze eine dualistisch ent-
sprechende Eigenschaft. Insbesondere kann man aus der Distributivitit
des Bruches & die folgenden beiden neuen Grundeigenschaften der Kolli-
neation folgern:

Satz 321: Dritte Grundeigenschaft der Kollineation: Drei
gerade Linien, die durch einen Punkt gehen, werden durch kol-
lineare Abbildung wieder in drei gerade Linien iibergefiihrt,
die sich in einem und demselben Punkte schneiden. Und:

Satz 322. Vierte Grundeigenschaft der Kollineation: Ein
jeder Strahlwurf wird durch kollineare Abbildung in einen
Strahlwurf von demselben Doppelverhiltnis verwandelt.

Hieraus aber folgt weiter der Satz:

Satz 323: Jedes Strahlbiischel wird durch eine Kollineation
in ein projektives Strahlbiischel tibergefiihrt.

Die kollinearen Bilder einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse.
Aus dem Satze 323 und seinem dualistischen Gegenstiick, dem Satze 308,
ergibt sich dann noch ein wichtiger Satz iiber die kollineare Abbildung
der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse, nimlich der Satz:

Satz 324: Bei kollinearer Abbildung ist das Bild einer Kurve
zweiter Ordnung wieder eine Kurve zweiter Ordnung und das
Bild einer Kurve zweiter Klasse wieder eine Kurve zweiter
Klasse.

In der Tat liBt sich ja jede Kurve zweiter Ordnung als Erzeugnis
zweier projektiven Strahlbiischel darstellen, und da nach Satz 323 jedes
Strahlbtischel dnrch eine Kollineation in ein projektives Strahlbiischel’
ibergefiihrt wird, so werden insbesondere auch zwei zueinander projek-
tive Strahlbiischel wieder in zwei projektive Strahlbiischel verwandelt,
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also auch diejenige Kurve zweiter Ordnung, die das Erzeugnis der beiden
ersten projektiven Strahlbiischel bildet, in das Erzeugnis der beiden letzten
projektiven Strahlbiischel, das heiit wieder in eine Kurve zweiter Ord-
nung.

Natiirlich kann man die Begriindung auch auf Grund des Satzes 54
geben. Man kann nimlich nach diesem Satze jede Kurve zweiter Ord-
nung als geometrischen Ort derjenigen Punkte x auffassen, welche vier
feste Punkte a, b, ¢, d durch einen Strahlwurf von gegebenem Doppel-
verhéltnis g projizieren. Wenn aber das Doppelverhiltnis eines jeden
Strahlwurfes bei der kollinearen Abbildung erhalten bleibt, so projiziert
auch das Bild zf des laufenden Punktes x jener Kurve zweiter Ordnung
die Bilder af, bt, ct, df jener vier festen Punkte durch einen Strahlwurf
von dem Doppelverhiltnis g, das heiBt, auch der Punkt xf beschreibt eine
Kurve zweiter Ordnung.

Den zweiten Teil des Satzes 324 beweist man ebenso:

Da eine jede Kurve zweiter Klasse als Erzeugnis zweier projektiven
Punktreihen dargestellt werden kann, und nach Satz 308 jede Punktreihe
durch eine Kollineation in eine projektive Punktreihe iibergefiihrt wird,
so werden insbesondere auch zwei zueinander projektive Punktreihen wieder
in zwei projektive Punktreihen verwandelt, also auch diejenige Kurve
zweiter Klasse, die das Erzeugnis der heiden ersten projektiven Punkt-
reihen bildet, in das Erzeugnis der beiden letzten projektiven Punktreihen,
das heifit wieder in eine Kurve zweiter Klasse.

Auch hier kann man einen zweiten Beweis geben, und zwar unter
Benutzung des Satzes 56. Kine jede Kurve zweiter Klasse liBt sich
nimlich als Hiillkurve aller Geraden U auffassen, die von vier festen
Geraden A4, B, C, D in einem Punktwurf von gegebenem Doppelverhilt-
nis g geschnitten werden. Wegen der Invarianz des Doppelverhéltnisses
bei der kollinearen Abbildung wird daher auch das Bild UR der Geraden
U die Bilder A8, B® CR, D& jener vier festen Geraden in einem Punkt-
wurfe vom Doppelverhiltnis g schneiden, daB heiBt, selbst eine Kurve
zweiter Klasse umhiillen miissen.

Die zur adjungierten Abbildung & einer Punkt- Punkt- Kollineation ¥
adjungierte Abbildung t. Ist die Stab-Stab-Kollineation

_ éx , 4, As
(103) ~ % B B

die adjungierte Abbildung einer Punkt-Punkt-Kollineation

(104) P— % % %

€, €, €’
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so daB

(105) A, =[aza4], 4;=1[aza,], A;=][a,a5]

E = (6], FEy,=lee], E;=][ee6]
ist, so unterscheidet sich die zur adjungierten Kollineation & adjungierte
Abbildung

(106) fo [Aads], [4,4,], [4,4,)

(K, E,], [E, E], [E, L]

von der urspriinglichen Kollineation f in (104) nur um den Zahlfaktor
(107) 6 = [a,a0,] = [F°],
(vgl. die Gleichungen (61) und (14)); es gilt nimlich dann die Formel
(108) f=af.
In der Tat ist ja nach den Formeln (15) des 25. Abschnitts:
(109) [E ] = e, [EE]=e, [E E]=e¢,
und iiberdies wird wegen (107) (vgl auch die Gleichung (21) des 3. Ab-
schnitts) das Produkt:

[4; 45] = [asa, - a,0,] = [a5a, 5], = [a,0,05]a; = aa,;
und Entsprechendes gilt auch fiir die Produkte [A34,] und [4, 4,]. Man
erhilt also die Formeln:
(110) [4,4;] = aa,, [d34,]=aa,, [A;4,]=aag;
und die Gleichung (106) nimmt daher die G<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>