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Das Werk weicht seinem Inhalte wie seiner Form nach ziemlich stark von 
den sonstigen analytischen Bearbeitungen der projektiven Geometrie ab; seinem 
Inhalte nach, insofern das Rechnen mit Abbildungen in den Yordergrund der Be
trachtung geriickt ist, seiner Form nach, indem als analytisches Hilfsmittel die 
von A. F. Mobius und dem Yater deB Yerfasser~ begriindete Methode der Punkt
rechnung verwendet wurde, die fUr die Darstellung der projektiven Geometrie 
manche Yorzuge hat. Da man nlimlich bei ihr nicht nur die geometrischen 
Gebilde, den Punkt und die Gerade, die Strecke und das Feld, sondern auch die 
wichtigsten Abbildungen, die Projektivitat und Involution, die Kollineation, die 
Reziprozitat und das Polarsystem durch ein einziges Symbol ausdruckt und 
direkt der Rechnung unterwirft, gelangt man nicht nur zu Formeln von bemerkens
werter Kiirze, sondern hat auch den Yorteil, daB jedem Schritte der Rechnung 
eine entsprechende begriffliche Entwickelung parallel geht, wodurch zugleich eine 
engere Fiihlung mit der synthetischen Behandlung der Geometrie gewonnen wird. 
AuBerdem tritt das fUr die projektive Geometrie so wichtige Prinzip der Dualitat 
noch scharfer hervor, als dies bei anderen rechnerischen Methoden der Fall ist, und 
man erhalt ferner eine anschaulicbe und natiirlicbe Deutung der Dreieckskoor
dinaten, die es dann auch ermoglicht, in jeclem Stadium der Recbnung aufs 
leichteste zu den gewohnlichen Koordinatengleicbungen iiberzugehen. 

Der erste Band des Werkes umfaBt neben einem einleitenden Teile, in 
welchem die .\1.ethode del' Punktrecbnung dargelegt wird, die Grundbegriffe der 
projektiven Geometrie, die Erzeugung del' Kurven zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse durch projektive Strablbiiscbel und Punktreihen, Bodann aber eine be
sonders ausfiihrliche Behandlung der Projektivitaten in der Geraden und im 
Strahlbiischel, bei der versucht wurde, an dies em eil,facbsten Beispiele das 
moderne Yerf'ahren des Rechnens mit Abbildungen zu entwickeln und die wich
tigsten auf cliesem Gebiete in den letzten 25 Jahren von St8phanos, H. Wiener, 
Segre, Peano, Aschieri, Study, Scheffers, Reye und Burali-Forti gewonnenen 
Ergebnisse im Zusammenhange darzustellen. Der zweite Band enthalt die pro
jektiven Abbildungen in der Ebene, die Kollineation und die Reziprozitat und 
im AnschluB daran eine eingehende Behandlung der Kegelschnitte und linearen 
Systeme von Kegelschnitten. 
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Vorrede. 
Der zweite Band der projektiven Geometrie der Ebene, der das ternare 

Gebiet umfassen solI, ist von mir in _zwei Teile zerlegt worden. Der vor
liegende erste Teil enthiilt die linearen Abbildungen in der Ebene, die 
Kollineation und Reziprozitat,· und in besonders ausfiihrlicher Darlegung 
das Polarsystem. 1m AnschluB an dieses werden die schon im ersten Bande 
auf Grund ihrer projektiven Erzeugung, das heiBt vom binaren Standpunkte 
aus, behandelten Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse mit Riicksicht 
auf ihre ternaren Beziehungen von neuem untersucht und auch die Eigen
schaften der Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen entwickelt. 

Die Darstellung weicht ebenso wie im ersten Bande sehr stark von 
dem sonst Ublichen ab, in so fern ich zur Ableitung der geometrischen 
Satze die Punktrechnung verwendet habe, deren Formelentwickelung sich 
dem Stoffe aufs Engste anschmiegt. Dabei konnte ich fiir die Behandlung 
gewisser Abstufungen der projektiven Geometrie direkt diejenige Form der 
Punktrechnung zu Grunde legen, die ihr von meinem Vater in seiner 
Ausdehnungslehre verliehen ist, wahrend ich fUr andere Teilgebiete der 
projektiven Geometrie den entsprechenden Kalkul erst zurechtzumachen 
hatte. Das gilt zum Beispiel von dem kombinatorischen Produkte linearer 
Abbildungen in der Ebene, zu dessen Begriff zwar gewisse Ansatze vor
lagen, dessen Ausgestaltung im Einzelnen aber noch zu vollziehen blieb. 
Als Wegweiser diente mir hierzu wenigstens in einer Richtung meine 
schon im ersten Bande bei der Behandlung des Binaren gegebene Er
klarung des kombinatorischen Produktes zweier Projektivitaten derselben 
Geraden, wahrend die Fragestellung des Ternaren, entsprechend der groBeren 
Mannigfaltigkeit seines Gebietes, nach anderen Seiten hin besondere Ziele 
hervortreten lie13, die fiir den Ausbau des Begriffs jener kombinatorischen 
Produkte weitere Anhaltspunkte boten. 

Zu den neu eingefiihrten Bildungen der Punktrechnung ziihle ich ferner 
gewisse in der Theorie der Polarsysteme auftretende planimetrische Pro
dukte, welche die Polare eines Punktes oder den Pol einer Geraden hin
sichtlich eines Polarsystems als Faktor enthalten. Sie bilden einen Ersatz 
fiir die sonst benutzten geranderten Determinanten und zeichnen sich vor 
diesen durch die Einfachheit ihrer rechnerischen Handhabung aus. 

a* 



IV Vorrede. 

Es laBt sich erwarten, daB eine solche andere Art der Darstellung 
manche Seiten der projektiven Geometrie in neuer Beleuchtung erscheinen 
lassen wird. Einen Fortschritt erblicke ich unter anderem in meiner Ent
wickelung der Dreieckskoordinaten, die durch ihre Anschaulichkeit den 
Zugang zur projektiven Geometrie wesentlich erleichtert. Fiir beachtens
wert halte ich femer die Folgerungen, die ich aus der Doppelpunkts
gleichung einer Kollineation gezogen habe, sowie die Ableitung der ver
schiedenen Arten der Kollineation; ebenso die geometrische Deutung der 
Gleichungen 0ik = Ok; zwischen den Ableitzahlen eines Polarsystems. Neue 
Gesichtspunkte findet man auch bei der Behandlung der entartenden Kolli
neationen und Polarsystome, bei den Kriterien iur die verschiedenen Arten 
der Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen, bei der Darstellung der 
harmonischen Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse und bei der 
Einfiihrung der Polkegelschnitte und Polarkegelschnitte. 

Nicht gering mochte ich endlich den EinfluB veranschlagen, den die 
Verwendung der Punktrechnung auf die Gliederung des Stoffes der pro
jektiven Geometrie ausgeiibt hat. Fiihrt man namlich, wie es sich schon 
aus didaktischen Griinden empfiehlt, ein neues rechnerisches Hiilfsmittel 
der Punktrechnung, zum Beispiel eine neue GroBenart oder eine neue Ver
kniipfung, immer erst dann ein, wenn der Kreis der geometrischen Folge
rungen erschOpft ist, die man bereits mit den bis dahin entwickelten Be
griff en allein ziehen kann, so ergibt sich ungezwungen neben den groBen 
Abstufungen der projektiven Geometrie, deren gesonderte Behandlung 
F. Klein in seinem Erlanger Programm aus gruppentheoretischen Gesichts
punkten gefordert hat, eine noch weiter gehende Einteilung in Sonder
gebiete und damit eine noch scharfere Abgrenzung der Fluchten und Stock
werke, aus denen sich der stolze Bau der projektiven Geometrie zu
sammensetzt. 

Eine Folge der Anordnung des Stoffes nach den in der Punktrech
nung auftretenden GroI3enarten und Verkniipfungen war es, daB alles, was 
mit dem Kreispunktpaar zusammenhangt, auf den zweiten Teil dieses 
Bandes verwiesen werden muI3te. AuI3erdem wird er die Theorie der Apo
laritat und eine ausfiihrliche Behandlung der Kemkurven einer Reziprozitat 
enthalten. 

Auch diesmal habe ich wieder meinem Freunde H. Wiener und 
meinem Bruder Max fiir die vielfachen sachlichen Anregungen und didak
tischen Ratschlage zu danken, durch die sie mich bei der Abfassung des 
Buches gefordert haben. 

Stettin, den 4. Oktober 1912. 
Hermann GraSmann. 
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Vierter Hauptteil. 

Das Dreieckskoordinatensystem nebst Anwendnngen. 

Abschnitt 25. 

Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes. 

Das Fundamentaldreieck. Wir benutzen als "Grundpunkte li, aus 
denen aIle Punkte der Ebene numerisch abgeleitet werden sollen, drei 
nicht in einer geraden Linie enthaltene, sonst aber beliebig gelegene 
vielfache Punkte ell e21 eal deren Massen wir als reell voraussetzen und 
mit mu m21 ms bezeichnen wollen, und nennen das durch sie bestimmte 
Dreieck das Fundamentaldreieck. Sind dann fll f2' fs die mit den drei 
Punkten ell e21 ea zusammenfallenden einfachen Punkte, so bestehen die 
Gleichungen 
(1) e1 = mdll e2 = m2f21 es = mats· 

Dabei mage iiber die Massen der drei Grundpunkte in der Weise 
verfiigt werden, daB ein der Lage nach beliebig gewlihlter vierter Punkt 
e, der aber nicht mit 
zwei Grundpunkten in 
dieselbe gerade Linie 
flilIt, sich gerade als 
Summe der drei Grund
punkte darstellt, das 
heiBt, die Ableitzahlen 
1, 1, 1 erhlilt 1) (vgl. 
Fig. 1). Dieser Punkt 
moge der Einheits
punkt der Ebene hei
Ben. Fiir ihn wird 
also 

(2) 

(3) 

Fig. 1. 

e = e1 + e2 + Cs oder wegen (1) 

e = mdl + m,f2 + mats· 

1) Vgl. :Nlobius, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, § 235fi'. GeRammelte 
Werke, Bd. 1. 

Gra8mann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 1 
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Bezeichnet man ferner noch die Masse des Einheitspunktes mit m' 
und den mit ihm zusammenfallenden einfachen Punkt mit f, so wird 
auBerdem 
(4) e = m'f, 

und die Gleichung (3) verwandelt sich in 

(5) m' f = mdl + md2 + mats, 
woraus (nach S. 2 des ersten Bandes) fiit die Masse m' des Einheits
punktes der Wert folgt 
(6) m' = ml + m2 + m3 · 

Um die Massen der drei Grundpunkte entsprechend del' Gleichung (5) 
zu bestimmen, multipliziere man diese Gleichung del'. Reihe nach plani
metrisch mit den Produkten [f2t~], [fsfl] , [fd21. So erhiilt man die 
Gleichungen 

(7) m'[ffsfa] = m1[fd2fa], m'[ffsfl] = m2 [fd2fa], ,m'[ffd2] = tns[fl2fal, 

aus denen fiir die drei gesuchten Massen mu m2, ma die Werte folgen 

(8) m - m' rffds} 
I - [fdds] ' 

Durch diese Gleichungen sind die Massen der drei Grundpunkte bis auf 
einen Proportionalitiitsfaktor m', del' die Masse des Einheitspunktes dar
stellt, eindeutig bestimmt. 

Will man endlich noch die Willkiirlichkeit dieses Proportionalitats
faktors aufheben, so unterwerfe man noch die drei vielfachen Punkte el , 

e2 , e3 der Bedingung, dafJ ihr planimetrisches Pt'odukt = 1 sein solle, 
daB also 
(9) [el e2 eS] = 1 

Sel. Diese Bedingung HUH sich wegen (1) auch III del' Form schreiben 

(10) ml m2 tna [fdsfs] = 1; 

und setzt man in diese Gleichullg fiir ml1 m2 , ma ihre Werte aus (8) 
ein, so erhiilt man fiir den Proportionalitiitsfaktor m', das heiBt fiir die 
Masse des Eillheitspullktes, die Darstellung 

(11) m' = -V~ri;j~hf;?l!Irfd.]· 
Aus den Formeln (8) und (11) folgert man dann: 
1st das Produkt [fdsfa] positiv, stimmt also der Sinn des Blattes 

[fd2fsJ mit dem Sinne der Blatteinheit iiberein (vgl. S. 26 des erst en 
Bandes), und liegt zuerst der Einheitspunkt e innerhalb des Fundamental
dreiecks, so sind die drei N ennerprodukte von (11) positiv, also ist auch 
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m' positiv, und es sind somit nach (8) auch aIle drei Massen mil m2 , ms 
positiv. 

Liegt ferner der Einheitspunkt e in einem von den drei "Viel'ecks
raumen"l), in die man gelangt, wenn man vom Innern des Fnndamental
dreiecks ausgehend eine Seite dell Dreiecks iiberschreitet, etwa in dem 
an der Seite fafs liegenden Vierecksraum, so ist von den drei Nenner-
pl'odukten in (11) das diesel' + 
Seite entspl'echende Pro
dukt [ff2fs] negativ, wah
rend die heiden andern 
Pl'odukte positiv bleiben. 
Es wird daher auch m' 
negativ, und somit nach + _ 
(8) m1 positiv, m2 und ms 
negativ. 

Liegt endlich e in 
einem del' drei "Dreiecks
raume", welche von den 
Scheitelraumen des Funda- +-

+ 
+++-

-+-

- - +-

mentaldl'eiecks gebildet - - + 
werden, etwa III dem 
Raume, in den man ge
langt, wenn man von dem 
lnnern des Dreiecks aus
gehend die Ecke ft iiber
schreitet, so sind von den 
drei N ennel'produkten in 
(11) die beiden Produkte, 
welche dieseEcke enthalten, 
namlichdieProdukte[ffsf1] 
und [{fda] negativ; das 
andere Produkt hingegen 

]'ig. 2: [Idd,] = + 

bleibt positiv. Die Masse + 
m' des Einheitspunktes ist + + - - + + 

+ 
+t-

dann also positi'.·, und es Fig. 3: (fd.I,] =-

+ 
+ --

r-+ 

wird nach (8) ebenso wie in dem gegeniiberliegenden Vierecksraume m1 
positiv, ma und ms negativ (vgl. Fig. 2)1l). 

1) Man kann namlich die unendlich ferne Gerade als die vierte Seite eines 
solchen Raumes auffassen. 

2) Vergleiche hierzu: E. W. Hyde, The Directional Calculus, based upon the 
methods of Hermann GraJ3mann, Boston 1890, Seite 164. 

1* 
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1st das Produkt [fd;fs] negativ, weicht also der Sinn des Blattes 
[fdda] von dem Sinne der Blatteinheit ab, so sind siimtliche Vorzeichen 
umgekehrt (vgl. Fig. 3). 

In den beiden Figuren 2 und 3 sind fur die beiden Hauptfli.lle 

[fd,f,] = + und [ftfds] = -

die V orzeichen der vier GroBen 
m' , 

mu m2 , ma 
in die sieben Riiume eingetragen, in denen der Einheitspunkt liegen kann. 

Urn die analytische Bedeutung der Gleichung (9) deutlicher hervor
treten zu lassen, setze man noch 

(12) 

Dann zeigt sich zwischen den GroBen e, und Ei eine vollkommene Dua
litiit. Zuniichst wird wegen (9) 

(13) 

andererseit.s wird wegen der Gleichungen (41) des zweiten Abschnitts 

(14) [eiEk] = [Eke;] = 0, i, k = 1, 2, 3, i =+= k. 

Ferner folgen aus der Formel (21) des dritten Abschnitts und aus (9) 
die den FOl'meln (2) dualistisch entsprechenden Forrneln; denn es wird 
zum Beispiel 

[E2 Ea] = [ege1 . e1 e,] = [eSe1 e,]e1 = [e1 e2eS]e1 = e1 • 

Man erhiilt also wirklich die Formeln 

(15) 

Das Produkt aIler drei GroBen Ei endlich wird 

[E1E2 ES] = [egEs] 
=1 

(nach 15) 

(nach 13), 

das heiBt, es gilt auch die der Gleichung (9) dualistisch entsprechende 
Formel 
(16) [E1E!Es] = 1. 

Weiter setze man noch 

(17) 
J [f,faJ = 811 

t [fsf1] = 82 , 

rfd,l = 8a; 

hier sind dann die GroBen 811 821 83 drei Stiibe, die nicht nur den 
Linien der Seiten des Fundamentaldreiecks angehOren, sondern auch ihrer 
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Lange nach mit den Seiten des Dreiecks iibereinstimmen (vgl. Fig. 4). 
Ferner wird 

IEl = tn2 msSl , 

(18) E2 = tnsmlSz, 

Es = ml m2 SS' 

Hieraus folgt: Die drei Stabe 
Ell E2 , Es gehoren zwar auch 
den Linien der Seiten des 
Fundamentaldreieeks an, aber 
ihre Langen sind von den 8,? 

Langen der Seiten des Drei-
ecks im allgemeinen verschie-
den. Sie mogen als die drei 

Fig.4. 

"Grundsta be" des Fundamentaldreiecks bezeichnet werden. 

Die Feldeinheit und die unendlich ferne Gerade. Die Massen ml , m2 , 

ms der drei Ecken des Fundamentaldreiecks stehen zu der auf Seite 27 
des ersten Bandes eingefuhrten Feldeinheit J in einer einfachen Beziehung. 
Zunachst findet man den Ausdruck fiir ein Feld, dessen GrofJe dem doppelten 
Fliicheninhalt des Funda'l11entaldreiecks gleichkommt, indem man etwa die 
Strecken der beiden von der Ecke es ausgehenden Seiten dieses Dreiecks 
auBerlich miteinander multipliziert. Eine Darstellung dieser beiden Strecken 
aber gewinnt man, wenn man die Differenzen fl - fa und f2 - fa aus den 
einfachen Punkten ft I f2' fs bildet I welche mit den Ecken ell e21 es des 
Fundamentaldreieeks zusammenfallen. Dann ist das auJ3ere Produkt dieser 
beiden Differenzen, das heiBt das Produkt 

(19) 

der Ausdruck fiir das durch die beiden Strecken fl - fs und f2 - fs be
stimmte Feld. Dasselbe unterscheidet sieh, wie man sich leicht iiberzeugt, 
von der Feldeinheit J nur dureh den Zahlfaktor ml tn2 ma' In der Tat 
stellt das Produkt 
(20) ml mi ms [(fl - fa) (f2 - fa)] 

die Feldeinheit dar. Denn die Feldeinheit J wurde auf Seite 27 des 
ersten Bandes als dasjenige Feld definiert, das mit einem beliebigen ein
fachen Punkte multipliziert die Blatteinheit 1 liefert. Mit Riicksicht auf 
die Gleichungen (1) und (9) aber ergibt das Feld (20) bei der Multipli
kation mit dem einfachen Punkte fa den Ausdruck 

(21) mlm2ma[(fl-fa)(f2-t~)fsl = m1 m2 ms[t;fdsJ = [c1 e2 eS] = 1. 
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Das Produkt (20) ist also wirklich der Ausdruck fur die Feldeinheit J, 
das heiJ~t, es ist 
(22) J = m1m2mS[(fl-fs)(f2-fa)]. 

Hieraus aber folgt durch Auflosen der runden Klammern 

J = m1 m2 ma {[f2fa] + [fa!;.] + [fd2] } oder wegen (17) 

(23) J = m1 m2 ma {81 + 82 + 8s I 
oder endlich wegen (18) 

(24) 

Man hat somit den Satz: 

Satz 274: Die Feldeinheit IaBt sich als Vielfachensumme 
der drei Grundstabe Ev E 2 , Ea darstellen, indem ma.n jeden 
Grundstab mit der Masse der gegenuberliegenden Ecke des 
Fundamentaldreiecks multipliziert und die erhaltenen Produkte 
addiert. 

Ubrigens gestattet die Feldeinheit J noch eine andere Auffasstmg. 
Da sich namlieh alle Strecken der Ebene als Vielfaehensummen zweier 
beliebigen, dieser Ebene angehorenden Strecken von versehiedener Rieh
tung darstellen lassen, und nach Seite 3ft'. des ersten Bandes der Aus
druck fur eine Strecke auch als ein unendlich ferner Punkt mit ver
schwindender Masse gedeutet werden kann, der in der Richtung jener 
Strecke gelegen ist, so laBt sich auch jeder der betrachteten Ebene an
gehorende unendlich ferne Punkt mit verschwindender Masse als Viel
fachensumme zweier in dieser Ebene enthaltenen unendlich fernen Punkte 
mit verschiedener Richtung darstellen. Die unendlich fernen Punkte der 
Ebene verhalten sich also in dieser Hinsieht genau wie die Punkte einer 
Geraden, die auch samtlich als Vielfaehensummen zweier versehiedenen 
Punkte dieser Geraden ausdruckbar sind. Aus diesem Grunde pflegt man 
zu sagen: AIle unendlieh fernen Punkte einer Ebene liegen in einer und 
derselben Geraden, "der unendlieh fernen Geraden" dieser Ebene. 

Dementsprechend kann dann ein Feld der betrachteten Ebene, das 
heiBt ein Produkt zweier Strecken dieser Ebene, auch als Produkt zweier 
ihr angehorenden unendlich fernen Punkte mit verschwindender Masse 
aufgefaBt werden und erscheint daher, da alIe diese unendlich femen Punkte 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene liegen, als ein Stab dieser 
unendlich fernen Geraden. Insbesondere gilt das dann auch von der so
eben betrachteten Feldeinheit J. Dies wird auch durch die Gleichung (23) 
bestatigt, nach der sich die Feldeinheit J, abgesehen von einem Zahl
faktor, als Summe der drei Seitenstabe 81 , 82 , Sa des Fundamentaldreiecks 
darstellt. Die Summe 81 + 82 der beiden ersten von diesen drei Staben 



Abschnitt 25, Gleichung (22) bis (27). Satz 274 und 275. 

ist namlich ein Stab, der mit dem 
dritten Stab Sa parallel, gleich lang 
und von entgegengesetztem Sinn 
ist ( vgl. Fig. 5). Die Summe 
Sl + S2 + Sa aller drei Stabe ist 
also ein Stabpaar im Sinne von 
Seite 14f. des ersten Bandes. Ein 
solches Stabpaar aber la.6t sich auch 
ansehen (vgl. die eben zitierte Seite 14 
des ersten Bandes) als ein unend
lich ferner Stab von verschwindender 
Lange, und dasselbe gilt dann auch 
fur die von dies~r Summe um den 
(endlichen) Zahlfaktor ml m2 tna ver
schiedene Feldeinheit J. Man hat 
daher den Satz: Fig. 5. 

7 

Satz 275: Die Feldeinheit J kann auch aufgefa.6t werden als 
ein unendlich kleiner Stab der unendlich fernen Geraden. 

Begriff der Dreieckskoordinaten eines Punktes in bezug auf 3 gegebene 
Punkte lils Grundpunkte und einen gegebenen Punkt als Einheitspunkt. lhre 
mechanische Deutung. 1st jetzt x ein beliebiger einfacher oder vielfacher 
Punkt der Ebene, so nennt man diejenigen drei Zahlgro.6en ~u ~2' ~3' 
durch die sich der Punkt x aus den drei Grundpunkten eu e2 , es nume
risch ableiten lii.6t, welche also durch die Gleichung 

(25) 

definiert sind, die Dreieckskoordinaten des Punktes x in bezug auf 
die Punkte el , es, ea als Grundpunkte und den Punkt -e als Ein
heitspunkt (oder auch in bezug auf das Dreieck el e2 eS als Funda
mentaldreieck und den Punkt e als Einheitspunkt). 

Setzt man femer die Masse des Punktes x gleich m und bezeichnet 
den mit x zusammenfallenden einfachen Punkt mit t, so wird 

(26) x= mt 

und die Erklarungsgleichung (25) der Dreieckskoordinaten la.6t sich, wenn 
man zugleich noch die Gleichungen (1) beriicksichtigt, in der Form 
schreiben: 

(27) 

aus der sich fiir die Masse tn des Punktes x der Wert ergibt 
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(28) m .... ~tml + ~2m2+ ~sms· 
Aus der Gleichung (27) kann man folgem: 

Satz 276: Die Dreieckskoordinaten ~u ~u ~s eines Punktes x 
in bezug auf die Punkte elJ e" es als Grundpunkte und den Punkt 
e als Einheitspunkt sind diejenigen drei ZahlgroSen, mit denen 
man die der Lage des Einheitspunktes e entsprechend gewahlten 
Massen ml1 mlll ms der drei Grundpunkte multiplizieren muS, 
damit die mit den gewonnenen Produkten belasteten und mit 
den Grundpunkten zusammenfallenden Punkte den Punkt x zum 
Schwerpunkt haben. 

Ubrigens kann man mit Riicksicht auf (24), (25), (13) und (14) die 
Gleichung (28) auch in der Form schreiben 

(29) m = [x,",], 
welche den Satz enthalt: 

Satz 277: Man erhlilt fiir einen beliebigen Punkt x seme 
Masse m, indem man ihn mit der Feldeinheit J multipliziert. 

Geometrische Deutung der Dreieckskoordinaten eines Punktes. Man 
kann aber die Dreieckskoordinaten des Punktes x auch noch anders deuten. 
Multipliziert man niimlich die Gleichung (25) der Reihe nach mit E t , E" 
Es, so erhim man wegen (13) und (14) 

1 
[xEt ] = ~l' 

(30) [xEll] = ~t' 

[xEs] = ~s 

oder mit Riicksicht auf (18) und (26) 

(31) l
~l = m2 mSm[tSl ], 

~2 = mS ml m[tS2], 

~s = ml mt m [tSs]. 

Bier sind aber die Produkte [tSt] , [tSs] , [tSs] die Flacheninhalte der 
Parallelogramme, die durch den Punkt x und je eine Seite des Funda
mentaldreiecks bestimmt werden. 

Bezeichnet man also noch die Langen der Seiten des Funda
mentaldreiecks mit ~l' ~2' ~s, und zwar diese GroSen positiv oder ne
gativ genommen, je nachdem die Produkte [fSl]' rfS,], [fSs] positiv oder 
negativ sind, uud versteht man femer uuter Vl' VI' Va die Abstande des 
Punktes x von den Seiten des Fundameutaldreiecks, diese Abstande 
positiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt x auf derselbeu 
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oder der entgegengesetzten Seite von So S2' Ss liegt wie der Einheits
punkt f (vgl. Fig. 6), so wird 

[tS1] = ~14'1I [tSt] = 124'21 [tSs] = Is4's, 
und die Gleichungen (31) 
verwandeln sich in 

I ~1 = m2 ms m 11 4'11 
(32) ~2 = ma m1 mls4's, 

~s = m1 m2mls4's· 
Setzt man endlich 

noch die absolut ge
nommenen Abstande 
des Einheitspunktes 
e = mf von den Sei
ten des Fundamen
taldreiecks gleich 4'~, 

.p;, V~ und wendet die 
Gleichungen (32) auf --------.....L.---SIl----........ -.L--

den Einheitspunkt e an, 

Fig. 6 dessen Koordinaten 
gleich 1, 1, 1 und 
dessen Masse gleich m' ist, so erhalt man die Gleichungen: 

(33) 1 = m2msm'~14';, 1 = msm1m'124'~, 1 = m1m,m'ls4';, 
und dividied man daIll die Gleichungen (32) durch die Gleichungen (33), 
so findet man fiir die Dreieckskoordinaten ~1' ~s, ~s die Darstellung: 

(34) ~1 = ~ :{' 
aus der die Proportion folgt: 
(35) t" • t" • t" 1'1 • PI . Ps 

et • 1'.:1 • 1'.:3 =- 1';. -p; . 1';' 
und man hat den Satz: 

Satz 278: Die Dreieckskoordinaten ~, eines Punktes x in 
bezug auf das Dreieck e1e!eS als Fundamentaldreieck und den 
Punkt e aIs Einheitspunkt sind bis auf einen Proportionalitats-

faktor m, gleich den Verhaltnissen ~ aus den Abstanden des 
m ~ 

Punktes x und denen des Einheitspunktes e von den Seiten S, 
des Fundamentaldreiecks, unter m die Masse des Punktes x und 
unter m' die Masse des Einheitspunktes e verstanden.1) 

1) Vgl. hierzu und zum Folgenden S. Gundelfinger, Vorlesungen a.us der 
a.na.lytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, Leip-
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Ersetzt man die laufende Proportion (35) durch die in ihr ent
haltenen einfachen Proportionen: 

(36) 

denen man 

(37) 

'I" • 'I" _ VI. y~ 
e2 • ea - V;· V; 

r • 'I" _ Vl • VI 
e1 • <:2 - -~; • -~ 1 

auch die Gestalt geben kann: 

'I".r -£!.Y1 
e2 • ea - Vs • V; 

~3 : ~1 = ~~ : ti 
tl : t2 = :: :t-i, 

so hat man zum Beispiel auf der rechten Seite der erst en Proportion (37) 

l!'ig. 7. 

/ 

I 
I ~. 

gerade den Quotienten 
aus den Abstandsver
hiiltnissen der heiden 
von der Ecke e1 aus
gehenden Strahlen [e1 x], 
[e1 e] von den in dieser 
Ecke zusammentrefl'en
den Seiten E2 und Ell 
des Fundamentaldrei
ecks (vgl. Fig. 7). Und 
dieser Quotient ist nach 
dem Satze 34 gleich dem 
Doppelverhiiltnis 

(E21 Ea, [e1x], [e1 e]) 

des Strahlwurfes, der 
d urch jene Seiten E2 1 Es 
des Fundamentaldrei-

zig 1895, S. 2 ff. und O. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden 
Linie und der Ebene. Leipzig und Berlin 1905. S. 123 ff. Es versteht sich iibrigens 
nach der hier und weiter unten gegebenen Darstellung von selbst, dati die Werte 
der Verhaltnisse der Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes von dem 
Begriffe der Lange und senkrechten Entfernung unabhangig sind; aber es erschien 
wiinschenswert, die Langen der Seiten und die senkrechten Abstande einzufiihren, urn 
die Vergleichung mit den sonstigen Darstellungen der Dreieckskoordinaten zu er
leichtern. 
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ecks und die Strahlen relx] , [ele] gebildet wird. Die Gleichungen (37) 
lassen sich daher auch in der Form schreiben: 

(38) I ~2 : ~a = (E2' E., [ el x] , [ el e ]) 
~a : ~l = (Ea, Ell [ e2 x] , [e2 e ]) 
~l : ~2 = (Ell E2 , [e3 x] , [ese]). 

Und man hat den Satz: 

Satz 279: Die drei V er hiiltni sse 

~2 : ~3' ~s: ~1' ~1: ~t 

der Dreieckskoordinaten eines beliebigen Punktes x sind gleich 
den Doppelverhiiltnissen derjenigen drei Strahlwurfe, die ge
bildet werden durch die jenen drei Verhiiltnissen entsprechen
den Seitenpaare 

E2 und Es, Ea und Ell El und E2 

des Fundamentaldreiecks und durch die von deren Schnitt
punkten 

nach dem Punkte x und dem Einheitspunkte e gezogenen Strahl-
paare 

[elx] und [ele], [e2 x] und [e2e], [eax] und [esc]. 

Die in diesem Satze enthaltene rein projektive Deutung der Verhiilt
nisse der Dreieckskoordinaten eines Punktes findet sich zuerst bei 
v. Staudtl). Mit Rucksicht auf sie bezeichnet man die Dreieckskoordi
naten eines Punktes in bezug auf ein gegebenes Fundamentaldreieck 
und einen gegebenen Einheitspunkt auch wohl geradezu als Doppel
verhiiltniskoordinaten oder Wurfkoordinaten des Punktes 2). 

Aus den Formeln (32) folgen noch durch Division mit dem Pro
dukte ml m2mSm die Gleichungen 

(39) __ 1 ___ -~ ~i= ~i l', i = 1, 2, 3, 
m1 m! ms m mi' 

die man, wenn man linker Hand fUr den Bruch --- ~-- seinen Wert 
ml m2 m. 

lfJds] aus (10) substituiert, auch in der Form schreiben kann: 

(40) [fd2lJ ~.= 6i V. i = 1 2 3. 
m ' mi" " 

1) Vgl. v. Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage. 3 Hefte. Niirnberg 
1856-1860. Zweites Heft. S. 266. Nr. 411. 

2) Vgl. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und 
der Ebene. Leipzig und Berlin 1905. S. 27, 134, 414. 
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Und lost man die drei Gleichungen (40) nach den GroJlen ~; auf, so er
halt man fur diese GroJlen die Ausdriicke: 

(41) ~.=[fl~fJmi~., i=1, 2, 3. 
• "'i m I 

Setzt man ferner noch 

(42) (ft fd.] = f.. • 1 2 3 
~. '}i' ~ = , , , 
• 

so sind die ~i die mit einem gewissen Vorzeichen genommenen Hohen des 
Fundamentaldreiecks. Dber dieses Vorzeichen gewinnt man AufschluB, 
wenn man berucksichtigt, daB nach Seite 8 die V orzeichen von 

~l' ~I' ~s 

beziehlich mit denen der auJleren Produkte 

[ffafs] , [ffsfl] , ({flfa] 

iibereinstimmen. Wegen (42) und (8) entsprechen daher die V orzeichen von 

~l' ~2' ~3 
beziehlich denen der Bruche 

[fdlfsJ m' [fdafl] m' [fsfdt] m' 
[fflfs] = ml ' [ff.ft] = mt ' [ff17tT = m-;· 

Je nachdem also die Ecke ~ des Fundamentaldreiecks, von welcher die 
Rohe ~i ausgeht, auf derselben Seite der gegenuberliegenden Dreiecksseite 
liegt wie der Einheitspunkt f oder auf der entgegengesetzten, ist diese 
Rohe positiv oder negativ zu nehmen. 

Filhrt man nunmehr die Werte (42) in die Gleichungen (41) ein, so 
findet man fur die GroJlen ~i die neue Darstellung 

(43) ~i= ~. :: ~i' i = I, 2, 3. 

Die so gewonnenen Formeln (43) wende man endlich speziell auf den 
Einheitspunkt e an, indem man den GroJlen 

PI' Ps, Ps, Ul, ~l' ~2' ~s 
die Werte 

~, ~, ~, Ul~ I, I, 1 
erteilt, und erhiilt so ftir die GroJlen ~; die Ausdrucke 

(44) P;=~i:!' i=1, 2, 3, 

aus denen filr die drei V erhiiltnisse ~t~, i = 1, 2, 3, die Wene folgen: 
m 

( 45 ) :~ .::. , i = 1, 2, 3. 
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Zusammenhang der Dreieckskoordinaten eines Punktes mit seinen Zu
riickleitungen auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschlufJ der 
Gegenseiten. SchlieBlich moge noch gezeigt werden, daB sich die em
zelnen Glieder der fiir den Punkt x gegebenen Vielfachensumme 

(25) 

und ebenso die Summen je zweier von diesen Gliedern als Zuriickleitungen 
des Punktes x auffassen lassen. Setzt man namlich in die Gleichung (25) 
fiir tu t2' ~s ihre Werle aus (30) ein, so ergibt sich fiir x die Dar
stellung 

(46) 

Aus der Form der Glieder der rechten Seite folgt aber mit Riicksicht 
auf (13) ohne weiteres, daB sie die Zuriickleitungen von x auf die Ecken 
des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenseiten sind. 

In der Tat, bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit Zu Z2' Zu so 
wird (nach Gleichung (13) des vierten Abschnitts) 

el [:.eEl] es [xEs] 
Zl = -[e;-EJ' Z2= [esEs] , 

das heiBt wegen (13) wirklich 

(47) Zl = e1[xE1], Z2 = e2[xEi ], .os = ell[xEs] 

oder also wegen (30) 

(48) Zl=~ll1., z2=~!e2' z3=~SeS' 

womit der Satz bewiesen ist: 

Satz 280: Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme (25) 
fiir den Punkt x sind die Zuriickleitungen Zu Z2' Zs von x auf 
die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegen
sei ten. 

Hieraus aber folgt weiter nach der Entwickelung auf Seite 42 und 
43 des ersten Bandes: 

Satz 281: Die drei Summen von je zwei Gliedern der Viel
fachensumme (25) fiir x sind nichts anderes als die zu den Zu
riickleitungen Zu z!, Zs des Satzes 280 erganzenden Zuriick
leitungeD von x, das heiBt als die Zuriicklei tungen von x auf 
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegen
ecken. 

Denn diese drei Summen geben zu den GroBen Zi addiert die zuriick
geleitete GroBe x. 

Bezeichnet man daher noch diese Zuriickleitungen des Punktes x auf 
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenecken mit 
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Yll y" Ys, so wird 

(49) Yl=~,e,+~sl1s, Y'=~Se3+~lel' YS=~lel+~2e2 
oder mit Riicksicht auf (1) 

(50) Yl = tllmtf2 + ts msh, Yll = tsmsfs + tl mtfll Ys = ~l mtfl + ~2m2fs· 
AndererseitB wird nach Gleichung (12) des vierlen Abschnitts bei Weg
lassung der N enner, die den Wert 1 haben, 

(51) YI = [EI . xet ] , YlI= [El!' xe,], Ys = [Es . xes]. 

Diese Gleichungen besagen 
(vgl. Fig. 8): 

Die ZUrUckleitungen Yi' das 
heif3t also die drei Summen 
von je zwei Gliedern aus der 
Vielfachensumme (25) fur x, 
sind die Schnittpunkte der Sei
ten des Fundamentaldreiecks 
mit den von den gegenuber
liegenden Ecken nach dem 
Punkte x gezogenen Geraden, 
was iibrigens auch aus den 
Gleichungen (49) zusammen 

mit den zur Gleichung (25) aquivalenten Gleichungen 

(52) x = YI + Zl = Y2 + Zll = Ys + Zs 

hervorgeht. 

Die Punkte Yi kann man benutzen, 
wenn man den Punkt x aus seinen 
Koordinaten konstruieren will. Dazu 
zeichne man etwa die beiden Punkte 
YI und Ya, entsprechend den Glei
chungen (60), indem man die Seiten 
[fllfs] und [fsfl] beziehlich in den Ver
hiiltnissen ~s ma : ~2 m2 und ~1 ml : ~s ms 
durch die Punkte YI und y, teilt. 

Fig. 9. Dann ist der Schnittpunkt der Geraden 
[flYl] und [f'Y2] der gesuchte Punkt x (vgl. Fig. 9). 

Begriff der Dreieckskoordinaten eines Stabes in bezug auf 3 gegebene 
Punkte als Grundpunkte und einen gegebenen Punkt als Einheitspunkt. 
Ihre geometrische Bedeutung. Der Einheitsstab. AlB Dreieckskoordi-
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naten eines Stabes U in bezug auf das Dreieck el e2 eS aIs Funda
mentaldreieck und den Punkt e aIs Einheitspunkt bezeichnet man 
diejenigen drei Zahlgro6en Ul1 UlI , Us, durch die sich del' Stab U aus den 
drei "Grundstaben" Ell E s, Es numerisch ableiten lii.6t, die also del' 
Gleichung geniigen 
(53) U = ulEl + uJElI + UsEs. 

Die so definierten "Stabkoordinaten" odeI' "Linienkoordinaten" 
ul1 U2, Us gestatten zunachst leicht eine geometrische Deutung, die del' 
zweiten Deutung der Punktkoordinaten (vgl. Seite 8 und 9) entspricht. 
Multipliziert man namlich die Gleichung (53) del' Reihe nach mit el1 ell, ea, 
so erhalt man 
(54) [Uel ] = Ul1 [Ue2] = Us, [Ues] = ua· 

Um die linken Seiten dieser Gleichungen noch weiter umzuformen, 
bezeichne man noch mit T einen Stab von der Liinge 1, welcher del' Geraden 
des Stabes U angehOrt, und dessen Sinn so gewahlt ist, daS das Produkt 
[TfJ positiv wird, und nenne den positiv odeI' negativ genommenen Zahl
faktor I, welcher del' Gleichung geniigt 

(55) U = fT, 

die Langenzahl des Sta bes U. Bei Benutzung del' Gleichungen (55) 
und (1) lassen sich die Gleichungen (54) auch in del' Form schreiben: 

(56) u1 = m11[Tft], u2 = mz([Tf2]' Us = ma([Tfs]. 

Riel' sind die Produkte [Tf1] , [Tfl] , [Tfs] nichts anderes als die 
Abstiinde ql1 q., qa des Stabes U von den drei Ecken des Funda
men taldreiecks, diese AbBtii.nde positiv odeI' negativ genommen, je 
nachdem die Punkte ft, f~, fs auf derselben Seite von T liegen wie del' 
Einheitspunkt f odeI' nicht. Man kann den Gleichungen (56) daher auch 
die Form verleihen: 

(57) U1 = m1 Iql1 u2 = m,lqs, Us = mslqs' 

Um aus diesen Gleichungen (57) fiir die Stabkoordinaten eine Pro
portion ableiten zu konnen, die del' Proportion (35) fiir die Punktkoordi
naten entBpricht, fiibre man noch den Begriff des Einheitsstabes ein. 
Wir bezeicbnen alB Einbeitsstab denjenigen Stab E, des Ben Koordinaten 
1, 1, 1 lauten, del" also '<lurch die Gleichung bestimmt wird: 

(58) E= E1 + Ell + Es' 

Die Gerade des Einheitsstabes als Harmonikale des Einheitspunktes in 
bezug auf das Fundamentaldreieck. Will man die Lagenbeziehung des Ein
heitsstabes zum Einheitspunkfe finden, so frage man nach den Schnitt-



16 Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes. 

punkten der Geraden des Einheitsstabes mit den Seiten des Fundamental
dreiecks, das heiBt nach der Lage del' Punkte [EEll, [EEs], [EEsl (vgl. 
Fig. 10). Es wil'd 

[EEl] = [(EI + E2 + Es)El] 
= [EzEl ] + [EsEI] (nach Gl. (23) des 3. Abschnitts) 

= - es + e2 (nach Gl. (18) des 3. Abschnitts und Gl. (15)) 

Die dieser Di/ferenz entsprechende Summe e, + es ist nun abel' nach S. 13f. 
die Zuriickleitung des Punktes e = el + e2 + es auf die Seite EI unter 
AusschluB del' gegeniiberliegenden Ecke el , das heiBt del' Schnittpunkt 
del' Seite El mit del' Geraden [eel]. Und da nach Seite 54 des ersten 
Bandes die vier Punkte e2 , es, ell + es, e2 - es vier hal'monische Punkte 
sind, so hat man den Satz: 

Satz 282: Die Gerade des Einheitsstabes trifft eine jede 
Seite des Fundamentaldreiecks in demjenigen Punkte, del' vom 
Einheitspunkte durch die beiden andern Seiten des Fundamental
dreiecks harmonisch getl'ennt iat. 

Zugleich haben wil' die beiden wichtigen Slttze bewiesen: 

Satz 283: Projiziert man einen Punkt e von den drei Ecken 
eines Dreiecks aus auf die gegeniiberliegenden Seiten und kon
stl'uiert zu den dl'ei Pl'ojektionen jedesmal den vierten harmo-
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nischen Punkt in bezug auf die beiden, jene Seiten begrenzen
Ecken des Dreiecks, so liegen die drei so gewonnenen Punkte 
in einer Geraden E. Dieselbe heiBt die Polare oder Harmonikale 
des Punktes e in bezug auf das Dreieck. 1) Dnd 

Satz 284: Schneidet man die Seiten eines Dreiecks mit einer 
Geraden E, konstruiert auf jeder Dreiecksseite zu dem erhal
tenen Schnittpunkt den vierten harmonischen Punkt in bezug 
auf die beiden die Seite begrenzenden Ecken des Dreiecks und 
verbindet die so gewonnenen drei Punkte mit den gegenuber
liegenden Ecken, so schneiden sich die drei Verbindungslinien 
in einem Punkte e. Derselbe heiBt der Pol oder Harmonikal
punkt der Geraden E in bezug auf das Dreieck. 

Nach diesen Satzen stehen sich die Begriffe Pol und Polare in bezug 
auf ein Dreieck vollkommen dual gegenuber. 

Man konnte noch den Einwurf machen, der Satz 283 musse der Be
schrankung unterworfen werden, daB del' Punkt e nicht auf einer Seite 
des Dreiecks liegen durfe, und der Satz 284 milsse an die Bedingung ge
kniipft werden, daB die Gerade E nicht durch eine Ecke des Dreiecks 
hindurchgehen durfe, da del' Einheitspunkt und Einheitsstab des Funda
mentaldreiecks diesen Bedingungen unterliegen. Indes ilberzeugt man 
sich leicht, daB filr diese besonderen Falle die beiden Satze ilberhaupt 
evident sind. 

R,iickt namlich bei Satz 283 del' Punkt e auf eine Seite des betrach
teten Dreiecks, ohne zugleich in eine Ecke desselben zu fallen, so ver
wandelt sich die Polare des Punktes e in diese Seite selbst (vgl. Fig. 11). 

Rilckt ferner der Punkt e in eine Ecke E 
des Dreiecks, so ~ehort seine Polare in bezug 
auf das Dreieck dem Strahlbilschel an, das 
diese Ecke zum Scheitel 
hat, bleibt abel' in die
sem Stl'ahlbiischel unbe
stimmt (vgl. Fig. 12). 

Geht andererseits bei 
Satz 284 die Gerade E 
durch eine Ecke des 
Dreiecks hindurch, ohne 

Fig. 11. 

zugleich mit einer Seite zusammenzufallen, so wird 
ihr Pol in bezug auf das Dreieck (vgl. .Fig. 13). 

E 

Fig. 12. 

diese Ecke selbst 

1) Vgl. J. Pliicker, .Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd.2. Essen 1831. 
Seite 24. 

Gra.llmann: Projektive Geometri. d. Ebene. II. 2 
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Fiillt endlich die Gerade Emit einer Seite des Dreiecks zusammen, 
so gehOrt ihr Pol in bezug auf das Dreieck der Punktreihe an, die diese 

Fig. IS. 

E Seite zum Trager hat, 
bleibt abel' in derselben 
unbestimmt(vgl.Fig.14). 

Mit Riicksicht auf 
unsere neuen Bezeich-

-=-1 ......... -----;;''t--e nungen kann man dem 
e Satze 282 auch die 

Fig. 14. 
Fassung geben: 

Satz 285: Zweite Fassung von Satz 282: Die Gerade des Ein
heitsstabes ist die Polare (Harmonikale) des Einheitspunktes 
in bezug auf das Fundamentaldreieck, also auch umgekehrt der 
Einheitspunkt der Pol (Harmonikalpunkt) der Geraden des 
Einheitsstabes in bezug auf das Fundamentaldreieck. 

Da nach diesem Satze und den ihm vorausgeschickten Bemerkungen 
in einem gegebenen Fundamentaldreieck die Lage des Einheitspunktes 
durch diejenige des Einheitsstabes vollstiindig mitbestimmt ist, wenigstens 
sofern nicht die Gerade des Einheitsstabes mit einer Seite des Fundamental
dreiecks zusammenfallt, so kann man die bisher durch Angabe der Lage 
des Einheitspunktes charakterisierten Dreieckskoordinaten eines Stabes 
auch durch Angabe der Lage des Einheitsstabes eu dem Fundame!Yttaldreiec7c 
festlegen, was der obigen Einfiihrung der Dreieckskoordinaten eines Punktes 
dualistisch genauer entspricht. 

Weiterfuhrung der geometrischen Deutung der Dreiec7cskoordinaten eines 
Stabes. Bezeichnet man jetzt wieder mit F den Stab von der Lange 1, 
welcher der Geraden des Einheitsstabes E angehort, und dessen Sinn so 
gewiihlt ist, daB das Produkt [FfJ positiv wird, und versteht wieder unter 
der Langenzahl von E diejenige ZahlgroBe 1', die der Gleichung geniigt 

(59) E= l'F, 

und setzt schlieBlich (vgl. Fig. 15) die Abstiinde der Geraden des 
Einheitsstabes von den Ecken des Fundamentaldreiecks gleich 
q;, q~, q~, wobei die Vorzeichen dieser Abstande in entsprechender Weise 
zu bestimmen sind wie bei den GroBen ql1 q2' qs, so ergeben sich aus 
den Gleichungen (57) bei ihrer Anwendung auf die Koordinaten des Ein
heitsstabes die Sondergleichungen 

(60) 1=m11'q;, 1=msl'q;, 1=m3{'q~; 

und dividiert man endlich mit diesen Gleichungen in die Gleichungen (57), 
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Fig. 15. 

aus denen sie durch Spezialisierung hervorgegangen sind, so erhlilt man 
fur die Stabkoordinaten ui die Werte: 

(61) 

Diese Gleichungen aber liefern die Proportion 

(62) U • U • U = _ql • -"~ • q3 
1· 2· 3 ,.,., 

ql q. q3 
und damit den Satz: 

Satz 286: Die Dreieckskoordinaten ui eines Stabes U in bezug 
auf das Dreieck e1 e2e3 als Fundamentaldreieck und den Stab E 

1 als Einheitsstab sind bis auf den Proportionalitlitsfaktor r 
gleich den Verhliltnissen ~i aus den Abstanden des Stabes 

qi 
U 

und des Einheitsstabes E von den Ecken des Fundamental-
dreiecks, unter ( die Langenzahl des Stabes U und unter (' die
jenige des Einheitssta bes E verstanden: 

Ersetzt man wieder die laufende Proportion (62) durch die in ihr 
enthaltenen einfachen Proportionen 

2* 
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(63) 

die man auch in der Form schreiben kann: 

(64) 

lu . u = ~. q~ 
2' 3 qs . q; 

IUs: U1 == :: : ~ 
tt • u = ~. q; 
l' 2 ql • q~' 

so folgert man leicht aus zwei Paaren ahnlicher Dreiecke 

Fig. 16. 

(vgl. Fig. 16), 

daB zum Beispiel das rechte Verhaltnis ~: q~ der eraten Proportion (64) 
qu qs 

gerade gleich dem Doppelverhaltnis 

(e2 , ea, [E1 U], [E1E]) 

desjenigen Punktwurfes ist, der auf der Seite E1 des Fundamentaldreiecks 
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durch die ihr angehorenden Ecken ea und e3 und die Punkte [El UJ und 
[ElE] bestimmt wird, die aus der Seite El durch die Geraden der Stiibe 
U und E ausgeschnitten werden. Die Gleichungen (64) lassen sich daher 
auch in der Form schreiben: 

(65) 
[El U], [El E]) 
[Ea UJ, [EaEJ) jUa : u1 = (~, e3 , 

u3 : ul = (es, ell 
u1 : u2 = (ell e2 , [Es UJ, [EsE]). 

Man hat also den Satz: 

Satz 287: Die drei Verhiiltnisse 

Ua : Us, u3 : Ull u1 : u2 

der Dreiekskoordinaten eines beliebigen Stabes U sind gleich 
den Doppelverhiiltnissen derjenigen drei Punktwiirfe, die ge
bildet werden durch die jenen drei Verhiiltnissen entsprechen
den Eckenpaare 

ea und es' es und ell el und e2 

des Fundmentaldreiecks und die aus den verbindenden Seiten 

El , E a, Ea 
durch die Geraden des Stabes U und des Einheitsstabes E aus
geschnittenen Punktpaare 

[El U] und [ElE], [Ea U] und [Ea E ], [Es UJ und [EsE]. 

Mit Riicksicht auf diese Deutung der Verhiiltnisse der drei Linien
koordinaten Ul , Ua, Us nennt man die Linienkoordinaten einer Geraden U 
in bezug auf ein gegebenes Fundamentaldreieck und einen gegebenen Ein
heitsstab auch wohl die Doppelverhiiltniskoordinaten oder Wurf
koordinaten der Geraden Ul). 

Zusammenhang der Dreieckskoordinaten eines Stabes mit seinen Zuriick
Zeitungen auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschlufJ der Gegen
ecken. Mechanische Deutung der Stabkoordinaten. Man kann aber den 
Stabkoordinaten ebenso wie den Punktkoordinaten auch eine mehr mecha
nische Deutung geben. Um diese zu fin den, zeige man zuniichst auch hier 

1) Halt man die in den Satzen 279 und 287 ausgesprochenen Eigenachaften der 
Dreieckskoordinaten eines Punktes und eines Stabes mit der im fiinften und sechsten 
Hauptteil entwickelten Tatsache zusammen, daB das Doppelverhli.ltnis eines Punkt
oder Strahlwurfes bei projektiver (kollinearer oder reziproker) Abbildung invariant 
bleibt, so erkennt man den Grund dafiir, daB die Dreieckskoordinaten zur Behandlung 
der projektiven Geometrie besonders geeignet sind. Vgl. hierzu E. Miiller, Die ver
schiedenen Koordinatensysteme, Encyklopli.die der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. III. Teil 1. Heft 4 (Leipzig 1910), Seite 641. 
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wiederum, daB die einzelnen Glieder der fur den Stab U gegebenen Viel
fachensumme 

(53) 

und ebenso die Summen je zweier dieser Glieder sich als Zuruckleitungen 
des Stabes U auffassen laBsen. 

Dazu setze man in die GIeichung (53) fiir die Stabkoordinaten U1, U2, Us 

ihre Werte aus (54) ein und erhiilt 

(66) U = [Ue1]El + [Ue2]E2 + [Ues]Es. 
Aus der Form der Glieder rechter Hand folgt aber mit Rucksicht 

auf (13) sofort, daB sie die Zuruckleitungen des Stabes U auf die Seiten 
des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenecken sind. Delln 
bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit WlI W2 , Ws, so wird nach 
den GIeichungen (18) des 4. Abschnitts und (13) in der Tat 

(67) W 1 = E 1[Ue11, W 2 = E 2 [Ue2], Ws = Es[Ues], 
oder also 

(68) W 1 = u1ElI W 2 = u2 E 2 , Ws = usEs' 

Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen: 

Satz 288: Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme (53) fiir 
den Stab U sind die Zuruckleitungen W 1 , W 2 , Ws von U auf 
die Seiten des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der 
Gegenecken. 

Hieraus aber folgt wieder nach der Entwickelung auf S. 44 des 
ersten Bandes: 

Satz 289: Die drei Sum men von je zwei Gliedern der Viel
fachensumme (53) fur U sind die zu WlI W2 , Ws erganzenden 
Zuruckleitungen von U, das heiBt die Zuruckleitungen von U 
auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der 
Gegenseiten. 

Denn diese drei Summen geben ja zu den GroBen Wi addiert die 
zuriickgeleitete GroBe U. 

Bezeichnet man daher noch diese Zuruckleitungen des Stabes U auf 
die Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschluB der Gegenseiten mit 
V1 , V2 , Vs, so wird 

(69) V1 = u2E 2 + usEs, V2 = usEs + u1ElI Vs = u1E 1 + u2E 2 • 

Andererseits wird nach GIeichung (17) des vierten Abschnitts und (13) 

(70) Vl = [el · UE1], V2 = [e2 • UE2J, VS = [ea' UEa]· 

Die so gewonnene Auffassung fUr die einzelnen GIieder der Viel
fachensumme (53) und fiir die Summen von je zweien dieser Glieder er-
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maglicht es nun aber tatsii.chlich, fiir diese GraBen eine Konstruktion zu 
geben, die den Kraftzerlegungen in der Mechanik entspricht, so daB man 
dann also auch fiir die Stabkoordinaten Ui eine mechanische ])euw,ng 
gewinnt. 

Nach dem Vorbilde von Beite 43f. des ersten Bandes erhiHt man 
nii.mlich fiir die Zuriickleitungen W, des Stabes U und die ergiinzenden Zu
riickleitungen V. die '3 
folgende Konstruk
tion (vgl. Fig. 17): 

Man bringe die 
Gerade des Stabes U 
zum Schnitt mit der 
Dreiecksseite Ei im 
Punkte t, und ver
binde ti mit der jener 
Seite gegeniiber
liegenden Ecke ej • 

Sodann zerlege man 
U in zwei Kompo
nenten, die den Ge
raden der Stabe E j 

und [tieJ angeharen, 
so sind diese Kom
ponenten die gesuch
ten Zuriickleitungen 
W; und V. des Sta
bes U. 

Fiir die Stab-

~--------~--~------JE~2----~~e1 

Fig. 17. 

koordinaten u. selbst ergibt sich dann wegen (68) die Darstellung 

(71) 

das heiBt, man hat den Satz: 

Sa.tz 290: Die Dreieckskoordinaten u. eines Stabes U sind 
die Verhiiltnisse aus seinenZuriickleitungen W; auf die Seiten 
des Fundamen taldreiecks unter A usschluB der Gegenecken und 
aus den in diesen Seiten liegenden Grundstaben E j • 

Will man statt der Grundstii.be E, die Beiten Si des Fundamental
dreiecks einfiihren, so hat man noch die Gleichungen (18) zu benutzen 
und erhii.lt so 
(72) 
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SchlieSlich moge noch bemerkt werden, daS zur Konstruktion der 
drei Zuriickleitungen W, auch schon zwei Parallelogrammkonstruktionen 

Fig. 18. 

ausreicheno Hat man namlich nach 
dem soeben entwickelten Verfahren 
den Stab U in seine beiden Kompo
nenten Va und Ws zerlegt ( vgl. 
Fig. 18), so braucht man nur noch 
den Stab Vs als Summe zweier Stabe 
darzustellen, die in den Geraden der 
Stabe El und E2 liegen, dann sind 

e, 

diese heiden Stiibe 
die gesuchten bei
den andern Zu
riickleitungen W1 

und Ws' Eine 
solche Summen
darstellung ist 
immer moglich, 
da ja nach obiger 
Konstruktion die 
Gerade des Sta-
bes Vs durch den 
Punkt es , das 
heiSt durch den 

Schnittpunkt del' Geraden von El und E s, hindurchgeht. 

Die Dreieckskoordinaten des unendlich fmonen Stabes J. Wendet man 
den Begriff der Dreieckskoordinaten eines Stabes auf den unendlich 
fernen Stab Jan, fiir den wir oben auf Seite 6 die Darstellung gefunden 
haben: 
(24) J = IDlEl + msEs + msEs, 

und vergleicht insbesondere den Ausdruck (24) mit dem fiiI' einen be
liebigen Stab U gegAbenell Ableitausdruck (53), an den wir die Er
klarung del' Dreieckskoordinaten eines Stabes gekniipft haben, so sieht 
man, daS die Dreieckskoordinaten des unendlich femen Stabes J mit den 
Massen der Ecken des Fundamentaldreiecks iibereinstimmen, und man 
hat daher den Satz: 

Satz 291: Die Dreieckskoordin aten des unendlich fernen 
Stabes J sind gleich den Massen der Ecken des Fundamental
dreiecks. 



Abschnitt 25, Gleichung (73) bis (79). Satz 291 und 292. 25 

Die Gleichung einer Geraden und die Gleichung eines Punktes in Drei
eckskoordinaten. Es ist meist nicht notig, eine Gerade durch eine Glei
chung in Punktkoordinaten darzustellen, da es fur gewohnlich bequemer 
sein wird, eine Gerade durch einen in ihr gelegenen Stab zu bestimmen. 
Doch kann man auch leicht den Ubergang von der einen zur andern Art 
der Darstellung machen. 

1st A ein beliebiger Stab und X der laufende Punkt der Geraden, 
die durch ihn bestimmt wird, so lautet die Gleicbung dieser Geraden 

(73) [Ax] = O. 

Ersetzt man III ihr den Stab A und den Punkt x durch ihre Ableit
ausdrucke: 
(74) 

(75) x = ~lel + ~2e2 + ~ses, 
so verwandelt sich die Gleichung (73) in 

(76) 

Damit ist fur eine Gerade, die den Stab A el1thalt, die Gleichung in 
Punktkoordinaten gefunden. Es gehort aber auch umgekebrt einer Ge
raden, deren Gleichung in Punktkoordinaten die Form (76) hat, der Stab 
(74) an. Man hat also den Satz: 

Satz 292: Die Gleichung einer Geraden, die den Stab 

(74) A = aiEl + a 2E 2 + aaEa 

enthalt, la utet in Punktkoordinaten ~1I ~2' ~3' bezogen auf das 
durch die drei Stiibe ED E 2 , Ea bestimmte Fundamentaldreieck: 

(76) al~l + a2~2 + a2~a = 0; 

und umgekehrt gehort der durch die lineal'e homo gene G lei
chung (76) in Punktkoordinaten dargestellten Geraden der 
Stab (74) an. 

Will man andererseits einen Punkt a durch eine Gleichung in Linien
koordinaten darstellen, so bilde man zunachst seine Stabgleichul1g, welche 
ofl'enbar lauten wird: 
(77) [a U] = 0, 

wo U einen veranderlicben Stab bedeutet, dessen Gerade durch den 
Punkt a hindurchgeht. Ersetzt man in der Gleichung (77) den Punkt a 
und den Stab U durch ihre Ableitausdrucke: 

(78) 

(79) 

a = al e1 + a2 e2 + aSe;l und 

U = lIJ1)l + u2 E2 + lIaRa, 
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so verwandelt sich die Gleichung (77) in 

(80) 

Damit ist fur den Punkt a die Gleichung in Linienkoordinaten gefunden, 
und da auch die umgekehrte SchluBweise zulassig ist, so hat man den Satz: 

Satz 293: Die G leichung des Punktes 

(78) 

in Linienkoordinaten Ull Ull , Us bezogen auf das Dreieck mit den 
Ecken ell ell' ea als Fundamentaldreieck lautet: 

(80) 

und umgekehrt laSt ein Punkt, dessen G leichung III Linien
koordinaten die Form (80) hat, die Darstellung (78) zu. 

Man kann noch hinzufiigen: Die Gleichung 

(81) [Ux] = 0 

ist die Gleichung fUr das Vereintliegen (die Inzidenz) des Punktes x und 
des Stabes U (vgl. Seite 41 des ersten Bandes), das heiBt, sie ist bei 
konstantem U, aber veritnderlichem x die Gleichung der Geraden des 
Stabes U in Punktkoordinaten, und bei konstantem x, aber veranderlichem 
U die Gleichung des Punktes x in Stabkoordinaten. Bei Einfiihrung der 
Werte (25) und (53) nimmt iibrigens die Gleichung (81) die Form an 

(82) 

und umgekehrt liiBt sich jede Gleichung von der Form (82) auch in der 
Form (81) schreiben. Man hat also den Satz: 

Satz 294: Jede in den Dreieckskoordinaten ~17 ~2' ~s eines 
Punktes lineare homogene Gleichung ist die Gleichung der
jenigen Geraden, deren Linienkoordinaten in bezug auf dasselbe 
Dreieckskoordinatensystem die Koeffizienten jener Gleichung 
sind und jede in den Dreieckskoordinaten up Ull , Us eines Stabes 
lineare homogene Gleichung ist die Gleichung desjenigen 
Punktes, dessen Punktkoordinaten in bezug auf dasselbe Drei
eckskoordinatensystem mit den Koeffizienten jener Gleichung 
u bereinstimmen. 

Die Liinge des Einheitsstabes und eines beliebigen Stabes, die Masse 
des Einheitspunktes und eines beliebigen Punktes. Es ist weiter noch von 
Interesse, die Liinge l' des Einheitsstabes durch seinen Abstand vom 
Einheitspunkte und die Masse m' dieses Punktes auszudrucken. Dazu 
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fuhre man in die Erklarungsgleichungen des Einheitsstabes und Einheits
punktes 

~~ E.~+~+~ ~ 

00 e-~+~+~ 

fur E und e ihre Werte aus (59) und (4) ein und erhiilt die Gleichungen 

(83) 

(84) 

l' F = E1 + E2 + Es und 

m'f- e1 + e2 + es· 

Diese beiden Gleichungen (83) und (84) mnltipliziere man mitein
ander unter Beriicksichtigung der Gleichungen (13) und (14), so ergibt 
sich fiir die Lange {' des Einheitsstabes die Gleichung 

(85) l'm'[FfJ = 3. 

Das hier auftretende Produkt [FfJ besitzt nun aber eine einfache 
geometrische Bedeutung. Denn da der Stab F die Lange 1 hat, und auch 
der Punkt f ein einfacher Punkt ist, so ist das Blatt [FfJ gleich dem 
Abstande des Einheitspunktes vom Einheitsstabe und zwar ist dieser Ab
stand positiv zu nehmen, weil nach der Festsetzung auf Seite 18 der Sinn 
des einfachen Stabes F so gewahlt werden solite, daB das Produkt [Ff] 
positiv wird. Bezeichnet man daher noch den positiv genommenen Ab
stand des Einheitspunktes und Einheitsstabes mit q', so laBt sich die 
Gleichung (85) in der Form schreiben 

(86) l'm'q' = 3, 

und man erhiilt also fiir die Lange {' des Einheitsstabes den Wert 

(87) l' = -~-'. 
mq 

Aus ihm folgt insbesondere, da q' positiv ist, der Satz: 

Satz 295: Die Langenzahl f' des Einheitsstabes hat immer 
dasselbe Vorzeichen wie die Masse m' des Einheitspunktes. 

Die Formelri (86) und (87) lassen sich sehr leicht dadurch verall
gemeinern, daB man in der obigen Entwickelung an die Stelle des Ein
heitsstabes oder des Einheitspunktes einen beliebigen Stab U oder einen 
beZiebigen Punkt x treten laBt. 

Fiihrt man namlich in die Gleichung 

~~ U=~~+~~+~& 

fiir U seinen Wert aus (55) ein und multipliziert die entstehende Gleichung 

(88) 
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mit der Gleichung (84), so ergibt sich fiir die Langenzahl 1 des Stabes 
U die Gleichung 
(89) 1m'[Tf] = u1 + u02 + Us· 

Rier ist dann jetzt das Produkt [Tf] der positiv genommene Abstand 
lJ' des Stabes U yom Einheitspunkte (vgl. Seite 15); die Gleichung (89) 
nimmt daher die Form an 

(90) 

U nd diese Gleichung liefert, falls m' und V' von Null verschieden sind, 
fiir die Langenzahl 1 des Stabes U den Wert 

(91) { = ,1. U1 +~~ +u.s. 
. m' lJ' 

SchlieBlich hat man noch die zu der Formel (91) dualistisch ent
sprechende Formel zu entwickeln. Dazu setze man in die Gleichung 

(25) 

fiir x seinen Wert aus (26) ein, wodurch sie iibergeht in 

(92) mt = !1 e1 + !2 e2 + !ses, 

und multipliziere dann diese Gleichung mit der Gleichung (83). So er
halt man 
(93) l'm[Ft] = !1 + !2 + !3· 

Rier stellt das Produkt [Ft] den Abstand q' des Punktes x vom Einheits
stabe E dar, dieser Abstand positiv oder negativ genommen, je nachdem 
del' Punkt x auf derselben Seite des Einheitsstabes liegt wie der Ein
heitspunkt oder nicht. Die Gleichung liiBt sich daher auch in der Form 
schreiben 
(94) 

Man findet also, falls {' und q' von Null verschieden sind, fiir die Masse 
m des Punktes x den Wert: 
(95) m = + );1 +~~+);s.. 

Ubergang zu den Cartesischen Koordinaten. Besondere Wahl der Ecken 
des Fttndamentaldreiecks tend des Einheitspunktes. Will man von den 
Dreieckskoordinaten zu schiefwinkligen oder rechtwinkligen Cartesischen 
Koordinaten iibergehen, so hat man zwei von den drei Ecken des E'un
damentaldreiecks, etwa die Punkte e1 und e2 , auf den positiven Seiten der 
Koordinatenachsen des Cartesischen Systems ins Unendliche riicken zu 
lassen, die dritte Ecke es aber zum Anfangspunkt des Koordinatensystems 
zu machen. Den Einheitspunkt e wahlt man dabei am besten so, daB 
seine Koordinaten auch iIll Cartesischen System die Werte 1, 1 erhalten. 
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Dazu hat man einen Rhombus zu konstruieren, dessen Seite gleich der 
Liingeneinheit ist, und der sich an die positiven Seiten der Koordinaten
achsen anlehnt. In diesem Rhombus ist dann 
die Gegenecke des Anfangspunktes ea der durch 
die obige Forderung charakterisierte Einheits
punkt e (vgl. Fig. 19). 

Durch diese Wahl des Einheitspunktes 
und die auf Seite 2 gestellte Bedingung, 
daB das auBere Produkt [t;e2ea] der drei 
Grundpunkte = 1 sein solIe, ist dann sowohl 
die Masse des Anfangspunktes ea wie auch 
die Lange und der Sinn derjenigen beiden 

e 

Strecken e1 und e2 bestimmt, die als die greifbaren Bilder der unendlich 
femen Ecken des Koordinatendreiecks erscheinen (vgl. Seite 3:1f. des ersten 
Bandes). 

Bezeichnet man namlich wieder die Massen del' vier Punkte 

ell ~, es, emit 

mil ms' ma, m' 
und die mit ihnen zusammenfallenden einfachen Punkte mit 

t~, fs, fa, f, 
so lassen sich zunachst die Massen m1 , m2 , ms der drei Grundpunkte 
vermoge der obigen Formeln 

(8) m - m' [ff,fsl m = m' lf~ld_ ms = m' Iffl..bl 
1 - [ftfds] , S [ftf! fa] , [fddsl 

bis auf einen Proportionalitatsfaktor m' bestimmen. Dazu denke man 
sich die Indizes 1 und 2 auf die beiden Punkte fl und f2 in der Weise 
verteilt, daB das Produkt [fd2fs] positiv wird; dalln werden mit Riicksicht 
auf die Lage des Einheitspunktes und der Punkte fl und h nach Seite 2£. 
auch die Produkte 

[ffsfs], [ffsfl], [ffd2] 

positiv, und ebenso werden die auf Seite 8 eingefiihrt.en GroBen SlI S2' ss, 
welche die mit einem gewissen V orzeichen versehenen Seitenlangen des 
Fundamentaldreiecks darstellten, nach der dort gegebenen Festsetzung iiber 
das Vorzeichen samtlich positiv. Mit Riicksicht hierauf erhalt man fiir 
die Briiche auf der rechten Seite von (8) die Werte: 

(96) [ff!lsJ - _~ [ff8ftJ - ~ fJil!!l_ 1 
[fdds] - 9,' [ftfds] - 91 ' lfddsl - , 

und die Gleichungen (8) verwandeln sich also in 

(97) 
, 1 

m2 = m F' 
1 

ma=m'. 
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Flihrt man aber die drei Werte (97) fur ml , ms, ms in die Gleichung 

(10) mi msms[ftfsfs] = 1 
ein, die mit der Gleichung 

(9) 

gleichbedeutend ist, so erhalt man die GIeichung 

; ~;- m'S[ftf!lfs] "'" 1 
! 1 

und somit fur m' den Wert 

(98) 
Nun ist das Produkt 

(99) 

3 ---

m' = V[~f:f;r 

vorausgesetzt, daB unter r der positiv zu rechnende konkave Winkel ver
standen wird, den die Stabe [{sfl] und [fsfs] mit einander einschlieBen. 
(V gl. die auf Seite 29 gemachten Angaben liber das Vorzeichen von 
Iht~fs], ~l und ~s·) Die Gleichung (98) verwandelt sich daher in 

(100) 
, 1 m =-~. 

Vsinl' 

und die drei Gleichungen (97) gehen fiber 

1 1 

(101) m = -~ m = _~..1_ m __ 1~ 
1 vsinl' 2 VSInl' s-Vain!' 

wobei mit Riicksicht auf die oben (auf Seite 1) hinsichtlich der Massen 
IDl1 IDs, ms getroffene V oraussetzung die dritte Wurzel iiberall reell zu 
nehmen ist; ja, wegen der soeben gemachten Festsetzung fiber den 
Winkel fist diese Wurzel sogar stets positiv. 

Beachtet man jetzt noch, daB die Seiten Sl und ~s des Fundamental
dreiecks unendlich lang sind, so nehmen die Gleichungen (101) die 
Form an: 
(102) m = 0 m = 0 m = -~- . 1 , 2 , s l! ro:::-if 

Y sm 1 

Aus der dritten von diesen Gleichungen folgt wegen (1), daB 

(103) ea = VN~I' 
wahrend die beiden ersten Gleichungen (102) zeigen, daB die Massen mi 

und ms der beiden unendlich fernen Ecken e1 und e2 des Fundamental
dreiecks verschwinden. Nun ist aber ein unendlich ferner Punkt von der 
Masse 0, durch Angabe der Lin ie, auf der er liegen solI, als Gro{Je noch 
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gar nicht bestimmt; denn es fiihrt zum Beispiel die Konstruktion del' 
Summe eines einfachen Punktes del' Ebene und eines unendlich fern en 
Punktes von del' Masse 0 zu keinem eindeutigen Ergebnis (vgl. Seite 3f. 
des ersten Bandes). Man weiB nul', daB jener einfache Punkt durch die 
Vermehrung um den unendlich fernen Punkt von verschwindender Masse 
auf del' Geraden verschoben wird, die von dem einfachen Punkte nach 
dem unendlich fern en Punkte hinfiihrt, die GrofJe und dm' Sinn diesel' 
Verschiebung bleibt dagegen vollig ttnbestimmt. 

Um diese Unbestimmtheit aufzuheben, muB man fiir den unendlich 
fernen Punkt noch eine Differenzdal'stellung aufsuchen, dul'ch die neben 
del' Richtung jenel' Vel'schiebung auch noch del'en GroBe und Sinn ange
geben wird, welche also den unendlich fernen Punkt als St1'ecke chamkteri
siert (vgl. Seite 4 f. des el'sten Bandes). 

Nun erkennt man abel' leicht, daB die unendlich fm'nen Ecken el und 
e2 des Fundamentaldreiecks durch die oben getroffene Verfiigung iiber die 
Lage des Einheitspunktes nicht nur hinsichtlich ihrer Massen, sondern auch 
als Strecken bereits vollstandig bestimmt sind. Dazu bezeichne man noch 
die Zul'iickleitungen des Einheitspunktes 

(104) e = el + e2 + ~ 
auf die Seiten [eSel] und [e2eS] des Fundamentaldreiecks unter AusschluB 
del' gegeniiberliegenden Ecken e2 und el mit e4 und e5 (vgl. Seite 13), 
setze also 

(105) 
J e4 = ea + e1 

le5 = ea + e2• 

Dann sind nach dem Begriffe del' Zuriickleitung (vgl. Seite 41 f. des ersten 
Bandes) diese Punkte e4 und e5 nichts anderes als die dritte und vierte 
Ecke des in del' Figur 19 konstruierten Rhombus. 1hre Massen ferner 

stimmen mit denen des Punktes ea iiberein, sind also gleich ~--. Be-
Vain f 

zeichnet man daher noch die mit e4 und e5 zusammenfallenden einfachen 
Punkte mit f4 und f5' so wird 

(106) f. e = ----
4, YSlnf' 

Und lost man die Formeln (105) nach e1 und e2 auf und setzt zugleich 
fur es, e4 , e5 ihre Werte aus (103) und (106) ein, so erhiilt man 

(107) 
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Da aber die Strecken f4 - fa und f5 - fs die Strecken der vom Punkte fa 
ausgehenden Seiten des "KoordinatenrhombuB" sind, und diese nach der 
V oraussetzung die Lange 1 besitzen, so stimmen die Strecken el und e2 

nach Richtung und Sinn mit den positiven Seiten der Koordinatenachsen 
iiberein und besitzen die Lange 

1 

fiir ein rechtwinkliges Koordinatensystem insbesondere die Lange 1. Fur 
ein solches wird zugleich wegen (101) die Masse ms des Anfangspunktes 
es gleich 1. 

In jedem FaIle aber stimmen, wie die Vergleichung mit (102) oder 

(103) zeigt, die Langen del' Strecken e1 und e2 mit der Masse ~I ~-:-_~ des 
vsm r 

Punktes es iiberein. Beachtet man daher, daB sich der Satz 4 auch in 
der Form aussprechen lii.Bt: 

Vermehrt man einen vielfachen Punkt von der Masse m um 
eine Strecke g, so erhalt man wieder einen vielfachen Punkt, 
der mit jenem Punkte gleiche Masse hat und gegen ihn um die 

Strecke fl verschoben ist, so folgt, falls a und b zwei ZahlgroBen m 
sind, daB auch fiir ein schiefwinkliges Koordinatensystem die Summen 

es + ael und ea + bell 

diejenigen Punkte der Koordinatenachsen darstelien, die vom Anfangspunkte 
die Entfernungen I a I und I b I haben und auf der positiven oder negativen 
Seite der Koordinatenachsen liegen, je nachdem die ZahlgroBen a und b 
positiv oder negativ sind. 

Beziehungen zwischen den so gewonnenen spezielZen Dreieckskoordinaten 
tmd den Oartesischen Koordinaten eines Punktes. N ach diesen Vorbe
reitungen ist es nicht mehr schwer, die Beziehungen zwischen den Drei
eckskoordinaten ~ll ~2' ~s und den Cartesischen Koordinaten aines Punktes x 
aufzufinden. Auf Seite 9 erhielten wir fiir die Dreieckskoordina.ten ~ll ~2' ~s 
die Formeln: 

(32) j ~l = mll ms mild)l 

~2 = ms ml mil2l'2 

~s = ml m2milsl's' 

Dividiert man diese Gleichungen mit dem Produkte ml lU2 ms m alier in 
ihnen auftretenden Massen und setzt linker Hand fiir den Bruch ____ 1_ 

m1 m2 mS 

seinen Wert [fd2faJ aus (10) ein, so erhalt man die Formeln 
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(108) 

oder wegen (101) 

(109) 

Nun ist nach (99) 

.(110) 
und andererseits ist 
(111) 

~ ~ = Ut f~f,.J 
1 2 sin f ' 

Setzt man aber die Werte (110) und (111) in die Gleichungen (109) em 
und dividiert mit Efddal, so verwandeln sich diese Gleichungen in: 

(112) 

r: = }lsln-k si~f 

I~ = }Is in k sit~f 
ls = }Is in t. 
m 

Betrachtet man jetzt die Gerade des Stabes 
lj 

PI 

E2 = [ea e1] als Abszissenachse 

und die Gerade des Stabes 

- El = [eae2] als Ordinatenachse 

eines Oartesischen Koordinaten
systems (vgl. Fig. 20) und be
stimmt ferner die positiven Seiten 
der Achsen dieses Cartesischen 
Systems entsprechend dem Sinn 
der Stiibe E2 und - Ev so wird 

der Winkel f zu
gleich der konkave 
Winkel zwischen 
den positiven Seiten 

... .&..._--~---'-...-.-.....I.---~--i~-.. l der Abszissen- und 
e3 e+ Fig 20. EJ( Ordinaten -Achse 

GraSmann: Projektive Geometrie d. Eben •. II. 3 
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des Cartesischen Systems, und bezeichnet man endlich die Koordinaten 
des Punktes x in dem so definierten Cartesischen System mit ~ und 1), so 
wird auch dem V orzeichen nach (vgl. Seite 8 f.) 

(113) 1 slil- = ~ 
si~ f = 1). 

Die Gleichungen (112) lassen sich daher auch III der Form schreiben: 

(114) 

~ = f!sinf ~ m 

~! = f!sinf. m 
Man erhiilt also durch Division fiir die V erhliltnisse ~1_ und ~.'l die Werte 

~s ~8 

(115) l ~! = ~ 

:! = t); 

das heiBt: Bei der von uns getroffenen Wahl der drei Grundpunkte ell e2, e~ 

und des Einheitspunktes e werden die V erhaltnisse ~1_ und ~ der Dreiecks-
1'3 1'. 

koordinaten ~1I ~!' ~3 eines Punktes x zugleich seine Cartesischen Koordi-
naten ~ und 1) in bezug auf die Koordinatenachsen [eSet ] und [eSe2]. 

Besiehungen swischen den sugehOrigen spesiellen Dreieckskoordinaten 
eines Stabes und den Hesseschen Linienkoordinaten seiner Geraden. Zum 
Schlusse endlich moge noch untersucht werden, ob bei dem so gewonnenen 
Ubergange von dem Dreieckskoordinatensystem zu den Carlesischen Ko-

ordinaten auch die Verhliltnisse U1 und U! der Dreieckskoordinaten ull U2, Us 
Us Us 

eines beliebigen Stabes U in bezug auf das Fundamentaldreieck e1 e2eS und 
den Einheitspunkt e in die Hesseschen Linienkoordinaten u, tJ der Geraden 
dieses Stabes in bezug· auf das oben eingefiihrle Cartesische Achsenkreuz 
iibergehen, das hei6t in die Ausdriicke 

1 1 
(116) U = - a und tJ = - h' 

unter Q und b die mit passenden V orzeichen versehenen Stiicke ver
standen, welche die Gerade des Stabes U von den Koordinatenachsen ab
schneidet 1) (vgl. Fig. 21). 

1) J. PI ii c ker, dem wir den Begriff der Linienkoordinaten verdanken, bezeich
nete die drei Konstanten .A, B, C der Gleichung 

.Al'+B~+C=O 
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Um dies zu prii
fen, denke man sich 
einstweilen noch das 
Koordinatendreieck 
endlich und gehe 
zuriick auf die Glei
chungen (57) fur die 
Stabkoordinaten: 

J
UI = mllqp 

(57) u2 = m21q2' 
Us = ma1qs, 

aus denen fiir die 
beiden in Frage 
stehenden Verhiilt
nisse ~1 und U~ die 

Us Us 

einer Geraden in recht
winkligen oder schief
winkligen Punktkoordi
na.ten ~, t) als (lio1nogene) 
Linienkoordinaten jener 
Geraden in bezug auf 
das zu Grunde gelegte 
rechtwinklige oder 
schiefwinklige Koordi-
natensystem. V gl. 
J. Plucker, Ueber 
eine neue Art, in der 
analytischen Geometrie 

I 

Fig. 21. 

35 

Punkte und Curven durch Gleichungen darzustellen. Journal fiir die reine und o.n
gewandte Mathematik Bd. 6 (1830). Seite 107ff. oder das Werk desselben Ver
fa s s ers: Analytisch-geometrische Entwicklungen Bd. 2. Essen 1831. Seite 1 if. und 
V orrede Seite VII. 

N eben diesen drei lio1nogenen PI u c k e r schen Linienkoordina ten benutzte O. He sse 
auch nichthomogene Linienkoordinaten. Er gab dazu der Gleichung der Geraden die 
besondere Form: 

U~ + bt) + 1 = 0 

und fiihrte die beiden in ihr auftretenden Koeffizienten u und b von ~ und t) ala 
nichtho1nogene Linienkoordinaten in bezug auf das rechtwinklige oder schiefwinklige 
Achsenkreuz in die Betrachtung ein. Dieselben haben die durch die Gleichungen (116) 
angegebene geometrische Bedeutung und sind von mir oben als Hessesche Linien
koordinaten bezeichnet. Vgl. O. Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geo
metrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. Zweite Auf
lage. Leipzig 1873. Seite 47 ff. und Seite 109 f. 

3* 
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Werte folgen: 

(117) U1 = _I!'t ~ 
Us ms qs 

und ~ _ m! q!. 
Us - m;; q;' 

und diese verwalldeln sich, wenn man el und e2 ins Unendliche rucken 
lliBt, wegen (101) in: 

(118) .ttl _l_!k und ~ = ~_q,-. 
Us 52 qs Us ~1 qs 

Nun bestehen aber auch noch bei endlicher Lage der Punkte el und 
e2 wegen der Ahnlichkeit der beiden Paare rechtwinkliger Dreiecke, die 
von der Geraden des Stabes V, den Abstanden qu qs und q2' qs und den 
Koordinatenlinien el es und e2eS gebildet werden (vgl. Fig. 21), mit Ruck
sicht auf die auf Seite 15 gegebene Vorzeichenbestimmung der Abstande 
qu q2' qa die Proportionen 

~t = ~_ - Q und q2 ~1 - b 
qs - Q -q; = -=-b . 

Und setzt man diese Werte fur die V erhaltnisse ~ und ~ m die Glei-
chungen (118) ein, so verwandeln sich diese in 

qs qs 

(119) ~! _ 52 - Q_1_ und U2 = 51 - b _!_. 
Us - 52 -Q Us 51 -b 

Sobald aber die Punkte e1 und e2 ins Unendliche failen, nehmen die 'Bruche 

~! ~ It und ~I;o b beide den Wert 1 an, und die Gleichungen (119) gehen 
2 "'1 

daher wirklich uber in 

(120) 

oder wegen (116) in 

(121) 

~=-~ 
Us It 

und 

111 = u und U2 = U. 
US Us 

Man hat also den Satz: 

Satz 296: Verfiigt man uber die Bestimmungsstucke eines 
Dreiecksko ordinatensystems in der Weise, daB man die beiden 
ersten Ecken e1 und e2 des Fundamentaldreiecks in die unend
lich ferne Gende verlegt und zwar zwei Strecken gleich macht, 

die mit einander den Winkel f einschlieBen und die Lange ;)= 
v 8m f 

besitzen, wahrend man als dritte Ecke es einen beliebigen im 
Endlichen liegenden Punkt verwendet, dessen Masse ebenfalls 

gleich ~,~ __ ist, so sind die Verhliltnisse ~! und ~ der Dreiecks-
-Vsin f ~s ~s 

koordinaten ~v ~2' ~s eines jed en Punktes x in bezug auf jenes 
besondere Fundamentaldreieck gleich den Cartesischen Koordi
naten ~ und ~ dieses Punktes in bezug auf die Koordinaten-

achsen [eSel] und [eSe2J; und zugleich sind die Verhaltnisse ~: 
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und :2 del' Dreiecksko.ordinaten U1 , U2 , Us eines jeden Stabes U 
3 

in b ezug auf dieses Fundamentaldreieck gleich den Hesseschen 
Linienkoordinaten U und b del' Geraden jenes Stabes in bezug 
auf dieselben Koordinatenachsen. 

Del' Satz vereinfacht sich etwas, wenn das Cartesische Koordinaten
system rechtwinklig ist; alsdann namlich nimmt del' Satz die Form an: 

Satz 297: Verfiigt man iiber die Bestimmungsstiicke eines 
Dreieckskoordinatensystems in del' Weise, daB man die beiden 
ersten Ecken e1 und ell des Fundamentaldreiecks in die unend
lich ferne Gerade verlegt, und zwar zwei Strecken gleich macht, 
die auf einander senkrecht stehen und die Lange 1 haben, 
wahrend man als dritte Ecke es einen beliebigen im Endlichen 

liegenden einfachen Punkt verwendet, so sind die Verhaltnisse ~~ 
1:s 

und ~ del' Dreieckskoordinaten ~1' ~2' ~s eines jeden Punktes x 

in bezug auf jenes besondel'e Fundamentaldreieck gleich den 
rechtwinkligen Koordinaten ~ und ~ dieses Punktes in bezug 
auf die Koordinatenachsen [eS e1] und [eS e2], und zugleich sind 

die Verhaltnisse ~1 und 14 del' Dreieckskoordinaten uil U2 , Us 
Us Us 

eines jeden Stabes U in bezug auf dieses Fundamentaldreieck 
gleich den Hesseschen Linienkoordinaten U und U del' Geraden 
jenes Stabes in bezug auf dasselbe rechtwinklige Koordinaten
system. 

Abschnitt 26. 

Harmonische Beziehungen am vollstiindigen Viereck und Vierseit. 

Harmonische Punktwiirfe auf den 3 Nebenseiten eines vollstiindigen 
Vierecks. In del' oben (auf Seite 1 fr.) gegebenen Entwickelung zur Ein
fiihrung des Dreieckskoordinatensystems bildeten die drei Grundpunkte 
e1 , e2 , es zusammen mit dem Einheitspunkte e ein Viereck, von dem keine 
drei Ecken in einer Geraden liegen. Man wird daher fiir die Untersuchung 
del' Eigenschaften eines solchen Vierecks die dort getrofrene Verfiigung 
iibel' die Massen del' drei Grundpunkte beibehalten konnen, dabei abel' 
gut tun, die dem Einheitspunkte e bisher eingeraumte Sonderstellung 
wenigstens zum Teil dadurch zu beseitigen, daB man fiir den negativ ge
nommenen Einheitspunkt - e ein neues Zeichen einfiihl't, also etwa 

(1) 

setzt. Alsdann nimmt die Beziehung (2) des vorigen Abschnitts zwischen 
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dem Einheitspunkte und den drei Grundpunkten die Form an 1) 

(2) 

Fur jeden von den drei Punkten 

(3) 

erhalt man dann noch eine zweite Darstellungj denn es wird wegen (2) 

(4) 1 
a = e4 + e1 = - (f1I + es) 
b = e4 + f1I = - (ea + e,.) 
e = e4 + ea = - (e,. + e2)· 

Diese Gleichungen zeigen, daa 

der Punkt a sowohl der Geraden e4 e1 wie der Geraden e2 ea angehort, daa ferner 

" " b " " " e4 e2 "" " es e1 " , daa endlich 

" ,. e 
" " " " " 

Die drei Punkte a, b, e sind daher die Schnittpunkte der drei Paare 
Gegenseiten des vollstandigen Vierecks e1 e2t1i e4 , oder was dasselbe ist, die 
Nebenecken dieses vollstandigen Vierecks (vgl. Fig. 22). 

a 
Q 

]"ig.22. Fig.2S. 

Aus den beiden letzten Gleichungen (4) folgt nun aber durch Su b
traktion die Gleichung: 
(5) b - e = e2 - t1i, 

welche zeigt, daa der Punkt b - e der Schnittpunkt der Nebenseite be 
des vollstandigen Vierecks e1 e,eS e4 mit dessen Seite e2eS ist (vgl. Fig. 23). 

1) Vgl. hierzu und zu dem Dua.listischen auf S. 42: O. Hesse, VorleBungen aus 
der analytiBchen Geometrie der geraden Linie, des PunkteB und deB KreiBeB in der 
Ebene. Zweite Auflage. Leipzig 1873. S. 66 f. und S. 43 f. und J. Kraus, Die geo
metrische Deutung von Invarianten, welche bei eben en Collineationen auftreten. 
Inaugural-Dissertation. GieBen 1886. S. 12. 
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Andererseits ergibt die Addition der beiden letzten Gleichungen (4) 
fiir die Summe b + eden Wert: 

b + e = 2 e4 + e2 + es 

oder wegen der ersten Gleichung (4): 

b + e = 2e4 - (e4 + e1) 

oder endlich: 
(6) 

Der durch die Summe b + e dargestellte Punkt ist also der Schnitt
punkt der Nebenseite be des vollstandigen Vierecks e1 e2 eS e4 mit der Seite 
e4 e1 dieses Vierecks, und die beiden Punkte b - e und b + e werden da
her aus der Nebenseite be durch die beiden Gegenseiten e2 eS und e4 e1 

jenes vollstandigen Vierecks ausgeschnitten, das heiBt durch diejenigen 
heiden Gegenseiten dieses vollstandigen Vie reeks , die sich in der zur 
Nebenseite be gegeniiberliegenden Nebenecke a schneiden. 

Da aber naeh Seite 54 des ersten Bandes vier Punkte 

b, e, b + e, b - e 

einen harmonischen Punktwurf bilden, und neben den beiden Gleiehungen 
(5) und (6), das heiBt neben den Gleiehungen 

(7) b - e = e2 - es , b + c = e4 - ell 

zugleich auch die in bezug auf a, b, c und ell e2 , ea zyklisch entsprechen
den Gleichungen 

(8) 

(9) 

c-a-es-ell 
a - b = e1 - e2 , 

e + a = e4 = e2 

a + b = e4 = es 

gelten, so hat man den Satz (vgl. Fig. 23): 

und 

Satz 298: In einem vollstandigen Viereck wird jede Neben
seite durch die beiden in der gegeniiberliegenden N ebenecke 
zusammentreffenden Seiten des Vierecks harmonisch geteilt. 

Harmonische Punktwiirfe auf den 6 Hauptseiten eines vollstiindigen 
Viereeks. Ubrigens beweist man noch leicht, daB aueh umgekehrt die 
Nebenseiten eines vollstandigen Viereeks auf jeder von den sechs Haupt
seiten zwei Punkte bestimmen, die zusammen mit den beiden dieser Seite 
angehorenden Ecken des Vierecks einen harmonischen Punktwurf bilden. 

Stellt man namlich die erste Gleichung (4) mit der Gleichung (6) 
zusammen, betraehtet also das Gleichungssystem 

(10) 
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so sieht man, daB die Seite e,el durch die auf ihr enthaltene Nebenecke 

a = ei+ez 
=-(e~+e.t) 

ell a und die gegeniiberliegende Nebenseite bc 

Fig. 14. 

harmonisch geteilt wird (vgl. Fig. 24). 
Andererseits laBt sich aus der ersten 

Gleichung (4) nnd der Gleichung (5) das 
Gleichungssystem zusammenstellen: 

(11) {a = - (ell + es), 
b-c=~-e3; 

und dieses zeigt, daB auch 
die Seite e1es durch die auf 
ihr enthaltene Nebenecke a 

und die gegeniiberliegende Nebenseite bc harmonisch geteilt wird. 
Und da die Gleichungen (10) und (11) bei zyklischer Vertanschung 

der GroBen a, b, c und el , e2 , es giiltig bleiben, so daB also auch die 
Gleichnngen bestehen: 

(12) b = e4 + ell' c + a = e4 - ell' 
(13) b = - (es + el ), c - a = es - ell 
(14) c = e4 + es, a + b = e4 - es, 

(15) c = - (el + ell), a - b = el - ell' 

so sieht man, daB auch die Seiten e,e2 nnd esel und ebenso die Seiten 
e4 eS und el ell des vollstandigen Vierecks jedesmal durch die auf ihnen 
liegende Nebenecke und die gegeniiberliegende Nebenseite harmonisch ge
teilt werden, und man hat den Satz: 

Satz 299: Jede Seite eines vollstandigen Vierecks wird durch 
die auf ihr enthaltene N ebenecke und die gegeniiberliegende 
N ebenseite harmonisch geteilt. 

Dber ein einem vollstiindigen Viereck eingeschriebenes vollstiindiges Vier
seit. Aus der geometrischen Bedeutung der sechs Punkte 

b + c, c + a, a + bi 
b - c, c - a, a - b 

kann man leicht noch eine weitere Folgernng ziehen, wenn man beriick
sichtigt, daB zwischen diesen sechs Punkten die vier Gleichungen bestehen: 

(16) I(C + a) - (a + b) + (b - c) = 0 
(a+b)-(b +c)+(c-a)=O 
(b + c) - (c + a) + (a - b) = 0 

(b- c) + (c - a) + (a - b) = O. 
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Diese vier Gleichungen zeigen namlich, daB immer je drei solche von 
jenen sechs Punkten, die in einer von den vier Gleichungen zusammen 
vorkommen, in einer Geraden 
liegen, woraus wiederum 
folgt, daB diese sachs Punkte 
die sechs Ecken eines voll
standigen Vierseits bilden 
(vgl. Fig. 25). 

Von den sechs Ecken 
dieses vollstandigen Vier
seits gehoren dann immer je 

a 
zwei Gegenecken einer und 
derselbenN ebenseite des voll-

Fig. 2r>. 

standigen Vierecks an. Die beiden Nebendreiecke des vollstandigen Vier
ecks und Vierseits fallen also zusammen. Uberdies liegt jede von den 
sechs Ecken des vollstandigen Vierseits auf einer von den sechs Seiten 
des vollstandigen Vierecks. Das vollstandige Vierseit ist somit zugleich 
dem vollstandigen. Viereck eingeschrieben. 

Beriicksichtigt man endlich noch, daB die vier Punkttripel, die den 
Gleichungen (16) zufolge in einer Geraden liegen, immer den drei Seiten 
eines del' vier Dreiecke angehoren, die man aus dem vollstandigen Vier
eck entnehmen kann, so hat man den Satz: 

Satz 300: Konstruiert man auf jeder Nebenseite eines voll
standigen Vierecks die beiden Punkte, in denen sie von den
jenigen beiden Seiten des Vierecks geschnitten wird, die durch 
die jener Seite gegeniiberliegende Nebenecke hindurchgehen, 
so liegen immer drei solche von diesen sechs Schnit,tpunkten, 
die den drei Seiten eines del' vier in dem Viereck enthaltenen 
Dreiecke angehoren, in einer Geraden. Die vier durch diese 
vier Punkttripel charakterisierten Geraden bilden daher ein 
vollstandiges Vierseit, des sen N ebenseiten mit den en des voll
stan dig en Vierecks zusammenfallen, und des sen sechs Ecken 
iiberdies auf den sechs Seiten des vollstandigen Vierecks liegen, 
das also dem vollstandigen Viereck eingeschrieben ist. 

Man kann noch hinzufiigen: In jeder Ecke des in dies em Satze he-
8chriebenen vollstandigen Vierseits werden die beiden von ihr ausgehenden 
Seiten des vollstandigen Vierseits durch die jene Ecke enthaltende Seite 
und Nebenseite des vollstandigen Vierecks harmonisch getrennt; denll die 
genannten vier Geraden projizieren die auf den heiden andel'll N ebenseiten 
nach Satz 298 ellthaltenen harmonischen Punktwiil'fe. Man hat also 
den Satz: 
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Satz 301: Ist ein vollstiindiges Vierseit einem vollstiindigen 
Viereck im Sinne des Satzes 300 eingeschrieben, so wird ein 
jedes von einer Ecke des vollstandigen Vierseits ausgehende 
Seitenpaar dieses Vierseits durch die diese Ecke enthaltende 
Seite und Nebenseite des vollstiindigen Vierecks harmonisch 
getrennt. 

Harmonische Strahlu'urfe in den 3 Nebenecken eines vollstiindigen Vier
seits. Um zu den dualistisch entsprechenden Ergebnissen zu gelangen, 
bezeichne man noch den dem Einheitsstab E unseres Dreieckskoordinaten
systems entgegengesetzten Stab mit E." setze also: 

(17) Eo! = -E. 
Dadurch nimmt die zwischen dem Einheitsstabe E und den drei Grundstiiben 
EH E 2, Es herrschende Beziehung (58) des vorigen A.bschnitts die Form an: 

(18) El + Es + Es + E4 = o. 
Aus ihr aber ergeben sich fur ·das durch die vier Stabe Eu E2 , Es, E4 
bestimmte vollstiindige Vierseit die den Satzen 298 und 299 dualistisch 
entsprechenden Siitze. Zuniichst findet man wieder leicht die Bedeutung 
der drei Summen: 

(19) A=E4+EU B=E4+Es, O=E4+Es• 
Wegen (18) gestattet nlimlich jede von diesen drei Summen noch erne 
zweite Darstellung. Denn es wird 

(20) 1 
A = E.j, + El = - (Es + Es) 
B = E4 + E2 = - (Es + El ) 

o = E.j, + E3 ...:.. - (El + E 2). 

Diese drei Gleichungen zeigen, daB 

die Gerade des Stabes A sowohl durch den Punkt E,El 

" " " " 
B 

" " " " 
" " ., " 0" " " " E,Es 

wle durch den Punkt E2ES hindurchgeht, daB 

" " " "ESEl " und daB 

" " " " El E2 " 
Die Geraden der drei Stiibe A, B, 0 sind daher die Verbindungslinien 
der drei Paare Gegenecken des vollstandigen Vierseits (vgl. Fig. 26). 

A.us den beiden letzten Gleichungen (20) folgt nun aber durch Sub
traktion die Gleichung: 
(21) B - 0 = Es - Ea, 

welche aussagt, daB die Gerade des Stabes B - 0 durch die Nebenecke 
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BO des vollstandigen Vierseits E1E2EaEo!. und durch dessen Ecke E2E3 
hindurchgeht (vgl. Fig. 27). 

Andererseits ergibt die 
Addition der beiden letzten 
Gleichungen (20) unter Be
nutzung der ersten Gleichung 
(20) fiir die Summe B + 0 
den Wert: 

(22) B + 0 = E4 - E 1 • 

Der durch die Summe B + 0 
--~·-c-· 

Fig. 26. 

dargestellte Stab gehort also einer Geraden an, welche die Nebenecke BO 
des vollstandigen Vierseits mit der Ecke E4El dieses Vierecks verbindet. 
Die Geraden der beiden Stabe B - C und B + 0 projizieren daher von 
der Nebenecke BO aus die beiden Gegenecken E2ES und E4El jenes 
vollstandigen Vierseits, das heiBt diejenigen beiden Gegenecken desselben, 
die der zur Nebenecke BO gegeniiberliegenden Nebenseite A angehOren. 

Da aber nach Seite 58 des ersten Bandes vier Stabe 

B, 0, B + 0, B - C 
einen harmonischen Strahlwurf bilden, und neb en den beiden Gleichungen 
(21) und (22), daB heiBt neben den Gleichungen 

(23) B - 0 = E J - E a, B + 0 = Eo!. - Ell 

zugleich auch die in bezug auf A, B, C und Ell E 2 , Es zyklisch ent
sprechenden Gleichungen 

(24) 0 - A = Ea - Ell C + A = E4 - E2 und 

(25) A-B=El-E2' A+B=E4-ES 

geIten, so hat man den Satz (vgl. Fig. 27): 

B---
--- B+ C 

~ 
- -- ---c- ---

Fig. 27. 
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Satz 302: In einem vollstandigen Vierseit werden die von 
einer N ebenecke ausgehenden N ebenseiten durch die beiden auf 
der dritten Nebenseite liegenden Ecken des Vierseits harmo
nisch getrennt. 

Harmonische Strahlwiir(e in den 6 Hauptecken eines vollstiindigen Vier-
seits. Aber man iiberzeugt sich leicht, daB auch die sechs Hauptecken 
eines vollstandigen Vierseits harmonische Strahlwiirfe enthalten. Stellt 
man namlich die erste Gleichung (20) mit der Gleichung (22) zusammen, 
betrachtet also das Gleichungssystem 

(26) A = E4, + Eu B + C = E4, - Eu 

so sieht man, daB die von der Ecke E4,El ausgehenden Seiten E4, und El 
durch die diese Ecke enthaltende N ebenseite A und den von ihr nach 
der gegeniiberliegenden Nebenecke gezogenen Strahl B + C harmonisch 
getrennt werden (vgl. Fig. 27). 

Andererseits liiBt sich aus der ersten Gleichung (20) und der Glei
chung (21) das Gleichungssystem zusammenstellen: 

(27) A=-(E2+Es), B-C=E2-Es; 

und dieses zeigt, daB auch die von der Ecke E2ES ausgehenden Seiten 
E2 und Es durch die diese Ecke enthaltende N ebenseite A und den von 

------. ~----
~- ~-- -- ~~-- c--

Fig. 28. 

ihr nach del' gegeniiberliegenden Nebenecke gezogenen Strahl B - C 
harmonisch getrennt werden (vgl. Fig. 28 und die obige Fig. 27). 

Und da die Gleichungen (26) und (27) bei zyklischer Vertauschung 
J.er GroBen A, B, C und Eu E2 , Es giiltig bleiben, so daB also auch 
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die Gleichungen bestehen: 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

B=E4 + E2 , 

B=-(Es+EI ), 

0= E4 + E s, 

o = - (EI + E2), 

so hat man den Satz: 

0+ A = E4 - E2 , 

0- A = Es - E I , 

A + B = E4 - E s , 

A - B = El - E 2 , 

Satz 303: In jedem vollstandigen Vierseit werden die von 
einer Ecke ausgehenden Seiten durch die diese Ecke enthaltende 
Nebenseite und den nach der gegeniiberliegenden Nebenecke 
gezogenen Strahl harmonisch getrennt. 

Uber ein einem vollstandigen Vierseit umschriebenes vollstandiges Vier
eck. Aus der geometrischen Bedeutung der sechs Stabe 

B+O, O+A, A+B; 
B - 0, 0 - A, A - B 

kann man sodann genau so wie bei der dualistischen Entwickelung eine 
Folgerung ziehen hinsichtlich eines dem vollstandigen Vierseit EIE2ESE4 
in besonderer Weise umschriebenen vollstandigen Vierecks. Beachtet man 
namlich, daB zwischen den genannten sechs Staben die vier Gleichungen 
bestehen: 

(32) 

(0 + A) - (.A. + B) + (B - 0) = 0, 

(.A. + B) - (B + 0) + (0 - A) = 0, 
(B+ 0) - (0 +.A.) + (.A.- B) = 0, 
(B - 0) + (0 - A) + (.A. - B) = 0, 

so sieht man, daB die Geraden immer dreier solcher von den sechs Staben, 
die in einer von den vier Gleichungen zusammen vorkommen, durch einen 
und denselben Punkt gehen, 
woraus wiederum folgt, daB 
die sechs Geraden jener Stabe 
die Seiten eines vollstandigen 
Vierecks bilden (vgl. Fig. 29). 
Von den sechs Seiten dieses 
vollstandigen Vierecks gehen 
dann immer je zwei Gegen
seiten durch eine und die
selbe Nebenecke des voll- ]'ig. 29. 

standigen Vierseits. Die beiden Nebendreiecke des vollstandigen Vierecks 
und Vierseits fallen also zusammen, und iiberdies geht jede von den 
sechs Seiten des vollstandigen Vierecks durch eine von den sechs Ecken 
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des vollstandigen Vierseits. Das vollstandige Viereck ist somit zugleich 
dem vollstandigen Vierseit umschrieben. 

Beriicksichtigt man endlich noch, da.6 die vier Strahltripel, die den 
Gleichungen (32) zufolge in je einem Punkt zusammenlaufen, immer durch 
die drei Ecken eines von den vier Dreiseiten hindurchgehen, die man aus 
dem vollstandigen Vierseit entnehmen kann, so gelangt man zu dem 
folgenden Satz, der als eine neue Fassung des dualistisch sich selbst ent
sprechenden Satzes 300 angesehen werden kann: 

Satz 304: Projiziert man von jeder N ebenecke eines voll
standigen Vierseits diejenigen beiden Gegenecken des vollstan
digen Vierseits, die auf der jener N ebenecke gegeniiberliegenden 
Nebenseite liegen, durch zwei Strahlen, so gehen von den sechs 
so erhaltenen projizierenden Strahlen immer drei solche Strah
len, welche die drei Ec~en eines der vier dem Vierseit an
gehorenden Dreiseite enthalten, durch einen und denselben 
Punkt hindurch. Die vier durch diese vier Strahltripel charakte
risierten Punkte bestimmen daher ein vollstandiges Viereck, 
dessen Nebenecken mit denen des vollstandigen Vierseits zu
sammenfallen, und dessen sechs Seiten iiberdies durch die sechs 
Ecken des vollstandigen Vierseits hindurchgehen, das also dem 
vollstandigen Vierseit umschrieben ist. 

Man kann noch hinzufiigen: Auf jeder Seite des in diesem Sabe be
schriebenen vollstandigen Vierecks werden die beiden auf ihr liegenden Ecken 
des vollstandigen Vierecks durch die ihr angehOrende Ecke und Nebenecke 
des vollstandigen Vierseits harmonisch getrennt; denn die genannten vier 
Punkte sind die Schnittpunkte der in den beiden andem Nebenecken nach 
Satz 302 enthaltenen harmonischen Strahlwiirfe. Man hat also den Satz: 

Satz 305: 1st ein vollstandiges Viereck einem vollstandigen 
Vierseit im Sinne des Satzes 304 umschrieben, so wird jedes 
auf einer Seite des vollstandigen Vierecks liegende Eckenpaar 
dieses Vierecks durch die auf dieser Seite gelegene Ecke und 
Nebenecke des vollstandigen Vierseits harmonisch getrennt. 

Lineale Konstruktion des vierten harmonisclten Punktes und Anwendung 
auf die Konstruktion der Harmonikale cines Punktes in bezug auf ein Drei
eck. Auf Grund des Satzes 298 lOst man leicht die folgende Aufgabe: 

Aufgabe: Es sind gegeben drei Punkte a, b, c einer Geraden; 
es solI der zu dem Punkte c harmonisch zugeordnete Punkt d 
unter alleiniger Anwendung des Lineals konstruiert werden. 

Losung: Man lege durch den ersten Punkt a zwei beliebige Geraden 
und durch den dritten Punkt c eine dritte Gerade, die die beiden ersten 
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Geraden in lund n schneiden moge Cvgl. Fig. 30). Sodann verbinde 
man den zweiten Punkt h mit den Punkten lund n und bezeichne die 
Schnittpunkte del' beiden Verbindungslinien 

bl und bn 

mit den zuerst gezogenen Geraden 

an und al mit 

m und k. 

Schlie.61ich verbinde man noch k mit m, so schneidet die Verbindungs
linie aus der Geradeu ab den gesuchten vierten harmonischen zu c zu
geordneten Punkt d aus. 

Denn die vier Punkte k, l, m, n mit ihren sechs Verbindungslinien 
bilden ein vollstandiges Viereck, von dem ah eine N ebenseite ist. Ferner 
werden die Punkte C llnd d aus der Nebenseite ab durch diejenigen beiden 
Gegenseiten km und In des vollstandigen Vierecks klmn ausgeschnitten, 
die sich in der zur Nebenseite ab gegeniiberliegenden Nebenecke treffen. 
Nach dem Satze 298 ist also der Punktwurf a, h, c, d harmonisch. 

I 

Fig. so. Fig. SI. 

Es moge noch bemerkt werden, daB die angegebene Konstruktion 
den vierten harmonischen Punkt sowohl dann liefert, wenn c zwischen a 
und h liegt Cvgl. Fig. 30), wie auch dann, wenn c au.6erhalb des Linien
stiickes ab gelegen ist Cvgl. Fig. 31). 

Man kann die soeben angegebene Konstruktion oder, was auf das
selbe hinauskommt, den Satz 298 zum Beispiel verwenden, wenn es sich 
um die Losung der Aufgabe handelt: 

Aufgabe: Zu einem gegebenen Punkte seine Harmonikale 
(Polare) in bezug auf ein gegebenes Dreieck zu konstruieren. 

Losung: Man bezeichne die Ecken des gegebenen Dreiecks mit ell e2 , es, 
seine Seiten mit Ell E g , Es, den gegebenen Punkt mit e, so hat man, um 
die Harmonikale des Punktes e zu konstruieren, nach Satz 283 den Punkt e 
von den drei Ecken e1 , eg , es des Dreiecks auf die gegenii berliegenden 
Seiten Ell E'J' Es zu projizieren und zu den drei Projektionen Pv Pi' P3 

c 
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auf den sie enthaltenden Seiten die viel'ten harmonisehen Punkte q17 q2' qs 
in bezug auf die jene Seiten bestimmenden Eeken zu konstruiel'en. 

Fig. 32. 

Die Konstruktion diesel' vierten harmonisehen Punkte qv q2' qs er
gibt sieh aber nach dem soeben angegebenen Verfahren hoehst einfach, 
indem man die drei Projektionen Pv P2' Ps des Punktes e miteinander 
verbindet (vgl. Fig. 32); dann sehneiden die Verbindungslinien 

P2PS. PSP1' pjP2 
aus den Seiten 

Ell E2, E s 

des Dreieeks die gesuehten vierten harmonischen Punkte 

qll Q2, Q3 

aus, wie aus der Anwendung des Satzes 298 auf die vollstandigen Vi ere eke 

und ihre N ebenseiten 
ep2ejPs, epSe2PlI epl eSP2 

unmittelbar hervorgeht. N aeh Satz 283 Eegen aber dann die Punkte 
qll Q2' qs in einer Geraden, welehe die gesuehte Harmonikale (Polare) des 
Punktes e in bezug auf das Dreieek e1 e2eS biJdet. 



Fllnfter Hauptteil. 

Die Kollineation. 

Abschnitt 27. 

Die allgemeinen Eigenschafien der Kollineation. 

Der extensive Bruch f'iir die Punkt-Punkt-Abbildung einer Kollineation. 
INir die analytische Behandlung der linearen Abbildungen in der Ebene 
ist es von Nutzen, wie im binaren Gebiet, das heiBt wie bei den Projek
tivitaten in der Geraden und im Strahlbiischel, extensive Briiche ein
zufiihren, deren Zahler und N enner Punkte oder Stabe sind. Doch werden 
diese Bruche im ternaren Gebiet drei Zahler und drei Nenner enthalten 
mussen. 

Wir behandeln zunachst die Kollineation in der Ebene und benutzen 
dabei als Grundpunkte, die zugleich die Nenner der extensiven Briiche 
werden sollen, drei nicht in gerader Linie liegende vielfache Punkte 

(1) el = mdll es = msfs, es = mst~, 

deren Massen ml1 ms, ms III der Weise bestimmt sem mogen, daB das 
auBere Produkt 
(2) [el e2eS] = 1 

wird, und daB iiberdies ein der Lage nach beliebig gewahlter vierter Punkt 
e, welcher nur nicht mit zwei Grundpunkten in derselben geraden Linie 
liegen mag, der Einheitspunkt wird, daB also 

(3) 

wird (vgl. Fig. 33). Durch diese beiden 
Forderungen sind, wie im 25. Abschnitte 
gezeigt ist, die Massen der drei Grund
punkte eindeutig bestimmt und damit auch 
die Masse des Einheitspunktes. AuBerdem 
laBt sich jeder beliebige weitere Punkt x der Ebene 
der drei Grundpunkte el , ea, es also unter der Form 

(4) x = !1 el + !aes + !ses 

:Fig. ss 

als Vielfachensumme 

darstellen. Seine Ableitzahlen sind dabei die auf das Dreieck el e2 ea als 
GraJlmann: Projektive Geom.trie d Ebene. II. 4 
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Fundamentaldreieck und den Punkt e als Einheitspunkt bezogenen Drei
eckskoordinaten des Punktes x. 

Will man jetzt einen Ab bildungsfaktor f definieren, der jeden be
liebigen Punkt x der Ebene bei der Multiplikation in einen (im allge
meinen) von ihm getrennt liegenden, eindeutig bestimmten Punkt y = xl 
derselben Ebene iiberfiihrt, so hat man 

erstens diejenigen Punkte au a2 , as festzulegen, die den Grund
punkten e17 es, es zugeordnet werden sollen, welche also den Gleichungen 

(5) 

Geniige leisten. Daneben aber kann man 
zweitens noch die Forderung stellen, es solIe ein jeder Punkt 

x = ~lel + ~2e2 + !ses, 

welcher durch die drei ZahlgroBen !1' !2' !s aus den drei Grundpunkten 
eu e2 , es abgeleitet ist, in denjenigen Punkt xl umgewandelt werden, der 
aus den "Bildern" au a2 , as der drei Grundpunkte durch dieselben Ableit
zahlen entwickelt wird, das heilit in den Punkt 

(6) 

Durch die Punkte x und xl wird dann die Ebene doppelt iiberdeckt. 

Fig. 34. 

Zur U nterscheidung 
mogen die Punkte x 
die Punkte des ersten 
Systems und die Punkte 
xl die Punkte des zwei
ten Systems genannt 
werden (vgl. Fig. 34). 

Der durch die bei
den angegebenen For
derungen sachlich defi
nierte Abbildungsfaktor 
f liiBt sich nun aber for
mell durch einen Bruch 
mit den drei Nennern 

eo e2 , es und den drei entsprechenden Ziihlern au au as ausdriicken, 
das heiSt in der Form 

(7) f = ~~. at, as. 
e1 • et , ea 

Durch eine solche Bruchdarstellung kann man namlich andeuten, daB aus 
jeder von den drei in den N enner gestellten Gro.Ben ej bei der Multipli-
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kation mit f der entsprechende Zahler a i hervorgeht, daB also wirklich 
die drei Gleichungen bestehen 

(8) e,f = ai' i= 1, 2, 3. 
Man wird aber zugleich auch der zweiten von den beiden oben gestellten 
Forderungen gerecht, wenn man noch die Bestimmung hinzufiigt, der 
Bruch f solIe sich einer Vielfachensumme von Punkten gegeniiber bei 
der Multiplikation distributiv verhalten. In der Tat wird dann 

xf = (!l e1 + !2 ej + !ses)f = !l e1 f + !2 e2 f + !s est, 

das heiBt wegen (8) 
xl = !l a1 + !2 a2 + !saB, 

wie oben in (6) verlangt wurde. 
Uberhaupt lassen sich auf die extensiven Briiche von der Form (7) 

aIle Begriffsbestimmungen wortlich iibertragen, die wir im ersten Bande 
Seite 116:1f. bei Einfiihrung der Abbildungsbriiche fUr die Projektivitaten 
in der Geradengegeben haben. Wir heben jetzt nur folgendes hervor: 

Setzt man noch fest, daJ3 zwei Abbildungsbriiche, welche Punkte in 
Punkte iiberfiihren, und ebenso zwei Vielfachensummen solcher Abbildungs
briiche dann und nur uann einander gIeich gesetzt werden sollen, wenn 
sie mit jedem Punkt der Ebene multipliziert Gleiches liefern, wobei wie 
immer an der Distributivitat der Multiplikation festgehalten wird, so ist 
damit der Abbildungsbruch f attch als GrofJe vollstandig definiert. Ins
besondere erscheinen alsdann die ZahIgroJ3en als spezielle FaIle emes 
solchen Abbildungsbruches. So hat zum Beispiel der Bruch 

~l'_!:2.L e. 
e1,et,e. 

mit der ZahlgroJ3e 1 die Eigenschaft gemein, jeden Punkt x bei der Multi
plikation unverandert zu lassen, und man kann daher jenen Bruch 

e1 , eil , ~~ == 1 
e1,e"e. 

setzen. Damit hat man dann zugleich die Moglichkeit gewonnen, einen 
Abbildungsbruch von der Form (7) mit einer beliebigen ZahlgroJ3e durch 
Addition oder Subtraktion zu verkniipfen. 

Ferner ergibt sich sofort, daJ3 es zur Gleichheit zweier solcher Ab
bildungsbriiche hinreicht, wenn sie mit drei nicht in gerader Linie liegen
den Punkten multipliziert Gleiches Hefern. Sind namlich fund t' zwei 
solche Abbildungsbriiche, welche mit drei nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten bl1 b2 , bs multipliziert Gleiches liefern, fiir die also die Glei
chungen bestehen 
(t) b1f=b1f', b2 f=b2 t', bsf=bst', 
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so wird sichel' auch fiir jeden beliebigen Punkt x 

xf = xl', 
so daB man also auch setzen kann 

f = f'. 

Denn jeder beliebige Punkt x del' Ebene laBt sich, aus den drei nicht in 
gerader Linie liegenden Punkten bu b2 , bs numerisch ableiten. Es sei etwa 

dann wird 
x = ~l bl + ~2 b2 + ~3 b3 ; 

xt = ~l bll + ~2 b2 f + ~a bat, das heiBt wegen (t) 

= ~l bl f' + ~2 b2 f' + ~a ba f' 
= (~lbl + ~2b2 + ~3b3)f' 
= xl', 

womit die obige Behauptung bewiesen ist. 

Die Grundeigenschaften der Punkt-Punkt-Abbildung einer Kollineation. 
Der Fundamentalsatz der Kollineation. Aus del' analytischen Fordel'ung 
del' Distributivitat des Bl'uches f entspl'ingen unmittelbal' die geometri
schen Gl'undeigenschaften del' durch ihn dargestellten Abbildung, 

zunachst diejenige Eigenschaft, del' die Abbildung f ihl'en Namen 
KolIineation vel'dankt. Sind namlich x, y, z dl'ei Punkte einer Geraden 

(vgl. Fig. 35), so iaBtsich jeder von 
xf ihnen als Vielfachensumme del' beiden 

}'ig. 35, 

andern darstellen, das heiBt, es wil'd zum 
Beispiel 
(9) z=~x+~y. 

Den dl'ei Punkten x, y, z entspl'echen nun 
abel' nach Obigem die Punkte 

xl, yr, zl, 

und es wil'd mit Riicksicht auf (9) 

zf = (p + ~y)f, 
wol'aus wegen der Distributivitat von f folgt, daB 

(10) zf = ~ xl + ~ yf 

ist. Diese GIeichung abel' zeigt wirklich, daB auch del' Punkt .zf mit den 
Punkten xf und yf auf einer Geraden liegt. Die Abbildung f hat also 
die Eigenschaft, daB Punkten, die zusammen auf einer Gel'aden liegen, 
die also, wie man sagt, kollineal' sind, stets wieder kollineal'e Punkte 
entsprechen. Aus dies em Grunde heiBt die Abbildung f die kollineare 
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Abbildung oder Kollineation, genauer die Punkt-Punkt-Abbildung 
del' Kollineation, und man hat den Satz: 

Satz 306: Erste Grundeigenschaft del' Kollineation: Dl'ei 
Punkte einer Geraden werden durch kollineare Abbildung 
wieder in drei Punkte einer Geraden iibergefiihrt. 

Eine zweite Eigenschaft der kollinearen Abbildung, die mit del' 
ersten eng zusammenhangt, laBt sich ebenfalls unmittelbar aus del' Dis
tributivitat des Bruches f ableiten, namlich die Invarianz des DoppeZ
verhaltnisses von vier Punkten einer Geraden. 

Wie schon gelegentlich der Einfiihrung des Doppelverhaltnisses auf 
Seite 54 des erst en Bandes entwickelt ist, lassen sich vier in einer Ge
raden liegende Punkte, auf deren Masse 
es nicht ankommt, stets in der Form dar
stell en 

x, y, u = x + BY, v = x + l)y 

(vgl. Fig. 36), und das Doppelverhaltnis 
des Punktwurfes xyuv wird 

(11) (xyuv) =.~, 

das heiBt gleich dem Verhaltnis del' Para
meter des dritten und des vierten Punktes. 
Sind nun x', y', tt', v' diejenigen Punkte, 
die den Punkten x, y, u, v jenes Wurfes in 
der Kollineation f zugeordnet sind, so wird 

x' = xl, y' = yf 

und mit Riicksicht auf die Distributivitat von f 
Fig. 36. 

u' = uf = (x + By)f = xl + B yf = x' + BY' 
v' = vI = (x + l)y)f = xl + fJ yf = x' + l)y'. 

y' 

V' x'+~y' 

Die A usdriicke fiir die vier Punkte des zugeordneten W urfes erscheinen 
daher unter der Form 

x', y', u' = x' + gy', v' = x' + gy'. 

Sein Doppelverhaltnis wird also wieder 

( , , .') g x y u v = ~-. (12) 

Und man hat den Satz: 

Satz 307: Zweite Grundeigenschaft der Kollineation: Ein 
jeder Punktwurf wird durch kollineare Abbildung in elnen 
Punktwurf von demselben Doppelverhaltnis verwandelt. 



54 Die allgemeinen Eigenschaften der Kollineation. 

Aus der Invarianz des Doppelverhaltnisses emes Punktwurfes aber 
folgert man weiter den Satz: 

Satz 308: J ede Punktreihe wird durch elUe Kollineation in 
eine projektive Punktreihe fibergefiihrt. 

Will man noch die Frage beantworten, wie viele Punkte man in den 
beiden System en der Punkte x und xf einander zuordnen darf, um die 
Abbildung festzulegen, beschranke man sich auf den Fail, wo auch die 
drei Zahlerpunkte au a2 , as ein eigentliches Dreieck bilden, verfiige so

l<'ig. S7. 

[ a l a2 as] mit a, setze also 
(14) 
dann wird 

dann fiber die Massen 
ntl n2 , ns der Zahler
punkte a l , a2 , as des 
Bruches f in del' Weise, 
daB ein der Lage nach be
lie big gewahlter Punkt a 
der Einheitspunkt der 
drei Punkte al , a2 , as 
wird, daB also 

(13) a=al + a2 + as 

wird (vgl. Fig. 37), 
und bezeichne den Wert 
des auBeren Produktes 

(15) a = at + a2 + as = elf + e2f + est = (el + e2 + es)f = er, 
das heiBt, der Einheitspunkt a des Ziihlersystems wird durch die Kolli
neation f dem Einheitspunkte e des Nennersystems zugewiesen. Da nun 
aber sowohl die vier Punkte ell e2 , es und e, wie die vier Punkte all a2 , 

as und a, abgesehen von den oben erwahnten Einschrankungen, ihrer Lage 
nach ganz beliebig gewahlt werden konnen, und durch Angabe der Lage 
des Punktes a die Massen der drei Zahlerpunkte all a2, as des Bruches r 
bis auf einen Proportionalitatsfaktor eindeutig bestimmt sind, so hat man 
den folgenden Fundamentalsatz: 

Satz 309: Fundamentalsatz der Kollineation: Um die Punkt
Punkt-Abbildung einer Kollineation in der Ebene festzulegen, 
kann man vier beliebig gelegenen Punkten des erst en Systems, 
von denen aber keine drei derselben Geraden angehoren diirfen, 
vier beliebig gelegene Punkte des andern zuweisen, von denen 
jedoch wieder keine drei in einer Geraden liegen. Dadurch ist 
dann die Ab bildung bis auf einen Z ahlfaktor eindeu tig bestimm t. 
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Die zu der Punkt-Punkt-Abbildung f einer Kollineation adjungierte 
Stab-Stab-Abbildung a. Da die Kollineation r den Punkten einer Geraden 
stets wieder Punkte einer Geraden zuweist, so kann man die durch den 
Bruch f definierte Abbildung auch als 
eine Beziehung zwischen den Ge
raden der Ebene auffassen. Diese 
Abbildung der Geraden der Ebene wird 
aber durch den Bruch f nur indirekt 
vermittelt. U m eine direkte Darstel-
lung derselben zu finden, beriicksichtige 
man, daB die Gerade eines beliebigen 
Stabes [y z] durch die Kollineatioll f 

zf 

]''ig. 38. 

in die Gerade des Stabes [yf· zf] iiber
gefiihrt wird (vgL Fig. 38), und 
suche die Beziehung zwischen den 
Ableitausdriicken dieser beiden Stabe au±' Setzt man wie gewohnlich 

{y = ~1 e1 + ~2e2 + ~Se3 (16) 
z = 31 e1 + 32 e2 + 33 eS' 

so wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (12) des 25. Abschnitts 

(17) [yz] = I ~2 ~31 E1 + I ~s ~11 E2 + I ~1 ~21 E8 • 

13ds 13831 13d2 
Andrerseits wird 

(18) {Yf == ~1 a 1 + ~2a2 + ~3a3 
.zf = 31 a1 + 32~ + 3s as; 

und setzt man daher noch 

(19) 

so findet man ffir den zweiten Stab [yf· z f] die Darstellung: 

(20) [yf· zf] = i ~2 ~3 ! A1 + i ~s ~1 I As + I ~1 ~21 As. 
I 32 33 I 1 58 51 I 31 32 

Der Stab [yf· sf] des zweiten Systems wird also aus den Stiiben 
AI' As, As durch dieselben ZahlgroBen abgeleitet, durch die der ent
sprechende Stab [yz] des ersten Systems aus den Grundstaben Ell E 2 , 

Es hervorging; und man wird daher allgemein den Geraden der Stabe 
[y z] die Geraden der Stabe [y f . sf] zuweisen, wenn man neben dem 
Bruche f noch einen zweiten extensiven Bruch a einffihrt, des sen Nenner 
und Zahler die Stabe E; und Ai sind, das heiBt die multiplikativen Kom
binationen ohne Wiederholung zur zweiten Klasse aus den Nennern und 
Zahlern des Brnches f, wenn man also setzt 
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(21) 

(22) 
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~ = ~~!-,-A~ wo 
E l , E t • Es' 

{
El = [e2eS], E2 = [CsC1], Es = [Cl C2] 

Al = Casas], As = CaSal]' As = [ala21 
ist. In der Tat wird dann 
(23) [yz]~ = [yf.zf], 
und man erMlt den Satz: 

Satz 310: Adjungiert man einem Kollineationsbruche 

f _ a1 , at ,-~s_ 
- ep ep es ' 

welcher Punkte in Punkte iiberfiihrt, einen zweiten Bruch 

~ _ ~l~~~'-As 
- E l • E'I.' Es 

in der Weise, da6 dieser neue Bruch den Seiten Ei des Nenner
dreiecks von f die Seiten Ai des Zahlerdreiecks von f zuordnet, 
diese Seiten dargestellt als die au6eren Produkte der Zahler
und N ennerpunkte von f, so weist der "adjungierte Bruch" ~ 
iiberhaupt jcdcm Stabe [yz], das hei6t jedem Produkte zweier 
Punkte y und z des ersten Systems, den Verbindungsstab [yf·zf] 
ihrer Bilder yf und zf im zweiten System zu. 

Aus dies em Satze la6t sich noch eine wichtige Folgerung ziehen. 
N ach der ersten Grundeigenschaft der Kollineation (Satz 306) wird einem 
jeden mit zwei Punkten y und z in einer Geraden liegenden Punkte x 
durch eine Kollineation f ein Bildpunkt xf zugeordnet, der mit den Bild
punkten yf und zf der Punkte y und z wiederum in einer Geraden liegt. 
Es entspricht also einem Punkte x, der die Gleichung 

(t) [x(yz)] = 0 

erflillt, ein Bildpunkt xf, der der Gleichung 

[xf(yf·zf)] = 0 

Geniige leistet; und diese Gleichung kann man wegen (23) auch in der 
Form schreiben: 
(tt) [xf·yz~] = O. 

Setzt man endlich in den beiden Gleichungen Ct) und Ctt) 
~~ [y~=U 
wodurch sie die Form annehmen: 

(25) 

(26) 

[xU] = 0 und 

[xf· U~J = 0, 

so kann man das gewonnene Ergebnis auch so formulieren: 
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Aus der Bedingung fur das Vereintliegen eines Punktes x und eines 
Stabes U, das heiBt aus der Gleichung 

(25) [x UJ = 0, 
folgt die entsprechende Gleichung 

[xf· USl] = 0 

fur das Vereintliegen der zugehOrigen Bilder x fund USl in der Kolli
neation I, Sl. Man hat also den Satz: 

Satz 311: 1st 1 der extensive Bruch fur die Punkt-Punkt
Abbildung einer Kollineation und Sl der adjungierte Bruch fur 
die zugehorige Stab-Stab-Abbildung, so zieht die Bedingungs
gleichung 
(25) [xU] = 0 

fiir das Vereintliegen des Punktes x und des Stabes U die ent
sprechende Bedingungsglei chung 

(26) [xl· USl] = 0 

nach sich fur das Vereintliegen der Bilder xl und Uft des Punk
tes x und des Stabes U in der Kollineation f, Sl. 

Das kombinatorische Produkt [I I] der Punkt-Punkt-Abbildungen zweier 
Kollineationen. Man kann iibrigens den Bruch fUr die zur Kollineation 
f adjungierte Kollineation Sl auch als kombinatorisches Quadrat des Bruches 
1 darstellen, vorausgesetzt, daB man fur das kombinatorische Produkt 
zweier Kollineationen fund ( derselben Ebene eine Erklarung aufstellt, 
die das ternare Analogon des im 13. Abschnitt eingefuhrten kombinato
rischen Produktes zweier Projektivitaten derselben Geraden bildet (vgl. 
insbesondere die Formeln (8) und (18) des 13. Abschnitts). 

Zunachst laBt sich die Formel (8) des 13. Abschnitts, das heiBt 
die Formel 

(*) 

unmittelbar auf den Fall ubertragen, wo an die Stelle der beiden Pro
jektivitaten 11 und " derselben Geraden zwei Kollineationen fund I der
selben Ebene getreten sind. Man kann namlich genau entsprechend einen 
Ausdruck [yz· fl] definieren durch die Formel 

(27) [yf· zl] - [d· yl] [yz·n] = ·--2----

und dann gerade so wie bei der Formel (*) zeigen, daB der durch den 
Bruch auf der rechten Seite von (27) definierte Ausdruck [y z· H] den 
Charakter eines aus den vier Grof3en y, z, f, I gebildeten Prodnktes besitzt, 
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indem erstens jeder Zahlfaktor, der zu einer del' vier GroBen y, s, f, 1 
hinzutritt, vor den ganzen Ausdruck gestellt werden kann, und indem 
sweitens der Ausdruck distributiv ist gegenuber einer Summe, die an 
Stelle einer der vier GroBen y, s, f, 1 in den Ausdruck eingesetzt wird. 

Das Produkt [ys· U] verdient aber auch den Namen eines kombi
natorischen Produktes, da, wie aus der Erkliirungsformel (27) ohne 
weiteres folgt, wenigstens fur seine Punktfaktoren y und s die Grund
formel eines solchen Produktes gilt: 

(28) [xx·n] = 0, 
die dann die Formel 
(29) [sy· fl] = - [ys· fl] 

nach sich zieht (vgl. Seite 10 des ersten Bandes). 
Die beiden Punktfaktoren y und s des Produktes [y z . fl J sind also 

nur mit Zeichenwechsel vertauschbar, wiihrend seine beiden Kollineations
faktoren fund 1 ofi'enbar ohne Zeichenwechsel vertauscht werden durfen. 
Denn es wird wegen (27) 

[yz. U] = [yl· zf] -; [zl· yf] 

oder, da die Punktfaktoren yl und ef, el und yf der auBeren Produkte 
des Zahlers nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind: 

[yf·zl] - [zf·yl] 
[yz· II] = -------if---- . 

Das ist abel' nach (27) gerade der Ausdruck fur das Produkt [ye· fl], 
das heiBt, es ist wirklich 
(30) [yz . If] = [yz· fl], 
und man hat den Satz: 

Satz 312: In dem kombinatorischen Produkte [ye· n] sind 
die Punktfaktoren y und z mit, die Kollineationsfaktoren fund 
1 ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Aus den Formeln (28) und (29) kann man ferner wiederum folgern, 
daB das kombinatorische Produkt [yz· fl] auch als ein Produkt aUfgefafJt 
werden kann, dessen einer l?aktor dey Stab [yz] ist. Dazu suche man eine 
GroBe L f I] einzufuhren, welche die Eigenschaft hat, einen jeden Stab [ye] 
bei der Multiplikation in das kombinatorische Produkt [yz· fl] zu ver
wandeln, die also fur beliebige Werte von y und z der Gleichung genugt: 

(31) eye] [fl] = [ye· fl]. 
Um auf Grund diesel' Gleichung eillen analytischen Ausdruck fiir die 
GroBe [U] zu finden, setze man in die Gleichung (31) fur y und e ihre 
Ableitausdrucke (16) ein, schreibe die Gleichung also in der Form: 

[(~1 e1 + .. ')(01 e1 + ... )] [fl] = [(~l e1 + ... ) (31 e1 + ... ) . U], 
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flihre sodann die Multiplikation der runden Klammern aus und berlick
sichtige dabei, daB sowohl linker Hand wie rechter Hand die Regeln der 
kombinatorischen MuItiplikation zur GeItung kommen (vgl. hinsichtlich 
der rechteD Seite die Formeln (28) und (29). Auf diese Weise erhiilt 
man die GleichuDg: 

(32) { I ~2 ~311' [e2 es] + ... } [U] = I· ~! ~al [e2 ea . n] + ... 
~2 ~s . 52 53 

Hier sind die Ausdriicke [e2 eS • fI], ... gewisse Stiibe, die nach (27) die 
Darstellung gestatten: 

(33) [e2eS ·U] = [e2 f·c.l] 2 [es}·e2 1], ... , 

flir die sich also, wenn man noch 

(34) 

setzt, die Werte ergeben: 

I [e e . Il] = ~2~l=Jasb2] [e e . Il] = [(lS~L- [a, ~sJ 
23 2' 31 2' 

(35) 
[el e2 • U] = [~,!~] 2Jll!~']· 

Die in der geschweiften Klammer der linken Seite von (32) angegebene 
Vielfachensumme der Stiibe [e2eS], [es el J, Eel e2] wird nun durch die Mul
tiplikation mit der GroBe [fl] in die entsprechende Vielfachensumme 
der Stiibe [e2 es . fl], [e3 el • fl], [el e2 • fl] libergeflihrt, und da diese Be
ziehung flir beliebige Werte von ~i und 5k' i, k = 1, 2, 3 geIten soil, so 
kann man setzen: 
(36) En] = ~~l~!J· [es~l], [e, e2· II]. 

[e,es], [ese,], [e,e,] 

Den so definierten Ausdruck [ll] bezeichnen wir als das kom binato
rische Produkt der Kollineationen lund 1. Dasselbe stellt, wie 
die Gleichung (36) zeigt, die Stab-Stab-Abbildung einer gewissen neuen 
Kollineation dar. 

Man liberzeugt sich dann wieder leicht, daB seine Faktoren ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar sind. Denn es wird nach (36) 

(37) [If] = [~~l~[e.~!.(f], [e,et·If]. 
[e2e.], [ese,], [ele,] 

Nun sind aber nach dem Satze 312 die entsprechenden Ziihler der Brliche 
(36) und (37) einander gleichi man hat also die Formel: 

(38) [If] = [ll] 
und damit den Satz: 
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Satz 313: In dem kom binatorischen Produkte der Punkt
Punkt-Abbildungen zweier Kollineationen sind die Faktoren 
ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Fiihrt man schlieBlich noch in die Bruchdarstellung (36) des kom
binatoI"ischen Produktes en] an Stelle der Zahler [e2eS • n], ... ihre Werte 
aus (35) ein, so findet man fiir das kombinatorische Produkt [n] den 
Ausdruck: 
{39) en] = t {[at bs] - [as bt ]}. t {[as bl] - [llt bs]}. t ([al bt ] - [at bl]) 

[et es], res el],---[el ~]-- ---- . 

Die zu einer Punkt-Punkt-Kollineation I adjungierte Kollineation ~ als 
kombinatorisches Quadrat von I. LaBt man in der Formel (27) die heiden 
in ihr auftretenden Kollineationen einander gleich werden, setzt also 
I = I, so ergibt sich aua ihr die Spezialformel: 

[yzf2j = Lyf~J - rz~yfl. 
~ 2 

Da aber 
[y f· sf] = - [sf· ylJ 

iat, so vereinfacht sich diese Formel zu 

(40) [ys f2] = [yf· slJ. 

Ferner folgt aus (36) fiir das "kombinatorische Quadrat" [12] der 
Kollineation I die Darstellung 

oder wegen (40) 

(41) 

[12J = retest!], [esell!], [ele!ft] 
ret es], resell, [el et] 

wofiir man mit Riicksicht auf den Wert von I in (34) auch schreiben kann: 

(42) 
oder wegen (22) 

(43) 

Die Vergleichung mit (21) zeigt dann, daB 

(44) 

ist, und ferner entnimmt man aus dieser Gleichung und aus (31) und 
(40), daB 
(45) [ys] ~ = [yz] [f2] = [yzt2] = [yf· sf], 

wodurch zugleich die Formel (23) bestatigt wird. Das Hauptergebnis 
dieser Untersuchung laSt sich in dem Satze ausdriicken: 
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Satz 314: Die adjungierte Abbildung &t der Punkt-Punkt
Abbildung f einer Kollineation ist das kombinatorische Qua
drat von f. 

Das kombinatorische Produkt [f 1m] der Punkt-P~tn7ct-Abbildungen dreier 
Kollineationen. Diesen Formeln kann man gleich noch die Ausdriicke 
fiir die dreifaktorigen kombinatorischen Produkte von Kollineationen an
reihen. Sind f, I, m die Punkt-Punkt-Abbildungen dreier Kollineationen 
und te, y, z drei beliebige Punkte der Ebene, so den.nieren wir das kom
binatorische Produkt 

[xyz· flm] 
durch die Formel 
(46) [xyz. Um] =.~ { [xt· yl· zm] + [yl· z(· xm] + [zf· xl· ym]} 

31 - [xl. z( . ym] - [yf . xl . zm] - [zf . yl . xm] , 

das heiBt, wir verstehen unter dem kombinatorischen Punkte [xyz· Um] 
das arithmetische Mittel der Ausdriicke, die hervorgehen, wenn man die 
Punktfaktoren x, y, z in allen moglichen Anordnungen mit den in del' 
Reihenfolge f, I, m genommenen Kollineationsfaktoren multipliziert, die 
erhaltenen Produkte jedesmal zu einem planimetrischen Produkte ver
einigt und dem so entstehenden Produkte das Plus- oder Minuszeichen 
vorsetzt, je nachdem die Anordnung der Punktfaktoren, die in diesem 
Produkte vorkommt, gegeniiber der urspriinglichen Anordnung x, y, z eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist. 

Aus der Erklarungsformel (46) folgt ohne Weiteres, daB das durch 
sie den.nierte Produkt [xyz. n m] verschwilldet, sobald zwei von seinen drei 
Punktfaktoren einander gleich werden, da.B also fiir dasselbe die Grund
formelll bestehen: 

(47) 

Denn setzt man in (46) 

l[xuu.nmJ=o 
[vyv· Um] = 0 

[wwz· Um] = O. 

y =z = u, 
so heben sich auf der rechtell Seite die sachs Glieder paarweise gegen
seitig auf, und dasselbe gilt, wenn 

z = x = v oder 

x = y = w setzt. 

Aus den Grundformeln (47) ergeben sich ferner wie gewohnlich 
(vgl. Seite 10, 20, 142 des ersten Bandes) die Verlauschungsformeln 

{ [xyz· flm] = [yzx· fhn] = [zxy . flm] 
(48) _ [xzy . Um] = - [yxz· flm] = - [zyx· UmJ. 
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Da endlich das Produkt [xyz· Um] nach (46) ebenso wie das Pro
dukt [xy z] ein Blatt der Ebene e1 e2 es darstellt und ein solches nach 
unserer Verabredung auf Seite 26 des ersten Bandes als eine unbenannte 
Zahl aufgefaBt werden kann, so gilt dasselbe auch von dem Bruche 

[xyz . !1m] 
[xyz] (49) 

von dem wir noch voraussetzen wollen, daB sein N enner 

(50) [xyz] 9= 0 sei. 

Man iiberzeugt sich dann genau so wie bei der entsprechenden Ent
wickelung im binaren Gebiet (vgl. Bd. I Seite 143), daB die durch den 
Bruch (49) dargestellte ZahlgroBe von der Lage und Masse der drei 
Punkte x, y, z unabhiingig ist. Wir zeigen dazu, daB der Bruch (49) 
seinen Wert nicht andert, wenn man die beliebigen, nur an die Be
dingung (50) gebundenen Punkte x, y, z durch die Grundpunkte el1 e2, e3 
ersetzt, beweisen also die Formel 

(51) [xyz. flm] [elests· flm] 
-rxYz]" = ---[e~e,es]-· 

Wir fiihren zu dem Zwecke in den Bruch linker Hand fiir die Punkte 
x, y, z ihre Ableitausdriicke 

(52) Ix = ~l e1 + ~2e2 + ~Se3 
y = ~lel + ~2e2 + ~3e3 
z = 31 el + 32e2 + 33eS 

ein und erhalten so fiir ihn die Darstellung: 
[xyz· flm] [(~;~ +. -)(thel +. ·)(31el + .. ). f(m] 
-[xyz] = [(~l tl + . ·)(~l tl + . ·)(31 el + .. )] 

oder, wenn wir ausmultiplizieren und im N enner die Gesetze der auBeren 
Multiplikation, im Zahler die ihnen entsprechenden Formeln (47) und (48) 
anwenden: 

(53) 
[xyz . Um] i)[el etts . !1m] 
-rxyzr~ = i)[ele,eS] 

wo ;l) die Determinante der Ableitzahlen des Gleichungssystems 
deutet, wo also 

(54) 
~11 ~2' ~s 

;l) = ~11 ~2' ~s 

311 32' 33 

(52) be-

ist, und wo diese Determinante wegen (50) nicht verschwindet. Die Glei
chung (53) aber reduziert sich, wenn man rechter Hand mit SO kiirzt, 
gerade auf die zu beweisende Formel: 

(51) [xyz· Um] [el~eS· flm] 
--[xyz] = [el t, esJ 
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Damit ist in der Tat gezeigt, daB der Bruch (49) von der Lage und 
Masse der Punkte x, 1/, z unabhangig ist; und man kann daher fiir diesen 
Bruch ein Symbol einfiihren, das nUr noch die GroJ.\en f, 1, m enthii1t; 
wir wahlen das Zeichen rUm], setzen also 

(55) [flm] = [xyz . fl1l1] 
[xyz] , 

und bezeichnen die so definierte GroBe rUm] als das kombinatorische Pro
dukt dcr Kollineationen I, 1, m. Dabei konnen in der Formel (55) fiir 
x, y, z drei ganz beliebige nicht in einer Geraden liegende Punkte be
nutzt werden; insbesondere kann man also auch die drei Grundpunkte 
ell e2 , ea verwenden, so daB man auch hat (vgl. auch die Gleichung (51)) 

(56) 

Aus der Formel (55) 
Formel 
(57) 

[fl1l1] = [e1ete.· flm]. 
[e1e!eS] 

folgt ferner durch Wegschaffung des Nenners die 

[xyz] [flm] = [xyz· flm]. 

AuBerdem beweist man wieder leicht, daB die Faktoren des kombina
torischen Produktes [n m] ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, daB also 

(58) [Um] = [lmf] = EmU] = [fml] = rUm] = [mIfF). 

Dcr Potenzwcrt der Punkt-Punkt-Abbildung einet· Kollineation. Nimmt 
man in der Formel (56) die Kollineationsbriiche f, I, m einander gleich 
an, setzt somit 

m= l=f 

so verwandelt sich das kombinatorische Produkt rUm] in die kombina
torische dritte Potenz [fS] von f, die wir als den "Potenzwert des 

1) Es moge hier noch bemerkt werden, daB das kombinatorische Produkt [11m] 
dreier Kollineationen f, I, 111 in der Ebene den 6ten Teil der kubischen Determinante 
darstellt, die man aus den 27 Elementen 11. , b .• c.k, i, k = 1, 2, 3, bilden kann, 

• ,k ,~ , 
das helBt den 6ten Teil der Summe von denjenigen 6! Gliedern, die entstehen, wenn 
man in dem Produkte Iltl bu css das Gebinde 1, 2, 3 der vorderen Indizes seiner drei 
Faktoren und ebenso das Gebinde I, 2, 3 der hinteren Indizes allen moglichen Per
mutationen unterwirft nnd dem dadnrch hervorgehenden Produkte das Plus- oder 
Minuszeichen vorsetzt, je nachdem in ihm die Summe der beiden Inversionszahlen, 
die dem Gebinde der vorderen und dem Gebinde der hinteren Indizes zugehoren, 
eine gerade oder ungerade Zah1 ist. nber das Entsprechende im binaren Gebiet 
siehe Bd. I Seite 144. Znm Begriif der kubischen Determinante verg1eiche R. F. Scott, 
A treatise on the theorie of determinants. Cambridge 1880. Seite 89 if. und E. Pas c 801, 
Die Determinanten, deutsch von H. Leitzmann. Leipzig 1900. Seite 184 if. Weitere 
Litteratur iiber kubische Determinanten findet man bei M. Lecat, Histoire de 1a 
theorie des determinants It p1usieurs dimensions. Gand 1911. 
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Bruches f" bezeichnen wollen. Es wird 

(59) 

In dem Bruche auf der rechten Seite ist aber mit Riicksicht auf (46) 
der Zahler 

[ f3] _ ~_ { [el f . es f . es f] + [e2 f . es f . el f] + [es f . e1 f . e2 f] } e1e2eS - , • 
3. - [e1 f . es f . e2 f] - [e2 f . el f . es f] - [es f . e2 f . el f] 

Und da hier nach den Gleichungen (43) des zweiten Abschnitts samtliche 
Glieder innerhalb der geschweiften Klammer (einschlie6lich ihrer Vor
zeichen genommen) einander gleich sind, so wird 

[el e2 es fS] = [e1 f . e2 f . es f] 
und also der Potenzwert von f 

(60) 

Genau entsprechend dem Potenzwerte eines Projektivitatsbruches im binaren 
Gebiet (vgl. Seite 144ft'. des ersten Bandes) ist somit der Potenewert eines 
Kollineationsbrucltes f gleich dem kombinatorischen Produkte seiner Zahler 
dividiert durch dasjenige seiner Nenner. 

Da iibrigens nach (2) daB Produkt im Nenner von (60) den Wert 1 
hat, so kann man die Gleichung (60) auch in der Form schreiben: 

(61) [fsJ = [a1a2 aS], 

oder wenn man die GIeichung (14) beriicksichtigt, auch in der Form: 

(62) [fS] = a. 
Ferner kann man aus der Gleichung (60) noch folgern, da6 das 

Produkt 
(63) [el e2 eS] [13] = [elf· esf· esf] 

ist, und diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn man. an die Stelle 
der Punkte el , es, es drei ganz beliebige Punkte x, y, e treten la6t, das 
hei6t, es gilt auch die GIeichung 

(64) [xye] [fsJ = [xt . yt· zf]. 

Das Verschwinden des Potenzwertes der Punkt-Punkt-Abbildung einer 
Kollineation: Entartende Punkt-Punkt-Kollineationen. Das Verschwinden 
des Potenzwertes einer Punkt-Punkt-Kollineation f, das hei6t die Gleichung 

(65) [fS] = 0 
oder wegen (61) die Gleichung 

(66) l al a2 aS] = 0, 

ist dann wieder die Bedingungsgleichung des Entartens der Kollineation. 
In der Tat ist es ja klar, da6 bei einer Kollineation f, deren Zahler a l , a2, as 
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der Gleiehung (66) Geniige leisten, die Punkte des zweiten Systems nieht 
mehr die ganze Ebene itberdeeken konnen. Aus dieser Gleiehung (66) 
folgt namlich 1), daB zwischen den drei Zahlerpunkten all a2• as eine Zahl
beziehung herrscht, das heiBt eine Gleichung von der Form 

(67) a1 a1 + a2 a2 + asas = 0, 

m der wenigstens eine der drei Grof3en a, von Null verschieden ist. 
Man hat dann drei Fiille zu unterseheiden: 
Erstens den Fall, wo von den drei Produkten aus Je zweien der 

drei Punkte ai wenigstens eins von Null verschieden ist, 
zweitens den Fall, wo aile diese Produkte gleichzeitig null sind, 

aber doch nieht aile drei GroBen at selbst verschwinden, und endlich 
drittens den Fall, wo aile drei Zahler at des Bruehes f gleieh 

Null sind. 
Zuerst sei also der Fall betrachtet, wo z war das auBere Produkt [al a2 a3] 

aller drei Ziihlerpunkte des Bruches f verschwindet, aber wenigstens eins 
von den drei Produkten 

[a2 a31, [aaa1], [a1 a2] 

aus je zweien dieser Punkte von Null verschieden ist. Wir bezeichnen 
diesen Fall als den Fall der einfaeh entartenden Punkt-Punkt
Kollinea tion. 

Es laBt sich zeigen, daB in diesem Falle neben der Gleichung (67) 
nicht noeh eine zweite, von ihr unabhangige Zahlbeziehung zwischen den 
ai bestehen kann. 1st namlich zum Beispiel das Produkt 

(68) 

so herrscht zwischen den Punkten al und a2 keine Zahlbeziehung 2), wo
raus wiederum folgt, daB in der Gleichung (67) 

0~ ~+o 
sein muB; denn bei verschwindendem as wurde sieh ja die Gleichung (67) 
auf eine Zahlbeziehung zwischen al und a2 allein reduzieren, und eine 
solche ist eben durch die Ungleiehung (68) ausgesehlossen. 1st aber die 
Ungleichung (69) erfullt, so ist die Gleichung (67) naeh a3 auflosbar und 
liefert fUr as den Wert: 

(70) 

Angenommen nun, es bestande zwischen den drei Punkten al' a2, as noeh 

1) Hinsichtlich der benutzten SchluBweise vergleiche man: H. GraBmann, Die 
Ausdehnungslehre. Berlin 1862. Nr. 66. (Gesammelte mathematische und physi
kalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig 1896) 

2) V gl. die soeben zitierte Ausdehnungslehre Nr. 61. 
Gr aB m an n: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 5 
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ellle zweite Zahlbeziehung: 

(*) fhal + fha2 + ~3aS = 0, 
so miiBte auch diese aUB denselben Griinden wie die Zahlbeziehung (67) 
nach as auflasbar sein und wiirde fUr as den Wert ergeben: 

(**) as = - t a1 - ~~ a2• 

Subtrahiert man aber von der Gleichung (**) die Gleichung (70), so er
halt man die neue Gleichung: 

(~l _ ~) a1 + (aa _ a.) a2 = 0; 
~3 as ~s as 

und diese kann, da zwischen den Punkten a1 und a2 keine Zahlbeziehung 
herrscht, nicht anders bestehen, als wenn ihre Koeffizienten einzeln ver
schwinden, das heiiH, es miissen die Gleichungen erfii.llt werden: 

~, ..a.!. und ~. a, 
~~ as ~3 Ua 

oder, was dasselbe ist, die Proportion: 

~1 : ~2 : 9s = a1 : a1 : as' 
Diese Proportion aber zeigt, daB die Zahlbeziehung (*) aus der Zahlbe
ziehung (67) durch bloBe Multiplikation mit einem Zahlfaktor hervorgeht, 
daB es also keine von der Zahlbeziehung (67) unabhangige Zahlbeziehung 
zwischen den Punkten a1 • a2 , as gibt. Man hat daher den Satz: 

Satz 315: Sobald das dreifaktorige auBere Produkt 

[a1 a2 a3] = 0 

ist, aber wenigstens eins von den drei zweifaktorigen auBeren 
Produkten 

[a2a3], [as a1], [a1 a2] 

von Null verschieden ist, besteht zwischen den drei GraBen a j 

eine, aber auch keine weitere von ihr unabhangige Zahlbe
ziehung 

a1a1 + a2a2 + 03a3 = O. 
Geometrisch gedeutet sagt die Gleichung (67) 

Punkte all a2 , as, die den drei Grundpunkten ell e2, 
neation I zugewiesen werden, in einer Geraden liegen. 
dann, daB iiberhaupt einem jeden beliebigen Punkte 

x = ~lel + !:2 e2 + ~3e3 

aus, daB die drei 
es durch die Kolli

Daraus aber folgt 

des ersten Systems im zweiten System ein Punkt dieser Geraden ent
spricht. Denn dem Punkte x wird durch die Kollineation I der Punkt 

xl = ~1 a; + ~2a2 + ~Sa3 
zugeordnet; und dieser gehort der Geraden der drei Punkte all a2 , as an. 
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Diese Gerade heiSt daher die Hauptgerade del' einfach entartenden 
Punkt-Punkt-Kollineation. Auf sie konzentrieren sich die Punkte 
des zweiten Systems. 

Man kann noch hinzufiigen: Ebenso wie allen iibrigen Punkten der 
Ebene werden auch den Punkten del' Hauptgeraden selbst Punkte dieser 
Hauptgeraden zugewiesen, und da nach Satz 308 einer jeden Punktreihe 
bei kollinearer Abbildung eine proje7ctive Pun7ctreihe entspricht, so bildet 
die Punktreihe der Hauptgeraden zusammen mit der ihr kollinear zuge
ordneten Punktreihe eine Projektivitiit in der Hauptgeraden. Eine Projek
tivitiit in. einer Geraden abel' enthiiJt, wenn sie nicht eine bloBe Deckung 
ist (vgl. Seite 197 des ersten Bandes), zwei getrennte reelle, zwei zu
sammenfallende reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte (vgl. 
die Siitze 100 und 101 und Seite 197 ff. des ersten Bandes). Und diese 
beiden Doppelpunkte jener Projektivitiit sind zugleich Doppelpunktc del" 
Kollineation und mogen die Hauptpunkte der Kollineation t heiBen. 

N eben ihnen abel' besitzt die Kollineation noch einen dritten Doppel
punkt, den man zugleich als Nullpun7ct der Kollineation bezeichnen kann. 
Derselbe ist nichts anderes als derjenige Punkt 

(71) 

del' aus den Nennerpunkten elJ e2, ea durch die Koeffizientell 011 02' Os 

del' Zahlbeziehung (67) abgeleitet ist Wegen (7) wird namlich sein zu
geordneter Punkt at im zweiten System: 

das heiBt wegen (67): 
(72) 

at = a1 a1 + 02 a2 + asaa, 

af = O. 

Die einfach entartende Punkt-Punkt-Kollineation f weist also dem Punkte a 
die ZahlgroBe 0 zu, und zwar ist ofI'enbar (vgl. Satz 315) del' Punkt a del' 
einzige Punkt, del' diese Eigellschaft hat, und moge daher der NUllpunkt 
der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation genannt werden. 

Schreibt man die Gleichung (72) in der Form 

(73) af=O·z, 

wo z einen ganz beliebigen Punkt der Ebene bedeutet, so sieht man, dafJ 
der Bildpunkt des Nullpun7ctes a seiner Lage nach ganz unbestirmnt ist, dafJ 
ihm aber die Masse 0 zukommt. Man ist daher nicht gerade genotigt, 
als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a einen Punkt del' Hauptgeraden 
der Kollineation f anzusehen wie bei den iibrigen Punkten der Ebene, 
Bondern man kann auch jeden andern Punkt del' Ebene, insbesondere den 
Punkt a selbst, als zugeordneten Punkt des N ullpunktes a auffassen. In 

5* 
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dies em Sinne erscheint del' N ullpunkt a zugleich als ein dritter DoppeZ
punkt der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation f. 

Man kann den Nullpunkt a der Kollineation f auch in ihre Bruch
darstellung als Nenner einfiihren. Dabei hat man dafiir zu Borgen, daB 
die neuen Nenner linear unabhangig von einander werden, nnd muB daher 
den N ullpunkt a an die Stelle desjenigen Nenners setzen, der dem nicht 
verschwindenden Koeffizienten der Gleichung (67) entspricht, das heiBt nach 
(69) an die Stelle des Nenners es' Man erhiilt so fiir den Kollineations
bruch f die Darstellung 

(74) f = ~l-'-lt~_O , 
el> ep a 

welche das obige Ergebnis bestiitigt, daB in einer einfach entartenden 
Punkt-Punkt-Kollineation f einem jeden Punkte der Ebene ein Punkt der 
Hauptgeraden al at zugewiesen wird, wobei Freilich als Bild des N ull
punktes a auch jeder beliebige Punkt der Ebene angesehen werden kann, 
wenn man ihm die Masse ° beilegt. 

Der zweite Fall, del' beim Verschwinden des auBeren Produktes Cal a2 aS] 

aller drei Ziihlerpunkte des Bruches f fiir die Punkt-Punkt-Abbildung einer 
Kollineation eintreten kann, war der, wo die siimtlichen drei zweifaktorigen 
Produkte [a2 as] , [as a l ], [a1 at] ihrer drei Zahlerpunkte null sind, wo also 
die drei Gleichungen bestehen: 

(75) 

wah rend wenigstens eine der drei GroBen ai von Null verschieden sein 
sollte. Wir sagen in diesem FaIle, die Punkt;Punkt-Kollineation f 
sei zweifach entartend. 

Verfiigen wir alsdann liber die Indizes del' drei GroBen ai in del' 
Weise, daB as nicht verschwindet, so werden zwischen den drei GroBen ai 

zwel Zahlbeziehungen von der Form bestehen mussen: 

(76) 

(77) 
a l = fas~ 

al - fas = 0, 

a2 = gas oder 

a 2 - gas = 0. 

Diese Gleichungen sagen aus, daB die beiden Punkte a l und a2 , sofern 
sie nicht null sind, mit dem Punkte as zusammenfallen. Damus wiederum 
folgt, daB dann iiberhaupt jedem Punkte 

x = ~l el + ~2e2 + ~ses 
der Ebene em mit dem Punkte as zusammenfallender Punkt zugewlesen 
wird; denn es wird 

oder wegen (76) 
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Aus diesem Grunde heiBt der Punkt as der Hauptpunkt der zweifach 
entartenden Punkt-Punkt-Kollineation f. 

Ber.eichnet man ferner noch die beiden Punkte, die aus den N enner
punkten e1 , e2 , es durch die Koeffizienten del' beiden Zahlbeziehungen (77) 
abgeleitet sind, mit a' und a", setzt also 

(78) 

so lassen sich die GIeichungen (77) auch in der Form schreiben 

(79) a'f = 0, anf = 0, 

welche zeigt, daB den Punkten a' und an durch die Kollineation f die 
ZahlgroBe 0 zugewiesen wird. Abel' man sieht auch sofort, daB die Kolli
neation f eine ganze Punktreihe von NUllpunkten besitzt; denn sie ver
wandelt bei der Multiplikation auch jede Vielfachensumme der Punkte a' 
und an in die ZahlgroBe O. In del' Tat wird fur jeden Punkt 

(80) a = a' a' + an an 

der Geraden a' a" wegen (79) 
(81) af= O. 

Die ganze Punktrcihe a' a' + an a" besteht demnach aus N ullpunkten del' 
zweifach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation. Eine solche KoIli
neation besitzt somit einen Hauptpunkt und eine Nullpunktreihe. 

Man kann auch hier wieder die N ullpunkte a' und a" del' Kollineation 
in ihre Bruchdarstellung als Nenner einfiihren, wobei man wieder dafur 
Sorge zu tragen hat, daB die drei Nenner der neuen Bruchdarstellung linear 
unabhiingig von einander sind. Diese Bedingung wird erfullt, wel1n man 
die heiden Nullpunkte a' und a" an die Stelle der Nenner e1 und e2 treten 
liiBt. Man bekommt so fur den extensiven Bruch del' zweifach entartenden 
Punkt-Punkt-Kollineation die Darstellung: 

(82) f = 0,0, /l3. 
a', a", es 

Der dritte Fall einer entartenden Kollineation fist die dreifach 
entadende oder uneigentliche Punkt-Punkt-Kollineation. Bei 
ihr verschwinden ane drei Ziihler des Bruches f. Derselbe hat also die 
Form 

(83) f=O,o,~ 
elJ e2 , ea 

und weist uberhaupt einem jeden Punkte der Ebene die ZahlgroBe 0 zu. 
Auch hat in diesem FaIle del' Bruch f selbst den Wert O. 

Man kann schlieBlich die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 
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Satz 316: Der Potenzwert der Punkt-Punkt-Abbildung f einer 
Kollineation in del' Ebene verschwindet dann und nur dann, 
wenn diese Kollineation en tartet. 

1st in diesem FaIle von den drei auBeren Produkten aus je 
zweien der Zahler des Bruches f wenigstens noch eins von Null 
verschieden, so nennt man die Abbildung eine einfach entartende 
Punkt-Punkt-Kollineation. Dieselbe ordnet samtlichen Punkten 
der Ebene Punkte einer und derselben Geraden zu, die als die 
Hauptgerade der einfach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation 
bezeichnet wird; auBerdem besitzt die Kollineation noch einen 
ausgezeichneten Punkt, dem durch die Abbildung die ZahlgroBe 
o zugewiesen wird, und del' daher der Nullpunkt der einfach 
entartenden Punkt-Punkt-Kollineation heiBt. 

Verschwinden dagegen alle drei zweifaktorigen auBeren 
Produkte der drei Zahler von f, ohne daB zugleich alle drei 
Zahler selbst gleich Null sind, so heiBt die Abbildung eine 
zweifach entartende Punkt-Pttnkt-Kollineation. In ihr entspricht 
jedem Punkte der Ebene ein und derselbe Punkt, der Haupt
punkt der Kollineation; auBerdem aber besitzt sie eine ganze 
Punktreihe von Nullpunkten, das heiBt von Punkten, denen die 
ZahlgroBe 0 zugewiesen wird. 

Verschwinden endlich samtliche drei Zahler des Bruches f, 
so heiBt die Abbildung eine dTeifach entartende oder uneigent
liche Punkt-Punkt-Kollineation. Bei ihr ist jeder Punkt der 
Ebene ein N ullpunkt der Kollineation. 

Das kombinatoTische Produkt lst~] der Stab-Stab-Abbildungen zweier 
Kollineationen. Wir haben oben auf Seite 55 f. die Stab-Stab-Kollineation 

(84) 

als adjungierte Abbildung zur Pllnkt-Punkt-Kollineation eingefuhrt. Aber 
man kann selbstverstandlich ebenso gut auch von einer durch den 
Bruch (84) definierten Stab-Stab-Kollineation als der urspriing
lichen Kollineation ausgehen nnd von ihr die adjungierte Punkt
P llnkt-Kollineation. 

(85) 

bilden, daB heiBt diejenige Abbildung, deren zahler und Nenner die zwei
faktorigen planimetrischen Produkte der Zii.Eler und N enner von a sind. 

Auch fur diese adjungierte Abbildung f einer Stab-Stab-Kollineation 
R ergibt sich eine Darstellung als kombinatorisches Quadrat von a, wenn 
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man noch den Begriff des kombinatorischen Produktes [~2] zweier Stab
Stab-Kollineationen ~ und 2 einfuhrt. 

Wir definieren dazu genau wie bei del' dualistisch entsprechenden 
Entwickelung zunachst den Ausdruck [VW· ~2], in welchem V und W 
zwei beliebige Stabe sind, durch die Formel 

(86) [VW. ~2] = [Vi· W2] -; [Wi· V2], 

aus del' dann wiederum folgt, daB, wenn U ebenfalis einen Stab bedeutet, 

(87) 
ist, und daB 
(88) 
abel' 
(89) 

[UU· ~2] = 0 

[WV· ~21 = - [VW· ~2J 

[VW· 2~J = [VW· ~2J 
ist. Wir nennen den Ausdruck 

[VW· ~2J 

das 7combinatorische Produkt der Stabe V,W und der Kollineationen ~, 

2. Die Formeln (88) und (89) enthalten den Satz: 
Satz 317: In dem kombinatorischen Produkte [VW· ~2J sind 

die Stabfaktoren V und W mit, die Kollineationsfaktoren ~ und 
2 ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Definiert man sodann weiter das kombinatorische Produkt [~2] 
durch die Formel 
(90) [VW][~2] = [VW· ~2], 

die fur beliebige Werte del' Stabe V und W gelten soli, so zeigt man 
wieder wie auf Seite 58f., daB 

(91) [~2J = [E~Es·~2], [EsE,·R2], [EIE~·R2] 
[E2 E s]' [EsE,], [E,E 2 J 

ist, woraus wegen (89) noch folgt, daB allgemein 

(92) [2~J = [~2J 
ist. Es gilt also del' Satz: 

Satz 318: In dem kombinatorischen Produkte del' Stab-Stab
Abbildungen zweier Kollineationen sind die Faktoren ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar. 

In dem Bruche auf del' rechten Seite von (91) besitzen die Zahler 
nach (86) die Werte: 

(93) [EE' .~2J=[E2i.Es2]-[E,i ____ !l22] ... 
2 3 2' , 

fur die man, wenn man noch 

(94) 
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setzt, auch schreiben kann: 

(95) [E2 ES . SU!] = [At Bs] -; [As ~tJ, .. '. 
Bei Einfiihrung dieser Werle nimmt die Gleichung (91) die Gestalt an: 

(96) [~~] = t {[A, Bs] - [As Bt ]}, t {[As BI ] - [AI Bs]}, t {[AI B,] - [AI BI ]} • 
[E!Es]' [EsEI]' [EIEI] 

Die zu einer Stab-Stab-Kollineation ~ adjungierte Kollineation f als 
komb1·natorisches Quadrat '!:on~. Fiir das "kom binatorische Quadrat" 
[~2] der Stab-Stab-Kollineation ~ erhalt man ferner wie auf Seite 60 die 
Formeln: 
(97) 

(98) 

[VW~i] = [V~· W~] und 

[~2] = l~I~ ___ ~sa],--[~s_a. EI.RJdEI a~· E,l] 
[E!Es]' [EsEI]' [EIEt] ' 

von denen sich die letztere wegen der ersten Formel (94) verkiirzt zu: 

(99) [&P] = [A~AsJ, [As AI]' [AI A!]. 
[E!Es], [EsEI]' [EI E!l 

Der Bruch rechter Hand ist aber nach (85) gerade der Ausdruck fiir die 
zur Stab-Stab-Kollineation ~ adjungierte Punkt-Punkt-Kollineation I, und 
man hat daher die Gleichung bewiesen: 

(100) 

Diese Gleichung enthlilt den Satz: 

Satz 319: Die adjungierte Abbildung t der Shb-Stab-Ab
bildung ~ einer Kollineation ist das kombinatorische Quadrat 
von a. 

Ferner entnimmt man aus der Gleichung (100) und aus (90) und 
(97), daB 
(101) [VW]I= [VW][~2] = [VW~2] = [Va· W~]. 

Insbesondere ist also 
(102) 

Fig. 39. 

[VW]f = [V~· Wa], 

vft 

und man hat den zu dem 
Satze 310 dualistisch ent
sprechenden Satz ( vgl. 
Fig. 39): 

Satz 320: Adjungiert 
man einem Kollinea
tionsbruche 



Abschnitt 27, Gleichung (95) bis (102). Satz 319 bis 324. 

welcher Stabe in Stabe iiberfiihrt, einen zweiten Bruch 

f = [A,As], [As AI]' [AlA,] 
LE, Es], [EsEI]' [EI E,] 
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in der Weise, daB er den planimetrischen Produkten aus je 
zweien von den N ennern des Bruches ~ die entsprechenden 
planimetrischen Produkte aus den Zahlern von ~ zuordnet, so 
weist dieser zu ~ adjungierte Bruch f iiberhaupt jedem Punkte 
[VW1, daB heiBt jedem Produkte zweier Stabe V und W des 
ersten Systems, den Schni ttpunkt [V~· W~J ihrer Bilder V~ 
und W~ im zweiten System zu. 

Die Grundeigenschaften der Stab-Stab-Abbildung einer Kollineation. 
Uberhaupt ergibt die Auffassung der Kollineation als Stab-Stab-Abbildung 
zu jedem oben fUr die Kollineation gewonnenen Satze eine dualistisch ent
sprechende Eigenschaft. Insbesondere kann man aus der Distributivitiit 
des Bruches ~ die folgenden beiden neuen Grundeigenschaften der Kolli
neation folgern: 

Satz 321: Dritte Grundeigenschaft der Kollineation: Drei 
gerade Linien, die durch einen Punkt gehen, werden durch kol
lineare Ab bildung wieder in drei gerade Linien ii bergefiihrt, 
die sich in einem und demselben Punkte schneiden. Und: 

Satz 322: Vierte Grundeigenschaft der Kollineation: Ein 
jeder Strahlwurf wird durch kollineare Abbildung in eIllen 
Strahlwurf von dE'mselben Doppelverhaltnis verwandelt. 

Hieraus aber folgt weiter der Satz: 
Satz 323: Jedes Strahlbiischel wird durch eine Kollineation 

III ein projektives Strahlbiischel iibergefiihrt. 

Die kollinearen Bilder einer Kurve zweiter Ordnung nnd zweiter Klasse. 
Aus dem Satze 323 und seinem dualistischen Gegenstiick, dem Satze 308, 
ergibt sich dann noch ein wichtiger Satz iiber die kollineare Abbildung 
der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse, namlich der Satz: 

Satz 324: Bei kollinearer Abbildung ist das Bild einer Kune 
zweiter Ordnung wieder eine Kurve zweiter Ordnung und das 
Bild einer Kurve zweiter Klasse wieder eine Kune zweiter 
Klasse. 

In der Tat laBt sich ja jede Kune zweiter Ordnung als Erzeugnis 
zweier projektiven Strahlbiischel darstellen, und da nach Satz 323 jedes 
Strahlbiischel dnrch eine Kollineation in ein projektives Strahlbiischel" 
iibergefiihrt wird, so werden insbesondere auch zwei zueinander projek
tive Strahlbiischel wieder in zwei projektive Strahlbiischel verwandelt, 
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also auch diejenige Kurve zweiter Ordnung, die das Erzeugnis der beiden 
ersten projektiven Strahlbiischel bildet, in das Erzeugnis der beiden letzten 
projektiven Strahlbiischel, das heiBt wieder in eine Kurve zweiter Ord
nung. 

Natiirlich kann man die Begriindung auch auf Grund des Satzes 54 
geben. Man kann na.mlich nach diesem Satze jede Kune zweiter Ord
nung als geometrischen On derjenigen Punkte x aufl'assen, welche vier 
feste Punkte a, b, c, d durch einen Strahlwurf von gegebenem Doppel
verhiiltnis g projizieren. Wenn aber das Doppelverhli.ltnis eines jeden 
Strahlwurfes bei der kollinearen Abbildung erhalten bleibt, so projizien 
auch das Bild xt des laufenden Punktes x jener Kurve zweiter Ordnung 
die Bilder at, bt, ct, dt jener vier festen Punkte durch einen Strahlwurf 
von dem Doppelverhii.ltnis g, das heiBt, auch der Punkt xt beschreibt eine 
Kune zweiter Ordnung. 

Den zweiten Teil des Satzes 324 beweist man ebenso: 
Da eine jede Kurve zweiter Klasse als Erzeugnis zweier projektiven 

Punktreihen dargestellt werden kann, und nach Satz 308 jede Punktreihe 
durch eine Kollineation in eine projektive Punktreihe ubergefiihrt wird, 
so werden insbesondere auch zwei zueinander projektive Punktreihen wieder 
in zwei projektive Punktreihen verwandelt, also auch diejenige Kurve 
zweiter Klasse, die das Erzeugnis der beiden ersten projektiven Punkt
reihen bildet, in das Erzeugnis der beiden letzten projektiven Punktreihen, 
das heiBt wieder in eine Kune zweiter KlaBse. 

Auch hier kann man einen zweiten Beweis geben, und zwar unter 
Benutzung des SatzeB 56. Eine jede Kurve zweiter Klasse liiJlt sich 
namlich als Hiillkurve aller Geraden U aufl'assen, die von vier festen 
Geraden A, B, 0, D in einem Punktwurf von gegebenem Doppelverha.lt
nis g geschnitten werden. Wegen der Invarianz des Doppelverhiiltnisses 
bei der kollinearen Abbildung wird daher auch daB Bild ua der Geraden 
U die Bilder Aa, Ba, ca, Da jener vier festen Geraden in einem Punkt
wurfe vom Doppelverhaltnis g schneiden, daB heiBt, selbst eine Kurve 
zweiter Klasse umhullen mussen. 

Die zur adjungierten Abbildung ~ einer Punkt-Punkt-Kollineation f 
adjungierte Abbildung f. 1st die Stab-Stab-Kollineation 

(103) 

die adjungierte Abbildung einer Punkt-Punkt-Kollineation 

(104) 



so daB 

(105) 

Abschnitt 27, Gleichung (103) bis (111). 

{Al = [a2 aSJ, 
El = [e2csl, 

A2 = CaSal], As = [ala2J 
E2 = [CSClJ, Es = [Cl C2J 

7& 

ist, so unterscheidet 
Abbildung 

sich die zur adjungierten Kollineation Sf adjungierte 

(106) 

von der urspriinglichen Kollineation f in (104) nur urn den Zahlfaktor 

(107) 

(vgl. die Gleichungen (61) und (14»); es gilt niimlich dann die Formel 

(108) f = at. 

In der Tat ist ja nach den Formeln (15) des 25. Abschnitts: 

(109) 

und iiberdies wird wegen (107) (vgl. auch die Gleichung (21) des 3. Ab
schnitts) das Produkt: 

[A2 AsJ = [aSal · al a2J = [aSal a2Jal = [al a2a3Jal = aal ; 

und Entsprechendes gilt auch fiir die Produkte [A3 AlJ und [Al A 2J. Man 
erhiilt also die Formeln: 

(110) [A2 ASJ = (tall [AsAl] = aa2 , [AlA2J = aas; 

und die Gleichung (106) nimmt daher die Gestalt an: 

f = ~a~_aa~, ~~ odeI' 
e1 , e! , e3 

f = a at , __ a2_, __ ug , 

e1 , ei , es 

und diese ist mit Ritcksicht auf (104) gleichbedeutend mit del' obigen 
Gleichung: 
(108) f = at. 

Wegen (100), (44), und (62) auch kann man dieselbe itbrigens auch III 

del' Form schreiben: 
(111) f = [Sf2J = [[12]2J = [fsJf. 

Das kombinatorischc Produkt [Sfi!!DlJ der Stab-Stab-Abbildungcn d1'eier 
Kollineationcn. Sind Sf, i!, IDl die Stab-Stab-Abbildungen dreier Kolli
neationen und U, V, W drei beliebige Stiibe del' Ebene, so definieren 
wir das kombinatorische Produkt 

[UVW· Sfi!IDl] 
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durch die Formel: 

( 
[UVW·~2IDl] 

(112) = ~ { [U ~. V2 . WIDl] + [V~. W2 . UIDl] + [W~. UfJ· VIDl]} . 
3! -[ust· WfJ· VIDl]-[V~·UfJ· WIDlJ-[W~· VfJ·UIDl] 

1st dann noch 
(113) 
so ist der Bruch 

[UVW] =l= 0, 

[UVW· R2!l1l] 
--rUVW]-

eine von der Lage, der GroBe und dem Sinne der Stabe U, V, W un
abhlingige ZahlgroBe und kann als kombinatorisches Produkt dcr Kolli
neationsbriiche ~, 2, IDl aufgefaBt werden. Wir setzen also: 

(114) 

wobei U, V, W drei beliebige, aber der Ungleichung (113) unterliegende, 
Stabe sind. Und da wegen der Gleichung (16) des 25. Abschnitts diese 
Ungleichung auch fur die drei Grundstlibe Ell Es, Ea erfullt ist, so wird 
insbesondere auch 

(115) 

Aus der Formel (114) folgt ferner durch Wegschaffung des Nenners 
die Formel 
(116) [UVW][~fJIDlJ = [UVW· ~fJIDlJ. 

Weiter sind wieder die Faktoren des Produktes [~fJ IDlJ ohne Zeichen
wechsel vertauschbar, so daB man hat: 

Der Potenzwert der Stab-Stab-Abbildung einer Kollineation. Nimmt 
man endlich noeh in der Formel (115) die Kollineationsbriiche ~, fJ, IDl 
einander gleich an, setzt also 

IDl=fJ=~, 

so verwandelt sich das kom binatorische Produkt [a 2 IDlJ in die k 0 m -
binatorische dritte Potenz von ~, die wir durch das Symbol [.\PJ 
darstellen und wieder als den "Potenzwert des Bruches ~" bezeiehnen 
wollen. Es wird 

(118) 

Hierin ist wegen (112) der Zahler del' rechten Seite (vgl. auch die Ent
wickelung auf Seite 64) 

(119) [E1E2ES ~3] = [El~' E2~' E3~J; 



.A.bschnitt 27, Gleichung (112) bis (180). 

also wird der Potenzwert von Sf 

(120) [as] =[El~~t~·E~~ 
[ElE!EsJ 

oder mit Riicksicht auf den Wert von a in (84) 

(121) [as] = [AI At As] . 
[El E!EsJ 
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Der Potenewert des Bruches a £st also wieder gleich dem pla,nimetrischen 
Produkte der Zahler dividiert durch dasjenige der Nenner. 

Ubrigens vereinfacht sich die Gleichung (121) wegen der Gleichung 
(16) des 25. Abschnitts zu 
(122) [as] = [AIA2AS]; 
und wenn man noch entsprechend wie bei der Punkt-Punkt-Kollineation 
f fur das planimetrische Produkt der drei Zahlerstabe von a eine kurze 
Bezeichnung einfiihrt, also etwa 

(123) [AIA2AS] = ~ 

setzt, so verwandelt sich die Formel (122) in 

(124) [as] = ~. 

Diese ZahlgroBe ~ steht, falls die Stab-Stab-Kollineation a die ad
jungierte Abbildung einer Punkt-Punkt-Kollineation f sein soUte, zu deren 
Potenzwert a in einer engen Beziehung; denn es wird wegen (123), (110) 
und (105) 

(125) ~ = [AIA2AS] = [aasAs] = a [as As] = a[aSa1 a2] = a[a1 a2aS] = a2• 

Die Gleichung (124) laBt sich dann also auch in der Form schreiben: 

(126) [as] = a2 

oder, wenn man will, (vgl. die Gleichungen (44) und (62) in der Form: 
(127) [[f2J3] = [13]2. 

Das Verschwinden des Potenewertes der Stab-Stab-Abbildun9 einer 
KolUneation: Entartende Stab-Stab-Kollineationen. Verschwindet der Potenz
wert [as] einer Stab-Stab-Kollineation a, besteht also die Gleichung 

(128) raS] = 0 
oder wegen (122) die Gleichung 

(129) [AIA2A3] = 0, 

so entartet die Stab-Stab-Kollineation a. Dabei ergeben sich wieder drei 
verschiedene Formen der Entartttng: 

Die einfach entartende Stab-Stab-Kollineation gestattet die 
Bruchdarstellung 

(130) 
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und weist allen Geraden der Ebene die Geraden eines und desselben Strahl
biischels mit dem Scheitelpunkt [AlA!] zu; dieser Punkt heiBt der Haupt
punkt der einfach entartenden Stab-Stab-Kollineation. Die Ge
raden des zweiten Systems konzentrieren sich also auf die Strahlen des 
Strahlbiischels, das den Hauptpunkt zum Scheitel hat. 

Mau kann noch hinzufiigen: Ebenso wie allen iibrigen Geraden der 
Ebene werden auch den Strahlen dieses Strahlbiischels selbst durch die Kolli
neation Strablen zugewiesen, die in diesem ausgezeichneten Strahlbiischel 
enthalten sind. Und da nach Satz 323 einem jeden Strahlbiischel bei 
kollinearer Abbildung ein projektives Strahlbiischel entspricht, so bildet das 
Strahlbiischel des Hauptpunktes zusammen mit dem ihm kollinear zu
geordneten Strablbiischel eine Projektivitiit in dem Strahlbiischel des Haupt
punktes. Eine Projektivitlit im Strahlbiischel aber enthliIt, wenn sie nicht 
eine blo1\e Deckung ist, zwei getrennte reelle, zwei zusammenfallende 
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelstrahlen; und diese beiden 
Doppelstrahlen der Projektivitlit im Strahlbiischel sind zugleich Doppel
linien der Kollineation und mogen die Hauptlinien der einfach ent
artenden Stab-Stab-Kollineation genannt werden. 

Neben diese beiden Hauptlinien ist dann als dritte DoppeIlinie noch 
die Gerade des Stabes A zu stellen, welche als Nulliinie der Kolli
neation bezeichnet werden kann; denn dieser Geraden entspricht nach 
(130) iu der Abbildung die Zahlgro1\e O. 

Zweitens stellt del' Bruch 

(131) 

eine zweifach entartende Stab-Stab-Kollineation dar. Sie fiihrt 
slimtliche Geraden der Ebene in eine und dieselbe Gerade As, die Haupt
linie, iiber und hat das Strahlbiischel, das durch die beiden Stlibe A' 
und A" bestimmt wird, zum Nullstrahlbiischel, indem jeder Geraden 
dieses Strahlbiischels die Zahlgro1\e 0 zugeordnet wird. 

Drittens ist der Bruch 

(132) 

der Ausdruck emer dreifach entartenden oder uneigentlichen 
Stab-Stab-Kollineation. Bei ihr entspricht jeder Geraden der Ebene 
die Zahlgro1\e O. Auch hat in diesem FaIle der Bruch ~ selbst den 
Wert O. 

Man kann noch bemerken, daB die adjungierte Abbildung einer ein
tach entartenden Punkt-Punkt-Kollineation eine zweifach entartende Stab
Stab-Kollineation, und die adjung2·erte Abbildung einer zweifach entartenden 
Punkt-Punkt-Kollineation eine uneigentliche Stab-Stab-Kollineation ist; und 
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da8 umgekehrt die adjungierte Abbildung einer einfach entartenden Stab
Stab-Kollineation eine zweifach entartende Punkt-Punkt-Kollineation, und 
die adjungierte Abbildung einer zweifach entartenden Stab-Stab-Kollineation 
eine uneigentliche Punkt-Punkt-Kollineation ist; da8 aber die einfach ent
artende Stab-Stab-Kollineation sich nicht als adjungierte Abbildung einer 
Punkt-Punkt-Kollineation darstellen liiBt, und ebenso wenig eine einfach 
entartende Punkt-Punkt-Kollineation als adjungierte Abbildung einer Stab
Stab-Kollineation. 

Die inverse Abbildung einer Kollineation. SchlieBt man entartende 
Kollineationen von der Betrachtung aus, so stellt der aus dem Bruche 

(7) t ::::::=; ~1' a2 , as 
el 1 e! 1 es 

fiir die Punkt-Punkt-Kollineation durch Vertauschung seiner Zahler und 
Nenner hervorgehende reziproke Bruch: 

(133) 1 ell eSl es. 
-f - a~a;, as 

ebenfalls eine Punkt-Punkt·Kollineation dar, und zwar gerade die um
gekehrte, "in verse" Kollineation, durch welche die Punkte xl des zweiten 
Systems der Kollineation I in die entsprechenden Punkte x des ersten 
Systems zuriickverwandelt werden. Denn nach dem Begriffe des exten
siven Bruches wird 

(134) 
1st also wieder 

(135) 

x = ~lel + ~2e2 + ~3eS' somit 

xl = ~l al + ~2a9 + ~sas, so wird 
1 1 

xfT = (~lal + ~2a2 + ~sas) T 

= ~l el + ~2 e2 + ~3 es 
= x, das heiBt, es wird wirklich 

1 
xf T = x. 

Die Notwendigkeit, bei .der Bildung der inversen Kollineation -~- sich 

auf Abbildungen f zu beschriinken, die nicht entarten, wird dadurch be
dingt, daB wegen der DistI'ibutivitiit eines extensiven Bruches eine Zahl
beziehung zwischen den drei Nennern au as, as des Bruches 

ell eSl es 
all a 2 • as 

die entsprechende Zahlbeziehung zwischen den drei Ziihlern eu e2 , es nach 
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sich ziehen wiirde. Eine solche aber widerspricht der von uns oben 
(vgl. S. 49) gemachten Voraussetzung, nach der diese Punkte nicht der
selben Geraden angehoren sollten. Und diese Voraussetzung fiir die 
N ennerpunkte der Kollineation f war auch erforderlich, weil sonst durch 
den Bruch f gar nicht jedem Punkt der Ebene ein Bildpunkt zugeordnet 
werden wiirde. Man sieht daher, daB die Begriffe "umkehrbare" und 
"nicht entartende" Kollineationen gleich bedeutend sind. 

Ganz entsprechende Beziehungen gelten auch fiir die inverse Ab
bildung einer Stab-Stab-Kollineation. 

Dualistisches zum Fundamentalsatz der Kollineation. U m endlich zu 
dem Fundamentalsatz der Kollineation das dualistische Gegenstiick zu 
entwickeln, beweise man zuniicht den folgenden Hiilfssatz: 

Satz 325: Sind in einer Ebene vier gerade Linien GH G2, Ga, G, 
gegeben, von denen keine drei durch einen Punkt gehen, so 
liiBt sich stets ein Fundamentaldreieck angeben, dessen Grund
stabe Ell E 2 , Es dreien von diesen Geraden angehoren, wahrend 

zugleich sein Einheitsstab 

E= El + E2 + Ea 
III der vierten Geraden gelegen ist (vgl. 
Fig. 40). 

Zum Beweise bezeichne man mit fl' f2' fa 
diejenigen drei einfachen Punkte, in denen 
sich die drei Geraden Gil G2 , Gs schneiden, 
und mit f den einfachen Punkt, welcher der 
vierten Geraden G4 in bezug auf das Dreieck 
ftf2fs als Pol zugeordnet ist (vgl. Seite 17f.). 
Mit Riicksicht auf die soeben iiber die Geraden 
G; getroffene Festsetzung, nach der keine drei 
von den vier Geraden Gi durch einen Punkt 
geheu sollen, nach der also insbesondere die 

Fig. 40. Gerade G 4 nicht durch eine Ecke des Dreiecks 
ftfda hindurchgehen darf, kann dann del' Pol f der Geraden G40 auch nicht 
mit zweien von den drei Ecken fl' f2' fa jenes Dreiecks in einer geraden 
Linie liegen. Der Punkt f edallt also in bezug auf das Dreieck ftfds die 
Bedingung, die oben auf Seite 1 an den Einheitspunkt des Fundamental
dreiecks gestellt wurde. Wiihlt man daher zu Grundpunkten drei vielfache 
Punkte Cll C2, cs, welche mit den Punkten t~, f2' fs zusammenfallen, und 
deren Massen m1 , ms, m2 so bestimmt sein mogen, daB ein mit f zu
sammenfallender Punkt c der Einheitspunkt wird, und daB zugleich 
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[el e2 eS] = 1 wird, was nach Seite 1 if. immer, aber auch nur auf eine 
Weise moglich ist, so gehoren wirklich nicht nur die drei Grundstabe 
Ell E27 Es des Systems den drei gegebenen Geraden GlI G2 , Gs an, 
sondern es liegt zugleich auch (vgl. Seite 15 if.) der Einheitsstab E des 
Fundamentaldreiecks auf der vierten Geraden G.j/ Damit aber ist unser 
Satz bewiesen. 

Will man jetzt zwei ebene Systeme in der Weise kollinear auf ein
ander beziehen, daB vier gerade Linien von allgemeiner Lage GlI G2, Ga, G4 

III VIer andere gerade Linien H l , H2 , Ha, H4 derselben Art ubergefuhrt 
werden (vgl. Fig. 41), so wahle man als N enner des Kollineations
bruches f die soeben charakterisierten drei Punkte e;, als Zahler abel' die
jenigen drei Punkte ai' die zu den vier Geraden H in einer entsprechenden 
Beziehung stehen wie die drei Punkte ei zu den vier Geraden G, das 
hei.Bt, man benutze als Zahlerpunkte ai des Bl'uches f die Schnittpunkte 
der drei erst en Geraden HlI H 2 , Hs und bestimme die Massen dieser 
Punkte in der Weise, daB der Pol der vierten Geraden H4 in bezug auf 
das Dreieck a1a2 aS der Einheitspunkt a der drei Punkte ai wird. Dann 
gehort zugleich der Einheitsstab des zweiten Systems 

A = Al + A2 + As 

der vierten Geraden H4 an, und es werden so mit durch die Kollineation A' 
nicht nur die Stabe Ep E2 , Es, die den Geraden Gl , Gs, Gs angehoren, 
in die Stabe AI, A 2 , As ubergefiihrt, die auf den Geraden HlI Hz, Hs 
liegen, sondern zugleich auch der Stab E del' Geraden G4 in den Stab A 
der Geraden H 4 , das heiBt, es wird wirklich durch den Bruch 

G r a..6 m 8. n n: Projektive Geometrie d. }~bene. II. 6 
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f=~~~~S 
el , e!, es 

oder auch dureh den adjungierten Bruch 

a = ~1'-_~!--.-AS 
E 1 , E I , E j 

die gewunschte Zuordnung geleistet. Man hat also den Satz: 
Satz 326: Urn eine Kollineation in der Ebene festzulegen, 

kann man vier beliebigen Geraden von allgemeiner Lage vier 
e bensolche Geraden zu weisen. 

Die Beziehungen einer Kollineation zur unendlich fernen Geraden. Die 
Affinitiit. Die Fluchtlinie und Verschwindungslinie einer Kollineation. 

ee 

p 

Fig. 42. a. 
Eine besondere Betraehtung verdienen noch diejenigen Punkte, welche dureh 
eine Kollineation den Strecken der Ebene zugewiesen werden, und andrerseits 
die Punkte, die durch die Kollineation in Strecken verwandelt werden. Wie 
auf Seite 3:1f. des ersten Bandes gezeigt ist, konnen die Strecken der 
Ebene als die im Endlichen liegenden und in ihm verschiebbaren, gleieh
sam greifbar gewordenen A.bbilder der unendlich fernen Punkte aufgefaBt 
werden, und eine solehe Strecke stente sieh dar als die Differenz zweier 
im Endlichen liegenden Punkte von gleicher Masse. Fiihrt man zum Bei
spiel die Grundpunkte ej durch Division mit ihrer Masse mi auf die ent
sprechenden einfachen Punkte zuriick und bildet aus diesen die Differenzen 

(136) 

so erhalt man die A.usdriicke fur zwei Strecken, die naeh Lange und 
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Richtung mit zwei Seiten des Fundamentaldreiecks iibereinstimmen (vgl. 
Fig. 42). Aus diesen beiden Strecken laBt sich dann jede weitere 
Strecke g del' Ebene numerisch ableiten, das heiBt, es lassen sich zu jeder 
Strecke g der Ebene zwel ZahlgroEen al und a2 find en , fiir welche die 
Gleichung besteht 
(137) g = algl + a2g2 ; 

und umgekehrt stent jeder Ausdruck von del' Form (137) eine Strecke der 
Ebene dar. 

Bezeichnet man weiter diejenigen GraBen, welche die Kollineation f 
den drei Strecken gl1 g2 und g zuweist, mit qu q2 und q, setzt also 

(138) ql = lht, q2 = g2f, q = gr, so wird 

(139) 

(140) 

und 

Es bieten sich dann del' Betrachtung zwei wesentlich verschiedene FaIle dar. 
Erstens namlich der Fall, wo die beiden GraBen ql und q2 selbst 

wieder Strecken sind. Dann ist auch ihre Vielfachensumme q eine Strecke; 
die Kollineation f verwandelt also iiberhaupt jede Strecke g del' Ebene 
wieder in eine Strecke, oder anders ausgedriickt, sie weist jedem unendlich 
femen Punkte wieder einen unendlich fernen Punkt zu. Daraus aber 
folgt, daB parallele Geraden, das heiEt gerade Linien, die einen unendlich 
femen Punkt gemein haben, in gerade Linien derselben Art iibergefiihrt 
werden, also bei ihrer Abbildung parallel bleiben. 

Die durch diese Eigenschaft ,charakterisierte besondere Art del' Kolli
neation fiihrt den Namen Affinitat. Ihr analytisches Merkmal findet 
man, wenn man die Bedingung aufsucht, unter der die Punkte des Mi
nuendus und Subtrahendus der Differenzen (139) gleiche Massen besitzen. 
Dazu bezeichne man noch die Massen del' Grundpunkte aj des zweiten 

Systems mit n •. , so werden die in Betracht kommenden Briiche a1 ~~_ as 
11l1 ' m2 ' 1113 

gleiche Massen haben, sobald sich verhalt 

(141) ml : m2 : m3 = nl : n2 : n3· 
Man hat also den Satz: 

Satz 327: Eine Kollineation wird zur Affinitiit, wenn die 
Massen del' drei Grundpunkte des ersten Systems den Massen 
del' drei Grundpunkte des zweiten proportional sind. 

Der zweite, allgemeinere, Fall ist del', wo die Bedingung (141) nicltt 
erfiillt ist, wo also die beiden durch die Differenzen (139) dargestellten 
Punkte ql und q2 nicht beide zugleich unendlich fern sind (auf diesen 
Fall bezieht sich speziell die obige Figur 42). Dann liegt wegen (140) 
ein jeder Punkt q, del' im zweiten Systeme einem unendlich femen Punkte g 

6* 
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des erst en Systems entspricht, auf der durch die Punkte ql und q2 be
stimmten Geraden 

Diese Gerade Q, deren Punkte den unendlich fernen Punkten des ersten 
Systems zugeordnet sind, heiBt die Fluchtlinie des zweiten Systems 
oder schlechtweg die Fluchtlinie der Kollineation f. Der fiir sie 
gewonnene Ausdruck vereinfacht sich noch etwas, wenn man wie oben 
in (105) setzt 
(143) [asas] = All [aSal] =~, [ala!] = As· 

Dadurch verwandelt sich der Ausdruck fiir Q in 

(144) Q = m1 Al -I::n.tI:A, ±_ ms As . 
mImi ms 

Eine zweite l!'luchtlinie, namlich die Fluchtlinie des ersten 
Systems oder die Verschwindungslinie der Kollineation I, bildet 
der geometrische Ort derjenigen Punkte des ersten Systems, die durch 
die Kollineation I in unendlich ferne Punkte des zweiten Systems iiber
gefuhrt werden. Man kann den analytischen Ausdruck fur diese Linie 
dadurch gewinnen, daB man diejenigen Punkte aufsucht, die durch die 

inverse Kollineation ~ den unendlich fernen Punkten des zweiten Systems 

zugewiesen werden. Sind PI und P2 die Punkte des ersten Systems, die 
den Strecken 

(145) 

des zweiten Systems entsprechen, ist also 

(146) 
und daher wegen (133) 

(147) ~ ~ ~ ~ 
PI = n - n' P2 = n - n' 

1 SIS 

so erhalt man fur die Fluchtlinie P des ersten Systems (die Verschwin
dungslinie P der Kollineation I) die Darstellung 

(148) P = [PIP2] = [(.-S - ~)(e2 _ !..s)] = [e.t~s] + reseJ + [ele~J 
n1 ns n! ns n, ns ns n1 n1 n, 

oder wegen (105) 

(149) P = nl_~l_-LnIE,_±_~S~s. 
ni n,Os 
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Abschnitt 28. 

Die Doppelelemente der Kollineation. 

Die Doppelpunktsgleichung und die Hauptgleichung der Kollineation f. 
Man gehe von der Frage aus, ob es Punkte dt in der Ebene gibt, die 
mit ihren entsprechenden Punkten dt ' zusammenfallen, die sich also bei 
del' Multiplikation mit dem Kollineationsbruche f hOehstens ihrer Masse 
naeh andern, nicht aber ihren Ort wechseln. Man erhiilt fiir diese 
Punkte - sie mogen die Doppelpunkte der Kollineation f heiBen -
die Gleichung 
(1) 

in der !t einen Zahlfaktor bedeutet, der die Massenanderung des Punktes d t 

bewirken solI, und in welcher selbstverstandlieh dt nieht null sein darf. 
Diese Gleiehung liiBt sieh zuniiehst in der Form schreiben: 

(2) 

und verwandelt sieh, wenn man noch die Ableitzahlen von dt mit bt,11 bt,2, bt •3 

bezeichnet, also 
(3) 
setzt, in 

0= bt,l e1 (rt - f) + bt,2e2(rt - f) + bt,ses(rt - f) 

oder wegen (7) des vorigen Absehnitts in 

(4) 0 = b"l (el!t - al ) + bt,2(~!t - as) + bl,3 (es!t - as)' 

Aus dieser extensiven Gleichung werden unten (vgl. Seite 86) die 
Verhiiltnisse der Ableitzahlen der Doppelpunkte abgeleitet werden; sie moge 
daher die "Doppelpunktsgleichung" der Kollineation f genannt werden. 
In ihr konnen dann nieht alle drei Koeffizienten bt,u, u = 1, 2, 3, gleich
zeitig null sein, weil sonst wegen (3) auch dt verschwinden wurde, was 
oben ausgeschlossen ist. Wenn aber von den drei ZahlgroBen btl, bt 9' bl a 
auch nur eine, etwa die GroBe bt 1 von Null verschieden ist,' so' folgt 
aus der Gleichung (4) durch auB~re Multiplikation mit dem Produkte 
[(esfe - as) (es!t - as)] und Division mit b"l die Gleichung 

(5) [(e1 !t - al )(e2!t - u2)(ea!t - as)] = 0, 

fur die man wegen der Gleiehungen (2), (14) und (22) des vongen Ab
schnitts auch schreiben kann 

(6) f:- {[a1E l ] + [a2 E2] + [asEs] }!; + {[A1el ] + [A2 e2] + [Ases] }!t- a = O. 
Diese Zahlgleiehung dritten Grades liefert fiir die ZahlgroBe !I drei Werte 
tl1 fs, fa, welehe die Hauptzahlen des Bruehes f oder der Kolli
neation f heiBen mogen, wiihrend die Gleichung (6) selbst oder die 
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gleichwertige Gleichung (5) als die "Ha u ptgleich ung der Kolli
neation f" bezeichnet werden soil. Hat man die Hauptzahlen bestimmt, 
so liiBt sich zunachst zu jeder reellen Hauptzahl tt mit Hulfe der Doppel
punktsgleichung (4) der ihr zugehOrige Doppelpunkt dt ermitteln 1). Multipli
ziert man namlich die Gleichung (4) der Reihe nach auBerlich mit den 
Punkten eutt - au' n = 1,2,3, so erhalt man die Verhaltnisse der drei 
Ableitzahlen bt,l' bl,2' bt,s des Punktes dt. Durch Multiplikation mit dem 
Punkte e1 tt - a l ergibt sich zum Beispiel die Gleichung 

o = bt,2 [(e1 tt - al) (e2 tt - a2)] + bt,s [( el tt - a1)( es tt - as)]. 
Aus ihr aber und den beiden and ern so entstehenden Gleichungen folgt 
die laufende Proportion 

(7) b ·b .b ={[(e2tt-a2)(estt-as)]:[(estt-aS)(eltt-al)]} 
t,l· t,2· I,S : [(eltt-al)(e2tt-a2)] , 

welche mit einziger Ausnahme des FaHes, wo die drei Produkte auf der 
rechten Seite gleichzeitig verschwinden, fur jeden Wert von t die drei 
Ableitzahlen bt,u des zugehorigen Doppelpunktes dt bis auf einen Pro
portionalitatsfaktor eindeutig bestimmt. 

Erster Hauptfall: Alle drei Haupfzahlen der Kollineation I sind von 
einander verschieden. Sie sind iiberdies reell. Fur die weitere Untersuchung 
der kollinearen Abbildung in der Ebene ist es von Wichtigkeit, ob die 
Hauptzahlen einer Kollineation I aHe drei von einander verschieden sind, 
oder ob zwei unter ihnen gleich, oder endlich aIle drei gleich groB sind. 

Wir betrachten zunachst als ersten Hauptfall den Fall, wo aIle drei 
Hauptzahlen der KoIlineation f von einander verschieden sind. 

Sind dann uberdies noch die drei Hauptzahlen reell, so sind 
nach der Proportion (7) auch die zugehorigen drei Doppelpunkte reell, 
und wie sogleich gezeigt werden soil, auBerdem ihrer Lage nach von ein
ander verschieden. Denn angenommen, es waren zwei Punkte dt bis auf 
em en Zahlfaktor einander gleich, also etwa 

(*) 
wo S eme von Null verschiedene ZahlgroBe bedeutet, so muBte auch 

d2 1 = S d1 1, das heiBt wegen (1) 

t2 d2 = $ tl dl oder wegen (*) 

t2 sdl = S tl dl selD. 

1) Vergleiche hierzu meine Darstellung der Kollineationen des Raumes in den 
Anmerkungen zur neuen Ausgabe d.er Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 
(H e r man n G r a B man n s gesammelte mathematische und pbysikalische Werke. 
Ersten Bandes zweiter Teil. In Gemeinschaft mit H. GraBmann d. J. herausge
geben von Fr. Enge 1. Leipzig, 1896. S. 438-464). 
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Da aber nach der Voraussetzung S und dl von Null verschieden sind, so 
kann diese GIeichung nicht anders bestehen, als wenn r2 = rl ist, was 
oben ausgeschlossen ist. Foiglich liegen die drei Punkte dt von einander 
getrennt. 

In dem FaIle ungleicher Hauptzahlen konnen aber auch nicht etwa 
die drei Punkte dt in einer geraden Linie Eegen; denn dann miiBte sich 
jeder von ihnen als Vielfachensumme der beiden andern darstellen lassen, 
also etwa 
(**) ds = Sl dl + S2 d2 

sein, wo ~1 und 52 zwei von Null verschiedene ZahlgroBen sind. Diese 
GIeichung aber fiihrt ebenfalls auf einen Widerspruch. Aus ihr folgt 
namlich wieder durch Multiplikation mit f die Gleichung 

ds f = 51 d1 f + 52 d2 f, 
fiir die man wegen (1) auch schreiben kann 

ra ds = Sl r 1 d1 + ~2 r2 d2 oder wegen (**) 

ra (51 d1 + 52 d2) = Sl r l dl + S2 r2d2 oder endlich 

(t) 51 (ra - r1)dl + S2(rS - r2)d2 = O. 
Nun steben aber, wie oben bewiesen ist, die Punkte dl und d2 nicht in 
einer Zahlbeziehung; und da nach der V oraussetzung die ZahlgroBen 51 
und 52 ungleich Null sind, so kann die Gleichung (t) nicht anders be
friedigt werden, als wenn gleichzeitig 

rs - rl = 0 und ra - r2 = 0 

ist, was der Voraussetzung widersprechen wiirde, daB aIle drei Haupt
zahlen von einander verschieden sind. 

Dnter den angegebenen Bedingungen besitzt daher die Kollineation 
drei ein Dreieck bildende Doppelpunkte. 

Damit ist der Satz bewiesen: 
Satz 328: Hat die Hauptgleichung einer Kollineation f drei 

ungleiche reelle Wurzeln, sind also die Hauptzahlen der Kolli
neation von einander verschieden und iiberdies reell, so besitzt 
die Kollineation drei getrennte, nicht in einer geraden liegende 
Doppelpunkte dll d2, ds. Bei der Multiplikation mit dem Kolli
neationsbruche f werden diese Punkte nur urn einen Zahlfaktor 
geandert; sie multiplizieren sich namlich der Reihe nach mit 
den zugehorigen Hauptzahlen rlJ r2 , ra, das heiBt, sie geniigen 
den d rei Gleich ungen: 

(8) dl f = rldu d2f = r2 d2 , dsf = rsds. 

Diese Eigenschaft, die einer KoHineation f mit drei ungleichen reeHen 
Hauptzahlen zukommt, ermoglicht fiir eine solche Kollineation eine be-
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sonders einfache Darstellung des Bruches f. Da niimlich nach Seite 51 f 
zwei extensive Briiche fiir zwei Punkt-Punkt-Kollineationen in der Ebene 
einander gleich sind, sobald diese Bruche mit drei nicht in gerader Linie 
liegenden Punkten multipliziert Gleiches ergeben, und der Bruch f bei der 
Multiplikation mit den drei Punkten dll ds, ds den Gleichungen (8) zu
folge diesel ben Ergebnisse lieferl wie der Bruch 

so kann man setzen 

(9) 

Wir nennen die rechte Seite del' Gleichung (9) die N ormalform des 
extensiven Bruches einer Punkt-Punkt-KoUineation mit drei 
ungleichen reeUen Hauptzahlen. 

Die Doppelliniengleichung und die Hauptgleichung der Kollineation a. 
Ganz entsprechend kann man bei einer Stab-Stab-Kollineation a nach den
jenigen Stab en Dt fragen, die mit ihren zugeordneten Stiiben Dta in die
selbe gerade Linie fallen, sich also bei der Multiplikation mit dem Kolli
neationsbruche a hochstens ihrer Lange und ihrem Sinne nach and ern, 
nicht abel' ihre Gerade verlassen. Ein solcher Stab D t muS der Gleichung 
geniigen 
(10) 

in der ffit einen Zahlfaktor bedeutet, und in der selbstversandlich Dt von 
Null verschieden ist. Die Gerade eines Stabes dieser Art heiSt eine 
Doppellinie der Kollineation a. Man kann die Gleichung (10) auch 
in der Form schreiben: 
(11) 
oder wenn man setzt: 

(12) 
in der Form: 

0= TJt,IEl (ffil - a) + ilt,2E2(ffit - a) + TJt,sEs(ffi t - a) 
oder endlich wegen der Gleichung (84) des vorigen Abschnitts in der Form: 

(13) 0 = TJ t,1 (El ffi t - AI) + i)t,2 (Es ffit - A2) + ilt,s (Es ffi t - As)· 
Diese Gleichung heiSt die "Doppelliniengleichung" der Kollineation a. 
Aus ihr folgt wie auf Seite 85 fiir die Hauptzahlen ffit des Bruches a 
die Gleichung dritten Grades 

(14) [(E1 ffit - AI) (Es ffi t - As)(Esffit - As)] = 0, 
die als die "Hauptgleichung der Kollineation a" bezeichnet werden 
kann. 
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In dem Fane, wo die Stab-Stab-Kollineation ~ die adjungierte Abbil
dung der oben betrachteten Punkt-Punkt-Kollineation fist, wo also die 
Gleichungen bestehen (vgl. die Gleichungen (105), (107), (110) und (125) 
des vorigen Abschnitts): 

(15) 
J Al = [a2aS] , A2 = [a'3 al]' As = [al a2] 

I [A2 A3] = aau [A3 A IJ = aa2 , [AlA;] = aa3, 

[a l a2 a3] = a, [AIA2A3J = a 

kann man die Hauptgleichung der Kollineation ~ auch in del' Form 
schreiben (vgl. auch die Gleichungen (9) und (15) des 25. Abschnitts): 

(16) ~;- i [eIAI] + [e2A2]+[esA3J } ~;+a( [El al]+[E202]+[Esas]} ~t-a2=0. 

Urn diese Gleichung mit der Hauptgleichung (6) del' zugeharigen Punkt
Punkt-Kollineation f in Beziehung zu bringen, multipliziere man sie mit 
- a und dividiere sie mit ~;, wodurch sie die Form annimmt 

Dann unterscheidet sie sich von der Gleichung (6) fur die Hauptzahlen f t 

der ursprunglichen Punkt-Punkt-Kollineation f nul' noch dadurch, daB an 

Stelle der Hauptzahl f t der Kollineation f der Ausdruck ;t' das heiBt 

der mit dem Potenzwert a des Bruches f multiplizierte reziproke Wert 
der Hauptzahl ~t des adjungierten Bruches ~, getreten ist, wahrend die 
Koeffizienten genau dieselben geblieben sind. Es mussen daher die mit 
a multiplizierten reziproken Werte der GraBen ~t mit den GraBen f t uber
einstimmen, oder was dasselbe ist, es mussen die Gleichungen bestehen: 

(18) a t= 1,2, 3, ffi~ = fo 

die man auch In der Form schreiben kann: 

(19) a t = 1, 2, 3, ~t= -, 
It 

und man hat den Satz: 
Satz 329: Die Hauptzahlen des adjungierten Bruches ~ gehen 

aus den reziproken Werten del' Hauptzahlen des ursprunglichen 
Bruches f durch Multiplikation mit dessen Potenzwert hervor. 

Fiir den Fall, daB del' Bruch f drei reelle, ein Dreieck bildende 
Doppelpunkte dt besitzt, versteht sich dieses Ergebnis von selbst. Denn 
in diesem Falle kunn man den Bruch f (nach Seite 88) auf die Form 
bringen: 

(20) 
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und erhalt somit fiir den adjungierten Bruch a die Darstellung 

(21) a = T!"ts Cd! ds], ts tl [ds dl ], tl t!Jdl ds]. 
[d!ds], [dsdl ], [dl d,] 

Nun entnimmt man aber aus der Form der Gleichung (6), daB das Pro
dukt ihrer drei W urzeln ttl das heiBt das Produkt 

(22) tlt2rs = a 
ist. woraus folgt, daB die in der Gleichung (21) auftretenden Produkte 
r2t s, rSrl) r l r l die Werte besitzen: 

(l (l (l 

t2 t S = --, tsrl = --, rl r2 = ----
~ ~ ~ 

Die Gleichung (21) gewinnt daher die Form 
(l (l (l 
--[d!ds], --[dsdl]' -[did,] 

(23) a - tl t2 _________ t s --
- [d!dsJ, [dsdl ], [did,]' 

die das oben in (19) fiir die Hauptzahlen des Bruches a gefundene Er
gebnis bestatigt und zugleich zeigt, daB fiir den Fall dreier reeller, ein 
Dreieck bildender Doppelpunkte die Doppelgeraden nichts anderes sind 
als deren gerade Verbindungslinien. 

DaB iibrigens die Doppellinien einer Kollineation die Verbindungs
geraden der Doppelpunkte sind, ergibt sich auch schon aus der ailge
meinen auf Seite 55 elltwickelten Eigellschaft der Kollineatioll I, nach 
welcher der Verbindungsgeraden irgend zweier Punkte del' Ebene stets 
die Verbindungsgerade der beiden zugeordnetell Punkte zugewiesen wird; 
denn aus dieser Eigenschaft folgt insbesondere, daB jede Verbindungslinie 
zweier Doppelpunkte der KoUineation f sich selbst entsprechen muB, also 
eine Doppellinie der adjungierten Kollineation a sein wird. 

Hat man die Hauptzahlen del' Kollineation a bestimmt, so ergibt 
die Doppelliniengleichung (vgl. die dualistisch entsprechende Entwickelung 
auf Seite 86) zu jeder reellen Hauptzahl ffi t von a fiir die Ableitzahlen 
~t, .. des Stabes Dt del' zugehorigen Doppellinie (vgl. die Gleichung (12)) 
die laufende Proportion: 

(24) { 
~t, 1: ~t,2: ~t,S = [(E2 ffit - A2)(Es ffi t - As)] 

: l (Es mt - As) (El mt - Al )] : [(El ffi t - Al ) (EI ffi t - A2)], 

welche wieder mit einziger Ausnahme des Falles, wo die drei Produkte 
auf der rechten Seite gleichzeitig verschwinden, fiir jeden Wert von t 
die drei Ableitzahlen ~t,u del' zugehOrigen Doppellinie bis auf einen Pro
portionalitatsfaktor eindeutig' bestimmt. 

Genau so wie bei dem Dualistischen zeigt man dann auch hier: 
Sind die drei Hauptzahlen mt einer Kollineation a ree11 und voneinander 
verscbieden, so bilden ihre drei Doppellinien ein eigentliches Dreiseit. 
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Geometrische Detdung der Doppelpunktsgleichung. Die Doppelpunkts
gleiehung (4) und die Doppelliniengleiehung (13) gestatten ubrigens in 
dem Falle, wo die drei Hauptzahlen reell und voneinander versehieden 
sind, noeh eine einfaehe geometrisehe Deutung. Setzt man namlieh zur 
Abkurzung 
(25) e"tt- au = ct,u t, u = 1, 2,3, 

so nimmt die Doppelpunktsgleiehung (4) die Gestalt an: 

(26) bt1ct1 + b t2 ct2 + bt3 c t3 = 0, t = 1,2,3, 
" " " 

in der sie aussagt, daB von den 9 Punkten ct, u' t, u = 1, 2, 3, immer 3 
solche Punkte, die denselben vorderen Index t besitzen, in einer und der
selben Geraden liegen. 

Man uberzeugt sieh femer leicht, daB diese drei Geraden niehts an
deres sind als die Verbindungslinien der Doppelpunkte der Kollineation 
f oder, was dasselbe ist, als die drei Doppellinien der Kollineation ~. 

Da sieh namlich wegen der Gleiehungen (8) des vorlgen Absehnitts die 
Gleiehungen (25) in del' Form sehreiben lassen: 

eutt - euf = ct,u' t, u = 1, 2, 3, 
oder aueh In der Form 

(27) eu(rt-f) =ct,,,, t, U= 1,2,3, 

so kann man die drei Differenzen tt - f, t = 1, 2, 3, als die Ausdriieke 
filr drei Punkt-Punkt-Kollineationen auffassen; denn die neun GIeiehungen 
(27) liefern ja fur diese drei Differenzen die folgende Darstellung dureh 
extensive Bruehe: 

(28) 

Dabei gehOren die drei gewonnenen Bruehe (28) wegen (26) drei ent
artenden Punkt-Punkt-Kollineationen zu. 

Man kann noch hinzufugen, daB diese Kollineationen einfach ent
arten. U m dies einzusehen, frage man: In welcher Weise wandeln die 
drei entartenden Kollinea~ionen (28) die Doppelpunkte du del' Kollinea
tion f um? Man bilde also die neun Produkte 

es wird 

(29) 

du(tt - f), t, u = 1,2, 3; 

du(tt - f) = dutt - duf oder wegen (1) 

= du tt - tudu, das heiBt: 

du(tt - f) = (tt - tJdu , t, u = 1, 2, 3. 

Da abel' nach Satz 328 fur den von uns ,orausgesetzten Fall dreier 
reellen und voneinander verschiedenen Hauptzahlen die drei Doppelpunkte 
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du ein eigentliches Dreieck bilden, also als Nenner von Kollineations
bruehen zulassig sind, so folgen aus den Gleiehungen (29) fur die Diffe
renzen r t - I die neuen Bruchdarstellungen: 

(30) r - f = (tt-tl)al , (tt-t2)dt-,_(t"t-~s)~~ t 1 2 3 
t dl , d2 , ds ' =". 

Insbesondere wird somit 

rl - f = _~_o, __ (tl=_9t12-,Jl'1 ~ rs)l1s , 
al , d2 , ds 

(31) r _ f - (t2 -~l) du ___ O, ___ j~C:-_!3)_I1S 
2 - al , d2 , ds ' 

r -f _ (t8-=!I)dl~_-r2)d2'_O ___ . 
s - dl , d 21 ds 

In jedem von diesen drei Bruehen (31) sind die beiden neben der Zahl
groBe 0 auftretenden Zahler linear unabhiingig voneinander; denn 

erstens liegen naeh obigem die Punkte du d2 , £1s voneinander ge
trennt, und 

z wei ten s sind die 6 Differenzen 

r t - ru , t, u = 1, 2, 3, u 9= t, 
naeh unserer Voraussetzung uber die Hauptzahlen r t von N uil verschieden. 
Die drei Bruche (31) sind daher wirklieh die Ausdrueke fur drei einfach 
entartende Punkt-Punkt-Kollineationen, und diese besitzen, wie die Form 
jener Briiehe zeigt, beziehlieh die Geraden der drei Stabe 

DI = [£12 £1sJ, D2 = [dsdIJ, Ds = [dl d2J, 
das heiBt die drei Doppellinien der Kollineation st, zu Hauptgeraden, 
die Punkte 

d2 und ds, ds und dll dl und d2 

zu Hauptpunkten (vgl. S. 67 f.) und die drei Punkte 

~, ~, ~, 

oder was dasselbe ist, die jenen Doppellinien gegeniiberliegenden Doppel
punkte der Kollineation I, zu Nullpunkten (vgl. Fig. 43). 

Da nun aber bei eiuer einfaeh entartenden Kollineation die Bilder 
aller Punkte der Ebene auf die Hauptgerade fallen und abgesehen von 
dem Bilde des Nullpunktes der Kollineation auch eine von Null ver
schiedene Masse haben, so gehoren insbesondere aueh die drei Punkttripel 

cI,u = eu(rl - f), c2,u = eu (r2 - f), ca,,, = e,,(rs - f), 
u=1,2,3, u=1,2,3, u=1,2,3, 

die ill den clrei einfach entartenden Kollineationen 
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den Ecken e" des FundamentaldreieckR entsprechen, den Doppellinien 

D1 , D 2 , D. 

der Kollineation ~ an. Und da 
in jedem dieser drei Punkttripel 
mindestens zwei von Null verschie
dene Punkte enthalten sein miissen, 
so kann man die drei Doppellinien 
Dl1 D2 , D. der Kollineation ~ fin
den, indem man immer zwei der
artige Punkte des zugehOrigen 
Punkttripels miteinander verbindet. 
Und die Schnittpunkte der Doppel
linien Dl1 D2 , D. von ~ sind 
dann die Doppelpunkte. 

der Kollineation fl). 
Eine dualistisch entsprechende 

geometrische Deutung Wle die 
Doppelpunktsgleichung (4) gestat
tet die Doppelliniengleichung (13). 

Die Abbildung innerhalb einer 
Doppellinie der Kollineation: Pro
jektivitiit in der Gm·aden. Der Fall 
zweier konjugiert komplexen Haupt

:Fig. 4 •. 

93 

zahlen: Positiv zirkuliire Abbildung in der zugehOrigen Doppellinie. Man kann 
noch bemerken, da£ in dem vor der Hand allein betrachteten Falle un· 
gleicher Hauptzahlen eine Doppellinie sich niemals punktweise zugeord· 
net ist. In der Tat, sind die drei Hduptzahlen der Kollineation f zugleich 
siimtlich reell, besitzt also die Kollineation drei getrennte, ein Dreieck 
bildende reelle Doppelpunkte, deren Verbindungslinien dann die Doppel
linien darstellen, so sind auf jeder von dies en Doppellinien die beiden 
auf ihr liegenden Ecken des Doppelpunktsdreiecks die einzigen Punkte 
dieser Doppellinie, welche sich selbst entsprechen. Denn, ist zum Beispiel 

(32) 

1) Vgl. hierzu die Dissertation von G. Wolff: Uber Kollineationen in der 
Ebene. GieBen 1910. Herr Wolff, dem ich meine oben entwickelte heuristische 
Methode fiir die Deutung der Doppelpunktsgleichung mitgeteilt hatte, gibt in seiner 
Arbeit Seite 32-34 eine verifizierende Bestiitigung meines Ergebnisses. 
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Bin beliebiger Punkt der Doppellinie dt d2 , so wird ihm wegen (9) d urch 
die Kollineation f der Punkt 

(33) 

zugewiesen. Der Punkt ~t It dt + ~2 I2 d2 aber gehort zwar, WIe es sein 
muB, der Geraden dt d2 an, ist aber andererseits wegen 

It =+=!2 

sicher von dem Punkt y = ~I dl + ~2d2 raumlich verschieden, wenigstens 
so lange nicht eine der Ableitzahlen ~t und ~2 verschwindet, so lange 
also der Punkt y nicht gerade mit einer der beiden die Doppellinie be
stimmenden Eeken des Doppelpunktsdreiecks zusammenlallt. 

Aber man kann auch leicht angeben, welcher Art die Zuordnung 
zwischen den Punkten y und yf sein muB. Denn, da durch die Kollineation 
jede Punktreihe der Ebene in eine projektive Punktreihe iibergeflihrt wird, 
so ist die Abbildung auf einer Doppellinie nichts anderes als eine projektire 
Abbildung einer Punktreihe in ihrer eigenen Linie, wie wir sie im dritten 
Hauptteil ausflihrlich behandelt haben. Und diese projektive Abbildung 
wird, wie die Vergleichung von (32) und (33) zeigt, durch Projekti vitatsbruch 

(34) 
bewirkt. 

Nicht wesentlich anders liegen die Verhaltnisse, wenn zu;ei Haupt
zahlen It und I2 der Kollineation f konjugiert komplex oder entgegengesetzt 1·ein 
imaginar sind. Alsdann ist die dritte Hauptzahl I3 reelI, und dieser ge
hort ein vereinzelt liegender reeller Doppelpunkt ds zu. Ferner ist auch 

die entsprechende Hauptzahl ffi3 = ~ der adjungierten Kollineation ~ 
t. 

ree11 und somit auch die dem Punkte ds gegeniiberliegende Doppellinie 
Ds. Die Abbildung auf dieser Doppellinie aber ist wiederum eine Pro
jektivitat in der Geraden, und zwar eine Projektivitat mit zwei konjugiert 
komplex en Doppelpunkten, das h~Bt, die im 17. Abschnitt eingehend 
untersuchte positiv zirkulare AbNldttng in der Geraden. Dabei laBt sich 
ein Komponentenpaar jener konjugiert komplexen Doppelpunkte wieder 
nach dem auf S. 152:1f. des ersten Bandes entwickelten Verfahren be
stimmen. 

Zweiter Hauptfall: Die Kollineation f besitzt zwei gleiche Hauptzahlen. 
Wir gehen nunmehr zu dem zweiten Hauptfalle einer Punkt-Punkt-Kolli
neation liber, wo die Hauptgleichung (6) zwei gleiche Wurzeln 

(35) I2 = fa = n 
darbietet, bei dem aber die dritte Wurzel 

(36) 
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von den beiden W urzeln ta und ta verschieden ist, wo also 

~D m+n 
ist. Wie oben gezeigt wurde, sind dann die beiden zu den Hauptzahlen 
m und n gehorenden Doppelpunkte d1 und d2 voneinander getrennt, und 
es herrscht also zwischen diesen beiden Punkten keine Zahlbeziehung. 
Ferner liegt von den drei Grundpunkten ell ea, es der Kollineation, die 
ja die Ecken eines eigentlichen Dreiecks bilden, sicher eiller nicht auf 
der Geraden d1 ds; dieser Punkt sei es. Alsdann lassen sich die drei 
Punkte dll ds, ea als Nenner des Bruches f verwenden; der Bruch ge
stattet somit die Darstellung: 

f = mdl> nd!, as. 
dl , d!, es 

Und diese kann man, wenn man in ihr 

fur die Zahler m dl und as 

die Produkte d1 fund es f 

setzt, die aus den entsprechenden Nennern durch Multiplikation mit t 
hervorgehen, auch in der Form schreiben: 

(38) 

Stellt man aber auf Grund dieser Form (38) des Bruches f die Haupt
gleichung (5) von neuem auf, so erhalt man die Gleichung 

[(tdl - dlf) (td2 - nds)(res - est)] = 0 oder 

(t - n) [(rdl - dl f)ds (res - esf)] = O. 
SolI nun diese Gleichung dritten Grades in r zwei gleiche W urzeln r = n 
aufweisen, so muB sie auch nach der Division mit r - n noch immer er
fullt bleiben, sobald man in ihr r = n setzt, das heiBt, es muB die Glei
chung bestehen: 

Aus dem Verschwinden des auBeren Produktes auf der linken Seite folgt, 
daB zwischen seinen Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, also eine 
Gleichung von der Form gilt: 

(39) fend1 - dlf) + gds + ~(nes - est) = O. 

Und in dieser Gleichung kann ~ nicht null sein, weil sonet wegen 
dl f = m dl zwischen den Doppelpunkten dt und d2 allein eine lineare Ab
hangigkeit bestehen wurde, was nach dem Obigen ausgeschlossen ist. 

Schreibt man die Gleichung (39) in der Form: 

(40) gds + n(fdt + ~es) - (fdt + ~es)f = 0 

und fuhrt endlich fUr die in den beiden Klammern auftretende Summe 
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fdt + fjes ~ie kurze Bezeichnung ts ein, setzt somit 

(41) ta = fdt + fjea, 
so ist ta em Punkt, welcher der Geraden dt ea angehort (vgl. Fig. 44), 

ohne mit dt zusammenzufaIlen, der also nicht 
auf der Geraden dt d2 liegt. Infolgedessen darf 
er neben dt und d2 als dritter Nenner des 
Bruches f verwendet werden. Man kann aber 
auch leicht den entsprechenden Zahler angeben. 

____ '------dl Denn durch Substitution der Abkurzung (41) 
e3 t3 

Fig. 44. verwandelt sich die Gleichung (40) in: 

(42) 9 d2 + n ts - ts f = 0, 
und diese liefert fur den zu dem N enner ts gehorigen Zahler ts f den Wert 

(43) tst = nts + gd2 • 

Fur den Bruch f erhalt man also die folgende neue Form: 

(44) f _ m'dt> nd., nt. +_gd. 
- d" d., ts ' 

welche die "N ormalform des extensiven Bruches einer Punkt
Punkt-Kollineatiou mit zwei gleichen Hauptzahleu" hei£en moge. 
Diese N ormalform liefert zwei Unterfiille, je nachdem 9 = 0 oder 9 9= 0 ist. 

Erster Unterfall: Die perspektive Kollineation. Ihre Charakteristik, 
ihre Flltchtlinie. In dem ersten Uuterfall, das heiBt in dem FaIle, 
wo 9 = 0 ist, wird der Punkt is zum Doppelpunkt und moge daher 
mit dem Buchstaben ds bezeichnet werden. Der Bruch (44) uimmt dann 
die Form an: 

(45) 

Durch ihn wird jeder Punkt der Geraden S = [d2 daJ m sem n- faches 
verwandelt, die Gerade S geht also punktweise in sich uber, das heiBt, 

s x jeder ihrer Punkte ist eiu Doppelpunkt. Dadurch 
wiederum wird es bedingt, da£ auf einer jeden Ge
raden U ihr Schuittpunkt s mit der Geraden S feat 
bleibt, daB ihr also, falls sie nicht gerade durch den 
vereinzelt liegenden Doppelpunkt dt geht' cine vou 
ihr verschiedene Gerade U~ zugewiesen wird, die sich 
mit der Originalgeraden U auf der Linie S schueidet 
(vgl. Fig. 45). Geht aber die Gerade U durch den 
Doppelpunkt dt hindurch, so bleibt auf ihr au£er 

Fig, 45. ihrem Schnittpunkt s mit der Geradeu S auch der 
Puukt d) fest. Eine jede derartige Gerade ist daher eine Doppellinie der 
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Abbildung, und die Punkte s und dl sind die auf ihr liegenden Doppel
punkte; jeder andere Punkt x einer solchen Geraden dagegen wird durch 
die Abbildung in einen von ihm getrennt liegenden, aber ebenfalls der 
Doppellinie xdl angehOrenden Punkt xi ubergefuhrt. 

Die durch diese Eigenschaften gekennzeichnete KolIineation (45) 
heiSt eine "perspektive Kollineation in der Ebene" oder auch wohl 
eine "zentrische Perspektive in der Ebene", der Punkt dl ihr 
"Kollineationszenhum" oder ihr "Mittelpunkt", die Gerade S ihre 
"Kollineations8chse" oder ihre "Spurlinie". 

Mit Rucksicht auf diese Kunstausdrucke kann man unsere Ergebnisse 
in dem folgenden Satze zusammenfassen: 

Satz 330: Bei der durch den Bruch (45) dargestellten per
spektiven Kollineation lieg-en je zwei entsprechende Punkte x 
und xi auf einer durch das Kollineationszentrum dl gehenden 
Geraden, und je zwei entsprechende, nicht durch dl gehende, 
Geraden U und ua schneiden sich in einem Punkte der Kolli
neationsachse S = [d2ds] (vgl. die obige Figur 45). 

Will man uber die geometrische Bedeutung der Hauptzahlen m und 

n oder vielmehr ihres Verhaltnisses m, dem ja allein ein geometrischer 
n 

Sinn zukommen kann, AufschluB erhalten, so stelle man einen beliebigen 
Punkt x der Ebene als Vielfachensumme des 
Kollineationszentrums dl und desjenigen Punk-
tes t dar, in dem die Spurlinie S von der Ge
raden xdl geschnitten wird (vgl. Fig. 46). dl 
Es sei 
(46) x = bldl + tt; 
dann muB der zugeordnete Punkt xf nach 
Satz 330 ebenfalls der Doppellinie dl t an
gehOren. In der Tat wird 

xf = bl d1 r + t tf, 

oder, da die Punkte dl und t bei der MuItipli
kation mit i in ihr m- und n-faches ubergehen, 

(47) xl = mbldl + ntt. 

s 

Fig. 46. 

Das DoppelverhaItnis des Punktwurfes dl1 t, x, xf wird daher (vgl. Seite 50 
des ersten Bandes) 

(48) (d t -) = [d1xlJd1xf] = m 
1 X x, [xt] . [xf t] n ' 

womit die geometrische Bedeutung des Verhiiltnisses m der beiden voneinander 
n 

verschiedenen Hauptzahlen gefunden ist, und man hat den Satz: 
GraJlmann: Projektive Geometrie d. Ebene. IT. 7 



98 Die Doppelelemente der Kollineation. 

Satz 331: Bei der perspektiven Kollineation in der Ebene 
ist das durch das Kollineationszentrum, die Kollineationsachse 
und ein Paar zugeordneter Punkte bestimmte Doppelverhiiltnis 
konstant, niimlich gleich dem Verhiiltnis der beiden dem Kolli
neationszentrum und der Kollineationsachse zugehorigen Haupt
zahlen. 

1st das Kollineationszentrum und die Kollineationsachse der perspek
tiven Kollineation gegeben, so reicht die Angabe des genannten Doppel

verhiiltnisses, also des Verhaltnisses m der beiden voneinander verschie-
n 

denen Hauptzahlen, aus, um die Abbildung abgesehen von einem geo-
metrisch bedeutungslosen Zahlfaktor eindeutig zu definieren. Dies Doppel
verhiiltnis heiBt daher (nach W. Fiedler 1) die Charakteristik der 
perspektiven Kollineation. 

Da ferner die Charakteristik festgelegt ist, sobald auBer dem Kolli
neationszentrum und der Kollineationsachse noch zwei zugeordnete Punkte 
ihrer Lage nach bekannt sind, so hat man den weiteren Satz: 

Satz 332: Eine perspektive Ko llineation in der Ebene ist 
eindeutig bestimmt durch das Kollineationszentrum, die Kolli
neationsachse und ein Paar zugeordneter Punkte, die noch auf 
einer durch das Kollineationszentrum gehendenGeraden beliebig 
angenommen werden durfen. 

In der 'fat, ist d1 das Kollineationszentrum, S die Kollineationsachse, 
und ist zu einem beliebigen Punkte x der Ebene sein Bildpunkt xl auf 
der Geraden d1 x belie big angenommen, so liiBt sich zu jedem weiteren 
Punkte y der Ebene sein Bildpunkt yf in folgender Weise konstruieren: 

Man verbinde x mit y und bringe die Verbindungslinie zum Schnitt 
mit der Spurlinie S im Punkte s, verbinde xl mit s und schneide die 
Verbindungslinie mit der Geraden d1 y, so ist der Schnittpunkt der ge
suchte Bildpunkt yf des Punktes y (vgl. die obige Figur 46). 

Um noch eine voUstandigere Anschauung von der Abbildung der 
perspektiven Kollineation zu gewinnen '), betrachte man noch die durch 
sie bewirkte Umwandlung der unendlich fern en Elemente der Ebene, deren 
Bilder nach Seite 83 f. der Fluchtlinie der Kollineation angehOren werden. 
Dazu bezeichne man noch den mit dem Mittelpunkte dl der Kollineation 
zusammenfallenden einfachen Punkt mit m und einen beliebigen einfachen 
Punkt der Kollineationsachse S mit n (vgl. Fig. 47), dann liiBt sich der 

1) Vgl. W. Fiedler, Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung 
mit der Geometrie der Lage. Teil I. Vierte Auflage. 1904. Seite 89 if. 

2) Vgl. hierzu F. Klein, Einleitung in die hOhere Geometrie, I (Autographierte 
Vorlesungshefte). Gottingen 1893. (Zweiter Abdruck. Leipzig 1907). Seite 286 if. 
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unendlich ferne Punkt (eine Strecke) 9 der Geraden m n durch die Diffe
renz darstellen: 
(49) g=n-m. 

Nun kann man den Bruch (45) mit Riicksicht auf die neue Bezeichnung 
auch in der Form schreiben: 

(50) f = min, nd2 , nd •. 
m, d2 , ds 

Dnd da der Punkt n sich als Vielfachensumme 
IaBt, so geht er durch Multiplikation 
mit f ebenso wie d2 und ds in sein 
n-faches iiber, das heiBt, es wird 

(51) nf = nn. 

Fur den der Strecke 9 zugeordneten 
Punkt 
(52) q=gf 

oder, was dasselbe ist, fiir den 
Fluchtpunkt der Geraden mn, erhalt m 

man daher den Ausdruck 

(53) q = un - mm. 

Diese Gleichung aber sagt aus: Dem 
unendlich fernen Punkte 9 der "Mit
telpunktsgeraden" mn wird ein 
Punkt q derselben Geraden zugeordnet, 

s 

n 

s 

von d2 und ds ausdriicken 

Q 

)g 

u 

Fig. 47. 

der das Stiick mn jener Mittelpunktsgeraden zwischen dem Kollineations
zentrum m und der Kollineationsachse S algebraisch im Verhaltllisse n : - m 
teilt, das heiBt im Verhiiltnisse I n I : I m I innerlich oder auBerlich teilt, je 
nachdem das VerhaItnis n: - m positiv oder negativ iat. Hieraus folgt: 
Die Fluchtlinie Q der perspektiven Kollineation ist der Spurlinie (Kolli
neationsachse) S der Abbildung parallel und teilt den Abstand des Kolli
neationszentrums m von der Spurlinie S in dem angegebenen Verhaltnis. 

1st zum Beispiel die Charakteristik m positiv und zugleich < 1, so liegt 
n 

die Fluchtlinie Q vom Kollineationszentrum m der Abbildung aus gerechnet 
jenseits der Spurlinie S, und ihr Abstand von dieser Linie verhalt sich 
zu dem des Kollineationszentrums von der Spurlinie wie m: (n - m). Die 
ganze Halbebene jenseits der Spurlinie S wird dann bei der Abbildung 
reliefartig auf den Ebenenstrei(en zwischen den parallen Geraden S und Q, 
das heifJt zwischen der Spurlinie und der Fluchtlinie, zusammengedriin.qt. 
Diese Zusammendrangung ist urn so starker, je weiter das abzubildende 
Stiick der Halbebene von der Spurlinie entfernt liegt. 

7* 
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1st das Kollineationszentrum m, die Spurlinie S und die Fluehtlinie 
Q der perspektiven Kollineation f gegeben (vgl. die obige Fig. 47), so 
kann man zu jeder Geraden U ihre entsprechende Gerade ua finden, 
indem man 

erstens "ihren Spurpunkt" s, das heiSt denjenigen Punkt der Spur
linie S bestimmt, in dem sie von der Geraden U geschnitten wird, 

zwei tens aber "ihren Fluehtpunkt" q aufsucht, das heiSt denjenigen 
Punkt der Fluchtlinie Q, in welehem sie von der projizierenden Linie 
des unendlich femen Punktes der Geraden U oder, was dasselbe ist, von 

der Parallelen getroffen wird, 
die man durch den Mittel
punkt m zu der Geraden U 
ziehen kann. 

Die Verbindungslinie der 
s g Punkte s und q ist dann die 

x 

u 

Bildgerade ua der Geraden U. 
Unter denselben Voraus

setzungen kann man auch zu 
einem beliebigen Punkte x 
seinen Bildpunkt xf konstru
ieren. Dazu lege man (vgl. 
Fig. 48) durch den Punkt x 

eine beliebige Gerade U, bestimme nach dem soeben 
angegebenen Verfahren ihre Bildgerade ua und bringe 
sie zum Schnitt mit der Geraden mx, das heiSt mit 

Fig. ~. dem projizierenden Strahle des Punktes x, vom Kolli
neationszentrum m aus gezogen, so schneidet dieser die Bildgerade ua 
der Geraden U in dem llesllchten Bildpunkte xl des Punktes x. 

Die perspektive Kollineation mit der Oharakteristik - 1: Spiegelung an 
einem Punkt und einer Geraden. Ein Interesse bietet noch der besondere 
Fall, wo die Charakteristik den Wert - 1 hat, wo also das Verhaltnis 
der beiden Hauptzahlen 

(54) 

(55) 

m = _ 1, das heiSt, 
n 

u=-m 
ist. In diesem Falle verwandelt sieh der Bruch I aus (50) in den Bruch 

(56) 

oder in das Produkt 
,,' m, -d., --ds " - m -------~---

- m, d., ds ' 
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welches geometrisch gleichbedeutend ist mit dem Bruche 

(57) 

Dieser weist einem jeden Punkte der Ebene 
denjenigen Punkt zu, der von ihm durch 
das Kollineationszentrum und die Spurlinie m 
der Abbildung harmonisch getrennt. ist. 
Die perspektive Kollineation mit der Cha
rakterisik - 1 ist also involutorisch 
und kann mit H. Wiener 1) als eine 
"Spiegelung am Punkte m und der 
Geraden d2 ds'i bezeichnet werden. Bei 

lOt 

x 

Fig. 49. 
ihr liegt die Fluchtlinie in der Mitte zwi
schen der Spurlinie und dem Mittelpunkte der Abbildung (vgl. Fig. 49). 

Das Kollineationszentrum der perspeJ..tiven Kollineation liegt im Un
endlichen: Perspektive Affinitiit. Ihre Oharakteristik. Zwei wichtige Sonder
falle der perspektiven Kollineation erhiilt man, wenn man den Mittelpunkt 
oder die Spurlinie der Abbildung ins Unendliche riicken liiBt. 

Zunachst also verlege man den Mittelpunkt m der perspektiven Kolli
neation ins Unendliche, das heiBt, man ersetze ihn durch eine Strecke g, 
80 daB an die Stelle des Bruches (50) der Bruch 

(58) 

tritt. Alsdann enthiilt die unendlich ferne Gerade zwei Doppelpullkte, 
namlich auBer del' Strecke 9 noch den unendlich femen Punkt (die Strecke) 
h del' Spurlinie d2 ds' Die unendlich ferne Gerade ist daher selbst eine 
Doppellinie del' Abbildung, das heitH, ihr Bild, die Fluchtlinie Q, falit 
ebenfalls ins Unendliche. Jedem unendlich fernen Punkt entspricht also 
wieder ein unendlich ferner Punkt, und die Abbildung geht somit iiber 
(vgl. S. 82 f.) in einen besonderen Fall del' Affinitat, namlich in eine 
Affinitiit mit einer punktweise sich selbst entsprechenden im Endlichen 
liegenden "Spurlinie" d2 ds. Diese Art del' Affinitat heiBt "perspektive 
Affinitiit in del' Ebene", ihre Spurlinie d2 ds auch die "Affinitats
achse", und die den Mittelpunkt del' perspektiven Kollineation vertretende 
Richtung 9 die "Affinitiitsrichtung". 

1) V gl. H. Wiener, Uber geometrische Analysen, Berichte der math.-phys. KlasBe 
der Sachs. Ges. del' WissenBchaften. Juli 1890. Nr. 41. Saite 259 und August 1891. 
Nr. 78. Seite 439. 
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Die Charakteristik der perspektiven Kollineation gewinnt in dem 
Spezialfalle der perspektiven Affinitiit eine noch einfachere geometrische Be

cO 

s 

Fig. 50. 

sprechenden 

(61) 

c 

deutung: 1st namlich x ein einfaeher Punkt 
und n derjenige einfaehe Punkt, in dem die 
Affinitatsaehse d2ds von der Geraden xg ge
sehnitten wird (vgl. Fig. 50), so ist 

(59) x = n + rg 
unter r eine ZahlgroBe verstanden, und es 
wird (vgl. Gleichung (51) und (58) 

Xll = un + mrg. 
xn Fur den entsprechenden einfaehen Punkt erhiilt man 
n 

daher den Ausdruck 

(60) 
xn m 
-~= n+ -rg. n n 

Das Verhiiltnis der beiden Strecken von dem Spurpunkte 
n des projizierenden Strahles x Xll nach den beiden ent

Punkten ~~ und x gezogen wird daher 
n 

xn 
-~ . - n : x - n = m : u. 
n 

Wir erhalten also den Satz: 

Satz 333: Bei der perspektiven Affinitat in der Ebene ist 
das Verhaltnis del' senkrechten oder in der Affinitatsrichtung 
gemessenen Abstande der Bild- und Originalpunkte von der Af
finitatsachse konstant, niimlich gleich dem absoluten Wert der 
Charakteristik. 1st dabei die Charakteristik positiv, so liegen 
Bild und Original auf derselben Seite der Affinitatsachse, ist 
sie negativ, so liegen sie auf verschiedenen Seiten derselben. 

Die perspektive Affinitat Il in der Ebene ist daher abgesehen von 
einem geometrisch bedeutungslosen Zahlfaktor vollstandig bestimmt, wenn 
auBer der Affinitatsachse d2ds und der Affinitatsrichtung 9 noch die 
Charakteristik m : n gegeben ist. Dabei kann anstatt der Affinitiitsrich
tung 9 und der Charakteristik m : U auch ein Paar zugeordneter Punkte e 
und ell gegeben sein, da durch ein solches Paar sowohl die Affinitiits~ 

richtung wie die Charakteristik bestimmt ist. Man hat daher den Satz: 

Satz 334: Eine perspektive Affinitat in der Ebene ist voll~ 
stiindig festgelegt, so bald die Affinitatsachse und ein Paar 
zugeordneter Punkte gegeben ist. 

In der Tat erhiilt man auch mittelst der angegebenen Bestimmungs
stucke sofort zu jedem beliebigen Punkte x seinen Bildpunkt Xil. Man 
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braucht nur den Punkt x mit dem Punkte e zu verbinden und die Ver
bindungslinie mit der Affinitiitsachse zum Schnitt zu bringen im Punkte s. 
Alsdann schneide~ die Verbindungslinie ells aus der durch x zu der Ge
raden e ell gezogenen Parallelen den gesuchten Bildpunkt Xll aus. 

Die perspektive Affinitiit mit der Chamkteristik - 1: Sehiefe und senk
reehte Spiegelung an einer Geraden. Besitzt die Charakteristik den be
sonderen Wert - 1, ist also die .Ab bildung zugleieh 
involutoriseh, so geht aua der perspektiven Affinitiit 
der spezielle Fall der "schiefen oder senkrechten 
Spiegelung an der Geraden d2da" hervor (vgl. 
Fig. 51). Dieaelbe liiJ3t sich durch den Bruch dar-
stellen: 

(62) 

Die Spurlinie der perspektiven Kollineation liegt d 
im Unendliehen: Perspektive Ahnliehkeit. Ihr Ver
grofJerungsverhiiltnis. LiiBt man andererseits bei einer 
perspektiven Kollineation die Spurlinie ins Unend

Fig. 51. 

liche rucken, ersetzt also die Doppelpunkte d2 und as, die derselben 
Hauptzahl n zugehoren, durch zwei Strecken g2 und g3' so tritt an die 
Stelle des Bruches (50) del' Bruch 

(63) .. mm, ng21 ngs 
Il=----·, 

111, g., gs 

und es entspricht die unendlich ferne Gerade punktweise sich selbst. 
Einer jeden andern Geraden ist also eine mit ihr parallele oder zusammen
fallende Gerade zugeordnet. Insbesondere laufen somit auch die Seiten 
entsprechender Dreiecke einander parallel, und da andererseits die Ver
bindungslinien zugeordneter Ecken zweier solchen Dreiecke wie bei jeder 
perspektiven Kollineation durch einen und denselben Punkt, niimlich durch 
den in den Bruchen (63) und (50) auftretenden Punkt m gehen, so sind 
zwei solche Dreiecke ahnlich und in iihnlicher (perspektiver) Lage, woraus 
dann folgt, daB dasselbe auch von den ganzen durch den Bruch ii auf
einander bezogenen Systemen gilt. 

Die Abbildung ii heiBt daher "perspektive Ahnlichkeit", del' 
Punkt m ihr "Ahnlichkeitspunkt" (vgl. Fig. 52). 

Um die geometrische Bedeutung der Charakteristik zu finden, stelle 
man einen beliebigen einlaehen Punkt x als Vielfachensumme des Ahn
lichkeitspunktes 1ft, del' wie bisher als einfaelter Punkt gedacht werden 
soli, und des unendlich fernen Punktes 9 del' Geraden mx dar. Es sei 
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(64) x = m + -e.g, 
unter -e. elDe ZahlgroJ3e verstanden. Dann wird 

xii = mm + n-e.g. 

Fur den entsprechenden einfachen Punkt xii erhiilt man also den Aus
m 

druck 

(65) xii n -=m+-g. m m 

Das Verhaltnis der beiden Strecken, die von dem Ahnlichkeitspunkte m 
beider Systeme nach den entsprechenden Punkten xii und x fiihren, das 
man zugleich als das "VergroBerungsverhaltnis der Ab bildung" 
bezeichnen kann, wird daher: 

(66) 
xii 
111. - m : x - m = 11 : m, 

und man hat den Satz: 
Satz 335: Bei der perspektiven Ahnlichkeit ist das Ver

groSerungsverhaltnis der reziproke Wert der absolut genom
menen Charakteristik. 1st ferner die Charakteristik positiv, so 
sind die beiden aufeinander bezogenen Systeme gleichsinnig 

cd ahnlich, ist sie negativ, so sind sie 
ungleichsinnig ahnlich. 

C 
m 

" m 

aii 
Cf 

a 
Fig. 52. Fig. 53. 

Die perspektive Ahnlichkeit mit der Charakteristik - 1: Spiegelung an 
einem Punkte. Besitzt die Charakteristik den besonderen Wert - 1, ist 
also die Abbildung involutorisch, so geht die perspektive Ahnlichkeit iiber 
in die Spiegelung am Punkte m (vgl. Fig. 53). Sie laSt sich am ein
fachsten durch den Bruch darstellen: 

(67) ~ = 'n!.,--"=Jb, - Os • 
m, g" gs 

Zweiter Unterfall: Zwei getrennte reelle Doppelpunkte und neben ihrer 
Verbindungslinie noch eine zweite, durch den einen von den beiden Doppel-
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punkten gehende,· Doppellinie, aUf der eine zentrische Schiebung in der Ge
raaen nach jenem DoppeZpunkte als Zielpunkt stattfindet. Wir gehen nun
mehr zu dem zweiten Unterfalle fiber, wo in dem obigen Bruche: 

(44) 

die ZahlgroBe 
(68) 

f = mdl> nd!, nts + gd! 
dp dv ts 

ist. In diesem Falle besitzt die zugehorige Kollineation die beiden ge
trennt liegenden reellen Punkte dl uund d2 zu Doppelpunkten und ihre 
Verbindungslinie d l d2 zur Doppellinie. AuBerdem aber hat sie noch die 
Gerade d2 ts zur Doppellinie. In dieser Geraden ist jedocb der Punkt d2 

der einzige Doppelpunkt, und die Kollineation ruft in dieser Doppellinie 
genau wie der zu f gehOrende Unterbruch 

(69) 11 = ndv nts + gd! 
d!, ts 

(vgl. Seite 198 if. des erst en Bandes) eine zentrische Schiebung in der 
Geraden mit dem Zielpunkte d2 hervor, in der die Punkte ts und ntg + gaa 
einander zugeordnet sind. 

Dritter Hauptfall: Die Kollineation f besitzt arei gleiche Hauptzahlen. 
Wir wenden uns endlich zu dem dritten Hauptfall, wo alle drei W urzeln 
der Hauptgleichung (6) einander gleich sind, wo somit 

r0 ~=~=~=m 
ist. 1st dann d der zu der Hauptzahl m gehorende Doppelpunkt, und 
sind ea und eg zwei von ihm raumlich verschiedene Ecken des Funda
mentaldreiecks, so gestattet der Bruch (7) des vorigen Abschnitts die 
Darstellung 

(71) 

Und stellt man auf Grund dieser zweiten Form des Brucbes f die Haupt
gleichung (5) von Neuem auf, so erhalt man die Gleichung 

[(rd - md)(re2 - aa)(res - as)] = 0 
oder 
(72) 

Soll nun diese Gleichung dritten Grades in r drei gleiche Wurzeln 

rl = r2 = rs = m 
darbieten, so muB sie auch nach der Division mit r - m noch erfiillt 
bleiben, sobald man r = m setzt, .das heiBt, es muB die Gleichung be
steben: 
(73) [d(me2 - at)(mes - as)] = O. 
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Aus dem Verschwinden des iiuBeren Produktes der link en Seite aber 
folgt, daB zwischen seinen Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, also 
eine Gleichung von der Form gilt: 

(74) fd + f9(m~ - as) + fs(mes - as) = O. 
In dieser Zahlbeziehung konnen die beiden Ableitzahlen fll und fa nicht 
gleichzeitig verschwinden. Denn da sicher nicht aIle drei GroBen f, f" fa 
gleicb Null sind, so wiirde aus dem Verschwinden von f2 und fs das Ver
schwinden von d folgen, was selbstverstiindlich ausgeschlossen ist. Wir 
setzen nun 
(75) 

dann ist ts eine von Null verschiedene GroBe erster Stufe (ein Punkt oder 
eine Strecke). Und nehmen wir etwa noch an, daB 
speziell fll von Null verschieden sei, so liegt tt auf 
der Geraden elles, ohne mit dem Punkte es zusammen
zufallen, bildet daher sicher ebenso wie es mit den 
beiden Punkten d und es ein Dreieck (vgL Fig. 54) 
und kann somit anstatt e, als N enner des Bruches , 
verwendet werden. Da bei wird der zugehorige 

Fig. 54. Ziihlerpunkt: 

(76) ts' = f2 aS + faas ' 
Nun liiBt sich aber die Gleichung (74) in die Form schreiben: 

fd + m(f2~ + fses) - (f,a, + fsas) = 0 
oder wegen (75) und (76) in der Form: 

fd + mt, - tll! = 0, 
so daB man ffir til' den Wert erhiilt: 

(77) til' = mtll + fd. 
Der Punkt tll liefert also bei der Multiplikation mit f sein m-faches noch 
vermehrt urn ein gewisses Vielfaches des Doppelpunktes d und der Bruch f 
liiBt daher die Darstellung zu: 
(78) f= md, mt.+fd, as. 

d, tp es 

Stellt man jetzt endlich auf Grund dieser dritten Form des Bruches f die 
Hauptgleichung (5) von Neuem auf, so erhiHt man die Gleichung: 

[(rd - md)(rt2 - mt, - fd)(res - as)] = 0 oder 

(r - m)[d«r - m)t, - fd)(res - as)] = 0 

oder nach Satz 16 die Gleichung: 

(79) (r - m)2[dts(res - us)] = O. 

Nun solI aber diese Gleichung dritten Grades in r drei gleiche Wurzeln 
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m aufweisen, sie muB also auch noch nach der Division mit (t - m)t er
fiillt bleiben, sobald man t = m setzt, das heillt, es muB die Gleichung 
bestehen: 
(80) [dtt(mes - as)] = 0 
oder die gleichwertige Zahlbeziehung: 

(81) gd + ~ti + j(mes - as) = 0, 
in der wieder die ZahlgroBe j nicht null sein darf, weil sonst zwischen 
den GroBen d und tt eine Zahlbeziehung herrschen wiirde, was nach dem 
Obigen nicht der Fall ist. Setzt man daher 

(82) ts = jea, 
so ist ts ebenso wie es ein Punkt, der als Nenner von f dienen kann, 
und es wird wegen (78) 
(83) tsf = jas' 

Mit Riicksicht auf (82) und (83) aber lii.Bt sich die Gleichung (81) auch 
in der Form schreiben 

gd + ~tll + mta - tsl = 0 
und liefert also fUr fa I den Wert 

(84) tsf = mts + gd + ~tll' 
Fiir den Bruch f erhii.lt man daher die folgende vierte Form 

(85) f _ md, mtt + fd, mta + gd + ~tt 
- d, tt, ta ' 

welche die "N ormalform des Bruches einer Punkt-Punkt-Kolli
neation mit drei gleichen Hauphahlen" heiBen mag. Diese Normal
form liefert drei wesentlich verschieaene Unterf iille. 

Erster Unterfall: Die Deckung una Iaentitiit. Sind zuerst aIle drei 
GroBen f, g, ~ gleich Null, so werden die Punkte tll und ts zu Doppel
punkten. Die Buchstaben ts und fa mogen daher in diesem Falle durch 
die Buchstaben dll und ds ersetzt werden. Schreibt man zugleich d1 an
~tatt a, so erhiiJ.t der Kollineationsbruch die Form 

(86) f = mdu mdt, mds =m 
d1 , d!, ds . 

Derselbe verwandelt uberhaupt jeden Punkt der Ebene in sein m-faches. 
Die beiden durch den Bruch f aufeinander bezogenen Punktsysteme decken 
sich somit vollstii.ndig, und der Bruch fist also der analytische Ausdruck 
fiir die "Dec kung" zweier ebenen Systeme. Er verwandelt sich in den 
Ausdruck fur die "Identitii.t" 
{87) 1 _ dl1 dB' ds 

- dl1 d l , ds ' 

wenn die ZahlgroBe m den Wert 1 besitzt. 
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Zweiter Unterfall: Die zentrische Schiebung in der Ebene. Ihr Ziel
punkt und ihre Spurlinie. 1st ferner in dem Bruche (85) die Zahlgro6e 
f = 0, aber wenigstens eine von den beiden Zahlgro6en g und 9 von Null 
verscbieden, so wird t2 ein Doppelpunkt. Wir ersetzen daher wieder den 
Buchstaben t2 durch d2; zugleich schreiben wir dl anstatt d und erhalten 
so den Bruch: 

In ihm ist die Summe gdl + gd2 ein Punkt der Geraden dl d2• Bezeich
net man dieseu Punkt mit d', setzt also 

(88) 

so verwandelt sich der Bruch 3 in 

(89) 

wo d' durch die Gleichung (88) definiert ist. 
Aus dieser Form kann man leicht die geometrische Bedeutung des 

Bruches 3 ablesen. Zunachst sieht man, daB der Bruch die Gerade dl ds 
punktweise in sich iiberfiihrt. Diese Gerade hei6t daher "die Spur
linie der Kollineation 3". 1st ferner 

(90) x = !ldl + !2d, + !sts 

ein Punkt au6erhalb der Spurlinie, ist also in der Vielfachensumme (90) 

so wird wegen (89) 
(91) 

!s =1= 0, 

Der Punkt x verwandelt sich somit in sein m-faches noch vermehrt um 
ein nicht verschwindendes Vielfaches von d'. Ein jeder nicht auf del' Spur

z 

II 

Fig. 55. 

linie liegende Punkt x wird also auf 
der von ihm nach dem "Zielpunkte" d' 
fiihrenden Geraden xd' verschoben (vgl. 
Fig.55), woraus folgt, da6 jede einzelne 
solche "Zielgerade" xd' eine Doppel
linie der Kollineation 3 bildet, daB also 
das Strahlbiischel mit dem Scheitel d' 
strahlweise in sich iibergeht. 

U m die GroBe der Verschiebung 
des Punktes x auf seiner Zielgeraden xd' 
zu bestimmen, das heiBt, seinen Bild
punkt x3 zu konstruieren, denke man 
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:sich auBer del' Spurlinie dl ds und dem Punkte ts noch seinen Bildpunkt 

ts3 = mts + d' 
gegeben. Dann schneidet die Verbindungslinie ts ts 3 aus der Spurgeraden 
dl ds den Zielpunkt d' der Abbildung aus. Ferner beachte man, daB sich 
je zwei einander zugeordnete Geraden der Ebene auf der Spurlinie schneiden 
mussen. 1st daher s der Punkt, in dem die Gerade xts die Spurlinie dl ds 
trifft, so wird die der Geraden sts zugeordnete Gerade s ts3 ~ie Ziel
gerade xd' des Punktes x in dem gesuchten Bildpunkt x3 schneiden. 

Man kann daher sagen: Der Bruch 3 bewirkt eine "zentrische 
Schiebung in der Ebene mit dem Zielpunkte d' und der durch 
ihn gehenden Spurlinie dlds". Dabei entspricht der Zielpunkt d' der 
Schiebungsrichtung einer gewolmlichen Schiebung, wahrend die Spurlinie 
dieselbe Rolle spielt, die bei einer gewohnlichen Schiebung 'der unendlich 
femen Geraden zukommt. In der Tat bleiben bei einer gewohnlichen 
Schiebung aile Geraden der Ebene sich seIber parallel, schneiden sich 
also mit ihrer Bildgeraden auf der unendlich femen Geraden. Diese ent
spricht daher wirklich genau der Spurlinie der zentrischen Schiebung. 

Die Spurlinie der zentrischm Schiebung liegt im Unmdlichm: Gewohn
liche Schiebung in der Ebme. Man erhiilt den extensiven Bruch fur eine 
gewohnliche Schiebung, indem man in der Gleichung (88) und in dem 
Bruche (89) fur die zentrische Schiebung die Doppelpunkte dl und ds 
durch zwei Strecken gl und g2 ersetzt, wodurch sich der Ausdruck (88) 
fur den Zielpunkt d' in den Ausdruck fiir eine Strecke 

(92) g' = gdl + ~d2 
verwandelt. Diese Strecke g' wird dabei direkt die Verschiebungsstrecke, 
wenn man noch m = 1 annimmt und den Punkt ts als einfachen Punkt 
voraussetzt. Der auf diese Weise aus (89) hervorgehende Bruch 

(93) f = 91' 921 ts + g' 
91' 9'4' ts 

stellt dann die "Schiebung in der Ebene urn die Strecke g'" dar. 

Dritter Unterfall: Ein Doppelpunkt und eine durch ihn gehende Doppel
linie. Verbindung einer zentrischen Schiebung in der Doppellinie nach dem 
lJoppelpunkte hin mit einer Strahlbiischelschiebung um den Doppelpunkt nach 
der Doppellinie hin. Sind endlich in dem Bruche (85) aIle drei Zahl
groBen f, g, ~ von Null verschieden, so laBt der Bruch 

(94) f = ~d, mt'4+ fd, mts + gd + ~tl 
d, t'J' ts 

in seiner Ebene dt2ts nur den einen Punkt d'und die durch ihn gehende 
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Gerade at2 in Ruhe und ruft in der auf dieser Geraden liegenden Punkt
reihe ebenso wie sein Unterbruch 

(95) 

(vgl. Seite 198ft'. des ersten Bandes) eine zentrische Schiebung mit 
~ tL. __ L. / dem Zielpunkte a her-
'('e2~ __ -9"U __ ...;2,,-"-:o<uq. _____ --:=oOa vor, deren GroBe sich 

dadurch bestimmt, daB 
durch sie der Punkt ts in 
den Punkt ta' = mta + fa 
iibergefiihrt wird (vgl. 
Fig. 56). AuBerdem aber 

bewirkt der Bruch , in dem Strahl
biischel, das den Doppelpunkt a zum 
Scheitel hat, eine Abbildung, die man 

auffassen kann als den Schein einer gewissen 
zentrischen Schiebung einer zweiten Punktreihe 
genommen vom Punkte a aus. Multipliziert man 

(lJ namlich den zweiten und dritten Nenner und 
Fig. 56. Zahler des Bruches (94) auBerlich mit dem Doppel-

punkte d, so findet man, daB die Strahlen 

[tad] und [tad] in die Strahlen 

m[t,a] und [(mts + ~tl)d] 
verwandelt werden, welche die Scheine der Punkte 

mt, und mts + ~ts 
vom Punkte a aus gesehen darstellen. Bezeichnet man daher den Bruch, 
der die N enner 

ts und is 

des Bruches (94) in die eben genannten Punkte 

mtl und mts + ~tll 
iiberfiihrt, mit f, setzt also 

(96) 

so bewirkt der Bruch f eine zentrische Sckiebung in der Geraden tsts nack 
aem ZieZpunkte t, kin und von solcher GroBe, daB der Punkt ts in den 
Punkt mts + ~t2 iibergefiihrt wird. Der aus f durch auBere Erweiterung 
mit dem Punkte a entstehende Bruch 

(97) (t m[tl d], m[t. d] + l)[tl d] 
=- [tId], [tad] , 
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welcher diedurch den Bruch f vermittelte Abbildung des Strablbiischels 
mit dem Scheitel d analytisch ausdriickt, stellt also eine "Strahlbiischel
schie bun g" dar die aus der zentrischen Schiebung c in der Geraden 
t2ts durch Projektion vom Punkte d aus hervorgeht und also den Strahl 
[t2 d] zum "Zielstrahl" hat. Sie ist vollstandig festgelegt, wenn auBer 
dem Zielstrahl [t2 d] noch ein Paar zugeordnete Strahlen gegeben sind, 
etwa die beiden Strahlen, die den Punkt ta und seinen zugeordneten Punkt 
tsf = mts + gd + ~t2 von d aus projizieren. Die beiden Schiebungen in 
der Punktreihe t2 , d und in dem Strahlbiischel mit dem Scheitel d stehen 
zueinander in der Beziehung, daB der Trager des einen Gebildes (das heiBt 
der Punktreihe oder des Strahlbiischels) das "Zielelement" des andern ist. 
Sie bestimmen zusammen mit der Lage der beiden zugeordneten Punkte fs 
und tat auf den einander entsprechenden Strahlen [tsd] und [(mts + ~t2)d] 
der Strahlbiischelschiebung die Kollineation f eindeutig. 

In der Tat findet man zu einem beliebigen Punkte x der Ebene den 
entsprechenden Punkt xl, indem man die Gerade xts mit der Doppellinie 
t2 d schneidet, zu dem Schnittpunkte u den entsprechenden Punkt uf in 
der Geraden tj d aufsucht und schlieBlich die Gerade ts r . u f mit dem
jenigen Strahle zum Schnitt bringt, in den der Strahl xd durch die 
Strahlbiischelschiebung iibergefiihrt wird. 

Die drei Faile, wo 

f =1= 0 g = 0 und ~ = 0 

f =1= 0 g =1= 0 und ~ = 0 

f =1= 0 g = 0 und ~ =+= 0 

ist, liefern nichts Neues, sondern lassen sich auf die beiden Unterfalle 2 
und 3 zuriickfiihren. 

Abschnitt 29. 

Das Verschwinden des kombinatorischen Produktes 
dreier Punkt-Punkt-Kollineationen 1). 

Analytische Umformung der Gleichung [Urn] = O. Es sollen im Fol
genden drei Punkt-Punkt-Kollineationen f, I, m in der Ebene betrachtet 
werden, deren kombinatorisches Produkt verschwindet, die also der GIei
chung geniigen: 
(1) [Urn] = O. 

1) Vgl. zu diesem Abschnitt die von mir veranlaBte Dissertation von H. Wehr
heim: fiber das kombinatorische Produkt dreier Kollineationen in der Ebene. 
GieBen. 1909. 
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Fiir einen besonderen Fall ist die geometrische Bedeutung einer 
solchen Gleichung schon im 27. Abschnitt untersucht, namlich fur den 
Fall, wo die drei Faktoren auf der linken Seite der Gleichung (1) einander 
gleich sind,. wo es sich also um das Verschwinden der kombinatorischen 
dritten Potenz eines Kollineationsbruches handelt. Dabei ergab sich, daB 
die in diesem FaIle aus (1) hervorgehende Gleichung 

(2) [fS] = 0 

eine notwendige und hinreichende Bedingttng fur das Entarten der Kolli
neation f darstellt (vgl. Seite 64 fl.). 

Bevor wir abel' an die Aufgabe herangehen, die allgemeinere Glei
chung (1) geometrisch zu deuten, such en wir zunachst diesel' Gleichung 
eine andere Form zu verleihen. Nach den Gleichungen (55) und (46) des 
27. Abschnitts gestattet die linke Seite del' Gleichung (1) die Darstellung: 

1 1 { [Xf.YI.zm]+[Yf,zl.xm]+[d,xI.ymJ} 
(3) [tImJ = aT [xyz] _ [xt . zl . ym] - [yf . xl . zm] - [d . yl . xm] , 

in del' die GroBen x, y, z drei Punkte sind, die nul' del' Ungleichung (50) 
des 27. Abschnitts, das heiBt der Ungleichung 

(4) [xyz] =+= 0, 
zu geniigen haben, also drei ganz beliebige, nicht in gerader Linie liegende 
Punkte sind. Die Gleichung (1) nimmt also die Form an: 

(5) { [xf· yl· zm] + [yf· zl· xm] + [zf· xl· ym]} = o. 
- [x!· zl· ym] - [yl . xl· zm] - [zf . yl· xm] 

Dabei ist bemerkenswert (vgl. die Entwickelung auf Seite 62 f.), daB, 
wenn die Gleichung (5) fiir irgend ein Punkttripel x, y, z besteht, das 
del' Ungleichung (4) Geniige lei stet, sie auch fiir jedes solche Punkttripel 
befriedigt wird. Man hat also den Satz: 

Satz 336: Sind I, 1, m die extensiven Briiche dreier Punkt
Punkt-Kollineationen lD del' Ebene, so laSt sich die Gleichung 

(1) CUm] = 0 

auch durch die G leichung ersetzen: 

(5) { [xf· yl· zm] + [yf· zl· xm] + [zf· xl· ym]} = 0 
- [xf . zl . ym] - [yl . xl . zm] - [d· yl . xm] , 

in del' x, y, z drei beliebige, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte sind. Und umgekehrt: 

So bald die Gleichung (5) fiir irgend drei ein Eligentliches 
Dreieck bildende Punkte x, y, z gilt, so ist auch die Gleichung (1) 
erfiillt, und es besteht also auch die Gleichung (5) nicht nul' fiir 
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jenes eine 'Punkttripel x, y, s, sondern fiir je drei Punkte der 
Ebene, die nicht in einer geraden Linie liegenl). 

Anwendung auf die Gleichung [111] = O. Um die geometrische Be
deutung der Gleichung (1) zu finden, schicken wir die Betrachtung einer 
Anzahl spesieller Falle voraus. Wir untersuchen suniichst den Fall, wo in 
der Gleichung (1) an die Stelle der Kollineationen lund m die identische 
Punkt-Punkt-Kollineation 1 getreten ist, fragen also nach dem geometrischen 
Sinn der Gleichung 
(6) [Ul] = 0, 
in der die Identitiit 

(7) 1=~~2 
elJ ei , es 

als spezielle Punkt-Punkt-Kollineation aufgefaBt ist. 
Nach unserm Satze 336 liiBt sich die Gleichung (6) auch durch die 

Gleichung ersetzen: 

{ [xtys] + [ylsx] + [SIXY]} _ o. 
- [xfzy] - [yfxs] - [styx] - , 

und diese kann, do. die untereinander stehenden Produkte einander ent
gegengesetzt gleich sind, auch in der Form geschrieben werden: 

(8) [xlys] + [yfex] + [slxy] = o. 
Der Satz 336 lieferl daher in dem vorliegenden Falle den folgenden 
Sondersatz: 

Satz 337: Erster Sonderfall von Satz 336: rst f der extensive 
Bruch einer Punkt-Punkt-Kollineation in der Ebene, so liilH 
sich die Gleichung 
(6) [U1] = 0 

auch durch die Gleichung ersetzen: 

(8) [xlys] + [yfzx] + [slxy] = 0, 
in der x, y, z drei beliebige, nicht In elDer Geraden liegende 
Punkte sind. Und umgekehrt: 

1) Sie besteht iibrigens auch fiir Punkte einer und derselben Geraden. Doch 
bietet dies in so fern kein Inte'resse, als fiir drei Punkte einer Geraden die Gleichung (5) 
iiberhaupt stets erfiillt ist, wie auch die drei Kollineationen r, I, m beschaffen sein 
mogen. Denn die Gleichung (5) Hi-6t sich ja nach der Gleichung (46) des 27. Ab
schnitts auch in der Form schreiben: 

[xyz . flm] = OJ 

und diese Gleichung wird bei beliebigen Werten von f,l, m befriedigt, sob aId zwischen 
den drei Punkten x, y, z eine Zahlbeziehung helTscht, das hei6t, sobald diese drei 
Punkte in einer Geraden Hegen. 

G r a II man n: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 8 
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So bald die Gleich ung (8) fur irgend drei ein eigen tlich es 
Dreieck bildende Punkte x, y, z gilt, so ist auch die Gleichung (6) 
erfullt, und es besteht also auch die Gleichung (8) nicht nur 
fur jenes eine Punkttripel x, y, z, sondern fur je drei PUllkte 
der Ebene, die nicht in einer Geraden liegen. 

Eine Kollineation f geniigt dann und nur dann der Gleichung [I 11 J = 0, 
wenn sie sich in eingeschriebener Dreieckslage befindet. Wir finden eine 
erste geometrische Deutung der Gleichung (6), wenn wir in der mit ihr 
gleichwertigen Gleichung (8) die beiden ersten Ecken x und y des Drei
ecks xyz beliebig lassen, die dritte Ecke z aber so wahlen, daf3 die beiden 
ersten Glieder der lin7cen Seite von (8) verschwinden, so daB also die Glei
chungen bestehen: 

(9) 
I [xfyzJ = ° 
1 [yfzxJ = 0, 

welche aussagen, daB der Punkt z erstens der Verbindungslinie der 
Punkte y und xl und zweitens der Verbindungslinie der Punkte x und 

xl 

!I yf angehort (vgl. Fig. 57). Bei dieser Wahl 

ozt 

der dritten Ecke z verkurzt sich die Glei
chung (8) zu 
(10) [zfxyJ = 0, 

und diese Gleichung besagt, daB der Punkt zf 
auf der Verbindungslinie der Punkte x und y 
gelegen ist. Daraus folgt, daf3 das Dreieck 

z -----o----........;~ oX xl yf zf dem Dreieck xy z eingeschrieben ist. 
Y f Da es aber in der Ebene co! Punkte, 

Fig. 57. also 004 Punktpaare x, y gibt, so enthiilt die 
Ebene co4 Dreiecke xyz, denen die in der Kollineation I entsprechenden 
Dreiecke xf yf zf eingeschrieben siud. 

Dies Ergebnis ruhrt abgesehen von der Form der Bedingungsglei
chung (6) von M. Pasch her 1). Man kann dasselbe in dem folgenden 
Satze darstellen: 

Satz 338: Erster Satz von Pasch: Geniigt eine Punkt-Punkt
Kollineation fInder Ebene der Gleichung 

(6) [ll1J = 0, 

und bestimmt man zu zwei belie bigen Punkten x und y e inen 
dritten Punkt z als Schnittpunkt der Geraden y xl und x yf, so 

1) Vgl. M. Pasch, Zur Theorie der Collineation und der Reciprocitat, Math. 
Ann. Bd. 23 (1884), Seite 426. 
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liegt auch del' Bildpunkt zt des dritten Punktes z auf del' Ver
bindungslinie xy del' beiden ersten Punkte, das heiBt, das Bild
dreieck xl yl zf ist dem Originaldreieck xyz in dem Sinne ein
geschrieben, daB jede Ecke des Bilddreiecks derjenigen Seite 
des Originaldreiecks angehort, die del' zugehorigen Originalecke 
gegen ii berliegt. 

Mit Riicksicht auf den Satz 337 kann man noch die Umkehrung 
hinzufugen: 

Satz 339: Umkehrung von Satz 338: 1st in einer Punkt-Punkt
Kollineation f auch nur ein Bilddreieck xf yf zf seinem Original
dreieck xyz in dem Sinne eingeschrieben, daB die Bildpunkte 

xf, yf, zf 
del' drei Eeken 

x, y, z 

des Originaldreieeks auf den diesen Ecken gegeniiberliegenden 
Seiten 

yz, zx, xy 

liegen, so geniigt die Kollineation f del' Gleichung 

(6) [t11J = 0, 
und es gibt somit 004 Dreieeke, denen dieselbe Eigensehaft zu
kommt. 

Pas eh sagt daher von einer Kollineation f, die del' Gleichung [f 11 J = ° 
Geniige leistet, "sie befinde sich in eingeschriebener Dreieeks
lage"l). 

Linienzugseigenschaft einer Kollineation in eingeschriebener Dreieckslage. 
LaBt man in del' Gleiehung (8) den Punkt x willkiirlieh, legt abel' den 
Punkten y und z die Werte bei: 

(11) {y = xf 
z = yf = Xf2, 

wiihlt also als zweiten Punkt des PunkttripeZs xyz das Bild xl des ersten, 
als dritten das Bild yf des zweiten in der Kollineation f, so verschwinden 
in del' obigen Gleichung 

(8) [xfyzJ + [yfzx] + [zfxyJ = ° 
die in ihren beiden erst en Gliedern auftretenden auBeren Produkte, weil 
sie wegen (11) zwei gleiehe Faktoren enthalten, und die Gleichung (8) 
vel'kiirzt sich zu: 
(12) [zfxyJ = 0, 

1) V gl. die auf der vorigen Seite zitierte Arbeit von P a 8 c h, Seite 426. 
8* 
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oder wenn man mit Hiilfe von (11) y und z herausschafft, zu: 

(13) [xIS x xf] = 0. 

xf' 

Diese Gleichung sagt aus (vgl. Fig. 58): 
Der Punkt x fS gehort der Geraden X X I an; 

und ebenso gehort dann auch 

der Punkt xf4 der Geraden xl Xf2 an 

und so ~eiter, das heiBt: Der Linienzug x xl Xf2 xIs xf4 ... ist sich selbst 
in dem Sinne eingeschrieben, daB 

der Punkt xls auf der Geraden x xl gelegen ist, 

der Pun kt xf4" " " xl Xf2" " 

und so weiter. Man hat also den Satz: 

Satz 340: Erster Satz von Clebsch und Gordan: Geniigt eine 
Punkt-Punkt-Kollineation f in der Ebene der Gleichung 

(6) [U1] = 0, 
oder was dasselbe ist, befindet sie sich in eingeschriebener 
Dreieckslage, und sucht man zu einem beliebigen Punkte x 
seinen Bildpunkt xl in der Kollineation f auf, zu diesem wieder 
seinen Bildpunkt Xf2 und so weiter, und verbindet alle diese 
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Punkte der Reihe nach durch den Linienzug 

x a;t xl2 XiII xl' ... , 

80 ist derselbe in dem Binne sich selbst eingeschrieben, daB der 
Punkt xIs der Geraden x xl angehort, der Punkt xf4 der Geraden 
xl xis und so weiter l ). 

Der Linienzug x xl xl!! ... artet in eine gerade Linie aus, wenn x 
auf einer Doppellinie von I gelegen ist, ohne mit einem Doppelpunkte 
zusammenzufallen. Denn einem Punkte einer Doppellinie entspricht, falls 
er nicht gerade zugleich ein Doppelpunkt ist, nach Seite 93 f. stets em 
von ihm getrennt liegender Punkt jener Doppellinie. 

Failt dagegen der Punkt x in einen Doppelpunkt, so zieht sick der 
Linienzug x xl xis ..• in diesen Doppelpunkt zusammen. 

Uber ein vollstiindiges Vim·seit, das einem vollstiindigen V1·ereck verkekrt 
eingeschrieben ist. Bevor Wlr eme weitere Eigenschaft einer Kollineation 
in eingeschriebener 
Dreieckslage ent
wickeln, schicken 
wir einen Hiilfssatz 
iiber ein einem voll
standigen Viereck in 
besonderer Weise 
eingeschriebenes vollstan
diges Vierseit voraus. 

Wir gehen von einem 
eigentlichen einfachen Vier
eck Xl xsxax4 aus, das heiBt 
von einem einfachen Vier
eck, von dem keine drei 
Ecken in einer geraden Linie 
liegen, und nehmen auf 
des sen vier Beiten Xl x2, Xs X'u, 

XUX4' X 4 X l zunachst ganz be
liebig vier Punkte an (vgl. 
Fig. 59), die wir jenen vier 
Beiten entsprechend mit Pu, P23' PU4I P41 

geniigen vier Gleichungen von der ~orm 

Fig. 59. 

bezeichnen wollen. Dieselben 

1) Vgl. A. Clebsch und P. Gordan, Ueber biternare Formen mit contra
gredienten Variablen, Math. Ann. Bd. 1 (1869), Seite 392. l!'emer: Clebsch-Linde
mann, Vorlesungen iiber Geometrie Bd. I, Teil 2 (1876), Seite 994. 
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(14) 

Pill = ~lllXI + ~21X2 
P2S = ~2S Xli + ~S2 Xs 

Ps" = ~S"X3 + ~4.3X" 
P"I = ~41X4 + ~14XI· 

Ferner fiihren wir fiir die au1\eren Produkte je zweier aufeinanderfolgenden 
von den vier Punkten Pilr kurze Bezeichnungen ein, setzen namlich 

(15) (

[P2SPS4] = Xl 
[Ps4.PU] = Xli 

[P41P12] = Xs 
[P12P2S] = Xu 

wo bei die Indizes 1, 2, 3, 4 in der Weise auf die vier Punkte Xi ver
teilt sind, daB einem jedem Produkte Xi derjenige Index i beigelegt ist, 
der unter den Indizes seiner beiden Faktoren nicht auftritt. Alsdann be
stimmen die vier Geraden der Stabe Xu ~, XI' X4 bei Festhaltung 
dieser Reihenfolge der vier Geraden ein einfaches Vierseit, dessen Ecken 

j[XIX2] =P34 fXSX4 

[~X]=P . _ . X4X 
(16) 3 _ 41 bezlehlich auf den Selten 1 1 

[Xs X 4] = P12 Xl Xli 

[X4 Xl ] =P2S X2XS 

des einfachen Vierecks Xl X2XSX" liegen, das also diesem einfachen ·Viereck 
eingeschrieben ist. 

Und wir konnen zeigen: Wenn man iiber die bisher auf den Seiten 
des einfachen Vierecks XIXIIXSX" beliebig angenommenen Punkte (14) in 
der Weise verfiigt, dafJ die funfte Ecke 

(17) [X2 X,,] = PIS 

des zu dem einfachen Vierseit Xl Xli Xs X4 gehOrigen vollstiindigen Vierseits 
auf der funften Seite xIXS des zu dem einfachen Viereck XI X2XSX4 gehOrigen 
vollstiindigen Vierecks liegt, so liegt auch die sechste Ecke 

(18) [Xl Xs] = P2" 

des vollstandigen Vierseits Ruf der sechsten Seite X lI X4 des vollstandigen 
Vierecks. 

Der Beweis dieser Behauptung kann folgenderma1\en gefiihrt werden: 
Da die Ecke X2 X4 des vollstiin'iiigen Vierseits Xl X2 Xs X4 auf der 

Seite Xl Xs des vollstandigen Vierecks Xl X2XS X4 liegen solI, so mu1\ die 
Gleichung bestehen: 
(19) [XliX" xlxa] = o. 
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Nun ist aber wegen (15) und (14) 

f Xll = [PS4P.1l] = [(l'S4XS + l'4S X4)(l'UX4 + l'14XI)] 
lX4 = [PUP2S] = [(P12 XI + l'lllX2)(l'2S Xl! + PSl!Xs)] 

(20) {Xl! = l'S4l"I[XSX4] + l'S,l'14[XSXI] + l'4SP14[X,xI1 
X, = P12l'llS [Xl Xll] + PIll PSI [Xl XS] + l'lll PSll [XsXs]. 

Schreibt man dann die linke Seite von (19) in der Form: 

[X2 X, xIXs] = [Xll(X, xlxs)1 
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oder 

und fiihrt noch fiir X, seinen Wert aus (20) ein, so erhalt man: 

[XllX, XIXs] = [Xll (PIll PliS (Xl Xll . XIXS] + P21PSll[X2 XS • XIXSJ)], 
oder da nach den Gleichungen (8) und (22) des dritten Abschnitts 

[Xl Xli' XIXS] = fXIXllXS] Xl 
[XllXS • XIXS] = [XIlXIXs] Xs = - [XIXllXS] Xs 

ist, so wird 
[XIX, XIXS] = [XI X2XS] [X2(PI2 PlISXI -l'21l'n Xs)] 

oder wegen (20) 

[X, X, Xl Xs] = [Xl XllXS] {P12PlISPS'P,u[XSX'X1] - Plil PSllP4Sl'14[XSX,XI] } 
oder endlich 

(21) [XliX, xIXS] = [Xl Xli XS] [XSX,X1] {P12PllSPS4P41 - PllIPS2P4SPI'}' 
Hier sind auf der rechten Seite die heiden aulleren Produkte [Xl X, Xs] und 
[XaX4XI] von Null verschieden; denn nach der auf Seite 117 gemachten 
Voraussetzung sollen die vier Punkte Xu Xll , xa, x, ein eigentliches Vier
eck bilden, das heiBt, es Bollen keine drei von den vier Punkten in eine 
gerade Linie fallen. Setzt man daher den Wert (21) in die Gleichung (19) 
ein, so laSt sich die entstehende Gleichung durch das Produkt [XIXllXS] [XSX4XI ] 

dividieren, und man erhalt die Gleichung: 

(22) l'lllPllSPS4P41 = Pu Pall P4SP14' 
Diese Gleichung ist nur eine Umformung der Gleichung (19). Sobald 

also die fiinfte Ecke Xl! X, des vollstandigen Vierseits Xl Xli Xs X4 auf der 
fiinften Seite xIXS des vollstandigen Vierecks XI XlI XSX4 liegt, ist die Glei
chung (22) erfiillt; und umgekehrt: Sobald die Gleichung (22) befriedigt 
wird, liegt die Ecke XliX, auf der Geraden XIXS. 

Nun unterscheidet sich aber die Gleichung 

(23) [XIXS X2 X4] = 0, 
welche aussagt, daB die sechste Ecke Xl Xs des vollstandigen Vierseits 
der sechsten Seite des vollstandigen Vierecks angehort, von der Gleichung (19) 
nur dadurch, daB die Indizes 1 und 2 und ebenso die Indizes 3 und 4 
mit einander vertauscht sind. Die der Gleichung (22) entsprechende Um
formung der Gleichung (23) muB daher aus der Gleichung (22) ebenfalls 
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durch dieso beiden Vertauschungen hervorgehen. Diese beiden Vertau
schungen veriindern nun aber die Gleichung (22) gar nicht; folglich zieht 
die Gleichung (22) (und somit auch die Gleichung (19» die Gleichung (23) 
nach sich, und man hat wirklich den Satz bewiesen: 

Satz 341: 1st zu einem vollstandigen Viereck XIX,XSX4' von 
dem keine drei Ecken in einer Geraden liegen, ein vollstandiges 
Vierseit X I X 2 X S X 4 in der Weise gelegen, 'daB funf von den sechs 
Ecken XiXk des vollstandigen Vierseits immer auf denjenigen 
Seiten xrx, des vollstandigen Vierecks liegen, deren Indizes r, s 
von den Indizes i, k jener Ecken XiXk verschieden sind, so falIt 
auch die sechste Ecke des vollstandigen Vierseits auf die sechste 
Seite des vollstandigen Vierecks. 

M. Pasch sagt von einem vollstandigen Vierseit, das zu einem voll
standigen Viereck die in dem Satze 341 angegebene Lage hat, es sei 
diesem vollstandigen Viereck "verkehrt eingeschrieben", wobei der 
Zusatz "verkehrt" darauf hindeuten soli,> daB die Indizes i, k und r, s der zu
sammengehorigen Ecken und Seiten der beiden Figuren sich nicht entsprechen. 

Viereckseigenschaft einer Kollineation in eingeschriebener Dreieckslage. 
Die beiden oben auf Seite 113 bis 117 entwickelten Eigenschaften einer 
Kollineation, die der Gleichung [111] = 0 Genuge leistet, geIten fur ge
wisse Dreiecke und Linienzuge der Ebene. Es soli jetzt weiter eine Eigen
schaft einer solchen Kollineation entwickeIt werden, die allen eigentlichen 
Vierecken der Ebene zukommt. Wir knupfen dabei an unsere letzten 
Ergebnisse an. 

Es sei also einem vollstandigen Viereck Xl x,XsX4, von dem keine 
drei Ecken in einer Geraden Hegen, ein vollstandiges Vierseit Xl Xli Xs X, 
verkehrt eingeschrieben, und es werde die Umwandlung betrachtet, die 
eine Kollineation I in eingeschrieber Dreieckslage bei den vier in dem 
Viereck enthaItenen Dreiecken Xl x,IXS, X,XSX4' XSx,xll x,xl X, hervorl'uft. 
Dieselben sind aus den vier Gleichungen zu entnehmen, die aus der Glei
chung (8) hervorgehen, wenn man in ihr das Punkttripel x, y, z der Reihe 
nach durch die vier Punktripel Xli Xi' Xs, Xli' xs, X,, xs, X, Xl' X4I Xli Xi 

ersetzt. Dadurch entstehen die Gleichungen: 

(24) [Xl I xlIXs] + [xliI XSxl ] + [xs f Xl Xli] = 0 
(25) [XlIt Xsx,] + [Xs! X,Xs] + [x,1 X2XS] = 0 

(26) [xst x,xI ] + [x,! xIXS] + [Xl! XSX4] = 0 

(27) [x,t XIX,] + [Xl! xi x,1 + [x,t x,XI] = O. 

Diese vier Gleichungen bringen wir mit der obigen BedinguDgsgleichung 

(22) V12V23VS4V,U = V21 Vss V43V14 
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in Zusammenhang, die sich uns zwischen den acht in den Gleichungen (14) 
auftretenden Ableitzahlen der Punkte Pm P23' PSM P41 fUr den Fall ergeben 
hat, daB diese Punkte ein einfaches Vierseit bestimmen, das, zu einem 
vollstandigen Vierseit ergiinzt, dem vollstandigen Viereck Xl X2 Xs X4 verkehrt 
eingeschrieben ist. 

Vermoge dieser Gleichung (22) konnen wir eins von den vier Ver
hiiltnissen Vu, \12S, \1S4, \141 der Ableitzahlen von (14) durch die drei V., \1s. V.s \114 
andern ausdriicken. Aber es bleiben dann immer noch drei von den vier 
Verhaltnissen frei verfUgbar. Wir trefi'en diese Verfiigung in del' Weise, 
daB wir fordern, es 
sollen die drei ersten 
Seiten Xu X 2 , Xs 
unseres vollstandigen 
Vierseits (vgl. die 
Gleichungen (15» 
durch die Bilder Xl I, 
x2f, xsf der drei 
erst en Ecken des vollstan
digen Vierecks hindurch
gehen (vgl. Fig. 60). Diese 
Forderung laBt sich durch 
die drei Gleichungen aus
driicken: 

[Xl I Xi] = 0, 
(28) [x21 X 2] = 0, 

[xsI X 3] = 0, 

und wir werden zeigen, 
daB diese Gleichungen mit 
Riicksicht auf (22) und 
(24) bis (27) die Gleichung nach sich ziehen: 

(29) [x4f X 4] = 0, 

Fig. 60. 

welche zeigt, daB dann auch die vierte Seite X4 des vollstandigen Vier
seits durch das Bild x4 f der vierten Ecke des vollstiindigen Vierecks hin
durchgeht. 

Wegen (15) und (14) lassen sich die drei Gleichungen (28) in der 
Form schreiben: 

0= [Xl fp231)s4] = [xl f(P2S X2 + P32XS)(PS4XS + P43X4)] 
0= [x2fpS4P41] = [x2f (P34 XS + P43 x4) (P41 X4 + P14Xi)] 

0= [XS'p41P12] = [XSf(P41X4 + P14 Xj)(PI2XI + P2IX2)] 
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oder, wenn man ausmultipliziert, in der Form: 

1
0 = ~2s~a4[Xlf xlIXs] + ~2s~4a[Xlf x,x4] + ~a2~4a[xlf xaxJ 

(30) 0 = l'S4V4l[Xsf xsxJ + l'a4~14[X,f XSx I] + ~43l'14[Xll! X4Xl ] 

o = ~41~lll[xsf X4 XI] + ~4l~21[Xaf x 4x,] + l'14~2l[xsf x I XS]; 

und multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit den Pro
dukten ~14~lll' l'lla~211 ~34~sa und addiert, so erhalt man die Gleichung 

\ 

~ll3~34~14~2l([Xlf xllxa] + [X2! XlI X I] + [xa! XlXS])j 
+ l'23l'43~1,VSI([XI! XIl X4] + [x2f X4XI]) 

(31) 0= , + l'12l'2a~a4l'4l([xlf xax4] + [xa! X 4 Xl ]) 

+ ~S4l'4lP2l1l'lll([X2' X3 X4] + [Xli! x,xll]) 

wobei in der vorletzten Zeile der rechten Seite die Gleichung (22) beriick
sichtigt ist. 

In dieser Gleichung verschwindet aber wegen (24) die runde Klammer 
der ersten Zeile, wahrend nach (27), (26), (25) die runden Klammern der 
drei letzten Zeilen die Werte ergeben: 

- [X4! Xl X2], - [x4' Xl X3], - [X4! XIX,]. 

Fiihren wir diese Werte in die Gleichung (31) ein und multiplizieren sle 

noch mit - ~S!_, so verkiirzt sie sich zu: 
~u,..uPu 

o = P32 ~4S ~14 ~II [X4! Xl Xs] + ~l2 PSll [X4f Xl xsl + ~,ll ~3ll [X4! XSXS] , 
"8'''''1 

oder wenn wir auf das erste Glied die Gleichung (22) anwenden, zu: 

(32) 0 = l'1Il'2S[x4f XIX,] + ~l2~32[X4! XI X3] + P21~82[X4f X2X3]· 

Die Gleichung (32) stimmt aber mit der zu beweisenden Gleichung (29) 
iiberein; denn ersetzen wir in dieser den Stab X4 durch seinen Wert aus 
der zweiten Gleichung (20), so verwandelt sie sich gerade in die Glei
chung (32). 

Es ist also wirklich das Viereck Xl f Xi' Xs' X4 f dem vollstandigen 
Vierseit Xl Xs X3 X4 eingeschrieben, und man hat also den Satz bewiesen: 

Satz 342: 1st eine Kollineation ! in eingeschriebener Drei
eckslage, so HUH sich jedem eigentlichen vollstandigen Viereck 
X I X2Xa X4 ein vollstandiges Vierseit in der Weise verkehrt ein
schreiben, daB seine vier Seiten Xl' X 2, Xs, X4 beziehlich durch 
die Bilder xlf, X2f, X3!' x4f der vier Ecken des Vierecks Xl X2XSX' 

hind urchgehen. 
In Anlehnung an eine Ausdrucksweise von Reye sagt J. Kraus l ) von 

1) Vgl. J. Kraus, Die geometrische Deutung von Invarianten, welche bei ebenen 
Collineationen auftreten. Ina.ugural-Dissertation. GieBen, 1886. Seite 12. 



Abschnitt 29, Gleichungen (30) bis (34). Satz 342 und 343. 123 

einem Viereck x~ x~x~x~, des sen Ecken auf den mit demselben Index ver
sehenen Seiten eines vollstandigen Vierseits Xl Xli Xs X 4 liegen, das seiner-
seits wiederum einem 
vollstandigen Viereck 
Xl X 2 XSX4 verkehrt 
eingeschrieben ist, 
es stiitze dasVier
eck X l X2 X SX4 ' und 
ebenso dann umge
kehrt von dem Vier-
eck Xl X2 XSX4 es ruhe auf 
dem Viereck x~x~x~x~ 
(vgl. Fig. 61). 

Man kann dann den 
Satz 342 auch in der Form 
aussprechen (vgl. Fig. 60): 

Satz 343: Zweite Fas
sung des Satzes 342: Bei 
einer Kollineation III 

eingeschriebener Drei
eckslage stiitzt jedes 
Bild viereck Xl f x2f xsf x4f 

Fig. 61. 

das zugehorige Original viereck X l X 2 X SX4' oder was dasselbe ist: 
Ein jedes Originalviereck X l X 2 X 3 X4 ruht auf seinem Bildviereck 
xlf x2 f xsf x4f. 

Analytische UmfM'mung der Gleichung [f f 1] = O. Wir wenden uns 
zweitens (vgl. Seite 113) zur Untersuchung des Falles, wo in der Glei
chung (1) an die Stelle der Kollineationen lund m die Kollineationen f 
und 1 getreten sind, fragen also nach der geometrischen Bedeutung der 
Gleichung 
(33) [ff1]=0, 
in del' der Faktor 1 wieder als Zeichen fiir die identische Punkt-Punkt
Kollineation (7) aufzufassen ist. 

N ach dem Satze 336 laBt sich die Gleichung (33) auch in del' Form 
schreiben: 

{ [xf· yf· z] + [yf· zf· x] + [sf· xf· Y]} _ O' 
- [x f . sf . y 1 - [y f . X f . s] - [s f . y f . x] - , 

und diese kann man, da die auBeren Produkte der zweiten Zeile denen 
der ersten entgegengesetzt gleich sind, auch durch die Gleichung ersetzen: 

(34) [yf . sf . x] + [sf· xf . y] + [xf . yf . s] = O. 
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Der Satz 336 liefert daher in dem vorliegenden FaIle den folgenden 
Sondersatz: 

Satz 344: Zweiter Sonderfall von Satz 336: 1st f der extensive 
Bruch einer Punkt-Punkt-Kollineation in der Ebene, so liiBt 
sich di e Gleich ung 
(33) [U 1] = 0 

auch durch die Gleichung ersetzen: 

(34) [yt·.zt· xl + [zt· xf· y] + [xl· yf· &] = 0, 

in der x, y, & drei beliebige, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte sind. Und umgekehrt: 

Sob aid die Gleichung (34) fiir irgend drei ein eigentliches 
Dreieck bildende Punkte x, y, & gilt, so ist auch die Glei
chung (33) erfiillt, und es besteht also die Gleichung (34) nicht 
nur fiir jenes eine Punkttripel x, y, &, sondern fiir je drei 
Punkte der Ebene, die nicht in einer Geraden liegen. 

Geometrische Deutung einer Kollineation I, die der Gleichung [f f 1] = 0 
Geniige leistet. lhre Dreiecks-, Linieni!ugs- und Vierecks-Eigenschaft. Da 
die Gleichung (34) sich aus der Gleichung (8) dadurch ableiten laBt, daB 
man die Punkte x, y, & mit den Punkten xt, yf, .zf vertauscht, so sieht 
man, daB eine Kollineation f, die der Gleichung (33) unterliegt, zu einer 
Kollineation in eingeschriebener Dreieckslage in vers ist. 

Fiihrt man ferner jene Vertauschung der Punkte x, y, & mit den 
Punkten xl, yf, .zf III der Figur 57 (des Satzes 338) aus, so gelangt man 

zl zu einer dem Satze 338 entsprechenden Drei
eckseigenschaft einer Kollineation I, welche der 
Gleichung(33) unterworfen ist. Dieselbe wurde 

xl ebenso wie der Satz 338 zuerst von M. Pasch 

Fig. 62. 

ausgesprochen 1), der freilich der Bedingungs
gleichung (33) eine etwas andere Form gab. 
Man kann diese Eigenschaft folgenderma.6en 
formulieren (vgl. Fig. 62). 

Satz 345: Zweiter Satz von Pasch: 
Geniigt eine Punkt-Punkt-Kollineation f in der Ebene der Glei
chung 
(33) [ff 1] = 0, 

und bestimmt man zu zwei beliebigen Punkten x und y ihre 

1) Vgl. die auf Seite 114 zitierte Arbeit von Pasch, Seite 426. 
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Bildpunkte xf und yf, so hat derjenige Bildpunkt sf, in dem sich 
die Geraden yf x und xf y schneiden, seinen Originalpunkt s 
auf der Verbindungslinie der Bildpunkte xf und yf jener Punkte 
x und y. 

Man findet iibrigens diesen Satz auch direkt auf Grund der Glei
chung (34), wenn man den Punkt sf so wahlt, daB die beiden erst en 
Glieder ihrer linken Seiten verschwinden, indem ja die Gleichung (34) 
zeigt, daB dann auch das dritte Glied ihrer linken Seite null sein muB. 

Man sieht ferner wieder (vgl. Seite 114), daB es 004 Dreiecke xys 
gibt, denen die in der Kollineation f entsprechenden Dreiecke xf yf sf 
umBchrieben sind. 

Mit Riicksicht hierauf und auf den Satz 344 kann man endlich noch 
die folgende Umkehrung des Satzes 345 hinzufiigen: 

Satz 346: Umkehrung von Satz 345: Ist in einer Punkt-Punkt
Kollineation f auch nur ein Bilddreieck xf yl sf seinem Original
dreieck xys in dem Sinne umschrieben, daB die Beiten 

yf sf, sf xl, xf yf 

des Bilddreiecks durch die Ecken 

x, y, s 

des Originaldreiecks gehen, so geniigt die Kollineation f der 
Gleichung: 
(33) [nl] = 0, 

und es gibt 00' Dreiecke, denen dieselbe Eigenschaft zukommt. 
Pasch sagt daher von einer Kollineation f, die der Gleichung [Ul]=O 

Geniige leistet, si e befin de sich in umschrie bener Dreieckslage". 
Man gelangt zu der dem Satze 340 entsprechenden Liniensugs

Eigenschatt einer Kollineation in umschriebener Dreieckslage, wenn man 
in der Gleichung 

(34) [yf . sf· x] + [sf· xl . y] + [x! . yf· s] = 0 

den Punkt x willkiirlich laBt, aber den Punkten y und s die Werte beilegt 

(35) {y = xf 
s = yf = Xf2. 

Alsdann verschwinden in der Gleichung (34) die beiden letzten Glieder; 
die Gleichung verkiirzt sich also zu: 

(36) [yf·d·x] =0, 

oder wenn man mit Hiilfe von (35) die GraBen'll und s herausschafft, zu: 

(37) [xf2 • xfs . x] = O. 
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Diese Gleichung sagt aus: 

Der Punkt xfs gehort der Geraden x Xf2 an, 

und ebenso gehort dann auch 

der Punkt xf4 der Geraden xl xfs an und so weiter. 

das heiBt: der Linienzug x xl xl2 xfs ... ist sich selbst in dem Sinne um
schrieben (vgl. Fig. 63), daB 

der Punkt xfs auf der Geraden X Xf2 gelegen ist, 

der Punkt xf4 auf der Geraden xl xIs und so weiter. 

o-------~----~xf 

Fig.6S. 

Man hat also die folgende Linienzugs
eigenschaft einer Kollineation in umschriebener 
Dreieckslage: 

Satz 347: Zweiter Satz von Clebsch 
und Gordan: Geniigt eine Punkt-Punkt
Kollineation in der Ebene der G lei
chung 
(33) [In] = 0, 

oder, was dasselbe ist, befindet sie sich 
III umschriebener Dreieckslage, so ist 

/)0 k no I. der Linienzug 0</, .us" 
-r------~-------------~ x xl xl2 xIs X14 ... 

Fig. 64. 

III dem Sinne 
sich selbst um-
schrieben, daB 
der Punkt xIs auf 
der Geraden x xf~ 

gelegen ist, der Punkt 
Xl4 auf der Geraden 
xl xIs und so weiter 1). 

Man erhiilt endlich aus 
Satz 342 eine Vierecks
Eigenschaft fiir eine Kol
lineation in umschriebener 
Dreieckslage, indem man 
in der zu diesem Satze 
gehOrenden Figur 60 die 
Bild- und Originalpunkte 

1) Vgl. die oben auf Seite 117 zitierte Arbeit von Clebsch und Gordan, 
Seite 392. 
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miteinander vertauscht. Man gelangt so zu dem folgenden Satze (vgl. 
Fig. 64): 

Satz 348: 1st eine Kollineation f in umschriebener Dreiecks
lage, so HUH sich jedem eigentlichen Viereck X1X2XaX4 ein voll
standiges Vierseit X 1 X 2 X aX 4 umschreiben, das zugleich dem 
durch die Bilder xlI, X2f, Xal, x4 f der Punkte Xli X2 , Xa, X4 be
stimmten vollstandigen Viereck verkehrt eingeschrieben ist. 
Oder in anderer Fassung: Bei einer Kollineation in umschriebener 
Dreieckslage stiitzt jedes Viereck X1 X2XaX4 sein Bildviereck 
xlf X2t xsf X4t. Oder endlich: Jedes Bildviereck xlI X2t xst x4 f ruht 
auf seinem Originalviereck X1 X 2 XS X4 • 

AnalyNsche Umformung der Gleichung [Ill] = O. Wir gehen zu einem 
dritten Spezialfall der Gleichung (1) iiber (vgl. Seite 113 und Seite 123), 
namlich zu dem Fall, wo die beiden erst en Kollineationen fund 1 des 
Produktes [n m J voneinander verschieden sind, wahrend wieder wie in 
Fall 1 und 2 an die Stelle der dritten Kollineation m die 1dentitat 1 ge
treten ist. Wir Buchen also nach der geometrischen Beziehung zwischen 
zwei Kollineationen fund 1, die der Gleichung 

(38) [UIJ = 0 
unterliegen. 

Nach unserem Satze 336 lafit sich die Gleichung (38) auch durch 
die Gleichung ersetzen: 

(39) { [yf·zl·x] + [zf·xl·yJ + [Xf.Yl'ZJ} = 0 
-[zf·yl·xJ - [xf·zl·yJ - [yl·xl·z] . 

Der Satz 336 ergibt daher in dem vorliegenden FaIle den folgenden Sondersatz: 

Satz 349: Dritter Sonderfall von Satz 336: Sind fund 1 die 
extensiven Briiche zweier Punkt-Punkt-Kollineationen in der 
Ebene, so lafit sich d,ie Gleichung 

(38) [lllJ=O 

auch durch die Gleichung ersetzen: 

(39) { [yf·zl·xJ + [zf·xl·y] + [xt.YI.Z]} 
=0 

-[zf·yl·xJ - [xf·zl·y] - [yf·xl·zJ ' 

in der x, y, z drei beliebige, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte sind. U nd umgekehrt: 

Sobald die Gleichung (39) fiir irgend drei ein eigentliches 
Dreieck bildende Punkte x, y, z gilt, so ist auch die Gleichung 
(38) erfiillt, und es besteht also die Gleichung (39) nicht nur 
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fur jenes eine Punkttripel x, y, z, sondern fur je drei Punkte 
der Ebene, die nicht in einer Geraden liegen. 

Sechseckseigenschaft zweier Kollineationen I und I, die der Gleichung 
[I 11] = 0 Geniige leisten. Urn die Gleichung (39) geometrisch zu deuten, 
bemerke man zunachst, daB es 00 6 Dreiecke xyz in der Ebene gibt, und 
daB man also, urn ein solches Dreieck zu bestimmen, seinen Punkten 
sechs Bedingungen auferlegen darf. Wenn man ferner die drei Punkte 
x, y, z nur funf Bedingungen unterwirft, so werden noch 001 Dreiecke xy z 
ubrig bleiben, die diese funf Bedingungen erfullen. Man wird zum Bei
spiel noch 001 Dreiecke x, y, z erhalten, wenn man fordert, die drei Ecken 
des Dreiecks sollen so gewiihlt werden, daB funf von den sechs Gliedern 
del' Gleichung (39) zu Null werden. Alsdann verschwindet abel' zufolge 
del' Gleichung (39) auch ihr sechstes Glied. 

Nun besagt abel' das Verschwinden del' beiden Glieder del' ersten 
Spalte von (39), das heiBt das Bestehen del' Gleichungen: 

(40) [yf·zl·x] = 0 und 

(41) [zf·yl·x] = 0, 

daB der Punkt x der Schnittpunkt del' Geraden yl zl und zf y list (vgl. 

yf 

= I Fig. 65); und das Verschwinden 
del' Glieder der zweiten Spalte, 

z f das heiBt das Bestehen del' Glei

Fig. 65. 

chungen 

(42) [zf·xl·y] = ° und 
(43) [xf·zl·y] = 0, 

sagt aus, daB del' Punkt y der 
Schnittpunkt del' Geraden zf xl 

y 1 und xf zl ist. Wird jetzt end
lich noch die funfte Gleichung 
erfullt: 
(44) [xf·yl·z] =0, 
so ziehen die flinf Gleichungen (40) 
bis (44) die sechste Gleichung 

(45) [yl·xl·z] = 0 

nach sich, und die Gleichungen (44) und (45) zeigen dann, daB der Punkt 
z der Schnittpunkt del' Geraden xl y( und yf xl ist. 

Das einfache Sechseck yf zl xl yl zf xl hat also die Eigenschaft, 
daB seine drei Paare Gegenseiten 

yf zl und yl zt, z( xl und zf xl, xl yl und xl yf 
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sich beziehlich in den Punkten 

x, y, z 
schneiden. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Satz 350: Geniigen zwei Punkt-Punkt-Kollineationen fund 
I in der Ebene der Gleichung 

(38) [f 11] = 0, 

so lassen sich 001 Punkttripel x, y, z angeben, deren Bilder in 
den Kollineationen fund I ein einfaches Sechseck yf zl xl yl zf xl 
bestimmen, des~en drei Paare Gegenseiten 

yt zl und yl zl, zl xl und zf xl, xf yl und xl yf 

sich beziehlich in den Punkten 

x, y, 
treffen. 

Mit Riicksicht auf den Satz 349 kann man ferner noch die Um
kehrung hinzufugen: 

Satz 351: Umkehrung von Satz 350: Besitzen zwei Punkt
Punkt-Kollineationen I und I derselben Ebene die Eigenschaft, 
daB auch nur fur ein Punkttripel x, y, z die zugehorigen Bild
tripel xf, yr, zf und xl, yl, zl ein einfaches Sechseck 

yf zl xl yl zf xl 
bestimmen, dessen drei Paare Gegenseiten 

yf zl und yl zf, zl xl und zf xl, xf yl und xl yf 
sich in den Punkten 

x, y, 
schneiden, so besteht zwischen den Kollineationen I und I die 
Gleich ung 
(38) [f 11] = 0, 

und es gibt also 001 Punkttripel x, y, z, denen dieselbe Eigen
schaft zukommt. 

Die Involutionskurve zweier Punkttripel und die Involutionsgerade 
zweier projektiven Punktreihen mit verschiedenen Tragern. Man kann die 
Gleichung (39) (oder die gleichwertige Gleichung (38) noch auf eine 
andere Weise erfiillen. FaBt man namlich in der Gleichung (39) die 
Glieder mit x, mit y und mit zimmer zu einem Gliede zusammen, so 
nimmt sie die Form an: 

(46) { {[Yf.zt.x] - [zf·yl·x]} + {[zf·xl·y]-[xf·zl·y]) 

+ {[xf·yl·z] - [yf·xl·z]} =0. 
GraBmann: Projektive Geometrie der Ebene. II. 9 
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Und setzt man hierin 

(47) I [yl zl] - [zf yl] = U, 

[zf xl] - [xl zl] = V, 
[xl yl] - [yl xl] = W, 

so verkiirzt sle sich zu: 
(48) [Ux] + [Vy] + [Wz] = O. 
Zugleich folgt wegen (3) fiir die linke Seite von (38) die Darstellung 

1 1 
(49) [111] = aT [xye] {[UxJ + [Vy] + [Wz~}. 

Um die geometrische Bedeutung der Gleichung (48) zu finden, suche 
man zunachst die Lage der Geraden D, V, W zu ermitteln und gehe 
dazu von einer allgemeineren Fragestellung aus. 

Man denke sich in der Ebene zwei ganz beliebige Punkttripel a, b, c 
und a', b', c' gegeben und projiziere dieselben von einem beliebigen Punkte 
x ihrer Ebene aus durch die beiden Strahltripel xa, xb, xc und x a', xb', 
xc'; dann bestimmen diese beiden Strahltripel in dem Strahlbuschel mit 
dem Scheitel x eine Projektivitat. Und wir fragen: Wie muB der Punkt 
x gelegen sein, damit die betrachtete Projektivitat involutorisch seP)? Die 
Antwort lautet: Es mussen sich in diesem Falle die beiden zugeordneten 
Strahlen xa und xa' wechselseitig entsprechen. Daraus aber folgt, daB 
alsdann die Doppelverhaltnisse 

(xa xb xc xa') und (xa' xb' xc' xa) 

einander gleich sein werden, so daB also die Gleichung besteht: 

[xa· xc] ,[xa. xa'] _ [x a' . xc] J xa'· xa] 
[xc. xb]' [x a' . xb] - [xc'· xb']' [xa·xb'] ' 

fUI' die man nach dem Vorbilde von Seite 57 des ersten Bandes auch 
schreiben kann: 

[xae]. [xaa'] [x a' c'] . [x a' a] 
[xcii)' [xa'b] = [xc'b'j' [xab'] , 

oder falls man beriicksichtigt, daB [x a' a] = - [xaa'] ist, und zugleich 
die Nenner beseitigt, 

(50) [xac] [xa'b] [xc'bl + [x a' cl [xab'] [xcb] = O. 

Diese Gleichung ist eine Zahlgleichung, die in bezug auf x vom dritten 
Grade ist; und da sie uberdies, wie man sich leicht uberzeugt, nicht durch 
jeden Punkt x der Ebene erfullt wird, so stellt sie eine Kurve dritter 
Ordnung dar. Wir wollen sie als "die Involutionskurve der beiden 
Punkttripel" bezeichnen. 

1) V gl. zum Folgenden ilie oben auf Seite 38 und 122 zitierte Dissertation von 
J. Kraus, Seite SiI'. 
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Dieselbe geht durch die sechs Punkte a, b, e, a', b', e' der beiden 
Punkttripel hindurch; denn setzt man x gleich irgend einem dieser sechs 
Punkte, so verschwindet in jedem der beiden Glieder der linken Seite 
von (50) eins von den drei in ihm auftretenden auBeren Produkten. Man 
hat also den Satz: 

Satz 352: Der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, 
von denen aus zwei Punkttripel dieser Ebene d urch sechs 
Strahl en einer Involution projiziert werden, ist eine Kurve 
dritter Ordnung, die durch die sechs Punkte jener beiden Punkt
tripel hindurchgeht. Dieselbe heiBt die Involutionskurve der 
beiden Punkttripel. 

Will man die Involutionskurve angeniihert konstruieren, so kann man 
noch die sechs Tangenten der Kurve in den sechs Punkten jener beideu 
Punkttripel benutzen, welche nach dem Begrifr der Kurve jedesmal zu
sammen mit den funf von dem Beruhrungspunkte nach den andern Punkten 
der beiden Punkttripel gezogenen Strahlen seehs Strahlen einer Involution bilden. 

Treffen wir jetzt weiter die besondere Voraussetzung, daB die Punkte 
a, b, e und a', b', c' der beiden Punkttripel in je einer geraden Linie 
liegen, so kann man fiber die Massen der beiden ersten Punkte a, b und 
a', b' der beiden Punkttripel in der Weise verfiigen, daB jedesmal der 
dritte Punkt c und e' des Tripels der negativ genommene Einheitspunkt 
der beiden erstl;ln Punkte wird, so daB also 

(51) {c=-(a+b) und 
c' = - (a' + b') 

wird. Alsdann nimmt die Gleichung (50) die Form an: 

[xa(a + b)] [xa'b] [x (a' + b')b'] + [x a' (a' + if)] [xabl [x(a + b)b] = 0, 
und verkiirzt sich sogleich zu: 

[xab] [xa'b] [xa'b'] + [xa'b'] [xab'] [xab] = 0 
oder zu: 
(52) [xab][xa'b'][x{[ab1- [ba'])] = O. 

Diese Gleichung aber zeigt, daB unter der von uns gemachten Vor
aussetzung die Inv'olutionskurve der beiden Punkttripel in drei 
gerade Linien zerfallt, namlich in die Geraden, denen die Stabe an
gehoren: 

Cab], [a'b'] und Cab'] - [ba']' 

Die beiden ersten Geraden sind die Trager der beiden Punkttripel. 
Fiir ihre Punkte entartet die Strahlinvolution einfach oder, was dasselbe 
ist, sie wird paraboliseh (vgl. den 15. Abschnitt, insbesondere Seite 184 fr. 
des ersten Bandes); denn den siimtlichen Strahlen des einen Strahlbiischels 
wird ein und derselbe Strahl des andern zugewiesen. 

9* 
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Um die Lage der dritte:n Gerade:n zu finden, bemerken wir, daB den 
Gleichungen (51) zufolge die drei Punkte a, b, e, und ebenso die drei 
Punkte a', b', c' ganz gleichberechtigt sind, und daB somit die dritte 
Gerade auch die Stiibe enthiilt: 

[bel - [eb1 und 
rca'] - [ac'] . 

Sie geht daher durch die Punkte 

(53) [ab'· a'b], [b' c· bel, [ea'· c' a] 

hindurch und ist also die Pasealsehe Gerade des einfachen Seehsecks ab' ca'bc' 
(vgl. Fig. 66), das dem Linienpaar ab, a'b' eingesehr·iebe:n ist. Damit ist 

Fig. 66. 

zugleich eine Bestiitigung dafiir gewon
nen, daB die drei Punkte (53) in einer 
geraden Linie liegen. 

Da diese dritte Gerade der geo
metrische Ort der Punkte ist, von denen 
aus die beiden durch die Punkttripel 
a, b, c und a', b', c' bestimmten pro
jektiven Punktreihen ~a + ~b und 
~a' + ~b' durch eine nicht entartende 
Strahlinvolution projiziert werde:n, und 
die projektive Beziehung dieser beiden 
Punktreihen bereits durch die Punkte 
a, b und a', b' vollstiindig bestimmt 
wird, falls an ihnen ihre (entsprechend 
den Gleichungen (51) gewahlten) Massen 
festgehalten werden, so sagen wir, die 

Gerade des Stabes Cab'] - [ba'] sei "die Involutionsgerade der beiden 
projektiven Punktreihen a, b und a', b''', und bezeichnen diesen Stab 
mit dem Buchstaben I, setzen also 

(54) 1= Cab'] - [ba']' 

Man kann dann das gewonnene Ergebnis folgendermaBen III Satzform 
aussprechen: 

Satz 353: Der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus 
zwei projektive Punktreihen ~a + ~b und ~a' + ~b' mit zwei ver
schiedenen Triigern durch eine nicht entartende Strahlinvolution 
projiziert werden, ist diejenige gerade Linie, die d urch den Stab 

(54) 1= [ab'l- [ba'] 

bestimmt wird. Dieselbe heiBt die Involutionsgerade der beiden 
projektiven Punktl'eihen a, b und a', b'. 
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Dreieckseigenschaft zweier Kollineationen fund I, die der Gleichung 
[f 11] = 0 Geniige leisten. Der Satz 353 liefert die von uns gesuchte 
geometrische Deutung der durch die Gleichung (47) eingefiihrlen Stiibe 
U, V, W und damit auch den geometrischen Sinn der Gleichung (48). 
Denn nach dem Satze 353 sind die Geraden der Stiibe 

(47) 1 
U = [yf zl] = [zf yl] 

V = [zf xl] = [xl zl] 

W = [xf ylJ - [yf xl] 

beziehlich die Involutionsgeraden der projektiven Punktreihen 

yf, zf und yl, sl, 

zl, xf und zl, xl, 

xf, yf und xl, yl. 

Man kann daher das Dreiseit der Geraden U, V, W als "das In vol u
tionsdreisei t der heiden Tripel vielfacher Punkte xf, yf, zf und 
xl, yl, zl" bezeichnen, oder kiirzer als "das Involutionsdreiseit der 
heiden Punkttripel xf, yf, zf und xl, yl, zI". 

Die V erwendung der Bezeichnung "Punkttripel" statt des einfacheren 
Ausdrueks "Dreieck" soll dabei darauf hindeuten, daB man an den sechs 
Punkten xf, yf, sf, xl, yl, zI nicht nur ihre Lage, sondern auch ihre 
Masse festzuhalten hat. In der Tat bestimmen ja nur unter dieser Be
dingung jene sechs Punkte auf den drei Paaren entsprechender Ver
bindungslinien: 

yf sf und yl zl 
zf xf und zl xl 
xl yf und xl yl 

drei Paare projektiver Punktreihen und damit das Involutionsdreiseit UVW. 
Jetzt zeigt weiter die Gleichung (48): Sobald man unter den 00 6 Drei

ecken der Ebene solche Dreiecke xyz auswiihlt, fiir welche die Gleichungen 

(55) [Ux] = 0 und [Vy] = 0 

erfullt sind, fur die also die heiden ersten Seiten U, V des Involutions
dreiseits UVW der beiden Punkttripel xl, yl, sf und xl, yl, zl bezieh
lich die heiden ersten Ecken x, y des Dreiecks xyz enthalten, geht wegen 
(48) auch die dritte Seite W des Dreiseits durch die dritte Ecke z jenes 
Dreiecks hindurch, das heiBt, es wird auch die Gleichung befriedigt: 

(56) [Wz] = 0, 

und es ist somit das Dreieck xy z dem Involutionsdreiseit U V W der 
beiden Punkttripel xl, yf, zf und xl, yl, zI eingeschrieben. 
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Durch die beiden Bedingungen (55) werden iibrigens aus den 006 Drei
ecken der Ebene 004 Dreiecke ausgeschieden. Man kann zum Beispiel 
die Punkte x und y ganz willkiirlich lassen, den Punkt z aber so be
stimmen, daB die beiden Gleichungen (55) erfiillt werden. Durch diese 
Forderung wird dann der Punkt z abgesehen von seiner Masse, die un
bestimmt bleibt, eindeutig festgelegt; denn fiihrt man in die Gleichungen 
(55) fiir die in ihnen auftretenden Stabe U und V ihre Werle aus (47) 
ein, so erhalt man zur Bestimmung von z die beiden in s linearen homo
genen Zahlgleichungen: 

{[Yf.Zl.X] - [zf·yl·x] = 0 und 
(57) [zf.xl.y] _ [xf.zl.y] = O. 

Der Punkt z ist also wirklich bei beliebig gegebenem x und y als Schnitt
punkt der beiden durch die Gleichungen (57) dargestellten geraden Linien 
seiner Lage nach eindeutig bestimmt. Man hat daher den Satz: 

Satz 354: Sind fund I zwei Punkt-Punkt-Kollineationen, die 
der Gleichung 
(38) [rU] = 0 

unterliegen, so gibt es 00' Dreiecke xyz, die dem Involutions
dreiseit der beiden durch die Kollineationen I und I bestimmten 
Punkttripel xl, yl, zl und xl, yl, zl eingeschrieben sind; und 
zwar bestimmt sich zu einem jeden beliebig gewahlten Punkt
paar x, y der zugehorige Punkt s auf Grund der Gleichungen (57). 

Mit Riicksicht auf Satz 349 kann man noch die Umkehrung hin
zufiigen: 

Satz 355: U mkehrung von Sah 354: Sind I und I zwei Punkt
Punkt-K ollineationen in derselben Ebene, und ist a'Uch nut" ein 
Dreieck xys dem Involutionsdreiseit der beiden durch die Kol
lineationen fund I bestimmten Punkttripel xf, yl, zf und xl, 
yl, sl eingeschrieben, so geniigen die beiden Kollineationen der 
Gleichung: 
(38) [H1] = 0, 
und es gibt somit 00' Dreiecke, denen dieselbe Eigenschaft 
zukommt. 

Fiihrt man noch eine Punkt-Punkt-Kollineation I' ein durch den Bruch 

(58) I' = [VW), [WU), [UY], 
:x, y, z 

wo U, V, W die durch die Gleichungen (47) definierten Stabe sind, vor
ausgesetzt, daB in diesen Gleichungen die Kollineationen I und I der 
Gleichung 
(38) [I U] = 0 
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Geniige leisten, so muS sich nach Satz 354 und 346 diese Kollineation f' 
in umschriebener Dreieckslage befinden, das heiSt die Kollineation f' muS 
die Gleichung 
(59) [rn] = 0 

befriedigen. Dies bestatigt man auch leicht analytisch. 
In der Tat wird naeh den Gleichungen (57) und (46) des 27. Ab

schnitts (vgl. auch Seite 125): 

[xyz][f'f'l] = [xyz.f'f'l] = -~I [yf'.zf'·x] + [zf'·xf'·y] + [xf'·yf'·z] I, 
oder wenn man fiir xl', yf', zf' ihre Werte aus (58) einfiihrt: 

3 [xyz] [tTl] = [WU· UV·x] + [UV. VW·y] + [VW· WU·z] 

odeI' nach Gleichung (21) des 3. Abschnitts 

= [WUV] [Ux] + [UVW][Vy] + [VWU][Wz] odeI' 

(60) 3 [xyz] [f'fl] = [UVW]([Ux] + [VyJ + [WzJl 

odeI' nach Gleichung (49) 

3[xyzJ[f'f'l] = 3! [UVW][xyz][t 11] odeI' endlich 

(61) [I' f'1] = 2 [ U V W] [I 11] . 

Das V ersch winden des kom binatorisehen Produktee [f 11] zieht also 
das Verschwinden des Produktes [tTl] nach sich. Damit iet abel' wirk
lich der Satz bewiesen: 

Satz 356: Sind fund 1 zwei Punkt-Punkt-Kollineationen in 
der Ebene, und sind U, V, W die dureh die Gleichungen (47) 
eingefiihrten Stabe aus den Involutionsgeraden del' beiden 
Punkttripel xl, yf, zf und xl, yI, zI, ist endlich eine dritte Punkt
Punkt-Kollineation f' definiert dureh den Bruch 

(58) I' = [VW], rWU], rUV], 
x, y, z 

so zieht die Gleiehung 
(38) [111] = 0 
die Gleichung 
(59) [rn] = 0 

nach sieh, welehe aussagt, daS sich die Kollineation I' III um
sehriebener Dreieckslage befindet. 

Das Involutionsviereck zweier Punktquadrupel. Zwei Kollineationen I 
und 1, die del' Gleichung (38) Geniige leisten, besitzen nun abel' auch noch 
eine Viel'eckseigenschaft, die del' Viereckseigenschaft einer Kollineation in 
umschriebener Dreieckslage entspricht und in diese iibergeht, wenn man 
1 = f werden liiSt. 
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Urn zu dieser Viereckseigenschaft zu gelangen, entwickeln wir zu
nachst den Begriff des Involutionsviereeks zweier Quadrupel vielfaeher Punkte. 
Es seien also vier vielfache Punkte Xl' X2, xs, X" gegeben, von denen wir 
nur voraussetzen wollen, daB keine drei von ihnen in einer geraden 
Linie liegen. Uber die Massen dieser vier Punkte moge in der Weise 
verfiigt werden, daB 
(62) Xl + x2 + Xs + X" = 0 
wird. Dann gilt die entsprechende Beziehung auch zwischen den beiden 
Punktquadrupeln xlf, x2 t, xst, xJ und xII, x21, xsl, x"l, das heiBt, es 
bestehen auch die beiden Gleichungen: 

{ Xl I + X2 I + Xs f + x" f = 0 
(63) 

xII + x21 + xsl + x" 1 = 0, 
Ferner lege man auf jedem der sechs Paare zusammengehoriger Seiten 
der beiden vollstandigen Vierecke 

~f~f~I~1 nd ~l~l~l~l 
eine projektive Beziehung dadurch fest, daB man nicht nur die auf ihnen 
liegenden Ecken Xi I, xr I und Xi I, xr I einander zuordnet, sondern zugleich 
je zwei mit gleichen Ableitzahlen ~i> ~r versehene Vielfachensummen 
~j xiI + ~r xrf und ~i XiI + ~r xrl sich entsprechen laBt. Alsdann bestimmen 
diese sechs Paare projektiver Punktreihen seehs 1nvolutionslinien, denen 
die Stabe angehoren: 

1
12S = [x21 xsI] - [xsi x21J, 1"1 = [x"f xII] - [xlf x41J, 

(64) lSI = [xs I xII] - [Xl f Xs 1] , 1"2 = [x 4 I x21] - [X2 I X "IJ , 
112 = [xII x21] - [x2f XII], l"s = [x,,1 xsl] - [xs! x4 l]· 

Definiert man auBerdem nach demselben Schema auch die Stabe I s2 , 113 , .• " 

so wird 
(65) 

Nun folgen aus den Gleichungen (63), wann man die zweite von ihnen 
mit Xl! vormultipliziert und die erste mit XII nachmultipliziert., die beiden 
Gleichungen: 

[Xl! XIIJ + [xII x2lJ + [Xl! xsl] + [xII x"l] = 0 
[xII Xl 1] + [x21 XIIJ + [xsf xIIJ + [x,,1 Xl 1] = 0; 

und aus ihnen ergibt sich durch Subtraktion: 

[Xl! x2 1] -- [x2f XII] + [Xlt xsl] - [xs! XII] + [xII x"l] - [X,,! xI1J = 0 

oder wegen (64) (vgl. auch (65)): 

112 + liS + 114 = O. 

Ebenso beweist man die drei hinsichtlich des Zyklus 1, 2, 3, 4 zyklisch 
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entsprechenden Gleicbungen, das heiBt, man erhiilt das System Gleichungen: 

(66) 1
112 + 11s + 114 = 0 

1 23 + 124 + 121 = 0 

134 + IS1 + 132 = 0 

141 + 142 + 143 = o. 
Diese vier Gleichungen zeigen, 
daB sich immer drei solche 
von den sechs Involutions
geraden, deren Stabe (64) 
einen Index gemein haben, in 
einem Punkte schneiden. 
Man bezeichne diese vier 
Schnittpunkte der Reihe nach 
mit ill i2 , is, i4 , indem man 

Fig. 67. 

jedem Schnittpunkt ik denjenigen Index k beilegt, der den drei zugehorigen 
Involutionslinien gemeinsam ist. Dann bilden die vier Punkte iu i2 , is, i4 
die Ecken eines vollstandigen Vierecks, dessen Seiten die sachs Involutions
linien lro sind (vgl. Fig. 67), und man hat den Satz: 

Satz 357: Liegen von den vier Punkten Xli x2 , X 3 , X 4 keine 
drei Punkte in einer Geraden, sind ferner xlf, X2f, X3f, x4 f und 
xlI, x2 I, xsI, x4 I die Bilder jener vier Punkte in den Kollinea
tionen fund I, und legt man auf den sechs Paaren entsprechen
der Seiten der beiden vollstandigen Vierecke x1 f x2f ... und 
xlI x2 1 ... j e eine proj ekti ve Bezieh un g dad urch fes t, daB man 
fiir beliebige Werte der ZahlgroBen ~i und ~r die Punkte 

~iXif + ~rxrf und ~ixil + ~rxrl 
einander zuweist, unter Xi', X,:! und XiI, xrl die diese Seiten be
stimmenden Ecken jener Vierecke verstanden, so bilden die 
sechs Involutionsgeraden dieser sechs Paare projektiver Punkt
reihen wiederum die Seiten eines vollstandigen Vierecks. Dieses 
Viereck bezeichnen wir aIs das Involutionsviereck der beiden 
Punktquadrupel x1f, x2f, ... und x1 1,x2 1, .... 

Auch hier soli die Verwendung des Ausdrucks "Punktquadrupel" an
statt des W ortes "Viereck" daran erinnern, daB fiir die Bestimmung der 
sachs Involutionsgeraden neben der Lage der acht Punkte 

Xi', XiI, i = 1,2,3,4, 
auch deren Massen in Prage kommen. 

Viereckseigenschaft fJweier Kollineationen , und I, die der Gleichung 
[U 1] = 0 Genuge leisten. Wir setzen jetzt wieder wie oben auf Seite 128 f. 
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und 133 fr. voraus, daB die beiden Kollineationen fund I die Gleichung 

(38) [f 11] = 0 
befriedigen, und fuhren noch eine dritte Kollineation ein, welche der 
Kollineation f' in (58) entspricht und aus ihr hervorgeht, wenn man in 
ihr die Punkte x, y, z durch die Punkte Xli X2, xs, der Entwickelung 
auf Seite 136 f. ersetzt und somit an die Stelle der Involutionslinien U, 
V, W die Involutionslinien Iss, I s1 , 112 von Seite 136 treten HUH. 
Man hat also in der Gleichung (58) fur die Punkte 

[VW], [WU], [UV] 
die Punkte 

il = [lsJ12]' i2 = [112 12s], is = [12s 1s1] 

einzufuhren und erhalt so die Kollineation: 

(67) r = [I.1 Ia], rlal.s), [I,sI.1] 
Xl' x!, Xs 

Dieselbe befindet sich dann nach Satz 356 in umschriebener Dreieckslage. 
Ihre Zahler fallen dabei mit den drei ersten Ecken ill i2, is des Involu
tionsvierecks il i2iS i4 der beiden Punktquadrupel Xl I, x21, ... und xlI, x21, ... 
zusammen. Man uberzeugt sich aber leicht, daB die Kollineation f' nicht 
nur die drei erst en Ecken Xli X2 , Xs des Vierecks X1 X2 XSX4 in die drei 
ersten Ecken i1 , i" is jenes Involutionsvierecks il i2 is i4 iiberfuhrt, sondern 
zugleich die vierte Ecke x4 des Vierecks Xl X, Xs x4 in die vierte Ecke i4 
des Vierecks il i2 isi4 verwandelt. 

In der Tat wird wegen (62) 

x4t' = - (Xl + Xg + x3)t', 
das heiBt wegen (67): 

(68) x4f'= [I12I;11] + [12s1a] + [ls1123J. 

Denselben Wert aber findet man fiir das Produkt [124114]; denn aus den 
beiden ersten Gleichungen (66) folgen fur die beiden Stabe 114 und 114, 
die Werte: 

124 = = (12s + 121) 

114= - (112 + 11s); 

fiir das Produkt [124114J erhalt man daher den Ausdruck (vgl. auch die 
Gleichungen (65»): 

[12Ju] = [(12S +121)(112 +113)] = [12S112] + [12s 113] + [121 11S] oder 

(36) [124J14] = [12S 112] + [lsJ2s] + [la 1s1]' 

das heiBt, es wird wirklich: 

(37) x",t' = [12",114] = i"" 

womit unsere obige Behauptung bewiesen ist. Die Kollilleation I' hat 
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also die Eigenschaft, das ganze Viereck Xl X2XSX4, in das Involutionsviereck 
i1i2iSi4, del' beidenPunktquadrupel XlI, x2 f, ... x11, x21, ... zu verwandeln. 

Nun stiitzt ferner nach Satz 348 bei einer jeden Kollineation f' von 
1.lrnschriebener Dreieckslage ein jedes Viereck X1X2XS X4 sein Bildviereck 
Xl f' X2 f' Xs I' x 4f', und da das letztere Viereck zugleich das Involutions
viereck i1i,iSi4, del' beiden soebeu genannten Punktquadrupel ist, so hat 
man den Satz: 

Satz 358: Geniigen zwei Kollineationen fund 1 del' Gleichung: 

(38) [Hl] = 0, 
so stiitzt jedes Viereck X1X2XS X4, das Involutionsviereck ili2iSi4 
del' beiden seinen Ecken en tsprechenden Punktquadrupel 

Xl I x2 f Xs I X 4, fun d Xl 1 X2 ( xsl X 4,1. 

Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung. 

Geometrische Beziehungen zwischen drei Kollineationen I, 1, m, die der 
Gleichung [11m] = ° unterliegen. Ihre Sechsecks-, Dreiecks- und Vierecks
Eigenschaft. Es bedarf jetzt nul' noch eines kleinen Schrittes, urn nun 
auch die allgemeine Gleichung 

(1) [UmJ = ° 
geometrisch zu deuten, die wir an die Spitze dieses Abschnitts gesteilt haben. 

Zunachst braucht man, urn die Entwickelung von Seite 128 f. auf 
dies en Fall zu iibertragen, nul' die in den Gleichungen (40) bis (45) an 
dritter Stelle auftretenden Faktoren X, y, z durch die Faktoren xm, ym, 
zm zu ersetzen und erhalt so die folgende Sechseckseigenschaft der drei 
Kollineationen f, 1, m. 

Satz 359: Geniigen drei Punkt-Punkt-Kollineationen I, 1, m 
in del' Ebene del' Gleichung 

(1) CUm] = 0, 

so lassen sich 001 Punkttripel X, y, z angeben, deren Bilder in 
den Kollineationen lund 1 ein einfaches Sechseck yf zl xl yl zf xl 
bestimrnen, dessen drei Paare Gegenseiten 

yf zl und y1 zf, zl xl und zf xl, xl y1 und xl yf 

sich beziehlich in den Punkten 

xm, ym, 
treffen. 

Es gilt abel' ebenso auch die Urnkehrung, namlich del' Satz: 
Satz 360: Umkehrung von Satz 359: Besitzen drei Punkt

Punkt-Kollineationen I, 1, m derselben Ebene die Eigenschaft, 
daB auch nur fur ein Punkttripel x, y, z die zugehorigen Bildtripel 
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xf, yf, zf und xl, yl, zl ein einfaches Sechseck yf zl xf yl zf xl 
bestimmen, dessen drei Paare Gegenseiten 

yf zl und yl zf, .d xl und zf xl, xl yl und xl yt 
sich beziehlich in den Punkten 

xm, ym, 
des dritten Bildtripels schneiden, so 

(1) CUm] = 0, 

.em 
besteht die Gleichung 

und es gi bt also 001 Punkttripel x, y, z, denen dieselbe Eigen
schaft zukommt. 

Um ferner zu einer den Satzen 354 und 355 entsprechenden Drei
eckseigenschaft der drei Kollineationen f, 1, m zu gelangen, bemerken wir, 
daB nach den Gleichungen (58) des 27. Abschnitts die Gleichung (1) die 
beiden zyklisch entsprechenden Gleichungen 

(69) {[lmf] = 0 und 
[mU] = 0 

nach sich zieht. Die drei Gleichungen (1) und (69) aber lassen sich 
nach Satz 336 durch die Gleichungen ersetzen: 

(70) 

[xf{[yl .em] - [.el ym]}] + [yf {[.el xm] - [xl .em])] 
+ [.ef { [x 1 ym] - [y 1 xmJ}] = 0 

[x 1 {[ym .ef] - [.em yfJ}] + [y 1 {[.em xf] - [xm zf] } ] 
+ [.el{[xm yf] - [ym xl]}] = 0 

[xm{[yf.el] - [.ef yl]}] + [ym{[zf xl] - [xt zl]}J 

+ [.em {[xf yl] - [yf xU}] = 0, 
in denen x, y, z drei beliebige nicht in einer Geraden liegende Punkte 
sind. Setzt man dann noch: 

j[YIZm]-[Zlym]= Ulm, [zl xm]-[xl.em]= Vim, [xlym]-[ylxm]= W lm 
(71) [ym.ef]-[.emyf]= Umr, [.emxl]-[xmzf]= Vmf , [xmyf]-[ymxf]= W ml 

[yf .e1] -[zf yl] = UfI , [.ef xl] -Ext zl] = VI!, [xt yl] -[yf xl] = Wfl , 

so nehmen die drei Gleichungen (70) die einfachere Gestalt an 

1 
[xf u/m] + [yf V(m] + [d W lm] = 0 

(72) [xl Umf] + [yl Vmf] + [zf W.ml] = 0 

[xm Uu] + [yl Vf(] + [d Wu ] = O. 

Nun bilden nach Seite 133 f. die Linien der Stabe 

U(m, VIm, "Wim 
zusammen das Involutionsdreiseit der beiden Punkttripel 

xl, yl, .e1 und xm, ym, zm, 
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und entsprechend die Linien der Stabe 

U mf, 

zusammen das Involutionsdreiseit 

xm, ym, .em 
endlieh die Linien der Stabe 

Vmf, Wmf 

der beiden Punkttripel 

und xl, yr, .el, 

Un, VfI, Wu 
zusammen das Involutionsdreiseit der beiden Punkttripel 

xl, yl,.el und xl, yI, .el. 
Naeh Seite 133 f. erhalt man also die folgende Dreieckseigenschaft der 

drei Kollineationen f, I, m: 
Satz 361: Geniigen drei Kollineationen I, 1, m der Gleiehung 

(1) CUm] = 0, 
so gibt es 004 Punkttripel x, y, .e, die dureh die drei Kolli
neationen in drei Punkttripel von solcher Lage und Masse iiber
gefiihrt werden, daB jedes von den drei Bildtripeln dem Invo
lutionsdreieck der beiden andern eingesehrieben ist. 

Es gilt aber aueh die Umkehrung, namlich der Satz: 
Satz 362: Umkehrung von Satz 361: Sind f, I, m drei Punkt

Punkt-Kollineationen derselben Ebene, und besitzen die drei 
Bildtripel xl, yf, .el, xl, yI, .eI, xm, ym, .em auch nur eines Punkt
tripels x, y, .e, die Eigenschaft, daB eins von ihnen (und somit 
iiberhaupt jedes von ihnen) dem Involutionsdreiseit der beiden 
andern eingeschrieben ist, so geniigen die drei Kollineationen 
der Gleiehung 
(1) CUm] = 0, 

und es gibt somit 004 Punkttripel x, y, .e, denen dieselbe Eigen
sehaft zukomm t. 

Ebenso filldet man endlieh durch eine Verallgemeinerung der Schlu.6-
weise, die zu dem Satze 358 fiihrte, die folgende Viereckseigenschaft der 
drei Kollineationen I, 1, m: 

Satz 363: Befriedigen drei Punkt-Punkt-Kollineationen I, 1, m 
derselben Ebene die Gleiehung: 

(1) [Um1 = ° 
so wird jedes Punktquadrupel Xli x 2 , xS' x4 durch diese drei 
Kollineationen in drei neue Punktquadrupel 

xII, X2f, xsf, x4f, XlI, x2 I, xsl, x,.,l, x1m, x2 m, xsm, x4 m 

iibergefiihrt, von denen jedes das Involutionsviereck der beiden 
andern stiitzt. 
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Und auch von diesem Satze gilt wieder die Umkehrung, niimlich 
der Satz: 

Satz 364: Umkehrung von Satz 363: Besitzen drei Punkt
Punkt-Kollineationen f, I, m derselben Ebene die Eigenschaft, 
da8 auch nur fu'r ein Punktquadrupel Xl' xs, Xu X, eins von 
seinen drei Bildq uadrupeln 

xlf, xtf, xst, x,f, XII, xtl, xsI, x,I, xlm, x2m, xam, x,m 
das Involutionsviereck der beiden andern stiitzt, so geniigen 
die drei Kollineationen der Gleichung 

(1). [flm] = 0, 
und es kommt daher dieselbe Eigenschaft ii berhaupt jedem 
Punktquadrupel der Ebene zu. 

Das Verschwinden des kombinatorischen Produktes dreier Stab-Stab
Kollineationen a, f!, !JJl besitzt eine dualistisch genau entsprechende geo
metrische Bedeutung, worauf hier nur hingedeutet werden magI). 

1) Einige Ausfiihrungen dazu findet man in der auf Seite 111 erwahnten Disser
tation von H. Wehrheim Seite 43 his 45. 



Sechster Hauptteil. 

Die Reziprozitat uud das Polarsystem. 
Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

Abschnitt 30. 

Die allgemeinen Eigenschaften der Reziprozitiit. 

Der extensive Bruch fur die Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitiit. 
In ganz ahnlicher Weise wie die Kollineation liiBt sich auch die Ab
bildung der Reziprozitat durch einen Bruch mit drei N ennern und drei 
Zahlern darstellen; nur hat man als Zahler des Bruches anstatt dreier 
Punkte ai drei Stabe Ai zu wahlen. Es seien also wie bisher zu Ecken 
des Fundamentaldreiecks drei vielfache Punkte ev e2 , es gemacht, deren 
auBeres Produkt 
(1) 
ist, und es seien aus den Grundstaben dieses Dreiecks 

(2) El = [e2 eS], E2 = [eSelJ, Es = Eel e2] 

mittelst der neun reellen ZahlgroBen <lie drei neue Stabe abgeleitet: 

(3) 
Al = <lUEl + <l12E2 + aisES 

A2 = <l21 EI + <ln E 2 + <l2sEs 

As = <lslEl + <ls2E2 + <lssEs 

(vgl. Fig. 68). Das planimetrische Produkt dieser drei Stabe Ail welches 
iibrigens mit Riicksicht auf die schon mehrfach benutzte Gleichung 

(4) [EIE2EsJ = 1 
der Determinante i <lik [ 
Ai gleich sein wird, 
moge mit <l bezeich
net werden, das heiBt, 
es moge 

(5) [AIA2AsJ = <l 

gesetztwerden. Dann 
weist der Bruch 

(6) 

aus den Ableitzahlen <lik der 

Fig. 68. 
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nach dem Begriffe des extensiven Bruches seinen drei Nennern ei die drei 
Ziihler Ai zu, das hei]t, es wird 

(7) ei'1' = Ai, i = 1, 2, 3, 

auBerdem aber fiihrt er, falls man auch bei ihm an der Distributivitat 
festhiilt, einen jeden Punkt 

(8) x = ~lel + ~ge9 + ~ses 
der Ebene, der aus den drei Grundpunkten e. durch die drei ZahlgroBen 
~j abgeleitet ist, in denjenigen Stab 

(9) X'1' = ~lAl + ~IlAI + ~sAs 
derselben Ebene fiber, der aus den Bildem Ai der Grundpllnkte e. durch 
dieselben ZahlgroBen ~i entwickelt wird. 

Man erhiilt 80 eine Zuordnung der Punkte und Geraden der Ebene, 
die den Namen reziproke Ab bildung oder Reziprozitiit fiihrt, oder 
noch genauer als die Punkt-Stab-Abbildung der Reziprozitiit be
zeichnet wird, und die zu der Abbildung der Kollineation in enger Be
ziehung steht. In der Tat findet eine ganze Reihe von Siitzen fiber kolli
neare Systeme bei der reziproken Abbildung ihr Analogon. 

Die Grundeigenschaften der Punkt-Stab-Abbildung einer Resiprozitat. 
Der Fundamentalsatz der Resiprozitat. Dies gilt insbesondere von den 
Grundeigenschaften und dem Fundamentalsatz der Kollineation, denen die 
Grundeigenschaften und der Fundamentalsatz der Reziprozitiit genau ent
sprechen. So hat man den Satz: 

Satz 365: Erste Grundeigenschaft der Reziprozitiit: Drei 
Punkte einer Geraden werden durch reziproke Abbildung in drei 
gerade Linien iibergefiihrt, die durch einen Punkt gehen. 

z 

Fig. 69. 

des Punktes z darsteilt, mit 
durch einen Punkt geht. 

1st niimlich zein Punkt, 
der mit den Punkten x und y 
auf einer Geraden liegt (vgl. 
Fig. 69), ist also 

z = ~x + ~y, 
wo ~ und ~ ZahlgroBen sind, 
so wird 

Z'1' = ~ X'1' + t) yr. 

Diese Gleichung aber besagt, 
daB der Stab z '1', del' das Bild 

den Bildern X'1' und y'1' der Punkte x und y 
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Ferner gilt der Satz: 
Satz 366: Zweite Grundeigenschaft der Reziprozitat: Die re

ziproke Abbildung ordnet einem jeden Punktwurf einen Strahl
wurf von gleichem Doppel ver
hiiltnis zu. 

Der Beweis kann genau so 
gefiihrt werden, wie bei dem ent
sprechenden Satze iiber die kolli
neare Abbildung (vgl. Seite 53). 
Man stelle wie dort die Punkte 
des W urfes in der Form dar 

x, y, u = x + gy, v = x + ~y 
(vgl. Fig. 70), so hat ihr Doppelver
hii.ltnis (nach Seite 54 des ersten Fig. 70. 

Handes) den Wert l-; fiir die zugeordneten Stabe des entsprechenden 

Strahlwurfes im reziproken System erhiilt man nun aber die Ausdriicke 

Xl', y1', U1' = Xl' + 9 yr, Vl' = Xl' + ~ yl', 

ihr Doppelverhiiltnis hat daher nach Seite 58 des erst en Bandes genau 

denselben Wert -f· 
Hieraus aber folgt weiter der Satz: 
Satz 367: J ede Punktreihe wird durch die reziproke Ab

bildung in ein projektives Strahlbiischel iibergefiihrt, jede Kurve 
zweiter Klasse in eine Kurve zweiter Ordnung. 

Dem Fundamentalsatze der Kollineation endlich entspricht der fol
gende Fundamentalsatz der reziproken Abbildung: 

Satz 368: Fundamentalsatz der Reziprozitat: Um die Punkt
Stab-Abbildung einer Reziprozitat in der Ebene festzulegen, 
kann man vier ihrer Lage nach beliebig gewahlten Punkten, 
von denen aber keine drei derselben Geraden angehoren diirfen, 
vier beliebig gegebene Geraden derselben Ebene zuweisen, von 
denen jedoch keine drei durch einen und denselben Punkt gehen. 
Dadurch ist dann die Abbildung bis auf einen Zahlfaktor ein
deutig bestimmt. 

In der Tat braucht man nur drei vielfache Punkte, die mit den drei 
ersten von den vier Punkten zusammenfallen, zu Nennern des Bruches 
und drei Stabe, die auf den drei ersten Geraden liegen, zu Zahlern des 
Bruches zu mach en und dabei die Massen jener drei Punkte und die 
Langen dieser drei Stabe so zu wahlen, daB der vierte von den gegebenen 
Punkten der Einheitspunkt des Nennersystems und ein Stab der vierten 

GraUmann, Projektive Geometrie d. Ebene. II. 10 
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Geraden der Einheitsstab des Zahlersystems wird (vgl. Fig. 71). Durch 
diese Forderungen sind die Massen der drei Nennerpimkte mit Riicksicht 
auf die Gleichung (1) eindeutig bestimmt. Aber auch die Langen und der 
Sinn der drei Zahlerstabe sind durch die obigen Bestim
mungen wenigstens bis auf einen Proportionalitatsfaktor 
festgelegt; dieser bleibt willkiirlich, da iiber den Wert des 
planimetrischen Produktes [Al All As] der drei Zahler keine 
Festsetzung getroffen ist. 

Die zu der Punkt-Stab-Abbildung r einer Reziprozitiit 
adjungierte Stab-Punkt-Abbildung B. Da die Reziprozitat r 
den Punkten einer Geraden 
stets gerade Linien zu
weist, die durch einen 
Punkt gehen, so ordnet 
der Bruch r auch jeder 
geraden Linie des ersten 83 Fig. 71. 

Systems einen Punkt des zweiten zu. Indes wird diese Beziehung der 
Geraden des ersten Systems auf die Punkte des zweiten durch den Bruch r 
nur indirekt vermittelt. Man erhalt aber auch hier wieder eine direktere 
Darstellung dieser Abbildung von Geraden auf Punkte, wenn man neben 
dem Bruche r einen adjnngierten Bruch B einfiihrt, dessen Nenner 
und Zahler die mnltiplikativen Kombinationen ohne Wiederholung zur 
zweiten KIasse aus den Nennern und Zahlern des Bruches r sind, das 
heiSt, wenn man setzt· 

(10) B = [A! As], [AsAl]' [AlA!] oder 
[e!es], [eSel ], [e1 e!] 

(11) 

(12) El = [elles], 
(13) a l = [AliAs], 

ist (vgl. Fig. 72). Die 
Zahlerpunkte a. lassen 
sich hier iibrigens leicht 
als Vielfachensummen 
der Grundpunkte ek dar-

Ell = [eSel], Es = eel el!] und 

all = [AsAl]' as = [A1AlI] 

stellen. Dazu fiihre man E2 Fig. 72. 

in die Gleichungen (13) auf den rechten Seiten die Ausdriicke 
und multipliziere aus unter Beriicksichtigung der Gleichungen 

(14) 

(3) em 
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dann erhalt man die Gleichungen: 

lal = ~l1el + ~12~ + ~Se3 
(15) all = ~21 el + ~22e2 + ~2sl3s 

as = ~3lel + ~32e! + ~3SeS' 
in denen die ~ik die Unterdeterminanten der Determinante II = Ill;k I sind. 

Ferner wird wegen (5) und (13) 

(16) [aiA;] = [Aiai] = a, i = 1, 2, 3, 
wiihrend andererseits 

(17) [aiAk] = [Aka;] = 0, i, k = 1, 2, 3, i =+= k. 

Urn jetzt den Nachweis zu erbringen, daB der Bruch B wirklich die 
gewiinschte Beziehung zwischen den Geraden 
des ersten und den Punkten des zweiten 
Systems herstellt, hat man zu zeigen, daB 
der Bruch B den Verbindungsstab [yz] 
zweier beliebigen Punkte y und z in den 
Schnittpunkt [yr. zr] der Geraden derjenigen 
beiden Stabe yr und zr iiberfiihrt, welche 
durch den Bruch l' den Punkten y und z zu- z 

gewiesen werden. Dazu setze man wie ge-
wohnlich (vgl. Fig. 73) Fig. 73. 

(18) {y = ~1el + ~2e2 + ~ses 
Z = bl e1 + bs e2 + bs I3s ; dann wird 

[y z] = 1 ~s ~3 I' El + 1 ~3 ~l 1 Ell + i ~1 1)2 1 E s, 
bds bdl , ~d2 

also wegen (11) 

[yz]B = 1 ~1I~31 a1 + 1 ~S~l 1 a2 + 1 ~l~lIl as· 
3ds 3dl bdll 

Andererseits wird 
yr = lJlAl + ~lIAs + ~sAs, 
Z'f' = blAl + bliAs + 3s As, 

also mit Riicksicht auf (13) 

] 1 ~s ~31 I ~s 1)1 I I ~1 ~21 [yr·z'f' = at + I all + I as, 
32 33 I i 3s 31 : 31 3s 

und es wird daher wirklich 

(19) [yz]B = [yr. zr], 

das heiBt, man hat den Satz: 
10* 
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Satz 369: Adjungiert man einem Reziprozitii.tsbruche 

~, .A., As 
1'= , 

ell ej , es 

welcher Punkte in Stabe iiberfiihrt, einen zweiten Bruch 

in der Weia e, daB dieser neue Bruch den Seiten Ei des N enner
dreiecks von r die Ecken a, des Zahlerdreiseita von l' zuordnet, 
jene Seiten und diese Ecken dargestellt als entsprechende plan i
metrische Produkte der Nennerpunkte und Zahlerstabe von 't', 

so weist der "adjungierte Bruch" R iiberhaupt jedem Stabe [yz], 
das heiBt jedem Produkt zweier Punkte y und z des eraten 
Systems, den Schnittpunkt [yr. Z1'] der Geraden ihrer Bildstabe 
'!I1' und Z1' im zweiten System zu. 

Aus diesem Satze laSt sich noch eine wichtige Folgerung ziehen. 
Nach d-er ersten Grundeigenschaft der Reziprozitiit (Satz 365) wird einem 
jeden Punkte x, der mit zwei Punkten y und z in einer Geraden liegt, 
durch eine Reziprozitat l' ein Bildstab X1' zugeordnet, der mit den Bild
stii.ben '!I1' und z l' der Punkte '!I und z durch einen und denselben Punkt 
geht. Es entspricht also einem Punkte x, der die Gleichung 

(t) [x(yz)] = 0 

erfiillt, ein Bildstab X1', welcher der Gleichung 

[xr(y1'· Z1')] = 0 

Geniige leistetj und diese Gleichung kann man wegen (19) auch in der 
Form schreiben: 
(tt) [X1'· '!IzR] = 0. 

Und setzt man endlich in den beiden Gleichungen (t) und (tt) 
(20) [yz] = U, 
wodurch sie die Form annehmen: 

(21) 

(22) 

[xU] = 0 und 
[X1' . UR] = 0, 

so kann man das gewonnene Ergebnis auch so formulieren: 
Aus der Bedingung des Vereintliegens eines Punktes x und eines 

Stabes U, das heiSt aus der Gleichung 

(21) [x U] = 0, 
foIgt die entsprechende Gleichung 

(22) [X1'. DR] = 0 
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fiir das Vereintliegen des Bildstabes xr des Punktes x und des Bild
punktes UB des Stabes U. 

Man hat also den Satz: 
Satz 370: 1st l' der extensive Bruch fiir die Punkt-Stab-Ab

bildung einer Reziprozitat, und B der adjungierte Bruch fiir die 
zugehorige Stab-Punkt-Abbildung, so zieht die Bedingungs
gleichung 
(21) [xU] = ° 
fiir das Vereintliegen des Punktes x und des Stabes U die ent
sprechende Bedingungsgleichung 

(22) [xr· UB] = 0 
nach sich fiir das Vereintliegen der Bilder xr und UB des 
Punktes x und des Stabes U in der Reziprozitiit 1', B. 

Das kombinatorische Produkt Lr8] der Punkt-Stab-Abbildungen sweier 
Resiprositaten. Man kann iibrigens auch hier wieder den Bruch fur die 
zur Reziprozitat l' adjungierte Reziprozitiit B als kombinatorisches Quadrat 
des Bruches l' darstellen, vorausgesetzt daB man den Begriif des kombi
natorischen Produktes der Punkt-Stab-Abbildungen l' und 8 zweier Rezi
prozitiiten in entsprechender Weise wie oben (vgl. Seite 57 if.) das kombi
natorische Produkt der Punkt-Punkt-Abbildungen zweier Kollineationen 
definiert. 

Wir fiihren dazu zuniichst wieder einen Ausdruck von der Form 
[ys . 1'8] ein, III welchem y und 8 zwei beliebige Punkte sind, indem 
wir setzen: 

(23) [ ] [yr·zs]-[zr·ys) 
Y8' 1'8 = 2 

und zeigen wieder wie dort, daB der durch den Bruch auf der rechten 
Seite von (23) definierte Ausdruck [ys· 1'8] den Charakter eines aus den 
vier GroBen y, S, 1', 8 gebildeten Produktes besitzt, indem erstens jeder 
Zahlfaktor, der zu einer der vier GroBen y, S, 1', 8 hinzutritt, vor den 
ganzen Ausdruck gestellt werden kann, und indem sweitens der Ausdruck 
distributiv ist gegeniiber einer Summe, die an Stelle einer der vier GroBen 
y, 8, 1', 8 in den Ausdruck eingesetzt wird. Das Produkt [y 8 . rs] ver
dient aber auch den N amen eines kombinatorischen Produktes, da wenigstens 
fiir seine Punktfaktoren y und s die Grundformel eines solchen Produktes 
gilt, niimlich die Formel: 
(24) [xx· 1'8] = 0, 

(vgl. Gleichung (23). Diese Formel aber zieht die weitere Formel nach sich: 

(25) [zy' 1'8] = - [ys . 1'81, 
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welche aussagt, daB die beiden Punktfaktoren y und z des Produktes 
[yz . J's] nur mit Zeichenwechsel verlauschbar sind. 

Die beiden Reziprozitatsfaktoren l' und 8 dagegen durfen ofl'enbar 
ohne Zeichenwechsel vertauscht werden; denn es wird wegen (23) 

[ ] [ys·zr]-[zs.yr] 
yz . 8r = 2 

oder da nsch Satz 22 die Stabfaktoren y8 und Z r, z s und y1' der plani
metrischen (regressiven) Produkte des Zahlers nur mit Zeichenwechsel 
vertauschbar sind, 

[ ] [yr·zs]-[zr·ys] 
yz . 8r = 2 • 

Das ist aber gerade der Ausdruck flir das Produkt [y z . l' 8]; es ist daher 
wirklich 
(26) [yz . 81'] = [yz . 1's], 
und man hat den Satz: 

Satz 371: In dem kombinatorischen Produkte [yz '1's] sind 
die Punktfaktoren y und z mit, die Reziprozitatsfaktoren l' und 
s ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Aus den Formeln (24) und (25) kann man ferner wiederum foigern, 
daB das kombinatorische Produkt [y z . l' s] auch als ein Produkt auf
gefaBt werden kann, deisen einer Faktor der Stab [yz] ist. Dazu suche 
man eine GroBe [rs] einzufuhren, welche die Eigenschaft hat, einen jeden 
Stab [yz] bei der Multiplikation in das Produkt [yz . 1's] zu verwandeln, 
die also fur beliebiges y und z der Gleichung genugt: 

(27) [yz][1's] = [yz . :1's] 

Um auf Grund dieser Gleichung einen analytischen Ausdruck fur die 
Grot\e [1's] zu finden, setze man in die Gleichung (27) fur y und z ihre 
Ableitausdrucke 

(28) { y = ~1 e1 + ~2 e2 + ~3 e3 

Z = 01 e1 + ~2 e2 + 33 e3 

ein, schreibe die Gleichung also in der Form: 

[(~le1 + .. ')(31 e1 + .. ')][1's] = [(~le1 + .. ')(01e1 + ... ). 1's], 

fuhre sodann die Multiplikation der run den Klammern aus und beruck
sichtige dabei, daB sowohl linker Hand wie rechter Hand die Regein der 
kombiuatorischen Multiplikation zur Geltung kommen (vgl. hinsichtlich 
der rechten Seite die Formeln (24) und (25)). Auf diese Weise erhalt 
man die Gleichung: 

J I ~2 ~3 I } I i)9 ~~ I 
(29) II I hesl + ... [rsJ = i •. i [e3 e3 .rsJ + .. '. 

i Oil ~3 i I 32 33 I 
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Hier sind die Ausdriicke [ejes · 1's], ... gewisse Punkte, die nach (23) 
die Darstellung gestatten: 

(30) 

fur die sich also, wenn man noch 

(31) 

setzt, 

(32) 

• B" B!, Bs 8=----
ell e!, es 

Die in der geschweiften Klammer der linken Seite von (29) angegebene 
Vielfachensumme der Stabe [~e3]' [esel], [el e2] wird nun nach (29) durch 
Multiplikation mit der GroBe [1's] in die entsprechende Vielfachensumme 
der Punkte [e2 eS ·1's], [eS e1 '1's], [el e2 ·1's] iibergefuhrt, und da diese Be
ziehung fur beliebige Werte von ~i und ~k' i, k = 1, 2, 3, geiten soIl, so 
kann man setzen: 

(33) [ ] [e!es·rs], [est;·rs], [e,e!.rs] 1'S = . 
[e!es], [ese,], [e,e.] 

Den so definierten Ausdruck [1's] bezeichnen wir als das kombinatorische 
Produkt der Reziprozitaten l' und s. Dasselbe stellt, wie die Glei
chung (33) zeigt, die Stab-Punkt-Abbildung einer gewissen neuen Rezi
prozitat dar. 

Man iiberzeugt sich dann wieder leicht, daB seine Faktoren ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar sind. Denn es wird nach (33) 

(34) 

Nun sind aber nach dem Satze 371 die entsprechenden Zahler der Briiche 
(33) und (34) einander gleich; man hat also die Formel 

(35) [S1'] = [1's] 
und damit den Satz: 

Satz 372: In dem kombinatorischen Produkte der Punkt
Stab-Abbildungen zweier Reziprozitaten sind die Faktoren ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar. 

Fiihrt man schlieBlich in die Bruchdarstellung (33) des kombinatorischen 
Produktes [1'8] an Stelle der Zahler [e2es ·1's], ... ihre Werte aus (32) 
ein, so findet man fiir das kombinatorische Produkt [1's] den Ausdruck: 

(36) [1's] = !t[AsBs] - [AsBI]}' H [AsB,]- [A,Bs]}' !{ [A,B!]-rAsB1 ]} • 

[e.es], [esed, ee, e:l] 
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Die su einer Punkt-Stab-Resiprositat r adjungierte Resiprositiit B als 
kombinatorisches Quadrat von r. LaSt man in der Formel (23) die beiden 
in ihr auftretenden Reziprozitaten r und s einander gleich werden, setzt 
also s = r, so ergibt sich aus ihr die Spezialformel 

[ye rl] = [yr. zrl-; [zr. yr] • 

Da aber nach Satz 22 
[yr. sr] == - [sr· yr] 

ist, so vereinfacht sich diese Formel zu: 

(37) [ys rl] == [y1" sr]. 
Ferner erhaIt man aus (33) fiir das "kombinatorische Quadrat" [rl] der 
Reziprozitat r die Darstellung 

oder wegen (37) 

(38) 

[pI] = [ete, 1"], [ea61 1'0], [61e, 1"] 
[e,es], [eS el ], [el e,] 

[rl] _ [e,r·esr], [eS r.el r], [el r·e,r] 
- [e,ea], [eS el ], [el e,] ' 

wofiir man mit Riicksicht auf den Wert von r in (31) auch schreiben kann: 

(39) [rl] = [.A,As], [AsAl]' [AlAs] 
[elea], [6s 61], [616,] 

oder wegen (12) und (13) 

(40) 

Die Vergleichung mit (11) zeigt dann, daB 

(41) [r] = B, 

und endlich entnimmt man aus dieser Gleichung und aus (27) und (37), daB 

(42) [ys]B = [ys][rl] = [ysrl] = [yr. sr], 
wodurch zugleich die Formel (19) bestatigt wird. Das Hauptergebnis 
dieser Untersuchung laSt sich in dem Satze ausdriicken: 

Satz 373: Die adjungierte Abbildung B der Punkt-Stab-Ab
bildung r einer Reziprozitat ist das kombinatorische Quadrat 
Ton r. 

Das kombinatorische Produkt erst] der Punkt-Stab-.A.bbildungen dreier 
Resiprositaten. Sind r, s, t die Punkt-Stab-Abbildungen dreier Rezi
prozitaten und x, y, s drei beliebige Punkte der Ebene, so definieren wir 
das kombinatorische Produkt 

[xys. rst] 
durch die FOl'mel 

(43) [ ] 1 { [xr.ys.stJ+[yr.ss.xtJ+[sr.xs.ytJ} xys . l'St =-
3! -[xr.ss.ytJ-[yr.xs.st]-[sr.ys.xtJ ' 
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das heiBt, wir verstehen unter dem Produkte l xyz .rst] das arithmetische 
Mittel der Ausdriicke, die hervorgehen, wenn man die Punktfaktoren x, 
y, z in allen moglichen Anordnungen mit den in der Reihenfolge 1', s, t 
genommenen Reziprozitatsfaktoren multipliziert, die erhaltenen Produkte 
jedesmal zu einem planimetrischen Produkte vereinigt und dem so ent
stehenden Produkte das Plus- oder Minuszeichen vorsetzt, je nachdem die 
Anordnung der Punktfaktoren, die in dies em Produkte vorkommt, gegen
iiber der urspriinglichen Reihenfolge x, y, z eine gerade oder ungerade 
Anzahl von Inversionen aufweist. 

Man kann dann genau so wie in der entsprechenden Untersuchung 
iiber Kollineationen (vgl. Seite 62 f.) zeigen, daB der Bruch 

(44) 
lxyz.rst] 
[XYi)-

von dem wir wieder voraussetzen wollen, daB sein N enner 

(45) [xyz] =F 0 
sei, eine von der Lage und Masse der Punkte x, y, z unabhangige Zahl
groBe darsteilt, und kann daher fiir diesen Bruch ein Symbol einfiihren, 
das nur noch die GroBen 1', s, t enthalt. Wir wahlen das Zeichen Erst], 
setzen also 

(46) [rstj = [xyz.rstJ 
[xyz] 

und bezeichnen die so definierte GroBe [1' st] als das kombinatorische Pro
dukt der drei Reziprozitaten 1', s, t. Dabei konnen in der Formel (46) 
fiir x, y, z drei ganz beliebige nicht in einer Geraden liegende Punkte 
benutzt werden; insbesondere kann man also auch die drei Grundpunkte 
e1 , e2 , Cs verwenden, so daB man auch hat 

(47) 

Aus der Formel (46) 
die Formel 

[ t] [el e! es · rst] rs = . 
[el e!es ] 

folgt ferner durch Wegschaffung 

(48) [xyz] [rst] = [xyz . rst]. 

des Nenners 

AuBerdem beweist man wieder leicht, daB die Faktoren des Produktes 
Erst] ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, daB also 

(49) [rst] = [str] = [ft·s] = [rts] = [srt] = [tsrJ. 

Der Potenzwert der Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitat. Nimmt 
man in der Formel (47) die Reziprozitatsbriiche 1', s, t einander gleich 
an, setzt somit 

t = s = 1', 

so verwandelt sich das kom binatorische Produkt [1' S t] III die k 0 m b i-
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natorische dritte Potenz [rS] von 1', die wir als den Potenzwert von 
l' bezeichnen wollen. Es wird 
(50) [rS] = Lei e! es 1'S]. 

[el e!es] 

In dem Bruche auf der rechten Seite ist aber mit Riicksicht auf (43) 
der Zahler 

[ 51 1 { [elr. e2r· esr] + [e2r· esr· elr] + [es r · ei r· e2 r]} el e2eS l' = ~ . 
3! ~[elr· esr· e2 r] - [e2r· elr· esr] - [esr· esr· elrJ 

U nd da hier nach den Gleichungen (33) des dritten Abschnitts sii.mtliche 
Glieder innerhalb der geschweiften Klammer (einschlieBlich ihrer Vor
zeichen genommen) einander gleich sind, so wird 

(51) [el~eS r S] = [elr· e2r· esrJ 
und also der Potenzwert von l' 

(52) [rsJ = [el l' ____ ~!~ es1'] = [AI At ~]. 
[el e. es] [el e! esJ 

Der Potenzwert' eines Reziprozitiitsbruches l' ist also wieder gleich dem kom
binatorischen Produkte seiner Zahler dividierl durck dasjenige seiner Nenner. 

Da iibrigens nach der Gleichung (1) das Produkt im Nenner von (52) 
den Wert 1 hat, so kann man die Gleichung (52) auch in der Form 
schreiben: 
(53), 

oder, wenn man die Gleichung (5) beriicksichtigt, auch III der Form: 

(54) [1'3] = n. 
Zugleich entnimmt man aus der Formel (53), daB das Yerschwinden des 
Potenzwertes [rS] der Punkt-Stab-Abbildung l' einer Reziprozitii.t, das 
heiBt die Gleichung 
(55) [1>sJ = 0, 

die Bedingung des Entartens der Punkt-Stab-Reziprozitat l' ist. 
Aus der Gleichung (52) kann man ferner noch folgern, daB das Produkt 

(56) [el e2 esJ[rsJ = [elr. e2 J'· esr] 
ist, und diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn man an die Stelle 
der Punkte el , e2 , es drei ganz beliebige Punkte x, y, z treten laBt, es gilt 
also auch die Gleichung: 

(57) [xyz] [rsJ = [xr . y1' . zr]. 

Das kombinatorische Produkt [BS] der Stab-Punkt-Abbildungen zweier 
Reziprozitaten. Wir haben oben auf Seite 146 die Stab-Punkt-Reziprozitat 

(58) 
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als adjungierte Abbildung zur Punkt-Stab-Reziprozitat eingeffihrt. Aber 
man kann selbstverstandlich ebenso gut auch von einer durch den Bruch (58) 
definierlen Stab-Punkt-Reziprozitat als der urspriinglichen Reziprozitat aus
gehen und von ihr die adjungierte Punkt-Stab-Reziprozitat 

(59) 

bilden, dlls heiBt diejenige Abbildung, deren Zahler und Nenner die zwei
faktorigen planimetrischen Produkte der Zahler und N enner von B sind. 

Auch ffir diese adjungierte Abbildung r einer Stab-Punkt-Reziprozi
tap B ergibt sich eine Darstellung als kombinatorisches Quadrat von B, 
wenn man wieder entsprechend dem Obigen den Begriff des kombina
torischen Produktes [BS] zweier Stab-Punkt-Reziprozitaten B und S 
einfiihrt. 

Wir definieren dazu genau wie bei der dualistisch entsprechenden 
Entwickelung zunachst den Ausdruck [VW . BSj, in dem V und W zwei 
beliebige Stabe sind, durch die Formel 

(60) [VW. BS] = [VB. WS] -; [WB· VSJ, 

aus der 

(61) 
ist, und 
(62) 

(63) 

dann 

daB 

wiederum folgt, daB, wenn U ebenfalls einen Stab bedeutet, 

[UU·BS] =0 

[WV· BS] = - [VW· BS] und 

[VW· SB] = [VW· BS] 

ist. Wir nennen den Ausdruck [VW· BS] das kombinatorische Produkt 
der Stiibe V, W und der R.eziprozitiiten B, S. Die Formeln (62) und (63) 
enthalten dann den Satz: 

Satz 374: In dem kombinatorischen Produkte [VW· BS] sind 
die Stabfaktoren V und W mit, die Reziprozitatsfaktoren B und 
S ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Definiert man sodann weiter das kombinatorische Produkt [BS] durch 
die Formel: 
(64) [VW][BS] = [VW· BS], 

die ffir beliebige Werte der Stabe V und W 'gelten soli, so zeigt man 
wieder wie auf Seite 150f., daB 

(65) [BS] = [E!E • . BS], [EsE, . BS], [E, E! . B"'j 
[E2 E.], [E. E,], [E, E 2 ] 

ist, woraus wegen (63) noch folgt, daB allgemein 

(66) [SB] = [BS] 
ist. Es gilt also der Satz: 
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Satz 375: In dem kombinatorischen Produkte der Stab-Punkt
Abbildungen zweier Reziprozitaten sind die Faktoren ohne 
Zeichenwechsel vel'tauschbar. 

In dem Bruche auf der rechten Seite von (65) besitzen die Ziihler 
nach (60) die Werte: 

(67) [EsEs . RS] = [E,B· EftS) -; [EsB· E,S], "', 

fUr die man, wenn man noch 

(68) 

s etzt, auch schreiben kann: 

(69) [EsEs . RS] = [a,ba] -; [asb,] , ... 

Bei Einfiihrung dieser Werte nimmt die Gleichung (65) die Gestalt an: 

(70) [RS] = ! ([a, bs] -"[asb,]}, -!t[asb,] - [~bs]}' tl[a,b,] - [a,b,]). 
[EtEs], [EsEtl fE, E,l 

Die zu einer Stab-Punkt-Reziprozitiit R adjungierte Reziprozitiit r als 
kombinatorisches Quadrat von R. Fiir das kombinatorische Quadrat [RIJ 
der Stab-Punkt-Reziprozitat R erhaIt man ferner wie auf Seite 152 die 
Formeln: 
(71) [VWRlI] = rVR· WR] und 

(72) 

von denen sich die letztere wegen (58) auch in der Form schreiben liSt: 

(73) [RlI] - [a, as], [as a,], [a, a,]. 
- [E,Es]' [EsEI]' [EIE,] 

Der Bruch rechter Hand ist aber nsch (59) gerade der Ausdl'uck fiir die 
zur Stab-Punkt-Reziprozitiit R adjungierte Punkt-Stab.Reziprozitiit r, und 
man hat daher die Gleichung bewiesen: 
(74) [RlI] = r. 
Diese Gleichung enthaIt den Satz: 

Satz 376: Die adjupgierte Abbildung r der Stab-Punkt-Ab
bildung Reiner Reziprozitat ist das kombinatorische Quadrat 
von R. 

Ferner entnimmt man aus der Gleichung (74) und aus (64) und 
(71), daB 
(75) [VW]r = LVW][RlI] = [VW R2] = [VB. WR]. 
Insbesondere ist also 
(76) [VW]r = [VR· WR], 
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und man hat den zu dem Satze 369 dualistisch entsprechenden Satz (vgl. 
Fig. 74): 

Satz 377: Adjungiert man elnem 
Reziprozitats bruche 

welcher Stiibe in Punkte uberfiihrt, 
einen zweiten Bruch: 

r _ [a~3J~lIZsa~~1 as] 
- [EIEsJ, [EsE1J, [E1EIJ 

WR 

Fig. 74. 

in der Weise, daB er den planimetrischen Produkten aus je 
zweien von den N ennern des Bruches B die entsprechenden 
planimetrischen Produkte aus den Ziihlern von B zuordnet, 
so weist dieser zu B adjungierte Bruch iii iiberhaupt jedem 
Punkte [VW], das heiBt jedem Produkte zweier Stiibe V und W 
des ersten Systems, die Verbindungsgerade [VB· WB] ihrer 
Bildpunkte VB und WB im zweiten System zu. 

Die Grundeigenschaften der Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitiit. 
frberhaupt ·ergibt die Auffassung der Reziprozitiit als Stab-Punkt-Abbildung 
zu jedem oben fur die Reziprozitiit gewonnenen Satze eine dualistisch ent
sprechende Eigenschaft. Insbesondere kann man aus der Distributivitiit 
des Bruches B die folgenden beiden neuen Grundeigenschaften der Rezi
prozitiit folgern: 

Satz 378: Dritte Grundeigenschaft der Reziprozitiit: Drei 
gerade Linien, die durch einen Punkt gehen, werden durch rezi
proke Abbildung in drei Punkte ubergefiihrt, die in derselben 
geraden Linie liegen. Und: 

Satz 379: Vierte Grundeigenschaft der Reziprozitat: Ein 
jeder Strahlwurf wird durch reziproke Abbildung in elDen 
Punktwurf von demselben Doppelverhii.ltnis verwandelt. 

Hieraus aber folgt weiter der Satz: 
Satz 380: J edes Strahlbiischel wird durch eine Reziprozitiit 

in eine projektive Punktreihe iibergefiihrt, jede Kurve zweiter 
Ordnung in eine Kurve zweiter Klasse. 

Ferner gilt auch der dem Fundamentalsatz der Reziprozitiit dualist~sch 
entsprechende Satz: 

Satz 381: Um die Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitat 
in der Ebene festzulegen, kann man vier ihrer Lage nach be
lie big gegebenen Geraden, von denen jedoch keine drei durch 
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einen und denselben Punkt gehen diirfen, vier beliebig gegebene 
Punkte zuweisen, von denen aber keine drei derselben Geraden 
angehoren. Dadurch ist dann die Abbildung bis auf einen Zahl
faktor eindeutig bestimmt. 

Setzt man endlich wie oben bei der Kollineation zwei extensive Briiche 
fiir eine Punkt-Stab- (oder Stab-Punkt-)Abbildung dalm und nur dann ein
ander gleich, wenn sie mit jedem Punkte (oder Sta be) der betrachteten 
Ebene multipliziert Gleiches liefern, so beweist man genau so wie auf 
Seite 5lf. den Satz: 

Satz 382: Zwei extensive Briiche, die die Punkt-Stab- (oder 
Stab-Punkt-)Abbildung einer Reziprozitat in der Ebene ver
mitteln, sind einander gleich, so bald sie mit drei von einander 
linear una bhangigen Punkten (oder Sta ben) rn ultipliziert G leiches 
liefern. 

Die sur adjungierten Abbildung Reiner Punkt-Stab-Reziprozitiit l' ad
jungierte Abbildung '}'. 1st die Stab-Punkt-Reziprozitat 

(77) 

die adjungierte Abbildung einer Punkt-Stab-Reziprozitat 

(78) 

so daB 

(79) { al = [A2 AS]' a2 = [.AsAlJ, as = [AlAjlJ 

~=~~, ~=~~, ~=~~ 

ist, so unterscheidet 
Abbildung 

sich die zur adjungierten Reziprozitat R adjungierte 

(80) 

von der 

(81) 

- [a, as]' CaSal]' [al a.] l' - -------------
- [E,Es]' [EsE,], [ElE,] 

urspriinglichen Reziprozitat l' in (78) nur 

a = [Al AjlAsJ = [r3J, 

urn den Zahlfaktor 

(vgl. die Gleichungen (53) und (5)); es gilt narnlich dann die Formel: 

(82) l' = ar. 
In der Tat ist ja nach den Formeln (15) des 25. Abschnitts 

(83) [E2ES] = el , [EsEl] = ea, [ElEz] = e3 , 

und iiberdies wird wegen (79) (vgl. auch die Gleichung (40) des dritten 
Abschnitts) das Produkt 

[a2 asJ = [AsAl . AlAjI] = [AsAlA:i]Al = [AlA2 AslAl = aAl ; 

und Entsprechendes gilt auch fiir die Produkte [as al] und [at aal Man 



Abschnitt 30, Gleichung (77) bis (89). Satz 381 und 382. 159 

erhiilt also die Formeln: 

(84) [a2 aS] = aAl1 CaSal] = aA21 [al a2] = oAs; 

und die Gleichung (80) nimmt daher die Gestalt an: 

r = nAp etA!, nAs oder 
e" e2 , es 

- At, A 2 , As 1'=0----, el1 e2 , ea 
und diese ist mit Riicksicht auf (78) gleichbedeutend mit der obigen 
Gleichung 
(82) l' = or. 

Wegen (74), (41) und (54) kann man dieselbe iibrigens auch in der Form 
schreiben: 
(85) 

Setzt man ferner in die Gleichung (76) an Stelle der Reziprozitiit r 
ihren Wert or aus der Gleichung (82) ein und vertauscht zugleich die 
beiden Seiten der entstehenden Gleichung mit einander, so nimmt sie die 
Form an 
(86) [VR· WR] = o[VW]r. 

Das kombinatorische Produkt [RST] der Stab-Punkt-Abbildungen dreier 
Refiprozitiiten. Sind B, S, T die Stab-Punkt-Abbildungen dreier Rezi
prozitaten und U, V, W drei beliebige Stiibe del' Ebene, so definieren wir 
das kombinatorische Produkt 

[UVW· RSTJ 
durch die l!'ormel: 

I 
[UVW·BST] 

(87) = ~{ [UR· VS· WT] + [VR· WS· UTJ +[WR· US· VTJI. 
31 -[UR.WS.VTJ-[VR· US· WTJ-[WR.VS·UTJI 

1st dann noch 
(88) [UVWJ =+= 0, 
so ist del' Bruch 

[UVW· BSTJ 
-n:TvWI-

eine von del' Lage, der GroBe und dem Sinn der Stiibe U, V; W unab
hiingige ZahlgroBe und kann als kombinatorisches Produkt der Reziprozitiifs" 
briiche B, S, T aufgefaBt werden. Wir setzen also: 

(89) [BST] = [UVW . .1l STJ 
[UVWJ ' 

wobei U, V, W drei beliebige, aber der Dngleichung (88) unterliegende 
Stabe sind. Dnd da wegen del' Gleichung (16) des 25. Abschnitts diese 
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Ungleichung auch fiir die drei Grundstabe Eu E2 , Es erfiillt ist, 80 wird 
insbesondere auch: 

(90) 

Aus der Formel (89) folgt ferner durch Wegschaffung des Nenners 
die Formel: 
(91) [UVW][RST] = [UVW· RSTJ. 

Weiter sind wieder die Faktoren des Produktes [RST] ohne Zeichen
wechsel vertauschbar, so daB man hat: 

(92) [RST] = [STR] = [TRS] = [RTS] = [SRT] = [TSR]. 

Der Potenzwert der Stab-Punkt-Abbildung der Reziprozitat. Nimmt 
man endlich in der Formel (89) die Reziprozitatsbriiche R, S, T einander 
gleich an, setzt also 

T= S=R, 
so verwandelt sich das kombinatorische Produkt [RST] in die kombi
natorische dritte Potenz von R, die wir durch das Symbol [RS] dar
stellen und wieder als den "Potenzwert des Bruches R" bezeichnen 
wollen. Es wird 

(93) 

Hierin ist wegen (87) der Zahler der rechten Seite (vgl. auch die Ent
wickelung auf Seite 154) 

(94) [ElEsEs RS] = [ElR ·E~R· EaRJ; 
also wird der Potenzwert von R 
(95) [RS] = rE1B .~!B. EsB] 

[E1EsEs] 

oder mit Riicksicht auf den Wert von R in (58) 

(96) 

Der Potenzu:ert des Bruches R ist also wieder gleich dem planimetrischen 
Produkte der Zahler dividiert durch dasjenige der Nenner. 

Ubrigens vereinfacht sich die Gleichung (96) wegen der Gleichung (16) 
des 25. Abschnitts zu: 
(97) [RS] = [a1 a2aS]; 

und wenn man noch entsprechend wie bei der Punkt-Stab-Reziprozitat l' 
fiir das planimetrische (auBere) Produkt der drei Zahlerpunkte von Reine 
kurze Bezeichnung einfiihrt, also etwa 

(98) [a1 a2 aS] = 21: 
setzt, so verwandelt sich die Formel (97) Ill: 

(99) [RS] = 21:. 
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Und diese Zahlgr6Be ~ steht wieder, falls die Stab-Punkt-Reziprozitat R 
die adjungierte Abbildung der Punkt-Stab-Reziprozitat l' sein soilte, zu 
deren Potenzwert a in der Beziehung: 

(100) ~ = a2; 

denn es wird wegen (98), (84) und (79): 

(101) ~ = [a1 a2 asJ = [aAsasJ = a[AsasJ = a [as A3J = a[A1AsAsJ = a2• 

Die Gleichung (99) IaEt sich dann also auch in der Form schreiben: 

(102) [RsJ = a2 

oder, wenn man will (vgl. die Gleichungen (41) und (54)), in der Form: 
(103) [[1'2]S] = [1'S]2. 

Aus der Formel (97) entnimmt man ferner, daB das Verschwinden 
des Potenzwertes [RS] der Stab-Punkt-Reziprozitat R, das heiBt die 
Gleichung 
(104) 

die Bedingung des Entartens der Stab-Punkt-Reziprozitat R ist. 

Die Kollineation als Folge zweier Reziprozitiiten. Bildet man das 
Folgeprodukt aus dem Bruche l' fur die Punkt-Stab-Abbildung einer Rezi
prozitat und dem Bruche S fUr die Stab-Punkt-Abbildung einer zweiten 
Reziprozitat, so erhalt man den Ausdruck fur die Punkt-Punkt-Abbildung f 
einer Kollineation 

In der Tat, ist 

(105) 

so forme man den Bruch S fur die zweite Reziprozitat in der Weise um, 
daB seine Nenner mit den Zahlem des ersten Bruches ubereinstimmen_ 
Dazu setze man Wle bisher: 

(106) \

A1 = auEI + aUE! + ~sEs 
A2 = a 21 E1 + ajl2 E 2 + assEs 
As = asl E 1 + as2 E2 + assEs; 

dann lautet die gewunschte Umformung: 

(107) S = 1111 b, + Ilu b, + Il,s b., Ilu b, + Ilu b. + Il.s bs ' Ils, b, + Ils • b. + ~ss~s 
A" A., As 

Fiir das Folgeprodukt 1'S ergibt sich also der Wert: 

(108) 1'S = 1111 b, + Ilu bll + Il,s b., Ilu b, + 1122 bll + Ilts bs ' Ils, b, + lts.l~Lt Itss bs 
e, , et , es ' 

das heiBt, man erhalt wirklich einen extensiven Bruch fur die Punkt
Punkt-Abbildung einer Kollineation. Setzt man diesen Bruch = I, so kann 

G r .. Sma n n: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 11 
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man schreiben: 
(109) 1'8 = f. 

Ebenso zeigt man, daB die Folge der Stab-Punkt-Abbildung B einer 
Reziprozitii.t und der Punkt-Stab-Abbildung seiner zweiten Reziprozitat 
die Stab-Stab-Abbildung a einer Kollineation darstelit, das heiBt, man 
beweist die Gleichung 
(110) Bs = a. 
Man hat also den Satz: 

Satz 383: Die Folge der Punkt-Stab-Ab bildung einer Rezi
prozitat und der Stab-Punkt-Abbildung einer zweiten Rezipro
zitii.t ist die Punkt-Punkt-Ab bildung einer Kollineation, und 
die umgekehrte Folge ist die Stab-Stab-Abbildung einer Kolli
neation. 

Die inverse Abbildung einer Reziproeitiit. Wir wollen im. folgenden 
immer an der Voraussetzung festhalten, dafJ die Stab-Punkt-Reeiproeitiit R 
die adjungierte Abbildung der Punkt-Stab-Reeiproeitiit l' sei, und sprechen 
demgemaB von der Reziprozitat 1', B. 

Die Einfuhrung der Bruche 

(111) 1 
r (112) 

fur die zur Reziprozitat r, B inverse Abbildung muB an die Bedingung 
geknupft werden, daB die beiden planimetrischen Produkte ihrer drei N enner 
von N uIl verschieden seien. 

Denn ware zum Beispiel das Produkt der drei N enner des Bruches ~. , 

das heiBt das Produkt [AIAsAaJ = 0, also nach (5) Q = 0, so wurde 
zwischen den Nennern Ai dieses Bruches eine Zahlbeziehung bestehen 
mussen. Eine solche Zahlbeziehung zwischen den Nennern eines exten
siven Bruches, dessen Zahler linear unabhangig sind, widerspricht aber 
dem Begriffe des extensiven Bruches. Ein solcher Bruch namlich solite 
nach seiner Erklarung erstens seinen drei Nennern die drei Zahler zuweisen 
und eweitens bei der Multiplikation mit einer Vielfachensumme aus den 
drei Nennern distributiv sein. Diese beiden Eigenschaften aber sind nicht 
mit einander vereinbar, sobald zwischen den Nennern eine Zahlbeziehung 
herrscht, der nicht die entsprechende Zahlbeziehung zwischen den Ziihlern 

1 
zur Seite steht. Denn aus einer zwischen den N ennern des Bruches r 
obwaltenden Zahlbeziehung 
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wiirde durch Multiplikation mit dem Bruche ~ die Gleichung folgen: 

1 1 
As r = (gl A1 + g9 A,) r ' 

fiir die man wegen der Distributivitat des Bruches ~ auch schreiben kann: 

111 
ASr == gl A1 r + gl A2r oder wegen (111): 

es = 91 el + 92 e2' 

Jede Zahlbeziehung zwischen den Nennern eines extensiven Bruches 
wiirde also nach dem Begriffe eines solchen Bruches die entsprechende Zahl
beziehung zwischen den Ziihlem naeh sieh ziehen. Da nun aber bei den 
beiden Briichen (111) und (112) zwischen den Zahlern iiberhaupt keine 
Zahlbeziehung bestehen kann, insofern ja die beiden Zahlerprodukte [e1 i1! es] 
und [El E,Es] beide = 1, also sieher von Null verschieden sind, so ist der 
Fall eines verschwindenden N ennerproduktes ganz von der Betraehtung 
auszusch lieBen 

Die fur die Umkehrbarkeit der Briiche l' und B erforderlichen Be
dingungen 
(113) 

die man wegen (5) und (98) auch in der Form schreiben kann: 

(115) a =1=0 und (116) ~=I=O, 

sind iibrigens fiir den Fall, wo B die adjungierte Abbildung zu l' ist, 
nicht unabhangig von einander, sondern die Ungleichung (113) (oder (115» 
zieht mit Riicksicht auf (100) die Ungleichung (114) (also auch die Un
gleichung (116» nach sich. 

Ferner sind die Ungleichungen (113) und (114) (oder (115) und (116)) 
zugleich die Bedingungen dafiir, daB die Reziprozitaten l' und B nicht 
entarten. 

1st aber die fiir die Existenz der Briiche t- und ~ erforderliche Be

dingung a =1= 0 erfiillt, so sind diese Briiche, wie ihre Form zeigt, ebenso 
wie die Briiche l' und B, Ausdriicke einer gewissen Reziprozitat, und zwar 

ist der Bruch ~ der Ausdruck fur die zur Abbildung l' inverse Stab-
'I' 

Punkt-Zuordnung und der Bruch ~ der Ausdruck fiir die zur Abbil

dung B inverse Punkt-Stab-Zuordnung. In der Tat wird die durch 

den Bruch l' bewirkte Abbildung durch den Bruch ~ wieder riickgangig 

gemacht und umgekehrl, und Entsprechendes gilt von den Briichen B 
und ~; das heiBt, es bestehen die Gleichungen 

11* 
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(117) 

(119) 

1 
X1'- = X 

'1' 

1 UB R = U 

(118) 

(120) 

Diesen Beziehungen kann man aber noch eine andere Form verleihen. 
Setzt man namlich 
(121) Xl' = U, 

so nimmt die Gleichung (117) die Form an 

(122) 
und man hat den Sa.tz: 

1 x= U
'1' ' 

Satz 384: Wenn das planimetrische Produkt der Zahler von l' 
von Null verschieden iet, das hei6t, wenn die Ungleichung 

(113) [.Al.A2.ASJ =F 0 
erfiillt ist, oder was dasselbe ist, die Ungleichung: 

(115) a =1= 0, 
so ist die Gleichung 
(121) Xl' = U 

nach X auflOsbar und ergibt fiir x den Wert 

1 
(122) x = U-,;' 

Verschwindet hingegen das auflere Produkt der drei Zahler von 1', 

so verliert der Bruch ~ seine Bedeutung. Bei gegebenem U und l' wird 
alsdann durch die Gleichung (121) der Punkt x noch nicht eindeutig be
stimmt. 

Setzt man andererseits 
(123) UB=x, 

so verwandelt sich die Gleichung (119) in 

(124) 
und man erhii.lt also den Satz: 

Satz 385: Wenn das planimetrische Produkt der Zahler von 
R von Null verschieden ist, das hei.6t, wenn die Ungleichung 

U~ ~~~=I=O 
erfilllt ist, oder was dasselbe ist, die Ungleichung 

(116) 52( =F 0, 
so ist die Gleichung 
(123) UB = x 
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nach U auflosbar und ergibt fur U den Wert 

(124) U= x ~. 

Verschwindet hingegen das planimetrische Produkt [a1 alias], so ver

liert der Bruch ~ seine Bedeutung. Bei gegebenem x und R wird als

dann der Stab U durch die Gleichung (123) noch nicht eindeutig bestimmt. 

Wie die Vergleichung der vier extensiven Briiche 'I' und ~, R und 

~ zeigt (vgl. die Formeln (6), (11), (111) und (112»), sind die beiden 

ersten und die beiden letzten Bruche gleichartige GroBen. Der Bruch ~ 
insbesondere hat es mit dem Bruche 'I' gemein, daB er wie dieser eine 
Reziprozitat darstellt, aufgefRBt als Punkt-Stab-Zuordnung. Aber trotzdem 
sind diese beiden Reziprozitaten im allgemeinen keineswegs mit einander 
identisch oder auch nur bis auf einen Zahlfaktor einander gleich. Dies 
erkennt man sofort, wenn man die drei Stabe bestimmt, die durch den 

. 1 E E E e1nen Bruch B = _1_'_~~ den N ennerpunkten e. des andern Bruches 
ai' aI' as 

'I' = AI, ~, As zugewiesen werden, und die Ausdriicke fur diese Stabe mit 
el' ep es 

denen fur die Stabe e,'I' = Ai vergleicht, in welche dieselben Punkte ei durch 
den Bruch 'I' ubergefuhrt werden, das heiBt nach (3) mit den Ausdrucken 

(125) e,'I' = QnE1 + OillES + oisEs, i = 1, 2, 3. 

Dazu stelle man zuniichst die N enner e, des Bruches 'I' als Vielfachen

BummeD der Nenner ak des Bruches ~ dar. Nach (15) bestehen zwischen 

den a" und e, die Gleichungen 

a l = ~11 e1 + ~lll~ + ~1Sea 
as = ~21 e1 + ~lI2e2 + ~2Sea 
as = 51(S1 e1 + 51(S2 ell + ~ss es· 

Multipliziert man diese drei Gleichungen mit den Faktoren Ow OlIO Ow 

addiert und berucksichtigt die aus der Theorie der Determinanten bekannten 
Gleichungen 
(126) 

(127) 
so erhalt 
(128) 

(129) 

man 

ou51(u + 02i~i + 0s;51(si = 0, 

ali 51(u + 0ll i 51(lIk + Os i 51(Sk = 0, 

i = 1, 2, 3, und 

i, k = 1, 2, 3, i =F k, 

i = 1, 2, 3, also 

1 Man bekommt daher fur die drei Stabe, welche durch den Bruch R den 

Nennern ei des Bruches 'I' zugewiesen werden, mit Rucksicht auf (112) die 
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Ausdriicke 

(130) ei ~ = ! (etHEl + ~.E,l + aaiEs), i = 1, 2, 3, 

die sich von den Ausdriicken (125) fiir die Stabe ejr au1.\er durch den 

Zahlfaktor -.!.- noch dadurch unterscheiden, da1.\ die Ableitzahlen in der 
(l 

Klammer gegen die Ableitzahlen der Stabe e.r transponiert sind. Die 

Geraden der Stabe e.r und ei ~ sind daher im allgemeinen von einander 

verschieden, das hei1.\t, es werden einem jeden von den drei Grundpunkten e. 
und somit iiberhaupt jedem Punkte der Ebene im allgemeinen ewei auch 
ihrer Lage nach verschiedene Stabe zugeordnet sein, je nachdem man zu 

seiner Abbildung den Bruch r oder den Bruch ~ verwendet. 

Da die Abbildung l' die Punkte des "ersten Systems" in die Stabe 
des zweiten iiberfiihrt, und die Abbildung B den Staben des ersten Systems 

die Punkte des zweiten zuordnet, die Abbildung ~ somit die Punkte des 

"zweiten Systems" in die Stabe des ersten zuriickverwandelt, so kann man 
sagen: 

Die Reeiproeitiit l' dient eur Abbildung der Punkte des ersten Systems 
auf die Stiibe des sweiten und die Resiproeitiit ~ eur Abbildung der Punkte des 
eweiten Systems auf die Stiibe des ersten. 

Und man hat daher den Satz: 

Satz 386: Die beiden Sta be, in die ein Punkt x der E bene 

1
1', B] durch eine Reziprozitat -.!.- -.!.- iibergefiihrt wird, sind im aU-
r' B 

gemeinen auch ihrer Lage von einander verschieden, je nachdem 
der Punkt x als Punkt des eraten oder des zweiten Systems auf
gefa1.\t wird, je nachdem also zu seiner Abbildung der Bruch l' 

oder der Bruch ~ verwendet wird. 

Will man andererseits auch die Beziehung zwischen der zur Rezi

prozitat l' adjungierten Reziprozitat B und der zu l' inversen Reziprozitat ~-

entwickeln, so bestimme man diejenigen drei Punkte E. ! ' die durch den 

B 1 e e e a a, as 
ruch - = A-1 , 1: A den N ennern Eo des andern Bruches B = E 1' Et -E--

r 1 J i' S l' t' S 
zugewiesen werden, und vergleiche die Ausdriicke fiir diese drei Punkte 
mit denen fiir die Punkte EjR = ai' in welche dieselben Stabe durch den 
Bruch B iibergefiihrt werden, das hei1.\t nach (15) mit den Ausdriicken 

(131) EjB = ~ilel + ~i2e~ + 5lliS es, i = 1, 2, 3. 

Dazu stelle man zunachst die Nenner Ei des Bruches R alB Vielfachen-
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1 summen der Nenner Ak des Bruches - - dar. Nach (3) bestehen zwischen 
r 

den Ak und E, die Gleichungen 

Al = all EI + alliEs + OISES 

All = Olll EI + Ou Ell + 023 Es 

As = oslEI + OssEt + OssEs 

Multipliziert man diese drei Gleichungen mit den Faktoren ~w ~i1 
~Si1 addiert und beriicksichtigt die Gleichungen (126) und (127), so er
halt man 
(132) 

(133) 

oE, = ~1iAI + ~2,All + ~3,A3' i = 1, 2, 3, also 

E, = ~ (~liAl + ~,As + ~siA3)' i = 1, 2, 3. a 

Man bekommt daher fiir die drei Stabe, die durch den Bruch ~ den 
'1' 

Nellnern E, des Bruches B zugewiesen werden, mit Riicksicht auf (111) 
die Ausdriicke: 

(134) E,! = ~ (~liel + ~2ie2 + WSleS), i = 1, 2,3, 

die sich von den Ausdriicken (131) fiir die Punkte EiB wieder auBer 

durch den Zahlfaktor ~ noch dadurch unterscheiden, daB die Ableitzahlen a 
in der Klammer gegen die Ableitzahlen der Punkte EiB transponiert sind. 

Die Punkte E,B und Ei~ sind daher im allgemeinen voneinander ver-
'1' 

schieden, das heiBt, es werden einem jeden von den drei Grundstaben E, 
und somit iiberhaupt jedem Stabe der Ebene im allgemeinen zwei auch 
ihrer Lage nach verschiedene Punkte zugeordnet sein, je nachdem man zu 

seiner Abbildung den Bruch If, oder ~ verwendet. 
'1' 

Da die Abbildung B die Stabe des "ersten Systems" in die Punkte 
des zweiten iiberfiihrt, und die Abbildung r den Punkten des ersten 

Systems die Stabe des zweiten zuordnet, die Abbildung ~ somit die Stiibe 
'1' 

des "zweiten Systems" in die Punkte des ersten zuriickverwandelt, so kann 
man sagen: 

Die Reziprozitiit If, dient zur Abbildung der Stiibe des ersten Systems 
auf die Punkte des sweiten und die Resiprositiit -~ sur Abbildung der Stiibe 
des zweiten Systems auf die Punkte des ersten. 

Und man hat daher den Satz: 
Satz 387: Die beiden Punkte, in die ein Stab U der Ebene 

I r, Bl durch eine Reziprozitii.t ~ _1_ iibergefiihrt wird, sind im aU-
'1" B 

gemeinen auch ihrer Lage nach voneinander verschieden, je 
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nachdem der Stab U aIs ein Stab des ersten oder des zweiten 
Systems aufgefal,H wird, je nd.'Uhdem also zu seiner Abbildung 

der Bruch B oder der Bruch ~ verwendet wird. 
'1' 

Der Fluchtpunkt und der Verschwindungspunkt einer Resiprozitiit. N ach 
dem Satze 386 werden insbesondere auch jedem unendlich fernen Punkte 
der Ebene im allgemeinen zwei verschiedene Stabe entsprechen, und diese 
Stabe gruppieren sich, falls man samtliche unendlich fernen Punkte ab
bildet, zu zwei Strahlbiischeln. Wie schon oben bei der Kollineation ge
zeigt wurde, lassen sich namlich die unendlich fernen Punkte, das heiBt 
die Strecken 9 der Ebene, siimtlich aus zwei Grundstrecken, etwa aus 
den Strecken 

(135) 

numerisch ableiten, also unter der Form 

(136) 9 = Bl9l + B292 
darstellen. FaBt man diese Skecken als Elemente des ersten Systems auf, 
so werden sie durch den Bruch '1' in die Stabe 

(137) 

iibergefiihrt. Den unendlich fernen Punkten (den Strecken) des ersten 
Systems entsprechen daher wirklich die Stabe eines Strahlbiischels. Der 
Scheitel dieses Strahlbiischels, das heiBt der Punkt 

(138) u = [g1r. g2 r ] , 

moge der Fluchtpunkt der Reziprozitat '1', B genannt werden. 
U m die geometrische Bedeutung des Fluchtpunktes u einer Rezipro

zitat zu finden, beachte man, daB ein System paralleler Geraden der 
Ebene sich auf der unendlich fernen Geraden schneidet, also ein Strahl
biischel bildet, dem auch die unendlich ferne Gerade angehort. Daraus 
aber folgt nach der dritten Grundeigenschaft der Reziprozitat (Satz 378), 
daB auch die Bildpunkte eines jeden Systems paralleler Geraden mit dem 
Bildpunkte der unendlich fernen Geraden, das heiBt mit dem Flucht
punkte u der Reziprozitat in einer geraden Linie liegen. Man hat somit 
den Satz: 

Satz 388: Bei der reziproken Ab bildung liegen die Bildpunkte 
eines jeden Systems paralleler gerader Linien auf einer Ge
raden, die durch den l?luchtpunkt u der Reziprozitat geht. 

Betrachtet man andererseits die unendlich fernen Punkte, das heiBt 
die Strecken 9 der Ebene, als Elemente des zweiten Systems, bezeichnet 
sie als solche mit dem Buchstaben h und benutzt als Grundstrecken 
dieses Systems die Strecken 
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(139) 

wo die Nenner n; die Massen der Punkte a. bezeichnen, so wird 

(140) 

Fur die Stabe des eraten Systems, welche diesen Strecken h ent
sprechen, bekommt man also die Darstellung 

111 
(141) h R- = ~1 hi R + ~2 h2 R' 

aus der idr den Scheitel v des von ihnen beschriebenen Strahlbuschels, 
wir nennen ihn den Verschwindungspunkt der Reziprozitat T, R, 
der Wert hervorgeht 

(142) v = [h -!- . h ~J' 1 B J R 

Der in dem Satze 388 enthaltenen Eigenschaft des Fluchtpunktes 
einer Reziprozitat entspricht dann die folgende Eigenschaft des Ver
schwindungspunktes: 

Satz 389: Bei einer reziproken Ab bildung sind die Bild
geraden zweier Punkte, deren Verbindungslinie durch den Ver
schwindungspunkt v der Reziprozitat geh t, einallder parallel. 

Ubrigens liiBt sich der Fluchtpunkt u und der Verschwindungspunkt 
v einer Reziprozitat T, Rauch leicht als Vielfachensumme der Grundpunkte 
darstellen. Fur die den Strecken 91 und 92 des ersten Systems zugeord
neten Stabe gl T und 92'l' ergeben sich namlich aus (135) und (6) die Werte 

(143) 

Man erhalt also fur den Fluchtpunkt u der Reziprozitat nach (138) die 
Darstellung 
(144) u = [(~1 __ ~~) (Ai __ 43_)J = [AlAs] + [AsA1] + [:t1 As] 

rn1 rna rnt rns rnt rns rns rn1 rn1 rnt 

oder wegen (13) 

(145) 

Entsprechend findet man ffir den Verschwindungspunkt v der Reziprozitiit 
den Ausdruck 

(146) 

in dem die ZahlgroBen nj die Massen der Punkte a. bedeuten. Aus der 
allgemeinen Massenformel (28) des 25. Abschnitts folgen daher fur sie 
mit Rucksicht auf (15) die Werte 

(147) 
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Abschnitt 31. 

Das Polarsystem. 

Ubergang von der allgemeinen Reziprozitiit sum Polarsystem. Erste 
Grundeigenschaft des Polarsystems. Die Beziehung zwischen den beiden 
Ausdrucken (125) und (130) des vorigen Abschnitts ffir die den Grund
punkten ei im zweiten u,nd ersten System zugeordneten Geraden tritt noch 

etwas deutlicher hervor, wenn man anstatt des Bruches ~ den von ihm 

nur um den konstanten Zahlfaktor ° verschiedenen Bruch ~ verwendet, 

der ja geometrisch dieselbe Reziprozitat definiert wie der Bruch ~, nur 

daB alie Stabe gegen die entsprechenden Stabe der A bbildung ~ noch mit 

einem konstanten Zahlfaktor ° multipliziert erscheinen. Fur diesen Bruch 
gelten die Gleichungen (vgl. die Gleichungen (130) des vorigen Abschnitts): 

(1) 

Die Ausdriicke fur die so gewonnenen Stabe e, i unterscheiden sich daher 

von den fur die Stabe e,'f' in (125) des vorigen Abschnitts angegebenen 
Werten 
(2) ei'f' = o'lEl + 0i2E2 + o/sEs, i = 1, 2, 3, 

nur noch dadurch, daB ihre Ableitzahlen gegen die der Stabe e,'f' trans
poniert sind. Solite daher aligemein fur jeden Wert von i und k 

(3) Ok, = 0ik, i, k = 1, 2, 3, 

sein, so werden die beiden Ausdrucke (2) und (1) identisch, das heiBt, 
es wird 

(4) 

und somit wird auch aligemein fur jeden beliebigen Punkt x 

(5) 

Man kann daher auch die Bruche 'f' und ~ selbst einander gleich 

setzen und erhiilt so die Gleichung 

(6) 'f' = ~ und damit den Satz: 

Satz 390: Eine reziproke Abbildung 'f', deren Ableitzahlen 
den drei Bedingungen 

Ok; = Ow i, k = 1, 2, 3, k =+= i, 

Genuge leisten, stimmt bis auf einen Zahlfaktor omit dem rezi-
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proken Werte der adjungierten Ab bildung R iiberein. Dieser 
Zahlfaktor ist dabei der Potenzwert der Reziprozitat r. 

Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung. Aus den Glei
chungen (1) und (2) folgen namlich durch Vormultiplizieren mit ek die 
Gleichungen : 

(7) 

(8) 

[eA:' ei ~J = Ilki' 

[ek • eir] = Ilw 

Die aUB den Gleichungen (4) durch Vormultiplizieren mit ek , k = 1, 2, 3, 
k =+= i, hervorgehenden drei Gleichungen 

[ek·e;r] = [ek·eiliJ, i,k=1,2,3, k=+=i 

lassen sich daher auch in der Form schreiben: 

i, k = 1, 2, 3, k =+= i 

und man hat den Satz: 
Satz 391: Umkehrung von Satz 390: Besteht zwischen der 

Punkt-Stab-Abbildung r einer Reziprozitat vom Potenzwert a 
und ihrer adjungierten Ab bildung R die Beziehung 

(6) 
(l r= -B' 

so geniigen ihre Ableitzahlen iliA: den drei Gleichungen: 

(3) i, k = 1, 2, 3, k =+= i. 

Bezeichnet man also den Bruch fiir die Punkt-Stab-Abbildung einer 
solchen speziellen Reziprozitat, deren Ableitzahlen die Gleichungen (3) 
erfullen, mit dem besonderen Buchstaben p und den adjungierten Bruch 
mit dem Buchstaben P, so verwandelt sich die Gleichung (6) in: 

(9) 
(l 

p= pi 

und es wird daher fur einen jeden Punkt x 
(l xp = x p , 

oder da die Stellung des Zahlfaktors a willkiirlich ist, 
1 

xp = a· x p' 

Multipliziert man aber diese Gleichung mit P, so nimmt sie die Form an: 

xpP= a· x~P, 
oder endlich, wenn man die Gleichung (120) des vorigen Abschnitts be
riicksichtigt, die fur eine jede Reziprozitat R, insbesondere also auch 
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fiir die Reziprozitat P gilt, die Form: 

(10) xpP=ax. 
Damit ist der Satz bewiesen: 
Satz 392: Eine reziproke Abbildung p, deren Ableitzahlen 

die drei Bedingungen 

ak ; = aw i, k = 1, 2, 3, k =+= i, 

befriedigen, hat die Eigenschaft, daB jeder Stab xp, der aus einem 
beliebigen Punkte x vermoge der Abbildung p hervorgeht, 
durch die adjungierte Abbildung P in den mit dem Punkte x 
kongruenten Punkt ax iibergefiihrt wird, nnter a der Potenzwert 
der Reziprozitat p vershnden. 

Wegen dieser Eigenschaft nennt man eine reziproke Abbildung, 
deren Ableitzahlen den Gleichuugen 

aki = aik , i, k = 1, 2, 3, 
geniigen, involutorisch und benutzt fiir eine solche involutorische Re
ziprozitat noch den besonderen Namen "Polarreziprozitat". Ferner 
sagt man von den beiden Systemen, die einander durch eine Polarrezipro
zitat zugewiesen werden, sie bilden zusammen ein "Polarsystem". Auch 
bezeichnet man wohl die Abbildung selbst als ein Polarsystem. 

Man nennt ferner die einem beliebigen Punkte x in einem Polar
system p, P zugeordnete Gerade xp die Polare des Punktes x in dem 
Polarsystem p, P und umgekehrt den einer beliebigen Geraden U zuge
ordneten Punkt D P den Pol del' Geraden U in dem Polarsystem p, P. 

Die Briiche p und P fiir das Polarsystem geniigen zunachst selbst
verstandlich allen denjenigen Formeln, die oben fiir eine beliebige Rezipro
zitat entwickelt sind. Del' Ubersicht wegen seien sie hier unter Benutzung 
del' neuen Bezeichnung noch einmal zusammengestellt. Es sind die Formeln: 

(11) .AI' .A2 , .As (12) P= ~1~!1 as p = -~--~--, 
el1 e" e. EI' E I , Ea' 

(13) eiP = Ai, (14) EjP=a;, 

(15) 
1 el , e" es (16) 

1 E I, E" Es 
p AI-:-A~A;' p a p a:11 a ' 8 

(17) 
1 

Aip = e" (18) 
1 

a;p=Ej, 

(19) El = [e2eS], E2 = [eSel ], Es = [el e2], 

(20) al = [As As] , a2 = [AsAI]' as = [A I A 2], 

(21) [el e2eS] = 1, (22) [ElE2ES] = 1, 

(23) . [ejE;] = [E;e,] = 1, (24) [ejEJ = [Eke;] = 0, i=+=k, 
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(26) 
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Ai = ailEl + aiSES + aiSES, i = 1, 2, 3, 

a i = ~ill1. + ~iSe2 + ~i3eS' i = 1, 2, 3, 
wo die ~ik die Unterdeterminanten der Determinante 

(27) a = I aik I sind. 

(28) CpS] = [AIA2As] = laikl = a, 

(29) [PS] = [alaSaS] = l~ikl = ~ = a2, 

(30) [E2 Esl = ell [EsEl] = es, [E1 E 2] = es, 

(31) Casas] = aAu [aSa1] = aAs, [alaS] = aAs, 
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(32) [a. Ai] = [A;aJ = a (33) [a,Ak] = [Aka,] = 0, i -+ k. 
Aus den Gleichungen (31) geht noch hervor, daB die Unterdeterminanten 
aik der "adjungierten Determinante" I ~ikl zu den Elementen aik der ur
spriinglichen Determinante in der Beziehung stehen: 

(34) aik = aaw i, k = 1, 2, 3 
Ferner erhiilt man die Formeln: 

(35) [pS] = P, (36) 

vorausgesetzt, daB unter p der adjungierte Bruch des zu p adjungierten 
Bruches P verstanden wird, daB also 

(37) 
ist, und zugleich ist 
(38) 
Weiter wird: 
(39) 

p= ap. 

[yp·sp] = [ys]P, 

(40) [VP· WP] = [VW]p = a[VW]p, 

(41) 1 1 
xp P = x, (42) U p p = U, 

1 (43) UP p = U, (44) 
Wenn endlich 
(45) 
ist, so ist die Gleichung 
(46) xp= U 
nach x auflosbar und ergibt fur x den Wert 

(47) 1 x=Up' 

und andererseits ist unter derselben Bedingung die Gleichung 
(48) UP=x 
nach U auflosbar und liefert fur U den Wert 

~~ U=x~. 
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Zu diesen Formeln, welche samtlich auch noch fur jede beliebige 
Reziprozitat geIten, treten nun weiter diejenigen Formeln hinzu, die clem 
Polarsystem eigentiimlich sind, also zunachst die Bedingungsgleichungen 
des Polarsystems 
(50) au = aw i, k = 1, 2, 3, 

aus denen noch folgt, daB auch 

(51) ~ki = ~ik' i, k = 1, 2, 3, 

ist. Ferner die oben aus (50) abgeleitete Formel 

(52) 

(54) 

It 

P=P' 
1 p 
p=o: 

fur die man auch schreiben kann (53) 

und (55) 

P=~ oder 
p 

1 P 
-=-. 
P It 

Endlich die Formeln, die den involutorischen Charakter des Polarsystems 
ausdriicken, namlich die Formel: 

(56) xpP = ax, 

und andererseits die aus (42) und (55) entspringende Formel: 

(57) UPp = aU. 

Von diesen beiden Formeln zeigt namlich die erste (56): Wenn der Stab 
U die Polare des Punktes x, also U = xp ist, so fallt auch umgekehrt 
der Pol des Stabes U auf den Punkt x; denn es ist ja zufolge (56) dann 
UP = ax. Und ebenso zeigt die zweite Formel (57): Wenn der Punkt x 
der Pol des Stabes U, also x = UP ist, so taIlt auch umgekehrt die Polare 
des Punktes x zusammen mit der Geraden des Stabes U; denn es ist ja 
nach (57) dann xp = aU. 

Man hat also den Satz: 

Satz 393: Erste Grundeigenschaft des Polarsystems: Bildet 
man in einem Polarsystem p, P zu einem beliebigen Pnnkte x 
die Polare und zu dieser Polaren wieder den Pol, so kommt 
man zu einem mit dem ursprunglichen Punkte x zusammen
faUenden Punkte zuriick; dabei multipliziert sich der Punkt x 
nur mit dem Potenzwert a des Bruches p, das heiBt, es besteht 
die Formel 
(55) xpP= ax. 

Bildet man andererseits in einem Polarsystem p, P zu einem 
beliebigen Stabe U den Pol und zu diesem Pol wieder die Polare, 
so kommt man zu einem Stabe zuruck, der in die Gerade des 
urspriinglichen Stabes U fallt. Die GroBe und der Sinn dieses 
neuen Stabes ergibt sich dabei, indem man den Stab U mit dem 
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Potenzwert Q des Bruches p multipliziert, das heiilt, es besteht 
die Formel 
(57) UPp = Q U. 

Zweite Grundeigenschafi des Polarsystems: Seine erste Grundgleichung. 
Man kann iibrigens den Bedingungsgleichungen (50) des Polarsystems 
durch Einfiihrung der Grundpunkte ei und ihrer· Polaren Ai noch eine 
andere Form geben, die fiir geometrische Folgerungen vielfach geeigneter 
ist. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (25), (23) und (24) wird namlich 

(58) 
oder wegen (13) 
(59) 

i, k = 1, 2, 3, 

Uki = [e,·ekP], i, k = 1,2,3. 

Die Bedingungsgleichungen (50) lassen sich daher ill 

schreiben: 
[eiAk] = [ekAi], i, k = 1, 2, 3, 

oder auch III der Form 

(60) [ei·ejop] = [ek"e,p], i, k = 1, 2, 3. 

der Form 

Diese letzteren Gleichungen, welche eine Beziehung zwischen je zwei 
Grundpunkten ei und ek und ihren PoIaren eoP und ekP enthalten, sind 
urn so wichtiger, als sich aus ihnen die entsprechende Beziehung fiir 
irgend zwei beliebige Punkte y und z und ihre Polaren yp und zp ab
Ieiten laJ3t. Dazu fiihre man in den Ausdruck [z· yp] fiir die Punkte z 
und y ihre Ableitausdriicke 

3 3 

Z = ",71.e. ~o, ~ 
1 

und y = L ~kek ein und bekommt so 
1 

[z·yp] =[(~3iei)'(~~kek)p ] 

= [(~ 3;e;) . (~~kekP) ] 
3 3 

= 2J ~3i~k[ei' ekP] , das heiBt wegen (60) 
1 1 

3 3 

= L L5it)k[ek . ed)l 
1 1 

3 S 

= LJ L~k3.cek·eiP] 
1 1 

= [y·zpJ. 
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Es besteht also wirklich fur beliebige Punkte y und z die Gleichung 

(61) [z· yp] = [y. zp]; 

sie mage die erste Grnndgleichnng des Polarsystems heiBen. Ans 
ihr folgt insbesondere, daB mit der Gleichung 

[z . y p] = 0 stets die Gleichnng [y ·z p] = 0 

verknupft ist, und damit der Satz: 

Satz 394: Zweite Grundeigenschaft des 
Polarsystems: Wenn z auf der Polare eines 
Punktes y liegt, so liegt auch y auf der 
Polare des Punktes z (vgl. Fig. 75). 

Fig. 75. 

Dritte Grundeigenschaft des Polarsystems: Siitze von K. v. Staudt. 
Eine andere geometrische. Folgerung ergibt sich aus den Bedingungs
gleichungen des Polarsystems 

(50) 
wenn man nach den 
Nenner-Dreiecken des 

akl=aw i, k= 1, 2, 3, 
Beziehungen fragt, die zwischen den Zahler- und 
Bruches p (also auch des adjungierlen Bruches P) 

"1 
Fig. 76. 
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herrschen (vgl. Fig. 76). Dazu bestimme man die Schnittpunkte der 
Stii.be E; und Ai von gleichem Index und erhalt 

[El A1] = 0l2[ElE 2] + °ls[E1 Es] 

oder nach den Gleichungen (30) unter Berucksichtigung des Satzes 22: 

(62) 1 
[El A l ] = °12eS - °lS e2 

[E2A 2] = 02S el - 021 es 

[EsAs] = 0Sl e2 - 0S2 e1 • 

und entsprechend 

Die Addition diesel' Gleichungen abel' liefert wegen der Bedingungs
gleichungen (50) des Polarsystems die Gleichung 

(63) 

Und diese extensive Gleichung (63) ersetzt die drei Gleichungen (50) 
volistandig; denn substituiert man in die Gleichung (63) fur die Produkte 
[E;A;] ihre Werte aus (62) und ordnet nach eu e2 , es, so erhii.lt man 
die Gleichung 

(02S - 0S2)e1 + (OSl - 01S)e2 + (012 - (21)eS = 0, 

die sich wegen [el e2 eS] =F 0 nicht andel's befriedigen laBt, als wenn alie 
drei Koeffizienten der e; verschwinden, das heiBt nicht anders, als wenn 
die drei Gleichungen (50) erfiillt sind. Die extensive Gleichung (63) ist 
also nicht nur eine Folge der Gleichungen (50), sondern zieht auch um
gekehrt die Gleichungen (50) nach sich. 

Nach der Gleichung (63) besteht nun zwischen den drei Schnitt
punkten [E;A;] der drei Paare entsprechender Seiten der beiden Nenner
und Zii.hler-Dreiecke e1 e2 eS und a l a2 aS eine besonders einfache Zahlbeziehung 
Aber schon aus der Tatsache, daB zwischen den drei Punkten [EiAi] 
iibe1'haupt eine Zahlbeziehung herrscht, folgert man den Satz: 

Satz 395: Die Schnittpunkte der drei Paare entsprechender 
Seiten des N enner- und Zii.hler-Dreiecks eines Po larsystems p, P 
liegen auf einer Geraden. 

Und aus dieser Eigenschaft folgt bekanntlich nach dem Satze von 
Desargues 1) die andere: 

Satz 396: Die Verbindungslinien entsprechender Ecken beider 
Dreiecke schneiden sich in einem Punkte. 

Sie ergibt sich ubrigens auch direkt analytisch, wenn man durch 
Multiplikation der Gleichungen (26) mit den Punkten ei die zu (62) dua
listischen Ausdrucke bildet: 

1) Vgl. Oeuvres de Desargues reunies et analysees par Poudra, Bd.I. Paris 
1864. Seite 413ft'. und Seite 430. 

GraJlmann: Projektive Geometrie d. Eben •. II. 12 
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I [e1 a1] = ~12Ea - ~1SEll 

[e2a2] = ~2sE1 - ~21E3 

[esas] = ~31E2 - ~s2Eu 

sodann wieder diese Ausdriicke addiert und dabei die Gleichungen ~ki = ~'k 
beriicksichtigt. Auf diese Weise erhiilt man die zu (63) dualistische 
Gleichung 
(65) [~a1] + [ell a2] + [eaas] = 0, 

welche die genannte Eigenschaft ausspricht. 
Nennt man noch zwei Dreiecke, die zueinander in der durch die beiden 

letzten Satze ausgedriickten Beziehung stehen, zueinander perspekti v, 
so kann man die beiden gewonnenen Ergebnisse auch in dem Satz zu
sammenfassen: 

Satz 397: Das Nenner-Dreieck eines Polarsystems ist zu 
seinem Zahler-Dreieck perspektiv. 

Doch sind mit diesen Satzen die Beziehungen zwischen dem Nenner
und Zahler-Dreieck eines Polarsystems noch nicht erschOpftj und in der 
Tat wiirden sich ja, wie auch schon oben angedeutet ist, die entwickelten 
Eigenschaften bereits haben folgern lassen, wenn sich zwischen den drei 
Punkten [E.A;] und den drei Stab en [eta.] iiberhaupt irgend eine Zahl
beziehung ergeben hatte, wiihrend den GIeichungen (63) und (65) zufolge 
zwischen ihnen eine ganfJ besonders einfache Zahlbeziehung herrscht, eine 
Zahlbeziehung namlich, deren Koeffizienten samtlich gleich 1 sind. Es 
laBt sich also vermuten, daB die Gleichungen (63) und (65) oder die mit 
ihnen glei~hwertigen GIeichungssysteme (50) und (51) noch eine weitere 
geometrische Bedeutung besitzen. 

Um diese zu finden, bilde man den Ausdruck fiir einen Stab 0 der 
"Perspektivitatsachse", indem man etwa die in (62) angegebenen Ausdriicke 
fiir die Punkte [E2 A2] und [EaAa] miteinander planimetrisch (auBerlich) 
multipliziert. Dadurch erhalt man fiir den Stab 0 den Wert: 

0= [EliAs· EsAs] = [(a2S e1 - a21 eS)(aS1 e2 - aS2 e1)] 

oder wegen (19) 

(66) 0 = a21aS1E1 + a21 aSll E 2 + ~sas1Es. 
Da ferner nach (12) der Bruch fiir die betrachtete Stab-Punkt-Zuordnung 
p des betrachteten Polarsystems lautet: 

(12) 

so ergibt sich 
darstellung: 
(67) 

p= at, at, as 
E t , E" Es' 

fiir den Pol OP der Perspektivitatsachse 0 die Summen-
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Mit diesem Ausdruck vergleiche man den Ausdruck fur das "Per
spektivitatszentrum" c der beiden perspektiven Dreiecke. Dazu stelle man 
dieses Perspektivitatszentrum c ebenfalls als Vielfachensumme der Ecken a i 

des Zahlerdreiecks dar und gehe zu diesem Zwecke auf die Formeln (128) 
des vorigen Abschnitts zuruck, durch welche die Ecken ei des Nenner
dreiecks mit den Ecken a; des Zahlerdreiecks verknupft sind, dal! heiiH 
auf die Formeln: 

(68) 
f oe1 = °11 a1 + 021 a2 + °Sl as 

loe2 = 012 a] + 022 a2 + °32aS 

oeg = (llS a l + 02S a2 + !ts3 aS' 

Aus ihnen leite man zunachst die Ausdrucke fur die drei Verbindungs
linien entsprechender Ecken der beiden perspektiven Dreiecke ab, indem 
man sie beziehlich mit au a2 , as auBerlich multipliziert. Aus der ersten 
Gleichung (68) ergibt sich durch auBere Mnltiplikation mit a l : 

oder da nach (31) 
[as a1] = 0.A2 und [a1 a2] = o.As ist: 

° [e1 a1] = ° (OSI .A2 - 021 .A3)· 

Setzt man also Wle bisher voraus, daB 

sei, daB also das 

(69) 

0=1=0 

Polar system nicht entartet, 

I [el a1] = °31 .A2 - (l21 .A3 

[e2a2] = 012 .AS - oS2.Al 

[es as] = 023 .Al - 013 .A2• 

so wird 

und entsprechend £ndet man: 

Fur das Perspektivitatszentrum c, das heiBt fUr den Schnittpunkt der Ge
raden [aA], erhalt man daher die Darstellung 

c = [e2a2·e3aS] = [(on.As - 0S2.A1) (02S .A1 - 0IS .A2)] 

oder wegen (20) 
(70) c = 01201Sal + 012023a2 + 0S201SaS' 

Dieser Ausdruck aber stimmt wegen (50) mit der oben in (67) fur den 
Pol OP der Perspektivitatsachse 0 gewonnenen Vielfachensumme uberein, 
und man sieht somit, daB bei einem Polarsystem nicht nur die Nenner
und Ziihlerdreiecke perspektiv liegen, sondern dafJ iiberdies das Perspekti
vitiitszentrum den Pol der Perspektivitatsachse bildet. 

Beachtet man endlich, daB diese beiden Eigenschaften des Nenner
und Zahler-Dreiecks aus den Gleichungen 

(50) 0ki=OW i,k=1,2,3, 
12* 
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abgeleitet sind, die sich auch in der Form schreiben lassen: 

(60) [ei·ekP] = [ek·eiP], i, k = 1,2,3, 

und daB diese Formel, welcher je zwei Ecken e; und ek des Nennerdreiecks 
genugen, in (61) auch fur zwei ganz beliebige Punkte y und Ii! bewiesen 
ist, so sieht man, daB die beiden oben fur das Nenner- und Zahler-Dreieck 
bewiesenen Eigenschaften auch fur je zwei beliebige eigentliche Dreiecke 
geIten mussen, die einander in einem nicht entartenden Polarsystem ent
sprechen. Man hat also den Satz: 

Satz 398: Dritte Grundeigenschaft des Polarsystems: Erster 
Satz von Chr. v. Staudt: J e zwei eigentliche Dreiecke, die ein
ander durch ein nich t entartendes Polarsystem zugewiesen 
werden, liegen perspektiv, und zugleich ist ihr Perspektivitats
zentrum der Pol ihrer Perspektivitatsachse 1). 

Ubrigens laBt sich der zweite Teil dieses Satzes auch leicht aus dem 
ersten rein geometrisch mit Hulfe der ersten Grundeigenschaft des Polar
systems ableiten, wenn man noch die in den Satzen 369 und 377 ent
haltenen Eigenschaften einer beliebigen Reziprozitat verwertet, die sich 
speziell fur ein Polarsystem in der Form aussprechen lassen: 

Satz 399: Ein Polarsystem p, P ordnet der geraden Verb in
dungslinie zweier Punkte als Pol den Schnittpunkt der Polaren 
dieser Punkte zu und weist andererseits dem Schnittpunkte 
zweier Geraden als Polare die gerade Verbindungslinie der 
Pole dieser Geraden zu. 

Aus diesem Satze folgt zunachst - und das gilt noch ebenso fur 
eine beliebige Reziprozitat -: In dem Polarsysteme p, P entsprechen 
nicht nur den drei Ecken ell e2 , es des Nennerdreiecks die Linien der 
drei Seiten AI, A 2 , As des Zahlerdreiecks, sondern auch den Linien der 
drei Seiten Ell E2 , Es des N ennerdreiecks die drei Ecken au a2 , as des 
Zahlerdreiecks (vgl. die Fig. 76). 

Nach der ersten Grundeigenschaft des Polarsystems (Satz 393) werden 
dann aber auch umgekehrt durch das Polarsystem p, P den Ecken aI' 
a2 , as des Zahlerdreiecks die Linien der drei Seiten Ell E2 , Es des 
N ennerdreiecks zugeordnet. 

Hieraus wiederum ergibt sich bei abermaliger Anwendung des Satzes 
399: Die Verbindungslinien entsprechender Ecken des N enner- und Zahler
Dreiecks eines Polarsystems p, P sind die Polaren fur die Schnittpunkte 
der diesen Ecken gegenuberliegenden Seiten der beiden Dreiecke, das 
heiBt, es sind die Linien 

1) Vgl. Chr. v. Staudt, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847. Nr.242. 
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beziehlich die Polaren der Punkte 

[EIA l ], [E2 A2], [EsAs]' 

Daraus endlich folgert man bei nochmaliger Anwendung des Satzes 
399: Ein Polarsystem p, P weist der Perspektivitatsachse seines Nenner
und Zlihlerdreiecks das Perspektivitatszentrnm dieser beiden Dreiecke zu. 

Damit aber ist wirklich der zweite Teil des Satzes 398 mit Hiilfe 
der ersten Grundeigenschaft des Polarsystems ans dem ersten Teil dieses 
Satzes abgeleitet. 

Wenn wir die in dem Satze 398 ausgesprochene Eigenschaft eines 
Polarsystems als eine Grundeigenschaft des Polarsystems bezeichnet haben, 
so soll damit darauf hingewiesen werden, daB durch dieselbe eine Rezi
prozitat vollstandig als ein Polarsystem charakterisiert werden kann; und 
zwar brauchen wir diese Eigenschaft nur fiir ein einziges Dreieck und 
sein entsprechendes Dreieck vorauszusetzen. Es gilt namlich der Satz: 

Satz 400: Zweiter Satz von Chr. v. Staudt (Umkehrung des 
ersten): Wenn durch eine Reziprozitat '1', B den Ecken eines 
Dreiecks die Seiten eines zu ihm perspektiv liegenden Dreiecks 
zugewiesen werden, und iiberdies der Perspektivitatsachse beider 
DI'eiecke das Perspektivitatszentrum zugeordnet wird, so ist 
die Reziprozitat ein Polarsystem l ). 

In der Tat, sind wieder 

el , e2 , es, Ell E 2 , Es 

die Ecken und Seiten des ersten Dreiecks, 

AI, A 2 , As, ai, ai' as 

die Seiten und Ecken des zweiten, zu dem ersten Dreieck perspektiven 
Dreiecks, und sind 

(71) und (72) 

die beiden Briiche, welche die Punkt-Stab-Zuordnung und die Stab-Punkt
Zuordnung der im Satz beschriebenen Reziprozitat vermitteln, und ist 
dabei B der adjungierte Bruch zu '1', so wird genau wie in (66) ein 
Stab C der Perspektivitatsachse beider Dreiecke 

(73) C = 1l211l31 E l + 1l2llls2E2+ 1l2sllsIEs, 

und diesem Stabe C wird wegen (72) in der Reziprozitat '1', B der Punkt 
zugewiesen: 
(74) 

1) VgI. Chr. v. Staudt, Geometrie der LlLge, Niimberg 1847. Nr.241. 
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Andererseits wird wieder wie in (70) das Perspektivitatszentrum c 
der beiden Dreiecke durch die Vielfachensumme dargestellt: 

(75) c = 012ona] + (11202Sa2 + 0S201SaS' 

Soil daher dieser Punkt mit dem zugeordneten Punkte ORder Perspek
tivitiitsaehse 0 zusammenfailen, so miissen die Ableitzahlen des Punktes 
c denen des Punktes OR proportional sein, das hei£t, es muB die Doppel
gleichung bestehen: 

(76) 
au alS au ~B aSi al • 

Aus der Gleichheit der beiden ersten Briiehe aber folgt, da£ 

(l~l aSi. 

alB a 2S 

ist, und aus der Gleichheit des ersten und dritten Bruehes, daB 

ist; und dureh Vergleiehung dieser beiden Gleichungen findet man, daB auch 
aSI au 
al • au 

sem muB. Man erhii.lt daher die neue Doppelgleichung 

(77) ail. (liS = (lIS. 

au aS2 aSI 

Wegen der Perspektiyitat 
zwischen den drei Punkten 

[Et A1], 

der beiden Dreiecke muB nun aber weiter 

eine Zahlbeziehung henschen. Sie moge lauten: 

(78) gt[E1 A1 ] + 92 [E2 A 2] + 9s[EsAs] = O. 

Dieselbe verwandelt sieh, wenn man fiir die Produkte [E;A;] ihre Werte 
aus (62) substituiert, in: 

gl(012 CS - 0tS C2) + g2(~SCl - 021 CS) + gS(OSl C2 - 0S2 Ct) = O. 

und nimmt, wenn man naeh Cll C2, Cs ordnet, die Form an: 

(79) (g202s - 9S0S2)Ct + (gsOSt - 91 01S)C2 + (gt 012 - 9S(21)CS = O. 

Da aber die drei Punkte cp C2, Cs ein eigentliches Dreieck bilden, so miissen 
die Koeffizienten dieser Gleiehung einzeln versehwinden, das heiBt, es 
miissen die drei Proportionen gelten: 

(80) 1 
°21 : (112 = 91 : g2 

02S : (1S2 = 93 : g2 

0lS : QS1 = gs : gl' 

Setzt man aber die drei so gewonnenen Wede der in (77) auftretenden 
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Briiche in die Doppelgleichung (77) ein, so nimmt sie die Form an: 

(81) 91 : 92 = 93 : 92 = 9s : 91 

und vereinfacht sich sofort zu: 

(82) 
Die Proportionen (80) verwandeln sich daher in die Gleichungen 

(83) 

das heiBt, es ist allgemein 

jCl21 = Cl12 

ClS2 = Cl23 

Clu = ClSl1 

(84) Clk , = Clikl i, k = I, 2, 3. 
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Das aber waren gerade die Bedingungsgleichungen des Polarsystems. A.Iso 
ist der Satz 400 bewiesen. 

Der Abbildungsbrueh eines Polarsystems p fur den Fall, wo das Nenner
dreieck ein Polardreieck ist. Das Perspektivitiitszentrum und die Per
spektivitiitsachse werden unbestimmt, aber man wird doch den Bedingungs
gleichungen des Polarsystems 

(84) Clk , = Clikl i, k = 1, 2, 3, 

ganz sicher gerecht, wenn man die Koeffizienten 

(85) Clik = 0 

wiihlt fiir j e zwei v e r s chi e den e Werte der Indizes und k, die Koef
fizienten mit gleichen Indizes aber, das 
heiBt die GroBen ClIiI willkiirlich liiBt 
(vgl. Fig. 77). Dann verwandeln sich 
die Gleichungen (25) in 

(86) 

und der Bruch p nimmt daher die Ge
stalt an 

(87) 

welche zeigt, daB er den Ecken des 
Fundamentaldreiecks deren Gegenseiten 

e, 

als Polaren zuweist, auBerdem aber dem Einheitspunkte 

~~ e=~+~+~ 
den Stab 
(89) ep = Cl11 El + ~2E2 + ClssEs, 

Fig. 77. 

das heiBt mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der am emen ganz be
liebigen Stab der Ebene. 
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Bezeichnet man noch ein Dreieck, dessen Seiten die Polaren der 
gegeniiberliegenden Ecken hinsichtlich eines Polarsystems p bilden, als 
ein Polardreieck des Polarsystems, so HiBt sich das gewonnene Ergebnis 
in dem Satze aussprechen: 

Satz 401: U m ein Polarsystem festzulegen, kann man ein 
Polardreieck des Systems willkiirlich annehmen und auBerdem 
noch einem beliebigen vierten Punkte, der aber nicht auf einer 
Seite des Polardreiecks liegen darf, eine beliebige Gerade als 
Polare zuweisen. Dadurch ist dann das Polarsystem bis auf 
einen konstanten Faktor, von dem die Lange der Bildstabe ab
hangt, eindeutig bestimmt. 

Zugleich folgt aus der soeben gegebenen Entwickelung noch der 
wichtige Satz: 

Satz 402: Wenn eine Reziprozitat jeder Ecke eines Dreiecks 
ihre Gegenseite zuweist, so ist sie ein Polarsystem. 

Die Polkurve eines Polarsystems: Das Polarsystem zweiter Ordnung. 
An die Stelle der Frage nach den Doppelelementen, die bei den kollinearen 
Systemen hervortrat, stellt sich bei der reziproken A bbildung und insbe
sondere auch bei dem Polarsystem die Frage nach denjenigen Punkten, die 
auf ihren zugeordneten Geraden liegen. Dieser Forderung aber entsprechen 
hier nicht nur einzelne getrennt liegende Punkte, sondern die samtlichen 
Punkte einer Kurve. Diese Kurve heiBt die Polkurve der Abbildung. 

Man versteht also insbesondere unter der Polkurve eines Polar
systems den geometrischen Ort derjenigen Punkte x der Ebene, die auf 
ihren Polaren xp liegen. Diese Erklarung liefert sofort die Gleichung 

1<'ig. 78. 

Y der Polkurve eines Polarsystems; denn diese hat ja nur 
auszudriicken, daB das auBere Produkt aus dem Punkte 
x und seiner Polare xp verschwindet. Die Gleichung 
der Polkurve des Polarsystems p lautet also 

(90) [x·xp]=O 

und ist somit eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug 
auf den laufenden Punkt x, und da sie nicht durch jeden 
Punkt x der Ebene befriedigt werden kann 1), so stellt 
sie nach Seite 71 des ersten Bandes eine Kurve zweiter 
Ordnung dar. In der Tat wird die Kurve (90) von einer 
jeden Geraden [y z] in zwei getrennten reeHen, zusammen
fallenden reellen oder konjugiert komplexen Punkten ge-

1) Wenigstens wenn wir von einem sogleich zu behandelnden Ausnahmefall 
absehen. 
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sehnitten (vgl. Fig. 78). Substituiert man niimlich in die Gleiehung (90) 
fiir x den Ausdruek y + ~z fiir den laufenden Punkt der Geraden [yz], 
so erhalt man fiir den Parameter ~ ihres Sehnittpunktes mit der Kurve 
die Gleichung 
(91) [(y + ~z) . (y + ~z)p] = 0 oder 
(92) [y. ypJ + ~([z . yp] + [y. zp]) + ~2[Z . zp] = 0, 
die man mit Rilcksieht auf die Grundgleiehung des Polarsystems 

(61) [z . yp] = [y. zp] 
auch in der Form sehreiben kann 

(93) [y. yp] + 2~[z . yp] + ~2[Z • zpJ = O. 
Diese in ~ quadratische Gleiehung laSt den Parameter ~ des Punktes 
y + ~z dann und nur dann unbestimmt, wenn ihre drei Koeffizienten 

[y.yp], [z·yp], [z·zp] 
gleichzeitig versehwinden. In diesem Falle gehort jeder beliebige Punkt 
y + ~z der Geraden [yz], das heiSt also die ganze Gerade [yz], der Pol
kurve an. In jedem andern Falle liefert die Gleiehung (93) fiir den 
Parameter ~ zwei W erte ~1 und ~2' Die Kurve (90) wird also wirklieh 
von jeder Geraden [yz], die nieht ganz der Kurve angehOrt, in ewei ge
trennten reellen, zusammenfallenden reellen oder konjugiert komplexen 
Punkten gesehnitten, namlieh in den Punkten 

(94) Xl = Y + ~lZ und x2 = Y + ~2Z. 
Ihre Parameter ~1 und ~2 lassen sieh, falls 

(95) [z ,zp]=l=O 
ist, falls also z nieht auf der Polkurve liegt, aueh unmittelbar hinschreiben; 
denn es folgen alsdann aus (93) fiir ~1 und ~2 die Werte: 

(96) { ~1 } = - [z· yp] + V[z. ypp- [y. yp][z. zp]. 
~2 [z. zp] 

DaB die Gleiehung (90) nur in einem ganz besonderen Ausnahme
falIe durch einen jeden Punkt x der Ebene befriedigt werden kann, sieht 
man folgendermaBen ein. Ware die Gleiehung (90) fiir jeden Punkt x 
der Ebene erfilllt, so milBte ihr auch jeder Punkt x genilgen, der sich 
als Summe y + e zweier beliebigen Punkte y und z der Ebene darstellt, 
das heiBt, es milBte die Gleichung bestehen: 

(*) [(y + z) . (y + z)p] = 0; 
da aber dann ferner auch die Gleichungen geIten wilrden 

[y. yp] = 0 und [z· zp] = 0, 

so wilrde sich die Gleiehung (*) auf die Form reduzieren: 
[z . yp] = - [y. zp]. 
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Diese aber ist mit der Gleichung (61) nicht anders vertraglich, als wenn 
alIgemein 
(**) [z • yp] = ° 
ist. Hieraus aber wiirde wiederum wegen der WiIlkiirlichkeit des Punktes 
.e folgen, daB auch 

YP=O 

ist, und zwar fiir jeden Wert von y. Insbesondere miiBten also die drei 
Gleichungen erfiint werden: 

(***) e1P = 0, e2P = 0, esp = 0, 

das heiBt, es miiBten aIle drei Zahler von p verschwinden, das Polar
system wiirde somit die Form annehmen: 

(****) 

Ein solches Polarsystem werden wir spater (vgl. Seite 218 f.) als 
"uneigentliches Polarsystem 1)" bezeichnen. 

Bei der Formulierung unseres obigen Ergebnisses miissen wir uns 
daher auf "eigen tliche Polarsysteme piC beschranken, das heiBt auf 
solche Polarsysteme p, bei denen nicht aile drei Zahler gleichzeitig ver
schwind'en, und erhalten so den Satz: 

Satz 403: Die Polkurve eines eigentlichen Polarsystems p 
ist eine Kurve zweiter Ordnung. 

Mit Riicksicht auf diesen Satz moge die Punkt-Stab-Abbildung p 
eines Polarsystems auch als ein Polarsystem zweiter Ordnung be
zeichnet werden. 

Die Lage des Pols und seiner Polare gegen die Polkurve eines Polar
systems zweiter Ordnung. Die Polkurve gewinnt fiir das Polarsystem da
durch noch eme besondere Bedeutung. daB sie eine anschauliche Dar

Fig. 79, 

stellung der Beziehung zwischen dem Pol 
und der Polare eines Polarsystems ermoglicht. 
U m diese zu finden, denke man sich in der 
Gleichung (93) etwa den Punkt y fest ge
geben, den Punkt z aber in del' Ebene be
weglich und frage nach denjenigen Punkten z 
der Ebene, die von dem Punkte y durch die 
Polkurve harmonisch getrennt werden (vgl. 
Fig. 79). Dazu hat man die Bedingung 
aufzustellen, der die Punkte z geniigen 

miissen, damit die Gleichung (93) fUr den Parameter 1) zwei entgegen
gesetzt gleiche Wede f,h = g und g2 = - 1) liefere, damit sich also fiir 
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die Schnittpunkte Xl und Xli der Geraden [yz] mit der Kurve zwei Werte 
von der Form 
(97) 

ergeben. Man findet diese Bedingung, wenn man den Koeffizi.enten von 
~ in der Gleichung (93) gleich Null setzt, und erhalt so fur die Punkte 
z, welche vom Punkte y harmonisch getrennt werden, die Gleichung 

(98) [z . yp] = o. 
Diese Gleichung enthiilt den Satz: 

Satz 404: Der geometrische Ort aller PUllkte z, die zusammen 
mit einem gegebenen Punkte y alB zugeordnetem Punkte und 
den Schnittpunkten der Geraden [yz] mit der Polkurve eines 
Polar systems p einen harmonischen Punktwurf bilden, ist eine 
Gerade, namlich die Polare yp des Punktes y in bezug auf jenes 
Polarsystem p. 

Zunachst erscheint es freilich so, als kamen fiir diesen Satz nur solche 
Punkte z in Betracht, deren Verbindungslinien mit dem Punkte y von 
der Polkurve getroffen werden. Dehnt man indes den Begriff eines har
monischen Punktwurfes auch auf den Fall aus, wo eins von seinen beiden 
Punktpaaren konjugiert komplex ist, so sieht man, daB unser Satz keiner 
Einschrankung bedarf. 

Behandelt man namlich einen in einem planimetrischen Produkt zu 
einem Faktor hinzutretenden komplexen oder rein imaginaren Zahlfaktor 
genau wie einen reellen Zahlfaktor und setzt somit insbesondere fest, es 
sollen die Formeln (5) des zweiten Abschnitts fur die Verstellbarkeit eines 
Zahlfaktors in einem auBeren Produkte zweier Punkte, das heiBt die Formeln: 

{ [a. nb] = n[ab] 

[ub . a] = n[ba], 

auch fur den Fall gultig bleiben, wo die ZahlgroBe n komplex oder rein 
imaginar, also etwa 

n=t+ if 
ist, unter fund 1 reelle ZahlgroBen verstanden, bestimmt daher, es solIe auch 

(99) { [a. (t + il)b] = (f + H)[ab] 

[(f + il)b . a] = (t + H)[ba] 

gesetzt werden, so wird auch das Doppelverhaltnis des Punktwurfes 

(100) a, b, a+i1b, a-Ub, (1+0), 

gleich - 1, und man wird also im Einklang mit Seite 54 des ersten 
Bandes dies en Punktwurf als einen harmonischen Punktwurf bezeichnen 
konnen. 
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Dabei ist vorausgesetzt, daB man an der De:6.nitionsgleichung des 
Doppelverhiiltnisses eines Punktwurfes, das heiBt an der Gleichung (1) 
des fiinften Abschnitts, auch fur den Fall komplexer Punkte festhalt. In 
der Tat wird dann 

( .( .( )_[a(a+Hb)].[a(a-Hb)] 
ab(a + hb)(a - 1 b) - [(a + ilb) b] • [(a _ ilb) b] 

oder wegen (99) 
_ il[ab]. - H[ab] 
- [ab]' [ab] 

das heiBt, es wird wirklich, falls I + 0 ist, das Doppelverhaltnis 

(101) (ab(a + Hb)(a - Hb») = - 1. 
Dagegen wird zum Beispiel das DoppelverhaItnis des Punktwurfes 

(102) a, b, a + (f + il)b, a + (f - il)b: 
(103) (ab(a + (f + H)b)(a + (I - H)b)) = t + if : t - H. 
Solange also 

ist, wird das Doppelverhaltnis des Punktwurfes (102) uberhaupt nicht 
reell. Und harmonisch wird der Punktwurf (102) dann und nur dann; wenn 

f = 0 und 1+0. 

N ach diesen V orbereitungen kehren wir wieder zu unserer eigent
lichen Aufgabe zuriick und setzen voraus, die beiden Wurzeln (96) der 
quadratischen Gleichung (93) seien konjugiert komplex oder entgegengesetzt 
rein imaginar, es sei also 

(104) ~1 = t + it, ~2 = t - il, I + 0; 
dann wird wegen (96) 

(105) 

Ferner nehmen dann wegen (94) die Ausdriicke fur die Schnittpunkte Xl 

und XI der Geraden [yz] mit der Polkurve die Form an: 

(106) Xl = Y + fz + Hz, X2 = Y + fz - Hz. 
Diese Punkte bilden aber nach dem Obigen mit den Punkten y und z 
dann und nur dann einen harmonischen Punktwurf, wenn 

(107) 
ist, oder wegen (105), wenn die obige Gleichung erfiillt wird: 

(98) [z . yp] = 0 
das heiBt, wenn z auf der Polare yp des Punktes y liegt. 

Damit sind wir zu derjenigen Eigenschaft der Polare gelangt, die ge
wohnlich der Erklarung der Polare zu Grunde gelegt wird, indem man 
niimlich von einer Kurve zweiter Ordnung ausgehend die Polare eines 
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Punktes y in be,.:ug auf diese Kurve definiert als geometrischen Ort der
jenigen Punkte, die von dem Punkte y durch die Kurve zweiter Ordnung 
harmonisch getrennt sind. Doch hat die von uns gegebene Erklarung 
der Polare eines Punktes durch ein Polarsystem insofern einen V orzug 
vor der Erklarung durch eine Kurve zweiter Ordnung, als bei Zugrunde
legung des Polarsystems die Polare auch dann noch aus reellen Elementen 
konstruierbar bleibt, wenn die Kurve zweiter Ordnung, das hei1\t die Pol
kurve des Polarsystems, imaginal' wird. 

1st die Polkurve des Polarsystems p reelI, und reduziert sich diese 
Kurve nicht gerade auf einen einzigen Punkt, so kann man den Satz 404 
benutzen, um zu einem beliebig gegebenen Punkte y der Ebene die Polare 
yp hinsichtlich des Polarsystems p zu konstruieren. Man lege dazu durch 
den Punkt y zwei gerade Linien hindurch, welche die Polkurve von p in 
je zwei Punkten schneiden. Dann 
bestimmen die so erhaltenen vier 
Schnittpunkte die Ecken eines 
vollstandigen Vierecks, von dem 
der Punkt y eine Nebenecke bildet. 
Konstruiert man daher noch die 
beiden andem N ebenecken dieses 
vollstandigen Vierecks und auBer
dem die sie verbindende Neben
seite, so werden nach dem Satze 
299 die beiden von y ausgehenden 
Seiten des Vierecks durch die , 
Nebenecke y und die soeben }'ig.80. 

konstruierte, der Nebenecke y gegeniiberliegende Nebenseite harmonisch 
geteilt. Diese N ebenseite ist also nach dem Satze 404 die Polare yp des 
Punktes y hinsichtlich des Polarsystems p (vgl. Fig. 80). 

Lassen sich von dem Punkte y reelle Tangenten an die Polkurve 
legen, so geht die Polare yp durch die Beriihrungspunkte dieser Tangenten 
hindurch. Denn da die beiden Schnittpunkte der Kurve mit einer Tan
gente in den Beriihrungspunkt dieser Tangente zusammenfalIen, so liegt 
auch der von y durch diese beiden zusammenfallenden Schnittpunkte 
harmonisch getrennte Punkt der Tangente, der nach dem Satze 404 der 
Polare yp des Punktes y angehort, mit dem Beriihrungspunkt der Tan
gente vereint. 

Gehen also yom Punkte y zwei reelle Tangenten an die Polkurve 
des Polarsystems p, so ist ihre Btriihrungssekante die Polare yp des 
Punktes y in bezug auf das Polarsystem p. Diese Eigenschaft der Polare 
ist bereits in der obigen Figur 79 verwertet. 
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Eine besondere Besprechung erforderl noch der Fall, wo der Punkt 
y, dessen Polare yp zufolge der Gleichung (98) von dem Punkte z be-

z schrieben wird, selbst auf der Polkurve 
[x . xp] = 0 gelegen ist, also der Gleichung 

(108) [y. yp] = 0 

geniigt (vgl. Fig. 81). 

In diesem Falle liegt der Punkt y, wie 
die Gleichung (108) zeigt, auf seiner Polare 
yp, was iibrigens auch aus dem Begriffe 
der Polkurve hervorgeht. Die oben betrach-

Fig. 81. tete Gerade [yz], welche einen beliebigen 
Punkt z der Polare yp mit y verbindet, ist daher identisch mit der Polare 
yp des Punktes y. Aus der Voraussetzung, nach welcher der Punkt y 
ein Punkt der Polkurve ist, folgt aber weiter, daB von den beiden Schnitt
punkten Xl = Y + l.hZ und Xs = Y + ~iZ der Geraden [yz] und der Pol
kurve sicher der eine, sagen wir der Punkt Xl = Y + ~l z, mit dem Punkte 
y zusammenfiillt, und es wird somit ~l = 0; und, da wegen (98) (vgl. auch 
die Gleichung (93)) iiberdies ~2 = - ~l ist, so wird auch ~2 = 0, das heiBt, 
auch der zweite Schnittpunkt XII der Geraden [yz] und der Polkurve falit 
mit y zusammen. Die Gerade [yz] oder, was nach Obigem dasselbe ist, 
die Gerade yp hat also mit der Polkurve die beiden in den Punkt y zu
sammenfallenden Punkte Xl und XII gemein; sie ist somit eine Tangente 
der Kurve, und der Punkt y ihr Beriihrungspunkt. Man hat daher 
den Satz: 

Satz 405: Die Polare eines Punktes der Polkurve eines Polar
systems ist die Tangente der Kurve in diesem Punkte. 

Ferner geIten selbstverstandlich fur daB Polarsystem auch die schon 
oben in Satz 367 fiir eine beliebige Reziprozitiit ausgesprochenen Eigen
Bchaften. Doch kann man ihnen beim Polarsystem mit Riicksicht auf 
die ffir dieses eingefiihrten besonderen Bezeichnungen eine spezieliere Fas
sung geben. Man erhiiIt so die Satze: 

Satz 406: Durchliiuft ein Punkt eine geradlinige Punktreihe, 
so dreht sich seine Polare hinsichtlich eines Polarsystems um 
einen festen Punkt, den Pol des Tragers jener Punktreihe. Da
bei ist das von der beweglichen Polare beschriebene Strahl
biischel zu der von ihrem Pole durchlaufenen Punktreihe pro
jektiv. Dnd 

Satz 407: Durch ein Polarsystem wird eine Kune zweiter 
Klasse in eine Kurve zweiter Ordnung iibergefiihrt. 
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Die Involutionen, die ein Polarsystem zweiter Ordnung in einer Geraden 
und in einem Punkte seiner Ebene hervorruft. N ennt man noch zwei 
Punkte y und z eines Polarsystems, von denen jeder auf der Polare des 
andern liegt (vgl. die zweite Grundeigenschaft des Polarsystems (Satz 394)), 
hinsichtlich des Polarsystems (oder auch hinsichtlich seiner Polkurve) 
konjugiert, so kann man die Gleichung 

(98) [z· yp] = 0 

oder die gleichwertige Gleichung 

(109) [y·zp]=O 

als die Bedingung des Konjugiertseins der Punkte y und z hinsichtlich 
des Polarsystems p bezeichnen. 

LiiBt man dann den Punkt y eine feste Gerade beschreiben, von der 
ein beliebiger Stab mit G 
bezeichnet sein mag (vgl. 
Fig. 82), und bestimmt zu 
jeder Lage des Punktes y den 
auf derselben Geraden G lie
genden konjugierten Punkt z, 
so erhalt man auf ihr zwei 
projektive Punktreihen von be
sonderer Art. In der Tat sind 
zunachst die beiden Punkt
reihen der Punkte y und z 
projektiv; denn nach Satz 406 
wird eine jede geradlinige 
Punktreihe durch ein Polar
system, in ein projektives 
Strahlbiischel iibergefiihrt. 
Es ist daher auch das Strahl-

s 

yp 
Fig. 82. 

biischel der Polaren yp, welches del' Punktreihe der Punkte y durch das 
Polarsystem zugewiesen. wird, zu diesel' Punktreihe projektiv. Die Punkt
reihe der Punkte z andererseits ist wieder zum Strahlbiischel diesel' 
Polaren yp perspektiv. Denn die Erklarungsgleichung konjugierter 
Punkte 

(98) [z . yp] = 0 

besagt ja, daB der zu y konjugierte Punkt z auf dem Strahle yp liegt. 
}1'olglich ist nach Satz 39 die Punktreihe der Punkte z zu dem Strahl
biischel der Polaren yp auch projektiv und somit auch projektiv zu der 
mit diesem Strahlbiischel projektiven Punktreihe del' Punkte y. 
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Die beiden projektiven Punktreihen der Punkte y und z haben nun 
aber noch die besondere Eigensckaft, daB, wenn dem Punkte y, aufgefaBt 
als Punkt der erst en Punktreihe, in der zweiten Punktreihe der Punkt z 
zugeordnet ist, dann auch umgekehrt dem Punkte z, aufgefaBt als Punkt 
der ersten Punktreihe, in der zweiten Punktreihe der Punkt y zugewiesen 
wird, was man unmittelbar aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

(98) [z . yp] = 0 und (109) [y. zp] = 0 

folgern kann. Es entsprechen sick also je zwei einander zugeordnete Punkte 
der beiden projektiven Punktreihen wechselseitig; dieselben bilden somit nach 
Satz 104 zusammen eine Punktinvolution. 

Eine solche Punktinvolution auf der Geraden kann als ein biniires 
Abbild des Polarsystems in der Ebene aufgefaBt werden, insofern die beiden 
Grundeigenschaften einer solchen Involution, die projektive Zuordnung und 
das wechselseitige Entsprechen der Elemente, ja auch gerade fur das 
Polarsystem charakteristisch sind. Aus diesem Grunde wurde schon oben 
(vgl. S. 172) das Polarsystem als eine involutorische reziproke Abbildung 
bezeichnet. Die oben betrachtete Involution auf der Geraden G bildet aber 
ferner zugleich einen Aussehnitt aus dem Polarsystem Pi denn man kann 
das oben gewonnene Ergebnis auch in der Form aussprechen: 

Satz 408: Auf jeder beliebigen Geraden G der Ebene bilden 
die konjugierten Punkte eines Polarsystems zweiter Ordnung 
eine Punkti n vol u tion. 

Von dieser Involution sagt man noch, sie werde durek das Polar
system (oder auch wohl durch seine Polkurv:e) auf der Geraden G hervor
gerufen oder erzeugt. Man bekommt dieselbe, indem man einen Punkt y 
die Gerade G durchlaufen laBt, zu jeder. Lage des Punktes y die Polare 
yp konstruiert und diese mit der Geraden G schneidet im Punkte z; dann 
bilden die Punkte y und zein Paar der Involution. 

Die analytisehe Darstellung dieser Involution erhii.lt man, wenn man 
die in der Gleichung (98) auftretenden Punkte y und z als planimetrische 
Produkte des Tragers G del' Involution und je eines Stabes V und TV 
darstellt, also setzt: 
(110) y = [GV], z = [GW], 

wodurch die Gleichung (98) ubergeht in: 

(111) [G W· GVpJ = O. 

Erteilt man in dieser Gleichung dem Stabe V einen beliebigen abel' 
bestimmten Wert und legt dadurch zugleich den Schnittpunkt y = [G vl 
dieses Stabes mit der Geraden G fest, so enthalt die Gleichung (111) als 
einzige veranderliche GroBe nur noch den Stab W und ist in bezug auf 
ihn linear. Sie stellt daher einen Punkt dar, und zwar mit Rucksicht 
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auf (98) und (110) den zum Punkt y in der betrachteten Involution zu
geordneten Pnnkt z. Die Gleichung (111) kann also wirklich als Gleichung 
der Involution aufgefafJt werden, die das Polarsystem p auf der Geraden 
G hervorruft. 

Man findet andererseits die GIeichung der Doppelpunkte dieser In
volution, wenn man in der GIeichung (111) die beiden Stiibe V und W 
einander gleich werden liiBt, also 

(112) V= W= U 
setzt, wodurch sich die GIeichung ergibt: 

(113) [GU· G Up] = o. 
Naturlich gelangt man zu dieser GIeichung auch, wenn man III die GIei
chung (90) der Polkurve fiir x den Wert 

(114) x = [G U] 
substituiert. 

Die so gewonnene in U quadratische Gleichung (113) ist dann die 
gewiinschte Gleichung des Doppelpunktpaares derjenigen Involution, die das 
Po.zarsystem p aUf der Geraden G erzeugt; denn sie wird befriedigt durch 
aIle Stiibe U, fur die der Punkt [G U] der Polkurve [x . xp] = 0 angehort, 
deren Geraden also die Gerade des Stabes G in ihren Schnittpunkten Xl 

und x2 mit der Kurve [x . xp] = 0 trefi'en. Dabei erscheint jenes Doppel
punktpaar, moge dasselbe nun .getrennt reell, zusammenfallend reell oder 
konjugiert komplex sein, als eine zerfallende Kurve zweiter Klasse. 

Ubrigens kann man ebenso gut wie von der Punktinvolution, die das 
Polarsystem p auf einer Geraden hervorruft, auch von einer Strahlinvolu
tion sprechen, die das Polarsystem p in einem Punkte erzeugt. 

Anstatt niimlich die Geraden yp mit der Geraden G zu schneiden 
in den Punkten z und die Beziehung zwischen den Punkten y und z auf
zusuchen, kann man natiirlich auch die Punkte y mit dem Pole s der 
Geraden G verbinden und die Beziehung zwischen den Strahlen [sy] und 
yp ins Auge fassen. LiiBt man dann wieder den Punkt y die Gerade G 
durchlaufen, so dreht sich der Strahl yp urn den Pol s von G und be
schreibt zusammen mit dem Strahle [sy] eine Strahlinvolution mit dem 
Scheitel s, die zu der vorher betrachteten Punktinvolution auf der Geraden 
G perspektiv liegt (vgl. Fig. 82). Man hat daher den Satz: 

Satz 409: Ein Polarsystem zweiter Ordnung p ruft in jedem 
Punkte s seiner Ebene eine Strahlinvolution hervor. Dieselbe 
wird erzeugt, wenn man einen Punkt y die Pol are G des Punktes 
s durchlaufen liiBt und dann fur jede Lage des Punktes y erstens 
seinen Verbindungsstrahl [sy] mit dem Punkte s und zweitens 
seine (ebenfalls durch s gehende) Polare yp konstruiert. 

Gralma.nn: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 13 
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Zweite Grundgleichung des Polarsystems. In iihnlicher Weise wie oben 
die Bedingungsgleichungen 

(50) Ok; = (tw i, k = 1, 2, 3, 
fiir die Ableitzahlen des Bruches p zu dem Zwecke geometrischer Folge
rungen umgewandelt wurden, lassen sich auch die aus den Gleichungen 
(50) folgenden Bedingungsgleichungen 

(51) ~ki = ~ikI i, k =;= 1, 2, 3, 
fiir die Ableitzahlen des adjungierten Bruches P umformen und durch 
Gleichungen ersetzen, die eine direkte geometrische Deutung zulassen. 

Mit Riicksicht auf die Gleichungen (26), (23) und (24) wird niimlich 
wieder 
(115) 
oder wegen (14) 
(116) 

Die Bedingungsgleichungen (51) verwandeln sich daher in die Gleichungen: 

(117) 

Aus dies en Gleichungen fiir die Grundstiibe E; und Ek folgt dann wieder 
genau so wie in der dualistisch entsprechenden Entwickelung (vgl. Seite 175 f) 
das Bestehen der analogen Gleichung fiir zwei beliebige Stabe V und W, 
daB heiBt, man erhalt die Gleichung 
(118) [W· VP] = [V· W P]. 

Diese Gleichung moge die zweite Grundgleichung des Polarsystems 
heiBen. 

Man kann sie auch leicht ohne ein Zuriickgehen auf die Ableit
zahlen aus der ersten Grundgleichung des Polarsystems entwickeln. In 
der Tat, setzt man 

V=[yv], W = [zw], 
SO wird 

[W· VP] = [zw· yvP] 
oder nach der Gleichung (39) 

= [zw· yp vp]. 

Hierfiir aber kann man nach dem Satze 25 auch schreiben: 

=:1 [z 'yp], [w·yp] I 
,[z·vp], [w.vp]!' 

oder wenn man jetzt die erste Grundgleichung des Polarsystem (Glei
chung (61» anwendet 

= I [y·zp], [y·wp] I. 
I [v,zp], [v·wp] 
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Daraus folgt dann wieder riickwarts 

= [yv·.zp top] 
= [yv·.zwP] 

= [V· WP], 
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womit wirklich die zweite Grundgleichung des Polarsystems von N euem 
bewiesen isV). 

Dieselbe kann als Ausgangspunkt fiir die Ableitung derjenigen Eigen
schaften des Polarsystems dienen, die den bisher entwickelten Eigenschaften 
dualistisch entsprechen. Zunachst folgt aus ihr 
wieder, daB mit der Gleichung 

(119) [W· VP] = 0 

stets die Gleichung 

(120) [V·WP]=o 

verkniipft ist. Darin aber liegt der Satz (vgl. V P 
Fig. 83): 

Satz 410: Zweite Grundeigenschaft des 
Polarsystems (zweite Fassung): Wenn die Fig. 83. 

Gerade des Stabes W dnrch den Pol von V geht, so geht auch 
die Gerade des Stabes V durch den Pol von W hindurch. 

Dieser Satz stimmt seinem Inhalte nach genau mit dem Satze 394 
iiberein; er ist nur die dualistisch entsprechende Fassung derselben Eigen
schaft des Polarsystems. 

Die Polarkurve eines Polarsystems: Das Polarsystem zweiter Klasse. 
Ferner frage man nach der Kurve, die der Polkurve dualistisch entspricht, 
das heiBt nach dem Hiillgebilde aller derjenigen Geraden U der Ebene, 
die durch ihre eigenen Pole UP hindnrchgehen. Diese Kurve mage die 
Polarkurve des Polarsystems genannt werden. Aus ihrer Erklii.rung 
folgt unmittelbar die Gleichung der Kurve: 

(121) CU· UP] = o. 
Sie ist eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug auf den laufenden 

Stab U, und da sie, (falls wir von einem sogleich zn besprechenden Aus
nahmefalle absehen), nicht durch jeden Stab U der Ebene befriedigt werden 
kann, so stellt sie nach Seite 75 des erst en Bandes eine Kurve zweiter 
Klasse dar. In der Tat gehen von jedem Punkte der Ebene zwei ge
trennte reelle, zwei zusammenfallende reelle oder zwei konjugiert komplexe 

1) Durch cin ganz entsprechendes Verfahren laBt sich auch umgekehrt die erste 
Grundgleichung des Polarsyatems aua der zweiten ableiten. 

13* 
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Tangenten an die Kurve (121). Um dies zu zeigen, denke man sich jenen 
Punkt als planimetrisches Produkt [VW] zweier beliebigen Stiibe Vund W 

dargesteIlt, welche durch ihn hin
durchgehen (vgl. Fig. 84). Dann 
wird jeder beliebige Strahl des 
Strahlbiischels mit dem Scheitel 
[VW] sich durch eine Summe von 
der Form V + ~ W ausdriicken 
lassen, und man wird die in dem 

V+~lW Strahlbiischel mit dem Scheitel 

D' ~a~~::::::::::~===~u:r.~~- [VW] enthaltenen Tangenten der 
Polkurve (121) erhalten, wenn man 

W in die Gleichung (121) statt U den 
Fig. 84. Ausdruck V + ~ W fiir einen be-

liebigen Strahl janes Strahlbiischels substituiert. Dadurch aber bekommt 
man fiir den Parameter ~ del' in dem Strahlbiischel enthaltenen Tangenten 
der Kurve die Gleichung: 

(122) [( V + ~ W) . (V + ~ W) P] = 0 oder 

[V· VP] + ~([W. VP] + [V· WP]) + ~2[W· WP] = 0, 

fiir die man mit Riicksicht auf die zweite Grundgleichung des Polarsystems 

(118) [W· YP] = [V· WP] 
auch schreiben kann 

(123) [V· VP] + 2~[W· VP] + ~lI[W· WP] = O. 

Diese in ~ quadratische Gleichung lii6t den Parameter ~ des Stabes V + ~ W 
dann und nur dann unbestimmt, wenn ihre drei Koeffizienten 

[V· VP], [W· VP], [W· WP] 

gleichzeitig verschwinden. In diesem Falle gebOrt jeder beliebige Strahl 
V + ~ W des Strahlbiischels mit dem Scheitel [VW] der Polarkurve an. 
In jedem andem Faile aber liefert die Gleichung (123) zwei W erte ~l 

und ~2; an die Polkurve (121) lassen sich also wirklich von jedem Punkte 
[VW] der Ebene, der nicht der Scheitel eines Strahlbiischels ist, das ganz 
der Kurve angehort, zwei getrennte reeIle, zwei zusammenfallende reelle 
oder zwei konjugiert komplexe Tangenten legen, namlich die Tangenten 

(124) u;, = V + ~l W und U2 = V + ~2 W. 
Ihre Parameter ~l und ~s besitzen, falls 

(125) [W· WP]+O 

ist, falls also die Gerade des Stabes W nicht selbst eine Hiillgerade der 
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Polarkurve ist, die Werte: 

(126) f ~1 l -[W. VP]+V'[W. VPJI-[V· VP][W· WP] 
\ ~9 J = [W· WP] 

DaB die Gleichung (121) nur in einem ganz besonderen Ausnahme
falle durch einen jeden Stab U der Ebene befriedigt werden kann, sieht 
man folgendermaBen ein. Ware die Gleichung (121) fur jeden Stab U 
der Ebene erfullt, so miiBte ihr auch jeder Stab U geniigen, der sich als 
Sum me V + W zweier beliebigen Stabe V und W der Ebene darsteUt, 
das heiBt, es muBte die Gleichung bestehen: 

(*) [(V + W)· (V + W)PJ = 0; 
da aber dann femer auch die Gleichungen geIten wiirden 

[V· VPJ = ° und [W· WPJ = 0, 

so wiirde sich die Gleichung (*) auf die Form reduzieren: 

[W· VPJ = - [V· WPJ. 

Diese aber ist mit der Gleichung (118) nicht anders vertriiglich, als wenn 
aUgemein 
(**) [W· VPJ = ° 
ist. Hieraus aber wiirde wiederum wegen der Willkurlichkeit des Stabes 
W folgen, daB auch 

Vp=o 
ist, und zwar fiir jeden Wert von V. Insbesondere miiBten also die drei 
Gleichungen erfiillt werden: 

(***) E1P = 0, E2 P = 0, EsP = 0, 

das heiBt, es muBten aile drei Zahler von P verschwinden, das Polar
system wurde somit die Form annehmen 

(****) 

Ein solches Polarsystem werden wir spater (vgl. Seite 230, als "uneigent
liches Polarsystem P" bezeichnen. 

Bei der Formulierung UDseres obigen Ergebnisses mussen wir uns 
daher auf "eigentliche Polarsysteme P" beschriinken, das heiBt auf 
solche Polarsysteme P, bei denen nicht aUe drei Zahler gleichzeitig ver
schwinden, und wir erhalten so den Satz: 

Satz 411: Die Polarkurve eines eigentlichen Polarsystems P 
ist eine Kurve zweiter Klasse. 

'Mit Riicksicht auf diesen Satz moge die Stab-Punkt-Abbildung P 
eines Polarsystems auch als ein Polarsystem zweiter Klasse be
zeichnet werden. 



198 Das Polarsystem. 

Die Lage der Polare und ihres Pols gegen die Polarkurve eines Polar
systems zweiter Klasse. Halt man in der Gleichung (123) den Stab V fest, 

~w) . 

von der Form 
(127) 

/ 

Fig. 85& 

denkt sich aber den Stab W 
in der Ebene veranderlich, den 
Punkt [V W] also auf der Ge
raden V verschiebbar, und fragt 
nach denjenigen Stab en W, 
welche durch die beiden vom 
Punkte [V W] ausgehenden 
Tangenten U1 und U2 har
monisch getrennt werden (vgl. 
Fig. 85 a und 85 b), so hat man 
die Bedingung aufzusteIlen, der 
die Stabe W genugen mussen, 
damit die Gleicbung (123) fur 
~ zwei entgegengesetzt gleiche 
W erte ~1 = ~ und ~2 = - ~ 
liefere, dam it sich also fiir die 
Tangenten U1 und U2 Werte 

U1 = V + ~ W und U2 = V - ~ W 

ergeben. Diese Bedingung findet man, wenn man den Koeffizienten von 
~ in der Gleichung (123) gleich Null setzt, wodurch man fur den Stab W 

Fig. 85b 

die Gleicbung erhalt 

(128) [W· VP] = 0, 

das heiBt, es ergibt sich eine 
Gleichung ersten Grades in W, 
welche aUBsagt, daB das auBere 
Produkt des Stabes W und des 
Poles V P der Geraden V ver
schwindet; darin liegt der Satz: 

Satz 412: Das Hullge
bilde aller Strahlen W, 
die zusammen mit einer 
gegebenen Geraden V als 
zugeordnetem Strahle und 
den Tangenten vom Punkte 
[VW] an die Polarkurve 
eines Polarsystems P ge
zogen einen harmonischen 
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Strahlwurf bilden, ist ein Punkt, namlich der Pol VP der Ge
raden V in bezug auf das Polarsystem P. 

Man uberzeugt sich auch hier wieder leicht, daB fur diesen Satz 
keineswegs nur solche Strahl en W in Betracht kommen, von deren Schnitt
punkt [V W] mit der Geraden V sich reelle Tangenten an die Polarkurve 
legen lassen (vgl. Fig. 85 a und 85 b). Sind namlich die Wurzeln (126) der 
quadratischen GIeichung (123) konjugiert komplex oder entgegengesetzt 
rein imaginar, ist also 

(129) ~1 = f + if und ~2 = f - it, r =+= 0, 

so wird wegen (126) 

(130) 
[W. VP] t = - ~-~---. 
[W· WP] 

Ferner nehmen dann wegen (124) die Ausdrucke fur die Tangenten U1 

und U2, die sich yom Punkte [VW] an die Polarkurve ziehen lassen, die 
Form an: 
(131) V1 = V + t W + it W, V2 = V + t W - if W. 

Diese Strahlen aber bilden mit den Strahlen V und W dann und nur 
dann einen harmonischen Strahl
wurf (vgl. Seite 187f.), wenn 
(132) f = ° 
ist, oder wegen (130), wenn 
obige Gleichung erfullt wird: 

(128) [W. VP] = 0, 

das heiBt, wenn die Gerade des 
Stabes W durch den Pol V P der 
Geraden V hindurchgeht ( vgl. 
Fig. 86). 

Eine besondere Besprechung 
erfordert noch der Fall, wo der 
Stab V, dessen Pol V P zufolge 
der GIeichung (128) von den Ge
raden der Stabe W umhullt wird, 
selbst die Polarkurve [U· V P] = 0 
beruhrt, also der GIeichung 
(133) [V· VP] = 0 

Fig. 86. 

Genuge lei stet (vgl. Fig. 87). In dies em Falle geht die Gerade V, wie 
die Gleichung (133) zeigt, selbst durch ihren Pol V P hindurch, was 
ubrigens auch aus dem Begriffe der Polarkurve folgt. Der oben betrach
tete Punkt [VW], den ein beliebiger Strahl W des Strahlbuschels mit 
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dem Scheitel V P aus der Geraden V ausschneidet, rallt also mit dem 
Punkte V P, das heiBt mit dem Pole der Geraden V, zusammen. Aus der 

Fig. 87. 

Voraussetzung, nach welcher die Gerade des Stabes V 
eine Tangente der Polarkurve ist, folgt aber weiter, 
daB von den beiden Tangenten U1 = V + ~l W und 
Us = V + ~9 W, die sich von dem Punkte [VW] aus 
an die Polarkurve legen lassen, die eine, sagen wir die 
Tangente U1 = V + ~l W, mit der Geraden V zusammen
fallen muB, und es wird somit ~l = 0; und, da wegen 
(128) (vgl. auch die Gleichung (123» iiberdies ~J = - ~l 
ist, so wird auch ~s = 0, das heiBt, auch die zweite 
yom Punkte [V W] ausgehende Tangente Us lant mit 

der Geraden V zusammen. Vom Punkte [V W], oder was dasselbe ist, 
yom Punkte V P, laBt sich daher nur eine Tangente an die Polarkurve 
ziehen, namlich die Gerade V selbst; folglich ist der Punkt V P der Be
riihrungspunkt der Geraden V. Man hat also den Satz: 

Satz 413: Der Pol einer Tangente der Polarkurve ist der Be
riihrungspunkt dieser Tangente. 

Ferner gelten selbstverstiindlich flir das Polarsystem auch die schon 
oben in Satz 380 fiir eine beliebige Reziprozitat ausgesprochenen Eigen
schaften. Doch kann man ihnen beim Polarsystem mit Riicksicht auf die 
fur dieses eingefuhrten besonderen Bezeichnungen eine speziellere Fassung 
geben. Man erhiilt so die Sii.tze: 

Satz 414: Dreht sich eine gende Linie um einen festen Punkt, 
so durchHi.uft ihr Pol hinsichtlich eines Polarsystems eine gerad
linige Punktreihe, deren Trager die Polare des festen Punktes 
ist. Dabei ist die von dem beweglichen Pol beschriebene Punkt
reihe zu dem von seiner Polare durchlaufenen Strahlbiischel 
projektiv. Und 

Satz 415: Durch ein Polarsystem wird eine Kurve zweiter 
Ordnung in eine Kurve zweiter Klasse iibergefiihrt. 

Die lnvolutionen, die ein Polarsystem zweiter Klasse in einem Punkte 
und in einer Geraden seiner Ebene hervorruft. N ennt man noch zwei gerade 
Linien V und W eines Polarsystems, von denen jede durch den Pol der 
andern geht (vgl. die zweite Grundeigenschaft des Polarsystems, zweite 
Fassung (Satz 410» hinsichtlich des Polarsystems (oder auch hin
sichtlich seiner Polarkurve) konjugiert, so kann man die Gleichung 

(119) [W· VP] = 0 
oder die gleichwertige Gleichung 

(120) [V· WP] = 0 
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ala die Bedingung dafiir bezeichnen, daB die beiden Geraden V und W 
hinsichtlich des Polarsystems P konjugiert sind. 

LaBt man dann die Geraden Vein Strahlbiischel beschreiben, dessen 
Scheitel mit s bezeichnet sein moge (vgl. Fig. 88), und bestimmt zu jedem 
Strahle V dieses Strahlbiischels denjenigen konjugierten Strahl W, der 
ebenfalls durch s hindurchgeht, so bilden die Strahlen W im Punkte s ein 
zweites, zum Biischel der Strahlen V projektives Strahlbiischel mit der be
sonderen Eigenschaft, dafJ die Strahlen beider Biischel einander wechselseitig 
zugeordnet sind. In der Tat sind zuniichst die beiden Biischel der Strahlen V 
und W projektiv; denn nach Satz 414 wird 
ein Strahlbiischel durch ein Polarsystem in 
eine projektive Punktreihe iibergefiihrt. Es 
ist daher auch die Punktreihe der Pole V P, 
welche dem Strahlbiischel der Geraden V 
zugewiesen wird, zu diesem Strahlbiischel 
projektiv. Das Strahlbiischel der Geraden IV 

W andererseits ist wieder zu der Punkt
reihe dieser Pole V P perspektiv. Denn 
die Erkliirungsgleichung konjugierter Ge
raden 

(119) [W· VP] = 0 

besagt ja, daB die zu V konjugierte Gerade IJ 

W durch den Punkt V P hindurchgeht. 
Foiglich ist nach Satz 38 daa Strahlbiischel 
der Geradan W zu der Punktreihe der Pole 
V P auch projektiv und somit auch pro
jektiv zu dem mit dieser Punktreihe pro
jektiven Strahlbiischel der Geraden V. 

DaB aber auch die Strahlen V und W 
der beiden projektiven Strahlbiichel ein
ander wechselseitig zugeordnet sind, folgt 
aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

(119) [W· VP] = 0 und (120) 

Fig. 88. 

[V· WP] = o. 
Die beiden Strahlbiischel bilden also zusammen eme Strahl

involution. 
Eine solche Strahlinvolution in einem Punkte kann ebenso wie die 

Punktinvolution auf einer Geraden als ein binares Abbild des Polarsystems 
in der Ebene aufgefaBt werden. Die oben betrachtete Involution im 
Punkte s insbesondere bildet iiberdies einen Ausschnitt aus dem Polar-
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system Pi denn man kann das gewonnene Ergebnis auch in der Form 
aussprechen: 

Satz 416: In jedem beliebigen Punkte s der Ebene bilden die 
durch ihn gehenden konjugierten Strahlen eines Polarsystems P 
eine Strahlinvolution. 

Von dieser Involution sagt man ferner, sie werde durch das Polar
system P (oder auch wohl durch seine Polarkurve) in dem Punkte s hervor
gerufen oder erzeugt. Man bekommt dieselbe, indem man einen Strahl V 
das Strahlbiischel mit dem Scheitel s beschreiben HUH, zu jeder Lage des 
Strahles V den Pol V P konstruiert und diesen mit dem Punkte s ver
bindet durch eine Gerade Wi dann bilden die Strahlen V und W ein 
Paar der Involution. 

Die analytische Darstellung dieser Involution erhiilt man, wenn man 
die in der Gleichung (119) auftretenden Stabe V und W als Produkte 
des Tragers s der Involution und je eines Punktes y und z darstellt, 
also setzt: 
(134) V = [SY], w = [sz], 

wodurch die Gleichung (119) iibergeht in: 

(135) [sz. syP] = O. 

Erteilt man in dieser Gleichung dem Punkte y einen beliebigen Wert 
und legt dadurch zugleich die Verbindungslinie V = [sy ] dieses Punktes 
mit dem Punkte s fest, so enthalt die Gleichung (135) als einzige ver
anderliche GroBe nur noch den Punkt z und ist in bezug auf ihn linear. 
Sie stent daher eine gerade Linie dar, und zwar mit Riicksicht auf (119) 
und (134) den zum Strahle V in der betrachteten Involution zugeordneten 
Strahl W. Die Gleichung (135) kann also wirklich als Gleichung der In
volution aufgefaf3t u;erden, die das Polarsystem P in dem Punkte s hervorruft. 

Man findet andererseits die Gleichung der Doppelstrahlen dieser In
volution, wenn man in der Gleichung (135) die beiden Punkte y und z 
einander gleich werden liiEt, also 

(136) y = Z = x 
setzt, wodurch sich die Gleichung ergibt: 

(137) [sx . sxP] = O. 

Natiirlich gelangt man zu dieser Gleichung auch, wenn man ill die Glei
chung (121) der Polarkurve fiir U den Wert 

(138) U = [sx] 
substituiert. 

Die so gewonnene in x quadratische Gleicbung (137) ist dann die ge
wiinschte Gleichung des Doppelstrahlpaars derjenigen Involution, die das 
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Polarsystem P in dem Punkte s erzeugt; denn sie wird befriedigt durch 
alie Punkte x, fiir die der Stab [sx] eine Tangente der Polarkurve ist. 
Dabei erscheint jenes Doppelstrahlpaar, moge dasselbe nun getrennt reeli, 
zusammenfaliend reell oder konjugiert komplex sein, als eine zerfaliende 
Kurve zweiter Ordnung. 

Ubrigens kann man ebenso gut wie von der Strahlinvolution, die das 
Polarsystem P in einem Punkte hervorruft, auch von einer Punktinvolution 
sprechen, die das Polarsystem P auf einer Geraden erzeugt. 

Anstatt namlich die Punkte V P mit dem Punkte s zu verbinden 
durch die Geraden W und «lie Beziehung zwischen den Geraden V und W 
aufzusuchen, kann man natiirlich auch die Geraden V mit der Polare G 
von s zum Schnitt bringen und die Beziehung der Punkte [G V] und V P 
ins Auge fassen. LaBt man dann wieder den Strahl V das Strahlbiischel 
mit dem Scheitel s beschreiben, so durchlauft der Punkt V P die Polare G 
von s und beschreibt zusammen mit dem Punkte [G V] eine Punktinvolu
tion auf der Geraden G, die zu der vorher betrachteten Strahlinvolution 
perspektiv liegt (vgl. Fig. 88). Man hat daher den Satz: 

Satz 417: Eih Polar system zweiter Klasse P ruft auf jeder 
Geraden G seiner Ebene eine Punktinvolution hervor. Dieselbe 
wird erzeugt, wenn man eine Gerade V sich um den Pol s von 
G drehen laBt und dann. fiir jede Lage der Geraden V erstens 
seinen Schnittpunkt [G V] mit der Geraden G und zweitens 
seinen (ebenfalls auf G liegenden) Pol VP konstruiert. 

Der Zusammenhang zwischen der Pol- und Polarkurve eines Polar
systems. Die Beziehungen des Pols und der Polare eines Polarsystems zu 
des sen Polkurve und Polarkurve legen 
die Vermutung nahe, daB die beiden 
Kurven iiberhaupt identisch sind, daB 
also die Tangenten der Polkurve nichts 
anderes sind als die Hiiligeraden der 
Polarkurve (vgl. Fig. 89). Um dies rein 
analytisch zu beweisen, bezeichne man 
die Polare desPunktes x mit U, setze also 

(139) xp = U. 

1st dann ferner noch 

(140) 

ist, so wird nach (47) 

1 
X= U

p Fig. 89. 
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oder wegen (55) 

(141) 

DaB Pol8.rsY8tem. 

p 
X= U-· a 

Mit Hiilfe der beiden Formeln (139) und (141) aber laBt sich die 
linke Seite der Polkurvengleichung 

(142) [x.xp]=O 
umformen; man erhiilt 

[x.xp]=[U~. UJ 
oder wegen (48) und (49) des zweiten Abschnitts 

(143) 
1 [x· xp] = -[U· UP]. a 

Diese Umformung war aber an die Bedingung gekniipft, daB a + 0 
ist, und zeigt also, daB, wenn diese Bedingung erfiillt ist, und unter U die 
Polare xp des Punktes x verstanden wird, die Gleichung 

(142) 
stets die Gleichung 
(144) 

[x· xp] = 0 

[U· UP] = 0 

nach sich zieht, und daB umgekehrt die letztere Gleichung die erstere zur 
Folge hat. 

Wenn aber der Punkt x der Gleichung (142) geniigt, also auf der 
Polkurve liegt, so ist nach Satz 405 die Polare U = xp die Tangente der 
Polkurve im Punkte x; und da die Gleichung (144) die Polarkurve dar
stellte, so besagt das Zusammenbestehen der Gleichungen (142) und (144) 
wirklich, daB jede Tangente der Polkurve eine Hiillgerade der Polar
kurve ist. 

Geniigt andererseits die Gerade U der Gleichung (144), ist somit U 
eine Tangente der Polarkurve, und ist au8erdem wie vorher xp = U, also 

nach (141) x = ~ UP, so ist der Punkt x, welcher dann der letzten 

Gleichung zufolge den Pol jener Tangente U der Polarkurve darstellt, 
nach Satz 413 der Beriihrungspunkt dieser Tangente U der Polarkurve. 
Das Zusammenbestehen der Gleichungen (144) und (142) zeigt daher, daB 
die Beriihrungspunkte der Tangenten der Polarkurve zugleich Punkte der 
Polkurve sind. 

Man hat also den Satz: 
Satz 418: Dnter der Voraussetzung, daB der Potenzwert (die 

Determinante) a eines Polarsystems p von Null verschieden 
ist, faUt seine Polkurve mit der Polarkurve des adjungierten 
Polarsystems P zusammen. 
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Abschnitt 32. 

Entartende Polarsysteme. 

Die drei Fiille des Entartens eines Polarsystems zweiter Ordnung. Die 
bisherige Untersuchung erstreckte sich vorzugsweise auf Polarsysteme 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse, deren Potenzwerte a = I aik lund 
~ = I ~ik I von Nuil verschieden sind. Und in der Tat erforderu die Polar
systeme mit verschwindendem Potenzwert eine besondere Betrachtung, zu 
der wir nunmehr iibergehen woilen. 

Es sei also ein Polarsystem zweiter Ordnung gegeben durch einen Bruch 

(1) 

der als Ausdruck eines Polarsystems der erst en Grundgleichung des Polar
systems (vgl. die Gleichung (61) des vorigen Abschnitts): 

(2) [z . yp] = [y . zp] 

Geniige leistet, der sich aber von den bisher betrachteten Briichen p da
durch unterscheidet, daB das planimetrische Produkt seiner Zahler, das 
heiBt das Produkt [AI A2 As], 
(3) [AIAsAa] = 0 

ist, daB also die Determinante a = I aik loder, was dasselbe ist, der Potenz
wert von p verschwindet. Diese Gleichung (3) bedingt es, daB der reziproke 
Wert des Bruches p keinen Sinn mehr hat, und daB daher aile diejenigen 

Formeln des vorigen Abschnitts, in denen der Bruch ~ auftrat, ihre Be-
p 

deutung verlieren. 
Aus der Gleichung (3) folgt 1), daB zwischen den drei Zahlerstaben 

All A 2 , As eines solchen entartenden Polarsystems p mindestens eine Zahl
beziehung herrscht, also eine Gleichung von der Form 

(4) flAI + f2A2 + lsAs = 0 
besteht, in der jedenfails eine der drei ZahlgraBen t von N uil verschieden 
ist. Man hat dann drei Faile zu unterscheiden: 

Erstens den Fall, wo von den drei planimetrischen Produkten aus 
je zweien der GraBen Ai wenigstens eins von Nuil verschieden ist, 

zwei tens den Fall, wo diese drei Produkte gleichzeitig verschwinden, 
ohne daB aIle drei GraEen Ai gleich N uil sind, und endlich 

drittens den Fall, wo samtliche drei GraBen Ai verschwinden. 

1) Hinsichtlich der hier benutzten SchluBweise vergleiche: H. GraBmann, Die 
Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. Nr. 66. (Gesammelte mathematische und physi
kalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig, 1896.) 
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Das einfach entartende Polarsystem zweiter Ordnung. Zuerst also sei 
der Fall betrachtet, wo zwar das kombinatorische Produkt [A1A2As] aller 
drei Zii.hlerstii.be des Bruches p verschwindet, aber wenigstens eins von 
den drei Produkten [~As], [AsA1]' [AlA,] aus je zweien dieser Stabe 
von Null verscbieden ist. Wir bezeichnen diesen }j'all als den Fall eines 
"einfach entartenden Polarsystems zweiter Ordnung". Es lii.Bt 
sich zeigen, daB in diesem Faile neben der Gleichung (4) nicht Doch eine 
zweite von ihr unabhangige Zahlbeziehung zwischen den Ai bestehen kann. 
1st nii.mlich zum Beispiel das Produkt 

(5) [A1 A2] =\= 0, 
so herrscht sicher zwischen den Staben A1 und A2 keine Zahlbeziehung. 
Daraus aber folgt, daB in der Gleichung (4) der Koeffizient 

~ ~=\=o 
sein muB; denn bei verschwindendem fs wiirde sich ja die Gleichung (4) 
auf eine Zahlbeziehung zwischen A1 und A2 allein reduzieren, und eine 
solche ist eben durch die Ungleichung (5) ausgeschlossen. 1st aber die 
Ungleichung (6) erfiillt, so ist die Gleichung (4) nach As auflosbar und 
liefert fur As den Wert 

(7) As = - ~: A1 - l: A2· 

Angenommen nun, es bestunde zwischen den drei Stii.ben All A" As noch 
eine zweite Zahlbeziehung: 

(*) f1A1 + f2Az + fsAs = 0, 
so muBte auch diese nach As auflosbar sein und wurde fur As den Wert 
ergeben: 

(**) As = - ~: A1 - ;: A2 • 

Aus den beiden Gleichungen (7) und (**) folgt aber durch Subtraktion 
die neue Gleichung 

(~ - _k) A1 + (Js_ - ~) A2 = o. 
fa ia fa is 

Und da zwischen den Staben A1 und A2 allein eine Zahlbeziehung nicht 
bestehen darf, so mussen die Koeffizienten dieser Gleichung einzeln ver
schwinden, das heiBt, es mussen die Gleichungen befriedigt werden: 

k = 1. und ~ = l! 
L ~ L ~ 

oder, was dasselbe ist, die Proportion: 

f1 : f2 : fa = fl : f2 : fs· 
Diese Proportion aber zeigt, daB die Zahlbeziehung (*) aus der Zahlbe
ziehung (4) durch bloBe M ultiplikation mit einem Zahlfaktor hervorgeht, 
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daB es somit keine zweite von der Zahlbeziehung (4) unabhangige Zahl
beziehung zwischen den Stiiben AI, A 2 , As gibt. Man hat also den Satz: 

Satz 419: Sobald das Produkt 

(3) [AlA2AsJ = ° 
ist, aber wenigstens eins von den drei Produkten [A2As], [AaAl]' 
[AlA2] von Null verschieden ist, besteht zwischen den drei 
GroBen Ai eine und nur eine Zahlbeziehung 

(4) 

Eine solche Zahlbeziehung sagt aus, daB die Geraden der drei Stabe Ai 
einen Punkt mit einander gemein haben (vgl. Fig. 90). Um die Eigen
schaften zu ermitteln, die hieraus 
fur das Polarsystem p entspringen, A2 

bezeichne man noch denjenigen 
Punkt, des sen Ableitzahlen die 
Koeffizienten der Zahlbeziehung (4) 
sind, mit s, setze also 

(8) s=flel+fse2+fsea, 

so liiBt sich wegen (1) die Glei
chung (4) auch in der Form 
schreiben 
(9) sp = 0, 

in der sie fiir geometrische Fol
gerungen geeigneter ist. 

Zunachst namlich zeigt diese 
Gleichungsform, daB der Punkt s 
in dem Polarsystem p keine Polare 

s 

Fig. 90. 

besitzt, oder, wenn man will, daB seine Polare ganz unbestimmt ist. 
kann namlich die Gleichung (9) auch durch die Gleichung 

(10) sp = 0· W 

tJ 

Man 

ersetzen, in der W einen ganz beliebigen Stab der Ebene bedeutet, und man 
sagt daher von dem Punkte s, er sei der Nullpunkt des Polarsystems 
zweiter Ordnung p, oder auch, er sei zum Polarsystem p apolar l ). 

Ferner folgt aus der Gleichungsform (9) sofort, daB der Punkt s auf 
der Polkurve des Polarsystems liegt. Denn multipliziert man die Glei
chung (9) mit s, so findet man fiir den Punkt s die Zahlgleichung 

(11) [s· sp] = 0, 

1) Vgl. Reye, Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Flachen. Journal 
fUr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78 (1874), S. 97. 
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aus der bervorgebt, da8 der Nullpunkt s des Polarsystems p der Polkurve 
(12) [x· xp] = 0 angehiirt. 

Aber die Gleicbung (9) zeigt zugleicb, da8 der Punkt s alwlt auf der 
Geraden aller drei Ziihlerstiihe Ai liegen mu/3, also der gemeinsame Scbnitt
punkt dieser drei Geraden ist. In der Tat erhiilt man mit Riicksicht auf 
die Grundgleicbung (2) des Polarsystems fiir die Produkte [sAil die Dar
stellung 
(13) [sAil = [s. eiP] = [e, . sp] = 0, 

welche wirklicb aussagt, daB der Punkt s den drei Polaren Ai der drei 
Grundpunkte ej angehOrl. Dies Ergebnis la8t sicb aber nocb verallgemeinern. 
1st namlicb V die Polare eines ganz beliebigen Punktes y, also 

(14) V = 'UP, 

so geht auch die Gerade des Stabes V durch den Punkt s bindurcb; denn 
es wird wieder 
(15) [s V] = [s· yp] = [y. sp] = O. 

Sieht man daber davon ab, daB zufolge der Gleichung (10) jeder beliebige 
Stab W der Ebene, wenn man sich ibn mit dem Koeffizienten 0 bebaftet 
denkt, als Polare des Punktes s aufgefaBt werden kann, so bleiben als 
Polaren von Punkten der Ebene nur solcbe Geraden iibrig, die durch den 
N ullpunkt s des Polarsystems p bindurchgehen. 

Dafiir aber gebort dann umgekehrl einer jeden durcb den N ullpunkt s 
gebenden Geraden V, die einem Punkte y der Ebene als Polare zugeordnet 
ist, also der Gleicbung 
(14) V= yp 

geniigt, als Pol nicht nur dieser eine Punkt y zu, sondern zugleich aucb 
die samtlichen Punkte y + gs der geraden Verbindungslinie von y und s. 
Wegen (9) wird namlicb 

(16) (y + gs)p = yp + 9 sp = yp = V, 
das beiBt, die Gerade V kann aucb als die Polare eines jeden beliebigen 
Punktes y + 9s jener Verbindungslinie [ys] aufgefaBt werden. 

Um die Gestalt der Polkurve 

(17) [x. xp] = 0 

eines einfach entartenden Polarsystems zweiter Ordnung p kennen zu lernen, 
beriicksicbtige man zunacbst, da8 dieselbe ihrer Gleicbung (17) zufolge 
(vgl. die Entwickelung auf Seite 184 f.) von einer jeden Geraden in zwei 
getrennten reeIlen, zwei zusammenfallenden reellen oder in zwei konjugierl 
komplexen Punkten gescbnitten wird. Insbesondere wird dies aucb fiir 
die Gerade [e1 e2] zutrefi'en, jedoch, wie man sich leicbt iiberzeugt, mit der 
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Einschrankung, daB fiir sie der Fall zweier zusammenfallenden reellen 
Schnittpunkte ausgeschlossen ist (vgl. Fig. 91). Wegen der Ungleichung (6) 
namlich (vgl. auch die Gleichung (8» geht die Gerade [e1 ell] nicht durch 

Fig. 91. 

den Nullpunkt s hindurch. Ersetzt man nun aber in der Gleichung (96) 
des vorigen Abschnitts die Punkte y und z durch die Punkte e1 und ell' 
so erhalt man die Gleichung 

(18) {~1 \ _ - [et · elP] ± V[el • elP]! - [et • e,p][es ' etp] 
~2 J - [el . etp] , 

welche die beiden Werte angibt, die der Parameter ~ in dem Ausdruck 

x = el + ~e2 
annehmen muB, damit der Punkt x der Polkurve (17) angehort. Und 
diese beiden Werte konnten nur dann einander gleich werden, die beiden 
Schnittpunkte 
(19) Xl = e1 + ~1 e1 und x2 = el + ~lIell 
der Geraden [el ell] mit der Kurve (17) konnten somit nur dann in einen 
Punkt zusammenfallen, wenn in der Gleichung (18) die Quadratwurzel 
verschwande oder, was dasselbe ist, wenn die Gleichung bestiinde: 

(20) I [el . eIP], [e2 · elP] i - 0 
[el . ellP], [ell' e2P]! - , 

die man nach Satz 25 auch in der Form schreiben kann: 

[e1 e2 ·e1P e2P]=0 
GraSmann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 
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oder wegen (1) III der Form: 

(21) 

In dieser Gleichung aber kann das Produkt [Al At] sich hOchstens um 
einen nicht verschwindenden Zahlfaktor (vgl. die Ungleichung (5)) von 
dem Nullpunkte s des Polarsystems p unterscheiden. Denn nach dem 
Obigen gehen die Geraden der Stiibe Al und A2 durch den NUllpunkt s 
hindurch. Man kann daher der Gleichung (21) auch die Form verleihen: 

(22) [el e2s] =0. 

Diese steht indes mit der Tatsache in Widerspruch, daB die Gerade des 
Stabes [e1e2] den Nullpunkt s nicht enthalt. Foiglich kann auch die Glei
chung (20) nicht bestehen, und die Gerade [el e2] kann somit die Polkurve 
des Polarsystems p nur in zwei getrennten reellen oder in zwei konjugiert 
komplexen Punkten Xl und x2 schneiden. 

Dann abel' folgt wieder aus der filr die betrachtete Entartung charakte
ristischen Gleichung (9), daB del' Polkurve auch jeder Punkt derjenigen 
beiden Geraden [Xl s] und [x2s] angehort, welche die Punkte Xl und x2 mit 
dem NuUpunkte s verbinden. Ein jeder Punkt namlich, der einer von diesen 
beiden Geraden angehort, laBt sich unter der Form x; + gs (i = 1, 2) dar
stellen. Und setzt man den Ausdruck Xi + gs statt X in die linke Seite der 
Gleichung (17) ein, so nimmt diese die Form an [(x; + gs)· (Xi + gs)p] oder 

[x;, XiP] + 2g[x; . sp] + g2[S' sp]. 

In dieser Summe verschwinden aber die beiden letzten Glieder wegen (9); 
doch auch das erste Glied ist gleich Null, da nach der Voraussetzung die 

:Fig. 92. 

beiden Punkte Xi auf der Polkurve 
liegen. Also ist der Punkt Xi + gs 
ebenfalls ein Punkt der Polkurve. Die 
Kurve enthiilt daher die beiden vom 
Nullpunkte s nach den Punkten Xl und 
Xi laufenden getrennten reellen oder 
konjugiert komplexen Geraden und kann, 
da sie von zweiter Ordnung ist, auch 
nur aus diesen heiden Geraden bestehen, 
sie zerfiillt somit in ein Geradenpaar 
mit dem Doppelpunkte s. 

Bezeichnet man jetzt endlich wieder 
wie auf S. 185 mit Xl und X2 die bei
den Schnittpunkte, die eine beliebige 
Gerade [y z] mit der Polkurve (17) des 
einfach entartenden Polarsystems zwei-



Abschnitt 32, Gleichung (21) bis (24). Satz 420 und 421. 211 

ter Ordnung gemein hat, und setzt dann wieder wie dort 

(23) 

so sind ~l und ~2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(24) [y. yp] + 2~[.e· yp] + ~2[.e . .ep] = O. 

Die aUB dieser Gleichung sich ergebenden Werte der Parameter ~l 
und ~2 der beiden Punkte Xl und x2 werden entgegengesetzt gleich, das 
heiBt, der Punktwurf YfJXl X2 wird harmonisch (vgl. Fig. 92), wenn der 
Koeffizient von ~ in der Gleichung (24) verschwindet, wenn also die Glei
chung besteht: 

[.e. yp] =0. 

Dann liegt der Punkt .e auf der Polare yp des Punktes '9, von der bereits 
oben gezeigt ist, daB sie durch den Nullpunkt s hindurchgeht, und daB 
sie zugleich auch jedem Punkte y + gs als Polare zugeordnet ist, der auf 
der Verbindungslinie von y und s gelegen ist. 

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich daher in den Satz zusammen
fassen: 

Satz 420: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ord
nung p besitzt stets einen und nur einen Nullpunkt s, oder was 
dasselbe ist, einen Punkt s, der zu dem Polarsystem apolar ist. 
Die Polkurve eines solchen Polarsystems p zerfiiIlt in ein 
Linienpaar, das entweder aus zwei nicht zusammenfallenden 
reellen Geraden besteht, die sich in dem NuUpunkte s schneiden, 
oder aus zwei konjugiert komplexen Geraden, die jenen Null
punkt zum reellen Doppelpunkt haben. 

Die Polaren siimtlicher Punkte hinsichtlich des Polar
systems p gehen durch den N ullpunkt s, den Doppelpunkt des 
Linienpaars, hindurch und werden durch das Linienpaar von 
ihren Polen harmonisch getrennt. Umgekehrt kann eine jede 
Gerade, die durch den Doppelpunkt des Linienpaars geht, ala 
Polare eines jeden Punktes aufgefa6t werden, der von ihr durch 
das Linienpaar harmonisch getrennt wird, das heiBt, der Pol 
einer derartigen Geraden kann auf dem Strahle belie big gewiihlt 
werden, der jener Geraden hinsichtlich des Linienpaars har
monisch zugeordnet ist. 

Man kann dem Hauptinhalt dieses Satzes auch die Fassung geben: 
Satz 421: Bei einem einfach entartenden Polarsysteme zweiter 

Ordnung p zerfiiIlt die Polkurve in ein Linienpaar, das aus den 
Doppelstrahlen derjenigen Strahlinvolution gebildet wird, die 
das Polarsystem p in seinem Nullpunkte s hervorruft. 

14* 
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Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung erzeugt namlich 
nicht nur in jeder Geraden seiner Ebene eine Punktinvolution, sondem 
au.6erdem noch in seinem N ullpunkte eine Strahlinvolution. Dieselbe ist 
der Schein einer jeden Punktinvolution, die das Polarsystem auf den Ge
raden ihrer Ebene besitzt. (Vgl. auch S. 193 und S. 207 f.) 

Die adjungierte Abb~1dung eines einfach entartenden Polarsystems zweiter 
Ordnung. Da der Satz von der Identitiit der Pol- und Polarkurve nur fiir 
den Fall be wiesen ist, wo das planimemsche Produkt [Al~A3] =1= 0 ist, 
so bedarf die Polarkurve 
(25) CU· UP]=O 
bei den entartenden Polarsystemen, fiir welche ja jenes Produkt ver
schwindet, einer besonderen Untersuchung. Dazu beriicksichtige man, da.6 
bei dem soeben betrachteten einfach entartenden Polarsystem p die Zahler a 
des adjungierten Bruches 

(26) 

ein Vielfaches des Nullpunktes s darstellen musseD. Denn da, wie bewiesen 
die drei Zahlerstabe Ai des Bruches p durch den Nullpunkt s hindurch
gehen, so miissen die Produkte je zweier von ihnen, das hei.6t also die 
Zahler des adjungierten Bruches P, sofem sie von Null verschieden sind, 
abgesehen von einem Zahlfaktor den Nullpunkt s liefem. Aber dies Er
gebnis la.6t sich noch bestimmter formulieren. Multipliziert man namlich 
die Gleichung (4) hinten mit As, so erhiilt man die Gleichung 

-11[AaA1] + ls[AaAs] = 0 

oder wegen der Gleichungen (20) des vorigen Abschnitts 

11 as = faa!" 

Aus dieser Gleichung und den beiden zyklisch entsprechenden Gleichungen 
folgt zunachst, da.6 die Punkte ail (falls sie nicht null sind), in einen Punkt 
zusammenfallen, und dieser Punkt kann, wie schon oben gezeigt ist, kein 
anderer sein als der Nullpunkt s. Andererseits entspringt aus diesel1. Glei
chungen die laufende Proportion 

(27) 11 : 12 : 13 = a1 : a2 : as, 

fiir die man auch die Doppelgleichung schreiben kann 

(28) 

Und da au.6erdem die Punkte ai mit dem NUllpunkte s des Polarsystems 
oder, was dasselbe ist, mit dem Doppelpunkte seiner Polkurve zusammen
fallen, so mu.6 der gemeinschaftliche Wert der drei Bruche (28) ein ge-
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wisses Vielfaches von s sein, das iiberdies wegen (5) sicher von Null ver
schieden ist. Man erhalt somit die drei Gleichungen 

aj = fs oder 
1; 

(29) Uj = ffiS. 

Fur den adjungierten Bruck (26) ergibt sich daher die Darstellung 

(30) 

1st also 
(31) V = 'OlEl + '02E2 + 'OaEa 

ein ganz beliebiger Stab (vgl. Fig. 93), 
so wird wegen (30) sein Pol 

(32) V P = f(l.1l fl + 1.12 fs + 'Oa fa)s. 

Dier hier in der Klammer auftretende 
Summe ist nun aber mit Riicksicht auf die 
Werte von V und s (vgl. Gleichung (31) 

J<'ig. 9a. 

und (8)) gleich dem auBeren Produkte [Vs], und die Gleichung (32) laBt 
sich daher in der einfacheren Form schreiben 

(33) VP=f[VsJs, 

welche zeigt, daB der Pol einer beliebigen Geraden V hinsichtlich 
des Polarsystems P mit dem Punkte s zusammenfallt, wofern 
nicht die Gerade des Stabes V selbst durch den Punkt s hin
durchgeht. 

In diesem Falle namlich verschwindet der Faktor [V s], und die Glei
chung (33) reduziert sich daher auf die Form 

(34) Vp=o, 

welche aussagt, daB dann der Pol des Stabes V unbestimmt bleibt, oder 
daB er zum Polarsystem P apolar sei. Man erhalt also den Satz: 

Satz 422: Bei einem einfach entartenden Polarsystem zweiter 
Ordnung p mit dem Nullpunkte s sind die Stabe des Strahl
biischels mit dem Scheitel s zu dem zu p adjungierten Polar
system zweiter Klasse P apolar. 

Andert man ferner in der Gleichung (33) die Bezeichnung, schreibt 
sie namlich in der Form 

UP= f[Us]s, 

und multiplizierl sie dann mit U, so findet man fiir die der Polarkurve des 
Polarsystems P zugehorende quadratische Form [U· UP] die Darstellung 

(35) [U· UPJ = f[USJ2, 
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das heiBt, die quadratische Form CU· UP] ist gleich dem Produkte 
aus einem von Null verschiedenen konstanten Zahlfaktor fund 
dem Quadrat einer linearen Form. 

Die Gleichung del' gesuchten Polarkurve lautet daher 

(36) [US]2 = 0 

und stellt doppelt zahlend dasjenige Strahlbiischel dar, dessen Scheitel del' 
Doppelpunkt s des die Polkurve bildenden Linienpaares ist. Man hat somit 
den Satz: 

Satz 423: Entartet ein Polarsystem zweiter Ordnung p ein
fach, zerfiillt also seine Polkurve in ein Linienpaar, so besteht 
die Polarkurve des adjungierten Polarsystems zweiter Klasse P 
aus dem doppeltzahlenden Strahlbiischel, dessen Scheitel del' 
Doppelpunkt jenes Linienpaares ist. 

Das zweifach entartende Polarsystem zweitcr Ordnung. Dcr zweite Fall, 
del' beim V ersch winden des planimetrischen Produktes [Al A2 As] alier drei 
Zahlerstabe eines Polarsystems zweiter Ordnung p eintreten kann, ist del', 
wo die siimtlichen drei zweifaktorigen planimetrischen Produkte [A2 As], [As A l ], 

[Al A 2] null sind, wo also die drei Gleichungen bestehen: 

(37) [A2AS] = [AsAl] = [AlA2] = 0, 

ohne daf3 zugleich aUe drei Grof3en Aj verschwinden. Wir sagen in dies em 
Faile, das Polarsystem p sei ein "zweifach entartendes Polarsystem 
zweiter Ordnung". 

V erfiigen wir dabei iiber die Indizes del' drei GraBen Ai in del' Weise, 
daB As nicht verschwindet, so werden zwischen den drei GraBen Ai zwei 
Zahlbeziehungen von del' Form bestehen miissen: 

(38) 
Al = f As 

fAs - Al = 0 

und A2 = g.As odeI' 

und gAs - A2 = O. 

Diese Gleichungen sagen aus, daB die drei Stabe Al1 A 2 , As, sofel'll sie 
e.,., nicht nuli sind, 

der niimlichen Ge-
raden angehOren 

eJ 
(vgl. Fig. 94). 

·Y Bezeichnet man 
ferner noch die 
beiden Punkte, die 

... Aj Az s s +~ t S A3 V den Grund-aus 
Fig. 9!. punkten el , e2 , es 

durch die Koeffizienten del' beiden Zahlbeziehungen (38) abgeleitet werden 
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konnen, mit s und t, setzt also 

(39) s = fes - e1 und t = gea - es, 

so lassen sich die Gleichungen (38) auch in der Form schreiben: 

(40) sp = ° und tp = 0. 
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunachst, daB die Punkte s und t 
auf der Geraden der drei Stiibe ~ liegen miissen; denn es wird 

(41) { [SA.;] = [s· e;p] = [e;. sp] = 0, 

[tA.;] = [t . e;p] = [e;· tp] = 0. 

Ferner zeigen die Gleichungen (40), daB die beiden Punkte s und t Null
punkte des Polarsystems p sind, oder wie wir auch sagen wollen, sum Polar
system p apolar sind. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber ofl'enbar auch 
jeder Punkt s + ~ t der Geraden 
(42) S = [st]. 
In der Tat folgt aus den Gleichungen (40) fiir ganz beliebige Werte der 
ZahlgroBe ~ die Gleichung 
(43) (s + ~t)p = 0, 
welche wirklich aussagt, daB das Polarsystem p die siimtlichen Punkte der 
Punktreihe s + ~ t au Nullpunkten hat, oder bei Benutzung der soeben ein
gefiihrten Ausdrucksweise, daB jeder Punkt der Geraden S sum Polar
system p apolar ist. Diese Gleichung (43) ist zugleich fiir die geometrische 
Deutung der neuen Entartung des Polarsystems am geeignetsten. 

Multipliziert man sie namlich auBerlich mit dem Punkte s + ~t, so 
erhalt man die Gleichung 

(44) [(s + ~t) . (s + ~t)p] = O. 
welche besagt: 

J eder Punkt s + ~t der Geraden S = [st] liegt auf der Pol
kurve des Polarsystems p. 

Aber die Gleichung (43) zeigt zugleich, daB die Polare eines jeden 
beliebigen Punktes der Ebene mit der Geraden S susammenfiillt. In der 
Tat, ist V die Polare eines beliebigen Punktes y, also 

(45) V = yp, 
so folgert man aus der Gleichung (43) unter Benutzung der ersten Grund
gleichung (2) des Polarsystems, daB das auBere Produkt [(s + ~t) V] ver
schwindet; denn es wird 

(46) [(s + ~t)V] = [(s + ~t). yp] = [y. (s + ~t)p] = O. 

Die Polare V eines beliebigen Punktes y der Ebene geht also durch einen 
jeden Punkt s + ~ t der Geraden S hindurch und fallt somit wirklich mit 
der Geraden S zusammen. Die beiden Stabe V und S konnen sich daher 
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nur urn einen Zahlfaktor voneinander unterscheiden, und man kann die 
Gleichung ansetzen 
(47) V = yp = t(y)S, 

in welcher der Faktor t(y) eine yom Punkte y abhangende Zahlfunktion 
bedeutet. Bildet man insbesondere diejenigen drei Spezialgleichungen, die 
aus der Gleichung (47) hervorgehen, wenn man den Punkt y durch die 
drei Ecken e; des Fundamentaldreiecks ersetzt, und bezeichnet die Werte, 
welche die Funktion T(y) fiir die Argumente el , e2 , es annimmt, mit tIl 
t 2 , t a, 80 erhiilt man die drei Gleichungen 

(48) Al = elP = tIS, A2 = e2P = t 2 S, As = esp = TaS, 

Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden ZahlgroBen t, ergibt 
sich leicht aus den Grundgleichungen des Polarsystems 

(49) [e,' ekP] = [ek · e.p]. 
Fiihrt man namlich in diese Gleichungen anstatt der Produkte 

ekP und eoP ihre Werie 

tkS und TiS 

aus (48) em, so bekommt man die Gleichungen 

tk[eiS] = t;[ekS], 
fiir die man, wenn man noch 

(50) 

setzt, auch schreiben kann 

(51) 

Aus dies en Gleichungen aber folgt die laufende Proportion 

tl : f2 : ts = @\ : e;2 : @is, 

welche wiederum gleichbedeutend ist mit den Proportionalitiitsgleichungen 

(52) f, = f e;" 

in denen f einen konstanten nicht verschwindenden Zahlfaktor bezeichnet. 
Die Gleichungen (48) verwandeln sich daher in 

(53) Al = f @iIS, A2 = t e;2S, As = f e;ss, 
und es wird also 

(54) 

Aus dieser Darstellung des Bruches p kann man zunachst eine Be
statigung dafiir ablesen, daB jeder beliebige Punkt y der Ebene 

(55) y = ~l e1 + ~2e2 + ~ses 
durch den Bruch p m einen Stab der Geraden S iibergefiihrt wird; denn 
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durch Multiplikation der Gleichungen (55) und (54) erhiilt man fiir die 
Polare yp des Punktes y den Wert 

yp = fCt)lCS1 + t)2 CSt + t)sCSs)S, 
oder mit Riicksicht auf (55) und (50) den Ausdruck 

(56) yp = f[yS]S, 

welcher in der Tat zeigt, daB die Polare eines ganz beliebigen Punktes 1) 

der Ebene sich nur durch den Zahlfaktor 

t(!I) = f[yS] 
von dem Stabe S unterscheidet. 

Um ferner die Gestalt der Polkurve 

(57) [x·xp]=O 

fiir ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung p zu ermitteln, 
multipliziere man die Gleichung 

(58) xp = f[xS]S, 

die aus (56) durch Substitution von x an Stelle von y hervorgeht, mit 
x und erhiilt so fiir die linke Seite der Gleichung (57) die Darstellung 

(59) [x· xp] = f[XS]2 
und damit den Satz: 

Satz 424: Bei einem zweifach entartenden Polarsystem zweitel' 
Ordnung p ist die seiner Polkurve zugehorende quadratische 
Form [x·xp] das Produkt aus einem konstanten nicht verschwin~ 
den den Zahlfaktor und dem Quadrat einer linearen Form. 

Die Gleichung der Polkurve nimmt daher die Gestalt an 

(60) [xS]' = 0, 
und man hat somit den Satz: 

Satz 425: Bei einem zweifach entartenden Polarsystem zweitel' 
Ordnung p besteht die Polkurve aus einer doppeltzahlenden 
Geraden. Mit dieser Geraden fallen zugleich die Polaren sBmt
licher Punkte der Ebene hinsichtlich des Polarsystems p zu
sammen. 

Aus der Gleichung (54) Hest man ferner mit Riicksicht auf die Glei
chung (50) den Satz ab: 

Satz 426: Stellt man ein zweifach entartendes Polarsystem 
zweiter Ordnung durch einen extensiven Bruch dar, dessen 
N enner die Ecken ei des Fundamentaldreiecks sind, so unter
scheiden sich die zugehorigen Zahler nur um drei konstante 
Zahlfaktoren von einem Stabe S der doppeltzahlenden Geraden._ 
die die Polkurve des Polarsystems bildet. Au6erdem sind diese-. 
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Zahlfaktoren den drei ZahlgroBen @511 @521 @5a proportional, mit
telst deren sich jener Stab S aus den drei zweifaktorigen Pro
dukten 

E1 =-= [t;es], E2 = [ese1], Es = [e1eS] 

der drei N enner ableiten laBt. 
Und aus ihm folgt wieder der Satz: 
Satz 427: Zwei zweifach entartende Polarsysteme zweiter 

Ordnung haben dann und nur dann dieselbe doppeltzahlende 
Gerade zur Polkurve, wenn sie sich voneinander nur um elDen 
von Null verschiedenen Zahlfaktor unterscheiden. 

Die adjungierte Abbildung eines sweifach entartenden Polarsystems zweiter 
Ordnung. Der Ausdruck fiir das zu einem zweifach entartenden Polar
system zweiter Ordnung p adjungierte Polarsystem zweiter Klasse P, das 
heiBt der Bruch 

(61) 

nimmt infolge der Gleichungen (37) die Form an: 

(62) 

Wir bezeichnen ein solches Polarsystem (62) als ein uneigentliches 
Polarsystem zweiter Klasse. Dasselbe weist einem jeden Stabe V 
der Ebene die ZahlgroBe 0 zu. Denn es wird wegen (62) fiir jeden Stab 
V der Ebene das Produkt 
(63) VP=O. 

Auch kann man wegen (63) setzen: 

P=O. 
Man hat also den Satz: 

Satz 428: Bei einem zweifach entartenden Polarsystem zweiter 
Ordnung p ist die adjungierte Abbildung P ein uneigentliches 
Polarsystem zweiter Klasse. Dasselbe weist einem jeden be
liebigen Stabe der Ebene die ZahlgroBe 0 zu, oder was dasselbe 
ist, ein jeder Sta b der Ebene ist zu der adjungierten Ab bildung 
P apolar. 

Das dreifach entartende Polarsystem sweiter Ordnung. Die dritte Art 
des VerschwindenB des planimetrischen Produktes [~A2As] der drei 
Zahlerstabe eines Polarsystems zweiter Ordnung p ist die, wo aIle drei 
GroBen Aj einzeln null sind. Dann besitzt der Bruch p die Form 

(64) 
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und wir sagen in diesem FaIle, das Polarsystem p sei "ein dreifach 
entartendes Polarsystem zweiter Ordnung" oder auch "ein un
eigentliches Polarsystem zweiter Ordnung" (vgl. Seite 186). Das
selbe weist einem jeden Punkte der Ebene die ZahlgroBe 0 zu, und man 
kann daher auch setzen: 

p=o. 

Neue Form der Kriterien fUr die drei FaIle des Entartens eines Polar
systems eweiter Ordnung. Die allgemeine Bedingung fur das Entarten eines 
Polarsystems zweiter Ordnung 
(65) p = All Av As 

el' e!, es 
lautete nach der Gleichung (3): 

(66) [At AsAs] = 0, 

und diese Gleichung kann man nach der Gleichung (28) des 31. Abschnitts 
auch in der Form schreiben: 
(67) 

Fur den Fall des einfachen Entartens des Polarsystems zweiter Ord
nung p trat dann noch die Bedingung hinzu, daB wenigatens eins von 
den drei Produkten 

[As As], [AsAt], [A1A2] 

von Null verschieden sei. Diese drei Produkte bilden aber gerade die 
Zahler des zu p adjungierten Bruches 

(68) [PI] =- P = [A~As]' [As AI], [AIAsl. 
E l , E 1 , Es 

Jene drei Produkte werden also dann und nur dann gleichzeitig ver-
schwinden, wenn 

ist. Die Bedingung, 
Null verschieden sei, 

(69) 

[p2] = 0 

daB wenigstens eins von den drei Produkten von 
ist daher gleichbedeutend mit der Forderung, daB 

[pI] =l= 0 

sei, und man hat somit den Satz: 
Satz 429: Ein Polarsystem zweiter Ordnung p entartet dann 

und nur dann einfach, wenn 

[ps] = 0 und zugleich [pI] =l= 0 
iat. 

Der Fall des eweifachen Entartens eines Polarsystems zweiter Ord
nung wurde auf Seite 214 dadurch charakterisiert, daB neben dem Produkte 

[At A2 .AS] 
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such die siimtlichen drei zweifaktorigen Produkte 

[A!As], [.As AI] , [AIA2] 
null sind, ohne daB zugleich aIle drei GroBen 

verschwinden. Es tritt dann 

(67) 
noch die Bedingung 
(70) 

AI' .A2 , .As 
also zu der Bedingung 

[PS] = 0 

[P'] = 0 

hinzu, wiihrend die Bedingung, daB nicht aIle drei GroBen Ai verschwinden 
durfen, mit Rucksicht auf (65) auch durch die Bedingung ersetzt werden 
kann, daB 
(71) p 9= 0 
sei. Bei der Formulierung dieses Ergebnisses kann man berucksichtigen, 
daB die Gleichung (67) bereits eine Folge der Gleichung (70) ist, und 
erhalt so den Satz: 

Satz 430: Ein Polarsystem zweiter Ordnung p entartet dann 
und nur dann zweifach, wenn 

[P2] = 0 und zugleich p 9= 0 
ist. 

Man kann noch den Satz hinzufiigen (vgl. Seite 218 f.): 
Satz 431: Ein Polarsystem zweiter Ordnung p entartet dann 

und nur dann dreifach, wenn 
p=o 

ist. 

Die drei Falle des Entartens eines Polarsystems zweiter Klasse. Um 
zu den dualistisch entsprechenden Entartungen eines Polarsystems zu ge
langen, gehe man von dem Bruche 

(72) P = al-'--~!~S 
E 1 , E., Es 

aus, fasse ihn aber nicht wie bisher als adjungierten Bruch zu einem 
primitiven Bruche p auf, sondern behandle ihn, entsprechend wie oben 
auf Seite 154 ff. die Stab-Punkt-Abbildung einer beliebigen Reziprozitat, 
selbst als einen urspriinglichen Bruch, zu dem erst ein adjungierter Bruch 
p gebildet werden soIl. Dabei seien im iibrigen die bisherigen Bezeich
nungen festgehalten. Es seien also die drei Zahler a i des Bruches P aus 
den drei Nennerprodukten 

(73) e1 = [E2 E s]' e2 = [EsEI]' es = [EIE 2] 

durch neun Ableitzahlen ~ik abgeleitet, also als Vielfachensummen 

(74) ai = ~i1 el + ~ii e2 + ~iS es 
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dargestellt, in denen die ~jk den Bedingungen geniigen: 

(75) ~ki = ~ik· 
Aus diesen folgt, wie oben gezeigt ist, daB fiir beliebige Stabe V und W 
die zweite Grundgleichung des Polarsytems besteht 

(76) [W· VPJ = [V. WPJ. 
Man setze dann entspreehend der dualistischen Entwickelung voraus, 

daB das Produkt der drei Zahler ai des Bruches P, das heiBt das Pro-

ist, und hat dann auch hier wieder drei Faile zu unterscheiden: 
Erstens den Fall, wo von den drei planimetrischen Produkten aus 

je zweien der GroBen a j wenigstens eins von Null verschieden ist, 
zwei tens den Fall, wo diese drei Produkte gleichzeitig verschwinden, 

ohne daB aile drei GroBen a j gleich Null sind, und endlich 
drittens den Fall, wo samtliche drei GroBen a j verschwinden. 

Das einfach entartende Polarsystem zweiter Klasse. 1m e r s ten Faile 
besteht zwischen den drei Zahlern a j des Bruches Peine und nur eine 
Zahlbeziehung (vgl. Seite 205 if.), sie moge lauten: 

(78) 

und sagt aus, daB die drei Punkte a j einer und derselben Geraden an
gehOren (vgl. Fig. 95). Wir Dennen alsdann die Abbildung P ein "ein-

[vs] VP 

• y 

Fig. 9[). 

• • II 

s 

fach entartendes Polarsystem zweiter Klasse" und bezeichnen den
jenigen Stab, dessen Ableitzahlen die Koeffizienten der Zahlbeziehung (78) 
sind, mit S, setzen also 

(79) S = e1E1 + e2 E 2 + esEa, 
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so kann man wegen (72) die Gleichung (78) durch die Gleichung ersetzen: 

(80) SP = 0, 

welche den weiteren Folgerungen zu Grunde gelegt werden soll. 
Zunachst kann man dieser Gleichung wiederum die Form geben 

(81) SP=O·z, 
in der z einen ganz beliebigen Punkt bedeutet, und welche daher aus
sagt, daB der Pol des Stabes S hinsichtlich des Polarsystems P un
bestimmt bleibt. Man sagt daher von der Geraden 8, sie sei die N ull
linie des Polarsystems zweiter Klasse P, oder auch der Stab 8 sei 
zum Polarsystem P apolar. 

Ferner folgt aus der Gleichung (80), daB der Stab S auch der Glei· 
chung geniigt: 
(82) [S· SP] = 0, 

daB also die Nulllinie S der Polarkurve des Polarsystems P angehOrt. 
Aber die Gleichung (80) zeigt zugleich, daB die Gerade des Stabes S 

auch durch aUe drei Zahlerpunkte a. hindurchgehen mufJ. In der Tat er
halt man mit Riicksicht auf die Grundgleichung (76) fiir die Produkte 
[8 a;] die Darstellung 

(83) [Sa,] = [8· E,P] = [Ei · SP] = 0, 
aus der die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervorgeht. Aber 
wie man sofort bemerkt, liegen nicht nur die Pole der Grundstabe, sondern 
iiberhaupt die Pole samtlicher Stabe der Ebene auf der Geraden des Stabes 
S. 1st namlich y der Pol eines ganz beliebigen Stabes V, also 

(84) y = VP, 
so wird wieder das Produkt 

(85) [8y] = [S. VP] = [V· 8P] = 0. 
Sieht man daher davon ab, daB zufolge der Gleichung (81) jeder beliebige 
Punkt z der Ebene, wenn man sich ihn mit dem Koeffizienten ° behaftet 
denkt, als Pol der Geraden S aufgefaBt werden kann, so bleiben als Pole 
von Geraden der Ebene nur solche Punkte iibrig, die auf der Nulllinie 
S des Polarsystems P liegen. 

Dafiir aber gehort dann umgekehrt einem jeden auf der N ulllinie 8 
liegenden Punkte y, der irgend einer beliebigen Geraden V der Ebene als 
Pol zugeordnet ist, fiir den also die Gleichung besteht 

(84) y = VP, 
als Polare nicht nur jene eine Gerade V zu, sondern zugleich auch die 
samtlichen Geraden V + gS desjenigen Strahlbiischels, das den SchniU
punkt der Geraden V und 8 zum Scheitel hat. Wegen (80) wird namlich 

(86) (V+g8)P=VP+gSP=VP=y, 
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das heiBt, der Punkt y kann als Pol einer jeden Geraden V + 98 des 
Strahlbiischels mit dem Scheitel [VB] aufgefaBt werden (vgl. Fig. 95). 

Urn die Gestalt der Polarkurve 

(87) [U· UP] = 0 

emes einfach entartenden Polarsystems zweiter Klasse kennen zu lernen, 
zeige man zunachst in derselben Weise wie bei einem beliebigen Polar
system, daB man von jeciem Punkte [VW], der nicht auf der Nulllinie 8 

8 

~+98 

liegt (vgl. Fig. 96), zwei Tangenten U1 und U2 an die Polarkurve legen 
kann. Man substituiere dazu wieder in die Qleichung (87) statt U den 
Ausdruck V + 9 W fUr einen beliebigen Strahl des Strahlbiischels mit dem 
Scheitel [VW] und erhiilt so die in 9 quadratische Gleichung 

(88) [V· VP] + 2f)[W· VP] + f)'[W· WP] = o. 
Sind f)1 und 92 ihre beiden W urzeln, so sind 

(89) 

die beiden Tangenten, die sich vom Punkte [VW] an die Polarkurve legen 
lassen, und diese Tangenten konnen auch nicht in eine einzige Gerade zu
sammenfallen, was ebenso wie bei der dualistischen Entwickelung bewiesen 
werden kann (vgl. S. 208 ff.). 

Dann aber folgt we iter aus der fiir die betrachtete Entartung charakte
ristischen Gleichung (80), daB der Polarkurve auch jede Gerade derjenigen 
beiden 8trahlbiischel angehOrt, deren Scheitel die Punkte [U1 B] ttnd [Ua S] 
sind. Denn jeder Strahl U; + 9 S (i = 1, 2) eines dieser beiden Strahl
biischel geniigt der Gleichung (87). Setzt man namlich den Ausdruck 
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Ui + g8 In die linke Seite von (87) ein, 80 verwandelt 81e sich in die 
Summe 

[U;· rJ,P] + 2g[rJ,. 8P] + gl[8· 8P]j 

und von dieser verschwinden die beiden letzten Glieder wegen (80), und 
das erste Glied, weil nach der Voraussetzung die beiden Geraden rJ, der 
Polarkurve angehoren. Die Polarkurve wird daher von samtlichen Geraden 
der beiden Strahlbiischel beriihrt, welche die Punkte [U1 S] und [Ull S] zu 
Scheiteln und daher die Nulllinie 8 zum Doppelstrahl habenj und da sie 
von der zweiten Klasse ist, so kann sie auBer den Geraden dieser beiden 
Strahlbiischel auch keine weiteren Geraden enthalten. Das Hiillgebilde 
der Geraden der Polarkurve zerfa1lt daher in das Punktpaar [U1 8] und 
[U2 S]. des sen Verbindungslinie die N ulllinie S des Polarsystems P ist. 

Die Parameter 91 und 92 der beiden Geraden U1 und U2 werden ent
.gegengesetzt gleich, das heiSt, der Strahlwurf VWU1 Ull wird harmonisch 

s 

(vgL Fig. 97), wenD 
der Koeffizient von 
9 in der Gleichung 
(88) verschwindet, 
wenn also die Glei
chung besteht 

[W· VP] = O. 

Dann geht die Ge
rade W durch den 
Pol VP der Geraden 
V hindurch, von 
dem bereits oben 
gezeigt wurde, daB 
er auf der N ulllinie 

Fig. 97. S liegt, und daB er 
zugleich einer jeden Geraden V + g8 als Pol zugeordnet ist, die durch 
den Schnittpunkt [V8] der Geraden V und 8 geht. Die gewonnenen 
Ergebnisse lassen sich daher in den Satz zusammenfassen: 

Satz 432: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse 
P besitzt stets eine und nur eine Nuillinie S, oder was dasselbe 
ist, eine Gerade S, die zu dem Polarsystem P apolar ist. Die 
Polarkurve eines solchen Polarsystems P zerfii.llt in ein Punkt
paar, das entweder aus zwei getrennt liegenden reellen Punkten 
besteht, die auf der N ulllinie S liegen, oder aus zwei konjugiert 
komplexen Punkten, deren Trager wieder durch die N ulllinie 
ge bildet wird. 
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Die Pole samtlicher Geraden der Ebene hinsichtlich des 
Polarsystems P liegen auf der Nulliinie S, dem Trager des 
Punktpaars, und werden durch das Punktpaar von ihren Polaren 
harmonisch getrennt. Umgekehrt kann ein jeder Punkt, del' 
auf der Verbindungslinie des Punktpaars liegt, als Pol einer 
jeden Geraden aufgefaBt werden, die von ihm durch das Punkt
paar harmonisch getrennt ist, das heiBt, die Polare eines solchen 
Punktes kann in dem Strahlbiischel beliebig gewahlt werden, 
des sen Scheitel jenem Punkte hinsichtlich des Punktpaars har
monisch zugeordnet ist. 

Man kann dem Hauptinhalt dieses Satzes auch die Fassung geben: 
Satz 433: Bei einem einfach entartenden Polarsystem zweiter 

Klasse P zerfallt die Polarkurve in ein Punktpaar, das durch 
die Doppelpunkte derjenigen Punktinvolution gebildet wird, 
die das Polarsystem P auf seiner Nulliinie hervorruft. 

Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse erzeugt namlich 
nicht nur in jedem Punkte seiner Ebene eine Strahlinvolution, sondern 
auBerdem noch auf seiner N ulllinie eine Punktinvolution. Dieselbe ist 
der Schnitt einer jeden Strahlinvolution, die das Polarsystem in den 
Punkten seiner Ebene hervorruft. (V gl. auch S. 203 und S. 222.) 

Die adjungierte Abbildung cines einfach entartenden Polarsystems zweiter 
Klasse. Der zu dem Bruche P adjungierte Bruch 

(90) 

liiBt sich auf dieselbe Weise umformen wie der Bruch P bei der ent
sprechenden Entartung in der dualistischen Entwickelung (vgl. Seite 212 f.) 
und nimmt dadurch die Gestalt an 

(91) 

y 

• 

-0 • 
:r 

(94) 

in der f einen nicht verschwindenden Zahlfaktor bedeutet. 
Einem beliebigen Punkt der Ebene 

(92) y=~lel+~2e2+~3e3 

(vgl. Fig. 98) wird daher durch den Bruch p die Gerade 

8 
Fig. 98. 

~ 0- (93) yp = f(~llSl + ~21S2 + ~31S3) S 
zugewIesen, oder was dasselbe ist, 
die Gerade 

yp = f[yS]S. 
Diese Darstellung der Polare des Punktes y zeigt, daB der zu P adjungierte 
Bruch p jedem beliebigen Punkte y der Ebene als Polare den Trager S 

GraJlmann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 15 



226 Ent&rtende Polarsysteme. 

der Punkte des Punktpaars [U1S], [U2S] zuordnet, was zu dem oben ge
wonnenen Ergebnisse stimmt, daB der Pol der Nulllinie S in bezug auf das 
Polarsystem P unbestimmt bleibt. Nur in dem Falle, wo der Punkt '!J 
auf der Geraden S liegt, reduziert sich die Gleichung (94) auf die Form 

(95) tip = 0; 

in diesem Falle sagt sie daher aus, daB die Polare des Punktes y unbe
stimmt wird. Man hat somit den Satz: 

Satz 434: Entartet ein Polarsystem zweiter Klasse P einfach, 
zerfallt also seine Polarkurve in ein Punktpaar, so sind die 
Punkte des Tragers dieses Punktpaars zu dem adjungierten 
Polarsystem zweiter Ordnung p apolar. 

Uberdies zeigt der Vergleich der Gleichungen (91) und (54), daB der 
Bruch p genau mit demjenigen Bruche p iibereinstimmt, der sich oben 
in der dualistischen Entwickelung bei der Untersuchung des zweifach ent
artenden Polarsystems zweiter Ordnung ergab, und man kann daher zu den 
bisher gewonnenen Eigenschaften der Abbildung p noch das dort gefundene 
Ergebnis hinzufiigen: Die quadratische Form, welche der Polkurve des 
Polarsystems p zugehOrt, gestattet die Darstellung 

(96) [x· xp] = f[XS]2, 

in der t eine nicht verschwindende ZahlgroBe ist. Die Gleichung der Pol
kurve lautet daher 

(97) 

und stellt so mit die doppelt zu zahlende Gerade S dar. Hierin liegt der Satz: 
Satz 435: Entartet ein Polarsystem zweiter Klasse P einfach, 

zerfallt also seine Polarkurve in ein Punktpaar, so entartet das 
adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung p zweifach, und seine 
Polkurve ist der doppeltzahlende Trager dieses Punktpaars. 

Das zweifach entartende Polarsystem zweiter Klasse. Der zweite Fall, 
der beim V ersch winden des planimetrischen Produktes [al a2 as] aller drei 
Zahlerpunkte eines Polarsystems zweiter Klasse P eintreten kann, ist der, 
wo die siimtlichen zweifaktorigen Produkte [a2 as1, CaSal]' [ala,!] null sind, 
wo also die drei Gleichungen bestehen: 

(98) [a2 aS] = CaSal] = [al a2] = 0, 

ohne daf3 zugleich alle drei Grof3en a; verschwinden. Wir sagen in diesem 
FaIle, das Polarsystem P sei ein "zweifach entartendes Polarsystem 
zweiter Klasse". 

V erfiigen wir dabei iiber die Indizes der drei GroBen ai in der Weise, 
daB as nicht verschwindet, so werden zwischen den drei GroBen ai zwei 
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Zahlbeziehungen von der Form bestehen miissen: 

al = faa und a2 = gaa oder 

(99) 

welche aussagen, dafl die drei Punkte ao sofern sie nicht null sind, in 
einen Punkt zusammenfallen (vgl. Fig. 99). 

Bezeichnet man dann wieder die beiden 8z 

Stiibe, die aus den Grundstaben El1 E2 , Es 
durch die Koeffizienten der beiden Zahl
beziehungen (99) abgeleitet werden konnen, 
mit S und T, setzt also 

(100) S = fEa - El und T = gEs - E 2 , 

woraus noch folgt, daB S durch den Schnittpunkt e2 

von Ea und Ev und T durch den Schnittpunkt e1 von 
Ea und E2 hindurchgeht, so lassen sich die Glei
chungen (99) auch in der Form schreiben.: 

(101) SP= 0 und TP= O. 

A us diesen beiden Gleichungen folgt zunachst, 
dafl die Geraden der Stiibe S und T durch denjenigen 
Punkt hindurchgehen miissen, in den die drei Punkte a j 

zusammengefallen sind. Denn· es wird 

(102) { [Sa;] = [S. EiP] = [E;. SP] = 0 

[Ta;] = [T. EiP] = [E;. T P] = O. 
s +-~ T 

Fig. 99. 

Ferner zeigen sie, dafl die Geraden S und T Nulllinien des Polarsystems P 
sind, oder wie wir auch sagen wollen, zum Polarsystem P apolar sind. 
Dieselbe Eigenschaft besitzt aber ofl'enbar auch jede Gerade S + ~ T des 
Strahlbiischels mit dem Scheitel 

(103) s = [ST]. 
In der Tat folgt aus den Gleichungen (101) fiir ganz beliebige Werte 

der Zahlgrofle ~ die Gleichung 

(104) (S+~T)P=O, 

welche wirklich aussagt, dafl das Polarsystem P die siimtlichen Strahlen 
des Strahlbiischels S + ~ Tzu· Nulllinien hat, oder anders ausgedriickt, dafl 
jede Gerade des Strahlbiischels mit dem Scheitel s zum Polarsystem P apolar 
1:st. An diese Gleichung (104) lassen sich wiederum am leichtesten die wei
teren Folgerungen kniipfen. 

Multipliziert man sie zunachst auflerlich mit dem Stabe S + ~T, so 
erhiilt man die Gleichung 

15* 

e, 
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(105) [(S + ~T) . (8 + ~T)P] = 0, 
welche besagt: 

Jede Gerade 8 + ~T des Strahlbiischels mit dem Scheitel 
S = EST] gehort der Polarkurve des Polarsystems Pan. 

Aber die Gleichung (104) zeigt zugleich, daB der Pol eines jeden be
liebigen Stabes der Ebene mit dem Punkte S eusammenfiillt. In der Tat, 
ist y der Pol eines beliebigen Stabes V, also 

(106) y = VP, 

so folgert man aus der Gleichung (104) unter Benutzung der zweiten 
Grundgleichung (76) des Polarsystems, daB das auBere Produkt [(S + ~T)y] 
verschwindet; denn es wird 

(107) [(S + ~T)y] = [(S + ~T)· V P] = [V· (S + ~T)P] = O. 

Der Pol '!I einer beliebigen Geraden V der Ebene liegt also auf einer jeden 
Geraden S + ~ T des Strahlbuschels mit dem Scheitel s und fallt somit 
wirklich mit dem Punkte s zusammen. Die beiden Punkte y und s konnen 
sich daher nur um einen Zahlfaktor von einander unterscheiden, und man 
kann die Gleichung ansetzen: 

(108) y .... VP = t(V)s, 

wo t( V) eine Zahlfunktion bedeutet, die von dem Stabe V abhangt. Bildet 
man insbesondere diejenigen drei Spezialgleichungen, die aus der Glei
chung (108) hervorgehen, wenn man den Stab V durch die drei Grund
stabe E j des Fundamentaldreiecks ersetzt, und bezeichnet die Werte, welche 
die Funktion t(V) fur die Argumente Ell E 2 , Es annimmt, mit t l , t

" 
t s' 

so erhalt man die drei Gleichungen 

(109) al = E1P= tls, a2 = EsP = t,s, as = EsP = tss. 

Die geometriBche Bedeutung der hier auftretenden ZahlgroBen tj ergibt 
sich wieder leicht aUB der Grundgleichung des Polarsystems 

(110) [Ei • EkP] = [Ek · EiP]. 

Fuhrt man namlich in diese Gleichung anstatt der Produkte 

EkP und EiP 
ihre Werte 

tkS und tiS 

aus (109) ein, so erhalt man die Gleichung 

tk[E.s] = t;[Eks], 
fur die man, wenn man noch 

(111) s = llel + l2 e, + lses 

setzt, auch schl'eiben kann 
(112) 
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Und diese drei Produktengleichungen lassen sich wieder durch die Pro
portionalitatsgleichungen ersetzen 
(113) Ti = ft, 
in denen f einen konstanten nicht verschwindenden Zahlfaktor bedeutet. Die 
Gleichungen (109) verwandeln sich daher in 

(114) a1 = ff1s, a2 = ff2 S, as = ffss, 
und es wird also 
(115) P = !k~_~!fl~~JIs~ . 

Ep E!, Es 

Aus dieser Form des Bruches P folgt dann wieder wie bei der dua
listischen Entwickelung (vgl. S. 216 f.) fiir den Pol VP eines beliebigen 
Stabes V derAusdruck 
(116) VP = f[Vs]s, 
und man erhalt zugleich fiir die der Polarkurve zugehOrige quadratische 
Form [U· UP] die Darstellung 

(117) [U·UP]=f[Us]! 
und damit den Satz: 

Satz 436: Bei einem zweifach en tartenden Polar system zweiter 
Klasse P ist die seiner Polarkurve zugehorende quadratische 
Form [U· UP] das Prod ukt aus einen konstanten nicht ver
schwindenden Zahlfaktor und dem Quadrat einer linearen Form. 

Die Gleichung der Polkurve la6t sich daher auch in der Form schreiben: 

(118) [Us]! = 0, 
und es ergibt sich also der Satz: 

Satz 437: Bei einem zweifach entartenden Polar system zweiter 
Klasse P besteht die Polarkurve aus einem doppeltzahlenden 
Punkt. Mit diesem Punkte fallen zugleich die Pole samtlicher 
Geraden der Ebene hinsichtlich des Polarsystems P zusammen. 

Aus der Gleichung (115) liest man ferner mit Riicksicht auf (111) 
den Satz ab: 

Satz 438: Stellt man ein zweifach entartendes Polarsystem 
zweiter Klasse dUTch einen extensi ven Bruch dar, dessen N enner 
die Stabe E; aus den Seiten des Fundamentaldreiecks sind, so 
unterscheiden sich die zugehorigen Zahler nur um drei kon
stante Zahlfaktoren von dem Punkte s, welcher doppeltzahlend 
die Polarkurve des Polarsystems bildet. Au6erdem sind diese 
drei Zahlfaktoren den drei Zahlgro6en fll fl' fs proportional, 
mittelst deren sich jener Punkt s aus den zweifaktorigen Pro-
dukten 

der drei N enner ableiten la6t. 
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Und aus ihm folgt wieder der Satz: 
Satz 439: Zwei zweifach entartende Polarsysteme zweiter 

Klasse haben dann und nur dann denselben doppeltzahlenden 
Punkt zur Polarkurve, wenn sie sich von einander nur um einen 
von Null verschiedenen Zahlfaktor unterscheiden. 

Die adjungierte Abbildung eines zweifach entarlenden Polarsystems zweiter 
Klasse. Der Ausdruck fur das zu einem zweifach entartenden Polarsystem 
zweiter Klasse P adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung p nimmt wegen 
(98) die Form an: 

(119) 

Das Polarsystem p ist also ein uneigentliches Polarsystem 
zweiter Ordnung. Dasselbe weist einem jeden Punkte y der Ebene die 
ZahlgroBe 0 zu. Denn es wird wegen (119) fur jeden Punkt y der Ebene 
das Produkt 
(120) yp = O. 

Auch kann man wegen (120) setzen: 

p=O. 
Man hat also den Satz: 

Satz 440: Bei einem zweifach entartenden Polarsystem zwei
ter Klasse P ist die adjungierte Abbildung p ein uneigentliches 
Polarsystem zweiter Ordnung. Dassel be weist einem jeden be
Iiebigen Punkte der Ebene die ZahlgroBe 0 zu, oder was das
~elbe ist, ein jeder Punkt der Ebene ist zu der adjungierten 
Abbildung p apolar. 

Das dreifach entartende Polarsystem zweiter Klasse. Die dritte Art 
des V ersch windens des planimetrischen Produktes [a1 a2 as] der drei Zahler
punkte eines Polarsystems zweiter Klasse P ist die, wo alle drei GroBen 
ai einzeln null sind. Dann besitzt der Bruch P die Form 

(121) 

und wir sagen in diesem FaIle, das Polarsystem P sel "em dreifach 
entartendes Polarsystem zweiter Klasse" oder auch "ein un
eigentliches Polarsystem zweiter Klasse". Wir sind einem solchen 
schon auf S. 218 gelegentlich begegnet. 

Neue Form der Kriterien fur die drei Faile des Entartens eines Polar
systems zweiter Klasse. Die allgemeine Bedingung des Entartens eines 
Polarsystems zweiter Klasse 



Abschnitt 32, Gleichung (119) bis (126). Satz 439 bis 443. 231 

(122) 

lautet nach der Gleichung (77): 

(123) 

und diese Gleichung kann man nach der Gleichung (97) des 30. At
schnitts auch in der Form schreiben: 

(124) 

Fur den Fall des einfachen Entartens des Polarsystems zweiter Klasse 
P trat dann noch die Bedingung hinzu, daB wenigstens eins von den 
drei Produkten 

[alas], [aSal], [al a2] 

von N uil verschieden sei. Diese drei Produkte biideri aber gerade die 
Zahler des zu P adjungierten Bruches 

(125) 

Jene drei Produkte 
schwinden, wenn 

[Pi] = p.= [a2 as] ,_[ a3_~lk[ a1 aJ . 
ell e2 , es 

werden also dann und nur dann gleichzeitig ver-

[P2] = 0 

ist. Die Bedingung, daB wenigstens eins von den drei Produkten von 
Null verschiedeo sei, ist daher gleichbedeutend mit der Forderung, daB 

(126) 

sei, und man hat somit den Satz: 
Satz 441: Ein Polarsystem zweiter Klasse P entartet dann 

und nur dann einfach, wenD 

[PS] = 0 und zug!eich [P2]:\= 0 ist. 

Und ebenso ergeben sich fur die beiden andern FaIle des Entartens 
eines Polarsystems zweiter KIasse die Satze (vgl. das Dualistische auf 
Seite 219 f.): 

Satz 442: Ein Polarsystem zweiter Klasse P entartet dann 
und nur dann zweifach, wenn 

[P2] = 0 und zugieich P:\= 0 
ist. Und 

Satz 443: Ein Polarsystem zweiter Klasse P entartet dann 
und nur dann dreifach, wenn 

p=o 
i st. 

Linienpaare und Punktpaare mit demselben Trager. Man erhalt eine 
Anwendung der Satze 439 und 427, wenn man die Bedingung dafur auf-
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sucht, daB zwei Linienpaare oder zwei Punktpaare denselben Trager 
haben. 

Es leuchtet sogleich ein, daB zwei Linienpaare, die die Polkurven 
zweier einfach entartenden Polarsysteme zweiter Ordnung p und q bilden, 
ihren Doppelpunkt dann und nur dann miteinander gemein haben, wenn 
die adjungierten Polarsysteme zweiter Klasse 

(127) P = [p2] und Q = [q2] 

bis auf einen von N uil verschiedenen Zahlfaktor einander gleich sind. 
Diese beiden adjungierten Polarsysteme P und Q sind namlich nach 

Satz 423 (vgl. auch Seite 226 ff.) zwei zweifach entartellde Polarsysteme 
zweiter Klasse. Ihre Polarkurven sind dabei in je eillen doppeltzahlenden 
Punkt zusammengeschrumpft, der mit dem Doppelpunkt der entsprechen
den Polarsysteme zweiter Ordnung p und q identisch ist. Damit aber 
diese Doppelpunkte, oder was dasselbe ist, jene Polarkurven in denselben 
Ptfnkt ztfSammenfallen, ist nach Satz 439 notwendig und hinreichend, daB 

(128) Q = fP 
oder wegen (127), daB 
(129) 

sei, unter f eine von N uil verschiedene ZahlgroBe verstanden. 
Wenn man will, kann man die Gleichung (128), oder (129), auch 

durch Gleichungen zwischen den Zahlerpunkten von P und Q oder 
zwischen deren Ableitzahlen ersetzen. In der Tat ist dieselbe gleichbe
deutend mit den Punktgleichungen 

(130) b; = fa;, i = 1, 2, 3, 
oder mit den Zahlgleichungen 

(131) mik = f2rik' i, k = 1, 2, 3, 
und man hat den Satz: 

Satz 444: Damit zwei Linienpaare, die die Polkurven zweler 
einfach entartenden Polarsysteme zweiter Ordnung p und q 
bilden, ihren Doppelpunkt miteinander gernein haben, ist not
wendig und hinreichend, daB zwischen den adjungierten Polar
systernen zweiter Klasse P und Q eine Gleichung von der Form 
herrsche: 

Q=fP, 
unter f eine nicht versch windende ZahlgroBe verstanden. Man 
kann diese Gleichung auch in der Form schreiben: 

[q2] = f [p2]; 

auch laBt sie sich durch die Punktgleichungen ersetzen: 

bi = fa;, i = 1, 2, 3, 
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oder endlich auch durch die Zahlgleichungen: 

~'k=fm:w i,k=1,2,3, 

in denen die a. und hi die Zahlerpunkte von P und Q, die m:'k 

und ~ik deren Ableitzahlen bedeuten, wo also die m:ik und ~ik die 
zu den Elementen alk und hik der Determinanten a und h von p 
und q gehorigen Unterdeterminanten sind. 

Andererseits werden zwei Punktpaare, die die Polarkurven zweier 
einfach entartenden Polarsysteme zweiter KIasse P und Q bilden, dann und 
nur dann ihre Trager miteinander gemein haben, das heiBt, in dieselbe 
Gerade fallen, wenn die adjungierten Polarsysteme 

(132) 

bis auf einen von Null verschiedenen Zahlfaktor einander gleich sind. 
Denn nach dem Satze 435 sind diese beiden Polarsysteme p und q zwei 
zweifach entartende Polarsystem zweiter Ordnung. Ihre Polkurven werden 
dabei durch je eine doppelt zahlende Gerade dargestellt, die mit dem 
Trager des zu P und Q gehorenden Punktpaares identisch ist. Dam it 
aber die Trager dieser beiden Punktpaare oder, was dasselbe ist, jene Pol
kurven von p und q in dieselhe Gerade zusammenfallen, ist nach Satz 427 
notwendig und hinreichend, daB 

(133) q = fp 
oder wegen (132), daB 
(134) [Q2J = f[P!] 

sei, unter f eine von Null verschiedene ZahlgroBe verstanden. 
Bier kann man wieder die Gleichung (133) (oder (134)) durch Glei

chungen zwischen den Zahlerstaben von p und q oder zwischen deren 
Ableitzahlen ersetzen. In der Tat ist dieselbe gleichbedeutend mit den 
Stabgleichungen 
(135) iii = tl~, i = 1, 2, 3, 

oder mit den Zahlgleichungen 

(136) bik = faw i, k = 1, 2, 3, 

und man hat den Satz: 
Satz 445: Damit zwei Punktpaare, die die Polarku rven zweier 

einfach entartenden Polarsysteme zweiter Klasse P und Q bil
den, in eine und dieselbe Gerade fallen, ist notwendig und hin
reichend, daB zwischen den adjungierten Polarsystemen zweiter 
Ordnung p und q eine Gleichung von der Form herrsche: 

q=fp, 
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unter f eine nicht verschwindende ZahlgroBe verstanden. Die
selbe HiBt sich auch in der Form schreiben: 

[Q2] = f[P2]; 

auch laBt sie sich dUl'ch die Stabgleichungen ersetzen: 

B; = f Ai' i = 1, 2, 3, 
oder endlich auch durch die Zahlgleichungen: 

b,k = faw i, k = 1, 2, 3, 
in denen die Ai und B; die Zahlerstabe von p und q und die 
t1~k und b~~ die zu den Elementen m,k und lS,k del' Determinanten 
m und lS von P und Q gehorigen Unterdeterminanten sind. 

Abschnitt 33. 

Die verschiedenen Formen der Gleichung einer Kurve zweiter Ord· 
nung und zweiter Klasse in Dreieckskoordinaten. 

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen den Dreieckskoordi
naten eines Punktes. Die in den beiden letzten Abschnitten entwickelten 
Eigenschaften der Bruche p und P ermoglichen eine Diskussion der ver
schiedenen Formen, welche die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
zwischen den Dreieckskoordinaten t1' ~2' t3 eines Punktes x und den 
Dreieckskoordinaten Uu U2 , Us eines Stabes U fur besondere Werte der 
Koeffizienten annehmen kann. 

Zunachst uberzeugt man sich leicht, daB die oben gewonnene Glei
chung der Polkurve eines Polarsystems p, P, das heiBt die Gleichung 

(1) [x·xp] = 0, 
mit der allgemeinen Form der Gleichung zweiten Grades zwischen den 
Dreieckskoordinaten ~1I t2' ~s des Punktes x vollkommen gleichwertig ist. 
Aus dem Ableitausdruck des Punktes x 

(2)' 

folgt namlich fur seine Polare xp der Wert 

(3) xp = tl e1P + ~2 e2P + ~3 esp j 
und multipliziert man die beiden Ausdrucke (2) und (3) planimetrisch 
miteinander, so ergibt sich mit Rucksicht auf die Gleichung (60) des 
31. Abschnitts fur die linke Seite der Gleichung (1) die Darstellung 

(4) [x.xp] = {t1 2[e1. e1P] + t22[e2· e2P] + ta2[es ' esp] 
+ 2 t2 fs[e2 • esp] + 2 tat1 [es' elP] + 2 ~lt2 [el • e2P], 

fur die man wegen der Gleichungen (59) und (50) des 31. Abschnitts 
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auch schreiben kann: 

(5) [x' xp] = 1111 ~1 S + a,2~2 9 + IlSS~S2 + 21l'3!2 ~s + 21131 ~S~1 + 2IlU~1!2' 
Mit Rucksicht auf die Gleichungen (11) und (25) des 31. Abschnitts kann 
man also den Satz aussprechen: 

Satz 446: Die Gleichung 
(1) [x·xp]=O 
fur die Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnung: 

At, AI' As A E + E + E ' 1 2 3 p= 'j=lln 1 llill 'lI lliS 5' Z= , , , ell e!, fs 

ist vollkommen gleichbedeutend mit der allgemeinen Gleichung 
zwei ten Grades in Punktkoordinaten: 

(6) 1l11~1! + Iln~lI2 + 1l3S~S2 + 21l2S!2~S + 2IlS1~s~1 + 2a12~1!2 = 0, 

Diese Gleichung ist auch wirklich die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades; denn die urspriinglich im 31. Abschnitt den Koeffizienten Il;k 

auferlegte Bedingung, daB ihre Determinante 11 = i ani von Null ver
schieden sei, ist ja im 32. Abschnitt aufgehoben worden. Daraus geht 
zugleich hervor, daB man auch umgekehrt jede Kurve zweiter Ordnung, 
deren Gleichung in der Form (6) gegeben ist, durch eine Gleichung von 
der Form 

[x· xp] = 0 
darstellen kann, und der Satz 446 zeigt, wie man aus den Koeffizienten 
der Gleichung (6) den Ausdruck fur das zugehOrige Polarsystem p zu 
bilden hat. 

IJie allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen den IJreieckskom'
dinaten eines Stabes. Auf dieselbe Weise zeigt man, daB die Gleichung 
der Polarkurve des Polarsystems p, P, das heiBt die Gleichung 

(7) [U . UP] = 0, 
als eine andere Form der Gleichung dieser Kurve in Linienkoordinaten 
aufgefaBt werden kann. Denn aus dem Ableitausdruck des Stabes U 

W U=~~+~~+~~ 
folgt fur dessen Pol UP der Wert: 

(9) 

und die planimetrische Multiplikation der beiden Ausdrucke (8) und (9) 
ergibt mit Rucksicht auf die Gleichung (117) des 31. Abschnitts fUr die 
linke Seite von (7) die Darstellung 

(10) [U. UP] = {U12[E1'E1 P] + u2l1 [E2 ,E2 P] + us2 [Es·EsP] 
+ 2U2~ [ElI·EsP] + 2uSu1 [Es·E1 P] + 2U1 UlI [E1 ,E2P] 
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oder wegen der Gleichungen (116) und (51) des 31. Abschnitts: 

(11) [U· UP] = ~11 Ul l + ~22U2S+ ~3SUS2+ 2~SU2lls+ 2~3l USul + 2~12UI us· 

Mit Rilcksicht auf die Gleichungen (12) und (26) des 31. AbschniUs kann 
man also den Satz aussprechen: 

Satz 447: Die Gleichung 

(7) [U· UP] = 0 
fur die Polarkurve des Polarsystems zweiter Klasse: 

P - _~~I!~ ar ar ar . 1 2 3 -E E E' ai=~i1el+~i2e2+~;3eS' ~=, , , 
l' I' S 

ist vollkommen gleichbedeutend mit der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades in Linienkoordinaten: 

(12) ~1l ull! + ~lISU21 + ~S3U32 + 2~23U2US + 2~3l USUt + 2 ~12UI u 2 = O. 

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens einselner Koeffisienten 
der allgemeinen Gleichung sweiten Grades swischen den Dreieckskoordinaten 
eines Punktes. Fragen wir nun weiter: Welche Bedeutung hat es, wenn 
einzelne von den Koeffizienten der Gleichungen (6) und (12) verschwinden? 

Zunachst leuchtet die geometrische Bedeutung des Verschwindens 
einer GroBe am i = 1, 2, 3, das heiBt des Koeffizienten von ~l in der 
Gleichung (6), ohne weiteres ein. Denn die Gleichung 

(13) 0 = a;; = [e;· e;p] 
wird wegen (1) dann und nur dann erfiillt, wenn die Ecke e; des! Fun
damentaldreiecks auf der Kurve (1) (oder (6)) liegt. Und man hat so
mit den Satz: 

Satz 448: Verschwindet in der Gleichung 

(6) all~12 + a22~22 + a33~s2 + 2a2S~2~3 + 2aSI~S~l + 2al2~1~2 = 0 

einer Kurve zweiter Ordnung in Dreieckskoordinaten eine GroBe 
am das heiBt der Koeffizient des Quadrates ~i2 einer Koordinate 
des laufenden Punktes der Kurve, so liegt die jenem Quadrat 
entsprechende Ecke e; des Fundamentaldreiecks auf der Kurve 
(6) (oder (1)). Und umgekehrt: So bald die Kurve zweiter Ord
nung (6) durch eine Ecke e; des Fundamenhldreiecks hindurch
geht, verschwindet in ihrer Gleichung der Koeffizient (lii des
jenigen Koordinatenquadrats des laufenden Punktes, das jener 
Ecke des Fundamenhldreiecks entspricht. 

Ebenso leicht ergibt sich zweitens die geometrische Bedeutung des 
Verschwindens einer der drei GroBen (liH i =t= k, in der Gleichung (6). 
Denn die Gleichung 
(14) O=aik=[ek·elP], i=t=k, 
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wird, wie man unmittelbar aus ihrer Form abliest, dann und nur dann 
befriedigt, wenn die Polare eiP des Punktes ei durch den Punkt ek hin
durchgeht, oder was dasselbe ist (vgl. S. 191), wenn die Ecken e; und 
ek des Fundamentaldreiecks hinsichtlich des Polarsystems p (oder der 
Kurve (6)) 'konjugierl sind. Man hat also den Satz: 

Satz 449: Verschwindet in der Gleichung 

(6) 011!1 2 + 022!22 + QSS!S2 + 202S !2!S + 2oS1 !s!1 + 2012 !1!2 = 0 

einer Kurve zweiter Ordn ung in Dreieckskoordinaten eine der 
drei GroBen Ow i + k, so sind die jener GroBe 0ik entsprechenden 
Ecken ei und ek des Fundamentaldreiecks hinsichtlich der Kurve 
(6) konjugiert. Und umgekehrt: Sobald zwei Ecken ei und ek 

des Fundamentaldreiecks hinsichtlich der Kurve zweiter Ord
nung (6) konjugiert sind, verschwindet in ihrer Gleichung die 
ihnen entsprechende GroBe Ow 

Die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung in bezug auf ein Polar
dreieck als Fundamentaldreieck. Verschwinden insbesondere alIe drei 
GroBen Ow i + k, gleichzeitig, besitzt daher die Gleichung der Kurve 
zweiter Ordnung die Gestalt: 

(15) 

und hat somit der extensive Bruch fiir das zugehOrige Polarsystem p die Form: 

(16) 

so sind alie drei Ecken des Fundamentaldreiecks einander hinsichtlich der 
Kurve (15) konjugiert, und 
eine jede Seite des Fundamen
taldreiecks ist die Polare ihrer 
Gegenecke. Das Fundamental
dreieck ist also nach Seite 184 
ein Polardreieck des Polar
systems p, oder wie man auch 
sagt, ein Polardreieck seiner 
Polkurve, das heiBt der Kurve 
(15) (vgl. Fig. 100). 

Fig. 100. 

Da endlich auch umgekehrt die Gleichung einer Kurve zweiter Ord
nung, die auf ein Polardreieck der Kurve bezogen ist, die Form (15) hat, 
so erhiilt man den Satz: 

Satz 450: Bezieht man die Gleichung einer Kune zweiter 
Ordnung auf ein Polardreieck d er Kurve, so verschwinden aIle 
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drei Koeffizienten aa.(i =1= k), die Gleichung hat also die Form: 

(15) a,.1~12 + ns2~22 + aSS~32 = 0, 

und umgekehrt stellt eine jede Gleichung von der Form (15) 
eine Kurve zweiter Ordnung dar bezogen auf ein Polardreieck 
der Kurve. Ferner lautet der extensive Bruch fur das zuge
horige Polarsystem p: 

(16) 

Aus der Form der Gleichung (15) fur eine auf ein Polardreieck be
zogene Kurve zweiter Ordnung entnimmt man noch das Ergebnis: 

Soll die Gleichung einer auf ein Polardreieck ell e2 , es bezogenen 
Kurve zweiter Ordnung auBer durch die Werte ~1 = ~2 = ~s = 0, denen 
iiberhaupt keine Punkte der Kurve entsprechen, noch durch andere reelle 
Werte der Koordinaten ~i befriedigt werden, so durfen die drei KO'effi
zienten ai ; = [eo· e,p] nicht alle dasselbe Vorzeichen haben. 

Diesem Ergebnis kann man noch eine etwas andere Form geben, 
wenn man in die drei Produkte [ei • e;p] anstatt der vielfachen Punkte e, 
die mit ihnen zusammenfallenden einfachen Punkte ~ einfuhrt. Aus den 
zwischen den ei und den ~ bestehenden Beziehungen eo = mi~ folgt nam
lich, daB sich das Produkt [ei • eiP] von dem Produkte [~. ~p] nur durch 
den Faktor m,2 unterscheidet. Dnd da nach S. 1 die Mass en del' drei 
Grundpunkte als reell vorausgesetzt sind, so ergibt sich, daB die Vor
zeichen der drei Produkte [{;. ~p] mit denen der entsprechenden Pro-

dukte [ei • eiP] iibereinstimmen mussen. 
Das obige Ergebnis laBt sich daher auch 
in der Form aussprechen: 

Satz 451: Sind fil f2' fa drei ein
fache Punkte, die in die Ecken eines 
Polardreiecks einer reeHen Kurve 
zwei ter Ordnung fallen, so haben die 
drei Produkte [~.~p], i=l, 2, 3, nicht 
samtlich dasselbe Vorzeichen. 

81 Die auf ein Polardreieck bezogene Glei-
chung eines Linienpaares. Bei einer in 
ein Linienpaar zerfallenden Kurve 
zwei ter Ordn ung vereinfacht sich die 

Fig. 101. Gleichungsform (15) noch weiter. Ein 
Polardreieck eines Linienpaars wird namlich nach S. 207 ff. gebildet durch 
den Doppelpunkt des Linienpaars und irgend ein Punktpaar, das durch 
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die beiden Geraden des Linienpaars harmonisch getrennt ist (vgl. Fig. 101). 
Von den drei Ecken eu ell, es des Polardreiecks liegt also eine Ecke, namlich 
der Doppelpunkt dcs Linienpaars, er sei bezeichnet mit es' auf der Kurve 
selbst. Infolgedessen verschwindet nach Satz 448 der zugehOrige Koef
fizient ass, und die Gleichung des Linienpaars besitzt daher die Form 

(17) all ~l2 + 022!1I 2 = 0, 
die eine Trennung der beiden Linien des Paares gestattetj denn man liest 
aus ihr fur diese beiden Geraden die Gleichungen ab: 

(18) YOll!l + Y 0211~2 = 0 und YQ~~l - Y-0211~2 = O. 

Zugleich erhalt man fur das zugehorige entartende Polarsystem, das heiBt 
fiir das Polarsystemq, welches das Linienpaar (17) zur Polkurve hatt 
die Darstellung 

(19) 

Aus der Form der Gleichungen (18) geht ohne wei teres hervor, daB die 
Linien des Linienpaars dann und nur dann reell sind, wenn die beiden 
Koeffizienten all und 022 der Gleichung (17) entgegengesetztes Vorzeichen 
besitzen. Raben dagegen diese beiden Koeffizienten dasselbe V orzeichen, 
so lassen sich die Gleichungen (18) stets in der Weise schreiben, daB 
ihre linken Seiten konjugiert komplex werden, und wir sagen dann auch 
"das Linienpaar sei konjugiert komplex"l). 

Das Polarsystem einer elUptischen Strahlinvolution. Setzt man zum 
Beispiel 
(20) all = 022 = 1 

und bezeichnet das besondere Polarsystem, das durch diese Spezialisierung 
der Konstanten au und 022 aus dem Polarsystem q hervorgeht, mit e, so 
verwandeln sich die Gleichungen (17), (18) und (19) ill 

(21) 

(22) 

(23) 

!l2 + !S2 = 0, 

!l + i!2 = 0 und ~l - i~lI = 0, 

Von dem zugehorigen konjugiert komplexen Linienpaar ist dann (vgL 
S. 210 f.) wenigstens del' Schnittpunkt reellj denn die beiden Gleichungen (22) 
werden gleichzeitig befriedigt, wenn man setzt: 

(24) !l = 0 und !! = O. 

1) Es werden namlich in diesem Falle auch die Stabdarstellungen der beiden 
Linien des Paares konjugiert komplex (vgl. Seite 25.) 



240 Die verschiedenen Formen der Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung usw. 

Diese Gleichungen aber stellen die Ecke es des Fundamentaldreiecks 
dar, von der wir ja auch bereits oben gesehen haben, daB sie der Pol
kurve angehOrl. 

Um endlieh die geometrisehe Bedeutung des Polarsystems e zu er
mitteln, dessen Polkurve das konjugiert komplexe Linienpaar (22) ist, 
beachte man, daB das Polarsystem e in einer engen Beziehung steht zu 
der oben auf Seite 235 des ersten Bandes betrachteten elliptisehen Strahl-
involution 
(25) (i = Es, - El 

E l • Es' 
das heiBt, zu derjenigen elliptischen Strahlinvolution mit dem Seheitel eSt 
in der die Strahlen El und Es und ebenso die Strahlen E2 + El und 
E, - El ein Paar bilden. In der Tat kann man den Bruch fiir diese 
elliptische Strahlinvolution aueh in der Form schreiben: 

(26) 

1st daher 
(27) 

ein beliebiger Punkt der Ebene, so wird sein Verbindungsstab mit dem 
Scheitel es des betraehteten Strahlbiischels durch die Summe dargestellt: 

(28) [xes] = ~l[eleS] + ~S[e2es]. 
Dieser Stab [xes] aber wird durch die elliptische Strahlinvolution (i wegen 
(26) iibergefiihrt in den Stab 

(29) [xes](i = ~lEl + ~2E2' 
In genau denselben Stab wird aber der Punkt x dureh das Polarsystem e 
umgewandelt. Wegen (23) wird namlich 

(30) xe = ~lEl + ~2E2; 
und es besteht daher zwischen den Briiehen e und (i die Beziehung 

(31) xe = [xes] (i. 
Man sieht also, daB das Polarsystem e von der elliptischen Strahl

involution (i nur unwesentlieh verschieden ist; denn dasselbe weist einem 
jeden Punkte x der Ebene einen Strahl des Strahlbiischels mit dem Seheitel 
es zu, und zwar gerade denselben Strahl, welcher der Verbindungslinie 
des Punktes x und des Scheitels es durch die elliptische Strahlinvolution 
(i zugeordnet wird. Wir nennen deshalb das Polarsystem e "das Polar
system der elliptischen Strahlinvolution (i". 

Eine Seite des Fundamentaldreiecks ist die Polare ihrer Gegenecke in 
bezug auf' eine Kurvc zweiter Ordnung. 1st weiter wenigstens 1lOCh eine 
Seite des Fundamentaldreiecks die Polare der gegenuberZiegenden Ecke, stimmt 
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also etwa die Polare As der Ecke es mit der Seite Es des Fundamental
dreiecks his auf einen Zahlfaktor uherein, das heiSt, ist 

(32) As = Ilss Es und so mit 

(*) 0Sl = 0S2 = 0, 
so nimmt die Gleichung (6) die Form an: 

(33) 1l11~12 + 022~22 + oss~l + 21l12~1~2 = 0, 
und man hat den Satz (vgl. Fig. 102): 

Satz 452: Bezieht man die Gleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung auf ein Fundamentaldreieck, des sen eine Seite die 
Polare ihrer Gegenecke ist, so verschwinden in ihr diejenigen 
heiden ·Koeffizienten Ilik(i =+= k), von 
denen ein Index jener Ecke entspricht. 

Die auf ein Tangentiald1'eieck bezogene Gleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung. Will man die Gleichung (33) noch weiter vereinfachen, so 
wahle man au8erdem noch 
(**) Iln = on =-= 0, 

nehme also die Ecken el und es des Fundamentaldreiecks auf del' Kurve 
an. Dann gewinnt die Gleichung (33) die Form 

(34) 

und die Gleichungen fur die Ai aus Nr. 25 des 31. Ahschnitts gehen 
uher in 

(35) 

so da8 man fur 

(36) 

J Al = elP = Il12E2 

1 A2 = e2P = 02l E I 

As = esp = ossEs, 

den Bruch P die Darstellung erhalt: 

Es iet daher nicht nur die Seite Es des Fundamentaldreiecks die Polare 
GraSmann: Projektive Geom.trie d. Ebene. II. 16 
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del' ihr gegeniiberliegenden Ecke es, sondern es werden zugleich auch die 
Seiten E2 und El die Polaren del' attf ihnen liegenden Ecken e1 und e2 

und sind somit die Tangenten del' Kurve in diesen Punkten e1 und e2 

(vgl. Fig. 103). Infolgedessen wird die dritte Seite Es des Fundamental
dreiecks, die ja als solche durch die Ecken e1 und e2 hindurchgeht, zur 
Beriihrungssehne jenes Tangentenpaars. 

Umgekehrt abel' nimmt auch die Gleichung jeder Kurve zweiter Ord
nung, die auf ein Tangentenpaar E1 , E2 und des sen Beriihrungssehne Es 
bezogen ist, die Form (34) an. 

Nennt man noch ein Dreieck, das aus zwei Tangenten einer Kurve 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse und ihrer Beriihrungssehne gebildet 
wird, ein "Tangentialdreieck del' Kurve", so HiBt sich das gewonnene 
Ergebnis in del' Form aussprechen: 

Satz 453: Wiihlt man ein Tangentialdreieck einer Kurve 
zweiter Ordnung zum Fundamentaldreieck und verlegt dabei 
die Ecke es des Fundamentaldreiecks in den Schnittpunkt, die 
Ecken e1 und e2 in die Beriihrungspunkte del' beiden Tangenten, 
so nimmt die Gleichung del' Kurve die Form an: 

(34) Osa!s2 + 2012!1!2 = 0. 

Umgekehrt ste11t jede Gleichung von der Form (34) eine 
Kurve zweiter Ordnung dar, bezogen auf ein Tangentialdreieck, 
dessen Tangentenschnittpunkt die Ecke es ist, wiihrend die Ecken 
e1 und e2 die Beriihrungspunkte der beiden Tangenten bilden. 

Andererseits besitzt del' Bruch p fiir das zugehorige Polar
system die Form 

(36) 

Neue Gleichungsform eines Linienpaars. Das Polarsystem einer hyper
bolischen Strahlinvolution. Die Kurve zweiter Ordnung (34) geht in ein 
Linienpaar iiber und zwar in das Tangel1tenpaar Ell E 2 , wenn man noch 
die Forderung stellt, del' Schnittpunkt es del' beiden Tangenten solle selbst 
del' Kurve zweiter Ordnung angehoren. In del' Tat verschwindet dann 
nach Satz 448 del' Koeffizient Qas, und die Gleichung (34) reduziert sich, 
wenn man etwa noch 012 = 1 annimmt, auf die Form: 

(37) t1!2 = 0, 

flir die man auch schreiben kann: 

(38) 

Jede von dies en beiden Gleichungen aber stellt wirklich das Linienpaar 
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ED E2 dar. Zu gleicher Zeit verwandelt sich der Ausdruck (37) fiir das 
zugehorige Polarsystem in 

(39) 

Man hat daher den Satz: 

h = E 2 , E,_,~. 
e1 , C2 , es 

Satz 454: Die Gleichung fiir das Linienpaar der beiden Seiten 
El und E2 des Fundamentaldreiecks lautet: 

(37) ~1~2=0 oder 

(38) [xE1] [xE2] = o. 
Ferner besitzt der Bruch fur das entartende Polarsystem h, 
dessen Polkurve dieses Linienpaar ist, die Form: 

(39) 

in der es der Doppelpunkt des Linienpaars ist, und c1 und e2 

zwei beliebige von Cs verschiedene Punkte der Geraden E2 und 
El sind, und wo wie gewohnlich El = [e2 eS] und E2= [ese!l ist. 

Die fiir das Polarsystem dieses Linienpaal's gewahlte Bezeichnung h 
soil auf die Beziehung hinweisen, in del' das Polarsystem h zu derjenigen 
hyperbolischen Strahlinvolution ~ steht, welche die Stl'ahlen El und E2 
des Linienpaars zu Doppelstrahlen hat. Aus der Gleichung 

x = ~l e1 + ~2 e2 + ~s eg 

folgt durch Multiplikation mit h wegen (39) 

(40) xh = ~lE2 + ~2El; 
ferner -durch auBere Multiplikation mit ca 

[xes] = ~1[ele3] + ~2[e2e3] = ~1(=E2) + ~2E! 
Setzt man also (vgl. Gleichung (24) des 16. Abschnitts) 

(41) 

so wird 
(42) 

und somit, wie die Vergleichung mit (40) zeigt, 

(43) 

Das Polarsystem h weist demnach einem jeden Punkte x der Ebene einen 
Strahl des Strahlbiischels mit dem Scheitel ea zu, und zwar gerade den
selben Strahl, welcher der Verbindungslinie des Punktes x und des Scheitels Cs 
durch die hyperbolische Strahlinvolution ~ zugeordnet wird. Aus diesem 
Grunde werden wir das Polarsystem It im folgenden als "das Polarsystem 
der hyperbolischen Strahl involution \~It bezeichnen. 

16* 
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Es versteht sieL von selbst, daB die Gleichung (38) noch einer Ver
allgemeinerung fahig ist. In der Tat lautet die Gleiehung eines beliebigen 
Linienpaars, dessen Geraden die Stabe R und S enthalten: 

(44) [xR][xS] = O. 

Die Gleichung einer doppeltziihlenden Geraden und der Bruch fur das 
zugehOrige zweifach entartende Polarsystem zweiter Ordnung. Man kann 
iibrigens aus der Gleiehung (34) auch die Gleiehung einer Doppellinie ab
leiten, wenn man in der Gleichung (34) anstatt der Konstante 033 die 
Konstante 012 = 0 setzt und etwa ass = 1 annimmt. Dadurch reduziert 
sich diese Gleiehung auf 
(45) !~ = 0, 
fiir die man auch schreiben kann: 

(46) 

J ede von diesen beiden Gleiehungen stellt aber die doppeltzahlende Gerade Es 
dar. Zugleich verwandelt sich der Ausdruck (36) fiir das zugehorige 
Polarsystem in: 

(47) 

Man hat also den Satz: 
Satz 455: Die Gleiehung fiir die doppeltzahlende 

des Fundamentaldreieeks lautet: 

(45) 

(46) 

6; = 0 oder 

[XES]2 = 0; 

Seite E3 

und der Bruch fiir das zweifach entartende Polarsystem zweiter 
Ordnung d, dessen Polkurve diese doppeltzahlende Gerade ist, 
besitzt die Form: 

(47) (1 = 0_,-0, J~s . 
e" e!, es 

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens einzelner Koeff!zienten 
der allgemeinen Gleichung zweiten Grades zwischen den Dreieckskoordinaten 
eines Stabes und die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse in bezug auf 
ein Poldreiseit. Ganz en,tspreehende Satze geIten fiir die Gleiehung einer 
Kurve zweiter Klasse. 

Erstens ergibt sieh wieder sogleieh die geometrische Bedeutung des 
Versehwindens einer GroBe ~w i = 1, 2, 3, das heiBt des Koeffizienten 
emes der drei Quadrate u; in der Gleichung (12). Denn die Gleiehung 

(48) 0 = ~ii = [E; . EjP] 

wid wegen (7) dann und nur dalln erftllt, wenn die Seite Ei des Funds-
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mentaldreiecks eine Tangente der Kurve (7) (oder (12)) ist. Und man 
hat den Satz: 

Satz 456: Verschwindet in doH Gleichung 

(12) ~l1ui + ~22U~ + ~38U~ + 2~2SU2U3 + 2~SlU3Ul + 2~12U1U2 = 0 

einer Kurve zweiter Klasse in Dreieckskoordinaten eine GroBe ~w 
das heiBt der Koeffizient des Quadrates u; einer Koordinate der 
laufenden Tangente der Kurve, so beriihrt die jenem Quadrat 
entsprechende Seite E; des Fundamentaldreiecks die Kurve (12) 
(oder (7)). Und umgekehrt: Sobald die Kurve zweiter Klasse (12) 
von einer Seite E; des Fundamentaldreiecks beriihrt wird, ver
Bchwindet in ihrer Gleichung der Koeffizient ~;; desjenigen 
K oordinatenquadrats der laufenden Tangente, das jener Seite 
des Fundamentaldreiecks entspricht. 

Ebenso leicht ergibt sich zweitens die geometrische Bedeutung des 
Verschwindens einer der drei GroBen 21w i =1= k, in der Gleichung (12). 
Denn die Gleichung 
(49) o = ~;k = [Ek . E;F], i =1= k, 

wird, wie man unmittelbar aus ihrer Form abliest, dann und nur dann 
befriedigt, wenn der Pol E;F des Stabes E; auf der Geraden das Stabes Ek 
liegt, oder was dasselbe ist (vgl. S. 200), wenn die Seiten E; und Ek des 
Fundamentaldreiecks hinsichtlich des Polarsystems F oder der Kurve (12) 
konjugiert sind. Man hat also den Satz: 

Satz 457: Verschwindet in der Gleichung 

(12) 21uui + ~22Ui + ~ssu~ + 2~2SU2U3 + 221s1 uSU1 + 22112 U1 U2 = 0 

einer Kurve zweiter Klasse in Dreieckskoordinaten eine der 
drei GroBen 21w i =1= k, so sind die jener GroBe ~ik entsprechen
den Seiten E; und Ek des Fundamentaldreiecks hinsichtlich der 
Kurve (12) konjugiert. Und umgekehrt: Sobald zwei Seiten E; 
und Ek des Fundamentaldreiecks hinsichtlich einer Kune zweiter 
Klasse (12) konjugiert sind, verschwindet in ihrer Gleichung die 
ihnen entsprechende GroBe ~;k' 

Bezeichnet man noch ein Dreiseit, dessen Ecken die Pole der gegen
iiberliegenden Seiten hinsichtlich eines Polarsystems zweiter Klasse F 
bilden, als Poldreiseit des Polarsystems F (oder seiner Polarkurve), so 
kann man aus dem Satze 457 folgern: 

Die Gleichung 
(50) ~11 ui + 2122 u; + ~ss u~ = 0 

ist die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse bezogen auf ein Poldreiseit 
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der Kurve als Fundamentaldreiseit (vgl. Fig. 104), und der Bruch 

(51) 

ist del' Ausdruck fiir das zugehorige Polarsystem zweiter Klasse. 

Fig. 105. 

Die auf ein Poldreiseit bezogene Gleichung eines Punktpaars. Be i 
einer in ein Punktpaar zerfallenden Kurve zweiter Klasse ver
einfacht sich die Gleichung (50) noch weiter. Ein Poldreiseit cines Punkt
paa1'S wird namlich nach Seite 222 if. aus dem Trager dieses Punktpaars 
und einem beliebigen Geradenpaar gebildet, das durch das Punktpaar har
monisch getrennt ist (vgl. Fig. 105). Von den drei Seiten Ell E 2 , Ea 
des Poldreiseits gehort also eine Seite, niimlich del' Trager des Punktpaars, 
selbst zu den Rtillgeraden des Punktpaars. Dies sei die Seite Ea; dann 
verschwindet del' zugehorige Koeffizient 2133 , und die Gleichung des Punkt
paars besitzt daher die Form 

(52) 

die eine Trennung del' beiden Punkte des Paares gestattet; denn man liest 
aus ihr fUr diese beiden Punkte die Gleichungen ab: 

(53) -V\l{1~ u1 + V ~- 2122 U2 = 0 und V21u u1 - V - 2122 U2 = O. 

Zugleich erhalt man fiir das zugehorige entartende Polarsystem Q, welches 
das Punktpaar (53) zur Polarkurve hat, die Darstellung 

(54) Q = 2{1l el'_~"!2' _ 0 . 
E" E., Eg 

Die Form del' Gleichungen (53) zeigt, daB die Punkte des Punktpaal's dann 
und nur dann reell sind, wenn die beiden Koeffizienten 2111 und 2122 del' 
Gleichung (52) entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Raben dagegen 
diese beiden Koeffizienten dasselbe Y ol'zeichen, so lassen sich die Glei-
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chungen (53) stets in der Weise schreiben, dati ihre linken Seiten konju
giert komplex werden, und wir sagen dann auch "das Punktpaar sei Jonju
giert komplextll). 

Das PolOlrsystem einer elliptischen Punktinvolution. Setzt man zum 
Beispiel 
(55) ~11 = ~22 = 1 

und bezeichnet das besondere Polarsystem, das durch diese Spezialisierung 
der Konstanten ~11 und ~22 aus dem Polarsystem Q hervorgeht, mit E, 
so verwandeln sich die Gleichungen (52), (53) und (54) m 

(56) 

(57) 

(58) 

u~ + u~ = 0, 

u1 + iU2 = ° und u1 - iU2 = 0, 

Von dem zugehorigen konjugiert komplexen Punktpaar ist iibrigens wenig
stens die Verbindungslinie reellj denn die beiden Gleichungen (57) werden 
gleichzeitig befriedigt, wenn man setzt: 

(59) u1 = ° und u2 = 0. 

Diese Gleichungen aber stellen die Seite Es des Fundamentaldreiecks dar, 
von der wir ja auch bereits oben gesehen haben, daB sie eine Hiillgerade 
der Polarkurve ist. 

Urn endlich die geometrische Bedeutung des Polarsystems E zu er
mitteln, dessen Polarkurve das konjugiert komplexe Punktpaar (56) ist, 
beachte man seine Beziehung zu der auf Seite 165:1f. des ersten Bandes 
behandelten elliptischen Punktivolution 

(60) 

das heitlt, zu derjenigen elliptischen Involution in der Geraden Es, in der 
die Punkte e1 und e2 und eben so die Punkte e2 + e1 und e2 - e1 ein Paar 
bilden. In der Tat kann man den Bruch fiir diese elliptische Involution 
auch in der Form schreiben: 

(61) 

1st daher 
(62) 

em beliebiger Stab der Ebene, so wird sein Schnitt mit dem Trager Es 

1) Es werden namlich in diesem FaIle auch die Ableitausdriicke der beiden 
Punkte des Paares konjugiert komplex (vgl. Seite 26 f.). 
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des betrachteten Punktpaars durch die Summe dargestellt: 

(63) [UEs] = u1[E1Es] + u.[EjEs]· 

Dieser Punkt [UEs] aber wird durch die elliptische Punktinvolution t 
wegen (61) ubergefuhrt in den Punkt 

(64) [U Es] r = u1 e1 + u2 e2• 

In genau denselben Punkt wird aber der Stab U durch das Polarsystem E 
umgewandelt. Wegen (58) wird namlich 

(65) UE = U1 e1 + use., 

und es besteht daher zwischen den Briichen E und e die Beziehung 

(66) UE= [UEs]e. 

Man sieht also, daB das Polarsystem Evon der elliptischen Punkt
involution e nur unwesentlich verschieden ist; denn dasselbe weist einem 
jeden Stabe U der Ebene einen Punkt der Punktreihe mit dem Trager Es 
zu, und zwar gerade denselben Punkt, der dem Schnittpunkte der Ge
raden U und des Tragers Es des Punktpaars durch die elliptische Punkt
involution r zugeordnet wird. 

Wir nennen deshalb das Polarsystem E "das Polarsystem der elli:p
tischen Punktin'IJolution eli. 

Eine Ecke des Fundamentaldreiecks ist der Pol ihrer Gegenseite. Ferner 
ergibt sich wieder der Satz: 

Satz 458: Bezieht man die Gleichung einer Kurve zweiter 
Klasse auf ein :B'undamentaldreieck, dessen eine Ecke der Pol 
ihrer Gegenseite in bezug auf die Kurve zweiter Klasse ist, so 
verschwinden in der Gleichung diejenigen beiden Koeffizienten 
~ik (i =1= k), von denen ein Index jener Ecke entspricht. 1st also 
es die fragliche Ecke des Fundamentaldreiecks, so besitzt die 
Gleichung der Kurve die Form: 

(67) 

Die auf ein Tangentialdreieck bezogene Gleichung einer Kur'IJe zweiter 
Klasse. Endlich stellt wieder eine Gleichung von der Form 

(68) ~3SU~ + 2~1.UIU2 = 0 

eine Kurve zweiter Klasse bezogen auf ein Tangentialdreieck der Kur'IJc dar, 
und der Bruch P fur das zugehorige Polarsystem besitzt die Form: 

(69) ~.1 = ~12' 

Man hat also den Satz (vgl. Fig. 106): 
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Satz 459: Macht man ein Tangentialdreieck einer Kurve 
zweiter Klasse zum Fundamentaldreieck und wahlt dabei die 
beiden ersten Beiten El und E2 
dieses Dreiecks zu Tangenten 
der Kurve, die dritte Beite Es 
zur zugehorigen Beriihrungs
sehne, so nimmt die Gleichung 
del' Kurve die Form an: 

(68) ~33U; + 2~12U1U2 = O. 

Umgekehrt stellt jede Glei
chung von der Form (68) eine 
Kurve zweiter Klasse bezogen 
auf ein Tangentialdreieck dar, 

Fig. 106. 

dessen Tangenten die beiden ersten Beiten El und E2 des Fun
damentaldreiecks sind, wahrend die dritte Seite durch die Be
riihrungssehne dieser Tangenten gebildet wird. 

Ferner besitzt der Bruch fiir das zugehorige Polarsystem 
die Form: 

(69) 

Neue Gleichungsform eines Punktpaars. Das Polarsystem einer hyper
bolischen Punktinvolution. Die Kurve zweiter Klasse (68) geht in ein 
Punktpaar iiber, und zwar in das Paar der beiden Berfihrungspunkte eu e2 

des Tangentialdreiecks, wenn man noch die Forderung stellt, die Ver
bindungslinie der beiden Beriihrungspunkte, das heiBt die Beriihrungs
sehne Es, solle selbst eine Tangente der Kurve zweiter Klasse bilden. In 
del' Tat verschwindet dann nach Satz 456 der Koeffizient ~S3' und die 
Gleichung (68) reduziert sicb, wenn man etwa noch ~12 == 1 annimmt, auf 
die Form 
(70) 
fiir die man auch schreiben kann: 

(71) 

Jede von diesen beiden Gieichungen aber stellt wirklich das Plmktpaar ell e2 

dar. Zu gleicher Zeit verwandelt sich del' Ausdruck (69) ffir das zugehorige 
Polarsystem in 

(72) 

Man hat daher den Satz: 
Satz 460: Die Gleichung fiir das Punktpaar del' beiden Ecken 

eu e2 des Fundamentaldreiecks lautet: 
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(70) U1U2 =0 oder 

(71) [UeL][Ue2] = O. 

Ferner besitzt der Bruch fur das einfach entartende Polarsystem, 
dessen Polarkurve dieses Punktpaar ist, die Form: 

(72) 

Dabei soll der Buchstabe H wieder auf den Zusammenhang hindeuten, 
in welchem das Polarsystem H zu derjenigen hyperbolischen Punktinvo-

lution ~ = ~~~_el steht, welche die Punkte e1 und e2 zu Doppelpunkten 
ell el 

hat, (vgl. die dualistische Entwickelung auf Seite 243). Wegen dieser Be-
ziehung wollen wir im folgenden das Polarsystem H als "das Polarsystem 
der hyperbolischen Punktinvolution ~" bezeichnen. 

Auch hier kann man hinzufugen, daB die Gleichung (71) eine Yer
allgemeinerung zulii.f.\t, indem sich ganz entsprechend ein beliebiges Punkt
paar r, s durch ellle Gleichung von der Form 

(73) [Ur][Us] = 0 
darstellen laBt. 

Die Gleichung eines doppeltziihZenden Pun7ctes und der Bruch fUr das 
fJugehorige zweifach entartende Polarsystem zweiter Klasse. Man kann aber 
aus der Gleichung (68) auch die Gleichung eines doppeltzahlenden Punktes 
ableiten, wenn man in der Gleichung (68) anstatt der Konstanten ~ss 

die Konstante ~12 = 0 setzt und etwa ~aa = 1 annimmt. Dadurch redu
ziert sich dann diese Gleichung auf 

(74) ui = 0, 
fiir die man auch Bchreiben kann: 

(75) 

Jede von diesen beiden 
Punkt ea dar. Zugleich 
gehorige Polarsystem in: 

(76) 
Man hat also den Satz: 

[Ues]! = O. 

Gleichungen stent aber den doppelt ziihlenden 
verwandelt sich der Ausdruck (69) fiir das zu-

Satz 461: Die Gleichung fur die doppeltzahlende Ecke ea des 
Fundamentaldreiecks lautet: 

(74) 

(75) 

.u~ = 0 oder 

[Ues]! = 0; 

und der Bruch fiir das zweifach entartende Polarsystem, dessen 
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Polarkurve diesel' doppeltzahlende Punkt ist, besitzt die Form: 

(76) 

Die Schnittpunkte einer Kurve zweiter Ordnung mit einer Geraden. 
Bedingung ihrer Reellitiit. U m ferner die Bedingung zu finden, unter der 
die unendlich {erne Gerade die Kurve zweiter Ordnung [x . xp] = 0 beriihrt 
und andererseits in zwei reellen oder imaginiiren Punkten schneidet, frage 
man zuerst allgemein nach den Schnittpunkten einer beliebigen Geraden 

(77) u = [yz] 

mit del' Kurve [x· xp] = 0 (vgl. Fig. 107). y [J 

Es ergab sich bereits oben in del' Glei- wiJ 
chung (93) des 31. Abschnitts fur die 
Parameter ~1 und 1)2 diesel' Schnittpunkte 

Xl = Y + ~lZ und x2 = Y + ~2Z 
die quadratische Gleichullg 

(78) [y. yp] + 2~[z· yp] + ~2[Z' zp] = 0, 

aus del', falls [z· Zl)] + 0 ist, fur die beiden Parameter 1)1 und ~2 die 
Werte folgen: 

(79) 

Hier entscheidet das V orzeichen des Radikandus uber die Reellitat del' 
beiden Parameter ~1 und ~2 und damit zugleich uber die Reellitat del' 
Schnittpunkte del' Geraden U mit del' Kurve [x· xp] = O. Diesel' Radi
kandus enthalt abel' noch die beiden zur Festlegung del' Geraden des 
Stabes U benutzten Punkte y und z, wahrend doch die Reellitat diesel' 
SchnittpU'nkte nul' von del' Lage der Geraden des Stabes U abhangen 
kann, abel' von der Lage der Punkte y 'und z auf diesel' Geraden unab
hangig sein muB. Man suche daher jenen Radikandus als bloBe Funktion 
des Stabes U darzustellen. Dazu schreibe man den negativ genommenen 
Radikandus - man nennt ihn die Diskriminante del' Gleichung (78) -
unter Anwendung des Determinantensymbols und beriicksichtige dabei die 
erste Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61) des 31. Abschnitts), 
so erhalt man fiir die Diskriminante del' Gleichung (78) die Darstellung 

(80) [y.yp][z.zp]-[Z.yp]2=! [y.yp] [z·yp] i, 
I [y·zp] [z·zp]! 

in del' die Produkte y p nnd zp Stabe sind. Die Diskriminante besitzt 
daher die Form 
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\ 
[y V] [z V] I. 
[yW] [z W] I 

Dabei sind wie bisher iiberall durch die kleinen lateinischen Buchstaben 
Punkte, durch die gr06en Stiibe bezeichnet. Die Diskriminante lii6t sich 
also nach dem Multiplikationssatz fiir die zweifaktorigen planimetrischen 
Produkte (Satz 25) umformen. Nach diesem ist 

(81) ! [yV] [zV] 1= [yz. VW]. 
I [y W] [zW] 

Es wird somit die Diskriminante 

(82) I [y. yp] [z· yp] 1= [yz· yp zpJ 
[y·zp] [z.zp] i 

oder wegen Gleichung (39) des 31. Abschnitts 

(83) I [y. yp] [z· yp] I' = [yz. yz P], 
[y·zp] [z·zp] 

oder wenn man endlich fiir das Produkt [yz] seinen Wert U aus (77) 
einfiihrt: 

(84) I [y.yp] [z.yp] !=[U. UP]. 
[y·zp] [z.zp]i 

Damit ist wirklich die Diskriminante der Gleichung (78) als blo6e 
Funktion des Stabes U dargestellt, und man erhiilt den Satz: 

Satz 462: Die Diskriminante der quadratischen Gleichung(78), 
das heiiH der negativ genommene Radikandus in den Aus
driicken (79) fiir die Parameter ~1 und ~2 der beiden Schnitt
punkte y + ~lZ und y + ~2Z der Geraden U = [yz] mit der Kurve 
zweiter Ordnung [x· xp] = 0, ist gleich der quadratischen Form 
[U· UP], in der P den zu p adjungierten Bruch bezeichnet. 

Die gesuchte Bedingung fiir die Reellitat dieser Schnittpunkte lautet. 
daher: 

Sa.tz 463: J e nachdem der Ausdruck 

[U· UP] 
negativ null oder positiv 

ist, wird die Kurve rx· xp] = 0 von der Geraden U in 

zwei getrennten zwei zusammenfallenden oder zwei konjugiert 
reellen, reellen komplexen 

Punkten geschnitten, vorausgesetzt, da6 unter P der zu p ad
jungierte Bruch verstanden wird. 
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Die Schnittpunkte einer Kurve zweiter Ordnung mit der unendlich fernen 
Geraden: Hyperbel, Parabel, Ellipse. Nun nennt man eine nicht zerfallende 
Kurve zweiter Ordnung eine 

Hyperbel, Parabel odeI' Ellipse, 

je nachdem sie mit del' unendlich fernen Geraden J 

zwei getrennte 
reeIle, 

zwei zusammenfallende 
reeIle 

odeI' zwei konjugiert 
komplexe 

Punkte gemein hat. Man erhalt also fUr diese 
analytische Kriterium: 

drei Kurven das folgende 

Satz 464: Eine Kurve zweiter Ordnung [x· xp] = 0, fur die 
das planimetrische Produkt a = [A1A2ASJ del' Zahler von p nicht 
versch windet, ist eine 

Hyperbel, Parabel odeI' Ellipse 
Je nachdem del' Ausdruck 

[J. JP] 

negativ, null odeI' positiv 

ist, vorausgesetzt, daJl P den zu p adjungierten Bruch und J 
einen Stab del' u.nendlich fernen Geraden bezeichnet. 

Ubrigens laJlt sich del' Ausdruck [J. JP], von dessen Beschaffenheit 
del' Charakter del' Kurve [x· xp] = ° abhangt, auch leicht durch die 
Koeffizienten del' Kurve darstellen, wenn man fUr J die Summe 

(85) J = m1E1 + m2E 2 + ntaEa 

aus Gleichung (24) des 25. Abschnitts einfiihrt. Dann ergibt sich wegen 
(12) die Darstellung 

(86) [J.J P]=~l1 mi+ ~22m;+ 2rsam;+22r2sm2ma+22rsl maml + 22r12m1ma, 
in del' wie bisher die ~ik die Unterdeterminanten del' Determinante 

bedeuten. 

Die reelle und die imaginiire Ellipse. Um beim Faile del' Ellipse 
auch noch die Unterf:ille del' reellen und imaginaren Ellipse von einander 
trennen zu konnen, schicken wir zunachst einen Hiilfssatz voraus, del' sich 
allgemein auf eine Gerade U = [y z] bezieht, die von einer Kurve zweiter 
Ordnung [x. xp] = 0 in zwei konjugiert komplexen Punkten geschnitten 
wird, fur die also nach Satz 463 die Ungleichung besteht: 

(87) [U· UP] > O. 

Schreibt man In diesem Falle die obige Gleichung 

(84) [y. yp][z· zp] - [y. Zp]2 = CU· UP] 
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in der Form: 
(88) [y. yp][z· zp] = [U· UP] + [y. zp]2, 
so sieht man, daB fUr 

.IU = [yz] 

die Ungleichung (87) die weitere Ungleichung nach sich zieht: 

(89) [y. yp][z· zp] > 0, 

aus der wiederum folgt, daB die beiden GroBen [y. yp] uud [z· zp] das
selbe Vorzeichen haben miissen. Und da dies Ergebnis fur jeden Stab U 
der betrachteten Geraden, das heiBt fiir je zwei Punkte y und z, gilt, die 
auf dieser Geraden liegen, so hat man den Satz: 

Satz 465: Wird eine Gerade von einer Kurve zweiter Ord
nung nicht in reellen Punk ten geschni tten, so hat fur aIle 
Punkte y dieser Geraden die quadratische Form [y. yp] das
selbe Vorzeichen. 

Nun unterscheidet man bei einer Ellipse, das heiBt bei einer nicht 
zerfallenden Kurve zweiter Ordnung [x· xp] = 0, die von der unendlich 
fernen Geraden in zwei konjugiert komplexen Punkten geschnitten wird, 
fiir die also die Ungleichung 
(90) [J·JP]>O 

besteht, den Unterfall der reellen Ellipse, bei der es in der Ebene auch 
gerade Linien giht, die von der Kurve in zwei getrennten reellen Punkten 
getroffen werden, und den Unterfall der imaginaren Ellipse, wo die 
Kurve iiberhaupt keinen reellen Punkt besitzt, wo also siimtliche Geraden 
del' Ebene mit del' Kurve zwei konjugiert komplexe Punkte gemein haben. 

Urn das analytische Merkmal des letzteren Unterfalls zu finden, geniigt 
es, die Bedingung dafiir aufzustellen, daB eine Kurve zweiter Ordnung 
[x . xp J = 0 von siimtlichen Geraden eines beliebigen Strahlbiischels in zwei 
konjugiert komplexen Punkten geschnitten wird. Denn da die Geraden 
eines Strahlbiischels die Ebene vollstandig iiberdecken, so kann alsdann 
die Knrve iiberhaupt keine reellen Punkte enthalten. 

Zum Scheitel dieses Strahlhuschels wahle man den Pol del' unendlich 
fernen Geraden in bezug auf das Polarsystem p, den sogenannten "Mi ttel
punkt des Polarsystems p"l) (oder seiner Polkurve). Dann werden 
die Geraden des Strahlbiischels "Durchmesser des Polarsystems p", 
und man wird die Ausdriicke fur diese Durchmesser erhalten, wenn man 
zu den Punkten del' unendlich femen Geraden die Polaren in bezug auf 
das Polarsystem p bestimmt. 1st 9 ein solcher Punkt der unendlich fernen 
Geraden, so ist gp der Ausdruck fur seine Polare hinsichtlich des Polar-

1) Diese Bezeichnung wird weiter unten ihre Rechtfertigung finden (vgl. S. 280 f.). 
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systems p, das heiBt fiir den gesuchten Durchmesser des Polarsystems p. 
Und solI dieser Durchmesser von der Polkurve des Polarsystems in zwei 
konjugiert komplex-en Punkten geschnitten werden, so muB nach dem 
Satze 463 der Ausdruck 
(t) [gp . gpP] > 0 

sein. Nun ist aber nach der Gleichung (56) des 31. Abschnitts das Produkt 

gpP= ag; 

die Ungleichung (t) verwandelt sich daher in: 

[gp.ag]>O 
oder in: 
(91) a[g· gp] > O. 

Wenn aber diese Ungleichung (91) zugleich mit der Ungleichung 

(90) [J. JP] > 0 
fiir irgend einen Punkt 9 der unendlich femen Geraden J, oder was das
selbe ist, fiir irgend eine Strecke 9 der Ebene besteht, so gilt sie nach 
dem Satze 465 auch allgemein fiir jeden Punkt der unendlich fernen 
Geraden, das heiSt fiir jede Strecke der Ebene. 

Sobald also neben der Ungleichung 

(90) 
noch die Ungleichung 
(91) 

[J. JP] > 0 

a[g·gp]>O 

fiir irgend einen Punkt 9 der unendlich fern en Geraden erfiillt iet, so 
werden aile Durchmesser des Polarsystems 1) von der Kurve [x· xp] = 0 
in zwei konjugiert komplexen Punkten geschnitten. Die Kurve enthalt 
daher iiberhaupt keinen reellen Punkt und ist somit nach der obigen Er
klarung eine imaginare Ellipse. 

Besteht andererseits neben der Ungleichung 

(90) 
noch die Ungleichung 
(92) 

[J. JP] > 0 

a[g· gp] < 0 

fiir irgend einen Punkt 9 der unendlich femen Geraden J, so gilt diese 
Ungleichung nach Satz 465 auch allgemein fiir jeden Punkt der unendlich 
fernen Geraden. Nun laSt sich aber die linke Seite der Ungleichung (92) 
unter Anwendung der Umkehrung des obigen Verfahrens in die linke 
Seite der Ungleichung (t) zuriickverwandeln, und es besteht daher fiir' 
jeden Durchmesser gp des Polarsystems p die mit (92) gleichbedeutende Un
gleichung 
(tt) [gp . gp P] < O. 
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Diese aber besagt nach Satz 463, daB die siimtlichen Durchmesser des Polar
systems p des sen Polkurve in zwei getrennten reellen Punkten schneiden. Die 
Kurve, die in diesem Falle nach der obigen Erkliirung eine reelle Ellipse 
hei1\t, umschlieBt also jetzt den Mittelpunkt des Polarsystems vollstiindig. 

Diese Ergebnisse lassen sich in dem folgenden Satze zusammenfassen: 
Satz 466: Genugt ein Polarsystem p, P den Ungleichungen 

(90) [J·JP]>O und (91) Q[g.gp] > 0, 

in denen J einen Stab und 9 einen Punkt der unendlich fernen 
Geraden bezeichnet, ·so stellt die Gleichung [x· xp] = 0 eine 
imaginiire Ellipse dar. 

Bestehen dagegen fur ein Polarsystem p, P die Unglei
chungen 
(90) [J.JP] > 0 und (92) Q[g. gp] < 0 

so ist die Kurve [x. xp] = 0 eine reelle Ellipse. Sie wird von 
jeder durch den Mittelpunkt des Polarsystems gehenden Geraden 
In zwei getrennten reellen Punkten geschnitten. 

Hiilfssiitze iiber die Hauptunterdeterminanten einer symmetrischen Deter
min ante dritten Grades. Es sei 

(93) Q = IQikl, i, k = 1, 2, 3, 
eine symmetrische Determinante dritten Grades; ihre Unterdeterminanten 
seien mit 5l£ik bezeichnet. Es sollen dann einige Siitze entwickelt werden, 
die sich auf die "Hauptunterdeterminanten" 5l£ii der Determinante Q be
ziehen 1). 

Sind 1:, k, l die Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so wird 
fiir jede symmetrische Determinante dritten Grades (93), mag sle ver
schwinden oder nicht, 

(94) 5l£u = a .. Qu - a! und }~' k, l = 1, 2,.3, 
(95) Qau = 5l£ .. 5l£u - 5l£h, ~ =1= k, k =1= l, z =1= l. 
In der Tat folgen die Gleichungen (94) direkt aus dem Begriff der Unter
determinanten; die Gleichungen (95) aber ergeben sich, wenn man. die 
Hauptunterdeterminanten all der adjungierten Determinante l5l£ul, i, k = 1, 2, 3, 
bildet und die Gleichungen (34) des 31. Abschnitts anwendet. 

1st jetzt insbesondere 
(96) a = 0, 
und sind ferner aIle Elemente Qik der Determinante Q reell, so folgt aus 
den Gleichungen (95), daB je zwei Hauptunterdeterminanten 5l£ii und 5l£w 

1) VgI. zum Folgenden: Heffter und Kohler, Lehrbuch der analytischen Geo
metrie, Bd. 1, Leipzig und Berlin, 1905, S. 281 f. 
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80 fern sie nicht null sind, dasselbe Vorzeichen haben; denn unter der 
Voraussetzung (96) reduzieren sich die Gleichungen (95) auf die Form: 

(97) ~ii~kk = ~~k' i, k = 1, 2, 3, i =l= k, 
welche zeigt, daB das Produkt der Hauptunterdeterminanten ~ii und ~u 
dem Quadrat der reellen GroBe ~ik gleich ist, und man hat den Satz: 

Satz 467: Bei einer verschwindenden symmetrischen Deter
minante dritten Grades !aik ! mit reeIlen Elementen haben aIle 
nicht verschwindenden Hauptunterdeterminanten ~ii dasselbe 
V orzeichen. 

Ferner liest man aus den Gleichungen (97) noch den weiteren Satz ab: 
Satz 468: Sind bei einer verschwindenden symmetrischen 

Determinante dritten Grades !aik ! mindestens zwei von den drei 
Hauptdeterminanten ~ii gleich Null, so verschwinden auch aIle 
U nterdeterminanten ~w deren Indizes von einander verschie
den sind. 

Ubrigens liefern in dem Falle, wo alle d1"ei Hauptunterdeterminanten 
~ii verschwinden, wo also die drei Gleichungen bestehen: 

(98) . ~H = 0, i = 1, 2, 3, 

auch die Gleichungen (94) zwei Siitze, die den Siitzen 467 und 468 ganz 
analog sind. Denn UB-ter der Voraussetzung (98) nehmen die Gleichungen 
(94) die Form an: 
(99) aijaU = a~k' i, k = 1, 2, 3, i =l= k. 

Diese aber zeigen, falls wieder die Elemente der Determinante i aik ! als 
reell vorausgesetzt werden, daB alle ihre nicht verschwindenden "Haupt
elemente" aii dasselbe Vorzeichen haben, und man hat den Satz: 

Satz 469: Sind bei einer symmetrischen Determinante dritten 
Grades jelik ! mit reellen Elementen aIle drei Hauptunterdeter
minanten ~ii gleich Null, so haben alle nicht verschwindenden 
Hauptelemente dasselbe Vorzeichen. 

Andererseits folgt aus der Gleichung (99) der Satz: 
Satz 470: Sind bei einer symmetrischen Determinante dritten 

Grades a = jaikj aUe Hauptunterdeterminanten ~ii und auBer
dem mindestens zwei Hauptelemente aii gleich Null, so ver
schwinden auch aUe diejenigen Elemente ai .!: der Determinante a, 
fur die i =l= kist. 

Die Scheidung zwischen einem reellen und einem konjugiert komplexen 
Linienpaar. Die oben entwickelten Siitze uber die Hauptunterdeter
minanten einer verschwindenden symmetrischen Determinante dritten Grades 
sind von Nutzen, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, ob ein 

Grallmann: Projektive Geometrie d. Eben •. II. 17 
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Linienpaar, das die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung bildet, 
reell oder konjugiert komplex ist, eine Frage, die bisher nur in zwei be
sonderen Fallen erledigt ist, bei denen die Gleichung des Linienpaars 
auf ein spezielles Fundamentaldreieck bezogen war (vgl. Seite 239 und 
Seite 242 f.). 

Man gehe von dem in Satz 463 gegebenen Kriterium fiir die Reelli
tat der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve zweiter Ordnung 
aus. N ach diesem wird die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung 
p von einer Geraden U in 

zwei getrennten zwei zusammenfailenden oder zwei konjugiert 
reeilen, reeilen komplexen 

Punkten geschnitten, je nachdem der Ausdruck [U· UP] 
negativ, null oder positiv 

ist. Dieses Kriterium wende man auf ein Linienpaar an, das die Pol
kurve eines einfach entartenden Polarsystems zweiter Ordnung 

(100) 

darstellt. Fiir ein solches Polarsystem ist nach Satz 429 

(101) [pS] = 0 und (102) [pI] =1= O. 

Um iiber die Reellitat der Geraden dieses Linienpaars AufschluB zu er
halten, frage man nach seinen Schnittpunkten mit den drei Seiten El1 
E t , Es des Fnndamentaldreiecks. Dazu hat man die Werte derdreiProdukte 

[El . ElP], [Ell' ElIP], [Es . EsP] 
zu prtifen. Es ist 

(103) l[El • ElP] = [Elal ] = Wu 
[Ell' E 2P] = [Etat ] = ~2 

[Es ' EsP] = [Eslla] = ~33' 
Hier sind die drei GroBen ~w i -= 1, 2, 3, die Hauptunterdeterminanten 
der Determinante dritten Grades a = I aik I, und diese ist nach den Be
dingungsgleichungen des Polarsystems (vgl. die Gleichungen (50) des 
31. Abschnitts) symmetrisch und verschwindet wegen (101). Es laBt sich 
daher auf sie der Satz 468 anwenden, nach welchem schon das N ullwerden 
zweier Hauptunterdeterminanten ~ii das Verschwinden aller Unterdeter
minanten ~ik mit ungleichen Indizes i, k nach sich zieht, das gleichzeitige 
Verschwinden aller drei Hauptunterdeterminanten ~;o also das Verschwin
den siimtlicher Unterdeterminanten ~ik7 i, k = 1, 2, 3, zur Folge haben 
wiirde. Ein solches aber ist in dem vorliegenden F~ile ausgeschlossen, 
da die ~ik zugleich die Ableitzahlen der Zahler des zu p adjungierten 
Bruches [p2] bilden, und dieser Bruch nach (102) von Nuil verschieden 
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ist. Es muB somit notwendig eine von den drei GroBen ~H entweder 
< 0 oder > 0 sein 1). 

Nach dem Satze 467 haben nun aber weiter aIle nicht verschwindenden 
Hauptunterdeterminanten ~ii dasselbe V orzeichen, folglich hat auch eine 
jede nicht verschwindende GroBe ~ii dasselbe Vorzeichen wie die GroBe 

s 

2J~w 
1 

Man kann daher das Kriterium fur die Reellitat elDes Linienpaars 
folgendermaBen aussprechen: 

Satz 471: Ein Linienpaar, das die Polkurve eines einfach ent
artenden Polarsystems zweiter Ordnung 

i = 1, 2, B, 

bildet, besteht aus 

zwei verschiedenen reellen odeI' aus zwel konjugiert komplexen 
Geraden, 

je nachdem 

oder 
3 

~ ~ii>O 
1 

ist, vorausgesetzt, daB die ~w i = 1, 2, 3, die Hauptunterdeter
minanten del' Determinante !aiki sind. 

Die Tangenten von einem Punkte an eine Kurve sweiter Klasse ge
sogen. Bedingung ihrer Reellitiit. Del' oben benutzten FragesteIlung nach 
del' Reellitiit del' Schnittpunkte einer Geraden U mit einer Kurve zweiter 
Ordnung [x· xp] = 0 entspricht dualistisch die Frage, ob sich von einem 
Punkte x an eine Kurve zweiter Klasse [U . UP] = 0 

zwei getrennte 
reelle, 

zwel zusammen
fallende reelle 

odeI' zwei kongugiert 
komplexe 

1) Die Unmoglichkeit des gleichzeitigen Verschwindens aHer drei GroBen 2fit 
kann man sich itbrigens auch durch die folgenden mehr geometrischen Schliisse klar 
machen: Mit Riicksicht auf die Gleichungen (103) wiirde das Verschwinden aHer drei 
GroBen 2fi ; besagen (vgl. Satz 456), daB die Geraden der drei Stabe E 1 , E 2 , Es 
der Polarkurve 

[U. UP] = 0 

des zu p adjungierten Polarsystems P angehOren. Dies ist aber unmoglich, da die 
Geraden jener drei Stabe ein eigentliches Dreieck bilden, und diese Polarkurve nach 
dem Satze 423 in einen doppeltzahlenden Punkt, den Doppelpunkt des Linienpaars 

[x· xp] = 0 
zusammengeschrumpft ist. 

17* 
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Tangenten legen lassen, oder, wie wir wenigstens bei einer reellen Kurve 
in diesen drei Fallen sagen wollen, ob der Punkt x 

au.Berhalb, auf oder innerhalb 
der Kurve zweiter 
Klasse liegt. 

Fur die Parameter 
~1 und ~I der beiden 
Tangenten 

Ul=V+~lW 
und 

Us = V + ~2W, 
die sich vom Punkte u 

~ + (104) x = [VW] 
V ~l W 

an die Kurve zweiter 
]·ig. 108. 

Klasse [U· UP] = 0 legen lassen (vgl. Fig. 108). ergab sich in Glei
chung (123) des 31. Abschnitts die in ~ quadratische Gleichung 

(105) [V· VP] + 2~[W· VP] + ~2[W· WP] = 0, 

aus der, falls [W· W P] =1= 0 ist, fUr ~ die Werte folgen 

(106) {~1 } = - [W· V P] + V[ W· V P) t - [V. V P) [W· W P] • 
~2 [W. WP] 

Das Vorzeichen des Radikandus entscheidet hier wieder uber die 
Reellitat der beiden Parameter lh und ~! und damit zugleich uber die 
Reellitat der heiden Tangenten, die sich vom Punkte x an die Kurve 
[U . UP] = 0 legen lassen. Dieser Radikandus enthalt aber noch die 
beiden zur Festlegung des Punktes x benutzten Stabe V und W, wahrend 
doch die Reellitat dieser Tangenten nur von der Lage des Punktes x ab
hangen kann, aber von der Lage der Geraden V und Win dem Strahl
buschel mit dem Scheitel x unabhangig sein mu.B. Man suche daher jenen 
Radikandus als blo.Be Funktion des Punktes x darzustellen. Dazu schreibe 
man den negativ genommenen Radikandus, das hei.Bt die Diskriminante 
der Gleichung (105), unter Anwendung des Determinantensymbols und 
beriicksichtige dabei die zweite Grundgleichung des Polarsystems (Glei
chung (118) des 31. Abschnitts), so bekommt man fur die Diskriminante 
der Gleichung (105) die Darstellung 

(107) [V. VP][W. WP] _ [W. VP]2 = \ [V· VP] [W· VP] II' 
[V· WP] [W· WP] 

Rier lii.Bt sich wieder die rechte Seite mittelst des Multiplikationssatzes 
fur die zweifaktorigen planimetrischen Produkte (Satz 26) umformenj denn 
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nach diesem ist 

(108) ! [Vy] [Wy] 1_ V . 
i [Vz] [Wz] - [ W yz]. 

Also wird die Diskriminante 

: [V· VP] [W· VP] 1 

I [V· WP] [W. WP] = [VW· VP WP] 

oder wegen der Gleichung (40) des 31. Abschnitts 

(109) 
i [V· VP] [W· VP] I 
i [V· WP] [W. WP] I = a[VW· VWp] 

oder auch wegen der Gleichung (38) desselben Abschnitts 

(110) 
! [V· VP] [W· VP], i _ 

! [V. WP] [W. WP] ; = [VW· VW1J]. 

Und fuhrt man endlich noch fur das Produkt [VW] seinen Wert x 
aus (104) ein, so erhii.lt man die Gleichung 

(111) 1 

[V· V P] [W. V P] I 
[V. WP] [W. WP] I = [x. xp]. 

Damit ist wirklich die Diskriminante der Gleichung (105) als bloBe 
Funktion des Punktes x dargestelit, und man hat den Satz: 

Satz 472: Die Diskriminante der Gleichung (105), daB heiBt 
der negativ genommene Radikandus in den Ausdrucken (106) fur 
die Parameter ~1 und ~2 der beiden Tangenten V + ~1 W und 
V + ~2 W, die man yom Punkte x = [VW] an die Kurve zweiter 
Klasse [U· UP] = 0 legen kann, ist gieich der Form [x. xp], in 
der das Symbol p den zu P adjungierten Bruch bezeichnet. 

Die gesuchte Bedingung fUr die Reeliitiit dieser Tangenten Iautet daher: 
Satz 473: J e nachdem der Ausdruck 

[x· xp] 
negativ, null oder positiv 

ist, lassen sich von dem Punkte x an die Kurve zweiter Klasse 
[U· UP] = 0 

zwei getrenn te 
reelle, 

zwel zusammen
fallende reelle 

oder zwei konjugiert 
komplexe 

Tangenten legen, vorausgesetzt, daB unter p der zu P adjun
gierte Bruch verstanden wird. 

1st die Kurve zweiter Klasse reeli, so kann man dem Ergebnis auch 
die Fassung geben: 
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Satz 474: Ein Punkt x liegt 

auBerhalb, auf oder innerhalb 

einer reellen Kurve zweiter Klasse [U· UP] = 0, je nachdem der 
Ausdruck 

[x· xp] 

negativ, null oder positiv 

ist, unter p der zu P adjungierte Bruch verstanden. 

Bedingung dafu"" dap ein Punkt· auperhalb, aUf oder innerhalb einer 
nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung liegt. In dem Faile, wo die 
Kurve zweiter Klasse nicht zerfiillt, wo also nach Satz 418 die Kurve 
zweiter Klasse [U . UP] = 0 mit der Kurve zweiter Ordnung [x . xp] = 0 
identisch ist, kann man das gewonnene Kriterium auch auf die Kurven 
zweiter Ordnung ubertragen. Mit Ruchsicht auf die Gleichlmg (38) des 
31. Abschnitts ist niimlich der Ausdruck 

(112) [x. xp] = a[x· xp]. 

Man hat also den Satz: 

Satz 475: Ein Punkt x liegt 

auBerhalb, auf oder innerhalb 

einer nicht zerfallenden reellen Kurve zweiterOrdnung [x·xp]=O, 
je nachdem das Produkt 
(113) a[x·xp] 

negativ, null oder positiv 
ist. 

Man kann noch hinzufagen (vgl. Satz 473): 

Satz 476: Bei einer imaginaren Kurve zweiter Ordnung (einer 
imaginaren Ellipse) [x· xp] = 0 ist das Produkt 

a[x· xp] 

far jeden Punkt x der Ebene positiv. 
Um ein Beispiel fur den Satz 475 zu geben, setze man voraus, es 

seien in der oben auf Seite 237 betrachteten, auf ein Polardreieck be
zogenen Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, das heiBt in der Gleichung 

(114) all~~ + a22~~ + ass~i = 0, 

die heiden ersten Koeffizienten Iltl und au positiv, der dritte ass negativ, 
so daB also die Ungleichungen erfallt werden: 

1 
all = [e1 • e1P] > 0 

(115) a22 = [l1r . e2P] > 0 

ass = [es . eap] < O. 
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Dann wird die Determinante der Gleichung (114): 

1111 0 0 
(116) 11 = 0 1122 0 = 1l11~21l3S< 0, 

o 0 Ilss 

woraus nebenbei foIgt, daB die Kurve zweiter Ordnung (114) nicht ze:r
fallen kann. 

Ferner findet man fur die drei Produkte, deren V orzeichen nach dem 
Satze 475 daruber Auskunft gibt, ob die Ecken ev e2 , es des Fundamental
dreiecks auBerhalb oder innerhalb der Kurve zweiter Ordnung liegen, die 
U ngleichungen 

(117) lll[el . e1P] < 0 

Il[es · e2P] < 0 
\l[es . caP] > 0, 

aus denen nach dem Satze 476 folgt, daB die Kurve (114) reell ist, 
wahrend derSatz 475 zeigt, daB die 
Punkte e1 und Cs aufJe:rhalb und der 
Punkt ca innerhalb der durch die 
Gleichung (114) dargestellten Kurve 
zweiter Ordnung liegt (vgl. Fig. 109). 
Man hat daher den Satz: e I 

Satz 477: Sind in der Glei-
chung 

\ll1!i + 1l22!~ + Ilss!~ = 0, 

die eine Kurve zweiter Ordnung 
in bezug auf ein Polardreieck 

Fig. 109. 

als Fundamentaldreieck darstellt, die beiden ersten Koeffi
zienten p ositiv und der dritte negativ, so ist jene Kurve eine 
ree11e, nicht zerfallende Kurve zweiter Ordnung, und es liegen 
die beiden ersten Ecken e1 und c2 des Fundamentaldreiecks 
auBerhalb, die dritte es innerhalb der Kurve. 

Die Scheidung zwischen einem reellen und einem konjugie:rt komplexcn 
Punktpaar. Dem auf Seite 257 ff. entwickelten Kriterium fUr die Reellitat 
eines Linienpaars entspricht dualistisch genau das Kriterium fiir die Reelli
tat eines Punktpaars. Man kann dasselbe aus dem Satze 471 durch eine 
bloBe Buchstabenvertauschung ableiten und erhalt so den Satz: 

Satz 478: Ein Punktpaar, das die Polarkurve eines einfach 
entartenden Polarsystems zweiter Klasse 
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bildet, besteht aus 

zwei getrennten 
reellen 

je nachdem 
s 

~llji<O 
1 

oder aus zwei konjugiert komplexen 
Punkten, 

odel· 

ist, vorausgesetzt, daB die Ilw i = 1, 2, 3, die Hauptunterdeter
minanten der Determinante I~iki sind. 

Abschnitt 34. 

Die Gleichungen der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
in Cartesischen Punktkoordinaten und Hesseschen Linienkoordinaten. 

Die allgemeine Gleichung sweiten Grades in Cartesischen P'unkt
koordinaten und Hesseschen Linienkoordinaten. Es bietet nicht die ge
ringsten Schwierigkeiten, aus den in dem vorigen Abschnitt fiir eine Kurve 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse abgeleiteten Gleichungen in Dreiecks
koordinaten die entsprechenden Gleichungen in Cartesischen Punktkoordi
naten und in Hesseschen Linienkoordinaten zu entwickeln. Man braucht 
dazu nur wie auf Seite 28 ff. eine Seite des Fundamentaldreiecks, etwa die 
Seite E s, mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallen zu lassen, 
wahrend man die gegeniiberliegende Ecke fa irgendwo im Endlichen an
nimmt und zum Anfangspunkt des Cartesischen und des Hesseschen 
Koordinatensystems macht; die von ihm ausgehenden Seiten des Funda
mentaldreiecks aber zu Achsen dieses Koordinatensystems. 

Verfiigt man dabei liber die Masse des Anfangspunktes es und liber 
die Lange und den Sinn der Strecken e1 und ~, welche die unendlich 
fernen Ecken des Fundamentaldreiecks vertreten, in der auf Seite 29ff. an

gegebenen Art, so gehen nach Satz 296 die Briiche .& und l! in die 
ls ls 

Cartesischen Koordinaten ~ und t) in bezug auf die Koordinatenachsen 

[eSe1] und [eS e2] iiber und die Briiche U1 und U1 in die Hesseschen Linien-
Ua Us 

koordinaten in bezug auf dieselben Achsen. 

Dividiert man also die in den Gleichungen (6)ff. des vorigen Ab
schnitts fUr die Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse entwickelten 
Gleichungsformen beziehlich mit ~~ und u~ und setzt in den entstehenden 
Gleichungen 

(1) t- =~, .h _ h 
-.." 

XS 
Ut = U 
U ' s 
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so bekommt man die gewiinschten Gleichungen in Cartesischen Punkt
koordinaten und in Hesseschen Linienkoordinaten. 

Wendet man diese Umformung auf die Gleichungen (6) und (12) des 
vorigen Abschnitts an, so ergeben sich die Satze: 

Satz 479: Die Gleichung einer beliebigen Kurve zweiter Ord
nung dargestellt in Cartesischen Punktkoordinaten ~, ~ und be
zogen auf ein schiefwinkliges oder rechtwinkliges Koordinaten
system lautet: 

(2) Ql1~2 + 2Q12~~ + ~2~2 + 2Q13~ + 2Q23~ + Qss = O. 
Und: 

Satz 480: Die Gleichung einer beliebigen Kune zweiter Klasse 
dargestellt in Hesseschen Linienkoordinaten u, tJ und bezogen 
auf ein schiefwinkliges oder rechtwinkliges Koordinatensystem 
lautet: 
(3) &llU2 + 2&12UtJ + &22tJ2 + 2&13U + 2~2StJ + &ss -= O. 

Die Mittelpunktsgleichung einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse. Wie bei einem beliebigen Fundamentaldreieck, so Dahmen auch 
bei unserm speziellen Koordinatendl'eieck die allgemeinen Gleichungen (2) 
und (3) der Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse eine einfachere 
Gestalt an, wenn eine Ecke des Dreiecks der Pol ihrer Gegenseite in be
zug auf die Kurve ist. 

Um zu diesen einfacheren Gleichungsformen zu gelangen, setzen wir 
voraus, die im Endlichen liegende Ecke es des Fundamentaldreiecks sei 
der Pol ihrer Gegenseite, das heiBt der Pol der unendlich fernen Geraden 
in bezug auf die Kurve. Derselbe wurde schon oben (vgl. Seite 254) als 
"Mittelpunkt des Polarsystems" bezeichnet. Da namlich nach Satz 404 
in einem Polarsystem zweiter Ordnung der Pol der unendlich fernen Ge
raden durch die Polkurve von der unendlich fern en Geraden harmonisch 
getrennt wird, so halbiert er jede durch 1'hn hindurchgehende Sehne der 
Polkurve. Und da andererseits nach Satz 412 der Pol der unendlich 
fernen Geraden hinsichtlich eines Polarsystems zweiter Klasse durch dessen 
Polarkurve von der unendlich fern en Geraden harmonisch getrennt wird, so 
liegt er auf der Mittelparallele zu je zwei parallelen Tangenten der Polarkurve. 

Aus diesen Grunden wird der Pol der unendlich fernen Geraden in 
bezug auf ein Polarsystem auch als "Mittelpunkt der Polkurve oder 
der Polarkurve" oder endlich auch wie oben als "del' Mittelpunkt 
des Polarsystems" bezeichnet. Ferner heiBt jede durch den Mittel
punkt gehende Gerade ein "Durchmesser der Polkurve, del' Polar
kurve odeI' des Polarsystems". 
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Verlegt man jetzt den Anfangspunkt e3 unseres speziellen Koordi
natensystems in den Mittelpunkt del' Pol- und Polarkurve, so werden die 
beiden Koordinatenachsen zwei Durchmesser del' Kurve. Die zugehorige 
Kurvengleichung ist also bezogen auf den Mittelpunkt oer Kurve als An
fangspunkt und zwei beliebige Durchmesser als Koordinatenachsen; sie 
moge daher als "Mittelpunktsgleichung del' Kurve zweiter Ord
n ung" bezeichnet werden. Mit Riicksicht auf die Siitze 452 und 458 er
gibt sich dann der folgende Satz: 

Satz 481: J ede Mittelpunktsgleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung III Cartesischen Koordinaten ~, ~ besitzt die Form 

(4) 011~2 + 2012~~ + 022t)2 + 0S3 = o. 
Und umgekehrt: Sind ~ und ~ rechtwinklige oder schiefwink
lige Cartesische Koordinaten, so stellt eine jede Gleichung von 
der Form (4) eine Kurve zweiter Ordnung bezogen auf den 
Mittelpunkt als Anfangspunkt dar. Entsprechend lautet die 
Mittelpunktsgleichung einer Kurve zweiter Klasse in Hesseschen 
Linienkoordinaten u, lJ: 

(5) 5lrll u2 + 25lr12 UlJ + 5lr22 lJ 2 + 5lr33 = 0, 

und umgekehrt stellt eine jede Gleichung von der Form (5) eine 
Kurve zweiter Klasse in Hesseschen Linienkoordinaten dar, be
zogen auf ein Kordinatensystem. dessen Anfangspunkt im Mittel
punkt der Kurve liegt. 

Dieses Ergebnis liiBt sich leicht bestiitigen. Denn wenn die Glei
chung (4) durch einen Punkt mit den Koordinaten ~, ~ befriedigt wird, 
so wird sie zugleich auch durch den Punkt mit den Koordinaten - ~ und 
- ~ erfiillt. Damit ist aber in del' Tat gezeigt, daB der Anfangspunkt 
jede durch ihn gehende Sehne der Kurve (4) halbiert, daB er also del' 
Mittelpunkt del' Kurve ist. 

Wenn andererseits die Kurve (5) durch die Gerade U, lJ befriedigt 
wird, so wird sie zugleich auch durch die Gerade mit den Koordinaten 
- U und - lJ erfiillt; das heiBt, wenn die Kurve (5) die Gerade u, lJ zur 
Tangente hat, so wird sie auch von der Geraden - u, - lJ beriihrt, die 
das Spiegelbild del' Geraden u, lJ in bezug auf den Anfangspunkt ist. 

Die Gleichung einer KU1've zweifer Ordnung und zweiter Elasse be
zogen auf zwei konjugierte Durchmesser. Tritt jetzt bei einer Kurve zweiter 
Ordnung zu den beiden bisherigen Voraussetzungen iiber das Koordinaten
system, nach denen von den drei Ecken des Fundamentaldreiecks die beiden 
ersten Ecken e1 und e2 im Unendlichen liegen, und die dritte Ecke dies en 
beiden Ecken hinsichtlich del' Kurve konjugiert sein, also in den Mittel-
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punkt der Kurve fallen sollte, noeh die weitere Bedingung hinzu, daB 
auch die ueiden unendlich fernen Ecken e1 und e2 untereinander hinsichtlich 
der Kurve konjugiert sein sollen, so ist das Fundamentaldreieek ein Polar
dreieck der Kurve mit zwei unendlich fernen Ecken, und es bilden die 
beiden von der Ecke es ausgehenden Seiten [eSe1] und [eSe2] des Funda
mentaldreiecks zwei sogenannte "konjugierte Durchmesser" der Kurve 
zweiter Ordnung; denn sie filhren von deren Mittelpunkt ea nach zwei 
einander konjugierten Punkten e1 und e2 der unendlich fernen Geraden 1). 

Zwei konjugierte Durchmesser einer Kurve zweiter Ordnung besitzen 
die wichtige Eigensehaft, daB jeder von ihnen die siimtliehen Sehnen der 
Kurve halbiert, die dem konjugierteu Durchmesser parallel sind. Denn 
jeder von ihnen ist ja die Polare des unendlich fernen Punktes des andern; 
ein jeder Punkt des ersten Durchmessers wird also von dem unendlich 
fernen Punkte des andern durch die Kurve harmonisch getrennt, oder was 
dasselbe ist, jeder von den beiden konju
gierten Durchmessern enthiilt die Mittelpunkte 
alier mit dem andern Durchmesser parallelen 
Sehnen (vgl. Fig. 110); insbesondere geht 
er auch durch die Beriihrungspunkte der
jenigen beiden Tangenten hindurch, die dem 
zweiten Durchmesser parallel laufen. 

Man kann die soeben entwickelte Eigen
sehaft zweier konjugierten Durehmesser eines 
Polarsystems aber noeh verallgemeinern, in
dem man aueh den Fall mit umfaBt, wo die 

Fig. 110. 

zu einem von den beiden konjugierten Durehmessern gezogene Paraliele 
die Polkurve des Polarsystems p, P gar nieht sehneidet. In der Tat, 
sind D und D' zwei konjugierte Durchmesser des Polarsystems p, P, ist 
ferner G eine beliebige zu D parallele Gerade und n derjenige einfaehe 

1) Eine direktere Motivierung des Ausdrucks "konjugierte Durchmesser" erhiilt 
man, wenn man die Kurve, um deren Durchmesser es sich handelt, anstatt als Kurve 
zweiter Ordnung als Xurve zweiter Xlasse auffaf3t, sie also als Polarkurve eines Polar
systems zweiter Klasse P ansieht. Bei dieser Auffassung der Kurve sind zwei kon-
ugierte Durchmesser im Sinne von Seite 200f. hinsichtlich des Polarsystems P kon

jugiert. Daraus folgt dann noch, daB sie ein Paar derjenigen Strahlinvolution bilden, 
die das Polarsystem P in seinem eigenen Mittelpunkt hervorruft; und zugleich ist 
umgekehrt jedes Paar dieser Involution ein Paar konjugierter Durchmesser des Polar
systems. Da ferner nach Satz 169 in jeder Strahlinvolution ein und im allgemeinen 
nur ein Paar zugeordneter zu einander senkrechter Strahlen enthalten ist, so kann 
man weiter schlieBen: "Jedes Polarsystem zweiter Xlasse enthiilt zwei tmd im alt 
gemeinen nur zwei zu einander senkrechte konjugierte Durchmesser". Dieselben heiBen 
die Hauptachsen des Polarsystems. 
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Punkt, in dem sie von dem zu D konjugierten Durchmesser D' geschnitten 
wird ( vgl. Fig. 111), so liiBt sich zeigen: Der Punkt n ist der Mittel

g g 

y 

D 

Fig. 111. 

punkt derjenigen Involution, die 
das Polarsystem p auf der Ge
raden G hervorruft. 

Dazu nehme man auf der 
Geraden G zwei einfache Punkte 
y und z an, die vom Punkte n 
gleich weit entfernt sind. Die
selben werden sich durch Glei-
chungen von der Form 

{ y = n + 9 
z=n-g 

darstellen lassen, in denen 9 
eine Strecke der Geraden G be
deutet, namlich die Strecke, die 
vom Punkte n nach dem Punkte y 

fiihrt, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Strecke, die vom Punkte z 
nach dem Punkte n hinlauft. Nun ergeben sich aber fur diejenigen 
Punkte y' und z' der Geraden G, die zu den Punkten y und z hinsicht
lich des Polarsystems p konjugiert sind, die Werle 

(*) { y' = [yp. G] = [np· G] + [gp. G] 
z' = [zp . G] = [np . G] - [gp . G]. 

In diesen Gleichungen ist np die Polare des Punktes n in bezug auf 
das Polarsystem p. Da aber n auf D' liegt, so geht die Polare np von 
n durch den Pol D' P von D' bindurch. Dieser wiederum ist nichts 
anderes als der unendlich ferne Punkt des zu D' konjugierten Durch
messers D. Das heiBt: Die Polare np des Punktes n lauft mit dem 
Durchmesser D, also auch mit der Geraden G parallel. Das in den 
Gleichungen (*) auftretende Produkt [np. G] stellt daher den unendlich 
fernen Punkt der Geraden G dar und ist also hochstens um einen Zahl
faktor verschieden von der dieser Geraden angehorenden Strecke g, so 
daB man setzen kann 

[np· G] = gg, 

wo 9 einen Zahlfaktor bedeutet. Andererseits ist das Produkt [gp. G] 
hochstens um einen Zahlfaktor verschieden von dem Punkte n. Bezeichnet 
man diesen Zahlfaktor mit n, so wird 

[gp. G] = nn. 
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Die Formeln (*) nehmen dann die Gestalt an: 
Jy' = gg + nn = nn + gg 
lz' = gg - nn = - (nn - gg) 
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und zeigen in dieser Form, daB in der Involution, die das Polarsystem p 
auf der Geraden G hervorruft, die zu den Punkten y und z zugeordneten 
Punkte y' und z' ebenso wie jene Punkte selbst von dem Punkte n gleich 
weit entfemt sind. Daraus aber folgt nach dem Satze 147 wirklich, daB der 
Punkt n der Mittelpunkt dieser Involution ist, und man hat den Satz: 

Satz 482: Von zwei konjugierten Durchmessern eines Polar
systems schneidet ein jeder eine zu dem andern gezogene 
Parallele in dem Mittelpunkte derjenigen Involution, die das 
Polarsystem auf dieser Parallelen hervorruft. 

Die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung in bezug auf zwei konju
gierle Durchmesser ergibt sich aus der Gleichung (15) des vorigen Ab
schnitts wieder durch die auf Seite 264 f. beschriebene Umformung. Man 
erhiilt so die Gleichung: 

(6) 

Speziell findet man aus der Gleichung (17) des vorigen Abschnitts als 
Gleichung eines Linienpaars in bezug aUf zwei konjugierte Durchmesser die 
Gleichung (vgl. Fig. 112): 

(7) all ~9 + a SI ~2 = o. 
Bei einer Kurve zweiter Klasse gelangt man zu der auf zwei konju

gierte Durchmesser bezogenen Kurvengleichung, wenn man nicht nur den 
Anfangspunkt es in den Mittel
punkt der Kurve legt, sondem 
zugleich die von ihm ausgehenden 
Seitel) El und E2 des Funda
mentaldreiecks zu' konjugierten 
Geraden der Kurve macht. AIs
dann erhalt man aus der Glei
chung (50) des vorigen Ab
schnitts wieder durch die auf 
Seite 264 f. angegebene Umfor
mung als Gleichung einer Kwn:e 

Fig. 112. 

[ 

zweiter Klasse bezogen auf ein Paar konjugierle Durchmesser die Gleichung: 

~ ~~+~~+~=Q 

Will man die Gleichung eines im Endliclten liegenden Punktpaars 
erhalten, so muB man auf die Gleichung (52) des vorigen Abschnitts 
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zuriickgehen, welche lautete: 

(t) 
Da aber in dieser die Seite J!Js des Fundamentaldreiecks das Punktpaar 
enthielt, wahrend hier gerade die Seite Es ins Unendliche riicken soli, so 
hat man zunachst die Bezeichnung zu andern, etwa indem man in der 
Gleichung (t) den Index: 2 durch den Index 3 ersetzt, wodurch die GIei
chung (t) iibergeht in die Gleichung: 

tt~ ~~+~~=Q 
Aus ihr folgt dann durch die jetzt stets angewandte auf Seite 264 f. vor
geschriebene Umformung die Gleichung 

(9) ~l1U2 + ~S3 = 0, 

welche in der Tat das Punktpaar darstellt, dessen Punkte auf der Koordi-

Fig. 113. 

D natenachse [C3 Cl ] gelegen sind und die 
Abszissen 

besitzen (vgl. Fig. 113). 
Man kann die gewonnenen Ergeb

U nisse in dem Satze zusammenfassen: 
Satz 483: Die Gleichungen einer 

Kurve zweiter Ordnung und zwei
ter Klasse in bezug auf zwei kon-

jugierte Durchmesser lauten: 

all~2 + a22~2 + a 33 = 0 und 

~11 u 2 + ~22l:J2 + ~33 = O. 

Insbesondere besitzen die Gleichungen eines Linienpaars und 
eines Punktpaars III bezug auf zwei konjugierte Durchmesser 
die Form: 

all~2 + a22~2 = 0 und 

~11U2 + ~3 = O. 

Die auf die Asymptoten bezogene Gleichung einer Hyperbel als einer Kurve 
zweiter Ordnung und als einer Kurve zweiter Klasse. LatH man weiter bei 
den im vorigen Abschnitt entwickelten, auf ein Tangentialdreieck bezogenen 
Gleichungen (34) und (68) einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
die Beruhrungssehne des Tangentialdreiecks ins Unendliche ruc7een, so werden 
die beiden Tangenten zu Tangenten mit unendlich fernen Beriihrungs
punkten, das heiBt zu Asymptoten der Kurve (vgl. Seite 176 des 
ersten Bandes). Da in diesem Falle die Kurve zwei getrennt liegende 
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reelle unendlich ferne Punkte enthalt, so ist sie (naeh Seite 253), falls 
sie nicht zerfaJlt, eine Hyperbel. 1hre Gleichungen in Punkt- und 
Linienkoordinaten ergeben sich wieder, wenn man in den Gleichungen (34) 
nnd (68) des vorigen Abschnitts nach Division mit r~ und u; die Sub
stitution (1) macht, wodurch man die Gleichungen erhalt: 

(10) 2n12 n + etaa = 0 und 

(11) 2m:12 U\) + m:aa = O. 

Setzt man in der ersten von diesen beiden Gleichungen 

(12) 
1 033 

--- -- = C 
2 012 ' 

so verwandelt sie sich in 
die Gleichung: 

(13). r~=c, 

in welcher der Satz liegt: 
(vgl. Fig. 114): 

Satz484: AllePar
allelogramme, die 
sich an die Asympto
ten einer Hyperbel 
anlehnen und jedes 

Fig. 114. 

Mal einen Punkt der Hyperbel zur Ecke haben, besitzen den
selben Flacheninhalt. 

SolI ferner die auf Linienkoordinaten bezogene Gleichung (11) die
selbe Hyperbel darstellen wie die in Punktkoordinaten geschriebenen Glei
chungen (10) und (13), so miissen die GroBen m:ik die Unterdeterminanten 
der Determinante 

sein, das heiBt, es muB 

selD. Der aus (11) resultierende Wert des P~oduktes u \) wird also: 

(14) 

so daB die Gleichung (11) die Form annimmt: 

(15) 
1 

U\) =-. 
4c 



272 Die Gleichungen der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse usw. 

Aus dieser Gleichung liest man einen dem Satze 484 entsprechenden 
Satz ab, wenn man noch anstatt der Linienkoordinaten u, tJ die Ab
schnitte u, b einfiihrt, die die Tangente der Hyperbel (15) von den Asym
ptoten abschneidet, indem man setzt: 

(16) 

Alsdann verwandelt sich die Gleichung (15) in: 

(17) ab = 4c, 

und man hat den Satz, der seinem Hauptinhalte nach mit dem Satze 127 
iibereinstimmt (vgl. Fig. 114): 

Satz 485: AHe Dreiecke, die sich an die Asymptoten einer 
Hyperbel anlehnen und jedesmal eine Tangente der Hyperbel 
zur Seite haben, besitzen gleichen Flacheninhalt, und zwar sind 
diesel ben doppelt so groJl wie die im Satze 484 charakterisierten 
Parallelogramme. 

Aus dem Satze 126 folgert man noch unmittelbar, daB die Abschnitte 
a und b, die eine Tangente der Hyperbel von den beiden Asymptoten ab
schneidet, doppelt so groJl sind wie die Koordinaten ~ und ~ ihres Be
riihrungspunktes in bezug auf die beiden Asymptoten. 

Doch kann man dies Ergebnis auch auf Grund der Hyperbelglei
chung (10) oder (13) gewinnen, ohne auf den Satz 126 zuriickzugreifen. 
Bildet man namlich den Abbildungsbruch 

All At, A. P = -- ... ----
el , e!, e. 

filr dasjenige Polarsystem, das die Hyperbel (10) zur Polkurve hat, so er
geben sich fiir die drei Zahlerstabe Au A 2 , As die Werte: 

(18) jA1 = Ua E2 
A2 = ~1El 

As = assEs, 

wobei die Stabe Es und El den beiden Asymptoten angehOren, und Es 
einen Stab der unendlich fernen Geraden darstellt. Der Ausdruck fiir die 
Polare xp eines beliebigen Punktes 

x = ~1 e1 + ~2 e2 + ~s es, 
das heiBt der Ausdruck: 

xp = ~1A1 + ~2A2 + ~sAs' 
nimmt daher die Gestalt an: 

(19) 
xp = ~1 a12 E2 + "&2°21 E1 + ~s OS3 Es oder 

xp = ~B U21 E1 + ~1 012 E2 + ~s ass Es· 
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Und fiir den Schnittpunkt dieser Polare mit der Asymptote E2 erhint 
man hieraus durch planimetrische (regressive) Multiplikation mit E2 die 
Darstellung: 

oder wegen (1) und (12) 

(20) [xp· E2J = b Qs1 (es + ~ 2c~). 
Soll nun aber der Punkt x nicht mehr ein ganz beliebiger Punkt 

der Ebene, sondern ein Punkt der Hyperbel sein, so wird nach (13) 

(21) c 
-t)- =~, 

und die Gleichung (20) verwandelt sich also m: 

(22) 

Damit aber ist nach Seite 32 wirklich bewiesen, daB 

(23) Q = 2~ 

ist, und ebenso zeigt man, daB 
(24) b = 2~ 
ist. 

Ein drittes Beweisverfahren, das zugleich noch einige weitere Be
ziehungen liefert, ergibt sich folgendermaBen: Aus der Gleichung (19) 
folgt wegen Q12 = Q211 daB die Dreieckskoordinaten u1 und Us der Polare 
U = xp eines beliebigen Punktes x der Ebene in bezug auf die Hyperbel 
den GroBen ~2 und ~1 proportional sind, daB sich also verhiilt 

u1 : Us = ~s : ~1; 

und entsprechend besteht dann zwischen den Hesseschen Linienkoordi
naten u, U der Polare und den Cartesischen Koordinaten ~, ~ ihres Poles 
die Proportion: 
(25) U : U = ~ : ~, 

aus der fiir die negativ genommenen reziproken Werte Q und b der 
Linienkoordinaten U und U die weitere Proportion folgt: 

(26) Q : b = ~ : ~. 

Diese enthiilt den Satz (vgl. Fig. 115): 

Satz 486: Die Abschnitte, die eine beliebige Gerade von den 
beiden Asymptoten einer Hyperbel abschneidet, verhalten sich 
wie die auf die Asymptoten bezogenen Cartesischen Koordinaten 
ihres Pols hinsichtlich der Hyperbel. 

Man kann diesem Satze auch die Form geben: 
G rail mann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 18 
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Satz 486 (zweite Fassung): Konstruiert man zu einem belie
bigen Punkte der Ebene die Polare hinsichtlich einer Hyperbel 

und zugleich in dem 
Parallelogramm, das 
sich an die Asympto
ten anlehnt und jenen 
Punkt zu einer Ecke 
hat, die nicht durch 
ihn gehende Diago
nale, so ist diese Dia
gonale der Polare des 
Punktes parallel. Oder: 

Fig. 115. Konstruiert man zu 
einer beliebigen Ge

raden der Ebene den Pol hinsichtlich einer Hyperbel und au6er
dem das Parallelogramm, das den Pol zur Ecke hat und sich an 
die Asymptoten anlehnt, so ist diejenige Diagonale des Parallelo
gramms, die nicht durch den Pol hindurchgeht, jener Geraden 
paralleI1). 

Machen wir jetzt endlich wieder die besondere Annahme, daB die 
Gerade u, \J nicht mehr eine beliebige Gerade der Ebene, sondern eine 
Tangente der Hyperbel sei, woraus dann folgt, daB ihr Pol ~, ~ der Be
riihrungspunkt dieser Tangente ist, so bestehen fiir die Abschnitte a, b, 
die diese Tangente auf den Asymptoten hervorruft, und den Koordinaten 
~, l} ihres Beriihrungspunktes in bezug auf die Asymptoten als Koordi
natenachsen die Gleichungen (17) und (13), aus denen durch Elimination 
von c die Gleichung folgt: 
(27) ab = 4~~. 

Und diese Gleichung liefert zusammen mit der Proportion (26) fiir die 
Abschnitte a und b die Werte 

(28) a = 2~ und b = 2~ 

und damit den schon oben angedeuteten Satz: 

Satz 487: Die Stiicke, die eine Tangente einer Hyperbel 
von den beiden Asymptoten abschneidet, sind doppelt so groB 

1) Der Satz 486 geht iibrigens auch aus dem ersten Satze von Chr. v. Staudt 
hervor (vgl. S. 180), wenn man ibn bei einer Hyperbel auf zwei Dreiecke anwendet, 
von denen das eine durch einen beliebigen Punkt x der Ebene und die unendlich femen 
Punkte der Asymptoten bestimmt wird, wahrend das andere durch die Polaren der 
Ecken jenes Dreiecks gebildet wird. Dabei ist die in der zweiten Fassung des Satzes 486 
genannte Diagonale des Pamllelogramms die Perspektivitiitsachse beider Dreiecke. 
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wie die Koordinaten ihres Beriihrungspunktes in bezug auf die 
Asymptoten als Koordinatenachsen. 

Die Gleichung einer Parabel in bezttg aUf einen Durchmesser und 
seine Scheiteltangente. Bezieht man endlich die Gleichung einer Kurve 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse auf ein Tangentialdreieck, das nicht 
wie bisher den Punkt es, sondern den Punkt e2 zum Tangentenschnitt
punkt hat, so erhiilt man die Gleichungen: 

(29) 

(30) 
a22~~ + 2a18 ~l ~s = 0 und 

~22U~ + 2~1SUIU3 = o. 
Dabei sind dann die Seiten [es e2] und [e1 e2] Tangenten der Kurve, wahrend 
die Seite [eSe1] die Beriihrungssehne bildet; ferner ist es der Beriihrnngs
punkt der Tangente [eSej ] (vgl. Fig. 116). 

LaBt man jetzt wieder die Seite Es = [e1 e2] ins U nendliche riicken, 
laBt also dies Mal nicht die Beriihungssehne sondern eine von den beiden 
Tangenten des Tangentialdreiecks in die unend
lich ferne Gerade iibergehen, so verwandelt sich 
die durch die Gleichungen (29) und (30) dar
gestellte Kurve in eine Parabel. 

Die Beriihrungsseline [es e1] lauft alsdann 
vom Beriihrungspunkte es der Tangente [eSe2] 

nach dem Beriihrungspunkte (dem Pole) e1 der 
unendlich fernen Geraden. Entsprechend der 
Ausdrucksweise bei einer Kurve zweiter Ord
nung und zweiter Klasse mit "eigentlichem Ii, 
das soil heiBen "im Endlichen liegenden", 

Fig. 116. 

Mittelpunkt, bezeichnet man auch bei einer Parabel eine gerade Linie, 
die durch den Pol der unendlich fernen Geraden hindurchgeht, als einen 
"Durchmesser" der Kurve. Ferner nennt. man den im Endlichen lie
genden Schnittpunkt der Parabel mit einem beliebigen ihrer Durchmesser 
den "Scheitel dieses Durchmessers" und die in diesem Scheitel ge
zogene Tangente die "Scheiteitangente des Durchmessers". 

Ein solcher Parabeldurchmesser besitzt ganz entsprechende Eigen
schaften wie ein Durchmesser einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse mit "eigentlichem" Mittelpunkt. Da namlich der Parabeldurch
messer [eSe1] die Polare des unendlich fernen Punktes e2 seiner Scheitel
tangente bildet, so halbiert er samtliche zu seiner Scheiteltangente paral
lelen Sehnen (vgl. Fig. 117). Und man hat den Satz: 

Satz 488: J eder Durchmesser einer Para bel hal biert di e 
samtlichen seiner Scheiteltangente parallelen Sehnen. 

18* 
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Will man jetzt die Gleichung der Parabel auf den Durchmesser [eS e1] 

und seine Scheiteltangente [ese,] als Koordinatenachsen beziehen, so hat man 

~ .. ~J 

Fig. 117. 

nur in die Gleichungen (29) und (30) anstatt 
der Dreieckskoordinaten ~1I ~2' ~3 und ull U2, Us 

vermittelst der Formeln (1) die Cartesi
schen Punktkoordinaten ~,~ und die Hesse
schen Linienkoordinaten u, tJ einzufiihren 
und erhiilt so die Gleichungen: 

(31) a22~2 + 2013~ = 0 

(32) ~22tJ2 + 2~13U = o. 
Setzt man m der ersten von ihnen 

(33) _ (l1. 
- V, au 

so vel'wandelt sich die Gleichung In: 

(34) ~2 = 2V~. 

Man nennt die hier auftretende Konstante V den Parameter der Pa
rabel fur denjenigen Durchmesser, der zur ~-Achse des Koordi
natensystems gewiihlt ist. 

Man kann dann das Ergebnis in dem folgenden Satze zusammenstelIen: 

Satz 489: Die Gleichung einer Parabel in bezug auf einen 
Durchmesser und seine Scheiteltangente als Kool'dinatenachsen 
lautet: 
(34) ~2 = 2p];, 

wo :p der Parameter del' Parabel fiir jenen Durchmesser ist. 

SolI nun abel' die Gleichung (32) dieselbe Parabel darstellen wie die 
Gleichung (31) und (34), so miissen die ~ik die Unterdeterminanten del' 
Determinante 

0 0 013 

a = I Oikl = 0 a 22 0 

a 31 0 0 

sem. Das besagt: Es muS 

~13 = I 0 
022

1 
031 

o = - 022 013 

und 

~22 = 1 O~I 0~31 = - ais 

sem. Man erhiilt somit fUr die dem Ausdrucke (33) entsprechende Kom-
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bination del' Koeffizienten del' Gleichung (32), das heit\t fur den Ausdruck 

&13 den Wert: 
&22' 

(35) &13 = _ ::-:- au al • = _ ~2~ = ~ 
&~2 - aiS ' a,s ll' 

und die Gleichung (32) nimmt daher die Form an: 

(36) 

Damit hat man den Satz gewonnen: 
Satz 490: 1st die Gleichung 

(34) ~2 = 2lJf 
die auf einen Durchmesser und seine Scheiteltangente bezogene 
Gleichung einer Parabel in Punktkoordinaten, so lautet die auf 
dieselben Achsen bezogene Gleichung in Linienkoordinaten: 

(36) \)2 = 2 _1 U. 
II 

Fiihrt man schlieSlich in diese Gleichung anstatt del' Linienkoordi
naten u und \) vermoge del' Gleichungen (116) des 25. Abschnitts die 
Stucke a und b ein, welche die Tangente U del' Parabel von den Koordi
natenachsen abschneidet, so erhalt man die Gleichung: 

(37) 

die sich leicht geometrisch deuten laSt, wenn das Cartesische Koordinaten
system rechtwinklig ist (vgl. Fig. 118). Alsdann steht del' zur f-Achse 

-a 

gewahlte Durchmesser auf seiner 
Scheiteltangente senkrecht und hal
biert also das zu ihm senkrechte 
Sehnensystem der Kurve. Er ist daher 
eine Symmetrielinie der Parabel und 
wird als "die Achse del' Parabel" 
bezeichnet. Sein Scheitel heiSt lId e r 
Scheitel del' Parabel", seine Schei
teltangente "die S chei teltangen te 

t del' Para bel" und sein Parameter 
"del' Parameter del' Parabel". In 
del' Tat liefert in diesem Falle die 
Gleichung (37) den Satz: 

Satz 491: Errichtet man auf 
den Tangenten einer Parabel 

in ihren Schnittpunkten mit der Scheiteltangente del' Kurve die 
Lote, so schneiden diese die Achse del' Parabel aIle in einem 
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und demselben Punkte f, der yom Scheitel del' Parabel urn deren 
halben Parameter entfernt ist. Diesel' Punkt fist der unten 
naher zu betrachtende Brennpunkt del' Parabel. 

Die Mittelpunktseigmschaften der Kurven zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse entwickelt auf Grund der Gleichungen [x. xp] = 0 und [U· UP] = 0 
dieser Kurven. Ubrigens braucht man selbstverstandlich zur Ableitung 
del' Mittelpunktseigenschaften einer Kune zweiter Ordnung und zweiter 
KIasse nicht auf die Koordinatengleichungen dieser Kurven zuriickzugehen, 
sondern man kann ebenso gut die urspriinglichen Gleichungen [x· xp] = 0 
und CU· UP] = 0 der Polkurve und Polarkurve eines Polarsystems bei
behalten. Ja man gewinnt dabei sogar nebenher ohne Miihe noch einige 
besondere Ergebnisse, die man sonst leicht iibersieht. 

Man bezeichne dazu noch den Pol der unendlich fernen Geraden J 
in bezug auf ein Polarsystem P, P, den wir bereits oben (vgl. S. 254 und 
265 f.) den Mittelpunkt des Polarsystems genannt haben, mit m, setze also 

(38) m =JPj 
dann laSt sich jeder Punkt x der Ebene, der mit m gleiche Masse hat, 
durch eine Summe von del' Form 

(39) x=m+g 
darsteilen, in del' 9 eine Strecke bedeutet. 

Soil dann dieser Punkt x del' Polkurve 

(40) [x·xp]=O 
angehoren, so muS die Gleichung bestehen: 

[em + g) . (m + g)p] = 0 oder 

(41) [m·mp]+2[g·mp]+[g.gp]=0. 

Wegen (38) und del' Gleichung (57) des 31. Abschnitts ist nun abel' 

(42) 
also wird nach Satz 19 

(43) 

ml) = JPp = aJ, 

[g. mp] = a[gJ] = O. 

Die Gleichung (41) verwandelt sich daher in: 

(44) [m·mp]+[g·gp]=O. 

Diese Gleichung aber charakterisierl in der Tat den Punkt m als Mittel
punkt der Polkurvej denn sie zeigt: Sobald die mit der Gleichung (40) 
del' Polkurve gleichwertige Gleichung (44) durch irgend eine Strecke 9 be
friedigt wird, so wird sie auch durch die Sfrecke - 9 erfiillt, das heiBt, 
der Punkt m halbiert jede durch ihn hindtwchgehende Sehne der Polkurve des 
Polarsystems p, was das Merkmal des Mittelpunktes der Polkurve ist. 
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Mit Riicksicht auf die Gleichungen (38) und (42) laSt sich iibrigens 
die Gleichung (44) auch in der Form schreiben: 

(45) a[J· JP] + [g. gp] = 0, 
oder wenn man mit a multipliziert, in der Form: 

(46) a2 [J. JP] + a[g. gp] = o. 
Diese Gleichung bestatigt das schon oben in Satz 466 gefundene Ergebnis, 
daB fiir den Fall, wo 
(47) LJ· JP] > 0 

ist, das heiBt fiir den Fall, wo die Polkurve des Polarsystems peine 
Ellipse ist (vgl. Satz 464), diese Ellipse dann und nur dann reell ist, wenn 
fiir irgend eine Strecke 9 (und damit nach Satz 465 fiir jede Strecke der 
Ebene) das Produkt 
(48) a[g· gp] < 0 
ist. 

In ganz entsprechender Weise zeigt man, daS einer jeden Tangente U 
der Polarkurve eines Polarsystems zweiter Klasse Peine zweite Tangente 
entspricht, die das Spiegelbild von U in bezug auf den Punkt m = JP ist. 
In der Tat laSt sich fiir eine jede Gerade der Ebene ein Stab U angeben, 
fiir den 
(49) 

ist, unter D ein Stab verstanden, der durch den Punkt m hindurchgeht 
und mit U parallel, gleich lang und von gleichem Sinn ist. 1st nun 
speziell die Gerade des Stabes U eine Tangente der Polarkurve des Polar
systems p, geniigt also U der Gleichung 

(50) [U· UP] = 0, 

so muS wegen (49) auch die Gleichung bestehen: 

[(J + D) . (J + D)P] = 0 oder 

(51) [J. JP] + 2[ D . JP] + [D . DP] = o. 
Wegen der Gleichung (38) und mit Riicksicht auf die Bedeutung des 
Stabes D wird nun aber 

(52) [D. JP] = [Dm] = o. 
Die Gleichung (51) verkiirzt sich also zu: 

(53) [J. JP] + [D. DP] = 0 

und zeigt in dieser Form: Wenn die Gleichung (50) der Polarkurve, die 
unter der Voraussetzung (49) mit der Gleichung (53) gleichbedeutend ist, 
durch die Gerade 
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befriedigt wird, so muS sie auch durch die Gerade des Stabes 

U' = J - D = - (D - J) 
erfiillt werden. Und diese Gerade ist nach Seite 18 des ersten Bandes 
das Spiegelbild der Geraden des Stabes U in bezug auf den Punkt m. 

Wenn wir endlich den Punkt 1n oben nicht nur den Mittelpunkt der 
Polkurve oder Polarkurve des Polarsystems p, P, sondern auch den ]![ittel
punkt dieses Polarsystems selbst genannt haben, so rechtfertigt sich diese 
Bezeichnung durch die folgende Eigenschaft des Punktes m: Auch wenn 
die Polkurve 

[x·xp1=0 
des Polarsystems peine durch den Punkt m gelegte Gerade gar nicht 
schneidet, und selbst in dem Faile, wo jene Polkurve iiberhaupt imaginar 
ist, bildet der Punkt m doch immer noch den Mittelpunkt derjenigen In
volution, die das Polarsystem p auf der durch m gelegten Geraden her
vorruft. 

Um dies zu zeigen, nehme man auf einer beliebigen durch m gehen
den Geraden zwei Punkte y und z an, die von m gleich we it entfernt sind. 
Zwei solche Punkte gestatten die Darstellung 

(54) y = m + 9 und z = m - g, 

wo 9 eine Strecke der betrachteten Geraden bedeutet. Man iiberzeugt sich 
aber leicht, daB dann auch die beiden Punkte y' und z', welche die Polaren 
der Punkte y und z: 
(55) yp = mp + gp und zp = mp - gp 

y 

z 
Fig. 119. 

aus der Geraden yz 
ausschneiden, von dem 
Punkte m denselben 
Abstand haben (vgl. 
Fig. 119). 

Durch den Bruch 
p wird namlich nach 
Seite 254 f. jedem un
endlich fernen Punkte 
(jeder Strecke) 9 eine 
durch den Mittelpunkt 
m des Polarsystems 
gehende Gerade gp, 
oder, wie wir schon 

oben sagten, "ein Durchmesser des Polarsystems p" zugewlesen. 
Bezeichnen wir denselben mit D, setzen also 

(56) gp = D 
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und substituieren die Werte von gp und m aus (56) und (38) in die 
Gleichungen (55), so erhalten wir die Gleichungen: 

yp = JPp + D und zp = JPp - D, 

fiir die man wegen (42) auch schreiben kann ~ 

yp = aJ + D und zp = aJ - D oder 

(57) yp = D + aJ und zp = - (D - oJ). 

N ach Seite 18 des ersten Bandes sind nun aber die Geraden der beiden 
Stabe: D + aJ und D - aJ dem Durchmesser D parallel und von ihm 
gleich weit entfernt. Der Mittelpunkt m des Linienstiicks yz halbiert daher 
zugleich auch den Abstand der beiden Punkte, die die Polaren yp und zp 
der Punkte y und z aus der Geraden yz ausschneiden. Diese Schnittpunkte 
aber werden zugleich den Punkten y und z durch diejenige Involution zu
geordnet, die das Polarsystem p auf der Geraden yz hervorruft. Nach 
dem Satze 147 ist daher der Punkt m der Mittelpunkt dieser Involution, 
und man hat den Satz: 

Satz 492: Der Pol m der unendlich fernen Geraden hinsicht
lich eines Polarsystems p ist der Mittelpunkt einer jeden In
volution, die das Polarsystem p auf irgend einer durch m ge
legten Geraden hervorrufl 

Damit ist die Bezeichnung "Mittelpunkt des Polarsystems" gerecht
fertigt. 

Die Mittelpunktsgleichung der Polkurve eines Polarsystems zweiter Ord
nung. Es seien die Briiche 

und 

die Ausdriicke fiir ein Polarsystem zweiter Ordnung p und das adjungierte 
Polarsystem zweiter KIasse P, und es mogen dabei die Nenner ell e" es 
des ersten Bruches die Ecken des in Satz 296 beschriebenen speziellen 
Fundamentaldreiecks bilden, des sen Seiten [eSe1] und [eS e2] die Achsen 
eines Cartesischen Koordinatensystems mit beliebigem Anfangspunkte es 
sind, wahrend die dritte Seite durch die unendlich ferne Gerade dargestellt 
wird. Alsdann kann man die auf dieses Fundamentaldreieck bezogene 
Punktgleichung 

(60) [x·xp]=O 

der Polkurve in eine Streckengleichung der Kurve verwandeln, bezogen auf 
die Strecken, die vom Mittelpunkte m = JP des Polarsystems nach den 
laufenden Punkten der Kurve fiihren. 
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Nach den Gleichungen (102) des 25. Abschnitts besitzen die Massen m; 
der Ecken ei des soeben erwii.hnten speziellen Fundamentaldreiecks die 
Werte: 

(61) 
1 

m1 = 0, m2 = 0, ms = ~7.-=· 
Jl8lD f 

Die Gleichung (24) desselben Abschnitts, das heiSt die Gleichung: 

J = mlEl + m2 E2 + msEs, 
reduziert sich daher auf die Form: 

(62) 
wo nach (61) 

(63) 
1 m = ~--

s }lsin f 
ist. Nun ist wegen (59) 

0~ ~P=~ 
und nach den Gleichungen (20) und (26) des 31. Abschnitts 

(65) 
Es wird also 

(66) m = JP = msEsP= msas = mS~Slel + mSm:S2 e2 + msm:sses· 

Und da in dieser Gleichung der Punkt es die Masse ms besitzt, die 
Strecken el und e2 aber die Masse ° haben (vgl. auch die Gleichungen (61», 
80 wird die Masse des Punktes m gleich 

mi~3S" 
Fur den mit dem Mittelpunkte m des Polarsystems p, P zusammenfallen
den einfachen Punkt erhiilt man also wegen (63) den Ausdruck: 

(67) 

und man kann daher jeden einfachen Punkt x durch die Summe aus dem 

einfachen Punkte i-; ysin2 fund einer Strecke x' darstellen, das heiBt durch 

eine Summe von der Form 

(68) 
m s --~ 

X = x' + rfsin2f, 
55 

in der x' den "Trager des Punktes x vom Punkte m aus gezogen", das heiBt 
die Strecke bedeutet, die vom Mittelpunkte m des Polarsystems nach dem 
Punkte x hinHiufV). Die Strecke x' kann daher als der "Mittelpunkts
trager des Punktes x" bezeichnet werden. 

Bei Einfuhrung des Wertes (68) von x nimmt nun die Gleichung (60) 
der Polkurve die Gestalt an: 

1) V gl. Bd. I, Seite 167 und Seite 174 f. 
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[(x' + ;:g Vsln2r) . (x' + i~ -Vsin'T)pJ = ° oder 

ex'· x'p] + _2_ -yffin2T[m . x'pJ + -~ -vsin4f[m. mpJ = 0. mg8 mg. 
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In dieser Gleichung aber verschwindet das zweite Glied der linken Seite. 
Denn die Gerade des Stabes x'p ist als Polare des unendlich fernen 
Punktes x' derjenige Durchmesser der Kurve, der dem Durchmesser mit 
der R.ichtung x' konjugiert istj und als Durchmesser geht dann diese 
Gerade durch den Mittelpunkt m des Polarsystems hindurch, das heiBt, 
es besteht die Gleichung: 
(70) [m . x'p] = ° . 
Aber auch das dritte Glied auf der link en Seite von (69) liiBt sich noch 
vereinfachen. Nach der Gleichung (66) ist namlich der Mittelpunkt m des 
Polarsystems 
(71) m = msas 
und stellt sich iiberdies als Vielfachensumme der e; dar vermoge der 
Formel: 

also wird 
(72) 
Dnd multipliziert man diese Gleichung planimetrisch mit der Gleichung 
(71) und berucksichtigt dabei, daB nach den Gleichungen (33), (20) und 
(28) des 31. Abschnitts 

(73) CasAl] = 0, [asA2] ~ 0, CasAs] = [AIA2As] = Q 

ist, so erhalt man fur das in (69) auftretende Produkt [m . mp] den Wert: 

[m. mp] = mi~ssQ 
oder wegen (63) 

(74) 
1 [m . mp] = ~ --- - Q. 

3S -lit ..• f vsm 

Die Gleichung (69) nimmt daher die Form an: 

(75) 

und man hat den Satz: 
Satz 493: Benutzt man als Nenner eu e2 , e3 des Bruches 

(58) 

fur ein Polarsystem zweiter Ordnung p die Ecken desjenigen 
speziellen Fundamentaldreiecks, das in dem Satze 296 einge
fuhrt ist, legt also die beiden ersten Ecken des Fundamental
dreiecks in die unendlich ferne Gerade und macht sie zwei 
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Strecken gleich, die miteinander den Winkel f einschlieBen 

und die Lange j/ haben, wahrend man aIs dritte Ecke einen 
V sin f 

belie bigen im Endlichen liegenden Punkt verwendet, dessen 

Masse denselben Zahlwert J/~: besitzt, so lautet die Strecken-
V sin f 

gleichung der Polkurve des Polarsystems p bezogen auf dessen 
Mittelpunkt als Anfangspunkt der laufenden Trager x' der 
Kurve: 

(75) [ ' '] Q ~/ • sf 0 x . x p + .. - If sm = , 
m:ss 

wo die Bedeutung der Konstanten a und ~aa aus den Gleichungen 
(73) und (65) zu entnehmen ist. 

Die Hauptachsen eines Polarsystems. Zwei aufeinander senkrecht stehende 
konjugierte Durchmesser eines Polarsystems besitzen die Eigenschaft, daB 
jeder von ihnen eine Symmetrielinie des Polarsystems bildet. Denll er 
halbiert jede zu ihm senkrechte Sehne der Polkurve, und allgemeiner, er 
trifft eine jede zu ihm senkrechte Gerade in dem Mittelpunkte derjenigen 
Punktinvolution, die das Polarsystem auf dieser Geraden hervorruft (vgl. 
Satz 482). Man nennt daher zwei zueinander senkrechte konjugierte Durch
messer "Hau ptachsen des Polarsystems" (vgl. die FuBnote aufSeite 267). 

U m die Hauptachsen aufzufinden, verwendet man am besten ein recht
winkliges Koordinatensystem, macht also den oben mit f bezeichneten 
Winkel 

(76) 

Dann nimmt die Mittelpunktsgleichung (75) der Polkurve die einfachere 
Gestalt an: 

(77) [x'. x'p] + a:- = O. 
'«S3 

Ferner bekommt man fiir den mit dem Mittelpunkt m des Polarsystems p 
zusammenfallenden einfachen Punkt ea' wegen (67) den Ausdruck 

(78) 
, m 

ea = ar--, 
'«ss 

und endlich erhalten die 1m Satze 493 vorkommenden Strecken e1 und e2 

die Lange 1. 

AuBerdem bedient man sich zur Bestimmung der Hauptachsen eines 
Polarsystems mit Vorteil einer gewissen speziellen projektiven Abbildung k, 
die den Strecken der Ebene Stabe zuweist, deren Geraden durch den 
Punkt ea' gehen und auf jenen Strecken senkrecht stehen. Dazu fiihre 
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man noch die Stiibe ein 

(79) 
alsdann ordnet der Bruch 

(80) 

nicht nur den Strecken el und e, der Koordinatenachsen die zu ihnen 
senkrechten, mit ihnen gleich langen und von ihnen im Sinne des rechten 

, 
E.t 

Winkels L (e,el ) abweichenden Stiibe E/ und E,' 
zu (vgl. Fig. 120), sondem er weist uberhaupt jeder 
Strecke einen durch den Punkt es' gehenden, mit ihr 
gleich langen und zu ihr senkrechten Stab zu, der 
von der Originalstrecke im Sinne des Winkels L (e2e1) 

um einen rechten Winkel abweicht. Dieser Bruch k 
ist ein Ausschnitt des in ein imaginiires Linienpaar 
mit dem reellen Schnittpunkt es' zerfallenden Polar
systems zweiter Ordnung 

t'': 0--+----. 
e, 

(81) 
Fig. 120. 

Man frage sodann nach denjenigen Strecken gi' 
deren Polaren giP hinsichtlich des Polarsystems P sich von den in der 
"rechtwinkligen Projektivitiit k" jenen Strecken g; zugeordneten Stiiben 
9ik nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, fiir die also eine Gleichung 
von der Form 

(82) giP = nigik 

gilt, in der no eine ZahlgroBe bedeutet, und gi selbstverstiindlich nicht 
null sein darf. Um aus dieser Gleichung gi zu bestimmen, schreibe man 
sie zuerst in der Form: 

(83) 

und ersetze dann die Strecke gi durch ihren Ableitungsausdruck: 

(84) 

Dadurch verwandelt sich die Gleichung (83) in: 

(85) 9il el(P - nJol) + 9;2 e2(p - nik) = 0 

oder, wenn man die Gleichungen (58) und (80) verwertet, in: 

(86) 9H(A! - niE;) + 9i2(A, - niE;) = O. 

In dieser Form sagt die Gleichung aus, daB die beiden Stiibe 

Al - niE; und A, - niE; 

m eme gerade Linie fallen. 
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Um aus ihr das VerhiHtnis der Ableitzahlen 9il und 9.2 der Strecke gi 
zu ermitteln, hat man zuvor die zugehorige ZahlgroBe ni aufzusuchen. 
Dazu leite man aus der extensiven Gleichung (86) eine Zahlgleichung abo 
In der Gleichung (86) konnen nicht beide Koeffizienten 9ir, r = 1,2, gleich
zeitig null sein, weil sonst gi verschwinden wiirde, was oben ausgeschlossen 
ist. Die Gleichung sagt daher aus, daB die heiden Stabe 

Al - niE; und A,l - niE; 

bis auf einen Zahlfaktor einander gleich sind, woraus wiederum folgt, daB 
ihr planimetrisches Produkt verschwindet, daB also die Gleichung besteht: 

(87) [(Al - n;E;)(AJ - n;ED] = 0 
oder 
(88) [A1A2] - n;{[E;A2] + [AlE;]} + n;[E;E;] = O. 
Hier ist 

(89) { Al = allEl + aUEll + alSEs 

~ = aUEl + auE, + assEs· 

Andererseits weiB man, daB die Stii.be Al und As als Polaren der unend
lich fernen Punkte el und e,l durch den Mittelpunkt e; des Polarsystems 
hindurchgehen, daB sie sich also als Vielfachensummen der beiden Stabe 
E; und E; allein miissen darstellen lassen. Da ferner die Stabe E; und 
E; mit den Stab en El und E, gleichlang und gleichlaufig sind, so miissen 
die Koeffizienten, vermoge deren die GroBen Al und ~ aus E; und E; 
abgeleitet werden konnen, mit den in (89) auftretenden Koeffizienten von 
El und E, iibereinstimmen, das heiBt, man erhalt die Gleichungen: 

{AI = QllE; + a12 E; 
(90) 

As = Q,lE; + a22 E;, 
und es wird daher: 

[A A] = i Qu au i [E'E'] 
l! lalll a,l2 i l2' 

[E;~] = a22 [E;E;] , 
[AlE;] = au [E;E;] . 

Bei Einfiihrung dieser Werte aber reduziert sich die Gleichung (88), wenn 
man zugleich mit [E; E;] dividiert und beriicksichtigt, daB a2l = au ist, 
auf die Form: 

(91) 

Sie liefert fiir nj die beiden Werte:· 

(92) 
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die iibrigens mit Riicksieht auf die Reellitiit der Ableitzahlen aik des Polar
systems (vgl. Seite 143) sieher reell sind. 

Fur die Verhiiltnisse der Ableitsahlen 911 und 912' 921 und 922 der den 
ZahlgroBen u1 und u2 zugehorigen Strecken gl und g2 erhiilt man dann 
aus (86) die Proportionen: 

(93) 
1911 : 912 = - (..12 - u1E;) : (AI - ulE;) 
1921 : 922 = - (A2 - n2E;) : (AI - u2E;) . 

U m ferner die Lage der beiden Streeken gl und g2 zueinander zu er
kennen, multipliziere man die Definitionsgleiehungen (82) der g;, das heiBt 
die Gleichungen: 

(94) 

planimetrisch 

(95) 

(96) 

{ glP = n1 g1 k 

g2P = U2g2 k, 

beziehlich mit g2 und gl und enthiilt so: 

[g2 . glP] = U1[g2 . glk] 
[g] . U2P] = U2[gl . g2 k ]. 

Und subtrahiert man diese Gleichungen von einander unter Berucksich
tigung der ersten Grundgleiehung des Polarsystems (vgl. Seite 176) und 
der entsprechenden Gleiehung fur die Projektivitiit 1~, die wegen der Glei
ehungen (80) und (79) ebenfalls befriedigt wird, so erhalt man die Glei
chung 
(97) (nl - U2)[g2 . glk] = O. 
Wenn also 
(98) 

das heiBt, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleiehung (91) von elll
ander verschieden sind, so muB 

(99) 

sein. Diese Gleichung aber sagt aus, daB die Strecken gl und g2 auf
einander senkrecht stehen, daB es also unter der Voraussetzung (98) in 
dem Polarsystem P iiberhaupt nur ein Paar sueinander senkrechter kon
jugierter Durchmesser gibt, wodurch das schon oben in der FuBnote zu 
Seite 267 gefundene Ergebnis bestiitigt wird. 

DaB die beiden oben gewonnenen Strecken gl und g2 wirklich auch 
hinsichtlich p konjugiert sind, erkennt man sofort, wenn man in die Glei
chung (95) fur das Produkt [g2' U11~] seinen Wert Null aus (99) sub
stituiert, wodurch man die Gleichung erhiilt 

(100) [g2' glP] = 0, 
welche die angegebene Eigenschaft ausspricht. 

Wie wir iibrigens vermoge der Gleichungen (93) die Ableitzahlen 
der Streeken gl und g2' oder doeh ihre Verhiiltnisse, als Funktionen der 
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ZahlgroBen Ul und U2 dargestellt haben, kann man auch umgekehrt die 
ZahlgrofJen ul und u2 durch die Strecken gl und g2 ausdriicken. Multipli
ziert man namlich die Gleichungen (94) planimetrisch beziehlich mit 91 
und 92 und gibt den Strecken lit und 9ll etwa die Lange I, so daB 

(101) [91' g1 k ] = [g2' g2k] = 1 

wird, so nehmen die mit jenen Faktoren multiplizierten Gleichungen (94) 
die Form an: 

(102) 

Setzt man daher noch 
(103) 

{[gl . 9lP] = ul 

[g2 . 92P] = us' 

wo ~ und ~ die rechtwinkligen Koordinaten in bezug auf die Hauptachsen 
91 und 92 des Polarsystems p sind, so verwandelt sich die Gleichung (77) in: 

[(~gl + ~g2) . (~gl + ~92)P] + o.Q- = 0 
«<33 

oder wegen (100) und (102) in: 

(104) 

Dabei sind u1 und Ull die zur ~- und ~-Achse gehOrigen Wurzeln der 
Gleichung (91). 

Ubrigens reduziert sich infolge der Verwendung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems auch noch der Ausdruck (66) fiir den Mittelpunkt m 
des Polarsystems ein wenig; denn wegen (76) verwandelt sich die Glei
chung (63) in 
(105) 

so daB aus den 

(106) 

ms = I, 

Gleichungen (u6) und (65) fiir m de/Wert folgt 

m = [AIA2]' 

Man erhalt also den folgenden Satz: 

Satz 494: Stellt man ein Polarsystem zweiter Ordnung p 
durch einen Bruch 

(58) 

dar, in dem die beiden ersten N enner e1 und ell zwei zu einander 
senkrechte Strecken von der Lange 1 sind und der dritte Nenner es 
ainen beliebigen einfachen Punkt der Ebene bedeutet, so wird 
der Mittelpunkt m des Polarsystems durch die Gleichung (106) 
ausgedriickt. Ferner ergeben sich fiir die Ableitzahlen 9111 912 
und 921' 922 zweier Strecken gl und 92 der beiden Hauptachsen 
die Proportion en (93). Endlich lautet die auf die Hauptachsen 
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als Koordinatenachsen bezogene Gleichung del' Polkurve: 

(104) Ul~2 + UlI~2 + i- = 0, 
88 

WO U1 und Us die Wurzeln (92) del' Gleichung (91) sind, a die 
Determinante laikl del' Ableitzahlen del' Zahler A.i von p und 
~ss die zu dem Elemente ass gehorige Unterdeterminante diesel' 
Determinante ist. 

Die Gleichungen einer Ellipse und Hyperbel auf die Hauptachsen be
sogen. 1st a + 0, BO laBt sich die Gleichung (104) auch in del' Form 
schreiben: 

(107) 

In ihr besitzen die beiden in den Nennern auftretenden Quadratwurzeln 
eine einfache geometrische Bedeutung. Setzt man niimlich in der Glei
chung (107) 

suerst ~ = 0 und bestimmt aus ihr die zugehorigen Werte von ~, 

und setzt 

andererseits in ihr ~ = 0 und bestimmt die zugehOrigen Werte von 
~, so findet man, daB jene beiden Quadratwurzeln die Lange del' Stucke 
darsteilen, welche die Kurve (107) von del' !;- und ~-Achse abschneidet. 
Bezeichnet man daher die Werte der beiden Quadratwurzeln, je nachdem 
sie ree11 odeI' rein imaginal' sind, mit a und b odeI' ia und ib, wo a und 
b positiv sind, und wo jetzt del' Buchstabe a eine andere Bedeutung hat 
wie bisher, so nimmt die Gleichung (107) die Form an: 

~I 1)1 

(108) + -no + -f'- = 1. 

Dieselbe umfaBt die folgenden 4 verschiedenen Gleichungsformen: 
Erstens die Hauptachsengleichung einer reellen Ellipse mit den 

Halbachsen a und b: 

(109) 

sweitens die Hauptachsengleichung einer die ~-Achse schneiden
den Hyperbel mit den Halbachsen a und ib: 

(110) 

drittens die Hauptachsengleichung einer die ~-AchBe Bchneiden
den Hyperbel mit den Halbachsen ia und b: 

(111) 

GraBmann: Projektive Geometrie d. Eben •. II. 19 
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diese Hyperbel ist zu der Hyperbel (110) lwnjugiert (vgl. Seite 175 des 
ersten Bandes); 

viertens endlich die Hauptachsengleichung einer imaginaren Ellipse 
mit den Halbachsen ia und if>: 

(112) 

Dabei sind die "Liingenfaktoren f> und a" der imaginaren Halbachsen 
if> und ia der konjugierten Hyperbeln (110) und (111) nach Band I 
Seite 173ff. die Langen der Tangenten dieser Hyperbeln in deren 
Scheiteln, das heiBt in deren Schnittpunkten mit der sie treffenden 
Hauptachse, gezogen und gerechnet bis zum Schnitt mit einer Asymptote. 

Weiter kann man sogleich den Bruch fiir die Punkt-Stab-Zuordnung 
eines jeden Polarsystems angeben, das einer der vier Kurven (109) bis 
(112) zugehort, und dessen erste Nenner zwei Strecken el und e! von der 
Lange 1 sind, die den Hauptachsen der Kurve parallel laufen, wahrend 
der dritte Nenner derjenige einfache Punkt es ist, der mit dem Mittelpunkt 
der Kurve zusammenfalit. In der Tat entspricht zum Beispiel den beiden 
Gleichungen 

(113) 

der reellen Ellipse und der die x-Achse schneidenden Hyperbel das fol
gende System Ableitzahlen fur die Zahler dieses Bruches 

r~ :" a12 = 0, alS = 0, 

(114) a2l =0, 
1 

0, a22 = ± bT' °2S = 

asl = 0 , as! = 0, ass = - 1, 

wobei sich ebenso wie in (113) das obere Vorzeichen auf die Ellipse, das 
untere auf die Hyperbel bezieht. 

Fiir das Polarsystem Pl einer reellen Ellipse mit den Halbachsen a 
und f> ergibt sich also die Bruchdarstellung: 

(115) 

1 1 
(it E 1 , -hI E" - Es 

P - ----------
1 - ell e" es 

und fiir das Polarsystem P2 der Hyperbel mit den Halbachsen a und ib 
der Bruch: 

(116) 

Und da die Gleichungen (111) und (112) aus (109) und (110) dadurch 
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hervorgehen, daB man a2 mit - a2 vertauscht, so erhalt man fUr das 
Polarsystem P s del' Hyperbel (111), daB heiBt der Hyperbel mit den 
Halbachsen i a und 0, den Bruch: 

(117) 

1 1 
- a.El' bTE., - E3 

P = -~----------
S elJ e' J e. 

und endlich flir das Polarsystem P 4 der imaginaren Ellipse mit den Halb
achsen ia und to die Darstellung: 

1 1 
- (iT E l , - -b'- E., - Es 

P4= (118) 

Um die Beziehung dieses Polarsystems Poi der imaginaren Ellipse (112) 
zu dem Polarsystem p. der "zugehorigen reellen Ellipse" (109) zu 
finden, daB heiBt derjenigen reellen Ellipse, deren Halbachsen a und 0 
mit den "Langenfaktoren a und 0" der imaginaren Halbachsen i a und i 0 
der imaginaren Ellipse (112) libereinstimmen, fiihre man noch die Stab
Stab -Kollineation 

(119) 

ein, welche einen jeden Stab in sein Spiegelbild III bezug auf den Punkt 
Cs = [El E2J verwandelt. In der Tat flihrt sie den Stab 

U = u1E1 + u2E 2 + usEs 
in den Stab 

U' = - u1E1 - u2E 2 + usEs 

libel'. Dieser aber ist das Spiegelbild des Stabes U am Punkte es; denn die Stiibe 

u1E1 + u2E 2 und 

- u1E1 - u2E 2 

gehen durch den Punkt es = [El E2J und unterscheiden sich nUl" dem 
Sinne nacho Sie erfahren daher durch Hinzufiigung des FeMes usEs eine 
Verschiebung aus ihrer Linie von gleicher GroBe abel' nach entgegen
gesetzter Seite (vgl. Seite 18 des erst en Bandes). 

Nun laBt sich der Bruch P 4 als Folgeproduktl) del' Bruche PI und $ 
darstellen, das heiBt, es wird 
(120) P4 = PI $, 

und diese Gleichung zeigt: Man bildet zu einem beliebigen Punkte x die 
Polare in bezug auf das Polarsystem 1)4 der imaginaren Ellipse (112), 
indem man zuerst die Polare in bezug auf das Polarsystem PI der zu-

1) V gl. Seite 123 fr. des ersten Bandes, namentlich Satz 81. 
19* 
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gehorigen reeilen Ellipse (109) bestimmt und diese Polare dann am MitteI
punkte der reeilen Ellipse spiegelt (vgl. Fig. 121). 

I 
I 

N ennt man noch die Gerade, die man 
erhiilt, wenn man zu einem Punkte x in be

~:?-/) $ 

o I / 
,., 

zug auf ein Polarsystem p die Polare xp 
bildet und diese am Mittelpunkte des Polar
systems spiegelt, die "Antipolare des 
Punktes x hinsichtlich des Polar
system s p", so kann man das gewonnene 
Ergebnis in der Form aussprechen: PI I 

, ZP1 

Fig. 121. 

Antipolare des 
Ellipse. 

Satz 495: Die Po lare eines belie
bigen Punktes in bezug auf eine imagi
nare Ellipse fallt zusammen mit der 

Punktes hinsichtlich der zugehorigen reeHen 



Siebenter Hauptteil. 

Das Kegelschnittbiischel nnd die Kegelschnittschar . 

.Abschnitt 35. 

Das KegelschnitthUschel. 

Begriff eines Kegelschnittbiischels. Die Ergebnisse des 32 . .Abschnitts 
tiber entartende Polarsysteme gewinnen eine besondere Bedeutung bei der 
Betrachtung der linearen Systeme von Kurven zweiter Ordnung und 
zweiter Klass6. 

Es seien zwei von einander linear unabhangige Polarsysteme zweiter 
Ordnung 1) gegeben durch ihre involutorischen Punkt-Stab-Brtiche: 

(1) 

und es werde nach solchen Punkten dt der Ebene gefragt, deren Polm·en 
dtp und dtq, genommen hinsichtlich der beiden Polarsysteme P und q, in 
eine einzige Gerade zusammenfallen, so daB also fiir jeden von diesen 
Punkten dt eine Gleichung von der Form besteht: 

(3) dtp = nAq, 

in der nt eine ZahlgroBe bedeutet, und in der dt selbstverstandlich nicht 
null sein darf. 

Gibt man dieser Gleichung die Gestalt: 

(4) dt(p - ntq) = 0, 

so fiihrt Sle auf die Frage nach der Bedeutung emes .Ausdrucks von der 
Form 

f)p + fq, 

in dem f) und f zwei ZahlgroBen sind. Es laSt sich zeigen, daB ein 
solcher .Ausdruck ebenso wie die Briiche P und q selbst die Pun7ct-Stab-

1) Mit Riicksicht auf den in Band 1 Seite 256 aufgestellten Begriff linear un
abhangiger Projektivitaten derselben Geraden versteht es sich von selbst, wann man 
zwei oder mehr Polarsysteme zweiter Ordnung oder zweiter Klasse linear unabh~ngig 
von einander nennen wird. 
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Ztwrdnung eines gewissen Polarsystems darstellt; es wird namlich: 

(5) 

Damit ist die "Vielfachensumme" ~p + fq der beiden Polarsysteme p 
und q bereits auf die Form eines Reziprozitatsbruches gebracht, der 
Punkte in Stabe uberfuhrt. Dieser Bruch ist aber auch involutorisch 
(vgl. Seite 172 und 192). Denn aus den Gleichungen 

(6) [z· ypJ = [y. zp] und [z· yq] = [y. zq], 

welche die Bruche p und q als involutorisch charakterisieren (vgl. Seite 175 f.), 
folgert man durch lineare Verknupfung sofort, daB die entsprechende 
Gleichung 
(7) [s . y(~p + fq)] = [y . s(~p + fq)] 

auch fur die Sum me 1)p + fq besteht. Die Vielfachensumme (5) ist also 
wirklich der analytische Ausdruck der Punkf-Stab-Zuordnung eines gewissen 
Polarsystems oder, wie wir oben sagten, der Ausdruck eines Polarsystems 
sweiter Ordnung. 

Urn die samtlichen Polarsysteme uberblicken zu konnen, die bei ver
iinderlichem 1) und f durch eine Vielfachensumme von der Form 9P + fq 
dargestellt werden, beachte man, daB zwei Polarsysteme 1)p + fq, bei denen 

das Verhiiltnis ~- denselben Wert hat, geometrisch nicht von einander ver

schieden sind und insbesondere dieselbe Polkurve besitsen. In der Tat laBt 
sich ja die Vielfachensumme 9P + fq, falls f) 9= 0 ist, auch in der Form 
schreiben: 

(t) 

welche zeigt, daB aile Polarsysteme f)p + fq, fur die das Verhaltnis i 
denselben Wert hat, sich nur urn einen Zahlfaktor von einander unter
scheiden und also jedem beliebigen Punkte dieselbe Gerade als Pol are zu
weisen, wenn auch die Lange oder der Sinn seines Polarstabes oder beides 
fur zwei solche Polarsysteme verschieden ausfallen wird. Aus diesem 
Grunde umfaBt die Gesamtheit der Polarsysteme, die durch die Vielfachen
summe f)p + fq ausgedruckt wird, auch nur eine einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit riiumlich verschiedener Polarsysteme 1). 

Wir bezeichnen diese Mannigfaltigkeit als ein Buschel von Polar· 
systemen. Dementsprechend moge die Gesamtheit der Polkurven eines 

1) In vielen Fallen wird es daher ausreichen, der oben betrachteten Vielfachen
summe ~p + fq zweier Polarsy.teme p und q die einfachere Form p - gq zu geben, 

indem man in dem Ausdruck Ct) den Faktor ~ wegUi..6t und das Verhaltnis i = - 9 setzt. 
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solchen Biischels von Polarsystemen ein Biischel von Kurven zweiter 
Ordnung oder kiirzer ein Kegelschnittbiischel genannt werden. 

Schon auf Seite 85ff. des erst en Bandes wurde die Bezeichnung 
"Biischel von Kurven zweiter Ordnung" fiir die Gesamtheit der Kurven 
zweiter Ordnung gebraucht, die durch vier feste Punkte hindurchgehen. 
Es wird sich weiter unten zeigen, daB der soeben eingefiihrte Begriff der 
Polkurven eines Biischels von Polarsystemen nur insofern etwas all
gemeiner ist wie jener Begriff del' Kurven zweiter Ordnung, die durch 
vier feste Punkte gehen, als die Beschrankung auf vier reelle Schnitt
punkte fortfallt, und iiberdies auch die FaIle mit umfaBt werden, in denen 
von jenen vier Punkten zwei oder mehr Punkte in einen einzigen Punkt 
zusammenfallen. 

In der Tat sind die Polkurven eines Biischels von Polarsystemen da
durch ausgezeichnet, daB jeder Punkt x, der den beiden "Grundkurven" 
p und q des Biischels gemeinsam ist, der also den beiden Gleichungen: 

(8) [x·xp]=O und [x·xq]=O 

gleichzeitig Geniige leistet, zugleich auch jeder Kurve des Kegelschnitt
biischels ~p + fq angehort; denn aus den Gleichungen (8) folgert man 
durch lineare Verkniipfung ohne weitereres das Bestehen del' Gleichung: 

(9) [x· x(~p + fq)] = 0 
fiir beliebige Werte von ~ und f, womit wirklich der Satz be wiesen ist: 

Satz 496: Ein jeder Punkt, del' den beiden Grundkurven p 
und q eines Kegelschnittbiischels ~p + fq gemeinsam ist, ge
hort iiberhaupt jeder Kurve dieses Biischels an. 

Sind umgekehrt ~lP + fl q und ~2P + f2 q irgend zwei von einander 
verschiedene Kurven des Biischels, ist also 

(10) _fl + 1_ 
1)1 1), ' 

so ist jeder Schnittpunkt x dieser beiden Kurven auch auf den beiden 
Grundkurven p und q enthalten, und also iiberhaupt auf samtlichen Kurven 
des Biischels. Schreibt man namlich die Gleichungen jener beiden be
liebigen Kurven des Biischels: 

[x . X(~lP + fl q)] = 0 und [x· X(~2P + f2q)] = 0 
in der Form: 

(11) ~l[X' xp] + fl[x· xq] = 0 und fh[x, xp] + f2 [x. xq] = 0 

und setzt voraus, daB diese Gleichungen fUr einen und denselben Punkt x 
gleichzeitig bestehen, so hat man in den Gleichungen (11) ein System 
zweier linearen homogenen Gleichungen zwischen den beiden GroBen 

[x·xp] und [x·xqJ. 
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Und da die Resultante 

I ~l ~ I 
~s f2 

dieses Systems (11) wegen (10) von Null verschieden ist, so folgt aus 
den Gleichungen (11), daB die GroBen [x· xp] und [x· xq] einzeln ver
schwinden mussen, das heiBt, daB fiir den Punkt x auch die Gleichungen 
gelten: 
(12) [x.xp]=O und [x.xq]=O. 

Diese Gleichungen aber zeigen in der Tat, daB auch die beiden Grund
kurven p und q und somit (nach Satz 496) samtliche Kurven des Biischels 
durch den Punkt x hindurchgehen. 

Man hat also die folgende Verallgemeinerung des Sates 496: 
Satz 497: Ein jeder Punkt, der irgend zwei verschiedenen 

Kurven eines Kegelschnittbiischels gemeinsam ist, gehort iiber
haupt samtlichen Kurven des Buschele an. 

Die Grundpunkte, Hauptpunkte und Hauptzahlen eines Kegelschnitt
biischels. Um nun "die Grundpunkte des Kegelschnittbuschels 
~p + fq", das heiBt diejenigen Punkte zu finden, die allen Kurven des 
Biischels gemeinsam sind, Buche man zuerst die durch die obigen GIei
chungen 
(3) 
(4) 

dtp = ntdtq oder 

dlp - ntq) = 0 

charakterisierten Punkte dt auf. Wie auf Seite 207 if. gezeigt ist, sagt die 
Gleichung (4) aus, daB das in dem Biischel ~p + f q enthaltene Polarsystem 

(13) 

ein entartendes Polarsystem zweiter Ordnung ist, daB namlich seine Pol
kurve in ein Linienpaar mit dem Doppelpunkte dt oder in eine Doppel
linie zerfallt, welcher der Punkt dt angehort. 

Aber die. Gleichung (4) gestattet es auch, diejenigen Punkte dt • die 
der Bedingung (3) genugen, wir bezeichnen sie als "die Hauptpunkte 
des Kegelschnittbuschels", und ebenso die zugehorigen Zahlwerte ntl 

"die Hauptzahlen des Kegelschnittbuschels", zu bestimmen. Dazu 
ersetze man in der Gleichung (4) den Hauptpunkt dt durch seinen Ab
leitausdruck: 
(14) dt = bt lel + b, se2 + bt ses, , , , 
wodurch diese Gleichung die Gestalt annimmt: 

bt,l el(p - ntq) + bt,2 es(p - ntq) + bt,s escp - ntq) = 0 
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oder wegen (13) die Form: 

(15) Ot,l (AI - utBI ) + Ot,2(A2 - utBa) + Ot,s(As - utBs) = O. 

In diesel' Form sagt die Gleichung aus, daB zwischen den Zahlerstaben 
Ar - utBr , r = 1, 2, 3, des Bruches p - utq eine Zahlbeziehung herrschtr 
daB die Geraden del' drei Stabe also durch einen Punkt gehen, wie es 
ja nach del' Gleichung (4) des 32. Abschnitts bei einem entartenden Polar
systeme zweiter Ordnung del' Fall sein muB. EEl wird hierdurch bestatigtr 
daB das Polarsystem p _·utq entartet. Dabei zerfallt seine Polkurve, wie 
schon oben bemerkt ist, in ein Linienpaar, das den Hauptpunkt dt des 
Kegelschnittbiischels zum Doppelpunkte hat, und das auch in eine Doppel
linie iibergehen kann, die den Punkt dt enthiilt (vgl. Seite 214 ff.). 

Um die Verhaltnisse del' Ableitzahlen bt,v Ot,2' bt,s dieses Haupt
punktes dt aus del' Gleichung (15) entwickeln zu konnen, hat man zu
nachst die in diesel' Gleichung auftretende, dem Hauptpunkte dt zu
gehorende Hauptzahl ut zu ermitteln, und leite dazu aus der extensiven 
Gleichung (15) eine Zahlgleichung abo 

In del' Gleichung (15) konnen nicht aUe drei Koeffizienten Ol,r, r = 1,2,3, 
gleichzeitig null sein, weil sonst wegen (14) auch d verschwinden wiirde, 
was oben ausgeschlossen ist. Es sei daher etwa del' Koeffizient bt ,. von 
Null verschieden. Dann multipliziere man die Gleichung (15) planimetrisch 
mit dem Produkte derjenigen beiden GroBen Ar - utBr, die diesel' Zahl
groBe bt 8 nicht entsprechen; so erhalt man die Gleichung 

'. 
bt,.[(Al - UtBI)(Aa - UtBa) (As - utBs)] = 0, 

oder da Ot,. =F 0 ist, die Gleichung 

(16) [(AI - ut B I )(A2 - ut B2) (As - utBs)] = O· 

Diese Gleichung abel' - wir nennen sie "die Hauptgleichung des 
Kegelschnittbiischels" - ist eine Zahlgleichung dritten Grades in 
bezug auf ut • Wenn sie daher nicht fiir beliebige Werte von ut erfiillt 
wird, odeI' was dasselbe ist, wenn nicht samtliche Kurven zweiter Ord
nung des Kegelschnittbiischels p - utq zerfallen, so liefert sie fiir die 
ZahlgroBe ut drei Werte Uv U2 , us, die wir als "die drei Hauptzahlen 
des Kegelschnittbiischels" bezeichnen wollen. 

Die drei Hauptzahlen des Biischels sind reell und von einander ver
schieden: Die drei Hauptpunkte des Kegelschnittbiischels als Ecken seines 
gemeinsamen Polardreiecks. Hat man die drei Hauptzahlen des Biischels 
bestimmt, und sind sie aIle von einander verschieden, so laBt sich zu jeder 
Hauptzahl Ut mit Hiilfe del' extensiven Gleichung (15) del' zugehorige 
Hauptpunkt dt auffinden. 
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1st insbesondere die Hauptzahl ut reell, so multipliziere man die Glei
chung (15) der Reihe nach mit den Staben 

Ar- utBr, r = 1, 2, 3, 

und erhalt so die Verhaltnisse der drei Ableitzahlen Ot,lI Ot,a, Ot,S des 
Punktes dt. Durch Multiplikation mit dem Stabe Al - utBl ergibt sich 
zum Beispiel die Gleichung: 

0= Ot,2[(A1 - utBl)(AlI - ntB2)] + Ot,s[(Al - UtBl)(As- utBs)]. 

Aus ihr aber und den beiden andern auf diese Weise entstehenden Glei
chungen folgt die laufende Proportion: 

(17) { Ot,l: Ot,2 : Ot,S = [(Aa - UtBa) (As - utBs)] ~ [(As - utBs) (Al - ntBl)] 
. [(Al-lttB1) (Aa-UtBa)] , 

durch welche die Lage des Punktes dt festgelegt wird. Eine Unbestimmt
heit tritt nur ein, wenn alle drei Produkte zu je zweien, die man aus den 
drei Gro6en Ar - ntBr, r = I, 2, 3, bilden kann, gleichzeitig verschwinden, 
in dem Falle also, wo das Linienpaar, das die Polkurve des Polarsystems 
(13) darstellt, noch weiter, namlich zu einer Doppellinie, entartet ist 
(vgl. Seite 214 fl.). Dieser Fall moge einstweilen von der Untersuchung 
ausgeschlossen bleiben. 

Man kann aber ferner noch den Satz beweisen: 
Satz 498: Besteht ein Kegelschnittbiischel nicht aus lauter 

zerfallenden Kurven zweiter Ordnung, und sind die drei Haupt
zahlen ut des Biischels reell und von einander verschieden, so 
bilden die drei ihnen zugehorenden Hauptpunkte dt des Biischels 
ein eigentliches Dreieck. 

Dazu zeige man zuniichst wieder genau so wie bei der entsprechenden 
Untersuchung iiber die Doppelpunkte einer Kollineation (vgl. Seite 86 fl.), 
dafJ keine zwei von den Punkten dt sich nur urn einen Zahlfaktor von ein
ander unterscheiden konnen. 

Angenommen, es ware 
(*) 

wo seine Zahlgro6e bedeutet, so mii6te auch 

d2P = sdlP, 
das hei6t, wegen (3) 

oder wegen (*) 
uasdl q = sn1 dl q sein. 

Setzt man daher noch voraus, da6 das Polarsystem q nicht entartet, worin 
keine Beschrankung der Allgemeinheit liegt, da im Satze 498 ohnehin 
vorausgesetzt ist, da6 nicht aile Kurven des Biischels zerfallen, so ist 
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sichel' dl q von Null verschieden (vgl. Seite 205 if.); und da iiberdies auch 
S =l= 0 sein muB, weil sonst wegen (*) gegen die Voraussetzung d2 ver
schwinden wiirde, so kann die letzte Gleichung nicht andel's bestehen, als 
wenn ns = nl ist, was gerade oben ausgeschlossen wurde. Folglich liegen 
die drei Punkte dt von einander getrennt. 

Nimmt man jetzt zweitens an, die drei Hauptpunkte dt waren zwar 
von einander verschieden, Higen aber in einer geraden Linie; dann miiBte 
sich jeder von ihnen als Vielfachensumme der beiden andel'll darstellen 
lassen, also etwa 
(**) ds = Sl dl + S2 d2 

sein, wo Sl und S2 zwei von Null verschiedene ZahlgraBen sind. Diese 
Gleichung aber fiihl't ebenfalls auf einen Widerspruch. Aus ihr folgt 
namlich durch Multiplikation mit P die Gleichung 

dsp = Sl dIP + S2 d2P, 

fur die man wegen (3) auch schreiben kann 

(t) 

ns ds q = Sl nl d l q + ~2 u2 ds q oder wegen (**) 
Us (Sl dl q + S2 ds q) = Sl ul dl q + S2 ns d2 q oder endlich 

sl(nS - ul)d1q + ss(us - u2)d2 q = O. 

Da nun abel' das Polarsystem q nicht entarten solI, so stehen die Zahler 
des Bruches q, insbesondere also a uch die GraBen dt q = Bl und d2 q = B 2, 

in keiner Zahlbe'ziehung zu einander. Folglich miissen in der Gleichung Ct) 
die beiden Koeffizienten von ill q und d2 q verschwinden, das heiBt, es 
miissen die Gleichungen bestehen 

(tt) 

Und da iiberdies nach der Voraussetzung die ZahlgroBen Sl und S2 un
gleich Null sind, so kannen diese Gleichungen Ctt) nicht andel'S befrie
digt werden, als wenn gleichzeitig 

Us - ul = 0 und Us - u2 = 0 

ist, was der Voraussetzung widersprechen wurde, daB ane drei Haupt
zahlen von einander verschieden sind. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen bilden daher die drei Haupt
punkte dt des Biischels ein eigentliches Dreieck. Und das war die Be
hauptung des Satzes 498. 

Wir kannen aber weiter zeigen, dafJ jeder reelle Hauptpunkt dt des 
betrachteten Biischels von Polarsystemen nicht nur in den Polarsystemen 
p und q, sondern auch in siimtlichen Polarsystemen des Biischels f)p + tq 
dieselbe Polare hat. 
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In der Tat erhiilt man fur die Polare eines Punktes dt 

system ~p + fq die Darstellung: 

d,(~p + fq) = ~dtP + fdtq 
oder wegen (3): 

dt(~p + fq) = ~nAq + Mtq 
oder endlich den Ausdruck: 

(18) 

1m Polar-

welcher zeigt, daB die Polare des Punktes dt in bezug auf das Polar
system ~p + fq nur um den Zahlfaktor ~nt + f von der Polare dtq des 
Punktes dt im Polarsystem q verschieden ist. Man hat also den Satz: 

Satz 499: Jeder reelle Hauptpunkt eines Kegelschnittbiischels 
besitzt in bezug auf siimtliche Kurven des Buschels dieselbe 
Polare. 

Es ist nun noch von besonderem Interesse, dafJ das Dreiseit der 
Polaren der drei Hauptpunkte dt des Kegelschnittbiischels in besug auf die 
Kurven des Biischels die drei Hauptpunkte dt selbst zu Ecken hat,. 
und daB also die drei Hauptpunkte des Kegelschnittbuschels die Ecken 
eines gemeinsamen Polardreiecks aUer Kurven dieses Buschels bilden. 

Sind niimlich nt, nu zwei von einander verschiedene Hauptzahlen des 
Buschels und dt, du die zugehOrigen Hauptpunkte, so bestehen nach (4) 
die Gleichungen: 

dt(:P - ntq) = 0 und du(p - nuq) = 0 .. 

Multipliziert llian diese Gleichungen planimetrisch beziehlich mit 

du und dt 

und wendet auf die zweite der entstehenden Gleichungen die erste Grund
gleichung des Polarsystems an (vgl. Gleichung (61) des 31. Abschnitts)~ 
so erhiilt man die Gleichungen: 

[du ' deep - ntq)] und [du' deep - nuq)] =< 0, 

die sich, wenn man ausmultipliziert, such in der Form schreiben lassen: 

Diese beiden in 

{ [du ' diP] - nt [d,,' dtq] = 0 
[du' diP] - nu[du . dtq] = O. 

[du ' diP] und [du ' dtq] 

linearen homogenen Gleichungen aber konnen, so lange ihre Resultante 

ist, das heiBt, so lange 

1

1, - nt I =!= 0 
1, - nu j 
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ist, nicht andel's zusammenbestehen, als wenn 

(19) 
ist. 

Sind nun, wie wir vorausgesetzt haben, aile drei Hauptzahlen nl , n2, ns 
reeH und von einander verschieden, so geIten die Gleichungen (19) fur 
je zwei beliebige Ecken dt und du des Dreiecks d1 d2 ds. Damit abel' ist be
wiesen: Die Polare eines jeden 
del' drei Punkte dt in bezug 
auf eine jede von den beiden 
Kurven p und q geht durch 
die beiden andern Ecken des 
Dreiecks dl d2ds hindurch. Das 
Dreieck d j d2 ds del' drei Haupt
punkte des Biischels ist daher 
mit dem Dreieck del' Polaren 
dieser drei Punkte in bezug 
auf die beiden Kurven p und q 
identisch und bildet also ein 
gemeinsames Polardreieck dieser 
beiden Kurven (vgl. Fig. 122). 

Fig. 122. 

Es ist abel' ofl'enbar auch ein Polardreieck samtlicher Kurven 1;p + fq 
des Buschels. Dies folgt schon aus dem Satze 499; abel' man leitet auch 
sofort aus den Gleichungen (19) durch lineare Verkniipfung wieder die 
entsprechenden Gleichungen 

(20) [du ' dtC9P + fq)] = 0, t, u = 1, 2, 3, t =+= u, 

ab fiir eine beliebige Kurve 1;p + t q des durch die Kurven p und q be
stimmten Kegelschnittbiischels. 

Man hat also den Satz: 

Satz 500: Sind bei einem Kegelschnittbiischel, das nicht aus 
lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung besteht, die drei 
Hauptzahlen reell und von einander verschieden, so ist das 
Dreieck seiner drei Hauptpunkte ein gemeinsames Polardreieck 
aller K urven des Bii sch els. 

Die in einem Kegelschnittbuschel mit drei reellen Hauptpunkten enthal
tenen Linienpaare und ihre Beziehung zu den Grundpunkten des Biischels. 
Wie schon auf Seite 296 f. erwahnt wurde, ist ein jeder von den drei Haupt
punkten eines Kegelschnittbiischels zugleich del' Doppelpunkt eines Linien
paars, das dem Biischel angehort. Es kann ferner ein Kegelschnittbiischel, 
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das nicht aus lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung besteht (vgl. 
Seite 297), auch nicht mehr als drei Linienpaare enthalten. Denn fassen 
wir fiir den Augenblick in dem Ausdrucke (13) den Parameter nl als 
eine vollstandig beliebige ZahlgroBe auf, so stent der Bruch (13) irgend 
ein Polarsystem des betrachteten Biischels von Polarsystemen dar, und 
die obige Gleichung dritten Grades (16) fiir die Hauptzahlen des Kegel
schnittbiischels ist dann die Bedingung des Entartens jenes Polarsystems (13). 
Da die Gleichung (16) aber unserer Voraussetzung zufolge nicht fiir be
liebige Werte von nl erfiint werden soli, so lieferl sie fiir die Para
meter n t der in dem Biischel enthaltenen entartenden Polarsysteme gerade 
drei Werte; und in dem FaIle, wo diese drei Parameterwerte reell und 
von einander verschieden sind, haben die drei zugehorigen Linienpaare je 
einen Hauptpunkt des Biischels zum Doppelpunkt. 

Diese Linienpaare wird man mit V orlei! zur Bestimmung der Grund
punkte des Kegelschnittbiischels heranziehen konnen. Denn diese Grund
punkte gehoren nach dem Satze 497 auch jenen drei Linienpaaren an. 
Die quadratische Gleichung eines Linienpaares aber hat vor der Gleichung 
einer beliebigen Kurve zweiter Ordnung den Vorzug, daf3 sie eine Spaltung 
in zwei lineare Gleichungen gestattet. 

Und diese Spaltung ergibt sich nach Seite 238 f. ohne weiteres, so
bald man die quadratische Gleichung des Linienpaars auf eins seiner 
Polardreiecke bezieht. Ein solches Polardreieck ist uns fiir aIle drei 
Linienpaare des Kegelschnittbiischels bekannt in dem Dreieck d1 d2 ds der 
drei Hauptpunkte des Biischels. In der Tat bildet dieses Dreieck nach 
dem Satze 500 fiir alle Kurven des Kegelschnittbiischels ein Polardreieck, 
also auch fiir die drei in ihm enthaltenen Linienpaare. 

Urn aber die quadratischen Gleichungen der drei Linienpaare des 
Biischels auf dieses ihnen gemeinsame Polardreieck d1 d2 ds zu beziehen, 
forme man zunachst die Briiche p und q fiir die beiden urspriinglichen 
Polarsysteme in der Weise urn, daB ihre N enner die Ecken dll d2 , ds 
jenes gemeinsamen Polardreiecks werden. Dann werden ihre sechs Zahler 
abgesehen von je einem Zahlfaktor mit den Produkten 

(21) 

iibereinstimmen miissen. 

Von denjenigen drei Zahlfalctoren, die in den drei Ziihlern von q zu 
den drei Stiiben Du D2, Ds hinzutreten, konnen wir iiberdies aussagen, daB 
sie von Null verschieden sein miissen; denn wir haben oben (vgl. Seite 298) 
von dem Polarsystem q vorausgesetzt, daB es nicht entartet. Mit Riick
sicht hierauf wird es sogar moglich sein, iiber die bisher unbestimmt ge
bliebenen Massen der drei Punkte dt in solclter Weise zu verfiigen, daf3 die 
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Zahler des Bruches q direkt den drei Groj3en Dl1 D21 Ds gleich 
werden, daB also jene drei Zahlfaktoren samtlich den Wert 1 erhaltenl ). 

Wir stellen uns also behufs Vereinfachung der Gleichungsformen fiir die 
drei Linienpaare des Biischels zuniichst die Aufgabe, die Massen bt der 
drei Punkte dt In der Weise zu bestimmen, daB der Bruch q die Form 
annimmt: 

(22) 
da1\ also 
(23) 

wird, oder wegen (21): 

(24) dl q = [dads], daq = [dsdl], dsq = [dl da]. 

D ann wird zugleich 

(25) [dl . dlq] = [da · daq] = [ds ' dsq] = [dldads] = b 

sein miissen, wo mit Riicksicht auf den Satz 498 b eine von Null ver
schiedene Zahlgro1\e ist. 

Um diese Aufgabe zu lOsen, bezeichne man noch die mit den drei 
Punkten du ds, ds zusammenfallenden einfachen Punkte mit s1l sa, Ss und 
wie oben die Massen der drei Punkte dll d2 , ds mit bll ba, bs; dann wird 

(26) dl = b1su da = basa, ds = bass' 
Ferner setze man 

(27) St = ~t,lel + St,aea + ~t,Ses, t = 1, 2, 3, 

so geniigen die Dreieckskoordinaten ~t" der einfachen Punkte St erstens 
den Proportionen (17), das heiBt, es verhiilt sich: 

I St,1 : St,a : ~t,S = [(Aa - ntBa) (As - ntBs)] ~ [(As - ntBs)(Al - ntBl)] 

(28) . [(Al - ntBl)(Aa - ntB2)], 

t = 1, 2, 3. 

Zweitens aber erfiillen sie die Massengleichung (28) des 25. Abschnitts, 
die fiir den Fall des einfachen Punktes St die Form annimmt: 

(29) ~t lml + ~tama + StarnS = 1, t = 1, 2, 3. , , , 
Durch diese drei Gleichungen (29) sind dann auch die drei Proportionali
tiitsfaktoren der drei Proportionen (28) und damit wieder die GroBen St 
eindeutig bestimmt. 

Andererseits aber erhiilt man die Werte der drei Massen bll wenn 
man die Ausdriicke (26) in die Gleichungen (24) einsetzt, wodurch die 

1) Vgl. hierzu Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. I. Erste 
Auflage (1876). Seite 124 f. Zweite Auflage (1906). Seite 215 f. 
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Gleichungen hervorgehen: 

(30) 01 S1 q = O2 Os [S2S3]' O2 S2q = Os 01 [SSS1], OS Ss q = 0102 [S1 S2]' 

welche gerade zur Bestimmung der drei Massen bt ausreichen. 
Multipliziert man zunachst die drei Gleichungen (30) planimetrisch 

beziehlich mit 

so bekommt man die drei Zahlgleichungen: 

1 
b~[S1 . S1 q] = 01 °2bs [S1 S2SS] 

(31) bns2' S2q] = 01 b2bs [S1 S2SS] 
bnss . S3 q] = 01 b2 bs [S1 S2 SS]. 

Und aus diesen ergibt sich durch Multiplikation fiir das Produkt 01 b2 bs 
die Gleichung: 

b~b~0~[S1' s1q][S2' S2Q][SS' ssq] = (bl02bs)S[S1S2SS]S 

J enes Produkt besitzt also den Wert: 

(32) b b b = [81 . 81 q][S2 . S2q][S8 . S8Q]. 
1 2 S [S1 82 S8]8 

Filhrt man endlich dies en in die Gleichungen (31) ein und lost sie dann 
nach 01 , O2, bs auf, so findet man fiir die drei gesuchten Massen bt die 
Ausdriicke: 

(33) b =±V[82:!~qlt8~~~Q1 0 +V[s~-:s;qrrs~-:s.q] b = +Vrs;:S;-q][8;:S2Q] 
1 [81 82 88] '2 [81 82 88] '3 [81 88 88] , 

in denen man iiber die Vorzeichen zweier Quadratwurzeln willkiirlich ver
fiigen kann, wahrend dann durch die Gleichung (32) das Vorzeichen der 
dritten Quadratwurzel bestimmt ist. 

Ubrigens werden bei einer reellen Kurve zweiter Ordnung 

[x·xq]=O 
von den drei Massen bt notwendig zwei Massen rein imaginiir sein miissen. 
Nach dem Satze 451 haben namlich fiir eine solche Kurve die drei Pro
dukte [St' s/q], t = 1, 2, 3, nicht samtlich dasselbe Vorzeichen. Von den 
drei Produkten zu je zweien dieser GroBen, sind also notwendig zwei 
Produkte negativ, und somit von den Massen bt wegen (33) zwei GroBen 
rein imaginar. 

Fiir die Ableitzahlen Otu der mit diesen Massen Ot belasteten Punkte dt 

ergeben sich schlieBlich die Werte 

(34) btu = 0tStu, 
und fiir den Bruch q erhalt man wirklich die Darstellung 

(22) 
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oder, was dasselbe ist, die Gleichungen 

(35) d,q = Dt, t = 1, 2, 3. 

Die entsprechenden Gleichungen fiir das Polarsystem P findet man, 
wenn man m die Definitionsgleichungen der Punkte do das heiBt in die 
Gleichungen 
(3) dtp = llAq, 
fiir die Produkte dtq ihre Werle Dt aua (35) einsetzt; dadurch bekommt 
man die drei Gleichungen 

(36) diP = lltDO t = 1, 2, 3, 

und also fiir das Polarsystem P den Bruch 

(37) 

Die so gewonnenen Formen (37) und (22) fiir die beiden Polar
systeme P und q liefern sodann fiir die drei entartenden Polarsysteme 
P - lltq die Bruchdarstellungen: 

0, (n2 - n1)D2, (n. - n1)D8 P - 111 q = --d~-;- - -"'-({;,~~-~ ds -

(38) 
(n1 - n2)DlJ 0, (n. - n2)Ds P - 112q = --J;,--- --dt ,-- ds 

(n1 - nS)Dl' (n2 - ns)D., 0 P - 11 q - -~~--- ----~--~~----------~--- ----
3 - ell , d. , ds ' 

welche direkt zeigen, daB die Ziihlerprodukte der drei Briiche P -- lltq 
verschwinden. Uberdies folgt aus ihnen durch Multiplikation mit den 
ZahlgroBen 112 - ll3' 113 - 111, 111 - 112 und Addition die lineare Beziehung: 

(39) (112 -113)(p -111 q) + (l1s - 111)(p - 112q) + (111 - 112)(p - 113q) =0, 

vermoge deren man das Polarsystem eines jeden in dem Kegelschnitt
biischel enthaltenen Linienpaars als Vielfachensumme der Polarsysteme 
der beiden andern Linienpaare darstellen kann. 

Und die entsprechende Beziehung besteht dann auch zwischen den 
zugehorigen quadratischen Formen, das heiBt, es gilt die Identitat: 

(40) {
(1l2 -l1s)[X' x(p - ll1 q)] + (l1s - 111) [x . x(p -112q)] 

+ (111 - 112) [x· X(l) - l1sq)] = O. 

Sie bestatigt fiir einen besonderen Fall das oben gefundene allgemeine 
Ergebnis, daB jeder Punkt x, welcher zwei Kurven des Biischels P - gq 
angehOrt, auch auf jeder weiteren Kurve des Biischels liegen muB. Denn 
der Gleichung (40) zufolge leistet jeder Punkt x, der zwei von den drei 
Gleichungen 
(41) [X'X(p-lltq)] =0, t=l, 2, 3, 

G rail m .. n n: Projekti ve G.om.tri. d. Ebene. II. 20 
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befriedigt, zugleich auch der dritten von diesen Gleichungen Geniige, das 
heiBt, jeder Schnittpunkt x zweier Geraden, die zwei verschiedenen von 
den drei Linienpaaren des Biischels P - gq angehOren, liegt zugleich auch 
auf einer Geraden des dritten Linienpaars (vgl. die Fig. 123; vgl. ferner 
die Identitiit (24) des 4. Abschnitts sowie die Entwickelung auf Seite 86 
des ersten Bandes). 

Um endlich die den drei Briichen (38) entsprechenden quadratischen 
Formen der drei Linienpaare in Punktkoordinaten darzustellen, driicke man 
noch die Punkte x der Ebene als Vielfachensummen der neuen N enner
punkte dt aus, setze also 

(42) 

wo iibrigens mit Riicksicht auf die Werte der den Punkten dt beigelegten 
Massen bt (vgl. Seite 304) bei einem reellen Punkte x zwei von den Ab
leitzahlen ~t rein imaginar sein werden. Dann wird wegen (19) die qua
dratische Form: 

[x. xq] = ~ndl . dlq] + ~nd2 . d2q] + ~nds· dsq] 

oder wegen (25) 
(43) [x· xq] = b(~~ + ~~ + ~D. 
Ebenso erhalt man wegen (19) fiir die quadratische Form [.x· xp] nnr 
quadratische Glieder, deren Koeffizienten aber nicht siimtlich einander gleich 
sind,. es wird namlich 

[x· xp] = ~ndl . dIP] + ~nd2 . d2P] + ~nds· dsp] 

oder wegen (3) und (25): 

(44) [x· xp] = b(nl~~ + n2~~ + ns~D. 
Auf Grund dieser Darstellungen (43) und (44) lassen sich die drei 

quadratischen Formen I die den drei Linienpaaren des Kegelschnittbiischels 
p - gq zngehoren, als Differenzen von Quadraten darstellen. Denn 
es wird zum Beispiel: 

[x· x(p - nIq)] = b I (n2 - nl)~~ + (ns - nl)~~); 

also findet man 

-~-[x. x(p - nIq)] = (n2 - nl)~~ - (ni - n3)~~ 

(45) ~[x. x(p -1l2q)] = (lls - n2)~~ - (112 -lll)~i 

~ [x· x(p -llsq)] = (ni - lls)~i - (ns -1l2)~~· 

Die rechten Seiten dieser drei Gleichungen aber zerfallen unmittelbar in 
ihre linearen Faktol'en, und man erhalt daher fiir die drei Linienpaare 



Abschnitt 35, Gleichungen (42) bis (48). 307 

A, B, C, D, E, F des Biischels die drei Paare linearer Gleichungen: 

(46) 

j 1~; :::: ~::-~:: + ~: ~ :; :: = ~ 
{ C) •... vns ___ ~~~ ~s + Vn2 - nl ~l = 0 

1 
D) .... Vns - n2 ~s - Vn2 - nl ~l = 0 

{E). . . . Vitl - ll3 ~l + Vit3 - u2 ~2 = 0 
F) .... Vn1 - n~ ~l - }in3 - u2 ~2 = o. 

Auch kann man leicht die Ausdriicke fiir sechs Stabe 

A, B, C, D, E,F 
angeben, die den sechs Geraden del' drei Geradenpaare angehoren. Dazu 
bemerke man, daB wegen (42), (21) und (25) 

[XDlJ = ~l[dlDlJ = ~l[dld2dsJ = ~lb, 
also 

(47) 

ist. Bei Einfiihrung diesel' Werte abel' nehmen die Gleichungen (46) die 
Form an: 

{ [XCVU~-__ ~~ D2 + V~_U3 Ds)] 0 

[xCVn2 - nl D2 - VUl - US D 3)J - 0 
. , 

welche zugleich zeigt, daB die in den runden Klammern eingeschlossenen 
Summen und Differenzen seehs Stabe der drei Geradenpaare darstellen. 
Bezeichnen wir diese Stabe mit 

A, B, C, D, E, F, 

so erhalten wir fiir sie die Ausdriieke: 

(48) 

j {A = Y~2-n; D2 + Vnl -_l~ D s , 

B = VU 2 - ul D2 - Vnt - ns Ds, 

f C = Vns - it~ Ds + VU 2 - 111 D17 

l:~ = ~::-~ ~~: ~ ~::-~~ ~:: 
IF - Vlll - lls D1 - Vns - n2 D2• 

Aus del' Form diesel' Ausdriicke entnimmt man, daB die drei Linienpaare 

A, B, C, D, E, F 
erstens die Ecken 

20* 
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des gemeinsamen Polardreiecks des Kegelschnittbiischels zu Doppelpunkten 

q 

l!, 
Fig. 12S. 

haben, und da.B sie 
au{Jerdem durch 

die Seiten 

D2 , D s, Ds , Dl1 
Dl1 D2 

dieses Dreiecks har
monisch getrennt wer
den (vgl. Fig. 123). 

Man kann die ge
wonnenen Ergeb
nisse in dem Satze 
zusammenfassen: 

Satz 501: Besteht 
ein Kegelschnitt
buschel nicht aus 

lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung, und sind seine drei 
Hauptzahlen reell und von einand()r verschieden, so enthii.lt das 
Buschel drei Linienpaare. Die Doppelpunkte dieser Linien
paare fallen mit den Ecken des gemeinsamen Polardreiecks des 
Buschels zusammen, und die beiden Linien eines jeden Linien· 
paars werden durch die von seinem Doppelpunkt ausgehenden 
Seiten jenes Dreiecks harmonisch getrennt. 

Die Ausdrucke (48) ergeben uns nun abel' ferner die vier Grund
punkte des Biischels, wenn wir die Stabe eines beliebigen von den drei 
Linienpaaren, etwa die Stabe A und B, mit denen eines andem Paares, 
etwa mit den Stiiben 0 und D, planimetrisch multiplizieren. Durch die 
vier Schnittpunkte del' Geraden diesel' beiden Paare gehen niimlich, wie 
oben gezeigt ist (vgl. Seite 305 f.), auch die Geraden des dritten Linien
paars E, F hindurch. 

Die angedeuteten Multiplikationen liefern nun abel' fur die vier Grund
punkte 

[A 0], [AD], [Bo], [BD] 

die folgenden Ergebnisse. Es wird: 

[AO]= Yns n1 Yn3-~[D2DaJ+ Ynl-n~Vn2-=-nl [DsD1J-(n2-nl) [Dl D2J 
oder da wegen (21) und (25) 

das hei.Bt: 
(49) 

[DsDsJ = [dad1 . c71 d2] = [d1 d2dsJd1 = bd1 



Abschnitt 35, Gleichungen (49) bis (54). Satz 501. 309 

ist, so wird: 

(50) 

[AO] = b V~{Vn3 - n2 dl + ynl=-n; d2 - Vn2 - ~ d3} 
[ AD] = b Y n2 - nl {yit;=~n~ dl - Vn~-:'::"~i1; d2 + Vn~- - nl d3 } 

[BO] = b Ylt2 - n~ {yns:'::" lt2 d! - yn! - Us- d2 - Vll;=-n~ ds } 

[BD] = b yn~ - lt~ {yn~---=-n2 dl + yn~- n3- d2 + Vn2 - n~ ds ) . 

Damit sind die vier Grundpunkte [AO], [AD], [BOJ, [BD] des Kegel
schnittbiischels als Vielfachensummen der drei Ecken dt seines gemein
samen Polardreiecks dargestellt. 

Zwei Hauptzahlen sind konjugiert komplex oder auch entgegengesetzt 
rein imagmar. Wie liegen die Komponenten der zugehorigen kO'YI:jugiert 
komplexen Hauptpunkte? Sind zwei Hauptzahlen nl und n2 eines Kegel
schnittbiischels konjugiert komplex oder auch entgegengesetzt rein ima
ginar, ist also etwa 

(51) 

(52) 

Inl = r + i~ 
l n2 = r - i ~, wo 

~=FO 

ist,' und denkt man sich die dazugehorigen Hauptpunkte dl und d2 be
stimmt, so sind dieselben ebenfalls konjugiert komplex 1). Es sei etwa 

(53) {d1 =ll,-il 
d2 = k + il. 

Die dritte Hauptzahl n3 ist dann reell, ebenso del' zugehorige Hauptpunkt cis. 
Wegen der Gleichungen (19), die ebenso gut auch fiir komplexe 

Hauptpunkte geIten, wird ferner 

[(ll, - il) . d3P] = 0 und [(k - il) . d3 q] = 0, 

[(k + il)· d3P] = 0 und [(k + il) . d3 q] = O. 

Aus diesen Gleichungen aber folgen durch Addition und Subtraktion und 
nachfolgende Division mit 2 und 2i die Gleichungen: 

(54) { 
[k . dsp] = 0 und [k. ds q] = 0 

[l·dsp]=O und [l.dsq]=O, 

welche zeigen, daB die "Komponenten" k und 1 der ll,onjugiert komplexen 
Hauptpunkte des Biischels auf der gemeinsamen Polare des 1'eellen Ha~~pt
punktes ds hinsichtlich der beiden Grttndkurven und damit iiberhaupt hin
sichtlich samtlicher Kurven des Biischels gelegen sind. Man hat also 
den Satz: 

1) V gl. hierzu Band 1, Seite 152 if. 
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Satz 502: Besitzt ein Kegelschnittbiischel zwei konjugiert 
komplexe Hauptzahlen, so liegen die Komponenten der zuge
horigen konjugiert komplexen Hauptpunkte auf der gemein
samen Polare des reellen Hauptpunktes hinsichtlich samtlicher 
Kurven des Biischele. 

Allgemeines iiber entartende Kegelschnittbiischel. Wir gehen nunmehr 
dazu iiber, den in unserer Entwickelung wiederholt ausgeschlossenen Fall 
eines Buschels von lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung (vgl. Seite 
297 if. und Seite 301 if.) im Zusammenhange zu behandeln. Wir wollen ein 
solches Buschel als ein entartendes Kegelschnittbuschel bezeichnen1). 

Nach dem Begriif eines Kegelschnittbuschels uberhaupt (vgl. Seite 293) 
mussen die Polarsysteme p und q seiner beiden Grundkurven linear un
abhangig voneinander sein. Infolgedessen kann der Ausdruck p - gq fur 
ein beliebiges Polarsystem eines Kegelschnittbuschels nicht verschwinden, 
sondern es mua ffir jeden Wert von 9 die Ungleichung bestehen: 

(55) p - gq =1= O. 
Diese Ungleichung wiederum zeigt mit Rucksicht auf die Satze 429 

bis 431, daB die Polarsysteme eines Kegelschnittbuschels, wenn sie uber
haupt entarten, hochstens zweifach entarten konnen. Sie mussen daher eine 
eigentliche (zerfailende oder nicht zerfailende, reeile oder imaginare) Pol
kurve besitzen, und die Gleichung 

(56) [x· xCp - gq)] = 0 
dieser Polkurve kann nicht etwa durch einen jeden beliebigen Punkt x 
der Ebene erfiillt werden. Dagegen konnen in einem Buschel von Polar
systemen sowohl einfach wie zweif'ach entartende Polarsysteme enthalten sein. 

Nach dieser vorbereitenden Bemerkung frage man nach den Bedin
gungen fur das Entarten eines Kegelschnittbiischels. Zuniichst ist klar: 
Damit ein Kegelschnittbiischel aus lauter zerfailenden Kurven zweiter 
Ordnung bestehe, ist notwendig und hinreichend, daB die Bedingungs
gleichung des Entartens des Polarsystems zweiter Ordnung p - gq, das 
heiBt die Hauptgleichung (16) des Kegelschnittbuschels, fur beliebige 
Werle von u t = 9 erfullt werde. Nun liiBt sich nach Seite 219 die Haupt
gleichung des Kegelschnittbuschels auch in der Form schreiben: 

(57) [(p - gq)3] = 0 
oder aufgelost in der Form: 

(58) [pS] - 3g[P2q] + 3g2[pq2] - gS[q3] = O. 

Und eine solche Gleichung dritten Grades in 9 wird dann und nur dann 

1) Vgl. zum Folgenden: Heffter und Kohler, Lehrbuch der analytischen Geo
metrie, Bd. 1, Leipzig und Berlin, 1905, S. 314 ff. 
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fiir jeden Wert von 9 befriedigt werden konnen, wenn ihre siimtlichen 
Koeffizienten verschwinden, das heiBt, wenn nicht nur die Gleichungen 

(59) CPS] = 0 und (60) [q3] = 0 

erfiillt werden, welche aussagen, daB die beiden Grundkurven zerfallen, 
sondern zugleich auch die beiden Gleichungen bestehen: 

(61) [p2q] = 0 und (62) [.vq2] = 0, 

und man hat den Satz: 
Satz 503: Ein Kegelschnittbiischel p - gq entartet dann und 

nur dann, das heiBt, es besteht dann und nur dann aus lauter 
zerfallenden Kurven zweiter Ordnung, wenn nicht nur die Be
dingungen 

(59) [PS] = 0 und (60) 

fiir das Zerfallen der beiden Grundkurven p und q des Biischels 
erfullt werden, sondern auBerdem noch die Gleichungen geIten: 

(61) [p2q] = 0 und (62) [pq2J = O. 

Ein Kegelschnittbiischel, dessen Grundkurven zwei doppeltzahlende Ge
raden sind. Die Bedingungen des Satzes 503 fiir ein entartendes Kegel
schnittbUschel werden sicher befriedigt, wenn die Polarsysteme zweiter 
Ordnung p und q der beiden Grundkurven zweifach entarten, wenn also 

(63) 

(65) 

[p2] = 0 und (64) 

[q2] = 0 und (66) 

p =1= 0 und ebenso 

q=l=O. 

Ein Kegelschnittbiischel, des sen Grundkurven zwei (voneinander verschie
dene) doppeltzahlende Geraden sind, besteht also aus lauter zerfallenden 
K urven zweiter Ordnung. 

Es liiBt sich aber weiter zeigen, daB jene beiden Grundkurven auch 
die einzigen doppeltziihlenden Geraden eines solchen BUschels sind. fiber 
die Art des Zerfallens der Polkurve eines beliebigen Polarsystems p -- gq 
des BUschels entscheidet niimlich das Verschwinden oder Nichtverschwinden 
des kombinatorischen Quadrats 

[(p - gq)2]. 

Fiir dieses aber erhiiJ.t man die Darstellung: 

(67) 

Setzt man daher fiir die folgenden SchluBfolgerungen noch voraus, daB 

(68) 9 =1= 0 und (69) 9 =1= 00 

sei, wodurch nur die Polarsysteme p und q der beiden Grundkurven von 
der Betrachtung ausgeschlossen werden, die ja nach der V oraussetzung 
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zweifach entarten, so verkiirzt sich zunachst die Gleichung (67) wegen 
(63) und (65) (vgl. auch (69» Zu: 

(70) [(p - gq)2] = - 2g[pq]; 
und da hierin ferner nach (68) g nicht verschwindet, so kommt es fiir 
die Art des Zerfallens einer jeden von den Grundkurven verschiedenen 
Kurve des Biischels nur auf den Wert des kombinatorischen Produktes 
[pq] an. Wir werden zeigen, daB dieses Produkt fiir zwei voneinander 
linear unabhangige zweifach entartende Polarsysteme zweiter Ordnung p 
und q von Null verschieden ist, wahrend es verschwindet, sobald diese 
beiden zweifach entartenden Polarsysteme zweiter Ordnung in einer Zahl
beziehung stehen. 

Das Letztere leuchtet sofort ein; denn ist etwa 

(71) q=fp, 

unter f eine ZahlgroBe verstanden, so wird 

das heiBt wegen (63) 
(72) 

[pq] = [p . Ip] = t[p2], 

[pq] = O. 

Etwas mehr Miihe macht der Nachweis, daB auch umgekehrt zwei 
zweifach entartende Polarsysteme zweiter Ordnung p und q nur dann der 
Gleichung (72) geniigen konnen, wenn zwischen ihnen eine Zahlbeziehung 
von der Form (71) besteht. Sind 

~~ {A=~~+~~+~~ 
B=~IEl+~2E2+~sEs 

zwei von Null verschiedene Stabe der heiden doppeltzahlenden Geraden, 
welche die Polkurven der beiden Polarsysteme p und q bilden, so ge
statten nach Satz 426 die beiden Briiche p und q die Darstellung: 

1 
alA, alA, asA p= ell el , es 
blB, btB, bsB q = -=----'------''-------'-_. 

ell el , es ' 

(74) 

wobei die Zahlfaktoren ai und b, beziehlich den Ableitzahlen &, und ~i 
der Stabe A und B proportional sind, wo also die Proportionen bestehen: 

(75) {a1 : a2: as = &1 : &2 : &s 
bi : b2 : bs = ~I : ~2 : ~3' 

Nach Seite 151 besitzt aber das kombinatorische Produkt [pq] den 
Wert: 

(76) [pq] = -Hatbs-~s~)j!B], -!-~~~!--=~~l[AB], lCalb2_-a2~l~[AB]. 
[e2 esl, [eSel ], [ele,] 
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Die Gleichung (72) wird daher erstens befriedigt werden konnen, wenn 

(77) [AB] = 0 
oder, was dasselbe ist, wenn 
(78) 

ist, wo ~ eine ZahlgroBe bedeutet, zweitens aber, wenn die Proportion 
besteht: 
(79) a1 : ~ : as = oJ : O2 : os· 
Diese wiederum ist wegen (75) gleichbedeutend mit der Proportion 

(80) 5211 : ~2: 521s = m1 : m2 : ms , 

welche wegen (73) genau so wie die Gleichung (78) besagt, daB sich die 
Stabe B und A voneinander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden konnen. 

Setzt man aber den Wert (78) in die zweite Gleichung (74) ein und 
beriicksichtigt zugleich die Proportion (79), so sieht man, daB die Glei
chung (71) auch die einzige Losung der Gleichung (72) darstellt, und man 
hat den Satz: 

Satz 504: Das kombinatorische Produkt [pq] zweier zweifach 
entartenden Polarsysteme zweiter Ordnungp und q verschwindet 
dann und nur dann, wenn sich diese beiden Polarsysteme von
einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden. 

Fiir zwei linear unabhangige zweifach entartende Polarsysteme zweiter 
Ordnung p und q ist daher notwendig 

(81) [pq] =f= 0 
und somit wegen (70) auch 
(82) [(p - gq)2] =f= 0, 

vorausgesetzt, daB 9 =f= 0 und 9 =f= 00 ist. Die beiden Ausnahmeialle 9 = 0 
und 9 = 00 des Parameters 9 entsprechen dabei den Polarsystemen p und q 
der beiden Grundkurven. 

Nach dem Satze 429 aber sagt die Ungleichung (82) aus, daB die 
Polarsysteme des Biischels mit Ansnahme derer der beiden Grundkurven 
einfach entarten. 

Dieses Ergebnis liiBt sich mit dem auf Seite 311 gewonnenen zu dem 
Satze zusammenfassen: 

Satz 505: Entarten die Polarsysteme zweiter Ordnung p und 
q der beiden Grundkurven eines Kegelschnittsbiischels p - gq 
zweifach, so entartet das ganze Kegelschnittbiischelj jedoch ent
arten aIle Polarsysteme des Buschels mit Ausnahme derjenigen 
der beiden Grundkurven einfach. 

Um endlich iiber die Lage der Linienpaare AufschluB zu erhalten, 
welche die Polkurven der Polarsysteme des Biischels bilden, bemerke man 
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zunachst, daB sie aile den Schnittpunkt s derjenigen Geraden A und B 
zum Doppelpunkte haben, die doppeltzablend die Grundkurven des Biischels 
darsteilen. In del' Tat ist ja diesel' Punkt s sowobl zu p wie zu q apolar, 
das heiBt, es bestehen die Gleichungen: 

(83) sp = 0 und (84) sq = O. 

Aus ihnen aber folgt durch lineare Verkniipfung fiir beliebige Werle von 
9 die Gleichung 
(85) s(p - gq) = 0, 

welche zeigt, daB del' Punkt s zu jedem Polarsysteme p - gq des Biischels 

Fig. 12£. 

p 

apolar ist, dafJ er also der Doppelpunkt 
eines jeden Linienpaares des Biischels 
ist (vgl. Fig. 124). 

Sind jetzt weiter t und u zwei 
von s verschiedene Punkte, die bezieh
lich den doppeltzahlenden Geraden p 
und q angehoren, odeI' was dasselbe 
ist, die beziehlicb zu den Polarsystemen 
p und q apolar sind, so daB also 

(86) tp = 0 und (87) uq = 0 

ist, so frage man nacb den Schnitt
punkten del' Geraden [tu] mit del' Pol
kurve eines beliebigen Polarsystems 
p - gq des Biischels. 1st 

(88) x = t + ~u 
ein solcher Schnittpunkt, so besteht 
fiir ihn die Gleichung 

[x.x(p-gq)]=O 

odeI' wegen (88) die Gleichung 

[(t + ~u). (t + ~u)(p - gq)] = 0, 

die man, wenn man die beiden ersten run den Klammern auflost, auch in 
del' Form schreiben kann: 

(89) [t. t(p - gq)] + 2~[t. u(p - gq)] + ~J[u . u(p - gq)] = O. 

Die so gewonnene, in ~ quadratische Gleichung liefert fiir den Parameter ~ 
des Punktes x zwei W erie ~1 und ~2; und diese sind oft'enbar entgegen
gesetzt gleich, da, wie man Bofort sieht, del' Koeffizient von 2~ in del' 
Gleichung (89) verschwindet. In del' Tat wird wegen (86) und (87) fiir 
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beliebige Werte von 9 das Produkt: 

(90) [t. u(p - gq)] = [t. up] - g[t. uq] = [u. tp] - g[t· uq] = O. 

Vereinfacht man daher wieder die Bezeichnung und setzt: 

~l =~, so wird ~9 = - ~, 
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und man erhalt somit fiir die beiden Schnittpunkte Xl und Xs der Geraden 
[tu] mit dem Linienpaar p -g q die Werte: 

(91) Xl = t + ~u und x2 = t - ~u, 

welche zeigen, daB die Punkte Xl und x2 zu den Punkten t und u der 
doppeltzahlenden Geraden p und q harmonisch liegen. Die beiden Ge
raden des Linienpaares p - gq bilden daher mit den beiden doppelt
zahlenden Geraden p und q des Biischels einen harmonischen Strahlwurf, 
und die Gesamtheit aZZer Linienpaare p - gq des Biischels stellt somit 
eine hyperbolische Strahlinvolution dar, die die doppeltzahlenden Geraden 
p und q des Biischels zu Doppelstrahlen hat. Darin liegt del' Satz: 

Satz 506: Ein Kegelschnittbiischel, des sen Grundkurven dUl'ch 
zwei doppeltzahlende Gel'aden gebildet werden, ist identisch mit 
derj en i g en hyperb olischen Strahlin volution, de ren Doppel
s trahlell j ene d oppeltzahlenden Geraden sind. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichung [pq2] = 0, fiit· den Fall, wo 
q einfach entartet, und das dualistisch Entsprechende. 1st q ein einfach 
entartendes Polarsystem zweiter Ordnung und b del' Doppelpunkt des zu
gehorigen Linienpaares, so ist nach Satz 420 (vgl. auch Seite 207) 

(92) bq = O. 

U m dann die geometrische Bedeutung der Gleichung 

(62) [pq2] = 0 

zu finden, setze man voraus, daB del' Doppelpunkt b des Linienpaares q 
mit den Ecken e2 und es des Fundamentaldreiecks nicht in einer geraden 
Linie liege. Dann laBt sich nach den Gleichungen (43) bis (46) des 30. Ab
schnitts die Gleichung (62) auch in del' Form. schreiben: 

[be2eS • pq2J = 0 
oder in del' Form: 

[bp . e2q . esq] + [e2P . eaq· bq] + [eaP . bq· e2q] = 0; 

und diese reduziert sich wegen (92) auf: 

(93) 

Nach dem Satze 420 gehen nun aber die Polaren esq und esq del' Punkte 
e2 und es in bezug auf q durch den Doppelpunkt b von q hindurch und 
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sind auBerdem voneinander versehieden, da e2 und e3 nieht mit b in einer 
Geraden liegen. Es ist daher 

[e2q . eaq] = f)b, 
wo f) eine nieht versehwindende ZahlgroBe ist. Die Gleiehung (93) ver
kiirzt sieh also zu: 
(94) lb·bp]=O 

und sagt in dieser Form aus, daB der Doppelpunkt b von q auf der Pol
kurve von p liegt, wobei vorausgesetzt ist, daB die Gleiehung (94) nieht 
identiseh erfiillt wird, daB also p ein eigentliehes Polarsystem ist. 

Man hat also den Satz: 
Satz 507: 1st q ein einfaeh entartendes und p ein beliebiges 

eigentliehes Polarsystem zweiter Ordnung, so sagt die Gleiehung 

(62) 

aus, daB der Doppelpunkt des Linienpaares, das die Polkurve 
von q bildet, auf der Polkurve von 1) liegt; und umgekehrt, so
bald dies der Fall ist, wird die Gleiehung (62) befriedigt. 

Ebenso beweist man den dualistiseh entspreehenden Satz: 
Satz 508: 1st Q ein einfaeh entartendes und P ein beliebiges 

eigentliehes Polarsystem zweiter Klasse, so sagt die Gleiehung 

(95) [PQ2] = 0 2) 

aus, daB der Trager des Punktpaars, das die Polarkurve von Q 
bildet, die Polarkurve von P beriihrt; und umgekehrt, sobald 
dies der Fall ist, wird die Gleiehung (95) befriedigt. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichung [pq2] = 0 fur den Fall, 
wo p einfach oder zweifach entartet, und das dualistisch Entsprechende. 
Der Satz 507 gab die geometrisehe Bedeutung der Gleiehung 

(62) [pq2] = 0 

in dem FaIle, wo das zU'eite in ihr auftretende Polarsystem q einfaeh ent
artet. Man erhiilt eine wiehtige Ergiinzung des Satzes, wenn man die 
Bedeutung der Gleiehung (62) in dem FaIle aufsueht, wo das erste in ihr 
vorkommende Polarsystem p einfaeh entartet, wo also die Polkurve von 
p ein Linienpaar ist, wiihrend wir von dem Polarsystem q voraussetzen 
wollen, daB es nieht gerade mehrfaeh entarte, weil sonst [q2J = 0 ware, 
die Gleichung (62) also fUr jeden Wert von 1) erfiillt werden wiirde. 

1) oder die gleichwertige Gleichung 

(62 a) [q!p] = O. 

2) oder die gleichwertige Gleichung 

(95a) [Q!P]=O. 
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Urn die Bedeutung der Gleichung (62) in dem angegebenen Fall zu 
find en, verlege man die Ecke es des Fundamentaldreiecks in den Doppel
punkt des Linienpaars p, so daB 

(96) esp = 0 

wird, und nehme die beiden andern Ecken ei und e2 getrennt von dem 
Doppelpunkte es auf je einer von den beiden Geraden des Linienpaars p 
an (vgl. Fig. 125). Dann sind 
die Polaren dieser beiden Ecken 
in bezug auf p, das heiBt die den 
Nennern ~ und es von p zugeho
rigen Ziihlerstiibe 

(97) elP = Al und esp = As, 

nichts anderes als zwei von Null 
verschiedene Stabe der beiden be
ziehlich durch ei und es gehenden 
Geraden des Linienpaares p, und 
es wird zugleich 

(98) At = ClnEs und A J = Cl21 E t 

p 

~ 
Fig. 125. 

wo (vgl. die Bedingungsgleichungen des Polarsystems III N r. (50) des 
31. Abschnitts) 
(99) Cla = Ost =F o. 
Nun geht aber die Gleichung (62), die man auch in der Form schreiben 
kann: 

wegen (96) iiber in: 

(100) [ei P . e2q . esq] + [e2P . esq . et q] = 0; 

und diese Gleichung verwandelt sich, wenn man die Gleichungen (97) und 
(98) verwertet und beachtet, daB 

{ [e2q . esq] = [e2eS] Q = El Q 
(101) 

[esq· etq] = [eSet]Q = E2Q 
ist, in: 
(102) 

Mit Riicksicht auf (99) und die zweite Grundgleichung des Polar
systems (Gleichung (118) des 31. Abschnitts) nimmt aber diese Gleichung 
die Form an: 
(103) [EI . E 2 Q] = 0, 

welche zeigt, daB die beiden Geraden E t und E2 des Linienpaars P III 
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bezug auf Q konjugiert sind. Man hat also den Satz bewiesen (vgl. 

(62) 

e • 
.:J 

e 
z 

Fig. 126. 

Fig. 126): 

Satz 509: 1st p ein eiufach 
entartendes und q ein nicht 
entartendes oder doch hoch
stens einfach entartendes 
Polarsystem zweiter Ord
nung, so besteht die Glei
chung 
(62) [pq2J = 0 

dann und nur dann, wenn 
die Geraden des Linienpaars 
p hinsichtlich des Polar
systems Q = [q2J konjugiert 
sind. 

Ein wei teres Gegenstiick zu 
dem Satze 507 erhiiJt man, wenn 
man nach der Bedeutung der 
Gleichung 

[pq2] = 0 

in dem Falle fragt, wo p ein zweifach entartendes, q aber ein nicht ent
artendes oder hochstens einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung 
ist. Mau setze dazu 

(104) 

(105) 

p = [P 2] und 

[q2] = Q, 

wo P ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse (vgl. Satz 435) 
und Q doch immer noch ein eigentliches Polarsystem zweiter Klasse ist. 
Die Gleichung (62) Hi-Bt sich dann in der Form schreiben: 

(106) [P2Q] = 0 

oder nach den Gleichungen (92) des 30. Abschnitts in der Form: 

(107) [QP2J = O. 

Diese Gleichung aber zeigt mit Riicksicht auf den Satz 508, daB der 
Trager des Punktpaars, das die Polarkurve von P bildet, die Polarkurve 
von Q beriihrt. Und da der Trager des Punktpaars P nach Satz 435 
mit der doppeltzahlenden Geraden identisch ist, die die Polkurve von p 
bildet, so hat man den Satz: 

Satz 510: 1st p ein zweifach entartendes und q ein nicht ent
artendes odeI' doch hochstens einfach entartendes P9larsystem 
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zweiter Ordnung, so wird die Gleichung 

(62) 

dann und nul' dann erfiillt, wenn die doppeltzahlende Gerade, die 
die Polkurve von p bildet, eine Tangente del' Polar kurve von 
[q!] ist. 

Ebenso beweist man die beiden den Satzen 509 und 510 dualistisch 
entsprechenden Satze, namlich die Satze: 

Satz 511: 1st P ein einfach entartendes und Q ein nicht ent
artendes odeI' doch hochstens einfach entartendes Polarsystem 
zweiter Klasse, so besteht die Gleichung 

(95) [PQ!] = 0 

dann und nur dann, wenn die Punkte des Punktpaars P hin
sichtlich des Polarsystems ij = [Q2] konjugiert sind. Und: 

Satz 512: 1st P ein zweifach entartendes und Q ein nicht 
entartendes odeI' doch hochstens einfach entartendes Polar
system zweiter Klasse, so wird die Gleichung 

(95) 

dann und nur dann erfiillt, wenn der doppeltzahlende Punkt, 
del' die Polarkurve von P bildet, auf der Polkurve von [Q2] liegt. 

Die Grunilkurven eines Kegelschnittbiischels bestehen aus einer doppelt
zahlenden Geraden und einem Linienpaar oder aus zwei Linienpaaren. Unter 
welcher Bedingung entartet das Biischel? Geniigen die Polarsyst.eme zweiter 
Ordnung p und q der beiden Grundkurven eines Kegelschnittbiischels 
den Vergleichungen: 

[PS] = 0, [p2] = 0, p =1= 0, 
[qS] = 0, [q2] =1= 0, 

entartet also das Polarsystem p zweifach, das Polarsystem q einfach, so 
werden von den vier Bedingungsgleichungen (59) bis (62) fiir das Ent
arten des Kegelschnittbiischels p - gq (vgl. Satz 503) die ersten drei 
Bedingungen von selbst befriedigt. Es handelt sich also nul' noch um die 
geometrische Bedeutung der vierten Bedingung namlich der Gleichung 

(62) [pq2] = 0; 
und diese laEt sich aus dem Satze 507 entnehmen. Denn nach ihm sagt 
die Gleichung (62) aus, daE del' Doppelpunkt des Linienpaares q auf der 
doppeltzahlenden Geraden p liegt. Dabei kann entweder nur der Doppel
punkt b des Linienpaars q auf der doppeltziihlenden Geraden p enthalten 
sein (vgl. Fig. 127), 
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oder es kann eine Gerade des Linienpaars q mit der doppeltzahlenden 
Geraden p zusammenfallen (vgl. Fig. 128). Man hat somit den Satz: 

Satz 513: Ein Kegelschnittbiischel, dessen Grundkurven aus 
einer doppeltzahlenden Geraden und einem Linienpaar bestehen, 

entartet dann und nur dann, wenn 

~ die doppeltzahlende Gerade durch den 
Doppelpunkt des Linien.paars hin
durchgeht . 

p . /\ o 
p 

Fig. 127. Fig. 128. 

Sind jetzt andererseits die heiden Grundkurven eines Kegelschnitthiischels 
Linienpaare, entarten also ihre beiden Polarsysteme zweiter Ordnung p 
und q einfach und geniigen somit den Vergleichungen 

[pB] = 0, [p2] + 0, 

[q3] = 0, [q2] + 0, 
so sind von den vier Bedingungsgleichungen (59) bis (62) fiir das Ent
arten eines Kegelschnittbiischels p - gq (vgl. Satz 503) die ersten beiden 
Bedingul1gen von selbst erfiillt. Es bleibt also nur noch die geometrische 
Bedeutung der beiden letzten Bedingungel1, niimlich der Gleichungen 

(61) [p2q] = ° und (62) [pq2] = ° 
zu untersuchen. 

Man bezeichne dazu den Doppelpunkt des Linienpaars p mit a den
jenigen des Linienpaares q mit h, dann besagen nach dem Satze 507 die 
Gleichungen (61) und (62), daB der Doppelpunkt a des Linienpaars p auf 

a b 
Fig. 129. 1<'ig. 130. 

dem Linienpaar q und der Doppelpunkt h des Linienpaars q auf dem 
Linienpaar p liegt. Beides zugleich ist nur moglich, wenn' entweder die 
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Doppelpunkte der beiden Linienpaare in einen Punkt zusammenfallen (vgl. 
Fig. 129), oder wenn zwar diese Doppelpunkte getrennt liegen, die beiden 
Linienpaare aber eine von ihren beiden Linien miteinander gemein haben 
(vgl. Fig. 130). 

Damit ist der Satz bewiesen: 
Satz 514: Ein Kegelschnittbiischel, dessen Grundkurven aus 

zwei Linienpaaren bestehen, entartet dann und nur dann, wenn 
entweder die beiden Linienpaare ihre Doppelpunkte mitein
ander gemein haben, oder wenn zwar diese Doppelpunkte ge
trennt liegen, aber ihre Verbindungslinie einem jeden von den 
beiden Linienpaaren angehort. 

Unter welcher Bedingung besitzt die Hauptgleichung eines Kegelschnitt
biischels eine einfache Wurzel, eine Doppelwurzel oder eine dreifache Wurzel 
9 = gl Ersetzt man auf der linken Seite der Hauptgleichung eines 
Kegelschnittbiischels, das heiEt auf der linken Seite der obigen Gleichung: 

(57) [(p - gq)S] = 0, 

den Parameter 9 des Polarsystems p - gq durch die Summe 

(108) g=gt+~, 

so erhiilt man fiir den Potenzwert [(p_gq)3] des Polarsystems p-gq den 
Ausdruck: 

[(p _ gq)3] = [(p _ (gt + ~)q)S] = [((p - g,q) _ ~q)S] 

oder die Darstellung 

(109) {rep - gq)S] = [(p - gtq)S] - 3~[(p - 9tq)2q] 
+ 3~2[(lJ - 9tq)q2J - ~S[qS]. 

Diese zeigt mit Riicksicht auf (108), daE die Hauptgleichung des Kegel
schnittbiischels, das heiEt die Gleichung 

(57) [(p - 9q)S] = 0, 
ebenso oft die Wurzel 9 = 9t aufweist, wie die Gleichung 

(110) [ep - gtq)S] - 3~[(P - gtq)l'q] + 3~2[(p - gtq)q2] - ~S[q3] = 0 

die Wurzel ~ = 0 darbietet. Darin liegt der Satz: 

Satz 515: Die Hauptgleichung 

[(p - 9q)S] = 0 
eines Kegelschnittbiischels besitzt dann und nur dann eine ein
fache Wursel 9 = 9t, wenn 

[(p - gtq)S] = 0, aber [(p - 9tq)2q) -+ 0 

ist, dagegen eine Doppelwursel 9 = 9t dann und nur dann, wenn 

[(p - 9tq)S] = 0 und [(p - 9tq)2q] = 0, aber [(p - gtq)q2] -+ 0 
GraJlmann: Projektive Geomelrie d. Eben •. II. 21 
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ist, endlich dann und nur dann eine dreifache Wurzel 9 = 9" 
wenn gleichzeitig 

[(p - 9tq)S] = 0, [(p - 9tq)2q] = 0 und [(p - 9tq)q2] = 0 
ist. 

Die Hauptgleichung des KegelschnittbUschels hat eine Doppelwurzel. 
Sind von den drei Wurzeln 9t der Hauptgleichung eines Kegelschnitt
biischels, oder wie wir oben sagten, '!Jon den Hauptzahlen des Kegelschnitt
bUschels, zwei einander gleich, wahrend die dritte von diesen beiden ver
schieden ist, ist also etwa 
(111) 91 =1= 92 = 9a, 

das heiBt, ist 91 eine einfache, 92 = 93 eine Doppelwurzel der Haupt
gleichung (57) des KegelschnittbUschels, so sind in dem Biischel nur die 
beiden entartenden Polarsysteme zweiter Ordnung p - 91 q und p - 92q 
enthalten, und es ist nach dem Satze 515 

[(P -- 91 q)3] = 0, aber [(p - 91 q)2q] =1= 0, 

woraus noch foIgt, daB auch 
[(p - 91 q)2] =1= 0 

ist, so daB nach dem Satze 429 das Polarsystem zweiter Ordnung p - 91 q 
einfach entartet. 

Andererseits ist wieder nach dem Satze 515 

[(p - 92q)S] = 0 und zugleich [(p - 92q)2q] = O. 

Die letztere Gleichung aber kann sowohl dann erfiillt werden, wenn 

[(p - 92q)2] + 0 

ist, das Polarsystem zweiter Ordnung p - 92 q somit einfach entartet, wie 
auch dadurch, daB 

[(p - 92q)2] = 0 

ist. In dies em Falle entartet das Polarsystem zweiter Ordnung p - 92q 
zweifach. 

Wir behandeln zuerst den ersten '!Jon den beiden genannten Unter-
fallen, den Fall also, wo die sechs Vergleichungen bestehen: 

1
(112) [(p - 91q)3] = 0, 1(115) [(p - !l2q)S] = 0, 

(113) [(P-91q)2] +0, (116) [(P-92q)2] +0, 
(114) [(p - 91 q)2q] + 0, (117) [(p - 92q)2 q] = O. 

Von ihnen besagen die vier Vergleichungen (112) und (113), (115) 
und (116), daB die Polkurven der beiden Polarsysteme zweiter Ordnung 
P - 91 q und p - 92q zwei Linienpaare sind, ihre Doppelpunkte seien 
bezeichnet mit d1 und d2 ; wahrend die Gleichung (117) nach dem Satze 
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507 zeigt, daB der Doppelpunkt d2 von p - 9sq auf der Polkurve von q 
liegt. Dann aber muB er nach dem Satze 497 auch auf einer Geraden 
des Linienpaars p - 91 q enthalten sein. Doch darf er wiederum nicht 
mit dessen Doppelpunkt d1 zusammenfallen, weil sonst nach Satz 507 
die Gleichung bestehen miiBte: 

[(p - 91 q)2q] = 0, 

die der Ungleichung (114) widerspricht. Hieraus folgt nebenbei, daB das 
Linienpaar p - 91 q reell sein muB. Andererseits kann der Doppelpunkt 
d1 des Linienpaars p - 91 q auch iiberhaupt nicht einer Geraden des 
Linienpaars p - 92q angehoren; denn sonst miiBte er dem Satze 497 zu
folge auch auf der Polkurve von q liegen, uud das ist nach dem Satze 
507 durch die Ungleichung (114) ausgeschlossen. 

Die beiden Linienpaare p - 9lq und p - 9iq liegen somit in der 
Weise zueinander, daB der Doppelpunkt ds von p - g2 q einer der beiden 
Geraden des Linienpaars p - 91 q angehort, ohne mit dem Doppelpunkt 
von p - g1 q zusammenzufallen, und ohne daB eine Gerade des einen 
Linienpaars mit einer Geraden des anderen identisch ware (vgl. Fig. 131). 
In den Doppelpunkt 
ds fallen dann zwei 
Grundpunkte des 
Biischels zusammen, 
und es beriihren sich 
daher in ihm samt
liche Kurven des 
Biischels. Die ge
meinsame Tangente 
aller Kurven des 
Biischels in diesem 
Punkte ist dabei die 
Verbindungslinie der 
beidenDoppelpunkte 
d1 und ds. Die beiden 

Fig. 131. 

andern Grundpunkte sind die Schnittpunkte der beiden Geraden des 
Linienpaars p - g2 q mit der nicht durch ds gehenden Geraden des Linien
paars p - 91 q. Sie werden konjugiert komplex, sobald das Linienpaar 
p - gsq konjugiert komplex ist. 

Der zweite Unterfall unterscheidet sich von dem soeben behandelten 
dadurch, daB in der Vergleichung (116) an Stelle des Ungleichheits
zeichens das Gleichheitszeichen getreten ist, so daB also die sechs Ver
gleichungen erfiillt werden: 

21* 
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(
(118) [(p - 91 q)3] = 0, 

(119) [(p - 9] q)2] =F 0, 
(120) [(p - 91 q)2q ] =F 0, 

(
(121) [(p - 92q)3] = 0, 

(122) [(P-92q)2] =0, 
(123) [(p - 92q)2q] = 0, 

wobei jetzt die Gleichungen (121) und (123) eine Folge der Gleichung 
(122) sind. Die vier Vergleichungen (118) und (119), (121) und (122) 
sagen dabei aus, daB die Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnung 
p - 91 q ein Linienpaar, diejenige des Polarsystems p - 92q eine doppeIt
zahlende Gerade ist. Und dieser doppeItzahlenden Geraden kann nicht 
etwa der Doppelpunkt des Linienpaars p - 91 q angehoren, weil sonst 
nach dem Satze 507 die Gleichung geIten miiBte: 

(t) 
Diese aber vertragt sich nicht mit der Ungleichung (120); denn aus der 
Gleichung (118) und der Gleichung (t) wiirde durch Subtraktion die 
Gleichung folgen: 

die sich wegen (111) auf die mit (120) in Widerspruch stehende Gleichung 

[(p - 91 q)2q] = 0 
reduziert. 

1st das Linienpaar p - 91q reeli, so falien in jeden von seinen beiden 

Fig. 132. 

Schnittpunkten mit der 
doppeltzahlenden Ge
raden p - 92q zwei 
Grundpunkte des Bii
schels zusammen, und 
es beriihren sich daher 
in diesen beiden Punk
ten samtliche Kurven 
des Biischels und haben 
in ihnen die Geraden 
des Linienpaars P-91 q 
zu Tangenten (vgl. 
Fig. 132). 

Die Hauptgleichung des Kegelschnittbuschels hat eine dreifache Wurzel. 
Sind alIe drei Hauptzahlen 9t des Kegelschnittbiischels, das heiBt alie 
drei W urzeln seiner Hauptgleichung, einander gleich, ist also 

(124) 

eine dreifache Wurzel der Hauptgleichung des Kegelschniitbiischels, so ist 
in dem Biischel nur ein einziges entartendes Polarsystem zweiter Ordnung 
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P - 91 q enthalien, und es ist nach dem Satze 515 

[(p - glq)S] = 0, [(p - glq)"q] = 0, [(p - 91!l)qi] = 0. 

Dabei setzen wir voraus, daE das Polarsystem q von dem entartenden 
Polarsystem p - 91 q raumlich verschieden sei. 

Es ergeben sich dann wieder zwei Unterfalle, je nachdem 

[(p - 91 q)i] =1= 0 oder [(p - 91 q)2] = 0 

ist, je nachdem also die Polkurve des entartenden Polarsystems zweiter 
Ordnung p - 91 q ein Linienpaar oder eine doppeltzahlende Gerade ist. 

In dem ersten von diesen beiden Unterfallen bestehen demnach die 
vier Vergleichungen 

(125) [(p - glq)3] = 0, 

(127) [(p - glq)9 q] = 0, 
(126) [ep - 91q)2] =1= 0, 
(128) [(p - 91q)q2] = 0. 

Von ihnen besagen die Vergleichungen (125) und (126), daE die 
Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnung P - 91 q ein Linienpaar ist. 
Ferner zeigt die Gleichung (127) nach dem Satze 507, daE der Doppel
punkt d dieses Linienpaars der Polkurve von q angehort; und endlich 
sagt nach Satz 509 die Gleichung (128) aus, daE die beiden Geraden des 
Linienpaars p - 91 q, sie mogen heiEen A und B, hinsichtlich des Polar
systems Q = [q2] konjugiert sind. 

Nun konnen die beiden Geraden A und B, da sie voneinander ver
schieden sind und sich in einem Punkte der Kurve q schneiden, niCht 
beide Tangenten der Kurve q sein. 
Aber man sieht sofort, daE doch 
eine von ihnen eine Tangente von 
q sein muE. Denn setzen wir fJ,Q 
voraus, daE B nicht eine Tan
gente von q sei, so folgt aus 
dem Konjugiertsein von A und B 
hinsichtlich Q, daE A durch den A BQ d. d9 
Pol BQ von B hinsichtlich Q Fig. 13S. 

geht (vgl. Fig. 133). Und nach dem Satze 370 liegt dieser Pol BQ, 
da die Gerade B durch den Punkt d der Polkurve von q geht, auf der 
Polare dq von d in bezug auf q, das heiEt auf der Tangente im Punkte d 
an die Kurve q gezogen. Uberdies ist jener Pol BQ von d verschieden, 
da nach der Voraussetzung B keine Tangente von q ist. Daraus aber 
folgt, weil A auEerdem durch d geht, daE .A mit der Tangente von q 
im Punkte d identisch ist. 

In den Punkt d fallen dann iibrigens drei Grundpunkte des Kegel
schnittbiischels zusammen;' denn die Kurve q hat mit dem Linienpaar 
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p - 91 q an der Stelle d drei Punkte gernein, die beiden unendlich be
nachbarten Schnittpunkte der Kurve q mit ihrer Tangente A und den 
einen Schnittpunkt der Kurve q mit der Geraden B; der vierte Grund
punkt des Buschels ist der andere Schnittpunkt s der Kurve q mit der 
Geraden B. Das Kegelschnittbiischel besteht somit aus der Gesamtheit 
der Kurven zweiter Ordnung, die durch den Punkt s gehen und in dem 
Punkte d mit del' Kurve q eine Beriihrung zweiter Ordnung (Oskulation) 
aufweisen, das soli heiBen, an der Stelle d drei unendlich benachbarte 
Punkte miteinander gemein haben. Die Kurven haben also in dem Punkte 
d nicht nur dieselbe Tangente A, sondel'll auch denselben Kriimmungs
kreis wie die Kurve q. Dadurch wird es insbesondere bedingt, daB sich 
die Kurven des Buschels an der Ber'iihrungsstelle zugleich durchsetzen. 

In dem zweiten der oben charakterisierten Unterfiille bestehen die vier 
Gleichungen: 

(129) [(p - 91q)S] = 0, 

(131) [(p - 91q)2q] = 0, 

(130) [(p - 91 q)2] = 0, 
(132) [(p - 91 q)q2] = 0, 

wahrend wie bei jedem Kegelschnittbiischel 

(133 p - 91q =!= ° 
ist. Diesmal sind dabei zwei von den vier Bedingungsgleichungen (129) 
bis (132) bereits eine Folge einer der beiden andel'll, namlich die Glei
chungen (129) und (131) eine Folge der Gleichung (130), und diese letztere 

q 

a 
Gleichung besagt zusammen mit del' Unglei
chung (133), daB die Polkurve von p - 91 q 
eine doppeltzahlende Gerade ist. Es bedarf 
also nur noch die Gleichung (132) einer 
geometrischen Deutung, die sich iibrigens 
sofort aus dem Satze 510 entnehmen laBt. 

P-g,q 
Denn nach dies em Satze zeigt die Gleichung 
(132), daB die doppeltzahlende Gerade, die 

die Polkurve von p - 91 q bildet, eine Tangente der Polarkurve von [q2] 
ist (vgl. Fig. 134). Ihr Beruhrungspunkt heiBe d. 

d 

Fig. 134. 

In diesen Punkt d sind dann alle vier Grundpunkte des Biischels zu
sammengeruckt, indem ja jede von den beiden zusammenfallenden Tan
genten zwei Punkte mit der Kurve q gemein hat. Das Kegelschnitt
biischel besteht somit aus der Gesamtheit der Kurven zweiter Ordnung, 
die in dem Punkte d eine Beruhrung dritter Ordnung mit der Kurve q 
haben, die also an der Stelle d vier unendlich benachbarte Punkte mit der 
Kurve q gemein haben, woraus noch folgt, daf3 sich die Kurven an der 
Beruhrungsstelle nicht durchsetzen. 
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Abschnitt 36. 

Die Kegelschnittschar. 

Beg'riff einer Kegelschnittschar. Die fiir das Kegelschnittbiischel ent
wickelten Begriffe und Satze besitzen samtlich ein dualistisch genau ent
sprechendes Gegenstiick. Dabei steht dem Begriffe des Kegelschnitt
biischels del' Begriff der Kegelschnittschar dualistisch gegeniiber. Man 
gelangt zu ihm, wenn man anstatt von zwei Polarsystemen zweiter Ord
nung von zwei Polarsysternen zu;eiter Klasse ausgeht. 

Es seien also die involutorischen Stab-Punkt-Briiche 

(1) (2) 

die Ausdriicke fiir zwei von einander linear unabhangige Polarsysteme 
zweiter Klasse, und es werde nach solclten Staben G j der Ebene gefragt, 
deren Pole GjP und GjQ, genomrnen hinsichtlich der beiden Polarsysterne 
P und Q in einen einzigen Punkt zusammenfallen, so daa also fiir diese 
Stabe Gj eine Gleichung von del' l!'orm besteht: 

(3) GjP = tjGiQ, 

in del' tj eine Zahlgroae bedeutet, und in del' Gj selbstverstandlich nicht 
null sein darf. 

Gibt man diesel' Gleichung wieder die Gestalt: 

(4) G;(P- tiQ) = 0, 

so fiihrt sie auf die Frage nach der Bedeutung eines Ausdrucks von der Form 

~P+ tQ, 
III dem ~ und f zwei Zahlgroaen sind. 

Es laat sich zeigen, daa ein solcher Ausdruck ebenso wie die Briiche 
P und Q selbst die Stab-Punkt-Zuordnung eines gewissen Polarsystems 
darstellt. Denn es wird 

(5) ~P + fQ = ~al +fbl , ~a~ -1:" fb~, ~as + fbs . 
E I , E!, Es 

Die Vielfachensumme ~P + fQ laEt sich also wirklich auf die Form 
eines Reziprozitatsbruches bringen, del' Stabe in Punkte iiberfiihrt, und 
da dieser Bruch iiberdies auch del' Involutionsgleichung geniigt (vgl. die 
dualistische Entwicklung auf S. 294) so ist er in der Tat der analytische 
Ausdt'uck fib' die Stab-Punkt-Zuordnung eines Polarsystems. 

Bei veranderliclzen ZahlgroBen ~ und f ferner stellt die Vielfachen
summe ~P + fQ ebenso wie die oben betrachtete Vielfachensumme 
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~p + fq eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit raumlich verschiedener 
Polarsysteme dar, aber wie wir sogleich sehen werden, eine ·Mannigfaltig
keit anderer Art, wir wollen sie eine Schar von Polarsystemen 
nennen. Dementsprechend moge die Gesamtheit der Polarkurven einer 
solchen Schar von Polarsystemen eine Schar von Kurven zweiter 
Klasse oder kiirzer eine Kegelschnittschar genannt werden, eine Be
zeichnung, die wieder nur eine Erweiterung des schon oben auf Seite 88ft'. 
des ersten Bandes eingefiihrten Begrifrs einer Kegelschnittschar in sich 
schlie.Bt. Die Polarkurven einer Schar von Polarsystemen sind namlich 
dadurch ausgezeichnet, daB jede gemeinsame Tangente U der beiden 
Grundkurven P und Q, das hei.Bt, jeder Stab U, der den beiden Glei
chungen 
(6) [U· UP] = 0 und CU· UQJ = 0 

gleichzeitig Geniige leistet, zugleich auch einer jeden Kurve der Kegel
schnittschar ~P + lQ alB Tangente angehOrt; denn aus den Gleichungen (6) 
folgert man wieder durch lineare Verkniipfung das Bestehen der Gleichung 

(7) [U· U(f)P + tQ)] = 0 

fiir beliebige Werte von ~ und t und damit den Satz: 

Satz 516: Eine jede gemeinsame Tangente der beiden Grund
kurven P und Q einer Kegelschnittschar ~P+ lQ beriihrt iiber
haupt jede Kurve dieser Schar. 

Und ebenso gilt der dem Satze 497 entsprechende allgemeinere Satz: 

Satz 517: Eine jede Tangente, die irgend zwei verschiedenen 
Kurven einer Kegelschnittschar gemeinsam ist, gehort iiber
haupt samtlichen Kurven der Schar als Tangente an. 

Die Grundgeraden, Hauptgeraden und Hauptzahlen einer Kegelschnitt
schar. Die Aufsuchung der gemeinsamen Tangenten, oder wie wir sagen 
wollen, "der Grundgeraden der Kegelschnittschar ~P + lQ" la.Bt 
sich in genau derselben Weise durchfiihren wie oben die Bestimmung der 
Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels. 

Man ermittle zuniichst wieder die durch die Gleichung (3) oder die 
gleichwerlige Gleichung 
(4) G/P - rjQ) = 0 

definierten Geraden G j (vgl. Fig. 135). Dieser Gleichung zufolge ordnet 
das in der Schar 1) P + t Q enthaltene Polar system 

(8) 

dem Stabe G j keinen bestimmten Pol zu. Nach Seite 221 fr. zerfiillt 
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daher die Polarkurve des Polarsystems P - tjQ in ein Punktpaar, das 
der Geraden Gj angehort, oder 
in einen doppeltzahlendenPunkt, 
der auf der Geraden Gj ge
legen ist. 

Aber die Gleichung (4) ge
stattet es auch, diejenigen Ge
raden Gj , die der Bedingung (3) 
geniigen, wir bezeichnen aie 
ala "die Hauptgeraden der 
Kegelschnittschar", und ~2 
ebenso die zugehorigen Zahl- Fig. lS5. 
werte t i , "die Hauptzahlen der Kegelschnittschar", zu bestimmen. 
Dazu ersetze man in der Gleichung (4) den Stab Gj durch seinen Ableit
ausdruck 
(9) Gj = gj,lEl + gj,2E2 + gj,sEs, 
wodurch diese Gleichung die Gestalt annimmt: 

gj,l El(P- t/J) + gi,1 Es(P- rjQ) + 9j,s Es(P- tjQ) = 0 
oder wegen (8) die Form: 

(10) gj,l(al - tjbl) + gj,2(aa - tjbs) + g},s(as - tjbs) = o. 
In dieser Form sagt sie aus, daJ3 zwischen den drei Zahlerpunkten 

a,-rib., s=1,2,3, desBruches P-tiQ 

eine Zahlbeziehung herrscht, daB diese drei Punkte also in einer geraden 
Linie liegen, wie es ja nach der Gleichung (78) des 32. Abschnitts bei 
einem entartenden Polarsysteme zweiter Klasse der Fall sein muB. Es 
wird hierdurch bestatigt, daB das Polarsystem P - tjQ entartet. Dabei 
zerili.llt seine Polarkurve, wie schon oben gezeigt ist, in ein Punktpaar, 
das die Hauptgerade Gj der Kegelschnittschar zum Trager hat, und das 
auch in einen doppeltzahlenden Punkt iibergehen kann, der jener Geraden 
Gj angehOrl (vgl. Seite 221 ff.). 

Um die Verhaltnisse der Ableitzahlen gj,lI gj,2' gj,S dieser Haupt
geraden Gj aus der Gleichung (10) entwickeln zu konnen, hat man wieder 
zunachst die in dieser Gleichung auftretende, dar Hauptgeraden Gj zu
gehorende Hauptzahl tj zu ermitteln und leite dazu aus der extensiven 
Gleichung (10) eine Zahlgleichung abo Man erhalt entsprechend wie bei 
der dualistischen Entwickelung (vgl. Seite 297) die Gleichung 

(11) [Cal - rjb1)(aa - t j b2) (as - tjbs)] = 0, 

das heiBt eine Gleichung dritten Grades in bezug auf tj' wir nennen sie 
"dIe Hauptgleichung der Kegelschnittschar". Wenn diese Glei-
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chung nicht fiir beliebige Werte von ti erfiillt wird, oder was dasselbe 
ist, wenn nicht samtliche Kurven zweiter Klasse der Kegelschnittschar 
P - tjQ zerfaIlen, so lieferl die Gleichung fiir die ZahlgroSe tj drei Werte 
t l , til' ts, die wir als "die drei Hauptzahlen der Kegelschnitt
schar" bezeichnen wollen. 

Die drei Hauptzahlen der Schar sind reell und von einander ver
schieden: Die drei Hauptgeraden der Ke.qelschnittschar als Seiten des ge
meinsamen Poldreiseits der Schar. Hat man die drei Hauptzahlen der 
Schar bestimmt, und sind sie aIle von einander verschieden, so laSt sich 
zu jeder Hauptzahl ti mit Halfe der extensiven Gleichung (10) die zu
gehOrige Hauptgerade Gj auffinden. 

1st insbesondere die Hauptzahl ti reell, so findet man fiir die Ver
haItnisse der drei Ableitzahlen des Stabes GJ die laufende Proportion 
(vgl. die dualistische Entwickelung auf Seite 298): 

{S"l: 9,,2: 9"s = [(all - tibjl) (as - tjbs)] .: [(as - t jbS)(al - tjbl)] 
(12) 

. [Cal - tjbl)(all - t,b2)], 

durch welche die drei Stabe Gi , abgesehen von ihrer Lange, die willkiir
lich bleibt, eindeutig festgelegt sind. Eine Unbestimmtheit tritt nur ein, 
wenn alle drei Produkte zu je zweien, die man aus den drei GroBen 

at - tjbo t= 1, 2, 3, 

bilden kann, gleichzeitig verschwinden, in dem Falle also, wo das Punkt
paar, das die Polarkurve des Polarsystems (8) bildet, noch weiter, nam
lich zu einem doppeltzii.hlenden Punkt, entartet (vgl. Seite 226:ff.). Dieser 
Fall moge einstweilen von der Untersuchung ausgeschlossen bleiben. 

Man beweist dann wieder genau so wie bei der dualistischen Ent
wickelung die Satze: 

Satz 518: Besteht eine Kegelschnittschar nicht aus lauter 
zerfallenden Kurven zweiter Klasse, und sind die drei Haupt
zahlen tj der Schar reell und von einander verschieden, so bilden 
die drei ihnen zugehorenden Hauptgeraden Gj ein eigentliches 
Dreiseit. Und: 

Satz 519: J ede reelle Hauptgerade einer Kegelschnittschar 
besitzt in bezug auf samtliche Kurven der Schar denselben Pol. 

Ferner lii.Bt sich wieder zeigen, daB die drei Hauptgeraden Gj ein 
gemeinsames Poldreiseit der Schar bilden. Aus den Erklii.rungsgleichungen 
der drei Hauptgeraden G" das heiSt aus den Gleichungen 

(4) G,(P - rjQ) = 0, j = 1, 2, 3, 

lassen sich nii.mlich fiir den Fall, daB die drei Hauptzahlen t l , til' ts reell 
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und von einander verschieden sind, wie auf Seite 300f. die Gleichungen 
folgern: 

(13) 

Diese Gleichungen aber zeigen wirklich: Der Pol einer jeden von den 
drei Geraden GJ sowohl hinsichtlich der beiden Grundkurven P und Q, 
wie uberhaupt hinsichtlich einer jeden Kurve der Schar ~P + fQ, liegt 
auf den beiden andern Seiten des Dreiseits G1 Gs G:17 das heiBt, er bildet 
die der Seite Gj gegenuberliegende Ecke dieses Dreiseits. Das Dreiseit 
der Geraden Gj {aUt also mit dem Dreieck ihrer Pole hinsichtlich der 
Kurven der Schar zusammen und ist daher ein gemeinsames Poldreiseit 
aller Kurven der Schar. 

Man hat somit den Satz: 
Satz 520: Sind bei einer Kegelschnittschar, die nicht aus 

lauter zerfallenden Kurven zweiter Klasse besteht, die drei 
Hauptzahlen reell und von einander verschieden, so ist das 
Dreiseit seiner drei Hauptgeraden ein gemeinsames Poldreiseit 
aller Kurven der Schar. 

Das gewonnene Ergebnis legt die Vermutung nahe, daB wenigstens 
fur den Fall zweier nicht zerfallenden Kurven zweiter Klasse P und Q 
das gemeinsame Poldreiseit 
der Schar ~ P + f Q mit dem 
gemeinsamen Polardreieck des 
Buschels ~p + fq zusammen
fant, vorausgesetzt, daB die 
Bruche P und Q die zu P 
und q adjungierten Bruche 
darstellen (vgl. Fig. 136). 

Und in der Tat folgert 
man aus den Gleichungen (3) 
des vorigen Abschnitts, die 
sich, angewandt auf zwei 
verschiedene Hauptpunkte dt und du 

in der Form schreiben lassen: 

Fig. 136. 

des Kegelschnittbuschels ~p + fq, 

(14) dtp = uAq und duP = uud"q, 

durch planimetrische Multiplikation die Gleichungen 

[dtp· duP] = utuu[dtq· duq] , t, u = 1,2,3, u =1= t, 
oder wegen der Gleichung (39) der 31. Abschnitts 

(15) [dtdJP= lttuJdtduJQ, t, ~t = 1,2,3, u =l= t. 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den Erklarungsgleichungen der 
Hauptgeraden der Schar, das heiBt mit den obigen Gleichungen 

(3) 

und beriicksichtigt, daB die drei Hauptgeraden GJ die emzlgen Geraden 
sind, die den Gleichungen (3) Genuge leisten, so folgt, daB 

tj=UtUu Und} j, t, u=l, 2, 3, 
GJ=tj[dtdJ j=tt, t=tu, u=tj, 

sein muB, das heiBt, daB 

(16) tl = Us us, ts = USUlI ts = U1 Us 
und 
(17) G1 = t1[dsds], G2 = rs[dsd1], GB = t s [d1d2J 
ist. Diese Gleichungen aber besagen wirklich, daB das gemeinsame Pol
dreiseit der Schar ~p + tQ mit dem gemeinsamen Polardreieck 
des Buschels ~p + fq zusammenfallt. Uberdies zeigen sie, daB die 
Hauptzahlen der Schar gleich den Produkten zu je zweien aus den Haupt
zahlen des Buschels sind. 

Die in einer Kegelschnittschar mit drei reellen Hauptgeraden enthaltenen 
Punktpaare und ihre Beziehung zu den Grundgeraden der Schar. Das ge
meinsame Poldreiseit G1 Gs Gs einer Kegelschnittschar ist insbesondere auch 
ein Poldreiseit der drei in der Schar enthaltenen Punktpaare P - tjQ, 
deren Punkte mit 

a,b, c,d, e,f 

bezeichnet sein mogen, und die Seiten Gj dieses Dreiseits sind, wie schon 

J 

Fig. 137. 

auf Seite 328 f. gezeigt wurde, die Trager 
dieser drei Punktpaare (vgl. Fig. 137). 

Nun gestattet ferner nach Seite 246 f. 
die auf ein Poldreiseit bezogene Glei
chung eines Punktpaars eine Spaltung 
in die linearen Gleichungen der einzelnen 
Punkte des Paars, und diese Spaltung 
wird fur die Bestimmung der Grund
geraden der Kegelschnittschar, das heiBt 
der gemeinsamen Tangenten ailer Kur
ven der Schar, von Nutzen sein; denn 
diese mussen als solche auch durch je 

einen Punkt jener drei Punktpaare hindurchgehen. 
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Um aber die quadratischen Gleichungen der drei Punktpaare auf das 
Dreiseit G1 Gs Gs beziehen zu konnen, forme man zunachst wieder die 
Briiche P und Q fiir die beiden urspriinglichen Polarsysteme in der Weise 
um, daE ihre Nenner die oben ermittelten, nur hinsichtlich ihrer Lange 
und ihres Sinnes noch willkiirlich gebliebenen Stabe Gv G2 , Gs werden, 
die den Seiten des gemeinsamen Poldreiseits angehoren. Dann werden ihre 
Zahler mit den Ecken dieses Dreiseits, das heiEt mit den Produkten 

(18) 

abgesehen von einem Zahlfaktor, iibereinstimmen miissen. Und setzt man 
wieder voraus, daE wenigstens das Polarsystem Q nicht entartet, so konnen 
iiberdies diese Zahlfaktoren bei dem Bruche Q nicht null sein. Es muE 
sich daher iiber die bisher 'lWch willkiirlich gebliebenen Langen und den Sinn 
der drm Stabe Gj in solcher Weise verfiigen lassen, daf3 die Zahler des 
Bruches Q samtlich den Zahlfaktor 1 erhalten und somit direkt den drei 
Grof3en gll g2' gs gleich werden, so daE also der Bruch Q die Form an
nimmt: 

(19) 
Zugleich wird dann 

(20) GjQ = gi' j = 1,2,3, 
oder wegen (18) 

(21) G1 Q=[G2 GS]' G2 Q=[GS G1], GsQ=[GtG,] 
und somit 

(22) [G1 • G1 Q] = [Gs . G2 Q] = [Gs • GsQ] = [G1 G2 Gs] = g, 

wo 9 eine ZahlgroEe bedeutet. 

Man erhalt ferner die entsprechende Bruchdarstellung des Polar
systems P, wenn man in die Erklarungsgleichungen der Stabe Gj 

(3) GjP= tjGjQ, j = 1, 2, 3, 

fiir GjQ seinen Wert gj aus (20) einfiihrt. Dadurch bekommt man die 
Gleichungen 
(23) GjP= tjgjl j = 1, 2, 3, 

und also fiir das Polarsystem P den Bruch 

(24) 

Die beiden so gewonnenen Formen (24) und (19) fiir die Polar
systeme P und Q Hefern sodann fiir die drei zerfallenden Polarsysteme 
P - tj Q die Bruchdarstellungen: 
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(25) 

welche zuniichst eine Bestatigung dafiir geben, daB fiir einen jeden der 
drei Briiche P-tjQ, j=1,2,3, das kombinatorische Produkt seiner 
drei Zahler verschwindet. Ferner folgt aus ihnen durch line are Verkniipfung 
die Identitat: 

(26) (t2 - t s) (P - II Q) + (ts - r1) (P - t2 Q) + (r1 - t 2) (P - ts Q) = 0, 
welche es erlaubt, jedes von den drei in der Kegelschnittschar enthaltenen 
Punktpaaren als Vielfachensumme der beiden andern darzustellen. 

Die entsprechende Identitat besteht dann auch zwischen den zuge
horigen quadratischen Form en, das hei.6t, es gilt auch die Gleichung: 

(27) (I2 - Is)[U, U(P- II Q)] + (Is - I1) [U· U(P- r2Q)] 
+ (r1 - r2) [U· U(P- rsQ)] = 0. 

Sie bestatigt fur einen besonderen Fall das oben gefundene allgemeine 
Ergebnis, daB eine jede gemeinsame Tangente zweier Kurven der Schar 
P - r Q auch eine Tangente jeder weiteren Kurve del' Schar sein mutt 
Denn del' Gleichung (27) zufolge leistet jede Gerade U, welche zwel von 
den drei Gleichungen 

[U· U(P- rjQ)] = 0, j = 1,2,3, 

befriedigt, zugleich auch der dritten von diesen Gleichungen Geniige, das 
heiBt, eine jede Verbindungsgerade U zweier Punkte, die zwei verschie
denen von den drei Punktpaaren del' Schar angehoren, geht zugleich auch 
durch einen Punkt des dritten Paars diesel' Schar hindurch (siehe die obige 
Fig. 137; vgl. ferner die Identitat (25) des 4. Abschnitts sowie die Ent
wickelung auf Seite 89 des ersten Bandes). 

Urn endlich die den Briichen (25) entsprechenden quadratischen Fm'men 
der drei Punktpaare in Linienkoordinaten darzustellen, driicke man noch die 
Stabe U del' Ebene als Vielfachensummen der neuen Nennerstabe Gj aus, 
setze also 
(28) U = u1 E 1 + u2 E 2 + UsEs = t\ Gl + 1:12 G2 + I:1s Gs . 

Dann wird wegen der Gleichungen (13) die quadratische Form 

[U· UQ] = l:1aGl' G1 Q] + 1:1~[G2' G2 Q] + 1:1:[Gs ' GsQ] 
oder mit Riicksicht auf (22) 

(29) [U· UQ] = g(l:1i + l:1i + 1:1i). 

Ebenso erhalt man auch fiir die quadratische Form [U· UP] nur quadra-
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tische Glieder, deren Koeffieienten aber in diesem Falle nicht samtlich ein
ander gleich sind. Es wird namlich 

[U· UP] = UnGl· GIP] + u;[Gll · GsP] + u~[Gs· GsP] 
oder wegen (3) und (22) 

(30) [U· UP] = g(tl u~ + rsu~ + faU;). 
Auf Grund dieser Darstellungen (29) und (30) lassen sich die drei 

quadratischen Formen, die den drei Punktpaaren der Kegelschnittschar zu
gehOren, als Differenzen von Quadraten darstellen. Man bekommt 

[U· D(P - fl Q)] = 9 {(rll - fl)U; + (ta - fl)U;}, also 

i[U. U(P- ft Q)] = (ts - rt)u; - (ft - fs)U: 

(31) ~ [U· U(P - f2 Q)] = (rs - rs)u: - (rs - rt)ui 

~ [U· U(P - ta Q)] = (rt - rs)u~ - (ts - rll)\); • 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen aber zerfallen unmittelbar in lineare 
Faktoren, und man erhalt daher fUr die drei Punktpaare 

a, b, c, d' e, f 
der Schar die drei Poore linearer Gleichungen: 

(32) 

fa) . ... ¥rll tl \)2 + yr;- taUs = 0 

lb) .... ¥rs - tl U2 - ¥r~-- rsus = 0 

{c) .... ¥~~ tsUs + ~~ __ ~ Ul = 0 
d) .... ¥rs - r2 Us - l r2 - rt \)1 = 0 

f e) . . .. Vr~-':"" ts Ut + vr;-=--r; Us = 0 

tf) .... y'r;-~-isut - y'r~~=r~us = o. 
Auch kann man leicht die Ausdrilcke fiir die sechs Punkte 

a,b, C'd' e,f 
der drei Punktpaare angeben. Dazu bemerke man, daB wegen (28), (18) 
und (22) 

also 

(33) 

Bei Einfiihrung dieser Werte aber nehmen die GIeichungen (32) die 
Form an: 

{ [U(y'i~-_rlg2 + -V~;~~ r~g3)] = 0 

[U(vr;-- rtgs - y'rt - rsgs)] = 0 
. . . . . . . . . . . ., 
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welche zugleich zeigt, daB die in den runden Klammern eingeschlossenen 
Summen oder Differenzen die gesuchten Ausdriicke fiir die Bacha Punkte 

a, b, c, d, e, f 
sind. Man erhiilt also fiir diese Punkte die DarstAllung: 

(34) 

{ a = Vt2 _-rl g2 + yi; __ ::gs, 

b = V ta - tl g2 - V tl - ts gs, 

{ 
C _ -VIs _ ta gs + V~2_~~ gll 

d - V ts - ta gs - V r2 - tl gl , 

{ e _ V2. =rS91 + Vts t~g2' 
f - Ytl - t S g1 - Vts -tsga· 

Aus der Form der so gewonnenen Ausdriicke entnimmt man sodann, daB 
die drei Punktpaare 

erstens die Seiten 
a, b, c, d, e, f 

Gll G2 , Gs 

des gemeinsamen Poldreiseits der Schar zu Triigern haben, und daB Sle 
uberdies durch die Ecken 

92,9s, 9S,g1' 91>92 

dieses Dreiseits harmonisch getrennt werden (vgl. die obige Fig. 137). 

Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammel1fassen: 

Satz 521: Besteht eine Kegelschnittsehar nicht aus lauter 
zerfallenden Kurven zweiter Klasse, und sind ihre drei Haupt
zahlen reell und voneinander verschieden, so enthalt das Biischel 
drei Punktpaare. Die Trager dieser Punktpaare fallen mit den 
Seiten des gemeinsamen Poldreiseits der Schar zusammen, und 
die beiden Punkte eines jaden Paars werden durch die auf sei
nem Trager liegenden Eeken jenes Dreiseits harmonisch ge
trennt. 

Die Ausdriicke (34) ergeben nun aber ferner eine Darstellun9 fur die 
Grundgeraden, oder was dasselbe ist, fiir die gemeinsamen Tangenten der 
Schar, wenn man die Punkte eines beliebigen von den drei Punktpaaren, 
etwa die des Paares a, b, mit den Punkten eines andern Paares, etwa mit 
denen des Paares c, d, iiuBerlich multipliziert. Dadurch erhalt man vier 
Grundgeraden, und auf diesen Hegen dann aueh, wie bereits oben gezeigt 
ist (vgl. Seite 334), die Punkte des dritten Punktpaars e, f. Man findet 
wie auf Seite 308 f. fiir die fraglichen Produkte die Werte: 



(35) 
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Cae] = gyri - ri {Vrs - r2 Gi + Vri - rS G2 - Vr~ --~ Gs } 

[ad] = gVr2 - ri {Vrs - r~ Gi - Vri - fa G2 + Vr2 - ri Gs } 

[b e] = gVr2 - ri {Vr;~r; Gi - Vr;=- r; G2 - Vr2 ri Gs} 
[b d] = 9 vr2---=--r~ {-vr;-=~r2 Gi + Vii - r~ G2 + vr;-=r~ Gs } , 

womit dann die vier Grundgeraden Cae], [ad], [be], [bd] der Kegelschnitt
schar als Vielfachensummen der drei Hauptgeraden, das heiBt der drei 
Seiten Gj des gemeinsamen Poldreiseits der Schar, dargestellt sind. 

Allgemeines iiber entartende Kegelsehnittseharen. Eine Kegelsehnittschar, 
deren Grundkurven zwei doppelt ziihlende Punkte sind. Wir gehen nunmehr 
dazu uber, den in unserer Entwickelung ausgeschlossenen Fall einer Schar 
von lauter zerfallenden Kurven zweiter Klasse (vgl. Seite 329 ff.) im Zu
sammenhange zu behandeln. Wir nennen eine solche Schar eine en t
artende Kegelschnittschar. 

Zuniichst ist klar, daB fur eine derartige Schar del' zu dem Satze 503 
dualistisch entsprechende Satz geIten wird: 

Satz 522: Eine Kegelschnittschar entartet dann und nur dann, 
das heiBt, sie besteht dann und nul' dann aus lauter zerfallen
den Kurven zweiter Klasse, wenn nicht nur die Bedingungen 

(36) CPS] = 0 und (37) [QS] = 0 

fur das Zerfallen der beiden Grundkurven P und Q del' Schar 
erfullt werden, sondern auBerdem noch die beiden Gleichungen 
gel ten: 
(38) [P 2 Q] = 0 und (39) [PQ2] = O. 

In der Tat liiBt sich die Hauptgleichung (11) der Kegelschnittschar 
nach Seite 230 f. auch in del' Form schreiben: 

(40) 

oder bei Auflosung der runden Klammer in der Form: 

(41) [PS] - 3r[p2Q] + 3t2[PQ2] - tS[QS] = O. 

Diese Gleichung aber wird dann und nur dann fur beliebige Werte von r 
erfullt, wenn die Gleichungen (36) bis (39) gleichzeitig bestehen. 

Die Bedingungen des Satzes 522 fur eine entartende Kegelschnittschar 
werden sicher befriedigt, wenn die Polarsysteme zweiter Klasse P und Q 
del' heiden Grundkurven zweifach entarten, wenn also 

(42) 

(44) 

und 

und 

(43) 

(45) 
P + 0 und ebenso 

Q+O. 

Eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven zwei (voneinander verschiedene) 
Grall man n: Projektive Geomttrie d. ·Ebene. II. 22 
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doppeltziihlende Punkte sind, besteht also aus lauter zerfailenden Kurven 
zweiter Klasse, und man be weist genau so wie bei dem Dualistischen, daB 
ihre Polarsysteme mit .Ausnahme derjenigen der beiden Grundkurven ein
rach entarten, daB also nur die Grundkurven durch doppeltziihlende Punkte 
gebildet werden, wahrend aile iibrigen Kurven der Schar eigentliche Punkt
paare sind. Man hat also den Satz: 

Satz 523: Entarten die Polarsysteme zweiter Klasse P und Q 
del' beiden Grundkurven einer Kegelschnittschar P- rQ zwei
fach, so entartet die ganze Kegelschnittschar; jedoch entarten 
aIle Polarsysteme der Schar mit .Ausnahme derjenigen der beiden 
Grundkurven einfach. 

Urn endlich iiber die Lage der Punktpaare .AufschluB zu erhalten, 
welche die Polarkurven der Polarsysteme der Schar bilden, bemerke man 
zuniichst, daB sie aile die Verbindungsgerade G derjenigen Punkte a und b 
zum Trager haben, die doppeltzahlend die Grundkurven der Schar dar
steilen. In der Tat ist diese Gerade G sowohl zu P wie zu Q apolar, 
das heiBt, es bestehen die Gleichungen 

(46) GP= 0 und (47) GQ = O . 

.Aus ihnen aber folgt durch lineare Verkniipfung fiir beliebige Werte einer 
ZahlgroBe r die Gleichung 

(48) G(P- rQ) = 0, 

welche zeigt, daB die Gerade G zu jedem Polarsysteme der Schar P - r Q 
apolar ist, daf3 sie also der Trager eines jeden Punktpaars der Schar ist 

P-rQ 

b 

--o~----------~.~~Or-------4.~ 

a G 

p Q 
Fig. 138. 

(vgl. Fig. 138), und man 
beweist wieder genau so 
wie bei dem Dualistischen, 
daB die Gesamtheit ailer 
Punktpaare P - r Q del' 
Schar die hyperbolische 

Punktinvolution bildet, die die doppeltziihlenden Punkte der Schar zu Doppel
punkten hat. 

Man hat also den Satz: 
Satz 524: Eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven durch 

zwei doppeltzahlende Punkte ge bildet werden, ist identisch mit 
d erj enigen hyp er b olischen Punktin volu tion, deren D opp el punkte 
jene doppeltzahlenden Punkte sind. 

Die Grundkurven einer Kegelschnittschar bestehen aus einem doppelt
zahlenden Punkt und einem Punktpaar oder aus zwei Punktpaaren. Unter 
welcher Bedingung entartet die Schar? Geniigen die Polarsysteme zweiter 
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Klasse P und Q der beiden Grundkurven einer Kegelschnittschar den Ver
gleichungen 

CPS] = 0, [P2] = 0, 
[QS] = 0, [Q2] 9= 0, 

entartet also das Polarsystem P zweifach, das Polarsystem Q einfach, so 
sind von den vier Bedingungsgleichungen (36) bis (39) fur das Entarten 
det Kegelschnittschar P - t Q (vgl. Satz 522) die ersten drei Bedingungen 
von selbst erfullt. Es handelt sich also nur noch um die geometrische 
Bedeutung der vierten Bedingung, namlich der Gleichung 

(39) 

und diese lii.Bt sich aus dem Satze 508 entnehmen. Denn nach ihm sagt 
die Gleichung (39) aus, daB der Trager B des Punktpaars Q den doppelt
zahlenden Punkt enthalt, der die Polarkurve von P bildet. Dabei kann 
entweder eben nur der Trager B des Punktpaars Q durch den doppelt
zahlenden Punkt P hindurchgehen (vgl. Fig. 139), oder es kann ein Punkt 

Fig S9 Fig. 140. 

des Punktpaars Q mit dem doppeltzahlenden Punkte P zusammenfallen 
(vgL Fig. 140). Man hat somit den Satz: 

Satz 525: Eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven aus 
einem doppeltzahlenden Punkt und einem Punktpaar bestehen, 
entartet dann und nur dann, wenn der doppeltzahlende Punkt 
auf dem Trager des Punktpaars liegt. 

Sind jetzt andererseits die beiden Grundkurven einer Kegelschnittschar 
Punktpaare, entarten also ihre heiden Polarsysteme zweiter Klasse P und Q 
einfach und geniigen somit den Vergleichungen 

[PSJ = 0, 

[Q~J = 0, 

so findet man genau so wie bei der dualistischen Entwickelung den Satz: 

Satz 526: Eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven aus 
zwei Punktpaaren bestehen, entartet dann und nur dann, wenn 

22* 
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entweder die beiden Punktpaare ihre Trager miteinander ge
mein haben, oder wenn zwar die Trager voneinander verschieden 
sind, aber ihr Schnittpunkt einem 
jeden von den beiden Punktpaaren 
angehort (vgl. Fig. 141 und 142). 

~ 

p Q 
Fig. 141. Fig. 142. 

Unter welcher Bedingung besitzt die Hauptgleichung einer Kegelschnitt
schar eine einfache Wurzel, eineDoppelwurzel oder eine dreifache Wurzelr=r/ 
Ersetzt man auf der linken Seite der Hauptgleichung einer Kegelschnitt
schar, das heiBt auf der linken Seite der obigen Gleichung 

(40) [(P - rQ)3] = 0, 
den Parameter r durch die Summe 

(49) 

so erhalt man fiir den Potenzwert [(P-rQ)3] des Polarsystems P-rQ den 
Ausdruck: 

[(P- rQ)3] = [(P- (r t + ~)Q)31 = [((P- rtQ) - ~Q)3] 

oder die Darstellung: 

(50) {[(P- rQ)3] = [(P- rtQ)3] - 3~[(P- r tQ)2Q] 
+ 3~2[(P _ r tQ)Q2] _ ~3[Q3]. 

Diese zeigt mit Riicksicht auf (49), daB die Hauptgleichung der Kegel
schnittschar, das heiBt die Gleichung 

(40) [(P-rQ)3] =0, 

ebenso oft die Wurzel r = rt aufweist, wie die Gleichung 

(51) [(P- rtQ)S] - 3~[(P- rtQ)2Q] + 3~i[(P-rtQ)Q2] - ~S[Q3] = ° 
die W urzel ~ = ° darbietet. Darin liegt der Satz: 

Satz 527: Die Hauptgleichung 

[(P - rQ)3] = ° 
einer Kegelschnittschar besitzt dann und nur dann eine ein
fache Wurzel r = rtl wenn 

[(P-rtQ)S] =0, aber [(P-ttQ)2Q] =1=0 

ist, dagegen eine Doppelwurzel t = tt dann und nur dann, wenn 

[(P-ttQ)3]=0 und [C-P-rt Q)2Q] =0, aber [(P-r t Q)Q2]=I=O 
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ist, endlich dann und nur dann eine dreifache Wurzel t = t17 wenn 
gleichzeitig 

[(P-tt Q)3] =0, [(P-tt Q)2Q]=0 und [(P-tt Q)Q2J=O 
is t. 

Die Hauptgleichung der Kegelschnittschar hat eine Doppelwurzel. Sind 
von den drei Hauptzahlen tt der Kegelsehnittschar zwei einander gleich, 
wahrend die dritte von diesen beiden versehieden ist, ist also etwa 

(52) t1 =} t2 = t 3, 

das heiBt, ist t1 eine einfache, t2 = t3 eine Doppelwurzel der Hauptgleichung (40) 
der Kegelschnittschar, so sind in der Schar nur die beiden entartenden Polar
systeme zweiter Klasse P - t1 Q und P - t2 Q enthalten, und es ist naeh 
dem Satze 527 

[(P_tj Q)3] =0, aber [(P-t1Q)2Q] +0, 
woraus noeh folgt, daB aueh 

[(P - t1 Q)2] + ° 
ist, so daB naeh dem Satze 441 das Polarsystem zweiter Klasse P - t1 Q 
einfaeh entartet. 

Andererseits ist wieder naeh dem Satze 527 

[(P - t2 Q)B] = ° und zugleieh [(P - t2 Q)2 Q] = o. 
Die letztere Gleiehung aber kann sowohl dann erfullt werden, wenn 

[(P - t2 Q)2] + ° 
ist, das Polarsystem zweiter Klasse P - t2 Q somit einfach entartet, wit' aueh 

dadureh, daB [(P-t2 Q)2]=0 

ist. In diesem Falle entartet das Polarsystem zweiter Klasse P - t2 Q 
zweifach. 

Wir behandeln zuerst den ersten von den beiden genannten Unterfiillen, 
den Fall also, wo die seehs Vergleiehungen bestehen: 

(53) [(P-t1 Q)B]=0, (54) [(P-t1 Q)2]+0, (55) [(P-t1 Q)2Q]+0, 
(56) [(P-t2Q)3] =0, (57) [(P-t2 Q)2]+0, (58) [(P-t2 Q)2QJ=0. 
Von ihnen besagen die Vergleieh\1ngen (53) und (54), (56) und (57), daB 
die Polarkurven der beiden Polarsysteme zweiter Klasse P - t1 Q und 
P- t2 Q zwei Punktpaare sind, ihre Trager seien bezeiehnet mit T1 und T 2 ; 

wahrend die Gleiehung (58) naeh dem Satze 508 zeigt, daB der Trager T2 
von P - t2 Q die Polarkurve von Q beriihrt. Dann aber muB er naeh 
dem Satze 517 aueh dureh einen Punkt des Punktpaars P - t1 Q hindureh
gehen. Doeh darf er wiederum nieht mit dessen Trager T1 zusammell
fallen, weil sonst naeh Satz 508 die Gleichung 

[(P - t1 Q)2Q] = ° 
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bestehen miiBte, die der Ungleichung (55) widerspricht. Hieraus folgt 
nebenbei, daB das Punktpaar P - tl Q ree11 sein muB. 

Andererseits kann der Trager Tl des Punktpaars P - tl Q auch nicht 
durch einen Punkt des Punktpaars P - ts Q hindurchgehen; denn sonst 
miiBte er dem Satze 517 zufolge auch die Polarkurve von Q beriihren, 
und dies ist nach dem Satze 508 durch die Ungleichung (55) ausgeschlossen. 

Die beiden Punktpaare P - tl Q und P - ti Q liegen somit in der 
Weise zueinander, daB der Trager T2 von P - t2 Q durch einen der beiden 

\~----------v---------~ 

P-t .. Q 
Fig. 14S. 

Punkte des Punktpaars 
P - tl Q geht, ohne mit 
dem Trager von P - tl Q 
zusammenzufallen und ohne 
daB ein Punkt des einen 
Punktpaars mit einem 
Punkte des andern Punkt
paars identisch ware (vgl. 
Fig. 143). In den Trager Ts 
sind dann zwei Grundge
raden der Schar zusammen
geriickt, und es beriihren 
sich samtliche Kurven der 
Schar in einem Punkte der 
Geraden Ts und haben in 
ihm die Gerade T2 zur Tan
gente. Dabei ist ihr Beriih

rungspunkt der Schnittpunkt der Trager Ti und T2 der beiden Punktpaare. 
Die beiden andern Grundgeraden sind die Verbindungslinien der beiden 
Punkte des Punktpaars P - t2 Q mit dem nicht auf Ts liegenden Punkte 
des Punktpaars P-- ti Q. Sie werden konjugiert komplex, sobald das 
Punktpaar P - t2 Q konjugiert komplex ist. 

Der zweite Unterfall unterscheidet sich von dem soeben behandelten 
dadurch, daB in der Vergleichung (57) an Stelle des Ungleichheitszeichens 
das Gleichheitszeichen getreten ist, so daB also die sechs Vergleichungen 
erfiillt werden: 

(59) [(P-ti Q)3] =0, (60) [(P-t1 Q)2]+0, (61) [(P-t1 Q)2Q]+0, 
(62) [(P-t2Q)S]=0, (63) [(P-r2 Q)2]=0, (64) [(P-t2 Q)2Q] =0, 

wobei jetzt die Gleichungen (62) und (64) eine Folge der Gleichung (63) 
sind. Die vier Vergleichungen (59) und (60), (62) und (63) sagen dabei 
aus, daB die Polarkurve des Polarsystems zweiter Klasse P - tl Q ein 
Punktpaar, diejenige des Polarsystems P - ts Q ein doppeltzahlender Punkt 
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ist. Und durch diesen doppeltzahlenden Punkt kann nicht etwa der Trager Tl 
des Punktpaars P - Ii Q hindurchgehen, was man ebenso wie bei dem 
Dualistischen beweist. 

1st das Punktpaar P - t1'Q reell, so fallen in jede von seinen Ver
bindungslinien mit dem doppeltzahlenden Punkte P - I2 Q zwei Grund
geraden der Schar zu
sammen, und die Punkte 
des Punktpaars P - II Q 
bilden die Grenzlagen fur p.-r,q 
die Schnittpunkte eines 
jeden Paars zusammen
gefallener Grundgeraden. 
Es beruhren sich daher Fig. 114. 

samtliche Kurven der Schar in den Punkten des Punktpaars P - II Q 
und haben in ihnen jene Verbindungslinien mit dem doppeltzahlenden 
Punkte P - t2 Q zu Tangenten (vgl. Fig. 144). 

Die Hauptgleichung der Kegelschnittschar hat eine dreifache Wurzel. 
Sind alle drei Hauptzahlen It der Kegelschnittschar einander gleich, ist also 
(6D~) II = I2 = Is 

eine dreifache Wurzel der Hauptgleichung der Kegelschnittschar, so ist in 
der Schar nur ein einziges entartendes Polarsystem zweiter KIasse P- tl Q 
enthalten, und es ist nach dem Satze 527 

[(P- II Q)3] = 0, [(P- tl Q)2Q] = 0, [(P - tl Q)Q2] = 0. 

Dabei setzen wir voraus, daB das Polarsystem Q von dem entartenden 
Polarsystem P - tl Q raumlich verschieden sei. 

Es ergeben sich dann wieder zwei Unterfiille, je nachdem 

[(P - II Q)2] + ° oder [(P - II Q)2J = ° 
ist, je nachdem also die Polarkurve des entartenden Polarsystems zweiter 
Klasse P - II Q ein Punktpaar oder ein doppeltzahlender Punkt ist. 

In dem ersten von diesen beiden Unterfiillen bestehen demnach die vier 
Vergleichungen: 

(66) [(P- II Q)S] = 0, 
(68) [(P- II Q)2Q] = 0, 

(67) [(P - II Q)'] + 0, 
(69) [(P- II Q)Q2] = 0. 

Von ihnen besagen die Vergleichungen (66) und (67), daB die Polarkurve 
des Polarsystems zweiter Klasse P - II Q ein Punktpaar ist. Ferner zeigt 
die Gleichung (68) nach dem Satze 508, daB der Trager T dieses Punkt
paars eine Tangente der Polarkurve von Q bildetj und endlich sagt nach 
dem Satze 511 die Gleichung (69) aus, daB die beiden Punkte a und b 
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des Punktpaars P - tl Q hinsichtlich des Polarsystems q = [Q2] konju
giert sind. 

Nun konnen die beiden Punkte a und b, da sie voneinander verschie
den sind, und ihr Trager T die Kurve Q beriihrt, nicht beide zugleich 
Punkte der Kurve Q sein. Aber man sieht sofort, daB doch einer von 
ihnen der Kurve Q angehoren muB. Denn setzen wir voraus, daB b nicht 
auf Q liegt, so folgt aus dem Konjugiertsein von a und b in bezug auf q, 

Fig. 145. 

daB a auf der Polare bq von 
b hinsichtlich q liegt (vgl. 
Fig. 145). Und diese Polare 
bq geht, da del' Punkt b auf 
der Tangente T der Polar
kune von Q liegt durch den 

Q, i Pol TQ von T in bezug auf 
Q, das heiBt durch den Be
riihrungspunkt del' Geraden T 
mit der Kurve Q. Uberdies 
ist jene Polare bq von T 
verschieden, da nach der 
V oraussetzung der Punkt b 

nicht der Kurve q angehort. Daraus aber folgt, wei I a auBerdem auf T 
liegt, daB a mit dem Punkte identisch ist, in dem die Gerade T die Kurve Q 
beriihrt. 

In den Trager T des Punktpaars a, b sind dann iibrigens drei Grund
geraden der Kegelschnittschar zusammengeriickt, namlich die beiden zu
sammenfallenden Tangenten, die sich yom Punkte a an die Kurve Q legen 
lassen, und die eine von den beiden Tangenten, die vom Punkte b an die 
Kurve Q gehen; die vierte Grundgerade der Schar ist die zweite Tangente S 
yom Punkte b an die Kurve Q gezogen. Die Kegelschnittschar besteht so
mit aus der Gesamtheit der Kurven zweiter Klasse, welche die Gerade S 
beriihren und in dem Punkte a mit der Kurve Q eine Beriihrung zweiter 
Ordnung (Oskulation) aufweisen. Die Kurven der Schar haben also in dem 
Punkte a nicht nur dieselbe Tangente T sondern auch denselben Kriim
mungskreis wie die Kurve Q. 

In dem zweiten der oben charakterisierten Unterfiille bestehen die Vier 
Gleichungen: 

(70) 

(72) 
[(P - tl Q)3J = 0, 
[(P -!l Q)2Q] = 0, 

wahrend wie bei jeder Kegelschnittschar 

(74) 

(71) 

(73) 

[(P - tl Q)2J = 0, 

[(P- tl Q)Q2J = 0, 
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ist. Diesmal sind dabei zwei von den vier Bedingungsgleichungen (70) bis 
(73) bereits eine Folge einer der beiden anderll, namlich die Gleichungen 
(70) und (72) eine Folge der Gleichung (71), und diese letztere Gleichung 
besagt zusammen mit der Ungleichung (74), daB €I 
die Polarkurve von P-t1 Q ein doppeltzahlen- a 
der Punkt ist. Es bedarf also nur noch die P 

Gleichung (73) einer geometrischen Deutung, 
die sich iibrigens sofort aus dem Satze 512 
entnehmen laBt. Denn nach diesem Satze zeigt d T 

die Gleichung (73), daB der doppeltzahlende P - t:~ Q 
Punkt d, der die Polarkurve von P - t1 Q bil- Fig. 146. 

det, auf der Polkurve von [Q2J liegt, welche, da Q nicht entartet, mit der 
Polarkurve von Q identisch ist (vgl. Fig. 146). Die Tangente in diesem 
Punkte an die Kurve Q gezogen heiBe T. 

In diese Tangente T sind dann aile vier Grundgeraden der Schar zu
sammengeriickt, indem ja von jedem der beiden in den Punkt d zusammen
failenden Punkte der Kurve Q wieder zwei zusammenfailende Tangenten 
an die Kurve Q gezogen werden Mnnen. Die Kegelschnittschar besteht so
mit aus der Gesamtheit der Kurven zweiter Klasse, die in dem Punkte d 
eine Beriihrung dritter Ordnung mit der Kurve Q gemein haben. 

Abschnitt 37. 

Die Beziehung einer Geraden zu einem Kegelschnittbiischel, eines 
Punktes zu einer Kegelschnittschar. 

Die Gleichung eines Punktpaars, das 
durch eine Gerade aus einer Kurve zwei
ter Ordnung ausgeschnitten wird. U m 
die Stabgleichung eines Punktpaares zu 
bestimmen, das durch die Gerade eines 
beliebigen Stabes V aus einer Kurve 
zweiter Ordnung 

(1) [x·xp] = 0 

v 

ausgeschnitten wird (vgl. Fig. 147), stelle Fig. 147. 

man die Punkte x dieses Punktpaares als 

v 

p 

Produkte des festen Stabes V und eines veranderlichen Stabes W dar, 
setze also 
(2) x= [VWJ 

und fiihre diesen Wert in die Gleichung (1) der Kurve zweiter Ordnung 
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em. Dadurch verwandelt sich diese in die Gleichung 

(3) [YW· VWp] = 0, 

in der V als konstant, W als veranderlich anzusehen ist. Diese in W 
quadratische Gleichung ist dann bereits die Gleichung des ge
wiinschten Schnittpunktpaares, denn es geniigen ihr aIle diejenigen 
Stabe W, fiir die der Punkt [VW1 der Kurve [x. xpJ = 0 angehOrt, 
das heiBt aIle die Stabe W, deren Geraden die Gerade des Stabes V in 
ihren Schnittpunkten mit der Kurve [x. xp] = 0 treffen. Die Gleichung 
steUt daher wirklich jenes Schnittpunktpaar dar, aufgefaBt als zerfallende 
Kurve zweiter Klasse1). 

DaB die durch die Gleichung (3) ausgedriickte Kurve zweiter Klasse 
zerfallen muB, entnimmt man auch sogleich aus der Form der Gleichung. 
Denn nach der Formel der linealen Anderung fiir Stabprodukte (Glei
chung (25) des dritten Abschnitts): 

[V(W+ gV)] = [VW] 
wird auch das Produkt 

(4) [YeW + gY). YeW + gV)p] = [VW· YWp], 

das heiBt, die quadratische Form [VW· VWp] verhlilt sich invariant 
gegeniiber einer Vermehrung des Stabes W um ein Vielfaches von V. 
Wenn also die Gleichung (3) durch irgend einen Stab W befriedigt wird, 
so geniigt ihr zugleich auch jeder Stab W + 9 V des Strahlbiischels mit 
dem Scheitel [VW], woraus in der Tat wieder folgt, daB die durch die 
Gleichung (3) dargesteUte Kurve zweiter Klasse in das Punkt
paar zerfallt, das durch die Gerade V aus der Kurve zweiter 
Ordnung [x· xp] = 0 ausgeschnittiln wird 2). 

Die beiden Kurven eines KegeZschnittbUscheZs, die eine gegebene Gerade 
beriihren. Die Forderung, eine Kurve des Kegelschnittbiichels 

(5) [x· xp] - g[x· xq] = 0 

1) Vgl. hierzu S. Gundelfinger, VorleBungen aus der analytischen Geometrie 
der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, Leipzig 1896. S.33f. 

2) Die hier gegebene Darstellung deB Schnittpunktpaars einer Geraden mit einer 
Kurve zweiter Ordnung bildet einen Ersatz fiir die sonst iibliche Behandlnng des 
GegenBtandes mittelst geriinderter Determinanten. In der Tat lii.6t sich daB oben auf
tretende planimetrische Produkt [VW· VWp] durch eine geranderte Determinante 
ausdriicken, und dasselbe gilt auch bereits von den friiher benutzten planimetrischen 
Produkten [U. Up] und [V. W.P] (vgl. Seite 194ft'.). Um die Vergleichung der beiden 
Behandlungsarten zu erleichtern, stelle ich hier kurz die Beziehungen der angegebenen 
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solIe durch einen gegebenen Punkt e hindurchgehen, liefert itir 
den Parameter g die lineare Gleichung 

(6) [e· ep] - g[e· eq] = 0 

und bestimmt also diesen Parameter und damit jene Kurve des Buschels 
einde;utig. Ihre Gleichung ergibt sich aus (5) und (6) durch Elimination 
von g und lautet daher: 

(7) I 
[x. xp] 

[e . ell] 
[x.xq]l=o. 
[e . eq] 

Dagegen gibt es in einem Kegelschnittbuschel im allgemeinen 
zwei Kurven, die eine beliebig gegebene Gerade V beruhren1). 

Um dies zu beweisen, stelle man zuniichst fur eine beliebige Kurve des 
Kegelschnittbiischels 

[x· x(p - gq)] = 0 

die Stabgleichung auf, bilde also zu dem Bruche 

(8) 

p1animetrischen .Produkte mit den entsprechenden gerandenen Determinanten zu
sammen und fiige zug1eich die fiir diese gerandenen Determinanten von S. Gund e1-
finger gebrauchten abkiirzenden Klammersymbo1e beL Es ist 

au au a13 1\ Illl 

au an Ilts D~ Illz 

=G :)aik• [VlV· VlVp] = aS1 as! ass Ds Ills 

01 Dz Ds 0 0 

Andererseits: 
1U1 Ill! Ills 0 0 

au Ilu 018 U1 

[U·UP]=--
au au a2S Uz = - (:)Oik' aS1 au ass Us 

U1 Uz Us 0 

°u au alS Dl 

[V·WP]=-
a!l au a2S D2 =- (~) . aS1 au ass Ds aik 

Illl Ill! Ills 0 

Beziiglich der Gundelfingerschen K1ammersymbole (D Ill) usw. siehe das soeben 
D III aik 

zitiene Werk: Gundelfinger-Dinge1dey, Kege1schnitte, Seite 34, 129 und 130. 

Fur die den obigen Produktbildungen dualistisch entsprechenden p1animetrischen 
Produkte findet man die ana10gen Beziehungen auf Seite 358 zusammengestellt. 

1) Vgl. zum fo1genden Gundelfinger-Dinge1dey. Kege1schnitte, Seite 1411£. 
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der die Punkt-Stab-Zuordnung des zugehorigen Polarsystems vermittelt, 
die adjungierte Abbildung 

Es wird 
[(p - gq)2]. 

(9) [(p - gq)2] = [p2] _ 2g[pq] + g2[q2J. 

Bezeichnet man hierin noch wie bisher die zu den Polarsystemen p und 
q der beiden Grundkurven des Buschels adjungierten Polarsysteme [p2J 
und [q2] etwas kurzer mit P und Q und setzt uberdies das kombina
torische Produkt 
(10) [pq] = H, 
so wird (vgl. Seite 152) 
(11) P= [p2] = [A,As], [AsAI]' [AlA,] 

El' E 2 , Es' 

(12) Q = [q2] = [BIBs], [BgBI]' [BIB,] 
E l , E!. Es 

und nach der Gleichung (36) des 30. Abschnitts 

(13) H=[pqJ= ~ ([A.Bs]-[AsB.]J, t ([AsB\]-[A\Bs]), t{ [AIB.]-[A.B\]) . 
~, ~, ~ 

Man erhalt also fur die zum Polarsystem p - gq adjungierte Abbildung 
[(p - gq)2] die Darstellung: 

(14) [(p - gq)2] = p_ 2gH + g2Q. 

Naturlich kann man dasselbe Ergebnis auch finden, wenn man auf 
Grund der Gleichung (8) nach der V orschrift fur die Bildung des adjun
gierten Bruches zu der Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitat (vgl. die 
Gleichung (39) des 30. Abschnitts) direkt den extensiven Bruch aufstellt, 
dessen Zahler und Nenner die multiplikativen Kombinationen ohne Wieder
holung zur zweiten Klasse aus den Zahlern und N ennern des Bruches auf 
der rechten Seite von (8) sind. Man erhalt so fUr das kombinatorische 
Quadrat [(p - gq)2] die Bruchdarstellung: 

(15) [(p_gq)2J=[(.t!.--=-~_B.)(As-gBs)1, [(As-gBs)(AI -gB\)], [(AI -gBI)(A, -gB.lJ 
Ep E., Es 

oder 

(16) 

Hier sind die Koeffizienten von 9 in den drei Zahlern doppelt so groB wie 
die drei Zahler von H in (13); denn es wird 

[B2 A SJ + [A2 BSJ = [A2 B SJ - [AsB2J, ... 

Zerlegt man daher den Bruch auf der rechten Seite von (16) entsprechend 
der Dreiteilung seiner Zahler in eine Vielfachensumme dreier Bruche und 
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beriicksichtigt dabei zugleich noch die Gleichungen (11) bis (13), so 
nimmt die Gleichung (16) genau die obige Form (14) an: 

(14) [(p - gq)2] = P- 2gH + g2Q. 

Der in dieser Formel (14) neben den adjungierten Briichen P und 
Q der beiden Grundkurven p und q auftretende Bruch H hat, wie die 
Gleichungen (13) und (14) zeigen, ganz den Charakter der Briiche P und Q. 

Zuniichst namlich ist er wegen (13) wie diese ein Reziprozitiitsbruch, 
der Stabe in Punkte iiberfiihrt. 

Zweitens aber ist er auch involutorisch; denn die linke Seite der Glei
chung (14) ist als adjungierter Bruch des Polarsystems p - gq seIber ein 
Polarsystem, geniigt also der Gleichung 

[CWo V(p - gq)2] = [V· W(p _ gq)2], 

und da die entsprechenden Gleichungen 

[W· VPJ = [V· WP] und 

[W· VQ] = [V· WQ] 
auch fiir die Briiche P und Q geIten, so gilt dasselbe auch fiir den mit 
den drei Briichen 

[(p - gq)2], P und Q 

nach (14) linear zusammenhiingellden Bruch H, das heiBt, es besteht die 
Gleichung 
(17) [W· VH] = [V· WH]. 

Es stellt also in der Tat auch der Bruch H die Stab-Punkt-Zuordnung 
eines Polarsystems oder, wie wir 0 ben sagten, ein Polarsystem zweiter Klasse 
dar. Die Lage seiner Polarkurve wird sich im Laufe der weiteren Unter
uchung nebenbei von selbst ergeben (vgl. S. 355f.). Vor del' Hand aber hat 

man mit Rucksicht auf die Gleichung (10) den allgemeinen Satz bewiesen: 
Satz 528: Das kombinatorische Produkt zweier Polarsysteme 

zweiter Ordnung ist ein Polarsystem zweiter Klasse. 
Die Bedingung dafiir, daB eine gegebene Gerade V eine Kune des 

Buschels p - gq beriihrt, lautet nunmehr 

(18) [V· V(p - gq)2] = 0 
oder mit Riicksicht auf (14) 

(19) [V· V(P- 2gH + g2Q)] = 0 oder endlich 

(20) [V· VP] - 2g[V· VH] + g2[V· VQ] = O. 

Man erhaIt demnach fiir den Parameter 9 einer Kune des Buschels, 
die eine gegebene Gerade V beruhrt, eine quadratische Gleichung. Sind 
die Wurzeln gl und g2 dieser quadratischen Gleichung reell und von ein
ander verschieden, so gibt es in dem Buschelp- gq zwei Beruhrungs-
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kurven der Geraden V namlich die Kurven p - glq und p - g2q 
(vgl. Fig. 148), und fur diese Beruhrungskurven bestehen nach (18) die 
Gleichungen 
(21) [V· Vrcp - grq)2J] = 0, r = 1, 2. 

Fig. 148. Fig. 149. 

Die Involution, die ein Kegelschnittbuschel aUf einer Geraden hervor
ruft. Andererseits ergibt sich fur das Punktpaar, das dieselbe Gerade V 
aus einer beliebigen Kurve p - gq des Buschels ausschneidet, (vgl. Fig. 149) 
nach (3) die Gleichung: 

(22) [VW· VW(p - gq)] = 0, 

in der V als konstant, W als veranderlich anzusehen ist. 
Dieses Punktpaar wird in einen einzigen Punkt zusammenfallen, die 

Gerade V wird also die Kurve p - g q des Buschels beruhren, wenn man 
ffir den Parameter g einen der obigen Werte gr' r = 1, 2, wahlt. Die 
dadurch aus (22) hervorgehenden Gleichungen 

(23) [VW· VW(p - grq)] = 0, r = 1, 2 

stellen daher bei konstantem V je ein doppeltzahlendes Strahl
biischel dar, dessen Scheitel der Beriihrungspunkt der Geraden 
V mit der Kurve p - grq iat. 

Dies laBt sich auch rein analytisch zeigen. Man gehe dazu von der 
Gleichung (110) des 33. Abschnitts aus, nach welcher das Produkt: 

(*) [VW. VWp] = ! [V· VP] [W· VP] I 

i [V· WP] [W· WP] I 

ist, vorausgesetzt, daB P ein beliebiges Polarsystem zweiter Klasse und p 
das adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung ist. FaBt man in dieser 
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Gleichung das Polarsystem zweiter Klasse Pals adjungierte Abbildung 
eines Polarsystems zweiter Ordnung p auf, setzt also 

P = [p2], 

so besteht zwischen den beiden Polarsystemen zweiter Ordnung p und p 
die Beziehung 

p = ap, wo 

a = I aik I 

ist. U nd fiihrt man diese Werte in die Gleichung (*) ein, so verwandelt 
sie sich in: 

[VW. VW ] = ~1~. I [V· V[p2J] [W· V[p2]] I. 
p I aik i i [V. W[p2]] [W· W[p2]] i 

Ganz entsprechende Ausdriicke erhalt man fiir die Produkte 

[VW· VW(p - grq)], r = 1, 2. 

In del' Tat, setzt man noch die Determinanten del' Ableitzahlen del' Briiche 
p - 9rq, r = 1, 2, das heiBt die Determinanten 

(24) i aik - 9r bik I = Cr , r = 1, 2, 
so wird 

[VW. VW(p _ 9rq)] =~ I[V' V[(P-9rq)2J] [W· V[(P-9rq)2J] I, r=1,2. 
Cr [V· W[(p-grq)2J] [W· W[Cp-9rq)2]] I 

Diese Gleichung vereinfaeht sieh wegen (21) zu 
1 

(25) [VW· VW(p - grq)] = - c; [W· V[(p - grq)2]]2, r = 1, 2. 

Setzt man daher noch das Produkt 

(26) -~_c Veep - 9 q)2] = d, r = 1, 2, -Y-Cr r r 

bezeiehnet also mit dr' r = 1, 2, die (mit passenden Massen versehenen) 
Pole del' Geraden V hinsiehtlieh del' Kurven p - grq, so daB also die 
Punkte dr die Beriihrungspunkte del' Geraden V mit diesen beiden Kurven 
sind, so verwandelt sieh die Gleichung (25) in 

(27) [VW· VW(p - grq)] = [Wdr]2, r = 1, 2. 

Damit abel' ist die quadratisehe Form auf del' linken Seite 
von (23) als Quadrat einer linearen Form dargestellt, und also 
wirklich rein analytisch be wiesen, daB jede von den Gleichungen (23) die 
Gleichung eines doppeltzahlenden Strahlbiisehels ist. 

Die Gleiehungen (27) bieten abel' noeh ein besonderes Interesse, weil 
Si6 auch eine entsprechende Umformung del' quadratischen Form auf del' 
link en Seite del' Gleichung (22) ermoglichen. Diese Gleiehung stelit, wie 
oben gezeigt ist, das Punktpaar dar, das die Gerade Vaus einer beliebigen 
Kurve p - 9q des Kegelsehnittbiisehels ausehneidet. Ihre linke Sei te 
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rnuB daher eine Spaltung in zwei line are Faktoren zulassen. 
Urn zu dieser Zerlegung zu gelangen, driicke man zunachst das beliebige 
Polarsystem p - gq des Buschels als Vielfachensumme derjenigen beiden 
ausgezeichneten Polarsysteme p - g1 q und p - g2 q aus, deren Polkurven 
die Gerade V beruhren, setze also 

(28) p - gq = ~(p - g1q) + t(p - g2q) 

= (~ + t)p - (~g1 + tg2)q· 

Diese Gleichung liefert fur die Ableitzahlen ~ und t die Gleichungen 

~ + t = 1 und 

~g1 + tg2 = g, 
aus denen fur ~ und t die Werte folgen: 

(29) ~ = B, - g und t = B - Bl • 
BI - gl B. - Bl ' 

und setzt man diese Werle in die Gleichung (28) ein, so erhiilt man fur 
das Polarsystem p - gq den Ausdruck 

(30) p-gq= B,-B (P-glq) + B-Bl (P-g2q). 
B, - Bl B! - Bl 

Fur die linke Seite der Gleichung (22) ergibt sich daher die Darstellung 

[VW· VW(p - gq)] 

= B,-B [VW. VW(P-g1q)] + g-Bl [VW· VW(P-g2q)] 
L-fu L-fu 

oder wegen (27) 

(31) _ _ B, -Bl Bt -gl __ ( 
[VW. VW(p - gq)] = _Bt - B [Wd1]2 __ ~1 - ~ [Wd2J2 

= (~ :1 [Wd1] + ~:1 [Wd2])(-V~: :1 [Wd1] - -V~- :. [Wds])' 

Die Gleichung (22) fur das Punktpaar nimmt daher bei Weglassung des 
N enners die Gestalt an: 

(32) [W { -V g2 9 d1 + -V g1 9 d2 } ][ W { -V g2 9 d1 - -V g1 g d2}J = O. 

Damit ist die geforderte Zerlegung der linken Seite von (22) in zwei 
lineare Faktoren geleistet. Man entnimmt aus ihr zugleich fur die Schnitt
punkte der Kurve p - gq mit der Geraden V die Ausdriicke: 

(33) -V g2 9 d1 + -V g1 - 9 d2 und y g2 9 d1 - -V g1 9 ds, 
welche zeigen, daB diese Schnittpunkte harmonisch liegen zu den Punkten 
d1 und ds, in denen die Gerade V von den beiden Kurven p - g1 q und 
p - g2q beruhrl wird. Es ist also der Satz bewiesen: 

Satz 529: Das Punktpaar, in welchem eine beliebige Kurve 
eines Kegelschnittbuschels eine gegebene Gerade schneidet, 
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wird harmonisch getrennt durch die Beriihrungspunkte der
jenigen beiden Kurven des Biischels, welche die gegebene Ge
rade beriihren. 

Diesem Satze kann man mit Riicksicht auf Seite 191 (vgl. ferner 
Satz 404) auch die Fassung geben: 

Satz 530: Auf jeder durch ein Kegelschnittbiischel gelegten 
Geraden sind die Beriihrungspunkte der beiden die Gerade be
riihrenden Kurven des Biischels einander konjugiert hinsicht
lich einer jeden Kurve des Biischels. 

Bei veranderlichem g stellen die Ausdriicke (33) die Gesamtheit aller 
Schnittpunktpaare dar, welche die Gerade V aus den Kurven des Biischels 
p - gq ausschneidet. Und da die Punkte eines jeden von diesen Paaren 
zu den Punkten dl und d2 harmonisch liegen, so bilden aIle diese Punkt
paare auf der Geraden V eine Punktinvolution (vgl. Seite 166 und 194 
des ersten Bandes). Man hat daher den Satz: 

Satz 531: Satz von Desargues-Sturm1): Ein Kegelschnitt
biischel wil'd von einer j eden Geraden seiner Ebene in einer 
Punktinvolution geschnitten, deren Doppelpunkte die Beriih
rungspunkte der beiden die Gerade beriihrenden Kurven des 
Biischels sind. 

Aus diesem Satze leitet man leicht durch Spezialisierung einen all
gemeinen Satz iiber ein vollstiindiges Viereck abo Da namlich je vier Punkte 
der Ebene als Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels aufgefaBt werden 

1) Diese Bezeicbnung des Satzes findet sich zuerst bei S. Gundelfinger, Vor
lesungen aus der analytiscben Geometrie der Kegelscbnitte, berausgegeben von 
F. Dingeldey, Leipzig. 1895. Seite 142. Vgl. auch F. Dingeldey, Kegelschnitte 
und Kegelschnittsysteme. Enzyklopadie der matbematischen Wissenscbaften, Bd. III. 
Teil 2. Heft 1 (Leipzig 1903). Seite 91, und den Artikel desselben Verfassers: 
Kegelscbnittsysteme in E. Pascals Repertorium der hoheren Matbematik. Bd. II. 
Erste Halfte. Leipzig und Berlin. 1910. Seite 248. Desargues hatte im Jabre 
1639 den Satz bewiesen, daB das Punktpaar, in dem ein Kegelschnitt von einer Ge
raden getroffen wird, zusammen mit den beiden Punktpaaren in Involution liegt, 
welche die Gerade aus den beiden Paaren Gegenseiten eines dem Kegelscbnitt ein
geBchriebenen einfacben Vierecks auscbneidet. Vgl. G: Des argues, Brouillon project 
d'une atteinte aux evenemens des rencontres d'un cone avec un plan. Paris 1639. 
Abgedruckt in den Oeuvres de Desargues reunies et analysees par Poudra Bd. 1. 
Paris 1864. Seite 186ff. Cbr. Sturm erweiterte dies en Satz dahin, daB iiberbaupt 
drei beliebige einem Viereck umschriebene Kegelschnitte von einer Geraden in drei 
Punktpaaren eiDer Involution getroffen werden. VgI. Ann. de math. Bd.17 (1826). 
Seite 180. Die beiden Ergebnisse von Desargues und Sturm kann man, wie obeD 
geschehen, in einem einzigen Satze zusammenfassen, wenn man den Begriff einer 
PUDktinvolution nicht, wie Desargues es tut, auf drei Pnnktpaare einer Geraden 
beschrankt, sondem auf die ganzen zugehOrigen projektiven Pnnktreihen bezieht. 

Gr"J1mann: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 23 
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konnen, und diesem Biischel als zerfallende Kurven zweiter Ordnung zu
gleich die drei Paare Gegenseiten desjenigen vollstandigen Vierecks an
gehoren, das jene vier Punkte zu Ecken hat, so miissen nach dem Satze 
von Desargues-Sturm (Satz 531) die drei Punktpaare, welcne aus den 
drei Paar Gegenseiten eines vollstandigen Vierecks durch eine beliebige 
Gerade ausgeschnitten werden, drei Paare einer Punktinvolution bilden, 
Man hat also den Satz: 

Satz 532: Eine jede Gerade schneidet die drei Paare Gegen
seiten eines vollstandigen Vierecks in drei Punktpaaren einer 
Involution, 

Die zu zwei Kurven zweiter Ordnung gehorende harmonische Kurve 
zweiter Klasse, Man erhalt aus den Ausdriicken (33) insbesondere die 
Werte fur die beiden Schnittpunkte der Kurve p mit del' Geraden V, wenn 
man dem Parameter 9 den Wert Null beilegt, wodureh man fiir diese 
Sehnittpunkte die Ausdriieke findet 

(34) 

Andererseits ergeben sieh die Schnittpunkte der Geraden V mit der zweiten 
Grundkurve q fiir den Parameter wert 9 = 00; man bekommt so fiir diese 
Punkte die Ausdriieke 
(35) d1 + d2 und d1 - d2 , 

Das Doppelverhiiltnis del' heiden aus den Grundkurven p und q aus
gesehnittenen Punktpaare (34) und (35) besitzt daher den Wert (vgl, Seite49 
des. erst en Bandes): 

[(tg;~3- vili_ d.)(dt + d.)] , [(V9~ dt + Y9-1_~')(~I_-=-~21 
[(dl + d2)(VB~ dl - VBt d.)] , [(dl - d.)(VB; dt -ygt d.)] 

! vii; vili I Vg~ V91 I 
I 1 1 1 - 1 (Y9~ - Vili)2 

=I~~~ -~ili I: v~-~;~I= (VB~ +V(h)2' 

(36) 

Das Doppelverhaltnis nimmt somit den Wert - 1 an, und die beiden 
Punktpaare bilden also einen harmonischen Punktwurf, wenn 

ev 92 - VBt)2 = - (Vg; + V 9~)2, 
das heiBt, wenn 
(37) 

ist, wo die ZahlgroBen 91 und 92 die Wurzeln del' quadratischen Glei
chung (20) bedeuten, 

Damit also die beiden Punktpaare, welehe die Gerade V aus den 
beiden Grundkurven p und q des Kegelsehnittbiisehels aussehneidet, zu 
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einander harmonisch seien (vgl. Fig. 150), mussen die Wurzeln del' qua
dratischen Gleichung (20) einander entgegengesetzt gleich sein, was nul' 
fiir besondere Lagen der Geraden V ein
treten wird. U nd umgekehrt folgt aus 
dem Bestehen del' Gleichung (37) zwischen 
den beiden Wurzeln der Gleichung (20) 
fiir das Doppelverhiiltnis jener beiden 
Punktpaare der Wert - 1. 

Nun besitzt aber die quadratische 
Gleichung (20) dann und nur dann zwei 
entgegengesetzt gleiche Wurzeln, wenn in 
ihr der Koeffizient von g verschwindet, 
das heiBt, wenn fiir die Gerade V die 
Gleichung besteht 

(38) [V. VH] = O. 

l"ig. 150. 

Und diese Gleichung besagt mit Riicksicht auf die Bedeutung von H 
(vgl. Seite 349), dafJ die Gerade V eine Tangente einer gewissen Ktwve 
zweiter Klasse sein mufJ. 

Die Lage diesel' Kurve zweiter Klasse H laBt sich leicht angeben. 
Da sie namlich von einer jeden Geraden V beriihrt wird, welche die 
beiden Kegelschnitte p und q in einem harmonischen Punktwurf schneidet, 
so wird sie insbesondere auch von den acht Tangenten beriihrt werden 
miissen, die sich in den vier Grundpunkten des Biischels p - gq, das 
heiBt in den vier Schnittpunkten der beiden Kurven p und q, an diese 
beiden Kurven legen lassen. Denn jede von diesen acht Tangenten wird 
von dem Kurvenpaar p, q in einem Punktwurf geschnitten, von dem drei 
Punkte zusammenfallen, welcher also sichel' harmonisch ist. 

Darin liegen die beiden von Chr. v. S ta u d t herruhrenden 1) Satze: 

1) Vgl. Chr. v. Staudt, Uber die Kurve 2. Ordnung. Programm, Niirnberg 1831. 
Seite 24f. und desselben Verfassers Geometrie del' Lage. Niirnberg 1847. 
Seite 169, sowie seine Beitrage zur Geometrie der Lage, Heft 2. Nurnberg 1857. 
Seite 207 und 253. Fur die analytische Behandlung der harmonischen Kurve zweiter 
Klasse und der zu ihr dualistischen Kurve zweiter Ordnung siehe auBer del' erst en 
von den Boeben zitierten Arbeiten v. Staudts: G. Salmon, Exercises in the Hyper
determinant Calculus, The Cambridge and Dublin Mathematical Journal. Bd. 9 (1854). 
Seite 30, und Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Sechste 
Auflage (1903). Seite 668££. Vgl. auch M. Noethers Wiirdigung G. Salmons, 
Mathematische Annalen Bd. 61 (1905). Seite 16. Ferner: A. Clebsch, Uber sym
bolische Darstellung algebraischer Formen, Journal fUr die reine und angewandte 
Mathematik. Bd. 59 (1861). Seite 33. Sodann: S. Gundelfinger, Vorlesungen aus 
der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey. 
Leipzig 1895. Seite 143f. Endlich: F. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnitt-

23* 
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Satz 533: Dritter Satz von Chr. v. Staudt: Die acht Tangenten, 
die sich in den vier Schnittpunkten zweier Kurven zweiter Ord
nung an diese Kurven legen lassen, beriihren samtlich eine Kurve 
zweiter Klasse. Ferner: 

Satz 534: Vierter Satz von Chr. v. Staudt: Eine gerade Linie 
schneidet zwei Kurven zweiter Ordnung p und q dann und nur 
dann in einem harmonischen Punktwurfe, wenn sie die Kurve 
zweiter Klasse H beriihrt, die durch die acht SchnittpunktB
tangenten der beiden Kurven p und q bestimmt wird. 

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaft nennt man die Kurve B "die 
harmonische Kurve zweiter Klasse der beiden Kurven zweiter Ordnung p 
und q"; auch wird sie vielfach als "v. Staudtsche Kurve zweiter Klasse" 
bezeichnet. Man kann daher dem letzten Satze auch die Fassung geben: 

Satz 535: Zweite Fassung des vierten Satzes von Chr. v Staudt: 
Das Schnittpunktpaar einer Geraden und einer Kurve zweiter 
Ordnung p ist dann und nur dann hinsichtlich einer and ern 
Kurve zweiter Ordnung q konjugiert, wenn die Gerade eine 
Tangente der harmonischen Kurve zweiter Klasse 

B= [Pq1 
der beiden Kurven zweiter Ordnung p und q ist. 

Von Interesse ist es noch, die harmonische Kurve eweiter Klasse eweier 
Kurven zweiter Ordnung p und q fur den Fall anzugeben, wo die eine von 
ihnen, etwa die Kurve q, in eine doppeltziihlende Gerade ubergegangen ist, 
deren Polarsystem mit d bezeichnet werden mag (vgl. Seite 244). Es handelt 
sich dann also darum, die geometrische Bedeutung des kombinatorischen 
Produktes 
(39) [pd] = H 

zu entwickeln. Nach dem Begriff der harmonischen Kurve zweiter Klasse 
der beiden Kurven zweiter Ordnung p und d ist dieselbe die Hiillkurve 
aller derjenigen Geraden V, die die Kurve zweiter Ordnung p und die 
Doppellinie d in den beiden Punktpaaren eines harmonischen Punktwurfes 
treffen. Nun trifft iiberhaupt eine jede Gerade die Doppellinie d in zwei 
zusammenfallenden Punkten. Ein harmonischer Punktwurf aber, von dem 
zwei Punkte vereint liegen, besteht aus drei zusammenfallenden und einem 
beliebigen Punkte. Eine Gerade V, die aus der Kurve zweiter Ordnung 
p und der Doppellinie d einen harmonischen Punktwurf ausBchneidet, 

systeme, Enzyklopadie der mathema.tischen Wissenschaften, Bd. ill. Teil 2. Heft 1 
(Leipzig 1903). Seite 92f. und: F. DingeIdey, KegeIschnittsysteme, in E. Pascals 
Repertorium der hOheren Mathema.tik. Bd. II. Erste HaIfte. Leipzig und Berlin 
1910. Seite 248. 
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geht daher notwendig durch einen Schnittpunkt der Kurve p mit der 
Doppellinie d hindurch; und umgekehrt kommt jene Eigenschaft auch 
einer jeden Geraden V zu, die einen der beiden Schnittpunkte von p und 
d enthiilt. Alle derartigen Geraden V aber bilden zusammen die beiden 
Strahlbiischel, welche die Schnittpunkte von p und d zu Scheiteln haben. 
Damit ist der Satz bewiese~ (vgl. Fig. 151): 

Satz 536: 1st p ein beliebiges Polarsystem zweiter Ordnung 
und d das Polarsystem einer Doppellinie, so ist die Kurve 
zweiter Klasse H = [pd] 
nichts anderes als das 
Schnittpunktpaar der Kurve 
zweiter Ordnung p und der 
DoppeUinie d. 

v 

Fig. 151. Fig. 152. 

Die Gleichung des Tangentenpaars, das sick von einem Punkte an eine 
Kurve eweiter Klasse legen lii{3t. U m die dualistisch entsprechenden Er
gebnisse abzuleiten, frage man zuniichst nach der .Punktgleichung des 
Tangentenpaars, das sich von einem beliebigen Punkte y an eine Kurve 
zweiter Klasse 
(40) U· UP] = ° 
legen liiBt (vgl. Fig. 152), und stelle dazu diese Tangente U als Produkt 
des festen Punktes y una eines veranderlichen Punktes z dar, setze also 

(41) U = [yz]. 

Fiihrt man diesen Wert III die Gleichung (40) ein, so verwandelt sie sich 
in die Gleichung 
(42) [yz· yeP] = 0, 

in der y als konstant anzusehen ist. 
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Diese in der Veranderlichen s quadratische Gleichung ist dann be
reits die Gleichllng des gewiinschten Tangentenpaars; denn es geniigen 
ihr aile diejenigen Pllnkte z, fiir welche die Gerade des Stabes' [yz] die 
Kurve [U· UP] = 0 beriihrt. Die Gleichllng (42) stellt daher wirk
lich jenes Tangentenpaar dar, allfgefalH als zerfallende Kurve 
zweiter Ordnung. DaB die dllrch die Gleichllng (42) ausgedriickte 
Kurve zweiter Ordnung zerfailen muB, entnimmt man auch sogleich aus 
ihrer Form; denn nach der Formel der linealen Anderung fiir Punkt
produkte (Gleichung (9) des zweiten Abschnitts): 

wird auch das Produkt 
[y(s + gy)] = [yz] 

(43) [y(z + gy) . yCs + gy)P] = [ys . yzP], 
das heiSt, die quadratische Form [yz· yz P] verhiHt sich invariant gegen
iiber einer Vermehrllng des Punktes s um ein Vielfaches von y. Wenn 
also die Gleichung (42) durch irgend einen Punkt s befriedigt wird, so 
geniigt ihr zugleich auch jeder Punkt del' Geraden [ys], woraUB in der 
Tat folgt, daB die durch sie dargesteilte Kllrve zweiter Ordnung zerf'aJJV). 

1) Auch hier lassen sich wieder (vgl. Beite 346 f.) das planimetrische Pro
dukt [yz . Y Z PJ sowie die weiter oben (Seite 303 if.) benutzten planimetrischen Pro
dukte [x. xp] und [y . zp] ala geranderte Determinanten darstellen, und daf:lselbe 
gilt fiir die von den letzten beiden Produkten nur um den Faktor a = /a, k I ver
schiedenen Produkten [x· xp] und [y . zp] (vgl. Seite 261 f.). Ich stelle im fol
genden die in Frage kommenden Formeln zusammen unter Hinzufiigung der von 
B. Gundelfinger fiir die betreifenden geranderten Determinanten gebrauchten ab
kiirzenden Klammersymbole. Es ist 

24.1 &u &13 lJl 31 
&u &21 &13 lJJ 31 

= G :)~(ik' [yz. yz P]= &81 ~(SJ &88 lJs 38 
lJl lJi lJs 0 0 

31 3J 3s 0 0 
Andererseits: 

&11 &11 24.s ~1 I 
[x. xpJ = a[x· xp] = - &u &21 &18 ~! = - e) 

&81 &8! &88 ~81 ~: &,k 
~1 ~! ~8 

&'1 &u &13 1)1 

[y . zp] = a[y . zp] = - &11 &12 &18 lJ! 
= - G)&ik' &81 &81 &88 lJ8 

31 3: 38 0 

Wegen der Gundelfingerschen Kla.mmersymbole (lJ 3) usw. siehe Gundel-
lJ 3 &ik 

fin ger-Dingeldey, Kegelschnitte, Leipzig 1895. Beite 45 und 146. 
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Die beiden Kurven einer Kegelschnittschar, die durch einen gegebenen 
Ptmkt hindurchgehen. Die Forderung, eine Kurve der Kegelschnittschar 

(44) [U· UP] - g[U· UQ] = 0 
Bolle eine gegebene Gerade E beruhren, liefert fur den Parameter B der 
Kurve die lineare Gleichung 

(45) [E·EP]-g[E.EQ]=O 
und bestimmt also eine Kurve der Schar eindeutig. 1hre Gleichung lautet 

(46) 
CU· UP] CU· UQJI 

=0. 
[E·EPJ [E·EQJ: 

Dagegen gibt es in einer Kegelschnittschar im allgemeinen zwei 
Kurven, die durch einen gegebenen Punkt gehen. Um dies zu 
zeigen, stelle man zuniichst fur eine beliebige Kurve der Kegelschnittschar 

CU· U(P- gQ)J = 0 

die Punkt.gleichung auf, bilde also von dem Bl'uche 

(47) P Q al - g b" a2 - g b2 , Ct, - g b.s - 9 = -~- .. --.. - -- .. - ------
E " E 2 , Es' 

del' die Stab-Punkt-Zuordnung des zugehorigen Polarsystems 
die adjungierte Abbildung 

Es wird 
(48) 

[(P - 9 Q)J2J. 

[(P - 9 Q)2J = [P2] - 2g[PQJ + g2[Q2J. 

vermittelt, 

Bezeichnet. man hierin noeh die zu den Polarsystemen P und Q del' 
beiden Grundkurven del' Schar adjungierten Polarsysteme [P2] und [Q2J 
etwas kUl'l':er mit p und q und setzt uberdies das kombinatorische Produkt 

(49) [PQ] = It, 
so wird 
(50) ij=[P2]= [a2 aS ]' [aSalJ,rala2J, 

e1 , C2 , es 

(51) q = [Q2J = [~2bsJ,lbslJ,J, [~Y.J 
e1 , C2 , Cg 

und naeh der Gleiehung (70) des 30. Absehnitts 

(52) It = [PQJ = {-{[a2bsJ - [aSb2n,_Hlas~J.;-[a,bs]J-, t{[alb-,L::-~bl]} . 
~, ~, ~ 

Man erhalt also fur die zum Polarsystem P - 9 Q adjungierte Abbildung 
[(P - 9 Q)2] die Darstellung: 

(53) [(P - gQ)2] = P - 2gh + g2q. 
Dasselbe Ergebnis findet man, wenn man auf Grund der Gleichung (47) 

nach del' Vorsehrift fur die Bildung des adjungierten Bruches fur die 
Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitat (vgl. Gleichung (73) des 30. Ab-
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schnitts) direkt den extensiven Bruch aufstellt, dessen Zahler und N enner 
die multiplikativen Kombinationen ohne Wiederholung zur zweiten Klasse 
aus den Zahlern und Nennern des Bruches auf del' rechten Seite von (47) 
sind. Man erhiUt so fiir das kombinatorische Quadrat [(P - 9 Q)2] die 
Bruchdarstellung: 
(54) [(P_ 9 Q)2J = [(<:2 -g b2)(a. -gbs)], [(as -g bs)(Ot -gb1)], [(al-gbl)(a2-::=B~~)] 

elJ e2 , e. 
oder 
(55) [(P_ gQ)2] = [a2a.] - g{[b2a.l + [a2 b.]) + g2[b2b.~~ 

el' ... 

Hier sind die Koeffizienten von 9 in den drei Zahlern doppelt so groB 
wie die drei Zahler von h in (52); denn es wird 

[b2 aS] + [a2 bs] = [a2 bs] - [aS b2] , ••• 

Zerlegt man daher den Bruch auf del' rechten Seite von (55) ent
sprechend del' Dreiteilung seiner Zahler in eine Vielfachensumme dreier 
Briiche und beriicksichtigt zugleich noch die Gleichungen (50) bis (52), 
so nimmt die Gleichung (55) genau die obige Form (53) an: 

(53) [(P- gQ)2] = p - 2gh + g2q. 
Del' in der Formel (53) neb en den adjungierten Briichen p und q 

del' beiden Grundknrven P und Q auftretende Bruch h hat, wie die 
Gleichungen (52) und (53) zeigen, ganz den Charakter der Briiche p und q. 

Zunachst namlich ist er wegen (52) wie diese ein Reziprozitiitsbruch, 
del' Punkte in Stabe iiberfiihrt. 

Zweitens abel' ist er auch involuwrisch, was man auf Grund der Glei
chung (53) ebenso wie bei del' dualistischen Entwickelung beweisen kann. 

Del' Bruch h stellt daher genau so wie die Briiche p und q die 
Punkt-Stab-Zuordnung eines Polarsystems oder, wie wir oben sagten, ein 
Polarsystem zweiter 01'dnung dar. Die Lage seiner Polkurve wird sich 
wieder im Laufe del' weiteren Untersuchung von selbst ergeben (vgl. 
Seite 365 f.). Vor del' Hand abel' hat man mit Riicksicht auf die Glei
chung (49) den allgemeinen Satz bewiesen: 

Satz 537: Das kombinatorische Produkt zweier Polarsysteme 
zweiter Klasse ist ein Polarsystem zweiter Ordnung. 

Die Bedingung dafiir, daB ein gegebener Punkt y einer Kurve del' 
Schar P - 9 Q angehort, lautet nunmehr 

(56) [y. y(P- gQ)2] = 0 

odeI' mit Riicksicht auf (53) 

(57) [y . yep - 2 glt + g2q)] = 0 odeI' endlich 

(58) [y. yjj] - 2g[y· yhJ + g2[y. yq] = O. 

Sind daher die Wurzeln gl und g2 diesel' quadratischen Gleichung reell 
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und von einander verschieden, so gibt es in der Schar P - gO 
zwei Kurven zweiter Klasse P - g10 und P - g20, die durch 
den gegebenen Punkt y hindurchgehen 
(vgl. Fig. 153 1)); und fur diese Kurven be
stehen nach (56) die Gleichungen 

(59) [y,y[(P-9rQ)2J]=0, r= 1,2. 

Die Involution, die cine Kegelschnittschar 
in einem Punkte hervorruft. Andererseits er
gibt sich fur das Tangentenpaar, das sich von 
demselben Punkte y an eine beliebige Kurve 
P - gO der Schar legen HiBt, nach (42) die 
Gleichung 
(60) [yz· yz(P- gO)] = 0, 

in der y als konstant, z als veranderlich an
zusehen ist. Dieses Tangentenpaar wird in 
eine einzige Tangente zusammenfallen, das 
heiBt, der Punkt y wird selbst auf der Kurve 
P - gO liegeu, wenn man fur den Para
meter g einen der obigen Werte 9r' r = 1, 2, 
wahlt. Die dadurch aus (60) hervorgehenden 
Gleichungen 

(61) [yz· yz(P- grO)] = 0, r = 1, 2, 
Fig. 153. 

stellen also bei konstantem y je eine doppeltzahlende Gerade dar, namlich 
die Tangente, die sich im Punkte y an die Kurve P - 9r 0 legen liiBt. 

Dies kann man auch rein analytisch zeigen. 

Man gehe dazu von der Gleichung (83) des 33. Abschnitts aus, nach 
welcher das Produkt 

(t) [yz.yzP]=I[Y·YP] [z'YP]\ 
I [y. zp][z· zp] 

ist, vorausgesetzt daB p ein beliebiges Polarsystem zweiter Ordnung und 
P das adjungierte Polarsystem zweiter Klasse ist. 

1st jetzt wiederum p das zu P adjungierte Polarsystem zweiter Ord
nung, ist also 

1) = [P2], 

so besteht nach der Gleichung (38) des 31. Abschnitts zwischen den 

1) Siehe hierzu die Zeichnung einer Kegelschnittschar in Chr. Wieners Lehr
buch der darstellenden Geometrie Bd. I. Leipzig. 1884. S. 357. Von ihr bildet 
die obige F'igur einen verkleinerten Ausschnitt. 
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beiden Polarsystemen zweiter Ordnung p und p die Beziehung 

jj = ap oder 
1 ~ 

P = -(1 p, 

das hei£t, es ist 
1 

P = a [PS], wo 

a = I a,k I 
ist. U nd fiihrt man dies en Wert von p in die Gleichung (t) ein, so 
verwandelt sie sich in: 

1 ; [y . y[P2]] [s· y[P2]] I 
[yz . ysP] = -a§: [y . S[P2]] [s. S[P2J] , 

oder da nach Gleichung (29) des 31. Abschnitts 

0. 2 = m = I m'k I ist, so wird 

1 I [y . y[P2]] [s· y[PJ] I 

[y s . yZP] = ~~ [y. Z[P2]] [s. S [PIIJ] i' 
Ganz entsprechende Ausdriicke erhiHt man fiir die Produkte 

[yz·yz(P-grQ)], r=I,2. 

In der Tat, setzt man noch die Determinanten der Ableitzahlen des Bruches 
P - gr Q, r = 1, 2, das hei£t die Determinanten 

(62) i m'k - gr~ik 1= <£r' r = 1, 2, 

so findet man fiir die fraglichen Produkte die Darstellung 

[yz . yz(P _ Q)] = ~ \ [y . y[(P - gr Q)2]] [z· y[(P - gr Q)2]] I 
gr [r [y. z[(P - grQ)2J] [s . z[(P - grQ)2J] , 

die sich wegen (59) vereinfacht zu: 
1 

(63) [yz· yz(P - grQ)] = - Q;-;Ez. y[(P - grQ)2J]2, r = 1, 2. 

Setzt man daher noch das Produkt 

(64) 

bezeichnet also mit Dr Stabe von gewisser Lange aus den Polaren des 
Punktes y hinsichtlich der Kurve P - gr Q, das hei£t aus den Tangenten, 
die sich im Punkte y an die beiden durch y gehenden Kurven P - gr Q 
'der Schar legen lassen, so verwandelt" sich die Gleichung (63) in 

(65) [yz· yz(P- grQ)] = [sDr]', r = 1, 2. 

Damit aber ist die quadratische Form auf der linken Seite 
von (61) als Quadrat einer linearen Form dargestellt und also 
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wirklich rein analytisch bewiesen, daB jede von den Gleichungen (61) die 
Gleichung einer doppeltzahlenden Geraden ist. 

Die Gleichungen (65) bieten aber noch ein besonderes Interesse, weil 
sie auch eine entsprechende Umformung der quadratischen Form auf der 
linken Seite von (60) ermoglichen. Diese stent, wie oben gezeigt ist, 
das Tangentenpaar dar, das sich vom Punkte y aus an eine beliebige 
Kurve p- 9Q der Kegelschnittschar legen laBt. 1hre linke Seite 
muB daher eine Spaltung in zwei linearen Faktoren zulassen. 
Um zu dieser Zerlegung zu gelangen, stelle man wieder zunachst das be
liebige Polarsystem P - 9 Q der Schar als Vielfachensumme der beiden 
ausgezeichneten Polarsysteme P - 91 Q und P - 92 Q dar, deren Polar
kurven durch den Punkt y hindurchgehen. Man erhalt eben so wie bei 
der dualistischen Entwickelung (vgl. Seite 352) fur des Polarsystem 
P - 9 Q den Ausdruck: 

(66) P- 9Q = 9! - 9 (P- 91 Q) + 9_=~, (P- 92Q) 
92 - 9, 9, - 9, 

und hieraus wegen (65) fur die quadratische Form auf der linken Seite 
von (60) die Produktdarstellung: 

67 J _ _ ~. yz(P- gQ)J __ _ 

( ) I =(y9' =B_[zD1J+ 1 /91-=9 [ZD2J)(1 /9. = 9- [ZDIJ-1 /9l =9 [zD2J). 
92 9, V 92 B, V 9, B1 V B, 9, 

Die Gleichung (60) fur das Tangentenpaar nimmt daher bei Weglassung 
des Nenners die Gestalt an: 

Und fur die Tangenten selbst ergeben sich somit die Ausdrucke 

(69) V92-9Dl+Y91 9D2 und V92=gD1-V91-gD2' 
welche zeigen, daB diese Tangenten harmonisch liegen zu den Geraden D1 
und D 2, die im Punkte y die beiden durch ihn gehenden Kurven P - 91 Q 
nnd P - g2 Q der Schar beriihren. Es ist also der Satz bewiesen: 

Satz 538: Das Tangentenpaar, das man von einem gegebenen 
Punkte an eine beliebige Kurve einer Kegelschnittschar legen 
kann, wird harmonisch getrennt durch die in diesem Punkte 
gezogenen Tangenten derjenigen beiden Kurven der Schar, die 
sieh in jenem Punkte schneid en. 

Diesem Satze kann man mit Rucksicht auf Seite 200 auch die Fassung 
geben: 

Satz 539: Die beiden Tangenten, die sich in einem gegebenen 
Punkte an die beiden durch diesen Punkt gehenden Kunen 



364 Die Beziehung einer Geraden zu einem Kegelschnittbiischel usw. 

einer Kegelschnittschar legen lassen, sind einander konjugiert 
hinsichtlich einer jeden Kune der Schar. 

Bei veranderlichem g stellen die Ausdriicke (69) die Gesamtheit aller 
Tangentenpaare dar, die sich vom Punkte y an die Kurven del' Schar 
legen lassen. Und da die Tangenten eines jeden Paares zu den Tangen
ten Dl und D2 del' beiden durch y gehenden Kurven der Schar harmo
nisch liegen, so bilden aile diese Tangentenpaare im Punkte 11 eine Strahl
involution (vgl. Seite 166 und 195 des ersten Bandes). Man hat also 
den Satz: 

Satz 540: Die Tangentenpaare, die man an die Kurven einer 
Kegelschnittschar von einem Punkte ihrer Ebene legen kann, 
bilden eine Strahlinvolution, deren Doppelstrahlen diejenigen 
beiden Tangenten sind, die sich in jenem Punkte an die beiden 
durch ihn hindurchgehenden Kurven der Schar legen lassen. 

Aus diesem Satze kann man wieder durch Spezialisierung einen all
gemeinen Satz iiber ein vollstandiges Vierseit ableiten. Da namlich je vier 
Geraden der Ebene als Grundgeraden einer Kegelschnittschar aufgefaBt 
werden konnen, und dieser Schar als zerfallende Kurven zweiter Klasse 
zugleich die drei Paare Gegenecken desjenigen vollstandigen Vierseits an
gehoren, das jene vier Geraden zu Seiten hat, so miissen nach dem Satze 540 
die drei Strahlpaare, welche die drei Paare Gegenecken eines vollstandigen 
Vierseits von einem beliebigen Punkte seiner Ebene aus projizieren, drei 
Paare einer Strahlinvolution bilden. Man hat also den Satz: 

Satz 541: Die drei Paare Gegenecken eines vollstandigen Vier
seits werden von einem jeden Punkte seiner Ebene durch drei 
Strahlpaare einer Involution projiziert. 

Die zu zwei Kurven zweiter Klasse gehOrende harmonische Kurve zweiter 
Ordnung. Man erhalt aus den Ausdrucken (69) insbesondere die Werte 
fiir die beiden Tangentenpaare, die vom Punkte y an die heiden Grund
kurvt'n P und Q der Schar gezogen werden konnen, wenn man in ihnen 
dem Param~ter g die Werte 0 und 00 heilegt, wodurch man fiir diese 
Tangentenpaare die Ausdrucke findet: 

(70) 

fur die Tangenten an die Kurve P und 

(71) und 

fiir die Tangenten an die Kurve Q. Das Doppelverhaltnis del' heiden 
Tangentenpaare besitzt daher den Wert (vgl. Seite 56 des ersten Bandes 
und Seite 354): 



(72) 
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(vii; - Vih)9 
(vii; + Vg~)2 

und wird also wieder = - 1, wenn 

(73) 

ist, wo die ZahlgroJlen B1 und B2 die Wurzeln der quadratischen GIei
chung (58) bedeuten. 

Damit also die beiden Tangentenpaare, die von dem Punkte y an die 
beiden Grundkurven P und Q der Kegelschnittschar gehen, zu einander 
harmonisch seien (vgl. Fig. 154), miissen die 
Wurzein der quadratischen Gieichung (58) 
einander entgegengesetzt gleich sein, was nur 
fiir besondere Lagen des Punktes y eintreten 
wird. Und umgekehrt folgt aus dem Be
stehen der Gleichung (73) zwischen den beiden 
Wurzeln der Gleichung (58) fiir das DoppeI
verhii.ltnis jener beiden Tangentenpaare der 
Wert - 1. Fig. 154. 

Nun besitzt aber die quadratische Gleichung (58) dann und nur dann 
zwei entgegengesetzt gleiche WurzeIn, wenn in ihr der Koeffizient von B 
verschwindet, das heiBt, wenn fiir den Punkt y die Gleichung besteht 

(74) [y. yh] = O. 

Und diese Gleichung besagt mit Riicksicht auf die Bedeutung von It 
(vgl. Seite 360), dafJ der Punkt y einer gewissen Kurve zweiter Ordnung 
angehOren mufJ. 

Die Lage dieser Kurve zweiter Ordnung Iii.Jlt sich Ieicht angeben. Da 
sie nii.mlich durch einen jeden Punkt y hindurchgeht, der die beiden Kurven 
zweiter Klasse P und Q durch einen harmonischen StrahIwurf projiziert, 
so wird sie insbesondere auch die acht Punkte enthalten miissen, in denen 
die vier gemeinsamen Tangenten der Schar P - B Q die beiden Grund
kurven P und Q beriihren. Denn jeder von diesen acht Beriihrnngspunkten 
projiziert die beiden Kurven P und Q in einem StrahIwurf, von dem 
drei Strahien zusammenfallen, der also sicher harmonisch ist. 

Man hat daher die beiden wiederum von Chr. v. Staudt herriihren
den I) Sii.tze: 

Satz 542: Fiinfter Satz von Chr. v.Staudt: Die ach t Beriihrungs
punkte der vier gemeinsamen Tangenten zweier Kurven zweiter 
Klasse liegen sii.mtlich auf einer Kurve zweiter Ordnung. Und: 

1) Vgl. die FuJ3note zu der dualistischen Entwickelung auf Seite 355. 
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Satz 543: Sechster Satz von ChI'. v. Staudt: Die beiden Tan
gentenpaare, die sich von einem Punkte an zwei Kurven zweiter 
Klasse P und Q legen lassen, bilden dann und nul' dann einen 
harmonischen Strahlwurf, wenn ihr Ausgangspunkt auf del' 
Kurve zweiter Ordnung h enthalten ist, die durch die acht Be
riihrungspunkte del' gemeinsamen Tangenten von P und Q geht. 

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaft nennt man die Kurve h "die 
harmonische Kurve zweiter Ordnung der beiden Kurven zweiter Klasse P 
und Q"; auch wird sie vielfach als "v. Staudtsche Kttrve zweiter Ord
nung" bezeichnet. Man kann daher dem letzten Satze auch die Fassung 
geben: 

Satz 544: Zweite Fassung des sechsten Satzes von ChI'. v. Staudt: 
Ein Tangentenpaar einer Kurve zweiter Klasse P ist dann und 
nul' . dann hinsichtlich einer andern Kune zweiter Klasse Q 
konjugiert, wenn sein Scheitel auf del' harmonischen Kune 
zweiter Ordnung 

11, = [PQ] 
del' beiden Kunen zweiter Klasse P und Q Iiegt. 

Von Interesse ist es wieder, die harmonische Kurve zweiter Ordmmg 
sweier Kurven zweiter Klasse P und Q fur den Fall anzugeben, wo die 
eine von ihnen, etwa die Kurve Q, in einen doppeltzahlenden Punkt uber
gegangen ist, dessen Polarsystem mit D bezeichnet werden mag (vgl. S. 250f.). 
Es handelt sich also dann darum, die geometrische Bedeutung des kom-
binatorischen Produktes 
(75) [PD] =11, 

zu entwickeln. N ach dem Begriff del' harmonischen Kurve zweiter Ord
nung del' beiden Kurven zweiter Klasse P und D ist dieselbe del' geo
metrische Ort aller derjenigen Punkte y, welche die K urve zweiter 
Klasse P und den doppeltzahlenden Punkt D durch zwei Strahlpaare 

p 
Fig. 155. 

eines harmonischen Strahlwurfs prOJlZleren. Nun 
wird iiberhaupt von jedem Punkte aus del' doppelt
ziihlende Punkt D durch zwei zusammenfallende 
Strahlen projiziert. Ein harmonischer Strahlwurf 
abel', von dem zwei Strahlen vereint liegen, besteht 
aus drei zusammenfallenden Strahlen und einem be
liebigen Strahl. Ein Punkt y, del' die Kurve zweiter 
Klasse P und den doppeltzahlenden Punkt D in 
einem harmonischen Strahlwurf projiziert, gehort da
her notwendig einer del' beiden Tangenten an, die 
man yom Punkte D an die Kurve P legen kann; und 
umgekehrl kommt jene Eigenschaft auch einem jeden 
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Punkte y zu, der auf einer dieser beiden Tangenten gelegen ist. Aile 
derartigen Punkte y aber bilden zusammen eben "diese beiden Tangenten, 
und es ist also der Satz bewiesen (vgl. Fig. 155): 

Satz 545: 1st P ein beliebiges Polarsystem zweiter Klasse" 
und D das Polarsystem eines doppeltzahlenden Punktes, so ist 
die Kurve zweiter Ordnung h = [PD] nichts anderes ala das 
Tangentenpaar, das sich von dem doppeltzahlenden Punkte D 
an die Kurve zweiter Klasse P legen laSt. 

Abschnitt 38. 

Die Polkegelschnitte eines Kegelscbnittbiischels, die Polarkegel. 
schnitte einer Kegelschnittschar. 

Die Polaren eines Punktes hinsichtlich der Kurven eines Kegelschnitt
biisChels. Fragt man nach allen denjenigen Geraden Vis), die durch die 
Polarsysteme p - gq eines Kegelschnittbuschels einem beliebigen Punkte y 
seiner Ebene als Polaren zugewiesen werden, so findet man fur sie den 
Ausdruck 
(1) V(g) = y(p - gq) = yp - gyq, 

in dem die Produkte yp und yq die Polaren des Punktes y hinsichtlich 
der Grundkurven p und q des Buschels sind. 

Bei konstantem 9 stellt also die gewonnene 
Differenz einen Stab dar, dessen Gerade durch den 
Schnittpunkt 

(2) y' = [yp . yq] 

dieser beidenPolaren yp 
und yq hindurchgeht. 

Bei veriinderlichem 9 
dagegen ist sie der ana
lytische Ausdruck fiir 
das Strahlbiischel, das 
jenen Punkt y' zum 
Scheitel hat (vgl. Fig. 
156); und da auch um
gekehrt jeder Strahl 
des durch die Geraden 
yp und yq bestimm
ten Strahlbiischels sich 
durch eine Differenz }'lg. 156 
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von del' Form 
yp - ~yq 

ausdrucken lliBt, so entsprieht andererseits auch jedem Strahle dieses Strahl
biischels eine bestimmte Kurve jenes Kegelschnittbiischels, nlimlich die Kurve 

p - I)q. 

Bevor wir aber dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, mussen wir 
noch einen Ausnahmefall in Betraeht ziehen. So bald namlich zwischen 
den beiden Produkten yp und yq eine Gleichung von der Form 

(3) yp = fyq 

besteht, un tel' f ein Zahlfaktor verstanden, reduziert sich der Ausdruck (1) auf 

(4) V(g) = yep - gq) = (f - g)yq, 

womit gezeigt ist, daB in diesem Falle die Polaren des Punktes y in bezug 
auf samtliche Kurven des Biischels in eine und dieselbe Gerade yq 
zusammenfallen. Die Gleiehung (3) lliBt sich nun aber in der Form 
schreiben: 
(5) y(p - fq) = 0, 

aus der nach Seite 207 hervorgeht, daB ein Punkt y, welcher del' Glei
chung (3) Genuge leistet, notwendig zu einer Kurve p - fq des Biisehels 
p - gq apolar sein muS; und da auch umgekehrt in diesem Falle eine 
Gleiehung von der Form (3) besteht, so kann man sagen, daB unser obiges 
Ergebnis, naeh welehem die Polaren V(g) aus (1) ein Strahlbusehel bilden 
sollen, dann und nur dann eine Ausnahme erleidet, wenn der Punkt y, 
um dessen Polaren es sich handelt, zu einer Kurve des Busehels p - gq 
apolar 1st. Dies trifft zum Beispiel bei einem Biischel mit drei reellen 
und von einander verschiedenen Hauptzahlen (vgl. Seite 297 ff.) nur fur 
die drei Ecken do t = 1, 2, 3, des gemeinsamen Polardreiecks des Buschels 
zu. Man hat also den Satz: 

Satz 546: Satz von Ponceletl): AIle Geraden V(g) , die einem 
und demselben Punkte y durch die Polarsysteme p - gq eines 
Kegelsehnittbusehels als Polaren zugeordnet werden, bilden 
ein Strahlbusehel, dessen Seheitel der Schnittpunkt der beiden 
Polar en yp und yq des Punktes y hinsichtlichder beiden Grund
kurven p und q des Kegelschnittbuschels ist; und umgekehrt 
entsprich t auch j edem Strahle dieses Strahl buschels ein be-

1) Vgl. J. V. Poncelet, TraiM des proprietes projectives des figures. Paris, 
1822. Nr. 388. Siehe auch F. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme, 
Enzyklopildie der mathematischen Wissenschaften, Bd. III. Teil 2. Heft 1 (Leipzig, 
1903). Seite 93. 
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stimm tes Polarsy stem j enes Kegelschni ttbiischels. N ur in dem 
FaIle, wo der Punkt y zu irgend einer Kune des Biischels 
apolar ist, fallen die Polaren des Punktes y in bezug auf samt
liche Kurven des Biischels in eine einzige Gerade zusammen. 

Die beiden Strahlbiischel, die durch die Kurven eines Kegelschnittbiischels 
zwei verschiedenen Punk ten y und z seiner Ebene zugewiesen werden, sind 
pro.iektiv. Die von iltnen erzeugte Kurve zweiter Ordnung. 1st neben dem 
Punkte y des Satzes von Poncelet noch ein zweiter Punkt z gegeben, 
so bekommt man fiir seine Polaren W(g) hinsichtlich der KUTven des 
Biischels p - gq die Darstellung: 

(6) W(g) = z(p - gq) = zp - gzq, 
das heiBt, man erhalt ein zu dem Strahlbiischel (1) projektives Strahlbiisc7wl 
mit dem Scheitel 

z' = [zp . zq], 
und es gilt also der Satz: 

Satz 547: O·rdnet man durch die Polarsysteme eines Kegel
schnittbiischels zwei versehiedenen Punkten seiner Ebene die 
Strahlen zweier Strahlbiisehel als Polaren zu und laBt dabei 
immer zwei solche Strahlen der beiden Strahlbiisehel einander 
entspreehen, die den beiden Punkten dureh dasselbe Polar
system des Kegelsehnittbiisehels zugewiesen werden, so sind 
die beiden Strahlbiisehel projektiv auf einander bezogen . 

. Die beiden projektiven Strahlbiischel (1) und (6) erzeugen nun aber 
nach Satz 50 eine Kurve zweiter Ordnung, deren Gleichung naeh Seite 70 
des ersten Bandes lautet: 

(7) I 
[x'·yp] rx'·yqJ]=O 

,[x'·zp] [x'·zq] I ' 

voransgesetzt, daB x' den laufenden Punkt der Kune bezeichnet. Man 
kann diese Gleichung mit Riicksicht auf die erste Grundgleiehung des Polar
systems (Gleiehung (61) des 31. Absehnitts) auch in der Form sehreiben: 

I [y . x'p] [y. x' q] i 
I [z . x' p ] [z. x' q] i = 0, 

die es ermoglieht, auf die linke Seite den ersten Multiplikationssatz der 
zweifaktorigen planimetrischen Produkte (Satz 25) anzuwenden; man er
hiilt so die neue Gleiehung 
(8) [yz· x'p x'q] = O. 
Diese Form der Gleichung zeigt, daB die von den beiden projektiven 
Strahlbiiseheln erzeugte Kurve zweiter Ordnung von der Lage der beiden 
P1mkte y und z auf der Geraden des Stabes [yz] unabhiingig ist. Denn 

Grallmann: Projektive Geometrie d. Eben.. II. 24 
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ersetzt man die Punkte y und z durch irgend zwei andere Punkte, v und 
w, so tritt an die Stelle der Gleichung (8) die Gleichung 

(9) [vw· x'p x'q] = O. 
Die linke Seite dieser Gleichung aber ist wegen 

[vw] = f[yz] 
nur urn einen konstanten (nicht verschwindenden) Zahlfaktor von der 
linken Seite der Gleichung (8) verschieden. Die Gleichung (9) stellt da
her dieselbe Kurve zweiter Ordnung dar wie die Gleichung (8), woraus 
in der Tat folgt, daB die Kurve zweiter Ordnung (8), nicht nur speziell 
dem Punktpaa1" y, z sondern der ganzen Geraden des Stabes [y z] zugewiesen 
wird. Man hat also den Satz: 

Satz 548: Die beiden projektive"n Strahlbiischel, die durch 
die Polarsysteme eines Kegelschnittbiischels zwei beliebig ge
gebenen Punkten seiner Ebene zugewiesen werden, erzeugen eine 
Kurve zweiter Ordnung, die zugleich auch jedem andern Punkt
paar entspricht, das der Verbindungslinie der beiden gegebenen 
Punkte angehort; man sagt daher a.uch, jene Kurve zweiter Ord
nung sei durch das Kegelschnittbiischel dieser Geraden su
geordnet. 

Begriff des Polkegelschnitts einer Geraden hinsichtlich eines Kegelschnitt
biischels. U m diese Beziehung zwischen der Geraden des Stabes [y z] und 
der Kurve (8) noch scharfer zum Ausdruck zu bringen, setze man noch 

(10) lyz] = U 
und schreibe, indern man zugleich die drei Faktoren des planimetrischen 
Produktes der linken Seite von (8) in anderer Weise zusamrnenfaBt, die 
Gleichung (8) in der Form: 

(11) [U·x'p·x'q]=O. 
Aus dieser Gleichungsform liest man unmittelbar eine wichtige Eigen

schaft ab, die der von ihr dargestellten, durch das Kegelschnittbiischel 

Fig. 157. 

p - gq der Geraden U zugeordneten Kurve zwei
ter Ordnung zukommt (vgl. Fig. 157). Sie zeigt 
namlich, daB die Polaren x'p und x' q eines be
liebigen Punktes x' der Kurve (11) genornmen hin
sichtlich der Grundkurven p und q des zugehoren
den Kegelschnittbiischels sich auf der Geraden U 
schneiden. Ihr Schnittpunkt heiBe Xi dann gehen 
nach dem Satze von Poncelet (Satz 546) auch 
die Polaren jenes Punktes x' hinsichtlich sii.mtlicher 



Abschnitt 38, Gleichung (9) bis (11). Satz 548 bis 550. 371 

Kurven des Buschels durch den Punkt x hindurch, und man hat den 
Satz: 

Satz 549: Konstruiert man zu irgend einem Punkte x' der
jenigen Kurve zweiter Ordnung, die durch ein Kegelschnitt
buschel einer Geraden U zugeordnet ist, die Polaren hinsichtlich 
der Kurven dieses Buschels, so schneiden sie sich samtlich in 
einem Punkte x der Geraden U 

Man kann aber aus der Tatsache, daB das Kegelschnittbuschel jedem 
Punkte x' der Kurve (11) ein Strahlbuschel zuweist, des sen Scheitel x auf 
der Geraden U liegt, noch eine andere Folgerung ziehen; denn bei dieser 
Zuordnung entspricht ja auch umgekehrt jedem Strahle eines solchen 
Strahlbuschels eine bestimmte Kurve jenes Kegelschnittbuschels p - gq, 
und zwar in dem Sinne, daB sie dem Punkte x' jenen Strahl als Polare 
in bezug auf diese bestimmte Kurve des Buschels zuordnet (vgl. die Ent
wickelung auf Seite 36H). Insbesondere wird daher auch die Gerade U 
selbst, die nach dem Satze 549 jenem Strahlbuschel angehort, die Polare 
des Punktes x' hinsichtlich einer gewissen Kurve p - ~q des Kegelschnitt
buschels p - gq sein mussen, oder anders ausgedruckt, jeder Punkt x' der 
Kurve (11) wird der Pol der Geraden U in bezug auf eine gewisse Kurve 
p - ~q des Kegelschnittbuschels p - gq sein. Man kann daher diese 
Kurve (11) such auffassen als geometrischen Ort derjenigen Punkte x', 
die der festen Geraden U durch die Kurven des Kegelschnittbuschels p- gq 
als Pole zugewiesen werden. Au! diesem Grunde nennt man die Kurve 
zweiter Ordnung (11) "den Polkegelschnitt der Geraden U hinsicht
lich des Kegelschnittbuschels p - gq" und umgekehrt die Gerade U 
"die Polare des Polkegelschnitts in bezug auf das Kegelschnitt
buschel p - gq". Man hat also den Satz: 

Satz 550: Die Pole x' einer gegebenen Geraden U in bezug 
auf die Kurven eines Kegelschnittbuschels p - gq liegen auf 
einer Kurve zweiterOrdnung, die derPolkegelschnitt derGeraden 
U hiDsichtlich des Kegelschnittbuschels p - gq heiBt; seine 
Gleichung lautet: 
(11) [U· x'p· x'q] = O. 

Dieser zunachst auf einem Umwege gewonnene Satz laSt sich ubrigens 
Dachtraglich sehr leicht ganz direkt beweisen. Fragt man namlich nach 
denjenigen Punkten x', die der Geraden eines gegebenen Stabes U hin
sichtlich der einzelnen Kurven p - gq eines Kegelschnittbuschels als Pole 
zugeordnet werden, deren Polaren x'(p - gq) hinsichtlich dieser Kurven 
daher umgekehrt mit dem Stabe U bis auf einen Zahlfaktor ubereinstimmen, 
so findet man die Gleichung 

24* 
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(12) 

s U = X'(p - gq) oder 

S U = X'p - 9 x' q, 

in der die Buchstaben S und 9 zwei ZahlgroBen bedeuten. Eliminiert 
man diese Zahlgro13en durch planimetrische Multiplikation der Gleichung 
(12) mit den Staben U und x' q, so erhalt mun gerade wieder die obige 
in x' quadratische Gleichung 

(11) [U· x'p· x'q] = 0, 

womit dann der obige Satz von neuem bewiesen ist. Die oben einge
fuhrten Bezeichnungen fur die Kurve (11) und die ihr zugeordnete Gerade 
U ermoglichen ferner eine neue Fassung des Satzes 549. Dabei beruck
sichtige man noch, daB nach diesem Satze der Punkt x der Geraden U 
den Polaren des Punktes x' hinsichtlich samtlicher Kurven des Kegel
schnittbuschels p - gq angehort, und daB man daher nach Seite 191 von 
den Punkten x und x' auch sagen kann, sie seien hinsichtlich ailer Kurven 
p - gq des Buschels konjugiert. Man erhiilt somit fur den Satz 549 die 
folgende neue Form: 

Satz 551: Zweite Fassung von Satz 549: Die Punkte x, die 
den Punkten x' eines Polkegelschnitts hinsichtlich zweier (und 
damit hinsichtlich aIler) Kurven des zugehorigen Kegelschnitt
biischels konjugiert sind, liegen auf der Polare des Polkegel
schnitts in bezug auf das Kegelschnittbuschel. 

Konstruktion einzelner Punkte des Polkegelschnitts. Man kann von dem 
Po~kegelschnitt einer Geraden U hinsichtlich eines Kegelschnittbiischels 
eine ganze Reihe von Punkten ohne weiteres angeben: 

Erstens gehoren ihm die drei Ecken dt des gemeinsamen Polardreiecks 
des Kegelschnittbiischels an; denn fiir diese gelten nach Seite 293 die Glei
chungen: 

t = 1,2,3, 

in der die nt drei ZahlgroBen bedeuten. Fur einen solchen Punkt x' = dt 

abel' verschwindet in der Tat das Produkt auf der linken Seite von (11), 
weil zwei von seinen drei Faktoren bis auf einen Zahlfaktor einander gleich 
sind (vgl. Fig. 158). 

Zweitens aber liegen auf dem Kegelschnitt diejenigen sechs Punkte 

a, b, c, d, e, {, 
die auf den sechs Seiten 

A, B, O,D,E, F 
des Grundvierecks des Kegelschnittbuschels dadurch gewonnen werden, daB 
man immer zu dem Schnittpunkte einer dieser sechs Seiten mit del' Ge-
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raden U den vierten harmonischen Punkt aufsucht in bezug auf die heiden 
auf dieser Seite liegenden Grundpunkte des Biischels. Auf einer jeden 
Seite des Grundvierecks ist namlich schon ein Punkt des Polkegelschnitts 
bekannt in der auf ihr liegenden Ecke dt des gemeinsamen Polardreiecks 
des Biischels. Die Lage dieses Punktes dt aber ist von der Wahl des 
Stabes U ganz unabhangig. Man wird also im allgemeinen noch einen 
andern Schnittpunkt des Polkegelschnitts mit jenen Seiten des Grund
vierecks erhalten, wenn man beriicksichtigt, daB jeder Punkt des Polkegel
schnitts als Pol der Geraden U hinsichtlich einer gewIssen, aber freilich 
unbekannten Kurve des 
Buschels durch diese 
Kurve von der Geraden 
U harmonisch getrennt 
sein mufJ. Da aber eine 
jede Kurve des Kegel
schnittbuschels durch 
die vier Grundpunkte 
des Buschels hindurch
geht, und jede Seite des 
Grundvierecks zwei 
Grundpunkte enthiilt, 
so muB der auf einer 
solchen Seite liegende 
Pol der Geraden U 
von ihr gerade durch 
jene beiden Grundpunkte 
harmonisch getrennt 
werden. Man gewinnt 
also durch sechsmalige 
Konstruktion eines vier
ten harmonischen Punk-
tes sechs weitere Punkte 
a, b, c, d, e, f des Polkegelschnitts. 

UP 
Fig. 158. 

Mit Rucksicht darauf, daB sich die bisher angegebenen neun Punkte 
des Polkegelschnitts verhaltnismaBig leicht auffinden lassen, sob aId das 
Grundviereck des Buschels gegeben ist, nennt man ihn auch wohl "den 
Kegelschnitt der neun Punkte". Indes kann man ohne Schwierigkeit 
auch noch weitere Punkte des Polkegelschnitts angeben, namentlich auch 
solche, bei deren Konstruktion das Grundviereck des Buschels nicht zu 
Hulfe gezogen wird. Dies ist insbesondere fur den Fall von Wichtigkeit, 
wo nicht mehr alle vier Grundpunkte des Biischels reell sind. 
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Drittens namlich gehoren der Kurve des Polkegelschnitts die beiden 
Doppelpunkte 01 und O2 derjenigen Involution an, die die Gerade U aus dem 
Kegelschnittbiischel ausschneidet; denn diese Punkte sind nach dem Satze 
von Desargues-Sturm (Satz 531) die Beriihrungspunkte der beiden die 
Gerade U beriihrenden Kurven des Biischels, oder was dasselbe ist, die 
Pole der Geraden U hinsichtlich dieser beiden Kurven. 

Viertens liegen auf dem Polkegelschnitt selbstverstandlich auch die 
Pole UP und U Q de,· Geraden U hiusichtlich der beiden Grundkurven p 
und q des Biischels. Dabei sind unter P und Q wie bisher die zu p 
und q adjungierten Briiche zu verstehen. Man kann aber 

fiinftens noch beliebig viele weitere Punkte des Polkegelschnitts finden, 
wenn man die in dem Satze 549 ausgesprochene Tatsache benutzt, daB 
die Polaren x'p und x' q eines jeden Punktes x' des Polkegelschnitts ge
nommen hinsichtlich der beiden Grundkurven p und q des Biischels sich 
in einem Punkte der Polare U des Polkegelschnitts treffen. Bezeichnet 
man diesen Punkt der Geraden U wie oben mit x, so laBt sich die Glei
chung (11) durch die drei Gleichungen ersetzen: 

(13) [x UJ = 0, 
(14) [x· x'pJ = ° und [x· x'q) = 0, 
von denen iibrigens die beiden letzten Gleichungen zufolge der ersten 
Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61) des 31. .A.bschnitts) gleich
bedeutend sind mit den Gleichungen: 

(15) [x'· xpJ = ° und Lx'· xq] = 0. 

Dnter den so gewonnenen fiinf Gleichungen besagt die Gleichung (13), 
daB der Punkt x auf der Geraden des Stabes U liegt, wahrend die Glei
chungen (14) und die gleichwertigen Gleichungen (15) zeigen, daB die 
Punkte x und x' hinsichtlich der beiden Grundkurven p und q des Kegel
schnittbiischels p - gq einander konjugiert sind. Und da auch umgekehrt 
aus den Gleichungen (13) und (14) oder (15) die Gleichung (11) des Pol
kegelschnitts folgt, so hat man den folgenden Satz, der ein Gegenstiick 
zu Satz 551 bildet: 

Satz 552: Der Polkegelschnitt einer Geraden U hinsichtlich 
eines Kegelschnittbiischels ist zugleich der geometrische Ort 
derjenigen Punkte x', die den einzelnen Punkten x der Geraden 
U hinsichtlich der heiden Grundkurven des Biischels konju
giert sind. 

Dieser Satz liefert in der Tat beliebig viele weitere Punkte x' des Pol
kegelschnitts der Geraden U; denn man braucht nur zu einem beliebig ge
wahlten Punkte x del' Geraden U die Polaren xp und xq hinsichtlich 
del' beiden Grundkurven p und q des Biischels zu konstruieren, so ist ihr 
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Schnittpunkt x' zum Punkte x hinsichtlich dieser beiden Kurven kon
jugiert, also ein Punkt des Polkegelschnitts. Da ubrigens die Glei
chungen (15) auch die Gleichungen 

(16) [x';X(P-91q)]=0 und [x'·X(P-92Q)]=0 

nach sich ziehen, in denen 91 und 92 zwei ganz beliebige ZahlgroBen sind, 
und auch umgekehrt, falls 91 =l= 92 ist, aus den Gleichungen (16) die Glei
chungen (15) folgen, so kann man bei der angegebenen Konstruktion an
statt der Polaren des Punktes x hinsichtlich der beiden Grundkurven auch 
seine Polaren hinsichtlich irgend zweier anderen Kurven des Biischels 
verwenden. Dies ist deshalb von Vorteil, weil als solcbe Kurven auch 
zwei zerfallende Kurven des Buscbels dienen konnen, die Konstruktion 
also auch ausfuhrbar bleibt, wenn das Kegelschnittbuschel nur durch sein 
Grundviereck gegeben sein soUte, ohne daB irgendeine nicht zerfallende 
Kurve des Buschels gezeichnet vorliegt. Denn man kann in diesem Falle 
immer noch zu einem beliebig gewahlten Punkte x der Geraden U die 
Polaren hinsicbtlich zweier in dem Buschel entbaltenen Geradenpaare 
P - 91 Q und p - 92 Q konstruieren, indem man den Punkt x mit den 
Scheiteln d1 und d2 dieser beiden Geradenpaare verbindet und zu jedem 
von den beiden Verbindungsstrahlen den Strahl bestimmt, der von ihm 
durch die beiden Geraden des zugehorigen Geradenpaars barmonisch ge
trennt wird. Die beiden so erhaltenen Strablen sind dann die Polaren 
Qes Punktes x hinsichtlich der beiden Geradenpaare P - 91 Q und P - Q2Q, 

und ihr Schnittpunkt ist der zum Punkte x hinsicbtlich dieser beiden 
Geradenpaare konjugierte Punkt x' des Polkegelschnitts. 

Damit hat man fur den Polkegelscbnitt 14 Punkte gewonnen, nam
lich die Punkte 

dll d2, ds; a, b, c, d, e, fi 017 O2 ; UP, UQ; x', 

und man kann, wie schon oben bemerkt wurde, beliebig viele weitere 
Punkte konstruieren, wenn man den Punkt x, dem der Punkt x' hinsicht
lich der Kurven der Schar konjugiert war, seine Lage auf der Geraden U 
verandern laBt. Zwei solche weiteren Punkte waren die auf Seite 367 
und 369 eingefuhrten, zu den Punkten y und z konjugierten Punkte y' 
und z'. 

Zerfallende Polkegelschnitle eines Kegelschnittbuschels. Geht die Polare U 
des Polkegelschnitts eines Kegelschnittbuschels durch eine Ecke des gemein
samen Polardreiecks des Buschels hindurch, so zerfallt der Polkegelscbnitt 
in ein Geradenpaar. 

In der Tat, enthalt jene Polare U etwa die Ecke ds des gemeinsamen 
Polardreiecks, so liegen nach dem Satze 370 die Pole UP und UQ der 
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Geraden U hinsichtlich der Polarsysteme P und Q auf der gemeinsamen 
Polare des Punktes ds in bezug auf die Polarsysteme p und q, das heiBt 
auf der dem Punkte ds gegeniiberliegenden Seite dl d2 des gemeinsamen 
Polardreiecks. In diese Seite fallen also bereits vier Punkte des Polkegel
schnitts der Geraden U, namlich die Punkte dl , d2 , UP und UQ, woraus 

c schon folgt, daB der 
Polkegelschnitt in ein 
Linienpaar zerfallt, dem 
die Gerade dl d2 ange
hort (vgl. die Fig. 159, 
in der die Polare U des 
Polkegelschnitts wenig
stens noch von den S ei
ten des gemeinsamen 
Polardreiecks verschie
den angenommen ist). 
AuBerdem abel' sind 
auf der Seite dl d2 auch 
noch die Punkte e und f 
des Polkegelschnitts 
enthalten, die auf den 
beiden durch ds gehen
den Seiten E und F des 
Grundvierecks des Bii-

Fig. 159. 
schels gelegen sind und 

durch die auf ihnen enthaltenen Ecken des Vierecks von der Geraden U 
oder, was dasselbe ist, von dem Punkte d3 , harmonisch getrennt werden. 

Die zweite Gerade des Linienpaars, das den Polkegelschnitt darstellt, 
erhiilt man, wenn man irgendeine von den vier andern Seiten des Grund
vierecks, etwa die Seite A, mit der Geraden U schneidet und zu dem 
Schnittpunkt [A U] in bezug auf die beiden auf A entbaltenen Ecken des 
Grundvierecks den vierten harmoniscben Punkt a aufsucht. Die Verb in
dungslinie dieses Punktes a mit del' Ecke ds des gemeinsamen Polar
dreiecks ist dann die gesuchte zweite Gerade des Linienpaars, in das der 
Polkegelschnitt zerfallt. Sie enthalt aucb die drei Punkte b, c, d, die 
auf den Seiten B, C, D des Grundvierecks durch die auf ihnen enthaltenen 
Ecken des Vierecks beziehlich von den Punkten [B U], [C UJ, [D U] bar
moniscb getrennt werden. 

Ubrigens kann man die zweite Gerade des Linienpaars noch etwas 
kiirzer als diejenige Gerade cbarakterisieren, die von der Polare U des Pol
kegelschnitts durch die beiden Seiten des Grundvierecks barmonisch ge-
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trennt wird, die sich im Punkte ds schneiden, oder wenn man will, hal
monisch getrennt wird, durch das in dem Kegelschnittbiischel enthaltene 
Geradenpaar, das den Punkt ds zum Doppelpunkt hat. 

Man hat also den Satz: 
Satz 553: Geht die Polare U des Polkegelschnitts eines Kegel

schnittbiischels durch eine Ecke des gemeinsamen Polardreiecks 
des Biischels hindurch, so zerfiillt ihr Polkegelschnitt in ein 
Linienpaar; und zwar ist seine eine Gerade die dieser Ecke 
gegeniiberliegende Seite des gemeinsamen Polardreiecks, und 
seine andere Gerade wird von der Geraden U durch das Linien
paar harmonisch getrennt, das dem Biischel angehort und jen:e 
Ecke zurn Doppelpunkt hat. 

Das gewonnene Ergebnis 
vereinfacht sich noch etwas, 
wenn die Polare des Polkegel
schnitts nicht nur durch eine 
Ecke des gemeinsamen Polar
dreiecks des Kegelschnittbiischels 
hindurchgeht, sondern mit einer 
Seite desselben zusammenfiillt. 
1st dies die Seite Ds (vgl. 
Fig. 160), so besteht der Pol
kegelschnitt aus dem Geraden
paar D1 , Ds. Denn dem Punkte 
dl der Geraden Ds ist ein jeder 
Punkt der Geraden Dl in bezug 
auf aile Kunen des Biischels 
konjugiert, und dem Punkte ds 
der Geraden Ds ein jeder Punkt 
der Geraden Ds. Jedem andern 
Punkte der Geraden Ds endlich Fig. 160. 

entspricht stets der Doppelpunkt ds des Linienpaars Dil D2, und manor_hat 
den Satz: 

Satz 554: Fiillt die Polare des Polkegelschnitts eines Kegel
schnittbiischels mit einer Seite des gemeinsamen Polardreiecks 
des Biischels zusammen, so zerfiillt der Polkegelschnitt in das 
Linienpaar der beiden and ern Seiten dieses P6lardreiecks. 

Die Steinersche Abbildung in bezug auf ein Kegelschnittbuschel. Die 
fiinf Gleichungen (13), (14) und (15) bieten iusofern noch ein weiteres 
Interesse, als sie zusammen mit der aus ihnen folgenden Gleichung (11) 
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die Grundeigenschaften einer wichtigen Punkt-Punkt-Abbildung der Ebene 
ausdriicken. Ordnet man namlich entsprechend den Gleichungen 

(13) [x . XV] = 0 und [x . x' q] = 0 

und den gleichwertigen Gleichungen 

(14) [x'. xp] = 0 und [x'· xq] = 0 

allgemein einem jeden Punkte x der Ebene denjenigen Punkt x' zu, der 
dem Punkte x hinsichtlich del' Kurven p und q und also auch hinsicht
lich samtlicher Kurven des Kegelschnittbiischels konjugiert ist, so erhalt 
man zwischen den Punkten del' Ebene eine involutorische und im allge
meinen eineindeutige Abbildung, die wir, wie es mehr und mehr iiblich ge
worden ist, als "die Steinersche Abbildung in bezug auf das Kegel
schnittbiischel p - gq" bezeichnen wollen l ). 

Zunachst ist die Abbildung involutorisch. Da namlich der Bild
punkt x' eines beliebigen Originalpunktes x auf den Polaren xp und xq 
des Punktes x in bezug auf die Kurven p und q des Biischels gelegen 
ist, so liegt nach del' zweiten Grundeigenschaft des Polarsystems (Satz 394) 
auch umgekehrt del' Originalpunkt x auf den Polaren x'p und x' q des 
Bildpunktes x' hinsichtlich del' Kurven p und q, das hei.Bt, er ist zugleich 
der Bildpunkt seines eigenen Bildpunktes x', odeI' was dasselbe ist, die 
zweimalige Anwendung del' Steinerschen Abbildung in bezug auf ein 
Kegelschnittbiischel fiihrt einen jeden Punkt x del' Ebene wieder in sich 
zuriick. Die Abbildung ist also wirklich involutorisch. 

Die Abbildung ist aber im allgemeinen auch eineindeutig. In del' Tat, 
sieht man bei den Originalpunkten von den Ecken dl , d2 , ds des gemeinsamen 
Polardreiecks des Kegelschnittbiisehels ab, denen ja jedesmal ein ganz be
liebiger Punkt der Gegenseite zugeordnet ist, so wird durch die Glei
chungen (14) einem jeden Originalpunkte x der Ebene ein und nur ein 

1) Vgl. J. Steiner, Aufgaben und Lehrsatze, erstere aufzu15sen, letztere zu be
weisen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 3 (1828), Seite 212, 
25. Lehrsatz. Gesammelte Werke herausgegeben von Weierstratl Bd.J, Seite 179f., 
15. Lehrsatz. (V gl. ferner J. Steiner's Vorlesungen iiber synthetische Geometrie. Zweiter 
Teil: Die Theorie der Kegelschnitte gestiitzt auf projective Eigenschaften. Bearbeitet 
von H. S chro ter. Dritte Auflage durchgesehen von R. Sturm. Leipzig 1898. Seite 286. 
Freilich ist zu bemerken, dati der Begriff und die Grundeigenschaften der be
trachtetenAbbildung schon vor Steiner von Poncelet entwickelt sind. Vgl. J. V.Pon
celet. Traite des proprietes projectives des figures. Paris 1822. Nr.79ff. und 370ff. 
Siehe ferner: A. Clebsch, Zum Gedachtnis an Julius Pliicker. Abhandlungen der 
Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Bd. 16. 1872. (Gelesen 
am 2. Dez. 1871). Seite 11 und 15 f. Endlich: E. Kotter, Die Entwickelung der syn
thetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt (1847). Jahresbericht der deutschen 
Mathematikervereinigung Bd. 5. Heft 2 (1898 und 1901). Seite 126, 138 f. und 268. 
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Bildpunkt x' zugewiesen, namlich del' Schnittpnnkt s:;' del' beiden Polaren 
xp und xq des Punktes x hinsichtlich del' Kurven p und q. 

Schlief3t man andererseits bei den Originalpunkten die Punkte auf den 
Seiten des gemeinsamen Polardreiecks des Xegelschnittbiischels aus, so ent
spricht auch umgekehrt einem jedeD Bildpunkte x' ein tmd nur ein Original
punkt x, namlich del' Schnittpunkt del' Polaren x'p und x' q des Punktes 
x' hinsichtlich del' Kurven p und q. 

Die Grundpunkte des Kegelschnittbiischels sind zugleich die Do p p e 1-
punkte del' Steinerschen Abbildung in bezug auf das Buschel. 
Denn ist x ein solcher Grundpunkt, das heiBt ein gemeinsamer Punkt del' 
Kurven p und q, so geht durch ihn sowohl seine Polare xp in bezug 
auf p wie auch seine Polare xq in bezug auf q hindurch. Del' Bildpunkt 

x' = [xp ·xq] 
des Punktes x falIt also mit dem Originalpunkte x zusammen. 

Und umgekehrt kann auBer jenen Grundpunkten des Biischels kein 
anderer Punkt del' Ebene ein Doppelpunkt del' Steinerschen Abbildung 
sein. Denn durch einen jeden Doppelpunkt x del' Abbildung muB sowohl 
seine Polare xp hinsichtlich p wie auch seine Polare xq hinsichtlich q 
hindurchgehen, er muB also sowohl del' Kurve p wie del' Kune q ange
horen, das heiBt mit einem Grundpunkte des Buschels zusammenfallen. 

Zu den bisher betrachteten Abbildungen, del' Kollineation und Rezi
prozitat, tritt nun abel' die Steinersche Abbildung in bezug auf ein Kegel
schnittbuschel dadurch in einen scharfen Gegensatz, daf3 sie nicht mehr 
wie diese Abbildungen linear ist. Denn den Punkten x einer Geraden U 
entsprechen ja, wie oben gezeigt ist, die Punkte x' einer Kurve zweiter 
Ordnung, namlich des Polkegelschnitts (11) del' Geraden U hinsichtlich des 
"Grundbiischels p - gq der Abbildung" (vgl. die obige Fig. 158). Man sagt 
daher, die Steinersche Abbildung in bezug auf ein Kegelschnittbiischel 
sei eine quadratische Abbildung. 

AuBerdem werden durch die Steinersche Abbildung in bezug auf 
ein Kegelschnittbiischel den Geraden U eines Strahlbiischels 

U=V+fW 
die Kurven eines Kegelschnittbiischels zugewiesen, niimlich die Kurven des
jenigen Kegelschnittbiischels, des sen Gleichung lautet: 

(17) [V.x'p.x'ql + f[W,x'p·x'q] = 0, 

das also durch die beiden Polkegelschnitte 

(18) [V· x'p· x'q] = 0 und [W· x'p· x'q] = 0 

del' Geraden V und W in bezug auf das Grundbiischell) - gq bestimmt 
wird. 
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Von dies em Kegelschnittbiischel (17) kann man leicht die vier Grund
punkte angeben. Denn erstens gehort den beiden Kegelschnitten (18) dieses 
Biischels derjenige Punkt S' an, der dem Scheitel 

s= [VW] 

des Strahlbiischels V + fW durch die betrachtete Steinersche Abbildung 
zugewiesen wird, das heiBt der Punkt 

S' = [sp. sq]. 

Zweitens a.ber ziihlen zu den Grundpunkten des Biischels (17) die allen 
Polkegelschnitten des Grundbiischels p - gq angehorenden Ecken du d2 , ds 
des gemeinsamen Polardreiecks des Grundbiischels. 

Da diese drei Ecken d1 , d2 , ds uberhaupt den Bildkurven aZZer Original
geraden der Ebene angehoren, so nennt man sie "die Fundamentalpunkte 
der Steinerschen Abbildung tll). 

Man hat also den Satz: 

Satz 555: Durch die Steinersche Abbildung in bezug auf ein 
Kegelschnittbiischel p - gq wird einem jeden Strahlbiischel mit 
dem Scheitel s ein Kegelschnittbiischel zugeordnet, und zwar 
dasj~nige Kegelschnittbiischel, dessen Grundpunkte durch den 
Punkt 

S' = [sp ·sq] 

und durch die Ecken du d2 , ds des gemeinsamen Polardreiecks 
des Grundbiischels p - gq gebildet werden. Diese drei Ecken 
heif~en die Fundamentalpunkte der Steinerschen A b bildung. 

Der Mittelpunktskegelschnitt eines KegelschnittbUschels. Eine besondere 
Betrachtung verdient noch derjenige Polkegelschnitt eines Kegelschnittbuschels, 
welcher der unendlich fernen Geraden J sugewiesen wird, dessen Gleichung 
aiso lautet: 
(19) [J. x'p . x'q] = o. 

Fig. 161. 

Er ist dem Obigen zufolge der geometrische Ort fiir 
die Pole der unendlich fernen Geraden J hinsichtlich 
der Kurven des Kegelschnittbiischels p- gq, das 
heiSt der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte seiner 
Kurven, und wird der "Mittelpunktskegelschnitt 
des Biischels p - gq" genannt. Man hat also den 
Satz (vgl. Fig. 161): 

1) Vgl. CIe b Bch-Lind emann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. 1. Erste Auf
lage (1876). Seite 476 f. 
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Satz 556: Die Mittelpunkte aller Kurven eines Kegelschnitt
biischels liegen auf einer Kurve zweiter Ordnung, dem Mittel
punktskegelschnitte des Biischels. 

Von den neun einen Polkegelschnitt charakterisierenden Punkten ge
winnen beim Mittelpunktskegelschnitt seehs Punkte eine besonders einfaehe 
Bedeutung. Die ersten drei Punkte sind namlich, wie bei jedem Polkegel
schnitt, die Nebenecken des dem Biischel eingeschriebenen Vierecks; die 
andern sechs Punkte aber werden die Mitten der sechs Seiten dieses Vier
ecks. Und da man jedes beliebige Viereck zum Grundviereck eines Kegel
schnittbiischels machen kann, so hat man nebenbei den folgenden allge
meinen Satz liber ein vollstandiges Viereck bewiesen: 

Satz 557: Die drei N e benecken eines vollstandigen Vierecks 
und seine sechs Seitenmitten liegen auf einer und derselben 
Kurve zweiter Ordnung. 

Die Pole einer Geraden hinsiehtlieh der Kurven mner Kegelsehnittschar. 
Fragt man nach denjenigen Punkten Y(g) , die durch die Polarsysteme P- 9 Q 
einer Kegelschnittschar einer beliebig gegebenen Geraden V ihrer Ebene als 
Pole zugewiesen werden, so findet man fiir sie den Ausdruck: 

(20) Y(g) = V(P- gQ) = VP- gVQ, 

in dem die Produkte VP und VQ die Pole des Stabes V hinsichtlich der 
Grundkurven P und Q der Schar sind. 

Bei konstantem 9 stellt also die gewonnene Differenz einen Punkt dar, 
welcher der Verbindungslinie 

(21) V' = [VP· VQJ 
dieser beiden Pole VP und VQ angehOrt. 

Bei veriinderliehem 9 dagegen ist 
sie der analytische Ausdruck fiir die 
geradlinige Punktreihe, die die Gerade 
jenes Stabes V' zum Trager hat (vgl. 
Fig. 162); und da auch umgekehrt jeder 
Punkt der durch die Punkte VP und VQ 
bestimmten Punktreihe sich durch eine 
Differenz von der Form 

VP-1)VQ 
darstellen laBt, so entspricht andererseits 
auch jedem Punkte dieser Punktreihe eine 
bestimmte Kurve jener Kegelschnittschar, namlich 

P-1)Q. 

Fig. 162. 

die Kurve 
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Bevor wir abel' dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, miissen wir 
noch einen Ausnahmefall in Betracht ziehen. Sobald namlir.h zwischen 
den beiden Produkten VP und VQ eine Gleichung von del' Form 

(22) VP=fVQ 

besteht, reduziert sich del' Ausdruck (20) auf 

(23) Y(g) = V(P- gQ) = (f - g) VQ, 

womit gezeigt ist, daB in diesem Falle die Pole der Geraden V in bezug 
auf siimtliche Kurven der Schar in einen und denselben Punkt VQ 
zusammenfallen. Die Gleichung (22) laBt sich nun abel' in del' Form 
schreiben: 
(24) V(P-fQ)=O 

aus del' nach Seite 222 hervorgeht, daB eine Gerade V, die del' Gleichung 
(22) Genuge leistet, notwendig zu einer Kurve P - f Q del' Schar 
P - 9 Q apolar sein muB; und da auch umgekehrt in dies em Faile eine 
Gleichung von del' Form (22) besteht, so kann man sagen, daB unser 
obiges Ergebnis, nach welchem die Pole Y(g) aus (20) eine geradlinige 
Punktreihe bilden sollen, dann und nur dann eine Ausnahme erleidet, 
wenn die Gerade V, urn dflren Pole es sich handelt, zu einer Kurve del' 
Schar P - 9 Q apolar ist. Dies trifft zum Beispiel bei einer Schar mit 
drei reellen und von einander verschiedenen Hauptzahlen (vgl. Seite 330 f.) 
nul' fur die drei Seiten Gi , j = 1, 2, 3 des gemeinsamen Poldreiseits del' 
Schar zu. Man hat also das folgende dualistische Gegenstiick zu dem 
Satze von Poncelet (vgl. Seite 368f.): 

Satz 558: AIle Punkte Y(g)' die einer und derselben Gerade n 

V durch die Polarsysteme P- gQ einer Kegelschnittschar alB 
Pole zugeol'dnet werden, bilden eine. geradlinige Punktl'eihe, 
deren Trager die Verbindungslinie del' beiden Pole VP und 
VQ del' Geraden V hinsichtlich del' beiden Grundkurven P 
und Q del' Kegelschnittschar ist; und umgekehrt entspricht 
auch jedem Punkte diesel' Punktreihe ein bestimmtes Polar
system jener Kegelschnittschar. Nul' in dem FaIle, wo die 
Gerade V zu irgend einer Kurve del' Schar apolar ist, fallen 
die Pole del' Geraden V in b ezug auf samtliche Kurven del' 
Schar in einen einzigen Punkt zusammen. 

Die Mittelpunktsgerade einer Kegelschnittschar. Verlegt man ins
besondere die beliebige Gerade V in die unendlich ferne Gerade J und 
bezeichnet die Pole del' unendlich fernen Geraden hinsichtlich del' Kurven 
del' Schar P - g Q, das heiBt die Mittelpunkte diesel' Kurven, mit m(g) , 
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so erhalt man fiir diese Mittelpunkte die Darstellung (vgl. die Glei
chung (23») 
(25) meg) = J(P - 9 Q) = JP - gJQ. 
Diese Mittelpunkte bilden somit eine geradlinige Punktreihe, welche 
die Gerade 
(26) M = [JP· JQ] 
zum Trager hat. Diese Gerade heiBt die "Mittelpunktsgerade der 
Kegelschnittschar P- gQ". 

Nur in dem Faile, wo die beiden Grundkurven P und Q der Schar 
konzentrisch sind, wo also 
(27) JP= fJQ 
ist, fallen die Mittelpunkte m(g aller Kurven der Schar nach der Gleichung 
(25) in einen Punkt zusammen, das heiBt, es iet dann die ganze Schar 
konzentrisch, und ganz dieselbe Beziehung gilt, wenn iiberhaupt zwei 
Kurven der Schar konzentrisch sind. Man hat daher die folgenden Satze: 

Satz 559: Fallen bei einer Kegelschnittschar die Mittel
punkte irgend zweier Kurven der Schar in einen Punkt zu
sammen, so ist die ganze Schar konzentrisch. Und 

Satz 560: Die Mittelpunkte alIer Kurven einer Schar nicht 
konzentrischer Kegelschnitte liegen auf einer Geraden, welche 
die Mittelpunkts
gende der Schar 
heiBt (vgl. Fig. 163). 

Wendet man die
sen Satz speziell auf 
die Mittelpunkte der 
drei in der Schar ent
haltenen Punktpaare 
an, die die drei Paare 
Gegenecken des Grund
vierseits der Schar 

_ce/(_--

Fig. 168. 

bilden (vgl. Satz 57), und beriicksichtigt, daB man jedes beliebige Vier
seit zum Grundvierseit einer Kegelschnittschar machen kann, so hat man 
nebenbei den folgenden aUgerneinen Sats iiber ein vollsiandiges Vierseit be
WIesen: 

Satz 561: Bei einem vollstandigen Vierseit liegen die Mitten 
der drei Punktpaare, welche durch die drei Paare Gegenecken 
des Vierseits gebildet werden, in einer Geraden. 

Die beiden Punktreihen, die durch die Kurven einer Kegelschnittschar 
swei verschiedenen Geraden V und W ihrer Ebene sugewiesen werden, sind 
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projektiv. Die von ihnen erzeugte Kurve zweiter Klasse. 1st neben der 
Geraden Y des Satzes 558 noch eine zweite Gerade W gegeben, so be
kommt man fiir ihre Pole z(Q) hinsichtlich der Kurven der Schar p- 9 Q 
die Darstellung: 
(28) Z(g) = W(P- gQ) = WP- gWQ, 

das heiBt, man erhalt eine zu der Punktreihe (20) projektive Punktreihe 
mit dem Trager 

W'= [WP· WQ], 
und es gilt also der Satz: 

Satz 562: Ordnet man durch die Polarsysteme einer Kegel
schnittschar zwei verschiedenen Geraden ihrer Ebene die Punkte 
zweier Punktreihen als Pole zu und HiBt dabei immer zwei 
solche Punkte der beiden Punktrei1ten einander entsprechen, 
die" den beiden Geraden durch dasselbe Polarsystem der Schar 
zugewiesen werden, so sind die beiden Punktreihen projektiv 
auf' einander bezogen. 

Die beiden projektiven Punktreihen (20) und (28) erzeugen nun 
aber nach Satz 52 eine Kurve zweiter Klasse, deren Gleichung nach 
Seite 74 des ersten Bandes lautet: 

(29) [ [U'· Y P] [U'· Y QJ [_ 0 
[U'· WP] [U'· WQ] - , 

vorausgesetzt, daB U' die Hiillgerade der Kurve bezeichnet. Man kann 
diese Gleichung mit Riicksicht auf die zweite Grundgleichung des Polar
systems (Gleichung (118) des 31. Abschnitts) auch in der Form schreiben: 

I V· U' P] [y. U' Q] [- 0 
W· U'P] [W· U'Q] - , 

die es ermoglicht, auf die linke Seite den zweiten Multiplikationssatz der 
zweifaktorigen planimetrischen Produkte (Satz 26) anzuwenden; man er
halt so die neue Gleichung: 

(30) [VW· U' P U'Q] = 0, 
oder wenn man noch 
(31) [YW] =x 

setzt und zugleich die drei Faktoren des planimetrischen Produktes auf 
der linken Seite von (30) in anderer Weise zusammenfaBt: 

(32) [x . U' p. U' QJ = O. 

Diese Gleichung zeigt, daB die von den beiden projektiven Punktreihen 
erzeugte Kurve zweiter Klasse von der Lage der Geraden Y und W in 
dem Strahlbiischel mit dem Scheitel x unabhangig ist, und somit nicht 
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speziell dem Geradenpaar V, W, sondern dem Schnittpunkte x dieser 
beiden Geraden zugewiesen wird. Man hat also den Satz: 

Satz 563: Die beiden projektiven Punktreihen, die durch 
die Polarsysteme einer Kegelschnittschar zwei beliebig ge
gebenen Geraden ihrer E bene zugeordet werden, erzeugen eine 
Kurve zweiter Klasse, die zugleich auch jedem andern Geraden
paar entspricht, dessen Scheitel mit dem Scheitel des gegebenen 
Paars zusammenfallt. Man sagt daher auch, jene Kurve zweiter 
Klasse sei durch die Kegelschnittschar diesem Punkte zugeordnet. 

Begriff des Polarkegelschnitts eines Punktes hinsichtlich einer Kegel
schnittschar. Aus der Glei
chung (32) liest man zugleich 
noch eine wichtige Eigen
schaft der durch sie darge
stellten Kurve zweiter Klasse 
ab (vgl. Fig. 164). Denn sie 
besagt, daB die Pole U' P 
und U' Q einer beliebigen 
Hiillgeraden U' der Kurve 
(32) genommell hinsichtlich 
der beiden Grundkurven P 
und Q der Schar mit dem 
PUllkte x in einer geraden 
Linie liegen. Diese Gerade 
heiBe Ui dann liegen nach 
dem Satze 558 auch die Pole 
jener Geraden U' hinsichtlich 
siimtlicher Kurven de.r Schar 
auf der Geraden U, und man 
hat den Satz: 

Satz 564: KOllstruiert 
man zu irgend einer Hiill
geraden U' derjenigen 
Kurve zweiterKlasse, die 
durch eine Kegelschnitt-
schar einem Punkte x zugeordnet 
Kurven dieser Schar, so liegen 
Punkt x enthaltenden Geraden U. 

Eg. 16~. 

ist, die Pole hinsichtlich der 
sle samtlich auf einer den 

Man kann aber aus der Tatsache, daB die Kegelschnittschar jeder 
Hiillgeraden U' der Kurve (,32) eine geradlinige Punktreihe zuweist, 

G r a II man n: Projektive Geometrie d. Ebene. II. 25 
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deren Trager U durch den Punkt x hindurchgeht, noch eine andere 
Folgerung ziehen; denn bei dieser Zuordnung entspricht ja auch um
gekehrt jedem Punkte einer solchen Punktreihe eine besti~mte Kurve 
jener Kegelschnittschar P - 9 Q, und zwar in dem Sinne, daB sie der 
Geraden U' jenen Punkt als Pol in bezug auf diese bestimmte Kurve der 
Schar zuordnet (vgl. die Entwickelung auf Seite 381). Insbesondere 
wird daher auch der Punkt x selbst, der nach dem Satze 564 jener 
Punktreihe angehOrt, der Pol der Geraden U' hinsichtlich einer gewissen 
Kurve P - ~ Q der Kegelschnittschar P - 9 Q sein mussen, oder anders 
ausgedriickt, jede Hiillgerade V' der Kurve (32) wird die Polare des 
Punktes x in bezug auf eine gewisse Kurve P - ~ Q der Kegelschnitt
schar P - g Q sein. Man kann daher die Kurve (32) auch als das Hiill
gebilde derjenigen Geraden U' auffassen, die dem festen Punkte x durch 
die Kurven der Kegelschnittschar P - 9 Q als Polaren zugewiesen 
werden. Aus diesem Grunde nennt man die durch die Gleichung (32) 
dargestellte Kurve zweiter Klasse "den Polarkegelschnitt des Punktes 
x hinsichtlich der Kegelschnittschar P-gQ" und umgekehrt den 
Punkt x "den Pol des Polarkegelschnitts in bezug auf die Kegel
schnittschar P- gQ". Man hat daher den Satz: 

Satz 565: Die Polaren U' eines gege benen Punktes x in be
zug auf die Kurven einer Kegelschnittschar P- gQ umhullen 
eine Kurve zweiter Klasse, die der Polarkegelschnitt des 
Punktes x hinsichtlich der Kegelschnittschar P - gQ heiBt; 
seine Gleichung lautet: 
(32) [x. U' p. U'Q] = O. 

Dieser Satz HiBt sich nun aber ebenso Wle der dualistisch ent
sprechende Satz 550 wieder weit kiirzer ableiten, wenn man direkt nach 
denjenigen Geraden U' fragt, die einem gegebenen Punkte x hinsichtlich 
der einzelnen Kurven P - 9 Q einer Kegelschnittschar als Polaren zuge
ordnet werden, deren Pole U'(P- 9 Q) hinsichtlich dieser Kurven daher 
umgekehrt mit dem Punkte x bis auf einen Zahlfaktor ubereinstimmen. 
In der Tat findet man fiir diese Geraden V' die Gleichung 

sx = V'(P- gQ), 
wo seine ZahlgroBe ist, oder 

(33) sx = U' P - g U' Q. 
Eliminiert man aus dieser extensiven Gleichung die ZahlgroBen S und g 
durch planimetrische Multiplikation mit den Punkten x und U' Q, so er
halt man wieder die obige in U' quadratische Gleichung 

(32) [x . V'p· U' Q] = 0 
und hat somit wirklich den Satz 565 von neuem bewiesen. 
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Die oben eingefiihrlen Bezeichnungen fiir die Kurve (32) und den 
ihr zugeordneten Punkt x ermoglichen ferner eine neue Fassung des 
Satzes 564. Dabei beriicksichtige man noch, daB nach diesem Satze 
die Gerade U des Strahlbiischels mit dem Scheitel x die Pole der Ge
raden U' hinsichtlich samtlicher Kurven der Kegelschnittschar P - 9 Q 
enthaIt, und daB man daher nach Seite 200f. von den Geraden U und U' 
auch sagen kann, sie seien hinsichtlich ailer Kurven P - 9 Q der Schar 
konjugiert. Man erhiiIt somit fUr den Satz 564 die folgende neue Form: 

Satz 566: Zweite Fassung von Satz 564: Die Geraden U, die 
den Hiillgeraden U' eines Polarkegelschnitts hinsichtlich zweier 
(und damit hinsichtlich alIer) Kurven der zugehorigen Kegel
schnittschar konjugiert sind, gehen durch den Pol des Polar
kegelschnitts in bezug auf die Kegelschnittschar. 

Konstn~ktion einzelner Hiillgeraden des Polarkegelschnitts. Man kann 
von dem Polarkegelschnitt eines Punktes x hinsichtlich einer Kegelschnitt
schar eine ganze Reihe von Hiiilgeraden ohne weiteres angeben: 

Erstens niimlich sind die drei Seiten Gj des gemeinsamen Poldrei
seits der Kegelschnittschar Tangenten des Polarkegelschnitts; denn fiir 
diese geIten nach Seite 327 die Gleichungen 

GjP= tjGjQ, j = 1, 2, 3, 

in der die tj drei ZahlgroBen bedeuten. Fiir eine solche Gerade U' = Gj 

verschwindet aber in der Tat das Produkt auf der linken Seite von (32), 
weil zwei von seinen drei Faktoren bis auf einen Zahlfaktor einander 
gleich sind (vgl. die obige Figur 164). 

Zweitens aber gehoren zu den Hiiilgeraden des Polarkegelschnitts die
jenigen sechs Geraden 

A, B, 0, D, E, F, 
die durch die sechs Ecken 

a, b, c, d, e, f 
des Grundvierseits der Kegelschnittschar hindurchgehen und dadurch ge
wonnen werden, daB man immer zu jeder von den sechs Verbindungslinien 

ax, bx, ... 

dieser sechs Ecken mit dem Punkte x den vierten harmonischen Strahl 
aufsucht in bezug auf die beiden in dieser Ecke zusammenlaufenden Seiten 
des Grundvierseits der Schar. Fiir eine jede von den sechs Ecken des 
Grundvierseits ist niimlich schon eine von den beiden durch sie hindurch
gehenden Tangenten des Polarkegelschnitts bekannt in der diese Ecke ent
haItenden Seite Gj des gemeinsamen Polardreiseits der Schar. Die Lage 
dieser Geraden Gj aber ist von der Wahl des Punktes x ganzunabhiingig. 

25* 
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Man wird also im allgemeinen noch eine zweite von jener Ecke ausgehende 
Tangente des Polal'kegelschnitts erhalten, wenn man beriicksichtigt, daB 
jede von den Tangenten des Polarkegelschnitts als Polare des Punktes x 
hinsichtlich einer gewissen, abel' freilich unbekannten Kurve del' Schar 
von dies em Punkte x harmonisch getrennt sein mufJ. Da abel' eine jede 
Kurve del' Kegelschnittschar die vier Seiten ihres Grundvierseits zu Tan
genten hat, und durch jede Ecke dieses Grundvierseits zwei von jenen 
vier Seiten hindurchgehen, so muB die von einer solchen Ecke ausgehende 
Polare des Punktes ;r von ihm gerade durch jene beiden Seiten des Grund
vierseits harmonisch getrennt werden (vgl. die Figuren 85a und 85 b auf 
Seite 198). Man gewinnt also durch sechsmalige Konstruktion eines 
vierten harmonischen Strahls sechs weitere Tangenten A, B, 0, D, E, P 
des Polarkegelschnitts. 

Mit Riicksicht darauf, daB sich die bisher gewonnenen neun Tangenten 
des Polarkegelschnitts verhaltnismaBig leicht auffinden lassen, sobald das 
Grundvierseit der Schar gegeben ist, wollen wir den Polarkegelschnitt 
eines Punktes x hinsichtlich einer Kegelschnittschar "den Kegelschnitt 
del' neun Geraden" nennen. lndes kann man ohne Schwierigkeit auch 
noch weitere Tangenten des Polarkegelschnitts angeben, namel1tlich auch 
solche, bei deren Konstruktion das Grundvierseit del' Schar nicht zu Hiilfe 
gezogen wird. Dies jst insbesondere fiir den Fall von Wichtigkeit, wo 
nicht mehr alle vier gemeinsame Tangenten der Schar reell sind. 

Drittens namlich gehoren zu den Hiillgeraden des Polarkegelschnitts 
auch die beiden Doppelstrahlen 0 1 und O2 derjenigen Strahlinvolution, welche 
die Kegelschnittschar im Punkte x hervorruft. Denn diese sind ja nach 
dem Satze 540 die Tangenten del' beiden durch den Punkt x hindurch
gehenden Kurven del' Schar, und del' Punkt x ist ihr Beriihrungspunkt; 
sie sind also die Polaren des Pllnktes x hinsichtlich diesel' beiden Kurven 
del' Schar 1). 

1) In der Figur 161, sind jene beiden Doppelstrahlen 01 und 0i in folgender 
Weise gewonnen: Zunachst sind die beiden Tangentenpaare, die sich vom Punkte x 
an die Grundkurven P und Q del' Schar legen lassen, und welche zwei Paare del' 
oben beschrie1enen Strahlinvolution bilden, mit einer nicht durch x gehenden, son at 
abel' beliebigen Geraden L geschnitten. Darlurch entstehen auf L zwei Punktpaare, 
die als Bestimmungtistiicke del' auf L liegenden zu jener Strahlinvolution perspek
tiven Punktinvolution aufgefaBt werden konnen. 

Weiter sind von dieser Punktinvolution die Doppelpunkte 01 und o! mittelst 
zweier sich schneidenden Hiilfskreise konstruiert, die durch je eins von jenen beiden 
Punktpaaren hindurchgehen. Die gemeinsame Sekante beider Kreise schneidet dann 
aua der Geraden L den Mittelpunkt m jener Involution aus, und die Lange einer 
Tangente mt vom Punkte m an einen der beiden Kreise gezogen stellt zugleich den 
Abstand der gesuchten Doppelpunkte 01 und 0, del' Punktinvolution von deren Mittel
punkt m dar. 
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Viertens wird der Polarkegelschnitt selbstverstiindlich auch von den 
Polaren Xl) und xq des Punktes X hinsichtlich der beiden Grundkurven 
P und 0 der Schar beriihrt. Dabei sind unter p und q wie bisher die 
zu P und Q adjungierten Briiche zu verstehen. Man kann aber 

fiinftens noch beliebig viele weitere Hiillgeraden des Polarkegel
schnitts konstruieren, wenn man die in dem Satze 564 ausgesprochene 
Tatsache benutzt, daB die Pole U' P und U'O einer beliebigen Hiillgeraden 
[J' des Polarkegelschnitts genommen hinsichtlich der beiden Grundkurven 
P und Q der Schar mit dem Pole x des Polarkegelschnitts in einer Ge
raden lie gen. Bezeichnet man diese durch den Punkt x gehendo Gerade 
wie oben mit U, so liiBt sich die Gleichung (32) durch die drei Glei
chungen ersetzen: 
(34) [Ux] = 0 

(35) [U· U'P] = 0 und [U· U'O] = 0, 

von denen iibrigens die beiden letzten Gleichungen zufolge der zweiten 
Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (118) des 31. Abschnitts) 
gleichbedeutend sind mit den Gleichungen: 

(36) [U'· UP] = 0 und [U'· UQ] = O. 

Unter den so gewonnenen fiinf Gleichungen besagt die Gleichung (34), 
daB die Gerade des Stabes U durch den Punkt x hindurchgeht, wiihrend 
die Gleichungen (35) und die gleichwertigen Gleichungen (36) zeigen, 
daB die Geraden U und U' hinsichtlich der beiden Grundkurven P und Q 
der Kegelschnittschar P - g Q einander konjugiert sind. Und da auch 
umgekehrt aus den Gleichungen (34) und (35) oder (36) die Gleichung (32) 
des Polarkegelschnitts folgt, so hat man den folgenden Satz, der ein 
Gegenstiick zu Satz 566 bildet: 

Satz 567: Der Polarkegelschnitt eines Punktes x hinsichtlich 
einer Kegelschnittschar ist zugleich das Hiillgebilde derjenigen 
Geraden U', die den einzelnen Geraden U des Strahl biischels 
mit dem Scheitel x hinsichtlich der beiden Grundkurven der 
Schar konjugiert sind. 

Dieser Satz liefert in der Tat beliebig viele weitere Hiillgeraden des 
Zllm Punkte x gehOrenden Polarkegelschnitts; denn man braucht nur zu 
einer belie big gewahlten Geraden U des Strahlbiischels mit dem Scheitel x 
die Pole UP und UQ hinsichtlich der beiden Grundkurven P und Q der 
Schar zu konstruieren, so ist ihre Verbindungslinie U' zur Geraden U 

Projiziert man endlich diese Doppelpunkte 01 und o! vom Scheitel x der ur
spriinglich betrachteten Sirahlinvolution aus durch die Strahlen x01 und xot , BO 
bilden Bie die gewiinschten Doppelstrahlen 0 1 und O! dieser StraWinvolution. 



390 Die Polkegelschnitte eines Kegelschnittbiischels nsw. 

hinsichtlich dieser beiden Kurven konjugiert und also eine Hiillgerade des 
Polarkegelschnitts. 

Auf dieselbe Weise kann man dann zum Beispiel auch von den 
beiden urspriinglich zur Festlegung des Punktes x benutzten Geraden V 
und W die konjugierten Geraden V' und W' hinsichtlich der beiden 
Grundkurven P und Q der Schar konstruieren entsprechend den Gleichungen 

I V' = [VP . VQJ 

I W'= [WP· WQl 
(371 

Damit hat man fiir den Polarkegelschnitt 16 Hiillgeraden gewonnell, 
niimlich die Geraden (vgl. die obige Figur 164): 

Gu G2 , Gs; A, B, C, D, E, F; 011 O2 ; xp, xq; U', V', lY', 

deren Zahl man noch beliebig vermehren kann, da ja die konjugierte Ge
rade eines jeden Strahls des Strahlbiischels mit dem Scheitel x, genommen 
hinsichtlich irgend zweier Kurven der Schar, eine Hiillgerade des Polar
kegelschnitts bildet. 

Da iibrigens die obigen Gleichungen (36) auch die Gleichungen 

(38) [U'· U(P - gl Q)] = 0 und [U'· U(P - g2Q)1 = 0 

Fig. 165. 

nach sich ziehen, in denen 
gl und gs zwei ganz beliebige 
ZahlgroBen sind, und auch 
umgekehrt, falls Bl 9= g2 ist, 
aus den Gleichungen (38) die 
Gleichungen (36) folgen, so 
kann man bei der oben ange
gebenen Konstruktion der Ge· 
raden U' statt der Pole der 
Geraden U hinsichtlich der 
beiden Grundkurven P und Q 
auch ihre Pole hinsichtlich 
irgend zweier anderen 
Kttrven der Schar verwenden. 
Dies ist deshalb von V orteil, 
weil als solche Kurven auch 
zwei zer(allende Kurven der 
Schar dienen konnen, die 

Konstruktion also auch ausfiihrbar bleibt, wenn die Kegelscbnittschar nur 
durch ihr Grundvierseit gegeben sein soUte, ohne daB irgend eine nicht 
zerfallende Kurve der Schar gezeichnet vorliegt (vgl. Fig. 165). Denn man 
kann in dies em FaIle immer noch zu einer beliebig gewiihlten Geraden 
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U des Strahlbiischels mit dem Scheitel x die Pole hinsichtlich zweier 
in del' Schar enthaltenen Punktpaare p- ~l Q und P- 9!Q konstruieren, 
indem man die Gerade U mit den Tragern Gl und G2 dieser Punktpaare 
schneidet und zu jedem von den beiden Schnittpunkten den Punkt be
stimmt, del' von ihm durch die beiden Punkte des zugehorigen Punkt
paars a, b, beziehlich c, d harmonisch getrennt wird. Die beiden so er
haltenen Punkte sind dann die Pole del' Geraden U hinsichtlich der beiden 
Punktpaare, und ihre Verbindungslinie ist die zur Geraden U hinsichtlich 
del' Punktpaare P - 91 Q und P - 92 Q konjugierte Hiillgerade U' des 
Polar kegelschnitts. 

Zerfallende Polarkegelschnitte einer Kegelschnittschar. Liegt del' Pol x 
des Polarkegelschnitts einer Kegelschnittschar auf einer Seite des ge
meinsamen Poldreiseits der Schar, so zerfiillt del' Polarkegelschnitt in 
ein Punktpaar. 

In der Tat, liegt jener Pol x etwa auf der Seite Gs des gemein
samen Poldreiseits, so gehen nach dem Satze 370 die Polaren xv und 
xq des Punktes x hinsichtlich der Polarsysteme p und q durch den ge
meinsamen Pol del' Geraden 
Gs in bezug auf die Polar
systeme P und Q, das heiBt 
durch die del' Seite Gs gegen
iiberliegende Ecke gs des ge
meinsamen Poldreiseits hin
durch. In diesel' Ecke gs 
treffen sich also bereits vier 
Hiillgeraden des Polarkegel
schnitts des Punktes x, nam
lich die Geraden G1 , G2 , xv 
und xq, woraus schon folgt, 
daB del' Polarkegelschnitt in Fig. 166. 

ein Punktpaar zerfallt, dem jene Ecke g3 angehort (vgl. die Figur 166, 
in welcher der Pol x des Polarkegelschnitts wenigstens noch von den 
Ecken des gemeinsamen Polardreiseits verschieden angenommen ist). AuBer
dem abel' gehen durch die Ecke gs auch noch diejenigen Hiillgeraden E 
und F des Polarkegelschnitts, die beziehlich von den beiden auf Gs liegen
den Ecken e und f des Grundvierseits del' Schar ausgehen und durch die 
in ihnen zusammenlaufenden Seiten des Vierseits von dem Punkte x oder, 
was dasselbe ist, von der Geraden Gs, harmonisch getrennt werden. 

Den zweiten Punkt des Punktpaars, das den Polarkegelschnitt darstellt, 
erhiilt man, wenn man irgend eine von den vier andern Ecken des Grundvier-
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seits, etwa die Eeke a, mit dem Punkte x verbindet und zu der Verbindungs
linie [ax 1 in bezug auf die beiden von a ausgehenden Seiten des Grundvier
seits den vierten harmonisehen Strahl aufsucht. Dann schneidet dieser die 
Seite Ga des gemeinsamen Poldreiseits in dem gesuchten zweiten Punkte 
des Punktpaars, in das der Polkegelschnitt zerfiilit. Dureh ihn gehen 
auch die drei Geraden B, C, D, die in den Ecken b, c, d des Grund
vierseits durch die von ibnen ausgebenden Seiten des Vierseits beziehlich 
von den Strahlen rbx], [ex], [dx] harmonisch getrennt werden. 

Ubrigens kann man den zweiten Punkt des Punktpaars noeh etwas 
kiirzer als denjenigen Punkt charakterisieren, der von dem Pole x des 
Polarkegelschnitts durch die beiden Ecken des Grundvierseits harmonisch 
getrennt wird, die auf der Geraden G3 enthalten sind, oder wenn man 
wiil, harmonisch getrennt wird durch das in der Kegelschnittschar ent
haltene Punktpaar, das die Gerade Ga zum Trager hat. 

Man hat also den Satz: 

Satz 568: Liegt der Pol x des Polarkegelschnitts einer Kegel
sehnittschar auf einer Seite des gemeinsamen Poldreiseits der 
Schar, so zerfiillt sein Polarkegelschnitt in ein Punktpaar; 
und zwar ist sein einer Punkt die dieser Seite gegenii ber
liegende Ecke des gemeinsamen Poldreisei ts, und sein anderer 
Punkt wird von dem Punkte x durch das Punktpaar harmoniseh 
getrennt, das der Schar angehort und jene Seite zum Trager hat. 

Das gewonnene Ergebnis vereinfacht sich noch etwas, wenn der Pol 
des Polarkegelschnitts nicht nur auf einer Seite des gemeinsamen Poldrei

Pig. 1(i7. 

seils der Kegelsehnittsehar liegt, 
sondern mit einer Eeke desselben 
zusammenfiillt. 1st dies die 
Ecke ga (vgl. Fig. 167), so be
steht der Polarkegelschnitt aus 
dam Punktpaar gll g2. Denn 
der Geraden G1 des Strahl
biischels mit dem Scheitel gs 
ist eine jede Gerade des Strahl
biischels mit dem Scheitel gl 
in bezug auf aile Kurven der 
Schar konjugiert, und der Ge

raden G2 des Strahlbiischels mit dem Sclleitel ga aine jede Gerade des 
Strahlbiischels mit dem Scheitel g2. J eder andern Geraden des Shahl
biischels mit dem Scheitel gs endlich entspricht stets der Trliger Gs des 
Punktpaars gil g2' und man hat den Satz: 
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Satz 569: Fiillt der Pol des Polarkegelschnitts einer Kegel
schnittschar mit einer Ecke des gemeinsamen Poldreiseits del' 
Schar zusammen, so zerfiillt der Polarkegelschnitt in das Punkt
paar der beiden andern Ecken dieses Poldreiseits. 

Die Steinersc7w Abbildung in bezug auf eine Kegelschnittschar. Die 
fiinf Gleichungen (34), (35) und (36) bieten in so fern noch ein beson
deres Interesse, als sie zusammen mit der aus ihnen folgenden Glei
chung (32) die Grundeigenschaften einer wichtigen Stab-Stab-Abbildung 
der Ebene ausdriicken. Ordnet man namlich entsprechend den Gleichungen 

[U· U' P] = 0 und [ U· U' QJ = 0 

und den gleichwertigen Gleichungen 

(36) [U'· UP] = 0 und [U'· UQ] = 0 

allgemein einer jeden Geraden U der Ebene diejenige Gerade U' zu, die 
der Greaden U hinsichtlich del' beiden Kurven P und Q, also auch hin
sichtlich siimtlicher Kunen der Kegelschnittschar P- 9 Q konjugiert ist, so 
erhiilt man zwischen den Geraden del' Ebene eine involutorischc und im 
allgemeinen eineindetttige Abbildung, die wir "die Steinersche Abbil
dung in bezug auf die Kegelschnittschar P- 9Q" nennen wollen. 

Zunachst ist die Abbildung involutorisch. Da namlich die Bild
gerade U' einer beliebigen Originalgeraden U durch die Pole UP und 
U Q der Geraden U in bezug auf die Kurven P und Q der Schar geht, 
so geht nach der zweiten Grundeigenschaft des Polarsystems (Satz 410) 
auch umgekehrt die Originalgerade U durch die Pole U' P und U' Q 
der Bildgeraden [I' hinsichtlich der Kurven P und Q, das heiBt, sie ist 
zugleich die Bildgerade ihrer eigenen Bildgeraden [I', oder was dasselbe 
ist, die zweimalige Anwendung der Steinerschen Abbildung in bezug 
auf eine Kegelschnittschar fiihrt eine jede Gerade U der Ebene wieder 
in sich zuriick. Die Abbildung ist also wirklich invoilltorisch. 

Die Abbildung ist aber im allgemeinen auch einei ndeutig. In der 
Tat sieht man bei den Originalgeraden von den Seiten Gp G2 , G3 des ge
meinsamen Poldreiseits der Kegelschnittschar ab, denen jedesmal eine ganz 
beliebige durch die Gegenecke geheude Gerade zugeordnet ist, so wird durch 
die Gleichullgen (36) einer jeden Origillalgeraden U der Ebelle eine und nul' 
eine Bildgerade U' zugewiesen, namlich die Verbindungslinie U' der beiden 
Pole UP und U Q der Geraden U hinsichtlich der Kurven P und Q. 

Schlief3t man andererseits bei den Originalgeraden die Geraden aus, die 
durch die Ecken des gemeinsamen Poldreiseits hindurchgehen, so entspricht 
auch umgekehrt einer jeden Bildgeraden U' eine und nur eine Original-
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gerade U, namlich die Verbindungslinie del' Pole U' P und U' Q der 
Geraden U' hinsichtlich der Kurven P und Q. 

Die Grundgeraden der Kegelschnittschal' sind zugleich die Do p p el
linien der Steinerschen Abbildung in bezug auf die Schar. Denn 
1st U eine solche Grundgerade, das heiBt eine gemeinsame Tangente der 
Kurven P und Q, so enthalt sie sowohl ihren Pol UP in bezug auf P 
wie auch ihren Pol UQ in bezug auf Q. Die Bildgerade 

U' = [Up· UQ] 

der Geraden U failt also mit der Originalgeraden U zusammen. 
Und umgekehrt kann auBer jenen Grundgeraden der Schar keine 

andere Gerade eine Doppelgerade der Steinerschen Abbildnng sein. Denn 
eine jede Doppelgerade U del' Abbildung muB sowohl ihren Pol UP hin
sichtlich P wie auch ihren Pol UQ hinsichtlich Q enthalten, sie mnB 
daher sowohl eine Hiillgerade der Kurve P wie eine Hullgerade der 
Kurve Q sein, also mit einer gemeinsamen Tangente beider Kurven, das 
heiBt mit einer Grundgeraden del' Schar, zusammenfallen. 

Die Abbildung ist ferner wiederum quadratisch, da wie oben ge
zeigt ist, den Geraden U eines Strahlbuschels mit dem Scheitel x die 
Hiillgeraden U' einer Kurve zweiter Klasse. entsprechen, namlich des 
Polarkegelschnitts des Punktes x hinsichtlich der "Grundschar P - 9 Q 
der Abbildung" (vgl. die obige Fig. 164). 

AuBerdem werden durch die Steinersche Abbildung in bezug auf eine 
Kegelschnittschar den Punkten x einer Punktreihe 

x = y + tz 

die Kurven einer Kegelschnittschar zugewiesen, namlich die Kurven der
Jemgen Kegelschnittschar, deren Gleichung lautet: 

(39) [y. U' p. u' QJ + fez . U' p. u' QJ = 0, 

die also durch die beiden Polarkegelschnitte 

(40) [yo U'p· U'Q]=O und [z· U'p· U'Q]=O 

der Punkte y und z hinsichtlich der Grundschar bestimmt wird. 
Von dieser Kegelschnittschar (39) kann man leicht die vier Grund

geraden angeben,' Denn erstens gehort den beiden Kegelschni tten (40) 
dieser Schar diejenige Gerade T' an, die dem Trager 

T = [yz] 

der Punktreihe y + fz durch die betrachtete Steinersche Abbildung zu
gewiesen wird, das heiBt die Gerade 

1" = [T p. TQ]. 
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Zweitens aber zahlen zu den Grundgeraden der Schar (39) die Seiten 
G1 I Gil Gs des gemeinsamen Poldreiseits der Grundschar; denn diese 
sind ja Tangenten fur alle Polarkegelschnitte der Grundschar. 

Da diese drei Geraden GI1 G21 Gs iiberhaupt den Bildkurven aller 
Originalpunkte der Ebene als Hiillgeraden angehOren. so mogen sie "die 
Fundamentalgeraden der Steinerschen Abbildung in bezug auf 
die Kegelschni ttschar P - g Q" genannt werden. 

Man hat also den Sntz: 

Satz 570: Durch die Steinersche Abbildung in bezug auf 
eine Kegelschnittschar P - gQ wird einer jeden geradlinigen 
Punktreihe mit dem Trager T eine Kegelschnittsc har zuge
ordnet, deren Grundgeraden durch die G erade 

T' = [TP· TQ] 

und durch die Seiten Gll G2 , Gs des gemeinsamen Poldreisei ts 
der Grundschar P- gQ gehildet werden. Diese drei Seiten 
heif.\en die Fundamentalgeraden der betrachteten Steinerschen 
Abbildung. 
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(Die Zahlen beziehen sich auf die Seiten). 

Abbildungsbruch einer Punkt-Punkt
Kollineation 50 if. - Wann sind zwei 
solche A. einander gleich? 51 f. 

Abbildungsfaktor einer Punkt-Punkt
Kollineation 50, seine Darstellung durch 
einen extensiven Bruch 50 f. 

A b stande eines Punktes x von den Seiten 
des Fundamentaldreiecks 8, ihre Bezeich
nung 8, ihr Vorzeichen 8 f., ihre Beziehung 
zu den Dreieckskoordinaten des Punktes 
x 9,11 f. - A. des Einheitspunktes e von 
den Seiten des Fundamentaldreiecks 9, 
ihreBezeichnung 9, absolut genommen 9, 
ihre Beziehung zu den Hohen des Fun
damentaldreiecks und den Massen der 
Grundpunkte und des Einheitspunktes 12. 
- A. eines Stabes von den 3 Ecken des 
Fundamentaldreiecks 15, ihre Bezeich
nung 15, ihr Vorzeichen 15. 

Achse einer Parabel 277. 
Adjungierte Kollineation, die zu einer 

Punkt-Punkt-Kollineation f a. Kollinea
tion ft: 55 if., ihre Darstellung als kom
binatorisches Quadrat von f 60 f. - Die 
zu einer Stab-Stab-Kollineation ft: a. Kolli
neation f 72 f., ihre Darstellung als kom
binatorisches Quadrat von ft: 72. - Die 
zur a. Abbildung ft: einer Punkt-Punkt
Kollineation f a. Abbildung f 74 f., ihre 
Beziehung zur Kollineation f 75. - A. 
Abbildungen entartender Kollineationen 
78 f. - A. Reziprozitat, die zu einer 
Punkt-Stab-Abbildung r einer Rezipro
zitat a. Stab-Punkt-Abbildung R 146 if., 
ihre Darstellung als kombinatorisches 
Quadrat von r 152. - Die zu einer Stab
Punkt-Reziprozitat R a. Reziprozitat r 
156 if., ihre Darstellung als kombinato
risches Quadrat von R lCi6. - Die zur 
a. Abbildung Reiner Punkt-Stab-Rezi
prozitat r a. Abbildung r 158 f., ihre 
Beziehung zur Reziprozitat r 158 f. 

Affinitat 83. - Beziehungen zwischen 
den Massen der Grundpunkte des ersten 
und zweiten Systems, wenn eine Kolli
neation eine A. sein solI, 83. - Per
spektive A. 101 if. - Perspektive A. mit 
der Charakteristik - 1: Schiefe oder 
senkrechte Spiegelung an einer Geraden 
103. - Affinitatsachse (Spurlinie) einer 
perspektiven A. 101 if. - Affinitatsrich
tung einer perspektiven A. 101 f. 

Antipolare eines Punktes hinsichtlich 
eines Polarsystems zweiter Ordnung 292. 

Apolar 207 if., 213, 215, 222 if., 226. 
Asymptoten einer Hyperbel 270 if. -

Die Abschnitte, die eine Tangente einer 
Hyperbel von den A. abschneidet, 272 if., 
274 f. - Die Abschnitte, die eine be
liebige Gerade von den Asymptoten einer 
Hyperbel abschneidet, 273 f. 

Asymptotengleichung einer Hyperbel 
als einer Kurve zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse 270 if. 

Auflosbarkeit einer Gleichung von der 
Form xr = U nach x 164, einer Glei
chung von der Form U R = x nach U 
16H. 

Brennpunkt einer Parabel 277 f. 
Biischel von Polarsystemen 294 if. - B. 

von Kurven zweiter Ordnung 294 if., seine 
Grundkurven 295, seine Grundpunkte296, 
seine Hauptpunkte 296, seine Hauptzahlen 
296 f., seine Hauptgleichung 297. 

Cartesi sche Koordinaten 28 if., schief
winklige und rechtwinklige C. K. 28 if. 
- Ubergang von den Dreieckskoordi
naten eines Punktes zu den C. K. dieses 
Punktes 28 if. - Besondere Wahl der 
Ecken des Fundamentaldreiecks und des 
Einheitspunktes, die zu den C. K. flihrt 
28 if. - Beziehung zwischen den so ge
wonnenen speziellen Dreieckskoordinaten 
und den C. K. eines Punktes 32 if. -
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Beziehung zwischen den zugehorigen spe
ziellen Dreieckskoordinaten eines Stabes 
und den He sse schen Linienkoordinaten 
seiner Geraden 34 ff. 

Cartesisches Koordinatensystem 33. 
- Abszissenachse des C. K. 33. - Ordi
natenachse des C. K. 33. - Winkel 
zwischen den positiven Seiten der Achsen 
des C. K. 30 if., seine Bezeichnung 30. 
- Rechtwinkliges C. K. 37. 

Deckung als Spezialfall einer Kollineation 
107. 

Diskriminante der quadratischen Glei
chung ftir die Parameter der beiden 
Schnittpunkte einer Kurve zweiter Ord
nung mit einer Geraden 251 f. - D. der 
quadratischen Gleichung fiir die Para
meter der beiden Tangenten, die sich 
von einem Punkte an eine Kurve zweiter 
Klasse legen lassen, 260 if. 

Doppelelemente einer Kollineation 80 if. 
Doppellinien einer Stab-Stab-Kollinea

tion 88 if. - Die Abbildung innerhalb 
einer D. einer Kollineation 93 f. 

Doppelliniengleichung einer Stab
Stab-Kollineation 88. 

D op pel pun kte einer Punkt-Punkt-Kolli
neation 85. 

Doppelpunktsgleichung einer Punkt
Punkt-Kollineation 85, ihre geometrische 
Deutung 91 if. 

D opp el ver hal tnis eines Punktwurfes fiir 
den Fall komplexer Punkte 188. 

D opp el verhaltni s koordinaten eines 
Punktes 11. - D. einer Geraden 21. 

D rei ecks eigen s cha ftJliner Kollineation 
in eingeschriebener Dreieckslage 114 f., 
in umschriebener Dreieckslage 124 f. -
D. zweier Kollineationen fund I, die der 
Gleichung [f1 1] = 0 Geniigeleisten, 133f. 
- D. dreier Kollineationen f, I, m, die 
der Gleichung [f I m] = 0 geniigen, 140f. 

Dreieckskoordinaten eines Punktes x 
in bezug auf die Punkte el , el , eo als 
Grundpunkte und den Punkt e als Ein
heitspunkt 7, ihre mechanische Deutung 
7 f., ihre geometrische Deutung 8 if., ihre 
Deutung als Doppelverhaltniskoordinaten 
oder Wurfkoordinaten 10 f., ihr Zusam
menhang mit den Zuriickleitungen des 
Punktes auf die Ecken des Fundamental
dreiecks unter AusschluB der Gegenseiten 
13. - Konstruktion eines Punktes x aus 
seinen D. 14. - Gleichung einer Ge-

raden in D. 25. - D. eines Stabes U 
in bezug auf ein Fundamentaldreieck 
el e2 es und einen Punkt e als Einheits
punkt 14 f., ihre Einfiihrung als Ableit
zahlen des Stabes U in seiner linearen 
Darstellung durch die 3 Grundstabe 14£, 
ihre geometrische Deutung 15, 18 if., ihr 
Zusammenhang mit den Zuriickleitungen 
des Stabes auf die Seiten des Funda
mentaldreiecks unter AusschluB der Ge
genecken 21 if., ihre mechanische Deu
tung 22 if. - D. des unendlich femen 
Stabes 24. 

Dreieckslage, eingeschriebene, 114 if., 
Erkliirung des Begriifs 115. - Umschrie
bene D. 124 ff., Erklarung des Begriifs 
125. 

Duali tat zwischen den Grundpunkten und 
Grundstaben 4. 

Durchmesser eines Polarsystems 254 fr., 
260, 280 f., D. der Polkurve eines Polar
systems 260, D. der Polarkurve eines Po
larsystems 265. - D. einer Parabel 275, 
Scheitel eines Parabeldurchmessers 275; 
Scheiteltangente eines Parabeld. 275. 

Eigentlicher Mittelpunkt einer Kurve 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse 275. 
- Eig. Polarsystem: Ein Polarsystem, 
das entweder nicht entartet oder doch 
hochstens zweifach entartet, 316. 

Eineindeutige Abbildung 378 f. 
Einfaches Sechseck 128f. - Pascalsche 

Gerade eines gewissen e. S. 132. 
Einheitspunkt 1. - Masse des E. 2. -

Der mit dem E. zusammenfallende ein
fache Punkt 2. 

Einheitsstab 15, seine Beziehung zum 
E~nheitspunkt 15 if. 

Ellipse 253, reelle und imaginare E. 253if., 
inbesondere 256. - Das Vorzeichen des 
Produktes a[g·gp] bei einer reellen und 
imaginaren E. 254 if., 279. - Die zu 
einer imaginaren E. gehorige reelle E. 
291. - Das V orzeichen des Produktes 
a[x·xp] bei einer imaginiiren E. 262. 
- Das Polarsystem einer imaginaren E. 
als Folge des Polarsystems der zuge
horigen reellen E. und einer Spiegelung 
an deren Mittelpunkt 291 f. 

Elliptische Punktinvolution 247 f. -
E. Strahlinvolution 239 f. 

Entartende Kegelschnittbiischel 
310 if. - Bedingungen fiir das Entarten 
eines K. 310 f. - Ein K., dessen Grund-
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kurven 2 doppeltzahlende Geraden sind, 
311 if., es ist identisch mit derjenigen 
hyperbolischen Strahlinvolution, deren 
Doppelstrahlen jene Geraden sind, 313 if. 
- Unter welcher Bedingung entartet ein 
K., dessen Grundkurven aus einer doppelt
zahlenden Geraden und einem Linien
paar bestehen? 319 f., oder aus 2 Linien
paaren? 320 f. 

Entartende Kegelschnittscharen 
337 if. - Bedingungen rur das Entarlen 
einer K. 337. - Eine K., deren Grund
kurven 2 doppeltzahlende Punkte sind, 
337 f., sie ist identisch mit derjenigen 
hyperbolischen Punktinvolution, deren 
Doppelpunkte jene Punkte sind, 338. -
Unter welcher Bedingung entartet eine 
K., deren Grundkurven aus einem doppelt
zahlenden Punkt und einem Punktpaar 
bestehen? 338 f., oder aus 2 Punktpaaren? 
339 f. 

EntartendeKollineationen 64ff., 77ff. 
- E. Punkt-Punkt-K. 64 ff., ihr Potenz
wert verschwindet 64 f. - 3 Falle 65. -
Einfach e. Punkt-Punkt-K. 65 ff., 91 f., 
ihre Hauptgerade 66 f., 92, ihre beiden 
Hauptpunkte 67, 92, ihr Nullpunkt 67 f., 
92, ihre 3 Doppelpunkte 67 f., zwei von 
ihnen sind die beiden Hauptpunkte, der 
dritte ist der Nullpunkt der Kollineation 
67 f. - BruchdarsteHung einer einfach 
e. Punkt-Punkt-K., bei der ein Nenner 
dar Nullpunkt ist, 68. - Zweifach e. 
Punkt-Punkt-K. 68f., ihrHauptpunkt68 f., 
ihre Nullpunktreihe 69. - Bruchdar
steHung einer zweifach e. Punkt-Punkt-K. 
mit zwei Nullpunkten als Nennern 69. 
- Dreifach e. oder uneigentliche Punkt
Punkt-K. 69. - E. Stab-Stab-K. 77 ff., 
ihr Potenzwert verschwindet 77. 
Einfach e. Stab-Stab-K. 77 if., ihr Haupt
punkt 78, ihre beiden Hauptlinien 78, 
ihre Nulllinie 78, ihre Doppellinien 78. 
- Bruchdarstellung einer einfach e. Stab
Stab-K., bei der ein Nenner durch einen 
Stab der Nulllinie gebildet wird, 77. -
Zweifach e. Stab-Stab-K. 78, ihre Haupt
linie 78, ihr Nullstrahlbiischel 78. -
Bruchdarstellung einer zweifach e. Stab
Stab-K. mit 2 Stab en aus den Strahlen 
des Nullstrahlbiischels als Nennern 78. 
- Dreifach e. oder uneigentliche Stab
Stab-K. 78. - Adjungierte Abbildungen 
entartender K. 78 f. 

Entarten de Polarsysteme 205 if. ,- Die 
3 FaIle des Entartens eines P. zweiter 
Ordnung 205, neue Form des Kriteriums 
fiir die 3 FaIle 219 f. - Das einfach e. 
P. zweiter Ordnung 206 if., 219, 313 if., 
sein Nullpunkt 207, er gehOrt der Pol
kurve an 207 f., er liegt auf den Geraden 
der 3 Zahlerstabe 208, und iiberhaupt 
auf d~r Polare eines jeden Punktes der 
Ebene 208. - Die Polkurve eines ein
fach e. P. zweiter Ordnung: Linienpaar, 
dessen Doppelpunkt der Nullpunkt ist, 
208 ff., reelles Linienpaar 242 ff. - Pol 
und Polare in bezug auf ein einfach e. 
P. zweiter Ordnung 208, 211. - Invo
lution, die ein einfach e. P. zweiter Ord
nung auf den Geraden seiner Ebene und 
in seillem Nullpunkte hervorruft, 211 f., 
die letztere hat das Linienpaar der Pol
kurve zu Doppelstrahlen 211. - Die ad
jungierte Abbildung eines einfach e. P. 
zweiter Ordnung: Ein zweifach e. P. 
zweiter Klasse 212 if., seine Polarkurve 
ist ein doppeltzahlendes Strahlbiischel, 
das den Nullpunkt des P. zweiter Ord
nung zum Scheitel hat, 213 f. - Das 
zweifach e. P. zweiter Ordnung 214 ff., 
219 f., 244, 311 if., seine Nullpunktreihe 
214 f., ihr Trager stellt doppeltzahlend 
die Polkurve dar 215 ff. - Die Polkurve 
eines zweifach e. P. zweiter Ordnung: 
Doppeltzahlende Gerade 217 f., 244. -
Wann haben 2 zweifach e. P. zweiter 
Ordnung dieselbe doppeltzahlende Ge
rade zur Polkurve? 218. - Die adjun
gierte AbbildWlg eines zweifach e. P. 
zweiter Ordnuilg : Ein uneigentliches P. 
zweiter Klasse 218. - Das dreifach e. P. 
zweiter Ordnung: Uneigentliches P. zwei
ter Ordnung 218 f., 220, 230. - Die 3 FaIle 
des Entartens eines P. zweiter Klasse 
220 f., neue Form des Kriteriums fiir die 
3 Falle 230 f. - Das einfach e. P. zweiter 
Klasse 221 if., 231, seine Nulllinie, sie 
gehOrt der Polarkurve an 222, sie geht 
durch die 3 Zahlerpunkte 222, und iiber
haupt durch die Pole samtlicher Stabe 
der Ebene 222. - Die Polarkurve eines 
einfach e. P. zweiter Klasse: Punktpaar, 
dessen Trager die Nulllinie ist, 2~3 ff. -
Pol und Polare in bezug auf ein einfach 
e. P. zweiter Klasse 222., 224 f. - In
volution, die ein einfach e. P. zweiter 
Klasse in den Punkten seiner Ebene und 



Sachregister. 399 

auf seiner Nulllinie hervorruft, 225, die 
letztere hat das Punktpaar der Polarkurve 
zu Doppelpunkten 225. - Die adjungierte 
Abbildung eines einfach e. P. zweiter 
Klasse: Ein zweifach e. P. zweiter Ord
nung225f., seine Polkurve ist derdoppelt
zahlende Trager des Punktpaars, das die 
Polarkurve des P. zweiter Klasse bildet, 
226. - Das zweifach e. P. zweiter Klasse 
226 if., 231, 250f., das Strahlbuschel seiner 
Nulllinien 227. - Die Polarkurve eines 
zweifach e. P. zweiter Klasse: Doppelt
zahlenderPunkt229, 250f.- Wannhaben 
2 zweifach e. P. zweiter Klasse denselben 
doppeltzahlenden Punkt zur Polarkurve? 
230. - Die adjungierte Abbildung eines 
zweifach e. P. zweiter Klasse: Ein un
eigentliches P. zweiter Ordnung 230. -
Das dreifach e. P. zweiter Klasse: Un
eigentliches P. zweiter Klasse 218, 230, 
231. 

Entartende Reziprozitaten 1M, 161. 
- E. Punkt-Stab-R. 154, e. Stab-Punkt-R. 
161. 

Extensive Bruch, der, fdr die Punkt
Punkt-Abbildung einer Kollineation 50 if., 
fdr die Stab-Stab-Abbildung einer Kolli
neation 55 if., fdr die Punkt-Stab-Ab
bildung einer Reziprozitat 143 f., fdr die 
Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitat 
146, 15U. - Der e. Br. fdr das Polar
system einer Kurve zweiter Ordnung, 
falls die 3 Nenner die Ecken eines Po
lardreiecks bilden, 237 f. - Der e. Br. 
fUr das Polarsystem einer doppeltzahlen
den Geraden 244. - Der e. Br. fUr das 
Polarsystem einer Kurve zweiter Klasse, 
falls die 3 Nenner durch 3 Stabe aus den 
Seiten eines Poldreiseits gebildet werden, 
246. - Der e. Br. fdr das Polarsystem 
eines doppeltzahlenden Punktes 250 f. 

Extensi ve Gleich ung, die,fdr die Haupt
punkte eines Kegelschnittblischels 297 f. 
- Die e. Gl. fUr die Hauptgeraden einer 
Kegelschnittschar 329 f. 

Feldeinheit 5 f., ihre Darstellung durch 
die Strecken zweier Seiten des Funda
mentaldreiecks 6, durch die Seitenstiibe 
des Fundamentaldreiecks 6 f., durch die 
Grundstabe 6, ihre Beziehung zur unend
lich fernen Geraden 6. 

Flu c h t Ii n i e einer Kollineation 84, einer 
perspektiven Kollineation 98 if. 

Fluchtpunkt einer Reziprozitat 168 f. 

Folgeprodukt 291 f. 
Fundamentaldreieck 1. Grund-

punkte des F. 1. - Grundstabe des F. 
5, 15. - Seitenstabe des F. U., 6f. 

Geranderte Determinanten 346 f., 358. 
Gleichung einer Geraden in Dreiecksko

ordinaten 25. - Gl. eines Punktes in 
Linienkoordinaten 25 f. - Gl. fUr das 
Vereintliegen eines Punktes und einer 
Geraden 26. - Die allgemeine Gl. zweiten 
Grades zwischen den Dreieckskoordinaten 
eines Punktes: Sie stellt eine Kurve zweiter 
Ordnung dar 234 f., geometrische Bedeu
tung des Verschwindens ihrer einzelnen 
Koeffizienten 236 f., geometrische Bedeu
tung des Verschwindens aller 3 Koeffi
zienten aik, i =+= k 237 f. - Die Gl. einer 
Kurve zweiter Ordnung in bezug auf ein 
Polardreieck als Fundamentaldreieck 
237 f., bei einer reellen Kurve zweiter 
Ordnung haben die Koeffizienten der Gl. 
nicht aIle dasselbe Vorzeichen 238. -
Die auf ein Polardreieck bezogene Gl. 
eines Linienpaars 238 f., wann ist das 
Linienpaar reeIl, wann konjugiert kom
plex? 239, neue Gleichungsform des 
Linienpaars 242 :fr. - Die Gl. einer Kurve 
zweiter Ordnung, wenn eine Seite des 
Fundamentaldreiecks die Polare ihrer 
Gegenecke ist, 240:fr. - Die Gl. einer 
Kurve zweiter Ordnung in bezug auf ein 
Tangentialdreieck als Fundamentaldrei
eck 241 f. - Die Gl. einer doppeltzahlen
den Geraden 244. - Die allgemeine Gl. 
zweiten Grades zwischen den Dreiecks
koordinaten eines Stabes: Sie stellt eine 
Kurve zweiter Klasse dar 235 f., geo
metrische Bedeutung des Verschwindens 
einzelner Koeffizienten 244 f. - Die Gl. 
einer Kurve zweiter Klasse in bezug auf 
ein Poldreiseit als Fundamentaldreiseit 
245f. - Die auf ein Poldreiseit bezogene 
Gl. eines Punktpaars 246 f., wann ist das 
Punktpaar reell, wann konjugiert kom
plex? 246 f. - Die Gl. einer Kurve zweiter 
Klasse, wenn eine Ecke des Fundamental
dreiecks der Pol ihrer Gegenseite ist, 248 f. 
- Die auf ein Tangentialdreieck be
zogene Gl. einer Kurve zweiter Klasse 
248 f. - Die Gl. eines doppeltzahlenden 
Punktes 250. - Die allgemeine Gl. zweiten 
Grades in schiefwinkligen oder recht
winkligen Cartesischen Punktkoordi
naten: Sie stent eine Kurve zweiter Ord-
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nung dar 264 f. - Die allgemeine Gl. 
zweiten Grades in schiefwinkligen oder 
rechtwinkligen He sse schen Linienko
ordinaten: Sie stent eine Kurve zweiter 
Klasse dar 264 f. - Gl. einer Kurve 
zweiter Ordnung in bezug auf 2 konju
gierte Durchmesser 266 ff., insbesondere 
269, einer Kurve zweiter Klasse 269 f. 
- Die Gl. eines Linienpaars und eines 
Punktpaars in bezug auf 2 konju
gierte Durchmesser 269 f. - Asympto
tengl. einer Hyperbel als einer Kurve 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse 270 ff. 
- Die Gl. einer Parabel in bezug auf 
einen Durchmesser und seine Scheitel
tangente 275 ff. -- Die Gl. einer Kune 
zweiter Ordnung auf die Hauptachsen be
zogen 288ff. - Gl. einer Ellipse und Hy
perbel auf die Hauptachsen bezogen 289 f. 

Grundgeraden einer Kegelschnittschar 
(einer Schar von Kurven zweiter Klasse) 
328 ff. - Darstellung der ,1 Gr. einer 
Kegelschnittschar als Vielfachensummen 
von Staben del' 3 Hauptgeraden 336 f. 

Grun dkurven eines Kegelschnittbiischels 
(eines Biischels von Kurven zweiter Ord
nung) 295. - Gr. einer Kegelschnittschar 
(einer Schar von Kurven 2. Klasse) 328. 

Grundpunkte des Fundamentaldreiecks 1, 
ihr planimetrisches Produkt 2. - Die 
mit den Gr. zusammenfallenden einfachen 
Punkte 1. - Das planimetrische Produkt 
der zu den Gr. gehorenden einfachen 
Punkte 2 ff. - Massen der Gr. als reell 
vorausgesetzt 1, ihr Vorzeichen in den 7 
Raumen, die durch die Seiten des Funda
mentaldreiecks bestimmt werden, 2 ff. 
- Gr. eines Kegelschnittbiischels (eines 
Biischels von Kurven zweiter Ordnung) 
296. - Darstellung del' 4 Gr. eines 
Kegelschnittbiischels als Vielfachensum
men der 3 Hauptpunkte 308 f. 

G l' U n d s tab e des Fundamentaldreiecks 
5, 15. 

Halbachsen einer reellen Ellipse 289 ff. 
- H. einer imaginaren Ellipse 290 f., 
ihr Langenfaktor 291. - H. einer Hy
perbel 289 ff., I,angenfaktor der imagi
naren Halbachse einer Hyperbel 290. 

Harmonische Beziehungen am vollstan
digen Viereck und Vierseit 37. - H. 
Punktwiirfe auf den 3 Nebenseiten eines 
vollstandigen Vierecks 37 ff. -- H. Punkt
wiirfe auf den 6 Hauptseiten eines voll-

standigen Vierecks 39f. - Lineale Kon
struktion des vierten h. Punktes 46 f. -
H. Strahlwiirfe in den 3 Nebenecken 
eines vollstandigen Vierseits 42 ff. - H. 
Strahlwiirfe in den 6 Hauptecken eines 
vollstandigen Vierseits 44 f. - H. Be
ziehungen bei Pol und Polare in bezug 
auf ein Dreieck 15 ff., 47 f. - H. Be
ziehungen bei Pol und Polare hinsicht
lich eines Polarsystems 186 ff., 198 ff. -
Die zu 2 Kurven zweiter Ordnung h. 
Kurve zweiter Klasse 354 ff., fdr den Fall, 
wo die eine von den beiden Kurven 
zweiter Ordnung eine doppeltzahlende 
Gerade ist, 356 f. - Die zu 2 Kurven 
zweiter Klasse gehorende h.Kurve zweiter 
Ordnung 304 if., fiir den Fall, wo die 
eine von den beiden Kurven zweiter Klasse 
in einen doppeltzahlenden Punkt iiber
gegangen ist, 366 ff. 

Harmonikale (Polare) eines Punktes in 
bezug auf ein Dreieck 15 ff., 17, lineale 
Konstruktion derselben 47 f., ihre Lage 
fiir den Fall, wo der Punkt auf eine Seite 
des Dreiecks fant, 17, fUr den Fall, wo 
er in einer Ecke des Dreiecks liegt, 17. 

Harmonikalpunkt(Pol) einerGeraden in 
bezug auf ein Dreieck 17 ~O, fdr den 
Fall, wo die Gerade dur eine Ecke 
des Dreiecks hindurchgeht, 17 f., fdr den 
Fall, wo sie mit einer Seite des Dreiecks 
zusammenfalIt, 18. 

Hauptachsen eines Polarsystems 267, 
284 ff. 

Hauptachsengleichung einer reellen 
Ellipse 289, einer imaginaren Ellipse 
290. - H. einer die ~-Achse schneiden
den Hyperbel 289, einer die ~-Achse 

schneidenden Hyperbel 289 f. 
Hauptgeraden einer Kegelschnitt

schar (einer Schar von Kurven zweiter 
Klasse) 328 ff. - Bestimmung del' zu 
einer reellen Hauptzahl einer K. gehoren
den H. 330. 

Hauptgleichung einer Punkt-Punkt
Kollineation 85 f. - H. einer Stab-Stab
Kollineation 88 f. - H. eines Kegelschnitt
biischels (eines Biischels von Kurven 
zweiter Ordnung) 297. - Unter welcher 
Bedingung besitzt die H. eines Kegel
schnittbiischels eine einfache Wurzel, 
eine Doppelwurzel oder eine dreifache 
Wurzel? 321 f., der Fall einer Doppel
wurzel: 2 Unterfalle 322 ff., der Fall 
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einer dreifachen Wurzel: 2 U nterfalle 
324if. - H. einer Kegelschnittschar (einer 
Schar von Kurven zweiter Klasse) 329 f. 
- Unter welcher Bedingung besitzt die 
H. einer Kegelschnittschar eine einfache 
Wurzel, eine Doppelwurzel oder eine 
dreifache Wurzel? 340 f., del' Fall einer 
Doppelwurzel: 2 Unterf:ille 341 if., der 
Fall einer dreifachen Wurzel: 2 Unter
faIle 343 if. 

Hauptpunkte eines Kegelschnitt
bUschels (eines BUschels von Kurven 
zweiter Ordnung) 296 if. - Bestimmung 
des zu einer reellen Hauptzahl eines K. 
gehOrenden Hauptpunktes 298. - Die 
3 H. e. K. fUr den Fall, daB 2 Hauptzahlen 
des K. konjugiert komplex sind, 309 f. 

Hauptunterdeterminanten einer sym
metrischen Determinante dritten Grades 
256 tr., HUlfssatze Uber sie 256 f., ihre 
VerwertungzurScheidungzwischen einem 
reellen und einem konjugiert komplexen 
Linienpaar 257 if. 

Hauptzahlen e i n e s Kegels chni tt
bUschels (eines BUschels von Kurven 
zweiter Ordnung) 296 f. - Die H. e. K. 
sind reeIl und voneinander verschieden 
297 if. ie zugehOrigen Hauptpunkte 
bilden em gemeinsames Polardreieck 
aIler Kurven des K. 297 tr. 

Hauptzahlen einer Kegelschnitt
schar (einer Schar von Kurven zweiter 
Klasse) 329 if. - Die H. e. K. sind reeIl 
und voneinander verschieden 330 tr., die 
zugehorigen Hauptgeraden bilden ein ge
meinsames Poldreiseit aller Kurven der 
K. 330 tr. 

Hauptzahlen einer Punkt-Punkt
Kollineation f 85. - Zu jeder reellen 
H. e. P.-P.-K. gehOrt ein reeller Doppel
punkt 86. - AIle 3 H. e. P.-P.-K. sind 
voneinander verschieden 86 tr., sie sind 
Uberdies reell 86 tr.: Die K. besitzt 3 ge
trennte, nicht in einer Geraden liegende 
Doppelpunkte 86 f. - Normalform des 
extensiven Bruches e. P.-P.-K. mit 3 un
gleichen reellen H. 87 f. - 2 H. sind 
konjugiert komplex oder entgegengesetzt 
rein imaginar 94, die Abbildung auf der 
zugehorigen Doppellinie ist eine positiv 
zirkulare Abbildung 94. - 2 H. e. P-.P.-K. 
sind einander gleich 94 tr. - Normal
form des extensiven Bruches e. P.-P.-K. 
mit 2 gleichen H. 96. - AIle 3 H. e. 

P.-P.-K. sind einander gleich 105 tr. -
Normalform des extensiven Bruches e. 
P.-P.-K. mit 3 gleichen Hauptzahlen 107. 

Hauptzahlen einer Stab-Stab-Kolli
neation ~ 88 ff., fur den Fall, wo ~ 
die adjungierte Abbildung einer Punkt
Punkt-Kollineation fist, 89, ihre Be
ziehung zu den H. dieser Punkt-Punkt
Kollineation 89 f. - Zu jeder reellen H. 
e. St.-St.-K. gehOrt eine reelle Doppel
linie 90. 

Hohen des Fundamentaldreiecks 12, ihre 
Bezeichnung 12, ihr Vorzeichen 12. -
Die Beziehung zwischen ihren Vorzeichen 
und denen der Massen der Grundpunkte 
und des Einheitspunktes 12. 

Hyp er bel 253, 289 ff. 
Hyperbolische Punktinvolution 249f. -

H. Strahlinvolution 243. 
Identitat, als Spezialfall einer Kollinea

tion 107. 
Invarianz des Doppelverhaltnisses 

bei kollinearer Abbildung 53 f., 73, bei 
reziproker Abbildung 145. 

In vers e A b bi ldu ng einer Kollineation 
und Reziprozitat 79f. und 162ff. - Not
wendigkeit, bei ihrer Bildung entarlende 
Abbildungen auszuschlieBen, 79 f., 162 f. 

Involution siehe Punktinvolution und 
Strahlinvolution. 

Involutionsdreiseit zweier Punkttripel 
133f. 

Involutionsgerade zweier projektiven 
Punktreihen 132. 

Involutionskurve zweier Punkttripel 
130 tr. 

In volu tionsvierec k zweier Punktqua
drupel 135 tr. 

In vol u torische perspektive Kollineation: 
Spiegelung an einem Punkt und einer 
Geraden 100 f., Lage ihrer Fluchtlinie 
101, ihre Charakteristik ist gleich - 1 
100f. - I. perspektive Affinitat: Schiefe 
und senkrechte Spiegelung an einer Ge
raden 103, ihre Charakteristikistgleich-1 
103. - I. perspektive Ahnlichkeit: Spie
gelung an einem Punkte 104, ihre Cha
rakteristik ist gleich - 1 104. - Das 
Polarsystem, eine i.Reziprozitat, 172, 1!)2. 
- Jede Vielfachensumme von i. Rezi
prozitaten ist wieder eine i. Reziprozi\iit 
293 f. -- I. quadratische Abbildung 378. 

Kegelschniit der 9 Punkte 373. -- K. 
der 9 Geraden 388. 

GraBmann: Projektive Geometrie tier 1<~bcne. II. 26 
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Kegelschnittbiischel 293 if. - Begriif I 

eines K. 293 if., insbesondere 294 f. -
Grundkurven eines K. 295, seine Grund
punkte 296 if., seine Hauptpunkte 296 ff., 
seine Hauptzahlen 296f., seine Hauptglei
chung297. - EntartendeK.310ff.- Unter , 
welcher Bedingung besitzt die Haupt- I 

gleichung eines K. eine einfache Wurzel, . 
eine Doppel wurzel oder eine dreifache 
Wurzel? 321 f., der Fall einer Doppel- I 

wurzel: 2 Unterfalle 322 if., der Fall einer 
dreifachen Wurzel: 2 Unterfalle 324 ff. -
Die Beziehung einer Geraden zu einem 
K. 347 ff. - Die beiden Kurven eines K., 
die eine gegebene Gerade beriihren, 347 fr. 
- Die Punktinvolution, die ein K. auf 
einer Geraden hervorruft, 350 if. - Die 
Polaren eines Punktes hinsichtlich der 
Kurven eines K. bilden ein Strahlbiischel 
367 if., Ausnahmefall 368 f., 2 solche 
Strahlbiischel, die 2 verschiedenen Punk
ten zugewiesen werden, sind projektiv 
369, die von ihnen erzeugte Kurve zwei
tel' Ordnung: Polkegelschnitt del' Ver
bindungslinie der beidenPunkte hinsicht
lich des K. 369 f. 

Kegelschnittschar 327 if. - Begriif 
einer K. 327 f. - Grundkurven einer 
K. 328, ihre Grundgeraden 328 if., ihre 
Hauptgeraden 328 ff., ihre Hauptzahlen 
328 if., ihre Hauptgleichung 329 f. -
Unter welcher Bedingung besitzt die 
Hauptgleichung einer K. eine einfache 
Wurzel, eine Doppelwurzel oder eine 
dreifache '\Vurzel? 340 f., der Fall einer 
Doppelwurzel: 2 Unterfli.lle 341 if., del' 
Fall einer dreifachen Wurzel: 2 U nter
falle 343 if. - Die Beziehung eines 
Punktes zu einer K. 359 ff. - Die beiden 
Kurven einer K., die durch einen gege
benen Punkt hindurchgehen, 359 if. -
Die Strahlinvolution, die eine K. in einem 
Punkte hervorruft, 361 ff. - Die Pole 
einer Geraden hinsichtlich der Kurven 
einer K. bilden eine Punktreihe 381 f., 
Ausnahmefall 382, 2 solche Punktreihen, 
die 2 verschiedenen Geraden zugewiesen 
werden, sind projektiv 383 f., die von 
ihnen erzeugte Kurve zweiter Klasse: 
Polarkegelschnitt des Schnittpunktes der 
beiden Geraden hinsichtlich der K. 384 if. 

Klammersym bole, Gun del fingersche 
347, 358. 

Kollinear 52, k. Abbildung 52 f. - K. 

Bild einer Punktreihe 54, eines Strahl
biischels 73, einer Kurve zweiter Ord
nung 73 f., einer Kurve zweiter Klasse 73 f. 

Kollineation 49 if. - Fundamentalsatz 
der K. 54, Dualistisches zum Fundamen
talsatz 80 if. - Allgemeine Eigenschaften 
del' K. 49 ff . ....:.... Punkt-Punkt-Abbildung 
einer K. 49 ff., der extensive Bruch fUr 
diePunkt-Punkt-Abbildung einer K. 50 if., 
ihre Grundeigenschaften 52 f. - Invari
anz des Doppelverhaltnisses bei kolline
arer Abbildung 53 f. - Beziehungen 
einer K. zur unendlich femen Geraden 
82 if. - Stab-Stab-Abbildung einer K. 
55 ff., ihre Grundeigenschaften 73. - Die 
zu der Punkt-Punkt-Abbildung einer K. 
adjungierte Stab-Stab-Abbildung 55 if. -
Entartende Punkt-Punkt-K. 64 ff. - Die 
inverse Abbildung einer K. 79 f. - Flucht
linie einer K. 84, Fluchtlinie des zweiten 
Systems einer K. 84. - Verschwindungs
linie einer K. 84, Fluchtlinie des ersten 
Systems einer K. 84. - K. in einge
schriebener Dreieckslage 114 if., Erkla
rung des Begriifs 115. - K. in um
schriebener Dreieckslage 124 if., Erkla
rung des Begriffs 125. - Dreieckseigen
schaft einer K. in eingeschriebener Drei
eckslage 114 f., in umschriebener Drei
eckslage 124 f. - Linienzugseigenschaft 
einer K. in eingeschriebener Dreiecks
lage 115 ff., in umschriebener Dreiecks
lage 125 f. - Viereckseigenschaft einer 
K. in eingeschriebener Dreieckslage 120 if., 
in umschriebener Dreieckslage 126 f. -
Sechseckseigenschaft zweier K. fund I, 
die der Gleichung [f 11] = 0 Geniige 
leisten, 128 f., ihre Dreieckseigenschaft 
133 f., ihre Viereckseigenschaft 137 if. -
Sechseckseigenschaft dreier K. I, I, m, die 
del' Gleichung [f 1m] = 0 Geniige leisten, 
139 f., ihre Dreieckseigenschaft 140 f., 
ihre Viereckseigenschaft 141 f. - Die 
K. als Folge zweier Reziprozitaten 161£. 

Kollineationsachse (Spurlinie) einer 
perspektiven K. 97 if. 

Kollineationsbruch 50if., der zu einem 
K., welcher Punkte in Punkte iiberfuhrt, 
adjungierte K. 55 if. 

Kollineationszentrum (Mittelpunkt) 
einer perspektiven Kollineation 97 if. -
Liegt das K. im Unendlichen, so wird 
die perspektive Kollineation zur perspek
tiven Affinitat 101. 
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Kombinatorisches Produkt del' Punkt
Punkt-Abbildungen fund I zweier Kolli
neationen 57 if., Vertauschbarkeit seiner 
Faktoren 59f., seine Darstellbarkeit durch 
einen extensiven Bruch 59f. - K. Pl'. 
von del' Form [yz . U] 57if., seine Kolli
neationsfaktoren sind vertauschbar, seine 
Punktfaktoren nul' mit Zeichenwechsel 
58. - K. Pl'. del' Punkt-Punkt-Abbil
.dungen f, I, m dreier Kollineationen 61 if., 
63, Vertauschbarkeit seiner Faktoren 63, 
seine Beziehung zu einer kubischen 
Determinante aus 27 Elementen 63, sein 
Verschwinden 111 if., fUr den Fall, daB 
an die Stelle del' Kollineationen lund 
m die identische Punkt-Punkt-Kollinea
iion 1 tritt, 113 if., fUr den Fall, daB an 
die Stelle del' Kollineationen lund m 
die Kollineationen fund 1 treten, 123 if., 
fUr den Fall, daB an die Stelle der Kolli
neation m die identische Punkt-Punkt
Kollineation 1 tritt, 127 if. - Das k. Pro 
"Von del' Form [xyz. flm] 61if., seine 
Kollineationsfaktoren sind vertauschbar 
·63, seine Punktfaktoren nur mit Zeichen
wechsel 61. - Das k. Pro der Stab-Stab
Ab bildungen zweier Kollineationen 70 if., 
Vertauschbarkeit seiner Faktoren 71, seine 
Darstellbarkeit durch einen extensiven 
Bruch 71 f. - Das k. Pro von del' Form 
[VW. R!!] 71f., seine Kollineationsfak
toren sind vertauschbal', seine Stabfak
ioren nul' mit Zeichenwechsel 71. - Das 
k. Pl'. del' Stab-Stab-Abbildungen dreier 
Kollineationen 75 f. , Vertauschbarkeit 
.seiner Faktoren 76. - Das k. Pl'. von 
·der Form rUVW. R!!IDl] 75f. - Das 
k. Pl'. del' Punkt-Stab-Abbildungen r 
und s zweier Reziprozitaten 149if., Ver
tauschbarkeit seiner Faktoren 151, seine 
Darstellung durch einen extensiven Bruch 
150 f. - Das k. Pl'. von del' Form 
[yZ· rs] 149 if. , seine Reziprozitatsfak
toren sind vertauschbar 150, seine Punkt
faktoren nul' mit Zeichenwechsel149f. -
Das. k. Pl'. del' Punkt-Stab-Abbildungen 
r, s, t dreier Reziprozitaten 152f., Ver

·tauschbarkeit seiner Faktoren 153. -
Das k. Pl'. von del' Form [xyz ''l'stJ 
152f. - Das k. Pl'. derStab-Punkt-Ab
bildungen R und S zweier Reziprozi
taten 154 if., Vertauschbarkeit seiner Fak
toren 155 f., seine Darstellung durch einen 
<Ilxtensiven Bruch 155f. - Das k. Pl'. 

von del' Form [VW· RS] 155, seine 
Reziprozitatsfaktoren sind vertauschb,ar, 
seine Stabfaktoren nul' mit Zeichenwech
sel 155. - Das k. Pl'. del' Sta.b-Punkt
Abbildungen R, S, T dreier Reziprozi
taten 159 f., Vertauschbarkeit seiner Fak
toren 160. - Das k. Pl'. von del' Form 
[UVW·RST] 159f .. - Das k. Pl'. 
zweier Polarsysteme zweiter Ordnung: 
Ein Polarsystem zweiter Klasse 348 f. -
Das k. Pl'. zweier Polarsysteme zweiter 
Klasse: Ein Polarsystem zweiter Ord
nung 359 f. - Das k. Pl'. zweier zwei
fach entartenden Polarsysteme zweiter 
Ordnung, insbesondere sein Vel'schwin
den 312f. 

Kombinatorisches Quadrat einer 
Punkt-Punkt-Kollineation 60 f., es stellt 
die adjungierte Kollineation dar 60f. -
Das k. Qu. einer Stab-Stab-Kollineation 
72, es stellt die adjungierte Kollineation 
dar 72. - Das k. Qu. einer Punkt-Stab
Reziprozitat 152, einer Stab-Punkt-Rezi
prozitat 156, es stellt in beiden Fallen 
die adjungierte Reziprozitat dar 152, 156. 

Konjugierte Geraden hinsichtlich eines 
Polarsystems 200f. - K. Hyperbeln 290. 
- K. Punkte hinsichtlich eines Polar
systems 191. - K. Durchmesser einer 
Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
267 if., insbesondere 269, zueinander senk
rechte k. Durchmesser einer Kurve zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse 267. -
Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung 
in bezug auf 2 k. Durchmesser 266 if., 
insbesondere 269. 

Kreispunktpaar Vorrede IV. 
Kubis che Determ inan te, ihre Bezie

hung zu dem kombinatorischen Produkt 
del' Punkt -Punkt - Ab bildungen dreier 
Kollineationen 63. 

Kurve zweiter Klasse, ihr kollineares 
Bild, 73 f., ihr reziproke~ Bild 145. -
Die Tangenten von einem Punkte an eine 
K. 2. Kl. gezogen 195 if. , 259 if., Bedin
gung ihrer Reellitat 259if. - Diskrimi
nante del' quadratischen Gleichung fUr 
die Parameter del' beiden Tangenten, 
die sich von einem Punkte an eine K. 
2. Kl. legen lassen, 260 if. - Kriteriulll 
dafUr, ob ein Punkt auBerhalb, auf odeI' 
innerhalb einer K. 2. Kl. liegt, 260if. 

Kurve zweiter Ordnung, ihr kolline
ares Bild, 73f., ihr reziprokes Bild 157. -

26* 
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Die Schnittpunkte einer K. 2. O. mit 
einer Geraden 184ft'., 251ft'., Bedingung 
ihrer Reellitat 251 ft'. - Diskriminante 
der quadratischen Gleichung mr die Pa
rameter der beiden Schnittpunkte einer 
K. 2. O. mit einer Geraden 251f. - Die 
Schnittpunkte einer K. 2. O. mit der un
endlich fernen Geraden 253. - Kriterium 
damr, ob ein Punkt autlerhalb, auf oder 
innerhalb einer nicht zerfallenden K. 
2. O. liegt, 262f. 

Lange des Einheitsstabes 26f., ihr Vor
zeichen 27, die Beziehung dieses Vor
zeichens zu demjenigen der Masse des 
Einheitspunktes 27. - L. eines beliebi
gen Stahes und ihr Zusammenhang mit 
den Dreieckskoordinaten des Stabes, der 
Masse des Einheitspunktes und dem Ab
stande zwischen dem Stabe und dem 
Einheitspunkte 27f. - Langen der Seiten 
des Fundamentaldreiecks 8, ihre Be
zeichnung 8, ihr Vorzeichen 8. 

Langenfaktor der imaginaren Halbachse 
einer Hyperbel 290. - Langenfaktoren 
der imaginaren Halbachsen einer ima
ginaren Ellipse 291. 

Langenzahl eines Stabes 15. 
Linienkoordinaten 15, ihre geometri

sche Deutung 15, 18ft'., ihre mechanische 
Deutung 22 ft'. 

Linienpaar als Polkurve eines einfach 
entartenden Polarsystems zweiter Ord
nung 208ft'. - Kriterium damr, ob ein 
L. aus 2 verschiedenen reellen oder aus 
2 konjugiert komplexen Geraden besteht, 
257ft'. - Wann haben 2 L. denselben 
Trager? 231f. - Die auf ein Polardrei
eck bezogene Gleichung eines L. 238f., 
wann stent die Gleichung ein reelles, 
wann ein konjugiert komplexes L. dar? 
239. - Neue Gleichungsform eines L. 
242ft'. -- Gleichung eines L. in Carte
si schen Koordinaten bezogen auf 2 kon
jugierte Durchmesser 269 f. - Das Polar
system desjenigen imaginaren L., das 
einer rechtwinkligen Projektivitat zuge
h1lrt, 285. - Die 3 L., die einem Kegel
schnittbiischel mit drei reellen ein Dreieck 
bildenden Hauptpunkten enthalten sind, 
301 ft'., Darstellung ihrer Polarsysteme 
durch 3 Bruche mit je einem verschwin
denden Zahler 305, lineare Beziehung 
zwischen diesen 3 Briichen 305, des
gleichen zwischen den zugehorigen qua-

dratischen Formen 30of. - Darstellung 
der quadratischen Formen der 3 L. in 
Punktkoordinaten 306. - Darstellung 
der einzelnen Geraden der 3 L. durch 
lineare Gleichungen in Punktkoordinaten 
306f. - Ausdriicke fdr 6 Stabe aus den 
Geraden der 3 L. 307 f. - Die Doppel
punkte der 3. L. eines Kegelschnitt
buschels sind seine 3 Hauptpunkte, das 
hei.6t die Ecken des gemeinsamen Polar
dreiecks des Buschels, 296 f., 301, 307 f. -
Die Linien eines jeden L. eines Kegel
schnittbuschels werden durch die von 
seinem Doppelpunkte ausgehendenSeiten 
dieses Polardreiecks harmonisch getrennt 
307 f. - Die Gleichung des Tangenten
paars, das sich von einem Punkte an 
eine Kurve zweiter Ordnung legen laBt, 
357f. 

Massen der Grundpunkte des Fundamen
taldreiecks 1, als reell vorallsgesetzt 1, 
ihr V orzeichen in den 7 Raumen, die 
durch die Seiten des Fundamentaldrei
ecks bestimmt werden, 2 ft'. - Masse des 
Einheitspunktes 2. - M. eines Punktes x 
dargestellt durch seine Dreieckskoordi
naten und die M. der 3 Grundpunkte 
7 f., dargestellt als aulleres Produkt des 
Punktes II! und der Feldeinheit 8, ihr 
Zusammenhang mit den Dreieckskoordi
naten des Punktes, der Lange des Ein
heitsstabes und dem Abstande zwischen 
dem Punkte und dem Einheitsstabe 28. 

Mi ttelpunkt (Kollineationszentrum) einer 
perspektiven Kollineation 97 ft'. - Liegt 
der M. im Unendlichen, so wird die 
perspektive Kollineation zur perspektiven 
Affinitat 101. - M. eines Polarsystems 
254, 265, 278, 280 f., 288, er halbiert 
jede durch ihn hindurchgehende Sehne 
der Polkurve 266, 278, er ist von je 
2 parallelen Tangenten der Polarkurve 
gleichweit entfernt 266, 279f. - M. der 
Polkurve eines Polarsystems 265. - M. 
der Polarkurve eines Polarsystems 265. 

Mi ttelpunktseigenschaften einer Kur
ve zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 
278ft'. 

Mittelpunktsgeraden einer perspek
tiven Kollineation 99. - Die Mittel
punktsgerade einer Kegelschnittschar 
382£. 

Mittelpunktsgleichung einer Kurve 
zweiter Ordnung 26M., 281 ft'. - M. einer 
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Kurve zweiter Klasse 265f. - Ersetzung 
der Punktgleichung einer Kune 2. Ord
nung durch eine Streckengleichung 281 if. 

Mi ttelpunktskegelschnitt einesKegel
schnittbiischels 380 f. 

Mi ttelpunktstrager deslaufendenPunk
tes einer Kune zweiter Ordnung 282if. 

N ormalform des extensiven Bruches einer 
Punkt-Punkt-Kollineation mit 3 unglei
chen reeHen Hauptzahlen 87f. - N. des 
extensiven Bruches einer Punkt-Punkt
Kollineation mit 2 gleichen Hauptzahlen 
96. - N. des extensiven Bruches einer 
Punkt-Punkt-Kollineation mit 3 gleichen 
Hauptzahlen 107. 

N ulllinie eines einfach entartenden Polar
systems zweiter Klasse 221 f. - N ulllinien 
eines zweifach entartenden Polarsystems 
zweiter Klasse: Sie bilden ein Strahl
buschel 227, sein Scheitel stellt doppelt
zahlend die Polarkurve des Polarsystems 
dar 227 if. 

N u lip unkteines einfach entartendenPolar
systems zweiter Ordnung 207. - Null
punkte eines zweifach entartenden Polar
systems zweiter Ordnung: Sie bilden eine 
Punktreihe 214 f., ihr Trager stent doppelt
zahlend die Polkurve des Polarsystems 
dar 215 if. 

Parabel 253. - Die Gleichung einer P. 
in bezug auf einen Durchmesser und 
seine Scheiteltangente 275 if. 

Parameter einer Parabel277f. - P. einer 
Parabel f"tir einen ihrer Durchmesser 
276f. 

Perspektive Ahnlichkeit 103 if. , ihr 
Ahnlichkeitspunkt 103, ihre Charakteri
stik 103f., die Beziehung der Charakte
ristik zum Vergro.6erungsverhaltnis 104. 
- P. A. mit der Charakteristik - 1: 
Spiegelung an einem Punkte 104. 

Perspektive Affinitat 101 if., ihr Mittel
punkt liegt im Unendlichen 101, ihre 
Fluchtlinie ebenfalls 101, ihre Spurlinie 
(Affinitatsachse) 101 if., ihre Affinitats
richtung 101£., ihre Charakteristik 102, 
geometrische Deutung der Charakteristik 
102. - P. A. mit der Charakteristik - 1 : 
Schiefe und senkrechte Spiegelung an 
einer Geraden 103. 

P erspekti ve Dreie cke 178,ihrePerspek
tivitatsachse 178, ihr Perspektivitatszen
trum 179. - Das Nennerdreieck eines 
Polarsystems ist zu seinem Zahlerdrei-

eck perspektiv 176 if., zugleich ist das Per
spektivitatszentrum der Pol der Perspek
tivitatsachse 178 if., Verallgemeinerung 
auf irgend 2 einander in einem Polar
system entsprechende Dreiecke 179f. 

Perspektive Kollineation 96 if. , ihr 
Mittelpunkt (Kollineationszentrum) 97 if., 
ihre Mittelpunktsgeraden 99, ihre Flucht
linie 98 if., ihre Spurlinie (Kollineations
achse) 97 if., das Verhaltnis ihrer beiden 
Hauptzahlen 97, es hei.6t die Charakte
ristik der p. K., 98 if. - Deutung der 
Charakteristik der p.K. als Doppelverhalt
nis 97f. - Eine p. K. mit der Charak
teristik - 1 ist involutorisch: Spiege
lung am Mittelpunkt und der Spurlinie 
100 f., Lage ihrer Fluchtlinie 101. -
Eine p. K. mit unendlich fernem Mittel
punkt heiSt p. Affinitat 101. - Eine 
p. K. mit unendlich ferner Spurlinie 
heiSt p. Ahnlichkeit 103. 

Perspekti vitatsachse zweier perspek
tiven Dreiecke 178. 

Perspektivitatszentrum zweier per
spektiven Dreiecke 179. 

Pol einer Geraden in bezug auf ein Drei
eck siehe Harmonikalpunkt. - P. einer 
Geraden in einem Polarsystem 172. -
Der P. einer Tangente der Polarkurve eines 
Polarsysystems ist der Beriihrungspunkt 
dieser Tangente 199f. 

Polardreieck eines Polarsystems 184. -
Bei einer reellen nicht zerfallenden Kurve 
zweiter Ordnung liegt von einem jeden 
P. eine Ecke innerhalb, die beiden an
dern auSerhalb der Kurve 262f. - Die 
auf ein P. als Fundamentaldreieck be
zogene Gleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung 237f. - Die auf ein P. be
zogene Gleichung eines Linienpaars 
238f. 

Polare eines Punktes in bezug auf ein 
Dreieck siehe Harmonikale. - P. eines 
Punktes in einem Polarsystem 172. -
Konstruktion der P. yp eines Punktes y 
hinsichtlich eines Polarsystems p mit
telst eines vollstandigen Vierecks 189, 
als Beruhrungssekante rur den Fall, wo 
sich Yom Punkte y zwei reelle Tangen
ten an die Polkurve des Polarsystems 
legen lassen, 189. - Die P. eines Punk
tes y del' Polkurve eines Polarsystems 
ist die Tangente der Polkurve im Punkte 
y 190. - Die P. eines Polkegelschnitts 
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hinsichtlich des zugehOrigen Kegelschnitt
biischels 371. 

Polar kegels chnitt eines Punktes hin
sichtlich einer Kegelschnittschar 384ft'. , 
seine Gleichung 384, 386. - Konstruk
tion einzelner Hiillgeraden des Polar
kegelschnitts 387ft'. - Pol eines Polar
kegelschnitts hinsichtlich der zugehorigen 
Kegelschnittschar 386. - Zerfallende P. 
einer Kegelschnittschar 391 ft'. 

Polarkurve eines Polarsystems 195ft'., 
Begrift' 195, sie ist eine Kurve zweiter 
Klasse 195ft'. - Gleichung der P. eines 
Polarsystems 195. - Tangenten von 
einem Punkte an die P. eines Polar
systems gezogen 195if. - Die Lage der 
Polare und ihres Pols gegen die P. des 
zugehorigen Polarsystems: Harmonisches 
198ft'. - Zusammenhang zwischen Pol
kurve und P. eines Polarsyst.ems 203f. 

Polarreziprozitat 172. 
Polarsystem 170if., 172. - Wann ist 

eine Reziprozitat ein P.? 170 ft'., 181 ft'., 
184. - Das P. ist eine involutorische 
Reziprozitat 172, 192. - Erste Grund
eigenschait des P. 170 ft'., 17 H. -- Zweite 
Grundeigenschaft des P. 175f. - Dritte 
Grundeigenschaft des P. 176if. - Erste 
Grundgleichung des P. 175f. insbeson
dere 176. - Zweite Grundgleichung des 
des P. 194, ihre Ableitung aus der ersten 
Grundgleichung ohne Zuriickgehen auf 
die Ableitzahlen 19H. - P. zweiter Ord
nung 186, P. zweiter Klasse 197. -
Eigentliches und uneigentliches P. zweiter 
Ordnung 186, zweiter Klasse 197. -
Konjugierte Punkte hinsichtlich eines P. 
191. - Entartende P. 205ft'. - Das P. 
einer elliptischen Strahlinvolution 239f., 
einer hyperbolischen Strahlinvolution 
243, einer elliptischen Punktinvolution 
247 f., einer hyperbolischen Punktinvo
lution 249f. - Hauptachsen eines P. 
267. - Das P. einer reellen Ellipse mit 
den Halbachsen n und 11 290, einer ima
ginii.ren Ellipse mit den Halbachsen in 
und ill 291. - Das P. einer Hyperbel 
mit den Halbachsen n und ill 290, einer 
Hyperbel mit den Halbachsen in und 11 
291. - Das P. einer imaginaren Ellipse 
mit den Halbachsen in und ill als Folge
produkt des P. der zugehorigen reellen 
Ellipse und einer Spiegelung an deren 
Mittelpunkt 291f. - Jede Vielfachen-

summa von P. zweiter Ordnung ist wieder 
ein P. zweiter Ordnung 293f. - Biischel 
von P. 294ft'. 

Polkegelschnitt einerGeraden hinsicht
lich eines Kegelschnittbiischels 370 if., 
seine Gleichung 370, 372. - Konstruk
tion einzelner Punkte des P. 372 ft'. -
Polare eines P. hinsichtlich des zuge
horigen Kegelschnittbiischels 371. - Zer
fallende P. eines Kegelschnittbiischels 
375 ft'. 

Polkurve eines Polarsystems 184 if. , Be
grift' 184, sie ist eine Kurve zweiter Ord
nung 184ft'. - Gleichung der P. eines 
Polarsystems 184 if. - Schnittpunkte der 
P. eines Polarsystems mit einer Geraden 
184 ft'. - Die Lage des Pols und seiner 
Polare gegen die Polkurve des zugehori· 
gen Polarsystems: Harmonisches 186 ft'.
Zusammenhang zwischen P. und Polar
kurve eines Polarsystems 203 f. - Die 
P. eines einfach entartenden Polarsystems 
zweiter Ordnung: Linienpaar, des sen 
Doppelpunkt der Nullpunkt des Polar
systems ist, 207ft'. , reelles Liuienpaar 
242.ft'. 

Potenzwert der Punkt-Punkt-Abbildung 
einer Kollineation 63f., sein Verschwin
den: Entartende Punkt-Punkt -Kollinea
tion 64ft'. - P. del'Stab-Stab-Abbildung 
eiuer Kollineation 76f., sein Verschwin
den: Entarlende Stab-Stab-Kollineation 
77f. -Po der Punkt-Stab-Abbildung einer 
einer Reziprozitat 153 f., sein Verschwin
den: Entartende Punkt-Stab-Reziprozitii.t 
1M. - P. der Stab-Punkt-Abbildung 
einer Reziprozitat 160, sein Verschwin
den: Entartende Stab-Punkt-Reziprozitii.t 
161. 

Punktinvolution, die ein Polarsystem 
zweiter Ordnung auf einer Geraden her
vorruit, 191 if., analytische Darstellung 
dieser P. 192f., Gleichung ihrer Doppel
punkte 193. - P., die ein Polarsystem 
zweiter ltIasse auf einer Geraden hervor
ruit, 203. - P., die ein einfach entarten
des Polarsystem zweiter Klasse auf seiner 
N nlllinie hervorruft, 225 , sie hat das 
Punktpaar der Polarkurve des Polar
systems zu Doppelpunkten 226. - Das 
Polarsystem einer elliptischen P. 247 f., 
einer hyperbolischen P. 249f. - Die P., 
die ein Kegelschnittbiischel auf einer Ge
raden hervorruft, 350 ft'. - Die 3 Punkt-
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paare, in denen die 3 Paare Gegenseiten 
eines vollstandigen Vierecks von einer 
Geraden geschnitten werden, sind 3 Paare 
einer P. 35ilf. 

Punktp aar als Polarkurve eines einfach 
entartenden Polarsystems zweiter Klasse 
223if. - Kriterium dafiir, ob ein Punkt
paar aus 2 getrennten reeHen oder aus 
2 konjugiert komplexen Punkten besteht, 
263f. - Wann haben 2 P. denselben 
Trager? 231 if. - Die auf ein Poldrei
seit bezogene Gleichung eines P. 246f., 
wann ist das P. reeH, wann konjugiert 
komplex? 246 f., neue Gleichungsform 
eines P. 249f. - Gleichung eines P. in 
He sse schen Linienkoordinaten bezogen 
aufzwei konjugierteDurchmesser269f.
Die 3 P., die in einer Kegelschnittschar 
mit 3 reellen Hauptgeraden enthalten 
sind, 332 if., DarsteHung ihrer Polar
systeme durch 3 Briiche mit je einem 
verschwindenden Zahler 333 f., lineare 
Beziehung zwischen diesen 3 Briichen 
334, desgleichen zwischen denzugehorigen 
qlladratischen Formen 334. - Darstel
lung der quadratischen Formen jener 
3 P. in Linienkoordinaten 334f. - Dar
stellung der einzelnen Punkte der 3 P. 
durch lineare Gleichungen in Linien
koordinaten 335. - Ausdriicke fUr die 
6 Punkte der 3 Punktpaare 335 f. - Die 
Trager der 3 P. einer Kegelschnittschar. 
sind seine 3 Hauptgeraden, das heillt die 
Seiten des gemeinsamen Poldreiseits der ' 
Schar, 328f., 332, 336. - Die Punkte 
eines jeden P. einer Kegelschnittschar 
werden durch die auf BelDam Trager 
liegenden Ecken dieses Poldreiseits har
monisch getrennt 336. - Die Gleichung 
eines P., das durch eine Gerade aus einer 
Kurve zweiter Ordnung ausgeschnitten 
wird, 345f. 

Punktreihe, ihr kollineares Bild 54, ihr 
reziprokes Bild 145. 

Punktwurf, sein kollineares Bild 53f., 
sein reziprokes Bild 145. 

Quadratische Abbildung 379. 
Rechtwinklige Proj ektivitat 284f.

Das Polarsystem desjenigen imaginaren 
Linienpaars, das einer r. Pro zugehort, 
285. 

Reziprozitat 143 if. - Fundamentalsatz 
der R. 145f. - Dualistisches zum Fun
damentalsatz der R. 157f. - Allgemeine 

Eigenschaften der R. 143 if. - Punkt
Stab-Abbildllng einer R. 143 if. , ihre 
Grundeigenschaften 144f., 157. - Der 
extensive Bruch fiir die Punkt-Stab-Ab
bildung einer R. 143f. - Wann sind 
2 solche Briiche einander gleich? Hi8. -
Invarianz des Doppelverhaltnisses bei re
ziproker Abbildung 145. - Stab-Punkt
Abbildung einer R. 146, 154. - Der ex
tensive Bruch ftir die Stab-Punkt-Ab
bildung einer R. 146, 154f. - Wann sind 
2 solche Briiche einander gleich? 158.
Die zu der Punkt-Stab-Abbildung einer 
R. adjungierte Stab - Punkt - Ab bildung 
146 if. - Die inverse Abbildung einer 
R. 162 if. - Wann stimmen die Rezi-

prozitaten 't' nnd ~ bis auf einen Zahl

faktor miteinander iiberein? 165f., 170f., 

wann die R. .R und ~? 166 if. - Flucht-
't' 

punkt einer R. 168f. - Verschwindungs
punkt einer R. 168f. - Wann ist eine 
R. ein Polarsystem? 170 if., 181 if., 184. 
- Das Polarsystem ist eine involutorische 
R. 172, 192. 

R u h en 123. - Ein Viereck ruht auf einem 
anderen Viereck 123. 

Schar von Polarsystemen 327 if. - Sch. 
von Kurven zweiter Klasse 327 if., ihre 
Grundkurven 328, ihre Grundgeraden 
328 if., ihre Hauptgeraden 328 if., ihre 
Hauptzahlen 328if., ihre Hauptgleichung 
329f. 

S chei tel einer Parabel 277. - Sch. eines 
Parabeldurchmessers 275. 

Scheiteltangente einer Parabel 277. -
Sch. eines Parabeldurchmessers 275. 

Sechseckseigenschaft zweier Kollinea
tionen fund I, die der Gleichung 
[fI1J=O Geniige leisten, 128f. - S. 
dreier Kollineationen f, I, m, die der 
Gleichung [Um] = 0 Geniige leisten, 
139f. 

S e it ens tab e des Fundamentaldreiecks 4 f. 
Spiegelung, schiefe und senkrechte, an 

einer Geraden 103. - Sp. an einem 
Punkte 104. - Sp. an einem Punkte und 
an einer Geraden 100f. 

S purl i n i e (Kollineationsachse) einer per
spektiven Kollineation 97 if. - Sp. (Af
finitatsachse) einer perspektiven Affini
tat 101 if. - Sp. einer zentrischen Schie
bung 108f. 
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S tab, von der Lii.nge 1, welcher einem 
Stabe U zugeh1lrt, 16, seine Bezeichnung 
16, sein Sinn 16. 

Stabkoordinaten 16, ihre geometrische 
Deutung 16, 18ft'. , ihre mechanische 
Deutung 22 ft'. 

Steinersche Abbildung in bezug auf 
ein Kegelschnittbiischel 377 ft'., sie ist in
volutorisch 378, sie ist eineindeutig 378f., 
sie hat die Grundpunkte des zugeh1lrigen 
Kegelschnittbiischels zu Doppelpunkten 
379, sip, ist eine quadratische Abbildung 
379, sie weist den Geraden emes Strahl
biischels die Kurven eines Kegelschnitt
biischels zu 379f., die Grundpunkte dieses 
Kegelschnittbiischels 380. - Die Funda
mentalpunkte der St. A. in bezug auf 
ein Kegelschnittbiischel 380, das Grund
biischel dieser A. 379. - Die St. A. in 
bezug auf eine Kegelschnittschar 393ft'., 
sie ist involutorisch 393, sie ist eineindeu
tig 393f., sie hat die Grundgeraden der 
zugeh1lrigen Kegelschnittschar zu Doppel
linien 394, sie ist eine quadratische Ab
bildung 394 , sie weist den Punkten 
einer Punktreihe die Kurven einer Kegel
schnittschar zu 394f., die Grundgeraden 
dieser Kegelschnittschar 394f. - Die 
Fundamentalgeraden der St. A. in bezug 
auf eine Kegelschnittschar 396, die Grund
schar dieser Abbildung 394f. 

Strahlbiischel, sein kollineares Bild 73, 
sein reziprokes Bild 167. 

Strahlbiischelschiebung um einen 
Punkt 109 if., ihr Zielstrahl 111. 

Strahlinvolution, die ein Polarsystem 
zweiter Ordnung in einem Punkte her
vorruft, 193. - Die Str., die ein Polar
system zweiter Klasse in einem Punkte 
hervorruft, 201 ft'., analytische Darstellung 
dieser Str. 202, Gleichung ihrer Doppel
strahleu 202 f. - Die Str., die ein ein
fach entartendes Polarsystem zweiter 
Klasse in den Punkten seiner Ebene her
vorruft, 225. - Die Btr., die ein einfach 
entartendes Polarsystem zweiter Ordnung 
in seinem Nullpunkte hervorruft, 211 f., 
sie hat das Linienpaar der Polkurve des 
Polarsystems zu Doppelstrahlen 211. -
Das Polarsystem einer elliptischen Str. 
239f., einen hyperbolischen Str. 243. -
Die Str., die eine Kegelschnittschar in 
einem Punkte hervorruft, 361 if. - Die 
3 Strahlpaare, durch welche die 3 Paare 

Gegenecken eines vollstii.ndigen Vierseits 
von einem Punkte aus projiziert werden, 
sind 3 Paare einer Str. 364. 

Strahlwurf, sem kollineares Bild.73, sein 
reziprokes Bild 11'>7. 

Streckengleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung bezogen auf deren Mittelpunkt 
281ft'. 

Stiitzen 122f. - Ein Viereck stiitzt em 
anderes Viereck 123. 

Tangenten von einem Punkte an eine 
Kurve zweiter Klasse gezogen 196ft'., 
269 if., Bedingung ihrer Reellitat 269 if. 
- Die Gleichung des Tangentenpaars, 
das sich von einem Punkte an eine Kurve 
zweiter Ordnung legen lallt, 367f. 

Tangentialdreieck einer Kurve zweiter 
Ordnung oder zweiter Klasse 242. - Die 
auf ein T. bezogene Gleichung p,iner 
Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
241f., 248f. 

Umkehrbare Kollineation = nicht 
entartende Kollineation 79 f. 

Umkehrbarkeit einer Kollineation, Be
dingung der, 79f. - Bedingung der U. 
einer Reziprozitat 162f. 

U neigen tliche Punkt-Punkt-Kollineation 
69. - U. Stab-Stab-Kollineation 78. -
U. Polarsystem zweiter Ordnung 218f., 
220, 230, zweiter Klasse 218, 230, 231. 

Unendlich ferne Gerade 6, ihre Be
ziehung zur Feldeinheit 6. - Die Schnitt
punkte einer Kurve zweiter Ordnung mit 
der u. f. G. 253. 

Unterbruch 106. 
Vereintliegen von Punkt und Stab 66f., 

wird durch kollineare Abbildung nicht 
geandert 66f., auch nicht durch reziproke 
Abbildung 148f. 

Verschwindungslinie einer Kollinea
tion 84. 

Versch wind ungspunkt einer Reziprozi
tat 168f. 

Viereck, ein, stiitzt ein anderes V. 123. 
- Ein Viereck ruht auf einem anderen 
V.123. 

Viel'eckseigenschaft einer Kollineation 
in eingeschriebener Dreieckslage 120 if. 
- V. einer Kollineation in umschriebener 
Dreieckslage 126f. - V. zweier Kolli
neationen fund I, die der Gleichung 
[111] Geniige leisten, 137 if. - V. dreier 
Kollineationen f, I, m, die der Gleichung 
[fI m] = 0 Geniige leisten, 141£. 
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Vol1standiges Viereck, harmonische 
Punktwiirfe auf seinen 8 Nebenseiten 
37if., auf seinen 6 Hauptseiten 39f., uber 
ein ihm eingeschriebenes v. Vierseit 40 if., 
uber ein ihm verkehrt eingeschriebenes 
v. Vierseit 117 if. - Die 3 Punktpaare, 
in denen die 8 Paare Gegenseiten eines 
v. V. von einer Geraden geschnitten 
werden, stehen in Involution 353f. - Die 
3 Nebenecken und die 6 Seitenmitten 
eines v. V. liegen auf einer und dersel
ben Kurve zweiter Ordnung 381. 

Vollstandiges Vierseit, harmonische 
Strahlwiirfe in seinen 3 Nebenecken 42 if., 
in seinen 6 Hauptecken 44 f., tiber ein 
ihm umschriebenes vollstandiges Vier
eck 45f. - Die 3 Strahlpaare, durch 
welche die 3 Paare Gegenecken eines v. 
V. von einemPunkteausprojiziertwerden, 
stehen in Involution 364. - Die Mitten 
der 3 Punktpaare, welche durch die 
8 Paare Gegenecken eines v. V. gebil
det werden, liegen in einer Geraden 888. 

WuTfko ordinateneinesPunktesl1, einer 
Geraden 21. 

Zahlbeziehung 205, 214, 221, 226f. 
Zentrische Schiebung in der Ebene 

108 f., ihrZielpunktl08f., ihreZielgeraden 
108, ihre Spurlinie 108 f. - Die Spur
linie einer z. Sch. in der Ebene liegt im 
Unendlichen: Gew1ihnliche Schiebung in 

der Ebene 109. - Z. Sch. in der Ge
raden 106, 109 if., ihr Zielpunkt 106, 110f. 

Zerfallen der Polkurve eines einfach ent
arlenden Polarsystems zweiter Ordnung 
208 if. - Z. der Polarkurve eines ein
fach entartenden Polarsystems zweiter 
Klaspe 223 if. 

Z e r fall end e Polkegelschnitte eines Kegel
schnittbiischels 375 if. - Z. Polarkegel
schnitte einer Kegelschnittschar 391 if. 

Zielelement einer zentrischen Schiebung 
in der Geraden und einer Strahlbuschel
schiebung 111. 

Zielgeraden einer zentrischen Schiebung 
in der Ebene 108. 

Zielpunkt einer zentrischen Schiebung 
in der Ebene 108f. - Z. einer zentri
schen Schiebung in der Geraden 110£. 

Zielstrahl einer Strahlbiischelschiebung 
111. 

Zuruckleitungen eines Punktes auf die 
Ecken des Fundamentaldreiecks unter 
Ausschlu6 der Gegenseiten 13, die zu 
diesen Z. erganzenden Z. 13f. - Die Z. 
eines Punktes auf die Seiten des Fun
damentaldreiecks unter Ausschlu6 der 
Gegenecken 13f. - Die Z. eines Stabes 
auf die Seiten des Fundamentaldreiecks 
unter Ausschlu6 dllr Gegenecken 21 if., 
ihre Konstruktion 23, 24. - Die zu diesen 
Z. erganzenden Z. 22, ihre Konstruktion 23. 

Namenregister. 
Clebsch 115 if. (Erster Satz von Cl. und 

Gordan), 12 Of. (Zweiter Satz von Cl. und 
Gordan), 303, 355, 378, 380. 

Desargues 177 (Satz von D.), 353 (Satz 
von D.- Sturm). 

Descartes 32 if. (Cartesische Punktkoordi-
naten), 264 f. 

Dingeldey 9, 346, 347, 353,355,356,358,368. 
Engel 86. 
Fiedler, W., 98, 355. 
Gordan 115 if. (Erster Satz von Clebsch und 

G.), 125f. (ZweiterSatzvonClebsch undG.). 
Gra6mann, H., der Altere, 3, 65, 205, Vor-

rede III. 
Gral3mann, H., der Jiingere, 86. 
Gral3mann, M., Vorrede IV. 
Gundelfinger 9, 346, 347, 353, 355, 358. -

Gundelfingersche KlamlllersYlllbole 347, 
358. 

Hefl'ter 256, 310. 
Hesse 34 if. (Hessesche Linienkoordinaten), 

38, 264 if. 
Hyde 3. 
Klein, F., 98, Vorrede IV. 
K1ihler 256, 310. 
K1itter, E., 378. 
Kraus 38, 122, 130. 
Lecat 63. 
Leitzmann 63. 
Lindemann 117, 303, 380. 
M1ibius 1. 
Monge 878. 
Muller, E., 21. 
Nlither 355. 
Pascal, E., 63. 
Pasch 114£. (Erster Satz von P.), 120, 124£. 

(Zweiter Satz von P.). 
Plucker 17, 34£., 378. 
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Poncelet 368 (Satz von P.), 378, 382 (Dua
. listisches Gegenstiick ,"um Satze von P.). 
Poudra 177, 363. 

von Chr. v. St. j von Staudtsche Kurve 
zweiter Ordnung), 378. 

Steiner 377 ft'. (Steinersche Abbildung in 
bezug auf ein Kegelschnittbiischel), 393 ft'. 
(Steinersche Abbildung in bezug auf eine 
Kegelschnittschar). 

Reye 122, 207. 
Salmon ;{55. 
Schr6ter 378. 
Scott 63. Sturm, Chr., 353 (Satz von Desargues-St.). 

Sturm, R., 378. Staude 10, 11. 
von Staudt, Chr., 11, 176ft'., 180ft'. (Erster 

und zweiter Satz von Chr. v. St.), 274, 
355 f. (Dritter und vierter Satz von Chr. 
v. St. j von Staudtsche Kurve zweiter 
Klasse), 365f. (Fiinfter und sechster Satz 

Wehrheim 111, 142. 
WeierstraJI 378. 
Wiener, Chr., 361. 
Wiener, H., 101, Vorrede IV. 
Wolff 93. 
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Verbesserungen zum ersten Bande. 

2 Zeile 12 von obelllies .innerlich oder autlerlich" statt "autlerlich oder innerlich" 
8 " 16 von unten lies m statt mi' 

48 " 17 und 7 von unten ist hinter "Zeilen" einzuschalten: "oder Spalten". 
100 " 4 von oben lies "Vierseit" statt "Viereck". 
107 " 19 von unten ist vor dem Gleichheitszeichen die scharfe Klammer zu 

schlieBen. 
147 " 17 von unten lies 4' statt .p. 
153 " 14" " lies "Werte" statt "Worte". 
176 " 14" " lies "ausgehenden" statt "aus gehllnden". 
185 " 2 von oben lies au statt au' 
280 " 13 von unten lies - sin til 9 statt sin It) g. 
806 " 12" "fllhlt hinter [t!J das Gleicheitslleichen. 
360 ist im Namenregister einzuschalten: Mehmke 17 und Miiller, E., 7, 8, 28. 

Verbesserungen zum vorliegenden ersten Teile des zweiten Bandes. 

Seite 33 Zeile 14 und 15 von oben lies unter der Wurzel sin r statt sin k. 
,,176 " 11 von oben lies Ohr. 't'. Staudt statt K. v. Staudt . 

.... 




