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Vorwort. 
Auf den nachstehenden Blattern sind die flir angehende 

Maschinentechniker wichtigsten Grundsatze und Formeln der tech­
nischen Elementarmechanik zusammengestellt. Ziel der Arbeit war, 
moglichste Kurze in der Fassung des Textes mit Ubersichtlichkeit 
des Inhalts, moglichst geringen Umfang des kleinen Buches mit 
wohlfeilem Preise zu vereinigen. 

Bei der Bearbeitung des Stoffes ist in jedem Faile auf die 
Anwendung im Maschinenbau moglichste Rucksicht genommen. Ais 
Grundlage fUr das Verstandnis sind nur die einfachsten mathe­
matischen Kenntnisse vorausgesetzt. Soweit als moglich sind die 
beniitzten Formeln entwickelt. Stets ist aber als Hauptziel erstrebt, 
die mechanischen Begriffe klarzustellen. Die Anschaulichkeit ist zu 
erhohen gesucht durch weitgehende Anwendung zeichnerischer Er­
mittelungen und durch Aufnahme vieler einfacher Abbildungen. Zur 
Forderung des Verstandnisses sind viele Beispiele aufgenommen. Die 
aus denselben berechneten Zahlenwerte sind mit dem Rechenschieber 
erhalten, erscheinen demnach in vielen Fallen nur abgerundet. 
Tabellen aller Art, die in den technischen HandbUchern und Kalendern 
enthalten sind, sind der KUrze halber fortgelassen. 

Uber die Frage, was das Wichtigste sei aus dem weiten Ge­
biete technischer Mechanik, werden die Ansiehten auseinander gehen. 
Deshalb erbittet sich der Verfasser flir den Fall einer spateren 
Neuauflage des Buches gefallige Angaben wUnschenswerter Er­
weiterungen. Angaben Uber erwUnschte Abanderungen sind gleich­
falls stets willkommen. 

Essen-Ruhr, im September 1910. 

Rudolf Vogdt. 
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Einleitung. 

Krafte und deren Wirkungen. 
Mechanik ist die Lehre von den Kraften und deren Wirkungen. 

Jede Bewegungsanderung ist durch eine Kraft verursacht. Gerat 
ein vorher ruhender Korper in Bewegung, so ist das die Folge 
einer in der Bewegungsrichtung wirkenden Kraft. Nimmt die Ge­
schwindigkeitl) eines bewegten Korpers zu~ so ist diese Geschwindig­
keitssteigerung durch eine in der Bewegungsrichtung wirkende Kraft 
verursacht. Umgekehrt ist jede Geschwindigkeitsabnahme durch eine 
der Bewegungsrichtung entgegen wirkende Kraft bedingt. Jede 
Anderung der Bewegungsrichtung ist durch eine quer zu dieser 
wirkende Kraft hervorgerufen. 

Eine Kraft ist bestimmt durch Angabe: 
1. del' Grofie (g, kg, t), 
2. der Lage (des Angriffspunktes), 
3. der Richtung. 

Darstellung einer Kraft. 
Grosse der Kraft = Lange der Linie, z. B. 

1 kg = 1 cm (Kraftemafistab, der beliebig zu wahlen ist). 
Lage der Kraft = Lage der Linie. 

Richtung" ,,= Richtung, die der Pfeil bezeichnet. 
Die Gerade, in welcher die Kraftlinie liegt, heifit die 

Wirkungslinie der Kraft. Jede Kraft kann in ihrer 
Wirkungslinie beliebig verschoben werden. 
Auf die Ose (Fig. 2) wird die gleiche 
Kraft ausgeubt, mag das Gewicht2) Q Fig. 1. Fig. 2. 

oben oder unten an dem Seile befestigt sein. 

1) Geschwindigkeit ist del' Weg, den ein gleichfOrmig bewegter 
Korper in 1 Sekunde zuriicklegt. S. 82. 

2) S. 88. 
Vogdt, Mechanik. 1 



2 Einleitung. 

Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften 
mit gemeinsamer Wirkungslinie. 

Die Mittelkraft (Resultierende) R hat die gleiche Wirkung 
wie die Seitenkriifte (Komponenten) Pl P2 usw. 

Die Bewegungsanderung eines Korpers ist also diesel be, gleich­
gl1ltig ob auf ihn die gegebenen Seitenkriifte oder ob die diese 
ersetzende Mittelkraft einwirkt. 

Zwei Krafte in derselben Linie wirkend. 
a) Die zwei Krafte haben gleiche Richtung. 

R=Pl +P2 • 

Fig. So.. 

Beispiel. Bei einer Tandemdampfmaschine treibt die Kraft l ) 

P l = 4900 kg den Hochdruckkolben und die Kraft P 2 = 2600 kg 
den Niederdruckkolben. Die gesamte Antriebskraft ist dann 

I 
It ~ I 

Fig. ab. Kriiftemaastab: 1 mm=214 kg. 

R=P1 +P2 , 

= 4900 + 2600, 
= 7500 kg. 

~I'~ ~ J:=ffi-"---i ~IP.-"Pz ---m . ~ "-I" .. ' --It"::"·...,' 
Fig. 40.. Kl'iiftemD.astab: 1 mm=200 kg. Fig.4b. 

E hat dieselbe Wlrknngslinie wie P, nnd p •. 

NB. R wirkt in derselben Linie wie PI undP2• Es ist 
nur der Deutlichkeit halber herausgezeichnet. 

') Zur Bestimmung von P l und P2 siehe Beispiel 2. 



Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften. 3 

b) Die zwei Krafte habell entgegellgesetzte RichtUllg. 
Die Mittelkraft ist: 

R=P1 - P2' 

Beispiel. Auf die Deckelseite eines Dampfkolbens wirkt die 
Kraft!) P l = 3200 kg, auf die Kurbelseite wirkt P2 = 800 kg. 
(Vgl. Fig. 4.) Welche Kraft R treibt den Kolbell? 

R=Pl-P2 

= 3200-800 
R = 2400 kg. 

1) Pi und P2 sind die Mittelkrafte der tiber die Kolbenflachen 
beider Seiten verteilten einzelnen Dampfdrticke. Siehe: Mittelkraft vieler 
Parallelkrafte und Schwerpunkt. S. 13 und 18. 

1* 



I. Statik. 1) 

Lehre yom Gleichgewicht der Krafte. 
Ein Korper, auf den keine (unmoglicher Fall) Kraft einwirken 

wiirde, wiirde seinen Bewegungszustand nicht andern. Dieselbe 
Wirkung wird erzielt, wenn auf den Korper mehrere Krafte ein­
wirken, deren Wirkungen sich gegenseitig aufheben. Ein ruhender 
Korper befindet sich im Gleichgewicht (Fig. 5), ebenso aber auch 
ein Korper, der sich in gerader Richtung gleichformig weiter be­
wegt, d. h. der ill gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegt (Be­
harrungszustand. 2) 

1. Gleichgewicht zwischen zwei Kraften. 
Zwei gleich groBe, in derselben Wirkungslinie entgegengesetzt 

wirkende Krafte haben keine Mittelkraft. Sie heben sich gegenseitig 

Fig. 5a. 

auf. Hie sind miteinander im Gleichgewicht. 
Sie and ern den Bewegungszustand eines 
Korpers nicht. 

GegebenP1 = P2 mit entgegengesetzter 
Richtung. 

Die Mittelkraft ist: 

Die Krafte treten stets paarweise auf. 
Jeder Kraft entspricht eine gleich groBe, in derselben Wirkungs­

lillie entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft (Reaktion). Die Gegen­
kraft wird durch die Kraft hervorgerufen. Wirken Kraft und 
Gegenkraft auf denselben Korper, so befindet er sich im Gleich­
gewicht. 

1) Statik ist im strengen Sinne nur die Lehre vom Gleichgewicht 
der Krafte an r u hen den Korpern: Die Lehre vom Stillstande. 

2) Gleichformige Drehung siehe Fig. 129 und Statik 10. Dynamik 11. 



Gleichgewicht zwischen Kraften in verschiedenen Wirkungslinien. 5 

Bei der Dampfmaschine wirkt del' dem Kolbendruck entgegen­
gesetzt gleiche Gegendruck auf den Zylindel'-Deckel. Folglich wird 
der Kolben in Bewegung gesetzt und, wenn der Zylinder nicht fest­
gehalten ist, auch del' Zylinder. Zittern fahrbarer und Schiffs­
maschinen. 

Beispiel. Last Q auf einer Unterlage. (Fig. 5 b.) Der hervol'­
gerufene Gegendruck ist 

D=Q. 

Der Ki:irper bleibt unter del' Einwil'kung del' beiden Krafte in Ruhe. 

Beispiel. Ein Schlitten vom Gewicht Q = 200 kg befindet 
sich in Bewegung. In dem Lastenschema ist der Schlitten durch 
einen Punkt angedeutet. Auf den Schlitten wil'ken die Krafte: 

o .~ + Fig. 5 b. Fig.5c. Fig. 6 a. Fig. 6b. 
Krafte-Schema. 

1. das Eigengewicht Q senkl'echt nach unten, 
2. der von der Fahl'bahn ausgelibte Gegendl'uck D = Q senkrecht 

nach aufwarts, 
:3. der der Fahrtrichtung entgegengesetzte Fahrwiderstand 1) W, 
4. die in der Fahrtl'ichtung wil'kende Zugkraft2) Z = W 

Die wirksamen Krafte heben sich paarweise auf. Sie sind 
miteinander im Gleichgewicht. Mittelkraft R = O. 

Die Folge ist, daB der bereits in Bewegung befindliche 
Schlitten unter der Einwirkung der gegebenen vier Krafte 
seine Bewegung unverandert beibehalt. 

2. Gleichgewicht zwischen drei in verschiedenen 
Wirkungslinien wh'kenden Kraften. 

Modellanordnung: Gewichte an Schnliren, die liber Rollell ge­
fiihrt sind. An dem Knotenpunkt 0, an welchem die drei Schnlire 

') Siehe Reibung. S. 23. 
2) Angenommen ist, daB der Schlitten durch ein vVindwerk mittels 

eines auf del' Fahrbahn schleifenden Seiles gezogell wird. 



6 Statik. Lehre vom Gleichgewicht der Krafte. 

zusammenlaufen, herrscht z. B. Gleichgewicht, wenn die Gewichte 
die angeschriebenen Grofien besitzen. 

Drei miteinander im 
Gleichgewicht befindliche 
Krafte lassen sich zu einem 
geschlossenen Kraftedreieck 
zusammensetzen. Die Kraft­
pfeile weisen aIle in dem­
selben Sinne urn das Dreieck 
herum. 

Nach S. 4 ist an dem 
Punkte 0 nur dann Gleich­
gewicht moglich, wenn dort 

QJI-JIrg zwei gleich grofie, in 
Fig. 7 a. derselben Wirkungslinie 

entgegengesetzt gerichtete 
Krafte wirken. Die Kriifte Q1 und Q2 k1lnnen demnach durch eine 
einzige Kraft ersetzt werden, welche entgegengesetzt gleich ist der 
Kraft Qs' 

(J.., 

Q. . 2 _______ .J 

Fig. 7b. Kritfteschema der 
Modellanordnung. 

Fig. 7c. 

3. Parallelogramm del' Krlifte. 

Fig. 7d. 

Zusammensetzung von zwei beliebigen Kraften an demselben 
Angriffspunkte. 

Die Mittelkraft ist Diagonale des Parallelogramms, dessen 
Seiten die gegebenen Krafte sind. Wirken in dem Kriifteparallelo­
gramm die gegebenen Krafte von dem Angriffspunkte 0 fort, so 
wirkt auch die Mittelkraft von diesem fort. Wirken die gegebenen 
Krafte nach dem Angriffspunkte hin, so tut die Mittelkraft das gleiche. 



Zerlegllng einer Kraft in zwei parallele Seitenkrafte. 7 

Beispiel. An dem Zngseil einer Handramme ziehen zwei Mann 
mit den Krliften P l = P 2 = 20 kg. Welche 
Kraft R wird anf das Zngseil ausgellbt? R = 33 kg 
(Fig. 10). 

Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. KritftemaJstab: 
1 mm= 1,4 kg. 

Zerlegung einer Kraft in zwei gegeneinander geneigte 
Seitenkrafte. 

Beispiei. Die auf den Dampfkolben wirkende Kraft K wird 
anf den Kreuzkopf llbertragen (Fig. 11). Hier llbt sie eine doppelte 
vVirkung aus: 

Fig. 11. KraftemaJ.\stab: 1 mm = 190 kg. 

1. in der Richtung der Schnbstange wird die Kraft 5 hervorgerufen, 
2. der Kreuzkopf wird mit der Kraft N gegen seine Fllhrung geprefit. 

Die Kraftgrofien ergeben sich aus dem Krafteparallelo­
gramm, z. B.: K= 4000 kg. 

5= 4100 " 
N= 820 " 

4. Zerlegung einer Kraft in zwei parallele 
Seitenkrafte. 

Beispiel. Balken auf zwei Stlltzen. Die Last Q greift an 
der bezeichneten Stelle an. Die anf die Auflager ansgellbten Drllcke 
sollen bestimmt werden (Fig. 12a1) und 12b). 

1) (Q) in Fig. 12 a wirkt in der gieichen Linie wie VI llnd Vg llnd 
ist nur der Darstellung halber seitlich herallsgezeichnet. 



8 Statik. Lehre vom Gleichgewicht der Krafte. 

Q wird in die beiden Seitenkrafte 51 und 52 zerlegt, deren 
Richtungen durch die Auflagerpunkte 1 und 11 gehen. 51 und 5~ 

Fig. 12 a. 

werden in ihren Wirkungslinien 
punkten in die Seitenkrafte H1 

verschoben und an den Auflager­
und v;. sowie H2 und ~ weiter 

zerlegt. Die gleichschraffierten 
Driicke sind nach dem zweiten 
Kongruenzsatz kongruent. Es 
folgt hieraus: 

Ar-----------~-------.8 H 1 =H2 =H, 
Q = V1 + '2' 

:l<'ig.12b. A und B sind die von den Auf· 
lagern auf den belasteten Balken ausge· 

libten GegendrUcke. 
Die Mittelkraft von zwei 

Parallelkraften ist gleich deren 
Summe. 

Aus anderen kongruenten Driicken folgt: 

VI Q 
HI =a-' 
V2 _Q 
H2 _. b' 

o = v;. . a = T~ . b, 
- HI H2 

H I =H2 · 

VI·a=~.b, 
v;. b 
V; =(1. 

Die Stiitzdriicke verhalten sich umgekehrt wie die 
Entfernungen der Last von den Auflagern. 

Beispiel. Q = 600 kg; a = 2 m; b = 1 m; v;. = 200 kg; 
V; = 400 kg. 



Gleichgewicht zwischen in einer Ebene wirkenden Kr1iftell usw. 9 

5. Gleichgewicht zwischen drei Parallelkraften. 
Da 

~=A, 
~=B, 

so heben sich diese Krafte paarweise auf. Daher mull auch die 
gegebene Last Q mit den Gegendriicken A und B im Gleich­
gewicht sein. 

Dann ist: 
Q-A-B=O. 

Wenn drei Parallelkrafte im Gleichgewicht sind, so haben sie 
die Summe Null. 

Der letzte Satz ist auch giiltig fUr beliebig viele Parallel­
krafte. SieheSchwerpunkt S. 18. 

6. Gleichgewicht zwischen beliebigen in einer Ebelle 
wirkenden Kraften mit gemeinsamem Angrifl'spunkte. 

An einem Mast, der durch den Punkt M im Grundrifi an­
gedeutet ist, sind vier Drahte angespannt, die mit den Zugkraften 
Zl' Z2' Zs, Z4 auf den Mast wirken. Angenommen ist, dafi diese 
Krafte im Gleichgewicht sind. 

Zl und Z2 werden zu Rl zusa,mmengesetzt. 
Zs und Rl werden 

zu R2 zusammen­
gesetzt. 

R'l ersetzt demnach 
die Krafte Zl' Z2 
und Zs und ergibt 
die gleiche Wir­
kung wie diese 
drei Krafte. 

Zt ist entgegenge­
setzt gleich R 2, ist 
also mit dieser 
Kraft im Gleich-
gewicht. 

Fig. 13a. 

M 

Fig. l3b. 

Die vier an einem Punkte im Gleichgewicht befindlichen 
Krafte Zl' Z2' Zs und Z4 lassen sich der Grone und Richtung nach 
so aneinander zeichnen, dafi sie ein geschlossenes Krafteviereck er-



10 Statik. Lehre vom Gleichgewicht der Krafte. 

geben. Die Kraftpfeile weisen siimtlich im gleichen Sinne urn den 
Urnfang der Figur herum. 

Beliebig viele an einem Punkte im Gleichgewicht 
befindliche Kriifte, die in derselben Ebene wirken, lassen 
sich zu einem geschlossenen Kriiftepolygon zusamrnen­
setzen. 

Die Erftlllung dieser Bedingung geniigt nicht, wenn die 
Kriifte an verschiedenen Punkten angreifen. Siehe allgemeine Gleich­
gewichtsbedingungen S. 17. 

7. Cremonascher Krafteplan. 
Die an den einzelnen Knotenpunkten eines Fachwerkes an­

greifenden iiuHeren Kriifte (Lasten) und Stabspannungen sind mit-

Fig. 14a. Fig. 14b. 

einander im Gleichgewicht. Die auf jeden Knotenpunkt wirkenden 
Kriifte lassen sich demnach zu einem geschlossenen Kriiftevieleck 
zusammensetzen. Ermitteln lassen sich nach dem Verfahren nur 
Zug- und Druck- (Knick-) Krafte, die in den einzelnen Fachwerks­
stiiben wirken. Die durch das Eigengewicht hervorgerufenen Biegungs­
beanspruchungen lassen sich so nicht beriicksichtigen. 

Beispiel. Krangertlst nach Fig. 14 a. Am Knotenpunkt I 
greift als iiuHere Kraft die Last Q und ferner die Stabkriifte 1 und 2 
an. Diese bilden im Kriifteplan (Fig. 14 b) ein geschlossenes Kriifte­
dreieck. Die Kraftpfeile ~ werden im Kriifteplan an die Stabkriifte 
an der Seite der eben betrachteten Knotenpunkte angebracht, d. h. 
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rechts, wenn der Knotenpunkt rechts, oben, wenn der Knotenpunkt 
oben an dem betr. Stab gelegen ist, und umgekehrt. An dem anderen 
Ende jeder einzelnen Stabkraft werden dann im Krlifteplan entgegen­
gesetzte Pfeile angebracht. Dann bedeuten zwei aufeinander zu­
weisende Pfeile Zugbeanspruchung des betr. Stabes und zwar geben 
die Pfeile die inneren dem von auflen wirkenden Zuge entgegen­
wirkenden Widerstandskrlifte an. Entsprechend bedeuten zwei von­
einander wegweisende Pfeile Druckbeanspruchung des betr. Stabes. 
rm vorliegenden Falle wird also durch die Last Q der Stab 1 ge­
zogen, wlihrend der Stab 2 gedrilckt wird. 

Am Knotenpunkt II sind ausschliefllich die drei Stabkrlifte 2, 
/J und 4 miteinander im Gleichgewicht. Sie bilden im Krlifteplan 
ein Dreieck. Werden die Pfeile entsprechend der oben angegebenen 
Regel daran gezeichnet, so ergibt sich fUr aHe drei Stabe hier Druck. 

In der Ausfilhrung des Krangerl1stes sind die einzelnen Fach­
werksstlibe fast stets durch zwei nebeneinander liegende Profileisen 
gebildet. An der Drehsaule wirken die Krlifte H1 und H2 biegend. 

8. Statisches Moment. 
Benennung: mkg oder kgm, auch cmkg usw. 

Fig. 15 b. 

Statisches Moment = Kraft x Hebelarm. 
Hebelarm = Lot vom Drehpunkt auf die Kraftrichtung: 

M=P.c 
= P. a. cos a. 

Kraft P am Kurbelzapfen zerlegt:1) 

M = P. cos a . a. 

1) Momentensatz S. 12. 
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Beispiel. P = 12 kg, a = 400 mm, a = 30°. 

M = 12 . 400 . 0,87 
= 4176 mmkg 
= 4,176 mkg. 

Auf den Kurbelzapferi drUckt die Kraft S. Das an der Kurbe.1 
drehende Moment ist daher aach Fig. 11: 

M = S. r. sin (a + fl), 
r = Kurbelhalbmesser = i-, 

K . 
M = -- . r . sm (a + fl). 

cos tI 

Beispiel. 5 = 4100 kg, r = 300 mm, a = 60 0, fl = 10°. 

M = 4100.0,3 sin 70 0, 

sin 70 0 = 0,94, 
M = 4100 . 0,3 . 0,94 = 1156 mkg. 

9. lUomentensatz. 
Das statische :Moment der Mittelkraft ist gleich der Summe 

der statischen Momente oder Seitenkrafte. 
FUr 0 als Drehpunkt: 

Pl. a = [R. cos aJ . a = R . [a. cos al. 

Fig. 16. 

o P 2 geht durch den Dreh­
punkt, hat also keinen Hebelarm, 
und llbt hier kein Moment aus. 
Mehrere Momente, die urn dieselbe 
Achsedrehen, konnen ersetztwerden 
durch ein Moment, welches die 
gleiche Wirkung hat. 

Pl· r l + P 2 • r2 = R. r. 
. lIehrere Momente, die um dieselbe Achse drehen und die 

Summe Null ergeben, heben sich gegenseitig auf. Sie sind mit­
einander im Gleichgewicht. Das ware in Fig. 17 der Fall, wenn 
R die entgegengesetzte Richtung hatte. 

Beispiel. Auf einer Welle sitzen drei Zahnrader, ein treibendes 
vom Halbmesser r und zwei getriebene von den Halbmessern r l 

und r 2 • Die ZahndrUcke sind R, P l und P 2 • 



l\Iittelkraft beliebig vieler Parallelkrafte. 

r 1 = 100 mm, 

r2 = 200 " 
r= 250 " 

R =_3_0~_:J00 2~0!.50. 20~., 

R=240 kg. 

P 1 = 300 kg, 

P 2 = 150 " 

R hat hier entgegengesetzte Rich­
tung wie in Fig. 17. 

Solange diese drei Momente mit­
einander im Gleichgewicht sind, lauft 
die Welle dauernd mit derselben Um­
laufszahl in der Minute urn. (Die Zapfen­
reibung ist nicht berucksichtigt.) 

10. )iittelkraft beliebig vieleI' Parallelkriifte. 
Rechnerische Bestimmnng. 1) 

13 

Balken mit vielen Einzellasten ist gegeben. Die Mittelkraft2) 
aller Lasten ist gesuc~t. 

b, ~ 
I 

OZ "I 
D .. ~ 

I 

(J" ~ .~ Il" ~ 
f--o~--j 

I 
I 

t I J ' ... l' 
A 8 

I 
~I~~--------------l--------------~~~I 

Fig. 18a. Lasten-Schema. 

Die Mittelkraft ist: 

R=Ql + Q2+ QIl +Q4' 

R. r = Ql· b1 + Q2· b2 + Q3· b3 + Q4. b4, 

Ql· b1 + Q2· b2 + Q~. b~ + Q4' b4 r= R . 

1) Zeichnerische Bestimmung siehe Seilpolygon. 
~) Siehe Schwerpunkt. 
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Die Stlltzdrllcke1) sind: 

A=R.1·, , 
B=R-A. 

ro;- Z.w7D---ra; ZIJOO--ro;-2200~ 0. 

Fig. 18 b. Lokomotive. 

Beispiel. Achsdrllcke nach Fig. 18b: 

Ql = Q2 = 15000 kg 
Qa=Q,= 9000 " 

R = 48000 " • 
V orderachse als Drehachse angenommen: 

15000.6600 + 15000.4200 + 9000.2200 + 0 
x = 48000 
x = ",'3790 mm. 

11. Rechnerische Bestimmung der Stiitzdriicke 2) 
(Auflagerdriicke ). 

sind 
Zwei Momente sind im Gleichgewicht, wenn sie gleich grofi 

und entgegengesetzten Drehungssinn haben. Balken auf zwei 

Fig, 19. 

Stiitzen. 
Anflagerpunkt II als Dreh­

punkt angenommen, Der Stlltz­
druck B geht durch den Drehpunkt, 
hat also keinen Hebelarm und ilbt 
kein Moment aus. 

A . I dreht im Uhrzeigersinn, 
Q, b dreht gegen den Uhrzeiger. 

1) Siehe S. 15. 
I) Zeichnerische Bestimmung der Stiitzdriicke siehe Seilpolygon S, 17. 



Also: 

Mittelkraft beliebig vieler Parallelkrafte. 

Der Balken befindet sich in Ruhe. 

A .1=Q.b, 
Q.b 

.A =~l~· 

15 

Entsprechend mit I als Drehpunkt ist der am rechten Auf­
lager hervorgerufene Gegendruck 

Q.a 
B= --l-· 

12. Mittelkraft beliebig vieleI' Parallelkrafte. 
Zeichnerische Bestimmung.1) Seilpolygon. 

Ein an den Punkten A und B befestigtes Seil tragt die 
Einzellasten Q1' Q2' Q~ und Q4. An den Angriffspunkten der 

Fig. 20 a. Seilpolygon. Fig. 20 b. Polfigur. 

Lasten bildet das Seil Ecken, dazwischen ist es gerade gespannt. 
An dem Punkte I ist die Last Q1 mit den Seilspannungen 51 und 
52 im Gleichgewicht. Diese drei Krafte lassen sich also zu einem 
geschlossenen Kraftedreieck zusammensetzen. Das gleiche gilt fUr 
die an den Punkten II, III und IVangreifenden Lasten und Seil­
spannungen. Da die Spannungen 52' 53 und 54 stets zu zwei 
Kraftedreiecken gehoren, fallen diese, wenn die Lasten untereinander 

1) Rechnerische Bestimmung siehe S. 13. 
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angetragen werden, mit den Spitzen zusammen. Die gemeinsame 
Spitze heiih der Pol jJ3. Die Poistrahien sind den von den ent­
sprechenden Kraften hervorgerufenen Seilspannungen parallel. 

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I S I 

f 
! 
I 

Die Mittelkraft 

bildet in 
und 51). 

A 

der Polfigur ein Kraftedreieck mit den Seilspannungen 51 
Sie ist also mit diesem im Gleichgewicht. Die Mittel­

Fig. 21 b. 

kraft geht im Seilpolygon durch 
den Schnittpunkt der auilersten 
Sei tell des Seilpolygons. 

Zeichnerische I))sung der Auf­
gabe von Fig. 18: Einzellasten Ql' 
Q2' Qs, Q 4 aneinander getragen. 
Beliebiger Pol 1:t3 angenommen. 
Poistrahien 5 1,S?, 53, 54 gezogen. 
Zu diesen werden parallel gezeichnet 
die Seiten des Seilpolygons (51), (52), 
(5s) , (54), (51»). Die Mittelkraft 
R = 48000 kg geht durch den Schnitt­
punkt von (51) und (51»). DerSchlufi-
linie (5) des Seilpolygons ist parallel 
die Linie 5 der Polfigur. (Fig. 21.) 
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13. Zeichnerische Bestimmung del' Stiitzdl'iicke am 
Trager auf zwei Stiitzen. 

Die Schnittpunkte der au6ersten Seiten (51) und (55) des Seil­
polygons mit den Wirkungslinien der Sttltzdrilcke A und B werden 
durch die Schlu6linie (s) verbunden. Die Parallele s in der Pol­
figur schneidet A und B auf der Kraftlinie im Kraftema6stab abo 

A ist mit (51) und (s) im Gleichgewicht, bildet desbalb mit 
51 und s ein geschlossenes Kraftedreieck. Das Gleicbe gilt fUr B, 
So und S. (s) ist als Druckstrebe vorzustellen. (Fig. 21.) 

14. Die verschiedenen Gleichgewichtszustande. 
Stabiles Gleirhgewicht: Ruhendes Pendel. Aus ursprfing­

lieher Lage gebracht, kebrt es stets wieder in diese zu:rtlck. 

Fig. 22. 

t' tI 
/' 
/' 

" " " " 
" " " " , 

Fig. 23. 

.... J-., 
I I L +''-\ I J 

Fig. 24. 

Lab il e s Gleichgewicht: Balancierender Korper, der seine 
erste Gleichgewichtslage verliert, g.eht in eine neue Gleichgewichts­
lage fiber. Er faUt um. 

Indifferentes Gleicbgewieht: Kugel auf wagerechter Ebene 
befindet sich in jeder Stellung im Gleichgewicht. 

15. Allgemein~ Gleichgewichtsbedingungen fiir Krafte 
ill einer Ebene. 

1. Summe aller se.<nkrechten Seitenkrafte gleich O. 
2. Summe alIer wagerechten Seitenkriifte gleich O. 
3. Summe der statischen Momente in bezug auf irgend einen 

in derselben Ebene liegenden Drehpunkt gleich O. 
v 0 g d t, :Mechanik. 2 
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Der gezeichnete durch PI und P~ belastete Trager ist nicht 
im Gleichgewicht, trotzdem 

A = Pl' sin a, 
B = P 2 • sin fl· 

Fig. 25. 

Gleichgewicht ware nur moglich, wenn 

Pl' cos a = P~ . cos fl. 

16. Schwerpunkt. 
Schwere oder Gewicht eines Korpers ist die Kraft, mit welcher 

er von der Erde angezogen wird. 

Diese Kraft hat fUr denselben Korper an verschiedenen Punkten 
der Erde verschiedene Grofie. 

Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Punkt, in dem das ganze 
Gewicht des betr. Korpers vereinigt angenommen werden kann. 

Der Schwerpunkt einer Linie (einer Flltche 
oder eines Korpers) braucht nicht auf dieser Linie 
(Flliche oder Korper) zu liegen. Siehe z. B. Fig. 30. 

+-t-+ S Is 
I 

-t.-s.-. • /r--r--

i 
Fig. 26. Fig. 27. Fig. 28. Fig. 29. 

Die Wirkungslinie des Korpergewichtes geht in allen Lagen 
des Korpers durch dessen Schwerpunkt. 

Die Mittelkraft aller Einzelschwerkrlifte geht durch den 
Gesamtschwerpunkt (Fig. 29). 

Bei symmetrischen Korpern oder Fllichen oder Linien liegt 
der Schwerpunkt auf der Symmetrieachse (Fig. 26-28). 

Bei Unterstl1tzung des Schwerpunktes befindet sich der Korper 
im Gleicbgewicht (Fig. 29). 
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Del' Schwerpunkt eines Querschnittes 1) spielt bei del' Biegungs­
festigkeit eine wichtige Rolle. 

Bestimmung des Schwerpunktes. 
1. Durch Vers uch. Aufhangung der Flache oder des Korpers 

in verschiedenen Pnnkten. 
Die durch den Aufhangungspunkt jedesmal gezogenen Senk­

rechten schneid en sich im Schwerpunkt, denn dieser liegt stets unter 
dem Aufhangungspunkte. 

2. Mittels des 
Seilpolygons. Win­
kelquerschnitt in zwei 
Rechtecke zerteilt, 
deren Schwerpunkte 
z. B. durch Schnitt der 
Diagonalen unschwer 
angegeben werden 
konnen. In diesen 
Einzelschwerpunkten 

greifen Krafte (Ge­
wichte der Rechtecke) 
an, deren Grofien sich 
verhalten wie die 
Grofien der Rechtecke. 

Die Mittelkraft 
geht durch den Schnitt­
pnnkt der aullersten 
Seilpolygonseiten. Die 
Konstruktion wird filr 
zwei beliebige Lagen 

z 

des gegebenen Winkel- Fig. 30. 

querschnittes ausge-
ffihrt. (Der Querschnitt ist in zwei verschiedenen Lagen aufgehangen 
gedacht.) Die Wirkungslinien der beiden Mittelkrlifte schneiden 
sich im Schwerpunkte des Gesamtquerschnittes. 

1) Ein Quel'schnitt als geometl'ische Figul' hat kein Gewicht. Wenn 
man den betr. Quel'schnitt abel' z. B. aus Blech ausschneiden wiirde, so 
wllnle el' bei Untel'stiitzung illl Schwel'punkt in del' Schwebe bleiben. 

2* 
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3. Mittels Rechnung. Dnter Benutzung des Momenten­
Satzes: 

"Das statische Moment des Ganzen ist gleich der Summe der 
statischen Momente der einzelnen Teile.·' 

Momentengleichung in bezug auf die Drehachse I-I: 

F. x = 11 . Xl +/2 . X 2 , 

F=/l+h, 
11 . Xl + 12 . ;-C2 

I 
X = -----,-F--

I 

F=/l+A 

4--------~i 1~-----~ 

Fig. 31. FJg.32. 

Momentengleichung in bezug auf die Drehachse II-II: 

F.y = 11·Yl +12 ·Y2, 
11 . 1/1 + 12 . 1/2 

y= F 

Beispiel. Breitflanschiges...L Eisen, N.-P. 12/6. Der Schwer­
punkt des Profiles solI bestimmt werden. 

Da die Figur symmetrisch ist, liegt der Schwerpunkt auf der 
Symmetrieachse, d. h. der senkrechten Mittellinie. 

1. Rechneriscbe Bestimmung. 

Zerlegung des ganzen Querschnittes in die Rechtecke 11 und h: 
11 = 5 qcm, 
12 = 12 qcm, 
F = 11 +12 = 17 qcm. 

_ 5 . 3,5 + 12 . 0,5 _ 1 38 
Y- 17 -, cm. 



Guldinsche Regel. 

2. Zeichnerische Bestimmung. 

Beliebiger Matlstab gewilhlt, z. B.: 
1 qcm Flilche entspricht 1 mm Lilnge der Kraftlinie. 

11=5 mm, 
12 = 12 mm. 

i 

~ 
I 

So --------

Fig. 33ab. 

21 

Beispiel. Schwerpunkt einer Lokomotive. In Fig. 18 sind 
die Achsdrucke angegeben. Angenommen ist, dati die einzelnen 
Raddrflcke dorch Wagen bestimmt sind und dati die beiderseitigen 
Raddrflcke jeder Achse gleich grotl sind. Dann liegt der Gesamt­
schwerpunkt der Lokomotive in deren senkrechter Mittelebene, und 
zwar auf der Wirkungslinie von R. 

17. Guldinsche Regel. 
1. Oberfiache von Drehkorpern. 

Die Drehfiilche, die dorch Drehung einer Linie um die Achse 0 
entsteht, ist gleich dem Produkte: 

Lilnge der erzeugenden Linie x Weg ihres Schwerpunktes 
bei einer Umdrehung. 

Beispiel. Die Oberflilche eines 
Ringes vom mittleren Durchmesser D 

d Q h · n. d 2 
un vom uersc mtt -4- ergibt 

sich folgendermatlen: Fig. 34. 

U mfang des Querschnittes: 

n.d=l, 
Oberflilche des Ringes: 

F=I.n.D. 
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2. Inhalt von Drehkorpern. 
Der InhaIt eines Drehkorpers, der durch Drehung einer FHiche 

urn die Achse 0 entsteht, ist gleich dem Produkte: 

Erzeugungsflache x Weg des Schwerpunktes del' Flache 
bei einer Umdrehung. 

Der Inhalt des vorstehenden Ringes ist: 
,-----i30(J----+, 
, , 

Fig. 35. 

d' n . . D _.v -4-· ·n-v. 

Beispiel. Das Gewicht Q eines 
Schwungringes 1) ist zu berechnen: 

Q= V.s, 
s = spezifisches Gewicht, 

fur Gufieisen 
s = 7,2, 

d. h. GuBeisen hat das 7,2 fache Gewicht des gleichen Vol umens 
Wasser (4 0). 

Flache des Querschnittes: 

F= 5 qdm. 
Inhalt des Ringes: 

Fig. 36. 

V= n. 20,2.5 =,-0317 cbdrn, 
Q = 317.7,2 = 2280 kg. 

18. Stabilitat. 
Stabilitat oder Standfestigkeit ist der Wider­

stand, den ein ruhender Korper dem Umwerfen ent· 
gegensetzt. Ein gemauerter Pfeiler, der von del' 
Seite durch den Winddruck W getroffen wird, 
sucht urn die untere Kante sr (Kippkante) zu kippen. 
Der Schwerpunkt 5 wird bei dem Kippen ge­
hob en, bis er senkrecht libel' sr kommt. Der Be­
trag, urn den 5 hierbei gehoben werden muB, ist 
urn so groBer, je tiefer 5 im Korper gelegen ist. 
Urn so groBer ist auch die Standfestigkeit. 

') Siehe Schwllllgradberechnung S. 100. 
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19. Reibung. 
A. Gleitende Reibung. 

Ein auf einer Unterlage gleitender Korper geht in den Ruhe­
zustand tiber, d. h. er verandert seinen ursprtinglichen Bewegungs­
zustand, weil seiner Bewegung entgegen ein Widerstand, die in der 
Bertihrungsebene wirkende Reibung 9t wirksam ist. Die Mittel­
kraft aus dieser und dem von der Unterlage ausgetibten Gegen­
druck D ist R . R weicht um den ReibungswinkeP) (! von der 
Senkrechten abo 

!R 
D-=tg(! = f.t 

heifit Reibungskoeffizient (unbenannte Zahl). 
Die Grofie von f.t hiingt von den aufeinander gleitenden 

Materialien, der Beschafl"enheit der Oberflachen (Schmiermittel als 

N 

Fig. 37. Beweguugsrichtung. Fig. 38. 2) 

Zwischenschicht) und der Geschwindigkeit (Weg in einer Sekunde) abo 
Der Reibungswiderstand und ebenso der Reibungskoeffizient 

sind am grofiten bei dem Ubergang aus dem Ruhezustand in die 
Bewegung. 

Beispiel. Ein Dampfschieber wird durch den Dampfdruck 
und durch sein Eigengewicht mit N = 5000 kg gegen den Spiegel 
gedriickt. Zur Verschiebung des Schiebers ist erforderlich die Kraft 

P=,u.N, 
Annahme: f.t = 0,15, 

P = 0,15.5000 = 750 kg. 

Zapfenreibung. 
1. Tragzapfen. Die Zapfenbelastung wirkt senkrecht ZUl 

Zapfenachse und wird durch die Lagerschale verteilt. 

1) Andere Bedeutung und Bestimmnng des Reibungswillkels siehe 
Schiefe Ebene S. 37. 

2) Siehe auch Fig. 72. 
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Am Zapfenumfang wirken pro 1 qcm die durch die Zapfen­
aChse gehenden Normaldrilcke N. Die einzelnen N haben ver­
schiedene GroBe. Dber del' Zapfenmitte ist N am groflten, an 
den Seiten des Zapfens ist 

N=O. 

Jedem Druck N entspricht del' Reibungswiderstand ,n. N. 
Die Summe alIer Normaldrl1cke ist: 

~:N> Q, 
Zapfenreibung: f1,.~' N = !1-1 . Q, 

!1-1 ist del' Zapfenreibungskoeffizient. Bei guter Schmierung 
mit Rilbol, Mineralol usw. ist nach ,.Hiitte" fill' Stahlzapfen in 
Bronzelagern : 

!1-1 = 0,06, 

bei schlechter Schmierung im Freien: 

!tl = 0,08 . 

. Del' Drehung des Zapfens wirkt hindernd .entgegen das Moment: 

M=!tl . Q. r. 
FUr den ~Beharrungszustand" muB das treibende Moment die 

gleiche GroBe haben. 
Beispiel (siehe Fig. 72). Del' Tragzapfen einer Eisenbahn­

wagenachse hat die Mafle 1= 200 mm, d = 90 mm und ist mit Q = 
5000 kg belastet, 

ist: 

,UI = 0,06. 

Die Zapfenreibung ist: 

R = 0,06 . 5000, 
= 300 kg. 

Das del' Drehung entgegenwirkende :Moment del' Zapfenreibung 

M = 300 . 4,5 = 1350 cmkg. 

2. Spurzapfen (Fig. 39). Die Zapfenbelastung wirkt in del' 
Zapfenachse. Die Druckverteilung ist bei dem eben en Spurzapfen im 
neuen Zustande gleichmaflig. Bei einem aus del' Druckflache heraus­
geschnitten gedachten Sektor (del' hier als Dreieck angesehen werden 
kann), greift also die Mittelkraft aller auf ihn entfallenden Driicke 
. A 2 1m bstande 3' r von del' Zapfenachse an. Bei del' Drehung des 
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Zapfens ist die Abnlltzung zunachst um so groiler, je groiler die 
vVege der betreffenden Punkte sind, also am grollten am Umfange. 
Die Druckverteilung wird hierdurch ungleichmafiig. Der Drehung 
des Zapfens wirkt entgegen beim neuen Zapfen; 

2 
M=u ·Q·_·r 

, 1 3' 

Seilreibung. 

(Reibung von Seilen, Riemen und Bremsbandern am Umfang 
ihrer Scheib en .) 

iji 
-Q) 

I 

Fig. 39. Fig. 40. 

Beispiel. Einfache Bandbremse. 

1. lVlomentengleichung fUr den Bremshebel; 

P. a=52 "b, 
a 

p. 7)= 52' 

2. Momentengleichung fUr die Trommelwelle in deren Gleich­
gewichtslage; 

52 . R + Q. r - 51 . R = 0, 

5 2 ·R+Q.r = 5 
R U 

52 < 51' 

Die Last sucht die Bremsscheibe in der Figur im Sinne des 
Uhrzeigers zu drehen; die Scheibe spannt hierbei das Band an der 
rechten Seite an (51)' auf der anderen Seite wird das Bremsband 
teilweise entspannt (52)' 
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Es gilt die Gleicbung: 

51 = 52. e ll . a . 

Hierin ist: 
e = 2,718 

(Grundzabl des natfirlichen Logarithmensystems). 

,u ist der Reibungskoeffizient zwischen Band und Bremsscheibe, 
a ist der Umspannungswinkel. 

Durcb die Vereinigung und U mrechnung der beiden Gleichungen 
ergibt sich: 

p= Q.r.b 
R.(e ll . a -1).a 

Beispiel. FUr eine Bandbremse nach Fig. 40 ist: 

Q=500 kg, r=125 mm, 

R=250 mm, 

a = 1000 mm, 

ex = 2520, 

b = 50 mm, 
ex 

-360 0 = 0,7, 

!' = 0,18 (Stahlband auf gufieiserner Trommel), 
e l'.« = 2,21. 

500.125.50 
P = 250 . 1,21 . 1000 = 10,3 kg, 

P. a 1000 
52 = -b- = 10,3 . 50 = 206 kg, 

51 = 52. e ll . a = 206.2,21 = 455 kg. 

Riementrieb (Fig. 41). Die Spannung im ziehenden Riemen­
teil ist grofier als diejenige im gezogenen. 

51 = 52. ell . a , 

ex ist der kleinere del' beiden Umspannungswinkel. 
FUr mittlere Verhaltnisse angenahert: 

51 =.- 252 • 

Del' Achsdruck ist daher: 

1) Ubertragene Leistul1g S. 95 .. 
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Die ZIl flbertragende Umfangskraft ist: 

P = 51 - 52 = - 52· 

B. Rollende Reibung. 
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Rollende Bewegllng ist dann vorhanden, wenn der zurUck­
gelegte Weg gleich ist dem zur BerUhrung gekommenen Umfange 
des bewegten Rades (Kugel usw.). An del' Berlihrungsstelle tritt 

Fig. 41. Fig. 4~. 

eine dauernde oder augenblickliche Abflachung des Rades und eine 
Eindrflckung der Bahn ein. Bei der Weiterbewegung muB das Rad 
urn den Pllnkt 0 gedreht werden. Dem widersteht das Moment: 

M=Q.J 
FUr den Beharrungszustand muB sein: 

oder, da a = - r, 
P.a=Q·f 

P.r=Q./ 

f heiBt der KoefJizient der rollenden Reibung. fist 
Die Kugeln eines Kugellagers laufen zwischen 

zwei Laufringen. In Fig. 43 ist eine Kugel des 
Lagers angedeutet. Bei der Verschiebung des oberen 
Laufringes durch die Kraft P ist am oberen und 
unteren Berlihrungspunkte der Kugel rollende Reibung 
Zll fiberwinden. 

P.d=Q.2J 

eine Lange. 

Fig. 43. 

(Das Kugelgewicht ist hierbei vernachlassigt. Die Reibung ist 
oben und unten gleich groB angenommen.) 
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Beispiel. Die Kugeln eines Kugellagers haben d = 15 mm 
Durchmesser. Eine Kugel hat Q = 225 kg zu tragen. Fflr die 
Bewegung von Stahl auf Stahl ist / = 0,005 cm. 

P. 1,5 = 225 . 2 . 0,005, 

P= 1,5 kg. 

Bei gleitender Reibung wilrde sich mit ft = 0,06 ergeben 

P = ft . Q = 0,06 . 225 = 13,5 kg. 

20. Mechanische Arbeit. 
Benennung: mkg oder kgm. 
Bewegt sich eine Kraft P in der Kraftrichtung urn den Weg s, 

so lei stet sie hierbei die mechanische Arbeit 

A=P.s. 

Mechanische Arbeit = Kraft x Weg in der Kraftrichtung. 
Diese Arbeit kann man zeichnerisch darsteUen durch ein 

Rechteck (Diagramm) von der Grundlinie s und der Rohe P. 
Beispiel. 2 cbm = 2000 kg Wasser, die von 8 m Gefalle 

herabsturzen, leisten hierdurch die mechanische Arbeit 

A = 2000.8 = 16000 mkg. 

Mechanische Arbeit wird nicht erzeugt und verschwindet auch 
nicht.1) Es findet vielmehr stets nur eine Umwandlung einer Arbeits­
form in eine andere statt. Ein auf eine Rohe h gehobenes Gewicht Q 

Fig. 44. 

hat infolgedessen die 
Arbeitsfahigkeit 

(Energie der Lage) bei 
dem Rerunterfallen 
von dieser Rohe die 
Arbeit Q . h zu leisten. 
Die gleiche Arbeit ist 
aber vorher aufge­
wandt worden, urn das 
Gewicht zu heben, 

z. B. Triebgewichte einer Uhr. Ebenso hat eine gespannte Feder 
die Fahigkeit, eine bestimmte Arbeit zu leisten, die aber vorher bei 
der Spannung der Feder auf diese flbertragen ist. 

1) Siehe Erhaltung der Energie S. 105. 
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In jeder, auch leer laufenden Maschine wird durch Uber­
windung der WidersHinde: Reibung, Luftwiderstand usw. mechanische 
Arbeit geleistet. Ohne Einleitung von Antriebsarbeit ist die dauernde 
Leistung von Arbeit nicht miiglich: ein Perpetuum mobile gibt es nicht. 

Die an einer Maschine aufgewandte mechanische Arbeit ent­
spricht eioem Strom, der in einer bestimmten Zeit III mkg der 
Maschine zufllhrt. Von dieser Arbeitsmenge verschwindet 
nichts. Wohl aber wird in der gleichen Zeit nur ein Teil .91 mkg 
zu einem beabsichtigten nlltzlichen Zweck, z. B. zum Heben einer 
Last beoutzt: Nutzarbeit oder geleistete Arbeit, wiihrend ein anderer 
Teil von ~ mkg zu der Uberwindung der unvermeidlich in der 
Maschine vorhandenen Widerstiinde verbraucht wird: Verlustarbeit. 

Aufgewandte Arbeit = Nutzarbeit + Verlustarbeit. 

III = 91 +~. 
Das Verhiiltnis 

Nutzarbeit 91 
Aufgewandte Arbeit- = ""if = 1] 

hei6t der mechanische Wirkungsgrad einer Maschine. 
Stets ist 

1]< 1. 

Die stets senkrecht zur Kurbel wirkende Kraft P hat bei 
einer Umdrehung der Kurbel auf diese die mechanische Arbeit 

Ill=P.2an 
Ilbertragen. 

Wird hierdurch in der gleichen Zeit ein Ge­
wicht Q um dieHiihe gehoben, so entspricht das der 
Nutzarbeit: 

91=Q. h. 

Der Unterschied l-t--h-l-+-
ist die Verlustarbeit, d. h. die fIlr den geplanten Fig. 45. 

Zweck nicht ausnlltzbare Arbeit. 

Beispiel. Kurbeldruck eines Mannes P = 10 kg; Arm der 
Handkurbel a = 400 mm. Bei einer Umdrehung auf die Kurbel 
Ilbertrageoe Arbeit: 

III = 10 . 2 .0,4. n = 25,13 mkg. 
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Werden hierdurch 100 kg um 0,2 m gehoben, so betragt die 
Nutzarbeit: 

91 = 20 mkg. 

Dann ist die Verlustarbeit: 

~ = 5,13 mkg. 

Der mechanische "\Virkungsgrad ist: 

20 
1) = 25,13 = -' 0,8. 

21. Einfache .lIas chinen. 
A. Hebel. 

a) Einarmiger Hebel. Kraft (P) und Last (Q) wirken beide 
yom Drehpunkt (0) aus gerechnet an derselben Seite des Hebels. 

~-------O-------'~i , 

Fi~. 46 a. Fig. 46b. 

Beispiel. Sicherheitsventil eines Dampfkessels. Gleichgewicht 
ist vorhanden, ,wenn 

P.a=Q.b, 
P b 
0-=(1' 

Eigengewichte von Venti! und Hebel sind hier der Einfachheit 
halber vernachlassigt. 

Kraft und Last verhalten sich umgekehrt wie ihre Hebelarme. 
Reibungswiderstande sind hierbei wegen der Lagerung des 

Gestanges in Schneiden praktisch zu vernachlassigen. 

b) Zweiarmiger Hebel. Der Drehpunkt liegt zwischen Kraft 
und Last. . 

Beispiel. Balancier zum Antrieb der Luftpumpe einer stehen­
den Dampfmaschine. 

Gleicharmiger Hebel: die Hebelarme von Kraft und Last 
(Widerstand) sind gleich. 
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Ungleicharmiger Hebel: die Hebelarme von Kraft und 
Last sind nicht gleich. 

Die auf den Hebel bei einem 
Rube iibertragene Arbeit ist 

P.s, 
die Nutzarbeit ist 

Q.h. 

An dem linken Endzapfen 
das Balanciers wirkt der Rei­
bungswiderstand 

die von diesem bei einem Rube 
aufgezehrte Reibungsarbeit ist 

111 • Q . r1 . u. 
Es bedeutet 

r1 den Zapfenhalbmesser, ~ 

u den Ausschlagswinkel des Fig. 47 a. 
Stangenkopfes am Zapfen 

(z. B. fiir u = 18° ist der Bogen r1 . u = 210 desZapfenumfangesusw.). 

Die Belastung des Mittelzapfens vom Ralbmesser r 2 ist 

P+Q. 

Fig. 47b. Fig. 47 c. 

Verlustarbeit am Mittelzapfen: 

111 . (P + Q) . r2 • u. 

Entsprecbend ist die Verlustarbeit am rechten Zapfen 

1l1· P . ra· u. 
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Fiihrungsrolle (Feste Rolle) ist ein zweiarmiger Hebel, 
wird durch die Seilbiegungswiderstande aus einem gleicharmigen zu 
einem ungleicharmigen Hebel. 

Theoretisch: 
Pt=Q. 

Praktisch: 
d 

PIC. a = Q . b + (P + Q) 111 . 2' 
d 

. b + ,U l ' 2 
P ... =Q·- d' 

a - ,u l '2-

P ... =Q.k. 

Fig. 48. Fig. 49. 

Mechanischer Wirkungsgrad: 1) 

Pt 
11 = --P.,,, 

1 
k=-· 

11 

i1r tpw if . 
~b-+IL~ . . I 
I . , 

Fig. 50. 

Die Wege von Kraft und Last sind gleich groB: 

s=h. 

Lose Rolle. Theoretisch: 

Praktisch: 

Q S=Pt =-_··· 
2 

P w = S.k, 

1) Siehe auch "Mechanische Arbeit" S. 29. 
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EJW = 5 
k ' 

Pw+S=Q, 

P,e(l + i) = Q, 

P".= f+~, 
'" ist abhiingig vom Verhiiltnis 

Seilstarke 
Rollendnrchmesser 

Bei Drahtseilen ist die Drahtstarke von grotier Wichtigkeit. 
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Der Weg der Kraft ist doppelt so groti wie der Weg der Last: 

s= 2h. 

Beispiel. TIber eine Fllhrungsrolle vom Durchmesliler D= 400 mm 
lauft ein Drahtseil, an des sen freiem Ende eine Last Q = 700 kg 
angehangen ist. Das ablaufende Seilende ist senkrecht nach abwarts 
gefUhrt angenommen. Der Zapfendurchmesser ist d = 40 mm. Das 

b 
Verhiiltnis - = 1,04 sei durch Messung bestimmt. Dann ist 

a 
b = 204 mm, 
a = 196 mm. 

Der Zapfenreibungskoeflizient ist: 

!tl = 0,08. 

Es ergibt sich die Antriebskraft: 

20,4 + 0,08 . 2 
Pw = 700 19,6 - 0,08.2' 

P,e = ~ 740 kg. 

Der Rollenzapfen ist belastet durch: 

P w + Q = 1440 kg. 

Das Moment des Reibungswiderstandes am Zapfen ist: 

M = 1440.0,08 . 2 = 230 cmkg. 

Fur die ForderhOhe 1 m betragt die Antriebsarbeit: 

2l = 740 mkg, 
v 0 g d t, Mechanik. 3 
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die Nutzarbeit: 
91 = 700 mkg, 

die Verlustarbeit: 
~ = W - 91 = 40 mkg, 

der mechanische Wirkungsgrad: 

91 700 
1J = W = 740 = 0,95. 

Rader- Ubersetzungen. 
Bei zwei miteinander arbeitenden Zahnradern, deren Teil­

kreisdurchmesser d1 und d2 in der Fig. 51 angegeben sind, kommen 
in der gleichen Zeit gleiche auf den Umfangen gemessene Langen 
in Beriihrung: 

n . d1 • n 1 = n . d2 • 112 , 

n 1 d 2 • 

n 2 d] 

n 1 und n2 bedeuten die Umgangszahlen der Rader. 

Fig. 51. 

~"" .u//~ 

Fig. 52. 

Die Umgangszahlen zweier miteinander arbeitender 
Zahnrader verhalten sich umgekehrt wie deren Teilkreis­
durchmesser. 

Ebenso gilt auch 
n 1 Z2 
~== ... -.-, 
n 2 Zl 

wenn Zl und Z2 die betr. Zahnzahlen bedeuten. 
An der Beriihrungsstelle beider Rader werden Zahndriicke (Z) 

hervorgerufen, die gleich groil, aber (als Kraft und Gegenkraft) ent­
gegengesetzt gerichtet sind. 

Trommelwelle mit Kurbel. 
Momentengleichung: 

K.a=Q.R, 



Kurbelkraft: 

Fig. 53a. 

Einfache Maschinell. 

K=Q·R. 
a 

R 
_.~ ._ . ..1.. __ 
~ 

Fig. 53b. 

tL 

J 

Riiderwinde mit 1 Vorgelege. 
Momente an der Trommelwelle: 

Q.R=Z.r2' 

Q.R=z. 
r2 

Momente an der Kurbelwelle: 

K.a=Z.r1 , 

K.a=Z 
r 1 ' 

Also ist: 

K.a Q.R 
--=--. 

r 1 r 2 

Kurbelkraft(thoretisch) : 

R r 1 Kt=Q·-·-· a r2 

Die wirklich erforder­
liche Kurbelkraft ist: 

R r 1 1 Kw=Q·_·_·-· 
a Y2 '1J 

Fig. 54. 

1J ist der Gesamt-Wirkungsgrad der Winde, 
'1J1 = Wirkungsgrad der Trommelwelle, 
'1J2 = ,. " Kurbelwelle und der Zahnrader. 

3* 

35 
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Dann ist 
1J = 1Jl . 1J2· 

Der Gesamtwirkungsgrad einer Maschine ist gleich 
dem Produkt der Wirkungsgrade der einzelnen Teile. 

Beispiel. Mit einer Winde sollen Lasten bis Q = 500 kg 
gehoben werden. Der Trommelhalbmesser ist R = 125 mm, Kurbel­
arm a = 400 mm. Der Gesamt-Wirkungsgrad ist 1J = 0,87. Es 
sollen 2 Mann mit je 15 kg Kurbelkraft arbeiten. Dann ist die 
erforderliche Rader-Ubersetzung: 

r 1 K. a . 1J 30 . 400 . 0,87 1 
r 2 = Q. R- = 500 . 125 = 6 . 
Raderwinde mit 2 Vorgelegen. 

Die erforderliche Kurbelkraft 1) ist 

Q. 

Kw = 0 . _!! .!! . rs . ~. 
- a r2 r4 1J 

Fig. 55. 

- I( 

\ 
Die Gesamttlber­

setzung ist gleich dem 
Produkt der Teiltlber­
setzungen .. 

Bei 1t Kurbelum­
drehungen betragt die 
an der Maschine aufge­
wendete Antriebsarbeit 

~ = Kw . 2 a . IT • n. 

Hierdurch wird die 
Last um h gehoben. Es 
ist also die geleistete 
N utzarbeit: 

'1l = Q. h. 

B. Schiefe Ebene. 
I. Auf den auf der schiefen Ebene liegenden Korper wirken 

die Krafte: 

') Fiir die Ermittelung werden ebenso wie vorher die Momenten­
gleichungen fUr die einzelnen Wellen aufgestellt. Die Zahndriicke sind 
dann wieder paarweise gleich. 
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1. Parallel zur schiefen Ebene 
nach abwarts 

Q. sin a, 
nach aufwarts 

Q. cos a. p,. 

Die Reibung widersteht dem Abgleiten. 
Abgleiten findet statt, wenn 

Q . sin a > Q . cos a . p,. 

Gleichgewicht ist vorhanden, wenn 

Q . sin a < Q . cos a . p, 
und wenn 

Q . sin a = Q . cos a . IU, 

tga=p" 

tg a = tg (1. 

Dann ist der Nei­
gu ngswinkel a der schiefen 
Ebene gleich dem Rei­
bungswinkel 

, , 
''"'''~----b -----,-', 

. h 
sma= /' 

h 
tga=b-; 

Fig. 56 (ohne Reibung). 

h ist die Rohe oder Steigung der schiefen Ebene, 
/ ist die Lange der schiefen Ebene. 

2. Senkrecht gegen die schiefe Ebene. 

Q. cos a. 
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II. Der Korper vom Gewicht Q solI durch die wagerecht 
wirkende Kraft P auf der schiefen Ebene gehoben werden. (Eine 
mit Q belastete Schraubenmutter solI auf der Schraubenspindel in 
die Rohe geschraubt werden.) (Fig. 57.) 

Schranbe. 

Die geometrische Schraubenlinie ist entstanden zu denken 
durch das Aufwickeln des Steigungsdreiecks auf einen Zylinder. 

P. cos a = Q . sin a + p, . (Q . cos a + P . sin a). 
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P = Q (sin a + p, . ~os a), 
cos a - p, . sm a 

sin (! 
p, = tgl/ = --, 

cos 1/ 

P=Q· 

sin a . cos (! -1- sin (! . cos a 
cos (! 

cos a . cos (! - sin (! . sin a 
cos (! 

P= Q. tg~a +1/). 

Fig. 57. 

Drehung der Schraube: 
An der Schraube ist P im Abstande r des mittleren Gewinde­

halbmessers wirkend angenommen. 

I' 

------.! 

I .--a.,I-----' 

'---to--' 
Fig. 58. Fig. 59, 

h . 
T=sma, 

2 r. n 
-,-=cosa, 

p=Q.h+p,.2r.n, 
2r.n-p,.h 

P:!=K 
a ' 
K=Q. ~. h+p,.2r.n, 

a 2r.n-p,.h 
'I" 

K = Q . - . tg (a + 1/). a 
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Kist die Kraft, welche am Rebelarm a die Schraube unter 
der Last Q dreht. (Reben der mit Q belasteten Spindel in der 
Mutter.) 

Damit die Last urn eine Ganghohe gehoben wird, mufi die 
Schraubenspindel einmal herumgedreht werden. Dann ist die An­
triebsarbeit 

m = K. 2 a . IT = P. 2 r. IT, 

die Nutzarbeit 
'Jl = Q. h. 

Die Verlustarbeit ist: 

~ = (P. sin a + Q. cos a) f.J, .1. 

Fig. 60. 

Die erforderliche An­
triebsarbeit ist so grofi, als 
wenn die Schraube zwar 
keine Reibungswiderstande, 
statt deren aber fUr a 

den grofieren Steigungswinkel a + e und statt It die Steigung hi 
besafie. 

III. Die auf der schiefen Ebene betindliche Last Q soH der 
wagerecht wirkenden Kraft P das Gleichgewicht halten. 

Ohne Reibung: 
P 

Ot=--· - tga 
Mit Reibung: 

P 
Qw = tg (a - e) = 

[Ansatz: Q. sin a - Q. cos a. f.J, - P. sin a. ,u - P. cos a = 0]. 

Qt 
'1=--' Qw 

= tg (a - e) . 
tga 
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Bei del' Schraube entspricht das del' Drehung del' Spindel 
durch die Last Q. Bewegung der Schraube durch die Last ist nul' 
maglich, wenn 

a> (I. 

Zum Festhalten und zum gleichmalHgen Senken der Last ist 
erforderlich: l' 

K' = Q. - . tg (a - (I). 
n 

Hierbei ist del' Einfachheit hal bel' angenommen, daB del' 
Reibungskoeffizient del' Ruhe gleich ist dem Reibungskoeffizienten del' 

Bewegung. Fiir a = (I ist K' = 0. 

\Venn 

a < (I, 

Fig. 62. 

bleibt die Last in jeder Lage 
stehen. Dann besitzt die Schraube 
Selbsthemmung. 

Zum Sen ken der Last ist die Kraft 

r 
K' = Q . a . tg (a - (I) 

erforderlich. 
K' ergibt sich jetzt negativ, d. h. es mull die entgegengesetzte 

Richtung haben wie oben. Siehe Beispiel S. 4l. 
Beispiel. Eine Hubschraube (Fig. 59 und 60) hat den Kern-

durchmesser 
d= 44 mm, 

den aufieren Durchmesser 

die Steigung 
D= 54 mm, 

h = 10,6 mm, 

den mittleren Gewindehalbmesser 

r= 24,5 mm. 

h 10,6 
tg a = 2 r. n = T53,9 = 0,069, 

a = 4°. 
Dem Reibungskoeffizienten 

,u =0,1 
entspricht del' Reibungswinkel 

(I = 5° 50', 
a + (I = 9° 50'. 
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Am Hebelarm 
a=lm 

solI die Kraft K wirken und die Last he ben. 

r K = Q . a . tg go 50', 

Q = 6000 kg. 

24,5 
= 6000 . 1000 . 0,17 = 25 kg, 

Zum Senken der Last ist am Hebelarm a erforderlich: 

r 
K' = Q . - . tg (a -e). 

a 
a .- 12 = - 10 50', 

tg - 10 50' = - tg 10 50' . 

K 24,5 
'=6000· 1000 . (- 0,032) = - 4,7 kg. 

Fig. 63a. Fig. 63b. 

B ewegungsschrau ben. 
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Flachgangiges Gewinde. Auf 1 qcm der Flache des Gewinde­
ganges wirkt der Druck N senkrecht gegen diese Flache. 

Senkrechte Seitenkraft: 

N. cos a = pl. 
\Vagerechte Seitenkraft: 

N. sin a. 

Die einzelnen wagerechten Seitenkrafte, die auf einen voUen 
Gewindegang wirken, heben sich gegenseitig auf. 

Das ganze Gewinde habe f qcm Flache. Dann ist: 

f.pl=Q. 
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Q ist die Belastung der Schraube. Bei der Bewegung der 
Schraube ist zu tiberwinden der Reibungswiderstand 

Q f'.f.N=u·--· 
I cos a 

B efes tig u ng s schr au ben. 

Scharfgangiges Gewinde. Auf 1 qcm der Gewindefl.ache senk­
recht gegen diese Flache wirkt der Druck N. Dessen Seitenkrafte 
sind wie oben: 

N. cos a =pl, 

N. sin a. 

Die Kraft Pi wirkt hier aber nicht senkrecht, sondern um 
den Winkel fI gegen die Schraubenachse geneigt. Die Wirkungs­

Fig. 64. 

linie von P' schneidet die Schraubenachse 
unter dem Winkel fl. pi, ergibt also die 
senkrechte Seitenkraft: 

P'. cos fl. 
Also mufi sein: 

f. Pl. cos fI = Q. 
Bei der Bewegung der Schraube zu 

tiberwindender Reibungswiderstand: 
pi 

tl ·f· N= f' ·f· --, 
I cos a 

u·f·N=,J,· Q 
I r cos a . cos /I 

Ftir Whitworth-Gewinde ist: 

fI = 27 0 30', 

cos fI = 0,88, 

1 
-fl =-1,13. cos 

Der bei der Bewegung der Schraube zu l1berwindende 
Reibungswiderstand ist also fiir Whitworth-Gewinde - 1,13 mal so 
grofi als fl1r Flachgewinde. Also ist auch der dem Visen entgegen­
wirkende Widerstand bei scharfgangigem Gewinde grofier als bei 
Flachgewinde. 
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Keil. 
Spaltwirkung des Keiles. 

a Keilrucken. 
b, b Keilseiten. 
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Die Drucke D, D weichen wegen der an den Seiten auf­
tretenden Reibung urn den Reibungswinkel fl von der FIachen-

Fig. 65a. Fig. 65b. 

Senkrechten abo Bei gleichformiger Bewegung des Keiles mussen 
die drei Krafte D, P und D miteinander im Gleicbgewicht sein. 

P=2Dsin(a+fl)· 

Anwendung: Scbneid-
stahle. (Bei den Schnellschnitt­
stahlen nimmt man an, daH, 
wie in der Fig. 66, das Material 
abspaltet, ohne die Schneidkante 
zu bertihren.) 

D 1 =-D2• Fig. 66. 

P sin a drtickt den Stahl gegen das Werksttick. 
P cos a schiebt den Stahl (oder das Werkstuck) parallel zur 

Arbeits:tlache vorwarts. 

Keil verbind ung. 
Sicherheit gegen selbsttatige Losung des Keiles. 

Zum Losen des Keiles ist erforderlich die Kraft: 

P = D 1 • sin (fl- a) + D 2 • sin fl· 
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Eine selbsttiitige Losung des Keiles wtlrde eintreten, wenn er 
bereits durch die Kraft 

Fig. 67a. 

p=o, 
also nur durch die an der Stange 
ziehende Kraft Q, aus der HUlse 
herausgetrieben werden wiirde. 

Fig. 67b. 
Schema der auf den Keil wirkenden Krafte. 

Dl sin ((! - a) + D2 sin e = 0, 
D2 sin (! = - Dl sin ((! - a), 

D2 cos e = Dl . cos ((! - a), 

D - D . ~~~Je - a). 
2 - 1 cos e 

cos (e - a) . . 
D1 · _·cos e -- . SIll e = - Dl SIll (e - a), 

d. h. es mull sein: 

sin (e - a) tge = --_ .. _----, 
cos ((! - a) 

tg e = - tg ((! - a), 

tge=tg(a-e), 

(! = a- e, 
2 (! = a, 

a S: 2 (!, 

damit die Keilverbindung Selbsthemmung besitzt. Wenn 

a >2e 
wiire, so wlirde der Keil durch den an der Stange wirkenden Zug 
(Q) aus del' H1ilse herausgedriickt werden. 



II. Festigkeitslehre. 

1. Zugfestigkeit. 
Ein durch Q nach Fig. 68 belasteter Stab wird urn f ver­

Hingert. Das Verhliltnis 

{" = Ii = VerHingerung der Langeneinheit 

heint Dehnung. Mit der Verlangerung hangt zusammen eine Ver­
minderung des Querschnittes. An der Stelle, an welcher bei Steigerung 
der Belastung schlieiUich das Zerreiilen ~-l r-
erfolgt, bildet sich vorher eine be-:%; ~~~~~ 
sonders starke EinschnUrung. Der 
schwachste Querschnitt heint der ge-
fahrliche Querschnitt. 

Q 
p=k 

heint die Beanspruchung (hier die 
wirklich hervorgerufene) des Mate­
riales. Es ist hierbei angenommen, 
dati die Beanspruchung an den ver­
schiedenen Stellen eines Querschnittes 
die gleiche ist. 

Benennung: kg/qcm. 
Fig. 68. 

Beanspruchung oder Spannung = Belastung der Flacheneinheit 
(gewohnlich 1 qcm). 

Das H 0 0 k e sche Gesetz besagt: 
Die Dehnungen sind proportional den Spannungen. 

Ii=a.k. 
a ist die De h nun g s z a h l. Sie gibt die Verlangerung eines 

Stabes von 1 cm ursprUnglicher Lange und 1 qcm urspriinglichem 
Querschnitt durch die Last 1 kg. 
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1 
-=E 
a 

ist das Elastizi tatsmafi. 

Das Hookesche Gesetz gilt nur beschrankt (fur mafiige Be­
lastungen) und angenahert, fur GuBeisen gar nicht. 

Die Dehnungen konnen elastische oder bleibende sein. 1st 
das letztere der Fall, so ist die Elastizitatsgrenze des be­
treffenden Materials durch die Belastung uberschritten worden. Die 
Grenze der Beanspruchung, bei welcher ein ZerreiBen eintritt, heillt 
die Zugfestigkeit. Die zulassige Beanspruchung ist geringer als 
die Festigkeit. Das Verhaltnis 

Festigkeit 
"---,---------

zulassige Beanspruchung 

heiBt Sicherheitsgrad. 

Der gefahrliche Querschnitt ist derjenige, in welchem 
infolge zu groBer Belastung die ZerstOrung eintreten wurde. 

Drei Belastungsfalle: 
a) Ruhende Belastung. Die Belastung wirkt dauernd in gleicher 

GroBe nach derselben Richtung. 
b) Die Belastung wirkt stets nach derselben Richtung. Die GroBe 

der Belastung andert sich zwischen 0 und einem groBten Wert Q 
c) GroBe und Richtung der Belastung andern sich. 

Die Verlangerung ist bestimmt durch die Formel: 

d. h. die Verlangerung ist urn so groBer, je groBer die Belastung 
und die Stab- oder Faserlange, je kleiner aber gleichzeitig der Stab­
querschnitt und je kleiner das Elektrizitatsmafi des betreffenden 
Materiales ist. 

Es ergibt sich die Dehnung: 

Die Berechnung eines auf Zug beanspruchten Korpers erfolgt 
nach der Formel: 
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Es bedeutet: 
Q die Last in kg, 
F den gesamten, auf Zug beanspruchten (gefahrlichen) Querschnitt 

in qcm, 
k. die zulassige Zugbeanspruchung in kg/qcm. 

Der auf Zug beanspruchte Querschnitt Jiegt 
senkrecht zur Kraftrichtung. 

Beispiel. Eine Gliederkette solI die Last 
Q = 1000 kg tragen. Die in den Querschnitten / 
hervorgerufene Zugbeanspruchung solI nicht griiiler 
sein als k. = 600 kgJqcm. 

Q = F. k., 

Fig. 69. 

11: • d'l 
F = 2 . / = 2 . -4-' 

1000 
2./= 600' 

erforderlich : /= 0,83 qcm, 

gewahlt nach Tabelle /= 0,95 qcm, d= 11 mm. 

2. Druckfestigkeit. 
Die Last ruft eine Verkllrzung und im Zusammenhang dam it 

eine Vergriiilerung des Querschnittes an dem beanspruchten Kiirper 
hervor. 

Der auf Druck be­
anspruchte Querschnitt F 
liegt senkrecht zur Kraft­
richtung. 

Bei der Berllhrung 
Fig.70a. Fig.70b. 

von zwei verschiedenen Materialien ist ausschlaggebend kd des 
weniger festen Materiales. Siehe Fundamentflache des gemauerten 
quadratischen Pfeilers (Fig. 71). 

Druckfestigkeit und Sicherheitsgrad entsprechend wie oben bei 
Zug. Berechnet wird nach der Formel: 

Q=F.kd. 

Bei einem nach der Fig. 72 durch Q belasteten Zapfen rechnet 
man als gedrllckte Flache 

F=I.d, 

d. h. die Projektion des Zapfens. 



48 FestigkeitslehI'e. 

Unter der Annahme, dail die Sehale den Zapfen am halben 
Umfange berfihrt, sind die naeh dem Mittelpunkt geriehteten 
Flaehendriieke von versehiedener Groile. Die Druekverteilung il'lt 
dureh die Fig. 38 angedeutet. 

Der Flaehendruek des gegebenen Zapfens wird bereehnet naeh 
der Formel: 

P=~· I. d 
NB. In Wirkliehkeit berfihrt die Sehale den Zapfen nieht am 

halben Umfange, sondern nur im oberen Teile. 

Beispiel. Ein gemauerter Pfeiler von quadratisehem Quer­
sehnitt ist mit Q = 20000 kg belastet. 

--. 
Fig. 71. Fig. 72. 

FUr Ziegelmauerwerk in Zementmortel ist zulassig: 

k,l = 12 kg/qem, 

-. / 20000 
a = V---u- = 41 em, 

wegen des Steinmaties gewahlt: 

a = 51 em (2 Steine mit Fugen). 

FUr den Baugrund ist zulassig: 

kd = 2 kg/qem, 

b = V 20 ~oo = 100 em, 

gewahlt: 
b = 103 em (4 Steine mit Fugen). 

Beispiel. Ein Kurbelzapfen (Fig. 72) hat die Maile 1= 95 mm, 
d = 75 mm und ist dureh die Kraft 5 = 4100 kg belastet. Die 
Druekbeanspruehung des Zapfens ist: 

ka __ 4100 
---=-c:;--;:---=--- = .- 58 kg/qem. 
7,5.9,5 
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3. Scherfestigkeit (Schubfestigkeit). 
Die Querschnitte, in denen infolge zu groller Belastung 

schlielllich eine Trennung eintritt, werden parallel zu einander ver­
schoben. 

Die auf Abscherung beanspruchten Querschnitte liegen parallel 
zu der Kraftrichtung. 

Bei dem Stanzen eines Loches wird der Querschnitt 

F=n.d.s 

auf Abscherung beansprucht. 
Die Kraft Q ergibt sich aus der Formel: 

Q=F. K •. 

Hierin bedeutet K. die Scherfestigkeit. 
Ein auf Abscherung beanspruchter 

Maschinenteil ist zu berechnen nach der 
Formel: 

Q=F.ks. 

Beispiel.. Ein Flulleisenblech hat 
die Scherfestigkeit K. = 4000kg/qcm. 
Die Blechstiirke ist s = 10 mm. Zum 
8tanzen eines Loches vom Durchmesser 
d = 12 mm ist erforderlich die Kraft: 

~ 
I 

Fig. 73. 

Q = s. n. d. 4000 = 15000 kg. 

4. Biegungsfestigkeit. 
A. Freitriiger mit Einzellast. 

Der nach Mallgabe der Fig. 74 und 75 belastete Triiger von 
ursprtlnglich gerader Achse wird durch die Last gekrtlmmt. Hier-

Fig. 74. Freitriiger mit Einzellast. 

bei werden zwei beliebige ursprtlnglich einander parallele Quer­
schnitte Fl und F2 gegeneinander gedreht. Es ist angenommen, 

Vogdt, Mechanik. 4 
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dall beide Querschnitte vor und nach der Biegung eben sind. Bei 
der gegenseitigen Drehung beider Querschnitte werden die sie ver­
bindenden Materialfasern teils verlangert, teils verktirzt. Die erste 
Fasergruppe erleidet also Zugspannungen (hier in der oberen Quer­
schnittshalfte), die zweite Fasergruppe erleidet Druckspannungen 
(hier in der unteren Querschnittshalfte). Da die Dehnungen und 
Verkurzungen aber nach der Mitte zu abnehmen, so mull nach dem 
Hookeschen Gesetze geschlossen werden, dall auch die Zug- und 
Druckspannungen nach der Mitte zu abnehmen und dafi in der 
Ebene 00 gar keine Spannungen hervorgerufen werden. Neutrale 
Faserschicht. Neutrale Achse n n ist deren Schnittlinie mit dem 
Querschnitt. 

Die grofiten oben und unten hervorgerufenen Spannungen 
dUrfen, damit das Material nicht tiberanstrengt wird, nicht grofier 

(J. 

sein als die zulassigen Spannungen k. 
~l-.. 1f,.... und ka. Die in der Entfernung y 

Fig. 75. 

von 00 hervorgerufene Zugspannung 
ist dann 

Y 
k.· e' 

In dem beliebigen Querschnitt F2 
wirkt das Moment (Fig. 76a) 

Mx=Q.x. 

Zeichnerische Darstellung der Biegungsmomente 
am. Freitrager mit Einzellast (Fig. 76b). 

Das grofite Biegungsmoment 

M=Q.1 

wirkt in dem Einspannungsquerschnitt. Es wird unter dem ge­
fahrlichen Querschnitt in einem beliebigen Mafistabe, z. B. 

1 mm = 1 mkg, 

aufgetragen. Dann geben in dem Momentendreieck die Senkrechten 
unter den anderen Balkenquerschnitten die dort hervorgerufenen 
Biegungsmomente in demselben Mafistabe an. Siehe z. B. Q. x. Die 
Spitze des Momentendreiecks liegt unter dem Angriffspunkt der Last. 

Damit in dem Querschnitt F2 nicht der rechte Balkenteil von 
dem linken getrennt wird, mussen die allgemeinen Gleichgewichts­
bedingungen ftir den rechten Balkenteil erffillt sein: 
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1. Summe aller senkrechten Seitenkriifte gleich O. 

In dem Querschnitt wird ein nach oben wirkender Scher­
widerstand Q hervorgerufen. 

2. Summe aller wagerechten Seitenkrafte gleich O. 

In F2 wirken auf den rechten Balkenteil nach links aIle 
Zugspannungen und nach rechts aIle Druckspannungen. Auf aIle 
gleich weit von 00 entfernten Punkte wirken gleiche Spannungen 
(Zug- oder Druck-). (Fig. 77.) 

Auf den beliebigen Streifen F wirkt die innere Kraft (hier Zug): 

k 
-·y·F. e 

Die Summe 

k k 
~'. -'y' F=-· ~"y' F e e 

aller dieser wagerechten Krafte 
kann aber nur dann 0 sein, 
wenn 

J:.y.F=O, 

d. h. die Summe der statischen 

11-*-" --l 

Fig. 76a. 

f 
M-a.~ 

t 
Momente aller Streifen, bezogen Fig. 76b. 

auf die neutrale Achse, Null 
ist. Hieraus ergibt sich die Bedingung: 

Die neutrale Achse geht durch den Schwerpunkt des 
Querschnittes. 

3. Summe aller statischen Momente in bezug auf irgend einen 
Drehpunkt gleich O. 

\l3 als Drehpunkt angenommen. 

1m Uhrzeigersinn dreht Q . x. Gegen den Uhrzeiger drehen 
die Zug- und Druckspannungen. Das Moment einer im Abstand y 
von 00 wirkenden Zugspannung ist 

y y2 
Rz . - . y = kz . ---. 

e e 

Also hat die auf einen Strei.fen F wirkende Zugkraft das 
Moment: 

4* 
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kz .y2. F 
e ' 

kz =kcl= k. 

Also ist die Summe aller dieser Momente, die sich fUr die 
einzelnen Streifen ergeben: 

k Q . x = }; . - . y2 . F, 
e 

k .~ 

- --!{----- --
= - . 1:. y2 . F.l) 

e 

Fig. 77. 

Die Summe 

l:.y2. F=J 

heillt das aquatoriale Tragheitsmoment2) 

des betr. Querschnittes. 
Benennung: cm'. 

k.J 
Mx=Q.x=--, e 

J Tragheitsmoment 
e Abstand der auBersten Faser von 00' 

= Widerstandsmoment = W. 

Benennung: cm ll. 

Die Spannung k entspricht hier der zulassigen Biegungs­
beanspruchung kb• 

Bei Gu6eisen ist fUr kb ma6gebend die zuli!ssige Zug­
beanspruchung, weil diese geringer ist als die zuIassige Druck­
beanspruchung. 

Bei Gufieisen soIl auf Zug diejenige Seite des Querschnittes 
beansprueht werden, die der neutral en Achse am nachsten liegt. 

Zu rechnen ist nach der Biegungsformel: 

M= Q.l=W.kb. 

FUr ein gegebenes Biegungsmoment ist also das erforderliche 
Widerstandsmoment (und damit die Balkenstarke) zu berechnen: 

M W=-,;;. 

1) Y hat fiir jeden einzelnen Streifen einen anderen Wert. 
2) Siehe Tragheitsmomente S. 53. 
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B. Triigheitsmomente und Widerstandsmomente. 
1. Ein Rechteck b. h ist nach Fig. 78 in vier gleiche Streifen 

b . a geteilt. Die Schwerpunkte der einzelnen Streifen 11, h, Is, 14 
haben von der Grundlinie die Abstlinde Yu Y2' Ys, Xl: 

a 
Yl=2' 

3a 
Y2=T' 

5a 
Ys=T' 

Fig. 78. 

7a 
Y-l=T· 

Es ist das liquatoriale Trligheitsmoment in bezug auf die 
Grundlinie: 

J' I" 2 I" 2 I" 2 I" ') b (a2 9 a2 25 a2 49 a2) 
=J1·Yl +J2·Y2 +Js·Ys +J4·Y4"= .a 4+4+-4-+-4- , 

84 
=b·all·T' 

h 
a=4' 

b.h8 84 
=64·4' 

b. h3 

= 11,047· 

Filhrt man filr dasselbe Rechteck die entsprechende Rechnung 
bei einer Teilung in 6 gleiche Streifen durch, so ist: 

J' - , 2 + I" 2 + I" 2 _ b . h3 
- Jl·Yl J2 ·Y2 .. ·J6 ·Y6 - 1302' , 

flir 8 gleiche Streifen: 

J' - I" 2 + ' 2 + I" 2 __ b . h8 
- Jl·Yl J2 ·Y2 .. ·JS ·ys - 301' , 

filr sehr viele sehr schmale Streifen: 
'_I 2+, 2+ I" 2_b.~ J - l·Yl J2·Y2 ... In·Yn -~. 
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2. Die Schwerpunkts - Entfernungen der einzelnen, z. B. 
4 Streifen, werden auf die wagerechte Schwerachse des ganzen 
Rechteckes bezogen. Es wird die entsprechende Summe gebildet: 

(9 a2 a2 a2 9 a2) 
f1' X12+/9 ·X22+/p,·xs2+/4,x42=b·a· 4+4+4+4' 

Und zwar sind: 1) 

.... ' .---rj b --" 

Fig. 79. 

3 
X 1 =-2' a, 

a 
X8=2' 

3a 
X 4 =2' 
}= 5b. a3, 

h 
a=4' 

b. h3 
}=---. 

12,8 

Wenn wieder statt4 Streifen sehr viele und sehr schmale 
Streifen gewilhlt werden, so ergibt sich: 

Jist das ilquatoriale Tragheitsmoment des Rechteckes, 
bezogen auf des sen wagerechte Schwerachse. 

Das auf die wagerechte Schwerachse bezogene Widerstands­
moment des Rechteckes ist: 

J 
W=h"' 

2 

1) Siehe auch: Zusammenhang der auf verschiedene parallele Achsen 
bezogene Tragheitsmomente. S. 55. 
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3. Zusammenhang der auf verschiedene parallele Achsen be­
zogenen Trligheitsmomente. 

Nach Fig. 78 und 79 sind: 

A 

Yl =x1 + c, 
Y2= x2 + C, 

Y3 =xs+c, 
Y4=X4 +c, 

------44-~J ,----------- I ~-------+1-- -f~=:--=:=~-3-
'-_0- 1 4---lJ~ 

C 

L __________________ _ 
Fig. 80. 

A 

Xl und x2 sind hier negativ, weil nach unten gerechnet. Dann ist 
das auf die Grundlinie bezogene Trligheitsmoment: 

JI = (/1 . X 12 + /2. X",2 + fq . XS2 + /4. X42) + 
+ 2 C (/1 . Xl +/2 . X", + Is . Xs + h . X 4) + c2 (/1 +/2 + /s +/4)· 

j"'E---O~----l"~, 

J 
Fig. 81. 

Der in der mittleren Klammer stehende Wert ist 0 als Summe 
der statischen Momente der einzelnen Fllichenteile bezogen auf die 
Schwerachse der ganzen Flache. Es ergibt sich: 

JI =J+ c2 • F. 
Hierin bedeutet F die ganze Flache. 
Das auf die Achse A, A bezogene Tragheitsmoment des Recht­

eckes in Fig. 80 ist in der Lage 1 das gleiche wie in der Lage 2: 

b. h3 
JI = -12-- + c2 • b . h. 
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Die Tragheitsmomente eines zusammengesetzten Querschnittes 
werden nicht verandert, wenn die einzelnen Querschnittsteile parallel 
zur Schwerachse des ganzen Querschnittes verschoben werden. 

Berechnung des Trligheitsmomentes eines znsammengesetzten 
Querschnittes. 

Beispiel. T-Querschnitt. 
Zerlegung in zwei Rechtecke: 

..... ,<i-----If-,lJ.---, /1 = bl . hi Schwerpunkt Sl' 

Fig. SB. 

/2 = b2 • h2 " S2' 

Tragheitsmomente der Rechtecke 
bezogen auf die eigenen Schwerachsen: 

. bl ·hl S 

'1 =-rz-' 
. b2 • h28 

'2 = -rz--' 
Tragheitsmomente der Rechtecke 

bezogen auf die Schwerachse des ganzen Querschnittes: 

• I bl • h13 ., b h 
'1 = -rz-- + al -· l' 1, 

• I _ b2 • h{ 2 b h '2 - 12 + a2 • 2' 2' 

Tragheitsmoment des T- Querschnittes bezogen auf die wage­
rechte Schwerachse des Ganzen: 

Vergro8erung von Triigheitsmoment und Widerstandsm()ment bei 
zusammengesetzten Querschnitten. 

Eine aus zwei J-Eisen zusammengenietete StUtze hat in bezug 
auf die Achse Y nach Fig. 83 das Tragheitsmoment: 

Jy = 2 . (iy + a2 • f). 
Es bedeuteu: 

/ den Querschnitt eines J-Eisens, 
iy das Tragheitsmoment eines ]-Eisens, bezogen auf die eigene 

Schwerachse s. 
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Werden dieselben zwei [- Eisen (Fig. 84) auseinander gerlickt 
und an einzelnen Punkten durch aufgenietete Flacheisen iJ ver­
bunden, so ist das Trllgheitsmoment beider [-Eisen in bezug auf die 
Achse Y: 

Fig. 83. 

Jy' = 2 . (iy + b2 • f), 
Jy' > Jy • 

Fig. 84. 

Dreieck. Trllgheitsmoment, bezogen auf die Schwerachse 
0-0 des Rechtecks: 

r----------
I 
I 
I 
I 

4-----
I 
I 
I 

Fig. 85. 

. 1 b.hs b.h 3 

z=2'----r2=24' 

Fig. 86. 

Trllgheitsmoment, bezogen auf die Schwerachse des 
Dreiecks: 

. h 2 b. h 
J = z - -36 '--2' 

b. h 3 

J=-36-' 
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Tragheitsmoment bezogen auf die Spitze des Dreiecks: 

b.h 3 4 9 b.h 
J·=-3"6+9· h-· -2' 

b. h3 

J·=--4-· 

Kreis. Der Kreis ist gleich der Summe einzelner Dreiecke 
d 

(Sektoren), die ane die gleiche Hohe h = 2' und zusammen die Grund-

linie b = n . d (Kreisumfang) besitzen. 
Tragheitsmoment des Kreises, bezogen auf des sen Mittelpunkt: 

n.d' 
Jl' = --32-' 

Jp ist das polare Tragheitsmomentl) des Kreises. 
Fi1r den Kreisquerschnitt sind die aquatorialen Tragheits­

momente, bezogen auf irgendwelche Durchmesser, unter sich gleich: 

J,,, = J y = J, 

2J = Jp , 

nach S. 69. 

Aquatoriales Tragheitsmoment des Kreises: 

n.dt 
J=6r' 

Das auf einell. Durchmesser bezogene aquatoriale Widerstands­
moment des Kreisquerschnittes ist: 

J 
W=-(T' 

2 

n.da 
TV =- -32- = ,-> 0,1 d 3• 

C. Freitrager mit gleichma6ig verteilter Last. 
Beispiel. Tragzapfen mit Lastiibertragung durch Lagerschale. 
Die Resultierende aner gegebenen Einzelkrafte greift in der 

Zapfenmitte an. Also ist das den gefahrlichen Querschnitt be­
anspruchende Moment: 

I 
M=Q·-· 2 

1) Siehe Drehungsfestigkeit. 
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Die Zapfenstarke wird berechnet aus der Formel: 

I 
Q. 2=W, kb, 

n.d3 

=SZ·k", 

= .- 0,1 . d3 • k[" 
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Bei einem umlaufenden Tragzapfen wechselt das Biegungs­
moment die Richtung. Belastuogsfall c. 

Beispiel. Ein Kurbel­
zapfen (Fig. 87) 

ist mit 

1= 95 mm, 
d= 75 mm 

5 = 4100 kg 
belastet. 

Widerstandsmoment: 

Fig. 87. 

d3 
W = n32-- = - 0,1 . d3 = 42,18 em:\ 

M=W.kb. 

Die hervorgerufene Biegungsbeanspruchung ist: 

19500 
kb = 42 18 = - 462 kg/qcm. , 

Das auf den Kurbelzapfen wirkende Biegungsmoment andert 
sich der Groi3e uud der Richtung nacho 

Zeiehnerisehe Darstellung der Biegungsmomente an einem 
gleiehmai3ig belasteten Freitrager (Fig. 88a, 88b). 

Das grofite hervorgerufene Biegungsmoment 

I 
M=Q'2 

wird in einem beliebigen Mafistabe unter dem gefahrliehen Quer­
sehnitt Iloufgetragen. Die Streeken 0-5 und 0-3 werden in die 
gleiehe Anzahl gleicher Teile geteilt. 5 ist der Scheitel einer 
Parabel. Parabelpunkte werden erhalten als Schnittpunkte der 
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Strahlen 5-1, 5-2 mit den entsprechenden Senkrechten durch 
1', 2' usw. 

Das Biegungsmoment Mx in irgend einem Querschnitt Fx 
wird erhalten durch die unter diesem Querschnitt in der Momenten­
Hache gezogene Senkrechte. 

I~ 
a.-<r. l 

I 'A! 111111111111 } 
l ~ l 

Fig. 88 a. Fig. 89a. 

~ 

Fig. SSb. Fig. 89b. Grundril3. 

D. Trager gleicher Festigkeit. 
(Fig. 89 u. 90.) 

j 

Ein an seinem Ende belasteter Freitrager, der an der Ein­
spannungsstelle aus Festigkeitsriicksichten den Querschnitt b. It 
besitzt, ware bei den gleichen Mailen. in den iibrigen Querschnitten 
unnotig stark. Er kann dort also schwacher gehalten werden. 

1. Annahme: Der Freitrager soU bei rechteckigem Querschnitt 
iiberall die gleiche Rohe erhalten. 

Mx= Q. x=_bx ~~. k/), 

I , 
x 

d. h. der Trager muil im Grundriil Dreiecksform erhalten. 

2. Annahme: Der Freitrager soIl bei rechteckigem Querschnitt 
iiberall die gleiche Breite b erhalten: 
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d. h. der Trager mufi in der Ansicht 
nach einer Parabel begrenzt sein. Prak" 
tisch wird die Parabel angenahert. 

Beispiel. Rippe an Konsole. 

E. Trager auf zwei Stiitzen. 
a) Mit einer Einzellast: Trager 

mit einriidriger Laufkatze. Stlltzdrllcke: 

b 
A=Q·T 

a 
B=Q 7· 
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Fig. 90a. 

Fig. 90b. 

Das grofite Moment wirkt im Querschnitt Ilber oder unter der 
Last: 1) 

Fig. 91&. 

Bei der Laststellung in der Tragermitte liegt hier der 
gefahrliche Querschnitt. Das grofite Moment ist: 

M = A . i = B . ~ = Q .1. 
224 

Beispiel. Q = 2000 kg auf I-Trager von Spannweite 1= 4 m. 
Bei der auf der Tragermitte stehenden Last 1st: 

2000.400 
M = -.-4 ~ = 200000 cmkg. 

1) Siehe auch S. 62. 
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Angenommen: kb = 600 kg/qcm. 

Erforderlich: 
M 200000 

W = k~ = ----000 = 334 cm8, 

Fig. 91 b. 

gewahlt: 

N. P. 24 mit W= 353 cm:}. 

Zeichnerische Darstellung 
der Momente. 

Die Momente sind in der 
~lomentenflache I, 11, III dar­
gestellt durch die Senkrechten 
unter den Querschnitten, z. B. 
A.x. 

b) Trager auf zwei Stutzen mit mehreren Einzellasten. 
Beispiel. Vorgelege mit drei Riemscheiben. Die Riemenzlige sind 
samtlich nach derselben Richtung, schrage nach unten, wirkend an­

genommen. Drehungsbean­
spruchung (siehe S. 66) ist 
hier vernachlassigt. 

A 

A 

Fig. 92 a. 

c----.J 

Das in irgend einem 
Querschnitt, z. B. an der 
Angriffsstelle von Q2' her­
vorgerufeneBiegungsmoment 
ergibt sich folgendermaflen: 

"Man denkt sich eine 
Seite, z. B. die rechte 
des Balkens, bis zu dem 
betrachteten Querschnitt 

8 eingespannt und be­
trachtet die Momente an 

Fig. 92b. den freien Balkenende" 
(Fig. 92 c). 

1m vorliegenden Falle ist das um den Punkt 0 biegende 
Moment: 

M= A .C-Q1.d. 
Bestimmung des Stutzdruckes A siehe Statisches Moment S. 14. 
Bestimmung des gefahrlichen Querschnitttes (Fig. 92d). 

Die Summe aller auf der einen Balkenseite, von irgend einem Quer-
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schnitt aus gerechnet, wirkenden Krafte heifit die Querkraft in 
bezug auf diesen Querschnitt. 1m vorliegenden Falle hat links von 
dem Querschnitt 0 die Querkraft die GroBe 

A-Q1' 
Rechts von 0 ist die Querkraft 

A-QI-Q2' 
Die Querkraft sucht im betrachteten Querschnitte den linken 

Balkenteil von dem rechten abzuscheren. 
Derjenige Querschnitt, 

in dem die Querkraft 0 wird 
odeI' von + nach - Ubergeht, 
d. h. statt nach aufwarts be­
ginnt, nach abwartszu wirken, 
ist del' geflihrliche Quer­
schnitt. Hier wirkt das 
grofite Biegungsmoment. 1m 
Beispiel ist das del' Fall 
unter Q2' (In Fl und F2 
sind die Querkrafte del' Grofie 
und Richtung nach einge­
zeichnet, wie sie aus dem 
linken Tragerteil ermittelt 
sind.) 

A 

,I 0 ~g#~~ 
~d------: 

4----c---· .. ' 
Fig. 92 c. 

Fig. 92d. 

Die Richtung del' Querkraft ergibt sich entgegengesetzt, 
je nachdem, ob die Ermittelung von dem link en odeI' von dem rechten 
Balkenende begonnen wird. Die erhaltenen Krafte sind an irgend 
einem Querschnitt als Kraft und Gegenkraft entgegengesetzt gleich. 

Beispiel. Ein Vorgelege ist mit del' Stiitzweite 1= 2 m ge­
lagert. Es tragt die in del' Fig. 92 a angedeuteten Riemscheiben, 
an denen die Riemenziige 

wirken. 

Q1 = 180 kg, 
Q2 = 36 " 
Ql! = 130 " 

Das rechte Auflager wird als Drehpunkt genommen. Dann ist 

A . 2 = Q1 . 1,8 + Q2 . 1 + Q8 . 0,3, 

A - 324 + 36 + 39 - 1 - 2 - 99,5 kg, 

B = Ql + Q2 + Q3 - A = 146,5 kg. 
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Die Querkraft ist links von Q2 

0 1 = A - Q1 = + 19,5 kg. 

Querkraft reehts von Q2 ist: 

O2 = A - Ql - Q2 = - 16,5 kg. 

Also tritt am Angriffspunkt von Q2 das grofite Biegungs­
moment auf: 

Mb = A .100 - Ql. 80 = 19950 -14400, 
Mb = 5550 emkg, 

gewahlt d = 50 mm, W = 12,5 em3• Dann ergibt sieh eine reine 
Biegungsbeanspruehung: 

5550 
kb = 125 = -'445 kg!qem. , 

Zeiehnerisehe Darstellung der Biegungsmomente. 
(Fig. 92e und 92f.) Aus ahnliehen Dreieeken folgt: 

x H 
y A· 

Fig. 92e. 

Also ist: 
A.x=H.y, 

d. i. das Biegungsmoment fur den Quersehnitt unter Q1. 

H wird in dem angenommenen Langenmafistab gemessen, 
z. B. H = 0,9 m, y wird in dem Kriiftemafistab gemessen, z. B. 
y = 44,4 kg. 

Das gleiehe Ergebnis erMlt man, wenn H im Kriiftemafistabe 
und y im Langenmafistabe gemessen wird. 
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Del' unter Q2 liegende Quel'schnitt wil'd auf Biegung bean­
sprucht durch die Mittelkraft von A und Q1' d. h. durch die Kraft 
A - Q1. Die Lage dieser Mittelkraft 
wird gefunden durch den Schnittpunkt A 

von s und 52. In diesem Schnittpunkt 
sind die 3 Krafte A - Q1' s und 52 im 
Gleichgewicht, weil sie in der Polfigur 
ein geschlossenes Kraftedreieck bilden. 
Die in den einzelnen Querschnitten her-
vorgerufenen Biegungsmomente verhalten Fig. 92f. 

sich wie die entsprechenden Ordinaten y, 
Y1 usw. der Momentenflache. H . Y1 gibt das Biegungsmoment ffir 
den unter Q2 gelegenen Querschnitt an. 

c) Trager auf 2 Stiitzen mit gleichmaf3ig verteilter Ll;tst. 
Trager zwischen zwei Kappen, tragt von jeder Kappe die Hiilfte. 

q = Belastung pro lfd. Meter. 

Die ganze Tragerbelastung ist: 

Q=q.l. 

Stfitzdriicke: 

Q A=B=---· 
2 

Moment in der Trager­
mitte: 1) 

I I I 
M", = A . :2 - q ·2- . -4' 

M",=Qgl. 

Der gefiihrliche 
Querschnitt liegt in del' 
Triigermitte. 

At! I I II IIII 1IIIli I II : II III : fa 
Fig. 93a. 

~1!lli! I!!!!!!!!!!! I!!!!!!} 
I X-----to-l! I 

1 _ 

Fig. 93b. 

Beispiel. 1/2 St. starke gewolbte Decke zwischen I-Triigern. 
1,5 m Spannweite der gewolbten Kappen. 1= 4 m Triigerliinge. 
Gewicht von Kappe + Nutzlast 600 kg/qm. Also Gesamtbelastung 
eines Tragers Q = 6.600 = 3600 kg. 

1) Siehe S. 62. 
Vogdt, Mechanik. 
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3600.400 
Mm = --8--- = 180000 cmkg. 

Zugelassen fflr FI ufieisen : 

kb = 800 kg!qcm. 
Erforderlich: 

_180000 _ 3 
Wx - 800 - 225 cm . 

Gewahlt: 
N. P. 21 mit Wx = 244 cm3. 

Zeichnerische Darstellung der Biegungsmomente am 
gleichmafiig belasteten Trager auf zwei Stiitzen1) (Fig. 93b). 
Mm wird berechnet und in einem beliebigen Mafistabe, z. B. 1 mm = 
86 mkg aufgetragen. 5 ist der Scheitel einer Parabel. Senk­
rechte und wagerechte Hilfslinien werden durch 1, 2 resp. 1', 2' in 
gleich viele Teile gleichmafiig geteilt. Strahlen 5-1, 5-2 mit 
den Loten 1'-1, 2'-11 zum Schnitt gebracht. lund 11 sind 
Parabelpunkte. Mx gibt in dem gewahlten Mafistabe die Grofie des 
Biegungsll}omentes an, welches in dem urn x vom Auflager ent­
fernten Querschnitt durch die gleichmafiige Belastung hervor­
gerufen wird. 

5. Drehungsfestigkeit. 
Berechnung einer Welle fur die Dbertragung eines 

bestimmten Drehmomentes. 

Die in der Fig. 94 gegebene Welle wird durch die Scheibe I 
angetrieben und ubertragt die Drehung auf die Scheibe II. Hierbei 

J 

~~.~ 
Fig. 94. Fig. 95. 

werden zwei beliebige benachbarte Querschnitte gegeneinander ver­
dreht, so dafi ein Flachenstuckchen 11 des einen Querschnittes, das 

1) Siehe auch Freitrager mit gleichmaBig verteilter Last. S. 60. 
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ursprl1nglieh dem FHiehenstllekeheB. 12 des anderen Quersehnittes 
benaehbart ~ar, naehher einen Winkel a mit diesem einsehlie6t. 
Je weiter die Flaehenstl1ekehen von der Drehaehse entfernt an­
genommen werden, um so grofier ist ihre gegenseitige Versehiebung. 
Je grofier diese Versehiebung, je grofier also die Verlangerung der 
sie verbindenden Materialfasern, um so grofier ist die in diesen 
hervorgerufene Spannung (umgerechnet auf 1 qem). Die gro6te 
Spannung, die nieht grofier werden darf als die zulassige, tritt also 
am aufieren Umfange in der Entfernung r von der Aehse auf. 

Es bedeutet kt die zulassige Drehungsbeanspruehung. Dann 
ist die Beanspruehung in der Entfernung 1: 

kt 

r 

Die innere Kraft, welehe auf 
ein in der Entfernung r 1 von der 
Drehaehse gelegenes Flaehenstl1ek­
chen I ausgel1bt wird, ist demnaeh: 

kt 
-~- . r 1 . f 
r 

Diese Kraft wirkt an dem Hebel­
arm r1 und widersteht demnaeh der 
Verdrehung mit dem Moment: 

kt 
-. r 12 ·f 
r 

Fig. 96. 

Der ganze Quersehnitt wird naeh Fig. 96 aus z. B. drei 
Flaehenteilen II, 12, Is zusammengesetzt gedaeht. Die drei Momente 
der auf diese Teile wirkenden inneren Krafte halten zusammen dem 
Moment M der aufieren Kraft das Gleiehgewieht: 

M = ~ . (r12 . II + r22 ·12 + rs2 • Is)· 

Der in der Klammer stehende \Vert heifit das polare Trag­
heitsmoment Jp des Quersehnittes. 

Benennung: em'. 
Jp 
-=~) r 

ist das polare \Viderstandsmoment des Quersehnittes. 
5* 
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Benennung: cm3• 

Es ergibt sich das drehende Moment: 

M==fYp.kt • 

Filr den Kreisquerschnittl) gilt: 

n .fl4-

.T" =illf' 

n.d 3 
"p =16- = ""' 0,2. d 3• 

---L..-d--! 
Fig. 97. Fig. 98. 

Berechnung einer 'VelIe fiir die Ubertragung einer 
bestimmten Anzahl PS.2) 

Das zu iibertragende Moment in Meter-Kilogramm ist: 

M=P.r, 
In cmkg: 100. P. r = 0,2 . d 3 • kt , 

100 . P . r. 2 . n n _ _ 3. ~'/f 11 
60 . 75 - 100 . N - 0,2 . d . kt 60.75' 

100.60.75 . N _ d3 k 
2 -0,2.. t· .n It 

X 
71620· -- = 0,2. d 3 • k t • 

n 

N = Anzahl der zu iibertragenden P. S. 
n = Umgangszahl der Welle in 1 Minute. 

Fiir die Ubertragung einer gegebenen Leistung kann 
der "\Vellendurchmesser also urn so kleiner sein, je schneller 
die \Velle liiuft. 

') Siehe Ableitung S. 58. 
2) 1 PS. = 75 mkg in 1 sk. Siehe S. 94. 
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6. Zusammenhang zwischen polarem und aquatorialem 
Tragheitsmoment. 

Das kleine FHiehenstiiekehen f hat die aquatorialen Tragheits­
momente: 

1. in bezug auf Aehse X: 
J x =f·y2, 

2. in bezug auf Aehse Y: 
Jy=f·x2 • 

N aeh dem Pythagoraeisehen Lehrsatze ist: 

x2 + y2 = r2, 

f. x2 + f. y2 = f. r2, 
Jx+Jy =Jp • 

Das polare Tragheitsmoment eines Quersehnittes ist gleieh del' 
Summe zweier aquatorialen Tragheitsmomente, deren Aehsen auf-
einandel' senkreeht stehen und sieh im Pole I 
sehneiden. Der Satz gilt nieht nur filr das kleine gr-x~ 
beliebige Flaehenteilehen, sondern aueh filr den _. r. 7' 3 x 
ganzen Quersehnitt. 

Beispiel. Ein Vorgelege soIl bei n = 300 
minutliehen Umdrehungen N = 5 PS. iibertragen. 

Fig. 99. 

Die Tabelle der B. A. M. A. G. gibt hierfiir den erforderliehen 
Durehmesser d = 45 mm an; mit Riieksieht auf hinzukommende 
Biegung wird gewahlt d = 50 mm. 

Ubertragene Umfangskraft P = 60 kg an Riemseheibe vom 
Durehmesser D = 400 mm. Drehendes Moment: 

D 
P'2'=12 mkg. 

Die reine Drehungsbeanspruehung ist: 

71620 N 71620.5 
kt = 0,2. d:~ . n = 0,2 . 125. 300 = 48 kg/qem. 

Hierzu kommt Biegungsbeanspruehung. Siehe Biegungsfestig­
keit und zusammengesetzte Beanspruehung. 

7. Knickfestigkeit. 
Kniekbeanspruehung tritt auf bei Stangen, die in der Achsen­

riehtung dureh Krafte belastet sind. Bei einer Kolbenstange z. B. 
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wirkt an dem einen Ende der Dampfdruck P auf den Kolben und 
an dem anderen Ende der eben so grofie 1) vom Kreuzkopf ausgeiibte 
GegeDdruck. Unter dem Einflufi dieser Krafte wird die Stange in 
der Mitte etwas ausweichen, wie in Fig. 100 b iibertrieben angedeutet 
ist. In bezug auf den gefahrlichen Querschnitt / wirkt demnach 
ein Biegungsmoment, das die Kriimmung der Stange immer mehr 
zu vergrofiern bestrebt ist. In den meisten Fallen der Knickbean­
spruchung bei Maschinenteilen und Bauteilen nimmt man wie hier 
an, dafi die Stangenenden sich etwas drehen und auf der urspriing­
lichen geraden Stangenachse sich einander nahern. 

Dann wird gerechnet naeh der Formel: 

i~··~~~~·~ Hierin bedeuten: 
' .... ·-----l " E das Elastizitatsmafi des 

Fig. 100 a. Materiales, 

-.eJTI=-=-=_--_ ~''4~f ~ ~'J",L 
J das kleinste aquatoriale 

Tragheitsmoment der ge­
driiekten Stange in cm4, 

Fig. 100 b. I die Stange in em, 2) 
m den Sicherheitskoeffizienten. 

Beispiel. Auf eiDen Kolben wirkt die Kraft P = 4000 kg. 
Die Lange der Kolbenstange ist 1= 100 cm. Das Material der 
Stange ist Flufistahl. Dem entspricht E = 2200000. m = 20. 

4000 = n 2 • E. J = 10.2200000. J 
m ./~ . 20.10000' 

n. d 4 4 
J=~=36,4 em, 

d=-52 mm. 

Zusammengesetzte Festigkeit. 

8. Druck (Zug) und Biegung. 
Ein quadratischer Mauerpfeiler vom Gewieht Q ruft in der 

Fundamentflache die Druckbeanspruchung 

") Die zu der Beschleunigung, S. 87 und 89, lIes Kolbens erforder­
liehe Kraft ist hier nicht beriieksichtig-t. 

2) Bei Kolbenstangen gerechnet von Mitte Kolben bis Mitte Kreuz­
kopfzapfen. 
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hervor. 
Der den Pfeiler seitlich treffende Winddruck W sucht ihn 

urn die Kante ~ zu kippen mit dem Moment 

M=W.h. 

Die hervorgerufene Biegungsbeanspruchung (Zug oder Druck) ist 

M 
kb=W' 

Wist das aquatoriale, auf die Schwerachse s bezogene Wider­
standsmoment der Fundamentflache. 

Falls 
kb < ka, 

so ist die hervorgerufene Gesamtbeanspruchung 

liberall in del' Fundamenttlache Druckbean­
spruchung. 

Die beiden Krafte W und Q werden bis 
zu ihrem Schnittpunkte verschoben und dort zu 
der Mittelkraft R zusammengesetzt. Schneidet 
die Wirkungslinie von R die Fundamentflache 
iunerhalb der schraffiert angegebenen FHiche, 
die den Kern des Quadrates angibt, so werden 
in F nul' Druckbeanspruchungen hervorgerufeu. 
Schnitte die Wirkungslinie von R die Funda­

w 

i _tIL 
I I 

:~---hr 

Fig. 101. 

mentflache dagegen aufierhalb des Kernes, so wlirden in der Funda­
mentflach~ auch Zugspannungen (in del' Fig. 101 auf der linken 
Seite) hervorgerufen werden. Zugspannuugen konnen hier abel' nicht 
libertragen werden. R mufi daher das Fundament im mittleren 
Drittel del' Fundamentbreite schneiden. 

Beispiel. Die oberste Trommel eiues Fabrikschornsteiues hat 
It = 15 m Rohe. Der mittlere AuBendurchmesser ist 

D= 3,02 m, 

der mittlere lichte Durchmesser ist 

d= 2,52 m. 
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Bei einem spezifischen Gewicht y = 1,8 betriigt das Gesamt­
gewicht del' Trommel 

Q=58870 kg. 

In dem untersten Querschnitt 

F = 23954,7 gcm 

del' Trommel wird durch das Eigengewicht die Druckbeanspruehung 

Fig. 102. 

58870 
kd = 239.54,8 = .- 2,45 kg/gem 

hervorgerufen. 
Die vom Wind getroffene Projektion (rrrapez) 

del' Schornsteintrommel hat die FHiche 

f= 45,3 gm. 

Als grollter vVinddruck pro 1 gm einer senk­
recht zum Winde stehenden Fliiche wirdgel'echnet: 

)fi = 1:)0 kg. 

~W egen del' Kegelgestalt del' Schornstein­
trommel wird ein teil weises seitliches Abgleiten 
des ~Windes an genom men, so daB auf 1 g m Projektion 
del' Schornsteintrommel wirkt del' ,Vinddl'uek: 

)fiB = 0,67 . )fi = .- 100 kg. 

Auf die ganze Schornsteintrommel wirkt del' 
Winddruck 

)fiB.f = 4:)30 kg. 

Diesel' greift im Sehwerpunkt del' trapez­
formigen AufriBprojektion del' Schornsteintrommel 
an und wirkt in bezug auf die FIache F an dem 
Hebelarm: 

a = 7,28 m. 

Das Moment des \Vinddruckes ist 

M = 4530 . 7,28 = 33000 mkg. 

Das vViderstandsmornent del' Fliiche F, bezogen auf eine 
Schwerachse, ist: 
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~.(d4.-d4) 64 1 2 
TV = ----...... = 1700000 cms, 

d, 
2 

d1 = 330 cm, 

d2 = 280 cm. 

Die grol.lten in F durch den Wind hervorgerufenen Biegungs­
beanspruchungen sind daher: 

M 3300000 
kb = TV = 1700000 = 1,94 kg/qcm. 

kb bedeutet auf der dem Winde zugewandten Seite Zug­
beanspruchung, auf der dem Winde abgewandten Seite Druck­
beanspruchung. 

Die grotite, durch Eigengewicht und Winddruck hervor­
gerufene Gesamtbeanspruchung ist: 

k = kit + kb = 2,45 + 1,94 = 4,39 kg/qcm Druckbeanspruchung. 

Die kleinste Gesamtbeanspruchung ist: 

k = kit - kb = 2,45 - 1,94 = 0,51 kg/qcm Druckbeanspruchung. 

Die Rechnung gibt nur eine Annaherung, weil in Wirklich­
keit das Hookesche Gesetz, das der Rechnung zugrunde liegt, hier 
nur annahernd gilt. 

Wenn fiir einen anderen Schornsteinquerschnitt die Biegungs­
beanspruchung sich groller ergibt als die reine Druckbeanspruchung, 
so gestaltet sich die Rechnung weniger einfach. 

9. Biegung und Drehung. 1) 

Das wirksame Biegungsmoment Mb und das Drehmoment Mit 
werden zu einem Dreh-Biege-Moment M; zusammengesetzt nach 
der fUr den Kreisquerschnitt giiltigen Formel: 

3 5 
Mi ="8' Mb + -SVM,2 + Mi/ 2• 

Handkurbel. 
Drehendes Moment: 

Mi/=K.a. 

') Siehe Beispiele zu Biegungsfestigkeit und Drehungsfestigkeit. 
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Biegendes Moment: 
Mb=K.b. 

Dreh-Biege-Moment angenahert: 

Mi=K.c. 

Beispiel. An einem Vorgelege wirken: 

Mb = 5550 cmkg, 

Md = 1200 cmkg, 

/( 

c 

'""""-----II.J 
Fig. 103. 

Mi = : . 5550 + ~ ~5550'J + 12002; 

Mi = 5640 cmkg, 

kb = 500 kg/qcm. 

Erforderlich: 

5640 3 
W = 500 = 11,3 = 0,1 . d . 

Wellendurchmesser: 

d = 48,3 = ....., 50 mm. 

10. Trager mit gekriimmter Achse. 
Bei einem Trager mit gekrummter Achse liegen zwei benach­

barte Querschnitte, die beide senkrecht zur Stabachse gedacht sind, 
nicht parallel zueinander. Es sind also die einzelnen Material­
fasern, welche die beiden gedachten Querschnitte miteinander ver­
binden, z. B. die aullersten la und Ii, von verschiedener Lange. 
Die Zugkraft Q, die gleichmaBig uber den Querschnitt verteilt wirkt, 
ruft demnach in den einzelnen Verbindungsfasern der beiden Quer­
schnitte verschiedene Verlangerungen hervor, d. h. die Querschnitt€ 
drehen sich gegeneinander infolge der Zugbelastung Q. Wirkt 
an dem Trager aullerdem ein Biegungsmoment, so ruft auch diese~ 

eine gegenseitige Drehung zweier benachbarter Querschnitte hervor 
'Veil also die Verlangerungen und Verkurzungen der Fasern nacl:J 
anderen Gesetzen erfolgen als bei geraden Korpern, die gleichzeitig 
auf Zug (oder Druck) und Biegung beansprucht werden, so sind di€ 
fUr gerade Korper gUltigen Formeln flir Stabe mit gekrummtel 
Achse nicht gultig. 
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Bei einern Lasthaken iibt die angehangene Last Q an dern 
gefiihrlichen Querschnitt F eine Zugkraft Q aus, der von dern Material­
widerstand durch eine gleich grone, nach oben gerichtete Kraft Q 
das Gleichgewicht gehalten wird. Die in dern Querschnittschwer­
punkt S nach abwiirts wirkende Kraft Q dreht den gefahrlichen 
Querschnitt F gegen die Drehungsrichtung des Uhrzeigers urn den 
Kriirnrnungsmittelpunkt 0 des Hakens. 

Das biegende Moment Q . r ist hier bestrebt, den Haken auf­
zubiegen; es dreht den Querschnitt Fin der Richtung der Uhrzeiger­
Drehung. Da die Wirknngslinie der Last Q 
durch den Krflmmungsmittelpunkt 0 geht, 
ist .die RUckdrehung des Querschnittes F 
infolge des Biegungsmomentes derart, dan 
dar Schwerpunkt S seine ursprflngliche Lage, 
wie im unbelasteten Haken, behalt. Der 
Qnerschnitt F geht demnach infolge der zu­
sammengesetzten Beanspruchung durch Zug 
und Biegung in die gestrichelt in der Fig. 101 
angedeutete Lage flber. In der durch S 
gehenden senkrecht zur Zeichenebene stehen-
den Faser ist demnach keine Spannung. 1) ~ .. 

Die in der iiufiersten Faser hervor- te::":h~ 
b;-~U:""" 

gerufene Randspannung 2) ist: 

Q M 
ka = F - W (1 - ma), 

die in der innersten Faser hervorgerufene 
Spannung ist: 

Q M 
ki= F +W (1 + mi), 

Fig. 104. 

hierin sind ma und mi Zahlenwerte, die beide < 1 und aus der 
Hakenform und dem Querschnitt zu berechnen sind. 

FUr das gleichschenklige Trapez auch mit Abrundungen: 

1) Bach, Elastizitat und Festigkeit S. 490. 
2) Nach Pfleiderer, Z. Ver. deutsch. Ing. 1907, S. 1507. 
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06~- 0 14 
, ei ' 

m" = -~-+~(C-;:-_ ~1~) . (13 - 4 ~n. O,~~-' 

mi = ,. _ 0 9 + 0 06 e" 
ei ' , ei 

ki ergibt sich aus den obigen Formeln zahlenmafiig groller als fUr 
einen graden Stab von demselben Querschnitt, der in der gleichen 
Weise belastet ware. 

Beispiel. Hakenquerschnitt. A ist Angriffspunkt der Last. 
Q = 3000 kg. Q,uersehnitt zusammengesetzt aus Trapez, einer oberen 
halben Ellipse und einer unteren halben Ellipse. 

,,-11 Ii) : 

r • ~~-~+.-~-----

Flache des Trapezes: 

A 
Fig. 105. 

/1 = ; . (2a2 + 2 as) = ~ . (4,8 + 3) = 19,5 qem. 
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Flaehe der unteren Halb-Ellipse: 

n 
(2 = 2' a2 . b2 = 1,57 ·2,4 . 1 = 3,76 qem. 

Flaehe der oberen Halb-Ellipse: 

n 
13 = 2 . as . bs = 1,57 . 1,5 . 0,5 = 1,18 qem. 

Flaehe des ganzen Hakenquersehnittes: 

F= 11 +12 + 1a = 24,44 qem. 
Schwerpunktsbestimmung. 

Trapez: 
h 2 a2 + 4 a:3 5 4,8 + 6 

r/1 = -So. 2 a -I- 2 a ="3' 48+-3- = 2,3 
2· 3 , 

Untere Halb-Ellipse: 

4. b.> 4. 1 
1)., = ._00-- = ----- = 0,42 em. 
- 3. n 3.3,14 

Obere Halb-Ellipse: 

4. ba 4.0,5 
1)s =s-:Ji = 3'-3)4 = 0,21 em. 

Der Sehwerpunkt 5 einer Halb-Ellipse 
taIlt zusammen mit demjenigen eines Halb-

em. 

kreises, des sen Radius hier gleieh ist der Fig. 106. 

kleinen Halbaehse der Ellipse. 
Abstande der Einzelsehwerpunkte von der X-Aehse: 

Trapez Clltere Halh-Ellipse Ohere Halh-Ellipse 
Y1 = 3,3 em Y2 = 0,58 em Ys = 6,21 em 

Abstand des Gesamtsehwerpunktes: 

3,3.19,5 + 0,58.3,76 + 6,21.1,18 
Y = 00_- = '" 3 em. 
. 24,44 

Tragheitsmomente. 
Trapez, 

bezogen auf eigene Sehweraehse: 

6. (2aa)2 + 6. 2a3 . 2. (a 2 - as) + (2a2 - 2as)2 J = --00-----0-.---- - . h3, 
36 . (4 as + 2 a 2 - 2 a:;) 

6.32 + 6.3. 1,8 + 1,82 •. J = ----0--0--- - . Cl'~ = 40 em4 
. 36 . (2 . 3 + 1,8)' , 

77 
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bezogen auf die durch S gehende Achse: 

Jt' = J + 0,32 .19,5 = 41,75 cm4. 

Obere Halb-Ellipse, 
bezogen auf die Achse aa: 

i' = ~ . a . b 3 = 0 073 cm4., 8 33 , 

bezogen auf die eigene Schwerachse: 

i = i' -1)32 '/3 = 0,02 em!, 

bezogen auf die durch S gehende Achse: 

J 3' = i + 3,212 . 1,18 = 12,17 cm4. 

Untere Halb-Ellipse, 
bezogen auf die Achse a2 : 

i' = ~ . a . b 3 = 0 94 cm4, 8 2 2 , 

bezogen auf die eigene Schwerachse: 

i = i' - '122 '/2 = 0,26 cm4, 

bezogen auf die durch S gehende Achse: 

J 2' = i + 2,422 .3,76 = 22,26 cm4 . 

Tragheitsmoment des ganzen Querschnittes, bezogen auf die 
durch S gehende Achse: 

J = J1' + J2' + J3' = 76,18 cm4. 

Abstande der aufiersten Fasern des Hakenquerschnittes von der 
durch S gehenden Schwerachse: 

ei = 30 mm, 
ea. = 35 mm. 

Die gesamte Beanspruchung au.llen am Hakenrticken wird be­
rechnet nach der Formel: 

Q M.ea 
ka = F - -----y- . (1 - ma), 

3000 18500 . 3,5 . 
=2444 - 7618' . (1 - 0,25), , , 
= 123 - 637 = - 514 kg/qcm Druckbeanspruchung. 
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Die gesamte Beanspruehung innen am Hakenmaul wird be-
reehnet: 

Q M.ei 
ki= F+-]-· (1 +mi), 

3000 18500.3 
= 24 44 + -7618 . (1 + 0,43), , , 
= 123 + 1040, 

= 1163 kg/qem Zugbeanspruehung; 

naeh der "Hiitte" ist fUr vorziigJiehes zahes Sehwei6eisen noeh 
zulassig die Zugbeanspruehung 

kz = 1200 kg/qem. 

Bei der Bereehnung des Hakens als eines geraden Stabes 
wiirden sieh ergeben: 

k = 1 3 _ 18500 . 3,5 
a 2 7618' , 

= 123 - 850 = - 727 kg/qem Druekbeanspruehung, 
18500.3 

k i = 123 + -'r6]S-- = 850 kg/qem Zugbeanspruehung. 

Bei Vernaehlassigung der Kriimmung wiirde sieh also hier 
die grothe Beanspruehung ki im gefahrliehen Quersehnitt des Hakens 

1163 - 850 
urn 1163 . 100 = 27 % zu klein ergeben. 

11. Elastische Linie. 
Die Kurve, welehe die urspriinglich gerade Trageraehse unter 

dem Einflu6 der biegenden Momente annimmt, hei6t elastisehe Linie. 
Die elastisehe Linie ist urn so starker gekriimmt, je gro6er das 
biegende Moment. Fiir ein gegebenes Biegungsmoment ist die 
elastische Linie urn so weniger gekriimmt, je fester das Material 
des Tragers, also je gro6er dessen Elastizitatszahl E und je groiler 
das Tragheitsmoment des Tragers ist. 

Der Kriimmungshalbmesser der elastisehen Linie an irgend 
einer Stelle ist der Halbmesser desjenigen Kreises, der sieh an dieser 
Stelle der Kurve am besten ansehmiegt. Je starker die Kriimmung 
der elastisehen Linie ist, urn so kleiner ist an dieser Stelle der 
Kriimmungshalbmesser e. Dieser ist zu bereehnen naeh der Formel: 

E.] 
e=-M-· 
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Fiir einen Freitrager ist der Kriimmungshalbmesser der 
elastischen Linie am kleinsten an der Einspannungsstelle. Am 

/: freien Tragerende, an dem die Last 

Fig. 107. 

Es wird gesetzt: 

/ 
e 

/ 
I 

angreift, ist die elastische Linie 
nicht gekriimmt, sondern gerade. 

Es ist namlich nach S. 46: 

/ kz 
I =E· 

Dnter der Annahme, dafi die 
radiale V er langerung des Quer­
schnittes nach deren Drehung 
durch den Kriimmungsmittelpunkt 
geht, folgt nach Fig. 75: 

I 
(! 

e 

kz= k, 
dann ist 

oder 

und 

kef 
-E=~= T' 

k = E_. e, 
(! 

k E -=-, 
e (! 

kJ=k W=M= E.] 
e Q 

E.J 
(!=-Ar· 

12. Biegungsbeanspruchung fiir Bremsbandel', 
Drahtseile usw. 

Aus dem bekannten Kriimmungshalbmesser der elastischen 
Linie ist die hervorgerufene Biegungsbeanspruchung fiir Bremsbander 
und Riemen zu berechnen aus der Formel: 
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kb = E. e, 
(! 

E.o 
lfb= <-'~. 

Hierin bedeutet 0 die Riemen- oder Banddicke oder bei Draht­
seilen den Drahtdurchmesser. D ist der Scheibendurchmesser. 

Beispiel. Bei einer Bandbremse 1) ist die Starke des Bremsbandes 
0=2 mm, 

der Durchmesser del' Bremsscheibe 
D=500 mm. 

Ffir das stahlerne Bremsband ist 
E= 2000000. 

Also ist zu berechnen: 

2000000.0,2 , 
kb = 50 = 8000 kg/qcm. 

Nach Bach, "Elastizitat und Festigkeitslehre" S.422, nimmt 
bei dem Biegen des Bremsbandes urn die Scheibe die Festigkeit des 
lIateriales in der gekrfimmten Strecke zu. Das Material erhlilt 
eine bleibende Krfimmung. 

Es ist anzunehmen, dafi die wirklich hervorgerufene Biegungs­
beanspruchung kleiner ist, als die oben berechnete. Doch werden 
durch das Umschlingen des Bandes in dessen gekrfimmter Strecke 
sehr hohe Spannungen hervorgerufen. 

Bei Drahtseilen ist die durch das Umlegen urn die Scheibe 
hervorgerufene Biegungsspannung kleiner, als oben angegeben, weil 
Drahte und Litzen in Schraubenlinien verlaufen, deren Steigung sich 
andern kann, und weil die Seele des Seiles zusammendrfickbar ist. 
Es ist dann nach Bach zu rechnen nach der Formel: 

kb=~. E.o. 
8 lJ 

Die gesamte in einem Drahtseil wirkende Spannung ist {fir 
die Last Q: 

Q 3 E.ll 
k= . 7t.6~ +8·1)" "'.-..,-

i ist die Anzahl der Drahte im Seile. 

1) Siehe Bandbremse S. 26. 

Yogdt, Mechanik. 6 



III. Bewegungslehre. 
Der in 1 sk von einem bewegten Korper zurUckgelegte Weg 

hei6t des sen Geschwindigkeit.l) 
Benennung: m/sk. 

1. Gleichformige Bewegung. 
In gleichen Zeiten werden gleiche Wege zurtickgelegt. Die 

Geschwindigkeit bleibt die gleiche. Mit der Geschwindigkeit v wird 

'-" ,>---- t---' 
Fig. 108. 

dann in t Sekunden der Weg 

S=V. t 

zurUckgelegt. Dieser ist darzustellen durch 
den Inhalt eines Rechteckes, des sen Grundlinie 
die Zeit in einem beliebigen Ma6stab, z. B. 
1 mm = 2,72 sk, und des sen Rohe in einem 

anderen Mafistabe, z. B. 1 mm = 0,154 m/sk, die Geschwindigkeit 
bezeichnet. Dann bedeutet 1 qmm einen Weg von 0,42 m. 

Beispiel. Ein Laufkran legt in 1 min einen Weg s = 120 m 
zuruck. Dann ist seine Geschwindigkeit: 

120 
v = -60 = 2 m/sk. 

2. Zusammensetzung von Bewegungen. 
1. Gleichgerichtete Bewegungen. 

Ein Schiff fahrt mit der Geschwindigkeit u. Auf dem Schiffe 
bewegt sich ein Mann in der gleichen Richtung mit der Eigen­
geschwindigkeit w. Dem Ufer gegeni1ber hat der Mann dann die 
Geschwindigkeit: 

c=u+w. 
Beispiel. Ein Dampfschiff fiihrt mit der Geschwindigkeit 

u = 7 m/sk. Auf dem Schiffe bewegt sich ein Mann mit der Ge-

1) Siehe Geschwindigkeit bei ungleichformiger Bewegung S. 84. 
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schwindigkeit w = 1 m/sk. Der Mann hat, wenn er in der Fahrt­
rich tung geht, die Absolutgeschwindigkeit: 

c = 7 + 1 = 8 m/sk. 

--E--- 53> 
Fig. 109. Fill;. 110. 

2. Entgegengesetzt gerichtete Bewegungen. 
Auf dem mit der Geschwindigkeit u fahrenden Schiffe geht 

ein Mann mit der Eigengeschwinqigkeit w vom Bug nach dem Heck 
des Schiffes. Dem Ufer gegenliber hat der Mann jetzt die Ge­
schwindigkeit: 

c=u-w. 

Wenn der Mann (siehe voriges Beispiel) sich entgegen der 
Fahrtrichtung bewegt, hat er die Absolutgeschwindigkeit: 

c = 7 - 1 = 6 m!sk. 

3. Die Richtungen zweier Bewegungen schlief3en einen 
beliebigen Winkel miteinander ein. 

Parallelogramm der Geschwindigkeiten. 

Ein mit der Eigengeschwindigkeit w fahrendes Schiff", welches 
liber einen mit der Geschwindigkeit u flieflenden FluB fahrt, be­
nndet sich nach Ablauf 1 sk nicht in dem Punkte 1, sondern in 
dem Punkte 2. Das Schiff' hat gleich-
zeitig mit del' eigenen auch die Bewegung 
des flieflenden Wassel's ausgefiihrt. Es 
hat sich also tatsachlich mit einer Ge­
schwindigkeit bewegt, deren Grolle und 
Richtung durch c bezeichnet ist. 

Beispiel. Mit der Geschwindig­
keit c = 6 m/sk flieBt das Wasser dem 
Laufrade einer Turbine unter dem Winkel 

Fig. 111. 

a = 20 0 ZU. Das Turbinenrad hat an der Eintrittsstelle die Umfangs­
geschwindigkeit u = 4 m/sk. Die Turbinenschaufel mull an der 
Eintrittsstelle parallel sein zu der aus dem Parallelogramm erhaltenen 
Relativgeschwindigkeit w = 2,6 m/sk. 

6* 
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u heillt die Systemgeschwindigkeit, 
W ,. Relativgeschwindigkeit, 
c .. Absolutgeschwindigkeit. 

Fig. 112. Ma~stab: 1 rum = 2,6 m/sk. 

Die Absolutgeschwindigkeit istDia­
gonale in dem Parallelogramm, des sen 
Seiten die Systemgeschwindigkeit und 
die Relativgeschwindigkeit sind. 

a. Ungleichformige Bewegung. 
Die Geschwindigkeit 1) andert sich. 

a) Beschleunigte Bewegung. 2) 

Die Geschwindigkeit nimmt zu. Beschleunigung ist die Zu­
nahme der Geschwil1digkeit wahrend 1 sk. 

Gleichformig beschleunigte Bewegung. 
Die Beschleunigung bleibt die gleiche. Wird die Anfangs­

geschwindigkeit VI gleichmafiig gesteigert, so daB in t Sekundell 
die Elldgeschwilldigkeit v2 erreicht wird, so betragt hier die Be­
schleunigung: 

Bellenllung: mjsk2• 

Beispiel. Ein Forderkorb wird 
schwindigkeit V2 = 12 mjsk gebracht. 
beschleunigung: 

in t = 10 sk auf die Ge­
Dann ist die Anfahrts-

P =~2 t "1:'!. = ~~ = 1,2 mjsk2. 

VI = O. 

Ungleichformig lleschleunigte Bewegung. 
Die Beschleulligul1g nimmt zu oder abo 

b) Verzogerte Bewegung. 
Die Geschwilldigkeit nimmt abo Verzogerung ist die Abnahme 

der Geschwindigkeit wa.hrend 1 sk. 

') Die (augenblickliche) Geschwindigkeit eines ungleichformig be­
wegten Korpers ist derjenige ,Veg, den der Korper in 1 sk zuriicklegen 
wiirde, wenn er von dem betrachteten Augenblick an seinen Bewegungs­
zustand beibehalten wiirde. 

2) Zeichnerische Darstellung siehe Fallgesetze S. 90. 
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Gleicbformig verzogerte Bewegung. 
Die Verzogerung bleibt die gleiche. Geht die Anfangs­

geschwindigkeit VI stetig in t Sekunden in die Endgeschwindigkeit 
~'2 tiber, so betragt die Verzogerung: 

Benennung: mjsk2• 

'111- V2 
p=--

t 

Beispiel. Ein mit der Geschwindigkeit VI =10 m/sk fahrendes 
Automobil wird geLremst und erreicht in t = 3 sk die Geschwindig· 
keit v2 = 5 mjsk. Dann ist die Verzogerung des Wagens: 

10- 5 
P = --3-- = 1,67 mjsk2. 

Ungleichformig verzogerte Bewegung. 
Die Verzogerung nimmt zu oOOr abo 

4. Umfangsgeschwindigkeit und Winkel­
geschwindigkeit. 

Umfangsgeschwindigkeit. 
Irgend ein Punkt des Umfanges einer Riemscheibe vom Durch­

messer d legt bei einer Umdrehung der Scheibe den Weg 

n.d 

zurtick. Der von diesem Punkt in 1 sk 
zurtickgelegte Weg heifit seine Um­
fangsgeschwindigkeit u. Bei n minut­
lichen Umdrehungen der Scheibe ist: 

n.d.n, 
u = -----00-- -. 

Bei derselben Umgangszahl hat 
ein Punkt am Wellenumfang die Um­
fangsgesch windigkeit: 

Folglich: 
11 d 
u~ =-d~· 

Fig. 113. 

Bei einem umlaufenden Korper haben des sen einzelne Teile 
verschiedene Umfangsgeschwindigkeiten. 
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Beispiel. Riemscheibe vom Durchmesser d = 500 mm lauft 
mit n = 50 Umdrehungen in der Minute. Ihre Umfangsgeschwindig­
keit ist: 

3,14 . 0,5 . 50 , 
U =E;(f .. = 1,31 mjsk. 

Die Welle hat d1 = 50 mm Durchmesser. Ein Punkt am 
Wellenumfang hat die Umfangsgeschwindigkeit: 

U 2 = 0,131 m/sk. 

Winkelgeschwindigkeit. 
Ein im Abstande 1 von der Drehachse befindlicher Punkt ~. 

z. B. einer umlaufenden Riemscheibe, hat die U mfangsgeschwindigkeit: 

2.n.1.n 
u1 = ---'60--' 

n.n 
30 

FUr einen Punkt im Abstande r ist: 

U= 

Das Verhaltnis: 

2r. n.n 
-60-" 

u Umfangsgeschwindigkeit n . n 
r = -Aflstand von der Drehacbse = W =-00 

ist fUr aIle Punkte desselben umlaufenden Korpers das gleiche. 
Es heiflt die Winkelgeschwindigkeit. Andert sich die Winkel­
geschwindigkeit, so heiflt deren Zunahme in 1 sk Winkel be­
schleunigung. Die Abnahme der Winkelgeschwindigkeit pro 1 sk 
heiflt Winkelverzogerung. 

Benennung der Winkelgeschwindigkeit: 

mIl 
Sk' -;n=sk . 

Beispiel. Die Welle des vorigen Beispieles hat die Winkel­
geschwindigkeit: 

00= 
3,14.50 

30-- = 5,23. 



Bewegung des Kurbelgetriebes. 

5. Bewegung des Kurbelgetriebes. 1, 

Kurbelgetriebe einer Dampfmaschine: 
s = Hub (Durchmesser des Kurbelkreises), 
n = Umgangszahl in der Minute. 

Geschwindigkeit des Kurbelzapfens: 

1f.8. n 
v=------· 

60 

Mittlere Kolbengeschwindigkeit: 

2.8.n s.n 
c=-OO--= 30 . 

87 

Gro6te Kolbengeschwindigkeit wird nahe del' Hubmitte erreicht: 

Cmax = v. 

In den Totlagen (Endpunkten des Kolbenweges) ist die 
Kolbengeschwindigkeit O. Der Kolben kommt vorilbergehend zur 
Ruhe. Vor del' Erreichung der Totlage wird der Kolben nebst dem 
ganzen Triebwerk verzogert. Nach der Umkehr ist das Triebwerk 
von neuem zu beschleunigen. 

1) Siehe Fig. 11 S. 7. 



IV. Dynamik. 
Dynamik ist die Lehre vom Zusammenhang der Krafte mit 

den Bewegungen und den Bewegungsanderungen. Jede nicht auf­
gehobene Kraft andert den augenblicklichen Bewegungszustand des 

Fig. 114 a. Fig.1Ub. 

beeinflufiten Korpers. Letz­
terer wird in Richtung der 
Kraft beschleunigt oder ver­
zogert. 

Der nach Fig. 114 a 
unterstiitzte Korper befindet 
sich unter dem EinfluB seines 

Eigengewichtes G und des Gegendruckes N der Unterlage im Gleich­
gewicht. Nach Beseitigung der UnterstUtzung wirkt nur die Kraft G, 
die den Korper nach unten beschleunigt. 

1. Gewicht und Masse der Korper. 
Das Gewicht eines Korpers ist die Kraft, mit welcher' er von 

der Erde angezogen wird. Das Gewicht eines Korpers ist an den 
verschiedenen Punkten der Erde verschieden, es wachst mit der 
Naherung an den Erdmittelpunkt und nimmt mit der Entfernung 
abo In demselben Mafie wachst und nimmt ab die Beschleunigung g,l) 
die der Korper an den verschiedenen Stellen der Erde durch sein 
Gewicht erhalt. 

Das Verhaltnis: 

G 
- = 'In = Masse des Korpers vom Gewicht G, 
g 

kg 
Benennung: - . sk2, 

m 

1) Als ~1ittelwert wird gerechnet: 

oder abgerundet: 
g = 9,81 m/sk2, 

g= 10 mjsk2. 
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behalt filr denselben Korper an allen Stellen der Erde 
gleichen Wert: 

G=m.g, 
Gewicht = Masse x Beschleunigung des freien Falles. 

2. Dynamisches Grundgesetz. 1) 

Die Kraft P, welche notwendig ist, um einen Korper von 
der Masse m die Beschleunigung p zu erteilen, ist zu berechnen 
nach der Formel: 

p= In.p, 

Kraft = Masse x Beschleunigung. 

Beispiel. Schlitten vom Gewicht Q = 200 kg steht auf Eis­
bahn. Der Reibungskoeffizient ist fl, = 0,02. An dem Schlitten 
zieht die Kraft Z = 5 kg. Der Reibungswiderstand ist 9i = 4 kg. 
Die Beschleunigungskraft ist: 

P=Z-9i= 1 kg. 

Also ist die Beschleunigung des Schlittens: 

P 1 
P = -m = - 20 = - 0,05 m/sk2• 

(g = - 10 m/sk2.) 

Bei allen Maschinen mit hin und her gehendem Kolben, z. B. 
Dampfmaschinen, Gasmaschinen, Pumpen, ist in der ersten Hltlfte 
des Hubes eine nach obigem Gesetz zu berechnende Kraft P not­
wendig, die nur zur Beschleuuigung der Triebwerksteile ver­
braucht wird. Das Entsprechende gilt fUr die Bewegung des Tisches 
der Hobelmaschinen. 

Beispiel. Das Triebwerksgewicht einer Seite betrltgt bei 
einer Schnellzugslokomotive Q = 340 kg. Die Masse derselben ist 

Q 340 
m = g = 9,81 = - 34,6. Der Kolbenhub betrltgt s = 630 mm. 

Bei der bOchsten Fahrgeschwindigkeit betragt die Beschleunigung 
2 

des Triebwerkes in den Totpunkten p = ~. = - 203 m/sk2 (siehe r 
spltter "Zentralkraft"). Also ist in den Totpunkten ausschlieiHich 
zur Beschleunigung des Triebwerkes notwendig die Kraft: 

P= m.p = 34,6.203 = -7000 kg. 

1) Berechnung der Beschleul1igul1gsarbeit: Lebel1dige Kraft S. 95 u. f. 
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3. Fallgesetze. 
Ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstandes. 

Die Bewegung des freien Falles ist gleichformig be­
schleunigt. Das Gewicht G wirkt dauernd auf den fallenden 
Korper in der Bewegungsrichtung. 

1 
""",-~--::_-!-___ --!-r 

t 
Fig. 115. 

Geschwindigkeiten (Dreieckshohen) 

am Anfang Vo = 0, 
,. Ende der 1. sk VI = g, 

" " 2. ,. v2 = 2g, 

,. ,. t " V = g . t. 
Zeiten (Grundlinien) 1, 2, 3 .... t Sekunden. 

Wege (Dreiecksflachen): 
Es wird zUriickgelegt: 

h -~ 1- 2 in der 1. sk, 

h2 = V 2 ~~ " den ersten 2 sk, 

tJ.t 
h= 

2 " " 
t 

=g·t· 2 , 

g. t2 
h=-

2 

" t " 

h ist dargestellt durch den Inhalt des Dreiecks in Fig. 115. 
Beispiel. Nach einer Fallzeit t = 10 sk ist 

V = 9,81 . 10 = 98,1 m/sk. 

9,81.100 
h = ---2--- = 490,5 m. 
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Aus 
V=g.t, 

v 
t=-, g 

v. t V I) v2 
h=-----=-· ---= -_. 

2 2 g ~g 

Endgeschwindigkei t: 

v=.,j2g.lt. 

4. Senkrechter WUl'f nach oben. 
Ohne Berflcksichtigung des Luftwiderstandes. 

Gleichf6rmig verzogerte Bewegung. Das Gewicht G wirkt 
dauernd auf den Korper entgegen der Bewegungsrichtung. 

Die Anfangsgeschwindigkeit, mit welcher der Korper nach 
aufwarts geworfen wird, ist 

VI' 
Eine nach unten gerichtete Geschwindigkeit ist zu Anfang 

nicht vorhanden. Die Schwer kraft erteilt dem frei gewordenen 
Korper die nach unten gerichtete Beschleunigung g, also nach Ab­
lauf von t sk nach abwarts die Geschwindigkeit 

V 2 = g. t. 

Durch Zusammensetzung beider Geschwindigkeiten ergibt sich 
die wirkliche Geschwindigkeit 

V=VI-g. t. 
Falls 

VI = g. t, 
so ist 

V=o, 

d. h. der Korper hat den hOchsten Punkt erreicht und beginnt zu 
fallen. 

5. Bewegung auf geneigter Bahu. 
Ohne Berflcksichtigung der Reibung. 

Auf der schiefen Ebene abwarts treibt die Kraft 

G . sin u. 



92 Dynamik. 

Da G=m.g, 
so ist 

G . sin a = m . g sin a. 

Aus der Endgeschwindigkeit bei dem freien Falle 

~J = J2g. h 

ergibt sich hier die Endgeschwindigkeit am FuHe der schiefen Ebene 

v'=V 2p.l, 

P = g. sin a, 

h I = -~--- , 
sm a 

- h 
v,=,/2g.sina' --~. ~-, V sm a 

Vi = J 2i .h = v. 

Die Endgeschwindigkeit ist die gleiche, wenn der Korper die 
Rohe h durchfallt, oder wenn er auf der schiefen Ebene abwlirts 
gleitet. 

Bewegung auf beliebiger Bahn. 

Der Neigungswinkel a kommt in der SchlulHormel nicht vor, 
ist also fiir die GroHe von v gleichgliltig. Letztere wird also auch 

Fig. 117. 

erreicht, wenn der Korper auf einer beliebigen 
anderen Bahn sich urn h senkt, also z. B. auf 
einer Kreisbahn, wie das Gewicht eines Pendels 
nach Fig. 117. 

Auf einer krummen Bahn kann ein Korper 
sich nur dann bewegen, wenn er durch eine 
Kraft (bei dem Pendel durch die Zugkraft in 
der Pendelstange) stILndig aus seiner augen­
blicklichen Richtung abgelenkt wird. 

6. Wurfgesetze. 
'Vagerechter Wurf. 

Ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstandes. 

Die Schwerkraft wirkt st1Lndig geneigt zur Bahn­
richtung und lenkt den Korper abo In der wagerechten Richtung 
wirkt auf den frei gewordenen Korper keine Kraft ein. Daher 
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behalt er in dieser Richtung seine urspriingliche Geschwindigkeit 

VI 

bei und hat nach Ablauf von t Sekunden einen Weg 

51 = v. t 
zurlickgelegt. 

In der senkrechten Richtung beginnt der Korper seine Be­
wegung mit der Geschwindigkeit O. Durch die Schwerkraft erhalt 
er die nach unten gerichtete Beschleuni­
gung g. Nach Ablauf von t Sekunden 
hat der Korper nach abwarts den Weg 

g.t~_ 
2 

r<---v.t~ 
~2v~ I 

a ----t----+t 
I .9- I 
I I 

: 'l-t" L __________ Ii 
zurUckgelegt. Er befindet sich also im Fig. 118. 

Punkte 1.l3. Die Bahnlinie ist eine Pa-
rabel, deren Scheitel im Ausgangspunkte III del' Bewegung liegt. 

Schiefer Wurf nach oben. 
Ohne BerUcksichtigung des Luftwiderstandes. 
Der Korper wit'd unter dem Winkel a gegen die Wagerechte 

schrage nach oben geworfen mit der Geschwindigkeit 

c. 
Diese besitzt eine wagerechte Seitengeschwindigkeit 

VI = c. cos a 
und eine senkrechte Seiten­
gesch windigkei t 

v2 = c. sin a. 
In der wagerechten 

Richtung wirkt auf den ge­
worfenen Korper keine Kraft. 
Daher bleibt die Seitenge-
schwindigkeit 

unverandert erhalten. 

Fig. 119. 

C. cos a 

Die senkrechte Seitengeschwindigkeit wird durch die nach 
unten wirkende Schwerkraft bestandig verandert. Vor der Er­
reichung des hOchsten Bahnpunktes sind nach t Sekunden zusammen­
zusetzen in der Senkrechten die Geschwindigkeiten 
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1) c. sin a nach oben gerichtet, 
2) g. t ,. unten 

" 
Es ergibt sich nach t Sekunden die senkrecht nach oben ge­

richtete Gesch windigkeit: 

v~ = c . sin a - g . t. 

Die Bewegung in dieser Richtung ist eine gleichmafiig ver­
zogerte. Die Verzogerung gist die der Bewegung entgegenge­
rich tete (negative) Beschleunigung. 

1m hOchsten Punkte der Bahn ist 

V 2 = C . sin a - g . t = 0 . 

Der Korper hat dann in der senkrechten Richtung augen­
blicklich keine Bewegung. 

Hinter dem hOchsten Bahnpunkte fUhrt der Korper in der 
senkrechten Richtung eine nach abwarts gerichtete, gleichmafiig be­
schleunigte Bewegung aus. Die Schwerkraft wirkt nach der Rich­
tung der senkrechten Seitengeschwindigkeit. 

Beispiel. Eine Gewehrkugel hat die Anfangsgeschwindigkeit 

c = 600 m/sk, 
a = 20 0 . N ach t = 5 sk, 

c. cos a = 600.0,940 = 564 m/sk, 
c . sin a - g . t = 600 . 0,342 - 9,81 . 5 

= 156,15 m/sk. 

7. Leistung. 
Die auf 1 sk bezogene mechanische Arbeit heifit Leistung oder 

Effekt. Die Leistung der Maschinen wird gemessen in Pferde­
starken (PS.). 

1 PS. = 75 mkg/sk. 

Die Anzahl der anf eine Maschine Ubertragenen PS. ist: 

Es bedeuten: 

P.v 
N= 75 . 

P die wirksame Kraft, 
v die Geschwindigkeit der Kraft. 



Lebendige Kraft. 95 

Beispiel. Eine Handkurbel (Fig. 45) a = 400 mm wird durch 
die Kurbelkraft P = 10 kg mit n = 30 Umdrehungen in der Minute 
angetrieben. Die auf die Kurbel Ubertragene Leistung ist dann 

P.2a.rr:.n 
60 = - 12,57 mkg/sk. 

Die Anzahl der auf die Maschinen iibertragenen Pferde­
starken ist: 

N = _j=>~:oa. '7~ '.11-. = 0,167 PS. 

Beispiel. Eine Riemscheibe vom Durchmesser D = 400 mm 
lauft mit n = 300 minutlichen Umgangen. Die Umfangsgeschwindig­
keit ist v = 6,28 mjsk. Es sollen N = 5 PS. iibertragen werden. 
Dann ist die zu Ubertragende Umfangskraft: 

N.75 5.75 
P=---=--=-60 kg. v 6,28 

Der gro1lte Riemenzug ist: 

5 1 =-2P=120 kg. 

8. Lebendige Kraft. 
a) Bei geradliniger Bewegung. 

Ein Korper von der Masse m wird durch die Kraft P auf 
dem Wege s beschleunigt, so da1l seine Geschwindigkeit in t Sekunden 
von c auf v steigt. Beschleunigung p. 

I 
v 

und 

Es ist dann 

P=m.p 

~S-----!-l 
L.,' ,>-----t ---~ .. ! 

Also ist die hierbei von der Kraft Fig. 120. 

geleistete (Beschleunigungs-) Arbeit: 
. v+c 

A = P . s = m . p. ·_·2 . t, 

v-c 
P=-~t~-·' 

v-c v+c 
P . s = m . --t~- . -2- . t: 

7'-" 
P . s = 2 . (v2 - c2). 
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Das Produkt: 

Dynamik. 

'In. c2 

2 

heifit die lebendige Kraft am Anfang. 

Benennung: 
kg. Sk2 

m 
Das Produkt: 

'fit. v2 
-2--

heifit die lebendige Kraft am Ende der betrachteten Zeit. 

Die lebendige Kraft eines mit der Geschwindigkeit v bewegten 
Korpers ist diejenige mechanische Arbeit, die notwendig ist, urn den 
Korper aus der RuheJage auf die Geschwindigkeit v zu bringen. 

Die Zunahme der lebendigen Kraft eines bewegten 
Korpers ist gleich der von der Beschleunigungskraft auf 
den Korper iibertragenen mechanischen Arbeit. 

Lebendige Kraft bedeutet eine Arbeit! 

1m umgekehrten FaIle bei der Verzogerung eines bewegten 
Korpers durch einen Widerstand iibertragt der Korper in seiner 
Bewegungsrichtung eine Kraft und leistet daher eine Arbeit: 

Die Abnahme der lebendigen Kraft eines bewegten 
Korpers ist gleich der durch Uberwindung eines Wider­
stan des geleisteten mechanischen Arbeit. 

Jeder bewegte Korper besitzt demnach ein Arbeitsvermogen 
(Energie), welches gleich ist seiner lebendigen Kraft. 

Beispiel. Ein Eisenbahnzug vom Gesamtgewicht Q = 250000 kg, 
also einer Masse m = '-'25000, besitzt die Geschwindigkeit Vl = 72 km/st, 
d. h. vl = 20 mJsk. Die lebendige Kraft des Zuges ist: 

m 2Vl2 = 2500~. 400 ,= 5000000 mkg. 

Wird die Geschwindigkeit des Zuges bis auf ~ = 90 km/st, 
d. h. v2 = 25 m/sk gesteigert, so ist die zu dem Zweck aufzu­
wendende Arbeit: 

m v 2 m v 2 
A = ~ - ~ = 7800000 - 5000000 = 2800000 mkg. 
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Beispiel. Ein Forderkorb vom Gewicht Q = 3000 kg j m = ~ 300 
wird in 10 sk auf die Geschwindigkeit v = 12 m/sk gebracht.: Die 
aufzuwendende Beschleunigungsarbeit ist: 

m . v2 300 . 144 
Al = -2- = '" --2- = 21600 mkg. 

Der wahrend der Beschleunigungsperiode zurUckgelegte Weg ist: 

p . 12 1,2 . 102 
s = -- 2--- = --2--' 

s = 60 m. 

Die wahrend der Beschleunigungsperiode geleistete Hub-
arbeit ist: 

A2 = Q . s = 3000 . 60, 
A2 = 180000 mkg. 

Also ist die in dieser Zeit geleistete Gesamtarbeit: 

Al + A2 = 201600 mkg. 
Beispiel. Einer Turbine fliellen pro Minute 2 cbm Wasser 

mit der Geschwindigkeit cl = 10 m/sk zu. Die Austrittsgeschwindig­
keit ist c~ = 3 m/sk. Die in 1 Minute an das Laufrad abgegebene 
Arbeit ist (g= 10 m/sk2): 

A = 200 ~ 100 _ 2~0 .9= 9100 mkg. 

Der Wirkungsgrad ist: 

9100 
" = Yo 000 = 0,91. 

b) Rei Drehbewegung. 
Eine kleine Kugel (Punkt) von der Masse m dreht sich urn 

den Punkt 0 mit der Geschwindigkeit v. Sie besitzt daher die 
lebendige Kraft: 

da 
so ist 

Vogdt, Mechanik. 

m. v2 
L=-, 

2 

v = r. (d, 

m . 1'2. (d2 

L=- ---, 
2 

J. (d2 

L-=---- . 
2 

7 
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hei6t das Tragheitsmoment der kleinen Kugel in bezug auf die 
Drehachse o. 

Ebenso besitzt ein Drahtring vom Halbmesser r und der 
1l'Iasse m bei der Winkelgeschwindigkeit w die lebendige Kraft 

m. r2. WZ 

L=--2-· 

Eine volle Scheibe, z. B. eine Schleifscheibe, kann aus einzelnen 
Ringen von verschiedenen Massen, m l , m2 , ma usw., und von ver-

I 
Fig. 121. Fig. 122. Fig. 123. 

schiedenen Halbmessern, r l , rz, ra usw., zusammengesetzt gedacht 
werden. Die lebendigen Krafte der einzelnen Ringe sind dann: 

1. L I = 
m 1 • r1z. w2 

2 

2. L 2= 
m 2 . r z2 • w2 

2 

3. L3= 
m R ·rH2 .U)2 

2 

Die lebendige Kraft der ganzen Scheibe ist demnach gleich 
der Summe der lebendigen Krafte der einzelnen, die Scheibe bilden­
den Ringe: 

L = LI + L2 + La +. . . 

Der in der Klammer stehende Wert hei6t das korperliche 
Tragheitsmoment A der Scheibe. Also ist 

(1)2 
L=Jk· 2 · 



Tragheitsmomente. 

Benennung des kiirperlichen Tragheitsmomentes: 

kg 
- . sk2 • m2 = kg· m . sk2• 
m 

9. Tl'agheitsmomente. 
1. Tragheitsmoment eines diinnen Kreisringes (Fig. 123): 

.Jk = In. r2. 

99 

2. Tragheitsmoment des Vollzylinders, bezogen auf die Dreh­
achse 0: 

o 
I 

Fig. 124. 

hierin bedeutet: 

v. s m=--, 
g 

FIg. 125. 

r den Halbmesser des Zylinders in Metern, 
V das Volumen des Vollzylinders, 
s " spezifische Gewicht des Vollzylinders, 
g = 9,81 mjsk2 die Beschleunigung des freien Falles. 

3. Tragheitsmoment eines dicken Schwungringes von recht­
eckigem Querschnitt: 

1 
Jk = 2 (M. R2 - m . r2). 

Hierin bedeutet J.'J1 die Masse der Vollscheibe vom Halbmesser R 
und m die Masse der herausgeschnittenen Vollscheibe vom Halb­
messer r. R und r in Metern. 

4. Tragheitsmoment einer Stange (eines Radarmes) in bezug 
auf die durch 0 gehende Drehachse: 

7* 
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rn .l2 
Jk=-S-'· 

mist die Masse der Stange, 
I " " Lange in Metern. 

Tragheitsmoment eines Sehwungrades: 

J = J1 + n . J2 + J3 . 

Es bedeutet: 

J1 das 
n . J 2 " 

1;: " 

Tragheitsmoment des Sehwungringes, 
samtlieher Arme, 

" 
der Nabe. 

Die lebendige Kraft des umlaufen-
Of "=t- den Schwungrades, d. h. die in ihm auf-

........ f----- l---,>~! gespeieherte Energie ist: 
w2 

L = (11 + n . J2 + J3 ) • """2. Fig. 126. 

Beispiel. Ein Schwungrad naeh Fig. 127 a hat das Kranz-
. 2280 

gewlChtl) Q1 = 2280 kg. Die Masse des Kranzes ist Ml = 9.8T = 232. 

Der Sehwerpunkt des Kranzquersehnittes ist urn R = 1,'01 m VOil 

der Radmitte entfernt. Die ganze Masse des Kranzes kann man 
sieh also auf einer Kreislinie vom Halbmesser R vereinigt denken. 
Daher ist das Tragheitsmoment des Kranzes: 

J1 = MI. R2 = 232.1,012 = 237; 

Del' Armquerschnitt ist elliptiseh und hat die dureh Fig. 127 b 
angegebene mittlere GroBe. 

F=n.a. b, 
a = 100 mm, 

b = 50 mm, 

F= 157 qem. 

Die Armlange ist 

1= 900 - 200 = 700 mm = 0,7 m. 

Das Volumen eineR Armes ist bei dessen bis zu der Aehse 
gedaehten Verlangerung: 

V = 1,57 . 9 = 14,1 ebdm. 

1) Berechnung des Kranzgewichtes siehe Guldinsche Regel. S.21. 
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Die Masse dieses verlll.ngert gedachten Armes ist: 

= 14,1.7,2 = 103 
ffl1 981 ' . , 

Dessen Trll.gheitsmoment ist: 

. = ffl1 . L'2 = 10,3 . 0,92 = 2 78 
11 3 3 " 

L =0,9 m. 

101 

Die Masse des durch die Nabe abgeschnittenen innersten Arm­
stlickes ist 

= 1,57 . 2 . 7,2 = 2 3 
ffl2 981 ' , , 

i~~"-t .. ~ 

., l.. 
fiJO 

Fig. 127b. 

~i. 
500~ 101/ 

. Fig. 127a. Fig. 127 c. 

dessen Trll.gheitsmoment: 

. ffl2 • (L -/)2 
t'2= 3 

2,3 . 0,04 = 0 03 
3 " 

L -1= 0,2 m. 

Also ist die Masse eines Radarmes 

und dessen Gewicht 
Q'2 = 78,5 kg. 

Das Gewicht der 8 Arme: 

8Q2 = 628 kg. 
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Das Tragheitsmoment eines Radarmes ist daher: 

J2 = ;1 - ;2 = 2,78 - 0,03 = 2,75. 

Also ist das Tragheitsmoment samtlicher 8 Arme: 

SJ2 = 22. 

Nabe (Fig. 127 c). Vollzylinder vom Halbmesser: 

R, =0,2 m, 
dessen Gewicht: 

G1 = 22. n. 5 . 7,2 = 452 kg, 
des sen Masse: 

ffl3= -46, 
des sen Tragheitsmoment: 

. ffl3.R2 46.0,2 2 
tll = ---2-- = --2--- = 0 92. 

Das Gewicht des durch die Bohrung fortfallenden N aben-
teiles ist: 

dessen Masse: 
G2 = 12. n . 5 . 7,2 = 113 kg, 

M4 = 11,5, 
dessen Tragheitsmoment: 

i4 = 11,5 2 ~~~- = 0,057. 

Tragheitsmoment der Nabe: 

J3 = i3 - i4, = 0,92 - 0,057 = 0,863. 

Das Gewie.ht der Nabe ist: 

Q8 = 452 - 113 = 339 kg. 

Tragheitsmoment des ganzen Schwungrades: 

J = J1 + 8 J2 + J3 = 259,86 = - 260. 

Das Gewicht des ganzen Schwungrades ist: 

Q = Q1 + 8 Q2 + Q8 = 3247 = - 3250 kg. 
Wenn das Schwungrad n = 100 Umdrehungen in der Minute 

macht, so ist seine mittlere Winkelgeschwindigkeit: 

00", = 10,472. 

Die in dem umlaufenden Schwungrade aufgespeicherte Energie 
ist dann: 

2 = J.oo2 = 260.10,472 2 , 

2 2 
2 = -14250 mkg. 
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Die Drehbewegung eines Schwungrades ist aber wahrend jeder 
einzelnen Umdrehung nicht gleichformig. Die gro13te Winkel­
geschwindigkeit ist 001' die kleinste Winkelgeschwindigkeit ist 002 ; 

dann ist das Verhaltnis 

=d 
(dm 

der Ungleichformigkeitsgrad, 

z. B. 001 = 10,577, entsprechend n1 = 101, 

d. h. das Schwungrad wiirde, wenn es mit der Winkelgeschwindig­
keit 001 dauernd laufen wiirde, in der Minute 101 Umgange machen. 

002 = 10,367, entsprechend n2 = 99, 
10,577 - 10,367 1 d = ----- ----- - = -' -- . 

10,472 50 

10. 'Vinkelbeschleunigung. 
Winkelbeschleunigung Ii ist die Zunahme der Winkelge­

schwindigkeit in der Zeiteinheit (sk): 

WZ-Wl 
Ii=-i-' 

001 ist die Winkelgeschwindigkeit am Anfang, 

" " 
" Ende, 

" betrachtete Zeit. 
1 

Benennung der Winkelbeschleunigung: sk~' 

Eine Kugel von der Masse mist mit einem 
Faden an dem Drehpunkt 0 befestigt und lauft urn 
diesen mit der Winkelgeschwindigkeit 001 urn. Diese 
Winkelgeschwindigkeit wiirde beibehalten werden, 
der Bewegungszustand wiirde nicht geandert werden, 
wenn kein treibendes oder hemmendes Moment auf 
die Kugel einwirken wiirde oder wenn treibendes und 
hemmendes Moment sich gegenseitig aufheben wiirden. 

m.,p 
I 
I 
I 
I 

rJ 
I 
I 
I 

-¥z 
Fig. 128. 

Wenn aber wah rend der Bewegung in der Bewegungsrichtung die 
Kraft P wirkt, so gilt: 

P=m.p, 
d. h. die Kugel erh~lt die Beschleunigung p. Da nun 

p=r.li, 
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so ist 

Dynamik. 

P=m.r.8. 

In bezug auf den Drehpunkt 0: 

P . r = 11/, . r2 . 8, 

M=i.8. 

Hierin bedeutet M das treibende Moment und z· das (korper­
liehe) Tragheitsmoment der Kugel in bezug auf den Drehpunkt O. 

Treibendes Moment = Triigheitsmoment x Winkel­
beschleunigullg. 

11. Wirkung der Schwungrader. 
Das Gleiehe, das fUr eine kleine umlaufende Kugel gilt, hat 

aueh GUltigkeit z. B. fUr die im Betrieb befindliehe Kurbelwelle 
einer·Kraftmasehine. An der Kurbel wirkt treibend das Moment 
der Sehubstangenkraft. Der Drehung widerstehen: 

1. das Moment des Riemen- oder Seilzuges, dureh den die Arbeit 
der Masehinen auf die Transmission weiter geleitet wird, 

2. das Moment der Zapfenreibung, 
3. das Moment des Luftwiderstandes. 

Die Grofie des treibenden lfomentes weehselt wahrend jeder 
Umdrehung. 

Waren samtliehe hemmende Momente gleieh dem treibenden 
Moment, so wfirde die einmal in Gang gebraehte Masehine sieh 
gleichf6rmig weiter drehen. Wenn aber das treibende Moment Ml 
grofier ist als die Summen samtlieher hemmenden Momente M2, so folgt: 

M1 -M2 =M. 

Dann erfiihrt die Welle eine Winkelbesehleunigung naeh dem 
Gesetze 

M=J.8. 

(1m umgekehrten FaIle erfiihrt die Welle eine Winkel­
verzogerung nach demselben Gesetze.) 

Also ist die Winkelbeschleunigung: 

M 
8=7· 

FUr ein bestimmtes Moment Mist demnaeh die Winkel­
besehleunigung um so kleiner, je grofier das Tragheitsmoment ist. 
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Durch das aufgekeilte Schwungrad wird das Tragheitsmoment der 
Kurbelwelle sehr stark vergrofiert, und zwar urn so mehr, je grofier 
der Durchmesser des Schwungrades ist und je grofier des sen Gewicht 
(Masse) ist. Je mehr also das Tragheitsmoment der Kurbelwelle 
durch das aufgekeilte Schwungrad vergrofiert ist, urn so gleich­
formiger lauft die Maschine. 

Das Schwungrad hat die Aufgabe, die bei jeder einzelnen 
Umdrehung der Kurbelwelle auftretenden UngleichfOrmigkeiten des 
Ganges auszugleichen. Es nimmt zeitweise mechanische Arbeit "auf 
Vorrat" auf und gibt zeitweise mechanische Arbeit an die Kurbel­
welle abo 

12. Erhaltung del' Energie. 1) 

Ein in der Rohe h befindliches Gewicht Q besitzt Energie 
der Lage, d. h. es kann die Arbeit 

A=Q.h 

leisten dadurch, daB es die Rohe h durchf:mt. Durch diese Arbeit 
wird dem Gewichte lebendige Kraft - Energie der Bewegung­
erteilt. Die Endgeschwindigkeit ist: 

v = J2g-:h: 
Die Energie, d. h. Arbeitsfahigkeit des bewegten Gewichtes ist: 

A = m. v2 , 

2 

Q 
m=- , 

g 
m .v2 

-Z-=Q·h. 

Es ist eine Energieform in eine andere umgewandelt worden. 
Andere Energieformen: 

Warme, gemessen in Warmeeinheiten (W. E.). 1 W. E. ist 
diejenige Warmemenge, die notwendig ist, urn 1 1 Wasser urn 1 0 C. 
zu erwarmen. 

1 W. E. = 427 mkg. 

Elektrische Energie, gemessenin Wattoder Kilowatt(K. W.). 

1) Mechanische Arbeit S. 28. 
2) Pressungsenergie S. 123. 
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1 K. W. = 1000 Watt. 
1 Watt = 1 Volt 1 Ampere. 

736 Watt = 1 PS. 

13. Zentralkl'nft. 
Zentrifugalkraft. 

Die urn den Mittelpunkt 0 mit der Umfangsgeschwindigkeit V 

kreisende Kugel wlirde, wenn keine Kraft auf sie einwirken wlirde, 
nach Ablauf von 1 sk von 1 nach 2 gelangt sein. Damit sie auf 
der Kreisbahn geflihrt wird, mufi sie nach dem Mittelpunkte hin 

I 

I / I I 
I I , r / I 

1"- ..j<XI../ I 

~'I I 
II I 

------ rJ 1--
i ! 
• I 

J./ 
Ii 
I 

4 
Fig. 129. 

eine Beschleunigung p erfahren. 
Der hierbei nach dem Mittelpunkte 

hin zurlickgelegte Weg ist ~ 
(Entfernung 2-3). Der Winkel bei 
3 ist angenahert ein Rechter und 
wird als solcher gerechnet. Er 
ist das urn so mehr, je naher 3 
an 1 gelegen ist. Ebenso ist die 
Entfernung 2=4 Urn so genauer 
2 r, je naher 3 an 1. Das ist 
urn so rnehr der Fall, je kiirzer 
die Zeit ist; fUr welche die ganze 
Betrachtung gilt. v ist dann der 

in dieser sehr kurzen Zeit zurilckgelegte Weg. Dann gilP) nach 
der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke 1, 2, 3 und 1, 2, 4: 

P 
-2- v ( v \ 
-~ = ----~ = -' '-J' v 2 r 2-4 

v2 
p=~-, 

r 

v=r.oo, 
p = r. 002• 

p bedeutet hier die Beschleunigung, welche die bewegte Kugel 
in der Richtung nach dem Mittelpunkt hin erf:thrt. Zu der Er-

1) Der Winkel bei 4 ist nur angenahert a. 
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teilung dieser Beschleunigung ist, wenn die l\Iasse der Kugel m 
betragt, die Kraft 

c= 1ft .'1'. (1)2 

erforderlich. Da C nach dem Zentrum der Kreisbahn hinstrebt, so 
heiHt diese Kraft "Zentripetalkraft" oder kiirzer "Zentralkraft". 1m 
vorliegenden Fall wird sie durch den Faden ausgeiibt, der standig 
die Kugel nach 0 hin zieht. Der gespannte Faden iibt demnach 
auf den festen Drehpunkt eine der Zentralkraft entgegengesetzt gleiche 
radial nach auBen wirkende Kraft C aus. Diese Gegenkraft 
nennt man Fliehkraft oder Zentrifugalkraft.l) 

Kegelpendel. 

Eine Kugel vom Gewicht Q ist durch eine Stange 1 beweg­
lich an die mit n minutlichen Umgangen laufende senkrechte Spindel 2 

Fig. 130a. 

; angeschlossen. Die Kugel 
kann sich demnach sowohl 

2 

um den oberen wagerechten 
Zapfen cr, als auch mit der 
Spindel 2 um deren Achse 
drehen. 

Das Eigengewicht Q 
und die von der Stange 1 auf 

Fig. 130b. Krafte die Kugel ausgetibte Zug-
Krafte am Gestange. an del' Kugel. kraft 5 ergeben die Mittel­

Fig. 130c. Grnndril! del' Kngelbahn. 

kraft C, d. h. die Zentral-
kraft, die andauernd die Kugel aus 
der augenblicklichen Bewegungs­
richtung a-a nach dem Drehungs­
mittelpunkt p hin ablenkt. 

Demnach l1bt die Kugel auf 
das Gestange die entgegengesetzt 
gleiche, radial nach auBen wir­
kende Fliehkraft (C) aus. Am Ge­
stange wirkt ferner das Kugelge­
wicht Q. Falls deren Mittelkraft 

in die Richtung der Stange 1 flillt, bleibt der Winkel ex unverandert. 
Da die Grofie von (C) von der Umlaufszahl der Spindel abhangt, 

') Nach Foppl, Vorlesungen tiber techno :Mechanik, Band I, § 14. 



108 Dynamik. 

so wird bei gesteigerter Umlaufszahl der Spindel 2 der Winkel a 

durch Reben der Stange 1 vergrofiert. Bei Verminderung del' Um­
laufszahl nimmt a abo 

Anwendung findet das Kegelpendel bei den Schwungkugel­
regulatoren, deren Aufgabe es ist, die Umlaufszahl der Dampf­
maschinen moglichst gleich zu erhalten. 

Zentralkraft bei dem Kurbelgetriebe. 
Bei allen mit einem Kurbelgetriebe arbeitenden Maschinen ist 

die Bewegung des Gestanges von der Umlaufbewegung der Kurbel 
abbangig. Aus der Ruhelage in den Totpunkten mull das Gestange 
eben so wie der Kurbelzapfen nach der Kurbelwelle hin beschleunigt 
werden. Diese Beschleunigung ist 

v'!. 
p=-. 

r 

Die notwendige Beschleunigungskraft ist 

~ p= m.v . 
r 

Bei Dampf- und Gasmaschinen mull diese Kraft durch den 
Dampf- oder Gasdruck an den Kolben abgegeben werden. Die 
Gegenkraft von P wirkt auf den Zylinderdeckel. Sie ist an dem 
Rahmen der Maschine nicht ausgeglichen und ruft daher eine Ver­
schiebung von Zylinder, Rahmen und Fundament hervor. Je schwerer 
das Fundament ist, urn so geringer wird des sen Verschiebung. Bei 
fahrbaren Lokomobilen rufen die Gegenkrafte P Erzitterungen der 
ganzen Maschine hervor. 

Beispiel. Bei einer Lokomotive (S. 89) ist die Masse des 
Triebwerkes (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf, Schubstange, Kuppel­
stange) einer Seite m = 34,6. Der Kurbelhalbmesser ist r = 315 mm. 
Die Umfangsgeschwindigkeit des Kurbelzapfens ist v = -' 8 m/sk. 
Dann ist die dem Triebwerk zu erteilende Beschleunigungskraft 
(Zentralkraft) : 

P 34,6. 8~ " 
= 0,815-- = '" ,000 kg. 

Zeutrifugen. 
J e grofier das Gewicht und damit die Masse eines auf einer 

Kreisbahn umlaufenden Korpers ist, urn so grofier mull die Zentral-



StoJ3gesetze. 109 

kraft sein, die notwendig ist, urn den Korper auf del' Kreisbahn zu 
fiihren. Urn so groBer ist abel' auch del' Gegendruck (Fliehkraft), 
den del' umlaufende Korper auf seine Fiihrung ausUbt. Bei einer 
FIUssigkeit, die aus einem leichteren und aus einem schwereren Be­
standteil gemischt ist, wird durch schnelle Drehung des Fliissigkeits­
behlUters del' schwerere Bestandteil del' Mischung standig an die 
auBere Gefal.lwandung gedrangt und kann hierdurch von dem leichteren 
Bestandteil getrennt werden. Das geschieht in den Zentrifugen,1) 
in denen z. B. bei del' Entrahmung del' Milch die Magermilch auGen 
und del' Rahm innen an del' Trommel zum AbfluB gebracht wird. 

14. Sto6gesetze. 
Ein 8toB tritt auf, wenn ein bBwegter Korper gegen einen 

feststehenden odeI' wenn zwei bewegte Korper gegeneinander trefl:"en. 
Dann findet eine mehr oder weniger plotzliche Geschwindigkeits­
anderung, also eine sehr bedeutende Vel'zogerung odeI' Beschleunigung 
der bewegten Kol'per statt. Je plotzlicher die Geschwindigkeits­
anderung ist, urn so gl'oGer ist del' hervorgerufene 8toBdruck. 2) 

Der Korper von del' Masse M bewegt 
sich mit del' Geschwindigkeit C und holt die .-0.~ 
in del' gleichen Richtung mit c bewegte Masse m --y 
ein. An der 8tol3ste11e werden beide Korper -c 
abgeplattet. Del' 8tofidl'uck beschleunigt den 
vorderen und verzogert den nachfolgenden 
Korper. 1m Augenblick del' grofiten Abplattung 

Fig. 131. 

bewegen sich beide Korper mit der gemeinsamen Geschwindigkeit u 
wei tel'. Die Geschwindigkeitsanderungen in gleichen Zeiten ver­
halten sich, weil sie beide durch denselben 8tofidruck hervorgerufen 
sind, umgekehrt wie die betr. Massen: 

Also: 

u-c M 
C-u m 

MC+1n.c 
u = -1-n--;+----=Mc:c 

1) Siehe Gestalt der Wasseroberflaehe 1'. 120. 
2) Siehe Dynamisches Grunrlgesetz S. 89. 
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Unelastischer Stoll: die grollte Abplattung bleibt vollstlindig 
erhalten. 

E 1 a s tis c her S toll: die Abplattung der zusammengestollenen 
Korper wird wieder vollstlindig ausgeglichen. Die Korper dehnen 
sich wieder bis zu ihrer urspriinglichen Form aus und iiben bei 
dieser Ausdehnung Driicke aufeinander aus. Durch diese wird die 
Geschwindigkeit des vordercn Korpers weiter bis v gesteigert und 
die Geschwindigkeit des nachfolgenden Korpers weiter bis V ver­

-ow 

mindert. Die gesamte Geschwindigkeitslinde­
rung jedes Korpers ist doppelt so groll, als sie 
unter sonst gleichen Voraussetzungen bei un­
elastischem Stolle sein wUrde. 

jo·ig. 132. Da in Wirklichkeit kein Korper voll­
stlindig elastisch oder vollstlindig unelastisch 

ist, so werden die betr. Stol3gesetze nur angenlihert befolgt. 

Bei dem elastischen Stolle geht keine Energie verloren. Es 
ist demnach: 

Sto8verlust. 
Bei dem unelastiFlchen Stolle ist die lebendige Kraft nach dem 

Stolle kleiner als nach dem elastischen Stolle. Der durch den Stoll 
hervorgerufene Energieverlust wird zur Formlinderung, zur Er­
zeugung von Wlirme und Schall benutzt. 

Die lebendige Kraft vor dem Stolle ist: 

MC2 m. c2 

L1 = --~ - + --"2--' 

Die lebendige Kraft nach dem Stolle ist: 

L _ (M+m). u2 • 
2- 2 

Technische Anwendungen des Sto8es. 
1. Schmieden. 

Der getrofi'ene Korper, hier das SchmiedestUck, befindet sich 
in Ruhe. c = O. 



Es ist hier: 

StoJ3gesetze. 

M.C2 
L =--, 

1 2 

M.C 
U=---, 

M+m 
M+m M~.C2 

L2 = --2-' I,M+ m).,j· 

Der StoB-Verlust ist dann: 
M. ()2 m, 

Ll- L.=--· ----. 
- 2 M+m 
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Der "St06-Verlust" soIl hier rnoglichst groll sein. Die ein­
gebU6te lebendige Kraft soIl zur Forrnanderung des SchrniedestUckes 
benUtzt werden. Der St06-Verlust ist urn so groBer, je 
gro6er die ruhende gestollene Masse m des SchrniedestUckes, 
Arnbosses und der Schabotte. 

2. Einrammen von Pfithlen, Einschlagen von Niigeln. 
Die getroffenen Korper, Pfahl oder Nagel, befinden sich vor 

dern Stolle in Ruhe. c = O. 
Nach dern Stolle sollen hier st06ender und gestoBener Korper 

gerneinsarn eine rnoglichst grolle lebendige Kraft L2 besitzen und 
dadurch einen entgegenstehenden Widerstand W auf dern Wege s 
Uberwinden: Der Pfahl solI in den Boden, der Nagel solI in das 
Holz eindringen. 

(M + In) . u 2 M . 0 2 M 
2 =-2--' M+nt = W.s. 

Die nach dern St06e der st06enden und gestoilenen Masse ge­
rneinsarn innewohnende lebendige Kraft ist urn so gro6er, je groiler 
die Masse M des stoilenden Korpers ist. 

"\Vird ein bewegter Korper allrnahlich aufgehalten, so wird 
ein Stoil verrnieden. Es gibt daher auch keinen St06verlust. Bei 
den Turbinen 1) wird die lebendige Kraft des zuftieilenden \Vassers 
auf das Turbinen-Laufrad iibertragen. Das Wasser solI ohne Stoil 
eintreten. Durch StoBe an der Eintrittsstelle wUrde ein Teil der 
Arbeitsflihigkeit des Wassers zur Wirbelbildung verbraucht werden, 
also fUr die Nutzleistung der Maschine verloren gehen. 2) 

1) Siehe Geschwindigkeitsparallelogramm S. 84. 
2) Strahldruck. S. 129. 
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Beispiel. Ein Eisenbahnwagen vom Gewicht Q = 15000 kg 
(M = 1530) bewegt sich mit der Geschwindigkeit C = 2,2 mjsk 
und trifft auf einen anderen vor ihm in der gleichen Richtung mit 
c = 1,67 mjsk laufenden Wagen vom Gewichte q = 12000 kg (m 
= 1225). 

Die lebendige Kraft des Wagens vom Gewichte Q ist: 

1530.2.22 
Ll = ~-2- = ,- 3700 mkg. 

Die lebendige Kraft des Wagens vom Gewichte q ist: 

L2 = }~~5/,~7~ = 1710 mkg, 

Ll + L2 = 5410 mkg. 

Bei der grollten Zusammendruckung der Pufferfedern bewegen 
sich beide Wagen mit del' gemeinsamen Geschwindigkeit: 

M.C+m.c 
11 = --M-+ nz 

u = 1,965 mjsk. 

1530.2,2 + 1225 . 1,67 
T530 + 1225 -----

In dies em Augenblick besitzen die beiden "Wagen zusammen 
die lebendige Kraft: 

M+m 
--2-' 

2755 . 1.9652 
"--2~~-- =,- 5320 mkg, 

d. h. die lebendige Kraft ist kleinel' als am Anfang und am Ende 
der Stollperiode. Ein Teil des Arbeitsvermogens, und zwar 

5410 - 5320 = 90 mkg, 

ist in den gespannten Puffel'federn aufgespeichert. 

M 1530 5 fJ, - c 0,295 
m- = 1225 = -4 = C=,t = 0,235 . 

Am Ende des Stolles hat der voranlaufende Wagen die Ge­
schwindigkeit: 

v = 1,67 + 2.0,295 = 2,26 m/sk, 

del' nachfolgende "Wagen hat die Geschwindigkeit: 

V = 2,2 -- 2 . 0,235 = 1,73 mjsk. 
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Am Ende des Sto13es sind die lebendigen Krafte: 
des vorlaufenden \Vagens: 

L 1225 . 2,262 "'1 
2'= ~~-2~~ =0 20 mkg, 

des nachlaufenden Wagens: 

1530.1,732 
L/ = 2 = 2290 mkg. 

Also ist: 

Ll' + L 2' = 2290 + 3120 = 5410 mkg. 

Vogdt, Mechanik. 
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V. Hydraulik. 
Mechanik der Fliissigkeiten. 

A. Statik del' Fliissigkeiten. 
Eine FlUssigkeit hat keine bestimmte Form. Eine in eil 

Gefliti eingeschlossene Flilssigkeit kann wohl Druckkrafte, nicht abel 

Fig. 133. 

Zug- oder Schubkrafte aufnehmen. 
Befindet sich eine FlUssigkeit in Ruhe, s( 

bildet ihre Oberflache eine wagerechte Ebene. II 
kommunizierenden Rohren stehen beide Wasser 
spiegel in der gleichen Ebene. 

1. Druckiibertragung durch Fliissigkeiten. 
Wird auf eine eingeschlossene Flilssigkeit durch einen Kolber 

an irgend einer Stelle ein Druck Pl ausgeUbt, so wird dieser durcl 
I 

Fig. 134. 

die FIUssigkeit nach allen Richtungen hin gleichmafiig Uber 
tragen. J eder Kolben von derselben Fliiche empfangt den gleichel 
Druck Pt. Bei einer Kolbenflache von Fl qcm entfallt demnacl 
auf 1 qcm der Druck 
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P1 P=--' F1 

115 

Der Kolben von der Flache F2 erhalt demnach den Druck 

P2 =p·F2• 

Hydrauliscbe Presse. 

Die Kolben tauchen in Zylinder ein, die durch Rohrleitungen 
miteinander verbunden sind. 

Auf den Kolben I wird der Druck 

P1 = P.f1 
ausgeflbt. Auf jedes Quadratzentimeter der die Flflssigkeit ein­
schliellenden Wandungen wird demnach der FHichendruck p flber­
tragen. Also wirkt auf den Kolben II 
yom Querschnitt F der Druck 

P2 =p·,h. 
Die Flachendrflcke sind gleich. 
Es verhalten sich die Kolben­

krafte wie die Kolbenflachen: 

1m Akkumulator wird der 
mit Gewichten belastete Kolben (D) 
durch den Wasserdruck gehoben, 
welcher mittels Prellpumpe erzeugt 
ist. Der Wasserdruck bleibt auch 

/. 

Fig. 135. 

nach Abstellung der Prellpumpe erhalten, 
kolben yom Wasser getragen wird. 

solange der Gewichts-

Steigerung der Wasserpressung. 
(Multiplikator. ) 

Zwei Kolben arbeiten in getrennten Zylindern. 
Die beiden Kolbenkrafte sind gleich: 

P1 =P2• 

A ist die Flache des Kolbens I, 

/2 "" " " " II, 
P1 " der Wasserdruck auf 1 qcm im unteren Zylinder, 

P2 "" " "1",, oberen " 
8* 
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PI = Il·Pl, 
P2 = 12 ·P2· 

Die Kolbenkrafte sind gleich: 

PI = P2 • 

Also verh:.Ht sich: 

PI 1'2 
P2 fl 

Die FUichendrUcke verhalten sich hier umgekehrt 
wie die Flachen. 

Beispiel. Auf den grofien Kolben eines Mul­
tiplikators vom Durchmesser d1 = 300 mm wirkt del' 
Wasserleitungsdruck PI = 3 at (abs.). 

P n. d)2 
1 = PI . --,C- = ,-> 2120 kg. 

Del' Druck sol! auf 50 at Uberdruck gesteigert 
werden: P2 = 51 at (abs.). 

2120 12 = ~- = 41,6 qcm, 

Fig. 136. 
gewahlt: 

d2 = 73 mm, 

12 = 41,85 qcm, 

P2 = ,-> 51 at (abs.). 

2. Bodendrnck und Seitendruck. 
Bodendruck. 

In einem geraden zylindrischen oder prismatischen Gefafie 
vom Querschnitt I ruht das ganze Wassergewicht auf dem Boden. 
Daher ist der Bodendruck: 

P=s .f. h. 

I ist in qdm, h in dm gemessen. s bedeutet das spezifische 
Gewicht. FUr SUflwasser ist: 

s = l. 

Die Form del' Flache und die Form des Gefafies sind hierbei 
gleichgiiltig. 
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In den beiden durch Fig. 138 u. 139 bezeichneten Gefatlen 1 
und 11 ist der B odendruck: 

Fig. 137. 

PI = /1' h, 
8= 1, 

P2 = 11' It. 

Fig. 138. 

Seitendruck. 

.. 
.J& 

Fig. 139. 

Auf einen schmalen Streifen von der GroDe / wirkt der Druck: 

P=8.j.y, 
(8 = 1), 

wenn dieser Streifell urn Y unter dem Wasserspiegel liegt. Hierbei 
ist es gleichgiiltig, ob dieser Streifen der Seitenwand oder dem 
Boden angehOrt. Wird die Seitenwand in viele, 
z. B. 10, solche Streifen zerlegt, so sind die 
einzelnen Dr1icke: 

PI = 8 .j~ 'Yl' 

P~ = 8 '/2 'Y2' 

flo = 8. /10 'YlO' 
Der Druck auf die ganze Seitenwand ist 

P = PI + P2 + Pa + P4 + ...... PlO: 

I 

==-1I-±=-- = 

-- E---- --

- - -

I 

Fig. 140. 

= 8. (Yl'/l + Y2 '/2 + Ya ·/s + ...... YlO '/10)' 

Der eingeklammerte Wert ist die Summe der statischen Mo­
mente del' einzelnen Streifen in bezug auf den Schnitt der Seiten­
Hache mit dem V\Tasserspiegel. Diese Summe ist nach dem 
Momentensatz gleich dem statischen Momente des Ganzen in bezug 
auf die gleiche Achse. Also ist: 

P=s. Yo.F. 
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Hierin ist: 

F = Gro6e der SeitenfHiche in qdm, 
Yo = Abstand des Schwerpunktes der Seitenflache von 00 

in dm, 
s = das spezifische Gewicht des Wassers (= 1). 

Es ist: 

Wasserdruck auf eine Flache = Flachengrofle x lotrechter 
Abstand des FIachenschwerpunktes vom Wasserspiegel. 

P ist der hydrostatische, auf die betrachtete Flache wirkende 
Druck. Au6er dem hydrostatischen wirkt noch auf die FIache der 
atmosphiirische Druck p = 1 kg/qcm. Der atmosphlirische Druck 
wirkt aber von innen und von au6en. Druck und Gegendruck heben 
sich gegenseitig auf. 

Der hydrostatische Druck ist also der Uberdruck fiber dem 
atmosphlirischen Druck. 

Beispiel. Eine Schleuse hat b = 10 m Breite. Auf der einen 
Seite des Hubtores der Schleuse betragt die Wassertiefe hI = 6 m, 
auf der anderen Seite ist die Wassertiefe h2 = 3 m. 

Auf der ersten Seite ist der Wasserdruck: 

PI = 100 . 60 . 30 = 180000 kg. 

Auf der anderen Seite ist der Wasserdruck: 

P2 = 100.30.15 = 45000 kg. 

Der von den Ffihrungen des Tores aufzunehmende Uberdruck ist: 

PI - P 2 =180000 - 45000 = 135000 kg. 

3. Auftrieb. 
Auf den eingetauchten Korper vom Querschnitt I wirken nach 

Fig. 141 die Wasserdrficke: 
1. von oben: 

2. von unten: 
I· hI' 

l·h2 • 

Beide ergeben die nach aufwarts gerichtete Mittelkraft: 

A heiflt der Auftrieb. 
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Der Auftrieb ist gleich dem Gewichte des durch den ein­
getauchten Korper verdrangten \Vassers. 

Das Seil, an welchem der Korper nach der Fig. 141 auf­
gehangen ist, wird durch das Eintauchen um den Auftrieb entlastet. 
("Der Korper verliert scheinbar an Gewicht".) 

Der Angriffspunkt des Auftriebes liegt 
im Schwerpunkte der verdrangten Wassermasse. 

Das Schwimmen der Korper. 

Ein Korper schwimmt, wenn der Auftrieb 
gleich ist dem Gewichte des Korpers. Dann 
ist das Gewicht des verdrangten Wassers gleich 
dem Gewichte des Korpers. Fig. 141. 

Der schwimmende Korper befindet sich im stabilen 1) Gleich­
gewichte, wenn sein Schwerpunkt senkrecht unter dem Schwerpunkt 
der verdrangten Wasser masse ist. 

Die Gleichgewichtslage des schwimmenden Korpers kann indes 
auch bei hOher gelegenem Korperschwerpunkt ein stabile sein. 

-a±~~~it 
- - . -<-600- -

Fig. 142. Fig. 143. 

Beispiel. Ein Tauchkolben von 1 = 1600 mm Lange und 
d = 360 mm Durchmesser hat Q = 200 kg Gewicht. Der Kolben 
ist auf· 600 mm Lange gefflhrt. 

Auf den fiberragenden Teil des Tauchkolbens wirkt der Auftrieb: 

IT. d2 
A = -4- . (/- 6) = '" 100 kg, 

d und 1 in Dezimeter gem essen. 

Die Ffihrung 60.36 = 2160 qcm hat den Druck 

aufzunehmen: 
Q-A=100 kg 

kd = 0,046 kg!qcm. 

') Siehe S. 17. 
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4. Gestalt der Wasser-Oberftache. 
Die Ebene del' Wasser-Oberfiache an irgend einem Punkte 

steht senkrecht zu del' Mittelkraft samtlicher an dem Punkte 
wirkender Krafte. 

1. Ruhendes Wasser. 
Es wirkt nul' llie Schwerkraft. Del' \Vasserspiegel ist wagerecht. 

2. Wasser in einem beschleunigten Geflifie. 
(Beschleunigung nach Richtung des Pfeiles.) 

Beispiel. Anfahrender Tender (Fig. 144). 
Irgend ein beliebiges \Vasserteilchen von del' JUasse m driickt 

auf das un tel' ihm liegende Wasserteilchen mit del' Kraft 

111.g. 

Auf das rechts in del' Figur von 111 befindliche \Vasserteilchen 
wil'kt del' Gegendruck 

1JZ . q. 

Tragheitswiderstand, del' gleich ist del' 
zur Beschleunigung q del' Masse 111 el'­
fOl'derlichen Kraft. 

15.-m'rF-=--.~ 
~ -~~~--= 

/: . /: ~ 
mg 
Fig. 144. Fig. 145. 

Del' Wasserspiegel stellt sich senkrecht zu del' Richtung del' 
Mittelkraft. Bei eintretendel' Vel'zogerung neigt sich del' \Vasser­
spiegel nach del' entgegengesetzten Richtung. 

3. "T 8 sseI' in einem gleichmiifiig umlaufenden Gefafie. 

\Virksame Krafte: 
1. Schwerkraft m . g. 
2. ZentrifugalkrafP) m . r. w2• 

Die Wasser-Obel'fiache bildet ein Umdrehungs-Paraboloid, ent­
standen durch Dl'ehung einer Parabel um del'en Achse. 

1) Siehe S. 106. 



DYllamik del' FlUssigkeitell. 121 

B. Dynamik tier Fliissigkeiten. 
1. Wasserbewegung durch Leitungen usw. 

Durch den Sitzquerschnitt J;. eines .Tellerventiles fliefit das 
Wasser mit del' Geschwindigkeit 111, Dann ist die in 1 sk hindurch­
geflossene Wassermenge: 

ql = It. Vl, 

II = n/~. 

Das zufliefiende "\Vasser muf3 zwischen dem Sitze und dem 
gehobenen Ventilteller durch den Spaltquerschnitt 

12=n.d.s 

abfliellen. Damit del' Zusammenhang des Wasser­
stromes gewahrt bleibt, mull die zufliefiende "\Vasser­
menge gleich del' abflieflenden sein: 

11 . VI = 12 . v2 = q, 

Also: 

v2 = "\Vassergeschwindigkeit 
im Spa1tquerschnitt. 

Ii V2 

I~ Vl 

Fig. 146. 

Die vVassergeschwindigkeiten in den verschiedenen Quer­
schnitten einer Leitung verhalten sich umgekehrt wie die Querschnitte. 

Beispiel. Ein Pumpenkolben vom Durchmesser d1 = 85 mm 
hat die grollte Geschwindigkeit c = 0,8 mjsk. Das Tellerventil hat 
den Durchmesser d2 = 50 mm und den Hub s = 12 mm. 

Del' SpaUquerschnitt ist: 

n. d2 • s = 15,7 . 1,2 = 18,84 qcm. 

Del' Kolbenquerschnitt ist: 

n d 2 
~= 56,74 qcm. 

Die del' grof3ten Kolbengeschwindigkeit im Spalt entsprechende 
W assergesch windigkeit ist: 

56,74 . 
V = 0,8' 18.84 = 2,4 mjsk. 
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2. Ausflu1\geschwindigkeit. 
FlieBt das Wasser unter dem EinfluB eines Gefalles h aus, 

so ware die AusfluBgesehwindigkeit: 

vt={2gh,-
falls das Wasser auf seinem Wege keine Widel'stande zu iiber­
winden hatte. In Wirkliehkeit treten Widerstande (Reibung an den 
Rohrwandungen, Riehtungs- und Quersehnittsanderungen usw.) auf. 
Die wirkliehe AusfluBgeschwindigkeit ist deshalb geringer, namlich: 

von 

VIIJ= fjJ J2yh: 
Die GroBe von fjJ (Geschwindigkeitskoeffizient) ist abhangig 

dem Zustand der Leitung und der Form der Miindung. 

Fig. 147. 

Die Hohe, gem essen in Meter Wasser­
sauIe, welche zur Ubel'windung der in der 
Leitung auftretenden Widerstande erforder­
lich ist, heiBt Widerstandshohe oder 
Geflill verI ust. 

Beispiel. Einem Tangentialrade fliellt 
aus h = 100 m Gefalle das Wasser mit 
v". = 42 m/sk Gesehwindigkeit zu. Die theo­
retische ZufluBgeschwindigkeit ware: 

Vt = ,r2 : 9;sLfoo = 44,3 m/sk, 

der Geschwindigkeitskoeffizient ist: 

42 
fjJ = 44 3 = 0,95, , 

der vorhandenen Wassergeschwindigkeit v,,· entspricht ein Gefalle: 

V".2 1764 
h' = 2g = 19,62 = 90 m, 

h - h' = 10 mist die Widerstandshohe der Leitung. 

3. Ausflu1\querschnitt. Zusammenziehung des austretenden 
Wasserstrahles. 

Das W asser flie~t der Offnung vom Quersehnitt / von allen 
Seiten aus zu. Daraus ergibt sieh, daB der Strahlquerschnitt /1 
kleiner ist als f: 

J =a. 

a heiBt der Kontraktionskoeffizient. 
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Ansfln8menge. 
Theoretisch ergibt sich: 

In Wirklichkeit ist: 
Qt=/.Vt. 

Q = /1' V"O, 
Q= P, .Qt. 

,u heifit der Ausflul1koeffizient: 

p, = q;. u. 

4. Pressungsenergie des Wassers. 
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In einem Akkumulator steht das Wasser unter einem Druck 
von 2 at abs. Es wird einer Wassersaulenmaschine von 1 qdm 
Kolbenflache nnd 1 dm Hub zugefflhrt. Bei einem Hube wird also 
1 1 Prel1wasser verbraucht. Auf die Gegenseite des Kolbens wirkt 
atmospharischer Druck. Am Hubende wird das Prel1wasser durch 
die Steuerung ausgelassen, kommt dann also unter den Druck von 
1 at. Die den Kolben treibende Kraft ist: 

200 -100 = 100 kg; 

die hierbei geleistete Arbeit 

A .",; 100 kg. 0,1 m = 10 mkg 

wird also geleistet, indem 1 1 Prel1wasser einen Pressungsabfall von 
1 at erleidet. 

11 Wasser, das unter atmosphlirischer Pressung steht, besitzt 
demnach auch 10 mkg Energie, die ihm entzogen werden konnten, 
dadurch, daB es einen Kolben in einen luftleeren Ranm hineindriickt. 

Zu beachten ist, dal1 das Prefiwasser nicht von sich 
aus arbeitsfahig ist, wie z. B. ein abgeschlossenes Kilo­
gramm Dampf. Das Wasser dient vielmehr als Mittel zur 
Druck it bertragu ng. 

Die in einem PreBwasser-Akkumulator aufgespeicherte Energie­
menge ist abhangig vom Rauminhalt des Akkumulators v und von 
der Wasserpressung p (Uberdruck). Sie wird gemessen in Liter­
atmosphliren (lat.) 

Beispiel. Ein PreBwasserakkumulator hat einen Inhalt von 
500 1. Der Uberdruck des Prellwassers betragt p = 50 at. Die 
aufgespeicherte Energie ist dann 

500 . 50 = 25000 lat 

oder 250000 mkg. 
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5. Hydraulischer Druck. 
Der Druck, den das durch eine Rohrleitung flieilende Wasser 

auf die Rohrwandung ausiibt, heifit hydraulischer Druck. Er ist 
geringer als der an derselben Stelle unter dem gleichen Gefalle 
ausgeiibte hydrostatische Druck, der bei ruhendem 'Wasser wirksam 
ist. In der Ruhelage besitzt das Wasser Energie vermoge seines 
Druckes. Pressungs-Energie. Es kann z. B. in einem an das 
Rohr angeschlossenen Zylinder einen Kolben verschieben und dadurch 
einen vViderstand iiberwinden, also Arbeit leisten. 'Venn aber das 
Wasser mit der dem Gefalle entsprechenden Geschwindigkeit am 
tiefsten Punkte durch eine wagerechte Leitung fliefit, so besitzt es 
seine ganze Energie als Bewegungsenergie. Es iibt dann keinen 

Uberdruck auf die Rohr-

1- ~-. wandungen aus. Wenn die 
'Wassergeschwindigkeit 

kleiner ist als die dem betr. 
Gefalle entsprechende Ge­
schwindigkeit, so erleiden 

I 
h 
I 

t 

Fig. 148a. Fig. 148b. 

an dieser Stelle auftretende Druck 
kleiner als atmosphiirischer Druck). 

die Rohrwande einen 
inneren Uberdruck. 'Venn 
die Wassergeschwindig­
keit an einer Stelle grofier 
ist als die dem betr. Ge­
falle entsprechende Ge-
schwindigkeit, so ist der 
im Inneren der Leitung 

ein Unterdruck (Saugdruck, 

Der in der Fig. 148 a angedeutete Hochbehalter ist durch ein 
an allen Stellen gleich weites Fallrohr mit dem Unterwasser ver­
bunden. Ober- und Unterwasser-Spiegel seien durch Zu- und AMufi 
auf gleicher Hohe erhalten. Die Ausflufigeschwindigkeit des Wassel's 
aus dem Rohre ist: 

Angenommen: 
p=1. 

In gleichen Zeiten fliefien durch aIle Querschnitte der Leitung 
gleiche Wassermengen hindurch. Daher sind hier in allen Quer-
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schnitten gleiche \Vassergi)schwindigkeiten vorhanden. Also ist auch 
im Querschnitt F: 

v=ll.g·fl, 
v2 

H=-· 2g 

Dem Gefalle h wtlrde nul' entsprechen: 

VI = ,j2g.li, 
V 2 h =_1_. 
2g 

Die hydraulische Druckhohe ist gleich del' hydrostatischen 
Druckhohe, vermindert urn die Geschwindigkeitshohe und vermindert 
urn die Widerstandshohe. 

Durch die in del' Rohrleitung enthaltenen \Yiderstande wird 
ein Teil del' hydrostatischen Druckhohe aufgenommen. 

Del' hydraulische Druck an diesel' Stelle ist also ein Saug­
druck, d. h. kleiner als atmospharischer Druck. Es ist hierbei 
angenommen, daB das \Vasser in dem Hochbehalter keine Geschwindig­
keit besitzt. 

1 kg des am Oberwasser-Spiegel in dem Hochbehalter be­
tindlichen Wassel's besitzt Arbeitsfahigkeit ausschliefilich insofern, 
als es das zur VerfUgung stehende Gefalle H durchfallen kann: 
Energie del' Lage. 

In der Ebene des Unterwasser-Spiegels besitzt dasselbe \Vasser 
keine Energie del' Lage mehr, daftir abel' Energie del' Bewegung 
odeI' lebendige Kraft. 

\Venn das Fallrohr an einer Stelle im Querschnitt Fl 
eine Erweiterung besitzen wiirde derart, daB die Geschwindigkeit 
an diesel' Stelle kleiner wtirde als die dem Gefalle h entsprechende 
Fallgeschwindigkeit, also 

v2 < J2g. h, 

so besitzt 1 kg \Vasser an diesel' Stelle Energie in 3 verschiedenen 
Formen: 

1. Energie del' Lage. Das Kilogramm \Vasser befindet sich noch 
urn H - h tiber dem Unterwasser, kann also auch noch diese 
Rohe durchfallen. 

2. Lebendige Kraft infolge seiner an diesel' Stelle vorhandenen 
Gesch windigkeit. 

8. Pressungsenergie infolge des hydraulischen Druckes. 
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Der hydraulische Druck kann in der gleichen Hohe ver­
schieden sein, wenn die Querschnitte verschiedene Groile besitzen. 

Die Geschwindigkeit in dem kleinen Querschnitte F2 ist 
groiler als diejenige im Quersehnitt Fl. Daher ist der hydraulische 
Druek in F2 dureh Verkleillerung des Quersehnittes verkleinert 
(Fig. 149). 

Anwendung: Ejektor. 

Beispiel (Fig. 149): 

H=6 m, h=2 m. 

Der Hoehbehalter ist im Verhaltnis zum Rohrquersehnitt sehr 
groil angenommen. Das 'Vasser im Hoehbehalter befindet sieh in 
Ruhe. Das Abfluilrohr hat den Durehmesser: 

=--+--' ----1 
H 

Fig. 149. 

d1 = 100 mm 

und den Quersehnitt: 

/1 = 78,53 qem. 

Die Ausfluilgesehwindig­
keit ist: 

VI = J 2 g. H = 10,8 mjsk. 

Es ist angenommen, dail 
das 'Vasser auf seinem Wege 
keine 'Viderstande zu uber-
winden hat, also an Arbeits­

fahigkeit niehts einbiiilt. Mit Riieksieht auf die angedeutete Quer­
sehnittsverengerung wurde das in vVahrheit nieht zutreffen. 

In der Tiefe 

ist ein Quersehnitt 
h=2m 

/2 = 55,4 qem, 

d2 = 84 mm 

angenommen. Hier ist also die Wassergesehwindigkeit: 

78,53 
v2 = VI· 55,4 = 15,35 mjsk. 

Die Energie von 1 kg Wasser in diesem engen Quersehnitt 
ist demnaeh: 
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1 L d· K f m 2 - 1 15 352 12 k . eben Ige ra t 2 . V 2 - 9,81.2' , = m g. 

2. Energie der Lage 1 kg. 4 m . = 4 " 
3. Pressungsenergie . . = 0 

= 16 mkg. 

Die Gesamtenergie kann hier nicht grofier sein als oben am 
Oberwasserspiegel. 

Energie von 1 kg Wasser am Oberwasserspiegel: 
1. Energie der Lage 1 kg. 6 m = 6 mkg. 
2. Lebendige Kraft . . = 0 " 
3. Pressungsenergie. . = 10 " 

= 16 mkg. 

Energie von 1 kg \Vasser am Auslauf in der Hohe des Unter­
wasserspiegels: 

1. Energie der Lage 0 mkg, 

2. Lebendige Kraft ~ . V 12 = __ 1 __ .1082 = 
2 9,81.2' 

6 ,. 
3. Pressungsenergie . = 10 

" 
= 16 mkg. 

6. ReaktioDsdruck.l) 

Aus einer Rohrleitung vom Aus£lufiquerschnitt f £liefit das 
Wasser mit der Geschwindigkeit v aus. Die in 1 sk aus£liefiende 
Wassermasse ist dann: 

m=L~.10 g , ,tt = 1 angenommen. 

fist gem essen in qdm, 

v" " "mjsk. 

)[asse )[eter )[eter . 
m . v = ----sk' ----sk = )[asse . ~ = )[assexBeschleumgung. 

m . v ist demnach gleich derjenigen Kraft, die notwendig ist, 
um in 1 sk die )[asse m zum Aus£lufi zu bringen. Die gleichgrofie 
entgegengesetzt gerichtete Kraft wird als Reaktionsdruck auf die 
Rohrleitung ausgeiibt: 

f. v2 
P = m . v = --- . s . 10. 

g 

') Stephan, Die technische Mechanik II, S. 216. 
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Wenn h das Gefalle in m bedeutet, so ist: 

V 2 
--- = 2 . h, 
g 

s = l. 

It = 1, 

Der hydrostatische Druck auf die verschlossene AusfiuB­
offnung- ist: 

Po = j. Iz . 10, 

p = 20 . It .f = 2 Po. 

Der Reaktionsdruck P ist entgegengesetzt gleich dem doppelten 
hydrostatischen Druck, der bei dem gleichen Gefalle auf den Ver­

schlufl der AusfiuBoffnung wirkt. 
Genauer ist: 

P = 2 ft . P . Po. 

Es bedeutet: 

P den Reaktionsdruck, 

Fig. 150. 
Po " hydrostatischen Druck. 

Beispiel. Zufiuflleitung eines Tan­
gentialrades. GeHUIe h = 100 m. Ausfiulloffnungj = 0,78 qdm, ent­
sprechend dem Durchmesser d = 100 mm. Hydrostatischer Druck 
auf den Verschlufi del' A usfiufioffnung: 

Po = 780 kg. 
Theoretisch ist: 

Ausfiufigesch windigkeit: 
Vt = 44,3 mjsk, 

sekundl. Ausfiufivolumen: 

ji . VI = 0,78 . 443 = 346 I, 

sekundl. Ausfluf.lmasse: 
346 

I1lt =!")-,8f = 35,3, 

Reaktionsdruck: 

PI = mt . Vt = 35,3 . 44,3 = 1560 kg. 

Tats ach lich ist: 

Kontraktionskoeffizient 
Geschwindigkeitskoeffizient. 
Ausfiuf3koeffizient . 

a = 0,99, 
P = 0,95, 

ft·= a . P = 0,94, 
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Ausflullquerschnitt: 

11 = 0,78 . 0,99 = 0,77 q,Ju, 
Ausflullgesch windigkeit: 

Vw = p . Vt = -' 42,1 mjsk, 

sekundl. Ausflullvolumen: 

a . It . p . Vt = 324 I, 

sekundl. Ausflullmasse: 

Reaktionsdruck: 

324 
m = 981 = 33,1, , 

P = m . v = 33,1 .42,1 =-= 1390 kg, 
P 
P t = 0,892 = ft . p. 

7. Strahldruck. 1) 

Strahldrnck gegen eine feste Wand. 

129 

Ein zusammenhangender Wasserstrahl, der gegen eine ruhende, 
ihm senkrecht entgegenstehende Wand stromt, tlbt auf die Wand 
einen Strahldruck aus, der gleich ist dem aus der sekundlich zu­
fliellenden Wassermasse und deren Geschwindigkeit zu berechnenden 
Reaktionsdruck. Die gesamte Energie wird zur Formanderung des 
Wasserstrahles verbraucht. (Fig. 151.) 

Fig. 151. Fig. 152. 

Strahldrnck gegen eine bewegliche Schaufel. 

Ein mit der Geschwindigkeit c fliellender Wasserstrahl holt 
eine in der gleichen Richtung mit der Geschwindigkeit v sich be­
wegende Schaufel ein. 

Annahme: 

1) Nach "HiUte" I, S. ~88. 
v 0 g d t, Mecl.tanik. 

c>V. 

9 
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Die Relativgeschwindigkeit des Wassers gegenflber der Schaufel 
ist an der Eintrittsstelle 

c-v. 

Das Wasser wird durch den Gegendruck der Schaufel all­
mahlich abgelenkt. Der Druck des Wassers auf die Schaufel treibt 
diese in der Bewegungsrichtung an. Es ist angenommen, datl die 
Schaufel nur in der Richtung von v sich bewegen kann. Das ist 
der Fall, wenn die Schaufel am Umfang eines Rades befestigt ist. 
Wenn die Schaufelflache glatt ist, so tritt das Wasser auch mit der 
Relativgeschwindigkeit c - v aus der Schaufel aus. Das Wasser ist 
an der Ausflutlstelle aber urn den Winkel a aus seiner ursprflng­
lichen Richtung abgelenkt. Nach Richtung von v ist hier die 
Seitengeschwindigkeit der Relativgeschwindigkeit: 

(c -v) . cos a. 

Pro 1 sk flietle die Masse m an der Schaufel entlang.1) Nach 
dem Gesetze 

P=m.p 

ergibt sich der vom "Vasser auf die Schaufel in der Bewegungs­
richtung ausgeflbte Druck: 

Flir 
P = m . (c - v) . (1 - cos a). 

a = 90 0, 

d. h. rechtwinklige Ablenkung des Wasserstrahles, ist 

cos a = 0, 

Fflr 

ist 

P= m. (c-v). 

a = 1800 

cos a = -1, 

P= 2 m. (c-v). 

Durch die Umlenkung des Wasserstrahles latlt sich der Schaufel­
druck verdoppeln. 

Das ist annahernd der Fall bei den Schaufeln der Pelton­
rader. Die Richtung der Relativbewegung des Wassers wird hier 
annahernd umgekehrt. Der von dem durchstromenden Wasser auf 

1) Siehe Reaktionsdruck. 
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die Schaufel ausgeiibte Druck wird dadurch vergriitiert. Die yom 
Wasser auf die Schaufel iibertragene Arbeit wird am griititen, wenn 

c 
V=2· 

Dann besitzt das Wasser nach dem Durchflietien der Schaufel 
keine absolute Geschwindigkeit, also auch keine lebendige Kraft 
mehr. Es hat sein ganzes Arbeitsvermiigen 

m. c2 

2 

an die Schaufel und damit an das Rad abgegeben. 

-----

Fig. 15S. Fig. 154. 

Wenn die Schaufelgeschwindigkeit gleich der Wasser­
geschwindigkeit ware, so kiinnte das Wasser die Schaufel gar nicht 
einholen, also auch, keine Arbeit auf sie l1bertragen. 

9* 
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