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V orwort zur ersten Auflage. 

Mit dem vorliegenden Bande "Stereometrie" erreicht die Ele
mentarmathematik des bisher erschienenen Werkes "Praktisches 
Maschinenrechnen" einen gewissen Abschluß. 

Auch bei der Behandlung dieses Stoffes ist großer Wert auf An
schaulichkeit sowie zeichnerische Darstellung gelegt und nur das prak
tisch Notwendige angeführt. 

Viele Beispiele und Aufgaben mit Lösungen, welche dieser Band 
enthält, werden zu besonderer Bewertung desselben beitragen. 

Die "Fußnoten" mögen seitens des Lesers besonders beachtet werden; 
sie enthalten, wie in den anderen Bänden, Hinweise auf rechnerische 
Vorgänge innerhalb der verschiedenen Entwicklungen und sollen dem 
praktisch tätigen Leser Zeit sparen helfen. 

Wiederum richte ich an die Herren Fachkollegen und Leser die 
Bitte, mich auf wünschenswerte Erweiterungen aufmerksam machen 
zu wollen. 

Und wiederholten Dank meinem Herrn Verleger, der trotz der 
Ungunst der Zeiten und der ins Ungeheuerliche gestiegenen Herstel
lungskosten nicht unterlassen hat, auch diesem Bande eine den be
reits erschienenen Teilen im vollsten Maße angepaßte, würdige Aus
stattung zu geben. 

Berlin, im Dezember 1919. 
A. Weickert. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Mit der vorliegenden Neubearbeitung ist eine erhebliche Erweiterung 
aller Abschnitte verbunden. Die Mehrzahl der Wünsche der Freunde 
dieses Buches konnte berücksichtigt werden. 

Auch die Beispiele, Aufgaben und Übungen sind bedeutend ver
mehrt worden. 

Wiederum sei, wie in dem Vorwort zur ersten Auflage betont, auf 
die Bedeutung der "Fußnoten" hingewiesen. Die Bezugnahmen auf 
die einzelnen Bände betreffen: 

Arithmetik und Algebra . 
Planimetrie 
Trigonometrie . 
Mechanik 
Festigkeitslehre 

IX. Auflage, 
11. 
II. 

. VIII. 

. VII. 

" 
" 
" 

1920 
1922 
1923 
1920 
1921. 

Verbindlichen Dank allen Fachkollegen und Lesern, welche mir 
Wünsche, Vorschläge und Hinweise zur Vervollkommnung dieser Ar
beit zugehen ließen. Ich bitte mich auch weiterhin in gleichem Sinne 
unterstützen zu wollen. 

Ganz besonderen Dank aber meinem Herrn Verleger, welcher trotz 
der ungünstigen Zeitverhältnisse nichts unterlassen hat, um dieses 
Buch in der vorliegenden, vornehmen Ausstattung herauszugeben. 

Berlin, im Juni 1923. 
A. Weickel't. 
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Stereometrie. 

I. V orbegrHfe. 
1. Erkläruug. Die Stereometrie ist die Lehre von den im Raume 

befindlichen Gebilden, insbesondere von den Körpern. Sie bildet die 
Fortsetzung der ebenen Geometrie, der Planimetrie, und wird dem
gemäß auch als "körperliche Geometrie" bezeichnet. 

Als im Raume befindliche Gebilde gelten der Punkt, die Linie, 
die Fläche und der Körper. Die Untersuchung der Beziehungen 
zwischen Punkten, Linien und Flächen fällt in das Gebiet der Geo
metrie; die Stereometrie befaßt sich nur mit der Bestimmung der für 
Körper maßgebenden mathematischen Gesetze. 

2. Allgemeine Eigenschaften mathematischer Gebilde. a) Jeder 
Körper besteht aus einem bestimmten Stoffe und nimmt infolge seiner 
begrenzten Ausdehnung einen bestimmten Raum ein. Von der Be
sprechung der stofflichen Eigenschaften der Körper nimmt die Stereo
metrie Abstand; nur die räumlichen Ausdehnungen werden untersucht, 
da von diesen Gestalt, Form und Größe der Körper abhängen. 

jJ-~ 
Abb. 1. Würfel. Abb. 2. Vierseitiges Prisma 

oder Quader. 

~ 
Abb. 3. Vierseitige 

Pyramide. 

Körper, welche man sich ohne jede stoffliche Eigenschaft vorstellt, 
bezeichnet man als mathematische oder geometrische Körper. 
Dieselben sind nur in unserer Vorstellung bestehende Körper, welche 
gegen den Weltenraum allseitig begrenzt sind und deren wichtigste 
Eigenschaft die der Ausdehnung oder Größe ist. 

Jeder mathematische Körper ist nach drei Richtungen begrenzt; 
man sagt: Jeder Körper hat drei Ausdehnungen oder Dimen
sionen, 

Die einfachsten, für den Techniker in Betracht kommenden Kör
per sind: Würfel, Prisma, Pyramide, Zylinder, Kegel und Kugel. 
In Abb. 1 bis 6 sind diese Körper dargestellt. 

Der von diesen Körpern eingenommene Raum ist gegen den um
gebenden Raum durch seine Oberfläche abgegrenzt. Diese besteht 

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4. 2. Aufl. 1 



2 Stereometrie. 

entweder nur aus einer Fläche, wie bei der Kugel, oder sie setzt sich 
aus mehreren Flächen zusammen, wie bei Würfel, Prisma, Zylinder, 
Pyramide und Kegel. 

Besteht die Oberfiäche eines Körpers nur aus ebenen Vielecken -+
Würfel, Prisma, Pyramide -+-, so heißt der Körper ein ebenflächiger 
Körper, ein Vielflächner oder Polyeder. Wird die Oberfläche eines 
Körpers zum Teil von ebenen, zum Teil von gekrümmten Flächen -+
Zylinder, Kegel -+- oder nur von einer bzw. mehreren gekrümmten 
Flächen gebildet -+- Kugel, Kugelausschnitt -+-, so nennt man den Kör
per krummflächig, oder einen Körper mit krummer Oberfläche. 

Abb. 4. Zylinder. Abb. 5. Kegel. Abb. 6. Kugel. 

Die einen Körper begrenzenden Flächen schneiden sich in Linien, 
und zwar ebene Flächen in geraden, krumme Flächen im allge
meinen in krummen Linien. Die Schnittlinien von Flächen nennt 
man Kanten. (Kante a in Abb. 1 bis 3.) Stoßen drei Kanten einer 
Oberfläche zusammen; so bezeichnet man den hierbei sich bildenden 
Punkt als Ecke. (Ecke b in Abb. 1 bis 3.) 

Die einen Körper begrenzenden Kanten nennt man sein Gerüst. 
Dieses läßt sich durch Drahtmodelle leicht darstellen. 

Ein Vielflächner ist regelmäßigi), wenn seine Oberfläche von regel
mäßigen und kongruenten Begrenzungsflächen gebildet wird. 

Wird die Oberfläche eines Körpers in eine Ebene ausgebreitet, was 
jedoch nicht bei allen Körpern, wie z. B. der Kugel, möglich ist, so 
entsteht das Netz oder die Abwicklung des Körpers. (Vgl. Abb. 23.) 

Körper sind kongruent 2), wenn ihre Oberflächen bzw. ihre Netz
abwicklungen sich zur Deckung bringen lassen. Man bezeichnet Kör
per auch als kongruent, wenn ihre homologen 3) Stücke: Flächen, 
Kanten und Winkel, einander gleich sind. . 

Körper. sind einander ähnlich, wenn homologe Winkel gleich und 
homologe Kanten proportional sind. 

Körper sind inhaltsgleich, wenn ein anderer, als Einheit ange
nommener Körper in ihnen gleichviele Male enthalten ist. 

b) Daß ein Körper nur drei Ausdehnungen besitzt, läßt sich auf 
folgende Weise zeigen. 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 157, Ziffer 167. 
2) "" 47, 58. 
S) "" 48, 60 u. S. 197, Ziffer 189, b. 



Vorbegriffe_ 3 

Durch die Bewegung eines Punktes entsteht eine Linie. Ändert 
der Punkt hierbei seine ursprüngliche Richtung nicht, so entsteht eine 
gerade Linie. Ändert jedoch der bewegte Punkt seine Richtung un
unterbrochen, so entsteht eine krumme Linie. Sämtliche Linien haben 
nur eine Ausdehnung: Die Länge. 

Durch die Bewegung einer Linie längs einer Geraden entsteht 
eine Fläche. Da die bewegte Linie bereits eine Ausdehnung, die Länge, 
besitzt, so erhält das neu entstehende Gebilde, eine zweite Ausdehnung 
in der Bewegungsrichtung a--;-b: Die Breite. Sämtliche Flächen haben 
demnach zwei Ausdehnungen, welche man mit Länge und Breite 
bezeichnet. (Abb. 7.) 

Durch dieBewegung einer Fläche 
längs einer Geraden entsteht ein Körper. 
Da die bewegte Fläche bereits zwei Aus-
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dehnungen, die Länge und die Breite, besitzt, so erhält das neu ent
stehende Gebilde eine dritte Ausdehnung in der Bewegungsrichtung 
a--;-b: Die Höhe. 

Sämtliche Körper haben demnach drei Ausdehnungen, 
welche man mit Länge, Breite und Höhe bezeichnet. (Abb.8.) 
Länge, Breite und Höhe nennt man die Abmessungen oder Dimen
sionen der Körper. 

Körper, Flächen und Linien sind teilbar. Jeder kleinste Teil eines 
Körpers ist wieder ein Körper, jeder kleinste Teil einer Fläche ist wie
der eine Fläche, und der kleinste Teil einer Linie ist wieder eine Linie. 
Der Punkt ist unteilbar. 

3. Allgemeine Eigenschaften der Ebene. a) Zieht man durch zwei 
beliebige Punkte einer Fläche eine gerade Linie, so sind zwei Fälle 
möglich: 

1. Sämtliche Punkte einer Geraden AB fallen mit der Fläche zu
sammen; in diesem Falle ist die Fläche eine Ebene. (Abb. 9.) 

A 

Abb.9. Abb.lO. 
1* 



4 Stereometrie. 

2. Dje Gerade AB hat mit der Fläche nur einen oder einzelne 
Punkte x, y gemeinsam; in diesem Falle ist die Fläche eine gekrümmte 
oder krumme Fläche. (Abb.IO.) 

b) Die Lage einer Ebene im Raume ist bestimmt 
1. durch drei Punkte, welche nicht in derselben Geraden 

liegen. Verbindet man die drei Punkte, so entsteht ein Dreieck; dieses 
ist aber eine ebene Figur!). 

2. durch eine Gerade und einen Punkt außerhalb dersei ben. 
Verbindet man' sämtliche Punkte der Geraden mit dem außerhalb lie
genden Punkte, so -entsteht eine Fläche, welche nach der unter a) 
abgegebenen Erklärung eine Ebene sein muß. 

3. durch zwei sich schneidende Geraden oder durch zwei 
parallele Geraden. Verbindet man sämtliche Punkte der sich schnei
denden bzw. parallelen Geraden, so sind die entstehenden Flächen Ebenen. 

B 
B 

Abb. 11. 

Da die Geraden unendlich lang sein können, so dehnt sich auch 
jede Ebene nach allen Richtungen bis ins Unendliche aus. Sämtliche 
Ebenen sind kongruent. Durch windschiefe Geraden!!) läßt sich 
eine gemeinsame Ebene nicht legen; wohl aber sind durch je zwei wind
schiefe Geraden zwei parallele Ebenen möglich. 

c) Die Lage einer Geraden zu einer Ebene kann eine dreifache sein. 
1. Sie hat mit der Ebene zwei Punkte gemeinsam; alsdann fallen 

auch sämtliche anderen Punkte der Geraden in diese Ebene, sie liegt 
ganz in der Ebene. 

2. Sie hat mit der Ebene nur einen Punkt gemeinsam; man sagt, 
sie schneidet die Ebene in diesem Punkte. Dieser Punkt -;- Punkt D 
in Abb. 11 u. 12 -;- wird als Schnittpunkt, Fuß- oder Spurpunkt 
bezeichnet. 

3. Sie hat mit der Ebene keinen Punkt gemeinsam; alsdann ist sie 
parallel zur Ebene. 

d) Ein Punkt wird auf eine Ebene projiziert, indem man von 
demselben eine Senkrechte auf die Ebene fällt. Der Fußpunkt der 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S.41, Ziffer 51. 
2) " "" " ,,9, 23, Fußnote 1). 



Vorbegriffe. 

Senkrechten ist die Projektion des Punktes, die Senkrechte bezeich
net man als projizierende Gerade oder Projektionsstrahl. Die Pro
jektion eines Punktes ist wieder ein Punkt. 

Eine Strecke oder eine Fläche wird auf eine Ebene projiziert, indem 
man von sämtlichen Punkten derselben Senkrechten auf die Ebene fällt 1). 

Fällt man von den Endpunkten A und B einer Strecke Senkrechten 
auf eine Ebene E bis zu den Fußpunkten A' und B', so bildet die 
Verbindungslinie A'B' die senkrechte Projektion der Strecke AB. 
Der von der Geraden AB und deren Projektion A'B' gebildete spitze 
Winkel BDB' = ce heißt der Neigungswinkel der Strecke gegen 
die Ebene. 

In Abb. 11 liegt die Gerade AB nur auf einer Seite der Ebene, 
Punkt D ist Fußpunkt; in Abb. 12 schneidet die Gerade die Ebene 
im Punkte D, wodurch dieser zum Schnittpunkt wird. 

Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene ist der kleinste 
von sämtlichen Winkeln, welche die Gerade mit allen anderen durch 
ihren Fußpunkt gezogenen Geraden bildet. 

Dreht man die Gerade AB so 11 
weit um den Fußpunkt D, bis 
ce = 90° geworden ist, so steht 
sie auf allen durch den Punkt D 
gehenden und in der Ebene 
liegenden Geraden, und damit 
auf der Ebene selbst, senkrecht. 
(Abb. 13.) In diesem Falle fällt 
die Projektion der Geraden A D 
mit ihrem Fußpunkte D zusam- Abb.13. 
men. Man nennt die Gerade AD 
ein Lot oder eine Normale zu der Ebene E; die Ebene ist Normal
ebene zu der Geraden. In jedem anderen Falle steht die Gerade 
schief zur Ebene. 

Wird der Neigungswinkel ce der Geraden gegen eine Ebene = 0°, 
so fällt die Gerade entweder mit der Ebene zusammen oder sie ist 
zu derselben parallel. 

e) Zwei Ebenen E und E', welche nicht zusammenfallen, haben nur 
eine Gerade gemeinsam; sie schneiden sich in dieser Geraden, welche 
Schnittgerade der beiden Ebenen genannt wird. (Abb. 14.) 

Errichtet man in einem beliebigen Punkte Ader Schnittgeraden NN 
zweier Ebenen E und E' eine in die Ebene E fallende Senkrechte AB, 
so findet man durch Projektion des Punktes B auf die Ebene E' in 
der Geraden AB' die Projektion der Geraden AB auf die Ebene E'. 
(Abb. 14.) Die ursprüngliche Gerade AB schließt alsdann mit ihrer 
Projektion AB' den Winkel ce ein, welcher als Neigungswinkel der 
beiden Ebenen bezeichnet wird. 

Man nennt den Neigungswinkel zweier sich schneidenden Ebenen 
auch Ebenenwinkel oder Raumwinkel. Die beiden Ebenen bilden 

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S.87, Ziffer 43 bis 45. 



6 Stereometrie. 

die Schenkel bzw. Schenkelebenen; die Schnittgerade ist der 
Scheitel bzw. die Scheitelgerade oder die Kante des Ebenenwinkels. 
Es ist gleichgültig, an welcher Stelle der Schnittgeraden der N eigungs
winkel gemessen wird. 

e 

Abb.14. 

Wird der Neigungswinkel ce = 90°, so stehen die beiden Ebenen 
senkrecht aufeinander. (Abb. 15.) 

Stehen zwei Ebenen senkrecht aufeinander, so steht auch jede auf 
der Schnittgeraden errichtete und 
in eine der Ebenen fallende N or
male senkrecht auf der anderen 
Ebene. 

Die Ebene, welche durch die 
Schenkel des Neigungswinkels ge
legt werden kann -+- Punkte AB B ' 
in Abb. 14 u. 15 1) heißt die 
Neigungs ebene. 

Da nun 
NN I AB und auch 
NN I AB' ist, 

so muß auch NN normal zu der 
durch AB . und AB' möglichen 

Ebene sein, d. h. die Schnittgerade zweier Ebenen steht auf 
der Neigungsebene senkrecht. 

Hieraus folgt dann weiter: Die Neigungsebene steht auf den 
sich schneidenden Ebenen senkrecht. 

f) Die Ebene ist die einfachste sämtlicher an mathematischen Kör
pern vorkommenden Flächen. Der Würfel, das Prisma, die Pyramide 
(Abb. 1 bis 3) werden allseitig von Ebenen begrenzt; die Grundflächen 
von Zylinder und Kegel (Abb. 4 und 5) sind gleichfalls ebene Flächen. 

1) Vgl. S.4, Ziffer 3; b, 1. 



Vorbegriffe. 7 

Auf jeder ebenen Fläche kann man gerade Linien nach: allen Rich
tungen ziehen; auf krummen Flächen ist dies unmöglich. So lassen 
sich gerade Linien auf der gekrümmten Oberfläche von Zylinder und 
Kegel nur nach einer Richtung ziehen, auf der Oberfläche der Kugel 
(Abb. 6) überhaupt nicht. 

/ 

Abb.16. 

7 
V 

4. Der prismatische Raum. Schneiden sich drei Ebenen EI, E 2 

und Es in der in Abb. 16 dargestellten Weise, so entsteht der drei
seitige prismatische Raum. 

Durch geeignete Anordnung weiterer sich schneidender Ebenen 
würden sich mehr- bzw. vielseitige prismatische Räume zur Darstel
lung bringen lassen. 

5. Die körperliche Ecke. Schneiden sich drei Ebenen EI, E2 

und Es derart, daß, wie in Abb. 17 dargestellt, die Schnittgeraden 

Abb. 17. 
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durch einen Punkt S gehen, so bezeichnet man den von den Ebenen 
begrenzten Raum als körperliche Ecke oder Dreikant. Im be
sonderen ist in Abb. 17 eine dreiseitige körperliche Ecke dargestellt. 

Eine einfachere Art der Darstellung einer körperlichen Ecke zeigt 
Abb. 18, in welcher nur der Verlauf der Schnittgeraden SA, SB und 
SC zum Ausdruck gebracht ist. Als Beispiel kann hier die Ecke b 
an der Pyramide in Abb. 3 dienen. 

Eine körperliche Ecke, an welcher die drei Ebenen senkrecht auf
einander stehen, zeigt Abb. 19. Als praktische Beispiele können hier 
eine Zimmerecke, an welcher der 
Fußboden und zwei Seitenwände 

Abb.18. Abb.19. 

zusammenstoßen, sowie die Ecken b an Würfel und Prisma, Abb. 1 
und 2, angeführt werden. 

Fällt in Abb. 18 der Schnittpunkt S der Ebenen in die Unend
lichkeit, daß also, wie in Abb. 20, die SchnittgeradenAD, BE und CF 

parallel laufen, so nennt man den auf diese Weise 
Ar-::::::----:-_-1C begrenzten Raum einen prismatischen oder 

säulenförmigen Raum. 

D 

E 

Abb.20. 

Der prismatische Raum kann demnach als 
körperliche Ecke aufgefaßt werden, an welcher 
der Schnittpunkt der Schnittgeraden in der Un
endlichkeit liegt. 

F Die Schnittgeraden der die körperliche Ecke 
begrenzenden, einzelnen Ebenen nennt man die 
Kanten der Ecke. Der gemeinsame Schnitt
punkt S, in welchem sich die Ebenen mit ihren 

Schnittgeraden schneiden, heißt Scheitelpunkt oder kurz Scheitel. 
Die Winkel, welche von je zwei aufeinander folgenden, in einer 

Ebene liegenden Kanten gebildet werden, bezeichnet man als Kanten
winkel und die Winkel, welche von je zwei aufeinander folgenden 
Ebenen, also den Neigungswinkeln derselben gebildet werden, als 
Fl ächen winkel. 

An dem prismatischen Raum nennt man die denselben einschließen
den Ebenen Seitenflächen, ihre Schnittgeraden Seitenkanten. 
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6. Die n-seitige körperliche Ecke. Eine andere Art der Ent· 
stehung einer körperlichen Ecke ist in Abb. 21 dargestellt. Wird ein 
Strahl so um einen festen und außerhalb eines beliebigen ebenen 
n-Ecks AB CD ... liegenden Punkt S gedreht, daß er an dem Umfange 
dieses n-Ecks entlang gleitet, so beschreibt er eine gebrochene Fläche. 

Diese gebrochene Fläche besteht aus einzelnen ebenen Flächen, 
welche alsdann eine n-seitige oder n-kantige körperliche Ecke be-
grenzen. 

Den bewegten Strahl nennt man den erzeugenden 
festliegend gedachte n-Eck das Leitvieleck. 

In Abb. 22 ist ein n-seitiger, prismatischer 
Raum dargestellt. Hier gleitet eine Gerade, in 
dauernd paralleler Lage zu sich selbst, an dem 
Umfange eines beliebigen ebenen und festen 
n-Ecks entlang. 

Die Bezeichnungen für die Kanten und 1/ 
Winkel der Abb. 21 und 22 sind die gleichen 

D 

B 

Strahl, das 

I 
I 

'CI 
I 
I 
I 

'--( 
1\ 
I \ , 

E 
F 

Abb.22. 

wie in Ziffer 5 für die körperliche Ecke angegeben. Der Leser stelle 
diese Bezeichnungen für Abb. 21 und 22 auf. 

7. Das Ausmessen räumlicher Gebilde l ). Soll die Größe eines 
räumlichen Gebildes bestimmt werden, so muß man dasselbe messen. 
Das Messen einer gegebenen Größe, z. B. einer Linie, einer Fläche, 
eines Körpers, besteht in dem Vergleichen dieser Größe mit einer be· 
stimmten Größe derselben Art, der sogenannten Maßeinheit, wobei 
zu untersuchen ist, wie oft diese Maßeinheit in der zu messenden 
Größe enthalten ist. Man erhält auf diese Weise eine bestimmte Zahl, 
welche die Größe des räumlichen Gebildes angibt. 

So wie man für das Messen von Strecken und Flächen Strecken· 
maße und Flächenmaße verwendet, so braucht man für das Messen 
von Körperinhalten Raummaße. Die Größe dieser Maße kann ganz 
beliebig, bzw. den jeweiligen Verhältnissen angepaßt, angenommen 
werden. So könnte man Strecken nach Metern, Flächen nach Quadrat. 
zentimetern und Körperinhalte nach Kubikdezimetern messen. Um 
jedoch das Ausmessen räumlicher Gebilde einfach und übersichtlich 

1) über das Messen von Linien vgl. W. u. St., Planimetrie S. 6 bis 8. 
" Flächen" ,,81 " 121. 
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zu gestalten, empfiehlt es sich, Flächen- und Raummaße nicht will
kürlich zu wählen, sondern dieselbe:n in einen bestimmten Zusammen
hang mit dem Streckenmaße zu bringen und damit ein Meßverfahren 
zu schaffen, welches für das Ausmessen von Strecken, Flächen und 
Körperinhalten eine bestimmte Zusammengehörigkeit besitzt. 

Zusammengehörige Maße in diesem Sinne sind: 

Meter (m), Quadratmeter (m2), Kubikmeter (mS); 1) 

Dezimeter (dm), Quadratdezimeter (dm2), Kubikdezimeter (dm3); 

Zentimeter (ern), Quadratzentimeter (cm2), Kubikzentimeter (cmS); 

Millimeter (mm), Quadratmillimeter (mm2), Kubikmillimeter (mm3). 

Damit werden bei Annahme einer bestimmten Streckeneinheit zu
gleich Flächen- und Raumeinheit festgelegt, 

Übersichtlich geordnet ist der Zusammenhang der Raumeinheiten 
der folgende: 

1 m3 = 1000 dms 

1 " = 1000 cm3 

1" = 1000 mmS• Folglich: 
1 mS = 1000 dms = 1000000 cms = 1000000000 mms. 2) 

Als Maßeinheit für den RauminhaI teines Körpe.rs dient all
gemein ein Würfel (Abb. 1), dessen Kantenlänge gleich der Strecken
einheit: .1 cm, 1 dm usw. ist. Die Anzahl der Würfel gleicher Größe, 
welche den Körper lückenlos ausfüllen, bildet alsdann ein Maß für den 
Rauminhalt oder Kubikinhalt bzw. das Volumen eines Körpers. 

Der Würfel wird deswegen als Maßeinheit gewählt, weil er unter 
den Körpern mit nur rechten Winkeln der einfachste ist. 

8. Das absolute Gewicht der Körper3). Mit stereometrischen 
Berechnungen sind vielfach Gewichtsberechnungen verbunden, und um
gekehrt. Sind derartige Berechnungen auszuführen, so empfiehlt es 
sich, die Gewichtseinheit in Beziehung zu den vorstehend aufge
führten Maßeinheiten zu bringen. Hierzu ist es erforderlich, das spe
zifische Gewicht der Stoffe, aus denen die Körper bestehen, zu kennen. 

1) Da im technischen Rechnen die Bezeichnungen: m2 für Quadratmeter, 
m 3 für Kubikmeter usw. den gesetzlich vorgeschriebenen Abkürzungen: qm, 
cbm usw. vorgezogen werden, so sollen in den folgenden Berechnungen die 
Zeichen m2, dm 2, cm2, mm2 usw. Verwendung finden. Vgl. hierzu W. u. St., 
Planimetrie S. 84: Berechnung von Flächeninhalten. 

2) Die Umrechnungszahl für Rauminhalte ist 1000, d. h. 
soll eine Raumeinheit in die nächst größere umgerechnet werden, so ist 

durch 1000 zu dividieren; 
soll eine Raumeinheit in die nächst kleinere umgerechnet werden, so ist 

mit 1000 zu multiplizieren: 
918273 mm3 = 918,273 cm3 = 0,918273 dm3 = 0,000918273 m3• 

7,64538 m3 = 7645,38 dm3 = 7645380 cm3 = 7645380000 mm3• 

über die Umrechnungszahlen von Längen vgl. W. u. St., Planimetrie S.7 
und von Flächen S.84; Fußnoten. 

3) V gl. W. u. St., Mechanik S. 206. 
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Abgesehen von der allgemein üblichen Erklärung des spezifischen 
Gewichtes, nach welcher dasselbe angibt, wieviel mal ein Raumteil 
eines Stoffes schwerer ist als ein gleicher Raumteil Wasser, soll hier 
das spezifische Gewicht folgendermaßen erklärt werden: 

Unter dem spezifischen Gewichte eines Stoffes versteht man das 
Gewicht einer Raumeinheit : eines Kubikzentimeters, eines Kubikdezi
meters bzw. eines Kubikmeters des Stoffes, d. h. 

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines 
cm3 desselben in g, oder 

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines 
dm 3 desselben in kg, bzw. 

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines 
m3 desselben in tausgedrückt. 

Damit wird das Gramm (g) die zum Zentimeter (cm) , das Kilo
gramm (kg) die zum Dezimeter (dm) und die Tonne (t) die zum Meter (m) 
gehörende Gewichtseinheit. 

Aus dem Rauminhalte und dem spezifischen Gewichte des Stoffes 
eines Körpers läßt sich das absolute Gewicht desselben berechnen. 

Unter dem absoluten Gewichte eines Körpers versteht man das 
Gewicht des gesamten Stoffes, aus welchem der Körper hergestellt ist. 

Man erhält das absolute Gewicht eines Körpers, indem man seinen 
Rauminhalt mit dem spezifischen Gewichte des Stoffes, aus welchem 
der Körper besteht, multipliziert. 

Bezeichnet man mit 
s das spezifische Gewicht, 
V den Rauminhalt (Volumen), 
Gw das absolute Gewicht 

eines Körpers, so ist sein absolutes Gewicht 

Gw = V . s . . . Gewichtseinheiten. 
Hieraus folgt: 

. 1) 

Gw 
V=-~ 

s 
Raumeinheiten ......... 2) 

Gw 
s=-

V 
Gewichtseinheiten 

Raumeinheiten 
....... 3) 

Es wird sich für die Folge empfehlen, bei Gewichtsbe
rechnungen von Körpern die Abmessungen derselben stets 
in Dezimetern in die Rechnung einzuführen, da alsdann die 
für die spezifischen Gewichte gegebenen Zahlenwerte!) als 

1) Ist das Gewicht von 
1 dm3 = s kg, so wird das Gewicht von 
1 m3 = s . 1000 kg, von 

1 cm3 = 1;00 kg und von 

1 3_ S k 
mm - 1000000 g. 
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in Kilogrammen gegeben anzusehen sind. Das absolute Ge
wicht der Körper wird dann ohne weitt)res in Kilogrammen 
erhalten. 

9. Oberflächennetz, Abwicklung. Schneidet man die Oberfläche 
eines ebenflächigen Körpers längs einer oder mehrerer Kanten in der 
Weise auf, daß man die gesamte Oberfläche in einem Stück oder in 
mehreren zusammenhängenden Stücken derart in eine Ebene aus
breiten kann, daß kein Stück das andere deckt, so l;lezeichnet man 
die entstehende Figur als das Oberflächennetz, kurz als das Netz 
oder die Abwicklung des Körpers. Von einigen krummflächigen 
Körpern lassen sich ebenfalls Oberflächennetze herstellen. Die zeich

s 
'-. 

I 
~ I ..J 

I 
-

6 

I 
I 2 

I 
I 
I 
I 

1 

nerische Wiedergabe derartiger Netze 
fällt in das Gebiet der darstellen
den Geometrie. 

In Abb. 23 ist das Oberflächen
netz oder die Abwicklung eines 
Würfels (Abb. 1) dargestellt. Die 
Gesamtoberfläche eines Würfels be
steht, wie hier als bekannt voraus
gesetzt werden soll, aus sechs glei
chen Quadraten. Zeichnet man diese 
sechs Quadrate in einer zusammen-

Abb. 23. hängenden Figur auf Papier und 
schneidet man letztere aus, so·kann 

man durch Kniffen des Papiers in den punktiert angegebenen Kanten 
und entsprechendes Aneinanderfügen der einzelnen Quadrate das Mo
dell eines Würfels herstellen. Der Leser mache den Versuch! 

10. Bezeichnungen und Abkürzungen. Die Fläche, auf welcher 
ein Körper ruht, nennt mari Grundfläche, die den Körper nach 
oben begrenzende, zur Grundfläche parallel oder geneigt liegende 
Fläche heißt Deckfläche. Allgemein spricht man auch von oberer 
und unterer Grundfläche. 

Die den Körper mit Ausnahme von Grund- und Deckfläche be
grenzenden Flächen bilden die Mantelfläche oder den Mantel des
selben. 

Die Summe aller einen Körper begrenzenden Flächen, also: Grund
fläche plus Deckfläche plus Mantelfläche bezeichnet man als Ober
fläche des Körpers. 

Die Summe sämtlicher Raumeinheiten eines Körpers nennt man 
Rauminhalt oder Kubikinhalt bzw. Volumen. 

In der Folge finden die nachstehenden Abkürzungen Verwendung: 

G: Grundfläche bzw. Deckfläche, 
M: Mantelfläche, kurz Mantel, 
0: Oberfläche, 
V: Rauminhalt, Volumen, 

Gw: Absolutes Gewicht, 
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s: Spezifisches Gewicht, 
RE: Raumeinheiten, Kubikeinheiten, 
FE: Flächeneinheiten, 
LE: Längeneinheiten, 

Gw E: Gewichtseinheiten. 

II. Berechnung der Körper. 

A. Der Würfel. 

13 

11. Rauminhalt. Der Würfel bildet, wie bereits vorstehend erklärt, 
die Grundlage für die gesamte messende und rechnende Körperlehre, 
da er als Maßeinheit für alle anderen Körper gilt 1). 

Der Würfel ist ein von sechs kongruenten Quadraten begrenzter 
Körper, d. h. seine Oberfläche wird von diesen sechs kongruenten Qua· 
draten gebildet. Jedes dieser Quadrate kann als Grundfläche ange
nommen werden. Die Abwicklung des Würfels ist bereits in Abb. 23 
dargestellt. Sämtliche Flächen- und Kantenwinkel am Würfel sind 
rech te Wink e12). 

Jeder Würfel besitzt acht Ecken, an welchen die zwölf Kanten 
desselben zusammenstoßen. Diese Kanten müssen, da sämtliche Be
grenzungsflächen Quadrate sind, einander gleich sein. 

In Abb. 24 ist ein Würfel von 5 cm Kanten- oder Seitenlänge dar
gestellt. Denkt man sich die 
Grundfläche des Würfels mit 
Einheitswürfeln von 1 cm Kan
tenlänge bedeckt, so lassen sich 
auf derselben, wie Abb. 24 zeigt, 

5·5 = 25 Einheitswürfel 
unterbringen. Da der Würfel 
auch 5 cm hoch ist, so lassen 
sich in der Höhe über jedem 
Quadratzentimeter der Grund
fläche ebenfalls fünf Ein
heitswürfel aufbauen, so 
daß in dem ganzen Würfel 
von 5 cm Kantenlänge 

5·5·5= 125 Einheits-
würfel 

enthalten sind. 

--Sem 
Abb.24. 

Man erhält demnach ein Maß für den Rauminhalt des 
ganzen Würfels, wenn man die MaßzahP) seiner Kanten-

1) Vgl. S. 10, Ziffer 7. 
2) " " 8, " 5. 
3) " W. u. St., Planimetrie S. 183, Ziffer 182 u. 183. 
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länge dreimal als Faktor setzt, im vorliegenden Falle also 
V = 5 cm . 5 cm . 5 cm = (5 cm)3 = 125 cmS• 1) 

Bezeichnet man, wie in Abb. 25, die Kantenlänge mit -8., so erhält 
man sinngemäß 

V = a . a . a = a 3 • • • • • • • • • • • RE . . . . . . .. 4) 

Der Rauminhalt eines Würfels wird berechnet, indem man die 
Kantenlänge dreimal mit sich selbst multipliziert bzw. mit 3 po
tenziert. 

Nach Seite 3, Ziffer 2b besitzt jeder Körper drei Abmessungen: 
Länge, Breite und Höhe. In Abb. 25 ist die Länge des Würfels 
=AB, die Breite = BC und die Höhe = BJ. Multipliziert man 
Länge und Breite miteinander, so erhält man den Inhalt der Grund· 
fläche 2) 

G = AB . B C = a . a, d. i. 
G=a2 ••••••••••••••••• FE ........ 5) 

Multipliziert man den Inhalt der Grundfläche noch mit der Höhe, 
so erhält man entsprechend dem vorstehenden den Rauminhalt des 
Würfels 

V=AB·BC·BJ=G·BJ, d.i. 
V=G·a ........... . . RE. . 6) 

Mithin kann man auch sagen: 

Der Rauminhalt eines Würfels ist gleich dem Produkt aus 
Grundfläche und Höhe. 

12. Oberfläche. Die Gesamtoberfl.äche des Würfels besteht, wie 
bereits erklärt, aus sechs kongruenten Quadraten, deren Seitenlänge 
= a ist. Mithin: 

0=6· a 2 •••••••••••••••• FE ........ 7) 

13. l\'1antel. Der Mantel des Würfels wird, wie aus dem Netz in 
Abb. 23 ersichtlich ist, von den Seitenflächen, d. i. von den Qua
_draten 1 bis 4 gebildet. Es ist mithin: 

1\'1 = 4· a 2 •••••••••••••••• FE ........ 8) 

14. Flächendiagonalen. Die Seitenflächen-Diagonale BH = d in 
Abb.25 berechnet sich aus dem bei A rechtwinkligen Dreieck BAH 
nach dem Pythagoras zu 8) 

d2 = a2 + a2 = 2 . a2• Hieraus folgt: 
d = Y2 . a2 und damit 4) 

d = a· Y2 = 1,41· a ......... LE ........ 9) 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 73, Ziffer 72 und Umkehrung. 
2) " " " " Planimetrie S. 84, Ziffer 95. 
3) " " "" " "121,,, 134. 
4) " " " ,,- Arithm. u. Algebra S. 80, Ziffer 77 u. S. 90, Ziffer 84 b. 
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Legt man, wie in Abb.25 dargestellt, eine beliebige Diagonal
ebene durch den Würfel, so entsteht ein Diagonalschnitt BOFH. 
Derselbe ist ein Rechteck. - Warum? -

Der Flächeninhalt dieses Rechtecks ist 

F=BO·BH=a· d. 

Nach Gleichung 9) ist aber d = a . Y2". 
chung für F eingesetzt, ergibt 

Diesen Wert in die Glei-

F 

F= a· a.Y2, d. i. 

F=a2 .Y"2=1,41.a2 •••••• 

H 
r*----t----'..,.'-"-"-<~', 

a i d '-', 

L,-f--//-//}----~ 
fl ki Eo------- CL _----;~ 

Abb.25. 

.. FE 1Q) 

15. Hauptdiagonalen. Körper- oder Hauptdiagonale eines 
Würfels ist diejenige Gerade, welche zwei gegenüberliegende Ecken 
miteinander verbindet: BF = D in Abb. 26. 

Aus dem bei H rechtwinkligen Dreieck BHF in Abb. 26 berechnet 
sich die Größe jeder Hauptdiagonale nach dem Pythagoras zu 

D2 = a2 + d2 und da nach vorstehendem 
d2 = 2 . a2 ist, so folgt: 

D2 = a2 + 2 . a2 = a . a2• 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß das Quadrat über einer 
Hauptdiagonale dreimal so groß ist als das Quadrat über einer Kante. 
Weiter folgt aus derselben Gleichung: 

D = ya . a2 und damit 

D=a·YS=1,73.a ......... LE ........ 11) 

Die Hauptdiagonale BF ist zugleich Flächendiagonale im Diagonal
schnitt BOFH, Abb. 25. 
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Jeder Würfel hat, da er acht Ecken besitzt, vier Hauptdiago
nalen. Dieselben sind in den Würfel Abb. 27 eingetragen; sie sind 
gleich lang: 

AK=BF=CH=EJ 
und schneiden sich in einem Punkte M. - Warum1 

Die Hauptdiagonal-Schnitte ACKH und BEFJ in Abb.28 
schneiden sich in der Schnittgeraden OP, die Hauptschnitte ABKF 
und CEHJ in der Schnittgeraden LN; das letzte Paar Hauptschnitte 
in der Geraden ST. 

Je zwei der Geraden LN, OP und ST bestimmen eine Ebene, 
welche den Würfel in kongruente Teile zerlegt. Diese Ebenen nennt 
man die Mittelschnitte des Würfels; die Geraden LN, OP und 
ST sind Mittellinien. Der Punkt M, welcher den sechs Haupt-

J;t-_____ ~K 

1 \ 
1 \ 
1\ 
1 \ / 
I \ / 

H ___ 1 \ // J 
''"}.... \?/ 
! =;~---

E#----\--
/ / \ 

/ / \ 
// \ 

1/ \ 
1/ \ 

\ 

11, ,8 
1 1 

'.. CL :>1 ~--a-~ ........ : 
Abb.27. Abb.28. 

diagonal-Schnitten sowie den drei Mittelschnitten (Abb. 28) gemeinsam 
ist, und in dem sich die vier Hauptdiagonalen (Abb.27) sowie die 
drei Mittellinien schneiden, heißt Mittelpunkt des Würfels. 

Er ist gleichweit von. allen Ecken (Abb. 27): 
AM=BM . CM=EM=FM= ....... usw., 

gleichweit von den Mittelpunkten aller Begrenzungsflächen (Abb. 28): 
LM=NM=OM=PM= ......... usw. 

und gleichweit von allen Kanten entfernt. 
Wie groß ist mit Rücksicht auf die bisher entwickelten Gleichungen 

die Entfernung des Punktes M von den Ecken, sowie von den Seiten 1 
Punkt M ist zugleich Mittelpunkt der dem Würfel einbeschrie

benen Kugel, der Inkugel, welche alle Begrenzungsflächen berührt 
und deren Halbmesser gleich der halben Kantenlänge, d. i. 

a 
ri=2 ................ LE ........ 12) 

ist, sowie Mittelpunkt der umschriebenen Kugel, der Umkugel, 
welche alle Ecken des Würfels in ihrer Oberfläche aufnimmt und deren 
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Halbmesser gleich der halben Hauptdiagonale, nach Gleichung 11) also 

a·VS a"llo 
r U =-2-=2' r3=0,866·a . LE ........ 13) 

ist. Er ist auch ,noch Mittelpunkt einer Kugel, welche alle Würfel
kanten in der Mitte ihrer Länge berührt. 

16. Kantenlänge. Aus den Gleichungen 4 bis 13) läßt sich nun 
die Kantenlänge des Würfels berechnen wie folgt: 

Aus Gleichung 4) V = aB ergibt sich: 
3 

a=VV ............... LE ........ 14) 
Aus Gleichung 7) 0 = 6· a2 folgt: 

a2 = ~ und damit 

a = 11 ~ = 0,408 . VO ..... L E . . . . . . . . 15) 

Aus Gleichung 9) d = a· Vi = 1,41· a ergibt sich: 
d d 

a = Vii = 1,41 = 0,709 . d . . . . . L E . . . . . . 16) 

Aus Gleichung 11) D = a· va = 1,73· a folgt: 
D D 

a = VS= 1,73 = 0,578·D . . . LE ........ 17) 

a 
Aus Gleichung 12) ri = -2- erhält man: 

a=2·rj ............... LE ........ 18) 

Aus Gleichung 13) ru = 0,866 . a folgt: 
r u 

a = 0,866 = 1,155· r u • ~ •.•..• LE ........ 19) 

Die Kantenlängen aus den Gleichungen 5, 6, 8 und 10) möge der 
Leser selbst bestimmen. 

17. Winkel zwischen Haupt- und Flächendiagonalen. Das Drei
eck BHF in Abb.26 ist bei H rechtwinklig; mithin ergibt sich für 
den Sinus des Winkels a zwischen Haupt- und Flächendiagonale 1) 

sina=:: = ~. Nach Gleichung 11) ist 

D=a.J!3. 
Diesen Wert für D in die Gleichung für sin a eingesetzt, folgt: 

all "1/-
sina=--_ =-=.=-. r 3 =0,57736. 2) 

a·V3 V3 3 

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie, S. 16, Ziffer 7 bis 8. 
2) " " " " Arithm. u. Algebra S. 108, Ziffer 94a. 

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, 1,4. 2. AufL 2 



18 Stere9metrie. 

Diesem Zahlenwerte entspricht aber nach den trigonometrischen 
Tafeln 1) ein Winkel 

a = SI) 011)' 50" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20) 

Diesen Winkel bildet jede Hauptdiagonale des Würfels mit jeder 
Würfelfläche. 

Beispiele 2). 

1. Wie groß ist der Rauminhalt eines Würfels, dessen Kante a = 
4,5 m lang ist? 

Nach Gleichung 4) erhält man 

V = a3 = 4,53 = 91,125 m 3• 

2. Wie groß ist die Oberfläche eines Würfels, dessen Kante a = 
3,2 m lang ist? 

Nach Gleichung 7) erhält man 

0=6· a2 = 6 . 3,22 = 6·10,24 = 61,44 m 2• 

3. Die OberHäche eines Würfels ist 0 = 486 cm2• Wie lang ist 
die Kante? 

Aus Gleichung 15) ergibt sich 

a = 0,408 . rO = 0,408 . r 486 = 0,408 . 22,05 "'-' 9 cm. 3) 

4. Ein Würfel besitzt einen Rauminhalt von 3048,625 cm3• Wie 
lang ist die Kante? 

Nach Gleichung 14) erhält man 
3 3~ __ _ 

a = rV = r3048,625 = 14,5 cm. 
5. Die Kantenlänge eines Würfels beträgt 1,35 m. Wie lang wer

den Flächen- und Hauptdiagonale? 
Die Flächendiagonale berechnet sich aus Gleichung 9) zu 

d = 1,41 . a = 1,41 . 1,35 '""-' 1,904 m. 

Die Hauptdiagonale ergibt sich aus Gleichung 11) zu 

D = 1,73· a = 1,73·1,35'--'" 2,336 m. 

6. Wie groß ist die MantelHäche eines Würfels, welclier einen Raum
inhalt von 15,625 cm3 besitzt? 

Zunächst ist aus dem Rauminhalte V die Kantenlänge a des Würfels 
nach Gleichung 14) zu berechnen. Es wird 

3 3 

a = rV = r15,625 = 2,5 cm. 
Mit diesem Wert.e erhält man alsdann nach Gleichung 8) 

M = 4 . a2 = 4 . 2,52 = 4 . 6,25 = 25 cm2• 

1) V gl. W. u. St., Trigonometrie S. 158 u. 159. 
2) Für sämtliche nun folgenden Berechnungen sind die Tafeln am Schlusse 

des m. Teiles dieses Buches benutzt~ 
3) Das Zeichen ~ bedeutet: abgerundet auf. 



Der Würfel. 19 

7. Welchen Rauminhalt besitzt ein Würfel, dessen Grundfl.äche 
G= 72,25 dm2 ist? 

Zunächst ist aus der Grundfläche G die Kantenlänge a des Würfels 
zu berechnen. Diese ergibt sich aus Gleichung 5) G = a2 zu 

a = VG = V72,25 = 8,5 dm. 
Mit diesem Werte erhält man den ,Rauminhalt nach Gleichung 4) 

V = a3 = 8,53 = 614,125 dm3• 

8. Ein Würfel besitzt eine Kantenlänge al = 35 dm. Wie groß 
wird die Kantenlänge all eines anderen Würfels, dessen Rauminhalt 
doppelt so groß ist als derjenige des ersteren? 

a) Inhalt des Würfels mit 35 dm Kantenlänge entsprechend Gleichung 4) 

VI = a~ = 353 = 42875 dm3• 

Inhalt des zu berechnenden Würfels 

VII = 2· VI = 2·42875 = 85750 dm3• 

Hieraus berechnet sich die Kantenlänge a2 nach Gleichung 14) zu 
3 3 

as= -,IV; = V85750~44,1 dm. 

b) Eine andere LÖsung' ist die folgende: Nach den Bedingungen 
der Aufgabe muß 

a: = 2 . a~ sein. Mithin: 1) 
3 3 

a2 = V2 . a~ = al . V2 = 1,2599· alo 
Damit ergibt sich 

as = 1,2599· al = 1,2599 . 35 --.:-. 44,0965 ~ 44,1 dm. 
Die Resultate stimmen demnach gut überein. 
9. Wieviel kg wiegt ein Würfel aus Eisen, wenn die Kantenlänge 

= 17,5 cm und das spezifische Gewicht = 7,8 angenommen werden? 
Der Gewichtsberechnung muß die Berechnung des Rauminhaltes 

vorausgehen. Man erhält nach Gleichung 4) 

V = aB = 17,58 = 5359,375 cm3, oder auch 
V = a 3 = 1,753 '--'" 5,360 dm3• 

Das Gewicht ergibt sich alsdann aus Gleichung 1) zu 
Gw = V . s = 5,360 . 7,8 = 41,808'--"" 42 kg. 

10. Ein Würfel aus Granit wiegt 3726,8 kg. Wie lang ist seine 
Kante, wenn s = 2,8 angenommen wird? 

Aus dem Gewicht ist zunächst der Rauminhalt zu berechnen. Man 
erhält nach Gleichung 2) 

V = Gw = 3726,8 = 1331 dm3.2) 
s 2,8 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.88, Ziffer 84a. 
2) Das Resultat muß hier in dm fallen, da das Gewicht in kg gegeben ist. 

V gl. hierzu S. 11, Schlußsatz von Ziffer 8. 
2* 
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Aus dem Rauminhalte folgt für die Kante nach Gleichung 14) 
3 S 

a = YV = Y1331 = 11 dm = 1100 mm. 

11. Wieviel kg wiegt ein KorkWÜffel von 1000 mm Kantenlänge ? 
(s = 0,24.) 

Der Rauminhalt des WüJ;fels in dm3 berechnet sich nach Glei
chung 4) zu 

v = a3 = 103 = 1000 dm3• 

Damit ergibt sich das Gewicht aus Gleichung 1) zu 

Gw=V ·s= 1000·0,24= 240 kg. 

12. Ein aus einer Legierung gegossener Würfel von 20 cm Kanten
länge hat ein Gewicht von 71,2 kg. Wie groß ist das spezifische 
Gewicht der Legierung? 

Nach Gleichung 3) erhält man 

_ Gw _ 71,2 _ 71,2 _ 8 9 k /d 3 1) 
s - V - 23 - 8 -, g m. 

13. Ein gußeiserner, hohlgegossener Würfel von 260 mm Kanten
länge besitzt eine überall gleichmäßige Wandstärke von 30 mm. Es 
sind Rauminhalt, Gewicht und Oberfläche des Hohlkörpers zu be
rechnen. (s = 7,3.) 

Der Rauminhalt berechnet sich als die Differenz zweier Würfel 
von 2,6 dm und 2,0 dm Kantenlänge entsprechend Gleichung 4) zu 

V = 2,63 - 23 = 17,576 - 8 = 9,576 dms. 

Das Gewicht ergibt sich aus Gleichung 1) zu 

Gw = V· s = 9,576·7,3 = 69,905'--' 70 kg. 

Die Oberfläche enthlät entsprechend Gleichung 7) 

0= 6· (2,62 + 22) = 6 ·10,76 = 64,56 dm2• 

14. Der Halbmesser der einem Würfel umschriebenen Kugel ist 
ru = 75 mm. Wie groß werden die Kanten, die Oberfläche und der 
Rauminhalt des Würfels? 

Die Kantenlänge ergibt sich aus Gleichung 19) zu 

a = 1,155· ru = 1,155 . 75 = 86,625 '--' 86,6 mm. 

Damit erhält man die Oberfläche nach Gleichung 7) 

0=6 . a2 = 6 . 86,62 = 44997,36 mm2 c--.. 4,5 dm2• 

Für den Rauminhalt folgt aus Gleichung 4) 

V = a3 = 86,63 = 649461,896 mm3 c--.. 0,65 dm3• 

1) V gl. S. 11, Ziffer 8, Absatz 4 von oben. 
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Aufgaben. 

1. Wie groß ist der Rauminhalt eines Würfels, dessen Kante 
a) 1,25 m; b) 19,4 din; c) 32,6 cm; d) 115 mm lang istl 

a)· 1,953125 mS; b) 7301,384 dm3 ; c) 34645,976 cms; 
d) 1520875 mmS. 

2. Welche Oberfläche besitzt ein Würfel, dessen Kante a) 148 mm; 
b) 42,7 cm; c) 12,75 dm; d) 4,25 m lang istl 

a) 131424 mm2 ; b) 10939,74 cm2 ; c) 975,375 dm2 ; 

d) 108,375 mS• 

3. Die Oberfläche eines Würfels betrage a) 362 m2 ; b) 56,25 dms; 
c) 4830,25 mm2• Wie lang werden die Kantenl 

a) 7,766 m; b) 3,06 dm; c) 28,37 mm. 

4. Ein Würfel bflsitzt einenRauminhaltvona)2197mS ; b) 13,824dm3 ; 

c) 592,704 cmS• Wie lang ist die Kantel 
a) 13 m; b) 2,4 dm; c) 8,4 cm. 

5. Es sind aus der Oberfläche eines Würfels, welche 10,24 m2 

groß ist, die Längen der Flächen- und Hauptdiagonale zu berechnen. 
d= 1,841 m; D=2,259 m. 

6. Welchen Rauminhalt erhält ein Würfel, der eine Oberfläche 
0=306,25 cm2 besitzM 

v = 363,994 cm3• 

7. Ein Wasserkasten besitzt Würfelform und soll, vollständig ge
füllt, 750 Liter Wasser aufnehmen. Wie lang werden die Kanten im 
Inneren des Behältersl 

a = 9,0856 r--/ 9,1 dm 1). 

8. Es soll ein würfelförmiger, oben offener Behälter von 0,75 mS 
Inhalt aus Blech hergestellt werden. Wieviel m2 Blech sind erforder
lich, wenn auf Verschnitt, Vernietung usw. keine Rücksicht genommen 
wird 1 

M+G=4,131 m2• 

9. Wieviel kg wiegt ein Würfel von 4 dm Kantenlänge a) aus 
Aluminium: s = 2,56; b) aus Blei: s = 11,41 

a) 163,84 kg; b) 729,60 kg. 

10. Wieviel kg wiegt ein Korkwürfel von 100 mm Kantenlänge1 
(s = 0,24.) 

Gw=0,24 kg. 

11. Ein Würfel aus Blei, dessen spezifisches Gewicht = 11,4 ist, 
wiegt 25 kg. Wie groß werden Rauminhalt, Kantenlänge und Ober
fläche des Würfels1 

V = 2,193 dm3 ; a = 1,2 dm; 0 = 10,14 dms, 

1) 1 Liter = 1 dm3• 
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Übungen. 

1. Ein Würfel besitzt eine Oberfläche von 1 7,75 m 2. Der Würfel 
ist in sämtlichen, durch die vorstehend entwickelten Gleichungen ge
gebenen Abmessungen durchzurechnen. 

2. Der Rauminhalt eines Würfels beträgt 3,275 m 3. Der Würfel 
ist vollkommen durchzurechnen. 

3. Der Flächeninhalt der Diagonalebene eines Würfels beträgt 
1500 mm 2 • Es sind Oberfläche und Inhalt des Würfels zu bestimmen. 

4. Die Kante eines Würfels sei 5 dm lang. Welchen Rauminhalt 
besitzen Würfel, deren Kanten 2-3-4-5mal so lang sind? In 
welchem Verhältnis stehen die Würfelinhalte zueinander? 

5. Wie lang wird die Kante eines Würfels, dessen Rauminhalt 
gleich demjenigen zweier Würfel ist, von denen der eine 65 mm, der 
andere 150 mm Kantenlänge besitzt? 

6. Das Gewicht eines Würfels beträgt 100 kg bei s = 8,9. Der 
Würfel ist vollkommen durchzurechnen. 

7. Ein Würfel besitzt eine Kantenlänge = 1,25 m. Derselbe ist 
vollkommen durchzurechnen und sind sämtliche Resultate in m, dm, 
cm und mm anzugeben. Das Gewicht ist mit s = 7,2 zu berechnen 
und in t, kg und gauszudrücken. 

8. Drei Würfel sind derart übereinandergestellt, daß ihre Mittel
linien genau eine Gerade bilden. Die Seitenkanten der einzelnen 
Würfel sind = 15 cm, 10 cm und 5 cm. Wie groß sind Rauminhalt, 
Oberfläche und Gewicht des auf diese Weise gebildeten Körpers bei 
s = 2,4~ 

9. Ein Würfel aus Gußeisen (s = 7,3) und ein Würfel aus Rotguß 
(s = 8,9) wiegen je 200 kg. Wie groß ist der Unterschied in den 
Kantenlängen der beiden Würfel? 

10. In welchem Verhältnis stehen Rauminhalte, Oberflächen, Kanten 
und Diagonalen von Würfeln, deren Gewichte 50 kg, 25 kg, 10 kg, 
5 kg, 1 kg, 100 g, lOg betragen? Das spezifische Gewicht sei bei 
sämtlichen Würfeln dasselbe. 

11. Ein Würfel mit der Kantenlänge a = -Vif cm ist vollkommen 
durchzurechnen. 

3 

12. Ein Würfel mit der Kantenlänge a = -V30 dm ist vollkommen 
durchzurechnen. 

13. Die Kantenlänge eines Würfels ist a = 35 mm. Es sind die 
Kanten eines anderen Würfels zu berechnen, welcher a) die 0,5-2-
3fache Oberfläche, b) den 0,75-3-5fachen Rauminhalt des gegebenen 
Würfels besitzt. 

14. Die Kante eines Würfels ist a= 6,5 cm. Es sind Oberfläche 
und Rauminhalt derjenigen Würfel zu berechnen, welche a) die Flächen
diagonale, b) die Hauptdiagonale des ersteren als Kante besitzen. 

15. Der Diagonalschnitt eines Würfels hat einen Flächeninhalt 
F = 1250 cm 2. Wie groß ist der Rauminhalt dieses Würfels~ 
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16. Der Halbmesser der einem Würfel einbeschriebenen Kugel ist 
ri= 12,5 cm. Wie groß werden a, 0, V und ru1 

17. Einer Kugel mit dem Halbmesser ru= 1,5 dm sei ein Würfel 
einbeschrieben, ein anderer umschrieben. Wie groß ist die Differenz 
zwischen den Kanten, Rauminhalten und Oberflächen beider Würfel1 

18. Welchen Winkel schließt jede Hauptdiagonale eines Würfels 
mit jeder Begrenzungsebene ein 1 

B. Das Prisma. 
18. Allgemeines. a) Legt man zwei oder mehr gleich große Würfel 

so aufeinander, daß sich die Deckfläche des einen mit der Grundfläche 
des anderen vollkommen deckt, so entsteht 
ein prismatischer Körper. (Abb. 29.) 

Nach der zu Abb. 22 abgegebenen Er
klärung kann man ein Prisma auf folgende 
Art entstehen lassen: Zieht man durch 
sämtliche Ecken eines ebenen n-Ecks Pa- I 
rallelen, welche nicht in die Ebene des I 
n-Ecks fallen, legt durch je zwei dieser le 

1""-aufeinander folgenden Parallelen eine Ebene // I 
und schneidet diese Ebenen durch eine / I k 
andere Ebene, welche dem ursprünglichen IZ~/_~I_+-.....n 
ebenen n-Eck parallel ist, so entsteht ein 
alls,eitig begrenzter, prismatischer Raum, 
der Prisma genannt wird. 

Im allgemeinen sind prismatische Kör
per solche, welche zwei ebene, parallele 
und kongruente, sonst aber beliebige Fi
guren zu Grundflächen haben und deren A 
Seitenflächen Parallelogramme sind. Unter 
einem Prisma im engeren Sinne versteht 

Abb.29. 

man einen Körper, dessen Grundflächen beliebige geradlinig begrenzte, 
ebene und kongruente Vielecke sind. Die Seitenflächen werden dann 
von so viel Parallelogrammen gebildet, als eins der Vielecke Seiten hat. 

Nach der Anzahl der Seitenflächen, und je nachdem die Grund
flächen Dreiecke, Vie'recke, .. ,. n-Ecke sind, werden die Prismen 
in dreiseitige, vierseitige, ..... n-seitige eingeteilt. 

In Abb. 30 ist ein dreiseitiges, in Abb. 29 ein vierseitiges und in 
Abb. 31 ein sechsseitiges Prisma dargestellt. In diesen Abbildungen 
sind die ebenen Flächen ABO .. Hund A'B'O' .. H' Grundflächen, 
die Parallelogramme ABB'A', BOO'B' ... AHH'A' Seitenflächen. 
Letztere bilden zusammen den Mantel des Prismas. 

Mantel und Grundflächen zusammen bilden die Oberfläche des 
Prismas. 

Die Seiten der Grundflächen: AB, BO, OE ...... A'B', B'O', 
O'E' .... usw. heißen die Grundkanten des Prismas, die übrigen 
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Kanten: AA', BB' ... HH' werden Seitenkanten genannt. (Abb.29 
bis 31.) 

Die Seitenkanten eines Prismas sind gleich lang, denn sie sind 
Gegenseiten im Parallelogramm 1). 

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe 
Prismen. Gerade Prismen sind in Abb. 29 bis 31, ein schiefes ist in 
Abb. 32 dargestellt. 

Abb.30. Abb.31. Abb.32. 

Ein Prisma heißt ein gerades oder senkrechtes, .wenn die 
Seitenkanten senkrecht auf den Grundflächen stehen. Beim senk
rechten Prisma sind sämtliche Seitenflächen Rechtecke; beim 
schiefen Prisma ist dies nicht der Fall. 

c) Ein gerades Prisma heißt ein regelmäßiges, wenn die Grund
flächen regelmäßige Vielecke sind, z. B. ein gleichseitiges Dreieck, 
ein Quadrat, ein regelmaßiges 4-Eck, 5-Eck, 6-Eck .... n-Eck 2). 

(Abb.29 und 31.) 
Bei den regelmäßigen Prismen wird die Verbindungslinie der 

Mittelpunkte 3) der Grundflächen als Höhe bzw. als Achse be
zeichnet. Die Höhe steht senkrecht auf den Grundflächen und ist 
parallel zu den Seitenkanten. Man bezeichnet sie allgemein mit h; 
in Abb. 29 bis 31 ist dieselbe eingetragen. Bei den geraden Prismen 
kann jede Seitenkante als Höhe angesehen werden. 

d) Jede Schnittfläche eines Prismas, welche parallel zu den Grund
flächen liegt, heißt ein Parallelschnitt: Schnitt abce in Abb. 29 
und 33 sowie Schnitt abcefh in Abb. 31. Jeder Parallelschnitt ist den 
Grundflächen kongruent, da er einmal, wie zu der Entstehung von 

1) VgI. W. u. St., Planimetrie S. 67, Ziffer 75. 
2) " " "" " " 157 bis 170. 
3) Mittelpunkt und Schwerpunkt sind hier gleichbedeutend. Über den letz-

teren vgI. W. u. St., Mechanik S. 198, XVII. 
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Abb.29 erklärt, die obere und untere Grundfläche zweier neuen Prismen 
bildet und das andere Mal, wie in Abb.31, die Seiten der Vielecke 
der Reihe nach paarweise parallel und gleich sind. 

Wird ein Prisma, wie in Abb. 33, durch eine zur Grund:ß.äche be
liebig geneigte Ebene geschnitten, so entsteht ein schief abge
schnittenes Prisma. Die Seitenkanten sind nicht gleich lang, die 
Grundflächen sind nicht kongruent, die Seitenflächen sind nicht sämt
lich Rechtecke usw. (Vgl. hierzu Seite 30, Ziffer 27, Abb. 40.) 

/1---------7-
/1 / I 

/ 1 / 1 
/ / I 

/ 
/ / 

.~__ J _____ ( 
I 1 I 
I 8,1---"1"--
1 //1 1 I / 1 I / 
1';/ 1 1,/ 

b 

Abb.33. Abb.34. 

Unter einem Normalschnitt versteht man einen ebenen Schnitt, 
welcher senkrecht zu den Seitenkanten steht: Schnitt abce in Abb. 33. 

Legt man einen ebenen Schnitt durch zwei nicht aufeinander
folgende Seitenkanten eines Prismas, so entsteht ein Diagonal
schnitt bzw. eine Diagonalebene. Beim geraden Prisma ist jede 
Diagonalebene ein Rechteck: Schnitt ABCF, AHEF usw. in Abb. 34. 

Durch Diagonalschnitte wird das vielseitige Prisma in dreiseitige 
Prismen zerlegt. (Abb. 34.) 

19. Das rechtwinklige Parallelepiped oder der Qnader. Ein 
Prisma, bei welchem nicht nur die Seitenflächen, sondern auch die 
Grundflächen Parallelogramme sind, heißt ein Parallelflächner 
oder ein Parallelepipedum. (Abb. 35.) Je zwei gegenüberliegende 
Parallelogramme sind parallel und kongruent; jedes kann als Grund
fläche angesehen werden. 

Das Parallelepiped besitzt vier Diagonalen, welche sich in einem 
Punkte S schneiden und gegenseitig halbieren. (Abb.35.) 

Ein gerades Prisma, an welchem Grund-und Seitenflächen 
Rechtecke sind, wird als rechtwinkliges Parallelepiped oder 
als Quader bezeichnet. (Abb. 36.) Der Quader hat acht Ecken, 
sechs Begrenzungsflächen, welche paarweise parallel und kongruent, 
und zwölf Kanten, welche zu je vier einander gleich sind. 

Da auf diese Weise die Kanten nur drei verschiedene Längen 
besitzen, so spricht man im allgemeinen von den "drei Kanten 
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eines Quaders". Auch hier kann jede Seitenfläche als Grundfläche 
und die auf dieser senkrechte Kante als Höhe angesehen werden. 

Jeder ebene Schnitt durch zwei gegenüberliegende Seitenkanten 
eines Quaders ist ein Rechteck. Es sind sechs solcher Schnitte 
möglich, die wieder paarweise kongruent sind. 

Die vier Hauptdiagonalen eines Quaders sind gleich lang, 
schneiden sich in einem Punkte und halbieren sich gegenseitig. (V gl. 
Abb.35.) 

Der vorstehend besprochene Würfel kann als ein Quader aufgefaßt 
werden, dessen sämtliche Kanten gl~ich lang sind. 

r- I 
I 
I 

a I 

l~-
1-

,,/1 k 

'--fl \ a 
\ 

L .... L -.... / 
I I 
i-4---a~ 

Abb.35. Abb.36. 

20. Rauminhalt des Quaders. Bei der Berechnung der Prismen 
geht man vom Quader aus. Bereits bei Abb.29 wurde erklärt, daß 
man sich die Entstehung eines Prismas durch die Übereinanderlage
rung von Würfeln, deren zusammenfallende Grundflächen sich genau 
decken, vorstellen kann. Stellt man, wie in Abb. 36 gezeigt, zwei 
gleich große Würfel, deren Kantenlänge = a ist, in dieser Weise über
einander, so entsteht ein rechtwinkliges Parallelepiped oder ein Quader. 

Nach Gleichung 6), Seite 14 ist der Inhalt eines Würfels gleich dem 
Produkt aus Grundfläche und Höhe, also 

V=G·a. 
Durch das Übereinanderstellen gleich großer Würfel ändert sich 

nur die Höhe; die Grundfläche bleibt, da bei allen Würfeln gleich, 
dieselbe. Bei zwei Würfeln, wie in· Abb. 36, wird demnach der Raum
inhalt des Quaders 

V = G· a + G· a, oder l ) 

V = G . (a + a), d. i. 
V=G·2a. 

In dieser Gleichung ist aber der Faktor 2 a nichts anderes als die 
Höhe des Quaders. Bezeichnet man diese, wie in Abb. 36, mit h, so 
geht die letzte Gleichung über in 

V = G . h ................. RE .. . ... 21) 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.36, Ziffer 43A, a. 
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Der Rauminhalt des Quaders ist gleich dem Produkt aus Gruml
:fläche und Höhe. 

In Ziffer 18c wurde erklärt, daß bei geraden Prismen jede Seiten
kante als Höhe angesehen werden kann. Aus Abb. 36 ist ersicht
lich, daß 

2a = h und auch 
2a = c ist. Folglich muß 

c = h sein!). 

Die Grundfläche G ist nach Abb. 36 
G=a·b. 

Setzt man die Werte für G und h in Gleichung 21) ein, so er
hält man 

V=a·b·c ................ RE ........ 22) 

Der Rauminhalt des Quaders ist gleich dem Produkt der Maß
zahlen von drei an einer Ecke zusammenstoßenden Kanten. 

21. Oberfläche des Quaders. 
ders gezeichnet. Dasselbe be
steht, wie ersichtlich und bereits 
vorstehend erwähnt, aus sechs 
Rechtecken, die in der Abbil-

In Abb. 37 ist das Netz eines Qua-

dung mit I bis VI bezeichnet 
sind. Die Rechtecke I bis IV 
bilden den Mantel, die Recht
ecke V und VI die Grund
flächen des Quaders. 

I 

a 

JZ 

Tbc 

b 

.lIL 

k-~ a·c'" 

a 

..,. 
~~"<:::I ?-, , 

Mit den in Abb. 37 einge
tragenen Bezeichnungen und 
Maßzahlen berechnet sich die 
Oberfläche des Quaders zu Abb.37. 

o = fI + fn + fm + flv + fv + fVI oder 

lY 

=b 

b 

o = a . c + b . c + a . c + b . c + a . b + a . b. Das ist aber 
0=2· a· b + 2· a· c + 2· b . c. Folglich: 
0=2· (a . b + a . c + b . c) ...... FE ........ 23) 

Da die Rechtecke fI bis fIV den Mantel, die Rechtecke fv und fVI 
die einander gleichen Grundflächen bilden, so kann man auch schreiben 

O=M+G+G oder 
0= IU + 2· G .............. FE ........ 24) 

22. IUantel des Quaders. Der Mantel wird, wie bereits erwähnt, 
von den Rechtecken fI bis fIV gebildet. Das ergibt mit den Bezeich
nungen in Abb. 37 

1) Sind in zwei Gleichungen die linken Seiten gleich, so sind auch die 
rechten gleich. 
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M = a . c + b . c + a . c + b . c oder 
M = 2 . a . c + 2 • b . c, d. i. 
M = c . (2 . a + 2 . b). 

Der Klammerwert ist aber gleich dem Umfange l ) der Grundfläche 
des Quaders. Bezeichnet man denselben mit U, so geht die letzte 
Gleichung über in 

M=U·c 
und da nach Abb. 36 die Kante c gleich der Höhe h ist, so folgt: 

11 = U . h . . . . . . . . . . . . . . . . . FE. . . . . . . . 25) 

Der Mantel eines Qnaders ist gleich dem Produkt aus dem 
Umfange der Grundfläche und der Höhe. 

Die vorstehende Gleichung für den Mantel des Quaders: M = 
2 . a . c + 2 . b . c, läßt sich auch noch auf folgende Form bringen: 

M = 2 . c . (a + b) ........ FE ........ 26) 

l----a------< 
Abb.38. 

d2 = y' a2 + c2 • 

da = y'b 2 + C2 . 

23. Flächendiagonale des Qua
ders. Der Quader besitzt sechs 
Flächen-Diagonalen, von denen 
jedoch, da sie paarweise gleich 
sind, nur drei berechnet werden. 
So ist z. B. in Abb. 38 d l Dia
gonale im Rechteck FHIK, also 
Hypotenuse in dem bei H recht
winkligen Dreieck FHI, dessen 
Katheten a und b sind 2). Nach 
dem Pythagoras erhält man als
dann 

d~ = a2 + b2 und damit 

d1 =y'a2 +b2 ... LE ... 27) 

Entsprechend ergibt sich aus 
Abb.38 

LE 

LE 

28) 

29) 

24. Hauptdiagonale des Quaders. Das rechtwinklige Parallelepi
ped besitzt deren vier, welche einander gleich sind. In Abb. 38 ist 
D = BF Hypotenuse in dem bei I rechtwinkligen Dreieck BIF. Mithin: 

D2 -:- di + c2 und da entsprechend Gleichung 27) 

di = a2 + b2 ist, so muß 
D2 = a 2 + b 2 + c2 sein. Folglich: 

D = y' a 2 + b 2 + c2 • • • • • • • • • 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S.90, Ziffer 101. 
2)" "" " " 43, 53 c. 

1 
LE f ...... 30) 
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Das Quadrat über der Hauptdiagonale ist gleich der Summe 
der Quadrate über den an einer Ecke zusammenstoßenden Kanten. 

Die Hauptdiagonale D ist zugleich Diagonale in der Diagonal
ebene BEFI des Quaders, welche ein Rechteck ist. Durch diese 
Diagonalebene wird der Quader halbiert, d. h. er wird in zwei kon
gruente, dreiseitige Prismen zerlegt, deren Rauminhalte je 

G·h a·b·c~ . 
V= - 2- =-2- ......... RE ........ 31) 

sind. 
Die vorstehend entwickelte Gleichung 30) 

D2 = a 2 + b2 + c2 

wird als der Pythagoras des Raumes bezeichnet, dessen Wortlaut 
vorstehend angegeben ist. MIt c = 0 geht diese Gleichung in den 
Pythagoras der Planimetrie über: Quadrat übel' der Diagonale eines 
Rechtecks. 

25. Winkel zwischen Haupt- und Flächendiagonalen des Qua
ders. Die Neigungswinkel zwischen Haupt- und Flächendiagonalen, 
und damit zugleich zwischen der Hauptdiagonale und den Begrenzungs
flächen des Quaders, berechnen sich mit den Bezeichnungen in Abb. 38 
wie folgt: 

Für den Winkel CI ergibt sich aus dem bei K rechtwinkligen Drei
eck BKF 

. FK d 
sm CI = FB 0 er 

. a 
Sin CI = j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32) 

Entsprechend erhält man aus den rechtwinkligen Dreiecken BHF 
und BIF 

sin /1= ~ 1 
. c J 

. . ..... . .. . .. , . . .. . .... . .. 33) 

sm I' =j) 

26. Rauminhalt, Mantel und Oberfläche 
gerader Prismen .mit vielseitiger Grund
fläche. Teilt man die Grundfläche eines viel
seitigen, geraden Prismas in außerordentlich 
viele kleine Recktecke ein und stellt man über 
jedes dieser Rechtecke einen Quader, dessen 
Höhe gleich derjenigen des Prismas ist, so 
werden sämtliche Quadern das Prisma aus
füllen und wird die Summe der Inhalte dieser 
Quadern gleich dem Rauminhalte des Prismas 
sein. (Abb. 39.) Bezeichnet man die Grund-

1) Vgl. Gleichung 21 u. 22, S.26 u. 27. Abb.39. 
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flächen der einzelnen, kleinen Quadern mit gl, g2, gs ...... gn 
und die gemeinsame Höhe mit h, so wird 

V = gl . h + g2 . h + gs . h + ..... + gn . h oder 

V = (gI + g2 + gs + ..... + gn) . h. 
Der Klammerwert ist aber als die Summe sämtlicher kleinen Recht

ecke nichts anderes als der Inhalt der Grundfläche des ganzen Prismas, 
also = G, so daß sich ergibt 

V = G . h . . . . . . . ; . . . . . . . . . RE . . . . . . .. 34) 

Der Rauminhalt jedes beliebigen, geraden Prismas ist gleich 
dem Produkt aus Grundfläche und Höhe. 

Der Mantel eines geraden Prismas ist entsprechend Abb. 37 ein 
Rechteck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange und dessen Höhe 
gleich der Höhe des Prismas ist. Jedes vielseitige, gerade Prisma er
gibt bei der Abwicklung des Mantels ein ähnliches Rechteck. Mithin 
wird auch hier . 

lI=U·h ................. FE ... . . . (5) 

Die Mantelfläche eines geraden Prismas ist gleich dem Pro
dukt aus dem Umfange des Prismas und der Höhe. 

Die Oberfläche setzt sich, wie Abb. 37 zeigt, aus dem Mantel und 
den beiden Grundflächen zusammen, so daß sich auch hier für die
selbe ergibt 

O=M+2·G .............. FE ........ (6) 

27. Das schief abgeschnittene Prisma. In Abb.40 ist ein ge
rades, vierseitiges, schief abgeschnittenes Prisma dargestellt. Die Seiten

// 

r 
l!ti! 
I 
I 
I 
}----

Abb.40. 

flächen sind Trapeze, die Seitenkanten sind 
nicht gleich lang und die Grundflächen 
sind nicht kongruent. (V gl. hierzu Seite 25, 
Ziffer 18d, Abb. 33.) 

Der Rauminhalt ergibt sich auch hier 
aus der Gleichung: V = G· h, nur muß 

!t" die Höhe h erst berechnet werden. Sie 
wird erhalten als das arithmetische 
MitteIl) aus den Längen der Seiten
kanten, welches sich nach Abb. 40 zu 

h = hl + h2 + hs + h4 

4 
ergibt. Damit geht für diesen Fall die 
allgemeine Gleichung für den Rauminhalt 
eines Prismas über in 

hl + h2 + hs + h4 V = G . 4 ...... RE ........ 37) 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u.AIgebra S. 196, Ziffer 136; Fußnote. 
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Diese Gleichung gilt sinngemäß auch für vielseitige, schief abge
schnittene Prismen. 

l\1antel und Oberfläche werden entsprechend den vorstehend wieder
holt gemachten Angaben berechnet, wobei zu beachten ist, daß die 
Seitenflächen Trapeze und die Grundflächen nicht deckungsgleich sind. 

28. Das schiefe Prisma. Bei den schiefen Prismen bilden die 
Seitenflächen mit den Grundflächen spitze bzw. stumpfe Winkel. In 
Abb. 41 ist ein schiefes, vierseitiges Prisma mit parallelen Grund-

.\hh. 41. 

flächen dargestell t. Durch dassei be ist ein No r mal s c h n i t t 1) N N ge
legt, welcher im Grundriß als ein Viereck mit den Seiten a, b, c und d 
erscheint. Bezeichnet man an einem schiefen Prisma mit 

GN den Flächeninhalt des Normalschnittes, 
UN " Umfang des Normalschnittes, 

d:e L änge der Seitenkanten, 

so ist der Rauminhalt 

V = GN . I .......... . ..... RE . ....... 38) 

Der Rauminhalt eines schiefen Prismas wird erhalten, indem 
man den Flächeninhalt des Normalschnittes mit der Länge der 
Seitenkante multipliziert. 

Der Mantel ist ein Rechteck, dessen Länge gleich dem Umfange 
des Normalschnittes und dessen Höhe gleich der Seitenkante des Pris
mas ist. Folglich: 

1\1 =; UN·l = (a + b + c + d) ·1 .. FE .... . ... 39) 

1) V gl. S. 25, Ziffer 18 d. 
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Der Mantel eines schiefen Prismas wird erhalten, indem man 
den Umfang des Normalschnittes mit der Länge der Seitenkante 
multipliziert. 

Die Oberfläche wird von dem Mantel und den beiden Grund
flächen gebildet, d. h. 

O=M+2·G .............. FE ........ 40) 

Das vorstehend Gesagte gilt für jedes beliebige schiefe, vielseitige 
Prisma. 

Schneidet man, wie in Abb.42 dargestellt, von einem schiefen 
Prisma mit parallelen Grundflächen von der Ecke B der unteren 

. Grundfläche aus durch einen 
Normalschnitt BO das Stück ABO 
ab und setzt dasselbe an die 
Ecke B' der Deckfläche wieder an, 

f/---,o...--"'--o')ß' so entsteht das gerade Prisma 
BOO'B'. Da nun Rauminhalt 
und Länge der Seitenkanten hier
bei unverändert bleiben, so ist 

der Rauminhalt des schiefen 
Prismas so groß wie derjenige 
des geraden Prismas. 

A Schneidet man ein an und für 
Abb. 42. sich schiefes Prisma noch schief 

ab, so erhält man den Raum
inhal t, indem man den Flächeninhai t des Normalschnittes mi t 
dem arithmetischen Mittel der Seitenkanten multipliziert. 

29. Prismen mit gleicher Grundfläche und Höhe. In Abb. 43 
ist von dem Prisma ABODEFGH durch die Ebene AHIK ein Stück 
AHIEDK abgeschnitten und an die Fläche BOFG wieder angesetzt. 

Dadurch entsteht ein neues 
ÄE:........--::iJ>--____ ~F_-----;;9L, Prisma ABMKILGH, welches 

D~~~~----~~~ 
1 I 

1/ 
1/ 

H)J...----------
//' 

// 

Abb.43. 

mit dem ursprünglichen gleiche 
Grundfläche, gleiche Höhe und 
gleichen Rauminhalt hat. Hier
aus folgt: 

Prismen mit gleicher Grund
fläche und gleicher Höhe haben 
gleicheu Rauminhalt. 

Weiter folgt aus diesem 
Satze: 

Prismen haben gleichen Rauminhalt, wenn die Produkte aus ihren 
Grundflächen und Höhen gleich sind. 

Prismen mit rechteckiger Grundfläche haben gleichen Rauminhalt, 
wenn die Produkte aus drei an einer Ecke zusammenstoßenden Kanten 
gleich sind. 
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Die Rauminhalte von Prismen verhalten sich wie die Produkte 
aus deren Grundfläche und Höhe. 

Die Rauminhalte von Prismen mit gleicher Grundfläche verhalten 
sich wie ihre Höhen, und umgekehrt. 

Um die nunmehr folgenden Berechnungen vielseitiger Prismen 
möglichst zu vereinfachen, sei auf die Zahlenangaben der nachfolgen
den Tafel verwiesen. Auch sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, 
daß beim Rechnen allen Abmessungen die gleiche Längeneinheit zu
grunde gelegt werden muß. 

HaI bmesser, Seitenlängen und Inhalte regelmäßiger 
um- und einbeschriebener Vielecke. 

~ Halbmesser des I 
.21'.... um- 11 ein- Seite 
'g~ I schriebenen beschriebenen 1 

Flächeninhalt 

~ .. i Kreises : des n-Ecks 

~ .1 R = 1 R = 11 r = ! r =I! s = I-~ ~=----"-II-F-=--'-I -F-=----;--I F--=-
3 10,577.s[2,000 rI I0,289.s:0,500.R!!1,732.R 3,464.r!! 0,4330.s2!11,2990.R2:5,1963.r2 
4 10,707 .s:!,414.r, 0,500.sI0,707.R'I,414.R 2,000· rli 1,0000'S2 2,0000.R2,4,0000·r2 
5 0,851·s: 1,236.~ 0,688.s,0,809·R 1,176·R 1,453· r 1,7205·s2 2,3776 ·R2 13,6327 ·r' 
6 1,000,sil,155.~ 0,866.sjO,866.R I,OOOR 1,155· r i 2,5981 s212,5981.R213,4641.r' 

8 1'307,sil'082'~'1'207 .sII0,924.R 0,765·R 0,828· ri 4,8284,s'12,8284.R' ,3,3137·r2 
10 1,618·s:I,051· '1,539·s 0,951·R 0,618·R, 0,650· rl 7,6942.s212,9389.R2,3,2492.r2 
12 11,932.sll,035. i1,866,sl'0,966.R 0,518.RI 0,536· r 'lll,1962,S213,0000.R2 i3,2154·r2 
16 2,563.s!I,020. ;2,514·s j O,981.RI 0,390·R 0,398· ri 20,1095.s2

13,0615 .R2:3,1826·r2 

Beispiele. 

1. Es ist der Rauminhalt eines Quaders zu berechnen, dessen 
Kanten a = 6 cm, b = 4 cm und' c = 12 cm lang sind. 

Nach Gleichung 22) erhält man 
V = a· b . c = 6·4· 12 = 288 cm3 • 

2. Wie groß ist die Oberfläche eines Quaders, dessen Kantenlängen 
a = 1,5 m, b = 90 cm und c . 18 dm sind~ 

Nach Gleichung 23) ergibt sich 

O=2·(a·b+a·c+b·c), d.i. 
0=2 , (1,5 . 0,9 + 1,5· 1,8 + 0,9 . 1,8)1) also 
0= 2 . 5,67 = 11,34 m 2 • Demnach auch 
0= 1134 dm2 = 113400 cm2• 

3. Wie hoch ist ein Quader, dessen Mantel einen Flächeninhalt 
von 468 dm2 besitzt und dessen Umfang = 6,5 m beträgt~ 

Aus Gleichung 25) M = U . h ergibt sich für die Höhe 

M 468 "' 
h=U =6'5 = 7,2 dm= 120 mm. 

1) Sämtliche :Maße sind in :Metern eingesetzt. 
\Veickert-Stolle, Maschinenrechnen, I,4. 2. Auf!. 3 
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4. Ein rechteckiger Behälter von 1,4 m Länge und 75 cm Breite 
soll einen Rauminhalt von 1,5 m3 erhalten. Welche Höhe muß man 
dem Behälter geben 1 

Aus Gleichung 22) V = a· b . c folgt in Verbindung mit Abb. 36: 
_ V _ 1,5 _ 2 1 

C - a. b -1,4. 0,75 -1,4 9 m. ) 

5. Ein Quader mit den Kantenlängen a = 24 cm, b = 15 cm und 
c = 40 c m ist vollkommen durchzurechnen. 

Der Rauminhalt ist nach Gleichung 22) 

V = a· b . c = 24 . 15 . 40 = 14400 cms• 

Den Mantel erhält man nach Gleichung 25) oder 26) 

M = U . h = 2 . (a + b)· c = 2 . (24 + 15)·40 = 3120 cm2• 

Die Oberfläche ergibt sich aus Gleichung 23) zu 

0= 2· (a· b + a· c + b· c) = 2· (24 ·15 + 24·40 + 15 . 40) 
d. i. 0 = 3840 cm2• 

Die Flächendiagonalen berechnen sich nach Gleichung 27) bis 29) zu 

d1 = Ya2 + b2 = "JI'242+~ = Y 801 = 28,3 cm. 
d2 = Ya2 + c2 = Y242 + 402 = Y2176 = 46,7 cm. 

ds = Yb 2 + c2 = Y15 2 + 40 2 = Y1825 = 42,7 cm. 
Die Hanptdiagonale erhält man aus Gleichung 30) 

D = Ya2 + b2 + c2 = Y24 2 + 152 + 402 

d. i. D = 49,0 cm. 
Die Winkel zwischen Haupt- und Flächendiagonalen ergeben sich 

mit Gleichung 32 und 33) zu 

sin a = ~ = :: = 0,4898. Mithin 2): a = 29° 20'. 

sin (J = ~ = ~~ = 0,3061. " 

sin I' = ~= !~ = 0,8163. " {'= 54°43'. 

6. Die Grundfläche eines geraden Prismas ist ein Trapez, dessen 
Grundlinien a = 11 cm, c = 7 cm und dessen Höhe h1 =' 5 c mist. 
Welchen Rauminhalt besitzt das Prisma bei 25 cm Höhe1 

Zunächst ist der Inhalt der Grundfläche zu berechnen. Entspre
chend Planimetrie Seite 103, Ziffer 116 ist 

a+c 11+7 
G=-- ·h1 = ·5=45 cm2• 

2 2 
Mit diesem Werte 'ergibt sich aus Gleichung 34) 

V = G· h = 45·25 = 1125 cms. 

1) Sämtliche Maße sind in Metern eingesetzt. 
2) V gl. W. u. St., Trigonometrie. Tafeln am Ende des Buches. 
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7. Ein Dreieck mit den Seiten a = 53 mm, b = 65 mm und 
c = 72 mm bildet die Grundfläche eines geraden 150 mm hohen Pris
mas. Wie groß sind Rauminhalt, Mantel und Oberfläche desselben 1 

Zur Berechnung der Grundfläche sind die Seiten des Dreiecks ge
geben; der Inhalt desselben ist mithin nach der Heronschen Formell) 
zu bestimmen. Nach derselben wird 

1 
G = 4 . Y (a + b + c) . (a + b -:- c) . (a - b + c) . (- a + b + cl. 

Mithin: 

G = ~. Y(53+65+72). (53+65-72)· (53-65+72)· (-53+65+72) 

d. i. G~ 1659 mm2. 

Mit diesem Werte erhält man den Rauminhalt nach Gleichung 34) 

V = G· h = 1659·150 = 248850 mm3• 

Der Mantel berechnet sich nach Gleichung 35) zu 
M = U . h = (a + b + c) . h = (53 + 65 + 72) . 150, d. i. 

M = 28500 mm2. 
Die Oberfläche ergibt sich aus Gleichung 36) zu 

o =M+ 2 ·G= 28500 + 2 ·1659 = 31818 mm2. 

8. Ein 7,2 m langer Baumstamm besitzt einen Durchmesser von 
0,9 m. Aus demselben soll zur Verwendung als Wasserradachse ein 
regelmäßiges, serhsseitiges Prisma geschnitten werden. Wie groß sind 
dessen Grundfläche und Inhalt 1 

Ist der Durchmesser D = 0,9 m, so ist der Halbmesser R = 0,45 m. 
Damit berechnet sich der Inhalt der Grundfläche des Prismas nach 
der Tafel auf Seite 33 zu 

G = 2,5981 . R2 = 2,5981 .0,452 = 0,5261 m2. 
Mit diesem Werte ergibt sich der Rauminhalt aus Gleichung 34) zu 

V = G· h = 0,5261 . 7,2'--" 3,788 m 3• 

9. Ein ger,ades Prisma ist 5,0 m lang, die Grundflächen sind regel
mäßige 8-Ecke von 400 mm Seitenlänge. Wie groß ist der Mantel 
und die Oberfläche des Prismas? 

Der Mantel· wird von 8 Rechtecken gebildet, deren jedes eine 
Grundlinie von 0,4 m und eine Höhe von 5,0 m Länge besitzt. Da
mit ergibt sich der Flächeninhalt des Mantels aus Gleichung 35) zu 

M -: U· h = 8·0,4·5 = 16 m2. 
Die Oberfläche besteht aus dem Mantel und den beiden Grund

flächen, von denen jede nach der Tafel auf Seite 33 einen Flächeninhalt 
G = 4,8284 . S2 = 4,8284 . 0,42 = 0,7725 m2 

besitzt. Mit diesen Werten wird nunmehr die Oberfläche nach Glei
chung 36) 

o =M+ 2· G= 16,0 + 2·0,7725 = 17,545 m2. 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 131, Ziffer 140. 
3* 
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10. Wie groß sind Inhalt und Mantel eines vierseitigen, schief 
abgeschnittenen Prismas nach Abb. 40, dessen Grundfläche die Seiten 
a= 5 cm, b = 3,5 cm hat und dessen Seitenkantenlängen h1 = 8 cm, 
hll = 11 cm, ha = 14 cm und 14 = 11 cm sind~ 

Nach Gleichung 37) erhält man den .Rauminhalt 

V = hl +hll +hs+h4. G = 8 + 11 + 14+ 11,5,3,5 
4 4 d.i. 

V = 192",5 cm3• 

Der Mantel setzt sich aus vier Trapezen zusammen, so daß sich 
nach der Abbildung ergibt 

M = h1 + hs . a + hs + ha • b + h3 + h4 . a + h4 + h1 • b oder 
2 222 

M = 8 ~ 11 . 5 + ~ -; 14 . 3,5 + 14 -; 11 . 5 + ~1 t 8 . 3,5 d. i. 

M= 187 cms. 
11. 'Wie groß ist das Gewicht eines Quadrateisens von 20 mm 

Seitenlänge für je ein Meter Länge~ (s = 7,8.) 
Quadrateisen in laufender Länge kann als Quader aufgefaßt werden. 

Rechnet man in Dezimetern, so wird die Grundfläche 
G = 0,2 . 0,2 = 0,04 dms. 

Da es sich um das Gewicht für 1 m Länge handelt, so wird die hier 
einzusetzende Höhe des Quaders = 10 dm. Mithin nach Gleichung 21) 

V=G· h=0,04 ·10=0,4 dms. 
Das Gewicht berechnet sich alsdann aus Gleichung 1) zu 

Gw=V· s=0,4· 7,8 = 3,12 kg. 

12. Welches Gewicht besitzt ein 1,8 m langes Dreikanteisen von 
55 mm Seitenlänge? Spezifisches Gewicht s = 7,8 kgjdm3• 

Das Dreikanteisen ist als ein gerades Prisma aufzufassen, dessen 
Grundfläche ein 'gleichseitiges Dreieck ist. Der Inhalt dieses Drei
ecks von s = 55 mm Seitenlänge ist nach der Tafel auf Seite 33 

G = 0,433 . S2 = 0,433.0,552 = 0,131 dms. 
Damit wird nach Gleichung 34) der Rauminhalt 

V=G·h=0,131·18=2,358 dmS. 

Nach Gleichung 1) erhält man alsdann das Gewicht 
Gw = V· s = 2,358·7,8'''-' 18,4 kg. 

13. Wie groß ist das Gewicht einer Blechplatte von 3,2 m Länge, 
1,75 m Breite und 20 mm Dicke, wenn s = 7,8 angenommen wird? 

Die Blechplatte ist als ein Prisma aufzufassen, dessen Höhe 20 mm 
.beträgt. Das Gewicht berechnet sich nach Gleichung 1) zu 

Gw=V·s 
und in Verbindung mit Gleichung 34) zu 

Gw = G· h· s = 32·17,5·0,2" 7,8 = 873,6 kg. 
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Aufgaben. 

1. Wie groß ist der Rauminhalt eines Quaders, dessen Kanten
längen a = 0,9 m, b = 48 cm und c = 18 dm sind1 

V = 0,7776 m3 = 777,6 dm3 = 777600 cm3• 

2. Es ist die Oberfläche eines Quaders zu berechnen, dessen Kanten 
a = 13,5 cm, b = 8,75 cm und c = 22,25 cm sind. 

0= 1226,375 cms. 

3. Wie groß ist der Rauminhalt eines dreiseitigen Prismas, dessen 
Grundfläche ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a = 17 cm, 
b = 28 cm und dessen Höhe h = 45 cm ist1 

V = 10710 cm3 = 10,710 dm3 = 0,010710 m3• 

4. Ein Unterrichtsraum, welcher 40 Schüler aufnehmen soll, hat 
eine Länge von 8,3 m, eine :Breite von 6,25 m und eine Höhe von 
4,8 m. Wieviel m3 Luftraum entfallen auf jeden Schüler1 :Bezeichnet 
man den Luftraum mit VI. so wird 

VI = 6,225 m 3• 

5. Wie groß ist das Gewicht der Luft in dem Unterrichtsraume, 
dessen Abmessungen in Aufgabe 4 gegeben sind1 1 dm3 Luft wiege 
r-.J 1,3 g.l) 

Gw = 323,7 kg. 

6. Ein Eisenbahndamm ist oben 8,0 m, unten 14,0 m breit und 
3,2 m hoch. Wieviel m3 Erde sind in demselben enthalten bei 
3,25 km Länge? 

V = 114400 m 3• 

7. Wieviel Liter Wasser faßt ein Behälter, welcher im Lichten 
4,75 m lang, oben 750 mm, unten 500 mm breit und 550 mm tief 
ist 1 Der Leser mache eine Skizze! 

V -'-1632,813 l. 

8. Ein gußeiserner Hohlkörper besitzt einen quadratischen Quer
schnitt, dessen äußere Seite 25 .cm lang ist und dessen Wandstärke 
gleichmäßig 3 cm beträgt. Wie groß ist das Gewicht dieses Körpers 
bei 5 m Länge, wenu das spezifische Gewicht s = 7,3 angenommen 
wird? Skizze! 

Gw = 963,6 kg. 

Übungen. 
1. Ein Quader mit den Kantenlängen 10 dm, 15 dm und 20 dm 

ist vollkommen durchzurechnen. (s = 8,2.) 
2. Ein Quader hat eine Höhe von 5 m. Der Mantel hat 180 cms, 

der Körper 200 cm3 Inhalt. Wie groß sind die Längen der Grund
kanten. 

1) 1 m8 Luft ---- 1,3 kg. 



38 Stereometrie. 

3. Die Grundfläche eines geraden, dreiseitigen Prismas ist ein 
gleichschenkliges Dreieck von 75 mm Schenkellänge mit einer Grund
linie von 60 mm Länge. Das Prisma ist 300 mm hoch, das spezi
fische Gewicht s = 7,25. Der Körper ist vollkommen durchzurechnen. 

4. Ein Dreieck von 12 dm, 15 dm und 25 dm Seitenlänge bildet 
die Grundfläche eines geraden 30 dm hohen Prismas. Der Körper 
ist vollkommen durchzurechnen. 

5. Ein gerades Prisma besitzt als Grundfläche ein gleichseitiges 
Dreieck von 90 mm Seitenlänge. Der Körper ist vollkommen durch
zurechnen. 

6. Die Grundfläche eines geraden Prismas ist a) ein regelmäßiges 
Viereck, b) Fünfeck, c) Achteck, d) Zehneck von je 1,5 dm Kanten
länge, die Höhe jedes Prismas beträgt 25 cm. Es sind Rauminhalt 
und Oberfläche der einzelnen Prismen zu berechnen. 

7. Die Grundkanten eines 1,2 m hohen regelmäßigen, sechssei
tigen Prismas sind 15 cm lang. Der Körper ist vollkommen durch
zurechnen. (s = 2,4.) 

8. Der Normalschnitt durch einen Graben von 1 km Länge ist ein 
Trapez mit den Grundlinien 1,5 mund 2,75 m bei 1,75 m Höhe. 
Wieviel m 3 Erde waren auszuheben? Wieviel m2 Flächeninhalt besitzen 
die Böschungen ')? 

9. Ein Eisenbahndamm ist oben 8 m breit. Der Böschungswinkel 
ist Cl = 55°. Welche Höhe besitzt der Damm, wenn der Rauminhalt 
pro 1 m Länge 60 m 3 beträgt? 

10. Der Umfang der Grundfläche eines rechtwinkligen Parallel
epipeds beträgt 75 cm, der Inhalt des Mantels 650 cm2• Welche 
Höhe besitzt das Parallelepiped? 

11. Ein rechtwinkliges Parallelepiped und ein Würfel haben die
selbe Oberfläche: 1800 cm2• Die Grundfläche des Parallelepipeds ist 
40 cm lang und 18 cm breit. Wie groß ist der Unterschied in den 
Rauminhalten der beiden Körper? 

12. Die Grundfläche eines Parallelepipeds, dessen Oberfläche 350cm2 

beträgt, besitzt einen Flächeninhalt von 75 c m 2; die Hauptdiagonale 
ist 15 cm lang. Wie lang sind die Kanten des Parallelepipeds? 

13. Ein vierseitiges, schief abgeschnittenes Prisma besitzt als Grund
fläche ein Rechteck von 2 mund 1 m Seitenlänge. Die Kanten
längen betragen 4,8 dm, 9,2 dm, 16,8 dm und 20,4 dm. Wie 
groß sind Inhalt und Mante]fläche? 

14. Die Grundfläche eines schiefen Prismas ist ein Parallelogramm 
von 50 m 2 .Flächeninhalt. Die Höhe beträgt 3 m, der Inhalt einer 
Seitenfläche 25 m 2 • Welchen Rauminhalt besitzt das Prisma? 

15. Ein 25· cm hohes, schiefes Prisma hat einen Grundflächenin
halt von 125 cm 2 • Wie groß ist der Rauminhalt? 

16. Ein Messingblech ist 1,8 m lang, 0, 7 5 m breit und 1,5 m m 
stark. Wieviel kg wiegt das Blech bei s = 8,851 

') Vgl. W. u. St., Trigonometrie S.83, Ziffer 42. 
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17. Wie viel kg wiegen 7,5 meines Achtkanteisens, an welchem der Ab
stand zweier gegenüberliegenden Seitenflächen 52 mm beträgM (s= 7,85.) 

18. Eine gußeiserne Bausäule mit hohlquadratischem Querschnitt 
von 32 c m äußerer Seitenlänge besitzt bei einer überall gleichen 
Wandstärke von 40 m m eine Höhe von 3,75 m. Wie groß ist das 
Gewicht der Säule? (s = 7,3.) 

19. Aus einem Metallblock von 30 kg Gewicht soll ein 12seitiges, 
regelmäßiges Prisma gegossen werden, dessen Grundkanten 50 mm 
lang sind. Der Körper ist vollkommen durchzurechnen. (s = 8,85.) 

20. Welchen Rauminhalt besitzt ein Ziegelstein in Normalformat?I) 
21. Eine zwei Steine 2) starke Mauer ist 12,5 m lang und 3, 6 5 m 

hoch. a) Wieviel Ziegel sind erforderlich, wenn auf 1 m 3 400 Stück 
gerechnet werden, b) wieviel kg wiegt_ die Mauer, wenn 1 m3 = 1600 kg 
angenommen wird, c) was kosten die Steine, wenn 1000 Stück für 
30,25 Mark geliefert werden? 

22. Zur Herstellung von 2 m 3 Mauerwerk sind 800 Normalziegel 
erforderlich. Welcher Rauminhalt entfällt auf den Mörtel? 

23. Auf eine Quadratmeile fallen 100000 Tonnen Regenwasser. 
Wie groß ist die Regenhöhe, d. h. wie hoch hätte das Wasser auf 
der Erde nach dem Regen gestanden, wenn nichts abgeflossen wäre? 

24. Welche Wassermenge fällt auf eine Quadratmeile bei 12 mm 
Regenhöhe? 

C. Der Zylinder. 
30. Allgemeines. a) Bei der Besprechung des Kreises wurde in 

Planimetrie Seite 162, Ziffer 172 bis 176 gezeigt, wie durch fort
gesetzte Verdoppelung der Seitenzahl eines regelmäßigen Vielecks 
schließlich ein Vieleck von so hoher Seitenzahl entsteht, daß dessen 
Umfang mit dem Umfange des dem Ursprungsvieleck umschriebenen 
Kreises zusammenfällt, d. h. daß das Vieleck selbst zum Kreise wird. 

In gleicher Weise kann man sich die Entstehung des Zylinders 
aus dem Prisma vorstellen. Durch fortgesetzte Verdoppelung der 
Seitenflächen derart, daß man z. B. aus einem 6 seitigen Prisma ein 
12 seitiges, aus diesem ein 24 seitiges, aus diesem wieder ein 48 seitiges 
usw. macht, erhält man schließlich ein Prisma von so hoher Seiten
zahl, daß die Grundßäch~n in Kreise und der Mantel- in eine krumme 
Fläche übergehen, auf welcher Seitenflächen oder Seitenkanten als 
solche nicht mehr erkennbar sind. Ein Zylinder ist demnach als 
ein Prisma von außerordentlich hoher - unendlich großer - Seiten
zahl anzusehen. 

Einen Zylinder kann man sich auch entstanden denken 
a) durch fortschreitende Bewegung eines Kreises in dauernd par

alleler Lage zu sich selbst längs einer Geraden, die nicht in der Kreis
ebene liegt, (vgl. Seite 3, Ziffer 2 b, Abb. 8); 

1) Normalziegel: 25 cm x 12 cm x 6,5 cm. 
2) 2 Steine = 25 + 1 + 25 = 51 cm bei 1 cm Fuge. 
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{f) durch Entlanggleiten einer Geraden in dauernd paralleler Lage 
zu sich selbst an dem Umfange eines Kreises (vgl. Seite 9, Ziffer 6). 

Im allgemeinen ist ein Zylinder ein mathematischer Körper, dessen 
Grundflächen von zwei parallelen und kongruenten Kreisen und dessen 
Mantel von einer gleichmäßig gekrümmten Fläche gebildet wird. 

Entsprechend der Erklärung über die Entstehung des Zylinders 
aus dem Prisma werden die für dieses entwickelten Gesetze sinnge
mäße Anwendung auf den Zylinder fiuden. 

Abb.45. 

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe 
Zylinder. Ein gerader Zylinder ist in Abb. 44, ein schiefer in Abb. 45 
dargestellt. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Grundkreise 
nennt man die Achse des Zylinders. Steht dieselbe senkrecht auf 
den Grundkreisen," so ist der Zylinder ein gerader, ist dies nicht 
der Fall, so ist der Zylinder ein schiefer. 

Ein" gerader Zylinder, dessen Grundflächen Kreise sind, heißt ein 
Kreiszylinder; derselbe wird kurz als "Zylin"der" bezeichnet. Beim 
Kreiszylinder ist die Achse zugleich Höhe; sie wird allgeme~ mit 
h bezeichnet. (Abb. 44.) Die Verbindungsgerade zweier gegenüber
liegender Punkte der Grundflächen auf dem Mantel des Zylinders heißt 
Man tellinie: Linie AB = min Abb. 44. 

Die Mantellinien entsprechen den Seitenkanten des Prismas. Sämt
liche Mantellinien sind beim geraden Zylinder gleich lang und gleich 
der Höhe; Sie bilden zusammen die krumme Oberfläche des Zylinders, 
den Zylindermantel. 

c) Jede Schnittfläche eines Zylinders, welche parallel zu den Grund
flächen liegt, heißt ein Parallelschnitt. Sämtliche Parallelschnitte 
sind den Grundflächen kongruent. 

Unter einem Normalschnitt versteht man einen ebenen Schnitt, 
welcher senkrecht zu den Mantellinien steht. Sämtliche Normal
schnitte sind deckungsgleich: 
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Jeder ebene Schnitt, welcher unter einem beliebigen Winkel zur Höhe 
bzw. zu den Mantellinien geführt wird, ist eine Ellipse. (Abb. 46.) 

Ein ebener Schnitt durch die Achse des 
Zylinders heißt Achsenschnitt; derselbe ist 
beim geraden Zylinder ein Rechteck: Schnitt 
ABCD in Abb. 44. Jeder Schnitt parallel 
zur Achse des geraden Zylinders ist ebenfalls 
ein Rechteck: Schnitt EFGH in Abb.44. 

Schneidet man einen geraden Zylinder 
parallel zur Achse durch Ebenen, so sind die 
Schnittflächen gleich groß, wenn sie gleich weit 
von der Achse entfernt sind. Sie sind um so 
kleiner, je weiter sie von der Achse entfernt 
sind, und umgekehrt. (V gl. Planimetrie S. 141, -
Ziffer 151 und 152.) 

1 a 

.... --±---.... 
Ist die Höhe eines geraden Zylinders gleich 

dem Durchmesser seiner Grundfläche, so nennt 

/.... , 
----- ----

Abb.46. 

man den Zylinder gleichsei tig. Der Achsenschnitt ist hier ein Quadrat. 
d) Wird ein Zylinder, wie in Abb. 46, durch eine zur Grundfläche 

beliebig geneigte Ebene geschnitten, so entsteht ein schief ab ge
schnittener Zylinder. Die Mantellinien sind nicht gleich lang, 
die Grundflächen sind nicht kongruent usw. 

t----+d---t------ Zr.Jt >= tiJt. l/----t-----I 

Abb.47. 
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31. Abwicklung des geraden Zylinders. Schneidet man einen 
geraden Kreiszylinder längs einer Mantellinie sowie längs der Grund
flächen auf und breitet Mantel und Grundflächen in eine Ebene aus, 
so 'erhält man die in Abb. 47 dargestellte Form des Oberflächennetzes. 

Die Abwicklung des Mantels ist ein Rechteck, dessen 
eine Seite durch den Umfang des Grundkreises und dessen 
andere Seite durch die Mantellinie, welche gleich der Höhe 
ist, gebildet wird. 

Sind die Grundflächen eines Zylinders nicht Kreise, sondern Ellipsen, 
so entsteht der Zylinder mit elliptischem Querschnitt. Die Ab

I 
Abb.48. 

wicklung ist in gleicher Weise vor
zunehmen wie diejenige des Kreis
zylinders. Der Mantel wird hier 
zum Rechteck, dessen Grundlinie 
gleich dem Umfange der Ellipse 
und dessen Höhe gleich derjenigen 
des Zylinders ist. 

Zu späterenBerechnungen seien 
hier die Gleichungen für Umfang 
und Inhalt der Ellipse gegeben. 

Sind die Halbachsen der Ellipse a und b, Abb.48, so ist der 
Inhalt der Ellipse: F = TC' a· b _._._ ...... FE ..... l 
Umfang" " U = 4,42 . Ya2 + b2 • • • • • LE . . . . . J 

41) 

32. Der schiefe Zylinder. In Abb. 49 ist ein schiefer Zylinder 
mit parallelen Grundflächen dargestellt. Zugleich ist gezeigt, wie man 
denselben räumlich in einen gleich großen geraden Zylinder verwandeln 
kann. (V gl. hierzu Abb. 42 und 43 mit zugehörigem Text.) 

Am schiefen Zylinder wird der auf der Grundfläche senk
rechte Achsenschnitt als Normalschnitt bezeichnet. 

Abb.49. 

rung ist aus Abb. 49 ohne 
I) V gl. Beispiel 11, S. 48. 

Die Achsenschnitte durch den 
schiefen Zylinder sind Parallelo
gramme, die zur Achse senkrechten 
Schnitte N-N sind Kreise. (Abb.49.) 

Die konstruktive Behandlung 
der Abwicklung eines schiefen Zy
linders gehört in das Gebiet der 
darstellenden Geometrie. Die Ab
wicklung des Mantels läßt 
sich leicht in ein Rechteck 
verwandeln, dessen eine Seite 
durch den Umfang des zur 
Achse senkrech ten Schnittes 
und dessen andere Seite durch 
die Länge 1 der Mantellinie 
gebildet wirdI). Diese Erklä

weiteres verständlich. 
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33. Berechnung des geraden Zylinders. Da nach vorstehendem 
der Zylinder als Prisma aufzufassen ist, so ist sein Rauminhalt ent
sprechend Gleichung 34) allgemein 

V=G·h ................. RE ........ 42) 
Ist die Grundfläche des Zylinders ein Kreis vom Halbmesser r 

bzw. vom Durchmesser d, so geht Gleichung 42) über in 
;7l·d2 . 

V =;7l·r2 ·h= -4-'h, ........ RE ........ 43) 

Der Inhalt des geraden Zylinders ist gleich dem Produkt aus 
Grund1läche und Höhe. . 

Der Mantel ist entsprechend der Abwicklung in Abb. 47 und der 
Erklärung in Ziffer 31 ganz allgemein 

M=U·h ................. FE . 44) 
Für den Kreiszylinder erhält man im besonderen 

M=2·;7l·r·h=;7l·d·h ........ FE. ... 45) 

Die ~Iantel:fläche eines geraden Zylinders ist gleich dem Pro
dukt aus dem Umfange und der Höhe des Zylinders. 

Die Ober:fläche setzt sich, wie Abb. 47 zeigt, aus dem Mantel und 
den beiden Grundflächen zusammen. Mithin: 

O=M+2·G .............. FE ........ 46) 
Für den Kreiszylinder erhält man 

o = 2 . 'TC • r . h + 2 . 'TC • r2 oder 

O=2·;7l·r·(h+r) .......... FE ........ 47) 
Auf den Durchmesser des Kreises bezogen ergibt sich 

'TC' d2 
o = 'TC • d . h + 2 . -4- d. i. 

'TC·d2 o = 'TC' d . h + -- Mithin: 
2 

;7l. d 
0=-2-' (2· h + d) .......... FE ........ 48) 

Für den gleichseitigen Zylinder (Ziffer 30), an welchem h = 2 . r 
ist, ergibt sich aus den vorstehenden Gleichungen 

V='TC·r2 ·2·r=2·'TC·r3 } 

M = 2 . 'TC • r . 2 . r = 4 . n' • r2 • • ". • • •• 48a) 
o = 4 . 'TC • r 2 + 2 . 'TC • r 2 = 6 . TC • r 2 

34. Berechnung des schiefen Zylindm's. Der schiefe Kreiszylinder 
mit parallelen Grund:flächen (Abb. 49) hat denselben Rauminhalt wie 
der gerade Kreiszylinder: 

TC. d2 

V=Tc·r2 ·h=--·h ........ RE ........ 49) 
4 
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Die Mantelfiäche ist nach der Erklärung in Ziffer 32 gleich dem 
Produkt aus dem Umfange des Normalschnittes und der Länge der 
Mantellinie: 

M=UN·I ......... 0 . 0 0 FE 50) 

Die Oberfläche wird nach früherem 

O=M+2·G 00 .. 00 .... FE . 0 . 0 0 0 0 . 51) 

35. Der schief abgeschnittene Zylinder. Für diesen in Abb. 46 
dargestellten Zylinder finden die Gleichungen für den geraden Zylinder 
sinngemäße Anwendung, nur muß die Höhe h besonders berechnet 
werden. Sie ist hier gleich dem arithmetischen MitteP) zwischen 
der größten und kleinsten Mantellinie h1 und h2, also 

h=h1 +h2. 
2 

Mit diesem Werte ergibt sich entsprechend Gleichung 43) für den 
Rauminhalt 

v=~.r2.hlth2=~~d2.hlth2 . RE .0 .... 0 0 52) 

Der Mantel berechnet sich entsprechend Gleichung 45) zu 

M= 2 o1t.r. hl~h2 = 1t. d. h1 ~ h...!, d. i. 

h1 +h2 
M=~.r'(hl+h2)=~·d·-2-- . FE 0 0 00000053) 

Die Oberfläche ist auch hier 
O~M+2·G .000 .. 0.00. FE. 

36. Der Hohlzylinder. Schneidet man aus einem Vollzylinder einen 
kleineren heraus, dessen Achse mit derjenigen des Vollzylinders zu· 
sammenfällt, so entsteht ein Hohlkörper mit überall gleichmäßiger 
Wandstärke, ein sogenannter Hohlzylinder. In bezug auf die Be
rechnung kann man den Hohl zylinder als Differenz zweier Vollzylinder 
mit den Halbmessern Rund r und der gemeinsamen Höhe oh an
sehen. (Abb. 50.) 

Den Rauminhalt findet man alsdann aus der Gleichung 
1t.D2 1t·d2 

V=1t.R2.h-1t.r2.h=-4-·h--4- ·h, d. i. 

~·h 
V = ~. h· (R2 - r 2) = 4' (D2 - d2) • RE 0 0 0 0 0 0 .. 54) 

Der Mantel ist gleich der Summe aus dem äußeren und inneren 
Zylindermantel, also 

M = 2 . 1t. R . h + 2 . 1t. r . h = 1t • D . h + 1t • d . h, oder 
M=2·~·h· (R+r) =~·h· (D+ d) .. FE .. 0 0 0 0 0 . 55) 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 196, Ziffer 136; Fußnote. 



Abb.50. 

Der Zylinder. 

Die Oberfläche ist auch hier wieder 

0 = M+2·G .. . . . .. FE 

/ 
I 

.,- ;' 
,..-

--- "-...--. .,,, 

-r-------

I 
I 

1-+---r---l 
Abb.51. 

45 

37. Der Zylinderhuf. Schneidet man von einem Vollzylinder ein 
Stück in der in Abb. 51 dargestellten Weise ab, so entsteht der Zy
linderhuf oder kurz der Huf. 

Inhalt und l\lantel berechnen sich aus folgenden Gleichungen: 
2·h ·r2 

V = - 3-- RE 56) 

M=2·h·r. FE 57) 

38. Zylinder mit gleicher Grundfläche und Höhe. Ähnlich wie 
in Ziffer 29 für Prismen lassen sich für Zylinder folgende Sätze bilden: 

Zylinder mit gleicher Grundfläche und gleicher Höhe haben 
gleichen Rauminhalt. 

Zylinder haben gleichen Rauminhalt, wenn die Produkte aus ihren 
Grundflächen und Höhen gleich sind. 

Die Rauminhalte von Zylindern mit gleicher Grundfläche verhalten 
sich a) wie ihre Höhen, und umgekehrt, b) wie die Quadrate ihrer 
Halbmesser 1). 

Beispiele. 
1. Ein Zylinder besitzt bei einem Durchmesser von 45 ' cm eine 

Höhe von 4,5 m. Wie groß werden Rauminhalt, Mantel und Ober
fläche? 

Für den Rauminhalt folgt aus Gleichung 43): 

V = TC /2 . h = n · ~452 . 4,5 = 0,15904.4,5 "'-' 0,716 m3.2) 

Der Mantel berechnet sich nach Gleichung 45) zu 
M = n · d· h = n · 0,45·4,5 = 1,414·4,5 = 6,363 m 2• 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S.229, Ziffer 213. 
2) " Schlußsatz zu Ziffer 29, S. 33. 
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Die Oberfläche ergibt sich aus Gleichung 46) zu 
:71;" 0 452 

O=M+2 .G=6,363+2'--,f-=6,681 m2. 

2. Der Rauminhalt eines Zylinders beträgt 4,59446 m3, die Höhe 
2,6 m. Wie groß werden Grund1läche, Durchmesser, Mantel und Ober
fiäche1 

Die Grundfläche berechnet sich aus Gleichung 43) 
:71;" d2 

V=--·h zu 
4 

:71;" d2 = ~ = 4,59446 = 1-7671 m2. 
4 h 2,6 ' 

Mit diesem Werte ergibt sich der Durchmesser aus der Kreistafel 
im m. Teil des Buches zu 

d=1,5 m. 
Diesem Durchmesser entspricht mit Gleichung 45) eine Mantelfiäche 

M =:71;'. d·h= 3,14 ·1,5·2,6 = 4,712·2,6 = 12,252 m2, 
so daß mit Gleichung 46) die Oberfläche 

0= M + 2· G = 12,252 + 2·1,7671 = 15,786 m2 wird. 
3. Ein Zylinder besitzt eine Mantelfiäche von 1,5 m2 bei einer 

Höhe von 80 cm. Wie groß werden Durchmesser, Rauminhalt und 
Oberfläche des Zylinders? 

Aus Gleichung 45) M = :71;' . d . h folgt zunächst: 
M 1,5 

:71;'·d= -=- = 1,875 m. 
h 0,8 

Mit diesem Werte ergibt sich nach der Kreistafel der Durch-
messer zu 

d=0,597 m. 
Damit berechnet sich der Rauminhalt nach Gleichung 43) zu 

V = :71;' ~ d2 • h = :71;'. 0~5972 • 0,8 ~ 0,224 m3. 

Die Oberfläche erhält man aus Gleichung 46): 

o =M+ 2· G=M + 2':71;" °t972 = 1,5 + 2· 0,279923~ 2,060 m2• 

4. Ein oben offener, zylindrischer Behälter von 76 cm Durchmesser 
besitzt 500 Liter Inhalt. Wie groß ist seine lichte Höhe, wie groß 
sind Mantel- und Oberfläche und wie· groß sind die Seiten des Recht· 
ecks, welches die Abwicklung des Mantels darstellt1 

Die Höhe h berechnet sich aus Gleichung 43) V = :71;' . r2 . h zu 

h - V _ 500 _ 500.--.- 2 d 
- :;c • r2 -. 11: • 3,82 - 45,365 = 11,0 2 m. 

Der Mantel ergibt sich aus Gleichung 45) zu 
M =;(. d· h = 1l;' 7,6 . 1l,022 = 263,161 dm2. 
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Die Oberfläche wird entsprechend Gleichung 46): 

n· 7 62 

0= M + G = M + -4-'- = 263,161 + 45,365 = 308,526 dm2• 

Für die Rechteckseiten der Abwicklung folgt: 

Grundlinie = Umfang des Kreises von 7,6 dm Durchmesser, 
= n· 7,6 == 23,876 dm. 

Höhe = Höhe des Zylinders = 11,022 dm. 

5. Ein zylindrischer Wasserbehälter faßt 1,54 m 3 Wasser bei 1,0 m 
Höhe. Wie groß ist der Durchmesser? 

Jr;. d 2 

Aus Gleichung 43) V = -4-' h folgt zunächst: 

n· d 2 = ~ = 1,54 = 154 m2 • 

4 h 1 ' 
Diesem Werte entspricht nach der Kreistafel ein Durchmesser 

d= 1,4 m. 

6. Ein Schleifstein besitzt· bei einem Durchmesser von 1600 mm 
eine Dicke von 200 mm; in seiner Mitte befindet sich ein Loch von 
300 mm Durchmesser. Welchen Rauminhalt besitzt der Schleifstein~ 

Aus Gleiohung 54) folgt: 

7[:' h Jr;·0,2 
V = -4' (D2- d 2) =-4-' (1,62 - 0,3 2) = 0,157·2,47 = 0,388 m3• 

7. Eine Kupferplatte hat einen Durchmesser von 300 mm und 
eine Dicke von 25 mm. Wie schwer wird die Platte mit s = 8,9? 

Der Rauminhalt der Platte ist nach Gleichung 43) 

7t·d2 n·32 

V =-4-' h = -4-.0,25 "'--' 1,767 dm3• 

Damit ergibt sich das Gewicht aus Gleichung 1) zu 

Gw = V· s = 1,767·8,9~ 15,726 kg. 

8. Wie groß sind Rauminhalt und Mantelfläche eines schief ab
geschnittenen Zylinders von 52 cm Durchmesser, dessen größte und 
kleinste Mantellinien 0,74 mund 1,26 m lang sind? 

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 52) zu 

V = n~d2. h1 ~ ~ = n:':22
• 74 -+; 126 = 212372 cm3• 

Der Mantel berechnet sich aus Gleichung 53) zu 

M=n.d.hl+~=Jl:.52. 74+126 =16336 cm2. 
2 2 

9. Ein gemauerter Behälter besitzt bei einer Höhe von 1,25 m 
einen elliptischen Querschnitt mit den Halbachsen a = 3,2 mund 
b = 1,8 m. Wieviel Hektoliter Wasser faßt der Behälter? 
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Der Inhalt dieses Behälters ist, wie bei dem geraden Zylinder, 
gleich dem Produkt aus Grundfläche und H9he. Die Grundfläche ist 
gleich dem Flächeninhalt der Ellipse, also nach Gleichung, 41) 

G='TC' a'l? = 'TC' 3,2 ·1,8 = 'TC' 5,76 = 18,096 m2• 

Damit ergibt sich der Inhalt' des Behälters nach Gleichung 42) zu 
V = G· h = 18,096 . 1,25 = 22,620 m3 = 226,20 hl. 

10. Ein Würfel besitzt einen Rauminhait von 0,512 m3• Es soll 
aus demselben auf der Drehbank der größtmögliche Zylinder herge
stellt werden. Wie groß ist dessen Rauminhalt? 

Der herzustellende Zylinder wird die Seite des Würfels als Durch
messer und als Höhe erhalten; es ist daher zunächst die Seite des 
Würfels zu berE).chnen. Diese ergibt sich aus Gleichung 14) zu 

3 3 

a = y'v = y'0,512 = 0,8 m. 
Mit diesem Werte berechnet sich der Inhalt des Zylinders nach 

Gleichung 43) zu 
'TC' d2 'TC' 0 82 

V = -4-' h = --4-' -·0,8~ 0,402 mS• 

11. An einem schiefen Zylinder mit parallelen Grundflächen ist 
der Schnitt senkrecht zur Achse ein Kreis von 6 cm Durchmesser; 
die Mantellinie ist 1=20 cm lang. Wie groß sind Inhalt und Mantel 
dieses Zylinders? (Abb. 49.) 

Schneidet man, wie das bei Abb. 42 für das Prisma erklärt und 
in Abb. 49 für den Zylinder strichpunktiert angedeutet ist, von dem 
unteren Teil desselben ein entsprechendes Stück ab und setzt es an 
die obere Deckfläche an, so entsteht ein gerader Zylinder mit der 
Höhe h=I=20 cm. 

Der Inhalt desselben berechnet sich alsdann mit Gleichung 49) zu 
'TC·d2 'TC' 6 2 

V = -4-' h = -4- ·20 = 28,2743 . 20 = 565,486 cmS• 

Der Mantel ergibt sich mit Gleichung 50) zu 
M= UN·I ='TC·d·1 ='TC' 6'· 20 = 18,8"5·20 = 377,0 cm2• 

12. Von einem Zylinderhuf sind r = 4 cm und h = 6 cm ge
geben. Wie groß sind Rauminhalt und Mantelfläche? (Abb. 51.) 

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 56) zu 
2 . h . r 2 2· 6 . 42 

V= ._-= =64 cm3• 
3 3 

Für den Mantel erhält man nach Gleichung 57) 
M=2·h·r'=2· 6 ·4= 48 cm2 • 

Aufgaben. 
1. Von einem Zylinder sind der Halbmesser = 0,30 m und die 

Höhe = 3,25 m gegeben. Wie groß werden Rauminhalt, Mantel und 
Oberfläche? 

V = 0,919 m3, M = 6,126 m2• 0 = 6,692 m2• 
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2. Ein Zylinder hat einen Durchmesser von 12 cm und einen 
Rauminhalt von 565,50 cm3• Wie groß ist die Höhe1 

h=5 cm. 

3. Ein gußeisernes Rohr besitzt einen lichten Durchmesser von 
400 mm, eine Wandstärke von 15 mm und eine Länge von 3 m. 
Wieviel Liter Flüssigkeit faßt dasselbe und wie schwer ist es mit 
s= 7,3'? 

Gw~ 397,3 kg. 

4. Wie groß ist das Gewicht einer Straßenwalze aus Granit, welche 
bei einer Länge von 1,75 m einen Durchmesser von 1,25 m besitzt? 
(s = 2,7.) 

Gw = 5798,426'--' 5800 kg. 

5. Wieviel kg wiegen 1000 m Messingdraht von 2 mm Durch
messer1 (s = 8,55.) 

Gw r-.:: 26,860 kg. 

6. Von einem Hohlzylinder sind der äußere Durchmesser D = 
25 cm, die Wandstärke 0 = 20 mm und die Höhe h = 1,3 m ge
geben. (Abb. 50.) Wie groß ist der Rauminhalt? 

V = 18786,690 cm3• 

7. Ein Kabel von 50 mm Durchmesser und 7,5 km Länge soll 
mit einem Bleimantel von 3 mm Stärke umhüllt werden. Wieviel 
kg Blei sind hierzu erforderlich1 (s = 11,4.) 

Gw = 3746,325 kg. 

8. Wie groß sind Rauminhalt und Mantelfläche eines schief ab
geschnittenen Zylinders, dessen Durchmesser = 150 mm ist und dessen 
größte und kleinste Mantellinien 200 mm bzw. 360 mm lang sind? 

V = 4948,02 cm3• M = 1319,472 cm2 • 

9. Die Endflächen eines Benzinbehälters sind Ellipsen mit Halb
achsen von 1,25 mund 0,75 m Länge, der Behälter ist 4,25 m 
lang. Wie groß ist der Inhalt des Behälters1 

V;;::-c 3,912 m 3• 

Übungen. 

1. Von einem geraden Kreiszylinder sind der Durchmesser = 15 c m 
und die Höhe = 30 cm gegeben. Der Körper ist vollkommen durch
zurechnen. (s = 7,3.) 

2. Ein gerader Zylinder besitzt einen Durchmesser von 20 cm 
und eine Mantelfläche von 475 cm2• Der Körper ist vollkommen 
durchzurechnen. 

3. Die Höhe eines geraden Zylinders beträgt 75 mm, die Mantel
fläche 825 cm2• Der Körper ist vollkommen durchzurechnen. 

4. Von einem geraden Kreiszylinder ist der Rauminhalt mit 
2000 cm3 und die Mantelfläche mit 500 cm2 gegeben. Der Körper 
ist vollkommen durchzurechnen. 

\Veickert.Stollc, Maschinenrechnen 1,4. 2. Aufl. 4 
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5. Ein gerader Zylinder besitzt bei 1 5 cm Höhe eine Oberfläche 
von 800 cm2• Wie groß ist der Inhalt des Zylinders? 

6. Der Durchmesser eines geraden Zylinders beträgt 20 cm, der 
Achsenschnitt hat 160 cm2 Inhalt. Wie groß sind Oberfläche und 
Inhalt? 

7. Ein Gußkörper ist 1,25 m lang und besitzt quadratischen 
Querschnitt von 300 mm Seltenlänge .. Es soll aus demselben durch 
Abdrehen der größtmögliche Zylinder herge~tellt werden. Wie groß 
ist der Materialabfall ? 

8. Ein oben offenes, zylindrisches Gefäß von 100 cm Durchmesser 
besitzt 750 dm 8 Inhalt. Welche lichte Höhe besitzt das Gefäß, 
wie groß sind Mantel und Oberfläche und wie lang werden die Seiten 
des Rechtecks, welche die Abwicklung des Mantels bilden? 

9. Ein ähnliches Gefäß besitzt eine Höhe von 50 cm und einen 
Inhalt von 200 1. Wie groß ist der Durchmesser? 

10. Ein Rechteck mit den Seitenlängen 950 mm und 400 mm 
bildet den abgewickelten Mantel eines geraden Zylinders. Wie groß 
werden Durchmesser, Inhalt, Mantel und Oberfläche desselben, wenn 
einmal 450 mm, das andere Mal 200 mm als Höhe angenommen 
werden? 

11. Ein gerader Zylinder von elliptischem Querschnitt mit Achsen
längen von 36 cm und 58 cm ist 75 cm hoch. Wieviel dmS faßt 
dieser Zylinder und wie groß ist die Mantelfläche? 

12. Der parallel zu einer Seitenfläche geführte Achsenschnitt eines 
geraden Prismas ist ein Quadrat von 1,75 m Seitenlänge. Das Prisma 
erhält in seiner Mittellinie eine zylindrische Bohrung von 950 m m 
Durchmesser. Wie groß ist der Rauminhalt des durchbohrten Körpers? 

13. An einem schief abgeschnittenen Zylinder von 0,72 m Durch
messer ist die Länge der kleinsten Mantellinie = 2,2 m, diejenige 
der größten = 3,6 m. Wie groß sind Rauminhalt und Mantelfläche? 

14. 100 kg Metall sollen in die Form eines geraden Zylinders 
gegossen werden. Wie hoch wird dieser bei 250 mm Durchmesser? 
(s= 8,9.) 

15. Eine aus 2 mm starkem Kupferdraht hergestellte Drahtwicke
lung wiegt 2 kg. Welche Länge besitzt der hierzu erforderliche Draht? 
(s= 8,9.) 

16. Der äußere Durchmesser eines 600 kg schweren Hohlzylinders 
beträgt bei 3,5 m Zylinderhöhe 250 mm. Wie groß ist die Wand
stärke? (s = 7,3.) 

17. Welche Wandstärke . besitzt ein schmiedeeisernes Rohr von 
72 mm äußerem Durchmesser, wenn 1 m desselben 5,25 kg wiegt? 

18. Ein gerader gußeiserner Zylinder besitzt bei einer Höhe von 
12,5 cm eine Mantelfläche von 250 cm2• Wie schwer ist dieser 
Zylinder? (s = 7,3.) 

19. Ein 2,25 m langes Kupferrohr hat bei einem Umfange von 
9,2 cm ein Gewicht von 7,25 kg. Wie groß ist der lichte Durch
messer des Rohres? (s = 8,8.) 
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20. Aus einem Würfel von 0,25 m3 Inhalt soll durch Abdrehen 
der größtmögliche Zylinder hergestellt werden. Welchen Inhalt hat 
der Zylinder~ 

21. über eine Riemenscheibe von 1 m Durchmesser läuft ein 
Riemen von 180 mm Breite. Wieviel ml! Riemen laufen stündlich 
über die Scheibe, wenn dieselbe 110 Umdrehungen in jeder Minute 
macht~ 

22. An einer hydraulischen Presse besitzt der Kolben der Druck
pumpe einen Durchmesser von 35 mm, der Preßkolben einen solchen 
von 600 mm. Wie hoch steigt der Preßkolben bei 100 Hüben des 
Pumpenkolbens, wenn letzterer einen Hub von 120 mm besitzt~ 

23. Ein zylindrischer Blechschornstein von 650 mm mittlerem 
Durchmesser besitzt eine Höhe von 18m. Wieviel m l! Blech sind 
zur Herstellung erforderlich, wenn für überlappung 10% zugeschlagen 
werden~ 

D. Die Pyramide. 
1. Die Vollpyramide. 

39. Allgemeines. a) In Abb. 18 ist eine dreiseitige, in Abh. 21 
eine n·seitige körperliche Ecke dargestellt. Schneidet man sämtliche 
SeitenHächen einer körperlichen Ecke durch eine Ebene, so entsteht 
eine Pyramide. 

Im allgemeinen ist eine Pyramide ein mathematischer Körper, 
welcher eine beliebige, geradlinig begrenzte, ebene Figur zur Grund
Häche hat und dessen Mantel von so vielen in 
einem Punkte zusammenstoßenden Dreiecken S 
gebildet wird, wie die Grundfläche Seiten be
sitzt. 

Wie bei den Prismen werden die Pyra
miden nach der Anzahl der Seitenflächen 
(Seitendreiecke), und je nachdem die Grund-
Häche ein Dreieck, Viereck .... n-Eck ist, 
in dreiseitige, vierseitige .... n-seitige 
eingeteilt. In Abb. 52 ist eine dreiseitige, in 
Abb. 53 eine sechsseitige Pyramide dargestellt. 

Die Geraden, an welcher je zwei Seiten-
dreiecke zusammenstoßen, heißen die Sei ten- C 
kanten der Pyramide: Kanten AS, BS, CS .... 
Der Punkt S, durch welchen sämtliche Seiten
kanten gehen, ist die Spitze der Pyramide. 

In Abb. 52 und 53 sind die ebenen Flächen 
ABC .. H die Grundflächen, die Dreiecke 8 
ABS, BCS ... AHS die Seitenflächen Abb.52. 
der Pyramiden. 

Letztere bilden den Mantel, dieser und die Grundfläche zusammen 
die Oberfläche der Pyramide. 

4* 
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Die Seiten der Grundfläche: AB, BC, CE ...... heißen die 
Grundkanten, die Abstände l ) dieser Grundkanten von der Spitze 
S die Seitenhöhender Pyramide. (Vgl. Seitenhöhe hs in Abb. 62 
und 63, Seite 58 und 59.) 

Die von der Spitze einer Pyramide auf die Grundfläche gefällte 
Senkrechte ist die Höhe derselben; sie wird mit h bezeichnet und ist 
in Abb.52 und 53 eingetragen. 

s 

I 
I 

I 
1 
I 
I 

" I 
\1 

\1 

f--+-~j;...-+-.......o.f. ,L 

Abb.53. 

b) Man unterscheidet gerade oder 
senkrechte und schiefe Pyramiden. 
Gerade Pyramiden sind in Abb. 52 
und 53, eine schiefe ist in Abb. 54 
dargestellt. 

Eine Pyramide heißt gerade oder 
senkrecht, wenn die Spitze senkrecht 
über dem Mittelpunkte - Schwer
punkte 2) - der Grundfläche liegt, 
mit anderen Worten, wenn die Ver
bindungslinie des Mittelpunktes der 

s 

A&......-----Y, 
Abb.54. 

Grundfläche mit der Spitze senkrecht auf der Grundfläche steht3). Bei 
der schiefen Pyramide ist das nicht der Fall. 

c) Eine Pyramide heißt regelmäßig, wenn die Grundfläche ein 
regelmäßiges Vieleck ist, und wenn die Verbindungslinie von Spitze 
und Mittelpunkt der Grundfläche senkrecht auf dieser steht. Diese 
Verbindungslinie ist zugleich Höhe der regelmäßigen Pyramide. In 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S.31, Ziffer 40, Schlußsatz. 
2) " " " " Mechanik S. 198, XVII. 
3) " S. 5, Ziffer 3 d, Abb. 13. 
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Abb.53 und 55 ist eine regelmäßige Pyramide dargestellt; Abb. 64 
zeigt eine :regelmäßige Pyramide in anderer Darstellung. 

An einer regelmäßigen Pyra-
mide sind sowohl alle Grundkanten 
als auch sämtliche Seitenkanten 
gleich; letztere haben dieselben 
Neigungswinkel gegen die Grund
fläche. Die Seitenflächen sind kon
gruente, gleichschenklige 
Dreiecke, welche mit der Grund
fläche gleiche Neigungswinkel ein
schließen!). Bei der schiefen Pyra
mide ist das nicht der Fall. 

d) Legt .man einen . ebenen 
Schnitt durch zwei nicht aufein
anderfolgende Seitenkanten einer 
Pyramide, so entsteht ein Diago
nalschnitt bzw. eine Diagonal
ebene. (Abb.56.) Bei der regel
mäßigen Pyramide ist jeder Dia
gonalschnitt ein gleichschenkliches 
Dreieck. 

Durch Diagonalschnitte wird die 
vielseitige Pyramide in dreiseitige 
Pyramiden zerlegt. (Abb. 56.) 

Jede Schnittfläche einer Pyra
mide, welche parallel zur Grund
fläche liegt, heißt ein Parallel
schnitt: Schnitt abcef in Abb. 57. 

1) V gl. S. 6, Ziffer 3 e, Abb. 14. 

Abb.56. 

Abb.55. 

Abb.57. 
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Jeder Parallel schnitt teilt die Pyramide in zwei Teile, von denen der 
obere wieder eine Pyramide ist und Ergänzungspyramide genannt 
wird. Der untere Teil heißt eine abgestumpfte Pyramide oder ein 
Pyramidenstumpf. (Abb. 57.) 

Die abgestumpfte Pyramide besitzt demnach zwei Grundflächen, 
welche ähnliche Vielecke l ) sind; die Seitenflächen sind Trapeze. 
Jeder Pyramidenstumpf läßt sich durch Verlängerung der Seitenkanten 
zu einer Vollpyramide ergänzen. Ist diese regelmäßig, so heißt auch 
der Pyramidenstumpf regelmäßig. Der Abstand der beiden Grund
flächen ist die Höhe der abgestumpften Pyramide: Höhe h in Abb. 57. 

40. Verhältnisse an der Pyramide. a) In Abb. 58 ist durch die 
Pyramide SABCD in einem beliebigen Abstande h von der Grund

A~--------------~· 
~-------a1------~~1 

Abb. 58. 

fläche ein Parallelschnitt 
A'B'C'D' gelegt, so daß 

A'B'IIAB, B'C'IIBC2) .... usw. 

ist und auch 

4A'=4A, 
4B'=4B .... usw. 

als Winkel mit parallelen 
und gleichgerichteten Schen
keln sein muß 3). 

Nach Planimetrie S. 191, 
Ziffer 187, 2 verhält sich nun 

A'B':AB=B'S:BS 
und ebenso 

B'C':BC=B'S:BS. Folglich: 

A'B':AB=B'C':BC. 

In gleicher Weise läßt sich nachweisen, daß sich 

B'C': BC = C'D': CD 

verhält. Mithin sind nach Planimetrie Seite 198, letzter Satz, die 
beiden Flächen A'B'C'D' und ABCD ähnlich, d. h. 

A'B'C'D' r--' ABCD 

oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58 
G2 ,......,Gl •.••••.••••••••• 58) 

b) Nach Planimetrie Seite 219, Ziffer 201 verhalten sich die Flächen
inhalte ähnlicher Vielecke wie die Quadrate homologer Seiten. Folglich: 

---2 --2 
G2 :G1 =A'B' :AB . . . . . . . . . I) 

1) Der Nachweis der Ähnlichkeit ist in Ziffer 40 S. 54 geführt. 
2) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 9, Ziffer 23. 
3) " ,,38, " 48 b, CI. 
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Nun verhält sich nach Abb. 58 weiter 
A'B':AB=A'S:AS und da 

A' F' 11 AF ist, auch 
F'S:FS = A'S:AS. Folglich: 

A'B':AB=F'S:FS. 

55 

Dafür kann man aber nach Arithmetik und Algebra Seite 192, 
Ziffer 132, Absatz 4 schreiben 

--2 -2 --2-2 
A'B' :AB =F'S :FS ... .. .. ll) 

Aus Gleichung I und ll) ergibt sich alsdann 
-2 -2 

G2:Gl =F'S :FS 
oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58 

G2 : Gl = h: : h~. . . . . . . . . . . . . . . . 59) 

Schneidet man eine Pyramide parallel zur Grundfläche durch 
eine Ebene, so sind Schnittfläche und Grundfläche einander ähn
lich. Beide Flächen verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab
stände von der Spitze. 

In ähnlicher Weise läßt sich nachweisen, daß sich 
-2 -2 

G2:Gl =A'S :AS ............. IIl) 
verhält. Aus Gleichung I, mund 59) folgt allgemein: 

Die Grundflächen einer Pyramide und ihrer Ergänzungs
pyramide verhalten sich wie die Quadrate homologer Stücke 
an der Pyramide. 

41. Pyramiden mit gleicher Grundfläche und Höhe. In Plani
metrie Ziffer 201, Seite 219, Absatz 3 ist nachgewiesen, daß sich die 
Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten wie zwei homologe Diagonalen. 

Bezeichnet man den Umfang von G2 mit U2, den von Gl mit U l , 

so ergibt sich 
U2: Ul = A'F': AF und da sich auch 

F'S:FS=A'F':AF verhält" so folgt: 
U2:Ul =F'S :FS 

oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58 
I) 

Die Umfänge paralleler Querschnitte an einer Pyramide 
verhalten sich wie die Abstände dieser Querschnitte von der 
Spitze. 

Für zwei Pyramiden von gleicher Grundfläche und Höhe folgt 
hieraus, daß dieselben in gleicher Höhe gleiche Schnittflächen haben 
müssen. Aus dem vorstehenden ergibt sich alsdann ohne weiteres: 

Pyramiden von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe haben 
gleichen Rauminhalt. 
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Weiter lassen sich folgende Sätze ableiten: 
Die Rauminhalte von Pyramiden mit gleicher Grundfläche verhalten 

sich wie ihre Höhen. 
Die Rauminhalte von Pyramiden mit gleichen Höhen verhalten sich 

wie ihre Grundflächen. -
Wie ändert sich der Rauminhalt einer Pyramide, wenn der Nei

gungswinkel der Seitenflächen zur Grundfläche a) kleiner, b) ein Rechter 
wird? 

Was wird aus der Pyramide, wenn die Spitze S in der Unendlich
keit liegt? 

42. Rauminhalt. In Abb. 59 stellt A' ACB eine dreiseitige Pyra
mide dar, in welcher A' A = b, also gleich der Höhe ist und senkrecht 

A 

Abb.59. 

A 

auf der Grundfläche ABC = G steht. Zieht man in Abb. 59 A'B' 
parallel zu AB, A'C' parallel zu AC, BB' sowie CC' parallel zu AA' 
und verbindet man B' mit C', so entsteht ein dreiseitiges Prisma mit 
der Grundfläche G und der Höhe b, dessen Inhalt nach Gleichung 34) 
V = G· h ist. 

Es läßt sich nun zeigen, daß der Inhalt der Pyramide A' ACB ein 
Drittel des Prismeninhaltes bildet, und daß sich das Prisma ABCC'B'A' 
durch zwei Schnitte in drei dreiseitige Pyramiden von gleichem Raum
inhalte zerlegen läßt. Diese Schnitte werden durch die Diagonalen 
der Seitenparallelogramme des Prismas gefül).rt, wie das in Abb. 59 
durch strichpunktierte Linien angedeutet ist. 

Führt man zunächst den Schnitt A' B C durch das Prisma, so wird 
dasselbe in die dreiseitige Pyramide I = A' A C B und in die vierseitige 
Pyramide Ir = A' B' C' CB zerlegt. Diese letztere zerlegt man ' durch 
den zweiten Schnitt A' B' C in die beiden Pyramiden Irr = A' B'BC 
und IV = A' B' C' C. Die Pyramiden Irr und IV sind gleich, weil sie 
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gleiche Grundflächen B C B' "-' B' C' C und infolge der gemeinsamen 
Spitze A' dieselbe Höhe besitzen. Mithin: 

Pyramide III A' B'BC=Pyramide IV A' B'C'C. 

Nimmt man in Pyramide IV Ecke C als Spitze an, so sind die 
Pyramiden I und IV ebenfalls gleich, da auch sie gleiche Grundflächen 
AB C "'-' A' B' C' und gleiche Höhen h haben. Folglich: 

Pyramide I A' ACB=Pyramide IV A' B'C'C. 

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt: 

Pyramide I = Pyramide m = Pyramide IV. 

Damit ist erwiesen, daß jede dieser Pyramiden gleich dem dritten 
Teile des Prismas vom Inhalte V = G· h ist. Mithin: 

1 
V = 3" . G . h ............... RE .. .... 60) 

Der Inhalt einer Pyramide ist gleich (lern (h'itten Teile des 
Produktes aus Grundfläche und Höhe. 

Gleichung 60) gilt für jede Pyramide. 
Ein zweiter, sehr anschaulicher Beweis zu Gleichung 60) läßt sich 

nach Abb. 60 führen. In dieser ist ein Würfel mit der Kantenlänge a 
durch die vier Haupt-Diago-
nalebenen in sechs gerade, i\ 
quadratische und raum- i \ 
gleiche Pyramiden zerlegt, : \ 
deren Grundflächen G = a2 : \ 

J \ 

und deren Höhen h = -2a sind. [.-- ----__ \ 
-"'-....J \ i---_ \ Da der Inhalt des Würfels = a 3 I--

I ist, so ist der Inhalt jeder dieser I 
I 

Pyramiden a EI 
a3 

V=6' 

Dafür kann man aber 
schreiben 

a2 a 1) 
V=3'-2' 

>-E----a---~ 

Abb.60. 

Mit i = h geht diese Gleichung über in 

a 2 a 2 • h 1 
V=:3' h c.= ~3- c.= 3"' a2 • h,2) 

') Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.65, Ziffer 68, Umkehrung u. S. 56, 
Ziffer 55. 

" 59, 59. 
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und da a2 = G ist, so folgt: 
1 

V=S·G.h. 

Abb. I. 

In Abb. 61 ist zu weiterer Veranschaulichung des Satzes vom Pyra
mideninhalte ein Würfel von einer Ecke I aus durch Diagonalschnitte 
in drei vierseitige Pyramiden zerlegt, so daß auch hier die Gleichung 

V = ~.G.h 
3 

in bezug auf ihre Richtigkeit nachgewiesen ist. - Der Leser übe sich 
in derartigen Zerlegungen und beginne z.B. mit einem vierseitigen Prisma. 

0' C' 
A'I r ~ 

Il '~: :C_ 
J: h a 

J' 

A I fJ 
a 

Abb.62. 
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43. Abwicklung. Mantel. In Abb.62 ist eine gerade, qua
dratische Pyramide!) dargestellt derart, daß einmal die Seiten
höhe hs , das andere Mal die Seitenkantenlänge I im Aufriß in 
natürlicher Größe erscheint. Die Abwicklung dieser Pyramide zeigt 
Abb. 63. Um diese zu zeichnen, denke man sich die Pyramide längs 
der Seitenkanten aufgeschnitten und die vier Seitenflächen um ihre 
Grundkanten in die Ebene der Grundfläche gedreht. Die vier gleich
schenkligen Dreiecke ABS, BOS ... lassen sich aber nur zeichnen, 

s 

S 

J' 
Abb.63. 

wenn außer den Grundlinien a = AB, BO ... hoch die Höhen h3 

oder die Seitenkantenlängen 1= AS, BS, OS ... bekannt sind. Sind 
dieselben nicht wie hier aus der Zeichnung (Abb. 62) direkt zu ent
nehmen, so müssen sie berechnet werden. Die Höhe hs ist alsdann 
aus dem rechtwinkligen Dreieck B'F'S' und die Kantenlänge I aus 
dem rechtwinkligen Dreieck O'F'S' nach dem Pythagoras ohne wei
teres zu bestimmen. Zu beachten ist, daß in der Abwicklungsfigur 
die Verlängerungen der Höhen h3 durch den Fußpunkt F der Pyra
midenhöhe gehen. 

') Die Pyramide heißt quadratisch, da die Grundfläche ein Quadrat ist; 
infolgedessen ist sie auch regelmäßig. 
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Aus der Abwicklung Abb. 63 läßt sich nun die ~Iantel:ßäche be
rechnen. Dieselbe wird von den vier Seitendreiecken gebildet, deren 

jedes den Flächeninhalt a ~hs besitztl). Mithin: 

lI = 2·a·hs . 

IJ 

IJ f--"""*"'-----JA 

Abb.64. 

a· hs 
M=4· - - oder 

2 

A 

.. FE ........ 61) 

Ebenso wie bei der vier
seitigen Pyramide setzt sich 
bei vielseitigen Pyra
miden der Mantel aus 
Dreiecken zusa:mmen. 
Wickelt man denselben ab, 
so muß für jedes Dreieck 
die Höhe hs oder die Kan
tenlänge I berechnet wer
den, wie das an der qua
dratischen Pyramide ge
zeigt ist, um den Flächen
inhalt des Mantels bestim
men zu können. Bei den 
regelmäßigen Pyramiden 
sind diese Dreiecke, wie 
bereits erwähnt, gleich
schenklig. 

In Abb. 64 ist noch 
eine andere Art der Ab
wicklung an einer regel
mäßigen, sechssei tigen 
Pyramide gezeigt. Man 
beschreibt mit der natür
lichen Länge I der Seiten
kanten um die Spitze S' 
einen Kreisbogen und trägt 
in diesen die Länge ader 
Grundkante sechsmal als 

Sehne ein. Verbindet man die so erhaltenen Punkte A', B, C ... A 
mit S', so bilden die nebeneinander liegenden gleichschenkligen Drei-
ecke A'BS', BCS' ... .. . FAS' den Mantel der Pyramide. 

Aus dieser Abwicklung ergibt sich alsdann die Mantelfläche zu 

a . h8 a . hs a . h8 a . h8 a . h8 a . hs 
M = - 2- + - 2- + - 2- + - 2- + - 2- + - 2 - oder 

h8 
M = "2 . (a + a + a + a + a + a). 

') Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 101, Ziffer 114, Gleichung 20). 
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Der Klammerwert in der letzten Gleichung ist aber nichts anderes 
als der Umfang U der Grundfläche des Prismas!). Damit wird 

M = h8 • U wofür man schreibt 
2 ' 

U·h. 
M =-~ .. . .... . ........ FE ...... . . 62) 

D A d k u . h. . d . f I er us ruc - 2- 1st zu euten wIe 0 gt: 

Die lUantelfläche einer geraden Pyramide ist gleich dem Flächen
inhalte eines Dreiecks, dessen Grnndlinie gleich dem Umfange 
der Grundfläche der Pyramide und dessen Höbe gleich der Höbe h8 

eines Seitendreiecks ist. 

Gleichung 62) gilt für jedes gerade Prisma mit beliebigem 
Vieleck als Grundfläche. 

44. Oberfläche. Die Oberfläche einer Pyramide setzt sich aus 
Mantel und Grundfläche zusammen: 

U· h8 
O = M+G= - 2- +G ....... FE •....... 63) 

Für die in Abb. 62 und 63 dargestellte quadratische Pyramide 
wird alsdann, da die Grundfläche ein Quadrat mit der Seite a ist 2) 

0 = 2 . a . b 8 + a2 •• • •••••••• • FE ........ 64) 

2. Die abgestumpfte Pyramide. 
45. Rauminhalt. Über die abgestumpfte Pyramide oder den Pyra

midenstumpf sind bezüglich der Bezeichnungen bereits Angaben auf 
Seite 54, Ziffer 39 d) gemacht. 

Der Pyramidenstumpf ist 
demnach ein mathematischer 
Körper, der von zwei paral
lelen und ähnlichen Vielecken 
als Grundflächen und von so 
viel Trapezen als Seitenflächen 
begrenzt wird, wie eine Grund
fläche Seiten hat. 

In Abb. 65 ist eine gerade 
vierseitige, abgestumpfte Pyra
mide mit den Grundflächen 
ABCD = G! undA'B'C'D' = G2 

dargestellt. Die Höhe des 
Pyramidenstumpfes ist = h, 

s 
\ 

diejenige der Ergänzungspyra- A "-________ ~ 

1) V gl. W. u. St., Planimetrie 
S. 90, Ziffer 101. 

a, 

2) Beachte Gleichung 61). Abb.65. 

- -- r 

I 
k 
I 

c 

I 
I 

h:, 
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mide = h2 und diejenige der Vollpyramide = hl • Man kann nun den 
Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes aus der Differenz der zuge
hörigen Vollpyramide und der Ergänzungspyramide berechnen. 

Durch Umstellen der Glieder l ) in Gleichung 59), Seite 55 erhält man 

h~ : h: = GI : G2 
oder, wenn man auf beiden Seiten dieser Proportion die Quadrat
wurzel zieht 2) 

hl : h2 = VGt: VG2 •••••••••••••• I) 
Nach Abb. 65 ist h l = h + h2. Setzt man diesen Wert für hl in 

Gleichung I) ein, so erhält man 

(h+h2):h2=YGI:VG20der3) 

h2 . -va; = (h + h2)· -va; d. i. 

h2 · VGI = h· va2 + h2· VG2. Mithin: 

h2 · VGI - h2 · VG2 = h· mund damit 4) 

h2 . (VGI - YG2) = h· VG2. Folglich: 

h = h· V02 
2 VGI - YG2 ..... 

...... TI) 

Faßt man nun den Pyramidenstumpf als Differenz zweier Pyra
miden mit den Grundflächen GI bzw. G2 und den zugehörigen Höhen 
(h + h2) bzw. h2 auf, so folgt mit Gleichung 60) 

V = ~ . GI . (h + h2) - ~ . G2 . h2 d. i. 

1 
V =3 . (GI . h + GI . h2 - G2 . h2) oder 

1 
V = 3' [GI' h + h2 . (GI - G2)]. 

Setzt man in diese Gleichung den Wert von h2 aus Gleichung TI) 
ein, so ergibt sich 

1 [ h·-va; ] V = - . GI' h + . (GI - G2 ) • 

3 YGI - VG2 
Nun ist der Wert in der Bogenklammer 

(GI - G2) = (VGI + VG2)· (VGI - YG-;).5) 
Setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung für V ein, so er

hält man 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 193, Ziffer 134. 
~) " " " " " 192, 132. 
3) " " " " " 190, 131. 
4) " "." " " 36, 43A, b. 
5) " "" UD, 94b, 3 und S. U4, 

Ziffer 96, Beispiel 1. 
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1 [ h· v'o-; - - ---- ,,,,,] 
V=-3' Gl·h+ m m' (lIGl + YG2)· (yGl - "G2) . 

Gl - G2 

Da sich hier (m - m) hebtl), so folgt: 

V = ~. [Gl . h + h· va; . (va;: + YG2)]. Das ist aber 

V=~ ·(Gl ·h+h· YG2' m +h· YG2' YG2). 

Schreibt man hier h heraus und führt man die Multiplikation der 
Wurzeln durch, so folgt 2): 

h --
V = 3' (Gl + YGl · G2 + G2) ...... RE ........ 65) 

Der Inhalt des Pyramidenstumpfes ist gleich der Summe dreier 
Pyramiden, die mit dem Stumpfe gleiche Höhen h besitzen und 
von denen die eine die untere Grundfläche Gl , die zweite die obere 
Grundfläche G2und die dritte die mittlere Proportionale 8) VGl · G2 
zwischen diesen beiden Grundflächen zur Grundfläche hat. 

46. Rauminhalt abgestumpfter, regelmäßiger Pyramiden. Aus 
Gleichung 65) ist ersichtlich, daß es namentlich die Inhalte der Grund
flächen sind, welche das Resultat beeinflussen. 

Bei der Berechnung regelmäßiger Pyramidenstumpfe wird man 
sich daher mit Vorteil der Tafel auf Seite 33 bedienen, um zeitrau
bende trigonometrische Rechnungen zu vermeiden. Im besonderen 
sind es die drei letzten Reihen dieser Tafel über die Flächen
inhalte, welche hier in Betracht kommen. 

Den einzelnen regelmäßigen Vielecken entsprechend ist in der ersten 
dieser Reihen das Quadrat der Vieleckseite S2, in der zweiten Reihe 
das Quadrat des Halbmessers R2 des umschriebenen Kreises, und 
in der dritten Reihe das Quadrat des Halbmessers r 2 des einbe
schriebenen Kreises mit den in der Tafel angegebenen Koeffizienten 4) 

zu multiplizieren, um den Flächeninhalt des Vielecks zu erhalten. 
Bezeichnet man ganz allgemein 

die Koeffizienten von S2 mit kl 5), 

" " R2 " k2 und 
" " r2 " ka, 

so geht Gleichung 65) für den Rauminhalt des regelmäßigen Pyramiden
stumpfes über in: 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 33, Ziffer 41 u. S.59, Ziffer 59. 
2) " ;,,, 86, 83. 
S) "" ,,195, ,,136. 
4) " """"" 2, " 4. 
5) Der Tafel entsprechend wäre der Reihe nach: 

k1 = 0,4330; 1,0000; 1,7205 ..... usw. 
k2 = 1,2990; 2,0000; 2,3776..... " 
ks = 5,1963; 4,0000; 3,6327..... " 
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V = ~ . kl . (s~ + SI . S2 + S:) I) RE ....... 66) 

V = ~ . k 2 . (R~ + RI . R2 + R:) . RE ........ 67) 

V = ~ . k 3 • (r~ + rl . r2 + r:) . . RE ........ 68) 

47. Mantel. Der Mantel einer abgestumpften Pyramide ist gleich 
der Summe sämtlicher Seitenflächen. 

Geht man bei der Berechnung der Mantelfläche von Abb. 65) aus, 
so ist, da die Seitenflächen Trapeze sind, der Flächeninhalt einer Seiten-

fl.. h - al + a2 h 2) ac e - 2 . s, 

Für die vierseitige, regelmäßige Pyramide wird damit die Mantel
fläche 

al+~ 
M = 4 . -2- . hs = 2 . (al + a2) . hs • 

Besitzt die abgestumpfte Pyramide ein regelmäßiges n-Eck als 
Grundfläche, so wird sinnge~äß 

M - al + a2. h _ n . al + n ·.a2 h 3) 
-n·-2--· s- 2 . S· 

Nun ist aber 
n· al = UI = dem Umfange der unteren Grundfläche und 
n . a2 = U2 =" " "oberen " 

Setzt man diese Werte in die letzte Gleichung für M ein, so er
hält man 

UI +U2 
M = 2 . hs • . . . • • • . FE ........ 69) 

48. Oberfläche. Die Oberfläche des Pyramidenstumpfes setzt sich aus 
dem Mantel M und den bei den Grundflächen ~ und G2 zusammen. Mithin: 

0= M + GI + G2, oder mit Gleichung 69) 
U1 + U2 . 

0= 2 ·h+G1 +G2 ...... FE ........ 70) 

49. Berechnung der Höhen des Pyramidenstumpfes. In Ziffer 40 b, 
Seite 55 wurde mit Bezug auf Abb. 58, Seite 54 die Gleichung 

[A'B':AB=F'S:FS 
entwickelt. Durch Vertauschen der Glieder der Verhältnisse 4) geht 
diese Gleichung über in 

1) Die Bezeichnungen SI und S2 sind so aufzufassen, daß SI die Seite für 
die untere, S2 die Seite für die obere Grundfläche ist. Sinngemäß gelten 
die Bezeichnungen R 1 und Ra sowie 1'1 und 1'2' 

S) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 103, Ziffer 116, Gleichung 25. 
3) " " Arithm. u. Algebra S. 59, Ziffer 59. 
4) " " " ,,193, " 134. 
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AB: A'B' =FS:F'S 

oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58 bzw. Abb. 65 in 

a1 : a2 = h1 : h2 , 
wofür man schreiben kann 

Nun ist nach Abb. 65 
h2 =h1 -h. 

65 

Dividiert man die vorletzte Gleichung durch die letzte, so erhält man 1) 

al h1 

a2 h2 
- - --- Nenner fortgeschafft 2): h2 - h1 - h' 

a1 h1 
~. (h1 - h) = - . h2. Da sich rechts h2 hebt, so folgt: 

a2 h2 

a1 . (h1 - h) = h1 oder 2) 
a2 
a1 . (h1 - h) = a2 . h1, d. i. 

a1 . h1 - a1 . h -'-- a2 . h1. Glieder mit h1 auf linke Seite: 
a1 . h1 - a2 . h1 = a1 . h, oder 3) 

h1 . (al - a2) = a1 . h. Folglich 4): 

h aI' h f" h 'b 1 = , wo ur man sc reI t 
a1- a2 

a1 
111 ~ ·11 ........ I.E 

a1 - a2 
.... 71) 

Mit Bezug auf Abb. 65 ist nach vorstehendem wieder 
a1 h1 . 
- = -h und WeIter 
a2 2 

h1=h+h2 • 

Führt man von hier ab zur Ermittlung von h2 die Rechnung in 
gleicher Weise durch, wie vorstehend für h1 angegeben, so folgt: 

a2 
b2=~~-·b ........ LE ........ 72) 

a1 - a2 

Zur Berechnung der Seitenböbe bs ist in Abb. 66 ein halber Achsen
schnitt durch die in Abb. 65 dargestellte Pyramide herausgezeichnet. 
Fällt man von P die Senkrechte PR = h auf die Grundlinie, so wird 

RN _ a1 a2 _ a1 - a2 
-2-2--2-' 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 134, Ziffer 112. 
2) " " 132, lOS f. 
3) " " 36, 43A, b. 
4) " " 132, lOSe. 

vVeickert.Stolle, Maschinenrechnen, 1,4. 2. Ann. 5 
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Hiermit ergibt sich nach dem Pythagoras aus dem 
rechtwinkligen Dreieck PRN 

1 \ 
h; = (~?r + h 2• Hieraus folgtl): I \ 

1 \ 
I. az' 
~-'-

Z 'i p h3 = v(a1 ?)2 + h2 oder2) 
h,_1/(a1 -a2)2+4.h2 • D 

c - JI as ist aber 3) 
4 

Beispiele. 

1. Wie groß ist der Rauminhalt einer geraden 
Pyramide von 3,3 m Höhe, deren Grundfläche ein 
Quadrat von 1,5 m Seitenlänge ist? 

Abb.66. Nach Gleichung 60) erhält man 

1 1 
V = -. G· h = -.152 .33 = 2475 m$ 3 3'" . 

2. Die Grundfläche einer geraden Pyramide ist ein Dreieck mit 
1,8 m Grundlinie und 1,1 m Höhe. Wie groß ist der Rauminhalt bei 
3,75 m Höhe? 

V = -~. G· h = ~. ~8_·_~. 375 = 1 2375 m 3 
3 3 2 ' , . 

3. Welche Höhe besitzt eine gerade Pyramide, deren Rauminhalt 
100 m3 und deren Grundfläche 12 m2 beträgt? 

1 
Aus Gleichung 60) V =~ 3' . G . h folgt: 

3· V 3·100 
h=---- =----=25 m. 

G 12 

4. Die Grundkante einer geraden, quadratischen Pyramide ist 
a = 100 mm, die Höhe h = 75 mm. Wie groß werden Rauminhalt, 
Mantel, Oberfläche und Seitenkantenlänge? 

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 60) zu 

1 1 1 
V = -. G· h = -. a 2 • h = -.1002 .75 = 250000 mm~. 

3 3 3 

Der Mantel ist gleich der Summe der 4 Seitendreiecke, deren Höhe 
h3 sich nach Abb. 62 aus dem rechtwinkligen Dreieck B' F ' S' ergibt: 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.80, Ziffer 77. 
2) " " 45, 47. 
3) " " 94, 86. 
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hS=YB/F/2+h2=-V(~):+h2=Y502+752 d. i. 

hs = 90,2 mm. Mithin: 
a· hd 

M= 4· -2-= 2· a· hs = 2·100·90,2 = 18040 mm2. 

Die Oberfläche wird nach Gleichung 63) 

O=M+ G=M+ a2= 18040+ 1002= 28040 mm2. 

67 

Die Seitenkantenlänge berechnet sich aus Abb. 63 mit dem Pytha-
goras zu 

1 = -V (~) 2 + h: = Y50 2 + 90,2 2 = 103,1 mm. 

5. Die Grundkanten einer ge-
raden Pyramide bilden ein Recht- J' 
eck mit den Seiten a = 16 m 
und b = 12 m, die vier Seiten
kanten sind je = CS = 1 = 30m 
lang. (Abb. 67.) Wie groß ist 
der Rauminhalt der Pyramide? 

Den Rauminhalt erhält man 
aus Gleichung 60) 

1 
V="3' G·h. 

In dieser Gleichung ist G = a . b 
bekannt; die Höhe h ist zu be
rechnen. Mit dem Pythagoras 
ergibt sich für dieselbe aus 
dem bei F rechtwinkligen Drei- A ~, O;;';;' ______ L.--IJ 

eck CFS: 

h= -V~- (ir. 
i-<~",,<----- a ----t 

Abb.67. 

Die halbe Diagonale ~ der Grundfläche erhält man ebenfalls mit 

dem Pythagoras aus dem bei B rechtwinkligen Dreieck AB C 

e= Va2 + b2 = Y16 2 + 122 = Y400 = 20 m. Mithin: 

~=10 m. 
2 

Diesen Wert in die Gleichung für heingesetzt: 

h = Y30 2 --=-10 2 = VSOO- = 28,2843 m. Folglich: 

111 
V ="3' G· h =3' a· b . h =3.16.12.28,2843 = 1810,195 m 3• 

5* 
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6. Eine Pyramide besitzt als Grundfläohe ein Rechteck von a = 40 cm 
Länge und b = 26 cm Breite bei h = 50 cm Höhe. (Abb. 68.) Wie 

I 
I ------

groß sind Inhalt, Mantel, 
S Oberfläche und Länge einer 

Abb.68. 

Seitenkante~ 

Der Inhalt ergibt sich 
aus Gleichung 60) zu 

V=~.G.h= 
3 
1 

=-·a·b·h= 
3 
1 

= 3 . 40 . 26 . 50 = 

= 17333,3 m 3•1) 

Der Mantel setzt sich 
aus den vier Seitendreieoken 
zusammen, von denen je 
zwei kongruent sind. Um 
deren Flächeninhalte zu be
stimmen, sind die Seiten

höhen h~ und h~ zu berechnen. Aus dem bei F reohtwinkligen Dreieck 
HFS ergibt sich mit dem Pythagoras 

h~=YHF2+h2=-V(~r +h2=Y132+502~51,7 cm. 

In gleicher Weise folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck JFS: 

h~ = YJF2+ h2 = -V (ir + h 2 = Y20 2 + 502 ~ 53,9 cm. 

Mit diesen Höhen wird nun der doppelte Flächeninhalt ml und 
m2 der Seitendreiecke ABS und BOS 

ml = 2. a· h~ = 2. 40·51,7 = 2068 0 om2 und 
22' 

b·h~ 26·53,9 
m2 = 2 . ~2~ = 2 . --2~ = 1401,4 cm2 • Folglich: 

M = ml + m2 = 2068 + 1401,4 = 3469,4 cm2• 

Die Oberfläche setzt sich aus Mantel und Grundfläche zusammen. 
Mithin: 

0= M+ G= M + a· b= 3469,4 + 40·26 = 4509,4 cm2 • 

Die Länge der Seitenkante OS = 1 berechnet sich nach dem Py
thagoras aus dem bei F rechtwinkligen Dreieck 0 F S zu 

1) Periodischer Dezimalbruch. Vgt W. u. St., Arithm. u. Algebra S.206, 
Ziffer 16 u. 17. 



Die Pyramide. 69 

I = -V~2+ (ir. 
Es ist also noch i zu bestimmen. Dazu erhält man aus dem bei 

B rechtwinkligen Dreieck ABC 

e = Vas + b 2 = V·4-:-0~2-+--=--26::-:-2 = V2276 = 47,7 cm. 

Folglich: i~ 23,9 cm. Damit ergibt sich 

I = V 502 + 23,92 d. i. 

1= V3071,21 = 56,3 cm. 

7. Von einer regelmäßigen, sechsseitigen 
Pyramide sind die Grundkante a = 1,2 m 
und die Höhe h = 3,6 m gegeben. Raum
inhalt, Mantel und Oberfläche sind zu be
rechnen. (Abb.69.) 

Mit Gleichung 60) und der Tafel auf 
Seite 33 wird 

- 1 1 
. V = - . G . h = - . 25981 . a2 • h = 

3 3' 

1 
="3 . 2,5981 . 1,22 • 3,6 = 4,490 

Für die Berechnung des Mantels muß 
hs bekannt sein. hs ist Hypotenuse im 
rechtwinkligen Dreieck C'B'S', Abb.69, in 
welchem wieder. B r Cr = r = dem Halbmesser 
des ein beschriebenen Kreises im Sechseck 

8 
Abb. 69. 

ABCDEF ist. Letzterer ist aber nach der Tafel auf Seite 33 

r = 0,866 . a = 0,866 . 1,2 ~ 1,04 m. Damit wird 

hs =Vh2 +r2 =V3,62 + 1,042 = VI4,0416""'" 3,75 m. 

Mit diesem Werte berechnet sich der Mantel als Summe der sechs 
Seitendreiecke zu 

M= 6. a.h3 = 6. 1,2·3,75 = 13,5 m2• 

2 2 
Die Oberfläche wird mit Gleichung 63) 
0= M + G = 13,5 + 2,5981· a2 1) = 13,5 + 2,5981.1,22 d. i. 

0=17,241 m2• 

8. Von einer regelmäßigen, sechsseitigen Pyramide sind die Grund
kante a = 4 m und die Seitenkantenlänge 1 = 9 m gegeben. Raum
inhalt, Mantel und Oberfläche sind zu berechnen. 

1) V gl. Tafel auf Seite 33. 
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Um den Rauminhalt zu berechnen, muß die Höhe h bekannt sein. 
Dieselbe läßt sich nach Abb. 64 aus dem rechtwinkligen Dreieck 
A' H' S' berechnen, in welchem Dreieck A' H' gleich dem Halbmesser 
R des umschriebenen Kreises ist, der beim regelmäßigen Sechseck 
wieder gleich der Seitenlänge a desselben ist. Mithin: 

h=YI2- a2=Y92-42=Y65=8,062 m. 

Damit wird nach Gleichung 60) und der Tafel auf Seite 33 

V = ~ . G . h = ~ . 2,5981 . a2 . h = ~ ·2,5981 .42 . 8,062 d. i. 

V = 111,715 m 3• 

Die zur Berechnung des Mantels erforderliche Länge der Seiten
höhe h3 ergibt sich aus dem Dreieck B 0 S' der Abwicklungsabbildung 64 zu 

h3 = Vl2 - (~)2 = Y92 - 22= Y77 = 8,775 m. 

Mit diesem Werte und Gleichung 62) erhält man den Mantel 

M=~hs=~hs= 6·4·8,775 = 10530 m2. 
222 ' 

Die Oberfläche ist nach Gleichung 63) 

O=M + G=M + 2,5981· a2 = 105,3 + 2,5981.42 d. i. 
0= 146,870 m2. 

9. An einer abgestumpften Pyramide mit quadratischen Grund
flächen sind die Quadratseiten al = 9 mund a2 = 5 m; die Höhe 
des Stumpfes ist h = 3,6 m. Wie groß sind Inhalt, Mantel und Ober
fläche 1 (Abb. 65.) 

Der Rauminhalt berechnet sich mit Gleichung 65) zu 

V = ~. (GI + YGl · G2 + G2) = 3~6 . (92 + Y9 2 • 52 + 52) oder 

V = 1,2 . (81 + 9·5 + 25) = 1,2· 151 = 181,2 m 3• 

Den Mantel erhält man aus Gleichung 69): 

M = Ul + U2 . hs In dieser Gleichung sind bekannt 2 . 

Ul = 4· al = 4·9 = 36 mund U2 = 4· a2 = 4·5 = 20 m. 
Zu berechnen ist h3 aus Gleichung 73): 

hs = ~ . Y(al - a2)2 +-,{.b2 = ~- . Y(9 - 5)2 + 4 . 3,62, d. i. 

1 ,/- 1 
hs = 2' y 67,84 = 2. 8,24 = 4,12 m. 

Setzt man diese Zahlenwerte in die vorstehende Gleichung für den 
Mantel M ein, so folgt: 

M=36-t20.412=11536 m 2 • 
2 ' , 
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Die Oberfläche wird entsprechend Gleichung 70) 
0= M + GI + G2 = 115,36 + 92 + 52 = 221,36 m2 • 

10. Wie hoch ist ein Pyramidenstumpf, dessen Grundflächen Qua
drate von 7 mund 4 In Seitenlänge sind und dessen Rauminhalt 
35 m 3 beträgt? 

Aus Gleichung 66) V = ~ . k i • (si + SI . S2 + s;) folgtI) : 

3 . V 3·35 = 1,13 
h=k 2 2 ) m. 

1 • (SI + SI • S2 + S2) 1 . (7 2 + 7 . 4 + 42 

11. Die Grundflächen einer abgestumpften Pyramide von 4,2 m 
Höhe sind regelmäßige Sechseckfl von at '-- 5 mund a2 = 3 m Seiten
länge. Wie groß ist der Rauminhalt~ 

a) Den Inhalt erhält man aus Gleichung 65) 
h ,/--

V = "3 . (GI + V GI . G2 + G2). 

Zunächst sind die Grundflächen zu berechnen. Mit Hilfe der Tafel 
auf Seite 33 ergibt sich 

GI = 2,5981 ' ai = 2,5981 . 52 = 64,95 m2 • 

G2 = 2,5981 . a: = 2,5981 . 32 = 23,38 m2. Mithin: 

V 4,2,/ ) '" 3 = 3 ' (64,95 + V 64,95 . 23,38 + 23,38 = 118,22. m . 

b) Berechnet man den Rauminhalt nach Gleichung 66), so erhält 
man 

V h k 2 2 
= "3' l' (SI + 81 • S2 +S2)' In dieser Gleichung ist 

h = 4,2 m; k1 = 2,5981; SI = 5 mund S2 = 3 m. Mithin: 

V = 4~2 . 2,5981 . (52 + 5.3 + 32);-_ 178,23 m 3, 

Die Ergebnisse der Berechnung nach a) und b) stimmen demnach 
gut überein. 

Aufgaben. 

1. Eine gerade Pyramide besitzt einen Rauminhalt von 12 m3 • 

Wie groß ist die Grundfläche bei 5 m Höhe ~ 
G= 7,2 m2 • 

2. Wie groß wird die Grundkante der Pyramide des vorigen Bei
spieles, wenn die Grundfläche ein Quadrat ist? 

a=2,683 m. 
3. Eine gerade, quadratische Pyramide besitzt eine Grundkante 

a = 12 cm bei einer Seitenkantenlänge 1 =20 cm. Es sind Höhe, 
Rauminhalt und Oberfläche zu berechnen. 

1) Der "Vert von k1 ist der Tafel auf Seite 33 zu entnehmen. 
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h = 18,1 cm 1). v = 868,8 cm3• 

4. Eine Turmspitze hat die Form einer regelmäßigen, sechsseitigen 
Pyramide. Die Grundkante ist 1,2 m lang und die Spitze 8 m hoch. 
Wieviel m2 Eindeckungsmaterial sind erforderlich~ 

M= U~h3=29,016 m 2• 

5. Von einer regelmäßigen, sechsseitigen Pyramide sind die Höhe 
h = 0,9 m und der Rauminhalt V = 0,2 m 3 gegeben. Grundkante, 
Mantel und Oberfläche sind zu berechnen. (Beachte Abb. 64 und 69.) 

a=0,507 m. M=1,522 m 2 •. 0=2,190 m 2• 

6. Eine abgestumpfte Pyramide mit quadratischen Grundflächen, 
deren Seitenlängen unten 6 m und oben 4 m betragen, besitzt eine 
Höhe von 4,5 m. Wie groß sind Inhalt, Mantel und Oberfläche? 

V = 114,0 m 3• M = 92,195 m 2• 0 = 144,195 m 2• 

7. Eine abgestumpfte Pyramide von 6 m Höhe hat regelmäßige 
Achtecke zu Grundflächen, deren Seiten 8 m bzw. 5 m lang sind. 
Wie groß ist der Rauminhalt? 

V = 1245,73 mS• 

8. Ein Granitblock hat die Form eines Pyramidenstumpfes von 
3,6 m Höhe. Von den quadratischen Grundflächen sind die Seiten 
2,8 m bzw. 2,0 m lang. Wieviel Kilogramm bzw. Tonnen wiegt 
der Block mit s = 2,7? 

Gw = 56506 kg = 56,506 t. 

Übungen. 
1. Die Grundfläche einer geraden Pyramide von 300 mm Höhe 

ist ein gleichseitiges Dreieck von 125 mm Seitenlänge. Der Körper 
ist vollkommen durchzurechnen. 

2. Eine Pyramide, welche von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzt 
wird, deren Seitenlänge 1 5 c m beträgt, ist vollkommen durchzurechnen. 

3. Eine regelmäßige, vierseitige Pyramide, deren Grundkante = 1,2 m 
ist, besitzt eine Höhe von 3,5 m. Der Körper ist vollkommen durch
zurechnen. 

4. Der Rauminhalt einer regelmäßigen, vierseitigen Pyramide be
trägt 550 dms, die Höhe ist = 12 dm. Der Körper ist vollkommen 
durchzurechnen. 

5. Eine regelmäßige, sechsseitige Pyramide :t;nit Grundkanten von 
35 cm und Seitenkanten von 75 cm Länge ist vollkommen durch
zurechnen. 

6. Das Gewicht einer aus Gußeisen hergestellten geraden, quadra
tischen Pyramide beträgt 500 kg. Welche Höhe besitzt dieselbe, 
wenn ihre Grundkante 30 cm lang ist und s = 7,3 angenommen wird? 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S.90, Gleichung 15. 
2) " Abb. 63, S. 59. 
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7. Die Grundfläche einer geraden regelmäßigen, zwölfseitigen Pyra
mide ist einem Kreise von 300 mm Durchmesser einbeschrieben, die 
Seitenkante ist 1,2 m lang. Wieviel kg wiegt diese Pyramide mit 
s = 7,3? 

8. Eine gerade Pyramide besitzt bei 4,75 m Höhe als Grund
fläche ein regelmäßiges 10-Eck von 2,5 m Seitenlänge. Wie groß 
ist die Kante eines Würfels, welcher mit der Pyramide inhaltsgleich ist? 

9. Eine regelmäßige, achtseitige Pyramide, deren Umfang 1 7,6 m 
beträgt, bildet die Spitze eines Turmes; die Seitenkanten sind 12 m 
lang. Wieviel m2 Eindeckungsmaterial sind erforderlich? 

10. Es ist eine abgestumpfte, regelmäßige, quadratische Pyramide 
vollkommen durchzurechnen, deren Grundkanten 75 cm bzw. 25 cm, 
uud deren Seitenkanten 125 c m lang sind. .(s = 0,8.) 

11. An einem regelmäßigen, sechsseitigen Pyramidenstumpf ist die 
Seite des unteren Sechsecks = 7 m, die des oberen = 5 m; die Höhe 
des Stumpfes beträgt 6 m. Wie groß ist der Rauminhalt? 

12. Eine abgestumpfte, regelmäßige, sechsseitige Pyramide von 
45 cm Höhe besitzt Grundkanten von 20 cm und 6 cm Länge. Der 
Körper ist vollkommen durchzurechnen. (s = 2,4.) 

13. Der Inhalt der Grundfläche einer Pyramide beträgt 12,5 m2 , 

die Höhe 10 m. Welchen Flächeninhalt besitzt ein ebener, der Grund
fläche paralleler Schnitt in einem Abstande = 6 m von der Grundfläche? 

14. Durch die in dem vorigen Beispiele gegebene Pyramide soll 
ein Parallelschnitt gelegt werden, der einen Flächeninhalt von 4 m 2 

hat. In welchem Abstande von der Grundfläche ist derselbe zu legen? 
15. Ein Gefäß hat die Form eines Pyramidenstumpfes mit qua

dratischen Grundflächen und soll 100 dm3 Inhalt besitzen. Die 
Kanten der Grundflächen sind 40 cm bzw. 75 cm lang. Welche 
Tiefe erhält das Gefäß? 

16. Eine Grube in Gestalt einer abgestumpften, regelmäßigen, 
vierseitigen Pyramide soll einen Rauminhalt von 50 m3 erhalten; die 
Grundkanten am Boden der Grube sind 3,25 m lang, die Böschungs
winkeP) betragen 45°. Wie tief muß die Grube werden? 

E. Der Kegel. 
1. Der V ollkegel. 

50. Allgemeines. a) Bei der Besprechung des Zylinders auf Seite 39, 
Ziffer 30 a wurde erklärt, wie man sich den Zylinder aus dem Prisma 
entstanden denken kann. 

In gleicher Weise stellt man sich die Entstehung des Kegels aus 
der Pyramide vor. Verdoppelt man auch hier die Seitenzahl der 
Pyramidengrundfläche so lange, bis dieselbe in einen Kreis übergeht, 
so wird die Mantelfläche der Pyramide gleichzeitig zu einer krummen 
Fläche, auf welcher Seitenflächen oder Seitenkanten als solche nicht 

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S.85, Beispiel 5. 
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mehr erkennbar sind. Ein Kegel ist demnach als eine Pyramide 
von außerordentlich, hoher - unendlich großer - Seitenzahl anzu
sehen, deren Grundfläche ein Kreis ist. 

Einen Kegel kann man 'sich auch, entsprechend der bei der Ent
stehung der n·seitigen körperlichen Ecke in Ziffer 6, Seite 9 abge
gebenen Erklärung, dadurch entstanden denken, daß sich ein Strahl 
uin einen seiner Endpunkte dreht, während der andere Endpunkt 
an dem Umfange eines Kreises entlang gleitet, bis er wieder in seine 
Ursprungslage zurückkehrt, wobei Strahl und Kreis nicht in einer 
Ebene liegen dürfen. 

s J' 

Abb.70. Abb. 71. 

Im allgemeinen ist ein Kegel ein mathematischer Körper, welcher 
einen Kreis zur Grundfläche hat und dessen Mantel von einer ge
krümmten Fläche gebildet wird. 

Entsprechend der Erklärung über die Entstehung des Kegels aus 
der Pyramide, werden die für diese entwickelten Gesetze sinngemäße 
Anwendung auf den Kegel finden. 

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe 
Kegel. Ein gerader Kegel ist in Abb. 70, ein schiefer in Abb. 71 dar
gestellt. 

Die Seitenkanten der Pyramide werden beim Kegel zu Mantel
linien. Auf dem Kegelmantel lassen sich nur Geraden ziehen, die 
sämtlich durch einen Punkt gehen. Dieser Punkt heißt die Spitze 
des Kegels. Die Linie AS in Abb. 70 und 71, d. i. die Verbindungs
linie eines beliebigen Punktes des Grundkreises mit der Kegelspitze, 
ist eine Mantellinie; desgleichen sind die Linien 1, hund 12 Mantel
linien. Bei dem geraden Kegel sind sämtliche Mantellinien gleich 
lang; sie bilden zusammen die krumme Oberfläche des Kegels, den 
Kegelmantel. Statt Mantellinie sagt' man auch Kegelseite. 
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Die von der Spitze eines Kegels auf die Grundfläche gefällte 
Senkrechte ist die Höhe desselben; sie wird mit h bezeichnet und 
ist in Abb. 70 und 71 eingetragen. 

Die Verbindungslinie des Mittelpunktes des Grundkreises mit der 
Spitze des Kegels nennt man die Achse desselben. Steht die Achse 
im Mittelpunkte des Grundkreises senkrecht auf diesem, so ist der 
Kegel ein gerader, Abb. 70, ist dies nicht der Fall, so ist der Kegel 
ein schiefer, Abb.71. Bei dem geraden Kegel ist die Achse zugleich 
Höhe, bei dem schiefen ist sie größer als die Höhe. 

Ein gerader Kegel, dessen Grundfläche ein Kreis ist, heißt Kreis
kegel; derselbe wird kurz als "Kegel" bezeichnet. Bei dem Kreis
kegel ist die Achse gleich der Höhe. 

c) Ein ebener Schnitt durch die Achse des Kegels heißt Achsen
schnitt. Derselbe ist beim geraden Kegel ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen Schenkel = I = der Kegelseite und dessen Basis 
= 2· r = d = dem Durchmesser des Grundkreises ist. (Abb. 70.) 

Ist der Achsenschnitt ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten 
gleich dem Durchmesser des Grundkreises sind, so heißt der Kegel 
gleichseitig; ist der Achsenschnitt ein gleichschenklig-recht
winkliges Dreieck, so nennt man den Kegel rechtwinklig. 

Bei dem schiefen Kegel ist der Achsenschnitt ein ungleichseitiges 
Dreieck mit den Seiten h, 12 und 2 r = d. (Abb. 71.) 

Außerdem heißt bei dem schiefen 
Kegel der Achsenschnitt, welcher senk- S 
re.cht auf der Grundfläche steht, Nor- Ij\ 
malschnitt. Dieser Normalschnitt ent- / I \ 
hält die Kegelhöhe, den Neigungswinkel / I \ 
der Kegelachse gegen die Grundfläche, / I \ 
die größte und kleinste Kegelseite , so- L u; 
wie die Neigungswinkel dieser gegen - - 1!1 

die Grundfläche. 
Jede Schnittfläche, welche parallel 

zur Grundfläche liegt, ~eißt ein Paral
lelschnitt. Jeder Parallelschnitt teilt 
den Kegel in zwei Teile, von denen der 
obere wieder ein Kegel ist und Er
gänzungskegel genannt wird. Der 
untere Teil heißt ein abgestumpfter 
Kegel oder Kegelstumpf. (Abb. 72.) 

Der gerade, abgestumpfte Kegel be- Abb. 72. 
sitzt demnach zwei Grundflächen, welche 
ähnliche Kreise sind. Jeder Kegelstumpf läßt sich durch Verlänge
rung der Kegelseiten zu· einem Vollkegel ergänzen. Der Abstand der 
beiden Grundkreise ist die Höhe h des abgestumpften Kegels. (Abb.72.) 

d) Da die "Kegelschnitte" in der. Praxis und in allen Gebieten 
der Mathematik eine besondere Rolle spielen, so sollen dieselben, ihre 
Form am geraden Kreiskegel betreffend, hier erwähnt werden: 
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Ein Achsenschnitt begrenzt die Schnittfläche durch ein 
gleichschenkliges Dreieck. 

Ein parallel zur Grundfläche, also senkrecht zur Achse 
geführter Schnitt begrenzt die Schnittfläche durch einen 
Kreis. 

Ein zur Achse unter einem beliebigen Winkel geführter 
Schnitt begrenzt die Schnittfläche durch eine Ellipse oder 
ein en Teil dersei ben. 

Ein parallel zur Achse geführter Schnitt begrenzt die 
Schnittfläche durch eine Hyperbel. 

Ein parallel zur Kegelseite geführter Schnitt begrenzt 
die Schnittfläche durch eine Parabel. 

51. Verhältnisse am Kegel. Kegel mit gleicher Grundfläche 
und Höhe. In ähnlicher Weise, wie das in Ziffer 40 und 41 für 
die Pyramide geschehen, ließen sich die dort entwickelten Gesetze 
für den Kegel nachweisen. Hier soll unter Bezugnahme auf das 
dort Gesagte folgendes hervorgehoben werden: 

Schneidet man einen Kegel parallel zur Grundfläche durch 
eine Ebene, so ist die Schnittfläche ein Kreis. Die Flächeninhalte 
(lies es Kreises und des Grundkreises verhalten sich wie die Qua
drate ihrer Abstände von der Spitze. 

Die Grundflächen eines Kegels und seines Ergänzungs
kegels verhalten sich wie die Quadrate homologer Stücke 
am Kegel. 

Die Umfänge der zur Grundfläche parallelen Schnitt
flächen (Kreise) des Kegels verhalten sich wie ihre Abstände 
von der Spitze. 

Kegel von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe haben 
gleichen Rauminhalt. 

Die Rauminhalte von Kegeln mit gleichen Höhen verhalten sich 
wie ihre Grundflächen, und umgekehrt. -

Wie ändert sich der Rauminhalt eines Kegels, wenn der Neigungs
winkel der Kegelseite zur Grundfläche a) kleiner, b) ein Rechter wird? 

Was wird aus dem Kegel, wenn die Spitze S in der Unendlich
keit liegt? 

52. Rauminhalt. Da nach vorstehendem der Kegel als aus der 
Pyramide hervorgegangen aufgefaßt werden kann, so ist sein Raum
inhalt entsprechend Gleichung 60) 

V = -~ . G . b ....... RE ........ 74) 

Ist die Grundfläche des Kegels ein Kreis vom Halbmesser l' bzw. 
vom Durchmesser d, so geht Gleichung 74) über in 

V = .~ .. '7""1'2 .Jl=~ . ~-' d2 ·ll RE 75) 3 .< 3 4 . . .. ~ ....... . 
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Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Teile des Pro
dnktes ans G:cundfiäche und Höhe. 

Vergleicht man Gleichung 75) mit Gleichung 43) bzw. die zuge
hörigen Wortlaute, 1;0 ergibt sich: 

Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Teile des 
Inhaltes eines Zylinders von gleicher Grundfläche und glei
cher Höhe. 

Gleichung 74) gilt für jeden Kegel. 

---d---l~~: 
Abb.73. 

53. Abwicklung. Mantel. Schneidet man den Kegelmantel längs 
der Grundkreiskante und einer Mantellinie auf und breitet denselben 
in eine Ebene aus, so ergibt der gerade Kreiskegel als Abwicklung 
einen KreisausschnittI), dessen Halbmesser gleich der Länge 1 der 
Mantellinie und dessen Bogenlänge gleich dem Umfange 2· r· n des 
Kegelgrundkreises ist. (Abb. 73.) 

Zur Berechnung des Inhaltes des Kreisausschnittes, und damit 
des Kegelmantels, teilt man den Bogen in eine sehr große An
zahl kleiner Tei~e, die alsdann ohne weiteres als geradlinig angesehen 
werden können und deren Verbindungslinien mit der Spitze S den 
Kreisausschnitt in eine entsprechend gleiche Anzahl von Dreiecken 
zerlegen. Bezeichnet man die Grundlinien dieser Dreiecke mit 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 136, Ziffer 144. 
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gl, g2, ga .... gn, so kann man, ohne einen nennenswerten Fehler zu 
machen, die Höhe sämtlicher Teildreiecke gleich der Länge I der 
Mantellinie annehmen. Damit werden die Inhalte der einzelnen 
Dreiecke 

Die Summe aller Dreiecksinhalte bildet aber den Inhalt des Kreis-
ausschnittes oder des Kegelmantels. Mithin: 

M =~~+g2'1+g-~1 + gn· l d - 2 2 2 ........ + 2 0 er 

I 
M=(gl+g2+ga+ .......... + gn)'2' 

In dieser Gleichung ist der Klammerausdruck gleich 
des Bogens des Kreisausschnittes, also = 2 . I' . n = d· n. 

I I 
M = 2 . r . ,"C • - = d . " . - wofür man schreibt 

2 2' 

der Länge 
Folglich: 

d·:;t' ·1 
JI=r·:;t'·I=--- .......... FE . . . . .76) 

2 

Nach Abb. 73 folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck AFS nach 
dem Pythagoras: 

1= Vh2+~. 
Setzt man diesen Wert für I in Gleichung 76) ein, so erhält man 

lU = r·:;t'· Vh2 +-r2 ........... FE ....... 77) 

Der zu dem Kreisausschnitt Abb. 73 gehörende Zentriwinkel 1) CI 
berechnet sich aus folgender Gleichung: 

r· 360 
(( = -1- . . . . . . . . . . . . Grad. . . . . . . 78) 

54. Oberfläche. Die Oberfläche des Kegels setzt sich aus Mantel 
und Grundfläche zusammen. Mithin: 

O=lU+ G .......... " ..... FE ." ....... 79) 

oder mit Gleichung 76) und da G = r2 • % ist 

o = I' . % . I + r 2 • n, d. i. 

0= r·:;t'· (1 + r) ............ FE ........ 80) 

welche Gleichung mit 1= Vh2 +-r2 übergeht in 

o = r . .1l • (Vh2 + r 2 + r) ....... FE . . . . . . . . 81) 

Führt man den Durchmesser d des Grundkreises in die Rechnung 
ein, so wird mit Gleichung 76 und 79) 

1) VgI. W. u. St., Planimetrie S. 143, Ziffer 154 und S. 229, Ziffer 214 c. 
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d· :n: ·1 d2 .:n: 2 . d . :n: • P) d2 • :n: 
0=--2-+-4-= 4 +-4-' d.i. 2) 

d·~ 
0=-4-' (2·1+ d) . '.' .. , .... FE .....•.. 82) 

2. Der abgestumpfte Kegel. 
55. Rauminhalt. über den abgestumpften Kegel oder den Kegel

stumpf sind bezüglich der Bezeichnungen bereits Angaben auf Seite 75, 
Ziffer 50 c gemacht. 

Der Kegelstumpf ist demnach ein mathematischer Körper, der zwei 
parallele, ähnliche Kreisflächen zu Grundflächen hat und dessen Mantel 
von einer gekrümmten Fläche gebildet wird. 

Dfe Gleichung für den Rauminhalt des Kegelstumpfes könnte nun 
in ähnlicher Weise, wie das in Ziffer 45, Seite 61 für den Pyramiden
stumpf durchgeführt ist, aus der Differenz des zugehörigen Vollkegels 
und des Ergänzungskegels berechnet werden. Da aber nach vor
stehendem der Kegel als aus der Pyramide hervorgegangen aufgefaßt 
werden kann, so gilt auch die Inhaltsgleichung dieser für den Kegel, 
d. h. der Rauminhalt eines abgestumpften Kegels ist entsprechend 
Gleichung 65) . 

h ,j--
V = 3 . (Gl + r Gl • G2 + G2) .... RE 

Mit den Bezeichnungen in Abb. 72) wird aber 

Gl = :n: • ri; G2 = 71; • r:. Mithin: 

Gl • G2 = :n: • ri . :n: . r: = :n:2 • ri . r: und damit 

11 Gl . G2 = 11 :n:2 • r~ . r; = :n: • rl . r2. 3) 

...... 83) 

Setzt man diese Werte in Gleichung 83) ein, so folgt: 

V h ( 2 2 d = 3"' n· r 1 + :n: • rl . r2 + :n: • r 2)' 0 er 

~·h (2 2) ) V=s-' r l +rl·r2+ r 2 ...... RE ........ 84 

Führt man an Stelle der Halbmesser die Durchmesser dl und d2 der 
d 

Grundflächen in die Rechnung ein, so geht Gleichung 84), da r = 2" 

d d 't 2 d2
• t "b . un amI r = 4: IS , U er m 

~. h ( 2 2) E ) V = 12' dl + dl • d2 + d2 ••••• R ...... ' .. 85 

Diese Inhaltsformeln gelten auch für den schiefen Kegelt 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.46, Ziffer 48. 

2) " " """ "" 35, " 43. 
3) " " ,,89, " 84 a. 
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56. Abwicklung. lUantel. Die Abwicklung des geraden Kegel
stumpfes ist ein Kreisringstück 1), d. i. eine durch zwei konzentrische 
Kreise begrenzte Fläche, welche als Differenz zweier Kreisausschnitte 
anzusehen ist. (Abb. 74.) Die Halbmesser der Kreise sind die Längen 
der Kegelseiten des Vollkegels und des Ergänzungskegels, die Längen 
der Bögen sind gleich den Umfängen der Grundflächen des Kegel
stumpfes, also mit den Bezeichnungen in Abb. 74 = 2· r1 . 7T = d1 . Jf 

Abb.74. 

bzw. = 2· r2 . J( = d2 • J(. Die Breite des Kreisringstückes ist gleich der 
Länge der Stumpfseite = 1. 

Zur Berechnung des Flächeninhaltes des Kreisringstückes, und da
mit des Stumpfmantels, zieht man, ebenso wie bei der Abwicklung des 
geraden Vollkegels in Abb. 73, vom Mittelpunkte S des Kreisringes Halb
messer, durch welche die zwischen den Bögen liegende Mantelfläche in 
eine sehr große Anzahl gleichschenkliger Trapeze 2) zerlegt wird, deren 
Höhe, ohne einen das Resultat beeinflussenden Fehler zu begehen, gleich 

1) V gl. W. u. St., Planimetrie S. 173, Ziffer 180. 
2) """ " 71, 82b. 
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der Länge 1 der Seite des Kegelstumpfes gesetzt werden kann. Da 
sich auf diese Weise das Kreisringstück aus sehr vielen, außerordent
lich 'schmalen Trapezen zusammensetzt, so kann man die Mantelfläche 
in Abb. 74 als ein Trapez auffassen, dessen parallele Seiten gleich den 
Umfängen der Grundflächen und dessen Höhe gleich der Länge 1 der 
Seite des Kegelstumpfes ist. Damit wird der Inhalt dieses Trapezes 
bzw. der Mantelfläche 1) 

2· r1' n + 2· r2' n 2 . n . (r1 + r2) . 
M = 2 ·1= 2 ·1, d. 1. 

ll'I=:n:·(r1+r2)·I ........... FE ........ 86) 

Führt man die Durchmesser d1 und d2 der 
Rechnung ein, so geht Gleichung 86) über in 

lU=:n:·(d1+d2L! . 
2 

Der Achsenschnitt eines geraden 
Kegelstumpfes ist, wie aus Abb. 74 her
vorgeht, ein gleichschenkliges Trapez, 
dessen parallele Seiten gleich den Durch
messern d1 und d2 der Grundflächenkreise 
und dessen nicht parallele Seiten gleich 
der Länge 1 der Mantellinie des Stumpfes 
sind. (Abb. 75.) 

Aus dem in Abb. 75 bei B rechtwink

Grundflächen in die 

FE ........ 87) 

ligen Dreieck ABC ergibt sich nach dem foo<,.~---d1--~~ 
Pythagoras Abb. 75. 

(d1 - d2)2 
}2 = h 2 + .--2 - ,woraus folgt: 

I=Vh2 + (~1;d2r ......... LE ........ 88) 

Setzt man an Stelle der Durchmesser die Halbmesser r1 und 1'2, so 
erhält man 

1= Vh2 + (r1- r2)2 ........... LE ........ 89) 

Die Abwicklung des schiefen Kegels ist Aufgabe der darstellenden 
Geometrie, jedoch für die Praxis nicht wichtig genug, um hier eingehend 
behandelt zu werden. . 

Der zu dem Kreisringausschnitt Abb. 74 gehörende Zentriwinkel a 
berechnet sich aus folgender Gleichung: 

(r1 -- r2) . 360 < 
a = ----1--- ........... Grad. . . . . 90) 

57. Oberfläche. Die Oberfläche des Kegelstumpfes setzt sich aus 
dem Mantel und den beiden Grundflächen zusammen. (Abb. 74.) Mithin: 

1) V gl. W. u. St., Planimetrie S. 103, Ziffer 116, Gleichung 25. 
Weickert·Stolle, Maschinenrechnen, 1,4. 2. Aun. 6 
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. . . . FE ........ 91) 

Diese Gleichung geht mit GI = TC • ri und G2 = TC • r~ sowie mit 
Gleichung 86) über in 

O=;7t'·I· (1'1 + 1'2) +;7t'. ri +;7t'. r~ ... FE ........ 92) 

58. Der elliptische Kegel. Ist die Grundfläche eines Kegels eine 
Ellipse mit den Halbachsen a und b (Abb. 48), so wird, da nach Glei
chung 41) der Flächeninhalt einer Ellipse = TC' a . b ist, entsprechend 
Gleichung 74) der Rauminhalt des elliptischen Kegels 

;7t'. a· b· h 
V=~3- .... RE ........ 93) 

Beispiele. 

1. Der Durchmesser des Grundkreises eines geraden Kegels ist 
d = 2 m, die Höhe h = 3 m. Wie groß sind Rauminhalt, Mantel und 
Oberfläche dieses Kegels~ 

Den Rauminhalt erhält man nach Gleichung 75) 

1 rr· d2 1 TC' 2 2 1 
V=---·--·h=-·-- ·h=-· 31416·3 = 3142 m 3 

34 34 3' ,. 

Die Mantelfläche ergibt sich aus Gleichung 77) zu 

M = TC' r . y'h2 + r2 = TC' 1 . y'32 + 12 = 9,935 m 2• 

Die Oberfläche berechnet man aus Gleichung 79) 

n· d2 rr· 22 

0= M + G = M + -4-- = M + -4 = 9,935 + 3,142 d. i. 

0= 13,077 m 2• 

2. Welche Höhe besitzt ein Kegel, dessen Rauminhalt V = 2,5 m 3 

und dessen Grundkreishalbmesser r = 0,75 m ist~ 

J[ • 1'2 • h 
Aus Gleichung 75) V = ~ 3- folgt: 

h - 3 . V _ 3 . 2,5 = _7,5_ = 4 245 m 
- TC, 1'2 - 3,14'0,75 2 1,767 ' . 

3. Von einem Kegel ist der Rauminhalt V = 200 cm 3 und die 
Höhe h = 8 cm gegeben. Zu berechnen ist der Durchmesser des 
Grundkreises, der Mantel und die Oberfläche. 

Der Durchmesser des Grundkreises berechnet sich aus der Grund
fläche, diese wieder aus Gleichung 75) zu 

n· d 2 3 . V 3 ·200 --- = ~- = -~- = 75 cm2 • Damit ergibt sich 
4 h 8 

d= 9,78 cm. 

Mit diesem Werte erhält man den Mantel aus Gleichung 77) 

M = TC' r .Yh2 +~ = J[' 4,89 .y'82 +4,892 = 143,941 cm2• 
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Die Oberfläche wird mit Gleichung 79) 

O=M+G=M+1f'~782 =143,941+75,122 d.i. 

0= 219,063 cm2. 

83 

4. Von einem Kegel ist die Mantelfläche M = 4 m2 und die Länge 
der Mantellinie I = 1,5 m gegeben. Zu .berechnen ist der Halbmesser 
der Grundfläche, die Höhe und der Inhalt des Kegels. 

Der Halbmesser des Grundkreises ergibt sich aus Gleichung 76) 
M=7I;·r·l zu 

M 4 4 
l' = 1f . 1 = 1f. 1,5 = 4,712 = 0,848 m. 

Für die Höhe folgt nach Abb. 73 aus der Gleichung 12 = h2 + 1'2: 

h = Y12 - 1'2 = yT,5i - 0,8482 = Y1,5309 = 1,238 m. 

Mit diesem Werte wird der Rauminhalt des Kegels nach Gleichung 75) 

1 1 
V = 3" . ;r. r2 . h = 3" . ;r . 0,848 2 • 1,238 = 0,932 m3• 

5. Die Mantelfläche einer kegelförmigen Turmspitze beträgt 250 m2, 
der Halbmesser des Grundkreises ist 4,5 m lang. Welche Länge be
sitzt die Mantellinie 1 und wie hoch ist die Spitze? 

Aus Gleichung 76) M = d . ; ~ folgt für die Mantellinie: 

I=~~=2 '~~Q=~~= 17,686 m. 
JC • d JC • 9 28,27 

Die Höhe berechnet sich nach Abb. 73 aus der Gleichung 
12=h2 +r2 zu 

h = yp:"= 1'2 = Y17,6862 - 4,5 2 = 17,104 m. 

6. Der Halbmesser eines Kreisausschnittes ist r = 750 mm, der 
Zentriwinkel (( = 1l00. Wie groß ist der Grundkreisdurchmesser des 
Kegels, welcher den Kreisausschnitt zum Mantel hat? 

. 1'·360 . 
Aus GleiChung 78) CI = --c- folgt: 

((·1 110·750 
r = 360 = 360 = 229,17 mm. Mithin: 

d = 2 . 229,17 ~ 458,3 mm. 

7. Mit einem Halbmesser I = 81 cm wird ein Kreis beschrieben 
und aus demselben ein Ausschnitt mit dem Mittelpunktswinkel (( = 
120° herausgeschnitten. (Abb. 73.) Welchen Rauminhalt schließt der 
zum Kegelmantel zusammengebogene Kreisausschnitt ein? 

Um den Rauminhalt des Kegels zu berechnen, sind zunächst Grund
kreishalbmesser und Höbe zu bestimmen. Ersterer ergibt sich aus Glei

r·360 
chung 78) Ci = -- zu 

1 
ö* 
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Cl·l 120· SI 
r= 360 = 360 = 27 cm. 

Mit den Werten von 1 und r berechnet sich die Kegelhöhe nach 
Abb.73 aus der Gleichung 12 = h2 + r2 zu 

h = YJ.2 - r2 = YS1 2 - 272 = Y5S32 = 76,4 cm. 

Der Rauminhalt wird nunmehr mit Gleichung 75) 

1 1 
V = -:3 . n· r2 . h = -:3' J(. 272 . 76,4 "'"' 58 324 cm3• 

8. Es ist der Rauminhalt eines schiefen Kreiskegels zu berechnen, 
dessen Grundkreishalbmesser 12 cm und dessen Höhe 27 cm beträgt. 

Der Inhalt des schiefen Kegels wird auf dieselbe Weise berechnet, 
wie derjenige des geraden Kegels. Mithin nach Gleichung 75): 

1 TC' d 2 1 JC. 242 

V=-:3·-4-·h=-:3·-4-· 27 = 4071,501 cm3 • 

9. Ein 75 cm hoher, gerader Kegel hat eine Ellipse mit den Halb
achsen a = 18 cm und b = 12 cm zur Grundfläche. (Abb. 48.) Wie 
groß ist der Rauminhalt dieses Kegels? 

Der Inhalt des elliptischen Kegels wird wie derjenige des Kreis
kegels berechnet. Der Inhalt einer Ellipse ist nach Gleichung 41) 
G = n . a . b. Mit diesem Werte wird alsdann nach Gleichung 93) 

n·a·b·h 1(·IS·12·75 
V=---= -= 16965 cm3• 

3 3 
10. An einem Kegelstumpf ist der Durchmesser des unteren Grund

kreises d1 = 60 cm, derjenige des oberen d2 = 40 cm und die Höhe 
h = SO cm lang. Wie groß werden Inhalt, Mantel und Oberfläche dieses 
Stumpfes? (Abb. 74.) 

Der Inhalt berechnet sich aus Gleichung 85) zu 

V = TC '2h • (di + dl . d2 + d;) = n· 80 . (e02 + 60 . 40 + 402) d. i. 
1 12 

251,33 - ,., 
V=-12-·7600= 159115 cm3 • 

Der Mantel ist aus Gleichung 86) M = Je. (1'1 + 1'2)·1 zu berechnen. 
In dieser Gleichung ist 1 unbekannt; man findet diesen Wert aus Glei
chung 89) 

1 = Yh2 + (r1 - r2)2 = YS02 + (30 - 20)2 = 80,62 ·cm. 

Diesen Wert in die Gleichung für Meingesetzt: 

M = n· (30 + 20)·80,62 = JC' 50· 80,62 = 12663,79 cm2• 

Die Oberfläche erhält man aus Gleichung 91) 

Je. 60 2 JC. 402 

O=M+Gl+G2=M+-4-+-4-, d. i. 

0= 12663,79 + 2827,43 + 1256,64 = 16747,86 cm2 • 
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11. Wieviel Liter Wasser faßt ein Blechgefäß von der Form eines 
abgestumpften Kegels - Eimer - dessen oberer Durchmesser 30 cm, 
dessen unterer Durchmesser 24 cm und dessen lichte Höhe 26 cm beträgt~ 

Da es sich um Liter handelt, ist die 
Rechnung in Dezimetern durchzuführen. 
Nach Gleichung 85) erhält man 

V = ~~h . (d~ + d1 • ds + d~) oder 

%·2,6 . 
V=~.(32+3.2,4+2,42) d.l. 

8,168 
V=~.21,96= 14,9471. 

12. Ein kreisrundes Blechgefäß besitzt die 
in Abb. 76 skizzierte Form. Welchen Raum
inhalt besitzt dasselbe? 

Das Gefäß setzt sich aus den Zylindern 
I, Irr und dem abgestumpften Kegel II zu
sammen. Damit wird zunächst nach Glei
chung 43) 

VI = 'TC /2 . h = 'TC • ~,22 . 0,3 d. i. 

VI = 1,131 . 0,3 = 0,339 m3 und Abb,76. 

%. d2 ",;. 092 

VIII = -4-' h = 4' ·0,6 = 0,636·0,6 = 0,382 m8• 

Für den zwischen den Zylindern 'befindlichen Kegelstumpf erhält 
man nach Gleichung 85) 

_ it • h 2 2 _ it . 0,3 2 2) 
Vn - 12 ·(d1 +d1 ·d2 +d2)--12· (1,2 + 1,2·0,9+0,9 , 

0,942 
d. i. VII = ~ . 3,33 = 0,2614 m 3• 

Mit diesen Werten wird der Gesamtinhalt des Gefäßes 

V = VI + VII + VIII = 0,339 + 0,261 + 0,382 = 0,982 m3• 

Aufgaben. 

1. Von einem Kegel sind der Halbmesser des Grundkreises r = 
3,6 dm und die Höhe h = 12,3 dm gegeben. Zu berechnen sind 
Rauminhalt, Mantel und Oberfläche. 

V = 166,932 dm3• M = 144,880 dm2• 0 = 185,595 dm2• 

2. Von einem Kegel sind der Halbmesser des Grundkreises r = 
0,85 m und die Länge der Kegelseite I = 1,5 m gegeben. Inhalt, 
Mantel und Oberfläche sind zu berechnen. 

V = 0,934 m3• M = 4,005 m2 • 0 = 6,275 m2 • 
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3. Der Rauminhalt eines Kegels ist V = 360 em3, der Halbmesser 
des Grundkreises r = 9 em. Wie groß werden Höhe, Mantel und Ober
fläche des Kegels~ 

h = 4,244 cm. M = 360,074 cm2• 0 = 614,543 em2• 

4. Für einen Kegel, dessen Grundkreishalbmesser r = 20 cm und 
dessen Höhe h = 25 cm ist, soll der Blechmantel zugeschnitten wer
den. Welchen Halbmesser I und welchen Mittelpunktswinkel Ct erhält 
der erforderliche Kreisausschnitt ~ 

1=32 cm. Ct = 225°. 
5. Eine kegelförmige Turmspitze, deren Grundkreisdurchmesser 

d = 6 m und deren Mantellinienlänge I = 12,5 m ist, soll eingedeckt 
werden. Wie viel m 2 Eindeckungsmaterial sind erforderlich ~ 

M = 117,843 m2• 

6. Ein kreisrundes, eimerförmiges Gefäß soll 75 I Flussigkeit auf
nehmen bei einem lichten Durchmesser von 55 cm oben und 40 cm 
unten. Welche lichte Höhe muß das Gefäß erhalten? 

h=4,198 dm,--...,420 mm. 

Übungen. 
1. Ein 250 mm hoher gerader Kegel, dessen Grundkreis einen 

Durchmesser von 120 mm besitzt, ist vollkommen durchzurechnen. 
(s = 7,85.) 

2. Ein Kegel mit einer Mantellinie von 25 cm und einem Grund
kreishalbmesser von 6 cm Länge ist vollkommen durchzurechnen. 

3. Der Rauminhalt eines Kegels beträgt 1500 c m 3, die Mantel
linie ist 30 c m lang. Der K~gel ist vollkommen durchzurechnen. 
(s = 8,9.) 

4. Die Oberfläche eines Kegels beträgt 750 cm 2, die Mantellinie 
ist 15 cm lang. Der Kegel ist vollkommen durchzurechnen. 

5. Ein Kegel von 10,5 m 3 Inhalt besitzt einen Grundkreisdurch
messer von 4,25 m. Welche Höhe erhält der Kegel? 

6. Welchen Durchmesser muß der Grundkreis eines Kegels von 
1 m 3 Inhalt erhalten, wenn die Höhe des Kegels 1 m beträgt? 

7. Die Mantelfläche eines Kegels wird von einem Kreisausschnitt 
gebildet, dessen Halbmesser 550 mm lang ist und dessen Mittelpunkts
winkel 90° beträgt. Welchen Durchmesser besitzt der Grundkreis des 
Kegels? 

8. Ein Kreisausschnitt von 100 cm Halbmesser mit einem Zentri
winkel von 120° wird zu einem Kegelmantel zusammengebogen. Wel
chen Rauminhalt besitzt der Kegel? 

9. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel Ct = 150° bildet den 
Mantel eines geraden Kegels. Wie groß ist der Rauminhalt, wenn die 
Kt;lgelseite 100 mm lang ist? 

10. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichseitiges 
Dreieck, die Mantelfläche besitzt 25m 2 Inhalt. Welche Höhe besitzt 
der Kegel? 
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11. Es ist die Oberfläche eines Kegels zu berechnen, welcher einer 
45 cm hohen Pyramide umschrieben ist, deren Grundfläche ein Qua
drat von 20 cm Seitenlänge ist. 

12. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels mit einer Grundfläche 
von 2 m Durchmesser ist ein rechtwinkliges Dreieck. Im Abstande 
von 1,2 m über der Grundfläche wird ein zu dieser paralleler, ebener 
Schnitt 'gelegt. Welchen Inhalt besitzen a) die Schnittfläche, b) der 
Ergänzungskegel, c) der Kegelstumpf, d) dessen Oberfläche und e) die 
Oberfläche des Vollkegels1 

13. An einem geraden Kegel besitzt der Durchmesser des Grund
kreises eine Länge von 5 dm, die Seite eine solche von 15 dm. Der 
Kegel wird bei gleichbleibender Grundfläche so abgedreht, daß sein 
Gewicht nur noch die Hälfte des ursprünglichen beträgt. Welche 
Höhe erhält der neue Kegel1 

14. Ein abgestumpfter, gerader Kegel von 25 cm Höhe mit Grund
kreisen von 15 cm bzw. 8 cm Durchmesser soll vollkommen durch
gerechnet werden. (s = 0,9.) 

15. Ein Gefäß in Form eines abgestumpften Kegels soll bei Grund
kreisen von 75 mm bzw. 150 mm Durchmesser 5 dm 8 Rauminhalt 
besitzen. Welche Tiefe muß das Gefäß erhalten 1 

16. Von einem geraden, abgestumpften Kegel sind die Grundkreis
halbmesser mit 12 cm bzw. 8 cm und der Rauminhalt mit 2500 cm 3 

gegeben. Der Kegelstumpf ist vollkommen durchzurechnen. 
17. Aus einem Baumstamm von 5 m Länge, dessen Endflächen 

Kreise von 50 cm und 40 cm Durchmesser sind, soll eine achtseitige 
Pyramide geschnitten werden. Welchen Raum nimmt der Abfall ein 1 

18. Eine vollgegossene, konisch verlaufende Säule besitzt am Fuße 
einen Umfang von 550 mm, am Kopfe einen solchen von 480 mm; 
die Höhe zwischen den beiden Durchmesseru beträgt 3,25 m. Wieviel 
kg wiegt die Säule mit s = 7,251 

19. Ein Stahlzylinder hat bei einer Höhe von 40 cm einen Durch
messer von 25 cm. Er ist so abzudrehen, daß ein Kegelstumpf ent
steht, dessen Gewicht gleich dem halben Zylindergewicht ist. Grund
fläche und Höhe des Zylinders bleiben unverändert. Wie groß wird 
der Durchmesser der Deckfiäche1 (s = 7,8.) 

20. Aus einem gußeisernen Würfel von 30 kg Gewicht wird ein 
Kegel ausgedreht, dessen Grundkreis die Würfelkanten einer Seiten
fläche berührt und dessen Spitze im Mittelpunkte des Würfels liegt. 
Der ausgedrehte Würfel ist in einen gleichseitigen Kegel umzugießen. 
Wie hoch wird dieser .Kegel, und welchen Durchmesser erhält seine 
Grundfläche 1 (s = 7,3.) 

21. Von einem schiefen Kreiskegel ist der Halbmesser des Grund
kreises r = 12 cm und die Höhe h = 25 c m gegeben. Wie groß ist 
der Rauminhalt1 

22. Von einem schiefen Kreiskegel ist der Halbmesser des Grund· 
kreises r = 17,5 cm, sowie die größte Mantellinie h = 30 cm und 
die kleinste 12 = 20 cm gegeben. Wie groß ist der Inhalt des Kegels1 
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23. Ein kreisförmig aus Beton hergestellter Wasserbehälter soll 
vollständig gefüllt 125m s Wasser aufnehmen; der BöschungswinkeP) 
ist gleichmäßig a = 50°. Welche Tiefe erhält der Behälter, wenn der 
Randdurchmesser 12,5 m beträgM 

F. Die Kugel. 
59. Allgemeines. a) Bei Besprechung der Gesetze der Plani

metrie wurde gelegentlich der über die Entstehung der Kreislinie 
abgegebenen Erklärung gesagt, daß alle Punkte einer Ebene, 
welche von einem festen Punkte M gleichen Abstand haben, 
auf einem Kreise liegen 2). 

Dehnt man die gleiche Erklärung auf den Raum aus, d. h. sucht 
man die Lage aller Punkte im Raume, welche von einem festen 
Punkte M gleichen Abstand haben, so erhält man ein räumliches 
Gebilde, nämlich die Kugelfläche bzw. die Kugeloberfläche. 
Diese ist demnach als eine krumme, in sich geschlossene Fläche auf
zufassen, welche mit aUen ihren Punkten von einem festen Punkte, 
dem Kugelmittelpunkte, gleich weit entfernt ist. 

Der von einer Kugelfläche begrenzte Körper wird Kugel genannt. 

Die Kugel ist demnach ein mathematischer Körper, dessen 
Oberfläche von einer gleichmäßig gekrümmten Fläche gebildet 
wird derart, daß sämtliche Punkte derselben von einem innerhalb 
liegenden Punkte, dem Kugelmittelpunkte, gleichweit entfernt sind. 

Eine Kugel erscheint dem B.eobachter in jeder Lage, welche man 
ihr auch geben mag, ·als Kreis. Soll daher eine Kugel bildlich dar
gestellt werden, so wird man stets eine Kreislinie zeichnen. Daraus 
läßt sich. ohne weiteres der Schluß ziehen, daß viele Gesetze der Kreis
lehre sinngemäße Anwendung auf die Kugel finden. 

b) Jede Verbindungslinie des Mittelpunktes M der Kugel mit einem 
Punkte der Kugeloberfläche nennt man einen Kugelhalbmesser oder 
Kugelradius. Derselbe wird mit r bezeichnet: HalbmesserMA=r, 
Abb. 77. Sämtliche Halbmesser einer Kugel sind gleich 3). 

Verlängert man einen Kugelhalbniesser über den Mittelpunkt hinaus 
um sich selbst, fallen also zwei Halbmesser in eine Gerade zusammen, 
so bilden sie einen Kugeldurchmesser: Durchmesser CD in Abb. 77. 
Sämtliche Kugeldurchmesser sind gleich. 

Eine Gerade, welche zwei beliebige Punkte der Kugeloberfläche 
miteinander verbindet, heißt Kugelsehne: Sehne EF in Abb. 77. 
Sehnen, welche vom Mittelpunkte einer Kugel gleichen Abstand haben, 
sind gleich. Ungleiche Sehnen einer Kugel haben ungleichen Abstand 
vom Mittelpunkte, und zwar liegt die größere Sehne demselben näher 

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S. 83, Ziffer 42. 
2) " " " "Planimetrie ,,11, " 26. 
3) " " " " " 134, ,,141. 
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als die kleinere 1). Die größte Sehne in der Kugel ist der Kugel
durchmesser. 

Eine Gerade, welche mit ihren Punkten zum Teil innerhalb, zum 
Teil außerhalb einer Kugel liegt, nennt man Schneidende oder Se
kante: Sekante GH in Abb.77. Diese schneidet eine Kugel nur in 
zwei Punkten 2). 

Nähert sich die Sekante immer mehr und mehr dem die Kugel 
darstellenden Kl'eise, so fallen die bei den Schnittpunkte derselben mit 
diesem schließlich in einen 
einzigen Punkt T zusam
men; die Kugelsekante 
wird zur Kugeltan
gente: Tangente IK in 
Abb.77. Die Tangente ~ 
hat mit der Kugelober
fläche nur einen Punkt, 
denBerührungspunkt, 
gemeinsam; sie steht senk
recht auf dem nach dem 
Berührungspunkte T ge
zogenen Halbmesser 3). An 
eine Kugel lassen sich in 
einem Punkte ihrer Ober
fläche unendlich viele Tan
genten ziehen, welche auf 
dem Halbmesser nach dem 
gemeinsamen Berührungs
punkte senkrecht stehen. 

Von einem beliebigen, festen Punkte P außerhalb einer Kugel 
können unendlich viele Tangenten an die Kugel gezogen werden, 
welche bis zu ihren Berührungspunkten die Mantellinien -eines Kegels, 
des sogenannten Berührungskegels, bilden. Sämtliche Kugeltan
genten von diesem festen Punkte P bis zu ihren Berührungspunkten 
sind gleich. Wird die Entfernung dieses Punktes P von der Kugel 
immer größer, bis derselbe schließlich in die Unendlichkeit fällt, so 
geht der Berührungskegel in den Berührungszylinder über. So 
nimmt man z. B. bei Schattenkonstruktionen die Sonnenstrahlen als 
parallel auf den Körper treffend an. 

c) Jede Schnittebene, welche durch eine Kugel gelegt wird, schneidet 
dieselbe in einem Kreise: Kreis mit dem Halbmesser AB = r1 in 
Abb. 77. Der Mittelpunkt B dieses Kreises wird von dem Fußpunkte 4) 

des vom Kugelmittelpunkte M auf die Schnittebene gefällten Lotes I 

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 141, Ziffer 151 u. 152. 
2)" " "" " "135,,, 142 u. 143. 
3) " " " " ,,142, " 153. 
4) " " " " ,,31, " 40, Schlußsatz. 
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gebildet. Nach dem Pythagoras ergibt sich aus dem bei B recht
winkligen Dreieck MBA: 

r 2 = 12 + r~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94) 

Der Halbmesser 1'1 eines Schnittkreises ist, solange die Schnitt
ebene nicht durch den Kugelmittelpunkt geht, kleiner als der Kugel
halbmesser r. Geht die Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt, 
so wird 

der hierbei entstehende Schnittkreis wird als größter Kugelkreis 
oder als Hauptkreis bezeichnet; alle anderen Schnittkreise, wie z. B. 
der Schnittkreis mit dem Halbmesser AB in Abb. 77, werden Klein
kreise oder Nebenkreise genannt. 

Den auf einem größten Kugelkreise senkrecht stehenden Durch
messer der Kugel nennt man die Achse des Kugelkreises. Die 
Endpunkte dieses Durchmessers bilden die Pol e des Kugelkreises 1). 

Die Schnittgerade 2) der Ebenen zweier größten Kugelkreise ist stets 
ein Durchmesser. Durch zwei Punkte auf der Kugeloberfläche läßt 
sich nur ein einziger, größter Kugelkreis legen. Durch drei 
Punkte auf der Kugeloberfläche läßt sich stets ein Kreis legen, der 
mit sämtlichen Punkten auf der Kugelfläche liegt. 

A Schneiden sich zwei Kugeln, 
so ist die Schnittfigur immer ein 
Kreis. Über die Lage zweier 
Kugeln zueinander gilt sinnge
mäß das in Planimetrie S. 138, 
Ziffer 149 über die Lage zweier 
Kreise Gesagte. 

d) Ein in il'gendeinem Ab
stande vom Mittelpunkte ge
führter ebener Schnitt schneidet 
von der Kugeloberfläche eine 
Kugelhaube oder eine Kugel-
kappe ab 3). (Abb.78.) 

Der Teil des Kugelkörpers, 
welcher von einer derartigen 
Kugelhaube und der Ebene ihres 

Abb. 78. Schnittkreises begrenzt wird, heißt 
Kugelabschnitt oder Kugelsegment. (Abb.78.) 

1) Bezeichnung der Kreise auf der Erdkugel. Die Erde besitzt an· 
genäherte Kugelform. Die Verbindungslinie von Nord· und Südpol heißt 
Erdachse, welche ein Durchmesser der Erdkugel ist. Der zur Erdachse senk· 
recht stehende, größte Kreis heißt Äquator. Die zum Äquator parallel lie
genden Kreise heißen Parallel- oder Breitenkreise; sie sind Kleinkreise. 
Die durch Nord· und Südpol gehenden Kreise gelten als größte Kreise und 
werden Meridiane genannt. 

2) V gl. S. 5, Ziffer 3 e. 
3) Auch Kugelschale oder Kalotte genannt. 
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Der Punkt A einer Haube oder eines Abschnittes, welcher von 
allen Punkten des Schnittkreises gleich weit entfernt ist, heißt Scheitel 
der Haube oder des Abschnittes. Den Abstand dieses Scheitels von 
der Ebene des Schnittkreises nennt man die Höhe der Haube oder 
des Abschnittes; er wird allgemein mit h bezeichnet. (Abb. 78.) 

Zwei parallel geführte, ebene Schnitte schneiden die Kugel in 
zwei Parallelkreisen. Der Teil der Kugeloberßäche, welcher zwi
schen zwei. Parallelkreisen liegt, heißt Kugelzonei). Der Teil des 
Kugelkörpers, welcher von einer Zone und den Ebenen ihrer Schnitt
kreise begrenzt wird, heißt Kugelscheibe oder Kugelschicht. Den 
Abstand der beiden Schnittkreise nennt man die Höhe h der Kugel
zone sowie der zu dieser gehörenden Kugelscheibe. (Abb. 79.) 

Abb.79. Abb.80. 

Verbindet man sämtliche Punkte des Schnittkreises eines Kugel
abschnittes mit dem Mittelpunkte M der Kugel, so entsteht über dem 
Kugelabschnitt ein gerader Kegel. Den Teil eines Kugelkörpers, 
der von einem Kugelabschnitt und einem geraden Kegel begrenzt 
wird, dessen Grundkreis der Schnittkreis des Kugelabschnittes ist und 
dessen Spitze im Kugelmittelpunkte liegt, bezeichnet man als Kugel
ausschnitt oder als Kugelsektor. (Abb. 80.) 

Ebene Schnitte, welche durch den Mittelpunkt einer Kugel gelegt 
werden, teilen dieselbe in zwei Halbkugeln. 

1. Berechnung der Kugel. 
60. Rauminhalt. Man denke sich, wie in Abb. 81 dargestellt, 

links eine Halbkugel vom Halbmesser r und rechts einen geraden 
Kreiszylinder , welcher mit der Halbkugel gleiche Grundfläche und 
gleiche Höhe hat, auf eine Ebene nebeneinander gestellt; der Halb
messer des Kreiszylinders und dessen Höhe ist alsdann ebenfalls = r. 
Weiter denke man sich rechts aus dem Zylinder einen geraden Kegel 

1) Auch Kugelgürtel genannt. 
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herausgeschnitten, dessen Grundfläche mit der Deckfläche des Zylin
ders zusammenfällt und dessen Spitze in der Mitte der Grundfläche 
des Zylinders liegt. Der um den Kegelinhalt verminderte Zylinder
inhalt soll als Restkörper bezeichnet werden. 

Legt man nun durch die Halbkugel und den R€.stkörper in einem 
beliebigen Abstande 1 von den gleichen Grundflächen G einen Par
allelschnitt zu diesen, so schneidet derselbe die Halbkugel in einer 
Kreisfläche mit dem Flächeninhalte F 1 und den Restkörper in einer 

~ 
I : 

Kreisringfläche mit dem Flächeninhalte FI. Nach den Eintragungen 
in Abb. 81 ist der Halbmesser der Kugelschnittfläche = rl, der äußere 
Halbmesser des Kreisringes = r und der innere = 1; 1) alsdann ist mit 
diesen Bezeichnungen 

der Inhalt des Kugelschnittkreises 
F1 = 1t • r~. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. I) 

und der Inhalt der Kreisringfläche 
Fr = je· r 2 - 1t .12 , d. i. 
Fr = 1t . (r2 -12) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ir) 

Nun ist in dem in der Halbkugel liegenden, bei H rechtwinkligen 
Dreieck MHI nach dem Pythagoras 

ri = r2 -12 • 

1) Daß der innere Kreisringhalbmesser 1 gleich dem Abstande 1 der Kreis
ringfläche von der Grundfläche des Zylinders . ist, geht aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke MBC und MDE hervor. Vgl. hierzu W. u. St., Planimetrie S.191, 
Ziffer 187; 2. 
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Setzt man diesen Wert für r~ in die vorstehende Gleichnng 1) für 
den Inhalt des Kugelschnittkreises Fl ein, so erhält man 

F1 = n: . (r2 - 12) • • • • • • • • • • • • • TI1) 
Aus Gleichnng TI und IIl) folgtl): 

F l =F1 d. h. 
der Inhalt des Kugelschnittkreises ist ·gleich dem Inhalte der 

KreisringfläQhe. 
Di~se Gleichheit der Schnittflächen F1 und F 1 ließe sich auch für 

jeden anderen, in gleicher Weise durch die beiden Körper gelegten 
Parallelschnitt nachweisen. Bezeichnet man die Inhalte sämtlicher so 
entstehenden Schnittflächen in der Halbkugel mit F 1 , F 2, Fa ...... F n 

und diejenige in dem Restkörper mit F J, F n , Fm ...... F,n), so muß 

F l +F2 +Fs + .... + Fn=FI+Fn+Fm .... + F(n) sein. 
Die Summe links vom Gleichheitszeichen ist aber nichts anderes 

als der Inhalt der Halbkugel, diejenige rechts vom Gleichheitszeichen 
der Inhalt des Restkörpers. Folglich: 

Inhalt der Halbkugel = Inhalt des Vollzylinders minus Kegel. 
Diese Gleichung läßt sich deuten wie folgt: 
Der Inhalt einer Halbkugel ist gleich der Differenz zwischen 

einem Zylinder und einem Kegel, von denen jeder den größten Kugel
kreis als Grundfläche und den Halbmesser der Kugel als Höhe be
sitzt, oder, bezogen auf den Durchmesser: 

Der Inhalt einer ganzen Kugel ist gleich der Differenz zwischen 
einem Zylinder und einem Kegel, von denen jeder den größten Kugel
kreis als Grundfläche und den Durchmesser der Kugel als Höhe 
besitzt. 

Entsprechend Gleichung 43) und 75) wird alsdann, wenn man den 
Rauminhalt der Vollkugel mit V bezeichnet, derjenige der Halbkugel 

~ = TC • r2 • r - ~ . n: . r2 • r, d. i. 

V 1 2= n:. r 3 -"3' n:. rS• Mithin: 2) 

V 2 -=--. ,e. r S 
23' 

Aus dieser Inhaltsgleichung für die Halbkugel ergibt sich der 
Rauminhalt für die ganze, volle Kugel 

2 
V = 2 . - . n: . r S, d. i. 

3 
_ 4 .. 3 V - 3" :n: r . . . . . . . . . . . . . . . RE. . . . . . . . 95) 

1) Sind in zwei Gleichungen die rechten Seiten gleich, so sind auch die 
linken gleich. 

I 3 I 2 
2) n· r3 - 3" . n· r3 = 3- . n . r3 - 3 . n· r3 ="3 . n . r3• 
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Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 

d (d)3 d 3 
so geht Gleichung 95) mit r = 2' also r 3 = 2 ="8 über in 

1 
V = 6· :rr: • d3 ••••••••••••••• RE ........ 96) 

61. Verhältnis der Rauminhalte zweier Kugeln. Bezeichnet man 
die Rauminhalte zweier Kugeln mit V1 und V2, die zugehörigen Halb
messer mit r1 und r2, so ist nach Gleichung 95) 

4 3 d V1 =-·n·r un 3 1 

4 3 
V2 = 3' n· r2 

Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so folgt: 

4 3 
-·n·r 3 1 

Das ist aber 1) 
4 3 -·n ·r 3 2 

~~ = ~!, wofür man schreibt 
V 2 r 2 

V1 : V2 = r~: r~ ............. 97) 

In gle:cher Weise ergibt sich mit Gleichung 96) 

/ 
/ 

( 

Abb.82. 

Vl : V2 = d~: d~ ............. 98) 

Die Rauminhalte zweier Ku
geln verhalten sich wie die drit
ten Potenzen ihrer Halb- oder 
Durchmesser. 

62. Zylinder, Kugel und Kegel 
von gleichen Durchmessern und 
Höhen. Stellt man in einen Zy
linder eine Kugel und einen 
Kegel derart, daß Durchmesser 
und Höhe des Zylinders gleich dem 
Kugeldurchmesser sind, daß ferner 
der Kegel gleiche Grundfläche mit 
dem Zylinder und als Höhe eben
falls den Kugeldurchmesser besitzt 
(Abb. 82), so ergibt sich entspre
chend Gleichung 43), 75) und 95) 
für die Rauminhalte 

1) Vgl. W. u. St., Arithm; u. Algebra S.47, Ziffer 49. 



des Zylinders: 

3 

7/;' 1'3 
6·-

3 

Die Kugel. 

der Kugel: 
4 
- • TC' r 3 

3 
4· TC' r 3 

3 

3 

des Kegels: 

~ • TC' r2 • 2· r, d. i. 

oder 

wofür man schreiben kann 
TC, 1'3 

4·--
3 

95 

Die Koeffizienten dieser drei Rauminhalte verhalten sich dem
nach wie 

6 
3 

4 
2 

In Form einer Gleichung erhält man 

2 oder wie 
1. 

V Zylinder V Kugel V Kegel = 3 : 2 : 1 . . . . . . 99) 

In Worten: Nimmt man den Kegel als Einheit an, so ist 
unter den angegebenen Verhältnissen der Inhalt der Kugel 
zweimal, derjenige des Zylinders dreimal so groß als der 
Inhalt des Kegels. 

63. Oberfläche. Zur Berech-
nung derselben zeichne man auf 
der Oberfläche der Kugel, ähnlich 
der Einteilung eines Erdglobus, 
in äußerst kleinen Abständen eine 
große Anzahl Parallelkreise (Brei
tenkreisß) und größte Kugelkreise 
(Meridiane 1), welche die Kugel
fläche durch das auf diese Weise 
entstehende, außerordentlich enge 
Liniennetz in so kleine Flächen
teilchen zerlegen, daß man jedes 
derselben als ebenflächig ansehen 
kann. (Abb. 83.) 

Die Inhalte diesel' Flächen
teilchen bezeichne man der Reihe 
nach mit gl, g2, g3 ....... gn' Abb. 83. 
Verbindet man alsdann sämtliche 
Schnittpunkte dieser Kreise mit dem Mittelpunkte der Kugel, so kann 
man sich diese als aus unendlich vielen, äußerst kleinen pyramiden
förmigen Körpern zusammengesetzt denken, deren Spitzen sämtlich 
im Kugelmittelpunkte liegen und deren Höhen man, ohne einen 

1) Vgl. Fußnote auf S.90. 
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nennenswerten Fehler zu begehen, gleich dem Halbmesser der Kugel 
setzen darf. In Abb. 83 ist eine derartige kleine Pyramide angedeutet; 
der Inhalt jeder einzelnen derselben ist alsdann 

gl . r g2 . r gs . r g.J, . r gn . r 
-3-' -3-' -3-' 3 ............ 3' 

Die Summe aller Pyramiden bildet jedoch den Inhalt der Kugel, 
so daß sich ergibt 

gl·r g2·r gs·r g4·r g ·r V + + + + + _n_ oder =-3- -3- -3- -3- ...... 3' 

r 
V = "3 . (gl + g2 + gs + g4 +. . . . . . . . . . + gn). 

Der Klammerausdruck stellt aber als Summe aller Pyramiden
grundflächen nichts anderes als die Kugeloberfläche dar, welche mit 0 
bezeichnet werden soll. Damit geht die letzte Gleichung für V über in 

r 
V="3' O. 

4 
Nun ist nach Gleichung 95) V ="3' n: . rS• 

Setzt man diesen Wert für V in die vorletzte Gleichung ein, so 
erhält man 

4 r 
"3 . n: . r3 = "3 . O. Hieraus folgt: 

o = ~ . ~ . n: . r S, d. i. 

0=4· Jr:. r 2 FE .. . . 100) 

Der Zahlenwert n:. r2 ist aber der Flächeninhalt eines größten 
Kugelkreises. Mithin kann man sagen: 

Die Oberfläche einer Kugel ist gleich dem vierfachen Inhalte 
-eines größten Kugelkreises. 

Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 

so geht Gleichung 100) mit r = ~, also r2 = (~) 2 = ~ über in 

O=Jr:·d2 ................ FE ........ 101) 

64. Folgerungen. In ähnlicher Weise, wie in Ziffer 61 das Ver
hältnis der Rauminhalte zweier Kugeln entwickelt wurde, läßt sich das 
Verhältnis der Oberflächen ableiten. Hier ergibt sich folgendes: 

Die Oberflächen zweier Kugeln verhalten sich wie die Qua
drate ihrer Halb- oder Durchmesser. 

In Ziffer 62 sind die Verhältnisse der Rauminhalte von Zylinder, 
Kugel und Kegel unter bestimmten Bedingungen klargelegt. Für die 
.oberflächen gilt folgendes: 
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Legt man um eine Kugel einen gleichseitigen Zylinder 1) und einen 
gleichseitigen Kegel 2), so verhalten sich die Oberflächen wie 9: 6 : 4. 
Die Rauminhalte stehen hier im gleichen Verhältnis. Man erhält. 
also in diesem Falle 

ÜZylinder 

V Zyllnder 

ÜKugel 

VKUgel 
ÜKegel1f = 9 : 6 : 4 •••••.• 102) 
VKegel 

2. Berechnung der Kugelteile. 
a. Rauminhalte. 

65. Kugelabschuitt -i- Kugelsegment. In Ziffer 60 ist nach
gewiesen, daß die in Abb. 81 dargestellte Halbkugel und der soge
nannte Restkörper gleichen Rauminhalt haben. Aus diesem Beweise 
geht hervor, daß auch jeder Teil der Halbkugel, welcher zwischen 
ihrem Pol P und einer zu ihrer Grundfläche G parallelen Schnittebene 
liegt, gleich demjenigen Teile des Restkörpers ist, der zwischen seiner 
Deckfläche und der im gleichen Abstande befindlichen parallelen 
Schnittebene liegt. 

/' 

Abb.84. 

In Abb. 84 sind die beiden Körper der Abb. 81 in einfacherer 
Form dargestellt. APB ist der Achsenschnitt eines Kugelabschnittes 
mit der Höhe h; CDEH ist der Achsenschnitt durch den Zylinder 
vom Halbmesser r und der gleichen Höhe h. HIKE stellt den 
Achsenschnitt des abgestumpften, geraden Kegels mit den Grundkreis
halbmessern rund r - h dar, welcher aus dem Zylinder CDEH 
herausgeschnitten ist. Alsdann ist der Rauminhalt des Kugelabschnittes 
gleich dem Inhalte des Zylinders, vermindert um den Inhalt des ab
gestumpften Kreiskegels, also 

Inh: des Kugelabschn. = Inh. des Zylinders - Iuh. des abgest. Kegels 3), 

d. i. mit den Bezeichnungen in Abb. 84 und entsprechend den Glei
chungen 43) und 84) 

;T' h 
V = 1e· r2 • h - -- . [r2 + r· (r - h) + (r - h)2J oder 4) 

3 

1) V gl. S. 41, Ziffer 30 e. 
2) " ,,75, 50 c. 
3) " ,,93, " 60. 
4) "W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 29, Ziffer 35; 2. 

Weickert·Stolle, Maschinenrechnen, 1,4. 2. Aufl. 7 
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%·h 
V = % . r2 • h - - 3- . (1'2 + 1'2 - r . h + r 2 - 2 . l' . h + h2). Mithin: 

%·h 
V = % . r2 • h - - 3- . (3· r2 - 3· r . h + h 2). Folglich: 

%. h 3 

V ='7( .-ra . <h<-'- % . 1'2. h+%·r·h2 - -- . 
3 

Schreibt man hier %. h 2 heraus 1), so ergibt sich, da sich die ersten 
beiden Glieder heben 

V = % . h 2 . (r _ ~) = % . h2 . (3 . r;- h) .2) Mithin: 

::r. h2 

V = ~ . (3 . r - h) ......... RE ..... . .. 103) 

Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 
so geht Gleichung 103) über in 

::r. h2 

V = - 6- . (3 . d - 2 . h) ...... RE ... .. ... 104) 

p 

Abb. 85. 

Um eine Gleichung zu er
halten, in welcher der Raum
inhalt des Kugelabschnittes durch 
dessen Grundkreishalbmesser r1 
zum Ausdruck kommt, beachte 
man Abb. 85. In den rechtwink
ligen Dreiecken PSB und BSN 
verhält sich 3) 

h: r1 = 1'1: (2·1' - h), d. i,4) 
h.(2·r-h)=ri, oder 
2·r·h-h2 =r;. Folglich: ... I) 

2· r·h=ri +h2 und damit 
_ ri +h2 

1'- • 
2·h 

Setzt man diesen Wert von 
l' in Gleichung 103) ein, so er
hält man 

V = --'- . 3· _1 _ _ _ - h oder %.h2 ( r 2 +h2 ) 

3 2·h 

%·h2 3·(ri+h2)-2·h2 • • 

V = -3 . 2 . h ,) d. 1. 

') Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43A; b. 

2) " " "" " " " ,,45, " 47. 
3) " " " " Planimetrie S.210, Ziffer 196, Gleichung 107. 
4) " " Arithm. u. Algebra S. 190, Ziffer 131; Hauptregel. 
5) " " " " " " 45, 47 u. S.56, Ziffer 55. 
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%·h2 

V = 6. h . (3 . r~ + 3 . h2 - 2 . h2). Folglich: 

%·h 
V=-6-·(3.r~+h2) ...... RE ........ 105) 

Führt man den Durchmesser dl. des Grundkreises des Kugelab
schnittes in die Rechnung ein, so geht Gleichung 105) über in 

~·h 
V = 24 . (3 . d~ + 4 . h 2). • • • • RE . . . . . . . . 106) 

66. Kugelausschnitt -+- Kugelsektor. Der Kugelausschnitt setzt 
sich aus einem Kugelabschnitt und einem geraden Kegel zusammen, 
dessen Grundfläche G mit derjeni
gen des Abschnittes zusammen
fällt und dessen Spitze im Kugel. 
mittelpunkte M liegt. (Abb. 86.) 
Die Höhe h des Kugelabschnittes 
ist zugleich diejenige des Kugel
ausschnittes; Kugelabschnitt und 
Kegel haben die gemeinsame 
Grundfläche G mit dem Halb
messer rl. Damit wird 

Inhalt des Kugelausschnittes = 
Inhalt des Kugelabschnittes + 

Inhalt des Kegels, 

das ist mit den Bezeichnungen 
in Abb. 86 und entsprechend den 
Gleichungen 103) und 75) Abb.86. 

%. h2 1 2 
V = -3 - . (3 . r - h) + 3 . % • r I • (r - h), oder 

V = ~ . [h2 • (3 . r - h) + r~ . (r - h)]. 
3 . 

Nun ist das Quadrat des Halbmessers rl des Abschnitt- und Kegel
grundkreises nach der Entwicklung von Gleichung I) in Ziffer 65, 
Seite 98 

r~ = 2 . r . h - h 2 • 

Setzt man diesen Wert für r~ in die letzte Gleichung für V ein, 
so erhält man 

V = ~ . [h2 • (3 . r - h) + (2 . r . h - h2) • (r - h)] d. i. 
3 
% 

V = 3·(3 ·r·h2 -h3 +2 ·r2 ·h-2·r·h2 -h2 ·r+h3) oder 

%·h 
V = -3-' (3 . r· h - h 2 + 2 . r2 - 2 . r· h - r· h + h2). 

7* 
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Mithin, da sich 3 . r . hund h2 herausheben: 
Jr . h 

V = - - ·2· r2• Dafür kann man schreiben 
3 

2 
V = - . :n: • 1'2 • h . . . . . . . . . . . . RE. . . . . . . . 107) 

3 
Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 

so erhält man 
::t . d2 

V= - 6 - ·h .............. RE ........ 108) 

Eine weitere Gleichung, in welcher der Inhalt des Kugelausschnittes 
durch den Halbmesser 1'1 des gemeinsamen Kugelabschnitt- und Kegel
grundkreises zum Ausdruck gelangt, ist folgende: 

2 , j--
V = - . :n: . 1'2 . (1' - r 1'2 - r~) . ... RE ........ 109) 

3 

I 

~ 

Abb.87. 

) 
J 

/ 

67. Kugelzone. Der Rauminhalt einer Kugelzone (Abb. 87) kann 
als Differenz zweier Kugelabschnitte berechnet werden: 

Inh. der Zone EDBF = Inh. ~s Abschn. EPD - Inh. des Abschn. FPB, 

d. i. mit den Bezeichnungen in Abb. 87 und entsprechend Gleichung 103) 
Jr.h2 'i[·h2 

V=T·(3.r-h2)-~.(3'1'-hl)' 

Nun ist h2 = h + h1. Folglich: 
n . (h + h1)2 n . h 2 

V = ' 3 . [3 ·1'-(h+h1)] - - 3---.! · (3·1' - h1 ) oder 

V = i· [(h + h1)2·(3·1' - h - h1) - h~· (3·1' - h1)]. Mithin: 

V = i . [(h2 + 2· h· h1 + hi)· (3·1' - h - hl) - h~. (3· l' - h1)]. 



Die Kugel. 101 

Ausmultipliziert : 
rt 

V = 3' (3rh2 + 61'hhl + 31'hi -h3 -2h2hl - hhi - h2h1 -

- 2hhi - h~ - 31'hi + hi)· 
Hebt man gleichartige Glieder heraus, so folgt: 

V = ~. (3rh2 + 61'hh1 - h 3 - 3h2h1 - 3hhi) d. i,I) 

;e· h 
V=-3-·(3rh+6rhI-h2-3hhI-3hi) oder auch 

_,,;.h, 2 2 
V - -~3-' [(6IhI - 3h1 - 3hhI + 31'h) - h ] ........ I) 

Nun ist im rechtwinkligen Dreieck MAB (Abb. 87) nach dem 
Pythagoras 

1'2 = ri + (1' - hl)2. Mithin: 
ri = 1'2 - (r - htl 2 oder 
ri = 1'2 - 1'2 + 2rhI - hi. Folglich: 
ri = 2 l' h1 - hi . . . . . . . . . . ., ..... U) 

Weiter ist im rechtwinkligen Dreieck MCD 
1'2 = 1'; + [r - (h + hl)]2. Mithin: 
1'; = 1'2 - [r - (h + hl)J2 oder 
r; = 1'2 - (1' - h - hl)2. 

Quadrat der Klammer aufgelöst 2): 

1'; = r2 - r 2 + 2rh + 2rh1 - h2 - 2hh1 - hi, d. i. 
r;=2rh+2rhl-h2-2hhl-hi············IU) 

Addiert man Gleichung II und III), so erhält man 3) 

ri + r; = 2rhl - hi + 2rh + 2rhl - h 2 - 2hhl - hi oder 

ri + r; + h2 = 4rhl - 2hi - 2hh1 + 2rh. 

Erweitert man beide Seiten der Gleichung mit ~, so folgt 4): 

3 2"' (ri + r; + h2) = 6rh1 - 3h~ - 3hh1 + 3rh. 

Die rechte Seite dieser Gleichung entspricht aber dem Werte der 
Bogenklammer in der vorstehenden Gleichung I), Seite 101. Setzt man 
daher die linke Seite der letzten Gleichung als Gleichwert in Gleichung I) 
ein, so ergibt sich 

V = rt ~!t. [~. (ri + 1'; + h2) - h2] d. i. 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43; A, b. 
2) " "" " ,,28, 35. 
3) " ,,133, " 109. 
4) " ,,131, " 108 c. 
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man schreibt 

........ 110) 

:Führt man an Stelle der Halbmesser rl und r2 die Durchmesser 
dl und d2 der Zonengrundkreise in die Rechnung ein, so geht Glei
chung 1l0) über in 

Jt'·h (2 2 ) V = 24' 3· d 1 + 3 . d 2 + 4 . h 2 •• RE ........ 111) 

b. Oberflächen. 

68. Kugelhaube. In gleicher Weise, wie das bei der Berechnung 
der Kugeloberfläche in Ziffer 63, Seite 95 erklärt wurde, denkt man 
sich, wie in Abb. 88 dargestellt, die Oberfläche der Kugelhaube mit 
einem Netz von Parallel- und Meridiankreisen überzogen. Alsdann 
kann man sich den zur Kugelhaube gehörenden Kugelausschnitt eben
falls aus unendlich vielen, äußerst kleinen pyramidenförmigen Körpern 
zusammengesetzt denken, deren Grundflächen gl, g2, g3 ..... gn die 
Oberfläche der Kugelhaube bilden, deren Spitzen sämtlich im Kugel-

mittelpunkte M liegen und deren 
P Höhen gleich dem Halbmesser r 

Abb.88. 

O=2·Jt'·r·h 

der Kugel sind. Auf diese Weise 
erhält man, genau wie bei der 
Vollkugel, für den Inhalt des 
Kugelausschnittes die Gleichung 

r 
V=3· 0 .1) 

Nach Gleichung 107) ist aber 
der Inhalt des Kugelausschnittes 
auch 

2 
V = - . n: . r 2 • h. 

3 
Aus diesen beiden Gleichun-

gen für V folgt: 

r 2 - . 0 = - . n . r 2 • h. Mithin: 
3 3 

....... ' ...... FE ........ 112) 

Nach Gleichung 45): M = 2 . n:. r . h ist aber der Ausdruck 2 ·Jr· r· h 
zugleich die Mantelfläche eines geraden Zylinders vom Grundkreishalb
messer r und der Höhe h. Daraus folgt in Verbindung mit Gleichung 112): 

1) Vgl. S.96, Ziffer 63. 
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Die Oberfläche einer Kugelhaube ist gleich dem zwischen 
denselben parallelen Schnittebenen liegenden Teil der l'Iantel
fläche des die Vollkugel umhüllenden Zylinders. (Vgl. Abb. 82.) 

Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 
so geht, Gleichung 112) über in 

0= Jl: • d· h ............... FE ......•. 113) 

Um auf eine Gleichung zu kommen, in welcher die Oberfläche der 
Kugelhaube durch den Grundkreishalbmesser rl derselben zum Aus
druck gebracht wird, beachte man, daß nach der Entwicklung von 
Gleichung I) in Züfer 65, Seite 98 

ri +h2 • r=--- Ist. 
2·h 

Setzt man diesen Wert von r in Gleichung 112) ein, so erhält man 

r 2 +h2 

0=2· TC' 12 . h . h. Hieraus folgt: 

0= Jl: • (ri + h 2) •••••••••••• FE . . . . 114) 

69. Kugelzone. Die Oberfläche einer Kugelzone mit der Höhe h 
kann aus der Differenz zweier Kugelhauben mit den Höhen hl und 
h2 berechnet werden, welche 
mit der Zone denselben Pol P I' 
besitzen. (Abb. 89.) Damit 
ergibt sich 

Oberfl. der Zone ABDC = 
Oberfl. der Haube APB
Oberfl. der Haube CPD, 

d. i. mit den Bezeichnungen 
in Abb. 89 und entsprechend 
Gleichung 112) 

o = 2· 1[ • r . h2 - 2 . ;f . r . hl • 

Mithin: 
o = 2 . TC • r . (h2 - h l ). 

Da aber nach Abb. 89 
h2 - h1 =h 

ist, so folgt: 

O=2·Jl:·r·h 

Abb.89. 

. FE ........ 115) 

Auch aus dieser Gleichung ergibt sich in Verbindung mit Glei
chung 45), genau wie bei der Kugelhaube: 

Die Oberfläche einer Kugelzone ist gleich dem zwischen 
densei ben parallelen Schnitte benen liegenden Teil der Mantel
fläche des die Vollkugel umhüllenden Zylinders. 

Weiter folgt: 
Sämtliche Zonen derselben Kugel, welche gleiche Höhen 

haben, haben auch gleiche Oberflächen. 
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Die Oberfläche der ganzen Kugel ist gleich dem Mantel 
des die Kugel umhüllenden Zylinders. (Vgl. Abb.82.) 

Führt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein, 
so geht Gleichung 115) über in 

O=:Jt'·d·h. . .. FE ......•. 116) 

c. Hohlkugel. 

70. Rauminhalt. Der Rauminhalt einer Hohlkugel kann als Diffe
renz zweier Vollkugeln mit den 

I 
I 
I 
I 

·~"'~~--72-+-'1-~Y»'"" 
I 
I 
I 
I 

Abb.90. 

Halbmessern r1 und r2 berechnet 
werden. (Abb. 90.) 

Mit Gleichung 95) ergibt 
sich alsdann 

V =~ . oe . r 3 - ~ • TC • 1'3 d I' 3 1 3 2" . 

4·;7l(3 3 V = -3-' r 1 -1'2) . RE. 117) 

Führt man die den Halb
messern entsprechenden Durch
messer d1 und d2 in die Rech
nung ein, so erhält man mit 
Gleichung 96) 

1 d 3 1 3' V =6" . oe· 1 - 6 . :77;'0 d 2 , d. I. 

V = ~. ((l~ - d~) • RE . 118) 

71. Oberfläche. Die Oberfläche der Hohlkugel läßt sich als Summe 
der Oberflächen zweier Vollkugeln mit den Halbmessern r1 und r2 be
rechnen. 

Mit Gleichung 100) erhält man 

o = 4 . :n: • ri + 4 . :n: • 1';, d. i. 

O=4·:Jt'·(1'~+1';) •.......... FE ........ 119) 

Führt man die den Halbmessern entsprechenden Durchmesser in 
die Rechnung ein, so folgt: 

O=:Jt"(d~+d;) ............ FE ........ 120) 

Die Wandstäl'ke der Hohlkugel ergibt sich ohne weiteres aus Abb. 90 zu 

6 = 1'1 - 1'2 ................ LE ........ 121) 

Beispiele. 

1. Wie groß ist der Rauminhalt einer Kugel von 12,5 c m Durchmessed 
Nach Gleichung 96) erhält man 

1 ] 
V=-·:n:·d3 =- ·Tc·125 3 = 1022816 cm 3• 6 6 ' , 



Die Kugel. 105 

2. Die Oberfläche einer Kugel beträgt 1285 mm 2. Wie groß werden 
Durchmesser und Rauminhalt~ 

Der Durchmesser ergibt sich aus Gleichung 101) 0 = n· d 2 zu 

1/0 11i285 
d = V n: = V 3,i4 = y 409,23 = 20,42 mm. 

Mit diesem Werte für d erhält man den Rauminhalt aus Gleichung 96) 

1 1 
V=-·n.da=-.n·2042a~4456 mm3 

6 6 ' - . 

3. Wie groß sind Mantel Mund Gesamtoberfläche Og einer Halb
kugel, deren Durchmesser = 50 mm ist? 

Die Oberfläche oder der Mantel der Vollkugel berechnet sich aus 
Gleichung 101) zu 

0= TC' d 2 = 3,14 . 502 = 7850 mm2• 

Mithin wird der Mantel der Halbkugel: 

M - ~ - 7850 - 3925 2 -2- 2 - mm. 

Um die Gesamtoberfläche der Halbkugel zu erhalten, ist zu M noch 
der Flächeninhalt des Halbkugelgrundkreises 

F=%·d2 =7C.502 =19635 mm2 

44' 

zu addieren. Damit ergibt sich die Gesamtoberfläche zu 

Og = M + F = 3925 + 1963,50 = 5888,50 mm2• 

4. Ein kugelförmiges Gefäß soll gen au 1 Liter Wasser fassen. Wie 
groß ist dessen lichter Durchmesser? 

Die Berechnung des Durchmessers kann in einer beliebigen Längen
einheit durchgeführt werden, hier in Clll. Alsdann ist 

11 = 1 dm3 = 1000 cm3 = V.l) 

Mit Gleichung 96) wird alsdann 

1 
1000 ="6 • % . d3, woraus folgt: 

l/6 . 1000 3 
d = V = -V"-19::-::1--::-0-::,8-=-2~8 = 12,41 cm. 

% 

5. Die gu~eisernen Kugeln eines Zentrifugalregulators sollen je ein 
Gewicht von 10 kg erhalten. Welchen Durchmesser muß man den 
Kugeln geben~ (s = 7,2.) 

Nach Gleichung 1) ist 
Gw=V·s 

oder, da nach Gleichung 96) V = % ~ ist 
6 

1) Vgl. Ziffer 7, S. 10. 
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TC. d3 

Gw = -6-' s. Hieraus folgt: 

-ä6' Gw 
d = JI--' Zahlenwerte eingesetzt: 

TC' S 

-.3/ 6. 10 3 __ 
d = JI 3 14 . 72 = Y2,652 r-J 1,39 dm 1) , , oder 

d r-J 140 mm. 

6. Zwei gußeiserne Kugeln, deren Durchmesser 25 cm und 35 cm 
betragen, sollen in eine Kugel umgegossen werden. Welchen Durch
messer erhält diese ~ 

Der Durchmesser der letzteren ist aus den Rauminhalten der beiden 
Kugeln zu berechnen. Für die erste Kugel von 25 cm Durchmesser 
ist nach Gleichung 96) 

1 1 
VI = - . TC • d":! = - . 3 14 . 25 3 = 8177 08 cm3 6 6 ' ,. 

Für die zweite Kugel wird entsprechend 

1 1 
V2 ="6' TC, d3 ="6. 3,14 . 35 3 = 22437,91 cm3• 

Damit ergibt sich der Inhalt der neu herzustellenden Kugel zu 

V = VI + V2 = 8177,08 + 22437,91 = 30614,99 cm3, 

aus welchem Werte für den Durchmesser dieser Kugel mit Gleichung 96) 

folgt: d = V6 ··V = V6 . 30614,99 ~-V58500 = 38,85 cm. 
TC 3,14 

7. Wieviel Kugeln von 10 mm Durchmesser lassen sich aus 10 kg 
Blei gießen~ (s = 11,4.) 

Bezeichnet man die Anzahl der zu gießenden Kugeln mit ll, so 
müssen die Gewichte der einzuschmelzenden Bleimenge und der n 
kleinen Bleikugeln gleich sein, d. i. entsprechend Gleichung 1) 

GIV = n· V· s. Mit Gleichung 96): 
TC, d3 

Gw = n . --. s. Hieraus folgt 2): 
6 

n = 6· Gw = 6· 10 ~ 1676 Stück. 
7/:' d 3 ·s 3,14·0,13 ·11,4-

8. Eine Hohlkugel besitzt einen äußeren Durchmesser von 180m m 
und einen inneren Durchmesser von 150 mm. Wie groß ist der 
Rauminhalt ~ 

1) Das Resultat muß in dm fallen, da das Gewicht der Kugel in kg ge
geben ist. V gl. S. ll, Ziffer 8, Schlußsatz. 

2) d in dm = 0,1 ! 
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Derselbe ergibt sich aus Gleichung 118) zu 

V = ~. (d~ - d;) = ~ . (1803 - 1503) = 1285830 mm3 = 
6 6 

= 1285,83 cms '""'-' 1,286 dms. 

9. Es ist das Gewicht einer Hohlkugel aus Gußeisen zu berechnen, 
welche bei einem äußeren Durchmesser von 100 mm eine Wandstärke 
von 10 mm besitzt. (s = 7,3.) 

Die Rechnung ist in dm durchzuführen. Nach Gleichung 1) ist 
Gw=V·s. 

Das ergibt mit Gleichung 118) 

Gw = : . (d~ - d:). s. Zahlenwerte eingesetztl): 

Gw = 3,~4 . (1 3 - 0,83). 7,3 '""'-' 1,865 kg. 

10. Der Durchmesser einer Kugel ist = 2 m, die Höhe einer zu
gehörigen Haube = 0,40 m. Wie groß ist die Oberfläche der Haube1 

Mit Gleichung 113) erhält man 
0= 71;' d·h = %. 2·0,4 = 3,1416·0,8 = 25,133 m2• 

1l. Eine Kugel besitzt einen Durchmesser von 2 5 c m, die Höhe 
einer zugehörigen Zone ist = 6 cm. Wie groß ist die Oberfläche 
der Zone1 

Mit Gleichung 116) erhält man 
0= ll;·d·h = %. 25· 6 = 78,54· 6 = 471,24 cm2• 

12. Eine Kugel besitzt einen Durchmesser von 20 cm, die Höhe 
eines Kugelabschnittes sei 6 cm. Wie groß werden die Oberfläche 
der Kugelhaube und der Rauminhalt des Kugelabschnittes1 

Die Oberfläche der Kugelhaube erhält man aus Gleichung 113) 
0= %. d· h = %·20·6 = 62,832·6 '""'-' 377 cm2• 

Der Inhalt des Kugelabschnittes berechnet sich aus Gleichung 104) zu 
%.h2 %.62 

V =6-·(3.d- 2.h)=-6-·(3.20 - 2·6) d. i. 

V = 904,80 cm3• 

13. Eine Kugel von 50 cm Durchmesser wird in 20 cm Ent
fernung vom Mittelpunkte durch eine Ebene geschnitten. Wie groß 
werden die Höhe des Kugelabschnittes, die Oberfläche der Kugelhaube, 
der Halbmesser des Grundkreises des Kugelabschnittes, die Gesamt
oberfläche des Abschnittes und der Inhalt des Kugelausschnittes1 

Da der Schnitt in 20 cm Entfernung vom Kugelmittelpunkte ge
führt wird, so ist die 

Höhe des Kugelabschnittes h = r - 20 = 25 - 20 = 5 cm. 

1) Die Wandstärke ist = 0,1 dm. Mithin der innere Kugeldurchmesser: 
1 - 2 . 0,1 = 0,8 dm. 
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Die Oberfläche der Kugelhaube erhält man damit aus Gleichung 113) 

O=n:· d·h= n:. 50·5 = 157,08·5 = 785,40 cm2. 

Der Halbmesser des Grundkreises 1'1 des Kugelabschnittes ergibt 
sich aus der auf Seite 103 angegebenen, zur Entwicklung der Glei
chung 114) aufgestellten Hilfsgleichung 

_r~ +h2 

1'- 2.h zu 

1'1 = 112. r· h - h2 = V2. 25·5 - 52 = V225 = 15 cm. 

Dieser Halbmesser 1'1 läßt sich auch aus Gleichung 114) 0 = 
n:. (ri + h2) berechnen. Durch Umformen 1) derselben erhält man 

1 ~n:. h2 .... / 785,4 - n:. 25 ,1OOi< 
1'1 = V --::::: = V '"'-' y 225 = 15 cm. 

n: n: 

Die Gesamtoberfläche 0" des Abschnittes setzt sich aus der Ober
fläche 0 der Kugelhaube u~d dem Flächeninhalte F des Grundkreises 
vom Halbmesser 1'1 = 15 cm zusammen. Damit ergibt sich 

n:·302 

Og = 0 + F = 0 + -4-- = 785,40 + 706,86 = 1492,26 cm2. 

Den Inhalt des Kugelausschnittes erhält man aus Gleichung 108) 

TI;' d2 3 14· 50 2 -
V=--·h= ' ·5=65416 cm3 6 6 ,. 

Dieser Inhalt läßt sich auch aus Gleichung 109) berechnen: 
2 ---

V = 3 . n: . 1'2 . (1' - -V 1'2 - ri) oder 

2 ,~--
V = 3' n: . 25 2 • (25 - r 252 - 152) d. i. 

2 2 
V = 3 . 1962,5 . (25 - V 400) = 3- . 1962,5 . (25 - 20). Mithin: 

2 
V = 3,1962,5,5 = 6541,6 

Die Werte für V stimmen demnach vollkommen übel'ein. 
14. Eine Kugelzone wird von Grundkreisen begrenzt, deren Flächen

inhalte F1 = 7,0686 cm2 bzw. F2 = 19,635 cm2 sind und deren Ab
stand h = 3 cm beträgt. Welchen Rauminhalt besitzt die zwischen 
den beiden Grundkreisen liegende Kugelscheibe ~ 

Zunächst sind die Durchmesser der Grundkreise zu berechnen. 
Nach der Kreistabelle ist der 

Durchmesser des Kreises mit F I cm2 : d1 = 3 cm und der 
" " " "F2 cm2 : d2 = 5 cm. 

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 158-169. 



Die Kugel. 

Mit diesen Durchmessern erhält man aus Gleichung 111) 

V = ~~h .(3.d~ + 3.d~ + 4·h2), d. i. 

3,14 ·3 
V = 24·(3: 32 + 3· 52 + 4.32) = 54,193 cms. 
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15. Eine Kugel von 42 cm Durchmesser wird durch sechs par
allele Schnitte so geteilt, daß sämtliche Teile gleiche Höhe haben. 
Wie groß ist der Oberflächeninhalt jeder Haube und Zone 1). 

Da zunächst die fünf Zonen gleiclie Höhen haben, so sind sie, 
wie in Ziffer 69, Seite 103 nachgewiesen, <11 bezug auf ihre Ober
flächen inhaltsgleich. Außerdem geht aus Gleichung 113) und 116) 
hervor, daß eine Kugelhaube' dieselbe Oberfläche hat wie eine Zone, 
welche die gleiche Höhe besitzt, wie die Haube. Es genügt also, die 
Oberfläche einer Zöne zu berechnen. Dieselbe ergibt sich aus Glei
chung 116) mit der Höhe h = 42: 7 = 6 cm zu 

o =n:. d·h=n:· 42· 6 = 131,95·6 = 791,70 cm2• 

Aufgaben. 

1. Eine Kugel besitzt einen Halbmesser von 40 mm. Wie groß 
sind Inhalt und Oberfläche? 

V'"'"'267947 mms. 0=20096 mm2• 

2. Der Rauminhalt einer Kugel ist V = 1 m3• Wie groß sind 
Durchmesser und Oberfläche? 

d '"'-' 1,24 m. 0 = 4,828 m2 • 

3. Welchen Halbmesser besitzt eine Kugel, deren Oberfläche 
29179,8944 cm2 beträgt? 

r = 48,2 cm = 482 mm. 

4. Eine Kugel aus Gußeisen hat einen Hauptkreisumfang von 
75,398 cm. Wie groß sind der Durchmesser, der Inhalt, die Ober
fläche und das Gewicht? (s = 7,3.) 

d = 24 cm. V = 7234,56 cm3• 0 = 1809,6 cm2• 

Gw = 52,812 kg. 

5. Eine Bleikugel von 2 dm Durchmesser soll in kleinere Kugeln 
von 2 c m Durchmesser umgegossen werden. Wie groß ist die Anzahl n 
der letzteren? 

n = 1000 Kugeln. 

6. Wieviel mal so groß ist die Gesamtoberfläche der 1000 Kugeln 
in Aufgabe 5 als die Oberfläche der eingeschmolzenen Kugel? 

100 mal so groß. 

1) Der Leser mache eine Skizze! 



110 Stereometrie. 

7. Wie groß sind Rauminhalt und Oberfläche der Erde, wenn diese 
als volle Kugel mit einem Durchmesser von 1716,96 geographischen 
Meilen angenommen wird? 

V ~ 2650240000 Kubikmeilen. 

o ~ 9261260 Quadratmeilen. 

8. Eine Rotgußkugel von 15 cm Durchmesser wiegt 15,7 kg. Wie 
groß ist das spezifische Gewicht des verwendeten Materiales ~ 

- kg 
s=8,8~8,9 dm3 ' 

9. Der Halbmesser einer Kugel ist r = 1,5 m, die Höhe einer zu
gehörigen Haube h = 0,7 m. Wie groß ist die Oberfläche der Haube 
und der Inhalt des Kugelabschnittes~ 

0= 6,598 m2• V = 14,137 m3• 

10. Eine Kugel besitzt einen Halbmesser von 2 dm, die Höhe 
einer zugehörigen Zone ist h = 0,9 dm. Wie groß ist die Oberfläche 
der Zone~ 

o ~ 11,313 dm2 • 

11. Welche Höhe besitzt eine Kugelzone , deren Oberfläche 0 = 
12,566 m2 bei einem Kugelhalbmesser von 2 m ist~ 

h~1 m. 

12. Durch eine Kugel von 18 dm Durchmesser werden zwei Par
allelschnitte so geführt, daß der eine 6 dm über, der andere 4 dm 
unter dem Durchmesser liegt. Welche Oberfläche besitzt die zwischen 
den beiden Schnitten liegende Zone? 

0'-""'" 565,5 dm2 • 

13. Die Begrenzungskreise einer Kugelzone haben Halbmesser von 
4 dm bzw. 6 dm; die Höhe der Zone beträgt 1,2 dm. Welchen 
Rauminhalt besitzt die zwischen den Grundkreisen liegende Kugel-
scheibe~ 

v = 98,872 dm3• 

14. Ein Gefäß von 1,6 m Durchmesser und 0,8 m zylindrischer 
Höhe wird unten von einer" Kugelhaube abgeschlossen, deren Höhe 
0,3 m beträgt. Wie groß ist dyr Rauminhalt des Gefäßes und seine 
innere Oberfläche? (Skizze.) 

V'-""'" 1,925 m 3 = 19251. 

0=6,314 m2• 

Übungen. 

1. Eine Kugel von 12 cm Halbmesser ist vollkommen durchzu
rechnen. (s = 0,82.) 

2. Der Umfang eines größten Kugelkreises beträgt 525 m m. Die 
zugehörige Kugel ist vollkommen durchzurechnen. (s = 7,3.) 
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3. Eine Kugel, deren Inhalt 42 dm 3 beträgt, ist vollkommen durch
zurechnen. 

4. Die Oberfläche einer Kugel beträgt 0,75 m 2• Die zugehörige 
Kugel ist vollkommen durchzurechnen. 

5. Eine Kugel besitzt ein Gewicht von 50 kg bei s = 7,25. Die 
Kugel ist vollkommen durchzurechnen. 

6. Aus einem Würfel von 35 cm Kantenlänge soll eine Kugel von 
größtmöglichem Durchmesser gedreht werden. Wie groß ist der Mate
rialabfall ~ 

7. Ein Gußeisenwfufel von 20 cm Kantenlänge soll in eine Kugel 
umgegossen werden. Welchen Durchmesser erhält diese ~ 

8. Aus einem Zylinder von 35 cm Durchmesser und 35 cm Höhe 
soll eine Kugel von größtmöglichem Durchmesser gedreht werden. Wie 
gr.oß ist der Maierialabfall ~ 

9. Wie verhalten sich die Rauminhalte und die Oberflächen zweier 
Kugeln, deren Durchmesser 10 cm bzw. 15 cm betragen~ 

10. Wie verhalten sich die Rauminhalte von Kegel, Kugel und 
Zylinder, deren Durchmesser und Höhen = 84 cm sind1 

ll. Drei gußeiserne Kugeln von 12 cm, 24 cm und 36 cm Durch
messer sollen in eine Kugel umgegossen werden. Welchen Durch
messer erhält diese Kugel ~ 

12. Wieviel Kugeln von 40 mm Durchmesser lassen sich aus 25 kg 
Rotguß gießen 1 (s = 8,9.) 

13. Wieviel mal größer ist die Oberfläche von 1000 Kugeln von 
je I cm Durchmesser als der Durchmesser einer Kugel von 10 cm 
Durchmesser1 

14. Eine Hohlkugel mit einem äußeren Durchmesser von 2 dm 
und einem inneren Durchmesser von 1,8 dm Länge ist vollkommen 
durchzurechnen. (s = 7,3.) 

15. Es ist eine Hohlkugel durchzurechnen, von welcher V = 5 7 5 c m a 
und rl = 60 mm gegeben sind. (Abb.90.) 

16. Es ist eine Hohlkugel durchzurechnen, von welcher V = 
12,25 dm 3 und r2=5,5 dm gegeben sind. 

17. Eine Hohlkugel aus Rotguß besitzt bei einem äußeren Durch
messer von 100 mm eine Wandstärke von 12 mm. Wieviel kg 
wiegt die Kugel mit s = 8,85~ 

18. Eine gußeiserne Hohlkugel mit r2 = 10 cm innerem Durch
messer wiegt 2,5 kg. (s = 7 ,3.) Welche Wandstärke besitzt die Kugel? 

19. Auf einem geraden Zylinder von 750 mm Höhe sitzt eine 
Halbkugel von 300 mm Durchmesser. Wieviel kg wiegt der ganze 
Körper mit s = 2,35? 

20. Aus einem regelmäßigen, vierseitigen Prisma von 80 cm Höhe, 
dessen Grundkanten 150 cm lang sind, ist eine Halbkugel von 50 c m 
Halbmesser zentrisch herausgedreht. Wie groß sind Rauminhalt und 
Oberfläche des Restkörpers~ 

21. Durch eine Kugel von 25 cm Durchmesser ist in einem Ab
stande = 80 mm vom Mittelpunkte ein ebener Schnitt gelegt. Es 
.sind Halbmesser und Inhalt der Schnittfläche zu berechnen. 
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22. Der Durchmesser des Schuittkreises einer Kugel von 1,6 dm 
Durchmesser ist = 0,8 dm. Welche Entfernung hat die Schnittfläche 
vom Kugelmittelpunkte und wie groß ist der Inhalt derselben? 

23. Der Schnittkreis einer Kugel von 30 cm Durchmesser besitzt 
einen Flächeninhalt von 1 75 cm 2. In welcher Entfernung vom Mittel
punkte ist der Schnitt geführt? 

24. Ein Kugelabschnitt, welcher zu einer Kugel von 250 mm 
Durchmesser gehört, ist 75 mm hoch. Der Abschnitt ist vollkommen 
durchzurechnen. 

25. Der Grundkreisdurchmesser eines Kugelabschnittes beträgt 
20 cm, die Höhe 8 cm. Es sind der Kugelhalbmesser, sowie Inhalt 
und Oberfläche des Abschuittes zu berechnen. 

26. Eine Kugel von 50 cm Durchmesser wird durch eine Ebene 
derart geschnitten, daß der Schnittkreis einen Durchmesser von 40 cm 
erhält. Es sind Inhalt und Oberfläche beider Kugelabschnitte zu be
rechnen. 

27. Die Höhe einer Zone auf einer Kugel von 12,5 dm Durch
messer ist = 3,25 dm. Welchen Rauminhalt, und welche Oberfläche 
besitzt die Zone? 

28. Von zwei parallelen Kugelschnitten , deren Abstand 0,35 m 
beträgt, besitzt der eine einen Flächeninhalt von 6 m 2, der andere 
einen solchen von 3,75 m 2. Wie groß sind Inhalt und Oberfläche 
der zwischen beiden Schnitten liegenden Zone? 

29. Eine Kugel von 4 m Durchmesser wird in Abständen = 1 m 
und 0,5 m vom Mittelpunkte durch parallele Ebenen geschnitten. Wie 
groß sind Inhalt, Oberfläche und Gewicht der Vollkugel sowie aller 
Kugelteile, wenn die gegebenen Abstände a) auf einer Seite, b) auf 
beiden Seiten des Kugelmittelpunktes liegen? (s = 2,35.) 

30. Eine Kugel von 60 cm Durchmesser wird 20 cm vom Mittel
punkte durch eine Ebene geschnitten. Sämtliche Kugelteile sowie der 
zugehörige Kugelausschnitt sind vollkommen durchzurechnen. (s = 7,8.) 

31. Eine Kugel von 1 dm Durchmesser wird in genau gleichen 
Abständen durch vier parallele Ebenen geschnitten. Es sind sämt
liche auf diese Weise entstehenden Kugelteile mit den zugehörigcn 
Kugelausschnitten durchzurechnen. (s = 0,82.) 

32. Einem gleichseitigen Kegel ist eine Kugel und dieser wieder 
ein gleichseitiger Zylinder einbeschrieben. In welchem Verhältnis stehen 
a) die Oberflächen, b) die Rauminhalte dieser Körper? 

Druck von Breitkopf & Härtel in Leipzig. 
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Aufgabenbuch für den Unterricht und zum Selbststudium. Von Dr. Adolf 
Beß, Professor am Kantonalen Technikum in Winterthur. Vi er t e, unveränderte 
Aunage. Mit 112 Textfiguren. 1922. G Z. 3 

Lehrbuch der Mathematik. Für mittlere, technische Fachschulen der 
Maschinenindustrie. Von Prof. Dr. R. Neuendorft', Oberlehrer an der Staat
lichen Höheren Schiff- und Maschinenbauschule, Privatdozent an der Uni
versität Kiel. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 262 Textfiguren. 1919. 

Gebunden G Z. 6 

Technische Elementar-Mechanik. Grundsätze mit Beispielen aus dem 
Maschinenbau. Von Dipl.-Ing. Rudolf Vogdt, Professor an der Staatlichen 
Höheren Maschinenbauschule in Aachen, Regierungsbaumeister a. D. Zweite, 
verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 197 Textfiguren. 1922. GZ. 2,5 

Leitfaden der Mechanik i'ör Maschinenbauer. Mit zahlreichen Bei
spielen für den Selbstunterricht. Von Dr. -Ing. Karl Laudien, Professor 
der Staatlichen Höheren Maschinenschule in Breslau. Mit 229 Textfiguren. 1921. 

GZ.5,6 

Maschinenelemente. Leitfaden zur Berechnung und Konstruktion für tech
nische Mittelschulen, Gewerbe- und Werkmeisterschulen sowie zum Gebrauche 
in der Praxis. Von Ingenieur. Bugo KI'ause. Vierte, vermehrte Auflage. 
Mit 392 Textfiguren. 1922. Gebunden G Z. 7,5 

Das Maschinenzeichnen des Konstrukteurs. Von C. Volk, Direktor 
der Beuth-Schule und Privatdozent an der Technischen Hochschule in Berlin. 
Mit 214 Abbildungen. 1921. GZ.2,8 

Der praktische Maschinenzeichner. Leitfaden für die Ausführung mo
derner maschinentechnischer Zeichnungen. Von W. Apel und A. Fröhlich, 
Konstruktions-Ingenieure. Mit 96 Figuren. 1921. GZ. 1,5 

Der praktische Maschinenbauer. Ein Lehrbuch für Lehrlinge und Ge
hilfen, ein Nachschlagebuch für den Meister. Herausgegeben von Dipl.-Ing. 
B. Winkel. 
Erster Band: Werkstattausbildung, Von August Laufer, Meister der 

Württemb. Staatseisenbahn. Mit 100 Textab bildungen. 1921. Gebunden G Z. 4 
Zweiter Band: Die wissenschaftliche Ausbildung. 1. Teil: Mathematik 

und Naturwissenschaft. Bearbeitet von R. Kmmm, K. Ruegg und B. Winkel. 
Mit 369 Textfiguren. 1923. Gebunden G Z. 7 
2. Teil: Skizzieren, Fachzeichnen, Technologie, Maschinenteile. 

Erscheint Ende Sommer 1923 
Der dritte Band wird die Kenntnis der Kraftmaschinen, der Feuerungs

anlagen und der Beförderungsmittel in Betrieben vermitteln, der vierte 
Band ist der Betriebsführung gewidmet. 

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefähren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem jeweiligen 
Entwertungsfaktor (Umrechnungsschlüssel) vervielfacht den Verkaufspreis. Ober den zur Zeit geltenden 

Umrechnungsschlüssel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlag bereitwilligst Auskunft. 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile ()
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <FEFF004a006f0062006f007000740069006f006e007300200066006f00720020004100630072006f006200610074002000440069007300740069006c006c0065007200200039002000280039002e0034002e00350032003600330029002e000d00500072006f006400750063006500730020005000440046002000660069006c0065007300200077006800690063006800200061007200650020007500730065006400200066006f00720020006f006e006c0069006e0065002e000d0028006300290020003200300031003100200053007000720069006e006700650072002d005600650072006c0061006700200047006d006200480020>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




