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Vorwort.

Die Aufgaben des Ingenieurs haben schon oft die Mechanik um
bedeutende Probleme bereichert. Unter den zweidimensionalen
elastischen Systemen bieten die ebenen Platten und die nach Um-
drehungsflichen gekriimmten elastischen Schalen zwei charakteristische
Aufgabengruppen der Statik, die in hohem Mafle der mathematischen
Behandlung zugénglich sind. Die Platten und Schalen sind Ele-
mente der Konstruktionen, die dem Ingenieur in einer Fiille der
verschiedenartigsten Fille hinsichtlich ihrer Form, ihrer Belastung und
ihrer Randbefestigung in den Anwendungen entgegentreten.

Wihrend die Theorie der Biegung der elastischen Platten auf ein
Jahrhundert ihres Bestehens zuriickblicken kann und in ibren Grund-
gedanken bereits durch die bedeutendsten Bearbeiter der mathema-
tischen Elastizitidtslehre entwickelt worden ist, verdankt die Theorie
der Biegung der gewolbten Schalen zwei lebenden Forschern ihre
Ausbildung, ndmlich den bahnbrechenden Arbeiten von E. MeiBiner
in Zirich und H. Reilner in Charlottenburg.

Das vorliegende Buch ist aus dem Wunsch hervorgegangen,
die wichtigsten Mittel fiir den Ingenieur bereitzustellen, deren er zur
Bestimmung der Forminderungen der ebenen Platten und zur Be-
rechnung der in ihrem Innern wirkenden Spannungen bedarf. Die
entwickelten Berechnungsverfahren diirfen tiber die Falle der Platten-
biegung hinaus das Interesse des Ingenieurs und des angewandten
Mathematikers beanspruchen, in denen sie sich als niitzlich erwiesen
haben, weil sie das Handwerkzeug zur Bestimmung aller ebenen
Spannungs- und Verzerrungszustinde elastischer Korper bilden diirften.

Den Maschineningenieur haben die ebenen und gewdlbten Wan-
dungen der unter Druck stehenden Maschinengehiuse und Kessel
zu einer genaueren Untersuchung der Forménderungen und der
Festigkeit der Platten und Schalen angeregt. Hier waren es be-
sonders die Forderungen des Dampfturbinenbaues, die zu einer sorg-
faltigen und eingehenden Beschéftigung mit einigen von diesen schwie-
rigen Aufgaben der Festigkeitslehre angeregt haben.

Unter der Vielgestaltigkeit der Ausfithrungsformen der Eisenbeton-
bauweise sind andererseits Bauwerke entstanden, die in ihrer organi-
schen Verbindung von stabformigen Tragwerken mit flichenhaft aus-
gebildeten Teilen den Ingenieur oft vor neuartige statische Aufgaben
stellen. Zu ihrer Bewiltigung erweist sich mehr und mehr die Not-
wendigkeit, die Theorie der zweidimensionalen elastischen Kérper heran-
zuziehen. Die Forménderungsgesetze eines unvollkommen elastischen



v Yorwort.

Baustoffes wie des Betons bediirfen zwar unter einer zweiseitigen
Biegungsbeanspruchung noch ihrer genaueren Untersuchung, wie auch
die Gesetze, nach denen sich die in ihrem Innern durch Eisenein-
lagen erst tragfihig gemachten Betonplatten verbiegen. Trotzdem
diirfte die genaue Beschreibung der Spannungszustidnde einer elastisch-
isotropen Platte unter den in den Anwendungen am hiufigsten vor-
kommenden Belastungsfillen sehr niitzlich sein. Die Gesichtspunkte,
nach denen die Eiseneinlagen in den ebenen Wandungen der groflen
Flissigkeits- und Stiickgutbehélter aus Beton und in den, in einem
Gitter von regelmifBlig angeordneten Punkten belasteten oder unter-
stiitzten Betonplatten am sparsamsten zu verteilen sind, welche als
durchlaufende Decken, als Briickenfahrbahnen oder als Fundament-
platten von Gebiduden viel Verwendung gefunden haben, werden an
Hand der Theorie der biegungsfesten elastisch-isotropen Platten sich
fir die Zwecke der Anwendungen hinreichend genau feststellen lassen.
Diese Theorie diirfte zur Zeit das vollkommenste Mittel bilden, das
die Mechanik dem Ingenieur zur Verfiigung stellen kann, der sich ein
genaueres Bild iber die Art der Verteilung der Spannungen in
diesen Konstruktionen verschaffen will. Sie gewdhrt ihm einen weit
befriedigenderen Einblick in diese letztere, als die an ihrer Statt
gelegentlich herangezogenen, mechanisch unzulinglich begriindeten
Rechnungsverfahren.

Den Ingenieuren, die sich mit diesen Aufgaben beschéftigt haben,
werden die vorhandenen Liicken in den experimentellen Grundlagen
der Lehre von der Biegung der vollkommen und besonders der un-
vollkommen-elastischen Platten kaum entgangen sein, ebensowenig
auch die Schwierigkeiten, welche einige Belastungsfille selbst bei
den elastisch-isotropen Platten einer mathematischen Behandlung be-
reitet haben oder noch bereiten, die eine Bedeutung fiir die An-
wendungen haben. Der Umstand, dal es ein universelles Rechnungs-
verfahren bisher nicht gibt, das in allen Féllen der Belastungen und
der Grenzbedingungen von elastischen Platten mit einem geringen
MaB von Rechenarbeit die Spannungen zu ermitteln gestattet, hat
nicht zu verhindern vermocht, da man die strengen Losungen fiir
eine grofle Zahl von praktisch wichtigen Belastungsfillen aufgefunden
hat. Diese Losungen und die mit ihrer Hilfe ermittelten Spannungs-
verteilungen in elastischen Platten enthalten viele wertvolle Ergeb-
nisse der Rechnung fir die Anwendungen. Diese Erfolge der seit
einem Jahrhundert in den Arbeiten der Forderer der Elastizitéts-
lehre weit ausgebauten Theorie der Biegung der elastischen Platten
werden den weiterstrebenden Ingenieur und angewandten Mathe-
matiker anspornen, den zur Losung derartiger Aufgaben der Festig-
keitslehre ihnen zu Gebote stehenden sinnreichen Verfahren ihre
Aufmerksamkeit zu widmen und die Versuche fortzusetzen, um die
noch vorhandenen Liicken in den experimentellen Grundlagen der
Berechnungsverfahren zu beseitigen und diese letzteren weiter zu ver-
vollkommnen und zu vereinfachen.
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Die Grundlagen der technischen Elastizitdtslehre werden, soweit
sie fiir das ins Auge gefafite Sondergebiet erforderlich sind, entwickelt.
An mathematischen Hilfsmitteln werden die Anfangsgriinde der
Theorie der linearen Differentialgleichungen vorausgesetzt, wie sie im
Studiengang der Bau- oder der Maschineningenieur-Abteilungen der
Technischen Hochschulen entwickelt zu werden pflegen. In einigen
Anwendungen der Rechnung habe ich auf ihre vollstindige Wieder-
gabe verzichtet und mich begniigt, die hauptsichlichsten Schritte an-
zudeuten und ihre Ergebnisse anzufithren. Bei der Behandlung der
Plattenaufgaben haben die vom Altmeister der Elastizitétslehre
A. E. H. Love eingefiihrten Spannungsmittelkrifte und Spannungs-
momente sich als sehr zweckmifBiig erwiesen. Von der von Michell
und von Love weit ausgebauten Theorie der Biegung beliebig dicker
ebener Platten habe ich keinen Gebrauch gemacht, weil fiir die prak-
tischen Anwendungen die Beschrinkung der Untersuchung auf diinne
Platten im Sinne der Annahmen, die den von Gustav Kirchhoff
abgeleiteten Gleichungen zugrunde liegen, in den mosisten Fillen wohl
ausreichen diirfte. Die wiederholten Anregungen meines verehrten
Lehrers, A. Stodola in Ziirich, und die schone Auswahl von Aufgaben
der Festigkeitslehre, die den Inhalt der vor einigen Jahren erschie-
nenen beiden Bénde von ,,Drang und Zwang® von A. und L. Féppl
bildet, haben mich darin bestdrkt, den Verfahren und den Haupt-
anwendungen der Plattenlehre eine eingehendere Darstellung zu widmen.

Ich gedenke sehr dankbar des regen Gedankenaustausches mit
Herrn L. Prandtl, mit dem ich seit fiinf Jahren so oft Gelegenheit
hatte Gber viele der im folgenden beriihrten Fragen der Elastizitét
und der Mechanik der bildsamen Form#nderungen zu sprechen und
dem ich meinen herzlichsten Dank auch fiir die Moglichkeit aus-
sprechen mochte, den Gegenstand durch verschiedene Versuchsreihen
iiber die mich interessierenden Fragen im Institut fiir angewandte
Mechanik der Universitdt Gottingen ergédnzt zu haben. Die zu ihrer
Vornahme erforderlichen Mittel wurden mir von der Jubildums-
stiftung der deutschen Industrie in dankenswerter Weise zur
Vertiigung gestellt.

Der Gutehoffnungshiitte in Oberhausen und der Beton-
und Eisenbetonbauunternehmung von Wayss & Freytag in Neu-
stadt a. d. Haardt habe ich fiir die liebenswiirdige Uberlassung
einer Anzahl von Lichtbildern ihrer Plattenkonstruktionen fiir den
Druck besonders zu danken. Schlielich moéchte ich nicht verfehlen,
der Verlagsbuchhandlung fiir ihre Bereitwilligkeit, mit der sie auf
meine Wiinsche bei der Drucklegung eingegangen ist, und fiir die
sorgfiltige Herstellung des Satzes und der Abbildungen meinen
besten Dank auszusprechen.

Gottingen, im April 1925.
A. Nadai.
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I. Die Grundlagen der Lehre von der
Plattenbiegung.

1. Elastizitit, Bildsamkeit, Festigkeit.

Die Korper, die wir gewohnt sind als starr anzusehen und als
fest zu bezeichnen, sind es bei ndherem Zusehen nicht. In einem
Teil der Mechanik, der sich mit der Beschreibung der Veréinderungen
ihrer Gestalt beschéftigt, wird von der Erfahrungstatsache Gebrauch
gemacht, daBl man solche Verdnderungen an den Kérpern beobachten
kann, fiir die allein die jeweiligen Werte der Krifte bestimmend
sind, die als ihre Ursachen angesehen werden. Mit diesen, im Ver-
gleich zu den Abmessungen der Korper meist sehr kleinen Gestalts-
dnderungen werden wir uns im folgenden zu beschiftigen haben.

Diese Gestaltsinderungen der Oberfliche der Korper sind die
Folge der Verschiebungen der kleinsten Massenteilchen, aus denen
sie sich aufbauen. Die Krifte, unter deren Wirkung sie entstehen,
greifen entweder gleichméfiig an den einzelnen Massenpunkten an —

Massenkrifte — oder sie werden an den Stellen iibertragen, wo
die Korper mit angrenzenden Massen in Beriihrung stehen — Ober-
flachenkréfte.

Unter den mechanischen Grundeigenschaften der festen Korper
und im besonderen der Baustoffe des Ingenieurs treten ihre Elasti-
zitdt, ihre Bildsamkeit und ihre Festigkeit hervor. Es be-
diirfte der Aufzéhlung einer langen Reihe von Erfahrungstatsachen
und der Beschreibung von Beobachtungen verschiedener Art, um
diesen, dem téglichen Sprachgebrauch entnommenen Begriffen eine
genauer eingeschrankte mechanische Deutung zu geben. Im Gebrauch,
den wir vom Begriff der Elastizitdt in der Festigkeitslehre gewohnt
sind zu machen, begniigen wir uns damit, unter ihr die Eigenschaft
der Korper zu verstehen, in ihre urspriingliche Gestalt zuriickzukehren,
wenn die Krifte ihre anfinglichen Werte wieder angenommen haben.
Neben diesen elastischen Teilen der Forménderungen sind nach einer
Riickkehr zur urspriinglichen Last oft weitere Anderungen der Gestalt
zu beobachten, die man als bleibende Form#nderungen bezeichnet,
wenn sie mit der Zeit nicht verschwinden.

Niddai, Elastische Platten. 1



2 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

Man nennt die Korper dehnbar, bildsam (plastisch), wenn
sie bleibende Forménderungen groBeren Betrages ertragen koénnen,
ohne dafl dabei ihr Zusammenhang in ihren kleinen Teilchen merk-
lich gelockert wird. Diese Fahigkeit wird durch den Grad der Ver-
schiebbarkeit einzelner Atomschichten im Kristallkorn, sowie durch
die Zusammenhangsverhiltnisse der Kristallk6rner einheitlicher Be-
schaffenheit bestimmt, aus denen sich die festen Korper, wie die
Metalle und die Gesteine, aufbauen. Sie héngt aber auch wesent-
lich von der Temperatur und von der Art ihrer Beanspruchung ab.
Ein Material kann sprode oder bildsam sein, je nachdem unter welchen
Bedingungen es belastet wird. Marmor oder Sandsteinzylinder, die in
einer Festigkeitsmaschine auf Druck belastet werden, verhalten sich
wie spréde Korper, sie zeigen bis zum Bruch keine nennenswerte
Anderung ihrer Gestalt. Wenn die Zylinder in der achsialen Rich-
tung belastet und auf ihrem Mantel einem hohen Fliissigkeitsdruck
ausgesetzt werden, lassen sie sich, wie von K4arm4an?) zeigen konnte,
plastisch deformieren. Die reinen Metalle sind bereits unter einer
Zugspannung sehr starker bildsamer Forménderungen fihig. Die
Plastizitdt beruht bei den verschiedenen Ko6rpern auf Vorgingen ver-
schiedener Art (Verschiebbarkeit der Korner in einem feuchten Ton,
Bildung der Gleitflichen in den Kérnern der Metalle). Soweit die
Entstehung bildsamer Formédnderungen bei den Metallen (das ,,FlieBen“
der Metalle) in Betracht kommt, haben die Grenzbelastungen (die
FlieBgrenze) fiir den Ingenieur eine Bedeutung, unter denen diese
Materialien sich in stdrkerem MafBe plastisch zu deformieren beginnen.

Wenn das Gleichgewicht der Krifte, die an einem Konstruktions-
teil angreifen, aufhért sicher zu sein, tritt die Gefahr seiner Zer-
storung in den Vordergrund. Mit einer Labilitét des Gleichgewichtes
der Krifte, die an kleinen Teilen des Korpers, z. B. an seinen
Gefiigebestandteilen angreifen, beginnt die Auflockerung des Kérper-
zusammenhanges, die Bildung von Rissen, der Gleit- oder der Bruch-
flichen, die der Festigkeit der Ko6rper eine Grenze setzen.

2. Der Forminderungszustand.

Wenn man die Anderung der Gestalt eines Korpers zu be-
schreiben hat, wird man von einer willkiirlichen Anfangslage seiner
materiellen Punkte auszugehen und mit ihr die Lage der Punkte
im Endzustand zu vergleichen haben. Wir beziehen die Lage der
Punkte im Anfangszustand auf ein feststehendes Koordinatensystem,
beispielsweise auf ein rechtshéndiges, rechtwinkeliges Achsensystem

1) Festigkeitsversuche unter allseitigem Druck. Mitt. iib. Forsch.-Arb.
Heft 118.
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x,¥y,z. Der Forminderungszustand des Korpers wird bekannt sein,
wenn die Komponenten der Verschiebung &, %, { in der Richtung
der Koordinatenachsen angegeben werden kénnen, um die sich ein
beliebiger Punkt #, y, z in seinem Innern relativ zu seiner Anfangs-
lage verschoben hat. Wenn beispielsweise seine Punkte Verschiebungen &
parallel zur Richtung der z-Achse beschreiben, die auf einer zur
yz-Ebene parallelen Ebene gleich und proportional # sind, wahrend
die Verschiebungen % und { Null sind, spricht man von einer
Dehnung in der z-Richtung. Ein in beliebiger Richtung zur
Dehnungsrichtung x geneigtes

Biindel paralleler Ebenen bildet |

nach der Verzerrung wieder ein L 1
paralleles Biindel (Abb. 1 und 2). | RS
In demselben haben sich die & &( -
Absténde der Ebenen vergroBert ( /( ( =

und die einzelnen Ebenen iiber-
einander verschoben. Das Maf}
fir die Verlingerung der zur x-Achse parallelen Strecken ist die
Verlingerung der Léngeneinheit oder die spezifische Dehnung ¢,. In
einer Richtung, welche einen beliebigen Winkel mit der x-Achse
bildet, wird der Kérper gedehnt, aullerdem erfahren die zu ihr senk-
rechten Ebenen eine Gleitung. Das MaB fiir diese letztere ist die
spezifische Schiebung oder die Strecke, um die sich zwei Ebenen,
deren Entfernung gleich der Langeneinheit ist, iibereinander ver-
schoben haben.

Zwei reine Dehnungen in zwei beliebigen Richtungen lassen die
Schnittgeraden der zu den Dehnungsrichtungen senkrechten Ebenen
undeformiert. Daraus folgt, daBl durch drei nicht komplanare reine
Dehnungen sich der allgemeine Verzerrungszustand erzeugen 148t

Wenn die spezifischen Dehnungen und Schiebungen sich von
einer Stelle £y 2 zur anderen éndern und Funktionen der Koordinaten
sind, bezieht man sie auf die Lingen- und Winkeldnderungen der
Kanten eines Elements dx-dy-dz. Diese Anderungen sind stets nur
kleine Bruchteile dieser Strecken, bzw. des rechten Winkels im ur-

Abb. 1. Abb. 2.

spriinglichen Zustand. Die Linge dx verlingert sich um ?—de, die

Verlangerung der Langeneinheit der Strecke dx oder die spezifische
Dehnung in der z-Richtung ist daher &, =§~§.
Die spezifischen Dehnungen der Substanz im Punkte z, y, z sind
demnach in den Richtungen z, y, z
ok on oL
__ o5 _ =95 1
% YT oy 5T a2 (1)

1%
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Der rechte Winkel, den die Strecken dx und dy bildeten, dndert
sich infolge der Verzerrung um den kleinen Betrag y, = g—j -+ Z—Z

B(Kfi (Abb. 3). Die Winkelinderungen der
4 ‘[r [ Strecken dxdy, dydz, dzdx oder die
| spezifischen Schiebungen, welche das

I
dz| ,I' . 2 Material in den entsprechenden Rich-
SIS - —ﬁgd" tungen erleidet, sind demnach
1 ¢ os | o oy | ot
e Ty e T T Ty
g o o (2)
Abb. 3. Vew = 50 T 7

Der Rauminhalt des Rechtkants dx dydz im verzerrten Zustande
ist (1+e)(1+e)(1+e¢)dudydz. Bis auf GroBen hoherer Ord-
nung betrigt seine auf die Raumeinheit bezogene Zunahme:

¢

e _08  om 2%
e—sx+ey+82—ax+ay+az. (3)

Die GroBe e heiit die rédumliche Dehnung.

3. Der Spannungszustand.

Bildet man das Verhéltnis der in einem Flidchenelement eines
Koérpers iibertragenen Kraft zu dieser Fldche, so ndhert sich dieses,
wenn die Fliche unbegrenzt verkleinert wird, einem Grenzwert, der
die spezifische Spannung in der betreffenden Schnittrichtung hei3t.
Der Spannungszustand ist an einer beliebigen Stelle des Korpers
bekannt, wenn man die GréBe, die Richtung und den Sinn der auf
die Flicheneinheit jedes, in beliebiger Lage angenommenen Fléchen-
oder Schnittelements bezogenen Kraft anzugeben vermag. Die zum
Flachenelement senkrechte Komponente der Spannung heifit eine
Normal-, ihre in die Richtung des Schnittes fallende Komponente eine
Schubspannung.

In einem zur xy- Ebene parallelen Schnittelement sei die Normal-
spannung mit o, bezeichnet. Sie sei, wenn sie fiir das Material eine
Zugbeanspruchung zur Folge hat, positiv, im entgegengesetzten Falle,
wenn sie eine Druckbeanspruchung zur Folge hat, negativ an-
genommen. Die resultierende Schubspannung in dem Element werde
in ihre zu den Achsrichtungen « und y parallelen Komponenten z, , und
T,, zerlegt. Bei dieser Bezeichnungsweise stimmt der erste Zeiger mit
der Richtung der Normalen des Flichenelementes iiberein, der zweite
zeigt die Richtung an, in der die Komponente (fiir den Korperteil,
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dessen nach aufBlen gerichtete Normale wie die positive z-Achse zeigt)
zu nehmen ist. Eine zyklische Vertauschung der Zeiger z, y, z in
0, T, T,, liefert die Spannungskomponenten der Schnittrichtungen
yz und zx (Abb. 4). 6

Um die Bedingungen anzuschrei- c z.
ben, welche mit Riicksicht auf das Z b
Gleichgewicht der Krifte unter den AJ_—>6.V
Spannungskomponenten bestehen miis- Tyx
sen, betrachten wir das Gleichgewicht
der Krifte an einem aus dem Korper
an der Stelle xy 2z herausgeschnittenen
Rechtkant mit den Seitenlingen dx,
dy, dz. Von den Spannungskomponen-
ten sind zur @ - Achse parallel die Normalspannung ¢_ und die Schubspan-
nungen 7, 7,,. Bei der Bildung der Komponentensumme in dieser
Richtung ist jede dieser Spannungen mit der Flache zu multiplizieren,
auf der sie wirkt, und zu beachten, daB die gleichbezeichneten Beitrige,
die von zwei parallelen Seitenflichen stammen, sich um ein Differential
voneinander unterscheiden. Unter der Annahme, da im Element
keine Massenkraft wirkt, lautet die Gleichgewichtsbedingung der Kraft-
komponenten in der z-Richtung

<ox+aa‘;tdx>dxdz—oxdydz—I—(Tw—{——fy»dy)dzdx—r dzdx

Abb. 4.

-+ <z” -+ a;;"‘ dz) drdy — 7, dxdy = 0.

Sie liefert die erste der drei Gleichungen

811,,, 0T,,
Oy =0
+ )

0 8 0
Oy + sz + sz o O’ (4)

60’ 0T, aTyz
: —0
pp ol ;

deren folgende durch zyklische Vertauschung der Zeiger x, y, z aus
der ersten hervorgehen.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen, welche sich auf das Ver-
schwinden der Komponentensumme der Momente beziehen, zeigen
die Gleichheit der Schubspannungskomponenten

Toy = Tyu T, =T, T,,=1T,, (4a)

an. Durch diese drei Gleichungen ermifigt sich die Zahl der den
Spannungszustand beschreibenden GroBen von 9 auf 6. Den Beweis,
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daB die 6 Spannungskomponenten o, Oys Oy Tyys Tyos T tatsdchlich
ausreichen, um einen homogenen Spannungszustand zu beschreiben,
liefert die Tatsache, dal man mit ibrer Hilfe die Spannungskompo-
nenten in einem beliebigen, zu den Koordinatenebenen schiefen

Schnitt anzugeben vermag.

4. Der ebene Spannungszustand.

Man erhdlt einen solchen, wenn man z. B. 6,=0, 7, =0,
7,,=0 annimmt,

An einem kleinen prismatischen Element (Abb. 5), das man sich
durch zwei zur zy-Ebene, eine zur zz- und eine zur zy-Ebene
parallele Ebene und schlieBlich durch einen zur x-Achse parallelen
Schnitt begrenzt denkt, dessen nach auBlen gerichtete
Normale n den Winkel ¢ mit der - Achse bildet, wird
T z das Gleichgewicht der Krifte durch die Gleichungen

Gr,

o,co8¢ + 7, sine=¢, cose 7, sinc, ()
Tzy . .
L_y 0, 8ine — 7, cose=o, sine+4 7, cosa
Abb. 5 ausgedriickt. In ihnen sind mit o, die Normal- und
mit 7, die Schubspannung im schiefen Schnitt be-
zeichnet. Lo6st man diese Gleichungen nach o, und 7, auf

n

6y T 0y | O — Oy )

= 208 2 n

o 5 - 5 cos oc+txys1 2a,

. — o (6)
— RN A _

T, = 3 sin 2 ¢ rmycos2cc,

nimmt das Glied @ in der ersten auf die linke Seite, quadriert

und addiert, so entsteht

Uz—f—oy“’ a_ 2 TZ_»(O—IU—UZI)Q_L_ 2 (7)
on—~—2— + 1,0 =15, wo m= - Tgy . )

In den Verinderlichen ¢, , 7, ist dies die Gleichung eines Kreises.
Er heilt der Mohrsche Spannungskreis und dient zur Darstellung
des ebenen Spannungszustandes.

Wir nehmen an, dal das rechtwinklige Koordinatensystem o, 7,
in dem der Kreis (Abb. 6) dargestellt ist, parallel zu den x, y-Achsen
liege. Der Mittelpunkt M des Spannungskreises liegt nach Gl. (7) auf der
o,,- Achse in der Entfernung oM = (o, + 0,):2 von O. Sein Halbmesser
7,, ist die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes mit den Ka-

theten L;Oy und 7, . Die Richtung des schiefen Schnittes BB

und seiner Normalen MN sei in der Figur des Spannungskreises
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ebenfalls eingetragen. Die Gerade M N bildet dann mit der z-Achse

den Winkel «. Wir ziehen einen Strahl MA aus M, der den
Winkel 2« mit der z-Achse einschlieBt, und tragen auf ihm die

Strecke ?3——2——@ und senkrecht zu ihm 7, auf. Die Hypotenuse MS

des so entstandenen rechtwinkeligen Dreieckes (das in Abb. 6 schraf-
fiert wurde) ist der Halbmesser 7, des Spannungskreises und die
Koordinaten des Punktes S sind nach Gl. (6) und (7) gleich o, und
7. Wenn sich die Schnittrichtung BB
oder auch ihre Normale MN mit einer
Winkelgeschwindigkeit um den Mittelpunkt
des Spannungskreises dreht, wandert der
Punkt 4 mit der doppelten Geschwindig-
keit in derselben Richtung auf dem Kreise.
Die Normalspannung o, erreicht ihren
grofiten, bzw. ihren kleinsten Wert, wenn
8 in die Punkte 8, oder §, fallt. Wir
nennen diese Werte die Hauptspan-
nungen und bezeichnen sie mit o,, bzw.
mit o,. Sie sind im Mohrschen Kreis durch die Strecken OS,
und 08, oder durch

O, G
o, = ‘_’aﬂ;& 1, 6, = 9 0y __ 7, 8)

Abb. 6.

gegeben.
Die zugehorigen Hauptrichtungen werden durch die Rich-
tungen der Kathete des Dreiecks in den Lagen S, (oder S,) oder
durch die beiden Winkel beschrieben, fiir welche
— %%
cotg 2 o = 5

x

9)

ist. Die groBte Schubspannung

. V<—4> ey (10)

tritt in den Winkelhalbierenden der Hauptrichtungen auf.

Ein ebener Spannungszustand mit ¢ = ¢ = 0 oder den Haupt-
spannungen 6, =7, ., 0, = —7,, Wwird als reine Schubbean-
spruchung bezeichnet.

Der allgemeine Spannungszustand 148t sich stets aus drei ebenen
Spannungszustinden zusammensetzen und wird nach O. Mohr?) durch
seine drei Hauptkreise dargestellt.

1) A. Foppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. 5.
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b. Das Elastizititsgesetz.

Die hauptsichlichen Baustoffe des Ingenieurs bestehen aus Hauf-
werken von kleinen Korperchen kristallinischer Beschaffenheit, die einer
oder mehreren Grundsubstanzen angehoren kénnen. Trotzdem Kristalle
von der Richtung abhéngige Eigenschaften und deshalb eine von
dieser abhiéngige Elastizitit besitzen, sind die elastischen Eigen-
schaften der aus kleinen Kristillchen zusammengesetzten Korper
wegen der regellosen Orientierung ihrer ausgezeichneten Richtungen
im Mittel von der Richtung unabhingig. Wenn die kleinen Bau-
steine der Korper fest aneinanderhaften und jener zweiten Art der
Forminderung zu widerstehen vermégen, die in den inneren bleiben-
den Verinderungen der Kristallkérner besteht, erzeugen die Span-
nungen im Haufwerk der Kristallite mit ihnen verhiltnisgleiche
Dehnungen und Schiebungen und die Verzerrungen, die von einem
Spannungszustand herriihren, lagern sich einfach iiber die von einem
zweiten erzeugten iiber.

Ein unter einer Spannung o, auf Zug oder auf Druck be-
anspruchtes Material dehnt sich in der z-Richtung gleichmiBig aus
und zieht sich in allen zur z-Richtung senkrechten Richtungen gleich-
méfig zusammen. Eine Normalspannung o, erzeugt die Dehnungen

6.’17
&= 5 g=6=—7 .
Die GroBe E heilt der Elastizitdtsmodul, sie hat die Dimension einer
spezifischen Spannung. Die unbenannte Zahl » gibt das Verhiltnis
der Querzusammenziehung zur Lingsdehnung an. Die Querdehnungs-
zahl v (auch Poissonsche Zahl genannt) ist fiir Glas !/,, fiir Eisen
etwa 3/ . Fir Zement und Beton ist » wesentlich kleiner und
kann im Mittel etwa gleich '/, bis '/,, genommen werden. Aus dem
Umstand, dafl wihrend der betrachteten Forménderung in den zur
z-Richtung schief gelegenen Schnittrichtungen Schubspannungen
wirken und Schiebungen auftreten, folgt, daB diese letzteren eben-
falls verhdltnisgleich sein miissen. Der Proportionalitdtsfaktor ergibt
sich, wenn man die Schubspannung und die Schiebung fiir eine be-
liebige Richtung, beispielsweise fiir eine unter 45 Grad zur Zugrich-
tung geneigte Schnittrichtung berechnet. In dieser Ebene ist 7= o
und y =2(1+»)e,, somit ist

201497
y=20t2)r (11)
. . . E T
Man bezeichnet die Grofle G = ———— = — als den Schubmodul
2(1+») y

des Stoffes.
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Nachdem der allgemeine Spannungszustand aus drei Zug- oder

Druckbeanspruchungen o, o,, o, und aus drei Schubbeanspruchungen

T,ys Tys T, Sich zusammensetzt, haben wir als Ausdruck fiir das
Elastizititsgesetz (Hookesches Gesetz) eines isotropen Materiales die

sechs Gleichungen:

2 1 ik foy
= o), =Rt g
817 1 8: Tyz
= o, e o)y 7= b = (12)
6,2527«]_(%_”%—’}61)7 sz:—_,——«:—G_

Wenn im QGefiige eines Stoffes ein Bestandteil eine wesent-
lich geringere Festigkeit als die anderen besitzt — ein sehr ge-
laufiges Beispiel ist das GuBeisen mit seinen eingelagerten, weichen
Graphitteilchen — oder wenn die kleinsten Teilchen, trotzdem sie
gut miteinander verwachsen sind, leicht, d. h. unter geringen
Spannungen bleibende Verschiebungen erleiden (z. B. weiches, ausge-
gliihtes Kupfer), geniigen die Forménderungen nicht dem Elastizit&ts-
gesetz.

Unter den in elastischer Hinsicht zwar unvollkommenen, aber
wegen der Billigkeit ihrer Herstellung in den Konstruktionen des
Hoch- und Griindungsbaues viel angewendeten Verbundkdrpern ist
einer der wichtigsten der Beton, dessen elastische Eigenschaften in
mancher Hinsicht denen des GuBeisens &hneln. Der aus einer Mischung
von Zement, Kies und Sand mit einem Wasserzusatz erzeugte Beton
hat wie das Gufleilen im Gebiete der Druckspannungen eine konkave
Spannungs-Dehnungskurve. Die Zusammendriickungen nehmen fiir
gleiche Spannungsstufen mit der steigenden Spannung zu. Die ge-
nauere Beobachtung hat gezeigt, daB die Belastungskurven der
pordsen, mit zahllosen, feinen Spalten und unvollkommenen inneren
Haftflichen durchsetzten Korper, wie des Betons oder des GubBeisens,
von den Entlastungskurven abweichen (elastische Hysteresis).
Die Praxis des Eisenbetonbaues hat es im Laufe der letzten
Jahrzehnte verstanden, die Unvollkommenheit des Betons durch die
Verwendung von Eiseneinlagen auszugleichen (Abb. 7), die ihn vor
allem gegen die Zugspannungen widerstandsfihig machen. Man hat
auch gelernt, die auf Grund des Hookeschen Gesetzes entwickelte
Elastizitdtslehre auf die hauptséchlichsten Anwendungsbeispiele des
Betons unter der Beriicksichtigung seines vom vollkommen -elasti-
schen Korper abweichenden Verhaltens zu iibertragen.
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Um die Erforschung der Elastizitits- und Festigkeitseigenschaften des
Betons mit und ohne Eiseneinlagen haben sich in Deutschland besonders
C.v. Bach und O. Graf (man vergleiche die Berichte iiber die Versuche in der
Festigkeitsanstalt der Techn. Hochsch. Stuttgart, die Hefte des Deutschen Aus-
schusses fiir Eisenbeton und der Mitt. iib. Forsch.-Arb.), Foerster, M.:  Die
Grundziige des Eisenbetonbaues®, 2. Aufl., Berlin: Julius Springer 1921.
E. M6rsch: ,Der Eisenbetonbau, seine Theorie und Anwendungen®, 5. Aufl.,
Stuttgart 1920, 1922 und E. Probst: ,Vorl. iib. Eisenbeton“ (1. Bd. 2. Aufl.
1923; 2. Bd. 1922. Berlin: Julius Springer) verdient gemacht, auf deren ein-
gehende Untersuchungen hinzuweisen ist. Vgl. auch das ,Handbuch fiir Eisen-
beton“, Berlin: W. Ernst & Sohn 1921. — Neuerdings hat K. Eisenmann (Der
Bauingenieur, Bd. 5, S. 540. 1924) durch feine Elastizitdtsmessungen an Beton-
kérpern, die er auf Zug oder auf Druck nur schwach beanspruchte, eine
vollige Linearitit zwischen den Spannungen und den elastischen
Anteilen der Dehnungen festgestellt. — Eine weitere Kldrung des elastischen
Verhaltens von Eisenbetonplatten ist von den in den Technischen Hochschulen in
Dresden und Stuttgart in Angriff genommenen Versuchen zu erwarten.

Abb. 7.7 Die Eiseneinlagen der AuBen- und Zwischenwidnde eines
13 m langen, 6,6 m breiten und 55 m tiefen Fliissigkeitsbehédlters
aus Eisenbeton.

Stoffkésten einer Papierfabrik. Die beiden Liéngswinde und die Querwinde
gind als rechteckige Platten mit je zwei Netzen kreuzweise verlegter Eisen
bewehrt. Die Winde haben eine Dicke von 16 cm. Das eiserne Gerippe der
Winde ist vor dem Anbringen der holzernen Verschalungsform aufgenommen,
in der die Wande spiter betoniert werden. — Ausfithrung: Wayss & Freytag
Akt.-Ges.,, Neustadt a. d. Haardt.
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6. Die Grundgleichungen.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen (4), S. 5,
enthalten, wenn man in ihnen die Gleichheit der zugeordneten Schub-
spannungen nach (4a) beriicksichtigt, die sechs Spannungskomponenten
Ops Oys Ops Tpyy Tyys T,,- Hs sind dies drei lineare, homogene partielle
Differentialgleichungen, die zur Angabe eines in einem elastischen
Korper moglichen Spannungszustandes noch nicht hinreichen. Dazu
ist notig, sie mit den sechs Gleichungen (12), S. 9, in Beziehung zu
setzen, welche das Elastizitdtsgesetz zum Ausdruck bringen. Diese
Gleichungen enthalten auBler den Spannungen noch drei weitere un-
bekannte Funktionen der Koordinaten z, y, z, niamlich die Kompo-
nenten &, 5, { der Verschiebung. KEs stehen dann insgesamt neun
voneinander unabhiingige Gleichungen zur Bestimmung der neun un-
bekannten Funktionen der Koordinaten z, y, z zur Verfigung, die
zur Angabe besonderer Forminderungs- und Spannungszustinde von
elastischen Korpern hinreichen, wenn die Werte der Spannungen
oder der Verschiebungen auf den Begrenzungsflichen des Korpers
gegeben sind.

Wenn man die sechs Gleichungen (12) nach den Spannungen
auflést und ihre Werte in die drei Gleichgwichtsbedingungen (4) ein-
setzt, ergeben sich die drei Grundgleichungen der Elastizitats-

lehre de de
+(1—2v)4&=0, 5?7—{—(1—21/)1117:0,

o
: (13)
2t —2nar=0
oz ’
In ihnen bedeutet das Zeichen A eine abkiirzende Schreibweise fiir
0% u *u o%u
M= Ty T

und e die rdumliche Dehnung (S. 4, GL. (3)).

Jedem System von Funktionen &, u, ¢, das diesen drei linearen,
homogenen, partiellen Differentialgleichungen gentigt, entspricht ein
moglicher Forménderungs- und Spannungszustand in einem elastischen
Korper.

Bildet man der Reihe nach die partiellen Ableitungen der ersten,
zweiten und dritten der Gleichungen (13) nach den Unabhéingigen
x,y und z und ihre Summe, so folgt fiir die rdumliche Dehnung ¢

die Differentialgleichung Ae—0

Die Gleichungen (13) gelten nur unter der Voraussetzung, daf

die Verschiebungen &, %, { an keiner Stelle des Korpers mit seinen
Abmessungen im undeformierten Zustande vergleichbar sind.
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7. Steigung und Kriimmung.

Eine krumme Fliche z = f(x,y) werde durch eine zur z-Achse
parallele Ebene in einer Kurve geschnitten. Bedeutet n eine Lange,
die in der Richtung ihrer Spur mit der z,y-Ebene gemessen wird,
so ist der Tangens des Winkels f§,, den die Tangente der Schnitt-
kurve im Punkt xzyz mit der xy-Ebene bildet, gleich

0z f(x,y)
K A T

Wenn n mit den Richtungen x bzw. y zusammenfillt, wird analog

02 oz

tgf, =,  tgf,=—

gh.= 3, g8, 7y

Der Zuwachs der Ordinaten z in der Richtung = ist:

0z
dz = %—
Nach Division mit dn und Einfithrung des Winkels «, den die
Richtung » mit der x-Achse bildet, folgt hieraus die Steigung

:—z— der Fléche z=f(zy) in der Richtung =:
n

9
52-: —2% cosa—ﬁ—%sina. (14)

0z
d —dy.
x+6y Y

Auf einer Schichtenlinie der Fliche z = f(x,y) oder einer
Kurve z=konst. ist in der Richtung der Kurve 0z/0n’ =0 und
nach (14
oz | 0z

— . 1
or // oy (15)

Um den Winkel «” oder die Richtung »” im Punkte z,y zu finden,
in der die Fliche z = f(#,y) am steilsten ist, bilden wir die Ab-
leitung der Gl. (14) nach « und setzen sie gleich Null. Es folgt

tge = —

0z | 0z
n_ J% 192 16
tg « 0y / ox (16)
Die Richtungen »’ und =” stehen senkrecht aufeinander, denn
tge/ tge” = — 1. Die grofite Steigung der Fliche f(xy) ergibt

sich nach (14) und (16)
82)2 <8z>“’
- — . 17
(896 + 0y (17)
Ein Schnitt der Fliche z = f(w, y), der ihre Normale im Punkte z, y

enthélt, heilt ein Normalschnitt. Die Normalschnitte einer schwach
gekrimmten Fliche, deren Ordinaten z sehr klein gegen = und y
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sind, stehen nahezu senkrecht zur xz,y-Ebene. Umgekehrt schneidet
jede zur xy-Ebene senkrechte Ebene mit geniigender Genauigkeit

aus einer solchen Flidche in jedem Punkte z,y ihrer Schnittkurve
einen Normalschnitt heraus.

In einem Normalschnitt, dessen Spur » auf der z,y-Ebene den
oben eingefiihrten Winkel ¢ mit der x-Achse einschlieft, wird die

Kriimmung i bei einer schwach gekriimmten Fliche aus der Gl. (14)

erhalten, wenn man diese nochmals auf sich selbst anwendet:

1 *z G (82) 0 (82) .
——= = —]-co80 -+ — | ~—|-sin e
2, on® oz \on 0y \on
oder mit Benutzung von Zeigern fiir die Ableitungen von z nach z
und y:
1 o . .

r Zpn = 2,,C08%¢ +- 22, -sinccose -z, -sin*e.  (18)
Entsprechend wird die Kriimmung in einem Schnitt m, der senkrecht
zum ersten steht, gleich:

1 - . ;
o = Zpm = %, Sin°@ — 22 sinecose 4z, cos’e. (18a)
Die Addition dieser Gleichungen ergibt:
znn+zmm=zxz —I—A Ryy> (19)
oder auch

1 1 1 1
— + ~—==-— -+ — =konst., den Satz von Euler. (20)
& | On 0 O

Man nennt den vorstehenden Ausdruck die mittlere Kriimmung
der Fliche z = F (x,y).

2

Bildet man die zweite Ableitung z, , = —a—%;’; ahnlich wie vor-
hin die GroBle z,, und fithrt an Stelle des einfachen den doppelten
Winkel 2 « ein, so entstehen mit (Gl. 18) zusammen die zwei Gleichungen

2znn:z”+zyy—{—(zm~zyy)cos2cc—{—2zxysin2oc, (21)
2z, = —(zm—zyy)sin2oc—{—-2zrycos2zx.
Diese Gleichungen besitzen dieselbe Form wie die Formeln (6) des
ebenen Spannungszustandes. Daher lassen sich die Sétze iiber den
Mo hrschen Spannungskreis sinngemiB auf die Kriimmungen einer Fliche
z=f(x,y) iibertragen. Den zweiten Ableitungen von z: z__, Zyys Puy

Zuns %,m> entsprechen der Reihe nach die Spannungskomponenten:

Oz’ oy’ Ta:y’ On’ -_1nm‘

Man bezeichnet auch z,, als die Torsion der krummen Fliche z
im Punkte z,y, beziiglich der Schnittrichtungen «,y. Die Torsion
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verschwindet in den Hauptschnitten der Fliche z = f(z,y), in
denen die Hauptkriimmungen:

zxz+z?lll (zzx — Zl/ll)2
5 T 4 Ty

auftreten.

8. Platten und Schalen.

Wenn in einem elastischen Korper eine Koordinate klein im
Vergleich zu den anderen ist, oder mit anderen Worten, wenn man
die Forménderungen und die Spannungen von scheiben- oder platten-
formigen elastischen Korpern zu beschreiben hat, sind Vereinfachungen
der Rechnung zu erwarten. Diese sind auBler den stabférmigen
Korpern wichtige Elemente der Konstruktionen des Ingenieurs, es
entgpricht deshalb einem praktischen Bediirfnis, wenn wir uns mit
ihren Forménderungen und mit ihren Spannungszustéinden eingehend
beschéftigen werden.

Unter den durch zwei benachbarte Flichen begrenzten elastischen
Korpern wollen wir fir eine Platte ihre Biegungssteifigkeit oder
ihre Fahigkeit als kennzeichnend betrachten, quer zu ihrer Mittel-
fliche gerichtete Krifte durch die Momente der iiber ihre Quer-
schnitte verteilten inneren Spannungen aufzunehmen. Wir beschrinken
die Bezeichnung auf die Platten, deren Mittelfliche in ihrem un-
deformierten Zustand eine Ebene ist?).

Die durch zwei benachbarte Fliachen begrenzten elastischen
Korper, deren Mittelfliche im unbelasteten Zustand gewolbt ist,
werden elastische Schalen genannt. Weitaus die wichtigsten Auf-
gaben iiber die Festigkeit der flichenhaft ausgedehnten elastischen
Kérper beziehen sich auf die (ebenen) Platten und auf solche
Schalen, deren Mittelfliche eine einfache geometrische Gestalt haben,
besonders auf die Kegel-, Kugel- und Ringfldchenschalen?).

1) Die durch ein System von Kriften nur in ihrer Ebene verzerrten (nicht
verbogenen) Platten werden wohl auch als Scheiben bezeichnet. Ihre wichtigsten
Anwendungsbeispiele sind die rasch umlaufenden Réder der Dampf- und
Gasturbinen, deren Theorie in A. Stodolas Werk: Die Dampf- und Gasturbinen,
Verlag von Julius Springer, Berlin, 6. Aufl. 1923 erschopfend dargestellt ist.

%) Hinsichtlich der Theorie der Biegung der gewdlbten Schalen ist auf
die grundlegenden Abhandlungen von H.Reissner in der Miiller-Breslau-Fest-
schrift 1912 , Spannungen in Kugelschalen (Kuppeln)“, Leipzig: A. Kroner, und
von E. Meifiner: ,Das Elastizititsproblem fiir diinne Schalen von Ringflichen-,
Kugel- oder Kegelform“ in der Physikalischen Zeitsehrift 1913, S. 343 zu ver-
weisen. MeiBBners Untersuchungen haben ihre Fortfiihrung in einer Reihe von
ausgezeichneten Dissertationen der Technischen Hochschule Ziirich gefunden. —
Vgl. auch A. und L. Féppl: ;Drang und Zwang*, Eine hohere Festigkeits-
lehre fiir Ingenieure, 2. Bd. (Oldenbourgh) 1921.
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Das elastische Verhalten einer Platte hingt wesentlich
vom Verhdltnis ihrer Dicke zu ihren sonstigenm Ab-
messungen ab. Wir haben bereits erwahnt, daf die Differential-
gleichungen fiir die Verschiebungskomponenten nur so lange linear
sind, als keine der Verschiebungen mit einer Korperabmessung ver-
gleichbar ist. Diese Forderung grenzt genauer das Dickenverhiltnis
nach unten hin ab, oberhalb dessen die linearen Differentialgleichungen
mit hinreichender Genauigkeit gelten. Sie verlangt, dafl die gréBten

elastischen Verschiebungen ihrer Punkte — das sind ihre Durch-
biegungen oder die Auslenkungen ihrer Mittelfliche im
verbogenen Zustand — nirgends die GrofBle der Dicke er-

reichen dirfen.
Wir werden

a) von ,Platten“ sprechen, wenn ihre Forménderungen und ihre
Spannungen durch die Verschiebungen der Punkte ihrer Mittel-
fliche sich beschreiben lassen und wenn ihre Durchbiegungen
sehr klein im Vergleich mit ihrer Dicke sind;

b) von dicken Platten, wenn ihre Stédrke mit ihren iibrigen
Abmessungen vergleichbar ist und ihre Forménderungszustinde
nur durch die drei Ortsfunktionen &, 5, { zu erfassen sind, und

¢) von Platten mit groBer Ausbiegung, wenn ihre Durch-
biegungen von der GroBenordnung ihrer Dicke sind. Ihre
Theorie gestaltet sich erheblich verwickelter, weil die Linearitit
der Differentialgleichungen fiir sie verloren geht. In ihren
Spannungszustinden machen sich wegen der Ausdehnung der
Mittelfliche die Gewolbespannungen bemerkbar, aus den
ebenen Platten entstehen allmahlich schwachgew6lbte elastische
Schalen?).

1) Die zur Mittelebene quer gerichtete Belastung einer Platte wird an
einem kleinen Element, das durch eine zu ihrer Mittelebene senkrechte Zylinder-
fliche begrenzt ist, durch den Unterschied der in ihr parallel zur Last iiber-
tragenen Scherkrifte und durch eine kleine Komponente im Gleichgewicht
gehalten, die die Normalkrifte in der Schnittfliche liefern. Letztere riihrt
davon her, dal die Erzeugenden der Zylinderfliche des Elementes wegen der
Kriimmung der Platte sich ein wenig gegeneinander neigen werden. Quer zur
Plattenebene gerichtete Scherkriifte kénnen, wie man aus der Gleichgewichts-
bedingung der Momente der Spannungen erkennt, nur in Verbindung mit
Biegungsmomenten auftreten und sind von der GroBenordnung der Momente.
Wenn nun die Dicke h der Platte abnimmt, nehmen die Momente und die
transversalen Scherkrifte mit h? ab, wihrend die Resultierende der zur Mittel-
ebene parallelen Spannungen nur wie % kleiner werden. Mit abnehmender
Dicke der Platte muBl demnach der Anteil, den die ersteren zur Tragkraft der
Platte beitragen, gegen den Anteil der letzteren abnehmen und die Art, wie
die Last sich mit den inneren Spannungen ins Gleichgewicht setzt, sich vollig
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9. Die Spannungsmomente einer Platte. Der Momentenkreis.

Zunéchst sollen Biegungsfille solcher Platten betrachtet werden,
auf welche keine Krifte in der Richtung ihrer Ebene wirken. Eine
Platte werde aus einem elastischen Korper durch zwei parallele Ebenen
und eine auf ihnen senkrecht stehende Zylinderfliche abgegrenzt. Ihre
Punkte mégen auf ein rechtshindiges, rechtwinkeliges Koordinatensystem
z,y,z bezogen werden, die xy-Ebene falle mit der Mittelebene
der Platte in ihrem ungespannten Zustand zusammen. Ihre Dicke
sei mit » bezeichnet.

An einem kleinen prismatischen Element, das man durch einen
zur zx-, einen zur zy-Ebene und durch einen zur z- Achse parallelen
Schnitt aus der Platte abgrenzt,
dessen nach auBlen gerichtete Nor-
male n den Winkel o« mit der x-
Achse bildet, wirken in der Ent-
fernung z von der Mittelebene par-
allel zu dieser letzteren die Normal-

Abb. 8. Abb. 9. spannungen o,,0,, die Schubspan-

nung 7,,, eine Normal-(s,) und
eine Schubspannung 7, (im schiefen Schnitt ¢¢, Abb. 8). Diese GroBen
sind durch die Gleichungen 4. (5) S. 6.

0,co8¢ + 7, sine =g, cose + 7, sina

(5)

verbunden, welche das Gleichgewicht der Spannungen parallel zur
Mittelebene zum Ausdruck bringen.

Auf Grund dieser Gleichungen liBt sich der Zusammenhang der
Momente der Spannungen angeben, die in den Schnittebenen einer
Platte tibertragen werden. Um sie zu erhalten, multiplizieren wir die

0,8in@ —7,,c08¢ =0, 8N+ 17, 8K

dndern: die Platte verliert allmahlich ihre Biegungssteifigkeit und
geht schlieBlich in eine vollkommen biegsame elastische Haut
iiber, die indessen nur, wenn in keiner Richtung in ihr Druckspannungen
vorkommen, in geringem MaBe noch tragfihig ist. Die Theorie der unend-
lich kleinen, seitlichen Auslenkungen diinner, vollkommen biegsamer
Héute (Membranen) hat wegen ihrer mathematischen Verwandtschaft zu ver-
schiedenen physikalischen Problemen (Potentialtheorie) und hier vor allem zur
Theorie der Plattenbiegung eine Bedeutung, Fiir die Anwendungen in der
Festigkeitslehre wichtig sind noch die Spannungszustinde von biegsamen
Héiuten mit groBer seitlicher Auslenkung, deren Theorie A. Foppl
(Vorl. tiber techn. Mechanik Bd. 5, S. 121 [4. Aufl.], 1922) entwickelt hat, weil
sich die Gleichgewichtszustinde der diinnen Platten mit abnehmender Stirke
diesen Grenzzustinden nihern. Den allmihlichen Ubergang von den steifen
Platten sehr kleiner Durchbiegung zu diesen letzteren bilden die Platten mit
Gewolbespannungen, die wir schon oben erwihnt haben.
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Gl (5) mit zdz, integrieren ihre beiden Seiten zwischen den Grenzen
= — h/2 und z=~h/2, wo h die Dicke der Platte ist, und fiihren
die folgenden Bezeichnungen ein:
'mz=faxzdz, mzy=frzyzdz,
m, = f o,2dz, m, = fzyxzdz, (22)
mnzfonzdz, m,, = | ,,2dz.

Wir nennen die drei ersten Integrale oder die auf die Schnitt-
breite eins bezogenen Momente der Normalspannungen o_, 0,5 0, um
die Achsrichtungen y,x,t (Abb. 9) die Biegungsmomente der
Platte. Die Zeiger z,y,n von den Biegungsmomenten m,_, m,, m,
deuten die Normalenrichtung der Schnitte an, fiir welche sie zu
bilden sind. Die in denselben Schnitten wirkenden Momente der
Schubspannungen 7,7, ., 7,, bezeichnen wir als die Scherungs-
(Torsions-)momente m,_ ,m, ., m,, der Platte (bezogen auf die
Léngeneinheit der Schnittbreite). Wegen der Gleichheit der zu-
geordneten Schubspannungen 7, = 7, miissen auch die Scherungs.
momente m, =m, in zwei zueinander senkrechten Quer-
schnitten einer Platte gleich sein.

Die Biegungs- und die Scherungsmomente der Platte sind in
der Abb. 8 durch ihre Achsvektoren dargestellt, deren Pfeile in der
tblichen Weise nach jener Seite gerichtet gezeichnet sind, von der
aus gesehen die Momente entgegen dem Uhrzeigersinn drehen. (Um
sich die positiven Richtungen der Momente oder die Achsvektoren
in Abb. 8 oder in einem beliebigen Plattenschnitt zu verschaffen,
wihlt man in jedem Schnitt einen Punkt mit positiver Koordinate z
und trégt in ihm die Spannungen o¢_, ... mit ihren positiven Rich-
tungen ein. Der Drehsinn der so entstehenden Momente wird als
der positive eingefiihrt.)

Die mit zdz multiplizierten und integrierten Gleichungen (5) S. 16
ergeben, wenn die eben eingefithrten Definitionsgleichungen fiir die
Spannungsmomente der Platte beriicksichtigt werden, die Beziechungen

mncosoc—]—mmsinoczmzcosa—]—mzysina, (23)
m"sinoz—mmcosazmysinu—{—mmycosu,
welche mit Riicksicht auf das Gleichgewicht unter den Momenten
bestehen miissen. Die formale Ubereinstimmung der Gleichungs-
paare (5) und (23) gestattet die Ubertragung der Sitze iiber den ebenen
Spannungszustand auf die Biegungs- und Scherungsmomente einer
Platte. Dem Spannungskreis (8) von Mohr entspricht hier der
Momentenkreis:
2 2
e (24)
Nddai, Elastische Platten, 2
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wenn man das Biegungsmoment m, und das Torsionsmoment m, , als
die Veriénderlichen betrachtet. Es gibt an jeder Stelle =,y einer
Platte zwei zueinander und zur Mittelebene senkrechte Haupt-
schnitte, in welchen das Biegungsmoment seinen groften und seinen
kleinsten Wert annimmt. Dies sind die Hauptbiegungsmomente:

m, -+ m m,—m)
_,’?__Iiiy, + V( i ¢ + ngy . (25)
2 4
Die Summe der Biegungsmomente fiir zwei senkrechte Schnitte
m, +m,=m_ + m, (25a)

ist eine unverdnderliche GroBe.
In den Hauptschnitten verschwindet das Scherungsmoment. Dies
erreicht seinen absolut genommenen gréBten Wert

Im — m 2
1/(——’“ 4—y> +m2, (251b)
in einer der winkelhalbierenden Ebenen der Hauptschnitte. Die
letzteren sind durch den Winkel

m —
cotgo = =Y (26)
2m

xy

bestimmt.
Nimmt man die Hauptbiegungsrichtungen als Koordinatenrich-
tungen z und y an, so sind m =m, m,=m,, m, =0. Die

Komponenten M, und M des resultierenden Momentes V?n;‘f—}—m;:t
des schiefen Schnittes sind gleich:

M, = — m,cosp, M, =m,sing.
Durch Elimination von ¢ ergibt sich hieraus
My
ms my

als geometrischer Ort des Endpunktes aller Vektoren M = Vﬁﬂ;"i}li]l‘lf
des resultierenden Momentes im schiefen Schnitt eine Ellipse.

10. Die Differentialgleichung der elastischen Fliiche einer Platte.

Wenn die Dicke % einer Platte klein gegen ihre iibrigen Abmessun-
gen ist, sind ihre Dehnungen von einfacher Art. Die Punkte einer zur
Mittelebene senkrechten Geraden liegen nach der Biegung wieder
auf einer Geraden und bilden eine Normale der Fliche, in die die
Mittelebene im verbogenen Zustand der Platte tbergeht!). Wir

Y Im § 15 wird nachgewiesen, daB diese einfache Gestaltinderung einer
diinnen Platte eine Folge des Umstandes ist, daB das Verhéltnis der Dicke
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nennen diese Fliche ihre elastische Flidche und bezeichnen ihre
Ordinaten als die Durchbiegungen w der Platte. Wenn diese
letzteren nicht nur gegen z und y, sondern auch gegen ihre Dicke %
klein sind, wird die Mittelfliche um Betrége gedehnt, die neben den
Dehnungen im Abstande z von ihr von hdherer Ordnung Kklein
sind. Wir werden die von der Woélbung der Platte herrithrenden
Dehnungen der Mittelfliche spéter (S.270) berechnen und begniigen
uns hier mit dem Hinweis, dafl sie neben den Dehnungen vernach-
lassigt werden konnen, die in einiger Entfernung von ihr auftreten,
wenn w klein gegen h ist.

Ein Punkt mit den Koordinaten z,y,z, der aullerhalb der
Mittelebene z = 0 der Platte liegt, hat sich nach ihrer Biegung
parallel zur z,y-Ebene um die kleinen Strecken & und % in der
Richtung der z- bzw. der y-Achse verschoben (Abb. 10). Nachdem die
Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Ge-

raden nach der Biegung eine Normale der z
elastischen Fliche w bilden, sind diese klei- ,‘,’,t “““““““
nen Verschiebungen gleich ]
0 0 fi'\%"f
w w
=—z—, — —25—. (27 10,
£ oy 7 % (27) Abb. 10

Aus den Verschiebungen &, 5 bestimmen sich die Dehnungen
e, ¢, und die spezifische Schiebung y,, nach den Gl (1) und (2):

£~9§_ zﬁﬂ _an__zaﬂw
= or x?’ Eyﬁﬁg‘ y?’ )
, (28)
y :8§+é_n:_22 02w ‘
T 9y @ ox oxoy

Die Beschrinkung auf kleine Plattenstdrken hat eine Verein-
fachung zur Folge. Wenn auf der Oberfliche der Platte z = — h/2
ein Druck p lastet, ist die Normalspannung o,, welche senkrecht
zur Mittelebene gerichtet ist, im Innern der Platte nicht gleich
Null, weil sie auf der belasteten Seite z—= — h/2 ¢,= — p ist.
Allein in einer diinnen Platte sind der Druck p und die Span-
nungen o, nur klein im Vergleich mit den Spannungen o¢,.0,,7,,
der Biegung. Die Normalspannung o, darf deshalb neben den Span-

zu den Abmessungen der Platte hinreichend klein angenommen wird. Die
Annahme des ,,Geradebleibens“ der Lotrechten der Mittelebene enthélt keine neue
Hypothese, welche ihre Berechtigung erst der Bestdtigung der aus der Theorie
gezogenen Schlilsse durch Versuche verdankt, wie dies des 6fteren angenommen
zu werden pflegt.

A
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nungen o,, o, vernachlissigt werden?). Mit o,=0 ergeben die
Gl (12) mit den Gl (28)

E Ez (27w 8“’w>
o= et re) == o N
B G
oy =7l tra)=— G TG
und fiir die Schubspannung 7,
0w
T:cy = nyy = — 2 GZ*aTE*a’y (30>

In diesen Formeln bedeuten E den Elastizitits-, G den Schubmodul
und » die Querdehnungszahl des Materiales.
Wir ziehen es vor statt mit den Spannungen o, Oys Tpys Mib

ihren Momenten m_, m,, m,, zu rechnen, deren Definitionsgleichungen

mrzfozzdz, my:fayzdz, mxyzftxyzdz (31)
waren. Nach Einfilhrung der Gl (29) und (30) und Integration

nach z (von — h/2 bis h[2) erhalten wir die drei Grundformeln
fiir die Spannungsmomente einer Platte in rechtwinkeligen

Koordinaten:
m, = — N<fa~f?+v-@:~‘g>
. ox*® oy~
Biegungsmoment s N
" — N(ajg; ya“w>
vy 0y* ox*? (32)
Scherungsmomentm_, = — (1 —») N 27w
¢ g wy 2x oy’

In diesen Formeln bedeutet N die Abkiirzung fiir

ER3
T12(1 — ¥
Man nennt die Grofle N die Platten-
steifigkeit. Sie hat die Dimension eines
Momentes (kg cm).

Wir betrachten nunmehr das Gleich-
gewicht der Krifte und Momente, die an
einem kleinen prismatischen Element dxdyk
der Platte angreifen (Abb. 11). In den
Querschnitten dyk, bzw. dxh, deren nach aulen gerichtete Normale

N (33)

1) Eine Ausnahme bilden die Bezirke in der Umgebung der Angriffsstellen
von stark konzentrierten Kréften (,Einzelkriften“), wo der Form-
#nderungs- und Spannungszustand verwickelter ist.
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entgegen der positiven Richtung der z- bzw. der y- Achse zeigt, wirken
aufler den Spannungsmomenten m,, m ,m, , die Scherkrifte

pxzfr“dz, bzw. py:fryzdz (34)
senkrecht zur Mittelebene. Die positiven Richtungen dieser (ebenfalls
auf die Lingeneinheit der Schnittbreite bezogenen) Scherkrifte sind
in zwei Seitenflichen des prismatischen Elements aus der Abb. 11
zu ersehen.

In den Gleichgewichtsbedingungen der Momente beziiglich der z-,
bzw. der y-Achse ist zu beriicksichtigen, dall sich die Momente
mg, m,, m,, um ein Differential &ndern, wenn z,y um dz,dy zu-
nehmen. Sie lauten

om E)m om om

- 2y — ¥ oY 35
Pz oz E)y Py oy + ox (35)

Fihrt man hier die Ausdriicke aus (32) ein, so ergeben sich die

Formeln fiir die Scherkrifte einer Platte inrechtwinkeligen
Koordinaten.

odw oAw

= — N —— = —N-—-.

Pe ow > Py oy

Hier und im folgenden bedeutet Aw die Abkirzung fir den viel-

gebrauchten Differentialausdruck:

’w E)‘“’ w
dw= G+ 5

(36)

Aus den GL (32) folgt, daB die Summe der Biegungsmomente gleich
m, +m,=— (1 »)Ndw (36a)
ist.

Schlieflich ist die Gleichgewichtsbedingung der zur Mittelebene
senkrechten Krifte anzugeben. Wenn man beachtet, daB8 die Unter-
schiede der in den Schnitten ¢ und x4 dz, y und y + dy iiber-
tragenen Scherkrifte der duferen Last pdxzdy am Element dzdy
(Abb. 11) das Gleichgewicht halten miissen, erhilt man die Gleichung

P,

ox
Sie liefert, wenn die Ausdriieke tiir die Scherkrifte p_, p aus (36)
eingefiihrt werden, die lineare, partielle Differentialgleichung vierter
Ordnung fiir die Durchbiegung w der Platte:

+ ap” +p=0. (37)

otw otw P

— 19 P

et T 2oy + = AAdw ¥ (38)
In ihr ist die anf die Flicheneinheit der Oberfliche z — — h[2

bezogene Last p (sie wurde in der Richtung der zunehmenden Durch-
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biegungen w als positiv eingefiihrt) als eine beliebig gegebene Funktion
der Koordinaten x und y zu betrachten.
Einer partiellen Differentialgleichung, wie der Plattengleichung:

Adw=f(x,y)

geniigt eine Fiille von Funktionen w der Koordinaten 2 und y. Zu
jeder solchen Funktion gehort ein in einer elastischen Platte mog-
licher Spannungszustand mit den Momenten (32) und den Scher-
kriften (36).

Die Spannungsmomente fiir Beton.

Wie wir schon erwihnten, haben die pordsen Materialien eine
kleine Querdehnungszahl ». Unter ihnen ist der fiir die Anwendungen
der Plattentheorie wichtigste der Beton. Man wird bei diesem Stoff
in erster N&aherung » = 0 annehmen diirfen und erhilt dann die
Spannungsmomente in der einfachen Form:

>w Pw w

11. Die Anstrengung der Platte.

Fiir die grofte Inanspruchnahme einer verbogenen Platte sind
gewdhnlich die zu ihrer Mittelebene parallelen Spannungen o_, Oys Ty
mafgebend. In Platten, die in ihrer Mittelebene nicht gespannt
werden, erreichen diese, mit der Entfernung z von ihr linear zu-
nehmenden Biegungsspannungen ihre absolut genommen groten Werte
o, ay’, 74y in den beiden Oberflichenschichten z = + A:2; sie sind
mithin in der Entfernung z von der Mittelebene durch die Ver-

hiltnisse , ,
6,:6,/ =0,10/ =1,

. r .
y: o, 1ty =2z:h

y
bestimmt. Fiihrt man in die Ausdriicke fiir die Spannungsmomente (22)
diese Werte ein, so ergeben sich die gréfiten Biegungsspannungen
gleich

o =+6m:h* o =Fx6m k" 5,==F6m :h*. (40)

Die groB8te Normalspannung und die gréBte zur Ober-
fliche parallele Schubspannung sind hiernach in zwei
Plattenquerschnitten x = konst. bzw. y == konst. gleich dem
auf die Léangeneinheit der Schnittbreite bezogenen Bie-
gungs- bzw. Scherungsmoment, geteilt durch das ebenfalls
auf die Lingeneinheit der Schnitte bezogene ,Widerstands“-
moment h%:6.

Man weist an Hand der Ausdriicke (29) fiir o_, o, 7,, und der

X

ersten und der zweiten Gleichgewichtsbedingung (4) leicht nach, daB die
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Kurven der Schubspannungen 7, bzw. 7,, in den Schnitten » = konst.
bzw. y = konst. in Abhingigkeit von der Koordinate z Parabeln
sind. 7, 7,, sind fiir z 4+ h/2 gleich Null und erreichen ihre groBiten
Werte 7., 7. in der Mittelebene z = O der Platte. Da die durch diese
Parabelbogen eingeschlossenen Flicheninhalte mit den Scherkriften
p, bzw. p, [siehe die Gl (35), S. 21] der Platte gleich sind, er-
geben sich die groBten Schubspannungen v, 7,, auch gleich

3 3
= gw . T, = —;’1. (41)

Diese Schubspannungen sind im allgemeinen neben den Biegungs-
spannungen ¢/, oy’, 75y von untergeordneter Bedeutung. Sie koénnen
jedoch in der Umgebung der Angriffsflichen stark konzentrierter
Krifte groflere Werte erlangen.

Die zuldssige Beanspruchung.

Ein homogener Spannungszustand wird durch seine drei Haupt-
kreise (Abb. 12) gegeben. Wenn seine Hauptspannungen o,, ¢,, o,
allmdhlich im gleichen Verhéltnis vergroBert werden, gelangt das
Material schlieflich in einen Zustand, in dem es entweder sich
plastisch zu deformieren (in dem es zu flieBen) be-

ginnt oder in dem ein Bruch sich zu entwickeln ¢
beginnt. Die Gesamtheit der groBten Hauptkreise g
bildet die Grenzspannungszustinde, die fir die |, | |

. . - 3o |
zuldssige Inanspruchnahme eines Materiales maB- A
gebend sind. Der Ubergang in den bildsamen Zu- a,
stand kann unstetig, d. h. plotzlich unter einem be- Abb. 12.

stimmten Spannungszustand eintreten. Erist dann

an einer groben Gleitflichen-, FlieBfigurenbildung leicht erkennbar.
Beispiel: weiches, feinkorniges Eisen. Er kann jedoch auch ganz all-
méhlich erfolgen, indem die Hauptwerte der Spannungen vergroBert
werden miissen, bis sich die bleibenden Forménderungen stirker aus-
gebildet haben. Letzteres scheint beispielsweise der Fall zu sein,
wenn ein Material zuerst plastisch deformiert wurde und nachher
unter einem Zustand wieder belastet wird, bei dem die Haupt-
richtungen eine andere Lage zum Korper einnehmen oder bei dem
die Hauptspannungen in einem anderen Verhaltnis zueinander stehen.
Da diese Verhiltnisse noch wenig geklirt sind, wird man sich vor-
erst mit der Festsetzung solcher Grenzkreise begniigen miissen, unter
deren Spannungszustinden bleibende Forminderungen noch als un-
gefihrlich angesehen werden. Im ,spréoden® Zustand der Korper
tritt der Bruch ein, bevor die Teilchen (unter den betreffenden
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Spannungszustéinden) sich plastisch verschieben konnten. Wenn von
den Hauptspannungen mindestens eine eine Zugspannung ist und
dem Bruch keine nennenswerten bildsamen Forménderungen voran-
gingen, beobachtet man oft, daB3 die Bruchfliche senkrecht zur gréfiten
Zugspannung verlduft. Es scheint, daf die Grenzspannungszusténde,
die einen solchen Bruch ergeben, in erster Nidherung durch einen
bestimmtenr Wert der gréBten Zugspannung ausgezeichnet
sind'). In der Bruchfliche ist ein unzerstortes Korngefiige zu er-
kennen. Wenn unter den Hauptspannungen keine Zugspannung vor-
kommt, verliuft die Bruchfliche gewodhnlich in der Nahe der Rich-
tungen, in denen die Schubspannungen ihre gréBten Werte haben.
Derartige Bruchflichen fithlen sich bei weichem Material pulverig an
(Beispiel: die Bruchkegel eines gedriickten Sandstein- oder Marmor-
zylinders). Da der endgiiltigen Ausbildung des Bruches bei dieser
Art der Bruchflichen oft eine nennenswerte Verschiebung der Korper-
teile parallel zu ihnen vorangeht, wird das Gefiige in deren Um-
gebung (in einer oft schon mit freiem Auge erkennbaren Schicht)
zerstort. Wir bezeichnen nach dem Vorschlage von L. Prandtl,
der auf diese Verschiedenheiten des Bruchaussehens zuerst hin-
gewiesen hat, die erste Art von Brichen als Trennungs-, die
zweite als Verschiebungsbriiche.

Nach der Mohrschen Theorie des Bruchzustandes®) be-
rithren die groten Hauptkreise von sémtlichen, in einem beanspruchten
Koérper moglichen Spannungszustinden, unter welchen entweder
ein Verschiebungsbruch eintritt oder der Koérper in den
bildsamen Zustand gerit, eine dem jeweiligen Material eigen-
tiimliche ,Grenzkurve“?) (Abb. 13).

1) Wir miissen es uns versagen, auf die neuen Versuche von Griffith
(Phil. Trans. Roy. Soc. London 1921, Ser. A. Bd. 221, S. 168) und von Joffé
(Z.f. Physik 1924) hier einzugehen, durch die der Bruch durch Zugspannungen
in einem neuen Lichte erscheint.

%) Z.V.d. I 1900, S. 1524 oder Fo6ppl, A.: Vorl. i. techn. Mech. Bd. 5
und A. u. L. Féppl: Drang u. Zwang, Bd.1 u. 2.

%) Die Mohrschen Anschauungen wurden besonders durch die Versuche
von J. Guest (Phil. Mag. 1900, Ser. 5. Vol. 43) fiir die dehnbaren Metalle
und von A. Féppl (Mitt. a. d. mech. techn. Labor. Miinchen, 1900) und
von Th. v. Karmén (Forsch.-Arb. Ing. Heft 118, fiir gesteinartige Kérper be-
stitigt. Vgl. auch P. Ludwik (Z. Metallkunde 1922). — Es muB einen Mohr-
schen Kreis geben, der sowohl die Mdglichkeit fiir einen Verschiebungs-, als
auch fiir einen Trennungsbruch zulidBt. Es ist der kleinste der Hauptkreise
(in Abb. 13 ist er dick ausgezogen), fiir den o, = der gréBten zulidssigen Zug-
hauptspannung wird und der die Mohrsche Umhiillende beriihrt. Die Haupt-
kreise fiir die Trennungsbriiche liegen alle innerhalb dieses Kreises, einige von
ihnen sind als punktierte Kreise in der Abb. 13 gezeichnet. Diese Grenzkreise
fiigen sich also der Umbhiillenden nicht mehr an.
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Die am meisten gefédhrdete Stelle der Platte liegt in einer der
Oberfléchenschichten z = 4 h/2 dort, wo der groite Hauptkreis
des Spannungszustandes wihrend der steigenden Belastung zuerst die
Grenzkurve berithrt. In der Mohrschen Darstellung des allgemeinen
dreiachsigen Spannungszustandes ist sein Durchmesser gleich der Diffe-
renz der algebraisch genommen groBten und kleinsten Hauptspannung.

Zur Berechnung einer Platte auf Festigkeit
werden deshalb die Hauptspannungen in der am
meisten gefihrdeten Stelle anzugeben sein. Die
Hauptspannungen werden nach (40) aus den Haupt-
momenten mit Hilfe des Momentenkreises ermit-
telt. Die Dicke der Platte oder die zulidssige
Belastung, welche auf sie wirken darf, sind
dann mit Riicksicht auf einen Verschiebungsbruch
oder den Eintritt der Plastizitit so zu wéhlen, dafl der mit der
algebraisch groften und mit der kleinsten Hauptspannung gezeich-
nete Hauptspannungskreis die Grenzkurve gerade berithrt.

Schubspannungstheorie.

Wenn beispielsweise das Material einer Platte ein bildsames
Metall ist, hingt nach den Versuchen von J. Guest') und andern
der Eintritt der Plastizitit im groBen und ganzen von der Uber-
schreitung einer groBten Schubspannung ab. Da diese dem
halben Unterschied der algebraisch groften und kleinsten Haupt-
spannung gleich ist, liegt die am meisten gefdhrdete Stelle der Platte
dort, wo dieser Unterschied seinen groften Wert annimmt. Bei der
Berechnung von 7., sind mit Riicksicht darauf, dafl das erste FlieSen
in einer der Randschichten der Platte zu erwarten ist, zwei Fille
zu unterscheiden. Wenn die beiden Hauptspannungen o, und o,
(die dritte ist an der Oberfliche gleich Null oder doch nahezu gleich
Null, wenn ein Druck p auf sie wirkt) gleiches Vorzeichen haben, ist
nur die absolut genommen groBere der beiden maBgebend und die
grofite Schubspannung gleich ihrer Hilfte. Wenn hingegen die beiden
Hauptspannungen o, und o, verschiedenes Vorzeichen haben, ist 7 _
gleich (6, — 6,):2. Die Dicke der Platte ist so zu wihlen, daB an
der gefihrdeten Stelle:

im ersten Falle Tax = L‘;L < %,
i : 6, — O, k (42)
im zweiten Falle 7, = 3 : <L ?z

1) A. a. O. Ferner vgl. des Verfassers Bericht iiber die FlieBgrenze des
Eisens in der Schweiz. Bauzg., Ziirich 1924.
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ist, wo k, die zuldssige Beanspruchung auf Zug (die im Zugversuch
ermittelte FlieBgrenze) bezeichnet. Mit Benutzung der Beziehungen
aus dem Momentenkreis ist die Dicke der Platte aus der Forderung
1 —— oy h?

im ersten Falle %tmy o -} (m —m_ P+ dmgy < —k—zé-—

S . (43)
im zweiten Falle V(m, —m) + 4 mgy < J(T
zu ermitteln.
Liegt hingegen die Gefahr eines Trennungsbruches vor,
so hat man nur dafiir zu sorgen, dal} die grofite Hauptzugspannung
nirgends groBer wird, wie die Bruchspannung des reinen Zugversuches.

12. Einfachste Anwendungen der Plattengleichung.
GleichmaBige Biegung. Die elliptische Platte. Sinusformige
Belastung einer rechteckigen Platte.

Die Grundlage fiir die Berechnung der Spannungen einer durch
Momente oder durch seitwirts gerichtete Krifte nur wenig aus ihrer
Ebene verbogenen elastischen Platte bilden die Gleichungen (32), (36)
und (38), die wir der Ubersicht halber hier nochmals folgen lassen:

2
e = N<a—lf- i aayw>
Biegungsmomente: 2w P w (44)
M= <a P >
Scherungsmoment: m,=—(1—»)N- 0w (45)
g ‘ 2y dx oy
= — N—‘Z Aw
Py = ox
Scherkrifte: 3 (46)
py - — N@ A w
Plattengleichung: Adw=p|N (47)
6 6
GroBte Randspannungen: o, ... = *+ 7}:;%,, Oymax = = h?y
(48)
6 my,
Ty ymax = * B2

(w Durchbiegung der Platte, p Druckbelastung auf der Fliche
z = — h/2, h Dicke, » Querdehnungszahl, N = E k3/12 (1 — »?) Platten-
steifigkeit, K Elastizitdtsmodul.)

a) Wir betrachten zunéchst einige Sonderfélle der Plattengleichung.
Wenn auf der Fliche z== — h/2 der Platte keine Druckbelastung
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wirkt, ist p = 0. Ihre Durchbiegung w, geniigt dann der homogenen
Plattengleichung
Adw, — *tw, 0* w,

ox* ox® 9y*

otw
+ ayzll =0. (49)

Kennt man ein partikulires Integral w, der nicht homogenen Platten-
gleichung {47), so ist ihre allgemeine Losung gleich

w=wy |- w,, (49a)
wo w, der homogenen Gleichung
44w, =0

geniigt.

b) Biegung nach einer Zylinderflache. Wir iiberzeugen
uns, daBl in den Biegungsgleichungen (44) bis (48) der elastischen
Platte der Fall der Biegung eines im Vergleich zu seiner Hohe 2
sehr breiten Stabes von rechteckigem Querschnitt enthalten ist. Wenn
seine Belastung p==p,f(z) und seine Durchbiegung w nur von einer
Koordinate (x) abhéngen, geht die partielle Differentialgleichung (47)
fiir die Funktion w in eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
vierter Ordnung

ds 12(1 —»?

iiber. Fiir einen durch einen Druck p=—p,f(x) verbogenen Stab
lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie bekanntlich

dw  p

det — JE’
wo mit J das Tragheitsmoment des Stabquerschnittes bezeichnet ist.
Wenn sein Querschnitt ein Rechteck von der Hohe A und der Breite
eins ist, wird J=h*/12 und

d*w  129p
T @) (51)

Der Vergleich der GL (50) und (51) zeigt, daB sie sich durch einen
konstanten Faktor (1 — »*) auf der rechten Seite unterscheiden.
Wenn die auf die Léngeneinheit der Breite bezogene Belastung in
beiden Fillen die gleiche ist, besitzt ein sehr breiter Streifen einer
Platte, der nur in seiner Querrichtung verbogen wird, eine 1 — »?mal
kleinere Durchbiegung an jeder Stelle, als ein aus ihm heraus-

geschnittener schmaler Stab. Im Plattenstreifen ergeben sich die
Scherkrifte

P w
Pz:_NWs Pyzo
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und die Momente
dFw
maC:—l\f———dx2 , m,=vm,, mxy———O.
In einem zur y-Achse parallelen, breiten Plattenstreifen, dessen
Durchbiegungen nur von der Koordinate # abhingen, wirken auch
in seiner Querrichtung Biegungsmomente. Sie sind » mal kleiner als
die Momente m_ in der Biegungsrichtung.
Wenn der Druck p = p, = konst. gleichformig verteilt ist, ist
eine partikulire Losung der nicht homogenen Gl. (47)
_ P
Wo= 94 N" (52)
Gemifl a) (49a) folgt, daB die allgemeine Losung einer durch einen
unverdnderlichen Druck p = p, belasteten elastischen Platte
4
w= Po¥

=N T

ist, unter w, eine Funktion verstanden, fiir die 44w, =0 ist. Die
elastische Flache w einer durch einen gleichf6rmig verteilten
Druck p=kLkonst. belasteten Platte enthdlt also stets die
partikulire Losung eines Plattenstreifens w,. Fiir manche
Zwecke ist es vorteilhafter, als partikuldres Integral eines der

folgenden (2 L g @ L g
_po (=t Y Pty
“o aay odr %o 24N

zu benutzen.
c) Potenzausdriicke. Der homogenen Plattengleichung

Adw =0 (53)

geniigen alle Funktionen, welche Losungen der Differentialgleichung
u  Pu

Adv=cs o = (54)

sind, ferner: (z®> 4 y®)u. Da der reelle oder der imaginire Teil jeder
reguliren analytischen Funktion der komplexen Verinderlichen
z=ux -1ty der auf zwei Veréinderliche beschrinkten Laplaceschen
Differentialgleichung

32 2
cu Ty
ox? ' oy?

geniigt, stehen fiir die Plattentheorie eine Fiille von Losungen der
Gl (53) zur Verfiigung.

So entstehen beispielsweise aus den Potenzen z" = u -+ iv der
komplexen Veridnderlichen z = x4y die Potenzausdriicke der Ko-
ordinaten = und y:
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z =z 1y, reeller Teil: u =z,
2= a? - 2ixy — ¢, =2 — 9y,
2% = 2% - 34a? y—3xy—zy w=x® — 3uy?,

imagindrer Teil: v =y,
v=2xy,
v = 3a%y — ¢,

und die Funktionen: (#* 4 y* )u (x2 —}— yz)v Eine jede dieser Funk-
tionen ist mit einer beliebigen Konstanten multipliziert eine Losung
der homogenen Plattengleichung (53).

Die lineare Funktion

w=cy+ ¢, 4 C,Y

gibt keinen Anlafl zur Entstehung eines Spannungszustandes in einer
elastischen Platte, weil die Spannungsmomente die zweiten Ab-
leitungen der Durchbiegung w nach den Koordinaten x und y ent-
halten. Sie dient lediglich zur Fixierung einer elastischen Fliche
w=f(z,y) im Raume.

d) Reine Biegung. Zur quadratischen Funktion

w=c, 2% 4 2c, 2y + ¢, ¥*

gehort ein besonders einfacher Spannungszustand einer elastischen

Platte. Berechnet man ndmlich mit Hilfe der Differentialaus-
driicke (44), (45) ihre Spannungsmomente, so ergeben sie sich gleich

m,= —2N(c, +v¢c,),
m, = — 2N (ve, + ),
m,, = —2(1 — %) Ne,,

also unabhingig von den Koordinaten x und y. Scherkréifte treten
nicht auf, weil die Ableitungen von 4w = 2 (¢, + ¢,) nach z und y
verschwinden. Wenn m, =m,=m und m =0 angenommen
werden, ist

m(2® 4 y7)

2(14») N’

die Platte kriimmt sich in allen Richtungen gleich stark nach einer
Kugelfliche (nach einem flachen Umdrehungsparaboloid). (Gleich-
méfBige Biegung.) Wenn hingegen m = m,= 0, m, = m gesetzt
werden, ist die elastische Fliche

maxy
2(1—»N

ein flaches hyperbolisches Paraboloid. Die Krimmung ist sattel-

W= —



30 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

formig. (GleichméBige Torsion oder Schubbeanspruchung
einer Platte, Abb.14.) Wenn schlie@lich m =m, m =m_, =0, wird

m(x? — vy?)
2(1 —») N~
Durch die zur y-Achse parallelen
Querschnitte werden jetzt keine
Spannungen iibertragen. Wir diir-
fen uns deshalb parallel zu dieser
Richtung aus der Platte einen Strei-
Abb. 14, fen von beliebiger Breite hera}ls-
geschnitten denken, ohne dal} sich
die Spannungen in seinem Innern éndern. So erhalten wir den Sonder-
fall der reinen Biegung eines Stabes, dessen Querschnitte
ein flaches Rechteck bilden, durch zwei Kraftepaare. Der
Physiker Cornu hat die sattelférmige Kriimmung dieser Flidche an
flachen Glasprismen von rechteckigem Querschnitt beobachtet und
sie zur Bestimmung der Poissonschen Zahl » herangezogen. Zieht
man etwa auf der Breitseite des Stabes einen Kreis und beobachtet
den Waolbungspfeil zweier Durchmesser, deren einer senkrecht und
deren zweiter parallel zur Stabachse angenommen wird, so ist das
Verhiltnis der Pfeile die Querdehnungszahl ».
¢) Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendbarkeit der Potenzansitze
bietet die elastische Fliche einer durch einen gleichméBigen
Druck p = p, = konst. belasteten, eingespannten elliptischen
Platte. Setzt man

xﬂ 2 2
X
unter ¢, b und ¢ Konstante verstanden, und bildet mit dieser Funktion
1 11\? 4
adw=se[3 (G + ) ).

so zeigt sich, dal die Funktion w eine Lésung der Plattengleichung

Addw = % = konst.

wird, wenn man die Konstante ¢ gleich

¢ — Lo, 1
8N 1 1\? 4
) — o)
wahlt. Léngs der Ellipse
x‘Z y‘.’.
whE=l
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verschwinden die Durchbiegungen w und auch die Ableitungen der

elastischen Fldche gﬁ und % Um die Spannungsmomente der
x
elliptischen Platte anzugeben, berechnen wir die zweiten Ableitungen
von w
?w  4c [ 322 y? J
i R
. 1 [z" 3y° }
oyr  b? &' 1)
Pw  8caxy
dxdy  a’b?

und erhalten mit Benutzung der Formeln (44) (45) die Spannungs-
momente gleich

im Mittelpunkt der Ellipse: x=y =0, m, = 4cN <i2 + %) ,
a

1
m :4CN(7—V‘——{~—‘>, m. =0;
Yy al x

b* *Y
am Ende der groBen Achse: z=a, y=0, mxz—ScNgl‘d;,
my==—8cN%, m,, = 0;
am Ende der kleinen Achse: =0, y=127, m, = ~80N%,
1
my:—ScNZ—Z—, m,, = 0.
Wenn ¢ > b, ist das am Ende der kleinen Halbachse wirkende Ein-
spannungsmoment m = 825\7 das absolut genommen grofite. Die

grofite Inanspruchnahme einer eingespannten elliptischen Platte, die
einen gleichmiflig verteilten Druck p, trigt, ist demnach nach
(40) gleich

Oymax — L 6m}:max = 1 6%, .
2 - 2 23 1 1 2
e

Wenn a = b ist, geht die Ellipse in einen Kreis iiber, wir erhalten
die Gleichung der elastischerr Fliche einer gleichm#Big belasteten
eingespannten Kreisplatte vom Halbmesser a

— Po

— fo_rp2 o2 22
w 64N[ac Fy? —af]
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Aus der vorletzten Formel berechnet man ihre gréBte Inanspruch-
nahme gleich:

3 p,a’

4nt

f) Sinusféormige Belastung einer rechteckigen Platte. Als
ein letztes Beispiel betrachten wir die Funktion

=+

Gmax

x

w:csin%~ sin%, (54 a)
a, b und ¢ mégen Konstante sein. Durch diese Funktion wird iiber
der z, y-Ebene eine unbegrenzte Fléiche aus regelméBigen Wellenbergen
und Wellentélern dargestellt. IThre Ordinate w verschwindet auf den
Geraden x =0, *a, = 2a,... und y =0, b, = 2b,... . Durch
sie wird die z, y-Ebene in gleiche Rechtecke mit den Seiten @ und b
geteilt. Wir konnen mit Hilfe dieser Funktion die verbogene Gestalt
einer rechteckigen Platte darstellen. Um die Belastung p an-
zugeben, unter der sie nach dieser Fliche verbogen wird, bilden wir
die zweiten Ableitungen der Funktion w

Fw = cnj sin — sin Yy rw = — on® sin ﬂsin Y
ox a? a b’ oy b? a b’
2w Pw L1 1 Yy
o G = = e (G g i T s T

und berechnen mit ihrer Hilfe

1 1\? . 7z . @y
AAdw = cat (?' —+ §> sin ——sin 5=
Wihlt man den Druck p einer Platte gleich

1 1\ | nx . ny

pem—— —— 4 —_— —_— . ———— —

p=NAAw= Ncx <a2+62> sin —-sin ==,
so wird w zu einer Losung dieser Differentialgleichung. Die ,Be-
lastungsfliche“ p dieser Platte wird also durch eine &hnliche Funk-
tion dargestellt, wie ihre elastische Fliche oder ihre Durchbiegung w.
Aus dieser unbegrenzten Platte schneiden wir durch vier gerade
Schnitte * =0, t=ga, y =0, y = b eine rechteckige Platte mit den
Seitenlingen @ und b heraus. Auf ihren Seiten verschwindet die
Durchbiegung w. Die obigen Gleichungen zeigen, da8 ferner auf

9

2
den Seiten auch die zweiten Ableitungen %u: und 2——:0 iiberall gleich
& Y

Null sind. Weiter folgt, daf auch die Biegungsmomente m_ und m ,
£ v
welche nach den Formeln (44) gleich
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2w 0*w 2<1 'V) . mx . @y
m = = N[ +”ay2)~N“” o )R
9>w 82w> 3<v 1> 7 2 7))
m, = _N<5E+”a? =Nea? {5+ 4 ) sin - sin 5=

sind, auf dem Rande des Rechteckes verschwinden. Die elastische
Fliche w, die Belastungsfliche p und die beiden Momenten-
flichen m_ , m, sind bei diesem Spannungszustand einer
rechteckigen Platte affine Flidchen. Sie werden durch einen
Hiigel tber dem Rechteck dargestellt, dessen Schnitte parallel zu
den Rechteckseiten Halbwellen einer gewdhnlichen Sinuslinie sind.
Die Konstante ¢ stellt den grofiten Biegungspfeil der verbogenen
Platte dar, der im Mittelpunkt « = a/2, y = b/2 des Rechtecks auf-
tritt. Bezeichnet p, die Flichenbelastung der Platte an derselben
Stelle, so ergibt die Gl. (54a) fiir den gréBten Biegungspfeil den Wert

Py
a*N (l + ~17> )
a® b?

C =—

Im Mittelpunkt des Rechtecks z = %, Y =§ erreichen die Bie-

gungsmomente m, und m, ihre groBten Werte:

of 1 v 4 1
mxmax = Ncn (*; + 3) N mymax ESS ZVCT[Q <7 + ?> .

13. Die Grenzbedingungen elastischer Platten.

Eine Platte kann innerhalb einer gegebenen Umrifilinie unter
einer gegebenen Belastung noch in verschiedener Weise verbogen
werden, je nachdem wie sie auf ihrem Rande unterstiitzt oder be-
festigt ist. Um die Gestalt ihrer elastischen Fliche aus ihrer
Differentialgleichung

Adw=f(z,y)

bestimmen zu koénnen, wird man die Grenzbedingungen anzugeben
haben, denen sie auf dem Rande zu geniigen hat.

Die Momente und die Scherkrifte der Platte ergeben sich aus
ihrer elastischen Fliche w nach den Formeln (32) und (36). In jedem
Element ds-h der Randbegrenzung, dessen nach aullen gerichtete
Normale die Richtung » hat, geh6rt zu einer gegebenen Lésung w
der Plattengleichung ein bestimmtes Biegungsmoment m,_, ein Sche-
rungsmoment m,_ und eine Scherkraft p,.

Nidai, Elastische Platten. 3
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Wenn umgekehrt aus den Randwerten der Momente und der
Scherkrifte einer Platte ihre elastische Fliche bestimmt werden soll,
entsteht die Frage, ob hierzu die Randwerte sowohl des Biegungs-
als des Scherungsmomentes und der Scherkraft, also von drei GréBen
entlang des Randes anzugeben sind. Wie Gustav Kirchhoff in
seiner beriihmten Abhandlung , Uber das Gleichgewicht und die Be-
wegung einer elastischen Scheibe“?) bemerkt hat, gelangt man auf
Grund seiner fiir elastisch deformable Korper aufgestellten und das
Prinzip der virtuellen Momente enthaltenden Gleichung zu der obigen
partiellen Differentialgleichung und nur zu zwei Ausdriicken fiir
ibre statischen Grenzbedingungen. Lord Kelvin und P. G. Tait?®)
haben 1876 gezeigt, daBl in einer diinnen Platte eine Schar
von Verteilungen der Randscherungsmomente und der Randscher-
krifte praktisch dieselbe elastische Fldche bestimmen. Diese Span-
nungszustinde unterscheiden sich nur innerhalb eines schmalen
Flachenstreifens, der entlang des Plattenrandes verliuft, voneinan-
der. Unter ihnen ist die von Kirchhoff angegebene Randverteilung
enthalten.

Diese fiir die Biegungstheorie der diinnen Platten und Schalen
bedeutsame Bemerkung stiitzt sich auf den in der Elastizititslehre
hiufig gebrauchten Satz, nach dem die Spannungen in einem bean-
spruchten Korper sich nicht merklich #ndern, wenn man zu den
vorhandenen Kréften noch ein Gleichgewichtssystem von Kriften
hinzufiigt, das auf einem kleinen Teil seiner Oberfliche angreift.

Wir wollen uns ein Stiick der Platte mit ihrer zylindrischen
Randbegrenzung gegeben denken (Abb. 15). Auf dem unendlich
kleinen Rechteck 4 A’B B’ wirken eine Scher-
kraft p,ds senkrecht zur Mittelfliche, ein
Biegungsmoment m_ds und ein Scherungsmo-
ment m,__ds. Wir fiigen in dem kleinen Recht-
eck A A’ BB’ zwei gleich groBe, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Momente m,ds und — m,ds
hinzu. Das eine: — m,ds werde durch Schub-
spannungen t erzeugt, welche parallel zur
Mittelfliche gerichtet und genau in der-
selben Weise verteilt sind wie die, die das Moment m,_ ds erzeugen.
Das im entgegengesetzten Sinne drehende m ds bestehe aus einem
Paar von Kriften P;, welche in den Seiten 44" und BB’, senkrecht
zur Mittelfliche und um ds voneinander entfernt wirken. Da die
Abmessungen des Rechtecks 44’BB’ von der GrdBenordnung der

1) Crelles Journal, Bd. 40, S. 51. 1850.
) W. Thomson und P. G. Tait: Natural Philosophy, 2. Ed. 1879—1883.
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Plattendicke A sind, wird in einer diinnen Platte die Wirkung der
zusitzlichen Momente sich bereits in geringer Entfernung vom Rande
verlieren. Die zusitzlichen Momente werden den Spannungszustand im
Innern der Platte nicht viel storen konnen. Dies ist ebensowenig der
Fall, wenn auch in den benachbarten Flichenelementen 4.4’ DD’ und
BB CC" des Randes (Abb. 15) &hnliche Gleichgewichssysteme von
Momenten hinzugefiigt werden. Wahlt man diese um ein Differential
kleiner bzw. groBer als die Momente m,ds in A4A’BB und denkt
sich die Randspannungen in derselben Weise weiter entlang des
Randes veridndert, so hat man schlieBlich ein System von Kréaften
und von Momenten auf dem Rande hinzugefiigt. Es steht uns frei
sie mit den Randscherkriften und mit den Randscherungsmomenten
zusammenfassen.

In der Linie AA’ bleibt eine Einzelkraft 4P, iibrig, welche,
mit der Scherkraft p ds vereinigt, eine neue Scherkraft p,ds gleich

ppds=1p,ds4dP,
liefert. Nun ist wegen
myds = Pyds, my = P;
die neue Randscherkraft ist demnach gleich
%
08

Das neue Randscherungsmoment nimmt don Wert

Prn = Pn

’
My = My g — My,

an. Das Biegungsmoment m  bleibt ungeiindert. Damit ist gezeigt,
dal die urspriinglichen Randscherkrifte p, und Randmomente m
und die neuen p,, m,, mit Ausnahme eines schmalen Streifens lings
der Randkurve dem nimlichen Spannungszustand und derselben
elastischen Fliche der Platte angehéren. Da das Moment m, als eine
willkiirliche Funktion der Randbogenlinge s angenommen werden
durfte, gibt es unendlich viele solcher — wie wir sie nennen wollen —
elastisch gleichwertiger Randverteilungen p,, m,,.

Wenn wir m, = m__ wihlen, bleibt eine Randverteilung

p;L:pn+ """ > m;bs =0

iibrig, bei der das Scherungsmoment iiberall lings des Randes ver-
schwindet.

Dies laflt sich auch so ausdriicken: Die Randscherungs-
momente m__ einer Platte lassen sich stets durch eine Ver-
teilung von Randscherkriften om, [0s ersetzen. Diese letzteren
sollen die Ersatzscherkrifte der Platte genannt werden.

3%
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Wenn die Aufgabe vorliegt, eine elastische Fliche zu vor-
geschriebenen Randwerten p_,m, , m zu bestimmen, braucht nach
dem eben Gesagten nicht verlangt zu werden, da zur elastischen
Fliche Scherkriifte p; und Momente m,, m;/; gehoren sollen, die in
jedem Punkte der Begrenzung gleich jenen Gréfen sind; es geniigt
sie so zu bestimmen, dafi

”
OMps amﬁ

0s " 2s

sind. Unter den mit zwei Strichen bezeichneten Grofen kénnen die
in der Plattentheorie abgeleiteten Differentialausdriicke verstanden
werden. Dies sind die von G.Kirchhoff auf anderem Wege abge-
leiteten Grenzbedingungen der Randscherkrifte und Randmomente.

Laft man die Normalenrichtung n des Randelementes dsh mit
der positiven - oder mit der positiven y-Achse zusammenfallen,

fithrt fiir die GroBen pj, p,, m}, ihre Ausdriicke aus Gl. (36) S. 21
ein und bezeichnet mit

My = m;&’7 Pn + (55)

om,, om,, y
q,=px+—@—, ¢, =p,+— (56)
die Summen der Scher- und der Ersatzscherkrifte, so ergeben sich
fiir sie in rechtwinkeligen Koordinaten die Ausdriicke

Pw asw}
QF—NB?H?‘”)W :

(57)
2w 2w }
== — —_— 2 e _— .
1y N [E)y3 +( ?) ox 0y*
Nach diesen Formeln sind die Auflager- oder Stiitzkréfte in
den Plattenschnitten x = konst. bzw. y == konst. zu berechnen.
Eine genau nach dem durchgebogenen Rand gekriimmte, starre
Unterlage miiite auller den Biegungsmomenten m, bzw. m  diese
Krifte aufnehmen.
Um einige der in den Anwendungen hdufig vorkommenden Fille
der Grenzbedingungen zu erwdbnen, wollen wir annehmen, dal der
Plattenrand durch eine Schnittebene z = konst. gebildet wird.

a) Die elastische Fliche w= f(z,y) einer lings der Geraden
xz = konst. in der z y-Ebene vollkommen eingespannten Platte
hat den Bedingungen

w=20, — =0

zu geniigen.
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b) Wenn ein Rand x — konst. frei ist, miissen die Biegungs-
momente m_ und die Stiitzkrifte g, verschwinden, und wir haben die
Grenzbedingungen
*w ®w Pw Fw
Frarr R N i Chu
¢) In einem frei aufgestiitzten Rand x — konst. ist das
Biegungsmoment m_ = 0. Da die Gestalt einer verbogenen Platte
durch zwei Randbedingungen bestimmt wird, hat man noch eine
weitere Bedingung hinzuzufiigen. Man wird entweder vorschreiben
konnen, nach welcher Xurve sich der Rand durchbiegt, oder man wird
angeben miissen, wie sich die Stiitzkrifte ¢ auf ihm verteilen sollen.
Im ersten Falle lauten die Grenzbedingungen
*Fw 2w
—9;-54‘”52/?:0, w={,(y);
im zweiten Falle
*w *w Pw Bw ] \
— — =0, =—N|\—+2—v)—F5 = .
o2t T oy L [ax-* TR =g R W)

Frei aufgestiitzte Réinder lassen hiernach verschiedene Méglichkeiten
der Auflagerung zu.

Man hat in der Plattenstatik die Grenzbedingungen fiir eine
freiaufliegende Platte in der Form: m, =0, w=0 angenommen,
unter m, das Biegungsmoment verstanden, dessen Ebene senkrecht
zur Randkurve steht. Wenn die Platte parallele Lasten tragt, welche
alle in derselben Richtung wirken, wird von einem freiaufliegenden
Rand stillschweigend vorausgesetzt, dafl die Stiitzkréfte auf ihm
nirgends ihr Vorzeichen #ndern. Wenn man, wie es hier geschehen ist,
die Kurve w = f, (s) (s ist die Bogenlédnge der Randkurve) vorschreibt,
nach der sich der Rand kriimmt, ist zu beachten, daf dadurch das
Verteilungsgesetz der Auflagerkriifte ¢, mit bestimmt wurde. Man wird
deshalb, nachdem man die Losung den Grenzbedingungen m, = O,
w= 0 angepaBt hat, sich davon zu iiberzeugen haben, ob die Stiitz-
krifte entlang der Randkurve ihr Vorzeichen nicht &#ndern. Wenn
dieses der Fall ist, hat man eine Losung fiir eine freiaufliegende
Platte aufgestellt.

So werden die Grenzbedingungen einer freiaufliegenden, recht-
eckigen Platte gewdhnlich in der Form m, = 0, w = 0 angenommen.
Wir werden weiter unten zeigen konnen, dall die Stiitzkrifte einer
rechteckigen Platte, welche durch einen gleichfsrmigen Druck belastet
wird und deren Durchbiegungen und Biegungsmomente auf dem
Rande verschwinden, in der Nihe der Ecken ihr Vorzeichen dndern.
Wie die Erfahrung lehrt und durch die Theorie sich bestitigen 148t,
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sind fiir eine durch einen gleichférmigen Druck belastete rechteckige
Platte, die man auf einen starren ebenen Rahmen gelegt hat, nicht
die Grenzbedingungen m, — 0, w = 0 maligebend. Die Rénder einer
nireiaufliegenden® rechteckigen Platte berithren nur in einzelnen
Punkten die Unterlage und heben sich von dieser sonst ab.

d) Die Navierschen Grenzbedingungen w=0, dw=0.
Die in einer Ebene frei aufgestiitzten Platten. Ein Sonderfall
der Grenzbedingungen verdient eine besondere Erwidhnung. Zerlegt
man die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung der elasti-
schen Flache w einer verbogenen Platte

Adw=F(x,y) (57a)

in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Aw=F (x,y), dw=u(x,y), (57b)
. . Pw  w T
so erkennt man, dal man die Funktion « = e -+ P unabhéngig

von w bereits zu bestimmen vermag, wenn fiir sie eine Randbedingung
vorgeschrieben wird. Der einfachste Fall ist, wenn man auf dem
Rande der Platte 4w = 4 =0 und w = 0 vorschreibt. Die beiden
Gleichungen zweiter Ordnung (57b), in die die partielle Differential-
gleichung vierter Ordnung (57 a) zerfallt, sind dann unter den ndmlichen
Randbedingungen (# = 0 bzw. w = 0) zu integrieren. Diese Grenz-
bedingungen sollen als die Navierschen bezeichnet werden, weil
zwei Grundlésungen der Plattenstatik, die
man dem Begriinder der mathematischen
Elastizitdtslehre verdankt, diesen Bedin-
gungen geniigten.

Wenn der Rand ein ebenes Vieleck aus
geraden Linien ist, 1ings dessen die Navier-
schen Grenzbedingungen w=0, 4w =0 vor-
geschrieben sind, sprechen wir auch von einer
durch diese Linien begrenzten, in einer
Ebene frei aufgestiitzten Platte.

Wir haben bisher bei der Bestimmung der Ersatzscherkréifte still-
schweigend eine Kurve ohne Knick als Begrenzung der Platte voraus-
gesetzt und eine ebensolche Kurve fiir die Verteilung der Scherungs-
momente angenommen. Nehmen wir beispielsweise an, daB das
Scherungsmoment auf einem geraden Rand & = konst. sich an einer
Stelle y = y, unstetig dndere, derart, daB es in der Umgebung dieser
Stelle fiir y >y, den Wert m, =m, und fir y <y, den Wert

m,, = m, habe, so wird das Integral der Ersatzscherkréfte auf einem
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Stiick des Randes, das von y =y, — ¢ bis y =y, + ¢ reicht, gleich

Mgy Yotes

dem Sprung des Momentes m_, sein. Es entsteht also an der Sprung-
stelle y =y, des Drillungsmomentes eine konzentrierte Kraft:

P=m, —m,.

An dieser Stelle ist die Ersatzscherkraft dem Sprung des Scherungs-
momentes gleich.

Wenn die Randkurve selbst Unstetigkeiten und zwar scharfe
Ecken Desitzt, liegt derselbe Fall vor. Sind die Werte des
Scherungsmomentes in zwei Schnittflichen, die einen Winkel mit-
einander bilden, m, und m,, so #ndert sich das Drillungsmoment
bei der Umfahrung der Kcke um den Betrag m, — m,. Beim
Ersatz entsteht wieder eine konzentrierte Kraft P = m, — m,. Die
beiden Werte m, und m, sind hier durch die Gleichgewichtsbedingung
am Plattenelement oder die GL (23) miteinander verkniipft. In
einer Ecke, deren Kanten einen rechten Winkel mit einander bilden,
sind beide gleich und drehen in bezug auf die nach auBlen gerichtete
Normale in entgegengesetztem Sinne. Hieraus folgt der Satz: In
einer scharfen Ecke der Plattenbegrenzung, deren Schnitt-
richtungen einen rechten Winkel mit einander bilden, er-
gibt sich beim Ersatz der Scherungsmomente eine Einzel-
kraft senkrecht zur Platte gleich dem doppelten Wert des
Scherungsmomentes an dieser Ecke. Die Ersatzscherkrifte liefern
in einer Ecke keine konzentrierte Kraft, wenn in ihr das Scherungs-
moment m, ~verschwindet. Da dieses nach Gl (32) der zweiten Ab-

2

leitung 'afw g;/ proportional ist, muf} diese Ableitung in der Ecke ver-
schwinden. In einer freien Ecke muB also auBler den Grenzbe-
dingungen b) (S. 37) auch noch die Bedingung ¢® w/ox 9y erfiillt sein.

14. Versuche mit quadratischen Platten aus Flulleisen.

Die Grundlagen der Theorie der Biegung diinner Platten sind
nur selten einer Uberpriifung durch den Versuch unterworfen worden.
Fiir die elastisch-isotropen, d. h. aus einem Haufwerk von regellos
orientierten Kristallkérnern aufgebauten Koérper, deren Teilchen unter
den in Betracht gezogenen Spannungszustinden gut zusammenhalten
und keine merklichen bleibenden Verschiebungen erfahren, sind zwar
die allgemeinen Grundlagen ihrer mathematischen Elastizitdtstheorie
erfiillt. Sie werden durch die zahlreichen Versuche gestiitzt, die man
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mit stabférmigen Korpern aus diesen Stoffen gemacht hat. Trotz-
dem liegt ein Bediirfnis vor, die Erfahrung durch weitere Versuche,
die mit plattenférmigen Korpern gemacht sind, zu erginzen, weil
sich die Sitze iiber die Grenzbedingungen nur durch Versuche mit
plattenformigen Korpern bestitigen lassen und man anderseits er-
fahren méchte, bis zu welchem Grade die der Rechnung zugrunde
gelegten Grenzbedingungen freiaufliegender und eingespannter Platten-
rander in den praktischen Konstruktionen als tatsichlich erfiillt be-
trachtet werden konnen?).

Mit einer rechteckigen Platte 148t sich ein Belastungsfall her-
stellen, der in bezug auf eine einfache Berechnung der Spannungen
und der Form der verbogenen Platte und eine genaue und bequeme
Einhaltung der Grenzbedingungen in einem Versuch kaum zu wiinschen
tbrig lassen durfte. Es ist der Belastungsfall der gleichméiBigen
Schubbeanspruchung einer Platte, an dem Lord Kelvin und Tait
zuerst die Moglichkeit des Ersatzes der Torsionsmomente einer Platte
durch Scherkrifte gezeigt haben.

Wir kniipfen an die auf S. 29 betrachtete Losung der homogenen
Plattengleichung

w=cxy (58)
an. Fiir diese elastische Fliche verschwinden nach den Grund-
formeln die Biegungsmomente m_ und m, und die Scherkréfte p,
und p,. Von Null verschieden ist nur das Moment

2w _
away—»—(l—v)Nc. (59)

m,, = — (1 —»N

1) Unter den Elastizitdtsversuchen, die den Vergleich mit der Theorie an
plattenformigen Korpern anstrebten oder zulassen, sind mir nur die mit kreis-
férmigen Platten gemachten Versuche von A. Féppl (Mitt. a. d. mech.-techn.
Laboratorium der Techn. Hochsch. Miinchen 1900) und von Max EnBlin
(Dingler, Bd. 318, Heft 45, 46, 50, 51. 1903) bekannt. Die beobachtete Ge-
stalt der in der Mitte und exzentrisch (Foppl) oder ringformig (EnBlin)
durch eine Einzelkraft belasteten, freiaufliegenden Platten aus FluBeisen
stimmte gut mit der theoretisch verlangten Gestalt der durchgebogenen Platte
iiberein, die absoluten Werte des aus den Biegungsversuchen abgeleiteten
Elastizitatsmoduls standen aber nicht in befriedigender Ubereinstimmung mit
dem aus anderen Versuchen bestimmten Wert. Zu erwihnen wire ferner die
schone Arbeit von Walter Ritz iiber die Berechnung der Frequenzen von
transversal schwingenden, freien quadratischen Platten, iiber deren Zahlen alte
Beobachtungen von Strehlke vorliegen. — Die verdienstvollen Versuche, die
C. v. Bach mit plattenférmigen Korpern ausfithren lieB (man findet ihre Zu-
sammenstellung im Anhang zu seinen beiden Vortrigen: ,Das Ingenieurlabora-
torium und die Materialpriifungsanstalt der Techn. Hochschule Stuttgart®,
K. Wittwer, Stuttgart 1915) lassen sich zu einer Uberpriifung der Plattentheorie
kaum heranziehen, weil bei ihnen kein Wert auf die Einhaltung genauer definier-
barer Randbedingungen gelegt wurde.
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Hier ist mit N==h*E[12(1 — »?) die Plattensteifigkeit bezeichnet
(b ist die Dicke der Platte, F ihr Elastizitdtsmodul, » die Quer-
dehnungszahl). Denkt man sich durch die Geraden = 4 a und
y = + b eine rechteckige Platte abgegrenzt, die nach der Fliche (58)
verbogen wird, so miissen, um diese Flache zu erzeugen, in den
Reckteckseiten nur Scherungsmomente angebracht werden, die nach
Gl (59) tiberall den nidmlichen Wert haben. Wir wollen diesen
Wert mit — m, bezeichnen. Nach Einfiilhrung des Schubmoduls
G = E/2(1 + ») des Plattenstoffes nimmt die Gl. (58) die Form

6 m,

G R Y (60)

w =
an. Die zur Mittelebene der Platte parallele Schubspannungs-
komponente 7., , die in der Entfernung z von ihr wirkt und nach
Gl. (30) gleich

Fw 12m,2
e
ist, nimmt ihre absolut genommen gréten Werte unter den Ober-
flichenschichten z = +- /2 der Platte

—_ 6m
Tmax = h20 (61)
an. Alle lbrigen Spannungskomponenten o, o,, o,, 0 ,, 7,, sind

bei diesem Spannungszustand einer rechteckigen Platte in allen
Punkten gleich Null

Denkt man sich in jedem Fldchenelement hdy (oder hdz) der
Berandung x = + a (bzw. y = 4 b) (Abb. 17) nach den Regeln fiir
die Bildung der Ersatzscherkrifte das Sche-
rungsmoment m,, dy (bzw.m, dz) durch ein
Paar mit zur Mittelebene senkrechten Kraf-
ten @ ersetzt, so erkennt man unmittelbar,
dafl das resultierende Moment in jeder der
vier Seiten x = + @ (bzw. y = - b) durch ein
Kriftepaar ersetzt werden kann, dessen Ein-
zelkrifte @ = m, in den vier Xcken des
Recktecks wirken. FaBt man die zwei in |
jeder Ecke zuriickbleibenden Einzelkrifte @
zu einer Kraft P = 2@ = 2m, zusammen,
so verbleiben schlieBlich in den Ecken vier gleiche, zur
Platte senkrechte Einzelkrafte P, wihrend die Réinder sonst
zwischen den Ecken frei von &uBleren Spannungen sind. Je zwei
von diesen Einzelkridften, die in den Endpunkten einer Diagonalen
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des Rechtecks angreifen, haben die gleiche
Richtung (Abb. 18). Die Formeln fir die
elastische Fliche w (60) und fiir die groBte
Schubbeanspruchung 7.,  (61) nehmen nun-
mehr mit der Eckkraft P die einfache Form an:

3P 3P
Abb. 18. W= st 8Ys  Tpax = 7 (62)

Da der Spannungszustand der Platte (Abb. 17) in einer Festig-
keitsmaschine sich verhéltnismiBig leicht und genau verwirklichen laft,
eignet er sich in vortrefflicher Weise zu einer Priifung der Grund-
lagen der Plattentheorie. Der Verfasser hat die Durchbiegungen von drei
quadratischen Platten aus ausgeglilhtem Flufleisen von rund 163 mm
Seitenldinge und 5, 10 und 15 mm Dicke bestimmt, die in dieser Art
belastet wurden?). Die Platten waren zuerst 15 mm stark, nach der
ersten Versuchsreihe wurden sie auf 10, dann auf 5 mm abgehobelt
und jedesmal untersucht. Zur Messung der Form-
anderungen diente ein Gerdt, mit dem die Durch-
biegung der Platte zwischen den Verbindungslinien
AB und CD von vier, auf den Diagonalen des Qua-
drates gelegenen Punkten beobachtet werden konnte
(Abb. 19). Die Einzelkrifte in den Ecken wurden
durch ein eigens zu diesem Zweck konstruiertes
Gehénge (Abb. 20 und 21) in einer Festigkeits-

Abb. 19. maschine von drei Tonnen (Bauart Mohr und
Federhaff in Mannheim) erzeugt und gemessen.
Die Schnitte der elastischen Fliche in Richtung der Diagonalen des

Quadrates muBten als Funktionen des MeBabstandes u — V22 =12y
nach der obigen Gleichung Parabeln
[ 3P } .
Y= Lleew)”
sein. Nachdem ein wahrscheinlichster Wert des Schubmoduls gleich
G = 780000 kg/em? ermittelt war, wurden mit diesem die Durch-
biegungen nach der eben angeschriebenen Gleichung berechnet und
ihre Werte mit den Beobachtungen verglichen. Die Zahlentafel 1
zeigt das Ergebnis des Vergleiches fiir die eine der untersuchten
Platten. Die Durchbiegungen der 5 mm und 10 mm starken Platten
zeigten Abweichungen, die an den meisten Mefstellen kleiner als
ein Hundertstel ihres berechneten Wertes waren. Hingegen waren
die beobachteten Durchbiegungen der 15 mm starken Platte durch-

1 Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, herausgegeben
vom V. d. I. 1915, Heft 170, 171, S. 16.
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Gestdnge

i
B

Abb. 20. Anordnung fiir Elastizitdts-
versuche mit quadratischen Platten.
Die quadratische Platte (f) wird in ihren Ecken
durch Kegelspitzen belastet. e ist ein Hebel,
dessen mittlere Schneide ¢ in einem Gesténge
eingehiingt ist, welches mit der KraftmeBvor-
richtung der Festigkeitsmaschine verbunden ist.
Die Krifte werden durch die Flacheisen ¢ und
die Zugstangen b auf die Platte iibertragen.
Der Durchbiegungsmesser steht mit 4 Fiiichen
auf der Platte. Die Durchbiegung wird mit
Hilfe von Schneiden und Spiegeln wie beim
Gerit von Martens beobachtet.

wegs grofler als die berechneten und die Unterschiede nahmen mit
der zunehmenden MeBlinge zu. Sie ergaben sich um so groBer, je
naher die MeBpunkte zu den Ecken angenommen wurden, wo die
konzentrierten Krifte angriffen. Diese Storung erkldrt sich durch
den EinfluB der Schubspannungen Toos Tyoo deren Pfeile senkrecht
zur Mittelfliche gerichtet sind. In den dicken Platten mufite er
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sich stirker bemerkbar machen, wie in den diinnen, in denen er
auf die nidchste Umgebung der Ecken beschrankt bleibt. Da ihre
Wirkung in der Kirchhoffschen Plattentheorie nicht beriicksichtigt
wird, ergeben sich bei dicken Platten die berechneten Durchbiegungen
zu klein. Mit Ausnahme dieses durch die Einzelkrifte in dicken

Abb. 21. Versuchsanordnung.

Platten hervorgerufenen Storungsgebietes ergaben die Biegungsversuche
mit den drei quadratischen FluBeisenplatten eine sehr befriedigende
Bestitigung der Theorie. Auf einige weitere Versuche mit in einzelnen
Punkten in statisch bestimmter Art unterstiitzten kreisformigen
Glasplatten, die zu einem &hnlichen Ergebnis fiihrten, kommen wir
weiten unten (8. 198) zuriick, ebenso auch auf den ,EinfluB der
Woélbung“ der Platte.
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Zahlentafel 1. Biegungsversuche mit einer quadratischen Platte
aus FluBeisen.

. Be- Mes-

Dl;ike lastlgng 1éi.1rlge Beobg(z)ltung Ber%‘c]};;x: ter Unterschied | Unterschied

cm kg cm 10—-* cm 10~* cm 10—%cm v. T.

4 96,0 93,1 + 2,9 4+ 31

5 150,2 1455 + 4,7 + 32

6 216,3 209,4 + 6,9 433

1,4958 | 506,3 7 296,9 285,2 4117 +41

8 389,1 372,6 + 16,5 +44

9 494.0 471,6 +922.4 147

9,5 550,8 525,5 + 25,3 448

4 121,9 122,7 — 0,8 — 6

5 192,3 1917 + 0,6 + 3

6 275,8 276,0 — 02 -1

1,0000 | 199,43 7 377,8 375,8 + 2,0 + 5

8 494,7 492,0 4+ 2,7 + 5

9 626,7 621,5 + 5,2 + 8

9,5 703,8 692 +11,8 +17

4 288 293,7 — 57 —19

5 460 459 4+ 1 + 2

6 664 661 4 3 + 5

0,5005 | 59,83 7 908 900 + 8 + 9

8 1184 1175 + 9 + 8

9 1484 1487 — 3 - 2

9,5 1664 1657 4+ 7 + 4

15. Ebene Verzerrungszustinde von dicken Platten.

Die Formeln fiir die Spannungsmomente und Scherkrifte der in den
Abschnitten 9 bis 13 entwickelten Theorie der Biegung diinner Platten,
die man auch als die Kirchhoffsche zu bezeichnen pflegt, lassen sich
in strengerer Weise als dies bisher geschehen ist, aus gewissen partiku-
liren Losungen der elastischen Grundgleichungen herleiten. Man
kann die Struktur der Losungen der elastischen Grundgleichungen
fiir einen durch zwei parallele Ebenen und eine zu diesen senk-
rechte Zylinderfliche begrenzten elastischen Korper bestimmen.
Love!) und Michell?) haben diese allgemeinen Losungen auf-
gestellt, ohne zu ihrer Angabe mehr Voraussetzungen zu bend&tigen,
als die in den Grundgleichungen der Elastizititslehre enthaltenen.
Wir miissen es uns versagen, auf diesen Gegenstand ndher einzu-
gehen, hauptséichlich aus dem Grunde, weil bisher kein praktisches
Bediirfnis bestanden zu haben scheint, die Spannungszustinde be-
liebig dicker Platten zu kennen. Eine Ausnahme diirfte der Span-
nungszustand in der Umgebung der Angriffsfliche einer auf einer

1) Lehrbuch der Elastizitdt, deutsch v. Timpe. Teubner, Leipzig.
2) Proc. London Math. Soc. 1900.
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Platte lastenden konzentrierten Kraft bilden, fir den ein kurzer
Abrifl der strengen Theorie weiter unten (Abschnitt VIL) gegeben
werden soll.

Hingegen sollen hier einige ausgewihlte Sonderfille von einfachen
Verzerrungszustdnden elastischer Korper betrachtet werden, die bereits
das in der Kirchhoffschen Theorie vorausgesetzte Geradebleiben
der Normalen der elastischen Flidche einer diinnen ver-
bogenen Platte streng zu begriinden gestatten.

a}) Der ebene Verzerrungszustand. Fiir das Folgende ist
es niitzlich einen Sonderfall eines elastischen Korpers zu betrachten,
in welchem die Verschiebungen und die Spannungen nur von zwei
Koordinaten abhingen. Wir wollen annehmen, daf dies die Koordi-
naten x und z seien und daB alle Punkte, die im unverzerrten Zu-
stand des Korpers auf einer zur xz-Ebene parallelen Ebene sich
befunden haben, auch nach der Verzerrung auf solchen Ebenen liegen.
Wenn wir von einer gleichférmigen Dehnung in Richtung der y-Achse
absehen, ist die zu diesen Ebenen senkrechte Verschiebung # Null
und alle Punkte, welche die gleichen Koordinaten x und z haben,
verschieben sich in jeder dieser Ebenen um die gleichen Betrige &

und . Wegen % =0 ist die Dehnung sy:Z—Z:O und weil &

und { nur Funktionen von z und z sind, verschwinden auch die
Schiebungen ., y,., also auch die Schubspannungen z Aus
der zweiten der Gl. (12) folgt wegen ¢, =0

o, =" (o,+ o) (63)

und damit aus den beiden andern Gleichungen

_ 8 (1—=9Ye, v 4o, 1 _ o
81_-871;'_ E - E - 20[(1 ’V)O'I 162]

o¢ 1
& *?z—'_ga[(l ——”V)O’z——'l’o’z].

zry? Tyz'

(64)

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen GI. (4) 8. 5 bleiben die
beiden Gleichungen {iibrig:

00 ot 00 ot
J 2z, eyl 65
ox + 0z ’ 0z + ox (65)

Iknen kann geniigt werden, wenn die Spannungskomponente ¢_, 0 , 7

x? Uz Txz

den folgenden Ableitungen einer Funktion ¥ der Verédnderlichen z und z
gleich gesetzt werden
_*F *F *F

- —_ =, 66
gx az?. ? 0z az‘z’ Tmz 0x02 ( )
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Die Spannungen sind in einem Korper unter der Annahme 7, =0
im Gleichgewicht, wenn die Spannungskomponenten ¢_, o,, 7 glelch
den eben angeschriebenen Ableitungen einer beliebigen Funktlon F
gewdhlt werden. In einem elastisch verzerrten Korper sind die
drei Spannungskomponenten auler durch die Bedingung des Gleich-
gewichtes durch die fernere Forderung eingeschrinkt, dafl es zwei
Funktionen & und { geben muf, fiir welche die drei Gleichungen (1 2)

P 1
= gx ~zalll 7)o T
o 1
o = gl =0, o) )
Vor = 0z cx - G

allerorts befriedigt sein miissen. Das ist der Fall, wenn die Span-
nungen der Identitét

Pe, e, Py,

o T ow T imes 0 (68)
geniigen, die aus den drei Gleichungen durch Beseitigung der Ver-
schiebungen &, { hervorgeht. Sie verlangt, daB die Funktion F (wie
sich durch Einfithren der Ausdriicke von (67) und (66) ergibt) der
partiellen Differentialgleichung

"4F 4

e Q+yFwAAF=O (69)

0x® 022
zu geniigen hat. Jeder Funktion F(x,z), die dieser Gleichung ge-
niigt, entspricht ein in einem elastisch deformierbaren Korper mog-
licher Spannungszustand mit den Spannungskomponenten (66). Diese
Differentialgleichung und Spannungsfunktionen F, wie man auch
die Funktionen nennt, aus welchen die Spannungskomponenten sich
durch Bildung von Ableitungen berechnen lassen, die der Gl (69)
geniigen, sollen uns jetzt zur Angabe einiger einfacher Spannungs-
zustidnde in elastischen Korpern dienen.

b) Die gleichformige Biegung einer dicken Platte. Als
erstes Beispiel betrachten wir die Spannungsfunktion
cz®
F=—
6’ (70)

¢ sei eine Konstante. Aus ihr ergeben sich nach den in den Gl (66)
vorgeschriebenen Ableitungen die Spannungskomponenten

6, =cz, 0,=0, 7,=0. (71)
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Die Spannung o, ist nach (63) gleich o, =vco,; 7,, und 7, ver-
schwinden nach Voraussetzung.

Alle Ebenen parallel zur x y-Ebene sind spannungslos. Wir kénnen
uns aus dem elastischen Korper durch zwei Ebenen z = h/2 und
z= — h/2 einen scheibenformigen Teil abgegrenzt denken, diese
Ebenen bilden dann eine freie Oberfliche. In allen Schnittebenen
x = konst. wichst hingegen die spezifische Spannung ¢, linear mit
der Koordinate z, in allen Schnittebenen y = konst. wirkt eine ver-
dnderliche Spannung o, = »cz.

Zur Angabe des Forméinderungszustandes stehen uns die drei
Gl (67) zur Verfiigung, welche hier lauten

& (1 ~v)cz ol __voez o0& oC

AL - s 4.9 _
ox 2G ’ 0z 2@ oz ' ox 0. (72)

Die Integration der ersten Gleichung nach z und der zweiten nach z
liefert

§=f1(2)+12_Gv.czx,
) (13)
{=fy(= )_ﬁ ¢z

wo unter f, (z) und f, (x) zwei willkiirliche Funktionen zu verstehen
sind, welche nur von z bzw. von z abhdngen. Sie unterliegen der
Einschrinkung, daB8 die dritte der Gl (72) mit den eben an-

geschriebenen Werten von & und ( identisch befriedigt sein muB.
Wir erhalten aus ihr

f 2
—}4 T 7
woraus
1—»
fi = ¢,z +Fc,, f,3=—~4G ccx® — ¢, & ¢y
Zum Spannungszustand gehéren mithin die Verschiebungen
1 —
&= YE cxz+cz~{—c,, n ==
(74)
(= — 4G[(1~v)x 4+ v2?] — ¢, - ¢,
Sehen wir von der Verschiebung &=c¢,z+¢,, {= —cx ¢, ab,

welche offenbar einer Parallelverschiebung und einer kleinen Drehung
des Korpers ohne innere Deformation entspricht, so zeigen die
Formeln (71) fiir die Spannungen und (74) fiir die Verschiebungen,
daB wir es hier mit der gleichférmigen Biegung eines
Rechtkants (Abb. 22) durch gleichférmig verteilte Krifte-
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paare zu tun haben. Sie erzeugen eine Deformation, bei der die
Querschnitte sich drehen und eben bleiben.

Nach Uberlagerung eines z weiten ebenen Verzerrungszustandes von
derselben Art, dessen Ebene die yz-Ebene ist, ergibt sich die gleich-
férmige Biegung eines von den Ebe-
nen z = =+ h/2 begrenzten platten-
formigen Korpers in zwei zueinander
senkrechten Richtungen, bei der die
Querschnitte parallel zur xz- und zur 0
y z-Ebene eben bleiben. v

c) Die gleichférmig zuneh-
mendeKriimmung. In einem elasti-
schen Koérper von der Form eines
Rechtkants, das von den Ebenenz =0, x =, 2=~5[2, 2= — k(2
und durch zwei beliebige zur zz-Ebene parallele Schnitte begrenzt
ist, sei die Spannungsfunktion

Abb. 22.

gegeben, wo ¢ eine Konstante ist. Ihre Spannungskomponenten
sind nach (66)

o,=2cx2, o,=2vcxz, 0,=0, rmz=0(4 __22).
Die Ebenen z= 4+ h/2 sind wieder frei von Spannungen, wéhrend
in den Ebenen « — konst. die Normalspannung o, linear und die
Schubspannung t_, parabolisch mit der Koordinate z sich &ndert.
Uber einem Streifen von der Breite eins in einem Querschnitt
x = konst. haben die Schubspannungen z,, die Mittelkraft

1. _dz = ch®/6
xz /

und die Normalspannungen o_ das Moment

3
fazzdz = iac
6

Die auf die Lingeneinheit der Querschrittsbreite iibertragene Scher-
kraft ¢ parallel zur z-Achse hat den Wert ¢ = ch®/6 und das
Biegungsmoment gx ist proportional x. Der Koérper wird in den
zur «-2-Ebene parallelen Ebenen wie ein Balken durch eine an
seinem Ende x = 0 angreifende Einzelkraft verbogen, die auf der
Lingeneinheit seiner Querschnittbreite gleich ¢ ist.

Die Verschiebungen & und ( ergeben sich in &hnlicher Weise,
wie im vorigen Beispiel und sind

Nidai, Elastische Platten. 4
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= (1 —»)a® + 3vax2?].

Ein in der Biegungsebene des plattenformigen Korpers angenommenes
quadratisches Netz von geraden Linien = konst., z = konst. nimmt
nach der Biegung die Form der Kur-
venscharen in der Abb. 23 an. Die Ebe-
nen x = konst. oder die ,Quer-
schnitte“ gehen bei der Biegung
in gewd6lbte Fliachen tber. Doch
lassen die vorstehenden Formeln erken-
nen, dafl die W&lbung der Quer-
schnittebenen nur fiir die Verzer-
rung eines Kérpers vonBedeutung
ist, dessen Abmessungen in der

o h? 2 —
o By B2
¢

LU

/]

<
[
[ T
L

\/‘V z-Richtung mit seiner Hoéhe ver-
gleichbar sind, wie beispielsweise in
Abb. 23. dem kurzen Stiick eines verbogenen

Rechtkants, das in Abb. 238 zu sehen ist.

Wenn die Linge x groBer wird und das Rechtkant in eine
Platte von einer geringen Dicke % iibergeht, sind 2? und A® kleine
GroBen neben x und die sie enthaltenden Glieder konnen in (7 5) neben
den anderen vernachldssigt werden. In einem Rechtkant, dessen
Hohe h klein im Vergleich zu seinen iibrigen Abmessungen ist, oder
in einem Element dzdyh einer elastischen Platte von geringer
Dicke k, das in der angegebenen Weise auf Biegung beansprucht
wird, sind die Verschiebungen hinreichend genau durch die Formeln

3(1—-y)q 2 (1—1')(1 3
=T v T g ®
beschrieben. Aus ihnen folgt, dafl die Verschiebung & der Punkte
eines Querschnittes x = konst.

0
N
mit der Entfernung z linear anwéchst.

Die Punkte, welche urspriinglich eine zur Mittelebene
des Rechtkants senkrechte Gerade bilden, liegen also
nach der Biegung auf einer Geraden, welche senkrecht
zur Tangentialflache seiner verbogenen Mittelfliche steht.

Durch die Uberlagerung von zwei Spannungszustinden dieser
und von zwei Spannungszustinden der unter b) beschriebenen Art,
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deren Biegungsebenen schief zu den xz- und yz-Ebenen, jedoch
zueinander senkrecht stehen, 1dflt sich der allgemeinste Biegungs-
zustand in einem Element dxdyh eines plattenférmigen
Korpers erzeugen, dessen Oberflichen z= + h/2 frei sind?). Die
Formeln lassen erkennen, dal die Forminderungen eines Elementes
dxdyh einer diinnen Platte, deren Dicke & klein im Vergleich zu den
Koordinaten z und ¥ ist, im wesentlichen darin bestehen, daB die
Punkte, welche urspriinglich eine zur Mittelebene der Platte senk-
rechte Gerade bilden, nach der Biegung wieder auf einer Geraden
liegen, die sich senkrecht zur Tangentialfliche der verbogenen Mittel-
fliche stellt. Diese Gestaltinderung einer Platte ist mithin
eine Folge der Annahmen, die den allgemeinen Gleichun-
gen der Elastizitdt zugrunde liegen und der Voraussetzung
einer kleinen Plattendicke. Mit ihrer Annahme wird keine neue
Hypothese eingefiihrt, wie dies in einigen Darstellungen der Festig-
keitslehre erwahnt zu werden pflegt.

d) Biegung unter einem gleichférmigen Druck. Als
dritten Sonderfall, botrachten wir die Biegung eines plattenférmigen
Korpers — hj2 <z < 12, auf dessen Ebene z = — h/2 eine gleich-
formig verteilte Druckspannung o, = — p wirkt, wihrend die andere
z == h/2 unbelastet ist. In der Spannungsfunktion

) 20
F=c a*z-1-c,a® -i- ¢, {2%2% — ],
1 ! e ! 3 5

die der Gl. (69) A4 F = 0 geniigt, lassen sich die Konstanten ¢, c,, ¢,

so bestimmen, dal auf der Ebene := —A/2, 0,= —9p, 7 -:0
und auf der Ebene z:=~7%/2, 6,=0, 7, =0 sind. Man erhalt so
3p p
C=gp T Ty ST g

und die Spannungskomponenten:

2p o os ,
0, = — }L{) (3 X~z — 22"),
(LA EAR
O!/ ey (o:r + Ozt)‘

6px (h* R
R A

1) Eine Ausnahme bildet der Forminderungszustand einer Platte in der
Umgebung der Angriffsstelle einer konzentrierten Kraft. Er ist hier von ver-
wickelterer Art.

4%
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Wenn die Dicke 2 (nebst der Koord. z) klein im Vergleich zux
ist, folgt aus diesen Formeln, daB die Schubspannung _, und die
zur z-Achse parallele Normalspannung o, neben den anderen Span-
nungen nur kleine Werte annehmen und daraus weiter, daBl auch
im Falle eines auf der Oberfliche z= — 2/2 lastenden
Druckes das Ergebnis von c) seine Geltung behalt?!).

II. Die Formanderungen
und die Spannungen der biegsamen Platten.

16. Biegung einer kreisformigen Platte nach einer
Umdrehungsfliche.

Wenn die Ordinaten der verbogenen Mittelfliche einer Platte oder
ihre Durchbiegungen nur Funktionen eines Abstandes r von einem
festen Punkt sind, vereinfachen sich die Formeln der Plattenbiegung.

In einer derart verbogenen Platte treten in einem zylindrischen
Schnitt r = konst. auBler den Normalspannungen nur eine Art von
Schubspannungen auf, ndmlich solche, die zur Mittelebene senkrecht
gerichtet sind, wihrend in einem Meridianschnitt nur Normalspan-
nungen iibertragen werden. In einem Flichenelement hrde (mit &
wird die Dicke der Platte, mit ¢ der Winkel des Fahrstrahles r mit
einer festen Richtung in der Mittelebene bezeichnet, Abb. 24) eines

Zylinderschnittes vom Halbmesser r wird ein

|praear Biegungsmoment m_rde und eine Scherkraft

CFSA] p,rde, in einem Element hdr eines Meri-
dianschnittes nur ein Biegungsmoment m,dr

G, ibertragen. Hier bedeuten m_ bzw. m, die

o p-rdx  auf die Lingeneinheit der Schnitte bezogenen

Abb. 24. Biegungsmomente, welche die Platte in der
Richtung des Halbmessers r bzw. dazu senk-

recht verbiegen. Wir nennen m_ das radiale und m, das tangen-

tiale Biegungsmoment und definieren diese Momente durch die
Integrale

mr:forzdz, mtzfotzdz, (1)

) Wenn man die elastischen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten 7, z
anschreibt, lassen sich in analoger Weise achsensymmetrische Spannungszustinde
in beliebig dicken kreisformigen Platten angeben. Derartige Spannungszustinde
hat neuerdings A. Timpe: Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungs-
korpern, Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 361. 1924, untersucht. — Vgl. auch weiter
unten 8. 311, sowie A.und L. F6ppl: ,Drang und Zwang®, 2. Bd. Miinchen 1920.
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wo mit ¢, bzw. mit ¢, die Normalspannungen bezeichnet werden, die
in der Richtung r bzw. dazu senkrecht im Abstande z von der
Mittelebene der Platte parallel zu dieser letzteren wirken.

Bei der vorausgesetzten Gestaltinderung einer Platte geht ein Zy-
linderschnitt r = konst. in ein Stiick eines Kegelmantels iiber. Die Er-
zeugenden dieses Kreiskegels stehen senkrecht zur verbogenen Mittel-

fliche und bilden den kleinen Winkel ¢ = %}« mit der Lage der Er-

zeugenden des zylindrischen Schnitts im unbelasteten Zustand der
Platte. Hier bedeuten w die Ordinaten der elastischen Flidche oder
die Durchbiegungen der Platte. Bei dieser
Forménderung werden in ihrem Innern in r
der Richtung der Fahrstrahlen r und lings | h
des Umfanges der Kreise r = konst. Deh- \Z%E;gz_v
nungen ¢, bzw. ¢ geweckt. An Hand der rzp "
Abb. 25 ergeben sich in einer Entfernung z Abb. 25.

von der Mittelebene fiir sie die Ausdriicke:

dy P
GTTEg AT TRy ®)

Nach dem Elastizititsgesetz driicken sich die tangentialen und
radialen Biegungsspannungen o, und o, (die dritte Normalspannung o,

ist iberall gleich Null) mit Hilfe der Dehnungen ¢, und &, wie

folgt aus:
_ E2 . Ez (do (p)
=g et = = g (D), "
3
_ Ez . Ez do (p)
Gt_1~v2(£t+?£1‘)__1_v‘3 (vﬂ T

Setzt man diese Werte in die Gl (1) ein, so ergeben sich die Aus-
driicke fiir das radiale und das tangentiale Biegungsmoment
dg w) < dg w)
- N2 4,2 = ok S
m, <dr+yr , m, Nvdr ) (4)
wo mit N = Eh®[12(1 —»?) wieder die Platten-
steifigkeit bezeichnet ist.
Mit Hilfe der eingefithrten Momente und der
Scherkrifte p,, die in den Zylinderschnitten auf-
treten, lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen

eines kleinen prismatischen Elementes aufstellen, das (mytdmy) (redridec
man aus der Platte durch zwei benachbarte Zylin- Abb. 26.
der- und Meridianschnitte abgegrenzt hat (Abb. 24

und 26). Bezeichnet p den auf der Seitenfliche z = — h/2 in der

Richtung der positiven Durchbiegungen gerichteten Druck, der hier
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eine Funktion des Abstandes r vom Mittelpunkt der Platte ist, so
wird das Gleichgewicht der Krifte in der zur Ebene der Platte senk-
rechten Richtung durch die Bedingung

d(rp,) _

P rp—0 ()

ausgedriickt. Die in der Richtung des Kreisumfanges wirkenden Kom-

ponenten der Momente ergeben die Gleichung (vgl. Abb. 26):
d(rm,)

Ir —m,—rp, =0. (6)

Die erste Gleichung 148t sich sofort nach r integrieren:
rprz—frpdr+c (7)

und liefert die Scherkraft p , wenn die Belastung p der Platte ge-
geben ist.

Die Bedeutung der Integrationskonstanten c¢ ergibt sich, wenn
man den Druck p gleich Null annimmt. In einem zylindrischen
Schnitt r = konst. kénnen in diesem Falle Scherkrifte p, nur ent-
stehen, wenn die Platte im Punkte r = 0 durch eine Einzelkraft
belastet ist. Eine im Sinne der wachsenden Durchbiegungen w ge-
richtete Einzelkraft P erzeugt auf dem Umfang eines Kreises vom
Halbmesser r Scherkriifte p,, deren Mittelkraft gleich

2arp, = —P
sein muB3!). Der Vergleich mit der fiir p — O angeschriebenen Gl. (7)
ergibt P
C = — *2;7[ . (7 a)

Wenn im Nullpunkt r = 0 keine Einzelkraft wirkt, ist in Gl (7)
¢ = 0 anzunehmen.

Setzt man die Ausdriicke fiir die Momente aus (4) und fiir die Scher-
kraft p_ aus (7) in die Momentengleichung (6) ein, so ergibt sich
@ d (1 d

’r ’ 1 P
e WA B EE S AR
0

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Neigung ¢
des Meridianschnittes der elastischen Fliche.

1) Die positive Richtung der Scherkrifte p,. wird in einem Schnitt
r = konst. fiir den Plattenteil, der sich innerhalb des Kreises befindet, in der
Richtung der wachsenden Durchbiegungen angenommen (Abb. 24). Wenn die
im Kreismittelpunkt angreifende Einzelkraft P in dieser Richtung wirkt, miissen
die Scherkrifte negativ sein, deshalb enthélt die Gl. (7a) das negative Vorzeichen
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Der homogenen Gleichung

,’.‘.’.(pl/_i_r(pl_(pzo (9)
geniigen die Integrale

‘P:Cl"'—,_gf’, (10)

der inhomogenen die Integrale

P
— 11
ey S ()

11 dr
_—. il . 1
= fr drf ; f’rpdr (12)

Mit diesen Funktionen lassen sich alle Fragen erledigen, die mit
der Biegung der Platten nach Umdrehungsflichen zusammenhéngen.

Die hier erhaltenen Losungen lassen sich auch aus der Platten-
gleichung (38) 8. 21

und

AAw:% (12a)

ableiten. Die Summe der Biegungsmomente ist nach Gl. (25a), (36a)
proportional der GroBle Adw:
m, +m,=m, +m, = —(14+»yNAw.

Setzt man hier die Ausdriicke fiir m_ und m, ein, so erkennt man,
daB der Differentialausdruck 4w, sobald w nur eine Funktion von r
ist, gleich

Ao — dcw | 1dw
Y= r dr
ist. Die partielle Differentialgleichung (12a) geht somit in eine totale
vierter Ordnung
1 d 1 dw) P
< 2 rdr>< 3+r dr/) N (13)
iiber. Ihre allgemeine Losung ist:
w=w,+ ¢, + ¢, >+ ¢;r*Inr 4 ¢, Inr, (14)

wo mit w, ein Integral der nichthomogenen Gl. (12a) bezeichnet ist.
w, laBt sich vermége der Gleichungen

1d /[ du\ p 1 d( dw0>
7,17(7%)—7\7" var\" )= (15)

immer durch die Quadraturen

1 |dr dr
w = Wf?frpdr’ w, =f7frudr (16)
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darstellen. Ein Vergleich der Ableitung ¢ = %, Gl (10) bis (12)

mit den letzten Formeln 1iBt erkennen, daB die zuerst erhaltene
Funktion bis auf die anders bezeichneten Integrationsfestwerte mit
(14) bis (16) identisch ist.

17. Die gleichmiBig belastete kreisformige Platte.

Die vorstehenden Gleichungen sollen auf den Fall der Biegung
einer kreisformigen Platte angewendet werden, auf der ein Druck
p = p, = konst. lastet. Wir koénnen zu diesem Zweck uns entweder
der Gl (10), (11) und (12) bedienen, oder die Losung in der Form
von Gl (14) und (16) heranziehen. Aus der letzteren Gleichungs-
gruppe ergibt sich die elastische Fliche einer durch einen unverénder-
lichen Druck p = p, belasteten kreisformigen Platte, wenn wir in
Gl (14) die Beiwerte ¢; = ¢, = 0 annehmen und die Funktion w,
unter der Annahme p = p, = konst. aus (16) berechnen. Wir miissen
¢, =¢, =0 annehmen, damit in der Mitte 7 = 0 der Platte keine
unendlich groBen Spannungsmomente sich ergeben.

Die Funktion w, bestimmt sich aus (16) gleich

_ B
o= 64N
Zur Bestimmung der noch iibrig gebliebenen Integrationskonstanten

¢, und ¢, in der Ldsung ,

DT
64 N

dienen die Grenzbedingungen, die auf dem Rande der Platte zu er-
filllen sind. Der Halbmesser der Platte sei mit a¢ bezeichnet.

w =

ot r* (17)

a) Wenn der Rand r = o des Kreises eingespannt ist, lauten
die Grenzbedingungen

dw
r=a, w=0, d7=¢=0.
Sie sind erfiillt, wenn
2 P’
¢, = —2¢c,0 :ﬁ—ﬁ
sind. Die elastische Fliche hat die Gleichung
— Po_ 2 _ 2y 18

und den Biegungspfeil in der Mitte r = 0

Py’
iz

poa'  3(1 —%)p,at
64N 16 ER

= 0,176
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(wenn » =1/, genommen wird). Die Spannungsmomente der ein-
gespannten Platte berechnen sich nach den Formeln (4) aus (18) zu:

Pw v dw) P
—_ — pad B I X ! 2 __ 2
= = N(TY L 7T Por a3 4,
w1 dw Do 9 9
In der Mitte r = 0 sind
2
m, —m, — Q:L%Pq&,

im eingespannten Rand r = a sind

2 2
pa pa
m, = — 8’ m,= —v g

die Platte wird am stidrksten auf ihrem Umfang in der radialen
Richtung verbogen, ihre groBte Inanspruchnahme betrdgt dort

- 3pya®
rmax . —— h2/6 =+ 4;:2

o Mymax __

b) Wenn der Rand frei aufliegt, muB fiir r =a die Durch-
biegung w und das radiale Biegungsmoment m_ verschwinden:

dw oy dw)
r=a, w—O, mr———N<W—7W = 0.

Die Bedingungen werden von der elastischen Fliche der frei aufliegen-
den Kreisplatte

w == -GZ@L_?_—;)—N[@—i—V)a“ — 23 +»a?r*4+ (1 +»rt] (19)

erfiillt. Ihr Biegungspfeil in der Mitte r — 0 ist (wenn » =1/, ge-
nommen wird) gleich

(5 ~}—v)_poa4 o P &t
64(1+ )N 2738 s
und ihre Spannungsmomente sind gleich
mr=@~ilg)—p9-(a2—r2), mt=%[(3+7)a2—(1—i—3v)7‘2].

Die grofSten Biegungsmomente sind
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sie treten in der Mitte r = 0 des Kreises auf, wo die gréBte In-
anspruchnahme der Platte gleich
3(3+ y) Dy @*

O max ™ =+ '7”7“‘@'}1{ T

ist.

18. Die durch eine Einzelkraft in der Mitte belastete
kreisformige Platte.

Um fir diesen Belastungsfall Formeln zu entwickeln, miissen wir
eine Annahme dariiber machen, in welcher Weise sich der Druck
innerhalb der Angriffsfliche der Einzelkraft auf die Platte iibertrigt.
Wir nehmen an, daB die Platte innerhalb eines Kreises, dessen Halb-
messer ¢ spiter klein gegen den Halbmesser ¢ des Randkreises an-
genommen werden kann, durch einen gleichformig verteilten Druck
belastet sei (Abb.27). Bezeichnet P

! a >l< a > di . . .

; clo t die Einzelkraft, so ist dieser Druck
! - { p=P:mc®. Auf dem kreisringfor-
| T | migen Teil von r = ¢ bis zum Halb-
| P ! messer r = a des Randkreises sei die
| 2 NIt {'—- i Oberfliche der Platte unbelastet. Wir
B e - ———  miissen wegen der Unstetigkeit des
A —— Uy O Druckes das Grundgebiet in zwei

Abb. 27 Teilgebiete zerlegen. Im duleren, ring-
Y formigen Teil ¢ < r < @, in dem kein
Druck sich auf die Platte tbertrigt, ist die homogene Platten-
gleichung A Aw = 0 heranzuziehen, die hier nach (14) eine Durch-
biegung w= ¢, + ¢,r* ¢, Inr ¢, Inr
liefert. Innerhalb der ,Druckfliche der Einzelkraft 0 < r < c¢ gilt
dagegen die inhomogene Plattengleichung

, P
AAw = AN konst.

Die Durchbiegung w’ wird hier nach (14) durch eine Funktion
, Prt

A Vpp

N + ¢, +c,/ 1

dargestellt?). Zur Bestimmung der in diesen Gleichungen vorkommen-
den sechs Beiwerte ¢, ---¢,” stehen die Randbedingungen auf dem
Kreis r = a und die Stetigkeitsbedingungen auf dem Randkreis der
Druckfliche r = ¢ zur Verfiigung.

1) In ihr muBiten die Funktionen ¢,/ r2Inr, ¢/Inr fortgelassen werden, die
im Nullpunkt unendlich groBe Spannungen ergaben.
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a) Thre an und fir sich einfache, etwas umstdndliche Bestimmung
fiihrt im Falle eines frei aufliegenden Randes zu den folgenden
Gleichungen fur die elastische Fliche:

«) im duBeren, unbelasteten Ringgebiet ¢ <7 La:
P 3+
162N |1 + v

Dt

) innerhalb des vom Druck p = P[n¢? belasteten Kreises r = ¢:)

, p rt (1—v)c‘——4a
v :IE;N{M‘ [ 2(1 4 »)a?
4(8+7)a® —(T+3»c

2 c
2R +em ol (21)

w =

(@®* — 1) —27%1n %}

-+ 2In —}72

Die Spannungsmomente sind in dem unbelasteten Ringgebiet ¢ <<r << a
durch die Formeln gegeben:

=Mln (1 —v)Pc® (7_,____1>
. e r 16 7 2T ) o
=L lamEpa- ] Lnkd (L 1)

und fiir 0 <r < ¢, innerhalb des Druckkreises der Kraft P gleich

(1—»)c* (34 v)r‘JJ
402  4ct ’

a?

. P
m ZZ}%[(I +v)1niz 1

, P a (1—»c (Br+1r
m = (g 1= BERE S BEEAE|

(23)

Mit Hilfe der letzten Formelgruppe ist der Verlauf der Biegungs-
momente innerhalb des Druckkreises r = ¢ in der Abb. 28 fir ver-
schiedene Halbmesser ¢ durch die starker ausgezogenen Kurven an-
gegeben worden. Wenn der Halbmesser des Druckkreises ¢ verkleinert
wird, nimmt das mit dem Faktor ¢* behaftete Glied in der Gl. (20)
ab. Fiir kleine Werte von ¢ im Vergleich zum Randkreishalbmesser a,
d. h. wenn die Kraft P stark konzentriert ist, kann es dann neben
dem ersten vernachlissigt werden.

) A. und L. Foppl haben im I. Band von ,Drang und Zwang® (S. 178)
den Biegungsfall einer kreisférmigen Platte betrachtet, die in der Mitte von
r =0 bis r = ¢ eine gleichférmig verteilte Last p und dariiber hinaus, von 7= ¢
bis r =a einen Druck p, zu tragen hat. Aus jhren Formeln ergeben sich die
obigen als der Sonderfall p, =0.
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Die elastische Fliche einer durch eine Einzelkraft P in ihrer
Mitte belasteten und auf ihrem Rande r = a frei aufliegenden Kreis-
platte ndhert sich mithin im Falle einer starken Konzentration der
Kraft oder beim Ubergang zur Punktbelastung der Fliche
P [3 -+

2 L9y g a
W= e oN (@®* —1*)— 2r'ln-|. (24)

1-+v» 7

Verlauf des radialen und tangentialen Biegungs- Dieser Teil der Funktion

momentes in einer durch eine Einzelkraft in (20) geniigt fiir sich der ho-

der Mitte belasteten kreisfﬁrmigen Platte fir mogenen P]atteng]eichung.

die Halbmesser ¢=0,1, 0,2, 04, 0,6a des
Druckkreises.

Man iiberzeugt sich leicht,

daB die ersten Glieder in

" m’ /[ den Ausdricken fir die
7y

: Spannungsmomente (22)
435 / und (23) gerade die Bie-

gungsmomente sind, die
zur elastischen Flache der
Punktbelastung (24) ge-
héren. Diese beiden Mo-

i ; Vc=0,2a, mentenkurven sind in der
Y

)

025

Abb. 28 durch die diinn
ausgezogenen Kurven dar-
gestellt. An den Formeln
075 | misg (22) Destitigt sich, was
! | A / man bei stirkerer Kon-
ﬂb}f mt = zentration der KrafEP er-
97 /7 warten mufl, daBl namlich
/ die Spannungsverteilung
der Platte in gréferer Ent-
ir ¢ fernung von der Angriffs-
74 stelle nicht von der Art
7 08 06 o4 92 0 (von der GroBe des Druck-
Abb. 928. gebietes und auch von der
Form der Druckflache) ab-
hangig sein kann, wie sich die Kraft innerhalb ihrer Angritfsfliche
verteilt. Der Verlauf der Momentenkurven im unbelasteten Gebiet
einer durch eine Einzelkraft belasteten Platte wird demnach im
wesentlichen durch die ersten Glieder in (22) oder allgemein durch
die Losung der Differentialgleichung AAw = 0 fiir die Punktbelastung
dargestellt.
Eine Loésung, wie die in der Gl (24) abgesonderte, welche an
einer Stelle unendlich grofle Spannungen liefert, enthélt,
wie man sagt, eine Singularitdt. Derartige Losungen konnen in

920

Biequngsmormente

\
\\é
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der Plattenstatik oft mit Vorteil verwendet werden. Die eben ab-
gesonderte elastische Fliche einer kreisformigen Platte enthélt ihre
Singularitit in der Teillosung der homogenen Plattengleichung:

P
w:gﬂNr‘llnr. (25)
Man erkennt dies sofort, wenn man die Scherkrifte berechnet, die
von dieser Teillosung herriihren:

ddw P

Pr= N = T Sar (26)

Sie ergeben in jedem zylindrischen Schnitt, den man sich mit einem
Halbmesser r um den Mittelpunkt des Kreises durch die Platte ge-
fithrt denken kann, eine Mittelkraft gleich — P. Sie wachsen un-
begrenzt an, wenn man den Schnittkreis auf seinen Mittelpunkt
zusammenzieht.

Die freiaufliegende Kreisplatte mit einer in ihrer Mitte angreifen-
den Punktbelastung P hat also die elastische Fliche (24) mit dem
Biegungspfeil

83+» Pa® 3(83+»(1—7») Pa® Pq?
Yo 11y 16aN in 7w = 088 g
(wenn » =1/, ist) und den Spannungsmomenten
(1+»)P P [ a ]
In - il — 5.
m, = o m, =~ (1 +»)ln ; +1—» (27)

b) Die Gleichung der elastischen Fliche einer durch eine
Einzelkraft P in ihrer Mitte belasteten eingespannten Kreis-
platte wird ebenso aus einem der Gleichung 44w = 0 geniigenden
Ansatz w=c, ¢y +c;r’Inr
ermittelt. Die Beiwerte ¢, und ¢, bestimmen sich aus den Rand-

ow

bedingungen r =a, w=0, = 0, ¢, ist nach den Gleichungen
(25) und (26) gleich:
o — P
3 8aN’
Die eingespannte Kreisplatte hat die elastische Fliche
P 2 2 2 a:l
E;N[a —r2—2r lnT s (28)
mit dem Biegungspfeil
Pa®  3(1 —»?) Pa’ Pa?

- ¢ v r)re kel —1
Yo = 167N 1B 022 g (r="0)
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und die Spannungsmomente:
.

mT:ZP;{(LH)]n%_@, mt=£L(1+v)ln%—v}. (29)

19. Die Biegungsbeanspruchung von Platten durch
Einzelkrifte.

Die Gl. (20) und (21) fir die elastische Fliche einer kreis-
formigen Platte, die in ihrer Mitte durch eine Einzelkraft belastet
ist, gestatten einen Weg anzugeben, auf dem ihre Biegungsbeanspruchung
sich ermitteln 1aBt. Wie wir bereits bemerkten, hingt der Verlauf
der Spannungen in groBerer Entfernung von der Angriffsstelle der
Einzelkraft nicht davon ab, in welcher Weise sich diese letztere in
ihrer Angriffsfliche auf die Platte tibertrigt. Dies heillt mit andern
Worten, dal man den Spannungszustand in gré8erer Entfernung von
der Angriffsfliche einer Einzelkraft durch die Losung der Platten-
gleichung beherrscht, die an der Stelle der Mittelkraft der Belastungen
eine in einem Punkt vereinigte Kraft ergibt.

Fiir eine freiaufliegende und fiir eine eingespannte Kreisplatte
haben wir diese Losungen mit den ihnen entsprechenden Momenten-
flichen in den GI.(27) und (29) soeben ermittelt. Es hatten sich fiir diese
letzteren trichterformige Umdrehungsflichen ergeben, deren Meridian-
schnitte aus der logarithmischen Kurve bestanden. Die Momenten-
flichen von Platten mit anderen Randkurven oder Grenzbedingungen,
welche durch Einzelkrifte belastet sind, werden in der Umgebung
der Angriffsstellen ebenfalls aus &hnlichen, rohrenformigen Flichen
bestehen. Diese Flichen werden in groBerer Entfernung von den
Angriffsstellen sich nur wenig von den gesuchten Momentenflichen
unterscheiden.

Im Kreismittelpunkt versagen jedoch diese Losungen, weil sie
unendlich groBe Spannungen liefern. Um den Verlauf der Spannungen
auch in der Umgebung und im Innern der Druckfliche verfolgen zu
konnen, miissen wir auf die vollstindigen Losungen zuriickgreifen,
in denen die lokale Verteilung der Kraft beriicksichtigt wird. Die
stark ausgezogenen Kurven der Spannungsverteilung in der Abb. 28
zeigen fiir eine kreisférmige Platte, welchen Verlauf man im Innern
der Angriffsfliche einer Einzelkraft fiir die Momentenflichen zu er-
warten hat, wenn sich der Druck gleichférmig in einer kreisférmigen
Flache auf die Platte iibertragt.

Fiir den Scheitelwert des radialen und des tangentialen Biegungs-
momentes ergibt sich im Mittelpunkt des Druckkreises (r = 0) aus
(23) die Formel

P

a
m;max:mtlmax::l‘yi [(1 +V)1H—C—+ 1 — (1 — )

o

c?

J . (30)

a?
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In ihr bedeuten a den #uBeren Kreishalbmesser und ¢ den Halb-
messer des Druckkreises, auf dem die Einzelkraft P sich auf die
Platte iibertrigt. Wenn das Verhdltnis des Halbmessers ¢ des
Druckkreises zum Halbmesser a der Platte gleich einer der folgenden
Zahlen c/a ist, ergeben sich fiir die Scheitelordinate m_ , der Bie-
gungsmomente in seinem Mittelpunkt r = O die Werte:

cla= 1 0,9 0,8 0,7 0,6
m_, = 00647 00780 0,0926 0,1078  0,1250
cla= 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1

my,, = 0,349 0,1684 0,1980 0,2390  0,3085 P.

Wenn der Halbmesser ¢ des Druckkreises klein ist, diirfen die mit ¢?
behafteten Glieder in den Ausdricken der Momente (22), die im
belasteten Teil ¢ << r << @ der Platte gelten, vernachlissigt werden.
Ihr Verlauf ist dann auBerhalb der Druckfliche bis an den Rand
des Druckkreises der Kraft P identisch mit den Formeln (27) und
kann aus den Momentenkurven fiir die Punktbelastung entnommen
werden. Auf seinem Rande r = ¢ sind m_ und m, nach (27)

[m e — %E’ -t
P (31)
[m,)y=c = E[(l —}—v)ln% +1— VJ .

Der gemeinsame Scheitel der Momentenkurven im Mittelpunkt » =0
des Druckkreises hat dagegen die Ordinate

, P a P
[mr]r:O = E [(1 "I‘ 'V) 111 T/ + 1:& = [mr]r:c +H9 (32)
‘sofern das Glied mit ¢?/a® in Gl. (30) ebenfalls unterdriickt wird.
Der Vergleich der Formeln (32) und (31) zeigt, daB die Ordinate
der beiden Momentenkurven im Scheitelpunkt (im Mittelpunkt » =0

der Druckﬂiiche) um den Betrag mozzfi groBer ist als der Wert,
4

den das radiale Biegungsmoment (das von der Punktbelastung her-
rithrt) am Rande r=c¢ des Druckkreises annimmt. Diese Bemer-
kung fuhrt zur Aufstellung einer einfachen Regel, nach der die
grofte Inanspruchnahme einer durch eine-Einzelkraft verbogenen
Platte angegeben werden kann.

Wir konnen das Ergebnis, zu dem wir gelangt sind, anschaulich
auch so ausdriicken: um die Biegungsbeanspruchung einer Platie
durch eine Einzelkraft P zu bestimmen, denken wir uns ihren Span-
nungszustand fir die Punktbelastung (fir die ,Singularitat®)



64  Die Forminderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

gegeben. Wir schneiden den Angriffspunkt der Einzelkraft, in dessen
Umgebung die Spannungen sonst unendlich groB werden miifiten,
mit einem kreisformigen Schnitt vom Halbmesser ¢ aus der Platte
heraus (Abb. 29). Das kleine Loch, das in der Platte entstanden ist,
werde hierauf durch eine Scheibe ausgefiillt, die in dasselbe paBit
und auf der die Kraft P sich stetig nach einem
gegebenen Gesetz p = p, f(r) verteile. Damit die
Momente der Platte nach dem Hereinschieben
der kleinen Scheibe im Schnitt keinen Sprung
erleiden, sind auf ihrem Rande vorher gewisse
radiale Biegungsmomente anzubringen. Ihre Ver-
teilung und GrofBe ergibt sich aus der Verteilung der
Biegungsmomente m_, die in diesem Schnitt vorher
(bei der Punktbelastung) gewirkt haben. Gegeniiber
dem Zustand, in dem sich die Platte nach den genauen Formeln (23)
befindet, besteht nach dem Hineinschieben der kleinen Kreisscheibe
insofern ein Unterschied, als die elastische Flidche jetzt auf dem
Kreise r = ¢ einen schwachen Knick aufweisen wird. Er riithrt von
der Vernachldssigung der mit dem Faktor ¢? behafteten Glieder in
den obigen Gleichungen oder jener kleinen Momente her, die wir in
den Momentengleichungen gestrichen haben und die erforderlich sind,
um den Knick zu beseitigen.

Durch diese Vernachlidssigung wird aber der Spannungs-
zustand auBerhalb der Druckfldache bis an ihren Rand
unabhingig gemacht von der Verteilung des Druckes in
der Angriffsfliche der Einzelkraft. Er ist im unbelasteten
Teil der Platte bis an den Rand der Druckfliche ein fiir allemal
durch den Verlauf der Momentenflichen gegeben, die zur
Punktbelastung gehoren.

Die Formeln (23) lassen schlieflich erkennen, wie die Momenten-
flichen innerhalb der Druckfliche fortzusetzen sind. Ihre Meridian-
schnitte werden innerhalb der Druckfliche aus zwei Parabeln mit
gemeinsamem Scheitel gebildet. Sie verbinden die Randordinaten
der in GL (31) ermittelten Momente m_ und m, auf dem Kreis vom
Halbmesser 7 = ¢ mit dem gemeinsamen Scheitelwert der Momente
Gl (32). Es eriibrigt sich noch, die Ordinate des gemeinsamen Scheitel-
punktes anzugeben. Er liegt nach der Gl (32) um den Betrag
m, = P[4x hoher, wie der Punkt, in dem der Meridianschnitt des
radialen Biegungsmomentes m_, der Punktbelastung den Zylinder
r = ¢ schneidet.

Um den EinfluB abzuschitzen, den eine stirkere Konzentration
des Druckes p = p, f(r) auf die GroBe m, und damit auf den Scheitel-
wert der Biegungsmomente hat, sind einige Verteilungen des Druckes p
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(Abb. 30) zum Vergleich herangezogen und fiir sie die Grofe m, be-
rechnet worden:

Zahlentafel 2. Druckverteilung in der Angriffsfliche einer

Einzelkraft:
1. gleichférmig . . . . . » :7—5—2 , m, = 0,065 P,
2. parabolisch (mit Scheitel
im Mittelpunkt r =0) p = ;j?}: (1 — Z—:) , my, = 0,094 P,
3. kegelfsrmig . . . . . p= %(1 — %) my = 0,103 P,
4. parabolisch (mit Scheitel
im Randkreis r==c¢). p== 25: (1 — %)2, m, = 0,131 P.

Damit die vier verschiedenen Druckverteilungen einem gleichen
mittleren Druck p = P/n¢? entsprechen, miissen die groSten Drucke
im Mittelpunkt r = O sich wie die Zahlen 1:2:3:6 verhalten. Die
GroBe m, nimmt dabei vom Wert
0,065 P bis zum doppelten 0,131 P
zu. Wenn beispielsweise c/a = 0,1
ist, vergroBert sich der Scheitelwert
des Biegungsmomentes jedoch nur

von 0,29 P auf 0,36 P.
Die Regel zur Bestimmung des
Verlaufes der Biegungsmomente und
der grofiten Inanspruchnahme einer E” i r ‘ lli 1{{ [ }L
durch eine Einzelkraft verbogenen “ 4 BLEL LR AU

4

[y

Kreisplatte 148t sich wie folgt zu- Abb. 30.
sammenfassen. Im unbelasteten
Gebiet, auBerhalb der Druckfliche ist der Spannungs-
zustand (bis an den Rand der Druckfliche) durch den
Verlauf der Momentenflichen fiir die Punktbelastung
(Singularitit) gegeben. Der Scheitelwert der Momente im
Mittelpunkt des Druckkreises ist um den Betrag m, (Zahlen-
tafel 2) groBler als der Wert desradialen Biegungsmomentes
auf dem Rande r=c¢ des Druckkreises. In seinem Innern
konnen die Momente m_  und m, bei verschiedenen Druckver-
teilungen durch zwei Parabeln mit gemeinsamem Scheitel an-
gendhert werden.

Nachdem der Spannungszustand einer beliebigen Platte in der

Umgebung der Angriffsstelle einer (nicht auf dem Rande angreifenden)
Nidai, Elastische Platten. 5
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Einzelkraft sich nur um einen stetigen Spannungszustand mit den
Momenten m, m,, m,,, von dem obigen unterscheidet, kann die
Regel zur Ermittelung der Biegungsbeanspruchung von Platten auf
beliebige Randbedingungen und Randkurven erweitert werden, wenn
die Kraft geniigend stark konzentriert ist, um die Abmessungen
ibrer Angriffsfliche als klein gegen die iibrigen Abmessungen
ansehen zu diirfen, und wenn die Druckverteilung nicht zu stark
von einer der Umdrehungsflichen (Abb. 30) abweicht.

Der Regel fiir die Berechnung der groSiten Inanspruchnahme
einer durch eine Einzelkraft verbogenen Platte liegt die bisher nicht
erwihnte Voraussetzung zugrunde, dall fiir sie lediglich die in der
Platte auftretenden Biegungsspannungen -maBgebend sind, oder mit
anderen Worten, dafl die Druckspannungen in den Flichen, in
denen sich die Einzelkréifte auf die Platte iibertragen, neben den
Biegungsspannungen von untergeordneter Bedeutung sind. Wenn eine
Kraft auf eine Platte zu iibertragen ist, wird in den Anwendungen,
diese Annahme wohl gewbhnlich erfillt sein, weil der Konstrukteur
es meist in der Hand hat, durch die Vergroflerung der Druckfliche
dafiir zu sorgen, daB die Druckspannungen in ihr keine gefahrlichen
Werte annehmen sollen?).

Wenn hingegen die Krifte so stark konzentriert sind, daB auch
die Druckspannungen groBe Werte annehmen, werden die Verhilt-
nisse verwickelter. Man kann nach dem Vorgange von A. u. L. Féppl?)
sich die Frage stellen, von welchem Halbmesser der Druckfliche an
die Druckspannungen mafgebend sind. A. und L. F6opp!l fanden, daB
man bei den praktisch vorkommenden Fillen den Halbmesser des
Druckkreises ¢ kleiner als ungefihr ein Drittel der Plattendicke &
wihlen miifite, wenn die Druckspannungen groBer als die maximale
Biegungsspannung werden sollen. Sie haben ferner darauf aufmerk-
sam gemacht, daBl in einem solchen Falle — wenn ndmlich die Ab-
messungen der Druckfliche von der
GroBenordnung der Dicke der Platte
oder kleiner als diese sind — die Kirch-
hoffsche Plattentheorie nicht zur Bestimmung
der Verteilung der Spannungen in der Um-
gebung der Druckfliche herangezogen werden
darf, weil ihre Voraussetzungen hier nicht
mehr genau genug erfiillt sind. Man sieht dies

Abb. 31.

) Ein Beispiel fiir die Befestigung einer Decke zur Aufnahme einer Einzel-
kraft ist eine der iliblichen Formen der Siulenkiépfe der sogenannten Pilzdecken
(s. S.141) des Eisenbetonbaues (Abb. 31).

%) ,Drang und Zwang*, eine hohere Festigkeitslehre fiir Ingenieure. 2. Aufl.
Bd. 1, 8. 192. Miinchen: R. Oldenbourg. 1924.
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sofort ein, wenn man bedenkt, dal die Dehnungen ¢, = &, = +vplE,
die vom Druck p herriihren und in der Kirchhoffschen Theorie mit
Recht vernachlissigt werden, in diesem Falle vergleichbar mit den
Dehnungen o, /E, ay/E der Biegungsspannungen werden. In diesen
Fillen reicht die zur Mittelebene senkrechte Verschiebung w der
Platte nicht mehr zur Beschreibung des Forminderungszustandes in
der Niahe der Angriffsstelle der Last aus und es sind auch die ra-
dialen Verschiebungen o heranzuziehen.

Im Falle einer achsensymmetrischen Druckverteilung
ist die Aufgabe der Spannungsermittelung im ,Kernstiick* — wie
der mittlere, unter Druck stehende Teil der Platte von A. u. L. F6ppl
treffend bezeichnet wurde — eine Aufgabe der Theorie der ,dicken*
kreisformigen Platte. Der Leser findet eine Berechnung der Span-
nungen des Kernstiickes im 2.Bde. von ,Drang und Zwang“*) und einen
AbriB einer allgemeinen Theorie der durch unstetige Ober-
flachenkrifte belasteten dicken Kreisplatte im Abschnitt VII,
woselbst die allgemeinen Ausdriicke fiir die axialen und radialen
Verschiebungen einer kreisformigen Platte aufgestellt sind, die 1. auf
einer Seite (z = 0) durch einen von r abhingigen Druck p belastet
ist (der auch eine unstetige Funktion von r sein kann), 2. auf der
anderen Seite frei ist, 3. deren axiale Verschiebung auf dem Randkreise
r = a verschwindet und 4. deren Dicke % nicht mehr klein im Ver-
hédltnis zum Halbmesser ¢ der Platte zu sein braucht?).

Die Tatsache, dafl die Biegungsspannungen o, und ¢, in einer
diinnen Platte (Kirchhoffsche Theorie) nur von ihrer Kriimmung,
beziehungsweise von den zweiten Ableitungen ihrer Durchbiegung
abhéngen, findet in den Formeln der dicken Platte ihren Ausdruck
darin, daB der Forméinderungszustand der dicken Platte fiir kleine
Verhiltnisse von kja, der Dicke zum Halbmesser eine asymptotische
Losung besitzt. Die abgeleiteten Gleichungen gestatten den Ver-
lauf der Spannungen in der Platte bis in die Ndhe der Druckfliche
und in dieser selbst zu verfolgen. Die Durchbiegungen ergaben sich
nach dieser Rechnung bei starker Konzentration der Einzelkraft um
etliche v. H. groBer als ihre aus den Formeln der Kirchhoffschen
Theorie abgeleiteten Werte.

20. Der Plattenstreifen und der Halbstreifen.

Ein Plattenstreifen entsteht aus einer rechteckigen Platte, wenn
die Lénge des einen Seitenpaares unbegrenzt vergroflert wird. Wir
werden uns mit diesem Grenzfall einer rechteckigen Platte zuerst

1) a. a. 0. Bd. 2, S. 182. 1920, 1. Aufl.
?) Schweiz. Bauzg., Ziirich, Bd. 76, Nr. 23. 1920.

5*
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beschéftigen, weil sich eine Reihe wichtiger Biegungszustinde der
rechteckigen Platte auf Belastungsfille des Plattenstreifens zuriick-
fihren ldBt. Spannungszustinde dieser Art, fiir die man Grenz-
bedingungen nur auf zwei Seiten zu erfilllen hat, lassen sich oft
leichter auffinden, als die Losungen einer rechteckigen Platte, auf deren
Seiten insgesamt acht Bedingungen zu erfiillen sind. Da man auf
ahnliche Belastungszustinde ubrigens in den praktischen Anwen-
dungen des Ofteren gefithrt wird, hat die Kenntnis der Spannungs-
zusténde des unendlich langen Plattenstreifens auch eine unmittel-
bare praktische Bedeutung in der Statik der auf Biegung beanspruch-
ten rechteckigen Platte.

Entsprechendes kann auch von den Spannungszustinden der
durch Krifte zwar nicht verbogenen, aber in ihrer Ebene verzerrten
Parallelstreifen gesagt werden. Wie spiter gezeigt wird, kénnen zur
Darstellung der ebenen Spannungszustinde in einem Grund-
gebiet (Rechteck, Parallelstreifen, . ..) die gleichen Funktionen heran-
gezogen werden, auf die wir im folgenden bei der Darstellung ge-
wisser Biegungszustinde dieser Gebiete gefiihrt werden. Wir be-
gniigen uns hier mit dieser Feststellung und verweisen auf die Theorie
der ebenen Gleichgewichtszustinde (Abschn. IV, S.222), wo das Weitere
zu finden ist. Die zur Darstellung der Belastungsfille der Platten-
streifen niitzlichen Funktionen dienen auch zur Aufstellung der
Losungen in den Aufgaben der in ihrer Ebene verzerrten Parallel-
streifen.

Der Parallelstreifen habe die Breite ¢ und sei von den Geraden
2z =0 und x = a begrenzt. Wenn er aufBler durch diese beiden Ge-
raden durch eine zu ihnen senkrechte Kante begrenzt ist und sich

) nur nach der einen Seite bis in das Unendliche erstreckt,
G bezeichnen wir ihn als einen Halbstreifen. Wir werden
ﬂ-f den Koordinatenanfangspunkt bei einem Halbstreifen stets
in die eine seiner beiden im Endlichen gelegenen Ecken
z verlegen, im beiderseits unendlich langen Plattenstreifen
nehmen wir ihn in einem Punkt der einen Kante an.

Elastische Fléchen von verbogenen Parallel- oder Halb-
streifen lassen sich aus der homogenen Plattengleichung

sehr leicht angeben, wenn sie auf seinen beiden parallelen
Abb. 30, Kanten £ =0 und x=a den Navierschen Grenzbedin-
gungen verschwindender Randdurchbiegungen und Rand-
einspannungsmomente geniigen. Wir erhalten sie vermdge eines An-
satzes

w, =Y, (y)sinnmzfa oder =Y, (y)cosnmza, (33)
den zuerst M. Lévy?) zur Losung von Plattenaufgaben benutzt

1) Comptes Rendus, Paris, Bd. 129, S. 535. 1899.
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hat. Y, (y) bedeutet eine Funktion der Verinderlichen y allein, n
kann irgendeine ganze Zahl sein. Fihrt man die eine oder die
andere dieser Funktionen in die homogene Plattengleichung 4 4w, =0
ein, so wird sie zu einem partikuliren Integral dieser Gleichung,
wenn man die Funktion Y aus der gewhnlichen Differentialgleichung

&y n?at d?Y nt ot
dyf— P dy“?_}_ prs Y, =0 (34)
bestimmt. Dieser Gleichung geniigen entweder die Funktionen
nay nay nay nay
Y, = eT, e_“, yeT, ye ° (35)
oder auch die Funktionen

n
Sin Zy’ @Dinng/’ n 7 nwy

y Gin Y (SofT . (36)

a a’
Damit stehen uns eine Fiille von Losungen zur Verfiigung, mit deren
Hilfe verschiedenen Aufgaben aus der Statik rechteckiger oder
streifenformiger Platten geniigt werden kann. In einem Halbstreifen
y > 0, dessen Durchbiegungen im Unendlichen fiir y == oo verschwin-
den, kommen lediglich die Funktionen

nnx

w, = (an + b, a ) (37)

in Betracht. Mit a, und b, werden in diesem Ansatz noch verfiig-
bare Beiwerte bezeichnet. Unter Beschréinkung auf die Form mit
dem Sinus wird fir « =0 und z=a (und die Vielfachen von a)

w, = 0. Auf diesen Geraden verschwindet aber auch die zweite Ab-
2
leitung von w, nach . Da nun wegen x = 0, a, w, = 0 auch 887;%1 =0
ist, ist auf den Parallelkanten = 0 und = a auller der Durch-
biegung 4w, = 0; auf diesen Geraden sind die Navierschen
Grenzbedingungen (s. S. 38) erfiilllt und auch die Biegungsmomente
82 2

m, = — N (-a—xu; + v%y%) sind auf dem Rand tberall Null. Den-
selben Bedingungen geniigt auch im allgemeinen eine Summe von
Gliedern oder Einzellésungen:

naY

nwTy
— /. nazx
>e @ (sm—~ oder cos
a

a

naY
nay\ —, . NAL
w=Dw, = E(an—l—bn ay>e * sin - (38)
n n

Ansitze von dieser Form werden uns spiter bei der Darstellung der
Spannungszustinde von Parallelstreifen mit verschwindenden Rand-
durchbiegungen und Einspannungsmomenten auf den beiden Parallel-
kanten x = 0 und z = a gute Dienste leisten.




70  Die Forminderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

21. Der gleichmiBig belastete Plattenstreifen.

Spannungszustinde elementarer Art ergeben sich im Platten-
streifen, wenn er eine nur von der Veridnderlichen x abhingige Be-
lastung p = p, f () trigt. Wenn auch seine Durchbiegung w nur von x
abhingig ist, geht die partielle Differentialgleichung N4 4w = p in
die gewohnliche iiber:

Pw_ pof)

dz*~ N ’
wo mit N die Konstante N = Eh?/12 (1 — »?) bezeichnet ist. Unter
den angenommenen Grenzbedingungen =0 und x=a, w=0,

m_ =0, und fiir einen gleichférmig verteilten Druck p = p,= konst.
geniigt ihr die Form des frei aufliegenden geraden Stabes:

24 N (x* — 2a2® 4 o’ x) (39)

mit den Spannungsmomenten
m, = tji: T;O (ax — 2?),
P vp (40)
o 2 —
my~——de 5 = —?(ax—x), m,,= 0.

und den Auflagerkriften auf den Seiten =0 und z = a:

& w

z=0: pm:—Nmzpoa/& x=a: p,= — p,a2

Der Vergleich mit den Formeln eines freiaufliegenden Stabes von
rechteckigem Querschnitt, dessen Hohe gleich der Plattendicke 2 und
dessen Breite gleich der Léngeneinheit ist:

w = (a* —2a2® +d*x), m, =""(ax—2%), m =0, m

x

Py
2 Eh® =9
zeigt, daB die Durchbiegung des Plattenstreifens (1 — »?)-mal ge-
ringer (beispielsweise wenn v =1/, genommen wird, =5/ der
Durchbiegung des Stabes) ist. Die Biegungsmomente m_ im Platten-
streifen folgen demselben Gesetz, wie die im Stab, zu den ersteren
kommen in den zur z-Achse parallelen Schnitten Biegungsmomente
m,=vym, hinzu, die beim Stab fehlen. Durch die Formeln (40)
ist offenbar der Biegungszustand im mittleren Teile einer langen
rechteckigen Platte unter gleichférmiger Belastung und den
obigen Randbedingungen gegeben.

Im Hinblick auf wiederholte spédtere Anwendungen der Funktion w
(GL 39) auf die Biegungsaufgaben des Plattenstreifens und der recht-
eckigen Platten soll die Fliche w (Gl. 39) in eine Fouriersche

zy
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Reihe, welche nach den Funktionen sinnzx/a fortschreitet, ent-
wickelt werden. Durch diese Entwicklung ist es méglich, einmal die
im Bereich von =0 bis x = a gegebene Funktion iiber das Ge-
biet hinaus fortzusetzen, in dem wir uns eigentlich fiir ihre Werte
interessieren, und sie als Abschnitt einer periodischen Funktion dar-
zustellen. Auf diesen Umstand kommt es uns aber weniger an, als
vielmehr darauf, sie in einer Form zu besitzen, in der wir
ihren Verlauf vermdge bestimmter Funktionen — hier
werden es Sinuswellen sein — anzun#éhern vermdgen. Die
Entwicklung von Gl. 39 in eine Sinusreihe setzt uns niémlich in den
Stand, die Verbindung mit den Losungen w, (Gl 38) zur Befriedi-
gung weiterer Randbedingungen im Plattenstreifen herzustellen.

An Stelle der elastischen Fliche w kénnen wir bequemer ihre
Belastungsfliche p = p, = konst. in eine Sinusreihe entwickeln. Die
Grenzbedingungen =0 und z=¢a, w=0 und dw =0 des frei
aufliegenden Plattenstreifens werden nicht verletzt werden, wenn
seine Belastungsfiiche nach dem in der Abb. 33 angedeuteten ge-
brochenen Linienzuge iiber das Grundgebiet 0 <C # < @ hinaus fort-
gesetzt wird. Diesen unstetigen Kurvenzug (0 <z < a: p=p,,
a<<x<2a p= —p,) mit einer Pe-

riodenldnge 2a stellt bekanntlich die ””HH o
Foueri !

4 1. nnx
;Poggsm (n=1,3,5,...) (41)

a Abb. 33.

dar'), wie man durch Ausrechnung ihrer Beiwerte feststellt. Setzt
man fiir p diese Reihe in die Gleichung d* w/dx* = p/N ein, so erkennt
man, dall dieser Gleichung und den Grenzbedingungen die Reihe

4
we £ P ~sin—7;7-c- (n=1,3,5,...) (42)

1) Zur Theorie der Entwicklung von stetigen und von unstetigen Linien-
ziigen nach Fourierschen Reihen sei besonders auf K. Knopp: ,Theorie
und Anwendung der unendlichen Reihen“, Julius Springer 1921, hingewiesen.
— Eine periodische Funktion £ () mit der Periode 2a wird durch die Fourier-
sche Reihe

a, nxx . mazx
f(x)=§“+zz<an0037+b"s1n 2 )
n=—

dargestellt, deren Beiwerte

n

a, = %ff(x) cos
0

2a

X 1 . NAX

P dzx, b,,_;‘]‘f(x) sin Tdm
0

sind.
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geniigt, durch die mithin die Funktion w (Gl 39) innerhalb des Ab-
schnittes von 0 <z < a dargestellt ist. Diese unendliche Reihe 13t
sich viermal nach z ableiten, ohne dall dadurch ihre Konvergenz
verloren geht. Nach zweimaliger Ableitung ergeben sich aus ihr
die Reihen fiir die Spannungsmomente

my 4p0 71 . nnw

m, ”W R m,, =0. (43)

Der Vergleich mit den Ausdriicken (40) zeigt, dall im Abschnitt
0 < z < a offenbar
8a . nax

ar — x? = (n=1,3,5,...) (44)

ist.
22, Der gleichmiflig belastete Halbstreifen,

Wir sind nunmebr in der Lage, die Gleichungen von einigen
elastischen Flichen gleichmidflig belasteter Halbstreifen anzugeben,
aus denen sich brauchbare Folgerungen fiir die Spannungszustédnde
von rechteckigen Platten ziehen lassen.

Die elastische Fliche w eines durch einen gleichméBig verteilten
Druck p = p, = konst. belasteten Halbstreifens, der von den Ge-
raden £ =0, x = a und y = O begrenzt ist, werde durch Uberlage-
rung von zwei Flichen w' und w” gebildet.

Der erste Teil w’ von w sei die durch einen Druck p = p,=konst.
verbogene Fliche eines unendlich langen Plattenstreifens, die wir
eben durch die Gl (39) oder die Reihe (42)

4 1 . nax (n=1,3,5,...
w':z—:%(x‘—2aw3—{—a3x)~~e°N gsin— - ((ngga)) (45)
ausgedriickt haben. Figt man jetzt zu w' eine zweite Losung w”
nach (38)

wn 4 po a4 . <

46

N ) (46)
hinzu, so wird an den Grenzbedingungen auf den Seiten x = 0 und
% = a nichts geiindert und es besteht die Moglichkeit, die Summe w
w=w + ' (47)

noch beliebigen Grenzbedingungen auf der Geraden y =0 anzu-
passen. Die Summe w erfiillt ebenso wie ' und w” die Navierschen
Grenzbedingungen w =0, dw=0 auf den Geraden =0 und
¢ =g und die in der Summe noch vorkommenden Beiwerte a, und

b, lassen sich den auf der Geraden y — O vorgeschriebenen Rand-
bedingungen anpassen.

nny> ‘n—:y innnx (n=1,3,5,...)
a (O<z<a,y>0



Der gleichmaBig belastete Halbstreifen. 73

Sie sollen in den folgenden drei Féllen bestimmt werden:

a) auf der kurzen Seite y = 0 des Halbstreifens verschwinden
die Durchbiegungen und die Biegungsmomente,

b) die Seite y = 0 ist eingespannt und

c) die Seite y = 0 ist frei.

a) Auf der kurzen Seite des Halbstreifens seien die
Navierschen Randbedingungen verschwindender Durch-
biegungen und Einspannungsmomente erfillt: y=0,
w=Aw=0. Damit die Summe w = w' 4 w” oder

4p,a 1 nay\ e nmx
[ o VRati — -4 @ in ———
YT TSN {n") T (a" + o, a > ¢ J S (48)

der Grenzbedingung y =0, w=0 geniige, muBl der Beiwert a,
gleich 1
a, =—-—

n 5
n

gewdhlt werden. Der zweiten Bedingung y = 0, 4w = 0, oder der

2
bei einer geradlinigen Auflage mit ihr identischen y = 0, a—;—g =0
wird geniigt, wenn die zweite Ableitung des Summengliedes
1 nny
nay\ ~
o2

nach y oder wenn
ny

2 _2 _nay
" iz—<an—2bn+ bﬂnny)g “
a’ a

fir y = 0 verschwindet. Das gibt

a, 1
O A Lk

Wir erhalten somit fiir die elastische Fliche die Gleichung

nwy

__4p,at [ ( nny) “,’;Jl . nar (n=1,3,5,..)
R S S 1Y A e S TR N )

Wir iiberzeugen uns nachtriglich, daB die zur Bestimmung des Bei-
wertes b, erforderliche zweimalige Ableitung nach y von dieser
Summe erlaubt war. Derartige Reihen konvergieren im ganzen Ge-
biet des Halbstreifens einschlieBlich seines Randes y = 0 noch so
gut, daB sie selbst nach ihrer zweimaligen Ableitung zur praktischen
Berechnung der Spannungsmomente sich gut eignen.

Wir haben den Spannungszustand, der zur elementaren Losung
w’ gehort, bereits angegeben und beschrinken uns deshalb nur auf
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die Wiedergabe der Momente der Zusatzlosung

ERY4 2w’ )
mo= (G
82 w// 82 wu
R
My oy’ + ox®
und fiur das Scherungsmoment:
82 wl/
mxy: ——N(l ‘—‘V)a?'a"y‘-

Der Anteil der Losung w” zum Torsionsmoment ergibt sich beispiels-
weise

nay
, 2p,a®(l —») e a4 nmwy nmx
mw’y:__o?_wf Elﬁ 1—{—77 CO8 — .
n

Wir erhalten auf der kurzen Seite des Halbstreifens y = 0 die
folgende Verteilung des Torsionsmomentes

, 21 —»)p,a® 1 nax
mpy, = — 21— n:s)‘P‘*Zﬁ cos
n
und auf der einen Langseite (x == 0)

nay

” 2(1 —¥)pya® \ve @ nay
mpy = — 2R p et (g nnd)
n

2(1 — N 1
In der Ecke z =0, y = 0 ist mf,'y: — _(_—;31)—&121}:3'
n

Fiir die Scherkrifte p, und p,, die von den Anteilen %’ und w”
herriihren, ergeben sich mit Hilfe der Formeln

0 0
= —N—Adw, =—-N_—4
Pe Py oy "
die Ausdriicke
noy
A _nay
p:pl_'_pu:&(a_zx)__lg‘a % a cos'nnx
(51)
oy
4p,a e a naL

’ " o ___ 1 .
p,=7p, +p, = Sl e sin —
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Wir wollen schliefllich die Ersatzscherkrifte auf den Réndern y=0
und =0 des Halbstreifens angeben; da fiir den Anteil w’ m}, ver-
schwindet, riihren diese nur von den Scherungsmomenten mj, des
Anteiles w” her. Sie sind nach 13 S. 36 gleich

[8mzyJ _2Q :7v)p0c32_1_sinnnx

ox 2 n?

y=0 JT

_nrry

[@’U] _ 21 —%py > ‘
0y Jz=o 4 n

Ihre Vereinigung mit den Scherkriiften 51 ergibt die Stiitzreaktionen
oder die Randscherkrifte auf der Seite x — 0

nay

Imy, poa 4p,a e"Tf( 1 —v nny)
= + -- = — = — 1 - — . 52
1 =Ps oy 2 n’ Z n? 2 a (52)

und auf der Seite y = 0

om 2(3 —»)p,a 1 . nnx
g, =p,+ G PO S L oy

Die Maxima von ¢, und g, sind

(#=0,y=00) g¢,==5

und
1

n—
a 2(3 —»)p,a (—1)2
O
Die letzte Summe ist 0,917, so daB wenn die Poissonsche Zahl
gleich ¥ =1/, genommen wird, die beiden Maxima der Stiitzreaktionen
sich wie
= 0,500:0,511 = 0,979

9zmax* qy max

verhalten. Der groBte Wert, den die Stiitzreaktion in der Mitte der
kurzen Seite des Halbstreifens erreicht, ist nahezu gleich dem Wert (nur
um zwei Hundertstel grofler als dieser), dem die Auflagerkrifte in
groer Entfernung von der kurzen Seite, auf den beiden parallelen
Kanten zustreben. In den Ecken z =y =0 und x =a, y = 0 sind

Po @ 8 1
qzz—;A(l— "27@5) und ¢, =0.

n?

Wenn n =1, 3,5, ... ist diese Summe = #%/8, es verschwindet hier
auch ¢.. In den beiden Ecken sind die Auflagerkrifte Null. Nach-
dem jedoch das Torsionsmoment m_ , in den Ecken ungleich Null ist,
verbleibt nach den Bemerkungen von S. 39 in jeder Ecke nach
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dem Satz iiber die Ersatzscherkrifte eine Einzelkraft gleich dem
doppelten Wert des Scherungsmomentes in dieser Ecke oder
4(1 —»)p,a® 1

z=0
y=0 n

. 1 . . .
Die Summe 2? ist =1,051; wenn » =1/, angenommen wird, ist

die konzentrierte Kraft gleich
P= —0,1017p,a*.

Uber die Richtung dieser Einzelkraft P klirt der Drehsinn des
Momentes in den beiden Schnitten auf, die in der Ecke 2 =0, y =0
sich schneiden. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Eckkrifte ent-
gegengesetzt zu den oben bestimmten stetig verteilten Auflagerkraften
gerichtet sind. Durch diese Krifte werden die Ecken des Halb-

streifens am Abheben von ihrer Unterlage ver-
9x hindert und auf diese letztere niedergedriickt
(vgl. Abb. 34).
l ] b) Wenn die kurze Seite des Platten-

Ty streifens vollkommen eingespannt ist,

T bestimmen sich die Beiwerte ¢, und b, zu
1

P anzbn—-——ﬁ.

Abb. 84. Die elastische Fliache w” hat jetzt die Gleichung

4p,a e @ nAY\ . nAX
o= 30 (e

(n=1,3,5,..., y=0) (54)

Die Biegungsmomente sind

4 p, a® nax e ¢ _ nax
m) = — 1;03 2{14—1'«{—(1——1)) ay} 5 8in

4 p,a’ nay|l e & |, wmax
lmy”:—fnoTZ[l +v—(1—») }73-~—smva—-,
das Scherungsmoment ist

s 41 —2)pjay yre ¢ nax
oy = — E 5— COS
7’ n

Entlang der eingespannten Seite y = 0 sind
nax

sin
4(1 -+ »)pyat a
” "_ - 0 Z

’
x Yy 7 n3
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sin ——

Nun stellt die Reihe 8 2 77—3i— nach (44) fir 0 <z < o die Funk-
7 n

3

tion ax — x* dar, somit sind auf y = 0 die Biegungsmomente gleich

"o " __ (1+v)po(a‘x_xe)

m, =m = — - 5 .
Wenn diese Momente mit den zum Anteil w' gehérigen vereinigt
werden, ergeben sich auf der Seite y = 0 die resultierenden Biegungs-

momente:

m,=m'+m/” = —ig@(ax — %)
ot ” __ Dy
m, =m/ +m/ = 2(ax——x)

Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, dafl die Verteilung der
Spannungsmomente im eingespannten Querschnitt y =0
mit der Verteilung derMomente des Halbstreifens fiir y = oo
vollig tibereinstimmt. — Eine Einzelkraft tritt in den Ecken
nicht auf, weil in ibnen m,, =0 ist.

¢) Wenn die Seite y = 0 {rei ist, lauten die Grenzbedingungen
auf der kurzen Seite
oc’w | Pw
= — — N 78 =
y=0, m, <8x‘+dy) 0
und

= wraa )

Die Rechnung ergibt hier die elastische Fliche w”:

_hry
4 1 a
w”’ = yp" i Z[lj: — 7_”1";’/_:] — sin? (n=1,3,5,...). (55)

Der Streifen biegt sich jetzt am stirksten in seiner freien Geraden
=0 durch, auf der die Durchbiegung gleich
B=r P
241 —»(3+» N
ist. Die Form der verbogenen freien Kante y = 0 folgt demselben
Gesetz, nach dem sich die Schnitte y = konst. des Plattenstreifens
in groBer Entfernung von ihr biegen, die Ordinaten sind aber in
jedem Punkte des freien Randes
33—
1 =238+

(wenn v — !/, angenommen wird 1,128 mal) gréBer als fiir y — oo

w= -(xt — 202 4 adx)

mal
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Die Biegungsmomente sind jetzt auf y =0

A L

In den beiden Ecken verbleiben hier wieder Einzelkréfte, weil dort

m_, == 0 ist. Sie sind
xE . 167!1}0 a’ 1
e Z — 0,0418 p, a®
und haben die nidmliche Richtung wie die
stetig verteilten Stiitzreaktionen. Vgl. die
beiden Skizzen 34 und 35, die den Verlauf
der Stiitzreaktionen in der Umgebung einer
Ecke mit verschwindenden Randdurchbie-
gungen und Randmomenten und einer Ecke,
deren eine Seite frei ist, andeuten.

Die elastischen Flidchen von gleichmiBig belasteten Halbstreifen
sind in den Abb. 36, 37 und 38 mit Hilfe ihrer Schichtenlinien fiir
die Fille a), b) und c¢) wiedergegeben. Aus den Abbildungen ist
auch der Verlauf der Stiitzkrifte auf den Plattenrindern zu ent-
nehmen. (Die Angaben in den Abbildungen beziehen sich auf eine
Poissonsche Zahl » =3/ ,.)

23. Der Plattenstreifen mit einer auf einer Geraden stetig oder
auch unstetig verteilten Last.

Der Plattenstreifen sei durch die Geraden =0 und z=a
begrenzt. Auf ihn mogen auf der Geraden y =0 (die jetzt keine
Begrenzung bildet) nach irgendeinem Gesetz Lasten verteilt sein.
Vermoge der Funktionen (38)

_n=y

( s nny) o gin 2Y
a

lassen sich Spannungszustinde in ihm angeben, die unter der Wirkung
dieser Lasten hervorgebracht werden. Wegen der Symmetrie der

verbogenen Fliche muBl auf y = 0 % =0 sein. Im Gebiet y >0

geniigen dieser Bedingung und der homogenen Plattengleichung die
obigen Funktionen, wenn a, = b, ist

w, (2, y)= an<

Fiir negative Werte von y ist dagegen

nmrey
ny) e—Tsinnzx. (56)

nnu

nmay . hnx
w, (T, y)=a, <1——~E—> ¢ sin—
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anzusetzen. Wir werden hier auf eine Randwertaufgabe einer elasti-
schen Platte gefiihrt, in der der AnschluB3 einer elastischen Flache
unter Einhaltung von gewissen Stetigkeitsbedingungen an eine zweite
Fliche verlangt wird. Ahnlich wie in einem durch Krifte in seiner
Ebene verbogenen Stab die Scherkraft an einer Stelle sich unstetig
dndert, wo eine neue Last an ihm angreift, erleiden die Scherkrifte p
der Platte beim Durchgang durch eine Linie y = konst., auf der Lasten
verteilt sind, eine sprunghafte Anderung. Die Scherkraft p, ist dem

Differentialquotient der elastischen Fliche p, = — N agi_w verh&ltnis-

gleich. Diese Ableitung muBl beim Durchgang durch die belastete Linie
y = 0 sich unstetig dndern. Wir erhalten nun tatsichlich, wenn wir
uns von der Seite der positiven Werte von y der Geraden y = 0
nihern

04w n® n® nTL

8?] = e a, Sin

und wenn wir uns derselben Linie von der negativen Seite der y
nihern,

odw n*a® | namx
— = — a,_sin
8:’/ a3 n
. 0 . . .
Die Scherkraft p,=—N wdw erleidet beim Durchgang durch die
belastete Gerade y = 0 einen Sprung um den Betrag
3
_4nN” a, sin nry

Der zu bestimmende Spannungszustand des Plattenstreifens wird aus
einer Summe von Gliedern von der Art (56) zusammengesetzt. Zur
Bestimmung der Beiwerte a, steht die eben auseinandergesetzte Un-
stetigkeitsbedingung zur Verfiigung, nach der der Sprung in der
Scherkraft gleich der Linienlast fiir die Léngeneinheit p = p,f()
oder gleich

Do NZn a, sin (57)

sein mub.

Als Beispiel sei der Fall ins Auge gefafit, dafl die Linienlast
auf einem Stiick der Geraden y =0, das von = §& — ¢ bis
*=¢ 4 ¢ reicht, einen unverdnderlichen Wert p = p, besitzt
und dariiber hinaus verschwindet (Abb.39). Diese unstetige
Linienlast kann im Bereich 0 << # << @ vermdge der Fourierreihe

4p02 sin nnE gin 76 G MR (n

=1
- - ,2,3,..) (58)
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dargestellt werden. Man erhilt sie, wenn man die Lastverteilung als
eine ungerade Funktion von z in eine Sinusreihe entwickelt. Der
Vergleich mit (57) zeigt, daB die Beiwerte der Summe gleich

P,a® . mmé . nmc
a —
» ptatN a a

gesetzt werden miissen. Fiir die elastische Fliche ergibt sich damit

nTy

pya® Je ® < nny\ . nn& . nmc . nazx
w:;z“ﬂN%nTrw 1—}——AE—~ sin — = sin — —sin — (59)

m=1,2,3,..., y=0.

Hier bedeuten, um es zu wiederholen, p, die Linienlast auf der
Lingeneinheit des belasteten Stiickes, 2c¢ seine Linge (2¢p, = P ist
die Gesamtlast), & den Abstand der Resultierenden des belasteten
Stiickes von der Seite * — O des Plattenstreifens und @ seine Breite.

Wir konnen aus der Reibe (59) zwei Sonderfalle entnehmen.

Der eine ergibt sich, wenn &= c:—g— ist. Dann ist die Last P

auf der Geraden y =0 gleichférmig iiber die

N
ganze Breite des Streifens von =0 bis x=a
verteilt (Abb. 40). Die Summenglieder
mit den geraden Zahlen » heben sich fort.
Als Losung verbleibt die Summe: }z/ z
s 1, 7] [
poa‘*Ze K AT T L £S5 |
I AN gt + a )" R —a—
(n=1,3,5,..., y=>0) (60) @
Nach dieser elastischen Fliache verbiegt L\,\,\
sich beispielsweise die Decke iiber einem Abb. 39. Abb. 40.

Raum, dessen GrundriB ein langgestrecktes
Rechteck ist, unter der Last einer auf ihr aufgemauerten Querwand,
wenn die Decke entlang den Winden nur abgestiitzt ist (die Fliche
ist mit Hilfe ihrer Schichtenlinien in der Abb. 41 dargestellt). Ihre
grofite Durchbiegung betrigt in der Mitte der belasteten Strecke
x=aj2, y=0
1 1 Pa® 1,015 Pa? Pa?
= {14 — )= T —_
“o ( Tt >n4N 9741 N 0,0104 N’
wo mit P = p;a die Gesamtlast bezeichnet ist, welche sie zu tragen

hat. Aus der Gl (60) lassen sich die Spannungsmomente wie oben
leicht berechnen.
Nidai, Elastische Platten. 6
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Ein weiterer wichtiger Sonder-
fall ergibt sich aus Gl (59), wenn
unter einem gegebenen Wert der
Last P = 2 p, ¢ das belastete Stiick
2 ¢ unbegrenzt verkiirzt wird. Wir
erhalten dann die elastische
Fléche eines freiaufliegenden
Plattenstreifens, auf den in
einem beliebigen Punkt eine
Einzelkraft wirkt(Abb.42). Ahn-
lich wie die elastische Linie des frei-
aufliegenden Stabes, der durch eine
Einzelkraft belastet ist, zur Angabe
weiterer Biegungszustinde des Sta-
bes dienen kann, ergibt sich uns
in diesem Biegungsfall eine Grund-
lésung der unendlich langen
rechteckigen Platte. Sie eignet
gich einerseits zu einer Beschrei-
bung des Spannungszustandes von
rechteckigen Platten auch bei end-
lichem Seitenverhiltnis und es
lassen sich auf sie anderseits wei-
tere Belastungsfille im Rechteck
zuriickfiihren. Fiir diesen Biegungs-
fall soll der Spannungszustand in
Abschn. 25 angegeben werden.

fe— A —>

%?pl

I
Abb. 42.

24. RegelmiBige Lastenziige aus Einzelkriiften.

Um fiir die Rechnung geeignete Ausdriicke fiir regelmillige Lasten-
ziige aufzustellen, die sich aus lauter gleichen Einzelkriiften zusammen-
setzen, kniipfen wir an eine abschnittsweise stetige Lastverteilung an.
wie sie durch den Linienzug der Abb. 43 dargestellt wird und durch
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welchen wir uns eine der einfachsten periodischen und zugleich un-
stetigen Lastenverteilungen lings einer geraden Linie als gegeben
denken wollen. Die auf die Lingeneinheit bezogene Belastung p =f(u)
hat hier innerhalb des Abschnittes

— ¢ < % -Z ¢ der unabhéngigen Ver-

dnderlichen » den gleichen Wert T I
p == p,, und dariiber hinaus im Perio- ’I"‘ T

Sfru) c ¢

denstiick von u= —a bis u=4-a 11} .
den Wert Null. Diese Belastungs- = - a—<—2—
funktion wird durch die Kosinusreihe Abb. 43.
a
- naTU 2 n U
flu)= (;" + 4\7 a, cos Z- , a, = a-jf(u) Co8 - Zf du

oder wegen
0-“u<e, fluy=py; c<u<a, f(u=0;

c

2 2p,C 2 naU 2 . nac

a, = Po | gu— “Po , a = “Po| cos du — —Pogin "7

a n

0

durch die unendliche Reihe
. nac nau
sin —~Cos - ——

P Y a @\, (n=1,23,..) (61
flu)=" 1, +2/ nmeca AJ ( ) (61
dargestellt, in der mit P=2p,c die in den Stiicken 2c¢ (Abb. 43)
jeweils ibertragene Kraft bezeichnet wird. LBt man jetzt, um zu
einem Lastenzuge zu gelangen, der aus lauter gleichen und gleich
gerichteten Einzelkriiften (Abb. 44) (Punktbelastungen) P besteht, in
jedem Gliede dieser Reihe die Linge des belasteten Stiickes 2¢
immer kleiner und kleiner werden, so ent- p

14 I
steht aus ihr formal, weil bei festgehaltenem Za,,.ﬂ4._. za
n limessinnrca:nacla in jedem Gliede

sich der Einheit nithert, die divergente Reihe " Abb. 44.
Pl naTU | ) . _
fl)= =|, + > cos’ ;-], (n=1,2,3..) (62)

n

Die Frage, welchen Sinn man einer derartigen Reihe beilegen soll,
wenn sich die Linge der belasteten Strecke 2c¢ der Null nihert,
wurde durch die schone Bemerkung des Mathematikers Fejér?) er-

1) Fejér zeigte, daB das arithmetische Mittel der Teilsumme der Glieder
der Reihe (62), wenn man die Gliederzahl vermehrt, im unbelasteten Teil allent-
halben dem Wert Null zustrebt, wihrend die Reihensumme in den Angriffs-
punkten der Einzelkrifte w - 0, -i- @,... keinem endlichen Wert sich nihert, was

6*
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ledigt, nach der eine solche Reihe noch ,summierbar“ durch das
arithmetische Mittel der Teilsummen ist. Es steht deshalb nichts im
Wege, wenn man sich nur dieser Summationsvorschrift erinnert, die
Reihe (62) als einen analytischen Ausdruck einer im Punkte
=0 vereinigten Kraft P oder, genauer, eines Lastenzuges
zu betrachten, der aus lauter gleichen Einzelkrdften gem&B
der Abb. 44 besteht, und es wird sich sogar sehr empfehlen, ihn
in der Form (62) der Rechnung zugrunde zu legen, anstatt den Um-

weg iber die Fouriersche Summe (61) einzuschlagen.
Im Hinblick auf die vielseitiggn Anwendungen der Reihe (62) in
der Plattenstatik ist es niitzlich, sie sogleich zur Darstellung eines
Lastenzuges heranzuziehen,

P d ?  wie ihn Abb. 45 wiedergibt.
i'f'l'f “ E'f"f'l l L Er wird offenbar durch die
11._1_. ‘i i i ‘f” Uberlagerung von zwei

Ple— v—m P p Lastenziigen der vorerwahn-

ten Art erhalten und durch
die Differenz

—2—)(%—{—20%%—::%)——5(%—!— Zcos:’—b—Z—v)

P naTU naTv
= E cos — CO8
a a a

ausgedriickt. Die Bedeutung der Strecken % und v geht aus der
Abb. 45 hervor. Ersetzt man in (63) die Verdnderlichen 4 und v
vermoge der Gleichungen

v-+u=—2zx, v —u=—2§&
durch die neue Verdnderliche x und durch den aus der Abb. 45 zu
entnehmenden Abstand &, so entsteht aus (63) die Summe

Abb. 45.

(63)

2P . nné | nazx
— ) 'sin sin

n
Sie ist der analytische Ausdruck des Lastenzuges Abb. 45 mit x als
laufender Koordinate.

Wenn man sich diesen Lastenzug auf eine unendliche Platte
aufgebracht denkt, bringen seine symmetrisch angeordneten Einzel-
krafte, weil sie abwechselnd in entgegengesetzten Richtungen
wirken, auf den Halbierungssenkrechten der Angriffspunkt-
entfernungen ¢ = 0, 4- a, 4 2a, ... ersichtlich keine Durchbiegungen

(mn=1,2,3,..). (64)

man unmittelbar an Gl (62) erkennt. Der Leser findet den sehr einfachen
Beweis in dem schon mehrfach erwéhnten Werke von K. Knopp: Theorie und
Anwendungen der unendlichen Reihen, S. 455. Berlin: J. Springer 1922.
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hervor. Die unendliche Platte wird durch diese Geraden in Parallel-
streifen von gleicher Breite zerlegt, und der Lastenzug Abb. 45
erzeugt in jedem dieser Parallelstreifen dieselbe elastische Fliche,
wie eine Einzelkraft P in einem freiaufliegenden Plattenstreifen von
der gleichen Breite a. Das ist dieselbe Fliche, auf die wir durch den
zweiten Sonderfall von Abb. 42, S. 82, gefithrt wurden. Wir erkennen,
daB sich die Summe (64) in der Tat aus der Belastungsfunktion (57)
ergibt, wenn die belasteten Strecken sich auf Punkte zusammen-
ziehen. Damit ist bewiesen, daB eine Einzelkraft P, die im
Punkte z =&, y=0 eines durch die beiden Geraden =20
und z=a begrenzten, freiaufliegenden Plattenstreifens
in der Richtung der positiven Durchbiegungen (w) wirkt,
durch die Summe (64) und daB die Scherkraft p, in einem
zur Geraden y=0 unendlich benachbarten Schnitt y = konst.
(fur y > 0), durch die Summe

p, = —S;Sin nZS sinnzx (n=1,2,..) (65)
dargestellt wird.

25. Der durch eine Einzelkraft belastete, freiaufliegende
Plattenstreifen.
Wie wir bereits in Abschn. 23 festgestellt haben, gehort dieser Bie-

gungsfall ebenfalls unter die Spannungszustinde von Plattenstreifen
welche sich durch die Ansitze

w :an = Zan ( 1 EZ—y-\) e

nry
+ ™% (y>0) (66)

darstellen lassen. Diese elastische Fliche ergibt in einem zur
Geraden y = O unendlich benachbarten Schnitt mit positivem y die
Scherkraft

2
p,=— Ny Aw—— 2N/

ca,sin "7 (n=1,2,..). (87)
a

n3 7'53
a.‘i

Damit diese Reihe in die Summe (65) iibergeht, die wir eben ab-
geleitet haben, ist a_ gleich

a :_Pa" -—Lsinnns

* 22%N nd a

zu wahlen.
So folgt unmittelbar aus (66) mit diesem Werte von a,

nay

Pa? e ¢ ( nny> . nné . nmw
— 1+
v 2n3N2’ n® a )M e T, (68)

¥=0, n=1,2,..)
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die Gleichung der elastischen Fliche eines durch eine
Einzelkraft P im Punkte z=¢&, y=0 Dbelasteten, frei-
aufliegenden Plattenstreifens von der Breite a.

Die groBte Durchbiegung des in der Mitte &= a/2 belasteten

Plattenstreifens ist mit x = ’g , y=0 gleich

1 1 Pa? 1 O.)l Pa Pa?®
- Sl IR T . . el
Y <1+ g T s T >2n3N oqt N 0016955

Die Reihe (66)

w=2w,
hat die zweiten Ableitungen

P w -y nmwx

o e

2 _nry

a—;u)) = n a e a (1 — ing>h Zwl,x_’ (69)
oy® a a

_nry

g;—g;; — - ——Zw‘a e % cos Ztﬁ

Diese zur Berechnung der Spannungsmomente erforderlichen Ab-
leitungen von w lassen sich auch in der Form

9w dqo
2N —-; = L
ox? L 8y
®w op
2N — = 70
*w g
2N .-—— = !
0x 0y yax

schreiben, wenn mit ¢ die Funktion
nmy

(p_NAw~f2N Zn“ae & gin

nmx (71)
bezeichnet wird. Die drei Spannungsmomente m,, m,, m, (Gl 32,
S. 20) hiingen hiernach allein von der Funktion ¢ und ihren ersten
Ableitungen nach den Koordinaten ab. Wir erhalten fiir sie die
Ausdriicke P
2m, = —(L42)p (1 —)ys s

0
me:t~(1 —}—V)rp—«(l—v)yréf;, (72)
2m_ = ~(1~v)yaqz.
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Wegen AAdw= 0 geniigt die Losung ¢ = NAw der Gleichung

Adp =~ —}— ” (p = 0 (eine solche Funktion wird eine Potentialfunk-

ax“
tion genannt). Der Verlauf der Spannungsmomente im Platten-
streifen wird durch eine Potentialfunktion bestimmt.

Der Spannungszustand kann aus zwei Teilen zusammengesetzt
gedacht werden. Der eine Bestandteil

(1)
mo—my— = o (73)
ist eine in allen Richtungen gleiche Biegungsbeanspruchung, deren
Stirke der GroBe ¢ in jedem Punkte xzy proportional ist. Der
zweite Teil .
Yy 999 y op
g =1 —»nZE (14
enthiilt einen Spannungszustand, dessen beide Hauptbiegungsmomente
nach

e N Y A GO s

gleich sind und sich nur im Vorzeichen voneinander unterscheiden
und deren GroBe der Steigung (dem Gradient) der Fliche ¢ pro-
portional ist. Die Hauptbiegungsrichtungen bilden mit der x-Achse
Winkel y, fir welche

m, = —m, = 1 —»)-

op
m, —m oy
te 2y = T Y 76
oreET 2mmy Q(R ( )
ox

ist.
26. Die mittlere Krimmung (die Fliche ¢) des Plattenstreifens.
Die Ordinaten der Fliche ¢ sind ihrer Definition nach (vgl. S.20)
_nry
mg|-m, 7P727'e ¢ . nmaé . naw

1+ 7 " s a s a (77>

(n=1,2,..., y>0)

1 1
proportional der mittleren Krimmung — + — = Aw der elasti-
0

schen Fliche w oder der Summe der Biegungsmomente m, + m, .
Deshalb verschwinden bei einem freiaufliegenden Plattenstreifen die
Randwerte der Funktion ¢ auf seinen Begrenzungsgeraden x = 0
und z = a. Bei der Beanspruchung einer Platte durch eine in der
Richtung der wachsenden Durchbiegungen gerichteten KEinzelkraft

muf} die Resultierende der Scherkrifte auf jeder geschlossenen Kurve,
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welche die Angriffsstelle der Last in ihrem Innern enthilt, fiir den um-
schlossenen Plattenteil den Wert — P haben. Wenn wir uns auf konzen-
trischen Kreigen mit abnehmenden Halbmessern dem Angriffspunkt
=4§&, y=0 von P nidhern, verteilen sich die Scherkrifte in den
zugehorigen zylindrischen Schnitten um so gleichméBiger, je kleiner
ihr Halbmesser 7 ist. Fiir hinreichend kleine Werte von r sind die
Scherkrifte in den zylindrischen Schnitten p, in der Umgebung des
Angriffspunktes einer Einzelkraft P gleich

p,=—N = -5 (78)
(Vgl. GL (26) S. 61.)

Wie wir bereits bei der durch eine Einzelkraft in ihrer Mitte be-
lasteten kreisformigen Platte (S. 61) festgestellt haben, wird die
Funktion 4w im Angriffspunkt der Einzelkraft wie der Logarithmus
von r/a unendlich groB. Es folgt mit Riicksicht auf die Bedeutung
von ¢ (Gl 77) hieraus, daf die Funktion ¢, abgesehen von einer in
der Umgebung des Punktes v =§&, y= 0 stetig verinderlichen
Funktion von « und y, eine Singularitdt besitzen und sich
dort wie

P r
@Y = ﬂ In —a/‘ (79)
dgndern mul.

Durch ihre Randwerte ¢ =0 auf =0 und auf 2 =a, diese
letzte Angabe und die Bedingung, daf sie im Innern des Parallel-
streifens der Differentialgleichung A@ = 0 zu geniligen hat, ist die
Fliche @ nunmehr vollstindig bestimmt.

Als Losung der Potentialgleichung kann die Fliche ¢ innerhalb
des Parallelstreifens entweder durch die Gestalt einer wenig
aus ihrer Ebene verzerrten diinnen Haut oder auch durch
das Strombild einer ebenen Flissigkeitsstromung wieder-
gegeben werden. Die kleinen seitlichen Verschiebungen einer tiber
zwei parallele Leisten ausgespannten diinnen Haut, die an einer
Stelle (dem Angriffspunkt der Einzelkraft im Plattenstreifen) durch
einen zugespitzten Gegenstand aus ihrer Ebene gezerrt wird (Abb. 46),
folgen ndmlich derselben Differentialgleichung 4¢ = 0 und erfiillen
dieselben Randbedingungen wie die Funktion ¢. Im Bilde einer
ebenen Fliissigkeitsstromung ist ¢ das Geschwindigkeitspotential
einer stationdren Stromung, die aus einer Reihe von in regelmiBigen
Abstinden nach Art der Abb. 47 auf einer Geraden angeordneten
Quellen entspringt und in ebenso angeordneten Punkten versickert.

Ahnlich wie ein unebenes Gelinde auf einer Karte mit Hilfe
seiner Schichtenlinien, kann hier die Fliche ¢ durch die Projektion
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ihrer Schnittkurven mit einer Reihe von zur Ebene des Platten-
streifens parallelen und voneinander gleich weit entfernten Ebenen
auf die Grundebene dargestellt werden. In diesem topographischen
Bild der Fliche ¢ wollen wir uns noch die senkrechten Kurven
der Schichtenlinien eingezeichnet denken. In ihrer Richtung wiren
die zur Darstellung weiterer Einzelheiten in einer Gelindeaufnahme
benutzten Gefillslinien oder die ,Schraffen” einzuzeichnen. Dieses
Orthogonalnetz von Kurvenscharen bildet bei der ebenen Fliissigkeits-
bewegung die Linien ¢ = konst. oder die Kurven gleichen Ge-
schwindigkeitspotentiales und die Stromlinien.

a a a a a
d e n
anlll s s s !
P | +P P+ X -p|4p
Abb. 46. Abb. 47.

Die Darstellung der Fliche mittels dieses orthogonalen Kurven-
netzes hat auBler ihrer Anschaulichkeit den Vorzug, daB sich das letztere
aus winkeltreuen Abbildungen ermitteln lit. Dieses Netz bietet ferner

die Moglichkeit zur Konstruktion der Gefillskomponenten %‘:ﬁ und

Z—Z) der Fliche ¢, die zur Beschreibung des Spannungszustandes im

Plattensteifen nach (72) ebenfalls zu ermitteln sind.

27. Darstellung der Fliche ¢ mit Hilfe von winkeltreuen
Abbildungen?).
Wenn eine Funktion
Z=X-+4iY (80)

vorliegt, wo ¢ =7 —1 und X=7 (2,y), Y=g (x,y) gegebene

1) Fiir Leser, die mit den Anfangsgriinden der Funktionentheorie weniger
vertraut sind, wird angemerkt, daB die Paragraphen 27, 28, 29 und 30, in denen
die Theorie der winkeltreuen Abbildungen zur Darstellung des Spannungs-
zustandes eines durch eine Einzelkraft belasteten freiaufliegenden Plattenstreifens
herangezogen wird, zum Verstdndnis der Berechnungsmethoden der rechteckigen
Platte nicht erforderlich sind. — Zur Theorie winkeltreuer Abbildungen vgl. die
Lehr- und Handbiicher der Funktionentheorie (Osgood, Bieberbach, Burk-
hardt) oder Hurwitz-Courant: ,Vorl. iiber allg. Funktionentheorie, erginzt
durch einen Abschnitt iiber ,geometrische Funktionentheorie“. Verlag von Julius
Springer, Berlin 1922.
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Funktionen der Veridnderlichen z und y sind, entspricht jedem Wert
der komplexen Veridnderlichen z = z + ¢y im allgemeinen ein Wert
der komplexen Veranderlichen Z. Deutet man X und Y als die
rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes in einer (der ,Z“-)Ebene
und ebenso z und y als die rechtwinkeligen eines Punktes einer
zweiten (der ,z“-)Ebene, so vermittelt die Gl. (80) eine Abbildung
der z-Ebene auf die Z-Ebene, denn zeichnet man sich etwa in der
z-Ebene eine Kurve y = h(z), so entsprechen den Punkten der
z-Ebene, die auf ihr liegen, die Punkte der Z.-Ebene, deren recht-

winkelige Koordinaten
X=f[z,h(z)] und Y=gz, h(z)] (81)

sind.

Einer Schar gegebener Kurven in der z-Ebene(Abb. 48) entspricht eine
Schar zugeordneter Kurven in der Z-Ebene (Abb. 49). Beschréinkt man
sich auf diejenigen Funktionen Z, die
eine von der Richtung der kleinen

Y 4
Strecke dz unabhéngige Ableitung d Z/dz
besitzen, so sind die beiden Abbildun-
gen in ihren kleinsten Teilen &hn-
lich. Dies soll soviel heiBlen, da3 wenn
x X

man den Werten von xz und y die
Abb. 48. Abb. 49. kleinen Zuwéchse 4« und Ay erteilt,
so daB sich die komplexe Verdnderliche z
um den Betrag Az = Ax 4 idy dndert und man die Zuwichse 4 X
A4Z  AX+i4Y

bzw. 4Y aus Gl. (81) und schlieBlich A2 = Az tidy
in der Grenze sowohl der reelle Teil, als auch der imaginére
Teil dieses Verhdltnisses unabhingig von A4z wird. Nimmt man

dzZ oX  .02Y

dzk ax+7487 ist

und das andere Mal dz =idy (dz = 0), so dafl dvf: ~i%—}—g

wird, so werden beide Ausdriicke einander gleich, wenn a—— oY

ox oy
und %2(: —g oder, was dasselbe ist, wenn die Funktionen X

und Y der Verinderlichen x und y den partiellen Differential-
gleichungen

berechnet,

das eine Mal dz=dx (dy=0) an, so daB

82 X X 82 Y Y

oy® ’

geniigen. Dann verhalten sich die Zuwichse AZ' = AR el
AZ" = AR"e%” in der Z-Ebene, die zwei beliebigen, aus einem

(s2)
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Punkte der z-Ebene ausstrahlenden kleinen Strecken Az — Ar'.et®,
42" = Ar" et entsprechen, wie

AZ":47Z = A2": 47,

woraus
” " " r_ ”. ’
AR ez’(ﬂ”—ﬂ’):AT‘ei(a”—a') d IAR AR = Ay A7,
- - oder
AR Ar I{J)”_ﬂl:“”—“,;

d. h. die beiden, durch die Endpunkte dieser Strecken gebildeten
kleinen Dreiecke in der z- und in der Z-Ebene sind dhnlich: die
Abbildungen sind konform.
So wird beispielsweise durch die Funktion

Z =2 (82)
der durch die Geraden ¢ = 0 und « = « begrenzte Winkelraum der
z-Ebene (z =re’*, Abb. 50) auf einen durch die beiden Geraden
f =0, p =2« begrenzten Winkelraum in der Z-Ebene (Z = Re'#,
Abb. 51) winkeltreu abgebildet. Das Netz der Geraden « = konst.
und der konzentrischen Kreise r = konst. der z-Ebene (Abb. 50)
bildet sich wegen Z = Re*f =12 =1r%¢2%* auf das Netz der Ge-
raden f = 2« und der konzentrischen Kreise

R = r? der Abb.51 ab.
Durch die Funktion
Z=X+iy=2£lnz’/c, (83) Abb. 50.
JT

in der C und ¢ zwei reelle Konstanten sein
gollen, wird das in die negative Hilfte eines
Parallelstreifens (Abb. 52) von der Breite C ein-
gezeichnete Netz der geraden Linien X = konst.
und Y = konst. der Z-Ebene in das Innere eines
Kreises vom Halbmesser #' = ¢ der 2’-Ebene (Ab-
bildung 53) winkeltreu iibertragen.

Durch die Trennung des reellen Teiles vom imagindren Teil in
der Gl (83) ergeben sich hier nidmlich die Gleichungen

c., 7 Y — cd

Xe—__"1n— =
2nnc’ 27

Abb. 51.

(84)

. o . 2 v’ .
(wenn fiir 2" = ¢’ ¢?*’ gesetzt und fiir den Logarithmus In = In " + o'

sein Hauptwert genommen wird), welche zeigen, daf den Geraden
X = konst. und Y = konst. in der z-Ebene konzentrische Kreise und
ein Strahlenbiischel durch ihren Mittelpunkt entsprechen. Man kann,
wie dies Abb. 52 zeigt, sich den Parallelstreifen in lauter gleiche
Quadrate geteilt denken, so dall auf seine Breite C 2n Quadrate
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entfallen. Dann entsprechen den Geraden

—1 —2
X/ C=0, — S— 5
/ 0 20" 2n’ (85)
die konzentrischen Kreise mit den Halbmessern in Abb. 53
7"/6 =1, 9, qu q:;a LR (86)

1
w0 ¢ = e~"* gesetzt ist und den Geraden Y/C = 0, EPRIREE (Abb. 52)

n 2x

das Geradenbiischel « = 0, gt T R (Abb. 53) durch ibren Mittel-
punkt. Der kurzen Seite X = 0 des Halbstreifens entspricht also

der Kreis # = ¢ und dem unendlich fernen Punkt X == — oo sein
Mittelpunkt. Die Zuordnung der
16 einzelnen Quadrate ist in den
75 beiden Abbildungen an den fort-
;’: laufenden Zahlen zu erkennen.
4
11
10
a9
a4 8
7
6
5
2004 Y
193
782}
717 { X
Abb. 52. Abb. 53.

Zu den Kreisen der Abb. 53 gehdren Werte von X, die nach der
Annahme in arithmetischer Folge zunehmen. Man kann die konzen-
trische Kreisschar und das in seinem Mittelpunkt sich schneidende

Geradenbiischel als die Schichtenlinien und die Linien des stiirksten
Gefilles der trichterférmigen Fliche X — %-ln % ansehen. Die abso-
luten Werte der Ordinaten dieser Umdrehungsfliche sind auf dem
Randkreise 7 = ¢ gleich Null und nehmen gegen seinen Mittelpunkt
hin zu. Eine iiber dem Kreis 7’ = ¢ ausgespannte vollkommen bieg-
same, diinne Haut, die in seinem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft
belastet ist, wolbt sich nach der Fliche X.

Beim Vergleich des Schichtenbildes der Funktion oder der Fliche X
iiber dem Kreis (Abb. 53) mit dem Schichtenbild der zu ermittelnden
Fliche ¢ des Parallelstreifens fallen die folgenden gemeinsamen



Darstellung der Fliche ¢ mit Hilfe von winkeltreuen Abbildungen. 93

Eigenschaften auf: 1. beide geniigen derselben Differentialgleichung
2 2 2 2
Lxl, el

Y ox oy
Null und 3. in einem inneren Punkte des Gebietes (im Punkte 7’ = 0
im Kreis, bzw. im Punkte z = &, y = 0 im Parallelstreifen) werden
ihre Ordinaten wie der Logarithmus einer gegen die Null strebenden
Zahl unendlich grof. Fithrt man anderseits in Gl (83) fiir die Ver-
inderliche 2’ = r’e®® eine neue Funktion einer Verinderlichen
z=2x -1y ein, so wird das Kreisinnere |2'| < ¢ auf ein neues Gebiet
in der z, y-Ebene winkeltreu abgebildet. Den Kurven X = konst.
und Y = konst. im Schichtenbild der z’-Ebene (Abb. 53) werden in
der neuen z-Ebene Kurven X —=f (z,y) und Y=g (z,y) ent-
sprechen, die wieder zu einem Schichtenbild einer diinnen Haut
in Beziehung stehen. Durch jede derartige Funktion entsteht
ein neuer Schichtenplan einer diinnen Haut, die in der Bild-
kurve des Kreises #' = ¢ eingespannt und im Bildpunkte seines
Mittelpunktes belastet ist. Aus diesen Bemerkungen folgt, dal zur
Darstellung der gesuchten Fliche ¢ iiber einem Parallelstreifen
offenbar jene Funktion 2’/c = F (z) = F (x 4 ¢y) der Verinderlichen z
benttigt wird, welche das Innere des Parallelstreifens 0 <z < a,
— oo <y <<oo auf das Innere des Kreises ¥ = ¢ in der z'-Ebene
derart winkeltreu abbildet, dal dabei dem Angriffspunkt z = &,
y=0 der Last P im Parallelstreifen der Mittelpunkt des
Kreises ¢ = 0 entspricht. Die konzentrischen Kreise im Schichten-
bilde der Umdrehungsfliche (Abb. 53) werden durch diese Funktion
in die Schichtenlinien der gesuchten Fliche ¢ iiber dem Parallel-
streifen iibergefiithrt, wenn

=0, 2. sie haben die Randwerte

f(x,y) = X = @ = konst. (87)

gesetzt wird. Die Funktion ¢ ist also der reelle Teil der Funk-
tion Z(z). Wird ihr imagindrer Teil Y =g (z,y) fortab mit v be-
zeichnet, so haben wir

Z =@+ iy=0C2xa-In7|c. (88)

Die Funktion #’, welche jene Abbildung des Kreises auf einen Parallel-
streifen leistet, ist nun

. 7(z —§)

, s sin —— >~
iz riete _ 2a (89)

c c sinn(z+§)

2a

Berechnet man némlich den absoluten Betrag  und das Argument o/
der Verinderlichen 2’ = #’e?%’, so erhilt man
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’o @Df ﬂ _ cosw sin ﬁ @in ﬂ
S = ¢ e tgo = i (90)
2 ’ = z
¢ Cof d A cosyﬂ_—f2 cos = Cof Y o F
a a a a a

Dem Angriffspunkt der Last P (x = &, y = 0 Abb. 54) in der z-Ebene
entspricht, wie man sieht, der Mittelpunkt " = 0 des Kreises ' = ¢
(Abb. 55) in der 2’-Ebene, dem unendlich fernen
Punkt y = oo des Halbstreifens (Abb. 54) ein
20 0 Punkt C auf dem Umfang des Kreises: ¢ =c,
ﬁ a’:§ (Abb. 55); dem
Punkt y = — oo der zu
C spiegelbildlich gelegene
Punkt D und den Begren-
zungsgeraden =0 und
x = a des Parallelstreifens
(Abb. 54) sind in der Tat
Abb. 54. Abb. 55. die Kreisbogen CAD und
CBD (Abb. 55) zugeordnet.
Die Schichtenlinien der Fliche ¢ iiber dem Parallelstreifen
und die sie senkrecht kreuzenden Kurven iy = konst. haben nach
(88, 89, 90) die Gleichungen

Y n(x — &)
v o (Soi—a' €08 ot

g=-—In—=—In = konst ;
2a o A= 6017173/ — cos n____(x:— ) (91)

o
Y=g = konst.
n

Wir iiberzeugen uns an diesem Ausdruck fiir ¢, dafl er den fiir die
Funktion aufgestellten Grenzbedingungen =0 und z=a ¢ =0

genigt.

Um schlieBllich die in den Gl. (91), vorkommende Konstante ¢' zu
bestimmen, berechnen wir die Scherkraft auf einem Kreise, der die
Angriffsstelle der Einzelkraft P zum Mittelpunkt hat:

=&+ =1 (52)
und dessen Halbmesser r klein im Vergleich zu & ist. Wegen der

Kleinheit der Briiche v ; £

, ag diirfen dann in (91) die trigono-

metrischen und die hyperbolischen Funktionen durch die ersten
Glieder ihrer Reihen ersetzt werden. Dies ergibt fiir
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2 2 2 2
ay® (X —
142 T
C 2a® 2 q? C nr
¢g=NAw=-—1In =—In , (93)
47 13 2n .
1 — cos 2as8in —

an welcher Gleichung sich die Bedingung bestatigt, daB ¢ firr=0
wie der Logarithmus unstetig wird. Aus ihr folgt die Scherkraft

in einem Element eines Kreisbogens vom Halbmesser r. Nachdem die
Resultierende aller Umfangskrifte 2 27 p, den Wert — P haben muB,
bestimmt sich die Konstante zu

C=P.
Die Funktion ¢ ist also gleich

p @ofita;y —_ COSJL@—CL_“Q
p=NAw=-—In— (95)
i @oi% — €08 n————(x;— §

und die Abbildungsfunktion Z (z), deren reellen Bestandteil sie
bildet, ist

sin—hw
P =z P 2a
= ) :_—1 —_—= - _— .
Z=¢p+iy 5N 2”lnsin”(z+§) (96)

2a

Die Komponenten der Steigung der Fliche ¢ (z,y) berechnen sich
aus Gl (95) zu

. a(x &) . @ — &)
a(p__ P sin a - Sln———a-——
0% da COSM——@MM COS?Z(%__—'—L @Ufﬂl

a a a
in™?
ai)_P@m 2 1 1
8?/ 4a cos M — @Ufﬂ cosLx—_.E_) — @017}_:1!
a a a a

Mit den drei G1.(95),(96),(97) ist der Spannungszustand des durch eine
Einzelkraft P belasteten frei aufliegenden Plattenstreifens explizite

gegeben, seine Momente und Scherkrifte konnen in jedem Punkt
berechnet werden.
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28. Die Spannungsmomente des freiaufliegenden
Plattenstreifens, der durch eine Einzelkraft belastet ist.

Nachdem wir die expliziten Ausdriicke von ¢ und von %‘—Z, %(:—;
bestimmt haben, sollen sie zu einigen Angaben iiber den Spannungs-
zustand eines durch eine Einzelkraft belasteten Plattenstreifens her-
angezogen werden.

Auf der Symmetrieachse y = 0, welche den Angriffspunkt z =2¢

der Last P enthilt, ist die Funktion ¢ nach (95) gleich
1 — cosw

P a
= —n-— 99
' 4nnl—cos”———(x_*—g) .
a

Auf dieser Geraden ist g%o = 0. Wir erhalten mit Hilfe von (72)

S. 86 fiir die Spannungsmomente auf dieser Geraden die Formeln

n(x—|——§)

_ (+re (Q+nP lnl—cos—r a
* y 2 8x n(x—~£)’
1 —cog———

m,,=0. (100)

Wenn die Last P in der Mitte (¢ = a/2) des Parallelstreifens an-
greift, sind sie auf y = O gleich

. ax
(14 2P 1—l—sm—a-
m_ —=m, = In

z y 8n

e (101)
1 — sin—
a

Fiir die Anwendungen ist eine bequeme Berechnung der gréften
Spannungen erwiinscht. Zu diesem Zweck ist der Verlauf der
Fliache ¢ in der Umgebung des Angriffspunktes der Last zu ermitteln.
Dies ist bereits in GL. (93) S. 95 geschehen. Auf dem Umfang eines
Kreises, den man sich mit einem im Verhéltnis zu z und zu a
kleinen Halbmesser r um die Angriffsstelle der Einzelkraft als Mittel-
punkt beschrieben denken kann, ist nach (93)

5 (102)

Mit diesem Wert von ¢ ergeben sich die Spannungsmomente aus
(72) zu
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Y]

Om e — (1 oLy

2m, == (1 42ip+4(1 1)2,1 Pl
P (x— &)? P

2m, = — (14— E T a o l ey
P (x— &y

m:z:y e — (1 _— ”)G.L‘r‘.’-—'

Nun sind die Spannungsmomente einer auf ihrem Umfang r =1b
freiaufliegenden kreisformigen Platte, die in ihrem Mittelpunkt eine
Einzelkraft P trigt, in rechtwinkeligen Koordinaten (man erhilt die
folgenden Formeln, wenn man die Momente m, m, m,, der
elastischen Fliche Gl. (24) S. 60 ausrechnet).

2m, e (L) (1) Y
2m, = — (1 +9) g (1 —v) ;;f (104)
my = —=
wo zur Abkiirzung
Q= %ln ; (105)

gesetzt wurde. Der Vergleich von (103) mit (104) zeigt, daB, wenn
der Halbmesser der kreisformigen Platte b gleich

2 asin n—f
b= - - 106
. (106)
genommen wird, die beiden Spannungszustinde sich nur um ein
. (1—#»)P .
konstantes Biegungsmoment m, = — TERT voneinander unter-
7T

scheiden. In der Ndihe der Angriffsstelle einer Einzelkraft
ist der Verlauf der Spannungen in einem freiaufliegenden
Plattenstreifen bis auf eine gleichmidBige Biegungsbean-
1—»)P
spruchung m, =0, my:—.( 4;)_, m,, =0 derselbe, wie
in einer freiaufliegenden kreisférmigen Platte, die die
Last in ihrem Mittelpunkt trigt und einen Halbmesser
2 £
b="""sin"> besitat.
T a
Der Annahme einer Punktbelastung entsprechend, werden nach den
Gl.(103) die Biegungsmomente mit unbegrenzt abnehmendem r unend-
Nidai, Elastische Platten. 7
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lich groB. Die groBiten Spannungen ergeben sich hier nach den Regeln,
die wir in 21 fiir die Ermittlung der Biegungsbeanspruchung durch
Einzelkréfte angegeben haben. Wenn die Druckfliche der Kraft P
ein Kreis vom Halbmesser r = ¢ ist und die Last P sich in ihr
gleichméBig verteilt, war die groBte Spannung einer kreisférmigen
Platte vom Halbmesser b und von der Dicke % nach Gl (30) S. 62
gleich

J (107)

in welcher Formel das letzte Glied wegen der Kleinheit des Bruches c¢/b
vernachlidssigt werden kann. Der Scheitelwert der Momente ergab
sich innerhalb der Druckfliche und war um einen Betrag m, (vgl.
die Zusammenstellung auf S. 65) groBer als der Wert des radialen
Biegungsmomentes auf dem Rand des Druckkreises. In seinem Innern
konnten die Momente durch zwei Parabeln angendhert werden. Auf
Grund dieser Bemerkungen ergeben sich unter den gleichen Voraus-
setzungen iiber die Art der Verteilung des Druckes die Spannungs-
momente des Plattenstreifens im Mittelpunkt x =&, y =0
des Druckkreises

o

;]—;[ {( +v)ln—+1 —(1—)

H

Omax =™

°5]°

(1—|—v)P 2 asin
m, = my, — 2 In -
47 e (108)
mo—m L—VP
Y ® 47

Die grofte Biegungsspannung eines durch eine Einzelkraft P
im Punktexz =&, y =0 belasteten freiaufliegenden Platten-
streifens ist im Punkte x =¢, y=0 die Spannung in der
Querrichtung

3P a
-+ 2 _ R
Opmax = T 2 | 1+ (14 In o (109)

Dabei wurde angenommen, dall die Druckfliche, auf der
die Kraft P wirkt, ein Kreis vom Halbmesser ¢ sei und
dalBl sich der Druck innerhalb des Kreises gleichméBig ver-
teile. Diese Spannung ist gleich der groBten Inanspruch-
nahme einer in ihrem Mittelpunkt belasteten freiauf-

2a ., né&

liegenden Kreisplatte vom Halbmesser b= -——sin~—. Die
7 a

Spannung o, in der Lidngsrichtung des Plattenstreifens
ist um 3 P(1 —»)/2xh* kleiner als o

xmax "
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29. Ermittelung der Schichtenlinien der Fliche ¢ auf
zeichnerischem Wege.

Die Spannungsmomente des Plattenstreifens sind in einem be-
liebigen Punkt durch die Ordinate der Fliche ¢ (Abb. 56) und durch

. . op 0 . .
ihre Steigung a—(’;, a-;z bestimmt gewesen. Es soll jetzt angedeutet

werden, wie diese GroBen auf zeichnerischem Wege aus winkeltreuen
Abbildungen ermittelt werden konnen.

Zur Konstruktion der Potentialfunktion ¢
iiber dem Parallelstreifen waren zwei winkel-
treue Abbildungen erforderlich. In der ersten
war ein quadratisches Maschennetz aus einem
Halbstreifen (Abb. 57) in das Innere eines
Halbkreises (Abb. 58) so zu iibertragen, dafl
der kurzen Seite des ersten der Umfang des
letzten entsprach. (Die untenstehenden Ab-

_.-. -i |

T 1
Abb. 57. Abb. 58. Abb. 59.

bildungen 57 und 58 sind die Hélften der frither zu diesem Zweck
angegebenen Abb. 52 und 53.) Dieser Halbkreis war sodann auf einem
Halbstreifen (Abb. 59) abzubilden, wobei jedoch dem Umfang die
beiden Parallelseiten und seinem Durchmesser die dritte Seite zu
entsprechen hatten. Die Konstruktion des Netzes in Abb. 59 kann
auf das Zeichnen lediglich von Kreisen und von geraden Linien und
auf die erste Abbildung zuriickgefiilhrt werden, wenn der Halbkreis
von Abb. 58 auf einen zweiten Halbkreis derart abgebildet wird,
daB Halbkreisbogen und Durchmesser in den beiden Abbildungen
ihre Rolle vertauschen. Diese ,Umkehrung® eines Halbkreises be-
wirkt die lineare Funktion

2/ =c1t 3——% ,
c+12
in der ¢ eine reelle Konstante 2’ = a’ 41y’ = ' ¢!* und 2" =a" +iy"
die komplexen Verinderlichen der beziiglichen Abbildungen sind.
Den Punkten 2z’ =0, 2’=¢, 2= — ¢ in der einen Ebene ent-
sprechen die Punkte 2z’ = ¢i, 2” = 4 ¢, 2= — ¢ der andern, dem
7*

(110)
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Geradenbiischel ¢’ — konst. die Kreise
03 C?
(xl' —ctg (x')‘ -+ y"2 = c—os" pod (11 1)

und den konzentrischen Kreisen 7" = konst. die Kreise

2 72\ 2 2024 \2 /
x”‘z—i—(y"—c-c +r >:< c*r > . /\112)

62—1"2 ¢ — o2

Das Innere des ganzen Kreises 7" <C ¢ bildet sich durch (110) auf die
obere Halbebene y” > 0 ab. Setzt man hier fir

7 7

L =M fu f = — 113

S=¢ und fir « 5~ (118)
und wihlt die Zahlen 4 und » wie in den Formeln (85) Bruch-
teilen eines gestreckten Winkels

n 2x 3n

Hov ="y —=, e (114)

gleich, so stellen die Gl (111) und (112) oder:

y FT oG = e (115)

das System der orthogonalen Kreise der Abb. 60 dar. (Die Lage
von je einem Kreis jeder Schar deutet Abb. 61 an. Fir den vor-
liegenden Zweck benétigen wir von dieser (Abb. 60) nur den in Abb. 62
gezeichneten Ausschnitt, in dem die stark ausgezeichneten Kreise fur
die verschiedenen Werte von u und » aus Abb. 58 eingetragen
werden konnen. Aus dem Halbkreis (Abb. 62) 1aBt sich das Kreis-
netz in das gesuchte Netz von Kurven ¢ = konst. und y = konst.
iiber dem Halbstreifen (Abb. 63) iibertragen. Diese winkeltreue Uber-
tragung kann némlich jetzt (nach der Umkehrung) mit Hilfe des
uns aus den Abb. 58 und 57 bekannten Rasters von konzentrischen
Kreisen und von Geraden geschehen, dem ja im Halbkreisstreifen
(Abb. 63) das mittels diinner Linien angedeutete quadratische Maschen-
netz entspricht. Bezeichnen 7”, «” die Polarkoordinaten eines Punktes
im Halbkreis (Abb. 64) und z,y die rechtwinkeligen des Bildpunktes
im Halbstreifen (Abb. 65), ferner a” den Halbmesser des Halbkreises,
a die Breite des Parallelstreifens, schliellich £ die Lage des Angriffs-
punktes der Last P im letzteren, so findet die winkeltreue Zuordnung
der Abb. 62 und 63 statt, wenn
74

n_ X 7 ny
bl

o =— In - =
a bl a’l

” 2 ”e
z" — ccotgv)? -+ = —
( g”) y sin?vy’

a"sin%§= c (116)

sind. Die Lénge ¢ bedeutet hier nach den Gl. (115) die Entfernung
des Punktes P” in Abb. 64 vom Halbkreisdurchmesser ¢’ = 0.
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Man wird zweckmifBig die Schnittpunkte der orthogonalen Kreise
als die Punkte @” ansehen, in deren Bildpunkten @ innerhalb des
Parallelstreifens die Werte von
@ und v anzugeben sind. Die zu
einem Punkte Q” mit den Polar-
koordinaten 7” und «” gehdren-
den Koordinaten « und y des
Bildpunktes @ lassen sich auf
einem logarithmischen und auf
einer Winkelteilung ablesen, die
man gich zu diesem Zweck an-
legen wird. Die Abb. 62 zeigt so
eine Teilung in einem Segment,
die man zweckmiBig auf einem
Stiick Pauspapier sich anfertigt,
um sie iiber den Halbkreis (Ab-
bildung 62) verschieben zu kénnen.

8 & C” A"
Abb. 64,
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Die Komponenten der Steigung %%, % lassen sich gleichfalls
aus winkeltreuen Abbildungen entnehmen. Wir haben zu diesem
Zweck das in die Abb. 63 eingezeichnete Netz der Kurven
@ = konst. und v = konst. als das Strombild einer ebenen
wirbelfreien Fliissigkeitsbewegung anzusehen und ihren
Hodograph zu konstruieren. Was hierunter zu verstehen ist,

soll kurz angedeutet werden.

Durch eine Funktion Z (z) = ¢ 41y der komplexen Veriinderlichen
z=uwx 1y wird das Bild einer ebenen wirbelfreien Strémung ge-
geben. In demselben sind die Kurven ¢ (2, y)= ¢ = konst. die
Kurven gleichen Geschwindigkeitspotentiales und die Kurven v (x, y)
= vy = konst. die Stromlinien. Die Funktion Z (z) wird in der Hydro-
dynamik auch als komplexe Stromungsfunktion bezeichnet. Fiir
die Beschreibung von ebenen TFliissigkeitsbewegungen sind die den
Strombildern zugeordneten Abbildungen von Bedeutung, aus welchen
der Geschwindigkeitsvektor nach Grofe und Richtung ent-
nommen werden kann. Wihrend einer stationiren Bewegung
bewegen sich die Teilchen einer Fliissigkeit entlang einer Stromlinie.
Tragt man sich von einem festen Punkt aus die Geschwindigkeit
eines bestimmten Teilchens nach Grofle und Richtung auf, so be-
schreibt der Endpunkt dieser Strecke eine Kurve. Wird ein Teilchen
auf einer zweiten Stromlinie verfolgt, so entspricht dieser einer zweiten
Kurve, und so fort. Den simtlichen Stromlinien des Strombildes wird
eine Kurvenschar zugeordnet, die als ihr Geschwindigkeitsbild
(Hodograph) bezeichnet wird. Die Komponenten des Geschwindigkeits-
vektors in Richtung der Koordinatenachsen:

E)cp 81,0 > — op oy

s 117
o oy oy ox (117)

ergeben sich nun aus der Ableitung der komplexen Stromungs-
funktion Z (z) nach z. Nachdem diese Ableitung nach Voraussetzung
unabhingig von der Richtung des Zuwachses dz ist, erhalten wir
ihren Wert, auch wenn wir dz mit dz zusammenfallen lassen oder
gleich

dZ L0y

_0p
Tz w e T (118)

. op . .
Die Geschwindigkeitskomponente u = 5% ist also der reelle Teil der
Ableitung der komplexen Stréomungsfunktion Z(z) nach z und
die Geschwindigkeitskomponente v = d¢/dy ist ihr mit dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen genommener imaginidrer Teil. Wir werden das
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Geschwindigkeitsbild erhalten, das zum Strombild der Funktion

Zfle)=¢ +iy (119)
gehort, wenn wir aus dieser Gleichung und aus der Ableitung
dZ :
-(—12~:f’(z):u—iv (120)

die Veranderliche z eliminieren.

Wenn wir uns die zweite Gleichung nach z aufgelost denken und
den so erhaltenen Wert von z in die erste einsetzen, liefert die
Trennung des reellen Teiles ¢ vom imaginiren Teil v die Gleichung
der Kurvenscharen ¢ (u,v)=: ¢ = konst., y (u,v)= 1y = konst. im
Hodograph, welche die Abbildungen der Kurven gleichen Potentiales
und der Stromlinien aus der z, y-Ebene auf die u, v-Ebene sind. Die
Gl (119) und (120) zeigen, dafl der Hodograph die winkecltreue
Abbildung der Z (p, y) oder der z (x, y)- Ebenc auf eine u/, v’-Ebene
ist, wo W =u, v = —w.

So entspricht beispielsweise der komplexen Stromfunktion

Z=c2=¢p+iy (121)
mit dem Strombild der gleichzeitigen Hyperbeln

¢ (x® — y°) = ¢ == konst., 2 cxy == y = konst. (122)
(Abb. 66) wegen der Ableitung
az
2z =u—1v-=2cz (123)
und den Geschwindigkeitskomponenten
u o --2cx, v= v = —2¢y (124)

als Hodograph die winkeltreue Abbildung des positiven Quadranten
der z, y-Ebene auf den positiven Quadranten der «’, v'-Ebene. Wenn
die Verénderliche z aus (121) und (123) eliminiert wird, ergeben sich
anderseits gleichseitige Hyperbeln

_ 'v‘-’
(w 4_5..) , wW—vi=dcp, uv=—2cy. (125)

=@ty =
Sie sind die Abbildungen der Aquipotential- und der Stromlinien
im Hodograph. Wenn die Konstante ¢ in (121) positiv ist, wird
eine Stromlinic in Abb. 66 von einem Flissigkeitsteilchen in der
Pfeilrichtung von oben nach unten durchlaufen. Der Bildpunkt des
Teilchens und Endpunkt des Geschwindigkeitsvektors O @ im Hodograph
(Abb. 67) durchliuft die zugehorige Hyperbel von unten nach oben.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir dazu iibergehen die
Komponenten der Steigung ¢p/2x, 2,2y der Potentialfliche ¢ GL. (95),



104 Die Forminderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

S. 95 zu konstruieren. Die komplexe Strémungsfunktion Gl. (96)

sin27t<z——§_) l_cosw
Gmptipm Lt 2P TTT g
TP T, sin"n(2+§) 4n l_cosn(z—+—§)
2a a

lieferte uns im Parallelstreifen das Strombild Abb. 56. Die Ge-
schwindigkeitskomponenten dieser Strémung kénnen wir jetzt aus
ihrer Ableitung nach z

az ., ., . P‘: 7wz — &) ﬂ(2+$):l
dz—u+w—u—w_1—a coth—cotg 5a

. né
sm—(;— (127)

P

2a & nz
COS— — COS——
a a

entnehmen, deren Aufldsung nach » und v in der Tat wieder zu
den GL (97) zuriickfiihrt.

Die Komponenten der Geschwindigkeit 4 und v
lassen sich aber jetzt aus dem Geschwindigkeits-
bild konstruieren. Die winkeltreue Abbildung
der z-Ebene auf die «', v'-Ebene ist in grofien
Ziigen leicht angebbar. Es geniigt wieder die
eine Hilfte des Parallelstreifens (Abb. 68), bei-
spielsweise die obere (y > 0) zu betrachten. In
ihr ist die vertikale Komponente der Geschwindig-
keit » der aus dem Quellpunkt P entspringen-
den Strémung nach oben gerichtet, v = — v

tiberall negativ. Auf den drei Begrenzungsgeraden des Halbstreifens
CAPBC (Abb. 68) hat v' den Wert Null. Weiter ist auf C4 und
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auf dem Stiick AP « negativ, hingegen auf CB und dem Stiick PB
positiv. Der zweimal um einen rechten Winkel gebrochene Linien-
zug der drei Geraden CA, AB, BC bildet sich also auf die w'- Achse
und der von diesen drei Geraden begrenzte Halbstreifen auf die
negative Halbcbene der «/, v'- Ebene ab. Dem Quellpunkt P (x=§&, y =0)
entspricht dabei der unendlich ferne Punkt der «/,v'-Ebene, weil
in diesem Punkte die Komponenten der Geschwindigkeit v/ = — v
unendlich grof sind, wihrend dem unendlich fernen Punkt C des
Halbstreifens wegen u = v’ = 0 der Anfangspunkt %' ==¢ =0 zu-
geordnet ist. Die Lage der Bildpunkte 4’ und B’ der Ecken 4
und B geht aus den Gl. (126), (127) hervor:

w = £ ot n& w = — P ”—C
Punkt A’:{ T T 2q %5, Punkt B': { T 2a g
v v =0.

Die Elimination der Verinderlichen z aus den beiden Gl. (126), (127)
a8t sich hier leicht durchfithren®) und fithrt zu dem Ergebnis, daf
den Niveau- und Stromkurven des Parallelstreifens (Abb. 63) das
System konfokaler Ellipsen und Hyperbeln

9 )

(u - uo)‘ v (u -t uo) V-
L — i -1
. ! o 1, ‘o B (128)

in der u, v-Ebene (Abb. 69) entspricht. Seine halbe Brennweite ist
C = P|2asin ’(’;‘5 (129)
seine Halbachsen sind

) Man schreibt zu diesem Zweck die Gl. (126) in der Form

=

2aZ tg tg
o r 2a 2a .
¢ 2E’ (132)
‘gz’a* 90
lost sie nach
g = —tg Cog” (133)

auf, bildet die Ableitung dieser letzten Gleichung nach z und driickt in ibr den
Tangens durch den Kosinus aus. Dann 1d8t sich z aus beiden Gleichungen elimi-
nieren. Das Ergebnis ist

aE . ak 2adZ

Soi 2a7 _
0]_,,_P - _cos-a - siln *‘;-' ‘P dZ (134)

aus welcher Gleichung sich die gesuchten Kurvenscharen ergeben, wenn in ihr

fir Z: ¢+ 1y und fir (cllf = u -- tv geschrieben wird.
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2nep . . 2@
A—C@DiT, B*O@In P N
5 5 (130)
A = Ccos 7;)"4” B’ = Csin 711)7’0;
gein Mittelpunkt M hat die Koordinaten
& P &
Uy = — Ccos-a—= — 5, cotg—, vy = 0. (131)

In Ubereinstimmung mit der fritheren Teilung setzt man wieder

2 n 2n
:_—P(pzo, Pt ETEE o0,
135
n 2ay n 2n (135)
'V=*__'—:O9 ) ’ ,27!,
2 n- n

so daB die Halbachsen des konfokalen Systems gleich

A=CGCofu, B=0C8inu, A =Csiny, B =Ccosv (136)
sind.

Einem Vorschlag von C. Runge?) folgend, empfiehlt sich, den
rechten Winkel in 64 gleiche Teile zu teilen oder n =128 zu wihlen.
Dies ist die Teilung der KompaBrose der Seeleute nach Achtel-
strich; oder man benutzt die Vielfachen von Achtelstrich n = 8,
n =16 oder n = 32.

1) Runge, C.: Graphische Losung von Randwertaufgaben der Gl. 4w =0,
Gottinger Nachrichten 1911, S. 431. Uber Anwendungen dieses allgemeinen
graphischen Verfahrens auf ein Elastizititsproblem (Konstruktion des Prandtl-
schen Spannungshiigels eines kreuzférmigen Querschnittes von einem auf Ver-
drehen beanspruchten Stab), in denen auch konforme Abbildungen des Parallel-
streifens auf den Kreis benutzt werden, vgl. die Gott. Diss. vonRottsieper, 1914.
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30. Zusammenfassung

der im vorstehenden enthaltenen Ansitze zu einer Analyse des
Spannungszustandes eines durch eine Einzelkraft belasteten freiauf-
liegenden Plattenstreifens:

1. Der Spannungszustand eines freiaufliegenden Plattenstreifens
von der Breite a, an dem im Punkte x=2§&, y =0 eine Einzel-
kraft P angreift, ist durch die Gleichungen

2m, = — (1 +2) ¢+ (1 —2)yv
2my:~(1—|—v0)<p—(1—~w0)yv (137)
2m,, = — (1 —v)yu
gegeben!). In ihnen ist ¢ die Potentialfunktion
@Df 7}7@/ — COo8 ggt‘rf_)
-~ ¢ (138)
¢ 47 Y

EE)
a

JT JT
Cof— — co8 ———
a

Die Randwerte dieser Funktion verschwinden auf den parallelen
Kanten 2 — 0 und z = und ihre Ordinaten werden im Angriffs-
punkt der Last wie der Logarithmus einer gegen Null abnehmenden
Zahl unendlich groB (¢ ist die Greensche Funktion des Parallel-

streifens). u = aﬁ und v = ?gﬂ— sind
ox ox
sin iz———(x +¢) sing(i—_i)
- op P a a N
oz 4a a(x &) ny 7 £) ny
0s Cof Cof (139)
o P . ayl 1 1
P—= "= —.Bin-"- - — - - ———
oy da " a| A@FE gY@ Y|
a a a a

2. Die Ordinaten der Fliche ¢ (und der zu ¢ konjugierten
Potentialfunktion v)in einem Punkte z, y des Parallelstreifens (Abb. 65)
koénnen auch aus einer winkeltreuen Abbildung des Halbstreifens
y > 0 auf den Halbkreis (Abb. 64) vom Halbmesser o” entnommen
werden. Den Kurven ¢ = konst. und wy = konst. entsprechen in
dieser die orthogonalen Kreise

2 2

(4 c
2 — ccotg ) Lyt = —-——; " " —cQotqu)?=—5—. (140
( gr) +yt = Py 8P = g, (140)
) Um eine Verwechslung mit den eben benutzten Zahlen » zu vermeiden,
wird in den Gl. (187), (147) die Poissonsche Zahl voriiber<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>