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Allgemeine physikalische Konstanten
(September 1926) 1).
a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . . . . . . . . .. ... 6,6;-10-%dyn - cm?.g-2
Normale Schwerebeschleunigung . . . . . « . 980,665 cm .sec~?2
Schwerebeschleunigung bei 45° Brelte . . . . . 980,616 cm - sec™?
1 Meterkilogramm (mkg). . . . . . . . .« .« . 0,980665 - 108 erg
Normale Atmosphdre (atm) . . . . . . . . . . 1,01325,-10dyn-cm~2
Technische Atmosphare . . . . . . . .« . . 0,980665-10% dyn - cm ~2
Maximale Dichte des Wassers bei 1 atm .. . 0,999973 g-cm~3

Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers .. 13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,2,°
Normales Litergewicht des Sauerstoffes . . . . . 1,42900 g-1-1
Normales Molvolumen idealer Gase. . . . . . . 22,4145 -103% cm3
0,8204; - 102 cm®-atm - grad -1
0,8313, - 108 erg - grad 1
0,8309, - 10! int joule . grad ~*
1,9854 cal « grad —1
4,184, int joule
1,1623 - 10~ ¢ int k-watt-st
4,1863 - 107 erg
4,268, - 10~ mkg

c) Elektrische Konstanten.
1 internationales Ampere (intamp) . . . . . . . 1,0000, abs amp
1 internationales Ohm (intohm) . . . . . . . . 1,0005, abs ohm

Elektrochemisches Aqulvalent des Sﬂbers .+« . 1,11800-10"% g . int coul -1
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1. . 0,9649, - 105 int coul

Gaskonstante fiir ein Mol . . . . . . . . . . .

Energieiquivalent der 15°Kalorie (cal) . . . . .

Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung . . . . . . . 0,9649, - 10° int joule . int volt—*
d) Atom- und Elektronenkonstanten.
Atomgewicht des Sauerstoffs. . . . . « + . . . 16,000
Atomgewicht des Silbers. . . . . . . . . . .. 107,88
Loscamiprsche Zahl (fir 1 Mol) . . . . . . . . 6,06, - 1028
BorTzmannsche Konstante 2. . . . . . . . .« 1,372-10" 1% erg . grad ~*
1/, der Masse des Sauerstoffatoms . . . . . . . 1,650 - 10~ # g
. 1,592 - 10~ *? int coul
Elektrisches Elementarquantum e . . . . . . . { 477, -10-1 dyn'fs - cm
Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 1,764 - 108 int coul . g—1
Masse des ruhenden Elektrons m. . . . . . . . 9,02-10-2% g
Geschwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . . . . . 5,945 - 107 cm - sec~?
Atomgewicht des Elektrons . . . . . . . .. 5,46 -10~*
e) Optische und Strahlungskonstanten.
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . . . . . . 2,998; - 101 cm - sec 1

Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15° C). . 6438,470,-10~% cm
RyDBERGsche Konstante fir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm~*
SoMmMERFELDSche Konstante der Feinstruktur . . 0,729.10"%

.10-12 ; . -3, -4
STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . { 5:75 - 107 Int watt - cm grad
Konstante des WiENschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad
WieN-PLaNCKksche Strahlungskonstante ¢, . . . . 1,43 cm . grad

f) Quantenkonstanten.

PrLancksches Wirkungsquantum 4 . . . . . . . 6,55-10~% erg . sec
Quantenkonstante fiir Frequenzen § = h/k .« « 4,775-107 ' sec . grad
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlinge . 1,233 -10"%cm
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529.10~8 cm

1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, S. 487—518.

1,37,-10" %2 cal.cm~2 .sec~1. grad -+



Kapitel 1.

Physikalische Grundlagen
der Elastomechanik.

Von
A. BUuseMANN und O. FoPPL, Braunschweig.
Mit 15 Abbildungen.

I. Einleitung.

1. Allgemeiner Uberblick. Die Elastomechanik handelt von dem Verhalten
der festen Korper unter Belastung. Sie verhilft dem Menschen, der Gebrechlich-
keit alles Irdischen Herr zu werden und die Materie nach seinem Willen aus-
zunutzen. Es handelt sich hierbei um eine uralte Wissenschaft, denn die Leistun-
gen auf dem Gebiete der Baukunst, mégen sie nun eine gefithlsmaBige oder
rechnerische Anwendung der Erfahrungen bedeuten, haben schon von jeher die
Bewunderung der Zeitgenossen und der Nachwelt erregt. Man wird sich daher
wundern, wenn man erfihrt, wie wenig Klarheit iiber die physikalischen Grund-
lagen ihres Hauptproblems, der Bruchfestigkeit der Stoffe, vorhanden ist. Da
die Elastomechanik stets ein brennendes Problem der Technik gewesen ist, kann
der Grund hierfiir nur in den wirklichen Schwierigkeiten bei der theoretischen
Behandlung zu suchen sein. Zunichst ist dabei zu bedenken, dafl die Baustoffe
der Technik entweder naturgegebene sind oder daB sie durch einen Prozef3
gewonnen werden, der nur mehr oder weniger unvollkommen mit den mensch-
lichen Kriften verfolgt und beherrscht werden kann. Liegt also die Vorgeschichte
des Baustoffes bis zu einem gewissen Grade im Dunkeln, so kommt noch hinzu,
dafB sich die Elastomechanik zwar zum Teil auf GroBen des Stoffes aufbaut, die
sich von selbst stets als Mittelwert darstellen, wie der Elastizititsmodul, daB
aber fiir ihre wesentlichste Aussage, die Bruchfestigkeit, gerade die extrem
schlechteste Stelle mafBgebend ist. Am besten mag die daraus entstehende
Schwierigkeit dargelegt werden durch die Tatsache, da3 die aus der Atomtheorie
berechenbare Festigkeit 100- bis 1000mal so grof ist wie die technische, und daf
bei geeigneter Behandlung einiger Stoffe tatsdchlich, wenn auch nur fiir kurze
Zeit, Werte gemessen sind, die in die GréBenordnung der atomaren Festigkeit
kommen. Es mag daher einleuchten, daBl erst dann ein tiefer Einblick in die
Festigkeitslehre erhalten werden wird, wenn die Hilfsmittel geschaffen sind,
das Gefiige liickenlos vom einzelnen Atom bis zum ganzen Kérper zu verfolgen.

Aus dem hier Gesagten wird die Gliederung des Stoffes dieses ersten Kapitels?)
verstindlich. Es wird zunichst die klassische Elastomechanik gebracht, die in

1) An zusammenfassenden Darstellungen seien genannt: K. MEMMLER, Das Material-
priifungswesen, Stuttgart 1924; O. Wawrziniok, Handbuch des Materialpriifungswesens,

Berlin 1923; W. MULLER, Materialpriifung und Baustoffkunde f. d. Maschinenbau, Miin-,
chen 1924; A. MarTeENs u. E. Hevn, Handbuch der Materialienkunde, Berlin 1912.
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2 Kap. 1. A. BuseMANN und O. F6éppL: Grundlagen der Elastomechanik. Ziff. 2, 3.

ihren elastischen Grundlagen recht exakt ist und in ihrer Erfassung der Bruch-
grenze doch nur eine ziemlich grobe Niherung darstellt. Im nichsten Abschnitt
werden dann die heute vorliegenden Erfahrungen der einzelhen Forscher dar-
gelegt, wobei zu betonen ist, dafl es sich hierbei durchaus noch nicht um ein
abgeschlossenes Ganzes handelt. In diesen beiden ersten Abschnitten sind eine
gewisse Anzahl von Stoffen fast ausschlieBlich behandelt, sei es, da sie wegen
ihrer verbreiteten Anwendung den gréften Erfahrungsschatz geliefert haben,
sei es, daf sie wegen der Reinheit ihrer Darstellung bevorzugt wurden. Im
letzten Abschnitt wird wenigstens noch kurz auf die technisch wichtigsten
anderen Stoffe eingegangen werden.

II. Die klassische Elastomechanik.

2. Isotroper und anisotroper Zustand. Nach der klassischen Physik ist
der feste Aggregatzustand von dem fliissigen und gasférmigen dadurch unter-
schieden, daB3 der feste Korper seiner Gestaltsinderung einen grofen Widerstand
entgegensetzt. Die genauere Untersuchung des Aufbaues der Stoffe!) hat ergeben,
daBl im festen Zustand zwei wesentlich verschiedene Strukturen auftreten, der
isotrope Zustand und der anisotrope. Der isotrope Zustand umfaBt die drei
Aggregatzustinde der klassischen Physik (fest, fliissig und gasférmig) und unter-
scheidet sich dadurch vom anisotropen oder kristallinen, daf bei ihm die An-
ordnung der Molekiile regellos erfolgt. Der anisotrope Zustand, der fast aus-
schlieBlich im festen Aggregatzustand vorkommt, hat eine gitterférmige An-
ordnung der Atome zu einem Kristall. Innerhalb eines Kristalls ist die Zu-
ordnung der einzelnen Atome zu einem Molekiil nicht mehr anzugeben, so daB3
der Kristall als ein einziges Molekiil angesehen werden kann?).

Die Elastomechanik stellt sich nun die Aufgabe, die Gestaltsinderung der
festen Korper unter Einwirkung von Kriften zu untersuchen. Es leuchtet sofort
ein, dal der isotrope Koérper bedeutend einfachere elastische Eigenschaften
besitzen muBl. Denn durch die unregelmiBige Anordnung der Molekiile 148t er
sich als eine kontinuierliche Masse von vollkommener Symmetrie ansehen,
wihrend der anisotrope Koérper im allgemeinen ausgezeichnete Richtungen
besitzt. Die reine kristalline Struktur findet sich nur in einem einzelnen Kristall.
Einzelne saubere Kristalle finden sich aber nur in geringer GréBe in der Natur
vor. Korper von gréBeren AusmalBen und kristallinischer Struktur bestehen
zumeist aus kleinen Kristallen, die sich zu einem sog. Kristallhaufen regellos
vereinigen. Ein derartiger Kristallhaufen verliert durch die regellose Anordnung
der Einzelkristalle wieder seine ausgezeichneten Richtungen, er ist quasiisotrop
und unterscheidet sich fiir die Elastomechanik nur dadurch vom isotropen Kérper,
daB seine Bausteine eine ganz andere GroBenordnung haben. Er 1i8t sich nur
dann in bestimmten Fillen als Kontinuum betrachten, wenn seine Abmessungen
groB sind gegeniiber der GréBe des Einzelkristalles. Die Grundlagen der Elasto-
mechanik werden im folgenden zunichst fiir isotrope oder quasiisotrope Kérper
entwickelt. Dann wird in Ziff. 11 die Erweiterung auf anisotrope Korper vor-
genommen.

3. Gleichgewicht der duBeren und inneren Krifte. LiBt man auf einen
Korper Krifte wirken, so wird der Kérper unter dem EinfluB dieser Krifte
seine Gestalt in bestimmter Weise dndern; er wird verformt. Entfernt man die
Krifte wieder, so hat der Kérper das Bestreben, die Forminderung riickgingig
zu machen. Es sind also durch das Anbringen der duBeren Krifte im Innern des

1) Vgl. G. TAMMANN, Aggregatzustinde. Leipzig 1922.
2) Vgl. hierzu die genaueren Ausfithrungen in Bd. XXIV dieses Handb., Kap. 4 u. 5.



Ziff, 3. Gleichgewicht der duBeren und inneren Krifte. 3

Korpers Krifte wachgerufen, die sich den #duBleren Kriften entgegensetzen und
das Bestreben haben, die frithere Gestalt wiederherzustellen. Die durch die
Forminderung erzeugten Krifte im Innern des Korpers sollen als die inneren
Krifte bezeichnet werden, alle anderen Krifte als die dufleren. Es gehéren
daher Schwerkraft, Beschleunigungs- und magnetische Krifte zu den duBeren
Kriften im Sinne der Elastizititslehre, obwohl sie im Innern des Kérpers an-
greifen. Jede Kraft stellt eine gegenseitige Wirkung zwischen zwei Punkten dar.
Die 4duBeren Krifte wirken zwischen einem Punkte des Korpers und einem Punkte
auBerhalb, wihrend die inneren Krifte zwischen den einzelnen Bestandteilen
des Kérpers (Atomen, Elektronen oder Molekeln) wirken. (In einzelnen Féllen
kénnen die duBeren Krifte auch zwischen zwei Punkten des Korpers angebracht
sein, z. B. beim Bogen zum SchieBen: hier ist die Sehne zwischen zwei Punkten
des Bogens angebracht, man kann dann die Sehne durch zwei duBere Krafte
ersetzen, die an den Enden des Bogens angreifen. Ahnlich behandelt man
magnetische Krifte zwischen verschiedenen Punkten desselben Korpers.)

Verschieben sich die Angriffspunkte der Kraft gegeneinander, so wird eine
Arbeit geleistet. Die inneren Krifte des Kérpers konnen nur dann eine Arbeit
leisten, wenn sich die einzelnen Punkte des Korpers gegeneinander bewegen, d. h.
wenn sich der Kérper verformt. Bei einer Fortbewegung des ganzen Korpers
ohne Anderung der #uBeren Krifte leisten die inneren Kréfte keine Arbeit.
Soll bei einer virtuellen Verriickung des Korpers iiberhaupt keine Arbeit geleistet
werden, so muB ebenfalls die Arbeit der duBeren Krifte verschwinden. Gleich-
gewicht an einem verformten Korper besteht daher nur dann, wenn die an ihm
angreifenden duBeren Krifte fiir sich im Gleichgewicht stehen.

Diese Gleichgewichtsbedingung gilt fiir jeden beliebigen Korper; sie muB
daher auch fiir jeden Teil eines Kérpers gelten, den man sich durch einen ideellen
Schnitt von dem urspriinglichen Korper abgetrennt denken kann. Man muf
dann imstande sein, alle Krifte (sowohl die duBeren als auch die inneren), die
auf einen derartigen Teil wirken, anzugeben. Die duBeren Krafte werden sich
leicht auf die durch den ideellen Schnitt entstehenden beiden Abschnitte des
Korpers verteilen lassen. Standen die am ganzen Korper wirkenden 4ufBeren
Krifte im Gleichgewicht, so werden die duBeren, an den beiden Teilen wirkenden
Krifte je eine Resultierende ergeben, die im Raume im allgemeinsten Falle aus
einer Kraft und einem Moment um die Achse der Kraft besteht?). Die Resul-
tierenden der beiden Abschnitte sind von gleicher GréBe, aber umgekehrter
Richtung. Sie stellen die Krifte dar, die vor der Schnittlegung von dem einen
Korperabschnitt auf den anderen iibertragen wurden. Stellt man den Schnitt
tatsichlich her, so werden die beiden Abschnitte damit im allgemeinen die
Fihigkeit verlieren, die genannten Krifte aufeinander auszuiiben. Die fiir die
Elastizititslehre einzufithrenden inneren Krifte hat man sich daher als ,,Nah-
krifte’ vorzustellen, die ihren Sitz in der unzerstérten ideellen Schnittfliche
haben, und sie lassen sich als solche lokalisieren.

Betrachtet man ein unendlich kleines Flichenstiick, so erkennt man leicht,
daB die iibertragenen Momente weit schneller mit der Fliche abnehmen als die
Krifte, weil fiir ein Moment auBer der Kraft auch der mogliche Hebelarm ver-
schwindet. Das Flichendifferential kann daher nur eine Kraft iibertragen,
die durch die Richtung der Fliche in eine Normal- und eine Tangentialkompo-
nente zerlegt werden kann. Die Normal- und Tangentialkomponente der inneren
Krifte, bezogen auf eine Flicheneinheit der Schnittfliche, werden als die Nor-
malspannung und die Schubspannung des Flichenelementes bezeichnet.

1) Vgl. dieses Handb. Bd. V, Kap. 6.
1*
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Die Dimension einer derartigen Spannung ist eine Kraft dividiert durch eine
Fliche, also z. B. kg/cm? (dyn/cm?). Die Spannungen, die in einer endlichen
Schnittfliche auftreten, setzen sich zu der bereits genannten resultierenden Kraft
und dem Moment zusammen, die beide mit den dufBleren Kriften des abgeschnit-
tenen Teils im Gleichgewicht stehen.

Da der Kérper durch die gedachte Schnittfliche zur Aufstellung der Gleich-
gewichtsbedingung vollstindig durchschnitten sein muB, kann man durch eine
infinitesimale Verriickung der Schnittfliche keine weiteren Angaben iiber die
Verteilung der Spannungen iiber die Schnittfliche erhalten. Die Verteilung
der Spannungen im Inneren des Korpers laBt sich in einfachen Fillen aus
Symmetrie- oder dhnlichen Griinden schliefen, im allgemeinen Fall findet man
sie aber nur durch Beriicksichtigung der durch die Spannungen bedingten Form-
dnderung des Korpers. Die Verformung der ideellen Schnittfliche muB sich
bei beiden Teilen entsprechen, da der Kérper tatsichlich zusammenhiingend
bleiben soll.

Die Formanderung und die inneren Spannungen eines Korpers lassen sich,
von einfachen Fillen abgesehen, nicht unabhingig voneinander behandeln. Sie
sind durch die elastischen Eigenschaften des Kérpers miteinander verkniipft.
Es gilt also zunichst, die elastischen Eigenschaften der Stoffe zu untersuchen,
um diejenigen Daten der Elastizitdtslehre zu finden, die durch den Stoff des
verformten Kdérpers gegeben sind.

4. Der Zugversuch. Ein einfacher Fall der Beanspruchung eines Korpers,
bei dem sich die Spannungen und die Forminderungen des Korpers getrennt

behandeln lassen, ist die Zugbeanspru-

QEE_E. . J"f—] chung eines prismatischen Kérpers in
P ' 7 ——_J?  seiner Lingsrichtung. Daher dient ge-
Abb. 1. Probestab fiir den Zugversuch. rade der Zugversuch dazu, die, elasti-

schen Eigenschaften der Stoffe, ins-
besondere der Baustoffe, fiir die Praxis zu untersuchen. Der Zugversuch soll
hier in der Form beschrieben werden, wie er tiglich in der Praxis ausgefithrt wird.
Aus dem zu untersuchenden Baustoff wird ein Probestab (Abb. 1) her-
gestellt, der in seiner MeBstrecke ein rechteckiges oder kreiszylindrisches Prisma
darstellt, an das sich durch sanfte konische Uberginge die ebenfalls runden oder
rechteckigen Einspannkopfe anschlieBen. Durch die sanften Ubergidnge wird
erzielt, daB} sich die an den Einspannképfen in beliebiger Weise angreifenden
axialen Krifte P gleichmiBig iiber den Querschnitt der MeBlinge des Stabes ver-
teilen. Im allgemeinen kann man den zu untersuchenden Baustoff dann als
gleichmiBig ansehen, wenn seine natiirlichen Stoffelemente (Molekeln oder
Kristalle u.d.) hinreichend klein gegenitber den Abmessungen des Versuchs-
koérpers sind, so daB man ohne Riicksicht auf die GréBe der Stoffelemente die
Ergebnisse an einem Probekérper sofort auf alle geometrisch dhnlichen ‘Probe-
korper desselben Stoffes iibertragen darf. Wenn der zu untersuchende Stoff
-auBerdem noch von der Art ist, da er nicht durch seine rdumliche Orientierung
irgendwelche Richtungen des Raumes bevorzugt, so ist die Spannung beim
Zugversuch eine gleichmaBig iitber den Querschnitt der Mefllinge verteilte Normal-
spannung. Man kann das leicht durch Langsunterteilung des beanspruchten
Prismas und beliebiger Vertauschung der entstandenen Streifen ableiten.
Die beim Zugversuch auftretende Spannung innerhalb der MeBlinge ist
daher ¢ = P/F, wenn mit F die Flache des Stabquerschnittes bezeichnet wird.
Diese Beanspruchung des Stabes ist mit einer Lingung des Stabes und mit eine:
Verringerung des Querschnittes verbunden. Da die Lingung des Stabes die haupt-
sichliche Formidnderung darstellt, soll sie zunichst allein behandelt werden
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Auf dem prismatischen Teil des Stabes sei die MeBlinge / aufgetragen. Bei
der Belastung mit der Kraft P mdge diese auf / 4 A7 angewachsen sein. Dann
ist unter der bereits angegebenen Voraussetzung gleichmiBigen Materials die
bezogene Lingeninderung oder die Dehnung ¢ = 4I/I. Belastet man den Stab
allméhlich bis zum Bruch, und trigt man die dabei auftretenden Werte ¢ und ¢
in Abhingigkeit voneinander auf, so erhidlt man bei den meisten Stoffen eine
Kurve von der Art, wie sie in Abb.2 angegeben ist
(Spannungs-Dehnungsdiagramm). Abb. 2 ist fiir FluB-
eisen aufgenommen und zeigt im ersten Teil — also bei
geringen Belastungen des Stabes — ein verhiltnis-
gleiches Ansteigen von ¢ und e. Das Diagramm ist in
diesem ersten Teil stark verzerrt aufgezeichnet. In Wirk-
lichkeit verliuft das erste gerade Stiick der Kurve viel
steiler. Tatsdchlich gehért zum Punkte S, nur eine
Dehnung ¢ von rund 0,1%, wihrend der Bruch etwa
mit 30% Dehnung verbunden ist.

Mit ansteigender Belastung nimmt die Dehnung Abb- 2. Sﬁ?ﬁgﬁffemungs'
stiarker zu als die Spannung. Im Punkte S, der oberen
Streck- oder FlieBgrenze?), sinkt sogar die Spannung bei weiterer Lingung
des Stabes. Es wird hier plotzlich der FlieBvorgang eingeleitet, der darin
besteht, daB der Stab sich zunichst mehr oder weniger ruckweise sehr
stark lingt, wobei die Oberfliche des Stabes runzelig wird. Mit fortschreiten-
der Dehnung wichst auch die Spannung wieder bis zum Punkte B, an dem
sie ein Maximum erreicht. Von hier an sinkt die Spannung im Stabe. An
einer Stelle des Stabes tritt jetzt noch eine groBere Formdnderung ein, die

Eﬁl e __ﬂ

Abb. 3. Einschniirung vor dem Bruch. Abb. 4. ZerreiBbruch.

duBerlich dadurch sichtbar wird, daB sich der Stab hier einzuschniiren beginnt
(Abb. 3 und 4). Am engsten Querschnitt dieser Einschniirungsstelle steigt die
Spannung infolge der Verminderung der iibertragenden Querschnittsfliche trotz
der abnehmenden Spannung im tiibrigen Stabe. Hier tritt schlieBlich der Bruch
ein. Der FlieBvorgang verrit durch das runzelige AuBere der Oberfliche eine
gewisse UngleichmiBigkeit des Materials, und die Einschniirung geschieht an
der zufillig schwichsten Stelle des Stabes. Die prismatische Form des Stabes
andert sich durch die Einschniirung, und die gleichméBige Spannungsverteilung
iiber den Stabquerschnitt hort damit auf. Das FlieBen und besonders das Ein-
schniiren stellt der Elastizititslehre schwierige Probleme. Die eigentliche Elasti-
zititslehre geht daher nicht iiber die FlieBgrenze hinaus. Erst in jiingerer Zeit
finden sich Ansitze fiir dieses Gebiet?). Die Technik, die wegen der Vermeidung
von Briichen bei Bauteilen besonders an der Qualifikation von Baustoffen
interessiert ist, greift jedoch aus Mangel an physikalisch begriindeten Kenn-
zeichen zu folgenden willkiirlich festgelegten GroBen:

a) Die Bruchfestigkeit op,; sie stellt die Kraft P am Punkte B des
Diagramms in Abb. 2 dar, dividiert durch die Fliche F, die der Stab vor der
Belastung hatte.

b) Die Bruchdehnung ez, d.h. die mittlere Dehnung 47/l einer MeB-
linge /, die dem 10fachen Stabdurchmesser entspricht. Zur Feststellung der

1) Uber Zahlenwerte s. Anhang zu diesem Band. 2) Siehe Kap. 6 ds. Bd. des Handb.
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Bruchdehnung werden die beiden Stiicke nach Eintritt des Bruches aneinander-
gehalten und die Entfernung / 4 A7 der die MeBlinge begrenzenden Marken be-
stimmt. Das MeBergebnis wird nur dann als giiltig anerkannt, wenn die Ein-
schniirung und die davon in Mitleidenschaft gezogenen Gebiete innerhalb der
MeBlinge liegen. Statt eines Probestabes mit einer MeBlinge vom Zehnfachen des
Durchmessers werden auch oft sog.,,kurze* Probestibe mit fiinffacher Meflinge
verwendet. Bei der Angabe der erzielten Bruchdehnung mufl die GroBe der
zugehorigen MeBlinge besonders mitgeteilt werden.

c) Die Bruchkontraktion, d.h. die Querschnittsverminderung an der
Stelle der gréten Einschniirung.

Der ZerreiBversuch kann abgebrochen werden, nachdem die FlieBgrenze
iiberschritten und bevor der Bruch eingetreten ist. Man stellt dann nach dem
Entlasten eine bleibende Dehnung fest. Wenn man diesen gedehnten Stab einem
neuen Zugversuch unterwirft, so erhilt man fiir ihn eine neue FlieBgrenze, die
hoher liegt, als die zuerst ermittelte. Durch mehrfaches Wiederholen kann auf
diese Weise die Flie3grenze weiter und weiter erh6ht und bis nahe an die Bruch-
grenze gesteigert werden. Man sieht daraus, daBl die FlieBgrenze keine eigentliche
Materialeigenschaft ist, sondern eine GréBe, die von der Vorgeschichte des Bau-
stoffes abhingt, z. B. von den Verformungen, die er beim Walzen, Schmieden usw.
erlitten hat. Auch die Zeit, die zwischen den einzelnen Verformungen ver-
strichen ist, spielt dabei eine Rolle und ebenso natiirlich die Temperaturen,
denen der Baustoff ausgesetzt war.

Die Bruchfestigkeit ist eine den Rechnungen der Technik angepafte GroBe,
deren Berechtigung man sofort erkennt. Die Bruchdehnung und -kontraktion
sind nur als Vergleichszahlen zu verwenden; sie sind bei zihem Material groB,
bei sprédem klein.

Physikalisch wichtige Werte der Materialien werden auf dem Ast der Kurve
vom Nullpunkt bis zur FlieBgrenze gefunden. Vom Nullpunkt geht die Kurve
in irgendeiner Richtung aus. Fir einige Stoffe (Kupfer, GuBeisen, Beton) weist
die Kurve gleich im Anfang eine merkliche Kriimmung auf. Fiir die meisten
Stoffe ist sie aber zunichst vollstindig gradlinig und beginnt sich erst bei hoherer
Belastung zu kriimmen. Die Grenze, bis zu der die Dehnung verhiltnisgleich
der Spannung ist, wird Proportionalititsgrenze genannt. Bleiben die
Spannungen bei der Formédnderung eines Kérpers unterhalb der Proportionalitits-
grenze, so sind Spannung und Dehnung einander verhiltnisgleich Die Be-
ziehung zwischen Spannung und Dehnung des Baustoffes ist dann durch den

Elastizititsmodul E = Si gekennzeichnet. Fiir physikalische Betrachtungen,

vor allem fiir Betrachtungen des Gleichgangs der Uhren mit Unruhe — ist es
wichtig, dal der Elastizititsmodul in erheblichem MaBe von der Temperatur
des Baustoffes abhingt. Diese Erscheinung hat namentlich die Abhingigkeit
des Ganges der nicht ausgeglichenen Taschenuhren von der Temperatur zur
Folge, wihrend der EinfluBl der Ausdehnung der Schwungmasse erst in zweiter
Linie die GleichméaBigkeit des Ganges stért. Bei Pendeluhren tritt diese Er-
scheinung nicht auf, da die Riicktriebkraft vom konstanten Erdschwerefeld her-
rithrt, das nicht von der Temperatur beeinfluit ist.

Eine weitere Grenze ist dadurch bestimmt, da die Dehnungen des Baustoffs
bei geringen Belastungen mit der Entlastung wieder vollstindig zuriickgehen
(elastische Forminderung), wihrend nach gréBeren Belastungen bei der Ent-
lastung eine Dehnung zuriickbleibt (plastische Forminderung). Die hierdurch
bestimmte Grenze wird die Elastizitdtsgrenze des Materials genannt. Sie
liegt hoher als die Proportionalitdtsgrenze. Wenn die Belastung iiber die Elasti-
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zititsgrenze getrieben wird, so kénnen die nach der Entlastung zuriickbleibenden
Dehnungen entweder dauernd bestehen bleiben oder sie kénnen zum Teil mit
der Zeit langsam zuriickgehen. Dies letztere Verhalten bezeichnet man als
elastische Nachwirkung. Das Uberschreiten der Elastizititsgrenze und die
dadurch bedingte bleibende Dehnung wird vielfach als das Anzeichen einer
dauernden Beschidigung des Baustoffes angesehen!). Gegen diese Auffassung
spricht allerdings die Tatsache, daBl man die Elastizititsgrenze bei Drehschwin-
gungsversuchen an Probestiben aus bestimmten Stahlsorten ganz wesentlich
iberschritten hat, ohne trotz viel hundertmillionenfacher Belastungswechsel
einen Bruch zu erhalten?).

Sowohl die Elastizititsgrenze als auch die Proportionalititsgrenze sind
keine eindeutig festliegenden Grenzen. Beide hingen vielmehr von der Ge-
nauigkeit der MeBinstrumente ab, mit denen die bleibende Forminderung bzw.
die Abweichungen von der Proportionalitit bestimmt werden. Beide Grenzen
werden deshalb in der Regel zur Kennzeichnung des Baustoffs nicht verwandt.
An ihrer Statt wird der Technik vielfach die Flielgrenze (Abb. 2, Punkt S,)
herangezogen, bei der erstmalig groBe Abweichungen von der Beziehung

&= Ei beobachtet werden. Ausgesprochene FlieSgrenzen haben vor allem

einige der meistverwendeten Eisensorten, so daBl die Ermittlung der FlieBgrenze
bei der Giitebestimmung des Eisens eine besondere Rolle spielt.

Infolge der Proportionalitit des Baustoffs bei nicht zu groBen Belastungen
werden die Spannungen bei der Berechnung von Bauteilen in der Regel verhilt-
nisgleich den Dehnungen gesetzt, falls nur die Proportionalititsgrenze geniigend
hoch liegt, so daf sie bei den normalen zulissigen Beanspruchungen des Materials
an keiner Stelle {iberschritten wird. Da diese Voraussetzung bei den meisten
Baustoffen wenigstens angenihert zutrifft, wird den Elastizititsberechnungen
fast ausschlieBlich die von dem englischen Physiker HOOKE3) angegebene voll-
stindige Proportionalitit zwischen Spannungen und Dehnungen als das sog.
HookEsche Gesetz zugrunde gelegt. Das HookEesche Gesetz schlie3t in sich die
Méglichkeit, einen zusammengesetzten Spannungszustand aus seinen einzelnen
Bestandteilen zu superponieren. Diesen Vorteil verwendet die mathematische
Elastizitatslehre, indem sie sich grundsitzlich auf das HookEsche Gesetz stiitzt.
Sie liefert daher fiir die meisten Baustoffe bei den praktisch auftretenden
Beanspruchungen richtige Werte, fiir die Stoffe mit niedriger Proportionalitits-
grenze in den meisten Fillen noch eine recht gute Anniherung.

Beim Zugversuch ist zwar die Dehnung des Baustoffs die hauptsichliche
Forminderung, die Querkontraktion des Stabes, d.h. die Verminderung
seines Querschnittes mit der Belastung ist aber auch wohl zu beachten. Bei der
elastischen Forménderung bleibt die Form des Querschnittes erhalten: er wird
dhnlich verkleinert. Die Querkontraktion ist daher die Verringerung irgendeiner
Linge des Querschnittes (z. B. des Stabdurchmessers bei kreisférmigem Quer-
schnitt) im Vergleich zu ihrer urspriinglichen Linge. Die Querkontraktion ist
in demselben Bereich wie die Dehnung verhiltnisgleich der Beanspruchung des
Stabes; sie 148t sich daher zur Dehnung in Beziehung setzen. Die Verhiltniszahl
zwischen Dehnung und Querkontraktion wird die PoissoNsche Konstante m
genannt, deren GréBe durch einen Versuch bestimmt werden kann. Fiir den Wert
dieser Konstanten kénnen durch bloBe Uberlegung zwei Grenzwerte angegeben
werden. Ist in einem Material keine Querkontraktion zu verzeichnen, so hat die

1) Z. B. G. WELTER, ZS. f. Flugtechn. Bd. 18, S. 418. 1927.
%) O. FoppL, ZS. f. Flugtechn. Bd. 19, S. 2. 1928.
3) R. Hooke, Lectures de potentia restitutiva of springs. London 1686.
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PoissoNsche Konstante den Wert # = oo. Bei einem derartigen Baustoff wiirde
die Dichte oder das spezifische Gewicht bei einer Zugbeanspruchung abnehmen.
Bei den meisten Stoffen wirkt aber die Querkontraktion der Abnahme der Dichte
beim Zugversuch mehr oder weniger entgegen. Eine Zunahme der Dichte bei
Zugbeanspruchung wire widersinnig. Infolgedessen ist als kleinster Wert der
PoissoNschen Konstanten m = 2 zu setzen; denn durch diese Zahl ist die Volum-
bestidndigkeit des Stoffes ausgedriickt. Zwischen den Werten m = oo und m = 2
muB die Porssonsche Konstante bei allen Stoffen liegen; fiir die meisten Baustoffe,
insbesondere die Metalle, liegt sie zwischen 3 und 4. Fiir schmiedbares Eisen

wird gewohnlich m = %) gesetzt.

5. Der Druckversuch. Der Zugversuch liefert als innere Krifte Normal-
spannungen in der Richtung der Lingsachse des Zugstabes und hat als Form-
inderung eine Dehnung und eine Querkontraktion im Gefolge. Der Druck-
versuch kommt dadurch zustande, da man die Richtung der duBeren Krifte
des Zugversuches umkehrt. Es werden sich dann auch die inneren Krifte um-
kehren, ebenso die Forminderungen (die Dehnung und die Kontraktion).
Mathematisch ausgedriickt dndert sich fiir alle diese GréBen nur das Vorzeichen.
Es gibt daher auch fiir die Druckspannungen eine Proportionalitits-, Elastizitits-
und FlieBgrenze. Nach Uberschreitung dieser Grenzen ist ein groBerer Unter-
schied zwischen Zug- und Druckversuch leicht erklirlich, denn in dem ersten
Falle entfernen sich die Einspannenden voneinander, so da das Probestiick
durch den Bruch in zwei rdumlich getrennte Teile zerfillt. Beim Druckversuch
nihern sich die Einspannenden wihrend des Versuches, und das Material muf3
nach der Seite fortgedringt werden. Es sind daher die Brucherscheinungen in
beiden Fillen recht verschieden.

Der Druckversuch kann jedoch auch noch in anderer Weise einen Unter-
schied bringen. Selbst unterhalb der Proportionalititsgrenze der Druckspan-
nungen, wo die Giiltigkeit der Proportionalitdt zwischen den Spannungen und
ForminderungsgroBen und damit des Superpositionsgesetzes selbstverstindlich
ist, kann diese Abweichung auftreten. Innerhalb des Giiltigkeitsbereiches des
Superpositionsgesetzes entspricht jedem Gleichgewichtszustand des Zugversuches
ein Gleichgewichtszustand des Druckversuches, bei dem nur die Vorzeichen aller
verdnderlichen GroBen vertauscht sind. Es kann dies aber in einem Falle ein
stabiler, im anderen Falle ein labiler Gleichgewichtszustand sein. Die Stabilitit
ist beim Zugversuch stets erfilllt. Beim Druckversuch macht sich jedoch bei
Stdben, die im Verhiltnis zu den Abmessungen ihres Querschnittes sehr lang sind,
bei Uberschreitung einer gewissen Spannung eine Unstabilitit dadurch bemerkbar,
dafl der Druckstab seitlich auszuknicken versucht. Diese Knickgefahr selbst
wird spater?!) behandelt. Fiir den normalen Druckversuch wihlt man, um das
Ausknicken sicher zu vermeiden, einen zylindrischen oder prismatischen Probe-
korper, dessen Linge nicht groBer sein darf als das 4fache der Durchmesser.
Gewoéhnlich wird der Druckversuch an wiirfelférmigen Probekérpern vorgenom-
men. Die absoluten Zahlen der an wiirfelformigen Probekérpern gewonnenen
Festigkeitswerte werden falsch beurteilt, wenn man vernachléssigt, daB3 die auf-
liegenden Wiirfelflichen durch die Reibung an den Druckplatten zusammen-
gehalten werden?).

Fir Metalle sind die beim Druckversuch gewonnenen Proportionalitits-,
Elastizitits- und Bruchgrenzen angendhert gleich den beim Zugversuch ge-
wonnenen. Das GuBeisen bildet hier jedoch eine Ausnahme, da es auf Zug viel

1) Siehe Kap. 3, Abschn. X ds. Bd. des Handb.
2) Siehe A. FéppL, Mitt. a. d. Mech. Techn. Laboratorium, H. 27, Miinchen 1900.
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weniger auszuhalten vermag als auf Druck. Sehr verschieden sind die Bruch-
grenzen fiir Druck und Zug bei allen Stoffen, die aus kérnigen Elementen be-
stehen, die durch ein verhiltnismiBig schwaches Bindemittel zusammengehalten
werden. Hier ist beim Zugversuch die Festigkeit des Bindemittels maBgebend,
wihrend beim Druckversuch die kérnigen Bestandteile selbst den Druck auf-
nehmen und das Bindemittel nur ein seitliches Ausweichen der Kérner verhindert.
Das praktisch wichtigste Beispiel hierfiir ist der Beton, der Zugkrifte nur in ganz
geringem MaBe auszuhalten vermag, wihrend er bei Druckbeanspruchung eine
sehr groBe Festigkeit zeigt.

6. Statische und dynamische Festigkeit. Unsere bisherigen Betrachtungen
bezogen sich auf die statische Festigkeit, bei der der Endspannungszustand
durch allmédhliches Auftragen der Belastung erreicht wird. Die Briiche, die
im praktischen Betrieb auftreten, sind aber vielfach auf St6Be zuriickzufithren,
bei denen der Baustoff sehr rasch aus dem unbelasteten Zustand in den belasteten
iibergefithrt wird. Man spricht im letzteren Fall von der dynamischen Festig-
keit der Baustoffe. Durch geeignete MeBvorrichtungen kann man den Ver-
lauf der dynamischen Beanspruchung auch in einem Spannungs-Dehnungsdia-
gramm wiedergeben, das durch einen Laboratoriumsversuch an einer Schlag-
Druckprobe oder einer Schlag-Zugprobe gewonnen wird. Versuche, die in der
letzten Zeit zur Feststellung der dynamischen Festigkeit vorgenommen worden
sind, haben ergeben, daf das dynamische Spannungs-Dehnungsdiagramm zum
mindesten fiir das Eisen nicht sehr groBe Abweichungen gegen das statische
Diagramm aufweist. Nach KORBER und V. STRORPY) treten beim dynamischen
Zugversuch an verschiedenen Weicheisen und Nickelstahlproben um rund 15
bis 30% groBere Werte fiir die Héchstbeanspruchung auf als beim statischen
Versuch, wihrend die schlieBlich erreichten Dehnungen (Bruchdehnungen) in
beiden Fillen etwa gleich sind. Bei anderen Werkstoffen, vor allem bei Faser-
stoffen, scheint dagegen die Geschwindigkeit, mit der die Last aufgetragen wird,
einen wesentlich gréBeren EinfluB auf das Ergebnis zu haben.

7. Die Schubspannung. Die Schubspannungen koénnen aus Spannungs-
zustdnden, in denen die Normalspannungen die naheliegendsten sind, gewonnen
werden. Man erhilt z. B. Schubspannungen, wenn man sich beim Zugversuch
einen Schnitt durch den Probestab unter beliebigem Winkel zur Stabachse gelegt
denkt. Legt man die Schnittebene unter 45° zur Stabachse, so erreichen die
Schubspannungen ihr Maximum, sie treten aber immer noch gemeinsam mit
Normalspannungen auf. Zwei Versuche, bei denen die Schubspannungen in
einer Schnittrichtung ohne Normalspannungen auftreten, sind der Scherversuch
und der Verdrehungsversuch.

Schneidet man aus einem Koérper ein Elementarparallelepiped heraus, so
fallen die Normalspannungen einander gegeniiberliegender Seiten in dieselbe
Gerade, auBerdem haben sie bei hinreichend kleiner Kantenlinge des Parallel-
epipeds in erster Anniherung die gleiche GréBe. Die auf die einzelnen Seiten-
flichen treffenden Normalspannungen heben sich daher in erster Annidherung
aus den Gleichgewichtsbedingungen des Elementarparallelepipeds heraus. Bei
den Schubspannungen ist es anders: sie treten an gegeniiberliegenden Seiten in
Richtung der Flichen auf und bilden daher Kriftepaare. Schubspannungen
miissen stets in zwei zueinander senkrechten Richtungen in gleicher GréBe auf-
treten, damit sich die von ihnen gebildeten Momente gegeneinander aufheben
und das Volumelement im Gleichgewicht bleibt?). Zwei Paare von solchen Schub-

1) F. K6RBER u. v. STorP, Uber den Kraftverlauf bei der Schlagpriifung. Mitt. a. d.
Eisenforschungsinstitut Disseldorf 1925.
2) Fiir die genaue Ableitung dieses Satzes s. Kap. 2, Ziff. 7 ds. Bd. des Handb.
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spannungen, die an zwei aufeinander senkrechten Seitenflichen senkrecht zur
gemeinsamen Kante auftreten und deren Momente sich gegeneinander heraus-
heben, nennt man zugeordnete Schubspannungen.

8. Der Scherversuch. Ein stabférmiger Koérper soll von einem bestimmten
Querschnitt an eingespannt sein, die Ebene dieses Querschnittes soll Einspannebene
genannt werden. Das herausragende Ende des Stabes sei mit einer Kraft P
belastet, die parallel zur Einspannebene gerichtet ist und in geringem Abstand
von derselben liegt (Abb.5). Legt man einen Schnitt durch den Stab in der

p Einspannebene, so lassen sich die in der Schnittebene iibertragenen

Krifte, die das abgeschnittene herausragende Stiick des Stabes im

P Gleichgewicht halten, zusammenfassen zu einer Kraft in Richtung

des Querschnittes und zu einem Moment, das durch Verringerung

der Entfernung der Kraft P von der Einspannebene beliebig klein

gemacht werden kann. Bei geniigend kleinem Moment ist sein Ein-

Abb. 5. Scher- fluB} zu vernachlissigen und die Kraft parallel zum Querschnitt stellt

die Summe der Spannungen dar, die in diesem Querschnitte auftreten.

Die Spannungen in diesem Querschnitt kénnen daher nur Schubspannungen sein.

Es ist die Frage zu beantworten, wie diese Schubspannungen iiber den Quer-

schnitt verteilt sind. Man konnte zunidchst annehmen, es ligen keine besonderen

Griinde vor, die eine Abweichung von der gleichm#Bigen Verteilung erfordern
wiirden.

Wir benutzen den in Ziff. 7 abgeleiteten Satz, dal Schubspannungen stets
paarweise in zwei zueinander senkrechten Richtungen in gleicher GréBe auftreten
miissen und betrachten zuerst die Schubspannungen, die in einer Ebene parallel
zur Kraft P auftreten. Die zugeordnete Richtung, in der die gleichen Schub-
spannungen im angegebenen Beispiel auftreten miissen, ist die Langsrichtung
des Stabes. Wiirde man Schubspannungen von iiberall gleicher GréBe in der
Liangsrichtung iiber den ganzen Querschnitt des Stabes annehmen, so wiirde
man das Ergebnis erhalten, daB auch am Rande des Stabes, also an der Grenze
zwischen Stab und umgebender Luft, eine Schubspannung auftritt, und das
wiirde den Grenzbedingungen widersprechen. Der Satz iiber die Zuordnung
der Schubspannungen in einer Richtung senkrecht zu der ersten zeigt also, dafB3
die Schubspannung in dem Einspannquerschnitt am oberen und unteren Rande
gleich Null sein muB. Die Schubspannung kann daher bei dem durch Abb. 5
veranschaulichten Scherversuch nicht gleichmiBig tiber den Querschnitt verteilt
sein; ihre tatsdchliche Verteilung hingt von der Gestalt des Querschnittes ab
und 148t sich nur durch eine umstindliche Rechnung finden. Die mittlere Schub-
spannung 7, =}P/F, wobei F den Flicheninhalt des Querschnittes darstellt,
kann als Vergleichszahl bei geometrisch dhnlichen Querschnitten herangezogen
werden. Sie wird in der Technik besonders bei der Berechnung von Nieten ver-
wandt. Als grundlegenden Versuch zur Ermittlung des Verhaltens der Stoffe bei
Schubspannungen kann man dagegen den durch Abb.5 wiedergegebenen Be-
lastungsfall nicht ansehen, sondern man muf} zu diesem Zwecke die Verdrehung
eines Kreiszylinders betrachten, der durch ein Moment beansprucht ist, dessen
Achse parallel zur Zylinderachse gerichtet ist.

9. Der Verdrehungsversuch. Beim Scherversuch ist gezeigt worden, daf3
eine Schubspannung nach dem Rande des Querschnittes hin abnehmen mu8,
falls sie auf den Rand zu gerichtet ist. Betrachtet man ein Rohr vom mitt-
leren Halbmesser # und der Wandstirke 67, das auf Verdrehen beansprucht
ist, so kénnen in einem Hauptquerschnitt bei kleiner Wandstirke 7 nur
Schubspannungen auftreten, deren Richtung nicht aus dem Zylindermantel
herausweist. Das Drehmoment M, das auf das Rohr wirkt, muBl in jedem
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Querschnitt tibertragen werden. Daher treten in jedem Querschnitt Schub-
spannungen in der Umfangsrichtung auf, die aus Symmetriegriinden {iiberall
gleichgroB sind. Diese Schubkrifte haben an jeder Stelle des Umfanges den
Abstand 7 von der Achse. Bezeichnet man die auftretende Schubspannung
mit 7, so wird in jedem Querschnitt ein Verdrehungsmoment von der GréfSe
M = (2nrdr)rv = 2ar27dr ibertragen, wobei 2mrdr die Querschnittsfliche
und 77 das Moment der Schubspannung an jeder Stelle darstellt. Die zu-
geordnete Schubspannung von gleicher GréBe tritt in der Lingsrichtung des
Rohres auf.

Durch das Drehmoment M werden die beiden Endflichen des Rohres
gegeneinander verwunden. Es moge das eine Ende des Rohres festgehalten
sein und die Verdrehung in der Entfernung !
vom festen Ende den Winkel ¢ betragen
(Abb. 6). Jede urspriinglich axiale Linie auf
dem Rohr ist dann um den Winkel y = ¢7/I
gegen ihre urspriingliche Richtung geneigt.

Durch zwei benachbarte Querschnitte und
zwei benachbarte Lingsschnitte wird aus dem
Rohr ein Parallelepiped herausgeschnitten.
Dieses Volumelement wird bei der Beanspru-
chung durch die Schubspannungen an den Abb.6. Verdrehungsversuch (Schubspannungen).
Schnittflichen wegen des elastischen Nach-
gebens in der Richtung der Schubspannungen um die bezogene Schiebung y ver-
formt. In der radialen Richtung kann dabei aus Symmetriegriinden keine Form-
dnderung eintreten. Die Schiebung y hat also keinen EinfluB auf die Wand-
stirke d7 des Rohres, dessen Volumen in erster Annidherung konstant bleibt.

Die Schiebung y, die das Volumelement des Rohres erleidet, 148t sich
in Abhingigkeit von der Schubspannung 7 in Diagrammform auftragen. Man
erhilt hier dhnliche Verhiltnisse wie in Abb. 2 von Ziff. 4. Das Verhiltnis der
Spannung z zur Schiebung y wird unterhalb der Proportionalititsgrenze als
Schub- oder Gleitmodul G = t/y be-
zeichnet, der dem bei der Normalspannung
auftretendenFElastizitdtsmodulE entspricht
und die gleiche Dimension (kg/cm?2) hat.

Der Ubergang von der reinen Schub-
spannung zu der reineanormaISPannung Abb. 7. Verdrehungsversuch (Normalspannungen),
14Bt sich an diesem Beispiel leicht durch-
fithren, wenn man das Rohr statt durch Quer-und Lingsschnitte durch Schnitte auf-
teilt, die rechts- und linksgédngige Schraubenlinien darstellen, die zur Stabachse um
45° geneigt sind (s. Abb. 7). Da die Schiebung y in den Hauptschnittrichtungen als
sehr klein vorausgesetzt wird, kann man statt der Sinus- und Tangensfunktion dieses
Winkels den Winkel in Bogenmall schreiben. Unter dieser Voraussetzung
ibersieht man sofort, dafl die Schraubenlinien unter 45 ° infolge der bei der Be-
anspruchung auftretenden Verformung um den Winkel y/2 flacher oder steiler
werden, je nachdem das Moment im Sinne oder gegen den Sinn der Schraubung
dreht. Der Winkel zwischen den links- und rechtsgdngigen Schraubenlinien bleibt
dabei (da die einen um den gleichen Betrag steiler wie die anderen flacher werden)
ein rechter, wihrend jedes Volumelement eine Drehung um den Winkel y/2
erfihrt. AufBlerdem erfahren die im Verdrehungssinne verlaufenden Schrauben-
linien eine bezogene Dehnung von der GréBe y/2, wihrend die entgegengesetzten
um denselben Betrag verkiirzt werden. In der 45°-Richtung treten daher Zug-
und Druckbeanspruchungen des Volumelementes auf, deren GroBe sich aus




12 Kap. 1. A.BusemanN und O. F6ppL: Grundlagen der Elastomechanik.  Ziff. 10.

Gleichgewichtsbetrachtungen gleich der GréBe der Schubspannungen z in der

Quer- und Lingsrichtung ergibt. Auf diese Weise wird es moglich, die bei den

Schubspannungen neu erscheinende Gréfe des Gleitmoduls G auf die beim

Zug- und Druckversuch gewonnenen GréBen des Elastizititsmoduls E und der
m

A1)

Das Ergebnis des Verdrehungsversuchs, d. h. die Abhédngigkeit zwischen y
und 7, kann bei den Voraussetzungen der mathematischen Elastizitdtstheorie
schon aus dem Zugversuch erhalten werden. Trotzdem ist der Verdrehungs-
versuch eines diinnwandigen Rohres nach dem Gesagten sehr gut geeignet, als wei-
terer grundlegender Versuch neben dem Zerreilversuch die Eigenschaften des
Baustoffes aufzukliren. Gegen die praktische Durchfithrung des Versuches
spricht aber die Tatsache, daf3 die Verdrehung eines Rohres von geringer Wand-
starke unstabil ist. Es wird daher nétig sein, eine verhiltnismiBig groBe Wand-
stirke oder sogar einen Vollzylinder fiir einen tatsichlichen Versuch zu wihlen.
Die Einfachheit des Spannungszustandes geht dadurch etwas verloren. Da sich
jedoch beim Rohr in der radialen Richtung nichts dndert, vertrigt es sich, den
Vollzylinder aus vielen konzentrischen Rohren zusammengesetzt zu ‘denken,
die sich gegenseitig bei der Beanspruchung nicht stéren, so dal durch die zylin-
drischen Schnittflichen keine Spannungen iibertragen werden. Damit dann bei
der Verdrehung in jedem Querschnitt keine Verdrehung der einzelnen Ringe
gegeneinander eintritt, miissen alle Rohre im Abstand ! vom Einspann-
querschnitt um denselben Winkel ¢ verdreht werden. Die spezifische Schiebung
y ist in jedem Querschnitt y = @#/l; sie ist also dem jeweiligen Halbmesser #
verhiltnisgleich. Solange die Beanspruchung an keiner Stelle die Proportionali-
tatsgrenze iiberschreitet, treten daher in jedem Querschnitt Schubspannungen
auf, die verhiltnisgleich der Entfernung von der Achse sind.

Der Verdrehungsversuch 1Bt sich jedoch auch auBerhalb der Propor-
tionalitdtsgrenze auswerten und auf ein Rohr zuriickfiithren, falls man die
Infinitesimalrechnung und die Analogie geometrisch #hnlicher Spannungszu-
stinde voraussetzen darf, d.h. solange die kleinsten Bestandteile des Stoffes
hinreichend klein gegeniiber den Abmessungen des Korpers sind. Unter dieser
Voraussetzung kann man den duBersten Hohlzylinder, den man aus dem Zy-
linder herausschneiden kann, als die Differenz zweier Zylinder ansehen, mit den
Halbmessern 7 und » — d7, deren Untersuchung an einem Zylinder vom Halb-
messer 7 vorgenommen und auf den Halbmesser #» — d7 bezogen wird. Man kann
deshalb die Ergebnisse des Verdrehungsversuches am Vollzylinder selbst dann auf
ein System beliebig diinnwandiger konzentrischer Rohre beziehen, wenn die Be-
anspruchung am Vollzylinder aulen iiber die Proportionalititsgrenze hinausgeht.
So gibt der Verdrehungsversuch einen einwandfreien Weg, reine Schubspan-
nungen und die von ihnen begleiteten Forméinderungen zu untersuchen.

10. Die Formidnderungsarbeit. Jeder Kérper verformt sich beim Aufbringen
juBerer Krifte, indem er in der Richtung der auf ihn wirkenden Krifte etwas
nachgibt. Auf diese Weise stecken die duBeren Krifte Arbeit in den Kdérper
hinein, die zur Formanderung des Kérpers verwandt und daher Forminderungs-
arbeit genannt wird. Diese Arbeit kann mit Hilfe der inneren Spannungen und
Forminderungen jedes Volumelementes auch im Innern des Korpers bestimmt
werden. Am Volumelement treten Normalspannungen und Schubspannungen
auf. Unter dem EinfluB der Normalspannungen auf der Fliche dxdy erfihrt

Poissonschen Konstanten w zuriickzufiihren. Es ist!) G = E

1) Uber die genaue Ableitung dieser Formel s. Kap. 2, Ziff. 11 ds. Bd. des Handb.,
ebenso daselbst Ziff. 2 tiber andere Bezeichnungen als E, G und m. Eine Zusammenstellung
der Zahlenwerte von E, G und m findet man im Anhang des vorliegenden Bandes.



Ziff. 11. Die elastischen Eigenschaften anisotroper Stoffe. 13

die Kante dz des Volumelementes dxdydz eine Verlingerung edz. Die Form-
Anderungsarbeit fiir dieses Volumelement, herrithrend von den Normalspannungen
ist dann

a4 = f cdedxdydz,
0

oder die Forminderungsarbeit der Volumeinheit

Azfods.
0

In den meisten Fillen wird die Forminderungsarbeit gesucht unter der An-
nahme, daB im Kérper an keiner Stelle die Proportionalititsgrenze iberschritten
ist; tritt nur eine Spannung in einer Richtung auf, so kann man dann die Gleichung
benutzen ¢ = E¢. Die bezogene Forminderungsarbeit der Normalspannungen
ist in diesem Falle

A= [ads—E/ado——————os.

Die bezogene Forminderungsarbeit von einem Paar einander zugeordneter
Schubspannungen 148t sich in dhnlicher Weise bestimmen und man erhilt analog

A= /td;}-—-/rdz—— #zy

11. Die elastischen Eigenschaften anisotroper Stoffe. Der Zugversuch,
der Druckversuch und der Verdrehungsversuch sind die einfachsten Versuche,
bei denen man die Spannungen und die Verformungen getrennt betrachten kann,
solange man die Annahme macht, da8 der Stoff keine ausgezeichneten Rich-
tungen hat, also isotrop ist. Bei anderen Verformungen an isotropen Stoffen
und bei anisotropen Stoffen iiberhaupt reichen die Symmetriebedingungen nicht
so weit, daB die Spannungen und Verformungen am ganzen Korper getrennt
werden kénnen. In diesen Fillen mufl man, solange man den Stoff als beliebig
teilbar ansehen kann, also kontinuierlich rechnen darf, die Spannung und die
Verformung als Ortsfunktion ansetzen. Dann muf an jeder Stelle fiir die Spannung
das Gleichgewicht am Volumelement erfiillt sein und fiir die Verformung muf3
beachtet werden, dal der Zusammenhang der Volumelemente erhalten bleibt.
AuBerdem stehen an jeder Stelle die Spannung und die Verformung durch die
elastischen Eigenschaften des Stoffes in Beziehung zueinander. Aus beiden
ersten Bedingungen ergeben sich die Differentialgleichungen. Die dritte Be-
ziehung bringt die physikalischen Konstanten hinein; sie soll hier nidher betrachtet
werden.

An einem Elementarparallelepiped mit den Kanten parallel zu dem recht-
winkligen Koordinatensystem x, y, z kann man die auf jedes Flichenelement
wirkende Spannung in drei Komponenten entsprechend den Achsen zerlegen?).
Die Spannungen auf entgegengesetzten Flichen sind wegen ihrer stetlgen Ande-
rung und der unendlich kleinen Abmessungen des Volumelementes in erster An-
niherung einander gleich. Es sind daher auf drei Flichen je drei Spannungs-

1) Genauere Angaben iiber Spannungs- und Verzerrungstensoren mit Abbildung findet
man in Kap. 2, Ziff. 3 ds. Bd. des Handb.
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komponenten, also neun Spannungskomponenten, vorhanden, drei Normal-
spannungen und sechs Schubspannungen. Diese sollen mit 7;; bezeichnet werden,
wobei der Zeiger ¢ die Normale der Fliche darstellt, auf die die Spannung wirkt,
und % die Richtung der Spannungskomponente auf der Fliche ¢ angibt. Die
Verzerrung des Volumelementes 148t sich durch die gegenseitige Verschiebung
der einander gegeniiberliegenden Flichen angeben. Bezeichnet man mit g¢;;
die gegenseitige Verschiebung der i-Flichen in der k-Richtung, so erhdlt man
ebenfalls neun Verzerrungskomponenten. Im allgemeinsten Falle kann jede der
neun Verzerrungskomponenten eine Spannung in jeder der neun Spannungs-
komponenten hervorbringen. Nimmt man Proportionalitit zwischen Ver-
zerrungs- und Spannungskomponenten an, so 148t sich der EinfluB der Ver-
zerrung auf die Spannung durch 9x 9 = 81 Proportionalitatskonstanten angeben.
Das Schema der 81 EinfluBzahlen sei folgende Matrix (r;; heiBt vielfach ¢;):

Iz dyy ! 9zz dyz dzy qzz dzz dxy qyz
zx vy zz yz zy zx xz zy yx
Tz Axx Axx sz Ax:c Ax:c Azz Axx Azz sz
Tz vy zz yz zy zx zz Ty X2
Tyy Ayy Ayy Ayy Ayy Ayy Ayy Ayy Ally Ay!l
EZ3 vy zz yz zy zx xz Ty yx

IZZ AZZ AZZ AZZ AZZ AZZ AZZ AZZ AZZ AZZ

|
|
|
|
A | Ay A | A | A | A
|
1
|

w, | Az | aw | Az | oavioamoam a4z AT | AL
n, | AT | 4w | 4w oavz ) oam a4 | Azl | A
. | Az oAv | oAy oav | oazm Aoz | Any | Ay
n, | 4| Ay oAy A A An Az A Az
. | Azz|oau | oAz A oA | 4| A | 43| AL

Bei gegebenen 9 Verzerrungen ¢, bestimmt man daraus jede der 9 Span-
nungen 7;; durch Summierung lings der betreffenden Reihe der Matrix:

Tk = A?kl ET] + A% Qyy + -+ Ai’f‘]yx =ZAﬁ’k"sz (l =% z)
m (m==x,19,2)
Dieses vollstindige Schema der Einflufzahlen 4} wurde deswegen angegeben,
weil hierin alle Komponenten und EinfluBzahlen gleichwertig definiert sind.
Es 148t sich aber durch einige Uberlegungen vereinfachen. Zunichst verlangt
das Gleichgewicht am Volumelement, da (vgl. Ziff. 7) die zugeordneten Schub-
spannungen einander gleich sind, also 7;,, = 7y;. Dies ist immer und nur dann
erfiillt, wenn bei den EinfluBzahlen am unteren Zeiger das Vertauschungsgesetz
gilt:
Ay = Aibe
Eine Verschiebung g;; = —¢i; stellt nur eine Drehung des Volumelementes
in der ki-Ebene dar und erzeugt daher keine Spannungen. Daraus folgt:

ik B,
T = AiGir — Aim gz = 0,
also - ki
Alm = Al:n'

Es gilt also ebenfalls das Vertauschungsgesetz der oberen Zeiger. Dadurch 1Bt
sich das Schema vereinfachen, wenn man- setzt

Yek = ke
vie = 3 (@ir + qxd)
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wobei y der Verzerrungstensor ist. Man erhilt

Yz x Yvy \ Yzz ~ 2yyz l 2yzx 1 2yzy
v | 42| av | a4z | oav | a4z | a4z
e | A5 A | an | Ay 4z oA
v, | Azl av | 4| av | o4 oA
ne | A3 Ay Ay Ay A ag
T | AZD | AV | Az AV AzE | AT
w |4z | A oay, | ay | oaz | oaz

Durch die beiden Vertauschungsgesetze sind die 81 EinfluBzahlen auf 36 ver-
ringert, die den gleichnamigen im ersten Schema entsprechen (daher muBite 2y,,
usw. gesetzt werden). y,, entspricht ¢ (Ziff. 4); 2y,, entspricht y (Ziff. 9).

Erzwingt man die Verformung y,,, so ist die Forménderungsarbeit (s. Ziff.10)
4700000 = 3 A%%y2,, und entsprechend bei allen anderen Komponenten. Er-
zwingt man nach vollzogener Verformung y,, die Verformung y,,, so hat man
von vornherein gegen die Spannung t,, = A;7y,, zu arbeiten. Die Gesamt-
forminderungsarbeit der Volumeinheit besteht aus den drei Bestandteilen:
A= FALEys, + ALSyenyyy + $A%7,7%. Die Gesamtformdnderungsarbeit muB
unabhingig sein von der Reihenfolge, in der man die Verformungskompo-
nenten erzwingt. Man miite also ebensogut zunichst p,, und dann y,,
erzwingen koénnen. Bei der Ausrechnung wiirde jedoch im mittleren Glied
Ay mit AYY vertauscht sein. Daraus folgt, daB fiir die EinfluBzahlen
noch ein weiteres Vertauschungsgesetz gilt: A% = A!%. Das Schema der
36 EinfluBzahlen ist also symmetrisch zur Diagonalen. Im Falle groBter
Anisotropie sind demnach 21 elastische Konstanten mdéglich. Von diesen
fallen allerdings drei auf die zufillige Orientierung entsprechend den Drehun-
gen um die drei Achsen, und fiir die ibrigen 18 ist der Stoff selbst verantwort-
lich zu machen.

Vom isotropen Stoff wurde vollstindige Symmetrie verlangt, und es ent-
steht daher die Frage, mit wieviel elastischen Konstanten mindestens zu
rechnen ist. Da im isotropen Stoff weder eine Richtung noch eine willkiir-
liche Anordnung mehrerer Richtungen bevorzugt wird, scheiden fiir ihn alle
EinfluBzahlen aus, die ihr Vorzeichen wechseln, wenn man das Vorzeichen
einer oder mehrerer Koordinatenachsen wechselt. Es bleiben dann nur die-
jenigen EinfluBlzahlen, bei denen die Koordinatenzeiger x, ¥ und z in gerader
Anzahl vorhanden sind.

Verlangt man auBerdem aus Symmetrie die Gleichwertigkeit der Rich-
tungen x, ¥y und z, so bleiben nur drei elastische Konstante:

rx __ vy __ 2z __ m(m_i)__
Axx—Avylg{_Az: - (m+1)(m—— )E;
2z __ Arxw ___ m o

Ay = AE = 4% = G.

Die Symmetrie soll aber nicht nur fiir die zufillig gewihlten Koordinaten-
achsen gelten, sondern auch bei allen Drehungen erhalten bleiben. Da die drei
Achsen bereits gleichwertig sind, bleibt eine Drehungsméglichkeit, wodurch die
drei elastischen Konstanten auf zwei zuriickgefithrt werden. Es ergibt sich
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auf diese Weise die Beziehung zwischen dem Elastizititsmodul E, dem Schub-
modul G und der Poissonschen Konstanten m, die bereits in Ziff. 9 angegeben ist:

rx F A —_— m
Azz — AY — 241 =0, G—Z(m—_l_—r)E.

12. Die Entwicklung der elastischen Konstanten aus dem Stoffgefiige. Die
ersten Forscher, die sich mit der physikalischen Seite der Elastomechanik be-
faBBten, NAVIER, Poisson und Caucny, gingen vom diskontinuierlichen Gefiige
der Stoffe aus und leiteten daraus die Gesetze fiir das Kontinuum ab. Dabei
zeigte sich eine Schwierigkeit. Nimmt man an, daB der Stoff aus Molekeln be-
steht, die einander mit Kriften anziehen und abstoBen, die sich von einem
Potential ableiten lassen, und macht man die Annahme, daf die gegenseitige
Verschiebung der Molekel der Verzerrung des Volumelementes entspricht, so
reichen die so verbleibenden Freiheitsgrade nicht aus, um 21 Elastizitdtskonstan-
ten zu erhalten, wie man durch Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen und
durch Abzihlung der Freiheitsgrade ersieht. Es stellt sich vielmehr heraus,
daB in diesem Falle auch die letzte Vertauschungsmoglichkeit Aif, = A7 zu-
lassig ist. Daraus ergeben sich noch die sechs sog. CaucHyschen Relationen:

A= dAr, A= AT, AT = A3

Yy
A= A7z, A3 = Aw, A= 43
Durch diese sechs Beziehungen bleiben nur 15 Elastizititskonstanten tiibrig.
Der Streit zwischen der ,,Multikonstantentheorie” (21 Konstante) und der
,,Rarikonstantentheorie” (15 Konstante) wurde von W. VoIGT durch das Experi-
ment fiir die Multikonstantentheorie entschieden. Zur Erklirung der gréBeren
Anzahl der Konstanten benutzte Voicr?!) einen Gedanken von Poisson, der
statt der materiellen Punkte Koérper polyedrischer Gestalt annahm, die Dreh-
momente aufeinander ausiiben.

Nachdem die Gitterstruktur der Kristalle experimentell festgestellt war,
galt es, die Elastizititskonstanten mit der Gitterstruktur in Einklang zu bringen.
Dies ist von BornN?) vollstindig durchgefithrt. Er nimmt an, dal das Kristall-
gitter aus verschiedenartigen Elementen aufgebaut ist, die je fiir sich ein Gitter
bilden. Dadurch bekommt man als weiteren Freiheitsgrad die Verschiebung
der ineinander gestellten einfachen Gitter. Dieser Gedanke war bereits von
TroMsoN (Lord KELVIN) ausgesprochen, welcher auch abzihlte, daB einem
derartigen Gitter 21 Elastizitdtskonstanten zukommen. Es leuchtet jedoch sofort
ein, daB die Anzahl der Elastizititskonstanten nur dariiber entscheiden kann, ob
der angenommene Mechanismus gentigend oder zu wenig Freiheitsgrade hat.
Da jedoch die einfachen Gitter verschiedene elektrische Ladungen haben kénnen,
so kann man die Verschiebung der einfachen Gitter gegeneinander dadurch
bemerken, daB sich das elektrische Moment in dem Volumenelement wihrend der
Deformation dndert (Piezoelektrizitit). Ebenso lassen sich Aussagen tiber die
dielektrische Erregbarkeit, die spez. Wiarmen und andere GréBen machen, wenn
der Mechanismus des Kristallgitters gegeben ist. Auf diese Weise konnte BORN
seine Annahme stiitzen. )

Die Kristallgitter kénnen durch Symmetrie bedeutend weniger als 21 Elasti-
zitdtskonstanten aufweisen, ja sie kénnen bei grofter Symmetrie ebenfalls nur
drei Elastizititskonstante zeigen wie der isotrope Korper. Derartige Gitter

1) W. Vorgt, Gottinger Abhandlgn. Bd. 34, S. 1. 1887.
2) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes. Leipzig 1923. Vgl. auch dieses Handb.
Bd. XXIV, Kap. 5.
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werden nach Born als Diagonalgitter bezeichnet. Ebenso konnen die nicht
notwendlgen CaucHyschen Relationen in besonderen Fillen ebenfalls erfiillt
sein. Fiir isotrope Kérper und Diagonalgitter ergibt die einzig iibrigbleibende
Caucuysche Relation 4% = AYY:

__mE _o__mE
m+1)m—2)" ~ " 2m+1)°

Es folgt daraus m = 4. E bleibt in diesem Falle die einzige Elastizitdtskonstante.
Dies ist bei Steinsalz und Sylvin durch Messungen bestdtigt. Bei allen Stoffen,
bei denen die Poissonsche Zahl nicht gleich 4 ist, gilt demnach die CaucHysche
Relation nicht, so z. B. bei Metallen; sie haben also ein zusammengesetztes
Gitter?).

13. Die Annahmen der ma‘hematischen. Elastizitidtstheorie. Die grofBe
Zahl der Elastizititskonstanten, die im allgemeinsten Falle mdglich ist, wiirde
bei einer Anwendung der Elastizitdtstheorie ungeheure Schwierigkeiten bereiten.
Die mathematische Elastizitdtstheorie mufl daher wesentlich vereinfachte An-
nahmen machen. Um die Ergebnisse der mathematischen Elastizitdtstheorie
richtig zu beurteilen, seien im folgenden die Annahmen derselben im Zusammen-
hang behandelt. Die mathematische Elastizitatstheorie betrachtet den Stoff
als isotropes Kontinuum und nimmt Proportionalitit zwischen den Span-
nungs- und Verformungskomponenten an (Hookessches Gesetz). Die Isotropie
ist, wie bereits erwdhnt, dadurch berechtigt, daB die Stoffe zum gréBten Teil
zwar aus Kristallen bestehen, diese Kristalle aber recht klein sind und regellos
nebeneinander liegen (Quasiisotropie). Ebenso mufl die Elastizitatslehre den
Stoff als homogenes Kontinuum ansehen, wenn es darauf ankommt, die Ver-
formung eines ganzen Kdérpers zu bestimmen. In vielen Fillen wird aber die
Elastizititslehre angewandt, um abzuschitzen, ob ein Kérper die ihm zugemutete
Belastung aushélt. Hier liefert zunichst die Elastizitdtslehre eine maximale
Spannung an der gefihrlichsten Stelle. Diese Spannung stellt aber nur einen
Mittelwert dar, iiber den sich die Abweichungen infolge drtlicher Unhomogenitat
und Anisotropie lagern. Ist der Bruchversuch an demselben Stoff in derselben
Art der Belastung statisch oder dynamisch gewonnen, so stellt die Bruchspannung
gleichfalls den Mittelwert der Spannung dar, bei dessen Auftreten der Bruch zu
erwarten ist, so daB die Unhomogenitdt und Anisotropie bereits annidhernd be-
riicksichtigt sind. Aber der Vergleich verschiedener Stoffe und verschiedener
Arten der Beanspruchung wird hierdurch bedeutend erschwert.

Die Proportionalitit zwischen Spannungs- und Verformungskomponenten
ist eine Annahme, die derart grofe mathematische Vereinfachungen mit sich
bringt (besonders das Superpositionsgesetz), dafl man nur ungern einen allgemeine-
ren Ansatz benutzen wiirde. Die Ergebnisse der mathematischen Elastizitdts-
theorie fiir ebene Probleme lassen sich in nahezu direkter Weise sehr anschaulich
priifen, wenn man durchsichtige elastisch und optisch isotrope Stoffe (Zelluloid,
Bakelith u. 4.) wihrend der Beanspruchung mit polarisiertem Licht betrachtet.
Bei der Beanspruchung wird das Atomgitter unsymmetrisch und damit ist eine
Verschiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Lichtes im Stoffe in
verschiedenen Schwingungsrichtungen verbunden. Es wird also auch der iso-
trope Stoff unter der Beanspruchung ,,doppelbrechend“ ‘Dieser Effekt gestattet
bei ebenen Problemen einen Einblick in d1e Spannungszustdnde im Inneren des
Kérper an jedem Punkt?).

1) Vgl. auch Kap. 5, Abschn I ds. Bd. des Handb.
2) Vgl. G. MESMER, ZS. d. Ver. d. Ing. S.951. 1928; MWACHTLER Phys ZS. S. 497. 1928.
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18 Kap. 1. A, BuseMANN und O. FoppL: Grundlagen der Elastomechanik. Ziff. 14, 15,

III. Zusammenstellung der Ergebnisse
genauerer Untersuchungen.

14. Die Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Gilt fiir Metalle im
allgemeinen das HookEesche Gesetz der Proportionalitit zwischen Spannung und
Forminderung recht genau, so sind doch die systematischen Abweichungen
hiervon bei einigen Stoffen untersucht und die gefundenen Werte in Formeln
zum Ausdruck gebracht. Es handelt sich hierbei hauptsichlich um GuBeisen,
Gesteine, Zement und Beton. Die Mitteilung derartiger empirischer Formeln
hat nur geringen Wert, da man fiir die Rechnung doch von Fall zu Fall ent-
scheiden muB}, mit welcher Gestalt der Interpolationsformel ein Problem noch
analytisch gezwungen werden kann. Es sei daher nur auf die Literatur verwiesen?).

15. Elastizitdts- und FlieBgrenze; plastische Formidnderung. Auf dem
ansteigenden Ast der Spannungsdehnungskurve Ziff. 4 werden verschiedene
Punkte unterschieden, die Gebiete mit verschiedenem Verhalten des Stoffes
trennen sollen. Es ist hier zunichst die Elastizitdtsgrenze, bei deren Uber-
schreitung die Dehnung bei Entlastung nicht vollstindig zuriickgeht, sondern
eine dauernde Dehnung zuriickbleibt. Dann folgt die FlieBgrenze, an der die
elastische Dehnung ein vorldufiges Ende findet und zunichst nur unelastische
oder plastische Dehnung beim Weiterziehen hinzukommt. Da die Plastizitit
in Kapitel 6 dieses Bandes gesondert behandelt wird, soll hier nur davon ge-
sprochen werden, welche physikalischen Griinde fiir das eigenartige Verhalten
des Stoffes an den bezeichneten Grenzspannungen gefunden sind. Der physi-
kalische Charakter dieser Grenzspannungen kann in der Hauptsache durch drei
Verfahren untersucht werden. Zunichst kann man den Stoff allen méglichen
mechanischen Vorbehandlungen unterwerfen und danach die bezeichneten
Grenzspannungen wieder aufsuchen. Zweitens kann man den Stoff unter dem
Mikroskop und mit den sog. metallographischen Untersuchungsweisen verfolgen.
Als drittes Mittel 148t sich in gewissen Fillen das Lauediagramm heranziehen,
also das Interferenzbild der Roéntgenstrahlen durch das Kristallgitter bei seiner
Verformung wihrend des Versuches.

Befassen wir uns zunichst mit der rein mechanischen Behandlung des
Stoffes, so 148t sich schon durch beliebig gesteigerte Beobachtungsgenauigkeit
feststellen, daB die Elastizitdtsgrenze immer weiter der Spannung Null zustrebt,
so daB ein physikalischer Grund fiir eine derartige Grenzspannung nicht vorliegt.
Es kann sich lediglich darum handeln, das unelastische Verhalten schon bei ganz
niedrigen Spannungen zu untersuchen und seine etwaige Abhingigkeit von der
Verformungsgeschwindigkeit und bei 6fters wiederholter Beanspruchung von der
Anzahl der durchgemachten Verformungen festzustellen und zu erkliren. Auf
die Versuchsergebnisse und die Theorien iiber diesen Spannungsbereich wird in
den Ziff. 23 und 24 niher eingegangen.

Eine physikalisch besser begriindete Spannungsgrenze scheint dagegen die
FlieBgrenze darzustellen. Sie ist dadurch recht scharf bestimmbar, da bei
vielen Stoffen an einer bestimmten Spannungsgrenze eine Dehnung unter nahezu
konstanter Spannung gefunden wird, die die bis dahin erzielte elastische Dehnung
ganz erheblich iibersteigt. In einzelnen Fillen wird sogar eine Abnahme der

1) C.Bacs, ZS. d. Ver. d. Ing. 1888, S. 193, 221, 1098; 1895, S. 489; 1896, S. 1381;
1897, S. 248; Mitt. iiber Forschungsarb. Bd. 1. 1901; W. ScHULE, Dinglers Journ. Bd. 317,
S. 149. 1902; E. GRUNEISEN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 4, S. 469. 1906; E. GRUNEISEN u.
F. KonrLrAUscH, Berl. Ber. 1901, S. 1086; E. HarTig, Zivilingenieur Bd. 39, S. 113. 1893;
R. MeuMKE, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 42, S. 327. 1897.



Ziff. 15. Elastizitats- und FlieBgrenze, plastische Formanderung. 19

Spannung beobachtet, deren Grenzwerte nach BacH?) als ,,obere und ,,untere*
FlieBgrenze bezeichnet werden. Auch von UNwIN?) liegen genauere Beob-
achtungen vor, aus denen hervorgeht, daB das Abfallen der Spannung an der
FlieBgrenze hauptsichlich an Metallen gefunden wird, die warm gewalzt oder
gehdmmert wurden. Bei wiederholtem Durchgang durch die FlieBgrenze tritt
dieser Effekt nicht mehr auf, es sei denn, daB3 der Werkstoff inzwischen wieder
ausgegliiht wurde. Nach OsmonD und WERTH®) geht das Eisen beim Strecken
in eine allotrope Modifikation iiber, die obere FlieBgrenze stellt dann ein Analogon
zum Siedeverzug dar. Nach BAcH ist die obere Flie3grenze von der Querschnitts-
form und anderen Umstinden abhingig, die untere Flielgrenze dagegen nicht,
es ist also auch nach seinen Versuchen die untere Fliefgrenze der eigentlich
charakteristische Wert. Nach Bouasse?) sind alle Unstetigkeiten an der Flie3-
grenze durch die Beobachtungsmethode bedingt, der wahre Verlauf der Spannungs-
Dehnungskurve sei ein allmihlicher Ubergang von der HookEschen Geraden
zu der Kurve bleibender Forminderungen. Die Mehrzahl der Forscher erklart
den FlieBvorgang durch kristallinische Gleitung®), und zwar entweder durch
Gleitung langs kristallographisch definierter Gleitebenen oder durch Umklappen
simtlicher Teilchen zwischen zwei parallelen Gleitebenen in eine Zwillingslage.
Zu einer anderen Auffassung wird dagegen CzOoCHRALSKI®) durch seine Versuche
an Einkristallen gefithrt. In einem Falle tordiert er beispielsweise einen Alu-
miniumkristall an beiden Enden, wihrend ein mittleres Stiick untordiert bleibt.
Dann dreht er die eine Seite wieder in den Anfangszustand zuriick. Bei der
Untersuchung des so behandelten Kristalles mit der Methode der CZOCHRALSKI-
schen dislozierten Reflektion, wie auch durch das Lauediagramm, erweisen sich
das zuriicktordierte Ende und der mittlere Teil als ein einziger Kristall mit
regelmiBigem Bau, wihrend das tordierte Ende die verwundenen Kristall-
flichen und den gestérten Gitterbau erkennen 148t. CzoCHRALSKI kommt auf
Grund seiner Versuche zu einer ,,Verlagerungshypothese®, deren Hauptkenn-
zeichen das bleibend verformte Kristallgitter ist. SMEKAL?) gibt an, daB die
Ausbildung von Gleitebenen nach der exakten Theorie der Kristallgitter nicht
zu verstehen sei; auch die thermischen Schwankungen innerhalb des Kristalles
reichen dazu nicht aus. Es seien vielmehr Stérungen im Bau des Gitters not-
wendig, um die Gleitebenen zu erkliren, wie dieselben ebenfalls nétig sind, um
die technische Festigkeit aus der Festigkeit nach der Gittertheorie zu erhalten
(s. Ziff. 17). Hierin sei eine Briicke zwischen der Gleitebenenhypothese und der
Verlagerungshypothese von CzOCHRALSKI zu erblicken.

AuBer den bisher erwihnten kristallinischen Forminderungen sind in
Kristallhaufenwerken noch Forminderungen mdglich, die sich mikroskopisch
als eine Verschiebung und Verdrehung der Kristallkérner erweisen (banale
Deformation). Beide Verformungen treten gewdéhnlich gemischt auf und bilden
die FlieBfiguren und Gleitlinien; sie lassen sich auch bei der metallographischen

1) C. BacH, Mitt. iiber Forschungsarb. H. 29, S.61. 1905; ZS. d. Ver, d. Ing. 1904,
S. 1040.

2) W. C. UnwiN, Proc. Roy. Soc. London Bd. 57, S. 178. 1895.

3) F. OsMoND u. H. WERTH, Ann. des mines Bd. 8, S.19. 1885.

4) H. Bouassg, Essais des materiaux, S. 42. Grenoble 1905.

5) G. TaMMaNN, Lehrb. d. Metallographie, 3. Aufl. Leipzig: Leop. VoB 1923; G. Ma-
SING u. M. PoLaNyi, Kaltreckung und Verfestigung. Ergebn. d. exakt. Naturwiss. Bd. 2,
S. 186.

6) W. v. MOELLENDORFF u. J.CzocHRALSKI, ZS. d. Ver. d. Ing. 1913, S. 931, 1014;
J. CzocaraLski, Int. ZS. f. Metallogr. 1916, S. 1; ZS. f. phys. Chem. Bd. 92, S.219. 1917;
ZS. d. Ver. d. Ing. 1923, S. 536; ZS. f. Metallkde. 1923, S. 60, 126; Moderne Metallkunde.
Berlin 1924; Proc. of I. int. congr. for appl. mechanics Delft 1924, S. 67.

7) A. SMEXAL, ZS. f. techn. Phys. 1926, S. 535.

2%



20 Kap. 1. A.BuseMaNN und O. FépprL: Grundlagen der Elastomechanik.  Ziff. 16.

Untersuchung ‘durch Atzen sichtbar machen. Das Drehen und Rollen der
Kristillchen tritt bei Stoffen auf, die als spréde bezeichnet werden. Ein sehr
lehrreicher Versuch hierzu ist von v. KARMAN?Y) ausgefithrt worden. Von Kick
und anderen ist festgestellt, daBl sprode Korper unter hohem hydrostatischen
Druck sich wie plastische Kérper verhalten. KARMAN konnte zeigen, daB sich
die Anderung im Verhalten darauf zuriickfithren 148t, daB die banale Deformation
durch den hohen Druck verhindert und so die kristallinische Deformation er-
zwungen wird. So konnte bei Marmor die plastische Formanderung und die
Verfestigung gefunden werden, genau so, wie sie bei Metallen auftritt?).

16. Die Festigkeit der Stoffe. Ahnliche Schwierigkeiten wie bei der physi-
kalischen Erklirung des FlieBvorganges entstehen bei der Deutung des Bruch-
vorganges; nur kommt hier bei den meisten Stoffen noch der Umstand hinzu,
daB der Bruchvorgang auf das bereits etwas dunkle Gebiet des Flieens und der
Verfestigung folgt, wahrend bis zum Beginn des FlieBvorganges doch noch mit dem
rein elastischen Bereich der Verformung gerechnet werden darf. Nur bei gewissen
,,sproden’ Korpern setzt der Bruch als Beendigung des elastischen Bereiches
ein. Ebenso tritt der Bruch bei oftmals wiederholter Belastung schon unterhalb
der FlieBgrenze auf, also bei makroskopisch noch nahezu rein elastischem Ver-
halten des Stoffes.

Die Frage, ob ein Werkstoff nach Uberschreiten der Elastizititsgrenze
sofort bricht (statisch spréder Stoff), oder ob er vor dem Eintreten des Bruches
noch ein plastisches Verformungsgebiet durchlduft (statisch zidher Stoff) ist fiir
sein technisches Verhalten von wesentlicher Bedeutung. Bei einem spréden
Korper kann , durch geringfiigige Ursachen, kleine Fehlstellen, Oberflichen-
beschiddigungen usw. eine wesentliche Spannungserh6hung an einer besonders
ungiinstigen Stelle auftreten, die den Bruch des ganzen Stiickes zur Folge hat.
Ein zdher Werkstoff kann sich vor solchen auBergewdéhnlichen Spannungs-
erhéhungen schiitzen, indem er plastische Verformungen ausfithrt. Ein diinn-
wandiger Korper aus sprédem Glas hergestellt, bricht z. B., wenn er zu Boden
fallt, wahrend ein gleicher Korper aus einem zihen Metall im gleichen Falle
wohl eine bleibende Einbeulung erfihrt, aber nicht zu Bruch geht. Der Grad der
statischen Zahigkeit wird durch die Bruchdehnung ¢ gemessen.

Neben der statischen — d. h. bei einmaliger Uberbeanspruchung auftreten-
den ~— Zihigkeit kennt man noch eine dynamische Zihigkeit, die das Verhalten
des Baustoffs bei Wechselbeanspruchungen angibt. Auf die dynamische Zihig-
keit wird unter Ziff. 26 eingegangen werden.

Fir die statisch zihen Werkstoffe ist der Begriff ,, Bruchfestigkeit noch nach
einer Richtung zu ergidnzen. Man hat in der letzten Zeit Versuche zur Ermitt-
lung der Dauerstandfestigkeit®) von Metallen angestellt. Man versteht
darunter die mindeste Zuglast, die den Bruch nach beliebig langer Zeit
des Wirkens herbeizufithren vermag. Die Frage, ob es eine eigentliche Dauer-
standfestigkeit gibt, umgeht man, indem man beliebig lange aber technisch még-
liche Zeiten (etwa 100 Jahre) betrachtet. Bei Eisen von Raumtemperatur ist
der Unterschied zwischen der Dauerstandsfestigkeit und der ZerreiBfestigkeit
nur gering. Sobald. aber das Eisen héheren Temperaturen ausgesetzt ist — im

1) TH.v. KARMAN, Mitt. iber Forschungsarb. H. 118. 1912; vgl. auch TH. v. KARMAN:
Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. IV, 21II, S. 764.

2) Genauere Einzelheiten iiber den FlieBvorgang, besonders aber die Verfestigung und
die Rekristallisation, sowie die FlieBgeschwindigkeiten sind in Kap. 6 ds. Bd. des Handb.
angegeben.

3) Die Benennung erfolgt nach einem Vorschlag von E. K6RBER. Die Englinder be-
zeichnen die gleiche Grenze mit ,,creep limit*“ (Kriechgrenze).



Ziff. 16. Die Festigkeit der Stoffe. 21

Dampfkesselbau wird das Eisen z. B. bei Temperaturen von 300° bis 400° be-
ansprucht — oder sobald man Versuche an Probestiben aus arderen Metallen
(Zink, Kupfer usw.) bei Raumtemperatur anstellt, findet man erhebliche Unter-
schiede zwischen der Dauerstandsfestigkeit und der ZerreiBfestigkeit.

Nach Versuchen, die im K. W. Institut fir Eisenforschung?) ausgefiihrt
worden sind, ist z. B. bei einem weichen Schmiedeeisen von 0,06 C und 600°
eine mit der Zeit fortschreitende Dehnung schon bei einer Belastung von 200kg/cm?
festzustellen gewesen derart, daB die Dehnung beim Auftragen der Last nur ein
Achtel der Dehnung gewesen ist, die nach 24 Stunden erreicht wurde. Zink
wurde bei Raumtemperatur (20°) mit 1200 kg/cm? belastet; die Dehnung nach
11 Stunden war etwa 4mal so grof3 wie kurz nach Beginn des Versuches. Andere
Stdbe sind wihrend des Dauerstandversuches bei einer Belastung gebrochen,
die sie bei kurzer Einwirkung lingst hitten aushalten kénnen.

Die technische Bruchfestigkeit bedeutet nicht immer die Spannung beim
tatsichlichen Eintreten des Bruches, sondern sie bedeutet die héchst erreichbare
Last dividiert durch den Anfangsquerschnitt. Tritt vor Erreichung des Bruches
ein Absinken der Belastung ein, so ist das Lastenmaximum mafgebend fir die
Bruchfestigkeit (s. Ziff. 4). In derartigen Fillen gehért die physikalische Be-
handlung der sog. technischen Festigkeit durchaus noch in das Gebiet des FlieBens
und der Verfestigung. Nur bei Auftreten einer tatsichlichen Bruchfliche tritt
ein neuer physikalischer Gesichtspunkt hinzu. In dieser Ziffer sollen die Bruch-
erscheinungen vom technischen Standpunkt dargestellt werden, wihrend in
Ziff. 17 der molekulartheoretische Standpunkt behandelt wird. Der Spannungs-
zustand an jeder Stelle eines Korpers ist durch die GréBe der Hauptspannungen?),
also durch drei skalare Werte, gekennzeichnet. In der Festigkeitslehre inter-
essiert vor allem die Grenze des Spannungszustandes, bei dem ein Bruch oder
wenigstens eine bleibende Verdnderung des Gefiiges an der betroffenen Stelle
herbeigefiihrt wird. Diese Grenzspannungszustidnde, die durch die drei zusammen-
gehdrigen GréBen o,,, o, und o, gegeben sind, sind untereinander fiir die prak-
tische Bewihrung der Baustoffe gleichwertig. Es liegt deshalb nahe, sie auf
einen einheitlichen Bezugsspannungszustand oy, zuriickzufithren, der unter
den Grenzspannungszustinden mit enthalten ist. oype, ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB3 zwei Hauptspannungen Null und die dritte so groB ist, daB3 eben
die Grenze zwischen Haltbarkeit und Zerstérung erreicht ist. Man sagt, der drei-
dimensionale Spannungszustand o,,, o,,, 6, wird auf einen eindimensionalen
von gleicher Bruchgefahr oy, zuriickgefiihrt.

Eigentlich miite noch festgelegt werden, was als Grenze zwischen Halt-
barkeit und Zerstérung aufgefaBt werden soll. Diese Grenze wird anders liegen,
wenn man selbst bei einem gleichmiBig beanspruchten Korper (z. B. einem
ProbezerreiBlstab) den ganzen Querschnitt oder die kleinsten Teile betrachtet,
da alle Baustoffe ortliche Spannungserh6hungen durch kleine Fehlstellen, Kristall-
grenzen usw. aufzuweisen haben. Im nachfolgenden ist die ,,Bruchgefahr® auf
den gesamten Querschnitt bezogen, ohne Riicksicht darauf, daB schon bei Be-
lastungen, die weit unterhalb der mittleren Bruchspannung liegen, einzelne
kleinste Bausteine zerstért sein mdégen.

Die Feststellung der bezogenen Spannung gleicher Bruchgefahr kann nur
empirisch auf Grund von gentigend vielen und gentigend verschiedenartigen Ver-

1) F. KORBER, A. Pomp u. A. DanmEN, Mitt. a. d. K. W. Inst. {. Eisenforsch. Bd. 9.
1927. Siehe auch F. KORBER ,,Ermittlung der Dauerstandsfestigkeit von Stahl bei hoheren
Temperaturen‘’. Dauerbruchtagung der dtsch. Ges. f. Metallk. Gesammelte Vortrage. Februar
1928.

%) Vgl. Kap. 2, Ziff. 5 ds. Bd. des Handb.



22 Kap. 1. A. BuseMANN und O. FoppL: Grundlagen der Elastomechanik,  Ziff. 16.

suchsergebnissen getroffen werden. Man ist hierbei zu mehreren verschiedenen
Festlegungen gekommen?):

a) Die Bruchgefahr soll nach St. VENANT?) abhingen von der gréBten
Dehnung (positiv oder negativ), die der Baustoff erleidet. Da aber der allgemeine
dreiachsige Spannungszustand durch Superposition von drei einachsigen Span-
nungszustinden erhalten werden kann, ist die Dehnung in der einen Haupt-
%y, + 0Oz

. L On
richtung x, gleich > .z

tung auftritt, ist

. Wenn also die gr6Bte Dehnung in der x,-Rich-

1
Obez = Oz, — — (0y, + 0,),

m
sonst

= Oy, — mi (Gxn + Uzg) ,
oder

= 0z — ,,,L,L (Oy, 1 0,) -

Diese Auffassung war frither die allein mafBigebende. Sie ist heute noch in der
deutschen technischen Literatur vorherrschend.

b) Die Bruchgefahr soll abhingen vom gréBten Unterschied, der zwischen
den drei Hauptspannungen o,,, o, und o, gebildet werden kann, d.h. von
der groBten im Element auftretenden Schubspannung. Die bezogene Spannung
opez des einachsigen Spannungszustandes mit gleicher Bruchgefahr ist danach

O'xo — Oz,

gleich —5—>, wenn mit g,, die gréBte und mit o,, die kleinste Hauptspannung

unter Beriicksichtigung des Vorzeichens bezeichnet sind. Diese Hypothese, die
von GUEST?) und eingehender von MoHR?) aufgestellt ist, stimmt bei den prak-
tisch verwendeten Baustoffen besser mit der Wirklichkeit iiberein als die zuerst
genannte.

Beide Theorien iber die GroBe der bezogenen Spannung sind sehr unsichere
Hypothesen, die nur mit groler Vorsicht ibernommen werden diirfen. Die unter
a) wiedergegebene Annahme versagt offensichtlich, wenn man einen Spannungs-
zustand voraussetzt, der durch allseitigen Druck hervorgerufen wird. Durch
allseitigen Druck kann der Baustoff nicht zerstért werden. Die bezogene Span-
nung gleicher Bruchgefahr miiBte also Null sein, was den Angaben der Annahme a)
zuwiderlduft. Ebenso offensichtlich versagt aber auch die Annahme b) bei
einer Beanspruchung auf gleichmifigen Zug o,, = 0,, = 0,,. Durch allseitigen
gleichmiaBigen Zug kann ein Korper sehr wohl zerstért werden; die be-
zogene Spannung kann deshalb nicht Null sein, wie die Annahme b) ergeben
wiirde.

Die beiden Annahmen a) und b) fithren bei den verschiedenen mdéglichen
Beanspruchungsarten an der kritischen Stelle teilweise zu sehr verschiedenen
Ergebnissen. In neuerer Zeit sind daher gerade zur Klirung dieser Fragen ein-
gehende Versuche gemacht worden?).

1) Vgl. auch die Grenzspannungen an der FlieBgrenze (,Plastizitatsbedingungen) in
Kap. 6, Ziff. 17 ds. Bd. des Handb.

2) B. DE ST. VENANT bei NAVIER, Résumé des lecons, 3. Aufl. Bd.I/1, S.6 u. 22.
Paris 1864.

3) J. Gugesr, Phil. Mag. (5) Bd. 50, S. 690. 1900.

4) O. MoHR, Zivilingenieur Bd. 28, S.112. 1882; ZS. d. Ver. d. Ing. 1900, S. 1524;
Abhandlgn. a. d. Geb. d. techn. Mech., Berlin 1906, S. 167.

5 G. SacHs, Grundbegriffe der mechanischen Technologie der Metalle. Berlin 1924.
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c) Als weiteres Maf} fiir die Bruchgefahr ist von GIRTLER!) auf An-
regung von BELTRAMI? die Forminderungsarbeit pro Volumeneinheit an-
gegeben worden. Da diese Theorie in England in der allerjiingsten Zeit An-
hinger3) gefunden hat, soll sie mit in den Kreis der folgenden Betrachtung ge-
zogen werden.

Um einen Uberblick iiber die Aussagen der verschiedenen Bruchtheorien
zu geben, nehmen wir an, ein Probekdrper sei in eindimensionaler Weise mit der
Spannung (Grenze der zulissigen Spannung) o, beansprucht; wir suchen die
Beanspruchung 7,,, die ein Probekorper aus dem gleichen Baustoff bei der
gleichen Bruchgefahr aushalten kann. Wir vergleichen also den Fall der
reinen Schubspannung in bezug auf Bruchgefahr mit dem einachsigen Spannungs-
zustand. ZahlenmiBig ist o,y = kt,y, Wobei & das Vielfache ergibt, um
das 7 gefdhrlicher ist als 6. Wenn wir m = 1 setzen, ist

a) nach der ,,gréften Dehnungs““-Theorie k= m;1 =1,3.

b) nach der ,,gré8ten Schubspannungs®-Theorie & = 2.
b — ] [2(m + 1)
m

c) nach der ,,gréBten Forminderungs®-Theorie = 1,61.

Dafl die GirTLER-HAIlGHsche Theorie c) ebenfalls nicht ein erschépfendes
Bild von der tatsdchlich vorhandenen Bruchgefahr gibt, erkennt man, wenn
man wieder den Fall des allseitigen Druckes heranzieht, durch den ein Kérper
im Gegensatz zur Theorie nicht zerstért wird. Nach allen Bruchtheorien wird
die Druckspannung als ebenso gefihrlich wie die Zugspannung angesehen,
wihrend tatsdchlich zum mindesten der allseitige Druck in bezug auf Bruch-
gefahr nicht mit allseitigem Zug von gleicher GréBe verglichen werden kann.
Physikalisch wire eine solche Gleichheit wohl méglich, wenn man unter Bruch-
gefahr etwa die Spannung verstehen wiirde, bei der eine bleibende gegenseitige
Verschiebung der Molekille in einem homogenen XKoérper stattfindet. Die
Bruchgefahr ist aber ein der Praxis entnommener Begriff. Sie hingt wesentlich
ab von den Oberflichenbeschaffenheiten und Inhomogenititen des Baustoffes,
die bei Zugspannungen ganz anders zur Wirkung kommen als bei Druckspan-
nungen. Eine erschépfende Theorie der Bruchgefahr miifite deshalb die Druck-
spannung anders werten als die Zugspannung.

17. Die Festigkeit nach der Gittertheorie. Das Problem der Bruchfestigkeit
zeigt sich schon von der technischen Seite her als recht verwickelt. Vom Stand-
punkte der Gittertheorie scheint es zunichst beinahe hoffnungslos. Wie durch
das Lauebild bestitigt wurde, bestehen die Kristalle aus Atomgittern. Uber
den Aufbau der Gitter und die dabei in Frage kommenden Krifte bestehen
schon physikalische Ansitze*). Es wire nicht allzu schwer gewesen, die Festig-
keit der Kristalle auf Grund der Anschauungen iiber das Kristallgitter in ein-
fachen Féllen abzuschitzen. Derartige Versuche mdogen tatsichlich gemacht
sein, sie gelangten aber nur ganz zaghaft in die Offentlichkeit. Denn die ReiB-
festigkeit ergibt sich 100- bis 1000mal gréfer als die beobachtete. Dieses Er-
gebnis einer Abschitzung der Reiflfestigkeit fiir Steinsalz wurde von PoLANYI
1921 veroffentlicht®). Im Jahre 1923 brachte ZwicKy®) eine exakte Berechnung

1) R. GIRTLER, Wiener Ber. Bd. 116, S. 509. 1907.

?) E. BELTRAMI, Ist. Lombardo, Rendiconti Bd. 18, S. 704. 1885, auch Math. Ann.
Bd. 57, S. 94. 1903.

3) B. P. HaigH, B. A. Reports 1919 u. 1921; JouN Casg, The Strengths of Materials.
London 1925.

4) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes. Leipzig 1923.

5) M. Poranvi, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 323. 1921.

) F.Zwicky, Phys. ZS. 1923, S. 131.
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derselben, die rund 2-10% dyn/cm? oder 200 kg/mm? ergab statt der beob-
achteten Festigkeit von 5,31 - 107 dyn/cm? oder 0,531 kg/mm?, also einen rund
400mal so groBen Wert. ZwICKY gab zwar dabei einen Ansatz an, der moglicher-
weise die wirklich beobachtete Festigkeit liefern sollte durch Beriicksichtigung
der Temperaturbewegung. Es wiirde jedoch dadurch eine Temperaturabhingig-
keit der ReiBfestigkeit nétig sein, wie sie bisher noch nicht bestitigt ist. Daf
man sich mit dem Ergebnis einer 400mal zu groBen Festigkeit nicht einfach be-
ruhigen kann, sondern daB es sich hier um eine wirkliche Schwierigkeit beim
Vergleich der Festigkeitswerte mit den atomaren Bindungskriften, wie sie z. B.
in der Oberflichenspannung des fliissigen Steinsalzes tatsdchlich meBbar sind,
handelt, sieht man sofort ein, wenn man die Energiebilanz des Zerreiversuches
aufstellt. Die Trennungsarbeit muB3 fiir die Elemente an der Bruchfliche tat-
sichlich in einem Betrage aufgebracht werden, wie sie der Spannung nach
der Gittertheorie entspricht. Nimmt man aber gleichzeitig an, daf alle Molekel
der Zerreigrenze in derselben GréBenordnung nahe sind, wie die an der spiteren
Bruchfliche, so wire in dem Augenblick vor dem Bruch eine ganz andere GréBen-
ordnung von Energie nétig, als die tatsichlich hineingesteckte, besonders, wenn
man einen Stoff betrachtet, bei dem bis zum Bruch nur elastische Forminde-
rungen auftreten. Diese Annahme ist also unter keinen Umstinden zutreffend,
man muB hier vielmehr einen Mechanismus suchen, der imstande ist, wihrend des
ZerreiBlens die Energie aus einem groBen Bereich an eine Stelle zu schaffen.
Einen derartigen Mechanismus weist GRIFFITH!) auf, indem er einen Kleinen
RiB in der Mitte eines ausgedehnten Kristalls annimmt und berechnet, bei welches
Spannung in der Richtung senkrecht zum Rif3 das WeitereinreiBen des Risses,
bei gegebener Oberflichenenergie (d. h. ZerreiBarbeit pro Flicheneinheit der
Risses) im Gleichgewichtszustand vollzogen werden kann. Durch seine an Glas
angestellten Versuche wird es dann wahrscheinlich, daB das Weiterreilen an
den Ecken des bereits vorhandenen Risses tatsichlich unter einer Spannung
geschieht, die die GréBenordnung der atomaren Festigkeit hat2?). Ebenso gelang
es ihm, an Quarzglasfiden unter 1 mm Stéirke kurz nach der Herstellung Festig-
keitswerte zu erreichen, die 25 bis 50% der atomaren Festigkeit darstellen.
JorrE3) hat bei Zugversuchen unter Wasser — um durch Aufldsen der Ober-
fliche die Kerbwirkung von Oberflichenbeschddigungen zu vermeiden — an
Steinsalz ebenfalls Festigkeiten erreicht, die die GréBenordnung der atomaren
darstellen (s. auch Ziff. 21). SMEKAL?) berechnet, da3 auf héchstens 10000 exakt
in einem Gitter zusammenliegende Atome eine Fehlstelle im Gitterbau kommt.
Diese ;,Lockerstellen’ werden sich durch die andersartige Bindung der Atome
auch an gewissen anderweitigen physikalischen Effekten anders beteiligen als
die regelmiBig im Gitter gebundenen. Durch Versuche, die die Anzahl der un-
regelmiBig gebundenen Atome erkennen lassen, kommt SMEKAL zu einer Ab-
schitzung der Zahlenverhiltnisse. AuBerdem beschiftigt sich SMEKAL damit,
das Auftreten dieser ,,Lockerstellen’ zu erkliren. Diesen Deutungsversuchen
soll hier keine gréBere Bedeutung gegeben werden, als SMEKAL ihnen selbst bei-
legt. Auffillig ist nur, daBB SMEKAL rein geometrische Beziehungen sucht, z. B.
daB ein Wiirfel aus 1000 Molekeln ungefihr ebenso viele duflere wie innere hat.
Das deutet darauf hin, daB eine moglichste Ausschaltung einer Temperatur-
abhingigkeit notwendig erscheint. i ( ,

1) A. A. GrrrriTH, Phil. Trans. (A) Bd. 221, S. 163. 1921; Proc. of the first int. congr.

for appl. mech., Delft 1924, S. 55; K. WoLF, ZS. {. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 107. 1923.
2) Ein genauerer Bericht der GrirriTHschen Theorie wird in Kap. 6, Ziff. 15 ds. Bd.
des Handb. gegeben.
3) A. JoFrrE, Proc. of the first int. congr. for appl. mech., Delft 1924, S. 64.
4) A.SMEKAL, ZS. f. techn. Phys. 1926, S. 535; Phys. ZS. 1926, S. 837. -
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Bediirfen die hier dargelegten Theorien auch noch der Ergdnzung, so 148t
sich doch so viel sagen, dal die atomare und die technische Festigkeit um einen
Faktor von rund 1000 verschieden sind, und daB das ZerreiBen tatsidchlich unter
einer ortlichen Spannung von der GréBenordnung der atomaren Festigkeit vor
sich geht. In Einklang mit dem zur Erklirung dieses Faktors angegebenen
GriFrFITHschen Mechanismus steht auch die Tatsache, daBl Einkristalle eine geringe
Festigkeit, grobkérniges Material héhere und feinkorniges Material wieder héhere
Festigkeit zeigt. So geben MaSING und Poranvr?) fiir die ReiBfestigkeit von Zink
bei der Temperatur der fliissigen Luft (7 = 80°) in den drei Gruppen folgende
Festigkeiten an: 2,5 bis 3,5 kg/mm?, 3 bis 6 kg/mm? und 13 bis 18 kg/mm?2. Es
bedeutet dies, dal die Stérungen im Kristallbau um so gréBer sind, je mehr
Molekiile sich zu einem Gitter vereinigt haben, oder daB der GRIFFITHsche
Mechanismus um so besser arbeitet, je geordneter die Umgebung der Stérung ist2).

18. Die Arbeitsfestigkeit. In den Ziff. 16 und 17 wurde gezeigt, daB die
Festigkeit der Stoffe sich nicht aus einem einfachen physikalischen Mechanismus
erkliren 1463t. Es wird daher nicht mehr verwunderlich sein, wenn in den folgenden
Abschnitten noch hinzukommt, dal die Festigkeit eines Stoffes gegeniiber wieder-
holter Belastung zwischen einer oberen und unteren Grenze eine ganz andere
ist als die Festigkeit gegeniiber einer einmaligen stetig gesteigerten Belastung,
wie sie bisher betrachtet wurde. Diese soll als die statische Festigkeit be-
zeichnet werden, wihrend die obere Grenze der Belastung, die bei wechselnder
Belastung beliebig oft ertragen wird, mit Arbeitsfestigkeit bezeichnet wird;
mit ihr wollen wir uns jetzt befassen.

Der Begriff Arbeitsfestigkeit ist ein Sammelausdruck fiir eine groe Reihe
von Beanspruchungsarten. Es ist in ihr sowohl die obere Grenze der Bean-
spruchung als auch die dazugehorige untere Grenze der Beanspruchung, als auch
die Art und Weise, wie die Belastung innerhalb der beiden Grenzen zeitlich
geidndert werden soll, enthalten, wenn man zu einem festen Wert fiir einen Stoff
gelangen will. Um unnétige Zersplitterung der Versuchsarbeit zu vermeiden,
beschrankt man sich heute auf mit der Zeit sinusférmig schwankende Belastungen
und bestimmt auBerdem die Arbeitsfestigkeit hauptsichlich nur auf zwei Arten,
die in der Praxis hdufig auftreten und als Grenzfille leicht zu kennzeichnen sind:
die Ursprungsfestigkeit und die Schwingungsfestigkeit. Von Ursprungsfestig-
keit spricht man, wenn der Belastungswechsel zwischen einem Werte oyax
und der vollstindigen Entlastung stattfindet, bei der Schwingungsfestigkeit
sind die Grenzen zwei Werte + 0pax und — 0pag, d. h. zwei Spannungszustinde
vom gleichen Absolutbetrag, aber entgegengesetzter Beanspruchungsrichtung.
Die sekundliche Wechselzahl bleibt dabei noch variabel.

Fiir systematische Versuche zur Bestimmung der Ursprungs- und Schwin-
gungsfestigkeit sind auBlerdem nur die einfachsten Arten der Beanspruchung,
wie Zug und Druck, Biegung und Verdrehung angewandt worden. Es ist aber
trotz dieser Einschrinkungen noch keine befriedigende Losung gefunden worden,
ja es sind noch nicht einmal die ersten Ansitze unbestritten. An dieser Stelle
kann daher nur eine Einstellung auf die bisherigen Ergebnisse und die Angabe
der auftretenden Schwierigkeiten bei der Losung dieser Fragen gegeben werden.

Die grundlegende Frage bei der Arbeitsfestigkeit lautet: Gibt es bei einer
ofters wiederholten Beanspruchung eine Grenze, unter welcher die Beanspruchung
unendlich oft ertragen werden kann? Man hat versucht, diese Frage dadurch
zu beantworten, daB man eine Reihe von Versuchsstiben aus demselben Stoff

1) G. MasinG u. M. Poranvi, Kaltreckung und Verfestigung. Ergebn. d. exakt. Natur-

wiss. Bd. 2. S.217. 1923.
2) Vgl. auch Kap. 6, Ziff. 13 ds. Bd. des Handb.
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einer wechselnden Beanspruchung unterzieht, bei denen die héchste Spannung
von Stab zu Stab abnimmt. Der erste Stab wird so hoch beansprucht, daBl er
sicher nach einigen hunderttausend Beanspruchungswechseln bricht. Der nichst
weniger belastete Stab wird schon Millionen Belastungswechsel aushalten usw.
Die Anzahl der ausgehaltenen Wechsel nimmt mit der abnehmenden Hdéchst-
spannung so stark zu, daB eine Grenze zu bestehen scheint, bei der beliebig viel
Wechsel ausgehalten werden. Theoretisch wire das Bestehen einer derartigen
Grenze Vorbedingung, um von einer Arbeitsfestigkeit sprechen zu kénnen, die
eine dhnlich bestimmte SpannungsgréBe ist wie etwa die Bruchfestigkeit. Fiir
die Existenz einer praktischen Arbeitsfestigkeit fiir die Technik gentigt es da-
gegen, daB die praktisch vorkommenden Wechselzahlen einem so engen Span-
nungsbereich zugeordnet sind, daB es sich nicht lohnt, zu jeder einzelnen Spannung
die wirkliche ,,Lebensdauer zu bestimmen. Um eine Arbeitsfestigkeit in diesem
Sinne festzulegen, geniigt die in den Versuchen gefundene starke Zunahme der
ausgehaltenen Wechselzahl bei abnehmender Spannung vollauf.

19. Der Dauerversuch. Die Versuche zur Bestimmung der Arbeitsfestigkeit
werden wegen der zur Anwendung kommenden dauernden Wechselbeanspruchun-
gen als Dauerversuche bezeichnet. Zur Ausfithrung von Dauerversuchen werden
besondere Maschinen verwandt, die es ermoglichen, eine bestimmte Be-
anspruchungsart unter Wechseln zwischen mehr oder weniger beliebig einstell-
baren Grenzen vorzunehmen. Fiir die grundlegenden Versuche waren, wie
bereits erwdhnt, ganze Versuchsreihen an verschiedenen Stiben desselben Stoffes
nétig, um die Arbeitsfestigkeit als solche einigermafBen sicherzustellen, weil
jeder Stab nur bei einer bestimmten Belastung bis zum Bruch beansprucht
wurde. Als erschwerend kommt bei diesen Versuchen noch hinzu, daB3 die Streu-
ung der Ergebnisse desselben Stoffes bei Feststellung der Arbeitsfestigkeit stark
ist, so daBB man nur Mittelwerte aus mehreren Versuchen derselben Art mit-
einander vergleichen darf.

Wollte man die Arbeitsfestigkeit jedes Stoffes in der angegebenen Weise
feststellen, so wiren viele Stufen und fiir jede Stufe mehrere Stibe zu unter-
suchen. Da die Untersuchungen der Giite eines Baustoffes in der Technik sehr
hiufig vorgenommen werden miissen — z. B. bei jeder Charge oder bei jeder
Lieferung —, so kommt die Feststellung der Arbeitsfestigkeit praktisch wenig
in Frage. Trotz der grundsitzlichen Bedeutung der Arbeitsfestigkeit fiir die
praktische Bewidhrung eines Baustoffes verzichtet man wegen der Umstidndlich-
keit des Versuches auf die Feststellung dieser Gré8e. Man kennzeichnet vielmehr
die Baustoffe, wenn es sich um Metall handelt, fast ausschlieBlich durch den
ZerreiBversuch oder die Kugeldruckprobe. Diese Tatsache darf nicht dariiber hin-
wegtduschen, daB fiir die Technik die Arbeitsfestigkeit viel wichtiger als die ZerreiB3-
festigkeit ist, da in den meisten Bauteilen wechselnde Beanspruchungen auftreten.

Um die Arbeitsfestigkeit rascher festzustellen, hat man versucht, den Dauer-
versuch abzukiirzen. Man begniigt sich dabei, den besonderen Fall der Arbeits-
festigkeit, bei dem die Belastung zwischen einem positiven und negativen Maxi-
mum schwankt, zu ermitteln (Schwingungsfestigkeit). Die Schwingungsfestigkeit
ist besonders wichtig, da die Baustoffe in der Praxis sehr oft in dieser Weise be-
ansprucht sind. Vor allem tritt ein solcher Belastungswechsel bei Schwingungen
auf, die sehr haufig die Zerstérung eines Bauteils zur Folge haben. Der abgekiirzte
Versuch wird in der Weise durchgefithrt, da3 der Probestab von vornherein so
stark belastet wird, daB} er nach einigen tausend oder hunderttausend Belastungs-
wechseln (Anzahl g ) zu Bruch geht. Die Zahl ¢ kann dann als GiitemaBstab
fiir den Baustoff angesehen werden, wenn in allen zum Vergleich stehenden Fillen
stets die gleiche Beanspruchung o vorgesehen wird.
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Auf dhnlichen Uberlegungen beruhen die Versuche, die mit dem KRruUpP-
schen Dauerschlagwerk angestellt werden. Ein zylindrischer Probekérper a
(Abb. 8) liegt hierbei auf zwei Stiitzen b;, b, und erhilt in der Mitte zwischen
diesen Stiitzen einen Schlag durch ein bestimmtes Gewicht ¢, das aus bestimmter
Hoéhe 4 herabfillt. Dann wird der Probestab um seine

Achse um 180° gedreht, und es folgt ein gleicher Schlag von ;i;

der anderen Seite her. Das Spiel wiederholt sich so lange, '

bis der Stab bricht. Die Schlagzahl bis zum Bruch ist beim N
Kruppschen Dauerschlagwerk der aus dem Versuch ge- boa
wonnene Vergleichswert. Die Dauerschlagprobe eignet sich 1__%———$-—w%:|-
fiir schnelle Untersuchungen, liefert aber keinen physika-

lisch bestimmten Wert, sondern nur einen Vergleichswert.

Jedoch kann sie auch in wissenschaftlichen Fragen positiv Avb-8- Kxuersches Dauer-
oder negativ entscheiden (s. Ziff. 21 und 22).

Ein abgekiirzter Dauerversuch, der mit dem idealen in seinen Ergeb-
nissen wenigstens einigermaflen vergleichbar ist, ist der folgende, der fiir genauere
Untersuchungen hiufig angewendet wird. Ein Probestab wird der Wechsel-
beanspruchung unterworfen, und zwar wechselnd zwischen der oberen Grenze o
oder 7z und einer im bestimmten Verhiltnis zu ¢ oder t stehenden unteren Grenze
mit der Anzahl o Belastungswechseln. Dann wird die Hochstbeanspruchung
von ¢ auf ¢ + Ao bzw. von v auf 7 4+ At erhéht usf., bis schlieBlich ein Bruch
etwa bei der Spannung ¢ + ndo auftritt. Die Anzahl o der Wechsel in jeder
Belastungsstufe miifite hierbei so groB gewihlt werden, dal man annehmen
darf, daB3 die Schwingungsfestigkeit noch nicht um Ad¢ bzw. At iiberschritten
ist, wenn der Bruch bei dauerndem Erhéhen in der letzten Stufe eintritt. Man
kann auf diese Weise die Schwingungsfestigkeit mit einer wihlbaren Genauigkeit
von Ao bzw. At feststellen. Wie die Anzahl ¢ von der Wahl der Genauigkeit
Ao (47) abhingt, kann durch genauere Vorversuche fiir die bestimmte Gattung
der zu untersuchenden Stoffe bestimmt werden. Es ist jedoch einleuchtend, da
mit der VergroBerung der Genauigkeit die Anzahl ¢ ganz auBerordentlich stark
zunimmt. Es sind daher mit der Zunahme der Genauigkeit sowohl die Anzahl
der Stufen als auch die Anzahl der Belastungswechsel in jeder Stufe zu erhéhen.
Aus praktischen Griinden wihlt man die Steigerung der Belastung in jeder
Stufe selten kleiner als 5% und die Anzahl g selten gréBer als 10 Millionen Wechsel
in jeder Stufe. Eine grundsitzliche Frage fiir diesen Versuch ist die, ob die
Beanspruchung in den Stufen unterhalb des Bruches einen EinfluB auf das Er-
gebnis haben. Es wird fast allgemein angenommen, und es deuten auch einige
Versuche darauf hin, da die Schwingungsfestigkeit durch lingere Beanspruchun-
gen unterhalb derselben etwas erhoht wirdl). Um durch diesen EinfluB keine
UnregelmaBigkeiten in den Ergebnissen zu erhalten, muB man als theoretische
Norm dieser verkiirzten Dauerversuche annehmen, daB die Belastung von Null
aus gesteigert wird. Praktisch diirfte es geniigen, wenn der Bruch in der dritten,
vielleicht auch schon in der zweiten Stufe der Belastung eintritt. Die unteren
Stufen kann man daher fortlassen. Nur muB man sich dazu entschlieBen, den
Versuch als ungiiltig anzusehen, wenn der Bruch zu friih, d. h. schon in der ersten
oder gleich zu Anfang in der zweiten Stufe bricht. Die Ungiiltigkeit des Versuches
beim Bruch in der ersten Stufe ist auch aus anderen Griinden selbstverstindlich.

In den letzten Jahren werden Versuche zur Bestimmung der Schwingungs-
festigkeit in Deutschland fast allgemein auf der ScHENCKschen Dauerbiegungs-

1) Ergebnisse sind zusammengestellt von R. MAILANDER, Ermiidungserscheinungen

und Dauerversuche. Stahl u. Eisen 1924, S.585f. Dort auch eingehendes Literaturver-
zeichnis.
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maschine?) vorgenommen, die schon vielfach Eingang in die Praxis gefunden hat.
Bei dieser Maschine wird ein umlaufender Probestab symmetrisch durch 2 Ge-
wichte so belastet, daB3 die mittlere MeBstrecke ein konstantes Moment ohne
Scherkraft zu iibertragen hat. Die Belastung des Probestabes wird durch die
Verschiebung des Gewichtes einer Laufgewichtswage stufenweise erhéht. An-
ordnungen der beschriebenen Art sind schon zu Ende des vorigen Jahrhunderts
verwendet worden?). Die erste Veréffentlichung von Ergebnissen, die auf dieser
Maschine erhalten wurden, stammt von SONDERICKER?), dem deshalb wohl die
Prioritdt zusteht.

Da die Schwingungsfestigkeit einerseits besonders groBe Wichtigkeit hat
und da anderseits die Versuche zur Feststellung der Schwingungsfestigkeit recht
mithevoll und zeitraubend sind, hat man versucht, die Schwingungsfestigkeit
aus den Angaben, die der Zerreilversuch liefert, zu ermitteln. Man hat dabei
aus der Feststellung, daB beim Schwingungsbruch keine sichtbare Verformung
auftritt, zu schlieBen geglaubt, dal der Schwingungsbruch nur von der Zerrei3-
festigkeit und der Elastizitits- oder der FlieBgrenze abhinge?). Diese Uber-
legung hat sich nicht bestitigt; verschiedene Stoffe von annihernd gleicher
Zerreiffestigkeit und FlieBgrenze haben oft recht verschiedene Schwingungs-
festigkeitswerte ergeben. Das 148t sich auch theoretisch begriinden, da ja schlieB-
lich der Schwingungsbruch von einer Fehlstelle ausgeht. Die groflere oder ge-
ringere Fahigkeit des Baustoffes, an dieser winzig kleinen, oft nicht einmal unter
dem Mikroskop sichtbaren Stelle durch plastische, beliebig hiufig wiederholbare
Verformungen einen Spannungsausgleich herbeizufithren, kann die Gréfe der
zur Herbeifithrung des Bruches nétigen Spannung wesentlich beeinflussen. Die
Eigenschaft eines Baustoffes, Verformungen mit erheblichem plastischen Anteil
in beliebigem Wechsel aushalten zu kénnen, driickt sich aber weder in der Zer-
reiBfestigkeit noch in der FlieBgrenze aus. Eher ist es méglich, die Bruchdehnung
als einen MaBstab hierfiir anzusehen derart, daB der Baustoff mit groBer Bruch-
dehnung die Ungleichheiten im Baustoff im Dauerwechsel leichter iiberbriicken
kann, ohne daB Bruch eintritt, als der mit geringer Bruchdehnung. Aber auch
diese Uberlegung versagt z. B. fiir die meisten Leichtmetalle vollstindig, die
zwar grofle Bruchdehnung haben, aber dynamisch ganz besonders spréde sind.
Man kann deshalb wohl behaupten, daB es zur Zeit kein Mittel gibt, mit dessen
Hilfe man aus den Ergebnissen des statischen ZerreiBBversuches auf die Dauer-
eigenschaften mit einiger Zuverlidssigkeit schlieBen kann.

Auf den EinfluB der Geschwmdlgkelt der Wechsel und der Pausen im Ver-
such wird noch in Ziff. 22 eingegangen.

20. Der Schwingungsbruch. Der Unterschied zwischen der statischen
Festigkeit und der Arbeitsfestigkeit ist durch verschiedene Hypothesen zu
erkliren versucht worden. Eine gewisse Unterlage hierfiir findet man in dem
verschiedenartigen Aussehen der Bruchflichen. Der Schwingungsbruch sieht
bei Metallen von feinem Korn feinkérniger aus als der ZerreiSbruch, bei Metallen
mit einer Orientierung der einzelnen Kristallkérner dagegen grobkorniger als
der ZerreiBBbruch. Man kénnte daraus vielleicht schlieBen, dal beim Schwingungs-
bruch die Kristillchen des Stoffes widerstandsfahiger wiren, wihrend sich beim
ZerreiBbruch gerade das Zwischenmaterial als stirker erweisen wiirde. Dieser

1) E. LeEHR, Die Abkiirzungsverfahren zur Ermittlung der Schwingungsfestigkeit von
Materialien. Dissert. Stuttgart 1925. Die Maschine wird von der Maschinenfabrik Schenck
in Darmstadt gebaut.

2) A. MarTENS, Handb. d. Materialienk., Berlin 1898.

3) SONDERICKER, Some Repeated-stress Tests, Techn. Quart. April 1892. Siehe dazu

auch H. Moore u. J. B. Kommers, The Fatigue of Metals, New York 1927.
4) R. STRIBECK, ZS. d. Ver. d. Ing. 1923, S. 631.
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Vermutung steht aber die Beobachtung entgegen, dafl viele Dauerbriiche nicht
den Korngrenzen entlang, sondern durch das Korn hindurch verlaufen. Der
Schwingungsbruch beginnt eben-
so wie der ZerreiBbruch an der
schwichsten Stelle im Baustoff.
Die schwichste Stelle fiir den
ZerreiBversuch ist aber nicht ohne
weiteres auch die schwichste
Stelle fiir den Schwingungsver-
such. Das riihrt davon her, daB
beim einmaligen Abreilen eine
durch SpannungserhShung aus-
gezeichnete  Stelle  bleibende
Forménderungen erfihrt, die
spannungsausgleichend  wirken.
Bei der Schwingungsbeanspru-
chung dagegen fithren die oft
wiederholten bleibenden Form-
dnderungen an der ausgezeich-
neten Stelle zur vollstindigen
Zerstorung des Baustoffes an die-
ser Stelle, so daB3 die Umgebung Abb. 9. Schwingungsbruch (Umlaufende Biegung).
entspgleclliendhhfzheredsgan%ungt@ ie't5 mm vom Rande extfornt iegt Untere Halfte SecreiBbrach,
auszuhalten hat und die Zersto-
rung, d. h. der Ri3, weiter fortschreiten kann. Fiir das Einsetzen des Bruches beim
Zerreifiversuchist daher die Querschnittsfliche maBgebend, dieim Mittelam meisten
geschwicht ist, wihrend
beim Schwingungsversuch
die ungiinstigste Fehlstelle
ohne Riicksicht auf die Um-
gebung den Beginn eines
Schwingungsbruches einlei-
ten kann. Der Schwingungs-
bruch, der an irgendeiner
Fehlstelle begonnen hat,
breitet sich bei der dauernd
wechselnden Beanspru-
chungimmerweiter aus,und
zwar mit zunehmender Ge-
schwindigkeit, bis der Quer-
schnitt zuletzt derart ge-
schwicht ist, dal der Rest
plétzlich durchbricht. Der
Schwingungsbruch ist, falls
keine Beschidigung der
:B-ruChﬂéChe beim vollstén- Abb. 10. Schwingungsbruch (Umlaufende Biegung).
dlgen Durc}}bﬁeChen ?Uf— Ebenso wie Abb. 9. Die Fehlstelle ist hier nur 0,6 mm vom Rande ent-
e Lt o e R S o
plotzlich erzeugten ]gruch- gebrochen ist,
fliche zu unterscheiden.
In Abb.9 und 10 sind die Briiche von Biegungsschwingungsstiben wieder-
gegeben. Die Biegungsschwingungsbeanspruchung ist dadurch erzeugt worden,
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daBl man einen Stab durch Auflagerung an beiden Enden und Belastung in der
Mitte gebogen und den Stab nun unter dieser Belastung um seine Achse gedreht
hat. Die bei der Biegung auftretenden maximalen Zug- und Druckbeanspruchun-
gen in den duBersten Fasern laufen dabei relativ zum Stabe an dem Rande des
Querschnittes im Kreise herum, ebenso die iibrigen Beanspruchungen des Quer-
schnittes?). An jeder Stelle des Querschnittes treten daher Schwingungsbean-
spruchungen auf, deren maximale GréBe nach der Mitte zu abnimmt. Wenn
der Schwingungsbruch ungefihr bis zur Hilfte des Stabquerschnittes angewachsen
ist, wird die Zunahme der Durchbiegung des Stabes merklich, und es wird da-
durch ein selbsttitiger Ausschalter der Versuchsmaschine betitigt. In den
Abbildungen sind die oberen Hilften Schwingungsbriiche; die unteren Hélften
sind ZerreiBbriiche, die davon herrithren, daB man den halb durchgebrochenen
Stab vollstindig zerreilen muB}, um den Schwingungsbruch betrachten zu kénnen.
Die Trennungslinie zwischen Schwingungs- und Zerreilbruch ist iiberall deutlich
zu erkennen. Innerhalb des Schwingungsbruches ist bei Abb.9 eine dhnliche
Linie wie die Trennungslinie vorhanden. Sie rithrt davon her, da die Maschine
schon frither infolge des Schwingungsbruches ausgeschaltet hatte. Da bei der
Untersuchung kein Rif3 festgestellt wurde, ist die Maschine wieder in Gang ge-
setzt worden, dann aber schon nach wenig tausenden Umdrehungen zum Halten
gekommen. Ein lingerer Stillstand zeichnet sich also deutlich sichtbar auf dem
Schwingungsbruch ab. Haben sich mehrere derartige Linien abgezeichnet und
berechnet man die Umdrehungszahlen, welche die Maschine in den einzelnen
Abschnitten zuriickgelegt hat, so kann man die Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Schwingungsbruches feststellen. Aus diesen Linien erkennt man ferner, da
der Schwingungsbruch in Abb. 10 von einer Fehlstelle in der Nihe des Randes
ausgegangen ist. Der Bruch hat sich zunichst kreisférmig ausgebreitet, bis der
Rand des Querschnittes erreicht ist; dann wurden die Spitzen des iibrigbleibenden
Stiickes etwas schneller zerstért als die innere Fliche, so daB die Trennungslinie
beim Durchgang durch die Achse beinahe eine Gerade ist.

Diese Ausbreitung des Schwingungsbruches lehrt, daBl der Anfang des
Schwingungsbruches an einer zufillig vorhandenen Fehlstelle ansetzt. Dann
muB aber die Schwingungsbeanspruchung so groB sein, daB} die benachbarten
Teile ringsherum unter dem EinfluB dieser Fehlstelle in Mitleidenschaft gezogen
werden. Die Schwingungsfestigkeit scheint demnach diejenige Spannung zu sein,
bei der sich eine zufillig vorhandene Fehlstelle bei Wechselbeanspruchung weiter
ausbreiten kann. Diese Spannung wird natiirlich bei den Versuchen etwas von
der urspriinglichen GréBe der Fehlstelle abhingen, was eine Streuung in der
Hohe der Schwingungsfestigkeit bei gleichem Baustoff erkldrt. Eine noch weit
groBere Streuung findet sich in der Anzahl der Schwingungen, die ein Stab bei
einer bestimmten Uberschreitung der Schwingungsfestigkeit braucht, um den
Stab vollstindig zu durchbrechen. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Bruches in der Umgebung der Fehlstelle zunichst sehr langsam ist und dann
auBerordentlich wichst, ist die Anzahl der Schwingungen bis zum Bruch in be-
sonders starkem MaBe von der zufilligen GroBe der Ausgangsfehistelle abhingig.

In der allerjiingsten Zeit sind Versuche zur Feststellung der Schwingungs-
festigkeit eines Baustoffes durch gewohnliche Zug-Druckversuche angestellt
worden. Man hat zu diesem Zweck einen Probestab und den zu untersuchenden
Baustoff hergestellt und als elastisches Glied in einem Schwingungsgebilde mit
einer trigen Masse gekoppelt. Da die Wege mit Riicksicht auf den hohen
Elastizititsmodul des Baustoffes nur klein sind, kommt man bei dieser An-

1) A. u. O. FoppL, Grundziige der Festigkeitslehre, Leipzig 1923.
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ordnung auf sehr hohe Schwingungszahlen (mehrere Millionen Schwingungen in
der Stunde). Das hat den Vorteil, dal man die Schwingungsfestigkeit in ver-
hiltnismiaBig kurzer Zeit feststellen kann.

Die Anordnung fiir Versuche dieser Art ist aus Unterwasserschallsendern,
die zur Verstdndigung zwischen Schiffen verwendet werden, hervorgegangen.
Die ersten Versuche sind von der Signalgesellschaft in Kiel (HAHNEMANN und
HEecHT) angestellt worden. Spiter hat die Maschinenbauanstalt Schenck in
Darmstadt den weiteren Ausbau der Vorrichtung als Baustoffpriiffmaschine
betrieben. Mit der Einrichtung hat LEHR eingehende Versuche durchgefiihrt,
deren Ergebnisse in einer Dissertation niedergelegt sind?).

21. Die Kerbwirkung. Aus den Abb. 9 und 10 ging deutlich hervor, dafB
der Beginn eines Schwingungsbruches durch eine Fehlstelle im Material hervor-
gerufen ist. Dies ist bei Schwingungsbriichen wohl ausschlieflich der Fall. Diese
Tatsache findet eine einfache Erklirung dadurch, daBl an den Rindern einer
Fehlstelle eine ungleichmiBige Spannungsverteilung herrscht, die an einzelnen
Stellen eine ganz besonders starke Zusatzbeanspruchung hervorruft. In Ziff. 17
ist zwar angegeben, daB zur Erklirung der ,technischen Festigkeit bereits
Unvollkommenheiten im Kristallgitter notig sind, durch deren ,,Kerbwirkung
die atomare Festigkeit mit fast nur dem tausendsten Teil als technische Festig-
keit in Erscheinung tritt. Die hier zu besprechende Kerbwirkung rithrt dagegen
von makroskopischen Fehlstellen her, deren iiberbeanspruchte Randzonen bereits
so groB sind, daf} die atomaren Vorginge in ihnen annéhernd so vor sich gehen
als wie in einem unendlich ausgedehnten Kérper; es multiplizieren sich hier also
die makroskopische und die atomare Kerbwirkung.

Die makroskopischen Fehlstellen kénnen wir trennen in die inneren Fehl-
stellen, fiir die der Herstellungsproze3 des Stoffes verantwortlich ist, und die
Kerben in der Oberfliche, die bei der Bearbeitung des Stoffes entstehen. Innere
Fehlstellen beim HerstellungsprozeB zu vermeiden, ist ein Gebot, das sich zwar
anstreben, aber nicht ganz vollkommen befolgen 1i8t. Der groBte Teil der
Schwingungsbriiche geht aber von Oberflichenbeschidigungen aus, die mit
Kerbwirkung verbunden sind. Hier ist die Sachlage insofern giinstiger als bei
den inneren Fehlstellen, da man sie auffinden und an sie herankommen kann.

Oberflichenbeschidigungen sind um so gefdhrlicher, je spréder der
Baustoff ist und je schirfer der Kerbgrund verliuft. Das soll an zwei Zahlen-
beispielen erldutert werden, die sich auf zylindrische Biegungsschwingungsstibe
von je 28 mm Durchmesser beziehen. Der eine Probestab bestand aus einem
zéhen StahlguB von etwa 60 kg/mm?2 Festigkeit und 7,5 % Bruchdehnung. Durch
eine grobe GuBblase hatte er eine Fehlstelle von etwa 100 mm? Oberfliche und
einer groBten Tiefe von 2,8 mm. An dieser Stelle setzte natiirlich der Bruch
an. Die groBe Fehlstelle bewirkte, daB der Stab mit einer um etwa 25 % geringeren
Belastung zu Bruch gebracht werden konnte, als bei gesundem Probestab nétig
gewesen wire. Von diesen 25% entfillt der groBite Teil auf die Schwichung des
Querschnittes, die eine Verminderung des Widerstandsmomentes des Stabes
an dieser Stelle und infolgedessen eine Spannungssteigerung zur Folge hatte.
Die ortliche Erh6hung der Spannung durch die Oberflichenbeschadigung kann
héchstens 10% ausgemacht haben.

Ein anderer Stab gleicher Abmessungen bestand aus Edelstahl von etwa
100 kg/mm? Festigkeit und 8% Bruchdehnung. Hier hatte der Dreher ver-
sehentlich den ruhig stehenden Stab nach dem Fertigpolieren mit dem um-
laufenden Schleifstein angestolen, so daf3 eine schadhafte Stelle von etwa 2mm?

1) E. LEHR, Dissert. Stuttgart 1925.
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Fliche und 0,02 mm Tiefe in Form von Schrammen vorhanden war. Die Be-
schidigung war mit dem bloBen Auge schwer zu erkennen und die Querschnitts-
verminderung durch sie konnte vollstindig vernachlissigt werden. Die Schwin-
gungsfestigkeit des Baustoffes wurde durch die Beschidigung um 45 % gegeniiber
dem nichtbeschddigten Baustoff erniedrigt. Der grole Einflul der Beschiddigung
war darauf zuriickzufithren, dall der Baustoff spréder war, die Beschiddigung
in Richtung des Bruches verlief und die Schrammen scharfen Kerbgrund hatten.

Die Gefihrlichkeit einer Kerbe nimmt mit der Stirke der Krimmung im
Kerbgrunde zu. Es wire daher ein Fortschritt, wenn man nur die Krimmung
im Kerbgrund etwas verringern kénnte. Ein Verfahren, daf hierauf abzielt
und sich technisch verwenden l4ft, ist von KANDLER angegeben worden?).
KANDLER 148t das fertig bearbeitete Werkstiick mit einer Siure behandeln.
Die Siure soll die Oberfliche des Stiickes gleichmiBig angreifen. (Wiirde die
Sdure die einzelnen Bestandteile eines zusammengesetzten Stoffes ungleichmiBig
angreifen, so wire ihre Wirkung offenbar schiddlich, weil sie Kerben erzeugen
wiirde). Es entstehen dann im Laufe der Zeit neue Oberflichen, die Aquidistanten
zu der urspriinglichen Oberfliche darstellen. Diese dquidistanten Flachen haben
aber die gewiinschte Eigenschaft, daB sie an einspringenden Kerben den Ab-
rundungsradius vergréBern (Abb. 11). Wihlt man die An-
e griffszeit so kurz, daB an den bearbeiteten Flichen nur eine
Abb-11~A%l§3istaﬂterAb- unmerkliche Veranderung der MaBe stattfindet, so kénnen

’ die gefahrlichsten Kerben, die den geringsten Abrundungs-
durchmesser hatten, doch schon bedeutend verflacht sein. Die bisher gemachten
Versuche an gedtzten und ungeétzten Stiben, die auf demKruppschen Dauerschlag-
werk untersucht wurden, haben diese Wirkung bestitigt. Die Atzung bewirkte
Erhéhungen der Schlagzahlen von polierten Stiben um 50% und von nur
gedrehten Stiben um 65% im Vergleich mit ungedtzten Stiben gleicher Art.
Gleichzeitig ging dabei die Streuung der Schlagzahlen der gedtzten Stibe gegen-
iiber den anderen stark zuriick, es kommen eben Kerbgriinde unter einem
gewissen Abrundungsradius nicht mehr vor.

Ahnliche Vergleichsversuche sind im Festigkeitslaboratorium der Techn.
Hochschule Braunschweig an gedtzten und nichtgedtzten Stiben vorgenommen
worden, die auf wechselnde Biegung oder Verdrehung beansprucht waren. Hier
hat die Atzung nicht den erwarteten Erfolg gehabt. Die geitzten Stibe haben
im Gegenteil etwas weniger ausgehalten als die nichtgeétzten. Die Frage, warum
die Atzung beiSchlagversuchen im einen Sinne und bei Biegungs- und Verdrehungs-
versuchen im anderen Sinne wirkt, bedarf noch der Aufklirung.

Die in Ziff. 17 angegebenen ZerreiBversuche von Steinsalz unter Wasser,
die von JoFFE ausgefiihrt sind, verfolgen dasselbe Ziel. Uber den besonders groBen
EinfluB der Oberflichenbeschaffenheit auf die ZerreiBfestigkeit von Probekérpern,
die aus geschmolzenen Silikaten hergestellt sind, berichtet W. ROSENHAIN TED-
DINGTON?). Diese Probekérper wurden in runden Stangen von 3 mm Durch-
messer und dariiber frisch gezogen. Wenn sie dabei vor der Einwirkung der
atmosphidrischen Luft geschiitzt worden waren, dann war ihre Bruchfestigkeit
doppelt so hoch, als wenn sie nach dem Ziehen mit dem Finger beriithrt oder von
der Luft angegriffen waren. Diese Beobachtung bezieht sich nur auf die duflerst
sproden Probestibe aus Silikat. Die zdheren Metalle zeigen aber dhnliche ért-
liche Erscheinungen infolge von Wechselbeanspruchungen, bei denen an einer be-
sonders ungiinstig liegenden Stelle eine Gleitung einsetzt. An dieser einen winzig

1) H. KANDLER, ZS. f. techn. Phys. 1924, S. 150.
%) W. RosENHAIN TEDDINGTON, Int. KongreB fiir Materlalprufungen Amsterdam 1927,
Bd. I, S. 36. ‘
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kleinen Stelle sind die Metallkérper dann spréde, wihrend sie im #ibrigen ihre
urspriingliche Zahigkeit behalten haben.

22. Die Erholungsfdhigkeit. In Ziff. 18 ist die Belastungswechselzahl pro
Zeiteinheit noch als Variable in die Schwingungs- und Ursprungsfestigkeit auf-
genommen. Nach den bisherigen Versuchen ist der EinfluB der Wechselgeschwin-
digkeit (wenigstens fiir den in der Technik wichtigsten Bereich von rund 1 bis
10000 pro Minute) sowohl auf die Hohe der Arbeitsfestigkeit als auch auf die
bis zum Bruch erforderlichen Wechsel bei Uberschreitung derselben von unter-
geordneter Bedeutung!). Anders ist es dagegen, wenn der Versuchsstab nicht bis
zum Bruch in einem Arbeitsgang beansprucht wird, sondern wenn Ruhepausen,
z. B. wahrend der Nacht, eingeschaltet werden, wihrend denen der Stab ent-
lastet ist. Es ist hierdurch eine, in gewissen Fillen recht bedeutende Erhoéhung
der bis zum Bruch erforderlichen Belastungswechsel gefunden worden. Diese
Erscheinung wird als Erholung bzw. als Erholungsfihigkeit eines Stoffes be-
zeichnet. Nach den Mitteilungen der Versuchsanstalt der Deutsch-Luxemburg.
Bergwerks- und Hiitten-A.-G.2) ist die Erholung bei Pausen unter 24 Stunden
nicht sehr ausgeprdgt. Bei 5 Pausen von je 1 bis 3 Tagen wurden dagegen
bei Versuchen auf dem Kruppschen Dauerschlagwerk 17 bis 72% Erhéhungen
der Schlagzahlen gefunden. Bei dariiber hinausgehender Verlingerung der
Pausen nahmen die Schlagzahlen nicht mehr in demselben Mafle zu.

23. Die Dampfungsfahigkeit. Bei der Beanspruchung der Stoffe wird zu-
nichst ein bestimmter Arbeitsbetrag in den Stoff hineingesteckt. Beim Ent-
lasten wird der elastische Anteil dieser Arbeit zuriickgewonnen. Es bleibt aber
stets ein mehr oder weniger groBer Teil der hineingesteckten Arbeit im Stoffe
zuriick und macht sich durch eine Erwirmung des Stoffes bemerkbar (plastischer
Verformungsanteil). Diese Arbeit dimpft die Eigenschwingungen, die mit
einem aus dem Stoffe hergestellten Schwingungsgebilde ausgefithrt werden
kénnen. Der zuriickbleibende Energiebetrag oder die Warmeumsetzung im Stoff
wird daher als die Dimpfung oder plastische Hysteresis bezeichnet. Die auf
eine Schwingung und 1 cm?® des Stoffes bezogene Dimpfungsarbeit soll mit
dem Buchstaben ¢, bezeichnet werden. Die Dimpfung ist natiirlich ab-
hiangig von den Spannungsgrenzen, innerhalb welcher die Beanspruchung
wechseln soll. Wir beschrinken die Betrachtung wieder auf die Schwingungs-
beanspruchung.

Als Beispiel soll hier die Dampfung bei der Verdrehung eines zylindrischen
Versuchskorpers betrachtet werden. Bei der Verdrehung 1aBt sich in sehr ein-
facher Weise eine gleichmiBige Verformung iiber ein gréBeres Volumen herstellen.
Es ist zu beachten, daB bei dieser Art der Verformung die Beanspruchung in
jedem Querschnitt nach der Mitte zu abnimmt. Als maBlgebende Spannung,
auf die die Betrachtung bezogen wird, soll eine bestimmte Spannung, und zwar
die Spannung am Rande angesehen werden. Durch den Versuch kann man
die mittlere Dimpfung aus der Erwirmung des Stabes ermitteln. Sie sei mit <
(im Gegensatz zu der an den hochst beanspruchten Randfasern auftretenden
Diampfung ) bezeichnet. Wenn die Abhingigkeit der mittleren Dampfung von
der Randverformung y, (also die y,9-Kurve) bekannt ist, so kann daraus die
wirkliche Dampfung ¥, in Abhingigkeit von y, (die y,¥,-Kurve) ermittelt
werden.

Statt der yy9-Kurve kann auch die Spannungs-Dimpfungskurve (zy9)
bestimmt werden. Die Abhingigkeit zwischen ¢ und 7, ist fiir einige wichtige

1) E. H. Scuurz u. W. PYNGeL, Mitt. d. Dtsch.-Luxemb. Bergw.- u. Hiitten-A.-G.
1922, H. 2, s.auch RowgTT, Proc. Roy. Soc. London, Bd. 89 u. E. LEHR, Diss. Stuttgart 1925.
2) Mitt. d. Dtsch.-Luxemb. Bergw.- u. Hiitten-A.-G. 1923, H. 3.

Handbuch der Physik. VI. 3



34 Kap. 1. A.BusemaNN und O. F6pprL: Grundlagen der Elastomechanik.  Ziff. 23.
Baustoffe in Abb. 12 eingetragen!). Man erkennt aus diesen Kurven, daB die
Dampfung schon bei sehr niedrigen Spannungen beginnt. Sie scheint sogar bei
jeder noch so kleinen angebbaren Spannung vorhanden zu sein, so dal man
den Beginn der Dampfung mit dem Nullpunkt zusammenfallen lassen muf3.

BuseMANN hat versucht, diese Kurven dadurch zu deuten, daBB er fiir die
Dimpfung die Fliefgrenze als Bezugsspannung annahm. Der Beginn der

Dampfung unterhalb der Flieigrenze lieB sich dann durch Annahme von sehr
vielen kleinen Fehlerquellen

im Stoffe, die sich durch die
Gausssche  Fehlerfunktion
rechnerisch erfassen lielen,
in befriedigender Uberein-
o stimmung mit den Versuchen
’ erkldren.

Die groe Mannigfaltig
keit in den Dimpfungs-
kurven der verschiedenen
Stoffe kann zur Kennzeich-
nung des Verwendungsgebie-
tes fiir den Stoff dienen, be-
sonders dort, wo sich das
§ mechanische Verhalten ver-
g schiedener Stoffe innerhalb
§ der tatsichlich benutzten
§/ |3 Spannungen nur durch die
010 S Diampfung  unterscheiden
’ / & 2 1aBt. O. Foppr?) hat ver-
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Abb. 12. Dimpfungskurven. wenden. Dieser Wert » stellt

das Produkt der Dampfung

mit der Anzahl der bis zum Bruch ausgefithrten Schwingungen dar, die alle

vom gleichen Ausschlag sein miissen; er 148t sich sowohl zur Bestimmung

der Grenzen, bis zu welcher ein Stoff beansprucht werden darf, als auch be-

sonders als Giitemall fiir Stoffe mit dhnlichen D#mpfungskurven benutzen.

Der Giitebestimmung mit Hilfe des Wertes » steht aber die Tatsache ent-

gegen, daB die GréBe von » selbst vom GroBtwert der bei der Schwingung
auftretenden Verformung abhingig ist.

Die Erforschung der Didmpfungskurven ist noch nicht so weit vorgeschritten,
daB sie schon als direkter MaBstab der Verwendungsart des Baustoffes benutzt
werden kann. Es soll hier aber auf einige Beobachtungen an Hand von Abb. 12
aufmerksam gemacht werden. So ist z. B. auffillig, daB die Kugellagerstihle

&
lu“f‘“\\) ‘

1) Weitere Kurven finden sich in den Dissertationen von A. BuseMANN, Die Dampfungs-
fahigkeit von Eisen- und Stahlstiben bei Drehschwingungen, 1924, und C. DREVER-BURCKNER,
Die Dampfungsfahigkeit von Kupfer und Kupferlegierungen bei Drehschwingungen. 1925.
Techn. Hochschule zu Braunschweig. Siehe auch E. PERTz, Die Bestimmung der Baustofi-
dampfung nach dem Verdrehungsausschwingverfahren, Braunschweig 1928 sowie Forschungs-

heft 304 im V. d. I.-Verlag 1928.
2) WerkstoffausschuB3bericht 36 des V. d. Eisenhiittenl. 1923.



Ziff. 24. Die elastische Nachwirkung. 35

eine besonders geringe Ddmpfung aufweisen. Man kann daher annehmen, dal
sich fiir den Bau der Kugeln und Kugelringe in Kugellagern nur solche Stoffe
bewihrt haben, die unter den starken ortlichen, in Kugellagern auftretenden
Beanspruchungen ganz geringe unelastische Forminderungen ausfithren. Fiir
Konstruktionszwecke im Eisenbau haben sich dagegen gerade Stahlsorten mit
groBer Dimpfung als geeigneter herausgestellt?).

Zur Giitebestimmung von Werkstoffen (Metallen) auf dynamischem Wege
kann man einerseits die Schwingungsfestigkeit tgenw, anderseits den Dampfungs-
grenzwert dg.nw verwenden, d.h. den Wert, den die Dampfung + bei Forménderun-
gen bis zur Grenze der Schwingungsfestigkeit hat?). Fiir Konstruktionszwecke des
allgemeinen Maschinenbaus ist es wiinschenswert, da sowohl rgchy als auch
Pgenw moglichst hohe Werte haben. Wenn man besonders zihe Werkstoffe ver-
wenden will, muB3 man solche mit hohen dgchw-Werten, bei besonders festen Werk-
stoffen solche mit hohen 7gq,w-Werten aussuchen.

24. Die elastische Nachwirkung. Bisher wurden nur solche Vorginge
betrachtet, die von der Verformungsgeschwindigkeit im wesentlichen unabhingig
sind. Als einzige Moglichkeit, Energie in nicht umkehrbarer Weise in den Stoff
hineinzustecken, kam daher nur die elastische Hysterese in Frage, die in der
vorigen Ziffer behandelt ist. Durch sehr feine Messung hat aber WEBER?®) auller
den in den vorausgehenden Ziffern behandelten Erscheinungen auch noch
Dimpfungswerte festgestellt, deren GroBe sich mit der Zeit dndert. Diese Er-
scheinung kann man nur so erkliren, daB durch die vorher durchgemachten Ver-
formungen Krifte im Stoffe zuriickbleiben, die sich verzégert auswirken. Um die
Zeit in einfacher Weise in die Elastomechanik einzufithren, macht man die An-
nahme, daB die Spannungstensoren nicht nur durch den Verformungstensor,
sondern auch durch dessen zeitliche Ableitung bedingt ist. Es bedeutet dies die
Einfithrung einer inneren Reibung (,,Viskositit’ nach Lord KeLvVIN), die der
Flissigkeitsreibung entspricht. In dieser Form lassen sich die gedimpften
Schwingungen elastischer Schwingungsgebilde berechnen, wobei allerdings das
Vorhandensein einer von der Zeit unabhingigen Dampfung (nach Ziff. 23) nicht
vernachlissigt werden darf. Betrachtet man nicht Schwingungen, so erweist
sich der Ansatz als zu roh. Insbesondere kann folgende Erscheinung nicht von
ihm wiedergegeben werden.

Verformt man einen Kérper auf ein bestimmtes MaB und hilt man diese
Verformung konstant, so besteht zunichst irgendein Spannungszustand. Die
Spannungen lassen aber mit der Zeit nach und nihern sich asymptotisch einem
Endspannungszustand?). Man hat es hier offenbar von dem Augenblick an, wo
die Deformation festgehalten wird, mit einer Veridnderung des Spannungs-
tensors zu tun, an der weder eine Verinderung des Deformationstensors, noch
eine zeitliche Ableitung von ihm schuld ist. Dieses Nachlassen der Spannung
mit der Zeit wird als Relaxation (Erschlaffung) bezeichnet. Sie wurde zuerst
von WEBER?) festgestellt. BRILLOUIN®) gab hierzu eine recht ansprechende
Erklirung, durch die der Vorgang allerdings auch noch nicht vollstindig erfaBt
wird. Er stellte sich den Kérper als ein Doppelmedium vor, das sich aus festen
Koérnern und einem zihflissigen Magma zusammensetzt. Hierdurch werden

1) O. FoppL, Giitebestimmung von Baustidhlen fiir Sonderzwecke mit Hilfe der Dreh-
schwingungsmaschine. Maschinenbau 1925, S. 515 u. Schweiz. Bauzeitung Bd. 86, Nr. 23. 1925.

2) O. Foppr, ZS. f. Metallk. Bd. 20. 1928.

3) W. WEBER, Ann. d. Phys. u. Chem. Bd. 34, S.247. 1835.

4) Nach KORBER heiBt die zugehorige Festigkeit die ,,Dauerstandsfestigkeit’. Siehe
Ziff. 16.

5 M.BRILLOUIN, Ann. phys. chim. (7) Bd. 13, S.377. 1898; Bd. 14, S. 311. 1898; Bd. 15,
S. 447. 1898.
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innere Deformationskoordinaten gewonnen, so daf eine Verinderung auch unter
Konstanthaltung der duBeren Deformation vor sich gehen kann.

MAXwELLY) geht von der Vorstellung aus, daBl jedem Stoff eine gewisse
Zeit T eigen sei, die fiir die Anpassung der Spannung ¢ an die Verformung ¢
maBgebend ist, die Relaxationszeit. Die Beziehung zwischen Spannung und
Dehnung lautet nach ihm:

(E'>E)

dabei bedeutet E’ den Elastizititsmodul bei raschen Verformungen, E den
Elastizititsmodul fiir unendlich langsame Verformungen, ¢ die Zeit. Der
asymptotisch zu erreichende Endzustand lautet ¢ = E¢; er wird um so schneller
angestrebt, je kleiner T, die Relaxationszeit, ist.

Bortzmann?) beriicksichtigt die elastische Nachwirkung in der Weise, daB3
er die Spannung nicht der momentanen Verformung zur Zeit ¢, allein entsprechen
14Bt, sondern noch ein Integral dazuzidhlt, das man erhilt, wenn man alle vor-
aufgehenden Verformungszustinde zur Zeit ¢ in einer mit zunehmender Zeit-
differenz #, — ¢ monoton abnehmenden Weise bewertet und ihre ,,Nachwirkung*
von der unendlichfernen Vergangenheit bis zu dem betrachteten Augenblick
iiber ¢ integriert. Er schreibt dem Stoff also ein Ged4chtnis zu mit einer charakte-
ristischen Erinnerungsfunktion, nach deren MaBgabe die Vergangenheit
noch auf die Spannung wirksam ist. Wahlt man als spezielle Erinnerungsfunktion

ta-t

eine Exponentialfunktion g(ey, ¢)e 7 mit dem konstanten Koeffizienten T°
fiir alle Spannungen, so bleibt das gegenseitige Verhiltnis der Bewertung aller
Zustinde der Vergangenheit bei wachsendem £, konstant, ganz unabhingig von
der Wahl der Funktion g(g,, ¢), die die Starke der Nachwirkung in Abhingigkeit
von der Verformung &, zur Zeit ¢, und ¢ zur Zeit ¢ angibt, falls man in der
Gegenwart die Verformung &, konstant hilt. Die Nachwirkung zeigt sich dann
also in der Gegenwart als ein Abklingen einer anfinglichen Spannungsdifferenz
nach einer Exponentialfunktion, fiir die die Zeit 7 malBgebend ist. Wahlt man
aullerdem die Funktion g noch proportional ¢, — ¢

g(eo’ 8) =E TE (80_8)’

so geht die BortzmaNNsche Auffassung in die MAXWELLsche iiber, wie man
leicht durch Differentiation der BoLTzMANNschen Gleichung nach f, fiir diesen
Spezialfall nachweist?):

to to—t

o i
aozEso+[f[eo,e, (to—t)]dtsEeo—l—E%Ej (6 —e)e T di,

— o0 — o0

do, dey B —E dey [ -5t \E_E [ bt

4% _ %% — £ % |, _ e =£ _ T

di, a, T T dt(,]g at T( T /(80 ¢)e dt)’
ppoN —o0

dao_ , dgy 1
dty E“”f(%_Eeo)'

1) J.Cr. MaxweLrr, Ency. Brit. 9. ed., Vol. VII, S. 798 = Scient. Pap. Bd. 2, S. 26.
Cambridge 1890.

2) L. BorLtzMANN, Ann. d. Phys. u. Chem., Erg.-Bd. 7, S. 624. 1876 = Ges. Abhandgln.
Bd. 1, S. 616. Leipzig 1909.

3) E. WiECHERT, Ann. d. Phys. u. Chem. Bd. 50, S. 335 u. 546. 1893. WIECHERT selbst
benutzt Summen von Exponentialfunktionen mit verschiedenem T.
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Die BortzMANNsche Darstellung ist daher allgemeiner. Insbesondere gestattet
sie auch, Erinnerungsfunktionen zu wihlen, bei denen die Nachwirkung nicht nur
in einer monoton abklingenden Spannungsdifferenz besteht, sondern auch ihr
Vorzeichen wihrend des Abklingens dndern kann. Man erreicht dies, wenn man
zunichst eine Verformung von lingerer Dauer im einen Sinn und darauf eine
Verformung vom gleichen Absolutbetrag, aber kiirzerer Dauer im anderen Sinn
vornimmt. Es koénnte dann zunichst die zuletzt vorgenommene, weil sie noch
frisch in Erinnerung ist, eine stirkere Nachwirkung haben; liegen dagegen beide
Verformungen schon lingere Zeit zuriick, so mag die erste wegen ihrer lingeren
Einwirkungsdauer wieder hervortreten. Qualitativ dieselben Verhiltnisse ergeben
sich, wenn man die Spannungen erzwingt und die Verformungen beobachtet.
In dieser Form 148t sich die Umkehr der Richtung der abklingenden Nachwirkung
bei einigen Stoffen besonders leicht beobachten?').

Ein einfaches Modell, um sich die Hysteresis und die Nachwirkung im
Inneren des Stoffes vorzustellen, ist von PRANDTL2) angegeben worden. PRANDTL
beschrankt sich dabei auf eine Molekelreihe und ihre Beeinflussung durch die
Krifte einer Nachbarreihe. Die erste Molekelreihe soll auf einer Stange -auf-
gereiht angenommen werden mit Verschiebemoglichkeit auf der Stange und
elastischer Bindung jedes Molekels an einen bestimmten Punkt der Stange.
Die Nachbarreihe wird ersetzt durch eine periodisch iiber die Linge der Stange
wechselnde Kraft. Jedoch soll die Periode der Kraft nicht mit der Entfernung
der Molekeln {ibereinstimmen. Es stellt sich so zunichst jedes Molekel in eine
Gleichgewichtslage ein, die durch die elastische Bindung und die GréBe der
iberlagerten Kraft gegeben ist. Bewegt man nun das iiberlagerte periodische
Kraftfeld hin und her, was einer Deformation des Stoffes entspricht, so wird an
den Stellen, wo die Phase der Kraft gegeniiber der Lage der Molekel die geeig-
nete Phasendifferenz hat, eine Labilitdit und ein Umschnappen der Molekel
an dieser Stelle eintreten, falls die elastische Bindung auf der Stange gentigend
weich ist. Hierdurch wird ein Teil der elastischen Energie in Wirme ver-
wandelt. Beim Hin- und Zuriickgehen entsteht auf diese Weise die Hysteresis.
Figt man die Warmebewegung der einzelnen Molekel mit in das Modell ein, so
erkennt man, daB bei der Verformung einige Molekel so nahe an eine labile Stelle
gekommen sein konnen, daf} sie, wenn sie spiter eine entsprechende Energiemenge
durch die Warme erhalten, die Labilititsstelle erreichen und in eine stabilere Lage
iibergefiihrt werden kénnen, von der sie nicht mit derselben Wahrscheinlichkeit wie-
der in die alte Lage zuriick kénnen ; es entspricht dieses derelastischen Nachwirkung.

25. Das Altern des Stahls. Eine besonders starke elastische Nachwirkung
wird am Stahl festgestellt, der eine Kaltverformung (z. B. durch Bearbeiten,
Ziehen, Schneiden, Schlagen) erlitten hat. Die Festigkeitseigenschaften sind von
der Zeit abhingig, die seit der Kaltverformung verstrichen ist. Aber nicht nur
die Zeit, sondern auch die Temperatur, der der Werkstoff in der Zwischenzeit
ausgesetzt war, beeinflussen das Ergebnis. Bei Stahl geht die zeitliche Ver-
inderung nach Kaltverformung besonders rasch vor sich, wenn die Temperatur
etwa 250 bis 300° betrigt. Dann setzt das Altern plétzlich und in besonders
starkem MaBe ein und man spricht mit Riicksicht auf die blaue Anlauffarbe,
die der Stahl bei 300° zeigt, vom Blaubruch. Blaubriichigkeit tritt aber nur
dann ein, wenn aufler der Erwidrmung auf 300° auch eine plastische Verformung
bei dieser Temperatur oder im kalten Zustande stattgefunden hat. '

1) Versuche von: F. KoHLRAUSCH, Ann. d. Phys. u. Chem. Bd. 119, S. 337. 1863;
Bd. 158, S. 338. 1876; Bd. 160, S. 225. 1877. F. Reukus, Bd. 35, S. 476. 1888; K. BENNE-
wirz, Phys. ZS. Bd. 21, S. 703. 1920.

2) L. PranDTL, ZS. f. angew. Math. u. Mech. 1928, S. 85.
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Die verschiedenen Stahlsorten sind in verschieden starkem MaBe blau-
briichig. Im allgemeinen scheinen legierte, d. h. mit Ni, Cr usw. vergiitete, Stahle
weniger stark zum Blaubruch zu neigen als unlegierte Stihle.

Wenn die Verformung bei tiber 700° stattgefunden hat, dann zeigt sich kein
Altern mehr. Es ist deshalb in Walzwerken nétig, darauf zu achten, dall das
Walzgut wihrend der Bearbeitung nicht zu stark abkiihlt, d.h. nicht unter
Helirotglut herunterkommt. Die Alterungseigenschaften eines kalt verformten
Stiickes kénnen durch nachtrigliches Ausglithen, d. h. lingeres Erhitzen auf
800 bis 900°, wieder beseitigt werden.

Die ungiinstigen Eigenschdften eines kalt verformten Stahlstiickes treten
nur wenig beim ZerreiBversuch in die Erscheinung. Die Bruchfestigkeit wird
durch das Altern eines kaltverformten Stiickes um mehrere Prozent (bei Ver-
formungen unter 10% um hdéchstens 30% der urspriinglichen Bruchfestigkeit)
erhoht, die Dehnung wird etwa im gleichen Verhiltnis ermaBigt. In weit stidrkerem
MaBe wird aber die Kerbzdhigkeit — d.h. die Arbeit, die

150 Pds zum Abschlagen eines eingekerbten Probestabes von be-

R stimmten Abmessungen (Abb. 13) nétig ist — durch das
;?EZZ;;’ Altern oder durch Bearbeitung unter Blauwirme beeinfluB3t.
Abb. 13. Kerbschlag.  FUI bestimmte Stihle sinkt die Kerbzéhigkeit eines in Blau-

probe. wiarme verformten Stiickes auf ein Zehntel des Wertes herab,

den der gleiche Stahl in ausgeglithtem Zustand hat.

Die praktische Bewihrung entspricht mehr den Angaben des Kerbschlag-
versuches als der des ZerreiBBversuches, d. h. die Haltbarkeit eines in der Blau-
wirme verformten Stiickes ist nur ein geringer Bruchteil von der des gesunden
Baustoffes. Die Kerbschlagprobe wire deshalb gut geeignet fiir Abnahmeversuche.
Wenn sie bisher so wenig Verwendung zu Abnahmeversuchen gefunden hat, so
rithrt das davon her, daB der Kerbschlagversuch stark streuende Ergebnisse
liefert, die unter anderem in hohem MalBe von der Temperatur des Probestiickes
abhingen?).

26. Zihigkeit und Sprodigkeit. Ein statisch zdher Baustoff erleidet bei
einer einmaligen Beanspruchung erhebliche bleibende Formidnderungen, bevor
er bricht, wihrend ein statisch sproder Baustoff ohne wesentliche bleibende
Forminderung zu Bruch geht. So wird z. B. Schmiedeisen mit einer Bruch-
dehnung > 20% als ziher Baustoff und GuBeisen mit einer Bruchdehnung
e, <1% als spréder Baustoff angesprochen.

Das sind statische Eigenschaften, die durch den statischen Zerrei3versuch
nachgewiesen werden. Die praktische Bedeutung der statischen Zihigkeit liegt
darin, daB ein einmalig iiberanstrengter Koérper unter Umstinden nicht bricht,
sondern eine bleibende Verformung erfihrt. Die aus zdhem Stahl hergestellte
Tretkurbel eines Fahrrades wird z. B. krumm, wenn sich ihrer Bewegung plétz-
lich ein Hindernis entgegenstellt, sie etwa gegen einen Kantenstein st6B8t. Wiirde
die gleiche Kurbel aus einem.statisch spréden Werkstoff bestehen, so wiirde sie
unter gleichen Umstinden brechen.

Neben der statischen Zihigkeit hat aber auch die dynamische Zihigkeit
wesentliche Bedeutung fiir die praktische Bewidhrung eines Werkstoffes. Die
Betriebsbriiche der Praxis werden in der Regel nicht durch einmalige Uberanstren-
gung, sondern durch oft wiederholte Wechselbeanspruchungen verursacht, die
einen Dauerbruch zur Folge haben. Bei den Dauerbriichen sucht man ver-
gebens nach irgendwelcher Bruchdehnung. Die statische Zihigkeit hat unmittel-
bar keinen EinfluB auf den Dauerbruch. Das Ansetzen eines Dauerbruches

1) Siehe dazu F. FETTWEIS, Stahl u. Eisen 1919, S. 1 u. A. Pomp, ebenda 1920, S. 1261.
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wird aber wesentlich begiinstigt durch Fehlstellen und Oberflichenbeschidigungen
(Ziff. 21), die so klein sein koénnen, daBl sie den statischen Bruchvorgang nicht
beeinflussen wiirden. Wenn der Baustoff nur rein elastische Forminderungen
ausfithren kann, dann steigt die Spannung an diesen Stellen besonders hoch an.
Kann aber der Baustoff daneben auch plastische Verformungen ausfithren, so
bewirken diese eine Milderung des Spannungsanstieges an den ausgezeichneten
Stellen. Diese Milderung ist nur dann von praktischer Bedeutung, wenn der
Baustoff die plastischen Verformungsanteile in beliebig hiufigem Wechsel
iiberstehen kann, ohne Schaden zu leiden. Die kleinen plastischen Verformungs-
anteile haben bei Schwingungen eine Ddmpfung zur Folge; sie kénnen durch
Dimpfungsmessungen bestimmt werden. Ein dimpfungsfihiger Baustoff ist
deshalb ein dynamisch zdher, d. h. er kann kleine plastische Verformungsanteile
ausfithren, ohne mit der Zeit zu Bruch zu gehen?).

Bei Stahl kann man aus der statischen Zahigkeit — gemessen durch die
Bruchdehnung — mit einiger Anndherung auf die dynamische Zahigkeit — ge-
messen durch die Ddmpfungsfahigkeit 9 — schlieBen. Es gibt allerdings auch hier
Sorten mit noch ganz erheblicher Bruchdehnung (¢ = ~0,1), die schon aus-
gesprochen dynamisch sprode (wenig dampfungsfihig sind) sind. Der Riick-
schluf von ¢ auf 9 versagt vollkommen, wenn man ihn auf andere Werkstoffe
anwendet. Leichtmetalle sind im allgemeinen statisch zdh; ihre Bruchdehnung
ist 10 bis 20%. Sie sind aber wenig dimpfungsfihig, d. h. dynamisch sprode:
sie brechen bei Wechselbeanspruchungen oft aus duBerlich schwer erklirlichen
Ursachen (z. B. infolge von winzig kleinen Fehlstellen). Dagegen gibt es elek-
trische Isolationsstoffe (z. B. Trolit) mit geringer Bruchdehnung (unter 2%)
aber groBer dynamischer Zihigkeit. Man sieht daraus, daB3 man bei Riickschliissen
von der statischen Zihigkeit auf die dynamische oder von der Bruchdehnung
auf die Dampfungsfihigkeit zu groBen Fehlern kommen kann. Die genaue
Kenntnis der Eigenschaften eines Baustoffes erfordert die Angabe von beiden
Werten. Fiir einen bestimmten Verwendungszweck der Praxis mufl man ent-
scheiden, ob man gréeres Gewicht auf die statische oder auf die dynamische
Zshigkeit zu legen hat.

Im praktischen Betrieb bendtigt man fiir Bauzwecke im allgemeinen Werk-
stoffe von groBer Zerreiifestigkeit und groBer Bruchdehnung, wenn die Bruch-
gefahr durch eine einmalige oder selten wiederholte Beanspruchung hervor-
gerufen wird, und man benétigt Werkstoffe mit hoher Schwingungsfestigkeit und
Dampfungsfihigkeit, wenn die Gefahr eines Dauerbruches vorliegt. Zur Zeit
werden in Deutschland Schubschwingungsfestigkeit und Dampfungsfihigkeit in
der Regel mit Hilfe der Drehschwingungsmaschine Bauart FOPPL-BUSEMANN
bestimmt, die von Lehmann & Michels in Hamburg-Altona hergestellt wird.

IV. Technische Bemerkungen.

27. Die Festigkeitsversuche der Praxis. Durch die Festigkeitsversuche
wird die Giite solcher Baustoffe bestimmt, die im praktischen Betrieb gréBere
Festigkeitsbeanspruchungen auszuhalten haben. An einem praktisch brauch-
baren Festigkeitsversuch werden zwei Hauptanforderungen gestellt, ndmlich:

a) der Versuch muBl mit méglichst einfachen Mitteln in moglichst kurzer
Zeit durchzufiithren sein und

b) die Versuchsergebnisse sollen der Bewidhrung des Baustoffes in der
Praxis moglichst getreu entsprechen, d.h. die Beanspruchung des Baustoffes

1) O. Foper, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 5, S. 133. 1925 und ZS. f. Metallk. April
1928.
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beim Versuch soll méglichst dhnlich der Beanspruchung sein, die der Baustoff
im praktischen Betrieb erleidet.

Bei allen Festigkeitsversuchen mufl ein Kompromifl zwischen den beiden
Hauptforderungen geschlossen werden, von denen die eine der anderen entgegen-
steht. Die Versuche werden deshalb verschieden angestellt werden miissen,
je nachdem der gréBere Nachdruck auf die erste oder die zweite Hauptforderung
gelegt wird.

Am besten gerecht wird der Forderung a) die BRINELLsche Druckprobe,
die vor allem in Stahlwerken viel verwendet wird. Es wird eine glasharte Stahl-
kugel von bestimmtem Durchmesser (gewohnlich 10 mm) in den zu untersuchen-
den Baustoff mit einem bestimmten Druck P (bei Stahl gewdhnlich 3000 kg)
gepreBt. Nach Abnahme der Belastung wird die Kugelfliche I ausgemessen,
die im Baustoff infolge der plastischen Verformung zuriickgeblieben ist. Die
Kugeldruckhirte P/F gibt ein MaB fiir bestimmte Eigenschaften des Baustoffes.
Es wire verkehrt, wenn man etwa aus der Kugeldruckhirte die Giite des Bau-
stoffes beurteilen wollte. Die praktische Bewihrung des Baustoffes hingt bei
den verschiedenen Bauzwecken von vielen Umstdnden ab, die bei der Kugel-
druckhirte nicht beriicksichtigt werden. Die Kugeldruckprobe ist aber ein
zweckmiBiges Mittel, um aus einer Reihe von Korpern, die aus dem gleichen
Baustoff bestehen sollen, ausfallende Stiicke herauszufinden. Sie wird z. B.
verwendet, um Stahlstangen bei der Einlieferung in eine Fabrik auf gleiche
Hirte zu priffen und zu harte Stiicke, deren Bearbeitung erh6hte Kosten ver-
ursachen wiirde, auszuscheiden. Als Abnahmebedingung wird dagegen die
Kugeldruckprobe mit Recht selten verwendet. (Bei der Bestellung eines Bau-
stoffes werden Giitebedingungen vom Besteller vorgeschrieben. Bei der Lieferung
wird durch den Abnahmeversuch festgestellt, ob die Bedingungen erfiillt
sind. Wenn die Bedingungen nicht erfiillt sind, kann die Annahme der Ware
verweigert werden.)

Einen Mittelweg zwischen beiden Hauptbedingungen schligt der ZerreiB3-
versuch ein, der schon in Ziff. 4 eingehend besprochen worden ist. Der Zerreif3-
versuch liefert wesentliche Aussagen iiber den Baustoff (ZerreiBfestigkeit, Deh-
nung, Streckgrenze), so daB aus ihm schon ein guter Riickschluf auf die praktische
Bewihrung gezogen werden kann. Er ist, da er die Herstellung eines Probe-
stabes erforderlich macht, viel umstindlicher durchzufiithren als die BRINELLsche
Druckprobe. Das Ergebnis kann aber immerhin in kurzer Zeit gewonnen wer-
den und erfordert lingst nicht die Miihe, die der im nachfolgenden Schwin-
gungsversuch nétig macht. Die tiblichen Abnahmevorschriften, die bei Bestellung
von Baustoffen (namentlich Metallen) vorgeschrieben werden, griinden sich
deshalb in erster Linie auf den ZerreiBversuch, der bei Steinen, Beton, Holz
durch den ihm entsprechenden Druckversuch ersetzt wird.

Ein wenig einfacher in der Durchfithrung ist der Kerbschlagversuch,
bei dem ein in der Mitte eingekerbter Probestab durch einen einmaligen Schlag
zerbrochen und die dazu erforderliche Arbeit bestimmt wird (Abb. 13). Der
Kerbschlagversuch 148t sich zwar sehr rasch vornehmen, er hat aber zu seiner
Durchfithrung ebenso wie der ZerreiBversuch einen Probestab nétig, der eine mehr-
stiindige Werkstattsarbeit bedingt. Der Kerbschlagversuch liefert als Ergebnis
nur eine Zahl, die Schlagarbeit, die allein nicht geniigt, um einen Werkstoff zu
kennzeichnen. Die Kerbschlagprobe wird deshalb in der Regel nur neben anderen
Versuchen als zusitzliche Kennzeichnung des Baustoffes verwendet. Die prak-
tische Verwendung des Kerbschlagversuches wird dadurch erschwert, daB die
auf die Querschnittsfliche bezogene Schlagarbeit 4/F sehr stark von der Breite
der Probe, der Schlaggeschwindigkeit und der Versuchstemperatur, abhingt.
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Die Beanspruchung, die der Baustoff in der Praxis erleidet, wird besser
vom Dauerkerbschlagversuch nachgeahmt (Kruppsches Dauerschlagwerk,
Abb. 8), bei dem immer wiederholte Schlige von stets gleichem Impulsinhalt
so lange zur Wirkung kommen, bis der Probestab durchbricht. Als GiitemaBstab
dient die Zahl der Schlige, die bis zur Herbeifiihrung des Bruches nétig waren.
Durch diese eine Angabe kann aber auch der Baustoff nicht hinreichend be-
wertet werden und es wird deshalb die Kruppsche Dauerschlagprobe ebenfalls
fast nur in Verbindung mit dem ZerreiBBversuch bei Abnahmen verwendet. Die
Dauerschlagprobe braucht mehrere Stunden Zeit, und sie ist deshalb umstind-
licher durchzufiihren als die einfache Kerbschlagprobe.

Die Schwingungsversuche (Ziff. 19) ahmen am besten die Beanspruchung
nach, die der Baustoff in der Praxis erleidet. Sie sind aber auch weitaus am
umstandlichsten durchzufithren und geniigen deshalb am allerwenigsten der
ersten Hauptbedingung. Wenn nur die Schwingungsfestigkeit, d. h. der Grenz-
wert der Belastung, den der Baustoff in beliebig hiufigem Wechsel eben noch
aushilt, ohne zu zerbrechen, bestimmt wird, geniigt diese Angabe auch nicht,
um daraus die Bewihrung des Baustoffes fiir praktische Zwecke anzugeben.
Beim Schwingungsversuch kann aber auBlerdem die Dimpfungsfihigkeit (Ziff. 23)
ermittelt werden. Die beiden GréBen, Schwingungsfestigkeit und Dampfungs-
fahigkeit, geben die treffendsten Giiteaussagen iiber ein Metall. Ihrer allgemeinen
Verwendung steht bisher nur die Umstédndlichkeit des Feststellungsverfahrens
entgegen.

Neben diesen fiir alle Zwecke anwendbaren Priifverfahren werden noch
die Baustoffe fiir besondere Bauzwecke durch Sonderproben ausgewihlt. So
gibt es Bordelproben und Abschreckbiegeproben fiir Kesselbleche, Verwinde-
proben und Hin- und Herbiegeproben fiir Drihte, Lochproben fiir Niete, Auf-
dornproben fiir Rohre usw. :

28. Die natiirlichen Baustoffe. Die Technik macht ausgiebigen Gebrauch
von natiirlichen Baustoffen wie Steinen, Holz, Leder usw. Diese Baustoffe haben
vielfach recht verschiedene Eigenschaften in verschiedenen Richtungen. Es
hingt dies von ihrer Entstehung (Wachstum, Ablagerung usw.) ab. Diese fiir die
Elastomechanik interessante Seite soll am H o1z als Beispiel ndher behandelt werden.

Legen wir durch einen Baumstamm Zylinderkoordinaten, so lassen sich
die Langsrichtung, die Umfangsrichtung und die radiale Richtung unterscheiden.
Es sind dies angendhert die natiirlichen Koordinaten. Die Fasern des Holzes
verlaufen in der Langsrichtung. Sie sind miteinander fest in der Umfangsrichtung
verbunden. In radialer Richtung folgen aufeinander Schichten von festerer und
von loserer Beschaffenheit, die sich als Jahresringe deutlich abheben. Die Festig-
keit in der Faserrichtung ist bei vielen Holzarten bis zehnfach so gro8 als in
radialer Richtung. In tangentialer Richtung hilt das Holz gewdhnlich nicht
viel mehr aus als in radialer Richtung. Ahnliche Unterschiede findet man bei
anderen Beanspruchungsarten. Driickt man z. B. einen Holzwiirfel mit der
Kraftrichtung parallel zur Umfangsrichtung oder zur Faserrichtung, so platzt
derselbe in den Jahresringen auf. Legt man die Kraftrichtung dagegen in radiale
Richtung, so lassen sich weichere Holzarten bleibend bis ungefdhr auf ein Drittel
der Hohe bei miBigem allmihlich steigendem Drucke zusammendriicken. Das
Holz indert seine Gestalt mit seinem Feuchtigkeitsgehalt, es arbeitet, jedoch
nicht in Richtung der Fasern. Man vermeidet diese unangenehme Eigen-
schaft, als auch die Anisotropie durch Zusammenleimen von diinnen Brettern
mit gekreuzter Fasernrichtung (Sperrholz).

Das Holz darf man durchaus nicht als minderwertigen Baustoff ansehen.
Es stiitzt sich z. B. die Flugzeugindustrie, die besonders vorsichtig in der Auswah!l
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ihrer Baustoffe sein muB, heute noch in erster Linie auf das Holz als Konstruk-
tionsstoff. Es kommt hier ndmlich nicht auf groBte Festigkeit allein an, sondern
auf ein Optimum, bedingt durch Festigkeit und spezifisches Gewicht. Das
Holz ist wegen seines geringen spezifischen Gewichtes anderen Baustoffen iiber-
legen. Hierdurch ergeben sich fiir Bauten aus Holz von selbst gréfere Quer-
schnitte, wodurch die Knickfestigkeit bei vollem Querschnitt gréBer wird, gleich-
zeitig wird die Bearbeitung wegen der niedrigen Festigkeit leichter. Das Holz
wird daher auch im Fahrzeug-, Mébel- und Modellbau nicht leicht zu verdringen
sein. Noch einen ganz andersartigen Vorteil hat das Holz gegeniiber anderen
Baustoffen zu verzeichnen, der durchaus in das Gebiet der Elastomechanik
fallt. Das Holz hat vorziigliche akustische Eigenschaften, die seine Ver-
wendung als Resonanzboden, als Wandverkleidung in Silen, als Baustoff fiir
Grammophon- und Lautsprecher-Tonfithrungen zur Folge haben. Der Haupt-
grund scheint in dem besonders niedrigen Elastizitdtsmodul des Holzes zu liegen,
der zur Folge hat, daB ein Resonanzboden aus Holz bei gegebener Energie weit
groBere Ausschlige macht als Resonanzbdden aus anderen Baustoffen. Die
groBen Ausschlidge haben aber einen groBen Energieiibergang an die umgebende
Luft zur Folge, der als Ton auf das Ohr iibertragen wird. Vermutlich ist ferner
die Dampfung des Holzes verhiltnismaBig klein, so dal3 eine angefachte Schwin-
gung nur wenig Energie durch innere Baustoffdimpfung verliert!). Es liegen aber
auf diesem Gebiete noch keine exakten Forschungsergebnisse vor, so daB man
auch noch nicht angeben kann, was die physikalische Grundlage der ,,Ton-
veredelung*‘ des Holzes ist. Das Bediirfnis und die Mittel zur Forschung in dieser
Richtung sind durch die Rundfunkentwicklung bedeutend vermehrt, so dafl
mit Fortschritten auf diesem Gebiete zu rechnen ist.

Die Natursteine sowohl wie die kiinstlichen Steine werden fast aus-
schlieflich dort verwandt, wo nur Druckkrifte zu iibertragen sind. Sie lassen
sich durch Mértel leicht so weit miteinander verbinden, daBl sie den Druck gut
vom einen Stein zum andern iibertragen koénnen, und daB sie gegen Verrutschen
und gegen Nebenkrifte gesichert sind.

29. Beton und Eisenbeton. Wir behandeln den Beton hier gesondert,
da er der wichtigste Baustoff des Bauingenieurs ist und da er vor allem dort
angewendet wird, wo massige Bauten (Fundamente, Ddamme, Stiitzmauern,
Wasserbauten usw.) errichtet werden sollen. Wéahrend der gewéhnliche Mortel
(Luftmortel) schon seit 5000 Jahren den Menschen als Baustoff dient, ist die
Verwendung des Betons wenig mehr als 150 Jahre alt. Im Gegensatz zum Luft-
moértel, der trockene Luft zum Erhirten nétig hat, bindet der Beton gerade in
Gegenwart von Wasser ab und er erreicht 10- bis 20mal so groBe Festigkeit
wie jener.

Das Gerippe des Betons ist der Kies, der in verschiedener Korngréfe ver-
wendet wird. Die einzelnen Kieskorner werden durch ein Bindemittel, den
Zementmértel, zusammengehalten. Der Zementmdrtel besteht aus einer innigen
Mischung von Zement, Sand und Wasser.

Der Zement selbst wird aus einem Gemenge von Ton (Aluminiumsilikat)
und Kalkstein gebrannt. Als Ausgangsstoff werden in neuerer Zeit auch vielfach
Eisenschlacken verwendet, die beim Hochofenproze abfallen. Die Mischung
wird nach der Zerkleinerung in der Regel in rotierenden Ofen (Drehéfen) bei
hoher Temperatur (etwa 1500°) zu Klinkern gebrannt. Bei der Herstellung des

1) Uber einige im Klavierbau verwendete Holzarten (deutsche Buche und ruménische
Fichte) sind in der letzten Zeit Dampfungswerte bekanntgeworden. Siehe E. PERTZz, Die
Bestimmung der Baustoffdimpfung nach dem Verdrehungsausschwingungsverfahren, Braun-
schweig 1928.
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Schmelzzementes ist die Temperatur im Ofen so hoch (etwa 1800°), daB3 die
Masse schmilzt. Die Klinker bzw. die erkaltete Masse wird zu einem moglichst
feinen Mehl gemahlen, das man Zement nennt.

Der Zement kann in erheblichen Mengen Wasser aufnehmen und erhirtet
dann zu einem festen Koérper, der an den zwischenliegenden Kiesstiicken fest
anhaftet. Fiir die Herstellung des Betons ist es wichtig, dal Kies, Sand, Zement
und Wasser sehr innig miteinander vermischt werden. Jede Fuge zwischen zwei
nebeneinanderliegenden Kieskornern soll durch Zementbrei ausgefiillt sein.
Bei der Erhartung hat der Beton das Bestreben, noch mehr Wasser aufzunehmen,
als zur Anfertigung des Breies notig war; er entzieht es seiner Umgebung. Beton-
bauten, die aus gewdhnlichem Zement hergestellt sind, sollen deshalb acht Tage
lang ununterbrochen feucht gehalten werden.

Die Festigkeit des Betons steigert sich mit der Zeit, die seit der Herstellung
verstrichen ist. Die mafBgebenden Festigkeitspriiffungen werden in der Regel
28 Tage nach Ansetzen vorgenommen. Die Festigkeit mag dann vielleicht 75%
der schlieBlich erreichbaren Festigkeit betragen. Die Festigkeit des Betons
hingt vor allem von folgenden vier Faktoren ab:

a) von der Festigkeit des Kieses oder Kiesersatzes,

b) von der Festigkeit des Zementmértels,

c) vom Mischungsverhiltnis,

d) vom Herstellungsverfahren des Betons.

Zu a). Die Festigkeit des Kieses ist in der Regel erheblich grofer als die
des Zementes. Dann ist die Festigkeit des Betons allein abhingig von der Festig-
keit des Zementmortels. Als Ersatz fiir den Kies werden oft Abfallprodukte
(z. B. Schlacken von Hochéfen oder aus der Metallgewinnung) verwendet. Diese
Ersatzstoffe haben mitunter so geringe Festigkeit, daBl die Giite des Betons
durch die Eigenschaften der Ersatzstoffe beeinfluft wird.

Zu b). Zur Ermittlung der Festigkeitseigenschaften eines Zementes werden
Probekorper aus Zementmortel, die in der Regel aus 1 Teil Zement und 2 oder
3 Teilen Normensand mit entsprechendem Wasserzusatz bestehen, in Wiirfel-
form nach einem genau vorgeschriebenen Verfahren hergestellt und unter der
hydraulischen Presse zerdriickt. Die Druckfestigkeit wird durch Division der
Hochstlast durch die Querschnittsfliche erhalten. Die Festigkeitswerte eines
gewohnlichen Zementmértels betragen 250 bis 400 kg/cm?, die eines aus hoch-
wertigem Zement hergestellten Mértels 600 bis 800 kg/cm?2. Fiir sehr viele Bau-
zwecke ist es wichtig, dafl der Zementmértel und der daraus hergestellte Beton
schon bald nach dem Abbinden (d.h. dem Ubergang von der breiigen in die
feste Form) erhebliche Festigkeitswerte hat, damit die neuen Bauteile wenige
Tage nach ihrer Errichtung durch den Weiterbau von etwa dariiberliegenden
Stockwerken belastet werden kénnen. In besonders hohem MafBe hat diese
Figenschaft der hochwertige Zement, der vor allem als Schmelzzement
gewonnen wird und mehrfach so hoch im Preise steht wie gewdhnlicher Zement.
Am hochwertigen Zement wird also vor allem die hohe Anfangsfestigkeit ge-
schitzt (z. B. 3 Tage nach dem Aufbringen die Hilfte der Festigkeit, die nach
28 Tagen erreicht wird).

Zu c). Der Zement ist der teuerste Bestandteil im Beton. Es liegt deshalb
nahe, den Beton in méglichst magerer Mischung (d. h. wenig Zement mit viel
Sand und Kies) herzustellen. Je magerer die Mischung ist, desto geringer ist aber
auch die Festigkeit des Betons. Dort, wo der Beton nur geringe Beanspruchungen er-
fahrt, geht man auf Mischungsverhéltnisse 1 Gew.-Teil Zement:15 Gew.-Teile
(Sand -+ Kies) oder noch weiter herunter, wihrend man zur Erzielung hoher
Festigkeitswerte ein Mischungsverhiltnis 1:5 oder 1:7 anwenden mubB.



44 Kap. 1. A.BuseMaNN und O.F6ppL: Grundlagen der Elastomechanik.  Ziff. 30.

Zu d). Die Bestandteile des Betons miissen in stets gleichem Verhiltnis
innig gemischt werden. Man beniitzt dazu zweckmiBig Mischmaschinen, da die
Handmischung nur unvollkommene Ergebnisse liefert. Der Betonbrei wird in
eine Holzverschalung gegossen, die nach dem Abbinden entfernt wird. Es ist
nétig, daBB der Beton nach dem Auftragen noch einige Zeit feucht gehalten wird.
Das geschieht durch Auflegen von feuchten Tiichern, die von Zeit zu Zeit be-
gossen werden. Aus gewsShnlichem Zement hergestellter Beton soll in der Regel
7 Tage, aus hochwertigem Zement hergestellter 3 Tage ununterbrochen feucht
gehalten werden. Beim Anrithren der Baumasse muf3 eine ganz bestimmte
Wassermenge beigefiigt werden. Es ist bei der Vielheit der die Festigkeit des
Betons beeinflussenden GréBen iiblich, dal auf der Baustelle selbst von Zeit zu
Zeit Probekorper im Format 30X 30X 30 cm® mitgegossen werden, um die tat-
sichlich erreichten Festigkeitswerte nachzukontrollieren.

Die Zugfestigkeit des Betons ist ungefihr gleich dem zehnten Teil seiner
Druckfestigkeit, sie wird in der Technik in der Regel nicht ausgeniitzt, d. h.
bei Berechnung von Bauwerken aus Beton wird dafiir gesorgt, dal méglichst an
keiner Stelle Zugspannungen auftreten. Tritt in einem Betonbauwerk doch Zug-
spannung an einigen Stellen auf, so wird die Zugzone des Betons durch Eisen-
einlagen verstiarkt, die aus Rundeisenstangen bestehen und den Zug vollstindig
aufnehmen konnen (Eisenbeton). Der in dieser Zone befindliche Beton hat nur
den Zweck, das Eisen zu fithren und durch seine Wasserdichtheit vor Nisse zu
schiitzen. Dieser letzte Punkt ist besonders wichtig, weil die Eiseneinlagen durch
das Rosten ihr Volumen vergréBern und dadurch den Beton zum Platzen lings
der Eiseneinlagen bringen. (Man beobachtet solche Briiche oft an gering-
wertigen Betonteilen, Einfriedigungspfiahlen usw., bei denen zu stark an Zement
gespart ist.) Die Gleichheit der Warmeausdehnungskoeffizienten von Beton und
Eisen bewirkt, dal keine Spannungen durch Temperaturverinderung auftreten.
Eine wesentliche Bedingung dafiir, daB die Eiseneinlagen tatsichlich die Zug-
spannungen i{ibernehmen kénnen, ist die, daBl der Beton geniigend am Eisen
haftet. Um sich aber nicht allein auf die natiirliche Haftung zwischen Eisen und
Beton verlassen zu miissen, werden die Enden der Eiseneinlagen umgebogen, so
daB die Enden der Rundstangen als eingespannt angesehen werden kénnen.

80. Die Metalle. Zu den wichtigsten Baustoffen zdhlen die Metalle. Es
handelt sich dabei zum Teil um reine Metalle wie Kupfer und Aluminium, die
auch hervorragende Baustoffe sind, und zum anderen Teil um Metallegierungen.
Das technisch wichtigste Metall ist das Eisen, das dem heutigen Zeitalter das
Geprige aufdriickt.

Nach dem Erstarren bestehen die Metalle aus einem Haufenwerk kleiner
durch Kohision verbundener Kristalle, die chemisch gleichartig oder verschieden
sein kénnen. Die Bestandteile einer Legierung sind dabei entweder gleichmiBig
ineinandergelst (feste Losung oder Mischkristalle), nebeneinander gelagert oder
auch chemisch miteinander verbunden.

Beim Erhitzen und Abkiihlen zeigen die Legierungen vielfach Unstetigkeiten
bei bestimmten Temperaturen, bei denen eine innere Umwandlung des Gefiiges
eintritt (Haltepunkte in den Abkiihlungskurven). Durch besondere Mittel
lassen sich die verschiedenen Gefiigearten auch aus ihren natiirlichen Temperatur-
grenzen herausziehen, z. B. beim Hirten des Stahles durch besonders rasches
Abkithlen des iiber den Umwandlungspunkt hinaus erhitzten Stiickes im Ol-
oder Wasserbad. Die Unstabilitit macht sich jedoch beim Erhitzen bemerkbar
(Ausglithen des Stahles).

Das am meisten verwendete Metall ist das Eisen. Das Eisen kann in sehr
verschiedenen Zustinden hergestellt werden, da kleine Beimengungen sehr
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erheblichen EinfluB auf die Festigkeitseigenschaften des Eisens haben. Vor
allem ist der Kohlenstoffgehalt, der zwischen 0,1% (Schmiedeisen) und 4%
(GuBeisen) schwanken kann, sehr wichtig fiir die Verwendbarkeit des Eisens.

Eisen mit weniger als 0,1 % Koh-
lenstoff hat nur geringe Festig-
keit. Wegen seiner magnetischen
Eigenschaften wird es zur Her-
stellung von Magnetpolen, dieum-
magnetisiert werden miissen, ver-
wendet. Die gréfte Festigkeit
hat das Eisen mit 0,4 bis 1,1%
Kohlenstoff (Stahl). Der Koh-
lenstoff kann in chemisch ge-
bundener Form als Eisenkarbid
(FesC) im Eisen aufgelSst sein
oder er kann auch als Graphit
ausgeschieden und mit den Eisen-
kristallen vermengt sein. Im erste-
ren Falle hat man groBle Hirte
und Festigkeit (Stahl, weiBes GuB-
eisen) im letzteren Falle einen wei-
chen Stoff von geringer Zerrei3-
festigkeit und Bruchdehnung, der
sichgutbearbeitenliBt(GrauguB).

Auf die Festigkeitseigen-
schaften des Eisens haben noch
folgende Beimengungen Einfluf3:
Schwefel und Sauerstoff wirken
schon in Kkleinen Mengen sehr
ungiinstig auf Festigkeit und
Dehnung ein; sie machen vor
allem das Eisen briichig, so daB
es selbst in Rotglut nicht ge-
niigend verformt werden kann.
Phosphor macht diinnflissig; in
Mengen von {iiber 0,1% ist er
schadlich. Silizium begiinstigt die
Ausscheidung des Kohlenstoffes
als Graphit.

Besonders hochwertige Fe-
stigkeitseigenschaften erhilt der
Stahl durch Beifiigung von Nickel,
Chrom, Wolfram, Vanadium, Mo-
lybddn. Einige Prozent Nickel-
gehalt geben dem Stahl bei erheb-
licher Bruchfestigkeit eine grofle

Abb. 14 u. 15. Kristallflichen- bzw. Korngrenzendtzung, aus-

gefiihrt an der gleichen Probe aus sehr reinem technischen FluB-

eisen (Weicheisen). Nach F. KorBER, K. W.-Inst. f. Eisenforschung,
Diisseldorf. ¥V =100.

Bruchdehnung. Nickel und Chrom zusammen machen den Stahl sehr hart und gut
ortlich hirtbar. Nickelstahl wird deshalb als Baustahl viel im Automobil-
bau, Chromnickelstahl besonders zur Herstellung von besonders hoch beanspruch-
ten Teilen (z. B. Auto- und Luftschiffkurbelwellen) verwendet. Die Beifiigung
von Chrom allein gibt groBte Hirte bei geringen Bruchdehnungen, also einen
festen spréden Stoff (gehdrtete Chromstidhle fiir Kugellagerbau). In groBerem
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Prozentsatz (iiber 10%) beigefiigt, macht Chrom vor allem den Stahl ,,nicht-
rostend‘. Wolfram verleiht dem Stahl groBe Festigkeit bei hohen Temperaturen
(z. B. bei 500°). Wolframstahl findet deshalb als Werkzeugstahl viel Verwendung,
der trotz der Erwdrmung bei der Bearbeitung groBe Festigkeit und Hérte behalten
muB,

Genauen Aufschlul iiber den Aufbau des Gefiiges eines Metalles gibt die
metallographische Untersuchung. Es wird eine ebene Fliche an dem zu unter-
suchenden Stiick durch Polieren, d.h. Abnehmen der kleinen Unebenheiten
mittels feinster Schmirgelkorner, méglichst glatt gemacht. Durch Atzen oder
auch schon durch gewdhnliches Anlassen auf erhéhte Temperaturen werden die
Bausteine der Materie verschieden gefirbt, je nach der Richtung, in der der
betreffende Kristall beim Polieren zur Kristallachse angeschnitten worden ist
(Abb. 14). Unter dem Mikroskop kénnen die einzelnen Bausteine durch die ver-
schiedene Firbung unterschieden werden. Die Festigkeitseigenschaften eines
Metalles hingen wesentlich ab von der GréBe der Bausteine, die beim Stahl
z. B. in der GréBenordnung zwischen 1 und 0,01 mm Lingenabmessung schwankt.
Durch lingeres Erhitzen auf bestimmte Temperaturen tritt ein Wachstum oder
ein Zerfall der Kristalle auf, der Baustoff wird grobkérniger bzw. feinkérniger.
Man nennt das Verfahren die Wirmebehandlung des Baustoffes, z. B. des Stahls,
und man kann durch entsprechende Wirmebehandlung die Eigenschaften ver-
edeln. So versteht man z. B. unter Edelstahl einen Stahl, dessen Festigkeits-
eigenschaften vor allem durch Warmebehandlung gehoben worden sind (Elasti-
zitdtsgrenze nahe an Bruchgrenze heraufgeriickt, groBe Festigkeit bei groBer
Bruchdehnung, groBe Schlagarbeit). Statt der Bruchflichen werden auch oft
die Bruchgrenzen geitzt, an denen der Kristall besonders stark angefressen wird.
Man erhilt dann das Bild Abb. 15.

Als Atzmittel fiir Eisen kommen vor allem in Betracht: Salpetersiure,
Pikrinsdure, Kupferchlorid und Salzsaure.
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Mathematische Elastizitédtstheorie.

Von
E. TREFFTZ, Dresden.
Mit 3 Abbildungen.

1. Einleitung.

1. Problemstellung. Die Erfahrung lehrt, daB die festen Korper unter der
Einwirkung &duBerer Krifte gewisse Gestaltsinderungen erfahren, welche bei
allmdhlicher Entlastung wieder verschwinden oder bei plétzlicher Entlastung
zu Schwingungen des Kdérpers Veranlassung geben. Die mathematische Elasti-
zitdtstheorie stellt sich die Aufgabe, die auf solche Weise hervorgerufenen
Anderungen des geometrischen und mechanischen Zustandes einer rechnerischen
Behandlung zuginglich zu machen. Es handelt sich also um die Frage, fiir
einen Korper, dessen Belastung durch duBlere Krifte bekannt ist, und der ge-
wissen Auflagerbedingungen unterworfen ist, erstens die Gestaltsinderung und
zweitens die Beanspruchung des Materials zu finden. Die Methode, mit der wir
an diese Aufgaben herantreten, ist die iibliche Methode der theoretischen Physik.
Zunichst definieren wir die mechanischen GréBen, welche uns den physikalischen
Zustand, d.h. die Beanspruchung des Materials, beschreiben, dann die geo-
metrischen GréBen, welche die Gestaltsdnderungen des Koérpers festlegen. Der
Zusammenhang zwischen den mechanischen und geometrischen Gréfen wird
aus der Erfahrung gewonnen; seine mathematische Formulierung liefert uns die
sog. Grundgleichungen der Elastizititstheorie, d. h. partielle Differentialgleichun-
gen, deren Integration in jedem einzelnen Falle die oben gestellten Fragen beant-
wortet. Neben der Aufstellung dieser Grundgleichungen bildet ihre Integrations-
theorie den eigentlichen Inhalt der mathematischen Elastizitdtstheorie.

Die klassische Theorie beschrinkt sich dabei in zweierlei Hinsicht: es werden
in Ubereinstimmung mit den wichtigsten praktischen Problemen nur so kleine
Deformationen betrachtet, dal die Produkte der elastischen Verschiebungen und
ihrer Ableitungen gegen lineare Ausdriicke in diesen GroBen vernachldssigt
werden konnen, und ferner nur so kleine Belastungen, daBl die Deformationen
als proportional mit den sie hervorrufenden Kriften angenommen werden

kénnen?).

1) Ausfithrliche Darstellungen der mathematischen Elastizititstheorie findet man in
den folgenden Werken lehrbuchartigen Charakters. Weitergehende Literaturangaben in der
Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV oder auch in einem der neueren
der hier genannten Werke. A. CasTIGLIANO, Théorie de I'équilibre des systémes élastiques
et ses applications. Turin 1879; A. CLEBscH, Theorie der Elastizitit fester Korper. Leipzig
1862. Franzosisch von B. DE SAINT-VENANT u. A. FLaMANT, Paris 1883; H. v. HELMHOLTZ,
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2. Bezeichnungen. Zunichst seien die wichtigsten Bezeichnungen fest-
gelegt. Es bedeuten:

%, 9, 2; & n, ¢ rechtwinklige Parallelkoordinaten.

i, i, f Einheitsvektoren in den Achsenrichtungen.

t die Zeit.

dw Volumelement.

do Oberflichenelement.

u, v, w Projektionen des Vektors u der elastischen Verschiebung.

&4y €45 €5 Vaoys» Vyor Voo Verzerrungskomponenten.

s=a—% s—a—v e—a—wDehnun in den Ach: icht

2= WT oy &7 g gen in den Achsenrichtungen.

v Jdw i} du Ou

?’yz=5;+5;, 721;:%_‘—%: 7)1;'1/:5;

schen den Achsen.

+ g—f; Winkeldnderungen zwi-

1 (0w  Ov 1 (0u Ow 1 (0v  Ou\ s
Wy = Z(—W — %) y Wy = —2“ (% —_ ‘a—x—'), W, = —2‘ (W — 67) Wirbelkom-
ponenten des Verschiebungsvektors.

0= gg + 2—; + ad,—z:) Dilatation (VolumvergréBerung der Volumeinheit).

£, &, & Hauptdehnungen. ‘

0z, Toy» Tz, Spannungskomponenten fiir ein Flachenelement x = konst.

Tyz, Oy» Ty, Spannungskomponenten fiir ein Flichenelement y = konst.

Tuws Toy» 0, Spannungskomponenten fiir ein Flichenelement z = konst.

t® = 0,1 + 7,,] + 7,.f Spannungsvektor fiir das Element x = konst.

¥ = 7,,1 + 0,i + 7,,f Spannungsvektor fiir das Element y = konst.

t® = 7,,i + 1,,j + o,f Spannungsvektor fiir das Element z = konst.

0, 0,, 03 Hauptspannungen.

s = 0, + 0, + 0, = 0, + 0, + 63 Summe der Hauptspannungen.

X, Y, Z Projektionen des Vektors & der Massenkraft pro Volumeinheit
im Innern des elastischen Kérpers.

Z, H, Z Projektionen des Vektors P der Oberflichenkraft pro Flichen-
einheit der Oberfliche des elastischen Korpers.

A Forminderungsarbeit pro Volumeinheit.

Fiir die Elastizititskonstanten benutzen wir die in der Technik gebrauchlichen
GroBen; und zwar werden bedeuten:

E den Youngschen Elastizititsmodul,

G den Schub- oder Gleitmodul,

m die Porssonsche Querkontraktionszahl (Verhiltnis von Lingsdehnung
zu Querkontraktion); hiufig gebraucht man in der Technik statt # auch den
echten Bruch » = 1/m.

Zwischen diesen drei Moduln gelten die unter sich gleichwertigen Beziehungen
[vgl. Ziff. 11, Gleichung (11)] '

=2G(WL—!;_)’ G— Em*’ m— 2G__' (1)
m 2(m 4+ 1) E—2G

Vorlesungen tiber theoretische Physik, Bd. II: Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen.
Leipzig 1902; G. KIRCHHOFF, Vorlesungen iiber mathematische Physik, Mechanik, 4. Aufl.,
Leipzig 1897; A. E. H. Love, A Treatise on the mathematical theory of elasticity, 2 Bde.,
3. Aufl.,, Cambridge; A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat. Deutsch von A. TimMpE.
Leipzig: B. G. Teubner 1907; R. MarcoLoNGo, Teoria matematica dello equilibrio dei corpi
elastici. Mailand 1904; F. NEUMANN, Vorlesungen fiber die Theorie der Elastizitat. Leipzig
1885; H. PoiNcark, Legons sur la théorie de .’élasticité. Paris 1892. Zur Geschichte der
Elastizitatstheorie sei hervorgehoben: J. TODHUNTER u. KARL PEARSON, A history of the
theory of elasticity and of the strength of materials, 3 Bde., Cambridge 1886—1893.

E
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In der Literatur werden statt dessen vielfach]auch andere Konstanten be-
nutzt; die wichtigsten sind, wenn wir sogleich ihren Zusammenhang mit E, (7
und m dazuschreiben,

a) die Lam#schen Konstanten

1 mE 26 _ G(E—26)
T m4+1)ym—2) m—2  3G—E } (2)
n=G,

b) die KircHHOFFschen Konstanten

K =g,

o 1 _ E-26 ()

“wm—2 233G —E)’
c) die Volumelastizitit oder der Kompressionsmodul [vgl. Ziff. 40]
Em

II. Der Spannungstensor.

3. Die Spannungskomponenten. Die elastische Beanspruchung des Matenals
in einem deformierten Korper wird durch die sog. Spannungen gemessen. Den
einfachsten Fall einer solchen Beanspruchung haben wir vor uns, wenn wir einen
Stab an seinem oberen Ende aufhingen und am unteren Ende durch ein Gewicht G
belasten. Denken wir uns diesen Stab durch einen horizontalen Querschnitt
in zwei Teile zerlegt, so wird die Wirkung der Belastung von dem unteren Teile
auf den oberen durch den Querschnitt hindurch ibertragen. Als Spannung
bezeichnen wir jetzt unter der Annahme einer gleichmaBigen Kraftverteilung
iiber den Querschnitt die pro Flicheneinheit durch den Querschnitt F iiber-

tragene Kraft
G
- (1)

Den allgemeinen Spannungsbegriff erhalten wir in folgender Verallgemeinerung.
Wir betrachten an einem Punkte (x, v, 2) eines elastisch deformierten Kdérpers
ein beliebig orientiertes ebenes Flichenstiick 4f; durch Angabe einer ,,positiven
Normalenrichtung” unterscheiden wir (abkiirzend) das Material auf der ,,posi-
tiven” und auf der ,,negativen” Seite von df. Durch das Flichenelement df
wird eine Kraft iibertragen. Ist d® die Kraft, welche in diesem Fldchenelement
von dem Material auf der positiven Seite auf das Material der negativen Seite
ausgeiibt wird, so nennen wir den Vektor

y 28
t aF (2)

den zu dem-Flichenelement df bzw. der Normalenrichtung » gehérenden Span-
nungsvektor. Die Komponenten dieses Vektors, welche in die Richtung der
Normalen und in die Fliche selbst fallen, bezeichnen wir als Normalspannung
und als Schubspannung.

Im einzelnen machen wir uns von der Wirkung dieser Kraftiibertragung
folgende Vorstellung:

a) Grenzen in dem Flichenteil df die Volumelemente 1 und 2 aneinander,
so wird von 1 auf 2 die entgegengesetzt gleiche Kraft wie von 2 auf 1 ausgeiibt
(Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung).

0=

Handbuch der Physik. VI. 4



50 ‘Kap. 2. E. TREFFTz: Mathematische Elastizitatstheorie. Ziff. 3.

b) Fiir ein infinitesimales Flichenelement geht der Spannungsvektor durch
dessen Schwerpunkt.

c) Denken wir uns aus dem elastischen Korper ein beliebiges Volumen heraus-
geschnitten, ohne dafB seine Gestalt sich dabei dndert (erstarrt), so befindet sich
dasselbe unter der Wirkung der Spannungen an der Schnittfliche und der auf
das Innere (oder Teile der Oberfliche) wirkenden duBeren Krifte im Gleich-
gewicht.

d) Die Spannungen sind stiickweise stetige Funktionen des Ortes.

Es seien %, y, z die Koordinaten eines Punktes des elastisch deformierten
Korpers. Um einen Spannungszustand zahlenmiBig festzulegen, legen wir an
dem betrachteten Punkte drei Flichenelemente senkrecht zu den Achsen (posi-
tive Normalenrichtung = Richtung wachsender Koordinaten) und bezeichnen
die zu diesen Flichenelementen gehdérenden Spannungsvektoren mit

1@ Spannungsvektor fiir das Element x = konst.

t®) s o " y = konst.
t© » po e » z = konst.
Es seien die Komponenten der Vektoren
1@ Ous  Tays  Tazs
1@ Tyzs Oy Tyz, (3)
1@ Taor  Toys  Ope

Der Spannungszustand ist durch Angabe dieser neun GroBen gegeben. Be-
trachten wir ein infinitesimales Parallelepiped mit achsenparallelen Kanten dx,
dy, dz, so wirken positive Spannungskomponenten auf die in Richtung wachsender
Koordinaten liegenden Begrenzungsflichen in der positiven Richtung, d.h. in
Richtung wachsender Koordinaten. Auf die Begrenzungsflichen, welche auf
der Seite abnehmender Koordinaten liegen, wirken die gleichen positiven Span-
nungskomponenten in negativer Richtung. Es wirkt also (s. Abb. 1), wenn die
x-Achse nach rechts, die y-Achse nach hinten, die z-Achse

nach oben weist, auf die rechte z P
Fliche des Parallelepipeds die
Spannung o, nach rechts, die
Spannung 7,, nach hinten, die
Spannung 7,, nach oben, also
die Krifte (= Spannung mal
Fliche) o,dydz nach rechts,
7,y@ydz nach hinten, 7,dydz
nach oben; und entsprechend
fiir die hintere und obere Flidche.  apb. 2. Der Spannungs-

Abb. 1. Die Spannungen. Danach sind die Normalkompo- vektor t(*),

nenten der Spannung ¢,, ¢y, o,
positiv, wenn sie das Material auf Zug beanspruchen, negativ, wenn sie es auf
Druck beanspruchen.

Um von den Spannungsvektoren der achsennormalen Flichenelemente auf
den zu einem beliebig orientierten Flichenelement gehérenden Spannungs-
vektor t schlieBen zu kénnen, denken wir uns (Abb. 2) ein Tetraeder OABC,
dessen infinitesimale Seiten 04, OB, OC von dem betrachteten Punkte O aus in
den Achsenrichtungen abgetragen sind. Die Orientierung der Grundfliche ABC ist
gegeben durch die Richtungskosinus ihrer Normalen cos (», x), cos (v, ¥), cos (¥, 2).
Der Inhalt der Grundfliche sei df, der zu ihr gehérende Spannungsvektor t*; dann
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wirkt auf df die Kraft (Spannung mal Fliche) t*/df. Dieser Kraft wird das
Gleichgewicht gehalten durch die Spannungskrifte, welche auf die Seitenflichen
OBC, OCA, OAB wirken. (Massenkrifte, z. B. Gewicht oder Zentrifugalkrifte,
konnen weggelassen werden, da sie mit der dritten Potenz der linearen Ab-
messungen verschwinden, wihrend die von den Spannungen herrithrenden
Fliachenkrifte mit der zweiten Potenz klein werden.) Die Seitenflichen haben
als Projektionen der Grundfliche df auf die Koordinatenebenen die Inhalte

OBC = dfcos(v,x), OCA =djfcos(v,y), OAB = dfcos(», 2);
es wirken auf sie also die Krifte
—t@dfcos(v, x), —t®dfcos(v,y), —t@dfcos(r, ),
und das Gleichgewicht erfordert (unter Beriicksichtigung der Vorzeichen)
t®) = 1@ cos (v, x) + t® cos (v, y) + 1@ cos (v, 2). (4)

4. Transformation der Spannungskomponenten bei Drehung des Koordi-
natensystems. Gehdéren zu dem Koordinatensystem x,y, 2 die Spannungs-
komponenten o, 7,, usw. und zu dem Koordinatensystem &, %, {, dessen Achsen
die Richtungskosinus

cos (&, x), cos(é, y), cos(§, z),
cos(n, x), cos(y,y), cos(y,2),
cos((, x), cos(C,y), cos(C,2)

mit den urspriinglichen Achsen bilden, die Spannungskomponenten g, 7¢, usw.,
so liefert uns Gleichung (4) von Ziff. 3 die Berechnung der neuen Spannungs-
komponenten aus den urspriinglichen. Legen wir die Normalenrichtung » in
die &-Achse, so erhalten wir fiir ein Flichenelement & = konst. den Spannungs-

vektor
& = 1@ cos (&, %) + t® cos (&, ) + t@ cos (&, 2). (1)

Zerlegen wir denselben in seine Komponenten nach &, #, { und schreiben der
Einfachheit wegen t,,, 7y, 7,, statt o, 6,, 6,, usw., so erhalten wir (wenn #¢
die x-Komponente des Vektors ¢ ist, usw.)

T = £ cos (€, %) + tf) cos (&, ) + tcos (&, 2),
also
Tes = T55C08 (&, %) cos (&, %) + 1, cos(&, ¥) cos (&, x) + 7., co0s (&, 2) cos (&, ),
+ 7yyc0s (&, x) cos (&, y) + 1y, cos(&, y) cos (&, ¥) + 7., cos (&, 2) cos (&, ¥),
+ . cos (&, x) cos (&, 2) 4 7,, cos(&, y) cos (&, z) 4 7., cos (&, 2) cos (&, 2);
ferner
75, = £ cos (n, %) + #9 cos (1, y) + #7) cos (1, 2), )
also
Tey = T45€08 (&, %) cOs (1, %) + 7,4 c0s (&, ¥) cos(n, x) + 7., cos (&, z) cos(y, x),
T4y €0s (&, %) cos (1, ¥) + 7,y c0s (&, y) cos (n, y) + 7, cOs (&, 2) cos (n, y),
74, €0s (£, x) cos (7, 2) + 7, cos (&, y) cos(y, 2) + 7., cos (§, 2) cos(n, 2)

usw. Wir lesen hieraus die — auch fiir die anderen Koordinatenachsen giiltige —
Regel ab:

Wir erhalten eine Spannungskomponente des neuen Systems, indem wir
jede Komponente des alten Systems mit je zwei Richtungskosinus multiplizieren,
und addieren. Die ersten Indizes der beiden Kosinus sind mit den Indizes der

4*
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gesuchten Spannung, die zweiten mit denen der multiplizierten Spannung iden-
tisch. Die Komponenten mit vertauschten Indizes, z. B. 7,, und 7,,, deren
Gleichheit wir spiter nachweisen, sind dabei als verschieden zu behandeln.

5. Spannungshauptachsen ; Invarianten. Eine von dem Koordinatensystem
unabhingige Darstellung des Spannungszustandes erhilt man, wenn man nach
solchen Flichenrichtungen fragt, fiir welche der Spannungsvektor auf der Fliche
senkrecht steht (also die Schubspannungen verschwinden). Fillt in Formel (4)
von Ziff. 3 der Spannungsvektor, dessen Betrag o sei, in die Richtung der Nor-
malen », so sind seine Komponenten nach den Achsen x, vy, z je ocos(», %),
o cos(v, ), acos(v, z), und die Zerlegung der Vektorgleichung in ihre Kompo-
nentengleichungen nach den Achsen %, y, z ergibt:

0, €0s (¥, X) + Ty, 08 (¥, ¥) + 7,, cOs(v, 2) = 6COS(, %),
T4y COS (¥, %) + 0, coOs(¥, y) 4 7,,cos(v, 2) = 6cos(v, ), (1)
T4, COS (¥, %) + 7,,C08 (¥, ¥) 4 6, cos(», 2) = 6 cos (v, 2).
Fiigen wir zu diesen drei Gleichungen noch
cos? (v, x) + cos? (v, ¥) + cos? (v, 2) =1 (2)
hinzu, so haben wir hierin vier Gleichungen fiir die drei unbekannten Richtungs-
kosinus von » und fiir den Betrag ¢ der zugehdrigen Normalspannung. Durch

Elimination der Richtungskosinus erhalten wir aus den ersten drei Gleichungen
fiir ¢ die Determinantengleichung

Oy — 0 Ty Top
Tyy Oy — 0 Ty = 0. (3)
Tz Ty, 0,— ¢

Die Wurzeln dieser Gleichung seien, der GroBe nach geordnet, o, = 6, = 0.

Setzen wir diese Werte in die Gleichungen ein, so erhalten wir drei Systeme:

fiiro = o;: cos (v, x),cos (v, v), cos (v, 2),
0 = 0,! oS (v, %), COS (vy, V), COS (Vy, 2), 4)
0 = 0y: cos (v, %), cos(vs, V), cos(vg, 2),

d. h. drei Normalenrichtungen »,, v,, v5, fiir welche sich der Spannungsvektor
auf seine Normalkomponente reduziert.

Da, wie wir unten sehen werden, der Spannungstensor symmetrisch ist,
d. h. 7,, = 7, usw., sind die drei Wurzeln o, 6, 05 reell, und die drei Normalen-
richtungen stehen aufeinander senkrecht. Die Werte o4, 05, 6; bezeichnet man
als die Hauptspannungen. o; und o sind dabei der gréBte und der kleinste
Wert der fiir irgendeine Flichenorientierung vorkommenden Normalspannungen
(s. Ziff. 6). Die zugehérigen Normalenrichtungen bezeichnet man als die Haupt-
achsenrichtungen des Spannungszustandes. Die Angabe der Haupt-
spannungen und der Hauptrichtungen fiir einen Spannungszustand entspricht
der Angabe des Betrages und der Richtung eines Vektors, wihrend die Angabe
der Spannungskomponenten der Angabe der Vektorkomponenten entspricht.

Wir nennen zwei Spannungszustdnde dann einander gleich, wenn ihre Haupt-
spannungen iibereinstimmen.

Die Determinantengleichung zur Bestimmung der Hauptspannungen lautet
ausgeschrieben

2 2
0 — (0; + o, + 06,) 0% + (00, — 72, + 0,0, — T2, + 0,0, — T3,) 0 } )
2 2 0\ __

- (Gxoyo'z + 2Ty Ty Toy — 04Ty, — Oy, — Gzzxz/) = 0.
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Da die Hauptspannungen selbst von der Lage des Koordinatensystems unab-
hingig sind, so miissen auch die Koeffizienten dieser Gleichung bei einer Drehung
des Koordinatensystems unverdndert (invariant) bleiben. Man bezeichnet sie
deshalb als die Invarianten des Spannungszustandes. Ihre Bedeutung
erhalten wir, wenn wir das Koordinatensystem mit den Hauptachsen zusammen-
fallen lassen, zu

Ox+0y+oz=01+02+03,
Gxay—‘[zy + 040, — ng + 0,0, — Tgx = 0,0, + 0503 + 030y, (©)
040y 0, + 2T4yTy;Tpp — 0,15, — OyTo, — 0,Te, = 0,050,
d. h. die Invarianten sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Haupt-
spannungen.

Besonders einfach werden die Formeln fiir die Spannungstransformation,
wenn wir die Hauptspannungen als gegeben ansehen und durch sie die Span-
nungskomponenten o,, t,, usw. ausdriicken. Sind die Richtungskosinus der
Hauptachsen

cos(x, 1), cos(y, 1), cos(z, 1)

usw., so wird nach der durch Ziff. 4, Formel (2) gegebenen Regel:

0, = D 0, COSE(x, M), Tyy = 6,08 (x, 1) cos(y, n), ]
0y = > 0,C08%(y, m), T, =2 6,C08(y, n)cos(z n), (7)
0, = 2 0,C08%(2, M), T,y =_ 0,C08(z, n)cos(x, n),

wobei auf der rechten Seite von 1 bis 3, d. h. iiber die Hauptspannungen, zu
summieren ist.

8. Moursche Kreise. Um eine Darstellung der Spannungen an einem Punkte
zu bekommen, kann man in einem or-Diagramm fiir alle méglichen Flichen-
orientierungen als Abszisse die)_Normalkomponente o, als Ordinate die Tangen-
tialkomponente 7 des zugehdrigen Spannungsvektors auftragen. Die so er-
haltenen Punkte bedecken eine Fliche, die*wir bestimmen wollen. Gegeben
seien die drei Hauptspannungen oy, 65, 65, die zundchst auf der o-Achse des
Schaubildes aufgetragen werden. Legen wir nun drei Einheitsvektoren ey, e,, €3
in die Hauptrichtungen, so sind die zugehérigen Spannungsvektoren

01 el y 02 eg, 03 €3 )
und fir eine Fliche mit der Normalenrichtung » wird der Spannungsvektor
t®) = 6, cos (v, 1)e; + 0c08(v, 2) ey + 05C08(v, 3)e;. (1)

Ist 6 die Normalkomponente, 7z die Tangentialkomponente, so wird nach (1)
das Quadrat des Spannungsvektors

[t0)]2 = 6% + 12 = o%cos2(v, 1) + o3 cos? (v, 2) + &2 cos?(v, 3) (2)
und die Normalkomponente nach Ziff. 5, Formel (7)
0 = 0,c0s2(», 1) + oycos®(», 2) + o5cos2(v, 3). (3)
AuBlerdem ist
1 = cos?(», 1) + cos?(», 2) + cos?(», 3). 4

Diese drei Gleichungen erlauben uns, aus den gegebenen Hauptspannungen die
Richtungskosinus der Normalenrichtung zu finden, fiir welche die zugehérigen o
und 7 vorgeschrieben sind. Ziehen wir die mit 6, + 6, multiplizierte Gleichung (3)
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von Gleichung (2) ab und addieren die mit 6,05 multiplizierte Gleichung (4), so
ergibt sich
02 + 1% — (0, + 03)0 + 0,05 = {0] — (0, + 05) 0y + 6,05} cos2(», 1),  (5)

oder
1 4 (0 — 0y) (0 — 03)

cos*(», 1) = (61— 0g) (o1 —05) ’

und analog \
o) = e o @
cost (v, 3) = e —elle = o) |

(63 — 01) (05 — o)

Nach diesen Formeln kénnen wir ohne weiteres die Mannigfaltigkeit der vor-
kommenden oz-Kombinationen iibersehen. Es kommen alle die vor, fiir welche
sich reelle Richtungskosinus ergeben, also die rechten Seiten von (6) positiv
werden. Nun ist z. B. in der Formel fiir cos? (v, 1), da 6; = 0, = 0, vorausgesetzt
war, der Nenner sicher positiv, also mul auch der Zihler positiv sein

12+ (6 —06y) (6 — 05) =0, (7)
d.h. es muB der Punkt o7 im Diagramm auBerhalb des Kreises
2+ (0 —0y)(0—05) =0 (8)

liegen, welcher die Strecke o, — 03 auf der g-Achse zum Durchmesser hat. Ebenso
zeigt man, daB der Punkt auBlerhalb des Halbkreises iiber der Strecke o, — g,
und innerhalb des Halbkreises iiber der
Strecke 0, - 63 liegen muB. Die vorkommen-
den Kombinationen liegen also in dem von
den drei Halbkreisen begrenzten, in der
Abb. 3 schraffierten Gebiet. Die drei Halb-
kreise selbst geben Normal- und Schub-
spannung derjenigen Elemente wieder, wel-
— s g —>¢ che durch eine der Hauptachsen hindurch-
Abb. 3. Mongsche Kreise. gehen. Man erkennt an der Abbildung, was
frither ohne Beweis angegeben war, dal o,
und o, die groBte und kleinste der tiberhaupt vorkommenden Normalspan-
nungen sind.
7. Die Gleichgewichtsbedingungen. a) Das Gleichgewicht im Innern.
Auf das Volumenelement dw eines elastischen Koérpers mégen pro Volumeinheit
die Krifte X, Y, Z wirken, also in der Richtung der drei Achsen die Komponenten

Xdw, Ydo, Zdo.

Denken wir uns jetzt aus dem Innern des Korpers einen endlichen Raumteil
herausgeschnitten, so soll derselbe sich unter der Wirkung der genannten Massen-
krifte und der auf die Schnittfliche wirkenden Spannungskrifte im Gleichgewicht
befinden. Es muB also z. B. die Summe der x-Komponenten aller dieser Krifte
gleich Null werden: Ist t*) der Spannungsvektor fiir ein Element df der Schnitt-
fliche, so wirkt auf df die Kraft t*df, also in der x-Richtung die Komponente
tdf, und es mufl somit

‘ /f/de-{-[ft;:’df:o (1)

sein. Nach Gleichung (4) von Ziff. 3 ist
) = t@) cos (v, x) + t@ cos (v, y) -+ 1@ cos (v, 2), (2)

T
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also
12 = 6, cos (v, %) + 1508 (¥, ¥) + 7,508 (¥, 2) . . (3)

Bezeichnen wir durch t® einen Vektor mit den Komponenten o6,, 7ys, 7.4,
so ist £ die Normalkomponente dieses Vektors

t(") t(:c) ( 4)

und die Gleichgewichtsbedingung lautet

[[[Xaw+[[g7di =0 )

oder nach dem Gaussschen Integralsatze

J[J{x + divi@}dew =o. (6)

Soll diese Gleichung gelten, wie immer man das Volumen aus dem Innern des
elastischen Korpers herausgeschnitten hat, so mufl der Integrand verschwinden,
also — mit gleichen Betrachtungen fir die anderen Achsenrichtungen —
divt® + X =0,
divi® 4-Y =0, (7)
divt® +Z =0
oder, in Komponenten geschrieben:
do, 07,

(")tw

G Ty To. TX=0,
6t“ + 66,, (9:,1, + Y=o, (®)
6'71,2 + azy, + —o0.

Das Gleichgewicht gegen Drehung erfordert das Verschwinden der Momente.
Zum Beispiel wird die 2-Komponente der Momentensumme

M, = [[[{Xy = Yx}do+ [[{ty — &) x}df ] o
—fff{Xy—Yx}dw—l—/ft(‘”) — Wx}df=o0.

divyt® = y divt® —I—t‘f’ =y divt® 4 Tys»
divat? = xdivt? 4 £ = x divt? 4 1,

Nun ist
(10}
also wird
[/{yt‘v_") — xEv_’} af =/ff{ydivf‘7) — xdivt® 4 7, — sz} dw
und somit

M, = [[[{y(@vi® + X) — #(divt® + V}do + [[[ @ — ) do = 05 (11)
wegen (7) fallt das erste Integral fort und es bleibt

ff/(zw—z,,,,) do=0. (12)

Soll die linke Seite also fiir ein beliebiges Volumenteil verschwinden, so muf3
fiir je zwei zugeordnete Schubspannungen

Ty = Tyz und ebenso Tye = Toys  Tzo = Tgz (13)
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sein. Diese Gleichungen bezeichnet man als die Symmetriebedingung fiir
den Spannungszustand. Aus der Symmetrie folgt insbesondere

@) = 1@, 10) =10, 1O =1,
so daB die Gleichungen (7) auch einfach

divt® + X = o,
divi® + Y =0, (14)
divtd +~Z =0

geschrieben werden konnen.

b) Das Gleichgewicht an der Oberfliche. Wirkt auf ein Element do
der Oberfliche eine Kraft fdo, wo P die auf die Flicheneinheit der Oberfliche
wirkende Kraft mit den Komponenten =, H,Z in den Achsenrichtungen ist,
so erhalten wir durch die gleiche Betrachtung, die uns zur Gleichung (4) von
Ziff. 3 gefiihrt hat, als Gleichgewichtsbedingung fiir ein an die Oberfl4dche grenzen-
des Volumelement

t =% (15)
oder in' Komponenten:
0y €OS (¥, &) + 145 C08 (v, ¥) + 1,5, C08(¥, 2) = =,

I

T4y COS (¥, %) + 0, cOS(v,y) + 1,ycos(v,2) =H, (16)
7,,C0S (v, %) + 1,08 (v, y) + 0, cos(v, 2) = Z.

III. Der Verzerrungstensor.

8. Die Verzerrungsgréflen. Durch Einwirkung duBerer Krifte erfahren die
Punkte eines elastischen Korpers, welche im unbelasteten Zustande die Koordi-
naten x, 9, 2 haben modgen, elastische Verschiebungen, deren Projektionen auf
die Achsenrichtungen wir mit #, v, w bezeichnen. Es seien

E=x+u, n=y+v, {=z+4+w (1)

die Koordinaten der Punkte im deformierten Zustande.

Von den moglichen Verschiebungen scheiden wir zunichst diejenigen aus,
bei denen sich-der ganze Kérper wie ein starrer lediglich dreht oder verschiebt.
Als elastische Deformation werden wir nur solche Verschiebungen der einzelnen
Punkte bezeichnen, bei denen die Linienelemente (Entfernung unendlich benach-
barter Punkte) eine Lingenidnderung erfahren. Betrachten wir zwei Punkte
mit den Koordinaten

X%, 9, 2 und x+dx, y+dy, z+4dz
im undeformierten,
&, ¢ und E4+dE, y+dy, 44l

im deformierten Zustande,
so ist das Quadrat der Entfernung der beiden benachbarten Punkte

vor der Deformation, Al? = dx? + dy? 4 dz?, (2)
nach der Deformation Al =d&% 4 dy?+ dl? (3)
oder

A1 = (1 + 7,)d2* + (1 + p)dy2 + (1 + 7,.) dz?

+ 2ysydxdy + 2y, dydz + 2y,,dzdx, @



Ziff. 9. Drehung des Koordinatensystems; Hauptachsen und Invarianten. 57

WO
ree =252+ (52 + (52 + (52,
=38 G G .
e (e
Tay = oy+0x+gzg;t+gz 371)/—}_31:: 27;’
e

gesetzt ist. Die GroBen y,,, y,, usw. beschreiben uns den Verzerrungszustand.
Sind sie Null, so ist d/ = d1; die Verschiebung ist deformationslos (reine Drehung
und Verschiebung).

Die geometrische Bedeutung der y erhalten wir durch Spezialisierung. Wir
betrachten einen Punkt O und zwei benachbarte Punkte

P im Abstande dx in der x-Richtung,

Q im Abstande dy in der y-Richtung.
Sind nach der Deformation die Punkte nach O0’, P’, Q' geriickt, so ist die Linge

O'P =1 ¥ y,pdx, |
0'Q = V1 +yydy, i (©6)
P'Q" = V(1 4 yon) d22+ 275, dxdy + (1 + y,,) dY2.

Es ist also ]/1 + . das Lingenverhiltnis einer urspriinglich der x-Achse
parallelen Strecke nach und vor der Deformation bzw. wenn man als Dehnung ¢
das Verhiltnis von Lingendnderung zu urspriinglicher Linge bezeichnet

8x:]/1+7xz’—1; (7)
ebenso fiir Elemente in der y- und z-Richtung

=T+ —1, =11 +7r.—1.

Nach dem Kosinussatze ist der Winkel Q’0’ P’, d. h. der Winkel, den zwei urspriing-
lich der x- und y-Achse parallele Strecken nach der Deformation einschlieBen,
P/Q/2 . O/P/2 — O/Q/Z - y,tu (8)

A TE
Die y mit gleichen Indizes bestimmen also die Dehnungen, die mit gemischten In-
dizes (in Verbindung mit den ersteren) die Winkelinderungen oder Schiebungen.

9. Drehung des Koordinatensystems; Hauptachsen und Invarianten.
Wenn wir das Koordinatensystem einer Drehung unterwerfen, so erhalten wir
die Transformation der y in folgender Weise. Es seien in bezug auf die beiden
Koordinatensysteme

costh,, =

x, 9, 2 und 2,0y, 7
die Koordinaten eines Punktes im undeformierten,

: &y, ¢ und  E,9, T
im deformierten Zustande.
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Die Projektionen der Verschiebungen seien #, v, w bzw. #', v', w'.
Es sei dann die Linge einer Strecke nach der Deformation ausgedriickt
in den urspriinglichen Koordinaten

AA% = (1 + y,2)Ax%% + (1 4 ) dy* + (1 + 7,,) d2* } (1)
+ 2y,ydxdy + 2y,,dydz + 2y,,dzdx,
ausgedriickt in den gedrehten Koordinaten
Al = (1 +y,.)ax" + (1 +y,,)dy'* + (1 + y..)dz? } @
+ 2y, dx'dy" + 2y,,dy'dzy + 2yt dZdy.

Bezeichnen wir nun die Richtungskosinus der neuen Achsen gegen die alten mit
cos (x, %), cos(x, y"), cos(x, 2') usw., so ist
dx = cos(x, x')dx" + cos(x, ¥')dy’ + cos(x, 2')dz’,
dy = cos(y, x")dx" + cos (y, ¥')dy’ + cos(y, 2')dz, (3)
dz = cos(z, x')dx" 4 cos(z, ¥')dy' 4 cos(z, 2')dz.
Da die Linge 44 unabhingig vom Koordinatensystem ist, so muf} fiir beliebige
dx',dy’, dz aus (1) und (2) das gleiche folgen, d. h. die Koeffizienten von dx’2
bis dz'dx’ miissen in (2) die gleichen sein wie in (1), wenn wir die Werte fiir dx,
dy, dz nach (3) durch dx’, dy’, d2’ ersetzen. Dadurch erhalten wir fiir die y die
folgenden Transformationsgleichungen:
Vore="Yz5C0S(¥’, ) cos (%', %) + y,, cOs (%', x) cos (4', ¥) + p,,c0s (%
+yyzcos(x’, ¥) cos (&', %) 4 p,, cos (', ¥) cos (&', y) 4 y,.cos (x', ¥) cos (#', 2),
~+ 7,5 c0s(x’, 2) cos (x', %)+ y,, cos (x', z) cos (x', y) + y,,cos (¥, 2) cos (¥, 2),

)
+ Vuy €08 (%', %) cos (¥, y) + P4 co8 (¥, %) cos (y’, 2),
)

Yoy ="z COS(%’, x) cOS (', %)
+7,5C08(%’, y) cos (¥, %)+ p,, cos (&, y) cos (¥, ¥) + yy, cos (&', ¥) cos (¥, 2)
/, 2) cos (v, 2).

+ 25 COS(X, 2) cOs (3, %) + 7,4 cOS (&7, 2) cos (', ¥) + 7, cos (¥,

Diese Transformationsformeln sind die gleichen, die wir in Ziff. 4 und 5
fiir die Spannungskomponenten erhalten hatten, d.h. zur Berechnung der y
fiir das gestrichene System werden simtliche y des ungestrichenen Systems
mit 2 Kosinus multipliziert. Die ersten Indizes sind den Indizes des zu berechnen-
den y’ gleich, die zweiten denen des multiplizierten y; y,, und y,, sind dabei
als verschieden zu behandeln. Wir kénnen deshalb die dort erhaltenen Resultate
iibertragen, und es ergibt sich: Es gibt in jedem Punkte drei zueinander senkrechte
Richtungen, fiir welche die y mit gemischten Indizes verschwinden; diese drei
Richtungen sind die Hauptachsen der Deformation. Die zugehdrigen y
mit gleichen Indizes seien yy, y,, y3, Wir nennen sie die Deformationshaupt-
groBen. Dieselben berechnen sich als Wurzeln der Determinantengleichung

-7 ?’xz/ l

Vyz -7 7yz =0. (5)

Ve 7z:y -7 ‘

Die Richtungen der drei aufeinander senkrechten Hauptachsen ergeben sich mit

den Werten y =y, bzw. y, bzw. y; aus den Gleichungen
(722 — 7) COS (¥, X) + 72y COS (v, ¥) + 75, c08(v,2) =0,
Vay €S (v, %) + (ryy —7) cOS(¥,¥) + yyzcos(v,2) = 0, (6)
V22 €OS (v, %) + yy,co8(¥,¥) + (y,, — y) cos(»,2) = 0.

!

, %) cos (¥, 2),

’

I
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Die Koeffizienten der Determinantengleichung (5) nennen wir die In-
varianten des Deformationszustandes, weil sie als elementarsymmetrische
Funktionen der DeformationshauptgréBen offenbar von der Wahl des Koordi-
natensystems unabhingig sind (s. die gleichen Betrachtungen fiir den Spannungs-
tensor Ziff. 5). Die Invarianten sind also

Yo+ Vyy + Ve =1+ V2 73,
Vaz Yyy T VyyVer + Yoz Vox — 73'y - 7?2/3 - 7?@ =712 T VaVs + VsV1»
Yzx Vzy Vaz (7)
| Vay  Yyy Vyz| = V17273
,‘ Vez  Vyz V22 :

Das Ergebnis dieser analytischen Betrachtungen driickt die geometrische
Tatsache aus, dal die Umgebung eines Punktes bei der Deformation eine affine
Transformation erfihrt. Eine infinitesimale Kugel wird in ein Ellipsoid ver-
wandelt, dessen Hauptachsen aus drei zueinander senkrechten Kugeldurchmessern
hervorgehen, deren Richtungen die Hauptachsenrichtungen der Deformation sind.

10. Kleine Deformationen; Dehnungen, Winkeldnderungen, Dilatation.
In der Elastizititstheorie beschrankt man sich im allgemeinen auf Deformationen,
die so klein sind, daB man die Ableitungen der Verschiebungen gegen eins und
die Produkte zweier Verschiebungen oder Ableitungen gegen lineare Ausdriicke
dieser GréfBen vernachlissigen kann. Damit vereinfachen sich die y folgender-
maBen:

ou cu ov
Yor = 28, =25, J’xy=§;+’é};y
v du dw
Yw=28=2q,, Y=g, T4, (1)

dw dw u
Yz = 28, =2§: 72:0:5;‘{'5;'

Geometrisch ergibt sich die folgende Bedeutung. Die Dehnung der Linien-
elemente in den Achsenrichtungen ist
ou v dw
8x=-a71 8y=W: 8z=’$-' (2)
Die Anderung des urspriinglich rechten Winkels zwischen den Achsenrichtungen
ist % — 9,,. Nach Ziff. 8, Gleichung (8) ist fiir kleine y

. 2 a
COSTyy = Ppy = sm<—2— — 0“,) ~S - Dy -

Die y mit gemischten Indizes sind also die Winkeldnderungen (Schiebungen)
zwischen den urspriinglich in den Achsenrichtungen liegenden Linienelementen:

Ou v dv | dw 0 ou
?’zy:W'l"g;’ 7y2=*a;+537, Yer =gy T g, 3)

FEine besondere Bedeutung kommt der ersten Invariante des Verzerrungs-

zustandes
ou

v  dw __ .
@—W—!—W—{—Ezdwu
zu. Betrachten wir ein Parallelepiped mit den Kanten dx, dy, dz im undeformier-

ten Zustande, so haben dieselben im deformierten Zustande die Langen dx (1 + &),
av(1 +¢), dz(1 4+ ¢,). Es ist also das Volumen dV = dxdydz nach der De-
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formation auf 4V’ =dxdydz(1 4 &)1 + ¢)(1 4 ¢) gewachsen, wofiir wir
unter Weglassung der kleinen GréBen héherer Ordnung dV' = dxdydz(1 + ¢,
+ ¢ + &) schreiben kénnen. Wir erhalten daraus

@=5m+€y+€z=ﬂd;1/ﬂ, (5)

d. h. O ist die VolumvergréBerung pro Volumeinheit an dem betrachteten Punkte,
die sog. Dilatation.

IV. Die Grundgleichungen der Elastizitédtstheorie.

11. Das Hooxesche Gesetz. Wir betrachten ein homogenes, isotropes
Material, d.h. einen Stoff, dessen elastische Eigenschaften in allen Punkten
die gleichen sind, und bei welchem in elastischer Beziehung keine Richtung vor
der anderen ausgezeichnet ist. Den Spannungszustand beschreiben wir durch
die Spannungskomponenten

Ogs Oy, Oz, Tgy, Tyz, Toa,

den Verzerrungszustand unter Beschrinkung auf kleine Deformationen durch
die Verzerrungskomponenten

ou d ov
8x=5;: 7@;1/“—3;‘!‘375:
dv dv | ‘w
sv:@’ J’yz:%‘f"a—}j’ (1)

ow w | OJu
Sz—a—z_’ 729::5;'{“5

Es fragt sich nun, welche Spannungen an irgendeinem Punkte herrschen, wenn
dort eine bestimmte Verzerrung gegeben ist, d.h. welcher Zusammenhang
zwischen den Spannungs- und Verzerrungskomponenten besteht. Uber dieses
,.Elastizititsgesetz” kann uns natiirlich nur die Erfahrung AufschluBl geben.
Zunichst folgt aus der Annahme der Isotropie, daBl die Hauptachsen
des Spannungszustandes mit den Hauptachsen des Verzerrungszustandes zu-
sammenfallen miissen, denn bei einem isotropen Stoffe konnen die reinen Zug-
und Druckbeanspruchungen in den Hauptachsenrichtungen offenbar keine
Winkeldnderungen zwischen diesen Richtungen hervorrufen. Das Elastizitits-
gesetz muB sich also als eine Beziehung zwischen den Hauptspannungen oy, 6,, 03
und den Hauptdehnungen ¢,, ¢,, ¢; ausdriicken lassen. Der Erfahrung entnehmen
wir nun den folgenden Tatbestand') (HookEsches Gesetz). Bei kleinen Defor-
mationen ruft eine Spannung o, eine Dehnung &, hervor, welche mit o, pro-

portional ist:
o,=F¢. (2)

Den Proportionalititsfaktor E bezeichnet man als den Elastizititsmodul.
Gleichzeitig ruft die Spannung o, in den zu ihr senkrechten Richtungen 2 und 3
eine Querzusammenziechung (negative Dehnung) hervor, welche ebenfalls mit oy
proportional ist; man schreibt #iblicherweise

&

Ne =13 = - 3)

1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 4 ds. Bd. des Handb.
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und bezeichnet den zweiten Proportionalititsfaktor m als die Querkontrak-
tionszahl (Porssonsche Konstante = Lingsdehnung/Querzusammenziehung).
Bei gleichzeitiger Wirkung von Spannungen in verschiedenen Richtungen iiber-
lagern sich die hervorgerufenen Dehnungen. Wirken also in den drei Haupt-
richtungen 1, 2, 3 die Hauptspannungen o, 6,, 03, so ergeben sich die Dehnungen

1
]

1 + o
&y = —E{az —% 1}, 4)

m

1
& = f{% . 61;; 02}‘

Es bleibt noch iibrig, diesen Zusammenhang zwischen den Hauptspannungen
und den Hauptdehnungen von den Hauptachsen auf die %, v, z-Richtungen um-
zurechnen, um den Zusammenhang zwischen den Komponenten des Spannungs-
tensors und des Verzerrungstensors zu bekommen. Bezeichnen wir die Rich-
tungskosinus der Hauptachsen gegen die Koordinatenachsen mit cos(1, %),
cos(1, ), cos(1, z) usw., so schreiben sich die Transformationsgleichungen fiir
die Spannungen und die VerzerrungsgréBen in der einfachen Form

3 3
Oz :Zah cos?(h, %) , & = > &, cos%(h, x), ]
1
3 3 ()
=2 opcos(h, %) cos(h, ¥),  yay =22 & cos(h, ) cos (h, V)
1 1

usw. [s. Ziff. 5, Gleichung (7) und Ziff. 9, Gleichung (4)]. Setzen wir nun in den
Gleichungen (4)

§$=0y+4 0+ 03 =0, + 0, + 0, (6)
und O=e,+eyteg=¢+e+e, 7)
so lauten dieselben
_ 1 fm+1 s|l_m 4+ 1 _ s 3
B=FEUm T[T Em " wmyil” (8)
Multiplizieren wir sie mit cos?(%, x), so erhalten wir durch Summation iiber %
_m +1 . S
%= "Em {ox m+ 1’
und analog m 1 s
&= "TEm {Uy_m+1}, ’ 9)

__m—i~1 s
&= "TEm % m 1)’

ferner durch Multiplikation mit 2 cos (%, x) cos (%, 9) und Summation
2(m + 1)

Vay = T Em  Gav»
und analog 20m + 1)
Yv: = T Em W (10)
_ 2(m+1)
Vex = Em Tox - ]

[Man beachte dabei, daBl Z’cos2 (B, %) =1, Zcos h, x) cos(h,y) = 0] Zur
Abkiirzung setzt man

Ewm
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Damit wird

(12)

Durch Addition der drei Gleichungen der linken Seite erhalten wir die Beziehung
1 m—2
@ = E m + 1 s (13)

zwischen den Invarianten 6 und s, mit welcher wir die Auflésung der Gleichungen
nach den Spannungen unmittelbar hinschreiben kénnen. Es ergibt sich, nach den
Spannungen aufgeldst?)

]
6x=2G{€z+m—_§'}’ sz:nyy;

6
Oy = ZG{Sy + m}, Ty, — nyz: (14)
Oz=2G{‘5z+ﬁ?__;}: Tzz=G7.zz-

Die GroBe G, welche das Verhiltnis der Schubspannung zur Winkelinderung
liefert, bezeichnet man als den Schubmodul
12. Bestimmung der Verschiebungen aus den Spannungen. Sind die Span-
nungen bekannt, so sind dadurch zunichst nur die Verzerrungsgréfen
du du ow
& = g syza_y" &= 550

du . Ov dv dw dw ou
szza_y‘l‘ﬁ» 7yzzg+a_y’ 7’“?:5;_‘_52_

gegeben. Um die Verschiebungen selbst zu erhalten, werden aus diesen die simt-
lichen zweiten Differentialquotienten von #, v, w nach x,y, 2 bestimmt. Es
wird — wie man unmittelbar bestitigt —
Fu_ 0 Pu_ Ony_ 0y Pu_ On_0n
0x* T 0x’ 0yt 0y ox’ 022 Oz ox’
Pu e, 2u _ 1 _(9yw _l_%_i_ 07ey Pu e,
0xdy ~ 0dy’® 0dydz 2 ox ' dy 0z |° 0z0x 0z
mit gleichen Formeln fiir v und w. Aus diesen zweiten Differentialquotienten
erhilt man #, v, w selbst durch zweimalige Integration. Die Verschiebungen

sind dadurch bis auf GréBen der Form
u=uy+ fy —rz,
v=1vy+ &z — fx, 2
W=Wy -+ Y% — &Y.

gegeben, d. h. bis auf eine Parallelverschiebung u,, v,, @, in Richtung der Achsen
und eine Drehung vom Betrage «, §, y um die drei Achsen. Eine deformationslose
Verschiebung und Drehung des ganzen Kérpers ist bei gegebenen Oberflichen-

(1)

1) Uber die hauptsachlich fiur die Untersuchung plastischer Formanderungen wichtige
Zusammenfassung dieser sechs Gleichungen in eine einzige Gleichung, welche den Spannungs-
deviator mit dem Dehnungsdeviator verkniipft, vgl. Kap. 6, Ziff. 19 ds. Bd. des Handb,
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kriften stets moglich und eine solche wird (bei kleinen «, §, y) durch (2) dar-
gestellt.

13. Die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen. Die eben ab-
geleiteten Spannungs-Dehnungsgleichungen [Ziff. 11, Gleichung (12) und (14)]
bilden zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen

do, | Ov,, , O1,,
ox + dy + 0z
or,, , 0o, | O7,, o

or,, , Ot,, , Og, B
Ox + dy + 0z +Z2=0,

+X=o0,

[s. Ziff. 7, Gleichung (8)] das vollstindige System partieller Differentialgleichungen
der Elastizitdtstheorie. Streng genommen ist dabei in den Spannungs-Dehnungs-
gleichungen nach den Koordinaten des undeformierten Zustandes, in den Gleich-
gewichtsgleichungen nach denen des deformierten Zustandes zu differenzieren,
aber dieser Unterschied fillt weg, wenn man sich auf kleine Verschiebungen
beschriankt; denn die verschiedenen Differentialquotienten unterscheiden sich
dann nur um GréBen, die verabredungsgemil vernachlassigt werden.

Sind die Massenkrifte X, Y, Z und die Oberflichenkrifte =, H, Z von der
Zeit unabhingig, so erhalten wir die das Gleichgewicht bestimmenden Differen-
tialgleichungen in der gewdhnlichen Form, wenn wir entweder die Verschiebungen
oder die Spannungen aus den neun Gleichungen eliminieren. Setzt man aus den
Spannungs-Dehnungsgleichungen (14) von Ziff. 11 die Werte der Spannungs-
komponenten in die Gleichgewichtsrelationen (1) ein, so erhilt man mit Be-
nutzung von Ziff. 11, Gleichung (7) die Differentialgleichungen fiir die Ver-

schiebungen

G{Aﬁt+7n—7ﬁ—zg§}+X=0,

G@v+%%3%}+yzo, 2
m 06
m—252

~

GPw+ }+Z=0,

oder in Vektorform
G{Au —i—;%graddivu}—}— fR=0. (2a)

Aus (2) erhalten wir durch Differentiation nach » bzw. ¥ bzw. z und Addition,
d. h. durch Bildung der Operation div, fir & = divu die Differentialgleichung

—1 .
2G:Z—_—2A@+dw@=0, (3)
und mit Ziff. 11, Gleichung (13) fiir s die Gleichung
m—1 .
m*"_—}_'—iAS-i—le@:O. (4)

Zu diesen Differentialgleichungen treten noch Randbedingungen hinzu, und zwar
sollen an der Oberfliche des Korpers entweder die Verschiebungen (z. B. u = v
= w = (0 an unverschieblich gelagerten Punkten) vorgeschrieben sein, oder es
sind Oberflichenkrifte gegeben, und wir erhalten die Randbedingungen fiir die
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Verschiebungen, indem wir in den Gleichgewichtsbedingungen Ziff. 7, Glei-
chung (16)

0, COS(¥, X) + T,y COS(¥, V) 4 7,,C08 (¥, 2) = =,

T4y COS (¥, %) + 6, COS(¥,y) + 7y,c08(v,2) = H, (5)

T2 COS (¥, %) -+ 7, COS(v,Y) + 6, cos(v,2) = Z

die Spannungen durch die Verzerrungen ausdriicken.

14. Die Differentialgleichungen fiir die Spannungen. Aus den Spannungs-
Dehnungsgleichungen erhalten wir durch Elimination der Verschiebungen
Differentialgleichungen fiir die Spannungen allein, wenn wir beachten, daB
zwischen den Komponenten des Verzerrungstensors die folgenden Identititen
bestehen:

2 T o~ 0xdy’ 2oye: o
e &y 62 _ azyyz 0281/ . 0 ayzx (:)ny 0}’1,2

022 + 6y2 T 0yoz’ 0z0x 537{— dy + T }’ 1)
(9232 6231 . azyzx (")232 _ ] ayxy /yz ayzx
W+ 022~ 0z0%’ 2(‘);&63/'_5{_ % T 0;\/}

s, | O%¢, 02 0272y 0%, 0 { (9;'“ 4 0y, 4 (")yxy}
dy ’

Diese sog. Kompatibilitdtsgleichungen folgen aus den Gleichungen (1)
von Ziff. 12 wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge, z. B.

i(am)_i 6214)
Oy \dxdy) ~ Ox \0y%)"

Sie driicken weiter nichts aus, als dal in dem deformierten Korper eine
euklidische Geometrie gilt. Die Komponenten des RIEMANN-CHRISTOFFELschen
Kriimmungstensors miissen also verschwinden; diese Bedingung ist bei Be-

schrinkung auf kleine Verschiebungen mit den Kompatibilititsgleichungen
gleichwertig. Wir erhalten daraus fiir die Spannungen die Differentialgleichungen:

&o, 1 [0%s 21,
8y2+0x2_m+1{x2+0y} 20x0y
Fo | 1 O 0[ 0w 0u On, )
0ydz m-+10ydz Ox Jy

usw. durch zyklische Vertauschung.

Diesen Spannungsgleichungen kann man eine etwas einfachere Form geben,
wenn man sie mit den Gleichgewichtsbedingungen verkniipft. Am einfachsten
ist eine unmittelbare Ableitung aus den Spannungs-Dehnungsgleichungen und
den Verschiebungsgleichungen [Ziff. 13, Gleichung (2)]. Aus

T g
erhalten wir durch 4-Bildung .
a;xu 21(;{ o m—A£7} “)
ebenso aus Ziff. 13, Gleichung (2) durch Differentiation nach x
0du m 26 10X
G T T m—208  Gox- )
Durch Gleichsetzen der beiden Werte ergibt sich

2Gm 026 0X ds
VI— 2 0% 2W+m+

o ©)
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bzw., wenn wir soch @ nach Gleichung (13) von Ziff. 11 durch s ersetzen,

m s 0X As :
oot o T~ 20 Tmi1 7
oder schlieBlich mit Benutzung von Gleichung (4) von Ziff. 13
m 0% 0X 1
on+m+1m=—2?)7_<m ){6x+ +6z} ()
In der gleichen Weise erhalten wir die weiteren Gleichungen
m  O%s 0X  0Y
Atxy+m+1 axay {(9_3/_+W} (9)

und diejenigen, die sich durch zyklische Vertauschung daraus ergeben.
Von besonderer Bedeutung ist der Fall konstanter Massenkrifte (z. B.
Schwerkraft), fiir welchen wir die Gleichungen ausfiithrlich aufschreiben wollen:

m s 6%s
Ao“+m+16x2—0’ At“”+m+16x¢9y 0,

m  O%s m s
Aay—!_m——HW:O’ ATyz—f—m_‘TW—O, (10)

m 0% m 0%s
Aa’+m+15?=0’ Atz’”+m+1626x=

Durch Addition der drei Gleichungen links erhilt man
As=0 (11)

und durch abermalige A-Bildung
A46, =0, Adv,, =0,
Ado, =0, Addr,=0, (12)
4406, =0, Addv,=0.

Zu diesen Spannungsgleichungen treten noch die Gleichgewichtsbedingungen
hinzu. Diese Gleichungssysteme sind besonders dann brauchbar, wenn am Rande
des Korpers die Oberflichenkrifte gegeben sind; man erhilt dann, wenn =, H, Z
die Komponenten der Krifte pro Flicheneinheit der Oberfliche sind,

0,C08(v%x) + T5,C08(vY) + T,,C08(¥2) = =,
T4y COS (v%) + 0,c08 (¥y) 4+ 7y,C0s(v2) = H, (13)
T;,C0S (¥ %) + 1,,C08 (vy) + 0,c08(v2) = Z.

Auf den Fall gegebener Verschiebungen werden wir unten”fiir spezielle Auf-
gaben zuriickkommen ; die Randbedingungen driicken sich hier nicht in einfacher
Weise aus.

Bemerkenswerterweise erhalten wir hier fiir die sechs Spannungsgré8en neun
Differentialgleichungen, von denen sechs zweiter, drei erster Ordnung sind.
Die letzteren ersetzen gewissermaBen die fehlenden Randbedingungen, von denen
wir bei sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung sonst sechs erwarten
wiirden, statt wie hier drei.

15. Die Differentialgleichungen der elastischen Bewegung. Um die Dif-
ferentialgleichungen fiir die Bewegung elastischer Kérper zu erhalten, miissen
wir nach dem d’ALEMBERTschen Prinzip zu den Massenkriften die Trigheits-
widerstinde hinzufiigen, welche, wenn ¢ die Dichte (= Masse der Volumeinheit)
ist, pro Volumeinheit gleich

*u 0%y 0w

Handbuch der Physik., VI 5
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werden. Damit werden die Bewegungsgleichungen

i Z, 66“’ Tzy atxz . u
let()_l—X_ + 6y +X Qé‘tz’
divt® + Y = "’” + 5t "’“ +v =022, 2)
divi® 4 Z = 6’“ + a’“ + ‘9"’ +2=o%",

zu denen noch die Spannungs—Dehnungsglelchungen hinzukommen. Eliminieren
wir wieder die Spannungen, so erhalten wir die Grundgleichungen der Bewegung
in der meist benutzten Form

62
Gldu+ 525 G+ X = o

060 02
clav + 25+ Y =052, 3)
62
{Aw+ mzéz}+z 0
oder wieder in Vektorform
{Au-{-———graddlvu}—}—@—ggtf. (3a)

Wollen wir Gleichungen fiir die Spannungen ableiten, so bemerken wir zu-
nichst, daB die aus den Kompatibilitdtsbedingungen abgeleiteten Gleichungen (2)
von Ziff. 14 unverindert bestehen bleiben. Dazu kommen noch die Gleichungen,
welche man erhilt, wenn man durch Differentiation aus den Gleichungen (2)
die Verschiebungskomponenten eliminiert. Da diese Gleichungen zur Integration
besonderer Fille bisher noch keine Verwendung gefunden haben, wollen wir sie
nicht ausfithrlich hinschreiben, sondern uns mit diesem Hinweis begniigen.

V. Energetische Betrachtungen').

16. Die Forminderungsarbeit. Sowohl die Verschiebungen, welche ein
Korper bei elastischer Deformation erfihrt, als die dabei auftretenden Span-
nungen sind durch gewisse Minimaleigenschaften ausgezeichnet, welche an den
Begriff der Formédnderungsarbeit ankniipfen. Die Forminderungsarbeit ist die
Arbeit, welche aufgewendet werden muf3, um den Koérper in den deformierten
Zustand zu versetzen; bei der Entlastung kann sie als Arbeit wiedergewonnen
werden, oder sie setzt sich in kinetische Energie der eintretenden Bewegung
um. Um sie zu berechnen, denken wir uns aus dem Kérper an irgendeiner Stelle
ein Parallelepiped herausgeschnitten, dessen Kanten «, 4, ¢ den Hauptspannungen
parallel seien, so daB auf seine Flichen nur die Normalspannungen g,, 65, 65
wirken. Lassen wir jetzt (unter passender Verinderung der Spannungen) nur
die Hauptdehnung ¢; in Richtung der Kante a von ¢ auf ¢; 4 de; wachsen, so
leisten hierbei die Hauptspannungen auf den dazu senkrechten Flichen die Arbeit

04 = o0,bcade, = o0,0¢abc. (1)

Die beiden anderen Hauptdehnungen ¢, und ¢, sollen dabei konstant bleiben.
Es ist also
04
gq = abc 0y (2)
1) Beziiglich der Entwicklungen dieses Abschnittes vgl. man: G. KIRCHHOFF, Vor-
lesungen iiber mathematische Physik, 4. Aufl., Leipzig 1897, Vorlesung 11.
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und entsprechend

04 04
0—82_ = abCO’z, 0—‘8'3- = abc(73. (3)

Setzen wir hier fir die Spannungen ihre Werte aus den Spannungs-Dehnungs-

gleichungen [Ziff. 11, Gleichung (14)] ein und integrieren, so erhalten wir nach
Division durch das Volumen abc die Deformationsenergie pro Volumeinheit

Aen) = Gl +d+ 8+ et at o) @

Um von den Hauptspannungen und Hauptdehnungen auf die zu den %, ¥, 2-
Achsen gehorigen Verzerrungskomponenten umzurechnen, erinnern wir daran,
daB die symmetrischen Funktionen ¢, + & + & und &,&, + 585 + €3¢, die sog.
Invarianten des Verzerrungszustandes sind [Ziff. 9, Gleichung (7)]:

Gt eteg=6g+¢te=0,

al & & + €283 + €381 = Ex&y + Eyé&y + &8 — 7}(7% + 7§z + J’Ex)’ (5)
SO
81 + 82 —I— @2 b 2(8189 + &y &3 + 8381)

Damit geht (4) tiber in
—1
Ater) = 6n=]

Wir schreiben hier A (g, y), um anzudeuten, da die Forminderungsarbeit durch
die Verzerrungskomponenten ausgedriickt ist. Vor allem bemerken wir, daf3
die Ableitung der Forminderungsarbeit nach den Verzerrungskomponenten die
Spannungskomponenten ergibt?):

0 = 2(est, + e+ 68 + 5 0% + 7+ 92} (6

() oA oA
Gx=2G{8z+’7ﬁ—'_‘—2}=a‘£:» ‘lxy:G}’xy=a—yx—y,

©] oA oA
oy=2G{£y }=5;y, Tyz—'—_Gy;l/z:m’ (7)

] JdA A
OZ=2G{82+—M_’Lb—~2}=6_s;’ Tzzc=67zx=‘ay—x:

wie der Vergleich mit den Spannungs-Dehnungsgleichungen zeigt. Rechnen wir
die Formidnderungsarbeit auf die Spannungskomponenten um, so bemerken wir
zundchst, daB sich A als homogene quadratische Form der VerzerrungsgréBen
nach dem EULERschen Satze

oA oA
A'—"—{ae & + as 3y+a & + (9;' ny‘{‘ay 7yz+ay }} ()

= 3 {0’,08,; + Oy &y -+ 0,8, + ToyVay -+ TyzVye + sz}’zx}

schreiben 1aBt. Setzen wir die Werte fiir die ¢ und y [nach Ziff. 11, Gleichung (12)]
ein, so wird A, ausgedriickt als Funktion der Spannungen,

1 m
Afo,7) = 4'__6{_"'" $2— 2 (0,0, + 0,0, + 0,0, — Iiy - ’iz - Tix)}
(S=0x+0'y+0z)

1) Diese Formeln wurden zum erstenmal von GREEN verwendet. Vgl. G. GREEN,
Math. Papers, London 1871, S. 243ff.

5*
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und wir bemerken als Gegenstiick zu (7), daB hier die Ableitungen nach den
Spannungen die entsprechenden Forminderungsgréfien ergeben:

o= Ao S VoA 1. _OA
= 2G| T m 1 de, VTG T gy,
1 s dA 1 oA
=36 1% ~ i = e Yve =G e = oy, (10)
1 A

1 s | _9A _ _
=26 1% T m ] T 90, VT G T gy,
Da die Deformationsenergie pro Volumeinheit stets positiv ist, folgt aus For-
mel (4), daB die Querkontraktionszahl m positiv und gréfer als 2 sein muf3

2=m=o0 (11)
und G natiirlich positiv.

17. Die Energiehauptformel. Die wichtigste Formel, welche allen Energie-
betrachtungen in der Elastizititstheorie zugrunde liegt, erhalten wir, wenn wir
in einem bestimmten Augenblick, sei es im Gleichgewicht oder in der Bewegung,
die Forminderungsarbeit des wirklichen Zustandes mit der eines variierten Zu-
standes vergleichen. Es seien #, v, w die wirklich eintretenden Verschiebungen,
und 6, 0, 0,; T4y, Ty, T, die zugehorigen Spannungen, welche im Innern mit den
Massenkriften X, Y, Z, und an der Oberfliche mit den Flichenkriften =, H, Z
im Gleichgewicht sind. Die Forminderungsarbeit sei

A7) =[[[A(e, Ndo. &

Verindern wir jetzt die Verschiebungen um d%, dv, dw, wodurch die Deformations-
groBen um

S — 0du S __ 0du Q@
&= gy Vay = oy ox’
0dv 08v | ddw
56,,=—W, 67)?/Z=7)—z_+—6_y—’ (2)
_ 0dw 00w , 0du

o=, =gy +5
gedndert werden, so wird die Forminderungsarbeit des variierten Zustandes
Ale+ 06,y + 8p) = [[[AG + 8¢, y + 97)do. (3)

Setzen wir in'dem}Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit der Volumeinheit
iiberall die variierten GroBen ein, so erhalten wir durch Taylorentwicklung

Ale + 8z, y + 87) = AGe, 7)
oA oA oA oA oA oA
+{E 5€x+5‘€;58y+6—8:582+m5?’w+ Ww‘STyz-F;Q—},;a?’zx} (4)
1 [02A A A ¢ o
+E{a—82682+29—568—y68z68y+ o +a-y£6yzr}

Dabei ist das erste Glied der urspriingliche Wert der Formédnderungsarbeit im
unvariierten Zustand, das letzte Glied wird

G{”m%;(asx 1 be, + &)t — 2(8e,08, + 08,08, + 05,08,)

1 2 2 9 (5)
+ 3872 + 05+ 072k = AQde, 87),
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d. h. es ist gleich der Forminderungsarbeit pro Volumeinheit, welche sich ein-
stellen wiirde, wenn der Koérper nur die Verschiebungen d#, v, dw erfiihre.
Wesentlich ist, daBl dieser Ausdruck sicher positiv ist.

Das mittlere Glied wird bei Beriicksichtigung von Gleichung (7), von Ziff. 16
(52 = o uow

ok °r 00
Gzaez‘l'ayésy’l‘azasz+7xy67zy+1y267yz+7zxa7zx = 0Og (9_;‘ +Txya—;t+ sz-ét

0d8v ddv dév
+Tny +0y7y“ + Ty 5, (6)

ddw ddw 0dw
+sz'5x‘ +rzy7y‘ + Gza—z

bzw. in vektorieller Schreibung mit den Spannungsvektoren t®), t®), {@)

= t®graddu + tWgraddv 4 t@graddw. (7)
Damit wird

A(e+0ey+9dy)=A(7) +fff{t(")grad6u +t®graddv+ tdgraddw}dw

+[f[A(6s,a~/)dw.

Hier formen wir das mittlere Integral durch partielle Integration mittels des
Gaussschen Satzes um. Es ist

divout® = dudivi® + t®graddu; (9)

f[ft(”)gradéudw =ff6ut§'f’do —fff&udivt(”)dw. (10)

Nun ist aber wegen!der Gleichgewichtsbedingungen [Ziff. 7, Gleichung (15)]
an der Oberflache

also

==, W=H, =12 (11)
und im Innern [Ziff. 15, Gleichung (2)]

2u Rw

2
divi® = — X + 0Ga divi® = —Y 9%712}, divid = —Z + o e (12)

sodaB wir mit gleichen Betrachtungen fiir die Integrale / f [ t®) graddvd o und
[[[tograd swdes erhalten:

// / {t(’”)gradéu + 10 graddv + t<z>gradaw}dw |
s e 5 o+ - | 0
+[/(zau + Hdv + Zow)do

und somit
A(e+ de,y + 97)
S [ T Y P
-I—f/{Eéu + Hév + Zéw}do 4 A(3e,87).
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Beschrinken wir uns auf infinitesimale Variationen, so wird das letzte Glied
von hoherer Ordnung klein, und wir erhalten fir die Variation der gesamten
Forméanderungsarbeit

04 = A(e+ de,y + 0y) — A(e,7)

=[x = e5a)ou + (¥ = o55)00 + (2 — 52 u}ao (15)
+ f j {:6u + Hév + Zéw}d 0 + positive Glieder zweiter Ordnung.

Die verschiedenen Sitze, welche aus dieser Formel flieBen, erhalten wir
durch spezielle Annahmen iiber die Variationen d#, 6v, dw. Ehe wir sie dar-
stellen, wollen wir noch die Anderung der Forminderungsarbeit untersuchen,
wenn wir nicht, wie eben, einen benachbarten Verschiebungszustand, sondern
einen’ benachbarten Spannungszustand zum Vergleich heranziehen. Dabei wollen
wir uns aber von vornherein auf den Fall des Gleichgewichtes beschranken.
Wir betrachten also einen Gleichgewichtszustand, fiir den die Verschiebungen
u, v, wyund die zugehdrigen Spannungen o, bis 7,, bzw. die Spannungsvektoren
@, 1@, t@ seien und fragen, wie sich die Forminderungsarbeit

mﬂ=[ﬂkwﬁmw

dndert, wenn wir zu einem benachbarten Spannungszustand

o, + 00,, o, + do,..., 1,,+ 01, bzw. @4 610, 104 6t0), 1O 4 60
iibergehen. Dabei sollen jetzt aber die Variationen der Spannung der ein-
schrankenden Bedingung unterworfen sein, daBl sie im Innern, ebenso wie die
wirklich eintretenden Spannungen mit den Massenkriften X, Y, Z im Gleich-
gewicht sein sollen. Es soll also sowohl

divi® + X =0, divi® +Y =0, divid +Z=0 (16)
als auch

div (® + 6t®) + X =0, div(t® 4 6t®)+ Y =0, div(t@+td)+Z=0 (17)

in, d. h. . i .
sein, d.h divet® — 0, divet® —o0, divet® =o0. (18)

Bilden wir die Forminderungsarbeit fiir den variierten Zustand, so:erhalten wir
durch Taylorentwicklung

A(o + do, 7+ 61) = A(o, r)
+ {(90 do + 601, + a z+ a 6tzy + 57— a 6‘[1/Z+ (9 6‘["'”}
+ _2_{602 66% + -+ Zmaﬁzaay—l-“- +3—ti_61zw};

wo das letzte Glied wieder die Forminderungsarbeit A (4o, d7) ist, welche unter
alleiniger Wirkung der Variationsspannungen eintreten wiirde. Das mittlere

(19)

Glied wird wieder umgeformt, unter Benutzung von g—A =g, usw. [Ziff. 16,
Gleichung (10)]

t?A
{ 0o, - +(9 6sz} {€x50x+8y60y+8z66z+7xyatzy+7yz67yz+7’zxarzx}

o 30, 4 O a%y+a a%z+g”a@z Qza +a 81y

(20)
+$6sz+ ;9"37 sz"*'% Gz}

= {0t® gradu + 6t® gradv + 61® gradw}
= div(#dt® + v6t® + wt®) — {u divet® + v divot® + w divd i@}
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Die letzte Klammer verschwindet wegen (18). Damit wird die Forminderungs-
arbeit des variierten Zustandes:

Ao + 90, 7 + 07) =fffA(0 + 80, 7+ 07)do
=,U/A(o, Ddw +[f{u6t§“’ + 90t + w1} do +f[fA(6a, sr)dw.

Hier ist das erste Integral die gesamte Forminderungsarbeit des unvariierten
Zustandes, das dritte die sicher positive Formédnderungsarbeit, welche von den
Variationsspannungen do, usw. herrithren wiirde, wenn sie allein wirkten; in
dem zweiten setzen wir

0t = 0=, Ot¥ =0H, 1Y =4Z, (22)
wo 6=, 0H, 6Z die Variationen der Oberflichenkrifte sind, welche zugefiigt
werden miissen, um den variierten Spannungen das Gleichgewicht zu halten.
Damit wird
Ao+ 06, 1+ 87) = A(0, 7) +f[{uaz + vdH + wdZ}do + A (80, 67), (23)
bzw. fir infinitesimale Variationen

84 =A@+ d0, 7+ 61) — A(o, 1) =//{uaz + voH + wéZ}do,  (24)

wobei das weggelassene Glied zweiter Ordnung, die sog. zweite Variation, sicher
positiv ist, denn es stellt die Formadnderungsarbeit bei alleiniger Wirkung der
Spannungsvariationen dar, welche bei beliebigen Werten derselben nur positiver
Werte fihig ist.

18. Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie. (Prinzip der
virtuellen Verriickungen.) Der Zustand eines elastisch deformierten Korpers
ist durch gewisse Minimaleigenschaften ausgezeichnet, welche an den Begriff
der Forminderungsarbeit ankniipfen. Wir betrachten zunichst die Gleich-
gewichtszustidnde.

Man bezeichnet gemeinhin als Prinzip der virtuellen Verriickungen die
Tatsache, daB eine kleine Verriickung eines Systems aus einer Gleichgewichtslage
ohne Aufwendung von Arbeitsleistung vorgenommen werden kann. Wir wenden
diesen Gedanken auf einen im Gleichgewicht befindlichen elastischen Korper an,
wo er die folgende Form annimmt. Erteilen wir den Punkten des Kérpers kleine
Verriickungen d#, dv, w aus der Gleichgewichtslage heraus, so muf die dabei
von den duBeren Kriften (Massenkriften und Oberflichenkriften) geleistete
Arbeit die Vermehrung an Forminderungsenergie hervorbringen. Das ist nun
gerade der Inhalt der Gleichung (15) von Ziff. 17, wenn wir darin fiir den Gleich-
gewichtsfall die Beschleunigungskomponenten gleich Null setzen:

04 =ff/{xau + You + Zéwydw +/f{zau + Hév + Zowhdo. (1)

Den Inhalt dieser Formel driickt man gewohnlich in der folgenden Weise
aus: Sind fiir einen elastischen Kérper im Gleichgewichtszustand an der Ober-
fliche teilweise die Verschiebungen, teilweise die Oberflichenkrifte gegeben,
so vergleicht man mit den wirklich eintretenden Verschiebungen #, v, w nur
solche Verschiebungen, welche an der Oberfliche die vorgeschriebenen Werte
der Verschiebungen annehmen; d.h. man betrachtet nur solche Variationen
du, 0v, 0w, welche an den Oberflichenteilen verschwinden, wo die Verschie-
bungen gegeben sind. Dann fallen aus dem Oberflichenintegral f f {Z6u + Hév
+ Zéw}do alle diejenigen Oberflichenteile fort, wo die Oberflichenkrifte
unbekannt sind. Fir die iibrigbleibenden Teile kann man dann, wenn =, H, Z

(21)
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als konstante Krifte gegeben sind, ebenso wie in dem Volumintegral das Vari-
ationszeichen vor das Integral setzen und erhilt

aA=5{[[[(Xu+Yv+Zw)dw+]f(zu+Hv+Zw)do} (2)
oder

‘a{A—f/[(XquYv+2w)dw—[[(zu+Hv+2w)do}=o, (3)

wo das Oberflichenintegral jetzt nur noch iiber die Teile der Oberfliche zu er-
strecken ist, wo die Krifte gegeben sind. Den Ausdruck

II=A—[/[(Xu—}—Yv+Zw)dw—ff(Eu+Hv+Zw)d0 )

bezeichnet man als die potentielle Energie des Systems. Damit wird

Gleichung (3)
Il =0 oder II = Minimum , (5)

d. h., unter allen Verriickungen, welche die fiir die Verschiebungen gegebenen
Oberflichenwerte annehmen, machen die wirklich eintretenden die potentielle
Energie zu einem Minimum.

19. Das CasmLianosche Prinzip!). Wihrend das Prinzip ‘der kleinsten
potentiellen Energie eine Minimaleigenschaft der elastischen Verschiebungen
ausspricht, wird in dem sog. CasTiGLIANOschen Prinzip eine Minimaleigenschaft
der Spannungen formuliert. Betrachten wir neben dem wirklich eintretenden
Spannungszustand einen benachbarten, von dem wir verlangen, dafl er ebenfalls
den Gleichgewichtsbedingungen geniigt, so ist nach Formel (24) von Ziff. 17
die Variation der Forminderungsarbeit '

oA =ff(uaz+vaH+waZ)do. (1)

Verlangen wir nun weiter von dem variierten Zustand, da die Spannungen an
denjenigen Stellen, wo die Oberflichenkrifte gegeben sind, mit diesen im Gleich-
gewicht sein sollen, so verschwinden hier die Variationen 6=, éH, 6Z, so daB
das Oberflichenintegral nur noch iiber die Teile der Oberfliche erstreckt zu
werden braucht, wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind. Fiir diese kann
das Variationszeichen vor das Integralzeichen gesetzt werden, so daB3 die Vari-
ationsgleichung in der Form

6{A —ff(uz+vH+wZ)do}=o 2)
geschrieben werden kann. Den Ausdruck
A*=A—[f(uz+vH+wZ)do 3)-
bezeichnen wir als die Ergdnzungsarbeit. Es wird
0A4* =0 oder A* = Minimum. (4)

Damit erhalten wir das Ergebnis: Unter allen Spannungssystemen, welche im
Innern des elastischen Korpers mit den gegebenen Massenkriften im Gleich-
gewicht sind, und an der Oberfliche mit den Oberflichenkriften, soweit die
letzteren gegeben sind, tritt dasjenige wirklich ein, fiir welches die Erginzungs-
arbeit ein Minimum wird.

DaB es sich wirklich um ein Minimum handelt, folgt aus der Bemerkung
am SchluB von Ziff. 17, wonach die zweite Variation sicher positiv ist.

1) A.CastiGLIANO, Théorie de I'équilibre des systémes élastiques, Kap.2, S.45.
Turin 187.
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20. Das Hamitronsche Prinzip. Aus der Hauptformel (15) von Ziff. 17
erhalten wir eine Minimaleigenschaft fiir die Verschiebungen in einem bewegten
elastischen System, wenn wir die wirklich eintretenden Verschiebungen mit
einem benachbarten System variierter Verschiebungen vergleichen, die fiir zwei
gegebene Zeiten £y und #; mit dem wirklichen Zustand zusammenfallen, so daB
also fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, die Variationen d#, dv, dw verschwinden. AuBerdem
sollen die variierten Verschiebungen an den Stellen der Oberfliche, wo die Ver-
schiebungen gegeben sind, die vorgeschriebenen Werte annehmen, so da8 auch
hier die Variationen verschwinden und in den Integralen der Hauptformel nur
die gegebenen Massen- und Oberflichenkrifte stehenbleiben. Schreiben wir
dann

oW = [[[(Xou+ Yv+ Zow)dw + [[Edu+ Hov + Zéw)do, (1)
so lautet die genannte Hauptformel
6A—6W——//[(98$26u+96t26 —}—@atz&w)dw )

Hieraus erhalten wir das HamirToNsche Prinzip, indem wir nach der Zeit von
t, bis £, integrieren:

faAdt—faWdt—//f/(g CF ot oG dv+ 0GR dw)dwdt.  (3)

Das zweite Integral der rechten Seite formen wir durch partielle Integration um;
es wird

f//ﬁ’ L )d’d“’““[/@(ata uet oot Gy dw w)dal,

du ddu 61) 0dv , Jw ddw
—/Uf 0t ot Taior Tor 6t)d wdt.

Hier verschwindet das nur von den Grenzen ¢, und #, abhingige erste Raum-
integral der rechten Seite, weil fiir #, und ¢, die Variationen du, év, dw ver-
schwinden sollten. Das zweite ist nichts anderes als das Zeitintegral iber die
Variation der kinetischen Energie. Die kinetische Energie ist nidmlich

4

7= [ [5G+ G+ () o o
Also wird ihre Variation
o7 = [[[ol % + % T+ o )d ©)

und in der Tat
ty t,
du 06u | dv 06v |, dw ddw
faT"”=ff,// {az ot Tt Toer az}d at. (7)
to to
Damit wird Gleichung (3)
i |1
[a<A —T)dt=[aWdt. )
0 t0



74 Kap. 2. E. TrEFrrz: Mathematische Elastizitatstheorie. Ziff, 21.

Auf der linken Seite kénnen wir das Variationszeichen vor das Integral setzen;
bringen wir dazu alles auf die linke Seite, so erhalten wir die iibliche Form

tl tl
af(T—A)dt+faWdt=o. 9)
to to

Aus dem zweiten Integral kénnen wir das Variationszeichen nur dann vor
das Integral ziehen, wenn die duBeren Krifte ein Potential haben. Denn nur bei
Existenz eines Potentials gibt es eine Funktion W der Koordinaten und der
Verschiebungen, deren Variation mit 0W identisch ist. Dann nimmt das Prinzip

die Form an
t

af(:r—A+W)dt=o, (10)
o

oder, wenn wir wieder den Ausdruck 4 — W als die gesamte potentielle Energie
II des Systems bezeichnen,

£y
af(T—II)dt=o; (11)

d.h., das von f, bis #; zu erstreckende Integral f (T — Il)d¢ nimmt einen
Extremalwert an.

21. Der Energiesatz. Wir erhalten den Energlesatz wenn wir zu irgend-
einer Zeit die Verschiebungen an den einzelnen Punkten mit denjenigen Ver-
schiebungen vergleichen, welche an den gleichen Punkten in Wirklichkeit nach
Ablauf eines Zeitelementes d¢ eintreten. DemgemiB setzen wir in der Haupt-
formel (15) von Ziff. 17 fiir die Variationen ’

g, do="0ds, dw=2ds. (1)

du = 7 dt, i T

In der Hauptformel

o= ] xou Y‘S”“L“w)dw + [[Eou+ Hou + Zbw)do
/ffg(dtz ou + e 50 v+ Wéz?))dw,

wird dann 04 = W =7 Das letzte Integral der rechten Seite ist einfach die Zu-

(2)

nahme der kinetischen Energie; denn diese ist

mmM1TWK) (24 (22 o,

ou 2u ov 02%v ow ?w
d:r:f/[ {az atzdt‘l‘ﬁﬁ‘“'*'at it dt}d(u

(3)
_/_//Q{atza +at26 +6t2 6w}dw
Bringen wir dies Integral auf die linke Seite, so erhalten wir
a4 44T = X = dt—(—Y dt—{—Z dtdw
e ol

+][( dt—{—H dt+Z )do,
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d. h. es ist in der Zeit 4¢ die Zunahme von Forminderungsarbeit plus kinetischer
Energie gleich der von den duBleren Kriften geleisteten Arbeit.

Das ist der Energiesatz fiir bewegte elastische Systeme.

22. Eindeutigkeit des Gleichgewichtszustandes. Als AbschluBl der Energie-
betrachtungen wollen wir noch den Nachweis erbringen, da8 die Grundgleichungen
der Elastizitdtstheorie, wenn sie iiberhaupt Lésungen besitzen, jedenfalls, nur
eine einzige Losung haben kénnen. (Uber die Existenzfrage vgl. Ziff. 50.)

Wir betrachten zunichst den Fall des Gleichgewichtes. Gegeben sei
ein elastischer Korper, der von Massen- und Oberflichenkriften belastet sei.
An der Oberfliche seien entweder die Krifte gegeben oder die Verschiebungen.
Gidbe es dann zwei Loésungen uy, vy, wy, und u,, v, w, mit den zugehdrigen
Spannungsvektoren t{, t, t{” und £, t", 1", so miiten beide den Gleichgewichts-
bedingungen [Ziff. 7, Formel (14)] geniigen. Es wire also

divt) + X =0, divtf)! + Y =0, divi’+Z2=0 (1)
und
divt) + X =0, divty’ +Y =0, divtf! +Z =0. (2)
Bilden wir nun die Differenz der beiden Ldsungen
U=ty — U, V=10—0U, W=W,—10 (€))
mit den zugehdrigen Spannungsvektoren
O =10 — 1, W=t —tf, 0=ty 1P, (4)
so erkennen wir durch Subtraktion von (2) und (1), daB diese den Gleichgewichts-
bedingungen geniigen, wenn wir darin die Massenkrafte fortlassen,
divi® =0, divt® =0, divt® =o0. (5)
Ebenso erhalten wir durch Subtraktion der von den L&sungen erfiilllten Ober-
{lichenbedingungen

=2, W=H #-1, ©
=3, #=H =7, )
=0, =0, #£=0. 8)

Dies gilt fiir diejenigen Punkte, wo die Krifte gegeben sind. An den Punkten,
wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind, wird

Uy = Uy, Vg =1y, W =1,, (9)
also
=0, v=0, w=0. (10)

Es wiire also %, v, w ein System von Verschiebungen, fiir welches die Massenkrifte
verschwinden und an der Oberfliche entweder die Oberflichenkrifte oder die
Verschiebungen Null werden. Wir schliefen daraus auf das Verschwinden der
VerzerrungsgroBen, indem wir zeigen, dal die Forménderungsarbeit verschwinden
muB. Nach Formel (8) von Ziff. 16 wird die Forminderungsarbeit pro Volum-
einheit

A= '%‘{Ga:sz + Oy &y + 0,8, + ToyVay + Ty2Vye + sz}’zx} (11)
oder in vektorieller Schreibweise
A = }{t® gradu 4 t® gradv + t© gradw} (12)

bzw.
= {div (ut® + vi® + wi®) — (¥ divt® + v divi® + wdivi®d)}. (13)
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Nun ist aber nach (5)
divi® = divi® = divi® =0 ;

also erhalten wir fiir den vorliegenden Fall die Forménderungsarbeit

A= [[[Ado = 3f[[div@t® + vt + wi) doo (14)
und nach Integration mittels des GAussschen Satzes
A =3[t + ot + wt?) do. (15)

Nun sind an der Oberfliche entweder die Verschiebungen #, v, w oder die Ober-
flichenspannungen, d. h. #2, #%, ## gleich Null, so da} sich

A :jf/Adw—_—o (16)

ergibt. Die spezifische Forminderungsarbeit A ist aber eine positiv definite
quadratische Form ihrer Argumente, so daB sie nur positiver Werte fihig ist.
Soll also das Integral (16) verschwinden, so muf3 der Integrand identisch ver-
schwinden, und das ist nur moglich, wenn die VerzerrungsgréBen simtlich Null
werden. Es folgt daraus zunichst, daB jedenfalls die zugehérigen Spannungen
verschwinden miissen; es ist also

=0, tWW=0, tH=0 (17)
und somit =t 1 =tp, 9=t (18)

Die Spannungsverteilung ist also jedenfalls eindeutig.

Beziiglich der Verschiebungen selbst wissen wir zundchst nur, dafB die
Verzerrungskomponenten verschwinden. Die Verschiebungen wu, v, w stellen
also eine deformationslose Bewegung des Korpers dar, bei welcher die Linien-
elemente ihre Linge behalten; das ist eine starre Drehung des ganzen Koérpers.
Sind fiir Teile der Oberfliche urspriinglich die Verschiebungen vorgeschrieben
gewesen, so ist hier # = v = w = 0, die starre Drehung ist verhindert, und es
muB iiberall # = v = w = 0 sein, d. h.

Uy =1Uy, V=171, W =1W,. (19)
Sind wurspriinglich nur Oberflichenkrifte gegeben, so ist selbstverstindlich

noch eine starre Bewegung des ganzen Koérpers nach der Deformation méglich.
Mit dieser selbstverstindlichen Einschrinkung ist also auch hier

Uy = Uy, U3 =10y, W =W,;
d. h. es gibt in der Tat nur eine Lésung der Grundgleichungen.

23. Eindeutigkeit des Bewegungsvorganges. Noch einfacher wird der
Beweis fiir den Fall der Bewegung. Er folgt direkt aus dem Energiesatze.
Haben wir einen elastischen Koérper, der zur Zeit { = 0 aus einer gegebenen
Anfangslage

t=0, u=U, v=V, w=W, 1)
mit gegebener Geschwindigkeit
u , Odv ., dw o
t=0, W-_—'U, W—V, —gt——W} (2)

unter der Wirkung gegebener Massenkrifte X, Y, Z und Oberflichenkrifte =, H,
Z in Bewegung gerit, so wire die Differenz zweier Losungen #,, v,, w, und
Uy, Vg, Wa,

U=1Uyg— Uy, V=1TVy— Uy, ©W=1W,— W, (3)
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wieder eine Losung der Differentialgleichungen, wenn wir aus denselben die
Massenkrifte fortlassen. Ebenso wiirden fiir diese Bewegung die Oberflichen-
krifte fortfallen, soweit sie urspriinglich gegeben waren, und an den Stellen der
Oberfliche, wo die Verschiebungen vorgeschrieben waren, miilte # = v = w =0
sein. Schreiben wir nun den Energiesatz hin

St //f<X6t+Y6t+Z&t)dw+[[ 5 HG +Za;)d0 (4)

so sehen wir, dafl die rechte Seite verschwindet, denn in dem Volumintegral
verschwinden die Kréifte, und in dem Oberflichenintegral entweder die Krifte
oder die Differentialquotienten der Verschiebungen. Es ist also

a4
oder
4 4+ T = konst. (6)
Die Konstante ist Null, da zur Zeit { = 0 wegen
u=v=w=0 und ?; ?;: 6_w_0 auch A=T=0 (7)

ist. Nun sind sowohl die Form4nderungsarbeit als die kinetische Energie keiner
negativen Werte fihig. Soll ihre Summe also Null sein, so miissen beide fiir
sich verschwinden. Die kinetische Energie

r= [ [T+ (G + (G e

kann aber offenbar nur dann Null werden, wenn iiberall und stets
Jdu dv Jw

?9_?:0’ W=O’ 615_.0 (8)
ist, und daraus folgt, da fiir £ = 0 auch # = v = w = 0 ist,
u=0, v=0, w=40 (9)
oder
Uy == Uy, UVg=7"y, Wy=1Wy. (10)

Es ist also wirklich nur eine einzige Lésung moglich.

VI. Anwendung der Minimalprinzipe zur
Aufstellung der Differentialgleichungen in
besonderen Féllen.

24. Krummlinige Koordinaten. In manchen Fillen ist es zweckmiBig,
die rechtwinkligen Koordinaten durch krummlinige zu ersetzen, z. B. im Falle
von Axial- oder Kugelsymmetrie durch Zylinder- und Polarkoordinaten. Um hier-
fir die Umrechnung der Grundgleichungen auf die einfachste Form zu bringen,
wollen wir fiir den Fall orthogonaler Koordinaten die Komponenten des Ver-
zerrungstensors unmittelbar in den krummlinigen Koordinaten ausdriicken und
die Gleichgewichtsbedingungen mit Hilfe der Minimalprinzipe aufstellen.

Wir nehmen an, die Lage eines Punktes sei durch die drei Parameter «,, «,,
o5 gegeben. Sind die Flichen «, = konst., &, = konst., a3 = konst. orthogonal,
so hat das Linienelement die Form

a2 = Zghhda%' ('1)
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Hat ein Punkt nach der Deformation die Koordinaten

& + @1, G+ @y, &3+ @5, (2)
so sind bei Beschrinkung auf kleine Verschiebungen die Verschiebungen in
Richtung der drei Koordinatenkurven

E‘Pv Uy = Vg22992» “3=V@‘P3- (3)

Der Verzerrungstensor ist nun durch die Anderungen gegeben, welche die Koeffi-
zienten des Linienelementes bei der Deformation erfahren. Haben zwei benach-
barte Punkte vor der Deformation die Koordinatendifferenzen do,, da,, dog
nach der Deformation doy, + dey, day + dp,, dxg + deg, so ist das Quadrat
des Linienelementes nach der Deformation

A2 = gnn(0y + @15 g + o &y + @) (don+dey) 4)
Mit Beschrinkung auf kleine Deformationen setzen wir hier
]
8nn (%1 + @15 &y + @55 &g+ @3) = g+ 2 (f,fz Pe (5)
e

und

a h 2 a h
(doc;,—l—dtp;,)z—(dcx,, +Z ALYP ) _da,;+22'5g;dakda,,. ©6)
k

Damit erhalten wir fiir die Koefflzlenten des Linienelementes nach der’LDefor-
mation, wenn wir es abkiirzend

schreiben, ar=2 Z Grrd 5y d oy (7}
fir b=k Gan = gnn + Z (9ghh Po + 28nn g, - 0% (8)
.. 0
fur h+ £ G""—g"hé)a +gkk %

Nun kénnen wir die Dehnungen und W1nkeléinderungen fiir kleine Defor-
mationen aus den Gy und g; berechnen. Ein Linienelement OP in der Richtung

wachsender &, hat vor der Deformation die Linge g, 4%, nach der Deformation

die Linge VG, do; = Vg + (Giy — gu1) 4%, . Also wird die Dehnung (= Ver-
langerung durch urspriingliche Le‘mge)

Pgn (Gu — &u) — V: ~ 1 Gu—gn . )
]/é? 2 u

Nehmen wir zu dem betrachteten Linienelement OP ein zweites OQ in der
Richtung wachsender «, hinzu und wenden auf das Dreieck OPQ den Kosinus-
satz an, so erhalten wir fiir den urspriinglich rechten Winkel zwischen den
Koordinatenrichtungen 1 und 2
Gig ~ Gig

VG11Gaz V€1 gee )

Bezeichnen wir wieder mit y,, die Abweichung dieses Winkels von 90°, so ist
costhyg = €08 (90 — 71p) = SiNy1y A P15

Setzen wir die Werte (8) ein, so erhalten wir fiir die Dehnungen und Winkel-
dnderungen die Formeln

costy, = (10)

_ Oy 1 Ogun (11)

& 60(,, 28nn dae

. 1 a‘Pk
}'hk'—’]?;—;gk {ghhm-l-gkkg;;}o (12)
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Den Spannungszustand beschreiben wir fiir die krummlinigen Koordinaten
in der gleichen Weise wie fiir die rechtwinkligen, nimlich durch Angabe der
Spannungskomponenten (Krifte pro Flicheneinheit), welche auf die Flichen
&, = konst., &, = konst., &3 = konst. wirken, wieder mit der MaBgabe, dafl
die Spannungen positiv sind, wenn sie fiir ein kleines Parallelepiped auf die in
Richtung wachsender Koordinaten liegenden Begrenzungsflichen in der Richtung
wachsender Koordinaten wirken. Die Spannungs-Dehnungsgleichungen sind
dieselben wie frither, ndmlich?) [siehe Ziff. 11, Gleichungen (12) u. (14)].

1 1
& = 2_6{6" - m;-H} S YhE= Gk (13)
bzw. nach den Spannungen aufgeldst
]
0h=26{8h+m_2}; The = GVres (14)

wobei wieder

s = 0; + 05+ 05 die Summe der Normalspannungen
O = ¢, + ¢ + & die Summe der Dehnungen

(15)

bedeutet.
Es bleibt noch die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen, die wir mit
Hilfe des Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie, vornehmen wollen.
Ist A(e, y) die spezifische Forminderungsarbeit, ausgedriickt in den Ver-
zerrungsgréBen genau wie in Ziff. 16, Formel (6)

-1 1
Ale,y) = G{Z — 2 G2 — 2(ey85 + £585 + &) + 2 e+ 7%3 + 7%1)}» (16)
so sind die Spannungen die Ableitungen von A nach den Verzerrungskomponenten

oA oA
Oh = G THET gy (17)

Wirken ferner in Richtung der Koordinatenkurven pro Volumeinheit die Krifte
X, X,, X;, die wir uns fest gegeben denken, so setzt sich die potentielle Energie
zusammen aus der gesamten Forminderungsarbeit und der negativen Arbeit,

welche die Kraftkomponenten bei den Verschiebungen #, = Vg_l; @1, Uy = ]/@ ®2,
g = Vgs3 @5 leisten. Das Volumelement ist

dw = Vg1 8285 d ¥ dogd s . (18)
Damit wird die potentielle Energie
1 =f/f{A - ;Xhﬁvhva}vgugzzégd%d“zd%- (19)

Sind an der Oberfliche die Verschiebungen vorgeschrieben, so wird II ein
Minimum, d.h. die Variation dieses Integrals muB fiir alle an der Oberfliche
verschwindenden Variationen der Koordinateninderungen zu Null werden.
Die Variation wird nun

6H=fff{6A —;Xh V@étph}[/gugzzgzdocld%docs. (20)

Hierin ist die Variation der spezifischen Forminderungsarbeit

A= S+ LNV 5y, (21)

1) 6y, 0y, 03 bezeichnen hier nicht die Hauptspannungén, sondern die auf das a-Koordi-
natensystem bezogenen gewéhnlichen Spannungskomponenten; ebenso &, &, & nicht die
Hauptdehnungen, sondern die Dehnungen langs der Koordinatenlinien.
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oder nach (17) A =006, +3 > 1., 0%ur, (22)
» wov

wo wir vor die Doppelsumme > ¥'z,,, 6y,, den Faktor 1/2 gesetzt haben, weil
darin jedes Glied zweimal vorkommt. Damit wird

2 =fff{;a,,ée,, + %%’ZTyva}’m—;XhV%&m} ) 811822833806, A0ad 5. (23)

Setzen wir hier die Ausdriicke (11) und (12) fiir die VerzerrungsgréBen und ihre
daraus folgenden Variationen ein, so wird

ot [[[| Zatiee s 335 B
ZZZngi"gw( Dgrends) L

—2 X» Vghh 5%} Vgugzzgss Aoy dxadog.
%

Diesen Ausdruck koénnen wir vereinfachen, wenn wir beachten, daf3

v a v v
2 Z Vg:l;gw ‘g‘f‘vﬂ _2 Z Vgt!;gw ‘75?’ (25)

ist, weil die belden Summen durch Vertauschung der Summationsbuchstaben
ineinander iibergehen. Es ist also

Tuy 0dgu 195%'} Tuw 00pu
2 2 o O T m 2 2w @

Ferner setzen wir zur Abkiirzung

V811820853 = 4 (27)
und multiplizieren damit gliedweise. SchlieBlich setzen wir in der ersten Summe %
statt », in den Doppelsummen % statt u. Damit wird die Gleichung (24)

_ g 65@ GvA 0gw T’VhAg 86¢
"”—fff{;""" day T 222 Do, "””J“ZhZVg—wg_: o2s
_Z‘X,,Ayg,,_,,aqo,,}daldazd%.
h

Durch eine partielle Integration der Glieder, welche die Differentialquotienten
der Variationen d¢, enthalten, werden diese Differentialquotienten beseitigt.
Die von den Grenzen herrithrenden Anteile fallen fort, weil die Variationen d¢y
an der Oberflache Verschwinden Es bleibt

o=l Zonst L 3 St o= 3 Sl
—Zé(phXhA]/gh_h}docld%d%.

Durch Auskla’;nmern von —6(p,, ergibt sich

o~ [[Som {4 Fat e Sy

4 XuA ]/5,;} do doydoy.

(28)

(30)
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Soll dieser Ausdruck fiir beliebige d¢, verschwinden, so muB fiir jedes A

0o, 4 1 oy 4 Ogvy 0 jtndgny —
Ta 7D g o Ddw (g T XA Vern =0 (31)

v

sein. Das sind die gesuchten Gleichgewichtsbeziehungen.

25. Beispiele: Zylinder- und Polarkoordinaten. Als Beispiele zu den ent-
wickelten Formeln betrachten wir Zylinder- und Polarkoordinaten.

Nehmen wir z. B. Zylinderkoordinaten 7, ¢, 2 und bezeichnen die Ver-
schiebungen in Richtung wachsender 7,4, z mit «, v, w, so ist

Oy =7, Oy=1, oag=2. (1)
Das Linienelement wird
al2 =dr? + r2d9? 4 d22, (2)
also . . o _
gn=1 gu=7 gu=1 d=r (3)

Die Koordinatendnderungen sind also, in den Verschiebungen ausgedriickt [Ziff. 24,

Gl
6] @y = U, ‘Pzz%’ Ps =W, (4)

und wir erhalten nach (11) und (12) der vorigen Ziffer die Komponenten des
Verzerrungstensors

du 1 du , Ov v

& =3y Trd y 09 l or 7’
1 dv u ov 1 dw

= agt o V=g T g ()
Jw ow ou

& =27 y"—W—{_&_z‘

Die Gleichgewichtsbedingungen werden nach (31) von Ziff. 24

do, 1 07,9 , O, 6, — 0y

or v 60+6z+ ¥ + X, =0,

01, 9 1 doy 01y,

27,9

G T7 e Te. Ty TX=0 ©)
(9‘[,; 1 al’ﬁz (90'2 Trz _
or 760+0z+ 7 + X, =0.

Nehmen wir rdumliche Polarkoordinaten 7(= Radius), (= geo-
graphische Linge), ¥ (= Poldistanz, vom Siidpol aus gerechnet), so setzen wir

Gy =7, &y=14, o;=710. (7)
Das Linienelement wird
Al = dr? 4 r2sin?$dA? 4 2492 (8)
Esist also o 4, g, =7r2sin20, g, =72, 4=rsind, (9)
und die Koordinateninderungen werden
v w
Pr="u, Q= 5 P3= - (10)
Daraus ergeben sich die Komponenten des Verzerrungstensors
_ Gu __1 ou + dv _ v
&= 3y Vi sind ok T or v’

1 Ov u w 1 0v v 1 Jw
8= mear T To8Y, ne= gy oeted g g (1)

10w | u
&=—g5 T 5 Yor = g —

Handbuch der Physik. VI. 6
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und die Gleichgewichtsbedingungen werden

do, 1 Oti 1 0wr® |, 26,— o) — 69+ rroctgd .

W—l—rsinﬁ 04 +7795—+ 7 + X, =0,

Otir 1 dos 1 0uie | 3wi+ 2ugctgd N

Gy Tysme oz Ty a8 v 4 tX=0, 1 (12
Ot9r 1 Ot 1 foy — o)ctgd + 3ror

+ Xs= 0.

(Or
or Trsmeer T 7 as + v

28. Prinzip der Niherungsansitze (technische Festigkeitslehre). Fiir solche
elastischen Korper, deren Erstreckung in ein oder zwei Dimensionen die anderen
Dimensionen wesentlich iiberwiegt, Saite, Balken, Membran, Platte und Schale,
hat man in der sog. technischen Festigkeitslehre!) besondere Methoden aus-
gearbeitet, bei welchen mit Hilfe von besonderen Annahmen die das Gleichgewicht
und die Bewegung bestimmenden Gleichungen vereinfacht erscheinen. Man kann
alle diese Methoden unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betrachten, wenn
man von den Minimalprinzipen ausgeht. Die Hilfsannahmen erscheinen dann
lediglich als eine vereinfachte Aussage dariiber, in welcher Weise sich die Form-
dnderungsarbeit in denjenigen GroéBen ausdriickt, welche die geometrische Gestalt
des deformierten Kérpers bestimmen, und man erhilt die Grundgleichungen in
jedem einzelnen Falle, indem man den vereinfachten Ausdruck fiir die Form-
inderungsarbeit in das Minimalprinzip einsetzt. Unter diesem Gesichtspunkte
wollen wir hier die wichtigsten Fille besprechen.

27. Die gespannte Saite. Eine Saite ist ein fadenférmiger elastischer Korper,
dessen Linge die Querabmessungen so stark iiberwiegt, daf derselbe wesentlich
nur einer Anderung seiner Linge einen elastischen Widerstand entgegensetzt.
Die Linge der Saite sei /. Durch eine Kraft S sei die Saite vorgespannt, und
zwar sei sie am Anfang und Ende festgehalten. Die gerade Linie, in welcher die
gespannte, im iibrigen unbelastete Saite ausgespannt ist, nehmen wir zur x-Achse
und legen den Koordinatenanfang in das eine Ende. Wir berechnen nun zunichst
die Arbeit, welche erforderlich ist, um der Saite eine seitliche Ausbiegung zu
erteilen. Diese Arbeit muB3 geleistet werden, um die einzelnen Elemente ds
der Saite zu verlingern. Ein Saitenelement ds ist nun bereits der Vorspannung S
ausgesetzt; wird dasselbe auf die Linge ds’ ausgedehnt, so leistet dabei die Vor-
spannung S die Arbeit S(ds’— ds). AuBerdem leistet noch die Zusatzkraft,
welche die Verlingerung hervorbringt, eine Arbeit; diese soll aber gegeniiber
der Arbeit von S vernachlissigt werden, was darauf hinauskommt, daBl die
Zusatzspannungen gegeniiber der Vorspannung als klein betrachtet werden.
Somit erhalten wir als Formanderungsarbeit fiir kleine seitliche Ausbiegungen
nach Integration iiber die ganze Saite einfach

A=SW—1, (1)

wo | die Lange der vorgespannten Saite im undeformierten Zustand ist, I’ die
Linge im deformierten Zustand. Bezeichnen wir nun die seitlichen Ausbiegungen
mit v und w, wobei y- und z-Achse senkrecht zur x-Achse beliebig gelegt sind,

so ist l
= [y (o e g

1) Ausfithrliche Darstellung s. A. u. L. FéprL, Drang und Zwang, 2 Bde., 2. Aufl.
Miinchen 1924 u. 1928.
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und bei Beschrinkung auf kleine Ausbiegungen
!
, S ,
A:S(l—l)=?f{v’2+w2}dx. (3)
0

Nun seien die die Ausbiegung hervorbringenden seitlichen Krifte pro
Langeneinheit der Saite p kg/cm in der y-Richtung, ¢ kg/cm in der z-Richtung.
Nimmt die Saite unter Wirkung dieser Krifte die durch die Ausbiegungen v (x)
und w(x) gegebene Lage an, so sagt das Prinzip der virtuellen Verriickungen,
daB bei einer infinitesimalen Abweichung aus dieser Lage die Anderung der
Forminderungsarbeit gleich der von den Kriften $ und ¢ geleisteten Arbeit sein
muB. Sind die Abweichungen dv und dw, so ist die Anderung der Forménderungs-
arbeit

I
04 = Sf{v’év’—l— wow}dx, (4)
0

die Arbeit der duBeren Krifte
7

f{pév—l— qgow}dx, (5)

0

und das Prinzip verlangt also fiir beliebige dv und dw
! l
sf{v’av'+ w dwdx = [{p v + gow}dx. (6)
0 0
Durch partielle Integration erhalten wir
! .
f{v’év’ + @' dw'}dx = [v'6v + w’éw]o ——f{v”év + w’owhdx . (7)
0 0

Das von den Grenzen herrithrende Glied verschwindet, weil die Saite an beiden
Enden auch in der variierten Lage festgehalten sein soll, so daB dv und dw an
den Enden verschwinden miissen. Es bleibt also als Ausdruck des Prinzips der
virtuellen Verriickungen die Gleichung

! l
—S[{" 60 + w” dw)dx = [{pov+ gow}dx. (8)
0 0

Soll diese fiir beliebige dv und dw gelten, so muB
Sv'=—p, Sw' =—¢q 9)

sein. Zu diesen Differentialgleichungen fiir die Gleichgewichtslage der Saite
kommen als Randbedingungen

v(0) =0, v()=0; w(0)=0, w()=0 (10)
hinzu. Man sieht, daB die Gleichungen fiir die y- und z-Richtung vollkommen

getrennt sind; Krifte in der y-Richtung rufen also auch nur Deformationen in
der y-Richtung hervor und ebenso fiir die z-Richtung?).

1) Fir die Einzelausfithrung vgl. Kap. 3, Abschn. V ds. Bd. des Handb.
6*
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Die Bewegungsgleichungen kénnten wir mit dem Ausdruck (3) aus
dem HawmirToNschen Prinzip ableiten. Einfacher erhalten wir sie durch Berufung
auf das sog. d’ALEMBERTsche Prinzip, wonach wir die Bewegungsgleichungen
erhalten, wenn wir die Tragheitswiderstinde (= minus Masse mal Beschleunigung)
an jeder Stelle zu den duBeren Kriften hinzufiigen. Ist ¢ die Masse der Saite pro
Lingeneinheit, so sind die Triagheitswiderstinde pro Lingeneinheit der Saite

02v 2w

—0Fpr —Qgp> (11)
und die Bewegungsgleichungen werden?)
02y QPw 2w
Sq=—b+egs Sga——1+e (12)

28. Die gespannte Membran. Als Membran bezeichnen wir einen platten-
formigen elastischen Kérper, dessen Dicke so gering ist, daB er im wesentlichen
nur Kriften, welche in seiner Ebene wirken, einen elastischen Widerstand ent-
gegensetzt. Die Membran sei durch einen allseitig gleichen Zug von S kg/cm
gespannt, derart, da}, wenn wir irgendeinen Flachenteil aus der Membran heraus-
geschnitten denken, wir lings der Schnittkurve in Richtung der Normalen iiberall
einen Zug von S kg/cm anbringen miissen, um das Gleichgewicht wiederherzustel-
len. Wird die Membran, die wir uns am Rande festgehalten denken, durch
seitliche Krifte aus der vorgespannten ebenen Lage deformiert, so vergréBern
sich ihre Flichenelemente. Denken wir uns nun irgendein Flichenstiick heraus-
geschnitten, so leistet die Vorspannung S bei einer Deformation, welche die
Linienelemente ds der Schnittkurve um das Stiick d» nach auBen verschiebt,
die Arbeit

[Sovis = [svds. (1)

Die Arbeit der die FlichenvergréBerung hervorrufenden Zusatzspannungen wird
wieder wie bei der Saite als von héherer Ordnung klein gegen die Arbeit der Vor-
spannung vernachlissigt. Nun ist / dvds die FlichenvergroBerung des heraus-
geschnittenen Sttickes. Wir erhalten also fiir jedes Flichenstiick als Deformations-
arbeit das Produkt aus Vorspannung und FlichenvergréBerung, also fiir die
ganze Fliche insgesamt

A4 =SF —F), (2)
wo F die vorgespannte Fliche im undeformierten Zustand, F’ dieselbe im de-
formierten Zustand ist. Das Koordinatensystem legen wir so, daB x- und y-Achse
in die Ebene der vorgespannten undeformierten Membran fallen. Bezeichnen
wir dann mit w die Verschiebung in der z-Richtung, so ist

7)1+ (G2F + (52 avay, 3)

und wir erhalten bei Beschrinkung auf kleine Ausbiegungen

amseon =S+ (e

Werden nun die Durchblegungen w(x,y) durch einen Druck von p kg/cm?
hervorgerufen, so ist bei einer Variation dw die Arbeit f f pdwdxdy gleich der
Variation der Forminderungsarbeit:

84 = s[/{gj S | f;;’ "j;”}d dy—jfpéwdxdy (5)

1) Fir die Einzelausfitlhrung vgl. Kap. 4, Ziff. 29ff. ds. Bd. des Handb.
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Den Ausdruck fiir die Variation der Forméinderungsarbeit formen wir wieder
durch partielle Integration um. Schreiben wir ihn in vektorieller Form

Ow 08w . Ow 88
//{az} 0: + 6;/0 a;”}dxdy f/gradwgradéwdxdy, (6)

so erhalten wir aus der Identitit
2 2
div(dw gradw) = dwAdw 4 gradw graddw (A = divgrad = %5 + %ﬁ) 7

durch Integration nach dem GAussschen Satze
/éw—ds = [féwdwdxdy +f[gradwgrad6wdxdy, (8)

wo » die duBere Normale des von der Membran in der xy-Ebene bedeckten Ge-
bietes ist. Das Randintegral f ow %%f ds fallt fort, weil die Membran am Rande

festgehalten sein soll, entweder in ihrer urspriinglichen Ebene, oder in einer
vorgegebenen Lage der deformierten Randkurve, so dafl jedenfalls die Variation
0w am Rande verschwindet. Damit erhalten wir als Ausdruck des Prinzips der
virtuellen Verriickungen die Gleichung

04 = Sffgradwgradéwdxdy = —Sf/ﬂdwéwdxdy =/fﬁ6wdxdy, (9)
welche bei beliebigen 0w nur dann bestehen kann, wenn
Aw=—2 (10)

ist. Dies ist die Differentialgleichung fiir die Gleichgewichtslage der Membran.
Bezeichnen wir mit ¢ die Masse der Membran pro Flicheneinheit, so erhalten
wir die Bewegungsgleichung, wenn wir zu der Belastung p den Trigheits-

widerstand der Flicheneinheit ——Q% hinzufiigen, §also?)

Pw | CPw o Qw
T = p*’sap- (11)

29. Der Balken (technische Balkenbiegungslehre). Unter einem Balken
(oder Stabe) verstehen wir einen zylindrischen Korper, dessen Achsenlinge gro3
ist gegen seine Querabmessungen. Die Verbindungsgerade der Querschnitts-
schwerpunkte nehmen wir zur x-Achse, den Koordlnatenanfang legen wir in
das eine Ende des Balkens. Die y- und z-Achse legen wir (y-Achse nach hinten,
z-Achse nach oben) in die Haupttrigheitsachsen der Querschnitte, so daB das
iiber die Querschnitte genommene Integral

ffyzdydz=0 1)

verschwindet. Da die Achsen durch den Schwerpunkt gehen, verschwinden

auch die Integrale
ffydydz=0, ffzdydz=0. (2)

Nun bediirfen wir eines Ausdrucks fiir die Formédnderungsenergie des deformierten
Balkens. Die technische Balkenbiegungslehre geht von dem Gedanken aus,
daB die Deformation des Balkens im wesentlichen durch die Deformation seiner

1) Fir die Einzelausfilhrung vgl. Kap. 4, Ziff. 44ff. ds. Bd. des Handb.
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Mittellinie (y = z = 0) gegeben ist. Zu dem Ausdruck fiir die Forméinderungs-
arbeit kann man nun entweder dadurch kommen, da§ man eine spezielle Voraus-
setzung tiber die Deformation macht, im vorliegenden Falle, indem man voraus-
setzt, daB3 zur Mittellinie senkrechte Balkenquerschnitte bei der Biegung senk-
recht zur Balkenmittellinie und eben bleiben, oder dadurch, da3 man einen ein-
fachen streng integrablen Fall nimmt, und den daraus folgenden Ausdruck fiir
die Forminderungsarbeit auf den allgemeinen Fall iibertrigt. Wir wollen den
letzten Weg wihlen und der Einfachheit wegen nur Deformationen der Mittel-
linie in Richtung der z-Achse betrachten; der allgemeine Fall ergibt sich daraus
durch Superposition der Krifte und Deformationen.

Den einfachsten Fall nichttrivialer und gerade hier brauchbarer Losungen
fiir die Grundgleichungen erhilt man, wenn man fiir die Verschiebungen #, v, w
einen quadratischen Ansatz macht. Greifen wir, um an der Mantelfliche des
Stabes Kriftefreiheit zu bekommen, aus den mdglichen quadratischen Ansitzen
die heraus, fiir welche die Spannungen ¢,, o,, 7,, verschwinden, und verlangen
wir, daBl die Mittellinie sich nur in der z-Richtung verschiebt, so bekommen wir
mit einer Konstanten ¢, wie man aus den Differentialgleichungen (2) von Ziff. 13
durch Koeffizientenvergleichung bestitigt,

czx _czy _oomxt =y R
==F' "SEm "T° 2Em )
Um zu sehen, welche Beanspruchung des Stabes diese Deformation hervorruft,
welche man [durch Bildung der Verzerrungsgréen nach Ziff. 10, Gleichung (1)]
leicht als Durchbiegung erkennt, berechnen wir nach Ziff. 11, Gleichungen (14)
die Spannungen, welche bis auf

0y, = —C2 (4)

verschwinden. Greifen wir nun ein Stiick des Stabes heraus und ersetzen die
Spannungen an den Endquerschnitten durch duBlere Krifte, so erkennen wir,
wenn wir den linken Endquerschnitt des betrachteten Stiickes ins Auge fassen,
daB die hier wirkenden Spannungen die Resultierende Null haben, denn es ist

nach (2) )
]fa,dydz=—-cjfzdydz=0. (5)
Es bleibt nur ein um die y-Achse drehendes Moment vom Betrage
M=—onzdydz=cffzzdydz=c] (6)

iibrig. Dasselbe ist positiv gerechnet, wenn es den Stab in der Weise kriimmt,
daB er die hohle Seite der positiven z-Richtung zukehrt. DasIntegral J = f / 2dydz
ist das Trigheitsmoment des Querschnitts in bezug auf die y-Achse. Wir haben
also den Fall vor uns, dafl ein Stab durch reine Momente auf die Endflichen ge-
krimmt wird. Aus der Spannung o, bekommen wir die Formidnderungsarbeit
in der Volumeinheit nach Ziff. 16, Formel (9) zu

%

A=% (7)

und durch Integration iiber den Querschnitti dieselbe pro Lingeneinheit des
Balkens zu

_ 1 2
A=E]fo§dydz=-2—%]. ®)
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Nun ist aber nach (3), wenn wir durch den Index Null andeuten, daBl es sich
um die Durchbiegung der Balkenmittellinie handelt,

0w,
c=E 79720 s 9)
so dafl wir fir die Formédnderungsarbeit pro Lingeneinheit
~ _ EJ [0*wp\2
A— TJ(W") , (10)

bzw. fiir die gesamte Formianderungsarbeit
! !
A =/de=1]E]w”2dx (11)
2
0 0

schreiben konnen. Das ist die gesuchte Form. Wenn wir sie auf den allgemeinen
Fall iibertragen, so bedeutet das mechanisch, daB fiir die Deformation des
Balkens an einer bestimmten Stelle in erster Linie die kritmmende Wirkung durch
die Momente der entfernter liegenden Krifte maBgebend ist, eine Niherung,
die um so besser zutrifft, je weiter die betrachtete Stelle vom Angriffspunkt
etwaiger Einzelkrifte entfernt ist, speziell also von den Angriffspunkten der
Stitzkrifte (SAINT-VENANTsches Prinzip). ,

Aus der Formel fiir die gesamte Forminderungsarbeit erhalten wir nun
die technische Balkenbiegungslehre wieder mit Hilfe des Prinzips der virtuellen
Verrtickungen. Wir nehmen etwa an, der Balken sei am Anfang (¥ = 0) und
am Ende (¥ = /) gestiitzt, dort sei also w = 0, und auch die virtuelle Verriickung
0w = 0. Der Balken sei pro Einheit seiner Linge durch eine Last ¢ kg/cm
belastet, welche in der z-Richtung wirke. Die dadurch hervorgerufene Durch-
biegung sei w (¥). Andern wir jetzt w in w - dw, so muB hierbei die Anderung
der Forminderungsarbeit gleich der von der Belastung ¢ geleisteten Arbeit
sein, d. h.

l !
04 =fE]w”aw”dx =/gawdx. (12)
0 0
Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir
d 14 4 T 7’ /l d 77 4 : d2 4
[E]w du” dx = [EJw’ 0], — [d—x(E]w )aw]0+/W(E]u/)awdx. (13)
0 0

Also wird Gleichung (12) unter Beriicksichtigung von dw(0) = dw () = 0

!
d2 4 ' s !
[l ®Jw) — g}owas + (BJw 8w =o. (14)
0
Soll diese Gleichung fiir alle moglichen dw erfiillt sein, so muB
a2 azcw
BT ) =4 (15)
und w'(0) =0, #’(})=0 (16)
sein. Spalten wir (15) in zwei Gleichungen zweiter Ordnung
aM a?
@ =1 Elgy=—M, “n

so haben wir die Differentialgleichungen der Balkenbiegungslehre in der gewohn-
lichen Form. M ist dabei an der Stelle x das durch den Querschnitt iibertragene
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Moment, d. h..das Moment, mit welchem die links des Querschnitts angreifenden
Krifte den linken gegen den rechten Balkenteil zu verdrehen streben. Dazu
kommen die Randbedingungen

M@O) =0, M(l=0; w(0)=0, w(l)=0 (18)
und die aus dem einfachen Falle {ibernommene Formel fiir die Spannungen
o,-———cz——Ewz——JL/},f (19)

Die technische Balkenbiegungslehre?) iibertrigt diese Formeln (d.h. die
Formel fir die Forminderungsarbeit, aus welcher die Differentialgleichungen
folgen, und die Spannungsformel) auch auf den Fall veridnderlicher Querschnitte.
Die Rechtfertigung dieser Ndherungstheorie ist rein empirischer Art; die Formeln
geben eine etwas rohe, aber ausreichende Naherung zur Beurteilung der Festigkeit.

80. Die gebogene Platte. In gleicher Weise wie die Theorie der Balken-
biegung 148t sich die Theorie der Plattenbiegung?) entwickeln. Gegeben sei
eine Platte von der Dicke k. Das Koordinatensystem werde in die Mittelebene
der Platte gelegt, d.h. so, daB die Ebene z = +5/2 die Oberseite, die Ebene
2= —h/2 die Unterseite der Platte bildet. Belastet sei dieselbe durch eine
senkrecht zur Platte, also in der 2-Richtung wirkende Last von p kg pro Flichen-
einheit. Wir nehmen wieder an, daB die Forminderung der Platte an einer be-
stimmten Stelle im wesentlichen nicht durch die lokale Wirkung der Belastung
an dieser Stelle, sondern durch die lings der Schnitte x = konst. und y = konst.
verteilten Biegungs- und Torsionsmomente hervorgerufen wird. DemgemiB
entnehmen wir den Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit aus dem einfachen
Spezialfall einer durch reine Biegungs- und Torsionsmomente beanspruchten
Platte. Wir erhalten diesen wie beim Balken in einer Lésung der Grund-
gleichungen, fiir welche die Verschiebungen quadratische Funktionen der
Koordinaten werden. Dabei sollen fiir reine Biegung die Horizontalverschiebungen
% und v in der Plattenmittelebene z = 0 verschwinden. Die gesuchte Lésung hat
die Form

= —(Cp% + ¢129)2, V= —(C12% + €))%,
1 1
=—2—(c]1x2+2312xy+022y2) _l_gzlm__'_ci%)_zz ( )
Dje Verzerrungskomponenten werden
ou
& =", = —fu’, Vay =“—+~5;=—20122,
ov ow
—Cy02, Vyz + =0,

Y 22 t9z 0y

y ZV @)

_ dw _ Cut N
T 0z m—1 % 7%‘E+E
m— 2
@=e,+sy+ez=——m_1(011+c22)z,
und die Spannungen

= —ZGz(cu + b+ 01”), Ty = —2G 20y,

= -2Gz(022 + c“ + c”), 7, =0, 3)

1
0, =0, Tpe =

1) Siehe Kap. 3, Abschn. III ds. Bd. des Handb.
2) G. KircuHOFF, Crelles Journ. Bd. 40, S. 51. 1850.
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Um die Beanspruchung der Platte zu beschreiben, denken wir uns ein recht-
eckiges Stiick mit achsenparallelen Kanten herausgeschnitten und berechnen
die auf die Langeneinheit der Schnitte wirkenden Biegungs- und Torsionsmomente ;
die resultierenden Krifte selbst verschwinden, da die Spannungen ungerade
Funktionen in z sind. Es wirkt auf den Schnitt x = konst. pro Lingeneinheit
das Biegungsmoment

)
T

Mx= —’/NO'xdeZG—h‘< 11+011+022), (4)
h

1

2

positiv gerechnet, wenn es die Platte so kriimmt, da8 die hohle Seite der positiven
z-Richtung zugekehrt ist. Ferner wirkt das Torsionsmoment

+l
Gh®
T———fzrzydz—- ¢ Ciz> (5)
5

positiv gerechnet, wenn es den ersten Quadranten (x> 0,y > 0) aufbiegt.
Bei analoger Festsetzung der Vorzeichen wirken auf den Schnitt y = konst.
das Biegungsmoment

L3
T Gh®
¢1 + €
My = —[o,2dz = —3—(022 + ;;__ng) (6)
_k
- 2
und das Torsionsmoment
+ 2 .
h
T=— Zl'zde:TClz. (7)

_k
2

Die Forminderungsarbeit pro Volumeinheit wird

—1 1 Gl
A= G{Z Y 62 — 2(81811 + ge + £,6;) + E(VEy + Yzz -+ ﬁx)}
oder
A= G{ (011 + c20)* + P (6111 €99)® — 2€15Cp0 + 20%2} 2. (8
Integrieren wir nach z von z = —A/2 bis z = +4A/2, so erhalten wir die Form-
dnderungsarbeit pro Flicheneinheit
~ Gk
A= E{ (011 + Ca9)® — 2(Cy1Cop — 0%2)} . (9)

Dies kénnen wir durch die Deformation der Mittelfliche ausdriicken, die wir
fitlr z = 0 einfach mit w bezeichnen. Es ist

2w 2w Rw
‘u=gme G2 T g0 C T gyEe (10)
also
—~ Gk 2w Pw 2w \2
A=l 2[5 o~ Gxes) ) (1)
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Eine Integration iiber das ganze von der undeformierten Platte in der xy-Ebene
bedeckte Gebiet liefert uns die gesamte Forménderungsarbeit

-5 TN S -l e

12 m —
Diese Formel fiir die Forménderungsarbeit wird auf den allgemeinen Fall
iibertragen. Wir wollen den Fall einer am Rande eingespannten Platte be-
trachten, d.h. am Rande soll

é ,
w="5"=0 (13)
sein (v = dulere Normale an den UmriB) und damit fiir die Variation dw auch
a4
dw =" =0. (14)

Nimmt nun die Platte unter der Wirkung der Belastung p kg/cm?2 die Durch-
biegung w (%, y) an, so muB bei einer virtuellen Verschiebung 6w die Anderung
der Forminderungsarbeit gleich der Arbeit der Belastung p sein, d.h.

6A=[f156wdxdy. (15)

Um die Variation der Forminderungsarbeit zu bekommen, betrachten wir die
Variation der Integrale

A A e R O | LD

einzeln. Das Integral J, 148t sich durch ein Randintegral ausdriicken. Setzen wir

dw ow
= ox’ g§= —67’ (17)
. . . . . of dg  of dg
so wird J, als Integral iiber die Funktionaldeterminante dx oy v on gleich
dem iiber den Rand zu erstreckenden Integral r oy y
dw d (0w
Ta= [ tag = (57 5 (55) ds- (18)

Am Rande sind aber sowohl w als %Z—: gleich Null, also auch gz—: und g—;,v. Somit

wird [, = 0, und seine Variation verschwindet. Fiir die Variation des Integrals J,
erhalten wir aus den Identititen

div(dwgraddw) = dwAdw + graddwgraddw,
div(dwgraddw) = Awdéw + graddwgrad Aw
durch Subtraktion

fwaAdwdxdy:f/éwA{iwdxdy -+ [A des —f& M—wds (20)

Integrieren wir iiber das von der Platte bedeckte Gebiet, so fallen wegen (14)
die Randintegrale fort. Es folgt

6]1=2f[AwA6wdxdy=2ff6wAAwdxdy, (21)

und die Variation der Forminderungsarbeit wird

Gh® GR*?
3a=SE " gy ¥ _» ]fawAAwdxdy (22)

(19)
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Aus Gleichung (15) folgt also

[[{_— —_AAw—¢}awdxdy=o. (23)
Wenn diese Gleichung fiir beliebige dw erfiillt sein soll, so mufl
Gh m

sein. Das ist die Differentialgleichung fiir die Gleichgewichtslage der ge-
bogenen Platte?).
Fiigen wir zu der Belastung p die Trigheitswiderstinde pro Flicheneinheit
OPw
Qo
gleichung?).

(0 = Masse der Platte pro Flacheneinheit), so ergibt sich die Bewegungs-

VI1I. Die einfachsten 16sbaren Félle der
Gleichgewichtsprobleme.

31. Konstruktion von Partikularlésungen. In diesem Abschnitt wollen wir
die wichtigsten Partikularlésungen?) der elastischen Grundgleichungen besprechen,
soweit sie nicht in anderen Kapiteln dieses Buches eine ausfiihrliche Behandlung
erfahren. Wir werden uns dabei auf den Fall fehlender Massenkrifte beschrinken
konnen, da das erste behandelte Beispiel, die Wirkung einer Einzelkraft in einem
unbegrenzten Medium, uns in den Stand setzt, den allgemeinen Fall auf diesen
Spezialfall zuriickzufiihren.

Es handelt sich also darum, Losungen der Gleichungen (2) von Ziff. 13

m 00

Aut 3w = O
m 00

Av+17¢——§537=0’ (1)
m 06

Aw—{—m—_z*&*zo

zu finden, wobei wir fiir die Lésungen #, v, w an der Oberfliche der betrachteten
Korper entweder die Verschiebungen selbst vorschreiben wollen, oder die Ober-
flichenkrifte =, H,Z, in welch letzterem Falle zu den Gleichungen (1) die
Randbedingungen (5) von Ziff. 13

0,08 (v, x) + 7,,C08(»,y) + 7,,C08(v,2) = =,
TyyCOS(¥, %) + o,cos(v,y) + 7,,c08(v,2) =H, (2)
T4,C0S (¥, %) + 7,,C08(¥,y) + 6,co8(v,2) =Z

hinzukommen, wo die Spannungen gemifl den Spannungs-Dehnungsgleichungen
durch die Ableitungen von #, v, w auszudriicken sind.

Es kommt zunichst darauf an, ohne Riicksicht auf die Randbedingungen
partikulare Lésungen der Gleichungen (1) zu finden. Erstens werden wir dadurch
unmittelbar einige der wichtigsten Losungen bekommen, zweitens ist die Kon-
struktion partikularer Losungen von besonderer Bedeutung, weil wir aus irgend-
welchen Partikularlésungen #,, v,, @, in Form einer endlichen oder unendlichen

Reihe U = ZC,,%,,, V= chvv; w =chw"

1) Fur die Einzelausfithrung vgl. Kap. 3, Abschn. VII ds. Bd. des Handb.

?) Fur die Einzelausfihrung vgl. Kap. 4, Ziff. 50 ff. ds. Bd. des Handb.

3) Vgl. J. BoussiNesg, Applications des potentiels a 1’étude de 1’équilibre et du mouve-
ment des solides élastiques. Paris 1889.
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(oder auch in Form bestimmter Integrale) wieder Losungen herstellen kénnen,
welche bei beliebigen Koeffizienten ¢, den Differentialgleichungen geniigen, da
diese linear und homogen in den #%, v, w sipd. Die Lésung der Randwertaufgabe ist
dann darauf zuriickgefiihrt, die Koeffizienten ¢, so zu bestimmen, daf die Rand-
bedingungen erfiillt sind.

Differenziert man die Gleichungen (1) nach x bzw. y bzw. z und addiert sie,
so erhilt man

460 = 0. (3)

6= g—g + gly + %g{ ist also eine sog. Potentialfunktion. Eine nochmalige An-
wendung der Operation 4 auf die Gleichung (1) ergibt dann

Adu=0, Adv=0, Adw=o0. (4)

Von diesen Gleichungen geht man aus, wenn man Partikularldsungen fiir die
Gleichungen (1) finden will, und zwar ist die Grundidee die, solche Lésungen
aus gewohnlichen Potentialfunktionen aufzubauen. Man bestétigt ndmlich leicht,
daB jede Funktion von einer der folgenden Formen

p+xx, o+yyr, ot+zx, @+ry (7= 2%+ y* + 2%

der Gleichung 44u = 0 geniigt, wenn ¢ und y Potentialfunktionen sind, und
kann auch zeigen, daB jede Losung dieser Gleichung sich in jeder der genannten
Formen darstellen 148t. Esliegt deshalb nahe, etwa mit dem Ansatz # = @, + 2y,
v =@y + Xy, W= @3+ xy; in die Gleichungen (1) einzugehen und zu priifen,
welche Beziehungen zwischen den Potentialfunktionen ¢ und y bestehen miissen,
damit wir wirklich Losungen der Grundgleichungen (1) bekommen. Wir wollen
die Rechnungen nicht Schritt fiir Schritt durchfiihren, sondern gleich zwei der
wichtigsten Ldsungstypen hinschreiben.

Der Ansatz
a,
% =@ + xgz— ,
0
v = @, + xg% , (5)
é
w= @3+ x‘%
geniigt den Grundgleichungen (1), wenn ¢, @,, @3, @ Potentialfunktionen sind
und
Oy m_(Op | Oy gy | 0w\ _
2t (G T ) =0 (©)
ist, d. h.
Oy _ m__ (Op, | Oy | Ogs :
5;_“3m—4<W+W+W)' ()

Wihlt man also ¢, @,, ¢ willkiirlich, aber als Potentialfunktionen, so erhilt
man aus der letzten Gleichung v und damit die gesuchte Partikularlésung.

Der Ansatz
0
w=g+ 0 —a) g,
0
V=gt (P — ) g (8)

0
w= g+ 02— a?) G,
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WO @, @9, @3, Y Potentialfunktionen sind und a eine beliebige Konstante, ergibt
0=0,+2y, )

wenn 9 ] ] 0 0 S

a‘f;-;— "’2-{- %> und x=x%—|—y%+z% (10)

gesetzt w1rd
Gehen wir damit in die Grundgleichungen (1) ein, so erhalten wir

du 9030 40 O g, 2 =0 (1)

m—2 0% 26x

und analoge Gleichungen fiir v und w. Die Grundgleichungen sind erfiillt, wenn
2y 4+ 4y + - (O + 2) = konst. (12)

ist. Die Bedeutung von  ist die folgende: es ist das skalare Produkt des Vektors
grady in den Radiusvektor r, d. h. es ist das Produkt aus dem Betrag von 7
in die Radialkomponente von grady oder

d

=70 (13)
Damit liefert (12), wenn die unwesentliche Integrationskonstante gleich Null

gesetzt wird, dy —2 m 6,
7_"+3m YT T3m—a2- (14)

Integration lings des Radius liefert
— -2

W—W—Sy /7‘”_1@0d7+ Cr—-v} (7231/}11,,—__4)) (15)

wo die noch von der Richtung des Radius abhingende Integrationskonstante C
so zu bestimmen ist, daB vy wirklich eine Potentialfunktion wird.

Gehort der Nullpunkt als reguldrer Punkt zum Integrationsbereich, so wird
C = 0, wenn von Null an integriert wird.

Mit Hilfe dieser Ansitze kann man entweder eine beliebige Zahl von Par-
tikularlésungen herstellen, und aus ihnen durch Reihenbildung oder in Form
von bestimmten Integralen wieder neue Losungen gewinnen, oder manchmal
die Losung der Randwertaufgaben dadurch vereinfachen, daB man sie auf den
bekannten Fall der Randwertaufgaben fiir Potentialfunktionen zuriickfiihrt.

32. Einzelkraft in einem unbegrenzten Korper. Die eigentliche Schwierig-
keit des Integrationsproblems, solche Lésungen zu finden, welche an der Ober-
fliche der belasteten Korper gewisse Randbedingungen erfiillen, fillt fort, wenn
man einen unendlich ausgedehnten Kérper betrachtet, auf welchen nur Massen-
krifte X, Y, Z pro Volumeinheit wirken. Die Aufgabe, die Deformation eines
solchen Koérpers unter der Wirkung gegebener Krifte zu bestimmen, wollen wir
dadurch vereinfachen, daf3 zunichst nur eine Einzelkraft wirken soll, deren
Angriffspunkt wir zum Koordinatenanfang wihlen. Den Angriff dieser Einzel-
kraft kénnen wir uns in der Weise vorstellen, da um den Nullpunkt eine sehr
kleine (,,unendlich kleine”) Kugel herausgeschnitten ist, auf deren Oberfliche
solche Krifte verteilt sind, daB ihre Resultierende gleich der gegebenen Kraft
ist, deren Richtung wir zur x-Achse machen. DemgemiB suchen wir eine Parti-
kularlésung, welche auBlerhalb des Nullpunktes iiberall den Grundgleichungen (1)
von Ziff. 31 geniigt — es greifen ja auBerhalb des Nullpunktes keine Krifte an —
und welche im Nullpunkt eine der gegebenen Kraft entsprechende Singularitit
aufweist. Um die Losung eindeutig zu machen, miissen wir noch verlangen,
daB die Verschiebungen und ihre Ableitungen im Unendlichen verschwinden
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sollen. Zur Aufstellung dieser Partikularlosung benutzen wir den zweiten der
obengenannten Ansitze in der vereinfachten Form

u =@ + 7 (9_1#
V=@, + 72 @ ) (1)
Oy
- 2 9%
W=@3+ 15,
WO @y, @3, @3, w Potentialfunktionen sind, von denen sich y aus der Gleichung (15)

von Ziff. 31 r
7—-7/77—1 (a‘pl + 6‘?’2 + a‘ps) dr (’V — 3”:}1:24) (2)

_ m
Y= "6m—38
berechnet. b
Nun sollen die aus dem Ansatz zu berechnenden Spannungen iiber die den
Nullpunkt umschlieBende unendlich kleine Kugel und jede Teilfliche derselben
eine endliche Resultierende ergeben. Also diirfen die Spannungen im Nullpunkte
nicht stdrker unendlich werden als von der Orduung 1/r% und somit die Ver-
schiebungen, deren Ableitungen die Spannungen sind, nicht stirker als von der
Ordnung 1/r. Daraus schlieBen wir, da die Potentialfunktionen ¢,, @,, @5
unseres Ansatzes bis auf einen Faktor mit 1/r identisch sein miissen. Da die
x-Richtung als Kraftrichtung ausgezeichnet ist, machen wir den Ansatz

A
1= P2= @3 =0. (3)
Nach (2) berechnen wir y zu
_ Am ;v-ixd _ Am 1 x __ Am oz 4
Y =6m—s" / T m—8 =2 A agm—¢ > @

(e o]

wobei wir beachten, daB bei Integration lings des Radius x/r konstant ist, und
erhalten damit fiir die Verschiebungen die Ausdriicke

p—glt om0 i)}
"= {r 2(5m — 6) 0x(73 ’
mr? 0 (x
w—A _mr 9 (i)}
= { T2Gm—6) 0z
= ow _ _34m—2) »
@:$+5‘37+6z~ sm—6 #3°
Die zugehérigen Spannungskomponenten werden nach Ziff. 11, Gleichung (14)
m— 2 ¥
=—s6af ol Rl
- m X Im xy
Gy——BGA5m—6 73+ —2 75}’
o m— x Im  xz?
o= —3GAL - s ) n
. m— 2 y Im a2y
tz?’—_sGASm 6 7+m—-27}’
= m—2 _3m xyz
Tyz SGASWL 6 m— 2 }’
- m— 2 z 3m  x%z
e T 6{ r m_—27‘5}
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Schneiden wir nun eine kleine Kugel um den Nullpunkt heraus und bringen
an der Oberfliche die zur Erhaltung des Gleichgewichtes notigen Oberflichen-

krafte = = 0,c0os(¥, %) + 1,y COS(¥, ) + 7,,C08(¥, 2) (7)

usw. an, wobei wir beachten, dafl die duBere Normale in das Innere der kleinen
Kugel weist, so daB

cos(v, x) = —%, cos(v, y) = —%, cos(v, 2) = __% (8)

ist, so erhalten wir als Resultante dieser Kréfte eine in der »-Richtung wirkende
Kraft vom Betrage

3GA(m —2)[[do 3m  [x%do 24GA(m — 1)=n
="Sm-6 U7» "Tm=2 = <n_6

Pq s5m— 6 7t 5m—6 ’ ©)
Verfiigen wir iiber 4 so, daBl P = 1 wird, und legen wir den Angriffspunkt der
Kraft in den Punkt mit den Koordinaten &, #, £, so wird die Verschiebung fir
eine an diesem Punkte angreifende Kraft 1 in der x-Richtung

. 1 [5m—61 my? &% (1
Ui(® .2 &9,0) _‘24nG{m— T 7 T 2m—n a_xz<7)}
. 1 my? 0% (1
Vl(x,y,Z,f,ﬂ,C)—m{ +mm<7>}, (10)
. 1 mr? 2 1
Wl(x:y’z; é:n;é)zm{ +ma_x—ag(—y—)})
wo = (x —&>+ (y — )+ (2 —{)*.

Durch zyklische Vertauschung erhalten wir hieraus die Verschiebungen, welche
durch Einheitskrifte in der y- und 2-Richtung hervorgerufen werden. Wir wollen
sie mit
Up(%, 9,2, 6,0, Va9, 2, 80,0, Walx,y, 2 6n,0); } (1)
Us(x,y,Z; E’n: C): V3(x: y!z: E;n: C)’ W3(x,y,2} 5:77,5),
bezeichnen.

Haben wir nun statt der Einzelkraft eine beliebige Verteilung von Massen-
kriften X, Y, Z pro Volumeinheit, so ruft die an der Stelle £, 5, { wirkende
Kraft

X (& n,0)dsandl, Y(&n {)dédndl, Z(&n,0)dédydl

die Verschiebungen
w={XE&n U, +Y(En Uy + Z(&1,)Uspdédydl,
v={XEn OV, +YEO Ve + Z(En,0) Vapdbdydl, (12)
w={XEnOWi+ YEnOWy+ Z(& 0, )Wdtdydl

hervor. Durch Integration tiber die von allen Volumteilen herriithrenden Einfliisse
erhalten wir die Gesamtwirkung aller Krifte

wixy,9) = [[[{XU, + YU, + zU}d¢dnac,
v(x,y,z):[ff{XVl—{— YV, + ZVydedyde, (13)
w(x, v, 2) +ff/{xwl + YW, + ZW, dEdndL.

DaB die Funktionen U, V, W als Funktionen von x, y, z den Grundgleichungen

mit den Massenkréften auch wirklich geniigen, bedarf eines speziellen Nachweises,
auf den wir hier nicht eingehen wollen.
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33. Der Halbraum: a) gegebene Oberflichenverschiebungen. Wir be-
trachten den Halbraum x =< 0, und fragen, welche elastischen Verschiebungen
im Innern des Halbraumes sich einstellen, wenn an der Oberfliche die Ver-

schiebungen wu=UnL, v=V1, w=W@u/l )

gegeben sind, wo mit #, { die Koordinaten eines Punktes in der Ebene ¥ = 0
bezeichnet sind. Wir haben also die Grundgleichungen (1) von Ziff. 31 mit den
Randbedingungen (1) zu 16sen. Zur Loésung bedienen wir uns des Ansatzes

0
U=q@,+x —a—-;p ,
]
V=g, 4 % —(% , (2)
]
W= @z + x-a—z’ s
welcher uns eine Losung der Grundgleichungen liefert, wenn nach Formel (7)
von Ziff. 31 by m éﬁ-]—%-l—%
ox 3m—4(6x dy 6z) )

ist, und die Funktionen ¢,, @,, 3, @ Potentialfunktionen sind. Sollen #, v, w
die Randwerte (1) annehmen, so muB fiir x =0
p=U, =V, =W 4)
sein. Damit ist- unsere Aufgabe auf ein gewdhnliches Randwertproblem der
Potentialtheorie zuriickgefithrt. Sind ¢y, @,, @5 als Potentialfunktionen so be-
stimmt, daf sie diese vorgegebenen Randwerte an der Begrenzungsebene an-
nehmen, so folgt v aus (3), und die Aufgabe ist vollstindig gel6st.
Die Randwertaufgabe fiir ¢;, @,, @5 kann in folgender Weise gel6st werden.
Wir stellen diese Funktionen durch bestimmte Integrale dar, z. B.

+ 00
@1 (%%, 2) = [[@2(B, ) ex=ripvivedpdy. (5)
Damit das Integral als Funktion von %, ¥, z wirklich eine Potentialfunktion dar-
stellt, mul3
o= +VF+7 (©)

sein. Soll fiir ¥ = 0 auBerdem ¢, = U (5, {) werden, so muB
+00
86,7 = s [ [Vl emiersrmaian )
gemacht werden. Mit diesem Werte wird fiir x =0
+oc0 “+o0
0.0, 7, 8) = Tjﬁffdﬂdyf[wl’ W) ébu=D+irC=miiiu, (8

und das ist nach dem FouriErschen Integraltheorem gerade gleich U (y, {),
wie verlangt war. Ebenso wird

+oo
(pz(x, y, Z) =ffg2(ﬂ, y)eax+zﬂy+iyzdﬂdy

+o0
Ps(%,9,2) = Ué’g(ﬂ, y)exatibutirzgpgy,
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wo

+o0
1 .
g8, 7) = 1—:;2__/ VA, pe ilBi+rdldp

(10)
gs(B, 7) 4ﬂ2ffW , e iBitradidu
zu setzen ist. Nach (3) folgt dann vy aus
é . . N
o = ‘3‘}_—4[ {o0gy +ifgy + iygserstifutirdgdy (11)
zu
+ 188 +
W= — m—4/[ag1 Zﬂ‘f’z ”g%("xﬂﬂl’“?’zdﬂdy (12)

woraus sich schlieBlich #, v, w zu
—+00

U= /[ &8, y) — 31::‘—i4 (xgy + 188 + i7g3)}3ax+iﬁy+iyzdﬂd7:

oo

v=[[le6. 0 — 22 Liwgipatired| et ivtinagay, | u3)

w zf[ gs(ﬂ: 7) - 37;"’/:'1/’_ ;) Oégl-}—’tﬂgz + 1,7/g3)}e("’v+’bﬂy+zyzdﬁdy

bestimmen.

34. Der Halbraum: b) gegebene Oberflichenkrifte. Wir betrachten den
Halbraum x <0 und fragen, welche Verschiebungen sich einstellen, wenn an
seiner Oberfliche x = 0 gegebene Krifte =, H, Z pro Flicheneinheit wirken.
Von Massenkriften sehen wir ab. Die Koordinaten in der Ebene x = 0 bezeichnen
wir mit # und {. Wir haben also die Aufgabe, die Grundgleichungen (1) von
Ziff. 31 zu integrieren unter der Bedingung, daB an der Grenzebene x = 0 die
aus den Verschiebungen sich ergebenden Spannungen vorgegebene Werte

’ txyzH: Tp, =2 (1)

1]

Oy —

annehmen. In unendlicher Entfernung von der Grenzebene sollen die Ver-
schiebungen und die Spannungen verschwinden, wozu wir voraussetzén wollen,
daB die Summe aller Oberflichenkrifte endlich sein soll.

Wir bedienen uns wieder des Ansatzes

0

“=<P1+x_wr
)

V=gt g, (2)
0

w—‘7’3+x‘t%’

Handbuch der Physik. VI. 7
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WO @y, @2, @3, W Potentialfunktionen sind. Nach Gleichung (7) von Ziff. 31 sind
die Grundgleichungen erfiillt, wenn

oy _ m ¢y ‘9972 Oy
o=+ + 3 5)
ist. Daraus erhalten wir fiir die Dilatation e dle Formel
_ ‘9‘171 a‘Pz a993 m—2 0y
O=-"4 2+ 57 + =—2—"= . (4)
Nun soll an der Oberfliche ¥ = 0
Ou (2] —
0 t")
= Gy + 59 =H, (5)

sein, Bezeichnen wir jetzt mit w,, w,, ws drei Potentialfunktionen, welche so
zu bestimmen sind, daB8 an der Oberfliche des Halbraumes

Gw1=E, Gwy,=H, Gw,=12 (6)

ist, so schreiben sich die Gleichungen (5), wenn wir fiir die Differentialquotienten
der Verschiebungen ihre aus dem Ansatz (2) folgenden Werte einsetzen, mit
*¥=0 4 dy

a‘l’l
Bt

6¢1+6¢2+ 2’ (7)

6991 a‘Ps

+ Ox + ¢9z

Diese Gleichungen gelten zunachst nur fiir die Oberfliche x = 0. Da aber auf

beiden Seiten Potentialfunktionen stehen, gelten sie im ganzen Halbraum;

denn wenn zwei Potentialfunktionen an der Oberfliche eines Gebietes iiberein-

stimmen, sind sie iiberhaupt identisch. Wir differenzieren also die erste Glei-

chung nach x, die zweite nach y, die dritte nach z und addieren. Unter Be-
riicksichtigung von Ag, = Ap, = A@, = Ay = 0 erhalten wir dann

= W3

d [0 0 0 m — 4 & c')w 0 0
ax(aﬁx + ‘P2+ ‘Ps) ' - 2;/; _ 99 + w2 4+ 9% ‘4’3 (8)
oder nach (3) 2 0 oo
R (R TR L ©)

Hieraus ergibt sich g durch zweimalige Integration. Die Integrationskonstanten
fallen fort, wenn bei — oo mit der Integration begonnen wird, weil im Unendlichen
w und Oy/0x verschwinden sollen. Hat man auf diese Weise v bestimmt, so
folgen @y, @,, 3 aus den Gleichungen (7) durch Integration.

Die Losung unserer Aufgabe ist damit, wie man sieht, im wesentlichen auf
die Losung einer Randwertaufgabe der Potentialtheorie zuriickgefiihrt. Diese
kann man durch bestimmte Integrale in der gleichen Weise 16sen, wie es oben
fiir den Fall gegebener Oberflichenverschiebungen geschehen ist. Wir wollen
das hier aber nicht nidher ausfithren, sondern wir wollen eine andere Methode
erliutern, welche von dem speziellen Falle einer an einem Punkte der Oberfliche
angreifenden Einzelkraft ausgeht.
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85. Der Halbraum: c) Wirkung einer Einzelkraft. Wir betrachten wieder
den Halbraum x = 0 und fragen nach den Verschiebungen, welche eine in der
Begrenzungsebene x = 0 im Nullpunkte des Koordinatensystems in der x-Rich-
tung wirkende Einzelkraft hervorruft. Nach den Entwicklungen des vorigen
Abschnittes haben wir bei gegebenen Oberflichenkriften drei Potentialfunktionen
zu bestimmen, deren Randwerte an der Ebene x = 0 bis auf den Faktor 1/G
mit den gegebenen Oberflichenkraftkomponenten {ibereinstimmen. Da in unserem
Falle in der y- und z-Richtung keine Kraft wirken soll, werden w, = w; = 0.
Die Potentialfunktion w,, deren Randwerte durch die Krifte in der x-Richtung
bestimmt sind, muB also ebenfalls auler im Nullpunkte {iberall verschwinden.
Im Nullpunkte mu8 sie eine der Einzelkraft entsprechende Singularitit haben,
und zwar darf sie wie 1/r% unendlich werden, denn wenn wir um den Nullpunkt
eine kleine Halbkugel von verschwindendem Radius aus dem Halbraume heraus-
schneiden, so miissen die auf diese Halbkugel wirkenden Spannungen in ihrer
Resultierenden der gegebenen Einzelkraft gleichwertig sein. Die Spannungen
miissen also, um eine endliche Resultierende zu liefern, wie 172 unendlich werden,
und damit auch w,, weil es von der GréBenordnung der Spannungen ist. Die
Potentialfunktion, welche diese Bedingungen erfiillt, ist

Ax
W) = 5. (1)

Den Faktor A fiigen wir hinzu; er bestimmt die GroBe der Einzelkraft. Aus
der so gewonnenen Funktion w, bestimmt sich fiir die Lésung

=@ +x %‘g > ]
v=gy+ 252, 2)
W=+ X %_12)

zunichst die Funktion iy nach Gleichung (9) von Ziff. 34 zu

’PZE—:‘- (3)

doy o, m—20y  m—1 %
=2 m oo ATm A (4)
also
Am —1) 1
P = — m )7’ ®)
ferner
M=_a(¢1+w)=_£m—21’w (6)
ox oy 2 m 7’
daraus
A m— y .
Po= "% T rr—2)’ ?)
und gleicherweise
_ Am-—2 z ®)
Ps= "2 m rir—2x)"

7*
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Damit werden die Verschiebungen

LA 2m—1) 1 a2
Y=\ T m -73_}’
— ‘_‘_1_{_ m—-2_y ___*
'3 m 7(7—x)_73}’
Af m—2_ =z Xz ©
=7 m r(r<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>