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Vorwort des Herausgebers. 
Der Berichterstattung iiber wissenschaftliche Literatur fallenzwei 

verschieden geartete Aufgaben zu: einesteils hat sie mit m5glichster 
Vollstandigkeit und Rascb.heit iiber die jeweils erscheinende Zeit­
schriftenliteratur zu orientieren, andererseits muB versucht werden, 
auch von Zeit zu Zeit ein Fazit aus dem nun wirklich Erreichten zu 
ziehen. Wiihrend in allen Wissenschaften seit langem klar ist, wie die 
erste Aufgabe im Prinzip zu bewiiltigen ist, sind die prinzipiell ver­
schiedensten Versuche gemacht worden, auch das zweite Problem zu 
losen. 

Nach einer nun etwa 30jahrigen Erfahrung steht wohl fest, daB die 
Form einer den gesamten Bereich der Mathematik und ihrer Nachbar­
gebiete umfassenden Enzyklopadie noch nicht das ist, was alle Wiinsche 
befriedigt. Weit davon entfemt, zu glauben, daB das hier beginnende 
Unteinehmen allen Anforderungen gerecht werden Mnnte, die man an 
eine zusammenfassende Berichterstattung stellen kann, so sol1 hier 
doch der Versuch gemacht werden, mit einer grundsatzlich anderen 
Methode vorzugehen. 

Die "Ergebnisse der Mathematik" sollen namlich so elastisch als mog­
lich der Entwicklung unserer Wissenschaft zu folgen vermogen. Ihr 
Ziel ist, in einzelnen selbstandigen Berichten in Problemstellung, Lite­
ratur und hauptsachliche Entwicklungsrichtung spezieller moderner Ge­
biete einzufiihren. Sie wollen damit auch der tatsachlichen Lage der 
Dinge Rechnung tragen, indem sie jedem Forscher Gelegenheit geben 
wollen, sich die Berichte zu beschaffen, die sein Arbeitsgebiet direkt 
betreffen, ohne ihn zu zwingen, sich gleichzeitig mit einem dem Ein­
zelnen praktisch unerschwinglichen Apparat eines umfangreichen Hand­
buches der Gesamtwissenschaft zu belasten. 

Es werden demgemaB von nun an eine Reihe von Berichten aus 
allen in Entwicklung begriffenen Gebieten der Mathematik und ihrer 
nachsten Anwendungen erscheinen, die auf einem Umfang von durch­
schnittlich je 6 bis 7 Bogen iiber die Entwicklung der letzten Dezennien 
referieren sollen. Je nach dem Tempo des Fortschrittes werden dann 
in spaterer Zeit laufend Fortsetzungen erscheinen. Bei der ganzen Lage 
der Dinge ist es selbstverstandlich, daB keine streng form ale Einheitlich­
keit dieser Berichte erstrebt werden kann: je nach dem Stand der be­
reits vorliegenden Literatur wird mehr oder weniger a1s bekannt voraw;­
zusetzen sein, wird demnach mehr der Typus eines n'inen Litcratur-
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berichtes odei' -Ctiner starker lehrbuchartigen Darstellung gewiihlt werden 
miissen. Der Gesamtplan der "Ergebnisse" ist aIlerdings so angelegt, 
daB in absehbarer Zeit Berichte iiber fast aIle modernen Gebiete wenig­
stens der reinen Mathematik vorliegen werden, so daB im ganzen doch 
eine mOglichst umfassende Obersicht iiber die neuere Entwicklung der 
Mathematik erreicht· werden kann. In der Zusammenfassung von je 
5 Berichten zu einem Band wird aber auf eine sachliche Gmppierung 
verzichtet - zeigt doch die Erfahrung, daB alle derartigen Systemati­
siemngsversuche eher eine Belastung a1s eine Erleichterung fiir den 
Nachsuchenden darstellen. 

Fiir die Literaturangaben werden die seit kurzem international an­
erkannten Regeln zur Anwendung gelangen. 

Die Schriftleitung des 
Zentralblattes fiir Mathematik 

und ihre Grenzgebiete. 
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Einleitung. 
Die Knotentheorie kniipft an die anschauliche Aufgabe an, zu ent­

scheiden, ob sich zwei geschlossene Faden aus dehnbarer, aber undurch­
dringlicher Substanz durch stetige Abiinderung in Faden von kongru­
enter Gestalt iiberfiihren lassen. SchHigt man z. B. in einen offenen 
Faden einen Knoten im Sinne der Umgangssprache und vereinigt als­
dann die beiden Enden des Fadens, so entsteht ein Gebilde, das nicht 
mehr stetig in Kreisgestalt deformiert werden kann. 

Zur mathematischen Formulierung der genannten Au£gabe hat man 
mathematische Reprasentanten fUr die Faden anzugeben und sodann 
Deformationen fiir dieselben zu erkUiren. Das ist natiirlich auf ver­
schiedene Weise moglich. Naheliegend ist z. B., fUr die Faden doppel­
punktfreie, geschlossene, stetige Kurven des dreidimensionalen euklidi­
schen Raumes zu nehmen und unter Deformationen stetige Abande­
rungen dieser Kurven ohne Selbstdurchdringungen zu verstehen. Ge­
nauer: sind Xl' X a' Xs kartesische Koordinaten und 

( 1) (i = 1,2; O<t<2n) 

zwei punktfremde Kurven in Parameterdarstellung, welche durch t 
eineindeutig und stetig auf den Kreis 

(2) %1. = cost, %2 = sint 

abgebildet sind, so moge tl (t) in t2 (t) deformierbar heiBen, wenn es 
eine Schar von Kurven 
(3) t(t,r) (O<tS:2n,O<rS:1) 
mit t(t,O) = ~l(t), ~(t, 1) = ~2(t) 
gibt, die durch t je eineindeutig und stetig auf den Kreis (2) abgebildet 
werden und die eine doppelpunktfreie Flache ~ (t, 7:) iiberstreichen. 
Statt dieser Einbettungen in Kurvenscharen kann man auch Abbildungen 
des Gesamtraumes auf sich als Klassifikationsprinzip verwenden: Zwei 
Raumkurven (1) mogen aquivalent heiBen, wenn es eine eineindeutige 
stetige Abbildung 

(k=1,2,3) 

des euklidischan Raumes auf sich gibt, fiir die 

ist. 
(k=1,2,3) 

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 
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Beide Fassungen sind aber zu allgemein, wen allgemeine stetige 
Kurven anschaulich nicht faBbare Eigenschaften haben und spezielle 
stetige Kurven, z. B. Polygone, hinreichen, urn an ihnen die anschau­
lichen Kurven zu studieren. Dementsprechend werden im folgenden 
nur Polygone aus endlich vie1en euklidischen Strecken betrachtet und 
verlangt, daB die Kurvenschar (3) ebenfalls nur aus Polygonen besteht. 
Die erlaubten Abanderungen der Polygone kann man aus solchen 
speziellen De£ormationen zusammensetzen, bei denen jeweils nur eine 
oder zwei aneinanderstoBende Strecken des Polygons betroffen werden. 
So ergibt sich die Begriffsbildung in 1, 1 als eine natiirliche Konsequenz 
aus dem anschaulichen Ausgangspunkt. 

DaB sich nicht alle stetigen Kurven in Polygone deformieren lassen 
und die in (1) und (3) formulierte Klassifikationsaufgabe umfassender 
als die in 1, 1. formulierte ist, zeigt z. B. eine von TIETZE in den 
Mh. Math. Phys. Bd. 19 S. 34 angegebene Kurve mit unendlichfacher 
Verknotung; sie entsteht durch unendlieh oft iteriertes Aneinander­
hangen von Polygonknoten. Die in Polygone deformierbaren Raum­
kurven lassen sich in dreidimensionale Schlauche einbetten, die von 
Kugeln iiberstrichen werden, deren Mittelpunkte langs der Kurven 
entlang wandern; sie sind also auch hiernach in der Tat zur Reprasen­
tation anschaulicher Faden, die ja immer eine gewisse Dicke nicht 
unterschreiten, geeignet. 

Man kann die Knotentheorie tiefer fundieren, indem man nach den 
fiir die Knotenklassifikation maBgebenden Eigenschaften des euklidi­
schen Raumes fragt. Es sind dies gewisse topologische Eigenschaften 
des Raumes: das Knotenproblem ist niehts anderes als das sog. Isotopie­
problem fiir einfache Kurven in der dreidimensionalen Sphare. Ein 
Aufbau der Knotentheorie als Teil von Isotopieuntersuchungen ist 
jedoch in extenso noch nicht vorgenommen. Die Methoden der kom­
binatorischen Topologie Z. B. kommen nur in einem Versuch DEHNS, 
den Kreis zu kennzeichnen, zur Anwendung, und gerade diese Arbeit 
laBt die eigenartigen Schwierigkeiten erkennen, mit denen die kom­
binatorische Methode zu kiimpfen hat. So HiBt sich die Definition der 
Knoten· mit HiIfe euklidischer Polygone heute auch aus der Lage der 
wissenschaftlichen Entwicklung rechtfertigen. 

Wie steht es nun mit den· Ergebnissen der Knotentheorie? Die 
elementaren an die Gestalt der Knotenprojektionen ankniipfenden Ober­
legungen,die sichzuniichst aufdrangen,haben keine bewiesenenResultate 
gezeitigt. Es ist zwar leicht, notwendige Bedingungen der topologischen 
Aquivalenz von Kurven anzugeben, aber es gelingt nicht, diese Eigen­
schaften an einer vorgelegten Kurve festzustellen. Dieselbe Schwierig­
keit machte sich zuniichst geltend, als POINCARE den Mannigfaltig­
keiten und damit den Knoten gewisse Gruppen zuordnete (die Gruppe 
des Knotens ist die Fundamentalgruppe des Raumes. der aus dem 
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euklidischen Raume entsteht, wenn man die Punkte des Knotens aus 
ihm herausnimmt). WIRTINGER und DEHN gaben zwar Methoden an, 
die Erzeugenden und defini~renden Relationen dieser Gruppe aus Jer 
Knotenprojektion abzulesen, und es lieB sich jetzt z. B. beweisen, daB 
die Kleeblattschlinge kein Kreis ist und daB die Kleeblattschlinge nicht 
in ihr Spiegelbild deformierbar ist. Die Beantwortung allgemeiner 
Fragen scheiterte aber an der Schwierigkeit, das gruppentheoretische 
Hilfsmittel auszuwerten, da~i die Entdeckung POINCARES dem Geometer 
in die Hand gegeben hatte. 

So erscheint die weiter'~ Fortentwicklung der Knotentheorie eng 
mit dem Fortschreiten de ~ Gruppentheorie verknupft. In der Tat 
kann man die meisten bekannten Knoteneigenschaften nach einem 
einheitlichen gruppentheoretischen Verfahren aus der Gruppe des 
Knotens bestimmen, namlich aus dem Verfahren, Erzeugende und 
definierende Re1ationen von Untergruppen aufzustellen. Wenn aueh 
qie Torsionszahlen und da:; L-Polynom des Knotens von ALEXA;t-lDER 
ohne direkte BenutzuJig dieses Verfahrens angegeben wurden ,so 
ordnet sich doch seine Ableitung ganz naturgemaB den allgemeineren 
Oberlegungen ein, die zum Beweis des genannten gruppentheoretischen 
Verfahrens dienen. 

Dber die Gruppe hinaus geht die dem Knoten zugeordnete quadrati­
sche Form; in ihr druekt siGh die Tatsache aus, daB die aus der Knoten­
projektion abgelesenen Eneugenden und definierenden RelatioJien der 
Knotengruppe von spezieJer, nieht dureh die Gruppenstruktur be­
stimmter Natur sind. 

Es ist nicht schwer, eineo Aufbau der Knotentheorie zu entwerfen, 
in welcher die Gruppe des Knotens und das Verfahren zur Bestimmung 
von Untergruppen in den Mittelpunkt geriickt ist. Man kann z. B. 
an Kapite11 sofort die geometrisch inhaltliche Definition der Knoten­
gruppe in 3, 8 und 9 und die Bestimmung der Torsionszahlen und des 
L-PolynoIns in 3,6 und 7 anschlieBen.Dieser Aufbau bietet sogar 
merkliche Vorteile, weil {r die Invarianzbeweise fUr die Gruppe, fur 
die Torsionszahlen und d3.li L-Polynom auf die Angabe ihrer invarianten 
geometrischen Bedeutung r~duziert. Ieh habe es aber vorgezogen, den 
formal elementaren Chara.kter der aus Matrizen bestimmbaren Eigen­
schaften des Knotens henuszuarbeiten und diese Zusammenhange fiir 
sith in. Kapitel2 zu begrmden, um so den Arbeiten von ALE~NDER 
einerseits und der merkwiirdigen quadratisehen Form des Knotens 
andererseits besser gerecht zu werden. 

1* 



Erstes Kapitel. 

Knoten und ihre Projektionen. 
§ 1-. Definition des Knotens. 

Um den Begriff des Knotens (6; 28)* zu erkliiren, betrachten wir ge­
schlossene doppe1punktfreie Polygone des euklidischen Raumes aus 
endlich vielen euklidischen Strecken und verstehen unter der Deformation 
eines Polygons die Erzeugung eines neuen Polygons aus einem vorge­
legten durch einen der folgenden beiden Prozesse: 

A. Sei PpPI eine Sireeke des Polygons mit aenEndpunkten Pp una PI' 
seien PPPP+1 und Pp+1Plzwei aem Polygon nieht angMiJrende Strecken 
mitaen Endpunkten Pp, Pp+1bzw. PP+1, Pl· Die Dreiecksllache PpPp+IP1 

ltabe aufter aer Strecke P P PI keinen Punkt mit aem PolygOfJ gemeinsam. 
Alsaann werae ,PpPI aureh PpPp+l, Pp+1PI ersetzt. 

A' sei der zu A inverse ProzeB: Das aus drei zyklisch aufeinander­
folgenden Eckpunkten Pp, Pp+b PI des Polygons gebildete Dreieck 
PpPp+1PI babe auBer den Strecken'PpPp+1, Pp+1P1 keinen Punkt mit 
dem Polygon gemeinsam. Alsdann werde PpPp+1 , Pp+1PI durcb PpPI 

ersetzt. 
Polygone, die durch eine Kette von Deformationen auseinander 

hervorgehen, mOg'en isotop und eine Klasse isotoper Polygone ein 
Knoeen heWen. ,Wir nennen iibrigens auch das Polygon selbst einen 
Knoten, obgleich wir es genauer als den Reprasentanteneines Knotens 
bezeiehnen miiBten. 

Eigenschaften eines Polygons, die bei Abande~gen A, A' erbalten 
bleiben, nennen wir Knoteneigenscbaften des Polygons. Die Aufgabe 
der Knotentbeorie ist es, einen 'Oberblick iiber alle Eigenscbaften eines 
Knotens zu gewinnen, d. b. alle Deformationsinvarianten eines ge­
scblossenen doppelpunktfreien' Polygons anzugeben. 

Ein Knoten, derzu einem Dreieck isotop ist, mage ein Kreis genannt 
werden. Ein Polygon, das nieht zu einem Dreieck isotop ist" beiBe 
verknotet. 

Einen Knoten kann man durch FestIegung eines Durchlaufungs­
sinnes richten und' die Klassifikationsaufgabe auf diese gericbteten 
Streckenziige erweitern. Der zu einem gerlchteten Knoten entgegen­
gesetzt gerichtete heiBe der inverse Knoten; ein Knoten heiBe sym-

• Diese Ziffem beziehen sich auf das am Schlull des Heftes befindliche Literatur­
verzeichnis. 
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metrisch, wenn die beiden durch Orientierung aus ibm entstehenden 
Knoten isotop sind. Ein Knoten heiBe amphicheiral, wenn er zu seinem 
raumlichen Spiegelblld isotop ist. 

An Stelle einzelner Polygone kann man Systeme von endlich vielen 
geschlossenen doppelpunktfreien und untereinander punktfremden Poly­
gonen betrachten und den Abiinderungen .1 und .1' unterweden. Fur 
diese Deformationen ist sinngemaB zu fordem, daB die Dreieclcsflache 
P,P'+1Pl keinen Punkt mit den Polygonen des Systems, auBer den 
Strecken, welche bei der Deformation ersetzt werden, gemeinsam habe. 
Zwei solche Systeme mOgen isotop oder dieselbe Verkettung heiBen, 
wenn sie sich durch endlich viele der Deformationen .1 und .1' ineinander 
uberfiihren lassen. Die einfachste Invariante einer Verkettung ist die 
Zahl der zu ihr gehorigen Polygone, sie heine die Ordnung der Ver­
kettung. 

§ 2. Regulire Projektionen. 
Die bequemste Handhabe zur Festlegung eines einzelnen Knotens 

bieten die reguliiretl Projektionen von Polygonen. 
Wir nennen eine Parallelprojektion eines Polygons regular, wenn ein 

projizierender Strahl hOchstens zwei Strecken des Polygons trifft, wenn 
die Projektion also nur zweifache Doppelpunkte besitzt und kein Doppel­
punkt der Projektion einem Eckpunkt des Polygons entspricht. Man 
erschlieBt sofort, daB eine reguliire Projektion nur endlich viele Doppel­
punkte besitzt. Denn in einer Projektion mit unendlich vielen Doppel:' 
punkten miissen die Projektionen zweier Strecken des Polygons eine 
Strecke s von Doppelpunkten gememsam haben, UJld s wird dann von 
solchen Doppelpunkten berandet, denen Eckpunkte des Polygons ent­
sprechen. Die singularen Projektionsrichtungen kOnnen danach aus 
zwei Griinden singular sem: 

a) Es gibt keine Doppelpunkte, denen Eckpunkte des Polygons 
entsprechen. In diesem Fallgibt es mehdache Doppelpunkte. Dann 
trifft der Projektionsstrahl durch diesen mehdachen Punkt mindestens 
drei Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen. Diese Geraden 
mussen windschief sein, well sonst ein Doppelpunkt auftreten wiirde, 
der einem Eckpunkt des Polygons entspricht; und der Projektionsstrahl 
geMrt also dem durch die drei Geraden bestimmten einschaligen Hyper­
boloid an. Es sind also alle singularen Richtungen dieser Art unter den 
Richtungen enthalten, die wir erhalten, wenn wir je drei windschiefe 
Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen, herausgreifen, die 
durch sie bestimmten Hyperboloide und alsdann die Kegel zweiter 
Ordnung bilden, deren Erzeugende zu den Erzeugenden dieser Hyper­
boloide parallel sind. 

b) Die Projekthn eines Eckpunktes fant in die Projektion einer 
Strecke oder eines anderen Eckpunktes. Alsdann ist der Projektions-
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strahl zu einer Ebene parallel, welehe dureh eine Strecke und einen 
Eckpunkt des Polygons hindurchgeht, der nieht Endpunkt jener 
Strecke ist. 

DiereguHiren Projektionsrichtungen zedallen danach in endlieh 
viele Gebiete, deren Rander auf den Kegeln und Ebenen der singuHiren 
Projektionsrichtungen liegen. Eine nabere Untersuchung der singularen 
Projektionen ist iibrigens von groBem Interesse. Das zeigt z. B. der 
folgende Satz iiber die Sehnen, welehe ein Polygon in vier verschiedenen 
Punkten treffen (26). 1st C die Verknotungszahl des Polygons (vgl. 2, 1), 
und ist c gerade, so ist die Anzahl der vierfaehen Sehnen des Polygons 
mindestens cl • Ein ahnlichet Satz gilt fiir Verkettungen aus zwei Poly­
gonen '1 und f •. 1st cn die Verkettungszahl von fl heziiglieh fa und 
cn die Verkettungszahl von fa beziiglieh ~ (vgl. 2, 1), so ist die Anzahl 
der vierfachen Sehnen der Verkettung mindestens cucu . 

Fig. t. Fig. 2. 

Eine regulare Projektionskurve wird dureh ihre Doppelpunkte 
D1 , D., ... , D,. in 2 n doppelpunktfreie Streckenziige z1> z.' .•• , Zt,. 

zerlegt, und sie zerlegt die Projektionsebene in endlieh viele Poly gone 
F I , F I , .•• , Fg und ein unendliehes Gebiet Fo. Naeh der EULERSchen 
Polyederformel ist g = n + 1. Die Berandungsbeziehungen zwischen 
den Di, Z", F" die Angabe also der beiden Doppelpunkte, welche z" 
beranden, und der heiden Gebiete . .in deren Berandung z" vorkommt. 
nennen wir kurz das Schema der Profektion. 

Die Projektionen mOg"en nun normiert werden. Wir legen fiir jede 
Projektionsrichtung ein Oben und Unten fest und benennen die dem 
Doppelpunkt D, der Projektion auf dem Knoten entspreehenden 
Punkte Ui und U'; hierbei liege U, unter U' und heiBe U, eine Unter­
kreuzungsstelle, U' eine Oberkreuzungsstelle. Wir normieren die Projek­
tion,indem wir bei jedem Di bemerken, welche von D, aUSgehenden 
Streckenziige z" ~ojektionen von U, bzw. U' ausgeheIi.der Streckenziige 
sind (Fig. 1 u. 2). Ebenso konnen wir das Schema der Projekt"ion nor­
mieren. Haben zwei Polygone dieselbe normier#e Profektion, so· sind sie 
isotop. Raben zwei Polygone tl und fa dieSeIbe Projektionskur've, ist 
hingegen die Normierung ihrer Projektionen in allen Doppelpurikten 
entgegengesetzt, so ist fl zu. dem$piegelbilde von ~ iSQtop. 

Alternierend moge eine Knotenprojektion heWen, wenn. jeder in einem 
Doppelpunkf iiberkreuzende· Streckenzug im htl.chsteri Doppelpun'kt 
unterkreuzt, beim °Durchlaufen des Knotens also Ober- und Unter-
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kreuzungsstellen abwechseln (Fig.2). Wir sprechen auch von alter­
nierenden Teilen einer Projektion. Eine regulare Projektion HiBt sich 
stets aIternierend normieren, und zwar auf gerade zwei Weisen. Die 
zugehorigen Knoten sind dann Spiegelbilder (Fig. 2). In der am SchluB 
angegebenen Tabelle der Knoten bis zu neun Doppelpunkten bedeuten 
dementsprechend die nichtnormierten Projektionen stets alternierende 
Projektionen. Mit alternierenden Knoten meinen wir solche, die alter­
nierende Projektionen besitzen. 

§ 3. Die Operationen ,s~. 1, 2, 3. 
Wir wollen nun untersuchen, wie sich die normierte Projektion bei 

Deformation des Polygons und bei Veranderung der Projektionsrichtung 
verandert (5; 28). 

Wir stellen zunachst einige Typen von Abanderungen auf, die sich 
durch Knotendeformationen bewirken lassen . 

. A. n. 1. Die Abanderung der Projektionskurve ist selbst ein ProzeB A 
oder Li'. Die Projektionskurve ist ja auch ein Polygon - wenn auch 
i. a. eines mit Doppelpunkten -, das diesen Deformationen unterworfen 
werden kann. 

A. n. 2. Das bei den Deformationen Li, A' auftretende Dreieck 
PPPP+lPl besitze als Projektion ein Dreieck P~P~+IF;., das von den 
iibrigen Strecken der Projektionskurve gerade in zwei 
Punkten D und D' auf der Strecke P~ P~ bzw. P~ ~+I 
getroffen werde und das im Innern keine Doppelpunkte 
enthiilt (Fig. 3). 

A. n. 1, 2 mogen Deformationen der Projektionskurve 
heil3en. Sie lassen das Schema der Projektion unverandert. 
Ferner sieht man, daB sich Projektionskurven mit dem- F;g.3. ,I. .T. 2. 

selben Schema durch eine Kette von Deformationen 
A. n. 1, 2 ineinander iiberfiihren lassen. Daraus folgt: Polygone, deren 

r 
Profektionen dasselbe normierte Schema besitzen, sind isotop. 

Ferner lassen sich durch Deformationen LI die folgenden drei Opera­
tionen bewirken, die auch das Schema der Projektion abandern. 

Q. 1. Ein Teilstreckenzug, dessen Proiektion doppelpunkt­
frei war, verwandelt sich in eine Schleife. Es entsteht ein 
neuer Doppelpunkt. Die zugeordneten Untet- und Dber­

Fig. 4. n. I. 

kreuzungsstelleri auf demPolygon sind be­
nachbart (Fig. 4). 

Q. 2. Zwei Teilstreckenzuge des Knotens, 
deren Projektionen keine gemeinsamen Punkte 
hatten, schieben sick so ubereinander, da/3 in 

~ 

I> y 
Fig.S. n.2. 

dem einen Zuge zwei benachbarte Oberkreuzungsstellen, im andern zwei 
benachbarte UnterkreUtungsstellen auftreten (Fig. 5). 

SI·3· Ausgangs/igur: drei Teilstreckenzuge des Knotens S1' S2' Sa 
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Lie/ern in der Projektion drei Doppelpunkte, die zu je zweien benachbart 
sind. Und zwar uberkreuze SI sowohL sa wie S3' Sa iiberkreuze S3' OPeration: 
SI wird uber die Unter- und Vberkreuzungsstelle von Sz und Sa hinweg­
geschoben (Fig. 6). 

Die inversen Operationen bezeichnen wir mit D'. i (i = 1,2,3). Es 
laBt sich nun zeigen, daB sich jede Abiinderung der Projektion, we1che 
durch Knotendeformationen L1, L1' bewirkt wird, sich auch durch 

iterierte Anwendung der Deformationen L1. n. 1,2 und 
der Operationen D. i (i = 1,2,3) nebst ihren Inversen 
erzeugen lassen. 

Der Beweis dieser Behauptung sei kurz angedeutet. 
Der Knoten werde deformiert, indem die Strecke Pp PI 

durch die beiden Strecken PpP,+l. Pp+t PI ersetzt wird. 
p;" P;,+l' Pl, die Projektionen von Pp , Pp+1 , PI' 

mogen nicht in einer Geraden liegen. Die Projektionsrichtung werde 
so gewiihlt, daB sowohl der urspriingliche wie der de£ormierte Knoten 
sich reguHir projiziert. Das Dreieck P;,P;,+1 Pl enthalt dann gewiB 
nur endlich viele Doppelpunkte im Innern und auf dem Rande. Das 
Dreieck kann daher durch Strecken, die parallel zu PpPI und PpPp+1 

sind, so in Dreiecke und Parallelogramme unterteilt werden, daB 
die entsprechenden Dreiecke und Parallelogramme der Projektion 
nur hOchstens einen Doppe1punkt im Innern enthalten und alsdann 
gerade von vier Streckenziigen z" sonst nur von hochstens einem 
Streckenzug z, (1, 2) je einmal getroffen werden. 

Nun kann man Pp P I durch endlich viele der Operationen L1.n. i, 
Q. i und D'. i in PpPp+1, Pp+1P1 iiberfiihren und umgekehrt, indem 
man "etagenweise" die Dreiecke und Vierecke der Unterteilung ab­
baut. 

Auch die durch Veranderung der Projektionsrichtung bewirkten 
Abanderungen der Projektion lassen sich aus den angegebenen Opera­
tionen L1. n. und Q. zusammensetzen. Wird die Projektionsrichtung 
stetig so verandert, daB sie dabei stets reguHir bleibt, so lassen sich 
die Abanderungen der 'Projektion durch die ,1. n. erzeugen. Um eine 
bestimmte singuHire Projektionsrichtung zu passieren. defoImieren wir 
den Knoten so, daB diese Richtung nicht mehr singular ist, passieren 
dann die ;Ri.chtung und de£ormieren alsdann den Knoten in seine ~­
spriingliche Gestalt zuriick. 

Damit ist gezeigt: Die Knoteneigenschaften fallen mit denjenigen 
Eigenschaften des normierten Schemas der reguZaren Projektionen zu­
sammen, die bei den OPerationen D. i, Q'. i (i = 1, 2, 3) erhalten bleiben. 
Das Knotenproblem ist also gleichwertig mit der Frage nach den ver­
sehiedenen Typen normierter regulii.rer Projektionen, die nicht durch 
Anwendung der Operationen D. ineinander iibergefiihrt werden konnen. 
Analoges gilt fiir Verkettungen. 
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§ 4. Die Gebietseinteilung der Projektionsebene. 
Die Gebiete r der Projektionsebene lassen sich so in zwei Klassen 

verteilen, bzw. so schwarz oder weifJ farben, daB langs eines Bogens 
aneinanderstoBende Gebiete verschiedene Farben bekommen. In einem 
Doppelpunkt liegen sich dann immer Gebiete gleicher Farbung gegeniiber. 

Diese Einteilung laBt sich tatsachlich durchfiihren. Denn durchsetzt 
ein geschlossener Streckenzug der Projektionsebene die Knotenprojek­
tion endlich oft, etwa c-mal, und passiert er keinen Doppelpunkt, so ist c 
stets eine gerade Zabl. 

Das unendlich groBe Gebiet mage stets schwarz gefarbt sein. Die 
Gesamtheit der weiBen Gebiete laBt sich alsdann als die Projektion eines 
im Endlichen verlaufenden Bandes auffassen, dessen Rand 
der Knoten ist. Dies Band kann orientierbar oder nicht­
orientierbar sein. Es laBt sich iibrigens zeigen, daB sich in 
jeden Knoten ein orientierbares Band einspannen laBt (18.) 

In Analogie zu einer spateren Begriffshildung wollen wir 
einen Teil einer Knotenprojektion, der eine KeUe von 

Fig. 7. 

schwarzen bzw. weiBen Gebieten berandet, die je nur zwei Doppe!­
punkte als Randpunkte besitzen und von denen je zwei benachbarte in 
einem dieser Doppelpunkte aneinanderstoBen, einen Zweierzop/teil nen­
nen (Fig.7). Durch Q'. 2 kann man erreichen, daB ein Zweierzopfteil 
eliminiert oder alternierend wird. 

Die einfachsten Knoten im Sinne der SchwarzweiBfarbung sind die 
"alternierenden Torusknoten", deren Projektionen nur zwei schwarze 
Gebiete besitzen. Sie lassen sich auf ein zur Torusflache topologisch 
aquivalentes Polyeder legen und beranden ein zum 
MOBIusschen Band topologisch aquivalentes, mehr­
fach verdrilltes Band (Fig. 7). Ein alternierender 
Torusknoten mit 3 Doppelpunkten heiBt "Kleeblatt­
schlinge". Analog erklaren wir alternierende Torus­
verkettungen aus zwei Polygonen. 

l . g rn 
Fig. 8. 

Als "Brezelknoten" erklaren wir eine Klasse von Knoten, deren 
Projektionen nur drei schwarze Gebiete besitzen. Die Dberkreuzungen 
verteilen sich dabei auf drei Zweierzopfteile (Fig. 8). 

Gibt es ein weiBes Gebiet FI , das mit einem schwar­
zen Gebiet ra Iangs zwei verschiedener durch Doppel­
punkte voneinander getrenn~er Strecken aneinander­
stoBt (Fig. 9), so sei tv = tvltva ein einfaches Poly­
gon, das diese Strecken je einmal in P. bzw. Q durch­
setzt. tv, verlaufe ganz in r, (i = 1, 2}.Ferner sei fi 

Fig. 9. 

der im AuBeren von tv liegende Tei! der Projektion, ~ der im Inneren 
liegende Teil derselben. Fugen wir nun zu f( je den Weg to l hinzu, so 
entstehen zwei Knoten ~ (i = 1, 2), welche als Bestandteile des urspriing-
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lichen Knotens bezeichnet werden m5gen. Wf'nn sowohl I) wie 12 ver­
knotet sind. Die Eigenschaften eines Knotens lassen sich un schwer auf 
die seiner Bestandteile zuruckfuhren (3, 14). 1m allgemcinen besitzt {'in 
Knoten jedoch keine Bestandteile. In der am SchluB angegebenen 
Tabelle der Knoten bis zu neun Dberkreuzungen sind die Knoten mit 
zwei oder mehr Bestandteilen fortgelassen. 

Inzidiert ein Doppelpunkt D zweimal mit demselben Gebict r, so 
mussen die beiden zu r gehOrigen Ecken bei D kreuzwcise liegen, weil 
sie gleichgefarbt sind. Einen solchen Doppelpunkt kann man durch 

_---_. eine Deformation des Knotens herausschaffen (Fig. 10). 
Es gibt namlich einen ganz in r verlaufenden, die 
Knotenprojektion nur in D einmal durchsetzenden ge­
schlossenen Weg W. Dreht man den von diesem Weg ein­
geschlossenen Teil der Knotenprojektion in geeigneter 

Fig. 10 • .0.4. Weise um 180°, so entsteht eine Projektion, die den 
Doppelpunkt D nicht mehr enthiilt. Diese Abanderung 

- sie heiBe Q.4 - laBt sich durch eine Folge von Knotendeforma­
tionen bewirken, wie man an der zugehOrigen raumlichen Abanderung 
des Knotens leicht erkennt. 

Durch wiederholte Anwendung von Q. 4 kann man erreichen, daB 
die Knotenprojektion keine Doppelpunkte besitzt, die mit einem Gebiet 
doppelt inzidieren. Wir bemerken noch: Eine alternierende Profe.ktion 
bleibt bei Q. 4 alternierend. In dem vom Wege Il.1 eingeschlossenen Teil 
der Projektion werden namlich hierbei die Dberkreuzungen in Unter­
kreuzungen verwandelt und umgekehrt, und ·mit D ist eine Dberkreu­
wngsstelle und eine Unterkreuzungsstelle vernichtet. 

§ 5. Normale Knotenprojektionen. 
Eine Knotenprojektion heiBe normal fUr die beiden schwarzen 

(weiBen) Gebiete Fi , r", wenn entweder ri, F" keip.en oder nur einen 
gemeinsamen Doppelpunkt ];laben, oder die gleichzeitig mit ihnen inzidie­
renden Doppelpunkte auf einem alternierenden Zweierzopfteil liegen. 
Die Projektion heiBe normal, wenn sie fur samtliche Paare gleich­
gefarbter Gebiete normal ist und kein Gebiet an sich anstDBt. 

Jede reguliire normierte Knotenprofektion mit- n Doppelpunkten liipt 
sick in eine normale mit hOckstens ebensoviel Doppelpunkten verwandeln1• 

Sei eine Projektion noch nicht normal und inzidieren zwei Doppel­
punkte Dl und D2 auf verschiedenen Zweierzopfteilen der Projektion 
z. B. mit den zwei schwarzen Gebieten r, und r", so kann man in der 
Projektionsebene einen Weg w, w" angeben, der die Projektion nur 
einmal je in D) und D2 durchsetzt; Wi laufe von D) bis D2 in r i und w" 
von D2 bis D) in r". Nun mage die Projektion mittels .d. 1t. und Wi W 1: 

1 GOERlTZ, L.: Nicht veroffentlicht. 
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so deformiert werden, daB tvi tvt in einen Kreis iibergeht, der durch 
Dl und D. halbiert wird. Dann werde das innerhalb des Kreises tv, tvl.; 
liegende Stiick des Knotens urn die Gerade durch DID" als Achse urn 
1800 gedreht (Fig. 11). Der Drehsinn UtBt sich alsdann so einrichten, 
daB bei D'I, eine ·Oberkreuzung herausgedrillt und bei Dl eine Ober­
kreuzung hereingedrillt wird. Dieser ProzeB heiBe D. 5. 

Aus der damit verbundenen riiumlichen Abiinderung erkennt man, 
daB sich D. 5 durch eine Folge von Knotendeformationen bewirken 
l1iBt. Entsprechend der Wahl des Umlegungssinnes ist die Wahl des 
Zweierzopfteiles, auf den man die beiden Oberkreu­
zungen vereinigen will, noch willkiirlich. 

DaB man durch wiederholte Anwendung von D. 5 
jede Projektion in eine in beztig auf die schwarzen 
GebietenormaleProjektion verwandeln kann, erkennt 
man so: Die mit r, tind r, inzidierenden Doppelpunkte 
desvom Wege eingeschlossenen Teiles der Projektion 

Fig. 11. n. 5. 

gehen iIi mit rl.; und r l inzidierende Doppelpunkte iiber und die mit 
FI.; und r, in mit F, und r, inzidierende. 1st die Projektion also fiir 
r, und I, normal, so ist die abgeanderte Projektion fiir· r t und r l nor­
maL AIle anderen Inzidenzen in bezug auf die schwarzen Gebiete 
bleiben erhalten. Insbesondere gehen aIle mit r i und rl.; inzidierende 
Doppelpunkte in mit r, und rl.; inzidierende iiber. AlSo kann man suk­
zessive fUr r, und rl.; und alsdann fUr die schwarzen Gebiete iiberhaupt 
erreichen, daB die mit zwei Gebieten inzidierenden Dopp<;lpunkte auf 
einem einzigen Zweierzopfteil liegen, den man durch Anwendung von 
D'. 2 in einen alternierenden verwandelt. Dabei bleiben zwei normale 
weiBe Gehiete mit zwei oder mehr gemeinsamen Doppelpunkten normal, 
'md es entstehen keine neuen nichtnorrnalcn weiJ3en Gebietspaare. Urn 
also zu erreichen, daB die Projektion iiberhaupt normal liegt, wendet 
man den ehen bcschriebcnen ProzcB nacheinandcr ftir die schwarzen 
und wciBcn Gebictc an. 

DaB altcrnierendc Knoten hei n. 5 in alternierende iibcrgehen, folgt 
wie bcim Bcweis dicser Bchauptung fUr n. 4. 

§ 6. Zopfe. 
Vnter einem offcnen Zopf (7) q-ter Ordnl1ng wrstl'hen wir das folgcnde 

Gebilde: Auf einem Paar von Gegcnsciten gl und g2 eines H.echtecks P 
scien zwei kongrucnte aquidistante Punktrcihen AI' A 2 • •••• Aq bz\\,. 
B] • B2 , ••• , Bq tnarkiert. J l'clem der Punkte Ai sci ('incll'lltig ein Punkt 
R",; zugeordnet und Ai mit Bk;durch cinen von Ai nach Bk;gcrichtcten 
doppelpunktfreien Streckenzug vcrbunclen; je zwei clieser Streckenziigc 
seien punktfremd. Die Projektionen der Streckenziige in die durch 
gl und g2 bestimmte Ebene sollen ferner ganz im Innrrn des von gl 
und g2 gebildeten Rechtecks verlaufen und von jedcr Paralldl'n ;',11 gi in 
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hOchstens einem Punkte getroffen werden. Ferner liege auf einer Paral­
lelen zu g, Mchstens ein Doppelpunkt der Zopfprojektion (Fig. 12}. 

Die q Streckenziige nennen wir die Faden des Zopfes. 1st g eine 
Parallele zu den Rechteckseiten gi durch den Doppelpunkt D der Pro­
jektion und trifft g links von D etwa k - 1 Faden, also rechts von D 

gerade q - k - 1 Faden der Projektion, so nennen IQ[ wir Deine Oberkreuzung des k-ten und (k + i)-ten 
Fadens. Die Numerierung der Faden andert sich 
also bei jedem Doppelpunkt. Ein Zopf heiGe gleich­

Fig. 12. sinnig verdrillt, wenn stets der k-te Faden den 
(k + i)-ten· iiber(unter)kreuzt. 

Als Beispiel fUr gleichsinnig verdrillte Zopfe geben wir die Zylinder­
ziJPle an. Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung +1 (-i) 
verstehen wir einen Zopf mit q - 1 Oberkreuzungen, bei dem nacbein­
ander der i-te Fa.den den (i + i)-ten Faden iiberkreuzt (unterkreuzt) 
(i = 1, 2, ... , q - 1). Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung 
r> 0 (r < 0) verstehen wir einen Zopf, der sich durch Irl - 1 
Parallelen zu den Rechteckseiten g, in 1 rl Zylinderzopfe mit der Ver­
drillung +1 (-1) zerlegen IaJ3t. Diese Zapfe lassen sich offenbar auf 
zylinderartige Poly~der legen. 

Der in 1, 4 eingefiihrte ZweierzopfteillaBt sich durch Deformationen 
if.:n. in einen offenen Zylinderzopf zweiter Ordnung verwandeln. 

Unter einem geschlossenen Zopi mit der Geraden a als Achse verstehen 
wir ein doppelpunktfreies geschlossenes orientiertes Polygon oder ein 
System von solchen Polygonen, dessen orthogonale Projektion in eine 
zu a senkrechte Ebene regular ist und folgende weitere Eigenschaft 
hat: Sind PQ zwei im Sinn der Orientiex:ung aufeinander folgende 
Polygonecken nnd A der der Achse a nnd der Projektiop-sebene gemein­
same Punkt, so mage das Dreieck A PQ stets positiven Umlaufssinn 

Fig. 13. 

besitzen. Die Polygone umschlin­
gen die Achse in einem bestimm­
ten Sinn insgesamt endlich oft, 
etwa q-mal; q heiBe die Ordnung 
des Zopfes (Fig. 13). 

Einem offenen Zopf laBt sich in 
der folgenden Weise ein geschlosse­
ner Zopf zuordnen (Fig. 14): Wir 

Fig.H. 

wahlen die Ebene des Rechtecks P als Projektionsebene und eine auf 
ihr senkrechte Gerade' a, die die Projektionsebene in einem Punkt A 
auBerhalb des Rechtecks P durchsetzt, als Achse. Alsdann verbinden 
wir je Ai und B, durch doppelpunktfreie, untereinander punktfremde 
Streckenztige der Projektionsebene, die auBerhalb des Rechtecks P ver­
laufen und, durch die Strecke A,B, erganzt, ein konvexes Polygon 
bilden, das A im Innern enthalt; alsdann laschen wir die Rechteck-



19J 7. Knoten und Z6pfe. 13 

seiten aus. Ejnem gleichsinnig verdrillten offenen Zopf zweiter Ord­
nung ist so ein alternierender Torusknoten oder eine alternierende 
Torusverkettung zugeordnet. Allgemein entspricht einem Zylinderzopf 
ein soIeher geschlossener Zopf, der sich auf ein zum Torus topologisch 
aquivalentes Polyeder legen liiBt (Fig. 14) und dementsprechend Torus­
zopf, Torusknoten oder Torusverkettung heiBe. 

Durch Deformationen A. n. hann man umgekehrt jeden geschlossenen 
Zopf so abandern, daB er in einen gewissen, einem offenen Zopf zu­
geordneten geschlossenen Zopf ubergeht. 

Aus einem offenen Zopf kann man noch in anderer Weise Knoten 
bzw. Verkettungen bilden. Sei z. B. ein offener Zopf 4. Ordnung vor­
gelegt. Dann vereinigen wir die heiden ersten und beiden letzten der 
Punkte auf den Seiten des Rechtecks und loschen die Rechteckseiten 

aus. Das so entstandene System aus einem 
oder zwei Polygonen heiBe ein Viergeflecht. 

Fig. 15. 

Fig. 15 gibt die Knoten 81& und 
98 der Knotentabelle am SchiuB 
als Viergeflechte wieder; Fig. 16 
stellt eine Viergeflechtsverket­
tung dar. 

Wir Mnnen ein Viergeflecht 
stets so deformieren, daB die 
ersten a1 Oherkreuzungen auf 
den heiden mittleren Faden lie­
gen, dann bu Oberkreuzungen 

Fig. 16. 

auf den linken beiden und blt! 'Oberkreuzungen auf den rechten heiden, 
dann wieder a. Oberkreuzungen auf den mittleren, bu und b2e auf 
den linken bzw. rechten Faden usf. folgen und zum SchIuB a,. 'Ober­
kreuzungen auf den mittleren beiden Faden liegen. 
Die Doppelpunkte eines Viergeflechts verteilen 
sich also auf 3 n - 2 Zweierzopfteile, die nach 
1, 4 als alternierend vorausgesetzt werden konnen. 
Das Schema eines Viergeflechts ist daher durch 
die Anzahlen ~, bil , bit! und die Angabe des Ver­
drillungssinnes fur jeden Zweierzopfteil gekenn­
zeichnet. Entsprechendes gilt fur Geflechte aus 
2a Faden. Brezelknoten, die auf dem mittleren 
Zweierzopfteil nur eine 'Uberkreuzung besitzen, 
lassen sich leicht in Viergeflechte deformieren 
(Fig. 8 u. 17}. 

§ 7. Knoten und Zopfe. 
Fig. 17. 

Man kann einen beliebigen'Knoten in einen Zop! deformieren (2). Zum 
Beweis sei irgendeine regulare Knotenprojektion mit den Eckpunkten Pi 
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(i = 1, 2, ... , p) vorgelegt; sie setzt sich also aus den euklidischen Ver­
bindungsstrecken s, = P'P'+l (i = 1,2, ... , p) dieser Punkte zusam­
men, wo Pp+1 = PI sei. A sei irgendein Punkt, um den wir die Projek­
tion zopfartig legen wollen. Keines der Dreiecke 

(i=1,2,···,P) 

m5ge entartet sein. Wir zerlegen nun die Strecken in. zwei Klassen 
"positive" und "negative", je nachdem, ob· das Dreieck AP,P'+l 
positiven oder negativen Umlaufssinn besitzt. Wir behaupten, daB wir 
durch eine Deformation eine Strecke Sj des zweiten Typs entfernen 
k5nnen, ohne neue Strecken dieses Typs einzufiihren. 

Das ist klar, falls SI nur hOchstens einen Doppelpunkt enthaIt. 
1st AP'P'+loamlich das zu Si gehOrige negativ umlaufene Dreieck 
und A' P,P, + 1 ein ein wenig abgeandertes Dreieck, das A im Innern 
enthaIt. so konnen wir die Strecke s, durch den Streckenzug P,A'Pi+l 
ersetzen, indem wir die auf P,A'P,+t liegenden Doppelpunkte so nor­
mieren, daB siimtliche Strecken durch P,A' PHI uberkreuzt (unter­
kreuzt) werden, falls s, eine V'berkreuzungsstelle (Unterkreuzungsstelle) 
enthaIt. und uns ffir irgendeine dieser beiden Moglichkeiten entscheiden. 
wenn s, keinen Doppelpunkt entbalt. EnthaIt s, nun k Doppelpunkte 
(k > 1). so zerlegen wir Si durch P'l. Pill.. .. , PiI:-l in die Strecken 
Su, S'lI, ••• , SiI:, welche je nur einen Doppelpunkt enthalten, und ver" 
fahren mit deri Sij wie mit s, vorhin. Da auf den Su beim Eliminieren 
von Si} (f =F I) hierbei kein neuer Doppelpurikt auf tritt, haben wir s, 
in k Schritten eliminiert. Ein analoger Satz gilt fUr Verkettungen. 

DaB ein Knoten sich in verschiedene Zopfe verwandeln laBt, geht 
z. B. aus Fig. 14 hervor, die eine Kleeblattschlinge darstellt. Wir heben 
ferner den folgenden Satzl fiber gleichsinnig verdrillte geschlossene 
Zopfe hervor: Besitzt ein gleichsinnig verdrillter geschlossener Zopf 
gerade zwei Dberkreuzungen des k-ten und (k + i)-ten Fadens und 
weniger als vier Dberkreuzungen des (k + i)-ten und (k + 2)-ten 
Fadens. so laBt er sich in einen gleichsinnig verdrillten Zopf von 
geringerer Ordnung deformieren. 

Noch zwei Bemerkungen fiber Viergeflechte l . Jedes Viergeflecht I;) 

laBt sich in ein normales Viergeflecht b' bzw. b" deformieren mit der 
folgenden weiteren Eigenschaft: 

1;)' (b") besitzt. nur Dberkreuzungen auf den beiden mittleren und 
den beiden linken (rechten) Faden. Sind ai' bu. bi!!; ai, biA. bi/?; 
ai', bi'i .• bi!! (i =1, 2 •...• n) die den Viergeflechten zugeordneten An­
zahlen. so ist also bi/! ::::: bi';, = O. 

Es gilt nun ferner 

(i=1.2 •... ,n) 

1 BANKWITZ, C.: Nicht veroffentlicht. 
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1st b alternierend, so sind auch b' und b" alternierend, die entsprechen­
den Zweierzopfteile sind gleichartig verdrillt, und es ist 

b~l = bi! + bil/ = bil/' (i = 1, 2, ... , n) 

Bei nichtalternierendem b sind die Beziehungen zwischen der Ver­
drillung entsprechender Zweierzopfteile und Anzahlen etwas kompli­
zierter. 

b' und v" gehen durch eine Drehung urn 180 0 und etwaige Deforma­
tionen LI. n. auseinander hervor. Hieraus Hi.llt sich folgern, daB die 
durch ein Viergeflecht b darstellbaren Knoten symmetrisch sind. 

§ 8. Parallelknoten. Schlauchknoten. 

Sind Xi (i = 1,2,3) kartesische Koordinaten, ist 3 ein geschlossener 
Zopf mit der xa-Achse des Koordinatensystems als Zopfachse, und ist 
etwa X3 = 0 die Gleichung der Projektionsebene, so geht 3 bei der 
Transformation 

xl = dx1 , x2 = dx2 , X3 = X3 

in einen isotopen Zopf 3(1) tiber, der bei geniigend kleinem d keinen 
Punkt mit 3 gemeinsam hat. Man erkennt dies an der Projektion von 3(1), 

die eine auBere oder innere Parallelkurve zu der Projektion von 3 ist, 
je nachdem d > 1 oder d < 1 ist. 3(1) selbst ist eine Parallelkurve zu 3. 
Diesen ProzeB kann man etwa q-mal iterieren; man erhiilt so q Zopfe 
3(1), 3(2), ••• , 3(q) , welche insgesamt eine Verkettung aus q isotopen 
Kurven bilden. 

Urn diese Verkettung noch auf eine andere Art zu veranschaulichen, 
betrachten wir einen Schlauch @i, der die Kugeln mit konstantem 
Radius e, deren Mittelpunkte auf a liegen, einhiillt. 1st e klein genug, 
so ist @i eine doppelpunktfreie Flathe, die sich eineindeutig und stetig 
auf den Torus abbilden laBt. 3 moge die Seele von 
@i heiBen. Wir konnen nun die a(i) (i = 1, 2, ... , q) 
in ein System von einfachen, allerdings krummlinigen 
Kurven des Schlauches @i deformieren. 

Die konstruierte Verkettung unterwerfen wir nun 
noch der folgenden Abanderung .. Es sei s, eine Strecke 
von 3 nnd ~t) (k = 1,2, ... , q) die entsprechenden par-
allelen Strecken von a(i). Diese Strecken mogen durch Fig. IS. 

die Gegenseiten gl' g" eines Rechtecks in A(k), l3<k) ge-
troffen und die q Teilstrecken A(k)B(k) durch einen Zylinderzopf q-ter 
Ordnung mit der Verdrillung r ersetzt werden. Falls q zu r teilerfremd ist, 
entsteht so ein einziges Polygon, das ein Parallelknoten zu 3 heiBen moge 
(Fig. 18). Bildet man einen Parallelknoten, indem man an einer anderen 
Stelle aufschneidet und einen Zylinderzopf mit der Verdrillung r einfiigt, 
so entsteht ein zu dem ersten isotoper Parallelknoten. Die lsotopieklasse 
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eines Pa,allelknotens ist also du,ch die Zahlen q, , testgelegt. Natiirlich 
ist damit noch nicht gesagt, daB verschiedene Zahlenpaare auch ver­
schiedene lsotopieklassen liefern. 

Ahnlich kann man bei beliebigen Knoten I Parallelknoten Itr 
erklaren. Hierzu sei noch bemerkt: Deformierl man f in I' und bildet 
die Parallelknoten t;r' von f', so laGt sich jeder Knoten Itr in einen 
Knoten t;r' deformieren; hierbei entsprechen sich jedoth unter Um­
standen Parallelknoten mit verschiedenem ",'. Siimtliche einf4lchen 
gescblossenen Kurven des Schlauches @i lassen sich in Parallelknoten 
zu der Seele des Scblauches oder in ein Dreieck deformieren. 

Als Schlauchknoten (11; 21; 34) s-ter Stufe bezeichnen wir die­
jenigen Knoten, die durch s-malige Bildung von Parallelknoten aus 
dem Kreis entsfeben. 

Ein Schlauchknoten erster Stufe ist also bestimmt durch Angabe 
von zwei teilerfremden Zahlen ql und 'I' Die ql Faden wiriden sicb I'll-mal 
um den Kreis herum. Diese Knoten beiBen Torusknoten, da sie sich 
doppelpunktfrei auf eine unverknotete Torusfliiche legen lassen. 

Die Schlaucbknoten zweiter Stufe liegen auf einem Scblaucb, dessen 
Seele ein Torusknoten ist; er ist bestimmt durch die Angabe von vier 
Zahlen ql' '1' qz; '2: 

ql,'1 zur Bestimmung des Torusknotens, 
qZ,'2 zur Bestimmung des Parallelknotens 

desselben (Fig. 18). 
Aligemein ist ein Scblauchknoten s-ter Stufe durch die Angabe 

von s Zahlenpaaren 
ql' '1; qa, '2; ... ; q,,', 

bestimmt, wobei q,> 1 und q,,'. teilerfrernd sein mull. Die Schlauch­
knoten stehen in einer wichtigen engen Beziehung zu den Singularitaten 
ebener algebraischer Kurven (11; 21; 34). 

Zweites Kapitel. 

Knoten und Matrizen. 
§ 1. Elementare Invarianten. 

Es ist sehr einfach, eine Reihe von Knoteninvarianten zu definieren, 
ohne gleicbzeitig eine Vorschrift anzugeben, dieselben aufzufinden. Unter 
allen regularen Projektionen eines Knotens gibt es z. B. solcbe, in der 
die Anzahl der Doppelpunkte, der Gebiete oder der schwarzen Gebiete 
der Projektion am kleinsten ist, und die zugebOrigen Minimalanzahlen 
sind entsprechend ihrer Definition Knoteninvarianten. 
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Jede Knotenprojektion kann man ferner durch geeignete Verwand­
lung von Oberkreuzungen in Unterkreuzungen bei etwa k Doppel­
punkten der Projektion in eine Kreisprojektion iiberfiihren. Das Mini­
mum m (k) dieser Operationen, die Minimalanzahl der Selbstdut:chdrin­
gung also; durch welche ein Knoten in einen Kreis iibergefiihrt wird, ist 
ein nati.irliches MaB der Verknotung. Ferner lassen sich nach1, 4 in 
jedes Polygon doppelpunktfreie P0lyeder einspannen. Diesen kommt 
im Sinne der kombinatorischen Topologie eine bestimmte Charakte­
ristik k zu, und das Minimum m (k) derselben ist eine Invariante. Der 
Kreis ist offenbar dadurch gekennzeichnet, daB das eingespannte 
Polyeder von der Minimalcharakteristik ein FHi.chenstiick im Sinne 
der kombinatorischen Topologie ist. 

SchlieBlich kann man zu jedem Polygon die von ibm berandeten 
Polyeder mit Selbstdurchdringung betrachten, die im Sinne der kombi­
natorischen Topologie FHichenstiicke mit Singularitaten sind. Unter, 
verstehen wir. die Anzahl der Schnittpunkte des Polygons mit dem ein­
gespannten Flachenstiick und nennen , auch die Anzahl der Rand­
singularitaten. Die Verknotungszahl c sei nun das Minimum m(r) = c. 
Die Behauptung, daB der Kreis durch m (r) = 0 gekennzeichnet sei, 
ist der InhaIt des sog. DEHNschen Lemmas, dessen Beweis jedoch nicht 
stichhaltigist (15; 22). cistvermutlichstetseinegeradeZahl; ausc < 2 
folgt (26) c = o. 

So einfach und geometrisch sinnvoll die Definition dieser verschie­
denen Knoteneigenschaften ist, es gibt keine Methode, sie allgemein 
festzustellen, sie z. B. aus einer Knotenprojektion abzulesen. 

Etwas. zuganglicher sind die analogen Fragen bei Verkettungen. 
1st eine regula.re Frojektion einer Verkettung aus zwei orientierten 
Polygonen 11 und Is vorgelegt, so seien D. (i = 1,2, ... , h) die Doppel­
punkte, in denen fl das Polygon f. iiberkreuzt, und e, die diesen Doppel­
punkten in 2,2(1) zugeordriete Charakteristik. Setzen wir (12) 

und bilden analog vu , so ist va = Vu == v. Wir nennen v die Ver­
schlingungsz(ihl der Verkettung Die Invarianz von t1 bei Deformationen 
laBt sich leicht nachweisen; t1 ist ferner gegeniiber solchen Deforma­
tionen invariant, bei denen die Polygone " sich mit sich selbst, 
aber nicht untereinander durchsetzen diirfen. Durch solcheDefor­
mationen lru3t sich eine Verkettung mit der Verschlingungszahl v in 
eine alternierende Torusverkettung mit 2 v Oberkre'uzungen iiberfiihren. 
GAUSS (17) hat ein Integral zur Berechnung von v angegeben; zur 
Berechnung von v mittels der Wegegruppe des Knotens 11 oder fa 
vgl. man 3, 9. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 2 
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Zwei Polygone fl' f. einer Verkettung mogen unverkettet heiJ3en, 
wenn sie durch Deformationen A, A' in Polygone iibergeflihrt werden 
konncn, deren Projektionen punktfremd sind. 

Unterwerfen wir II beliebigen Deformationen, bei denen 11 sowohl 
sich selbst als wier2 durchdringen darf, so lliOt sich IJ natiirlich in eine 
mit 12 unverkettete Kurve verwandeln. Unter der Verkettungszakl c12 

von 11 beziiglich I. verstehen wir nun die Minimalanzahl von Durch­
dringllngen mit 12 , die erforderlich ist, urn IJ in eine mit f2 unverkettete 
Kurve iiberzuflihren. 

cJ2 ist i. a. von cn verschieden (26), bei unverknoteten Kurven ist 
hingegen c12 = c21 • In S, 9 werden wir zcigen, daB es Polygone mit 
v = 0 und c 12 -+- 0 gibt. DaB zwei Polygone mit c12 = c2l = 0 noch ver­
kettet sein konnen, zeigen die Viergeflechtc (6); die Wegegruppen 
dieser Verkf'ttungen sind namlich von den Wegegruppen zweier un­
verkeHeter Kreise nach S, 14 vcrsl:;hieden. Fiir die Verkettungszahlcn 
gibt es direktc Berechnllngsvorschriften nicht. 

§ 2. Die Matrizen (C:,l)' 

Wir wollen uns nunmehr nach Methoden umsehen, berechenbare 
Knoteninvarianten aufzufinden. Wir gehen so vor, daB wir zunachst 
rein formal die Berechnungsvorschriften zur Definition der Invarianten 
angeben, dann formal ihre Invarianz nachweisen und erst zum SchIuO 
in S, 8 und S, 10 ihre geometrische Bedeutung untersuchen. 

Zu diesem Zweck erklaren wir zunachst Matrizen, die man aus einer 
vorgelegten regularen normierten Knotenprojektion direkt ablesen kann; 
die von Eins verschiedenen Elementarteiler dieser Matrizen werden sich 
aIs Knoteninvarianten herausstellen. 

Die Knotenprojektion besitze n Doppelpunkte D, (i = 1,2, ... , n). 
Die zugehorigen Unterkreuzungsstellen U, zerlegen den Knoten in 
n Streckenziige SI' S2' ••• , SII' Nach Auszeichnung einer Richtung des 
Knotens konnen wir die D, und Sj so numerieren, daB s, dem Durch­
laufungssinn entsprechend von D, -1 nach D, fiihrt; der Streckenzug 
$iSHI werde in D, von SA(i) iiberkreuzt (i = 1, 2, ... , n); hierbei sei 
Do = DII , DII+1 = DI und SII+l = SI' 

Nach Auszeichnung eines positiven Drehsinns in der Projektions­
ebene ordnet man dem Purikte D die Ckarakteristik 

(1) e=±1 
zu, WO E = +1 oder E = -1 ist, je nachdem die Richtung des iiber­
kreuzenden Bogens sich durch eine positive odcr negative Drehung 
urn D. von einem Winkel kleiner als zwei Rechte in die Richtung von s, 
iiberfiihren laBt (Fig. 19). Die Charakteristik hangt nicht von der 
Orientierung des Knotens abo 
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Nun bilden wir zu einer bcliebigcn festen ganzl'll Zah1 It .:: 1 eine 
Matrix (c:f/) von h· n Zeilen und Spalten naeh folgender Vorsehrift (8): 

Jedem Bogen Si (i = 1,2, ... , n) ordnen wir h SpaIten (i, k) 
(k = 0, 1, ... , h -1) und jedem Punkt D, (i = 1, 2, ... , n) ordnen wir 
h Zeilen (i, k) (k = 0, 1, ... , h - 1) unserer Matrix zu. 

1st A (il* i, i + 1 und f:. = + 1, so set zen wir in der Zeile (i, k) 

-1 in die Spalte (i + 1, k - 1) 
+1 in die Spalte (i, k) 
+1 in die Spalte (A (i) , k - 1) 
-1 in die Spalte (A (i) , k). 

xx 
Fig. 19. 

1st I. (i) ~f: i, i + 1 und ist Ei = -1, so setzen wir in der Zcile (i, k) 

-1 in die Spalte (i + 1, k - 1) I -1 in die Spalte (I.(~), k - 2) 
+1 in die Spalte (i, k - 2) +1 in die Spalte (I. (i) , k - 1) 

und beidemal in die anderen Stellen dieser Zeilen je Null. 
1st A (i) = i, so schreibe man sowohl fiir Ei = + 1 wie fUr Ei = -1 

-1 in die Spalte (i + 1, k - 1) 
+1 in die Spalte (i, k - 1) 

und an die ubrigen Stellen Null. 
1st A(i) = i + 1, so sehreibe man fUr Ei = +1 bzw. ti = -1 

+1 in die Spalte (i, k) bzw. (i, k - 2) 
-1 in die Spalte (i + 1, k) bzw. (i + 1, k - 2) 

und an die ubrigen Stellen Null. Hierbei bedeute (i, -1) und (i, -2) 
bzw. die Spalte (i, h - 1) und (i, It, - 2), wenn h > 2 ist, und die 
Spalte (i, 0), wenn h = 1 ist. 

Die Matrizen (c~p) lassen sich aus den normierten Berandungs­
beziehungen der Doppelpunkte D. und der Streckenzuge Z/i: der Projek­
tion ablesen. Umgekehrt lassen sieh diese Berandungsheziehungen aber 
auch aus jeder Matrix (c!p) bestimmen. Die von Eins verschiedenen 
Elementarteiler von (c!p) mogen Torsionszahlen h-ter Stute heifJen. 

Aus der Matrix (c!p) erhalt man eine Matrix mit gleichen Elementar­
teilern, wenn man h Spalten (io' k) (k = 0, 1, ... , h - 1) mit beliebigen 
io streicht; denn addiert man je n Spalten (i, k) mit festem k zueinander, 
so erhalt man eine Spalte aus nur Nullen. 

Die Elementarteiler der Matrix (c~P) sind samtlich gleich 1. 
Eine andere aus denselben Inzidenzbeziehungen bestimmbare Matrix 

mit invarianten Elementarteilern erMlt man durch die folgende Vor­
schrift: Es mage jedem Bogen Si die i-te Spalte und jedem Doppel­
punkt D. die i-te Zelle einer Matrix zugeordn~t sein. Falls A (i) =1= i 
und A (i) =1= i + 1 ist, so setze man in der Zeile i 

+1 in die Spalte i und i + 1 
-2 in die Spalte I. (i) 

und fur aIle ubrigen Elemente der Zeile Null. 
2* 



20 II. Knoten und Matrizen. 

Falls l(i) = i + 1, setze man in der Zeile i 

+ 1 in die Spalte i 
-1 in die Spalte i + 1 

[26 

und Null in die ubrigen Stellen der Zeile. Falls l (i) ;:= i ist, setze man 

+1 in die Spalte i + 1 
-1 in die Spalte i. 

Diese Matrix hat dieselben von Eins verschiedenen Elementarteiler wie 
die Matrix (c!p). 

§ 3. Die Matrix (aIle). 

Wir hilden jetzt Matrizen, deren Spalten den verschiedenen im 
Endlichen gelegenen Gebieten der Knotenprojektion entsprechen. Wir 
bescbranken uns auf zwei Beispiele dieser Art: Es entspreche wieder 
dem Doppelpunkt D, (i = 1, 2, ... , n) die i-te Zeile und dem Gebiet 
r k (k = 1,2, ... , n + 1) db k-te Spalte. Die Elemente der Matrix 
mogen mitbik bezeichnet werden, wo i der Zeilen- und k der Spalten­
zeiger sei. Es sei dann b'k = 0, wenn D, und Fk nicht inzidieren. Falls 
in D, vier verschiedene Gebiete zusammenstoBen, sei bik = +1 oder 
-1, je nachdem r" reehts oder links yom iiberkreuzenden Bogen Sl(i) 

liegt. Sind die in D. zusammenstoBenden Gebiete nicht samtlich von­
einander verschieden, so heiBt das: in D, stoBt ein Gebiet r" an sich 
selbst an, wiihrend die beiden anderen mit D, inzidierenden Gehiete r k , 

und Fk, verschieden sind. Es sei dann bu = 0 und b,kl = +1 oder -1, je 
nachdem F,.:l (1 = 1, 2) rechts oder links yom tiberkreuzenden Bogen liegt. 

Eine ahnliche Matrix b~k erhaIt man, wenn man in der obigen VOT­
schrift d~n uberkreuzenden Bogen durch das Paar der tiberkreuzten 
Bogen SiSi+l ersetzt. 

Ferner kann man den Gebieten und Doppelpunkten gewisse Matrizen 
(b~p) zuordnen, die ahnlich wie die Matrizen (c~p) in 2, 2gebaut sind (5). 

SchlieBlich woilen wir die schwarzen Gebiete noch zur Definition 
einer Matrix verwenden. 

Einem Doppelpunkt, der Randpunkt von den schwarzen Gebieten 
r, und r" (i =1= k) ist, ordnen wir eine Inzidenzzahl 

(1) fJ = ±1, 0 

zu, und zwar setzen wir fJ = +1 , wenn nach Orientierung der Projektions­
ebene der tiberkreuzende Bogen im positiven Sinne tiber ein schwarzes 
~ .r-... Gebiet in den unterkreuzenden zu drehen ist (Fig. 20). Z X Kann diese Drehung im positiven Sinne nur tiber 

ein wei6es Gebiet ausgefiihrt werden, so setzen wir 
"Tj === -1. Stoat in einem Doppelpunkt ein schwarzes 

Fig. 20. Gehlet an sich an, so soil der Punkt die Inzidenzzahl 0 
erhalten. Man sieht, daB ein Doppelpunkt, der mit r. und r ll inzidiert, 
fiir beide Gebiete die gleiche Inzidenzzahl erhaIt. Jedem Doppelpunkt 
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dec Knotenprojektion ist also eindeutig ewe der Zahlen +t, -t, 0 
zugeordnet. 

Es mogen nun r, (i = 1,2, ... , m) die im Endlichen liegenden 
schwarzen Gebiete und ro das unendliche Gebiet seine Es werde dann 
folgende quadratische Matrixe (au) von m Zeilen und Kolonnen 
gebildet (10): 

au m6ge lie StHnme alZer 1 nzidenzzahlen rle1- Doppelpunkle 4es Ge­
bietes Ii untl Ilil fur (i =1= k) (i,k = 1,2, ... , m) die negative Summe tler 
Inzidenzzahlen der Doppelpunkte, die gleich:eitig zu r, untl r l geMren. 
seine Aus diesec Erklarong· folgt sofort, daB 

und 
llil = ali 

iii, = a,o - Y llil 
t*' 

ist, wobei aiO die Summe der Inzid~nzzahlen ist, die gleichzeitig zu r i 

und dem unendlich groBen Gebiet ro gehoren. 
Die Matrix (~,) aus den Elementen 

ai, = I bub" (k, 1 = 1, 2, •.. , n + 1) , 
steht in einer einfachen Beziehung zur Matrix (flil). Durch Streichung 
der den weiBen Gebieten entsprechenden Zeilen und Kolonnen erhalt 
man niimlich aus der Matrix (~.) die Matm (flit); a,. ist gleich Null, 
wenn r, und r. verschieden gefiirbt sind. 

Die von 1. verschiedenen Elementarteiler der Matrizen (bu), (bi.) 
und (IIit) sind gleich den Torsionszahlen zweiter Stufe. Die Matrizen 
konnen aber auch unabhangig von ihren Elementarteilern Interesse 
beanspruchen (vgl. 2, 7). 

§ 4. Die Determinante des Knotens. 
Unter den im vorigen Abschnitt erklirten Matrizen verdient die 

Matrix (fli.) besondere Beachtung. Wir zeigen zuerst, daB die Deter­
minante der Matrix (au), die "Determinante des Knotens", immer un­
geratle und damit von Null verschieden ist. 

Hacht man niimlich in einem zu r. und r l (i =1= Ii) geMrigenDoppel­
punkt den iiberkreuzenden Streckenzug zum unterkreuzenden, so geht 
fUr k =0 a" in llii ± 2 und fiir k =1= 0 Ilit, ai' in llil ± 2 iiber, 
d. h. die Determinante der neuen Knotenmatrix ist gerade oder un­
gerade, je nachdem es die urspriingliche ist. Durch geeignete 
derartige Abindetungen kaDn. man jede Projektion in eine 1'1\ 
Krei$projektion verwande1n. Nehmen wir nun als bewiesen ~ 
hin, daB der absolute Wert der Determinante eine Invariante Fig. 21. 

ist, und berechnen wir ihren Wert ~iir die in Fig. 21 ange-
gebene Kreisprojektion - er ist gleich Eins -. so folgt das Behauptete. 

Wir wollen jetzt die Determinante in einigen speziellen Fallen genauer 
beschreibeil und berechnen. 



22 II. Knoten und Matrizen. [28 

Bci alternicrcnden Knoten inzidieren alle Doppelpunkte mit schwar­
zen Gebietcn gleichartig, denn die im Rande eines schwarzen Gebietes 
benachbarten Doppelpunkte besitzen die gleiche Inzidenzzahl. Die 
Inzidenzzahlen der Punkte konnen z. B. aIle = +t oder 0 genom men 
werden. Der Betrag der Determinante des Knotens kann hier dem­
nach in der folgcnden Form geschrieben werden: 

'" ~dlr -dn -dIm 
,'=1 

m 

A= 
-dn ~d2~ -dsm 

~=l 

Darin bedeutet dH die Anzahl der Doppelpunkte, in denen r, und ro 
zusammenstoBen, und d,,: (i =1= k) die Anzahl der Doppelpunkte, in 
denen r i und rl: zusammenstoBen (i = t, 2, ... , m, k = t, 2, .. 0, m). 
Die dil: sind also samtlich groBer oder gleich Null. 

FUr normale Knoten ist I dii I die Anzahl der Doppelpunkte, die mit 
Pi undroinzidieren, und das Vorzeichen von d" gleich dem Vorzeichen 
der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte; I ~I: I ist die Anzahl der 
mit ri und rl: inzidierenden Doppelpunkte, und das Vorzeichen von 
dil: stimmt mit dem Vorzeichen der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte 
uberein. 

Fiir die aIternierenden Torusknoten (Fig. 7) mit n 'Oberkreuzungen 
ist die Determinante (bis auf das Vorzeichen) gleich n. 

Fur die in Fig. 8 dargestellten Brezelknoten mit ai' aI' a3 'Ober­
kreuzungen auf dem ersten, zweiten und dritten Zweierzopfteil ist 
die Determinante gleich 

§ 5. Die Invarianz der Torsionszahlen. 

Wir zeigen nun, daB die von 1 verschiedenen Elementarteiler der 
Matrizen (c:p) Knoteninvarianten sind, indem wir die Abanderungen 
der Matrizen bei den drei wesentlichen Operationen D. 1, 2, 3 unter­
suchen. Spater werden sich andere Wege zeigen, diesen Nachweis zu 
fiihren, Wege, die vielleicht naturgemaBer, jedenfalls aber weniger ele­
mentar sind, weil sie den Gruppenbegriff oder den Begriff der 'Ober­
lagerung und der Homologie voraussetzen (vgl. 3,9 u. 10). 

(D.1.) In einen doppelpunktfreien Bogen, den wir bei geeigneter 
Numerierung s" nennen k6nnen, legt sich eine Schleife. Von den ver­
schiedenen M6glichkeiten der Normierung und Orientierung genugt 
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es, hier und ebenso bei den anderen beiden Abanderungen a., eine zu 
erledigen, da dann klar ist, wie die Dberlegung in den anderen Fallen zu 
geschehen hat. 

Der Doppelpunkt der Schleife heiBe Dn+ 1 und der neue Bogen 
S1I+1. Es iiberkreuze Sn in Dn+l so, daB etwa 8n+1 = +1 ist. Die neue 
Matrix hat h zu Dn+l gehOrige Zeilen und h zu Sn+1 gehOrige SpaIten 
mehr als die urspriingliche. Die zu den anderen Doppelpunkten ge­
hOrigen Zeilen sind bis auf die zu Sn gehOrigen SpaIten unvedindert, 
und diese SpaIten sind hochstens so verandert, daB ihre zu einem Punkt 
D. gehOrigen Elemente an die entsprechende Stelle der gleichen Zeile 
der zu Sn+1 gehOrigen SpaIten geriickt sind. Addiert man also die SpaIten 
der Nummer (n + 1, k) zu denen der Nummer (n, k), so erhalt man eine 
Matrix, die mit der urspriinglichen bis auf die Spalten (n + 1, k) und 
die Zeilen (n + 1, k) (k = 0, 1, ... , h - 1) iibereinstimmt. In der Zeile 
(n + 1, k) tritt nun in der Spalte (n + 1, k - 1) eine -1 auf, so daB 
man aIle in apderen Zeilen dieser SpaIten stehende Elemente durch 
sukzessives Addieren oder Subtrahieren dieser Zeilen zu Null mach en 
kann. Die so abgeanderte Matrix hat aber ersichtlich die gleichen von 1 
verschiedenen Elementarteiler wie die urspriingliche Matrix. 

(.0. 2.) Als zweite Moglichkeit ist der Fall zu erledigen, daB sich 
zwei verschiedene Bogen iibereinander schieben und dadurch zwei neue 
Doppelpunkte entstehen. 

Der iiberkreuzende Streckenzug sei mit SI numeriert und die neuen 
Doppelpunkte mit Dn+! und Dn+2 bezeichnet und analog die neuen 
Strecken mit sn+ 1, sn+2 in der Reihenfolge des Durchlaufungssinnes 
des Knotens. Sei etwa En+ 1 = -1, dann ist en+! = + 1. Die neuen 
zu Dn+l unct'Dn+2 gehOrigen Zeilen (n + 1, k), (n + 2, k) haben folgende 
Eigenschaft: In den Spalten (n + 1, k) sind auBer den Elementen der 
Zeilen~(n + 1, k), (n + 2, k) alle Elemente Null, da Sn+1 als Streckenzug 
nur in den" beiden neuen Doppelpunkten vorkommt. Die urspriing­
lichen zu Sn gehorigen Elemente auBerhalb der neuen 2h Zeilen erhalt 
man in der abgeanderten Matrix, wenn man die Spalten (n + 2, k) 
zu den SpaIten (n, k) addiert. 

Urn einzusehen, daB die von Eins verschiedeneR Elementarteiler der 
beiden Matrizen iibcreinstimmen, addiere man die SpaIten (n + 1, k~ 
zu den SpaIten (l, k), und dann subtrahiere man die Spalten (n + 1, k) 
von den SpaIten (l, k - 1) . Dadurch sind die Elemente der Zeilen 
(n + 1, k) und (n + 2, k) in den Spalten (I, k) zu Null gemacht. Durch 
Addition der Zeilen (n + 1, k + 1) zu dm Zeilen (n + 2, k) erreicht 
man, daB die Elemente der Spalten (n + 1, k) in allen Zeilen zu Null 
werden bis auf ein Element gleich -1 in den ZeiIen (n + 1, k) und Spalten 
(n + 1, k - 1). Durch Addition der SpaIten kann man aIle weiteren 
Elemente der Zeilen (n -+ 1.,k) wegschaffen. Addiert man dann die 
Spalten (n + 2, k) zu den :Spalten (n, k), so stehen in den- ZeiIen 
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(n + 2, k) nur Nullen bis auf ein Element gleieh -1 je in der Spalte 
(n + 2, k) und Zeile (n + 2, k + 1). 

Durch Addition und Subtraktion der Zeilen (n + 2, k) kann man 
dann, ohne die anderen Spalten zu andern, alkElemente in den Spalten 
(n + 2, k) bis auf die in den Zeilen (n + 2, k) zu Null machen. Die 
neue Matrix stimmt ersichtlich mit der ursprunglichen in den von Eins 
verschiedenen Elementarteilern uberein. 

(D. ).) SchlieBlich bleibt noch die. Operation .Q..). zu behandeln, 
ffir die wir den durch Fig. 22 definierten Fall herausgreifen. 

(a) 
Fig. 22. 

(h) 

Von der zu Fig. 22 (a) gehOri­
gen Matrix kommt man zuder zu 
Fig. 22 (b) gehOrigen Matrix, indem 
man zuerst die Zeilen (l, k - 1) zu 
den Zeilen (n - 2, k) addiert und 
von den Zeilen (n - 1, k) subtra­
hiert, dann die Spalten (n - 1, k) 
zu den Spalten (1, k) addiert und von 

den Spalten (1 + 1, k) subtrahiert. In den Fillen, wo Sn-ll. Sn, Sl, 

SI+l, sJ nieht alle verschieden sind, vereinfacht sieh die Betrachtung 
naturgemaB. Damit sind die Elementarteiler diesel" Matrizen als 
Knoteninvarianten erkannt. 

§ 6. Torsionszahlen spezieller Knoten. 

Ffir spiegelbildliche und verschieden geriehtete Knoten sind die 
Torsionszahlen identisch. Man kann dies direkt zeigen; es folgt aber 
auch aus der gruppentheoretischen Bedeutung der Torsionszahlen (3. 7) 
und dem Verhalten der Gruppe bei spiegelbildlichen und verschieden 
gerichteten Knoten (3, 5). 

Bei alternierenden Torusknoten mit n 'Oberkreuzungen besitzt dip. 
Matrix (c!p) nur einen von Eins verschiedenen Elementarteiler, und 
dieser ist gleieh n. Unter den Brezelknoten gibt es soIehe, die keine 
Torsionszahlen zweiter Stufe besitzen (vgl. 2,11). 

Mit Hilfe der Elementarteiler der obigen Matrizen fUr h = 2 und .3 
gelingt es bereits, alle Knoten von acht und weniger 'Oberkreuzungen 
der am SchluB angefugten Tabelle zu klassifizieren. Unter den Knoten 
mit neun 'Oberkreuzungen treten hingegen Knoten auf, die gleiche 
Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe haben und mit anderen Mitteln 
als verschieden erkannt werden Mnnen (vgl. 3, 15), namlich 71 und 92, 

Bw und 98, 928 und 929, Diese Knoten stimmen sogar in samtlichen 
Torsionszahlen uberein; fUr sie sind namlich die in 2, 14 erklarten 
L-Polynommatrizen L-aquivalent (2,15 u. 3,14), und aus dieser Aqui­
valenzklasse lassen sich nach 3,7 die Torsionszahlenbestimmen. Die 
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Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe haben fiir die Knoten der 
Tabelle am SchluB die folgenden Werte!. 

Typ 11=2 11=3 Typ 11=2 11=3 Typ 11=2 11=3 

31 • I 3 2,2 8'5. 33 I 16,16 9,z • 43 I 14,14 
41• 

I 
5 4,4 816. 35 11,11 913 • 45 22,22 

5,. 5 - 8 ... 37 13,13 9u • 45 16,16 
52. 7 5,5 818. 3,15 2,2,8,8 9 ••• 47 26,26 
6, • 9 7,7 819" 3 4,4 9.84 47 17,17 
620 11 5,5 820" 9 4,4 9274 49 19,19 6

3
_ 

13 7,7 82'" 15 8,8 
0928 _ 

51 20,20 
7lG 7 - 9,. 9 - 0929• 51 20,20 
720 11 8,8 *920 15 11,11 9.0 • 53 22,22 
73• 13 4,4 914 19 - 9.1• 55 23,23 

*7._ 15 11,11 9,_ 21 7,7 9ao • 59 23,23 
754 17 7,7 9._ 23 17,17 933 • 61 25,25 
76 • I 19 11,11 96 • 27 4,4 934 • 69 31,31 77_ 

I 21 13,13 97 • 29 13,13 93 •• 3,9 20,20 
8,. I 

13 10,10 x9 •• 31 17,17 938 • 37 10,tO 
82. 17 - 99 • 31 5,5 937 • 3,15 I 28,28 
8 •• 17 13,13 910. 33 13,13 938 • 57 28,28 
84. 19 8,8 

9
11

_ 
33 7,7 9394 55 32,32 

85a 21 4,4 9'2. 35 20,20 9'0_ 5,15 4,4,8,8 
86. 23 11,11 9134 37 16,16 9". 7,7 28,28 
87. 23 5,5 9". 37 22,22 9'211 7 2,2 
8s. 25 13,13 

9
u

_ 
39 23,23 9 .... 13 2,2 

89. 25 7,7 916 _ 39 8,8 9 .... 17 10,10 
810. 27 8,8 9u • 39 11,11 9 .... 23 14,14 
811. 27 14,14 918• 41 19,19 9,810 3,3 7,7 
8124 29 19,19 919Q 41 25,25 9<7" 3,9 i 5,5 
8'3. 29 

I 
16.16 920 • 

I 
41 13.13 948 ,. 3,9 

I 
17,17 

x8u. 31 17,17 9u • 43 26,26 9.0.. 5,5 10,10 

§ 7. Die quadratische Form eines Knotens. 
Wir habengeseben, daB die durch die Knotendeformationen bewirkten 

Abiinderungen der Matrizen (c!p) die von 1 verschiedenen Elementar­
teiler unverandert lassen; damit ist aber umgekehrt keineswegs gesagt, 
daB diese Elementarteiler die einzigen Eigenschaften dieser Matrizen 
sind, die bei Knotendeformationen erhalten bleiben. Allerdings scheinen 
die weitergehenden Invarianten schwerer faBbar zu sein, jedenfalls 
ist das Verhalten der verschiedenen in 2, 2 und 2, 3 angegebenen 
Matrizen ganz abweichend voneinander. Ein Resultat liegt nur bezuglich 
der Matrizen (ba ), (bik) und (aik) vor. Wir geben nur das letztere wieder. 

Um die Anderungen der Matrix (a;k) bei Knotendeformationen zu 
untersuchen, zerlegen wir die drei Operationen Q. 1, 2, 3 in zwei Klassen 

1 Die Tabelle der Torsionszahlen unterscheidet sich von der von ALEXANDER 

und BRIGGS (5) angegebenen fUr die Knoten 819 und 9a8 • Der Index a bedeutet 
alternierend, n nichtalternierend. 
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(¥ und p, je nachdem die Zahl der" weiBen oder der schwarzen Gebiete 
durch sie geandert wird (19). 

(.0. 1 (¥.) In einen doppelpunktfreien Bogen legt sich eine Schleife, 
die ein neues weiBes Gebiet schafft. Dann stoBt in dem neuen Doppe1-
punkt ein schwarzes Gebiet an sich an, so daB die Matrix sich bei dieser 
und der inver sen Operation nicht andert. 

(!). 2lX.) Zwei Bogen schieben sich tibereinander, so daB zwei neue 
weiBe Gebiete entstehen. Von den neuen Doppelpunkten erhalt der 
dne die Inzidenzzahl +1 und der andere -1, so daB die Matrix sich 
auch bei dieser und ihrer inversen Operation nicht andert. 

(.0. 1 p.) Die neue Schleife der Projektion umschlieBe ein schwarzes 
Gebiet r m+1. Die neue Matrix (ai k) besitzt eine Zeile und Spalte mehr 
als (au). Falls r'lHl in dem neuen Doppelpunkt dem Gebiete ro gegen­
tiber liegt, wird 

je nachdem der Doppelpunkt +1 oder -1 als Inzidenzzahl besitzt, 
ferner 

t4.+u = akm+1 = 0 (k = 1,2, ... , m) 
und sonst 

Falls r fIt+1 in dem neuen Doppe1punkte einem Gebiet rA; (k =f 0) 
gegeniiberliegt, so konnen wir ohne Einschrankung r" = r m annehmen. 
Fiir die dazugehOrige Matrix (a'[I.;) gilt: 

~+1m+1 = ± 1 

unter gleichen Bedingungen wie bei t4.+1 m+1 und 

a::. ... = a ...... ± 1. a::.+lm= a~m+1 = =F 1 
~+U=akm+1=O (k=1,2, ... ,m-i) 

und sonst 
a'I" = ill,,· 

Der Charakter dieser Abiinderungen wird iibersichtlicher, wenn wir 
die der Matrix (ill") jeweils zugeordnete quadratische Form 

bilden. Man erkennt, daB die der Matrix (a'It) zugeordnete quadratische 
Form f' 

in die (ait) zugeordnete quadratische Form I' 

I' = I' (Xl ,X2 , ••• , Xm+ 1) 

durch die unimodulare Substitution 
, x, = X" 

X~+1 = Xm + X ... +1 

(i = 1. 2 •... , m) 
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iibergefiihrt wird, und daB 

f'(x1 , x2 ' "', Xm+l) = !(xI , XI' "', xm) ± x!'+l 
ist. 

(D. 2{J.) Durch Obereinanderschieben zweier Bogen mogen zwei neue 
schwarze Gebiete entstehen. Falls das zerteilte Gebiet nicht ro ist, 
konnen wir es durch Zeilen und Spaltenvertauschung zu r fit machen. 
Es werde also rm in r:n, r:n+l und r:n+2 zerlegt, wobei r:n+2 das 
Gebiet sei, das die beiden neuen Doppelpunkte zu Randpunkten hat. 
Die neue Knotenmatrix (ail.:) ist mit (aik) durch die folgenden Glei­
chungen verkniipft: 

, 
ajk = aik, (k, i = 1, 2, ... , m - 1) 

amk = a:nk + a:n+u , (k = 1, 2, ... , m - 1) 

amm = a:nm + a:n+l m+l + 2a:n+l m' 

a:"+u = akm+2 = 0 . (k = 1, 2, ... , m - 1 ; m + 2) 

Ohne Einschriinkung kann man durch Wahl des positiven Drehsinns 

erreichen. 
1st die (aik) zugeordnete quadratische Form 

f' = f'(~,~, ...• x:"+2) 
und setzen wir zur Abkiirzung 

!(XI, X2 ' ••• , Xm+2) = !(XI , X2 , •• " Xtn) + g(Xm+l' XIII + 2) , 
wo 

g(Xm+l' Xm+2) = (a;,,+lm+la:"+lm+l + 2a~.+lm)X:n+l - 2Xm+IXm+2 

ist, so geht I' durch die Substitution 

(i = 1, 2, .. " m) 

X;,,+l = X". + Xm+l , 

X;"+2 = a:n+llxl + a;n+12 Xa + ... + am +l m-lXm-1 

+ (a;,,+lm + a:n+l m+l) X'" - a;n+1 mXm+l + Xm+2 

in I (Xl' X2 , ... , X", + 2) iiber. 
Wird hingegen bei D. 2fJ. das Gebiet rozerteilt, so steht die Knoten­

matrix (aik) in dem folgenden Zusammenhang mit der Matrix (aik): es ist 

ai'l.; = aik> (i, k = 1,2, ... , tn-1) 

a;:'+2k = 0, (k = 1, 2, "', tn + 2) 

a~+2 m+! = ::1:1 • 

Die Werte der iibrigen a;+lk spielen keine RoUe; man sieht leicht, 
daB auch die (all.;) zugeordnete Form der Form! + g iiquivalent ist. 

(D. 3.) Es bleibt schliel3lich noch fJ. 3 zu behandeln. Dabei geht ein 
schwarzes Gebiet in ein weiBes oder umgekehrt tiber (Fig. 23). Es sei 
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zunachst keines der an das Dreieck grenzenden Gebiete das Gebiet roo 
Das Dreiecksinnere sei weiB, die angrenzenden schwarzen Gebiete 

Fig. 23. 

und ferner 

numerieren wir mit r m - 2 , Fm - 1 , r m , und die 
Knotenmatrix nennen wir wieder (/lii). Bei der 
Deformation entstehe das Gebiet Fm+l, und die 
neue Matrix sei (aik). Dann ist 

(i=1,2, ... ,m-3; k=1,2, ... ,m) 

(k = 1, 2, ... , m - 3) 

a:n+1 m-2 = a:n+1 m~l = =f 1 , 

a:n+1m = ±1, 

a:n-2k = am-u + a:n+1k> I 
a:n-u = am-a + a:n+1k> , , 

amk = amk - ~+lk' 

Die (aik) zugeordnete quadratische Form I' = I' (xi, X~, ... , x:n+1) 
geht demnach durch die unimodulare Substitution 

in die Form 
f(xl , X 2 , ••• , xm) ± ~m+1 

iiber, wo f die der Matrix (/lit) zugeordnete Form ist. 
Fiir den Fall, daB eines der Gebiete Ft , die das Dreieck begrenzen, 

Fo ist, geniigt die Bemerkung, daB bei Deformation nur die (m - 1)-te 
und die m-te Zeile gdindert werden. Die zugeordnete Form ist gleichfalls 
der Form f ± ~+1 aquivalent. 

§ 8. MINKOWSKIS Einheiten. 
Zusammenfassend erhalten wir also: 
1st f(xl , x2 , • •• , xm) die mittels der Matrix (au) dem Knoten zu­

geordnete quadratische Form, so lassen sich die durch Knotendeformation 
bewirkten Abiinderungen von 

t (Xl' X2, ••• , Xm) 

aus de~ folgenden drei Typen und deren Inversen zusammensetzen: 
E. 1. Die Variablen der Form werden unimodular transformiert 

x, = ~ £XiiXk (£Xik ganzzahlig mit der Determinante ±1). 

E.2. Die Form f(xl , x2 , ••• , xm) wird durch 

/'(xv x2, ... , Xm+l) = f(xl , x2, ... , xm) ±x:"+1 
ersetzt. 
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£. ,. Die Form l(x1, X2' ... , xm) wird durch 

/'(x1 , x2 , ••• , xm+b xm+2) = l(x1 , x2 , ••• , xm) + a~+1 -2xm+1 xm+2 
ersetzt. Hierin ist a eine beliebige naturliche Zahl. 

Wei! die Determinante der Matrix (au) ungleich Null ist, zerfiillt 
die Form ~aux.xl: nieht. 

Es sei hervorgehoben, daB sich die Invarianzeigensehaft der quadrati­
sehen Form nicht aus ihrer Beziehung zu der Gruppe des Knotens ab­
leiten HiBt, weil die quadratische Form naeh 2,9 fUr gewisse spiegel­
bildliche Knoten versehieden ist, wiihrend die Gruppen der Spiegelbilder 
nach 3, 5 einstufig isomorph sind. Sie ist die einzige bekannte bereehen­
hare Knoteneigensehaft, die nieht aus der Gruppe des Knotens herriihrt. 

Aus der quadratischen Form lassen sich mittels der Einheiten 
quadratiseher Formen (24) von MINKOWSKI in folgender Weise Knoten­
invarianteQ. konstruieren. Wir definieren zunachst die Einheiten qua­
dratiseher F ormen in der folgenden Weise: Ist peine ungerade Primzahl 
und ~ aii X.XI: eine quadratisehe Form mit ganzzahligen Koeffizienten, 
in deren Determinante p nicht aufgeht, so sei die Einheit Cp der Form 
gleieh +1. Ist peine ungerade Primzahl und 1 (Xl , X2, ••• , X/II)= 2: aiJ:XiXI: 

eine quadratische Form, in welcher aIle Koeffi7.ienten mit i -=f k dureh 
p2 teilbar scicn, ist also 

(1) {/(X'. X2 • ... , x1ll) == a, xi + a2xi + ... + am _q x;lI_q 

+ p(a."._q+lX;',_q+l + ... + amx;,,) (modp2), 

und sind aIle ai hierin dureh p nicht teilbar, so sei 

(2) 
C = «_1):] a ... _H1 ... a .. ) 

p p . 
Hierin bedeute (;) 
das LEGENDREsehe Symbol und [aJ die groGte ganze Zahl. welche kleiner 
oder gleich a ist. 1st sehlie13Iich I' (Xl' X2, •••• Xm) eine beliebige Form. 
so transformiere man I' dureh EinfUhrung neuer Variablen mittels 
Substitutionen aus rationalen Koeffizienten in die Normalgestalt (1) 
und setze Cp gleich der Einheit (2) von (1). MINKOWSKI zeigt. daG sich 
erstens jede Form in eine Normalgestalt iiberfiihren liiGt und daG 
7.weitens die Definition widerspruehsfrei ist. Daraus ergibt sieh dann 
zugleieh, daG zwei quadratisehe Formen mit gan7.7.ahligcn Koeffizienten. 
die dureh Variablentransformation mit rationalem Koeffizienten in­
einander iibergehen. dieselben Einheiten Cp besitzen. Die Bereehnung 
der Einheiten ist auf Grund der hier gegcbenen Definition nieht sehwierig. 

Wir benotigen sehlie13Iieh noeh folgende Eigensehaft der Cpo Die 
quadratisehe Form h 

h = h(x1 , X2 , ••• , Xb Xk+', ••. , x,.J 
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mage sich in eine Summe von zwei quadratischen Formen mit ver­
schiedenen Variablen 

h = hI (XI' Xi' 000' Xi) + hI (Xi+l , 000' xmJ 
zerlegen lassen. Es bedeute pd, die hOchste in der Determinante der 
Form hI und ptla die hOchste in der Determinante der Form hi auf­
gehende Poteni einer ungeraden Primzahl p. C1p und C2P seien die zu 
den Formen hI bzw. h. gehOrigen Einheiten, dann findet man nach 
MINKOWSKI(24) die zu h gehOrige Einheit Cp 

1l· -I pd._ t 

Cp = (-1)-2-' -2-. C1p C2p 0 

Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnitts folgt, daB diejenigen 
Eigenschaften von quadratischen Formen, die den obigen .Formen /", 
I' und I gleiehzeitig zukommen und bei unimodularen Substitutionen 
der Variablen erhalten bleiben, invariant mit dem Knoten verknupft 
sind. Hieraus folgt sofort, daB die Einheiten der Formen I' und I" 
gleieh den Einheiten der Form I sind, da die Zusatzformen ±x:.+1 
und ax!a+1 - 2xm+1 Xm+2 die Determinante ±1 besitzen, fur sie also 
stets Cp = 1 und d = 0 ist. Wir erhalten also: 

In der zu einer Knotenmatrix (aUt) gekOrigen quadratischen Form sind 
die MINKOWsKIschen Einheiten Cp lur ungerade Primzaklen p Knoten­
invarianten. 

MINKOWSKI definiert auch Einheiten bezuglich der Primzahl 2. Die­
selben sind jedoch nieht invariant, da sie von der bei Knotendefor­
mationen sich iindernden Variablenzahl abhiingen. 

§ 9. MINKOWSKIS Einheiten fUr spezielle Knoten. 
Die gewonnenen Knoteninvarianten wollen wir fur einige Knoten 

auswerten. 
Es seien in der orientierten Ebene die Projektionen der beiden 

spiegelbildlichen Kleeblattschlingen vorgelegt (Fig. 2). Die zugehOrigen 
Formen sind 

1= 3XlI und I' = -3x2, 

die beide fur p ~ 3 Normalformen sind. Es ist 

C3 = C) = 1 und C~ = (-;1) = -1-

Das ist ein einfacher Beweis fur die topologische Verschiedenheit der 
beiden Kleeblattschlingen. Allgemein gilt: 

Ein Knoten ist zu seinem Spiegelbild nicht isotop, wenn in der Deter­
minante der Knotenmatrix eine Primzahl von der Form 41 + 3 in ungerader 
hDchster Potenz au/geht. 
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1st die quadratisehe Form heine zur Knotenmatrix gehorige 
Normalform einer solchen Primzahl, so ist -h eine zum Spiegelbild 
gehOrige Normalform. Die Zahl q in 2, 8 (1) ist fur eine in ungerader 
Maximalpotenz in der Determinante aufgehende Primzahl ungerade, 
und es ist daher die zum Spiegelbild gehOrige Einheit C~ 

C~ = (-pl)Cp, 
d. h. C~=-Cp, 

wenn p von der Form 4l + 3 ist. 
Die gefundene notwendige Eigensehaft amphicheiraler Knoten, daB 

keine Primzahl von der Form 41 + 3 in ungerader Maximalpotenz in 
der Determinante des Knotens aufgehen darf, ist nieht hinreichend; 
denn naeh 3, 12 sind aIle Torusknoten nieht amphicheiral. 

1m folgenden sind die Cp fUr die Knoten der am SehluB angefUgten 
Tabelle zusammengestellt. Cp = ±1 bedeutet, daB ein Knoten nnd 
sein Spiegelbild entgegengesetzt gleiehe Cp !iefem. Die Knoten 74 nnd 
9a mit denselben Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe lassen sieh 
mittels der Cp als nieht isotop erkennen. 

Typ Cp Typ Cp Typ 0 1, 

31_ 
C. = ±1 810" C. =±I;Cll=±I. 922 • ! C43 =±1 4

1
_ 

C5 = -I 8, •• C. =-I;C7 = ±I 923 • IC. =+I;Cs = +1 
510 Co = +1 817_ C37 =-1 92&. Ca =+I;C6 = --I 
52. C7 = ±1 818_ Cs =-I;C. = +1 9254 C47 =±1 6
1

_ 
C3 = +1 8, ... C. =±1 926 • C47 =±1 6

2
_ 

Cll = ±1 820" C3 =+1 927 • C7 =+1 6a_ 
C,. =-1 821n C. =±I;C. =+1 

9
28

_ 
C. =±I;CI7 =-1 

71• C7 =±1 91_ C. =+1 92._ c. =±I;C17 =-1 
72 • Cll = ±1 92• C. =±I;C6 = +1 9.0 • Cs.=-I 
7 •• C13 = +1 934 C19 =±1 9'10 Cs =+I;Cll = ±1 
740 C. = ±1; Cs=-1 94• C3 =±1 ;C; = 1=1 9'20 Cs9 =±1 
750 C17 =-1 

9s _ 
C23 =±I 933 • COl =+1 

78 • Cu = ±1 96 • C. =±I 9340 C3 =±I;C2a = ±I 
770 C3 = ±I; C7 = ±I 970 C29 =+1 9a6• C3 =±I 
8,. C13 = -I 98~ Cn =±I 938 • Ca7 =+1 
810 C17 = -I 99• CS1 =±I 937 • C3 =+I;C. =-1 
8._ C17 = +1 

910_ 
Ca =±I;Cll= +1 

938 _ 
C3 =±I;CI9 = ±1 

8u C19 = ±1 911_ Ca =±I;Cll= ±1 939• C. =-I;Cll= ±I 
8 •• C. = ±1; C7= 1=1 9120 Cs =+I;C7 = ±1 940 • C3 =±I;Cs = --1 
8 •• C2S = ±1 

9
n

_ 
C37 =+1 

9
41

_ 
C7 =+1 

8,. Cu =±1 9140 Ca7 =-1 94~" C7 =±1 
Ss. C5 =+1 9150 C. =±I;CI3 =+1 94300 C13=+1 8a_ 

C. = +1 9180 C3 =±I;C,a=-1 94400 C17 =+1 
8'0. C. = ±1 

9
17

_ 
C3 =±I;CI3 = +1 945 .. C23 =±1 

8,,_ C3 = ±1 918 • Cu =-1 94", C3 =+1 8
12

_ 

C29 = -1 
9

18
_ 

Cn =+1 947 .. C3 ~±1 
813.\ C29 = -1 920• C41 =-1 948 .. C. =±1 
8,~. Cal = ±1 

9
21

_ 
C43 =±1 949 " C. =-1 
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§ 10. Eine Determinantenabschitzung. 
Die Matrix (an) laBt sich zu einer ziemlich weitgehenden Klassifika­

tion der Knoten verwenden. Wir benotigen zu ihrer Durchfuhrung 
einige Determinantenabschiitzungen, die wir zunachst angeben (10; 20; 
25; 31). Wir betrachten quadratische Matrizen (ali), die den Be­
dingungen 

( 1) (i = 1, 2, .. " m) 

genugen. 
Hauptminoren der Determinante A = IItli~11 sollen diejenigen 

Unterdeterminanten von A heiBen, die aus A durch Streichen von 
1 Zeilen und Spalten gleicher Nummer entstehen (l < m). Sie genugen 
offenbar auch der Forderung (1). Die Determinante A soIl irreduzibel 
heiBen, wenn sie nicht in ein Produkt von Hauptminoren zerfallt. 

Sei jetzt A irreduzibel und genuge den Bedingungen (1), dann gilt: 
Die Determinante A = !Iaitll ist dann und nur dann Null, wenn 

es Einheiten E~ = ±1 (k - 1. 2, ...• m) 

gibt. so daB die ail~ den Bedingungcn 

(2) (i = 1, 2, . ", m) 

genugen. Die Hauptminoren von A mit weniger als m Zeilcn sind stcts 
positiv, und ist A =1= 0, so ist auch A > 0. 

Infolgedessen gilt die folgende Abschiitzung von A: 
Es sei 

(3) 

und At die Determinante der zu au komplementiiren Matrix, dann ergibt 
sich fur A, wenn man nach der ersten Zeile entwickeIt, 

A = StAt + A, 
m 

wobei A aus A entsteht, indem man all durch 2'laul ersetzt. A genugt 
1:=1 

der Bedingung (1) und ist mit A irreduzibel. Es ist also A;C; 0, und zwar 
ist A > 0, wenn (2) fur A nicht gilt. Demnach ist 

(4) 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn fUr A 
die Bedingung (2) erfullt ist. 

Die Abschiitzung (4) laBt sich auf rcduziblc Determinanten uber­
tragen. Sei niimlich 

und 
A = A(I)A(2) ••• A(r) 

A (I) (i = 1, 2, "', 1") 
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irreduzibel - sie rnogen die irreduziblen Bestandteile von A heiBen -, 
dann folgt aus der Abschatzung (4) auf A(l) angewandt 

(5) A > Sl Al (AI kornplernentar zu all)' 

wobei das GroBenzeichen gilt, wenn in der Abschatzung fur A{l) 

das GroBenzeichen gilt und wenn fur kein A (,) die Bedingung (2) 
erfullbar ist. 

Diese Deterrninantenabschatzung wenden wir nun auf Determinanten 
aus ganzen. Zahlen an. 

Sei A eine Deterrninante aus ganzen Zahlen, die der B~dingung (1) 
geniigt, und sei 

(6) 

und fur jeden Hauptminor die gleiche Bedingung erfiillt, d. h. es 
solI fiir die aus den Elementen einer Zeile nach der Vorschrift (3) 
gebildeten si 
(7) 

sein, dann ist (10) 

(8) 

Zurn Beweise ordnet man die Zeilen und Spalten so urn, daB Sl =1= 0 
und daB femer fur denjenigen Hauptminor A k , der aus A durch 
Streich en der k ersten Zeilen und Spalten entsteht, das nach Vorschrift 
(3) gebildete Su =1= 0 ist. 1st dann Ak eine reduzible Determinante mit 
Su = 1, so gibt es in dem groBten irreduziblen Hauptminor, der die zu 
Su gehorige Zeile als erste enthalt, ein s'i: =1= 0 mit i =1= 1. Daher ist 
nach (5) A> AI> Al +1 fur SI = 1 
und A ~slAl 

und daher, falls AI> 1 ist, 
A >SI + AI' 

Al >Sl1 + All = S2 + la21 l+ A 2 , 

Analog 

falls A 2 > 1, also A I I A f 2 SI + S2 + au + I us . 

Da wegen (7) A 1l1 _ 1 > 1 ist, gilt die Abschatzung (8). 

§ 11. Klassifizierung der alternierenden Knoten. 
Diese gewonnene Abschatzung konnen wir direkt auf die Deter­

minante eines Knotens anwenden. In der Determinante Ilaull = A 
fur altemierende Knoten ist SI = d11 , und Sl k ist die Anzahl der Dber­
kreuzungen, die rk mit den Gebieten r. (i = 1,2, ... , k - 1) gemein­
sam hat. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 3 
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Liegt nun auf einem geschlossenen Weg ttl, der iiber Doppelpunkte 
ganz dureh weiBe Gebiete fiihrt, mit einer Oberkreuzung noeh minde­
stem; cine zweite, so ist fiir die diJ: die Bedingung 2, 10 (6) und (7) er­
fillIt, und es ist dann 

(1) 

d. h. unter den angegebenen Voraussetzungen 1st dle netermlnante des 
Knotens groBer oder gleich der Anzahl der Oberkreuzungen der Knoten­
projektion. 

Liegt dagegen bci einer alternierenden Projektion auf einem Weg ttl 
nur ein Doppelpunkt, so kann man ihn dureh die in 1, 4 angegebene 
Abanderung Q. 4. herausdriIlen. Die Projektion bleibt dabei, wie wir 
sahen~ alternierend. Demnaeh kann man aus einer alternierenden 
Knotenprojektion durch Q. 4. so viel Doppelpunkte herausschaffen, 
daB die Bedingung der Abschatzung (1) erfiillt ist, oder daB man zum 
Kreis gelangt. Wir erhalten also den Satz von BANKWITZ: 

Die Minimalanzakl der ()berkreuzungen der regularen Projektionen 
eines alternierenden Knotens ist hOchstens gleich dem Betrag der Deter­
minante des Knotens (10). 

Damit ist gezeigt, daB ein alternierender Knoten unter den Knoten 
dieser Klasse allein dureh A bis auf endlich viele Typen eharakterisiert ist. 

Da fiir den Kreis der Betrag der Determinante 1 ist, so gilt ins­
besondere fUr ihn: 

SoU eine vorgegebene alternierende Projektion die Projektion eines 
Kreises sein, so lassen sick samtliche ()berkreuzungen mit Hille von Q. 4. 
herausdrillen. 

Wir wollen noeh zeigen, daB es Knoten gibt, die niemals alternierend 
gelegt werden konnen. Wir betrachten einen Brezelknoten, auf dessen 
erst em Zweierzopfteil drei Doppelpunkte mit positiver Inzidenzzahl; 
auf dessen zweitem Zweierzopfteil zwei Doppelpunkte mit negativer 
und auf dessen drittem Zweierzopfteil sieben Doppelpunkte mit positiver 
Inzidenzzahl liegen mogen. Fiir ihn ist 2, 4 A = + 1 . 

Konnte man den Knoten alternierend legen, so miiBten sich in end­
lieh vielen Sehritten samtliehe Oberkreuzungen herausdrillen lassen, und 
der Knoten ware zum Kreis istop. DaB das nieht der Fall ist, lehrt eine 
andere in 2, 14 angegebene Invariante; das L-Polynom dieses Knotens ist 

LW=1-X+~-~+~-~+~-~+~. 

§ 12. Fastalternierende Knoten. 
Wir nennen eine Projektion fast alternierend, wenn sie den folgenden 

beiden Bedingungen geniigt: 
1. Zwei Doppelpunkte, die gleichzeitig mit den beiden schwarz en 

Gebieten r i und rJ: inzidieren, besitzen gleiche Inzidenzzahlen. 



41J 12. Fast alternieremle Knotcn. 35 

2. Fur die Elemente der Determinante des Knotens gilt die Be­
dingung 2. 10 (i). 

Urn den Namenzu rechtfertigen. untersuehen wir die geometrische 
Bedeutung der zweiten Bedingung unter Voraussetzung der erst en 
Bedingung. Unter Benutzung der in 2. 4 cingefUhrten dit besagt 2. 10 (1) 

l id":i ~2:ldii:l· 
.1;=1 .I;+i 

(1) (i=1.2 ....• m) 

Diese Ungleiehung ist fUr ein Gebiet. das mit ro keinen Doppelpunkt 
gemeinsam hat. dann und nur dann erfullt. wenn um dieses Gebiet alle 
Doppelpunkte gleiche Inzidenzzahlen besitzen oder. wie wir aueh sagen 
wollen. wenn die Knotenprojektion um dieses Gebiet herum altcrnierend 
liegt. Fur ein Gebiet. das mit ro Doppelpunkte gemeinsam hat. ein 
"Nachbargebiet" von To ist. ist (1) sieher erfUllt. wenn die Projektion 
um das Gebiet alternierend liegt. Ulid sonst nur dann. wenn die Zahl 
der Doppelpunkte dieses Gebietes. die eine andere Inzidenzzahl wie die 
mit ro inzidierenden Punkte dieses Gebietes haben. hOchstens halb so 
groB ist wie die Anzahl der Doppelpunkte. die aueh mit ro inzidieren. 

(2) 

Fur fast aIternierende Knoten gilt das folgende Reduktionskriterium: 
1st fUr die Elemente einer Zeile der Knotendeterminante 

!i dil:!=1, 
.1;=1 

so laBt sich der Knoten so deformieren, daB das dieser Zeile ent­
sprechende Gebiet versehwindet und daB er fast aIternierend bleibt. 

1st namlieh (2) fUr i = io erfuIlt, so ist wegen (1) hOchstens ein 
diet (k =1= if) von Null verschieden und alsdann gleich ±1. Es gibt 
daher nur drei Mogliehkeiten fUr die di".I;: 

1. Es ist 2: di".I; = ± 1 und alle d"l: (k =/= io) sind Nun; dann ist 
die .. = ±1 und ri" hat nur mit ro einen Doppelpunkt gemeinsam, 
den man durch {J'. 1. herausdrillen kann. Die abgeanderte Projektion 
ist wieder fastalternierend. 

2. Es ist ~diol:=±1 und ein die l:o=±1{ko=/=io). Dann ist 
dieie = 0, und ri" hat also nur mit rko einen Doppelpunkt D gemein­
sam. D kann durch Anwendung von !J'.1. herausgedrillt werden. Die 
neue Projektion ist wieder fastalternierend. 1st r ko kein Nachbargebiet 
von ro, so bleibt namlich (1) erfUllt, wei! die ursprungliche und daher 
auch die neue Knotenprojektion urn rko alternierend liegen., 1st T k, 

Naehbargebiet von ro, so kann D gleiche oder verschiedene Inzidenz­
zahl wie die mit I~o und ro inzidierenden Doppelpunkte haben. 
Bei gleicher Inzidenzzahl bleibt die Ungleichung (1) erhalten, wei! 
sowohl die To und rko gemeinsamen Doppelpunkte sowie die Doppel­
punkte von r.l;" welche die entgegengesetzte Inzidenzzahl wie die 
ro und rk• gemeinsamen haben, erhalten bleiben. Bei ungleicher 

3· 
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Inzidenzzahl gilt die Ungleichung (1) nach Herausdrillung von D 
natiirlich erst recht. 

3. Es ist l;diok = ± 1 und ein di"ko = =F 1 (ko =fo: io)' Dann ist 
di,i. = ± 2 und rio Nachbargebiet von ro, und zwar gibt es zwischen 
rio und Fo genau zwei Doppelpunkte gleicher Inzidenzzahl; ferner be­
sitzt Fio noeh einen Doppelpunkt D mit Fko ' der die entgegengesetzte 
Inzidenzzahl hat. 

Den Doppelpunkt D kann man wegschaffen, indem man die zu ibm 
gehorige Sehleife (Fig. 24) urn 180 0 dreht, so daB die mit Fo inzidierenden 
Doppelpunkte ihre Inzidenzzahl wechseln. Daraus folgt, daB der Knoten "A. fastalternierend bleibt, wenn Flto kein Naehbargebiet von 
)<>( Fo ist. Das gilt aber auch, wenn Fko Nachbargebiet von ",V) Fo ist und die mit Fko und Fo inzidierenden Doppelpunkte 
/'\ dieselben Inzidenzzahlen wie D und somit auch wie die 

neu hinzukommenden Doppelpunkte von Fit und Fo be-
Fig. 24. sitzen. Besitzen sie entgegengesetzte Inzidenz~ahlen wie D, 

so entsteht ein Gebiet rk" das mit Fo vier Doppelpunkte mit paarweise 
entgegengesetzten Inzidenzzahlen gemeinsam hat. Durch zweimalige 
Anwendung von !J.5. kann man aber diese vier Doppelpunkte be­
seitigen. Die Knotenprojektion wird dann wieder fastalternierend, da 
das neue Gebiet r k. zwei Doppelpunkte mit Fo und einen Doppelpunkt 
entgegengesetzter Inzidenzzahl mit einem von Fo verschiedenen Gebiet 
weniger hat als das alte Gebiet Fko ' 

Demnach kann man aus einer fastalternierenden Knotenprojektion 
entweder samtliche Doppelpunkte herausschaffen, oder man kommt zu 
einer Projektion mit 

I.i: dil;l > 1 • 
1t=1 

(i = 1,2, .•. , m) 

§ 13. Fastalternierende Kreisprojektionen. 
Aus fastalternierenden Kreisprojektionen lassen sich mittels der 

drei im vorigen Abschnitt angegebenen Reduktionsprozesse samtliche 
Doppelpunkte entfernen 1. 

Das ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB die Determinante ungleich 
±1 ist, sobald 2, 12 (3) erfiillt ist. Wir zeigen dieses £iir einen ihrer 
irreduziblen Bestandteile, A (1); wir behaupten, daB in einer der Un­
gleichungen 2, 12 (1) fUr eine Zeile von A(I) bestimmt das GroBerzeichen 
gilt. Ware namlich iiberall das Gleichheitszeichen erfiillt, so addiere 
man samtliche zu A(l) gehorigen Spalten der Matrix zur ersten; dann 
erhaIt man eine Determinante, deren erste Spalte sieher durch 2 teilbar 
ist, da wegen des Gleiehheitszeichens dann als Elemente dieser Spalte 
Null oder 2.l;dil" auftritt. Die Determinante des Knotens ware also 

1 GOERlTZ, L.: Nicht veroffentlicht. 
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gerade, entgegen dem Resultat zu Beginn von 2, 4. Sei also fUr die 
erste ZeHe von A(I) das GroBerzeichen erfiillt, dann ist nach 2, 10 
(4) !A(1)! > ! AP) I, wo die Determinante Ail) durch Streichung der ersten 
Zeile und Kolonne von A (1) entstehe. In A 11) gilt gewiB fur eine Zeile 
das GroBerzeichen in der Abschiitzung 2, 12 (1), wei! A(1) irreduzibel ist. 
So fortschlieBend konnen wir die Abschatzung 2, 10 (5) sukzessive an­
wenden und erhalten schlieBlich, daB I A(l)! groBer oder gleich dem 
Betrag eines der Elemente der Hauptdiagonale ist, also groBer oder 

gleich cinem I m I 
~dCi >1. 
k=l 

Die Klassifikation fastalternierender Knoten kann man durch die 
angegebenen Abschiitzungen fordern. Setzt man niimlich von den fast­
alternierenden Knotenprojektionen voraus, daB jedes Nachbargebiet 
von ro mit von ro verschiedenen Gebieten mindestens zwei Ober­
kreuzungen gemeinsam hat und daB es keinen Weg innerhalb der 
weiBen Gebiete gibt, der nur einen Doppelpunkt trifft, so gilt: 

Die Minimalanzahl der Oberkreuzungen solcher Knoten ist kleiner 
als das Funffache der Knotendeterminante. 

§ 14. Das L-Polynom des Knotens. 
Zum SchluB d!eser elementaren Betrachtungen werden wir jedem 

Knoten noch eine Matrix (l,·t(x» zuordnen, deren Elemente Polynome 
sind, und zeigen, daB die geeignet erkliirten Elementarteiler dieser 
Matrix Invarianten des Knotens sind (3; 29). 

Die n Doppelpunkte der Knotenprojektion seien wieder mit D, 
und die Bogen von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle mit s, 
bezeichnet. In D, werde der Streckenzug S,S'+1 von Sl(.)iiberkreuzt, e, = ±1 sei die zu D, gehOrige in 2,2(1) erkHirte Charakteristik. 

Wir bilden nun eine Matrix von n bzw. zu D, gehorigen Zeilen und 
n bzw. zu s, gehOrigen Spalten, indem wir in die zu D, gehOrige Zeile 

fiir e, = +1 und 4(~) =1= i, i + 1 
x in die zu Si, -1 in die zu S'+I' 1 - x in die zusJ.(i)gehOrige Spalte; 

fur E, == +1 und 4(S) = i 

i in die zu s" -1 in die zu S'+h 
fur Ei = +1 und 4(J) = i + 1 

x in die zu St, -x in die zu S'+1 gehOrige Spalte schreiben und 
fur E. = -1 und 4(J) =1= i; i + 1 

1 in die zu So, -x in die zu S'+1, x·- 1 in die zu sJ.(i), 
fur E, = -1 und l(i) = i 

x in die zu So, -x in die zu S'+1; 
fur E, = -1 und l(i) = i + 1 
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1 in die zu Si, -1 in die zu Si+l gehOrige Spalte schreiben und an die 
iibrigen Stellen Null setzen. 

Wir betrachten nun die Elemente dieser Matrix als "L-Pol,'nome" 
mit ganzzahligen Koeffizienten. Die Gesamtheit dieser Polynome 

n+m 
I (x) = 2: a,x' 

i=n 

(n, m, ~ ganz rational und m > 0; man beachte, daB n auch negativ 
sein darf) bilden einen Integritatsbereich, dessen ."Einheiten" die Poly­
nome ± JI' sind. Dabei heiSt ein Element I (x) eine Einheit, wenn das 
inverse Element U(x)) -1 ebenfaUs zum Integritatsbereich gehOrt. 

Es Hi.Bt sich alsdann zeigen, daB die im Sinne dieses Integritats­
bereiches gebildeten, von ± x" verschiedenen Elementarteiler der 
Matrix (lik(x)) Knoteninvarianten sind. Zum Beweis uritersuchen wir 
wieder, wie sich die Matrix bei den drei Operationen D. 1, 2, 3 andert. 
Wir wollen dabei dieselben Abanderungen wie in 2, 5 betrachten und 
behalten die dart gegebenen Bezeichnungen bei. 

(D. 1.) Die neue DfHl entsprechende Zeile enthalt in der SA bzw. 
Sn+l entsprechenden Spalte die Elemente x bzw. -x, wahrend die 
iibrigen Elemente gleich Null sind. Addiert man also die zu sn+l gehOrige 
Spalte zu der zu Sn gehorigen Spalte, so bleibt in der zu Dn+l gehOrigen 
Zeile nur -x stehen, und durch sukzessive Addition des xl-fachen 
(1 = 0, +1, -1) dieser Zeile kann man aUe anderen Elemente der zu 
sn+! gehorigen Spalte zu Null machen. 

(D. 2.) Die neuen Zeilen haben die Gestalt: 

SI' ••• , S'_I, 5, S'+I"'" S._I s. 5.+1 S.+B 

D.+ I O. ... , O. X-I, O. ... ,0, 1. -x • 0 
D.+. 0, ... , 0, t-x. O. ... ,0, 0, x, -1 

In der zu sn+l gehorigen Spalte stehen sonst nur Nullet1, und die ur­
spriingliche zu Sn gehOrige Spalte entsteht durch Addition der neuen zu 
Sn und Sn+2 gehorigen Spalten. 

Urn zu sehen, daB die Elementarteiler sich hOchstens in der be­
haupteten Weise andern, addiere man zuerst die zu Dn+! gehorige Zeile 
zu der zu Dn+2 gehOrigen Zeile; mit Hilfe der zu sn+l gehorigen Spalte 
mache man die noch zu Dn+! gehorigen Elemente zu Null. Addiert 
man dann die zu sn+2 gehorige Spalte zu der zu Sn gehorigen Spalte und 
schafft mit Hilfe der zu D,t+1 gehOrigen Zeile samtliche Elemente der 
zu SII+2 gehorigen Spalte fort, so erhii.lt man eine Matrix, die aus der 
urspriinglichen durch Hinzufiigung der folgenden zwei Zeilen und 
Spalten entsteht: 0, ... , 0, -x, 0 

0, ... , 0, 0, -1, 

wobei auch in den zu SII+! und SII+I gehorigen Spalten im iibrigen nur 
noch Nullen steben. Daraus foIgt das Behauptete. 
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(.0.3.) Die Teilmatrix, welche den am abgeanderten Dreieck be­
teiligten Punkten und Bogen entspricht, babe die Gestalt 

SJ 5, $1+1 S._I 5._ 1 5. 

D, i-X, x, -1, 0, 0, 0 
(t) D._I x-i. 0, 0, 1. -X. 0 

D._ 1 0, X-1, O. 0, 1, -X 

$J' S" S,+1' sa_I, . Sa_to s. 

D, i-x, X, -1. 0, 0, 0 
(2) D._I 0, 0, ~-1, t, -x, 0 

D._ 1 x-1, 0, 0, O. 1, -:;r 

Die iibrigen Elemente der zugeMricen Zeilen und der zu $,,-1 gehorigen 
Spalte sind gleich Null. Um von (i) zu (2) zu kommen, addiert manbei 
(1) die zu D, gebOrige Zeile zu der zu D,,_. geMrigen Zelle und sub­
trahiert sie von der iu D.-1 gehOrigen -Zeile. ·Dann addiert man die 
zu S,,-l geMrige Spalte zu der zu $, ,ehOrigen Spalte und subtrahiert sie 
von der zu s'+lgehOrigen Spalte. 

Wir konnen dies Resultat noch in folgender Weise verschmen: 
Die dUTch die OPerationen D, D' b_i,kten. Abiinderung_ der McUTix 
(luJ%)) lassen sich aus den lolgenden element.Ten MatTi:enumlo,mungen 
zusammensetzen: 

E. ,. 1. Die Zeile1t., (Kolonnen) fIIerrlm untereinander fJertauscht. 
E. E. 2. Die samtlichen Elemente ei,." Zeile (Kolonne) werden mit 

±x multiplizierl. 
E. E. 3. Die %Weite Zeile (KolanfU) fIJi," zu der mien "ddiMt. 
E. E. 4. Eine Zeile, deren s(J",a~1u ElImetfk gleith Null sind, fIIi,a 

hinzugefugt ader gestTicMn. 
E. ~. 5. Es wi,d gWMeitig eine Zlile ultd eine KoIoftne,hinzugefilf~ 

odeT gestTichen; das Element, das 'OfIIolU lies" Zeile fIIie dieser Kola,..." 
angeMrl, ist gleich Eins. alle ilbTigen Elemente dei- Zeile und Kolonne 
sind gleich Null. 

Matrizen, die durcb Umformungen E.~. auseinander bervprgehen. 
mogen L-aquivalent heiSen. L-aquivalente ~a:trizen baben natiirlicb 
dieselben von ±x" verschiedenen Elementarteiler; das Umgekehrte gilt 
jedoch nicbt. Die L-lquivalenzklasse der MatTix (l'i(x)} ist somit eine 
weitere Knoteninva,iante. 

Man erhilt aus (l,.(x)} eine Matrix ~it gleichen Elementarteilern, 
wenn man eine beliebige Spalte s~rei!=ht i denJl die Summe der Elemente 
einer Zeile ist gleich Null. Ferner kann noch eine-beliebige Zeile ge­
strichen werden, ohne daB die Elementarteiler dabei geandert werden. 
Dies wird in 8, 6 gezeigt werden. 

Diese neuen Matrizen haben von Null verschiedene Determinanten, 
weil die flir x = 1 entstehenden Determinanten gleich ±1 sind; sie 
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stimmen bis auf einen Faktor ±x" uberein. Wir konnen diese1ben also 
durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor ±,x" .auf die ein­
deutig bestim,mte Form 
(3) L(x} = 10 + llx + ... + I, x' 

mit 10 >0, g~O bringen. (3) heiBe das L-Polynom us Knotens. 
Man kann ahnliche Matrizen mit dense1ben Elementarteilern aus 

Polynomen auch, an die Berandungsrelationen von Punkten und 
Gebieten anknupfend, definier-en, wie sich aus der gruppentheoretischen 
Bedeutung unserer Matrizen sofort (3) ergibt. Wir werden in 8, 7 zeigen, 
daB die Torsionszahlen beliebiger Stufen durch die L-Aquivalenzklasse 
der Matrix (1,.I:(x) bestimmt sind. 

§ 15. L-Polynome spezieller Knoten. 

Die Elementarteiler e (x) der Matrizen (lu(x)} sind £iir·spiegelbildlicbe 
und entgegengesetzt gerichtete Knoten dieselben. Man kann dies direkt 
einsehen oder aus der gruppentheoretischen Bedeutung der Matrizen 
(lu(x)) und dem Verhalten der Groppen bei spiegelbildlichen und ent­
gegengesetzt gerichteten Knoten herleiten (vgl. 3,6 und a,5). Dem 
Obergang zum invers gerichteten Knoten entspricht eine Vertauscbung 
von x mit x- 1• Daraus ergibt sich fUr das L-I'olyn~m die folgende 
Symmetrieeigenschaft: es ist 

(i = 0,1, "', [;]) 

Hierin bedeute [a] die groBte ganze Zabl, die kleiner oder gleieh a ist. 
Analoges gilt fUr die Elementarteiler. Wegen ~li= ±1 ist g und 
1[~-1+1 Stets ungerade. 

Zur Berechnung des L-Polynoms fUr Parallelknoten und Schlauch­
knoten und der Klassifikation der gleiehsinnig verdrillten Schlauch­
knoten mit Hilfe ihres L-Polynoms vgl. man 3,13. 

1m folgenden sind die L-Polynome fiir die Knoten der am SchluB 
ange£iigten Tabelle in leieht verstandlicher Symbolik zusammen­
gestellt (3). lJas Zeiehen S - 14 + 19 bedeutet z. B. das L-Polynom 

L(x) = 5 - 14x + 19x2 - 14x· + 5x'. 
Es kommen in der Tabelle l fiinf Paare von Knoten mit demselben 

L-Polynom vor. Die zwei gesternten Paare haben nach 2, 6 je ver­
schiedene Torsionszahlen zweiter oder dritter Stufe, und ihre Matrizen 
(li .l:(x) sind nieht L-aquivalent. Bei den drei iibrigen nach 2, 9; 3, 14, 
15 nieht isotopen Paaren sind die Matrizen (In(x)) dagegen L-aquivalent 
(vgL 3,14). 

1 Die Tabelle unterscheidet sich von der von ALEXANDER (3) angegebenen 
f1lr den Knoten 9 ... 
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Typ L·Poiynom Typ L·Poiynom Typ I L-Polynom 

31 • I 1- 1 8 •• T 2- 6+ 9 87 • 1-3+ 5- 5 
4u 

I 
1- 3 811 • 2- 7+ 9 8,. 1-3+ 5- 7 

52. 2- 3 813 • 2- 7+ 11 
8

10
_ 

1-3+ 6- 7 
61G i} 2- 5* 

8
u

_ 

} 8+ 11 9 ... 1-4+ 6- 5 
9'60 9." 

2-
81h 1-4+ 8- 9 

72 • 3- 5 912 • 2- 9+ 13 811 _ 1-4+ 8-11 
8,_ 3- 7 914 • 2- 9+'5 911 • 1-5+ 7- 7 
7 .. !} 4-

915 • 2-10+'5 936 • 1-5+ 8- 9 
9 •• 7 919 • 2-10+ 17 9,,_ 1-5+ 9- 9 
8a• I 4- 9 921 • 2-'1+'7 

9
20

_ 
1-5+ 9·-11 

9r;a I 
6-11 937 • 2-11+'9 

9
12

_ 

'-5+'0-11 
933 • I 7 -13 9,. 3- 5+ 11 8'84 } 1-5+tO-13· 5,. 

I 

1-'1 + 1 949 " 3- 6+ 7 9 ... 
942 ,. 1- 2+ 1 

9
7

_ 

3- 7+ 9 9 t6 • 1-5+11-13 

820 " I 1- 2+ 3 810 • 3- 8+11 921 • 1-5+11-15 
62a I 

1- 3+ 3 9.5 _ 3-12+17 928 _ } '-5+'2-'5 63 • 1- H- 5 9". 3 - 12+ 19 929 _ 

821 " 
1- 4+ 5 939 • 3-14+21 930 • 1-5+12-17 

9Hn 1- 4+ 7 9'0_ 4- 8+ 9 
9

31
_ 

1-5+'3-17 7
6

_ 
1- 5+ 7 913 • 4- 9+11 93h 1-6+14-17 

77 • 1- 5+ 9 9'8. 4-10+13 9384 1-6+14-19 
9'5n 1- 6+ 9 923 • 4-11+15 93,_ 1-6+16-23 
9.7ft 1- 7+11 938 • 5-14+ 19 9,0. 1-7+18-23 8

12
_ 

1- 7+ 13 8,." 1-1 + 0+ 1 9 •• ]-3+ 3- 3 7
3

_ 

2- 3+ 3 714 1-· 1 + 1- 1 960 2-4+ 5- 5 
7 •• 2- 4+ 5 9,an 1-3+2- 1 99 • I 2-4+ 6- 7 
8,. 2- 5+ 5 I 8._ 1-3+ 3- 3 9160 2-5+ 8- 9 8

6
_ 

2- 6+ 7 8,. 1-3+ 4- 5 9,_ t-1+'- t+ 1 

Drittes Kapitel. 

Knoten und Gruppen. 
§ 1. Aquivalenz von Zopfen. 

Die Aufgabe, zu entscheiden, ob zwei Knotenprojektionen zu den­
selben Knoten gehoren, hat eine gewisse .Ahnlichkeit mit dem Wort­
oder Transformationsproblem in einer Gruppe mit Erzeugenden und 
definierenden Relationen. Diese .Ahnlichkeit laBt sich prazisieren bei 
einer bestimmten Art von Projektionen und einer bestimmten Ein­
schrankung der Deformationen, bei den Zopfen. 

Unter der Deformation eines offenen Zopfes verstehen wir eine Auf­
einanderfolge von endlich vielen Prozessen folgender Art: 

A. C. Sei PQ eine Strecke des Zopjes, die von P nac'h Q fiihre, seien 
PR und RQ zwei weitere Strecken, die von P nach R bZ16. von R nach Q 
fuhren mogen. Die Dreiecks/lache PQR habe auper de, St.-ecke PQ keinen 
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Punkt mit dem Zop! gemeinsam. Die Strecke PQ wird durch P R, RQ 
ersetzt, wenn das so abgeiinderte Gebilde wieder ein ollener Zop! ist. 

A'. C. sei der zu A. C. inverse ProzeB. 
Zwei Zopfe. die durch eine Deformation auseinander hervorgehen, 

mogen iiquivalent heiBen. 
Nach Normierung der Zopfprojektion kann man wieder die Raum­

deformationen A. C. und A'. C. in Deformationen der Projektion iiber­
setzen. Abgesehen von den Deformationen A. C. n. der Projektion, 
die den Zopfcharakter erhalten (Fig. 25), lassen sich gewisse Opera-

Fig. 26. 12.1;.2. Fig. 27. n. (;. 3 

tionen fJ. 2, 3 ausfiihren, die mit Q. C. 2. (Fig. 26) und D. C. 3. (Fig. 27) 
bezeichnet werden mogen; es sind das also solche Operationen D. 2,3, 
welche den Zopfcharakter der Projektion erhalten. Der Beweis, daB 
jede lopfdeformation A. C. sich aus D. C. 2, 3 und den inver sen Pro­
zessen zusammensetzen laBt, verlauft ahnlich wie der Beweis der ana­
logen Aussage beim Knoten in 1,3. 

Aus zwei Zapfen 01 und o. von q-ter Ordnungkann man durch 
Aneinanderhangen einen neuen lopf 03 = 0102 bilden: zu 01 gehOre das 
Rechteck mit den Gegenseiten g 11' gu und den Punktreihen Ail, Bo, ZU 

02 das Rechteck mit den Gegenseiten g)., gu und den Punktreihen 
Ai2' Big (i = i, 2, ... , q). Die Rechtecke mogen nun so aneinander­
gelegt werden, daB evtl. nach einer affinen Transformation des zweiten 
Bit mit Ai2 zusammenfiUlt; dann moge die Strecke gu = g 12 ausgelOscht 
werden. DaS'neue Gebilde ist wieder ein Zopf q-ter Ordnung. Bezeichnet 
man den lopf mit nur einem Doppelpunkt, bei welchem der i-te Faden 
den (i + i)-ten iiberkreuzt, mit 9; (i = 1,2, ... , q - i), und den­
jenigen, bei welchem der i-te Faden die (i + i)-ten unterkreuzt, mit 
!3il, so sieht man, daB sich jeder Zopf mit d Doppelpunkten eindeutig 
als 0 = !3i, 9:: ... 9:"'4 (Ej = ±1) darstellen laBt. 

Sind 0) und 51 aquivalent und at und 52 aquivalent, so sind auch 
3132 und b132 aquivalent. 

§ 2. Die Zopfgruppen. 
Man kann nunmehr die Gruppe .8q der Zopfe aus q Faden bilden (7). 

Als Gruppenelemente nehmen wir die Klassen [0] aquivalenter ZiJp!e. 
Das Produkt zweier Klassen [oJ nnd [3J erklaren wir durch 

[&J . [3J = [31 oJ . 
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Das Produktelement ist hierdurch eindeutig bestimmt. Die Verkntip­
fung ist assoziativ, der lopf obne Oberkreuzungen liefert das Einheits-
element, und ist 2 _ R', ,,'. 8!1. 

0- :J«, "'eX •... -(114' 

so ist [S;;;d . .. s;;"" 9;;,"] das zu [3] inverse Element. 
Da hier [3] = [sQ:,J" [s.J·' ... [SOld]"· ist, bilden die 'Elemente 

(1) S,=[Si] (i=1,2, ... ,q-1) 

ein System von Erzeugenden der Zopfgruppe .8,. 
Die definierenden Relationen der Zopfgruppe .8, findet man, indem 

man die durch Zopfdeformationen bewir.kten Abanderungen der Worte 
W (5.) = 5;':, S~ •. .. S:~ untersucht. 

Die Operation Q. C. 2. (Fig. 26) und der inverse ProzeO liefert das 
Einschieben bzw. das Weglassen eines Faktors 5:5,-' (~= ±1), also 
nur Abanderungen in der freien Gruppe der Si. 

Bei A. n. C. (Fig. 25) kann hochstens ein Schichtwechsel der Doppel­
punkte eintreten. Ein einzelner Schichtwechsel bedeutet ftir das Wort 
W (5,) eine Vertauschung zweier· benachbarter S" S'/+1 miteinander. 

"" '"'+1 
Dabei muO offenbar (Xi::f: (Xi+! ± 1 sein. Das liefert die Relationen 

(2) S,S"=S,,S,. (k::f:i-1,i+1) 
Q. C. 3. (Fig. 27) betrifft drei benachbarte Faden, etwa die Faden 

i. i + 1, i + 2; dann erhalten wir als Relationen 

5, S' S±l S·±l 5' 5' 
i i+l i = HI i i+l' (e = ±1) 

Das liefert sowohl fur e = + 1 wie e = -1 

(3) 

(2) und (3) sind also die de/inierendcn Relationen von .8, in den Er­
zeugenden (1). 

Die Frage, ob zwei offene Zopfe aquivalent sind, ist damit auf das 
sog. Wort problem der Gruppe.8, in den Erzeugenden (1) zuruckgefiihrt, 
d. h. auf die Aufgabe, zu entscheidCn, ob in einer Gruppe mit den Er­
zeugendcn (1) und den ddinierenden Relationen (2) und (3) zwei Worte 
W (5) und W' (5;) dassclbc Gruppenelement bedeuten. Die Frage, wann 
zwei geschlossene Zopfe aquivalent sind,' kann man aufdas Trans­
formationsproblem in der Zopfgruppe zuruckftihren. Man sieht namlich, 
rlaO die den offenen Zapfen tl: 3 ~j' Hnd 3 zugeordneten gesch!ossenen 
Zopfe aquivalent sind und dal.l umgekehrt zwei offene Zopfe 3 und 3 
denen derselbe geschlossene Zopf zugeordnet ist, in der Beziehung 
[3] = [31] [31 [3J - 1 stehen. 

Das Wort problem ist fUr aIle .8, gelost, das Transformationsproblem 
hingegen nicht. .82 ist eine unendliche zyklische Gruppe. .83 ist zu der 
Wegegruppe der Kleeblattschlinge einstuf igisomorph (7). In.83 kann 
man das Transformationsproblem losen (3,12). 
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Eine bemerkenswerte Untergruppe Sq von 8f bilden die Zopfe, bei 
denen stets Ai mit B, verbunden ist; durch Aufstellung der Erzeugenden 
und definierenden Relationen von Sf lassen sich zahlreiche neue Zopf­
eigenschaften erkennen. Z. B. kann man mit ihrer Hille die den Schlauch­
knoten entsprechenden Zopfe vollstandig klassifizieren (13). 

§ 3. Definition der Gruppe des Knotens. 

Wir kniipfen jetzt wieder an die in 2, 2 formulierte Aufgabe a:a, 
berechenbare Knoteninvarianten aufzustellen, und erklaren, wie man 
der Knotenprojektion eine Gruppe aus Erzeugendet\ und definierenden 
Rela tionen ·>zuordnen kann (28). 

Die regulare normierte Projektion eines Knotens mit n Doppel­
punkten D l , D2 , .•• , D. werde in n Bogen SI' S2, ••• , s" zerlegt, die 
von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle fiihren mogen. Auf 
deIll Knoten sei ein positiver Durchlaufungssinn und in der Projektions­
ebene ein positiver Drehsinn festgelegt. Den n Strecken s. ordnen wir 
formal n Erzeugende 

( 1) 

r;u und jedem Doppelpunkt D" in dem SI.(i) den Streckenzug S,Si+ 1 

iiberkreuzt, eine Relation 

(2) R,(5) = 5i+\ 5i\i)5,5.!(i>, (i = 1,2, ... , n) 

wobei wie bisher ei gleich +1 oder -1 ist, je nachdem die Richtung von 
$1 (i) durch eine positive oder negative Drehung von einem Winkel 
kleiner als zwei Rechte in die positive Richtung... Sj iiberfiihrbar 
ist. 5"+1 sei gleich 51' Die durch die Erzeugenden (1) und die defi­
nierenden Relationen (2) bestimmte Gruppe ~ heiBe die Gruppe des 
Knotens. Ebemo kann man auch einer Verkettung eine Gruppe zuordnen. 

Aus den definierenden Relationen (2) 'folgt, daB die Faktorgruppe 
der Kommutatorgruppe dieser Knotengruppe eine unendliche zyklische 
Gruppe ist. Macht man namlich die Erzeugenden vertauschbar, so 
besagen die Relationen (2) gerade 

51 = 52 = ... = Sri . 

Die Gruppe des Kreises ist, wie sich aus dem Invarianzbeweis in 
3,4 und der Berechnung fiir eine geeignete spezielle Projektion ergibt, 
selbst die freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Bildet man in der Gruppe 
einer Verkettung aus r Polygonen die Faktorgruppe der Kommutator­
gruppe, so entsteht eine ABELsche Gruppe ohne Relationen mit r Erzeu­
genden. Die Gruppe von zwei unverketteten Polygonen ist das freie 
Produkt der Gruppen dieser Polygone, insbesondere ist also die Gruppe 
von zwei unverketteten Kreisen die freie Gruppe mit zwei freien Er­
zeugenden. 
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Nicht viel schwieriger ist zu sehen, wie man die in 2, 1 erkllirte Ver­
schlingungszahl von zwei Polygonen {<1) und 1<2) aus der Gruppe· ~ der 
Verkettung dieser Polygone berechnen kann: Unter der zweiten Kom­
mutatorgruppe einer Gruppe verstehen wir die Untergruppe, welche 
durch die Kommutatoren 

K2 = SK]S-lKil 

von beliebigen Elementen S der Gruppe und den Elementen Kl wer 
Kommutatorgruppe erzeugt wird. 1st nun ft2 die zweite Kommutator­
gruppe von ~ und ij = ~/ft2 die Faktorgruppe nach ft2 in ~, sind 
ferner S(l), S(2) zwei Erzeugende von ~, die nach der oben angegebenen 
Vorschrift ein~m 'Bogen von 1<1) bzw. f(2) zugeordnet sind, so ist die 
Ordnung des Kommutators 

S(I) S(2) S(I) -1 S(2)-1 

in ij gleich der Verschlingungszahl von f(l) und f(2), 

Die Erzeugenden und Relationen gestatten natiirlich manlligf~l.(;he 
Ablinderungen. Wir fassen z. B. die Projektion eines geschlossenen 
Zopfes ins Atlge, der einem offenen Zopfe aus q Faden zugeordnet ist, 
welcher die PunkteA1, A2 , ••• , Aq bzw. mitdemPunkt Bkl , Bk" ••• , Bt • 

verbindet. Sind S.u, SA2, ••• , SAil Erzeugende. die. den q BOgen 
entsprechen. welche bzw. die Ai und Btl enthalten, so kann man 
sukzessive mittels der Relationen aIle iibrigen Erzeugenden durch die 
S Ai. ausdriicken; es bleiben alsdann genau q ~elationen der folgenden 
Gestalt ubrig 

(3) SA~LoS,u.Lil. (i == 1, 2, ... , q) 

Darin sind die Li gewJ,sse Potenzprodukte in den Erzeugffidcn, welche 
in der freien Gruppe der SAi die Identitat 

(4) 

erfullen. 'Die Relationen (3) und (4) kann man zu einer algebraischen 
Kennzeichnung von Verkettungsgruppen (Knotengrupp~ einbegriffen) 
verwenden. Da sich jede Verkettung in einen Zopf deformicren 1a13t, 
bnn jede Verkettungsgruppe in die durch (3) und (4) charakterisierte 
Gestalt ubergefiihrt werden. Umgekehrt liipt sich aber auch Z1t irgendeinem 
Relationss),slem (3), das die Bedingung (4) erjullt, ein geschlossener Zop! 
konstruieren, dem durch die zu Beginn dieses A bschnitts erklli:rte Vorschrijt 
eine Gruppe zugeordnet ist, welche zu der Gruppe mit den Erzettgenden 
S.H (i = 1,2, ... , q) und den Relationen (3) einstujig isomorph ist (7). 

Man kann eine andere Vorschrift zur Bildung einer Knotengruppe 
in folgender Weise geben: Jedem Gebiet F" (k = 1,2. f'" n + 1) der 
Projektionsebene mage eine b~timmte Erzeugende 

(5) (k = 1,2, ... , n + 1) 
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entsprechen, To sei gleich dem Einheitselement. Jedem Doppe1punkt 
D, sei folgendermaBen eine Relation ~(1) (i = 1,2, ... , n) zugeordnet. 
Sind r,.,(i) (I = 1,2,3,4) die vier mit D, inzidierenden Gebiete (mit 
EinschluB von ro) und stoBen r ,..(,1' r /At(i) sowie rp,(i)' rp. (I') je an 
den beiden unterkreuzenden BOgen durch D, aneinander, also r,.,(i)' 
r,..<i) sowie r,.. (')' r,.,(,,) an den iiberkreuzenden BOgen durch D" so sei 

(6) ~(T) = T;,I(i)T,.,(t)T;,I(I,)T,..(i) (i = 1,2, ... , n). 

Wie wir in 8,9 sehen werden, ist die durch (5) und (6) definierte 
Gruppe zu der durch (1) und (2) definierten einstufig isomorph. Man 
kann dies auch direkt durch Abanderung der Erzeugenden und defi­
nierenden Relationen nachrechnen. 

§ 4. Invarianz der Knotengruppe. 

Die in 3,3 durch die Erzeugenden (1) und Relationen (2) definierte 
Gruppe ist eine Knoteneigenschaft der regulareri normierten Projektion. 

Zum Beweise, den wir zunachst rein formal (28) fiihren, miissen wir 
untersuchen, wie sich Erzeugende und Relationen bei Anwendung der 
Operafionen D. 1,2 und 3 andern. Die Erzeugenden, die der ab­
geanderten Projektion zugeordnet werden, m5gen durch Striche be­
zeichnet werden: 

(D. 1.) Es moge sich in den Streckenzug s" eine Schleife legen. 
Dem neuen Doppelpunkt entspricht die Relation 

5'-15'£"+15' 5'-£"+1 = 1 oder S'-IS'£,,+IS' S'--"+1 = 1 "+1,, n n n+l ,,+1 ",,+1 , 

woraus beidemal S~+l = S~ folgt. Setzen wir iiberall 5~ fiir Sn+1, so 
bestehen zwischen den S, dieselben Relationen wie zwischen den Si. 

(.0.2.) Es mogen die neuen Doppelpunkte durch Vberschiebung 
von s, iiber s" entstehen. Aus den beiden Relationen fiir die neuen 
Doppelpunkte, namlich 

5~+15~'''+15~S~-'''+1 = 1, 
5'-15'·,,+IS' 5'-£"+2 = 1 ,,+2' ,,+1 I 

folgt S~+ 2 = 5~. Setzen wir nun 

S,=S, (i=1,2, ... ,n), T=5~+l' S==S~+2' 

so bestehen zwischen den S'/ dieselben Relationen wie zwischen den S" 
und auBerdem zwischen 5, und T die beiden Relationen 

T-15;1'5~S;'-' = 1, 5~-15;'-'T5;" = t. 
Die zweite ist eine Folgerelation der ersten. 

(.0.3.) Rier sind verschiedene Falle zu unterscheiden, je nach der 
Orientierung, welche die Streckenziige des Dreiecks durch Orientierung 
des Knotens bekommen. Es werde hier der in Fig. 22 dargestellte Fall 
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herausgegriffen. Die Relationen der Ausgangsprojektion beziiglich der 
Doppelpunkte des Dreiecks seien: 

R S-ISEIS 5-<1 1= 1+1 j I j , 

R .. _t = 5;;':1 S}"-I 5 .. _2 5;'·-2, 
K"-1 = 5;1 Sf-- I 5 .. _1 5,/'·-1; 

dann sind die Relationen der 5' 

R' - 5'-1 S~" 5' 5'-/ 1- 1+1 I' I i I, 

R' - 5' -1 S"~-II 5' S'-'~_' 
.. -2 - A-I 1+1 11-2 HI ' 

I , 

R~-1 = S~ -1 5,'·-1 S~-1 Sf -'.-1. 

HierinistEI=El,E~-2=E .. _ bE~_1 =£ .. -2, undferneristEt= -£,.-1 = -£,.-2· 

Eliminiere ich Sn-1 mittels Rn- 2 aus Rn- 1 und S~-1 mittels R~-2 aus 

!r,.-1 und ersetze in der zweiten so erhaltenen Relation 5;+1 mittels R; 
durch Si'~ 51 5; -.~, so sind die Relationen Rk und R~ (k =F n - 2) zwischen 
den 5. bzw. den Si (i =F n - 1) dieselben, und 5 .. _1 , S~-1 treten nur noch 
in der einen Relation R .. _2 bzw. R~-2 auf. 

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dal3 die neuen Relations­
systeme aus den urspriinglichen entstehen durch Hinzunahme und Fort­
lassen von Folgerelationen oder durch Hinzunahme oder Ausschaltung 
von Erzeugenden, die sich durch die iibrigen auf Grund der Relationen 
ausdriicken lassen. Mithin sind die durch die Relationen definierten 
Gruppen untereinander einstufig isomorph. 

Die formalen Invarianten der 5" aus (1) und der R. aus (2) gegeniiber 
den durch die il, Q' bewirkten Abiinderungen erschOpfen sich nicht 
in der durch (1) und (2) erklarten Gruppe (28). Durch die Veranderungder 
Projektionen werden z. B. nur neue Erzeugende mittels Gleicbungen 

(1) Sa = 5~5c5b' 
eingefiibrt. Jede Eigenschaft also. die bei Reduktionen und Erweitaungen 
der definierenden Relationen und bei Reduktionen und Erweiterungen der 
Erzeugenden von der Form (1) erhalten bleibt, ist eine Knoteneigenscha/t. 

Ferner sieht man: AIle Erzeugenden Si lassen sich als Transformierte 
von irgendeiner unter ihnen, z. B. 

(2) 5, = L, 51 Li 1 ; L, = 51'{'':I) 51\i':2) ... 51'(1) (i = 2.3 •... , n) 

darstellen. Man erhiilt also eine neue invariante mit dem K noien ve;~knuPite 
Gruppe. wenn man zu den Relationen Rk(5) die Forderung Sf = 1 hinzufugt. 

Aus demselben Umstande kann man folgern, dal3 es zu jedem Ele­
mente W 51 W- 1 (W beliebig) eine invariant mit ibm verkniipfte Klasse 
von E1ementen 

(1 = O. ±1, ±i, ... ; E = ± 1) 
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gibt. Hierin sei LIl+1 das durch (2) fur i = n + i bestimmte Pot-enz­
produkt. L" fur das nach (2) 

51 = L.+1 51 L;Jl 
ist. 

Die Invari,mz der ge~nnten ;WePl~l1tklassen laBt sich leicht nach­
rechnen. 

§ 5. Gruppe der inversen und des gespiegelten Knotens. 

Die Gruppe eines Knctms ist I. der des inversen Knotens 'lind zu der 
des Spiegelbildes einstu/ig isomorph (9); diese Knoten konnen also durch 
die Struktur ihrer Gruppe nicht unterschieden werden. An die Vor­
schrift 3, 3 (1) und (2) 'anlmul*nd. kehren wir den Richtungssinn der 
Projektion urn und ordnen dem Bogen, dem S, entsprach, jetzt eine 
Erzeugende oS( zu. Zwischen den S, bestehen die Relationen 

{1} S'-l '""-"S'S','! i+l ,:, 1.('> , I.(\) • 

Wir fuhren als neue Erzeugende S'/ == S,-1 ein; die Relationen (1) 
schreiben sich dann 

oder 
S: 5"'( 5" -1 S'-o, 

HI },(l) C 

5"-1""''' C"I'S"-" HI ,:, A(i)':" .t(i) • 

Der Vergleich mit den Relationen 8,3 (2) ergibt, daB die Gruppe des 
inversen Knotens mit der ursprunglichen isomorph ist. 

Eine Knotenprojektion l' des spiegelbildlichen Knotens erltalten 
wir, indem wirdie Unterkreuzungen der Projektion in "Oberkreuzungen 
verwandeln und umgekehrt. Drehen wir jetzt die Projektionsebene 
von l' urn 180 0 urn eine in ihr liegende Gerade g, dann erhalten wir 
eine Projektion I" des gespiegelten Knotens, die wir als das Spiegelbild 
der ursprunglichen Projektion an der Geraden g erkennen. 

Wir ordnen der Projektion t" die Erzeugenden 5'; (i = 1,2, ... , n) 
sozu, daB S'; und Si spiegelbildlichen Bogen entsprechen. Die Rela­
tionen zwischea den Sr lauten danD 

{2} S"-1 S",-·' 5" 'S"" HI 1(9) , .l(~' 

Nehmen wir als Erzeugende S, = S:,-I, dann erhalten wir fur die Rela­
tionen (2) 

S'-lS'" S'C"I-', HI .t(i) ,,:, .l(i) • 

Ein Vergleich mit den Relationen3, 3 (2) ergibt, daB die Gruppen 
spiegelbildlicher Knoten einstufig isomorph sind. Troudem laGt sich 
mit HiIfe der Gruppen z. B. feststellen, daB die Toruskaoten nicht 
amphicheiral sind (vgl. 3, 12). 



55J ~. Die Matrix (lu{x» und die Gruppe. 49 

§ 6. Die Matrix (l~.(~) und die Gruppe. 
Wir konnen jetzt leicht die gruppentheoretische Bedeutung der im 

zweiten KapitelerkHirtenMatrizenangeben (3; 29). Nach3,3 ist beieiner 
KDOtengruppe ~ die Faktorgruppe ~/~ der Kommutatorgruppe ~ 
eine freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Ais Repriisentanten der 
Restklassen nach it in'in konnen wir daher die Potenzen S' (I = 0, 
±1, ... ) einer Erzeugenden etwa S = SI wahlen. Wir wollen die Er­
zeugenden und definierenden Relationen von it nach dem Verfahren 
zur Bestimmung der Erzeugenden und definierenden Relationen von 
Untergruppen (27; 3J) angeben. Zunachst fiihren. wir an Stelle der Er­
zeugenden SIt der Knotengruppe neue Erzeugende E" ein durch 

S"=E,,SJ (k=2,3, ... ,n); 

die E, gehoren dano zur Kommutatorgruppe. AuBerdem setzen wir 
El = E, dem Einheitselement. Die Relationen 3, 3 (2) schreiben sich 
in den neuen Erzeugenden in der Form 

R,(E, S) = S11 EiJI (EA(i) Sl)'iE,Sl (E4(i) SI)-£'. 

Die Erzeugenden der Kommutatorgruppe findet man nach dem Ver­
fahren in der Form 

(k=2,3, ... ,n; 1=0, ±1, ... ) 
lhierin ist E"o = E,,) und die Relationen, indem man SfR;I:(EII , SI)SI/ 
durchdie E", ausdriickt. Man erhalt fur Ei = +1 

(1) 

und fiir e, =-1 

(2) R. I (E) = Ei':11-1 Eiclll-2 E il - 2 EA(i) 1-1 (i = 1,2, ... , n; 1= 0, ±1, ... ) 

Die Zuordnung SKS-l = K' liefert einen Automorphismus der 
Kommutatorgruppe; Wir machen nun Sf' kommutativ und fiihren den 
Operator x durch die Festsetzung 

SKS~l = K Z 

und symbolische Exponenten 

I(x) = a"x" + a"+lx"+l + ... + a,,+mxtll 

(ai' m, n ganz rational, m > 0) durch die Festsetzung 
K/(:l:) = (Kaa)X"' (Ka.+t)X"'+l .•. (Ka_+o.):l:ft+-

ein. Wir erhalten so aus der Kommutatorgruppe eine kommutative 
Gruppe Sl'(x) mit Operator. Es ist Ekl =!If und die Relationen (1) 
und (2) gehen iiber in 

R (E) E-~'-l r,sI-l_:t:I .,...I ii <":) HI Lol(i) ~'i 

R (E) E -sl-IE-:t:I-I+sI-l.,...1-1 
., <":) HI "ca) .c., 

Ergeboiae der Matllematik. I. Jj:" ......... 

(ei = +1), 

(ej = -1} 

4 
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Von den Relationen fiir gleiches i konnen alle bis auf eine, etwa die mit 
l = 1 ffir Ei = +1 und 1 = 2fiir Ei == '-1, fortgelassen werden, da sie 
in der Gruppe,mit Operator Folgerelationen der einen Relation mit 
l !"!!! 1 bzw. 2 sind. Die Exponentenmatrix der definierenden :Rellttionen 

~;,n Sf(x) I R •. ",(E) = Ei+llEl(i~Ef (E, = +1), 

Ri.",{E) = Ei:lEf(i)lEi (e, = -1) 

ist mit derrein formal definierten aus (lii(X» durch Streichung der ersten 
Spalte entstehenden Matrix identisch, und wir erhalten also: Die in 
2. 14 erkliirten L-Aqt4ivalenzklassen del'Matrix (lu (x» kennzeich1sen die 
ABELSche Gruppe Sf (x) mit dem Operator x. 

Da jede der Relationen Rio nach 3.9 eine Folgerelation der iibrigen 
Ri (i 4= io) ist, so kann man aueh cine der Relationen (3) fortlassen 
und in der Exponentenmatrix der Relationen (3) noeh eine beJiebige 
Zeilc st~eichen. ohne dadureli die Elementarteiler abzuiindern. Damit 
ist aueh das in 2, 14 crkliirte L-Poly'Mtn des Knotem als Knoteneigen­
schall erkannt. 

Zuglcieh sicht man, wie man noeh weitere Matrizen derselben 
L-Aquivalenzklasse aufstcUen kann: indem man namlich, von anderen 
definierenden Relationen der Knotengruppe ausgehend. definierende 
Relationen der Gruppe ~ (x) aufstellt. So erhalt man z. B. die von 
I. W. ALEXANDER angcgebenen Matrizen (vgl. 2, 14), indem man von den 
Erzeugen<kll 3. 3 (5) und den definierenden Rdationen 3, 3 (6) der 
Knotengruppe ausgcht. 

§ 7. Die Gruppe und die Matrizen (o:~). 
Aus der Zl>rlegung der Knotengruppc naeh ihrer Kommutatorgruppe 

ergibt sieh, daB die Gesamthcit der in den Restklassen Sl Slh(I = O. ±1 •. ,.) 
enthaltenen Elt'nwnte eine invariantc Untergruppe iSh bilden. 

Ein vollsHindiges Repdisentantensystem der Restklassen ~hF wird 
durch 

geliefert. Demnaeh {'rhillt man naeh dl'm in 3,6 zitierten Verfahren 
als Erzt'ugendt' von ~S/. 

SfE,Sl1"=Eik (i=2.3 ..... n; k=O.t ..... h-1) und H=S~. 

Das vollsHindige H('lationensystem erhaIt man, wenn man 

S~RiSli=t (k=O.l .... ,lt-1) 

durch die E'I. S{· ausdriickt. Das lieiert flir ei = +1 

Ei+1J,lt_J El(').k-lEi.kEi(~.k = 1 (k = 1.2 •.. . ,It - 1) 

und fUr k = 0 
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und ffir t!j = -1 

Ei+\;k-lEi(:),k-2E"i-2E.t(i),k-l = 1 (k = 2, 3, ... , h - 1) 

und fiir k = 0, 1 

Slh EfAA-l Ei(}),h-2Ei,A-sE.t(i),A-lS~ = 1. 

Ei+\,oSl ll Ei(t,h-1 Ei,1I-1S~ E.t(i),o = 1, 

Setzt man hierin H = Sf = 1 und macht die so erhaltene Gruppe 
kommutativ, so erhalt man als Exponentenmatrix die in 2, 2 angegebene 
Matrix (8), die aus (c!p) durch Streichung der Kolonnen (1,k) (k=O, 1, ... , 
h - 1) hervorgeht. 

Die Gruppe it", die man aus ~" durch Hinzunahme der Relation 
H = 1 erhalt, ist, wie ein Vergleich der Relationen mit denen der 
Kommutatorgruppe zeigt, einstufig isomorph zu der Gruppe, die aus 
der Kommutatorgruppe durch Hinzunahme der Relationen 

(1 = 0, ±1, ..• ) 
entsteht (29). 

Daraus folgt ein entsprechender Zusammenhang zwischen den Grup­
pen it(x) und ith(x), die aus it bzw. ith entstehen, indem man it bzw. 
it"kommutativ macht und den Operator 

SIKS1l=Kz bzw. Sl K h S1 1 = KHK aus ~ und K" aus ~h) 
einfiihrt .. Die Relationen von it,,(x) ergeben sich namlich aus denen 
von it (x), indem man die Re1ationen 

(1) 

hinzunimmt. Aus den Relationen von ith (x) kann man die Matrizen 
mit den Torsionszahlen als Elementarteilern ableiten, indem man 
wieder die (1=0,1, ... ,h-1) 

als Erzeugend~ einfiihrt. Nach (1) ist dann 

Et = E", }'Vo k == l (mod h) 

ist. Damit ist den Relationen der Ei/, die aus (1) folgen, geniigt. In den 
iibrigen Relationen f. etze man die Et durch Ell. Jede Relation R 
von it" (x) gibt dabw zu den h verschiedenen Re1ationen AnlaB, die 
durch Einfiihrung der Ell in die Relationen RZ' (i = 0, 1, .. " h - 1) 
entstehen. 

Aus diesen"Oberlegungen falgt. daB die Torsionszahlen dU'I'ch ·die 
Aquivalenzk1asse der Matrix (lu(x) bestimml sind. 

§ 8. Die Wegegruppe des Knotens. 
Die Gruppe desKnotens ist einstufig isomorph zu' der Fundamental­

oder Wegegruppe des KnotenauBenraumes, der Fundamentalgruppe 
der Mannigfaltigkeit also, die aus dem euklidischen Raume entsteht, 

4* 
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wenn man die Punkte des Knotens aus ibm herausnimmt. Definieren 
wir zunachst die Wegegruppe und zeigen dann hinterher, daB diese 
Gruppe n Erzeugende S· mit den definierenden Relationen 3, 3 (2) 
besitzt. 

In dem zum Knoten gehorigen euklidischen Raum wahlen wir auBer­
halb des Knotens einen festen Punkt A und betrachten die von diesem 
Punkt ausgehenden gerichteten geschlossenen euklidischen Strecken­
ziige, die den Knoten niebt treffen. Wir bezeichnen sie als durch A 
gehende Wege W. Unter !VIW. verstehen wir den Weg, der durch 
Anfiigung von WI an WI entsteht. Unter W - I verstehen wir den zu W 
entgegengesetzt gerichteten Weg. 

Zwei Wege W und W' sollen Iwmotop heiBen, wenn sie sich durch 
wiederholte Anwendurig von Operationen der folgenden Art ineinandeT 
iibediihren lassen: 

.1. IX. PQ sei eine Strecke des Weges mit den Endpunkten P und Q, 
P R und RQ seien zwei weitere Strecken mit den Endpunkten P, R und 
R, Q, und das Dreieck PRQ habe mit dem Knoten keinen Punktgemein­
sam, dann wird PQ dUTch PR, RQ ersetzt. Das Dreieck PRQ dad 
auch zu einer Strecke entartet sein. 

LI'. IX. sei der zu J. IX. inverse ProzeB. Selbstdurchdringungen der 
Wege sind also hei diesem DeformationsprozeB zulassig. 

Unter einem Gruppenelement der Wegegruppe des KnotenauBen­
raumes mit dem Aufpunkt A verstehen wir eine Klasse [W] homotoper, 
in A beginnender Wege und unter dem Produkt zweier Gruppenelemente 
[IUJ und [IUJ das Element [rol WJ. 

DaB dadurch wirklich eine Gruppe definiert ist, ist klar; das Ein­
heitselement ist die Klasse der auf A zusammenziehbaren Wege, das 
inverse eines. Elementes [1'0] die Klasse [1'0- 1] der inversgerichteten 
Wege. 

Die Struktur dieser Gruppe hangt von A nicht abo 
Unter {W} wollen wir die Klasse der zu IU homotopen Wege mit 

beliebigem Anfangspunkt verstehen. Jeder Klasse {lUo} entspricht 
dann aine Klasse von Elementen [W1 [wcil [IU'-l] einer Wegegruppe, die 
aus einem besfimmten Element [IUJ dUTch Transformation mit einem 
beliebigen [w1 hervorgehen. Die auf einen Punkt zusammenziehbaren 
Wege heiBen auch "homotop Null". 

§ 9. Struktur der Wegegruppe. 
Urn die Erzeugenden und definierenden Relationen der Wegegruppe 

zu gewinnen, werde irgendeine regulare Projektionsrichtung gewahlt. 
Durch jeden Punkt P des Knotens geht ein bestimmter Projektions­
strahl, der durch Pin einen olreren und einen unteren Halbstrahl zerlegt 
wird, von dem man nach Auszeichnung einer Richtung den unteren 
Halbstrahl beibehalt. 
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Die unteren Halbstrahlen erzeugen einen von dem Rnoten begrenzten 
Halbzylinder z (Fig. 28); den Doppelpunkten der Knotenprojektion 
entsprechen Doppelerzeugende (Doppe1achsen) des 
ZyliIiders; in ihnen durchsetzt sich der Zylinder. 
Den Bogen Si des Knotens entsprechen Flachen­
stiicke z, des Zylinders, die von s, und von aufeinan­
derfolgenden, vom Knoten ausgehenden Doppel­
achsen (i = 1,2, ... , n) begrenzt werden. Durch 
die Orientierung des Knotens wird fUr die Flachen­
stiicke eine linke und rechte Seite erkHirt. Der Auf-
punkt A moge nieht auf z liegen (34). Fig. 23. 

Zunachst sieht man ein, daB zwei Weg,e IU, und 
IU" . die z nur einmal durchsetzen, und zwar dasselbe FHl.chenstiick z, 
ingleieher Richtung, z. B. von links nach rechts, zueinander homotop 
sind. Wir bezeichnen die Klasse [lUi] mit 5,. 

Nun kann man jeden Weg IU durch A, der nacheinander die FHichen­
stucke 

durchsetzt, so deformieren, daB er aus solchen durch A .gehenden 
Elementarwegen zusammengesetzt erscheint, die nur je ein Flachen­
stiick z~ in dem einen oder dem anderen Sinne durchsetzen. Daher ist 

wobei e, = +1 oder tt = -1 ist, je nachdem z, von links nach rechts 
oder von rechts nach links durchsetzt wird. Da man jeden Weg so 
deformieren kann, daB er z nur endlich oft durchsetzt und keine Doppel­
achsen passiert, sind die S, ein System von Erzeugenden der Wegegruppe. 

Es kann natiirlich def Fall eintreten, daB formal verschiedene Worte 
das gleiche Gruppenelement bedeuten. Das ist gerade dann· der Fall, 
Wenn die zugeordneten Wege homotop sind,. d. b. durch sukzessives 
Ansetzen oder Weglassen von Dreiecken auseinander hervorgehen, die 
den Knoteri nicht umschlingen. 

Man· kann diese Deformationen aus . solchen zusammensetzen, bei 
welchen die Flache des Dreiecks P RQ von hOchstens einer Doppelachse 
getroffen wird und der Rand des Dreiecks den Halb­
-zylinder z gerade viermal oder zweimal du:rchsetzt, 
je nachdem die Dreiecksflache von einer Doppelachse 
getroffen wird (.1. eX. 1.) oder IDCht (.1. eX. 2.). Die 
Deformationen.1 IX . 2. bewirken das Einschieben oder 
Streichen einesFaktors 515;'. Die Deformation.1. eX. 1. 
(Fig. 29) bedeutet die Anwendung einer Relation 8,3 (2). 

Fig. 29. 

Daraus talgt, da[3 die Relation 3, 3 (2) die definierenden Relatianen 
der Wegegr"ppe in den Erzeugenden Si = [Wi] sind. 
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Wir bemerken noch: Von den n Relationen R, (S) ist je eine eine 
Folgerelation der n - i anderen; denn einen Weg, der eine Doppel­
achse einmal umschlingt, kann man auch als einen Weg betrachten, 
dec die tibrigen n - 1 Doppelachsen je einmal umschlingt. Die in 
3,4 (2) erklarten Elemente L .. +1 Iassen sich durch Wege reprasentieren, 
welche einem Parallelknoten aus einem Faden entsprechen. Die Homo­
topieklasse eines beliebigen Parallelknotens Ig, gehort zu einer Klasse 
konjugierter Elemente der Form 

WL;~l~W-l. 

Man kann in mannigfacher Weise Erzeugende und definierende 
Relationen d~r Wegegruppe aufstellen, indem man den AuBenraum 
statt durch den Halbzylinder z mit Hilfe anderer Flachen aufschneidet (15). 
Es sei z. B. pfIJ das in t, 4 erklarte yom Knoten berandete Band, das 
den weiBen Gebieten entspricht, und P. das analoge Band', das den 

FIc. lOa. FI&.)Ob. 

schwarzen Gebieten entspricht. Diese Bander konnen so gelegt werden, 
daB sie sich in gerade n Strecken d, = U' U, durchsetzen, welche je 
eine Oberkreuzungsstelle mit der zugehOrigen Unterkreuzungsstelle ver­
binden. Der Knoten und die Strecken d, zerlegen die Bander POD und 
P. in n + 2 FIachenstticke 10,/1' ... , In+l,die bzw. auf die Gebiete 
To, r l , .•. , Tn+! projiziert werden. Untet I verstehen wir die aus 
den I, (i = 1,2, ... , n + 1) gebildete Flache (Fig. 30). Es gibt dann 
wieder zu jedem Weg tv einen homotopen tv', welcher I nur endlich oft 
durchsetzt. Daraus schlieBt man, daB die Klassen [tv,] = T, (i = 1 , 2, ... , 
n + 1) von Wegentv" welche I gerade einmal in " (i = 1,2, ... , n + 1) 
von unten nach oben durchsetzen, ein System von Erzeugenden der 
Wegegruppe bildeni in 3,3 (6) erkenntman diedefinierendenRelationen; 
sle entsprechen den Wegen t" welche die Strecken d, einmal um­
schlingen. 

1st tv ein Weg aus der Kla&se [tv] = W und liegt W in der Rest­
klasse ~ S" nach der Kommutatorgruppe, so ist v die in 2, i definierte 
Verschlingungszahl von tv und dem Knotenpolygon. Die Untergruppen 
~1I bestehen mithin aus den Klassen tv solcher Wege, welche der Knoten 
k h-mal (k = 0, ±1 •.•. ) umschlingen. Liegt [tv] in 5e und ist [tv] 
von dem Einheitselement 'verschieden, so liefert die aus tv = fl und 
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dem Knoten f = fa bestehende Verkettung eine soIehe mit der Ver­
schlingungszahl v gleich Null und der Verkettungszahl en ungleich Null. 

§ 10. Uberlagerungen des KnotenauBenraumes. 

Zwischen der Wegegruppe und den unverzweigten Dberlagerungen 
einer Mannigfaltigkeit besteht ein enger Zusammenhang, den wir flir 
den KnotenauBenraum A folgendermaBen beschreiben konnen. 

Es sei Z der in 3, 9 erkHirte Halbzylinder, der von einem langs des 
Knotens f parallel verschobenen Halbstrahl tiberstrichen wird. 

Der durch einen unendlich fernen Punkt abgeschlossene Raum werde 
langs dieses Zylinders aufgeschnitten und dadurch in eine Zelle Z ver­
wandelt, deren Randflache aus dem doppelt tiberdeckten Zylinder be­
steht. Die Randflache wird durch I in zwei Stticke z), und zl} und mit 
Hilfe der nun vierfach tiberdeckten Doppelachsen in die Flachenstticke 
z;." zl!i (i = 1, 2, ... , n) zerlegt. Sind nun Z(I:) endlich oder abziih.1bar 
unendlich viele' zu Z kongruente Zellen und bzw. ztL z:~ (k = 1, 2, ... ) 
die Flachenstticke ihrer Berandung, so wird eine Dberlagerung Y des 
Au/3enraumes A erklart, indem man paarweise die Flachenstiicke zt~ 
und Z~)i mit gleichem Index i und gleichem oder verschiedenem Index 
k, 1 aufeinanderlegt, und zwar so, daB sich urn jede Gerade tiber einer 
Doppelachse gerade vier soIeher Flachenstiickpaare gruppieren; oder 
anders gesagt so, daB jeder Weg t~) des Dberlagerungsraumes tiber 
einem geschlossenen Wege ti des KnotenauBenraumes, der eine Doppel­
achse gerade einmal umschlingt, selbst wieder geschlossen ist. 

Beim Durchschrei ten cler den Z, en tsprechenden Flachenstticke in einer 
bestimmten Richtung (von links nach rechts) komine man von irgend­
einer Zelle z(n in irgendeine gleiche oder verschiedene Zelle Z(kJ). Die 
kj durchlaufen dabei aIle Indizes der Zellen Z(i) und die so einander 

zugeordneten Zahlen ( 1, 2, ... ) = n. 
kl' k., ... • 

bilden also eine bestimmte Permutation. Jedem Flachenstiick z, ent­
spricht so gerade eine Permutation ni, und wegen der besonderen Be­
dingung fiir unsere Dberlagerung erfiillen diese n,' die Relationen' der 
Fundamentalgruppe des KnotenauBenraumes. Entsprechen namlich den 
Flachenstticken z, die Erzeugenden Si der Knotengruppe ~ und ent­
spricht dem Weg fi urn eine Doppelachse die Relation 

R,(S) = Si~\Sli(i)S,S;:-(j), 
so muB auch, weil die W ege r~i) tiber Ii geschlossene Wege sein seillen, 

-1 'i -0/ n HI n;.(i) ni nA(l) 

die identische Permutation sein. Die n, erzeugen also eine zur Knoten­
gruppe isomorphe Gruppe ~, und iede zur Knotengruppe isomorphe 
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Permutationsgruppe .~ lielert einen Oberlagerungsraum Y von der ge­
forderten Eigenschaft. 

Jeder Punkt A (i) und jeder Weg IV(') des Oberlagerungsraumes 
liegt iiber einem wohlbestimmten Punkt A und einem wohlbestimmten 
Weg tV des KnotenauBenraumes. 1st IV ein in A beginnender Weg, so 
gibt es umgekehrt einen wohlbestimmten Weg 1V(i) iiber IV, welcher in 
dem Punkte A(i) iiber A beginnt. Deformationen LI. v. geschlossener 
Wege lassen sich in Y ahnlich wie die Deformationen LI. IX. in A erklaren, 
und damit laBt sich auch die Homotopie von Wegen in Yund die Wege­
gruppe von Y definieren. 

1st IV ein in A beginnender geschlossener Weg, der in A homotop 
Null ist, so ist jeder Weg IV(') iiber IV ebenfalls geschlossen und in Y 
homotop Null. Y ist also eine unverzweigte Oberlagerung von A. 

Hieraus folgt: Sind IVI und IVs homotop und 1V1'), 1V~i) die in A (i) 
beginnenden Wege iiber lVI' lVi, so sind lV~i) und hJ~i) entweder beide 
geschlosseJie oder beide offene Wege. Die Gesamtheit der Elemente [IV] 
IIUS ~, lur welche die in A (0) beginne1ulen Wege 1V(i) uber IV geschlossen 
sind, bilden eine Untergruppe U~ von m. Die U~ (i = 1,2, ... ) bilden 
eiJie Klasse konjugierter Untergruppen. Die Wegegruppe von Y ist 
zu der Untergruppe U~ einstufig isomorph. 

Zu jeder Klasse konjugierter Untergruppen U(O) von m laBt sich 
umge:Rehrt eine bestimmte unve'rzweigte Oberlagerung konstruieren .. 

Somit kann man die Untergruppen cler Wegegruppe eines Knotens 
als Wegegruppen von Oberlagerungsmannigfaltigkeiten des Knoten­
auBenraumes auffassen. Die zu den Gruppen ID.!" gehOrigen Oberlage­
rungen 1'1 erhlilt man, indem man 

und 
1C =(1,2, ... ,n) 

2,3, .. ·,1 

setzt. Die Elementarteiler der Matrizen (c!p) sind dementsprechend die 
Torsionszahlen (6; 27) der Mannigfaltigkeit Yh • 

In den "Oberlagerungsraumen Y gibt es eine oder mehrere Kurven 
1<') (i = 1, 2, ... , r), welche den Knoten f iiberlagern. Man erhaIt neue 
'\1Il1:lerandete O~lagerungsraume Y*, wenri man diese Randkurven von 
Y mit zu Y hinzurechnet. Die Wegegruppe eines y* entsteht aus der 
Wegegruppe ID.!y des zugehorigen 1'; indem man ein System.von Wegen 
w(i) (i = 1, 2, ... , r) bildet, welche die fCi) je einmal umschlingen, [1V(il] 
in den Erzeugenden von ID.!y ausdriickt und diese Potenzprodukte als 
definierende Rel~tionen hinzunimmt. Fiir den Raum 1': erMlt man 
so H = 5" = 1 als neue Relation. 

Analoges gilt fiir Verkettungen. Jede dreidimensionale Mannig­
faltigkeit laBt sich als eine Oberlagerung y* von Verke.ttungen dar­
stellen (4). 
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§ 11. Die Gruppe von Parallelknoten. 
Wenn man die Gruppe einzelner Knoten untersuchen will, ist es oft 

zweckmaBig, vor..erst neue Erzeugende unp definierende Re1ationen auf­
zustellen, aus denen sich Gruppeneigenschaften lelchter erkennen lassen 
als an den Erzeugenden 3,3 (1) und qen definierenden Relationen 
S,3 (2). Als Beispiel hierfur geben wir ein System von Erzeugenden 
und definierenden Relationen fUr die Gruppe ~g, von Parallelknoten ff, 
an, das sich besonders leicht aus den Erzeugenden und definierenden 
Relationen der Gruppe ~ des ursprunglichen Knotens I herleiten HiBt 
und uber die Struktur der Gruppe )liqr in ihrer Beziehung zur Gruppe )li 
Auskunft gibt (14). 

Es seien Di (i = 1,2, . ; ., n) die Doppelpunkte einer Projektion 
von I, die nach 3,3 (1) und (2) zugeordneten Erzeugenden und defi­
nierenden Relationen seien 5 i (i = 1,2, ... , n) und 

(i = 1,2, ... , n). 

Der zu f gehOrige Parallelknoten Ig, von q Faden und der Verdril­
lungszahl r > 0 sei so gelegt, daB die Projektion des eingehefteten 
Zylinderzopfes mit der Verdrillungszahl f' zwischen dem zu DII und zu 
DI gehOrigen 'Oberkreuzungskomplex von je' g2 Doppelpunkten fiillt. 
An dieser Projektion wurde man nach der Methode von 8, 4 entsprechend 
den n zu den Di gehOrigen Doppelpuriktskomplexen qan und den Doppel­
punkten des Zylinderzopfes entsprechend weltere r(g - 1) Erzeugende 
also insgesamt g2n + l'(q - 1) und ebensoViel definierende Relationen 
fUr die Gruppe ~q, von Iq, ablesen. 

Wir wollen an Stelle dieser Erzeugenden gewiss~ neue einfuhren, 
die fiir den Knoten fqr als Parallelknoten e~fache g,eonietrische Bedeu~ 
tung haben. Denken wir uns an Stelle des Knotens 'I den dazugehorigen 
Schlauch und lq, auf demselben liegend:, so kann·man den Erzeugenden 51.: 
von ~ die entsprechenden Umschlingul),gen T" des Schlauches zuordrten 
jedes der Tt, (k = 1,·2, ... , n) umschlingt, als Weg deF Gruppe ~q.r 

aufgefaBt, je die q Faden von Iq, Aus dieser Deutung der T. geht 
hervor, daB in Ihnen die Re1ationen R, (T ,,) = 1 (i = 1 , 2, ... , n) gelten, 
die aus Ri (5,,) entstehen, indem je 5", durch T" ersetzt wird. Wir be­
hauplen nun, daB ~g, durch die T" (k = 1, 2, ... , n) und einer weiteren 
Erzeugenden Q, die der Seele des Schlauches entspricht, mit den 
definierenden Relationen Ri (TI;) (i = 1,2, ... , n) uod einer neuen de­
finierenden Relation R (Q, T",), die wir sogleich genau angeben werden, 
erkliirt werden kann. 

Wir betrachten zunachst die den Doppelpunkten Di entsprechenden 
q2 n Doppelpunkte Di,1; (i'= 1,2, ... , n; k = 1,2, .. '., q2). Sind Ui'" 
die zugehOrigen Unterkreuzungsstellen, so konnen wir die Numerierung 
so treffen, daB die von Ui'" nach Uu.t- q fiihrenden TeilbOgen von Iq, 
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keine Oberkieuzungsstellen enthalten. Die snmtlichen Erzeugenden, die 
diesen BOgen entsprechen, kOnnen dann offenbat eliminiert werden. 
Somit .bleiben nur die solchen Teilstrecken entsprechenden Erzeugenden 
Si,1: (k =.1 i 2, .. ,., q), die von einem Ui-l,. zu einem U"I: fiihren 
(i = 2, 3, ... , n) und die Erzeugenden SI,II, S"+l,lI, den Bogen ent­
sprechend, welche in den Zylinderzopfteil einmiinden und in U1,I: bzw. 
U .... enden bzw. beginnen. Setzen wir zur Abkiirzung 

1 
(1) nS"II=T, (i=1.2, ...• n+1). 

re=. 
so lauten die 'den Di,1: jetzt noth entsprechenden Relationen 

(~) SH1,1: = T11(i)S,;reTi(i:· (i = 1,2 •...• nj k = 1.2 •... , q) 

Hierin ist e, die Charakteristik des Doppelpunktes D,. 
Wir betrachten nun (1) als Definitionsgleichungen der neueJl Er­

zeugenden T,. Aus (1) und (2) ergeben sich die Relationen 

(3) R.(T) = Ti+\ 11'(S) T, Tii:! (i = 1,2, ... , n). 

Hierin ist infolge der Zylinderzopfrelationen (leicht eriichtlich auch aus 
der goometrischen Bedeutung der Elemente T J 
(4) T,,+! = T1 • 

Die Gleichungen (1) fiir i = 1,2, .. " n gehen aua der Gleichung (1) 
fiir i = n + 1 durch' Transformation mit geeigneten E1emcnten und 
Anwendung von (2) und (3) hervor und kOnnen somit fortgelassen werden. 
Es bleibt mithin von den Gleichungen (1) nur 

1 

(1*) RlI+l,O = nS"+l,l:' Til. 
re ... 

Nun ersetzen wir (2) durch die gleichwertigen Relationen 

(2*) . . IS'+l,1: =- L'+1 (T) SuLi+\ (T), . L,+. 1 (T) = 111(,) T11(i':l) ... TIlt)· 
(. = 1.2, . '" n; k = 1.21 ,,,, f) 

Indem wir beachten, dan Si,l; (i =1= 1, n + 1) in den Zylinderzopf­
relationen nicht auftreten. eliminieren wir diese Erzeugenden und be­
halten von den Gleichungen (2·) nJll" 

(2"'*) RII+I,I; = S;hk L,,+1 (T) Sl,1: L;;1 (T) (k = 1,2 •... , q) 

beL 
Wir wenden uns nun den Zylinderzopfteilen zu. Die iiberkreuzenden 

Strecken zerlegen den Zopf den r Verdrillungen entsprechend in r + 1 
Schichten von je q Strecken. Die Erzeugenden, die zur I-ten Schicht 

geMren, seien mit A"I; (1 - 1, 2, ... , , + 1; k = 1, 2, ...• q) 
bezeichnet. Es sei 

(5) (k = 1, 2, ... , q) ; 
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man erhiilt die Relationen zwischen den A"t Dei Rechtsverdrillung 
nach der iiblichen Vorschrift unter Einbeziehung der Identitaten A", 
= A,-I,l in der Form 

(6) Al,k = Aj--\,IAI-l,t+lA'-l,l (l= 2,3 •...• r + 1; k= 1,2, ... , q). 

Hierin mogen die zweiten Indizes modulo q genommen werden. 
Aus (6) folgen die Gleichungen 

(6*) ( ; )-1 ; 
Aj+l,t-i = II Al,I AI,,,ll AI,I' 

l"'l '~1 

Hieraus ergibt sich fiir k = i + t 
i+l I 
II A"I = A l.1+1 II Al,l 
1=1 '~l 

und daher durch wiederholte Anwendung dieser Relation 
, 1 

llAll = HAll. 
l=1 ' l=r • 

Wir setzen nun zur Abkiirzung 
1 

L = H 5'1+1,' . 
l=r 

Es ergibt sich dann aus (6*) fiir i = r unter Beachtung von (5) 

(6**) 5 I,J:'_,=L- 1 51H1,tL (k=1.2 •...• q). 

wahrend aile iibrigen A"" und aile iibrigen Relationen (6*) eliminiert 
werden konnen. 

Mit Hille von (6**) eliminieren wir nun die 51," aus RII+1,k. und 
indem .wir die Elemente SII1"1,1I; jetzt mit SII; bezeichnen und zur Ab­
kiirzung 

1 

(7) L = II5, 
l=r 

setzen. erhalten wir als definierende Relation von ~q, in den Er­
zeugenden TJ: und. 5, neben den Gleichungen (3) und (4) 

1 

(8) RII+1,o = Ttl II 51 

und 

(9) 

Aus (9) folgt 

(9 a) 

l=~ 

(k = 1.2, ... , q). 

Wir werden jetzt zeigen, daB man 51 durch Q und LII+1 ausdriicken 
kann. Zu diesem Zweck beachten wir, daB nach (1) 

(10) 5tH, = Q'SJ:Q-t 
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ist und daher unter Beachtung von (7) 

5'H,5,-I+t, .. , 51H, = Q' LQ-t, 
o 

[66 

5,,5',_1' .• 5',_'+150-1)" , ,51 = II Q'LQ-l = Q' (Q-l L)t = Q' L~+l . 
Nun sei 

(11) 

dann ist einerseits 

und andererseits 

Also ist 

(12) 

Z-I-l 

a = er = "q+ 1; 
1 n 5, = QeL:+1 

1==0 

}l unmehr betrachten wir Gleichung (7) als Definition der neuen 
Erzeugenden Q und eliJD.P;t.ieren dafiir die Erzeugenden 5,. Zunachst 
k~nnen wir, da wegen(fO) und (11) 

51:+1 = Qe SI:Q-e 
ist, 5z = ()le 51 Q-Ze (1=2,3, .. ·,q) 
setzen. Fuhren wir diese Ausdrucke in R"+l,,, ein, so entstehen Rela­
tionen, die aus (9a) mit k = 1 folgen. Somit ergeben sicfi als definierende 
Relationen aus (7), (8), (9) 

(13) Rl"""TilQ'(Q:-e51)fj RI=Qre-l(Q-e51)'L;~I' 

(14) Ra = 5i'1Q' 51 Q-f. 

Nun eliminieren wir noch SI mitte~ (!2) aus (13) und (14). Indem man 
beachtet, daB L..+l und Tl nach(3) und (4) vertauschbar sind; erh3.1t 
man aus (13) 

()tIe L-flf .... f+l .rtre-l - L·-e ,+1 T'" = .. ,Hi .I. 1 , ..:-. - ,,+1 1 

oder unter Beachtung von (ti) 

Q9f! = (L;!1 TJ)e, no" - (L -f T")" ..:-- - 11+1 1 • 

Diese beiden Gleichungen lassen sich durch die eine 

(15) Q9 = L;~ITJ 

ersetzen. Wegen (15) ist auch (14) erfiillt. 
Fur r < 0 laufen die Rechnungen analog; Wir erhalten daher: 

Die Gruppe des Parallelknotens ff, wird durch die Elemente 
T" (k' = 1,2, ... , n) und Q mit den definierenden Relationen 

(16) (i ="1,2, "', n) 

erzeugt. 
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Die R,(Tk) ent;;tehen aus den Relationen 3,3 (2) cler Gruppe des 
Ausgangsknotens, indem man fur die Sk je Tk setzt. Ln+1 ist durch (2*) 
erklart. T HI 1st gleich TI • 

§ 12. Die Gruppe der Torusknoten. 
Aus dem Ergebnis von 3, 11 ergibt sich die Gruppe derTorusknoten als 

Spezialfall. Ais Trager des Schlauches legen wir den doppelpunkt­
frei projizierten Kreis zugrunde. dann wird die Gruppe des Torus­
knotens aus q Faden mit der Verdrillungszahl l' erzeugt von Q und Til 
da Ln+1 (T) = 1 wird, mit der einen Relation R = Q-q T'i. 

"Ober die Struktur dieser Gruppen (32) laBt sich das Folgende leicht 
feststellen: Qg = T'i ist mit allen Elementen der Gruppe vertauschbar, 
und ist Z irgendein Element, das mit samtlichen Elementen der Gruppe 
vertauschbar ist, so ist Z = Qkq (k = 0, ±1, ... ). Die von Qq = Tl 
erzeugte Untergruppe ist also das Zentrum .8 von ~ .. Die. Faktor-­
gruppe ~ = ~/.8 ist eine Gruppe mit den Erzeugenden Q, TI und den 
definierenden Relationen 

Rl = Qq, R2 = T;.'. 
Sie ist das freie Produkt ihrer beiden von Q bzw. TI erzeugten 

Untergruppen. Die weiteren Moglichkeiten, ~ als freies Produkt von 
endlichen zyklisch en Untergruppen darzustellen, lassen sich leicht iiber­
sehen. Die einzigen Elemente endIicher Ordnung von ~ sind namlich 

WQ'W-l, WTiW-l. 
(W beliebig; i = 1, 2, ... , q - 1: k = 1, 2, ... , I l' I - 1) 

Darausfolgert man, daB die teilerfrernden Zahlen q und I r I, als Maxirnal­
ordnungen der Elernente endlicher Ordnung, fUr ~ und darnit fiir m! 
charakteristische Zahlen sind. Ferner lassen sich die Automorphismen 
von ~ und darnit die von ~ angeben; letztere haben die Form 

(1) Q'=WQ'W-l, T{=WTfW-l. (Wbeliebig;e=±1) 

Diese Tatsachen kann man zu einer vollstandigen Klassifikation 
der Torusknoten verwenden. Es ist leicht zu sehen, daB zwei gleich­
sinnig verdrillte~ Torusknoten mit q = a, I 1'1 = b und q = b und I l' I = a 
isotop sind. Folglich sind zwei gleichsinnig ve1'd1'illte To1'usknoten aus 
q bzw. q' Faden mit de1' Ve1'd1'illungszahl l' bzw. 1" dann und nu1' dann 
isotop, wenn q = q' und l' = 1" ode1' wenn q = 11" I und I l' I = q' ist. 

Urn die Klassifizierung der Torusknoten zu Ende zu fUhren, wollen 
wir noch zeigen, daB auch die in verschiedenem Sinne verdrillten Knoten 
mit gleichen Zahlenpaaren q, I 1'1 nicht isotop sind (16: 32). Da der zu q, l' 

gehOrige rechtsverdrillte Knoten t das Spiegelbild des linksverdrillten 
Knotens mit q, -1' ist, SQ besagt un sere Behauptung auch, daB aUe 
Tomsknoten nicht amphiclzei1'al sind. 
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Aus der Definition von Tl in 3, 1-1 (1) folgt, daB bei einem Toms­
knoten das in 8, 4 (2) erkliirte Element L"+1 = Tl = Q -gist, daB also 
die den Elementen W QIl W - 1 = QIl entsprechende Homotopieklasse 
durch einen Parallelweg zum Tomsknoten repra.sentiert werden kann. 

Wir behaupten n1Jll, daB QIl, durch eine solche Parallelkurve .p 
repra.sentiert, dem Knoten einen bestimmten Richtungssinn verleiht, 
daB also QI/. nicht in einen invers gerichteten Parallelweg deformiert 
werden kann. 

Die sii.mtIichen zu mit V gleichgerichteten Parallelwegen geMrigen 
Klassen von Gruppenelementen werden durch 

QIlSI (l=O, ±1, ... ) 
und die samtlichen zu invers zu .p gerichteten Parallelwegen geMrigen 

Iflassen durch Q-'Sl (l = 0, ±1 •... ) 

reprasentiert, wo S irgendein Element 3,3 (1) der Gruppe ist (8,9). 
Ware also .p in einen invers gerichteten La.ngsweg deformierbar, 

50 miiBte in der Gmppe ~ 
QIl =:= WQ-!l SI: W-l, 

also, da QIl mit allen Elementen vertauschbar ist, W SI: W- 1 = Q2f sein. 
Andererseits k5nnen wir nach3, 11 (12) Sgleich Q" TiN wlihlen, L,,+t{T) 
in 3, 11 (12) ist I ja hier gleich der Identitat; in ~ = ~/.8 erhalten 
wir also, daB (Qf! Ti',)i d~s Einheitselement darstellt. Das widerspricht 
aber der·Tatsache, daB ~ das freie Produkt der von Q bzw. Tl erzeugten 
Untergmppen ist. 

Der Beweis unserer Behauptung folgt nun so: LieBe sich I in sein 
Spiegelbild f' deformieren, so miiBte es eine Abbildung ~ des euklidi­
schen Raumes geben, die f in sich iiberfiihrt und den Schraubungssinn 
des Raumes umkehrt - niimlich die aus einer der Deformation von 
I in I' entsprechende Abbildung des euklidischen Raumes auf sich 
und der Spiegelung, weIehe I' nach f iiberfiihrt, zusammengesetzte Ab­
bildung. Eine soIehe Abbildung existiert aber nicht. Es sei namlich 

A(Q) = Q', A(T1) = Ti 

der irgendeiner Abbildung st von I auf sich entsprechende Automorphis­
mus. Alsdann ist nach (1) 

Q'=W{!W-l, Tl=WT~W-l. (e=±1) 

[st hierin E = +1, so wird der gerichtete Knoten I unter ErhaItung 
des Richtungssinns auf sich . abgebildet; denn QIl, die etwa mit dem 
Knoten gleichgerichtete Parallelkurve des Knotens, geht in Q'1l = QIl, 
1150 in sich tiber, und die Kurven, weIehe f einmal im positiven Sinne 
umschlingen, gehen 'wieder in soIehe iiber, da die Restklasse ~QI!Tl" 
rlach der Kommutatorgruppe ~ in sich iibergeht. Mithin muS die 
~ugehorige Abbildung den Schraubungssinn erhalten. 1st aber E = -1, 
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so wird die gerichtete Kurve I unter Umkehrung des Umlaufssinnes 
auf sich abgebildet; aber· gleichzeitig die einmal positiv umschlingei1deil 
Kurven in die einma! negativ umschlingenden, und der Schra\lbungssinn 
bleibt also wieder erhalten. 

§ 13. Das L-Polynom von Parallelknoten. 
Nach der gruppentheoretischen Deutung des L:'Polynoms kann man 

das Rechnen mit Gruppen fiiI' die Berechnung des L-Polyrtoms aus­
werten. 

Wir geben hier die Berechnung des L-Polynoms fiiI' Parallelknoten, 
an 1,11 ankniipfend, wieder (14). 

An Stelle der T, fiihren wir neue Erzeugende T,:=: E, TI ein und 
ersetzen formal TfE,Tl' durch Ell (i = 1, 2, ... ,11; 1=0, ±1, ... ). 
Macht man die. Ti vertauSchbar, so folgt aus R(Qj Ti) in 3, 11 (16) 

(1) fJ' = Tr .. +r mit -g - £, = w. 

Daher ist in iBf , 

(2) 

Aus 3,11 (1) folgt, daB T1in die Restklasse st"Sf der Kommutator­
gruppe 'f' von ~, geMrt, wo S ein einma! umschlingendesElement 
bedeutet, und aus (2) folgt, daB Q in die Restklasse stf,Sf",+r fallt. Da 
q und f' relativ prim sind, kOnnen Q und Tl durch ein Pa,ar primitivet 
Elemente E"+l und SJ aus der freien von Q und TI erzeugten Gruppe 
derart ersetzt werden, daB E.t+l zu stf, und SJ zu stf,S gehOrt. Als­
dann ist 

(3) 

und 

(4) 

mit E"+1.f = S1 En+J SI' . (I = 0, ±1, ... ) 

Urn st,,(%) zubUden, haben wir 

SIE'SIJ = E: (i = 1, 2, ... , n + 1) 

zu setzen, die E, vertauschbar zu machen und die Gestalt der neuen 
Matrix festzustellen. 

Da 

E" = TtE,T1' = Wa(En+l.z) SZ'E,S-Z'Wi1(E"+1,Z) (i = 1,2, ... , n), 

ist in ',,(x} Eil = Efll. 

Also erhaIt man nach 3, 6 aus den Relationen 3, 11 (16) die zu st" (x) 
gehOrige Exponentenmatrix, wenn man in derExponentenmatrix der 
Gruppe , (x) des ursprunglichen Knotens x durch x' ersetzt und eine 
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neue £"+1 entsprechende Spalte und eine der neuen Relation R (Q, T,) 
entsprechende Zelle hinzunimmt. Nur in der neuen Zeile tritt En+l 
wirklich auf. 

Nun folgt a us (2) unter Benutzung von (3) und (4) 

W(E,,) nw+rQ-q = W (Eil) • {W2 (E,,+l,l) sY}qw+r {WI (E"+l, I} SfwH}-q; 

der Exponent von E"+1 ist also von W (Eiz) unahhangig, da hierin der 
Index i nur von 1 his n lauft. Aus der Definition von WI und WI in 
(3) und (4) folgt femer~ Der Exponent von E"+1 ist das L-Polynom 
eines Torusknotens aus q Faden mit der Verdrillungszahl qro + r. 1st 
also F(x) das Polynom von fund Pqw+"q(x) das dieses Torusknotens, 
so ist das zu~ Iq, gehorige Polynom 

(5) Fq,(x) = F(~) 'Pqw+"q(x). 

Die Berechnung von Pqw+"q(x) liefert ein Kreisteilungspolynom 
{~(fw+r) - 1} (x - 1) 

Pqw+"q(x) = (~~ 1) {X(f w+r) - 1} • 

Mittels (5) kann man die Zahlen q, qro + r eines Parallelknotens als In­
varianten erkennen, wenn F (x) einen Faktor Q (x) =1= 1 besitzt, der ni<;ht­
Kreisteilungspolynom ist. -- (5) liefertferner eine Berechnungsvorschrift 
des Polynoms von Schlauchknoten. Ausdiesen Polynomen gelingt es 
fUr die gleichsinnig verdrillten Schlauchknoten s~ter Stufe, die fUr den 
Aufbau dieser Knoten nach -1,8 charakteristische Zahlenreihe q., r, 
(i = 1,2, ... , s) abzulesen und somit diese Knoten vollstandig Z\1 

kIassifizieren (14). 

§ 14. Einige spezielle Knotengruppen. 
Die in 3, 12 benutzte Erzeugende Tl fur die Gruppe der Torus­

knoten laBt sich nach 3, 11 durch einen Weg reprasentieren, welcher 
den Torus, auf dem der Knoten liegt, einmal umschlingt. Entsprechende 
Erzeugende lassen sich fur Knoten einfiihren, welche auf solchen Flachen 
von hoherem Geschlechtp liegen, die von den Geraden eines Parallel­
biischels in hochstens zwei Punkten getroffen werden. Bei solchen 
Knoten gibt es immer ein System von p + 1 Erzeugenden, von denen 
P Wegen en tsprechen , die diese Flache umschlingen. Ein Knoten, 
dessen Projektion m endliche schwarze Gebiete bestimmt, laBt sich 
immer auf eine Flache der genannten Art vom Geschlecht m -legen. 
Von den m + 1 genannten Erz-eugenden sind hier dann m die den 
schwarzen Gebieten durch 3,3 (5) zugeordneten Elemente Ti , und die 
letzte Erzeugende entspricht irgendeinem Weg, der den in 3, 9 erklarten 
Zylinder z nur einmal durchsetzt. 

Mittels dieser Erzeugenden liiBt sich z. B. die Gruppe ~2 fur alter­
nierende Brezelknoten und die Gruppe ~:, die aus ~2 durch .Hinzu­
nahme der Relation H = 52 =-1 entsteht, leicht aufstellen (27). 
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Liegen auf den drei Zweierzopfteilen des Brezelknotens bzw. tli (i = 1, 
2,3) Oberkreuzungen, so hat ~: in geeigneten Erzeugenden U, (i = 1, 
2,3) die definierenden Relationen 

(1) 

FaIls alle tli >1 sind, erzeugen U~l =.U;· = U:· das Zentrum .8 von 
~:; die Faktorgruppe iY = ~:I.8 laBt sich durch eine ebene diskon­
tinuierliche Transformationsgruppe darstellen; die a; ergeben sich als 
charakteristische Zahlen fUr iY und damit' fiir den zugehOrigen Knoten. 
Da alternierende Brezelknoten mit gleichen Zahlentripeln a; (unabhiingig 
von der Reihenfolge) isotop sind, ist die vollstiindige Klassifikation der 
Knoten mit tli > 1 auf die Frage zuriickgefiihrt, welche dieser Knoten 
amphicheiral sind . 

. Ferner erleichtert sich die Berechnung des L-Polynoms fiir alter­
nierende Brezelknoten, wenn man die Erzeugenden in der oben an­
gegebenen Weise wahlt (29). Hierbei sind zwei FIDe wesentlich zu 
unterscheiden, je nachdem at + tZs + as gerade (Fall 1) oder ungerade 
(Fall 2) ist.· Wir beschriinken uns auf die Knoten mit as = 1. Alsdann 
ist im Fall 1 sowohl al wie all ungerade. Setzen wir 

tit = 2~, + 1 (i = 1,2), 
so ist 

(2) L (x) = - P + (2 P + 1) x - P x2 • 

In Fall 2 sei etwa ~ gerade gleich 2~l und as ungerade. DasL-Polynom 
hat den Grad g = tZs + 1, und es ist 

g-l 
(3) L(x) = ~l + ~lxfJ + (a1+1)l;(-x)'. 

,=1 
1m Fall 2 ergeben sich also at und as als Knoteninvarianten, im Fall 1 
dagegen nur p, das ~.uch aus der Torsionszahl zweiter Stufe bestimmt 
werden kann. 

Fiir den Viererknoten (at = 2, all = as = 1) ist die Kommutator­
gruppe eine fI:eie Gruppe mit zwei Erzeugenden; infolgedessen laBt sich 
das Wortproblem in der Gruppe des Viererknotens lOsen (29). Die Auto­
morphismengruppe der Viererknotengruppe verdient besondere Beach­
tung, weil der Viererknoten amphicheiral ist (16; 23). 

Noch ein· weiteres Beispiel. Nehmen wir fiir unsere speziellen Knoten 
an, daB sich infolge der Relationen 8, 3 (2) alle 5, bis auf zwei, 5 und 5', 
sukzessive eliminieren lassen, und daB somit nur eine Relation 

R(5,5') = L5L-15'-1 mit L = L(5, 5') 

iibrigbleibe. An Stelle von 5' fiihren wir K = 5' 5- 1 ein und erhalten 
dann 

(4) R(5, K) = LSL -15- 1K-l mit L::::; L(5, K) 

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 5 
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als neue definierende Relation. Wir wollen nun zeigen: Nimmt man 
noch die Relation S· = 1 hinzu, so entsteht aus is eine Gruppe fi*, 
die zu einer Diedergruppe einstufig isomorph ist. Aus (4) folgt namlich 

(5) KSKS = LSL -IS-I. SLSL -IS-I. S :;:: LSIL -I. 

1st also S' = 1, so konnen wir aUe Elemente entweder in die Form K' 
oder in die Form SKi bringen. Wenn wir nun L = K:l::e oder L = SK±e 
setlen, so folgt 

(6) 

Wir konnen hierin 2c + 1 groBeralsNlill annehmen; 2c + 1 ist alsdann 
die Torsionszahl zweiter Stufe dieser Knoten, wennc groBer als Null 
ist. Beispiele fur solche Knoten liefern die in 1,6 erkliirten Viergeflechte 
und die Brezelknoten mit as = 1, die sich ja nach 1, 6 in ViergefleChte 
deformieren lassen (30). 

Hat ein Knoten f zwei Bestandteile fl und f l , so ist die Gruppe von 
f einstufig isomorph aus einem gewissen freien Produkt der Gruppen ~, 
von !( (i = .1 , 2) mit einer vereinigten Untergruppe (33); die vereinigten 
Untergruppen sind dabei unendliche zyklische Gruppen, die von je einem 
der in 3,3 (i) erkllirten Elemente S(I) bzw. S(2) aus ~1 bzw. ~I er­
zeugt werden. 

Um Verkettungen naher zu untersuchen, betrachtet man zweckmaBig 
dje Faktorgruppen hOherer Kommutatorgruppen (J). So lii.Bt sich z. B. 
erkennen, daB Viergeflechtsverkettungen mit der VerschlingungszahI 
N1:1lI, ffir die dann auch die in 2, 1 erkliirte Verkettungszahl Null ist, 
(Fig. 16) aus verketteten Kurven bestehen. 

§ 15. Eine spezieUe Oberlagerung. 

Aus jeder Permutationsgruppe ~, welche zu der Gruppe ~ eines 
Knotens isomorph ist, kann man nach 3,10 einen zugehorigen Ober­
lagerungsraum Y konstruieren, dessen Eigenschaften fur den Knoten 
charakteristisch sind. Ein Beispiel einer solchen Oberlagerung betrachten 
wir noch ffir die Knoten, deren Gruppe sich durch zwei Elemente K, S 
mit der definierenden Relation 3, 14 (4) erzeugen lliBt (30). 

1st das durch 3, 14 (5)erkllirte 2c + 1 =1= 1, so mogen K und S bzw. 
die Permutationen 

*_(1,2, ... ,2C+1) 
:1( - 2, 3, ... , 1 ' 

1r =(1)(2 ,2C+1)(3, 2C) ... (C+1,C+2)· 
I ·1 2c+1,2 2c,3c+2,c+1 

entsprechen. n* und :1(1 erzeugen offenbar eine Diedergruppe ~. Man 
denke sich, nun die den Erzeugenden 3,3 (i) entsprechenden Permuta­
tionen :n. (i = 2, 3, ... , n) berechnet und nach der Vorschrift von 3, 10 
eine Oberlagerung Y konstruiert. Wir behaupten: In Yliegen c + 1 
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KU1'ven 1<') uber umerem Knoten!. 1st' namlich III ein Weg, der das 51 
entsprechende Flachenstfick %1 des Zylindersim AuJ3enraum A einmal 
durchsetzt, und A ein Punkt auf Ill, so gibt es in dem "Oberlagerungs­
raum 2c + t Punkte A(l), ••• , A(lo+l) fiber A und c + '1 verschie­
dene gescblossene Kurven fiber Ill: Gehe'ich namIich von A(l) ausfiber W 
Iangs des Weges W(l), so kehre ich nach einmaliger "Oberlagerung von .., 
nach A (1) zuriick. Gehe ich von einem anderen Punkt A (i) aus, so kehre 
ich erst nach zweimaliger Oberlagerung von tv zum Ausgangspunkt 
zurfick. Dabei sind aber die Kurven, die man von A(2) und A(&o+l), A(8) 

und A(Sc) usw. ausgeb.end beschreibt, dieselben. Wir wollen sie 
..,(2), ••• , ..,(Hl) nennen. 

Nun. entstehen ns,' ".,31,. aus 311 durch Transformation mit 31*, 

sie sind also analog gebaut, und man kann daher fiber jedem Weg Ill, 
der irgendein Zylinderstfick z, durchsetzt, gerade solche c + 1 "Ober­
lagerungskurven konstruieren. Jede der Transpositionen eines 31, geht 
bei dieser Transformation aber aus eiDer ganz bestimmten Transposition 
von 311 hervor, und wenn man daher ..,langs des ganzen Knotens so 
entlang schiebt, daB er einen. verknoteten Torus' mit f als Seele be­
schreibend in seine Ausgangslage zuruckkehrt, SO beschreiben auch die 
c + t mitwandemden 1)berlagerungskurven c + 1 getrennte Tori,die 
sich schlieBen, wenn IV seine Ausgangslage wieder erreicht. Die Kurve 
fiber I, die der Weg ..,(i) einmal umschlieBt, wollen wir lei)' nennen. 

Die Wegegruppe ~ von Y mit dem Aufpunkt A(l) ist nach S, to 
zu einer bestimmten Untergruppe U1 von m3 einstufig isomorph. U1 

besteht dabei aus denjenigen Elementen von m3, weIch en soIche Per­
mutationen aus ~ entsprechen, die die Ziffer t in sich fiberfiihren. 
Das Einheitselernent und K' (Z = 1, 2 •...• 2c) sind ein voIles Re­
prasentantensystem der Restklassen nach U1 • Das in S, 6 zitierte Ver­
fahren zur Bestimmung von Untergruppen (27; 33) Hefert daher als 
Erzeugende von U1 und damit von ~ 

(1) (i=O.1, ...• 2c) 

und als definierende Relationen 

(2) (i = 0, 1, ... , 2 c) 

Hierin ist m. = 2c + 1 - i. 
~ ist die Gruppe einer Ve1'kettung von c + 1 Kuroen. Um dies zu 

zeigen, ~ren wir an Stelle von (1) neue Erzeugende ein, und zwar 
soIche, weIche Kurven entsp"rechen. die nur je eine der "Oberlagerungs­
lrurven des Knotens je einmal umschlingen. 

Die Erzeugende 5 hat bereits diese Eigenschaft. Statt der fibrigen, 
behaupten wir, konnen wir gewisse endlich viele EleIilente 

(i = 1,2, ... ,1') 

5* 
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als Erzeugende einfiihren. Alle Elemente der Form (3) gehOren jeden­
falls zu ty, da die zugehorigen Permutationen wegen n¥ = 1 alle gleich 
der Identitat sind. 

Weiterhin aber folgt in m3 nach 3, 14 (5) aus 52 = 1 ja K2C+1 = 1. 
K5K5 = 1 und also auch 

(i=1,2 •...• c-1) 

Diese Ausdriicke lassen sich also als Produkte von Transformierten von 
52 und von Transformierten der Relationen (2) schreiben. Die let?teren 
sind in der Knotengruppe gleich 1. und wenn wir sie fortlassen, so er­
halten wir 

Ki+l 5 Ki+l K- i 5 K-i 

und K 2C+l durch endlich viele Qi52Qi1 ausgedriickt. 
Diese Gleichungen gelten natiirlich auch wie alle Relationen von m3 

in ty, und fuhren wir einerseits diese Qi52Qi1 und andererseits 

K- k52 Kk (k=1,2, ... ,c) 

als weitere Erzeugende ein, so lassen sich nacheinander aus K5K5, 5' 
und K- 15 2K zunachst K5K und dann K- 15K- 1, aus K25K2K- 15K- 1 

und K - 252 K2 sodann K~ 5 K2 und dann K - 2 5 K - 2 bestimmen usf.. 
und so offenbar aus den neuen eben angegebenen Erzeugenden 
Q,52 Qi- 1• K- k5 2Kk. 5 und [K2c+ 1] alle Erzeugenden (1) darstellen; 
schlieBlich kann noch [K2C+l] eliminiert werden. 

Nun lassen sich aber sogleich gewisse Relationen zwischen den neuen 
Erzeugenden angeben. Gehort Ql zu der durch Kq, reprasentierten 
Restklasse nach ty. so ist 

Q1S2Ql1 = Q1 K-q'Kq'S2K-q'Kq'Ql l = Qf KQ'S2K-Q'Qt-l, 

wo Qi zu ty gehOrt. 1st nun 
Q2 52Qil 

ein Element, fur das Q", zur gleichen Restklasse gehort, so sieht man. 
daB bei geeignetem Qi aus ty 

Q2 52Qil = QtQt--1Q152Qi1Qr Q{-l 

ist. Aber es laBt sich auch ferner einsehen, daB in ty 

Q152Qil = MQ2 52 Q;lM-l 

gilt, wo M zu ty gehOrt, wenn Ql zur Restklasse 'ijK'L und Q2 zur Rest­
klasse tyK-'L gehort, denn es ist 

K'L52 K-'L = K'L5Kq,K-'L52Kq·K-'L5- 1K-fJ. 

Nehmen wir nun also die c + 1 Kurven uber dem Knoten f zum 
Oberlagerungsraum hinzu. so mussen wir gewiB 5 = 1 und Ki 52 K -, = 1 
(i = 1.2, ...• c) setzen, und aus den eben gemachten Feststellungen 
folgt dann tatsachlich, daB die resultierende Gruppe die Identitat wird. 
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Vermutlich lassen sich also ,aIle geschlossenen Kurven von Y so 
deformieren, daB sie ganz innerhalb einer bestimmten Zelle verlaufen. 
Es lassen sich insbesondere die Kurven 1<') iiber { und aIle Kurven, die 
den Erzeugenden von ~ entsprechen, so deformieren, folglich ist die 
Gruppe ~ tatsachlich die einer Verkettung. Loscht man aIle Kurven 1<') 
bis auf {(I), so werden aIle Erzeugenderi bis auf S gleich 1. Man darf 
also vermuten, daB {(I) unverknotet ist. 

Beispiele fiir Knoten mit Erzengenden S, K und einer definierenden 
Relation 3, 14 (4) sind die in 1. 6 angegebenen Viergeflechte. Einer 
niiheren ertragreichen Untersuchung sind die alternierenden Vier­
geflechte zuganglich. Hier ergibt sich, daB die Gruppen der Kurven 1(') 

freie Gruppen mit einer Erzeugenden sind (30); die Verschlingungs­
zahlen l 'Oil = Vii je zweier orientierter '1<'), 1<1) sind gleich ± 2 oder 0; '0'1 

ist immer gleich ± 2. 
Aus der Matrix ('Oil) kann man neue Invarianten dieser Knoten ab­

lesen. So z. B. die Reihe der Summen 
c+l 

~Ivill = 2'0" 

die angeben, daB I<'}mit v. Kurven verschlungen ist. G.enauer spiegeln 
sich die Verschlingungsbeziehungen in einem Graphen mit c + 1 
Punkten P(') wieder, bei welchem je zwei p(fJ, p(1) immer und nur dann 
durch eine Strecke verbunden seien, wenn 'OH =1= 0 ist. 

Mit dem Invarianten Vi kann man zeigen, daB fiir die alternierende;n 
Brezelknoten mit al = 2lXl + 1, a. = 2lXa + 1, as = 1 'Oberkreuzungen 
auf den, Zweierzopfteilen al nnd ag charakteristische Zahlen sind I. 

Daraus {olgt, daB die Knoten 7, nnd 9. der Tabelle nicht isotop sind. 
Anch die Knoten 814 nnd 98 lassen sich in Viergeflechte deformieren 
(Fig. is) und mit Hilfe der v, als nichtisotop nachweisen. Die v, haben 
die folgenden Werte fiir 

7,: 7, 5, 5, 4, 4, 3, 2, 2 
92 :, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1 

814 : 15, 12, .10, ,10, .9, 9, 8, 8, 8, 7, 7, 7, 6, 5, 4, 3 
98 :'15, 12, 10, 10, 9, 9, 9, 8, 8, 7, 7, 6, 6, 5,5, 2. 

'Obrigen~ lassen sich auch die Knoten 928 und 928 durch Kon­
struktion einer. ~eeigneten dreifachen 'Oberlagerung als nichtisotop er­
kennen. ' Die Vorzeichen der 'Oil sind ebenfalls charakteristisch, wenn 
man die Orientierung von ! auf die Oberlagerungskurven t(,) iibertragt. 
Es ergibt sich iiieraus eine Methode, spiegelbildliche alternierende Vier­
geflechte, also z.B. auch alternierende Torusknoten, als nichtisotop 
nachzuweisen. Fiir alternierende Torusknoten bilden die Kurven t(') 

selber eine Torusverkettung. 

1 BANKWITZ, C.: Nicht veraffentlicht. 
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Knotentabelle. 
Die Tabelle der foIcenden XnotenprojektioaeD bis zu neun Oberkreuzungen wurde der Albeit voo 
AIouAJIDItR und BIUGGS (6) enlnommen. Verbeslert worden die Kurven II. und 9" bei denen die An­

zahl der Oberkreuzwlgen Dieht sWnmte. 



'l'l J Knotentabelle. ,t 



72 Knotentabelle. [78 



Literaturverzeichnis. 
1. ADELSBERGER, H.: tl'ber unendliche diskrete Gruppen. J. reine angew. Math. 

Bd. 163 (1930) S. 103. 
2. ALEXANDER, J. W.: A Lemma on Systems of Knotecl Curves. Proc. Nat. 

Acad. Sci. U. S. A. Bd.9 (1923) S.93. 
3. Topological Invariants of Knots and Links. Trans. Amer. Math. Soc. 

Bd.30 (1928) S.275. 
4. Note on Rieman Spaces. Bull. Amer. Math. Soc. Bd.26 (1920) S.370. 
S. u. G. B. BRIGGS: On Types of Knoted Curves. Ann. of Math. Bd. 28 

(1926/27) S. 562. 
6. ANTOINE, L.; Sur l'ho,meomorphie de deux figures et de leurs voisinages. 

J. Math. pures appl. (8) Bd.4 (1921) S.221-
7. ARTIN, E.: Theorie der Zopfe. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. Bd' 4 

(1926) S. 47. 
8. BANKWITZ, C.: tl'ber die Torsionszahlen der zyklischen Vberlagerungsrliume' 

des KnQtenau/3enraumes: Ann. of Math. Bd.31 (1930) S.131-
9. Vber die Fundamentalgruppe des inversen Knotens und des gerichteten 

Knotens. Ann. of Math. Bd.31 (1930) S.129. 
10. tl'ber die Torsionszahlen der al~ernierenden Knoten. Math. Ann. 

Bd.103 (1930) S. 145. 
11. BRAUNER, K.: Zur Geometrie der Funktionen zweier komplexen Verander­

lichen. II. Das Verhalten der Funktionen in der Umgebung ihrer Ver­
zweigungsstellen. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. Bd.6 (1928) S.1. 

t2 BRUNN, H.: Topologische Betrachtungen. Z. Math. Phys. Bd' 37 (1892) 
S.106. 

13. BURAU, W.: tl'ber Zopfinvarianten. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 
Bd.9 (1932) S.117. 

14. - Kennzeichnung der Schlauchknoten. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 
Bd.9 (1932) S. 125. 

15. DEHN, M.: tl'per die Topologie des dreidimensionalen Raumes. Math. Ann. 
Bd.69 (1910) S. 137. 

16. - Die beiden Kleeblattschlingen. Math. Ann. Bd. 75 (1914) S.402. 
17. - u. P. HEEGAARD; Analysis Situs. Enzykl. Math. Wiss. III AB Bd. 3 

(1907) S.153. 
18. FRANKL, F., U. L. PONTRJAGIN: Ein Knotensatz mit Anwendung auf die 

Dimensionstheorie. Math. Ann. Bd. 102 (1930) S.785. 
19. GOERITZ, L.: Knoten und quadratische Formen., 'Math. Z. 1932. 
20. HOPF, H.: tl'ber die algebraische Anzahl von Fixpunkten. Math. Z. Bd. 29 

(1929) S.493. 
21. *AHLER, E.: 'tlber die Verz veigung einer algebraischen Funktion aweier 

Veranderlichen in der Umgebung einersinguillren Stelle. Math. Z. Bd. 30 
(1929) S. 188. 

22. KNESER, H.: Geschlossene Fllichen iIi. dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten. 
Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.38 (1928) S.248. 

23. MAGNUS, W. : Untersuchungen iiber einige unendliche diskontinuierliche 
Gruppen. Math. Ann. Bd. 105 (1931) S 52. 



74 Literaturverzeichnis. [80 

24. MINKOWSKI, H.: 'Ober die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische 
Formen mit rationalen Koeffizienten ineinander rational transformiert 
werden konnen. Ges. Abh. Bd. 1, S.219. Leipzig: Teubner 191t. 

25. Zur Theorie der Einheiten in den algebraischen Zahlkorpern. Nachr. 
Ges. Wiss. Gottingen 1900 S. 90. 

26. PANNWITZ, E.: Dissertation. Berlin 1931-
27. REIDEMEISTER, K.: Knoten und Gruppen. Abh. math. Semin. Hamburg. 

Univ. Bd. 5 (1926) S.7. 
28. Elementare Begrftndung der Knotentheorie. Abh. math. Semin. Ham­

burg. Univ. Bd.5 (1926) S.24. 
29. 'Ober Knotengruppen. Abh. math. Scmin. Hamburg. Univ. Bd. 6 (1928) 

S.56. 
30. Knoten und Verkettungen. Math. Z. Bd.29 (1929) S.713. 
31. ROHRBACH, H.: Bemerkungen zu einem Determinantensatz von Minkowski. 

Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.40 (1931) S.47. 
32. SCHREIER, 0.: 'Ober die Gruppen A" B6 = 1. Abh. math. Semin. Ham­

burg. Univ. Bd. 3 (1924) S. 167. 
33. - Die Untergruppen der freien Gruppen. Abh. math. Semin. Hamburg. 

Univ. Bd. 5 (1927) S. 161. 
34. WUtTINGER, W.: 'Ober die Verzweigungen bei Funktionen von zwei Ver­

l!.nderlichen. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.14 (1905) S.517. 

Analoge Probleme in Mheren Dimensionen behandeln: 

ARTIN, E.: Zur Isotopie zweidimensionaler Fllchen im R •. Abh. math. Semin. 
Hamburg. Univ. Bd.4 (1926) S. 174. 

KAMPEN, E. R. VAN: Zur Isotopie zweidimensionaler Flilchen im R.. Abh. 
math. Semin. Hamburg. Univ. Ed. 6 (1928) S.216. 

SOMMERVILLE, D. M. Y.: On links and knots in Euclidean space of n dimensions. 
Messenger of Math. (2) Bd. 36 (1907) S. 139. 

Betreffs der a.J.teren Literatur wird auf den unter (17) zitierten Enzyklopadie­
artikel verwiesen. 




