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über die Grundlösung bei parabolischen Gleichungen. 

Für die Gleichung 

(1) 

Von 

Erich Rothe in Breslau. 

oz 
Llz--=O Bx ( LIZ == Zr:)' 

i=l Y. 
ist, wie bekannt, die Funktion 

(2) 
r' 

__ 1_ 1 e - 4(z-E> 

(2)'n)" V (x - on 
eme Grundlösung. Unter Anwendung sukzessiver Approximationen bewies 
Gevrey die Existenz einer Grundlösung auch für die allgemeinere Gleichung 

n 
. oz ~ oz 

LI z - a + k.J a" 8 + c z = 0, 
X ,,=1 Y" 

(3) 

indem er die Funktion (2) als erste Approximation benutzte 1). Auf die 
Form (3) läßt sich, wenn n < 2 ist, durch eine Transformation der 
Variablen diejenige Gleichung zurückführen, die aus (3) entsteht, wenn man 
an Stelle von LI einen allgemeinen linearen elliptischen Differentialausdruck 

setzt und bei ~: noch einen Koeffizienten zuläßt2). Für n ~ 3 ist das jedoch 

nicht mehr der Fall, da man dann einen elliptischen Ausdruck im all
gemeinen nicht auf die Normalform transformieren kann. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun eine Grundlösung für die Gleichung 

(4) 

1) Gevrey, Sur les equations aux derivees partielles du type parabolique, 
Journal d. Math., 6. ser., 9 (1913) und 10 (1914), § 75f. Im Fall n = 1 hatte schon 
Hadamard (C. R. 1911) ebenfalls unter Anwendung sukzessiver Approximationen eine 
Grundlösung aufgestellt. 

2) Gevrey, loc. cit. § 41. 
3) GI. (1) tritt bekanntlich bei der Behandlung der Wärmeleitung in homogenen 

isotropen Körpern auf; GI. (4) entspricht der Wärmeleitung in anisotropen und in
homogenen Körpern. 
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unter den folgenden Voraussetzungen aufgestellt werden: In ein~m ein
fach zusammenhängenden ganz im Endlichen gelegenen Bereiche T 4) des 
(Yl' Y2' Ys) = (y)-Raumes 5) seien die Koeffizienten aik und R zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen von Y1 ' Y2' Ys allein; es sei dort aik = aki 

und die Form .1}aik ~i ~k positiv definit. Ferner SeI 
i,k 

(5) R~m> O. 

Ist dann T ein ganz im Innern von T gelegener Bereich, so wollen wir 
eine Grundlösung in T konstruieren. Genauer gesprochen: es soll eine 
Funktion r (y, 1], x - ~) mit den folgenden Eigenschaften, die wir als De
finition einer Grundlösung in T ansehen wollen, angegeben werden. 

A. Für x > ~ und jedes im Innern von T gelegene Punktepaar y, r; 
ist r als Funktion von x, Y eine reguläre Lösung von (4), als Funktion 
von ~,r; eine reguläre Lösung der adjungierten Gleichung 

( oz 
(4*) L z)+RiJ.;=O. 

B. Ist Tein (echter oder unechter) Teilbereich von T, S der Rand von 
T und <p (y)eine in T + S stetige Funktion, so gilt für jeden Punkt y(O) aus T 

> • (0) {<p (y (0»), wenn y(O) innerer Punkt von T, 
((j) !~ / R (r;) <p (r;) r(y ,r;, x)dr; = 0, wenn y(O) innerer Punkt von T- T. 

Wir werden eine Grundlösung folgendermaßen konstruieren: Sind Ak 

die Eigenwerte, uk (y) die normierten Eigenfunktionen des Problems 

(7 a) L ( uk) + l k R uk = 0 m 1', 
(7b) uk=O auf S, 
so wird sich die Funktion 

(8) (x > ~) 

4) Von T sowie von allen im folgenden auftretenden Bereichen setzen wir vor
aus, daß der Rand stetig und stückweise zweimal stetig differenzierbar ist. 

5) Hier, wie im folgenden, ist der Kürze halbery an Stelle von (y" Y2' Ya) geschrieben. 
6) Als Grundlösung von (1) wird im Falle n = 1 gewöhnlich 

1/' 00 

1 1 - -- 1 J -ex'" ----= --= e 4" = - cos ay e da 
2t.71lX .7l o 

(*) 

benutzt. Spezialisiert man anderseits die Reihe (8) auf den Fall n = 1 mit dem 
Intervall (- 1, + 1) als Bereich T, so erhält man auf Grund einfacher Rechnung 

00 

) -1 1 k.71Y Ic' '''/41' 1); ." r(y 0 x)= -cos--e-" =- cosaye-ex Lla 
" .;;...; 1 2l .7l .;;...; 

k=l, 
3,5 .. . 

(a=hj2l; Lla=.7ljl; k=1,3,5 ... ). 

Die Funktionen (8) und (*) stehen also zueinander in einem ähnlichen Verhältnis wie 
Eine Fouriersche Reihe zu einem Fourierschen Integral. (Anm. bei der Korrektur.) 
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als Grundlösung erweisen. Eine andere (zum Nachweise der Eigenschaft B 
geeignetere) Form der Grundlösung (8) wird in § 2 angegeben. 

Die Definition einer Grundlösung durch die Eigenschaften A und B 
wird durch die Tatsache gerechtfertigt, daß sich aus ihnen ohne Mühe eine 
Formel ergibt, die der sogenannten Fundamentalformel 7) in der Theorie 
der Gleichung (1) entspricht (§ 4): Ist T ein einfach zusammenhängender 
ganz im Innern von T liegender Bereich des y-Raumes, ist S der Rand 
von '1, ist ferner Cfll:(o) der durch 

(9) 

gegebene Bereich des vierdimensionalen (x y) -Raumes, MII:(o) sem durch 

(10) 

gegebener als stetig difierenzierbar vorausgesetzter "Mantel", so gilt für 
jede nebst den auftretenden Ableitungen stetige Lösung z(x, y) der Gleichung 

(11) L(z) - R :: = f, 

wo f eine stetige Funktion von x, y ist, die Fundamentalformel 
(0) . 

JII: J S ( ( oz or(y(O) y x (0) X») (12) Äai1c r(yO),y,xO)-x)--z ,,- cos(Yiv)dadx ° S i,k 0Yk 0Yk 
,,(0) 

+ f R(y) z(O, y)r(y(O),y, x(O»)d y - J f f(x, y) r(y(O), y, x(O) - x) dx dy 
TOT 

= {Z(x(O)' y(O»), wenn y(O) im Innern von ~, 

o , wenn y (0) im Innern von T - T. 

Hierbei ist da das Flächenelement, " die äußere Normale von S. 
Ferner wird sich ergeben, daß das in (12) auftretende Integral 

z(o) 

U( x (0), y(O») = J J f( x, y) r(y(O), y, x(O) - x) dx dy 
OT 

unter näher zu präzisierenden Voraussetzungen über f die "Poissonsche 
Formel" 

oU { f( x (0), y(O»), y(O) im Innern von Tz (0) , 

(1230) L(U)-R"x= 0 ,(0) -
" y im Innern von T - Tz (0) , 

liefert (§ 5; bei der Korrektur hinzugefügt). 
Im letzten Teil der Arbeit (§ 6; bei der Korrektur hinzugefügt) wird 

gezeigt, daß die über die Grundlösung r bewiesenen Eigenschaften unter 

") Siehe etwa Goursat, Cours d'Analyse, t. m, 3. M., p. 311, oder auch Gevrey, 
loe. eit. § 1 und § 35. 



über die Grundlösung bei parabolischen Gleichungen. 491 

gewissen näher angegebenen Voraussetzungen zur Lösung der sogenannten 
ersten Randwertaufgabe der Gleichung (4) bzw. (11) ausreichen 8). 

Es sei noch bemerkt, daß die zum Beweis von (6) führenden Be
trachtungen fast unmittelbar einen Satz über die Approximation beliebiger 
stetiger Funktionen durch die Eigenfunktionen des Problems (7) liefern 9). 
(Siehe Anm. 13). 

§1. 

Beweis der Behauptung A. 

Wir betrachten die zu der Randbedingung (7 b) und dem elliptischen 
Differentialausdruck L ( u) bzw. L ( u) - 1 u gehörige Greensche Funktion 
K(y, r;) bzw. G(y, r;, 1).10) Nach (7) ist dann 

(13) uk(y) =lkf R(r;) uk(r;) K(y, r;)dr; 
ij 

und, da wir (7a) in der Form 

L(uk)-lRuk = -(l+lk)Ruk 

schreiben können, gilt auch 

(14) uk ( y) = (1 + 1k) f R ( r; ) uk ( r; ) G ( y, r;, 1) d r; • 
ij 

Multiplizieren wir (13) und (14) mit V R(y) und setzen 

(15 ) V R(y)R( r;) K(y, 1]) = K(y, fj), 

V R(y) R('YJ) G(y, r;, 1) = G(y, 1], 1), 

8) In gleichem Umfange, aber ohne Benutzung einer Grundlösung wurde die 
erste Randwertaufgabe in einer demnächst in den Mathematischen Annalen er
scheinenden Arbeit (E. Rothe, über die Wärmeleitungsgleichung mit nicht konstanten 
Koeffizienten im dreidimensionalen Falle, 1. Mitteilung und 2. Mitteilung) behandelt. 
Für den Fall der Gl. (4) :vgl. auch A. Hammerstein, über Entwicklungen gegebener 
Funktionen nach Eigenfunktionen von Randwertaufgaben, Math. Zeitsehr. 27 (1927), 
S. 304ff. 

9) Vgl. E. Rothe, über die Approximation stetiger Funktionen durch Eigen
funktionen elliptischer Differentialgleichungen (Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 28), wo 
ein Spezialfall des genannten Satzes bewiesen wurde. 

10) Die Existenz solcher Greensehen Funktionen ist sichergestellt, da E. E. Levi 
(Rend. d. Pal.24: (1907)) die Existenz einer Grundlösung und unter Benutzung der 
Levischen Grundlösung L. Lichtenstein und W. Sternberg gleichzeitig (Math. Zeitsehr. 
20 (1924), S. 198 und 21, S. 286) die Lösbarkeit der ersten Randwertaufgabe bewiesen 
haben. - Die Schlüsse von § 1 sind im wesentlichen die gleichen wie bei A. Hammerstein, 
loc. cit. S. 305 f. 
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so erhalten wir für die uk die Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen 

(16 ) 

(17 ) Uk(Y) = (Ak + A) J uk ( 1]) G(y, 1], A) d1]. 
T 

Wir wollen nun zeigen, daß die Reihe (8) und die aus ihr durch 
gliedweise Differentiation nach x und ; entstandenen Reihen für y, 1] -< T 
und x - ; 2: t5 > ° gleichmäßig konvergieren. Da, wie bekannt, die Eigen
werte Ak von (7) nicht negativ sind, ist 

(18) e-J.k(Z-~) < (,. + 2)! lk(~+2)(x - ;r(~t2) < (v + 2)! (Ak t5 f(Y+2) 

(v = 0,1,2, ... ). 

Daher ergibt sich nach (5) für irgend zwei positive ganze Zahlen ko und k1 

co 

womit die Behauptung wegen der gleichmäßigen Konvergenz von 2)U~/A: 
1 

bewiesen ist. Aus ihr folgt offenbar, daß die Reihe (8) beliebig oft gliedweise 
nach x und ~ differenziert werden darf. 

Nunmehr können wir zeigen, daß r als Funktion von x, y eine Lösung 
von (4) ist. Wie man sofort sieht, gilt die Behauptung jedenfalls für jeden 
einzelnen Summanden der Reihe (8). Setzt man daher 

so ist 

also 

n 
sn = 2) Uk(y) Uk ( 1)) e-i'k(Z-~), 

1 

(20) Sn(y, 1], x - n = f R(C) iJ8n(~' i; x-';) K(y, C) dC. 

i' 

Da nun nach dem schon Bewiesenen 

(21) 

11) Der Index y bedeutet, daß der Operator L in bezug auf y (nicht '1)) an
zuwenden ist. 
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ist, so folgt aus (20) 

T(y,'YJ,x-~)= S R(C)j)r(i;,~~x-nK(Y,C)dC; 
T 

hieraus aber folgt auf Grund der Eigenschaften der Greensehen Funktion K 
das behauptete Bestehen von (4), falls der Faktor von K einmal stetig 
nach C differenzierbar ist. Um dies noch einzusehen, beachten wir, daß 
nach (20) 

j)Sn(Y, j)rJ; x- ~) = S R(O j)2Sn(C~;~ x-~) K(y, C) dC 

T 

(22) j)2 sn(Y' f/, x-~) = SR (C) j)2 sn (C, f/, x-~) j)K(y, C) dC 
j)y/ iJx iJx 2 iJYi 

T 

und daß SI iJK~~: ~) I dC beschränkt ist, wenn sich yin einem abgeschlossenen, 
T 

ganz im Innern von T gelegenen Bereiche T' bewegt. Hieraus folgt auf 
Grund von (21) leicht die gleichmäßige Konvergenz der rechten Seite 
von (22) für y, 'YJ -< T', x - ~ > o. Daher konvergiert auch die linke Seite 
in (22) gleichmäßig, woraus sich offenbar die nachzuweisende Existenz und 

S . k ·t iJ (R iJr) ·b tetlg el von iJy/- ax ergl t. 

Daß T als Funktion von 'YJ, ~ die Gleichung (4 *) erfüllt, folgt jetzt 
unmittelbar aus 

so daß die Eigenschaft A in allen Teilen nachgewiesen ist. 

(23) 

und 

(24) 

§ 2. 

Eine andere Darstellung von r. 
Ist G (y, 'YJ, 1c) die in (15) definierte Funktion, so setzen wir 

Go(Y, 'YJ, 1c) = 1cG(y, 'YJ, 1c), 

GY +1(y, 'YJ, 1c) = I Go(y, C, 1c) Gy ( tj, C, 1) dC (1' = 0,1,2, ... ) 
T 

Ty (y, 'YJ, x) = Gy (y, 'YJ, ~) . 
Dann behaupten wir 

(25 ) lim T y (y, 'YJ, x) = -V R (y ) R ( tj ) T ( y, 'YJ, x), 
y-+oo 

und zwar ist die Konvergenz gleichmäßig für y, 'YJ -< T und x ~ o. 
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G" ist nach (23) der mit l~+l multiplizierte (,,+l)-fach iterierte 
Kern der Integralgleichung (17). Daher ist für ')! ~ 1 

(26) 

also 

und wir erhalten die von x und')! unabhängige Abschätzung 
(X) (X) 

(29) '\""l I Uk(Y)Uk(1J) I< 2! '\""l uk(Y)Uk(1J) 
LJ ( l X)~+l = II LJ l2 

k=N+l 1+-;-- k=N+1 k 

(x > ~). 

Ebenso folgt aus (18) 
(X) (X) 

(30) ..EIUk(y)uk(1J)e-lkZI < 2! 2,;'Uk(Y):k(1J) 
k=N+1 lJ k=N+l lk 

(x ~ ~). 

Ist nun e eine vorgegebene positive Zahl, so wählen wir N so, daß die 
rechte Seite in (29) und (30) kleiner als e wird, was wegen der absoluten 

und gleichmäßigen Konvergenz der Reihe .i uk(Y) :k(1J) möglich ist. Dann 
wird nach (8) und (27) bis (30) k=l Ak 

(31) IV R(y)R(~)r(y, 'Yj, x) - r,,(y, 'Yj, x) I 
N 

< I..f' .,(y) •• (~) [,-',. - (1 + ~H'll + 2,. 

Für ')! - 00 konvergiert (bei festem N) der erste rechtsstehende Summand 
gleichmäßig gegen O. Hieraus folgt offenbar die Behauptung (25), da e 
beliebig ist. 

§ 3. 

Beweis der Behauptung B. 

Wir beginnen damit, einige Eigenschaften der G" festzustellen. 

1. Es ist G" (y, 'Yj, l) = 0, wenn y am Rande von T liegt. 

2. G,,(y,'Yj,l)=G,,('Yj,y,l). 
3. G,,~ 0 für y, 'Yj <.. T und l > O. 
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Die Behauptungen 1. bis 3. sind richtig für v = O. Der allgemeine 
Beweis ergibt sich durch vollständige Induktion auf Grund der Rekursions
formel (23). 

4. Sei 1jJ (y) eine in T einmal stetig differenzierbare Funktion und 
v!' v2 ' ••• , V,,+I die durch die folgende Kette von Randwertproblemen 
definierten Funktionen 

L ( VI) - 2 R VI = - 2 R 'IjJ ; 

(33) L ( v~ ) - 2 R v2 = - 2 R VI; 

VI =0 am Rande von T, 

L(V"+I)- 2RV"+1 = - 2Rv,,; 

Setzt man dann 

v'.l =0 

V,,+I = 0 

" 

" 

" " 
'1, 

" " 
T, 

fP (y) = fR(y) 'IjJ (y), (f1-=1,2, ... ,v+1), 

so ist 

( 34 ) v" +1 (y) = f fP ( 'tJ ) G ~ (y, 'tJ, 2) d'tJ . 
T 

Beweis. Nach der Grundeigenschaft der Greenschen Funktion 
G (y, 'tJ, 2) ist 

VI (y) = 2 f R ( 'tJ ) 'IjJ ( 'tJ ) G (y, 1], 2) d 1] , 
T 

also nach (23) und (15) 

VI (y) = f fP ('tJ) Go (y, 'tJ, 2) d'tJ. 
T 

Die Behauptung ist daher richtig für v = O. Für beliebiges v folgt SIe 

durch vollständige Induktion nach (23). 

5. Es ist für jeden Teilbereich T von T 

(35) o <JVR(1])G,,(y, 1], 2)d1] < VR(y) (y-< T; 2> 0). 
T 

Der eine Teil der Behauptung folgt aus 3.; der andere lautet für v = 0 
nach (23) 

das ist aber richtig 12). Der Beweis für beliebiges v durch vollständige
Induktion nach (23). 

12) Wegen des Beweises hierfür siehe S.74 der in Anm. 9) zitierten Arbeit. Die 
folgenden Beweise des Textes (bis S. 498) beruhen im wesentlichen auf einer passen
den Ausdehnung der in der genannten Arbeit angewandten Methode. 
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(36) 

E. Rothe. 

6. Unter den Voraussetzungen von 4. ist 

IV"+1(Y) I < -yR(y)MaxlV'1 

I V,,+I (y) I < Max 1lJ' I 
(y -<. T; 1 > 0). 

Der Beweis folgt unmittelbar aus (34) und (35). 

7. Sind die Voraussetzungen von 4. erfüllt, ist überdies V' = 0 am 
Rande von T, existiert ferner L ( V') und ist einmal stetig nach den Yi 
differenzierbar, so ist 

(37) IV"+1(Y)-V'(Y)I<"11MaxIL~V')1 (y-<.T;l>O). 

Beweis. Durch passende Subtraktionen erhält man aus (33) 

L (vl - lJ') - 1 R (vl - lJ') 
L ( v2 - VI) - 1 R ( v2 - VI) 

=_ lR.L(V'). 
A J..R' VI - 1p = 0 am Rande von T, 

= - 1 R· (VI - V' ) ; 

L(V>'+l - v,.) -lR(v"+1 - v,,) = -lR.(v,,-v"_l); 

Durch passende Anwendung von 6. folgt daher 

" 
V"+l- V,,=O " " 

Max I v" + I - V" r < Max I V" - V" -1 r ... < Max I vl - V' I < Max I L}~) ! , 

also 

I v"+1 -V'I < IVH1-V,,1 + Iv" - v"_ll + ... + IVl - V'I < "1 1 Max I L.i;") I, 
womit (37) bewiesen ist. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die Behauptung B (S.489) für 
den Fall beweisen, daß 

cp-l. 

Sei also T ein Teilbereich von T. Wir betrachten zuerst den Fall, daß 
y (0) innerer Punkt von T ist. Sei alsdann a eine positive Zahl, die so 
klein gewählt ist, daß die Kugel K" um y(O) mit dem Radius a ganz im 
Innern von T liegt. Sei ferner 

1p (y, y(Ü)) = -{
(a 4 _r 4)4 für r<a 

o " r> a 

V' (y, Y (0)) genügt, wie man sich leicht überzeugt, als Funktion von y den 
Voraussetzungen von 7.; ferner ist V' nicht negativ und erreicht für y = y (0) 

sein Maximum. Sind daher vi' .. "' V"+l die Lösungen der Randwert
probleme (33) (wobei y(O) als Parameter auftritt), so ist nach (37) 

IV' (y, y(O)) - v" (y, y(O)) I < T Max I L<;) I 

" 1', 

" T. 
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oder unter Beachtung von 4. und 3. 

V' (y, y(O») - 1- Max [Lc;~ [ < v~ (y, y(O») = YR1(y)J 'ip (t'/, y(O») G~_l (y, 1J,).) d1J 
'I' 

< tp(~(Ol)j VR (1J) G~_l (y, 1J, )')d1J. 

Setzen wir hierin y = y(O) und dividieren durch die positive Zahl ",(y(O), y(O»), 
so erhalten wir unter Beachtung von (35) 

(38) l ___ "_Max I L(tp)l< 1 fVR(1J)G"_1(y(0)'1J,)')dt'/<1.13) 
i.tp (y(ol, y(Ol) R YR (y(Ol) 'I' 

Setzen wir speziell ). = "~ 1, d. h. T = x (1 + ,,~ 1 ), so kommt nach (24) 

1-x(1+"~1) «(O~ (Ol)Max[L1tp)[<y 1 (Ol fVR(1J)r"_l(y(O)'1J,X)d1J<l 
tp y , Y R (y )'1' 

und nach (25) 

(39) 1- «: (ol)Max[L1tp)l~fR(t'/)r(y(0)'1J,X)d1J<1, 
tp y ,y 'I' 

woraus die Behauptung 

(40) lim fR (1J) r(y(O), 1J, x) dt'/ = 1 (y(O) innerer Punkt von T) 
:1;-+0'1' 

folgt. 
Sei jetzt y(O) innerer Punkt von T - T. Nach dem schon Bewiesenen 

ist dann 

11) Macht man in (38) bei festem " dim Grenzübergang i. -+ 00, so folgt 

lim ffR(TJ)G,,_t(y(Ol,TJ,i.)dTJ=YR(y(Ol) (y(Ol<T). 
1.-+00 'I' 

Hieraus ergibt sich (ähnlich wie im Text auf S. 498), daß auch für jede stetige Funktion rp 

lim .r Y R (TJ) rp ('TJ) G,,_t (y(Ol, TJ, i.) d'TJ = f R (y(O» 'P (y(O». 
1.-+00 'I' 

Wendet man dies auf T = T an und beachtet, daß G"-l der mit i." multiplizierte 
,,·fach iterierte Kern der Integralgleichung (17) ist, so folgt 

00 ( (0» 
'P(y(O» = lim .2 Chu" Y " 

1.-+00 k=l (1 + 1) 
(,,=1,2,3, ... ) 

für jede stetige (nicht notwendig der Randbedingung (7 b) genügende) Funktion 'P. 
Der Fall ,,= 1 wurde bereits in der in Anm. 9) zitierten Arbeit bewiesen. (Anm. bei der 
Korrektur. ) 
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Wegen f = f - f folgt daher die Behauptung 
p T T-P 

(41) lim fR (1]) T(y(O), 1], x) d1] = 0 (y(O) innerer Punkt von T - T). 
Z-+Op 

Sei jetzt cp (y) eine beliebige stetige Funktion und y(O) zunächst ein 
innerer Punkt von T. Wir schreiben dann 

( 42) J R ( 1] ) cP ( 1] ) r (y (0), 1], x) d 1] 
T 

= cp (y(O)) fR (1]) T (y(O), 1], x) d1] 
P 

+ f R(1]) [cp(1]) - cp(y(O))] T(y(O), 1], x) d1]. 
T 

Sei e eine vorgegebene positive Zahl und U eine ganz in T gelegene Um
gebung von y(O) von der Eigenschaft, daß I cP (1]) - cP (y(O)) I < e ist, wenn 1] 
in U liegt. Dann ist nach (39) 

I f R(1]) [cp(1]) - cP (yO)] T(y(O), 17, x) d1] I< e, 
u 

und da y(O) äußerer Punkt von T - U ist, nach (41) 

!~o Ip fuR (1]) [cp(1]) - cp(yO)] r(y(O), 1], x)d1] I 

< 2 Max I cP Ilim J R (1]) T(y(O), 1], x) d1] = O. 
Z-fo°T_U 

Unter Beachtung von (40) folgt daher aus (42) für alle genügend kleinen 
positiven x 

I fR (1]) cP (1]) T(y(O), 1], x) dx - cP (y(O)) I< 3e, 
p 

womit der erste Teil der Behauptung (6) bewiesen ist. 
Der zweite Teil von (6) folgt unter Beachtung von 

I f R(17) cP (1]) T(y(O), 1], x) d1] I <Max Icpl J R (1]) T(y(°l, 1], x) d1] 
p T 

unmittelbar aus (41). 

§ 4. 

Beweis der Fundamentalformel. 

Nach dem Beweis von (6) ergibt sich nun die Fundamentalformel (12) 
in der üblichen Weise: 

Setzt man 

M(u)=L(u)-R~;, M*(u)=L(u)+R:;, 
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so ist für irgend zwei zweimal nach den Yi und einmal nach x differenzier
bare Funktionen a ( x, y) und ß ( x, y) 

(43) 

Integriert man diese Identität zuerst über den y-Bereich T 14) und dann 
über x von Obis x(°l, so erhält man (unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der in (43) auftretenden Ableitungen von a und ß): 

",(0) 

(44) f J [aM(ß) - ßM*(a)] dydx 
o T 

- f R(y)a(x(°l,y)ß(x(Ol,y)dy+f R(y)a(O,y)ß(O,y)dy. 
T T 

Ist nun ß ( x, y) eine Lösung z von 

M(z) = f(x, y), 

wo f eine gegebene stetige Funktion ist, und ist 

a(x, y) = T(y(O), y, x(O)+ h - x) (h> 0; y(O)<.,T), 
so daß 

M*(a) = 0, 
so liefert (44) 

",(0) 

(45) fR(y)z(y,X(OI)T(y(O),y,h)dy=f f l;laik(T~Z -z~r)cos(Yi'P)dadx 
T u S i.k VYk VYk 

+ .r R(y) z(O, y) r(y(O}, y, x(O)+ h)dy 
T 
X(O) 

-!.r f(x, y) r(y(O}, y, x(O}+h-x)dxdy. 
o T 

In dieser Formel lassen wir nun unter der Annahme, daß y(O) nicht auf 
dem Rande von '1 liegt, h gegen ° gehen. Dann ist in dem zweiten 
in (45) rechts stehenden Integral x =l= x(O); daher kann in ihm der Grenz
übergang vollzogen werden, indem in T h.,- ° gesetzt wird. Das ist 1I'ber, 
wie wir behaupten, auch in dem letzten der rechts stehenden Integrale 
erlaubt. Schreibt man nämlich bei gegebenem e > ° 
",(0) ",(O)_E ",(0) 

fff(x,y)T(y(O),y,x(O)+h-x)dydx=! f···dydx+ f f···dydx, 
o TOT ",(0)_. T 

14) Wegen der Bedeutung der Bezeichnung 1 sowie der folgenden S, " und da 
siehe S. 490. 

32* 
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so ist die Behauptung für den ersten Summanden gewiß richtig. Der zweite 
ist aber nach (39) und (5) absolut genommen höchstens gleich 

z(o) 

Max 1 L I· . J dx < e' Max I fl R = m' 
z(o)_. 

woraus die Behauptung offenbar folgt. 
Wegen (6) erhalten wir daher aus (45) die Fundamentalformel (12), 

da nunmehr auch für das erste rechts stehende Integral die Existenz eines 
Grenzwertes für h -+ 0 folgt, und man sich leicht überlegt, daß dieser durch 
Nullsetzen von h erhalten wird. 

§ 5. 

Beweis der Poissonschen Formell~). 

Wir haben 
z 

U(x, y) = f f f(~, 1]) r(y, 1], x -~) d1]d~ (T<.T) 
o T 

zu betrachten und (12a) zu beweisen. Wir setzen 

(46) F(~, 1]) = {f(~, 1]), 
o , 

wenn 1] in T, 

wenn 1] nicht in T. 
Es ist dann 

z 

(47) U(x, y) =J J F(~, 1])r(y, 1], x- ~)d1]d~. 
o T 

Von f setzen wir einmal stetige Differenzierbarkeit nach 1] und zweimal 
stetige Differenzierbarkeit nach ~ voraus. Die gleichen Eigenschaften besitzt 
dann F mit Ausnahme. der Randpunkte von T. Setzt man nun in (47) 
für r die Reihe (8) ein und beachtet die Tatsache, daß die Reihe (8) 
gleichmäßig für x - ~ ~ r} konvergiert, so ergibt sich 

(48) (0< Xl< x), 

wobei 
[F(~)],,= f F(~, 1])u,,(1]) d1]. 

T 

Formt man nun das Integral in (48) durch partielle Integration um: 

a: 1 :t'J 

f[Fa)] e-).k(Z-~) d~ = [F(~)] e-J'k(Z-~) I ~=Zl_ ~ f [OF] e-!.k(z-~)d~ 
k " A" ;=0 1." 0 ~ " ' 

o 0 

a) § 5 und § 6 wurden bei der Korrektur hinzugefügt. 
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so erkennt man auf Grund der Besselschen Ungleichung sowie der gleich

mäßigen Konvergenz von 2) u!, daß die so entstandene Reihe gleich
}.k 

mäßig in x und y konvergiert, also der Grenzübergang Xl ---+ X in (48) glied
weise ausgeführt werden kann. Man erhält so 

Nun ist auf Grund von (13) 

(50) 2) u,.}.~) [F(xn =1 K(y, 'YJ) F(x, 'YJ) d'YJ, 
k T 

folglich 

(51) (L- R o~) (2)U\~Y)[F(xn,) = - F(x, y) -R f K(y, 'YJ) oF~~rJ)d'YJ' 
k ij 

Ferner genügt jedes Glied der zweiten Summe in (49) der homogenen 
Gleichung (4); hieraus folgt durch die gleichen Betrachtungen wie in § 1 

(52) 

Die dritte Summe in (49) schließlich ist 

(53) 

wenn 

f 2)u,.(Y~ku,.(rJ) OF~~'rJ) e-).k(z-i)d'YJ = H(x,~) 
ij k 

gesetzt ist. H(x, n ist stetig in dem abgeschlossenen Intervall 0::::;: ~ < x; 
für 0 < ~ < x ist nach (8) 

(54) oB f ( )oF(~'rJ) --ax=- r y,'YJ,x-~ -o-~-d'YJ, 
ij 

hat also auf Grund von (6) einen endlichen Grenzwert für ~ - x ---+ O. 
Hieraus folgt, daß die Ableitung des Integrals (53) nach x nach der gewöhn
lichen Regel 
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gebildet werden darf. Wir haben also unter Beachtung von (50) und (54) 

(55) 

Um auf den dritten Summanden von (49) auch den Operator L an
zuwenden, schreiben wir diesen in der sich ohne weiteres aus (13) und (8) 
ergebenden Form 16) 

'" 
(56) - IIK(y,C)R(C)Ir(e,'fj,X-,n::(;,'fj)d'fjded;. 

Op p 

Diese setzt in Evidenz, daß die Operation L gerade R (y ) multipliziert 
mit dem Integral 

'" 
(57) I I r(y, 'fj, x -;) ~~ (;, 'fj) d'fj d; 

Op 

liefert, falls dieser Ausdruck einmal stetig nach y differenzierbar ist, und 
aus (49), (51), (52), (55) und (46) folgt dann die Behauptung (12a). 
Um noch die stetige Differenzierbarkeit von (57) einzusehen, formen wir 
diesen Ausdruck in der gleichen Weise um wie früher (47). Wir erhalten 
dann einen Ausdruck, der aus der rechten Seite von (49) hervorgeht, 

wenn wir dort F durch ~: ersetzen; diesen können wir dann auch so 

schreiben (vgl. (50) und (56)): 

I oF I f oF(O 1)) K(y, 'fj) hex, 'fj) d'fj - K(y, C) R(e) r(e, 1J, x) -o~d'fj de 
p p T 

'" 
- II K(y,C)R(e)J r(e,'fj, x_;)02~~~''1)d'fjded;. 

op p 

Da die Faktoren von K unter den Integralen stetige Funktionen sind, 
kann man unter den Integralen nach y differenzieren. 

16) Man vertausche in dem in Rede stehenden dritten Summanden von ( 49) die 

Integration nach ~ mit der Summation und beachte, daß .Eudy)uk(1))e-!.k("'-~) bei 
k 

festem ~ < x absolut und gleichmäßig in y und 1) konvergiert. 
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§ 6. 

Zur ersten Randwertaufgabe. 

Die sogenannte erste Randwertaufgabe, eine Funktion z zu finden, die im 
Innern des Bereiches (9reine Lösung von (11) ist und für x = 0 sowie auf 
M", vorgegebene Werte annimmt, läßt sich mit Hilfe der im vorstehenden 
bewiesenen Eigenschaften noch nicht unter ebenso geringen Voraussetzungen 
erledigen wie die entsprechende Aufgabe in der Theorie der speziellen 
Gleichung (1). Hierzu fehlen noch gewisse Eigenschaften der Grundlösung, die 
dem Verhalten des Potentials einer Doppelschicht entsprechen und in der 
Theorie der genannten speziellen Gleichung 1 7) wesentlich benutzt werden. 

Zur Behandlung der Randwertaufgabe zerlegen wir diese in bekannter 
Weise in zwei Teilaufgaben : 

1. Eine Lösung u von (4) zu finden, die den Randbedingungen 

(58a) 

(58b) 

U(X,y)~tlO(Y(O») für (x,y)~(O,y(O») 

(y(O) innerer Punkt von '1'), 

U(x,y)-+O für (x,y)~U,1]) 

(1] auf S, ;>0) 

genügt, wobei U o eine vorgegebene in T definierte :Funktion ist. 

2. Eine Lösung v von (11) zu finden, die den Randbedingungen 

(59a) 

(59b) 

v (x, y) ~ 0 für ( x, y) ~ (0, Y (0») 
(y(O) innerer Punkt von T), 

v(x,y)~cp(;,1]) für (x,y)~(;,1]) 

(1] auf S, ; > 0) 

genügt, wobei cp eine vorgegebene auf M", definierte Funktion ist. 
z = u + v ist dann eine Lösung von (11), die (58 a) und (59 b) genügt. 
Das Problem 1 wird nun bei stetigem Uo durch 

u ( x, y) = J Uo ( 1] ) r (y, 1], x) d 1] 
iji 

vollständig gelöst, wie man unmittelbar aus A, B (S. 489) und (7 b) 
schließt, wenn man beachtet, daß die Konvergenz in (6) gleichmäßig ist 
für alle x, deren Entfernung vom Rande von T oberhalb einer festen 
positiven Zahl liegt 18), und daß ebenso die Reihe (8) für x - ; > b > 0 

17) Siehe z. B. Goursat, Cours d'analyse t. B. ch. XXIX. 
18) Dies folgt sofort aus der Abschätzung (39) auf S. 497 im Verein mit dem 

Beweis auf S. 498. 
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gleichmäßig konvergiert. Ist ferner in (59b) die Funktion gJ dreimal stetig 
differenzierbar und kennt man eine im Bereich (9) einschließlich des Randes 
dreimal stetig nach x und y differenzierbare Funktion lP ( x, y), die die 
Randbedingung (59b) befriedigt (ohne notwendigerweise einer Differential
gleichung zu genügen 19)), so kann man das Problem 2. ebenfalls lösen, falls 
f die Voraussetzungen von § 5 erfüllt. In der Tat genügt dann w = v - lP 
der Gleichung 

L(w) - R ~w = g(x, y) 
ox (g = f- L(lP) +R~:) 

und einer Randbedingung der Form ( 58 a ), (58 b ). Da auf Grund der 
gemachten Annahmen g einmal stetig nach y und zweimal stetig nach x 
differenzierbar ist, wird dieBe Aufgabe offenbar durch 

IZ 

W = J J g(~, 1])r(y, 1], x- ~)d1]d~ + J uo(1])r(y, 1], x) d1] 
o;p ;p 

gelöst. 

19) Für den Fall, daß T ein Sternbereioh ist, wird die explizite Konstruktion 
einer solohen Funktion q, in der in Anm. 8) zitierten Arbeit angegeben. 

(Eingegangen am 16. März 1930.) 
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