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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich mehr-
fach als Einfilhrung in die héhere Mathematik an den Universititen
Halle und Berlin gehalten habe.

Es soll dazu beitragen, die Schwierigkeiten zu iiberwinden, die sich
dem Studierenden beim Ubergang von der Schule zur Hochschule bieten.
Diese ergeben sich z. T. daraus, daB der Lernende, von der ‘Schule her
an die Form des abfragenden Unterrichts gewohnt, vielfach noch nicht
die Reife fiir die Ubermittelung des Stoffes durch akademische Vor-
lesungen besitzt. Denn hier bleibt die Kontrolle dariiber, ob wirklich
alles verstanden ist, der eigenen Initiative und Selbstkritik iiberlassen.

Es ist daher anzustreben, den Studenten besonders im Anfang
seines Studiums zur stirkeren aktiven Mitarbeit heranzuziehen. Diese
soll auBer im Lésen von Aufgaben gelegentlich auch in der Wiedergabe
des in der Vorlesung gebrachten Stoffes sowie in Referaten einzelner
Abschnitte des Buches bestehen. Auf diese Weise tritt an die Stelle der
Vorlesung teilweise eine geleitete Lektiire.

An Vorkenntnissen wird so wenig wie moglich vorausgesetzt. Kom-
binatorik, binomischer Satz und andere Dinge, die noch in das Pensum
der Schule gehéren, werden daher entwickelt, jedoch in einer Form,
die sich vom elementaren Unterricht loslgst und den Studierenden
gleich zu Anfang mit Hilfsmitteln vertraut macht, die ihm neu, aber
fiir strenge Durchfiihrung mathematischer Beweise von grundlegender
Bedeutung sind.

Es ist dies in erster Linie der InduktionsschluBl. Seine vielfache Ver-
wendung kann den Anfinger zunichst befremden; ebenso verhdlt es
sich mit dem Aufbau der Determinantentheorie nach der WEIERSTRASS-
schen Definition. Trotzdem habe ich diese Darstellung gewihlt. Denn
erstens werden so die Beweise kurz und einfach, und die ganze Theorie
gewinnt an Schénheit und Eleganz, zweitens soll neben der Ubermitte-
lung des Stoffes eine Einfilhrung in mathematische Methoden und Ge-
dankenginge iiberhaupt erfolgen, wie sie im elementaren Unterricht
nicht gegeben werden konnen.

In der Behandlung der linearen Gleichungen bin ich einer Anregung
des Herrn Prof. H. W. E. Jung, Halle, gefolgt.

Die Paragraphen 13, 14, 15 und 16 sind fiir die folgenden Kapitel
nicht erforderlich und kénnen iibergangen werden.



IV Vorwort.

In den Anwendungen wird die Bedeutung der Determinanten und
Matrizen fiir die analytische Geometrie gezeigt. Besonderer Wert ist
darauf gelegt, die Grundlagen fiir das Rechnen mit Vektoren zu schaffen.

Die Ubungsaufgaben bieten keine besonderen Schwierigkeiten.
Einige davon sind mir von Assistenten gegeben worden, sie stammen
aus Vorlesungen, die frither an der Berliner Universitit gehalten wurden.

Besonderen Dank schulde ich dem Verlag, der trotz der schwie-
rigen Zeitlage das Erscheinen in so kurzer Zeit erméglichte.

Charlottenburg, Oktober 1941.
NEIss.
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Erstes Kapitel

Allgemeine Vorbemerkungen.
§ 1. Der InduktionsschluB.

Ein in der Mathematik hiufig gebrauchtes Beweisverfahren ist der
SchlufB der vollstindigen Induktion, auch SchluB von # auf » 4 1 ge-
nannt. Zur Erliuterung dieser SchluBweise beweisen wir folgende

Formel:,

1+2+3+ ...+n=&’?2ﬂ,
wo # eine positive ganze Zahl ist. Man kann die Richtigkeit dieser For-
mel fiir besondere Werte von # leicht durch Einsetzen bestitigen, z. B.
fir

n=1ist: 1="0FD 9.y g 204D
n=4:1+4+2+3+a="200 4

2

Derartige Proben kann man beliebig vermehren. Will man indessen aus
diesen einzelnen Feststellungen folgern, daB die Formel fiir jeden Wert
von # richtig ist, so ist dies ein SchluB vom Besonderen zum Allgemeinen,
er wird InduktionsschluB genannt und ist in dieser Form als mathe-
matischer Beweis nicht zulissig.

Dagegen ist folgende SchluBweise bindend:

Wir iiberzeugen uns durch Einsetzen zunichst von der Richtigkeit
der Formel fiir # = 1. Dann nehmen wir an, die Formel sei fiir alle n < »
bewiesen, wo unter 7 eine beliebige feste, positive ganze Zahl zu ver-
stehen ist. Vielleicht erscheint es im ersten Augenblick widersinnig, das
als richtig anzunehmen, was doch erst bewiesen werden soll. Das trifft
aber nicht zu; denn die Annahme bezieht sich nur auf alle » < 7, der
Beweis soll aber die Giiltigkeit der Formel fiir alle # erbringen. Wir
zeigen jetzt: Wenn die Annahme erfiillt sein sollte, d. h. wenn die Formel
fiir » < 7 richtig ist, dann ist sie auch fiir die folgende Zahl» + 1 richtig,
oder anders ausgedriickt:

Voraussetzung: 14+ 2+ - +n= n(n;#ll fir n <.
Behauptung: (#» wird durch » 4 1 ersetzt)
_r+ED(r+2)

NeiB, Determinanten. 1



2 Allgemeine Vorbemerkungen.

Zum Beweis wird die Summe 1 424 - - - 47 in die nach der Vor-

aussetzung zuldssige Form z ('2+ d geschrieben. Danach lautet die Be-
hauptung:
7('21— 1) r41= {r -+ 1)2(’tJ’

eine Identitit, wie man durch Umformung leicht bestatigt.

Damit ist der Beweis natiirlich noch nicht fertig, es ist nur gezeigt:
Wenn die Formel etwa fiir alle # < 17 richtig ist, dann ist sie es auch fiir
n = 18. Die Beweisfiihrung beruhte auf einer Annahme, deren Giiltig-
keit zunichst noch offen ist und einstweilen nur fiir » =1 feststeht.
Daher gilt aber die Formel, wie eben gezeigt wurde, auch fiir #n = 2,
ebenso kommt man von # = 2 zu # = 3, und diese SchluBweise kann be-
liebig weit fortgesetzt werden.

Der InduktionsschluB ist, wie man sieht, nur zu gebrauchen, wenn der
zu beweisende Satz eine Aussage iiber eine ganze Zahl enthilt. Es ist
auch nicht immer gesagt, daB die Giiltigkeit bei » = 1 anfingt, sie kann
auch schon bei # =.0 oder erst an einer spiteren Stelle einsetzen.

§ 2. Gebrauch des Summenzeichens.

> (groBes griechisches Sigma) ist das Summenzeichen. Ist f(g) eine
Funktion von g, die nur fiir ganzzahlige g erklirt zu sein braucht, und
will man die Summe

fQ)+1@)+ -+ f(m)

bilden, so schreibt man dafiir
n
210)
=1

lies: ,,Summe von g =1 bis #‘‘; d. h.: es werden fiir p der Reihe nach die
Zahlen 1, 2, bis # eingesetzt, und die so erhaltenen Werte f(g) werden
addiert. Hiufig tritt der Summationsbuchstabe als Index auf:

2a,=a,+a,+ - +a,.
=1

[+4
Auf die Bezeichnung dieser Zahl kommt es nicht an, daher ist:

n n n—1
Za, = 2“9 =2a?-+1»
v=1 e=1 {2=0

g ist durch 4 4 1 ersetzt; wenn g die Werte von 1 bis # durchliuft, geht
A von 0 bis n — 1.
Die Regel fiir die Multiplikation zweier Summen nimmt jetzt fol-

gende Form an:
n

m n m
Sa, Sb=3 Sa,b.
=1 i=1 o=1i=1



§ 3. Aufgaben. 3

Die rechte Seite ist eine Doppelsumme, denn g und 4 durchlaufen unab-
héngig von einander die Werte von 1 bis # bzw. von 1 bis . Natiirlich
miissen hier die beiden Summationsbuchstaben verschieden bezeichnet
werden.

§ 8. Aufgaben.

Folgende Formeln sind durch vollstindige Induktion zu beweisen.
Die linken Seiten sind bei Aufgabe 1 bis 7 auf zwei Arten geschrieben,
um den Leser an den Gebrauch des Summenzeichens zu gewohnen.

n
1. 292212_}_224_..._}.”2:”_@%@& n=0
e=0
n DNz
9. 293:134_23_{_..._}.”3:("—;”; )> n=0
0=0
- 1 1 1 1 1
N S S T S R T S ;
3. e%(@—l)g_l-2+2-3+ +('n——1)n_ n n=2
n
vttt ! 3n+5mn >
+ e+ 3T eaT T T tnrnmry "=1
2 1 1 1 1
—7 = R —_—
R I R P AT I T N )
_ n(n + 3)
T4+ 1) (1t 2) n=1l
n—1 1
= .o et :q”—
6. Zo’qe——1+q+q2+ +t =5 =
=
n
7. De2el=2.204+3.22 4 ... £ 2 = (n—1)20 n=2
=2
n P
9_ n
=
n sin (n+lx> cos(%x)
9. 29ws@x)= n=0
=0 sin?

10. Jede ganze Zahl N 14Bt sich auf die Form bringen:
N=c¢+¢e:3+632+ 4¢3
wo die GréBen g, &, . . ., &, nur die Werte 41, 0, — 1 annehmen diirfen.
11. Man beweise die Bernoullische Ungleichung:
I+pn=1+np
fiir p > — 1 und # positiv und ganz.
1*



4 Kombinatorik.

Zweites Kapitel.
Kombinatorik.

§ 4. Permutationen.

n! (lies ,,» Fakultat®) ist fiir ganze positive # als das Produkt der
n Zahlen 1, 2, 3, ..., n erklirt, also

w!=1-2:3...n

fiir » = 0 wird erginzend 0! = 1 gesetzt. Danach ist: 1! = 1! 2! = 2;
3! =6; 4! =24; 5! = 120; 6! = 720 usw.

Es seien a4, b, ¢, ... eine Anzahl begrifflich unterschiedener Dinge,
die auch Elemente genannt werden. Eine bestimmte Anordnung der-
selben heillt einePermutation; z.B. sind acb; bac; abc Permutationen
der drei Elemente abc.

Satz 1: Die Anzahl der verschiedemen Permutationen von n Ele-
menten (ste soll mit P, bezeichnet werden) ist n!

Beweis: Fiir » = 1 ist P, = 1! = 1. Wir nehmen an, fiir # < » sei
P, =mn!, wo r eine feste Zahl bezeichnet, und zeigen, daB auch
P, = (r + 1)!ist.

Um alle Permutationen von » + 1 Elementen zu bilden, denken wir
uns alle von 7 Elementen aufgestellt: abc. .. sei eine solche. x ist ein
7 + 1% Element. Aus jeder Permutation von 7 Elementen machen wir
durch Hinzufiigen von x genau 7 + 1 Permutationen von » + 1 Ele-
menten, indem x erst an den Anfang, dann zwischen das erste und zweite
Element usw. gesetzt wird:

xabc... axbc... abxc ... abecx ...

Verfihrt man in gleicher Weise mit allen 7! Permutationen der » Ele-
mente, so erhilt man alle Permutationen der 4+ 1 Elemente und jede
nur einmal, daher ist:

Py=P(+1)=r(r+1)=(+1)!

Permutationen mit Wiederholungen sind solche, bei denen
einzelne Elemente mehrfach auftreten, z. B. aaabb. Thre Anzahl ergibt
sich aus folgendem

Satz 2: a mige amal, b moge fmal usw. vorkommen, dawn ist die
Anzahl P der verschiedenen Permutaiionen:

n!
P = o! ﬂ [
Fiir das obige Beispiel ist # =5, « =3, § = 2, also P = 10.

Beweis: Wir denken uns alle verschiedenen Permutationen dieser
Art hingeschrieben, z. B.:

abcaacabd ...



§ 5. Kombinationen. 5)

An die Elemente a fiigen wir Indices:
a,bcazazcald . ..

und permutieren unter Beibehaltung der b, ¢, nur die a,, a,, a5, 4,, etwa:
asbcayayca,b ...

Man erhilt aus jeder Permutation «! neue, bei denen die a,, a,, a5, 4, als

verschieden anzusehen sind. Insgesamt ist also Pa! die Anzahl der
verschiedenen Permutationen von den » Elementen:

18y ...a,0b...¢cc...,

wo die a,, a5, a5 . . . verschieden sind, und nur unter den b bzw. ¢ gleiche
auftreten kénnen. Wendet man dasselbe Verfahren auf die 4, dann aut
die ¢ an, so erhilt man alle Permutationen von # verschiedenen Ele-
menten, deren Anzahl #! ist. Also:

Palfl...=n!

§ 5. Kombinationen.

p sei eine positive ganze Zahl, # beliebig, dann wird das Zeichen <Z>

(lies ,,n liber p*‘), wie folgt, erklirt:
<n> um—1)...n—p+1)

Z.B.: ? 1-2...p
5| ls—1

Fir p = 0 wird erginzend <g) =1 festgesetzt.

Da wir im folgenden das Symbol nur fiir positive ganzzahlige »n ge-
brauchen, soll jetzt # eine solche Zahl bezeichnen. Ist $ > #, kommt im
Zihler einmal der Faktor 0 vor. Also ist

n .
(g_o fir n<p.

Fiir 0 = p < » 14Bt sich das Symbol durch Einfilhrung von ¢ =% — p
in eine symmetrische Form bringen, indem mit ¢! erweitert wird:

() =sar

n) = <Z) sofort zu erkennen ist. Dag ist auch fiir p =0, ¢ =n

woraus (
P

richtig:

Satz 3: .
() + (i) =G 1)



6 Kombinatorik.

Diese Formel ergibt sich leicht, wenn man die beiden Briiche links gleich-
namig macht und addiert:
nl n! _nlp+1)+nlg
T EIDiE-Di - g
_mete+l)  @+D! <n—|—1>'
@®+1lq P+Dlgl \p+1
Fiir » > » ist die Formel auch richtig, ebenfalls fiir beliebige 7.
n
Satz 4: ( b

Beweis durch Induktion nach #. Fiir » =1 ist der Satz richtig,
n

weil ((1))=G) =1, sonst (;) = 0. Ferner 1ist (0) =1 fiir jedes », wir

) ist tmmer eine ganze Zahl.

n

p
wo 7 einen festen Wert bezeichnet, und alle  bereits als ganzzahlig er-

kannt, dann ist fiir p = 1:

GOEINEIREE

das ist die Summe zweier ganzen Zahlen, also ist der Satz auch fiir
# = r + 1 richtig.

Greift man aus #» verschiedenen Elementen p heraus, wobei es auf
die Reihenfolge nicht ankommt, so heiBit eine solche Zusammenstellung
eine Kombination von # Elementen zur p** Klasse. Z. B. sind acd,
bce, ade Kombinationen der fiinf Elemente abcde zur dritten Klasse.

Satz 5: Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur pter Klasse

. n
18t ( P>'
Nimmt man aus #» Elementen $ heraus, so bleiben g iibrig, die dann

alle Kombinationen zur gt*n Klasse bilden. In der Tat ist (:) = (Z)

Erster Beweis durch Induktion nach p. Es sei # eine feste Zahl,
und p durchlaufe die Werte von 1 bis . Fir p=1ist (’;) =mn, und » Mo6g-

lichkeiten gibt es, aus » Elementen eines herauszunebmen. Bis zu p =7,
wo 1 <7 << #, sei der Satz bewiesen, dann lassen sich die Kombinationen
zur 7 4 1ten Klasse folgendermaBen abzdhlen: Wir bilden alle Kom-

brauchen nurnoch =1 zu betrachten. Angenommen, ( ) seifirn<r,

binationen zur 7t Klasse, deren Anzahl (7:) ist, und setzen jedesmal eines

der iibrigen # —r Elemente dazu, so daB aus jeder Kombination zur rten
Klasse # —7 Kombinationen zur r 4 1ten Klasse entstehen. So erhilt
man alle Kombinationen zur » 4 1ten Klasse und jede einzelne # 4 1mal,
denn jedes der » + 1 Elemente einer solchen Kombination kann das
hinzugefiigte » 4 1t Element sein. Demnach ist die Anzahl der ver-
schiedenen Kombinationen zur » + 1ten Klasse:

<Z>E{:<r21>



§ 6. Der binomische Satz. T

Zweiter Beweis. Er wird gezeigt, daB die Anzahl der Kombinatio-
nen von # Elementen zur pter Klasse gleich der Anzahl der Permutationen
von # Elementen ist, von denen je p und je ¢ einander gleich sind:

aa ...abb ... b
12 ... "

In der ersten Zeile steht  mal ¢ und ¢ mal b, in der zweiten entsprechend
darunter die Zahlen von 1 bis #, so da unter jeden Buchstaben eine
Zah] kommt. Fiihren wir in der ersten Zeile eine Permutation aus und
lassen die Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge darunter stehen:

babaa...
12345 ...

so bilden die unter den a4 stehenden Zahlen eine Kombination von # Ele-
menten zur pter Klasse. Jeder solchen Permutation wird dadurch eine
und nur eine Kombination zugeordnet und umgekehrt. Die Anzahl der
P' q, = (:), und dies ist
auch die Anzahl der verschiedenen Kombinationen.

Dritter Beweis durch Induktion nach #. Fiir n = 1 ist der Satz
richtig, ebenso fiir 4 = 1 und jedes #, daher betrachten wir nur p > 1.
‘Wir nehmen an, er sei fiir alle » =< » und fiir jedes p bewiesen. Alle Kom-
binationen von » + 1 Elementen zur pter Klasse sollen jetzt in der Weise
gebildet werden, daB unter den » + 1 Elementen eines hervorgehoben
wird (es moge x genannt werden), und die Kombinationen in solche ein-
geteilt werden, die x enthalten, und in solche, die % nicht enthalten.

Permutationen ist bekannt, ndmlich gleich ———

Die Anzahl der ersteren ist ( b : 1), denn 148t man x weg, so bleiben alle

Kombinationen der restlichen » Elemente zur p — 1ten Klasse iibrig,
deren Anzahl auf Grund der Induktionsannahme bekannt ist. Die Kom-
binationen ohne x sind einfach diejenigen von r Elementen zur pten

Klasse, deren Anzahl (;) ist. Insgesamt ist also nach Satz 3:

[ 7 v\ _(r+1

G2+ G)=(7%")
die gesuchte Anzahl der Kombinationen von » + 1 Elementen zur pten
Klasse.

§ 6. Der binomische Satz.

Fiir ganzzahlige positive # und beliebige 2 und b ist:
n
@+ by = }’(Z) arebe = an + (1) artb 4 (J)am2be 4 oo 4 b0

P—,q—,ab



8 Kombinatorik.

wo diese Summe iiber alle Werte p und ¢ zu erstrecken ist, fiir die
P + g =mnist.
Der Beweis wird entweder so gefiihrt, da man das Produkt
@+ x)(@+ %) ... (@a+ %)
ausmultipliziert, nach Potenzen von a ordnet und dann %, = x, = x4
=... = b setzt, oder durch Induktion nach #:
Multipliziert man die als richtig angenommene Gleichung:

(a+ b)’ — ZT7<;) ar-? pr

p=0
beiderseits mit @ + b, so wird:

7

4l N . —y —
(@ + b)r+t Z(p)a P+1 pp +£(ﬁ)a 2 hp+l

=0
r r—1
— qr+l + 4 r—p+1 hp + 4 r—p o+l + pr+l,
o+ SN+ S1(0)e

In der zweiten Summe wird p durch p — 1 ersetzt und die Summation
von p =1 bis p = r erstreckt:

7 7
= qrl 4 ")ar-rr1pr " Yar-»rpe | pri
S(areavs 3,0
r+1

= artl pél' [(;) + (p-’—lﬂ ar-rripp 4 prit = 3] ("‘; 1) a1 py

=0

was zu beweisen war.
Eine entsprechende Formel fiir eine Summe von drei Gliedern erhalt
man, wenn b = ¢ + d gesetzt wird:

@+etdr= 3 o+ ay

r+q=n

n! q!
= ——a? T 18
piqi? 2 i

p+g=n r+8=¢

n!
= T avpcerde
_Zjb!rls!ac‘i’

WO p, 7, s alle Werte annehmen, fiir die p 4 7 4+ s = nist. Das Verfahren
148t sich auf Summen von beliebig vielen Gliedern ausdehnen, und so
erhdlt man den polynomischen Satz:

nl
@t oyt ooy =D T g aa
hier ist die Summe iiber alle $,, p,, p3,. .., p, zu erstrecken, fiir die

br+pbetds+ - +p=n st




§ 7. Gerade und ungerade Permutationen. 9

§ 7. Gerade und ungerade Permutationen.

Setzt man fir die Elemente einer Permutation eine bestimmte Rei-
henfolge als die ;,natiirliche’ oder ,,urspriingliche fest, so bezeichnet
man bei einer Permutation die Stellung zweier Elemente als eine In-
version, wenn ein Element, das bei der natiirlichen Reihenfolge vor
einem anderen steht, jetzt nach diesem seinen Platzhat.Z.B.12 3 4 5
sei die natiirliche Reihenfolge, 2 4 1 5 3 eine Permutation, dann bilden
2und 1, 4 und 1, 3 und 4, 3 und 5 je eine Inversion; hier sind also vier
Inversionen vorhanden. Wiirde man 5 4 3 2 1 als natiirliche Reihen-
folge festsetzen, so hitten wir sechs Inversionen, nimlich 2 und 5, 4 und
5,1 und 5, 2 und 4, 3 und 1, 3 und 2. Je nachdem diese Anzahl der
Inversionen gerade oder ungerade ist, sprechen wir von einer geraden
oder ungeraden Permutation.

Vertauscht man in einer Permutation zwei Elemente miteinander,
so sagt man, es sei eine Transposition ausgefithrt worden. Jede Per-
mutation kann durch eine gewisse Anzahl von Transpositionen aus der
natiirlichen Reihenfolge hergestellt werden. Z. B.:

Aus
12345 entstehen:
21345 durch Vertauschung von 2 u. 1
24315 ' ' . 4ul
24135 " ' , 3ul
24153 v . ,, bu 3.

Es waren vier Transpositionen erforderlich. Diese Anzahl steht nicht
eindeutig fest, denn man kann auch anders verfahren, so da§ evtl. mehr
Transpositionen herauskommen, aber es gilt folgender

Satz 6: Jede gevade (bzw. ungerade) Permutation kann nur durch
eine gevade (bzw. ungerade) Anzahl von Tramspositionen aus der natiir-
lichen Reihenfolge gebildet werden.

Zunichst beweisen wir

Satz 7: Wird eine Transposition ausgefiihrt, so dndert sich die An-
zahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.

Ist

ab...xy...mn...

eine Permutation, in der die beiden nebeneinander stehenden Elemente
x und y umgestellt werden:

ab...yx...mn...,
so wird, je nachdem x vor oder nach y eingeordnet ist, eine Inversion
gewonnen, oder es geht eine verloren. IThre Anzahl dndert sich also um

4+ 1 oder — 1.
Stehen die beiden Elemente nicht nebeneinander, etwa:

ab...%CiCy...C¥...MNH ...,



10 Kombinatorik.

so wird die Transposition #, y in folgenden einzelnen Schritten durch-

gefuhrt: e CyXCy . CpY L

Y 2,
e il G Y X

Bis dahin sind 7 4~ 1 Transpositionen gemacht worden. Jetzt wird y
nach links gebracht:
ce i CpCy .  YC X L.

ceiC1YCy . Cp K.
c i YCiCy . G X

Hierzu waren » Transpositionen erforderlich. Die Umstellung von % und
y ist durch 2» + 1 Transpositionen ausgefithrt worden, die so beschaffen
waren, dal immer nur zwei nebeneinander stehende Elemente ver-
tauscht wurden. Die Anzahl der Inversionen ist also 27 -+ 1mal um eine
ungerade Zahl verandert worden. Wenn aber eine ungerade Anzahl von
ungeraden Zahlen addiert wird, so ist die Summe ungerade.

Bei der natiirlichen Reihenfolge ist die Anzahl der Inversionen = 0.
Fiihrt man ¢ Transpositionen aus, so hat sich die Zahl der Inversionen
tmal um eine ungerade Zahl geindert, ist ¢ gerade, so ist die Anzahl
der Inversionen auch gerade und umgekehrt, womit auch Satz 6 bewiesen
ist.

§ 8. Aufgaben.

Die drei ersten Aufgaben sind Beziehungen zwischen Binomial-
koeffizienten, die durch Induktion zu beweisen sind.

LT ()= (Y,

n

n+k—1 nt+k—2 . R [(ntk
2 (")) + () =G11)
92n-1 2n 22n

< = —.

Yo = < ” )— Bn+1

4. Jede ganze rationale Funktion

(%) =agx"+a, 2" 1+ - +a,

1aBt sich auf die Form bringen:

1) =4+ 4 () +4(5) + -+ 4.(]).
wo =10 —(})k—1) + (5)/:—2) — - £10).

Anleitung: Es geniigt, den Beweis fiir positive ganzzahlige x zu
fithren. Man kann daher den InduktionsschluB zugleich nach x und nach
# anwenden. Fiir x =0 und jedes beliebige #, ebenso fiir # = 0 und
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jedes x ist die Identitit leicht zu erkennen. Man nehme den Satz fiir ¥
und # — 1 als bewiesen an und setze:

Hx+1) = f(x) +g(%).

g(x) ist vom Grade » — 1, kann also in die Form:

n—1
g =2 Bi(})
k=1

gebracht werden, ebenso f(x). Daraus wird die Behauptung fiir f(x + 1)
hergeleitet.

5. Ist p eine Primzahl und a eine beliebige ganze Zahl, so ist a? — a
durch p teilbar.

Anleitung: Man nehme a positiv und schlieBe von 4 auf 2 + 1. Es

ist zu beachten, daBl (1,:) fiir 1 £ % < p immer durch p teilbar ist.

Aufgabe 6 und 7 sind aus MancorLpT-KNoOPP, Einfilhrung in die
héhere Mathematik, entnommen.

6. Man bezeichne die Anzahl aller Inversionen, die alle Permuta-
tionen von # Elementen zusammengenommen aufweisen, mit J,, so
daB J, =0, J, =1, J;, =9 ist. Man zeige, daB sich diese Anzahlen
rekursiv vermittels der Formel

Joaa=@+1 [, +5nln+ 1]

und unmittelbar durch die Formel

Jo=(n—2)! <'n (n2— 1))2

bestimmen lassen. Hiernach ist J, =72, J; = 600 usw.

7. Ein Stadtteil von der Form eines Rechtecks ist auf seinen 4 Seiten
von StraBlen begrenzt und auBerdem von o StraBen durchzogen, welche
dem einen, und B StraBen, welche dem anderen Paar von Gegenseiten
des begrenzenden Rechtecks parallel laufen. Auf wieviel verschiedenen
‘Wegen kann man, ohne Umwege zu machen, von einer der vier dulersten
Ecken des Stadtteils zu der diagonal gegeniiberliegenden Ecke gelangen?

. (x+ B+ 2)!
Antwort: Auf CESNRET]
8. Es ist zu zeigen, daB die Anzahl der geraden Permutationen von

# Elementen gleich der Anzahl der ungeraden ist.

Wegen.

Drittes Kapitel.
Determinanten.

§ 9. Definition der Determinante nach LEIBNIZ.

Bei der Auflssung eines Systems von 7 linearen Gleichungen mit
#n Unbekannten treten gewisse Funktionen der Koeffizienten auf, die
auch sonst mehrfach vorkommen. Mit Hilfe dieser Funktionen, die
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Determinanten genannt werden, lassen sich die Ergebnisse vieler Sitze
oder die Losungen von Aufgaben elegant und iibersichtlich formulieren,
so daB ‘die Theorie der Determinanten ein unentbehrliches Hilfsmittel
aller Gebiete der Mathematik geworden ist. Die Determinante zu defi-
nieren, ihre Eigenschaften kennenzulernen, ist das Ziel dieses Kapitels.
Gehen wir von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aus:
amx+ by =c
ayx + byy = c¢,,
so wird nach einer bekannten Umformung:
% (a; b, — bya;) = ¢y by — b ¢,y
Y (@1 by — by ag) = ayc, — ¢, a,.
Ist @,6;, — bya, + 0, so kann man dividieren, und das Gleichungssystem
ist gelost. Den Ausdruck a,b, — a,b, schreiben wir in der Form:
a, b

5 =a,b, — b a,
a 0O

und nennen ihn eine zweireihige Determinante. Die Lésung des Glei-

chungssystems hat jetzt die Gestalt:
a; b | a; b
R y= 1 %
as b |

¢ b a4 6

X =

¢y by a ¢y a, b,

Die zweireihige Determinante ist also eine ganze rationale Funktion
von vier Gréfen, die in zwei Zeilen (das sind die horizontalen Reihen)
und zwei Spalten (das sind die vertikalen Reihen) angeordnet sind. Wenn
wir kurz von Reihen sprechen, kénnen damit Zeilen oder Spalten ge-
meint sein.
Die Auflésung eines Systems von drei Gleichungen mit drei
Unbekannten fithrt uns zur Erklidrung der dreireihigen Determinante.
%+ by +c,z2=d, bycg — ¢y by
Ay %+ byy + 2 =4y, | — (bycg — ¢y by)
asx 4+ bgy + c32 = dy bicy — 10y
Die Gleichungen werden mit den danebenstehenden Ausdriicken mul-
tipliziert und addiert:
%(a1b5¢5 — a1 b5¢, + aybgc; — ayb165 + azbycy — a3by0cy)
=d,byc3 — d;bycy + dybgey — dybycg + dybyc, — dybye.
Die Glieder mit ¥ und z verschwinden und x wird Quotient zweier
Summen, deren Eigenschaften uns beschéftigen werden.

Weiter wollen wir hier nicht auf die Losung des Gleichungssystems
eingehen.
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Der Koeffizient von x ist eine dreireihige Determinante und wird so
geschrieben:

a b ¢
ay by cy | = aybycg — aybgc, + azbge; — anbycg + azby e, — agbycy.
as by ¢

Werden hier a,, a,, a; durch d,, d,, d, ersetzt, entsteht die rechte Seite
der letzten Gleichung.

Betrachten wir die Determinante niher: sie ist eine ganze rationale
Funktion von 3% = 9 Gré6fen, die in 3 Zeilen und 3 Spalten angeordnet
sind. Der Index bezeichnet die Zeile und der Buchstabe die Spalte. Die
Summe hat 3 positive und 3 negative Glieder, und jedes Glied ist Pro-
dukt aus 3 Faktoren und so beschaffen, daB weder zweimal derselbe
Buchstabe noch zweimal derselbe Index vorkommt, oder: in jedem ein-
zelnen Gliede konnen niemals zwei Faktoren stehen, die derselben Zeile
oder derselben Spalte angehéren. Die Summanden haben alle die Form:
=+ a,bg¢c,, woa, f, y eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3 ist. Die einzelnen
Faktoren der Glieder sind ferner so geschrieben, daB der an erster Stelle
stehende Faktor a, der ersten, der zweite by der zweiten Spalte usw.
angehort. Trifft man diese Festsetzung, so ist jedem Glied eine Permu-
tation zugeordnet, und da 3! = 6 Glieder vorhanden sind, treten alle
Permutationen auf. Wir bemerken ferner, daBl den geraden Permu-
tationen, das sind: 12 3,2 31, 3 1 2, die positiven, und den ungeraden,
dassind: 132,21 3,321, die negativen Glieder entsprechen. Danach
1aBt sich die Determinante in folgender Form schreiben:

D =2(_ ]')Jaabﬂcy:

wo die Indices o, f, y alle Permutationen der Ziffern 1, 2, 3 durchlaufen,
und J jedesmal die Anzahl der Inversionen einer solchen Permutation
ist. Die Reihenfolge der Zeilen ist hierbei die natiirliche Anordnung
der zu permutierenden Indices.

Diese von LEiBNIiz herriihrende Definition 148t sich auf #-reihige
Determinanten iibertragen:

a by ¢...
ay by ¢ 7
: =Z(_ 1) aabﬁcy
a’ﬂ b‘ﬂ C’ﬂ
Wie vorher durchlaufen «, 8, ¢ ... alle Permutationen der Ziffern
1,2,...,nund J ist die Anzahl der Inversionen. Unter den #! Gliedern

sind ebensoviele positive wie negative vorhanden (§ 8 Aufgabe 8). Auch
die Erklirung einer zweireihigen Determinante, wie sie oben gegeben
wurde, ist hierin enthalten.
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Unabhingig von dieser Definition der Determinante als Summe von
n! Gliedern wird im folgenden Abschnitt eine Definition nach WEIER-
sTRASS gegeben. Der Leser muB sich daher zunichst auf den Standpunkt
stellen, als sei ,,Determinante nach WEIERSTRASS‘ etwas anderes als
,,Determinante nach LEiBNiz‘‘, weil beide verschieden erklirt sind. DaB
beide identisch sind, ergibt erst der Beweis des folgenden Satzes 8.

§ 10. Definition der Determinante nach WEIERSTRASS.

Im folgenden Abschnitt wird der Begriff ,,homogene lineare Funk-
tion‘* gebraucht, daher soll zunichst einiges dariiber gesagt werden.

f(x,9,2)=3x*+2xy+ 5924 322
heit homogen von x, ¥, 2, weil die einzelnen Glieder die Eigenschaft
haben, daB die Summe der Exponenten der Veridnderlichen immer

gleich ist; und weil sie gleich 2 ist, ist die vorliegende Funktion homo-
gen und vom zweiten Grade. Man kann das auch so ausdriicken:

f(%., %q, . . ., %,) ist homogen vom Grade m in x,, %,, .. ., %,, wenn
fEx, b2y .., b2,) =t f(%y, %, ..., %,).
D.h.: werden die Verinderlichen durch ¢x,, ¢x,, . . ., %, ersetzt, so kann

der Faktor {™ herausgenommen werden.

Spricht. man von homogenen Funktionen, so sind die Veranderlichen
zu nennen; denn in dem obigen Beispiel ist f homogen in %, y, 2, dagegen
ist f, als Funktion von x und y betrachtet, nicht homogen.

Funktionen ersten Grades heilen auch linear.

f=ax+by+cz

ist also homogen und linear in x, v, 2, sofern «, , ¢ von diesen Verdnder-
lichen unabhingig sind. Werden #, y, z vermittels linearer homogener
Funktionen durch neue Verdnderliche %, v, w ersetzt, so sagt man, es
wird eine lineare Substitution ausgefiihrt, etwa:

¥x=3u+4v — 6w; y=u—1v-+3w; 2=2u4+v —w;
dann wird f wieder eine homogene lineare Funktion von #, v, w:
f=0Ba+b+2)u+da—b+4c)v+(—6a+3b—c)w.

Wir dndern jetzt die Bezeichnung fiir die Elemente einer Determi-
nante und schreiben:

Ay A9 .. A1y
D=4y ay...a,
A1 pg - Ann

Jedes Element hat zwei Indices, z. B. ay,, lies ,,a drei, vier* bezeich-
net das Element, das in der dritten Zeile und vierten Spalte steht, der
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erste Index gibt die Zeile, der zweite die Spalte an. Mitunter schreibt
man auch:
D =a;l,.

Hier bedeutet der Index # rechts unten, da D eine #-reihige Deter-
minante ist, ¢ und % durchlaufen die Werte 1 bis #.

Nach WEIERSTRASS wird die Determinante —sie soll mit D, bezeich-
net werden — folgendermaBen definiert:

Dy, ist. eine ganze rationale Funktion von #? GréBen a;(1=1, ..., %n;
k=1,...,n), die in n Zeilen und # Spalten angeordnet sind, und folgende
Eigenschaften besitzt:

I. Dy, ist homogen und linear in bezug auf die Elemente einer jeden
Zeile.

II. Dy wechselt das Zeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

III. Dy, wird =1, wenn die Glieder der Diagonale, das sind a,;, g,
..., @y, gleich 1, alle iibrigen gleich 0 gesetzt werden.

Eine solche Definition bekommt erst dann einen Sinn, wenn die Frage
nach der Existenz und Eindeutigkeit geklirt ist. D. h.: Sind iiberhaupt
Funktionen vorhanden, die diesen Bedingungen entsprechen? Gibt es
nur eine oder mehrere? In welcher Form kann man alle angeben? Die
Antwort gibt

Satz 8: Fiir jedes n gibt es etne und nur eine den Forderungen I, 11,111
gentigende Funktion, und diese ist mit der Deteyminante nach LEIBNIZ —
D, genannt — identisch. Wird nur I und II verlangt, so ist dic Funktion
nicht eindeutig, aber bis auf einen konstanten Faktor k erklirt und gleich
kD,

Beweis: Es muB Existenz und Eindeutigkeit gezeigt werden, daher
besteht der Beweis aus zwei Teilen.

a) Es existiert eine Funktion mit den Eigenschaften I, II, III,
namlich D;.

In der Schreibweise der doppelten Indices ist:

DL 22(_ I)Jaoulaazz--'“omn;

hier durchlaufen ay, s, . . ., a, alle Permutationen der Zahlenl, 2, .. .,#,
J ist jedesmal die Anzahl der Inversionen der zugehérigen Permutation,
und es ist die Reihenfolge der Zeilen als die natiirliche zugrunde zu legen.
Diese braucht weder hinsichtlich der Zeilennoch der Spaltenmit 1,2,...,%
iibereinzustimmen, man kann die Elemente auch anders bezeichnen.
Wollen wir z. B. in der vierreihigen Determinante

Ay1 Azq Qaz Qg
Ay Gy A3 Oy
a1 @1y %3

A3 @3y Q33 Qa3
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das Vorzeichen von a,,d43a4,4,, bestimmen, so sind erst die Faktoren
den Spalten entsprechend zu vertauschen, d.h. die zweiten Indices
miissen die Folge 1 4 3 2 haben: a,a,,a,3a4,; dann ist J fiir die ersten
Indices 4 1 2 3 abzuzdhlen, wenn 2 4 1 3, das ist die Reihenfolge der
Zeilen, die natiirliche ist. Es ist J = 2, denn 1, 2 und 4, 2 bilden je eine
Inversion.

Weil bei einer Permutation a4, a,, . . ., a, jede der # Zahlen1,2, ..., %
einmal und nur einmal vorkommt, so ist auch in jedem Gliede von D,
ein und nur ein Faktor aus jeder einzelnen Zeile enthalten, also ist I
erfiillt.

Wir sehen uns daraufhin die dreireihige Determinante an:

Dy = 1,055 033 + A5, 835 815 + g1 015895 — A3y gp B3 — Gy AyyAgy —

— @13 B35 Ap3
= Gy (@ Qg — Agaag) — Ay (Agy Bz — Gy Agg) + B3 (Fgy Ay — A3y Bgy).

In der zweiten Form ist D,, wie man sagt, ,,nach der ersten Zeile ent-
wickelt*, und hier ist sofort zu erkennen, daB} D in bezug auf die erste
Zeile homogen und linear ist. Durch andere Zusammenfassung kann man
ebenso nach der zweiten oder dritten Zeile entwickeln. Da8 hinsichtlich
der Spalten auch I erfiillt ist, soll einstweilen nur beildufig erwihnt
werden.

Die Anzahl der Inversionen einer Permutation hingt bekanntlich
davon ab, welche Reihenfolge als die natiirliche angesehen wird. Wir
vertauschen in dieser zwei Elemente und legen jetzt die so gebildete An-
ordnung als die natiirliche zugrunde. Waren vorher ¢ Transpositionen
erforderlich, um «,, ay, . . ., , herzustellen, so kann man, von der neuen
Anordnung ausgehend, durch ¢ 4+ 1 Transpositionen zu a4, «,, - - -, 0,
gelangen, weil zuerst durch eine Transposition die abgednderte natiir-
liche Reihenfolge in die vorherige iibergefiithrt wird; von da aus kommt
man durch ¢ Transpositionen zu a,, «, . . ., «,. War also J vorher gerade,
soist es jetzt ungerade und umgekehrt. Weil nun bei D zur Bestimmung
des Vorzeichens der einzelnen Glieder die Reihenfolge der Zeilen maB-
gebend ist, so hat die Vertauschung zweier Zeilen zur Folge, daB jedes
Glied sein Vorzeichen umkehrt. D, erfillt II.

Werden alle a;; = 0 fiir ¢ # &, so bleibt von der ganzen Summe D,
nur das Glied a4y, . . . 4,, mit J = 0 iibrig, also ist auch III erfiillt.

b) Dy, sei jetzt eine beliebige Funktion mit den verlangten Eigen-
schaften, wir beweisen, daB es nur eine solche Funktion geben
kann.

Es kommt darauf an, nur unter Benutzung der Bedingungen, denen
Dy, entsprechen soll, diese Funktion zu konstruieren.

Um den Leser in den Gedankengang einzufiihren und an einem
einfachen Beispiel deutlich zu machen, daB durch solche Eigenschaften
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eine Funktion vollstindig charakterisiert werden kann, mége der Fall
n = 2 gesondert behandelt werden.

Mit Riicksicht auf I muB D, die Form haben:
Dy = Aay, + Bay,,

wo A und B von 4, und a,, unabhingig sind. Dy, ist auch homogen und
linear in @y und a,,, und daran dndert sich auch nichts, wenn a;; =1
und a,, = 0 gesetzt werden. Dann ist:

Dy =A=o0ay+ Bay,.
Ebenso wird

B=vya, + day,

wo a, 8, v, 6 Konstante sind. Durch den Ansatz:

Dy = (xay; + B ay) a1y + (y a1 + 0 ayy) ay,
ist I erfiillt. Wir vertauschen die beiden Zeilen, so entsteht:

(xayy + B asy) @y + (y a1y + 0a55) 2y,

und die vier Glieder dieses Ausdrucks miissen nach Umkehrung des Vor-
zeichens mit denen von Dy, iibereinstimmen, daraus ergeben sich zur
Bestimmung der Konstanten folgende Beziehungen:

a=—a, f=—y, y=—f, 8==30
oder o« = ¢ = 0, B bleibt unbestimmt, und y = — g, also

Dy = B (@11 455 — a155) .
Wenn also nur I und II gefordert wird, ist Dy, bis auf einen konstanten
Faktor erkliart. Um diesen zu bestimmen, setzen wir:
Ay =0ay=1, a,=a,=0.

Dann wird nach III Dy = 1. Also ist 8 =1 und Dy, = D,.

Wir fithren den allgemeinen Beweis durch Induktion. Fiir » =1 ist
Dy, = D; = a,;, und der Satz ist richtig. Der Umstand, daB die For-
derung IT hier gar nicht anwendbar ist, ist kein Grund, die Giiltigkeit
fir » =1 auszuschlieBen.

Wir bestimmen folgende besonderen Determinanten:
100...0 1
010...0
E,=|{001...0 ‘

00 0...

Nei8, Determinanten. 2

—
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Wird die erste Zeile mit der zweiten vertauscht und, wieder von E,
ausgehend, die dritte mit der zweiten, darauf die zweite mit der ersten,
so erhilt man:

0010...0
010...0
1000...0
100...0 6100 0
E,={001...0 =—1 und E;= U =41
0001...0
1000...0
0000...1

E, ist durch .eine, E; durch zwei Transpositionen zweier Zeilen aus
E, entstanden. Allgemein wird E, so gebildet: In F, vertauscht man
die kte Zeile mit der £ — 1ten, danach die & — 1t mit der & — 2tenysw.,
bis die kte Zeile an die erste Stelle geriickt ist. Weil # — 1 Transposi-
tionen ausgefithrt wurden, ist

E,= (—1)*1.

In der ersten Zeile von E, ist das Element der ktn Spalte =1, die
ibrigen =0, in der ktr Spalte stehen auch lauter Nullen bis auf das
Element der ersten Zeile. Lit man in E, die erste Zeile und kte Spalte
fort, so bleibt eine # — l-reihige Determinante, deren Elemente der
Hauptdiagonale = 1, alle iibrigen = 0 sind.

Setzen wir jetzt Dy, alshomogene lineare Funktion von den Elemen-
ten der ersten Zeile an, so wird:

Dy =ayAp~+ a4y, + -+ + 410414,
wo Ay, Ave, - ., A1p VON Aqy, Aqs, . . ., 4;,, unabhingig sind. (Die Bezeich-
nung der doppelten Indices bei den A wird sich erst spiter als zweck-
miBig erweisen). Es kann aber auch 4, , kein Element aus der kter Spalte
enthalten. Denn nehmen wir an, in A4, wiirden Glieder mit dem Fak-
tor a;, auftreten, dann lassen sich diese mit a;; B zusammenfassen, und
dieses B kann aber auch kein Glied der ster Zeile enthalten, weil D auch
homogen und linear in bezug auf die st Zeile ist. B dndert sich also nicht,
wenn die erste mit der ¢t Zeile vertauscht wird. In der Entwickelung
von Dy, miiBte ein Glied 4, xa,;,; B vorkommen. Nach II geht dieses Glied
in den entgegengesetzten Wert iiber, wenn die erste und die 7t Zeile ver-
tauscht werden; es ist also B = — B =0. Jedes 4,, (¢ =1,2, ..., n)
erweist sich als eine Funktion der (# — 1)2 GroBen, die {ibrig bleiben,
wenn man in Dy, die erste Zeile und kte Spalte weglif3t, und diese Funk-
tionen erfilllen I und II. Um dies einzusehen, setze man a,; = 1, alle
anderen Glieder der ersten Zeile = 0. Dann wird
Dy = A,

Da Dy, ,auch homogen von der zweiten, dritten . .. nter Zeile ist, so gilt
dasselbe fiir A,;. Ebenso ergibt sich der Zeichenwechsel bei Vertau-
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schungen innerhalb der letzten # — 1 Zeilen. Fiir (# — 1)-reihige Deter-
minanten ist aber auf Grund der Induktionsannahme der Satz anwend-
bar und 4, ist bis einen konstanten Faktor «; bestimmt.

|“21 Agp -+ Qg -1 %, k41 -+ Fo,n
| aq a a a ...a
_ 31 %3a - .- B3 -1 %3, k41 3, n
Ay = oy ’ ’
!
I an,lan,z e an,k—l an,k+1' . an,n

Es kommt also nur noch auf die Bestimmung der #» Gréen a,, a,,
..., o, an. Weil sie von den &, unabhingig sind, kénnen diese Gréen
durch besondere Werte ersetzt werden. Dies geschieht so, dafl an Stelle
von Dy der Reihe nach die Determinanten £, E,, ..., E, genommen
werden, deren Werte uns bekannt sind. In der Summe

Dy =apdy +apdp+ -0 + a1, 44,
bleibt dann nur ein von Null verschiedenes Glied stehen:
E,=1-4;,=0;-1=(—1)1.
Denn die Determinante 4, hat nach III den Wert 1. Mit der Ermitte-
lung der oy, a5 . . ., , ist Dy, vollstindig bestimmt, und es ist gezeigt:
wenn es iiberhaupt eine den Bedingungen I, IT und III geniigende Funk-

tion gibt, kann es nur diese sein. Wir wissen aber, daB3 D, diese Eigen-
schaften besitzt. Also ist Dy, mit D, identisch.

Wir haben noch eine Funktion F (@) zu betrachten, die nur I und II
erfilllt. Wir setzen in F die Glieder der Diagonale =1, alle iibrigen

=0, dann moge F =k sein. D sei die aus den a;, gebildete Deter-
minante. Die Funktion

F(a;)—(—1)D
geniigt dann den Bedingungen I, IT und III, ist also gleich D oder:
F(a,;) = (R—1)D+D =F%kD.

§ 11, Einfache Sitze iiber Determinanten.
Die Darstellung:

n
D = 2 a 0 Al e
e=1
heiBt, wie erwdhnt, die Entwickelung der Determinante nach der ersten

Zeile. Natiirlich kann man D auch als homogene lineare Funktion einer
jeden anderen Zeile ansetzen:

n
D:Z'aiQAiQ' 1=1,2,...,n
e=1
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Zur Ermittelung der 4,, bringen wir durch 7+ — 1 Vertauschungen die
1% Zeile an die erste Stelle. Dann geht D in

D' = (—1)D
iiber. Wird D’ in bekannter Weise nach der ersten Zeile entwickelt:
n
D = 2 Qio A't 0
o=1
so ist
Ajp=(—1)1 ‘ A, In—1
und dio= (—1)14f, = (— 1)yvte l Ay, (u—1 ,
wo diese (# — 1)-reihigen Determinanten — sie werden Unterdetermi-
nanten genannt — durch Weglassen der ¢ter Zeile und pte2 Spalte aus D
gebildet sind. 4;, heiBt die zu a,, gehorige Adjunkte. Sie ist also die
genannte Unterdeterminante, versehen mit dem Vorzeichen (— 1)ite.

Letztere verteilen sich wie die schwarzen und weiBen Felder eines
Schachbrettes: + et

_+__...

Andere Unterdeterminanten von D werden erhalten, wenn beliebige
Zeilen und ebensoviele Spalten weggelassen werden.

Satz 9. D wechselt das Zeichen, wenn man zwei Spalien vertauschi.

Zum Beweis nehmen wir die Leibnizsche Darstellung. Da die Zeilen
bleiben, dndert sich auch die natiirliche Reihenfolge der ersten Indices
nicht. Dagegen muB} die Reihenfolge der Faktoren mit der der Spalten
iibereinstimmen, es muBl daher in jedem Glied eine Transposition ge-
macht werden, bevor J ermittelt wird. Das Vorzeichen dndert sich da-
durch bei jedem Glied.

Satz 10. D dndert sich nicht, wenn man Zeilen und Spalten vertauschi.

Beweis: D besitzt auch hinsichtlich der Spalten-die Eigenschaften
I, II und III. Weil es nach Satz 8 nur eine Funktion mit diesen Eigen-
schaften geben kann, ist D mit der Determinante identisch, in der die
Spalten von D zu Zeilen gemacht werden.

Zeilen und Spalten sind daher gleichberechtigt. Insbesondere ist

n
D = Y agr Aox
e=1

die Entwickelung der Determinante nach der kten Spalte.

Satz 11. Sind die Elemente einer Reshe (d. h. Zeile oder Spalte) Sum-
men von zwei Gliedern, so 1ift sich D als Summe zweier Determinanten
schreiben. Ist z. B. fir die erste Zeile:

an=0+p, ap=0+p; ..., =0, +B,,
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dann ist:
o Oy ... 0, r B B ... B ‘
|

D Ayy Ggg - .. Agy Ayy gy - .. Gy

+

ApiOpg ... Gyp 1“n1“n2---“nn1

Der Beweis ergibt sich leicht aus I oder aus der Entwickelung nach
der betreffenden Reihe. In gleicher Weise folgt

Satz 12. Werden die Elemente etner Rethe mit esnem Faktor A mul-
tipliziert, geht D in A diber.

Satz 13. Sind die Elemente einer Reihe denen einer parallelen Rethe
proportional, so ist D = 0.

Beweis: Es sei fiir die beiden ersten Zeilen:

au:lazn am:lazz,..., a1n=la2n.

Dann nehme man A vor die Determinante:
D =)D

In D’ sind die beiden ersten Zeilen gliedweise einander gleich. Werden
diese vertauscht, so tritt einerseits Zeichenwechsel, andererseits keine
Verinderung ein, also

D'=—D =0.

Satz 14. D dndert sich nicht, wenn man die mit esnem Faktor A multi-
plizierten Glieder einer Reihe zu demen einer pavallelen Reihe addiert.

Beweis: Nach Satz 11 zerlege man die in der angegebenen Weise
umgeformte Determinante in eine Summe, und nach Satz 13 verschwin-
det dann das zweite Glied. Fiir den Fall, daB die zweite Spalte mit 4
multipliziert und zur ersten addiert wird, schreiben wir die Zerlegung
auf:

A+ Aay, ay,...ay, Ay, Gpp ... 04, A1y Bpp - .. Gy, !
Ay + Algy gy ... Gy | _ | Gy Gyy ... Gyy +2 Ayy gy . .. Gy, i
Apit Ayy Ayy- - Gyp 1 Ang- - Ang | Gny Gpo- - Gnp "
Satz 15. Zwischen den Adjunkien bestehen folgende Beziehungen:

n ID fir 1 =%

R A [

ja 4. ID fir s =%

eo1 TR o fiir 0 4 k.

Beweis: Fiir 7 = & haben wir die bekannten Entwickelungen nach
einer Reihe, und fiir + &= % kénnen wir diese Summen als Determinante
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mit zwei gleichen Reihen schreiben, so ist z. B. im ersten Falle fiir 7 = 2
und & =1:

Ayy Ago ... Agy
L ay a a
1@y Agp .. Qo | . —
[ . = ay Ay + @y Ay, + + a3 410 = 0.
{ a’nl “nz <o lpp

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Werden die Elemente
einer Reihe mit den Adjunkten einer von dieser verschiedenen, aber
parallelen Reihe multipliziert und addiert, so verschwindet diese Summe.

Satz 16. (Multiplikationstheorem). Es seien:
A =ayln, B=|by

n Cz‘cik}n

drei n-reihige Determinanten, deven Elemenie in folgender Beziehung zu-
einander stehen:

n
Cir =2 %o bre-
e=1
Dann ist:
C = AB.

¢;; wird das innere Produkt der iten Zeile aus 4 mit der kten
Zeile aus B genannt.

Beweis: Wir betrachten C als Funktion der Verdnderlichen a;; und
die b;, als Konstante. Dann ist C, als Determinante, eine homogene
lineare Funktion einer jeden Zeile, etwa von cyy, ¢y, - . -, €14 Diesesind
ihrerseits homogen und linear von a4, ays, ..., @y, abhingig. Sonst
kommen die Elemente der ersten Zeile der a;; nicht mehr in C vor. Es
ist also C auch homogen und linear in @y, dyg, . . ., @1, (VgL §10 Be-
merkungen iiber homogene Funktionen). Das gleiche gilt fiir jede andere
Zeile aus A. C ist also eine homogen lineare Funktion von den Elementen
einer jeden Zeile der a,,.

Vertauscht man zwei Zeilen aus A4, so werden dadurch auch die bei-
den entsprechenden Zeilen der ¢, vertauscht. Hiervon iiberzeugen wir
uns leicht, indem wir die beiden ersten Zeilen aus C aufschreiben:

€11 =2 10b1p, 012=2“1gbzg’~--: Cin =210 ne,

P \7 p— p—
Co1 = Dgp b1, Co9= o050, ..., Con=2)000n,-

Wird die erste mit der zweiten Zeile aus A vertauscht, so heit das, aus
a,, Wird a,, und umgekehrt. Man sieht sofort, daB dadurch auch die
beiden ersten Indices 1 und 2 bei den c,; vertauscht werden; das liegt
daran, daB in den allgemeinen Formeln fiir die ¢, der erste Index ¢ bei
den b;, nicht vorkommt.
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C erfiillt daher die Bedingungen I und II des Satzes 8 hinsichtlich
der a;;, also ist:

C=84,

wo B eine Konstante, d. h. von den a;; unabhingige GroBe ist. Um
sie zu finden, setzen wir a;, = 1 fiir ¢ = &, sonst = 0, dann wird:

Ciw = by

Dennin Ja; Vi, bleibt nur das Glied iibrig, in dem ¢ = 7 ist, denn sonst
ist a;, = 0. Fiir diese besonderen Werte der a;, wird:
A=1 und C=|b,,|=8=B.
Hier sind bei der Bildung des Produktes Zeilen mit Zeilen kombiniert

worden. Wegen der Vertauschbarkeit von Zeilen und Spalten kénnen die
¢4, auf vier verschiedene Arten angegeben werden:

Cix = 3001, Zeilen mit Zeilen

oder Cix =2 @;0b, Zeilen mit Spalten
oder Cix =2 g3 by, Spalten mit Zeilen
oder Cix = a5, b,, Spalten mit Spalten.

Wenn von den Elementen der ersten Zeile a,; beliebig ist, aber
Ayp =Gy3 =+ =a;, =0, so kann D als # — 1-reihige Determinante
geschrieben werden:

D =a, Ay,.

Eine wiederholte Anwendung fiihrt zu folgendem
Satz 17. Wenn D die Form hat:

a; 0 ...0 0...0
Agy Gy 0 0...0
D = E]
A1 O - By + 0...0
B C
d. h. vechis von @y, Ay, . .., Ay Stehen lauter Nullen, dann ist:

C.

C bezeichnet die rechts unten stehende (# — m)-reihige Unterdetermi-
nante. D ist also unabhingig von den mit B zusammengefaBten Elemen-
ten, sowie von a,, fiir 7 & %.

Es bleibt noch zu beachten, da die obige Form unter Umstinden
erst durch Reihenvertauschung zu bilden ist.

D=ayanay...a,n,
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§ 12, Beispiele, Aufgaben und Anwendungen.

1. Die Berechnung einer dreireihigen Determinante a8t sich fol-
gendermaBen veranschaulichen:

.. R P

NN

A R

N 9\0» oder By
“owl X .
NS -
AN -

o 4 S Ay

Im linken Schema sind die Glieder, deren Produkt positiv ist, durch
starke Linien und die mit negativem Produkt durch punktierte Linien
verbunden. Im rechten Schema sind die beiden ersten Spalten noch
einmal daneben geschrieben, positive und negative Produkte werden
durch starke und punktierte Linien unterschieden.

2. Die Gleichung einer geraden Linie durch zwei Punkte in der Ebene

y—y1= Y1— Ye
¥ — %y X — %

soll auf die Form D = 0 gebracht werden, wo D eine dreireihige Deter-
minante ist.
3. Man beweise folgende Identitit:

1 cosa cosb

cosa 1 cosc| =4sinssin(s — a)sin(s — b)sin (s — ¢),
cosb cosc 1

wo s =3 (a+b+c) ist.

4. Wie man zweckmiBig verfiahrt, um eine Determinante zu berech-
nen, soll an folgendem Beispiel gezeigt werden. Die einzelnen Schritte
sind unter a) bis f) unten erklirt.

0 13 14 15 1 1 1 1 0 1 1 1
13 0 15 14 13 0 15 14 1 0 15 14
1415 013 211 0% 15 013
15 14 13 0 (15 14 13 0 1 14 13 0
0 1 1 1
42.14 0 15 15 27 42.14.3 513;51) 42.14.3
~115 0 13 v 15 3 X
0 29 13 13
0 11 11
x| 0 59 =—42-14-16-3-’5 9‘=~—112896=—16-842.

16 13 3
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a) Die zweite, dritte und vierte Zeile wurde zur ersten addiert und
42 herausgenommen.

b) Die erste Spalte wurde verindert, indem die zweite und vierte
Spalte subtrahiert und die dritte addiert wurde, 14 wurde heraus-
genommen.

c) Die dritte Zeile wurde zur zweiten und vierten addiert.

d) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt und 3 herausgenommen.

e) Die zweite Spalte wurde von der ersten abgezogen.

f) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt, usw.

Man formt, wie das Beispiel zeigt, die Determinante so um, da8
in einer Reihe nur noch ein von 0 verschiedenes Glied vorkommt. Dann
streiche man Zeile und Spalte, in der dieses Glied steht, setze es als Faktor
vor und gebe das Vorzeichen (— 1)¥+* nach dem Schachbrettprinzip.

5. V bezeichnet das Volumen eines Tetraeders, «, 8,  sind drei von
einer Ecke ausgehende Kanten, 4, b, ¢ die diesen bzw. gegeniiberliegen-
den. Es gilt folgende Formel, die spiter abgeleitet wird:

0 ¢ b% a? 1

20 aprl

288V2=|02 a2 0 9% 1

a2 ﬂ2 ,y2 01

11110
Zur Ubung im Berechnen von Determinanten sind folgende Zahlen-
beispiele nachzupriifen. Sie sind so gewihlt, daB} alle sieben GréBen

rational sind. (Vgl. Otto Scuurz: Uber Tetraeder mit rationalen MaB-
zahlen der Kantenlingen und des Volumens. Diss. Leipzig 1913.)

4 B Y a b ¢ V
2 3 3 4 3 3 g
2 4 5 7 6 4 6
5 6 4 8 7 2 6
7 3 7 8 7 5 0

6. Esist zu zeigen, daB3 die aus den #? Adjungierten gebildete Deter-

minante
‘ Aik ln = Dn-t

ist.

Anleitung: Man multipliziere mit D und wende Satz 15 an.

7. Bei der Auflésung einer Gleichung vierten Grades kommt es
darauf an, das gegebene Polynom in zwei quadratische Faktoren zu
zerlegen:

axt+4bx®+ 6¢cx2+4dx+e= (uxt+ 2vx+ w) (W22 + 2v'x + w').
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Zur Berechnung der Unbekannten #, v, w, %', v', w' erhalten wir durch
Vergleich entsprechender Koeffizienten folgende Beziehungen:

a=uw, 2b=uv+uv, 6c=uw + 4w+ 407,

2d=vw +wd, e=ww.

Die Elimination gelingt durch folgenden Kunstgriff: Wir fithren noch
eine weitere Unbekannte s ein, setzen

v '=c+s

und bilden durch Multiplikation von Zeilen mit Zeilen das Produkt:

w o O||4 u O a b ¢c—2s
v v 0|]v v 0|=8. & c+s d
ww 0||w w O c—2s d e
=8-(—4s*+g,5+¢) =0,
a b c
wo go=ae—4bd+3c¢® und gy=|b ¢ 4| ist.
c d e

Diese Gleichung heifit kubische Resolvente und wird mittels der Car-
danischen Formeln gel6st:

3 e ——— F: 2 S e —
s=1)es+ VE—mgi+ 1) e — VE— b

Die weitere Elimination zur Bestimmung der Unbekannten macht keine
Schwierigkeiten mehr. Als Beispiel 16se man die Gleichung:

x#4+343—x—3=0.

Es ist so gewihlt, daB, soweit dies iiberhaupt moglich ist, alle Radikale
rational sind.

Diese Losung einer Gleichung vierten Grades stammt von Lupovict
FERRARI (1522—1565). Veroffentlicht hat sie zuerst CARDANO in seinem
Werk Ars magna (1545). Die hier angegebene elegante Form der Bildung
der kubischen Resolvente habe ich in den Vorlesungen von FROBENIUS
kennengelernt. Sie stammt, soviel ich weiB, von WEIERSTRASS, die
Bezeichnung g, und g, fiir die Invarianten der biquadratischen Funktion
148t auch darauf schlieBen.

Bei der Losung der Aufgaben 8 bis 15 sind einfache Eigenschaften
einer ganzen rationalen Funktion f(x) zu verwenden, namlich: aus
f(a) =0 folgt, daB f(x) durch x — a teilbar ist, und f(x) kann nicht
mehr Nullstellen haben als der Grad angibt.
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Wir bringen als Beispiel die Lésung der Aufgabe
8. x3 y3 23
D=|x y z|soll in vier lineare Faktoren zerlegt werden.
111

‘Werden die drei verdnderlichen GréBen durch ¢x, ¢y, ¢z ersetzt, so er-
weist sich D als homogene Funktion vierten Grades in %, ¥, z. Als Funk-
tion von x ist D nur vom dritten Grade und verschwindet fiir x = y und
% = z, ist also durch (¥ — y) (¥ — 2) teilbar, ebenso erkennt man y — z
als Faktor von D, so daB

D=(x—=y(x—2)y—2F
angesetzt werden kann, wo F homogen und linear in «, y, z ist:

F=ax+4+fy+vz.

Weil

1 . = 9y — z der Koeffizient von #® in der Entwicklung von D

ist, muB o = 1 sein, ebenso folgt f =y =1, also
D=@x—y)(x—2(y—2(x+y+2.
9. VZ 2% Xy
% % =z | soll in drei Faktoren zerlegt werden.
1 11

10. a? (a4 1)2 (a4 2)?
b2 (b+1)2 (b4 2)2| in drei Faktoren.
& (c+ 12 (c+2)?

11' x4 y4 24
% v z | in vier Faktoren.
111

12. xt oyt 2t out
22 u?
in sieben Faktoren.

xR

y2
Yy z u
11

[u—
[a—

13. x a b
a x ¢ .

in vier Faktoren.
b ¢ x

R | O™ ©

c b a

Anleitung: Durch geeignete Addition oder Subtraktion der drei
letzten Zeilen zur ersten lassen sich die einzelnen Faktoren leicht er-
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kennen. Man kann auch so verfahren: Man multipliziere die Deter-
minante mit

1 1 1 1
1 1-—-1-1
1—-1 1-—1]
1—-1-1 1

ein Faktor, von dem man durch Quadrieren leicht erkennt, daf er 4= 0
ist. In dem Produkt kann man die gesuchten linearen Faktoren vor die
Determinante schreiben und den Faktor, mit dem erweitert wurde,
wieder wegheben.

Setzt man x = 0, so ist die Determinante = — 16 J2, wenn J der
Inhalt des aus a, b, ¢ gebildeten Dreiecks ist (vgl. Beispiel 4)

14. 0 a% b2 c?

az 0 22 y?

b2 22 0 AP

c? yZ 22 0

ist in vier Faktoren zu zerlegen.

Anléitung: Man fiithre durch Umformungen folgender Art auf das

. . . . . . . T o X
vorige Beispiel zuriick, die beiden ersten Zeilen multipliziere man mit —-

und die beiden letzten Spalten mit % usw.

15. a b b...b
b a b...b
b b a...b| =[a+ n—1)bl(a—b1.
b b b...al,
16. Die Vandermondesche Determinante ist ein Produkt aus
n(n —1)
3 Faktoren:
e =R (%1 — %) (1 — %5) (% — %) ... (%, — %)
Aot 1 (% — %g) (% — %) ... (%5 — %)
) = (%3 — 24) ... (%5 — %,)
@t oamtrx, 1,
(xn—l - xn)

Der Beweis dieser Identitit wird durch Induktion gefiihrt. Wir haben
hier eine ganze rationale Funktion (# — 1)%n Grades von x und der Koef-
fizient von x"! ist eine (# — 1)-reihige Vandermondesche Deter-
minante.
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17. Die Beispiele 8 und 12 sind auf entsprechend gebildete #-reihige
Determinanten zu verallgemeinern.

Die beiden folgenden Aufgaben 18 und 19 sind aus PoLyA und SzeG6:
Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, VII. Abschnitt, entnommen.

18. 1 1 1...1
b, a, a,...a
b, by, a,...a, soll in # Faktoren zerlegt werden.
by by b A
19. v, a a ...a
b 7, a a Fb) — b (@)
af(b) —
b b ry...a | = ﬁ(—a s
b b b ...7,
Wwo f(x) = (r, — %) (ry — %) (r3 — %) ... (r, — %) gesetzt ist.

Anleitung: Addiert man zu simtlichen #2 Elementen der Deter-
minante eine veridnderliche GréBe x, so ist die so entstehende Funktion
D(x) linear: D(x) = Ax + B. Wenn man fiir zwei Werte von x das zu-
gehorige D(x) angeben kann, so lassen sich 4 und B berechnen.

20. Eineschiefsymmetrische #-reihige Determinante (d.h. a;; = —ay,)
verschwindet, wenn # ungerade ist.

Anleitung: Man multipliziere alle Zeilen mit — 1.

21. Fiir gerades # ist eine schiefsymmetrische Determinante das
Quadrat einer rationalen Funktion. Zunichst soll dieser Satz nur fiir
#n = 4 nachgewiesen werden. Zur Abkiirzung wird p = ux 4 vy + wz
gesetzt, dann ist:

0 u«w v w

D — —u 0 2z —y s
—v —z 0 x

—-w y—x 0

Anleitung: Zweite Spalte mit » multiplizieren, dann dritte Spalte
mit y, vierte mit z multiplizieren und zur zweiten addieren. So wird
Dx das Produkt aus p und einer dreireihigen Determinante. In dieser
wird die erste Zeile mit x multipliziert und 4hnlich verfahren. Man er-
halt: Dx% = x2p.

Um den Satz allgemein zu beweisen, zeige man der Reihe nach:

1. D = | ;| » gerade und a;; + a;; = 0. D bleibt schiefsymme-
trisch, wenn die st¢ und kte Spalte und zugleich die it¢ und kte Zeile
vertauscht werden.
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2. Desgleichen, wenn die mit A multiplizierte st Spalte zur kte® und
die mit A multiplizierte ¢te Zeile zur kten addiert werden.

3. D 14Bt sich auf die Form bringen, in der a,, = a5 + 0, wihrend
alle iibrigen Elemente der ersten Zeile und ersten Spalte verschwinden.

4. Danach wird D Produkt aus 42, und einer schiefsymmetrischen
(n—2)-reihigen Determinante, die auf Grund einer Induktionsannahme
die gewiinschte Form besitzt.

Aufgabe 22, 23, 24 sind Identititen, die durch Induktion zu be-
weisen sind.

22. cosp 1 0 0...0 O
1 2cosep 1 0...0 0
0 1 2cosp 1...0 0 = cos (ng).
0 0 0 O0...1 2cosgp
23. 1 10 0... . . 0
-1 1 220... . . 0
0—-11 3... . . 0
= !
0 00 0...—1 1(n—1)2
0 00 O0.. 0 —1 1
24. 1! 21 %!
! !
2 3l DV e e — )pEal
n! w41 ... 2% —1)!

25. y(m) ist die Anzahl der Glieder einer #-reihigen Determinante,
die keinen Faktor aus der Hauptdiagonale enthalten, oder, was das-
selbe ist, die Anzahl aller Permutationen von # Elementen, die kein
Element an seiner Stelle lassen; man zeige:

1 1 1 1
W(”)Z”!(l‘—ﬁ+27—3‘!+ s :l:*)
Zuerst beweise man die Rekursionsformel:

pm)=@—1yr—1)+y@x—2)].

Wie viele von diesen Gliedern haben positives und wie viele negatives
Vorzeichen? Oder: Wie viele von diesen Permutationen sind gerade und
wie viele ungerade?

Um die letzte Frage zu beantworten, beachte man, daB die Differenz
der beiden gesuchten Zahlen gleich dem Wert einer #-reihigen Deter-
minante ist, deren Glieder der Hauptdiagonale = 0, alle iibrigen =1
sind.
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§ 13. Erweiterung der Weierstrassschen Definition.

Die in § 10 gegebene Definition einer Determinante LBt sich verall-
gemeinern und auf ein System von Veridnderlichen iibertragen, in dem
die Anzahl der Zeilen nicht gleich der der Spalten zu sein braucht. Wie
wir bald sehen werden, hat nur der Fall Interesse, wo mehr Spalten als
Zeilen auftreten.

Es seien a;, ¢ =1,2,...,m; k=1,2, ..., n) mn veranderliche
GroBen, die in 7 Zeilen und # Spalten angeordnet sind, und es soll n = m
sein. Eine ganze rationale Funktion F(a;,) mége die Eigenschaften I
und II besitzen, d. h.

I. F ist linear und homogen in bezug auf die Elemente einer jeden
Zeile.

II. F wechselt das Zeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.
Aus dem System

A1 % .- Qan
31 gy - .- A3p
A1 O -+ Ay
. n P . . .
lassen sich s = <m> m-reihige Determinanten bilden; D, D,, . .. D, in-

dem unter Beibehaltung der Zeilen aus den # Spalten m herausgegriffen
werden ; in welcher Reihenfolge diese Spalten bei der Bildung der Deter-
minanten eingesetzt werden, ist fiir das folgende gleichgiiltig, wir kénnen
aber festsetzen, daB3 der kleinere Spaltenindex vor dem groBeren stehen
soll. Es gilt folgender

Satz 18. F ist eine homogene lineare Verbindung von Dy, D,, ..., Dg:
F=FkD,+kDy+ -+ + kD,

w0 ky, Ry, . . ., kg Ronstante Grofen sind. -

Beweis: Denkt man sich F als Summe aufgeschrieben, so muf3 mit
Riicksicht auf I jedes Glied ein und nur ein Element aus jeder Zeile als
Faktor enthalten. Werden mit C,, C, . . . gewisse Konstante bezeichnet,
so kann man

F=23Co00 %0, - %nam

ansetzen. DaB bei den Spaltenindices a,, ay, . . ., &, in einem Gliede
nicht zwei gleiche vorkommen diirfen, folgt hier ebenso wie beim Be-
weise des Satzes 8. Demnach ist die Summe so zu bilden, daB man aus
den » Zahlen 1,2, ..., n auf alle moglichen Arten m herausgreift, diese
permutiert und als Spaltenindices nimmt. Alle Glieder aus F, die zu
derselben Kombination gehéren, d. h. bei denen die oy, g, - . ., &y, immer
nur Permutationen derselben # Zahlen sind, werden zusammengefaBt,
sodaB einer jeden Kombination eine bestimmte Anzahl der Glieder aus
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zugeordnet wird. Die so gebildeten Teilsummen werden mit T3, T, ...,
bezeichnet. Da je zwei dieser Teilsummen kein gemeinsames Glied haben
konnen, und andererseits alle Glieder von F durch die 7y, T, ... er-
faBt werden, ist

F=T,4+T,4+ -+ T,.
Jedes T, ist aber eine Funktion von m?2 GréBen mit den Eigenschaften I
und II. Also ist nach Satz 8 bei entsprechender Zuteilung der Indices:

T,=*%,D,.
Zusatz: Fir m > » muB F identisch verschwinden, weil dann in der
obigen Summe bei keinem Gliede die a4, &, - . ., a,, alle verschieden sein

konnen.

§ 14. Satz von LAPLACE.

Trennt man in einer #-reihigen Determinante die ersten m Zeilen ab:

a11 aq9 e Qg
a a ... a
ml m2 m,n
D = | i s
am+1,1 am+1,2 st am+1,n
[/2%1 (/2% e Bpy

und betrachtet man D als Funktion der Elemente dieser ersten Zeilen,
so sind I und II des § 13 erfiillt. Daher kann D unter Beibehaltung der
dort gebrauchten Bezeichnungen in die Form:

D=FkD,+kDy+ --- + kD,
gebracht werden, wo die %, %5, ..., £, Konstante, d. h. unabhingig

von den Elmenten der ersten m Zeilen sind, sie kénnen also nur noch
von den letzten # — m Zeilen abhingen. Es sei:

A1y Gyg -+ -1y
D, =
qml amZ' M amm

Um £, zu bestimmen, setzten wir in D, die Glieder der Diagonalen =1,
alle ibrigen Elemente der ersten # Zeilen = 0, dann wird einerseits
D = k,, andererseits (Satz 17):

am+1, m+1 ° am+1, n
D —

a a

n, m+1 e, n

k, ist also die (# — m)-reihige Unterdeterminante, die aus den letzten
n — m Zeilen und denjenigen Spalten gebildet ist, die iibrig bleiben,
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wenn die zu D, gebrauchten Spalten weggelassen werden. In der gleichen

Weise erhilt man Z,, k5, ... Es sei
Alay 2az - -- Flam
Dg — A2q, A20s - -+ B2am
Amar Amoas - - - Amam

“1<°‘2< vee < am.

Wir nehmen in D folgende Vertauschungen der Spalten vor: Die
o, Spalte kommt an die erste Stelle, das erfordert «; — 1 Vertauschun-
gen, dann soll die a,*® Spalte an die zweite Stelle riicken, dazu sind
oy — 2 Vertauschungen notwendig usw. Insgesamt wechselt D

o=ou;,—14+a,—24 - 4+ a, —m

=°‘1+°‘2+"' +am_w

mal das Vorzeichen und geht in (— 1)?D iiber. Die Bestimmung von %,
geschieht jetzt ebenso wie bei %;:

Am +1,p+ - %m+1,8m—n

ky=(—1)°
An, B, e Qp Bm—n

Hier sind die B, B, - - -, Bm—n auch so angeordnet, daB f; <fo<<-*+ <fBm-_n
ist, und diese Indices ergeben sich aus den Zahlen 1, 2, .. ., #, wenn
oy, %, . - -, Oy Weggelassen werden. %, heiBen die zu D, komplementa-
ren Unterdeterminanten. Schreiben wir D, statt k,, so lautet die Laplace-
sche Entwickelung einer Determinante:

Satz 19: D=D,D,+D,D,+ --- +D,D,.

In gleicher Weise gilt der Satz auch fiir die Spalten; man kann ferner
statt der m ersten beliebige andere Reihen herausgreifen, die durch
Vertauschungen an die erste Stelle gebracht werden koénnen. Der Satz
ist eine Verallgemeinerung der Entwickelung einer Determinante nach
einer Reihe.

§ 15. Verallgemeinertes Multiplikationstheorem.

Wir gehen von zwei rechteckigen Systemen verinderlicher GroBen
mit m Zeilen und » Spalten (m = #) aus:

/R by - . bin
und

Nei8, Determinanten. 3
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und wenden formal die Regel der zeilenweisen Multiplikation zweier
Determinanten an. So entsteht eine m-reihige Determinante

C=\|Crlm Cir=01bes+ @abpo+ +++ + @, b,

1L,k=1,2,...,m.

Wie vorher bezeichne «;, s, . . ., &, eine Kombination der Zahlen
1, 2, ..., n. Die zugehorigen Determinanten seien:
Ao, A0 -+ Blom blal blu., e blam
Ag — a9, “20:, vee Ao und Be - b2¢1 b2a, ‘e bZam ,
Ui Amo, - - Bmom e, Omay - - - Omam

n
m
mal aus den gleichen Spalten mit der gleichen Reihenfolge gebildet.
Satz 20: C=4,B,+4,B,+ -+ + 4,B,.

o durchliuft die Werte 1, 2, . . ., s und s=( ) A, und B, sind also jedes-

Beweis: Wie beim Beweise des Satzes 16 erkennt man, daB C, als
Funktion der a;, betrachtet, I und II erfiillt. Nach Satz 18 ist deshalb:

C=hk Ay +kydy+ - +EkA4,,

wo die %, nur noch von den b;; abhangen. Um £, zu bestimmen, werden
die Glieder der Diagonale aus 4, gleich 1, alle iibrigen a;; gleich 0 ge-
setzt. Dann wird 4, =1, die anderen A4,(4 < o) enthalten eine aus
lauter Nullen bestehende Spalte. Also ist

C=k,.
Andererseits ist

n
Cik —_'1271“;',1 bk,l = by, o

Denn in der sten Zeile der a,,
Agq, Bga, - s Ggyq

steht nur ein von Null verschiedenes Element, nimlich das in der Dia-
gonale von A4, vorkommende:

Ajqy = 1.
Es bleibt also von der Summe nur das Glied mit 4 = «; iibrig. Daher ist
C=ky=|Cik|m=|Otat |m

und diese Determinante ist nach Vertauschung von Zeilen und Spalten

B,
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§ 16. Der Sylvestersche Satz.

In diesem Paragraphen wird die Ausfithrung der Umformungen im
einzelnen dem Leser iiberlassen.
Eine r-reihige Determinante

A= a5,
werde durch Hinzufiigen einer Zeile und einer Spalte ,,gerindert”:
Ay, gy ... @y, b1
Ay Gy ... By, ba
Dn}. =
Apy Qg o oo By by
Cx1 Cx2 . bur dus

Dann ist: r
D,=daud— 2 Aaﬁcuﬂbal »
a,f=1

wo die 4,z die Adjunkten zu 4,4 innerhalb A bezeichnen. Die Summe
ist liber alle 72 GroBen 4,4 zu bilden. Die Einfithrung der Indices » und 4
wird sofort verstindlich. Wir sagen, D,; ist nach dem Rande ent-
wickelt.

Um diese Identitit zu beweisen, wird D, ; zuerst nach der letzten
Spalte, danach werden die einzelnen Unterdeterminanten nach der
letzten Zeile entwickelt.

Wir betrachten jetzt eine (» + s)-reihige Determinante:

Ay - By by ... by
D— @py oo Bpp bpy ... by
Cip +-v Cop Byy oo. 8y,
Coy »-v Cop @y oo dgy

Daraus konnen wir unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung s2
GréBen D, ; und hieraus eine s-reihige Determinante | D, , |, bilden.
Satz 21. Der Sylvestersche Satz lautet:

|Dyz| = D 4+1,

« und g durchlaufen die Werte von 1 bis 7, » und A die Werte von 1
bis s.
Zum Beweise sei folgende Anleitung gegeben: Wir setzen:

ZAaﬂ bur = C}.ﬁ und %Aaﬁcnﬂ = B4,
«

dann wird:
D,=d.,A —Zﬂ'Aaﬂcnﬂ byr = iz A — %’chnp .
a,

3*
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Durch zeilenweise Multiplikation und unter Beachtung des Beispiels 6
§ 12 und des Satzes 15 bestitige man folgende Identitit:

Ay - 4, 0 0... 0
Apy - Ay b.u...bls M .t o .
- Ay Ay 0 0. 0
Qpy v Cpp bpy ... by 1 i
(—1)*Ddr+-1=| " o Cu---Ciy—A 0... 0
Cip -+ Cpp Byy .. Ay
. 7 P Cyy oo Cyy 0—A... 0
Cop o Cor gyl | '
! v et Cp---C,pp 0 0...—4
0 .0 0
0 4 .0 0 0
={0 0 ...4 o ... 0 =(—1)3A'|D,,;_‘.
{911 1_312 e 1_311 =Dy .. =Dy,
BB B D, b,

§ 17. Aufgaben.

1. In einer Determinante seien diejenigen Elemente, die in den
ersten 7 Zeilen und letzten s Spalten stehen, = 0, es ist zu zeigen, daB
fiir s > # — r die Determinante verschwindet.

2. Aus dem System

a, b,¢,d,

a3 bycyd,
lassen sich sechs zweireihige Unterdeterminanten bilden. Zur Abkiirzung
ist folgende Schreibweise zu empfehlen:

b
(a,0) = “ s (a,0)= 4 usw.

a, b, a, ¢
Es soll eine Beziehung zwischen diesen sechs Grofen gefunden werden.
(Zu einer vierreihigen Determinante erginzen, dann die Laplacesche
Entwickelung ansetzen!).
3. Die Gleichung
(a1 + 89) (af + B3) = (ay.0; + by by)? + (@, b, — by @y)*

besagt, daB das Produkt der Summen zweier Quadrate wieder Summe
zweier Quadrate ist. Man kann diese Identitit verallgemeinern und
in der Form
a b

a, B

= (a0 + 0, 8y) (@g05 + by B5) —
ay B,

— (ay05 + by B,) (@y0; + by )

a, by
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schreiben, die fiir @, = a,, b; = f;, @, = «, und b, = f, in die vorige
iibergeht.

Versteht man aber unter 4, und «,, 2, und «, usw. je zwei konjugiert
komplexe GroBen, so zeigt diese Formel, daB auch das Produkt aus zwei
Summen von je vier Quadraten wieder Summe von vier Quadraten ist.

Mit Hilfe des verallgemeinerten Multiplikationstheorems und des
Ergebnisses der vorigen Aufgabe beweise man:

a oy + b8y + ¢,y + 4,90, a0y + by By + €1y, + 410,
agoty + by By + vy + 4,0, @05 + by By + Caye + 430,
= [(a,0) + (v,9)1[(a, 8) + (¢, )] + [(a,¢) + (8, H)][(e,7) + (4,0)] +
+ [(a,4) + (B,7)1[(a,8) + (b,¢)].

ay = o4, by = B, usw. ergibt den Satz fiir Summen von vier Quadraten
ohne Benutzung komplexer GroBen. Nimmt man @, und oy, a, und «,
usw. konjugiert komplex, so erhalten wir den entsprechenden Satz fiir
Summen von acht Quadraten.

Viertes Kapitel.
Matrizen.

§ 18. Rechnen mit Matrizen.

Sind # verinderliche GréBen x,, %, ..., %, und m veranderliche
GréBen v,, ¥,, . . ., Yo durch die Gleichungen

Y1 =08 % + apx + - +a, %,

Vo = Aoy ¥y F Agp %y + - -+ + Ay ¥y

ym:am1x1+am2x2+ e +amnxn

miteinander verbunden, so spricht man von einer linearen Substitution,
durch welche die y; durch die %, ersetzt werden kénnen. Solche Um-
formungen kommen z. B. beim Ubergang eines Koordinatensystems zu
einem anderen vor. Die Bezeichnung der Verinderlichen ist fiir die
lineare Substitution gleichgiiltig, es kommt nur auf das System der
Koeffizienten an. Dieses schreibt man in der Form:

a1 Ao %10
oA— [ %1 G Ay
aml amZ A amn /

und nennt es eine Matrix aus m Zeilen und » Spalten. Man sagt
auch: Die Matrix ist vom Typ (m, »). Ist m = #, so haben wir eine
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quadratische Matrix vor uns, in diesem Falle verstehen wir unter | A [
die Determinante | ;5 |. Wir bezeichnen die Matrizen mit groBen deut-
schen Buchstaben. Wihrend eine Determinante einen bestimmten Wert
hat, hat es keinen Sinn, von dem Wert einer Matrix zu sprechen. So
kénnen zwei Determinanten einander gleich sein, wihrend ihre Elemente
verschieden sind, dagegen wird die Gleichheit zweier Matrizen
folgendermaBen definiert:

A=1\B
bedeutet, ¥ und P sind vom gleichen Typ, und jedes einzelne Element
von U ist gleich dem entsprechenden von %
a;,=0b;, firt=12,...,mund k=1,2,...,n.

Durch das eine Gleichheitszeichen in A =B sind also m#n einzelne
Gleichungen ausgedriickt.

Sind alle a;;, = 0, so heiBt % die Nullmatrix, sie wird in Uberein-
stimmung mit BIEBERBACHS analytischer Geometrie mit £ bezeichnet.

Sind A = (a;;) und B = (b;;) zwei Matrizen vom gleichen Typ, so
148t sich die Summe bilden. Man versteht unter

C=A+B

eine Matrix, die gebildet wird, wenn man zu jedem Element von % das
entsprechende von % addiert. Wird also € = (c;;) gesetzt, so ist

Cin = @y + b,

Sind die beiden Matrizen nicht vom gleichen Typ, so hat das Symbol
A 4+ B keinen Sinn.
Die Addition ist kommutativ, d. h.

A+B=B+ U
Ist A eine Zahl, so versteht man unter A9 oder Y A die Matrix:

Aay, Aay, ... Aay,
Aay, Aagy ... 2Aay,

Ay Alpy .. Ay,

Hier wird im Gegensatz zur Multiplikation eimer Determinante jedes
Element mit 4 multipliziert. Fiir quadratische Matrizen gilt:

AU =" |A|.
Wie man leicht erkennt, ist:
AUA+B)=AA+218, A+L0=%A, 0-A=21.

Um auch das Produkt zweier Matrizen % = (a;;) und B = (b;,)
zu erkliren, betrachten wir die linearen Substitutionen:
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% =an Yt ap Yt a, Y Y1=by %1+byy %+ - +b;, %,
Zy =8y Y1t Ay Vot t Ay, Ya und Ya=by % +byy %+ -+ - + by, %,

Zm = am1y1+ am2y2+ cee LonYn yn=bn1x1+b"2x2 +oee +bnrxr

Vermoge A werden 2y, 25, . . ., 2y, als lineare Funktionen der y,, y,, . - ., ¥n
dargestellt. % gestattet, die y;, 9,, ..., ¥, durch %, #,, ..., %, zu er-
setzen. Dadurch werden z, 2,, ..., 2, lineare Funktionen der x,, %,,
c X
2 =cCp Xt Xt to, 2,

%y =Cy X3+ Cpp X+ - - +Cpp %,
s Cie =01 by F B byt B by

zm=0m1x1+cm2x2+' ) '+cmrx'r

n
Man beachte, daBinden ¢;;, = 3 a;,b,, der veranderliche Index g bei
=1

e
;o an zweiter, bei b, an erster Stelle steht. Daher ist ¢;;, das innere Pro-
dukt der sten Zeile aus % mit der kter Spalte aus 8. Die Matrix € = (c;3)
heifit das Produkt:

@——-%'%c

Es wurde gebildet, indem zwei nacheinander auszufilhrende Substitu-
tionen durch eine ersetzt wurden.

Die beiden Faktoren des Produktes kénnen nicht beliebig gewahlt
werden. Damit die Bildung der inneren Produkte c,; méglich ist, mu$
die Anzahl der Variabelen y in beiden Substitutionen die gleiche sein,
oder: Die Anzahl der Spalten von % muB gleich der Anzahl der Zeilen
von B sein. Nur fiir diesen Fall ist das Produkt zweier Matrizen erklirt.
J. ScHUR bezeichnete in seinen Vorlesungen solche Matrizen als ,,ver-
kettet*, genauer: 9 ist mit % verkettet, wenn % vom Typ (m, #) und B
vom Typ (n, #) ist. Das Produkt ist dann vom Typ (m, 7). Wenn % mit B
verkettet ist, braucht nicht auch 8 mit 9 verkettet zu sein. Die Aus-
drucksweise gilt auch fiir Produkte aus mehreren Faktoren, z. B. sind
vier Matrizen verkettet, wenn sie der Reihe nach vom Typ (m, %), (%, 7),
{7, s), (s, #) sind, ihr Produkt ist dann vom Typ (m, ¢). Fiir quadratische
Matrizen gleicher Reihenzahl gilt der

Satz 22. Die Determinante eines Produkies ist gleich dem Produkt
der Determinanie der einzelnen Faktoren.

Denn das Produkt der Determinanten kann ebenfalls durch Multi-
plikation von Zeilen mit Spalten gebildet werden.

Fiir quadratische Matrizen ist auch die Potenz etwa U2 = A+ Y er-
klart.
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Mitunter schreibt man auch Matrizen, deren Elemente selber wieder
Matrizen sind. Die Multiplikationsregel bleibt dabei erhalten, z. B.

A B (‘l[’ B’ _ AW+ BC AV + B
€ 9)\¢ ) \CY +DCCH +DY)
Natiirlich miissen die Rechtecke aneinander passen, d. h. % und B miis-
sen gleich viel Zeilen haben usw. Ferner miissen % und %', % und B’
usw. verkettet sein.
Bekanntlich ist das Produkt zweier Zahlen dann und nur dann =0,

wenn einer der Faktoren verschwindet. Dieses Gesetz gilt fiir das Rech-
nen mit Matrizen nicht. Es kann

AB =8

sein, wihrend 9 und 98 beide von der Nullmatrix verschieden sind. Z. B.

10)/00 (00
0 0/\01 \oo
Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ:

(AB)E=A(BEC) =ABCE,

d. h. wenn Produkte von drei oder mehreren Matrizen zu bilden sind,
so kann man erst AYB berechnen, dann rechts mit € multiplizieren,
oder erst B € bilden, dann links mit % multiplizieren. Umeinzusehen, daB3
das Ergebnis das gleiche ist, stelle man sich vor, da8 drei lineare Substi-
tutionen nacheinander ausgefiihrt werden sollen. Gewisse Variabele «
mogen durch v, diese durch x, diese durch y ersetzt werden. Die lineare
Substitution, durch die die # als Funktionen der y dargestellt werden,
kann entweder erhalten werden, indem man erst die # als Funktion
der x ausdriickt, danach die x durch die y ersetzt — diese Rechnung ent-
spricht dem Symbol (A®B) € — oder man stellt erst die v als Funktionen
der ¥ dar und setzt diese Ausdriicke in die Summen # ein. Das End-
ergebnis, in dem die # als Funktionen der x erscheinen, ist in beiden
Fillen dasselbe.

Wir wollen das assoziative Gesetz auch durch direkte Bildung des
allgemeinen Gliedes d;; von A% € beweisen. Es sei:

A= (a;1), B=00i), C=(csn) AB = (t;,), BE = (B;s)-
Dann ist:
%k =2aie bek: ﬂik =2biacak:
e o
dilc =2°‘ia Cok =2(2“igbga) Cok =2ai9 bgacak=2aig Z'bga Cok
o 4 (/] 2,0 e o
=2ai9ﬂek~
e

Die Multiplikation ist nicht kommutativ, d. h. A% und 8 U brauchen
nicht gleich zu sein. Das geht schon daraus hervor, daB 9 mit 8B verkettet
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sein kann, aber deshalb 8 mit % nicht verkettet zu sein braucht. Fiir
quadratische Matrizen kann man leicht Beispiele bilden, bei denen A%
von B Y verschieden ist. Ist AB = B Y, so nennt man solche Matrizen
vertauschbar. Z. B. ist

AN = A=A A
Die quadratische Matrix

O O -
O = O
—

\0 0 0...1/,
heiBt Einheitsmatrix, und es ist — Verkettung vorausgesetzt:
CA=Y und AC =Y.
Die Multiplikation ist distributiv, d.h.
A+B)E=AC+BC und AB+C) =AB 4 AC.
Beweis: eZ(aie + bio) Cok :%‘aie Cok —i—%‘biecek

und Zaig (bgk +Cgk) = Zaig bgk +2aig Cok -
e e e

Quadratische Matrizen des gleichen Typs haben demnach die Eigen-
schaft, daB Summe und Produkt erklirt sind und wieder eine Matrix
des gleichen Typs ergeben. Die Addition ist kommutativ und assoziativ,
die Multiplikation assoziativ und distributiv. Eine Menge von GroSen,
denen diese Eigenschaften zukommen, bezeichnet man als einen Ring.

§ 19, Cramersche Regel, inverse, transponierte, orthogonale Matrizen.

Matrizen, die nur aus einer Spalte bestehen, werden auch Vektoren
genannt; wir werden sie mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen:

*1 Y1

x : Va2
’g S :2 t) = .

xn y‘lh

Diese Symbolik ermoglicht, die lineare Substitution:

Y1 =ay %t Gt o+ %y

Yo = Gy %+ Gy Xp+ o+ Gy X

Ym = am1x1+am2x2+ s b Ay Xy
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in der abgekiirzten Form:

h=Ag
zu schreiben, wo A = (a;;) vom Typ (m, ») und Ay, ebenso wie y aus
m Zeilen und einer Spalte besteht.

Wir wollen jetzt U als quadratisch voraussetzen und durch Umfor-
mung die Verinderlichen x,, x,, ..., %, als lineare Funktionen der
1> Y2, - - -, Vn ausdriicken. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die
# Gleichungen der Reihe nach mit den Adjunkten A, Ass, .- -, Anx
der kten Spalte von U und addieren. Dann ist nach Satz 15:

Vidie + Vodor+ o + Vo dnr =A%,
wo A = | A| gesetzt ist (vgl. §9).
Entscheidend ist fiir die weitere Rechnung, ob 4 verschwindet oder

nicht. Ist 4 4 0, so kann man dividieren, und %, %,, . .., %, sind als
lineare Funktionen der y;, ¥,, ..., ¥, dargestellt.
Diese Rechnung 148t noch eine andere Deutung zu. Wir fassen
h=Ayg
als ein System von # Gleichungen mit # Unbekannten x,, %,, ..., %,
auf, wihrend vy,, v,, ..., ¥, und a;; gegebene Groéfen sind.

Der hier behandelte Fall i = #» und 4 # 0 wird Cramerscher Haupt-
fall genannt. In der Losung des Systems erscheinen die Unbekannten
als Quotient zweier Determinanten ; die Nenner sind iiberall 4, und die
Zshler

Ay Ve + Ay + -0 + Ay

konnen auch in Determinantenform geschrieben werden, indem in A

die kte Spalte durch y,, ¥,, ..., ¥, ersetzt wird:
Ay ... Gy, Ay oo V1 ove Byg
Gpy--.lyp Appee- Ypooolpng

Die angegebene Umformung zeigt: Wenn das Gleichungssystem
iiberhaupt eine Losung besitzt, so kann es nur diese sein. DaB die errech-
neten Werte fiir x,, x,, ..., %, auch wirklich die Gleichungen erfiillen,
ist nicht selbstverstindlich, sondern muB erst durch Einsetzen gezeigt
werden. Setzen wir

t=9y,
so ist B aus den Adjunkten von a,; mit Vertauschung von Zeilen und
Spalten und nach Division durch 4 gebildet:

Ap Ay oo Ay

1 Ay Ay ... Ays
B=7

A, Agp... Ay,
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Es ist:
4 0...0
ag—su—L|%4 %) 6.
0 0.. 4

Denn dieses ist Satz 15 in anderer Form.
Wir setzen fiirr ¢ den gefundenen Vektor ein und erhalten die Iden-
titit:
h=ABy =€y =1y.

Die Schreibweise eines Gleichungssystems im Matrizenkalkiil fiihrt
dazu, nicht mehr von # Gleichungen mit » Unbekannten zu sprechen,
sondern von einer Gleichung mit einer Unbekannten, in der die gegebenen
GroBen Matrizen, die gesuchte ein Vektor ist.

B heiBt die zu ¥ inverse Matrix, sie wird von jetzt ab mit Y~ be-
zeichnet, Geht man nicht von der Umkehrung einer linearen Substitution
aus, so erklirt man Y-?! als diejenige Matrix, die der Bedingung

AY1=E oder AY=C

geniigt. Ist | % | = 0, so kann keine inverse Matrix existieren, weil nach
Satz 22

%] |9 | = |G| =1 ist.
Es kann auch nur eine solche Matrix geben, denn angenommen

AB =6 und AB, =G,

so muB
A(B—By) =1,
BA(B—B,) =BL =49,
EB—%B)=B—-9B,=42,
oder B =19,
sein.
Die Losung des Gleichungssystems

p=2Az

gestaltet sich jetzt formal so, als ob ), % und ¢ Zahlen bedeuten, es wird
durch ¥ dividiert ! Nur diirfen wir beim Rechnen mit Matrizen nicht von

einer Division sprechen noch ein Symbol g schreiben, weil Y-1% und

B A1 unterschieden werden miissen. Man sagt deshalb: zur Losung der
Gleichung § = A ¢ wird links mit - multipliziert.

Fiir 4 = 0 existiert keine inverse Matrix, aber das Gleichungssystem
kann bei passender Wahl der v, ¥,, . . ., ¥, Losungen besitzen, wie im
fiinften Kapitel gezeigt werden soll.
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Fir die Inverse eines Produktes gilt
Satz 23:
(AB) =B1AL.
Beweis: Weil
ABBLAI=AA1=E

ist, ist $—1Y-1 die Inverse zu AB.

Mit A" wird die Matrix bezeichnet, die durch Vertauschung von Zeilen
und Spalten aus ¥ entsteht; sie heilt die transponierte Matrix. Wie
bei den Inversen gilt auch fiir die Transponierte eines Produktes der

Satz 24:

(AB) =B U
Beweis: Das Element der ster Zeile und kter Spalte von U ist:
Cir =2 %o bgk .
e

Also steht ¢;; in (AB)’ in der kten Zeile und sten Spalte. Das an gleicher
Stelle stehende Element aus 8’9’ heift:

26970 Ao = Cire »
e

weil infolge der Vertauschung von Zeilen und Spalten bei % und 9B jetzt
der erste Index die Spalte und der zweite die Zeile angibt.
Zu erwihnen ist noch:

Y =9 und W= (Y.

A'-1 wird die zu A kontragrediente Matrix genannt.
Ist a;; = ag;, so wird A = A’ und heit symmetrisch.
Ist a;, = — ag; so heiBt A schief-symmetrisch.
Sind g und y zwei Vektoren gleichen Typs (#, 1), so heiBt, wie bereits
erwihnt:
Y1

y
g’t}=(x1x2...x,,) :2 =%Vt %Y+ -+ %Y,
Yn
das innere Produkt. Es ist eine nur aus einem Element bestehende

Matrix und wird deshalb eine skalare GréBe genannt. Weil sie mit jhrer
Transponierten identisch ist, ist:

ty= (@9 =z
Ist 'y =0, so heiBen die beiden Vektoren orthogonal zueinander,

man sagt auch, sie stehen aufeinander senkrecht, eine Ausdrucksweise,
die erst bei den geometrischen Anwendungen verstiandlich wird.
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Eine Matrix wird orthogonal genannt, wenn sie quadratisch ist und
das innere Produkt je zweier verschiedener Zeilen = 0 und jeder Zeile
mit sich selbst =1 ist:

n 0 firz<!

2 = { 1 firi=1

Diese Beziehungen sind gleichbedeutend mit
AW =C oder A =UAT.

Man kann auch sagen, eine Matrix ist dann orthogonal, wenn die In-
verse mit der Transponierten iibereinstimmt.
Wird die letzte Gleichung rechts mit 9 multipliziert, so erhdlt man

AA=¢,

d.h. auch A’ ist orthogonal oder aus der Orthogonalitit der Zeilen
folgt die der Spalten und umgekehrt:

0 firt<0
1 firi=1
Sind U und B orthogonal, so ist es auch das Produkt, weil
(AB) (UAB) =ABBA =AA'=E.
Aus AU = € folgt:
AW | =|C|=|AP=1 oder |A =41.

Werden die beiden Vektoren g und t) vermdge einer orthogonalen
Substitution durch T und y ersetzt:

= A i y D= 2[5 ’
so bleibt das innere Produkt unverindert. Denn
Yy =7 ¥AY="79.

Dasselbe gilt auch, wenn statt g, 1, T, § die Differenzen zweier Vektoren

n
PSS
1=1

t—a 9 —b T —a p— b genommen werden: B
(x—a)(y—5) = (AT —Aa) (AH—AD) = (t—a) A'AGH—5)
=(@E—a)(H—0).
Man sagt auch, das innere Produkt ist invariant gegeniiber orthogo-
nalen Transformationen.
Eine weitere Invariante wird folgendermaBen erhalten: Aus den Ele-
menten der # + 1 Vektoren
*1 X1 Xn+1,1
%12 Xo2 Xn+1,2

L= : > L= : seer Lppr = :

xl n t xz n xﬂ+1, n
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bilden wir die (n# - 1)-reihige Determinante

¥11 %1 -+ ¥pya,1

X12 Xgg - - ¥pya,2
D =

X1n Yen- - ¥pi1,n

1 1 1

Wir machen eine orthogonale Substitution:
ti = Uy,

Das sind #(n + 1) Gleichungen, die, ausfiihrlich geschrieben, folgende
Form haben:

Xy =08y Yiz + Qe Y2+ -0+ @1n Vin

K= o1 Vi1 + G Vea + 0 + A Vi (0

=1,2,...,n41)
Fin =8q1 Y511 A2 Vio+ -+ Wpp Vin
Daraus ergibt sich folgende Identitit:
a4y -, 0 Yu Yz -+ Va1,
Ay ... Ay, O Yz Ya2 - Vnt1,2
D= s
aﬂl“‘ann O yln yZn"'yn+l,n
0 0 1 1 1 1

die man durch Multiplikation-von Zeilen mit Spalten leicht bestitigt.
Der erste Faktor ist gleich | | = & 1, und der zweite ist aus den 1,
ebenso gebildet wie D aus den g;.

Wir fassen diese Besonderheiten der orthogonalen Matrizen zusam-
men:

Satz 25. Wenn W = UL ist, hesft die Matrix orthogonal und hat
folgende Eigenschaften:

a) Auch die transponierte ist orthogonal.

b) Die inneren Produkte je zweier verschiedener paralleler Reihen
sind = O und jeder Reihe mit sich selbst = 1.

¢) Die Determinanie 1st = -4 1.

d) Produkte orthogonaler Matrizen sind wieder orthogonal.

) Das innere Produkt zweier Vektoren ist gegemsiber eimer orthogo-
nalen Substitution invariant.

f) Dasselbe gilt fiir die oben erklirte Determinante D, wenn | % | = + 1
ist, dagegen geht D in — D diber, wenn | U | = — 1 ist.
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Werden Vektoren in der Weise verandert, daB iiberall ein konstanter
Vektor ¢ addiert wird, so spricht man von einer Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems. Dadurch bleiben die Differenzen

t—a=g+c—(a+c¢)
unverdndert, also ist das innere Produkt in der Form
(€ —a)(y— D)
invariant bei einer Parallelverschiebung.
Ebenso verhilt sich D, weil

Fp T6 Xy FC .yt X1 %1 -+ %n4a,1

X +C Koy + €. Hpyyy ot 0o X1 Xgp .- Xpyae

*1n + Cn %on + Cp .- xn+1,n + Cn X1n xzn M xn+1,u
1 1 1 1 1 ... 1

ist. (Letzte Zeile mit ¢; multiplizieren und von der ster subtrahieren.)

§ 20. Aufgaben.

1. Folgendes Gleichungssystem soll mit Hilfe der Cramerschen Regel
gelost werden:

3x— y—224 u=1
2+ y+ 2+4+3u=26
— x+3y+224+4u=1
—2x—2y432—2u4=17,

2. Durch Bildung der inversen Matrix soll folgende lineare Substi-
tution umgekehrt werden:

y1=06x% 4 2%, + 3 %,
Yo =4% + 5%, — 2%,
Ye="T2% + 2%, + 4 x,.

3. Es sei
s 0...0
9R — 0 u,... 0
0 0...u,
eine Matrix, in der alle auBerhalb der Hauptdiagonale stehende Ele-
mente verschwinden. Die GréBen p,, s, . . ., yy, sollen alle untereinander

verschieden sein und keine von ihnen soll verschwinden. Es sollen alle
Matrizen % angegeben werden, fiir die

AM =MA
ist.
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4. Die 6 Matrizen

100 2 —1 —1 -1 4 —5
€ ={010) =2 —1 —2), &= 01 o
001 1 -1 0 00 1
—-27 —11 1 2 -1 '—1 6 —12
C=—27 —-12)], G=(2 —1—2}|, @e=(—2 7T —12
—-13 — 5 1 -1 0 —-13 -5

haben die Eigenschaft, daB das Produkt von je zweien wieder eine der
6 Matrizen ist. Man sagt auch, sie bilden eine endliche Gruppe. Auf-
gabe: Die Gruppentafel ist aufzustellen, d. h. eine quadratische Tafel
aus 6 Zeilen und 6 Spalten ist auszufiillen, die Reihen sind mit 1 bis 6
numeriert, und es wird z. B. in das Feld der zweiten Zeile und dritten
Spalte ©, eingetragen, weil &, &; = &, ist.

§ 21. Geometrische Anwendungen.
(Vgl. BIEBERBACH, Analyt. Geometrie § 11 und 12.)
Es sind X, und X, bzw. X;, X, und X, die aufeinander senkrechten
Koordinatenachsen der Ebene bzw. des Raumes. Es werden in den fol-
genden Betrachtungen nur rechtwinkelige Koordinatensysteme zugrunde

gelegt. Die Koordinaten eines Punktes werden mit x;, x, bzw. x;, %5, %5
bezeichnet. Anfangspunkt ist O, und die Strecke

r=YA+ A+ A

ist der stets positiv zu nehmende Abstand des Punktes P vom Anfangs-

punkt.
Jedem Punkte ist, je nachdem wir Geometrie der Ebene oder des
% 1
Raumes treiben, ein Vektor ( 1) oder | %, | zugeordnet, den wir mit
Xg
X3

—> —
O P oder wie vorher mit g bezeichnen. Ist ) = OQ ein zweiter Vektor, so
—>
wird durch P und @ der Vektor PQ) bestimmt, und es ist
—> —>
PQ=9y—1r oder QP=1g—9.
Es besteht die Identitit
—> > >
OP+4+ PQ+Q0=4.
—> —_—
Denn es ist Q0 = —0Q = —y.
Ein Punkt P kann auch durch seinen Abstand » vom Nullpunkt und
—>
durch die Richtung.des Vektors O P gegeben sein. Diese ist durch die
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—
drei Winkel &, oy, o5, die O P mit den Achsen bildet, festgelegt, und es
ist
X% = 7COSU;, Xp==¥COSUy, X3=7COSO0g.
" o . T 7T
Fiir die Ebene ist oy = 5 und oy +oy = 5. Also
% =7COSQ, X,=rsina,.

Wir fithren eine Drehung der Koordinatenachsen in der Ebene um
den Winkel ¢ (Abb. 1) aus. In bezug auf das neue System habe P die
Koordinaten y,, y,. Der Abstand » bleibt, «; geht in g, iiber, dann ist

uw=p+¢

und
%, == rcos (B; + ¢) = 7 cos B, cos ¢ — rsin B, sin ¢ = y, cos ¢ — y,sin g,

%, = rsin (B, + @) = 7 cos B, sin ¢ + 7sin f; cos ¢ = y; sin ¢ + ¥, cos .
Oder: X

V)
p 4

%\ (cosp —sing)\ [y,
%,/ \sing cosp/\y,/) 7

Die hier auftretende Matrix ist = ¥
orthogonal. Denn die Umkehrung
der Substitution ergibt: e 5%
V1 cos@ sing)\ [ % 'elz’ A
(yz) - (—siw cow) <xz) ABD 1.

Die inverse Matrix ist also mit der transponierten identisch, sie entsteht,
wenn ¢ durch — ¢ ersetzt wird, das bedeutet, die Drehung wird riick-

gingig gemacht.
cosp —sing
sing  cosg

Die Form
gibt die Moglichkeit, durch beliebige Wahl des Winkels zweireihige
orthogonale Matrizen anzugeben. Man nennt einen solchen Ausdruck
eine Parameterdarstellung und die verinderliche GroBe ¢ den
Parameter.

Es fragt sich, ob in dieser Darstellung alle derartige Matrizen ent-
halten sind; das ist fiir solche mit der Determinante + 1 richtig.

Denn es sei (

%1 Gp
orthogonal und a@,;a,5 — @;545; = 1. Dann
A1 Agp)

gibt es, weil a2, + a%, =1 ist, stets einen Winkel ¢, so daB

a, =cosgp und a;,=—sing
Nei8, Determinanten. 4
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wird, und aus
Ayy Ggy + Gyy Bgp = Ay COSP — Ay SiNp = 0
folgt:
a4y = Asing und a,, = Acosg,

wo A mit Riicksicht auf a,;ay, — a,545;, = 1 den Wert 1 haben muB.

Um dreireihige orthogonale Matrizen zu erhalten, betrachten wir
Drehungen im Raum. Sie werden in drei Schritten ausgefiihrt. Wir
drehen zunichst nur die X, X ;-Ebene, wobei die X,-Achse festgehalten
wird. ¥,, ¥,, ¥; sind die Koordinaten in bezug auf das so verinderte
System, dann ist:

nh= % Y1 1 0 0 *1
Yo = %,Cos@ + xgsingp oder { y, | = 0 cosg sing %y
Yg = — %y Sin @ + %5 Cos @ Vs 0 —sing cosg %q

Dreht man danach um die soeben entstandene Y,-Achse, so wird,
wenn y der Drehungswinkel ist:

£A cosy O siny Y,
( 2 | = 0 1 0 Vo
E —siny 0 cosyg Y3
SchlieBlich wird die Z;-Achse festgehalten und um ¢ gedreht:
£ cosy siny 0 2
uz) =|—siny cosp 0 2,
7N 0 0 1 23

%y, %, 43 sind die Koordinaten in bezug auf das durch drei Drehungen
entstandene- System; sie lassen sich durch Zusammensetzen dieser drei
Transformationen durch x,, %,, x; ausdriicken:

%, cosyp siny O cosy 0 sin 1 0 0 %
#, |=| —siny cosy O 0 1 0 0 cosg sing || %,
Ug 0 0 1/ \—siny 0 cosy 0 —sing cosp/ \x,

Die so gebildete Matrix ist orthogonal, weil sie Produkt aus drei ortho-
gonalen Matrizen ist. ¢, ¥ und ¢ heiBen Eulersche Winkel. Sie sind
die Parameter dieser Darstellung von dreireihigen orthogonalen Matrizen.

Indem wir zugleich auf #n-reihige Matrizen erweitern, werden wir
zeigen, daB durch eine solche Parameterdarstellung alle orthogonalen
Matrizen mit positiver Determinante erhalten werden.

Wir verstehen unter B, (¢) (¢ < %) folgende Matrix: In der sten Zeile
und st%n Spalte steht cos g, ebenso in der kten Zeile und Aten Spalte. Das
Element der sten Zeile und &ten Spalte ist sin ¢ und das der kten Zeile und
sten Spalte ist —sin . Alle iibrigen Elemente sind, sofern sie nicht in der
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Hauptdiagonale stehen, = 0, und die letzteren = 1. Alle %, sind ortho-
gonal, ihre Determinante ist 41, und es gilt:

Birlp) = Bik (@) = By (— ).
In dieser Schreibweise erhilt die oben angegebene dreireihige Matrix
die Form:

P12 () P13 (x) Pas (p) und die inverse:  Pyg(— @) Bz (— %) Bra (— ¥).
Satz 26. Jede n-reihige quadratische Matrix © = (s;3) laft sich auf
die Form bringen:

@:5,]312‘]313,,, %m%za%zr-- San--- s’Bﬂ—l,n'%

Jedes By hingt noch von einem Winkel @;;, ab, und diese Gréfen kinnen
so bestimmt werden, daf alle unterhalb der Hauptdiagonale von B stehende
Elemente verschwinden; also

fbyy bip big. .- by
0 by byg--- by,
B=1 0 0 bsn
0O 0 O bpn
Auperdem kann man noch erreichen, daf byy, by, . . ., by—y, n—1 Hicht nega-

tiv ausfallen.

Die Anzahl der verfiigbaren Winkel ¢, ist:

-1
(=14 n—2) - +2+1="070

Andererseits treten in 8 ebenso viele Nullen auf. D. h. die Zahl der Be-
dingungen ist ebenso groB wie die Zahl der zu bestimmenden Gréfen.

Beweis: Wir bringen durchlinksseitige Multiplikation der Reihe nach
die Faktoren %;; auf die andere Seite und bestimmen die Winkel.
@12 Wird so gewihlt, daB in

Piz' (p12) © =T = (41
das Element ¢, = 0 wird. Es wird durch Multiplikation der zweiten
Zeile von PB;a(— ¢y5) mit der ersten Spalte von & erhalten:
b = $11 I @1y + S31 COS @12 = 0.

Ist s;;, = 0, so wird = zt—, sonst
1 P12 3

So1

g =—-"".

Sn
Jetzt wird ¢, in gleicher Weise ermittelt. In
Pis(— @)
soll das Element der dritten Zeile und ersten Spalte verschwinden, also:

£12 8iN @g3 + f5y COS @13 =0
dient zur Bestimmung von ¢;3.
4%
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Wir beachten noch, daB ¢,; = 0 war und auch bei dieser Umformung
nicht verindert wird, denn die Multiplikation der zweiten Zeile aus
P13 (— @q5) mit der ersten Spalte aus ¥ ergibt:

Oty + 1oty + 0ty + - +0-4,=0.
In der Weise fortfahrend, kommen wir zu einer Matrix
€ =R Bra1- B PG = (i)
bei der ¢y =c¢4 =+ =¢,,; =0 ist. Es soll aber noch ¢;; = 0 sein.

Dies wird bei der letzten Multiplikation erreicht. Wird die vorletzte
Matrix mit (7;,) bezeichnet, so haben wir zuletzt folgendes Produkt:

cosg,, 0...0—sing,, /¥y -
0 1...0 0 0
Bin(—@10) ) = : s . : = (¢;x)
0 0...1 0 0
sing,;, 0...0 cosg,, P11 - - -

€11 == 711 COS @y, — 7y SIN @y, > 0

Cp1= 711 SIN Qg + 751 COS @y, = 0.

Den aus der letzten Gleichung entnommenen Winkel ¢, ,, darf man um n
vermehren; wiirde also ¢;; negativ ausfallen, so nehme man statt ¢,,,
den Winkel ¢,, + &, dadurch dndern Sinus und Kosinus ihr Vorzeichen.

Durch linksseitige Multiplikation mit ;3 (py5) wird das unter cgy
stehende Element zum Verschwinden gebracht. Bei dieser und allen
folgenden Umformungen bleibt die erste Spalte unverindert, wie aus
folgendem Schema erreicht ist:

1 0...0 Cig+-- Cig - - -
0 . 10
0 . 0

Denn jedes P35} hat die im linken Faktor angegebene erste Zeile und
erste Spalte.

In gleicher Weise werden die {ibrigen Spalten behandelt. DaB dabei
die bereits vorhandenen Nullen nicht mehr verindert werden, zeigt
folgendes Schema:

10...0 dyy dyy ... dy
01...0 0 dy... 0 dy ...
00.... 0 0 =10 o

00.... .0 0 ... 0o 0 ...
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Damit ist der Satz bewiesen. Man erkennt auch, daB die Bestimmung der
Vorzeichen der Glieder in der Diagonale nur bis b, ; ,_; moglich ist,
bis dahin sind alle = 0, b, kann auch negativ sein. ’

Satz 27. Ist & orthogonal, so ist B fiir den Fall | € | = +1 die Ein-
heitsmatriz, und fiir | & | = —1 ist by, = — 1, sonst ist B mit der Ein-
heitsmatrix identisch.

Beweis: B ist das Produkt aller 9, und &, also Produkt lauter
orthogonaler Faktoren, also selber orthogonal. Das innere Produkt der
ersten Spalte mit sich selbst ist 43; =1, und da b,; nicht negativ ist,
muB by, =1 sein. Fiir die erste Zeile ist

bh + b+ - +b,=1,

das ist aber, da wir es nur mit reellen Zahlen zu tun haben, nur méglich,
wenn
bp="byg="-+=b,,=0

ist. Jetzt 1aBt sich die gleiche Uberlegung fiir die zweite Spalte und
zweite Zeile anwenden, woraus

bpp=1,by3= - =by, =0

folgt; das geht so weiter bis b1, n-1 =1, by, » = 0. Fiir bn,n bleibt
jetzt nur noch 4 1. Welcher dieser beiden Werte zu nehmen ist, ergibt
sich durch Vergleich der Determinanten. Da alle | B, | = + 1 sind, ist

|&]=1[38].
Alle #n-reihigen orthogonalen Matrizen mit positiver Determinante

sind durch das Produkt der B, als Funktionen der z (n2— 1) Parameter ¢,

dargestellt. Im Falle negativer Determinante ist noch ein Faktor zuzu-
fiigen, der sich von der Einheitsmatrix nur dadurch unterscheidet, daB
an letzter Stelle — 1 steht.

Orthogonale Transformationen mit positiver Determinante sind
also gleichbedeutend mit einer Reihe von Drehungen um gewisse feste
Achsen. Ist die Determinante — 1, so kommt zu der Drehung noch
hinzu, daB eine der Achsen ihre Richtung #ndert, wihrend die andereh
bleiben, also eine Transformation der Form:

Yi=%,Y2=%. .o, Y1 = Fp1, Yn = — %p .

Das bedeutet bei # = 2, daB die obere Halbebene auf die untere um-
geklappt wird und ebenso die untere auf die obere. Es ist eine Spiegelung
mit der X;-Achse als Symmetrieachse. Fiir » = 3 liegt eine Spiegelung
vor, bei der die X,X,-Ebene Symmetrieebene ist. Wihrend bei Dre-
hungen Figuren oder Kérper in kongruente tibergehen, werden bei einer
Spiegelung aus den betreffenden Gebilden die symmetrischen.

Satz 26 1aBt folgende geometrische Deutung zu: Die einzelnen Spal-
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ten der Matrix € mégen die Koordinaten je eines Punktes bezeichnen;
z. B. fiir den Raum:
%1 Y1
S=|x v ...
Xy Y3 .-
Satz 26 sagt aus, daBB man das Koordinatensystem so drehen kann, daf§
%y = %3 = Y3 = 0 werden, das transformierte System kann also so ge-
legt werden, daB die X,-Achse durch einen vorgegebenen Punkt geht,
und ein zweiter gegebener Punkt in der X, X,-Ebene liegt. Der Inhalt
dieses Satzes ist fiir # = 2 oder » = 3 anschaulich ohne weiteres klar,
er ermoglicht, die Drehungswinkel anzugeben. Fiir beliebiges » ist na-
tiirlich ein Beweis erforderlich.
Wir kommen zur geometrischen Deutung der im § 19 erklirten In-
varianten.
1. Das innere Produkt betrachten wir in der Form:
(x—a)'(9—5).
Es ist durch die vier Punkte X, 4, Y, B bestimmt. Durch Parallel-
verschiebung machen wir 4 zum Nullpunkt, und durch Drehung wird
erreicht, daB8 X auf der X,-Achse liegt. Dann ist:

y1—b
(t—a)'(h—D0) = (%,00) | ¥5—b, | = %, (y,—0,).
y3— by

%, ist die Strecke A X =7,, und y, — b, ist die Projektion der Strecke
BY =7, auf die X,-Achse. Also:

¥, — b =7,c05¢,
—— — .
wo @ den Winkel bezeichnet, den die Vektoren 4 X und BY miteinander
bilden. Da durch zwei Richtungen im Raum der Drehungssinn nicht
gegeben ist, kann 0 < ¢ < & angenommen werden. Haben x, und y, — b,
gleiches Vorzeichen, so ist 0 < ¢ <%, andernfalls liegt ¢ im zweiten

Quadranten. Da die Abstinde zweier Punkte und die Winkel zweier
Geraden auch bei Drehungen und Parallelverschiebungen unverdndert
bleiben, gilt bei beliebiger Lage der Achsen:

(x—a)' (9 —b) =r7,c085 9.
Ist insbesondere ¢ = ¢ und a = b, so ist ¢ =0, und wir erhalten die
Formel:

X —a
T—a) x—a)=(%—a %—a %—ay) | %—a,
X3 —ag

= (1, — @) + (%, — a,)* + (3, — ay)* = AX?,

durch die der Abstand zweier Punkte angegeben wird.
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Die Anwendung des Distributivgesetzes auf die letzte Gleichung er-
gibt
A= ~d) g~ =rt—0)—d—0)=rr+da—ra—dy

= 0X*+ 04— 2-0X-0Acos (A0X).
Denn
Ya=a7g.
Das ist der Kosinussatz der ebenen Trigonometrie.
—>
Um den Winkel ¢ zweier vom Nullpunkt ausgehender Vektoren 0 X

—_—
und OY zu bestimmen, setze man a = b = . Dann ist:

TY = %1y1 + %Y, + %y; = 717,c08 @,
eine Beziehung, die durch Einfiihrung der Richtungskosinus in
COS @ = COs 6 CoS fB; + €Oos &, Cos f, + cos ag cos By
tibergeht.
Ist t =19, so ist ¢ =0 und «; = B; usw. Danach ergibt sich eine
Bedingung, die die Richtungskosinus eines Vektors erfiillen miissen:
1 = cos?a; + cos?a, + cosZag.

Ist das innere Produkt = 0, so haben wir die Vektoren orthogonal
genannt; in der Tat ist dann cos ¢ = 0 und die Vektoren stehen senkrecht
aufeinander.

2. Die in § 19 betrachtete Determinante war aus den Koordinaten
von # -+ 1 Punkten gebildet. Fiir die geometrischen Anwendungen
kommen nur # = 2 und # = 3 in Betracht. Es ergeben sich Formeln fiir
den Inhalt eines Dreiecks u