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Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich mehr

fach als Einfiihrung in die hohere Mathematik an den Universitaten 
Halle und Berlin gehalten habe. 

Es solI dazu beitragen, die Schwierigkeiten zu iiberwinden, die sich 
dem Studierenden beim Obergang von der Schule zur Hochschule bieten. 
Diese ergeben sieh z. T. daraus, daB der Lernende, von der ·Schule her 
an die Form des abfragenden Unterrichts gewohnt, vielfach noch nieht 
die Reife fUr die Obermittelung des Stoffes durch akademische Vor
lesungen besitzt. Denn hier bleibt die Kontrolle dariiber, ob wirklich 
alles verstanden ist, der eigenen Initiative und Selbstkritik iiberlassen. 

Es ist daher anzustreben, den Studenten besonders im Anfang 
seines Studiums zur starkeren aktiven Mitarbeit heranzuziehen. Diese 
solI auBer im Losen von Aufgaben gelegentlich auch in der Wiedergabe 
des in der Vorlesung gebrachten Stoffes sowie in Referaten einzelner 
Abschnitte des Buches bestehen. Auf diese Weise tritt an die Stelle der 
V orlesung teilweise ein.e geleitete Lektiire. 

An Vorkenntnissen wird so wenig wie moglich vorausgesetzt. Kom
binatorik, binomischer Satz und andere Dinge, die noch in das Pensum 
der Schule gehoren, werden daher entwiekelt, jedoch in einer Form, 
die sich yom elementaren Unterricht loslost und den Studierenden 
gleieh zu Anfang mit Hilfsmitteln vertraut macht, die ihm neu, abe·r 
fUr strenge Durchfiihrung mathematischer Beweise von grundlegender 
Bedeutung sind. 

Es ist dies in erster Linie der InduktionsschluB. Seine vielfache Ver
wendung kann den Anfanger zunachst befremden; ebenso verhalt es 
sich mit dem Aufbau der Determinantentheorie nach der WEIERSTRASS
schen Definition. Trotzdem habe ich diese Darstellung gewahlt. Denn 
erst ens werden so die Beweise kurz und einfach, und die ganze Theorie 
gewinnt an Schonheit und Eleganz, zweitens soU neben der Obermitte
lung des Stoffes eine Einfiihrung in mathematische Methoden und Ge
dankengange iiberhaupt erfolgen, wie sie im elementaren Unterricht 
nicht gegeben werden konnen. 

In der Behandlung der linearen Gleichungen bin ich einer Anregung 
des Herrn Prof. H. W. E. lUNG, Halle, gefolgt. 

Die Paragraph en 13, 14, 15 und 16 sind fiir die folgenden Kapitel 
nicht erforderlich und konnen iibergangen werden. 



IV Vorwort. 

In den Anwendungen wird die Bedeutung der Determinanten und 
Matrizen fiir die analytische Geometrie gezeigt. Besonderer Wert ist 
darauf gelegt, die Grundlagen fur das Rechnen mit Vektoren zu schaffen. 

Die 'Obungsaufgaben bieten keine besonderen Schwierigkeiten. 
Einige davon sind mir von Assistenten gegeben worden, sie stammen 
aus Vorlesungen, die friiher an der Berliner Universitat gehalten wurden. 

Besonderen Dank schulde ich dem Verlag, der trotz der schwie
rigen Zeitlage das Erscheinen in so kurzer Zeit ermoglichte. 

Charlottenburg, Oktober 1941. 
NEISS. 
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Erstes Kapitel 

Allgemeine Vorbemerkungen. 

§ 1. Der InduktionsschluB. 
Ein in der Mathematik haufig gebrauchtes Beweisverfahren ist der 

SchluB der vollstandigen Induktion, auch SchluB von n auf n + 1 ge
nannt. Zur Erlauterung dieser SchluBweise beweisen wir folgende 
Formel:. 

wo n eine positive ganze Zahl ist. Man kann die Richtigkeit dieser For
mel fUr besondere Werte von n leicht durch Einsetzen bestatigen, z. B. 
fur 

=1 ·t· 1=~+I) =2' 1+2_ 2 .(1+1) n IS. 2' n. - 2 ' 

n = 4: 1 + 2 + 3 + 4 = 4· (!+I) usw. 

Derartige Proben kann man beliebig vermehren. Will man indessen aus 
diesen einzelnen Feststellungen folgern, daB die Formel fur jeden Wert 
von n richtig ist, so ist dies ein SchluB vom Besonderen zum Allgemeinen, 
er wird InduktionsschluB genannt und ist in dieser Form als mathe
matischer Beweis nicht zulassig. 

Dagegen ist folgende SchluBweise bindend: 
Wir uberzeugen uns durch Einsetzen zunachst von der Richtigkeit 

der Formel fur n = 1. Dann nehmen wir an, die Formel sei fur alle n ::;: r 
bewiesen, wo unter r eine beliebige feste, positive ganze Zahl zu ver
stehen ist. Vielleicht erscheint es im erst en Augenblick widersinnig, das 
als richtig anzunehmen, was doch erst bewiesen werden solI. Das trifft 
aber nicht zu; denn die Annahme bezieht sich nur auf alle n < r, der 
Beweis solI aber die Gultigkeit der Formel fur alle n erbringen. Wir 
zeigen jetzt: Wenn die Annahme erfullt sein sollte, d. h. wenn die Formel 
fur n < r richtig ist, dann ist sie auch fUr die folgende Zahl r + 1 richtig, 
oder anders ausgedruckt: 

n (n + I) 
Vora ussetzung: 1 + 2 + ... + n = --2-- fur n < r. 

Behauptung: (n wird durch r + 1 ersetzt) 

1 +2 + ... + r + r + 1 = (r + I) (r + 2) 
2 

Nei8, Determinanten. 1 



2 Allgemeine Vorbemerkungen. 

Zum Beweis wird die Summe 1 + 2 + ... + r in die nach derVor

aussetzung zuHi.ssige Form r (r:- 1 geschrieben. Danach lautet die Be

hauptung: 
r (r + 1) + + 1 = (r + 1) (r + 2) 

2 r 2' 

eine Identitat, wie 'man durch Umformung leicht bestatigt. 
Damit ist der Beweis natiirlich noch nicht fertig, es ist nur gezeigt: 

Wenn die Formel etwa fUr alle n ~ 17 richtig ist, dann ist sie es auch fUr 
n = 18. Die BeweisfUhrung beruhte auf einer Annahme, deren Giiltig
keit zunachst noch offen ist und einstweilen nur fUr n = 1 feststeht. 
Daher gilt aber die Formel, wie eben gezeigt wurde, auch fur n = 2, 
ebenso kommt man: von n = 2 zu n = 3, und diese SchluBweise kann be
liebig weit fortgesetzt werden. 

Der InduktionsschluB ist, wie man sieht, nur zu gebrauchen, wenn der 
zu beweisende Satz eine Aussage uber eine ganze Zahl enthalt. Es ist 
auch nicht immer gesagt, daB die Giiltigkeit bei n = 1 anfangt, sie kann 
auch schon bei n =.0 oder erst an einer spateren Stelle einsetzen. 

§ 2. Gebrauch des Summenzeichens. 

2} (groBes griechisches Sigma) ist das Summenzeichen. 1st I(e) eine 
Funktion von (!, die nur fur ganzzahlige e erklart zu sein braucht, und 
will man die Summe 

1 (1) + 1(2) + ... + I(n) 

hilden, so schreiht man dafiir 
11 

2}le) 
e=l 

lies: "Summe von e = 1 his nil; d. h.: es werden fiir e der Reihe nach die 
Zahlen I, 2, his n eingesetzt, und die so erhaltenen Werte f(e) werden 
addiert. Haufig tritt der Summationshuchstabe als Index auf: 

11 

2}af! = al + as + ... + a". 
e=l 

Auf die Bezeichnung dieser Zahl kommt es nicht an, daher ist: 
11 11 11-1 

2}a, = 2}af! = 2}a1+1' 
,.=1 e=l /1=0 . 

e ist durch A + 1 ersetzt; wenn e die Werte von 1 his n durchlauft, geht 
A von 0 his n - 1. 

Die Regel fUr die Multiplikation zweier Summen nimmt jetzt fol
gende Form an: 

11 m "m 
2}ap .2 b1 =.2 2ae bJ.. 

e=l A=1 e=1 l.=1 



§ 3. Aufgaben. 3 

Die rechte Seite ist eine Doppelsumme, denn e und A durchlaufen unab
hangig von einander die Werte von 1 bis n bzw. von 1 bis m. Naturlich 
mussen hier die beiden Summationsbuchstaben verschieden bezeichnet 
werden. 

§ 3. Aufgaben. 

Folgende Formeln sind durch vollstandige Induktion zu beweisen. 
Die linken Seiten sind bei Aufgabe 1 bis 7 auf zwei Arten geschrieben, 
urn den Leser an den Gebrauch des Summenzeichens zu gewohnen. 

n 
1. L) e2 = 12 + 22 + ... + n2 = n (n + 1)6(2 n + 1) 

e=O 
n 

2. L)e3 = 13 + 23 + ... + n3 = (n(ni 1)Y 
e=O 

n 
\.r 1 1 lIn - 1 

3. £.J(e-l)e = N + W + ... + (n-l)n = n
e=2 

n 

n>O 

n>O 

4 ~ 1 ___ 1 __ 1_+... 1 _ 3n2+5n > 1 
. .;;;;..; e (e + 2) -1 ·3 + 2·4 + n (n + 2) - 4 (n + 1) (n + 2) n = 

e=1 
n 
\.r 1 1 1 1 

5. £.J e (e + 1) (e + 2) = 1 ·2·3 + 2·3 ·4 + ... + n (n + 1) (n + 2) 
j!=1 

n(n+3) 
4 (n + 1) (n + 2) 

n-1 

6. 2)qe = 1 + q + q2 + ... + qn-l = q; ~ 11 
e=o 

n 

7. 2) e 2e-1 = 2.21 + 3.22 + ... + n 2n-l = (n - 1) 2n 

e=2 
n 

"R..=2_ n + 2 
8. L.J 2f 2" 

e=1 

n SinC'tl x)cos(; x) 
9. "cos (e x) = -------'----

£.J . x 
e=O sm 2 

10. Jede ganze Zahl N laBt sich auf die Form bringen: 
N = eo + e1 • 3 + e2 32 + ... + en 3n, 

n>O 

wo die GroBen eo, el> ... , en nur die Werte + 1, 0, -1 annehmen durfen. 
n. Man beweise die Bernoullische Ungleichung: 

(1 + p)n ~ 1 + n P 
fUr p > - 1 und n positiv und ganz. 

1* 



4 Kombinatorik. 

Zweites Kapitel. 

Kombinatorik. 

§ 4. Permutationen. 

n! (lies "n Fakultat") ist fur ganze positive n als das Produkt der 
n Zahlen 1, 2, 3, ... , n erkla.rt, also 

~!=1·2·3 ... n 

fiir n = 0 wird erganzend O! = 1 gesetzt. Danach ist: I! = I! 2! = 2; 
3! = 6; 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720 usw. 

Es seien a, b, c, ... eine Anzahl begrifflich unterschiedener Dinge, 
die auch Elemente genannt werden. Eine bestimmte Anordnung der
selben heiBt einePermutation; z.B. sind acb; bac; abcPermutationen 
der drei Elemente abc. 

Sat z 1: Die A nzahl der verschiedenen Permutationen von n Ele
menten (sie soU mit Pn bezeichnet werden) ist n! 

Beweis: Fur n = 1 ist PI = I! = 1. Wir nehmen an, fur n::::;; r sei 
P n = nt, wo r eine feste Zahl bezeichnet, und zeigen, daB auch 
PHI = (r + 1) list. 

Urn alle Permutationen von r + 1 Elernenten zu bilden, denken wir 
uns alle von r Elementen aufgeste11t: abc . .. sei eine solche. x ist ein 
r + lOOa Element. Aus jeder Permutation von r Elementen machen wir 
durch Hinzufugen von x genau r + 1 Permutationen von r + 1 Ele
menten, indem x erst an den Anfang, dann zwischen das erste und zweite 
Element usw. gesetzt wird: 

xabc ... axbc ... abxc ... abcx ... 

Verfahrt man in gleicher Weise mit allen r I Permutationen der r Ele
mente, so erhalt man alle Permutationen der r + 1 Elemente und jede 
nur einmal, daher ist: 

Pr+l = P". (r + 1) = r! (r + 1) = (r + I)! 

Permutationen mit Wiederholungen sind solche, bei denen 
einzelne Elemente mehrfach auftreten, z. B. aaabb. Ihre Anzahl ergibt 
sich aus folgendem 

Satz 2: a mage ocmal, b mage {Jmal usw. vorkommen, dann ist die 
Anzahl P der verschiedenen Permutationen: 

n! 
P = '--{1' -. IX. • ••• 

Fur das obige Beispiel ist n = 5, oc = 3, {J = 2, also P = 10. 
Beweis: Wir denken uns aile verschiedenen Permutationen dieser 

Art hingeschrieben, z. B.: 

abcaacab ... 



§ 5. Kombinationen. 5 

An die Elemente a fiigen wir Indices: 

al b c as as c a4 b ... 

und permutieren unter Beibehaltung der b, c, nur die aI' as, aa, a4, etwa: 

aa b c al a4 c as b ... 

Man erhalt aus jeder Permutation IX! neue, bei denen die av a2, aa, a4 als 
verscl~eden anzusehen sind. Insgesamt ist also PIX! die Anzahl der 
verschiedenen Permutationen von den n Elementen: 

al as ... aOl b b .•• c c ... , 
wo die aI' as, aa . .. verschieden sind, und nur unter den b bzw. c gleiche 
auftreten konnen. Wendet man dasselbe Verfahren auf die b, dann auf 
die c an, so erhalt man alle Permutationen von n verschiedenen Ele
menten, deren Anzahl n! ist. Also: 

PIX! P! ... = n! 

§ 5. Kombinationen. 

p sei eine positive ganze Zahl, n beliebig, dann wird das Zeichen (;) 

(lies "n iiber P"), wie folgt, erklart: 

(n) _~ n (n - 1) " . (n - p + 1) . 
P 1·2 ... p 

Z.B.: 

(8) 8 . 7 . 6 (' 221) = ~ (1~' 2- 1) = _ 81 . 
3 = 1 .2 . 3 = 56, 

Fiir p = 0 wird erganzend (~) = 1 festgesetzt. 

Da wir im folgenden das Symbol nur fiir positive ganzzahlige n ge
brauchen, soil jetzt n eine solche Zahl bezeichnen. 1st p > n, kommt im 
Zahler einmal der Faktor 0 vor. Also ist 

fiirn<p. 

Fur 0 < p < n laBt sich das Symbol durch Einfiihrung von q = n - p 
in eine symmetrische Form bringen, indem mit q! erweitert wird: 

( n) n! 
p = P!q!' 

woraus (;) = (;) sofort zu erkennen ist. Das ist auch fiir p = 0, q = n 

richtig: 

(~) =(:) = 1. 
Satz 3: 

(;) + (p ~ 1) = (;! ~). 



6 Kombinatorik. 

Diese Formel ergibt sich leicht, wenn man die beiden Briiche links gleich
namig macht und addiert: 

n! n! n! (p + 1) + n! q 
P!q!+(P+l)!(q-l)! (p+l)!q! 

=n!(p+q+l)= (n+l)! =(n+l) 
(P + I)! q (P + 1) ! q! P + 1 . 

Fiir p > n ist die Formel auch richtig, ebenfalls fiir beliebige n. 

S a ~ z 4: (;) ist immer eine ganze Z ahl. 

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist der Satz richtig. 

weil (~)=G) = 1, sonst (~) = O. Ferner ist (~) = 1 fiir jedes n, wir 

brauchen nur noch p > 1 zu betrachten. Angenommen, (;) sei fiir n < r, 

wo r einen fest en Wert bezeichnet, und alle p bereits als ganzzahlig er
kannt, dann ist fiir p ~ 1: 

(Y ;.1) = (;) + (p ~ 1); 
das ist die Summe zweier ganzen Zahlen, also ist der Satz auch fiir 
n = r + 1 richtig. 

Greift man aus n verschiedenen Elementen p heraus, wobei es auf 
die Reihenfolge nicht ankommt, so heiBt eine solche Zusammenstellung 
eine Kom bina tion von n Elementen zur pten Klasse. Z. B. sind aed, 
bee, ade Kombinationen der fiinf Elemente abcde zur dritten Klasse. 

Satz 5: Die Anzahl der Kombinationen von nElementen zur prenKlasse 

ist (;). 

Nimmt man aus n Elementen p heraus, so bleiben q iibrig, die dann 

a,lle Kombinationen zur qren Klasse bilden. In der Tat ist (;) = G). 
Erster Beweis durch Induktion nach p. Es sei n eine feste Zahl, 

und p durchlaufe die Werte von 1 bis n. Fiir p =1 ist G) = n, und n M6g

lichkeiten gibt es, aus n Elementen eines herauszunehmen. Bis zu p = r, 
wo 1 < r < n, sei der Satz bewiesen, dann lassen sich die Kombinationen 
zur r + 1 ten Klasse folgendermaBen abzahlen: Wir bilden alle Kom-

binationen zur rren Klasse, deren Anzahl (:) ist, und setzen j edesmal eines 

der iibrigenn-rElemente dazu, so daB aus jeder Kombination zur rren 
Klasse n - r Kombinationen zur r + 1 ten Klasse entstehen. So erh1tlt 
man aIle Kombinationen zur r + 1 ren Klasse und jede einzelne r + 1 mal, 
denn jedes der r + 1 Elemente einer solchen Kombination kann das 
hinzugefiigte r + Ire Element sein. Demnach ist die Anzahl der ver
schiedenen Kombinationen zur r + 1 ren Klasse: 

(:) :;; = C ~ 1)' 



§ 6. Der binomische Satz. 7 

Zweiter Beweis. Er wird gezeigt, daB die Anzahl der Kombinatio
nen von n Elementen zur pten Klasse gleich der Anzahl der Permutationen 
von n Elementen ist, von denen je p und je q einander gleich sind: 

aa ... abb ... b 

12... n 

In der ersten Zelle steht p mal a und q mal b, in der zweiten entsprechend 
darunter die Zahlen von 1 bis n, so daB unter jeden Buchstaben eine 
Zahl kommt. Fuhren wir in der ersten Zelle eine Permutation aus und 
lassen die Zahlen in ihrer naturlichen Reihenfolge darunter stehen: 

babaa .. . 

12345 .. . 

so bllden die unter den a stehenden Zahlen eine Kombination von n Ele
menten zur pten Klasse. Jeder solchen Permutation wird dadurch eine 
und nur eine Kombination zugeordnet und umgekehrt. Die Anzahl der 

Permutationen ist bekannt, namlich gleich p7~! = (;), und dies ist 

auch die Anzahl der verschiedenen Kombinationen. 
Dritter Beweis durch Induktion nach n. Fur n = 1 ist der Satz 

richtig, ebenso fur p = 1 und jedes n, daher betrachten wir nur p > l. 
Wir nehmen an, er sei fur aile n < r und fur jedes p bewiesen. Aile Kom
binationen von r + 1 Elementen zur pten Klasse soilen jetzt in der Weise 
gebildet werden, daB unter den r + 1 Elementen eines hervorgehoben 
wird (es mage x genannt werden), und die Kombinationen in solche ein
getellt werden, die x enthalten, und in solche, die x nicht enthalten. 

Die Anzahl der ersteren ist (p ~ 1)' denn laBt man x weg, so bleiben aile 

Kombinationen der restlichen r Elemente zur p - 1 ten Klasse ubrig, 
deren Anzahl auf Grund der Induktionsannahme bekannt ist. Die Kom
binationen ohne x sind einfach diejenigen von r Elementen zur pten 

Klasse, deren Anzahl (;) ist. Insgesamt ist also nach Satz 3: 

(p ~ 1) + (;)=(r ~ 1) 
die gesuchte Anzahl der Kombinationen von r + 1 Elementen zur pten 
Klasse. 

§ 6. Der binomische Satz. 

Fur ganzzahlige positive n und beliebige a und b ist: 
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wo diese Summe iiber alle Werte P und q zu erstrecken ist, fiir die 
P + q = n ist. 

Der Beweis wird entweder so gefiihrt, daB man das Produkt 

(a + Xl) (a + x2) ••• (a + xn) 

ausmultipliziert, nach Potenzen von a ordnet und dann Xl = X 2 = X3 

= ... = b setzt, oder durch Induktion nach n: 
Multipliziert man die als richtig angenommene Gleichung: 

l' 

(a+ W = .2 (;) a1'- p bp 
p~o 

beiderseits mit a + b, so wird: 
l' l' 

(a + b)r+l = .2(;) a1'- pH bp + L(~)a1'-PbPH 
p-o p-o 

l' 1'-1 
= ar+l + .2 (;) ar-pH bP + .2 (;) ar- p bpH + br+l. 

p~l p~o 

In der zweiten Summe wird P durch P - 1 ersetzt und die Summation 
von P = 1 bis P = r erstreckt: 

l' T 

= ar+l + .2(;) a1'- PH bP + .2 (p~ 1) ar-pH bp + br+l 

p~l p~1 

l' 1'+1 
= ar+l + .2 [(;) + (P~I)J a1'-pHbp + br+l = 2) r~ 1) ar-pHbP, 

p-1 p-o 
was zu beweisen war. 

Eine entsprechende Formel fUr eine Summe von drei Gliedem erhalt 
man, wenn b = c + d gesetzt wird: 

(a+c+d)n=.2 p7~,ap(c+d)(l 
1'+q~n 

- ,,~ p ,,~ rdB 
- L.J p! qla L.J rl 51 C 

p+q-n 1'+8-q 

" nl = L.J p I r I 5! aP Cf' ds , 

wo p, r, salle Werte annehmen, fur die p + r + s = n ist. Das Verfahren 
laBt sich auf Summen von belie big vielen Gliedem ausdehnen, und so 
erhii.1t man den polynomischen Satz: 

" nl (al + a2 + , .. + ar)n = L.J pip I P I af'~· ... ar', 
l' 2 ... r 

hier ist die Summe iiber aIle PI> P2' Pa,' .. , P1' zu erstrecken, fur die 

PI + P2 + Pa + ... + Pr = n ist. 



§ 7. Gerade und ungerade Permutationen. 9 

§ 7. Gerade und ungerade Permutationen. 
Setzt man fUr die Elemente einer Permutation eine bestimmte Rei

henfolge als die ;,natiirliche" oder "urspriingliche" fest, so bezeichnet 
man bei einer Permutation die Stellung zweier Elemente als eine In
version, wenn ein Element, das bei der natiirlichen Reihenfolge vor 
einem anderen steht, jetzt nach diesem seinen Platz hat. Z. B. 1 2 3 4 {) 
sei die natiirliche Reihenfolge, 2 4 1 5 3 eine Permutation, dann bilden 
2 und 1, 4 und 1, 3 und 4,3 und 5 je eine Inversion; hier sind also vier 
Inversionen vorhanden. Wiirde man 5 4 3 2 1 als natiirliche Reihen
folge festsetzen, so hatten wir sechs Inversionen, namlich 2 und 5, 4 und 
5, 1 und 5, 2 und 4, 3 und 1, 3 und 2. Je nachdem diese Anzahl der 
Inversionen gerade oder ungerade ist, sprechen wit von einer geraden 
oder unger aden Permutation. 

Vertauscht man in einer Permutation zwei Elemente miteinander, 
so sagt man, es sei eine Transposition ausgefUhrt worden. Jede Per
mutation kann durch eine gewisse Anzahl von Transpositionen aus der 
natiirlichen :Reihenfolge hergestellt werden. Z. B.: 

Aus 
1 2 3 4 5 
2 1 345 
24315 
24135 
2 4 1 5 3 

entstehen: 
durch Vertauschung von 2 u. 1 

4 u. 1 
3 u. 1 
5 u. 3. 

Es waren vier Transpositionen erforderlich. Diese Anzahl steht nicht 
eindeutig fest, denn man kann auch anders verfahren, so daB evtl. mehr 
Transpositionen herauskommen, aber es gilt folgender 

Satz 6: Jede gerade (bzw. ungerade) Permutation kann nur durck. 
eine gerade (bzw. ungerade) Anzahl von Transpositionen aus der natilr
lichen Reihenfolge gebildet werden. 

Zunachst beweisen wir 
Satz 7: Wird eine Transposition ausgefilhrt, so iindert sich die An

zahl der lnversionen um eine ungerade Zahl. 
1st 

ab ... xy' ... mn ... 

eine Permutation, in der die beiden nebeneinander stehenden Elemente 
x und y umgestellt werden: 

ab ... yx ... mn ... , 

so wird, je nachdem x vor oder nach y eingeordnet ist, eine Inversion 
gewonnen, oder es geht eine verloren. Ihre Anzahl andert sich also um 
+ 1 oder - 1. 

Stehen die beiden Elemente nicht nebeneinander, etwa: 

a b ... X C1 C2 ••• C .. Y ... m n ... , 
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so wird die Transposition x, y in folgenden einzelnen Schritten durch
gefiihrt: 

• • • C1 X C2 ••• c,. y .. . 
• • • C1 C2 X ••• c,. y .. . 

• • • C1 C2 ••• c,. y x ... 

Bis dahin sind r + I Transpositionen gemacht worden. Jetzt wird y 
nach links gebracht: 

• •• C1 Y C2 • • • c,. x .. . 
· .. y c1 C2 ••• c,. x .. . 

Hierzu waren r Transpositionen erforderlich. Die Umstellung von x und 
y ist durch 2r + I Transpositionen ausgefUhrt worden, die so beschaffen 
waren, daB immer nur zwei nebeneinander stehende Elemente ver
tauscht wurden. Die Anzahl der Inversionen ist also 2r + 1 mal urn eine 
ungerade Zahl verandert worden. Wenn aber eine ungerade Anzahl von 
ungeraden Zahlen addiert wird, so ist die Surnme ungerade. 

Bei der natiirlichen Reihenfolge ist die Anzahl der Inversionen = O. 
Fiihrt man t Transpositionen aus, so hat sich die Zahl der Inversionen 
tmal urn eine ungerade Zahl geandert, ist t gerade, so ist die Anzahl 
der Inversionen auch gerade und umgekehrt, womit auch Satz 6 bewiesen 
ist. 

§ 8. Aufgaben. 

Die drei ersten Aufgaben sind Beziehungen zwischen Binomial
koeffizienten, die durch Induktion zu beweisen sind. 

1. (~) + (rlil) + ... + (rl!n) ,,= (rl+:+l), 
2. (n + : - 1) + (n + : - 2) + ... + G) = (;!~) , 

2Sn - 1 (2 n) 2211 3. --< <--fn = n =}"3"n+I· 

4. Jede ganze rationale Funktion 

I(x) = ao%" + a1Xn- 1 + ... + an 

laBt sich auf die Form bringen: 

I (x) = Ao + A1 G) + A2 (;) + ... + An (:) , 

wo Ak = I(k) - (~) I(k -1) + (~) I(k - 2) - ... ± 1(6). 

Anleitung: Es geniigt, den Beweis fUr positive ganzzablige x zu 
iiihren. Man kann daher den InduktionsschluB zugleich nach x und nach 
n anwenden. Fiir x = 0 und jedes beliebige n, ebenso fUr n = 0 und 
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jedes X ist die Identitat leicht zu erkennen. Man nehme den Satz fiir x 
und n - 1 als bewiesen an und setze: 

f(x + 1) = f(x) + g (x). 
g(x) ist vom Grade n - 1, kann also in die Form: 

n-l 

g(x) = 1) BkG) 
k=l 

gebracht werden, ebenso t(x). Daraus wird die Behauptung fiir t(x + 1) 
hergeleitet. 

5. Ist peine Primzahl und a eine beliebige ganze Zahl, so ist aP - a 
durch p teilbar. 

Anleitung: Man nehme a positiv und schlie Be von a auf a + 1. Es 

ist zu beachten, daB (~) fiir 1 <' k < P immer durch p teilbar ist. 

Aufgabe 6 und 7 sind aus MANGOLDT-KNoPp, Einfiihrung in die 
hahere Mathematik, entnommen. 

6. Man bezeichne die Anzahl alier Inversionen, die alie Perm uta
tionen von n Elementen zusammengenommen aufweisen, mit'ln' so 
daB II = 0, 12 = 1, 13 = 9 ist. Man zeige, daB sich diese Anzahlen 
rekursiv vermittels der Formel 

In+! = (n + I)In + ~n[(n + I)!] 
und unmittelbar durch die Formel 

In = (n - 2)! (n(n;I)r 
bestimmen lassen. Hiernach ist 14 = 72, 15 = 600 usw. 

7. Ein Stadtteil von der Form eines Rechtecks ist auf seinen 4 Seiten 
von StraBen begrenzt und auBerdem von ex StraBen durchzogen, welche 
dem einen, und P StraBen, welche dem anderen Paar von Gegenseiten 
des begrenzenden Rechtecks parallellaufen. Auf wieviel verschiedenen 
Wegen kann man, ohne Umwege zu machen, von einer der vier auBersten 
Ecken des Stadtteils zu der diagonal gegeniiberliegenden Ecke gelangen? 

(oc + {J + 2)1 
Antwort: Auf (oc + 1)1 ({J + 1)1 Wegen. 
8. Es ist zu zeigen, daB die Anzahl der geraden Permutationen von 

n Elementen gleich der Anzahl der ungeraden ist. 

Drittes Kapitel. 

Determinanten. 

§ 9. Definition der Determinante nach LEIBNIZ. 

Bei der Auflasung eines Systems von n linearen Gleichungen mit 
n Unbekannten treten gewisse Funktionen der Koeffizienten auf, die 
auch sonst mehrfach vorkommen. Mit Hilfe dieser Funktionen, die 
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Determinanten genannt werden, lassen sich die Ergebnisse vieler Satze 
oder die Losungen von Aufgaben elegant und iibersichtlich formulieren, 
so daB 'die Theorie der Determinanten ein unentbehrliches Hilfsmittel 
aller Gebiete der Mathematik geworden ist. Die Determinante zu defi
nieren, ihre Eigenschaften kennenzulernen, ist das Ziel dieses Kapitels. 

Gehen wir von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aus: 

alx + bl Y = C1 

a2 x + b2 Y = C2 , 

so wird nach einer bekannten Umformung: 

x (al b2 - bI a2) = c1 b2 - bl c2 

Y (al b2 - bI a2 ) = a l c2 - c1 a2 • 

Ist albl - b1 a2 + 0, so kann man dividieren, und das Gleichungssystem 
ist gelost. Den Ausdruck a l b2 - a 2 bl schreiben wir in der Form: 

I 
al bI 

'I 

a2 b2 
= a l b2 - b1 a2 

und nennen ihn eine zweireihige Determinante. Die Losung des Glei
chungssystems hat jetzt die Gestalt: 

Die zweireihige Determinante ist also eine ganze rationale Funktion 
von vier GroBen, die in zwei Zeilen (das sind die horizontalen Reihen) 
und zwei Spalten (das sind die vertikalen Reihen) angeordnet sind. Wenn 
wir kurz von Reihen sprechen, konnen damit Zeilen oder Spalten ge
meint sein. 

Die Auflosung eines Systems von drei Gleichungen mit drei 
Un bekannten fiihrt uns zur Erklarung d'er dreireihigen Determinante. 

a l x + bl Y + c1 Z = dl b2 Cs - c2 bs 
a2 x + b2 Y + c2 Z = d2 - (bI ca - ci bs) 

Die Gleichungen werden mit den danebenstehenden Ausdriicken mul
tipliziert und addiert: 

x (a1b2ca - al bsc2 + a2bsc1 - a2b1ca + aSb1c2 - aab2CI) 

= dl b2 Cs - dl ba c2 + d2 ba C1 - d2 bI Ca + da bI c2 - d3 b2 C1 • 

Die Glieder mit Y und z verschwinden und x wird Quotient zweier 
Summen, deren Eigenschaften uns beschaftigen werden. 

Weiter wollen wir hi~r nicht auf die Losung des Gleichungssystems 
eingehen. 
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Der Koeffizient von x ist eine dreireihige Determinante und wird so 
geschrieben: 

al bl c1 

as bs Cs = a l bscs - a l bscs + aSbSc1 - a2 bl Cs + aSbl Cs - as bScl • 

as b3 Cs 

Werden hier aI' as, as durch dl , ds' d3 ersetzt, entsteht die rechte Seite 
der letzten Gleichung. 

Betrachten wir die Detenninante naher: sie ist eine ganze rationale 
Funktion von 32 = 9 GraBen, die in 3 Zeilen und 3 Spalten angeordnet 
sind. Der Index bezeichnet die Zeile und der Buchstabe die Spalte. Die 
Summe hat 3 positive und 3 negative Glieder, und jedes Glied ist Pro
dukt aus 3 Faktoren und so beschaffen, daB weder zweimal derselbe 
Buchstabe noch zweimal derselbe Index vorkommt, oder: in jedem ein
zelnen Gliede konnen niemals zwei Faktoren stehen, die derselben Zeile 
oder derselben Spalte angehoren. Die Summanden haben aile die Fonn: 
± aa, bp cY' wo cx., p, yeine Permutation der Ziffern 1, 2, 3 ist. Die einzelnen 
Faktoren der Glieder sind ferner so geschrieben, daB der an erster Stelle 
stehende Faktor aa, der ersten, der zweite b{J der zweiten Spalte usw. 
angehort. Trifft man diese Festsetzung, so ist jedem Glied eine Pennu
tation zugeordnet, und da· 3! = 6 Glieder vorhanden sind, treten alle 
Pennutationen auf. Wir bemerken ferner, daB den geraden Permu
tationen, das sind: 1 2 3, 2 3 1, 3 1 2, die positiven, und den ungeraden, 
das sind: 1 32,2 1 3, 3 2 1, die negativen Glieder entsprechen. Danach 
laBt sich die Determinante in folgender Form schreiben: 

D =2(-I)J aa,bllcy, 

wo die Indices cx., p, y aile Permutationen der Ziffern 1, 2, 3 durchlaufen, 
und J jedesmal die Anzahl der Inversionen einer solchen Pennutation 
ist. Die Reihenfolge der Zeilen ist hierbei die natiirliche Anordnung 
der zu permutierenden Indices. 

Diese von LEIBNIZ herriihrende Definition laBt sich auf n-reihige 
Determinanten iibertragen: 

al bl C1 • .. 

an bn cn •·• 

Wie vorher durchlaufen IX, p, y . .. alle Permutationen der Ziffern 
1, 2, ... , n und Jist die Anzahl der Inversionen. Unter den n! Gliedem 
sind ebensoviele positive wie negative vorhanden (§ 8 Aufgabe 8). Auch 
die Erklarung einer zweireihigen Detenninante, wie sie oben gegeben 
wurde, ist hierin enthalten. 
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Unabhangig von dieser Definition der Determinante als Summe von 
n! Gliedem wird im folgenden Abschnitt eine Definition nach WEIER
STRASS gegeben. Der Leser muB sich daher zunachst auf den Standpunkt 
stellen, als sei "Determinante nach WEIERSTRASS" etwas anderes als 
"Determinante nach LEIBNIZ", weil beide verschieden erklart sind. DaB 
beide identisch sind, ergibt erst der Beweis des folgenden Satzes 8. 

§ 10. Definition der Determinante nach WEIERSTRASS. 

1m folgenden Abschnitt wird der Begriff "homogene lineare Funk
tion" gebraucht, daher solI zunachst einiges daruber gesagt werden. 

I(x, y, z) = 3X2 + 2xy + 5 y 2 + 3z2 

heiBt homogen von x, y, z, weil die einzelnen Glieder die Eigenschaft 
habel)., daB die Summe der Exponenten der Veranderlichen immer 
gleich ist; und weil sie gleich 2 ist, ist die vorliegende Funktion homo
gen und vom zweiten Grade. Man kann das auch so ausdrucken: 
l(x1, X2, ... , xn) ist homogen vom Grade m in Xv X2, ... , Xn , wenn 

1 (t Xv t X2' ••• , t Xn) = tm 1 (Xl' X2' ., ., Xn)· 

D. h.: werden die Veranderlichen durch txv tx2, ... , tXn ersetzt, so kann 
der Faktor tm herausgenommen werden. 

Spricht.man von homogenen Funktionen, so sind die Veranderlichen 
zu nennen; denn in dem obigen Beispiel ist 1 homogen in x, y, z, dagegen 
ist I, als Funktion von X und y betrachtet, nicht homogen. 

Funktionen ersten Grades heiBen auch linear. 

1 = ax + by + cz 

ist also homogen und linear in x, y, z, sofern a, b, c von diesen Verander
lichen unabhangig sind. Werden X, y, z vermittels linearer homogener 
Funktionen durch neue Veranderliche u, v, w ers~tzt, so sagt man, es 
wird eine lineare Substitution ausgefiihrt, etwa: 

x=3u+4v-6w; y=u-·v+3w; z=2u+v-w; 

dann wird 1 wieder eine homogene line are Funktion von u, v, w: 

1 = (3a + b + 2c) u + (4a - b + c) v + (- 6a + 3b - c) w. 

Wir andem jetzt die Bezeichnung fur die Elemente einer Determi
nante und schreiben: 

au a12 a1n 

D = au a22 a2n 

Jedes Element hat zweiIndices, z. B. aS4' lies "a drei, vier" bezeich
net das Element, das in der dritten Zeile und vierten Spalte steht, der 
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erste Index gibt die Zeile, der zweite die Spalte an. Mitunter schreibt 
man auch: 

D = laikl". 

Hier bedeutet der Index n rechts unten, daB D eine n-reihige Deter
minante ist, i und k durchlaufen die Werte 1 bis n. 

Nach WEIERSTRASS wird die Determinante-sie soIl mit Dw bezeich
net werden - folgendermaBen definiert: 

Dw ist.eine ganze rationale Funktion von n 2 GroBen an (i= 1, ... , n; 
k = 1 •...• n). die in n Zeilen und n Spalten angeordnet sind, und folgende 
Eigenschaften besitzt: 

I. Dw ist homogen und linear in bezug auf die Elemente einer jeden 
Zeile. 

II. Dw wechselt das Zeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht. 
III. Dw wird = 1, wenn die Glieder der Diagonale, das sind all> a22 • 

. . . , a"" gleich 1, aile iibrigen gleich 0 gesetzt werden. 
Eine solche Definition bekommt erst dann einen Sinn, wenn die Frage 

nach der Existenz und Eindeutigkeit geklart ist. D. h.: Sind iiberhaupt 
Funktionen vorhanden, die diesen Bedingungen entsprechen? Gibt es 
nur eine oder mehrere? In welcher Form kann man aile angeben? Die 
Antwort gibt 

Satz 8: Fur iedes n gibt es eine und nur eine den Forderungen I, II,III 
genugende Funktion, und diese ist mit der Determi'nante nach lEIBNIZ
DL genannt - identisch. Wird nur I und II verlangt, so ist die Funktion 
nicht einaeutig, aber bis aut einen konstanten Faktor k erklart und gleich 
kDL · 

Beweis: Es muB Existenz und Eindeutigkeit gezeigt werden, daher 
besteht der Beweis aus zwei Teilen. 

a) Es existiert eine Funktion mit den Eigenschaften I, II, III, 
namlich DL . 

In der Schreibweise der doppelten Indices ist: 

DL =.L:( - I)J acx11acx.2'" acx.."; 

hier durchlaufen OCl' OC2 •••• , oc" aIle Permutationen der Zahlen 1, 2, ... , n, 
Jist jedesmal die Anzahl der Inversionen der zugehorigen Permutation, 
und es ist die Reihenfolge der Zeilen als die natiirliche zugrunde zu legen. 
Diese braucht weder hinsichtlich der Zeilen noch der Spalten mit 1,2, ... , n 
iibereinzustimmen, man kann die Elemente auch anders bezeichnen. 
Wollen wir z. B. in der vierreihigen Determinante 

au a2, a2S a22 

au aM at3 a'2 

au au a l3 a l2 

aSl as, a33 a3S 
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das Vorzeichen von a14a2Sa32a41 bestimmen, so sind erst die Faktoren 
den Spalten entsprechend zu vertauschen, d. h. die zweiten Indices 
miissen die Folge 1 4 3 2 haben: a 41 a 14 a 23 a32; dann ist ] fUr die ersten 
Indices 4 1 2 3 abzuzahlen, wenn 2 4 1 3, das ist die Reihenfolge der 
Zeilen, die natiirliche ist. Es ist ] = 2, denn 1, 2 und 4, 2 bilden je eine 
Inversion. 

Wei! beieiner Permutation lXI' IX2' ••• , IXn jede der n Zahlen 1,2, ... , n 
einmal und nur einmal vorkommt, so ist auch in jedem Gliede von DL 
ein und nur ein Faktor aus jeder einzelnen Zeile enthalten, also ist I 
erfiillt. 

Wir sehen uns daraufhin die dreireihige Determinante an: 

~=~~~+~~~+~~~-~~~-~~~-
- all a 32 a 23 

= all (a22 a 33 - a 32 a 2S) - a l2 (a21 ass - a SI a 2S) + a 13 (a21 a 32 - a SI a 22 )· 

In der zweiten Form ist DL , wie man sagt, "nach der ersten Zeile ent
wickelt", und hier ist sofort zu erkennen, daB D in bezug auf die erste 
Zeile homogen und linear ist. Durch andere Zusammenfassung kann man 
ebenso nach der zweiten oder dritten Zeile entwickeln. DaB hinsichtlich 
der Spalten auch I erfiillt ist, solI einstweilen nur beilaufig erwahnt 
werden. 

Die Anzahl der Inversionen einer Permutation hangt bekanntlich 
davon ab, welche Reihenfolge als die natiirliche angesehen wird. Wir 
vertauschen in dieser zwei Elemente und legen jetzt die so gebildete An
ordnung als die natiirliche zugrunde. Waren \lorher t Transpositionen 
erforderlich, urn IXv IX2' ••• , IXn herzustellen, so kann man, von der neuen 
Anordnung ausgehend, durch t + 1 Transpositionen zu IXv IX2' ••• , IXn 

gelangen, weil zuerst durch eine Transposition die abgeanderte natiir
liche Reihenfolge in die vorherige iibergefUhrt wird; von da aus kommt 
man durch t Transpositionen zu lXI' IX2 ••• , IXn' War also J vorher gerade, 
so ist es jetzt ungerade und umgekehrt. Weil nun bei DL zur Bestimmung 
des Vorzeichens der einzelnen Glieder die Reihenfolge der Zeilen maB
gebend ist, so hat die Vertauschung zweier Zeilen zur Folge, daB jedes 
Glied sein Vorzeichen umkehrt. DL erfiillt II. 

Werden alle aik = 0 fUr i =l= k, so bleibt von der ganzen Summe DL 
nur das Glied all a22 ••• ann mit J = 0 iibrig, also ist auch III erfiillt. 

b) Dw sei jetzt eine beliebige Funktion mit den verlangten Eigen
schaften, wir beweisen, daB es nur eine solche Funktion geben 
kann. 

Es kommt darauf an, nur unter Benutzung der Bedingungen, denen 
Dw entsprechen solI, diese Funktion zu konstruieren. 

Urn den Leser in den Gedankengang einzufUhren und an einem 
einfachen Beispiel deutlich zu machen, daB durch solche Eigenschaften 
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eine Funktion vollstandig charakterisiert werden kann, moge der Fall 
n = 2 gesondert behandelt werden. 

Mit Riicksicht auf I muB Dw die Form haben: 

Dw = Aan + BaIS ' 

wo A und B von an und al2 unabhangig sind. Dw ist auch homogen und 
linear in au und a22, und daran andert sich auch nichts, wenn au = 1 
und a12 = 0 gesetzt werden. Dann ist: 

Dw = A = ot au + p au . 
Ebenso wird 

B = I' aSI + t5 a22 , 

wo a, p, 1', t5 Konstante sind. Durch den Ansatz: 

Dw = (ot au + p ass) an + (I' au + t5 a2S) a12 

ist I erfiillt. Wir vertauschen die beiden Zeilen, so entsteht: 

(ot an + palS) au + (I' all + t5 au) a22 , 

und die vier Glieder dieses Ausdrucks miissen nach Umkehrung des Vor
zeichens mit denen von Dw iibereinstimmen, daraus ergeben sich zur 
Bestimmung der Konstanten folgende Beziehungen: 

ot=-ot, P=-I', I'=-P, t5=-t5 

oder ot = ., = 0, p bleibt unbestimmt, und I' = - p, also 

Dw = P (an ass - alS a2l) . 

Wenn also nur I und II gefordert wirQ., ist Dw bis auf einen konstanten 
Faktor erklart. Urn diesen zu bestimmen, setzen wir: 

Dann wird nach III Dw = 1. Also ist P = 1 und Dw = DL. 
Wir fUhren den allgemeinen Beweis durch Induktion. Fiir n = 1 ist 

Dw = DL = all> und der Satz ist richtig. Der Umstand, daB die For
derung II hier gar nicht anwendbar ist, ist kein Grund, die Giiltigkeit 
fUr n = 1 auszuschlieBen. 

Wir bestimmen folgende besonderen Determinanten: 

1

100 ... 0 

o 1 0 ... 0 

E, ~ :::::: 1 ~ 1. 

Neill, Detenninanten. 2 
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Wird die erste Zeile mit der zweiten vertauscht und, wieder von E1 
ausgehend, die dritte mit der zweiten, darauf die zweite mit der ersten, 
so erhalt man: 

I ~. 
o 0 1 0 ... 0 

1 0 ... 0 
1000 ... 0 o 0 ... 0 

und E3= 
0 1 0 0 ... 0 

E2=10 0 1. .. 0 =-1 =+l. 
000 1 ... 0 

I~ o 0 ... 0 
0000 ... 1 

E2 ist durch .eine, E3 durch zwei Transpositionen zweier Zeilen aus 
E1 entstanden. Allgemein wird Ek so gebildet: In E1 vertauscht man 
die kte Zeile mit der k - 1 ten, danach die k - 1 te mit der k - 2ten usw., 
bis die kte Zeile an die erste Stelle geriickt ist. Weil k - 1 Transposi
tionen ausgefiihrt wurden, ist 

Ek = (-Ilk-1. 

In der ersten Zeile von Ek ist das Element der kten Spalte = 1, die 
iibrigen = 0, in der kten Spalte stehen auch lauter Nullen bis auf das 
Element der erst en Zeile. UiBt man in Ek die erste Zeile und kte Spalte 
fort, so bleibt eine n - I-reihige Determinante, deren Elemente der 
Hauptdiagonale = 1, alle iibrigen = 0 sind. 

Setzen wir jetzt Dw als homogene lineare Funktion von den Elemen
ten der ersten Zeile an, so wird: 

Dw = all All + ai2 A12 + ... + a1"Aln , 

wo All> A 12 , ••• , A 1" von all' a12, ..• , a1" unabhangig sind. (Die Bezeich
nung der doppelten Indices bei den A wird sich erst spater als zweck
maBig erweisen). Es kann aber auch Au kein Element aus der kten Spalte 
enthalten. Denn nehmen wir an, in Au wiirden Glieder mit dem Fak
tor au auftreten, dann lassen sich diese mit aikB zusammenfassen, und 
dieses B kann aber auch kein Glied der i ten Zeile enthalten, weil D auch 
homogen und linear in bezug auf die ite Zeile ist. B andert sich also nicht, 
wenn die erste mit der i ten Zeile vertauscht wird. In der Entwickelung 
von Dw miiBte ein Glied aUaikB vorkommen. Nach II geht dieses Glied 
in den entgegengesetzten Wert iiber, wenn die erste und die ite Zeile ver
tauscht werden; es ist also B = - B = O. Jedes Au (k = 1,2, ... , n) 
erweist sich als eine Funktion der (n - 1)2 GroBen, die iibrig bleiben, 
wenn man in Dw die erste Zeile und kte Spalte weglaBt, und diese Funk
tionen erfiillen I und II. Urn dies einzusehen, setze man au = 1, alle 
anderen Glieder der ersten Zeile = O. Dann wird 

Dw=Alk' 
Da Dw/auch homogen von der zweiten, dritten ... n ten Zeile ist, so gilt 
dasselbe fiir Au. Ebenso ergibt sich der Zeichenwechsel bei Vertau-
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schungen innerhalb der letzten n - 1 Zeilen. Fiir (n - I)-reihige Deter
minanten ist aber auf Grund der Induktionsannahme der Satz anwend
bar und Au ist bis einen konstanten Faktor OCk bestimmt. 

a21 a22 ... a2, k-l a2, k+l •.. a2,11 

a31 a32 ... a3, k-l a3, k+l ... "3,11 

a"" 1 a"" 2· .. a""k-l a""k+l . .. a""", 

Es kommt also nur noch auf die Bestimmung der n GraBen ocl' oc2, 

•..• oc". an. Weil sie von den au unabhangig sind, kannen diese GraBen 
durch besondere Werte ersetzt werden. Dies geschieht so, daB an Stelle 
von Dw der Reihe nach die Determinanten E1, E 2 , ••• , E", genommen 
werden, deren Werte uns bekannt sind. In der Summe 

Dw = all All + al2 A12 + ... + a1", AI'" 

bleibt dann nur ein von Null verschiedenes Glied stehen: 

E k = 1 . Au = OCk • 1 = (- I)k-l. 

Denn die Determinante Au hat nach III den Wert 1. Mit der Ermitte
lung der OCl' OC2 ••• , oc'" ist Dw vollstandig bestimmt, und es ist gezeigt: 
wenn es iiberhaupt eine den Bedingungen I, II und III geniigende Funk
tion gibt, kann es nur diese sein. Wir wissen aber, daB DL diese Eigen
schaften besitzt. Also ist Dw mit DL identisch. 

Wir haben noch eine Funktion F (a i k) zu betrachten, die nur I und II 
erfiillt. Wir setzen in F die Glieder der Diagonale = 1, aile iibrigen 
= 0, dann mage F = k sein. D sei die aus den aik gebildete Deter
minante. Die Funktion 

F(aik) - (k -I)D 

geniigt dann den Bedingungen I, II und III, ist also gleich D oder: 

F(aik ) = (k -1) D + D = kD. 

§ 11. Einfache Siitze iiber Determinanten. 

Die Darstellung: 

'" D = 2 all.' AI/! 
1.'=1 

heiBt, wie erwahnt, die Entwickelung der Determinante nach der ersten 
Zeile. Natiirlich kann man D auch als homogene lineare Funktion einer 
jeden anderen Zeile ansetzen: 

11 

D = 2 aieAie· i=1,2, ... ,n 
e=l 

2* 
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Zur Ermittelung der Aie bringen wir durch i-I Vertauschungen die 
i te Zeile an die erste Stelle. Dann geht D in 

D' = (_I)i-ID 

iiber. Wird D' in bekannter Weise nach der ersten Zeile entwickelt: 

so ist 

und 

n 
D' = L)aieAie' 

l'=l 

Ail' = (- l)e- 1 I ak , 1 In-l 
Ai l' = (- 1)i-1 Ail' = (- 1)i+l' I ak , 1 In-I' 

wo diese (n - 1)-reihigen Determinanten - sie werden Unterdetenni
nanten genannt - durch Weglassen der i ten Zeile und eten Spalte aus D 
gebildet sind. Aie heiBt die zu aie gehOrige Adjunkte. Sie ist also die 
genannte Unterdeterminante, versehen mit dem Vorzeichen (- 1)i+e. 
Letztere verteilen sich wie die schwarzen und weiBen Felder eines 
Schachbrettes: +-+ ... 

-+_ .. . 
+-+ .. . 

Andere Unterdeterminanten von D werden erhalten, wenn beliebige 
Zeilen und ebensoviele Spalten weggelassen werden. 

Sa tz 9. D wechselt das Zeichen, wenn man zwei Spalten vertauscht. 
Zum Beweis nehmen wir die Leibnizsche Darstellung. Da die Zeilen 

bleiben, andert sich auch die natiirliche Reihenfolge der ersten Indices 
nicht. Dagegen muB die Reihenfolge der Faktoren mit der der Spalten 
iibereinstimmen, es muB daher in jedem Glied eine Transposition ge
macht werden, bevor ] ermittelt wird. Das Vorzeichen andert sich da
durch bei jedem Glied. 

Sa tz 10. D andert sich nicht, wenn manZeilen und Spalten vertauscht. 
Beweis: D besitzt auch hinsichtlich der Spaltendie Eigenschaften 

I, II und III. Weil es nach Satz 8 nur eine Funktion mit diesen Eigen
schaften geben kann, ist D mit der Determinante identisch, in der die 
Spalten von D zu Zeilen gemacht werden. 

Zeilen und Spalten sind daher gleichberechtigt. Insbesondere ist 
n 

D = L)aekAek 
e=l 

die Entwickelung der Determinante nach der kten Spalte. 
Sa tz 11. Sind die Elemente einer Reihe (d. h. Zeile oder Spalte) Sum

men von zwei Gliedern, so lapt sich D als Summe zweier Determinanten 
schreiben. 1st z. B. fUr die erste Zeile: 

au = otl + PI' al2 = 1X2 + P2' •.. , aln = IXn + Pn' 



dann ist: 

D= 

§ 11. Einfache Satze fiber Determinanten. 

IXI IX2 ••• IXn 

a21 a22 '" a2n 
+ 

21 

Der Beweis ergibt sich leicht aus I oder aus der Entwickelung nach 
der betreffenden Reihe. In gleicher Weise folgt 

Sat z 12. Werden die Elemente einer Reihe mit einem F aktor A mul
tipliziert, geht D in A iiber. 

Sat z 13. Sind die Elemente ein-er Reihe denen einer parallelen Reihe 
proportional, so ist D = O. 

Be wei s: Es sei fUr die beiden erst en Zeilen: 

Dann nehme man A vor die Determinante: 

D=AD'. 

In D' sind die beiden ersten Zeilen gliedweise einander gleich. Werden 
diese vertauscht, so tritt einerseits Zeichenwechsel, andererseits keine 
Veranderung ein, also 

D'= -D' =0. 

Sat z 14. D lindert sich nicht, wenn man die mit einem F aktor A multi
plizierten Glieder einer Reihe zu den en einer parallelen Reihe addiert. 

Beweis: Nach Satz 11 zerlege man die in der angegebenen Weise 
umgeformte Determinante in eine Summe, und nach Satz 13 verschwin
det dann das zweite Glied. Fiir den Fall, daB die zweite Spalte mit A 
multipliziert und zur erst en addiert wird, schreiben wir die Zerlegung 
auf: 

an + Aal2 a I2 ••• a] n 

a21 + A a22 a22 ••· a2 n 

an a12 ·•· a1n 

a21 a22 ••• a2n 

a12 aI2 ••• aln 

a22 a22 •·• a2n 

Satz 15. Zwischen den Adjunkten bestehen folgende Beziehungen: 

n fD fur i = k 
2: ai~ Ak~ = 1 

e=l ~ ~ 0 fur i+k 

n fD fUr i = k 
2: aei Aek = 1 
e=l 0 fur i+k. 

Beweis: Fiir i = k haben wir die bekannten Entwickelungen nach 
einer Reihe, und fUr i + k konnen wir diese Summen als Determinante 
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mit zwei gleichen Reihen schreiben, so ist z. B. im ersten FaIle fUr i = 2 
und k = 1: 

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Werden die Elemente 
einer Reihe mit den Adjunkten einer von dieser verschiedenen, aber 
parallelen Reihe multipliziert und addiert, so verschwindet diese Summe. 

Satz 16. (Multiplikationstheorem). Es seien: 

A=laikln , B=l bi1cln, C=ICikln 

drei n-reihige Determinanten, deren Elemente in folgender Beziehung zu
einander stehen: 

Dann ist: 

n 
Cik = 2}ai f! bk(!· 

e=l 

C=AB. 

Cik wird das innere Produkt der i ten Zeile aus A mit der kren 

Zeile aus B genannt. 

Beweis: Wir betrachten C als Funktion der Veranderlichen aik und 
die bik als Konstante. Dann ist C, als Determinante, eine homogene 
lineare Funktion einer jeden Zeile, etwa von Cn , C12, •.. , Cln' Diese sind 
ihrerseits homogen und linear von all' a12 , ... , aln abhangig. Sonst 
kommen die Elemente der ersten Zeile der aik nicht mehr in C VOL Es 
ist also C auch homogen und linear in all> a12 , ... , aln . (Vgl. § 10 Be
merkungen uber homogene Funktionen). Das gleiche gilt fur jede andere 
Zeile aus A. C ist also eine homogen lineare Funktion von den Elementen 
einer jeden Zeile der aik' 

Vertauscht man zwei Zeilen aus A, so werden dadurch auch die bei
den entsprechenden Zeilen der Ci k vertauscht. Hiervon uberzeugen wir 
uns leicht, indem wir die beiden erst en Zeilen aus C aufschreiben: 

cn=2}aleble' cI2=2}aleb2e' ... , 

C21 =2}a2e b1e , c22=2}a2eb2f!"'" 

Wird die erste mit der zweiten Zeile aus A vertauscht, so heiBt das, aus 
ale wird a2e und umgekehrt. Man sieht sofort, daB dadurch auch die 
beiden ersten Indices 1 und 2 bei den Ci 10 vertauscht werden; das liegt 
daran, daB in den aIlgemeinen Formeln fUr die Cik der erste Index i bei 
den bke nicht vorkommt. 
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C erfii11t daher die Bedingungen I und II des Satzes 8 hinsichtlich 
der ai k' also ist: 

C=fjA, 

wo fj eine Konstante, d. h. von den ai k unabhangige GroBe ist. Urn 
sie zu finden, setzen wir aik = 1 fUr i = k, sonst = 0, dann wird: 

Denn in .l)aiebkll bleibt nur das Glied ubrig, in dem e = i ist, denn sonst 
ist aie = O. Fur diese besonderen Werte der a ik wird: 

A = 1 und C = I bki I = fj = B. 

Hier sind bei der Bildung des Produktes Zeilen mit Zeilen kombiniert 
worden. Wegen der Vertauschbarkeit von Zeilen und Spalten konnen die 
Ci k auf vier verschiedene Arten angegeben werden: 

Cik = .l)aill bk (! Zeilen mit Zeilen 

oder Cik = .l)aie bilk Zeilen mit Spalten 

oder Cik =.2)alli bke Spalten mit Zeilen 

oder Cik = .l)aei bek Spalten mit Spalten. 

Wenn von den Elementen der ersten Zeile all beliebig ist, aber 
au = al3 = ... = a1n = 0, so kann D als n - 1-reihige Determinante 
geschrieben werden: 

D = allAn. 

Eine wiederholte Anwendung fuhrt zu folgendem 

Satz 17. Wenn D die Form hat: 

... 0 0 ... 0 

... 0 0 ... 0 

D= 
0 ... 0 

~~~~~~ .. ~-------.--------------- ----.-, - ---- ---_. ----.--

B C 

d. h. rechts von all> a22 , ••. , amm stehen lauter Nullen, dann ist: 

D = all a 21 a33 ••• amm C. 

C bezeichnet die rechts unten stehende (n - m)-reihige Unterdetermi
nante. D ist also unabhangig von den mit B zusammengefaBten Elemen
ten, sowie von a ik fiir i 9= k. 

Es bleibt noch zu beachten, daB die obige Form unter Umstanden 
erst durch Reihenvertauschung zu bilden ist. 
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§ 12. Beispiele, Aufgaben und Anwendungeno 

1. Die Berechnung einer dreireihigen Determinante laBt sich fol
gendermaBen veranschaulichen: 

1m linken Schema sind die Glieder, deren Produkt positiv ist, durch 
starke Linien und die mit negativem Produkt durch punktierte Linien 
verbunden. 1m rechten Schema sind die beiden erst en Spalten noch 
einmal dane ben geschrieben, positive und negative Produkte werden 
durch starke und punktierte Linien unterschieden. 

2. Die Gleichung einer geraden Linie durch zwei Punkte in der Ebene 

Y - Y1 Y1 - Y2 
X - Xl Xl - X 2 

soIl auf die Form D = 0 gebracht werden, wo D eine dreireihige Deter
minante ist. 

3. Man beweise folgende ldentitat: 

1 cos a cos b 
cosa 1 cos c = 4 sin s sin (s - a) sin (s - b) sin (s - c), 

cos b cos c 1 

wo s = ~ (a + b + c) ist. 
4. Wie man zweckmaBig verfahrt, urn eine Determinante zu berech

nen, soIl an folgendem Beispiel gezeigt werden. Die einzelnen Schritte 
sind unter a) bis f) unten erklart. 

0 13 14 15 1 1 1 1 0 1 1 1 

13 0 15 14 13 0 15 14 1 0 15 14 

14 15 0 13 
=42· 

14 15 0 13 
=42·14· 

-1 15 0 13 

15 14 13 0 15 14 13 0 1 14 13 0 

0 1 1 1 

0 15 15 27 
1 1 1 

=42·14· = -42·14· 3· 5 5 9 =-42·14·3X 
-1 15 0 13 

29 13 3 
0 29 13 13 

0 1 1 

= -42 014 016.3.1 ~ ~ 1 = ·-112896= -16 0842• X 0 5 9 
16 13 3 
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a) Die zweite, dritte und vierte Zeile wurde zur ersten addiert und 
42 herausgenommen. 

b) Die erste Spalte wurde verandert, indem die zweite und vierte 
Spalte subtrahiert und die dritte addiert wurde, 14 wurde heraus
genommen. 

c) Die dritte Zeile wurde zur zweiten und vierten addiert. 
d) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt und 3 herausgenommen. 
e) Die zweite Spalte wurde von der ersten abgezogen. 
f) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt, usw. 
Man formt, wie das Beispiel zeigt, die Determinante so urn, daB 

in einer Reihe nur noch ein von 0 verschiedenes Glied vorkommt. Dann 
streiche man Zeile und Spalte, in der dieses Glied steht, setze es als Faktor 
vor und gebe das Vorzeichen (- I)Hk nach dem Schachbrettprinzip. 

5. V bezeichnet das Volumen eines Tetraeders, IX, p, r sind drei von 
einer Ecke ausgehende Kanten, a, b, c die diesen bzw. gegeniiberliegen
den. Es gilt folgende Formel, die spater abgeleitet wird: 

o c2 b2 (X2 1 

c2 0 a2 p2 1 

288V2 = b2 a2 0 1'2 1 

IXI p2 1'2 0 1 

1 1 1 1 0 

Zur "Obung im Berechnen von Determinanten sind folgende Zahlen
beispiele nachzupriifen. Sie sind so gewahlt, daB alle sieben GraBen 
rational sind. (Vgl. OTTo SCHULZ: "Ober Tetraeder mit rationalen MaB
zahlen der Kantenlangen und des Volumens. Diss. Leipzig 1913.) 

_1X_I_P __ Y_I_a _ _ b_l_c_ ~ 
2 3 3 433 

2 4 5 7 6 4 

8 
"3 

6 

5 6 4 8 7 2 6 
-7---3---7---8-1-7---5---0-

6. Es ist zu zeigen, daB die aus den n 2 Adjungierten gebildete Deter
minante 

ist. 
Anleitung: Man multipliziere mit D und wende Satz 15 an. 
7. Bei der Auflasung einer Gleichung vierten Grades kommt es 

darauf an, das gegebene Polynom in zwei quadratische Faktoren zu 
zerlegen: 

ax' + 4bx3 + 6cx2 + 4dx + e = (ux2 + 2vx + w) (u'x2+ 2v'x + w'). 
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Zur Berechnung der Unbekannten u, v, W, u' , Vi, Wi erhalten wir durch 
Vergleich entsprechender Koeffizien ten folgende Beziehungen: 

a = uu', 2b = uv' + u'v, 6c =·uw' + u'w + 4vv', 

2d = vw' + wv', e = ww'. 

Die Elimination gelingt durch folgenden Kunstgriff: Wir fiihren noch 
eine weitere Unbekannte s ein, set zen 

vv' = c + s 

und bilden durch Multiplikation von Zeilen mit Zeilen das Produkt: 

u u' 0 

v v' 0 
w w' 0 

u' u 0 

v' v 0 = 8· 
w' w 0 

a b c-2s 
b c + s d 

c-2s d e 

abc 

wo g2 = a e - 4 b d + 3 c2 und ga = bed ist. 
c d e 

Diese Gleichung heiBt kubische Resolvente und wird mittels der Car
danischen Formeln gelOst: 

Die weitere Elimination zur Bestimmung der Unbekannten macht keine 
Schwierigkeiten mehr. Als Beispiel lOse man die Gleichung: 

Es ist so gewahlt, daB, soweit dies iiberhaupt m6glich ist, aIle Radikale 
rational sind. 

Diese L6sung einer Gleichung vierten Grades stammt von LUDOVICI 
FERRARI (1522-1565). Ver6ffentlicht hat sie zuerst CARDANO in seinem 
Werk Ars magna (1545). Die hier angegebene elegante Form der Bildung 
der kubischen Resolvente habe ich in den Vorlesungen von FROBENIUS 
kennengelernt. Sie stammt, soviel ich weiB, von WEIERSTRASS, die 
Bezeichnung g2 und gs fUr die Invarianten der biquadratischen Funktion 
laBt auch darauf schlieBen. 

Bei der L6sung der Aufgaben 8 bis 15 sind einfache Eigenschaften 
einer ganzen rationalen Funktion f(x) zu verwenden, namlich: aus 
j( a) = 0 folgt, daB f (x) durch x - a teilbar ist, und f (x) kann nicht 
mehr Nullstellen haben als der Grad angibt. 
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Wir bringen als Beispiel die Losung der Aufgabe 

8. x3 y3 Z3 

D = x Y z soH in vier lineare Faktoren zerlegt werden. 
111 

Werden die drei veranderlichen GroBen durch tx, ty, tz ersetzt, so er
weist sich D als homogene Funktion vierten Grades in x, y, z. Als Funk
tion von x ist D nur vom dritten Grade und verschwindet fiir x = y und 
x = z, ist also durch (x - y) (x - z) teilbar, ebenso erkennt man y - z 
als Faktor von D, so daB 

D = (x-y) (x-z) {y - z)F 

angesetzt werden kann, wo F homogen und linear in x, y, z ist: 

F=exx+{Jy+yz. 

Weil I ~ ; I = y - z der Koeffizient von x3 in der Entwicklung von D 

ist, muB ex = 1 sein, ebenso folgt {J = y = 1, also 

D = (x - y) (x - z) (y - z) (x + y + z) . 
9. yz zx xy 

x y z 
111 

soH in drei Faktoren zerlegt werden. 

10. a2 (a + 1)2 (a + 2)2 

b2 (b + 1)2 (b + 2)2 in drei Faktoren. 

c2 (c + 1)2 (c + 2)2 

II. x' y' z, 
x y z in vier Faktoren. 

111 

12. x' y' z4 U' 

x2 y2 Z2 u2 

X Y z u 
111 1 

13. x abc 

a x c b 

b c x a 

c b a x 

in sieben Faktoren. 

in vier Faktoren. 

Anleitung: Durch geeignete Addition oder Subtraktion der drei 
letzten Zeilen zur ersten lassen sich die einzelnen Faktoren leicht er-
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kennen. Man kann auch so verfahren: Man multipliziere die Deter
minante mit 

1 1 1 1 

1 1 -1 -1 

1 -1 1-1 

1 -1 -1 1 

ein Faktor, von dem man durch Quadrieren leicht erkennt, daB er =1= 0 
ist. In dem Produkt kann man die gesuchten linearen Faktoren vor die 
Determinante schreiben und den Faktor, mit dem erweitert wurde. 
wieder wegheben. 

Setzt man x = 0, so ist die Determinante = - 16]2, wenn J der 
Inhalt des aus a, b, c gebildeten Dreiecks ist (vgl. Beispiel 4) 

14. 0 as b2 c2 

ist in vier Faktoren zu zerlegen. 
bB Z2 0 Xl 

c2 y2 X2 0 

AnIeitung: Man fiihre durch Umformungen folgender Art auf das 

vorige Beispiel zuriick, die beiden ersten Zeilen multipliziere man mit : .... 

und die beiden letzten Spalten mit ~ usw. 
. x 

15. a b b ... b 

b a b ... b 

b b a ... b =[a+(n-l)b](a-b)n-l. 

b b b ... a n 

16. Die Vandermondesche Determinante ist ein Produkt aus 
n(n-l) 

2 - Faktoren: 

~-l ~-2 ••• Xl 1 
(Xl - X2) (Xl - Xa) (Xl - X4) ••• (Xl - Xn) 

1 
(Xa - Xs) (X2 - X4) •.• (X2 - Xn) x!!-l X;-2 ••• X2 1 2 

(Xs - X,,) ••• (Xa - Xn) 

an - l X::-2 ••• Xn 1 n n 
(Xn- l - Xn) 

Der Beweis dieser Identitlit wird durch Induktion gefiihrt. Wir haben 
hier eine ganze rationale Funktion (n -1)ten Grades von X und der Koef
fizient von xn- l ist eine (n - 1)-reihige Vandermondesche Deter
minante. 
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17. Die Beispiele 8 und 12 sind auf entsprechend gebildete n-reihige 
Determinanten zu verallgemeinern. 

Die beiden folgenden Aufgaben 18 und 19 sind aus POLYA und SZEGO: 
Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, VII. Abschnitt, entnommen. 

18. 1 1 1 ... 1 

b1 a1 a1 ... a1 

b1 b2 a2 ... a2 solI in n Faktoren zerlegt werden. 

b1 b2 bg ••• an 

19. Y1 a a ... a 

b Y2 a '" a 

b b 
af(b)-bf(a) 

Yg ... a a-b 

b b b ... Yn 

wo f(x) = (Y1 - x) (Y2 - x) (Yg - x) ... (Yn - x) gesetzt ist. 
Anleitung: Addiert man zu samtlichen n 2 Elementen der Deter

minante eine veranderliche GroBe x, so ist die so entstehende Funktion 
D(x) linear: D(x) = A x + B. Wenn man fiir zwei Werte von x das zu
gehorige D (x) angeben kann, so lassen sich A und B berechnen. 

20. Eine schiefsymmetrische n-reihige Determinante (d. h. ai k = -aki) 

verschwindet, wenn n ungerade ist. 
Anleitung: Man multipliziere aIle Zeilen mit - l. 
2l. Fiir gerades n ist eine schiefsymmetrische Determinante das 

Quadrat einer rationalen Funktion. Zunachst 5011 dieser Satz nur fiir 
n =4 nachgewiesen werden. Zur Abkiirzung wird p = ux + vy + wz 
gesetzt, dann ist: 

0 u v w 
-u 0 z -y 

D= =p2. 
-v -z 0 x 

-w y -x 0 

Anleitung: Zweite Spalte mit x multlplizieren, dann dritte Spalte 
mit y, vierte mit z multiplizieren und zur zweiten addieren. So wird 
D x das Produkt aus p und einer dreireihigen Determinante. In dieser 
wird die erste Zeile mit x multipliziert und ahnlich verfahren. Man er
halt: Dx2 = X2p. 

Urn den Satz allgemein zu beweisen, zeige man der Reihe nach: 
1. D = I aik In, n gerade und aik + a"'i = O. D bleibt schiefsymme

trisch, wenn die ite und kte Spalte und zugleich die ite und kte Zeile 
vertauscht werden. 
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2. Desgleichen, wenn die mit A. multiplizierte i te Spalte zur kten und 
die mit A. multiplizierte i te Zeile zur kten addiert werden. 

3. D laSt sich auf die Form bringen, in der a12 = a2l 9= 0, wahrend 
alle iibrigen Elemente der ersten Zeile und ersten Spalte verschwinden. 

4. Danach wird D Produkt aus ar2 und einer schiefsymmetrischen 
(n-2)-reihigen Determinante, die auf Grund einer Induktionsannahme 
die gewiinschte Form besitzt. 

Aufgabe 22, 23, 24 sind Identitaten, die durch Induktion zu be
weisen sind. 

22. 

23. 

24. 

cosfIJ 1 0 0 ... 0 0 
1 2 cosfIJ 1 0 ... 0 0 
0 1 2 cos fIJ 1 ... 0 0 = cos (n fIJ). 

0 0 0 o ... 1 2 cos fIJ 

1 1 0 0 ... 0 
-1 1 22 0 ... 0 

o -1 1 32 ... 0 
=n! 

o 0 0 0 ... -1 1 (n - 1)2 
o 0 0 0... 0 -1 1 

n! I! 

2! 

2! 

3! (n + I)! = [l! 2! ... (n - I)!]2n! 

n! (n+I)! (2n - I)! 

25. 'IjJ(n) ist die Anzahl der Glieder einer n-reihigen Determinante, 
die keinen Faktor aus der Hauptdiagonale enthalten, oder, was das
selbe ist, die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die kein 
Element an seiner Stelle lassen; man zeige: 

Zuerst beweise man die Rekursionsformel: 

'IjJ (n) = (n - I)['IjJ (n - 1) + 'IjJ (n - 2)]. 

Wie viele von diesen Gliedern haben positives und wie viele negatives 
Vorzeichen? Oder: Wie viele von diesen Permutation en sind gerade und 
wie viele ungerade? 

Urn die letzte Frage zu beantworten, beachte man, daB die Differenz 
der beiden gesuchten Zahlen gleich dem Wert einer n-reihigen Deter
minante ist, deren Glieder der Hauptdiagonale = 0, alle iibrigen = 1 
sind. 
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§ 13. Erweiterung der Weierstrassschen Definition. 

Die in § 10 gegebene Definition einer Determinante laBt sieh verall
gemeinern und auf ein System von Veranderliehen iibertragen, in dem 
die Anzahl der Zeilen nieht gleieh der der Spalten zu sein braueht. Wie 
wir bald sehen werden, hat nur der Fall Interesse, wo mehr Spalten als 
Zeilen auftreten. 

Es seien an (i = 1,2, ... , m; k = 1,2, ... , n) mn veranderliehe 
Gri:iBen, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind, und es solI n :2:: m 
sein. Eine ganze rationale Funktion F (a i k) mi:ige die Eigensehaften I 
und II besitzen, d. h. 

1. Fist linear und homogen in bezug auf d~e Elemente einer jeden 
Zeile. 

II. F weehselt das Zeiehen, wenn zwei Zeilen vertauseht werden. 
Aus dem System 

an a21 ... a1n 
a21 a22 ... a2n 

lassen sich s = (:)m-reihige Determinanten bilden; D1, D2 , '" D., in

dem unter Beibehaltung der Zeilen aus den n Spalten m herausgegriffen 
werden; in welcher Reihenfolge diese Spalten bei der Bildung der Deter
minanten eingesetzt werden, ist fUr das folgende gleiehgiiltig, wir ki:innen 
aber festsetzen, daB der kleinere Spaltenindex vor dem gri:iBeren stehen 
soll. Es gilt folgender 

Sat z 18. Fist eine homogene lineare Verbindung von Dv D 2 , •.• , D.: 

F = klDI + k2D2 + '" + k.D., 

wo kl' k2' ... , ks konstante GrofJen sind. ' 
Beweis: Denkt man sieh F als Summe aufgesehrieben, so muB mit 

Riieksieht auf I jedes Glied ein und nur ein Element aus jeder Zeile als 
Faktor enthalten. Werden mit Cv C2 . .. gewisse Konstante bezeiehnet, 
so kann man 

F = .2JCe al<Xl a2 <X2 ••• amlXm 

ansetzen. DaB bei den Spaltenindices IXv IX2' ••. , IXm in einem Gliede 
nieht zwei gleiehe vorkommen diirfen, folgt hier ebenso wie beim Be
weise des Satzes 8. Demnaeh ist die Summe so zu bilden, daB man aus 
den n Zahlen 1,2, ... , n auf a11e mi:igliehen Arten m herausgreift, diese 
permutiert und als Spaltenindiees nimmt. Alle Glieder aus F, die zu 
derselben Kombination gehi:iren, d. h. bei denen die IXv IX2' ••• , IXm immer 
nur Permutationen derselben m Zahlen sind, werden zusammengefaBt, 
so daB einer jeden Kombination eine bestimmte Anzahl der Glieder aus F 
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zugeordnet wird. Die so gebildeten Teilsummen werden mit T l , T 2' ••• , 

bezeichnet. Da je zwei dieser Teilsummen kein gemeinsames Glied haben 
konnen, und andererseits alle Glieder von F durch die T l' T 2' • . • er
faBt werden, ist 

F = TI + Tz + ... + Ts' 

Jedes T" ist aber eine Funktion von m2 GroBen mit den Eigenschaften I 
und II. Also ist nach Satz 8 bei entsprechender Zuteilung der Indices: 

T"=k"D,,. 
Zusatz: Fiir m > n muB F identisch verschwinden, weil dann in der 

obigen Summe bei keinem Gliede die atI' at2' •.. , at", aIle verschieden sein 
konnen. 

§ 14. Satz von LAPLACE. 

Trennt man in einer n-reihigen Determinante die ersten m Zeilen ab: 

all a I2 ... a l .. 

amI a",! ., . am, .. 
D - ................... 

a m+1, 1 a m+1, 2 ., . a m+1, .. 

a .. 1 a .. 2 " . a .... 

und betrachtet man D als Funktion der Elemente dieser ersten Zeilen, 
so sind I und II des § 13 erfiillt. Daher kann D unter Beibehaltung der 
dort gebrauchten Bezeichnungen in die Form: 

D=kID1 +k2 D2 +··· +k,D. 
gebracht werden, wo die kI , k 2 , ••• , ks Konstante, d. h. unabhangig 
von den Elmenten der ersten m Zeilen sind, sie konnen also nur noch 
von den letzten n - m Zeilen' abhangen. Es sei: 

Um kl zu bestimmen, setzten wir in Dl die Glieder der Diagonalen = 1, 
alle iibrigen Elemente der ersten m Zeilen = 0, dann wird einerseits 
D = k1, andererseits (Satz 17): 

am+1, m+l ... a m+1, .. 

D= 

ki ist also die (n - m)-reihige Unterdeterminante, die aus den letzten 
n - m Zeilen und denjenigen Spalten gebildet ist, die iibrig bleiben, 
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wenn die zu D1 gebrauchten Spalten weggelassen werden. In der gleicnen 
Weise erhalt man k2' ks' ... Es sei 

1X1 < 1X2 < ... < IXm' 

Wir nehmen in D folgende Vertauschungen der Spalten vor: Die 
ot1te Spalte kommt an die erste Stelle, das erfordert ot1 - 1 Vertauschun
gen, dann solI die ('/.2te Spalte an die zweite Stelle riicken, dazu sind 
otll - 2 Vertauschungen notwendig usw. Insgesamt wechselt D 

a = 1X1 - 1 + ('/.2 - 2 + . . . + IXm - m 
m (m + 1) 

= ('/.1 + 1X2 + . . . + ('/.m - 2 

mal das Vorzeichen und geht in (- 1)<1 D tiber. Die Bestimmung von kp 
geschieht jetzt ebenso wie bei kl : 

am + 1, PI ••• am + 1, P m - n 

an, p, •.. an, pm - n 

Hier sind die f3I> f32' ... , f3m-n auch so angeordnet, daBf31 <f32<'" <f3m-n 
ist, und diese Indices ergeben sich aus den Zahlen 1, 2, ... , n, wenn 
ot1o ('/.2' ••• , IX", weggelassen werden. ke heiBen die zu De komplementa

ren Unterdeterminanten. Schreiben wir De statt ke' so lautet die Laplace
sche Entwickelung einer Determinante: 

Satz 19: D=Dl Dl +D!D2 +··· +D.D •. 

In gleicher Weise gilt der Satz auch fUr die Spalten; man kann ferner 
statt der m erst en beliebige andere Reihen herausgreifen, die durch 
Vertauschungen an die erste Stelle gebracht werden kannen. Der Satz 
ist eine Verallgemeinerung der Entwickelung einer Determinante nach 
einer Reihe. 

§ 15. Verallgemeinertes Multiplikationstheorem. 

Wir gehen von zwei rechteckigen Systemen veranderlicher GraBen 
mit m Zeilen und n Spalten (m < n) aus: 

amI" . am,n 
NeiB, Determinanten. 

und 

3 
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und wenden formal die Regel der zeilenweisen Multiplikation zweier 
Determinanten an. So entsteht eine m-reihige Determinante 

C = ICulm • Cu = anbu + aisbu + 000 + ai"bJ;n 

i, k = 1, 2, .. 0, m, 

Wie vorher bezeichne atl' at2' .• " otm eine Kombination der Zahlen 
1, 2, ... , n. Die zugehOrigen Determinanten seien: 

al cx, al.ex. ... al,exm blcx, blex. ..• b1exm 

A.= ~cx, ~cx. .,. a2exm und Bf}= b21¥' b2 ex. •.• b2exm 

am,Cll ~ex. .,. amaco. bmcx, bmcx. .•. bmexm 

e durchlauft die Werte 1, 2, ... , s und s=(:). Ae und Be sind also jedes

mal aus den gleichen Spalten mit der gleic4en Reihenfolge gebildet. 

Satz 20: 

Beweis: Wie beim Beweise des Satzes 16 erkennt man, daB C, als 
Funktion der aik betrachtet, I und II erfiillt. Nach Satz 18 ist deshalb: 

C = kl Al + k2 A2 + 0 0 • + k. As, 

wo die kf} nur noch von den bn abhangen. Um kf} zu bestimmen, werden 
die Glieder der Diagonale aus Ae gleich 1, alle iibrigen an gleich 0 ge
setzt. Dann wird Ae = 1. die anderen A .. (A. -+ e) enthalten eine aus 
lauter Nullen bestehende Spalte. Also ist 

C=kf}' 
Andererseits ist 

" c. k =.2 a. A bk A = bl: N' .. 1=1·J ' ,-.. 

Denn in der i tAln Zeile der at k 

steht nur ein von Null verschiedenes Element, namlich das in der Dia
gonale von Ae vorkommende: 

Es bleibt also von der Summe nur das Glied mit A. = ati iibrig. Daher ist 

C = kf} = I Cik 1m = I bl:. ru 1m 

und diese Determinante ist nach Vertauschung von Zeilen und Spalten 
Be' 
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§ 16. Der Sylvestersche Satz. 
In diesem Paragraphen wird die Ausfiihrung der Umformungen im 

einzelnen dem Leser iiberlassen. 
Eine r-reihige Determinante 

A = lacx/llr 

werde durch Hinzufiigen einer Zelle und einer Spalte "gerandert": 

all al2 .•. all' bu 

a 21 aS2 ••• as!' bv . 
D,,;.= 

an at's'" art' br;' 

C"l C,,2 ••• b"r d"" 
Dann ist: l' 

D,." = d,."A - 2} Acx/lc,,/lbcx )., 
cx,/I=l 

wo die Acx/l die Adjunkten zu acx/l innerhalb A bezeichnen. Die Summe 
ist fiber aile 1"2 GroBen Acx/l zu bilden. Die Einfiihrung der Indices" und A 
wird sofort verstandlich. Wir sagen, D,." ist nach dem Rande ent
wickelt. 

Um diese Identitat zu beweisen, wird D"", zuerst nach der letzten 
Spalte, danach werden die einzelnen Unterdeterminanten nach der 
letzten Zelle entwickelt. 

Wir betrachten jetzt eine (1" + s)-reihige Determinante: 

an ••• a l !, bn . .. bls 

D= 
a rl .• , arr brl ... brs 

Cn ..• Clf' dll ... dlB 

csi ... CST dsl ... dBS 

Daraus konnen wir unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung Sl 

GroBen D"" und hieraus eine s-reihige Determinante / D,." /s bilden. 
Sa tz 21. Der Sylvestersche Satz lautet: 

ID,."I = DAs-l. 

IX. und {J durchlaufen die Werte von 1 bis 1", "und A die Werte von I 
bis s. 

Zum Beweise sei folgende Anleitung gegeben: Wir setzen: 

2}Acx/lbcxi. = C;'/I und 2}Acx /lc .. /I = B"cx' 
IX /I 

dann wird: 
D,." = d,."A-2}Acx/lc,,/lbcxi. = d,."A- 2}C"/lc"/I' 

cx,/I /I 
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Durch zeilenweise Multiplikation und unter Beachtung des Beispiels 6 
§ 12 und des Satzes 15 bestatige man folgende Identitat: 

411 ... AI" 0 o. . . 0 

brl ... brB 
A rl · ., Ar,. 0 0 ... 0 

(-I)'DAr+ ..... I= 
arl ... ar,. 

Cll '" Clr-A 0 ... 0 
du ... dlB Cll .,. Clr 

Cn ... Csr O-A ... 0 

Csl ., . cst' dSl .• '. d" 
CSI •• , C,r 0 O ... -A 

A 0 ... 0 0 0 

0 A ... 0 0 0 

0 0 ... A 0 0 = (-1)8 A" I D"AI • 

§ 17. Aufgaben. 

1. In einer Determinante seien diejenigen Elemente, die in den 
ersten r Zeilen und letzten s Spalten stehen, = 0, es ist zu zeigen, daB 
fur s > n - r die Determinante verschwindet. 

2. Aus dem System 
a l b1 cl dl 

as bS c2 ds 
lassen sich sechs zweireihige Unterdeterminanten bilden. Zur Abkiirzung 
ist folgende Schreibweise zu empfehlen: 

I al bl I I al cl I (a, b) = ; (a, c) = usw. 
az bs as Cz 

Es so11 eine Beziehung zwischen diesen sechs GraBen gefunden werden. 
(Zu einer vierreihigen Determinante erganzen, dann die Laplacesche 
Entwickelung ansetzen I). 

3. Die Gleichung 
(a~ + b~) (a~ + b~) = (al at + bl bs)S + (al bg - bl as)· 

besagt, daB das Produkt der Summen zweier Quadrate wieder Summe 
zweier Quadrate ist. Man kann diese Identitat verallgemeinern und 
in der Form 

I al bl II Ot1 PI I = (alOtl + bdh) (aBOts + bSPt)-
at bs Ots Ps - (al 0t2 + bd)s) (as Otl + b.Pl) 
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schreiben, die fur al = 1Xl> b l = PI' a2 = 1X2 und b2 = PI! in die vorige 
ube~geht. 

Versteht man aber unter al und lXI' as und IXI! usw. je zwei konjugiert 
komplexe GraBen, so zeigt diese Forme!, daB auch das Produkt aus zwei 
Summen von je vier Quadraten wieder Summe von vier Quadraten ist. 

Mit Hilfe des verallgemeinerten Multiplikationstheorems und des 
Ergebnisses der vorigen Aufgabe beweise man: 

I allXl + blPl + Cll'l + d1 6l a l IX2 + bl P2 + Cl l'2 + d1 62 I 
azlXl + b2 Pl + C21'1 + dI 6l a 2 1X2 + bl!P2 + C21'2 + d262 

= [(a, b) + (r,6)][(IX,P) + (c,d)] + [(a,c) + (6,P)][(IX,r) + (d,b)] + 
+ [(a,d) + (P,r)][(1X,6) + (b,c)]. 

al = lXI' bI = PI usw. ergibt den Satz fUr Summen von vier Quadraten 
ohne Benutzung komplexer GraBen. Nimmt man al und 1Xl> a2 und 1X2 

usw. konjugiert komplex, so erhalten wir den entsprechenden Satz fUr 
Summen von acht Quadraten. 

Viertes Kapitel. 

Matrizen. 

§ 18. Rechnen mit Matrizen. 

Sind n veranderliche GraBen Xl' x2, ••• , X,. und m veranderliche 
GraBen Yl' Yz, ... , Ym durch die Gleichungen 

Yl = all Xl + au X2 + ... + al ,. X,. 

Y2 = a 2l Xl + a 22 X2 + ... + a 2 .. X .. 

Ym = amI Xl + a m2 x 2 + ... + am,. X .. 

miteinander verbunden, so spricht man von einer linearen Substitution, 
durch welche die Yi durch die Xk ersetzt werden kannen. Solche Um
formungen kommen z. B. beim "Obergang eines Koordinatensystems zu 
einem anderen vor. Die Bezeichnung der Veranderlichen ist fUr die 
lineare Substitution gleichgultig, es kommt nur auf das System der 
Koeffizienten an. Dit:ises schreibt man in der Form: 

(

all all! .,. a l n ) 

m: = a~l a.1!2 ::: a~ n 

amI aml!'" a mn I 

und nennt es eine Matrix aus m Zeilen und n Spalten. Man sagt 
auch: Die Matrix ist vom Typ (m, n). 1st m = n, so haben wir eine 
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quadratische Matrix vor uns, in diesem Falle verstehen wir unter I ~ I 
die Determinante I au ,. Wir bezeichnen die Matrizen mit groBen d,eut
schen Buchstaben. Wahrend eine Determinante einen bestimmten Wert 
hat, hat es keinen Sinn, von dem Wert einer Matrix zu sprechen. So 
k6nnen zwei Determinanten einander gleich sein, wahrend ihre Elemente 
verschieden sind, dagegen wird die Gleichheit zweier Matrizen 
folgendermaBen definiert: 

bedeutet, ~ und ~ sind vom gleichen Typ, und jedes einzelne Element 
von m: ist gleich dem entsprechenden von ~ 

aik = bik fUr i = 1,2, ... , m und ~ = 1,2, ... , n. 

Durch das eine Gleichheitszeichen in m: = ~ sind also mn einzelne 
Gleichungen ausgedriickt. 

Sind alle aik = 0, so heiBt m: die Nullmatrix, sie wird in Uberein
stimmung mit BIEBERBACHS analytischer Geometrie mit 0 bezeichnet. 

Sind m: = (au) und>8 = (bu ) zwei Matrizen vom gleichen Typ, so 
laBt sich die Summe bilden. Man versteht unter 

eine Matrix, die gebildet wird, wenn man zu jedem Element von ~ das 
entsprechende von ~ addiert. Wird also (t = (Cik) gesetzt, so ist 

Cik = aik 1- bik . 

Sind die beiden Matrizen nicht vom gleichen Typ, so hat das Symbol 
m: 1- ~ keinen Sinn. 

Die Addition ist kommutativ, d. h. 

m: 1- ~ = ~ 1- m:. 

1st A eine Zahl, so versteht man unter A~ oder ~A die Matrix: 

(
A all A a I2 ... A a I " ) 

A an A a22 ••• A a2 " 

. ..... 
A amI A am2 ••• Aam" 

Hier wird im Gegensatz zur Multiplikation ein-er Determinante jedes 
Element mit A multipliziert. Fiir quadratische Matrizen gilt: 

1 Am:I = A" 1 ~( I· 
Wie man leicht erkennt, ist: 

A(~1-~)=A~r1-A~, ~1-0=9(, O·m:=O. 

Urn auch das Produkt zweier Matrizen m: = (au) und ~=(bik) 
zu erklaren, betrachten wir die linearen Substitutionen: 
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Zl = all YI + a l2 Y2 + ... + aln Yn h =bll x l +b12 Xa + ... +blf' XI' 

Z2 = a21 Yl + a22 Ya + ... + "2n Yn 
und 

Y2 =b21 Xl +b22 X2 + ... + b21" XI' 

Verm6ge III werden Zl' Z2' ••• , z", als lineare Funktionen der Yl> Y2' .•. , Yn 

dargestellt. m- gestattet, die Yl> Y2' ••• , Yn durch Xv xa' •.. , XI' zu er
setzen. Dadurch werden Zv Z2' ••. , z'" line are Funktionen der xl> x2, 

•.. , XI': 

%1 = Cll Xl + C12 X2 + ... + Clr XI' 

Z2 = C21 Xl + C22 X 2 + ... + C2r XI' 

n 
Man beachte, daB in den Cik = 2} aiebek der veranderliche Index e bei 

e~l 

aie an zweiter, bei bek an erster Stelle steht. Daher ist Cik das innere Pro
dukt der i ten Zeile aus III mit der kten Spalte aus m-. Die Matrix (t = (Cik) 

heiBt das Produkt: 

Es wurde gebildet, indem zwei nacheinander auszufUhrende Substitu
tionen durch eine ersetzt wurden. 

Die beiden Faktoren des Produktes konnen nicht beliebig gewahlt 
werden. Damit die Bildung der inneren Produkte C i k moglich ist, muB 
die Anzahl der Variabelen Y in beiden Substitutionen die gleiche sein, 
oder: Die Anzahl der Spalten von III muB gleich der Anzahl der Zeilen 
von m- sein. Nur fUr diesen Fall ist das Produkt zweier Matrizen erklart. 
J. SCHUR bezeichnete in seinen Vorlesungen solche Matrizen als "ver
kettet", genauer: su: ist mit m- verkettet, wenn su: vom Typ (m, n) und ~ 
vom Typ (n, r) ist. Das Produkt ist dann vom Typ (m, r). Wenn III mit m
verkettet ist, braucht nicht auch m- mit III verkettet zu sein. Die Aus
drucksweise gilt auch fur Produkte aus mehreren Faktoren. z. B. sind 
vier Matrizen verkettet, wenn sie der Reihe nach vom Typ (m, n), (n, r), 
(r, s), (s, t) sind, ihr Produkt ist dann vom Typ (m, t). Fur quadratische 
Matrizen gleicher Reihenzahl gilt der 

Sat z 22. Die Determinante eines Produktes ist gleich dem Produkt 
der Determinante der einzelnen F aktoren. 

Denn das Produkt der Determinanten kann ebenfalls durch Multi
plikation von Zeilen mit Spalten gebildet werden. 

Fur quadratische Matrizen ist auch die Potenz etwa 1112 = Ill· III er
klart. 



40 Matrizen. 

Mitunter schreibt man auch Matrizen, deren Elemente seIber wieder 
Matrizen sind. Die Multiplikationsregel bleibt dabei erhalten, z. B. 

( ~ 58) (~' 58') = (2( 2l' + 58 (t' ~(~' + 58 ~' ) . 
[~ ['~' [~' + ~ [' [58' + ~~' 

Naturlich mussen die Rechtecke aneinander passen, d. h. ~ und 58 mus
sen gleich viel Zeilen haben usw. Ferner mussen ~ und ~/, ~ und 58' 
usw. verkettet sein. 

Bekanntlich ist das Produkt zweier Zahlen dann und nur dann = 0, 
wenn einer der Faktoren verschwindet. Dieses Gesetz gilt fUr das Rech
nen mit Matrizen nicht. Es kann 

~58=O 

sein, wahrend 2£ und 58 beide von der Nullmatrix verschieden sind. Z. B. 

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ: 

(2(~) (t = 2£ (58(t) = 2( 58 (t, 

d. h. wenn Produkte von drei oder mehreren Matrizen zu bilden sind, 
so kann man erst ~m berechnen, dann rechts mit (t multiplizieren, 
oder erst 58 (t bilden, dann links mit 2£ multiplizieren. Um einzusehen, daB 
das Ergebnis das gleiche ist, stelle man sich vor, daB drei line are Substi
tutionen nacheinander ausgefUhrt werden sollen. Gewisse Variabele u 
mogen durch v, diese durch x, diese durch y ersetzt werden. Die lineare 
Substitution, durch die die u als Funktionen der y dargestellt werden, 
kann entweder erhalten w~rden, indem man erst die u als Funktion 
der x ausdruckt, danach die x durch die y ersetzt - diese Rechnung ent
spricht dem Symbol (2£58) (t - oder man stellt erst die v als Funktionen 
der y dar und setzt diese Ausdrucke in die Summen u ein. Das End
ergebnis, in dem die u als Funktionen der x erscheinen, ist in beiden 
Fallen dasselbe. 

Wir wollen das assoziative Gesetz auch durch direkte Bildung des 
allgemeinen Gliedes di Ie von 2£58 (t beweisen. Es sei: 

2£= (aile)' 58= (bile)' (t=(cile ), 2£58=(cxile ), 58(t=(fJik)' 
Dann ist: 

CXile = .2aie bek , Pile = .2bia Cak, 
e a 

dile = .21Xia Calt =.2 (.2 aie be a) Cak = .2aie bea Cak= .2aie .2bea Cek 
a t1 (! e,o e (1 

=.2 aiePe k · 
e 

Die Multiplikation ist nicht kommutativ, d. h. 2£58 und 582£ brauchen 
nicht gleich zu sein. Das geht schon daraus hervor, daB 2£ mit 58 verkettet 
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sein kann, aber deshalb ~ mit m: nicht verkettet zu sein braucht. Fur 
quadratische Matrizen kann man leicht Beispiele bilden, bei denen m:~ 
von ~m: verschieden ist. 1st m:~ = ~m:, so nennt man solche Matrizen 
vertauschbar. Z. B. ist 

m:z • ~{ = ~{3 = Sl(. Sl(z. 

Die quadratische Matrix 

o 0 ... 0 

10 ... 0 

o 1. .. 0 

o 0 ... 1 n 

heiBt Einheitsmatrix, und es ist - Verkettung vorausgesetzt: 

~ m = m und m ~ = m. 

Die Multiplikation ist distributiv, d. h. 

(m: + ~) @: = ~{@: + ~ @: und Sl( (~ + @:) = ~t ~ + m@:. 

Beweis: L (aie + bie) Cek =.2 aie Cek + ..2bie Cek 
e e e 

und l}aie (bek +Cek) = l}aiebek + l}aieCek' 
e ~ e 

Quadratische Matrizen des gleichen Typs haben demnach die Eigen
schaft, daB Summe und Produkt erkHirt sind und wieder eine Matrix 
des gleichen Typs ergeben. Die Addition ist kommutativ und assoziativ, 
die Multiplikation assoziativ und distributiv. Eine Menge von Gr6Ben, 
denen diese Eigenschaften zukommen, bezeichnet man als einen Ring. 

§ 19. Cramersche Regel, inverse, transponierte, orthogonale Matrizen. 

Matrizen, die nur aus einer Spalte bestehen, werden auch Vektoren 
genannt; wir werden sie mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen: 

( Xl) (Yl) x2 . Y2 

~=: t)=:. 
xn Y.". 

Diese Symbolik erm6glicht, die lineare Substitution: 

Yl = an Xl + a l2 x2 + ... + aln xn 

Y2 = a2l Xl + a22 X 2 + ... + a2n Xn 
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in der abgekiirzten Form: 
t)=~{~ 

zu schreiben, wo m: = (an) vom Typ (m, n) und m:~, ebenso wie ~ aus 
-m Zeilen und einer Spalte besteht. 

Wir wollen jetzt m: als quadratisch voraussetzen und durch Umfor
mung die Veranderlichen Xl' X2' ... , Xn als lineare Funktionen der 
YI> Y2' ... , Yn ausdriicken. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die 
-n Gleichungen der Reihe nach mit den Adjunkten Au, Au, ... , Ank 
der kfJm Spalte von m: und addieren. Dann ist nach Satz 15: 

Y1Au+YsAu+ ." +YnAnk=Axk , 

wo A = I m: I gesetzt ist (vgl. § 9). 
Entscheidend ist fUr die weitere Rechnung, ob A verschwindet oder 

nicht. 1st A + 0, so kann man dividieren, und x1> Xs, ... , Xn sind als 
lineare Funktionen der Yl' Y2' ... , Yn dargestellt. 

Diese Rechnung laBt noch eine andere Deutung zu. Wir fassen 

t)=m:~ 

als ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten Xl' Xs, ... , X" 
auf, wahrend Yl' Ys, ... , Yn und aik gegebene GroBen sind. 

Der hier behandelte Fall m = n und A + 0 wird Cramerscher Haupt
fall genannt. In der Losung des Systems erscheinen die Unbekannten 
als Quotient zweier Determinanten; die Nenner sind iiberall A, und die 
Zahler 

AUYk + AUYk + ... + AnkYk 

konnen auch in Determinantenform geschrieben werden, indem in A 
die ktKJ Spalte durch Y1> Y2' ... , Yn ersetzt wird: 

ani' .. ann ani' .. Yn ... ann 
Die angegebene Umformung zeigt: Wenn das Gleichungssystem 

iiberhaupt eine Losung besitzt, so kann es nur diese sein. DaB die errech
neten Werte fiir Xl' xs, ... , Xn auch wirklich die Gleichungen erfiillen, 
ist nicht selbstverstandlich, sondem muB erst durch Einsetzen gezeigt 
werden. Setzen wir 

~=~t), 

so ist }8 aus den Adjunkten von at k mit Vertauschung von Zeilen und 
Spalten und nach Division durch A gebildet: 

(
All An··· An 1 ) 

}8 = ~ ~12 ~2S::: ~n 2 . 
Aln A2r&'" Ann 
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Es ist: 

(
A 0 ... 0) 

~OB=~~=~ ~ ~:::~ =~. 
o 0 ... A 

Denn dieses ist Satz 15 in anderer Form. 
Wir setzen fur! den gefundenen Vektor ein und erhalten die Iden

tWit : 

Die Schreibweise eines Gleichungssystems im Matrizenkalkul fuhrt 
dazu, nicht mehr von n Gleichungen mit n Unbekannten zu sprechen, 
sondern von einer Gleichung mit einer Unbekannten, in der die gegebenen 
GroBen Matrizen, die gesuchte ein Vektor ist. 

~ heiBt die zu ~ in verse Matrix, sie wird von jetzt ab mit ~-1 be
zeichnet. Geht man nicht von der Umkehrung einer linearen Substitution 
aus, so erkHirt man ~-1 als diejenige Matrix, die der Bedingung 

~~-1 = ~ oder ~-1~ = ~ 

genugt. 1st I ~ I = 0, so kann keine inverse Matrix existieren, weil nach 
Satz 22 

I ~ II ~-11 = I ~ I = 1 ist. 

Es kann auch nur eine solche Matrix geben, denn angenommen 

~ 58 = ~ und ~ ~1 = ~, 
so muB 

oder 

sein. 

~(~ -~1) = 0, 

~ ~ (58 - ~1) = ~ 0 = 0, 
~ (58 - 581) = ~ - 581 = 0, 

~ = ~1 

Die Losung des Gleichungssystems 

t) =~! 

gestaltet sich jetzt formal so, als ob t), ~ und ! Zahlen bedeuten, es wird 
durch ~ dividiert! Nur durfen wir beim Rechnen mit Matrizen nicht von 

einer Division sprechen noch ein Symbol ~ schreiben, weil ~-1~ und 

m~-1 unterschieden werden mussen. Man sagt desha:lb: zur Losung der 
Gleichung t) = ~! wird links mit ~-1 multipliziert. 

Fur A = 0 existiert keine inverse Matrix, aber das Gleichungssystem 
kann bei passender Wahl der Yl' Y2' ... , Yn Losungen besitzen, wie im 
funften Kapitel gezeigt werden solI. 
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Fiir die Inverse eines Produktes gilt 
Satz 23: 

(~( ~)-l = ~-l m-1 . 

Beweis: Weil 
m ~ ~-l m-1 = ~(~{-l = ~ 

ist, ist ~-lm-l die Inverse zu m~. 
Mit m' wird die Matrix bezeichnet, die durch Vertauschung von Zeilen 

und Spalten aus m entsteht; sie heiBt die transponierte Matrix. Wie 
bei den Inversen gilt auch fiir die Transponierte eines Produktes der 

Satz 24: 

Beweis: Das Element der i ten Zeile und kten Spalte von m~ ist: 

eik =.2 tZie bek • 
e 

Also steht c. k in (m~)' in der k ten Zeile und i ten Spalte. Das an gleicher 
Stelle stehende Element aus ~' m' heiBt: 

.2 bek aie = eik , 
e 

weil infolge der Vertauschung von Zeilen und Spalten bei m.und ~ jetzt 
der erste Index die Spalte und der zweite die Zeile angibt. 

Zu erwahnen ist noch: 

(m')' = ~( und m'-l = (m-1), . 

m'-l wird die zu m kontragrediente Matrix genannt. 
1st aik = aki' so wird m = m' und heiBt symmetrisch. 
1st au = - aki' so heiBt m schief-symmetrisch. 
Sind ~ und t) zwei Vektoren gleichen Typs (n, 1), so heiBt, wie bereits 

erwahnt: 

t ~ ~ (x, x, ... x,J c:) ~ x, y, + x, y, + ... + x. Y. 

Yn 

das innere Produkt. Es ist eine nur aus einem Element bestehende 
Matrix und wird deshalb eine skalare GroBe genannt. Weil sie mit ihrer 
Transponierten identisch ist, ist: 

it) = (it»' = t)'~. 

1st ~'t) =0, so heiBen die beiden Vektoren orthogonal zueinander, 
man sagt auch, sie stehen aufeinander senkrecht, eine Ausdrucksweise, 
die erst bei den geometrischen Anwendungen verstandlich wird. 



§ 19. Cramersche Regel, inverse, transponierte, orthogonale Matrizen. 45 

Eine Matrix wird orthogonal genannt, wenn sie quadratisch ist und 
das innere Produkt je zweier verschiedener Zeilen = 0 und jeder Zeile 
mit sich selbst = list: 

{o fiiri+l .i: aile aile = 
k=l 1 fUr i = I 

Diese Beziehungen sind gleichbedeutend mit 

52r~!' = Q; oder 52r' = 52r-1 . 

Man kann auch sagen, eine Matrix ist dann orthogonal, wenn die In
verse mit der Transponierten iibereinstimmt. 

Wird die letzte Gleichung rechts mit 52r multipliziert, so erhalt man 

52r'~r=Q;, 

d. h. auch 52r' ist orthogonal oder aus der Orthogonalitat der Zeilen 
folgt die der Spalten und umgekehrt: 

n {O fiiri+O 
,2aik ai != 1 f" . l' 

i=l ur ~ = 

Sind .52r und ~ orthogonal, so ist es auch das Produkt, weil 

(~(~) (52r ~)' = ~(~~' m' = 52r 52r' = Q;. 

Aus 52r52r' = Q; folgt: 

I 52r II 52r' I = I Q; I = I 52r 12 = 1 oder I ~(I = ± 1. 

Werden die beiden Vektoren ~ und t) vermoge einer orthogonalen 
Substitution durch ! und i) ersetzt: 

~=52r!, t)=52ri), 
so bleibt das innere Produkt unverandert. Denn 

~'t) = r52r'52ri) = !'i). 

Dasselbe gilt auch, wenn statt ~, t), !, i) die Differenzen zweier Vektoren 

~ - n, t) - b, ! - a, i) - b genommen werden: 
(~-. 0)' (t) - b) = (52r! - ~(a)' (52ri) -~!b) = (! - a)'~I'52r (i) - b) 

= (!-a)'(i)-b). 

Man sagt auch, das innere Produkt ist in varian t gegeniiber orthogo
nalen Transformationen. 

Eine weitere Invariante wird folgendermaBen erhalten: Aus den Ele
men ten der n + 1 Vektoren 

(
XU) (. X21) (xn+l'l) xl2 X22 X n+I ,2 

~l = : ' ~2 = : ' ... , ~n+1 =: . 
Xln . X2n XtI+1,tI 
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bilden wir die (n + 1)-reihige Determinante 

D= 

Xu XU'" X"+l,l 

Xu XIS'" xn+l,s 

1 1 1 

Wir machen eine orthogonale Substitution: 

~i = m:1I1 • 

Das sind n(n + 1) Gleichungen, die, ausfiihrlich geschrieben, folgende 
Form haben: 

Xt/I: = au Yn + aUYiS + ... + ah Yin' (i = 1,2, "', n + 1) 

Xi" = a"l Yo + a"s Yill + . ',' + a"" Yin 

Daraus ergibt sich folgende Identitat: 

au '" aln 0 Yu Y12 ... YnH,1 

a SI '" asn 0 Y12 Yas '" YnH,s 

D= 
a"l ... a"n 0 YIn YSn' .. Yn+l,n 

0 0 I I I 1 

die man durch Multiplikation'von Zeilen mit Spalten leicht bestatigt. 
Der erste Faktor ist gleich I m: I = ± 1, und der zweite ist aus den t1f 
ebenso gebildet wie D aus den li' 

Wir fassen diese Besonderheiten der orthogonalen Matrizen zusam
men: 

Satz 25. Wenn m:' = m:-l ist, heiftt die Matrix orthogonal und hat 
lolgende Eigenschaften: 

a) Auch die transponierte ist orthogonal. 
b) Die inneren Produkte ie zweier verschiedener paralleler Reihen 

sind = 0 und ieder Reihe mit sich selbst = 1. 
c) Die Determinante ist = ± 1. 
d) Produkte orthogonaler M atrizen sind wieder orthogonal. 
e) Das innere Produkt zweier Vektoren ist gegenaber einer orthogo

nalen Substitution invariant. 
/) Dasselbe gilt lar die oben erkliirte Determinante D, wenn I m: I = + 1 

ist, dagegen geht D in - D aber, wenn I m: I = - 1 ist. 
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Werden Vektoren in der Weise verandert, daB iiberall ein konstanter 
Vektor c addiert wird, so spricht man von einer Parallelverschie
bung des Koordinatensystems. Dadurch bleiben die Differenzen 

~ - 0 = ~ + c - (0 + c) 
unverandert, also ist das innere Produkt in der Form 

(~- o)'(~ - b) 
invariant bei einer Parallelverschiebung. 

Ebenso verhalt sich D, weil 

Xu + C1 X1ll + C1 .,. X"+l,l + C1 Xu XII1 ••• X,,+1,1 

X12 + C2 X22 +c2 ",X,,+1,2+ CS x 12 X22 X" + 1, 2 

-
Xl" + C" X2" + C" •.• X" + 1, " + C" Xl" X2 " ••• X" + 1, " 

1 1 1 1 1 ... 1 

ist. (Letzte Zeile mit Ci multiplizieren und von der i ten subtrahieren.) 

§ 20. Aufgaben. 

1. Folgendes Gleichungssystem solI mit Hilfe der Cramerschen Regel 
gelost werden: 

3x - Y - 2z + u = 1 

2x+ Y+ z+3u=6 

- X + 3 Y + 2z + 4u = 1 

- 2x - 2y + 3% - 2u = 7. 

2. Durch Bildung der inversen Matrix solI folgende lineare Substi-
tution umgekehrt werden: 

3. Es sei 

Yl = 6 Xl + 2 x 2 + 3 X3 

Y2 = 4 Xl + 5 XI - 2 X3 

Y3 = 7 Xl + 2X2 + 4x3• 

0 ... 0) 
f'2 ... 0 

o ... p." 
eine Matrix, in der alle auBerhalb der Hauptdiagonale stehende Ele
mente verschwinden. Die GroBen 1-'1' 1-'2' ••• , p." soIlen alle untereinander 
verschieden sein und keine von ihnen solI verschwinden. Es soIlen alle 
Matrizen m: angegeben werden, fUr die 

m: IDt = IDt m: 
ist. 
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4. Die 6 Matrizen 

(1 0 0) 
(;1=010, (2 -1 -1) 

6 8 = 2 -1 - 2 • (-1 4 -5) 
6 8 = 0 1 O. 

001 1 -1 0 001 

(;, = - 2 7 - 12 • (-2 7 -11) 
6 6 = 2 -1 -2 • (1 2 -7) 

6 6 = -2 7 -12 (
'-1 6 -12) 

-1 3 - 5 1 -1 0 -1 3 - 5 

haben die Eigenschaft, daB das Produkt von je zweien wieder eine der 
6 Matrizen ist. Man sagt auch, sie bilden eine endliche Gruppe. Auf
gabe: Die Gruppentafel ist aufzustellen, d. h. eine quadratische Tafel 
aus 6 Zeilen und 6 Spalten ist auszufiillen, die Reihen sind mit 1 bis 6 
numeriert, und es wird z. B. in das Feld der zweiten Zelle und dritten 
Spalte 6, eingetragen, weil 6 2 6 3 = 6, ist. 

§ 21. Geometrische Anwendungen. 

(Vgl. BIEBERBACH, Analyt. Geometrie § 11 und 12.) 

Es sind Xl und X 2 bzw. Xl> X 2 und X3 die aufeinander senkrechten 
Koordinatenachsen der Ebene bzw. des Raumes. Es werden in den fol
genden Betrachtungen nur rechtwinkelige Koordinatensysteme zugrunde 
gelegt. Die Koordinaten eines Punktes werden mit Xl' X 2 bzw. Xl' X2' X8 

bezeichnet. Anfangspunkt ist 0, und die Strecke 

r=l'x¥+x~+x= 
ist der stets positiv zu nehmende Abstand des Punktes P vom Anfangs
punkt. 

Jedem Punkte ist, je nachdem wir Geometrie der Ebene oder des 

Raome, treiben. ein Veldor (~) oder G) .ugeordnet. den wir mit 

-~ ~ 

OP oder wie vorher mit !bezeichnen. 1st t) = OQ einzweiterVektor, so 
~ 

wird durch P und Q der Vektor PQ bestimmt, und es ist 
~ ~ 

PQ=t)-! oder QP=!-t). 
Es besteht die Identitat 

~ ~ ---+ 
OP+PQ+QO=:O.. 

~ ~ 

Denn es ist QO = -OQ = -t)o 
Ein Punkt P kann auch durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und 

~ 

durch die Richtung.des Vektors OP gegeben sein. Diese ist durch die 
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~ 

drei Winkel 01:1' 01:2' 01:3' die 0 P mit den Achsen bildet, festgelegt, und es 
ist 

Fur die Ebene ist 01:3 =; und 01:1 + 01:2 = ; . Also 

Wir fUhren eine Drehung der Koordinatenachsen in der Ebene urn 
den Winkel cp (Abb. 1) aus. In bezug auf das neue System habe P die 
Koordinaten Yl> Y2' Der Abstand r bleibt, 01:1 geht in PI tiber, dann ist 

01:1 = PI + cp 
und 

Xl = r cos (PI + cp) = r cos PI cos cp - r sin PI sin cp = Yl cos cp - Y2 sin cp, 

x2 = r sin (PI + cp) = r cos PI sin cp + r sin PI cos cp = Y1 sin cp + Y2 cos cpo 
Oder: 

( Xl) = (c~scp -sincp) (Yl). 
x2 sm cp cos cp Y2 

Die hier auftretende Matrix ist 
orthogonal. Denn die U mkehrung 
der Substitution ergibt: 

( Y1) = ( c~s cp sincp) (Xl). 
Y2 -sm cp cos cp X 2 

Die inverse Matrix ist also mit der transponierten identisch, sie entsteht, 
wenn cp durch - cp ersetzt wird, das bedeutet, die Drehung wird ruck
gangig gemacht. 

Die Form 

( c~s cp -sin CP) 
SIn cp coscp 

gibt die Moglichkeit, durch beliebige Wahl des Winkels zweireihige 
orthogonale Matrizen anzugeben. Man nennt einen solchen Ausdruck 
eine Parameterdarstellung und die veranderliehe GroBe cp den 
Parameter. 

Es fragt sieh, ob in dieser Darstellung aIle derartige Matrizen ent
halten sind; das ist fUr solche mit der Determinante + 1 richtig. 

Denn es sei (all al2) orthogonal und all a22 - a12 a21 = 1. Dann 
a2l a22 , 

gibt es, weil a~l + a~2 = 1 ist, stets einen Winkel cp, so daB 

au = cos cp und au = - sin cp 
Neill, Determinanten. 4 
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wird, und aus 

folgt: 
a2l = it sin q; und a22 = it cos q; , 

wo it mit Riicksicht auf all a22 - a12 a21 = 1 den Wert 1 haben muB. 
Urn dreireihige orthogonale Matrizen zu erhalten, betrachten wir 

Drehungen im Raum. Sie werden in drei Schritten ausgefiihrt. Wir 
drehen zunachst nur die X 2 X a-Ebene, wobei die Xl-Achse festgehalten 
wird. Yv Y2' Ya sind die Koordinaten in bezug auf das so veranderte 
System, dann ist: 

Yl = Xl (Yl) ( 1 0 0) (Xl) 
Y2 = X2C~S q; + xa sin q; oder Y2 = 0 c~s q; sin q; x2 • 

Ys = - x2 sm q; + X3 cos q; Ys ,0 - sm q; cos q; X3 

Dreht man danach urn die soeben entstandene Y2-Achse, so wird, 
wenn X der Drehungswinkel ist: 

(
' Zl) _ ( cos X 

Z2 - 0 
Za - sin X 

o sin X ) (Yl) 
1 0 Y2. 
o cosx Ya 

SchlieBlich wird die Zs-Achse festgehalten und urn 1p gedreht: 

( ::)' = (-::~ ::: ~) (::). 
Us 0 0 I Zs 

ul' u2' Us sind die Koordinaten in bezug auf das durch drei Drehungen 
entstandene' System; sie lassen sich durch Zusammensetzen dieser drei 
Transforrnationen durch xl> X 2, Xs ausdriicken: 

(::)=(_ :~:: :::; ~) ( c?SX ~ s:4\ (~ C;Sq; s!q;) (::). 
Us 0 0 1 - sm X 0 cos xV 0 - sm q; cos q; Xs 

Die so gebildete Matrix ist orthogonal, weil sie Produkt aus drei ortho-
gonalen Matrizen ist. 'I, X und 1p heiBen Eulersche Winkel. Sie sind 
die Parameter dieser Darstellung von dreireihigen orthogonalen Matrizen. 

Indem wir zugleich auf n-reihige Matrizen erweitern, werden wir 
zeigen, daB durch eine solche Parameterdarstellung alle orthogonalen 
Matrizen mit positiver Determinante erhalten werden. 

Wir verstehen unter $ik(q;) (i < k) folgende Matrix: In der iten Zelle 
und i ten Spalte steht cos q;, ebenso in der kten Zelle und kten Spalte. Das 
Element der i ten Zeile und kten Spalte ist sin q; und das der kten Zeile und 
i ten Spalte ist -sin rp. AIle iibrigen Elemente sind, sofern sie nicht in der 
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Hauptdiagonale stehen, = 0, und die letzteren = 1. AIle ~ik sind ortho
gonal, ihre Determinante ist + 1, und es gilt: 

~~k(9?) = ~i~ (9'1) = ~ik (- 9'1). 

In dieser Schreibweise erhalt die oben angegebene dreireihige Matrix 
die Form: 

~12(tp) ~13(X) ~23(9?) und die inverse: ~23( - 9'1) ~13( - X) ~12( - "1'). 
Sat z 26. J ede n-reihige quadratische Matrix 6 = (Si k) liifJt sich auf 

die Form bringen: 

e = ~12 ~13 ... ~ln ~23 ~24 ... ~2n ••• ~n-l,n· 58. 

Jedes ~ik hiingt noch von einem Winkel9?ik ab, und diese GrofJen konnen 
so bestimmt werden, dafJ alle unterhalb der Hauptdiagonale von 58 stehende 
Elemente verschwinden; also 

(

I b11 b12 b13 ••• b1 n 

o b22 b23 •·· b2n 

'i8 = 0 0 b33 · .. b3n 

. .. . 
o 0 0 bnn 

A'ufJerdem kann man noch erreichen, dafJ bw b22, ••• , bn-l> n-l nicht nega
tiv ausfallen. 

Die Anzahl der verfiigbaren Winkel 9?i kist: 
n(n-l) 

(n - 1) + (n - 2) + ... + 2 + 1 = 2 . 

Andererseits treten in 58 ebenso viele Nullen auf. D. h. dieZahl der Be
dingungen ist eben so groB wie die Zahl der zu bestimmenden Gr6Ben. 

Beweis: Wir bringen durchlinksseitigeMultiplikationder Reihe nach 
die Faktoren ~ik auf die andere Seite und bestimmen die Winkel. 
9'112 wird so gewahlt, daB in 

~i21 (9'112) e =;t = (tik ) 

das Element t21 = 0 wird. Es wird durch Multiplikation der zweiten 
Zelle von ~12 (- 9?d mit der ersten Spalte von 6 erhalten: 

t12 = S 11 sin 9'112 + s21 cos 9'112 = o . 
. d :n; 1st Sn = 0, so wlr 9'112 = 2' sonst 

Jetzt wird 9'113 in gleicher Weise ermittelt. In 

~13 ( - 9'113) ;t 
solI das Element der dritten Zeile und ersten Spalte verschwinden, also: 

tn sin 9'113 + t31 cos 9'113 = 0 
dient zur Bestimmung von 9'113' 

4* 



52 Matrizen. 

Wir beachten noch, daB t21 = 0 war und auch bei dieser Umformung 
nicht verandert wird, denn die Multiplikation der zweiten Zeile aus 
~13 ( - CP13) mit der ersten Spalte aus % ergibt: 

o . tn + I . t21 + 0 . t31 + ... + O· tnl = O. 

In der Weise fortfahrend, kommen wir zu einer Matrix 

[ = mi"l ~i;~-l ... ~i31 1.13121 6 = (Cik ) , 

bei der C2l = C31 = ... = C,,1 = 0 ist. Es soli aber noch Cn ~ 0 sein. 
Dies wird bei der letzten Multiplikation erreicht. Wird die vorletzte 
Matrix mit (rik) bezeichnet, so haben wir zuletzt folgendes Produkt: 

cos CPI nO. . . 0 - sin CPln 

o I ... 0 0 

o 0 ... I 0 

sin CPl nO . .. 0 cos CPln 

Cn = r n cos CPl" - r" I sin CPl n > 0 

cnl = rn sin CPln + rnl cos CPI" = o. 

r ll ... 

o 

o 
r ll ... 

Den aus der letzten Gleichung entnommenen Winkel CPln darf man urn n 
vermehren; wiirde also cn negativ ausfalien, so nehme man statt CPl" 
den WinkelCPln +n, dadurch andern Sinus und Kosinus ihr Vorzeichen. 

Durch linksseitige Multiplikation mit ~2; (CP2S) wird das unter C22 

stehende Element zum Verschwinden gebracht. Bei dieser und allen 
folgenden Umformungen bleibt die erste Spalte unverandert, wie aus 
folgendem Schema erreicht ist: 

Denn jedes ~2\ hat die im linken Faktor angegebene erste Zeile und 
erste Spalte. 

In gleicher Weise werden die iibrigen Spalten behandelt. DaB dabei 
die bereits vorhandenen Nullen nicht mehr verandert werden, zeigt 
folgendes Schema: 

(

II 0 ... 0 

o 1 ... 0 

o 0 ... . 

o 0 ... 

o d22 ••• 

o o o o 

o o o o ... 
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Damit ist der Satz bewiesen. Man erkennt auch, daB die Bestimmung der 
Vorzeichen der Glieder in der Diagonale nur bis bn_ 1 n-I moglich ist, 
bis dahin sind aile > 0, bnn kann auch negativ sein. ' 

Sa tz 27. 1st 6 orthogonal, so ist )8 filr den Fall 16 I = + 1 die Ein
heitsmatrix, und filr 16 I = -1 ist bnn = -1, sonst ist )8 mit der Ein
heitsmatrix identisch. 

Beweis: )8 ist das Produkt aller ~ik und 6, also Produkt lauter 
orthogonaler Faktoren, also seIber orthogonal. Das innere Produkt der 
erst en Spalte mit sich selbst ist b~1 = 1, und da. bll nicht negativ ist, 
muB bll = 1 sein. Fur die erste Zeile ist 

b~1 + bi2 + ... + bi n = 1 , 

das ist aber, da wir es nur mit reellen Zahlen zu tun haben, nur moglich, 
wenn 

bI2 = bI3 = ... = bIn = 0 

ist. J etzt laBt sich die gleiche Uberlegung fUr die zweite Spalte und 
zweite Zeile anwenden, woraus 

b22 = 1, b23 = ... = b2n = 0 

folgt; das geht so weiter bis bn- I n-I = 1, bn- 1 n = O. Fur bn n bleibt 
jetzt nur noch ± 1. Welcher dies~r beiden Werte zu nehmen i~t, ergibt 
sich durch Vergleich der Determinanten. Da alle I ~ ik I = + 1 sind, ist 

161=1)81· 
Alle n-reihigen orthogonalen Matrizen mit positiver Determinante 

sind durch das Produkt der ~i k als Funktionen der n (n; 1) Parameter ffJ i k 

dargestellt. 1m Falle negativer Determinante ist noch ein Faktor zuzu
fUgen, der sich von der Einheitsmatrix nur dadurch unterscheidet, daB 
an letzter Stelle - 1 steht. 

Orthogonale Transformationen mit positiver Determinante sind 
also gleichbedeutend mit einer Reihe von Drehungen urn gewisse feste 
Achsen. 1st die Determinante - 1, so kommt zu der Drehung noch 
hinzu, daB eine der Achsen ihre Richtung andert, wahrend die anderen 
bleiben, also eine Transformation der Form: 

Das bedeutet bei n = 2, daB die obere Halbebene auf die untere um
geklappt wird und eben so die untere auf die obere. Es ist eine Spiegelung 
mit der X1-Achse als Symmetrieachse. Fur n = 3 liegt eine Spiegelung 
vor, bei der die X IX2-Ebene Symmetrieebene ist. Wahrend bei Dre
hungen Figuren oder Korper in kongruente ubergehen, werden bei einer 
Spiegelung aus den betreffenden Gebilden die symmetrischen. 

Satz 26 laBt folgende geometrische Deutung zu: Die einzelnen Spal-
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ten der Matrix 6 mogen die Koordinaten je eines Punktes bezeichnen; 
z. B. fur den Raum: 

@S = (:: ~::::). 
X3 Ys'" 

Satz 26 sagt aus, daB man das Koordinatensystem so drehen kann, daB 
x 2 = Xs = Ya = 0 werden, das transformierte System kann also so ge
legt werden, daB die X1-Achse durch einen vorgegebenen Punkt gebt, 
und ein zweiter gegebener Punkt in der X 1X 2-Ebene liegt. Der Inhalt 
dieses Satzes ist fur n = 2 oder n = 3 anschaulich ohne weit~res klar, 
er ermoglicht, die Drehungswinkel anzugeben. Fur beliebiges n ist na
tiirlich ein Beweis erforderlich. 

Wir kommen zur geometrischen Deutung der im § 19 erkliirten In
varianten. 

1. Das innere Produkt betrachten wir in der Form: 
(! - a)'(t) - b). 

Es ist durch die vier Punkte X, A, Y, B bestimmt. Durch Parallel
verschiebung machen wir A zum Nullpunkt, und durch Drehung wird 
erreicht, daB X auf der XI-Achse liegt. Dann ist: 

(
YI- b1) 

(!-a)'(t)-b) = (x1 00) Y2- b2 = X1 (Yl-'b1)· 

Ya-ba 
Xl ist die Strecke A X = '1' und YI - bi ist die Projektion der Strecke 
BY ='2 auf die X1-Achse. Also: 

Yl - b1 = 's cos qJ, 
~ -~ 

wOqJ den Winkel bezeichnet, den die Vektoren AX und BY miteinander 
bilden. Da durch zwei Richtungen im Raum der Drehungssinn nicht 
gegeben ist, kann 0 < qJ < 7r: angenommen werden. Raben Xl und Y1 - bl 

gleiches Vorzeichen, so ist 0 < qJ < ; , andernfalls liegt qJ im zweiten 

Quadranten. Da die Abstande zweier Punkte und die Winkel zweier 
Geraden auch bei Drehungen und Parallelverschiebungen unverandert 
bleiben, gilt bei beliebiger Lage der Achsen: 

(! - a)' (t) - b) = '1'2 cos qJ. 

1st insbesondere! = 1) und a = b, so ist qJ = 0, und wir erhalten die 

For:el: a)' (! _ a) = (Xl _ a1 x2 - as xa - aa) (:: = ::) 
xa-aa 

= (Xl -aI)ll + (X2 -all)ll + (Xa -aa)! = AXll, 

durch die der Abstand zweier Punkte angegeben wird. 
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Die Anwendung des Distributivgesetzes auf die letzte Gleichung er
gibt 

AX2 = (~'-a') (~-a) = ~'(~ -a) -a'(~-a) = ~'~ + a' a-~' a - a'! 

= OX2 + OA2 - 2· OX .OAcos(AOX). 

Denn 
~'a = a'f. 

Das ist der Kosinussatz der ebenen Trigonometrie. 
~ 

Urn den Winkel q; zweier yom Nullpunkt ausgehender Vektoren OX -. 
und 0 Y zu bestimmen, setze man a = b = O. Dann ist: 

f't) = XIYI + X 2 Y2 + XsYa = rl r2 cos q;, 
eine Beziehung, die durch Einfiihrung der Richtungskosinus in 

~q;=~~~~+~~~~+~~~~ 
iibergeht. 

1st f = t), so ist q; = 0 und OCI = fh usw. Danach ergibt sich eine 
Bedingung, die die Richtungskosinus eines Vektors erfiillen miissen: 

1 = COS2 OCI + COS2 OC2 + cos2 ocs. 

1st das innere Produkt = 0, so haben wir die Vektoren orthogonal 
genannt; in der Tat ist dann cos q; = 0 und die Vektoren stehen senkrecht 
aufeinander. 

2. Die in § 19 betrachtete Determinante war aus den Koordinaten 
von n + 1 Punkten gebildet. Fiir die geometrischen Anwendungen 
kommen nur n = 2 und n = 3 in Betracht. Es ergeben sich Formeln fiir 
den Inhalt eines Dreiecks und das Volumen eines Tetraeders. Es geniigt, 
den Fall n = 3 durchzufiihren. 

Wir brauchen vier Punkte A" mit den Koordinaten x"v X,,2' X"a 

(v = 1, 2, 3, 4) und bilden 

D= 

Xu x21 xal Xu 

Xl2 X 22 XS2 X 42 

XIS X2S X33 X43 

1 1 1 1 

Durch Parallelverschiebung wird A4 zum Nullpunkt gemacht, dann ist: 

Xu x 2l XSI 

D = Xu X22 XS2 

Xl3 X2S X33 

und durch Drehung wird erreicht, daB Xu = X l 3 = X 23 = 0 werden. 
N ach dieser Vereinfachung ist 

D = Xu X22 X33 • 
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- -Erganzt man die beiden Vektoren OA1 und OA2, indem man durch 
Al und A2 Parallele zieht, zu einem Parallelogramm, so ist Xn X22 sein ---Inhalt. In gleicher Weise lassen sich OAl> OA 2, OA'3 zu einem Parallel-
epiped erganzen. Nimmt man das eben genannte Parallelogramm als 
Grundflache, so ist X3S die Rohe und D sein Volumen. 

Das Parallelepiped laBt sich durch eine durch AIA2 gehende zu OAs 
parallele Ebene in zwei gleich groBe dreiseitige Prismen zerlegen, und 
ein solches durch geeignete Schnitte in drei inhaltsgleiche Tetraeder 
aufteilen, demnach ist das Volumen V des Tetraeders OA}A2As 

V=~D. 

Da dieser Korper bei Drehung und Parallelverschiebung in einen kon
gruenten iibergeht, so ist allgemein das Volumen eines Tetraeders. 
ausgedriickt durch die Koordinaten seiner vier Eckpunkte: 

Xu Xu XS1 Xu 

V-l. 
Xl2 X22 X3ll X42 

-6 
Xl3 X23 X33 X43 

I I I I 

LaSt man ill: D eine Zeile und eine Spalte fort, so erhalten .wir die 
entsprechende Formel fiir die Ebene; der Inhalt eines Dreiecks ist: 

Xu Xu X81 

] = ~ x12 X 22 X32 

I I I 

1st die Determinante der transformierenden orthogonalen Matrix -I. 
so liegt, wie erwahnt, eine Spiegelung vor. Dabei wechselt D das Vor
zeichen. Das ist gleichbedeutend mit der Vertauschung zweier Ecken. 
Man sagt auch, der "Windungssinn" bzw. der "Umlaufssinn" wird ge
andert. (Zur genaueren Erklarung dieser Begriffe wird auf BIEBERBACH: 
Analytische Geometrie, verwiesen). 

Nimmt man ein Dreieck im Raum, so kann durch die Lage der drei 
Eckpunkte der Umlaufssinn nicht bestimmt sein, da er sich andert, wenn 
das Dreieck von der anderen Seite betrachtet wird. Eine Formel, durch 
die der Inhalt ] eines im Raum gelegenen Dreiecks aus den Koordinaten 
seiner Eckpunkte gegeben wird, kann daher nicht rational sein, da das 
Vorzeichen von] hierbei unbestimmt bleiben muS. 

Wir leiten eine solche Formel abo Der eine Eckpunkt liegt im Null
punkt, die beiden anderen seien X und Y und die entsprechenden Vek
toren ~ und t}. Aus den Koordinaten bilden wir die Systeme: 
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Das verallgemeinerte Multiplikationstheorem (Satz 20) auf diese Systeme 
angewendet, fiihrt zu folgender Identitat: 

Weil links nur innere Produkte stehen, die bei Drehungen invariant 
bleiben, darf man das Koordinatensystem so drehen, daB X auf der 
XI-Achse, Yin der X IX 2-Ebene liegt, dadurch wird X2 = Xa = Ya = o. 
Dann wird die rechte Seite = (X1Y2)2, also = 4]2. Es gilt daher allge-
mein: 

Von hier aus kann man leicht auf die Dreiecksseiten iibergehen. Wir 
setzen: OX = a, OY = b, XY = c. Dann ist: 

4]2= I a2 abcos(a,b) I 
ab cos (a, b) b2 

0 1 1 1 

16 2 =.1 2 a2 a2 + b2 - c2
1 = _ 1 0 c2 b2 

J a2 + b2 _ c2 2 b2 1 c2 0 a2 

1 b2 a2 0 

o abc 

a 0 c b 
= (a + b + c) (- a + b + c) (a - b + c) (a + b - c). 

b c 0 a 

c b a 0 

Die letzten Umformungen mage der Leser seIber nachpriifen (vgl. § 12, 
Aufgabe 13 und 14). 

Das Volumen eines Tetraeders solI durch seine sechs Kanten aus
gedriickt werden (vgl. § 12, Aufgabe 5). Die Eckpunkte seien OXYZ, 
und die Kanten werden folgendermaBen bezeichnet: 

OX = ex, OY = p, OZ = y, XY = c, YZ = a, ZX = b. 

Dann ist: 

Xl YI Zl 

V = ~ X2 Y2 Z2 

Xa Y3 Z3 

Wir bilden durch spaltenweise Multiplikation V2, dabei werden die 
auftretenden inneren Produkte "1;'"1;, "1;'1), ... durch die Kanten und die 
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Kosinus der eingeschlossenen Winkel ersetzt: 

ot2 ot{J cos (ot, (J) ot I' cos ({J, 1') 

36V2= ot{J cos (ot, (J) {J2 {J I' cos ({J, 1') 

otycos (ot, 1') {J I' cos ({J, 1') 1'2 

2 ot2 ot2 + {J2 _es ot2 + 1'2 - b2 

8·36V2= ot2 + {JI - ell 2 {J2 {J2 + 1'2 _a2 

ot2 + y2-b2 {J2 + ,,2 _ a2 21'2 

0 e2 b2 ot2 1 

e2 0 a2 {J2 1 

b2 a2 0 ,,2 1 

ot2 {J2 1'2 0 1 

1 1 1 1 0 

Urn die fUnfreihige Determinante auf die dreireihige zuriickzufiihren, 
subtrahiere man die vierte Zeile von den drei ersten und verfahre ebenso 
mit der vierten Spalte. Eine Zerlegung in Faktoren gelingt bei dieser 
Determinante nicht. 

§ 22. Transformation einer Matrix auf die Diagonalform. 

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie eine beliebige Matrix 
durch rechts- und linksseitige Multiplikation auf eine besonders einfache 
Form gebracht werden kann. Wir betrachten zunachst drei Typen von 
Matrizen und untersuchen, welche Veranderungen durch Multiplika
tionen mit diesen bewirkt werden. 

1. Vertauscht man in der Einheitsmatrix ~ die ite und kte Zelle 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die i te und kte Spalte, so entsteht 
eine Matrix, die mit ~i k bezeichnet wird. Z. B. ist fUr n = 4: 

(
0 0 1 0) 

~_ 0100 
13 - 1 0 0 0 . 

o 0 0 1/ 

Es entsteht ~i k S2( aus S2( durch Vertauschung der i ten und kten Zeile und 
~~ik aus S2( durch Vertauschung der i ten und kten Spalte. Urn dies ein
zusehen, geniigt folgendes einfache Beispiel: 
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und 

Ferner ist I ~i1t I = -1 und ~i1t = ~1ti = ~ikl. 
2. Wir gehen wieder von der Einheitsmatrix aus, ersetzen die Null 

in der i ten Zeile und kten Spalte (i + k) durch eine GroBe x und nennen 
eine solche Matrix ~i1t(X). Wird m: mit ~u(x) links multipliziert, so 
wird dadurch in m: die kte Zeile mit x multipliziert und zur i ten addiert; 
m: ~u (x) entsteht aus m:, wenn die mit x multiplizierte ite Spalte zur 
kten addiert wird. Auch hier genugt ein Beispiel, bei dem m: nur aus einer 
Reihe besteht, denn die parallelen Reihen verandern sich ebenso. 

und 

(al,a2,aa,aJ~2a(X) = (al ,a2,aa,a4) (~ : : ~)=(al>a2,aa+xa2,a4). 
o 0 1 0 

000 1 

Ferner ist: I ~i1t (x) I = 1 und ~ikl(X) = ~i1t (- x). 

3. Eine Matrix, in der alle Elemente auBerhalb der Hauptdiagonale 
verschwinden, heiSt eine Diagonalmatrix. Sie ist auch fur rechteckige 
Matrizen erklart und solI mit Wl bezeichnet werden. Je nach der Gestalt 
des Rechtecks konnen sie folgende Form haben: 

ftl0 .•• 0 

(

ft1 0 ... 0 ) 

~ ~2:::~ oder 

o 0 ... ftm' 

o 0 ... ftm 

o 0 ... 0 

o 0 ... 0 

Fur quadratisches Wl ist: 

I Wli = ft1 ft2 ••. ftm· 

Multipliziert man m: mit einer Diagonalmatrix, so werden, wie man sich 
leicht uberzeugt, bei Wlm: die Zeilen bei m:Wl die Spalten von m: der Reihe 
nach mit ft1> fta, ..• , ftm multipliziert. 
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Quadratisehe Diagonalmatrizen sind vertausehbar (vgl. § 20, Auf
gabe 3). 

Wir kommen zu folgendem wichtigen 

Satz 28: 1st ~ eine beliebige Matrix vom Typ (m, n), so gibt es zwei 
quadratische Matrizen 6 und ;t von m bzw. n Reihen, sodaj3 

6~%=9R 

wird. Hier ist 9R eine Diagonalmatrix, 6 und % sind Produkte von Ma
trizen ~ik und @ik(X), also sind 161 und I % I 9= o. 

Beweis: Wurde ~ aus lauter Nullen bestehen, so hatte es die Dia
gonalform; andernfalls hat ~ von Null versehiedene Elemente. Dureh 
Vertausehen von gewissen Zeilen oder Spalten, d. h. dureh Multipli
kation mit geeigneten ~i k links oder reehts, erreichen wir, daB ein 
solches Element an den Anfang kommt. Die neue Matrix bezeiehnen wir 
wieder mit ~ und jetzt ist all 9= o. 

Folgende Produktbildung zeigt, wie man sehrittweise zur Diagonal
form gelangt: 

I 0 ... 0 

_all 1 ... 0 
all 

- au 0 ... 0 
all 

Der linke Faktor ist das Produkt: 

und der reehte: 

I_au_au 

010 o 

o 0 0 I 

~ hat eine Zeile und eine Spalte weniger als ~, und die weitere Um
formung kann in gleieher Weise erfolgen. 1st ~ einreihig, so hat man 
entweder nur links oder nur reehts zu multiplizieren, womit fur diesen. 
Fall der Satz bewiesen ist. Wir wenden den InduktionssehluB an. Danaeh 
existieren zwei Matrizen 6 1 und %1> sodaB 

6 1 ~%1 = im1 
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ist, und Ell> ~l> 9R1 die verlangten Eigenschaften haben. Dann ist: 

was zu beweisen war. 
Ohne Beweis sei noch fDlgende Erganzung zu diesem Satz erwahnt: 
Wenn die ai k ganze Zahlen sind, so kann die Diagonalform stets in 

der Weise erreicht werden, daB iiberall in den ~ik(X) fUr die GraBen x 
ganze Zahlen gesetzt werden. Das gleiche gilt, wenn die Elemente 
ganze rationale Funktionen einer oder mehrerer Veranderlichen mit 
rationalen Koeffizienten sind. Die Elemente der Matrizen 6 und ~ 
haben dann die gleiche Eigenschaft und ihre Determinante ist ± 1. 
(Vgl. SCHRElER-SPERNER: Analyt. Geometrie II § 8). 

Eine andere Formulierung des Satzes 26 ist folgender 
Sat z 29: ] ede Matrix ist Pradukt van M atrizen der F arm ~i k (x), 'Bi k 

und einer Diaganalmatrix. 
Denn aus 62(~ = 9R folgt 2( = 6-12(~-1, und 6-1 und ~-1 sind 

als inverse von solchen Produkten wieder Produkte von ~ik(X) und 'Bik. 
1st 2( quadratisch, so ist: 

12( I = ± 19R 1= ± ,ul,u2 ... ,um' 
Beispiel: Die Matrix 

(1 7 5) 
2(= 3 6 2 

1 4 3 

solI auf die Diagonalform gebracht werden. 
Urn die erste Zeile auf die gewiinschte Form zu bringen, wird rechts 

mit ~12 ( - 7) und ~13 (- 5) multipliziert, und die linksseitige Multi
plikation mit @21( - 3) ~31 (- 1) fiihrt hinsichtlich der ersten Spalte 
zum Ziel. Die Faktoren werden zusammengefaBt: 

(-~ ~ ~).(~ ~ :)'(~-~-~)=(~-1~-1~). 
-101 143 001 0-3-2 

Es bleibt 

m = (-15 - 13) 
- 3 - 2 

noch zu transformieren. Zur Vermeidung von Briichen sorge man dafiir, 
daB ein Element, wenn maglich, den Wert ± 1 erhalt. Wir subtrahieren 
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deshalb die zweite Spalte von der ersten, d. h. wir multiplizieren rechts 

mit ( 1 0). Danach werden beide Zeilen vertauscht: 
-1 1 

( 01 1)(-15 -13)( 1 0)=(-1- 2)=~1' ° - 3 - 2 - 1 1 - 2 - 13 
SchlieBlich ist: 

( 1 0) (- 1 - 2) (1 - 2) (- 1 0)' 
- 2 1. - 2 - 13 ° 1 = ° -9 . 

(
1 ° 

Aile diese zweireihigen Matrizen werden durch ° . 
Q . 
n g","dert, 

und so wird: 
6 = ~32 ( - 2) ~23 ~21 ( - 3) ~31 (- 1) 

~G-~D(H~)(=HD~(=::-D und 

% = ~12 ( - 7) ~13 ( - 5) ~32 (- 1) ~23 ( - 2) 

=(~-~-~)(~ ~ ~)('~ ~-~)' =(~ -~ =~). 
00 1 0-11 00 1 0-1 3 

6~~~G -LD-m, 
Die Darsteilung der Matrix m: gemaB Satz 27 lautet: 

m: = ~al (1) ~21 (3) ~23 ~32 (2) Wl ~23 (2) ~32 (1) ~13 (5) ~12 (7), 

und es ist 1m:1=-IWlI=-9. 
§ 23. Rang einer Matrix. 

FROBENIUS hat den Begriff "Rang einer Matrix" eingefiihrt; 
die Bedeutung dieser GroBe und die ZweckmaBigkeit, sie zu benennen, 
tritt bei allen Anwendungen, insbesondere bei der Losung eines linearen 
Gleichungssystems, in der analytischen und projektiven Geometrie 
klar hervor. Wir geben drei Definitionen, von denen die dritte erst im 
nachsten Kapitel folgen wird. 

Erste Erklarung: Der Rang einer Matrix ist r, wenn mindestens 
eine r-reihige von Null verschiedene Unterdeterminante vorhanden ist, aber 
aUe r + l-reihigen Unterdeterminanten verschwinden. 
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DaB dann auch alle hoheren Unterdeterminanten = 0 sind, bedarf 
wohl keiner weiteren AusfUhrung. 

Danach ist z. B. die Angabe, der Rang eines Vektors ist = 1, gleich
bedeutend mit: Der Vektor ist von 0 verschieden. GroBer als 1 kann 
der Rang natiirlich nicht sein, weil aus einer einreihigen Matrix nur aus 
einem Element bestehende Unterdeterminanten gebildet werden konnen. 
1st also mindestens eine solche Unterdeterminante, das ist aber ein 
Element (eine Koordinate) von Null verschieden, so ist der Vektor 
nieht O. 

1st bei einer quadratischen n-reihigen Matrix r < n, so ist sicher 
die Determinante dieser Matrix = O. Die genauere Angabe, r = n - 1, 
besagt, daB unter den n 2 Unterdeterminanten aus n - 1 Reihen sieher 
eine von Null verschieden ist. 

Satz 30: (Invarianz des Ranges). 1st \8 quadratisch, und 1 \81 + 0, 
so iindert sich der Rang einer beZiebigen Matrix I}( nicht, wenn mit \8 muZo 
tipZiziert wird, wir schreiben auch: 

Rang (I}( \8) = Rang (I}() 

und Rang .(\8 2!) = Rang (I}(). 

1st \8 beliebig, so kann durch MultipZikation mit \8 der Rang nur verkZeinert 
werden: 

Rang (I}( \8) :::;;: Rang (I}() 

Rang (\8 I}() < Rang (2!). 

ErsterBeweis: 1. Der Rang andert sich nieht bei beliebiger Multi
plikation mit einer Matrix ~i k' weil dadurch nur Zeilen oder Spalten 
untereinander vertauscht werden, und die Frage, ob eine Unterdeter
minante verschwindet oder nicht, ist von einer solchen Veranderung 
unabhangig. 

2. Wird 2! mit einer Diagonalmatrix multipliziert, so werden bei 
ffil2! alle Zeilen und bei I}(ffil aIle Spalten der Reihe nach mit ,ul' ,u2' ... 
multipliziert. 1st L1 eine Unterdeterminante aus 2! und L1 die aus den 
gleiehen Zeilen und Spalten gebiJ.dete aus ffil I}(, so ist L1 ein Produkt aus L1 
und gewissen Faktoren ,ui' 1st also L1 = 0, so ist auf jeden Fall auch 
L1 = O. Wenn also aIle (r + l)-reihigen Unterdeterminanten aus 2! 
verschwinden, so gilt das gleiche fUr ffil I}(; d. h. 

Rang (ffil I}() < Rang (I}() . 

1st aber Iffil 1 + 0, so sind alle,ui + 0, und wenn dann L1 + ° ist, muB 

auch L1 + 0 sein. In diesem FaIle ist: 

Rang (ffil I}() = Rang (2!) . 

3. Auch die Multiplikation mit ~idx) andert den Rang nieht. Es 
se1: I}( = ~ik(X) I}(. 
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~ ist aus ~ entstanden, indem die kte Zelle mit x multipliziert und zur 
i ten addiert wurde. 1st LI eine Unterdeterminante aus ~, so ist zu unter-

- -
scheiden, ob LI die i te Zeile enthalt oder nicht; im letzteren Falle ist LI 
auch zugleich Unterderminante aus ~ und verschwindet, wenn sie mehr 
als r Reihen hat, denn nur die i te Zeile hat ja eine Veranderungerfahren. 
Andernfalls ist 

LJ = ..11 + xLIII; 

hier ist Ll1 eine Unterdeterminante aus ~, LIs hangt mit Ll1 so zusammen, 
daB die ite Zelle durch die kte aus ~ ersetzt ist. LIz enthalt also entweder 
zwei gleiche Zeilen, oder es ist eine andere Unterdeterminante aus ~, 
je nachdem, ob die kte Zeile in Ll1 vorkommt oder nicht. 

Besteht LI aus r + 1 Reihen, so gilt dasselbe fiir Ll1 und LIs; diese 
verschwinden aber, weil Rang (~) = r ist. Also sind alle r + l-reihigen 
'Unterdeterminanten aus i gleich Null, und 

Rang (~) < Rang (~) . 

Urn aber noch zu zeigen, daB hier das Gleichheitszeichen stehen muB, 
beachten wir, daB umgekehrt ~ aus ~ in gleicher Weise gebildet werden 
kann: 

~=&ik(-X)~. 

Daher kommen wir auf Grund der gleichen SchluBweise zu: 

Rang (~) S Rang (21). 

Diese beiden Beziehungen sind aber nur miteinander vertraglich, wenn 

Rang (~) = Rang (i) 
ist. 

Es solI noch auf anderem Wege die Existenz eines r-reihigen LI + 0 
gezeigt werden. Ein Ll1 + 0 ist vorhanden, wir bilden das zugehOrige 

Lf = ..11 + xLIII. 
1st dieses auch + 0, so sind wir fertig. 1st aber:2i = 0, so muG LIz + 0 
sein und kann nicht zwei gleiche Zeilen enthalten, ist also Unterdeter
minante aus ~. LIs enthalt aber die ite Zeile nicht, denn diese ist ja durch 
die kte ersetzt; also ist LIz auch zugleich Unterdeterminante aus ~ und 
+0. 

Nach Satz 27 laBt sich jede Matrix ~ als Produkt der unter 1, 2 
und 3 behandelten besonderen Matrizen darstellen. Der. Rang von ~ kann 
nur bei der Multiplikation mit rol verkleinert werden, und dies geschieht 
nur, wenn I ~I = ± I 9.n I = 0 ist. 

Ob man rechts oder links multipliziert, ist fiir die Beweisfiihrung 
gleichgiiltig, weil statt der Zeilen die Spalten verandert werden. 
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Zweiter Beweis: Die Elemente einer jeden Unterdeterminante 
von ~m: sind innere Produkte der Zeilen von ~ mit den Spalten von m:. 
So entsteht z. B. die aus den erst en s Zeilen und ersten s Spalten von ~m: 
gebildete Unterdeterminante, indem man aus folgenden beiden Syste-
men: 

und 

bSl ••• bsm amI' .. ams 

eine s-reihige Determinante herstellt, wie es das verallgemeinerte Mul
tiplikationstheorem § 15, Satz 20, verlangt. 1m System der atle sind nur, 
urn auf die dortige Schreibweise zu kommen, Zeilen und Spalten zu 
vertauschen. Danach ist jede s-reihige Unterdeterminante aus ~m: eine 
line are Verbindung von s-n;ihigen Unterdeterminanten aus m:. Letztere 
verschwinden aber alle, wenn s = r + 1 ist, daher ist immer: 

Rang (~m:) < Rang (m) . 

Wenn ~ eine inverse besitzt, folgt in gleicher Weise: 
Rang (>8-1 >8 m) ~ Rang (>8 2() 

oder Rang (m) < Rang (>8m) , 

womit fUr diesen Fall die Gleichheit der Rangzahlen bewiesen ist. 
Wird m: auf die Diagonalform gebracht: 6m:i: = IDl, so haben m: 

und IDl den gleichen Rang, der bei IDl sofort zu erkennen ist. 
Zweite ErkHirung: Der Rang einer Matrix m: ist die Anzahl der 

von Null verschiedenen Elemente der zugehOrigen Diagonalmatrix 9R. 
Denn nehmen wir, was durch geeignete Vertauschung stets zu machen 

ist, die r ersten GroBen Ill> 1l2' .. " Ilr 9= 0, alle anderenllr+1 = ... = Iln 
= 0, so die r-reihige Determinante 

III 0 ... 0 

o 1l2'" 0 = III P,2 •.• Ilr 9= 0 . 

o 0 '" Ilr 
Aber jede r + l-reihige verschwindet, weil sie mindestens eine aus 

lauter Nullen bestehende Reihe enthalten muB. 
Aufgabe: Es sei m: quadratisch. Die Summe der Glieder der Haupt

diagonale: an + a22 + ... + ann wird Spur der Matrix genannt. 
Man beweise folgenden Satz: 
m: und @ m: @-l haben die gleiche Spur, wo @ quadratisch und I @ I =l= 0 

ist. 
Dieser Satz laBt sich auch ohne die sog. "charakteristische Glei

chung" mit den hier zur Verfugung stehenden Mitteln leicht beweisen. 
Man wende auf @ Satz 27 an und verfahre ahnlich wie beim Beweise 
des Satzes 28. 

NeiJ3, Determinanten. 5 
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Fiinftes Kapite!. 

Systeme linearer Gleichungen. 

§ 24. Allgemeine Losung eines Systems linearer Gleichungen. 

In § 19 ist fiir einen besonderen Fall die Losung eines Systems 
linearer Gleichungen gegeben worden. Wir betrachten jetzt allgemein 
m Gleichungen mit n Unbekannten: 

all Xl + alB X2 + ... + a l " X" = "1 

oder m:~=t). 

a"l Xl + a,,2 X2 + ... + a"" X" = "" 
an und "i sind gegebene GroBen, und Xk sind die Unbekannten. 

In den folgenden Untersuchungen handelt es sich darum, zu priifen. 
ob bzw. unter welchen Bedingungen ein solches System Losungen be
sitzt, eine Obersicht iiber die Losungen zu gewinnen und eine Form 
anzugeben, in der aIle Losungen enthalten sind. Der hier eingeschlagene 
Weg fiihrt zwar bei dieser theoretischen Erorterung sehr rasch zum 
Ziel, ist aber fiir praktische numerische Berechnung der Unbekannten 
wenig geeignet. 

DaB ein solches System keineswegs immer eine Losung zu haben 
braucht, ist leicht einzusehen, z. B. 

x+,,=2 
x+,,=3 

hat keine Losung. 
Wir erledigen zuerst den Fall m = n = 1. Also: 

·all Xl = "1 . 
Hier ist zu unterscheiden: 

1. all =F O. Es ist eine und nur eine Losung vorhanden: Xl = .!!.. 
1Zt1 

2. all = 0 und "1 =F o. Die Gleichung besitzt keine Losung. 
3. all = 0 und "1 = o. Wir haben unendlich viele Losungen; denn 

jeder Wert von Xl erfiillt die Gleichung. 
Satz 26 ermoglicht es, den allgemeinen Fall auf diese einfachen 

Betrachtungen zuriickzufiihren. 
Zu diesem Zweck wird das gegebene System 

I m:~=t) 

durch ein anderes ersetzt; das kann so geschehen, daB man zunachst 
Xl' X2 , ••• , X" vermoge einer linearen Substitution durch n neue U~., 
bekannte Ul , US' . . ., Un ausdriickt: 

~=~u, 
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wo ~ vom Typ (n, n) sein muB. So entsteht: 

II m:~u=t). 

Wiirde man ~ beliebig wahlen, konnte man nur schlieBen, daB jeder 
Losung von II in den ul> u2, .•• , Un auch eine von I entspricht, namlich 
! = ~u. Es muB sich aber auch umgekehrt aus jeder Losung von I eine 
von II angeben lassen, dies trifft sicher zu, wenn ~ = ~u umkehrbar, 
also I ~ I + 0 ist. 

Eine andere Moglichkeit, das System durch ein gleichwertiges zu 
ersetzen, besteht darin, daB man die erste Gleichung mit Su> die zweite 
mit S12' ••. , die mte mit Slm multipliziert und dann addiert. Danach 
fiihre man die gleiche Rechnung mit anderen Zahlen S2l> S22' .•. , S 2m 

USW. aus. Macht man das m-mal, so ergeben sich m neue Gleichungen. 
Die Sik bilden eine Matrix 6, und das neue System kann kurz in der 
Form 

I II 6 m: ~ = 6 t) oder 6 2{ ~ u = 6 t) 

geschrieben werden. 
Wenn I durch ein Wertsystem Xl> x 2 , ••• , xn erfiillt ist, so gilt das

selbe fiir III. Damit aber aus dEm Bestehen von III auch auf I geschlos
sen werden kann, wahlen wir @I so, daB 161 + 0 ist. 

Nunmehr kann III links mit 6-1 multipliziert werden, und list 
aus III hergeleitet. 

Jetzt wenden wir Satz 26 an; danach werden 6 und ~ so gewahlt. 
daB 

6m:~=ilR 

Diagonalmatrix wird. Zur Abkiirzung wird 

6t)=b 

gesetzt. Das transformierle System III hat folgende Gestalt: 

fiir m ~ n 

o '" #n 

o ... o· 

o ... 0 

fiir m<n 

#I U l = VI 

#2 U 2 = V2 

oder #n 1.4., = Vn 

o = V.,+1 

(7'" r ~ ... ~) (u~) -(VvJ 
o .. ' I'm 0 ... 0 '" 

n 

oder 

#1 1.41 = VI 

#2 as = Va 
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1m lerzteren FaIle kommen die Unbekannten um +1 ' •.. , Un nicht mehr 
VOr. Das System ist also so transformiert, daB jede einzelne Gleichung 
nur noch eine Unbekannte enthaIt. Danach gewinnen wir folgendes 
Ergebnis: Damit I (oder III) Losungen besitzt, ist notwendig und hin
reichend, daB jedesmal, wenn Pk = 0 ist, auch das zugehorige 'Ilk ver
schwinden muB; dazu kommt noch im FaIle m > n, daB vt'I+1 = ... 
= vm = 0 sein muB. 

Dieser Bedingung geben wir eine andere Form. Dazu brauchen 
wir zwei Matrizen, namJ.ich einmal die Matrix der Koeffizienten ~ 
bzw. IDl, dann die Matrix, die aus ~ entsteht, wenn die Spaltel:) zuge
fiigt wird, bzw. wenn zu IDl die Spalte tl hinzugesetzt wird; sie soil mit 
(~, 1:)) bzw. (IDl, tl) bezeichnet werden. Also ist: 

(

' an .. , alt'I YI) (PI 0 . ,.0 VI) 
(~, 1:)) = a.21 ::-: a.2 t'1 ~2 ,(IDl, b) = ~ ~2:,: ~ ~2 . 

amI'" amt'l Ym 00 .... Vm ' 

DaB Rang (~) = Rang (IDl) ist, ist klar. Aber es ist auch 
Rang (~, 1:)) = Rang (IDl, b). Denn 

und wei! 

ist 

SchlieBlich ist 

(w.~{ .. ~ 0 D ~ (n.~1 
o 

= 1%1=4=0, o 
0 ... 0 1 

Rang (~, 1:) = Rang (~%. t». 

6(~%,t» = (6~%, 6t» = (IDl,b) 

und Rang (~%, 1:)) = Rang (IDl, tl). 
Die Matrix IDl kann durch passende Vertauschungen so angeordnet 

werden, daB 1'1> 1'2' ... , Pr =4= 0, Pr+1 = Pr+2 = ... = 0 sind, wo r der 
Rang von ~ ist. 

Unsere Bedingung fiir die Losbarkeit eines Systems linearer Glei
chungen kann jetzt in die fur beide FaIle passende Form: vr+1 = 'lJr +2 

= ... = V,,, = 0 gebracht werden. Dieses ist aber gleichbedeutend mit: 

Rang (IDl, b) = r. 
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DaB dieser Rang > r sein muB, geht einfach daraus hervor, daB er durch 
Zusatz einer Spalte niemals verkleinert werden kann. Wenn aber von 
Vr+1 an abwarts aIle Vi verschwinden, stehen in den letzten m - r Zeilen 
von (rol, U) nur Nullen: 

1-'1 • •• 0 0 ... VI 

(rol, u) = 
o ... I-'r 0 ... Vr 

o ... 0 0 ... 0 

o ... 0 0 ... 0 

und es kann keine r + l-reihige nieht verschwindende Unterdetermi
nante gebildet werden. 

Umgekehrt, wenn Rang (rol, U) = r ist, miissen al1evi = 0 (i ;;;:: r + 1) 
sein. Denn ware etwa VT+l + 0, so nehme man folgende r + l-reihige 
Unterdeterminante (die erst en r + 1 Zeilen dazu die ersten r und die 
letzte Spalte): 

o I-'r vr 

o 0 vr+1 

Danach lautet die Bedingung: 

Rang (rol, U) = Rang (rol) 

oder Rang (~{, t») = Rang (2l). 

Damit ist folgender Satz bewiesen: 
Satz 31: Ein System linearer Gleichungen ist dann und nur dann 

losbar, wenn der Rang der Koe//izientenmatrix gleich dem Rang der
jenigen Matrix ist, bei der zu den Koe//izienten noch die Spalte der von den 
Unbekannten /reien Gliedern zuge/ugt wird. 

Unter der Voraussetzung, daB diese Bedingung, die wir kurz "Rang
bedingung" nennen wollen, erfiillt ist, werden jetzt alle Losungen an
gegeben. Aus III sind U 1 •.• U r eindeutig bestimmt: 

Vr 
U =-

r 1-', 

Fiir n = r haben wir nur diese eine Losung. Sofern n > r ist, bleiben 
noch UN1' ur+2' .•• , Un' die jeden Wert annehmen konnen. Wir setzen: 

wo die Parameter ti unabhangig von einander alle Werte durchlaufen. 
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Wir schreiben das Ergebnis noch in einer anderen Form und setzen: 

u1 \ 0 (0 ~) 

Ur 0 0 0 

Uo = 0 u1 = 1 , u2 = 0 , ... , Un- r = 0 
0 0 1 

0 
0 0 0 1 

Fur U 1 , ..• , U r sind die oben angegebenen Werte einzusetzen. Die an
deren Vektoren sind so gebildet, daB in U1 die 1 ;10 r + Iter, in U2 an 
r + 2ter Stelle usw. steht. Danach ist 

U = Uo + t1 u1 + t2 U 2 + . . . + tn _ r un - r 

die allgemeine Losung von III. 
Multipliziert man links mit ::t und setzt: 

!o = ::t uO' !l = ::t u1, ... , !n-r = ::t Un- r , 
so ist 

! =!o + !ltl + !2t2 + ... + !n-rtn- r 

die allgemeine Losung von I, d. h. jede spezielle Losung wird dadurch 
erhalten, daB man den Parametern besondere Werte beilegt. 

Zur Erlauterung dieses Verfahrens zur Auf16sung eines Systems 
linearer Gleichungen wird ein Beispiel gezeigt. Hier ist m = 3 und 
n =4. 

Xl + 3 x2 - 6 X3 + 3 x4 = 9 

2X1 + 3 x2 - 6 X3 + 3 x4 = 15 

7 Xl + 12 x2 - 24 X3 + 12 x4 = 54 

-1 1-1 

1 -4 -3. 

011 

Die Matrix der Koeffizienten wird auf die Diagonalform gebracht: 

!) (~ ~ ~ -~) = (~ ~ ~ ~) 
12 3 0 1 0 0 0 0 0 

, 0 0 0 1 

(i_~ __ ! ~) ('~! : 
- 1 - 3 1 7 12 - 24 

Hieraus sind @i und ::t ersichtlich. Man erkennt auch r = 2. Wir formen 
zunachst vermoge @i das System urn. Dies geschieht in der Weise, daB 
die Gleichungen mit den daneben stehenden Zahlen multipliziert und 
addiert werden. 

Xl = 6 

3 x2 - 6 X3 + 3 x4 = 3; 

0=0 

(
1 0 0 

(@i~, @it» = 0 3 - 6 

o 0 0 

Die Rangbedingung ist erfullt, denn Rang (@i~, \)) = 2. 

o 6) 
3 3 . 
o 0 
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Jetzt werden die neuen Unbekannten eingefiihrt: 

Xl = u1 

X 2 = 6u1 + u2 + 2U3 - u, 
l = %U oder 

X3 =3u1 + U3 

X, = 

dadurch gehen die letzten Gleichungen iiber in: 

~ = 6 und 3 u2 "= 3. 
Damit ist: 

und nach Multiplikation mit :t: 

Xl = 6 

x2 = 37 + 2 t1 - ts 

X3 = 18 + t1 

Diese Methode ist, wie erwahnt, fiir das praktische Rechnen nicht 
zu empfehlen, weil die Transformation auf die Diagonalform zu um
standlich ist. Wir kommen an spaterer Stelle auf dieses Beispiel zuriick. 

§ 25. Lineare Abhangigkeit. 

Der Begriff "linear abhangig" oder "linear unabhangig" ist in An
betracht seiner vielfachen Verwendung von besonderer Bedeutung. 
Er wird auf Matrizen, insbesondere Vektoren, auch auf Funktionen und 
anderes angewandt. 

Es seien S}l:l' S}l:2' ••• , S}l:, Matrizen gleichen Typs und kl> k2' ... , k t 
konstante GroBen. Die Gleichung: 

kl S}l:l + k2 S}l:2 + . . . + kl ~l = 0 

ist stets erfiillt, wenn alle k,. = 0 sind. In der Regel fragt man aber, 
ob diese Beziehung auch besteht, wenn nicht aile k,. verschwinden. 

Erklarung: S}l:l> ~, ••. , ~l heipen linear abhiingig, wenn eine Glei
chung der Farm 

kl ~1 + k2 ~2 + . . . + kl ~l = 0 

besteht, wiihrend nicht alle k,. = 0 sind. 
Dagegen nennt man solche Matrizen linear anabhangig, wenn diese 

Beziehung nur moglich ist, wenn kl = k2 = ... = k t = 0 sind. 
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Beispiele: 

1. (~) und (~) sind linear unabhangig; denn kl (~) + k2 ( ~ ) 

= (~:) = 0 oder k1 = k2 = O. 

2. (~) (~) (~) sind linear abhangig, weil 

(~) und (~)heiBen auch die Einheitsvektorenin der X 1 X 2-Ebene; jeder 

Vektor, der in dieser Ebene liegt, ist von diesen linear abhangig. Denn 

1m Raume gibt es natiirlich drei linear unabhangige Einheitsvektoren, 
und jeder andere Vektor ist eine lineare Verbindung dieser. 

3. Die Funktionen: 

x2 - 7 x + 3, 2 x2 + 5 x + 1, x2 + 50 x - 12 

sind linear abhangig denn 

5(x2 --7x + 3) - 3(2x2 + 5x + 1) + (x2+ 50x - 12) = o. 
Weil es hier nur auf die Koeffizienten ankommt, kann man die Funk
tionen auch durch folgende Matrizen ersetzen: 

5(1, - 7, 3) - 3(2, 5,1) + (I, 50, - 12) = (0,0,0). 

4. sin x und cos x sind linear unabhangig, man braucht in 

kl sin.i + k2 cos X = o. 
nur fUr x die Werte 0 und ; einzusetzen und erhalt k] = k2 = o. 

2f1 ... 2f! seien Matrizen gleichen Typs. Ihr Verhalten hinsichtlich 
ihrer linearen Abhangigkeit oder Unabhangigkeit wird nicht geandert. 
wenn mit 6, einer Matrix mit nicht verschwindender Determinante, 
rechts oder links multipliziert wird, weil von den beiden Beziehungen 

k1 ~{l + k2 2f2 + . . . + kz 2fz = 0 und 

kl 62f1 + k2 62f2 + ... + kz 62fz = 0 
die eine aus der anderen hervorgeht. 

Bei der Losung eines Systems linearer Gleichungen blieb noch die 
Frage offen, ob die Aniahl der willkiirlichen Parameter genau n - r sein 
muB, oder ob man schon mit einer geringeren Anzahl von Parametem 
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auskommen kann. Dies ware namlich der Fall, wenn sich einer der 
Vektoren, etwa ~n-f"' als eine lineare Verbindung der anderen erweisen 
wiirde: 

Dann konnte die allgemeine Losung in die Form 

~ = ~o + (tl + kl tn- r) ~l + . . . + (tn-r-l + kn-f"-l tn- r) ~n-r-l 
gebracht werden, und diese ist dann nur noch von n - r - 1 Parame
tern abhangig, namlich: 

ti = tl + kl tn- r , t~ = t2 + k2 tn- r , ... , t~-r-l = tn- r- 1 + kn-r-l tn- r · 

Es ist leieht zu erkennen, daB eine solche Beziehung zwischen den 
Vektoren ~l> ~2' ... , ~n-r nicht bestehen kann, weil Ul> U2' ... , Un-r 
linear unabhangig sind. 

k1u1 + k2 u2 + ... + kn-f"Un- r 

ist namlich ein Vektor, dessen r erste Zeilen Nullen sind, die r + Ite 
ist kl' die r + 2te ist k2 usw. SolI dieser Vektor 0 sein, so miissen alle 
k. verschwinden. Die !i sind also auch linear unabhangig und die An
zahl der Parameter kann nieht vermindert werden. 

Eine besondere Erwahnung verdient noch der Fall 

t) = O. 
Ein solches Gleiehungssystem heiBt homogen. Hier ist die Rangbedin
gung immer erfiillt, wei! durch Hinzufiigen von lauter Nullen als letzte 
Spalte der Rang nieht vergroBert werden kann. Wir haben auch stets 
die Losung ~ = O. Aus t) = 0 folgt .1) = 0 und Uo = ~o = O. 

Bei einem solchen System fragt man meistens nur nach Losungen 
~ + O. Solche Losungen konnen aber nur auftreten, wenn r < n ist. 
Denn bei r = n bleibt in der Formel der allgemeinen Losung nur das 
Glied ~ = ~o iibrig. Wenn man umgekehrt von einem System von n li
nearen Gleiehungen mit n Unbekannten weiB, daB eine Losung ! + n 
vorhanden ist, so muB r < n sein, also die Determinante der Koeffi
zienten verschwinden. 

1st m < n, muB auch r < n sein, ein solches System hat, wenn es· 
homogen ist, immer eine von 0 verschiedene Losung. 

Wir fassen diese Erganzungen zu Satz 29 in folgenden beiden Satzen 
zusammen: 

Satz 32: Die Losung eines Gleichungssystems, das die Rangbedingung 
er!ullt, hat die Form: 

~ = ~o + tl~l = t2~2 + ... + tn-f"~n-r' 
wo ~l> !2' ... , ~n-f" linear unabhiingige Vektoren sind. 

1st das System homogen, so ist !o = 0, und das System hat n - r 
linear unabhangige Losungen, und jede Losung ist eine line are Verbin
dung dieser. 
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Haufig angewendet wird folgende Umkehrung: 
Satz 33: Wenn ein System von n homogenen 1inearen Gleichungen 

mit n Unbekannten eine Losung ~ =F:O. besitzt, mufJ die Determinante 
der Koettizienten verschwindeno 

Aus 1 linear unabhangigen Matrizen gleiehen Typs ml , m2, 0 00, mz 
bUden wir dureh lineare Verbindungo 

>8" = k"'l ~l + k"2 ~2 + 0" + k"l ~I 
beliebig viele >8" mit irgend welchen Konstanten k"e (e = 1, 2, 0 0 0, 1). 
Dann gilt: je 1 + 1 der >8" sind linear abhangigo 

Urn dies zu zeigen, sind 1 + 1 Konstante xl> x 2 , 000, xI+l zu be
stimmen, so daB 

Xl >81 + X2 >82 + ... + XZ+l >8 Z+l = :0. 
Werden die >8 .. dureh die ~ ersetzt, so mussen die Koeffizienten von 
m:1J 0 0 0, ~z einzeln = 0 sein: 

kn Xl + k21 X2 + 00' + kZ+l,1 XZ+l = 0 

k12 Xl + k22 X2 + 000 + kZ+l, 2 XZ+l = 0 

klZxI + k 2Z x Z + 000 + kZ+l,ZxZ+l = 0, 

und dieses System hat sieher eine Losung, bei der nieht aile x" ver
sehwindeno 

Nimmt man nur 1 Vektoren und ist I k", e II =F 0, so sind die >8"linear 
unabhangig, weil dann das Gleiehungssystem in den Xl' 000, Xz eine 
Unbekannte weniger enthalt und der Rang = 1 isto 

Greifen wir 1 Reihen (Zeilen oder Spalten) aus einer Matrix heraus, 
also 1 Vektoren av 0 0 0, az, so ist die Frage, ob sie linear unabhangig sirid 
oder nieht, durch die Losung des Gleiehungssystems 

x1a1+xZaZ+ 000 +xzaz=:o' 
zu entseheideno Die Anzahl der Elemente in jedem einzelnen a" gibt an, 
aus wieviel Gleiehungen das System bestehto 

1st r der Rang der Matrix, aus der diese Reihen ausgewahlt wurden, 
so kann der Rang der Koeffizienten dieses Systems sieher nieht groBer 
seino 1st also 1 = r + 1, so haben wir auf jeden Fall eine Losung, bei 
der nieht aIle Xl' 000, Xz verschwinden, dann sind also je r + 1 Reihen 
linear abhangigo 1st 1 = r, so lassen sich die Reihen al> a2, : 0 0, al so 
auswahlen, daB die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems eine 
r-reihige, von Null versehiedene Unterdeterminante enthiilto Dann ist 
also auch hier der Rang = r, und es existiert nur die Losung Xl = ... 
=' XI = 0, do ho es sind r linear unabhangige Zeilen und ebenso r linear 
unabhiingige Spalten vorhandeno Danaeh ergibt sich folgende 

dritte Erklarung fur den Rang: Er ist die Maximalzahllinear 
unabhiingiger Reiheno 
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Es gilt natiirlich auch umgekehrt: Wenn r linear unabhangige Reihen 
vorhanden sind und je r + 1 Reihen linear abhangig sind, so ist r der 
Rang. 

Fur das Verschwinden einer Determinante sind an fruherer Stelle 
mehrere hinreichende Bedingungen angegeben worden. Schader ist 
folgender 

Sat z 34: Die lineare Ahhiingigkeit der Zeilen oder Spalten ist not
wendig und hinreichend dafur, dafJ die Determinante = 0 ist. 

Der Beweis liegt in vorangehenden Untersuchungen uber Rang und 
line are Abhangigkeit. 

Will man den Rang einer Matrix bestimmen, so muB eine r-reihige 
Determinante gefunden werden, die =1= 0 ist, danach sind alle r + l-rei
higen zu untersuchen. Dabei kann man sich aber darauf beschranken, 
nur diejenigen Unterdeterminanten zu betrachten, die entstehen, wenn 
zu der vorhandenen vc1n Null verschiedenen r-reihigen auf jede mogliche 
Art eine Zeile und Spalte zugefUgt wird. Denn es gilt der 

Sat z 35: A sei eine r-reihige U nterdeterminante von 2( und =1= o. 
Wenn A auf iede mogliche Weise geriindert wird und wenn alle so ge
bildeten Determinanten verschwinden, dann ist Rang (2() = r. 

Beweis: Die Zeilen und Spalten in 2( mogen so angeordnet sein, 
daB A aus den r erst en Zeilen und Spalten gebildet ist. Wir betrachten 
zuerst die Matrix 

(' ::: ::: : : : ::: ) 
2(1 = . 

ar1 ar2 ... ar .. 

ar +1,1 ar +1,2' .. ar +1, n ' 

und bezeichnen die einzelnen Spalten der Reihe nach mit at> a2, ..• , an' 
Dann ist der Rang von (al ... ar) gleich r, der sich auch nicht andert, 
wenn eine der iibrigtm Spalten ae (r + 1 < e < n) zugefiigt wird. 
111 ... ar sind also linear unabhangig, aber a1 , ••. , aT' ae sind linear 
abhangig: 

k1 a1 +k2 u2 + ... +krar+keae=O, 

dabei kann ke nicht = 0 sein; durch Division kann also erreicht werden, 
daB ke = - 1 und ae eine lineare Verbindung der r ersten Spalten wird. 
Demnach sind. wie oben ausgefUhrt wurde, je r + 1 der at> a2 , ..• , a .. 
linear abhangig und Rang (2(1) = r. Daher mussen auch die r + 1 Zei
len von 2(1 linear abhangig sein, genauer: die r ersten Zeilen sind linear 
unabhangig, und die r + l~ ist eine lineare Verbindung dieser. Das 
gleiche gilt fUr die r + 2te und alle folgenden Zeilen aus 2(. So fUhrt die 
gleiche SchluBweise zu dem Ergebnis, daB in m: je r + 1 Zeilen linear 
abhangig sind, daher ist gemaB der dritten Erklarung Rang (2() = r. 
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§ 26. Zusatze zur Losung linearer Gleichungen. 

Ein inhomogenes System 5}l! = t) laBt sich durch Einfiihrung einer 
weiteren Unbekannten homogen machen. Wir setzen: 

statt 

multiplizieren mit xn+1 und die Gleichungen erhalten folgende Form: 

ail Xl + ai 2 X2 + ... + ai n Xn - Yi Xn+1 = 0 . i = I, 2, ... , m 

Urn aus der Losung des homogenen eine des inhomogenen zu erhalten, 
muB xn+1 ..f= 0 sein. Solche Losungen sind nur vorhanden, wenn die 
Rangbedingung erfiillt ist. So hat z. B. das System: 

Xl + x2 = I und Xl + X 2 = 2 

keine Losung, aber das zugehOrige homogene System: , 
Xl + X3 - X3 = 0 und Xl + '~2 - 2 X3 = 0 

hat eine L6sung: 

Mit Hilfe einer bekannten L6sung ! = !o laBt sich ebenfalls ein inhomo
genes auf ein homogenes System zuriickfiihren, wir setzen ! = !o -+ ~. 
dann ist ~!o + 5}l~ = t) oder 5}l~ = ()" und der neue unbekannte 
Vektor ~ geniigt einem homogenen System. 

Fiir die praktische Berechnung der Unbekannten ist es zweck
maBig, unter den vorliegenden m Gleichungen zunachst die linear un
abhangigen auszusuchen. Schreiben wir das System in der Form: 

n 
Li = .2 ai k X k - Yi = 0, i = 1, 2, ... , m 

k=O 

so konnen wir die Bezeichnung so wahlen, daB Lv L 2, ••• , Lr linear 
unabhangig sind, wahrend alle folgenden LN1 , .•. , Lm line are Verbin
dungen dieser sind, hierbei ist r = Rang (5}l, t)). Fiir die Aufi6sung ge
niigt es, sich auf die r ersten zu beschranken, wenn diese erfiillt sind, 
ist auch Lr+1 =, 0 usw. Wenn das System L6sungen besitzt, muB der Rang 
der Koeffizientenmatrix auch gleich r sein, es miissen sich also r Spalten 
auswahlen lassen, so daB die aus diesen gebildete Determinante =+= () 
ist. Wir nehmen wieder die r ersten. Dann setze man 

und berechne Xl' X2, ••• , Xr nach der Regel des Cramerschen Haupt
falles, diese erscheinen dann als lineare Funktionen der Parameter 
tl , . . ~, tn-r· 
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Wir kommen in diesem Zusammenhang noch einmal auf das in § 24 
behandelte Beispiel zuriick. Die drei Gleichungen: 

LI = Xl + 3 x2 - 6 xa + 3 x, - 9 = 0 

L2 = 2 Xl + 3 x2 - 6 X3 + 3 x4 - 15 = 0 

La = 7 Xl + 12 x2 - 24 xa + 12 x, - 54 = 0 

sind linear abhangig: 

La = LI + 3L2 • 

Ls kann weggelassen werden. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich 
durch Einfiihrung von 

y = X 2 - 2 Xs + x4 . 

Danach lauten die Gleichungen: 

Xl + 3 Y = 9 und 2 Xl + 3 Y = 15, und die L6sung: Xl = 6, Y = 1. 

Es bleibt noch: 
1 = X 2 - 2 xa + X4. 

zu erfiillen. Wir set zen Xs = t~ und X 4 = t~, dann ist X 2 = 1 + 2 t~ _. t~. 
Diese Losung geht in die friihere iiber, wenn t~ durch 18 + tl und t~ 
durch t2 ersetzt werden. 

1st ein beliebiges System vorgelegt, bei dem sich solche Verein
fachungen nicht sofort erkennen lassen, so verfahre man so: 

Wenn all =l= 0 ist, wird die erste Gleichung mit - au multipliziert 
au 

und zur zweiten addiert, darauf wird in gleicher Weise Xl aus der ersten 
und dritten eliminiert, usw. Diese Rechnungen sind aber nichts anderes 
als die Konstruktion der Matrix @), wie sie beim Beweise des Satzes 26 
angegeben wurde. 

Hat man so ein System aufgestellt, das eine Gleichung und eine 
Unbekannte weniger enthhlt, so eliminiere man in derselben Weise 
weiter. Es kann dabei eine unmogliche Gleichung der Form Ox = 1 
kommen; dann besitzt das System keine Losung, oder man kann auf eine 
Identitat 0 = 0 gefiihrt werden, dann findet man auf diese Weise lineare 
Abhangigkeit und kann die Anzahl der Gleichungen verringern. 

§ 27. Geometrische Anwendungen. 

L = A Xl + B X 2 + C = 0 und E = A Xl + B X 2 + C Xs + D = 0 
sind die Gleichungen einer Geraden in der Ebene oder einer Ebene im 
Raum. Xi sind, wie vorher, rechtwinkelige Koordinaten. Wenn diese 
Gleichungen eigentliche Gebilde darstellen sollen, diirfen die Koeffi
zienten der laufenden Koordinaten nicht samtlich verschwinden. Sind 
Ll und L2 oder El und E2 zwei linear abhangige Funktionen dieser Art, 
so fallen die beiden Gebilde zusammen, wie man leicht erkennt. Sind 
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sie linear unabhangig, so sind, wenn tl und t2 beliebige Konstante sind: 

L = tiLl + t2 La und E = tIEl + t2E2 

auch Gleichungen von Geraden bzw. Ebenen. Werden den Parametem 
It und ts alle moglichen Werte beigelegt, so erhalt man eine Schar von 
Geraden oder Ebenen, und zwar geht jede einzelne dieser Schar durch 
die gemeinsamen Punkte von Ll = 0 und L2 = 0 bzw. E1 = 0 und 
Es = 0, sofem iiberhaupt Schnittpunkte vorhanden sind. Eine soIche 
Menge von Geraden, die alle durch einen Punkt gehen, heiBt ein Ge
radenbiischel, ebenso nennt man eine Menge von Ebenen, die aIle durch 
dieselbe Gerade hindurchgehen, ein Ebenenbiischel. Die einzelnen Ge
bilde eines soIchen Biischels diirfen nicht zu,sammenfallen, aber das 1st 
auch nicht moglich, wenn Ll und Ls bzw. El und E2 linear unabhangig 
sind. 

Irat man drei linear unabhangige Gerade der Ebene, so laBt sich 
jede Gerade in die Form: 

L = kILl + kaL3 + k3Ls 

bringen. Denn die Berechnung der Konstanten kl' k2' ks fiihrt auf ein 
inhomogenes System von drei linearen Gleichungen mit nicht verschwin
dender Determinante. 

Drei linear unabhangige Ebenen bestimmen ein Ebenenbiindel: 

E = tiEl + taEa + taEs. 

Denn alle Ebenen E = 0 gehen durch den Schnittpunkt der drei anderen. 
Wenn Schnittpunkte nicht vorhanden sind, bekcmmt man im Falle 

der Biischel parallele Gebilde, und ein Ebenenbiindel ist dann so be
schaffen, daB die Spurgeraden je zweier Ebenen parallel sind. 

Mit Hilfe von vier linear unabhangigen Ebenen laBt sich jede als 
lineare Verbindung dieser darstellen. 

Es seien P, Q, R, ... eine Reihe von Punkten, deren Koordinaten bzw. 
mit PI> Ps; q1' q2; T1, Ta; ... oder mit PI' Ps, Ps; ... bezeichnet werden. 
Ob diese Punkte zusammenfallen oder auf einer Geraden liegen oder 
in einer Ebenen, wird durch den Rang der Matrix 

(
PI Pa 1) 

I}( = ql qa 1 
Tl Ta 1 
. .. 

entschieden. Es gilt: 

(
PI Ps Pa 1) 

oder I}( = ql qa qa 1 
Tl Ta T3 1 
. .... 

Rang (I}() = 1, die Punkte fallen in einen zusammen. 
Rang (I}() = 2, die Punkte liegen auf einer Geraden. 
Rang (I}() = 3, die Punkte liegen in einer Ebene. 
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Wir fiihren diese Untersuchung gleich fUr den Raum durch und fragen, 
ob eseine oder mehrere Ebenen gibt, die zugleieh alle Punkte P, Q, R ... 
enthaIt. Wenn 

A Xl + B X2 + e Xa + D = 0 

die Gleiehung einer .solchen Ebene ist, muB sie erfiillt sein, wenn der 
Reihe nach die Koordinaten der Punkte P, Q, R . .. eingesetzt werden: 

A PI + B P2 + ePa + D = 0 

Aql + Bq2 + eqa + D = 0 

Das ist ein System von homogenen linearen Gleichungen, in denen A, B, 
e und D die Unbekannten sind. m: ist die Matrix der Koeffizimten. 

1st Rang (m:) = 1, so haben wir 4 - 1 = 3 linear unabhangige Lo
sungen, und die allgemeine Losung ist: 

und wenn 

A = tl Al + t2 A2 + ta Aa 

B = tlBI + t2B2 + tsBs 

(i=I,2,3) 

gesetzt wird, so sind Ei linear unabhangig. Fragt man umgekehrt nach 
den gemeinsamen Punkten dieser drei Ebenen, so gehoren sieher P, Q. 
R, ... dazu; das inhomogme System Ei = O,.indem Xl' X2, Xa die Un
bekannten sind, erfilllt also die Ringbedingung. Da die Anzahl der 
Unbekannten gleich dem Rang ist, ist nur eine Losung moglich, daher 
fallen P, Q, R, ... zusammen, und aile Ebenen des Biindels 

E = tIEl + t"E2 + tsEs 
haben diesen als gemeinsamen Punkt. 

1st Rang (m:) = 2, so sind 4 - 2 = 2 unabhangige Losungen vor
handen. Wir haben'einen Parameter weniger, und aile Ebmm, die zu
gleieh die Punkte P, Q, R, ... enthalten, bilden ein Ebenenbiischel: 

E = tIEl + tsE". 

Die genannten Punkte liegen also auf einer Geraden, namlieh auf der 
Spurgeraden aller Ebenen des Biischels. 

1st Rang (m:) = 3, so gibt es unter den gegebenen Punkten sieher drei, 
die nieht zusammenfallen und nieht auf. einer Geraden liegm, diese be
stimmen dann eine und nur eine Ebene, deren Koeffizienten die Losungen 
des homogenen Gleiehungssystems sind. 

Die Frage nach Schnittpunkten von Geraden in der Ebene oder von 
Ebenen im Raum ist mit der Auflosung eines inhomogenen Gleiehungs
systems beantwortet und ist durch die vorstehenden Betrachtungen 
im wesentlichen erortert. Wir fassen nur zusammen: 
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Sind Ei = 0 eine Anzahl Ebenen, 

und (
Al 

r = Rang ~2 

so wird die verschiedene Lage der Ebenen zueimtnder durch folgende 
Faile gekennzeichnet: 

1. r' = 1, r = 2, die Ebenen sind paraliel, denn sie haben keinen ge
meinsamen Punkt. 

2. r' = 2, r . 2, die Ebenen schneiden sich in einer Geraden. 
3. r' = 2, r = 3, unter den Ebenen gibt es drei linear unabhangige, 

von diesen konnen hochstens zwei parallel sein, dann muB die dritte 
diese schneiden, oder je zwei dieser drei Ebenen schneiden sich in je 
einer Geraden, und diese sind parailel. 

4. r' = 3, r = 3, aIle Ebenen gehen durch einen Punkt. 
5. r' = 3, r = 4, kein gemeinsamer Punkt, die Ebenen begrenzen 

i. a. ein Tetraeder. 
Fragen: 
1. Konnen im Fane 5 auch parallele Ebenen auftreten? 
2. Warum ist r' = 2, r = 4 unmoglich? 
3. Welcher Fall liegt vor, wenn die Ei = 0 die vier Seitenflachen 

eines Quaders sind? 
Ahnliche Betrachtungen fur gerade Linien in der Ebene durchzu

fiihren erubrigt sich. 
lndessen ist noch eine geometrische Deutung des Satzes 35 erwahnens

wert. Die Matrix $ll, die aus den Koordinaten der Punkte P, Q, R, ... 
gebildet war, enthielt drei oder vier Spalten und beliEbig viele Zeilen. 
1st ihr Rang = 2, so liegen die Punkte auf einer Geraden. In diesem 
FaIle ist eine zweireihige Unterdeterminante 9= 0 vorhanden, es moge 

I:: ~ 1+ 0 sein, d. h. P und Q fallen nicht zusammen. Wird diese auf 

jede mogliche Art gerandert und sind aile so gebildeten Unterdeter
minanten = 0, so verschwinden aile dreireihigen Determinanten. Das 
bedeutet fUr die Ebene: Wenn PQ R, PQ 5, PQ T, ... auf einer Geraden 
liegen, so auch je drei beliebige unter diesen Punkten. Fur den Raum 
besagt 

Pl Pa 1 
ql qa 1 = 0, 

r1 ra 1 

daB die Projektionen der Punkte PQR in die X1Xa-Ebene in einer 
Geraden liegen. Bleiben wir bei drei Punkten, so sind drei derartige 
Determinanten vorhanden, wenn zwei davon verschwinden, ist auch die 
dritte = 0, oder wenn die Projektionen der Punkte in die X1Xa-Ebene 
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und in die X1Xs-Ebene auf einer Geraden liegen, so gilt das gleiche 
fiir PQ R, immer vorausgesetzt, daB PI =1= ql ist. 

Die Gerade im Raum kann als Schnitt zweier Ebenen aufgefaBt 
werden, und die gemeinsamen Punkte von El . 0 und Es = 0 werden 
durch die Parameterdarstellung 

l = lo + lit 
erfaBt, und dieses ist die Gleichung einer Geraden in einer Form, wie 
sie fiir die Geometrie der Ebene und des Raumes paBt. Denn die Glei
chung der Geraden in der Ebene ist anzusehen als eine Gleichung mit 
zwei Unbekannten, deren Losung ebenfalls die oben angegebene Form 
hat, nur sind hier die Vektoren !, !o' II zweireihig. 

Dber die geometrische Bedeutung v.on lo und II ist folgendes zu sa
~~~ 

gen: Werden den Matrizen l, !o, !l wieder die Vektoren OX, OXo, OXI 

zugeordnet, so erweist sich Xo als ein Punkt der Geraden, der dem Werte 
~ 

t = 0 entspricht. Der Vektor tll ist parallel zu OX1 und je nach dem 
Vorzeichen von t gleich oder entgegengesetzt gerichtet. Durch t wir<~ 
die Lange des Vektors bestimmt. Die Summe lo + lit wird demnach 

-~ 

so konstruiert, daB in Xo' dem Endpunkt von lo' die Parallele zu OXI 

gezogen wird, deren einzelne Punkte die Endpunkte von !It sind. AIle 
Punkte ! = !o + !1 t liegen aiso auf dieser Geraden. !l gibt ihre Rich
tung an. 

Zu einer entsprechenden Parameterdarstellung der Gleichung einer 
Ebene fiihrt die gleiche Dberlegung. Alle Punkte einer Ebene geniigen 
einer Gleichung, in der n = 3 und r = I sind. Also ist die allgemeinste 
Losung: 

t = lo + II tl -I- ls tll , 

WO II und ls linear unabhangig, also nicht parallel sind. Jeder Punkt 
der Ebene wird demnach so erhalten, daB an einen festen Punkt Xo 
ein Vektor veranderlicher Lange aber konstanter Richtung II tl und an 
diesen noch ein solcher, aber von anderer Richtung angesetzt wird. 

Die Gleichung einer Ebene durch drei gegebene Punkte P, Q, R ist 

Xl Xs xa 1 

Pl Ps Pa 1 
=0, 

ql q! qa 1 

'1 '2 '3 1 

wie man direkt so einsieht: Diese Determinante ist linear in Xl' XIl" %3' 

also die Gleichung einer Ebene, sie verschwindet, wenn die laufenden 
Koorrunaten durch die der Punkte P, Q, R ersetzt werden, daher geht 
diese Ebene durch die gegebenen Punkte. Endlich muB noch gesagt 

NelS. Determinanten. 6 
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werden, daB nicht A = B = C = 0 sein darf, dies ware gleichbedeutend 
damit, daB der Rang der drei letzten Zeilen = 2 ist. Die Punkte P, Q, R 
diirfen also nicht auf einer Geraden liegen. 

Auch folgende Ableitung der Gleichung einer Ebene durch drei ge
gebene Punkte ist beachtenswert: Es sei 

Ax1 +Bx,,+Cxa+D=O 
die gesuchte Gleichung, sie muB erfiillt sein fiir Xl = PI' Xs = PI' xa = Pa 
usw. So erhaIt man vier homogene lineare Gleichungen in A, B, C, D. 
Nach Satz 33 muB die Determinante der Koeffizienten verschwinden. 

SchlieBlich kanri man auch sagen P, Q, R, X liegen dann in einer 
Ebene, wenn das Volumen des aus diesen vier Punkten gebildeten 
Tetraeders verschwindet. 

DaB man auch die Gleichung einer geraden Linie in der Ebene durch 
zwei gegebene Punkte in Determinantenform schreiben kann, ist in 
§ 12. Aufgabe 2. erwahnt. 

Die Inhaltsformeln fiir Dreiecke und Tetraeder ermoglichen eine 
geometrische Deutung des Satzes 14, § ll. Sind P, Q. R, 0 die Ecken 
eines Tetraeders, so ist sein Volumen 

1 PI P. Pa 
V="6 q1 ql qa 

"1 "" "'a 
Wir wollen P durch einen veranderlichen Punkt X ersetzen und 

suchen nach allen Punkten X, so daB die Volumina aller Tetraeder 
X Q RO gleich V sind. Die Koordinaten dieser Punkte geniigen der 
Gleichung 

"1 "I"a "1"I"a 
Sie liegen also auf einer Ebene. Andererseits bleibt V unverandert, wenn 
die zweite Zeile mit t1, die dritte mit ts multipliziert undzur erst en addiert 
werden, wenn also PI> PS' Ps durch 

Xl = PI + ql tl + "1 ta 
XI = P. + q.t! + ".ta 
Xs = Pa + qa t1 + rata 

ersetzt werden, und dies ist eine Parameterdarstellung der genannten --- ---Ebene, die, wie man sieht, durch P geht und zu 0 R und OQ parallel ist. 
Sa~ 14, auf zwei- bzw. dreireihige Determinanten angewendet, enthaIt 
also den elementargeometrischen Satz, wonach Dreiecke oder Tetraeder 
von gleicher Grundlinie bzw. Grundflache und gleicher Hohe inhalts
gleich sind. 
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Diese in Satz 14 ausgedriickte Eigenschaft kann auch zur Charak
terisierung einer Determinante dienen. Unter Beibehaltung von I und III 
der WeierstraBschen ErkHi.rung kann II durch folgende Forderung er
setzt werden: 

II'D bleibt ungeandert, wenn die Glieder einer Zeile zu denen einer 
anderen Zeile addiert werden. 

Wir hatten von der zu bildenden Funktion I, II und III vorausgesetzt 
und II' nachgewiesen. Man kann aber auch I, II' und III voraussetzen, 
Existenz, Eindeutigkeit und die iibrigen Eigenschaften der Deter
minanten beweisen. Dieser Gedankengang hat den Vorzug, daB sich die 
Voraussetzungen auf natiirlichem Weg ergeben. Stellt man namlich an 
die zu erkHirende Funktion die Forderung, daB ihr Wert gleich dem 
Volumen eines Parallelepipeds (Inhalt eines Parallelogramms) sein solI, 
so erweisen sich diese drei Bedingungen als bekannte elementargeome
trische Eigenschaften. (Vgl. BIEBERBACH: Analytische Geometrie). 

Die folgenden Untersuchungen im einzelnen auszufUhren, ist leicht 
und bleibt dem Leser iiberlassen. 

Aufgabe 1. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden: 

~ = ~o + ~1 t1 , \.) = \.)0 + \.)1 t2 • 

Welche Bedingungen miissen ~O' ~1' \.)0' \.)1 erfiillen, damit die Geraden 
zusammenfallen, parallel sind, si.ch schneiden oder windschief sind? 

Aufgabe 2. Entsprechende Untersuchungen fUr eine Ebene und 
eine Gerade. 

Aufgabe 3. Es solI gezeigt werden, daB der Vektor f mit den Kom
ponenten 

k}= I q2 qal, 
r2 ra 

auf q und t senkrecht steht. 
Aufgabe 4. Aus der Gleichung einer Ebene ~ = ~ + qt1 + tt2 

solI die Form A Xl + B x 2 + e xa + D = 0 hergeleitet werden. 
Das geschieht durch Elimination von t1 und t2 und ergibt: 

P1 - 'x1 q1 r1 

P2 - x2 q2 r2 = 0, 

Pa - %3 qa ra 
oder ~ - ~ + qt1 + tt2 = 10 wird links mit f' multipliziert: 

k' (i' - ~) = o. 
Man iiberzeuge sich, daB beide Formen identisch sind. Danach sind A, B, 
e die Komponenten von f, eines auf der Ebene senkrechten Vektors. 

Aufgabe 5. Wie findet man den Winkel, den zwei Gerade oder eine 
Ebene und eine Gerade oder zwei Ebenen miteinander bilden? 

6* 
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Aufgabe 6. Gegeben sind ein Punkt P (2; 1; 1) und eine Gerade g 
als Spurgerade der beiden Ebenen: 

2x + 3y -: = 1 und x - y + 2: = 3. 

Gesucht sind die Gleichung der Parallelen zu g durch P, die Glei
chung der zu g senkrechten Ebene durch P und die Gleichung des Lotes 
von P.au£ g. 

Au£gabe 7. Gegeben sind zwei windschiefe Gerade gl und gs 
durch ihre Gleichungen: 

a) Welcher Vektor f steht auf beiden senkrecht? 
b) Gleichung der Ebene E l , die parallel zu fist und gl ganz enthalt. 
c) Gleichung der Ebene Ea, die parallel zu list und g" ganz enthalt. 
d) Die Spurgerade von El und Es steht senkrecht auf gl und gs und 

schneidet diese beiden Geraden in P und Q. PQ ist der kiirzeste Abstand 
der beiden Geraden und ist zu berechnen. 
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