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Vorwort zur ersten Auflage.

Ein Lehrbuch iiber Differentialgleichungen zu schreiben, das, wie
es ein rechtes Lehrbuch soll, nach allen Seiten hin in die Probleme,
den Geist, diec Methoden und die Ergebnisse der Theorie einfiihrt, so
daB der Leser von da aus jeder Originalarbeit mit Verstindnis als etwas
nicht allzu fremdem gegeniibertreten kann, das scheint eine Unmog-
lichkeit zu sein.

So ergibt sich von selbst ein Bescheiden, und so wird ein einfiith-
rendes Buch immer nur eine Auswahl aus dem Stoff bringen kénnen.
Beeinflufit durch meinen persénlichen Geschmack, habe ich die Auswahl
getroffen. Dabei habe ich mich bemiiht, nicht Dinge beiseite zu lassen,
von deren Pflege auch in unseren Landen ErsprieBliches erwartet wer-
den kann. Ein auch in diesem Sinne modernes Buch fehlt auf dem
Gebiete der Differentialgleichungen. Dall es niitzlich wire, ein solches
zu schreiben, habe ich mir bei der Abfassung des vorliegenden Werkes
stets vor Augen gehalten. Ein Blick ins Inhaltsverzeichnis wird des
Nidheren lehren, wie ich meiner Aufgabe nachzukommen suchte. Wie
weit ich sie gelést habe, mag man nach der Lektiire entscheiden.

Bel der Korrektur verdankte ich freundliche Ratschlige den Herren:
Courant, Kerékjario, H. Kneser, Knopp, Lettenmeyer, Perron.

Berlin, April 1923.
L. Bieberbach.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Kiirze der Zeit, die mir fiir die Vorbereitung der zweiten Auf-
lage blieb, hat mich gezwungen, mit den Zusitzen, die ich gerne thachen
wollte, haushélterischer umzugehen, als ich gerne gemocht hitte.

Meine Hauptarbeit hat in einer sorgfiltigen Revision des Textes
bestanden. Keine Seite ist unverindert geblieben. Eine groBe Zahl
kritischer Bemerkungen meines scharfsinnigen Gottinger Kollegen
Grandjot war mir dabei besonders wertvoll und niitzlich. Dankbar bin
ich auch den Herren Courant, Doetsch, Hammersiein, Kamke, H. Kneser,
Krafft fir so manchen guten Rat. So hoffe ich, da man mich hin-
sichtlich der Anderungen und Besserungen des Textes keiner zu groBen
Zuriickhaltung zeithen wird. Das Kapitel iiber partielle Differential-
gleichungen erster Ordnung und Systeme gewohnlicher ist z. B. fast
ganz neu redigiert worden. :

An Zuftigungen mdchte ich wenigstens die folgenden hervorheben:
Den Existenzbeweis von Losungen fiir gewohnliche Differential-
gleichungen

2 fmy)

bei bloBer Stetigkeit von f{(x, y), die Poincaré-Lindelifschen Unter-
suchungen iiber das Verhalten von Losungen solcher Differentialglei-
chungen im komplexen Gebiet in der Umgebung fester singuldrer
Stellen, die Theorie der Systeme gewshnlicher linearer Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Berlin, im Herbst 1925.
L. Bieberbach.
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Einleitung.

Unter einer gewdhnlichen Differentialgleichung versteht man eine
Beziehung
. dy azy ary
A P d;"/ =0
zwischen einer I'unktion y(x) einer Variablen x, den Ableitungen
dieser Funktion und der Verdnderlichen x. Wenn Ableitungen bis
zur n-ten Ordnung einschlieBlich vorkommen, so spricht man von
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. So ist z. B.
f,jly —x—y=0
eine Differentialgleichung erster Ordnung.
ey, dy
ax2 ' T dx
dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Be-
nennung Ordnung bezieht sich auf die Hochstordnung der vorkom-
menden Ableitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differential-
gleichungen zu erklirenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir
werden z. B.

+y:()

dy
gy — X y=0
oder
ay
LoxZy =0
dx 4

linear oder vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen

von ' = ji} und vy stehen. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf,

daB es sich um Funktionen v(x) einer Variablen x handelt. Es setfzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel-
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt.
So ist z. B.

0z 7

ox oy = ¢
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.

Es kann auch vorkommen, dal ein Systems von mehreren Dif-

ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen oder auch fiir eine Funk-
tion etner oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegten Differentialgleichung
oder etnem System von Differentialgleichungen geniigen. Die geringste
Forderung st es, einen expliziten Ausdruck fitr diese Funktionen zu
finden, Wichtiger ist es, herauszubekommen, wie dev funkitonentheore-
tische Charakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der lisenden
Funktionen, von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhingt
und aus denselben bestimmt werden kann. Es erhebt sich di¢ Frage, wie
unter mehveren Losungen eine mit gegebemen Eigemschaften zu finden
1st, es handelt sich darum, den numerischen Verlauf einer als vorhanden
erkannten Losung zu finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der
Theorie vom mathematischen Griibelgeist, vom Interesse des physika-
lischen, chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers ge-
stellt. Allen diesen allerverschiedensten Aufgaben muf eine Theorie
der Differentialgleichungen Rechnung tragen. Ste hat die Aufgaben zu
klassifizieren und die Mittel zu threr Bewdltigung bereitzustellen, so dafi
jeder Spezialfall dann nur noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbert
verlangt.

Unsere nichste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differentiai-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form
(1 =1y
sein. Dabei sei f(x, y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als
eindeutige und stetige Funktion gegebenl).

Unter- einer Losung oder einem Integral einer Differentialgleichung

verstehen wir irgendeine der
¥ Differentialgleichung geniigen-
- — de, also differenzierbare Funk-

S~ AN tion. Ihr geometrisches Bild
/ — heit Integralkurve.

S+ \ \ Wir wollen uns an Hand

/ / /L \ \ \ einer geometrischen Deutung
L 7/ zunichst eine ungefihre Vor-

7 ]I f 1 } I = stellung {iber die zu erwarten-

\ \ \ )] / den Ergebnisse verschaffen.

/ Das geometrische Bild einer

\ \ T / / gewohnlichen Differentialglei-

-~ yZ chung erster Ordnung (1) ist

\4_ - ein Richtungsfeld. Die Diffe-
Abb. 1.

rentialgleichung erlaubt es
ndmlich, in jedem Punkt des

1) Wegen der Begriffe ,,Bereich* und ,,stetige Funktion von zwei Variablen‘
vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl.,, auf S.115
und auf S. 116,



Einleitung. 3

Definitionsbereiches von f(x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion,
d. i. die Steigung der gesuchten Kurven zu berechnen. Wir kénnen
uns dieselben in jedem Punkt durch ein Geradenstiick markiert denken,
welches die verlangte Richtung hat!). Abb. 1 veranschaulicht das
Richtungsfeld der Differentialgleichung
. dy ¥
(2) dv y

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung iiber
den Verlauf der Lésungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges in der ver-
langten Richtung bis zu einem Nachbarpunkt gehen. Man wird dort
wieder die dort verlangte Rich-
tung einschlagen? und bis zu y
einem Nachbarpunkt einhalten,
dort wieder zu der verinderten
neuverlangten Richtung dber-
gehen usw. So bekommt man /
etwa das Bild der Abb. 2. Man
wird so durch jeden Punkt des
Bereiches voraussichtlich eine Abb. 2.
Kurve finden. Gegen diese Uber-
legung kann man einwenden, dall man ja eigentlich schon sofort
nach dem Verlassen des ersten Punktes die Richtung dndern miiBte,
nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene Kurve iiberall
die verlangte Richtung einhalten soll. Doch kann man sich mit der
— spiter durch einen biindigen Schlufl zu bestitigenden — Vorstellung
trosten, dall man sicher eine gewisse Anndherung an die wirkliche
Losungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu lange ein und
dieselbe Richtung einhdlt. Einc gewisse Stiitze kann ja auch diese
Hoffnung schon vorldufig in einer Reminiszenz aus der Integralrechnung
finden. Betrachten wir namlich den speziellen TFall
2 i),
50 haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun, und wir wissen, dall dort tatsichlich die Naherungskurven bei
fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-

1) Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geraden-
stitckes, also analytisch das Zahlentripel (¥, y, ¥') nennen wir Linienelement.

2) Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden moglichen Richtungen
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar,
daB man so vorgehen wird, dafl die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann
man bei geniigend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1*



4 Einleitung.

gieren. Die einzelnen Niherungen sind ja weiter nichts, als die geo-
metrischen Bilder der Nidherungssummen, welche man bei der De-
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man
nimlich die Kurve des Intergranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Intergalkurve dieses Treppenpolygons, so hilt diese ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,,graphischen Integration benutzten Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antreffen.

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen,
daf durch jeden Punkt unseres Bereiches genau eine Integralkurve dey
Differentialgleichung gehen muf, oder analytisch ausgedriickt, daff es
genau eine dev Differentialgleichung geniigende differenzierbare Funktion
v (x) gibt, die filr x = x, den gegebenen Wert v = v, annimmt, voraus-
gesetzt, dafi der Pumkt mit den Koordinaten x,, y, dem gegebenen Be-
reiche angehort, in welchem f(x,y) gewisse moch niher anzugebende
Eigenschaften besitzt.

Wir wenden uns.nun dazu, in einigen Fillen auf einem ersten
primitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fir

d
=1

die gewiinschte Losung bekanntlich durch

y =[x dx + 3,

gegeben ist.

Man kann sich auch in dem vorhin gewdihlten Beispiel der Dif-
ferentialgleichung (2), losgelést von jeder allgemeinen Methode?),
leicht davon iiberzeugen, dafl unsere Vermutung zutrifft. Denn da

die Integralkurve den Punkt (x, y) mit der Steigung — ; passiert,

muB sie nach den Regeln der analytischen Geometrie auf die Verbin-
dungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung?) senk-
recht stehen. Da sie also jeden ihrer Punkte in derjenigen Richtung
passiert, die auch der durch diesen Punkt gehende, im Koordinaten-
ursprung zentrierte Kreis einschligt, so sind die Kreise Kurven,
welche iiberall die verlangte Richtung besitzen. Durch

(3) Ayt

1) Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare
Methode kennen lernen.

2) Jhre Steigung ist i’, so daf3 das Produkt der beiden Steigungen tatsich-
lich — 1 ist.



Einleitung. 5

missen also Lésungskurven dargestellt sein. Man rechnet leicht nach,
dall die aus der Gleichung
X2 o= g2
gewonnenen lFunktionen tatsichlich der Differentialgleichung (2) ge-
niigen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x, so hat man
x +yy =0.
Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise
(3) erfullt. DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse An-

niherung an die Kreise liefert, wird man nicht verkennen. Ubrigens
springen sie ja in Abb. 1 recht deutlich in die Augen.



Erster Abschnitt,

Gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

I. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§1. Die Trennung der Variablen.

Wir wollen die Methode der Trennung der Variablen zunichst an

der Differentialgleichung

ay x
(1) dx + y =0
darlegen. Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An-
nahme aus, daB diese Gleichung Losungen besitzt. Denkt man sich
dann fiir ¥ eine der Losungen der Gleichung eingesetzt, so mu3 die
Gleichung

ay

Yar —

identisch in x gelten. Namentlich mu3 das Integral der linken Seite

dem der rechten gleich sein. Das liefert
z

dy X2 — x2
Zg
Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode
berechnet, indem man durch y = y(x) als neue Integrationsvariable y
selbst einfiihrt. Setzt man y(%,) = ¥,, so findet man

— X

y2__y02 . 02 _— ?27
2 o 2
Setzt man dann #xy? + y,? = 7%, so hat man in
PL R, P

eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung gentigen muf.
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung geniigende
Funktion y(x) eine Losung der Differentialgleichung ist. Damit ist
dann der anfinglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz der
Lésungen nachtriglich erbracht.
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§1. Die Trennung der Variablen.

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des

d
Integrales (1) setzt voraus, dall auf der betrachteten Integralkurve Ei

sein Vorzeichen nicht wechselt, daB man sich also auf das Innere eines
durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschrinkt.

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annahme aus, daB Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, daB man hinterher verifiziert, da8 die ge-
fundene Losung tatsichlich der Differentialgleichung geniigt. Wir wollen aber
diese eintonigen Verifikationen in der Folge weder durchfithren noch erwihnen,
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die
Existenz der [osungen kennen lernen werden.

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als geldst oder, wie man
auch sagt, als infegriert, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve durch
einen beliebig gewdhlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nimlich
einen Kreis durch den Punkt (x,, y,) der oberen oder der unteren
Halbebene, so mufl man nur 72 = x% + y,% setzen.

Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwendbar, wenn die
vorgelegte Differentialgleichung die Form

dy _ f{#)

dx )
besitzt. Dabei moge f(x) im Intervall ¢ < x < b, @(y) dagegen im
Intervall o < v < B stetig erkldrt seinl). f(x) und ¢ (y) sollen daselbst
iiberdies von Null verschieden sein. Der Bereich, in dem wir die
Differentialgleichung studieren, ist dann das Rechteck a < x < b,
% < v £ . Man kann die Gleichung so schreiben:

ay

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Losung eingesetzt,
so kann man wie oben integrieren, und findet

Yy z
Jowdv=[f(x)dx
Yo Lo

als eine Gleichung fiir diejenige Losung, welche fiir ¥ = x, den Wert v,
annimmt. Wenn die Funktionen f(x) und ¢(y) nicht zu kompliziert
sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lésung keine
Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fillen kann es aber
geschehen, daBl mit diesen einfachen Schritten erst die geringste Arbeit
geleistet ist.

Hiufig tritt der Fall ein, daBl erst nach Einfithrung einer neuen
unbekannten Funktion oder nach Einfihrung einer neuen un-

1) Das sind Einschrankungen, die wieder durch die Verwendung der Sub-
stitutionsmethode nétig werden.
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abhingigen Variablen der eben eingeschlagene Weg gangbar wird.
So hat z. B.

D —xty
nicht die bisher zugrunde gelegte Form. Wahlt man aber
v=2x+y
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung
dv )
oy =v+L
Nun kénnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v= —1

wird. Man findet dann

v-4-1
1oggbo—4+l1—!: % — Xy
oder
v= — 1+ (y5 + 1) "%,
Also wird
(3) y=—2x—1+(1+x + y o™

Dabei ist noch vy = x4+ ¥, gesetzt. Tatsdchlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fiir x = %, den Wert y, annimmt. Fir
sie wird nirgends y 4 x = — 1, es sei denn, daB x, - y,= — 1 vor-
gegeben wird. Dann ist aber die Ldsung y = — x — 1 selbst, die
also auch in (3) enthalten ist.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differential-
gleichungen von der Form ‘

25— e +3)
die Variablen getrennt.

Ahnlich behandelt man y = f(ax + 8y).

Es gibt eine weitere ziemlich umfassende wichtige Klasse von
Differentialgleichungen, in welchen sich durch eine einfache Substi-
tution die Variablen trennen lassen. Ich meine die homogenen Diffe-
rentialgleichungen. Sie haben die Form:

ay [y
(4) 2=t(2).
Hier hilft die Substitution

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die Diffe-
rentialgleichung wird dann

v+ o= f()
oder

=10
X
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Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von S. 7 verwenden, so mufl man neben x=0 auch f(v) — v 0
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschrinkt,
indem die Bestimmung der Lésung mit Hilfe des Verfahrens gelingt,
sondern es gehen auch gewisse Losungen der Differentialgleichung

Zi =/ <i) verloren. Wenn nédmlich die Zahl a« der Gleichung
J{o) — =0 geniigt, so ist y= ox eine Losung der homogenen
Gleichung (4).

Dieses Vorkommnis enthilt einen Hinweis darauf, daBl es wiitnschens-
wert sein kann, den Begriff der Losung weiter zu fassen, als dies bis-
her geschehen ist, ndmlich so, daB durch Transformationen, wie die
eben benutze, keine Loésungen verloren gehen. Wie das zu bewerk-
stelligen ist, wird spdter klar werden.

In anderen Fillen fithren andere Substitutionen auf eine homogene
Differentialgleichung. Fithrt man z. B. in

; 9o 8y
(x =) +2xy ;7o=0

v == %% ein, so erhdlt man die homogene Gleichung
v dv

Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfithren:
_ dy Ax-+By-pC
(3) dxr axby—~-c °
Falls namlich € = 0 und ¢ == Q1ist, so ist die Gleichung bereits homogen.
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt im
allgemeinen herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden
Geraden

Adx - By + C=0, ax 4+ by +c=0.

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems,
also durch eine Substitution der Form:
(6) x=u+h, y=uv +k
den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das
geht immer, wenn 4b — Ba =0 ist. Dieser Fall werde also zunichst
ausgeschlossen.

Durch die Substitutionsgleichungen wird also sowohl eine neue

unabhingige Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt.

Man findet leicht, daf3
dy dy

du = dx

ist. Die Substitution (6) liefert also zunichst

dv __ Au-Bv4(4h+Bh+40)

du~—  autbvv(ahFbkJc
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Nun bestimme man 4 und % aus den beiden Gleichungen
Ak +Bk4+C=0, ah + bk +c=0.
Diese sind l6sbar, weil 4% — Ba= 0 sein soll. Die transformierte
Gleichung ist dann homogen.
Wenn aber 456 — Ba = 0 ist, so kann man die Gleichung nicht
auf eine homogene Gleichung zuriickzufithren, aber man kann fiir
b= 0 die Differentialgleichung so schreiben:

dy —I;—(ax—-,—by—{—c)—{—Cn%f
dx ~ ax+4+by-tc
Dann fithre man durch
v=ax +by +¢
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann

oder
dv __(B+4av4-Cb—Bb
ax v :

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, daB b0

sei. Der Fall b= 0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B =0

oder @ = 0 sein muB, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall
Ab— Ba=+=0

vorliegen soll. Im Falle B == 0 sind aber die Variablen getrennt, wahrend

im Falle a = 0 nach S. 8 die Substitution A x + By = v zur Trennung

der Variablen fiihrt.

§ 2. Lineare Differentialgleichungen.
Die linearen Differentialgleichungen haben die Gestalt
dy
(1) i TI®y +e(x) =0.
Die Koeffizienten f(x) und ¢(x) mégen in einem Intervall stetig er-
klart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansatz y = #%-v, durch den zwei Hilfsfunktionen #(x) und v(x)
eingefithrt werden. Die Gleichung wird dann
uw(@ +fo) +u'v+e=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
@) v 4+ F(x)v=0.
Dann bleibt fiir #:
wov +@p=0.
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In beiden Gleichungen koénnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

T
[ i@)ydz
Ty

Daher wird
z
Sfids

&
1
== ‘f(p(x)e oo dx + u,.

2

So hat man schlieBlich:

z xz
— [fixds . © + i@ de
ve=ige 1%0_,, ) f(p(x)e o dx ;.
. 1 Yo J
To
Dann wird
ﬁ:‘ &
_1 /(x)de X ,l»(“f(x)dw 1

y=em e [oke m o dyy
Lo

dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fiir ¥ = %, den
Wert y, annimmt. FEs ist in jedem Intervall stetrg und mat stetiger
erster Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stetig sind.

Wir wollen die Integration der linearen Gleichung (1) noch etwas
anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau das Gleiche, doch
wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem einfachen Beispiel
die Methode dev Variation der Konstanten kennen zu lernen. Wenn
in der Gleichung

Yoy ) =0

@(x) 0, die Gleichung also, wie man sagt, homogent) wire, so wiren
die Variablen getrennt und man finde als allgemeines Integral

z
—[ids
Y= ce %o
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?), die Integrationskonstante. Der

Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der inhomogenen
Gleichung

r

Vo) Y p(x) =0,

1) Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei

den Differentialgleichungen
a=r(2)

ax I\ ¥
auf S. 8. Jetzt bezieht es sich darauf, daB die linke Seite eine homogene Funktion
von 9" und y ist, wihrend es sich frither darauf bezog, daB die rechte Seite eine
homogene Funktion von # und y war. Vorhin war iiberdies die homogene Funktion
von nullter Dimension, jetzt ist sie von erster Dimension.

%) Sie war vorhin mit v, bezeichnet.
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in der also nun ¢(x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz

@
— [i@dz
y=c(x)e *
zu machen, also die Konstante ¢(x) zu variieren, d. h. durch eine
noch zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt
jetzt wieder das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten

Darstellung den Ausgang bildete.) Man findet dann

——f/(z)dz
c ¢ % + (P( x) =0
und berechnet daraus c¢(x). So findet man dann die schon vorhin
angegebene Aufldsungsformel wieder.

Auf die linearen Gleichungen 148t sich die Bernoullische Diffe-

rentialgleichung
Y HH®y Te@ym=0 (nFD
zuriickfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:
yrey T f(x) +e(x) =0,
um zu erkennen, da3 die Substitution v = y1~» auf die lineare Gleichung
.
J L o ) ) = 0
fithrt.

Oft erweist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion x(y) iiberzugehen. Ist ndmlich x(y) bestimmt, so
ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu lésen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-
greifbar.

Wenn z. B. die Gleichung

d .
—d—i {(x*siny — yx) =1
vorgelegt ist, so wird daraus

dx . 2
d;»—ryx—smy-x =90.

Das ist eine Bernoullische Gleichung fiir », die wir integrieren kénnen.

§ 8. Einparametrige Kurvenscharen.

In einem Bereich B sei die Funktion y(x, y) eindeutig und stetig
erklirt. Thre Werte im Bereich B erfiillen dann eine gewisse Strecke
einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man dann unter ¢ irgend-
einen Wert aus diesem Intervall, so definiert die Gleichung

(1) p(x,y) =c
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eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c¢-Werten
gehoren, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
w(x,y) eine eindeutige I'unktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven
bildet eine einparametrige Kurvenschar, ¢ heiit der Parameter der
Schar. FEine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

@lx,y,0 =0
definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ein ¢-Wert gehdren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die
Auflésung

¢=yp(x,y)
ergibt dann eine mehrdeutige Funktion y(x, y), z. B. die mit zweil
Vorzeichen wihlbare Quadratwurzel. Wir wollen voraussetzen, daB
@(%,y,c) in einem gewissen Gebiete G der x, v, ¢ eine eindeutige
stetige Funktion von x, v, ¢ ist, die stetige partielle Ableitungen nach x,

; (d(f sei in G von Null verschieden. In der
Umgebung eines jeden solchen der Gleichung ¢ (x, v, ¢) = 0 geniigenden
Wertetripels x,, ¥, ¢, werden dann die bekannten Sitze?) tiber implizite
Funktionen verwendbar, und man hat daher in der Umgebung einer
jeden solchen Stelle (x,, v,) eine oder mehrere eindeutige und stetige
Auflésungen

nach ¥ und nach ¢ besitzt

c=y(x,y).

Wir setzen nun weiter voraus, dall g(x,y) mit stetigen ersten Ab-
leitungen versehen sei und nehmen an, daB ¢, %,, ¥, €in der Gleichung
(I) geniigendes Wertetripel sei, fiir das (;y; (%, ¥o) 0 ist. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen gibt es dann in der Umgebung von
¥ = x, eine stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion
v(x), die der Gleichung ¢, = w(x, y) geniigt, und fir die v (%) = ¥,
ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden fiir alle c-Werte, die von
¢, hinreichend wenig verschieden sind. Dann gilt der Satz:

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar gewiigen einer
Differentialgleichung erster Ordnung.

Wenn man ndmlich die Gleichung

c=y(x,y)
nach x differenziert, so bekommt man

0— cy N 8}/}7 dy
cx oy dx’

und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x, y, v der
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven.

1) Vgl. z. B. meinen leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl,, S. 120.
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Ist die Schar in der allgemeinen Form

(2) p(x, 9,0 =0
gegeben, so wird analog

dp | 9 dy _
) 75 Ty ax ="

Eliminiert man dann ¢ aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3),
so erhidlt man die gewiinschte Differentialgleichung.

Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen.

Die Tangenten einer Kurve

n =1
machen eine einparametrige Kurvenschar
(2) y=1& +1(§(x—9

aus. & ist der Parameter der Schar. Differenziert man nach x, so
findet man natiirlich
(3" v =7
fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
(2') und (%) zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen

y=1& +71&)(x—§

y' =1(§)
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsachlich werden wir uns spiter mit Differential-
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese
Form gebracht werden koénnen.

Wenn z. B.
n=_E

die vorgelegte Kurve ist, so hat man
y=2& +2&(x—§
und
y = 2&.
So erhalt man die Differentialgleichung
2

y="¢ <x~ ;) oder yE:—4xy +4y=0
der Parabeltangenten.
Durch
PR Y
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x+yy =0

die Differentialgleichung der Schar.

Ebenso wird
29y —1=20

die Differentialgleichung der Parabelschar
y2=x + C.
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§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

Die Bemerkungen des vorigen Paragraphen fithren uns zu einer
weiteren Integrationsmethode.

Wenn niamlich die Koeffizienten P(x, ¥) und Q(x, y) einer Diffe-
rentialgleichung

(1) P+ 0

in einem einfachzusammenhingenden Bereich B stetige mit stetigen
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra-
bilitatsbedingung

oP _ 9Q
oy 0x
geniigen — solche Differentialgleichungen heillen exakt —, so gibt

es nach bekannten Sidtzen der Integralrechnung eine in B eindeutige

und stetige Funktion ¢(x, y), deren Ableitungen P und @ sind. Dann

besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form

; op | dp dy _

) ox T oy dx 0

schreiben kann, weiter nichts, als daB lings einer jeden Integralkurve

der Differentialgleichung die Funktion ¢ (%, y) einen konstanten Wert

annimmt. Dann ist ¢(x, y) = C die Schar der Integralkurven.
Wenn z. B. die Gleichung

. 5 @

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 8 behandeln

kénnte, so ist die Integrabilititsbedingung fiir die Koeffizienten er-

tiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion ¢(x, ¥} so: Da

die x-Ableitung von ¢ den Wert #? besitzt, so findet man

g = Bdx L) =T .

Hier bedeutet (y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, dal

=0

fo y2
oy -
sein soll. Das liefert aber
Y (y) = y2.
Also wird
y3
py) ="y +e¢
So finden wir
3 3
p= T

DaB3 die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
statigt man leicht. So sind also

x3+y3ic
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die Losungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere
die Integralkurve durch den Punkt %, y,, so wird

x4yt =ad oy’
deren Gleichung.

§ 5. Der integrierende Faktor.
Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung

P(x,3) +Q(x, ) 5 =0
nicht der Integrabilititsbedingung des § 4 geniigen, so kann man doch
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion
M (x,v), die man Multiplikator oder auch integrierender Faktor nennt,
in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Denn wenn man
annimmt, daB die Differentialgleichung Losungen besitzt, und dafl die
Schar ihrer Lésungskurven durch
@(x,y) =c¢

gegeben ist, und das ¢ partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt,
so muf} die Differentialgleichung auf die Form

o
dy ax
dx — dg
dy
gebracht werden kénnen. Daher mufl
op
P ox
o v
ay
sein. Daraus folgt
op op
7% oy
P Q

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich
M (%, y) so findet man, daB

% _mp, % = Mg

ox oy
ist, daB also tatsidchlich die Differentialgleichung
d
MP+MQS =0
exakt ist.

Wie kann man nun aber eine solche Funktion M wirklich bestimmen ?
Wir setzen voraus, daB M, P und Q stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung besitzen, betrachten also weiterhin nur Differentialgleichungen,
die dieser Voraussetzung geniigen, und nennen auch nur Funktionen
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der angegebenen Art Multiplikatoren. Da dann die Funktionen M P
und MQ der Integrabilititsbedingung geniigen miissen, so findet man
fiir M die partielle Differentialgleichung
AMP)  ¢(MQ)

ay rx :

Man kann sie auch so schreiben:
oM oM oP  oQ\
P ay —¢ ox + M (()y H_f()x =0.
Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vorge-
legten gewdhnlichen Differentialgleichung. Indessen muB man be-
denken, daB man fiir unsere Zwecke nur irgend eine, lange nicht die
allgemeinste LOsung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsichlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung
cine threr Lisungen zu finden.
Wenn z. B.

L joP  0Q\

Q ‘oy ix/
nur von % abhingt, so kann man der partiellen Differentialgleichung
durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhingt. Denn macht
man dic Annahme

oM
o =0,

so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf
. O [0l
o ‘M gy (0r_22)
[ ;
oder
M’ P, —
M Q
Daraus findet man sofort
x

r,—
f Yo ?—ﬂ dz
MW =¢ Q .

Die linearen Differentialgleichungen koénnen auf diese Weise inte-
griert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten hier-
her gehorigen Differentialgleichungen. Denn auch
v .
ax =
kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist ¢®. Das allgemeine
Integral wird

v v siny — (v 4 cosy)

e(xy - siny) = ¢,
Manchmal kann man Vorteil aus der Kenntnis des Zusammen-
hanges zwischen den verschiedenen Multiplikatoren ein und derselben
Differentialgleichung ziehen.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2. Aufl.

(]
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Wenn namlich M (x, y) ein Multiplikator, und f(x,y) = ¢ das all-
gemeine Integral') einer gewdhnlichen Differentialgleichung sind, so ist
auch M - f ein Multiplikator. Denn man rechnet nach:

o(MfP) o(MfQ)  of of o(MP) 0(MQ)
Ty T o oy MP— oy MO+ =

_ o __ymo 9t oMP)  oMQ)

~MP~M~ MQ ox wegen 7y 5y =0

dy 0 0 d
=—MQ (di a% + %) wegen P+ di, =0
of of dy
=0 wegen Uy dx = 0
Da weiter das allgemeine Integral auch in der Form
p(f) =c¢

geschrieben werden kann, wenn man unter @(w) eine willkiirliche
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich,
dafl auch

M- o)
ein Multiplikator ist.

Wenn umgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoven M, und M,

nicht von x und y unabhdngig ist, so stellt

M,

=
das allgemeine Integral der Differentialgleichung dar. Wenn nimlich

af dy
I =M P+ MQ g,

und
dg dy
W — i‘/[2P + AMZQ H
ist, so stellen sowohl

Hx,9)=c¢ wie o@(x,9)=C

das allgemeine Integral dar. Lings einer jeden Integralkurve haben
sowohl f wie ¢ konstante Werte. Die Werte von ¢ sind also bekannt,
wenn man die von f kennt. Daher kann ¢ als Funktion von f darge-
stellt werden. Nun hat man aber

dp _ M,(P4-0Qy) _ M,
af M(P+Qy)  My°
Da aber weiter, wie wir eben sahen
»=F(f)

1) Vorbehaltlich einer spateren schiarferen Begriffsbestimmung werde unter
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehene Funktion f(¥, y) verstanden, derart, daB man alle einem gegebenen
Bereich B angehdrigen Integralkurven durch f(#, y) = ¢ darstellen kann,
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ist, so ist auch

deg )
0 = F).
Daher ist wirklich
M o
i = F'(f) = ¢

das allgemeine Integral. Denn ]‘]‘2 hat ldngs einer jeden Integralkurve
einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung des Multipli-
kators fiir M, und M, der Iall ist.

Man kann von dlesen Bemerkungen auch auf die folgende Welse
zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch machen, Es sei
etwa ein Multiplikator von

(¥ w) - (A )y =0

zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so:
(= By) o (x yy)=0.
Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen
Vo a3y =0 und + 9y =0

gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage die samtlichen Multi-
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den
Multiplikator x=3v—% und x~% - y~2=¢ ist ihr allgemeines Integral.
Also ist

vy F (52 4 2
der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator
der zweiten ist 1 und % - 12 = ¢ ist ihr allgemeines Integral.

Also ist
ACE )

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion
au finden, die als Multiplikator dev beiden Differentialgleichungen zu-

gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der ursprimglich
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung

YRR (et - oY) = (a4 9)
zu gentigen. Man sieht leicht, daBl es hinreicht
a2l (@ und F(r? by (at gyt

zu wihlen. Daher ist
(- 99

ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man priife
die Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitats-
bedingung nach.

Al
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§ 6. Die Clairautsche Differentialgleichung und
Verwandtes.

Die Differentialgleichungen

yv=1fx )
y=1)
x = [(y)
x=1y,y)
werden am zweckmaiBigsten dadurch behandelt, daBl man
Y =1p

als neue unbekannte Funktion einfithrt. Kennt man ndmlich erst ein-
mal 4" als Funktion von x, so setze man diese nur in die gegebene
Differentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y
allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Dif-
ferentialgleichung liefert. Den Verlauf des Verfahrens wollen wir uns
jetzt am Beispiel der Clairautschen Differentialgleichung
y=xy" + Hy)
etwas ndher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung
irgend eine Loésung derselben eingetragen. Um eine Differentialgleichung
fir die neue unbekannte Funktion
y=1p
zu bekommen, setzen wir voraus, dal} ' eine stetige Ableitung nach x
und dafl 7(y') eine stetige Ableitung nach 3’ besitze. Wir differen-
zieren
y=xp = ()
nach x. So finden wir
p=1p —xp 1)
oder
x4+ ) =0.
Fiir jedes einzelne x ist also entweder
p'=20
oder aber
x+f(#)=0.
Die vorausgesetzte Stetigkeit von p’ und von f'(p) hat zur Folge, dafl
eine jede der beiden Gleichungen in einem Intervall iiberall erfiillt
ist, wenn sie in einer {berall dichten Menge desselben erfiillt ist. Da-
her zerfillt ein jedes Intervall, fiir das unsere Voraussetzungen erfiillt
sind, in Teilintervalle derart, da in einem jeden derselben durchweg
entweder die eine, oder die andere der beiden Gleichungen (oder auch
beide) erfiillt sind. Im ersten Falle wird

p=c.
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Daher wird dann
v=xc ~ f{c)

ein Integral. Man erhilt so eine Schar von geraden Linien. Im zweiten
Iraile aber wird

Dies mit

d. h. mit
v PP+ 1P)
zusammen gibt eine Parameterdarstellung einer bestimmten Kurve
der x, v-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der Differential-
gleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man leicht
ausrechnet,
Vo= b

Allerdings mull man dazu noch voraussetzen, dall f eine zweite nicht
verschwindende Ableitung besitzt. Diese Einzelkurve, die zu der Ge-
radenschar noch hinzutritt, nennt man ein singuldres Integral, wihrend
man im Gegensatz dazu die im allgemeinen Integral enthalténen
Iinzelintegrale als pariikulive [ntegrale bezeichnet., Das Vorkommen
solcher singuldrer Integrale, das Tavior zum ersten Male im Jahre 1715
bemerkte, scheint im Widerspruch mit unseren bisherigen Auffassungen
itber die Integrale der Differentialgleichungen zu stehen. Wir wollen
daher ihr Vorkommen mit dem allgemeinen Integrale in Zusammen-
hang bringen und damit cine Aufklarung geben, die Lagrange 1774
gefunden hat. Zu dieser Autklarung fihrt uns die Bemerkung,. da
im Falle der Clairautschen Differentialgleichung das singulidre Integral
die Enveloppe der cinparametrigen Kurvenschar des allgemeinen
Integrales ist.  Will man namlich die Enveloppe der Geradenschar

v xe - 10

bestimmen, so hat man bekanntlich!) diese Gleichung nach dem Para-

1) Ohne auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen Kurven-
schar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den Geradenscharen
y = xc+ flo)
mogen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da die Schargeraden
einander nicht parallel sind, so schneiden sich je zwei derselben. Wenn man
eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar bertihrt wird, so kann man
sich gegenwartig halten, dafl zwei geniigend benachbarte Tangenten sich in der
Nihe ihrer Berithrungspunkte schneiden und daB der Berthrungspunkt der Ge-
raden ¢ als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden ¢ und ¢-- 7 fir
7 — 0 aunfgefalBt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt sich aus den

beiden Gleichungen
v o= xe + o)

¥os xle + by 4 Fle+h)
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meter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu eli-
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

5= —1(0)
= xc + f(c).

Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen
Integrals berithrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif-
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein
Wertetripel x, ¥, 9 oder geometrisch einen Punkt x, y vereinigt mit
der Richtung einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle
Linienelemente der partikuliren Integrale der Differentialgleichung
geniigen, so geniigt auch ein jedes Linienelement, das ein solches parti-
kuldres Integral mit der Enveloppe im Beriihrungspunkt gemeinsam
hat, der Differentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche
Linienelemente besitzt, so ist es nicht verwunderlich, dal die Enve-
loppe der partikuliren Integrale der Differentialgleichung geniigt.

oder auch aus den beiden Gleichungen
= x¢ + f(c)
flo+ 1 — o)
h ’
Geht man nun zu % —> o iiber, so erhalt man, wie im Text angegeben wurde,
zur Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beriihrt, die
beiden Gleichungen
y =x¢+ (9 y = —c¢f'(e) + 1)
0=2x+F(d, x= =1,
die man als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe auf-
fassen mag. Man iiberzeugt sich weiter leicht, da8 die Enveloppe in ihrem Punkt ¢
von der Schargeraden ¢ berithrt wird. Denn die Gleichung der Tangente an die
Enveloppe im Punkte ¢ wird ja
¥y = x¢c + f(¢).
Bei diesen letzten Darlegungen ist stillschweigend angenommen, daB die
beiden Gleichungen

0=x+

oder

w=—f)
y = —c¢f’(e) + fle)
tatsachlich eine Kurve bestimmen. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn f’ (¢)

von ¢ unabhingig ist. Sei etwa f' (¢)=a. Dann wird f(c) = ac + b, also die
Enveloppe durch den Punkt

x=—a,y=0»

1

geliefert. Tatsachlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differentialgleichung
y=2y +ay +0b

aus den geraden Linien
Yy =%c+ ac+ b,

die alle durch den Punkt
x=—a, y=2>0

hindurchgehen.
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In diesen Bemerkungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet,
daB stets die Enveloppen der partikuliren Integrale als singulire Integrale
der Differentialgleschung geniigen.

Zum SchluBB méchte ich nun noch auf eine sehr merkwiirdige Tat-
sache aufmerksam machen. Man kann ndmlich aus geradlinigen Stiicken
und einem Bogen der Enveloppe noch weitere Integralkurven zusammen-
setzen: Man gehe von einem Punkte aus und verfolge eine ihn passie-
rende GGerade der Schar bis zu ihrem Berithrungspunkte mit der Enve-
loppe und verfolge dann diese in der Ankunftsrichtung weiter bis zu
einem beliebigen ihrer Punkte und gehe in diesem wieder auf die dort
beriihrende Schargerade iiber. Lline solche Kurve besitzt in jedemPunkte
cine stetig sich indernde Tangente und ist aus lauter Linienelementen
der Differentialgleichung zusammengesetzt, ist also eine Integral-
kurve. So kann man also durch einen Punkt beliebig viele Integral-
kurven legen.

Auch bei der Lagrangeschen Differentialgleschung

v g () =0

erlaubt es die Iinfithrung von

'\’I fr— }')J
die vorzunehmenden Auflgsungsprozesse erst nach der Integration aus-
zufithren. Fithrt man nidmlich 4’ = p ein und differenziert nach «,

s0 erhilt man
L= pi@py v yl'B)p" ¢ (p)p =0.

IYdhrt man nun noch y statt x als unabhingige Variable ein, so erhélt man

L pIp) - v Bp G  )pG =0

fir p(v). Geht man zur Umkehrungsfunktion y(p) tber, so wird

DL pIG) BT b (B) =0
und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir v (p).

Hat man aus ihr ¥ als Funktion des Parameters # bestimmt, so
liefert die Differentialgleichung selbst auch « als Funktion dieses Para-
meters. Dall man so wirklich die Losungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, verizifiert man durch Einsetzen in die Differentialgleichung.

(Ganz dhnlich verfihrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefithrt wurden.

8§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren
Integrationsmethoden.
Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der

elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke
fiir die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
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mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen
d. h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter
Satz von Liouville, da man nicht alle Integrale elementarer Funk-
tionen durch elementare Funktionen ausdriicken kann. Elementar
heiBlen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen-
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli-
zit darstellen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra-
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von Liowuville, dal man
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null-
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise ldsen
kann. Die Beispiele, an denen das Liowville gezeigt hat, gehdren dem
Gebiet der sogenannten Riccatischen Differentialgleichungen an. Dar-
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt:

(1) Y=oy (%) + oy (%) y + oy (%) 2.
Euler, dessen ,,Institutiones calculi integralis’* auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen

enthalten, hatte sich damit befaBt, elmentar integrierbare Fille der
speziellen Riccatischen Gleichung

(2) y' A yE=axm {a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es ldft sich Tremnung der Va-
riablen stets dann errveichen, wenn dev Exponent m unter Verwendung
einer ganzen positiven Zahlk tn einer der beiden Formen
— 4k — 4k
m = EYESY oder M= ey
geschrieben werden kann. Im ersten der beiden Fille macht man die
Substitution

— fmt1 LS
x = tim R y4m+12
und gelangt so zu der Differentialgleichung
4k
7' 2. % i —_
Z\KZ—(m_I_l)zt” mit 7= — 55—
In einer solchen geht man dann mit der Substitution
1 . 1 z
b= 2> T T e
weiter und gelangt zu
I S it p— AE—D)
b4 FAO_(m_}_l)zr mit v*‘_2(k-f-1)+l'

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-
tionen in allen erwidhnten Fillen nach endlich vielen Schritten zu
einer Differentialgleichung

’

Yy T yE=a
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mit konstantem «, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall & —» 20 ist unter jenen Riccatischen Gleichungen auch noch

\,, + ),2 o {lx~<2

enthalten. Hier fithrt die Substitution v = , zu einem der schon behan-

delten Typen. Liouville hat nun gezeigt, dall die hier aufgefiithrten die

einzigen Falle sind, in welchen spezielle Riccatische Gleichungen (2)

elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-

gleichungen gegeben, welche nicht elementar integrierbar sind. Die

Liouvillesche Arbeit, auf die wegen des Beweises verwiesen werden

muld, steht in Leouvilles Journal de mathématiques, Bd. 6 (1841).
Der Leser wird noch cin Wort iiber die allgemeine Riccaftsche

Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution

. 1 dlogu

(3) M oy  dx

in die lineare homogence Differentialgleichung zweiter Ordnung

4 st = (o aqg) # L aymeiu =0

ibergefithrt!). Der von Fuler behandelte spezielle Typus (2) fithrt auf

re

i ax™iu = (),
4k . . R
95 o 1 clementar integriert werden kann. Elementar
~ T
sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehérigenGleichungen
zu integrieren, in welchen

die also fur m =

’
[e2

Ayoy = Oy A G ist (wo ¢, und ¢, Konstanten sind).
5]

Denn dann bekommt die linearc Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 127 sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die Riccatischen zuriick-
kommen und dann noch cinen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen
fernen. (S, 131).

II. Kapitel.

Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist thre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fillen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
in komplizierteren Fallen werden die Resultate rechnerisch recht um-
stindlich. Daran indern auch nichts die Uberlegungen, durch die

1y Jede linearc homogenc Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in cine Riccatische verwandelt werden.
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Lte die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste-
matische Basis gestellt hat. Auch ist die Ausbeute dieser Uberlegungen
fiir die Untersuchung der funktionentheoretischen Natur der Losungen
und ihres numerischen Verlaufes sehr gering, ganz abgesehen davon,
dal} es, wie wir sahen, Fille gibt, wo diese Methoden gar nicht zum Ziele
fithren kénnen.

Es ist daher an der Zeit, daB wir uns wieder auf unsere Aufgabe
besinnen und uns nicht in das Studium der Lé&sungsmethoden ver-
lieren und nicht dariiber die Losungen selbst vernachlissigen. Dies
ist auch der Grund, weswegen ich hier auf Lze nicht niher eingehetl).

Wir wollen zunichst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur naherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daf
in der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit
auch die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen.

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen.

Zunichst wollen wir den folgenden Satz beweisen.
Existenztheorem: In der Differentialgleichung

1) 9 Hx, )

set f(x, y) in esnem gegebenen Berveiche®) B der xy-Ebene stetig und gentige
fiir jedes dem Bereiche angehbrige Punktepaar (x,y,) und (x,vy,) der
Lipschitzschen Bedingung

lf(x:yl)_f(x:ya)lgMHﬁ“yz}’

wo M eine passende, von %, von Yy, und von y, unabhingige positive Zahl
ist. In B sei ferner |f(%,9) | <M. Es seien weiter a und b zwei po-

sitive Zahlen, die der Bedingung
b < aM

gendigen, und fir die das Rechteck R:
|2~ % | S a, |y =9 =0

1} Sophus Lie hat in seinem gemeinsam mit Georg Scheffers herausgegebenen
Buch: Vorlesungen diber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Tyans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben. Man vergieiche auch den Bd. ITT der gesammelten Abhand-
lungen von Lie.

2} Unter einem ,,Bereiche der xy-Ebene* werde ein fiir allemal eine Punkt-
menge dieser Ebene verstanden, derart, daBB es um jeden ihrer Punkte eine Kreis-
cheibe gibt, die ganz zur Menge gehoért. AuBerdem soll die Menge aus nur einem
Stiick bestehen, so daB man je zwei ihrer Punkte miteinander durch éinen dem
Bereiche angehérigen Polygonzug verbinden kann.



§1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 27

dem Bereiche B angehori. Dann gibt es genau eime samt threy ersten
Ableitung in | ¥ — xy | < a stetige Funktion y = @(x), die der Diffe-
rentialgleichung (1) gendigt, fir die also in | x — xy | S a

¢ (%) = F(x, p(x)
gult, und die zugleich durch den Pumki (xy, v, hindurchgeht, fir die
also @ (%) = yp 1st.
Die im Satz genannte Lepschitzsche Bedingung ist sicher dann
erfillt, wenn f(x, v) eine in B stetige und beschriankte partielle Ab-

leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung

! : I} | <. M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die Lipschitzsche

Bedingung mit diesem M ertiillt ist.

Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi-
mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen
Funktion y == y4(x) aus, die nur der Anfangsbedingung y,(%,) = ¥,
gentigen und der eine dem Rechteck R angehdrige Kurve entsprechen
mége. Man kann als solche erste Naherung y,(#) etwa die Konstante
vo(%)  vo wihlen. Man kann aber auch, und das wird zweckmiBiger
sein, den Polygonzug nehmen, den wir schon auf S. 3 erwihnt haben
und der den bekannten Niherungssummen der bestimmten Integrale
entspricht. Ausgehend von v == y, (x) werden die weiteren Niherungen
auf folgende Weise gewonnen. Falls

d ,
d{: = %, ¥ (%),

ist, so ist 9,(%) eine Losung. Anderenfalls setze man

a .
= (%, ye(2)

und bestimme hieraus ¥, (x) so, daB y, (%) = y, wird. Wie man aus
der Integralrechnung wei, ist hierdurch v, (%) eindeutig bestimmt,

und zwar ist
X

v(®) = o+ J (%, yo(0) dx.

Zo

d .
Nun bestimmt man ¥y, s0 aus a{: = f(x, ¥,(x)), daBl y,(x) = v, wird,
x
und findet Vo (%) == ¥y - ff'(x, y(x) dx.
Lo
Allgemein wird v, durch

ay,
d}V o /(x’ y’lz,~1) > 'yn (x()) - yO

definiert, so dald

(2) Vo (2) == ve 0 [ (2 V(%) d

Zo
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ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Néaherungen selbst Losung
ist, also falls z. B. v, (%) = f(x, y.{#)), ¥n(%) = ¥, ist, so wird fiir
p=0 vy, ,(&) y.(%). Anderenfalls ist zur Bestimmung einer Lo-
sung noch die Konvergenz der y,(x) zu untersuchen. Dabei wird sich
dann auch ergeben, daB die #ibrigen Behauptungen unseres Satzes zu-
treffen.

Wir wollen zeigen, daf3 der lim y, (%) existiert und daf die Grenz-
n—>w
funktion y(x) = lim v, (%) eine Losung der vorgelegten Differential-
n->x
gleichung ist. Zunichst erértere ich die Frage, ob man die angegebenen

Schritte tatsichlich ausfithren kann. Das geht dann und nur dann,
wenn die Kurven y = y,(x) fiir das Intervall | x — %, | < a alle dem
zugrunde gelegten Bereich angehéren. Fiir y,(x) wurde dies voraus-
gesetzt. Wir nahmen nimlich an, daB y= y, (%) fir x—x,| <L a
eine Kurve aus dem Rechteck R ist. Fur die anderen y, (x) aber wird

L va(®) — 20 | S 1 F, yay) [dx <M |5 — x5 |.

Nun ist
x—x, <a und Ma<b.
Also ist
| ya(®) — 5, <.
Daher liegen fiir | x — x, | < a alle Naherungskurven y = y, (%) im
Rechteck R.
Weiter bemerkt man, daB fir x—zx,| < a

y1(¥) - ¥ (%)

X — Xy
beschrankt ist. Wahlt man also N passend, so ist
| 71(%) = ¥o(0) | S N |2 — x|

Ferner wird

z

| Ve (%) — Y (%), = ‘f(f(x) ) —FHx, v dx < A’fo: V(%) — ¥o(¥) dx

2]

2
— X

SMN [[x—x, dx =MN *7,

&y
Allgemein wird, wie man durch vollstindige Induktion nachweist,

X — %'

| Y (%) — Yoy (3) | < M1 N -2

Denn nimmt man

n!

, ¥ — xy "1
| Yna () = g () | S Im-2e N ST

als richtig an, so folgt aus
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T

}"71(})6) _\'u—]('ﬂ - f{f(x' yn—l) _ f(x’ }”71-—2)} dx;
X Fl

dalBl

X = Xg "

Z
! y'n(x) - ;\’11—1(4’(:) E g ‘1[ J\‘ ;\’11—1 - .\,71—2 } dx g ‘1[72“1 - N

Ly

n!

ist.
Die Reihe
v(x) = lim v, (2
> 0
= Yo%) — (19 = Vo) o (Yal®) = Yua(2) T
konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle x mit | x — x, | <a
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmifBigen Kon-
vergenz ist y(x) stetig in | x — xy| < a. Da y,(x) in R verluft,
ist f(x.v,) erklart und eine stetige Funktion von x. Aus

l\’n('w = Ny T f /(x' y'n—l) dx

Lo
ergibt sich fiir n — o, weil v, — v gleichmaBig fiir alle I X — % l <a,
X
.\'(.\‘) =V, - f f'(x, y) dx.
20
. i .
Daraus folgt ;i} = f(x, ).

So haben wir also eine Losung der Differentialgleichung gefunden,
die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Fir | x — x, | < a gilt
fiar dieselbe | y (%) -~ vy | << @M << b. Wir wollen uns noch iiberzeugen,
dal} sie tatsdchlich die einzige Losung ist. Nimmt man an, Y (x) und
v{x) seien zwel Losungen, die der Bedingung

v{xg) = Y (%) = ¥
geniigen. u sei das Maximum der Differenz | Y (x) — y(x) | fur
xg L x X xy - a. 2« ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch
ndher verfiigen werden. Dann ist
[ Y) = e, | =MLY =yl

Aus Yoy =y, YY) — f(x, )
folgt weiter | Y —y | EMu|x—2y| EMp-a.
Sei nun weiter o - 2]1”, S0 1st
| Yi(x) —v(®) | = '; fir 2, < v < xy o,

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn u=:0 ist. Dann fallen aber zwischen x= x, und
x = x, - o beide Losungen zusammen. FEbenso schlieBt man im
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Intervall %) — a < # < %, usw. Tatsichlich existiert also nur eine
Losung bei gegebener Anfangsbedingung!). Der eingangs ausge-
sprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Gesamtheit
der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine Integral
der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heiBt ein
partikulires Integral. (Vgl. dazu die vorldufige Erklirung S. 18.)

Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfithrung 1aBt nicht erkennen, inwieweit
die gemachten Voraussetzungen fiir die Richtigkeit der Behauptungen not-
wendig sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz
der Losungen reicht die Stetigkeit von f(#, 9) hin. Erst fir die Einzigkeit der
Losung, d. h. ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muB
eine weitere Bedingung wie die Lipschitzsche gefordert werden. Dies hat zu-
erst Peano erkannt. Einen durchsichtigen Beweis hat Perron Annalen 76 gegeben.
Einen Beweis dafiir, daB (1) bei bloBer von f (¥, ¥) vorausgesetzter Stetigkeit
stets Losungen besitzt, findet der Leser auf S. 43{f. dieses Buches. DaB die Einzig-
keit der Losung ohne Lipscaitz-Bedingung verloren gehen kann, sieht man schon
an der Differentialgleichung

v =V|y]

x x
an der Stelle * ~y 0. Denn y 0 und ¥ 4 sind zwei Losungen
durch diesen Punkt. Vgl. auch S.53ff.

2. Die Giite der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte
welche man nétig hat, um eine gewisse Anndherung an die Integralkurve zu er-
. of .
zielen, hiangt wesentlich von der Zahl M, d. h. von dem Maximum von 5;} in
dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht iiberlegen, daB man es
in einem gewissen MaBe in der Hand hat, durch eine passende Substitution,
die geometrisch auf eine Drehung des »y-Koordinatensystems hinauslauft,
hier einigermafBen giinstige Verhaltnisse zu schaffen. Schon S.2 war von der
geometrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches
Aquivalent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine ge-
wisse Ubersichtlichkeit dadurch veischaffen, daB man die Linien einzeichnet,

in deren Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die
Isoklinen der Differentialgleichung nennen. Wenn nun oy einen grofen Wert

hat, so bedeutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die
Richtung der Linienelemente rasch #ndert, daB also diese geraden Linien die
verschiedenen Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Ko-
ordinatensystem so legt, daB die Isoklinen einigermaBen senkrecht zur Richtung

der x-Achse stehen, so wird im neuen System einigermaBen klein werden

7
ay
und dann wird die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das kommt auch
bei der geometrischen Durchfithrung der Methode der sukzessiven Approximationen

zur Geltung.

1) Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erginzen, daB es auBer der ge-
fundenen keine Losung gibt, fiir die lim f(#) = , ist. Wenn man also von einer
> Ty
Losung f(#) nur voraussetzt, daB sie fiir #, < # < #, + a differenzierbar ist,
und daB lim f(x) — y, ist, so ist sie schon mit der im Existenztheorem ange-
)
gebenen identisch.
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Durch eine Differentialgleichung wird jedem Punkte des Bereiches B
eine Richtung zugeordnet. Dabei ist es gemidfl den iiber f(x, y) ge-
machten Voraussetzungen ausgeschlossen, daBl die gegebenen Rich-
tungen der y-Achse parallel werden. Die geometrische Auffassung
laft somit als willkiirlich erscheinen, was uns wohl bisher als
verniinftige Annahme erschien. Drehung des Koordinatensystems
kann bewirken, daBl f(x, ¥) an einzelnen Stellen unendlich wird,
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f(x, ¥)
durch Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines
Punktes vielfach beseitigen, indem man durch Drehung des Koor-
dinatensystems zu einer anderen Differentialgleichung iibergeht, die
auch in dem bisherigen Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen
geniigt, die aber in seiner Umgebung dieselben Richtungen vor-
schreibt, wie die gegebene. Ein Unendlichwerden von f(x, y)
braucht also nicht notwendig ein singulires Vorkommen zu bedeuten.
Es kann einfach auf der Lage des Koordinatensystems beruhen, und
bedeuten, daBl eine Ldsung der y-Achse parallel wird. Wenn z. B.

f(xl % stetig bleibt, kénnen wir durch Vertauschung von x und v

zum Ziele gelangen. Am besten entspricht aber der Ubergang zur Para-
meterdarstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgend-

. a . .
eine Gleichung d): == @(x, y) mit stetigem ¢(x,y) den Parameter ¢
einfithren. ¢@(x, y) soll dabei lings einer Integralkurve nirgends ver-
schwinden. Trigt man nidmlich rechts die Gleichung y = f(x) einer
Lésung ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameter-
darstellung?), wobei noch der ¢=:0 entsprechende Punkt auf jeder

Losung beliebig wahlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations-
konstanten entspricht. Durch Einfithrung dieses Parameters ¢ kann

d . d .
man dann statt di == f(x, ¥) auch schreiben dj; = f- @ und so diese

eine Differentialgleichung durch das System &' = @, ' == /- p ersetzen.
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fiir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir
t==t, die Werte x, und v, annimmt. Denkt man noch an die Will-
kir in der Wahl des ¢ == 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Losung.
Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf Systeme
von Differentialgleichungen auszudehnen.

Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B.

dx
CJexs fn)

1) Es wird also p(x, f(x), also ¢

X
di



32 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

dy
dr =1x v, 2,
dz
i =8y, 2.

Hier wird man dann x, vy, z als drei Raumkoordinaten deuten.
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daf} jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Lésung. Ich formuliere
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System:

D fvn ) (=12..m).

Die Funktionen f;(x, vy, ..., V) seien in einem gewissen Bereich der
x, Vi, also z. B. in dem Intervall R: | x — %y | < a, |y, — ¥ | < b,
eindeutig und stetig evklirt. Es sei davin | f; | < M, und es sei b; > a M;.
Endlich sei in R die Lipschitz- Bedingung
0 Vs YR = H( Y s Y <MYy — 3] ek Va— Ve
erfiillt. Dann gibt es gemau n in | x — %y | < @ stetige und wmit ste-
tigen ersten Ableitungen versehene Funktionen vy, (x), welche diesen Diffe-
rentialgleichungen gewiigen, fitr welche vy, (xy) = v ist, und fiir die in
| % — % | <a auch |y; — y® | < b; isth).

Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, so kann
man x als einen Parameter / auffassen und zu einem eine Gleichung
weniger umfassenden System dbergehen. Durch jeden Punkt des
%, y;-Raumes geht dann genau eine Losung, die das urspriingliche
System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir insbesondere an
das ebene System zuriick, wo also zwei auf einen Parameter ¢ bezogene
Differentialgleichungen x' = f(x, v), ¥ = g(«x, y) vorliegen, soist dieser
Riickgang auf eine Gleichung nur dann nicht méglich, wenn an einer
Stelle x,, y, sowohl f(x,, v,) Wie g(%,, ¥) verschwinden. Dann wollen
wir diese Stelle eine simgulire nennen. Wir werden solche singulire
Stellen bald noch ausfithrlicher behandeln. Hier sei nur einiges an-
gefithrt, was aus unseren seitherigen Darlegungen von selbst sich er-
gibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist auch hier ohne
weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Ldsung, welche fiir ¢ = ¢,
die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Losung x = %,, vy == ¥,
der geometrisch in der x-v-Ebene keine Kurve, sondern eben nur der
singuldre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder®) zu bemerken, daB3
unsere Beweisfithrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch keine
weiteren Losungen gibt, die bei endlichem ¢, fiir # — £, gegen x, und v,

1) Es sei dem Leser als niitzliche Ubung itberlassen, die fiir eine einzelne
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisfithrung auf
Systeme zu iibertragen.

% Vgl. die FuBnote 1) auf S.30.
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konvergieren. Wohl aber kann es weitere Losungen geben, welche fiir
t — o gegen x, und ¥, konvergieren. So sind ja z. B. fiir die Diffe-
rentialgleichung

dy vy

dx ~ x’
deren singuldrer Punkt x == v = 0 ist, alle Geraden y = m x Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System x" = x, y’ = y wihlen,
und

Y= gt x,, y=ety,

werden Loésungen, welche fiir £ — — oo gegen x = 0 und gegen y =0
streben.

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen.

Fir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittelst der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, daf eine Differential-

gleichung
dy

di\‘ == f(x: ,\’)
oder ein System von Differentialgleichungen
dx dy

ar =8 ), g =R, y)

jedem Punkt eines Bereiches B, in dem f(x,%), g(x, y), k(x, ¥) ein-
deutig, stetig und mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen
sein sollen, und in dem g und % nirgends gleichzeitig verschwinden,
eine Richtung zuordnet, und dalBl also eine Differential-
gleichung durch ein I'eld von Linienelementen graphisch /
dargestellt wird. Um nun in diese ¥ /
Darstellung eine gewisse Ubersicht- /
lichkeit zu bringen, verbinden wir /
die Punkte des Bereiches, welchen i /
die gleiche Richtung zugeordnet ist, /
durch Kurven, die wir Isoklinen nen- Z . e
nen. Wir versehen die einzelnen Iso- [
klinen mit Nummern und merken uns 7 s
in einem nebenan verzeichneten =
Richtungsplan die zugehdrigen Rich-
tungen anl).
In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung
dy ¥
v = y -

7

Abb. 3a. Abb. 3b.

1) Man konnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Richtung an
die Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie
hier so lang wahlen, da man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte
Parallelen dazu ziehen kann.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2. Aufl, 3
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Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung

.y

Zi = x? + y2’
wobei der kleinste Kreis-
radius als Lingeneinheit
gedacht ist.

Eine besondere Eigen-
tiimlichkeit weisen die Li-
nienelemente der Zinearen

Differentialgleichungen

Abb. 4a.

auf. Diejenigen Linien-
elemente niamlich, welche
zu Punkten mit gleicher
Abszisse gehoren, sind
auf einen festen Punkt
hingerichtet. Wenn niam-
lich die Differentialglei-
chung

Abb. 4b. y’ *f(x)y -+ g(x) =0

gegeben ist, so gehért das Linienelement des Punktes x, y der
Geraden

n=y—{xy +gx) ¢ — %

an. Das Linienelement des Punktes #, y, aber liegt auf
7=y — ({(X)y; +g(x) (§ — #).
Beide Geraden schneiden sich im Punkt

N &
\

%
7%

Abb. 5.

1 g(#)
£ o —_ &\
TN 1T T ey

dessen Koordinaten also nur
von x, nicht von y oder y,
abhingen. Man kann daher
die Lesthurve

£y L —_ &)
=T @ 1T T A
statt des Isoklinenfeldes ver-
wenden, wenn man zu jedem
ihrer Punkte die zugehodrige
Abszisse derjenigen Linien-
elemente anmerkt, welche auf
diesen Punkt hingerichtet
sind. Natiirlich kann man

von hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Abb. 5
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zeigt das Bild der Differentialgleichung

y=9yx+1
mit der Leitkurve

oder
p—n&—1=0.

Will man also z. B. das zum Punkt (2, 3) gehérige Linienelement
finden, so sucht man den Punkt
der Leithyperbel, dessen Ordinate
n = — % ist und verbindet ihn
mit (2, 3). Dies liefert die Rich-
tung des Linienelements (vgl.
Abb. 5; an die Hyperbelpunkte
sind die Abszissen x angeschrie-
ben. In unserem Beispiel ist also
der Hyperbelpunkt zu nehmen,
an dem 2 steht.)

NING R

Will man ausgehend von der
Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
z. B. die zu v' = 2 gehodrige, so
lege man durch alle Punkte der Abb. 6.

Leitkurve Parallele zu der ge-

wiinschten Richtung der Linienelemente und bringe diese mit den zu
den einzelnen Kurvenpunkten gehorigen Parallelen zur y-Achse zum
Schnitt. So erhilt man zu jeder Abszisse denjenigen Punkt, dessen
Linienelement die gewiinschte Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie Leitkurve konnen auch mit Vorteil ver-
wendet werden, wenn es sich darum handelt, in der schon angedeuteten
Weise eine erste Niaherungslosung der Differentialgleichung zu zeichnen.
Abb. 6 zeigt eine solche fur die Differentialgleichung

vy = x% + 3%,

Man kann die Niherungen dadurch verbessern, daB man die Iso-
klinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Néherungskurve nicht mit
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen,
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen
Richtungen zu verwenden. Dal dies Verfahren bei geniigender Ver-
feinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden wir bald be-
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er-

reichten Niherung abschitzen.
3*
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§ 8. Wie beurteilt man die Giite einer Ndherung?

Wenn man fragt, wie gut eine Niherung mit einer Losung iiber-
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der Differenz
zwischen der Naherung und der Losung. Oben, bei der zeichnerischen
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daf3 die betreffende Funktion
angenédhert der Differentialgleichung gentigt, oder anders ausgedriickt,
wenn sich herausstellte, dal die Richtungen der Lésungen angenihert
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Rich-
tungen iibereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich
formuliere es so: Man hat zwei Differentialgleichungen

dy

(1) dx‘:f(x’ y):
(@) =15 V) + A, V).

f(%, y) soll in einem Bereich B stetig und beschrankt sein und einer
Lipschutzschen Bedingung geniigen. 4 (x, y) soll in B beschrinkt sein.
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung.
Man wiinscht zu wissen, wie groB die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Losungen den gleichen
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, da ein
kleines A (x, Y) einen geringen Unterschied der Losungen bedingt,
oder mit anderen Worten, dafl die Losungen sich stetig mit der Dif-
ferentialgleichung indern. Es soll sich aber auch darum handeln, den
Unterschied der Loésungen abzuschitzen.

Man braucht nur wieder die Losungen nach der Methode der suk-
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be-
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche
erste Ndherung verwenden. Als solche Niherung benutzt man eine
Losung Y (x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an-
gesichts der wenigen iiber 4 (x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht
sicher ist, daBB das Verfahren konvergiert. Ich setze weiter voraus,
dal diese Losung stetig und mit einer Ableitung versehen sei, die bis
auf endlich viele Spriinge stetig ist. Diese erste Niherung sei

Yo (%) = Y (#).

Die Lésungen sollen so bestimmt werden, daB sie fiir x = x, den
Wert y = y, erhalten. Namentlich ist also y, (%) = Y, (%) = ¥,-
Ich setze

| A(x,y) | <0.
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Dann finde ich zunachst die beiden Naherungen
vy (%) = vg - fo‘ Vo (%))dx
und

%) =y, ,FJ; x)dxka(x Yo (%)) dx .

Ihr Unterschied kann sofort abgeschitzt werden:
| V(%) — vy (9) | -
Daher wird weiter?)

[, V) — flx,y) | < M| Y — vy | <O0M|x— x
So erhilt man dann die Abschitzung

Y (3) = vy (%) =

& - 4 , ' X - %2
— U ) = e v = [ Vdx <ox T g v —
To Zo
Daraus ergibt sich wieder leicht
2
e V)=, ) <M Y — v, < OM? “2@.‘ LOM x— o, .

Und daraus findet man
3

| .2
S AT Fe | e -
gt oM

Y — v, < 80
Durch vollstindige Induktion bestitigt man leicht, daB allgemein
¥ - xg1 " s et fx — g\ 1
a oM (n— 1)
Da aber nun fiir dic Losungen Y (x) und y(x) selbst
Y(x) - v(%) = Hm {Y(x) — y, (%)}
n-»r®
wird, so findet man aus unseren Abschitzungen:
(3) V() -y | =0 ] x—
Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten.
Sie bringt u. a. zum Ausdruck, daB sich bei fesien Anfangsbe-
dingungen die Lisungen stetig mit der Differentialgleichung dndern.
Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, dafl die rechte Seite
ciner Differentialgleichung
dy .
dx ~ v,
stetig von cinem Parameter y abhingt, genauer, dafi sie cine stetige
Funktion von x,y und dem Parameter u ist, solange x, y einen Beveich B

YV —y, <ou™! Fled x—xg.

BM £—%o

1) Unsere Annahme iiber Y (#) hat zur Folge, daB alle Y,(x) mit Y () uber-
einstimmen. M hat die auf S. 26 angegebene Bedeutung.
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und u einem Intervall I amgehoren. Dann hdngen auch die Losungen
bei fester, d. h. von p unabhingiger Anfangsbedingung stetig von u ab.
Wenn auferdem f(x, vy, u) erste Ablestungen nach y und nach u besitzt,
die ihrerseits stetig von %, y, p abhingen, so besitzen auch die Lisungen
erste Ableitungen nach y, die stetig von x und u abhingen.

Die erste Hilfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab-
héangigkeit der Losungen von x und p bezieht, ergibt sich unmittelbar
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur
noch der auf die Differenzierbarkeit beziigliche Teil der Behauptung
zu beweisen. Dazu bilde man den nach p genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Identitit

(4) dy—%}’f—) = (%, y (% 1), 1) -

Man erhilt
2 (pntdn) v 1y b A pddu = s
dx Au = An .
Dafér kann man kurz schreiben?)
-~ d /4 2 A .
®) % (’A’"Z‘)Z T’;(x, y+ 94y, u+ 29A/4)A;

oy My kA O<H<).
Das ist eine lineare Differentialgleichung fiir den Differenzenquotienten

%, eine Gleichung, deren Koeffizienten an der Stelle Ay = 0 noch

stetig von dem in die Ldsung eingehenden Parameter 4y abhingen.
Far Ay — 0 gehen die Koeffizienten der Differentialgleichung in die
der linearen Differentialgleichung

(6) ;in = ?z (x: Vs lu) z - g”lé(x: Ys ‘”)

iiber. Fiir g ist ndmlich eine feste Zahl zu nehmen, so dal y (x, u)
eine wohlbestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem
A u, Ay eine wohlbestimmte Funktion von x, die fiir 4 4 — 0 gleich-
miBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem 4 p
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von %,
die fiir 4 y — 0 gleichmiBig in x gegen Null streben. Man wird ver-
muten, daB die bei x, verschwindende Lésung von (5) bei diesem Grenz-
iibergang 4 p — 0 stetig in die bei x, verschwindende Lésung von (6)

C .o 4 .
iibergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt Az fiir Ay — 0 einen Grenz-

wert, und somit ist die bei x, der Bedingung y (x,) = ¥, geniigende
Losung von (4) eine differenzierbare Funktion von u, deren Ableitung
nach yu stetig von x und y abhingt. Den Beweis erbringt man am besten

1) Im Falle, wo f(#, y, @) analytisch von y, n abhangt, entwickle man rechts
nach Potenzen von Ay und Ady.
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durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl.
S. 11). Die dort gegebene Auflosungsformel 1Bt die Richtigkeit unserer
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch
fithren, daB man das iiber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge-
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an-
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist.
Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen Losung

0y . . P
7= ﬁ: ist, so erkennt man, dall aus der Existenz und Stetigkeit der

Ableitungen von f nach ¥y und u bis zur #n-ten Ordnung einschlieBlich,
die Existenz und Stetigkeit von j}ffﬁ folgt.

Bemerkung: Alle Ergebnisse iibertragen sich unverdndert auf Systeme.

§ 4. Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, daB eine geringe
Anderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe Anderung der
Losung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit dieser Ansicht
bestiatigen und zugleich eine Abschitzung der Lésungsinderung ge-
winnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven Approxi-
mationen gute Dienste. Es sei

(1) V=)

die Differentialgleichung?). Die Anfangsbedingung fiir die Ldosung
Y (x) derselben sei

Y (xg) = ¥p;
fiir die Losung y(x) aber sei y(x) = y, +¢, wo | & | <7 sei
Dann sei
Yo (%) = vo Yo (%) = vo + ¢

V@)= vy [ (2, Yo@)dr v, (x) = vo + & 4 [ F(x, yo()) dx

Yy (%) = 3o + f Ko Y,)dx Vo (%) = vo + & "’“xf &, y, (x)) dx

usw. eine Folge von Niherungslésungen.
Daraus gewinnt man

V() =y () <yt Muylx—x

fx— x| 2
Yo (®)— 2 (8) | <+ M| x— x|+ M2y T
Volistindige Induktion lehrt allgemein
| | : |% — #g|® . |%— %"
Y, (%) — v, ) <np--Mylx-—xgl 4 M2y " 200 4 My T

n!

1) Wir kniipfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 26 an,
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Durch Grenziibergang folgt
(2) | Y (2) — y(x)] < get o=l

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses abge-
schitzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den Ver-
lauf der Integralkurve &duBerstens haben kann. Hitte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von v,
abhingt, so hitte die Bemerkung geniigt, daB3 die Naherungslésungen
stetig von y, abhingen und daB die Reihe

Yo + Z(yn - yn-l)
gleichmiBig in 1y, konvergiert. Das folgt einfach daraus, daf die
Abschitzungen auf S. 28 von der speziellen Wahl von y, unabhingig
sind, wofern nur (x;, ¥,) ein Punkt aus dem S. 26 eingefiihrten Recht-
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrach-
tungen von S, 27ff. erneut durch!
Die Lisungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen:

y =y, %)

Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch
Anwendung des auf S.37 gewonnenen Satzes. Man mache, um das
einzusehen, in (1) die Substitution y(x) = z(x) +&. Dadurch geht
(1) in

(3) i)

tber. Die Losung y(x) mit der Anfangsbedingung y (%,) =¥, + ¢
geht in eine Loésung von (3) mit der Anfangsbedingung z(xg) = ¥
iber. Man hat also eine Losung Y(x) von (1) und eine Losung z(%)
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert
die Abschitzung (3) von S. 37
| Y(2) — 2(2) | <M | x — x| M50

Daraus folgt

[ y(®) —2(x) | <y +9M | x— x| Mio=wl,
ein Ergebnis, das nicht ganz so gut ist, als das oben auf direktem
Wege gewonnene (2).

Die eben verwendete Methode hat aber den Vorteil, daB sie auch
Aufschlul iiber die Differenzierbarkeit der Lésungen als Funktionen
der Anfangsbedingungen liefert. Wir kénnen namlich y, als einen
Parameter u auffassen, von dem die Lésungen abhiangen. So liefert der
auf S. 38 bewiesene Satz unmittelbar das Ergebnis, daf die Losungen
von (1) eine stetige erste Ableitung nach y, besitzen, falls f (x, v) eine stetige
erste Ableitung nach vy besitzt, sowie daf die Ableitungen der Losungen
nach yo bis zur n-ten Ordnung einschlieflich existieren und stetig sind,
wenn die Ableitungen von f (x, v) nach v bis zur n-ten Ordnung einschlief-
lich stetig sind.
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Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder auf
Systeme iibertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter schlieBen,
daBl die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x, abhingen.
Man kann sie also in der Form

(4) y = @(x; %9, Yo

schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f (x, ¥)
nach x und y stetig sind, in ¢ (¥; %,, ¥,) eine samt ihren Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflésen und schlieen, dall die Aufldsung

Vo= w(x, ¥y, xp)

selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, %, abhingt. Die
Auflésung von (4) ist namlich einfach durch

Yo= ¢(%; X, %)
gegeben. Wenn man ndamlich mit (x, y) einen Punkt der durch (x;, y,)
gehenden Losung bezeichnet, so ist diese Ldsung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach mul} insbesondere die durch x, vy bestimmte
Lésung durch v, gehen. Also ist

Yo = @ (%5 ¥, ),
und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwihnten Rechtecken.

Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den
EinfluB einer gleichzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und Differential-
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwen-
det, deren rechte Seite

TGy, w

stetig von x, ¥ und einem Parameter . abhangt, so erkennt man, dal die Losung,
welche far » = x;, den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Variablen y,
und y abhangt. Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von y, und p. zieht eine
geringe Anderung von f(x, ¥, u) und also eine geringe Anderung der Losung y
nach sich.

§ 5. Die Euler-Cauchysche Polygonmethode.

Cauchy hat die bekannte zur Definition des bestimmten Integrales
dienende Methode auf Differentialgleichungen tibertragen. Wir haben
den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur ndherungsweisen Inte-
gration verwendet. Schon Fuler lehrte ein genihertes Integral dadurch
finden, dal man vom Anfangspunkt aus in der dort vorgeschriebenen
Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem gewissen Punkte dann zu
der dort vorgeschriebenen Richtung tibergeht, um diese ein Stiick weit
einzuhalten usw. Aber erst Cauchy hat bewiesen, dafl die Polygone
gegen Integralkurven konvergieren. DaB dem so ist, kann man mit



42 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten folgendermalen
einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion ist die genaue
Losung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung

ay
Man definiere F(x, Y) = f(», Y) iberall auBer in den Punkten des
Polygons. In den ihm angehérigen Punkten setze man F(x, Y) gleich
dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden
Polygonseiten.

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so
iy
E:f(x, Y)+ {F(x, Y)—f(x,Y)}.

Setze ich dann noch F — f= A4, so werden die Betrachtungen von
S. 36ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x,y) der Lipschitzschen Be-
dingung geniigen und daher konvergieren die auf

d
;1%‘ = (., ¥)
beziiglichen Niherungen y,,. Die auf
Y _ Fx,Y)
ax

beziiglichen Niherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn
man wie S. 36 fir Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialglei-
chung, das bekannte Euler-Cauchysche Polygon, nimmt. Diese Tat-
sachen geniigen aber, um die Betrachtungen von S. 36ff. anwendbar
zu machen. Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen
Losung durch (%, y,) und der Ewler-Cauchyschen Niherung
| YV(#) —y(®) [ <8 ]x—x|eMlam%.

Dabei ist offenbar & weiter nichts als eine obere Schranke fiir den
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs-
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen
Richtungskoeffizienten. ¢ kann daher dadurch beliebig klein gemacht
werden, da8 man die Polygonseiten hinreichend kurz wihlt. Man hat
also das Resultat:

Wenn lings einer jeden Seite des Euler-Cauchyschen Polygons
die Schwankung von f(x,vy) kleiner als & bleibt, und wenn ferner im
ganzen Bereich f(x, y) der Lipschitzschen Bedingung von S. 26 gendigt,
so ist der Unterschied zwischen der genauen Lisung von

2 f, 5)

und der Euler-Cauchyschen Ndherung kleiner als

Ol x— x| Mlz-gol,
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Ich will noch eine Anwendung der Ewler-Cauchyschen Methode an-
geben. Es soll sich darum handeln — wie schon S. 30 in Aussicht ge-

nommen wurde — zu beweisen, daB der Existenzsatz von S. 26 fiir
Differentialgleichungen

dy
(1) 7 f(x, )

mit einer gewissen Einschrankung schon dann gilt, wenn nur f(x, y)
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschrinkung liegt darin,
daB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Losung von (1)
geht, dal} es aber jetzt, wie schon S. 30 bemerkt wurde, im allgemeinen
mehr als eine Losung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde also
folgendes beweisen:

Wenn f(x, v} im Bereiche B stetrg ist und wenn x, v, ein Punkt
aus B ist, so gibt es eine Zahl a > 0 derart, daf fiir | x — x, | < a min-
destens eine stetige Funktion y(x) existiert, fiir die (1) in | x — x| < a
identisch erfiillt ist, und fitr dic v{(xg) = v, ist.

Zum Beweise grenze ich um x,, ¥, ein B angehériges Rechteck
| ¥ — % =a, |y — v | =p ab und ersetze alsdann (1) durch eine
Differentialgleichung
2) g y),
deren rechte Seite im ganzen Streifen | ¥ — %, | < « stetig ist, und wo
im Rechteck und an seinem Rande

g(x,y) = (2, 9)
gilt. Eine solche IFunktion erhidlt man, wenn man auBlerhalb des
Rechtecks
g2, y) =71(x 5 £

definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem
y — ¥o > B oder ¥ — y, << — B ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil,
daB wir fiir die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall | x — %, | < «
eine Lésung erhalten, die dann fiir alle die x-Werte der Gleichung (1)
gentigt, fiir die sie im Rechteck verlduft. Dadurch ist dann die Zahl a
des Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Losung sicher
positiv.

Zur Konstruktion einer Lésung bedienen wir uns der Polygonmethode.
Zur Konstruktion des n-ten Polygones teilen wir das Intervall
| x — %y | < ain 2" gleiche Teile ein, so dal die zum #-ten Polygon ge-
horige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die
beim # — l-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte x,, ¥,
konstruieren wir dann das #-te Polygon, indem wir stets in dem
zwischen zwel x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung
einhalten, namlich diejenige, die iiber dem x, zunichst gelegenen Teil-
punkt vorgeschrieben ist.
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7 = Yu(%)
sei die dem #n-ten Polygon zugehorige Richtungsfunktion, so daff das
n-te Polygon selbst durch

(3) Ya(®) = o+ [ pa()dt

gegeben istl). Wir betrachten noch

4 ya(®) =y, + [ g(, yal) dt.
Lo

Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte
bilden eine abzahlbare Menge. Die Funktionen |y, (x) | liegen alle
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, y) in geeig-
neten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die | v,,(#) |
und | y; (%) | unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann man aus
der Folge der y,(x) eine Teilfolge auswihlen, derart, daB an allen Teil-
punkten der .

lim vy, ()
n—>®
existiert. Man numeriere, um das einzusehen, die Teilpunkte und be-
trachte die Werte der y,(x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrankt
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswihlen. Die dazu ge-
horigen Funktionen v, (x) betrachte man am zweiten Teilpunkte und
wihle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw.

So modge man nacheinander die Folgen

Vi %), v, ...
y!h (x) H 3’,«2(96) .

erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die
derart beschaffen sind, dal3 die n-te Folge an den # ersten Teilpunkten
konvergiert. Die Diagonalfolge

y/ll (x) ’ y,u2<x) s
konvergiert dann an allen Teilpunkten.

Ich werde nun zeigen, daB3 diese Diagonalfolge sogar fiir alle x aus
| ¥ — %y | = o konvergiert.

Sei namlich x,; eine beliebige Stelle mit |x, — %, | < @, so gibt es
zwischen %, und x, beliebig nahe bei x; Teilpunkte. x, sei ein solcher,
iber den wir nun gleich passend verfiigen werden. Jedenfalls ist

1
Val®) — () = [y (x) dx.

2]

1) Die fiar y,(x) vorhin durch Werte gegebene Definition 1aBt sich dann
so in Formeln ausdriicken. Ein Teilintervall sei von #, und # 41 begrenzt.
#x sei der x, zunachst gelegene Teilpunkt. Dann ist zwischen #, und g 41
Y, so erklart: g, (x) =g (#x, v,(#)) und in den an x, anstoBenden Intervallen

ist y, (%) == g(%y, ¥)-
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Daher ist
| Va3 — Yalig) | < M [ 2 — 7, |
fiir alle n. Man gebe eine Zahl € >0 vor und wihle %, so nahe an
x,, daB
&
3
wird. Iferner wihle man alsdann # so grof3, daB fiir alle p > 0

;1/11x1—x2]<

| Vaen () = valm) | < §
ist. Da auch
| Voo (1) = Vnin (%) | < ;
ist, so wird
| Yosw (%) — ul2) | <e,
woraus die Konvergenz folgt. s gibt also eine Grenzfunktion y(x),
tiir die
v(x) = lim y,(x)
n>w
in | x — xy| =« gilt. Ich zeige, daB diese Grenzfunktion stetig ist.
Dies folgt daraus, dal3, wie eben schon fiir spezielle x,, ¥, bemerkt
wurde, fiir vgend zwei Werte x, und x,, fir die
M|x, — x| <&
1st, auch fur alle =
[ valmy) — valxg) | < e
1st. Daher ist auch
| v(x) — v(x) [ < e
sobald
Mix — x| <e
1st.
Weiter streben die durch (4) erkldrten y*(x) derselben Grenzfunktion
v(x) zu, wie die v,(x). Denn aus (3) und (4) folgt

Vi (#) = v (¥) = f[ X, V(%) — yu(x) ] dx.

Nun aber sind die Werte von y,(x) in den einzelnen Teilintervallen kon-
stant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(x, v,(%)) in der am Anfang
des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones v, (x) annimmt. Da-
her ist wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von g(x, v)

[g(v, ¥a(x) — pu(x) | < 7,
sobald nur # gro genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug
sind. Daraus folgt sofort, daf3

lim (17 (x) — v, (%)) =0

n->L

gleichmiBig fir | x — v, | < « gilt.



46 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen,

Ich zeige noch, daB die y,(x) gleichmiBig gegen y(x) konvergieren.
Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen wer-
den. Denn wir haben folgendes bewiesen, wenn

. &
| % — % 1 < gy
ist, so folgt aus
&
| Yt (%2) — V(%) | < g
dal3
l yn+p(x1) - yn(xl) I <é.
Man gebe daher ein ¢ > 0 beliebig vor und teile das Intervall
|2 —x%|=o

in endlich viele Teilintervalle ein, deren Linge kleiner als Efﬂ ist. Zu

jedem Teilintervall gehort dann eine Nummer N derart, daB im
ganzen Intervall ¢

I yn+p(x) - yn(x) ] <e
ist fiir beliebiges p > 0 und » > N.

Das grofite dieser endlich vielen N sei N’. Es hat die Eigenschaft,
daB fir # > N’ und $ > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen
Intervalle

I yn+p(x) - yn(x) l <&

ist. Daher folgt aus
X
v () =y + [ (%, yalx) dx
Zo

in Verbindung und der gleichmiBigen Existenz der Grenzwerte

y(x) = lim y,(%)

n->»

y(%) = lim y;(x)

BRI>>

und in Verbindung mit der Stetigkeit von g(x, y), daB
z
y(®) =y + [ ¢lx, 9 dx
%o

ist, und daraus folgt durch Differentiation, daB y(x) eine Lésung von
(2) ist, fiir die y(x,) = v, gilt.

Wir haben schon S. 30 bemerkt, daB} es im allgemeinen noch weitere
dieser Anfangsbedingung geniigende Lsungen gibt. Man vgl. auch noch
die Bemerkungen auf S. 53.
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§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn man die Voraussetzung macht, 'dal f(x, y) eine analytische
Funktion seiner Argumente ist, so werden auch die Lisungen der Differen-
tialgleichung

Y x y)

analytische Funktionen. Wir wollen uns davon iiberzeugen.

Ich setze voraus,!) daB f(z,») in dem durch |z— 2z | £ 4 und
| w — w, | £ B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk-
tion der beiden komplexen Variablen z und w sei?). In diesem Bereich
sei weiter

| f(z, @) | <M.
Ferner seien a < A, b £ B so gewihlt, daB
b>aM.

Es soll eine Lésung der Differentialgleichung

‘22& = f (Z, w)
gefunden werden, die fiir z=z, den Wert w = w, annimmt. Man
kann auch jetzt die Losung nach der Methode der sukzessiven Appro-
ximationen finden. Nur miissen jetzt einige Abschitzungen etwas anders
gewonnen werden. Wir benétigen vor allem eine Abschitzung

[z, w) — [z, w9) | S M | w; — w, |.
Diese gewannen wir S. 27 aus dem Mittelwertsatz®). Hier muB} etwas
anders geschlossen werden. Man mubB ja nur erkennen, daf

wy — Wy =

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber dieser Differenzenquotient
selbst eine analytische Funktion von z,w,, w, fir |z —z |< 4,
|w, —wy | < B und |w,—w,| <B. (Fir w, >w, kommt ja
j; (2, wy) heraus.) Daher gibt es eine Schranke M, wie wir sie suchen.
Wir kénnen nun wie auf S. 27ff. die Methode der sukzessiven Appro-
ximationen ansetzen. Wir wihlen nur aus bald ersichtlichen Griinden
als erste Niherung w,(z) eine analytische Funktion. Ich setze z. B.

wy(2) == w,. Dann wird

wy (2) = wo -+ ff(z, wo) dz

2o

1y Man vgl. die Voraussetzungen auf S.26.

?) Sje soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden
Variablen z und w stetig sein.

3) Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen
von S.26ff.
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Hier kann die 2, mit # verbindende Gerade als Integrationsweg gewihlt
werden. Dann erkennt, man daB

(1) |wi(a) —wo [ <M |z — 25|

ist. Genau wie auf S.28 kann man nun die weiteren Niherungen
abschétzen, wofern man nur geradlinig von z, nach z integriert. Wir
miissen uns nur noch dhnlich wie auf S. 28 vergewissern, daf das Ein-
setzen der gefundenen Niherungen w,(z) in f(z, w) zu analytischen
Funktionen f(z, w,(2)) fihrt. Dazu ist erforderlich, daBl die Werte von z
dem Kreise |z —z,| £ A4, und daB die Werte, die w,(z) annimmt,
dem Kreis | w — w, | < B angehéren. Setzt man |z — z, | < a vor-
aus, so ist nach (1) | w, — w, | < aM < b. Wir wollen zeigen, daB
fiir alle » und |z — 2y | < @ auch | w, — wy | < b ist. Wir nehmen dem
Verfahren der vollstindigen Induktion entsprechend an, daB
|,y — wy | <b fir [2— 2| <a. Dann ist wegen

w, (2) = w, +ff(z, w, ) dz

ersichtlich, daB °
| w,(2) —wy | SM |2 — 2| < Ma <b.
So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Niherungsfunktionen
w,(2), die fiir | z— z, | < a gegen eine gleichfalls analytische Grenz-
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie
S.28/29. Es sei eine niitzliche Ubung fiir den Leser das niher durchzu-
fithren. Die Grenzfunktion w(z) ist dann die gesuchte Losung der Dif-
ferentialgleichung. Dal es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S.29.
Als analytische Funktion kann man sie in eine Potenzreihe

(2) w(z)=wy +ec(z—2) +...

entwickeln. Da man nun einmal wei3, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine Losung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un-
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif-
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann.

Wenn nimlich der Differentialgleichung
dw y % k
dz:f(z:w):g\_'“fk (z—2) (0 —w,)

die Funktion W=y + ¢ (2 —2) +...

geniigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢, nur die
Ableitungen von w an der Stelle z, zu berechnen. Denn es ist ja
1 dkw
T RUTE



§7. Ubertragung der Simpsonschen Regel. 49

Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, dafl

€y = f;: . = f(2, W) = g
ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man

o1 . azw of Coof dw

2! Cy = dz2 z.:-20: iz - T oiw Y u.o. dz e = dq9 -+ g1 €y -

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die
vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 36ff. lassen sich nun un-
verdndert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 39ff,
daB die Ldsungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres
iibertragen.

§ 7. Ubertragung der Simpsonschen Regel.

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur
numerischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die Swmpsonsche
Regel. Sie lehrt, daB das Integral

a-h
J#) = [ 1) dx

a

angenihert durch die Formel

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
darin zum Ausdruck, daf3 die Entwicklungen von J (%) und von [/, (A)
nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlieBlich
iibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschitzung des
Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert niherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewihlter
Funktionswerte auszudriicken. Rumge hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken Niherungsformeln zur Auflésung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. Kutta') hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

i),

1) Zeitschrift fir Math. u. Phys. Bd. 46. 1901
Bieberbach, Differentialgleichungen. 2, Anfl, 4
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welches fiir » = x, den Wert y, besitzt, wird fir x = %, -/ ange-
ndhert durch die folgende Rumge-Kuttasche Formel dargestellt:

y (%o + ) = vo + }é (K, + 2K, + 2K, + K,) .

Hier ist
K, = [ (%, Vo)»
} Kyh
K2:f<2'0+21, y0+4";‘7>,
} Ky h
Ky =flxo b, yo+522),

Ky=/xo+h,y+K; h).
Entwickelt man sowohl die Losung, wie diese Ndherung nach Potenzen
von %, so erhilt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern vierter
Ordnung einschlieflich
Was nun die Abschitzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des Taylorschen Satzes das folgende Ergebnis. Der Unter-
schied zwischen der wahren Lésung y,, und der Naherungslésung v,
durch den Punkt (x,, v,) geniigt der Ungleichung
—xy 5 N5 —
Sy <N d L
Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B: ] % — %, [ < a,
| ¥ — 99| < b geniigt f(x,y) samt seinen partiellen Ableitungen der
vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:
| (. 9) | <M,
pE+E)F N
Ferner soll
|x— % | N<1
aM < b

sein. Ich will die dazu fithrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung dhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen
Gebiet kann verzichtet werden.

Ich will z. B. fir x = 0,2 dasjenige Integral von

Y = xl+y
berechnen, welches fiir x = 0 verschwindet. Die Néherungsformel
liefert 0,0214, die genaue Loésung
y=e* — x5 —1

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.

Die Approximation ist also besser als sie die allgemeine Abschitzung
erwarten lieB. Denn diese liefert fir M=1, N=1, a=0,1, b= 0,2
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. . s . 6-2¢ .
immerhin als duBersten moglichen Fehler noch 10+ - Hitte man firr

. 3
x = 0,1 gerechnet, so hdtte man als moglichen Fehler nur o, gefunden.

Will man auch fiir 0,2 eine groBlere Genauigkeit erreichen, so kann
man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen und dann mit dem
gefundenen Wert als Anfangswert nochmals die Kutfasche Regel an-
wenden. Man hat dann aufler dem zweimal vorkommenden Fehler

von 1—3; noch den I'ehler zu beriicksichtigen, der davon herriihrt, daf3

3
104 falschen

Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 40 fiir den Wert

man am Anfang des zweiten Intervalles einen um hdéchstens

der Losung bei 0,2 héchstens lg;,; aus. Daher findet man durch zweimalige
Anwendung der Kwftaschen Regel in der eben angegebenen Weise die

5 1 . . 5 9
Lésung fiir x == 0,2 bis auf einen Fehler von duBerstens 106 -

Wer sich nédher tir praktische Integration interessiert, moge zu
dem in dieser Sammlung crschienenen Buch von Rumge und Konig

iiber numerisches Rechnen greifen.

III. Kapitel.
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Uberblick iiber den Ver-
lauf der Integralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen
und Fallen, ihre Konvexitit und Konkavitit, ihre Wendepunkte und
einige weitere Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen.
Zunichst soll in diesem Paragraphen angedeutet werden, wie man
oft iiber die eben schon genannten Fragen AufschluB gewinnen
kann. Wenn die Differentialgleichung f(x, v, ¥') == 0 vorgelegt ist,
so stellt f(x, v, 0) = 0 im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile
des Richtungsfeldes, in welchen die Integralkurven steigen von den-
jenigen trennen, wo sie fallen!). Differenziert man die Differential-
gleichung nach x, so erhalt man f, +/,-v +/,-»"=0. Daher
liegen die Wendepunkte der Integralkurven auf der Kurve, deren
Gleichung mit 4’ als Parameter durch
of | of ,

dx +ﬁy i =0

fx, vy 0,
1) Der Zusatz ,,im allgemeinen‘ deutet darauf hin, daB unter Umstinden
f(x, 9,0 0 keine Kurve ist, wie z. B. bei f 9" oder daB unter Umstanden
auch die Integralkurven iiberall steigen, wie z. B. fiir f = %2 — 9’ wo also
f(x, ¥, 0) = O nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor-
handen, so werden sie durch f(x, v, 0) .- 0 voneinander getrennt.
4%
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gegeben ist. Die Teile derselben, wo ;7}:; = 0 ist, kommen dabei offenbar

im allgemeinen nicht in Betracht. Diese Kurve trennt also auch die
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den-
jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese An-
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung in
der Form y' = F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F(x, y) in einem
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige
Funktion erkldrt ist. Dann wird F(x, y) = 0 der Ort derjenigen Punkte,
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und

or  0F

o - oy F=0
wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben ndher kennen lernen.

Es sei " =1 + xvy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist
die Hyperbel 1 + xy=0,
wiahrend dieWendepunkte
auf der Kurve dritter Ord-
nung x + y + x%y = 0
liegen). Beide Kurven
sind in Abb. 7 punktiert
eingetragen. Schon diese
wenigen Bemerkungen er-

T lauben es, zu erkennen,
“““ e dafl die Integralkurven
den in Abb. 7 verzeich-
neten ungefihren Verlauf

/ haben miissen. Man kann

Abb. 7. durch Betrachtung der

Isoklinen der Genauigkeit

der Zeichnung noch etwas zu Hilfe kommen, z. B. beachten, daB die
Achsen stets unter 45 Grad durchsetzt werden. Aber nicht alle Integral-
kurven kénnen die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind in Abb. 7

J

1) Da bei festem # fiir hinreichend groBe positive y dieser Ausdruck positiv
ist, fiir groBe negative y aber negative Werte annimmt, so hat in der Tat jede
Integralkurve, welche die C, durchsetzt, in diesem Schnittpunkt einen Wende-
punkt. Man kann noch hinzufiigen, da jede Integralkurve, welche die C, trifft,
in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen Schnitt-
punkt (%y, ¥,) gilt fir die Richtung y,” der Integralkurve: y, + #%,9,” = 0, wahrend
sich die Richtung y," der Cg aus 1 + 2,9, + (1 + %2 y,’ = 0 ergibt. Im
Falle einer Berfihrung beider im Punkte (%, ,) miBte y,” = y,” sein. Das kann
aber wegen der Gleichung der C; nur fiir 9, = 0 moglich sein. Hier aber ist wegen
der Gleichung der C, auch #, - 0. In diesem Puunkte (0,0) aber ist y," = I,
v’ — — 1. Ob der Ort der Wendepunkte wirklich nur aus Wendepunkten be-
steht, bedarf auch einer Uberlegung, ahnlich der eben in unserem Beispiel durch-
gefithrten.
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zu sehen. Wenn man niamlich z. B. vom Punkte (+ 2, — 2) beginnend
eine Integralkurve fiir wachsende x verfolgt, so fillt sie stindig, ver-
folgt man sie aber fiir abnehmende %, so steigt sie an, bis sie die punk-
tierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel, um dann bei
weiter abnehmendem v wieder zu fallen.

§ 2. Singuldre Punkte.

Wir haben S. 26{f. bewiesen, daB unter gewissen Voraussetzungen
durch jeden Punkt eines Gebietes B nur eine Losung der Differential-
gleichung y' = f(x, y) geht. Die Voraussetzungen aber waren diese:
7(x, v) soll in B eindeutig und stetig sein und einer Lipschitz-Bedingung

[ F, ) = 7 (2, w0 | = M [ 3y — 3, |

geniigen. Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y;, ¥, nicht ab-
hingende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor-
legen, inwieweit die Bedingungen fiir die Giltigkeit des Ergebnisses
auch notwendsg sind. Zunichst erinneren wir uns (vgl. S.43), daf die
bloBe Stetigkeit von /(x,v) schon die Existenz der Losungen zur
Folge hat. Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B wmindestens eine Losung hindurch. Aber ohne
weitere Voraussetzungen itber f(x, ¥) kann man nicht nachweisen, da3
durch jeden Punkt nur eine Losung geht. Tatsichlich kann man
Differentialgleichungen mit stetigem f(x, y) angeben, welche mehrere
Losungen durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt schon
von der einfachen Differentialgleichung

V= =V oy
Denn ihre Loésungen sind neben y =0 die Parabeln
ve b BE (fir v = — )Y
ve= — Iy = R)2 (fir x < —7),
welche bei x = — /1 die x-Achse beriihren.

Aber erinnern wir uns an die Definition der Losung: Losung heilt
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt.
Daher sind auch solche Kurven als Ldésungen anzusprechen, welche
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B.

v=20 fir »<a
ve=t{x—a)? fir x=>a (a>0)

die Losung v == 0 hindurch.
Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Losungen sollen durch fol-
gende Kurven geliefert werden

1) Fiur # < — k ware 3" nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung geniigen.
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y=ua fir y<0
y=pfx2 fir 0y < a?
y=x2+ y fiir y= &%

(«, B, y Parameter
der Kurvenscharen)

Daraus ergibt sich fiir das f(x, y) der Differentialgleichung
fx,9)=0 fir y<0

fe,v)=2> fir 0<y <
f(x,9)=2x fir y= %

Dies so fiir alle x, y erklirte /(x, y) ist durchweg stetigl). Gleichwohl
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Losungen,
ndmlich die zwischen y = 0 und y = x® gelegenen Parabeln y = f42.

Man hat zeigen koénnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt P,
wo f(x,v) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen
zwei dulersten Losungen liegen und einem von beiden gebildeten
Winkelraum in der Umgebung von P liickenlos ausfiillen?).

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dafl eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine Losung schickt, haben wir in
der Lipschitz-Bedingung erkannt. Der allgemeineren Frage nach zu-
gleich notwendigen und hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht
nihertreten.

Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei
welchen die Stetigheit des Richtumgsfeldes in einzelnen Punkten unter-
brochen ist.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Existenz-
satzes von S. 26 nicht erfiillt ist, soll stets eine singulire Stelle heiflen.

Ich beginne mit einigen ganz einfachen, aber, wie wir sehen werden,
typischen Beispielen:

1. TIch betrachte

dy v

dx x
und will den Verlauf der Lésungen dieser Differentialgleichung in der
Nihe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die
Geraden y = cx sind, so zeigt sich, daB alle Integralkurven den Koor-
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen
ihrer Punkte (%, y,) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende

Integralkurve ist y = zo x. Tatsichlich ist ja auchi fiir (x, y) = (0, 0)
0

nicht stetig, und das ermoglicht es, daB durch den Punkt nicht eine,
sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor-
dinatenanfang hat diese Folge.

1) Fuar (», y) = (0, 0) folgt dies daraus, daB firr alle (¥, ¥) | f(x, ) | <2 | # | ist.
?) Man vgl. W. F. Osgood in den Monatsheften fiir Mathematik und Physik
Bd. 9, S. 331, 1898. Ferner H. Kneser in den Sitzber. d. preuB. Akad. d. Wiss.
1923, phys. math. Kl. S. 171, wo ein analoger Satz fiir Systeme bewiesen wird.
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2. Wir brauchen nur die Gleichung

dy ¥y
ar— %y

(N

zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet ndmlich y = cx® als
Lésungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber ver-
schiedenes Verhalten. Den Falla= 1 haben wir ja schon vorweg-
genommen. Ist a positiv, so erkennt man, dal nach wie vor alle Integral-
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle
bis auf eine die x-Achse, wenn a > 1 ist. Sie berithren alle bis auf
eine die y-Achse, wenn a <C 1 ist.
Wir sagen in all den bisher behandelten Fillen, es liege in (0, 0)
ein Knotenpunkt der Losungen vor.
Ein ganz anderes Bild bieten die Fille 2 << 0 dar. Dann sind ndmlich
durch “
V= cx
,,Hyperbeln“ dargestellt, deren Asymptoten die x- und die y-Achse
sind. Diese beiden Geraden gehdren auch zu den Ldsungen, wenn

d d
man statt der Gleichung (1) das System dj = x, d: = ay betrachtet.

Es hat abgesehen von x = 0 die gleichen Ldésungen wie (1). Wir sagen
in diesem Falle, es liege ein Sattelpunkt vor, weil die Integralkurven
dhnlich aussehen wie die Hohenlinien in der Nihe eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fillen gibt es also Integralkurven durch den Koor-
dinatenanfang, also durch den singuliren Punkt der Differentialglei-
chung. Darunter waren immer mindestens zwei Geraden. Nur eine
Gerade kommt unter den Integralkurven von

. , Xy

vor. Die Integralkurven sind nidmlich
v = x(e +log | )
und darunter kommt nur die Gerade x == 0 vor. Wir haben also noch
cinen Knotenfall.
Nun werden wir endlich noch Fille kennen lernen, wo gar keine
Integralkurven durch den singuldren Punkt gehen.
4. So sind z. B. die Integralkurven von

ay X

dx y
die Kreise

%%+ y2=c.

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen
um den singuliren Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel-
punkt.

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-

mischen Spiralen
P dy x--ay
dx  ax - v’
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Zur Integration dieser Gleichung filhrt man am besten Polar-
koordinaten durch
X=7C0S @
y=rsin @
ein. Dann wird die Gleichung
dr
d‘Tp B8 an
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen
r=ce"?
die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den
Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens % ist. Dal dies

der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung
ablesen. Setzt man ndmlich

1
Pkt
und
Y
=t
so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben
Y =tgle +¢).

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven
sich asymptotisch um den singuldren Punkt herum winden, spricht man
von einem Strudelpunks.

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunéchst typisch fiir die
homogene Differentialgleichung

dy Cx4Dy

dx ~ Ax-Fuy’
wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch
typisch fiir eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen

(§6).

§ 3. Die homogene Differentialgleichung ¥’ =g%§% .

Ich setze voraus, daB in dieser Differentialgleichung nicht 4 = B
= 0 ist und daB auch sonst nicht AD — BC=0ist. Denn diese erste
Moglichkeit ist sinnlos und im zweiten Falle sind auf der rechten Seite
Zahler und Nenner proportional, so daB sich die Gleichung auf y’ = const
reduziert.

Die an den Beispielen des § 2 und schon frither gesammelten Erfah-
rungen lassen es zweckmiBig erscheinen, statt
) V=
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§$ 3. Die homogenc Differentialgleichung y Az + By

das System

Ly = Ax -+ By
43
= Cx - Dy

za untersuchen. Jede Lésung von (1) gibt zu einer Losung von (2)
AnlaB und umgekehrt fithrt jede Losung von (2) zu einer Lésung von

d . .
(1), es sei denn, daB fiir dieselbe dx == () ist, d. h. daB es sich um eine

t
Parallele zur y-Achse handelt. Man kann also auch sagen, daB8 der Uber-
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs ,,Losung von (1)
bedeutet.

Ich will zunichst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2)
durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich fithre
durch
3 J&=ax +py
% ly=yx + 0y
(e, 8,7, 0 sind Konstanten, fiir die ad — By == 0 ist)

die neuen Verinderlichen &, 7 ein. Ich erhalte
s dx dy dny dx

- —‘L(S

R dy
ar Y TP dt ~ 7 dr

dt

Ich will versuchen, durch passende Wahl der «, 8, y, § das System
auf die Gestalt

“ {fiéz = 4§, Cfi? = A7) (4, 4, konstant)

zu bringen. Das fithrt dazu, daB fir alle x, y die beiden Gleichungen
rv(ad +pC) =~ y(@B -~ D)= A (ax + Bv)
x(yA +0C) vy B - 0D) = A(rx + dv)

gelten. Daher muf} sein:

S a(d—2) FRC=0 y(Ad—Ay) +0C =0

® B LB —a)—0 W Lp (D —2)5=—0.

Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten

@, f bzw. 7, 6. Sollen dieselben lésbar sein, so miissen 4, und 2, die

beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

. A—1 C

(6) B D—i

oder

0

2= AA+D) +4D— BC=0
sein. Man nennt sie die charakferistische Gleichung des Systems (2).
Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln be-

sitzt, so gehéren dazu vermodge der zwei Paar linearer Gleichungen
(3) vier Zahlen o, £, ¥, 0, deren Determinante o6 — 8y von Null
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verschieden ist. Ist namlich C == 0, so sind die Gleichungen (5) erfiillt,
wenn man « =C, f=4 — 4, y=0C, §= 4, — 4 setzt, dann ist
ad — By = C(dy— 2)F 0. Ahnlich schlieBt man, wenn B==0 ist.
Falls aber B= C=0 ist, so kann man 4, = A, 2,= D nehmen;
dann sind die Gleichungen (5) erfiillt, wenn man « =D — 4, =0,
y =0, 0=D — A setzt. Wieder ist dann «d — By ==0. Daher ist
durch (3) eine lineare Substitution erklart, welche das System (2)
auf die Form (4) bringt. Da AD — BC =0 angenommen' wurde und
danach (6) AD — BC = A, 4, ist, so kann keines der beiden A verschwin-
den. Sind insbesondere 4, und 1, reell, so sind sofort einige der im vorigen
Paragraphen besprochenen Fille wieder zu erkennen. Wenn aber die
A, und 2, konjugiert komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen,
welcher der im vorigen Paragraphen besprochenen Fille sich unter
dieser komplexen Form verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in
(4) die neue Substitution
E=relr | n=rete,
So erhilt man das System

’ _77(21“{_22) ’ _;"1_}‘2
=Ty ¥ ="
Die Integralkurven sind also
7 = ¢, exp <o———/12 zf> Q= /117;{{1727 (¢t +c,)
d. h.
oty
A2

Dabei sind ¢,,¢,, ¢ Konstanten und exp (x) bedeutet e®.
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, dafl
M +2=0

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen). Es liegt also ein
Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Gles-
chung (1) z2wet zu sammenfallende Wurzeln hat.

Ich behandele erst den Fall, daB die Gleichungen (5) identisch
erfiillt sind. Dann kann man a=1, §=0, y=0, d = 1 nehmen.
Die Substitution ist also £ = x, y = 5. Daher hat jetzt das System (2)

von vornherein die Gestalt:

e e
mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5)
nicht identisch erfiillt, so wollen wir die Koeffizienten «, § aus (5)
bestimmen, die ¥, § aber zunichst noch beliebig annehmen, aber so,
daB «d — By # 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form

a .. 4d N
(8) df &, n~]§+4]77
gebracht.
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Hier ist aber 4 = 4,. Dies folgt daraus, daf die charakteristischen
Gleichungen fiir das ursprimgliche System (2) und das transformierte (8)
iibereinstimmen. Geht nimlich durch irgend eine Transformation (3)
das System (2) in

d
(9) ‘A& By

d
d?:f’f+dﬁ

iiber, und ist

P olE )
y=7'&+dy
die zu (2) inverse Transformation, so wird im Sinne des Matrizen-
kalkiils
)-GO 0S)
rA)~\ys/\cD/\y &
und

A—Ji B «f A—L B df
r 1—7 6 C D—i y& "’

wie man sofort nachpriift. Die charakteristische Gleichung des trans-

formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische

Gleichung von (2). Daher ist in (8) auch 4 = 4,. In dem so erhaltenen

System
ds o dn e o
ar = ME = e A

mache man im Falle I'== 0 nun weiter die Substitution I'¢ = 4 &,.

Dann geht es in
d& . an o ‘
dt == Ay §1 f dt A (51 T 7])

iber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht.

Von XKoordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen, welche bei den
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen.

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunichst mit Riicksicht
auf die Gleichung (6) in drei Klassen:

Klasse I: (4 — D)2 +4BC>0
" II: (4 —D)?2 +4BC<0
, II: (A —-—D2+4BC=0
Bei Klasse I sind alle Integrale in
(yx -+ 0y)~* («x + By)* = const.
enthalten. A, und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6).
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o, B, v, 0 konnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann A, und /,
gleiches Vorzeichen haben, d. h. wenn
AD— BC>0

ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber 4, und 4, ver-
schiedene Vorzeichen haben, wenn also

AD — BC <0

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Bei Klasse IT kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form
(% + 8y) (wx + By)is — const
gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen
von S. 56 und von S. 58 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man
findet beim Ubergang zur Polarkoordinaten, wenn man beachtet, da8
ax + By und yx + dy konjugiert komplex wird,

i Jrmwz (=B
lg — Ay (y+o)z+ (0+ Ry

(ex + By) (yx +0y) = ce
Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn A, -+ Ay = 0 ist. Thre Gleichung wird
|ax + 8y |>=c.
Setzt man
o= oy + oy

B=p +1ifs,
so wird ihre Gleichung
(g% + B19)* + (22 + Boy)* = c.
Bei der Klasse ITI liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer ein-
zigen Geraden
ax +py=20

vor, deren Koeffizienten o, § sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sétze iiber den Verlauf der Integralkurven
im reellen Gebiet.

Die bloBe Anwendung der Sitze iiber die stetige Abhingigkeit
der Integralkurven von den Anfangsbedingungen 148t weitgehende
Schlitsse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Differential-
gleichung

dy _ Q%)
@ ar = P(z)

in einem Gebiete B zu, wo Zahler und Nenner als eindeutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk-
tionen erklart sind. | P(x, y) | und | Q(x, y) | mogen in B unter einer



4. Allgemeine Siatze iiber den Verlauf der Integralkurven im reellen Gebiet. 6]

Schranke M bleiben. Es erweist sich fir die Betrachtung als zweck-
maBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen und also
die Differentialgleichungen in der Form
dx )

(@) Py, Y =0y)
anzunehmen. Durch diese Einfithrung wird das durch (1) definierte
Feld von Linienelementen, durch ein Feld von Vektoren (gerichteten
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der
Integralkurve im Punkte (x,y) gegeben, sondern auch die Richtung
bestimmt, in welcher fiir wachsende ¢ die Integralkurve den Punkt
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird
keine bestimmte Richtung erkldrt. Wir nennen solche Punkte singuldre
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen stiitze ich
mich im wesentlichen auf eine Arbeit von Bendixson: Acta mathe-
matica, Bd. 24, 1900.

Wir haben schon S. 32 festgestellt, daBl zu jedem Punkt x = x,,
y = v, des Gebietes B und endliches ¢, genau eine Losung gehért, fiir die
lim x(#) = x,, lim v(#) = v, ist. Eine Anderung des endlichen Wertes #,,
t>ty t->to
welchen man dem Punkte zuordnet, 4ndert an der Loésungskurve
x == x%(¢), y=v(¢) nichts; dadurch dndert sich nur die Parameter-
darstellung. Das folgt sofort daraus, daB eine Substitution #, =¢ -+ 4
die Differentialgleichungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter
fehlt, nicht dndert. Hat man also zwei Losungen

M@, @) und % (0%), %%
devart, daf fir t=1¢,, t* =i, + h

%y (f) = %3 (fg +h), ¥y (o) = Valty — 1)
ist, so ist fir alle T
%l +7) =%t + 2 +7), ¥ty +7) = +4+7).

Eine solche durch einen Punkt x,, v, festgelegte Losung wollen wir nun
auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie mdge etwa von #,, ¥, aus-
gehend ein Stiick weit nach der Methode der sukzessiven Approxi-
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist dann #,, y; mit dem
Parameterwert ¢, ein weiterer durch diese Darstellung erfater Punkt
der Losung, so kénnen wir fiir x,, y,, ¢, erneut das Verfahren der suk-
zessiven Approximationen ansetzen und so die Lésung ein Stiick weiter
verfolgen. Nun sind zwei Fille denkbar. Entweder kann man dabei
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht iiber einen ge-
wissen endlichen Grenzwert T des Parameters hinauskommen, oder
aber man kann dabei zu beliebig groBen Werten des Parameters ge-
langen. Es gentigt dabei vollig, wachsende Parameter zu betrachten.
Der andere Fall wird durch die Substitution ¢, = — ¢ auf diesen zuriick-
gefithrt. Zuniichst ist leicht zu sehen: Wenn man bei der Fovisetzung
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nicht zu beliebig grofen Parameterwerien gelangen kann, wenn also die
obere Grenze T der lings der Kurve in B erveichbaren Parameterwerte
endlich ist, so kann die Losungskurve fiir gegen T wachsende Parameter-
werte nicht im Inneven eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B
bletben. Denn nach Voraussetzung gilt lings der Kurve:

[ P(x®), y&) | <M,  [Q(x=®, y&) | <M fir t, <t<T
Daraus folgt

| %) — x(t) | < M ltl_tZ K Iy(ﬁ) —yt) | <M —4 |.
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte

lim x(t) = a, lim y(#) = &.

t>T t>T
Der Punkt (a,b) miilte somii dem Inneren von B angehéren. Das
widerspricht aber der vorhin erwihnten Feststellung von S. 32, weil
man sonst die Lésung fiir T iibertreffende Parameterwerte verfolgen
kénnte. Der Punkt (a, b) liegt also am Rand des Bereiches und gegen
ihn konvergiert die Kurve fir ¢ — T.

Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Fille,
in dem man die Lésung fiir beliebig groBle Parameterwerte verfolgen
kann. Hier will ich den Spezialfall vorwegnehmen, daB beide Grenz-
werte

lim % (¢) = a, limy@) =256
t—> o t>w
existieren. Dann ist, wie ich zeigen will,
Pa,b)=0 und Qa,0)=0
wofern nicht (@, b) am Rande von B liegt. Liegt namlich (4, b) in B
und wire z. B. P(a, b) =0, so wire jedenfalls fiir geniigend groBe

¢, z. B. fiir t > m,
Pla,b)
Px@),y() >~ (‘; ).
Daher wire wegen der Stetigkeit von P (x(¢), y(¢)) fiir groBe ¢ entweder

stindig
Pla, d)

oder stindig

(a,0)

2

In beiden Fillen folgt durch Integration

'Pa, b)'
5 (t—m),

so daB also gegen Annahme lim | x(f) | = oo sein miite. Stellen
t>»wm

(a, &), fir welche P(a, b) = 0 und Q(a, ) = 0 ist, nannten wir S. 54

singuldre Stellen der Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleich-

zeitige Verschwinden von P(x,y) und Q(x,y) durch Beseitigung

P,y <@ <o,

x(t) —x(m) | >
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eines gemeinsamen Faktors zu beheben ist. Ubertragen wir die dort
gegebene Definition sinngemi3 auf das System (2) so gehort der Punkt
{a, b) jedenfalls nicht zu den singuldren, weil die im Existenzsatz
von S.32 formulierten Voraussetzungen jedenfalls erfallt sind. Tat-
siachlich geht ja durch den Punkt (a4,d) die Losung x =a, y=125,
welche das allgemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem
eben Festgestellten nicht ausgeschlossen, daB unter Umstdnden noch
eine weitere Integralkurve diesem Punkte fiir { — oo zustrebt. Auch
stellt ja die vom Existenztheorem gelieferte Losung x =a, y = b in
der x-y-Ebene keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen
des vorigen Paragraphen haben uns einigen Aufschlul iiber die hier
etwa zu erwartenden Moglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sach-
verhalt entsprechend die Stellen (a, b), wie schon S. 32 erwahnt, z2u den
singuldren vechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S. 54 schlieB3t
ja auch eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus.

Ich wende mich nun zu dem allgemeinen Fall. Ich betrachte einen
Kurvenbogen x = x(t), v=y({{), t = t,, der keinen singuliren Punkt
der Differentiagleichungen (2) trifft. Die Punkte x(t), v (£) sollen fiiyt — oo
mehrere Hiaufungspunkie in B besiizen. Es soll also vm Inneren von B
Punkte geben, denen [x(l), v(8)] fiir beliebig grofe t beliebig nahe komm.
Am Rande von B und in singuldven Punkien sollen dagegen solche
Hiufungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve €: x = x (), vy = y(¢)
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Hiufungspunkie
fitr t — oo liegen auf eimer andeven geschlossemen Integralkurve.

Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz
der Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem
singuliren Punkte (a,b) entsprechende Lésung x = a, y = b gehort
zu den geschlossenen Lésungen, insofern als auf ihr zu verschiedenen
Parameterwerten derselbe Punkt gehért.

Zum Beweise unterscheide ich zwes Falle. Ich nehme zundchst an,
et Hiufungspunkt gehire der Liosung L selbst an. Die Losung soll
also einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen.
Dann st die Losung notwendig geschlossen.

Als geschlossene Loésung wird also, um es noch einmal zu wieder-
holen, eine Losung angesprochen, auf welcher zu einzelnen Punkten
mehrere Parameterwerte gehoren. D. h. also: einen solchen Punkt
passiert die Kurve nicht allein fiir == #;, sondern noch fiir einen an-
deren Wert £, + k. Daraus folgt aber, daf3 auch beliebige Parameter-
werte ¢, ~ v und #, + & -+ 7 dieselben Punkte ergeben (S.61). Die
siamtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen #, und ¢, + 4
gelegenen Parameterwerte bereits erschopft.

Ich will jetzt zuerst beweisen, daf die Losung notwendig geschlossen
ist, wenn eimer ihrer zu t — oo gehirigen Hiufungspunkte auf ihr liegt.
P sei ein solcher Haufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven-
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normale. Falls die Losung nicht geschlossen ist, so mull diese Normale
von der Losung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die
sich in P hiufen. Denn sei ¢ irgendein weiterer Punkt der Losung.
P gehore zum Parameter p, ¢ zum Parameter g.  Dann lehrt der Satz
von der stetigen Abhingigkeit der Losungen von den Anfangspunkten,
daB in einem beliebig gegebenen Parameterintervallp — 6 <¢{<p + 4
die Losung von den zu den um ¢ — p grofleren Parameterwerten
g — 0 <<t<q+ 6 gehorigen Losungspunkten nur wenig abweicht,
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewihlt ist. Stellt man also
diese Uberlegung fiir eine gegen P konvergierende Folge von Punkten (),
an, deren Parameterwerte ¢, — oo streben, so erhidlt man unendlich
viele Kurvenbogen, die beliebig nahe an dem um P abgegrenzten Bogen
entlang laufen. Wenn die Kurve etwa selbst geschlossen ist, dann
fallen alle diese Bogen zusammen; denn sie hat dann eine endliche
Linge. Unsere Annahme, die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur
Folge, daB alle diese Bogen die Normale iiberschreiten, und zwar
miissen sie alle in hinreichender Nidhe von P bei wachsenden Para-
meterwerten die Normale im gleichen Sinne iiberschreiten. Auch dies
folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung, weil doch in hinreichender
Nihe von P nur geringe Richtungsunterschiede der Integralkurven
vorkommen. Dies aber fithrt zu einer gestaltlichen Unmdéglichkeit.
Man gebe ein P enthaltendes Normalenstiick » vor, das so kurz ge-
wihlt sei, daB es von allen Bogen im gleichen Sinn iiberschritten
wird. Man verfolge die Losung von P aus im Sinne wachsender
Parameter, bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P
trifft. Dieser Treffpunkt sei P;. Der Kurvenbogen PP, und das
Normalenstiick P P, begrenzen dann nach dem jordanschen Kurven-
o satzl) einen Bereich, aus welchem die
P \ Losung nie wieder austreten (Abb. 8a)
oder in den sie nie wieder eintreten kann
(Abb. 8b), da sie ja das Normalenstiick
P P, wenn iiberhaupt, so nur immer im
selben Sinne iiberschreiten kann, und da
sie keinen Punkt des Bogens P P, treffen
kann, ohne mit diesem Bogen im weiteren
Verlauf iibereinzustimmen. Der Bogen P P, enthilt namlich keinen singu-
liren Punkt. Daraus folgt, dafl auf der Normalen die Schnittpunkte
in derselben Reihenfolge aufeinander folgen, wie die zugehorigen Para-
meterwerte auf der Kurve. P, ist der P zunichst gelegene Schnitt-
punkt auf der Normalen. P konnte also nicht Hiufungspunkt der
Schnittpunkte sein. Die Losung muB also selbst geschlossen sein.

Abb. 8a. Abb. 8b.

1) Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. Schmidt in den Sitzungs-
bericht der preuB. Akad. d. Wiss. 1923, S. 318—329.
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Ich betrachte nun den awnderen Fall. P sei ein Hiufungspunkt,
der nicht auf der zu untersuchenden Liosung L legt. Alsdann will ich
zeigen, daf die durch P gehende Losung L' geschlossen ist. Jedenfalls
ist sofort zu sehen, daf} jeder Punkt der durch P gehenden Lésung L’
ein Haufungspunkt von [ fiir #— oo ist. Das folgt wie eben aus
Stetigkeitsgrilnden durch Betrachtung einer gegen P konvergierenden
Folge von Punkten P, von L. Sind ndmlich P, und P geniigend nahe
beieinander gelegene Punkte von L und L‘, so betrachte man die
Integralkurven L und L', die fiir £ == #, durch P, oder P gehen. Fiir
ein beliebiges Intervall ¢, </ £ 7" sind sie dann um so weniger von-
einander verschieden, je ndher P, und P beieinander liegen. Daher
kann auch L' keinem singularen Punkt und auch nicht dem Rande
von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen Annahme)
fiir I zutreffen miiBte!). Wenn ndmlich L’ fiir £— co dem singulidren
Punkt o beliebig nahe kame, so bestimme man 7 so, dall der zu
t == T gehorige Punkt von L’ um weniger als eine vorgegebene Zahl

& . . ..
5 = 0 von ¢ entfernt ist. Alsdann bestimme man P, auf L so, daB fir

ty = { = T die Kurve L um weniger als , von L’ abweicht. Dann hat

der zu 7 == T gehorige Punkt von L von ¢ eine Entfernung, die E nicht
itbertrifft. Da man aber &, > 0 beliebig wihlen kann, so kommt man in
Widerspruch mit den iiber L gemachten Annahmen. Daher mufl nun auch
L'im Innern von BHéaufungspunkte besitzen, dienicht singulér sind. Diese
Haunfungspunkte liegen aber notwendig auf L. Anderenfalls sei R ein
solcher Hiaufungspunkt von L’. Dann mache ich im Punkte R bei L’ die-
selbe Betrachtung wie im vorigen Falle im Punkte P bei L. Die durch R
gehende Losung heile dann L”. Aufihr errichte ich in R die Normale und
schneide diese mit L’ . Wieder erkenne ich, daBl auf dieser Normalen
in geniigender Nihe von R die Schnittpunkte mit L’ in derselben
Reihenfolge liegen wie die zugehorigen Parameterwerte auf L’. Es
seien also Ry, R,, Ry drei solche Schnittpunkte und #; < ¢, < 4, die zu-
gehérigen Parameterwerte. Nun aber kann man einsehen, dal zwischen
R, und R, sowohl wie zwischen R, und R, die Normale nur einmal
von L geschnitten werden kann. Daraus wiirde dann folgen, dafl R,
nicht Hiufungspunkt von L sein kann. Denn an L’ laufen doch, wie
wir gerade sahen, Bogen von L entlang?). Um also z. B. zu erkennen,
dall die Normale zwischen R, und R, nur einmal von L geschnitten
werden kann, muBl man nur bemerken, daB alle etwa vorhandenen
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, R; geniigend nahe an R gewihlt

1) In dem Falle also, wo neben anderen auch solche Haufungspunkte da
sind, lehrt unsere Betrachtung, daB jedenfalls ein ganzer, beiderseits von sin-
guliren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist.

2} Man nehme nur T ==#;.

Bieberbach, Differentialgleichungen, 2. Aufl. 5
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sind, im selben Sinne erfolgen miiten. Da aber der Bogen R, R,
von L’ keinen singuldren Punkt trifft und zusammen mit dem Geraden-
stiick R, R, einen Bereich begrenzt, so miiten die Uberschreitungen
abwechselnd in der einen oder der anderen Richtung geschehen. Da-
her muB3 R auf L’ liegen. Denn die gegenteilige Annahme fithrt zu
Widerspriichen. Daher ist L’ geschlossen.

Unser Satz ist damit bewiesen. Er kann aber noch durch die fol-
genden Bemerkungen erginzt werden. Die Kurve L ist jedenfalls
eine Spirale, die sich in immer engeren Windungen an L’ heranlegt.
L’ nennt man einen Grenzzykel. Nun ergibt sich weiter, daf alle Lisungen,
welche nur trgend einmal gewiigend nahe an L' herankommen, Spivalen
sein miissen. Um das zu erkennen, errichte ich in einem Punkte R
von L’ eine Normale nach der Seite, auf der die Spirale L liegt. Ich
wihle ein Stiick der Normalen so kurz, daf3 allemal die Spirale L bei
wachsendem ¢ die Normale im selben Sinne iiberschreitet. Dann wihle
ich auf dieser Normalen irgendeinen hinreichend nahe bei R gelegenen
Punkt P und lege durch denselben eine Lésung L. Auch diese schmiegt
sich dann fiir £ — oo der Lésung L’ an. Gehéren namlich zum Punkte R
von L’ die Parameterwerte 4, und #, -+ 7(v > 0), und wahlt man P hin-
reichend nahe bei R und ordnet auch P von L” den Parameterwert £,
zu, so muB fir 4, <# L4, + 27 L stindig beliebig nahe bei L’ ver-
laufen. Liegt dann P auf der Normalen zwischen den beiden Schnitt-
punkten R; und R, vonl) L mit der Normalen, so verlduft die neue
Losung L” immer auf derselben Seite von L in deren Ndhe. Ich verfolge
sie bis zum nichsten Schnittpunkt P, mit der Normalen. Ist R; der
auf R, folgende Schnittpunkt von L mit der Normalen, so muf P,
zwischen R, und R; liegen, weil sonst die neue Losung L schneiden
miiite. Auf P, wende man die gleiche Uberlegung an, die eben bei P
angewendet wurde. So erkennt man, daB die Schnittpunkte P, von L”
nur der Normalen zwischen den Schnittpunkten R, von L und der Nor-
malen liegen und sich daher wie diese gegen R hiufen. Dies beweist
daBl L” sich spiralig an L’ anschmiegt.

Ich schlieBe noch einige Betrachtungen iiber das Verhalten der
Losungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung an. Dall
eine geschlossene Ldsung von einer Schar geschlossener Ldsungen
umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen am
Beispiel

dx d

=Y

dt

<=

=¥

0
o~

gesehen. Hier sind die Lésungen die Kreise um den Ursprung als
Mittelpunkt. DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Lésung

1) R, sei der naher an R gelegene und folge auf R;, wenn man L im Sinne
wachsender Parameter durchliuft.



§4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integralkurven im reellen Gebiet. 67

Spiralen liegen kénnen, und noch manches andere, sieht man an dem
Beispiel

dx . 1
ey 2 2 o
g =V S (¥ 1) x sin 5 y2»~-1] o, \
fir % 0?41
dy:L—.,,(s(g‘&.,ir. vZ - 1) vsin ! l
at A / . o x2 } V2f1
Aber ¥ — — yund ¢ = v fiir ¢ 412 = 1
Aber . =-—yund S = vfira? 4= 1.

Fabrt man ndmlich Polarkoordinaten ein (x = » cos#, y = 7 sin4),
so werden diese Gleichungen

dy 2 . L i L
e dr(r —l)“m,,z,, 1 fir r==1
dy .

e O fir r=1.

Unter den Ldsungen sind also den unendlich vielen Nullstellen von
. 1 . . . .
sin_, | entsprechend unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen

den Kreis 7 == 1 haufen. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser
Kreise verlaufen aber die Ldsungen als Spiralen, die sich um jeden
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hiingt namlich
monoton von # ab.

Es fillt auf, dal sich die Differentialgleichung zwar in der Um-
gebung der isolierten Kreise analytisch verhilt, dal sie aber auf dem
Haufungskreis selbst nicht analytisch ist. Daf} tatsichlich so etwas
im analytischen I‘all nicht vorkommen kann, ist leicht einzusehen,
Ich will namlich zeigen, daff in der Umgebung einer geschlossenen Lisung,
auf dev sich die Differentialgleichung analytisch verhilt, entweder nuy
geschlossene Losungen oder nur Spirvalen liegen. Nehme ich namlich an,
gegen eine geschlossenc l.dsung hauften sich andere geschlossene Lo-
sungen, dann errichte ich in einem Punkt P der Hiufungslésung eine
Normale, und fithre auf dieser Normalen den Abstand s von P als Para-
meter ein. Durch cinen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine
Lésung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis
sie zum ersten Male wieder die Normale trifft. Das geschehe bei dem
Parameter s;. Dann ist nach S.49 s, eine analytische Funktion f(s)
fiir alle s, die zu Punkten der Normalen aus der Umgebung der Hiufungs-
lésung gehoéren. I'iir diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche
geschlossene Ldsungen bestimmen, ist dann f(s) = s. Da dies aber
nun in einem Intervall, in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall
ist, so ist nach bekannten Sitzen iiber analytische Funktionen fiir
alle s:f(s) = s und das heilt, daB alle Lésungen aus einer gewissen
Umgebung der Haufungsidsung geschlossen sein miissen.

Ich fiige noch cine Bemerkung iiber das Verhalten geschlossener Li-
sungen bei hinreichend geringer Abinderung der Differentialgleichung an.

5*
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Dafl bei hinreichend geringer Abdnderung einer Differential-
gleichung geschlossene Loésungen wieder in geschlossene Ldsungen
iibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem
man ja ¢ beliebig klein wihlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer
Differentialgleichung mit einer esmfachen wund isolierten geschlossenen
Lisung L ausgeht. Darunter will ich eine Lsung verstehen, an die sich
von auBen und innen andere Lésungen spiralig anschlieBen. Daher
die Benennung isoliert. Es moge aber aullerdem der Windungssinn
der Spiralen aufBlen und innen derselbe sein, d. h. so, dal simtliche
Spiralen fiir £ — + oo sich der geschlossenen Ldsung nihern. Nur
dann soll die geschlossene Losung einfach heilen. Alsdann gilt der
Satz, dafi eine jede andere Differentialgleichung, die in einer gewissen
Umgebung dieser geschlossenen Losung hinveichend wenig von dey ersten
verschieden 1ist, i dieseyr Umgebung selbst mindestens eine geschlossene
Lisung besttzt. Zum Beweise betrachte ich wieder die schon vorhin ein-
gefiithrte Funktion s, = f(s), bei der man aber jetzt, wo die Differentialglei-
chung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten Vorausset-
zungen geniigt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann. Die ent-
sprechende Funktion fiir dieabgednderte Differentialgleichungseis; = g (s).
Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differentialgleichungen
entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten ver-
schieden. Nach unseren Voraussetzungen erfihrt nun beim Durch-
gang durch s = 0 die stetige Funktion /(s) — s einen Vorzeichenwechsel.
Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g(s) — s fiir einen oder
mehrere s = 0 benachbarte Werte von s. Auch die abgeinderte Dif-
ferentialgleichung besitzt also geschlossene Lgsungen, die dazu noch
in der Nihe der geschlossenen Losung der urspriinglichen verlaufen.
Unsere Betrachtung 148t auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die
Voraussetzung, dal die geschlossene Losung einfach sei, wesentlich
ist. Anderenfalls braucht tatsichlich die Gleichung s = g(s) keine L6-
sung zu besitzen.

Uber geschlossene Losungen gilt nun weiter der folgende Satz:
Im Inneren einer jeden geschlossenen Losumg L liegi mindestens ein
singulirer Punkt der Differentialgleichung. Wir setzen voraus, daB die
Losungskurve einen einfach zusammenhingenden Bereich umschlieBt,
in dem die Koeffizienten P(x, ), Q(x, v) der Differentialgleichung den
zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Voraussetzungen geniigen.

Beim Beweise stiitze ich mich darauf, daB die Differentialgleichungen
(2) die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularititenfrei annehme,
in einem L enthaltenden einfach zusammenhingenden Bereich ein
stetiges Vektorfeld erkliren. Verfolgt man den Feldvektor lings L,
so erleidet er, da er zugleich Tangentenvektor von L ist, beim vollen
Umlauf eine Gesamtdrehung um 27. Dies steht im Gegensatz zur An-
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nahme, dal das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularititen
ist. Verfolgt man namlich den Feldvektor z. B. lings eines geniigend
kleinen Dreiecks, so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des
Vektorfeldes Null. Lings eines jeden Sehnenpolygons, das L geniigend
nahe approximiert, ist dic Anderung des Feldvektors gleichfalls 2z .
Dies Polygon kann Selbstiiberkreuzungen haben. Aber man kann es
in einfach geschlossenc Polygone zerlegen. Lings eines jeden ist die
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 2z und lings mindestens
eines derselben ist sie ein von Null verschiedenes Vielfaches von 2.
Ein solches Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke. Bei
Umlaufung mindestens eines derselben in die Gesamtdrehung des
Feldvektors e¢in von Null verschiedenes Vielfaches von 27z. Denn um-
lauft man alle Dreiccke im gleichen Sinne, so ist die Summe der ein-
zelnen Drehungsinderungen des Feldvektors gleich der Gesamtdrehung
bei Umlaufung des Polvgons. Ein solches Dreieck, bei dem die Drehung
des Feldvektors von Null verschieden ist, zerlege man durch Parallele
zu den Seiten, die man durch die Seitenmitten zieht in vier kongruente
Dreiecke. Bei mindestens einem desselben ist die Gesamtdrehung ein
von Null verschicdenes Vielfaches von 2z. Dies zerlege man in der
gleichen Weisc. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man be-
liebig kleine Dreiecke. bei deren Durchlaufung der Feldvektor sich je-
weils um ein von Null verschiedenes Vielfaches von 27z dreht. Das
widerspricht aber den vorhin festgestellten Tatsachen, daf lings ge-
niigend kleinen Dreiecken, die Anderung des Feldvektors Null ist,
falls das Feld frei von Singularititen ist, d. h. frei von Stellen, wo die
zugeordneten Vektoren die Ldnge Null haben. Also besitzt das Feld
innerhalb von L Singularititen?).

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des niheren
durchiiberlegen mdge. aus den vorausgegangenen Betrachtungen den
folgenden SchluB ziehen:

Eine Losung L, dic fir alle t ganz im Inneren eines einfach zusammen-
hingenden Beveiches verliuft, dev in seinem Inneren hichstens eine singulire
Stelle P enthilt, ist cntweder eine P umschliefende geschlossene Kurve,
oder 1ist eime Spivale, die sich eimem Gremzzykel anschmiegt, welcher P
umschlieft, oder sic miindet im singuliren Punkt, oder sie ist eine Spivale,
die sich an eine Lisung anschlieft, die sowohl fir t— — oo wie fitr
t— — o0 tm singuldrcn Punkt mitndet, oder aber sie strebt fiir - — o0
oder fiir {-> - oc gegen den Rand.

Ich beschliele diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgen-
den niitzlichen Satz. FEine singulire Sielle P ser von etnem Kreise
umschlossen, in dem keine wetteren singuliven Stellen liegen. Von zwel

1) Zu diesem Beweis vergl. man den Pringsheimschen Beweis des Cauchy-

schen Integralsatzes oder den Beweis des Weierstrafischen Monodromiesatzes.
Vgl. Bieberbach: T.ehrbuch der Funktionentheorie Bd. 1.
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Punkten seiner Peripherie migen Lisungen L, und L, ausgehen, die
in P miinden. Diese mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises
einen Bereich G bestimmen, in welchem keime weitere in P miindende
Lisung verliuft. Dann kann man wm jeden auf L, und jeden auf L,
gelegenen Punkt (P, und P,) durch Kreisbogen
aus G solche Gebiete ausschneiden, daf jede
Lisung L', die in dem einen beginnt, auch
das andere Gebiet passieri. (Abb.9.) '

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung
des Satzes von der stetigen Anderung der Lo-
sungen bei Anderung der Anfangswerte. Man
kann diesen ja offenbar in ganz #hnlicher
Weise formulieren. Zum Beweise errichte ichin
denbeiden Punkten P, und P,Normalen, die in
G hineinfiihren, und die so kurz sind, daf} sie
einander nicht treffen, und verbindenihre Endpunkte P,"und P,’in G durch
einen Kurvenbogen. Der von P, P P, Py’ P,’ P, begrenzte Bereich sei B'.
Alsdann lasse ich in einem Punkte R der Normalen zwischen P, und P,’
eine Losung beginnen. Diese kann nicht in P miinden. Sie kann nicht
geschlossen sein, da es sonst neben P noch singulire Punkte gibe,
sie kann sich aus demselben Grund keiner geschlossenen Losung an-
schmiegen, sie kann sich aber anch keiner mit beiden Enden in P
miindenden Losung anschmiegen, da dies sich mit unseren Annahmen
nicht vertrigt. Also muB sie einmal wieder B’ verlassen. Das muB
auf einem Punkt der Verbindungslinie P, P,’ P,’ P, geschehen. Ich
darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB3 dieser Aus-
tritt S weiter von P, ab, also ndher an P, heran, als der Beginn R
liegt. Den Anfangspunkt lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen.
Dann bewegt sich der Endpunkt S stetig von P, weg einer Grenzlage
zu. Ich behaupte, daB diese Grenzlage P, sein muf. Denn anderen-
falls sei V der zwischen P; und P, gelegene Grenzpunkt. Ich be-
haupte, daB die durch ihn gehende Lésung in P miinden miiite. An-
derenfalls miifte sie irgendwo die Verbindungslinie P, P, zum zweiten
Male in einem inneren Punkte U schneiden. Dann aber miilten aus
Stetigkeitsgriinden alle in der Nachbarschaft von V beginnenden
Loésungen auch ein zweites Mal in der Nihe von U die Verbindungs-
linie P, P, treffen. Das widerspricht aber der Definition von V.
Andererseits kann aber die in ¥ beginnende Losung nach Voraussetzung
nicht in P miinden. Also muB ¥ mit P, zusammenfallen. Darin liegt
aber der Beweis unseres Satzes. In G verlaufen also die Losungen
dhnlich wie in der Umgebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer
Sitze iiber gestaltliche Verhaltnisse sei auf die S. 61 erwihnte Arbeit
von Bendixson verwiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle
Differentialgleichungen iiber.

Abb. 9.
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Bemerkungen. 1. Wir haben die Sitze dieses Paragraphen fiir Differen-
tialgleichungen gewonnen, welche der Lipschilz-Bedingung gentigen. Brouwey
hat in einigen Arbeiten aber stetige Vektorverteilung auf Oberflichen in den
Amsterdamer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen
Differentialgleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen.
Namentlich schlieBt sich der Beweis des Satzes von S. 68/69 an Brouwer an.

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Satze iiber den Gesamtverlauf von
Losungen auf Systeme ist noch wenig bekannt. Wir werden insbesondere
spater bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung niaher auf die Dinge ein-
gehen. Hier liegen weitergehende ['ntersuchungen vor.

§5. Die Differentialgleichungen »™ g'z =ay -+ bx+$(x,y).

Ihrer besonderen Wichtigkeit wegen will ich diese Differential-
gleichungen nun zuerst behandeln. B (x, v) sei dabei eine Potenzreihe,
die keine Glieder von niedrigerer als der zweiten Dimension enthilt
und die in der Umgebung von (0, 0) konvergiert. Von dem zu ge-
winnenden Ergebnis werden wir im folgenden Paragraphen eine An-
wendung machen. m werde stets als ganze positive Zahl vorausgesetzt,
Wir gehen wieder zur Parameterdarstellung iiber und setzen

axy

dt

dv

a Ay + bx + B(x, v)
Ich beginne die nihere Untersuchung mit [dem Fall 1. m eine un-
gerade ganze Zahl, a 0.

Zunichst wihlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher
kein weiterer singuldrer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ein
paralle] den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen wer-
den. Es wird durch die Lésung ¥ = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt,
die wir getrennt zu betrachten haben. Zunichst wihle ich die Zahl
d - 0 so, daB die Punkte (0, ) und (0, — §) dem Rechteck angehdéren
und daf3

X n

ad + B0, <0

—ad + PO, —0) >0
ist. Dann kann man weiter die Zahle > 0 so wihlen, daB3 das von
den Geraden x = &, v== 14 0 begrenzte Rechteck ganz im erst-
genannten enthalten ist und dafl fir [ x| < e

ad +bx 4+ Px, 0) <0,

~—ad +bx +P(x, — 0 >0

gilt. Ich betrachte dann zunachst denjenigen Teil des kleineren Recht-
ecks, in dem x << 0 ist. In ihm gibt es, wie ich zeigen will, genau eine
Losung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet. Ich
lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = 0
dieses Rechtecks eine Lisung der Differentialgleichung. Da in diesem
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. . a . .
Punkt und in seiner Umgebung dfi: > 0 ist, so verldBt diese Lésung
mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der gegen-
d . .
uberliegenden Rechteckseite, wo di < 0 ist. Verfolgt man daher eine

solche Losung fiir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muB sie die
Rechteckseite ¥ = — ¢ treffen!). Ich lasse nun den Anfangspunkt P,
auf y = d gegen den Punkt (0, d) konvergieren. Die Punkte, in welchen
die zugehorigen Losungen die Rechtecksseite ¥ = — ¢ treffen, héngen
dabei stetig von der Lage des Punktes P ab und riicken monoton auf
die Rechteckseite y = — 4 zu. Sie streben daher einer Grenzlage S,
mit den. Koordinaten (— ¢, s;) zu, wenn P seiner angegebenen Grenz-
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Ldsung durch einen P,
auf y = — § und 1Bt wieder P, von links her gegen (0, — §) konver-
gieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser Lo-
sungen mit x = — ¢ einer Grenzlage S, mit den Koordinaten (— e, s,)
zu. Hier ist s; = s,, weil sich sonst eine von einem Punkte von y = o
ausgehende Losung mit einer von einem Punkte von y = — ¢ ausge-
henden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen miilte. Legt man
dann durch S, eine Losung, so mull dieselbe im Ursprung miinden.
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies
kann nur auf y= -4 0 oder im Ursprung geschehen. Denn x =0
ist eine sonst von Singularitdten freie Lésung und vertikale Tangenten
kommen auf der zu untersuchenden Ldsung nicht vor. Wenn aber
die Losung durch S; in einem inneren Punkt einer der beiden Recht-
ecksseiten ¥y = - § endete, so miBte das aus Stetigkeitsgriinden bei
allen Losungen durch, S; beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein.
Das widerspricht aber der Definition von S;. Die Losung durch S;
muB also im Ursprung miinden. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die
durch S, gehende Losung. Daraus ergibt sich S; = S,. Denn es gibt
nur eine in der Rechteckshilfte » << 0 gelegene Losung, welche im
Ursprung miindet. Anderenfalls seien nidmlich y, (%) und y,(x) zwei
derartige Losungen. Dann hat man

oY) ) (a4 F ().

ax
Hier ist f(x) = B X;)—j?—(—}fﬂ?) eine Funktion von x, die sich nach
17— 72

Potenzen von x, y; und y, entwickeln 1aBt und die fiir x = 0 ver-
schwindet. Daher gibt es eine Zahl o derart, dafl

;f(x)<';‘ fiir ix <0, :yl:gé, wygléé-

1) Sollte sie namlich iiber ¥ = ~}-3 oder itber ¥ = — ¢ das Rechteck ver-
lassen, so miiten beide Male vertikale d.h.der y-Achse parallele Tangenten auf
ihr zu finden sein, was fir # <0 unmoglich ist.
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Ist dann — 6 < x, <7 0, so ist (fir x, << x < 0)

"
fa + 1 (x) i

Ln
To v

Vi () vy () = [y () — v ()] ¢

Daher is z
’ e
) (1) > v () () @

= vy (Yg) — Vs (%)

und das widerspricht der Annahme, dall y,(x) und y,(x) im Ursprung
miinden sollen. [n der Rechteckhilfte x << 0 gibt es also gemau eine
im Ursprung wmiindende Losung. Das gleiche ist in der Rechteckhilfte
x>0 der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen
Fall auf den vorigen durch Vorzeicheninderung von x zuriickfithrt.

Ich komme zum Fall 2: m ungerade ganze Zahl, a - 0,

Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt
ist aber fiur [ x| ¢

a0 < bx - P(x,0) >0

~ao0 - bx - P(x, —d) < 0.
Ich betrachte zuerst die Halfte x > 0 des Rechtecks. Eine in diesem
beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei-
chungen das Rechteck weder auf y= + ¢ noch auf y= — § ver-
lassen. Sie kann ihm aber auch nicht iiber x = 0 entrinnen. Sie muf}
also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder sich
einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Fille sind aus-
geschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singulire Punkte ligen.
Also minden alle losungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in
der Hilfte x << 0 fur wachsende «x. [Jetzt ist also der Ursprung ein
Kwnoten, insofern als alle im Rechteck beginnenden Lisungen im Ur-
sprung wiinden.

Im Falle 3: m gerade ganze Zahl, a < 0 sind keine neuen IKr-
orterungen mehr notig. Fir x <2 O schiiefit man wie eben auf ein Knoten-
gebiet und fir v - 0 greift die Uberlegung von Fall 1 wieder Platz
In x>0 Hegt also nur eine 1m Ursprung miindende Losung.

Im Falle 4: m gerade ganze Zahl, a -0 schlieft man fir x>0
wieder auf Knoten und fity x -2 0 auf eime einizge wm Ursprung miin-
dende Liosung.

sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die
Rede sein wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen
dy By (¥,9)
dy SBZ(x’y)
in der Nihe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen,
daBl man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfithren kann.
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Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man
in allen besprochenen Fillen die unter Umstdnden nur in einem Exemplar
vorhandene, im Ursprung miindende Lésung wirklich berechnen kann.
Das geschieht mit Hilfe einer von Bendixson herrithrenden Methode
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall
zur Berechnung der Lésungen bis in den Ursprung hinein verwenden.
Uberhaupt erhilt man so auch eine neue rechnerische Herleitung
unserer Ergebnisse. Perron hat in einer schénen Arbeit (Math. An-
nalen 75} mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differen-
tialgleichungen von der Form

g ) —f(x,)
erledigen konnen, wo dann fiir @(x) und f(x, y) nur gewisse Stetigkeits-
bedingungen erfiilllt zu sein brauchen. Ich mdéchte mich aber hier
damit begniigen, fiir den erwihnten Fall die Methode zu schildern.

Es genfigt, den Fallm =1, a << 0 zu betrachten.

Dann nehme man als erste Ndherung y, = 0 und bestimme ¥, aus

a
Uy b (6,0

so, dal entweder lim y,(x) = 0 oder lim y,(x) = 0 ist. Ich will den
x>+ 0 z->-0
zweiten Fall weiter verfolgen. Man fiberlegt sich leicht, daB
0

vy=(—x)° [bx + B (x,0)] (—»)*'dx

z

der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man y; ein und setze
0

vs = (— %) [bx + B (x,¥)] (— )" dx

z
Setzt man dies Verfahren fort, so erhilt man eine Folge von Funktionen
y,. Diese konvergieren gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion y,
welche der Differentialgleichung geniigt und fir die lim y(x) =0

z—>-0
ist. Das Nihere der Beweisfithrung moége der Leser sich entweder
selbst zurechtlegen oder bei Bemdixson oder Perrom nachlesen.

§ 6. Die Differentialgleichungen %ziﬁi%ﬁiﬁ::%

Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann man den Satz
aussprechen, daB fiir das Verhalten der Losungen dieser Differential-
gleichung in der Umgebung von x= y =0 das Verhalten der Lé-
sungen von

dy Cx+Dy
dx ~ Ax-By
in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt
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& Az + By+ ey’ &

x:=y==0 soll auch fiir die vorgelegte Differentialgleichung ein sin-
guldrer sein; es sei also 4(0,0) = (0, 0) = 0. Obwohl unsere Uber-
legungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschrinken,
daB 4 und ¢ als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern
frithestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der
linearen Glieder AD — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben
auBerdem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung:
A By R (x, )
at

(1) l dv

it

Cx = Dy B, (x,v).

Ich beginne mit dem einfachsten Fall. Die beiden Wurzeln 4, A,
der charakteristischen Gleichung

. A —2 B
@ o pos 0
seten veell und mit dem gleichen Vorzeichen versehent). Dann lift sich
etne Umgebung wm den Ursprung abgrenzen, devart, dafl die durch die
Punkte dieser Umgebung hindurchgehenden Lisungen alle in den singu-
lirven Punkt hineinlaufen.

Wie wir wissen, kann man durch eine Koordinatentransformation
die Differentialgleichungen auf die Gestalt

xp = Ayx By, )
(3) e e b Ao L

M pxy Ay - By, )
bringen. Dabei sind A; und 1, die beiden Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung und g ist nur dann von Null verschieden, wenn
A=Ay ist. B, B, sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunédchst y= 0
an. Dann betrachte ich x,2 + v,2 d. i. das Quadrat der Entfernung
der Punkte einer I.6sungskurve vom Ursprung. Aus (3) folgt

(4) ay v = A Ay Py + v B

Grenzt man somit eine geniigend kleine Umgebung um den Ursprung
ab, so besitzt darin dieser Ausdruck stets dasselbe Vorzeichen wie
A %,2 + Ayv,®. Dies ist aber eine definite quadratische Form, da 4,
und A, gleiches Vorzeichen besitzen. Sind z. B. A, und 1, positiv, so

d . .

ist nach (4) ,, (%,® + ;%) = 0 und daher nahert sich bei abnehmendem
Parameterwert die Losungskurve stindig dem Ursprung. Die Ldsungs-
kurven miinden sogar alle im Ursprung, d. h. fiir hinreichend groBe

| ] ist x2 - 92 beliebig klein. Denn wiren z. B. alle Punkte der Lo-
sungskurve um mindestens ¢ vom Ursprung entfernt, wire also

1) Wegen AD — BC=0 ist A-~0 keine Wurzel von (2).
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%% + y,2 > 0, so wire auf derselben die Ableitung x,x," + v,v," wegen
(4) gleichfalls stindig oberhalb einer angebbaren Schranke. Und daraus
konnte man abschitzen, daf3 einer Anderung des Parameters ¢ etwa um
die Einheit eine Verkleinerung der Entfernung um einen Betrag ent-
sprechen miifite, der selbst oberhalb einer wesentlich positiven Schranke
bliebe. Das widerspricht aber der Annahme, da die Entfernung der
Losungskurve oberhalb o bleibt fiir beliebig groBe Werte von | |.

Es gibt also entweder einen endlichen Wert = von £, so daB lim x(¢)
t>T

= lim y(¢) = 0, oder aber es ist lim x(#) = lim y({) = 0. Die erst-
t>7 t—>»—x t—>»—x
genannte Moglichkeit steht nach S.32 im Widerspruch mit der Tat-
sache, dall es auBer der trivialen Losung x 0, y ~- 0 keine andere
geben kann, die fir ¢ = 7 die Werte x = 0, y = 0 annimmt.
Auf die gleiche Weise sieht man, dal
; ddi (%) = A, %% + 0, By (%7, 7))

sowie
14d

2 4z 01 = Aoyi® + v By (%15 0)
fiir hinreichend kleine x, und y, im Falle 4, > 0, 4, > 0 positiv sind,
daB also fiir abnehmende ¢— — co sowohl #,(¢) wie v, (f) monoton
gegen Null abnehmen.

Ahnlich kann man im Falle schlieBen, wo u==0, also die beiden
GroBen 4, und A, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck
%% 4+ ky2,
der ja fiir positives % definit ist. Fir seine Ableitung folgt aus (3)
0% Ry v =+ kuxy, FELE+ 5B TRy B,
und das ist nun fiir geniigend kleines positives % in einer geniigend
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieft man

genau wie eben, daBl alle Lésungen in den Ursprung einmiinden.

In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein, daB

; ddt (x12) = }“19512 + X1 sB], (xlr yl)
fur hinreichende kleine x;, y, im Falle 4, > 0 positiv ist, daB also
jetzt wenigstens x, (f) fiir gegen — o© abnehmende ¢ monoton gegen
Null abnimmt.

Geometrisch gesprochen, besagen die eben angestellien Uberlegungen,
daf fiir Wurzeln 2, und %y mit gleichem Vorzeichen alle Lisungen im
Ursprung miimden; und daf sie dabei nicht spivalig verlaufen konnen.
D. h. sie kénnen nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung
beliebig oft treffen. Denn sonst kénnte x,(#) nicht monoton gegen
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schlieBen lernen, daf3 die
Lésungen in bestimmten Richtungen im Ursprung miinden.
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Offenbar versagen unsere Uberlegungen fiir den Fall, wo die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung zwar reell sind, aber verschiedenes
Vorzeichen besitzen. Wohl aber bleiben sie anwendbar in dem Falle,
wo die Wurzeln der charakteristischen Gleichung konjugiert imaginir
sind. Setzt man dann
N ATy Ay =y — 1y,

so kann man %, durch x; — ¢y, und y, durch x; -4y, ersetzen und
so die Differentialgleichung auf die Form

- [ g xy <y B (xg, )
() v ; 40
W ey by By, )

bringen, wo wieder die Potenzreihen ®B,, B, erst mit den Gliedern
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder x,2 + y,2, dessen
Ableitung

R VS CEE L € 7R Ul Bl 2 L S OB Y
ist. Betrachten wir den Fall x4, 4 0 niher. In einer geniigend kleinen
Umgebung des Ursprungs ist wieder x; %, + y;%,” definit, und daraus
folgt wieder, dal alle Losungen dieser Umgebung in den Ursprung
einmiinden. Ist aber g, == 0, so gilt ein solcher SchluB nicht, und die
Erinnerung an den frither betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daf§
jetzt nicht mehr immer die Lésungen in den Ursprung miinden miissen.
Zur Kldrung dieser Dinge sind tiefergreifende Erdrterungen notig,
die wir noch zuriickstellen wollen. Zur Ewntscheidung dariiber, ob jeizt
Strudel oder Wirbel vorliegl, reichen nicht mehr die Glieder evster Ord-
nung hin.

Unsere Betrachtung 146t bei den bisher behandelten Fillen noch
nicht den spezifischen Unterschied zwischen Knoten und Strudel oder
Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen Paragraphen bei den homo-
genen Gleichungen herausgearbeitet hatten. Bevor wir uns also dem
noch ausstehenden Fall reeller 2, und 4, mit verschiedenem Vorzeichen
zuwenden, wollen wir diese Frage noch erértern. Es wird sich wieder
zeigen, daf} bei reellen Wurzeln gleichen Vorzeichens stets der Knoten-
fall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln aber liegt Strudel oder Wir-
bel vor.

Diese Untersuchung beruht auf einem von Bendixson herrithrenden
Satz, den ich zunichst angeben will. Der Satz bezieht sich sogar auf
etwas allgemeinere Differentialgleichungen. Ich will ihn in dieser all-
gemeinen Fassung aussprechen, dann aber nur fiir unseren Fall beweisen.
An der Beweismethode wird dabei nichts Wesentliches verloren gehen.
Der Satz bezieht sich auf Differentialgleichungen von der Form

IR e
(©) .
| =Y, + B (x, V).

at
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Dabei sind X,, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen #-ter
Ordnung, wihrend die Potenzreihen B, und P, Glieder m-ter oder
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine
Lisung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindel, ist ent-
weder ewme Spirale oder sie miindet mit einer bestimmien Tangente ein.
Diese geniigt der Gleichung xY,, — yX,, = 0.

Ich beschrinke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall
m=1. Hier ist also X, " Adx + By, Y, = Cx + Dy. Man fiihrt
Polarkoordinaten ein: x=pcos®¥, 3= gsind. Die Differential-
gleichungen werden dann
7 { o' = p {cos® - X, (cos?, sin®) + sind Y,(cos?, sin®)} + 02f, (0, ¥

) & = cos® - Y, (cos &, sin ¥) — sin 3 X, (cos ¥, sin &) + of, (0, D)
Dabei ist

0%f1(0, ¥) = cos & B, (o cos?, psin ) + sin & Py (o cos ¥, p sin F)
0%fy(0, 9) = — sin ¥ P, (0 cos &, psin ) + cos # P, (0 cos #, g sin ).

Es gibt dann eine Zahl R, so dal die beiden Funktionen /; und f,
sich fir ¢ £ R, —o0 <& < + oo nach Potenzen von g entwickeln
assen. Man wihle auflerdem R so klein dafl man auf Grund der vor-
her gewonnenen Ergebnisse sicher ist, daB jede in einem Punkte dieses
Kreises beginnende Lésung entweder fiir wachsende oder fiir abnehmende
Parameterwerte gegen den Ursprung konvergiert. Dann kann man
eine Zahl T so bestimmen, daf fiir £ > 7T die nun ndher zu betrachtende
in den Ursprung miindende Lésung ganz im Kreise o < R bleibt.
Wihrend man sich auf der Lésung dem Ursprung nihert, muBl { — oo
streben. Jedenfalls darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, da man fiir wachsende ? auf der Losung dem singuldren
Punkt zustrebt. Blole Vorzeicheninderung von ¢ bringt dies ja nétigen-
falls mit sich. Wdire nun aber fir ein endliches /= 7

lim % (f) = 0, lim y(¢) = 0,
t->7 t>r

erhielten wir nach S. 32 einen Widerspruch mit der Tatsache, dal3
es doch eine andere Losung gibt, welche fir ¢= 7 die Werte x =0
und y = 0 annimmt; das ist namlich die triviale Lésung x =0, y = 0,
fiir die also x und y fir alle £ den Wert Null haben.

Wir diirfen also annehmen, daBl fiir # > 7 die zu betrachtende
Loésung ganz im Kreise p < R liegt und daB sie fiir £ — co gegen den
Ursprung konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten g, ¥ ein-
gefithrt. Deuten wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer
neuen Ebene, so verlduft die zu betrachtende Lésung firr ¢ > 7T ganz
im Streifen 0 < p < R und strebt fiir £ — oo gegen die Gerade p = 0.
Wir fragen nach den Grenzpunkten, die die Punkte der Kurve dabei
auf p = 0 bestimmen und beweisen, dal es deren nicht mehr als einen
geben kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall,
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wo xY, — vY, nichl identisch verschwindet. Dann gibt es ndmlich

(bis auf Vielfache von 2z) nur endlich viele Werte ¢ fir die
(8) cosd + Y, (cos P, sind) — sind - X {cos¥, sind) = 0

ist. Wenn dann unsere Losung auf g := 0 zwel verschiedene Grenz-
punkte hat, ¢ =0, und # = so wihlen wir einen. Wert & =y
zwischen beiden, fiir den cosy - Y (cosy, siny) — siny - X (cos y, sin y)
- 0 ist und wiahlen R so klein, da} fiir & = y, o < R gemiB (7) auch
# =0 ist. Dann kann die den Streifen 0 < o < R durchsetzende
Gerade ¢ == y von unserer Liésung nur einmal iiberschritten werden,
denn wegen des festen Vorzeichens von ¢’ miilten alle Uberschrei-
tungen in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung
wachsender oder in Richtung abnehmender . Daher muB unsere
Losung entweder standig oberhalb oder stindig unterhalb der Ge-
raden ¢ ==y bleiben. Daraus folgt, dafl sie nur einem Grenzpunkt
auf g = 0 zustreben kann. Liegt dieser im Unendlichen, so bedeutet
das offenbar, dall die entsprechende Lésung in der x-y-Ebene eine
Spirale ist, da sie jede (erade durch den Ursprung dann unendlich
oft durchsetzt. (Die Geraden ¥ =149, ¢=49, ~2x ... der p-9-
LEbene geben ja alle dieselbe (rerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz-
punkt aber ein endlicher Punkt == %, so bedeutet dies, daB unsere
Lisung in der x-v-Ilbene in bestimmter Richtung « in den Ursprung
einmiindet. Diese Richtung ist durch die $#-Koordinate des Punktes
auf o =0 bestimmt, dem die Losung in der ¢-#-Ebene zustrebt,
Dieser §-Wert aber geniigt der Gleichung (8). Denn auch p= 0 ist
Losung der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt § = o muf
also ein singuldrer Punkt fiir diese Differentialgleichungen sein und
daher mul} dort (8) erfiillt sein. Das bedeutet aber doch, daB lings
der Tangente
¥Y, —vX, =0

ist.

Da X, und Y, lincare IFunktionen von x und y sind, so ist dies
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daff in dem Falle, wo
x Y, — v X, nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen
in Betracht kommen, in welchen Losungen in den Ursprung einmiinden
kinnen. Ob aber in jeder dieser beiden Richtungen oder auch nur in einer
von thnen Liosungen eimmiinden, ist eine erst nachher zu entscheidende
I'rage. Dariitber cnthédlt auch der augenblicklich zu beweisende Satz
von Bendixson keine Aussage. Diesen haben wir durch die vorste-
henden Betrachtungen fiir den Fall bewiesen, dall xY, — y X, nicht
identisch verschwindet.

Er bleibt nur noch zu beweisen fir den Fall, dall »Y, —yX,
dentisch verschwindet . Dann ist offenbar

Y, vX, gy,
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wo @, konstant und 0 ist. (X, und Y, verschwinden nach S.75
nicht identisch.)
Also ist X, =ayx und Y, =a,y. In Polarkoordinaten werden

dann die Gleichungen:

o' = 0@ + 0% (0. 9)

B o=t 1.5y 4, (cos?,sind) +p"t2f, (0, 9).
Dabei ist # eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl
und S, , , ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung

. a .
Durch die Gleichung ;t; = p fithren wir nun liangs der zu untersuchen-

den Losung einen neuen Parameter #; ein. Dann werden die Differen-
tialgleichungen
o' =ay+oh
¥ — 0" Sear+ 071,

Nun sei & = « irgendein Punkt auf ¢ = 0. Es ist ein reguldrer Punkt
fiir das Gleichungssystem (9), das wegen a,== 0 auf ¢ = 0 keine singu-
liren Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine
Losung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht
o= 0. Denn diese Kurve ist gar nicht Lésung von (9), wegen a,= 0.
Ihr entspricht in der x-y-Ebene eine Losung von (6), die in der Richtung «
in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt entspricht auch jeder Ldsung
der Gleichungen (6), welche in der Richtung o in den Ursprung ein-
miindet, eine Losung von (9), welche durch ¢ = 0, 9 = o hindurch-
geht?). Da dies aber ein reguldrer Punkt ist, so gibt es auch nur eine
Losung von (6), welche unter der Richtung « in den Ursprung einmiindet.
Ich betrachte weiter die durch ¢ =0, ¢ = a + 27 gehende Loésung
von (9). Ihr entspricht dieselbe Lésung von (6). Beide Kurven der
o-9-Ebene schneiden fiir hinreichend kleines R aus dem Streifen
0 < o £ R ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von
¢ < R der x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen
nun die Bilder aller anderen Losungen von (6) liegen, welche durch
Punkte p < R hindurchgeben. Da nun bisher ja o ganz beliebig war,
so haben wir in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Lésung.
Dieser entspricht eine durch g == 0, 9 = « hindurchgehende. Alle so
erhaltenen Losungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G
vollstandig; d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine
der gefundenen Loésungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daf diese
Losungen stetig vom Anfangspunkt ¢ = 0, © = « abhingen. Daher
sind damit alle Losungen von (6) im Gebiete ¢ < R erschopft.

Den auf S. 78 angegebenen Satz von Bendixson haben wir nun be-
wiesen. Wiy haben erkannt, daf in dem Falle, wo xY, — yX,= 0
ist, jede Liosung in einer bestimmien Richtung im Ursprung miimdet,

Y Es sei wieder darin erinnert, daB die Darlegungen sich stets auf den Fall
m==1 von (6) beziehen.



e . s . . d Cx + D S (z,

§ 6. Die Differentialgleichungen di = i B‘Z: . Zx, Z; . 81
und daf zu jeder Richtung auch genaw eine Lisung gehort. Wenn aber
v Y, — v X, nicht identisch verschwindet, so miindet entweder jede Lisung,
i emner dev beiden xY, -~ yX, =0 geniigenden Richtungen in den
Ursprung, oder aber alle Losungen ndihern sich spivalig dem Ursprung,
d. h. so, daf jede Losung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung
unendlich oft schneidet, oder es gibt iiberhaupt keine im Ursprung miindende
Lisung.

Wenden wir nun diesen Satz von Bendixson an. Er lehrt, dall in
dem Falle, wo die charakteristische Gleichung (2) komplexe Wurzeln
hat, nur spivalige Liosungen tn den Ursprung miinden kénnen. Denn
die Gleichung fir die Tangenten wird dann, unter Zugrundelegung
der Normalform (5) unserer Differentialgleichungen:

fa(® - =0,

und dics hat ja wegen u, {0 keine reellen Nullgeraden. Im Falle
komplexer, aber wicht vein imagindrer Wurzeln der charakiteristischen
Gleichung miinden somit alle einer gewissen Umgebung des Ursprungs
angehdrige Losungen spiralig in demselben. Der Fall rein imagindrer
Wurzeln bleibt wie auf S.77 noch unentschieden. Aus dem Satz von
Bendixson ergibt sich auch, dafl im Falle reeller Wurzeln gleichen Vor-
zeichens der charakteristischen Gleichungen die Lésungen alle unter
bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden. Diese Aus-
sage ist in dem Falle, wo xY, -— yX| identisch verschwindet, nach
dem vorhin Gesagten direkt im Satze von Bendixson enthalten. Das
ist also der Fdll, wo in (3) 4; = A, und g = 0 ist. Allgemein haben
wir aber auf S.76 fir charakteristische Wurzeln von gleichem Vor-
zeichen bereits festgestellt, daBl spiralige Losungen nicht vorkommen.
Also miinden fiir veelle J. von gleichem Vorzeichen alle Lisungen tn be-
stimmien Richtungen wm Ursprung.

Wir werden bald noch niher untersuchen, inwieweit die nach dem
Satz von Bendixson moglichen Richtungen wirklich vorkommen.

Wir wenden uns fetzt dem Falle zu, daf die charakteristische Gleichung
reelle Wurzeln von verschiedenen Vorzeichen besitzi. Diese seien dann
Ay=2A2>0 und A= —~ 2 < 0. Dann kann man die Differential-
gleichungen (1) auf die Form

¥ o= x4+ By (x, y)

yom = Ay ok Py(x, )

bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden Lo-
sungen ankommt, so machen wir die Substitution v = xy,. Dann finden
wir die Differentialgleichungen

(o

m v = dxo 220 (v, vy)
v (s A) T aB(x, )

Dabei sind £, und £, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x

und y, fortschreiten. Wir miissen diejenigen Losungen dieser Gleichung

Bieberbach, Differentiaigleichungen 2, Aufl, 6
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aufsuchen, die fiir x — 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un-
endlich werden, da3 xy, — 0 strebt. Wir wollen zunichst diejenigen
Losungen von (11) suchen, die durch x =0, y, = 0 hindurchgehen.
Dazu gehort namentlich x == 0 selbst. Dieser Lésung entspricht aber
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Lésung x = 0, y = 0. Auf
jede Losung kann man in der Umgebung von x=0, y, = 0 durch

d
d‘; =4+ 280 (x, )

den neuen Parameter v einfithren. Fiir geniigend kleine x, y, wiachst
er wegen A > 0 mit ¢ zugleich. Nach Einfithrung dieses Parameters
gehen die Differentialgleichungen (11) in
¥ =x

— N\ X 4
Uberfithren, wo £, eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von
%, y; fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 71 an.
Darnach gibt es noch genau zwei weitere Lésungen von (11) durch den
Ursprung. Diesen entsprechen dann Ldsungen von (10), welche durch
den Ursprung gehen und dort ¥ = 0 berithren. Es gibt deren also genau
zwei, von denen {iibrigens die eine die positive, die andere die nega-
tive x-Achse berithrt. Genau ebenso kénnen wir dann mittels der Sub-
stitution x = yx,; zwei Losungen von (10) ausfindig machen, welche
durch den Ursprung gehen und dort x = 0 berithren. Damit sind dann
alle Losungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi-
natenachsen berithren. Der Satz von Bendixson lehrt aber dann weiter,
daB alle dem Ursprung zustrebenden Lésungen von (10) dort unter
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Losungen miifiten
die beiden schon gefundenen Lé&sungen in reguldren Punkten treffen.
Weiter lehrt der Satz von Bendixson, daB als solche Tangentenrichtungen
nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daker haben
wir dann alle Losungen durch den Ursprung gefunden. Es sind genau
vier. Je zwer beriihven eine dev beiden Koovdinatenachsen vom verschie-
denen Seiten herkommend.

Ich stelle nun zunichst zusammen, was wir bis jetzt firr die in
der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
erreicht haben. Im TFalle reeller Wurzeln der charakteristischen
Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen siamtliche einer gewissen
Umgebtung des Ursprungs angehdrige Losungen in diesen hinein. Das
gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB die
Wurzeln rein imaginidr sind. Dieser Fall ist noch unentschieden. Im
Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau vier
Lésungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln
wurde weiter erkannt, da8 die im Ursprung miindenden Lésungen
Spiralen sind. Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens miinden

(12)
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alle Losungen in bestimmten Tangentenrichtungen. In dem Falle wo
Y, —yX, Oist,dhwod=D=0, B=C,d. h.d =1, u=0ist,
miindet nach dem Satz von Bendixson in jeder Richtung genau eine
Losung. Wie sich die Richtungen der Loésungen auf die Nullstellen
von xY; — v.X| = 0 verteilen, bleibt in den anderen Fallen noch zu
untersuchen. [m Falle 7, -}y, u 0 ist die Antwort ohne weiteres
klar. Denn hier wird xY, — vX, ux?® so daBl alle Losungen im
Ursprung x; = O berithven. So bleibt nur noch der Fall, wo die beiden
Wurzeln der charvakteristischen Gleichung verschieden sind. Die beiden
in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind dann aus

(13) Y, —-vX, x(Cx -+ Dy)—v({dx +~By)=0

zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es
doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden
Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichungen. Wir diirfen das
Koordinatensystem so legen, dal} die Koordinatenachse x = 0 in keine
dieser Richtungen {fillt. Somit ist B4=0. Wir machen in den Glei-
chungen (1) die Substitution: v == xy. Sie fithrt uns auf

(;’: Ax - Bay - 2B,* (v, n)
(14) oo

i = CAHDy—n (A= By) - xB,* (v, 9)
Thre auf der Losung x -- 0 gelegenen singulidren Punkte werden durch
(15) O+ Dy— (o By — Bly— ) (4 — ) = 0

gegeben. Ls sind also zwei voneinander verschiedene, deren #-Koor
dinaten i, und #, nach (13) mit den Richtungen der eventuellen Tan
genten ibereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden singuldren
Stellen gehort diese Differentialgleichung dem in der Paragraphen-
iiberschrift genannten Typus anl). Wie man aus der Existenz der
reellen Lésung x =: 0 sieht, sind die Wurzeln der zugehorigen charak-
teristischen (leichungen beide Male reell.

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch
jeden der beiden singuldren Punkte aufler x == 0 noch weitere Losungen
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x — 0 gegen
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y = 5%, daB
durch den Ursprung gewisse Losungen von (1) mit bestimmter Tan-
gentenrichtung  hindurchgehen.  Daher gehen nach S. 81 alle im

1) Betrachtet man z. B. die Wurzel 7y von (15) und setzt 5 — %, = H, so wer-
den die linecaren Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von x und H
entwickelt: (4 + By)x und — B, — n)H + xB,*(0, n,). Hier kann aber
dic Determinante der Koeffizienten der lincaren Glieder nicht verschwindern.
Denn dann miiBte entweder 4 + By, = 0 oder — B(n; — #7,) = 0 sein. Im crsten
Falle ware, da 7, cine Wurzel von (15) ist, auch C + D, = 0 und daher muafte
4D — BC 0 sein, gegen unsere Annahme. Im anderen Falle wiare 7); eine
Doppelwurzel von (15) entgegen ciner bereits gemachten Feststellung.



84 T, 3. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

Ursprung miindenden Loésungen in bestimmten Richtungen in diesen
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daBl in jeder der beiden
moglichen Richtungen Lésungen im Ursprung miinden.

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsichlich ein Knofenpunkt
vorliegt, daB also tatsichlich alle Losungen bis auf zwei mit der einen
der beiden Tangenten eimmiinden. Zu dem Zweck missen wir zeigen,
daB3 der eine der beiden singuliren Punkte von (14) auf x= 0 ein
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB3 also in den einen alle, in den
anderen nur vier Losungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann
zwei mit der einen der beiden moglichen Tangenten einmiindende
Loésungen von (14), wihrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen
singuldren Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung ein-
miinden. Um nun diese Verhiltnisse der beiden singulidren Punkte von
(14) einzusehen, muf man sich ihre charakteristischen Gleichungen an-
sehen. Falls 7, und %, die beiden singuliren Punkte auf x = 0 sind,
so werden, wie man leicht nachpriift,

(A 4 By — p) (Bl — 99) + ) = 0
und

(4 + Byg— w) (BOjg —my) + ) = 0
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, dall im einen Fall
die beiden Wurzeln verschiedenes, im anderen aber beide gleiches
Vorzeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier
negativ ist. Dies Produkt ist aber

— (4 + Buy) (4 + Bng) B? (g, — 19)%.
Und das ist wegen (15) gleich

— (4D — BC) B** (1, — ny)*.

Die Determinante 4D — BC ist aber positiv, denn nach (2) ist sie
das Produkt der beiden 2;4,, die gleiches Vorzeichen haben. Nach
S. 83 ist B=0.

Durch eine kleine Rechnung kann man auch noch feststellen, dali
die Richtung, welche von fast allen Losungen im Ursprung eingehalten
wird, die gleiche ist, wie bei der zugehérigen homogenen Gleichung.
Der Leser moge das selbst nachrechnen.

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen

dy _Cx+Dy+Py(#,9)

dx — dx4-By-+$.(+,9)
in dem in Aussicht genommenen Falle, dal 4D — BC £0 ist, zu
Ende gefiihrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das
qualitative Verhalten der Losungen in der Nihe des Ursprungs in der
Regel allein die linearen Glieder mafigebend sind. Diese bestimmen

sogar die Richtungen, in welchen die Lésungen im Ursprung miinden.
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Freilich konnten wir bisher im Falle rein imaginarer Wurzeln der charak-
teristischen Gleichungen nicht den Wirbelfall vom Strudelfall trennen.
Hier sind eben tatsichlich die linearen Glieder nicht mehr allein maB-
gebend. Das erkennt man sofort an zwei Beispielen, in welchen die
linearen Glieder die gleichen sind. So wird
¥ o=y o+ 2938, yo=—x— 24
durch die geschlossenen Kurven
x* + y% 4 x4 + y? = konst.
gelost. Hier legt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei
¥y (e Y
Y = Y Y,
ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten wird diese Gleichung
o= ¢
Ihre Losungen sind die Spiralen g2 == — 2(‘6‘}—{—0) .

Da wir jetzt an cine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe-
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana-
lytisch verhalten, die Dinge anders liegen konnen, so will ich auch da-
fiir noch e¢in Beispiel geben. Ich betrachte

dx ; . 1

R ] i 2 12
g =Y+ %) xsin 22 y2
dy 2 | .2 . 1
=%+t (%% + 1 )ysm—x—zA?é

Fihrt man Polarkoordinaten ein, so kommt
o’ = ¢%sin 012

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich haufen-
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, dall der Differential-
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen
Integrale. Denn in cinem solchen Ring ist ¢’ von einerlei Vorzeichen.
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um
die Begrenzungskreise herum.

Kehren wir zurtick zum analytischen Fall. Wir legen uns die Frage
vor, wie man nun ber einer vovgelegten Differentialgleichung entscheiden
kann, ob sie zum Strudelfall oder zum Wairbelfall gehort. Man kennt
dafiir zwei verschiedene Methoden, eine von Poincaré und eine von
Bendixson. Die Poincarésche beruht auf folgenden Gedanken. Wenn
eine Schar geschlossener Integralkurven den Ursprung umschliefen
soll, so wird man die Gleichung derselben in der Form F = konst.
annehmen diirfen. KEs liegt nahe, es hierbet einmal mit einer Funktion F
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zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y entwickeln 148t.
Fiir F ergibt sich dann aus den Differentiaigleichungen die Bedingung
dF @Fdx oF dy
= 4t ox dt Ty dt”

Um F dieser Bedingung gemif bestimmen zu kénnen, denken
wir uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, y
geordnet:

F=F +F,+...
Dabei ist also F ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Diffe-
rentialgleichung diirfen wir nach S. 75 in der Form
ax

=Y+ X, + ...
dy .
P .
= = x4+ Y, +...

annehmen. Daraus erkennt man sofort, dal /7, = 0 sein mull. Ebenso
leicht findet man F,= x® + 4%, Denn auf einen konstanten Faktor
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man

die Bedingung, daB bei Ordnung von %1; nach homogenen Poly-

nomen alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das
Polynom F;, findet man hiernach die Bedingung
3 Fy 0F;
(16) U G,
Dabei ist G, ein Polynom k-ten Grabes, das sich aus der Differential-
gleichung und denjenigen F; zusammensetzt, deren Ordnung niedriger
als %k ist. Zur weiteren Rechnung fithrt man am bequemsten Polar-
koordinaten ein: x = p cos®, ¥ = psind. Dann erkennt man leicht,
daB fiir ein homogenes Polynom k-ten Grades
G, = of X (p, cosn?d + g, sinnd)
gilt. In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren
Nummer # dieselbe Paritat hat wie &, und % nicht tibertrifft. Man sieht
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hinreichend
ist, daB das g*-fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten
Grades ist. Setzt man dann Fj = o*¢@(#) und G, = o*y (), so wird
aus der Gleichung (16) die folgende:
d
— =@
Man kann ihr also dann und nur dann geniigen, wenn das Absolut-
glied in der Fourierreihe fiir o (#), d. i. also p,= 0 ist. Das ist fiir
ungerades k offenbar von selbst erfiillt, da ja ¥y () ein homogenes
Polynom sein soll. Fiir ungerades % ist dann ¢ (#) eindeutig bestimmt,
da doch auch in @(#) das Absolutglied Null sein mufl. Bei geradem
k indessen bedeutet Verschwinden von p, eine besondere Bedingung,
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und jetzt ist auch ¢ (J) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ich behaupte nun, daBl das Verschwinden der p, eine notwendige
Bedingung fir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich nimlich
an, diese Bedingung des Verschwindens der p, sei bis zur Nummer
R —= 2n erfillt, far & -~ 2n selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt, dann
kann man eine Funktion ¢ (#) aus

R

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu-
gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung

dF,,  dFy, . s | o
'\' ox A (% - ("_’11—?0 (x +\ )n'
Nun setze ich
F==x? 2 Ly oo+, +1,,.

Dabei mdégen die fg,... Iy, _, ..., aus den Gleichungen (16) bc-
stimmt sein. Dann fallen in dem Ausdruck
al
dt
alle Glieder von kleinerer als 2#n-ter Ordnung weg, wihrend das Glied
2n-ter Ordnung
= pola® ¥

wird. Daraus folgt, dall in geniigender Nihe des Ursprungs U;t von
einerlel Vorzeichen ist. lch will annehmen, es sei das negative. Dann
folgt hieraus, da3 auf ciner dieser Umgebung des Ursprungs angehorigen
Integralkurve x == x(f), v == v(f) beli wachsendem Parameter ¢ die Funk-
tion I monoton abnimmt. Mit wachsendem ¢ nihert sich also die
Integralkurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet also entweder
in denselben fiir £ —> oo oder aber sie hat eine Kurve I = ¢ als Grenz-
zykel. Nun aber kénnen in unserem Falle einer analytischen Diffe-
rentialgleichung und eciner analytischen Funktion ' nur endlich viele
Kurven /7 = ¢ Integralkurven sein. Denn aus [ = ¢ findet man als
Gleichung der Integralkurve v — f(x, ¢} , und dies hingt algebraisch
vom Parameter ¢ ab. Wenn diese Funktion nun fir unendlich viele
sich gegen Null hidufende Werte von ¢ der Differentialgleichung ge-
niigte, so miite dies nach allgemeinen Sdtzen tiber analytische Funk-
tionen fiir alle ¢ so sein, wihrend wir doch von einer Integralkurve
ausgingen, auf der [ sich monoton dndert, statt konstant zu sein.
Somit gibt es in unserem Ialle, wo ein p, =0 ist, in einer gewissen
Umgebung vom Ursprung keine geschlossenen Integralkurven. Da-
her miissen alle einer solchen Umgebung angehdrigen Integralkurven
im Ursprung miinden. Daher ist fiir den Wirbelfall das Verschwinden
aller p, eine notwendige Bedingung. Dal sie auch hinreicht, zeigt
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Poincaré durch den Nachweis, daB die fiir F so zu findende unendliche
Reihe konvergiert. Doch will ich darauf nicht mehr eingehen.

Lieber will ich noch die Methode von Bendixson schildern. Dieser
setzt von vornherein die Differentialgleichung in Polarkoordinaten an.
Man kann sie dann, wie man leicht sieht, auf die Form

d
S 00y (®) + 0% e (9) + ...

bringen. Diejenige Losung, welche fir ¢ = 0 den Wert g, annimmt,
hingt analytisch von g, ab. (S. 49) Sie 1aft sich also fiir hinreichend
kleine g, durch eine fiir alle 0 <& < 27 konvergente Reihe
e=e(?, a) = o () + oua(®) + ...

darstellen. Aus (0, go) = g, folgt, da dies fiir alle geniigend kleinen
0o gelten soll, #,(0) =1, u,(0) = 0(k=2,3...). Trigt man diese
Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhélt man fiir die u; die fol-
genden Differentialgleichungen

Ay

ap ="

d

(;:92 = 1,y (D) + w,2¢, (D)

d

dt:; = 130y (0) + 20,150, (D) + w2y (9) .

Die Losungen sind durch die bei & = 0 vorgeschriebenen Werte
vollig bestimmt. Fiir die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend,
daB die u; periodische Funktionen der Periode 2z sind. Diese Be-
dingung ist aber auch notwendig. Denn wiren etwa u,, u,, ...,
periodisch, #, ., aber nicht periodisch, so sei z. B. '

, U1 27) —u, 14 (0) =d<0.
Dann wird
0 (277, 00) — 010, 09) = 0" T [d+ g { #y +1 (270) — 9, 11 (0)} + ...].
Daher ist fiir hinreichend kleine g, *
0(27, gg) — 0(0, gp) < 0.
Also wird
0(0, o) > 0(27, go) > 0 (47, @g) > - - -

Daher wird & = 0 unendlich oft von jeder Losung getroffen. Die
Bedingung ist also auch notwendig.

Man muB sich aber vor Augen halten, dall die Tragweite dieser
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dulac (Bull. des
sc. math. 32 (1908)) vor, der fiir die Differentialgleichung

dy _—y+tax?4bxy+cy
dx~  x--ay224-byxy-L-c,92
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die Diskussion vollig durchgefithrt hat. Hier geniigen acht der unend-
lich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfithrung der Inte-
gration sieht.

Ich will noch erwihnen, wie man im Sattelfall die vier reellen
Losungen durch den Ursprung wirklich finden kann. Bendixson hat
zu diesem Zweck in seiner zu Beginn dieses Paragraphen genannten
Arbeit ein Verfahren der sukzessiven Approximationen angegeben,
das dem S. 74 besprochenen durchaus analog ist und das ich daher
nicht mehr niher erértern will.

Zum Schlull dieser Betrachtungen noch den Hinweis, daf in der
Arbeit von Bendixson eine Methode entwickelt wird, die das Verhalten
der Losungskurven einer jeden Differentialgleichung

dy _ P12, )

dx sBz (xs y)
in der Nahe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausfithrlich dis-

kutierten Typen zuriickgefiihrt.

Bemerkung: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr. Bd. 15 u.
Bd. 16 hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen
und in weitem Umfang die Bedingungen fir d(x,y) und (¥, ) angegeben,
unter denen die Sitze dieses Paragraphen richtig bleiben.

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher
nur dirftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschrinken sich wesentlich auf die durch
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, da8 im Falle, wo v der
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine
v-parametrige Schar von Losungen fiilr £— oo gegen den Ursprung konvergiert.
Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie
S. 75 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen-
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon fiir
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollstindig kann man natiirlich
analog zu § 3 dic Diskussion fiir Systeme linearer Gleichungen mit konstanten
Koetfizienten durchfithren. Doch mdochte ich diese Dinge, fir die wir anlaBlich
der linearen (leichungen zweiter Ordnung noch Proben bekommen werden,
nicht mehr verfolgen. (Vgl. auch S. 295ff.)

§ 7. Uber die Verteilung der singulidren Stellen.

Man darf immer annehmen, dafl durch eine vorgelegte Differential-
gleichung einem jeden Punkt ciner geschlossenen Fldche eine sie be-
rithrende Richtung zugeordnet sei und dafl es sich also darum han-
delt, auf der geschlossenen Flache Kurven zu finden, die jeden Punkt
in der dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Denn wenn zunichst
cine der seither betrachteten Differentialgleichungen y' = f(x, v) in
vinem Bereiche der x-v-Ebene eindeutig erklirt ist, so kann man ein
Stiick dieses Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugel-
oberfliche projizieren und dann die in einem Stiick dieser Fliche vor-
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liegende Erklarung der Differentialgleichung iiber den Rest der Fliche
so erginzen, daB eine auf der geschlossenen Kugeloberfliche erklirte
Diiferentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke gibt auch die
Moglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergebnisse auf
Differentialgleichungen der Form f(x, v, ¥') = 0 zu {iibertragen, wo
etwa f(x,y,y) ein Polynom sein moége. Dann ist das Problem,
diese Gleichung zu untersuchen, nach Poincaré gleichwertig mit der
Untersuchung der Differentialgleichungen

dx af dy ot

at — ez dt Pz

dz _of | _of '

it ™ ax " %oy
auf der Fliche f(x, v, 2) = 0 und somit haben wir in manchen Fillen
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen
Flache in eindeutiger Weise eine sie berithrende Richtung zuordnet.

Tatsédchlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven,
d d d

deren Projektion auf die x-y-Ebene Ez:}i}tj : j;v: z liefert, so daB

also diese Projektionen der Differentialgleichung f(x, y, v') = 0 genii-

gen. Tatsédchlich liegen diese Raumkurven auf der Flache f(x, v, 2) = 0,

falls man ihre Anfangspunkte darauf wihlt. Denn lings der Kurven

af
=0
An diesen Ansatz kénnen wir ankniipfen, wenn wir jetzt noch einen
allgemeinen Satz iber die Verteilung der Singularititen erértern
wollen.

Zunachst betrachten wir eine einzelne singulidre Stelle S eines

Systems

ist

&) Pefey),  P=gly.

Dabei sollen f(x, y), g(#, ¥) in der Umgebung von x = 0, y = 0 ein-
deutig und stetig erkldrt sein und einer Lipschitz-Bedingung gentigen.
Im Punkte x = 0, y = 0 selbst sollen f(0, 0) = g(0, 0) = 0 sein, wihrend
in der betrachteten Umgebung keine weiteren singuliren Stellen liegen.
Jedem von (0, 0) verschiedenen Punkt ist dann durch (1) ein gerichtetes
Linienelement zugeordnet.

Nach Poincaré ordnen wir der isolierten singuldren Stelle S einen
Index § zu. Mit Birkhoff erklaren wir ihn so: Man lege um die singu-
lare Stelle eine einfach geschlossene Kurve €, welche aus endlich vielen,
stetig differenzierbaren Bogen besteht und aufler S keine andere singu-
lare Stelle umschlieBt. Durchlduft man dieselbe im positiven Sinn,
so erfahrt dabei der durch die Differentialgleichungen erklirte Vektor
eine Drehung 27 7. 7 heiBit dann Index der simguliren Stelle. Man
erkennt namlich sofort, daf die ganze Zahl j von der Wahl der umschlie-
Benden Kurve unabhingig ist. Denn bei stetiger Anderung derselben
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miiBte sich auch j stetig dndern und bleibt daher als ganze Zahl unver-
andert.

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu
bestimmen. Ir ist namlich stets dem Index der bei Beschrinkung

auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich.
. 7% .dy i 4 .

Setzt man ndmlich (d/; o ld'; = r¢'" | so wird der Index der 2—17[ -fachen
Anderung gleich, welche ¢ bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve
um die singuldre Stelle erfihrt. Ist x = x(7), vy = y(1), 0 <7 < 1

die geschlossene Kurve, so wird somit

Denn log » dndert sich beim Umlauf nicht. Also ist

1
A
77772'_”. f4ig dr
3]
o dx dy
wenn d[ = ./(x:y)7 dl:g(x:)")
die Differentialgleichungen sind, und /' und g’ die Ableitungen von
/ und g nach 7 bedeuten. Ist insbesondere f= A« + By + B,(x, ),
¢g=Cx+ Dy + By(x, v), wie im §6, wo also B, und B, Potenz-
reihen sind, die nur Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung ent-
halten, so wird bei Verwendung von Kurven, die hinreichend nahe den
Ursprung umschliefien, geschlossen, dafl
1
o ['(4 Y AHBY)FiCH DY)
!'Zeai) (A FByfiCrtcy 7

ist. Man erkennt dies dhnlich wie beim Rouchéschen Satz der Funktionen-
theorie, indem man statt B, und P, zunichst 1B,, 1B, 0 L1 L1
eintragt und bemerkt, dall das Integral so lange stetig von A abhingt,
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nicht verschwindet.
Dies aber ist fiir 0 < 4 < 1 sicher dann der Fall, wenn lings der ge-
schlossenen Kurve B, und 8, hinreichend klein sind, d. h. wenn diese
Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlauft. Da aber das Integral
eine ganze Zahl als Wert hat, so ist es von A unabhingig.

Fir die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu bestim-
men. Man erschlieBt seinen Wert unmittelbar aus den auf S. 56ff,
gemachten Angaben.

Im Knotenfall, im Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach j =1,
im Sattelfall aber ist j = — 1.

Wir betrachten nun eine geschlossene Fliche vom Geschlecht p
mit eindeutig erklirter Indikatrix. Auf ihr sei wieder durch Differential-
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gleichungen mit eindeutigen stetigen und der Lipschstz-Bedingungen
geniigenden Koeffizienten ein Vektorfeld gegeben. Es moge endlich
viele singuldre Stellen aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgend-
welche endlich viele Jordansche Kurvenbogen mit stetig sich dndernder
Tangente die geschlossene Fliche in endlich viele einfach zusammen-
hingende Gebiete, deren jedes an seinem Rand keine, in seinem Inneren
nicht mehr als eine singuldre Stelle besitzen moge. Diese Einteilung
der Oberfliche kann als Polyeder aufgefaBBt werden, und so hat man
nach dem Ewulerschen Polyedersatz zwischen der Anzahl e der Ecken,
k der Kanten, und f der Flichenstiicke die Beziehung

e +f—k=2-—2p.

Falls nun in einer Ecke » Kanten zusammenstoBen, so gilt noch

[
> v, = 2k. Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Indexj.

1

Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singulire Stelle
enthalten, Null. Zur Bestimmung des Index fiir die anderen Bereiche
bedienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den im
Sinne der positiven Indikatrix gemessenen Winkel zwischen dem
Feldvektor und dem Tangentenvektor der Randkurve. Dieser habe
die Richtung einer im Sinne der Indikatrix positiv erfolgenden Um-
laufung des Bereiches. Dann ist die Winkelinderung des Feldvektors
gleich der Summe der Anderungen des Tangentenvektors vermehrt
um die Anderung des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld-
vektor. Die erstere Anderung ist 2 7. Die letztere ist ein Vielfaches von
2 7z, das man findet, indem man abzihlt, wie oft der Winkel im wachsen-
den bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von @ durchliuft. Die
ersteren nennen wir dullere, die anderen innere Berithrungen des Feld-
vektors mit dem Tangentenvektor!). Nun aber heben sich die Anteile,
welche Berithrungen von Lésungen mit inneren Kantenpunkten zuzu-
schreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes bildet.
Denn eine solche Beriithrung ist fiir das eine der angrenzenden Gebiete
eine innere, fir das andere eine dullere. Es bleiben also nur die Beriih-
rungen mit Lésungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine Loésung
durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Gebiete und beriihrt
die ¥ — 2 anderen von aullen. Es sei denn, daB eine Losung eine Ecke
in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die Einteilungs-
linien so wihlen, daB3 dies nicht der Fall ist. Somit hat man in einer
Ecke» — 2 duBere Berithrungen. Bildet man nun die Summe der

Indizes iiber alle Bereiche, so wird sie dieser Summe — 2 —5 +f

1) Alle hier erwihnten Winkel werden in den Parameterebenen gemessen.
Man wahlt also die Teilbereiche so klein, daB fir jeden eine bestimmte Wahl
der Flachenparameter ausreicht. Man iberzeugt sich leicht, daB die 'Indizes
von der Wahl der Parameter unabhingig sind.
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gleich. Denn alle inneren und duBeren Berithrungen heben sich auf,
mit Ausnahme der in den Ecken stattfindenden Berithrungen. Eine
jede duBere Berithrung aber gibt eine Abnahme um 7z und die f Flichen
geben der Winkelinderung der Tangente entsprechend einen Zuwachs
um 2 ;. Zur Bestimmung des Index ist durch 27 zu dividieren. So-
mit wird

D=+ [ —h=2—2p.

Fiir die Kugel ist p = 0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets
mehr als eine Singularitit, falls nur Singularitdten der bisher betrach-
teten Art vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel
das Kreisbiischel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbiischel
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies eine Kurvenschar
mit nur einem singuliren Punkt. Der Index muB} also 2 sein. Um
das nachzupriifen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine
Ebene so projiziert, daB wir das Kreisbiischel

(¥ — a)? + ¢% = a?
erhalten. Als Differentialgleichung findet man
X = xv, v o= 2(x% — y%.

Verfolgt man z. B. das Vektorfeld dieser Differentialgleichung -lings
eines Kreises um den Ursprung, so besti-
tigt man leicht, daf der Index 2 ist (vgl.
Abb. 10). Hier liegt auch im gestalt-
lichen Verhalten der Losungen etwas
neues vor. Es treten sogenannte ,,geschlos-
sene Knotengebiete’” in dem betrachteten
Kreise auf. Das sind Bereiche, in welchen
jede Losung aus dem Ursprung kommend
wieder im Ursprung miindet. IFrither
kamen ,,Sattelgebiete’* vor. Diese waren
von Losungen begrenzt, die im Ursprung
miindeten, und darin gingen die Lésungen
alle am Ursprung vorbei. In allen bisher
betrachteten IFallen besteht zwischen dem
Index 7, der Zahl & der geschlossenen
Knotengebiete und der Zahl 7 der Sattelgebiete die Relation
Ch—242

5 .

Abb. 10.

Bendixson hat in der S. 61 genannten Arbeit gezeigt, dal} diese plau-

sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen % und 4 endlich

sind, und dies ist, wie er gezeigt hat bei allen Differentialgleichungen
dx . 4y

dt:;ﬁl(xay)f dt:%Bz(x:y)

der Fall, wo B, und 5, Potenzzeiten sind, die in der Umgebung des



94 I, 3. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

Ursprungs konvergieren. Z. B. ist fiir einen reguliren Punkt, wo %,
und B, nicht beide verschwinden, 2 =0, A=2. Also = 0.

§ 8. Singulidre Lésungen.

Schon gelegentlich der Clairautschen Gleichung lernten wir auf
S. 20 das eigentiimliche Vorkommen von singuldren Ldsungen kennen.
Wir machten damals die Erfahrung, daBl durch einzelne Punkte zwei
sich dort berithrende Integralkurven gingen. Die singulire Loésung
trat als Enveloppe der die Clairautsche Gleichung losenden Geraden-
schar auf. Nun wollen wir von allgemeineren Erwégungen aus an die
singuldren Loésungen herangehen.

Wir betrachten eine Differentialgleichung
1) Hx, v, 5) = 0.
f(x,v,$) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung fiir alle in Betracht kommenden Linienelemente (x, y, p)
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente
seien: (w, ¥) aus einem Bereich B, p beliebig.

Um die seither aufgestellten Sitze anwendbar zu machen, muf}
erst die Auflédsung nach p bewerkstelligt werden. Dariiber gibt ge-
wohnlich der bekannte Satz iiber implizite Funktionen AufschluB. Er
lehrt folgendes: Wenn man ein Wertetripel %, ¥,, p, hat, das der
Gleichung f(x, v, p) = 0 geniigt, und wenn fir dies Wertetripel die
Ableitung

of
ap (%o Yo» Do)

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von
(%4, o) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion

p=1I(x,),

die der Gleichung geniigt, und die fiir x = x,, y = y, den Wert p = 5,
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem Wertepaar, d. h. zu
jedem Punkt x,, v, mehrere Werte p, und damit mehrere Funktionen
p=TF(x,y) gehoren, die der Gleichung geniigen. GewissermaBen
wird das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen.
Eine besondere Rolle miissen nach allem aber jedenfalls die Linien-
elemente spielen, welche auch noch der Gleichung

of
(2) 5’,;(-“4:%?5):0
geniigen. Alle diese Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen
3) fevp =0,  Liy,p=o.

Wir betrachten die Menge derjenigen (x, y), zu welchen p-Werte
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gehoren, die zusammen mit den (x, ¥) den beiden Gleichungen (3)
geniigen. Wir nennen die von diesen (%, y) gebildete Menge die Dris-
kriminantenkurve. Man kann sie in vielen Idllen durch Eleminatien

von p aus (3) gewinnen. Dies gelingt z. B. in der Umgebung derjenigen
. Lo O . .
Linienelemente fir die o +4=0 ist. Dann kann man aus der zweiten
=
Gleichung (3) p als stetige mit stetigen Ableitungen versehene IFunktion
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt
man dann die Diskriminantenkurve als mit stetig sich dndernder Tan-
gente verschene Kurve in der Nihe derjenigen (x, v) fir die nicht auch
cf if . C .. . . -
x und iy verschwinden. Die Linienelemente; die den beiden Gleichungen
(3) geniigen, heillen singulire Linienelemente.
Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung
‘o
VB,
Ihre singuldren Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen

P = x.

Sie sind alle der v-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man
stellt weiter leicht den Verlauf der Intergalkurven fest. Nur fiir positive x
sind reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben besitzen in den Punk-
ten der Diskriminantenkurve Spitzen.

Die Loésungen sind v= - 2x%: —¢. Den beiden Schichten
v = Vxund v = — Vx entsprechend gehen durch jeden Punkt
mit positiver Abszisse v zwel Integralkurven hindurch.

Ich betrachte weiter die Gleichung

Ve oy

Hier gentigen die singuldaren Linienlemente den beiden Gleichungen
/)2 —
2p = 0.
Sie sind alle der x-Achse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve
v==0. Diese Kurve ist daher selbst Lésung, und die dbrigen

(v -¢)

Integralkurven v == 1 : bertithren dieselbe. Wir sagen in diesem
Iall, die Diskriminantenkurve sei singuldre Loésung. Wir wversichen
also unter ciner singuldren Liosung cine aus lauter singuldven Linien-
elementen aufgebaute Lisung. Nach der Definition der Diskriminanten-
kurve kann ecine singulire Lésung nur aus einzelnen Bogen der
Diskriminantenkurve bestehen. Denn diese ist der Ort der Punkte,
welche singuldre Linienelemente tragen. Aber das erste Beispiel lehrt
zugleich, dafl die Diskriminantenkurve ganz und gar nicht immer eine
singulidre Losung der Differentialgleichung ist. Damit dies der Fall
ist, miissen vielmehr noch besondere Zusatzbedingungen bestehen. Diese
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wollen wir jetzt herleiten. Wir miissen ja nur feststellen, unter welchen

Umstinden die Richtung der Diskriminantenkurve mit der in ihren

Punkten vorgeschriebenen singuliren Feldrichtung {ibereinstimmt.

Wenn dies lings eines Bogens derselben der Fall ist, so ist dieser Bogen

singulire Losung. Um aber die Richtung der Diskriminantenkurve

zu bestimmen, hat man ihre Gleichung (3) zu differenzieren. Das liefert
af  ofdy J‘_af @b _ .

ox T oydx ' op dx
Da aber lings der Diskriminantenkurve

af
= °
ist, so erhidlt man die Bedingung
of dy
32 Ty ir=0:
Soll daher das ————— der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes
ubere1nst1mmen, so muf
of + of .
ar oy p=0

sein. Daher erhilt man zur Bestimmung der singuliren Lésungen die
drei Gleichungen ’

] fx,y,$)=0
of

a"(%y:b) f(xyﬁ)i)

Wenn umgekehrt eine Kurve den sich durch Elimination des Para-
meters p aus den drei Gleichungen (4) ergebenden beiden Gleichungen
geniigt, so ist sie eine singuldre Losung der Differentialgleichung, falls
nicht auch noch fiir alle ihre Punkte

9
ey, 2) =0
ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei

Gleichungen (4) differenziert, so erhidlt man unter Beriicksichtigung
der zweiten

4)

of of ., __
oz Tay V=0
Daher ist nach der dritten
0
S —1)=0.
Hieraus ergibt sich wegen der auf % beziiglichen Bedingung
V' =2,

so daB fiir das 9" der Diskriminantenkurve wegen der ersten Glei-
chung (4) f(x, y, ¥') = 0 gilt. Sie ist also eine Lésung, und zwar eine
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singulidre, wegen des Bestechens der zweiten der drei Gleichungen.
Die drei Gleichungen (4) zusammen mit (,)f} (v, v, p) % 0 legen daher
dic singuldaren Lodsungen fest.
Man sicht aus den vielen fiir eine singulire Losung notwendigen
Bedingungen, dall im allgemernen die Diskriminantenkurve nicht sin-
guldre Losung sein wird. Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort der
Spitzen der Integralkurven sein (vgl. das erste Beispiel). Ubrigens
kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Lésung sein, ohne aus
singuldren Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit anderen Worten
auch nichtsinguldre lLosung sein. So ist es z. B. bei
(VE—x =) (V= 1) = 0.

Fir die singuldren Elemente mull
(P2— x4+ (p—1)=0 und
2p(p—=1) + P = x =0

sein. Elimination von p liefert als Diskriminantenkurve

(x—y) (v x o+ 2= 0,

Auf v=y sind p =0 dic singuldren Richtungen. Auf y = x—1
sind p == 1 die singuldren Richtungen; y = x ist also Lésung, ohne
singuldre Lésung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daB ein
anderer Zweig, der durch /(x, y, p) -= 0 definierten Funktion p = F(x,v)
lings der Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert.

Nach diesen Darlegungen ist es klar, dal eine jede Enveloppe
einer Schar von Integralkurven, d. h. eine jede Kurve, die in jedem
ihrer Punkte von einer Integralkurve berithrt wird, eine singulire
Losung ist, im Sinne der vorhin aufgestellten Definition. Denn da
durch jedes ihrer Linienelemente zwel verschiedene Integralkurven
gehen, mull der vorhin erwdhnte Satz iiber implizite Funktionen in
seiner Anwendung auf dic¢ Linienelemente der Enveloppe versagen?).
Solche Linienelemente nannten wir aber singuldr. Die Enveloppe
besteht also nur aus singuliren Elementen.

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB alle singu-
laren Losungen als Enveloppen einer Schar von Integralkurven auf-
gefallt werden konnen. ks ist also nicht immer der Fall, da8 die sin-
gulire Losung in ihren Punkten von anderen Integralkurven be-
rithrt wird.

- O L
Y Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fir die - f, existiert.

Ebenso mag die Moglichkeit beiseite bleiben, da man zwar in der Umgebung
des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(#, ¥, ') = 0 nach %  aui-
1osen kann, daB aber fiir die aufgeloste Gleichung v"  f(x, y) die Lipschitz-
bedingung nicht erfullt ist. Auch so kénnte es ja kommen, dafl mehrere Losungen
durch das Linienelement gehen.

Bieberbach, Differentialgleichungen 2, Aufl. 7
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Einige Beispiele sollen die Verhéltnisse klarstellen. Ich betrachte

die Tangenten der kubischen Parabel

y = %3,
Sie gentigen der Gleichung
(5) 27(y — y'x)? = 4y'%.
Wenn man die singuldren Integrale derselben sucht, so hat man noch
die beiden Gleichungen
(6) 54(y — y'x)x +129'2=10
(7) — 4y —y'x)y +y 54y —y'x) =0
aufzustellen. Da (7) identisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung
der singuliren Losungen nur ¥’ aus (5) und (6) zu eliminieren. Das
fithrt auf

108-49'34% — 14494 = 0.

Daher ist entweder

y'=0
oder y = 32
Die erste Méglichkeit fithrt zu der singuliren Lésung

y=0,
die zweite zur Parabel

y = 3,
Wihrend diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden
Geradenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlel Integralkurven, die
die Gerade y = 0 in ihren einzelnen Punkten berithrten. Sie ist keine
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singuliren Linienelementen.
Diese Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leit-
kurve einer Differentialgleichung auf, deren Lésungen durch die

Tangenten dieser Leitkurve bestimmt sind.
Wenn nimlich
n=1()

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind
y— 1@ =7 (x—§
die Gleichungen ihrer Tangenten. S.13 haben wir gelernt, wie man

die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er-
gibt sich durch Elimination von £ aus den beiden Gleichungen

y—1E =7 (x—§
y'=1(.
Zur Bestimmung der singuldren Losungen dieser Gleichung hat
man die £-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert
aber

1€ (x—§=0.
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Also gm0
und /() = 0.

Der erste Fall liefert dic Leitkurve. Der zweite Fall fithrt zu den
Wendetangenten, da ja die Wendepunkte durch (&) = 0 charakteri-
siert sind. (Zu den Wendetangenten zihlen wir also alle Tangenten,
die in hoherer als der ersten Ordnung die Kurve berithren.)

Warum gerade diese Wendetangenten mit zu den singuliren Lo-
sungen, also auch mit zu der Diskriminantenkurve gehéren, 148t sich
am vorigen Beispiel der Gleichung

27(y — V)2 = 473

leicht erldutern, wenn man beachtet, dall von den Punkten des in
Abb. 11 schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen,
von den Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine. Beide
Gebiete werden naturge-

mial durch die Diskrimi-
nantenkurvegetrennt,denn

das ist deren geometrische

Bedeutung.

[ch betrachte noch ein
zweites Beispiel, in dem
die singuldren Ldésungen
nicht als Enveloppen auf-
treten. Das ist der Fall [
bei der Differentialglei-
chung

V2o g

Thre Losungen sind

4
V= (x + R Abb. 11.

Dazu kommt noch die
singulare Losung
y==0.

Sie wird von keiner an-
deren Integralkurve im
Endlichen beriihrt, tritt
vielmehrals gemeinsame
Asymptote aller Inte-
gralkurven auf, die sich
ihr beliebig nahe an-
schmiegen. Diese gehen
namlich auseinander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse

Abb. 12.

4 .
hervor. Wenn daher eine der Kurven, z. B. y =~ (Abb.12), fir

¥
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x > 20 nur um héchstens |, von y = 0 abweicht, so kann man sie so
parallel verschieben, daB3 eine Kurve entsteht, die schon fiir x > %,
nur noch um ;3, von ¥y = 0 abweicht. x, kann dabei ganz beliebig

gewihlt werden. Denn .

y= (¥ 420 — )
ist die gewiinschte Kurve.

IV. Kapitel

Differentialgleichungen erster Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Feste und bewegliche Singularitidten.

Fir z-Werte, welche einem abgeschlossenen Bereiche B der kom-
plexen z-Ebene, und fiir w-Werte, welche einem abgeschlossenen
Bereiche G der komplexen w-Ebene angehoren, sei f(z, w) eine ein-
deutige, bis auf gewisse Singularitdten reguldre analytische Funktion.
Uns wird hier allein der Fall beschéftigen, daf f(z, w) fiir die genannten
Werte (z, w) durchweg von rationalem Charakter ist. Wir wollen also
/(z,w) als Quotient zweier in dem Bereiche regulirer Funktionen
__h (2, w)
T h(nw)
grunde gelegten Bereiche reguldr sind. Dann stellen wir uns die Auf-
gabe, die Losungen der Differentialgleichung

dw f (2, w)
(1) dz:f; (2, w)
in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Losungen sind durch
ihre Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S. 48 her fol-
gendes: Wenn die Anfangswerte z,, w, so gewihlt sind, daB f(z, w)
an dieser Stelle regulir ist, dafl also mit anderen Worten daselbst
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um-
gebung von z, eindeutige reguldre Funktion w(z), fiir die w(z) = w,
gilt, und die der Differentialgleichung geniigt. Wir wissen weiter,
daB es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung geniigende
Losung gibt, ja man kann der Fuflnote !) von S.30 sogar entnehmen,
daB es keine weitere der Bedingung lim f(2) = w, geniigende Lo-
sung gibt. >

Die weitere Aufgabe ist nun, mut Hilfe jfunktionentheoretischer Me-
thoden eine solche durch thre Anfangsbedingungen [estgelegte Liosung
durch analytische Fortsetzung in threm weteren Verlauf zu verfoigen. Wo
sind z. B. die Singularititen einer solchen Losung zu suchen? Ich
nehme an, bei Fortsetzung lings eines bestimmten Weges kénne man
bis an eine Stelle z, aus B heran, nicht aber iiber dieselbe hinaus ge-

annehmen. Es sei f(z, w) wo f,(z,w) und fy(2, w) im zu-
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langen. Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Ewntweder kon-
vergiert bei Anmdherung an die Stelle z, die Funktion w(z) einem be-
stemmien Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenann-
ten IFall. Es wird sich zeigen, dafl er nur dann eintritt, wenn fy(z,, @) == 0
ist flir alle w. Da ndmlich der Nenner fy(2, w) im Bereiche G reguldr
ist, so gibt ¢s in (- nur endlich viele Stellen w;, fiir die /,(z, w;) = 0
ist, falls nicht fy(z,, w) 0O ist. Man umgebe sie durch Kreise, iiber
deren Kleinheit noch zu verfiigen sein wird. Dann kann man eine
von der Kleinheit der Kreise abhingende Zahl o so bestimmen, dafl
fir |z — 2, | £ ¢ die Wurzeln w von £,(z, @) == 0 alle im Innern dieser
Kreise liegen. Dann gibt es cine positive Zahl 3/ derart, daB fiir
|2~ % | < ¢ und fir e¢in jedes nicht diesen Kreisen angehdérige
w stets | fo(z, w) | = I/ gilt. Withlt man nun die Kreise geniigend klein,
so muB} es beliebig nahe bei 2z, auf dem der Fortsetzung zugrunde ge-
legten Wege Stellen geben, wo die Werte der Losung aullerhalb oder
auf der Peripherie jener Kreise liegen. Denn sonst miiite gegen die
Annahme w(z) flir z — z, gegen einen Grenzwert konvergieren. Da
aber zu jeder dieser Stellen somit ein endlicher Konvergenzkreis ge-
hort, dessen Radius stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhingt,
so konnen bei Annidherung an z, die Konvergenzradien nicht gegen
Null streben. Denn sie besitzen in der aus dem AuBeren und dem Rand
jener Kreise gebildeten Teilmenge von G oein positives Minimum. So-
mit ist tatsdchlich nur der erste der beiden aufgezihlten IFille wirklich
moglich. Wenn also die IFortsetzung iiber gz, hinaus nicht moglich ist,
ohne dall /5(z,, w) = 0 1st fur alle w, so mub w(z) bei Anndherung
an 2, einem bestimmten Grenzwert w, zustreben. Die Betrachtung
lehrt dann auBerdem, dal} 7,(z,, w,) == 0 ist. Nun haben wir drei
Ialle zu unterscheiden:

Entweder ist /,(3,, «) - 0 in der Umgebung von w, fiir kein an-
deres w erfillt, oder aber es ist f,(z,, @) fur alle w Null. Beide Male
sel /,(zy, wy) FO. Im ersten Falle also, wo zwar [y(z,, wy) = 0 ist,
aber /,(z,, @) 0 fir w-w, in der Umgebung von w,, sprechen
wir von ciner beweglichen  Singularitit. Denn der Grenzwert g,
mit dem wir in 5, ankommen, hdngt von den Anfangswerten der
untersuchten Losung ab. Iis erwelst sich dann also bei der Fortsetzung
tings desselben Weges c¢ine andere Losung unter Umstdnden in z,
als nicht singuldr, falls sie namlich fiir z -» 2, einen von w, verschie-

alle w, liegt eine feste Singularitdt vor. Denn nun ist jede Losung bei
Anniherung an z, in der gleichen Lage. Der dritte noch zu unterschei-
dende Fall ist der, dall auBer f,(zy, wy) == 0 auch [, (5, w,) = 0 ist.
Dries soll also in den betden ersteren Fillen nicht so sein.

Der erste der ¢ben aunfgezihlten Fille ist sehr leicht zu erledigen.
In diesem Ialle ndamlich, wo zwar f, (5, w,) = 0 ist, in der Umgebung
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von w, aber f,(zy, w) nicht weiter verschwindet, ist offenbar in der
Differentialgleichung
dz _fo(2, )

2 dw ™ fy(z, @)’

welcher die Umkehrungsfunktion geniigt, die rechte Seite in der Um-
gebung von z,, w, regulir. Die rechte Seite verschwindet zwar fiir
%y, Wy, aber sie verschwindet nicht fiir z, und beliebiges w. Daher
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von
2 — 7y unabhingig sind. Das niedrigste derselben sei vom Grade m.
Dann lapt sich diejenige Losung, welche fisr w = wy den Wert z, besitzt,
wn eine Potenzreihe dieser Form entwickeln:

(3) 2=12y+ Cppr (@ —wp)m T+ ..
Denn sei

az
4) iw = %m (w — wo)™ By (0 —w,) + (2 —20) By (2 — 25, w —w,),
wo B, und B, Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von w = w,
bzw. z=2;, w= w, konvergieren, so mache man nach S.48 den

Ansatz
2=z, T (w— wy) + ...

Dann ist o1 <dkz>
k k! dwk (w == wp)
Man sieht aber aus (4) sofort, daB daher ¢, =¢,=...= ¢, = 0 ist.

Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt, dal w in der Umgebung von 2,
1

nach Potenzen von (z — z[,);'?;1 entwickelt werden kann. Es liegt also
fur die Losung ein m -+ 1-bldtiriger algebraischer Verzweigungspunkt
vor. DaB dieser Verzweigungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch
bedingt, dal wir gerade die Losung betrachteten, die fiir z — z, gegen
w, strebte. Denn verlangen wir diejenige Losung, welche fir w = w,
den Wert z, annimmt, so finden wir fiir dieselbe eine Reihe

2=zt (w—w) +...,

in der jetzt der Koeffizient o, der ersten Potenz nicht verschwindet,
falls nur w, hinreichend nahe bei w, liegt, ndmlich so nahe, da8

f2 (2o, @) +0

ist. Dann wird aber
1
w=w, + _(2—2)+...
1
in der Umgebung von z, reguldr. So erklért sich die nicht ganz treffende
Bezeichnung ,,bewegliche* oder auch , verschiebbare’* Singularitit.

Im zweiten der drei Falle, wo fy(z, @) = 0 ist fiir alle w, wiirde
die gleiche Uberlegung nur zu der Lésung z = z, fiihren, mit der wir
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fiir unseren Zweck weiter nichts anfangen kénnen. Bei Anpiherung
an eine derartige Singularitit zweiter Art kann nun tatsichlich die

Lésung w(2) unbestimmt werden. So ist ja z. B. die allgemeine Lo-
sung von
dw w

dz 22

die Funktion w = Ce ¢. Sie wird bei Anndherung an z = 0 lings der
imagindren Achse tatsdchlich unbestimmt, d. h. sie strebt keinem
Grenzwert zu. Hier sprechen wir von einer fesfen Singularitit.

Eine groBe Menge von Untersuchungen befait sich damit, bei
gegebener Differentialgleichung die Natur der Lésungen in der Nihe
einer solchen festen singuldren Stelle z, zu untersuchen. Briof und
Bouguet haben die Untersuchungen begonnen, Picard, Poincaré, Dulac,
Bendixson, Horn und neuerdings Malmquist haben sie geférdert. Ich
verweise wegen alles weiteren auf eine Arbeit von Malmquist im Arkiv
for matematik astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die Literatur
erwihnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt der
Untersuchung bildet immer ein Zweig der Losung, welcher einem
bestimmten Grenzwert w, zustrebt, wenn sich z auf einem passenden
Wege der singuldren Stelle nahert. Dieser Wert w, erfiillt aber dann
immer mit z, zusammen dic Gleichung 7, (z,, w,) = 0. Dies folgt so-
fort aus der schon mehrfach angesteliten Uberlegung, welche an (2)
ankniipft. Diese Gleichung wire ja sonst in der Umgebung von z,, w,
reguldr. Aber ihre einzige Losung, welche flir w — w, gegen z, strebt,
ist z ==z, das aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden
Losung sein kann. Somit bekommt man Anschlul an die singuldren
Stellen der dritten Art, welche wir im reellen Gebiet schon ausfiihrlich
untersucht haben.

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche z; und w, angenommen.

Aber man weil, wie man durch die Substitutionen 1 =3 oderi =1
dem Unendlichfernen beikommt.

In diesem Paragraphen mochte ich nur noch die Frage behandeln,
ob es Differentialgleichungen mat lauter festen simguliven Stellen gibt,
und wodurch diese von beweglichen Vevzweigungspunkten threr Lisungen
fresen Differentialgleichungen charakterisiert sind. Wir beschrinken uns
dabei von vornherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die
rechte Seite rational ist. Zahler und Nenner sollen also ganze rationale
[Funktionen sein. Die festen singuldren Stellen sind diejenigen Stellen z,,
fir welche der Nenner fiir alle w verschwindet. Dazu kommt eventuell

noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Ubergang zu z= ' die
Stelle == 0 zu den festen Singularititen iiberfithrt. Die Substitution

z == 1 aber fiihrt die Differentialgleichung (1) in

i
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1
dw fl(s’w) 1
(3) dr 1 T2
o fz(S’W) ?

iiber. Und hier kann man alle gewiinschten Feststellungen leicht
machen. AuBerhalb dieser festen Singularititen besitzt ein jedes In-
tegral nach unseren Uberlegungen allenfalls noch Pole.

Soll nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur
feste Verzweigungspunkte besitzen, so mull der Nenner der rechten
Seite fir jedes z,, fir das er iiberhaupt verschwindet, identisch in w
oder nur fiir solche w verschwinden, fir die zugleich der Zahler ver-
schwindet. Nimmt man Zihler und Nenner als teilerfremd an, so tritt
dieser letztere Fall nur fir endlich viele z, ein. Richtet man die Auf-
merksamkeit auf die iibrigen z,, so erkennt man, daB im Nenner das
w gar nicht vorkommt. Die Differentialgleichung muf3 daher von der
Form

dw
dz =@ (Z, w)
sein, wo ¢ (z, w) ein Polynom in w ist. Damit sind bewegliche alge-
braische Verzweigungspunkte ausgeschlossen, in welchen w endlich
bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen werden, in welchen

w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution w = " Damit

geht die Differentialgleichung (1) in

dw o, 1>
) iz = ® (pKz’m
itber. Nun mull wieder der Nenner von m unabhidngig sein (nachdem
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zihler und Nenner entfernt
hat). Daher kann ¢(z, w) in w hochstens vom zweiten Grade sein.
Damit haben wir den Satz:

Die einzigen rationalen Diffeventialgleichungen, deven Lisungen keine
beweglichen algebraischen Verzweigungspunkte besitzen, sind die vom
Riccatischen Typus

- dw
(3) dz Ay (2) + 4y (w + 4, (2) w*.

Bemerkung. Auch fir die allgemeineren Differentialgleichungen
f(#,y,9) -0,

wo f(«, v, ¥’) ein Polynom in #, ¥, 9’ ist, wurde durch Fuchs und Poincaré das
Problem gelost, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten
zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist entweder
eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch
eine algebraische Substitution entweder auf eine Riccatische oder auf die Diffe-
rentialgleichung

¥ =g (1) (T— 32) (1 — F25%)
transformieren.
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Aus unseren bisherigen Ergebnissen ergibt sich leicht ein dem
Picardschen Satz filr ganze transzendente IFunktionen entsprechender
Satz fir die Losungen unserer Differentialgleichungen. Er lautet: in
der Diffeventialgleichung

dw ;

e, w)
sei die vechte Seite cine rationale Funktion. w(z) sei ein Integral der-
selben, welches eine unendlich vieldeutige Umkehrungsfunktion z(w) be-
sitat. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerie W, fiir welche die
Gleichung w(z) = W nur cndlich viele Lisungen besita.

Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung
dz 1

dw  f(z, w)’

welcher die  Umkehrungsfunktion unseres Integrals geniigt. IFeste
Singularititen und Singularititen dritter Art derselben sind nur in
endlicher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht
zu diesen festen Singularititen gehort. An dieser Stelle nimmt die
Funktion z(w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich
viele verschiedene vorkommen. Ls ist ndmlich jeder Zweig unserer
Tunktion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder
Zwelg aber ist durch scinen bei W angenommenen Wert festgelegt.
Da aber die IFunktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist,
und da jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularititen
vermeidenden Weg bis nach 17 fortgesetzt werden kann, nimmt die
Funktion 2 (w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte
an. Darin liegt der Beweis unseres Satzes.

Dieser Satz legt die Frage nach den endlich vieldeutigen Inte-
gralen der Differentialgleichung (1) nahe. Derartigen Fragen wenden
WIT Uns nun zu.

§ 2. Differentialgleichungen mit eindeutigen Integralen.

Im vorigen Paragraphen wurde schon bewiesen, daf3 die einzigen
rationalen Differentialgleichungen ohne verschiebbare algebraische Ver-
zweigungen die  Riccatischen sind.  Daher sind jedenfalls auch die
Differentialgleichungen, welche nur cindeutige Integrale besitzen, bei
welchen also @iberhaupt keine, also auch keine verschiebbaren Ver-
zweigungen vorkommen, unter den Riccatischen zu suchen. Die Be-
dingungen dafiir, dall einc Riccatische Gleichung nur eindeutige Inte-
grale besitzt, smd noch unbekannt ). Fiir andere Differentialgleichungen

1) Der auf S. 131 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte-
grale vou (5) S. 104. Kann man ciner Antwort auf dicse Frage entnehmen, die
aber nicht voll befriedigt.
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hat aber Malmguist den folgenden schonen Satz bewiesen (Acta mathe-
matica Bd. 36):

d .
Wenn die rationale Differentialgleichung dij = f(2, w) ketne Riccati-

sche ist, so ist jedes eindeutige Integral derselben eine vationale Funktion.

Zum Beweis sind zwei von Bowfroux herrithrende Hilfssitze iiber
das Wachstum der Integrale rationaler Differentialgleichungen bei
Anniherung an singuldre Stellen notwendig. Ich verweise wegen des
Beweises derselben auf die Darstellung von Malmquist. Der erste
Hilfssatz diept zum Beweis des zweiten.

Hilfssatz I: In der Differentialgleichung

d
d!g:Co'{‘%wl- +c,wt(m>1,c +O

seien die ¢, rationale Funktionen von z. w () sei ein eindeutiges Integral
dieser Gleichung, welches auBerhalb eines gewissen Kreises |z | > 7
auBler bei 2= oo keine Singularitit besitzt. Dann gibt es eine Zahl u
und eine Zahl R, so daB fir |z | > R stets | w(z) | > | z|* gilt.

(2, w)

f2 (Z, w)
habe der Zihler in w den Grad #,, der Nenner in w den Grad g, und

es sei #; =M, + 2. w(z) sei eine eindeutige Losung dieser Gleichung,
welche fir | z| > 7 keine anderen Singularititen als z= oo besitzt.
w; (2) gentige der Gleichung fy(z, w) = 0. w;(z) habe in |z | > 7 keine
andere Singularitdt als z = o0; es sei fiir endliche z aus |z | > 7 nie
w{2z) = w;{2). Dann gibt es zwei Zahlen 7; und R, so daf

1

w—w,]

Hilfssatz II: In der rationalen Differentialgleichung ;;: =

<iz/"fir 'z >R,

Auf Grund des Hilfssatzes IT kann nun der Satz von Malmquist
recht einfach bewiesen werden. Es sei ndmlich w(z) eine eindeutige
Losung der Differentialgleichung. Mit Ausnahme der festen Singu-
laritaten der Differentialgleichung besitzt diese Funktion keine anderen
Singularititen als Pole. Trigt man nun diese Funktion in den Nenner ein,

. 1 . . . . .
so wird eine eindeutige Funktion von z, die nur noch an
f 2 (2 , W (Z))

den festen Singularitdten und den Singularititen dritter Art der Diffe-
rentialgleichung singuldr sein kann, Betrachten wir namlich Stellen z,
die nicht Singularititen zweiter oder dritter Art sind. Hat dort w(z)

einen Pol, so ist die Regularitit von ohne weiteres klar.

1
folz, w (2)
Ist aber dort w(z) regulir, so kann f,(z, @) nicht verschwinden. Denn

d
sonst wire daselbst ZZ{& = 0. Der Zihler kann nimlich nicht gleich-

zeitig verschwinden, weil dies nur an den Singularititen dritter Art
der Differentialgleichung passieren kann. Betrachten wir nun das Ver-
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1 . . . .
halten von = an ciner singulidren Stelle zweiter oder dritter
fg(Z,w(Z))

. . . . .
Art z; der Differentialgleichung ctwas niher. Man kann dort ;, 1n eine
2

Laurent-Reihe entwickeln.

1 |
f(z, w) =G Kz—z()) + % (Z_ZO)'

Hier ist bekanntlich G(3) eine ganze Funktion. Wendet man nun
den zweiten Hilfssatz auf die verschiedenen Linearfaktoren des Nen-
ners f, an, so schlieBt man leicht, da3 es eine Zahl p gibt, derart, dal3
1 j o
el w@) | S PR
ist in einer gewissen Umgebung von z,. Daraus folgt wieder, daB fiir
jede positive Zahl ¢ in einer gewissen Umgebung von z, die Abschitzung
gilt

e (o1 ‘\“ o—¢

LI e

Daher gilt fiir die ganze FFunktion G(3) fiir geniigend grofie 3 die Un-
gleichung

G i<yt

Daher ist G(3) ein Polynom. Daher hat 5) keine anderen Sin-

f2 (Z,ZU(
gularitidten als Pole. Und daher ist es eine rationale Funktion ¢(z).
Da demnach w(2) der algebraischen Gleichung

oteym) ~ 70
geniigt, ist w(z) cine algebraische Funktion. Da sie aber eindeutig sein
soll, so ist w(z) rational, wie bewiesen werden sollte.

Malmquist hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz iiber
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen
bewiesen. Er ist auch damit {iber den Inhalt der Vermutungen und
Beweisversuche Painlevés, dem man die Fragestellung verdankt, hinaus-
gegangen. Dieser weitergehende Satz lautet:

. . . . . dw . . .
Wenn eine rationale Differentialgleichung 2, =1z, w) en endlich
vieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eime algebraische
Funktion, oder aber man kann dic Differentialgleichung durch eine Sub-
stitution dev Form
0 w ey T Fa,
0"y T B
i ene Riccatische (slewchung
a
dz
iberfithren. In dieser sowohl wie in der Substitution sind daber alle
Koeffizienten vationale Funktionen von z.

— e 2
ES (,{O 1 altt) + azm
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Wegen des etwas langwierigen Beweises dieses Satzes sei auf die
Originalarbeit von Malmgquist verwiesen.

Bemerkung. Von Hermite rithrt der folgende Satz her, den er in seinem
Cours d’analyse angibt und fiir den auch in Picards Traité d’analyse ein Beweis
zu finden ist (Bd. 3, S.62). Wenn f(z, z) ein Polynom ist, so ist das allgemeine
Integral der Gleichung - f(w, w') =0 nur dann eindeutig, wenn die algebraische
Kurve f(zy, 25) — 0 vom Geschlecht O oder 1 ist.

. . . . d C D P2 (=,
§ 3. Die Differentjalgleichungen d;p= Az-:-‘lz?v%_—ﬁ ((g%vv;

in der Umgebung von 2z = w = (.

Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 75 annehmen, daB die Po-
tenzreihen B, und B, in einer gewissen Umgebung von z=w =0
fiir alle komplexen z und w konvergieren. Wir wollen das Verhalten der
Integrale in der Nihe von z= w =0 im komplexen Gebiet unter-
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen
Ergebnisse erweitern. Wir beschrinken uns dabei — weiter reichen
die zu entwickelnden Methoden noch nicht — auf den Fall, wo man
durch eine lineare Transformation der z und w erreichen kann, daB
C= B =0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung
der Uberschrift wieder das System

dxy
(1) dt

dx N .
df:/‘*z %+ By (%), Xg) = Py (X, %)

vor. Die von Poincaré erdachte, von Lindeldf verallgemeinerte Methode
beruht darauf, daB man die Schar der Losungskurven in der Form

=A%+ By (%), %) = Py (%, %)

(2) 1 (%, %y) = const

geschrieben denkt. Dann ist # eine Losung der linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung

(3) P

und umgekehrt liefert jede (3) geniigende Funktion # vermége (2)
Lésungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen In-
tegrale # von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden.
Die Untersuchung soll fiir den Fall geleistet werden, daB 4, und 4, bei
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen 1-Ebene beide auf derselben
Seite (nicht auf) einer passend gewihiten Geraden der J-Ebene liegen.
Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende Methode bedingt.
Der Grundgedanke der Methode ist dieser. Man betrachtet an Stelle
von (3) zunédchst die beiden anderen Differentialgleichungen

cu o cu

tox, | 24,

ou cu

2 .

=/ u
(Xg 1

{4) Py

cxy



dw __ Cz+ Dw + Pa(z,w)

Die Diff -Gleich, ¥ — :
ie Diff.-Gleich i Azt Bu + B

in der Umgebung von z=w =0,

- o U R
(5) P, o=y U

cxy T 2o,
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Hat man dann ein Integral «; von (4) und ein Integral u, von (5) ge-

funden, so ist

(6) U —= 2

ein Integral von (3).
Denn setzt man in (4) « = #; und multipliziert man (4) mit
1
1 —1

gyl
oy ’

so sieht man, dal U, = u{"
der Differentialgleichung

. ¢ U ol
- ry /',rll Py Xy

geniigt. Ebenso findet man fiir

(8) P,

Multipliziert man dann (7) mit U, und (8) mit U; und subtrahiert
man beides voneinander, so sieht man, daf fiir (6) die Gleichung (3)

gilt.

Wir schreiten zur Durchfithrung des Ansatzes. Wir suchen In-
tegrale von (4) und (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffi-

zienten zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an

.
9 Urxy o Xy a0 x02,
rytr, =2 -
so erhilt man
-’z
Lo cu . A e -
(10) R S e DRy e
- ¥ e 2
Hier bedeuten die R, , ganze rationale Funktionen derjenigen
Cy,u, fir die py = py << v+, ist, und der Koeffizienten von %, und

B,. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man

auch auf der linken Seite von (10) das (9) eintragt

(11) Uy, +Agry — 2y) C..p = R (r, vy = 2).

ryva riva

Hieraus kann man rekurrent die C, , bestimmen, wofern niemals

I ¥y o AVy — AT 0
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wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unmoglich, weil die rechte
Seite R, ,, ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen
daher nach Lindeldf statt (4) die Differentialgleichung

ou ou

(12) Proa T hg, —huto
betrachten, wo @ = S‘Prl vy X7 K72
vy tvp=2 -

eine noch passende zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir
in (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10)

ou n on . x’v I
(13) ].1 X1 % - /12 Xg E—Al MZZ (f,,l s + (p7,1,,2) xll x22
1+ g =2
und statt (12) kommt
(14) (l’l Vl +Z2 "12 - Z’l) Cvl Vo = va Vg + q)vl vy ("/1 +'V2 \é 2).
Nunmehr kann man stets dann, wenn
Mvy Fvy— A4, =0
Wird’ ‘pwl vy = R’vl 12
setzen und so erreichen, daf man (14) erfiillen kann. C, ,, freilich
bleibt willkiirlich. Wir wollen dann stets C, ,, = 0 setzen.

Bevor wir die Konvergenz der so zu findenden Reihen untersuchen,
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas niher ver-
gegenwartigen. Da A; und 2, nach Voraussetzung dem Inmneren einer
Halbebene angehéren, so kann es keine Relation

PrAqtpadg =0
geben, in der p;, und p, beide nichtnegativ sind. Besteht also eine
Relation v, 4, +v,4, — 4, = 0, in der »;, und v, nichtnegativ sind und
v; + v, = 2 ist, so muB », = 0 sein. Dann ist also
(15) A=l vy = 2)
und man sieht, daB es nicht mehr als eine einzige Relation
VA Fvedy—4,=0

gibt und daB diese die Form (15) hat.

Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei (5) an, so werden wir
auf Relationen R

Mvy +Agvy =y (v, +7vs = 2)

gefithrt und sehen, daB es nicht mehr als eine geben kann und daB diese
dann notwendig von der Form
(16) Ao=7114 (" =2
ist. Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daB man hochstens bei

einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf eine Relation (13) oder
(16) stoflen kann. Nehmen wir an, bei (4) kam keine solche Relation
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vor, so kénnen wir hier¢ 0 nehmen und erhalten durch unsere Uber-
legung — sowic die Konvergenz bewiesen ist — eine Losung #, von (4).
Stollen wir auch bei (5} auf keine Relation, so kénnen wir auch dort
¢ 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine Rela-
tion (16) vor, so kdénnen wir

¢ = Kun
nehmen und dann K so bestimmen, daB die zu (14) analogen Gleichungen

(A v+ 291, —29) Copoy =Ry s, + @00,

stets losbar sind. Dagegen gentigt es, wenn
(17) b= ks
die Relation ist,

Ie‘u o K=10
zu nehmen, also ¢ == —R,,,## zu setzen.
In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist ¢=— R, w! eine

Losung von (5), wenn #; eine Losung von (4) ist. Man setze nur #%, in

(4) ein und multipliziere mit — p R, /="

Aus p 7 ‘v
Pl'dxl J'—P2{;x2 Lo
Cuy duy
und 2 i, + Py, vy Ao 1y

aber folgt, daB

(18) U = » — %2 == Ml;—ul

der Gleichung (3) geniigt. In dem Falle, wo man weder bei (4) noch bei
(6) auf eine Relation st68t, ist

=
.
© =

(19) "

H ol 1O
&

u
eine Lésung von (3). Daher werden die Lésungen von (1) entweder
1 1

durch Wit Cuhig

oder durch ul — uy = C

in einer geniigend kleinen Umgebung von x, = x, = 0 dargestellt.

Alles kommt also nun schlieBlich auf den Nachweis an, daB3 die Rei-
hen, auf die wir gefithrt wurden, in einer gewissen Umgebung von
%, = %, = 0 gleichmiBig konvegieren,

Ich gebe zunichst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz-
satz an.

Es werden Zahlen C,,,, rekurrent aus den Gleichungen

(a7y + Ay =) Copo= Rops - Py (hy +39 = 2)
bestimmt. Dabei sind die R, , bekannte ganze rationale Funktionen

vy Vo
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der C, ,, und puy + py <v; +v, und 2,7<p,,1,.2x’1'1 %y ist eine in der
Umgebung von #x, = x, = 0 gleichmaBig konvergente Reihe, % ist
1 oder 2. Es gibt eine oder keine Wahl der v, v,, so dal}

/‘lel +;\,272 — lk =0
ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite Null und wir
setzen C,., = 0. Zu zeigen ist, daf

o
. i A
X 1 _\_ C;“Q
¥y trgoi2

in der Umgebung von x, = %, = 0 gleichmiBig konvergiert.
Besteht keine Relation
vy Fvahy — A =0,
so gibt es eine Zahle > 0, so daf
EVETRRUP

le"

(20) v —1 >e>0
fiir ¥, -+ v = 2. Schreibt man aber diesen Ausdruck in der Form
Ay vi4-va s Ak
v vt
1— o
v14vs

so sieht man, daB er fiir wachsende », +- v, sich unbegrenzt der Strecke
nihert, die 4, mit A, verbindet, und die also der eingangs genannten
Halbebene angehért. Da aber der Zahler nie verschwindet, so folgt
daraus die Existenz von e. Besteht aber eine Relation

VA TVl — A =0,
bei der v, v, = p ist, so gilt (20) fiir alle v; v, > u.

Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der Majorantenmethode,
indem wir die C,,, mit gewissen Zahlen C; ,, vergleichen, die wir
jetzt erkliren wollen. Wir betrachten die Funktionen P} und P;, die
aus P, und P, dadurch hervorgehen, dafl man ]eden Koefﬁzlenten
durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die K}, seien aus den C,’fl e
und den Koeffizienten der Pj und Pj ebenso gebildet, wie R, , aus den
C., ., und den Koeffizienten der P, und P,. Fir», +v, < pu setze man

2

CTI ve T C"l T2,
und fiir v, 4-v, > u bestimme man die C,,,, rekurrent aus
(21> (vl + v2_ 1) F‘l ve T Rfl"? + ! lp"ﬂ’z: M
Dann ist sicher
Crl Yo Z ‘ C"l"e [

‘Wir betrachten dann die Reihe

XN
F* =+ 3Ch, a0,
rydra=2
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dz  Az+ Bw+ $1(zw)

setzen ¥, P* fiir die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute

Betriage der Koeffizienten von B, und %8, sind, und haben dann nach

(10) die formal richtige Gleichung

ok *( F* - ]
(22) %1 ¥y l *( Tg INZR”"‘A '
iy tre =2

Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher x,”* x,”> auf beiden Seiten
stimmen tiiberein. Die Relation (21) ist die Grundlage der Konvergenz-
betrachtungen. Es mégen %, und B, sowie ¢ fir |2, | <7, |2, <7
absolut konvergieren. Dann sei 0 < ¢ < 7 eine reelle Variable. Ich setze

Fiw - X0,

L A
setze darin ¥, = x, = ¢ und untersuche

* R |
I/VLI——F t+ ZCHQ

vy Iy
X%y

ot rercod1
Wegen (21) ist fiir o > p und »; fv, =9 1
QE.EC::”: - \WR’*U’ 7LS ryre (v1+y2rzg+l)_

Nach (22) aber ist fiir positive x, %,

e A %
X Ry el ]:{%*’“ -0
T2 o+ o+l

| I 2
X X
it o+l 1 2

ok /],‘, * O ‘u
=~ qbl X ‘B

Also wird insbesondere fiir x; = x5 =7

r « F* o F*
\7 Gk e gk T
petl 2, 1(?,‘1 < L L L

‘ ) Y Ty 2 0¥y myme=a
vysEre o

Nun sei fiir x; = %, == 7
* * A, F £
SBJ < Al'[, EB;{ < A‘l[, :: == 1‘1:‘ s

Dann findet man durch Differenzieren, weil alle Koeffizienten von F );
positiv sind

JK
ol 0! e M,
e < ©
O I e 4 r
Dann ist
N 2M-M, - ¢
et Y ¥y ~ }Vﬂ—rl p
P T o |
Daher wird
\! * o2 MM, (]
< Lo TS et >
it reEe 4L reret y Q¢

wenn unter @ eine geeignete positive Zahl verstanden wird.
Bieberbach, Differentialgleichungen, 2, Aufl, 8
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So wird
p e+1
* *
Fl,,—F <<~y.> M, w,,
2M . D
wo Do ="¢ +4Mgs

gesetzt ist und 0 < ¢ < 7 ist. Fir ¢ = 7 folgt
Meoy1 <A19 (1 +we ).
Weiter wird

o+2 t
F,—F,< (:-) Moy1 011 < 041 (1+ 0, ) M, (7)

o+2

Fiir ¢ = » wird
My <(1+wo) (1 +wp41) M,.

Also sind fiir ¥, = ¥, = ¢ die Glieder der Reihe

Fo+ (Foy1—Fg) .o vt
kleiner als die Glieder der Reihe
¢ \et1 ¢ e+1
J[Q <1+(X)@ (7) +(1+w9)w9+1<;> ..... (Ogtéf)
Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist
Wetk+1l T
(1+ @ps) Wo+k 7

2 .
Fiir k— oo aber konvegiert @, gegen —— Daher konvergiert unsere
Reihe, sobald
7
14-2M
re

A

ist. Die Reihe
< vy ¥v2
*p + Z C"l”z Xy Xy

vyt ve=2
konvegiert also absolut und gleichmiBig, solange

4 4

<y R <5y
1 2H 142 M

ve vE
bleiben.

Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen.
Man vgl. dazu Lindeldf, Sur la forme des intégrales des équations dif-
férentielles au voisinage des points singuliers. Acta soc. Sc. Fenn. Bd. 22
(1897). Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen an diese Arbeit
angeschlossen.



Zweiter Abschnitt.

Gewohnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

I. Kapitel.
Die Existenz der L6sungen.

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

Wir kénnen uns kurz fassen, denn es handelt sich im wesentlichen
um eine Ubertragung des bei den Differentialgleichungen erster Ordnung
Gesagten. Wir nehmen die Differentialgleichungen in der Form

YO =1x 0y )
an und setzen voraus, dal} f(x, y,y’) in einem gewissen Bereich B
des (x, ¥, ¥')-Raumes eindeutig und stetig erklart sei und stetige par-
tielle Ableitungen of  of

oy’ 8y’
besitze. Wir werden beweisen, dafi es dann zu feder dem Bereich an-
gehirigen Anfangsbedingung, d. h. zu jedem Wertetripel x,, vy, ¥y, das
als System der Koordinaten eines inneren Bereichpunktes aufgefaBt werden
kann, eine und nur eime in einem gewissen Imtervall | x — x| < 0
zweimal stetig differenzierbare Losung

y = y(%)
gibt, die fitr x = x, den Wert y, annimmt und deren Ablettung an der
Stelle x, den Wert yy' hat.

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen:
Ein gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind
gewisse zuldssige Richtungen zugeordnet. Das Wertetripel x, v, y',
wo x, vy einem Bereichpunkt, y' einer zuldssigen Richtung in diesem
Punkt zugehdéren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei-
dimensionalen Bereiches aufgefaf3t. Diese Punkte machen einen Be-
reich aus, in dem /(x, v, ¥') cindeutig und stetig erklart ist und stetige
of  of
ay’ 0y
x-y-Ebene tn feder zulissigen Richtung gemau eine Lisung.

Man faflt den Satz am besten als Spezialfall eines etwas allge-
meineren iiber Systeme wvom Differentialgleichungen auf. Setzt man

8*

Ableitungen besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der
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ndmlich 9" = z, so ist die Gleichung zweiter Ordnung gleichbedeutend
mit dem System erster Ordnung

7= f (x: Y, z)

Yy ==z
mit zwei unbekannten Funktionen y(x) und z(x). Das allgemeinste
derartige System hat die Gestalt

V' = g%, 9,2
M Vb

Dabei sollen ¢(x,y,% und w(x,y,2) in einem gewissen Bereich
Ki|x—x|Za,|y—9|S0b,|2— 2| < cdes x-y-z-Raumes als
eindeutige und stetige Funktionen erklirt sein, welche stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung nach y und z besitzen. Da man

y=y(x) und z=2z(x)

als die Gleichungen einer Raumkurve auffassen kann, so lautet der
hier zu beweisende Satz so, daB durch jeden Punkt des Bereiches K
genau eine Losungskurve des Systems (1) geht.

Der Beweis kann wie auf S.26ff. nach der Methode der sukzes-
siven Approximationen erbracht werden. Nur eines sei hervorgehoben.
Alle Uberlegungen sind daran gebunden, daB die bei dem Verfahren
gewonnenen Niherungsfunktionen stets Kurven aus dem Bereich K
darstellen. Denn sonst wiirde das Einsetzen in die Funktionen ¢, @
nicht mdoglich sein, da diese nur im Bereich K zur Verfiigung stehen.
Offenbar ist dazu nur zu fordern, daB die Funktionen | y,(x) — ¥, |
und | 2,(%) — %, | nicht zu groB werden. Wegen der wieder geltenden
Ungleichungen der Form

| 70 (®) — %0 | <M |2 — 5|
| 2a(%) — 2 [ <M |2 — x|

ist aber dazu nur zu verlangen, daB das Intervall | ¥ — %, | nicht zu
grof3 wird.

Wenn also z. B. ¢(x,y,2 und y(x,y,2) im Bereicha < x <b
fir beliebige y und z stetig differenzierbar sind, so entfallen diese
Bedingungen und das Verfahren der sukzessiven Approximationen kon-
vergiert im ganzen Intervalla < ¥ < 5. In diesem ganzen Intervall
sind also y(x) und z(x) stetige Funktionen. Wenn f(x, y, ') eine
analytische Funktion ist, so kann der Satz dahin erginzt werden, daBl
auch die Loésungen analytisch sind. Die Durchfithrung der Beweise
sei dem Leser als niitzliche Ubung iiberlassen.

Auch die frither bewiesenen Sitze iiber die stetige Abhingigkeit

der Lésungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen
sich ohne weiteres iibertragen.
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§ 2. Geometrische Veranschaulichung.

Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau-
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Krimmungs-
feld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x, v, 9" den Wert
f(x,v,v) fir die zweite Ableitung ¥’ zu. Dadurch ist aber der
Kriimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie
lehrt ja, dab 4
Vify®

B

R T A
E=x—T1

I

,2
W=V ITI:;:,V

Y
den Kriimmungsradius und den Krilmmungsmittelpunkt festlegen. Man
kann sich hiernach niherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve
so denken: Man fixiere zunichst das Anfangselement, also Anfangs-
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehérigen
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehdrigen
Kriimmungskreis und gehe auf diesem ein Stiick weiter usw.

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nétig,
um eine Losung festzulegen, sondern deren zwei. Es geniigt nicht,
den Anfangspunkt zu kennen, es mufl auch die Anfangsrichtung in
diesem Punkt gegeben sein, um die Losung festzulegen. Die Ldsungen
bilden also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter
koénnen die zu einer bestimmten Abszisse x gehérigen Ordinaten und
ersten Ableitungen angesehen werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daBl auch umgekehrt jede zweipara-
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