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Vorwort zur ersten Auflage. 

Ein Lehrbuch über Differentialgleichungen zu schreiben, das, w1e 
es ein rechtes Lehrbuch soll, nach allen Seiten hin in die Probleme, 
den Geist, die Methoden und die Ergebnisse der Theorie einführt, so 
daß der Leser von da aus jeder Originalarbeit mit Verständnis als etwas 
nicht allzu fremdem gegenübertreten kann, das scheint eine Unmög­
lichkeit zu sein. 

So ergibt sich von selbst ein Bescheiden, und so wird ein einfüh­
rendes Buch immer nur eine Auswahl aus dem Stoff bringen können. 
Beeinflußt durch meinen persönlichen Geschmack, habe ich die Auswahl 
getroffen. Dabei habe ich mich bemüht, nicht Dinge beiseite zu lassen, 
von deren Pflege auch in unseren Landen Ersprießliches erwartet wer­
den kann. Ein auch in diesem Sinne modernes Buch fehlt auf dem 
Gebiete der Differentialgleichungen. Daß es nützlich wäre, ein solches 
zu schreiben, habe ich mir bei der Abfassung des vorliegenden Werkes 
stets vor Augen gehalten. Ein Blick ins Inhaltsverzeichnis wird des 
~äheren lehren, wie ich meiner Aufgabe nachzukommen suchte. Wie 
weit ich sie gelöst habe, mag man nach der Lektüre entscheiden. 

Bei der Korrektur verdankte ich freundliche Ratschläge den Herren: 
Courant, Kerekjarto, H. Kneser, Knopp, Lettenmeyer, Perron. 

Berlin, April IB2:~. 

L. Bieberbach. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Die Kürze der Zeit, die mir für die Vorbereitung der zweiten Auf­
lage blieb, hat mich gezwungen, mit den Zusätzen, die ich gerne machen 
wollte, haushälterischer umzugehen, als ich gerne gemocht hätte. 

Meine Hauptarbeit hat in einer sorgfältigen Revision des Textes 
bestanden. Keine Seite ist unverändert geblieben. Eine große Zahl 
kritischer Bemerkungen meines scharfsinnigen Göttinger Kollegen 
Grandjot war mir dabei besonders wertvoll und nützlich. Dankbar bin 
ich auch den Herren Courant, Doetsch, Hammerstein, Kamke, H. Kneser, 
Krafft für so manchen guten Rat. So hoffe ich, daß man mich hin­
sichtlich der Änderungen und Besserungendes Textes keiner zu großen 
Zurückhaltung zeihen wird. Das Kapitel über partielle Differential­
gleichungen erster Ordnung und Systeme gewöhnlicher ist z. B. fast 
ganz neu redigiert worden. 

An Zufügungen möchte ich wenigstens die folgenden hervorheben: 
Den Existenzbeweis von Lösungen für gewöhnliche Differential­
gleichungen 

dy 
tTx = f(x, y) 

bei bloßer Stetigkeit von f (x, y), die Poincare-Lindelöfschen Unter­
suchungen über das Verhalten von Lösungen solcher Differentialglei­
chungen im komplexen Gebiet in der Umgebung fester singulärer 
Stellen, die Theorie der Systeme gewöhnlicher linearer Differential­
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Berlin, im Herbst 1925. 

L. Bieberbach. 
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Einleitung. 
Unter emer gewiihnlichen Dijjerentialgle1:chung versteht man eine 

Beziehung 

I lx, v, 
dy 
dx' 

d2y 
dx2' ... , 

zwischen einer Funktion y ( x) einer Variablen x, den Ableitungen 
dieser Funktion und der Veränderlichen x. Wenn Ableitungen bis 
zur n-ten Ordnung einschließlich vorkommen, so spricht man von 
einer lhf!crentialglcichunf!. n-ter Ordnung. So ist z. B. 

dy 
dx -~X- '\'cc·=O 

eme Differentialgleichung erster Ordnung. 
dy 

- :.! dx + Y =- () 

dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Be­
nennung Ordnung bezieht sich auf die Höchstordnung der vorkom­
menden Ableitungen und ist nicht mit dem für einige Differential­
gleichungen zu erklärenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir 
werden z. B. 

dy 
d X ·- X ... _ '\' = (I 

oder 
dy 

dx 

linear oder vom ersten (~rad nennen. weil links lineare Funktionen 

von y' = ~~ und y stehen. Das Adjektiv gewöhnlich bezieht sich darauf, 

daß es sich um Funktionen y(x) einer Variablen x handelt. Es setzt 
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel­
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt. 
So ist z. B. 

(lz (!.: 

ox rly 
~~ c"' 

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 
Es kann auch vorkommen, daß ein System von mehreren Dif­

ferentialgleichungen für mehrere Funktionen oder auch für eine Funk­
tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die 

Bicberbach, Differeutialgleirhllllgcu. 2. Anfl. 



2 Einleitung. 

Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen 
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegten Differentialgleichung 
oder einem System von Differentialgleichungen genügen. Die geringste 
Forderung ist es, einen expliziten Ausdruck für diese Funktionen zu 
finden. Wichtiger ist es, herauszubekommen, wie der funktionentheore­
tische Charakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der lösenden 
Funktionen, von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhängt 
und aus denselben bestimmt werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie 
unter mehreren Lösungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden 
ist, es handelt sich darum, den numerischen V er lauf einer als vorhanden 
erkannten Lösung zu finden, und viele ähnliche Aufgaben werden der 
Theorie vom mathematischen Grübelgeist, vom Interesse des physika­
lischen, chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers ge­
stellt. Allen diesen allerverschiedensten Aufgaben muß eine Theorie 
der Differentialgleichungen Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu 
klassifizieren und die Mittel zu ihrer Bewältigung bereitzustellen, so daß 
jeder Spezialfall dann nur noch eine mehr oder weniger große Einzelarbeit 
verlangt. 

Unsere nächste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential­
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form 

dy 
(1) (J;=f(x,y) 

sein. Dabei sei f (x, y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als 
eindeutige und stetige Funktion gegeben 1). 

Unter einer Lösung oder einem Integral einer Differentialgleichung 

/ 
I _../'" 

/ / 

I I I 

\ \ '\ 
\ ........ ,""' 

!I 

Abb. 1. 

\ 

/ 

verstehen wir irgendeine der 
Differentialgleichung genügen­
de, also differenzierbare Funk­
tion. Ihr geometrisches Bild 
heißt I ntegralkurve. 

Wir wollen uns an Hand 
einer geometrischen Deutung 
zunächst eine ungefähre Vor­
stellung über die zu erwarten­
den Ergebnisse verschaffen. 

Das geometrische Bild einer 
gewöhnlichen Differentialglei­
chung erster Ordnung (1) ist 
ein Richtungsjeld. Die Diffe­
rentialgleichung erlaubt es 
nämlich, in jedem Punkt des 

1) Wegen der Begriffe "Bereich" und "stetige Funktion von zwei Variablen" 
vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl., auf S. 115 
und auf S. 116. 



Einleitung. 3 

Definitionsbereiches von f (x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion, 
d. i. die Steigung der gesuchten Kurven zu berechnen. Wir können 
uns dieselben in jedem Punkt durch ein Geradenstück markiert denken, 
welches die verlangte Richtung hatl). Abb. 1 veranschaulicht das 
Richtungsfeld der Differentialgleichung 

(2) 
dy 

dx 

X 

y 

Man kann natürlich nicht in jedem Punkt, aber doch in e1mgen, 
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung über 
den Verlauf der Lösungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem 
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stück Weges in der ver­
langten Richtung bis zu einem Nachbarpunkt gehen. Man wird dort 
wieder die dort verlangte Rich­
tung einschlagen 2) und bis zu 
einem Nachbarpunkt einhalten, 
dort wieder zu der veränderten 
neuverlangten Richtung über­
gehen usw. So bekommt man 
etwa das Bild der Abb. 2. 2\/[an 
wird so durch jeden Punkt de~ 
Bereiches voraussichtlich eine 
Kurve finden. Gegen diese Über­

!I 

--------------~------------~x 
Abb. 2. 

legung kann man einwenden, daß man ja eigentlich schon sofort 
nach dem Verlassen des ersten Punktes die Richtung ändern müßte, 
nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene Kurve überall 
die verlangte Richtung einhalten soll. Doch kann man sich mit der 
- später durch einen bündigen Schluß zu bestätigenden - Vorstellung 

trösten, daß man sicher eine gewisse Annäherung an die wirkliche 
Lösungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu lange ein und 
dieselbe Richtung einhält. Eine gewisse Stütze kann ja auch diese 
Hoffnung schon vorläufig in einer Reminiszenz aus der Integralrechnung 
finden. Betrachten wir nämlich den speziellen Fall 

dy - . ( ) 
dx -I X' 

,;o haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung 
zu tun, und wir wissen, daß dort tatsächlich die Näherungskurven bei 
fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-

1) Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geraden­
stückes, also analytisch das Zahlentripel (x, y, y') nennen wir Linienelement. 

2) Es könnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden möglichen Richtungen 
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar, 
daß man so vorgehen wird, daß die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs 
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Rücksicht, so kann 
man bei genügend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird. 

l* 



4 Einleitung. 

gieren. Die einzelnen Näherungen sind ja weiter nichts, als die geo­
metrischen Bilder der Näherungssummen, welche man bei der De­
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man 
nämlich die Kurve des Intergranden durch ein Treppenpolygon und 
zeichnet die Intergalkurve dieses Treppenpolygons, so hält diese ge­
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese 
bei der "graphischen Integration" benutzten Kurven sind es, die als 
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential­
gleichungen antreffen. 

Wir wollen aus unserer Überlegung die Vermutung entnehmen, 
daß durch jeden Punkt unseres Bereiches genau eine Integralkurve der 
Differentialgleichung gehen muß, oder analytisch ausgedrückt, daß es 
genau eine der Differentialgleichung genügende differenzierbare Funktion 
y ( x) gib,t, die für x = x0 den gegebenen Wert y = y0 annimmt, voraus­
gesetzt, daß der Punkt mit den Koordinaten x0, y0 dem gegebenen Be­
reiche angehört, in welchem f ( x, y) gewisse noch näher anzugebende 
Eigenschaften besitzt. 

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fällen auf einem ersten 
primitiven Wege die Lösungen einer vorgelegten Differentialgleichung 
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene 
bestätigt finden, wie denn auch für 

~~ = f(x) 

die gewünschte Lösung bekanntlich durch 

"' y = J f(x) d x + y0 

gegeben ist. 
Man kann sich auch in dem vorhin gewählten Beispiel der Dif­

ferentialgleichung (2), losgelöst von jeder allgemeinen Methode 1), 

leicht davon überzeugen, daß unsere Vermutung zutrifft. Denn da 

die Integralkurve den Punkt (x, y) mit der Steigung - ~- passiert, 
y 

muß sie nach den Regeln der analytischen Geometrie auf die Verbin­
dungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung2) senk­
recht stehen. Da sie also jeden ihrer Punkte in derjenigen Richtung 
passiert, die auch der durch diesen Punkt gehende, im Koordinaten­
ursprung zentrierte Kreis einschlägt, so sind die Kreise Kurven, 
welche überall die verlangte Richtung besitzen. Durch 

(3) 

1) Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare 
Methode kennen lernen. 

2) Ihre Steigung ist y, so daß das Produkt der beiden Steigungen tatsäch­
x 

lieh - 1 ist. 



Einleitung. 5 

müssen also Lösungskurven dargestellt sein. Man rechnet leicht nach, 
daß dir aus der Gleichung 

gewonnenen Funktionen tatsächlich der Differentialgleichung (2) ge­
nügen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x, so hat man 

X+ yy' = Ü. 

Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise 
(3) erfüllt. Daß unsere Näherungskonstruktion eine gewisse An­
näherung an die Kreise liefert. wird man nicht verkennen. Übrigens 
springen sie ja in .\hb. l recht deutlich in die Augen. 



Erster Abschnitt. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

I. Kapitel. 

Elementare Integrationsmethoden. 

§ 1. Die Trennung der Variablen. 

Wir wollen die Methode der Trennung der Variablen zunächst an 
der Differentialgleichung 

(1) dy+-x=O 
dx y 

darlegen. Die Methode geht von der - vorerst unbewiesenen - An­
nahme aus, daß diese Gleichung Lösungen besitzt. Denkt man sich 
dann für y eine der Lösungen der Gleichung eingesetzt, so muß die 
Gleichung 

dy Ya--x=- x 

identisch in x gelten. Namentlich muß das Integral der linken Seite 
dem der rechten gleich sein. Das liefert 

(2) 

Xo 

Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode 
berechnet, indem man durch y = y(x) als neue Integrationsvariable y 
selbst einführt. Setzt man y(x0) = y0 , so findet man 

y2-y02 _ x02 ~ x2 
2 ~2-

Setzt man dann x02 + y02 = r2 , so hat man m 
x2 + y2 = r2 

eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Lösung genügen muß. 
Umgekehrt sieht man auch leicht, daß jede dieser Gleichung genügende 
Funktion y ( x) eine Lösung der Differentialgleichung ist. Damit ist 
dann der anfänglich noch ausstehende Beweis für die Existenz der 
Lösungen nachträglich erbracht. 



§ l. Die Trennung der Variablen. 7 

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des 
dy 

Integrales (l) setzt voraus. daß auf der betrachteten Integralkurve dx 

sein Vorzeichen nicht wechselt, daß man sich also auf das Innere eines 
durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschränkt. 

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen 
von der Annahme aus, daß Lösungen existieren, ,und jedesmal kann dieser Be­
weis dadurch nachgetragen werden, daß man hinterher verifiziert, daß die ge­
fundene Lösung tatsächlich der Differentialgleichung genügt. Wir wollen aber 
diese eintönigen Verifikationen in der Folge weder durchführen noch erwähnen, 
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingültigen Beweis für die 
Existenz der Lösungen kennen lernen werden. 

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als gelöst oder, wie man 
auch sagt. als integriert, wenn es gelungen ist, eine Lösungskurve durch 
einen beliebig gewählten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu 
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nämlich 
einen Kreis durch den Punkt (x0 , y0) der oberen oder der unteren 
Halbebene. so muß man nur r2 = x02 + y02 setzen. 

Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwendbar, wenn die 
vorgelegte Differentialgleichung die Form 

dy j (x) 

dx q; (Y) 

besitzt. Dabei möge l(x) im Intervall a < x -~ b, <p(y) dagegen im 
Intervall rJ. < y < ß stetig erklärt sein 1). l(x) und rp(y) sollen daselbst 
überdies von Null verschieden sein. Der Bereich, in dem wir die 
Differentialgleichung studieren, ist dann das Rechteck a < x < b, 
x < v < /f. Man kann die Gleichung so schreiben: 

dy 
rp ( y) d x ··-c I (X) • 

Denkt man sich wi.eder für y irgendeine bestimmte Lösung eingesetzt, 
so kann man wie oben integrieren, und findet 

y "' J rp (y) d v = J I ( x) d x 
Yo 

als eine Gleichung für diejenige Lösung, welche für x = x0 den Wert y0 

annimmt. Wenn die Funktionen I (x) und <p (y) nicht zu kompliziert 
~ind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lösung keine 
Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fällen kann es aber 
geschehen, daß mit diesen einfachen Schritten erst die geringste Arbeit 
geleistet ist. 

Häufig tritt der Fall 
unbekannten Funktion 

ein, daß erst nach Einführung einer neuen 
oder nach Einführung einer neuen un-

1) Das sind Einschränkungen. die wieder durch die Verwendung der Sub­
stitutionsmethode nötig werden. 



8 I, l. Elementare Integrationsmethoden. 

abhängigen Variablen der eben eingeschlagene Weg gangbar wird. 
So hat z. B. 

dy 
dx =x+ Y 

nicht die bisher zugrunde gelegte Form. Wählt man aber 

v=x+y 
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung 

tlv 
-d--;;=v+l. 

Nun können die Variablen getrennt werden, solange nicht v = - l 
wird. Man findet dann 

oder 

Also wird 

(3) y = - x - l + (l + Xo + Yo) e'.,_,"•. 
Dabei ist noch v0 = x 0 + y0 gesetzt. Tatsächlich stellt diese Glei­
chung eine Funktion dar, die für x = x0 den Wert y0 annimmt. Für 
sie wird nirgends y + x = - l, es sei denn, daß x0 + y0 = - l vor­
gegeben wird. Dann ist aber die Lösung y = - x- l selbst, die 
also auch in (3) enthalten ist. 

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differential­
gleichungen von der Form 

die Variablen getrennt. 

dy 
([;=f(x+y) 

Ähnlich behandelt man y' = f(r:~.x + ßy). 
Es gibt eine weitere ziemlich umfassende wichtige Klasse von 

Differentialgleichungen, in welchen sich durch eine einfache Substi­
tution die Variablen trennen lassen. Ich meine die homogenen Diffe­
rentialgleichungen. Sie haben die Form: 

(4) 

Hier hilft die Substitution 

~~-=f(~). 

V=-y 
X' 

durch die v als neue unbekannte Funktion eingeführt wird. Die Diffe­
rentialgleichung wird dann 

v' x + v = f(v) 
oder 

, I (v)- v 
V=- ----- ---. 

X 
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Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode 
von S. 7 verwenden, so muß man neben x =!= 0 auch f ( v) - v =J= 0 
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschränkt, 
indem die Bestimmung der Lösung mit Hilfe des Verfahrens gelingt, 
sondern es gehen auch gewisse Lösungen der Differentialgleichung 
dy ly\ 
d =co i I ) verloren. Wenn nämlich die Zahl 17.. der Gleichung 

X · \X/ 

f (a) - ;x = 0 genügt, so ist y = rt. x eine Lösung der homogenen 
Gleichung (4). 

Dieses Vorkommnis enthält einen Hinweis darauf, daß es wünschens­
wert sein kann, den Begriff der Lösung weiter zu fassen, als dies bis­
her geschehen ist, nämlich so, daß durch Transformationen, wie die 
eben benutze, keine Lösungen verloren gehen. \Vie das zu bewerk­
stelligen ist, wird später klar werden. 

In anderen Fällen führen andere Substitutionen auf eine homogene 
Differentialgleichung. Führt man z. B. in 

(X - y2) + 2 X)' ~~ = 0 

v ~= y2 ein, so erhält man die homogene Gleichung 
11 dv 

I. - x -+ dx = 0 · 

Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen 
auch die folgenden zurückführen: 

(5) d~ Ax+By+C 
dx- ax+by+c · 

Falls nämlich C = 0 und c ~= 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen. 
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt im 
allgemeinen herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden 
(~eraden 

.t1xrBy 1 C=0, ax+by-rc=O . 

:Vlan bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems, 
also durch eine Substitution der Form: 

(6) X=ccu-th, 

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das 
geht immer, wenn Ab -- Ba =l= 0 ist. Dieser Fall werde also zunächst 
ausgeschlossen. 

Durch die Substitutionsgleichungen wird also sowohl eine neue 
unabhängige Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingeführt. 
:Yian findet leicht, daß 

dv dy 
du dx 

ist. Die Substitution (6) liefert also zunächst 
dv _Au+Bv+(Ah+Bk+C) 
d1i- a;t+b11+ (ah+b~k-=Fc ·. 
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Nun bestimme man h und k aus den beiden Gleichungen 

Ah+Bk+C=O, ah+bk+c=O. 

Diese sind lösbar, weil Ab - Ba =f 0 sein soll. Die transformierte 
Gleichung ist dann homogen. 

Wenn aber Ab- Ba= 0 ist, so kann man die Gleichung nicht 
auf eine homogene Gleichung zurückzuführen, aber man kann für 
b 9= 0 die Differentialgleichung so schreiben: 

B Be 
dy T (ax+by+e) +C- b 

-dx 

Dann führe man durch 

v=ax+by+c 

eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann 

B Be 

}(~:- a) =_IJ_~+~--_} 
oder 

ax V 

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, daß b =f 0 
sei. Der Fall b = 0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B = 0 
oder a = 0 sein muß, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall 

Ab-Ba=f=O 

vorliegen soll. Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt, während 
im Falle a = 0 nach S. 8 die Substitution A x + B y = v zur Trennung 
der Variablen führt. 

( l) 

§ 2. Lineare Differentialgleichungen. 

Die linearen Differentialgleichungen haben die Gestalt 
dy 
ITx + f(x) y + cp(x) = 0. 

Die Koeffizienten f (x) und cp (x) mögen in einem Intervall stetig er­
klärt sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen führt 
der Ansatz y = u · v, durch den zwei Hilfstunktionen u ( x) und v( x) 
eingeführt werden. Die Gleichung wird dann 

u (v' + fv) + u' v + cp = 0. 

Nun bestimme man v aus der Gleichung: 

(2) v'+f(x)v=O. 

Dann bleibt für u: 
u'v +cp= 0. 
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ln beiden Gleichungen können dann die Variablen getrennt werden. 
Man findet 

Daher wird 

X 

J /(x)dx 
Xn 

·t·' =-=-= 'l'oe 

X 

I x !-- J j(x)dx 

u~cc- .. fcp(x)e xo dx+u0 • 
'O 

~o hat man schlieBlich: 

X - r f(xidx 
~. f \' = ''oC l Uo 

X _: 
l I 

1'o J !p (x) e 

Dann wird 
X X 

-l't(x)dxf x -l't<x)dx l 
y==e ~" ly0 - J cp(x)e ~o dxf 

Xo 

dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches für x = x0 den 
Wert y0 annimmt. Es ist in jedem Intervall stetig und mit stetiger 
erster Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (l) stetig sind. 

Wir wollen die Integration der linearen Gleichung (l) noch etwas 
anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau das Gleiche, doch 
wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem einfachen Beispiel 
die Methode der Variatüm der Konstanten kennen zu lernen. Wenn 
in der Cleichung 

y' -,f(x)y rp(x) = 0 

cp (x) 0, die Gleichung also, wie man sagt, homogen1) wäre, so wären 
die Variablen getrennt nncl man fände als allgemeines Integral 

X 

-ft(x)dx 

Y = CC Xo 

Dabei ist c eine beliebige Konstante 2), die Integrationskonstante. Der 
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der inhomogenen 
Gleichung 

v' I (x) y rp(x)=O, 

1) Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei 
den Differentialgleichungen 

~y=t(y) 
dx x 

aufS. 8. Jetzt bezieht es sich darauf, daß die linke Seite eine homogene Funktion 
von y' und y ist, während es sich früher darauf bezog, daß die rechte Seite eine 
homogene Funktion von x und y war. Vorhin war überdies die homogene Funktion 
von nullter Dimension, jetzt ist sie von erster Dimension. 

") Sie war \'orhin mit v0 bezeichnet. 
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m der also nun tp(x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz 
z 

- J /(z)dz 

y = c (x) e zo 

zu machen, also die Konstante c(x) zu variieren, d. h. durch eine 
noch zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt 
jetzt wieder das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten 
Darstellung den Ausgang bildete.) Man findet dann 

z 
- J /(z)dx 

c'·ezo +tp(x)=O 

und berechnet daraus c (x). So findet man dann die schon vorhin 
angegebene Auflösungsformel wieder. 

Auf die linearen Gleichungen läßt sich die Bernoullische Diffe­
rentialgleichung 

y' +I (x) Y + tp (x) yn = 0 (n =f 1) 

zurückführen. Man hat sie nur so zu schreiben: 

y-n . y' + yl-n 1 ( x) + tp ( x) = 0, 

um zu erkennen, daß die Substitution v = y1-n auf die lineare Gleichung 

I I v' _L v · l(x) + tp(x) = 0 
-n 

führt. 
Oft erweist es sich als nützlich, von der Differentialgleichung für 

die unbekannte Funktion y (x) zur Differentialgleichung für die Um­
kehrungsfunktion x (y) überzugehen. Ist nämlich x (y) bestimmt, so 
ist natürlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu 
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu lösen. Oft 
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an­
greifbar. 

Wenn z. B. die Gleichung 

~ ~ ( x 2 sin y - y x) = 1 

vorgelegt ist, so wird daraus 
dx . 2 iy + y x - sm y · x = 0. 

Das ist eine Bernoullische Gleichung für x, die wir integrieren können. 

§ 3. Einparametrige Kurvenscharen. 
In einem Bereich B sei die Funktion 1p(x, y) eindeutig und stetig 

erklärt. Ihre Werte im Bereich B erfüllen dann eine gewisse Strecke 
einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man dann unter c irgend­
einen Wert aus diesem Intervall, so definiert die Gleichung 

(1) 1p(X, y) = C 
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eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten 
gehören, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich 
1p(x, y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven 
bildet eine einparametrige Kurvenschar, c heißt der Parameter der 
~char. Eine solche ~char kann auch durch eine Gleichung der Form 

~(x,y,c)=O 

definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x- y-Paar 
nur ein c-Wert gehören. Es werden vielmehr im allgemeinen durch 
jeden Punkt des Bereiche:-; R mehrere Kurven der Schar gehen. Die 
,\uflösung 

c 1p(x,y) 

ergibt dann eine mehrdeutige Funktion 1p(x, y), z. B. die mit zwei 
Vorzeichen wählbare Quadratwurzel. Wir wollen voraussetzen, daß 
(.p (x, y, c) in einem gewissen Gebiete G der x, y, c eine eindeutige 
stetige Funktion von x, y, c ist, die stetige partielle Ableitungen nach x, 

nach y und nach c besitzt; i~~ sei in G von Null verschieden. In der 

Umgebung eines jeden solchen der Gleichung cp (x, y, c) = 0 genügenden 
\\'ertetripels x0 , y0 , c0 werden dann die bekannten Sätze 1} über implizite 
Funktionen verwendbar, und man hat daher in der Umgebung einer 
jeden solchen Stelle ( x0 , v0) ein<' oder mehrere eindeutige und stetige 
Auflösungen 

c=1p(x,y). 

\Vir setzen nun weiter voraus, daß 1p(x, y) mit stetigen ersten Ab­
leitungen versehen sei und nehmen an, daß c0 , x0 , y0 ein der Gleichung 

(1) genügendes Wertetripel sei, für das ~~ (x0 , y0) =f= 0 ist. Nach dem 

Satz über implizite Funktionen gibt es dann in der Umgebung von 
x = x0 eine stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
y (x), die der Gleichung c0 = 1p (x, y) genügt, und für die y (x0) = Yo 
ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgründen für alle c-Werte, die von 
c0 hinreichend wenig verschieden sind. Dann gilt der Satz: 

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar genügen einer 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Wenn man nämlich die Gleichung 

c ~ tp(x, y) 

nach x differenziert, so bekommt man 

0 = i'!j! -+- ~!p dy 
ux · i!y dx' 

und dies ist schon die gewünschte Beziehung zwischen x, y, y' der 
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven. 

1) Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl., S. 120. 
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Ist die Schar in der allgemeinen Form 

(2) ( ) 0 cpx,y,c= 
gegeben, so wird analog 

(3) ap + ap !-1'__ = o. 
ax i)y dx 

Eliminiert man dann c aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3), 
so erhält man die gewünschte Differentialgleichung. 

Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen. 
Die Tangenten einer Kurve 

'YJ =I(~) 
machen eine einparametrige Kurvenschar 

(2') y = I(~) + I'(~) (X - ~) 

aus. ~ ist der Parameter der Schar. Differenziert man nach x, so 
findet man natürlich 
(3') y' = I' (~) 
für die Richtung der Tangenten. Nun hat man~ aus beiden Gleichungen 
(2') und (3') zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen 

y =I(~)+/'(~) (x- ~) 

y' = f (~} 
etwa als eme Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst 
ansehen will. Tatsächlich werden wir uns später mit Differential­
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese 
Form gebracht werden können. 

Wenn z. B. 
'YJ = ~2 

die vorgelegte Kurve ist, so hat man 

y = ~2 + 2 ~ (X - ~) 
und 

y' = 2~. 

So erhält man die Differentialgleichung 

y = Y~2 + y' ( x - ~) oder y' 2 - 4 x y' + 4 y = 0 

der Parabeltangenten. 
Durch 

ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird 

X+ yy' = 0 

die Differentialgleichung der Schar. 
Ebenso wird 

2yy'- 1 = 0 

die Differentialgleichung der Parabelschar 

y2 = X+ C. 
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§ 4. Exakte Differentialgleichungen. 
Die Bemerkungen des vorigen Paragraphen führen uns zu emer 

weiteren Integrationsmethode. 
Wenn nämlich die Koeffizienten P (x, y) und Q (x, y) einer Diffe­

rentialgleichung 

(l) 
dy 

P--1-Q-=0 
I d )( 

in einem einfachzusammenhängenden Bereich B stetige mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra­
bilitätsbedingung 

i!P i!Q 

iJy iJx 

genügen - solche Differentialgleichungen heißen exakt -, so gibt 
es nach bekannten Sätzen der Integralrechnung eine in B eindeutige 
und stetige Funktion cp(x, y), deren Ableitungen P und Q sind. Dann 
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form 

(2) oq;+oq;dy=O 
iJx ay dx 

schreiben kann, weiter nichts, als daß längs einer jeden Integralkurve 
der Differentialgleichung die Funktion cp (x, y) einen konstanten Wert 
annimmt. Dann ist cp (x·, y) "= C die Schar der Integralkurven. 

Wenn z. B. die Gleichung 
dy 

x2 'y2 d. = 0 . )( 

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 8 behandeln 
könnte, so ist die Integrabilitätsbedingung für die Koeffizienten er­
füllt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion cp ( x, y) so: Da 
die X-Ableitung von cp dPn Wert x2 besitzt, so findet man 

x• 
rp = J x2 dx 1 'P(Y) = 3 + 'lf.'(y). 

Hier bedeutet ·1p (y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung 
zu bestimmen ist, daß 

sein soll. Das liefert aber 

Also wird 

So finden wu· 

'lf-'' (y) = y2. 

y3 
'l/'(Y) = 3 + c. 

x• + ya . 
rp= 3 ---j-C. 

Daß die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be­
stätigt man leicht. So sind also 

x3+y3=C 
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die Lösungen unserer Differentialgleichung. Wünscht man insbesondere 
die Integralkurve durch den Punkt x0, y0 , so wird 

x3 + ya = Xoa + Yoa 
deren Gleichung. 

§ 5. Der integrierende Faktor. 

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung 
dy 

P(x, y) + Q(x, y) dx = 0 

nicht der Integrabilitätsbedingung des § 4 genügen, so kann man doch 
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion 
M(x, y), die man Multiplikator oder auch integrierender Faktor nennt, 
in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Denn wenn man 
annimmt, daß die Differentialgleichung Lösungen besitzt, und daß die 
Schar ihrer Lösungskurven durch 

g;(x,y)=c 

gegeben ist, und das f{! partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, 
so muß die Differentialgleichung auf die Form 

_ö_q; 
dy ax 
Ii% =-!_i 

i!y 

gebracht werden können. Daher muß 
iJq; 

sein. Daraus folgt 

p 

Q -
ax 
_i!rp 
iJy 

!.!!__ oy 
iJx iJy 
p=o· 

Setzt man den gemeinsamen Wert 
M ( x, y) so findet man, daß 

dieser beiden Quotienten gleich 

oq; = MP 
i}x ' 

arp = MQ 
i!y 

ist, daß also tatsächlich die Differentialgleichung 
dy 

MP+MQ{[i = 0 

exakt ist. 
Wie kann man nun aber eine solche FunktionM wirklich bestimmen? 

Wir setzen voraus, daß M, P und Q stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnvng besitzen, betrachten also weiterhin nur Differentialgleichungen, 
die dieser Voraussetzung genügen, und nennen auch nur Funktionen 
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der angegebenen Art :Vlultiplikatoren. Da dann die Funktionen 1Vf P 
und M Q der Integrabilitätsbedingung genügen müssen, so findet man 
für Jf die partielle Differmtialgleichung 

n(Ml') c(MQ) 
?y rx 

:\lan kann sie auch c;o schreiben: 

1' oM _ (J I'M , iv! (oP -~oQ)' = O. 
uy · ?x 1 i!y iix 

:Vlan mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential­
gleichung für schwieriger zu halten, als die der ursprünglich vorge­
legten gewöhnlichen Differentialgleichung. Indessen muß man be­
denken. daß man für unsere Zwecke nur irgend eine, lange nicht die 
allgemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und 
tatsächlich ist es oft leicht, aus dem bloßen Anblick dieser Gleichung 
einE' ihrer Lösungen zu finden. 

\\'enn z. B. 
l i!P iJQ' 

I - ) Q \ry dx 

nur ,·on x abhängt, so kann man der partiellen Differentialgleichung 
durch eine Funktion genügen, die nur von x abhängt. Denn macht 
man die ,\nnahme 

nJV] = 0 
~'" , 

so reduziert sich clie partielle Differentialgleichung auf 

() eM ~~ vf ((}I' iJQ \ 
V (l_y, ~ \ Oy - -~:-;;) 

oder 
1vf' Py- Q.,. 
M Q 

Daraus findet man sofort 
X J 1',,- Qr1 dx 

JI c~ e Q • 

Die linearen Differentialgleichungen können auf diese Weise inte­
griert werden. Doch sind dies natürlich nicht die allgemeinsten hier­
hfr gehörigen Differentialgleichnngfn. Dfnn auch 

dy 
:v-,·x1·~smv + (x-cosy) r.lx ~~o 

kann so integriert wenlen. Ein :VIultiplikator ist ex. Das allgemeine 
Integral wird 

c"' ( x y r sin y) ~= c. 

Manchmal kann man Vorteil aus der Kenntnis des Zusammen­
hanges zwischen den verschiedenen Multiplikatoren ein und derselben 
Differentialgleichung ziehen. 

H i e lH·r lla c h, DifferentialgleichuagPn. ~. Aufl. 2 
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Wenn nämlich M ( x, y) ein Multiplikator, und f ( x, y) = c das all­
gemeine Integral1) einer gewöhnlichen Differentialgleichung sind, so ist 
auch M ·fein Multiplikator. Denn man rechnet nach: 

a (MfP) _ o(kf_jJJ) = oj M P _ at MQ + 1 o(M:Pl _ 1 c(lVIQ) 
oy ax oy ox iJy ox 

=MP(Jj--MQ of 
oy ax 

wegen iJ(~)- o(Mql = o 
oy ax 

= - llJ Q (-dJ' ~I + !!!_) 
dx oy ox 

wegen P+Q dJ'_ =0 
dx 

= 0 wegen ~ ~ + ~t ~ ~· = 0. 

Da weiter das allgemeine Integral auch in der Form 

q;(f) = c 

geschrieben werden kann, wenn man unter q; (w) eine willkürliche 
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich, 
daß auch 

ein Multiplikator ist. 
Wenn umgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoren M 1 und 1'v12 

nicht von x und y unabhängig ist, so stellt 

Ml 
·--=C 
M2 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung dar. Wenn nämlich 
df dy 
Tx = MIP+ MIQ lix 

und 

ist, so stellen sowohl 

f(x, y) = c w1e q;(x, y) = C 

das allgemeine Integral dar. Längs einer jeden Integralkurve haben 
sowohl I wie q; konstante Werte. Die Werte von q; sind also bekannt, 
wenn man die von f kennt. Daher kann q; als Funktion von f darge­
stellt werden. Nun hat man aber 

dq; M 2 (P+Qy') M 2 

liT = M~(P-tQy') = M1 • 

Da aber weiter, wie wir eben sahen 

q;=F(f) 

1) Vorbehaltlich einer späteren schärferen Begriffsbestimmung werde unter 
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
versehene Funktion f (x, y) verstanden, derart, daß man alle einem gegebenen 
Bereich B angehörigen Integralkurven durch f(x, y) = c darstellen kann. 
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ist, so ist auch 

~~ =F'(f). 
Daher ist wirklich 

M"2 ·_ }''(") -- ' t - c Af1 --- · -

das allgemeine Integral. Denn : 2 hat längs einer jeden Integralkurve 
1 

einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung des Multipli­
kators für M1 und Af2 der Fall ist. 

Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die folgende Weise 
zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch machen. Es sei 
etwa ein Multiplikator ''on 

(1•3 x) :- (x3 --,- y) y' = 0 

zu bestimmen. \\"ir schreiben die Differentialgleichung so: 

(i; ~- x3y') ~- (x +- yy') = 0. 

Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen 

und X+ yy' = 0 

gesondert für sich, so ist man leicht in der Lage, die sämtlichen Multi­
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den 
Multiplikator x-3 v-:; und x-2 - y-2 = c ist ihr allgemeines Integral. 
Also ist 

x--:l v-3 F (x-2 + y-2) 

der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator 
dPr zweiten ist 1 und x2 y2 = c ist ihr allgemeines Integral. 

Also ist 
j (x2 - y2) 

ihr allgemeinster ::Vlultiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion 
zu finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu­
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der ursprünglich 
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung 

x--:; v--:l F ( r2 ,_ y-2) = f ( x2 ;... y2) 

zu genügen. Man sieht leicht, daß es hinreicht 

f(x2 --1- y2) (x2 \'2)--'/2 und F(x-2 + y-2) _ (x-2 + y-2)-•/2 

zu wählen. Daher ist ( ,z y2)-' 2 

em Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man prüfe 
die Richtigkeit dieser _-\nga be durch Betrachtung der Integrabilitäts­
bedingung nach. 

2* 
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§ 6. Die Olairautsche Differentialgleichung und 
Verwandtes. 

Die Differentialgleichungen 

y=f(x,y') 

y = f(y') 

x=f(y') 

X= f(y, y') 

werden am zweckmäßigsten dadurch behandelt, daß man 

y'=P 

als neue unbekannte Funktion einführt. Kennt man nämlich erst ein­
mal y' als Funktion von x, so setze man diese nur in die gegebene 
Different"ialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y 
allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daß sie ein Integral der Dif­
ferentialgleichung liefert. Den Verlauf des Verfahrens wollen wir uns 
jetzt am Beispiel der Clairautschen Differentialgleichung 

y = xy' + /(y') 

etwas näher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung 
irgend eine Lösung derselben eingetragen. Um eine Differentialgleichung 
für die neue unbekannte Funktion 

y' = p 
zu bekommen, setzen wir voraus, daß y' eine stetige Ableitung nach x 
und daß f(y') eine stetige Ableitung nach y' besitze. Wir differen­
Zieren 

Y = xp ~ f(p) 
nach x. So finden wir 

p = p c xp' -i- I' (p) P' 
oder 

P'(x + j'(p)) = 0. 

Für jedes einzelne x ist also entweder 

P'= o 
oder aber 

X+ f' (p) = 0. 
Die vorausgesetzte Stetigkeit von p' und von f' (p) hat zur Folge, daß 
eine jede der beiden Gleichungen in einem Intervall überall erfüllt 
ist, wenn sie in einer überall dichten Menge desselben erfüllt ist. Da­
her zerfällt ein jedes Intervall, für das unsere Voraussetzungen erfüllt 
sind, in Teilintervalle derart, daß in einem jeden derselben durchweg 
entweder die eine, oder die andere der beiden Gleichungen (oder auch 
beide) erfüllt sind. Im ersten Falle wird 

P= c. 
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Daher wird dann 
\' XC i (c) 

ein Integral. :\Ian l'rhitlt :->o eine Schar von geraden Linien. Im zweiten 
Falle aber wird 

X -j'(p). 
Die:-; mit 

\' xp j (p)' 
cl. h. mit 

,. ~ - Pi'(PJ + i(P) 
zusammen gibt eme Parameterdarstellung einer bestimmten Kurve 
der x, y-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der Differential­
gleichung genügt. Iknn auch für diese Kurn: wird, wie man leicht 
ausrechnet. 

_\'o C~. p' 

Allerdings muH man dazu noch nmwssetzen, daß j eine zweite nicht 
verschwindende Ableitung besitzt. Diese Einzelkurve, die zu der Ge­
radenschar noch hinzutritt, nennt man ein singuläres Integral, während 
man im C~egensatz clazu die im allgemeinen Integral enthaltenen 
Einzelintegrale ab partikuläre Intc{!,ralc bezeichnet. Das Vorkommen 
solcher singulärer Integrale, das Frn!or zum ersten :\Iale im Jahre 1713 
bemerkte, scheint im \Viderspruch mit unseren bisherigen Auffassungen 
üher die Integrale der Differentialgleichungen zu stehen. \Vir wollen 
daher ihr Vorkomnwn mit clem allgemeinen Integrale in Zusammen­
hang bringen und damit ;·ine .\.ufklärung geben, die Lagrange 1774 
gefunden hat. Zu dieser . \ufklärung führt uns die Bemerkung, daß 
im Falle der Clairal!!sclwn I >iffercntialgleichung das singuläre Integral 
die Enveloppc d.C'r ein paraml'trigen Kurvenschar des allgemeinen 
1ntt>grales i:-;t. \\'ill m<tn nämlich die EnYeloppc der Geradenschar 

\' .rc i (c) 

bestimmt::n, so hat man hekanntlich 1) diese Gleichung nach dem Para-

1 ) Ohne auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen Kurven­
schar eingehen zu wollen, sei hin nur so viel gesagt. Bei den Geradenscharen 

y = xc + f(c) 

mögen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da die Schargeraden 
einander nicht parallel sind, so schneiden sich je zwei derselben. Wenn man 
eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar berührt wird, so kann man 
sich gegenwärtig halten, daß zwei gPnüg"nd benachbarte Tangenten sich in der 
:--J;ihe ihrer Berührungspunkte schneiden und daß der Berührungspunkt der Ge­
raden c als c;renzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden c und c + h für 
h + 0 aufgdaßt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt sich aus den 
beiden ( ;Jcirhungen 

1 ,_ rc + f(c) 

V x (c " h) -i- f (c + Ii) 
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meter c zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen c zu eli­
minieren. So findet man hier für die Enveloppe 

x = - f' (c) 

y = XC + j(c) · 

Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singulären Inte­
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen 
Integrals berührt wird, so genügen auch ihre Linienelemente der Dif­
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein 
Wertetripel x, y, y' oder geometrisch einen Punkt x, y vereinigt mit 
der Richtung einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle 
Linienelemente der partikulären Integrale der Differentialgleichung 
genügen, so genügt auch ein jedes Linienelement, das ein solches parti­
kuläres Integral mit der Enveloppe im Berührungspunkt gemeinsam 
hat, der Differentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche 
Linienelemente besitzt, so ist es nicht verwunderlich, daß die Enve­
loppe der partikulären Integrale der Differentialgleichung genügt. 

oder auch aus den beiden Gleichungen 

y = XC + f(c) 

f(c + h} - f(c) 
0 =X+ J;---. 

Geht man nun zu h-+ o über, so erhält man, wie im Text angegeben wurde, 
zur Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade c die Enveloppe berührt, die 
beiden Gleichungen 

y = XC + f(c) 
0 = x + f' (c), 

oder 
y = - cf'(c) + f(c) 
x = - f'(c), 

die man als eine auf den Parameter c bezogene Darstellung der Enveloppe auf­
fassen mag. Man überzeugt sich weiter leicht, daß die Enveloppe in ihrem Punkt c 
von der Schargeraden c berührt wird. Denn die Gleichung der Tangente an die 
Enveloppe im Punkte c wird ja 

y=xc+f(c). 

Bei diesen letzten Darlegungen ist stillschweigend angenommen, daß die 
beiden Gleichungen 

x = - f'(c) 

y = - cf'(c) + f(c) 

tatsächlich eine Kurve bestimmen. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn f' (c) 
von c unabhängig ist. Sei etwa f' (c) = a. Dann wird f(c) = ac + b, also die 
Enveloppe durch den Punkt 

x =- a, y = b 

geliefert. Tatsächlich bestehen dann ja auch die Lösungen der Differentialgleichung 

y = xy' + ay' + b 
aus den geraden Linien 

y = xc + ac + b, 
die alle durch den Punkt 

x =- a, y = b 

hindurchgehen. 
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In diesen Bemerkungen ist schon das allgemeine Gesetz begründet, 
daß stets die Enveloppen der partikulären Integrale als singuläre Integrale 
der Differentialgleichung genügen. 

Zum Schluß möchte ich nun noch auf eine sehr merkwürdige Tat­
sache aufmerksam machen. Man kann nämlich aus geradlinigen Stücken 
und einem Bogen der Enveloppe noch weitere Integralkurven zusammen­
setzen: Man gehe von einem Punkte aus und verfolge eine ihn passie­
rende Gerade der Schar bis zu ihrem Berührungspunkte mit der Enve­
loppe und verfolge dann diese in der Ankunftsrichtung weiter bis zu 
einem beliebigen ihrer Punkte und gehe in diesem wieder auf die dort 
berührende Schargerade über. Eine solche Kurve besitzt in jedemPunkte 
eine stetig sich ändernde Tangente und ist aus lauter Linienelementen 
der Differentialgleichung zusammengesetzt, ist also eine Integral­
kurve. So kann man also durch einen Punkt beliebig viele Integral­
kurven legen . 

. \uch bei der Lagrangeschen Differentialgleichung 

x vf(y') --' q (y') = 0 

erlaubt es die Einführung von 

die \·orzunehmenden Auflösungsprozesse erst nach der Integration aus­
zuführen. Führt man nämlich y' = p ein und differenziert nach x, 
so erhält man 

PI (P) '·· y /' (p) P' --r- q/ (p) P' = o . 
Führt man nun noch y statt x als unabhängige Variable ein, so erhält man 

l Pf(Pl- yf'(p)p :~ - rp'(p)p ~~ = o 
für p (:v). Geht man zur l'mkehrnngsfunktion y (p) über, so wird 

~~ (l NrPll + v · PI'(P) · pcp'(P) = o 
und das ist eine lineare Differentialgleichung für y (p). 

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so 
liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para­
meters. Daß man so wirklich die Lösungen in Parameterdarstellung 
gefunden hat, verizifiert man durchEinsetzen in die Differentialgleichung. 

Ganz ähnlich verfährt man auch bei den anderen Differential­
gleichungen. die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeführt wurden. 

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren 
Integrationsmethoden. 

Sach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der 
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdrücke 
für die Lösungen nm Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
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mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen 
d. h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter 
Satz von Liouville, daß man nicht alle Integrale elementarer Funk­
tionen durch elementare Funktionen ausdrücken kann. Elementar 
heißen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen­
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli­
zit darstellen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra­
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von Liouville, daß man 
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null­
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese \Veise lösen 
kann. Die Beispiele, an denen das Liouville gezeigt hat, gehören dem 
Gebiet der sogenannten Riccatischen Differentialgleichungen an. Dar­
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt: 

(l) y'= :x0 (x) +:x1 (x)y -\--cx2 (x)y2 • 

Euler, dessen "Institutiones calculi integralis" auch heute noch die 
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen 
enthalten, hatte sich damit befaßt, elmentar integrierbare Fälle der 
speziellen Riccatischen Gleichung 

(2) y' + y2 = axm (a = Konstante) 

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es läßt sich Trennung der Va-
1iablen stets dann erreichen, wenn der Exponent m unter Verwendung 
einer ganzen positiven Zahl k zn einer der beiden Formen 

- 4k 
m=2k+l oder 

-4k 
11t = ~-~--~-

2k- l 

geschrieben werden kann. Im ersten. der beiden Fälle macht man die 
Substitution 

'/ , a - 1 X = t m T 1' y --- ---- Z 
- m+l ' 

und gelangt so zu der Differentialgleichung 

Z'+Z2= (m+1)2tn mit n=- 2k4~T· 
' 

In emer solchen geht man dann mit der Substitution 

t = l 
7: ' 

weiter und gelangt zu 

' ..... 2 a ,. 
Z -1-- ~ = (m + 1)2 i 

l 
Z= 

z 

. -4 (k- l) m1t v == -------- --- --
:2 (k- l) + l. 

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu­
tionen in allen· erwähnten Fällen nach endlich vielen Schritten zu 
einer Differentialgleichung 
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mit konstantem rx, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als 
Grenzfall k ~.,_ XJ ist nntPr jenen Riccatischen Gleichungen auch noch 

v' r \'2 ·-'-' a x-· 2 

enthalten. Hier führt die Substitution v = 1 zu einem der schon behan-
~ z 

clelten Typen. Liozwille hat nun gezeigt, daß die hier aufgeführten die 
einzigen Fälle sind, in welchen spezielle Riccatische Gleichungen (2) 
elementar integrierhar sind. Damit hat er Beispiele von Differential­
gleichungen gegeben, welche nicht elementar integrierbar sind. Die 
Liom•illcsche .\rbeit, auf die wegen des Beweises verwiesen werden 
muH, steht in Liozt7.'z:Ucs Journal de mathematiques. Bd. ß (1841). 

Der Leser wird noch ein \Vort über die allgemeine Riccatische 
( ;leichung (I) ,·crmiSsPn. Sit· wird durch die Substitution 

1 d log u 
\' 

<t2 dx 

in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

i+) 'Y-2 11 " -- (rx2' --· 'Y-1 :x2) u' rxorxz2 1t = 0 

ü lwrgcführt 1). Der \'Cm I~ ulcr behandelte speziellr Typus (2) führt auf 

u" ·- ax"'zt = 0, 

die abo für lll = 2 k ~~ elementar integriert werden kann. Elementar 

sind weiter diejenigen dem aJlgenwinenTypus (1) angehörigen Gleichungen 
zu in tcgricren, in WP lc h e n 

:z1 . c2 ist (wo c1 und c2 Konstanten sind). 

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (:3) konstante 
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 127 sehen werden, elementar 
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen 
zweiter ( lrdnung Wl'rden wir nochmals auf die Riccatischen zurück­
kommen und dann noch ,•inen allgemeinen Satz über dieselben kennen 
lernen. 1 :-;. I:~ 1 ) . 

II. Kapitel. 

Die Methode der sukzessiven Approximationen und 
verschiedene Anwendungen derselben. 

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem­
l'ntsprechend ist ihre Tragweitl' gering. Natürlich kann man in hin­
reichend einfachen Fällen Ersprießliches mit denselben erzielen, aber 
in komplizierteren Fällen werden die Resultate rechnerisch recht um­
,;tändlich. Daran ;inclern auch nicht,; die Überlegungen, durch die 

1) Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch 
l-mkehrung <liC'ses Prozesses auch in eine Riccatische verwandelt werden. 
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Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste­
matische Basis gestellt hat. Auch ist die Ausbeute dieser Überlegungen 
für die Untersuchung der funktionentheoretischen Natur der Lösungen 
und ihres numerischen Verlaufes sehr gering, ganz abgesehen davon, 
daß es, wie wir sahen, Fälle gibt, wo diese Methoden gar nicht zum Ziele 
führen können. 

Es ist daher an der Zeit, daß wir uns wieder auf unsere Aufgabe 
besinnen und uns nicht in das Studium der Lösungsmethoden ver­
lieren und nicht darüber die Lösungen selbst vernachlässigen. Dies 
ist auch der Grund, weswegen ich hier auf Lie nicht näher eingehe1). 

Wir wollen zunächst eine bequeme, gut konvergente Methode 
zur näherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen 
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daß 
in der Tat jede Differentialgleichung Lösungen besitzt, und damit 
auch die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen. 

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 

(1) 

Zunächst wollen Wir den folgenden Satz beweisen. 

Existenztheorem: In der Differentialgleichung 

dy 
a; = f(x, y) 

sei f (x, y) in einem gegebenen Bereiche2) B der xy-Ebene stetig und genüge 
für jedes dem Bereiche angehörige Punktepaar ( x, y1) und ( x, y2) der 
Lipschitzschen Bedingung 

wo M eine passende, von x, von y1 und von y2 unabhängige positive Zahl 
ist. In B sei ferner lf(x, y) I< M. Es seien weiter a und b zwei po­
sitive Zahlen, die der Bedingung 

b<aM 

genügen, und für die das Rechteck R: 

I x- Xo I < a, I Y- Yo I < b 

1) Sophus Lie hat in seinem gemeinsam mit Georg Scheffers herausgegebenen 
Buch: Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans­
formattonen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations­
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand­
lungen von Lie. 

2) Unter einem .,Bereiche der xy-Ebene" werde ein für allemal eine Punkt-
menge dieser Ebene verstanden, derart, daß es um jeden ihrer Punkte eine Kreis­
cheibe gibt, die ganz zur Menge gehört. Außerdem soll die Menge aus nur einem 

Stück bestehen, so daß man je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem 
Bereiche angehörigen Polygonzug verbinden kann. 
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dern Bereiche B angehört. Dann gibt es genau eine samt ihrer ersten 

Ableitung in I x ~ x0 I < a stetige Funktion y = tp(x), die der Diffe­

rentialgleichtmg (l) genügt, für die also in I x - x0 I < a 

fp'(x) = f(x, tp(x)) 

gilt, und die zugleich durch den Punkt (x0 , y0) hindurchgeht, für die 
also <p ( x0) = y0 ist. 

Die im Satz genannte Lipschitzsche Bedingung ist sicher dann 
erfüllt, wenn f(x, y) eine in B stetige und beschränkte partielle Ab­
leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung 

I :~ ! < M genügt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daß die Lipschitzsche 

Bedingung mit diesem M erfüllt ist. 
Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi­

mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen 
Funktion y = y0 (x) aus, die nur der Anfangsbedingung y0 (x0) = y0 

genügen und der eine dem Rechteck R angehörige Kurve entsprechen 
möge. Man kann ab solche erste Näherung y0 (x) etwa die Konstante 
y0 (x) v0 wählen. :Vlan kann aber auch, und das wird zweckmäßiger 
sein, den Polygonzug nehmen, den wir schon auf S. 3 erwähnt haben 
und der den bekannten 2'(äherungssummen der bestimmten Integrale 
entspricht. Ausgehend von y cc~ y0 (x) werden die weiteren Näherungen 
a nf folgende \Yei~e gewonnen. Falls 

dyo '( ) 
dx ~== I x' Yo (X) ' 

ist, so ist y0 (x) eme Lösung. ,\nderenfalls setze man 

dyl 
dx c=j(x,yo(X)) 

und bestimme hieraus y1 (x) so, daß y1 (x0) = y0 wird. Wie man aus 
der Integralrechnung weiß, ist hierdurch y1 (x) eindeutig bestimmt, 
und zwar ist 

"' Y1 (x) == Yo -1 J f(x, y0 (x)) dx. 

Nun bestimmt man y2 so aus '1!: = f(x, y1 (x)), daß y2 (x0) = Yo wird, 

"' 
und findet y2 (x) == Yo --- J f(x, y1 (x)) dx. 

A.llgemein wird V11 durch 

definiert, so dal3 

(2) 

dy,. 

dx 

"' 

Yn (xo) = Yo 

Yn(x) == Yo· J f(x, Yn~1 (x)) dx 
Xo 
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ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Näherungen selbst Lösung 
ist, also falls z. B. Yn' (x) = f (x, Yn(x)), Yn (x0) = Yo ist, so wird für 
P;:?: 0 J'n+P(x) Yn(x). Anderenfalls ist zur Bestimmung einer Lö­
sung noch die Konvergenz der Yn(x) zu untersuchen. Dabei wird sich 
dann auch ergeben, daß die übrigen Behauptungen unseres Satzes zu­
treffen. 

Wir wollen zeigen, daß der lim y n ( x) existiert und daß die Grenz-
n-->-oo 

funktion y(x) = lim Yn(x) eine Lösung der vorgelegten Differential-
n-->- oo 

gleichung ist. Zunächst erörtere ich die Frage, ob man die angegebene11 
Schritte tatsächlich ausführen kann. Das geht dann und nur dann, 
wenn die Kurven y = Yn(x) für das Intervall I x- x0 I < a alle dem 
zugrunde .gelegten Bereich angehören. Für y0 ( x) wurde dies voraus­
gesetzt. Wir nahmen nämlich an, daß y = y0 (x) für x- x0 ; < a 
eine Kurve aus dem Rechteck Rist. Für die anderen y0 (x) aber wird 

X 

I Yn(x)- Yo I < J I f(x, Yn-1) I dx < M I X- Xo I· 
Xo 

Nun ist 
x-x0 < a und Ma< b. 

Also ist 
I Yn (x)- Yo < b. 

Daher liegen für I x- x0 I < a alle Näherungskurven y = Yn(x) 1m 
Rechteck R. 

Weiter bemerkt man, daß für x- x 0 < a 

: Y1 (x) - Yo (x) 
X-x0 

beschränkt ist. Wählt man also N passend, so ist 

I Y1(x) - Yo(x) I <NI x- Xo I· 
Ferner wird 

X X 

Y2(x)- Y1(x)! = J (j(x, Y1)- /(x, y0)) dx < M J I y1(x)- y0(x) dx 
x,, 

X 

<MN Ji x-x0 1 dx. =1YIN 

Allgemein wird, wie man durch vollständige Induktion nachweist, 
X X ln 

I Yn(x)- Yn-1 (x) I < JJn-1 · N · -n 1°-. 
Denn nimmt man 

I I < X- Xo ln-1 
, Yn-1 (x) - Yn-2 (x) _ JJn-2 • N ·-· -·----

- (n- l)! 
als richtig an, so folgt aus 
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X 

.[{!(x. Yn-1)- f(x, Yn-z)}dx, 

daß 
X 

I Yn(x) - Yn-l(x) I < Jf SI \'11-1- l'rH I d X < JJn-l · c.Y · 
Xo 

ist. 
Die 1\.eihe 

v(x) ····lim Yn(x) 
n----). oo 

29 

X---- Xo n 

n! 

-~ Yo(x) + (yl (X)- Yo(x)) · · · -~·· (Yn(X) - Yn-l(x)) + · · · 
konvergiert hiernach absolut und gleichmäßig für alle x mit I x - x0 I < a 
Die Konvergenz ist mit der der Reihe für die Exponentialfunktion 
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmäßigen Kon­
vergenz ist y (x) ~tetig in I x - x0 I < a. Da Yn (x) in R verläuft, 
ist f ( x. Y 11 ) erklärt und eint' stetige Funktion von x. Aus 

X 

~'n(x) V0 + J f(x. Yn-1) dx 
Xo 

ergibt sich für n ->- x. , weil _\' n-J ->- v gleichmäßig für alle I x - x0 I < a, 

Daraus folgt 

X 

\'(x) ~ \'0 ··· J f(x, v) dx. 
Xo 

dy 
dx·=f(x,y). 

So haben wir also eine Lösung der Differentialgleichung gefunden, 
die der gegebenen Anfangsbedingung genügt. Für I x- x0 I < a gilt 
für dieselbe I y ( x) y0 I a M < b. Wir wollen uns noch überzeugen, 
daß sie tatsächlich diP einzige Liisung ist. Nimmt man an, Y (x) und 
v ( x) seien zwei Uistmgen. die der Bedingung 

\'(x0) ... c 1'(x0) == Yo 

genügen. ,u sei das Maximum der Differenz I Y ( x) - y ( x) I für 
x0 < x < x0 + rx.. rx. ist dabei eine Zahl, über die wir gleich noch 
näher verfügen werden. Dann ist 

!f(x, )') -f(x,y) I <}lll '{- Yl· 
.\us l'' -- v' ~-- j(x, Y)- j(x, y) 

folgt weiter I 1· - y I < Jf,u I x - x0 I < 1vi fl • rx.. 
l . 

Sei nun weiter rx. 2 M . so Ist 

I Y(x) I . p 
y(x) < 2 

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von ,tt be­
deutet. wenn ,11 ~ 0 ist. Dann fallen aber zwischen x = x0 und 
x x0 'Y. beide Lösungen zusammen. Ebenso schließt man im 
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Intervall x0 - oc < x < x0 usw. Tatsächlich existiert also nur eine 
Lösung bei gegebener Anfangsbedingung1). Der eingangs ausge­
sprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Gesamtheit 
der nach ihm vorhandenen Integrale machen das aUgemeine Integral 
der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heißt ein 
partikuläres Integral. (Vgl. dazu die vorläufige Erklärung S. 18.) 

Bemerkungen: 1. Unsere Beweisführung läßt nicht erkennen, inwieweit 
die gemachten Voraussetzungen für die Richtigkeit der Behauptungen not­
wendig sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Für die Existenz 
der Lösungen reicht die Stetigkeit von f (x, y) hin. Erst für die Einzigkeit der 
Lösung, d. h. ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muß 
eine weitere Bedingung wie die Lipschitzsche gefordert werden. Dies hat zu­
erst Peano erkannt. Einen durchsichtigen Beweis hat Perron Annalen 76 gegeben. 
Einen Beweis dafür, daß (I) bei bloßer von f (x, y) vorausgesetzter Stetigkeit 
stets Lösungen besitzt, findet der Leser aufS. 43ff. dieses Buches. Daß die Einzig­
keit der Lösung ohne Lipschitz-Bedingung verloren gehen kann, sieht man schon 
an der Differentialgleichung 

an der Stelle x - y 0. Denn y - 0 und y 
xix 

4 
sind zwei Lösungen 

durch diesen Punkt. Vgl. auch S. 53ff. 
2. Die Güte der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte 

welche man nötig hat, um eine gewisse Annäherung an die Integralkurve zu er-

zielen, hängt wesentlich von der Zahl M, d. h. von dem Maximum von ~~ in 

dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht überlegen, daß man es 
in einem gewissen Maße in der Hand hat, durch eine passende Substitution, 
die geometrisch auf eine Drehung des x y- Koordinatensystems hinausläuft, 
hier einigermaßen günstige Verhältnisse zu schaffen. Schon S. 2 war von der 
geometrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches 
Äquivalent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine ge­
wisse Übersichtlichkeit dadurch ve1schaffen, daß man die Linien einzeichnet, 
in deren Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die 

iJf • Isoklinen der Differentialgleichung nennen. Wenn nun oy emen großen Wert 

hat, so bedeutet das geometrisch, daß sich auf den Parallelen zur y-Achse die 
Richtung der Linienelemente rasch ändert, daß also diese geraden Linien die 
verschiedenen Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Ko­
ordinatensystem so legt, daß die Isoklinen einigermaßen senkrecht zur Richtung 

der x-Achse stehen, so wird im neuen System :~ einigermaßen klein werden 

und dann wird die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das kommt auch 
bei der geometrischen Durchführung der Methode der sukzessiven Approximationen 
zur Geltung. 

1) Man kann unschwer unser Ergebnis dahin ergänzen, daß es außer der ge­
fundenen keine Lösung gibt, für die lim f(x) = y0 ist. Wenn man also von einer 

~ ....... :~;o 
Lösung f(x) nur voraussetzt, daß sie für x0 < x < x0 + a differenzierbar ist, 
und daß lim f(x) - y0 ist, so ist sie schon mit der im Existenztheorem ange­

a:4zo 
gebeneu identisch. 
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Durch eine Differentialgleichung wird jedem Punkte des Bereiches B 
eine Richtung zugeordnet. Dabei ist es gemäß den über f ( x, y) ge­
machten Voraussetzungen ausgeschlossen, daß die gegebenen Rich­
tungen der y-Achse parallel werden. Die geometrische Auffassung 
läßt somit als willkürlich erscheinen, was uns wohl bisher als 
vernünftige .\nnahme erschien. Drehung des Koordinatensystems 
kann bewirken, daß i (x, y) an einzelnen Stellen unendlich wird, 
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f(x, y) 
durch Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines 
Punktes vielfach beseitigen, indem man durch Drehung des Koor­
dinatensystems zu einer anderen Differentialgleichung übergeht, die 
auch in dem bisherigen Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen 
genügt, die aber in seiner Umgebung dieselben Richtungen vor­
schreibt, wie die gegebene. Ein Unendlichwerden von I (x, y) 
braucht also nicht notwendig ein singuläres Vorkommen zu bedeuten. 
Es kann einfach auf der Lage des Koordinatensystems beruhen, und 
bedeuten, daß eine Lösung der y-Achse parallel wird. Wenn z. B. 

f(x~ y) stetig bleibt, können wir durch Vertauschung von x und y 

zum Ziele gelangen. Am besten entspricht aber der Übergang zur Para­
meterdarstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgend-

eme Gleichung ~'j cp ( x, y) mit stetigem tp ( x, y) den Parameter t 

einführen. tp (x, y) soll dabei längs einer Integralkurve nirgends ver­
schwinden. Trägt man nämlich rechts die Gleichung y = f(x) einer 
Lösung ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameter­
darstellung1), wobei noch der t =c 0 entsprechende Punkt auf jeder 
Lösung beliebig wählbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations­
konstanten entspricht. Durch Einführung dieses Parameterst kann 

man dann statt :~ =-' f(x, y) auch schreiben ~~=I· tp und so diese 

eine Differentialgleichung durch das System x' = tp, y' = I · tp ersetzen. 
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daß es unter ent­
sprechenden Bedingungen für I und tp genau eine Lösung gibt, die für 
t = t0 die Werte x0 und v0 annimmt. Denkt man noch an die Will­
kür in der \Vahl des t cc .. 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch 
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x0 , y0 genau eine Lösung. 
Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf Systeme 
von Differentialgleichungen auszudehnen. 

Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die Methode der 
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Änderung über­
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B. 

dx 
1) Es wird also dt I dx 

rp(x,f(x)), also t~ ( f ·))' 
tp X' (-' 
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dy 
ix~= f(x, y, z), 

dz 
ä,;; = g ( x, y, z) . 

Hier wird man dann x, y, z als drei Raumkoordinaten deuten. 
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daß jedem Raum­
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird. 
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Lösung. Ich formuliere 
nun gleich den Satz für das allgemeinste System: 

(i = l, 2 ... n). 

Die Funktionen fd x, y1 , ... , y n) seien in einem gewissen Bereich der 
x, yi, also z. B. in dem Intervall R: I x- x0 I< a, j Yi- y~01 I < b; 
eindeutig und stetig erklärt. Es sei darin I Ii I < J.Wi und es sei bi > a M;. 
Endlich sei in R die Lipschitz-Bedingung 

j(x,y~, ... ,y~)-f(x,y;', ... ,y~)j<M{ y~-y~ + ... +~ y~-Y~;} 

erfüllt. Dann gibt es genau n in I x - x0 I < a stetige und mit ste­
tigen ersten Ableitungen versehene Funktionen Yi (x), welche diesen Diffe­
rentialgleichungen genügen, für welche Y; (x0) = yi01 ist, und für die in 
I x - x0 I < a auch I Yi - y~01 I < bi istl). 

Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, so kann 
man x als einen Parameter t auffassen und zu einem eine Gleichung 
weniger umfassenden System übergehen. Durch jeden Punkt des 
x, y.-Raumes geht dann genan eine Lösung, die das ursprüngliche 
System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir insbesondere an 
das ebene System zurück, wo also zwei auf einen Parameter t bezogene 
Differentialgleichungen x' = f ( x, y) , y' = g ( x, y) vorliegen, so ist dieser 
Rückgang auf eine Gleichung nur dann nicht möglich, wenn an einer 
Stelle x0 , y0 sowohl f(x0 , y0) wie g(x0 , y0) verschwinden. Dann wollen 
wir diese Stelle eine singuläre nennen. \Vir werden solche singuläre 
Stellen bald noch ausführlicher behandeln. Hier sei nur einiges an­
geführt, was aus unseren seitherigen Darlegungen von selbst sich er­
gibt. Der für Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist auch hier ohne 
weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Lösung, welche für t = th 

die Werte x0 und y0 annimmt, das ist eben die Lösung x = x0 , y = y0, 

der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben nur der 
singuläre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder2) zu bemerken, daß 
unsere Beweisführung die Behauptung mit umfaßt, daß es auch keine 
weiteren Lösungen gibt, die bei endlichem t0 für t -+ t0 gegen x0 und y0 

1) Es sei dem Leser als nützliche Übung überlassen, die für eine einzelne 
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisführung auf 
Systeme zu übertragen. 

2\ Vgl. die Fußnote 1) auf S. 30. 
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konvergieren. Wohl aber kann es weitere Lösungen geben, welche für 
t --+ oo gegen x0 und y0 konvergieren. So sind ja z. B. für die Diffe­
rentialgleichung 

dy y 

dx x 

deren singulärer Punkt X c= y == 0 ist, alle Geraden y = m X Lösungen. 
In Parameterdarstellung kann man das System x' = x, y' = y wählen, 
und 

x =-= et Xo' y = et Yo 
werden Lösungen, welche für t--+ - oo gegen x = 0 und gegen ,, = 0 
streben. 

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen. 
Für unsere Zwecke ist die Darstellung vermittelst der Isoklinen 

die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, daß eine Differential­
gleichung 

dv . c= /(x \') dx '~ 

oder em System von Differentialgleichungen 
dx rly 
dt = g(x, 1') ' lit = h(x, y) 

jedem Punkt eines Bereiches B, in dem f(x, y), g(x, y), h(x, y) ein­
deutig, stetig und mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen 
sein sollen, und in dem g und h. nirgends gleichzeitig verschwinden, 
eine Richtung zuordnet, und daß also eine Differential­
gleichung durch ein Feld von Linienelementen graphisch 
dargestellt wird. Gm nun in diese !/ 

Darstellung eine gewisse Übersicht-
lichkeit zu bringen, verbinden wir 
die Punkte des Bereiches, welchen 
die gleiche Richtung zugeordnet ist, 
durch Kurven. die wir Isoklinen nen­
nen. Wir versehen die einzelnen Iso­
klinen mit Nummern und merken uns 1 

in einem nebenan verzeichneten 
Richtungsplan die zugehörigen Rich­
tungen an 1). 

z 

Abb. :1a. 

I 
I 

' I 
I 

I 

1 

Abb. 3b. 

In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung 
dy X 

dx y 

1 

1 ) Man könnte natürlich auch gerade Linien der verlangten Richtung an 
die Isoklinen selbst zeichnen. Es würde aber Wirrwarr geben, wollte man sie 
hier so lang wählen, daß man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte 
Parallelen dazu ziehen kann. 

B ieberbac h, Differentialgleichunge-n. 2. Auf!. 3 
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Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung 

Abb. 4a. 

dy 2 
a-x = x + y2, 

wobei der kleinste Kreis­
radius als Längeneinheit 
gedacht ist. 

Eine besondere Eigen­
tümlichkeit weisen die Li­
nienelemente der linearen 

Differentialgleichungen 
,.z: auf. Diejenigen Linien­

elemente nämlich, welche 
zu Punkten mit gleicher 
Abszisse gehören, sind 
auf einen festen Punkt 
hingerichtet. Wenn näm­
lich die Differentialglei­
chung 

Abb. 4b. y' ~ f(x) y -r g(x) = 0 

gegeben ist, so gehört das Linienelement des Punktes x, y der 
Geraden 

'YJ = y- (j(x)y + g(x)) (~- x) 

an. Das Linienelement des Punktt:s x, y1 aber liegt auf 
17 = y1 - (/(x) y1 + g(x)) (~ - x). 

Beide Geraden schneiden sich im Punkt 

1:- + l 
"-X f(x)' 

dessen Koordinaten also nur 
von x, nicht von y oder y1 

abhängen. Man kann daher 
die Leitkurve 

' l 
---------+---------.z .; = x + /(x) • 

g(x) 
'f} =- f(x) 

Abb. 5. 

von hier aus auch leicht das 

statt des Isoklinenfeldes ver­
wenden, wenn man zu jedem 
ihrer Punkte die zugehörige 
Abszisse derjenigen Linien­
elemente anmerkt, welche auf 
diesen Punkt hingerichtet 
sind. Natürlich kann man 

Isoklinenfeld selbst zeichnen. Abb. 5 
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zeigt das Bild der Differentialgleichung 

y' = yx + l 
mit der Leitkurvc 

oder 

1 
1J =-X 

Y)2 - 1J:;- l = 0. 

Will man also z. B. das zum Punkt 
finden, so sucht man den Punkt 

(2, 3) gehörige Linienelement 

der Leithyperbel, dessen Ordinate 
n = - ! ist und verbindet ihn 
mit (2, 3). Dies liefert die Rich­
tung des Linienelements (vgl. 
Abb. 5; an die Hyperbelpunkte 
sind die Abszissen x angeschrie­
ben. In unserem Beispiel ist also 
der Hyperbelpunkt zu nehmen, 
an dem 2 steht.) 

Will man ausgehend von der 
Leitkurve die Isoklinen zeichnen, 
z. B. die zu y' = 2 gehörige, so 
lege man durch alle Punkte der 
Leitkurve Parallele zu der ge­

1 

Abb. 6. 

wünschten Richtung der Linienelemente und bringe diese mit den zu 

den einzelnen Kurvenpunkten gehörigen Parallelen zur y-Achse zum 

Schnitt. So erhält man zu jeder Abszisse denjenigen Punkt, dessen 
Linienelement die gewünschte Richtung hat. 

Sowohl Isoklinenfeld wie Leitkurve können auch mit Vorteil ver­
wendet werden, wenn es sich darum handelt, in der schon angedeuteten 
Weise eine erste Näherungslösung der Differentialgleichung zu zeichnen. 
Abb. 6 zeigt eine solche für die Differentialgleichung 

y' = x2 + y2. 

:Man kann die ).Jäherungen dadurch verbessern, daß man die Iso­

klinen dichter wählt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Näherungskurve nicht mit 

einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen, 

sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen 

Richtungen zu verwenden. Daß dies Verfahren bei genügender Ver­

feinerung gegen die wahre Lösung konvergiert, werden wir bald be­

weisen und dabei gleichzeitig auch die Güte der bei jedem Schritt er­

reichten Näherung abschätzen. 
3* 



36 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 

§ 3. Wie beurteilt man die Güte einer Näherung? 

Wenn man fragt, wie gut eine Näherung mit einer Lösung über­
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschätzung der Differenz 
zwischen der Näherung und der Lösung. Oben, bei der zeichnerischen 
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon 
zufrieden zu sein, wenn wir. nnr sahen, daß die betreffende Funktion 
angenähert der Differentialgleichung genügt, oder anders ausgedrückt, 
wenn sich herausstellte, daß die Richtungen der Lösungen angenähert 
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Rich­
tungen übereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich 
formuliere es so: Man hat zwei Differentialgleichungen 

(1) 
dy 
dx=f(x,y), 

(2) 
dY 
dx- = f(x, Y) + A (x, Y). 

f(x, y) soll in einem Bereich B stetig und beschränkt sein und einer 
Lipschttzschen Bedingung genügen. A (x, y) soll in B beschränkt sein. 
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung. 
Man wünscht zu wissen, wie groß die Differenz zweier Lösungen der 
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Lösungen den gleichen 
Anfangsbedingungen genügen. Man wird natürlich erwarten, daß ein 
kleines A (x, Y) einen geringen Unterschied der Lösungen bedingt, 
oder mit anderen Worten, daß die Lösungen sich stetig mit der Dif­
ferentialgleichung ändern. Es soll sich aber auch darum handeln, den 
Unterschied der Lösungen abzuschätzen. 

Man braucht nur wieder die Lösungen nach der Methode der suk­
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be­
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der 
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche 
erste Näherung verwenden. Als solche Näherung benutzt man eine 
Lösung Y (x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an­
gesichts der wenigen über A ( x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht 
sicher ist, daß das Verfahren konvergiert. Ich setze weiter voraus, 
daß diese Lösung stetig und mit einer Ableitung versehen sei, die bis 
auf endlich viele Sprünge stetig ist. Diese erste Näherung sei 

y0 (x) = Y(x). 

Die Lösungen sollen so bestimmt werden; daß sie für x = x0 den 
Wert y = y0 erhalten. Namentlich ist also y0 (x0) = Y0 (x0) = y0 • 

Ich setze 
I A (x, y) I < <5 • 
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Dann finde ich zunächst die beiden Näherungen 
X 

V1 (x) = Yo -~- J f(x, Yo (x))dx 
Xo 

und 
~ X 

Y(x) = Yo -: J /(x, \'0 (x)) dx L JA (x, Yo (x)) dx, 
Xo Xo 

Ihr Unterschied kann sofort abgeschätzt werden: 

I Y (x) -- }'1 (x) J ·< b I x- x0 [. 

Daher wird weiter1) 

I /(x, Y) -- f(x, y1) I <MI Y- y1 I< bM I x- x0 I· 
So erhält man dann die Abschätzung 

Y(x)-y2 (x) 

37 

~ X X---X 12 
J{/(x, }')- /(x, \'J)}dx ;_ r A (x, 1')dx < rLv! 2° .'. b; X- Xo. 
Xo Xo 

Daraus ergibt sich wieder leicht 
2 X --- Xo i 2 

j(x,Y)--/(x,y2) <:lf Y-v 2 <r52\!! · 2 - bM x-x0 • 

l'nd daraus findet man 
3 

X- Xo_ 2 

2 
b [ x- x0 • 

Durch vollständige Induktion bestätigt man leicht, daß allgemein 

:v . x 'n . X ~ x 1 n~l 
Y-y" <rL'\1"- 1 · '() .:.-.(JMn-J - o· -1- ... -J x-x0 .• 

n! · (n-1)! · 

Da aber nun für die Lösungen Y(x) und y(x) selbst 

Y(x) - v(x) = lim {Y(x)- Yn(x)} 
n- >- oo 

wird, so findet man aus unseren Abschätzungen: 

(:3) l1'(x) y(x) I< Ö I x- x0 I e111 X....,.Xo 

Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. 
Sie bringt u. a. zum .\usdruck, daß sich bei festen Anfangsbe­

dingungen die Lösungen stetig mit der Differentialgleichung ändern. 
Ich wende die;; insbesondere auf den Fall an, daß die rechte Seite 

l'iner Differentialgleichnhg 
dy . 
d x = I ( x ' 1' ' ,n) 

stetig 1'on einem Parameter ,u abhängt, genauer, daß sie eme stetige 

Funktion von x, y und dem Parameter ,tt ist, solange x, y einen Bereich B 

1) Unsere Annahme über Y0 (x) hat zur Folge, daß alle Yi(x) mit Y(x) über­
einstimmen. -'" hat die auf S. 26 angegebene Bedeutung. 



38 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 

und p, einem Intervall I angehören. Dann hängen auch die Lösungen 
bei fester, d. h. von p, unabhängiger Anfangsbedingung stetig von p, ab. 
Wenn außerdem f(x, y, p,) erste Ableitungen nach y und nach p, besitzt, 
die ihrerseits stetig von x, y, p, abhängen, so besitzen auch die Lösungen 
erste Ableitungen nach p,, die stetig von x und p, abhängen. 

Die erste Hälfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab­
hängigkeit der Lösungen von x und p, bezieht, ergibt sich unmittelbar 
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur 
noch der auf die Differenzierbarkeit bezügliche Teil der Behauptung 
zu beweisen. Dazu bilde man den nach p, genommenen Differenzen­
quotienten auf beiden Seiten der Identität 

( dy(x,p,) 
4) a:.·- = t( x, y (x, ,u), f-l) . 

Man erhält 
!_ ('Y (x, ft +LI p,) - y (x, lll) _~+LI y, ft +LI p,) -_jjx, y, ttl 
dx Llp, - Llp, • 

Dafür kann man kurz schreiben1) 

(5) _d__(L'IY.)=-~'--(x y+ßLiy p,tßLI,u)Liy 
dx Llp, oy ' , Llp, 

"I 
-+- ;tt (x, y + -,9 LI y, f-l + ß LI f-l) 

Das ist eine lineare Differentialgleichung für den Differenzenquotienten 

~~' eine Gleichung, deren Koeffizienten an der Stelle Ll,u = 0 noch 

stetig von dem in die Lösung eingehenden Parameter Ll,u abhängen. 
Für LI f-l --+ 0 gehen die Koeffizienten der Differentialgleichung in die 
der linearen Differentialgleichung 

dz of at 
(6) d; = a·y- (x, y, f-l) z +aß (x, y, ,u) 

über. Für ,u ist nämlich eine feste Zahl zu nehmen, so daß y (x, ,u) 
eine wohlbestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem 
LI ,u. LI y eine wohlbestimmte Funktion von x, die für LI f-l--+ 0 gleich­
mäßig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem LI f-l 
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x, 
die für LI f-l-+ 0 gleichmäßig in x gegen Null streben. Man wird ver­
muten, daß die bei x0 verschwindende Lösung von (5) bei diesem Grenz­
übergang LI ,u - 0 stetig in die bei x0 verschwindende Lösung von (6) 

übergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt~: für Llf-l-+ 0 einen Grenz­

wert, und somit ist die bei x0 der Bedingung y (x0) = y0 genügende 
Lösung von (4) eine differenzierbare Funktion von f-l• deren Ableitung 
nach ,u stetig von x und f-l abhängt. Den Beweis erbringt man am besten 

1) Im Falle, wo f (x, y, (J.) analytisch von y, (J. abhängt, entwickle man rechts 
nach Potenzen von LI y und LI[J.. 
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durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl. 
S. 11). Die dort gegebene Auflösungsformelläßt die Richtigkeit unserer 
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch 
führen, daß man das über die Differentialgleichungen (1) und (2) ge­
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an­
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist. 

Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen Lösung 

z = :~ ist, so erkennt man, daß aus der Existenz und Stetigkeit der 

Ableitungen von f nach y und f..l bis zur n-ten Ordnung einschließlich, 

die Existenz und Stetigkeit von :;:: folgt. 

Bemerkung: Alle Ergebnisse übertragen sich unverändert auf Systeme. 

§ 4. Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen. 
Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, daß eine geringe 

Änderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe Änderung der 
Lösung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit dieser Ansicht 
bestätigen und zugleich eine Abschätzung der Lösungsänderung ge­
winnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven Approxi­
mationen gute Dienste. Es sei 

(l) dy 
d. · = f(x, v) X , 

die Differentialgleichung1). Die Anfangsbedingung für die Lösung 
Y (x) derselben sei 

Y(xo) = Yo; 

für die Lösung y (x) aber sei y (x0) = y0 + s, wo I s I < 'Y) sei. 
Dann sei 
Yo (x) = Vo Yo (x) = Yo + E 

X X 

Y1 (x) = v0 : J f(x, Y0 (x))dx Y 1 (x) = )'0 + s + J f(x, y0 (x)) dx 
Xo 

X X 

Y2 (x) = Yo + J f(x, Y 1) dx Y2 (x) =' Yo + f T J f(x, Y1 (x)) dx 
Xo Xo 

usw. eine Folge von Näherungslösungen. 
Daraus gewinnt man 

· Y1 (x)- )\ (x) < ?/ + lVI 'Y) I x- x0 • 

i Y2 (x)- \'2 (x) i < 1) + M 'Y) [ x- x0 i + M2t) 1 x -~xo 
Vollständige Induktion lehrt allgemein 

. . I 2 lx--xol2 , " lx-xo!" >Yn(x)-yn(x) 1 <t} -Mnlx-x0 .+M 'Y). -2···· +···"i-M 'Y)--- 1 • 
n. 

1) \Vir knüpfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 26 an. 
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Durch Grenzübergang folgt 
(2) 1 Y(x) _ y(x)i <neMix-xol. 

Wir haben damit zugleich auch die Größe des Einflusses abge­
schätzt, welchen eine Änderung der Anfangsbedingungen auf den Ver­
lauf der Integralkurve äußerstens haben kann. Hätte es sich uns 
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daß die Lösung stetig von y0 

abhängt, so hätte die Bemerkung genügt, daß die Näherungslösungen 
stetig von y0 abhängen und daß die Reihe 

Yo + l:(yn- Yn-1) 
gleichmäßig in y0 konvergiert. Das folgt einfach daraus, daß die 
Abschätzungen auf S. 28 von der speziellen Wahl von y0 unabhängig 
sind, wofern nur (x0 , y0) ein Punkt aus dem S. 26 eingeführten Recht­
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrach­
tungen von S. 27 ff. erneut durch! 

Die Lösungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen: 

y=y(x,yo)· 
Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch 

Anwendung des auf S. 37 gewonnenen Satzes. Man mache, um das 
einzusehen, in (l) die Substitution y(x) = z(x) + s. Dadurch geht 
(l) m 

(3) dz 
i% = f (x, z + s) 

über. Die Lösung y (x) mit der Anfangsbedingung y (x0) = y0 + E 

geht in eine Lösung von (3) mit der Anfangsbedingung z(x0) = Yo 
über. Man hat also eine Lösung Y(x) von (l) und eine Lösungz(x) 
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert 
die Abschätzung (3) von S. 37 

I Y(x)- z(x) I <17M I x- x0 1 eM i x-x. • 
Daraus folgt 

I y(x)- z(x) I <'YJ +17M I x- x0 1 eM;x-xoi, 

ein Ergebnis, das nicht ganz so gut ist, als das oben auf direktem 
Wege gewonnene (2). 

Die eben verwendete Methode hat aber den Vorteil, daß sie auch 
Aufschluß über die Differenzierbarkeit der Lösungen als Funktioner. 
der Anfangsbedingungen liefert. Wir können nämlich y0 als einen 
Parameter f-l auffassen, von dem die Lösungen abhängen. So liefert der 
auf S. 38 bewiesene Satz unmittelbar das Ergebnis, daß die Lösungen 
von (l) eine stetige erste Ableitung nach y0 besitzen, falls f (x, y) eine stetige 
erste Ableitung nach y besitzt, sowie daß die Ableitungen der Lösungen 
nach Yo bis zur n-ten Ordnung einschließlich existieren und stetig sind, 
wenn die Ableitungen von f (x, y) nach y bis zur n-ten Ordnung einschließ­
lich stetig sind. 
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Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder auf 
Systeme übertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter schließen, 
daß die Lösungen auch stetig von dem Anfangswert x0 abhängen. 
Man kann sie also in der Form 

(4) Y = rp(x; Xo, Yol 

schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f (x, y) 
nach x und y stetig sind, in rp (x; x0 , y0) eine samt ihren Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung 
nach y0 auflösen und schließen, daß die Auflösung 

Yo =' 1p (X, Y, X0) 

selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, x0 abhängt. Die 
A.uflösung von (4) ist nämlich einfach durch 

Yo == rp(xo; x, y) 

gegeben. Wenn man nämlich mit (x, y) einen Punkt der durch (x0 , y0) 

gehenden Lösung bezeichnet, so ist diese Lösung auch durch diesen 
Punkt bestimmt. Demnach muß insbesondere die durch x, y bestimmte 
Lösung durch x0 y0 gehen. .\]so ist 

Yo=•rp(xo;x,y), 

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig m den 
mehrerwähnten Rechtecken. 

Bemerkung: Die Überlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den 
Einfluß einer gleichzeitigen Änderung von Anfangsbedingung und Differential­
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwen­
det, deren rechte Seite 

t (' y' fl.) 

~tetig von x. y und einem Parameter [1. abhängt, so erkennt man, daß die Lösung, 
welche für x = x0 den Wert y0 annimmt, stetig von den beiden Variablen y 0 

und f.l abhängt. Denn eine gleichzeitige geringe Änderung von y0 und f.l zieht eine 
geringe Änderung von fIx, y, fL) uml also eine geringe Änderung der Lösung y 
nach sieb. 

§ 5. Die Eule'f•-Cauchysche Polygonmethode. 

Cauchy hat die bekannte zur Definition des bestimmten Integrales 
dienende Methode auf Differentialgleichungen übertragen. Wir haben 
den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur näherungsweisen Inte­
gration verwendet. Schon Euler lehrte ein genähertes Integral dadurch 
finden, daß man vom Anfangspunkt aus in der dort vorgeschriebenen 
H.ichtung ein Stück weit vorgeht, in einem gewissen Punkte dann zu 
der dort vorgeschriebenen Richtung übergeht, um diese ein Stück weit 
einzuhalten usw. Aber erst Cauchy hat bewiesen, daß die Polygone 
gegen Integralkurven konvergieren. Daß dem so ist, kann man mit 
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den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten folgendermaßen 
einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion ist die genaue 
Lösung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung 

dY 
-=F(x Y) 
dx ' 

Man definiere F(x, Y) = f(x, Y) überall außer in den Punkten des 
Polygons. In den ihm angehörigen Punkten setze man F ( x, Y) gleich 
dem · Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden 
Polygonseiten. 

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so 

dY 
dx = f(x, Y) + { F(x, Y)- /(x, Y)}. 

Setze ich dann noch F - f = A , so werden die Betrachtungen von 
S. 36ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x, y) der Lipschitzschen Be­
dingung genügen und daher konvergieren die auf 

dy 
a,-x· = f(x, y) 

bezüglichen Näherungen y,.. Die auf 
dY 
---=F(x Y) 
ax ' 

bezüglichen Näherungen Y,. sind aber offenbar alle identisch, wenn 
man wie S. 36 für Y0 die genaue Lösung Y (x) dieser Differentialglei­
chung, das bekannte Euler-Cauchysche Polygon, nimmt. Diese Tat­
sachen genügen aber, um die Betrachtungen von S. 36ff. anwendbar 
zu machen. Man findet daher für den Unterschied zwischen der genauen 
Lösung durch (x0 , y0) und der Euler-Cauchyschen Näherung 

I Y (x) - y (x) I < (j 1 x - x0 1 eM I z-zo! . 

Dabei ist offenbar () weiter nichts als eine obere Schranke für den 
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des 
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs­
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen 
Richtungskoeffizienten. () kann daher dadurch beliebig klein gemacht 
werden, daß man die Polygonseiten hinreichend kurz wählt. Man hat 
also das Resultat: 

Wenn längs einer feden Seite des Euler-Cauchyschen Polygons 
die Schwankung von f ( x, y) kleiner als () bleibt, und wenn ferner im 
ganzen Bereichf(x, y) der Lipschitzschen Bedingung von S. 26 genügt, 
so ist der Unterschied zwischen der genauen Lösung von 

dy 
dx = f(x, y) 

und der Euler-Cauchyschen Näherung kleiner als 

(j 1 x- x0 1M I z-zo I • 
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Ich will noch eine Anwendung der Euler-Cauchyschen Methode an­
geben. Es soll sich darum handeln ~ wie schon S. 30 in Aussicht ge­
nommen wurde ~- zu beweisen, daß der Existenzsatz von S. 26 für 
Differentialgleichungen 

( 1) 
dy 
dx = f(x, y) 

mit einer gewissen Einschränkung schon dann gilt, wenn nur f (x, y) 
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschränkung liegt darin, 
daß jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Lösung von (1) 
geht, daß es aber jetzt, wie schon S. 30 bemerkt wurde, im allgemeinen 
mehr als eine Lösung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde also 
folgendes beweisen: 

Wenn f(x, y) im Bereiche B stetig ist und wenn x 0 , y0 ein Punkt 
aus B ist, so gibt es eine Zahl a > 0 derart, daß für I x ~ x0 I < a min­
destens eine stetige Funktion y(x) existiert, fiir die (1) in I x ~ x0 I < a 
identisch erfüllt ist, und für die y ( x0) = y0 ist. 

Zum Beweise grenze ich um x0 , y0 ein B angehöriges Rechteck 
I x -- x0 :S <X, I y Yo I <::;: ß ab und ersetze alsdann (1) durch eine 
Differentialgleichung 

(2) 
dy 
dx=g(x,y), 

deren rechte Seite im ganzen Streifen I x ~ x0 I ~ <X stetig ist, und wo 
im Rechteck und an seinem Rande 

g(x, y) = j(x, y) 
gilt. Eine solche Funktion erhält man, wenn man außerhalb des 
Rechtecks 

g(x, Y) =f(x, Yo ±ß) 
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem 
y -- Yo > ß oder y ~ y0 < ~ {3 ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil, 
daß wir für die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall I x ~ x0 I < <X 

eine Lösung erhalten, die dann für alle die x-Werte der Gleichung (1) 
genügt, für die sie im Rechteck verläuft. Dadurch ist dann die Zahl a 
des Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Lösung sicher 
positiv. 

Zur Konstruktion einer Lösung bedienen wir uns der Polygonmethode. 
Zur Konstruktion des n-ten Polygones teilen wir das Intervall 
I x ~ x0 I <<X in 2n gleiche Teile ein, so daß die zum n-ten Polygon ge­
hörige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die 
beim n - 1-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte x0 , y0 

konstruieren wir dann das n-te Polygon, indem wir stets in dem 
zwischen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung 
einhalten, nämlich diejenige, die über dem x0 zunächst gelegenen Teil­
punkt vorgPschrieht>n ist. 
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'fJ = 1Jin (x) 
sei die dem n-ten Polygon zugehörige Richtungsfunktion, so daß das 
n-te Polygon selbst durch 

X 

(3) Yn(x) = Yo + J 1Jin(t)dt 

gegeben ist1). Wir betrachten noch 
z 

(4) Y:(x) =y0 + J g(t, Yn(t)) dt. 
Zo 

Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte 
bilden eine abzählbare Menge. Die Funktionen 11Jin (x) I liegen alle 
unter einerfesten Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, y) in geeig­
neten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die I Yn(x) I 
und I y:(x) I unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann man aus 
der Folge der Yn(x) eine Teilfolge auswählen, derart, daß an allen Teil­
punkten der 

lim Yn(x) 

existiert. Man numeriere, um das einzusehen, die Teilpunkte und be­
trachte die Werte der Yn(x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschränkt 
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswählen. Die dazu ge­
hörigen Funktionen Yn(x) betrachte man am zweiten Teilpunkte und 
wähle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw. 

So möge man nacheinander die Folgen 
y;.1 (x), y;,2 (x) ..• 
Y .u1 (x), Y1'• (x) • · · 

erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die 
derart beschaffen sind, daß die n-te Folge an den n ersten Teilpunkten 
konvergiert. Die Diagonalfolge 

Y;.,(x), Y,.. 2 (x) ... 
konvergiert dann an allen Teilpunkten. 

Ich werde nun zeigen, daß diese Diagonalfolge sogar für alle x aus 
I x- x0 I < ~ konvergiert. 

Sei nämlich x1 eine beliebige Stelle mit I x1 - x0 I < a, so gibt es 
zwischen x0 und x1 beliebig nahe bei x1 Teilpunkte. x2 sei ein solcher, 
über den wir nun gleich passend verfügen werden. Jedenfalls ist 

Zt 

Yn(xl)- Yn(x2) = J "Pn(x) dx. 
x. 

1) Die für 'Pn (x) vorhin durch Werte gegebene Definition läßt sich dann 
so in Formeln ausdrücken. Ein Teilintervall sei von x,. und Xk + 1 begrenzt. 
xk sei der x0 zunächst gelegene Teilpunkt. Dann ist zwischen x" und Xk + 1 
'lf'n so erklärt: 'Pn(x)=g(xk, Yn<xk)) und in den an x0 anstoßenden lnte:rvallen 
ist 'Pn(x) = g(xo, Yol· 
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Daher ist 

I Yn(xi) - Yn(x2) I < MI XI- x2l 
für alle n. Man gebe eine Zahl E > 0 vor und wähle x2 so nahe an 
x1 , daß 

.11 I xi - x2 I < ; 
wird. Ferner wähle man alsdann n so groß, daß für alle p > 0 

ist. Da auch 
€ 

I ~'nfp(xl) -- Yn+v(x2) I < 3 

ist, ~o wird 
I Y n+v ( xl) - Y n ( xl) I < E, 

woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y(x), 
für die 

v(x) = lim Yn(x) 
n->-oo 

m I x - x0 I < rx. gilt. Ich zeige, daß diese Grenzfunktion stetig ist. 
Dies folgt daraus, daß, wie eben schon für spezielle x 1 , x2 bemerkt 

wurde, für 1'rgend zwei \Vertc x1 nnd x2 , für die 

Jf I x 1 -- x2 I ·< E 

ist, auch für alk n 

ist. Daher i~t auch 

,.;obakl 

Jf I X1 - Xz I < E 

i:-;t. 
\'ieiter streben die durch (4) erklärten y* (x) derselben Grenzfunktion 

v(x) zu, wie die y" (x). Denn aus (3) und (4) folgt 
X 

y~(x) -- Yn(x) ·-= J [g(x, y"(x)) -1pn(x)] dx. 
Xn 

);un aber sind die Werte von lfn (x) in den einzelnen Teilintervallen kon­
stant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(x, y" (x)) in der am Anfang 
des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones Yn(x) annimmt. Da­
her ist wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von g (x, y) 

I g(\, y"(x)) -1pn(x) I< YJ• 

sobald nur n groß genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug 
sind. Daraus folgt sofort, daß 

!im (:v;(x) -- y"(x)) = 0 

gleichmäßig für I x - x0 I :S t( gilt. 
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Ich zeige noch, daß die Yn(x) gleichmäßig gegen y(x) konvergieren. 
Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen wer­
den. Denn wir haben folgendes bewiesen, wenn 

ist, so folgt aus 

daß 

I , e 
x-xl<-1 • 2, 3M 

I Yn+:v (xl) - Yn (xl) I < e. 

Man gebe daher ein e > 0 beliebig vor und teile das Intervall 

I x- Xo I< \I. 
in endlich viele Teilintervalle ein, deren Länge kleiner als ö~.M ist. Zu 

jederri Teilintervall gehört dann eine Nummer N derart, daß Im 
ganzen Intervall 

I Yn+P(x) - Yn(x) I < e 

ist für beliebiges p > 0 und n > N. 
Das größte dieser endlich vielen N seiN'. Es hat die Eigenschaft, 

daß für n > N' und p > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen 
Intervalle 

ist. Daher folgt aus 

"' y*(x) = Yo + J g(x, Yn(x)) dx 
"'• 

in Verbindung und der gleichmäßigen Existenz der Grenzwerte 

y(x) = lim Yn(x) 
n~oo 

y(x) = lim y:(x) 
n~oo 

und in Verbindung mit der Stetigkeit von g ( x, y) , daß 

"' y(x) = y0 + J g(x, y) dx 
"'• 

ist, und daraus folgt durch Differentiation, daß y(x) eine Lösung von 
(2) ist, für die y (x0) = Yo gilt. 

Wir haben schon S. 30 bemerkt, daß es im allgemeinen noch weitere 
dieser Anfangsbedingung genügende Lösungen gibt. Man vgl. auch noch 
die Bemerkungen. auf S. 53. 
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§ 6. Integration durch Potenzreihen. 
Wenn man die Voraussetzung macht, 'daß f(x, y) eine analytische 

Funktion seiner Argumente ist, so werden auch die Lösungen der Differen­
tialgleichung 

dy 
dx = f(x, y) 

analytische Funktionen. Wir wollen uns davon überzeugen. 
Ich setze voraus,1) daß f(z, ur) in dem durch I z- z0 I < A und 

I ur - ur0 I < B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk­
tion der beiden komplexen Variablen z und ur sei2). In diesem Bereich 
sei weiter 

I t (z, ur) I < M. 
Ferner seien a < A. b < B so gewählt, daß 

b > aM. 
Es soll eine Lösung der Differentialgleichung 

dw 
dz == f(z, w) 

gefunden werden, die für z = z0 den Wert ur= ur0 annimmt. Man 
kann auch jetzt die Lösung nach der Methode der sukzessiven Appro­
ximationen finden. Nur müssen jetzt einige Abschätzungen etwas anders 
gewonnen werden. Wir benötigen vor allem eine Abschätzung 

I f(z, w1)- f(z, ur2) I <MI w1 - ur2 1. 
Diese gewannen wir S. 27 aus dem Mittelwertsatz3). Hier muß etwas 
anders geschlossen werden. Man muß ja nur erkennen, daß 

f(.~. wl)- /(~~2] I < M 
i == 

ist bei passender Wahl von J.v!. Nun ist aber dieser Differenzenquotient 
selbst eine analytische Funktion von z, ur1 , ur2 für I z - z0 I< A, 
I ur1 - w0 I < B und I1RJ2 - w0 I < B. (Für w1 __.,.. ur2 kommt ja 

:~ (z, ur2) heraus.) Daher gibt es eine Schranke !vi, wie wir sie suchen. 

Wir können nun wie auf S. 27ff. die Methode der sukzessiven Appro­
ximationen ansetzen. Wir wählen nur aus bald ersichtlichen Gründen 
als erste Näherung w0 (z) eine analytische Funktion. Ich setze z. B. 
w0 (z) = w0 . Dann wird 

z 

"'I (z) = w0 ~+ J f (z, w0) dz 
Zo 

1) Man vgl. die Voraussetzungen auf S. 26. 
2) Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden 

Variablen z und w stetig sein. 
3) Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen 

von S. 26ff. 
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Hier kann die z0 mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewählt 
werden. Dann erkennt, man daß 

(1) I w1 (z) - w0 I < M I z- z0 I 
ist. Genau wie auf S. 28 kann man nun die weiteren Näherungen 
abschätzen, wofern man nur geradlinig von z0 nach z integriert. Wir 
müssen uns nur noch ähnlich wie auf S. 28 vergewissern, daß das Ein­
setzen der gefundenen Näherungen wn(z) in f(z, w) zu analytischen 
Funktionen f(z, wn(z)) führt. Dazu ist erforderlich, daß die Werte von z 
dem Kreise I z - z0 I < A, und daß die Werte, die wn (z) annimmt, 
dem Kreis I w - w0 I < B angehören. Setzt man I z - z0 I < a vor­
aus, so ist nach (1) I w1 - w0 I < aM < b. Wir wollen zeigen, daß 
für allen und I z- z0 I < a auch I wn- w0 I< bist. Wir nehmen dem 
Verfahren der vollständigen Induktion entsprechend an, daß 
I wn_1 - w0 I < b für I z- z0 I < a. Dann ist wegen 

z 

wn(z) = w0 + J f(z, Wn_1) dz 

ersichtlich, daß 
Zo 

I wn(z)- w0 I < M I z- z0 I< Ma < b. 

So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Näherungsfunktionen 
wn(z), die für I z- z0 I < a gegen eine gleichfalls analytische Grenz­
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie 
S. 28/29. Es sei eine nützliche Übung für den Leser das näher durchzu­
führen. Die Grenzfunktion w (z) ist dann die gesuchte Lösung der Dif­
ferentialgleichung. Daß es keine weitere gibt, die denselben Anfangs­
bedingungen genügt, erkennt man, wie auf S. 29. 

Als analytische Funktion kann man sie in eine Potenzreihe 

(2) w (z) = w0 + c1 (z - z0) + ... 
entwickeln. Da man nun einmal weiß, daß man ihre Koeffizienten 
so wählen kann, daß sie eine Lösung der Differentialgleichung dar­
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem 
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un­
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif­
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs­
gleichungen für die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann. 

Wenn nämlich der Differentialgleichung 

dw f ( ) \ 1 i k dz = z, w = .....,. aik (z- z0) (w - w0 ) 

die Funktion w = w0 + c1 (z - z0) + ... 
genügen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ck nur die 
Ableitungen von w an der Stelle z0 zu berechnen. Denn es ist ja 

I dkw' 
ck = k-1 dzk i 

• ·Z ~--= Zn 
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.Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daß 
dw 

Cl '= dz '"'' j(zo, Wo) = aoo 
'z ~- z0 
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ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z0 , 

so findet man 
d2w 

·)! (' ---
~. 2 -- - dz2 

z ;_::-: zo 

c!f 

c!z w Wo 

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede 
neue Gleichung erlaubt es. einen weiteren Koeffizienten durch die 
vorher schon bestimmten auszudrücken. 

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 36ff. lassen sich nun un­
verändert übertragen. Insbesondere lehrt die Überlegung von S. 39ff, 
daß die Lösungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhängen 
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential­
gleichung eingehenden Parameters sind. 

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres 
übertragen. 

§ 7. Übertragung der Simpsonschen Regel. 

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur 
numerischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die Simpsonsche 
Regel. Sie lehrt, daß das Integral 

a+h 

](h) ~~ J f(x) dx 
a 

angcnäh~rt durch die Formel 
h I .. h \ I 

] 1 (h) == 6 1/(a) + 4/\ a + 2) ...!- f(a + h} 1 

ausgewertet werden kann. Die Güte der Übereinstimmung kommt 
darin zum Ausdruck, daß die Entwicklungen von J (h) und von ] 1 (h) 
nach Potenzen von h bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschließlich 
übereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschätzung des 
Fehlers. 

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral­
wert näherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewählter 
Funktionswerte auszudrücken. Runge hat es zuerst unternommen, 
nach diesem Gedanken Näherungsformeln zur Auflösung von Diffe­
rentialgleichungen zu gewinnen. Kutta1) hat in Verfolg dieser Unter­
suchungen durch eine längere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden. 

Dasjenige Integral der Differentialgleichung 
dy 
dx ~' f(x, y)' 

1) Zeitschrift für Math. u. Phys. Bd. 46. 1901. 
ß i Pb er h ;l c h, Differentialgleichttngen. ~. Anfl. 
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welches für x = x0 den Wert y0 besitzt, wird für x = x0 + h ange­
nähert durch die folgende Runge-Kuttasche Formel dargestellt: 

h 
y (x0 + h) = y0 + 6 (K1 + 2K2 + 2K3 + K 4) • 

Hier ist 
K 1 = l(xo, Yo), 

( h K h) 
K 2 = I Xo + 2 , Yo + -~-J ' 

( I K 2 h) 
Ka = I Xo -+ ~ , Yo + 2- J ' 

K 4 =I (x0 + h, y0 + K 3 h) . 

Entwickelt man sowohl die Lösung, wie diese Näherung nach Potenzen 
von h, so erhält man Übereinstimmung bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung einschließlich 

Was nun die Abschätzung des Fehlers anlangt, den man bei An­
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung 
auf Grund des Taylorschen Satzes das folgende Ergebnis. Der Unter­
schied zwischen der wahren Lösung Yw und der Näherungslösung Yn 
durch den Punkt (x0 , y0) genügt der Ungleichung 

, 6 MN i x- x0 15 N5 - 1 , 
IYw-Yn < !N-l - -

Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B: I x - x0 I < a, 
I y - y0 I < b genügt I ( x, y) samt seinen partiellen Ableitungen der 
vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen: 

I l(x, y) I < "fv1. 
a(i + kJ I I N 
-.-···-·<---- (i+ k < 3). 
ox~oyk I Mk-l -

Ferner soll 
I x- x0 IN< 1 

aM < b 

sein. Ich will die dazu führenden Rechnungen nicht reproduzieren. 
Auf eine Aufstellung ähnlicher Fehlerabschätzungen im komplexen 
Gebiet kann verzichtet werden. 

Ich will z. B. für x = 0,2 dasjenige Integral von 

y'=xi+Y 

berechnen, welches für x = 0 verschwindet. Die Näherungsformel 
liefert 0,0214, die genaue Lösung 

y = e"'- x- 1 

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214. 
Die Approximation ist also besser als sie die allgemeine Abschätzung 

erwarten ließ. Denn diese liefert für M = l, N = 1, a = 0,1, b = 0,2 



§I. Elementare Betrachtungen. 51 

6·24 
immerhin als äußersten möglichen Fehler noch 104 . Hätte man für 

3 
x = 0,1 gerechnet, so hätte man als möglichen Fehler nur 104 gefunden. 

Will man auch für 0,2 eine größere Genauigkeit erreichen, so kann 
man erst den Wert der Lösung für 0,1 berechnen und dann mit dem 
gefundenen Wert als Anfangswert nochmals die Kuttasche Regel an­
wenden. Man hat dann außer dem zweimal vorkommenden Fehler 

von ~~4 noch den Fehler zu berücksichtigen, der davon herrührt, daß 

man am Anfang des zweiten Intervalles einen um höchstens 1~4 falschen 

Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 40 für den Wert 

der Lösung bei 0,2 höchstens 1~4 aus. Daher findet man durch zweimalige 

Anwendung der Kuttaschen Regel in der eben angegebenen Weise die 
9 Lösung für x == 0,2 bis auf einen Fehler von äußerstens 104 . 

Wer sich näher tür praktische Integration interessiert, möge zu 
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von Runge und König 
über numerisches Rechnen greifen. 

III. Kapitel. 

Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 

§ 1. Elementare Betrachtungen. 
In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Überblick über den Ver­

lauf der Integralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen 
und Fallen, ihre Konvexität und Konkavität, ihre Wendepunkte und 
einige weitere Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen. 
Zunächst soll in diesem Paragraphen angedeutet werden, wie man 
oft über die eben schon genannten Fragen Aufschluß gewinnen 
kann. Wenn die Differentialgleichung j(x, y, y') = 0 vorgelegt ist, 
so stellt j(x, y, 0) = 0 im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile 
des Richtungsfeldes, in welchen die Integralkurven steigen von den­
jenigen trennen, wo sie fallen1). Differenziert man die Differential­
gleichung nach x, so erhält man /" + Iu · y' + /11• • y" = 0. Daher 
liegen die Wendepunkte der Integralkurven auf der Kurve, deren 
Gleichung mit y' als Parameter durch 

f(x, ,. , \'') 0, o I + o I -v' -=-, 0 ax cy -

1) Der Zusatz "im allgemeinen" deutet darauf hin, daß unter Umstän!ien 
f (~, y, 0) 0 keine Kurve ist, wie z. B. bei f y' oder daß unter Umständen 
auch die Integralkurven überall steigen, wie z. B. für f x2 - y', wo also 
f (x, y, 0) ,= 0 nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor-
handen, so werden sie durch f (x, y, 0) 0 voneinander getrennt. 

4* 
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gegeben ist. Die Teile derselben, wo ~~~ = 0 ist, kommen dabei offenbar oy 
im allgemeinen nicht in Betracht. Diese Kurve trennt also auch die 
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den­
jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz können diese An­
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung in 
der Form y' = F(x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F(x, y) in einem 
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige 
Funktion erklärt ist. Dann wird F (x, y) = 0 der Ort derjenigen Punkte, 
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und 

8 ~ -"- i'!F F = 0 ax . ay 

wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an emem Beispiele die 
Verwertung der Angaben näher kennen lernen. 

Es sei y' = I + xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist 
die Hyperbell + xy=O, 
während die Wendepunkte 
auf der Kurve dritter Ord­
nung x + y --;-- x2 y = 0 
liegen1). Beide Kurven 
sind in Abb. 7 punktiert 
eingetragen. Schon diese 
wenigen Bemerkungen er-

_...:..... ___ ---,,;:__*----,.L-~;::__----===--·.:c lauben es, zu erkennen, 
daß die Integralkurven 
den in Abb. 7 verzeich­
neten ungefähren Verlauf 
haben müssen. Man kann 

Abb. 7. durch Betrachtung der 
Isoklinen der Genauigkeit 

der Zeichnung noch etwas zu Hilfe kommen, z. B. beachten, daß die 
Achsen stets unter 45 Grad durchsetzt werden. Aber nicht alle Integral­
kurven können die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind in Abb. 7 

1) Da bei festem x für hinreichend große positive y dieser Ausdruck positiv 
ist, für große negative y aber negative Werte annimmt, so hat in der Tat jede 
Integralkurve, welche die C3 durchsetzt, in diesem Schnittpunkt einen Wende­
punkt. Man kann noch hinzufügen, daß jede Integralkurve, welche die Ca trifft, 
in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen Schnitt­
punkt (x0 , y0) gilt für die Richtung y0' der Integralkurve: y0 + x0 y0' = 0, während 
sich die Richtung y1' der Ca aus l + 2 x0 y0 + (l + x0 2} y1' = 0 ergibt. Im 
Falle einer Berührung beider im Punkte (x0 , y0) müßte y0 ' = y1' sein. Das kann 
aber wegen der Gleichung der C3 nur für y0 = 0 möglich sein. Hier aber ist wegen 
der Gleichung der C3 auch x0 _ 0. In diesem Punkte (0, 0} aber ist y0 ' ~·. 1, 
y1' ~ - l. Ob der Ort der Wendepunkte wirklich nur aus Wendepunkten be­
steht, bedarf auch einer Überlegung, ähnlich der eben in unserem Beispiel durch­
geführten. 
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zu sehen. Wenn man nämlich z. B. vom Punkte ( _j_ 2, - 2) beginnend 
eine Integralkurve für wachsende x verfolgt, so fällt sie ständig, ver­
folgt man sie aber für abnehmende x, so steigt sie an, bis sie die punk­
tierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel, um dann bei 
weiter abnehmendem x wieder zu fallen. 

§ 2. Singuläre Punkte. 

Wir haben S. 26ff. bewiesen, daß unter gewissen Voraussetzungen 
durch jeden Punkt eines Gebietes B nur eine Lösung der Differential­
gleichung y' = f(x, y) geht. Die Voraussetzungen aber waren diese: 
f(x, y) soll in B eindeutig und stetig sein und einer Lipschitz-Bedingung 

I f(x, ~'1l ---f(x, Y2l I< MI Y1- Y2 I 
genügen. Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y1, y2 nicht ab­
hängende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor­
legen, inwieweit die Bedingungen für die Gültigkeit des Ergebnisses 
auch notwendig sind. Zunächst erinneren wir uns (vgl. S. 43), daß die 
bloße Stetigkeit von f (x, y) schon die Existenz der Lösungen zur 
Folge hat. Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch 
jeden Punkt von B mindestens eine Lösung hindurch. Aber ohne 
weitere Voraussetzungen über f ( x, y) kann man nicht nachweisen, daß 
durch jeden Punkt nur eine Lösung geht. Tatsächlich kann man 
Differentialgleichungen mit stetigem f(x, y) angeben, welche mehrere 
Lösungen durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt schon 
von der einfachen Differentialgleichung 

\" c~ • V Y . 

Denn ihre Lösungen sind neben y = 0 die 
y ~= i-(x --~- h) 2 

I'= - !(x + h) 2 

welche bei x == - h die x-Achse berühren. 

Parabeln 
(für x > - h)l) 
(für x <- h), 

Aber erinnern wir uns an die Definition der Lösung: Lösung heißt 
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung genügt. 
Daher sind auch solche Kurven als Lösungen anzusprechen, welche 
aus einem geradlinigen Stück und einem Parabelbogen bestehen. Z. B. 

v =~' 0 für x < a 
r~=l(x-a) 2 für x2a (a>O) 

Durch den Punkt x = 0, v "'' 0 geht außer diesen Lösungf'n auch 
die Lösung y == 0 hindurch. 

Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Lösungen sollen durch fol­
gende Kurven geliefert werden 

1) Für x < -· h wäre y' nicht mehr positiv, so daß also nur diese Parabel­
bogen der Differentialgh•ichung genügen. 
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y=cx. für y<O 
y = ß x2 für 0 < y < x2 

y = x2 + y für y > x2 • 

( cx., ß, r Parameter 
der Kurvenscharen) 

Daraus ergibt sich für das l(x, y) der Differentialgleichung 

l(x, y) = 0 für y < 0 

/(x, y) = 2 ~ für 0 < y < .t2 

l(x, y) = 2x für y > x2 • 

Dies so für alle x, y erklärte I (x, y) ist durchweg stetig1). Gleichwohl 
gehen cl.urch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Lösungen, 
nämlich die zwischen y = 0 und y = x2 gelegenen Parabeln y = ß x2 • 

Man hat zeigen können, daß stets dann, wenn durch einen Punkt P, 
wo I ( x, y) stetig ist, mehrere Lösungen gehen, dieselben zwischen 
zwei äußersten Lösungen liegen und einem von beiden gebildeten 
Winkelraum in der Umgebung von P lückenlos ausfüllen2). 

Eine hinreichende Bedingung dafür, daß eine stetige Differential­
gleichung durch jeden Punkt nur eine Lösung schickt, haben wir in 
der Lipschitz-Bedingung erkannt. Der allgemeineren Frage nach zu­
gleich notwendigen und hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht 
nähertreten. 

Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei 
welchen die Stetigkeit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkten unter­
brochen ist. 

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Existenz­
satzes von S. 26 nicht erfüllt ist, soll stets eine singuläre Stelle heißen. 

Ich beginne mit einigen ganz einfachen, aber, wie wir sehen werden, 
typischen Beispielen: 

1. Ich betrachte 
dy y 

d X X 

und will den Verlauf der Lösungen dieser Differentialgleichung in der 
Nähe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Lösungen die 
Geraden y = cx sind, so zeigt sich, daß alle Integralkurven den Koor­
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen 
ihrer Punkte (x0 , y0) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende 

Integralkurve ist y = Yo x. Tatsächlich ist ja auch Y für (x, y) = (0, 0) 
Xo X 

nicht stetig, und das ermöglicht es, daß durch den Punkt nicht eine, 
sondern alle Lösungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor­
dinatenanfang hat diese Folge. 

1) Für (x, y) -- (0, 0) folgtdies daraus, daß für alle (x, y) I f(x, y) I~ 2 I x I ist. 
2) Man vgl. W. F. Osgood in den Monatsheften für Mathematik und Physik 

Bd. 9, S. 331, 1898. Ferner H. Kneser in den Sitzber. d. preuß. Akad. d. Wiss. 
1923, phys. math. Kl. S. 171, wo ein analoger Satz für Systeme bewiesen wird. 
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:2. Wir brauchen nur die Gleichung 

(1) 
dy y 

~a 
dx x 

zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet nämlich y = c xa als 
Lösungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber ver­
schiedenes Verhalten. Den Fall a = 1 haben wir ja schon vorweg­
genommen. Ist a positiv, so erkennt man, daß nach wie vor alle Integral­
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie berühren dort alle 
bis auf eine die x-Achse, wenn a > 1 ist. Sie berühren alle bis auf 
eine die y-Achse, wenn a < l ist. 

Wir sagen in all den bisher behandelten Fällen, es liege in (0, 0) 
ein Knotenpunkt der Lösungen vor. 

Ein ganz anderes Bild bieten die Fälle a < 0 dar. Dann sind nämlich 
durch 

"Hyperbeln" dargestellt, deren Asymptoten die x- und die y-Achse 
sind. Diese beiden Geraden gehören auch zu den Lösungen, wenn 

dx dy 
man statt der Gleichung (1) das System dt = x, dt = ay betrachtet. 

Es hat abgesehen von x = 0 die gleichen Lösungen wie (1). Wir sagen 
in diesem Falle, es liege ein Sattelpunkt vor, weil die Integralkurven 
ähnlich aussehen wie die Höhenlinien in der Nähe eines Gebirgssattels. 

In allen diesen Fällen gibt es also Integralkurven durch den Koor­
dinatenanfang, also durch den singulären Punkt der Differentialglei­
chung. Darunter waren immer mindestens zwei Geraden. Nur eine 
Gerade kommt unter den Integralkurven von 

:3. y' = '~ Y vor. Die Integralkurven sind nämlich 

y = x (c +log I x IJ 
und darunter kommt nur die Gerade x '-= 0 vor. Wir haben also noch 
einen KnotenfalL 

Nun werden wir endlich noch Fälle kennen lernen, wo gar keine 
Integralkurven durch den singulären Punkt gehen. 

4. So sind z. R. die Integralkurven von 
dy X 

dx y 

die Kreise 
x2 + y2 = c. 

\Venn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen 
um den singulären Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel­
punkt. 

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith­
mischen Spiralen 

dy 

dx nx v 
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Zur Integration dieser Gleichung führt man am besten Polar­
koordinaten durch 

x = r cos rp 

y=rsinrp 

em. Dann wird die Gleichung 
dr 
llq; = ra. 

Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen 

r = cea<p 

die Lösungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den 

Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens ~ ist. Daß dies 

der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung 
ablesen. Setzt man nämlich 

I 
= tg a 

a 

und 
y 
X= tg 'f, 

so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben 

y' = tg (a + rp). 

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven 
sich asymptotisch um den singulären Punkt herum winden, spricht man 
von einem Strudelpunkt. 

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunächst typisch für die 
homogene Differentialgleichung 

dy__ Cx+Dy 
dx- Ax+uy' 

wie wir im nächsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch 
typisch für eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen 
(§ 6). 

§ 3. Die homogene Differentialgleichung y' =~~t~:· 
Ich setze voraus, daß in dieser Differentialgleichung nicht A = B 

= 0 ist und daß auch sonst nicht A D - B C = 0 ist. Denn diese erste 
Möglichkeit ist sinnlos und im zweiten Falle sind auf der rechten Seite 
Zähler und Nenner proportional, so daß sich die Gleichung auf y' = const 
reduziert. 

Die an den Beispielen des § 2 und schon früher gesammelten Erfah­
rungen lassen es zweckmäßig erscheinen, statt 

(l) ;/ = Cx+Dy 
Ax+By 
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Ax + By 

das System 

(2) 

dx 
dt ,~ Ax By 

dy 
dt=Cx-;-Dy 

zu untersuchen. Jede Lösung von (1) gibt zu einer Lösung von (2) 
Anlaß und umgekehrt führt jede Lösung von (2) zu einer Lösung von 

(1), es sei denn, daß für dieselbe ~"j = 0 ist, d. h. daß es sich um eine 

Parallele zur y-Achse handelt. Man kann also auch sagen, daß der Über­
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs "Lösung von (1)" 
bedeutet. 

Ich will zunächst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2) 
durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich führe 
durch 

j i; ~- :XX + jJy 
\·il=(X +-oy 

(a, f), y, b sind Konstanten, für die aö ~ ßy =f= 0 ist) 

die neuen Veränderlichen :; , rJ ein. Ich erhalte 
di; dx dy d'YJ dx , dy 
d I - Cl d I -~ ß d I d t =~ f fit T Ö ([t 

Ich will versuchen, durch passende Wahl der rx, ß, y, ö das System 
auf die Gestalt 

(4) (21 , },2 konstant) 

zu bringeiL Das führt dazu, daß für alle x, y die beiden Gleichungen 

x(rxA - (JC) ' y(rxB -~ ßD) = A1 (rxx--;- ßy) 

x(yA öC) : v(y B -c öD)== A2 (p + Öy) 

gelten. Daher muß sein: 

rx(A ~ Al) j)C '= 0 und (5) 
:x B + ß (D - A1) = 0 

y (A ~ /c2) + ö C = 0 
y B + (D ~ 22) ö = 0. 

Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten 
a, ß bzw. )', Ö. Sollen dieselben lösbar sein, so müssen A1 und A2 die 
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

A~-2 C 
( 6) 

B D ~-2 =0 

oder 
},~--?c(A -+-D) +AD~BC=O 

,;em. .\Ian nennt sie die charakteristische Gleichung des Systems (2). 
lV enn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln be­

s ltzt, so gehören dazu vermöge der zwei Paar linearer Gleichungen 
(.)) vier Zahlen a, ß, {', ö, deren Determinante rxo ~ ß y von Null 
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verschieden ist. Ist nämlich C =F 0, so sind die Gleichungen (5) erfüllt, 
wenn man or. = C, ß = A.r - A , y = C, ~ = A.2 - A setzt, dann ist 
or.6 - ß y = C (A.2 - A.1) =+ 0. Ähnlich schließt man, wenn B =+ 0 ist. 
Falls aber B = C = 0 ist, so kann man 21 = A, A.2 = D nehmen; 
dann sind die Gleichungen (5) erfüllt, wenn man or. = D - A, ß = 0, 
y = 0, 6 = D - A setzt. Wieder ist dann or. 6 - ß y =!= 0. Daher ist 
durch (3) eine lineare Substitution erklärt, welche das System (2) 
auf die Form (4) bringt. Da A D - BC =+ 0 angenommen wurde und 
da nach (6) A D - B C = A.1 A.2 ist, so kann keines der beiden A. verschwin­
den. Sind insbesondere A.1 und 22 reell, so sind sofort einige der im vorigen 
Paragraphen besprochenen Fälle wieder zu erkennen. Wenn aber die 
A.1 und A.2 konjugiert komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, 
welcher der im vorigen Paragraphen besprochenen Fälle sich unter 
dieser komplexen Form verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in 
(4) die neue Substitution 

~ = rei•t' 1] = re-i'P. 
So erhält man das System 

, r (Ä.l + Ä.2) r = --- 2-------

Die Integralkurven sind also 

r = cl exp (~~ 2}2 t), ffJ = Ä.l_~/z (t + c2) 

r = c exp (iÄ.1_:_+Ä.2tp) , 
Ä.l-Ä.2 

d. h. 

Dabei sind c1 , c2 , c Konstanten und exp (x) bedeutet e"'. 
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, daß 

A.l+A.2=0 
ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen). Es liegt also ein 
Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor. 

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei­
chung (1) zweizusammenfallende Wurzeln hat. 

Ich .behandele erst den Fall, daß die Gleichungen (5) identisch 
erfüllt sind. Dann kann man or. = 1, ß = 0, r = 0, 6 = 1 nehmen. 
Die Substitution ist also ~ = x, y = 'YJ. Daher hat jetzt das System (2) 
von vornherein die Gestalt: 

dx dy 
dt = Al X ' dt = Al y 

mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5) 
nicht identisch erfüllt, so wollen wir die Koeffizienten or., ß aus (5) 
bestimmen, die y, 6 aber zunächst noch beliebig annehmen, aber so, 
daß or.6 - ßy =+ 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form 
(8) d~ d1J ~-=AI: ~-=Ft+Ll')'l 

dt 1 "' dt ". '/ 
gebracht. 
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Hier ist aber L1 =~ /,1 . Dies folgt daraus, daß die charakteristischen 
Gleichungen für das ursprüngliche System (2) und das transformierte (8) 
übereinstimmen. Geht nämlich durch irgend eine Transformation (3) 
das System (2) in 

(9) 

über, und ist 

d~ 
dt =A~+BrJ 

~i = r ~ .e- iJ rJ 

X = rz' ~ T ß' 1] 

y = y' ~ -+- 0'1] 

die zu (2) mverse Transformation, so wird im Sinne des Matrizen­
kalküls 

(A B) (a ß) (A B) (a' ß') r 11 - y o c D y' o' 
und 

a' ß', A-1. B 
r J -J. 

aß 
i' 0 

A-1. 
c 

B 
D-1. i y' b' ' 

wie man sofort nachprüft. Die charakteristische Gleichung des trans­
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische 
Gleichung von (2). Daher ist in (8) auch L1 = A1 . In dem so erhaltenen 
System 

d~ " c d1J rc' ' 
dt = 1' 1 ~' at = · " -t- Al 'Y/ 

mache man im Falle r 0 nun weiter die Substitution r ~ = A1 ~1 • 
Dann geht es in 

drJ , (1: , ) 
dt =Al '>1 -:- 1] 

über, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht. 

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im 
vorigen Paragraphen studierten Fälle die einzigen, welche bei den 
in der Überschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen 
vorkommen. 

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Überlegungen 
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunächst mit Rücksicht 
auf die Gleichung (6) in drei Klassen: 

Klasse I: (A- D) 2 +4BC > 0 
II: (A- D) 2 + 4 BC < 0 

III: (A - D)2 + 4 BC = 0 

Bei Klasse I sind alle Integrale in 
(yx -i by)-!., (ax + ßy)i-• = const. 

enthalten. A1 und A2 sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). 
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ot, ß, y, b können aus (5) berechnet werden. Wenn dann A1 und A2 
gleiches Vorzeichen haben, d. h. wenn 

AD- BC > 0 

ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber A1 und A2 ver­
schiedene Vorzeichen haben, wenn also 

AD-BC<O 

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor. 
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form 

(yx + by)- 1·1 (ax + ßy)•• = const 

gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen 
von S. 56 und von S. 58 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man 
findet beim Übergang zur Polarkoordinaten, wenn man beachtet, daß 
otx + ßy und y x + by konjugiert komplex wird, 

2/:t_±_J.~ arctgi <r- a)"' + (J- ß) Y 

(ax+ßy)(yx+öy)=ce ;. 2 -! 1 <r+a)x+(J+ß)y 

Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein 
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus, 
wenn A1 + A2 = 0 ist. Ihre Gleichung wird 

lotx+ßyl 2 =c. 
Setzt man 

ot = otl + iot2 

ß = ßl + iß2, 
so wird ihre Gleichung 

(otlX +ßly)2 + (ot2X +ß2y)2= C. 

Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer em­
zigen Geraden 

otx+ßy=O 

vor, deren Koeffizienten ot,ß sich aus- (2) bestimmen. 

§ 4. Allgemeine Sätze über den Verlauf der Integralkurven 
im reellen Gebiet. 

Die bloße Anwendung der Sätze über die stetige Abhängigkeit 
der Integralkurven von den Anfangsbedingungen läßt weitgehende 
Schlüsse über den Verlauf der Integralkurven einer Differential­
gleichung 

(I) dy _ Q(x, y) 
dx- P(x, y) 

in einem Gebiete B zu, wo Zähler und Nenner als eindeutige und 
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk­
tionen erklärt sind. I P(x, y) I und I Q(x, y) I mögen in Bunter einer 
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Schranke M bleiben. Es erweist sich für die Betrachtung als zweck­
mäßig, die Integralkurven auf einen Parameter t zu beziehen und also 
die Differentialgleichungen in der Form 

(2) 
dx 
dt P(x, y)' 

dv dt = Q(x, y) 

anzunehmen. Durch diese Einführung wird das durch (1) definierte 
Feld von Linienelementen, durch ein Feld von Vektoren (gerichteten 
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der 
Integralkurve im Punkte (x, y) gegeben, sondern auch die Richtung 
bestimmt, in welcher für wachsende t die Integralkurve den Punkt 
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird 
keine bestimmte Richtung erklärt. Wir nennen solche Punkte singuläre 
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen stütze ich 
mich im wesentlichen auf eine Arbeit von Bendixson: Acta mathe­
matica, Bd. 24, 1900. 

Wir haben schon S. 32 festgestellt, daß zu jedem Punkt x = x0 , 

y = y0 des Gebietes B und endliches t0 genau eine Lösung gehört, für die 
lim x(t) o== Xo, lim y(t) = :Vo ist. Eine Änderung des endlichen Wertes to, 
t-~t0 t --:)o.t 0 

welchen man dem Punkte zuordnet, ändert an der Lösungskurve 
x = x (t), y =--= y (t) nichts; dadurch ändert sich nur die Parameter­
darstellung. Das folgt sofort daraus, daß eine Substitution t1 = t + h 
die Differentialgleichungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter 
fehlt, nicht ändert. Hat man also zwei Lösungen 

x1 (t), _v1 (t) und x2 (t*), y2 (t*) 

derart, daß für t = t0 • t* =-·· t0 + h 

X1 (to) '= X2 (to + h), Yr (to) = Y2 (to + h) 
ist, so ist für alle r 

x1 (t0 + r) = x2 (t0 1 h + r) , y1 (t0 + r) = y2 (t0 + h + r) . 
Eine solche durch einen Punkt x0 , y0 festgelegte Lösung wollen wir nun 
auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie möge etwa von x0 , y0 aus­
gehend ein Stück weit nach der Methode der sukzessiven Approxi­
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist dann x1 , y1 mit dem 
Parameterwert t1 ein weiterer durch diese Darstellung erfaßter Punkt 
der Lösung, so können wir für x1 , y1 , t1 erneut das Verfahren der suk­
zessiven Approximationen ansetzen und so die Lösung ein Stück weiter 
verfolgen. Nun sind zwei Fälle denkbar. Entweder kann man dabei 
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht über einen ge­
wissen endlichen Grenzwert T des Parameters hinauskommen, oder 
aber man kann dabei zu beliebig großen Werten des Parameters ge­
langen. Es genügt dabei völlig, wachsende Parameter zu betrachten. 
Der andere Fall wird durch die Substitution t1 = - tauf diesen zurück­
geführt. Zun;ichst ist leicht zu sehen: Wenn man bei der Fortsetzung 
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nicht zu beliebig großen Parameterwerten gelangen kann, wenn also die 
obere Grenze T der längs der Kurve in B erreichbaren Parameterwerte 
endlich ist, so kann die Lösungskurve für gegen T wachsende Parameter­
werte nicht im Inneren eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B 
bleiben. Denn nach Voraussetzung gilt längs der Kurve: 

I P(x(t), y(t)) I< M, I Q(x(t), y(t)) I< M für t0 < t < T 

Daraus folgt 

I x(t1) - x(t2) I < M I t1 - t2 I, 
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte 

lim x(t) = a, lim y(t) = b. 
t-+T t-+T 

Der Punkt (a, b) müßte somit dem Inneren von B angehören. Das 
widerspricht abe.r der vorhin erwähnten Feststellung von S. 32, weil 
man sonst die Lösung für T übertreffende Parameterwerte verfolgen 
könnte. Der Punkt (a, b) liegt also am Rand des Bereiches und gegen 
ihn konvergiert die Kurve für t--+ T. 

Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Fälle, 
in dem man die Lösung für beliebig große Parameterwerte verfolgen 
kann. Hier will ich den Spezialfall vorwegnehmen, daß beide Grenz­
werte 

lim x(t) = a, lim y(t) = b 
t-+ 00 t-+ 00 

existieren. Dann ist, wie ich zeigen will, 

P(a, b) = 0 und Q(a, b) = 0 
wofern nicht (a, b) am Rande von B liegt. Liegt nämlich (a, b) in B 
und wäre z. B. P(a, b) + 0, so wäre jedenfalls für genügend große 
t, z. B. für t > m, 

P(x(t), y(t)) • > P(;,b) I. 

Daher wäre wegen der Stetigkeit von P (x(t), y(t)) für große t entweder 
ständig 

oder ständig 

. P(a b) 
P(x(t),y(t))> . 2 ' >0, 

P(a b) 
P(x(t), y(t)) < ---f- < 0. 

In beiden Fällen folgt durch Integration 

, ) ) I P (a, b) ) x(t -x(m , >---2 (t-m, 

so daß also gegen Annahme lim I x(t) I = oo sein müßte. Stellen 
t )> 00 

(a, b), für welche P(a, b) = 0 und Q(a, b) = 0 ist, nannten wir S. 54 
singuläre Stellen der Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleich­
zeitige Verschwinden von P ( x, y) und Q ( x, y) durch Beseitigung 
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eines gemeinsamen Faktors zu beheben ist. Übertragen wir die dort 
gegebene Definition sinngemäß auf das System (2) so gehört der Punkt 
(a, b) jedenfalls nicht zu den singulären, weil die im Existenzsatz 
von S. 32 formulierten Voraussetzungen jedenfalls erfüllt sind. Tat­
sächlich geht ja durch den Punkt (a, b) die Lösung x = a, y = b, 
welche das allgemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem 
eben Festgestellten nicht ausgeschlossen, daß unter Umständen noch 
eine weitere Integralkurve diesem Punkte für t---+ oo zustrebt. Auch 
stellt ja die vom Existenztheorem gelieferte Lösung x = a, y = b in 
der x- y-Ebene keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen haben uns einigen Aufschluß über die hier 
etwa zu erwartenden Möglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sach­
verhalt entsprechend die Stellen (a, b), wie schon S. 32 erwähnt, zu den 
singulären rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S. 54 schließt 
ja auch eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus. 

Ich. wende mich nun zu dem allgemeinen Fall. Ich betrachte einen 
Kurvenbogen x = x(t), y = y(t), t > t0 , der keinen singulären Punkt 
der Differentiagleichungen (2) trifft. Die Punktex (t), y (t) sollen für t ---+ oo 
mehrere Häutungspunkte in B besitzen. Es soll also im Inneren von B 
P1J,nkte geben, denen [ x (t) , y (t)] für beliebig große t beliebig nahe kommt. 
Am Rande von B und in singulären Punkten sollen dagegen solche 
Häutungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve tr: x = x(t), y = y(t) 
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Häutungspunkte 
fiir t ---+ oo liegen auf einer anderen geschlossenen I ntegralkurve. 

Diese Aussage entspricht der schon für den Fall der Existenz 
der Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem 
singulären Punkte (a, b) entsprechende Lösung x = a, y = b gehört 
zu den geschlossenen Lösungen, insofern als auf ihr zu verschiedenen 
Parameterwerten derselbe Punkt gehört. 

Zum Beweise unterscheide ich zwei Fälle. Ich nehme zunächst an, 
ein H äufungspunkt gehöre der Lösung L selbst an. Die Lösung soll 
also einem ihrer Punkte für beliebig große t beliebig nahe kommen. 
Dann ist die Lösung notwendig geschlossen. 

Als geschlossene Lösung wird also, um es noch einmal zu wieder­
holen, eine Lösung angesprochen, auf welcher zu einzelnen Punkten 
mehrere Parameterwerte gehören. D. h. also: einen solchen Punkt 
passiert die Kurve nicht allein für t = t0 , sondern noch für einen an­
deren Wert t0 + h. Daraus folgt aber, daß auch beliebige Parameter­
werte t0 T und t0 -,- h · ·· T dieselben Punkte ergeben (S. 61). Die 
sämtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen t0 und t0 -+- h 
gelegenen Parameterwerte bereits erschöpft. 

Ich will jetzt zuerst beweisen, daß die Lösung notwendig geschlossen 
ist, zoenn einer ihrer zu t -+ oo gehörigen Häutungspunkte auf ihr liegt. 
P sei ein solcher Häufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven-
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normale. Falls die Lösung nicht geschlossen ist, so muß diese Normale 
von der Lösung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die 
sich in P häufen. Denn sei Q irgendein weiterer Punkt der Lösung. 
P gehöre zum Parameter p, Q zum Parameter q. Dann lehrt der Satz 
von der stetigen Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangspunkten, 
daß in einem beliebig gegebenen Parameterintervall p- o < t < p + o 
die Lösung von den zu den um q - p größeren Parameterwerten 
q- o < t < q + o gehörigen Lösungspunkten nur wenig abweicht, 
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewählt ist. Stellt man also 
diese Überlegung für eine gegen P konvergierende Folge von Punkten Q,. 
an, deren Parameterwerte q,. __,.. oo streben, so erhält man unendlich 
viele Kurvenbogen, die beliebig nahe an dem um P abgegrenzten Bogen 
entlang laufen. Wenn die Kurve etwa selbst geschlossen ist, dann 
fallen alle diese Bogen zusammen; denn sie hat dann eine endliche 
Länge. Unsere Annahme, die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur 
Folge, daß alle diese Bogen die Normale überschreiten, und zwar 
müssen sie alle in hinreichender Nähe von P bei wachsenden Para­
meterwerten die Normale im gleichen Sinne überschreiten. Auch dies 
folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung. weil doch in hinreichender 
Nähe von P nur geringe Richtungsunterschiede der Integralkurven 
vorkommen. Dies aber führt zu einer gestaltliehen Unmöglichkeit. 
Man gebe ein P enthaltendes Normalenstück v vor, das so kurz ge­
wählt sei, daß es von allen Bogen im gleichen Sinn überschritten 
wird. Man verfolge die Lösung von P aus im Sinne wachsender 
Parameter, bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P 
trifft. Dieser Treffpunkt sei P 1• Der Kurvenbogen P P1 und das 
Normalenstück P P1 begrenzen dann nach dem Jordansehen Kurven­

p 

Abb. 8a. Abb. 8b. 

satz1) einen Bereich, aus welchem die 
Lösung nie wieder austreten (Abb. 8a) 
oder in den sie nie wieder eintreten kann 
(Abb. 8b), da sie ja das Normalenstück 
P P1 , wenn überhaupt, so nur immer im 
selben Sinne überschreiten kann, und da 
sie keinen Punkt des Bogens PP 1 treffen 
kann, ohne mit diesem Bogen im weiteren 

Verlauf übereinzustimmen. Der Bogen PP 1 enthält nämlich keinen singu­
lären Punkt. Daraus folgt, daß auf der Normalen die Schnittpunkte 
in derselben Reihenfolge aufeinander folgen, wie die zugehörigen Para­
meterwerte auf der Kurve. P1 ist der P zunächst gelegene Schnitt­
punkt auf der Normalen. P könnte also nicht Häutungspunkt der 
Schnittpunkte sein. Die Lösung muß also selbst geschlossen sein. 

1) Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. Schmidt in den Sitzungs­
bericht der preuß. Akad. d. Wiss. 1923, S. 318-329. 
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Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei ein Häujungspunkt, 
der nicht auf der ztt untersuchenden Lösung L liegt. Alsdann will ich 
zeigen, daß die durch P gehende Lösung L' geschlossen ist. Jedenfalls 
ist sofort zu sehen. daß jeder Punkt der durch P gehenden Lösung L' 
ein Häutungspunkt von L für t -+ oo ist. Das folgt wie eben aus 
Stetigkeitsgründen durch Betrachtung einer gegen P konvergierenden 
Folge von Punkten P,. von L. Sind nämlich P,. und P genügend nahe 
beieinander gelegene Punktf' von L und L', so betrachte man die 
Integralkurven L und L', die für t = t0 durch P,. oder P gehen. Für 
ein beliebiges Intervall t0 .<S t < T sind sie dann um so weniger von­
einander verschieden, je näher P,. und P beieinander liegen. Daher 
kann auch L' keinem singulären Punkt und auch nicht dem Rande 
von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen Annahme) 
für L zutreffen müßte1). Wenn nämlich L' für t--7- oo dem singulären 
l'nnkt a beliebig nahe käme, so bestimme man T so, daß der zu 
t = T gehörige Punkt von L' um weniger als eine vorgegebene Zahl 
1:' 

:• 0 von a entfernt ist. Alsdann bestimme man P,. auf L so, daß für 
2 

E 
T die Kurve L um weniger als von L' abweicht. Dann hat 

2 
der zu t ' c T gehörige Punkt von L von a eine Entfernung, die E nicht 
übertrifft. Da man aber E1 > 0 beliebig wählen kann, so kommt man in 
Widerspruch mit den über L gemachten Annahmen. Daher muß nun auch 
L' im Innern von BHäufungspunkte besitzen, dienichtsingulär sind. Diese 
Häutungspunkte liegen aber notwendig auf L'. Anderenfalls sei R ein 
solcher Häutungspunkt von L'. Dann mache ich im Punkte R bei L' die­
selbe Betrachtung wie im vorigen Falle im Punkte P bei L. Die durch R 
gehende Lösung heiße dann L". Auf ihr errichte ich in R dieNormale und 
schneide diese mit L' . 'Nieder erkenne ich, daß auf dieser Normalen 
in genügender ~ähe von R die Schnittpunkte mit L' in derselben 
Reihenfolge liegen wie die zugehörigen Parameterwerte auf L'. Es 
seien also R1 , R2 , Ra drei solche Schnittpunkte und t1 < t2 < t3 die zu­
gehörigen Parameterwerte. Nun aber kann man einsehen, daß zwischen 
R1 und R.2 sowohl wie zwischen R.2 und R3 die Normale nur einmal 
\'Oll r geschnitten werden kann. Daraus würde dann folgen, daß R2 
nicht Häufungspunkt von L sein kann. Denn an L' laufen doch, wie 
wir gerade sahen, Bogen von L entlang2). Um also z. B. zu erkennen, 
daß die Normale zwischen R1 und R2 nur einmal von L geschnitten 
werden kann, muß man nur bemerken, daß alle etwa vorhandenen 
Überschreitungen, falls nur R1 , R 2 , R3 genügend nahe an R gewählt 

L) In dem Falle also, wo neben anderen auch solche Häutungspunkte da 
sind, lehrt unsere Betrachtung, daß jedenfalls ein ganzer, beiderseits von sin­
gulären Punkten begrenzter Bogen von L' von Häutungspunkten besetzt ist. 

2) Man nehme nur T = 13 . 

Bi(' b f' r b :1 r' h, Differentialgleichungen. :2. Auf I. 5 
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sind, im selben Sinne erfolgen müßten. Da aber der Bogen R1 R2 

von L' keinen singulären Punkt trifft und zusammen mit dem Geraden­
stück R1 R2 einen Bereich begrenzt, so müßten die Überschreitungen 
abwechselnd in der einen oder der anderen Richtung geschehen. Da­
her muß R auf L' liegen. Denn die gegenteilige Annahme führt zu 
Widersprüchen. Daher ist L' geschlossen. 

Unser Satz ist damit bewiesen. Er kann aber noch durch die fol­
genden Bemerkungen ergänzt werden. Die Kurve L ist jedenfalls 
eine Spirale, die sich in immer engeren Windungen an L' heranlegt. 
L' nennt man einen Grenzzykel. Nun ergibt sich weiter, daß alle Lösungen, 
welche nur irgend einmal genügend nahe an L' herankommen, Spiralen 
sein müssen. Um das zu erkennen, errichte ich in einem Punkte R 
von L' eine Normale nach der Seite, auf der die Spirale L liegt. Ich 
wähle ein Stück der Normalen so kurz, daß allemal die Spirale L bei 
wachsendem t die Normale im selben Sinne überschreitet. Dann wähle 
ich auf dieser Normalen irgendeinen hinreichend nahe bei R gelegenen 
Punkt P und lege durch denselben eine Lösung L". Auch diese schmiegt 
sich dann für t --+ oo der Lösung L' an. Gehören nämlich zum Punkte R 
von L' die Parameterwerte t0 und t0 -+- r(r > 0), und wählt man P hin­
reichend nahe bei R und ordnet auch P von L" den Parameterwert t0 

zu, so muß für t0 < t < !0 + 2r L" ständig beliebig nahe bei L' ver­
laufen. Liegt dann P auf der Normalen zwischen den beiden Schnitt­
punkten R1 und R2 von1) L mit der Normalen, so verläuft die neue 
Lösung L" immer auf derselben Seite von L in deren Nähe. Ich verfolge 
sie bis zum nächsten Schnittpunkt P 1 mit der Normalen. Ist R3 der 
auf R2 folgende Schnittpunkt von L mit der Normalen, so muß P 1 

zwischen R2 und R3 liegen, weil sonst die neue Lösung L schneiden 
müßte. Auf P 1 wende man die gleiche Überlegung an, die eben bei P 
angewendet wurde. So erkennt man, daß die Schnittpunkte P,. von L" 
nur der Normalen zwischen den Schnittpunkten R,. von L und der Nor­
malen liegen und sich daher wie diese gegen R häufen. Dies beweist 
daß L" sich spiralig an L' anschmiegt. 

Ich schließe noch einige Betrachtungen über das Verhalten der 
Lösungen in der Umgebung einer geschlossenen Lösung an. Daß 
eine geschlossene Lösung von einer Schar geschlossener Lösungen 
umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen am 
Beispiel 

dx 
-=-'V dt ~ , 

gesehen. Hier sind die Lösungen die Kreise um den Ursprung als 
Mittelpunkt. Daß auch in der Umgebung einer geschlossenen Lösung 

1) R 2 sei der näher an R gelegene und folge auf 1?1 , wenn man L im Sinne 
wachsender Parameter durchläuft. 
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Spiralen liegen können, und noch manches andere, sieht man an dem 
Beispiel 

dx 
dt =-V 

dy 
=X 

at 

2 l) . 1 l \' - x sm - --
. _,;2 + y2 - 1 

I für x2 + :v2 =J= 1. 
I) _I' sin x2+~,2- l 

dx dy 
Aber == - v und x für x 2 + v2 ,~, I . 

dt . dt 

Führt man nämlich Polarkoordinaten ein (x = r cosfJ, y = r sin{}), 
so werden diese Gleichungen 

d r 0 ., ] ) . 1 
d H - r ( r- -- . sm ri 

dr 

d{J 
0 

für r :f I 

für r =I. 

Unter den Lösungen sind also den unendlich vielen Nullstellen von 

sin r 2 -~ 1 entsprechend unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen 

den Kreis r '--= l häufeiL Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser 
Kreise verlaufen aber die Lösungen als Spiralen, die sich um jeden 
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hängt nämlich r 
monoton Yon B ab. 

Es fällt auf. daß sich die Differentialgleichung zwar in der Um­
gebung der isolierten Kreise analytisch verhält, daß sie aber auf dem 
Häufungskreis selbst nicht analytisch ist. Daß tatsächlich so etwas 
im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzusehen. 
Ich will nämlich zeigen, daß in der Umgebung einer geschlossenen Lösung, 
auf der sich die Dz:jjcrentialgleichzmg analytisch verhält, entweder nur 
geschlossene Lösungen oder nur Spiralen liegen. Nehme ich nämlich an, 
gegen eine geschlossene Liisung häuften sich andere geschlossene Lö­
sungen, dann errichte ich in einem Punkt P der Häufungslösung eine 
Normale, und führe auf dieser Normalen den Abstands von P als Para­
meter ein. Durch einen beliebigen Punkts der Normalen lege ich eine 
Lösung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis 
sie zum ersten Male wiedt>r die Normale trifft. Das geschehe bei dem 
Parameter s1 . Dann ist nach S. 49 s1 eine analytische Funktion f(s) 
für alles, die zu Punkten derNormalen aus der Umgebung der Häufungs­
Iäsung gehören. Für diejenigen unendlich vielen Wertes aber, welche 
geschlossene Lösungen bestimmen, ist dann f (s) =---= s. Da dies aber 
nun in einem lnten·a!J, in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall 
ist, so ist nach bekannten Sätzen über analytische Funktionen für 
allr s:j(s) c-c s und das heißt, daß alle Lösungen aus einer gewissen 
Umgehung der Häufungsliisung geschlossen sein müssen. 

Ich füge noch eine Bemerkung über das V erhalten geschlossener Lö­
sunr;en bei h1·nreichcnd geringer A bänderunr; der Differentialgleichung an. 
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Daß bei hinreichend geringer Abänderung einer Differential­
gleichung geschlossene Lösungen wieder in geschlossene Lösungen 
übergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem 
man ja 15 beliebig klein wählen kann, nicht behaupten wollen. Wohl 
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer 
Differentialgleichung mit einer einfachen und isolierten geschlossenen 
Lösung L ausgeht. Darunter will ich eine Lösung verstehen, an die sich 
von außen und innen andere Lösungen spiralig anschließen. Daher 
die Benennung isoliert. Es möge aber außerdem der Windungssinn 
der Spiralen außen und innen derselbe sein, d. h. so, daß sämtliche 
Spiralen für t--+ + oo sich der geschlossenen Lösung nähern. Nur 
dann soll die geschlossene Lösung einfach heißen. Alsdann gilt der 
Satz, daß eine jede andere Differentialgleichung, die in einer gewissen 
Umgebung dieser geschlossenen Lösung hinreichend wenig von der ersten 
verschieden ist, in dieser Umgebung selbst mindestens eine geschlossene 
Lösung besitzt. Zum Beweise betrachte ich wieder die schon vorhin ein­
geführteFunktion s1 = f(s), bei der man aber jetzt, wo die Differentialglei­
chung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten Vorausset­
zungen genügt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann. Die ent­
sprechende Funktion fürdie abgeänderte Differentialgleichung seis1 = g ( s). 
Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differentialgleichungen 
entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten ver­
schieden. Nach unseren Voraussetzungen erfährt nun beim Durch­
gang durchs= 0 die stetige Funktion f(s) -seinen VorzeichenwechseL 
Daher gilt das gleiche auch für die Funktion g (s) - s für einen oder 
mehrere s = 0 benachbarte Werte von s. Auch die abgeänderte Dif­
ferentialgleichung besitzt also geschlossene Lösungen, die dazu noch 
in der Nähe der geschlossenen Lösung der ursprünglichen verlaufen. 
Unsere Betrachtung läßt außerdem deutlich erkennen, inwiefern die 
Voraussetzung, daß die geschlossene Lösung einfach sei, wesentlich 
ist. Anderenfalls braucht tatsächlich die Gleichungs = g (s) keine Lö­
sung zu besitzen. 

Über geschlossene Lösungen gilt nun weiter der folgende Satz: 
Im Inneren einer jeden geschlossenen Lösung L liegt mindestens ein 
singulärer Punkt der Differentialgleichung. Wir setzen voraus, daß die 
Lösungskurve einen einfach zusammenhängenden Bereich umschließt, 
in dem die Koeffizienten P (x, y), Q (x, y) der Differentialgleichung den 
zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Voraussetzungen genügen. 

Beim Beweise stütze ich mich darauf, daß die Differentialgleichungen 
(2) die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularitätenfrei annehme, 
in einem L enthaltenden einfach zusammenhängenden Bereich ein 
stetiges Vektorfeld erklären. Verfolgt man den Feldvektor längs L, 
so erleidet er, da er zugleich Tangentenvektor von L ist, beim vollen 
Umlauf eine Gesamtdrehung um 2n. Dies steht im Gegensatz zur An-
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nahme, daß das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularitäten 
ist. Verfolgt man nämlich den Feldvektor z. B. längs eines genügend 
kleinen Dreiecks, so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des 
Vektorfeldes Null. Längs eines jeden Sehnenpolygons, das L genügend 
nahe approximiert, ist die Anderung des Feldvektors gleichfalls 2:n. 
Dies Polygon kann Selbstüberkreuzungen haben. Aber man kann es 
in einfach geschlossem· Polygone zerlegen. Längs eines jeden ist die 
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 2:n und längs mindestens 
eines derselben ist ,;i(' ein von Null verschiedenes Vielfaches von 2 :n;. 

Ein solche,; Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke. Bei 
Umlaufung mindesten,; eines derselben in die Gesamtdrehung des 
Feldvektor,; ein von :\ ull verschiedenes Vielfaches von 2 :n;. Denn um­
läuft man alle Dreiecke im gleichen Sinne, so ist die Summe der ein­
zelnen Drehungsänderungen des Feldvektors gleich der Gesamtdrehung 
bei Umlaufung des Polvgons. Ein solches Dreieck, bei dem die Drehung 
des Feldvektor,; nm :\ull verschieden ist, zerlege man durch Parallele 
zu den Seiten, die man dmch die Seitenmitten zieht in vier kongruente 
Dreiecke. Bei minde,;tens einem desselben ist die Gesamtdrehung ein 
von Null verschieclem·:-; Vielfaches von 2 :n;. Dies zerlege man in der 
gleichen Weise. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man be­
liebig kleine Dreiecke. lwi deren Durchlautung der Feldvektor sich je­
weils um ein von \nll verschiedenes Vielfaches von 2 :n dreht. Das 
widerspricht aber den vorhin festgestellten Tatsachen, daß längs ge­
nügend kleinen Dreiecken, die Anderung des Feldvektors Null ist, 
falls das Feld frei von Singularitäten ist, d. h. frei von Stellen, wo die 
zugeordneten Vektoren dir Länge Null haben. Also besitzt das Feld 
innerhalb von L Singularitäten 1). 

Man kann. wit: man leicht sieht, und wie der Leser des näheren 
durchüberlegen möge. aus den vorausgegangenen Betrachtungen den 
folgenden Schluß ziehen : 

Eine Lösung L , d ic fiir alle t ganz im I mteren eines einfach zusammen­
hängenden Bereiches verläuft, der in seinemInneren höchstens eine singuläre 
Stelle P enthält, ist oztii·eda eine P umschließende geschlossene Kurve, 
oder ist eine Spirale, die sie/• einem Grenzzykel anschmiegt, welcher P 
umschließt. oder sie mündet im singulären Punkt, oder sie ist eine Spirale, 
die sich an eine Lösung anschließt, die sowohl fiir t --i>- -;- oo wie für 
t -+ - x im singuliircn Punkt miindet, oder aber sie strebt für t -+ - oo 
oder für t ~:- oc gegen den Rand. 

Ich beschließe diese gestaltliehen Betrachtungen mit dem folgen­
den nützlichen Satz. Eine singuläre Stelle P sei von einem Kreise 
umschlossen, in dmn !?eine 1veiteren singulären Stellen liegen. Von zwei 

1 ) Zu diesem Beweis vergl. man den Pri11gsheimsehen Beweis des Cauchy­
schen Integralsatzes oder den Beweis des Weierstraßschen Monodromiesatzes. 
Vgl. Ilieberbaclz: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. T. 
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Punkten seiner Peripherie mögen Lösungen L 1 und L 2 ausgehen, die 
in P münden. Diese mögen zusammen mit der Peripherie des Kreises 
einen Bereich G bestimmen, in welchem keine weitere in P mündende 
Lösung verläuft. Dann kann man um feden auf L1 und jeden auf L 2 

gelegenen Punkt (P1 und P2) durch Kreisbogen 
aus G solche Gebiete ausschneiden, daß jede 
Lösung L', die in dem einen beginnt, auch 
das andere Gebiet passiert. (Abb. 9.) 

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung 
des Satzes von der stetigen Änderung der Lö­
sungen bei Änderung der Anfangswerte. Man 
kann diesen ja offenbar in ganz ähnlicher 
Weise formulieren. Zum Beweiseerrichte ich in 
den beidenPunktenP1 undP2Normalen, die in 

Abb. 9. Ghineinführen, und die so kurz sind, daß sie 
einander nicht treffen, und verbinden ihre Endpunkte P 1' und P 2' inGdurch 
einen Kurvenbogen. Der von P 1 P P2 P2' P 1' P 1 begrenzte Bereich sei B'. 
Alsdann lasse ich in einem Punkte R der Normalen zwischen P 1 und P 1' 

eine Lösung beginnen. Diese kann nicht in P münden. Sie kann nicht 
geschlossen sein, da es sonst neben P noch singuläre Punkte gäbe, 
sie kann sich aus demselben Grund keiner geschlossenen Lösung an­
schmiegen, sie kann sich aber auch keiner mit beiden Enden in P 
mündenden Lösung anschmiegen, da dies sich mit unseren Annahmen 
nicht verträgt. Also muß sie einmal wieder B' verlassen. Das muß 
auf einem Punkt der Verbindungslinie P 1 P/ P 2' P 2 geschehen. Ich 
darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß dieser Aus­
trittS weiter von P 1 ab, also näher an P 2 heran, als der Beginn R 
liegt. Den Anfangspunkt lasse ich sich nun stetig auf P 1 hin bewegen. 
Dann bewegt sich der EndpunktS stetig von P 1 weg einer Grenzlage 
zu. Ich behaupte, daß diese Grenzlage P 2 sein muß. Denn anderen­
falls sei V der zwischen P 1 und P2 gelegene Grenzpunkt. Ich be­
haupte, daß die durch ihn gehende Lösung in P münden müßte. An­
derenfalls müßte sie irgendwo die Verbindungslinie P 1 P 2 zum zweiten 
Male in einem inneren Punkte U schneiden. Dann aber müßten aus 
Stetigkeitsgründen alle in der Nachbarschaft von V beginnenden 
Lösungen auch ein zweites Mal in der Nähe von U die Verbindungs­
linie P 1 P2 treffen. Das widerspricht aber der Definition von V. 
Andererseits kann aber die in V beginnende Lösung nach Voraussetzung 
nicht in P münden. Also muß V mit P2 zusammenfallen. Darin liegt 
aber der Beweis unseres Satzes. In G verlaufen also die Lösungen 
ähnlich wie in der Umgebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer 
Sätze über gestaltliehe Verhältnisse sei auf die S. 61 erwähnte Arbeit 
von Bendixson verwiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle 
Differentialgleichungen über. 
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Bemerkungen. 1. 'vVir haben die Sätze dieses Paragraphen für Differen­
tialgleichungen gewonnen, welche der Lipschitz-Bedingung genügen. Brouwer 
hat in einigen .\rbeiten über stetige Vektorverteilung auf Oberflächen in den 
c\msterdamcr Berichten von l!Jlü den allgemeineren Fall von nur stetigen 
Differentialgleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen. 
Xamentlieh schließt sich der Beweis d<:s Satzes von S. 68j6!J an Brauwer an. 

2. Hinsichtlich der Crbertragung dieser Sätze über den Gesamtverlauf von 
Lösungen auf Systeme ist noch wmig bekannt. vVir werden insbesondere 
später bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung näher auf die Dinge ein­
gehen. Hier liegen weitcrgehcnrle Fntersuchungen vor. 

§ 5. Die Differentialgleichungen .x~m :: = ay + 1J.K' + ~ (x, y). 

Ihrer besonderen Wichtigkeit wegen will ich diese Differential­
gleichungen nun zuerst behandeln. ~ (x, y) sei dabei eine Potenzreihe, 
die keine Glieder von niedrigerer als der zweiten Dimension enthält 
und die in der Umgebung von (0. 0) konvergiert. Von dem zu ge­
winnenden Ergebnis werden wir im folgenden Paragraphen eine An­
wendung machen. m werde stets als ganze positive Zahl vorausgesetzt. 
Wir gehen wieder zur Parameterdarstellung über und setzen 

dx 

dt 

dv 
dt ~--. av + bx + 1-ß(x, v) 

Ich beginne die nähere Untersuchung mit ;dem Fall I. m eine un­
gerade ganze Zahl, a · 0. 

Zunächst wählen wir eine Gmgebung des Ursprungs, in welcher 
kein weiterer singulärer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ein 
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen wer­
den. Es wird durch die Lösung x = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt, 
die wir getrennt zu betrachten haben. Zunächst wähle ich die Zahl 
b . 0 SO, daß die Punkte (0, o) und (0, - o) dem Rechteck angehören 
und daß 

ab + ~ (0' o) < 0 
- a 0 + ~ (0' - o) > 0 

ist. Dann kann man weiter die Zahl s > 0 so wählen, daß das von 
den Geraden X,.....~ ± c' 1' c= ± b begrenzte Rechteck ganz im erst­
gmannten enthalten ist und daß für I x I < s 

aö + bx + ~(x, b) < 0, 
--- aö bx + ~(x,- ö) > 0 

gilt. Ich betrachte dann zunächst denjenigen Teil des kleineren Recht­
ecks, in dem x < 0 ist. In ihm gibt es, wie ich zeigen will, genau eine 
Lösung der Differentialgleichung, welche im Ursprung mündet. Ich 
lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = o 
dieses Rechtecks eine Liisung der Differentialgleichung. Da in diesem 
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Punkt und in seiner Umgebung ~ > 0 ist, so verläßt diese Lösung 

mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der gegen­

überliegenden Rechteckseite, wo ~~ < 0 ist. Verfolgt man daher eine 

solche Lösung für abnehmende x ins Rechteck hinein, so muß sie die 
Rechteckseite x = - s treffen1). Ich lasse nun den Anfangspunkt P 1 

auf y = ö gegen den Punkt (0, ö) konvergieren. Die Punkte, in welchen 
die zugehörigen Lösungen die Rechtecksseite x = - s treffen, hängen 
dabei stetig von der Lage des Punktes P ab und rücken monoton auf 
die Rechteckseite y = - ö zu. Sie streben daher einer Grenzlage S1 

mit den Koordinaten (- E, s1) zu, wenn P seiner angegebenen Grenz­
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Lösung durch einen P 2 

auf y = - ö und läßt wieder P 2 von links her gegen (0, - ö) konver­
gieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser Lö­
sungen mit x = - s einer Grenzlage 5 2 mit den Koordinaten (- s, s2) 

zu. Hier ist s1 > s2 , weil sich sonst eine von einem Punkte von y = o 
ausgehende Lösung mit einer von einem Punkte von y = - Ö ausge­
henden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen müßte. Legt man 
dann durch 51 eine Lösung, so muß dieselbe im Ursprung münden. 
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies 
kann nur auf y = ± ö oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 
ist eine sonst von Singularitäten freie Lösung und vertikale Tangenten 
kommen auf der zu untersuchenden Lösung nicht vor. \Venn aber 
die Lösung durch 51 in einem inneren Punkt einer der beiden Recht­
ecksseiten y = ± o endete, so müßte das aus Stetigkeitsgründen bei 
allen Lösungen durch, 51 beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein. 
Das widerspricht aber der Definition von 51 . Die Lösung durch 51 

muß also im Ursprung münden. Die gleiche Überlegung gilt für die 
durch 5 2 gehende Lösung. Daraus ergibt sich 51 = 52 . Denn es gibt 
nur eine in der Rechteckshälfte x < 0 gelegene Lösung, welche im 
Ursprung mündet. Anderenfalls seien nämlich y1 ( x) und y2 ( x) zwei 
derartige Lösungen. Dann hat man 

xm d(yl;: Y )= (yl- y2) (a + /(x)). 

H. . f( ) ~ (x, YI)- 1,ß (x, Y2) . F kt' d' . h h 1er 1st x = - ··· · · · · ---- eme un wn von x, 1e s1c nac 
Y1- Y2 

Potenzen von x, y1 und y2 entwickeln läßt und die für x = 0 ver-
schwindet. Daher gibt es eine Zahl a derart, daß 

[f(x)l<j;( für !x <a, IY1 ;<ö, y21 <ö. 

1) Sollte sie nämlich über y = + i5 oder über y =- i5 das Rechteck ver· 
lassen, so müßten beide Male vertikale d. h. der Y-Achse parallele Tangenten auf 
ihr zu finden sein, was für x <::: 0 unmöglich ist. 
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Lt dann -- 0 x0 < 0, so ist (für x0 ·< x < 0) 

Daher ist X 

l J a dx 
:! xm 

> 1'1 (xo) --- \'z (xo) e "'" \' 1 (x)- l'z (x) 

> "1 (xn)- Y2 (xo) · 

und das widerspricht der Annahme, daß y1 (x) und y2 (x) im Ursprung 
münden sollen. In der Rechteckhälfte x < 0 gibt es also genau eine 
im Ursprung mündende Lösung. Das gleiche ist in der Rechteckhälfte 
x > 0 der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen 
Fall auf den vorigen durch Vorzeichenänderung von x zurückführt. 

Ich komme zum Fall 2: m ungerade ganze Zahl, a .. 0. 
lch konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt 

ist aber für [ x l · 1 

aö bxt\,ß(x,b)>O 
Cl r) b X -- l_ß (X, - b) < 0. 

Ich betrachte zuerst die Hälfte x > 0 des Rechtecks. Eine in diesem 
beginnende Lösung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei­
chungen das Rechteck weder auf y = + o noch auf y = - o ver­
lassen. Sie kann ihm aber auch nicht über x = 0 entrinnen. Sie muß 
also entweder im l 'rsprung münden oder geschlossen sein oder sich 
einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Fälle sind aus­
geschlossen. weil :-;onst im Rechteck weitere singuläre Punkte lägen. 
Also münden alle Lösungen im Ursprung. Ebenso schließt man in 
der Hälfte x < 0 für wachsende x. Jetzt ist also der Ursprung ein 
Knoten, insofern als alle im Rechtech beginnenden Lösungen im Ur­
sprung münden. 

Im Falle a: m gemde ganze Zahl, a ~ 0 sind keine neuen Er­
örterungen mehr nötig. Für x ·< 0 schließt man wie eben auf ein Knoten­
gebiet und für x · 0 greift die Überlegung von Fall l wieder Platz 
In x :::C• 0 liegt also nur eine im Ursprung mündende Lösung. 

Im Falle 4: m fJCl'ade ganze Zahl, a · 0 schließt man für x > 0 
wieder auf Knoten 1tnd jiir x · :: 0 auf eine einizge im Ursprung mün­
dende Lösung. 

Die Fälle a - 0 erfordern eine eindringendere Behandlung. Auch 
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die 
Reell' q·in wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen 

dy ',ßr(x,y) 
dx ',ß2 (x,y) 

in der ~ähe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen, 
daß man alles auf die (·ben behandelten Typen zurückführen kann. 
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Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man 
in allen besprochenen Fällen die unter Umständen nur in einem Exemplar 
vorhandene, im Ursprung mündende Lösung wirklich berechnen kann. 
Das geschieht mit Hilfe einer von Bendixson herrührenden Methode 
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall 
zur Berechnung der Lösungen bis in den Ursprung hinein verwenden. 
Überhaupt erhält man so auch eine neue rechnerische Herleitung 
unserer Ergebnisse. Perron hat in einer schönen Arbeit (Math. An­
nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differen­
tialgleichungen von der Form 

dy 
cp (x) dx = I (x, y) 

erledigen können, wo dann für rp ( x) und I ( x, y) nur gewisse Stetigkeits­
bedingungen erfüllt zu sein brauchen. Ich möchte mich aber hier 
damit begnügen, ffu· den erwähnten Fall die Methode zu schildern. 

Es genügt, den Fall m = 1, a < 0 zu betrachten. 
Dann nehme man als erste Näherung y0 = 0 und bestimme y1 aus 

x~~=ay1 +bx+~(x,O) 
so, daß entweder lim y1 (x) = 0 oder lim y1 (x) = 0 ist. Ich will den 

x~+O X-+-0 

zweiten Fall weiter verfolgen. Man überlegt sich leicht, daß 
0 

)' 1 =(-xtJ[bx+~(x,O)] (-xt- 1 dx 

"' 
der gestellten Forderung genügt. Dann trage man y1 em und setze 

0 

)'2 = (- x)aJ [bx + ~ (x, y1 )] (- x)a-l dx 
"' 

Setzt man dies Verfahren fort, so erhält man eine Folge von Funktionen 
y". Diese konvergieren gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion y, 
welche der Differentialgleichung genügt und für die lim y(x) = 0 

x--+-0 

ist. Das Nähere der Beweisführung möge der Leser sich entweder 
selbst zurechtlegen oder bei Bendixson oder Perron nachlesen. 

§ 6 D. D"ff t• 1 1 . h dy Cx+Dy+(J(x,y) 
. 1e 1 eren 1a g e1c ungen dx=A.x-=t-By+i:(x,y)· 

Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann man den Satz 
aussprechen, daß für das Verhalten der Lösungen dieser Differential­
gleichung in der Umgebung von x = y = 0 das Verhalten der Lö-
sungen von 

dy Cx+Dy 
a.:r -Ax+ß-y 

m der Umgebung desselben Punktes maßgebend ist. Der Punkt 



§ 6 I) . D'ff . I I . h dy Cx + Dy + r\ (x. y) . 1c 1 ercntJa g e1c ungen d- = - - - (- · ) . 
x Ax + B 11 +,. x, y 75 

x = y =--= 0 soll auch für die vorgelegte Differentialgleichung ein sin­
gulärer sein; es sei also 6 (0, 0) = E (0, 0) = 0. Obwohl unsere Über­
legungen meist \'iel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer 
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschränken, 
daß t5 und E als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern 
frühestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der 
linearen GliederAD - BC sei von Null verschieden. Wir schreiben 
außerdem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung: 

I~~: Ax t B.v -+-l,ß1 (x, v) 

I dy. 
dt ('x D\' -i l,ß2 (x, v). 

(l) 

Ich beginne mit dem einfachsten Fall. Die beiden Wurzeln 1.1 , }.2 

der charakteristischen Gleichung 

A--i, 
(2) c~• Ü 

D --i. 
B 

sezen reell und mit dem gleichen Vorzeichen versehen1). Dann läßt sich 
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen, derart, daß die durch die 
Punkte dieser Umgebunr; hindurchgehenden Lösungen alle in den singu­
lären Punkt hineinlaufen. 

Wie wir wissen, kann man durch eine Koordinatentransformation 
die DifferentialgleichungE'n auf die Gestalt 

x/ ·-- .. i.lxl _;_ l.ß1(xl, Y1) 
~'1' ,uxl A2Y1 -+ l.ß2(x1, Y1) 

(3) 

bringen. Dabei sind A1 und },2 die beiden Wurzeln der charakte­
ristischen Gleichung und ,u ist nur dann von Null verschieden, wenn 
},1 = A2 ist. l,ß1 , l,ß2 sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder 
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunächst fl = 0 

an. Dann betrachte ich x12 y12 d. i. das Quadrat der Entfernung 
der Punkte einer Lösungskurve vorn Ursprung. Aus (3) folgt 

(4) 

Grenzt man somit eine genügend kleine Umgebung um den Ursprung 
ab, so besitzt darin dieser Ausdruck stets dasselbe Vorzeichen wie 
A1 x12 +- 1.2 y12 . Dies ist aber eine definite quadratische Form, da A1 

und A2 gleiches Vorzeichen besitzen. Sind z. B. A1 und A2 positiv, so 

ist nach (4) d~ (x12 c y12) ~ 0 und daher nähert sich bei abnehmendem 

Parameterwert die Lösungskurve ständig dem Ursprung. Die Lösungs­
kurven münden sogar alle im Ursprung, d. h. für hinreichend große 
I t j ist x2 -- y2 beliebig klein. Denn wären z. B. alle Punkte der Lö­
sungskurve um mindestens n vom Ursprung entfernt, wäre also 

1) Wegen AD- BC + 0 ist }. = 0 keine Wurzel von (2). 
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x12 + y12 > o, so wäre auf derselben die Ableitung x1 x1' + y1y1' wegen 
(4) gleichfalls ständig oberhalb einer angehbaren Schranke. Und daraus 
könnte man abschätzen, daß einer Änderung des Parameterst etwa um 
die Einheit eine Verkleinerung der Entfernung um einen Betrag ent­
sprechen müßte, der selbst oberhalb einer wesentlich positiven Schranke 
bliebe. Das widerspricht aber der Annahme, daß die Entfernung der 
Lösungskurve oberhalb o bleibt für beliebig große Werte von I t I· 

Es gibt also entweder einen endlichen Wert r von t, so daß lim x (t) 

= lim y(t) = 0, oder aber es ist lim x(t) = lim y(t) = 0. Die erst-
t.....;,..r t-).o-ct:;; t~-oo 

genannte Möglichkeit steht nach S. 32 im Widerspruch mit der Tat­
sache, daß es außer der trivialen Lösung x · 0, y _ · 0 keine andere 
geben kann, die für t = r die Wertex = 0, y = 0 annimmt. 

Auf die gleiche Weise sieht man, daß 

~ ddt (x12) = A.l x12 -f- xl \131 (xl, y1) 

sowie 
l d 
2 d-t (y12 ) = A2Y12 + Y1 \132 (xl' :>'1) 

für hinreichend kleine x1 und y1 im Falle A1 > 0, },2 > 0 positiv sind, 
daß also für abnehmende t-+- oo sowohl x1 (t) wie y1 (t) monoton 
gegen Null abnehmen. 

Ähnlich kann man im Falle schließen, wo fl =!= 0, also die beiden 
Größen 11 und A2 gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck 

x12 + kyl2, 

der ja für positives k definit ist. Für seine Ableitung folgt aus (3) 

x1x1' + ky1y1' = A1X12 + kflX1Y1 + kA1Y12 + xl \131 + kyl \132 
und das ist nun für genügend kleines positives k in einer genügend 
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schließt man 
genau wie eben, daß alle Lösungen in den Ursprung einmünden. 

In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein, daß 
1 d 2) , 2 m ) 
2 dt (x1 = ),1xl + xl +'1 (xl, Y1 

für hinreichende kleine x1, y1 im Falle A1 > 0 positiv ist, daß also 
jetzt wenigstens x1 (t) für gegen - oo abnehmende t monoton gegen 
Null abnimmt. 

Geometrisch gesprochen, besagen die eben angestellten Überlegungen, 
daß für Wurzeln A1 und A2 mit gleichem Vorzeichen alle Lösungen im 
Ursprung münden, und daß sie dabei nicht spiralig verlaufen können. 
D. h. sie können nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung 
beliebig oft treffen. Denn sonst könnte x1 (t) nicht monoton gegen 
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schließen lernen, daß die 
Lösungen in bestimmten Richtungen im Ursprung münden. 
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Offenbar versagen unsere Überlegungen für den Fall, wo die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung zwar reell sind, aber verschiedenes 
Vorzeichen besitzen. Wohl aber bleiben sie anwendbar in dem Falle, 
wo die Wurzeln der charakteristischen Gleichung konjugiert imaginär 
sind. Setzt man dann 

i.1 "' fl! ·c· lfl2 • A2 = fl1 - ifl2' 

so kann man xi durch XI - iy1 und y1 durch x1 + iyJ 
so die Differentialgleichung auf die Form 

(5) fxl' ·"·' fl1X1 + fl2Y1 -1- ~r(xl, Y1) 
lY/ ' - fl2X1 + fl1Y1 + ~2(xl, Y1) 

(fsetzen und 

bringen, wo wieder die Potenzreihen ~1 , ~2 erst mit den Gliedern 
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder x12 + y12 , dessen 
.-\.bleitung 

ist. Betrachten wir den Fall ,u1 i= 0 näher. In einer genügend kleinen 
Umgebung des Ursprungs ist wieder x1 x1' + y1 y1' definit, und daraus 
folgt wieder, daß alle Lösungen dieser Umgebung in den Ursprung 
einmünden. Ist aber ,u1 '" 0, so gilt ein solcher Schluß nicht, und die 
Erinnerung an den früher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daß 
jetzt nicht mehr immer die Lösungen in den Ursprung münden müssen. 
Zur Klärung dieser Dinge sind tiefergreifende Erörterungen nötig, 
die wir noch zurückstellen wollen. Zur Entscheidung darüber, ob fetzt 
Strudel oder Wirbel <'orliegt, reichen nicht mehr die Glieder erster Ord­
nung hin. 

Unsere Betrachtung läßt bei den bisher behandelten Fällen noch 
nicht den spezifischen Unterschied zwischen Knoten und Strudel oder 
Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen Paragraphen bei den homo­
genen Gleichungen herausgearbeitet hatten. Bevor wir uns also dem 
noch ausstehenden Fall reeller }.1 und }.2 mit verschiedenem Vorzeichen 
zuwenden, wollen wir diese Frage noch erörtern. Es wird sich wieder 
zeigen, daß bei reellen Wurzeln gleichen Vorzeichens stets der Knoten­
fall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln aber liegt Strudel oder Wir­
bel vor. 

Diese Untersuchung beruht auf einem von Bendixson herrührenden 
Satz, den ich zunächst angeben will. Der Satz bezieht sich sogar auf 
etwas allgemeinere Differentialgleichungen. Ich will ihn in dieser all­
gemeinen Fassung aussprechen, dann aber nur für unseren Fall beweisen. 
An der Beweismethode wird dabei nichts Wesentliches verloren gehen. 
Der Satz bezieht sich auf Differentialgleichungen von der Form 

(6) 
J ~~ = X", + ~1 (x, y) 

~~;=Ym+ ~2 (x,y). 
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Dabei sind Xm und Y m ganze rationale homogene Funktionen m-ter 
Ordnung, während die Potenzreihen $ 1 und $ 2 Glieder m-ter oder 
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine 
Lösung der Differentialgleichung, welche i'ln Ursprung 'mÜndet, ist ent­
weder eine Spirale oder sie mündet mit einer bestimmten Tangente ein. 
Diese genügt der Gleichung X y m - y X m = 0 0 

Ich beschränke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall 
m = l. Hier ist also X 1 -- A x -~ B y, Y 1 C x + D y. Man führt 
Polarkoordinaten ein: x = e cos l}, y = (! sin {}. Die Differential­
gleichungen werden dann 

( ) { e' = e {cos·& · X1 (cosf}, sin {}) + sin {} Y1(cos{}, sin {})} + e2f1 ((!, {}) 
7 {}' = cos{} · Y1 (cos {}, sin {})- sin f}X1 (cos {}, sin {}) + e/2 (e, {}) 

Dabei ist 

e.2 / 1(e., {}) = cos {} $ 1 (e. cos{}, e sin {}) + sin {} $ 2 (e. cos {}, (! sin {}) 
e2 / 2 (e, {}) = - sin {} $de cos {}, e sin {}) + cos {} $ 2 ((! cos {}, e sin {}). 

Es gibt dann eine Zahl R, so daß die beiden Funktionen f1 und f2 

sich für (! < R, - oo < {} < + oo nach Potenzen von (! entwickeln 
assen. Man wähle außerdem R so klein daß man auf Grund der vor­

her gewonnenen Ergebnisse sicher ist, daß jede in einem Punkte dieses 
Kreises beginnende Lösung entweder für wachsende oder für abnehmende 
Parameterwerte gegen den Ursprung konvergiert. Dann kann man 
eine Zahl T so bestimmen, daß für t > T die nun näher zu betrachtende 
in den Ursprung mündende Lösung ganz im Kreise(! < R bleibt. 
Während man sich auf der Lösung dem Ursprung nähert, muß t-+ oo 
streben. Jedenfalls darf man ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß man für wachsende t auf der Lösung dem singulären 
Punkt zustrebt. Bloße Vorzeichenänderung von t bringt dies ja nötigen­
falls mit sich. Wäre nun aber für ein endliches t = T 

lim x(t) = 0, lim y(t) = 0, 
t >' /~T 

erhielten wir nach S. 32 einen Widerspruch mit der Tatsache, daß 
es doch eine andere Lösung gibt, welche für t = T die Wertex = 0 
und y = 0 annimmt; das ist nämlich die triviale Lösung x = 0, y = 0, 
für die also x und y für alle t den Wert Null haben. 

Wir dürfen also annehmen, daß für t > T die zu betrachtende 
Lösung ganz im Kreise (! < R liegt und daß sie für t _,,.,. oo gegen den 
Ursprung konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten (!, {} ein­
geführt. Deuten wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer 
neuen Ebene, so verläuft die zu betrachtende Lösung für t > T ganz 
im Streifen 0 < (! <Rund strebt für t-+ oo gegen die Gerade (! = 0. 
Wir fragen nach den Grenzpunkten, die die Punkte der Kurve dabei 
auf (! = 0 bestimmen und beweisen, daß es deren nicht mehr als einen 
geben kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall, 
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wo x Y1 -- y Y1 nicht identisch verschwindet. Dann gibt es nämlich 
(bis auf Vielfache von 2 :7) nur endlich viele ·werte{} für die 

(H) cos {} · Y1 (cos 1'l, sin ?9) - sin 1'l · X 1 (cos {), sin 1?) = 0 

ist. \Nenn dann unsere Lösung auf g = 0 zwei verschiedene Grenz­
punkte hat, {} =-= rx, und 79 = ;1 so wählen wir einen Wert {} = 1 
zwischen beiden, für den cos 1 · 1'1 (cos y, sin y) - sin I' · X 1 (cos y, sin y) 
·:" 0 ist und wählen R so klein, daß für?'}==~ ;•, (} < R gemäß (7) auch 
?9' .P 0 ist. Dann kann die den Streifen 0 < fl < R durchsetzende 
(~erade ?'} cccc ;' yon unserer Lösung nur einmal überschritten werden, 
denn wegen des festen Vorzeichens von {}' müßten alle Überschrei­
tungen in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung 
wachsender oder in l~ichtung abnehmender {}. Daher muß unsere 
Lösung entweder ,;tändig oberhalb oder ständig unterhalb der Ge­
raden?'} = )' bleiben. Darans folgt, daß sie nur einem Grenzpunkt 
auf e ~-= 0 zustreben kann. Liegt dieser im Unendlichen, so bedeutet 
das offenbar, daf3 die entsprechende Lösung in der x-y-Ebene eine 
Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann unendlich 
oft durchsetzt. (Die Geraden {} = {}0 , {} = {}0 -~ 2n ... der e-ß­
Ebene geben ja alle dieselbe (;erade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz­
punkt aber ein endlicher Punkt ?9 = x, so bedeutet dies, daß unsere 
Lösung in der x-v-Ebene in bestimmter Richtung rx in den Ursprung 
einmündet. Diese T-<ichtung ist durch die {}-Koordinate des Punktes 
auf (! = 0 bestimmt, dem die Lösung in der e-ß-Ebene zustrebt. 
Dieser ·1'l-Wert aber genügt der Gleichung (8). Denn auch fl = 0 ist 
Lösung der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt ß = rx muß 
also ein singulärer Punkt für diese Differentialgleichungen sein und 
daher muß dort (8) erfiillt sein. Das bedeutet aber doch, daß längs 
ein Tangente 

ist. 
Da xl und yl lineare Funktionen von X und y sind, so ist dies 

eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daß in dem Falle, wo 
x Y 1 - y X 1 nicht identisch <.•crschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen 
üz Betracht kommen, in welchen Lösungen in den Ursprung einmünden 
können. Ob aber in jeder dieser beiden Richtungen oder auch nur in einer 
<'On ihnen Lösungen einmünden, ist eine erst nachher zu entscheidende 
Frage. Darüber cnthiilt auch der augenblicklich zu beweisende Satz 
Yon Bendixson keine ,\.ussage. Diesen haben wir durch die vorste­
henden Betrachtungen für den Fall bewiesen, daß x Y1 - yX1 nicht 
identisch n:rschwindet. 

Er bleibt nnr noch zu beweisen für den Fall, daß x Y 1 -yX1 

denfiseil 7'crschlcindet. Dann ist offenbar 
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wo a0 konstant und =f: 0 ist. (X1 und Y1 verschwinden nach S. i5 
nicht identisch.) 

Also ist X1 = a0 x und Y1 =a0 y. In Polarkoordinaten werden 
dann die Gleichungen: 

r/ = eao + 1?2/l(e, ß) 
ß' = er+ 1 . 52+ r ( cos ß, sin ß) ;_ er+ 2 /2 (e, 1J) . 

Dabei ist r eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl 
und 52 + r ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung 

D . Gl . h dt1 f h . 1 d h urch d1e e1c ung dt = e ü ren w1r nun ängs er zu untersuc en-

den Lösung einen neuen Parameter t1 ein. Dann werden die Differen­
tialgleichungen 

Nun sei ß = rx irgendein Punkt auf e = 0. Es ist ein regulärer Punkt 
für das Gleichungssystem (9), das wegen a0 =f: 0 auf(!= 0 keine singu­
lären Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine 
Lösung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht 
e = 0. Denn diese Kurve ist gar nicht Lösung von (9), wegen a0 =f: 0. 
Ihr entspricht in der x-y-Ebene eine Lösung von (6), die in der Richtung rx 
in den Ursprung einmündet. Umgekehrt entspricht auch jeder Lösung 
der Gleichungen (6), welche in der Richtung rx in den Ursprung ein­
mündet, eine Lösung von (9), welche durch e = 0, ß = rx hindurch­
geht1). Da dies aber ein regulärer Punkt ist, so gibt es auch nur eine 
Lösung von (6), welche unter der Richtung a: in den Ursprung einmündet. 
Ich betrachte weiter die durch (! = 0, f} = rx + 2:n: gehende Lösung 
von (9). Ihr entspricht dieselbe Lösung von (6). Beide Kurven der 
e-ß-Ebene schneiden für hinreichend kleines R aus dem Streifen 
0 < (! < R ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von 
(! < R der x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet müssen 
nun die Bilder aller anderen Lösungen von (6) liegen, welche durch 
Punkte(! < R hindurchgehen. Da nun bisher ja rx ganz beliebig war, 
so haben wir in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Lösung. 
Dieser entspricht eine durch e = 0, ß = rx hindurchgehende. Alle so 
erhaltenen Lösungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G 
vollständig; d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine 
der gefundenen Lösungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daß diese 
Lösungen stetig vom Anfangspunkt (! = 0, ß = a: abhängen. Daher 
sind damit alle Lösungen von (6) im Gebiete e < R erschöpft. 

Den auf S. 78 angegebenen Satz von Bendixson haben wir nun be­
wiesen. Wir haben erkannt, daß in dem Falle, wo xY1 - yX1 '-- 0 
ist, fede Lösung in einer bestimmten Richtung im Ursprung mündet, 

1 ) Es sei wieder darin erinnert, daß die Darlegungen sich stets auf den Fall 
m = 1 von (6) beziehen. 
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und daß zu jeder Richtung auch genau eine Lösung gehört. Wenn aber 
X yl -- V xl nicht identisch 7!erschwindet, so mündet entweder fede Lösung, 
in einer der beiden x Y1 - · y X1 = 0 genügenden Richtungen in den 
Ursprung, oder aber alle Lösungen nähern sich spiralig dem Ursprung, 
d. h. so, daß jede Lösung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung 
unendlich oft schneidet. oder es gibt überhaupt keine im Ursprung mündende 
fös11ng. 

Wenden wir nun diesen Satz von Bendixson an. Er lehrt, daß in 
dem Falle, wo die charakteristische Gleichung (2) komplexe Wurzeln 
hat, nur spiralige Lösungen in den Urspnmg münden können. Denn 
die Gleichung für die Tangenten wird dann, unter Zugrundelegung 
der ::\ ormalform (.>) un:-;crer Differentialgleichungen: 

,112 (x/ YJ2) = 0, 

und dies hat ja wegen ,u2 f 0 keine reellen Nullgeraden. Im Falle 
komplexer, aber nicht rein imaginärer Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung münden somit alle ez:ner gewissen Umgebung des Ursprungs 
angehörige Lösungen spiralig in demselben. Der Fall rein imaginärer 
Wurzeln bleibt wie auf S. 77 noch unentschieden. Aus dem Satz von 
Bendixson ergibt sich auch. daß im Falle reeller Wurzeln gleichen Vor­
zeichens der charakteristischen Gleichungen die Lösungen alle unter 
bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung münden. Diese Aus­
sage ist in dem Falle, wo xY1 - yX1 identisch verschwindet, nach 
dem vorhin Gesagten direkt im Satze von Bendixson enthalten. Das 
ist also der Fall, wo in (:~) }.1 = 1.2 und ,u = 0 ist. Allgemein haben 
wir aber auf S. 7fi für charakteristische Wurzeln von gleichem Vor­
zeichen bereib festgestellt, daß spiralige Lösungen nicht vorkommen. 
Also münden für reelle }. 1:on gleichem Vorzeichen alle Lösungen in be­
stimmten Richtungen im Ursprung. 

\Vir werden bald noch näher untersuchen, inwieweit die nach dem 
Satz von Bendixson möglichen Richtungen wirklich vorkommen. 

Wir wenden uns jetzt dem Falle zu, daß die charakteristische Gleichung 
reelle Wurzeln von ,_,erschiedenen Vorzeichen besitzt. Diese seien dann 
},1 = A > 0 und },2 ~- ·· },' c: 0. Dann kann man die Differential­
gleichungen (1) auf die Form 

( \0) 
x' ;-=-~= l~x -:--- s_ß1 (x, y) 
y' = -A'y--~i,ß2 (x,y) 

bringeiL Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden Lö­
sungen ankommt, so machen wir die Substitution y = xy1 . Dann finden 
wir die Differcn tialgleichungcn 

(ll) 

Dabei sind (:.1 und ü 2 neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x 
und y1 fortschreiten. Wir müssen diejenigen Lösungen dieser Gleichung 

ßiebcrlnch, Differentialglciehu!l"'"" ~- A!lll. 6 
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aufsuchen, die für x ___,. 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un­
endlich werden, daß x y1 ___,. 0 strebt. Wir wollen zunächst diejenigen 
Lösungen von (ll) suchen, die durch x = 0, y1 = 0 hindurchgehen. 
Dazu gehört namentlich X= 0 selbst. Dieser Lösung entspricht aber 
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Lösung x = 0, y = 0. Auf 
jede Lösung kann man in der Umgebung von x == 0, y1 = 0 durch 

dr • " ) 
dt =I.+ Xul (xl,yl 

den neuen Parameter T einführen. Für genügend kleine x, y1 wächst 
er wegen Je> 0 mit t zugleich. Nach Einführung dieses Parameters 
gehen die Differentialgleichungen (ll) in 

x' =X 

(12) ' = - (}, +A') }'I+ X D,2 (xl, YI)- ~ (Ä+ Ä} + X Ü (X V ) 
yl ;,+xüdxi,YI) -- Ä YI 3 >d 

Überführen, wo OJ eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von 
x, y1 fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 71 an. 
Darnach gibt es noch gerrau zwei weitere Lösungen von (ll) durch den 
Ursprung. Diesen entsprechen dann Lösungen von (10), welche durch 
den Ursprung gehen und dort y = 0 berühren. Es gibt deren also gerrau 
zwei, von denen übrigens die eine die positive, die andere die nega­
tive x-Achse berührt. Gerrau ebenso können wir dann mittels der Sub­
stitution x = y x1 zwei Lösungen \·on (10) ausfindig machen, welche 
durch den Ursprung gehen und dort x = 0 berühren. Damit sind dann 
alle Lösungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi­
natenachsen berühren. Der Satz von Bendixson lehrt aber dann weiter, 
daß alle dem Ursprung zustrebenden Lösungen von (10) dort unter 
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Lösungen müßten 
die beiden schon gefundenen Lösungen in regulären Punkten treffen. 
Weiter lehrt der Satz von Bendixson, daß als solche Tangentenrichtungen 
nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher haben 
wir dann alle Lösungen durch den Ursprung gefunden. Es sind genau 
vier. Je zwei berühren eine der beiden Koordinatenachsen von verschie­
denen Seiten herkommend. 

Ich stelle nun zunächst zusammen, was wir bis jetzt für die in 
der Überschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen 
erreicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen sämtliche einer gewissen 
Umgebung des Ursprungs angehörige Lösungen in diesen hinein. Das 
gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daß die 
Wurzeln rein imaginär sind. Dieser Fall ist noch unentschieden. Im 
Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen gerrau vier 
Lösungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln 
wurde weiter erkannt, daß die im Ursprung mündenden Lösungen 
Spiralen sind. Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens münden 
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alle Lösungen in bestimmten Tangentenrichtungen. In dem Falle wo 
xY1 - yX1 Oist, d. h. wo A = D = 0, B = C, d. h. }.1 = }.2 , fl = Oist, 
mündet nach dem Satz Yon Bendixson in jeder Richtung gerrau eine 
Lösung. Wie sich die I<.ichtungen der Lösungen auf die Nullstellen 
von x Y 1 -- v X 1 =~ 0 wrteilen. bleibt in den anderen Fällen noch zu 
untersuchen. Im Falte ).1 ),2 , fl 0 ist die Antwort ohne weiteres 
klar. Denn hier wird x 'l-1 - Y X 1 ,u x12 , so daß alle Lösungen im 
Ursprung x1 ·~· 0 berühren. s·o bleibt nur noch der Fall, wo die beiden 
Wztrzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind. Die beiden 
in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind dann aus 

(1:3) xY1 L\ 1 x(Cx Dy)-_v(Ax+Ry)=O 

zu bestimmen. Sie sind, w1c man leicht sieht, verschieden, sind es 
doch die Iöchtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden 
Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichungen. Wir dürfen das 
Koordinatensystem so legen, daß die Koordinatenachsex = 0 in keine 
dieser Richtungen fällt. Somit ist B + 0. \Vir machen in den Glei-
chungen (1) die Substitution: y x11. Sie führt uns auf 

( 14) 

dx 

rlt 

dy 
dt- ( + D1J --Jj (A i B17)--' xl.j32* (x, 11 ) 

Ihre auf der Liisung x ~_. 0 gelegenen singulären Punkte werden durch 

(15) (' - f)IJ- (.1 + 111;) 1) - B(ij- 1h) (IJ- 112) = 0 

gegeben. Es sind also zwei voneinander verschiedene, deren 17-Koor 
dinaten lh und 172 nach (1:3) mit den Richtungen der eventuellen Tan 
genten übereinstimmen. In der Cmgebung dieser beiden singulären 
Stellen gehört diese Differentialgleichung dem in der Paragraphen­
überschrift genannten Typus an 1). \Vie man aus der Existenz der 
reellen Lösung x =' 0 sieht, sind die Wurzeln der zugehörigen charak­
teristischen (~!eichungcn beide Male reell. 

Daher lehren die Kctrachtungen dieses Paragraphen, daß durch 
jeden der beiden singulären Punktt~ außer x == 0 noch weitere Lösungen 
hindurchgPht'n. Daraus folgt, durch Eintragen dieser für x--'.>- 0 gegen 
bestimmte Grenzwerte konwrgicrenden Funktionen in y = 1) x, daß 
durch den Ur,;prung gewisse Lösungen von (1) mit bestimmter Tan­
gentenrichtung hindurclwdwn. Daher gehen nach S. 81 alle im 

1 ) Betrachtet man z. 13. die Wurzel 111 von (15) und setzt tj - 1] 1 = H, so wer­
den die linearen Glieder von ( 14), wenn man rechts nach Potenzen von x und H 
entwickelt: (A. + B171) x unrl - B (17J -- 17 2) H + x ~2 * (0, '1] 1). Hier kann aber 
die Determinante der l~odfizicnten der linearen (;lieder nicht verschwinden. 
Denn dann müßte entweder A + BriJ = 0 oder -- B ('fh - r72) = 0 sein. Im ersten 
Falle wäre, da 11r eine Wurzel von (15) ist, auch C + Dr1r = 0 und daher müßte 
. .J D -· H C 0 sein, gegen unsere .\nnahme. Im anderen Falle wäre IIJ eine 
Doppdwurzd vo11 ( Ji")) l'ntgegcn einer bereits gemachten Feststellung. 

ö* 
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Ursprung mündenden Lösungen in bestimmten Richtungen in diesen 
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daß in jeder der beiden 
möglichen Richtungen Lösungen im Ursprung münden. 

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daß tatsächlich ein Knotenpunld 
vorliegt, daß also tatsächlich alle Lösungen bis auf zwei mit der einen 
der beiden Tangenten einmünden. Zu dem Zweck müssen wir zeigen, 
daß der eine der beiden singulären Punkte von (14) auf x = 0 ein 
Knoten, der andere ein Sattel ist, daß also in den einen alle, in den 
anderen nur vier Lösungen einmünden. Zwei von diesen vier werden 
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann 
zwei mit der einen der beiden möglichen Tangenten einmündende 
Lösungen von (14), während alle übrigen dem Verhalten des anderen 
singulären Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung ein­
münden. Um nun diese Verhältnisse der beiden singulären Punkte von 
(14) einzusehen, muß man sich ihre charakteristischen Gleichungen an­
sehen. Falls 171 und 1]2 die beiden singulären Punkte auf x = 0 sind, 
so werden, w1e man leicht nachprüft, 

(A + B1J1 - tt) (B(1J1 - 1]2) + ,u) = 0 
und 

(A + B1J2- tt) (B(1J2- 1J1l + tt) = 0 

ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daß im einen Fall 
die beiden Wurzeln verschiedenes, im anderen aber beide gleiches 
Vorzeichen haben, ist nur festzustellen, daß das Produkt aller vier 
negativ ist. Dies Produkt ist aber 

- (A + B171) (A + B1J2) B 2 (1]1 - 17 2) 2 . 

Und das ist wegen (15) gleich 

- (AD- BC) B 2 • (r;1 -1]2) 2 . 

Die Determinante A D - B C ist aber positiv, denn nach (2) ist sie 
das Produkt der beiden .1.1 .1.2 , die gleiches Vorzeichen haben. Nach 
S. 83 ist B =!= 0. 

Durch eine kleine Rechnung kann man auch noch feststellen, daß 
die Richtung, welche von fast allen Lösungen im Ursprung eingehalten 
wird, die gleiche ist, wie bei der zugehörigen homogenen Gleichung. 
Der Leser möge das selbst nachrechnen. 

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen 
dy Cx+Dy+\ß2(x,y) 
i% = Ax+By+-$1 (x, y) 

in dem in Aussicht genommenen Falle, daß A D- BC =!= 0 ist, zu 
Ende geführt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daß für das 
qualitative Verhalten der Lösungen in der Nähe des Ursprungs in der 
Regel allein die linearen Glieder maßgebend sind. Diese bestimmen 
sogar die Richtungen, in welchen die Lösungen im Ursprung münden. 
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Freilich konnten wir bisher im Falle rein imaginärer Wurzeln der charak­
teristischen Gleichungen nicht den Wirbelfall vom Strudelfall trennen. 
Hier sind eben tatsächlich die linearen Glieder nicht mehr allein maß­
gebend. Das erkennt man sofort an zwei Beispielen, in welchen die 
linearm Gliedt>r die gleichen sind. So wird 

durch die geschlossenen Kurven 

xz + y2 + x4 + y4 = konst. 

gelöst. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei 

x' = y + x(x2 + y2) 

y' = - x + y( x2 + y2) ' 

em Strudel vor. Denn m Polarkoordinaten wird diese Gleichung 

e' = e3. 
S 0 1 2 l Ihre Lösungen sind die p1ra en e = - 2(tT+ c) · 

Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe­
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana­
lytisch verhalten, die Dinge anders liegen können, so will ich auch da­
für noch ein Beispiel geben. fch betrachte 

d X ( z z) . l 
d t = - y + x + y x sm %2+ y2 

dy = x + (x2 -'-- v2) y sin --1-
dt 1 • x2+ y2 

Führt man Polarkoordinaten ein, so kommt 

o' = o3 sin 1 
~ "' 1.!2 

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich häufen­
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daß der Differential­
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel­
punkt genügt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen 
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen 
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist e' von einerlei Vorzeichen. 
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um 
die BegrenzungskreisE' hcrnm. 

Kehren wir zurück zum analytischen Fall. \'hr legen uns die Frage 
vor, wie man nun bei einer uorgelegten Differentialgleichung entscheiden 
kann, ob sie zum Strudelfall oder zum Wirbelfall gehört. Man kennt 
dafür zwei verschiedent: :\1ethodcn, eine von Poincare und eine von 
JJcndixson. Die Poincaresche beruht auf folgenden Gedanken. ·wenn 
eine Schar geschlossener Integralkurven den Ursprung umschließen 
soll, so wird man die (~leichung derselben in der Form F = konst. 
annehmen dürfen. Es liegt nahe, PS hierbei einmal mit einer Funktion F 
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zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y entwickeln läßt. 
Für F ergibt sich dann aus den Differentialgleichungen die Bedingung 

O=~F =~!:dx+oFdy 
d t 0 X dt 0 y d t • 

Um F dieser Bedingung gemäß bestimmen zu können, denken 
wir uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, y 
geordnet: 

Dabei ist also F ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Diffe­
rentialgleichung dürfen wir nach S. 75 in der Form 

dx 
----y--LX ..L dt- I 2 I 

dy 
dt 

annehmen. Daraus erkennt man sofort, daß F 1 = 0 sein muß. Ebenso 
leicht findet man F 2 = x2 + y2 . Denn auf einen konstanten Faktor 
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man 

die Bedingung, daß bei Ordnung von ~~ nach homogenen Poly­

nomen alle diese einzelnen Polynome verschwinden müssen. Für das 
Polynom F k findet man hiernach die Bedingung 

(16) 
oFk oFk 

'V --- -X - = G . 
· ox oy k 

Dabei ist Gk ein Polynom k-ten Grabes, das sich aus der Differential­
gleichung und denjenigen Fi zusammensetzt, deren Ordnung niedriger 
als k ist. Zur weiteren Rechnung führt man am bequemsten Polar­
koordinaten ein: X= e cos {)' y = e sin {). Dann erkennt man leicht, 
daß für ein homogenes Polynom k-ten Grades 

Gk = ek ).., (Pn cos nß + qn sin nß) 

gilt. In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren 
Nummern dieselbe Parität hat wie k, und k nicht übertrifft. Man sieht 
auch leicht ein, daß umgekehrt diese Bedingung dafür hinreichend 
ist, daß das ek-fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten 

Grades ist. Setzt man dann Fk = ekcp(ß) und Gk = ekVJ(ß), so wird 
aus der Gleichung (16) die folgende: 

dq; 
- rT& = VJ {ß) · 

Man kann ihr also dann und nur dann genügen, wenn das Absolut­
glied in der Fourierreihe für 1p(ß), d. i. also Po= 0 ist. Das ist für 
ungerades k offenbar von selbst erfüllt, da ja rlVJ(ß) ein homogenes 
Polynom sein soll. Für ungerades k ist dann cp ({)) eindeutig bestimmt, 
da doch auch in cp(ß) das Absolutglied Null sein muß. Bei geradem 
k indessen bedeutet Verschwinden von Po eine besondere Bedingung, 



'" l)' l)·f· . ll. l dy <'x+DY+•\(x,,J) ~ u. . 1c 1 lcrenha g c1c nmgen = -- --- ·--· -- · . 
. dx A X + B y + -' (X, Y) 87 

und jetzt ist auch ffJ (0) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 
Ich behaupte nun, daß das Vrrschwinden der Po eine notwendige 
Bedingung für das Vorliegen eines Wirbels ist. :\' ehme ich nämlich 
an, diese Bedingung des Verschwindens der Po sei bis zur l\ummer 
k c :2 n erfüllt, für k - :2 n selbst aber sei sie nicht mehr erfüllt, dann 
kann man eim· Funktion q (H) aus 

d~p 

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung emes zu­
gehörigen homogenen Polynoms aus der Gleichung 

X un setze ich 

dF.>u 
\' . -rx x dF2" 'G._,,,- Po (x2 + v2J". 

(')' . 

F == x 2 - y2 i F0 -- . • • -+- F2 n _ 1 --t- F 2 n . 

Dabei mögen die F 3 , . . . F 2 ,, _ 1 •.. , aus den Gleichungen ( HiJ be­
stimmt sein. Dann fallen in dem Ausdruck 

dF 

dt 

alle Clicder \'Oll kleinerer als :2 n- ter Ordnung weg, während das Glied 
:2 11- tcr Ordnung 

dF 
\\·ird. Daraus folgt, daß in genügender l\ähe des ursprungs dt von 

einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann 
folgt hieraus, daß auf einer dieser LTmgcbung des Ursprungs angehörigen 
Integralkurve x x (t), y c v (t) bei wachsendem Parameter t die Funk­
tion F monoton abnimmt. :VIit wachsendem t nähert sich also die 
Integralkurve immer mehr dem Ursprung. Sie mündet also entweder 
in denselben für t >- X; oder aber sie hat eine Kurve F ~ c als Grenz­
zykel. :-\un aber kiinnen in unserem Falle einer analytischen Diffe­
rentialgleichung und einer analytischen Funktion F nnr endlich viele 
Kurven F - c lntcgralkurven ~ein. Denn aus F = c findet man als 
(~leichung der 1ntcgralkurw v f(x, c), und dies hängt algebraisch 
Hllll Parameter c ah. \\'enn diese Funktion nun für unendlich viele 
sich gegen ); ull häufende \Vcrte von c der Differentialgleichung ge­
nügte, so müßte dies nach allgemeinen Sätzen über analytische Funk­
tionen für alle c so sein. während wir doch von einer Integralkurve 
ausgingen, anf der F sich monoton ändert, statt konstant zu sein. 
Somit gibt l'S in unserl'm Falle, wo ein Po+ 0 ist, in einer gewissen 
1' mgebung vom l- rsprung keine geschlossenen Integralkurven. Da­
her müssen alle einer solchen l · mge bung angehörigen Integralkurven 
im l'rsprung münden. Daher ist für den \Virbelfall das Verschwinden 
aller Po l'inc notwendige Bedingung. Daß sie auch hinreicht, zeigt 
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Poincare durch den Nachweis, daß die für F so zu findende unendliche 
Reihe konvergiert. Doch will ich darauf nicht mehr eingehen. 

Lieber will ich noch die Methode von Bendixson schildern. Dieser 
setzt von vornherein die Differentialgleichung in Polarkoordinaten an. 
Man kann sie dann, wie man leicht sieht, auf die Form 

~~ = ec1 (-&) + e2 c2 (-&) + ... 
bringen. Diejenige Lösung, welche für -& = 0 den Wert eo annimmt, 
hängt analytisch von eo ab. (S. 49) Sie läßt sich also für hinreichend 
kleine !?o durch eine für alle 0 < -& < 2n konvergente Reihe 

e = e(-&, eol = eoul(&) + Qo2U2(&) + 0 0 0 

darstellen. Aus e(O, eo) = eo folgt, da dies für alle genügend kleinen 
eo gelten soll, u1 (0)=1, ttk(O)=O(k=2,3 ... ). Trägt man diese 
Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhält man für die uk die fol­
genden Differentialgleichungen 

dttl - u c (-&) d{}- l 1 

~~= u2 c1 (&) + u12 c2 (&) 

~~ = u3 c1 (-&) + 2u1 u2 c2 (-&) + u/c3 (-&). 

Die Lösungen sind durch die bei -& = 0 vorgeschriebenen Werte 
völlig bestimmt. Für die Geschlossenheit der Lösungen ist hinreichend, 
daß die uk periodische Funktionen der Periode 2n sind. Diese Be­
dingung ist aber auch notwendig. Denn wären etwa u1 , u2 , •.•. u,. 
periodisch, u,. + 1 aber nicht periodisch, so sei z. B. 

u,. + 1 (2n) - Uv + 1 (0) = d < 0. 
Dann wird 

(! (2n, eol- e (0, eol = eo"+1 [d + eo { u" +1 (2n)- u,. +1 (0)} + ... ]. 
Daher ist für hinreichend kleine eo • 

e(2n, !?o)- e(O, Qo) < 0. 
Also wird 

e(O, Qo) > e(2n, eo) > e(4n, Qo) > · · · 
Daher wird -& = 0 unendlich oft von jeder Lösung getroffen. Die 

Bedingung ist also auch notwendig. 
Man muß sich aber vor Augen halten, daß die Tragweite dieser 

Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine 
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen 
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dulac (Bull. des 
sc. math. 32 (1908)) vor, der für die Differentialgleichung 

d y - y + a1 x2 + b1 x y + c1 y2 

d x x + a 2 x2 + b2 xy + c2 y2 
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die Diskussion völlig durchgeführt hat. Hier genügen acht der unend­
lich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausführung der Inte­
gration sieht. 

Ich will noch erwähnen, wie man im Sattelfall die vier reellen 
Liisungen durch den Ursprung wirklich finden kann. Bendixson hat 
zu diesem Zweck in seiner zu Beginn dieses Paragraphen genannten 
:\rbeit ein Verfahren der sukzessiven Approximationen angegeben, 
das dem S. 74 besprochenen durchaus analog ist und das ich daher 
nicht mehr näher erörtern will. 

Zum Schluß dies<>r Betrachtungen noch den Hinweis, daß in der 
.\rbeit von Bendixson eine Methode entwickelt wird, die das Verhalten 
der Lösungskurven einer jeden Differentialgleichung 

dy \j31 (x, y) 

d x 1,ß;r;;; :Yl 
in der .:"Jähe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette 
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung 
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausführlich dis­
kutierten Typen zurückgeführt. 

Bemerkung: 1. ln zwei neueren ,\.rbeiten in der :Math. Zeitschr. Bd. 15 u. 
Bd. 16 hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen 
und in weitem Umfang die Bedingm>gcn für o(x, y) und c (x, y) angegeben, 
unter denen die Sätze dieses Paragraphen richtig bleiben. 

2. Die Übertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher 
nur dürftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschränken sich wesentlich auf die durch 
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daß im Falle, wo v der 
vVurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine 
v-parametrige Schar von Lösungen für t -> :D gegen den l:_:rsprung konvergiert. 
Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie 
S. 75 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen­
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon für 
Fragen der :\Iechanik wichtige Dienste getan. Vollständig kann man natürlich 
analog zu ~ 3 die Diskussion für Systeme linearer Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten durchführen. Doch müchte ich diese Dinge, für die wir anläßlich 
der linearen Gleichungen zweiter Ordnung noch Proben bekommen werden, 
nicht mehr verfolgen. (Vgl. auch S. 2!Jiiff.) 

§ 7. Über die Verteilung der singulären Stellen. 
:VIan darf immer annehmen, daß durch eine vorgelegte Differential­

gleichung einem jeden Punkt einer geschlossenen Fläche eine sie be­
rührende Richtung zugeordnet sei und daß es sich also darum han­
delt, anf d<>r geschlos:;m<>n FlächE' K nrwn zn finden, die jeden Punkt 
in der dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Denn wenn zunächst 
eine der seither betrachteten Differentialgleichungen y' = f (x, y) in 
einem Bereiche der x- y-Ebene eindeutig erklärt ist, so kann man ein 
Stück dieses Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugel­
nhcrfläclw projizieren und dann die in einem Stück dieser Fläche vor-
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liegende Erklärung der Differentialgleichung über den H.est der Fläche 
so ergänzen, daß eine auf der geschlossenen Kugeloberfläche erklärte 
Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke gibt auch die 
Möglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergebnisse auf 
Differentialgleichungen der Form I (x, y, y') = 0 zu übertragen, wo 
etwa l(x, y, y') ein Polynom sein möge. Dann ist das Problem, 
diese Gleichung zu untersuchen, nach Poincare gleichwertig mit der 
Untersuchung der Differentialgleichungen 

dx of dy of 
dt oz' dt=-Zo-z 

dz = oj + z ot 
dt (}x cy 

auf der Fläche I (x, y, z) = 0 und somit haben wir in manchen Fällen 
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen 
Fläche in eindeutiger Weise eine sie berührende Richtung zuordnet. 
Tatsächlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven, 

deren Projektion auf die x- y-Ebene ~ ~ = j,' : ~j = z liefert, so daß 

also diese Projektionen der Differentialgleichung I (x, y, y') = 0 genü­
gen. Tatsächlich liegen diese Raumkurven auf der Fläche I ( x, y, z) = 0, 
falls man ihre Anfangspunkte darauf wählt. Denn längs der Kurven 
. df 
1St dt = 0. 

An diesen Ansatz können wir anknüpfen, wenn wir jetzt noch einen 
allgemeinen Satz über die Verteilung der Singularitäten erörtern 
wollen. 

Zunächst betrachten wir eine einzelne singuläre Stelle S eines 
Systems 

dx . dy 
(1) dt = I (x' y)' dt = g (x' y) . 

Dabei sollen I (x, y), g (x, y) in der Umgebung von x = 0, y = 0 ein­
deutig und stetig erklärt sein und einer Lipschitz-Bedingung genügen. 
Im Punkte x = 0, y = 0 selbst sollen I (0, 0) = g (0, 0) = 0 sein, während 
in der betrachteten Umgebung keine weiteren singulären Stellen liegen. 
Jedem von (0, 0) verschiedenen Punkt ist dann durch (l) ein gerichtetes 
Linienelement zugeordnet. 

Nach Poincare ordnen wir der isolierten singulären Stelle S einen 
Index j zu. Mit Birkhofl erklären wir ihn so: Man lege um die singu­
läre Stelle eine einfach geschlossene Kurve~' welche aus endlich vielen, 
stetig differenzierbaren Bogen besteht und außer S keine andere singu­
läre Stelle umschließt. Durchläuft man dieselbe im positiven Sinn, 
so erfährt dabei der durch die Differentialgleichungen erklärte Vektor 
eine Drehung 2 j · n. j heißt dann Index der singulären Stelle. Man 
erkennt nämlich sofort, daß die ganze Zahl j von der Wahl der umschlie­
ßenden Kurve unabhängig ist. Denn bei stetiger Änderung derselben 
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müßte sich auch j stetig ändern und bleibt daher als ganze Zahl unver­
ändert. 

Bei den Differentialgleichungen des § ö ist es leicht, den Index zu 
bestimmen. Er ist nämlich stets dem Index der bei Beschränkung 
auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich. 

S 1. h d X . d J' ·i 'I • d I l f ctzt man näm lC d --- z i = r e , so Wlr der ndex der -2-- - achen 
t ' t n 

Anderung gleich, welche cp bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve 
um die singuläre Stelle erfährt. Ist x = x(r), y c-c y(r), 0 < r < 1 
die geschlossene Knrn-, :-;o wird somit 

1 1 

. I J' d <p l f' d ( i 'I j~=2n dr dr·--··2:ri drlog re )dr: 
0 0 

Denn log r ändert sich beim l;mlauf nicht. Also ist 
1 

. 1 j'f'+i~' 
7 ~ 2 . f_j ._ dr 
" :r 1 --r zg 

II 

wenn dx 
dt i(x,v), 

dy 
dt = g(x' y) 

die Differentialgleichungen sind, und i' und g' die Ableitungen von 
i nnd g nach r bedeuten. Ist insbesondere i = A x + B y + \131 (x, y), 
g =~ ( x -;- D y + \13 2 ( x, y) . wie im § ß, wo also \13 1 und \13 2 Potenz­
reihen sind, die nur Glieder von höherer als der zweiten Ordnung ent­
halten, so wird bei Verwendung \'Oll Kurwn, die hinreichend nahe den 
l'rsprung nmschlicß('n, gl'schlossen, daß 

I 

I f'(-!x'+JJy')+i(Cx'+Dy') dr 
2:Ti, (.-1 x+ !Jy) +i(Cx+ Cy) 

() 

ist. Man erkennt dies ähnlich wie beim Raucheschen Satz der Funktionen­
theorie, indem man statt 1,131 und l.l3 2 zunächst A 1,131 , }. 1,13 2 0 < }. < 1 
einträgt und bemerkt, daß das Integral so lange stetig von A abhängt, 
als der unter dem Integral vorkommende ~enner nicht verschwindet. 
Dies aber ist für 0 _:S: /. < l sicher dann der Fall, wenn längs der ge­
schlossenen Kurw l,ß1 und l,ß 2 hinreichend klein sind, d. h. wenn diese 
Kur\'e hinreichend nahe am Frsprung verläuft. Da aber das Integral 
eine ganze Zahl als Wert hat, so ist es von ;, unabhängig. 

Für die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu bestim­
men. }Ian erschließt seiw·n Wert unmittelbar aus den auf S. i56ff. 
gemachten :'l.ngaben. 

Im Knotenfall, im Strncldfall un<l im Wirbelfall ist darnach j == l , 
im Sattelfall aber ist j c -- 1. 

Wir betrachten nun eine geschlossene Fläche vom Geschlecht P 
mit eindeutig erklärter Indikatrix. Auf ihr sei wieder durch Differential-
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gleichungen mit eindeutigen stetigen und der Lipschitz-Bedingungen 
genügenden Koeffizienten ein Vektorfeld gegeben. Es möge endlich 
viele singuläre Stellen aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgend­
welche endlich viele J ordansche Kurvenbogen mit stetig sich ändernder 
Tangente die geschlossene Fläche in endlich viele einfach zusammen­
hängende Gebiete, deren jedes an seinem Rand keine, in seinem Inneren 
nicht mehr als eine singuläre Stelle besitzen möge. Diese Einteilung 
der Oberfläche kann als Polyeder aufgefaßt werden, und so hat man 
nach dem Eutersehen Polyedersatz zwischen der Anzahl e der Ecken, 
k der Kanten, und I der Flächenstücke die Beziehung 

e +I- k = 2- 2p. 

Falls nun in einer Ecke Y Kanten zusammenstoßen, so gilt noch 
e 

2; Y; = 2k. Wir bestimmen nun für jedes der Gebiete den Index f. 
1 

Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singuläre Stelle 
enthalten, Null. Zur Bestimmung des Index für die anderen Bereiche 
bedienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den im 
Sinne der positiven Indikatrix gemessenen Winkel zwischen dem 
Feldvektor und dem Tangentenvektor der Randkurve. Dieser habe 
die Richtung einer im Sinne der Indikatrix positiv erfolgenden Um­
lautung des Bereiches. Dann ist die Winkeländerung des Feldvektors 
gleich der Summe der Änderungen des Tangentenvektors vermehrt 
um die Änderung des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld­
vektor. Die erstere Änderung ist 2 n. Die letztere ist ein Vielfaches von 
2 n, das man findet, indem man abzählt, wie oft der Winkel im wachsen­
den bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von n durchläuft. Die 
ersteren nennen wir äußere, die anderen innere Berührungen des Feld­
vektors mit dem Tangentenvektor1). Nun aber heben sich die Anteile, 
welche Berührungen von Lösungen mit inneren Kantenpunkten zuzu­
schreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes bildet. 
Denn eine solche Berührung ist für das eine der angrenzenden Gebiete 
eine innere, für das andere eine äußere. Es bleiben also nur die Berüh­
rungen mit Lösungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine Lösung 
durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innerezweier Gebiete und berührt 
die Y - 2 anderen von außen. Es sei denn, daß eine Lösung eine Ecke 
in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die Einteilungs­
linien so wählen, daß dies nicht der Fall ist. Somit hat man in einer 
Ecke Y - 2 äußere Berührungen. Bildet man nun die Summe der 

Indizes über alle Bereiche, so wird sie dieser Summe - }; !'1 2 
2 --1.- f 

1) Alle hier erwähnten Winkel werden in den Parameterebenen gemessen. 
Man wählt also die Teilbereiche so klein, daß für jeden eine bestimmte Wahl 
der Flächenparameter ausreicht. Man überzeugt sich leicht, daß die 'Indizes 
von der Wahl der Parameter unabhängig sind. 
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gleich. Denn alle inneren und äußeren Berührungen heben sich auf, 
mit Ausnahme der in den Ecken stattfindenden Berührungen. Eine 

jede äußere Berührung aber gibt eine Abnahme um :n und die f Flächen 
geben der Winkeländerung der Tangente entsprechend einen Zuwachs 
um 2 :n. Zur Bestimmung des Index ist durch 2 :n zu dividieren. So­
mit wird 

..1'i = c i j- k == 2 - 2p 0 

Für die Kugel ist p =~ 0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets 
mehr als eine Singularität, falls nur Singularitäten der bisher betrach­
teten Art vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel 
das Kreisbüschel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbüschel 
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies eine Kurvenschar 
mit nur einem singulären Punkt. Der Index muß also 2 sein. Um 
das nachzuprüfen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine 
Ebene so projiziert, daß wir das Krei~;büschel 

(x - a)2 + y2 = a2 

erhalten. A.ls Differentialgleichung findet man 
x' -' x y, y' =-co 2 ( x2 - y2). 

Verfolgt man z. H. das Vektorfeld dieser Differentialgleichung längs 
eines Kreises um den l'rsprung, so bestä­
tigt man leicht, daß der Index 2 ist (vgl. 
.\bb. 10). Hier liegt auch im gestalt­
liehen Verhalten der Lösungen etwas 
neues vor. Es treten sogenannte "geschlos­
sene Knotengebiete" in dem betrachteten 
Kreise auf. Das sind Bereiche, in welchen 
jede Lösung aus dem Crsprung kommend 
wieder im C'rsprung mündet. Früher 
kamen "Sattelgebiete" vor. Diese waren 
von Lösungen begrenzt, die im Ursprung 
mündeten, und darin gingen die Lösungen 
alle am Ursprung vorbei. In allen bisher 
betrachteten Fällen besteht zwischen dem 
Index f, der Zahl k der geschlossenen 

Abb. 10. 

Knotengebiete und der Zahl /. der Sattelgebiete die Relation 
. k-.l.+2 
I ~'- 2 . 

Bendixson hat in der S. 61 genannten Arbeit gezeigt, daß diese plau­
sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen k und A endlich 
sind, und dies ist, wie er gezeigt hat bei allen Differentialgleichungen 

d X , dy 
d t =" s.ß1 (x' y) ,· dt = s.ß2 (x' y) 

der Fall, wo s_ß1 und s.ß2 Potenzzeiten sind, die in der Umgebung des 
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Ursprungs konvergieren. Z. B. ist für einen regulären Punkt, wo l,ß1 

und l,ß2 nicht beide verschwinden, k = 0, }. = 2. Also i = 0. 

§ 8. Singuläre Lösungen. 

Schon gelegentlich der Clairautschen Gleichung lernten wir auf 
S. 20 das eigentümliche Vorkommen von singulären Lösungen kennen. 
Wir machten damals die Erfahrung, daß durch einzelne Punkte zwei 
sich dort berührende Integralkurven gingen. Die singuläre Lösung 
trat als Enveloppe der die Clairautsche Gleichung lösenden Geraden­
schar auf. Nun wollen wir von allgemeineren Erwägungen aus an die 
singulären Lösungen herangehen. 

Wir betrachten eine Differentialgleichung 

( l) I (X' y' y') = 0. 
l(x, y, p) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung für alle in Betracht kommenden Linienelemente (x, y, p) 
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente 
seien: (x, y) aus einem Bereich B, p beliebig. 

Up1 die seither aufgestellten Sätze anwendbar zu machen, muß 
erst die Auflösung nach p bewerkstelligt werden. Darüber gibt ge­
wöhnlich der bekannte Satz über implizite Funktionen Aufschluß. Er 
lehrt folgendes: Wenn man ein Wertetripel x0 , y0 , Po hat, das der 
Gleichung I ( x, y, p) = 0 genügt, und wenn für dies Wertetripel die 
Ableitung 

at 
op h, Yo· Po) 

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von 
(x0 , y0) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion 

P=F(x,y), 
die der Gleichung genügt, und die für x = x0 , y = y0 den Wert p =Po 
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem Wertepaar, d. h. zu 
jedem Punkt x0 , y0 mehrere Werte Po und damit mehrere Funktionen 
p = F(x, y) gehören, die der Gleichung genügen. Gewissermaßen 
wird das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. 
Eine besondere Rolle müssen nach allem aber jedenfalls die Linien­
elemente spielen, welche auch noch der Gleichung 

of (2) op (x, y, p) = 0 

genügen. Alle diese Linienelemente genügen den beiden Gleichungen 
Bf (3) l(x,y,p)=O, cp(x,y,P)=O. 

Wir betrachten die ~I enge derjenigen (x, y), zu welchen p-Werte 
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gehören, die zusammen mit den (x, y) den beiden Gleichungen (3) 
genügen. Wir nennen die nm diesen (x, y) gebildete :.VIenge die Dis­
Jm:minantcnlmrvc. :Vlan kann ~ic in vielen Fällen durch Eleminahen 
,·on p an;; (:{) gewinnen. Dies gelingt z. B. in der l ~mgebung derjenigen 

'2 t 
Linienelemente für clic 0 ., ~~ 0 ist. Dann kann man aus der zweiten (' p· 
(~leichung (:3) p als ~tetigc mit stt•tigen c\bleitungen versehene Funktion 
gewinnen und in dit· nste Gleichung (:3) eintragen. .\us ihr gewinnt 
man dann die Diskriminantenkurn· als mit stetig sich ändernder Tan­
gente wrselwnc Kurn· in der :\iihc derjenigen (x, y) für die nicht auch 

? t l i.!j l . I I). I . . I d' d b . I Gl . h . unc ... nTsc 1wmc t•n. H' ~llllcne emcnte; 1e en e1c en T e1c ungen 
cx ry 

(3) genüger1, heißen siJtgulärc Linienelcmcntc. 
Betrachten wir z. ll. die Differrntialgleichung 

,., 
\' • ~, X. 

Ihre ;.;ingnlärcn Linienelemente genügen den beiden Gleichungen 

p2 ". X. 

:!.p =c 0. 

Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man 
,;teilt weiter leicht den Verlauf der In tergalkurven fest. ::-\ur für positive x 
siml reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben besitzen in den Punk­
ten der Diskriminantenkmn· Spitzer1. 

Dit· Liisungen sind \' ~" i x' 2 · c. Den beiden Schichten 

v' V x nncl \', V x entsprechend gehen durch jeden Punkt 
mit positinT _\bszi,;se x zwei IntegralkurYen hindurch. 

Ich lwtrachte \\'eitn die Gleichung 

v'~ = '\'. 

Hier genügen die singulären Linienlernente den beiden (~leichungen 

p~ ,~. \' 
:!p - 0. 

Sie sind alle der x-.\chse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve 
y '·' 0. Diese K urw ist daher selbst Lösung, und die übrigen 

I lk (x + c)Z l "h d' lb \\" · d' ntegra ·urven \' . 4 wru ren 1ese e. rr sagen m resem 

Fall. die Diskriminantenkurve sei singuläre Lösung. Wir verstehen 
also unter einer singulären Lösung eine aus lauter singulären Linien­
elenwntl'll aufgebaute Uisung. ::\ ach der Definition der Diskriminanten­
knrve kann eint· singuläre Lösung nur aus einzelnen Bogen der 
Diskriminantenkurve bestehen. Denn diese ist der Ort der Punkte, 
\\elche singuläre Linienelemente tragen. .\ber das erste Beispiel lehrt 
zugleich. daß die Diskriminantenkurve ganz und gar nicht immer eine 
singuläre Liisung dn Differentialgleichung ist. Damit dies der Fall 
ist, müssen ,·ielmehr noch besondere Zusatzbedingungen bestehen. Diese 
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wollen wir jetzt herleiten. Wir müssen ja nur feststellen, unter welchen 
Umständen die Richtung der Diskriminantenkurve mit der in ihren 
Punkten vorgeschriebenen singulären Feldrichtung übereinstimmt. 
Wenn dies längs eines Bogens derselben der Fall ist, so ist dieser Bogen 
singuläre Lösung. Um aber die Richtung der Diskriminantenkurve 
zu bestimmen, hat man ihre Gleichung (3) zu differenzieren. Das liefert 

of ofdy ot dp 
a x + 8-i rix +- afi · d; = 0 · 

Da aber längs der Diskriminantenkurve 
of --=0 ap 

ist, so erhält man die Bedingung 

~! +otd_y=O. 
i)x i.Jy dx 

dy 
Soll daher das - der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes 

dx 

übereinstimmen, so muß 

~~ + oj p = o 
ox i!y 

sein. Daher erhält man zur Bestimmung der singulären Lösungen die 
drei Gleichungen 

( 4) 
l f(x,y,P)=O 

i!f iJP (x, y, p) = o 

I i)j iJf 
ax (x' Y' P) + iTi (x' Y' P) · P = 0 · 

Wenn umgekehrt eine Kurve den sich durch Elimination des Para­
meters p aus den drei Gleichungen (4) ergebenden beiden Gleichungen 
genügt, so ist sie eine singuläre Lösung der Differentialgleichung, falls 
nicht auch noch für alle ihre Punkte 

iJf ay (x' y' p) = 0 

ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei 
Gleichungen (4) differenziert, so erhält man unter Berücksichtigung 
der zweiten 

Daher ist nach der dritten 

of-+- 01. "- o iJx ' i!y ! - . 

()}_ (y' - p) = 0 . 
i!y 

Hieraus ergibt sich wegen der auf:: bezüglichen Bedingung 

y' =P, 
so daß für das y' der Diskriminantenkurve wegen der ersten Glei­
chung (4) f(x, y, y') = 0 gilt. Sie ist also eine Lösung, und zwar eine 



§ ~- Singuläre Lösungen. 97 

singuläre, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen. 

Die drei Cleichungen (4) zusammen mit riJ; (x, y, p) =f 0 legen daher 

die singulären Lösungen fest. 
}lan sieht aus den vielen für eine singuläre Lösung notwendigen 

Bedingungen, daß im altgemeinen die Diskriminantenkurve nicht sin­
guläre Lösung sein wird. Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort der 
Spitzen der Integralkurven sein (vgl. das erste Beispiel). Übrigens 
kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Lösung sein, ohne aus 
singulären Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit anderen\\' orten 
auch nicht:-;ingnläre Liisung sein. So ist es z. B. bei 

(v' 2 x · y) (y'- l) ~~ 0. 

Für die singulären Elemente mnf3 

(p2 - x +- y) (p - ] ) =' 0 und 

~p(p-1) cp2 -x-f-y=O 

sem. Elimination von p liefert als Diskriminantenkurve 

(x -- )') (y - x + 1) 2 ~"- 0. 

Auf x ·~·· y sind p == 0 die singulären Richtungen. Auf y = x - l 
sind p • = 1 die singulären Richtungen; y = x ist also Lösung, ohne 
singuläre Lösung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daß ein 
anderer Zweig, der durch f ( x, y, p) - 0 definierten Funktion p = F ( x, y) 
längs der Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert. 

~ ach diesen Darlegungen ist es klar, daß eine jede Enveloppe 
einer Schar von Tntegralkurven, d. h. eine jede Kurve, die in jedem 
ihrer Punkte von einer I niegralkurve berührt wird, eine singuläre 
Lösung tst, im Sinne der vorhin aufgestellten Definition. Denn da 
durch jedes ihrer Liniendemente zwei verschiedene Integralkurven 
gehen, muß der vorhin Prwähnte Satz über implizite Funktionen in 
seiner .\nwenclung auf die Linienelemente der Enveloppe versagen1). 

Solche Linienelemente nannten wir aber singulär. Die Enwloppe 
besteht also nur aus singulären Elementen. 

:Vfan darf aber nicht umgekehrt schließen wollen, daß alle singu­
lären Li)sungen als Enveloppcn einer Schar von Integralkurven auf­
gefaßt werden kiinncn. Es ist also nicht immer der Fall, daß die sin­
guläre Lösung in ihren Pun ktcn wm anderen I niegralkurven be­
rührt wird. 

1) Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, für die at, existiert. 
ov 

Ebenso mag die Möglichkeit beiseite bleiben, daß man zwar in der t'm!'ebung 
des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(x, y, y') 0 nach y' auf­
lösen kann, daß aber für die aufgelöste Gleichung y' f(x, y) die Lipschitz­
bedingung nicht erfüllt ist. Auch so könnte es ja kommen, daß mehrere Lösungen 
durch das Linienelement gehen. 

Bi e b erb a c h, Differeutialgleichnngen 2. Auil. 7 
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Einige Beispiele sollen die Verhältnisse klarstellen. Ich betrachte 
die Tangenten der kubischen Parabel 

y= x3. 

Sie genügen der Gleichung 

(5) 27(y- y' x) 2 = 4y' 3 • 

Wenn man die singulären Integrale derselben sucht, so hat man noch 
die beiden Gleichungen 
(6) 

(7) 

54 (y - y' x) x + 12 y' 2 = 0 

- 54(y- y' x) y' + y' 54(y- y' x) = 0 

aufzustellen. Da (7) identisch eriüllt ist, so hat man zur Auftindung 
der singulären Lösungen nur y' aus (5) und (6) zu eliminieren. Das 
führt auf 

108 · 4y' 3 x2 - 144y'4 = 0. 

Daher ist entweder 
y'= 0 

oder y' = 3x2 • 

Die erste Möglichkeit führt zu der singulären Lösung 

y= 0, 
die zweite zur Parabel 

y= x3. 

Während diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden 
Geradenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integralkurven, die 
die Gerade y = 0 in ihren einzelnen Punkten berührten. Sie ist keine 
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singulären Linienelementen. 
Diese Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leit­
kurve einer Differentialgleichung auf, deren Lösungen durch die 
Tangenten dieser Leitkurve bestimmt sind. 

Wenn nämlich 
rJ=f(~) 

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind 

y- /(~) = !'(~) (x- ~) 

die Gleichungen ihrer Tangenten. S. 13 haben wir gelernt, wie man 
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er­
gibt sich durch Elimination von ~ aus den beiden Gleichungen 

y- /(~) = /'(~) (x- ~) 

y' = !' (~). 

Zur Bestimmung der singulären Lösungen dieser Gleichung hat 
man die ~-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert 
aber 
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Der erste Fall liefert die Leitkurve. Der zweite Fall führt zu den 
Wendetangenten, da ja die Wendepunkte durch f" (;) = 0 charakteri­
siert sind. (Zu den Wendetangenten zählen wir also alle Tangenten, 
die in höherer als der ersten Ordnung die Kurve berühren.) 

Warum gerade diese Wendetangenten mit zu den singulären Lö­
sungen, also auch mit zu der Diskriminantenkurve gehören, läßt sich 
am vorigen Beispiel der Gleichung 

27(y -- v' x)2 = 4y':l 

leicht erläutern, wenn man beachtet, daß von den Punkten des in 
.\bb. ll schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen, 
von den Punkten des nicht schraffierten GebietPs aber nur eine. Beide 
Gebiete werden naturge-
mäß durch die Diskrimi­
nantenkurve getreu n t, denn 
das ist deren geonwtrischc 
Bedeutung. 

Ich betrachte noch ein 
zweites Beispiel, in dem 
die singulären Lösungen 
nicht als Enveloppen auf­
treten. Das ist der Fall 
bei der Differentialglei-
chung y'2 c= y3. 

Ihre Lösungen sind 
4 

V~= (x + c)2' 

Dazu kommt noch die 
singuläre Lösung 

vcc-=0. 

Sie wird von keiner an­
deren Integralkurve im 
Endlichen berührt, tritt 
vielmehr als gemeinsame 
Asymptote aller Inte­
gralkurven auf, die sich 

Abh. ll. 

ihr beliebig nahe an- Abb. 12. 
schmiegen. Diese gehen 
nämlich auseinander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse 

hervor. \Venn daher eine der Kurven, z. B. y = !2 (Abb. 12), für 
7* 
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x > 20 nur um höchstens 1 ~l0 von y = 0 abweicht, so kann man sie so 
parallel verschieben, daß eine Kurve entsteht, die schon für x > x0 

nur noch um 1~0 von y = 0 abweicht. x0 kann dabei ganz beliebig 
gewählt werden. Denn 

4 
Y = (x+20- x0 )2 

ist die gewünschte Kurve. 

IV. Kapitel. 

Differentialgleichungen erster Ordnung 
im komplexen Gebiet. 

§ 1. Feste und bewegliche Singularitäten. 

Für z-Werte, welche einem abgeschlossenen Bereiche B der kom­
plexen z-Ebene, und für w-Werte, welche einem abgeschlossenen 
Bereiche G der komplexen w-Ebene angehören, sei f(z, w) eine ein­
deutige, bis auf gewisse Singularitäten reguläre analytische Funktion. 
Uns wird hier allein der Fall beschäftigen, daß f(z, w) für die genannten 
Werte (z, w) durchweg von rationalem Charakter ist. Wir wollen also 
f (z, w) als Quotient zwei er in dem Bereiche regulärer Funktionen 

annehmen. Es sei f(z, w) = -1/_l__((z,w)), wo /1 (z, w) und /2(z, w) im zu-
2 z, w 

grunde gelegten Bereiche regulär sind. Dann stellen wir uns die Auf­
gabe, die Lösungen der Differentialgleichung 

dw t_1 (z,w) 

dz f2 (z,w) 
(l) 

in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Lösungen sind durch 
ihre Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S. 48 her fol­
gendes: Wenn die Anfangswerte z0 , w0 so gewählt sind, daß /(z, w) 
an dieser Stelle regulär ist, daß also mit anderen \-\'orten daselbst 
der ~enner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um­
gebung von z0 eindeutige reguläre Funktion w(z), für die w(z0) = w0 

gilt, und die der Differentialgleichung genügt. Wir wissen weiter, 
daß es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung genügende 
Lösung gibt, ja man kann der Fußnote 1) von S.30 sogar entnehmen, 
daß es keine weitere der Bedingung lim f (z) = w0 genügende Lö-
sung gibt. z-~zo 

Die weitere Aufgabe ist nttn, mit Hilfe funktionentheoretischer Me­
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen festgelegte Lösung 
durch analytische Fortsetzung in ihrem weiteren V er lauf zu verfolgen. Wo 
sind z. B. die Singularitäten einer solchen Lösung zu suchen? Ich 
nehme an, bei Fortsetzung längs eines bestimmten Weges könne man 
bis :m eine Stelle z0 aus B heran, nicht aber über dieselbe hinaus ge-
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langen. Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder kon-
1Jcrgiert bez: Annäherung an die .'-itcllc z0 die Funktion w (z) einem be­
stimmten Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenann­
ten Fall. Es wird sich zeigen. daß er nur dann eintritt, wenn /2(z0 , w) = 0 
ist für alle w. Da nämlich der :\enner j 2(z, w) im Bereiche G regulär 
ist, so gibt es in (; nnr endlich Yiele Stellen U';, für die / 2 (z0, w;) =c 0 
ist, falls nicht / 2 (z0 • ") 0 ist. :VI an mngebe sie durch Kreise, über 
deren Kleinheit noch zu wrfügen sein wird. Dann kann man eine 
von der Kleinheit der Kreise abhängende Zahl 1.! so bestimmen. daß 
für I z- z0 I < 1.! die Wurzeln <c nm /2 (z, w) = 0 alle im 1nnern dieser 
Kreise liege11. Dann gibt es eine positi \·e Zahl M derart, daß für 
I .z · z0 I < 1.! und für ein jedes nicht diesen Kreisen angehörige 
w stets I /2 (z. I .1/ gilt. \Yählt man nun die Kreise genügend klein, 
so muß L'S beliebig nahe bei z0 auf dem der Fortsetzung zugrunde ge­
legten \'"cge Stellen gehen. wo die Werte der Lösung außerhalb oder 
auf der Peripherie jener !\:reise liegen. Denn sonst müßte gegen die 
~\nnahme w (z) für :: · z0 gegen einen Grenzwert konvergieren. Da 
aber zu jeder dieser Stellen somit ein endlicher Konvergenzkreis ge­
hört, dessen Radins stetig \·om Entwicklungsmittelpunkt abhängt, 
so können bei .\.nniilwrnng an z0 die Konvergenzradien nicht gegen 
::\ull streben. Denn sie besitzen in der aus dem Außeren und dem Rand 
jener Kreise gebildeten Tt·ilmenge von(; ein positives :Vlinimum. So­
mit ist tatsächlich nm der erste der beiden aufgezählten Fälle wirklich 
mi>glich. \\'enn also die Fortsetzung üher z0 hinaus nicht möglich ist, 
ohne daB 1~ (z0 • ''') () ist für alle w, so muB <f' (z) bei Annäherung 
an z0 einem bestimmtt·n Crcnzwert zc0 zustreben. Die Betrachtung 
lehrt dann außerckm, daf.l / 2 (z0 • ~t'0 ) .-, 0 ist. ::\un haben wir drei 
Fiille zu untersclwidt·n: 

Entwt·dcr ist / 2 (:::0 , <<') 0 in der L:mgebung von w 0 für kein an-
deres cc' l'rfüllt, odn aber es ist f2 (z0 , w) für alle w ~ull. Beieie Male 
sei /1 (z0 , w0) i~ 0. !111 ersten Falle also, wo zwar / 2 (z0 , w0 ) = 0 ist, 
aber j 2 (z0 , Zi') je() für it' k <f'o in der Umgebung von w0 , sprechen 
wir \"Oll einer bczc·cglicltcn Singularität. Denn der Grenzwert w0 • 

mit dem wir in z0 ankommen, hängt von den c\nfangswerten der 
untersuchten Liisung ab. Es erweist sich dann also bei der Fortsetzung 
längs ch;sselhen \\"eges eine andere Lösung unter Umständen in z0 

ab nicht singulär, falls sit· nämlich für z--+ z0 einen von ze•0 verschie­
denen Grenzwert hat. Im zweiten Falle aber, wo / 2 (z0 , ze•) = 0 ist für 
alle w, liegt eine feste Singularität \'OL Denn nun ist jede Lösung bei 
.\nnähenmg an z0 in der gleichen Lage. Der dritte noch zu unterschei­
dende Fall ist der, daLl außer / 2 (z0 • <e·0) == 0 auch / 1(z0 , 1R'0 ) ~ 0 ist. 
1 ht•s soll also in den beiden ersten'n Fällen nicht so sein. 

Der erste der t·ht·n anfgczählten Fälle i:-;t sehr leicht zu erledigen. 
In diesem Falle n;lmlich, \\"O Z\\·<u f~(z0 , <R'o) = 0 ist, in der l~mgebung 
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von w0 aber f2 (z0 , w) nicht weiter verschwindet, ist offenbar in der 
Differentialgleichung 
{2) dz _ /2 (z, w) 

dw- ft (z, w)' 

welcher die Umkehrungsfunktion genügt, die rechte Seite in der Um­
gebung von z0 , w0 regulär. Die rechte Seite verschwindet zwar für 
z0 , w0 , aber sie verschwindet nicht für z0 und beliepiges w. Daher 
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von 
z- z0 unabhängig sind. Das niedrigste derselben sei vom Gradem. 
Dann läßt sich diejenige Lösung, welche für w = w0 den Wert z0 besitzt, 
in eine Potenzreihe dieser Form entwickeln: 

(3) 

Denn sei 

(4) 

wo $ 1 und $ 2 Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von w = w0 

bzw. z = z0 , w = w0 konvergieren, so mache man nach S. 48 den 
Ansatz 

z = z0 + c1 (w - w0) + ... 

ck = k\ (~~) 
dw (w,=wo) 

Dann ist 

Man sieht aber aus (4) sofort, daß daher c1 = c2 = ... = cm = 0 ist. 

Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt, daß w in der Umgebung von z0 
1 

nach Potenzen von (z- z0)m+ 1 entwickelt werden kann. Es liegt also 
für die Lösung ein m + l- blättriger algebraischer Verzweigungspunkt 
vor. Daß dieser Verzweigungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch 
bedingt, daß wir gerade die Lösung betrachteten, die für z __,.. z0 gegen 
w0 strebte. Denn verlangen wir diejenige Lösung, welche für w = w1 

den Wert z0 annimmt, so finden wir für dieselbe eine Reihe 

z = z0 + a1 (w - w1) + ... , 
in der jetzt der Koeffizient a1 der ersten Potenz nicht verschwindet, 
falls nur w1 hinreichend nahe bei w0 liegt, nämlich so nahe, daß 

f2 (z0 , w1) =f= 0 
ist. Dann wird aber 

1 
w = w1 + - (z- z0) + ... 

al 

in der Umgebung von z0 regulär. So erklärt sich die nicht ganz treffende 
Bezeichnung "bewegliche" oder auch "verschiebbare" Singularität. 

Im zweiten der drei Fälle, wo /2 (z0 , w) = 0 ist für alle w, würde 
die gleiche Überlegung nur zu der Lösung z = z0 • führen, mit der wir 
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für unseren Zweck weiter nichts anfangen können. Bei Annäherung 
an eine derartige Singularität zweiter Art kann nun tatsächlich die 
Lösung w (z) unbestimmt werden. So ist ja z. B. die allgemeine Lö-
sung von 

dw w 
dz z2 

die Funktion w =Ce :-lie wird bei Annäherung an z = 0 längs der 
imaginären Achse tatsächlich unbestimmt, d. h. sie strebt keinem 
Grenzwert zu. Hier sprechen wir von einer festen Singularität. 

Eine große Menge von Cntersuchungen befaßt sich damit, bei 
gegebener Differentialgleichung die Natur der Lösungen in der Nähe 
einer solchen festen singulären Stelle z0 zu untersuchen. Briot und 
Bouquet haben die Untersuchungen begonnen, Picard, Poincare, Dulac, 
Bendixson, Horn und neuerdings M almquist haben sie gefördert. Ich 
\·erweise wegen alles weiteren auf eine Arbeit von .i11almquist im Arkiv 
för matematik astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die Literatur 
erwähnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt der 
Untersuchung bildet immer ein Zweig der Lösung, welcher einem 
bestimmten Grenzwert w0 zustrebt, wenn sich z auf einem passenden 
Wege der singulären Stelle nähert. Dieser Wert w0 erfüllt aber dann 
immer mit z0 zusammen die (~leichung f1 (z0 , w0) = 0. Dies folgt so­
fort aus der schon mehrfach angestellten Überlegung, welche an (2) 
anknüpft. Diese Gleichung wäre ja sonst in der Umgebung von z0 , w0 

regulär. Aber ihre einzige Lösung, welche für w-+ w0 gegen z0 strebt, 
ist ;; = z0 , clas aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden 
Lösung sein kann. Somit bekommt man Anschluß an die singulären 
Stellen der dritten :\rt. welche wir im reellen Gebiet schon ausführlich 
untersucht haben. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche z0 und w0 angenommen . 

. \ber man weiß, wie man durch die Substitutionen 1 = ö oder_! = ttJ z w 
dem Unendlichfernen beikommt. 

In diesem Paragraphen möchte ich nur noch die Frage behandeln, 
ob es Differentialgleichungen mit lauter festen singulären Stellen gibt, 
und wodurch diese von beweglichen Verzweigungspunkten ihrer Lösungen 
freien Differentialgleichungen charahterisiert sind. Wir beschränken uns 
dabei von vornherein auf Differentialgleichungen (l), in welchen die 
rechte Seite rational ist. Zähler und Nenner sollen also ganze rationale 
Funktionen sein. Die festen singulären Stellen sind diejenigen Stellen z0 , 

für welche der Nenner für alle w verschwindet. Dazu kommt eventuell 
.. I 

noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Ubergang zu z = ·· die 
cr 

Stelle ö c.= o zu den festen Singularitäten überführt. Die Substitution 
l z ,~ aber führt die Differentialgleichung (l) in 
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1 
/1 ( & , w) 1 

1 . ,z 
fz (. , w) ~ 

,) 

(3) 

über. Cnd hier kann man alle gewünschten Feststellungen leicht 
machen. Außerhalb dieser festen Singularitäten besitzt ein jedes In­
tegral nach unseren Überlegungen allenfalls noch Pole. 

Soll nun eine Differentialgleichung (l) der angegebenen Art nur 
feste Verzweigungspunkte besitzen, so muß der ~enner der rechten 
Seite für jedes z0 , für das er überhaupt verschwindet, identisch in w 
oder nur für solche w verschwinden, für die zugleich der Zähler ver­
schwindet. ~immt man Zähler und ~enner als teilerfremd an, so tritt 
dieser letztere Fall nur für endlich viele z0 ein. Richtet man die Auf­
merksamkeit auf die übrigen z0 , so erkennt man, daß im Nenner das 
w gar nicht vorkommt. Die Differentialgleichung muß daher von der 
Form 

dw 
dz = cp (z' w) 

s'"in, wo rp (z, w) ein Polynom in w ist. Damit sind bewegliche alge­
braische Verzweigungspunkte ausgeschlossen, in welchen w endlich 
bleibt. :;-Jun müssen noch diejenigen ausgeschlossen werden, in welchen 

w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution w = ! . Damit 

geht die Differentialgleichung (1) in 

(4) = -to2 m I z dro 1 1) 
dz '~' \ ' tu 

über. ~un muß wieder der Nenner von ltJ unabhängig sein (nachdem 
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zähler und Nenner entfernt 
hat). Daher kann rp (z, w) in w höchstens vom zweiten Grade sein. 
Damit haben wir den Satz: 

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen, deren Lösungen keine 
beweglichen algebraischen Verzweigungspunl?te besitzen, sind die TOm 

Riccatischen Typus 

(ö) ~: = A 0 (z) + A1 (z)w + A 2 (z) w2 • 

Bemerkung. Auch für die allgemeineren Differentialgleichungen 

f(x, y, y') 0, 

wo f(x, y, y') ein Polynom in x, y, y' ist, wurde durch Fuchs und Poincare das 
Problem gelöst, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten 
zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist entweder 
eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch 
eine algebraische Substitution entweder auf eine Riccatische oder auf die Diffe­
rentialgleichung 

y' =g (x) J (1- y2) (1- k2y2) 
transformieren. 
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Aus unseren bisherigen Ergebnissen ergibt sich leicht ein dem 
Picardschen Satz für ganze transzendente Funktionen entsprechender 
Satz für die Lösungen unserer Differentialgleichungen. Er lautet: In 
der Differcntialgleiclzzmg 

dw 
dz = f(z, w) 

sei die rechte ,..,'eite cmc rationale Funktion. w (z) sei ein Integral der­
selben, welches eine unendlich vieldeutige Uinkehrungsfunktion z(w) be­
sitzt. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerte W, für welche die 
Gleickung w (z) = W nur endlich •·t:e!c Lösungen besitzt. 

Zum Beweise betrachtt>t man die Differentialgleichung 
d z 1 
dw f(z, w)' 

welcher die l:mkehrungsfunktion unseres Integrals genügt. Feste 
Singularitäten und Singularitäten dritter Art derselben sind nur in 
endlicher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht 
zu diesen festen Singularitäten gehört. An dieser Stelle nimmt die 
Funktion z(w) \Vert<' an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich 
viele nrschiedene vorkommen. Es ist nämlich jeder Zweig unserer 
Funktion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder 
Zweig aber ist durch o;einen bei W angenommenen Wert festgelegt. 
Da aber die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, 
und da jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularitäteil 
vermeidenden \Veg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die 
Funktion z (1r•) an der Stelle W unendlich viele nrschiedene Werte 
an. Darin liegt dl'r Beweis unseres Satzes. 

Dieser Satz legt die Frage nach den endlich vieldeutigen Inte­
gralen der Differentialgleichung (1) nahe. Derartigen Fragen wenden 
wir uns nun zu. 

§ 2. Differentialgleichungen mit eindeutigen Integralen. 
Im vorigen Paragraphen wurde schon bewiesen, daß die einzigen 

rationalen Differentialgleichungen ohne verschiebbare algebraische Ver­
zweigungen die Riccatischen sind. Daher sind jedenfalls auch die 
Differentialgleichungen, welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei 
welchen also überhaupt keine, also auch keine verschiebbaren Ver­
zweigungen vorkommen, unter den Riccatischen zu suchen. Die Be­
dingungen dafür. daß eine Riccatische Gleichung nur eindeutige Inte­
grale besitzt. sind noch unhekannt 1). Für andere Differentialgleichungen 

1) Der auf S. 131 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte­
grale von (5) S. 104. Kann man einer Antwort auf diese Frage entnehmen, die 
aher nicht voll befriPdigt. 
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hat aber Malmquist den folgenden schönen Satz bewiesen (Acta mathe­
matica Bd. 36) : 

Wenn die rationale Differentialgleichung~:= f(z, w) keine Riccati­

sche ist, so ist i e des eindeutige Integral derselben eine rationale Funktion. 
Zum Beweis sind zwei von Boutroux herrührende Hilfssätze über 

das Wachstum der Integrale rationaler Differentialgleichungen bei 
Annäherung an singuläre Stellen notwendig~ Ich verweise wegen des 
Beweises derselben auf die Darstellung von M almquist. Der erste 
Hilfssatz diept zum Beweis des zweiten. 

Hilfssatz 1: In der Differentialgleichung 

~: = c0 + c1 w + ... + cnwn (n > 1, cn =f= 0) 

seien die ci rationale Funktionen von z. w (z) sei ein eindeutiges Integral 
dieser Gleichung, welches außerhalb eines gewissen Kreises I z I > r 
außer bei z = oo keine Singularität besitzt. Dann gibt es eine Zalll # 
und eine Zahl R, so daß für I z I > R stets I w (z) I > I zl.u gilt. 

Hilfssatz II: In der rationalen Differentialgleichung ~d'lf) 11d(z' w )) 
z 2 z, w 

habe der Zähler in w den Grad n1 , der Nenner in w den Grad n2 , und 
es sei n1 = n2 + 2. w (z) sei eine eindeutige Lösung dieser Gleichung, 
welche für I z I > r keine anderen Singularitäten als z = oo besitzt. 
w,(z) genüge der Gleichung f2(z, w) = 0. w.(z) habe in I z I > r keine 
andere Singularität als z = oo; es sei für endliche z aus I z I > r nie 
w (z) = w• (z) . Dann gibt es zwei Zahlen Ti und R, so daß 

1 ! • 7 1 .. I . 
I w =.w~ < 1 z 1 fur i z i > R . 

Auf Grund des Hilfssatzes II kann nun der Satz von M almquist 
recht einfach bewiesen werden. Es sei nämlich w (z) eine eindeutige 
Lösung der Differentialgleichung. Mit Ausnahme der festen Singu­
laritäten der Differentialgleichung besitzt diese Funktion keine anderen 
Singularitäten als Pole. Trägt man nun diese Funktion in den Nenner ein, 

so wird f2 (z,1w (z)) eine eindeutige Funktion von z, die nur noch an 
den festen Singularitäten und den Singularitäten dritter Art der Diffe­
rentialgleichung singulär sein kann. Betrachten wir nämlich Stellen z, 
die nicht Singularitäten zweiter oder dritter Art sind. Hat dort w (z) 

einen Pol, so ist die Regularität von fs(z,1w (z)) ohne weiteres klar. 
Ist aber dort w (z) regulär, so kann /2 (z, w) nicht verschwinden. Denn 

dz 
sonst wäre daselbst dw = 0. Der Zähler kann nämlich nicht gleich-
zeitig verschwinden, weil dies nur an den Singularitäten dritter Art 
der Differentialgleichung passieren kann. Betrachten wir nun das Ver-
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halten von f2(z,!w (z)) an einer singulären Stelle zweiter oder dritter 

Art z0 der Differentialgleichung etwas näher. Man kann dort h in eine 

Laurent-J<eihe entwickeln. 
1 . l ) 

I (z, w) ·· G \z-z0 + \15 (z- zo)· 

Hier ist bekanntlich G(ö) eine ganze Funktion. Wendet man nun 
den zweiten Hilfssatz auf die verschiedenen Linearfaktoren des Nen­
ners /2 an, so schließt man leicht, daß es eine Zahl (} gibt, derart, daß 

l ' ,, 
:<'z-z ' 

/ 2 (z,w(z))l 0 

ist in einer gewissen Cmgebung von z0 . Daraus folgt wieder, daß für 
jede positive ZahlE in einer gewissen Umgebung von z0 die Abschätzung 
gilt 

. • l \ I 
G 1 ,.< z-z c-' 

\z-zo/ I o . 

Daher gilt für die ganze Funktion G (ö) für genügend große ö die Un­
gleichung 

Daher ist G (ö) em Polynom. Daher hat - 1 - keine anderen Sin-
/2(z,w(z)) 

gularitäten als Pole. Cnd daher ist es eine rationale Funktion cp (z). 
Da demnach w (z) der algebraischen Gleichung 

l ( . 
= rp z) 

/ 2 (z, w) 

genügt, ist w (z) eine algebraische Funktion. Da sie aber eindeutig sein 
soll, so ist w(z) rational, wie bewiesen werden sollte. 

Jl[ almqttist hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz über 
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen 
bewiesen. Er ist auch clamit über clen Inhalt der Vermutungen und 
Beweisversuche Painlez•es, dem man die Fragestellung verdankt, hinaus­
gegangen. Dieser Wf'itergehende Satz lautet: 

Wenn eine rationale Differentialgleichung ~ = f (z, w) ein endlich 

·uieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eine algebraische 
Funktion. oder aber man lwnn die Differentialgleichung durch eine Sub­
stitution der Form 

lU 
wn-l + {12 w" ·2 + ... + ßn 

111 cme R iccatisc/ie (;teichung 

überführen. In dieser sowohl wie in der Substitution sind dabei alle 
K oeffizientm rationale Funktionen von z. 
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Wegen des etwas langwierigen Beweises dieses Satzes sei auf die 
Originalarbeit von M almquist verwiesen. 

Bemerkung. Von Hermite rührt der folgende Satz her, den er in seinem 
Cours d'analyse angibt und für den auch in Picards Traite d'analyse ein Beweis 
zu finden ist (Bd. 3, S. 62). Wenn f(z1 , z2) ein Polynom ist, so ist das allgemeine 
Integral der Gleichung . f ( w, w') -c 0 nur dann eindeutig, wenn die algebraische 
Kurve f(z1 , z2) ---0 vom Geschlecht 0 oder l ist. 

§ 3. D. D"ff . 1 1 . h dw Cz+Dw+q!2(z,w) 1e 1 erent1a g e1c ungen - = ·-·- -- ----- --- -
dz Az+Bw+~t(Z.W) 

in der Umgebung von z = w = 0. 

Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 75 annehmen, daß die Po­
tenzreihen ~1 und ~2 in einer gewissen Umgebung von z = w = 0 
für alle komplexen z und w konvergieren. Wir wollen das Verhalten der 
Integrale in der Nähe von z = w = 0 im komplexen Gebiet unter­
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen 
Ergebnisse erweitern. Wir beschränken uns dabei - weiter reichen 
die zu entwickelnden Methoden noch nicht - auf den Fall, wo man 
durch eine lineare Transformation der z und w erreichen kann, daß 
C = B = 0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung 
der Überschrift wieder das System 

( l) 
d x 1 • ) ) dt =/.lxl+l.ßl(xPx2 =Pl (xl,x2 

dx2 _. ( ·-p (· ) dt -A2x2+1.ß2 xl,x2)- 2 xJ, x2 

vor. Die von Poincare erdachte, von Lindelöf verallgemeinerte Methode 
beruht darauf, daß man die Schar der Lösungskurven in der Form 
(2) 

geschrieben denkt. Dann ist u eine Lösung der linearen partiellen Dif­
ferentialgleichung 

(3) 

und umgekehrt liefert jede (3) genügende Funktion u vermöge (2) 
Lösungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen In­
tegrale u von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden. 
Die Untersuchung soll für den Fall geleistet werden, daß ).1 und ).2 bei 
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen ).-Ebene beide auf derselben 
Seite (nicht auf) einer passend gewählten Geraden der A-Ebene liegen. 
Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende Methode bedingt. 
Der Grundgedanke der Methode ist dieser. Man betrachtet an Stelle 
von (3) zunächst die beiden anderen Differentialgleichungen 

{4) 



D . D'f'f .1 . l dw Cz+ lJw + i)io(z,w) . d ., 
Je 1 .. -(, e1c 1. d- = -7 111 er umgebung von z = w = 0 

z A.z-t-Bu· + !)l1 (z,w) · 

(5) 
(' lf ' 

p2 - = "2 u. 
cx2 
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Hat man dann ein Integral u1 Yon (4) und ein Integral u2 von (5) ge­
funden, so ist 

( ()) 
i ... 

lt ')-
Uc= -~ 

lfiil 

em Integral Yon (3). 

Denn setzt man in (4) u == u1 und multipliziert man (4) mit 

1 
1 . -1 -.-u;-1 

/.1 

so sieht man, daß TT -- Ui.' u 1 -- 1 

der Differentialgleichung 

( ·, 

genügt. Ebenso findet man für 

(S) 

Multipliziert man dann (7) mit U2 und (8) mit U1 und subtrahiert 
man beides Yoncinander, so sieht man. daß für (6) die Gleichung (3) 
gilt. 

Wir schreiten zur Durchführung des Ansatzes. Wir suchen In­
tegrale von (4) und (:'5) nach der :VIethode der unbestimmten Koeffi­
zienten zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an 

X 

(9) [- .t 1 -·- ~'C.,,., x';1 X:;', 
l'J +1':.!=2 -

so erhält man 

(10) 
~ ( lf ' " (''/( 2:1 
/.1 .t 1 .. --'- I X -- ) u = R X"1 X .. , 

('Xl I '2 2{'X2 '1 l'tl'~ 1 • ~ • 

'1'1 +1'2 --- 2 

Hier bedeuten die R,., ,, ganze rationale Funktionen derjenigen 
c",(/2 für die ,ul - ,_ fl2 <'VI+ jJ2 ist, und der Koeffizienten von ~1 und 
~2 • Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man 
auch auf der linken Seite von (10) das (9) einträgt 

(ll) 

Hieraus kann man rekurrent die C,., ,., bestimmen, wofern niemals 

1.1 '~'1 I. v2 - A1 = 0 
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wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unmöglich, weil die rechte 
Seite R,., ,,2 ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen 
daher nach Lindelöf statt (4) die Differentialgleichung 

(12) 

betrachten, wo 

eine noch passende zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir 
in (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10) 

Nunmehr kann man stets dann, wenn 

A1v1+A2v2-A1=0 

wird, (/J,., "• = - R,.,,.z 

setzen und so erreichen, daß man (14) erfüllen kann. C,., ,.2 freilich 
bleibt willkürlich. Wir wollen dann stets C,., "• = 0 setzen. 

Bevor wir die Konvergenz der so zu findenden Reihen untersuchen, 
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas näher ver­
gegenwärtigen. Da A1 und A2 nach Voraussetzung dem Inneren einer 
Halbebene angehören, so kann es keine Relation 

P1J.1 +P2A2 = 0 

geben, in der p1 und p2 beide nichtnegativ sind. Besteht also eine 
Relation v1 A1 + v2 A2 - ).1 = 0, in der v1 und v2 nichtnegativ sind und 
v1 + v2 > 2 ist, so muß v1 = 0 sein. Dann ist also 

(15) A1 = v2 A2 (v2 > 2) 

und· man sieht, daß es nicht mehr als eine einzige Relation 

vl ;.1 + v2 A2 - A1 = 0 

gibt und daß diese die Form (15) hat. 
Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei (5) an, so werden w1r 

auf Relationen 

geführt und sehen, daß es nicht mehr als eine geben kann und daß diese 
dann notwendig von der Form 

(16) A2 = v1 A1 (v1 > 2) 

ist. Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daß man höchstens bei 
einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf eine Relation (13) oder 
(16) stoßen kann. Nehmen wir an, bei (4) kam keine solche Relation 
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vor, so können wir hier ffJ 0 nehmen und erhalten durch unsere Über­
legung - sowie die Konvergenz bewiesen ist - eine Lösung u1 von (4). 
StoBen wir auch bei (5) auf keine Relation, so können wir auch dort 
ffJ 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine Rela­
tion (16) vor, so können wir 

ffJ = Ku;• 
nehmen und dann K so bestimmen, daß die zu (14) analogen Gleichungen 

(),1 vl + )2 v2- },2) C,.,,., = R,., ,., + f[J,., ,., 

stets lösbar sind. Dagegen genügt es, wenn 

(17) 

die Relation ist, 
Ruu-rK=O 

zu nehmen, also ffJ c_c ~R,, 0 ut;_ zu setzen. 
In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist ffJ =- R" o u~ eine 

Lösung von (5), wenn u1 eine Lösung von (4) ist. Man setze nur u1 in 
(4) ein und multipliziere mit~ fl Ru. u•;-·1 . 

Aus 

und 

aber folgt, daß 

(18) 1-t = ffJ- u2 = u~-u2 

der Gleichung (3) genügt. In dem Falle, wo man weder bei (4) noch bei 
(5) auf eine Relation stößt, ist 

(19) U= 

u•' 
I 

eine Lösung von (3). Daher werden die Lösungen von (l) entweder 
1 1 

durch "'~r: ).~=0 u:!. u 11 . 

oder durch u~- u2 = C 

in einer genügend kleinen Umgebung von x1 = x2 = 0 dargestellt. 
Alles kommt also nun schließlich auf den Nachweis an, daß die Rei­

hen, auf die wir geführt wurden, in einer gewissen Umgebung von 
x1 = x2 = 0 gleichmäßig konvegieren. 

Ich gebe zunächst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz­
satz an. 

Es werden Zahlen C,., ,. 2 rekurrent aus den Gleichungen 

(A1 v1 + A2 v2 - Ak) Cv,,., = R,.,,., + ffJ,., ,., (A1 + A2 < 2) 
bestimmt. Dabei sind die Rv, ,.2 bekannte ganze rationale Funktionen 
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der C"l."2 Und fhl + fh2 < "Vl + "V2 Und .2_,'rp,.1 ,.2 X~1 X~2 ist eine in der 
Umgebung von x1 = x2 = 0 gleichmäßig konvergente Reihe, k ist 
1 oder 2. Es gibt eine oder keine Wahl der "V1 "V 2, so daß 

Al"Vl + A2"V2 - ;.,, = o 
ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite Null und wir 
setzen C,., ,.2 = 0. Zu zeigen ist, daß 

X 

.rk ---T-- ~~ c: ,.1 ,.2 xl/ x'.~2 
)'1 + 1'2 2 -

in der Umgebung von x1 = x2 = 0 gleichmäßig konvergiert. 
Besteht keine Relation 

"Vl },1 + "V2}'2 - Äk = 0' 

so gibt es eine Zahl s > 0, so daß 

(20) : v1 }-I_--f:- v2 A2 - A k > 8 > 0 
I vl +v2 -1 

Schreibt man aber diesen Ausdruck in der Form 

A_l~l_T_2'2~2 - Ak 
v1 + v2 _ v1 +v2 

l- l 
vl+v2 

so sieht man, daß er für wachsende "V 1 + "V 2 sich unbegrenzt der Strecke 
nähert, die ).1 mit ,1.2 verbindet, und die also der eingangs genannten 
Halbebene angehört. Da aber der Zähler nie verschwindet, so folgt 
daraus die Existenz von s. Besteht aber eine Relation 

"Vl A1 + 1'2;,2 - ;,lc = 0, 

bei der "V 1 + "V 2 = fh ist, so gilt (20) für alle "V 1 + v2 > p. 

Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der Majorantenmethode, 
indem wir die c~, l'z mit gewissen Zahlen c;~, Yz vergleichen, die wir 
jetzt erklären wollen. Wir betrachten die Funktionen P; und P;, die 
aus P 1 und P 2 dadurch hervorgehen, daß man jeden Koeffizienten 
durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die R~, ~2 seien aus den c.~11 , 2 
und den Koeffizienten der P; und P; ebenso gebildet, wie R,., •z aus den 
C",,uz und den Koeffizienten der P 1 und P 2. Für v1 + "V 2 :-S fh setze man 

und für "V1 "V 2 > fh bestimme man die C,.,,.2 rekurrent aus 

(21) E ("V1 + "V2 - l) c:, 1•2 = R;~, ,.2 +I rp,., 1•2 

Dann ist sicher 

C~,,.2 >I C,.,, .• i· 
Wir betrachten dann die Reihe 
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setzen ~:, ~i für die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute 
Beträge der Koeffizienten von ~1 und ~2 sind, und haben dann nach 
(lO) die formal richtige Gleichung 

Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher X/'' x{" auf beiden Seiten 
stimmen überein. Die Relation (21) ist die Grundlage der Konvergenz­
betrachtungen. Es mögen ~1 und ~2 sowie rp für I x1 1 < r, I x2 1 < r 
absolut konvergieren. Dann sei 0 < t < reine reelle Variable. Ich setze 

II 

F·* , , c* ,., ,." 
: 1 -:...-= xk ..:::......· __.,,1 l'z xl x2 ' 

l'j + )'2 :_! 

setze darin x1 = x2 = t und untersuche 

F* - F* ··· ~ tc + 1 ~ C* ~J-f-.. 1_ '.! ~ 1'1 1'2 

1'1 + 1'2. {! + 1 

Wegen (21) ist für (! > fl und'~\ -f--v2 = (! +,I 
e c .1.: c·;l 1'2 -~ ~1 1?;1 1':! _j_ ~;' cp 1'1 l'z 

Nach (22) aber ist für positive x1, x2 

~un sei für x1 -= x2 ' r 

1~7 <:. .1!, ~: < M, F:·= M~ 

Dann findet man durch Differenzieren, weil alle Koeffizienten von F~ 
positiv sind 

1 ·* ;_ 
( 'f_! I 

Dann ist 
'\1 F:.* < 

21'vl . .1!1! e .:::....; 'J'rl-':! rn+l' r ,., )':! ·n -: 1 

Daher wird 

Y' r* 
..:.".; '}'1 1':: 

~'1 +1'2 '{!-+- 1 

2 Jl ,Ug (/) 

rBrg+I -;-re+l·QE' 

wenn unter r[J eine geeignete positive Zahl verstanden wird. 
Bi e b erb a c h, Differentialgleichungen, 2. Auf!. 8 
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So wird 

wo 

gesetzt ist und 0 < t < r ist. Für t = r folgt 
M 11+l < M 11 (I +we ). 

Weiter wird 
* * ( t )1?+2 ) ( t )1?+2 F11+2-Fe+l< _r_ Me+lWe+I<we+I(l+we M 11 -:;;- • 

Für t = r wird 

Also sind für x1 = x2 = t die Glieder der Reihe 
F; + (F;+1-F;) . .... . 

kleiner als die Glieder der Reihe 

.vf e (1 + w 11 (He+~ (l + we) wl?+l (+ Y+ 1
• •• • .) (0 < t < r). 

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist 

( l + W ) Wl?+k+l = !__. 
l?+k Wl?+k r 

2M 
Für k .....".. oo aber konvegiert WeH gegen~· Daher konvergiert unsere 
Reihe, sobald 

ist. Die Reihe 

xk + ); CP, v2 x~' x;~ 
"1+,.2=2 

konvegiert also absolut und gleichmäßig, solange 

xl I < ----\~ M, J x., I< _r __ _ 
I+- - I+2M 

r e r e 

bleiben. 

Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen. 
Man vgl. dazu Lindelöj, Sur la forme des integrales des equations dif­
ferentiellesau voisinage des points singuliers. Acta soc. Sc. Fenn. Bd. 22 
(1897). Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen an diese Arbeit 
angeschlossen. 



Zweiter Abschnitt. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

I. Kapitel. 

Die Existenz der Lösungen. 

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 
Wir können uns kurz fassen, denn es handelt sich im wesentlichen 

um eine Übertragung des bei den Differentialgleichungen erster Ordnung 
Gesagten. Wir nehmen die Differentialgleichungen in der Form 

y" = I (X' y' y') 

an und setzen voraus, daß f (x, y, y') in einem gewissen Bereich B 
des (x, y, y')-Raumes eindeutig und stetig erklärt sei und stetige par­
tielle Ableitungen of of 

oy' o-y' 

besitze. Wir werden beweisen, daß es dann zu jeder dem Bereich an­
gehörigen Anjangsbedingung, d. h. zu jedem Wertetripel x0, y0 , y0', das 
als System der Koordinaten eines inneren Bereichpunktes aufgejaßt werden 
kann, eine und nur eine in einem gewissen Intervall I x - x0 I < o 
zweimal stetig differenzierbare Lösung 

y = y(x) 

gibt, die für x = x0 den Wert y0 annimmt und deren Ableitung an der 
Stelle x0 den Wert y0' hat. 

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen: 
Ein gewisser Bereich der x- y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind 
gewisse zulässige Richtungen zugeordnet. Das Wertetripel x, 1', y', 
wo x, y einem Bereichpunkt, y' einer zulässigen Richtung in diesem 
Punkt zugehören, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei­
dimensionalen Bereiches aufgefaßt. Diese Punkte machen einen Be­
reich aus, in dem f ( x, y, y') eindeutig und stetig erklärt ist und stetige 

.~bleitungen ~~, :~, besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der 

x- y-Ebenc in jeder zulässigen Richtung genau eine Lösung. 
Man faßt den Satz am besten als Spezialfall eines etwas allge­

meineren über Systeme <•on Differentialgleichungen auf. Setzt man 
8* 
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nämlich y' = z, so ist die Gleichung zweiter Ordnung gleichbedeutend 
mit dem System erster Ordnung 

z' = f(x, y, z) 
y' = z 

mit zwei unbekannten Funktionen y(x) und 
derartige System hat die Gestalt 

z ( x) . Das allgemeinste 

(1) f y' = rp(x, y, z) 
l z' = "P ( x, y, z) . 

Dabei sollen rp( x, y, z) und "P ( x, y, z) in einem gewissen Bereich 
K: I x- x0 I< a, I y- Yo I < b, I z- z0 I < c des x-y-z-Raumes als 
eindeutige und stetige Funktionen erklärt sein, welche stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung nach y und z besitzen. Da man 

y = y(x) und z = z(x) 

als die Gleichungen einer Raumkurve auffassen kann, so lautet der 
hier zu beweisende Satz so, daß durch ieden Punkt des Bereiches K 
genau eine Lösungskurve des Systems (1) geht. 

Der Beweis kann wie auf S. 26ff. nach der Methode der sukzes­
siven Approximationen erbracht werden. Nur eines sei hervorgehoben. 
Alle Überlegungen sind daran gebunden, daß die bei dem Verfahren 
gewonnenen Näherungsfunktionen stets Kurven aus dem Bereich K 
darstellen. Denn sonst würde das Einsetzen in die Funktionen rp, "P 
nicht möglich sein, da diese nur im Bereich K zur Verfügung stehen. 
Offenbar ist dazu nur zu fordern, daß die Funktionen I Yn(x) - y0 I 
und I z,.(x) - z0 I nicht zu groß werden. Wegen der wieder geltenden 
Ungleichungen der Form 

I Yn(x) - Yo I < M I x- Xo I 
I zn(x) - z0 I < M I x - x0 I 

ist aber dazu nur zu verlangen, daß das Intervall I x - x0 I nicht zu 
groß wird. 

Wenn also z. B. rp(x, y, z) und '!f(X, y, z) im Bereich a < x < b 
für beliebige y und z stetig differenzierbar sind, so entfallen diese 
Bedingungen und das Verfahren der sukzessiven Approximationen kon­
vergiert im ganzen Intervall a < x < b. In diesem ganzen Intervall 
sind also y ( x) und z ( x) stetige Funktionen. Wenn f ( x, y, y') eine 
analytische Funktion ist, so kann der Satz dahin ergänzt werden, daß 
auch die Lösungen analytisch sind. Die Durchführung der Beweise 
sei dem Leser als nützliche Übung überlassen. 

Auch die früher bewiesenen Sätze über die stetige Abhängigkeit 
der Lösungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen 
sich ohne weiteres übertragen. 
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§ 2. Geometrische Veranschaulichung. 
Ahnlieh wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man 

auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau­
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Krümmungs­
jeld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x, y, y' den Wert 
j(x, y, y') für die zweite Ableitung y" zu. Dadurch ist aber der 
Krümmungskreis der Inü·gralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie 
lehrt ja, daß 3 • 

~ I+ y'2 
r ~-

y" 

\. ~- l +Y' 2 
"' ~ :_:_::_-- y" -' 

I+y'2 
lj .c= _\' ·- --y" 

den Krümmungsradius und den Krümmungsmittelpunkt festlegen. Man 
kann sich hiernach näherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve 
so denken: Man fixiere zunächst das Anfangselement, also Anfangs­
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehörigen 
Krümmungskreis und gehe auf demselben ein Stück weiter. Man halte 
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehörigen 
Krümmungskreis und gehe auf diesem ein Stück weiter usw. 

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nötig, 
um eine Lösung festzulegen, sondern deren zwei. Es genügt nicht, 
den Anfangspunkt zu kennen, es muß auch die Anfangsrichtung in 
diesem Punkt gegeben sein, um die Lösung festzulegen. Die Lösungen 
bilden also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter 
können die zu einer bestimmten Abszisse x gehörigen Ordinaten und 
ersten Ableitungen angesehen werden. 

Man überzeugt sich leicht, daß auch umgekehrt jede zweipara­
metrige Kurvenschar unter den nötigen Differenzierbarkeitsbedingungen 
als Lösungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaßt wer­
den kann. Denn aus der Schargleichung 

cp(x, y, a, b) = 0 

und den abgeleiteten Gleichungen 
fPx ffJyY 1 = 0' 

2 I t2 II 0 
fPxx : fPxyY I fPyyY T ffJyY = 

wird man im allgemeinen a und b eliminieren können und dadurch 
eine Differentialgleichung 2. Ordnung erhalten. 

Eine hübsche Bemerkung ist es, daß man die vorhin gegebene 
geometrische Deutung manchmal zur vollen Integration einer Diffe­
rentialgleichung ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel 

1," _ 9 (l +y' 2 ) (xy'- y) 
-- x2 + y2 
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kurz darlegen. Man findet für den zum Linienelement x0 , y0, y0' ge­
hörigen Krümmungsmittelpunkt die Koordinaten 

~ _ (Xo2 - Yo2 ) Yo'- 2xo Yo 
- -2 (xo"Y/-Yo) ~, 

X02 - Yo2 + 2 XoYo Yo' 1J- -
- 2 (XoYo'- Yo) · 

Eliminiert man y0', so hat man die Gleichung des Ortes der Krümmungs­
mittelpunkte aller zum Punkt x0 , y0 gehörigen Linienelemente. Man 
findet die gerade Linie 

2~xo + 21JYo = Xo2 + Yo2· 
Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach dem 
Punkt x0 , y0 • Daher sind die Krümmungskreise die Kreise durch 
den Ursprung und durch x0 , y0 • Da für jedes Linienelement eines 
solchen Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter 
Krümmungselementen der Differentialgleichung und daher ist jeder 
dieser Kreise eine Integralkurve. So erkennt man, daß die Integral­
kurven aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen. 
Ihre Gleichung ist 

(x- a) 2 + (y- b) 2 = a2 + b2. 

Man verifiziert leicht nachträglich durch Rechnung die Richtigkeit 
dieses Resultates. 

Nun zu den Systemen von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten 
Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems 

dy dz 
Ii% = cp (x' y' z) ' d x = 'lfl (x' y' z) 

in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar erklärt. 
Jedem Punkt ist dann eine Richtung zugeordnet und die Integrale 
sind geometrisch als Raumkurven zu deuten, die jeden Punkt in der 
dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Die Grund- und Aufriß­
methode der darstellenden Geometrie gibt leicht die Mittel zur nähe­
rungsweisen Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man geht 
vom Anfangspunkt aus ein Stückehen in der dort vorgeschriebenen 
Richtung weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vor­
geschriebenen Richtung über und verfolgt sie ein Stückehen usw. 

Will man im Reellen - nur davon ist bei diesen Konstruktionen 
die Rede - die Genauigkeit dieser Näherungen prüfen, so muß man 
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern. 
Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung. 
Unsere Näherungsmethode läuft dann darauf hinaus, längs der ein­
zelnen Kreisbogen des zur Näherung benutzten Kreisbogenpolygones 
y" konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von I ( x, y, z) 
längs des Polygons, so läuft unsere Näherung darauf hinaus, das ge­
gebene System 

dz 
Ii% = I (x' Y' z) ' 

dy 
~=Z 
dx 
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durch ein System dz 
I = f (x, v, z) + A (x, )', z) , 

I X ~ 

dy_- ~ 
dx -- ~ 
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zu ersetzen, in dem A (x, y, z) dem Betrag nach nicht größer ist als 
die erwähnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S. 36 an Hand 
der Methode der sukzessiven Approximationen die Güte der Näherung 
abschätzen. 

Ahnlieh kann man bei der für Systeme angegebenen Näherung 
vorgehen. Hier sind die Näherungen geradlinige Polygone des x- y-z­
Raumcs und längs jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgeschrie­

dy 
bmen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten Konstanten [ x 

und ;~ . Für das Näherungsfeld gilt also 
dy 
d x = cp (x, _v, z) + A (x, y, z), 

dz 
d x = 1p (x, _v, z) + B (x, y, z) 

Hier können A und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk­
tionen q; und 'ljJ längs der Seiten des Näherungspolygons nicht übertreffen. 
Damit werden die früheren Methoden wieder anwendbar, um den Unter­
schied zwischen Lösung und Näherung abzuschätzen. 

II. Kapitel. 

Elementare Integrationsmethoden. 

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen. 

Bei der <~leichung 

y" = f(y) 

ermöglicht ein 1..leincr Kunstgriff leicht die Integration. Multi­
pliziert man nämlich die Gleichung mit y', so hat man 

y' y" =c y' j(y). 

Integriert man beide Seiten nach x, so erhält man 

~ )'
1 2 

cc= J j(y) d )' + Jz 

und das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde 
Differentialgleichung I. Ordnung 

c\uch 
( I) v" == /(y') 

läßt sich elementar integrieren. Man führt y' = p als neue unbekannte 
Fnnktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der I. Ordnung: 

P' c= j(p) • 
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Das liefert sofort 

(2) 

Um nun aber weiter zu integrieren, müßte man erst nach p auflösen. 
Daher ist es besser, p als Parameter aufzufassen. Dann hat man ja 

· durch (2) schon x in Parameterdarstellung. Um das noch fehlende y zu 
bekommen, geht man von 

dy dy dx I 
·ap = dx · dp = P · /(P) 

aus und findet 

(3) 

(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsintervall 
von f(p), in dem f(p).=f=O, eine.Lösung von (I) dar. 

Auch die allgemeineren Gleichungen 

f(x, y', y") = 0 

werden durch die Einführung von y' = p sofort auf Gleichungen 
I. Ordnung zurückgeführt: 

f(x, p, P') = 0. 
An 

t (y", y', y) = o 
kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird 
die Gleichung zu 

I c x'f~~, ~~~ y) = o, 
ein Typus, von dem gerade die Rede war. 

Bei 

t(x, ~-. y;')=o 
führt der Ansatz 

zum Ziel. Man hat dann 

y'=uy 

y' 
--=U 
y 

y" = u y' + u' y = u' y + u2 y. 

Trägt man dies in die Gleichung ein, so wird sie 
f(x, u, u2 + u') = 0. 

Diese letzte Gleichung zusammen mit 
y'=uy 

ist mit t!ler gegebenen Gleichung gleichwertig. 
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§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie. 
Diese Differentialgleichung gehört zwar zu den schon im vorigen 

Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel 
erkennen, daß es häufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so 
zu bestimmen, daß den gegebenen Anfangsbedingungen genügt wird, 
als alle Lösungen der Differentialgleichung zu finden. Gerade diese 
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund 
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwert­
aufgaben, d. i. der Bestimmung der Integrationskonstanten aus ge­
gebenen Bedingungen, wenn man diejenige Lösung verlangt, welche 
für x =, x0 den Wert y0 und deren Ableitung daselbst den Wert y0' 

annimmt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum, 
die Gestalt einer Kette von gegebener Länge zu bestimmen, die zwischen 
zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer Formu­
lierung besagt dies: man soll diejenige Lösung von 

y" =;.V!+ y' 2 

finden, welche für x = x0 den Wert y0 und für x = x1 den \Vert y1 

hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (x0 , y0) und (x1 , y1) 

gelegener Bogen die Länge L hat. Es scheint auffällig, daß man drei 
Bedingungen an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man 
sollte meinen, daß die beiden Bedingungen, die darin liegen, daß die 
Kettenlinie durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Bestim­
mung der beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich dieser 
scheinbare Widerspruch aufklärt, wird sich bald zeigen. Trägt man 
y' == p in die Gleichung ein, so hat man 

p' = A VI+ P2 

zu integrieren. Das Iiefert 1) 

1) Dabei ist in bekannter vVeise der hyperbolische Kosinus durch 
:c --x 

• I' +c .. [OJ X = · 2 = COS l X (i~~ ,'-1), 
der hyperbolische Sinus durch 

Sin x =~ 
2 

-· i sin i x 

erklärt. Daraus ergibt sich C\:of2 x -- Sin2 x = l 

und a [of x -· ix == -:?IH X 

Die L:mkehrungsfunktionen sind 

2lr <fof x 

d Sin x "" . 
und dx = 1:\,0) x. 

urcl 9h Sin x. 

Für sie findet man in bekannter Weis" 

d 2lr [oj x 
dx 

und 
d 2lr Sin x l 

dx vl.fx2 
Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk­
tionen lassen sich leicht die goniometrischen Formeln übertragen, die wir im 
Text zum Teil benutzen werden. 
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Daraus folgt 
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x = ! ~t 6in p + h1 • 

y' = p = 6in (x - h1) A.. 

Nochmalige Integration liefert also 
1 

Y = T ~of (x - h1) A. + h2 • 

Nun wird die Länge des Kettenlinienstückes zwischen x0 und x1 

X1 Zt 

L =I v!+ y'2 dx =+I y" dx = ! (6in (xl-hl) A- 6in (xo -hl) ).) 
x. Xo 

_ 2 rr I' ( x0 + x1 - 2h1 ,) c::· (x1 - x0 ') - T ~eoo, 2' "' ~m -~2-1' . 

Also haben wir die Bedingung 

(1) L = ·~ ~of (:0±~~ -2~~;.) 6in (~~-2__:_o;.). 
Ferner aber haben wir die beiden "Randbedingungen" für Inter­

vallanfang und ~ende: 
I 

Yo = T ~of (x0 - h1) ). + h2 , 

I 
Y1 = f ~of (xl- hl) A + h2 · 

Subtraktion beider liefert 

(2) YI- Yo = {- 6in (xo±~}-=:-2hl ;.) 6in ( x12 xo ;,). 

Die beiden Bedingungen (I) und (2) müßten also für die eine Inte­
grationskonstante h1 bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daß man h1 

diesen beiden Forderungen gemäß wählen kann. Vielmehr muß man 
auch noch den Koeffizienten A. der Differentialgleichung als unbestimmt 
ansehen. Dann wird sich zeigen, daß man h1 und A so wählen kann, 
daß die beiden Gleichungen (1) und (2) erfüllt sind. Das hat physi­
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient A ist gleich 
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal­
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hängt aber von der 
Kettenlänge, und damit von dep. Randbedingungen ab in einer Art und 
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der 
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemacht werden kann. Ich 
eliminiere zunächst h1 aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und 
subtrahiere. Das liefert 

I 2 ( _ )2 _ 4 c::· 2 ( xl- Xo 1) 
- - Y1 Yo - 12 ~m \ !f "' 

oder 
,/L2...::.:.~(~~ y~)'i 

xl-xo 
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Setze ich 
Xr-Xo, ~ 

2 /.=I; und 

:-;o habe ich die Gleichung 

Sin ~ 
~ 

=(X 

nach ~ aufzulösen. Das liefert mir den Wert von }. . Die Auflösung 
geschieht graphisch oder mit Hilfe einer hyperbolischen SinustafeP). 

:\Jlan sieht sofort, daß das wegen x1 > x0 und nach der physika­
lischen Bedeutung von }. notwendig positive ~ durch rx eindeutig be­
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter}. durch die Seillänge und die 
Intervallänge eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal },, so bietet 
ersichtlich die Bestimmung zunächst von h1 aus (2) und dann von 
/z 2 mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten. Es mag 
auffallen, daß nur für a > I sich Gerade r; = rx~ und Sinuskurve 
11 == Sin~ außerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht unter 
.:!;) Grad durch den '\'"ullpunkt. Der innere Grund hierfür liegt darin, 
daß doch sicher die Seillänge größer sein muß als der Abstand der 
beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient beider 
Längen ist aber gerade rt... 

:\Ian überzeugt sich übrigens leicht durch geometrische Betrach­
tungen, daß für jeden Wert des Parameters}. genau eine Kettenlinie 
von passender Länge durch die beiden gegebenen Punkte geht. Denn 
alle Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei 
festem }. durch Parallelverschiebungen auseinander hervor. Man erhält 
also alle Lösungen durch einen der beiden Punkte, wenn man eine 
Kettenlinie an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein 
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt geht. 

( J) 

§ 3. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Diese haben die Gestalt 

v" + gy' + hy = f(x). 

Dabei sind g und h Konstanten, f(x) irgend eine in einem gegebenen 
Intervall stetige Funktion. Wenn dieselbe identisch Null ist, so haben 
wir es mit der homogenen Gleichung 

(2) v" + gy' -' lzv = 0 

zu tun. Wenn f(x) nicht identisch Kuli ist, so nennt man (1) eine in­
homogene Gleichung. Wir beschäftigen uns zunächst mit der homogenen. 

1) Z. H. ]almlw-Fmde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig 
llJO(_L 
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Man kann sie stets auf die Gestalt 

(3) y" + cy = 0 

bringen und dann nach der allgemeinen Methode von S. 119 weiter 
behandeln. c ist dabei wieder eine Konstante. Ich will auf diese 
Transformation erst mit ein paar Worten eingehen, obwohl das nicht 
die eigentliche Methode zur Behandlung der linearen Differential­
gleichungen ist. 

Man kann fedel) lineare Differentialgleichung 

(3) y" + rp1(x) y' + rp0 (x) y = f(x) 

durch die Substitution 
y= u· v 

mit passend gewähltem u auf die Gestalt 

v" + rp(x) · v = f(x) 

bringen. Macht man nämlich in der Gleichung (3) den Ansatz y = u · v, 
so wird sie zunächst 

v" · u + v' {2u' + rp1(x) u} + v {u" + rp1(x)u' -'-- rp0(x)u} = f(x). 

Bestimmt man dann u aus 

2u' -" rp1(x) u = 0, 

so wird die Gleichung 

v" · u + v {u" + rp1(x) u' + tp0 (x) u} = f(x) 

oder ausführlicher 

r 1 J 1 v" + v l<J?o (x)- 4- (<p12 + 2 <pl')_ = f(x) -u-· 
Wenn aber namentlich rp1 = g und cp0 = h konstant sind, so wird 
hieraus 

v" + (h- ~2 ) v = f(x)e:~x. 
Das ist eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Indessen mag es dem Leser überlassen bleiben, diese Integrations­
methode zu Ende zu führen. Hier möchte ich lieber ein anderes Ver­
fahren zur Darstellung bringen. Es beruht darauf, daß man den Ansatz 

y = e"" (r konstant) 

in der Differentialgleichung (1) macht. Das möge zunächst an 

(4) y" + cy = 0 

auseinandergesetzt werden. Unser Ansatz führt hier auf 

en (r2 + c) = 0, 
1 ) Die Anwendbarkeit der Methode ist an die Bedingung geknüpft, daß 

rp1' (x) stetig ist. Der S. 115 angeführte Existenzsatz verlangt freilich nur, daß 
'Po (x) und 'Pl (x) sowie f (x) in einem Intervall stetig sind, so daß sich also die 
hier zu schildernde Methode nur auf einen Spezialfall bezieht. 
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unterdrückt man den nirgends verschwindenden Faktor er"', so hat man 
die quadratische Gleichung 

c -= 0 

für r. Man bekommt so also die beiden Lösungen 

Yt~=e'-""', 

Y2 = e __ , -cx. 

Scheinbar ist damit nun nicht viel gewonnen. Denn wir haben zwe1 
ganz spezielle Lösungen gefunden. Cnser eigentliches Ziel aber ist 
es doch, die allgemeine Lösung zu finden, die zwei willkürliche Integra­
tionskosten enthält. Denn erst dann kann man diese Konstanten 
so zu bestimmen suchen, daß die Lösung zwei vorgehbaren Anfangs­
bedingungen genügt, daß sie also z. B. einen gegebenen Punkt in 
gegebener Richtung passiert, daß für sie also y(x0) = y0, y'(x0) = y0' ist. 

Da setzt aber wieder eine ganz allgemeine Eigenschaft aller linearen 
homogenen Differentialgleichungen ein. Ist nämlich y (x) Lösung irgend­
einer linearen homogenen Differentialgleichung, so ist auch jedes kon­
stante Multiplum Y(x) == y y (x) derselben eine Lösung. Denn es wird ja 

Y" -" '7\(x)Y' !- <p0(x)1' = /(Y" + <p1 (x)y' + <p0 (x)y) == 0. 

Ebenso ist die Summe zweier Lösungen y1 und y2 

Denn es ist ja 

+- (Po(x)(yl + Y2l 

wieder Lösung. 

(vl-'-- Y2)" + (Pt(x)(yl t- Y2)' 

= (YJ" ' 'l'1 ( x) Yt' + IJlo(X) Yt) (Y2" + 1Jl1(x)y2' + IJlo(x) Y2l = 0. 

Wenn wir dies auf Gleichung (3) anwenden, so wird 
y-cx _,I-ex 

v == c1 e t- c2 e 

~leichfalls Lösung der linearen Differentialgleichung 
y" --j-- C y c= 0. 

Dabei sind c1 und c2 zwei willkürliche Konstanten. Damit haben wir 
nun in der Tat die allgemeine Lösung gefunden. Denn man sieht 
leicht ein, daß man c1 und c2 so bestimmen kann, daß sowohl die Lö­
~ung wie ihre Ableitung für x = x0 gegebene Werte annehmen. Dazu 
5ind ja nur die beiden Gleichungen 

\' _ C ('\'-cxo _,_ C C \ --CXo .·o - 1 · , 1 · , 

, , ·y \l-rx0 y' -,i-cx0 Yo = c1 -ce -c2 -c 

nach c1 und c2 aufzulösen. Man erkennt aber sofort, daß dies stets 
möglich ist, wenn nur c nicht verschwindet. Das sei also vorausgesetzt. 
Wir haben also tatsächlich die allgemeine Lösung unserer Differential­
gleichung gefunden. Wir wollen sie uns noch etwas näher ansehen. 
Wir gehen zunächst auf den Umstand ein, daß sie nicht stets in reeller 
( ;estalt auftritt. Sie besitzt nur dann reelle Gestalt, wenn c < 0 ist. 
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Wenn aber c > 0 ist, so haben wir z. B. in 

Y1 + Yz = cos v'cx 
2 

und 
Y1 - Yz = sin , 1cx 

2i y 

zwei reelle Lösungen und in 

y = c1 cos Vcx + c2 sin v'-~x 

eine zweiparametrige Schar von solchen, wenn wir nur den c1 und cz 
beliebige reelle Werte beilegen. Daß dies dann wieder die allgemeine 
Lösung ist, ergibt sich natürlich schon aus den vorigen Darlegungen, 
kann aber auch leicht noch einmal nachgeprüft werden. 

Ich will lieber gleich für die allgemeine lineare homogene Diffe­
rentialgleichung die Frage behandeln, wann zwei spezielle Lösungen 
y1 und y2 ein Fundamentalsystem bilden, d. h. wann man alle Lösungen 
durch lineare Kombination derselben darstellen kann. Es wird sich 
ergeben, daß dies dann und nur dann der Fall ist, wenn ihr Quotient 
nicht konstant ist. Jedenfalls darf dann keine derselben identisch ver­
schwinden. Um das einzusehen, haben wir nur zu fragen, wann die 
beiden Gleichungen 

Yo=clyl(xo) +c2y2(xo), 

Yo' = c1y1' (xo) + C2Y2' (xo) 

für beliebige x0 , y0 und y0' nach c1 und c~ auflösbar sind. Man er· 
kennt sofort in 

Y2' Yt - Yt' Y2 =f= 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung 1). Dann ist aber sicher 

nicht der Quotient ]l_ konstant. Denn aus 
Y2 

folgt 

und das zieht 
Y2' Yt - Yt' Y2 = 0 

nach sich. Umgekehrt folgt aus 

Y2' Yt - Yt' Y2 = 0 

in jedem Intervall, in dem weder y1 noch y2 verschwinden, daß 

Y/ Y21 

-=-, 
Y1 Yz 

1) Ist diese Bedingung an irgendeiner Stelle .x0 erfüllt, so ist sie aus Stetig­
keitsgründen auch gleich in einem diese Stelle umgebenden Intervall erfüllt. 
Überdies lehrt Formel (5) von S. 128, daß sie dann sogar in dem diese Stelle 
enthaltenden Stetigkeitsintervall von rp1 (.x) überall erfüllt ist. (Vgl. S. 146.) 
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also daß 
logy1 = logy2 +log c 

oder daß 
Y1 = cy2 

ist. Beim Übergang über eine Nullstelle x0 von y1 oder y2 kann aber 
diese Konstante sich nicht ändern, weil doch die Ableitungen y1' und 
y2' in x0 stetig und von Null verschieden sind1 ). 

Wenden wir dies allgemeine Ergebnis auf unseren speziellen Fall 
an, so sehen wir sofort, daß 

cos ·{c x und sin 1Fc x 

ein Fundamentalsystem bilden. 
Man erkennt bei konstantem c einen wesentlichen Unterschied der 

Lösungen für c < 0 und für c > 0 darin, daß im zweiten Fall periodische 

Funktionen mit der Periode ~·~ herauskommen, während im ersten Fall 

die Lösungen keine reelle Periode besitzen. Die Frage nach Lösungen 
durch zwei gegebene Punkte soll später behandelt werden. Jetzt 
wollen wir erst die Frage nach den allgemeinen Lösungen bei den 
übrigen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten weiter behandeln. 

Die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 

y" +gy' +hy= 0 

läßt sich wieder mit dem Ansatz y = e"" integrieren. Er führt auf die 
quadratische Gleichung 

r 2 + gr + h = 0. 

Wenn dieselbe zwei reelle verschiedene Lösungen r1 und r 2 hat, so ist 
y = cl e•,x + c2e••x 

die allgemeine Lösung. Wenn aber g2 - 4h < 0 ist, so geht man im 
Interesse der Realität der Lösungen besser zu den trigonometrischen 
Funktionen über. Dann hat man in 

- ~ X ( V4 h ~g2 . v'rh·=--g:J ) y = e c1 cos - 2 x + c2 sm -.-- .. 2-- x 

die allgemeine Lösung 
Wenn aber 4h- g2 = 0 ist, so hat die quadratische Gleichung 

nur eine Wurzel und man bekommt nur eine Lösung der Differential­
gleichung und hat also auch kein Fundamentalsystem. Man kann 

g 

natürlich :;ofort verifizieren, daß in diesem Falle neben e -2x auch 
II 

xe --2 x 

1) Sonst wäre nämlich die durch y(x0) = y'(x0) = 0 bestimmte Lösung 
identisch Null. S. 151 wird ausdrücklich bewiesen werden, daß in einem Intervall, 
wo die Koeffizienten der Differentialgleichung stetig differenzierbar sind, die 
Nullstellen der Lösungen keinen Häufungspunkt besitzen können. 
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eine Lösung ist. Aber es ist wohl angemessener, einen systematischen 
vVeg zu kennen, der zu dieser Lösung hinführt. Den gibt es in der Tat. 
Die Kenntnis einer speziellen Lösung erlaubt es nämlich stets, eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung auf eine erster Ordnung 
zurückzuführen. Ich will dies bei dieser Gelegenheit darlegen. Wenn 
nämlich y1 eine Lösung der Differentialgleichung 

y" + cp1(x) y' + cp0 (x) y = 0 
ist, so hat man 

Y1" + 9?1 (x) Y11 + 9?o (x) Y1 = 0 · 
Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen cp0 ( x) , so findet man 

y" Y1l- Y1" Y + 9?1 (x) (y' Y1 - Y1' Y) = 0 
oder 

cp1 (x) =--/-;;log (y' Y1 - y/ y). 

Also gilt für jedes Lösungspaar y, y1 

(5) I I -f fPl (z) d X 

Y Y1-YY1 =r·e , 
wo unter y eine geeignete Konstante verstanden ist. Das ist aber eine 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von y ( x) . 

Man kann die Zurückführung auf eine Gleichung erster Ordnung 
auch noch in anderer Weise bewerkstelligen. Man bezeichne wieder 
mit y1 eine schon bekannte Lösung und gehe mit dem Ansatz 

y = yl. V 

in die Differentialgleichung hinein. Dann findet man wieder 
II +2 I I+ "+ I + I+ 0 ;!j__V Y1 v . Y1v P1Y1 v P1Y1V PoYJV= • 

Da aber y1 der Differentialgleichung genügt, so wird daraus 

Y1 v" + (2 Y1' + P1 Y1)v' = 0 · 
Setzt man noch v' = u, so hat man 

U 1 + U ( 2 ~:~ + <p1) = 0 
und 

y = y1 -Judx. 

Die Anwendung auf unser konkretes Beispiel konstanter Koeffi­
zienten sei dem Leser überlasssen. Doch sei bemerkt, daß man hier 
auch durch einen Grenzübergang zur anderen Lösung gelangen kann. 
Wenn nämlich die charakteristische Gleichung 

r2 + gr + h = 0 
von y" + g y' + h y = u 

zwei verschiedene Lösungen etwa e und e + h hat, so ist auch 

e<e+hlx_eex 

h 
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eine Lösung der Differentialgleichung. Geht man aber zu h ~ 0 über, 
so wird hieraus gerade 

'JX - g z 
xe- =Xe 2 

.-\uch dies führt zu der neuen Lösung hin. Jetzt ist also 
•• (/ X 

_,, = e :l (a + bx) 

mit konstanten a und b das allgemeine Integral. 
Ich gehe nun zur inhomogenen Gleichung über. Es gibt eine auf 

beliebige lineare Gleichungen zweiter Ordnung anwendbare Methode, 
die Variation der Konstanten, welche stets die Integration der inhomo­
genen Gleichung erlaubt, wenn man ein Fundamentalsystem der homo­
genen kennt. Die Lösung der inhomogenen kann dann auf zwei Quadra­
turen zurückgeführt werden. Sei die Differentialgleichung 

y" -+-- (PI (x) y' + IPo (x) y = f(x) 

und sei y1 (x), y2 (x) em Fundamentalsystem der zugehörigen homo­
genen Gleichung. Dann gehe ich mit dem Ansatz 

)' = cl (x) Y1j+ 1c2 (x) Y2 

m die inhomogene Gleichung hinein. Diese wird dann 

ctyl + cty2-+- 2c1'y1' + 2c2'y2' + c1'Yt" + c2y2" 

+ IP1 c1' Y1 + IP1 c2' Y2 + IP1 Cl)\' + C{Jl C2 Y2' 
+ C{JoC1Y1 + fPoC2Y2 = f(x). 

Die unterstrichenen Glieder ergeben zusammen natürlich Null. Dann 
fordere ich weiter1 ) 

(6) 
Dann ist auch 

1) Dieser .\nsatz mag als Deus ex machina erscheinen. Er wird sofort 
ersichtlich, wenn man die Differentialgleichung zweiter Ordnung durch ein 
System y' _ z = 0 , 

::' + (/!1 z + tfJ2 Y = I 
ersetzt. Macht man aber hier den Ansatz 

~· = cl (x) 'Yl + c2 (x) 'Y2 
z = c1 (x) y~ + c2 (x) y~ , 

der aus der linearen Kombination zweier Lösungen 

Y=Yl· Z=Yi und 
Y=Y2· Z=Y~. 

also aus 
CIY!+c2y2 

•cl y~ +c2 y~ 
durch Variation der Konstanten hervorgeht, so wird man ganz von selbst auf 
(6) und (7) geführt. 

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 9 
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und so bleibt übrig 

(7) 

Aus den beiden Gleichungen (6) und (7) ergibt sich sofort 

"' 
c (x) = J-j_(;r) y2 dx_ + h = d (x) + h 

1 Y/ Y2 - Y2' Y1 . 1 1 1 

So wird also 
y=dl(x)yl +d2(x)yz +hlyl +hzY2 

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung. h1 und h2 sind 
dabei die willkürlichen Konstanten. 

Ein wichtiger Spezialfall möge noch besonders behandelt werden. 
Das ist die Gleichung 

y" + Ay = A cosbx (}., a, b sind konstant). 

Statt der Durchführung der eben dargelegten allgemeinen Methode 
erweist sich hier der Ansatz 

y = ß · A cosbx 

mit konstantem ß als zweckmäßiger. Er führt zu der Bedingungs­
gleichung 

für ß; so wird 
A b V=------ cos X 

· J.-b2 

eine Lösung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht 
alle angeben, wenn man nur beachtet, daß die Zufügung irgendeiner 
Lösung der homogenen Gleichung stets eine neue Lösung der inhomo­
genen Gleichung liefert und daß die Differenz zweier Lösungen der 
inhomogenen Gleichung stets eine Lösung der homogenen ergibt. Da­
her ist 

y = -.~. A bZ cos bx + h1 cos V-.h + h2 si~ Vlx 

das allgemeine Integral unserer Gleichung. Dies Verfahren versagt 
nur, wenn A = b2 wird. Aber man kann dann durch Grenzübergang 
leicht eine Lösung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist 
nämlich stets 

COS b X - COS J }. X 

y.?.-b 

eine Lösung der inhomogenen Gleichung, solange noch VA+ b ist. 
Macht man aber hier den Grenzüberga~ b -3>- y'i, so erhält man 

A . -
-2 {J. X Slll v' }.x , 
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und das ist ersichtlich eine Lösung der inhomogenen Gleichung 

y" -f },y = A cos VAX. 

Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 
~ind die Gleichungen 

y" l g ' ' h 
x Y ·- x2 Y = 0. 

g und h sind dabei wieder konstant. Man kann Sie durch die Sub­
:-;titution 

auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zurückzuführen. Darin 
liegt schon, daß der Ansatz 

y ==X~ 

zum Ziel führen muß. Er führt ja in der Tat auf die Bedingungs­
gleichung 

(8) l!(e-l)+;;e+h=O. 
Hat die Gleichung (8) zwei verschiedene Wurzeln e1 und e2 • so sind 

y1 = xgz und y = xcz 

Lösungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 
Hat die Gleichung (R) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind 

y l ·- g 

y1 - x 2 und y2 = x 2 log x 

Lösungen, die em Fundamentalsystem bilden. 

Bemerkung. Wir hatten auf S. 25 die Riccatische Gleichung (1) der 
S. 24 durch die Substitution (3) in die lineare Gleichung (4) übergeführt. Durch 
diese Substitution wird nun auch aus den allgemeinen Integral der einen das 
allgemeine Integral der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Lösungen 
der linearen unerheblich bleibt. \Venn nun u1 und u2 zwei Lösungen von (4) sind, 
welche durch die Anfangsbedingungen u1 (x0 ) = 0, 111' (x0 ) = 1, ''z (x0) = I. 
uz' (x0) = 0 fpstgclegt sein mögen, so ist somit 

das allgemeine Integral 

_I- ~1~/ + c2 u2' 
"z "I ul + Cz Uz 

der Riccatischen Gleichung. Insbesondere 

I --y0 a2 (x0 )u/+u/ 
y = - a2 - Yo,;2 (~~) ~~~ + u; 

ist also 

dasjenige Integral, welches bei x0 den Wert y0 hat. Es hängt also linear von 
der willkürlichen Konstanten ab. Das bedeutet geometrisch, daß das Doppel­
verhältnis von irgend vier Lösungen konstant ist. Wenn man daher drei ver­
schiedene Integrale y 1 , y2 , y 3 der Differentialgleichung (I) von S. 24 kennt, sn 
kann man diese Diffcrentialgleichuug so schreiben: 

v' I Y y2 i 

.yl ' I YI y 2 
1 ! =0 

I Y2 Y22 

Y3 Y3 2 

lind daraus kann man entnehmen, wie man die Koeffizienten von (I) S. 24 
durch die drei Integrale y 1 , y2 , y 3 darstellen kann. 

9* 
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111. Kapitel. 

Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 

§ 1. Geschlossene Integralkurven. 

,Nächst den Gleichungen erster Ordnung ist der qualitative Verlauf 
der Lösungen gewisser Gleichungen zweiter Ordnung Gegenstand viel­
fältiger Untersuchung gewesen. Es handelt sich dabei einerseits um 
lineare Differentialgleichungen, die wir in den nächsten Paragraphen 
ausführlich behandeln wollen. Andererseits sind die Lösungen gewisser 
nichtlinearer Differentialgleichungen eingehend durchforscht. Ich will 
hier im Anschluß an eine Arbeit von Birkhofjl) das Wesentlichste heraus­
heben. Die Gleichungen, welche wir betrachten wollen, sind von relativ 
spezieller Gest~1t. Es sollen die Eutersehen Gleichungen gewisser defi­
niter Variationsprobleme sein. Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, 
daß das Integral 

tl 

(1) J = J F(x, y, x', y') dt 
to 

möglichst klein wird, führt auf die beiden Differentialgleichungen 

(2) a ( aF) aF 
dt ax' --ax-=O, 

die man die Eutersehen Gleichungen des Variationsproblemes nennt. 
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einem 
gewissen Bereiche B stetig. 

Daß die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleichungen ge­
nügen müssen, sieht man nach den Regeln der Variationsrechnung 
leicht so ein: 

Es sei x = x(t), y = y(t) für t0 < t < t1 eine Kurve, welche die 
Punkte (x0 , y0) und (x1 , y1) verbindet; xund y seien in diesem Intervall 
zweimal stetig differenzierbar; t0 und t1 sollen die den beiden Punkten 
(xo, Yo) und (xv y1) entsprechenden Werte des Parameters t sein. 
x = x (t) + 81h (t), y = y (t) + 81}2 (t) stelle eine benachbarte Kurve 
dar, welche dieselben Punkte verbindet; es sei also '1}1 (t0) = '1}1 (t1) 

= '1}2 (t0) = '1}2 (t1) = 0; die '1}1 und '1}2 seien stetig differenzierbar; 8 sei 
ein Parameter. Für diese Kurve wird das Integral 

tl 

J = J F (x + 81J1 , y + 81J2 , x' + 8'1}1', y' + 81J2') dt, 
to 

und diese Funktion von 8 soll für 8 = 0 ein Minimum besitzen. Da-

1) Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions of the 
Am. math. soc. 18, 199-300. 1917. 
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her muß die Ableitung nach B für B = 0 verschwinden. Differentiation 
aber liefert 

tr 

J'l öF . I oF , aF I iJF 1 o = 1·r11 , r r11 .. I , 'YJ2 -0··· + 'fJ2 8 ~·f dt. ox ax y y 

Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die folgende 
Form bringen : 

tl 

(3) o-~Jlrllj~~- -:~(~:,)f-: 'Y/2(~: -:1 (~:,)}Jat. 

Die ausintegrierten Bestandteile fallen dabei weg, weil 'YJI und 'Y/2 am 
Anfang und Ende des Intervalles verschwinden sollen. Soll nun aber 
dieses Integral bei beliebiger Wahl der Funktionen 171 und rJ2 verschwin­
den, so müssen, wie man leicht nachweist, die beiden Klammern Null 
sein. Das sind aber gerade die linken Seiten der beiden Eutersehen 
Differentialgleichungen. Wäre z. B. die erste Klammer, die nach den 
gemachten Voraussetzungen eine stetige Funktion von t ist, nicht über­
all ~ull, so gäbe es ein Intervall t0 + h < t < t1 - k(h > 0, k > 0) 
in dem sie von :Null verschieden ist. Dann wähle man rJ1 = 0 für t0 < t 
;:?: t0 -i hundfür t1 k s t < t1, aber 171 < 0 für t0 + h < t < t1 - k, 
ferner 1)2 = 0 für t0 S t < t1 . Bei dieser Wahl von rJ1 und rJ2 wäre 
aber das in (3) vorkommende Integral nicht Null. 

Einem Leser, welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt ist, 
wird sich die Bemerkung schon aufgedrängt haben, daß den beiden 
Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven genügen, welche 
dem Integral (l) einen kleineren Wert erteilen, als alle genügend be­
nachbarten Kurven, sondern auch die, für welche es größer wird 
als für die )\achbarkurven, sowie überhaupt alle die Kurven, für welche 
es einen stationären Wert bekommt, d. h. für welche jene Ableitung 
nach c für < = 0 und beliebige 171 und rJ2 verschwindet. Wegen dieses 
Sachverhaltes nennt man auch die Lösungen von (2) mit einem etwas 
neutraleren ~amen: Extremalen. 

Die Frage, deren Lösung das weitere gewidmet ist, ist nun die 
nach den geschlossenen Extremalen. Für die Methoden, die wir ein­
schlagen, ist die Heranziehung des Variationsproblemes charakte­
ristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe für das Eingreifen 
der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen. 
Das sind Dinge. die sich leicht noch viel weiter verfolgen ließen, und 
ein amleres Buch dieser Sammlung läßt noch mehr die Bedeutung dies 
Ansatzes hervortreten1). 

Die Schwierigkeiten, auf die sich die Methode wird einstellen müssen, 
liegen darin, daß dit> Art des Extrems noch recht verschieden sein kann. 

1) Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. 
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D. h. die Menge der Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extre­
male ein Extrem liefert, kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer 
Integralwert als alle genügend benachbarten Kurven, oder nur kleinerer 
Wert als gewisse genügend benachbarte Kurven oder auch nur über­
haupt stationärer Charakter. Man muß nur an die analogen Verhält­
nisse bei den Maxima und Minima der Funktionen einer oder zweier 
Veränderlichen denken, um sich klar zu machen, daß es auch Extre­
malen geben wird, die weder ein Minimum noch ein Maximum liefern. 
Sie werden den Sattelpunkten der Flächen entsprechen. 

Birkhoffs Verdienst gegenüber seinen Vorgängern ist es, alle diese 
verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen diesen 
Möglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen. Wir 
wollen im folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken da aus­
schlaggebend sind. 

Die Beweismethoden stützen sich namentlich auf einen bestimmten 
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und 
dessen Heranziehung die Beschränkung auf Variationsprobleme be­
stimmter Art, nämlich auf die sogenannten positiv definiten Variations­
probleme erfordert. 

Zunächst sei erwähnt, daß F (x, y, x', :Y') eine positiv homogene 
Funktion von x' und y' von der Ordnung Eins sein soll, d. h. es soll 
F(x,y,kx',ky')=kF(x,y,x',y') sein für k>O. Der Sinn dieser 
Voraussetzung ist der: Unabhängigkeit des Integrales von der Wahl 
des Parameterst, für den Fall, daß zu einem anderen Parameter 7: 

übergegangen wird, der mit t zugleich wächst; dann wird nämlich 

dx_ = .~x-·k dy = dy k dt =I_!_ k O 
dt dt ' dt dr: ' dr: i k ' > . 

Das Variationsproblem heißt definit, wenn in dem zugrundege­
legten Bereich B der x, y für beliebige nicht gleichzeitig verschwindende 
x' und y' die Funktion F 1 (x, y, x', y') von einerlei Vorzeichen ist. 
Dabei kann F 1 durch 

definiert werden. Im Falle des Minimums muß namentlich F 1 > 0 
sein, und das wollen wir weiter voraussetzen. Diese Voraussetzungen 

sind z. B. für F = Vax' 2 + 2bx' y' + c;/2 + ax' + ßx' erfüllt, wenn 
man a > 0, ac - b2 > o voraussetzt. Zu unserem Problem gehört für 
a = ß = 0 namentlich das der geodätischen Linien auf einer Fläche, 
deren Linienelement durch s'2 = a x'2 + 2 b x' y' + c y'2 erklärt ist. Der 
Satz der Variationsrechnung lautet nun so: Satz I: Wenn die Funktion F 
mit ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in einem Bereich B 
der x, y für beliebige nicht gleichzeitig verschwindende x', y' stetig ist, 
wenn F 1 > 0 ist, so kann man jedem Punkt P desselben eine Umgebung 
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zuordnen, derart, daß man jeden Punkt derselben mit P durch einen Extre­

malenbogen ~Jcrbinden kann, der ganz in dieser Umgebung verläuft und 

der dem Integral (1) einen kleineren Wert erteilt, als jede andere in der 

Limgebung verlauiende, die beiden Punkte verbindende abteilungsweise stetig 

diiferenzierbare Kurve. Man hann die Umgebung so klein wählen, daß 

das über die Extremalenbogen erstreckte Integral einen Wert hleiner als 

eine beliebig uorgegebene ZahlE behommt. Setzt man, wie es von nun an 

geschehen soll, weiter voraus, daß F > 0 sei, iür alle x, y des Bereiches 

und beliebige x', y', so ist der Integralwert sogar kleiner als der zu irgend­

einer anderen in H verlauienden, die beiden Punkte verbindenden Kurve 

gehörige I ntcgralwert. Ein allen aufgezählten Voraussetzungen genügendes 

~·ariationsproblem heißt positiv und positiv definit1). Beim erwähnten 

Problem der geodätischen Linien sind alle Voraussetzungen erfüllt. 

Die Problemstellung selbst ist uns auch bei den Gleichungen erster 

Urdnung nicht fremd gewesen. i\lan rufe sich nur den Satz von S. 63 

in,; Gedächtnis zurück. Er behauptet unmittelbar die Existenz von ge­

::,chlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffenheit: Legt 

man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve, so verläßt sie 

in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und mündet auch nicht in 

einem singulären Punkt. 

Hier wollen wir Bereiche heranziehen, die in folgendem Sinne konvex 

sind: Es soll eine positive Zaht 17 geben derart, daß zwei Punkte des Be­

reiches sich stets dann durch einen dem Bereich angehörigen Extremalen­

bogen verbinden lassen, 'lß'enn es eine Kurve gibt, die beide verbindet und 

für die das Integral (1) einen Wert kleiner als 1] annimmt. Man kann 

das kurz ausdrücken, indem man sagt: Zwei genügend nahe beieinander 

gelegene Punkte des Bereiches lassen sich durch einen Extremalenbogen 

c'erbinden, welcher vollständig dem Bereich angehört. Konvex in diesem 

Sinne wird also z. D. eine geschlossene Fläche sein, und wenn wir weiter­

hin beweisen, daß es in einem konvexen Bereich geschlossene Extre­

malen gibt, so liegt darin insbesondere der Satz begründet, daß es auf 

geschlossenen Flächen geschlossene geodätische Linien gibt. 

Zunächst suchen wir geschlossene Extremalen vom Minimaltypus 

die also einen kleineren Integralwert liefern sollen als alle benach­

barten Kurven. Da gilt folgender 

Satz ll: Vorgelegt ist ein konvexer Bereich 2) B. In seinem Inneren 

liegt eine geschlossene rel?tifizierbare Kurve~, für welche ] < ] 0 ist bei 

passender Wahl 1·on ] 0 . ~ soll nicht unter Festhaltung von J < ] 0 

Innerhalb B auf einen Pun!?t stetig zusammengezogen werden können. 

1 ) Wegen des Beweises sei z. B. auf Bolza: Variationsrechnung, S. 274ff. 

verwresen 
2) Statt dessen genügt es auch, vorauszusetzen, daß man an diejenigen Rand­

kurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren ] ;:S ] 0 ist, nicht beliebig nahe 

herankommen kann. 
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Dann kann [ stetig in eine geschlossene Extremale deformiert werden, 
für welche auch J < ] 0 ist und die 110m iVIinimaltypus ist, entweder 
in bezug auf alle genügend benachbarten K~trven, oder doch wenigstens 
in bezug auf die ihr auf einer ihrer beiden Seiten genügend benachbarten 
Kurven. In diesem letzteren Falle ist sie eine Randkurve des Bereiches. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer von Signorini (Palermo 
Rendieanti 33 [1912]) zuerst verwendeten sinnreichen Methode. Durch 
sie wird das Problem auf eines der gewöhnlichen Minima zurückgeführt. 

Wir gehen zunächst von der in B gegebenen geschlossenen rekti­
fizierbaren Kurve [zu einem aus Extremalenbogen gebildeten Polygon 
über. Wir dürfen annehmen, daß [ keine geschlossene Extremale 
ist; denn in diesem Falle bleibt nichts zu beweisen. Dann teilen wir (1 

in n Teilbogen ein, derart, daß längs eines jeden derselben das Integral 

einen Wert bekommt kleiner oder gleich 1) !_Q und derart, daß der n 
Endpunkt eines jeden Bogens einer seinem Anfangspunkt auf Grund von 

Satz I zugeordneten Umgebung angehört. Weiter soll Jo <'I} sein, 
. n 

d. i. die bei der Definition des konvexen Bereichs verwendete Zahl. 
Man kann dann nach Satz I den Anfangspunkt eines jeden Bogens 

mit seinem Endpunkt durch einen Extremalenbogen verbinden. Das 
aus diesen Extremalenbogen gebildete Polygon[' - das nicht frei 
von Selbstüberschneidungen zu sein braucht - erteilt bei passender 
Wahl2) seiner Endpunkte dem Integral einen Wert kleiner als ] 0 • 

Ferner kann man das Polygon[' durch stetige Deformation aus [her­
stellen. Um das einzusehen, betrachte man einen einzelnen der n Bogen 
von [. Man lasse einen Punkt P diesen Bogen durchlaufen und be­
trachte dabei ständig den Extremalenbogen, welcher vom Anfangs­
punkt des Bogens von [ zu P hinreicht. Dieser Extremalenbogen 
ändert sich stetig mit P. Und so geht der Extremalenbogen durch 
stetige Abänderung aus dem entsprechenden Bogen von [ hervor. 
Nunmehr betrachte man in Birgendwelchen Punkte Pi folgender Art. 
Pi+l heiße der auf Pi folgende Punkt. P 1 , wofür wir auch P n+1 schreiben, 
folge wieder auf P n· So hat jeder Punkt Pi einen Vorgänger und einen 
Nachfolger. Jeder Punkt soll weiter in der seinem Vorgänger nach Satz I 
zugeordneten Umgebung und überdies so nahe bei diesem liegen, daß 

1) Dazu geht man auf der Kurve von einem beliebig gewählten ersten Teil­

punkt so lange weiter, bis der Integralwert gerade gleich J 0 geworden ist. Hier 
n 

legt man den zweiten Teilpunkt hin usw. 
2) Da ~ keine geschlossene Extremale sein soll, so gibt es auf ihr Punkte," die 

nicht innere Punkte von~ angehörigen Extremalenbogen sind. Man wähle dann 
einen Punkt vor diesem und einen Punkt hinter diesem als Anfang und Ende 
eines Bogens von~'. Dieser gibt nach Satz I dem Integral (1) einen kleineren \\'ert 
als der entsprechende Bogen von ~. 
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das Integral (1) über den beide nach Satz I verbindenden Extremalen­

bogen höchstens gleich Jo wird. 
n 

Der Integralwert des so durch P 1 ... P n bestimmten Polygons 
werde als Funktion der 1\ mit J (P1 ... P n) bezeichnet. Dies ist dann 
eine stetige Funktion der Pi, die in einem gewissen abgeschlossenen 
Bereich1) eines 2n-dimen:;;ionalen Raumes der Koordinaten (xi, Yi) der 
Pi erklärt ist und in diesem Bereiche nur Werte nicht über ] 0 annimmt. 
Dieser Bereich kann aus mehreren getrennten Stücken bestehen; wir 
betrachten denjenigen zusammenhängenden abgeschlossenen Teilbereich, 
dem der repräsentierende Punkt des zuerst erhaltenen Polygones[' 
angehört. In einem gewissen inneren Punkt @: dieses Bereiches be­
sitzt J(P1 ... Pn) sein absolutes Minimum in bezug auf diesen Be­
reich. Diesem Punkt entspricht eine Kurve, welche durch stetige 
Abänderung aus [' gewonnen werden kann. Denn man kann ja im 
PrBereich den }Iinimumspunkt @: mit dem Ausgangspunkte [' ver­
binden. Jedem Punkt der Verbindungslinie entspricht ein Extremalen­
polygon, und diese ändern sich stetig mit dem repräsentierenden Punkt. 
~un aber muß das dem absoluten Minimum entsprechende Polygon@; 
eine einzelne geschlossene Extremale sein. Ich nehme zum Beweise 
an2), es käme eine Ecke vor, d. h. ein Punkt auf@:, der nicht immer 
Punkt eines @: angehörigen Extremalenbogens ist. Sie möge bei P 2 

liegen. Die Bogen P1 P 2 und P2 P3 bilden die Ecke. Das über beide 

erstreckte Integral ist höchstens gleich 2] 0 • Xehme ich auf jedem der 
n 

beiden Bogen in hinreichender Nähe der Ecke P 2 einen Punkt P 1' und 
P3' an, so kann man beide sicher durch einen einzigen Extremalen­
bogen verbinden, über den das Integral einen kleineren \\'ert bekommt 
als über P/ P 2 Pa'. Also ist auch das über P 1 P 1' Pa' Pa erstreckte Inte-

gral kleiner als 2f 0 . Daher kann man auf dem Bogen P 1 ' Pa' einen Punkt 

P 2' so bestimmen, daß sowohl das Integral über P 1 P 1 ' P 2' wie das Inte­

gral über P' 2 P' a P 3 kleiner sind als ~0 • Daher kann man nun P' 2 so­

wohl mit P 1 wie mit P 3 durch je einen Extremalenbogen verbinden; 

für beidc wird das Integral kleiner als lo. Über P 1 P'2 P 3 wird überdies 
n 

das Integral kleiner als über P 1 P 1' Pa' Pa und dies war kleiner als das 
über P 1 P 2 P 3 . Ersetzt man also die Ecke P 2 durch P 2', so erhält man 
ein neues Polygon, das ein kleineres Integral liefert. Das widerspricht 
der Minimaleigenschaft des Polygons P 1 , P 2 , . .. , P n- Also besteht 

1) Hat man nämlich ein Polygon wie z. B. lr im vorigen Absatz, für das 
] ] 0 ist, so kann man (x;, Y;) in der Umgebung seiner i-ten Ecke frei variieren 
jassen. 

2) Ich verdanke die nun folgende Schlußweise Herrn R. Brauer. 
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unser Extremalenpolygon aus einer einzigen geschlossenen Extremalen. 
Sie kann im Inneren oder auch im Rand des Bereiches verlaufen. 
A. priori wäre es aber auch denkbar, daß sie nur einzelne Punkte mit 
dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch besondere 
hier nicht durchzuführende Betrachtungen als unmöglich erkannt werden. 
Ebensowenig will ich hier des näheren ausführen, daß die geschlossene 
Extremale einen Integralwert liefert, der von keiner ihr im Bereiche 
genügend benachbarten Kurve unterschritten werden kann. 

Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich z. B. fol­
gendes: Auf jeder geschlossenen Fläche, deren Geschlecht mindestens 
Eins ist, gibt es geschlossene geodätische Linien in unendlicher Anzahl. 
Denn man überzeugt sich leicht, daß es unendlich viele geschlossene 
Kurven von topalogisch verschiedenem Typus gibt, d. h. Kurven, die 
sich nicht auf der Fläche ineinander deformieren lassen. 

Unser bewiesener Satz behauptet ganz und gar nicht, daß jeder 
mehrfach zusammenhängende konvexe Bereich geschlossene aller­
kürzeste Extremalen in seinem Inneren enthält. Tatsächlich gilt auch 
ein solcher Satz nicht wie man an dem Beispiel eines zweifach zu­
sammenhängenden Stückes einer passend gewählten Rotationsfläche 
sehen kann. Dieselbe möge dadurch entstehen, daß man das über 

n < <3n · d' · · h 
2 .= x = 2 gelegene Stück der Kurve y = sm x um 1e s1e mc t 

treffende Gerade y = - 2 rotieren läßt. Das zweifach zusammen­
hängende Stück ist von zwei aufeinanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt. 
Alle dem Flächenstück angehörigen nicht auf einen Punkt zusammen­
ziehbaren Kurven sind länger als diese Kehlkreise. Diese Kurven des 
absoluten Minimums liegen also nicht im Bereichinneren. Gleichwohl 
befinden sich in dem Bereich geschlossene Extremalen, nämlich der 
Kreis der weitesten Ausbuchtung. Unsere Methode liefert also keine 
Handhabe, die Existenz derselben zu erkennen. Darin liegt schon eine 
Andeutung für die Tragweite der Methode. Man kann darüber mit 
Birkhoff noch eingehendere Erörterungen anstellen. Jedenfalls wird 
es nötig, andere Methoden auszudenken, mit welchen man auch andere 
Sorten von geschlossenen Extremalen gewinnen kann; andere, d. h. 
solche, die nicht einen kleineren Integralwert liefern als alle genügend 
benachbarten Kurven. 

~u einer solchen Methode führt uns die Bemerkung, daß unter 
einer gleich zu nennenden weiteren Voraussetzung über das zu behan­
delnde Variationsproblem jeder Punkt des vorhin betrachteten Poly­
gonraumes, in dem alle ersten partiellen Ableitungen von J (P1 ... P n) 
verschwinden, entweder eine Nullkurve, d. h. eine in einen Punkt 
ausgeartete Kurve (] = 0) oder aber eine geschlossene Extremale 
liefert. Diese neue Voraussetzung soll darin bestehen, daß keine 
diskontinuierlichen, d. h. mit Ecken versehenen Lösungen vorkam-
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men. In der Variationsrechnung wird gezeigt1), daß diese Bedingung 

damit gleichbedeutend ist, daß in keinem Punkt -~; und ~~i für ver­

schiedene Wertepaare (x', y') beide gleiche Werte bekommen. Nennen 
wir nun ein Extremalenpolygon, für das die ersten Ableitungen von 
](P1 ••. Pn) im entsprechenden Punkt des Polygonraumes alle ver­
schwinden, zum Unterschied von den bisher betrachteten Minimum­
polygonen ein Minimaxpolygon und nehmen an, es habe eine Ecke P1 , 

so denke man sich dieselbe auf einer beliebigen stetig und stetig differen­
zierbaren Kurve x = x(-r), y = y(-r) verschoben. T = 0 möge dem 
Punkte P 1 entsprechen. Verbindet man auf Grund von Satz I die ver­
schobene Ecke stets mit der vorausgehenden und der folgenden Ecke 
durch einen Extremalenbogen, so erhält man neue von T stetig abhän­
gende Polygone. Das Integral ] wird eine Funktion von T, deren Ab­
leitung bei T = 0 wegen der Minimaxeigenschaft verschwinden muß. 
Diese Ableitung wird aber 1): 

X[(!:,)~-- (::~)2] i y I (:;)1- (;~)J 
Dabei sind x, y die Ableitungen von x ( r) und y ( r) für T = 0 und in 
den Klammern stehen die Werte der ersten Ableitungen von F für die 
beiden in der Ecke P 1 zusammenstoßenden Extremalenbogen. Da diese 
Ableitung aber bei beliebiger Wahl der .X, 5', verschwinden soll, so müßten 

doch ~~~ und ;;, für verschiedene (x', y') gleiche Werte haben, wenn 

wirklich eine Ecke vorkommen soll. Dies widerspricht der neuen Vor­
aussetzung, so daß das Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es besteht 
somit aus einer einzigen geschlossenen Extremalen. 

Nun kann man aber oft aus der Existenz von Minimumpolygonen 
auf die von Minimaxpolygonen schließen. 

Zunächst führen wir die von Birkhoff im Unterschied zu der eben 
besprochenen Minimummethode als Minimaxmethode ersonnene ein. 
Dieses Minimaxprinzip geht von der Tatsache aus, daß die ersten Ab­
leitungen einer Funktion z.B. auch in einem Punkte verschwinden, an den 
zwei oder mehr in der Umgebung desselben sonst getrennte Bereiche an­
stoßen, in welchen die Funktion kleiner ist als in dem Punkte selbst. 
Solche Punkte sollen Minimaxpunkte heißen. Über ihre Existenz gilt 

folgender 
Satz III (Minimaxprinzip): Eine Funktion ] sei in einem abge· 

schlossenen, zusammenhängenden Bereich B des n-dimensionalen Raumes 
eindeutig und analytisch. Sie besitze im Inneren dieses Bereiches min­
destens ein Minimum und zwar an den abgeschlossenen Punktmengen 
P 1 , P 2 , . . . • P z. Auf jeder derselben ist ] einem seiner Minima gleich. 

1) Vgl. z. B. 0. Bolza: Vorlesungen über Variationsrechnung S. 367. 
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In keinem dieser Kontinua möge es geschlossene stetige Kurven geben, die 
sich in demselben nicht stetig auf einen Punkt zusammenziehen lasse1z. 
Jedesmal dann, wenn es möglich ist, zwei dieser Kontinua (Pi, Pk) in B 
durch eine stetige Kurve zu verbinden, längs deren für irgendein festge­
wähltes J 0: J < J 0 ist, soll es möglich sein, dieselbe stetig in eine andere im 
Inneren von B gelegene zu deformieren, welche auch Pi und Pk verbindet und 
längs deren auch J < / 0 ist. In dem Falle, wo es nur eine Stelle gibt, an der 
J einM inimum annimmt, werde außerdem angenommen, daß es im Inneren 
von B geschlossene stetige Kurven gebe, die sich nicht durch stetige Defor­
mation im Inneren von B auf einen Punkt zusammenzieheJt lassen. Dann 
gibt es im Inneren von B mindestens einen weiteren Pzmkt, wo die ersten 
Ableitungen von J alle verschwinden. 

Satz III kann durch die folgenden Überlegungen plausibel ge­
macht werden. Einen vollbefriedigenden Beweis gibt es noch nicht. 1) Die 
Werte von J in den einzelnen Minimumspunkten seien der Größe nach 
geordnet / 1 < / 2 ~ ... < lz. Punkte mit J < / 1 gibt es also über­
haupt nicht. Ist aber J' eine Zahl größer als ] 1 , so gibt es Punkte der 
Mannigfaltigkeit, in welchen J < J' ist. Ist insbesondere J' nur wenig 
größer als ] 1 , so werden diese Punkte eine gewisse Umgebung von P 1 

ausmachen. 
Diese Umgebung enthält, solange sie klein genug ist, nur stetige 

Kurven, die zu Kurven auf P 1 homolog sind. In dem Augenblick, 
wo dann J' über den nächst kleineren Wert des sukzessiven Minima: 
] 2 hinauswächst, treten neue von der bisherigen zunächst getrennte 
Umgebungen auf. Da aber für große J' schließlich die Drogebungen 
den ganzen Bereich ausfüllen, so müssen Verschmelzungen der ver­
schiedenen Drogebungen irgendwann vorkommen. Solche Verschmel­
zungen können auch allein zum Auftreten geschlossener nicht auf 
einen Punkt zusammenziehbarer Kurven führen. Es soll nun fest­
gestellt werden, daß diese Verschmelzungen gerade in den Minimax­
punkten erfolgen. Dies ist anschaulich plausibel, wenn die Verschmel­
zungzweier Umgebungen im Inneren des Bereiches erfolgt. Denn wenn 
die beiden Umgebungen zusammenkommen, so geschieht dies in Punkten, 
an die zwei verschiedene Bereiche anstoßen, in welchen J kleiner ist 
als in dem Verschmelzungspunkt selbst. Bekannte Sätze über implizite 
Funktionen lehren dann, daß in einem solchen Punkt alle ersten par­
tiellen Ableitungen von J verschwinden müssen. Es ist aber auch leicht 
zu sehen, daß stets Verschmelzungen im Inneren von B auftreten müssen. 
Denn nehmen wir an, die Drogebungender KontinuaPiundPk verschmöl­
zen in einem Randpunkt, in welchem J = ]" sei. Dann kann man 
Pi und Pk über diesen Punkt hin miteinander durch eine Kurve ver-

1) Man vgl. jedoch M. Morse: Relations between the critical points of a 
real function of n independet variables. Trans. Am. math. soc. 27 (1925). 
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bnden, auf der J < ]" ist. Xach unseren Voraussetzungen kann man 
diese aber stetig in eine andere ganz in B gelegene deformieren, die auch 
Pii und Pk verbindet und längs der auch J < ]" ist. Daher muß es 
auch eim·n Verschmelzungspunkt beider Umgehungen im Inneren von B 
~,:eben. 

Die Verwertung des Satzes III für die uns beschäftigenden Pro­
bleme will ich an einer bestimmten Frage darlegen, nämlich dem 
Problem, ob es auf fedcr geschlossenen Fläche vom Geschlecht Null ge­
schlossene geodätische Linien gibt. Vom Geschlecht Null ist dabei eine 
Fläche, welche vom Typus der Kugel ist, die also durch jede ihrer ge­
schlossenen Kurven in zwei Kalotten zerlegt wird, und die sich um­
kehrbar eindeutig und stetig auf die Fläche einer Kugel abbilden läßt. 
Bei diesem Problem leistet die früher benutzte Minimummethode nichts . 
. \us dem S. 135/136 aufgestellten Satz folgt nichts über die Existenz 
geschlossener geodätischer Linien. Satz 111 aber führt zu dem folgenden 
Satz: A tt/ jeder geschlossenen Fläche ·uom GeschlechtNull gibt es geschlossene 
geodätische Linien. 

Zum Beweis ist zu zeigen, daß bei passender ·wahl von n der Raum 
der Extremalenpolygone einen linearen Zusammenhang besitzt, der 
mindestens zwei ist, d. h. daß es in ihm mindestens eine geschlossene 
Kurve gibt, die sich nicht in demRaum stetig auf einen Punkt zusammen­
ziehen läßt. Einer geschlossenen Kurve des Polygonraumes entspricht 
eine stetige Schar von Extremalenpolygonen auf der Fläche. Es handelt 
sich darum, eine solche Schar von Extremalenpolygonen anzugeben, 
die man nicht durch stetige Deformation so abändern kann, daß alle 
Kurven in beliebiger ~ähe eines einzigen Punktes verlaufen. 

Birkhoff selbst hat folgendes Beispiel angegeben: Man betrachte 
Extremalenpolygone von der Art, daß die einer Ecke P benachbarten 
Ecken in der dieser Ecke durch Satz I zugeordneten Umgebung 
liegen und wähle die Eckenzahl n so groß, daß man ein dieser Bedingung 
genügendes Extremalenpolygon durch stetige Deformation über die 
ganze Fläche hinübergleiten lassen kann. Man wähle insbesondere 
die Deformation so, daß die vorkommenden Polygone stetig von einem 
ParamE'ter tabhängen (0 < t < 1) und sich für t--? 0 auf einen Punkt P, 
Hit t --? 1 auf einen anderen Punkt Q zusammenziehen. Diese Punkte 
sind als ausgeartete Polygone aufzufassen: Alle Ecken sind zusammen­
gerückt. Wir sprechen von Nullkurven, weil für dieselben ] = 0 wird . 
. \!an verbinde P und Q noch durch eine stetige Kurve auf der Fläche, 
deren Punkte alle Nullkurven entsprechen, wenn man sie als ausgeartete 
Extremalenpolygone auffaßt. Dieser stetigen Deformation entspricht 
eine geschlossene Kurve des Polygonraumes, die den bei der Deformation 
nrwendeten Nullkurven entsprechend ein Stück weit in dem Teilraum 
des Polygonraumes verläuft, der den Nullkurven entspricht und der 
in umkehrbar eindeutiger stetiger Beziehung zu der geschlossenen 
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Fläche vom Geschlecht Null steht. Denn jedem Punkt derselben ent­
spricht genau eine Nullkurve. Nun läßt sich zeigen, daß man die ge­
schlossene Kurve nicht so deformieren kann, daß sie ganz in der Fläche 
der Nullkurven verläuft. Und dies ist gleichbedeutend damit, daß man 
sie nicht auf einen Punkt zusammenziehen kann. 

Der Beweis stützt sich auf den folgenden, einleuchtenden, hier 
nicht näher zu begründenden Satz aus der Anlaysis situs1). Wir be­
trachten eine Schar von geschlossenen Jordankurven auf einer ge­
schlossenen Fläche vom Geschlecht Null. Die Kurven sollen stetig 
von einem Parameter t abhängen. Sie sollen sich für t -+ 0 auf einen 
Punkt P der Fläche und für t-+ l auf einen anderen von P ver­
schiedenen Punkt Q der Fläche zusammenziehen. Andere "Nullkurven" 
als diese beiden sollen in der Schar nicht vorkommen. Nun betrachte 
man zunächst eine Kurvenschar 5, in der sich nie zwei verschiedene 
Kurven treffen. Dann gehört zu jedem Punkt R der Fläche mindestens 
ein Parameterwert t derart, daß die diesem Parameterwert entsprechende 
Kurve durch den Flächenpunkt hindurchgeht. Diese Behauptung bleibt 
aber auch für jede stetig von einem Parameter abhängende Schar 
richtig, die aus einer Schar 5 durch stetige Abänderung hervorgeht. 
Auch eine solche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen. 
Man kann somit die erwähnte geschlossene Kurve des Polygonraumes 
nicht ganz in die Fläche der Nullkurven hineinziehen. 

Daher kann der Polygonraum nicht einfach linear zusammen­
hängend sein, sondern enthält Kurven, die sich nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen lassen. Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt 
in unserem 2 n-dimensionalen Raume, in welchem] ein Minimum hat, 
das sind die den Nullkurven entsprechenden Punkte (] = 0). Daher 
liefert Satz III mindestens eine geschlossene Extremale. Die Methode 
läßt die Frage offen, ob es einfach geschlossene Extremalen gibt. Die eben 
gefundene könnte Selbstüberkreuzungen haben. Kürzlich hat Urysohn 
(Jahresber. d. D. M. V. Bd. 34) angedeutet, wie man durch eine Modi­
fikation der Birkhoffschen Methode auch die Existenz einfach geschlos­
sener Extremalen beweisen kann. 

Es ist von vornherein einleuchtend, daß man auch mit Hilfe dieser 
Methode keinen Aufschluß über die Gesamtheit der geschlossenen Extre­
malen gewinnt. So liefert ja die Methode z. B. nur den Nachweis für 
die Existenz mindestens einer geschlossenen geodätischen Linie auf 
einer geschlossenen Fläche vom Geschlecht Null, während es deren 
doch, wie z. B. auf der Kugel, unendlich viele geben kann. Da setzt 

1) Herrn von Kerekjdrto verdanke ich die folgende Bemerkung: Der 
erste Teil des Satzes ergibt sich aus S. 71/72 von Gött. Nachr. 1922 (v. Kerekjdrto: 
Über Kurvenscharen auf Flächen). Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem 
Brauwersehen Satze über die Invarianz des Abbildungsgrades bei stetigen De­
formationen (Math. Ann. Bd. 71, S. 105). 
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nun eine weitere sehr feinsinnige, in ihren Grundzügen auf Poincare 
zurückgehende Methode ein. Ich berichte über ihre A.usgestaltung 
durch Birkhojf, ohne noch auj Beweise einzugehen. 

Zunächst die folgende nützliche geometrische Deutung durch Be­
wegungszustände. Wir deuten x =c= x (t), y = y (t) als Bahnkurven einer 
Bewegung, indem wir den Parametertals Zeit auffassen. Ein einzelner 
Bewegungszustand ist dann durch Angabe von x, y, x', y', also Yon 
vier Koordinaten, bestimmt. Der Mannigfaltigkeit der Bewegungszu­
stände entspricht eine Punktmenge in einem vierdimensionalen Raum. 
Normieren wir den Parameter t in geeigneter \V eise, so machen wir die 
Beobachtung, daß wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
im vierdimensionalen Raum zu tun heben. Wir können die Einheit 
der Zeitmessung, z. B. so wählen, daß F = l ist. Das ist dann die Glei­
chung der erwähnten Fläche im vierdimensionalen Raum, deren Punkte 
die Bewegungszustände repräsentieren. Einer geschlossenen Extre­
malen entspricht wieder eine geschlossene Kurve in dieser dreidimensio­
nalen Mannigfaltigkeit. Einer jeden Extremalen entspricht eine Kurve, 
die wir, um einen kurzen Namen zu haben, aus einem bald deutlichen 
Grund Stromlinien nennen. Die weiteren Darlegungen knüpfen nun 
an die Einführung einer geeigneten zweidimensionalen Fläche an, 
welche in jedem genügend großen Zeitintervall von allen Stromlinien 
durchsetzt wird. Diese Fläche, welche wir Schnittfläche nennen wollen, 
wird anßerdem von geschlossenen Stromlinien begrenzt und von allen 
anderen Stromlinien unter einem von Null verschiedenen Winkel 
getroffen, der aber bei Annäherung an den Rand wie die erste Potenz 
der Entfernung vom Rande gegen Null strebt. Es liegt natürlich nicht 
auf der Hand, daß es eine solche Schnittfläche gibt, aber Birkhofj 
hat für ziemlich allgemeine Klassen von Variationsproblemen die 
Existenz der Schnittflächen nachgewiesen. 

Ich begnüge mich mit der Angabe, daß die Existenz der Schnitt­
fläche durch Birkhoff z. B. für das Problem der geodätischen Linien 
auf den geschlossenen Flächen bewiesen wurde, deren Geschlecht Null 
übertrifft, und für das Problem der geodätischen Linien auf geschlosse­
nen Flächen vom G·eschlechte Null unter der zusätzlichen Voraus­
,;etzung, daß keine geschlossenen geodätischen Linien vom Minimum­
typus ohne Doppelpunkte vorhanden sind. Ich will nun weiter den 
Grundgedanken der Methode unter Beschränkung auf das Problem 
der geodätischen Linien darlegen. Die Methode beruht auf der Ein­
führung einer mit den Stromlinien eng verknüpften Transformation 
der Schnittfläche in sich. Jede Stromlinie trifft, wie vorausgesetzt 
wurde, in jedem genügend großen Zeitintervall die Schnittfläche. Ver­
folgen wir also eine nicht dem Rande angehörige Stromlinie von einem 
Schnittpunkt aus für wachsende Zeiten weiter, so folgt aus dieser Vor­
aussetzung. daß sie die Schnittfläche noch ein zweites Mal treffen muß. 
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So wird jedem Punkt der Schnittfläche ein wohl bestimmter anderer 
zugeordnet, nämlich der nächste Treffpunkt der ihn passierenden Strom­
linie. So ist dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und, 
wie man leicht sieht, auch stetige Transformation der Schnittfläche in 
sich zugeordnet. Geschlossene Stromlinien müssen offenbar durch 
Punkte der Schnittfläche gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung 
der Transformation in die Ausgangslage zurückgeführt werden. Denn 
eine geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit 
der Schnittfläche gemeinsam. Unsere Transformationen der Schnitt­
fläche in sich besitzen nun außerdem noch eine positive Integral­
invariante. D. h. es gibt eine auf der Schnittfläche erklärte positivp 
Funktion p derart, daß das fJ pdf erstreckt über zwei bei der Trans­
formation einander entsprechende Teile der Schnittfläche denselben 
Wert hat. Dies ist leicht einzusehen. Ich führe die Überlegung an dem 
Beispiel der geodätischen Linien vor. Wir führen der Bequemlichkeit 
wegen in der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit der Bewegungszustände 
geeignete Koordinaten ein. Zunächst führen wir auf der Fläche, deren 
geodätische Linien u11tersucht werden sollen, isotherme Koordinaten 
em. Dadurch wird das Linienelement auf die Form 

s'z = a (x, Y). (xl2 + yl2) 

gebracht, wo a(x, y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para­
meter t längs der Extremalen werde wieder durch a ( x'2 + y'2) = I 
normiert. Dann werden, wie man nach leichter Rechnung sieht, die 
Differentialgleichungen der geodätischen Linien. 

(3) 

2 a 
a x" + a X1 

' · a x' Y1 
- --"'-- - 0 • o: 1 11 2a- ' 

Da nun aber x' und yl an die Bedingung a (x'2 + y'2) = l geknüpft 
sind, liegt es nahe, einen Parametes cp so einzuführen, daß 

1 1 
X = _ COS cp, va 

1 1 • 
y =-= sm cp va 

(4) 

y' 
wird. Dann liefert die Differentiation von cp = arctg ?- nach t: 

(.'5) cp' = a ( x' y" - y' x") . 

Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann 

(6) 1 1 ( ax Y1 - ay X 1) 1 ax sin (/! - ay cos (/! cp =-- -- ·- --------· 
2 a -- 2 a"l• ' 

so daß (4) und (6) nun die Differentialgleichungen der Stromlinien 
sind. x, y, cp sind Parameter in der dreidimensionalen Mannigfaltig-
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keit der Bewegungszustände. Schreibt man (4} und (6) in der Form 

l x' cc-= X (x, y, q;}, 

(7) )': == Y(x, y, q;), 
r --tP(x,y,-q;), 

so sieht man sofort, daß Xa; Y 11 + tl>,r = 0 ist. Das erinnert an 
die Kontinuitätsgleichung der Hydrodynamik der imkonpressiblen 
Flüssigkeiten. Und tatsächlich kann man auch hier den Schlnß ziehen, 
daß das Volumen f JJ d x d y d <p eines beliebigen Bereiches bei der 
durch die Gleichungen (7) definierten Strömung unverändert bleibt. 
Zu dem Zwecke ist nur zu zeigen, daß das über die Oberfläche eines 
Bereiches erstreckte Integral der zu dieser Oberfläche normalen Ge­
schwindigkeitskomponente der Strömung Null ist. Nun sind aber 
l-. X, t1> die drei Geschwindigkeitskomponenten. l:l sei der Ge­
schwindigkeitsvektor, ~ der Vektor der Flächennormalen. Dann ist 
J.fu · ~ df erstreckt über die Oberfläche des Bereiches das Oberflächen­
integral der Normalkomponente der Geschwindihkeit; l:l • ~ ist dabei 
das innere Produkt der beiden Vektoren, also, da ~ ein Einheitsvektor 
ist, der Xormalkomponente der Geschwindigkeit gleich. Nach dem 
Gaußsehen Satz der Integralrechnung ist aber dies Oberflächeninte­
gral gleich dem Volumintegral 

- Jif (Xa; + Y 11 + tl>,,.) dxdydq;. 

Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be­
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Strom­
faden an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimensionalen 
Flächenstückes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis 
zu irgendeinem anderen zweidimensionalen Flächenstück hin. Der 
von diesen bt>iden Flächenstücken und den durch ihre Ränder gehen­
den Stromlinien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den 
von den Stromlinien gebildeten Rändern die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit Null ist, so bleibt vom Oberflächenintegral nur das 
über die beiden zweidimensionalen Flächenstücke erstreckte übrig und 
die Summe dieser beiden Oberflächenintegrale der Normalkomponente 
der Geschwindigkeit ist Null. Dabei sind aber immer die äußeren 
Normalen zu nehmen. Die eine derselben weist in die Stromrichtung, 
die anden· in die entgegengesetzte Richtung. Daher können wir auch 
sagen, das Integral der Normalkomponente der Geschwindigkeit hänge 
von der Wahl des zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten 
Flächenstückes nicht ab, wenn man dabei immer die nach der Be­
wegungsrichtung genommene Normalkomponente der Geschwindigkeit 
verwendet. Die Strömung führt eben in der Zeiteinheit durch alle 
Querschnitte des Stromfadens die gleiche Flüssigkeitsmenge hindurch. 
Wenden wir dies insbesondere auf die Schnittfläche und zwei auf ihr 

Bieberbach, Oifferentialgleichungen. ~-Auf!. 10 
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durch die Strömung ineinander übergeführte Flächenstücke an, so 
sind dies gerade zwei Querschnitte eines Geschwindigkeitsfadens. Die 
Normalkomponente der Geschwindigkeit 1st eine positive Funktion 
und das Oberflächenintegral derselben ist die gesuchte Integralinvari­
ante. Das Problem der geschlossenen Extremalen läuft somit jetzt 
auf die Frage nach denjenigen Punkten der Schnittfläche hinaus, die 
bei einer umkehrbar eindeutigen Transformation derselben mit posi­
tiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war schon Poincare auf­
merksam geworden, und er hat in seinem letzten geometrischen Theorem 
versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz solcher Fixpunkte 
zu beweisen. Birkhoff hat dann später den Beweis wirklich erbracht. 
Dies letzte Poincaresche Theorem aber ist dieses: Wenn eine um­
kehrbare eindeutige und stetige Transformation eines Kreisringes (be­
grenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eine positive Integralinvariante 
besitzt, stetig aus der Identität erzeugt werden kann und dabei beide 
Randkurven in verschiedener Richtung transformiert werden, so sind 
mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. Birkhoff hat in seiner Arbeit, 
über die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge Sätze ausge­
sprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte genügen, um zu zeigen, 
in welch weitem Maße Sätze der Analysis situs für die Zwecke der 
Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden können. 

§ 2. Die Lösungskurven linearer Differentialgleichungen. 

Schon auf S. 124 haben wir gelernt, daß man die Differential­
gleichung 

y" + IP1(x)y' + lfo(x)y= f(x) 

durch die Substitution 

auf die Gestalt 

v" +v{tp0(x) -t(tp1 (x))2 -ttp/(x)}=f(x)e~fq,(:r:)da: 

bringen kann. Wir wollen weiterhin annehmen, daß eine Differential­
gleichung von der Form 

y" + e( x) y = 0 
vorgelegt sei. 

An die Spitze stelle ich die schon S. 126 erwähnte Bemerkung, 
daß eine jede Lösung in jedem Stetigkeitsintervall des Koeffizienten 
e (x) samt ihrer ersten Ableitung stetig ist. Damit ist folgendes ge­
meint: Die in der Umgebung von x = x0 durch y (x0) = Yo, y' (x0) = y0' 

festgelegte Lösung y (x) ist nicht allein in der nächsten Umgebung dieser 
Stelle, sondern in dem vollen Stetigkeitsintervall von e (x), welchem 
x0 angehört, als stetige mit stetiger Ableitung versehene Funktion 
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definiert. Am einfachsten sieht man dies nach einer Bemerkung von 
Herrn Courant so ein: Sei z. H. a > x0 die obere Grenze derjenigen 
Zahlen, für die y (x) in x0 s~ x < a stetig und mit stetiger Ableitung 
versehen ist. Dann gibt es eine ümgebung der Stelle a: a- h < x < a 

h (h > 0) in der ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung: 
y1 (x), Y2 (x) stetig und mit stetiger erster Ableitung erklärt ist. Man 
kann dann nach S. 126 zwei Zahlen c1 und c2 so bestimmen, daß 

c1 Y1 :· C2Y2 

bei x=x --lt mit y(x) Funktionswert und Wert der ersten Ableitung 
gemein hat. Dies c1 y1 ·- c2 y2 stimmt dann mit y(x) für a- h < x < a 
überein, ist aber auch noch für rx < x < a h stetig und mit stetiger 
Ableitung versehen: Daher war (/_ nicht die obere Grenze derjenigen 
Zahlen, für die y ( x) in x0 ;-S x < 'X stetig und mit stetiger Ableitung 
versehen ist. 

Wir wollen nun feststellen, welche Schlüsse das Vorzeichen von (! ( x) , 
sowie die Schranken, zwischen welchen diese Funktion liegt, hinsichtlich 
des qualitativen Verlaufs der Lösungen zulassen. 

Ich will als ersten Fall den betrachten, daß im Intervall a < x < b 

[!(X)<O 

und stetig ist. Dann ergibt sich aus 

\'" =oc - g (x) )', 

daß stets y und y" gleiches Vorzeichen besitzen, daß also eme jede 
Lösung oberhalb der x-Achsc ihre 
Höhlung nach oben, unterhalb der 
x-Achse ihre Höhlung nach unten 
kehrt. Für die Lösungen kommen 
daher bis auf Vorzeichen nur die 

in Abb.l3 angedeuteten YierTypen I 
in Betracht. Es ist dabei hin- ~-__j ___ _j_ ___ L.......o...,_,---l 

sichtlich des Treffens der x-A.chse 
und hinsichtlich Fallen oder Stei­
gen die Einteilung getroffen. 
Keine nicht durchweg verschwin-
dende Lösung kann daher im Intervall 
Nullstelle besitzen. 

a < x ~ b mehr als eme 

Der Z1ecitc Fall sei der. daß für a < x ~ b 

u(x) > o 

und stetig ist. Dann folgt aus der Differentialgleichung 

y" cc= - I! ( x) y' 

daß stets y und y" wrschicdene Vorzeichen besitzen. Eine jede Lösung 
kehrt al'>o ihre Höhlung der x-.\chse zu; auf dieser liegen die Wende-

10* 
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punkte. Man darf aber daraus nicht etwa schließen, daß nun alle 
Lösungen für genügend große x die x-Achse schneiden. Das ist zwar 
bei den Lösungen von 

y" + y = 0 

der Fall. Denn das allgemeine Integral c1 cos x + c2 sin x dieser Glei­
chung kann ja auch in der Form C1 sin (x + C2) geschrieben werden. Es 

ist aber z. B. nicht bei der Lösung y =V x von y" + l ;i y = 0 

der Fall. 
Um diese beiden Fälle voneinander trennen zu können, muß der 

Einfluß der Schranken untersucht werden, zwischen denen e(x) im 
betrachteten Intervall liegt. Da nämlich, wie wir eben sahen, schon 
allein der Umstand, ob e größer oder kleiner als Null ist, mancherlei 
Schlüsse zuläßt, so wird zu erwarten sein, daß eine ungefähre Schätzung 
von e im Intervall noch weitere Schlüsse erlaubt. So wird man darauf 
geführt, die Lösungen verschiedener Differentialgleichungen miteinander 
zu vergleichen. So wie wir eben mit gewissen Lösungen von y" = 0 
verglichen, wollen wir jetzt mir den Lösungen anderer Differential­
gleichungen 

(2) z" + a(x)z = 0 
vergleichen. 

Ich wende mich zunächst wieder zu e < 0. In dieser Hinsicht 
gilt nun der folgende Satz: 

In (r) sei e < a < 0, aber nicht e _ a. Durch die Bedingungen 
Y (x0) = Yo > 0, y' (x0) = y0' sei ein Integral y (x) von (I) festgelegt. 
z (x) sei das Integral von (2), welches die gleichen Anfangsbedingungen 
erfüllt. In x0 < x < x0 + h seien e(x) und a(x) stetig, e(x) < 0, und 
y(x) > 0 für x > x0 . Dann gilt y > z für x > x0 . 

Aus den beiden Differentialgleichungen (1) und (2) liest man ohne 
weiteres die Relation ab: 
(3) y" z- z" y + (e- a) yz = 0. 

Integration derselben liefert 
IJ; 

(4) y'z- z'y =- J (e- a)yzdx. 

Da aber y für x > x0 positiv ist, und da nach der Wahl der Anfangs­
bedingung z > 0 jedenfalls in einem gewissen Intervall x0 < x < x0 + k 
gilt, da ferner e < (1 aber nicht e =~a ist, so ist y' z- z' y > 0 für 
x0 < x < x0 + k. Daraus folgt 

(5) y' z' -- > 
y z 

für X0 < x < x0 + k. Nochmalige Integration von x0 bis x ergibt für 
den Fall, daß y0 > 0 ist, 
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y z > . 
Yo Yo 

.\lso ist wegen y0 > 0 wirklich 

:V> z. 

Im Falle, wo y0 = 0 ist, bezeichne man mit x1 eine zwischen x0 

und x0 + k gelegene Stelle, die wir dann gegen x0 rücken lassen werden. 
Nun integriert man (!5) Yon x1 bis x und erhält 

Yt-:J > z(~) 
y(x1) z(x1 ) 

oder wegen y(x1) > 0 auch 

y(x) > z(x) Yj_~). 
z(x1) 

~ un lasse man x1 -* x0 rücken, dann wird 

y(xl) -+ y;(xo) = 1. 
.::(x1 ) z (x0) 

l::nd daher ist 
y(x) > z(x) 

Hier kann aber das Gleichheitszeichen nur im Punkte x0 stehen. 
Denn stünde es beixv wox0 < x1 < x0 +hist, so müßtensich dieintegral­
kurven im Schnittpunkt berühren, weil es sonst in der Nähe Punkte 
gäbe, wo y(x) < z(x) wäre. Wegen y(x) > o für x > x0 ist im Schnitt­
punkt x1 : y(x1) = z(x1) > 0. Nun mache man die Substitution x = - ~ 
in (1) und (2). Man t>rhält 

d2y 
d~2 j_-e(-~)y=O 

und das Intervall 

Nun ist für ~ :, - x1 unsere erste Schlußweise verwendbar und 
wir finden 

gegen die Voraussetzung y(x0) = z(x0). Damit ist der ~atz nun voll­
ständig bewiesen. 

Der Beweis gilt, solange z > 0 bleibt. Wird aber z < 0, so ist 
erst recht y > 0 > z. Damit ist dann der Beweis für alle x > x0 ge­
führt; denn wegen a < 0 kann z(x) nur einmal verschwinden, wenn 
es nicht identisch Null ist. 

Als Vergleichsdifferentialgleichungen bieten sich z. B. die mit kon­
stanten Koeffizienten dar. Da diese durch Exponentialfunktionen ge­
löst werden, so gewinnt man hier folgendes Ergebnis: 
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Wenn in (1) der Koeffizient e (x) für alle X> Xo stetig und negativ 
ist, und wenn Iim e(x) = - a2 (a > 0) gilt und wenn y(x) > 0 für 

z-+oo 
x < x0 , so hat man für genügend große x die Abschätzung: 

Ce<z-nlz< y(x) < Ce(a+'llz, 

wobei C und 'iJ beliebig wählbare positive Konstanten sind. 

Beweis: Für die Differentialgleichung 

z" - b2 z = 0 (b > 0) 

besitzt das Integral 
b + , b , Yo Yo eb(z~x0) + Yo_= Yo o-b(x-x0 ) = ~(b x) 

2b 2b v N ' 

die gewünschten Anfangswerte y0 und y0'. Hat man nun die Aufgabe, 
die positiven Integrale der Differentialgleichung 

y" + e(x)y ·. 0 

abzuschätzen, für den Fall, daß 

lim e(x) =- a2 

gilt, so liegt von einem gewissen x ab - e zwischen (a - 's) 2 und 
(a + s) 2 . Daher hat man für y die Abschätzungen 

y > ja_-:-e) Yo + Yo' e(a-E) (x~x0) -l- (_a_-:-e) Yo- Yo'_ e-(a-s) (x~z0 ) 
2(a-e) · 2(a-e) 

Y< (a-+:_e)Yo_+Yo' e(a+•l(x~xol-+- (a-f-____B)Y_o::-:--Yo''e~(a+E)(x-zol. 
2(a+e)) · 2(a+s) . 

Da nun aber jedenfalls für jedes positive 17 

lim !Jb_,_!) = 0 
X -~oo· e(b+1]) X 

und 
• e(b~>J)X hm _____ = 0 

x-+oo z (b, x) 

gilt, so folgt aus unserer Abschätzung insbesondere die folgende 
Ce(a~,J)X < Y < Ce(a-1-'l>x. 

Diese gilt nach beliebiger Wahl der positiven Zahlen C und 'iJ von 
einem gewissen x an. 

Für allgemeinere Differentialgleichungen besitzt man aus Mangel 
an geeigneten Vergleichsdifferentialgleichungen keine ähnlich guten 
Ergebnisse. Gewisse andere naheliegende Überlegungen führen zu 
viel weniger guten Abschätzungen. 

Nunmehr sei eine Differentialgleichung 

(6) y"+e(x)y=O 

vorgelegt, in der e ( x) für x > x0 stetig und positiv sei. 
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Ich beginne mit der folgenden Bemerkung. Im Endlichen können 
sich die N uztstellen eines nicht identisch verschwindenden Integrales 
nicht häufen. Denn in jedem Intervall aus x > x0 ist jede Lösung 
samt ihrer Ableitung stetig. Dies ergibt sich entweder nach S. 116 
mit der Methode der sukzessiven Approximationen oder nach der 
S. 146/147 angegebenen Schlußweise. Wenn nun bei x = et. etwa eine 
Häufungsstelle von Nullstellen läge, so müßte dort das betreffende 
Integral samt seiner c\bleitung verschwinden1). Es wäre also identisch 
~nll, da jede Lösung durch ihren eigenen und den Anfangswert ihrer 
c\hleitung eindeutig bestimmt ist. 

Betrachte ich nun zwei Integrale y1 und y2 derselben Differential­
gleichung und nehme an, daß sie ein Fundamentalsystem bilden, daß 
also keines derselben identisch verschwinde und daß ihr Quotient 
nicht konstant sei, dann liegt zwischen fe zwei Nullstellen des einen 
Integrales mindestens eine Nullstelle des anderen2). 

Integriert man nun zwischen zwei Nullstellen ~ und 17 von y1 , so 
erhält man 
(7) 
:Vlan darf nun annehmen, daß ~ und 1) zwei aufeinanderfolgende Null­
,.;tellen sind und daß zwischen beiden y1 > 0 ist. Dann ist jedenfalls 

:>'1' (~) >0 und y1 ' (1)) < 0 3). 

:\lan darf weiter annehmen, daß y2 (~) > 0 sei 4). Dann lehrt die Formel 
(7), daß y2 (17) < 0 sein muß. Daher liegt zwischen ~und 1) mindestens 
l'ine Nullstelle von y2 • Da man aber ebenso schließen kann, daß zwischen 
zwei Nullstellen von Y2 mindestens eine v,on y1 liegt, so kann man das 
Ergebnis dahin verschärfen, daß zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
.Yullstellen der einen Lösu,ng eines Fundamentalsystems genau eine 
der anderen liegt. 

1) Man kann bei der Bildung der Differenzenquotienten stets diese Nullstellen 
verwenden. Dann ist der Differenzenquotient stets Null und durch Grenzübergang 
auch der Differentialquotient. 

2) Daraus folgt ein zweiter Beweis dafür, daß die Nullstellen einer Lösung 
keinen Häufungspunkt besitzen. Denn in diesem müßte dann jede andere Lösung 
gleichfalls verschwinden. 

3) Zunächst ist nämlich sicher z. B. y1' (~) ? 0. Wäre aber y1 ' (~) = 0, so wäre 
y1 ""' 0, da ja auch y1 (;) = 0 ist und die Lösung durch y1 (;) = y1' (;) = 0 ein­
deutig bestimmt ist. Es sollte aber y1 (x) 'F 0 sein. Ebenso findet man y~ (1]) < 0. 

4 ) Wäre auch y2 (;) = 0, so gingen beide Lösungen durch Multiplikation 
mit dem Quotient ihrer Ableitungen in diesem Punkte auseinander hervor. 
Si<' haben ja dann hei x c= ~ den gleichen Wert Null und unterscheiden sich 
nur in den dort vorgeschriebenen Ableitungen y' (;), die bei keiner - die nicht 
identisch Null ist - Null sein kann. Durch Multiplikation einer solchen Lösung 
mit einer geeigneten Konstanten bleibt der Wert y (;) = 0 erhalten, während man 
y' (~) jeden beliebigen \Vert verschaffen kann. Linear unabhänige Integrale haben 
also keine gemeinsame Nullstelle. Wäre aber y2 {;) < 0, so dürfte ich zu - y2 

übergehen, weil dabei die Lage der ='lullstcllen nicht geändert wird. 
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:\ian erkennt daraus schon, daß zwischen dem Abstand der auf­
einanderfolgenden Nullstellen und dem Koeffizienten e(x) ein abschätz­
barer Zusammenhang bestehen muß. Ihn wollen wir jetzt ergründen. 

Dazu führt eine ähnliche Bemerkung wie bei e(x) < 0. Wieder 
gilt in gewissem Umfang die Bemerkung, daß die Differentialgleichung 
mit größerem e die kleineren Integrale besitzt. Um sie scharf zu fassen, 
nehme ich an, es seien zwei verschiedene Differentialgleichungen 

(8) y" + e ( x) y = 0 

z" + a ( x) z = 0 

vorgelegt, d. h. es sei e (x) * a (x), und es sei e (x) < a (x) für a < x ::;; (J · 
Man gewinnt dann wieder sofort die Formel 

(9) y" z - z" y = (a - e) y z. 

Ich nehme nun an, daß y und z bei x = x0 verschwinden und dort 
die gleiche von Null verschiedene Ableitung haben. Integriere ich dann 
die Formel (7) von x0 bis x (a < x0 < x < ß), so finde ich 

X 

(10) y' z- z' y = f (a- e) yz dx. 

Hieraus folgt für x > x0 , und solange y und z nicht negativ sind, 

y'z- z'y>o. 
Also wird d_(Y) = y'z=yz' >O 

dx z z2 

für x >x0 . Also wächst Y_~ Da aber lim Y = l ist, so ist z . z 
x--)o-Xo 

(11) y>z für X > Xo 

und unter der Annahme, daß y und z nicht negativ sind. Fällt insbe­
sondere die auf x0 folgende Nullstelle x1 > x0 von y (x) noch in das 
Intervall cx < x < ß, so wird schon die nächste N ollstelle von z ( x) 
vorher erreicht. 

Die Differentialgleichung mit größerem Koeffizienten besitzt also das 
kleinere Integral, wenn beide in gleicher Richtung steigend durch ihre 
gemeinsame Nullstelle x0 hindurchgehen, und zwar im Intervall 

cx < Xo < x< ß, 
solange das Integral der Differentialgleichung mit größerem Koeffizienten 
nicht zum zweitenMale verschwindet. Die nächste Nullstelle der Lösung der 
Differentialgleichung mit dem größeren Koeffizienten liegt näher bei x1 als die 
nächste Nullstelle desIntegralsder Differentialgleichung mit kleineremKoef­
fizienten. Diese letztere auf die Lage der Nullstellen sich beziehende Aussage 
ist nicht daran gebunden, daß beide Integrale in der gemeinsamen 
Nullstelle die gleiche Ableitung besitzen. Denn die Lage der Nullstellen 
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wird durch einen konstanten Faktor, mit dem man ein Integral multi­
pliziert, nicht beeinflußt. 

Bei größeren Koeffizienten der Differentialgleichung liegen also 
in einem durch die vorstehenden Betrachtungen näher festgelegten 
Sinn die Nullstellen näher beieinander als bei kleineren. 

Ich ziehe zur weitrren Präzisierung des Resultates die Differential­
gleichung 

mit konstantem Koeffizienten heran. 

(12) z ~-C r,;' sin a (x- x0 ) 

ist dasjenige Integral derselben, welches für x = x0 verschwindet und 
dessen Ableitung dort den Wert y0 ' besitzt. Gilt nun für nicht konstantes 
g(x) in dem Intervall rx < x < ß die Abschätzung 0 < m < e < M, 
so gilt für das durch y (x0) cc 0. y' (x0) c-cc v0' > 0 festgelegte Integral der­
selben die .\ hschätzung 

(13) v > ~k sin V 111 (x- x0 ) 

sicher m dem kleineren der beiden Intervalle 
n 

X0 <X·< x0 + , 
l)M 

und x0 < x <:: ß. 

Für die nächste Nullstt>llP x1 von y gilt als insbesondere 

Ebenso erkennt man, daß 

(14) Yo' · ~~- ( ) 
V <~ . - Sill V m X - X0 vm 

in dem kleineren der beiden Intervalle x0 < x < x0 T fm und x0 < x < ß 
und solange y > 0 bleibt. Ist also insbesondere das erste Intervall 
das kleinere und bezt>ichnet xi > x0 die auf x0 folgende Nullstelle 
\'On V. so i~t 

xl -- Xo < 
\!m 

\\'ir fassen das Ergebnis so zusammen: Wenn in dem Intervall rx < x <ß 
0 < m :=:; g(x) < M 

ist, so gilt für den Abstand L1 x zweier aufeinanderfolgender dem Inter­
rall rx :;:=: x S: ß angehöriger Nullstellen x0 tmd x1 von y die Abschätzung 

(Li) ;r;=c < LI X < n , 
.,jM = = ym 

Hiernach kann man die Anzahl n der Nullstellen, welche eine Lö­
sung ~·in dem Intervall rx < x "S ß besitzt, abschätzen. Ich beschränke 
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mich dabei auf den Fall, daß a; und x0 zusammenfallen und zähle die 
bei x0 gelegene Nullstelle nicht mit. Man hat dann nach (15) 

ß-a ··· ß-a ·· 
(16) ·· Vm < n <-VM. n - - n 

Man kann das Ergebnis noch folgendermaßen verschärfen. Man 
betrachte zwei Integrale y(x) und z(x) der beiden Differentialglei­
chungen (8), welche beide bei x0 verschwinden. Läßt man dann x 
wachsen, so wird die k-te Nullstelle l;k von z(x) vor der k-ten Nullstelle 
'fJk von y(x) angetroffen. Diese Behauptung ist nach dem vorstehenden 
jedenfalls für die erste auf x0 folgende Nullstel~e richtig. Wir beweisen 
sie für die k-te durch vollständige Induktion. 

Ich nehme also die Behauptung für die m-ten Nullstellen als be­
wiesen an. Die m-te Nullstelle l;m von z wird also vor der m-ten 
Nullstelle 'fJm von y angetroffen. Dann konstruiere ich eine Lösung 
y1 (x) von (8), welche in l;m verschwindet, und suche ihre in der Rich­
tung wachsender x folgende Nullstelle. Da aber y1 zwischen 'fJm und 
'fJm+l mindestens eine Nullstelle haben muß, so liegt die gewünschte 
folgende noch vor 'fJm+I und daher liegt auch l;m+I vor 'fJm+I· 

Eine weitere Vervollständigung erhalten unsere Betrachtungen durch 
die Bemerkung, daß die Lage der Nullstellen stetig von einer Änderung 
der Differentialgleichung abhängt. Um die Aussage zu präzisieren, 
will ich annehmen, es sei eine Differentialgleichung 

(17) y" + e(x, Ä) y = 0 1) 

vorgelegt, in welcher für ein gewisses das Intervall x0 < x < x1 ent­
haltendes über das rechte Ende etwas verlängertes Intervall, und für ein 
Parameterintervall a < ). < ß der Koeffizient eine stetige Funktion 
des Parameters ). sei. Dann betrachte man wieder eine bei x0 ver­
schwindende Lösung, welche dort die Ableitung y' ( x0) = 1 besitzen möge. 
Man wandere von x0 in Richtung wachsender x und es sei 1]n (Ä) die n-te 
hier angetroffene N ullstelle. Sie hängt dann stetig von ). ab. Dies 
folgt unmittelbar daraus, daß, wie wir schon von S. 116 wissen, die an­
gegebene Lösung y(x, Ä) stetig von). abhängt. Um hieraus die Richtig­
keit der Aussage über 1]n (Ä) zu erkennen, wähle man einen bestimmten 
Wert ). = ).0 , für den man die Stetigkeit untersuchen will. Man grenze 
um 'fJn(/,.0) ein Intervall ab, in dem keine weitere Nullstelle von y(x, },0) 

liegt. An Anfang und Ende soll also y ( x, /,.0) verschiedenes Vorzeichen 
haben. Für alle /,.-Werte, welche hinreichend wenig von ).0 verschieden 
sind, besitzt dann y ( x, Ä) wieder an Anfang und Ende verschiedenes 
Vorzeichen, und daher besitzt auch für diese /,.-Werte y(x, Ä) in dem 
Intervall mindestens eines Nullstelle. Da man das Intervall beliebig 

1) Man kann durch eine Zusatzüberlegung auch mit der Annahme aus-
kommen, daß (! A "'Ur in Xo < X< X1 selbst stetig ist. 
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klein und die brauchbare !.-Änderung entsprechned wählen kann, so 
folgt hieraus die stetige Abhängigkeit der Nullstelle vom Parameter, 
sowie erst feststeht, daß in dem Intervall nicht mehr als eine Null­
stelle liegen kann. Dies aber folgt sofort daraus, daß man das Intervall 
so klein wählen kann, daß darin y' (x, A0) einerlei Vorzeichen besitzt. 
Ferner wähle man die A-Änderung so klein, daß dabei das Vorzeichen 
der Ableitung erhalten bleibt. 

Nunmehr bringe ich diese Stetigkeitsbetrachtung mit der bis­
herigen in Verbindung und setze nun noch voraus, daß in (17) e(x,A) 
bei festem x aus x0 < x < x1 eine stetige positive monoton wachsende 
Funktion von A sei. Dann kann man die bisherige Betrachtung noch dahin 
ergänzen, daß dien-te Nullstelle 'YJn (A) mitwachsendem }, nach links rückt, 
daß also ~'in(}.} eine monoton abnehmende Funktion ist. Das folgt ja ohne 
weiteres aus der schon oben festgestellten Tatsache, daß die n-te Null­
stelle einer Lösung der Gleichung mit größerem Koeffizienten vor der 
n-ten Nullstelle einer Lösung der Gleichung mit kleinerem Koeffizienten 
angetroffen wird. Nimmt man nun endlich noch an, daß e(x, A) für 
}, --+ ß einer Grenzfunktion e (x) gleichmäßig zustrebe, so lehrt unsere 
Betrachtung, daß 'YJn (}.) gegen die n-tc Nullstelle der Lösung der Grenz­
gleichung konvergiert. Von besonderem Interesse ist aber hier ein 
nicht unmittelbar in dieser Aussage enthaltener Fall, nämlich der, 
daß e (x' A) für }. --+ {1 und Xo < X :S:: xl gleichmäßig gegen Unendlich 
strebt, d. h. also, daß für hinreichend große A im ganzen Intervall 
einschließlich der Enden e(x, }.) über jeder gegebenen Schranke liegt. 
Man erkennt sofort aus (Hi), daß dann mit wachsendem ;, die Zahl der 
Nullstellen im Intervall beliebig groß werden wird, und daß 1)n (}.) -~ x0 

konvergiert. 
Setzt man endlich noch voraus, ciaß e (x, },) für A--+ ':t. und x0 < x <x1 

gleichmäßig gegen Null oder eine hinreichend kleine positive stetige 
Funktion strebt1), so besitzt für },-\Verte aus der Nähe von ':t. eine bei 
x ''c' x0 verschwindende, im Intervall x0 < x < x1 nicht identischver­
schwindende Lösung im Inneren desselben überhaupt keine Nullstelle. 
Das führt zu dem folgenclm Satz, den wir nach Klein Oszillations­
theormn nennen wollen : 

In der Differentialgleichung 

1•" + e (x, A) y = o 

sei e ( x, A) in a < x :S:: b, ':t. < }. < ß eine stetige positive Funktion der 
beiden Veränderlichen x und A. Ferner mögen die folgenden beiden 

Voraussetzungen gelten: 
l. bt jedem 11-1 > 0 gebe es ein E > 0 derart, daß e (x' },) > M für 

a = x0 < x < x1 < b ~md ß - A < E, wo x0 < x :S:x1 ein festes 
inneres Teilintervall ·wo a < x :S:: b bedeutet. 

;rt2 

1) Es genügt nach S. 153 anzunehmen, daß sie kleiner als(- - )2 sei. 
Xl-XO 
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2. Ebenso gebe es ein E > 0, so daß für A - a < E und x0 < x < x1 

die Ungleichung 
x2 

e (x' A) < (%;_-.=;o)2 

gilt. Dann gehört zu jedem ganzen positiven n eine Zahl An derart, daß· 
A1 < A2 < A3 .•. und daß 

y" + e (x, An) y = 0 

eine bei x = x0 und bei x = x1 verschwindende Lösung hat, die im Inneren 
des Intervalles x0 < x < x1 an genau n Stellen verschwindet. Läßt man 
die Voraussetzung 2. fallen,· so kann man die Behauptung des Satzes nur 
für genügend große n aufrecht erhalten. Durch eine Stetigkeitsbetrachtung 
kann man sich von der Annahme x1 < b frei machen und kann den Satz 
auch für x1 = b aussprechen. 

Wir nennen jeden Wert A.t. für den (17) eine bei x = x0 und x = x1 

verschwindende nichttriviale Lösung besitzt, Eigenwert und jede zu­
gehörige nichttriviale Lösung eine Eigenfunktion. Die Verteilung der 
Eigenwerte soll nun für die spezielle Differentialgleichung 

(18) y" + A e ( x) y = 0 

noch etwas näher untersucht werden. Es sei 0 < m < e (x) < M. 
Ich werde zeigen, daß 

An> (xi-xo)2 M 

ist, daß also namentlich die Reihe 

konvergiert. An soll also der A-Wert sein, zu dem eine Lösung von (18) 
gehört, die bei x = x0 und bei x=x1 verschwindet und die n-1 Null­
stellen im Inneren des Intervall besitzt. Es ist nämlich nach Formel (16) 
auf S. 154 

Also ist wirklich 

(19) 

Daher konvergiert die Reihe der reziproken Eigenwerte. Analog findet 
man noch 

Im Falle e (x) > 0 sind die Eigenwerte An von (18) alle positiv und so 

beschaffen, daß .2;}~ konvergiert. 
II 
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§ 3. Randwertaufgaben. 

Das Oszillationstheorem des vorigen Paragraphen ist ·ein erstes .Bei­
spiel für eine ganz neuartige Fragestellung. Bisher hatten wir eine 
Lösung immer durch ihren Wert und den Wert ihrer Ableitung an 
einer Stelle festgelegt. Schon bei der Kettenlinie und jetzt wieder 
tritt uns die Aufgabe entgegen, eine Lösung dadurch festzulegen, daß 
für zwei Werte von x die Werte der Lösung gegeben werden. Da 
diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Intervall zu unter­
suchen ist und die Lösung somit durch Bedingungen an den Rändert:J. 
des Intervalles festgelegt werden soll, so sprechen wir von einer Rand­
wertaufgabe. Es gibt deren noch andere. Es wird immer darauf an­
kommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrationskonstanten 
festzulegen. Diese Bedingungen mögen durch zwei Gleichungen zwi­
schen den Werten von y(x) und y' (x) an den Enden des Intervalles 
x0 < x < x1 geliefert werden, und zwar wollen wir uns auf den Fall 
beschränken, daß eine lineare Differentialgleichung 

(l) v" , p(x) y' -;·· q(x) y = r(x) 

in der p, P' und q in x0 < x < x1 stetig sein mögen, vorgelegt ist, und 
daß zwei lineare Gleichungen die Randbedingungen liefern. Diese wer­
allgemein so aussehen : 

(2) 
aooy(xo) ·-:· aotY'(xo) T aloY(xl) + any'(xl) = a 

a'00 y(x0): a'01 y' (x0) + a'10 y(x1) + a'11 y'(x1) = a'. 

Wir teilen die Randwertaufgaben zunächst in homogene und in­
homogene ein. Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung 
wie Randbedingungen homogen, d. h. es verschwinden sowohl in (1) 
wie in (2) die rechten Seiten, so daß also wie im vorigen Paragraphen 
eine Lösung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann. 
Bei den inhomogenen ist mindestens eine der rechten Seiten in (1) 
und (2) von Null verschieden. Die Randwertaufgabe, die uns im vorigen 
Paragraphen begegnete, und die auch bei der Kettenlinie vorlag, 
wollen wir die erste nennen. Hier sind also an den Intervallenden 
die Werte der unbekannten Funktion vorgeschrieben. Von der zweiten 

wollen wir reden, wenn an Anfang und Ende der Wert der Ableitung 
gegeben ist. Darüber hinaus gibt es noch mancherlei andere, denen wir 
keine besonderen Namen geben wollen. Transformiert man in der auf 
S. 124 angegebenen Weise (1) so, daß der Koeffizient von y' verschwindet, 
so gehen die Relationen (2) in neue lineare Relationen zwischen den 
Anfangs- und Endwerten der neuen Lösung über. Der lineare Charakter 
der Randwertaufgabe bleibt also erhalten und wie man ebenso leicht 
sieht, wird aus einer homogenen Aufgabe eine homogene und aus einer 
inhomogenen eine inhomogene. Aus einer ersten Randwertaufgabe wird 
eine erste, aus einer zweiten eine zweite usw. 
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Ich beschränke mich daher weiterhin auf p = 0, d. h. auf die Diffe­
rentialgleichung 

(3) y" + q(x) y = r(x), 

wo q und r in dem zugrunde gelegten Intervall x0 ::;: x < x1 stetig 
sein mögen. Wir werden uns in dieser Darstellung auch wesentlich auf 
die erste Randwertaufgabe beschränken. 

Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwischen homo­
genen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den linken Seiten 
von (l) und (2) übereinstimmen. Da gilt der Satz: Die inhomogene 

Aufgabe ist stets dann lösbar, wenn die zugehörige homogene keine tri­

viale d. h. nicht identisch verschwindende Lösung besitzt. Ist aber die homo­

gene lösbar, so besitzt eine zugehörige inhomogene nur dann Lösungen, 

wenn die rechten Seiten noch gewisse Zusatzbedingungen erfüllen, ist 

also im allgemeinen nicht lösbar. Diese Alternative erinnert an eine be­
kannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen Glei­
chungen und tatsächlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus diesem 
algebraischen. Wenn nämlich y1 und y2 ein Fundamentalsystem der 
zu (1) gehörigen homogenen Gleichung bilden, so ist nach S. 130 die all­
gemeine Lösung von (l) selbst durch 

z z 
Y1 J r(~)Y2(~)d~- Y2 J r(~)Yl(~)d~ 

(4) xE:Y';(.i·o)Y~(xo) -r1f~olY'2(x~ + C1 y1 + C2 y2 

gegeben. Die beiden Randbedingungen (2) laufen dann aber stets 
auf zwei lineare Gleichungen zwischen den C1 und C2 hinaus, deren 
rechte Seiten verschwinden, wenn ein homogenes Problem vorliegt. 
Im Fall der ersten Randwertaufgabe 

y(x0) = a~ y(x1) = a' 

sehen diese Bedingungsgleichungen z. B. so aus: 

C1Y1 (xo) + C2y2(xo) = a 

(5) 

Daraus fließt aber unmitetlbar die behauptete Alternative. Betrachten 
wir insbesondere ein homogenes Problem: a = a' = r = 0, so sehen 
wir, daß dassseihe nur dann lösbar ist, wenn die Determinante 

Y1 (xo) Y2(x1) - Y2(xo) Y1 (xl) = 0 

ist. Ist diese nicht Null, so ist jedes inhomogene Prohelm lösbar. Dieses 
ist aber für den Fall des Verschwindens der Determinante sicher nur 
dann lösbar, wenn die rechten Seiten der Gleichungen einer bekannten 
linearen Gleichung genügen. Ist insbesondere a = a' = 0, so müssen 

die rechten Seiten überhaupt verschwinden. Diese Bedingung kann 
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leicht in einer etwas anderen Form angegeben werden. Wählen wir näm­
lich im Fundamentalsystem y1 als Lösung des homogenen Problems, so 
ist in (5) y1 (x1) = 0. v2 (x1) =f 0, und daher lautet die Bedingung für das 

x, 

Ver~chwinclen der rechten Seite \On (•>) offenbar, daß J r(~) y1 (~) d~ = 0 
Xo 

sein muß. In diesem Falle ist die Aufgabe auch tatsächlich lösbar 
und man bekommt die Lösung, wenn man in (4) C2 = 0 einträgt. 
Die Lösung hängt dann wieder - wie beim algebraischen Problem -
noch von einem Parameter C1 ab. 

Ich knüpfe noch einmal an (4) an, um dieser Formel noch eine 
etwas andere Gestalt zu geben. Ich nehme dabei an, der ersten homo­
genen Randwertaufgabe könne für die zu (3) gehörige homogene 
Gleichung nicht genügt werden, und will mit Hilfe von (4) diesen 
homogenen Randbedingungen für die inhomogene Gleichung (3) zu 
genügen suchen. Um dieser Formel eine bequeme Gestalt zu geben, 
lege ich y1 und y2 durch die Anfangsbedingungen y1 (x0) = y2 (x1) = 0 
und die Zusatzbedingung y1 ' (x0) y2 (x0) - y1 (x0) y' 2 (x0) = 1 fest. Dann 
kann man die Lösung von (:l) in der Form 

X :c X 

\' v1 J y2 rd!;- v2 J y1 rd!;- y1 J y2 rd~ 
Xo 

Xt X 

~~ vl J Y2(!;)r(!;)d~- Y2 J Y1 (~)r(~)d!; 
X Xo 

:-;chreiben. Nun setze man 

G(x, !;) == y1 (!;)y2 (x) für x0 < x < x1 

=" y2 (!;) y1 (x) für x0 <!; < x1 . 

Dabei ist offenbar G (x, !;) = G (~. x). .Man nennt diese Funktion die 
Greensehe Funktion des Randwertproblems. Sie genügt in jedem der 
beiden Intervalle x0 :S x :::;; !; und !; < x :S x0 der homogenen Diffe­
n·ntialgleichung (3) und der homogenen ersten Randbedingung in 
x0 < x -::::.: x1 . Bei x ··~ !; ist sie zwar stetig, aber ihre Ableitung er­
leidet dort eine sprunghafte Anderung. Es ist nämlich 

i'G JG 

d;t' ! ~-0 

Dann kann man schreiben 

(6) 
x, 

y = · - J G(x, !;) r(!;) d!;. 

:\1anchmal bietet es Vorteile, von der Zusatzbedingung auf 

V1' (xo) Y2 (xo) -- Y1 (xo) Y2' (xo) = 1 

abzusehen. .\lsdann beachte man, daß 

v1 ' ( x) v2 ( x)- y1 ( x) 'h' ( x) 
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Die Formel (6) bleibt dann richtig. 

§ 4. Nähere Betrachtung der Eigenwerte und der 
Eigenfunktionen von y" + (a + l(>) y = 0. 

In der Differentialgleichung 
(1) y" + (a + A.e) y = o 
seien a(x), (! (x), (! 1 (x) in Xo < X< X1 stetig Und {! (x)· > 0. 

Wenn man zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige Eigen­
funktionen multipliziert und ihr Produkt mit e(x) über das Intervall 
x0' bis x1 integriert, so erhält man Null. Man sagt, je zwei Eigenfunk­
tionen verschiedener Nummer seien zueinander orthogonal. Man hat 
nämlich 

y~ + (a(x) + A.~e(x))Yn = 0, 
y~ + (a(x) + Ame(x)) Ym = 0. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit Ym• die zweite mit y,. und 
subtrahiert, so hat man 

Y~Ym- Y~Yn =(Am -A") e(x)YttYm· 
Integriert man von x0 bis x1 , so kommt 

Zt Zt 

(Am -A.") J YnYmedx = (Y~Ym- y;,.y,.) i = 0. 
~0 ~0 

Daher ist wegen A,. =f Am 
z, 

(2) J YnYmedx = 0 

und das ist der analytische Ausdruck für die Orthogonalität der beiden 
Eigenfunktionen1). 

1) Daraus folgt auch, daß alle Eigenwerte reell sind. Unter Eigenwert verstehen 
wir dabei nach S. 156 irgendeinen reellen oder komplexen Wert von il., für den 
die homogene Differentialgleichung (I) eine am Anfang und Ende des Intervalles, 
aber nicht überall im Intervall verschwindende Lösung besitzt. Mit jedem kom­
plexen Eigenwert il. tritt auch sein konjugiert komplexer l als Eigenwert auf. 
Dazu gehören konjugiert komplexe Eigenfunktionen q; (x) und q; (x), für die also 

:1:1 
f (] (x) q; (x) q; (x) dx = 0 sein müßte. Da aber (] (x) > 0 ist und q; (x) q; (x) ~ 0 

llo 

ist, so muß q; (x) =: 0 sein. Reelle Eigenwerte 17 besitzen auch stets bis auf kon-
stante Faktoren reelle Eigenfunktionen. Denn wäre q; (x) eine zu dem reellen 
Eigenwert Ä gehörige komplexe Eigenfunktion, so wären auch q; (x) und also auch 
das reelle q; (x) + q; (x) Eigenfunktionen. Alle zu demselben Eigenwert gehörige 
Eigenfunktionen sind aber bis auf konstante Faktoren einander gleich. 
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Weiter ist wegen [! o 
.c, 

J [! (x) v " 2 (x) d x =T= 0. 
Xo 

Da die Eigenfunktionen nur bis auf einen konstanten Faktor be­
stimmt sind, so sollen dieselben durch ::VIultiplikation mit geeigneten 
Faktoren so normiert werden, claf3 

x, 

(3) J g(x) vn2 (x)dx = l 
Xv 

ist. Es wird sich zeigen, daß die so normierten· Eigenfunktionen be­
schränkt sind, daß es also eine von n unabhängige Zahl 2\11 gibt, der­
art, daß für alle n und alle x in x0 ~ x ;;:; x1 

gilt. 
I · ) I< ]/ I v" (X I ='. ·. 

Wir werden die,; Resultat ab eine unmittelbare Folgerung aus 
einer asymptotischen Abschätzung der Eigenfunktionen gewinnen. 
Damit meinen wir eine näherungsweise Bestimmung der zu großen 
}.-Werten gehörigen Eigenfunktionen. Da für große Ä die Anderungen, 
wdche a und g im Intervall erfahren können, einen relativ geringen 
Einfluß auf die \\'ertc von a ,- }. g haben, so wird man diese als nahezu 
konstant ansehen dürfen. Somit liegt die Erwartung nahe, daß man 
die Eigenfunktionen näherungsweise durch einen .\usdruck dieser 
Form wird clarstdll'n kiinncn: 

X 

(4) 1· ·~·· z(x) sin J V g(~)d~. 
Xv 

wo z (x) eine noch passend zu bestimmende Funktion von x bedeutet. 
Wir haben darüber hinaus im Sinn, für beliebige von Eigen­

werten i.i verschiedene große;, ein Fundamentalsystem der Gleichung (l) 
asymptotisch darzustellen. Insbesondere werde das durch y1 (x0) 

~-= y2 (x1) -~ 0 festgelegte gewählt. Diese beiden können ja dann kein 
konstantes Verhältnis besitzen, weil sie sonst bei x0 und bei x1 verschwän­
den, und also Eigenfunktionen wären. 

Zunächst möge noch eine Bemerkung darüber Platz finden, warum 
wir uns auf eine genäherte Darstellung der Eigenfunktionen für große 
Eigenwerte beschränken dürfen. Dies hat seinen Grund darin, daß 
unter den 1.-\\'erten, dcren absoluter Betrag unter einer irgendwie 
gegebenen Schranke liegt, nur endlich viele Eigenwerte vorkommen. 
Um das einzusehen, betrachten wir irgendeine Anzahl n von Eigen­
werten }.1 , Ä:! ... !." und die zugehörigen durch (2) nomierten Eigen­
funktionen: y1 , y2 ... :v n. Ich nehme an, daß }. = 0 kein Eigenwert sei. 
Eventuell kann dies durch eine passende Transformation }: '= }. - /,0 

erreicht werden. E~ sei dann G (x, ~) die Greensehe Funktion von 

y" + a(x) y = 0. 
Bieherbach, Differentialgleichungen, :::!.Aufl. ll 
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Dann ist nach (6) S. 159 

"'• 
(5) Yk(x) = Äk J G(x, ~) Yk(~) g(~)d~. 

Xo 

Bezeichnet dann f ( x) irgendeine in x0 < x < x1 stetige Funktion, so 
ist wegen (2) und (3) 

X1 n Xt 

J {Vg (1})/(1])- Y' Yk(1Jl Ve(~l J t(~)yk(~Je (~Jd~}2 drJ 
~ 1 ~ 

(6) 

X1 n x1 

=Je (17) [f(17)]2d 17 - .2;{ f !(~) Yk(~)et~)d ~Y > o. 
Xo 1 Xo 

:Kun setze man insbesondere 

f(x) = G(z, x). 
Dann wird nach ( 5) 

"'• J G(z,~)yk(~)e(~)d~ = )~ Yk(z). 
Xo 

Also ist nach (6) 
n x1 

_2,l[Yj_~JF <j'q(rJ) [G(rJ, z)J2drJ. 
1 Xo 

l\Ian multipliziere mit (} (z) und integriere von x0 bis x1 . So hat man 

Also ist die Summe über die Quadrate der reziproken Eigenwerte 
konvergent. Diese besitzen also nirgends einen Häufungspunkt im 
Endlichen. Zudem sind wegen e (x) > 0 die Eigenwerte, deren abso-
1 uter Betrag eine gewisse Schranke übersteigt, alle positiv. 

Nachdem man nun erst einmal weiß, daß in endlichem Bezirk nur 
endlich viele Eigenwerte liegen, kann man durch Überlegungen ähnlich 
den auf S. 156 angestellten sogar weiter erkennen, daß 

2;k 
konvergiert. Es sei wieder e(x) ~Mund I a(x) I < M 0 in 

x0 < x ~ x1 < b 1) , 

woselbst e (x) stetig sein möge . .A0 sei so gewählt, daß für }. > ).0 

a(x) + Jce(x) > 0 

1 ) Von dieser Annahme kann man sich befreien. 
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ist. v sei die Anzahl der Eigenwerte die kleiner oder gleich ).0 sind. Dann 
bestimmen sich die Eigenwerte 

n>O 

aus dem Oszillationstheorem und es gibt daher eine 
daß die Eigenfunktion Yn , in x0 < x < x1 genau n 
hat. Dann ist nach S. 156 

D. h.: 

Zahl k > 0, so 
k Nullstellen 

wo 0(1) einen Faktor he(kutet, der für allen unter einer festen Schranke 
bleibt. Man hat abo 

;, 11 ' · n20(l). 

Die Behauptung über die Konvergenz von }; Jk ist damit reichlich 

bewiesen. Weiterhin brauche ich nun die Voraussetzung, daß g(x) eine 
in x0 < x ~ x1 stetige "\bleitung besitze. 

Ich komme zur asymptotischen Darstellung der Lösungen. Ich 
mache zu diesem Zwecke· den .\nsatz 

X 

i{i.j'\~dt 

(7) 
\'] (X) • C Xo 

.r 

in der Absicht, in dieser Form zunächst zwei Funktionen zu gewinnen, 
die möglichst gut die Differentialgleichung (l) erfüllen. Damit ist ge­
meint, daß bei Einsetzung von (7) in (1) und nachheriger Entwicklung 
der linken Seite nach fallenden Potenzen von A. möglichst viele Anfangs­
glieder der Entwicklung \Uschwinden. Man findet 

y~(x, /,) +· (a + ) . .g)y1 (x, A.) 
X 

\ ;_ j'y~dt 
= c x·" - {:vt' (xJ + i v'l. [(V e)' Y1 + 2 Vey1'J + ayl}, 

so daß man noch 

(ve)' y1 + 2 v eY/ ""~ o 
forelern kann. Das führt zu 

1 

YJ(x)=g-4., 

so daß nach (7) 1) 

(8) 
I X 

y1 (x, /.) "" q ~ exp (i VJ.f V Qdt) 
Xo 

1) exp ((/) bedeutet c". 

ll* 
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und y2 (x, A.) = e-t exp (- i VA. J V edt 
Xo 

wird. Sie genügen nach unserer Rechnung beide der Differentialgleichung 

(9) u" + (a + A.e) u = ur(x), 

r(x) = Y1"(;rl_±~J;rlY1'(x). 
Y1 (x) 

wo 

Obwohl hiernach Yl und 3'2 
nur bis auf ein Glied mit einem von ;, unabhängigen Koeffizienten 
der Differentialgleichung (l) genügen, wird sich gleich zeigen, daß sie 
gleichwohl in für unsere Zwecke brauchbarer vVeise die Lösungen von (l) 
approximieren: Nach Formel (4) S. 158 gilt nämlich für die Lösungen 
von (1) die folgende Relation: x 

y1 (x, },)Jr(,;)y2 (.;, A)z(.;, A)d,; 
(10) z(x,},)=c1y1(x,},)+c2y2(x,},)- ~~- _x"-----,,--·--· 

21..; J.e ,. 
X 

y2 (x, J.)j'r(,;) y1 (,;, A)z(,;, J.)d,; 
+ ___ x-".·---,..,.-

2i\'Af.i1;. 

Also setzen wir 1) 
c1 = l, c2 = 0 

und nennen das zugehörige z: z2 ( x, A.), und setzen 2) 

nennen das zugehörige z: z2 ( x, A.) . 
c1 = 0, c2 = 1 und 

Wir setzen weiter VA.= a + iß und 
X 

ji J\7,.dt 
zk(x,A)=zk(x)e xo 

Nach ( lO) wird dann 
X I X 

exp(ßif'Vedt) zk(x) < e-:!exp( ß:fv'gdt) 
Xo Xo 

e- :i exp (- ß .r V e d t) . J { : r (;) . exp (ß J V e d t) . Zk (.;) : exp (I ß tl ve d t)} d ~ + Xo Xo XA Xo 

2 r-;· , 't. 
v . e 

e-lexp(ß.tvedt)·t{ r(~) exp(-ß.tvedt)·[z"(~) exp( ß,Ledt)}d,; + __ _____ Xo Xn Xo l.l Xo 

2fvJ. e" 
1 

1) So erhält man diejenige Lösung' welche bei X= Xo den Wert e • (xo) 

hat, und deren Ableiung bei X= Xo den Wert - ! e-1- (xo)e' (xo) + i v' J.et (xo) 

besitzt. 

2) So erhält man diejenige Lösung, welche bei X= Xo den Wert e-l(xo) hat, 
1 ,, 1 

und deren Ableitung bei X= Xo den Wert - 4 e- 4 (xo)e'(xo)- i V J.e'' (xo) hat. 
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\:Venn nun jJ > 0 ist, ::;o vergrößert man den zweiten Summanden 
rechts, indem man unter dem Integral 

J' X 

r(~) exp ( ß J \'1 edt) I zk(~) I exp ( ß J V Qdt) 
Xo 

schreibt, während sich im dritten Summanden unter dem Integral zwei 
Faktoren zerstören. Für jl ~ 0 verfährt man mit dem dritten Summan­
den rechts so, wie eben mit dem zweiten. während sich im zweiten 
zwei Faktoren zcrstiiren. So gelangt man zu der .\bschätzung 

Max 
.Co~ x~:r1 

WO 

J'1 

/' = J II r(;) i d~ 
Xu 

ist. Setzt man :Vlax I zk (x) I c~ z' Max f! 11 ' = P, so ist also 

< 1' + P2 fl. z. 

Also 
I' 

·-- /'2 Ii 
I i. 

I ;, 

für genügend große \'1 
}, 

1
• 

D. h. z ist be:-;chränkt für alle 1.. Daher ist 

X 

cxp ( ß J 1 (? d I) 

(ll) :::k(x,A)=~v~,;(x,).)+ "'" ··0(1). y). 

yk (x, ).) ist dabei durch (H) erklärt. Es ist VA= 'l. -r i;3 gesetzt. Und 
0 (l) bedeutet einen für alle}, und x unter einer festen Schranke gelegenen 
Faktor. Zur Erläuterung dieser asymptotischen Darstellung der Lö­
sungt•n n)n (I) sei noch bemerkt. da f3 nach (8) 

1 X 

v~c(x,i.) <e 'exp{ ß fVedt}, 
x, 

so daß der l'nterschied zwischen z~c ( x, },) und :vk ( x, /c) von kleinerer 
Größenordnung in ). ist als vk(x. ),) selbst. 

Auf Grund von ( ll) kann man nun auch zu einer asymptotischen 
Darstellung der Lösungen gelangen, die bei X cc= Xo verschwinden. Da 
der dritte und \'il'rte Summand in (10) bei x ~-= x0 verschwindet, so ist 

X X 

y1 Jry2 Z 1 d; -- y 2 Jry1 Z 1 d; 

(12) 
\-'1 -

2i 1 

2 i V J. u • 
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eine bei x = x0 verschwindende Lösung von (1). Man entnimmt dies 
auch den S. 164 angegebenen Anfangsbedingungen für z1 und z2 • Für 
diese neue Lösung gewinnt man aus (11) die folgende asymptotische 
Darstellung 

X 

1 X exp {! ß J \1Qdt} 
(13) Z1 (x,?.)=e-- 4 sin{v'?.fv'edt)+ x. 0(1). 

Xo VA 

Da im Punkte x = x1 die gleichen Betrachtungen wie bei x0 angestellt 
werden können, so gewinnt man in 

X X 

(14) 
1 x y1 Jry;Z2 d$-yd"ry;Z2 d$ 

Z2(x, },) = e - 4 sin { '/ ;.J Vedt}- __ ,..I_ ,.x' 
x, 2i ,·;.e 14 

x, 

1 x exp { 1 ß J v e d t} 
= e - 4 sin {V J.fV edt} + ----f- - 0(1). 

x, , VA . 

eine Lösung von (1) die bei x = x1 verschwindet. Hier ist 

1 X 

y~ ( x, },) = e- 4 exp { i VA J V '! d t}, 

1 X 

y;(x,i.)=e-- 4 exp{iVAJVedt}. 

Z 2 (x, ).) ist durch die Anfangsbedingungen 

Z2 (x1 , Je)= 0 

' I 1 Z 2 (x1 , J.) = 1 .lc e4(x1) 
festgelegt. 

Da Z1 (x, .lc), wie man leicht sieht, eine ganze Funktion von ?. ist 
und die Eigenwerte der Gleichung 

zl ( xl' }.) = 0 

genügen, so findet man aufs neue, daß unendlich viele Eigenwerte 
vorhanden sind, daß sie sich im Endlichen nicht häufen, und man kann 
auch auf Grund von (12) mit Hilfe des Raucheschen Satzes1) der Funk­
tionentheorie erneut die S. 163 gewonnene asymptotische Darstellung 
der Eigenwerte herleiten. 

Wir gehen nun zur asymptotischen Darstellung der Greensehen 
Funktion über. Ich lege dem (7) von S. 163 zugrunde. Aus (12) und 
(13) entnimmt man, daß 

1 

Zl' (xo) = e:((xo) VI .. 
Daher findet man 

1) Vgl. z. B. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I. 2. Auf!. 

S. 185. 
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:c1 

1 1 "'.' cxp { ß J 1 (] d I} 
!! '(x0)sin(,i .. hgdt)-l- xo O(l) 

für 

und 

(l6h) 

'! ' (xo) I i. 
:r, ,· il. 

( • ; c ') I\X, ~' 1 .. = 

1 :e cxp{f1.i1 udt} 1 x exp{p.f~edt} I 
e- 1 (~)sin{viJvcdt}+ .~· 0(1) e- 4 (x)sin{~ii.JVedt}+ .~ O(l) 
. "'" I /. x, \ A _I 

x, { J. . I, 
1 x 1 cxp /J v'edt) 

(! -- + (x1) s n (\).J 1 (! dt) --i- Xo - 0 (l) 
J:, ,· }. 

für 

Dabei soll natürlich ;, kein Eigenwert sein. 
Ich bemerke nun zunächst, daß die so bestimmte Greensehe Funktion 

bei festem (x, ~) in der ganzen endlichen Je-Ebene bis auf Pole regulär 
ist. Wegen (7) S. 163 genügt es dazu zu zeigen, daß V JcZ1 (x, Je) und 
1 .1Z2 ( x, ).) ganze Funktionen von }, sind. Ich führe den Beweis für 
1 J.Z1 (x, .1) durcl1. Diese Funktion 

ih(x, }.) =VAZ1 (x, Je) 

ist durch die Anfangsbedingungen 

5-1 (x0 , Je) ·cc 0 
l 

&t' (xo, }.) = J.e4 (xo) 

festgelegt [ vgl. (15)]. Der nach A genommene Differenzenquotient für ;, 
nnd A LI A werde mit 

'&1 (x,?c,LIJc) 

bezeichnet. Er genügt der Differentialgleichung 

(17) &~ (a :_ Jce) 51 :- eih (x, Je LI Je). 

Dabei ist &1 durch die folgenden Anfangsbedingungen festgelegt 

(18) "&Jt0 , /., >1 /.) ~~ 0 
I 1 

&~ (x0 , /,, H) =-= g4 (x0). 

Ich stütze mich nun auf die bekannte übrigens analog beweisbare 
T:üsache, daß 

lim &1 (x, ). I).)= &1 (x, },) 
I i. -~0 
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gleichmäßig in x ist und vergleiche die durch (18) bestimmte Lösung 
von (17) mit der durch die gleichen Anfangsbedingungen festgelegten 
Lösung von 

(19) ~0" + (a + }.e)cro + e&I(x, ./.) = 0. 

Das ist die Differentialgleichung, der der Differentialquotient von 51 (x, A) 
nach A genügen muß, wenn er existiert. Für 5 = ~1 - ~0 gilt dann 

(20) &" + (a + A.e)& + e(51 (x, }. +LI./.)- h(X, }.) = 0 

mit den Anfangsbedingungen 

(21) 
ä (x0 , }., J}.) = 0 
ö'(xo, }., .J},) = 0. 

Zieht man nun ein Fundamentalsystem von 

5" + (a }.e)& = o 
heran, so sieht man an Hand von (4) S. 158 sofort ein, daß wegen (21) 

lim ~1 (x, },, .1 }.) = ~0 (x, A) 

gleichmäßig in x gilt. D. h. &1 (x, A.) ist für jedes A. nach }, differenzier­
bar, ist also eine ganze Funktion. 

G (x, ~, A.) ist somit ein meromorphe Funktion, deren Pole bei den 
Nullstellen von 

VA zl (xo, A.) 

liegen. Das sind aber die Eigenwerte (A. = 0 gehört nicht dazu, weil 
der Faktor }. dazu nötig ist, erst aus Z1 (x0 , A.) eine ganze Funktion zu 
machen). 

:Wan kann also, um den meromorphen Charakter deutlich zu machen. 
so schreiben 

Hier ist 

und 

gesetzt. 

01 (x, },) = )/;]1 (x, },) 

32 (x, 1.) = V1.Z2 (x, i.) 

Die Eigenwerte sind alle einfach, d. h. einfache Nullstellen der Nenners 
d. h. von cr2 (x0 , A.) oder was dasselbe ist von &1 (x1 , A.). Denn die eben 
bestimmte, der Differentialgleichung (19) für A. = A.i genügende Ablei­
tung 

der i-ten Eigenfunktion kann jedenfalls für x = x1 nicht verschwinden. 
Denn wegen der Anfangsbedingungen (18) wäre dann für }, = }.i auch 
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für die inhomogene Gleichung ( HJ) die erste Randwertaufgabe lösbar. 
Das kann aber nach S. 1;)9 obc•n nur dann der Fall sein, wenn 

AdX' At) 

zur i-ten Eigenfunktion orthogonal ist. ::\un ist aber &1 (x, Ä;) gerade die 
i-tt' Eigenfunktion. Sie kann aber wegen g >· 0 nicht zu sich selbst 
orthogonal ,.;ein. Da,.; Residuum wird daher fiir ~ ~ x ~ x1 

,h(~ • ).;)32 (x' i._.) 
1 

-- oo (x 1, ;,,)i.;e 4 (xl) 

Ich führe nun statt der Eigenfunktion 

;)I (x, },;) 
die durch 

"' f 'J (l) lf; (f) !J)i (f) d f =o ] 

normierte Eigenfunktion em. 

Es 1st 

(22) rp 1 (x) c. 
JI(X' ).;) 

1/ .?(! (t) ~1 (!, Ä.;) ~ 1 (I, },,) d I 

r " 
Au,; (19) folgt aber wegen ( lH) 

.r1 

Je(t);11(t, ;.,)~ 2 (t, J..;)dt 
:r'l 

t 

i.1g' (x1) 

Dies folgt aus der Formel (4) Yon S. 158, wenn man im ~enner derselben 
x0 durch x1 ersetzt. 

Daher wird das l<.tesidnum für ~ ~ x S x1 

h (~ · /.;)&2 (x. }.;) 
;f,l 

J (! (t) ~dt' }.;) Ö2 (I' ;,,) d t 
.f;) 

Da aber 
(J'(x, ~. A) = G(~. x ?.), 

so gilt diese Darstellung des Residuums auch für x0 < x < ~. ~un 

alwr gibt es, da &1 (t, Ai) Eigenfunktion ist, eine Konstante h, so daß 

~ 2 (t, Ai)= IZIJJ (t, ),.;). 

Daher kann man für da:; Residuum auch schreiben 
~1 (;, i.;)~2 (x · },;) 

J/ Te (t) ~1 2 (t. i.;) d t ·v· Te (t) (\2 2 (I. A;) d 1 
Xa X11 

- q;(x)q;(~). 

Für allt· Xullstellen von rp; (x) oder f{; (~) kommt also der sonst bei A; 
gelegen<' t'infaclw Pol Yon G ( x, ~, ?.) in Wegfall. 
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Aus (22) können wir nun auch eine asymptotische Darstellung der 
normierten Eigenfunktionen cpi (x) entnehmen. Wegen der auf S. 168 
gegebenen Definition von ~1 (x, Ai) kann man darin, statt ~1 (x, Är) 
auch Z1 ( x, Ai) schreiben und also an die S. 166 gegebene asymptotische 
Darstellung (13) von z1 (x, Je) anknüpfen. Da hier X= Ai zu nehmen ist, 
und Ai reell also ß = 0 ist, so entnimmt man aus (13) 

Daher ist 

Nun ist 

Daher wird 

Daher ist 

"' 
Z ( , ) _.1_ . {~11-J~l d \ 0 (l) 

1 X' ''i = (! 4 Sill V Ai V (! t f + ---;=-- . 
\' J.; 

"'" 

"' 
2 ' - -~ • 2 f ,/1J,;-- } 0 (l) Z1 (X, A;) - (! 2 Sill \. I' Ai I' (! d t + · ;c . 

VA; 
Xo 

"'' 
u1 =V~J Vedt 

~ cos u1 sin u1_j- u1 

2 \1;.; 

Xt X1 J. 2 - l j' -- 0 (l) eZ1 d x -- . v ed t + 1 :c..c.· • 
2 vJ,, 

Xo Xo 

Xo 

Daraus folgt nach S. 163, daß '\--, 'P'-:x)_'P_;j~] in x, ~, A gleichmäßig 
.L.J A-A; 

konvergiert. Die vorhin durchgeführte Residuenbestimmung gibt nun 
auch die Möglichkeit, die Partialbruchdarstellung der Greensehen 
Funktion zu gewinnen. Zu dem Zwecke hat man das über eine geeignete 
geschlossene Kurve zu erstreckende Integral 

(23) l .Jq_(-:.~.fl,) dfl 
2n~ fl,-}. 

zu betrachten. Es erweist sich als zweckmäßig als Integrationsweg 
der 11-Ebene eine positive durchlaufene Kurve zu nehmen, die sich beim 
Übergang zu V p, auf die der Halbebene der positiven Imaginärteile 
von Vp angehörige Hälfte eines Quadrates abbildet, das den Ko­
ordinatenachsen parallel orientiert ist, das den Ursprung zum Mittel­
punkt hat und dessen Kantenlänge 
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( l 
·.n+ z)n 

( J\;e dt) 
Xu 

(n >0, ganz) 

ist. Dann ist nämlich auf den vertikalen Kanten des Quadrates 

Xo 

In den Treffpunkten des Quadratrandes mit der reellen Je-Achse 
ist daher der Sinus des Nenners von (16) von Null verschieden. Für ge­
nügend großen ist daher in diesen Punkten (wegen ß = 0) der Nenner 
überhaupt von Xull verschieden1). Da aber die Nullstellen des Nenners 
die Eigenwerte sind, und da diese alle reell sind, so ist somit für jedes 
genügend große n die Greensehe Funktion auf dem Quadratrand re­
gulär und somit ist dieser als Integrationsweg brauchbar. Der Wert 
des Integrals (23) ist gleich der Summe der Residuen an den im Quadrat­
innern gelegenen Polen des Integranden. An den Eigenwerten wird 
das Residuum rp; (x) rp; (~) 

.-\uBerdcm liefert noch ,11 ~ }, einen Pol vom Residuum 

G(x, ~.Je). 
So findet man 

(24) G(x, ~.Je)= \,1rp1 ~x)rp 10(~) +-21 .JG(x,~ .. fl)dfl. 
- ),;-A ':TC I f.l-). 

Dabei ist über die im Quadratinnern gelegenen Eigenwerte zu sum­
mteren. Die asymptotische Darstellung (16) läßt nun aber erkennen, 
daß für n ->- oo clas in (24) vorkommende Integral verschwindet, daß 
daher 
(25) CT, (x .1:: 1:") =c )'P_d:')rp_; (~) 

'~·. ~ }.,-Je 

erstreckt über alle Eigenwerte gilt. Hier steht rechts, wie wir schon 
,·on S. 170 wissen und wie wir hier aufs neue erkennen, eine für alle 
x0 < x < x1 , x0 < ~ ~ X1 , I AI < M, (M > 0, beliebig) gleichmäßig 
konvergente Reihe, wenn man die endlich vielen Glieder beseitigt, für die 
\ /.i I :S Jl;[ ist. \\'ir haben also nun, um (25) zu beweisen, auf Grund 
von (16) G (x. ~. ,1/) auf Qn abzuschätzen. Wegen der Symmetrie­
eigenschaft 

G(x, ~. p) = G(~, X,fl) 

genügt es, dies für ~ :S x :.:? x1 zu leisten. 

1 ) Der Houclu!sche Satz der Funktionentheorie läßt erkennen, daß 
n2n:2 

l.lt ""-' \9. 
f x1 -U> u dtJ 
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Den absoluten Betrag des Nenners (16b) kann man wie folgt schreiben 

I X1 1 l x1 l-exp(2iv'.uJvedt)i 

v .u exp{ ß ~ Jvedt} , -~----- 2~ 1 + O(l) . 
~ ' 

Zur Abschätzung betrachte man das Verhalten von 

"'1 
exp { 2 i V .u f V e d t} 

Xo 

auf dem der V ,u-Ebene angehörigen Bild des Integrationsweges. Auf 
den vertikalen Rändern ist 

(n+ 1 )n 
I 2 ·p 

V .U ='"'--- + ~ ' ß >o, 
J Ve dt 
Xo 

also 

2i v .u J v edt = 2i ( n + }) n- 2 ß J'v-edt. 
x0 Xo 

D. h. 
X1 X1 

exp { 2i V~~ f V e dt} =- exp (- 2 ß f V gdt). 
X,) Xo 

Also 
"'• 

1 - exp { 2 i v .u J ve- d t} 
Xo l 

-2--~ - > 2. 

Auf dem horizontalen Rande aber ist V .u = a + i ß, ß > 0, 

• l _ exp { 2 i ..j{t rve-d t} 1 l _ exp { _ 2 ß J"v~!? d t} 

-- -~·-- > - 2--"'"----- =} +0(1). 

Also gilt auf dem Integrationsweg jedenfalls für den Nenner von (l6b) 
die asymtotische Darstellung 

V~ i exp{ ß l J'v edt} {~ + 0(1)}. 
Xo 

Nun beachte man, daß in (l6b) ~ < x ist. Dann ist 

G( c ) = O(l) 
X,,;, f-l I 

l!fl 
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Also wird 

I J'' (;(X'" ' II I l ) . .' c,u 
:..:c! '· fl--·1. 

() II 

J. 0 (l) l 

I l \ 2n 
I, 11 + In Q \ 2 / II 

0(1) 

. I 
I /l -t- ::T 

2 

() (I) 

I J 
II -, ') ,I :T 

~~ ( 1'1.-0(1) 
l 2 4 \n + 2 J n- n . 

V'+ 2. :7
2 

Daher bleibt 

Abo ist 

G(x.~.p) du·== O(n). 
p- ;, ] 

1. I j' G (x, ~ ._Jt) d 'l = 0. ' lffi ) . ' f 
n»-r:r:_:.:tt, p-1. 

Q., 

und damit ist die "Bz:tinearformel" (:2i5) beweisen. 

Bemerkung: Auf die zu Beginn erwähnte Differentialgleichung lassen sich 
alle Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichungen zurückführen. Diese sind im 
allgemeinsten Fall von der Form 

d ,·k d y 
dx , dx. 

u (x)y + }.!J (x)y = (), 

k (x), e (x) sollen dabei positive stetig differenzierbare Funktionen sein. Macht 
man hier die Substitution 

so geht di<' Gle-ichung in die seither immn behandelte spezielle 

d2v 
d:'!. +a(x)k(X)Y·i-/.ij(x)k(x)y=O 

über. Daher gelten alle bisher bewiesenen Sätze auch für die allgemeine Sturm­
L iouvilleschcn Differentia lgleic hun g, 

§ 5. Über die Entwicklung willkürlicher Funktionen nach 
den Eigenfunktionen eines Randwertproblemes. 

Wenn wir insbesondere die Differentialgleichung 

y" + .Ay = 0 

betrachten und für das Intervall 0 "'S x S:: n die erste Randwertaufgabe 
vorlegen, so sind 

die Eigenwerte und 
y = sm nx 

sind die zugehörigen Eigenfunktionen. 
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Es ist bekannt, daß man jede samt ihrer ersten Ableitung bis auf 
endlich viele Sprünge stetige Funktion f(x) im Intervall 0 < x < n 
in eine Reihe von der Form 

(l) f(x) =I: an· sin nx 

entwickeln kann 1). Die Koeffizienten ergeben sich leicht aus den 
Orthogonalitätsbedingungen 

(2) 

;-t 

J [ sinnx· sinmxdx = 0, 

I J sin2 nxdx = ~. 
0 

ncf=m 

Setzt man nämlich die Reihe (l) als gleichmäßig konvergent voraus, 
multipliziert sie mit sin v x und integriert von 0 bis n, so erhält man 
wegen (2) 

(3) 
" 

av = -! J f (X) sin v x d x . 
0 

Ganz analog kann man auch die Koeffizienten einer nach belie­
bigen Eigenfunktionen fortschreitenden Reihe unter Verwendung der 
Orthogonalitätsbedingungen ausdrücken. Es seien etwa 

'lfl(x),VJ2(x) ... 

eme Folge von Funktionen, welche den Orthogonalitätsbedingungen 

f z, J 'lfn'lfn(!dX = 0, n=f= m 
(4) z• 

I 
z, 

J 'lfn2 (! dx = l 
zo 

genügen. ~immt man an, die Reihe 

konvergiere gleichmäßig, so gewinnt man, genau wie oben, die Koeffi­
zientendarstellung 

z, 
(5) an= J /(x)VJ 11 (x)e(x)dx. 

Zo 

Es handelt sich aber nun darum, festzustellen, unter welchen Vor­
aussetzungen eine gegebene Funktion in· eine nach Eigenfunktionen fort-

1) Man vergleiche z. B. die Seiten 79-96ff. meines Leitfadens der Inte­
gralrechnung. 
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schreitende Reihe entwickelt werden kann. Ich nehme dabei an, die 
!p,Jx) seien die Eigenfunktionen der ersten Randwertaufgabe einer 
Differentialgleichung y" - (a Aq) y =' 0, wo e (x) > 0 sei. Unter 
Verwendung der Greensehen Funktion G (x, ~. }.) für irgendein von jedem 
Eigenwert verschiedenes /.0 kann man leicht den folgenden Entwick­
lungssatz aufstellen: 

E inc jede Funl?tion / (x) , die eine Integraldarstellung 

x, 

( Ii) f(x) == J G(x, t. }.0)h(;)dt 
Xo 

besz"tzt, lamn 111 ezne gleichmäkig lwrwergente Reihe 

/ (x) = 2._' an 1J.In (x) 

entwickelt werden. Einer solchen lntegraldarstell~mg sind aber namentlich 
d ic zweimal stetig differenzierbaren Funktionen fähig, welche am Rand 
des I ntervallcs verschwinden. 

Denn eine solche Funktion f ( x) kann als Lösung einer Differential­
gkichung 

(7) 

aufgeiaßt wt•rden, und dann kann man sie in der Form 

J:;l 

/(xl c.= f G(x, ;, /.0)h(;) d; 
Xu 

darstellen. 

Der ausgesprocherw Entwicklungssatz wird bewiesen sem, sowre 
t'S gelungen ist, die Greensehe Funktion selbst in eine solche Reihe 
zu entwickeln. Denn wenn etwa 

t~ine in ; gleichmäßig konvergente Darstellung der Greensehen Funktion 
ist, so trage man das in (6) ein. Dann wird 

Xr 

/(x) '>'1p,.(x) · J c,.(;)h(;)dt. 
Xo 

Daß hier die Koeffizienten in anderer Gestalt erscheinen, ist unwesent­
lich und besagt nichts gegen die Möglichkeit, die Koeffizienten auch 
in der vorhin gewonnenen Form darzustellen, wofern die Reihe in x 
gleichmäßig konvergiert. 

Eine solche Darstellung der Greensehen Funktion haben wir aber in 
der S. 173 gewonnenen Bilinearformel kennen gelernt, so daß nun der 
Entwicklungssatz Yollständig bewiesen ist. 
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§ 6. Die Besselsche Differentialgleichung 

y" + ! y' + (I - ::) y = 0. 

Ich behandle sie als Beispiel zu den allgemeinen Erörterungen 
der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei nicht alle Voraussetzungen 
jenes Paragraphen erfüllt sind. n sei eine reeelle, nicht notwendig ganze 
Zahl. 

Zunächst wollen wir feststellen, daß diese Differentialgleichung stets 
ein bei x = 0 endliches Integral besitzt. Zu dem Zweck machen wir 
den Ansatz 

y = xn ·V (n > 0). 

Für v ergibt sich dann die Differentialgleichung 

xv" + (2n + l) v' + xv = 0. 

Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe 

v = a0 + a1 x + a2 x2 + ... 
zu genügen. Setzt man sie ein, so erhält man 

xv = aox --1- alx2 ... + a2mx2m+l +a2m+lx2m+~ + 
(2n+ l)v'= (2n+ l)a1 + 2(2n+ l)a2 x+ 3(2n+ l)a3 x2 + ... 

+ (2n + l) (2m+ 2) a2m+ 2x:lm+ 1 

+ (2n + l) (2m+ 3) a2 m+ 3x 2"'+ 2 + ... 
xv" = 2 a2x + 6 a3x2 + ... + (2m+ 2) (2m+ l) a2m+ 2x2m+l 

+(2m+ 3) (2m 2) a2m+ 3x 2m+ 2 ..• 

Da die Summe Null sein soll, so genügt man der Gleichung, wenn 
man die Koeffizienten der einzelnen x-Potenzen Null setzt. Das führt 
zu den Gleichungen 

a1 = 0 

a0 + 4 (n + l) a2 = 0 
a1 + 3 (2 n + 3) a3 = 0 

a2m + a2m+2 · 2 (2m+ 2) (m + n + l) = 0 
a2m+l + a2m+a (2m+ 3) (2 (n + m) + 3) = 0. 

Man berechnet daraus 

a1 = 0 
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So findet man als Lösung schließlich 
1 1 

~· --, a., '-' (- I)m 
'ln...:.- x 

(I) 
u - 2~1n 1n! 

m u 
h~m 

. x:.2-rn. 

li (n+Jz) 
lt I 

Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon­
vergenzradius hat, so ist nachträglich einzusehen, daß unser Verfahren, 
das ein gliedweises Differenzier('n der Reihe usw. benutzte, in Ord­
nung ist. 

Die :Vlethode, die wir hier verwendeten, heißt Methode der un­
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noch häufig bei der Inte­
gration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden. 

fcb setze nun noch wie üblich 
l 

und bezeichne 

(2)fn(x)== X" ·V=.)'(-l)m 1 __ _]___ ___ !____ ·xn+~m. 
2n·T(11+l) 111 o 2n+-mr(m+I)T(m+11+I) 

:VI an nennt die hierdurch dargestellte ganze Funktion die B esse lsche 
Ftmldion n-ter Ordnung1 ). 

Cber ihre Nullstellen bekommen wir .\ufschluß, wenn wir durch 
die Substitution 

)' ~- ·Z 
,·X 

von der 15esselschen Differentialgleichung zu einer anderen übergehen, 
in der die erste Ableitung fehlt. Die durch 

4 - V X • In ( x) 

erklärte2) Funktion genügt dann der Differentialgleichung 

(:3) z'' + 

Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt 

1 ) \Vir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, daß das ge­
fundene das einzige bei x ''' 0 endliche Integral ist. Denn später, S. 197, wird 
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben. Bei nicht ganz­
zahligem n allerdings kann man sich davon sehr leicht im Rahmen der eben an­
gestellten Rechnung überzeugen. .Ylan braucht nur, statt wie eben in dem An­
satz y ·-=~ xn,, n positiv zu nehmen, y == x-nv(n · 0) anzusetzen. Man findet 
dann wieder für v eine konvergente Potenzreihe. Aber y wird nun bei x = 0 
mwndlich, unterscheidet sich also von der ersten Lösung nicht bloß um einen 
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen ein Fundamental­
system. Daher sind alle anderen Lösungen bei x = 0 unendlich. Die Durch­
führung zeigt, daß nur für nicht ganzzahligcs n ein neucs Integral gefunden wird. 
Für ganzzahlige n aber wird I-n (x) sinnlos. \Vie man hier ein zweites nicht endliches 
Integral findet, wird sich S. 197 ergcbt'n. 

2) 1 'nter \/ x sei der positive \Vert verstanden. 

Hieberbach, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 12 
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nach S. 153 der Abstand zweier auseinanderfolgender Xullstellen mit 
wachsender Nummer gegen n. Ich betrachte die positiven Nullstellen a1, 

von z(x) und denke sie mir der Größe nach numeriert. Da sie sich 
im Endlichen nach S. 151 nirgends häufen, und alle einfach sind, so 
bilden sie eine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge. Zu 
jedem c > 0 gehört eine ganze positive Zahl k = k (c:), so daß 

4n2 -1 fu··r l- E < ] --- 4%2-- < l + E 

Für die fl-te auf r:t.k folgende Nullstelle ist daher nach S. 154 

( ak ) , kn (,u + k) n ( rxk ) kn l - - (1 - s) 1 < -- < l- -- (l + s) -!- - • 
ak+t' ak+,u ai,+k ak+t< ' ak+," 

Daher gibt es eine positive Zahl fl (s), so daß für p > ,u (s) 

Daher ist 

l - 2 8 < (/k_j- k) n < l + 2 E, 
a,u+k 

a 
lim -'' = l, 
". __ ,.._ OCJ Vlt 

wofür man r:l.v '"'-' vn zu schreiben pflegt. 
Nunmehr betrachte ich die Funktion 

(4) 1p(x) = z(h) =V }.x fn(h). 

Sie genügt der Differentialgleichung 

(ö) 111 11 -'- ( }.2 - 4 n~:-:-:- 1 ) 1JJ = 0 
r ' \ 4 x2 r • 

Ich fasse A als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, daß 
die Differentialgleichung Lösungen besitzt, welche bei x = 0 und bei 
x = 1 verschwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn Ä 

einer Nullstelle r:t.1, von ] n (x) gleichgesetzt wird. Denn ·{a: x J n (r:t.1, x) ist 
bei x = 0 Null; aber es ist auch für x = 1 Null. Denn es ist J n (r:t./1) = 0. 
Ist aber<p(1) = 0, so ist VA] n (A) = 0, d. h. A einer der Nullstellen von 
J n (x) gleich (oder Null). Diese Eigenfunktionen sind nach S. 160 
zueinander orthogonal. Daher sind alle r:t.," reell. Die Eigenfunktionen 
sind aber noch nicht normiert. Ä" und }.,, seien zwei beliebige Werte 
des Parameters A, also nicht gerade Eigenwerte. Ich setze 

1/'.u = VA_,.x] n (Af'X) und 1/'v =V Jcvx] n (A,.X). 
Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen 

11';; + (;."2 - 4 1~x2 I ) 11'." = 0 

11 _L ( 1 2 _ 4 n2 - 1) _ ( 'Pv ' /,,, 4 ;r2 1/'•· -- ) 
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an, multipliziere die erste mit 1f'•·, die zweite mit 1p1, und subtrahiere 

~p;; "P·· ... ~p;: 1f'." ~= (I •• 2 _ ;,,"2) "P" 1f'··. 

Nun integriere ich \ on :\ nll bis Eins und erhalte 
I 

'!p;, (l) "P·· (I) - 1J< (I) 1j!" (I) ,_ (1.,.2 -- },}) j '!pp1p,.d x. 
0 

\Venn insbesondere ;,, und}." zwei verschiedene Eigenwerte sind, dann ist 

lj',.(l) = ~;i'(l) = 0, 

J. •n "' d r ,-.= 0 
't /1/1' ' 

II 

und wir haben aufs nene die Orthogonalitätseigenschaft. 01 un schreibe 
ich aber bei beliebigen}.",}.,. da:; Resultat unter Verwendung von ( 4) so: 

vÄ .. ,.;_,. J."],,'(i.")}"l ·_-}.,.]"'().,)]"(},")- Jl . . 
;," +!.,. /.,---!." -- 1p"·1p,.dx 

0 
' 

und mache den (~renzülwrgang A, ->- A". X ach den Regeln der Diffe-
rentialrechnung erh~ilt man dann 

J 

~1."/~:J().,") /"'(i.")/"(1.") 1."];;(1.")}"(1.1,) = J 1p_u"dx. 
0 

Wählt man nun für/." einen Eigenwert a1,, so hat man wegen fn(7.,,,) = 0 
I 

j• 1f1. :J d \ 
• II , 

I} 

Dividiert man abu dil· 

lf'" (x) 
durch 

I' f(/f J' ) / 2 ·. n (a,u , 

:;o erhält man die normierten Eigenfunktionen 

I 2 l V2x 
rp"(x) = · . T '(·) '!p"(x) = 1-,-1--) ·fn(a"x), 

L.11 , lt U,u n a,n 

deren \Juadrat von 0Jull bis Eins integriert den Wert l liefert. 
In den ] 11 (a"x) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitäts­

relationen so: 
I 

J x.ln(x"x) · .ln((J.,_x)dx = 0 (/t =f v) 
11 

1 

( xJn 2 ((J."X) dx = !}~2 ((/."). 
() ' - ' 

Nun erhebt sich weiter die Frage nach den Entwicklungen nach 
diesem Orthogonalsystem. Die Überlegungen des § 5 sind hier nicht 
verwendbar. Denn die dort gemachten Voraussetzungen sind nicht er-

12* 



180 II, 3. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 

füllt. In der Tat bemerkten wir ja schon S. 177 und werden es S. 197 
näher bestätigt finden, daß es bis auf einen konstanten Faktor nur eine 
bei x = 0 endliche Lösung von (5) gibt. Dementsprechend haben wir 
es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun, als dem in § 5 be­
handelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen zu betrachten, 
die bei x = 0 endlich bleiben und die bei x = l verschwinden. 

Ein ähnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk­
tionen vor. Hier bei den Legendreschen Polynomen handelt es sich 
um die bei x = + l und bei x = - l endlichen Lösungen von 

d ((l- x2) dy) + AJ! = 0. 
dx dx 

Wir werden sie später S. 212ff. bestimmen lernen. 
Wir dürfen hier um so eher auf eine weitere Darlegung verzichten, 

als die Entwicklung nach Bessel~chen Funktionen in dem schon mehr 
erwähnten, dieser Sammlung angehörigen Buch von Courant und 
Hilbert: Methoden der mathematischen fhysik, eine ausführliche 
Darstellung gefunden hat. Zugleich möchte ich ncch auf die sehr 
einfache und elegante Darstellung hinweisen, die Herr Prüfer kürz­
lich in den Mathematischen Annalen Bd. 95 gegeten hat. 

§ 7. Zusammenhang mit der Theorie der 
Integralgleichungen. 

Die hier dargestellte Methode zur Behandlung der Randwertauf­
gaben und des Entwicklungssatzes ist sehr weiter Verallgemeinerun­
gen fähig und man kann auf ihr eine volle Theorie aller Randwert­
aufgaben aufbauen. Von Kneser 1), Poincare 1) und Stekloff 1 ) ausgehend 
ist das neuerdings namentlich in Arbeiten von Birkhoff 2) und von 
Hilb 3 ) hervorgetreten. Auch greift diese Theorie in die allgemeinen 
Theorien ein, denen wir uns nun zuwenden wollen. 

Wir dürfen nämlich dieses Gebiet nicht verlassen, ohne wenigstens 
in großen Zügen den Zusammenhang der Randwertprobleme mit der 
Theorie der Integralgleichungen aufzudecken. Wir zeigen ihn wieder 
am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei in der Differential­
gleichung 

(1') y" + ( a + A(!) y = 0 

a so beschaffen, daß für y" + a y = 0 die erste Randwertaufgabe nicht 
lösbar ist (also z. B. a = 0). Dann besitzt diese Gleichung, wie wir 
wissen, eine Greensehe Funktion G(x, ~). Somit gilt nach (6) S. 159 für 

1 ) A. K neser: Annalen 58, 60, 63; Poincare: Pal. Rend. 8, Acta 20; Sieklaff: 
Ann. d. Toulouse (2), 3. 

2) American Transactions, Bd. 9. 
3 ) Math. Annalen 71. 
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die an den Intervallenden verschwindende Lösung von (1') die homo­
gene Integralgleichung 

.rl 

(2') \'(X) ;, f G ( x , ~) e ( ~) y ( ~) d ~ . 
X,r 

Ebenso findet man für die an den Rändern verschwindende Lösung 
der inhomogenen C~lcichung 

(l") T (a Äe) y = h(x) 

die inhomogene Integralgleichung 
X1 X1 

(2") y = i. J (;p:, ~) g(~) y(~) d~- J G(x, ~)h(~) d~. 

Unsere Sätze lehren also, daß die Alternative besteht, wonach ent­
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung lösbar 
ist. Beide zugleich sind aber nur für gewisse Funktionen h(x) lösbar. 
Ferner wissen wir, daß die homogene Gleichung nur für gewisse Eigen­
werte },i durch gewisse Eigenfunktionen f/Ji (x) lösbar ist. Diese Sätze 
sind Spezialfälle der gleichlautenden Sätze über allgemeinere lineare 
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern K (x, ~). Symmetrisch 
soll dabei der Kern heißen, wenn K (x, ~) =, K (~, x) ist. 

Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen: 
l-"1 

(3') }. j' K ( x , ~) fP ( ~) d ~ = 0 , 

.ro 

(3'') q ( x) · }. J K ( x , ~) rp ( ~) d ~ = 1p ( x) . 

Über den Kern ist dabei \'Orauszusetzen, daß er stetig ist für x0 s x~ x1 , 

x0 <; < x1 oder daß er doch wenigstens quadratisch integrierbar ist, 
d. h. daß das Integral 

x1 x1 

J .J'K(x,~),2dxd~ 
konvergiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden 
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen 
Kern versehen. Denn der Kern scheint G (x, ;) e (;) zu sein. Man 
kann aber, z. R. die Integralgleichung (2') sofort auch so schreiben 

. .:rl 

Setzt man dann 

:\'(xiVg(x) cp(x), Vg(x)G(x, ~) l rW =K(x, ~) 

so geht sie in die Gleichung (3') über. Man kann die Theorie dieser 
Integralgleichungen selbstständig entwickeln, wie es Fredholm, Hilber!, 
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E. Schmidt getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den 
·Randwertproblemen. Auch der Entwicklungssatz gilt für die Eigen­
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen. Jede in der Form 

x, 

f(x) = J K(x, ;)h(;) d; 
Xo 

darstellbare stetige Funktion f(x) läßt sich nach Eigenfunktionen ent­
wickeln. 

Es ist hier nicht der Ort, diese allgemeine Theorie der Integral­
gleichungen zu entwickeln, obwohl uns später bei den partiellen Diffe­
rentialgleichungen ein etwas allgemeinerer Typus begegnen wird. Hier 
werde nur noch auf ein gewisses Analogon zum Entwicklungssatz, die 
sogenannte V ollständigkeitsrelation, hingewiesen. Auch im allgemeinen 
Fall sind die Eigenwerte alle reell und die Eigenfunktionen zuein­
iJ.nder orthogonal. Daher gelten auch für die Darstellung der Ko­
effizienten bei der Entwicklung einer Funktion nach Eigenfunktionen 
die bekannten Integraldarstellungen. Sei nun etwa u(x) eine nach 
Eigenfunktionen entwickelbare und v(x) eine beliebige stetige Funktion. 
Dann ist jedenfalls 

x, 

u(x) = Y'rp,.(x)· J u(;)rp,.(;) d;. 
Xo 

Daher wird 
~ ~ ~ 

J u(x)v(x) dx = ~J v(x)tpv(x) dx· J u(;)rp,.(;) d;. 
Xn Xn 

Die Sache ist nun die, daß diese "Vollständigkeitsrelation" in den hier 
betrachteten zu Differentialgleichungen gehörigen Fällen auch dann 
gilt, wenn u(x) eine beliebige stetige Funktion ist .. Ich gehe auf den 
Beweis nicht ein, sondern bemerke nur, daß er darauf beruht, daß 
man jede stetige Funktion durch eine entwickelbare mit beliebiger 
Genauigkeit approximieren kann. Ihren Namen Vollständigkeitsrelation 
hat sie daher, daß sie das System der Eigenfunktionen als ein voll­
ständiges charakterisiert. Fehlte darin eine Funktion, so könnte die 
Relation offenbar nicht richtig sein. Denn fehlte z. B. rp1 (x), so könnte 
nicht 

XI :r;_ Xt 

J rp12 dx= ~'{f rpdx)rp,.(x)dx}2 

Xo :! Xo 

sein, denn rechts stehen lauter Nullen. 
Bei genauerem Zusehen kann man erkennen, daß sich die ver­

schiedenen für den Entwicklungssatz bekannten Beweismethoden 
wesentlich durch den Weg unterscheiden, auf dem diese Vollständig­
keitsrelation gewonnen wird. 
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IV. Kapitel. 

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im komplexen Gebiet. 

§ 1. Lage der Singularitäten der Lösung. 

w und z mögen zwei komph'xe Variable bedeuten. Dann erklärt, 
\\·ie wir schon von S. I Hi wissen, die Differentialgleichung 

I ( Tt'" ' I l .' ' '([:' J z) =-----= 0 ' 

in welcher j , ~t•', u:·, z) ein(· analytische Funktion ihrer Argumente 
sein möge, eine oder mehrere zweiparametrige Scharen analytischer 
Funktionen. Will man, ausgehend von der Differentialgleichung, die 
:\ a tur dieser Lösungen nn tersuchen, so ist es eine H auptaufgabe, die 
Lage da singulären Stellen nnd niiclzstdem ihre .Vatur festzustellen. Diese 
.-\ufgabe i,;t im allgemeinen recht kompliziert. Darauf deutet schon der 
Umstand hin, daH gewöhnlich clil' Lage der Smgnlaritäten der Parti­
kularintegrale von <len .\nfangswert('TJ. abhängt, durch welche dieselben 
fl"stgelegt sind. Betrachtet man z. B. clic zweiparametrige Schar von 
Fun ktiorwn 

Li' 1 + ß ( t:, ß Scharparameter) , 
2--~-tc 

:-;o ,.;ieht man, daß dieselben der Differentialgleichung 

~tl" 2 4u>'3 = 0 

genügen. Man kennt allgemein durch die Cntersuchungen von Pain­
level) die Bedingungen, die bestehen müssen, wenn die Lösungen 
eine Differentialgleichung zwl'iter Ordnung nur feste, also nicht mit 
den Anfangsbedingungen ;·aschiebbarc Verzweigungspunkte und wesent­
lich singuläre Stellen besitzen sollen. Doch wollen wir hier auf diese 
schönen. aber schwierigt·n l'ntnsucbungcn nicht näher eingehen, son­
dern un~ mit der Feststdlnng begnügen, daß bei den linearen Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung nur feste Singularitäten auftreten. 
Diese Bemerkung ist analog der, die wir schon S. 146/147 für reelle 
(~ebiete machten und wird auch analog bnviesen. Ich betrachte die 
I )ifferen t ia lg 1 ('ich ung 

· jl (z) v/ -i- q (z) ,,. r(z) ····~ 0. 

Ich gehe von irgendeiner Stelle z0 aus, an der alle Koeffizienten der 
Differentialgleichung regulär sind und betrachte eine Potenzreihe, die 
in der Cmgebung von z0 ein reguläres Funktionselement ") einer Lösung 
darstellt. ~un betrachte man irgendeine in z0 beginnende stetige Kurve, 

1) .Man vgl. die Literaturangaben in der Enzyklopädie, Bd. ll, 2, S. 590ff. 
2) Vgl. zu diesem Begriff: Rieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 

2. Auf!., S. 201. 
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auf der keine Singularitäten der Koeffizienten liegen. Jeder Stelle 
dieser Kurve gehören zwei reguläre Funktionselemente eines Funda­
mentalsystems der Differentialgleichung zu. Daher kann man die 
um z0 erklärte Lösung längs des Weges fortsetzen, wie man analog wie 
S. 147 erkennt. 

Wir haben also den Satz: An allen Stellen der z-Ebene, über welchen 
keine Singularitäten der Koeffizienten von (1) liegen, sind die sämtlichen 
Lösungen dieser Differentialgleichung regulär. 

An den singulären Stellen der Koeffi~ienten s,elbst können Singu­
laritäten der Lösungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, daß 
einzelne Lösungen da noch regulär sind. Insofern erweisen sich auch hier 
die Singularitäten noch als beweglich. Auch ist die Natur der Singu­
laritäten für die einzelnen Lösungen verschieden. Fest sind die Singu­
laritäten nur insofern, als nur über einer ganz bestimmten Kategorie 
von z-Stellen Singularitäten liegen können. 

Über die Natur der Singularitäten kann man auch relativ leicht 
Aufschluß gewinnen. Das soll im folgenden Paragraphen geschehen. 
Es genügt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differentialglei­
chungen achten, weil wir ja seit S. 129 wissen, wie man die Integration 
der inhomogenen Differentialgleichung auf die der homogenen zurück­
führen kann. 

§ 2. Die Natur der Singularitäten. 
Wir betrachten nur isolierte Singularitäten der Koeffizienten. Hier 

dürfen wir uns auf solche beschränken, in deren Umgebung die Ko­
effizienten eindeutig sind. Denn die Mehrdeutigkeit kann man be­
kanntlich durch Einführung geeigneter uniformisierender Parameter auf 
Eindeutigkeit zurückführen. Es mögen also in der Umgebung von 
z = a die Koeffizienten der Differentialgleichung 

(1) w" + p(z)w' + q(z)w = 0 

eindeutig und regulär sein. Im Punkte z = a selbst soll aber für einen 
oder für beide die Regularität aufhören. Betrachten wir nun irgendein 
Fundamentalsystem w1 (z) und w2 (z) der Differentialgleichung und sehen 
zu, wie sich die Funktionen beim Umlauf um die singuläre Stelle 
ändern. Ich schlage um z = a einen Kreis, in dem die Koeffizienten 
mit Ausnahme der Stelle z = a keine weiteren Singularitäten haben 
sollen. z = z0 sei eine Stelle in diesem Kreis. Ich betrachte zwei zum 
Punkte z0 gehörige Funktionselemente \ß1 (z - z0) und l.ß2 (z - z0) des 
Fundamentalsystems w1 (z), w2 (z) und setze diese beiden Elemente 
längs eines Weges fort, der z = a einmal im positiven Sinne um­
schließt. Dadurch entstehen aus den Ausgangselementen zwei neue 
Elemente, deren Quotient nicht konstant ist, die also auch ein Funda­
mentalsystem ausmachen. Da man alle Lösungen aus dem Fundamental-
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system durch Kombination mit konstanten Koeffizienten erhält, so 
erfährt jedes Fundamentalsystem beim positiven Umlauf um die singu­
läre Stelle eine lineare Substitution 

vl/ 1 (z). aw1 b1e'2 

JV2 (z) ~c cw1 -:- dw2 . 

Wenn erst einmal für eine Fundamentalsystem diese Umlaufssub­
stitution bekannt ist, so kann man aus ihr entnehmen, welchen Ein­
fluß ein positiver Cmlauf um die singuläre Stelle auf irgendeine andere 
Lösung 

besitzt. Sie geht nämlich durch den Umlauf in 

x(a1c1 ··~·· hw2) + (1(cu'1 + dw2) 

über. Man kann nun stets mindestens eine Lösung auswählen, die sich 
beim positiven Umlauf um die Stelle mit einem Faktor multipliziert. 
Dazu hat man nur die x, ;J so zu wählen, daß 

(2) x(aw1 -t- bw2) t- ß(cu'1 + dw2) = }.(xw1 1 ()w 2) 

ist. Dabei ist }, ein noch zu bestimmender Faktor. Schreibt man 
die Gleichung anders, so lautt>t sie 

'I.C't (x(a- },) ßc) + w2 (xb + ß(d- }.)) = 0. 

Da aber w1 und w2 ein Fundamentalsystem bilden, so kann sw 
nur dann erfüllt ~cm, wenn 

a.(a Ä) fh=O 

xb-+·ß(d-Ä)=O 

ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werte x und ß lösbar 
sein, die nicht hcide verschwinden, so muß Ä eine Wurzel von 

(4) 
a- }, 

Ii 
c = () 

d-}, 

sein. Bestimmt man }, aus dieser Gleichung und trägt einen der ge­
fundenen \Verte in (3) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die 
rx, ß bestimmen und erhält damit diejenigen Lösungen, die beim positiven 
Umlauf sich nur mit einem Faktor multiplizieren. Es wird zwei solche 
Lösungen geben, wenn die beiden Wurzeln },1 und A2 der Fundamental­
gleichung (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen dann 
selbst ein Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann nicht 
konstant sein. 

Wir wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben 
und uns die Gestalt dieser multiplikativm Lösungen noch etwas näher 
üheriPgcn. Die Funktion 

logi. 1 

( .)) (z -- a) :.> 'i (z- a)'1 
( r = log ).1 \ 
\l 2:71) 
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multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor A1 , wenn z die Stelle a 
im positiven Sinne einmal umläuft. Wenn also ein Element von w1 (z) 
sich beim positiven Umlauf auch mit A1 multipliziert, so ist 

w1 (z) 

(z-af' 

in der Umgebung von z = a eindeutig und kann also in der Umgebung 
dieser Stelle in eine, Laurent-Reihe entwickelt werden. Daher hat 
jede multiplikative Lösung die Gestalt 

(z- a)'' · ~' a,. (z- a)". 

Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex­
ponenten r und die Koeffizienten der Laurent- Reihe wirklich ermittelt, 
wird im nächsten Paragraphen darzulegen sein. 

Jetzt wollen wir uns den Fall, daß die Fundamentalgleichung zwei 
gleiche Wurzeln besitzt, etwas näher ansehen. Man wird dann im allge­
meinen nur eine multiplikative Lösung zur Verfügung haben. Tatsächlich 
zeigt die nähere Betrachtung, daß in die anderen Lösungen dann im 
allgemeinen ein Logarithmus eingeht. Um das einzusehen, wähle ich 
ein passendes Fundamentalsystem. Als erste Funktion eines solchen 
nehme ich nämlich die eine sicher vorhandene multiplikative Lösung. 
Die andere lasse ich beliebig. Dann erfährt das neu gewählte Fun­
damentalsystem beim Umlauf eine Substitution dieser Art: 

Wl=Alwl 
w2 = cwl + dw2. 

Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Lösungen, so müssen 
das natürlich die gleichen sein wie bisher. D. h. die zur neuen Sub­
stitution gehörige Fundamentalgleichung muß auch zwei gleiche Wurzeln 
haben. Sonst gäbe es zwei Lösungen mit verschiedenen Multipli­
katoren, und die hätten sich dann auch schon aus der ersten Funda­
mentalgleichung ergeben müssen. Die neue Fundamentalgleichung wird 
aber 

i}.l-}. c j'=o 
0 d-}, . 

Damit ihre beiden Wurzeln A1 sind, muß d = A1 sein. Unser Funda­
mentalsystem erfährt also die folgende Umlaufssubstitution 

wl = AlWl 
w2 = cwl + Alw2. 

Der Quotient 
U'2 

wl 

hat daher diese Umlaufssubstitution 
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c 
Er erfährt also beim F mlauf einen Zuwachs um , , genau wie 

J.l 

Daher ist die Differenz 

:~~ - , 2' .· log (z- a) 
(l 1 ./l.l 'Jll 

in der L!mgebung der singulären Stelle eindeutig und kann somit 
wieder in eine Laurent- Reihe entwickelt werden. Daher besitzt w2 

diese Gestalt 
J: ,x:, 

(:- a)r, {A ·log("-- a) · 2' a,.(z -- a)'' +X b,.(z- a)'}. 
'l z 

Somit haben wir den folgenden Satz: 
J11an kann in der Umgeb~tng einer singulären Stelle ein Fundamental­

system stets so wählen, daß seine Lösungen in der Umgebung der singu­
lären Stelle entze·eder h'ntwicklungen von der Form 

--;-oo 

(::: -- a)r, 2' a,. (z -- a)' 

(fia) 

l n·2 = (z --- a)t2 +_;_.; h,. (:- a)' 
y 

oder Entwicklungen 1'0U der Form 

(::-. 1/)r, ~· a,. (z- a)' 
(iib) +:L 

= (:- a)'' [A log(z-a) 2'a,.(z-a)'+ "b,.(z-a)'} 
-e>o 

besitzen. 
Wie bestimmt man nun r1 , r2 , .l und die Koeffizienten der Laurent­

Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu übergehen, 
wird es nützlich sein, noch ein \Vort über das Verhalten der Lösungen 
im Unendlichen zu sagen. Um im Unendlichen eine Funktion zu unter­
suchen. hat man erst 

einzuführen. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (l) 
m die folgende über: 

d2 w d lt' 2 l p ( l \ 'j· 1 ( l \ 
--- ! -1 q )W=O 

dö" dA A ö2 h' , ;}4 '3; . 

Ihre Lösungen hat man dann in der Umgebung von ß = 0 zu betrachten. 

§ 3. Außerwesentliche und wesentliche Singularitäten. 
Wenn die in den Lösungen des vorigen Paragraphen vorkommenden 

Laurent- Reihen höchstms endlich viele negative Potenzen enthalten, 
so wollen wir sagen, cs liege eine attßem'csentliche S1:ngularität der 
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Differentialgleichung vor; enthält aber auch nur eine derselben un­
endlich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege eine wesent­
liche Singularität der Differentialgleichung vor. Statt "außerwesentlich 
singuläre Stelle", sagt man auch "Stelle der Bestimmtheit", weil dann 
die Lösungen bei Annäherung an diese Stelle im Falle reeller r 1 und r2 

bestimmten Grenzwerten zustrebt. 

Wenn eine Differentialgleichung an der Stelle z = a eine außer­
wesentliche Singularität besitzen soll, so müssen die Koeffizienten ge­
wissen Bedingungen genügen, die wir jetzt angeben wollen, um als­
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe für die außer­
wesentlichen Singularitäten zu lösen. 

Nehmen wir also an, die Laurent-Reihen enthielten nur endlich 

viele negative Potenzen. Dann bilden wir den Quotienten w2 • Da 
wl 

aber das reziproke einer Laurent- Reihe mit endlich vielen negativen 
Potenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darstellen 

läßt, so läßt sich w2 so schreiben 
1t't 

(l) w2 = (z- a)r,-r, { A log (z- a) + (z- a)'' '.1! (z- a)} ('.1! (0) =f 0), 
wl 

wo v eine passende ganze Zahl ist und wo mit '.l!p (z - a) weiterhin 
stets eine keine negative Potenzen enthaltende Potenzreihe bezeichnet 
werden soll. Das Glied mit dem Logarithmus kann dabei evtl. wegfallen. 
Steht es da, so ist überdies r2 = r1 zu nehmen. Nun wissen wir aber 
von S. 128 her, daß man mit Hilfe irgend zweier unabhängiger Par­
tikularlösungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

w" + p(z)w' + q(z)w = 0 

für p (z) die Darstellung hat 

(2) 

Nun rechnet man aber aus 

(3) :z (:2) = h-r1) (z- a)r,-r,-1 {A log (z-a) + (z-a)p '.1! (z- a)} 
1 

+ (z- a)r,-r, L~a + v (z- a)"- 1 '.1! (z-a) + (z- a)'' '.1!' (z- a)} 

(4) w12 = (z- a) 2r, +.n '.l!Q(z- a) ('.1!0 (0) l= 0)1). 

In (3) kommt nun aber tatsächlich kein Logarithmus vor. Denn 

entweder ist A = 0, oder es ist r1 = r2 • Daher hat Jz (~)die Gestalt 

:z (:2) = (z- a)i- · ~ (z- a), (~ (0) =i= 0). 
1 

1) ~ ist also eine pa"ende ganze Zahl. 
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Also besitzt sowohl die logarithmische Ableitung von (3) wie die von (4) 
bei z = a einen Pol von höchstens erster Ordnung. Somit hat auch 
p (z) bei z • ' a einen Pol von höchstens erster Ordnung. 

Aus der Gleichung 

u· 1 p(z)w,' + q(z)w1 = 0 
gewinnt man 

w" w' 
q(z) =-- 1 -p(z) J. 

'il '1 ' L.C'1 

Nun ist aber 
(.z a)'1 •" • 1.ß (z - a). 

Daher hat w/ bei z =c a einen Pol von höchstens erster Ordnung, während 
w1 

w" 
1 bis z • a einen Pol von höchstens zweiter Ordnung hat. Daher hat 

'Ze'l 

auch q (z) emen Pol von höchstens zweiter Ordnung. 

So hat man den Satz: Wenn die Differentialgleichung 

ze·" t-p(z)w' q(z)w=O 

an der Stelle z "= a nur Lösungen mit außerwesentlichen Singularitäten 
besitzt, so muß sie in der Utngebung von z = a die Gestalt 

(.-,) il.'' ~- ~ 1 (z-a) lf'' + ',)! 2 (z-a) W ~ () 
z-a (z-a)2 

haben. D. h. der erste Koeffizient hat dort einen Pol von höchstens erster 
Ordnung, der zweite Koeffizient einen Pol von höchstens zweiter Ordnung. 

Daß die hier für eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist, hat Fttchs durch Aufstellung der Potenzreihen­
entwicklung der Lösungen bewiesen. :VIan sieht es aber nach einem 
von Schlesinger und in besonders einfacher Form von Birl<hoffl) her­
rührenden Verfahren am schnellstens so ein: Man führe die Differential­
gleichung (5) durch die Substitution ze•1 •= w, w2 = (z - a) w' in das 
System 

' ::-- ({ 

über. Seine Koeffizienten, das sind die Faktoren, mit denen w1 und 
w2 multipliziert sind, haben Pole höchstens erster Ordnung und somit 
gibt es eine Zahl M > l, so daß in der Umgebung I z - a I :S r0 dieser 

J/ 
Stelle die Koeffizienten unter bleiben. Daher hat man 

z~a, 

lvl 
( w + w ). z-a 1 2 

Setzt man nun W = I w1 12 + I zc-2 [2 , so ist weiter für I z- a I= r 
aw _ , 1. < 41VI T··r· 
er < 2 { 'IR't , . I w/ ;- w2 . w2 J = r . 

l) Man vgl. (;. n. Iilrhhotf: Trans. of the Am. math. Soc. ll (1910). 
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Also ist 
_ ~lVI" < alogW < 4M 

r = or = r 

und daher 
" \ -JM 

W < W i.!....) . (0< r<0 ) - o \ro 

Daraus folgt sofort, daß fiir r < r0 auch I w1 12 < W 0 (;) -
4111 ist. 

0 

D. h. also: Das Produkt 
I wl 12 I z- a j4M 

bleibt in der Umgebung von z = a unter einer festen Schranke und 
daher können wegen M > 1 in der Entwicklung von w1 nach Potenzen 
von z- a nur endlich viele negative Potenzen auftreten, so daß eine 
außerwesentlich singuläre Stelle vorliegt. 

§ 4. Auflösung einer Differentialgleichung in der Nähe 
einer außerwesentlichen singulären Stelle. 

Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun, iiber das Verhalten 
der Lösungen in der Nähe einer außerwesentlichen oder einer wesent­
lichen Singularität näheren Aufschluß zu gewinnen. Wir werden uns 
in diesem Buche auf die ausfuhrliehe Behandlung der außerwesentlich 
singulären Stellen beschränken und gelegentlich nur kurz iiber die 
entsprechenden Verhältnisse bei wesentlich singulären Stellen refe­
rieren. 

Zur Berechnung der Lösungen bedient man sich der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten. Es liege bei z = a eine außerwesentlich 
singuläre Stelle vor. 

Ich schreibe die Differentialgleichung so: 

B (w) - (z - a) 2 w" + (z - a) \1!1 (z - a) w' + \1! 2 (z - a) w = 0 

und setze 

\ß1 (z- a) = \~rx,.(z- a)', \ß2 (z- a) =.}; ß,.(z- a)' 

und bilde zunächst 
2 (z - a);. = (z - a)' · f (z, Je). 

Hier ist 

"' f(z, }.) = L fk(l.) (z- a)k 
k=O 

und man hat 

fo(A) = ?(}.- l + ho+ ßo 
/dA.) = }.rxJc + ß1c 

Macht man nun den Ansatz 
+"' 

w = (z- a)9 · 2) c,. (z- a)'', 

k = l, 2 ... 
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so t~rhält man aus B (a') == 0 eine gewisse Laurent- H.eihe, die ver­
schwinden muß. Dazu ist notwendig, daß ihre sämtlichen Koeffizienten 
wrschwinckn. Das führt <mf clie unendlich virlen linearen Gleichungen 

c, .. foU.! · · kl 

'1 fo (I} ~- I) 'o/1 (I} I 

<o/o ((!I ~ '-1 /1 (I! I) 

I I - . ~ () 

mit den unend'lich \ielt·n L'nbekannten .. . c~J.: .. . c_l' c0, cl' c2 .... Die 
Gleichungen sind nur wenig einfacher als die, welche man erhalten 
hätte, wenn man für die Koeffizienten der Differentialgleichung bei 
;; = a heliebigP eindeutige isolierte Singularitäten zugelassen hätte. 
~lan ist auch tabächlich imstande, solche Gleichungssysteme aufzu­
liisen. \\'ir wollen darauf aher nicht eingehen, sondt:'rn verweisen den 
interessierten Leser auf zwei Abhandlungen nmHelgevon Koch in den Acta 
mathematica Bel. !Ii nncl 17. Hier hcschränken wir uns auf die außer­
wesentlich singuläre :-;tt·lle: wir dürfen dahtT den .-\.nsatz in 

"' a· (z--aF·..2'c,.(z-a)'' 
0 

abändern 1). Setzt man also in den linearen Gleichungen die c_1 , 

c_2 . .. allt· :\ull, :-;o werclt•n die (~]eichungen 

'ofo (g) =~- 0 · 

cdo (u -~ l I -- coft (g) ~~ 0, 

(l) czfo(IJ • ~) clft (g -: l) ~- Co/2(f!) '= 0. 

11) 

\\'ir werden s1e aufliiscn und auch I! bestimmen. \Yählt man nämlich 
g so daß 

(2) Q (u -- l) ·· Q xo -· ßo = 0 

ist und läßt c0 willkürlich, so kann man ans der zweiten Gleichung c1 

berechnen, dann aus der dritten c2 usw., es sei denn, daß für das ge­
wählte I! und eine der ganzen positiven Zahlen k auch ein f0 (e + k) = 0 
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (2) sich uni t~im· ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal 
eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln g, welche den 
größeren H.ealteil hat. Fiir diese gelingt dann die Bestimmung der ck. 

1 ) Die endlich vielen negativen Potenzen können durch geeignete Wahl des 
Exponenten '} beriicksichtigt wen!Pn. 
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Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe gelöst und aufs neue er­
kannt, daß Differentialgleichungen von der im vorigen Paragraphen 
bestimmten Gestalt tatsächlich bei z = a nur eine außerwesentliche 
Singularität aufweisen. Aber es bleibt noch eine Lücke: Konvergiert 
denn auch die gefundene Reihe? Dies verstünde sich nach den all­
gemeinen Resultaten von S. l84ff. von selbst, wenn wir hätten zeigen 
können, daß die eben gefundenen Lösungen ck die einzigen Lösungen 
der Gleichungen (l) sind. Aber gerade das ist nicht geschehen und auch 
nicht immer der FalP). Es bleibt uns somit nichts weiter übrig, als den 
Konvergenzbeweis direkt zu erbringen. Da 

/ 0 (e + n) = (e + n) (e + n - l) + (e 

ist, so hat man von einem gewissen n = N an: 

I fo(e + n) I > I e I+ n. 

Daher ist von n = N an 

( e'+n)!cn < Cn-1 /1 (e-+n-1) _)_ Cn-2 /2((!; n-2) __! ... -L(O fn(e) ' 

.\lso 

Cn I< cn-1l [ i al + ß1 J + cn-2 [ · C<2 + ß2 J + · · · + Co [I an -! · ßn ] · 

Aus denN ersten Gleichungen ergeben sich gewisse \Verte c1 , c2 ... cN-J· 

Man wähle N positive Zahlen d0 , d1, d2 , ••. , dN _1 irgendwie so, daß 

I Co I < do' I cl I < dl' I C2 I < d2' · · · ' I c N- 1 I < dN -1 
gilt. Nun bestimme man unendlich viele positive Zahlen dN, dN+l• 
aus den Gleichungen 

~N= dN-dloc1l + lß1l} dN-dl oc2l + lß2l} .. · + do{locNI + lßN I} 
(3) 

dn= dn-1 {I oc1l + lß1l} + dn-2{1 oc2l + ß2l} + · · · + do{locn[ + [ßn [} · 

Dann hat man auch 

I cNI < dN, I cN+1 I< dN+1• 

Wenn man nun zeigen kann, daß die Reihe 

.Edn(z- a)n 

in einem gewissen Kreis um z = a konvergiert, so gilt das auch für die 
Reihe 

1) Denn es ist bisher kein Grund dafür angegeben worden, daß gerade die 
eben getroffene Entscheidung für diejenigeWurzele von (2), welche den größeren 
Realteil besitzt zu einer brauchbaren Bestimmung, der c, führt. Es könnte sehr 
wohl sein, daß gerade die\Vurzel vom kleineren Realteil bei passenderWahlder ck 

zu einer konvergenten Reihe führte. Das ist z. B. dann der Fall, wenn die; auf 
S. 187 vorkommende Zahl A verschwindet, obwohl e 1 -- (;! 2 ganz ist. 
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Setzt man nun noch 

bo = do 

(4) 
bl dl - do { I et.l 

IJ.\" I -~ d :-;-

und entwickelt den Quotienten 

h0 + b1 (z--a)- b2 (z---a)~ ... - b:x 1 (z~a)R-I 

l - ( cl - ßl ) (z -- a) ~ ... -- ( lCn -l ßn ) (z- a)n . .. 

nach Potenzen von z - a, so erhält man eine Potenzreihe 

C11 (z --- a)n ·-+- .... 

Für ihre Kot>ffizienten erhält man aber die Gleichungen 

ho == <'o 

!JI <"1 

11 x 1- "x 1 --es ~{I xl i- I ß1 I} --- · · · -- ''o {I et.s 1 1--:-1 ßs -1ll 
0 • - ''x - es 1 {I et.l I I ß1 I} -- · · · - c!l {I xx I -;- I ßs I} 

Das sind aber gerade die <~leichungen (3) und (4), welchen die dn ge·­
nügen. Daher gilt 

(n = 0,1, ... ) 

~ achdem wir so gezeigt haben, daß durch die gefundene Reihe 
ein Element der Lösung dargestellt wird, steht natürlich aus allge­
meinen funktionentheoretischen Gründen fest, daß der Konvergenzkreis 
der Reiht> bis zum nächsten singulären Punkt reicht. Die Gleichung 

o (o - l) -·- ()(Y. --- ß =~ 0 
- '- .... 0 0 ' 

aus welcher wir (} bestimmten, heißt die Fundamentalgleichung. Wenn 
dieselbe zwei Wurzeln hat, deren Differenz keine ganze Zahl ist, so 
liefert unsere Betrachtung gleich die beiden Lösungen eines Fund­
mentalsystems. l. 'nterscheiden sich aber die beiden Wurzeln um eine 
ganze Zahl, so erhalten wir nur eine Lösung. Dieselbe ist durch die­
jenige der beiden Wurzeln bestimmt, welche den größeren Realteil 
besitzt. Die bedeutsame Rolle, die hier die Wurzeln spielen, deren 
Differenz eine ganze Zahl ist, kann nicht überraschen. Denn von (3) 
S. lSil her wissen wir ja schon, daß die Exponenten nur bis auf ganze 
Zahlen bestimmt sind. Dem trugen wir auch schon Rechnung, indem 
wir diP Lösung in der Form 

w --- (z -- a)u \ß (z - a) 

ansetzten. 
Wenn nun also die Differenz der \Vurzeln eine ganze Zahl ist, 

so wird es sich darum handeln, eine weitere Lösung zu finden, die mit 
B iebcrUach, Differetltialgleichuu~eu. 2. Aufl. 13 
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der schon bekannten zusammen ein Fundamentalsystem bildet. Die 
Mittel dazu stehen seit S. 128 bereit, denn damals lernten wir schon 
durch Kenntnis einer Lösung die Ordnung der Differentialgleichung 
reduzieren. Wir lernten: 

Wenn w1 eine Lösung der Differentialgleichung 

w" + p(z)w' + q(z)w = 0 

ist, und wei:m man w = w1 J udz setzt, so genügt u der linearen Diffe­
rentialgleichung erster Ordnung: 

( 2 w ' \ 
u' + u 1-1- + p 1 = 0. 

\ w1 ; 

Tragen wir hier 

w1 = (z- a)c' 1,15 (z- a), 
\13 1 (z- a) a0 + o:1 (z- a) + .. p = - .. . = - -· -· --- -· 

z-a z-a 

ein, so wird die Gleichung 

u' + u (2~I±dao + 1,153 (z -- a)) = 0. 

Bezeichnet man die zweite "kleinere" Wurzel der Fundamentalgleichung 
(2) mit g2 , so kann man hierfür schreiben: 

u' + u (1_+:(1],--·ez + m, (z- a))\ = 0. 
\ z-a +'.l 

Hier ist aber, wegen der Wahl von (\ 

1?1- 1?2 

eine nicht negative und damit 

l + 1?1- 1?2 ='V 

eine positive ganze Zahl. Aus der Gleichung für u findet man sofort 

u = (z - a)-• 1,154 (z - a). 

')omit wird die andere Lösung des Fundamentalsystems 

w = w1 J udz = w1 {A log (z- a) + (z- a)-"+11,155 (z- a)} 

= (z - a)"' • A ·log (z- a) · 1,15 (z - a) + (z -a)"2 • 1,156 (z- a). 

Wir können das Resultat so aussprechen: 
g1 und e2 seien die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung (2). 

Es möge ffi (g1) > ffi (e2 ) sein. Dann besitzt die Differentialgleichung 

" , , >;ß 1 (z- a) + \ß 2 (z- a) O 
W -+-W · W = 

' z-a (z-a)2 

in der Umgebung von z = a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt 

w1 = (z - a)"'\-ß (z - a) 

w2 = (z- a)2' · A ·log(z- a) · 1,15 (z- a) + (z- a)" 2 \,ß* (z- a). 

Wenn die Differenz e1 - g2 keine ganze Zahl ist, so fällt stets das mit dem 
Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich 



§ 4. c\.uflösung einer Differentialgleichung. 195 

Null ZU setzen. Hcnn aber die Differenz el - 1?2 eine ganze Zahl ist, 

dann ist im allgemeinen A von Null verschieden. Der Konvergenzkreis 

der beiden hier vorkommenden Potenzreihen reicht bis zum nächsten 

singulären Punkt. 
Bemerkung: Es kann >'ehr wohl der .Fall eintreten, daß an einer singulären 

Stelle der Differentialgleichung alle Lösungen regulär sind. Das trifft z. B. bei 
z ~~ 0 für 

" ' 2 2 H' -·--- (_fl +((I = 0 
z z2 

zu. Denn ein Fundamentalsy,;tem der,;elben ist 

Eine singuläre Stelle, in dn sich alle Integrale regulär verhalten, nennt man 
einen Nebenpunkt. 

Nun berichte ich kurz über die Ergebnisse, welche bei wesentlich 
singulären Stellen erzielt worden sind. Den Anschluß an das vorher­
gehende gewinnt man durch die Frage, ob es nicht auch im Falle 
wesentlich singulärer Stellen einzelne Integrale gibt, die sich in deren 
Umgebung bestimmt Ycrhalten, die sich also durch eine Reihe 

(z -- a)'' · 1,)3 (z - a) 

darstellen lassen. lVlan kennt aus Arbeiten von H. v. Koch und 
Perron1) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für das 
Vorhandensein solcher Integrale. Aber man bekommt so eben nur in 
seltenen Fällen Aufschlu13 über ein oder das andere Integral. Einen 
Schritt weiter kommt man durch die Thomeschen Normalreihen2). Um­
sie zu finden, macht man clen .\nsatz 

v · cglzlu. 

Dabei wird schon angenommen, daß der singuläre Punkt im Unend­
lichen liegt. Das ist ja auch keine Beschränkung der Allgemeinheit. 
In dem Ansatz bedeutet g(z) ein Polynom; dies ist so zu bestimmen, 
daß für Zt eine Differentialgleichung herauskommt, der man durch 
eine Reihe 

formal genügen kann. Aber auch nur formal, denn die Reihen diver­
gieren im allgemeinen. Trotzdem liefern diese Reihen, welche also 
die Form 

~g IZI , z'' ·\_ß 
z, 

haben, gewissen Aufschluß über das Verhalten der Lösungen in der 
Nähe der wesentlich singulären Stelle. Sie sind nämlich asympto­
tische Darstellungen derselben bei zunächst geradliniger Annäherung. 

1) H. v. Koch: Acta math., Er!. 18. 0. Perron: :VIatl1. Ann. 70. E. Hilb: 
Math. Ann. 82. 

2) Grelles Journal von Brl. 83 an. 

13* 
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Damit ist folgendes gemeint. Zu jeder Normalreihe 

g (Z) I! ( l \) e · z c0 + c1 z + ... 

gehört ein Integral y derart, daß für jedes m 

g (Z) I! ( , , C111 1 Sm) y = e • z Co -t- . . . -~- -zm T Z"' 

ist, wo Brn--+ 0 für z--+ oo. Diesen Satz hat Poincare für den Fall 
bewiesen, daß die Koeffizienten der zu behandelnden Differential­
gleichung 

P0(z)w" + p1(z)w' + P2(z)w = 0 

ganze rationale Funktionen sind. Für diesen Fall kann man auch 
noch eine einfache Aussage über die Bestimmung von g (z) machen. 
Es werde angenommen, daß die Grade der Pi höchstens h + ik seien. 
Dann sei C; der Koeffizient von zh in p; und man betrachte die Gleichung 

C0 oc.2 + C1 oc. + C2 = 0. 

Sind ihre Wurzeln voneinander verschieden und bezeichnet man 
dieselben mit oc.k, so gibt es genau zwei N ormalreihen, deren expo­
nentielle Bestandteile die eak·z sind, die also so aussehen 

Der Zusammenhang mit den durch die Reihen asymptotisch dar­
gestellten Integralen wird in diesem Falle durch den folgenden Satz 
von Poincare hergestellt. Zu jedem r:t..k gehört genau ein Integral Yk> 
für das die Beziehung gilt: 

lim Yk' 
z--+"' y1, = ak. 

Zur Behandlung allgemeinerer Differentialgleichungen mit nicht­
rationalen Koeffizienten sind zwei Schritte nötig. Einmal übertrage man 
- was keine sonderliche Mühe macht - die hier geschilderten Dinge 
auf Systeme von zwei linearen Gleichungen erster Ordnung mit zwei 
unbekannten Funktionen und mit rationalen Koeffizienten. Als deren 
Spezialfall hat man ja bekanntlich die Gleichungen zweiter Ordnung 
aufzufassen. Dann aber wird der Anschluß an diese Übertragung durch 
einen grundlegenden Satz von Birkhotf erzielt, der lehrt, daß man jede 
Gleichung zweiter Ordnung (oder allgemeiner jedes System) durch eine 
lineare Transformation 

(i = 1, 2) 

auf ein System transformieren kann, dessen Koeffizienten im Unendlichen 
regulär sind. Wegen der einzelnen Zitate verweise ich auf den Enzyklo­
pädieartikel von Hilb. 
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§ 5. Anwendung auf die Besselsche Differentialgleichung. 

Die Besselsche Differentialgleichung 

(p" --
l ' z2-n2 

'li'' ~ w = () 
::; z2 

besitzt bei z = 0 eine außerwesentlich singuläre Stelle. Die Funda­
mentalgleichung wird: 

g((!- l) + e- n2 = 0. 

Ihre beiden Wurzeln sind somit 

!h = n 

!!2 ~= - n 
(wenn ffi(n) > ffi(- n)). 

Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die Formeln 

des vorigen Paragraphen, daß es, falls nicht gerade n rein imaginär 
ist, tatsächlich stets nur eine Lösung (die erste oben aufgeschriebene) 
gibt, welche bei z == 0 endlich bleibt. Damit haben wir eine Frage be­
antwortet, die wir auf S. 177 vertagt hatten. 

Es wird eine nützliche Übung für den Leser sein, das folgende 
Ergebnis selbständig zu gewinnen: 

Wenn n keine ganze Zahl ist, dann sind J n (z) und J -n (z) die beiden 
Lösungen eines Fundamentalsystems. Wenn aber n eine ganze Zahl 
ist, dann verliert ./ -n (z) seinen Sinn, weil einige seiner Koeffizienten 
unendlich werden. Alsdann wird die zweite Lösung des Fundamental­
systems: 

J n (z) ·log z 

\' - \' L 
x [ (-l)"'-l;n+~m ""I I l }] 

-~~ 2n+:lm 111 !(u+m)!.)i2/t 2n+2~t · 

Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten Ergebnisses eine auch 
sonst nützliche Anleitung geben. Wenn wir nach der im vorigen 
Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten, so hätten wir die 

l ' b J' hk · d () · J 111 (z) · · P 'h m equem IC elt, erst en ,~uotlenten ],. (z) m eme otenzre1 e ent-

wickeln zu müssen. Das vermeidet man, wenn man in die Gleichung 
mit dem durch unser allgemeim's Resultat nahegelegten Ansatz 

<f:~ z" · ~· (am + bm log z) zm 

hineingeht. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert dann 
leicht das gewünschte Ergebnis. Wir haben diese Methode nicht im 
vorigen Paragraphen angewandt, weil wir sonst die Rechnung wieder 
durch einen Konvergenzbeweis hatten ergänzen müssen. Der ergab 
sich bei der Betrachtung rles vorigen Paragraphen ganz von selbst. 
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Der Leser sieht aber an diesem Beispiel, daß es in praxi bequemer 
sein kann, Wege einzuschlagen deren direkte theoretische Begründung 
schwieriger wäre. 

§ 6. Differentialgleichungen der Fuchssehen Klasse. 

Man sagt, eine Differentialgleichung w" + p (z) w' + q (z) w = 0 ge­
höre der Fuchssehen Klasse an, wenn sie nur außerwesentlich singuläre 
Stellen besitzt. Der erste Koeffizient besitzt dann im endlichen nur 
Pole höchstens erster Ordnung, der zweite nur Pole höchstens zweiter 
Ordnung. Über das Verhalten der Koeffizienten im Unendlichen müssen 
wir jetzt noch Aufschluß gewinnen. Schon S. 187 haben wir durch die 
Substitution 

1 z = ~~ 

& 

das Unendliche nach 0 gebracht. Wir werden sagen bei z = oo liege 
eine außerwesentliche Singularität, wenn die S. 187 angegebene trans­
formierte Differentialgleichung bei 5 = 0 eine außerwesentliche Singu­
larität besitzt. Damit nun aber der erste Koeffizient 

2 

der transformierten Gleichung bei 5 = 0 einen Pol höchstens erster 

Ordnung habe, muß die Entwicklung von p ( ~ ) so aussehen: 

P (}) = a15 + a2Ö2 + · · · · 
D. h. in der Umgebung von z = oo muß die Entwicklung von p (z) 
so aussehen 

l l 
p (z) = al z + a2 z2 -l-

p (z) hat also dort eine Nullstelle mindestens erster Ordnung. Somit 
muß p (z) eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein, 
welche im Unendlichen verschwindet. Versteht man unter a1 .•. 1Xn 

die Gesamtheit der Stellen, an welchen p (z) oder q (z) Pole haben, so 
besitzt p (z) folgende Gestalt: 

g (z) 
(I) p(z) = q; (z) (g;(z) = (z- a1) (z- a2) .•• (z -!Xn)), 

wo der Zählergrad um mindestens eins kleiner ist als der N ennergrad. 
Man braucht natürlich an sich in den Nenner nur die ai zu schreiben, 
die wirklich Pole von p (z) sind. Für die weitere Betrachtung ist es 
zweckmäßiger, Zähler und Nenner noch mit den Faktoren z- (/.,i zu 
erweitern, die von Polen des q(z) herrühren. 
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l'ntersuchen wir nun den zweiten Koeffizienten 

der transformierten Gleichung. Soll er bei & = 0 einen Pol von höchstens 

zweiter Ordnung haben, so muß die Entwicklung von q (~) so aussehen 

l 

.\bo folgt 

2 2 o : 

Daraus findet man, daß q (z) eine rationale Funktion von folgender 
(~cstalt sein muß 

(:Z) 
ft (Z) 

q(z) -- (rp (zJ)" (p(z) = (z-c'J_) ... (z-v:n)). 

Der Zählergrad mul3 dabei um mindestens zwei Einheiten kleiner sein 
als der Nennergnut Dabei ist wieder ~1 ... ~n die Gesamtheit der 
Stellen, an welchm p (z) oder q (z) Pole besitzen. 

Umgekehrt gehört nach § :5 auch eine Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der Fz.tchsschen 
Klasse an. }lan kann die gdundenen Bedingungen auch mit Hilfe 
der Partialbruchzcrlcgung zum Ausdruck bringen. 

Sincl nämlich 

p (.:) . 

q \ 'J Ut, __ Ct, } 
- l (z -- a,;)" z- a,, 

die Partialbruchzerlcgnngen für die Koeffizienten emer Differential­
gleichung 

il .. p 

der Fuchssehen Klasse. so muß 

q(z)zc = 0 

lim p (z) 0 lim q(.z) ~ 0 limz·q(z)=O 
Z...-)o- X Z -)>X 

scin1). So kann man nämlich die gefundenen Bedingungen ausdrücken. 
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung 
getragen, daß wir in den obigen Partialbruchzerlegungen keine addi­
tiven ganzen Funktionen angebracht haben. Die letzte Bedingung 
aber führt zu cler (~Jeichung 

1) Unsere Betrachtung läßt überdies erkennen, daß z = oo nur dann eine 
reguläre Stelle der Differentialgleichung ist, wenn überdies noch lim zp (z) = 2 
und lim z3 q (z) =~ 0 gilt. 2 ~" 

z ...._,. :1~ 
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Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendlichfernen 
Punktes aufschreiben. Dazu müssen wir nur die Fundamentalgleichung 
der transformierten Gleichung bei & = 0 aufschreiben. Setzen wir 

lim{2- 1 PC)}=lim {z-zp(z)}=a 
0 ~0 3 3 z~or. 

lim 1
2 q(J-)=limz2 q(z)=ß, 

,~o3 3 z~"' 

so wird die Fundamentalgleichung 

e(e-I)--r-~e ß=O. 

Das Fundamentalsystem des unendlich fernen Punktes sieht dann so aus 

w =1-\,ß(l)' 
1 221 \ z 

Dabei sind I?! und fh die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung 
und es ist R (e1) > R (e2) . Die Zahl A ist stets Null, wenn g1 - g2 

keine ganze Zahl ist. 
Ist n die Anzahl der im endlichen gelegenen singulären Stellen, 

so hat man noch den Satz, daß die Summe aller Wurzeln t!ller cha­
rakteristischen Gleichungen n - 1 beträgt. Er beruht auf dem funktionen­
theoretischen Satz, daß die Summe der Residuen einer rationalen 
Funktion Null ist. ~un aber ist die Fundamentalgleichung der singu­
lären Stelle ~k• wenn man die Darstellungen (I), (2) verwendet 

g (o:,.) h (a,,) 
e (e- I) + rp' r;.:y e + { rp' (~'k)-}2 = o. 

Andererseits ist aber 
t; (ak) 
rp'(~i 

das Residuum von p(z) bei ~k• während die Summe der beiden Wur­
zeln der Fundamentalgleichung 

I -- t;( lXI;}_ 
cp' (a,) 

wird. Im Unendlichen ist das Residuum ~- 2, die Summe der \Vur­
zeln I - ~. Daher wird die Summe aller \Vurzeln vermehrt um die 
Summe aller Residuen gleich n - I. Daher ist die Summe aller Wurzeln 
aller charakteristischen Gleichungen gleich n - 1 , da die Summe aller 
Residuen verschwindet. 

Schreiben wir noch die Fundamentalgleichungen unter Verwendung 
der Partialbruchzerlegungen (3) auf. Sie lauten: 

e(e- I) + Akl! + B" = 0 für die Stelle z = rJ.n, 

g(e- I)+ (2 -l) A~c) e .:5...'(B~c + C~c~~c) = 0 für z = oo. 
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§ 7. Die hypergeometrische Differentialgleichung. 

Eine jede Differentialgleichung der Fuchssehen Klasse muß im 
Endlichen mindesten,; eine c;inguläre Stelle haben. Denn sonst wären 
die Koeffizienten konstant. Aber die Differentialgleichungen mit kon­
c;tantcn Koeffizienten gehören nicht der Fuchssehen Klasse an, es sei 
denn, daß <t-'' =c 0 \·orgelegt ist. Denn die Koeffizienten anderer 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten werden ja im 
l'nendlichen nicht :\ ull und ihre Integrale haben, wie wir von S. 127 
wissen, im l'nendlichen wesentlich singuläre Stellen. 

Differentialgleichungen aber, welche im Endlichen gerade einen 
singuHiren Punkt haben, sincl nm der Form 

zo" 
.l 

w' ll 
( ) 2 w~~o. z-a z - - {( 

A.uch sie haben wir schon S. l:H zu integrieren gelernt. Diese Diffe­
rentialgleichung hat überdies noch z = w als singuläre Stelle, falls 
nicht A = 2, B c.= 0 ist. Denn dies ist nach Fußnote 1 von S. 199 die 
Bedingung dafür, daß z CXJ eine reguläre Stelle ist. 

Der nächst einfachste Fall ist also der, daß drei singuläre Punkte 
vorhanden sind. Sie mögen bei 0, l, w liegen1). Die \Vurzeln ihrer 
Fundanwntalgleichungen miigen 

(l?oJ· fio2J, Üht• !?12) (eooi, l?oo2) 

c;cm. Seit Ricmann bezeichnet man eme jede Löstmg einer solchen 
Differcntialgkichung mit 

( 
0, 

p eo 1 

l' 

lh 1 

l?t2 , 9o 2 

:Vlan zählt nämlich leicht nach, daß die Anzahl der in die Koeffizien-
ten der Differentialgleichung eingehenden Parameter fünf ist, näm­
lich zwei Koeffizicn ten im Zähler von p (z) und drei im Zähler von q (z). 
Ebenso groß ist aber die Zahl der in den Ausdruck der P- Funktion 
eingehenden Parameter: !i Fundamen talwurzeln 1:.! n,, deren Summe l ist. 
.\I an wird somit erwarten, daß man die Koeffizienten der Differential­
gleichung durch diese .) neuen Parameter ausdrücken kann. \Vir 
wollen das nachher auch tun, vorab aber bemerken, daß ein gleiches 
Resultat bei mehr als cln·i singulären Stellen nicht zu erwarten ist. 
Denn bei n im endlichen gelegenen Singularitäten hat man in den Diffe­
n ·n t ialg I eich nngskodfizi en ten 

n n , :?n - l = 4n- 1 

Parameter. Ferner hat man n singuläre Stellen und 2n 2 Funda-

1) Das läßt sich ja durch eine lineare Transformation stets erreichen. 
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mentalwurzeln. Da aber die Summe derselben wieder fest ist, so sind 
das noch 2n + 1 Parameter. Daher hat man bei dieser Zählung 

3n 1 

Parameter. Beide Zahlen stimmen nur für n = 2 überein. Die über­
schüssigen in die Differentialgleichung eingehenden n - 2 heißen die 
akzessorischen Parameter. Man kann - ähnlich wie bei Randwert­
aufgaben - versuchen, sie durch weitere den Lösungen auferlegte 
Bedingungen zu bestimmen. Man erhält so mannigfache Oszillations­
theoreme, die später noch ein wenig näher berührt werden können. 

Vorab wollen wir bei den Differentialgleichungen mit drei singu­
lären Punkten stehen bleiben. Durch die Substitution 

w = zi·(1 - z)~' · W 

kann man erreichen, daß bei 0 und 1 je eine der Fundamentalwurzeln 
verschwindet. Die beiden charakteristischen Wurzeln bei oo bezeichnet 
man dann mit r:t., ß, die zweite Fundamentalwurzel von 0 hat man sich 
gewöhnt, mit l - y zu bezeichnen. Berücksichtigt man dann noch, 
daß die Summe aller l sein muß, so wird die zweite Wurzel des Punktes l: 

y- r:t.-ß. 

Das Symbol der neuen P-Funktion wird also 

( 
0 l cx; 

p l~y y-:;_ß ; 
Nun sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung durch ry,, ß, y 

ausgedrückt werden. Das gelingt am besten durch Heranziehen der 
Partialbruchzerlegung der Koeffizienten und unter Verwendung der 
Schlußformeln des letzten Paragraphen. Denn dort kann man direkt 
die Ausdrücke der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch die 
Fundamentalwurzeln ablesen 1). Man findet so als Ausdruck der Diffe­
rentialgleichung 

w"-+-=Y+_(_l+a+ßlzw'+ .aJJ_ w=O. 
· z(z-1) z(z-1) 

Sie heißt "hypergeometrische Differentialgleichung" aus einem bald an­
zugebenden Grunde. 

Unsere nächste Aufgabe ist es, die Fundamentalsysteme der drei 
singulären Punkte anzugeben. Ich beginne mit z = 0, und will an­
nehmen, daß y keine negative ganze Zahl und nicht Null ist. Dann 
gehört. zu der Fundamentalwurzel 0 ein bei z = 0 reguläres, dort nicht 
verschwindendes Integral. Man kann es somit nach S. 190 mit der 

1) C0 bleibt so zunächst unbestimmt. Aber da der Zählergrad von q (z) um 
mindestens 2 kleiner ist als der Nennergrad, findet man nachträglich C0 =aß. 
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Methode der unbestimmten Koeffizienten berechnen und darf dabei 
annehmen, daß es bei :: • 0 den Wert Eins hat. Die so normierte 
Funktion lwzcichnl't man mit 

F ( 'l., ji, y, z). 

Die Methode der unbe~timmten Koeffizienten liefert wie der Leser 
sdbst nachrechnen möge·. 

,' , ß' c -- afJ ~: c(a+1J·ß(ß+l) ,2' 
] (c, , )', ,) - 1 + 1 4 T l 2 ( + 1) 4 1 .. · ·y . ·y· y 

Diese Reihe heißt die hypergeometrische Reihe, geht sie doch für rx = 1 , 
{1 = y in die geometrische Reihe über. Ihr Konvergenzkreis ist der 
Einheitskreis. 

Zur Berechnung der zweiten Funktion des Fundamentalsystems 
führt im Falle, wo y keine ganze Zahl ist, die folgende Bemerkung. 
\\'enn man in der hypergeometrischen Differentialgleichung die Sub­
stitution 

macht, so erhält man eine neue hypergeometrische Differentialgleichung. 
Denn die Fundamentalwurzeln werden jetzt: Beiz= 0: y- l, 0, bei 
z =• l: 0. y x ---- j). hci -~ -~ ·XJ: x - y ~ l, (1 - y - P) : Setzt man 
daher 

so erkennt man, dal3 der neuen Differentialgleichung die hypergeo­
metrische Funktion F (rt.1 . t'i1 , y1 , z) genügt. Daher ist 

w2 = z1 ; · F (x y 1, ;1 - y + l, 2 - y, z) 

das andere Integral des Fundamentalsystems der gegebenen Differential­
gleichung. ~atürlich kann man dies auch auf dem Wege der Rech­
nung bestätigen. 

Nunnwhr ist c~ auch leicht, für die Stellen Eins und Unendlich 
Fundamentalsysteme anzugeben. Macht man nämlich in der hyper­
geometrischen DifftTentialgleichung die Substitution 

,\ -- [- Z, 

so wird dieselbe 

u/'-

Setzt man nun 

:1.1 • 'l.. ;11 = rJ, Y1 = 1 _j- 'l.-,- ;-J -I', 

so kann man sit· a nch ~o schreiben: 

1) \Vcnn z. B. zc = 
I \'• 

'.ß z 

( 1 
i,t, "' wird lf' ~~I 

\ z 
1 \ 

'.ß z J 
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Demnach ist 

F(ocl,{Jl•'YI• 5), ~l-r,F(ocl ~yl-;--1, ß1 -yl -t- l, 2 ~yl, ~) 

ein Fundamentalsystem derselben bei 5 = 0, falls y1 keine ganze Zahl 
ist. Daher wird 

F ( rJ., {J, l + rJ. + ß ~ y, l ~ z) 
(1-z)Y-"-"i'(y~ß, y-oc, l-oc-ß+y, l-z) 

ein Fundamentalsystem der ursprünglichen bei z = I, falls nicht 
y - rJ. - fJ eine ganze Zahl ist. 

Macht man andererseits die Substitution 
l 

5 = z, 

so entsteht eine Differentialgleichung mit drei singulären Punkten 
0, I, oo, deren Fundamentalwurzeln 

( (J.' ;3) ' 

sind. Setzt man daher 

(0 ,y ~ IX ~ (3)' (0' I - y) 

TV = 3-a · w, 

so wird die Differentialgleichung hypergeometrisch mit den Funda­
mentalwurzeln: (0, fJ ~ rJ.), (0, y ~ oc- ß), (rJ., rJ.- y + I). Daher ist 

F(rJ.,rJ.-y+l, I rJ.-ß, ~) 

1/~a · F (ß, ß - 'Y I, l - oc I ß, ~) 

ein Fundamentalsystem derselben bei 5 ='0, falls ß- rJ. keine ganze 
Zahl ist. Daher ist 

l + (( -- ß' !-) 
l -L ß -l(, ! ) 

ein Fundamentalsystem der ursprünglichen bei z = oo, falls rJ. - fJ 
nicht ganzzahlig ist. 

§ 8. Analytische Fortsetzung einer einzelnen Lösung. 

Es ist in diesem einführenden Buche nicht meine Aufgabe, eine 
erschöpfende Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung zu 
geben. Vielmehr sehe ich meine Aufgabe darin, einen Überblick über 
die wesentlichsten bisher behandelten Probleme und einen Einblick 
in die zu ihrer Lösung ersonnenen Methoden zu geben. Daher will 
ich auch nicht näher auf die Bestimmung der Fundamentalsysteme 
in den Fällen eingehen, wo die bisher bestimmten Fundamental­
systeme versagen, wenn also z. B. y eine ganze Zahl ist. Methodisch 
würden ja diese Fälle nichts Neues mehr bieten. 
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Lieber will ich mich jetzt der Frage zuwenden, vvie man die ana­
lytische Fortsetzung einer einzelnen Lösung bestimmen kann. Wenn 
z. B. F (a., tJ, y, z) vorgelegt ist, so erhebt sich beispielsweise die Frage, 
wie sich dieselbe in der :"Jähe Yon z = l oder von z = CfJ verhält, 
überhaupt allgemein die Frage nach ihrer Anderung, wenn z einen 
geschlossenen Weg in seimr Ebene beschreibt. 

:-.J un kann nach S. l H4 jede Lösung auf jedem Wege fortgesetzt 
werden, der keine singuläre Stelle des Koeffizienten trifft. Daher ist 
jedt' Lösung in demjenigen Stern eindeutig, den man erhält, wenn 
man den :VIittelpunkt cint's sie definierenden regulären Funktionsele­
mentes mit den Stellen 0 und l n~rbindet und die Ebene längs der Ver­
längerungen dieser beiden Linien über 0 und l hinaus aufschneidet. 
Es wird also nur darauf ankommen, Cmläufe um einzelne singuläre 
Punkte zu untersuchen. Es ist dazu zweckmäßig, nicht F (a., ß, y, z) 
für sich zu nntersuchen, ,;ondern die beiden Funktionen 

w1 F(7.,ß.y.z) 
7t'~ z1 · YF (a. - y , I, ;i ~ y L l, 2 ~ y, z), 

welche das Funclamentabystem bei z == 0 bilden, gleichzeitig neben­
einander zu betrachten. Am bequemsten gelangt man zum Ziele, 
wenn man d('n Quotientl'n 

{l'' 
'((''1 

heranzieht. \Yir wollen untersuchen, welche Abbildung diese Funktion 
von der oberen Halbebene ,S:(z) 0 1•ermittelt. Ich setze die a.,ß,y als 
reell 1•oraus. Wir werden erkennen, daß die Halbebene in ein schlichtes 
Kreisbogendreiec!t übergeführt u·ird. 

Es leuchtet ein, daß Zähler und :\enner von w auf der Strecke 
0 < z I reell sind, wenn man sich für den reellen Zweig von zl-r 
entscheidet. Ferner ist die A.bleitung \'On 1C' niemals ="ull, besitzt also 
stets einerlei Vorzt'iclwn. Denn es ist ja 

Nach S. l2S hat man aber 

H' 1 ze./ -- w2 H'\' 

wl~ 

H '1 zer"!.' - u':! Zt']' ---=- C C- j p (Z) dz 

Dieser Ausdruck kann nur an einer singulären Stelle der Differential­
gleichung verschwinden, wenn er nicht identisch verschwindet. Dann 
aber wäre w konstant. Daraus folgt, daß durch w das Stück 0 < z < l 
der reellen .\chse in ein monoton durchlaufenes Stück der reellen 
w-Achse übergeführt wird, wofern man sich für denjenigen Zweig von 
zl~y entscheidet, der für 0 < z, 1 positiv reell ist. 

Was wird nun aus der negativen reellen Achse? Setzt man in der 
oberen Halbebene z · rc'>', 0 ~ Cf :;;:: n, so wird für negative z 
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Daher hat man 

zu nehmen. Da wieder w' = 0 ist, so geht die negative reelle Achse 
in ein monoton durchlaufenes Stück der Geraden 

arg w = n (1 - y) 

der w-Ebene über. Beide bisher genannten Geradenstücke bilden 
also einen Winkel von n(1 - y) miteinander. Nun bleibt noch die 
reelle Achse 

z>I 

übrig. Betrachten wir zunächst einmal in der Umgebung von z = 1 
den Quotienten der beiden Funktionen, durch die wir vorhin S. 204 
in der Umgebung dieses Punktes ein Fundamentalsystem darstellten. 
Dann erkennt man genau wie eben, daß durch diesen Quotienten z > I 
in eine gerade Strecke übergeführt wird. Da nun aber w1 und w2 

bei der Fortsetzung in der Umgebung von z = I in lineare Funk­
tionen der eben benutzten beiden Lösungen übergehen, so wird w 
eine gebrochene lineare Funktion des eben benutzten Quotienten. Und 
daher wird durch w die Strecke z > I auf einen Kreisbogen abge­
bildet. Derselbe muß mit den beiden schon eingeführten Strecken 
zusammen ein Dreieck bilden. Denn wenn z die reelle Achse durch­
läuft, so muß sich wausfunktionentheoretischen Gründen reproduzieren. 
Denn sonst enthielte die obere Halbebene weitere Singularitäten. Daher 
wird die reelle Achse auf eine geschlossene Kurv~ abgebildet, und 
zwar wie wir sahen, auf den Rand eines Kreisbogendreiecks. Somit 
wird wieder aus funktionentheoretischen Gründen die obere Halbebene 
auf dies Kreisbogendreieck selbst abgebildet. Welche Winkel besitzt 
dasselbe nun in den zwei noch übrigen Ecken? Zur Beantwortung dieser 
Frage hat man nur den Charakter der Abbildung zu untersuchen, die der 
Quotient der beiden in der Umgebung von z= I und z= oo betrachteten 

ausgezeichneten Lösungen vermittelt. Denn unser Quotient ~2 ist ja 
wl 

bei z = 1 und z = oo als lineare Funktion dieser Quotienten dar-
stellbar und lineare Abbildungen sind ja winkeltreu. Nun aber wird 
jener Quotient bei z = 1 

(1 _ z)r-a-ß F (y- ß_._y_~_C:•_I_- a-ß+ y, I::::- z) 
F(a,ß, I+a+ß-y, I-z) · 

Bei z = oo aber wird er 

(!Y-aF-~, I+ß=-~·-I-~~-=-~· ~). 
F (a. a--r+ I, I+a-ß, J 

Man erkennt sofort, daß dadurch die reelle Achse bei z = 1 in zwei 
unter dem Winkel n (y - 1X - ß) aneinanderstoßende Geraden über-
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geführt wird, während bei z •···· oo der Winkeln (/J - Cl) herauskommt. 
So haben wir das Resultat: 

Durch die :\bbilclung 

W ~·· ii'2- :I· .. F (a 

Zl'l 

Y+ l, ß-y+l. 2-y, z) 
F(a,{i,y,z) 

wird die Halbebene aul cm Kreisbogendreieck abgebildet, das die 
drei \Vinhl n(l- y). :r(y-Cl--(1), n(/1-Cl) besitzt. Ich kürze ab 
J. = l - y, ,II = )' · · Cl j), V = f) - Cl. 

Die mehr funktionentheoretische Frage nach der Berechnung der 
Eckenkoordinaten dieses Dreiecks will ich nicht anschneiden; auch die 
damit zu~armnenhängt>nde Frage nach den Andernngen, die unser Quo­
tit>nt und damit auch der Zähler u•2 und der l\enner w1 bei Umlaufung 
der singulären Stellen nfahren, will ich nicht behandeln. Es mag 
genügen, dit· allgemeine I\ atur des Ergebnisses festgestellt zu haben. 
jt>denfalls wird t·inem l'mlauf von z um einen singulären Punkt eine 
lineare Substitution des Quotienten entsprechen. 

Ich will nur in gewissen Spezialfällen die qualitative Natur des 
Ergebnisses noch l'twas weiter verfolgen. ~ach dem Spiegelungs­
prinzip geht nämlich die untere Halbebene gleichfalls in ein Kreis­
bogendreicck ühn. l lenke ich mir weiter die Riemannsche Fläche 
nm a' (z) in ihre Halbebenen zerlegt und diese längs der drei Strecken 
0 <:: z < 1, z > 1, z • 0 jeweils aneinandergeheftet, so erhalte ich als 
Bild der Niemannsehen Fläche einen aus lauter Kreisbogendreiecken 
aufgebauten Bereich. 

Besonderes Interesse bietet nun der Fall, wo dieser Bereich schlicht 
ist, wo abo kein Stück der Ebene mehrfach von den Kreisbogen­
dreiecken bedeckt wird. Es ist dies der Fall, wo die Umkehrungs-

funktion Yon w2 eindeutig ist. Es ist lediglich erforderlich, daß die 
wl 

\\'inkcl l.:r, ,IIJT. v:r nm dt>r Form 

n n n 
I' m n 

sind, wo I. m, n ganze Zahlen bedeuten. Durch sukzessive Spiegelung 
der Dreiecke an den freien Rändern erhält man nämlich ein Dreiecks­
netz. .Man wird vor allen Dingen verlangen müssen, daß dieses Netz 
in der Umgebung eines jeden Eckpunktes eines Dreiecks die Ebene 
einfach und lückenlos bedeckt. Dies wird aber gerade durch die ein­
geführte Winkelbeclingung gewährleistet. Betrachten wir z. B. die Ecke, 

an der der Winkel n liegt, und spiegeln das Dreieck an einer von 
n 

dieser Ecke ausgehenden Seite, so erhalten wir ein weiteres Dreieck, 
das an das erste anstöBt. Der von beiden gebildete Bereich ist unter 
anderem nm zwei Yon der Ecke ausgehenden Kreisbogen begrenzt, 
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welche einen Winkel von ~~ gegeneinander bilden. Beiläufig bemerkt, 
n 

ist dieses Doppeldreieck nun das Bild einer vollen längs eines Stücks 
der reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene. Spiegele ich das Doppel­
dreieck erneut an einem seiner von der gleichen Ecke ausgehenden 
Kreisbogen, so erhalte ich ein neuesandiese Ecke wieder mit dem Winkel 

2 "'!.. anstoßendes Doppeldreieck. Wenn ich so an den freien Rändern 
n 

im ganzen n-mal spiegele, so erhalte ich n jeweils mit dem Winkel 2 n 
n 

an die Ecke anstoßende Doppeldreiecke, deren jedes aus zwei zueinander 
spiegelbildlichen Kreisbogendreiecken besteht. Diese 2 n Dreiecke be­
decken die ganze Umgebung der Ecke gerade einmal lückenlos. 

Schraffiert man diejenigen Hälften der Doppeldreiecke, welche Bilder 
der oberen Halbebene sind, so besteht jedes Doppeldreieck aus einer 

Abb. 14. 

schraffierten und einer nicht schraffierten 
Hälfte. (Vgl. Abb. 14, die für n = 4 ge­
zeichnet ist.) Je zwei schraffierte Hälften 
gehen durch eine gerade Anzahl von Spie­
gelungen auseinander hervor. Eine solche 
gerade Anzahl von Spiegelungen ist aber 
gleichbedeutend mit einer linearen Abbil­
dung, welche die gemeinsame Ecke fest­
läßt. Die so erhaltenen linearen Abbil­
dungen lassen sich alle als Wiederholungen 
(Potenzen) einer dersei ben darstellen. Wenn 
man nämlich zwei benachbarte schraf­

fierte Bereiche ins Auge faßt, so hängen sie durch eine lineare Abbildung 
zusammen, deren Wiederholungen die übrigen linearen Abbildungen erge­
ben. Na türlieh handelt es sich um elliptische lineareA b bildungen, deren n- te 
Potenz die identischeAbbildung ist, also um Substitutionen der Periode n. 

In diesen Betrachtungen liegt begründet, daß die Abbildung in 
der Umgebung einer jeden Ecke einen schlichten Bildbereich liefert. 
Man kann weiter schließen, daß der ganze Bildbereich schlicht ist. 
Ich will diesen Beweis nicht völlig durchführen, sondern nur einige 
Gesichtspunkte hervorheben, die bei der Anlage des Beweises zur Gel­
tung kommen. Insbesondere hat man die nachstehend unterschiedenen 
drei Fälle auch beim Beweis gesondert zu behandeln. Als Muster dient 
dabei immer die Beweisführung, die man in meinem Lehrbuch der Funk­
tionentheorie, Bd. I, S. 239/240, für die Schlichtheit der durch das ellip­
tische Integral erster Gattung vermittelten Abbildung findet. In dem 
Falle, wo die Dreiecke nur eine endliche Kreisscheibe erfüllen, hat man 
den dort benutzten Rationalitätsradius im kreisgeometrischen Sinne zu 
nehmen. Im Falle der Vollebene hat man sich der auf einer Kugelober­
fläche üblichen (elliptischen) Maßbestimmung zu bedienen. 
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Die erwähnte Tatsache der Schlichtheit hat zunächst zur Folge, 
daß die Umkehrungsfunldion unserer Abbildungsfunktion eindeutig ist. 
Sie ist weiter eint· automorphe Funktion. Die linearen Abbildungen 
nämlich, welche die wrschicdenen Bilddreiecke der z-Ebene ineinander 
überführen, bilden eine (~ruppe. Da in jedem der Bildbereiche die 
l'mkehrungsfunktion dieselben Werte annimmt, so bleibt sie ungeändert, 
wenn man auf ihr .\rgument irgendeine Transformation dieser Gruppe 
ausübt. Solche Funktionen nennt man aber automorphe. Somit führen 
nnscre an die Differentialgleichung anschließenden Überlegungen hin­
über zur Theorie der automorphen Dreiecksfunktionen. 

Ich will noch ein Wort über ihre Klassifikation anschließen. Diese 
hängt von dem \Ycrt der Summc 

ab. Ist diese gleich Eins, so ist die \Vinkelsumme unseres Dreiecks n. 
Daraus erschließt man, daß dasselbe geradlinig angenommen werden 
kann. :\Ian kann nämlich durch eine lineare Substitution stets er­
reichen, daß eine Ecke ins Unendliche fällt, wodurch zwei seiner 
Seiten geradlinig werden. ::\immt man nun eine weitere Ecke 
beliebig an, so muß durch dieselbe unter vorgeschriebenem Winkel 
gegen die schon vorhandene gerade Seite desselben ein Kreisbogen 
gelegt werden, der die dritte Seite wieder unter vorgeschriebenem 
Winkel trifft. Dadurch ist aber, wie man leicht einsieht, der Kreis­
bogen bestimmt. Daß aber in unserem Falle eine dritte gerade 

l l l 
Dreiecksseite die Winkelsumme zu n, d. h. l m --;-- n zu 1 macht, 

ist selbstverständlich. Durch c\usübung der zugehörigen Gruppe er­
hält man eine lückenlose Beclecku,ng der vollen Ebene mit unendlich 
vielen kongruenten Dreiecken. 

Es kommen nur die folgenden endlich vielen Kombinationen von 
Zahlen /, m. n in H l'tracht: 

·Jn 11 

2 4 4 
2 :~ () 

:i ;{ ;{ 

Ein weiterer Fall ist der, claf3 
l I ] 

>l l -+ j 
111 n 

ist. Hier kommen nur die folgenden Fälle in Betracht: 

m n 

2 2 beliebig 
2 :l :i 
2 ;{ 4 
2 :! 5 

Bieherbach, DifferentialgleichuHgen. ~. Aufl. 14 
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Dann ergibt sich, daß die ganze Ebene mit endlich vielen entsprechenden 
Dreicken bedeckt wird. Stereographische Projektion und der Anblick 
der Tabelle lehrt, daß man es mit den aus der Theorie der regulären 
Körper bekannten Gruppen zu tun hat. Man denke sich in den Seiten­
flächen eines Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders die drei Höhen 
errichtet, so daß jede Seitenfläche in sechs kleinere Dreicke zerfällt, 
beschreibe dann dem regulären Körper eine Kugel um und projiziere 
das auf dem Körper entstandeneNetz vom Mittelpunkt aus auf die Kugel. 
Dort entstehen dann lauter kongruente sphärische Dreiecke, deren Winkel 
die an zweiter, dritter und vierter Stelle in unserer Tabelle verzeichneten 
sind. Da aber ein Kreisbogendreieck durch seine Winkel bestimmt ist (bis 
auf lineare Transformation), so ist in diesen drei Fällen die Behauptung 
bewiesen. Der erste Fall entspricht den Diedern. Das sind einer Kugel 
einbeschriebene gerade Doppelpyramiden, die über einem regelmäßigen 
n-Eck errichtet sind. Man zerlege jedes Seitendreieck durch seine Höhe 
m zwei Dreiecke und projiziere wieder auf die umbeschriebene Kugel. 

~un bleibt noch der Fall 

1+..!_+1<1. 
l m n 

Alsdann gibt es einen Kreis, der auf den drei Dreiecksseiten senk­
recht steht. Zwei der Dreiecksseiten darf man nämlich wieder gerad­
linig annehmen. Ihr Schnittpunkt werde als Mittelpunkt des gesuchten 
Orthogonalkreises gewählt. Zieht man nun von ihm aus die bPiden 
Tangenten nach dem Kreise, welchem die dritte Dreiecksseite angehört, 
so steht der mit der Tangentenlänge als Radius beschriebene Kreis auf 
dem Seitenkreis senkrecht. So kann man bei jedem nicht geradlinigen 
Dreiecke schließen, also auch dann, wenn die Winkelsummen über­
trifft. Hier aber, wo sie kleiner al~ n ist, kann man weiter schließen, 
daß unser Kreisbogendreieck völlig dem Innern des Orthogonalkreises an­
gehört. Denn wegen der Winkelsumme liegt das Dreieck ganz im 
Inneren des geradlinigen Dreiecks mit den gleichen Ecken. Die Tangenten 
berühren somit jedenfalls außerhalb dieses Dreiecks den Kreis. Daher 
liegt der die Seite enthaltende Kreisbogen und damit das ganze Dreieck 
im Inneren des Orthogonalkreises. Durch eine Spiegelung an einer 
Dreiecksseite geht aber nun der Orthogonalkreis in sich über. Daher 
liegen alle Dreiecke des Netzes ganz im Inneren des Orthogonalkreises, 
und man kann, wie hier nicht näher ausgeführt werden soll, unter Heran­
ziehung der auf diesen Kreis gegründeten kreisgeometrischen Maßbe­
stimmung, zeigen1), daß sie dies Innere einfach und lückenlos bedecken. 

1) Man umgebe durch sukzessives Spiegeln das erste Dreieck mit einem Kranz 
weiterer, so daß jeder Randpunkt innerer Punkt wird. Um den so erhaltenen Be­
reich lagere man einen neuen Kranz usw. ~un gibt es eine Zahl r > 0 derart, 
daß jeder um einen Randpunkt eines Dreiecks geschlagene Kreis vom kreisgeo­
metrischen Radius r bei Anlagerung eines Kranzes vollständig überdeckt wird. 
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Die Peripherie des Ortlwgunalkreises ist natürliche Grenze für die auto­
morphe Funktion, weil :;ich gegen jeden Punkt der Peripherie die 
Dreiecho häufen und die Fnnktion in einem jeden Doppeldreieck jeden 
\ r ert annimmt. 

Ich schlie13e diese Darlegungen mit einem knappen Hinweis auf 
die allgemeinen Problcnw, die sich ergeben, wenn die Differential­
gleichung mehr als drei singulän· Punkte besitzt. Wir haben schon 
oben (S. :W:2) festgestellt, daß dann die Koeffizienten nicht eindeutig 
durch die singulären Stellen und die Wurzeln ihrer Fundamental­
gleichungen festgelegt :-;ind, sonelern daß dann noch akzessorische 
Parameter bleibeiL Bei:-;piel:-;weise hat eine Differentialgleichung der 
Fzrchsscht·n Klasst· mit \·ier singulären Stellen a, b, c, CXJ die Gestalt 

". , ]--·--CI ]--(f ]---"! W 

w ---ze· 1, • (- )(- I)( )(Az+B)~~o. - tt -- t' / ,-:. - a _;:, - J z- c 

a, b, c besitzen die fundamentalen \\"urzelpaarc 

(0, x), (0, ;J), (O,y), 

während die fundamentalen Wurzeln 61 , b2 des unendlich fernen Punktes 
sich aus den Gleichungen 7. " jl y + r'l1 -•- 62 =--= 2, 61 62 = A ergeben. 
B fungiert ab akzessorischer Parameter. \•Venn alles reell ist, kann 
man B z. H. durch die Zahl der ~ullstellen festlegen, die eine Lösung 
der Gleichung in t·iiwrn gegebenen Intervall haben soll. Das wän· 
eine Fcstlegung im Rahmen eines Oszillationstheorems. ~Ian kann 
aber auch nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten vorgehen. 
\Venn vvieder die C leichnng z. H. reell ist. so wird wieder die obere 
Halbebene auf ein Krci~hogenvicreck abgebildet. Zu diesem gehört aber 
im allgemeinen kein Kreis, der auf seinen sämtlichen Seiten senkrecht 
steht. :V1an kann aber wrlangen, den akzessorischen Parameter so zu 
bestimmen, daß ein Orthogonalkreis auftritt. Fordert man außerdem 
noch, clal.\ die Cmkehrung des Quotienten zweier Lösungen eine ein­
deutigt· automorphe Fnnktion wird, ~o ist dadurch der akzessorische 
Parameter sogar coincleutig festgelegt. Ich begnüge mich damit, den 
Charakter der Problc·nH· anzuclntten. Ein weiteres Eindringen in die­
selben muß dem Spezialstudium cles Lesers vorbehalten bleiben. J.Vlan 
\Trgleichl· dazu inshe:"ondt·n· Klein: :Vfath. Ann. 64 und Hilb: ~Iath. 

Ann. 6ü, 68. 
In einer letzten Bemerkung dieses Paragraphen werde noch auf 

ein berühmtes Pmbll'm hinge·wiesen. Unsere Darlegungen haben klar 

Hieraus folgt sofort. <lal3 bei sukzessivem Anlagern von Kränzen kein Punkt 
aus den Inneren des Orthogonalkreises unbedeckt bleiben kann. Daß kein Punkt 
mehrfach bedeckt wird, lehrt die Anwendnng des .Monodromie,atzes der Funk-

w.> 
tionentheorie auf die Cmkchrung von -, die in der "Cmgebung jeder Stelle 

lt'l 

eindeutig ist. .\Ian kann auch ohne Verwendung der Umkehrungsfunktion mit 
dem Bew<'isgcdanken rl"s \fonoclromiesatzes arbeiten. 

14* 
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gezeigt, daß jeder Differentialgleichung eine bestimmte Gruppe von 

linearen Substitutionen zugehört. Das ist die Gruppe derjenigen linearen 

Substitutionen, welche ein Fundamentalsystem erfährt, wenn man z 
irgendwelche Wege in seiner Ebene durchlaufen läßt. Diese Gruppe 

heißt M onodromiegruppe der Differentialgleichung. 
Unter dem Namen Riemannsches Problem ist nun die folgende 

umgekehrte Frage geläufig: \Venn man Monodromiegruppe und singu­

läre Stellen a1 ... an einer Differentialgleichung der Fuchssehen Klasse 

vorgibt, gehört dann dazu auch immer bei passender Wahl der akzesso­

rischen Parameter eine Differentialgleichung, die diese singulären Punkte 

und diese Monodromiegruppe besitzt? Hilbert und Plemelj haben mit 

Hilfe der Theorie der Integralgleichungen dies Problem gelöst, und der 

letztere hat sogar einen Überblick über die Mannigfaltigkeit der Lö­

sungen geben können. Birkhoff hat ein analoges Problem für Differential­

gleichungen mit wesentlich singulären Stellen gegebener ill"atur formu­

liert und gelöst. Wegen der Literaturangaben werde wieder auf die 

Enzyklopädie verwiesen. 

§ 9. LegendTesche Polynome. 
Besonderes Interesse verdienen die Polynome, welche der hyper­

geometrischen Differentialgleichung genügen. Die Methode der un­

bestimmten Koeffizienten, welche immer auf die hypergeometrische 

Reihe führt, lehrt dann, daß diese Reihe abbrechen muß. Dies ist aber 

nur dann möglich, wenn rJ.. oder ß eine negative ganze Zahl ist. Die so 
entstehenden Polynome nennt man nach J acobi, der sie zuerst all­
gemein betrachtet hat, J acobische Polynome. J acobi hat auch eine zu 
(l) von S. 214 analoge interessante Darstellung derselben als mehrfache 
Ableitung angegeben. Wir wollen dieselbe für den wichtigsten Spezial­
fall der älteren Legendreschen Polynome hernach herleiten. Diese 
Legendreschen Polynome erhält man, wenn man m der hypergeo­
metrischen Reihe 

rJ..=k+1, ß=-k, y=1 

(k > 0 ganze Zahl) setzt. Genau genommen sind dies allerdings noch 

nicht die Legendreschen Polynome, sondern der den Legendreschen 

entspr-echende Spezialfall der J acobischen. Die Legendreschen selbst 

erhält man, wenn man die singulären Punkte der Differentialgleichung 

nach - l, + l, oo legt, statt nach 0, 1, oo. Macht man somit in der 

hypergeometrischen Differentialgleichung der S. 202 die Substitution 
1-1: 

z = -2 

so geht sie in die Differentialgleichung 
9 d2 w dw 

(1--r-J -d7:2 - 2TifT + k(k +I) w = o 
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der Legendreschen Polynome i.iber. Das k-te derselben ist durch 
( ] - -r' 

1\ (T) c F i k 1' - k' 1' ') I - ( 

gegeben. Die J acoblsche Darstellung derselben erhält man wie folgt: 
vVenn man die hypergeometrische Reihe nach z differenziert, so 

erkennt man sofort, daß clit> A hleitung als hypergeometrische Funktion 

a,.f3 F(t:--'- I, ß - l, y -' 1, :) 

geschrieben werden kann. Durch vViederholung dieses Differenzierens 
erkennt man allgemein die R.ichtigkeit der Gleichung 

d" r: (cc. ß, )', z) 

dz" 

( · 1 ) ( - n -- I ) Jl (ß + 1) · · · (ß + n -- 1) F (. + ß 1 L n, z) . 
= f( rc --, .. . 1: ;• (y + 1) ... (J' + 17 _ 1) ' u n, -r n, ;• 

Die Ableitungen der hypergeometrischen Reihe sind also selbst hyper­
geometrische Funktionen, und zwar genügt die n-te w1"l derselben 
der Diffnentialgleichung 

d:!. /1! 

z(: ·- l) , 

" 
I ( (: 

dw(n) 

ß -+- 2 n + i) z - ;' - n J 
dz 

(1: n) (ß + n) n·l"l 0. 

Multipliziert man die~t· (;)cichung mit 

::·in--l.(z-- l)"+!i-;+n, 

so erkennt man leicht. daß man sie in der Form 

d 1 dw(n)) 
I 7 ;· r-·n (~ --· l )t~+-r:-r+n+ I I 

d I. .. · dz I 

- (1: -- n) (ß -· .n) z;·-,..n--1 (z -- i)"+t!-;·+nwln) 

schreiben kann. lliffncnzicrt man dies n-mal, so erhält man 

- -(1: -· n) (ß 

I da}nl l 
dz J 

Bildet man dies(' (;]eichung der l~eihe nach für die Werte n = 0, 
l, ... , h - 1 und multipliziert sie miteinander, so erhält man 

t'·' 
' '-:· 1-1 (· _ 1)"+11--;+kwlk)\ 

d :" I'' ~ J 

=(-l)"r:(u • 1) ... (1: -k--l)ß(ß l) ... (ß k-l)>.z:-l.(z-l)"+ti-:·w. 

\\'enn nun insbesoncltTl' die hypergeometrische Reihe mit dem Glied 
k-ten Grades abbricht, :-;o wird die k-te Ableitung eine Konstante und 
man kann der letzten Cleiclmng eine Darstellung Yon w als k-te 
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Ableitung entnehmen. Für den Fall der Legendreschen Polynome 
werde dies noch fertig ausgerechnet. Die k-te Ableitung von 

F (k + l), - k, l, z) 

wird aber ersichtlich 

(k + l)j_"_j- 2) :_-__-_(~_k) (- ll. k! = (-- l )k. (2~! 
k! . k! . 

Somit erhält man die Darstellung 

(-l)kk1(2 kli dkk (zk(z -l)k) = (k + l) (k -T- 2) ... (2k) k!w. 
· dz 

Also wird 
(-l)k dk 

w=---1- (zk(z-l)k). 
k. dzk 

Geht man von hier durch die Substitution z = 1 --; -c zu den echten 

Legendreschen Polynomen über, so findet man 

(1) P ( . - l_ l dk ( 2 - l)k 
Je r) - k ! 2k d -ck .7: • 

Man kann die Differentialgleichung derselben auch in der Form 

-~-[(l--r2) dw _j_ k(k + l) w = 0 
d-c I_ d""C _ I 

schreiben. Mit ihrer Hilfe leitet man leicht nach den Regeln der par­
tiellen Integration die Orthogonalitätseigenschaften derselben her. 
Man findet 

+1 +I I •0 2 
Pic(r) dr= 2 k+l, JPn(r)Pm(r) dr = 0. (n =j= m) 

-l -1 

Man kann jede in dem Intervall - 1· < r < + l zweimal stetig diffe­
renzierbare Funktion I (r) in eine nach Legendreschen Polynomen fort­
schreitende Reihe entwickeln: 

+I 
I( ,-\"~ p () -- 221+1J't( )P ( )d r)- _an n r , wo an- 2 , r n ,r r. 

-1 

Ich bemerke noch, daß die Legendreschen Polynome die Lösungen 
der folgenden Randwertaufgabe sind: 

Wie muß man den Parameter }, wählen, damit die Differential­
gleichung 

(D) d '(l )2 dwj-: . _ () d"Tl -r d-c -;J.w= 

Lösungen besitzt, welche in dem abgeschlossenen Intervall 

-1-::;;r-::;;-l 
endlich sind? 
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Die bisherigen Darlegungen zeigen, daß jedenfalls für},= k(k --i- l) 
mit ganzem positivt'n k solche Lösungen in den Legendreschen Poly­
nomen vorliegen. Sie sind aber zugleich, wie man beweisen kann, 
die einzigen Lö~1mgt'n der Randwertaufgabe. 

Ich will indessen diese Betrachtungen nicht weiter ausführen. Ich 
will auch darauf wrzichtC'n, hier den Entwicklungssatz zu beweisen. 
Er würde entweder etwas tiefer, als bisher geschehen, in die Theorie 
der Integralgleichungen hineinführen oder aber noch weitere Entwick­
lungen über die Legendreschen Polynome erfordern. Zunächst nämlich 
würde ('S sich darum handeln, die P n ( r) abzuschätzen, um die Kon­
,·ngE'nz der Reihe 

\ 1l'" (x) P" (~) 
II (11 J) 

und der }{eihe j_'an J>" (x) zu gewinnen, welche f (x) darstellen soll. 
Von hier an kann man dann den Darstellungssatz entweder ganz ähn­
lich beweism, wie das z. H. für Fouriersehe Reihen in meinem Leit­
faden der Integralrechnung dargelegt ist, oder man kann den Dar­
stellungsbeweis der Theorie der Integralgleichungen entnehmen, oder 
auch die Methoden der Variationsrechnung verwenden. ,\1,; Binde­
glied ist dann cll'r \'achweis niitig, daß die l~eihe 

\' 1'" (x) 1'" (~) 
II (11 J) 

mit cler Greensehen Funktion des 1\.andwertproblemes identisch ist. 
Dabei aber ergeben sich einige Schwierigkeiten, weil nämlich die 
(~leichung 

d ( l 2) dw\) _ 
--'[ c_ 0 

dT dT/ 

selbst die Lösung 1c' .. ~ konst. besitzt, welche der Randbedingung ge­
nügt. Es liegt also gerade cln ,\u~nahmefall ,·or, den wir oben bei­
seite ließen. 

Hier hilft man sich nun so: :\lan wähle einen \\'ert von ;, aus, der 
niclzt Eigenwert der Differentialgleichung (D) ist. Er sei ;, = x. Als­
dann schreibe man die Differentialgleichung so 

d ') dü' \ ' \ 
(I--r-) • - (t: -tU) w c~ 0. 

dT dT! ' 1 
(11 =A-u) 

Sie ist alsdann Yom :-;turm-Liouc·illeschen Typus, den w1r S. 173 be­
,;prachen. Die Eigenfunktionen sind nach wie vor Pn ( r) und diese 
gehören zu den Eigenwerten n(n 1 1) -- x. Es erscheint auch aus­
,;ichtsYoll, die in den ~~ 4 nnd ;) cles Yorigen Kapitels entwickelte Me­
thode zn übertragen. 

Auch zu diesem Paragraphen vgl. man das :ochon S. 180 genannte 
\Verk von Courant nnd Hilbert, sow t' die dort erwähnte Arbeit von 
Priifer. 



Dritter Abschnitt. 

Partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Systeme von 

gewöhnlichen Differential­
gleichungen. 

§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Re­
lation zwischen einer unbekannten Funktion von mehreren unabhängigen 
Veränderlichen, gewissen ihrer Ableitungen nach diesen Veränderlichen 
und den unabhängigen Veränderlichen selbst. Sie heißt insbesondere 
von der ersten Ordnung, wenn nur partielle Ableitungen erster Ordnung 
vorkommen. Es müssen natürlich Ableitungen nach mehr als einer sol­
chen Veränderlichen vorkommen, wenn es nötig sein soll, Betrachtungen 
anzustellen, die aus dem Gebiet der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
herausführen. Linear heißt eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, wenn die erwähnte Relation durch Nullsetzen einer linearen 
Funktion der Ableitungen zum Ausdruck gebracht wird. Die unbe­
kannte Funktion selbst darf bei dieser Begriffsbestimmung in belie­
biger Weise in die Koeffizienten dieser linearen Funktion eingehen. 

Die Theorie dieser linearen partiellen Differentialgleichungen steht 
zur Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen in unmittelbarem 
Zusammenhang. Betrachten wir nämlich eine gewöhnliche Differential­
gleichung 

( 1) 
dy a; = f(x, y) 

und e nen Bereich B der (x, y) Ebene, in dem f(x, y) samt seinen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig und eindeutig erklärt ist. 
Wir wissen, daß es dann eine wohlbestimmte Lösung 

(2) y=q;(xo,Yo;x) 

gibt, die für x = x0 den Wert y = y0 besitzt. Man kann sie auch in 
der Form 
(3) Yo = q;(x, y; x0) 

schreiben. rp (x, y; x0 ) besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
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nach emem jeden seiner c\.rgumente, solange (x, y) ein Punkt aus B 
ist und X11 einem nicht zu großen Intervall mit dem Mittelpunkt x 
angehört. Denkt man sich (2) in (3) eingetragen und differenziert 
dann nach x, so kommt 

(i 
r1 rp r·rp dy 

Jx f'J' dx 

oder 

() c 
(!rp ,_ (' rp 

j(x' v). 
[!x i1y 

D. h. aber die Funktion rp (x, y) = z ist eine Lösung der linearen parti­
ellen Differentialgleichung erster Ordnung 

(-i) ,,, ?z i(x, v) () 
r·x r y · -

oder w1e man unter Verwendung der üblichen Abkürzungen 

f'X 
f!, 

cz 

iJy 
q 

auch schreibt 

(4) p qj(x, y) = 0. 

Ist umgekehrt eine partielle Differentialgleichung (4) vorgelegt, so ge­
winnt man mit Hilfe der gewöhnlichen Differentialgleichung (1) in der 
dargelegten Weise ein Integral 

z=q(x,y) 

derselben. Kennt man so erst ein Integral von (4), so kennt man auf 
Grund der folgenden Bemerkung sofort beliebig viele. Es sei nämlich 

1t' ( q) 

irgendeine in einem gewissen q;-InttTvall mit einer stetigen ersten Ab­
leitung versehene eindeutige stetige Funktion. Diesem Intervall mögen 
die \Vertt· angdüiren, die rp(y, v) im Bereich B, oder einem Teilbereich 
derselben annimmt. Dann ist auch 

z ~=·= zt{q,(x, y)} 

ein in Jl'ncm Teilbereich eindeutig und stetig erklärtes mit stetigen par­
tiellen ~-\.bleitungen erster Ordnung versehenes Integral von (4). Ein 
paar \Vorte der Beweisführung brauchen wir nur der Behauptung zu 
widmen, daß 

z =c w{q(x, y)} 

eine Lösung von (4) se1. l\Ian findet nämlich 

c"..lso 

q 

, { I orp 1c m 1.- -
I f'X 

'r • arp 
lf' 'fY): . '·r, r y 

p ;- ! q = w' { tp, 
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womit der Beweis schon erbracht ist. Daß so nun alle Lösungen von 
(4) gefunden sind, erhellt aus folgender Betrachtung: Man denke sich 
eine beliebige stetig differenzierbare über dem Bereich B verlaufende 
Kurve: 

(5) X = X (t) I y = y (t) I z = z (t) I (x'2 + y'2 -'- z'2 + 0). 

Hier sollen x(t), y(t), z(t) samt ihren ersten Ableitungen für ein 

gewisses Intervall 
t0 < t < t1 

eindeutig und stetig sein und 

x=x(t), y=y(t) 

soll eine dem Bereich B angehörige Kurve sein. Dann kann man stets 
die Funktion w(<p) so bestimmen, daß 

(6) z(t) = w{<p[x(t), y(t)]} 

ist für t0 < t :;: t1 , wofern die Ableitung 

d '{J I I 

dt = <f!xX + <pyy 

in diesem Intervall nirgends verschwindet. Denn unter dieser Voraus­
setzung kann man die Gleichung 

<p [X ( t) I y ( t) J = <p 

eindeutig nach t auflösen. Man erhält eine mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion 

t = t(<p) 

und kann mit ihrer Hilfe statt (6) schreiben 

z{t(<p)} = w(<p), 

womit die stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
w(<p) eindeutig bestimmt ist. 

Die über ·~~· + 0 gemachte Voraussetzung bedeutet, daß die Pro­

jektion der gegebenen Kurve (5), d. h. die Kurve x = x (t), y = y (t), 
keine Lösung von (1) berühren darf. Wir nennen die Lösungen von (1) 
die Charakteristiken oder charakteristischen Kurven von (4) und haben 
dann zur einen Hälfte den folgenden Satz: Durch jede stetig differenzier­
bare Kurve (5), die über einen Bereich B verläuft, in dem der Koeffizient 
f ( x, y) von ( 4) samt seinen Ableitungen erster Ordnung eindeutig und 
stetig ist, geht genau eine Lösung von (4), wofern die Kurve (5) keine Charak­
teristik berührt. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß es nicht mehr als eine Lösung durch 
die gegebene Kurve gibt. Betrachten wir die Höhenlinien einer Integral­
fläche, d. i. die Kurven 

w{<p(x, y)} = konst., 
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an einer Stelle, wo w'(q;) 0 i~t, so sieht man sofort, daß dies gerade 
die Charakteristiken sind. Somit erkennt man, daß auch durch Kurven 
(5), deren Projektion eine Charakteristik ist, Integralflächen hindurch­
gehen, wofern man nur in diesem Fall das z(t) von (5) konstant wählt. 
Aber durch eine solche Kurve geht nicht nur eine, sondern es gehen 
beliebig viele Integralflächen hindurch. \Vir modifizieren den Begriff 
Charakteristik ein wenig nncl nennen fortan Charalderistiken diejenigen 
Raumkurn·n 

x x(t), y~cy(t), Z=konst., 

deren Projektion x ''~ x(t), y cccc y(t) eine Lösung von (1) ist. Dann lehrt 
unsere Betrachtung, daß man die durch (5) gehende Integralfläche 
dadurch gewinnen kann, daß man durch die einzelnen Punkte von (5) 
die Charakteristiken legt. Nach dem für (1) geltenden Existenzsatz sind 
diese ja durch ihren Anfangspunkt eindeutig bestimmt. 

Nun sieht man auch sofort, daß es durch eine Kurve, deren x-y-Pro­
jektion die x-y-Projektion keiner Charakteristik berührt, nur eine Lösung 
geben kann. Denn sei x0 , y0 , z0 irgendein Punkt einer Lösung z = z (x, y), 
so geht durch denselben genau eine Charakteristik. Diese liegt vollständig 
auf der Fläche z ·· z (x, y). Denn trägt man ihre Gleichungen (2) in 
z ( x, :v) ein und differenziert nach x. so kommt 

p L qj. 

Dies ist aber längs der Charakteristik ~ ull, weil für z ( x, y) die par­
tielle Differentialgleichung (4) gilt. Also ist z längs der Projektion 
der Charakteristik konstant. Also liegt die Charakteristik auf z = z ( x, y). 
Jede Integralfläche durch eine gegebene Kurve enthält also auch die 
durch die Punkte derselben gehenden Charakteristiken und ist also 
mit der vorhin bestimmten Integralfläche identisch. 

Als ein wesentlicher l 'nterschied gegenüber den gewöhnlichen Dif­
ferentialgleichungen fällt uns auf, daß in die Lösungen der partiellen 
Differentialgleichungen willkürliehe Funktionen eingehen, während bei 
gewöhnlichm Differentialgleichungen nur willkürliche Parameter vor­
kamen. Dementsprechend können wir jetzt auch durch willkürliche 
:\nfangskurven Integralflächen legen, während bei den gewöhnlichen 
Differentialgleichungen nur Punkte oder }(ich tnngen vorgeschrieben 
werden konnten. 

Unsere Betrachtungen haben noch nicht die allgemeinste lineare 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit einer unbekannten 
Funktion z von zwei unabhängigen Veränderlichen x, y erfaßt. Aber 
unsere Betrachtungen sind verallgemeincrungsfähig. Nach der S. nH 
gegehenen Definition sieht die allgemeinste lineare partielle Differential­
gleichung erster Ordnung für eine unbekannte Funktion z von zwei 
unabhängigen Veränderlichen x, y so aus: 

(7) a1(x, \', z)p a~(x. \', z)q ·~ a,l(x, )', z) c= 0. 



220 III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Dabei sollen die Koeffizienten in einem gewissen Bereich K der x, y, z 
samt ihren Ableitungen erster Ordnung eindeutig und stetig sein, und wir 
betrachten überdies nur die Umgebung eines Punktes x0 , y0 , z0 , wo nicht 
alle drei Koeffizienten zugleich verschwinden. Es ist zulässig anzu­
nehmen, daß a0 (x0 , y0 , z0) =f= 0 sei. Denn ist zunächst einer der beiden 
Koeffizienten a0 oder a1 von Null verschieden, so ist es keine Beschrän­
kung der Allgemeinheit a0 =f= 0 zu nehmen. Ist aber a3 (x0 , y0 , z0) + 0, 

so kann man z und x vertauschen oder z und y vertauschen, weil ox 

und -~~ an der Stelle x0 , y0 , z0 dann nicht beide verschwinden können. 
az 

Ist z. B. c (x0 , y0 , z0) cf=O, so kann man ox 

z = z(x, y) 

in der Umgebung dieser Stelle sich nach x aufgelöst denken: 

x = x(y, z). 
Aus 

folgt dann 

und 

Also 

Aus (7) wird dann 

z _ z{x(y, z), y} 

cx 
(!z p 

cx 
=1 p. --o-· 

oz 

cx 
O=Pay+q. 

p == 
l 

' (lx 

cz 

i:lx q 
q==-oy =-p-, 

i!x 

iiy 

ox 
i!z • 

a1 (x, y, z)- a2 (x, y, z) _co~~ + a .. 3 (x, y, z) ax = 0 
/ r'z · 

Knüpfen wir also weiter an (7) an und nehmen 

al (xo, Yo, zo) =f: 0 

an. Dann kann man in der Umgebung dieser Stelle die Gleichung durch 
a1 ( x, y, z) dividieren und sie so schreiben: 

(8) P+g(x,y,z)q=h(x,y,z). 

In dem vorhin behandelten Spezialfall ist also h _ 0, und g ( x, y, z) = 
f (x, y) hängt von z nicht ab. 

g ( x, y, z), h ( x, y, z) sind nun wieder in einem gewissen Bereich K 
der x, y, z eindeutig und somit ihren partiellen Ableitungen erster Ord­
nung stetig. 
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Die Gleichung (8) steht nun aber zu dem System 
dv 
dx ~- g(x, y, z) 

dz h( , 
i ~- X,Y,Z) 

{. ,1' " 

in dem gleichen engen Zusammenhang, in dem (4) zu (1) stand. 
Kachdem für das System (9) geltenden Existenzsatz gibt es zu jedem 

Punkt x0 , y0 , z0 aus K genau ein Paar eindeutiger mit stetigen ersten 
Ableitungen nach :-;ämtlichen Argumenten versehener Lösungen 

:v =-= q: ( Xu , Yo , Zo ; x) 
(ll) 

z = 1p(Xo, Yo, zo; x) 

nm (H). :Vlan kann nach y0 und z0 auflösen und schreiben 

v0 rp (x, y, z ; x0 ) 

~ 0 1p (x , y, z ; x0). 
(I~) 

Denn die durch x, y, .z gehende Lösung geht auch durch x0 , y0 , z0 hin­
durch, wenn (ll) besteht. Daraus entnimmt man, daß namentlich 
auch in der Pmgehung jeder Stelle von K 

( 1 :l) d (y ' z) L 0 und d (Yo • zo) ~"' 0 
d(v 0 , z0 ) · d (y, z) ' 

ist. Man trage zum Beweise nur (12) in (ll) ein und beachte, daß sich 
bei solchem Einsetzen die Funktionaldeterminanten miteinander multi­
plizieren. 

Trägt man die Lösungen (ll) von (9) in (12) ein, und differenziert 
nach x, so kommt 

(14) 
() = 1fJx --;-1pyg 'lfJzh. 

Kun ist wegen (13), wie auch x0 , y0 , z0 , x, y, z gemäß (12) gewählt sein 
mögen, stets entweder 

q." ±0 oder '~Pz+o. 

Nehmen wir z. B. an, es sei f!Jz 0. Dann kann man aus der ersten 
Gleichung (12) eine mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk­
tion z(x, y) bestimmen. Für sie wird durch Differentiation von (12) 

Daher folgt aus (14) 

(P.r CfJzP = 0 
Cf" ~ CfJziJ = 0. 

0 == p + q g - lz . 

D. h. die durch Auflösung von 

Yo q (x, y, z; x0) 

bestimmte Funktion 
z=z(x,y) 



222 III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 

ist eine Lösung von (8). Ebenso gewinnt man aus 

z0 = 'ljJ (X, y, Z; x0) 

eine Lösung von (8), wenn 'lfJz + 0 ist. 
Ist weiter 

w {rp, 'lfJ} 

eine Funktion von rp, 'lfJ, die für diejenigen Werte, welche rp und 'lfJ 
inK oder einem Teilbereich vonK annehmen, stetig und eindeutig erklärt 
ist, und die daselbst stetige erste Ableitungen hat, und ist w0 ein Wert, 
den w(rp, 'lfJ) an einer gewissen Stelle x0 , y0 , z0 annimmt, so kann man 

w{rp, 'lfJ} = w0 

in der Umgebung von x0 , y0 , z0 nach z auflösen, falls 
i!w 

=*= 0 i'z · 

ist an dieser Stelle. Man erhält so eine eindeutige mit stetigen ersten 
Ableitungen versehene Funktion 

(15) z = z(x, y), 

die eine Lösung von (8) darstellt. 
Trägt man nämlich in w{rp, 'lfJ} die durch x0 , y0 , z0 bestimmte Lösung 

(11) ein, so bekommt längs derselben, wegen (12) 

w{rp, 'lfJ} 

den konstanten Wert w0 • Differenziert man dann nach x, so kommt 

(16) W'P tjJx Wrptpyg + Wrptpzh T W,1,'1fJx T W~,'ljJyg + W,p'lfJzh = 0. 
Trägt man anderseits in 

w{rp,'lfJ}=w0 

(15) ein und differenziert, so kommt 

(w,; 'lfx + w,P 'lfJx) + (w'Prpz + W4, 'lfJz) P = 0 

(w,1 rpy + w,p'lfJy) + (wrptpz + w,p'lfJz)q = 0. 

Da aber nach Voraussetzung 

w,,.rpz + w,,,'lfJz =f: 0 

ist, so kann man für (16) auch schreiben 

p +gq- h= 0 

und erkennt, daß die durch Auflösung von 

w{rp, 'lfJ} = w0 

nach z gewonnene Funktion (15) der partiellen Differentialgleichung (8) 
genügt. 

Daß man so die allgemeinste Lösung derselben gewonnen hat, er­
hellt aus den folgenden Betrachtungen: 

Wir nennen die Lösungen von (9) wieder die Charakteristiken von (8) 
in gerrauer Verallgemeinerung der bei (4) eingeführten Benennung. 



§ l. Lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 223 

\Yir betrachten wieeh-r eine beliebige stetig differenzierbare Kurve 

I 11) 
X X (t). \' ·~ )' (t) , Z = Z (t) 

,., 
X - y'" 

aus K, die keine Charakteristik berührt, und zwar soll folgende Voraus­
setzung gelten. Die (~Jeiclnmgen 

(l8a) 

(18b) 

sollen in keinem Punkte der Kurve (17) gleichzeitig erfüllt sein. 
Diese c\.nnahme ist wegen (1:3) z. B. für jede Kurve einer Ebene x = x0 

erfüllt. Betrachten wir z. B. einen Bogen, längs dessen (18a) nirgends 
erfüllt i:st. I )ann kann man längs dieses Bogens die Gleichung 

!f {X (t), }' (t), Z (t)} == rp 

nachtauflösen und erhält eine eindeutige mit stetiger Ableitung versehene 
Funktion t ~= t(rp). Längs dieses Bogens kann man daher weiter die 
eindeutige :-;tctig differenzierbare Funktion ZR\ ( rp) so bestimmen, daß 

(1U) '"\ {q -x (t), y (t), z (t)]} - v![x (t), y (t), z (t)] = 0 

wird. Denn trägt man t • t(rp) ein, so wird aus (lU) 

;, 1 {vl· • ~~ix(tlqi), y(t(qJl), z(t(rpl)], 

womit ,,, 1 {q:} schon bestimmt ist. Man kann also durch Auflösung von 

7['1 ( q) - ~· = 0 

nach z eine Lösung von (8) bestimmen, die durch (17) geht, wofern noch 
längs dieser Kurve: 

ist. Dies wird aber 

Das ist wieder eine neue Voraussetzung, die sicher erfüllt ist, wenn 
man als .\nfangskurve (17) eine Kurve der Art 

(17') x x 0 , z = z(y), a -;=; y:;;: b 

au:-; f{ wählt. z(y) ist dabei eine eindeutige mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion. Dann wird nämlich aus (18) 

(l S'a) 

( 18' b) 

rp" ···q,z'=O 

~'u ~'zz' = 0 

und diese beiden Gleichungen sind wegen (1:3) in keinem Punkte von 
(17') gleichzeitig erfüllt. i\fan beachte einen Bogen längs dessen (18'a) 
nirgends gilt. Längs ihm kann man 

q (x0 , v, z(y)) = rp 

nach y auflösen. Das gibt eine mit stetiger erster Ableitung versehene 
Funktion v ( <p). Längs dieses Bogen:; kann man daher weiter eine ein-
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deutige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion w1 (?J) so be­
stimmen, daß 

( 19') 

längs (17') richtig wird. Man trage nur y(?J) ein. Dann wird aus (19') 

(19") w1 (?J) = 1p{x0 , Y(?J), z{y(?J))} 

womit w1 (?J) schon bestimmt ist. Nun kann man auch 

w1 {?J(X, y, z)} -1p(y, x, z) = 0 

längs (17') nach z auflösen. Denn längs (17') ist die Ableitung 

(20) 

Wegen (19") ist nämlich 

Also wird aus (20) 

'IJ!yY' +w,z' 
r~i'+cp,z' 

dz 
'IJ!•J+'IJ!z dy 
-- - --iz · 

cpy + cp, dy 

( dz \ _ ( _ dz) . 
\1f!Y + 1f!z dy) !f!z 1f!z \(j)y ?Jz-dy =f: 0. 

In der Tat wird dies ja zu 

1py?Jz - 1f!z ?Jy =f= 0' 

was mit (13) übereinstimmt. Damit haben wir zur einen Hälfte den 
folgenden Satz bewiesen: 

Die Koeffizienten g(x, y, z), h(x, y, z) von 

(8) p + gq = h 

seien in einem Bereich K der x, y, z eindeutig und stetig und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehen. Es sei 

(17') X=X0, Z=z(y), aSy<b 

eine Kurve aus K, die keine Charakteristik berührt. z (y) sei eine eindeutige 
mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion. Dann gibt es genau eine 
Lösung von (8), die durch (17') hindurchgeht, d. h. genau eine mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene eindeutige Funktion z = z(x, y), die (8) 
genügt, und für die 

z(y) = z(x0 , y), a ~ y < b 
gilt. 

Bewiesen ist bisher nur, daß man durch gewisse Teilbogen min­
destens eine solche Lösung legen kann. Es war nämlich ein Teilbogen 
betrachtet, längs dem (18'a) nicht gilt. Betrachtet man statt dessen 
einen Teilbogen, längs dem (18'b) nicht gilt, so sieht man ebenso ein, 
daß man eine Lösung durch ihn in der Form 

(jJ-W2{1f!}=0 
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gewinnen kann. Solche Bogen bedecken in ihrer Gesamtheit die ganze 
Kurve (17'). Und wo Bogen übereinandergreifen, stimmen auch die auf 
beide Weisen gewonnenen Integralflächen überein. Man kann sie näm­
lich wieder als geometrischen Ort der Charakteristiken auffassen, die durch 
die einzelnen Punkte von (17') gehen. Längs einer jeden Charakteristik 
hat nämlich eine beliebige Funktion 

w{cp, 1/'} 
einen unveränderlichen Wert. Denkt man sich nämlich walseine diffe­
renzierbare Funktion, und trägt die Gleichungen (12) einer Charakte­
ristik ein und differenziert dann nach x, so findet man 

8w cw 
ciq; (<px <pyg + Pzh) ihp (1/'x + 1pyg + 1fzh) = 0, 

was wegen (14) verschwindet. Ist also w(cp, 1p) = 0 längs der Anfangs­
kurve oder eines Bogens desselben, so bleibt es auch Nulllängs der durch 
die Punkte dieses Bogens bestimmten Charakteristiken. Damit ist zu­
gleich erkannt, daß es durch (17') nur eine Integralfläche gibt, und 
unser Satz ist nun restlos bewiesen. 

Bei s pi c l. \Yenn die Funktionaldeterminante 

i}j Cf 
i)x oy 

~ 8 f{J i} f{J 

I OX i}y 

identisch verschwindet, so ist f eine Funktion von q;. Denn die partielle Dif­
ferentialgleichung 

cz rq;- {;-, oq; =0 
('X i)y i)y OX 

besitzt das Integral 
z=w{q;), 

wo w( q;) eine willkürliche stetig differenzierbare Funktion von q; bedeutet. ·weiter 
ist z = f (x, y) ein Integral. Dies läßt sich aber auf die Form z = w{ q;) bringen. 
Man bestimme nämlich w{q;) aus w{q;(x0 , y 0)) = f(x0 , y 0 ), indem man dabei x0 

als fest, y 0 als variabel ansieht. Durch die angegebene Gleichung ist jedenfalls 
w{ rp} als eindeutige stetig differenzierbare Funktion in jedem Intervall der y0 be-

stimmt, in dem ~- nicht verschwindet. Man kann bei dieser Überlegung auch x 0 
i)y 

und y0 in ihren Rollen vertauschen und erkennt so, daß f eine Funktion von rp ist, 
in der Umgebung einer jeden Stelle, wo die partiellen Ableitungen von rp nicht beide 
verschwinden. 

Ihher ist z = w { rp) 
das allgemeine Integral der partiellen Differentialgle1cnung. Auch der Satz über 
die Funktionaldeterminante ist damit bewiesen. 

§ 2. Geometrische Deutung. Verallgemeinerung. 

Vielen Lesern, die den Darlegungen des ersten Paragraphen auf­
merksam gefolgt sind, werden gewisse Mängel an Eleganz der Darstellung 
aufgefallen sein. Der innere Grund und die Mittel zur Abhilfe werden 

Bi e b erb a c h, Differentialgleirhnngen, 2. A nfl. 15 
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am raschesten klar, wenn wir uns der geometrischen Deutung des Vor-
oz oz . 

getragenen zu:venden. Zunächst geben p = -fix- und q = ßY d1e Stellung 

der Tangentialebene an die Fläche z = z(x, y) an. Sie sind Koor­
dinaten einer Ebene mit der Gleichung 

z- z0 = Po(x- Xo) + qo(Y- Yo) · 

Zwischen diesen Ebenenkoordinaten ist durch die lineare partielle 
Differentialgleichung eine lineare Gleichung vorgeschrieben. Das be­
sagt geometrisch, daß die Tangentialebenen, welche für Integralflächen 
im Punkte x0 , y0 , z0 möglich sind, alle in einem Büschel von Ebenen 
enthalten sind. 

Denn wenn 
Po= h- gqo 

ist, so sind in 
z- z0 = h(x- x0) + q0(y- Yo- g(x- x0)) 

bei beliebigem q0 alle in Betracht kommenden Ebenen anthalten, Sie 
gehen alle durch die Gerade 

Z - z0 = h (X - X 0) 

Y- Yo = g(x- Xo) 

und es kommen auch alle Ebenen durch diese Gerade mit Ausnahme der 
Ebene 

Y- Yo = g(x- Xo) 

vor. Daß diese nicht vorkommt, liegt daran, daß sie nicht Tangential­
ebene an einer Fläche z = z (x, y) sein kann. Man erkennt gleichzeitig, 
daß durch die gewöhnlichen Differentialgleichungen (9) gerade jedem 
Punkte die durch ihn gehende Trägergerade seines Büschels von Tangen­
tialebenen zugeordnet wird. Charakteristiken sind also Kurven, die in 
jedem Punkte die zugehörige Trägergerade berühren. Unter den Träger­
geraden kommen parallele zur z-Achse nicht vor. Nennen wir einen 
Punkt und eine durchgehende Ebene Ein Flächenelement, so wird also 
durch (8) jedem Punkt ein "Büschel" von Flächenelementen zugeordnet, 
und die Aufgabe der Integration ist es, Flächen zu finden, die in jedem 
Punkte ein zugeordnetes Flächenelement berühren. Diese geometrische 
Fassung läßt es sofort als einen Mangel erscheinen, daß wir nur Frag­
mente von Büsebeln den einzelnen Punkten zuordneten, sowie daß wir 
nur Flächen suchen, die von dem zugrundegelegten Koordinatensystem 
insofern abhängen, als sie sich in demselben vermittelst eindeutiger 
Funktionen z (x, y) sollen .darstellen lassen. Die Geometrie hat längst 
gelernt, durch Abstellung solcher Mängel zu einer eleganten Dar­
stellung ihrer Beweisführungen zu gelangen. Sehen wir zu, was wir hier 
aus einer Kenntnis geometrischer Dinge an Vorteil ziehen können. Je­
dem Punkt erscheint dann durch eine lineare homogene Gleichung 
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(l) a1 (x1, x2, Xa) ~1 1 a2 (x1, x2, X:3) ~2 + a3 (x1 , x2, x~) ~3 = 0 

ein Büschel von Einheitsvektoren ~ = (~1 , ~ 2 , ~ 3) zugeordnet. Die 
a1 (xl' x2, X;,) seien in einem gewissen Bereich k der x1, x2, x3 stetig und 
mögen in keinem Punkte gleichzeitig verschwinden. Es sollen Flächen 

~'=~(u,v) 

gefunden werden, wo ~ = (x1 , x2 , x~) ein Vektor ist, dessen Endpunkt 
die Fläche beschreibt, wenn sein Anfangspunkt im Ursprung der Koor­
dinaten liegt, derart, daß der Flächennormalvektor 

"- );uX);,. 
4: -- -""-: -=- -' 

\}EG-F2 

E = !u2 
F = !u ·!v 
G = !v2 

in jedem Punkte mit einem der durch (l) vorgeschriebenen zusammen­
fällt. Anders ausgedrückt: (1) soll erfüllt sein, wenn man 

~(u, v) und !(u, v) 
einträgt. 

Charakteristiken nennen wir dann wieder die Kurven, welche in 
jedem Punkte auf allen ihm zugeordneten Vektoren~ senkrecht stehen. 
Also sind 

(2) dr2 ~'at(xl,xz,x3), !d~2 =az(xl,xz,x3), '!..jt-=a3(xl'x2,x3) 

die Differentialgleichungen der Charakteristiken 

x1 = ~1 (x\0 ), x~0 ), x~0 ), t- t0) 

(3) x2 = ~2 ( x\()), x~0 ), x~0 ), t - t0) 

X.3 =~ rp.; ( x\0 ), xk0 ), x~lo), t - i0) 

oder anders geschrieben 
(0) ( ) x 1 = ~1 x1 , x2 , X 3 , t0 - t 

(4) X~O) = ~2 (x1 , X 2 , X;3 , t0 -- t) 

x~0 ) = ~ (x1 , x2 , Xv, t0 -t) 

sei die durch den Punkt xl0 l, xk0), x~0 ), bestimmte Charakteristik. 
Jede mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion 

w(x1 , x2 , x:;), 

die von t unabhängig wird, wenn man (3) einträgt, definiert an jeder 

Stelle, wo nicht alle drei Ableitungen iJw = 0 sind, eine Integral-rj x, 

fläche, wenn man w ~-' 0 setzt. Denn nach Voraussetzung soll 

(i:) 
dw _ cw dx1 

dt cx 1 dt 
cw dx2 ...L ow dx_3 _ O 
OX2 dt 1 (}X3 dt ---

sein. Wegen (2) aber wird dies zu 

(6) 

15* 
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Die ~-w definieren aber bekanntlich die Flächennormale ~' und es ist 
uX; 

bei dieser Darstellung ins Belieben gestellt, welches Koordinatenpaar 
man als Parameterpaar u, v nehmen will. Das wird man sich je nach der 

Ableitung ~w aussuchen, die sich als von Null verschieden erweist. 
d Xk 

Sei nun durch 
X;=X;(T) r 0 <-r<r1 

eine stetig differenzierbare Kurve gegeben, die in keinem Punkte eine 
Charakteristik berührt, d. h. so, daß der Rang der Matrix 

(7) ( x1' (r), x2' (r), x/ (r) ) 
a1 ( x1 ( T) ... ) , a2 ( x1 ( T) ... ) , a3 ( x1 ( T) ... ) 

stets 2 ist, dann lege man durch die einzelnen Punkte dieser Kurve die 
Charakteristiken. Ihr geometrischer Ort ist dann eine Integralfläche. 
Denn der geometrische Ort ist 

X;= tp;(X1(T), x2(T), X3(T); t- t0). (i= l, 2, 3) 

Hier ist 

:; 

und m - ~~- = ~ ~Cf!l. dx~; 
'f'T-OT .4.toxk d1:" 

k=l 

Also ist die Flächennormale 

, =(llx2tx3tl jx3tx.Jtll ,xltx2ti) 
9?t X tp, X X i, I X X , I X X I 

2.,; 3rj 3r lr J lr 2ri 

. (i = l, 2, 3) 

und diese zweireihigen Determinanten sind für genügend kleine I t - t0 I 
nicht alle Null. Denn für t = t0 sind sie nach Voraussetzung (7) nicht 
alle Null. Damit haben wir durch jede Raumkurve, die keine Charak­
teristik berührt, eine Irrtergalfläche von (1) oder was dasselbe ist, von 
(6) gelegt. Ähnlich wie in § 1 erkennt man wieder, daß es nur diese eine 
Integralfläche durch die gegebene Raumkurve geben kann. Denn jede 
Charakteristik, die einen Punkt mit einer Integralfläche gemein hat, 
gehört ihr vollständig an. Sei nämlich durch 

w(x1 , x2 , x3) = 0, 

eine Integralfläche dargestellt, und sei xi0l, xk0l, x~0l einer ihrer Punkte, 

in dem mindestens eine der Ableitungen ~w =f=O ist. Man trage (3) in 
uXk 

w ( xv x2, x3) ein und differenziere nach t: Das liefert 
3 

.}; -::. a; 
i = 1 t 

und das ist nach (6) Null. Wenn also der Punkt x der Charakteristik 
w = 0 angehört, so ist dies für die ganze Charakteristik so. 
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Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf mehr als zwei 
unabhängige Veränderliche liegt nun so auf der Hand, daß wir das 
nicht weiter verfolgen müssen. 

Es bedarf auch kaum einer besonderen Hervorhebung, daß unsere 
Betrachtungn im komplexen Gebiet ohne weiteres gelten, und daß also 
bei analytischen Koeffizienten und analytischer Anfangskurve auch 
die Lösung analytisch ausfällt. 

§ 3. Vorläufige Betrachtung der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Unter einer partiellen Differentialgleichung verstanden wir eine 
Gleichung zwischen den unabhängigen Variablen, einer unbekannten 
Funktion derselben und ihren partiellen Ableitungen nach diesen un­
abhängigen Variablen. Dabei wurde angenommen, daß mehr als eine 
unabhängige Variable vorkommt. Anderenfalls läge nämlich eine ge­
wöhnliche Differentialgleichung vor. Insbesondere hieß die Gleichung 
von der ersten Ordnung, wenn sie nur Ableitungen erster Ordnung er­
hält. Eine Gleichung erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränder­
lichen x, y und einer abhängigen Veränderlichen z sieht also aus: 

(l) f(x, y, z, p, q) = 0. 

Dabei sind wieder in üblicher Abkürzung mit p und q die Ableitungen 

1°; und~: der gesuchten Funktion z(x, y) bezeichnet worden. Die Funk­

tion f(x, y, z, p, q) soll in einem gewissen Bereich der x, y, z, p, q 
eindeutig und stetig sein und daselbst stetige erste Ableitungen besitzen. 
Es soll außerdem vorausgesetzt werden, daß für ein der Gleichung (l) 

d n· d' B . h . 1 cf d cf b 'd genügen es vvertesystem ICSCS erelC es mema S ap- un Jq Cl e 

zugleich verschwinden. Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, 
of 

wenn wir in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle op als von 

Null verschieden voraussetzen. Dann kann man nach dem Satz über 
implizite Funktionen in der Umgebung eines jeden der Gleichung (l) 
genügenden Wertesystemes die Gleichung (l) nach p auflösen und so q 
als eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
Funktion 

p = cp(x, y, z, q) 

darstellen. Dabei ist dann cp ( x, y, z, q) in einem gewissen Bereich 
seiner Variablen x, y, z, q eindeutig und stetig erklärt und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehen. 

Was ist die geometrische Bedeutung einer partiellen Differential­
gleichung erster Ordnung? Eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung ordnet jedem Punkte ein oder mehrere Linienelemente 
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zu. Die Differentialgleichung integrieren heißt da, Kurven zu finden, 
die aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung aufgebaut 
sind. Hier liegen die Dinge ähnlich. Den Inbegriff von fünf Zahlen 
x0 , y0 , z0 , p0 , q0 nennen wir ein Flächenelement. Der Punkt x0 , y0 , z0 

ist sein Trägerpunkt. Po und q0 geben die Stellung der hindurchgehenden 
Ebene z- z0 = p0 (x- x0) + q0 (y- y0) an. Rechtwinklige cartesische 
Koordinaten x, y, z mögen dabei der Betrachtung zugrunde liegen. 
Einem jeden Punkte eines zugrunde gelegten Bereiches B der x, y, z 
ordnet also die partielle Differentialgleichung Flächenelemente zu. Vor­
auszusetzen ist dabei, daß die Differentialgleichung einem gegebenen 
Punkte x0 , y0 , z0 des zugrunde gelegten Bereiches überhaupt ein Flächen­
element zuordne, daß es also zwei weitere Zahlen Po und q0 gebe, so 
daß (I) erfüllt ist. Nach unseren Voraussetzungen lehrt dann der Satz 
über implizite Funktionen, daß, wie es insbesondere Gleichung (2) zum 
Ausdruck bringt, allen hinreichend wenig von q0 verschiedenen Werten 
von q genau ein der Differentialgleichung (l) genügender, wenig von 
p0 verschiedener Wert p zugeordnet ist. Mit anderen Worten: die dem 
Punkte x0 , y0 , z0 zugeordneten sich stetig an p0 , q0 anschließenden 
Flächenelemente bilden eine einparametrige Schar. Sie umhüllen, wie 
wir uns ausdrücken wollen, einen Kegel, dessen Spitze im Punkte 
x0 , y0 , z0 liegt. Freilich kann dieser Kegel auch ausarten. Wenn z. B. 
die gegebene Differentialgleichung eine lineare Beziehung zwischen p 
und q ist, wenn sie also die Form p + g(x, y) q = h(x, y) besitzt, dann 
gehen alle Flächenelemente durch eine Gerade. Solche Differential­
gleichungen nannten wir daher linear. Der Kegel artet also hier 
in ein Büschel ausl). 

Was bedeutet es nun, die Differentialgleichung zu integrieren? 
Man soll eindeutige Funktionen z = z ( x, y) finden, die der Differential­
gleichung genügen. Geometrisch bedeutet das die Auffindung von 
Flächen, welche aus Flächenelementen der Differentialgleichung auf­
gebaut sind, oder anders ausgedrückt, welche in jedem ihrer Punkte 
den zugehörigen Kegel berühren. 

Aus diesen Bemerkungen kann man schon einige Anhaltspunkte 
für die Integration gewinnen. Nehmen wir irgendeine Integralfläche 
als gegeben an. Ich betrachte einen ihrer Punkte. Dort besitzt sie 
ein bestimmtes Flächenelement, welches den Kegel dieses Punktes in 
einer Mantellinie berührt oder durch die Achse des Büschels geht. 
Jedem Punkt der Fläche ist so eine Forschreitungsrichtung zugeordnet. 
Man kann auf der Fläche durch Integration gewöhnlicher Differential­
gleichungen diejenigen Kurven bestimmen, welche diese Richtungen 
stets einhalten. Bringt man. dann noch in jedem ihrer Punkte das 
Flächenelement der Integralfläche an, so erhält man einen Integral-

1 ) NäherEs siehe S. 226. 
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streifen. Unter Streifen also sollen die längs einer beliebigen Kurve 
aneinandergereihten Flächenelemente einer Fläche verstanden sein. 
Daher dürfen sie längs der Kurve nicht ganz beliebig gewählt werden, 
sondern so, daß man den Streifen auf eine Fläche legen kann. Ist also 

(2) x=x(t), v=y(t), z=z(t), P=P(t), q=q(t) 

die Parameterdarstellung eines Streifens und z = z ( x, y) eine Fläche, 
der er angehört, so muß die Beziehung z(t) = z{x(t), y(t)} gelten. Dar­
aus folgt durch Differentiation, daß für einen Streifen die Relation 
z' = p x' + q y' erfüllt sein muß. Das führt uns zu der 

Definition: Unter einem Streifen verstehen wir eine einparametrige 
Schar von Flächenelementen (2). Die Funktionen (2) sollen eindeutig 
und stetig sein zmd stetige Ableitungen besitzen für ein bestimmtes Inter-
7.'all a ~ t < b, und es soll in diesem Intervall für sie die Beziehung 
z' = p x' q y' bestehen. Die Ableitungen x' (t), y' (t), sollen in keinem 
Punkte ~·on a :<:::.: t ~ b zugleich verschwinden. 

Ein solcher Streifen soll insbesondere ein I ntegralstreijen heißen, 
wenn seine Flächenelemente der Differentialgleichung genügen, wenn 
also identisch in t die Beziehung f { x (t), y (t) , z (t) , p (t) , q (t)} = 0 be­
steht. Wir werden erkennen, daß man gewisse Integralstreifen, die 
wir charakteristische nennen werden, durch Integration eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen ohne vorherige Kenntnis einer 
Integralfläche gewinnen kann, und daß man jede Integralfläche dann 
aus solchen Streifen aufbauen kann. Damit wird es dann ein Haupt­
ergebnis unserer Cntersuchung sein, daß man die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückführen kann oder anders 
ausgedrückt, daß die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung und die eines gewissen Systems gewiihnlicher Diffe­
rentialgleichungen äquivalente Probleme sind. 

§ 4. Die allgemeine Gleichung erster Ordnung. 

Wir betrachten irgendeine Integralfläche. Auf ihr wählen wir einen 
beliebigen Punkt (x0 , y0 , z0). Das Element (x0 , y0 , z0 , p0 , q0) dieser 
Fläche in diesem Punkt gehört einem gewissen Kegel von Flächenelemen­
ten an, welche alle der gegebenen partiellen Differentialgleichung ge­
nügen. Diese sei 

( 1) f(x, y, z, p, q) = 0. 

f möge dabei in einem Bereich B der x, y, z, p, q samt seinen partiellen 
Ableitungen erster Ordnung stetig sein und insbesondere sei 

at 
i!p (xo, J'o, Zo, Po, qo) i= 0 · 
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Das Flächenelement wird eine bestimmte Mantellinie des Kegels berüh­
ren. Durch dieselbe wird auf der Fläche eine bestimmte Fortschreitungs­
richtung festgelegt. Wir werden diese Richtung bestimmen und erhalten 
so auf der Fläche Differentialgleichungen einer Kurvenschar. Dann 
aber wird sich ein Unterschied gegen den linearen Fall ergeben. Dort 
konnten die so festgelegten Charakteristiken auch ohne Kenntnis der 
Integralfläche aus diesen Differentialgleichungen bestimmt werden. 
Denn jedem Raumpunkt war da ganz unabhängig von der gewählten 
Integralfläche nur eine bestimmte Richtung zugeordnet, weil der Kegel 
in ein Büschel ausartete, dessen Trägergrade die angegebene Richtung 
festlegte. Hier aber ist jedem Punkt ein ganzer Kegel von möglichen 
Richtungen zugeteilt. Man kann aber annehmen, daß man eine Auswahl 
unter diesen Fortschreitungsrichtungen wird treffen können, wenn man 
statt der charakteristischen Kurven die charakteristischen Streifen be­
trachtet. Denn dann hat man in der Streifenbedingung z' = px' + qy' 
das Fortschreitungsgesetz der Streifenebenen zur Verfügung und mit 
deren Hilfe wird man dann die richtigen Mantellinien ausfindig machen 
können. Wir schreiten zur Durchführung. 

Die dem Punkte x0 , y0 , z0 zugeordneten Ebenen haben die 
Gleichungen 

(2) 

(3) 

p(x- x0) + q(y- y0) - (z- z0) = 0 

f(xo, Yo, Zo, p, q) = 0. 

Nach Definition verstehen wir unter den Mantellinien des Kegels 
diejenigen Geraden, für die auch die durch Differentiation von (2) nach 
dem Parameter q sich ergebende Gleichung besteht. Das ist wegen (3) 

(4) 
of of 
B-q (x- Xo) - ap (y- Yo) = 0. 

Aus (2) und (4) folgt 

of of r ot of) 
x - xo : Y - Yo : z- zo = oP- : -a(j : \P op + q aq 

als Gleichung der auf dem Element p, q gelegenen Mantellinie. So­
mit muß für eine Kurve x(t), y(t), z(t), welche im Punkte x, y, z diese 
Mantellinie berühren soll - das wird ja von den Charakteristiken ver­
langt - die Proportion 

~i-: ~{: ~i = :;. : 1~ : (P :~- -+· -:~-) 
bestehen. Nun wählen wir den Kurvenparameter t so, daß 

dx of 
dt op 

ist. Das ist möglich, denn nach Voraussetzung soll im Punkt x0 , y0 , z0 
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für das Element p0 , q0 , in dessen Umgebung sich die Betrachtung be­

wegt 1°: =f 0 sein. Dann haben wir diese 3 Gleichungen 1): 

dx 
df =cc/p, 

(•3) 
dy 

= jq, 

I 
,{t 

dz 
dt = pj'P t- qfq· 

Gehen wir nun wieder zurück zu der Integralfläche, auf der wir 
einen charakteristischen Integralstreifen bestimmen wollten. Sie genügt 
der Gleichung (1). Daher sind auch die Gleichungen richtig, welche 
sich hieraus durch Differentiation nach x und nach y ergeben: 

fz < fz · P + /1, · Px + fa • qx = 0, 

f.Y T f z · q + f P • Pv + fq • qy = 0 · 

x = x(t), ... , q = q(t) seien nun die Gleichungen des gesuchten 
Streifens. Dann müssen für diesen auch die beiden eben aufgeschrie­
benen Gleichungen erfüllt sein. Das führt nach Berücksichtigung 
von qx = PY und von (5) zu 

1, .. dp = 0 
dt ' 
dq I y .,~ I z. q . .,_ d t = o. 

Also haben wir nun im ganzen für die 5 Streifenkoordinaten x, y, z, p, q 
die 5 Differentialgleichungen 

(6) 

I x: t 'P' 
y - fq, 

I 
z' = P f v + q fq , 

P' = -· I X - p I z' 

q' = - I y - q I z • 

Unter geringer Abänderung des bisherigen Sprachgebrauches defi­
niere ich nun: Unter einem charalderistischen Streifen ist ein Streifen zu 
verstehen, welcher diesen fünf Differentialgleichungen (3) genügt. 

Inwieweit ein solcher Streifen tatsächlich die Eigenschaften be­
sitzt, von denen wir vorhin ausgingen, wird nun weiter zu überlegen 
sein. Zuvor aber müssen wir die Voraussetzungen angeben, auf die 
wir uns weiter stützen wollen. In einem gewissen Bereiche der 

x,y,z,p,q 

sei f(x, y, z, p, q) samt seinen Ableitungen dtr beiden ersten Ordnungen 

1 ) Der Kürze halber bezeichnen wir dabei die Ableitungen von f durch ange­

fügte Fußmarken, also z. B. /p = ~~ usw. cp 
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eindeutig und stetig. Es sei außerdem, wie wir schon S. 231 festlegten, 

für die zu betrachtenden Flächenelemente 1) :: = 0. Die Voraussetzung 

betreffend die Ableitungen der beiden ersten Ordnungen hat zur Folge, 
daß wieder alle die Stetigkeitssätze über die Lösungen des Systems (6) 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen verfügbar werden, von denen 
auch bei den linearen Differentialgleichungen Gebrauch gemacht wurde. 
Die Stetigkeit der ersten Ableitungen würde dazu nicht reichen. 

Als erste Frage legen wir uns die vor, ob jeder charakteristische 
Streifen ein Integralstreifen sei. Tragen wir, um das zu sehen, in die 
linke Seite von (l) die Koordinaten eines Streifens tin, so findet man 
durch Differentiation nach dem Streifenparameter t 

f x • x' + f u • y' + f z • z' + f 11 • P' + f q • q' . 
Nach den Differentialgleichungen (6) ist das aber Null. Somit hat f 
längs eines jeden charakteristischen Streifens einen konstanten Wert. 
Man drückt das auch dadurch aus, daß man sagt: f sei ein Integral 
der Differentialgleichungen (6). Wenn also ein charakteristischer Streifen 
durch ein Integralelement hindurchgelegt wird, so ist er ein Integralstreifen. 
Denn in diesem Anfangselement ist f = 0 und daher gilt längs des 
ganzen Streifens f = 0. 

Wir suchen nun ähnlich wie bei den linearen Differentialglei­
chungen durch eine Anfangskurve eine Integralfläche zu legen. Wir 
wählen zu dem Zwecke eine Anfangskurve x = x ( r) , y = y ( r) , z = z ( r) . 
Dabei sollen diese drei Funktionen samt ihren ersten Ableitungen 
in einem Intervalle Ct. < r < ß eindeutig und stetig sein. Die Ab­
leitungen x' (r), y' (r) sollen in keinem Punkte aus LI. :S r < ß zu­
gleich verschwinden. Unsere erste Aufgabe muß es nun sein, durch diese 
Anfangskurve einen Anfangsstreifen zu legen, damit wir zur Integration 
des Systems (6) die richtigen Anfangsbedingungen bekommen. Dieser 
Anfangsstreifen muß natürlich ein Integralstreifen sein. Zur Bestim­
mung der beiden weiteren Fu11ktionen p ( r) und q ( r) des Anfangsstreifens 
bekommen wir somit die beiden Gleichungen 

f(x(r), y(r), z(r), p(r), q(r)) = 0, 

z'(r)- p(r)x'(r)- q(r)y'(r) = 0. 

Um nach dem Satze über implizite Funktionen ihrer Auflösbarkeit 
sicher zu sein, muß man erst einmal in einem Punkt r0 eine Auf­
lösung p0 , q0 besitzen2), und man muß weiter voraussetzen, daß die 
Funktionaldeterminante 

1) Flächenelemente, für die neben f = 0 auch :: = :; - = 0 ist, heißen 

singulär. Vgl. die entsprechende Definition bei gewöhnlichen Differentialglei­
chungen. 

2) Das ist z. B. der Fall, wenn als Anfangskurve: z = w (y) in der Ebene 
X = x0 , als Differentialgleichung eine von der Form p = g (x, y, z, q) gewählt wird. 
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(7) of y'(r)- of x'(r)±O 
ap aq ' 

längs des Kurvenbogens ist. Diese letztere Voraussetzung besagt, daß 
die Anfangskurve nicht nur keine charakteristische Kurve sein soll, sondern 
daß sie keine Mantellinie eines der Kegel von Integralelementen berühren 
soll. Die andere Bedingung besagt aber, daß ihre Richtung in einem 
Punkt zum zugehörigen Kegel so liegen soll, daß man durch sie eine 
Tangentialebene an den Kegel legen kann, eine Bedingung, die ganz 
und gar nicht immer erfüllt ist. Sind aber beide Bedingungen erfüllt, 
so erhält man anschließend an die gewählte zu r0 gehörige Lösung zwei in 
CJ. :=; r < (1 samt den ersten Ableitungen stetig differenzierbare Funktio­
nen p(r), q(r), die mit den drei gegebenen x(r), y(r), z(r) einen An­
fangsstreifen von Integralelementen festlegen. 

Wir haben damit durch die Anfangskurve einen stetig differenzier­
baren Integralstreifen gelegt. Durch jedes seiner Flächenelemente 
geht nun ein einziger charakteristischer Streifen hindurch. Ich werde 
zeigen, daß diese Streifen eine Integralfläche bilden. Seien etwa 

(8) Xe= x(t,r), )'= y(t,r), z=z(t,r), P=P(t,r), q=q(t,r) 

die charakteristischen Streifen. Dann geben die drei ersten Funktionen 
eine Parameterdarstellung der durch die Charakteristiken gebildeten 
Fläche. Die Determinante 

(Jx ?x I 

(II OT 
I 

i)y ily 
i)t iJT 

ist nämlich in einer gewissen Umgebung des Anfangsstreifens t = 0 
von Null verschieden. Denn auf t = 0 ist sie wegen (7) und (6) von Null 
verschieden, und daher ist dies aus Stetigkeitsgründen auch für genügend 
kleine Werte von t der Fall. Man kann daher aus den beiden ersten Glei­
chungen t und r eindeutig durch x und y ausrücken und in die dritte 
eintragen und bekommt so die Darstellung der Fläche durch eine ein­
deutige Funktion z = z ( x, y) . Es ist nun aber zu beweisen, daß die 
beiden anderen Funktionen die Tangentialebenen der Fläche festlegen. 
Sowie wir das eingesehen haben, ist die Überzeugung, daß eine Integral­
fläche vorliegt, gefestigt. 

~ach Cauchy, Yon dem die Theorie des Charakteristiken herrührt, 
erbringt man diesen Nachweis wie folgt. Man hat zu zeigen, daß für 
die fünf Funktionen diese beiden Gleichungen 

( !0) 

i)z i)x ' av 
?I c= p ot i- q Öl ' 

!!Z OX 0)' 
ar .C P a=r + q er 

richtig sind. Denn dann muß eben p die X-Ableitung, q die y-Ab-
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leitung von z sein. Die erste der beiden Gleichungen ist wegen des 
Systems der gewöhnlichen Differentialgleichungen von selbst erfüllt. 
Die zweite aber ist wenigstens längs des Ausgangsstreifens richtig. 
Wenn wir den Parameterpunkt t = 0 der Charakteristiken stets auf 
der Ausgangskurve wählen, so ist also die zweite Gleichung für t = 0 
richtig. Um zu sehen, daß s1e auch für die anderen t-Werte richtig 
ist, betrachten wir 

i)z i)x oy H = - - p -- - q - ·-
eh: o-c o-c 

und zeigen zunächst, daß 

iJ_l!_ = 0 
iJt 

ist. Diese Ableitung wird nämlich 1) 

olf__ _ a2z _ _ ap o_:_ _ ~ _ ~q 0]'_ _ 02y 
ot - EJto-c at a-c P ata-c at a-c q ata-c • 

Differenziert man aber (9) nach r, so erhält man 

0 - iJ2z op iJx iJ2x oqoy (J2y 
- iJtoi- iJ"T ot- p at87:- ai 8t- q iJto7:. 

Subtrahiert man dies von a:;, so bekommt man 

aH = ap iJx _ ap_ ax .1- D_r1_ ~- _ iJ_q oy 
ot o-cot ato-c'o-cot ato•' 

ap oq ax , ay 
= /p a-:r + fq ii + (Iw +PI.) ·a-:r-+ (111, qfz) a-c • 

Da aber nun f(x, y, z, p, q) = 0 wird2), wenn man x(t, r) usw. ein­
trägt, so hat man noch 

Also wird 

Daher ist 

I ax . !!y I az ap -+-I ~ _ 
w ir: -, I y a' + z a-c + I p o • . q a -c - o . 

iJH iJx oy roz 
-8t =Piz 8, + qfz a7:- -- fz al:-, 

= -fz·H. 

t 
-ft.dt 

H = H (0) e o-

1) Daß diese Ableitungen existieren, folgt aus unserer Annahme, daß 
f(x, y, z, p, q) samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sein 
soll. Daraus ergab sich schon, daß x(t, ö), y(t, 7:) usw. stetige Ableitungen nach dx 
• haben. Da aber nun z. B. rii = !p(x, y, z, p, q) ist, so sieht man sofort, daß 

iJ (dx) auch o• ·at existiert und stetig ist. (Vgl. auch S. 239.) 

2) Weil dies für t = 0 gilt und weil f längs (6) konstant ist. 
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Da aber nun, wie gesagt, H (0) = 0 ist, so ergibt sich hieraus, daß für 
alle t ,und r 

ist. Damit haben wir erkannt, daß wir tatsächlich eine Integralfläche 
durch die Ausgangskurve legen können. Es fragt sich nun, ob es die 
einzige ist, oder ob es mehrere gibt. Wir werden erkennen, daß die 
Integralfläche eindeutig bestimmt ist, sowie man sich für einen bestimm­
ten Anfangsstreifen durch die Anfangskurve entschieden hat. Hier 
hat man ja im allgemeinen die Wahl zwischen mehreren Möglichkeiten. 
Cm also zu beweisen, daß es nur eine Integralfläche durch einenge­
gebenen Anfangsstreifen gibt, werde ich zeigen, daß zwei Integralflächen, 
welche ein nichtsinguläres Flächenelement x0 , y0 , z0 , p0 , q0 gemeinsam 
haben, sich längs des ganzen durch dieses Element bestimmten charak­
teristischen Streifens berühren. Zu diesem Zwecke betrachte ich die 
folgende durch den Trägerpunkt des gemeinsamen Elementes gehende 
Kurve auf einer jeden der beiden Integralflächen: Die x-y-Projektion 
der Kurve soll den Bedingungen 

dx I dt =" / 11 (x, y, z(x, y), p(x, y), q(x, y)) 

[ ~~ "'~ /,, (x, y, z(x, y), p(x, y), q(x, y)) 
(ll) 

genügen. Für die!ie ist dann naturgemäß 
d.c; . 
dt=Pfv qfq 

und längs derselben ist dann nach der S. 233 angestellten Überlegung 
auch 

d /J 
dt 

d q . I dt=-J"- zq. 

D. h. also, an jenes gemeinsame Element schließt sich auf beiden 
Flächen derjenige charakteristische Streifen an, der durch das gemein­
same Element bestimmt ist. Alle vorausgehenden Überlegungen blei-

ben richtig, wenn °.·.ct statt •ip~ von Null verschieden angenommen wird. 
nq c 

Aber die zuletzt angestellten Überlegungen versagen, wenn das ge­
gebene Element singulär ist, weil dann in ihm fv und fq verschwinden. 
Dann liegt nämlich ein singulärer Punkt der Differentialgleichung 

dy f,, 
d X j 1, 

Yor, welche mit den beiden vorhin angeschriebenen gleichbedeutend 
ist. Es ist ja dann unsicher, ob durch den Punkt x0 , y0 eine Lösung 
geht. Zwar haben die Gleichungen (11) Lösungen, die für t = t0 die 
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Werte x = x0 , y = y0 haben. Indessen fallen dieselben für alle t mit 
x = x0 , y = y0 zusammen. 

Wir wollen zusammenfassen und zugleich noch einmal die Voraus­
setzungen hervorheben, die man machen muß, damit alle vorge­
nommenen Operationen legal sind. Auch soll der Bereich der x-y­
Ebene festgestellt werden, für den wir die partielle Differentialgleichung 
gelöst haben. 

In einem gewissen Bereich (B) des x-y-z-p-q-Raumes möge f(x, y, 
z, p, q) samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord­
nung endlich und stetig sein. Dadurch wird erreicht, daß für die 
Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen alle die Voraus­
setzungen erfüllt sind, die wir früher für die Integration der Systeme 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen gemacht haben. Wenn z. B. 
f(x, y, z, p, q) und die Ableitungen, sowie die rechten Seiten der ge­
wöhnlichen Differentialgleichungen für 

(K) x-xoi<d, IY-Yol<d, :z-zoJ<d, IP-Pol<d, lq-%l<d 
dem Betrage nach unter M > 1 liegen, so geht durch das nichtsinguläre 
Flächenelement x0 , y0 , z0 , p0 , q0 ein einziger Streifen, welcher den 
Ungleichungen 

I I d . I d I . a . d 
1X-X0 <M' ;Y-Yo <M' z-zo 1<M' !P-Poi<M' 

(12) 
I 1 d 
q-qo I< ~!'vi 

genügt. Es möge nun ein von singulären Elementen freier Anfangs­
streifen in (K) gegeben sein: 

x=x(r), y=y(r), z=z(r), P=P(r), q=q(r), (!Y..<r<ß). 

Die fünf Funktionen mögen eindeutig sein und stetige Ableitungen 
besitzen. Ferner sei d der Abstand des Streifens vom Rand des Kör­
pers K. 

Dann geht durch jedes Element r des Anfangsstreifens ein ein­
ziger charakteristischer Streifen x = x(t, r) usw., der den Bedingungen 

d 
x (t, r) -~ x (r) I< M usw. 

genügt. Diese Streifen ergeben in ihrer Gesamtheit eine Integral­
fläche (8). 

Der Nachweis, daß hiermit eine Integralfläche gewonnen ist, be­
nutzte auf S. 236 die ersten Ableitungen der fünf Funktionen nach t 
und r sowie die Ableitungen 

iJ2 X 

at o'l' ' 
(J2z 

nebst der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge. Tatsächlich folgt 
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aus unseren Annahmen, daß die genannten ersten Ableitungen stetig 
sind und daß 

o1~ (8a~) 
stetig ist. Daraus ergibt sich aber bekanntlich die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der Differentiationen. Daß die ersten Ableitungen 
der fünf Funktionen nach r stetig sind, wurde S. 236 schon erwähnt. 
Daß die ersten Ableitungen nach t stetig sind, ergibt sich aus den 

Differentialgleichungen sofort, da durch diese ja ~~~ usw. durch x(t) 

usw. selbst dargestellt sind. Daher ergibt die Differentiation der 

Differentialgleichungen nach r auch die Stetigkeit von d~ (~ft) usw. 

Durch den Anfangsstreifen geht daher eine einzige Integralfläche. 
Diese Aussage ist im folgenden Sinne zu verstehen: Zwei Integral­
flächen, welche den Anfangsstreifen enthalten, enthalten auch die ganzen 
an seine Elemente anschließenden charakteristischen Streifen für 

d 
x (t, r) -x(r) < M usw. 

Wenn man die hiermit abgeschlossene allgemeine Theorie auf die 
früher behandelten speziellen Fälle anwendet, so findet man die da­
maligen Resultate wieder. Das möge etwa an 

P +l(x, y)q= g(x, y) 

kurz dargelegt werden. Für die charakteristischen Streifen findet man 
zunächst die fünf Gleichungen 

d!! = 1 d y -~- 1 d z =- rr d r I . d q I + 
df > df •' d/ b> df=--q"cg". df=c--qy gy• 

Da aber die drei ersten nur x, y, z enthalten, so können sie zur Be­
stimmung der charakteristischen Kurven dienen und man kann daher 
auf die beiden letzten verzichten, da schon diese Kurven zum Aufbau 
der Integralflächen ausreichen. 

Immerhin mag es auffallen, daß wir damals eine von zwei Inte­
grationskonstanten abhängige, also zweiparametrige Schar von charak­
teristischen Kurven erhielten, während wir im allgemeinen Falle eirie 
dreiparametrige Schar von charakteristischen Streifen bekommen. 
Der Grund dafür ist der, daß in jenen speziellen Fällen durch jede 
charakteristische Kurve eine ein parametrige Schar von charakteristischen 
Streifen geht, während im allgemeinen Fall verschiedene charakteri­
stische Streifen auch längs verschiedenen Kurven aufgereiht sind. 

Ähnlich wie bei den linearen Differentialgleichungen kann man die 
Theorie auch hier verallgemeinern, indem man sie mehr ins Geometrische 
wendet und die Beschränkung auf Flächenstücke fallen läßt, die sich 
durch eindeutige Funktionen z(x, y) darstellen lassen. Näheres siehe 
S. 281. 
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§ 5. Überbestimmte Systeme von partiellen Differential­
gleichungen. 

Wir werden im § 6 die Integration der charakteristischen Gleichungen 
näher betrachten. Es ist zweckmäßig, dem einige Betrachtungen über 
ein gewisses System von zwei partiellen Differentialgleichungen voraus­
zuschicken. 

Für eine unbekannte Funktion mögen zwei partielle Differential­
gleichungen vorgelegt sein. Man nennt das System überbestimmt, 
um auszudrücken, daß die Zahl der unbekannten Funktionen kleiner 
ist als die Zahl der Gleichungen. Es handelt sich darum, die gemein­
samen Integrale dieser beiden Differentialgleichungen zu finden. Man 
überzeugt sich leicht, daß nicht immer solche gemeinsame Integrale 
vorhanden sind. Wir wollen annehmen, daß die beiden Gleichungen 

oz_ und 0°z aufgelöst seien. Es sei das System 
I'X y 

nach 

f ~z = cpl (x, y, z), 
cx 

l !~ = cp2(x,y, z) 
( 1) 

gegeben. cp1 und cp2 sollen dabei samt ihren partiellen Ableitungen 
der vier ersten Ordnungen in einem gewissen Bereiche B des x-y-z­
Raumes eindeutig und stetig sein. Dann leuchtet ein, daß es nur dann 
stetige Funktionen z(x, y) geben kann, die diesen beiden Differential­
gleichungen genügen, wenn das Gesetz von der Vertauschung der Reihen­
folge der Differentiationsfolge erfüllt ist. Das liefert die "Integra­
bilitätsbedingung'' 

(2) -1- cz (!z 
fPJy ·,· CfJJz oy = fPzx + f!Jzzi!x 

oder 

(3) + I fPlY fP1z • CfJ2 = (/Jzx T (/Jzz • lf1 · 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem diese Gleichung 
(3) identisch in x, y, z erfüllt ist oder nicht. Im letzteren Falle ist sie 
eine neue Gleichung für ein eventuelles gemeinsames Integral der beiden 
gegebenen Gleichungen (1) und man kann nun durch reine Elimi­
nationsprozesse entscheiden, ob eine dann durch (3) definierte Funktion 
ein Integral von (1) ist. 

Der andere Fall, den wir weiter betrachten wollen, ist der, daß 
die Gleichung (3) identisch für alle x, y, z eines gewissen Bereiches B 
erfüllt ist. 

Es sei x0 , y0 , z0 ein Punkt aus B. Wir werden zeigen, daß es in 
einer gewissen Umgebung von (x0 , y0 , z0) genau eine mit ihren ersten 
Ableitungen stetige Funktion z(x, y) gibt, die (1) genügt, und für die 
z0 = z(x0 , y0) ist. Dies Ergebnis wird dadurch plausibel, daß man be-
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achtet, daß durch (l) jedem Punkt aus B genau ein Flächenelement zu­
geordnet wird. Zur Bewältigung des Integrationsproblemes kann man 
ähnlich verfahren, wie in dem bekannten Fall der Quadratur, wo z nicht 
selbst vorkommt. Wir geben also erst einmal in der ersten der beiden 
Gleichungen y den \Vert :v0 . Sie ist dann als gewöhnliche Diffe­
rentialgleichung 

(4) 
dz 
dx = T1(x, Yo· Z) 

für die Schnittkurve der Ebene y = y0 mit der gesuchten Fläche auf­
zufassen. z == z(x) sei die Gleichung dieser Schnittkurve. Ihr Integral, 
welches für x = x0 den Wert z0 annimmt, sei 

(fi) Z=gJ(x,x0,y0,z0)=z(x), z(x0)=z0. 

Alsdann betrachten wir die ebenen Schnitte x = konst. der Integral­
iläche und bestimmen somit dasjenige Integral 

(ß) z = 1p(x, y, x0 , y0 , z0) 

der gewöhnlichen Differentialgleichung 

( _1 ) dz ) 
dy oc fP2(x, y, z' 

das für y = y0 der Anfangsbedingung 

(S) 1p(x, y, x0 , y0 , z0) = z(x) 

genügt. Man hat also auch 

(ß') z0 = 1p(x, y0 , x, y, z), 

wo 1p (x0, y0, x, y, z) stetige Ableitungen erster bis vierter Ordnung 
nach allen Argumenten hat. Nun ist zu zeigen, daß die bestimmte 
Funktion (6) ein Integral von (I) ist, für das 

(9) 
gilt. Zunächst folgt (9) aus (:~) und (6). Weiter sind (6) und seine par­
tiellen Ableitungen nach x, y. x0 , y0 • z0 stetige Funktionen dieser fünf 
Veränderlichen. Dies gilt nämlich nach S. 39 für die Lösung (5) von 
(4) und gilt aus demselben Grund weiter für (6) als Lösung von (8). 
Da wir (ö) aus (7) gewonnen haben, ist für (6) die zweite Gleichung (1) 
erfüllt, und es bleibt nur noch zu zeigen, daß auch die erste Gleichung 
(1) für (ß) gilt. Wegen (S) und (4) ist dies jedenfalls für y = y0 der Fall. 
Tragen wir nun ( ö) für beliebiges y in die erste Gleichung ( 1) em, so 
möge sich 

( l [)) 

ergeben. Hier ist jedenfalls 

(ll) u(x,y0)==0, 

und es ist zu zeigen, daB für alle y 

( 1:2) u(x,y)===O 
BielJerbach, DifferentialgleichUTJgeJL. ~. Aufl. 16 
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gilt. Jedenfalls sind u und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktionen von x und y. Um (12) zu beweisen, differenzieren 
wir ( 10) nach y und finden 

a 2 z ocp1 ocp1 au 
(13) ax-a:Y = -8Y + ~-z ·· rp2 + ay · 
Differenziert man aber die zweite Gleichung (1), die Ja für (6) gilt, 
nach x, so kommt 

(14) 

In (13) und (14) sind die linken Seiten gleich, weil rechts stetige Funk­
tionen von x und y stehen. Daher folgt durch Vergleich beider wegen (3) 

(15) ~!~ = u. ()rp 2 
ay az · 

u ist wegen (ll) dasjenige Integral von (15), das für y= y0 verschwindet. 

Also ist wegen der Stetigkeit von a ':z2 und seiner Ableitung nach y (12) 

richtig und damit ist gezeigt, daß (6) das gesuchte Integral von (1) ist. 
Unsere Überlegung zeigt auch, daß (6) das einzige der Anfangsbedingung 
(9) genügende Integral von (1) ist. Denn unser Ansatz hat zwangsweise 
und eindeutig bestimmt, die Schnittkurve x = x0 und die Schnittkurven 
x = konst. der Integralfläche ergeben. Also gilt der 

Satz: Durch feden Punkt x0 , y0 , z0 des Bereiches B geht genau eine 
Lösung des Systems (1), die eindeutig und stetig differenzierbar von 
x, y, x0 , y0 , z0 abhängt. 

Es gibt noch eine zweite, die Mayersche Methode zur Integration 
der Gleichungen (1). 

Die M ayersche Methode geht darauf aus, unmittelbar die Schnitt­
kurven zu bestimmen, die eine durch den Punkt x0 , y0 , z0 gelegte 
zur z-Achse parallele Ebene aus der Integralfläche ausschneidet. Die 
Gleichung einer solchen Ebene sei 

x- x0 = A.t, 

Y-Yo=ftt. 

Schneidet man sie mit der Fläche 

z = z(x, y), 

so erhält man für die Schnittkurve 

z= z(x0 +A.t, y0 +pt). 

Differenziert man nach t, so erhält man 
dz 
dt-= <p1 (x0 +A.t, Yo +pt, z)A. +<p2 (x0 +A.t, y0 +ttt, z)tt 

a:ls Differentialgleichung der Schnittkurven. Für t = 0 wird x = x0 

und y = y0 • Daher benötigen wir diejenige eindeutig bestimmte Lösung, 
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welche für t = 0 den Wert z0 annimmt. Aus den so bestimmten Schnitt­
kurven 

X= Xo +l.t, 

Y= Yo +ttt, 

z = f(z0 , t, },, tt) 

kann man durch Elimination von t und des Richtungsparameters 
}. : f1 die Gleichung der Integralfläche gewinnen. 

§ 6. Über die Integration der für die charakteristischen 
Streifen aufgestellten Differentialgleichungen. 

Jede Beziehung 
cp(x, y, z, p, q) = 0, 

die als Identität in t zwischen den fünf Funktionen x (t), y (t), z (t), p (t), 
q(t) besteht, welche den charakteristischen Gleichungen genügen, nennen 
wir ein Integral derselben. Ein solches Integral kennen wir schon lange: 

f(x, y, z, p, q) = c. 

Wir haben ja schon auf S. 234 festgestellt, daß längs eines jeden 
charakteristischen Streifens f(x, y, z, p, q) einen festen Wert hat. Da 
uns aber nur Integralstreifen interessieren, so lautet unser erstes 
Integral: 

( l) f(x, y, z, p, q) = 0. 

Die Sache ist nun die, daß man nun eigentlich noch vier weitere Inte­
grale nötig hätte, um die fünf unbekannten Funktionen bestimmen 
zu können. Man kann aber beweisen, daß durch die Kenntnis eines 
weiteren von (l) unabhängigen Integrals das System der fünf Differential­
gleichungen (ü) auf S. 233 auf ein anderes System von nur zwei gewöhn­
lichen Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann. Die Be­
stimmung aller Integralflächen der partiellen Differentialgleichung 
erfordert nach der Integration der beiden gewöhnlichen Differential­
gleichungen nur noch Eliminationsprozesse. Sei nämlich 

(2) fdx, y, z, p, q) = a 

ein weiteres Integral, so kann man im allgemeinen p und q aus den 
zwei Gleichungen (1), (2) ausrechnen und erhält dann zwei Differential­
gleichungen 1): 

1) Der Kürze der Darstellung zuliebe se1 1m folgenden angenommen, daß 
f, ft, f2 usw. in einem gewissen Bereich B der x, y, z, p, q viermal stetig differenzier­
bar seie11. An sich würde oft auch die Existenz einer geringeren Zahl von Ab­
leitungen ausreichen. Ich möchte aber keinen ·wert darauf legen, diese Seite 
der Sache zu weit ins einzelne zu verfolgen. 

16* 
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1 
oz 
ox = q;l (x, y, z) 

Bz = q;2(x, y, z). 
oy 

Ihre Integration kann (§ 5) auf die zweier gewöhnlichen Differential­
gleichungen zurückgeführt werden. Damit die Auflösung der zwei 
Gleichungen nach p, q möglich sei, darf die Funktionaldeterminante1) 

nicht identisch in x, y, z, p, q verschwinden. Das meinen wir, wenn 
wir sagen, die zwei Integrale sollten von einander unabhängig sein. 
Das identische Verschwinden der Funktionaldeterminante würde näm­
lich nach S. 225 bedeuten, daß man eine der zwei Funktionen f, f1 als 
Funktion der anderen auffassen kann. Wir beschränken nun überdies 
die Betrachtung auf die Umgebung solcher Flächenelemente, für die 
die Funktionaldeterminante nicht verschwindet. Die q;1 und q;2 sind 
ihrer Herkunft nach in einem gewissen weiter zugrunde zu legenden 
Bereich mit ihren Ableitungen der vier ersten Odrnungen stetig. 

Zum Beweise knüpfen wir an den naheliegenden Gedanken an, die 
Integration der Differentilagleichungen der charakteristischen Streifen 
mit der einer linearen partiellen Differentialgleichung in Zusammen­
hang zu bringen. Jene fünf Differentialgleichungen sind nämlich nach 
S. 229 zugleich die Differentialgleichungen der Charakteristiken der 
linearen partiellen Differentialgleichung 

(4) 

o h 1 o !1 1 o h ( 1 1 ) a t 1 ( 1 1 ) a-x· 11 +ay' q+i!z Pp+qq+ap ---.,-- .q 

+~1 (-fu-fzq)=O 

für eine unbekannte Funktion 

(5) / 1 (x, y, z, p, q). 

(4) bringt nämlich zum Ausdruck, daß (2) ein Integral der fünf Diffe­
rentialgleichungen (6) von S. 233 ist, d. h. daß (5) längs jeder Lösung 
x=x(t), y=y(t), z=z(t), P=P(t), q=q(t) derselben konstant 
ist: (4) ist also notwendig und hinreichend dafür, daß (2) ein Integral 
der Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen ist. Sei also 
(5) eine Lösung von (4) und gehen wir nun in der schon angegebenen 
Weise von (1) und (2) zu (3) über. 

1) Mit f1p, h. usw. bezeichne ich im folgenden die Ableitungen von f1 nach 
p, q usw. 
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Damit es nun aber Funktionen z(x, y) gebe, die den beiden Glei­
chungen (3) genügen, muß eme Integrabilitätsbedingung: 

op oq 

cy iJx 

oder ausführlicher geschrieben: 

iiq;l + !'C(l ~= 0(/)2_ +· öq;2 
ry r·z cp2 iJx oz cp 1 

für die durch z = z (x, y) verbundenen x, y, z erfüllt sein. Dies ist aber 
der Fall. Differenziert man nämlich die beiden Gleichungen (1) und (2), 
durch deren Auflösung nach p und q ja (3) entstand, nach x und y, so 
erhält man: 

/., +f.·p +f'P·p., +fq·q.,=O f'Y +f.·q +t'P·Py +tq·qy= 0 

f1x +f1z'P +fl'P·p., +f1q·q.,=O /lY +ftz·q +fl'P·py +f1q'qy = 0. 
(6) 

Bestimmt man hieraus pY und q., und setzt die gefundenen Werte 
einander gleich, so erhält man die Integrabilitätsbedingung 

(4') :j, /1J -- (jy + fz 'q)jlQ- fq(flY + ftz' q) + fl'P(j., + fzP) 

- U1., + /1. · P) I 'P = o 
was nur eine andere Schreibweise für (4) ist. Da aber /1 ein Integral 
von (4) war, so ist die Integrabilitätsbedingung erfüllt, und der Satz 
von S. 242 wird anwendbar. Damit ist auch der S. 243 oben ausge­
sprochene Satz bewiesen. Auf die weitere dort bezüglich der Inte­
gration von (l) gemachte Bemerkung gehen wir erst im nächsten Para­
graphen ein. Hier sei nur noch die selbstverständliche Bemerkung 
gemacht, daß die Integrale von (3) auch Integrale von (1) sind, denn 
für jede Funktion z(x, y), die (3) genügt, sind auch (1) und (2) erfüllt. 
Da man an einer Stelle x0 , y0 den Wert z0 beliebig vorschreiben kann, 
so gewinnt man aus (3) eine einparametrige Schar von Integralen 
von (1). 

Man nennt [f, fd einen Klammerausdruck und sagt, f und /1 lägen 
in Involution, wenn [f, /1] = 0 ist. Da [/, /1] = - [f 1,/], so ist f = konst. 
auch ein Integral der zu /1 = 0 gehörigen charakteristischen Differential­
gleichungen. 

Unsere Betrachtungen beweisen gleichzeitig noch einen etwas anderen 
Satz: Jedes gemeinsame Integral zweier partiellen Differentialglei­
chungen F = 0 und F 1 = 0 genügt auch der Gleichung [F, F 1] = 0. 
Ist diese also nicht wie in den Fällen, auf die es uns eben ankommt, 
identisch erfüllt, so ist sie eine neue Gleichung für die gesuchten gemein­
samen Integrale und wir haben damit jetzt drei Gleichungen, welchen 
dieselben genügen müssen. Nunmehr aber kann man offenbar schon 
durch reine Eliminationsprozesse entscheiden, ob überhaupt ein gemein­
sames Integral vorhanden ist. 
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Man kann die Integrationsarbeit ganz sparen, wenn man noch 
ein weiteres Integral /2 von [/, cp] = 0 kennt, das überdies mit /1 in 
Involution liegt. Denn dann gelten für die charakteristischen Integral­
streifen die drei Gleichungen 

(7} /=0, /1 =a1 , / 2 =a2 • 

Kann man sie nach p, q, z auflösen, so hat man damit ein von zwei Para­
metern abhängendes Integral von f = 0 ohne iede Integrationsarbeit. Um 
das einzusehen, betrachte man ein Element x0 , y0 , z0 , p0 , q0 , das den 
Gleichungen (7) bei passender Wahl der a1 , a2 genügt und setze voraus, 
daß für dies Element die Funktionaldeterminante 

~ (f. /1. f2) =I= 0 
d(z, p, q) '"' 

se1. Durch Auflösung möge sich in der Umgebung dieses Elementes 

z= cp(x, y), p = cp1 (x, y), q= cp2 (x, y) 

ergeben. Ich zeige, daß die drei Funktionen z- cp(x, y), p- cp1 (x, y), 
q - cp2 (x, y) gleichfalls in Involution liegen, d. h. daß z., = p, Zu= q, 
Pu= q., ist. Zum Nachweis differenziere man die drei Gleichungen (7) 
nach x und y. So erhält man 

a)f.,+f.(z.,-P)+f.·P+fv·Px+fqqx =0, 

b) f1x + fu (z., - P) + f1zP + flPPx + f111q., = 0' 

c) f2x + f2.(z.,- p) + f2zP + f2vPx + f2qq., = o, 
d) fv +f.(zy- q) +fzq +fvPv +f&Y = 0, 

e) flY + f1z (zv - q) + flZq + flPPv + f1qqy = 0' 

f) f2v + f2z(Zy- q) + f2zq + f2vPv + f2qqy = 0. 

M 1 . 1' . ) . (! ft d) . () 11 b) . iJ t ) . 81 an mu tlp lZlere a mit fJp-, mit oq, mit op , e mit B-q-· 
Dann berechne man 

a) · i3j~ + d) . iJ 11 - b) • ~ - e) . aL 
cp aq ?p · oq · 

Das liefert 

[f' /1] + (z., - P) (f zflP - f1zf v) + (zv - q) (/ zf1q - flZfq) 

+ (q.,- Pv) (faflP- fl'lfv) = 0. 

Ebenso findet man analoge Relationen durch Verbindung von 
f mit /2 , und /1 mit /2 . Da aber die drei Funktionen /, /1 , / 2 in In­
volution liegen, so kommen schließlich diese linearen Gleichungen 
heraus. 

I. (zx - P) (f zflP - f1zf v) + (zy - q) (fzflq - f1zfq) 

+ (qx- Pv) (fqflv- f1qfv) = 0, 
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II. (zx - P) (/ z/211 - f2z/11) + (zy - q) (/ z/2Q. - f2zfq) 

-L (qx- P11) Ua/211 -j2q/11) = 0, 

III. (z., - P) Uu/211 - f2zfu) + (zy- q) U1z/2« - /2z/1o) 

+ (qx - P'U) f1af211 - f2afu) = 0 · 
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Um zu erkennen, daß nach diesen Gleichungen Zz = p, z11 = q, qx = p'U 
sein muß, hat man nur zu bemerken, daß die Matrix dieses Gleichungs­
systems aus den zweireihigen Unterdeterminanten der Funktional­
determinante besteht und daher wie diese von Null verschieden ist. 

§ 7. Das vollständige Integral. 

Wir wenden uns der Bemerkung von S. 243 zu, wo behauptet 
wurde, daß nach Integration der dort angegebenen beiden Differential­
gleichungen (3) zur Bestimmung aller Integrale von (1) S. 243 nur noch 
Eliminationsprozesse nötig seien. Ihrer Herkunft aus (1) und (2) von 
§ 6 entsprechend enthalten die Gleichungen (3) noch einen Parameter a 

den wir hinfort mit a1 bezeichnen wollen. Die Integration von (3) läßt 
einen weiteren Parameter a2 hinzutreten, da man an eine Stelle (x0 , y0) 

den Wert z0 beliebig vorschreiben kann. Wir erhalten also durch Inte­
gration von (3) eine zweiparametrige Schar 

(8) z = V (x, y, av a2) 

von Integralflächen. Bei gegebenem a1 kann man nach den Ergeb­
nissen von§§ 5, 6 immer a2 auf eine Weise so bestimmen, daß die Fläche 
durch den Punkt x0, y0 , z0 geht. Wegen (2) kann man aber den Parameter 
a1 so wählen, daß im Punkte x0, y0 , z0 dabeiein beliebiges der ihmdurch (1) 
zugeordneten Flächenelemente auftritt. Daher umfaßt die Schar (8) 
in einer gewissen Umgebung U von x0 , y0 , z0 sämtliche Flächenelemente 
der partiellen Differentialgleichung. Daher nennt man (8) ein vollständiges 
Integral der partiellen Differentialgleichung (1) S. 243. 

Aus dem vollständigen Integral muß man jedenfalls die ursprüng­
liche partielle Differentialgleichung wieder gewinnen können. Denn 
die Gleichungen 

(u) 
J z = V ( x , y , a1 , a2) , 

av 

l p = ßx ( x, Y, al, a2) , 

rV 
q = r•y (x, y, al, a2) 

sind doch weiter nichts als eine auf die Parameter a1 , a2 bezogene für 
einen gewissen Elementebereich gültige Parameterdarstellung der parti­
ellen Differentialgleichung f ( x, y, z, p, q) = 0. 

Aus den drei Gleichungen (9) sind ja in der Tat a1 und a2 als eindeu­
tige, stetige, mit stetigen Ableitungen versehene Funktionen der x, y, z, 
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p, q bestimmt. Denn nach der in den vorigen Paragraphen beendeten 
Herleitung des vollständigen Integrals wird a2 durch (6') von S. 241 aus­
gedrückt, eine Formel bei der wir aber jetzt noch die hier vorliegende 
Abhängigkeit von a1 kenntlich machen müssen. Somit wird 

(lü) a2 = 1p(x0 , y0 , x, y, z, a1) 

Freilich steckt hierin noch a1 . Und zwar hängt 1p stetig differenzierbar 
von a1 ab. Aber nach S. 244 wissen wir schon, daß 

(11) a1 = l1 (x, y, z, p, q). 

Aus dem Gesagten ergibt sich, daß der Rang der Matrix 

iJV iJV 

iJa1 i!a2 

(12) 
i!Vx i!V", 

iJal c)a2 

o Vy o Vy 

iJal iJa2 

stets zwei ist. Da nämlich (10) nach z auslösbar ist: 

z = 1p(x, y, Xo, Yo· a2, al)' 
so ist 

(13) 

Weiter sind 

I (X' y' z' p' q) = 0 
l1 (x, y, z, p, q) = a1 

identisch erfüllt, wenn man (9) einträgt. Daher ist 

(14a) 

(14b) 

I iJ V 1 cJ Vx ! 1 0 Vy 
Izaa+ 2v iJa-: Iq ~a = l 

1 1 u 1 

I 0 V I iJ Vx 1 iJ Vy 
1z~+ lP iJa-+ jq o:1--=0, 

2 2 u 2 

Wäre nun der Rang der Matrix (12) kleiner als 2, so gäbe es zwei Zah­
len A1 , und A2 , die nicht beide verschwinden, derart, daß 

i:'V av 
Al a -+ ..12 o-- = 0 a 1 ua2 

(Vi) A {)V X+ ..19 i1_T7"' = 0 
1 iJa1 - i!a2 

A j) Vy + A iJ_Vy = 0 
1 i}al 2 iJa2 

wäre. Wegen (13) muß also jedenfalls A1 =f 0 sein. Multipliziert man 
(14a) mit A1 und (14b) mit ..1 2 und addiert, so kommt wegen (15) links 
Null heraus; rechts aber steht das von Null verschiedene A1 . Daher war 
die Annahme, der Rang von (12) sei kleiner als zwei, falsch. Der Rang 
der Matrix (12) ist also zwei. 
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Man kann noch hinzufügen, daß wegen der S. 231 gemachten An­

nahme f v + 0, jedenfalls 

rv ov 

I+ o (16) 
oal oa2 

avl' ~)-~~ 
' r'a1 oa2 

ist. Denn sei z. B. 
ri V,, oVx 

oal iJa2 
=f 0, 

r' ~·Y o!jJ 
oal iJa2 

so löse man die zweite und dritte Gleichung (6) nach a1 und a2 auf und 
trage in die erste ein. Das so entstehende z- V muß eine von Null 
verschiedene Ableitung nach p haben. Diese ist aber 

o V o Vy _ o V_ iJ _r7 y_ 

O_tl_!_iJ_~ i)a1 i)a2 

ilVxoVy orr,~av",· 

iJal oa2 oal 0 a2 

Ebenso schließt man in dem Falle, wo 

oV rJV 

oa1 oa2 
=f=O 

rJ V,, oVx 

oal i)a2 

ist. Man kann also die partielle Differentialgleichung in der Form 

p = r.p (X, y, Z, q) 

wiederherstellen, indem man die erste und die dritte Gleichung (9) 
nach a1 und a 2 auflöst und das Ergebnis in die zweite Gleichung (9) 
einträgt. 

Noch sei bemerkt, daß man das vollständige Integral auch nach 
dem zweiten in § 6 angegebenen, jede weitere Integration vermei­
denden Weg aus drei in Involution liegenden Integralen f = 0, /1 = a1 , 

/ 2 = a2 gewinnen kann, wobei dann die Auflösungen nach a1 und a2 auf 
der Hand liegen. 

Wir behaupten, daß man aus diesem vollständigen Integral (8) 
durch Eliminationsprozesse alle Integrale von (l) erhalten kann. Die­
selben können in der Tat stets als Enveloppen einer passend gewählten 
cinparametrigen im vollständigen Integral enthaltenen Schar von Inte­
gralflächen aufgefaßt werden. Um das einzusehen, gehen wir von einem 
.\nfangsstreifen aus, der eine gewisse Integralfläche bestimmen möge. 
Durch ein jedes Element dieses Streifens geht gerrau eine Fläche aus 
dem vollständigen Integral. Nach S. 237 hat dieselbe mit der durch 
den Anfangsstreifen bestimmten Integralfläche den ganzen durch das 
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Ausgangselement bestimmten charakteristischen Streifen gemeinsam, be­
rührt letzteren also längs der Trägerkurve des Streifens. Den verschie­
denen Elementen des Ausgangsstreifens entsprechend erhalten wir so 
eine einparametrige Schar von Flächen aus dem vollständigen Integral, 
welche die gewünschte Integralfläche einhüllt. Wenn x = x ( r), y = y ( r), 
z = z(r), p = p (r), q = q(r) der Ausgangsstreifen ist, so kann man nach 
den dargelegten Eigenschaften des vollständigen Integrales a1 und a2 

als eindeutige Funktionen aus 

(17) 
J z(r) = V (x(r), y( r), a1 , a2), 

l p(r)= Vx(x(r), y(r), a1 , a2), 

q(r) = Vy(x(r), y(r), a1 , a2) 

berechnen. Nach (7) und (8) wird nämlich 

a1 (r) = /1 (x(r), y(r), z(r), p(r), q(r)) 

a2 (r) = 7p(x0 , y0 , x(r), y(r), z(r), a1 (r)). 

a1 (r), a2 (r) ergeben sich somit als stetig differenzierbare Funktionen, 
falls x ( r), y ( r), z ( r), p ( r), q ( r) stetige erste Ableitungen besitzen. 

Also stellt nun 

(18) 

die gesuchte einparametrige Teilschar des vollständigen Integrales dar. 
Wenn also der Anfangsstreifen den S. 238 angegebenen Bedingungen 

genügt, und also durch ihn eine Integralfläche eindeutig bestimmt ist, 
so berührt bei festem r = r 0 die Fläche (14) diese Integralfläche längs 
desjenigen charakteristischen Streifens, der durch das Element r = r0 

des Anfansgstreifens bestimmt ist. Diesen charakteristischen Streifen 
wollen wir nun bestimmen. Es wird sich zeigen, daß aus der Kenntnis 
eines vollständigen Integrals sich die Kenntnis aller charakteristischen 
Streifen sofort ergibt. 

Aus (9) haben wir die partielle Differentialgleichung in der Form 
p = cp(x, y, z, q) 

rekonstruiert. Man überzeugt sich sofort, daß die zu 

g(x, y, z, p, q) = p- cp(x, y, z, q) = 0 

gehörigen charakteristischen Differentialgleichungen, mit den zu 

I (X' y' z' p' q) = 0 
gehörigen identisch sind. Denn es ist identisch 

Also wird 
f(x, y, z, cp, q) = 0. 

fx--fvgx=O 

/y-/pgy=O 
fq-fpgq=O 

fv- fvgP = 0 

Pfv + qfq- fv(p'gp- qgq) = 0, 
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so daß die zu g = 0 gehörigen charakteristischen Gleichungen von den 
zu f = 0 gehörigen sich nur durch den von Kuli verschiedenen Faktor / 11 

unterscheiden. Das bedeutet aber nur eine andere Wahl des Parameters t. 
Also wird in den Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen 

dx 
dl = l. 

Wir nehmen daher t 0= X an. Weiter wird 

dy I.a2 V.cal- Val V~·a'2 

dx r·a1 I·_11 a 2 ·-- l-' 0 "1 Vya 1 

oder 

D. h. längs der charakteristischen Streifen ist 

konstant. Nach (10) ist ja Va =!=O. Wir schreiben dies so 
2 

Va, + a3 V"z = 0. 

Zusammenfassend haben wir somit über die Integration der charak­
teristischen Differentialgleichungen das folgende Ergebnis gewonnen: 

Wenn man neben 

I (X' y' z' p' q) = 0 
em weiteres Integral 

/ 1 (x, y, z, p, q) = a1 

der charakteristischen Differentialgleichungen gefunden hat, so ist neben 
Eliminationsprozessen und einer Quadratur zur Bestimmung der Charak­
teristiken nur noch die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung zu leisten 1). Man bekommt alle charakteristischen Integral­
streifen aus dem <'ollständi{!,en Integral 

wenn man die Gleichungen 

z = V ( x, y, a1 , a2) , 

0 = V a + Va · a.3 , 
1 '2 . 

P= Vx(x, y, a1 , a2), 

q = V.v ( x, y , a1 , a2) 

nach x, y, z, p, q auflöst. a1 , a2 , a:3 sind dabei willkürliche Konstanten. 
Während wir ursprünglich die Differentialgleichungen der charak­

teristischen Streifen als ein Mittel zur Integration der partiellen Diffe-

1) :\Ian denke an die .~layersche Methode. 
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rentialgleichungen einführten, haben wir nun umgekehrt gelernt, daß 
die partielle Differentialgleichung durch ein vollständiges Integral 
ein mächtiges Hilfsmittel zur Integration jenes Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen an die Hand gibt. 

Wir schließen noch dnige Bemerkungen an, deren Zweck es ist, 
dem bishu benutz'.en Begriff dc s vollständigen Integrales eine el was 
größere Allgemdnheit zu geten. Bis jdzt waren die vollständigen 
Integrale als zweiparametrige Scharen von Integralflächen uklärt, 
wie sie durch das Verfahren von § 5 und 6 erhältlich waren. Wenn 
uns abEr nun dne zwciparamdrige Schar von Inte[falflächen vor­
gelegt ist, die in tinem gewissen Elementebereich alle nichtsingulären 
Elemente umfaßt, so stellen wir uns die Frage, inwiewEit wir diese 
Schar zu den in diesem Paragraphen dargelegten Zwecken verwenden 
können. Dies ist stets dann der Fall, wenn eine Parameterdarstellung (9) 
der partiellen Differentialgleichung vorliegt, für die alle Überlegungen 
des § 7 in Ordnung gehen. Dazu sollen die in (9) vorkommenden Funk­
tionen für einen gewissen Bereich B der x, y, z, p, q, a1 , a2 mit stetigen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehen sein, sie sollen eine 
eindeutige mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung ver­
sehene Auflösung nach a1 , a2 zulassen. Endlich soll der Rang der Matrix 
(12) gleich zwei sein. Mit a2 werde immer der Parameter bezeichnet, 

für den °~ =f 0 ist. 
iJ a2 

In den ganzen vorstehenden Erörterungen waren Integralelemente, 
für die neben I= 0 auch I P = 0 und fq = 0 ist, ausgeschlossen. Man nennt 
sie singuläre Elemente und eine aus ihnen aufgebaute Fläche eine singu­
läre Integralfläche. Natürlich kann man ohne Integrationen aus den 
aufgegebenen drei Gleichungen für die singuläre Elementen heraus -
ähnlich wie bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen- entscheiden, 
ob es singuläre Integralflächen gibt. 

§ 8. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen. 

Es gibt verschiedene Sorten von partiellen Differentialgleichungen, 
für die man leicht ein vollständiges Integral finden kann. 

Wenn z. B. die Clairautsche Differentialgleichung 

z= xp +yq +f(p,q) 

vorgelegt ist, so ist die zweiparametrige Ebenenschar 

z = a1 x + a2 y + f(a1 , a2) 

em vollständiges Integral. Denn tatsächlich umfassen diese Ebenen 
die sämtlichen Flächenelemente der partiellen Differentialgleichung. 
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Die drei Gleichungen 

z = a1 x + a2 y + I ( a1 , a2) 

p =-= al 

q =ccc al 

erfüllen auch offenbar alle am Ende von § 7 aufgezählten Voraus­
setzungen. 

Wenn weiter eine Differentialgleichung der Form 

P=l(q,x) 

vorgelegt ist, so hat man zur Bestimmung weiterer Integrale der 
charakteristischer Gleichungen die lineare Differentialgleichung 

o u _ 1' u I l u" (- + I . ~- c u . = 0 ax oy q · ciz P · q q) op !., 

zu betrachten. Ersichtlich ist 
u=q 

ein Integral derselben. Daher hat man zur Bestimmung emes voll­
ständigen Integrales p und q aus 

p == l(q, y), 

auszurechnen. Also ist aus 

P = f(a1 , x) 

das vollständige Integral zu ermitteln. Man findet 

z == a1 y +J f ( a1 , x) d x + a2 . 

Als drittes Beispiel wähle ich eine Verallgemeinerung des voriger. 

f(x, P) = g(y, q) . 

.Man sagt hier, die Variablen seien getrennt. 

Ein Integral von 

(1 11 . r' u o u . , c u j f' u 
(--;: /p ---(''I l!q (P/p -~ q{!q) -- r_c_p ___ X _ _;__ - a '= () .• , ? , · rq bY 

i,;t hier offenbar 

u l(x,p). 

Zur Bestimmung des vollständigen Integrales hat man somit p und 
q aus 

f(x, p) = a1 , 

g(y' q) = al 
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zu ermitteln, ein Ergebnis, das man auch unmittelbar aus der partiellen 
Differentialgleichung entnehmen kann. Man möge etwa 

p = cp(x, a1), 

q = 'I{J(Y, ai) 
finden. Dann ist 

z = J cp(x, a1) dx + J 1p(y, a1) dy + a2 

das vollständige Integral. 
Sei viertens 

f(z,p,q)=O 

vorgelegt, so hat man 

r)u j (!u f O~t ) rJu j rJu j ax P+ay·q+ cz(Pfp+qfq -apPz-aqqz=O 

zu betrachten. Ein Integral ist jedenfalls 

u= g 
p 

Die Auflösung der Gleichungen 

möge 

q- a1 p = 0, 

f(z, p, q) = 0 

P= cp(ai,z), 

q = a1 cp(a1 , z) 

ergeben. Dann bekommt man das vollständige Integral m der Form 

J dz , + 
-( -) = x --r- a1 y a2 • 
t:p av z 

Bemerkung: Man kann übrigens die letzte Differentialgleichung auch 
auf den schon behandelten Typus 

F(y,p,q)=O 
umformen, indem man .x und z ihre Rollen vertauschen läßt. Soll nämlich 
durch 

z = z (.x, y) 

.x als abhängige, z als unabhängige Variable eingeführt werden, so hat man 

o.x 
l=P. a--z· 

i).x 
O=P. +q. 

oy 
Also wird die Differentialgleichung 

f (z. a~, 
az 

-~)=0 0% ' 
az 

ist also vom angegebenen Typus, der dadurch ausgezeichnet ist, daß außer den 
partiellen Ableitungen nur eine der unabhängigen Variabeln, die abhängige gar 
nicht vorkommt. 
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§ 9. Differentialgleichungen, in welchen die unbekannte 
Funktion nicht explizite vorkommt. 

Es sollen Differentialgleichungen der Form 

h (X, y, p, q) = Ü 

untersucht werden. Zunächst bemerkt man sofort, daß die fünf charak­
teristischen Gleichungen in zwei Gruppen zerfallen. Sie werden nämlich 

dx l 
d t .. c· zp, 

dy 
dt = hq, 

dp 
== -h 

df X> 

dq 
dt = -hy, 

d z J h d t .~ .• p 1P + q q. 

Da aber z selbst in h nicht vorkommt, so kann man aus dieser letzten 
Gleichung z durch eine Quadratur bestimmen, sobald erst die vier an­
deren Funktionen aus den vier übrigen Gleichungen bestimmt sind. 

Kennt man ~·ollends irgendeine einparametrigc Schar von Integralen 

Z=c V(x,y,a) 

der partiellen Differentialgleichung, und zwar so, 
o ~a V\ 

Bereich der x, y, a eine der Ableitungen ". I ·)', 
ra \ c x 

Null verschieden ist. so ist 
?V 

=C 
ca 

ein Integral der charakteristischen Gleichungen. 
Unter unseren Voraussetzungen ist nämlich 

z=V(x,y,a)+b 

daß in einem gewissen 
iJ Ir F . 

.. '\·:;- stehg und von ca c·y 

nach S. 252 ein vollständiges Integral der partiellen Differentialgleichung 
Denn man kann z =V+ b, p = Vx, q = Vy nach a, b auflösen. 

Daher kann man den S. 251 aufgestellten Satz anwenden. Danach 
findet man die Charakteristiken aus 

z=V(x,y,a)+b 
c; V 
fa = c. 

Hier also ergeben sich ihre x-y-Projektionen aus 
iJV 

da 
= c. 

§ 10. Anwendungen in der Mechanik. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind von besonderer 
Wichtigkeit für die ebene Bewegung eines Massenpunktes, auf welchen 
eine zeitlich konstante Kraft wirkt, welche ein Potential U (x, y) be-
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sitzt. Die Bewegungsgleichungen werden nämlich dann, wenn die Masse 
des Punktes Eins gesetzt wird, 

d2x au 
----~- = ----
dt2 iJx ' 

d2y iJU 
a t2 ay · 

Setzt man ~~ = p und ~~ = q und führt noch die kinetische Energie 

T = p2+q2 
2 

ein, so hat man außerdem 
dx oT dy iJT 
at ap' at oq' 

während man die ersten beiden Gleichungen so schreiben kann: 

dp iJU 

dt i}x ' 

dq iJU 
d t iJy • 

Führt man nun noch die Energie 

E=T+U 

ein, so hat man schließlich für die Bewegung diese vier Gleichungen: 

( l) 

I t!_. ~ =E dt 'P' 

dy 
at =Ea, 

l ~~=-Ex, dq 
-=--E dt y. 

Das sind aber nach § 9 die vier ersten zu 

(c = konst.) 

gehörigen charakteristischen Gleichungen, so daß also die Integration 
der Bewegungsgleichungen gleichwertig ist mit der partiellen Diffe­
rentialgleichung (2). Man nennt sie die Hamittonsehe Gleichung der 
Bewegung. (Ihr Bestehen bringt den Energiesatz zum Ausdruck.) 
Die Bahnkurven der Bewegung sind dann die x-y-Projektionen der 
(harakteristiken dieser Differentialgleichung. Zur Lösung des mecha­
nischen Problems bedarf man also nur eines vollständigen Integrales 
dieser Gleichung. Zu seiner Auffindung ist oft die Einführung neuer 
unabhängiger Variabler zweckmäßig, weil man dadurch z. B. oft die 
Gleichung auf eine der in § 8 behandelten zurückführen kann. 
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Als Beispiel werde die Anziehung eines Massenpunktes nach zwei 
festen Zentren betrachtet. Die beiden Zentren sollen bei ± 1 auf der 
x-Achse liegen. Man führt elliptische Koordinaten ein. Dazu betrachtet 
man die konfokalen Kegelschnitte 

x2 •> 

(3) a1 + }. + a2 ~t- i. = 1 (a1 > a2 > 0 und a1 - a2 = 1) 

mit den Brennpunkten x = ± 1, y = 0. Durch jeden Punkt der Ebene 
gehen zwei Kegelschnitte der Schar hindurch, einer Ellipse und eine 
Hyperbel. Die Ellipse kommt heraus, wenn der Parameter ). der Un­
gleichung 

(4') a2 +A > 0 

genügt. Hyperbeln erscheinen, wenn 

(4") - a1 < A < - a2 

ist. Ist aber x, y ein beliebiger Punkt der Ebene, so besitzt die Gleichung 

(5) x2(a2 + A) + y2 (a1 + A) - (a1 - 1 A) (a2 + A) = 0 

für }. stets zwei Wurzeln A1 und A2 (A1 > ).2), von welchen jeder der 
beiden Ungleichungen (4'), (4") je eine genügt. Man erkennt das, wenn 
man das Vorzeichen der linken Seite von (5) für A--* + oo, A = - a2 , 

Ä = -- a1 betrachtet. Setzt man dann die beiden Gleichungen 

x2(a2 + },1) -!- y2(al + ~) = (al + ~) (a2 + ~) 
X2(a2 + A2) + Y2(al + A2) = (al + A2) (a2 + A2) 

an, so kann man daraus x2 und y2 durch )'1. und ),2 ausdrücken. Man 
führt die Rechnung am bequemsten durch, indem man für (5) 

~~+~+~~ ~-~-~-~~+~=-0-~~-~ 
schreibt und dann nacheinander A = - a1 und }. = - a2 setzt. So 
findet man 

(6) !2 = (al + i.l) (al + .. Ä.z) = ( _!_ • ) ( -L • ) x al "·t al ' 1,2 al- az 

V2 = (a2 + Ä1) (a2+ Ä~ = _ (a -.t- A ) (a _1_ A ) • 
' a2 - a 1 2 ' 1 2 ' 2 

Durch A1 und A2 ist also in jedem Quadranten genau ein Punkt fest­
gelegt. Man nennt A1 und Ä2 seine elliptischen Koordinaten. 

Wir müssen nun dieEntfernungenrund R des Punktes (x, y) von 
den beiden Zentren in elliptischen Koordinaten ausdrücken. Man hat 

r2 =- ( x - 1) 2 + y2 = x2 + y2 - 2 x + 1 

R2 = ( x + l) 2 + y2 = x2 + y2 + 2 x + 1. 

Nun folgt aus (6) daß 

x2 + y2 = al + a2 + ;,1 + Ä2 
ist. Daher findet man 

Bi e b erb a c h, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 17 
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2 _ ') I " ~-,---··· - f '- ·-- ~----,2 

r - - a1 + A1 -,- A2 - 2 V ( a1 1 A1) ( a1 + )2) - \.V~ + A1 - V a1 --t· A2J 

R2 = 2a1 + Jc1 + Jc 2 + 2 V(a1 -r- A~)(a1 + JcJ = {Va1+ ~ + Va~-t- .IL2} 2 • 

Also 
r = V a1 + A1 - V a1 -+- A; 

R = Val -1- Al + Val~).~ . 
Betreffs der Vorzeichen der Wurzeln ist dabei folgendes zu be­

merken: Zunächst ist sgn V(~+~) ra;.+A2) = sgnx, also durch den 
Quadranten bestimmt, den man gerade betrachtet. Die Vorzeichen der 

beiden Wurzeln V a1 + A1 und V a1-+i~ sind dann so zu wählen, daß 
das Vorzeichen ihres Produktes wieder mit dem von x übereinstimmt. 

Daher wird nun das Potential 

U = _ !_fll _ m_2_ = _ (ml + m2) V al + ).1 + (ml---::- m2) Val+___& 
r R }.1 -A2 

Für die partielle Differentialgleichung benötigen wir weiter den Aus-
iJz i)z cz cz . 

druck von~- und iJy durch ifX1 und iJA2 • Man fmdet aber aus (6) 

Also 

') - ( , ) r' },1 , , ) iJ A2 
.-x- al+~~2 tx +(al-t--/1.1 ox 

( , ) (' Äl ( I , ) i3 A2 
0 = a2 + 112 i) X- + a2 T /1.1 -BX 

0 = (a --~- Jc ) ()_31 + ( a + A ) 8 A2 
1 • 2 ay 1 1 oy 

- 2 y = (a2 + A2) a/'.1 + (a2 + A1) :;..2 . 
uy uY 

iJÄ1 __ 2x(a2+A1) 
ax - A1-A2 

iJÄ1 _ 2y(a1+A1) 
a y - -1~-.:.::_-A;- · 

oA2 2x(a2 +A2) 

Tx =- ---;.--;_--=A-;-
iJA2 2y(a1 +A2) 

i3 Y - ·-;_1 - A2 -

Nun wird 
2 2- (.a!...)2(A.2 11.2) -? ~z- .!_z_ (A " A A ) 

Zx + Zy- 0;,1 IX+ 11/ ·+ "" 0;._1 iJA2 1XA2x + 1!1 2Y 

+ C};~t (A~x -1- },~y). 
Daraus findet man 

z~j-z~ = (Oz)2. (a1 + A1) (a2 + A1) _ (az)2. (a1 -+:_ ~2)J'l2__+_A 2~ 
4 o Al Al - A2 iJA2 A.l - Ä2 • 

Die Hamittonsehe Gleichung wird also 

( oz )2 m + m --- - ( i)z )2 -- (a + A ) I a . .;.. A ) - __ L --- 2 V a + .A - - - (a + A ) (a -1- .A ) a ;_1 1 1 . 2 , 1 2 1 1 \o A2 1 2 2 , 2 

(m2- ml) ,;- - --+ ·- ·-· 2 · v al + A2 = c (.Al- .A2) · 
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Hier sind aber die Variablen getrennt, und daher findet man nach 
S. 253 durch Einführung zweier neuen Integrationskonstanten a und b 
das vollständige Integral: 

Daher wird unter Benutzung der weiteren Integrationskonstanten ß 

oz = ß 
ra 

die Gleichung der Bahnkurven. Soll der Massenpunkt die Stelle x0, y0 

mit gegebener Geschwindigkeit passieren, so ist die Bahnkurve ein­
deutig bestimmt. Denn aus der Energiegleichung 

x'2 -i- v'2 - 2 (ml + m2 )\ = 4 c 
· r R 

entnimmt man den Wert von c. Trägt man den in die Gleichung der 
Bahnkurve ein, so liefert die Bedingung, daß der Massenpunkt mit 
gegebener Geschwindigkeit durch den Punkt x0, y0 gehen soll, die 
Bestimmung der Integrationskonstanten a und ß. 

Um nun auch noch den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu er­
kennen, achten wir darauf, wie die Lösungen der partiellen Differential­
gleichung (2) von c abhängen. Wir fügen also dies c den unabhängigen 
Variablen zu und beachten, daß dann die Ableitung von z nach dieser 
neuen unabhängigen Variablen in (2) nicht vorkommt. Stellt man für 
die so aufgefaßte partielle Differentialgleichung (2) die charakteristischen 
Differentialgleichungen aufl), so sind die Gleichungen (1) noch durch 
die beiden folgenden zu ergänzen: 

dr 
dt ~ ()' 

d ((iz) l. 
dt ac = 

Daraus entnimmt man also, daß 

i!z 
=t+r 

iJc 

ist, und damit ist dann noch der zeitliche Ablauf der Bewegung ge­
regelt. r ist dabei eine neue Integrationskonstante, durch die der Null­
punkt der Zeitzählung bestimmt wird. Die Bahnkurven der Bewegung 
lassen sich eingehend diskutieren. Man vgl. z. B. Charlier: "Die 
Mechanik des Himmels". 

1) Die hier im Vorbeigehen benutzte Theorie der partiellen Differentialglei­
chungen mit mehr als zwei unabhängigen Veränderlichen wild S. ~60 ff. näher 
begründet werden. 

17* 
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§ 11. Die Charakteristikentheorie im Fall von 
n unabhängigen Veränderlichen. 

x1 , x2, ... , Xn seien n unabhängige Veränderliche, z 'sei die ge­
suchte Funktion derselben. Zur Abkürzung werde 

oz 
(1) ax,; = pk (k= l, 2, ... , n) 

gesetzt. Dann sei die Differentialgleichung 

(2) f(x1 ••• xn; P1 , P2 , ••• , PnJ = 0 oder kurz · f(x, z, P) = 0 

vorgelegt. f(x1 , x2 , .•• , Xn; z; p1 , ... , Pn) und seine Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung sollen in einem gewissen Bereich B der 2 n + l 
Variablen x, z, p stetige Funktionen sein. xi0> ••• x~); z<0l; p~> . .. p~l 

sei eine Stelle des Bereiches, an der (2) gilt. An dieser Stelle sei :t =!= 0. 

Ohne uns auf geometrische Betrachtungen einzulassen, definieren 
wir in Analogie zu dem in § 3 und 4 Bewährten: Unter einem Element 
verstehen wir einen Punkt des genannten Bereiches B. Unter einem 
Integralelement verstehen wir ein Element, das (2) genügt. Unter einem 
k-dimensionalen Streifen verstehen wir eine von k-Parametern r1 , ... , rk 
abhängige Schar von Elementen 

(3) Xv=rp,.(rp···rk), z=rp(r1 , ... 'tk), p,.=1Jlv(r1 .. rk). (v= l,2, ... ,n) 

Hier sind die rp,,, rp, "Pv samt ihren ersten Ableitungen in einem ge­
wissen Bereich T der Parameter stetig und es gelten die Relationen 

(4) 
oz ox1 _.!__ p dxn (flo = l, 2, 0 0 0, k) a = Pca- + ... ' n OT,u Tft <,u 

Endlich soll der Rang der Matrix 

I orpl 0 rpl iJ qJl 

I 0.1 iJT2 
• 0 

o"Ck . 

: 
iJ_rp2 orp2 8q;2 i 

a r 1 OT2 
0 0. 

oTk 
(ö) 

·, 

aq;. OfPn arp • . 

I OTl ih2 
0 0. 

OTk 

genau k sein. 
Wir nennen einen Streifen I ntegralstreijen, wenn er aus lauter Integral­

elementen besteht. 
Ein eindimensionaler Streifen 

(6) (v= l, ... , n) 

heißt charakteristisch, wenn er den folgenden Differentialgleichungen 
genügt: 
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(i) 
I d x,, I . d p,, I I 

dt···vk' dt=-~k-Pkz 

I ~ 1 -Pifvt' .. ,+Pni'Pn" 

(k = I, 2, ... , n) 

Als Aufgabe werde gestellt, durch eine n- l -dimensionale Mannig­
faltigkeit Rn-I des n +I-dimensionalen Rn+1 der (x, y) eine n-dimen­
sionale Integralfläche zu legen. Diese Rn-I sei durch 

x, = rp.,(rl ... Tn-1) l 
z=rp(r1 ... Tn-l) J 

(8) (k = l, ... , n) 

gegeben. Dabei seien die cp in einem gewissen Bereich T der r samt ihren 
ersten Ableitungen stetig. Der Rang der Matrix 

oq;l ap_1~ I 

?rl rr,,_l I 

(9) 

r q; n _('JJ_n_ -

!'Tt OTn-1 

sei n- l. 
Zunächst müssen wir noch voraussetzen, daß sich durch diese Rn-! 

ein Anfangsintegralstreifen legen lasse. Dieser Streifen ist an die Be­
dingungen 

(10) 
OXn · · · + Pn 1 (k = l, 2, ... , n- l) 
G ik 

/(x, z, p) -~ 0 

gebunden. Nehmen wir an, für r~c = r 1/ 0l, d. h. xk = xk<OJ, z = z<0l, gebe 
es eine Lösung pk = pk<OJ dieser Gleichungen und die Funktionaldeter­
minante 

I v, .. /Pn 
f'Xl ('Xn 

(11) r· r, !Tl 

(~I X 1 CXn 

Cin---l Oin-l 

sei an dieser Stelle von Null verschieden 1). Dann gibt es nach be­
kannten Sätzen eine Umgebung jener Stelle (x<0l, z0) der Rn-I> für 
die die Gleichungen lösbar sind. Die Lösungen hängen stetig und 
differenzierbar von den Parametern ab. Nehmen wir die eben für 
xk<o>, z<OJ ausgesprochenen Bedingungen längs ganz (8) als erfüllt an, so 
sind wir damit in der Lage. durch (8) einen Anfangsintegralstreifen 
zu legen. Er sei 

1 ) Dies ist z. B. wegen d I_ =f 0 stets dann der Fall, wenn die Rn-l diese ist: 
(ipl 

x1 = knnst.. ;:; =Cf' (x2 , .•. , -"n). 
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Xk= lfk(Tl. · · 'tn-1) 

(12) z = rp(rl ... 'tn-1) 

Pk = 1J!k(T1 · · · 'tn-1) · 

Hier sind die rpk, rp, 'IJ!k in T samt ihren ersten Ableitungen stetig 
und der Rang von (9) ist n - 1. 

Ein Element eines solchen Anfangsstreifens ist durch 2n + 1 
Anfangswerte x(Ol, z(O), p(Ol charakterisiert. Wir legen durch dasselbe 
einen charakteristischen Streifen, indem wir diejenige Lösung der charak­
teristischen Differentialgleichuhgen bestimmen, welche für t = 0 in 
x(Ol, z(Ol, p<0> übergehen. Ein solcher charakteristischer Streifen ist ein 
Integralstreifen, weil sein zu t = 0 gehöriges Anfangselement der partiellen 
Differentialgleichung f(xWl, zWl, p( 0l) = 0 genügt. Trägt man nämlich 
in f(x, z, p) die 2n + 1 den Streifen bestimmenden Funktionen x = x(t), 
z = z(t), p = p(t) ein und differenziert nacli t, so kommt 

'\'f dxk dz . '\'f dp,, 
L..; "'k. dt + fz dt -i- L..; 'Pk-dt 

= }}f.,kf'Pk + fz.})Pd'Pk- 2.'f'Pk (f.,k + fzPk) = 0. 

Daher ändert sich f(x, z, p) mit t nicht. Da aber für t = 0 das ver­
schwindende f(x0 , z0 , Po) herauskommt, so ist f(x, z, p) = 0 für alle t, 
d. h. die in der angegebenen Weise bestimmten charakteristischen 
Streifen sind lauter Integralstreifen. 

Nach den Existenz- und Stetigkeitssätzen über gewöhnliche Diffe­
rentialgleichungen hängen die charakteristischen Streifen für einen ge­
wissen Bereich der Parameter ( r, t) stetig und stetig differenzierbar von 
den Parametern ab: 

(13) 
Xk= lfk(T, t)) 
z = rp (r, t) 

P~c= "Pk(r, t) 

(k = 1, ... , n). 

Die den charakteristischen Streifen angehörigen Elemente (x, z, p) 
sind somit lauter Integralelemente. Erfüllen sie aber auch eine Integral­
fläche? Um hier etwas beweisen zu können, müssen wir erst den Begriff 
derIntegralfläche genau feststellen. Wir definieren: Unter einer Integral­
fläche verstehen wir einen n-dimensionalen Integralstreifen. Wir wollen 
nun zeigen, daß die Gleichungen (13) eine Integralfläche darstellen. 

Für jede einparametrige Schar aus (13) ist die Streifenbedingung er­
füllt. Für die Schar, die durch Konstanthalten aller T charakterisiert 
ist, sahen wir das eben schon. Für die Schar, welche durch Kon­
stanthalten von irgend n - 1 anderen der n-Parameter -r, t erhalten 
wird, ist es noch zu zeigen. Wir haben also zu zeigen, daß z. B. 

(14) 
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gilt. Für t = 0 ist das richtig. Um es allgemein zu bestätigen, setze man 

( 1 ö) 

und differenziere (15) nach t und beachte die charakteristischen Diffe­
rentialgleichungen. Man bekommt so: 

oder 
au = )'· op; + "'t OX;--; I r•;;. 
ct ..:....;f1l; oT,, .L..; X; i!Tk z CTk 

Die rechte Seite aber ist Null, da ihr Verschwinden ja nur die schon 
bekannte Tatsache zum Ausdruck bringt, daß ein charakteristischer 
Streifen, der ein Integralelement enthält, ein Integralstreifen ist. Da 

aber tt = 0 für t = 0 gilt, so folgt aus ci'~; = 0, daß u 0 für alle t. 

Damit ist noch immer nicht erkannt, daß die gefundene n-para­
metrige Schaar von Integralelementen (13) eine Integralfläche aus­
macht. Hierzu ist Yiclmehr noch zu zeigen, daß 

ii rpl a rpl acpl 
cct r· T 1 ih:n- 1 

( cp2 ocp2 _!_~ 
( t C T1 iJ Tn ·- 1 

(I 

crp" r:q;" __ c'!" 
rt IJT1 OTn--l 

ist. Wegen (7) folgt dies aber unmittelbar aus (lüjll) längs t = 0 und ist 
daher aus Stetigkeitsgründen auch in eine gewisse Umgebung von t = 0 
richtig. Man kann somit aus denn ersten Gleichungen (13) -,;1 .•. Tn_1 , t 
eindeutig ausrechnen und in z = rp (-,;, t) eintragen und bekommt so 
die Darstellung der Fläche durch eine eindeutige Funktion 

z = z(x1 , •• . , Xn)· 

Der Nachweis, daß die gefundene Integralfläche die einzige durch die 
gegebene Rn-I ist, ergibt sich daraus, daß zwei Integralflächen, welche 
ein Flächenelement gemein haben, auch den ganzen durch dies Element 
bestimmten rharakteristischen StrC'ifen gemein haben. 

Es se1 

( 16) (i=1,2, ... ,n) 

irgendein nicht singuläres Element einer Integralfläche 

(17) 
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Ich zeige, daß dann der durch (16) bestimmte charakteristische Streifen 
der Fläche (17) angehört. Da für diese (2) gilt, so gelten auch die daraus 
durch Differentiation noch x1 .•. Xn sich ergebenden Gleichungen (18) 
längs der Integralfläche: 

n 

(18) I I . ~I Bp, = 0 
x1, + z pk + .L.J P; r1 Xk 

(k = 1, 2 ... , n) 
i cc 1 

Nun betrachte man auf der Integralfläche diejenige Kurve durch den 
Punkt x\0l, z<0l, für die 

dx1, 
(19) d-t = lvk (x; z(x); p(x)) 

gilt. Längs dieser Kurve ist dann natürlich durch Differentiation von 
(14) nach t auch 

(20) 

erfüllt. Beachtet man nun, daß 
['p; o Pk 
i!x" = i!x;' 

so kann man statt (18) auch schreiben 

(18') 

oder wegen (19) 

oder 
dPk 

(21) dt=- lxk- lz • Pk· 
(19), (20), (21) aber besagen, daß der durch (21) bestimmte Teilstreifen 
der Integralfläche gerade der durch (16) bestimmte charakteristische 
Streifen ist. Derselbe gehört also jeder Integralfläche an, die das Element 
(1.5) enthält. Und daher ist durch den Anfangsstreifen (12) eine Integral­
fläche eindeutig bestimmt. 

§ 12. Das vollständige Integral im Falle von 
n unabhängigen Veränderlichen. 

Wir haben uns vorab, bevor wir zu unserer eigentlichen Aufgabe 
übergehen, mit einem überbestimmten Gleichungssystem 

P1 = tpt(x1 , .. . , xn; z) 

(1) 
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zu befassen. Hier sollen die rpk samt ihren ersten und zweiten Ableitungen 
in einem gewissen Bereich B der x, z eindeutig und stetig sein. Die Inte­
grabilitätsbedingungen 

( l') (k=l,Z, ... ,n) 

mögen identisch in B erfüllt sein. 
Jedem Punkt desselben wird durch ( 1) ein Flächenelement zugeordnet. 

Daher ist zu erwarten, daß durch jeden Punkt (c1 , ... , c"; c) von B genau 
eine Integralfläche von (l) geht. Das läßt sich analog wieS. 2411242 be­
weisen. Wir gehen folgendermaßen vor: 

Zunächst integrieren wir 

(2) 

unter der Anfangsbedingung 

Z = C für X1 = c1 • 

Das möge eine Funktion 

(3) z = 1p1 (x1 , c2 , ... , c"; c; c1); c = 1p1 (c1 , ... , c"; c; c1) 

liefern. Sie ist samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einer ge­
wissen Umgebung von (c1, ... , c"; c) stetig. So haben wir die Schnitt­
kurve der Integralfläche mit x2 = c2 , ••• , cn = c" erhalten. Wir schneiden 
nun weiter bei festem x1 mit x2 = c2 , ..• , x" = c" so, daß für x2 = c2 

z = 1p1 (x1 , c2 , ..• _. cn; c; c1) 

herauskommt. Dazu integrieren wir 

(4) 

durch eine Funktion 

(5') 

wo 

In dieser Weise setzen wir das Verfahren fort. Es erreicht seinen Ab­
schluß durch die Integration von 

(6) 
r- ,':; 

cx" = lfJn (x]' ... ' xn; z) 

durch eine Funktion 

(7) 

mit der ~\nfangsbcdingung 

(8) 
1!ln-1 ~ Xl, X2 • · · ·, Xn-1, cn; C; Cl , · · ·, cn-1) 

=~- lfJn (XI, X2' ... , X"_l, Cn; C; Cl' .... Cn). 
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Dabei besitzt 'IPn stetige erste und zweite Ableitungen nach allen seinen 
Argumenten. Nach (7) ist auch 

so daß hier 

(8') 

ist in einer gewissen Umgebung von x1 = c1, .. . , x2 = cn, z = c, was für 
später nützlich zu bemerken ist. Nun hat man zu zeigen, daß die durch 
(7) erklärte Funktion das gesuchte Integral von (1) ist. Zunächst folgt 
aus der Stetigkeit von 'lfJn• daß 

'lfJn(cl, .. . , cn; c; Cl, ... , Cn) = 'lfJn-l(cl,. • ., cn; c; Cl, ... , Cn-1) 
= 'lfJn-2(c1, ... , cn; c; c1, ... , cn_2) = ... = 1p1(c1, ... , cn; c; c1) = c. 

Die vorgeschriebene Anfangsbedingung ist also erfüllt. Weiter ist 
sofort ersichtlich, daß (7) der letzten Gleichung (1) genügt. Denn diese 
ist mit (6) identisch und aus dieser wurde (7) gewonnen. Um zu sehen, 
daß (7) auch der vorletzten Gleichung (1) genügt, beachten wir, daß dieser 
die Funktion 'lfJn-1(x1, ... , Xn~1 ; cn; c; c1, ... , cn_1) genügt, mit der 
(7) für Xn = cn nach (8) übereinstimmt. Die Differenz 

0 lj! II ( ) 

0;---- qJn-1 Xl' ... , Xn; 'lfJn = U 
xn-1 

ist also für Xn = cn Null; man differenziere sie nach Xn: 

i!tt 02 lf!n °(/Jn-1 iJqJn-1 °lf!n ax. = oxna<~~-~- -iiZ. oxn 

- orpn I orpn OVJn O'Pn-1 orpn-1 OVJn 
---,----·----------_- --

oxn-1 oz oxn-1 oxn cz ilxn 

i!qJn ilqJn , orpn 
= ----- - - q; 1 -j- --- • u 

iJxn_ 1 oz n- oz 

0(/Jn-1 °'Pn-1 - ----ax- ----az qJ n 
n 

ilrpn 
= - 0z u (wegen (1')). 

Da aber u =-: 0 das einzige Integral von 
i3u i3qJ. 
-- = --- u 

ax. oz 

ist, das für Xn = cn verschwindet, so ist u = 0 und also genügt (7) auch 
der vorletzten Gleichung (1). Analog führt man auch den Nachweis, daß 
(7) allen Gleichungen (1) genügt. Es gibt {l;lso in der Tat ein einziges 
Integral (7) von (1), das für x1 = cl' ... , Xn = Cn den Wert z = c hat. 
'lfJn(x1, x2 ••••• Xn, A; A1, A2, ••• , An) ist dabei samt seinen ersten und 
zweiten Ableitungen nach x1 , •.. , Xn; A; A1, •.. , An stetig in einer ge­
wissen Umgebung des Anfangspunktes (c1 , ... , cn; c; c1 , ... , cn)· 
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Wir wenden uns einer zweiten Vorbereitung zur Konstruktion eines 
vollständigen Integrales zu: Jedes Integral 

(9) /dx1, · · ., Xn; z; P1, · · ., Pn) = ak 

ist nach S. 245 ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 

( 10) 

wo 

gesetzt ist. Wir nennen [f, fk] wieder einen Klammerausdruck und sagen 
i und lk lägen in Involution, wenn [!, lk] = 0 ist. 

Ich nehme nun an, man hätte n paarweise in Involution liegende 
Integrale 

(ll) I= 0, /1 = a1 · · · fn-1 = an-1 

der charakteristischen Gleichungen, wo also, wenn fo = I gesetzt wird, 

(fi,lk]'=O ist für (i,k=0,1, ... ,n-1). 

Ich nehme weiter an, daß für einen gewissen Bereich B von Elementen 
(x,z,p) 

(U) 

sei und daß 

(13) 

d (f, /1 ... Ir~,-=_~) =f= 0 
d(pl · · · Pn) 

sei. Endlich seien in B die I, Ii ... ln-1 mit ihren Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen stetig. Dann kann man in einer gewissen Um­
gebung U des Elementes (x< 0>, z<0>, p<0>) die Gleichungen (ll) eindeutig nach 
P1 •.•• , Pn auflösen und erhält 

(14) 

wo die cp; samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in 
einem gewissen Bereich G der Veränderlichen xl' ... , xn; z; a1 , ..• , an_1 

stetige Funktionen sind. Für diese Gleichungen (14) sind nun die 
In tegra bili tä ts bedingungen 

(15) (i, k = 1, 2, ... , n) 

erfüllt. Trägt man nämlich (14) in (ll) ein, so entstehen Identitäten in 
x1 , x2 , .•• , x", z. Differentiation ergibt: 

n 
di. . '\1 of. dP;. 
__ _! + .L.J • d-;; = 0. 
d x,., i .. . 1 a Pi. ,., 
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Also wird 

\'. ~J ofi ofk (dpl dp") l o = [/dkJ =- L.J. L.J lap tJ-:p liX-- dx- 1 · 
ft~l }.=1\ !. I' I' !, 

(i, k = 0, 1, ... , n-1). 

Durch zweimalige Anwendung von (12) folgt hieraus (15). Man kann so­
mit die erste Vorbemerkung anwenden. Es gibt also genau ein Integral 

(16), z = V(x1, .. . , Xn; a1 , ... , an) 

von (14), das an einer passenden Stelle x~0>, • .• , x~0> den willkürlich vor­
geschriebenen Wert z = an annimmt. V ist samt seinen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen eine stetige Funktion von x1, ... , xn; 
a1, .•. , an in einem gewissen Bereich dieser Variablen und Parameter. 
Wir nennen (16) ein vollständiges Integral von 

I= o, 
weil 

z = V(x1, .. • , xn; a1, .•. , an) 

pk = Vv,,(xl' .. . , Xn; a1, •.. , an) 
(17) (k = 1, 2, ... , n) 

eine Parameterdarstellung von I = 0 ist und als solche in einem gewissen 
Bereich der(x,z,p) bei passenderWeite derParameter ~ .... ,an alle 
Elemente von I = 0 darstellt. Man kann nämlich die Gleichungen (17) 
nach den al' ... , an eindeutig auflösen und so die partielle Differential­
gleichung I= 0 in der Form 

pl = <p(xl, x2, ... , Xn; z; p2, •• . , Pn) 

wieder gewinnen. Wie S. 260 soll nämlich vorausgesetzt sein, daß ;~;~ =F 0 

ist in dem zu betrachtenden Elementebereich. Dann beweist man die 
eben ausgesprochene Behauptung ganz analog wie im Falle zweier unab­
hängiger Variabler auf S. 249. Es folgt aus (8') 1) von S. 266 und (10) 
von S. 267. Zunächst folgt nämlich aus (8'), daß der Rang der Matrix 

iJV iJV 

iJa1 oa" 

i!Vx, iJ V,", 
iJal a, .. an 

(18) 

a v"'n (i v.". 
iJ al ()an 

n ist. Anderenfalls gäbe es zu jeder Stellen nicht sämtlich verschwinden­
de Zahlen },1, ... , An derart, daß 

1) Dort ist c durch an zu ersetzen. 



§ 12. Vollständiges Integral im Falle vonnunabhängigen Veränderlichen. 269 

(Hl) 

(k= 1, ... , n) 

Wegen (8') ist hier insbesondere mindestens eine der Zahlen Al' ... , An-I 
von Null verschieden. Weiter aber sind die (ll) identisch erfüllt, wenn 
man die (17) einträgt. Daher ist 

n 
. ( l' '\"'~ iJ V,,.i 
hz i}a. + L.J /kpi a·!L = Sk;,, 

I. i ] I. 

(:20) 
(k= 0, l, ... , n~ 1) 

(A= l, 2, ... , n) 

wo Ski.= 0, wenn A =i= k, sk'!. ~·~ 1, wenn /. ··= k. 
Man wähle nun k so, daß 

lc" =t 0 

ist. Für dies k multipliziere man die Gleichungen (20) der Reihe nach 
mit ~ ... An und addiere sie. Dann entsteht wegen (19) links Null, 
aber rechts A1, =\= 0. 

Man zeigt nun weiter auf Grund von (10) S. 267, daß gerade 

cv av 
iJ al 

.. 
i!a." 

rillx2 I' v.~2 
iJal i}a." 

(21) =\=0 

ist. Denn wäre z. B. 

=\= 0' 

r:i V,,.n iJ Vxn 

i!a1 · · · c a." 

so könnte man die Gleichungen 

(22) 

nach den a1, ... , an auflösen und in z =-= V (x1, ... , xn; a1, ... , a,.) eintragen. 
So hätte man f = 0 in der Form z- V= 0 zurückgewonnen. Wegen 

iJV 
/ 1,, =\= 0 aber ist ap~ •y 0. Man bekommt aber 
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n 
oV ~oV oa; 
Cp1 = .L.J iJ a; iTp~ 

i=l 

und aus (22) 

(k= 1, ... , n) 

wo elk = 1 für k = 1, e 1 k = 0 für k > l. 
Daher wird 

0 V d (V, V.,.2 , • .. , V xn) . d( v_"l' . .. , ~,x.) 
opl d(al, .. . , an) d(al, .. . , an) 

womit (21) bewiesen ist. 
Abschließend werde noch zur Begriffsbestimmung des vollständigen 

Integrales folgendes bemerkt: Wir nennen weiterhin eine Funktion 

Z= V(x1, .. . , Xn; a1, .. . , an) 

ein vollständiges Integral für einen gewissen Elementebereich, wenn 
sie in demselben, für a-Werte aus einem gewissen Bereich, der. partiellen 
Differentialgleichung 

f(x,z,P)=O 

genügt, für die 0°;1 
=f= 0 vorausgesetzt ist und wenn dazu der Rang von 

(18) in diesen Bereichen n ist. Mit an werde stets ein Parameter bezeich­
z; v 

net, für den ; =f= 0 ist. Dann lehren die vorstehenden Betrachtungen, 
u an 

daß es vollständige Integrale für die Umgebung jedes regulären Elementes 
gibt. 

Wir machen nun Anwendungen auf die Integrationstheorie zunächst 
der partiellen Differentialgleichung f = 0. Wenn ein Anfangsstreifen 
derselben gegeben ist, durch den eine Lösung eindeutig bestimmt ist, 
so ist durch jedes Element derselben auch eine Fläche des vollständigen 
Integrales bestimmt, die die gesuchte Integralfläche längs des charakte­
ristischen Streifens berührt, der durch jenes Anfangselement festgelegt 
ist. Macht man dies für alle Elemente des Anfangsstreifens, so erscheint 
die Integralfläche als Enveloppe einer Teilschar des vollständigen Inte­
grales. Um diese Enveloppe zu bestimmen, legen wir noch dar, wie man 
vermittelst des vollständigen Integrales, den durch ein Anfangselement 
bestimmten charakteristischen Streifen darstellen kann. Das belegt 
dann wieder zugleich den Nutzen, den die Theorie der partiellen Diffe­
rentialgleichungen für die Integration der Systeme gewöhnlicher Diffe­
rentialgleichungen bietet. 

Aus (17) haben wir nämlich die partielle Differentialgleichung m 
der Form 
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darstellen können, indem wir die erste und dien - I letzten dieser Glei­
chungen nach den a1, ... , an auflösten und das Ergebnis in die zweite 
Gleichung eintrugen. Diese Form der Differentialgleichung benutzen 
wir jetzt zur Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen 
der charakteristischen Streifen 1). Die erste derselben wird jetzt 

d xl = l 
d t ' 

so daß wir weiterhin t = x1 nehmen wollen. Dann wird für k= 2, 3, ... , n 

dx~; =, __ orp = _ i~~V, 1 • Ba;. 

dx1 cp~; i.=l oa1. oPk. 

Weiter hat man zu beachten, daß die partielle Differentialgleichung 
identisch erfüllt ist, wenn man darin (17) einträgt. Das gibt die für 
a1, •.• , an geltende Identität 

Vx1 (x; a)- Vx1{x; a[z(x, a); p(x, a)]} = 0. 

Also sind auch für alle x und a die Gleichungen erfüllt, die sich hieraus 
durch Differentiation nach den a ergeben. Das liefert 

() = i!Vx, _ ~cV,, (
1
oa1. iJ V. --'- 1a:< ~V"\ _;__ --'- oa;_ o ~x1 ) 

ca. .L.J cz oa. up2 ra. · . . . iJP. aa. 
J ;, 1 ' J J J, 

(f = l, 2, ... , n). 

Dies gilt also namentlich auch längs eines jeden charakteristischen 
Streifens. Beachtet man (23), so gilt also längs eines jeden charakteristi­
schen Streifens - für ihn haben ja die a unveränderliche Werte -

' n a T-'" ::1 n Tl 
()-.- rT_,. 1 _) · 3 ,,ua1 __ qV_+2}dx~;iJ'.Tk 

(iaj i.~ aa, (c caj 'kcc~ dxl i·ai 
(24) 

(j = l, 2, ... , n). 

Faßt man dies als ein homogenes lineares Gleichungssystem für 

l dx2 dx" 
'dx1 · · · dx1 

auf, so ist seine Determinante Null. Es ist also stets eine der Gleichungen, 

eine Folge der übrigen, so daß man sich zur Bestimmung der ddx. auf 
xl 

n - l passende aus diesen Gleichungen linear kombinierte beschränken 
darf. Wegen (8') ist 

nun von Null verschieden. 

1) Daß zu f = 0 und zu p 1 -· · cp = 0 dieselben charakteristischen Streifen ge­
hören, erkennt man wie S. 246 im Falle zweier unabhängiger Veränderlicher. 
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Um nun n- l Gleichungen aus den (24) herzustellen, welche die zu 
t' = l gehörige zur Folge haben, müssen wir nur solche n- l lineare 

Kombinationen derselben bilden, in welchen die dd ;rk_ mit von Null ver-
xl 

schiedeuer Determinante eingehen. Nun kann man aber jedenfalls 
n- l Zahlen b; so bestimmen, daß für das Anfangselement des cha­
rakteristischen Streifens die n - l Gleichungen 

(25) (j= l, 2, ... , n-l) 

erfüllt sind. Dementsprechend multipliziere man die Gleichung i = n 
von (24) mit b; und füge sie zur f-ten Gleichung hinzu. So erhält man 
die folgenden n - l Gleichungen 

(26) 

(i= l,2,3, ... ,n-l). 

Hier ist aber die Determinante 

I!·. o.n V"" b a v,"k I _j_ 

I B~. + i oan J
1

1 1 () 
' ' 

(
k=2,3, ... ,n ) 

j = l, 2, ... , n- 11 

(27) 

iJV 
Dies lehrt wegen -- =f= 0 ein Blick auf (21). Die b; werden dabei 

iJan 
längs des Streifens unverändert fest gehalten. Zur Bestimmung der 
X-Koordinaten der charakteristischen Streifen reichen also die (26) 
völlig aus. Diese aber kann man sofort integrieren. Ihnen genügt 
nämlich die durch die Gleichungen (25) bestimmte Kurve, welche zum 
gleichen Anfangselement wie der betrachtete charakteristische Streifen 
gehört. Zunächst kann man nämlich in der Umgebung dieses Anfangs­
elementes die (25) eindeutig nach x2, ••• , xn auflösen, denn die Punk­
tianaldeterminante hinsichtlich x2, ••• , xn ist gerade (27). Des weiteren 
lehrt Differentiation nach x1 , daß für die durch (25) bestimmte Kurve 
gerade (26) gilt. Damit ist nun folgendes Ergebnis gewonnen: 

Zu jedem charakteristischen Streifen gehören 2 n - l Zahlen 

derart, daß sich mit Hilfe eines vollständigen Integrales der charakteristi­
sche Streifen in der Umgebung 1'enes Elementes so darstellen läßt: 

z = V (x1, ... , Xn; a1, ... , an) 

P1. = Vx1_ (xl' .. . , xn; a1, ... , an) 

O=av b.av 
ila. + 'oan 

' 
wo ). = l, 2, ... , n, i = l, 2, ... , n- l ist. 
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Die Theorie des vollständigen Integrales hat uns gelehrt, daß man 
durch die Kenntnis von n - 1 Integralen 

(k = 1, 2, ... , n -- 1), 

die mit f = 0 und untereinander in Involution liegen, die Integration 
der 2 n + 1 Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen auf 
die von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 

(14) Pi= rpi(xl' ... , xn; z; a1, ... , an_1 ), 

die sich durch Auflösung der 

1=0, lk=ak, k=1, 2 ... k-1 

nach den Pi ergeben, zurückführen kann. 
Von besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall, daß in f die unbekannte 

Funktion z explizite nicht vorkommt, sondern daß sie nur durch ihre 
Ableitungen in I eingeht. In diesem Falle kann man die Differential­
gleichungen der charakteristischen Streifen in zwei Gruppen zerlegen: 

(l.:i) 

und 

(/? = 1, 2, ... , n) 

Die ersten 2n Differentialgleichungen enthalten z nicht, können also 
für sich betrachtet werden. Wir nennen sie die kanonischen Diffe­
rentialgleichungen. Auf sie bezieht sich die Hamilton-] acobische Theorie. 
Ein Hauptergebnis derselben entnehmen wir dem vorhin bewiesenen 
als Spezialfall. Vermittelst eines vollständigen Integrales 

ar 
·'" = V(x 1, .. . , xn; a1 , ... , an), ia ··fc 0 

n 

von j == 0, lassen sich die Lösungen der kanonischen Differentialglei­
chungen (15) in der folgenden Weise darstellen 

- F "V 
C _L b O = 0 k 1 2 1) ila~,; · "ra" ( = • , ... ,n-

c l" 
Pi.= ox; (x1 , ... , xn; a1 , ... , an) (}, = 1, 2, ... , n). 

Unsere bisherigen Betrachtungen lassen noch die Frage offen, 
welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger mit I und untereinander 
in Involution liegenden Integrale ziehen kann. Sie enthalten nämlich 
die Antwort auf diese Frage nur für den Fall, daß man n solche 
in Involution liegende Integrale kennt. Früheren Erwägungen kann 
man ja die Antwort auf diese Frage entnehmen für den Fall, daß 
man n solche in Involution liegende Integrale kennt, und unter der 
Annahme, daß man die Gleichungen 

I·= ü, l1 == a1, · · ., fn-1 = an-1 
Bi e b erb a c h, DifferentialgleichunRen. ~- Aufl, 18 
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(unter fi die Integrale verstanden) nach den Pi auflösen kann. Dann 
kann man nach S. 267 durch eine Quadratur ein vollständiges 
Integral bestimmen. Wir wollen aber nun die Frage allgemein auf­
rollen. Wir wollen die Methode angeben, auf die die Untersuchur.gen 
von Lie geführt haben. Sie führt zu einer sehr eleganten Antwort 
auf die Frage, welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger in In~ 
volution liegenden Integrale für die Integration ziehen kann. 

Gegeben seien die in Involution liegenden Integrale 

(16) /=0, /1 =a1 , ... , fk=ak. 

Zunächst kann man nun einen ersten Schritt machen, der genau dem 
entspricht, den wir in dem Falle machten, wo n in Involution 
liegende Integrale gegeben sind. Wir suchen die k + 1 Gleichungen 
nach k + 1 der Ableitungen aufzulösen. Zu dem Zweck müssen wir 
noch annehmen, daß die fi mit den Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen in einem gEwissen Gebiet der x, z, p stetig und eindeutig 
sind, sowie daß die Matrix 

a t at 
ap1 ' • • ·' ap. 

den Rang k + 1. besitzt. Es ist dann keine Beschränkung der All­
gEmeinheit, wenn wir annehmen, daß man die Gleichungen (16) nach den 
p1 , ... , pk+1 auflösen kann. Diese Auflösung möge ergeben 

= tpl(x, z, Pk+2 · · · Pn) 

(17) 
J pl 

P2 = <fl2(x, Z, Pk+2 · · · Pn) 

l ;k+l = tflk+I (x, Z' Pk+2 · · · Pn) · 

In dem Falle, wo n + 1 Integrale bekannt sind, kann man wie 
S. 249 ein gemeinsames Integral aller bestimmen, und dies erweist sich 
als das vollständige Integral. Es ist eben dann allen diesen Gleichungen 
bei festen a1, ... , an nur ein einziges Integral gemeinsam. Im Falle, wo 
n Integrale bekannt waren, war ihnen eine einparametrige Schar von 
Integralen gemeinsam. Heranziehung der übrigen ai führte wieder 
zum vollständigen Integral. Diese Erfahrungen legen es nahe, nun 
nach einer n - k-parametrigen, den Gleichungen (17) gemeinsamen 
Schar von Integralen zu fragen in der Hoffnung, so wieder zu einem 
vollständigen Integral zu gelangen. Nun aber wissen wir von S. 245, 
daß jedes den Gleichungen (17) gemeinsame Integral auch den Glei­
chungen [p;- tp;, p1 - tp1] = 0 genügt. Im Bestreben, diese Klammer­
ausdrücke zu bilden, werden wir gewahr, daß sie identisch verschwinden, 
daß also auch die Funktionen pi - tpi paarweise in Involution liegen. 
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Dies wollen wir nun zunächst beweisen. Es gilt der Satz: 
Wenn die fl Funktionen F1 , ... , F" stetige erste Ableitungen haben 

und in Involution liegen, wenn sie hinsichtlich der pl' ... , Pn in einem 
gewissen Bereich eine nichtverschwindende Funktionaldeterminante be­
~itzen, und wenn sich durch Auflösung der Gleichungen 

(18) F] c=c al ... F,, '-= a,, nach pl ... P,ll 

J P1 = 'P1(x, Z, P"+l · · · Pn) 

l ~_,,. . fl!:, (~, ~, ·P,:+l· · : · ~~) 
(19) 

ergibt, so liegen auch die p, - rpi in Involution. 
Trägt man die Lösungen (19) in die Gleichungen (18) ein, so ent­

stehen gewisse Identitäten, durch deren Differentiation sich ergibt 
fl . 

dF; + '\1~~;-. acp" = 0 
dx ~ rp dx. 

i.,v=],. I. 

ll 

::·; 1 2 1a;; 
{! Y=1 V 

. dcp" d Bcp" 
Da aber weiter d ;;_ d x ( rp,. - p,.) und -0-:p-

A C 
kann man diese Gleichungen auch so schreiben: 

dl 

dx. 
I. 

rF 
i 

(/c =~ 1, 2, ... , n) 
(i=I,:Z, ... ,ft) 

(e=tt+I,2, ... ,n). 

0 
apc (rp,.- p") ist, so 

Diese gelten nun für beide A = 1, 2, ... , n. Denn man sieht leicht, 
daß die nur für A = fl + 1, ... , n abgeleitete zweite auch für die klei­
neren}. mit Selbstverständlichkeit gilt. Daraus ergibt sich nun sofort 

Schreibt man diese Gleichungen für i = 1, 2, ... , n auf und beachtet 

d N. h h . d d k. d . d(F1 ... Fu) as 1c tversc wm en er Fun twnal etermmante d-(p 1 _- .. P,~,), so er-

gibt sich daraus 

(e, = 1, 2, ... , ttl. 

Diese schreibe man wieder für k = 1 , 2, ... , n auf und schließe dann 
aus dem Nichtverschwinden der genannten Determinante, daß 

(e, a = 1, 2, ... , tt). 
18* 
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Die rechten Seiten der Gleichungen (17) also, die wir oben durch Auf­
lösung des Involutionssystemes (16) erhalten haben, liegen selbst in In­
volution. Unser Ziel ist es, ein von n - k Parametern abhängiges ge­
meinsames Integral dieser Gleichungen zu finden. Es liegt nahe, den 
Gleichungen ein Integral abzugewinnen, das für x1 = x1 (O), ••. , 

(0) • 
xk+l = xk+l 1n 

übergeht. Dabei sind ak+l' .. . , an die gewünschten Parameter. Wir 
werden das ein vollständiges Integral des Involutionssystems nennen. 
Es liegt nahe, mit der sogenannten M ayerschen Transformation 

X1 = xl<Ol + Yt• X2= X2(0) + Y1Y2, · · ., xk+I = xk~1 + YtYk+I 

in die Gleichungen hineinzugehen. Dabei gehen die Gleichungen (17) 
in die folgenden über 

(20) 
l :~ = fPt + Y2fP2 + · · · + Yk+t fPk+t = 1})1, 

oz 

I Oy';: ::::H ~:,+, 
k+1 

Wenn es nun tatsächlich ein der angegebenen Anfangsbedingung ge­
nügendes Integral gibt, so muß dies schon durch die erste Gleichung 
bestimmt sein. Denn die Anfangsbedingung lautet jetzt 

(20') z = ak+l + ak+2 xk+2 + ... +an Xn für y1 = 0, d. h. für x1 = x1 (O). 

Wir werden dies Integral der ersten Gleichung bestimmen und nach­
weisen, daß es von selbst auch den anderen Gleichungen genügt. 

Dies Integral der ersten Gleichung gewinnt man nach S. 262 da­
durch, daß man durch die Anfangsmannigfaltigkeit einen Anfangs­
streifen legt. Nach S. 261 geht das bei unserer Wahl des Anfangs­
streifens immer. So gehören nun zu dem Anfanspunkt xk+2 
= bk+2, .. . , Xn = bn Anfangs-p-Werte pk+2 = ak+2, .. . , Pn =an. Der 
Anfangs-z-Wert ist dann ak+l + ak+2bk+2 + ... + anbn. Durch diese 
Anfangswerte für t = 0 ist eine Lösung der zur ersten partiellen Diffe­
rentialgleichung gehörigen charakteristischen Gleichungen 

(21) 
ox(! iJ(/)1 op(! d(/>l 

ayl - ape' ayl- = ax? (e = k-+ 2, ... , n) 

n :z = 2) Pe~!t usw. 
Yt k+2 Pu 

bestimmt. Diese sei 

Xe= Xe (yl, y2, ... ' Yn· ak+l . .. an, bk+2 . .. bn) 

Ze = Z (yl, Y2, · · ·' Yn• ak+l · · ·an, bk+2 · · · bn) 
usw. 
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Dann ist durch diese Gleichungen unmittelbar eine Parameterdarstellung 
der durch unsere Anfangsbedingung festgelegten Integralfläche gegeben. 
Die b; sind dabei die Parameter der Darstellung. Nun ist es leicht, 
zu verifizieren, daß dieses Integral auch den übrigen partiellen Diffe­
rentialgleichungen genügt. Gm das einzusehen, bilde ich 

I r})l 

r'Yi 

0 rpl 6 z 
I~ I'Y; 

Wegen der charakteristischen Gleichungen aber ist dies 

crJ>, --- drJ>l -- ).17 (orJ>i ~~!.' _d!i dx!') ~ 0. 
1 y 1 dv, -..I cp dt dx dt 

< ~~: -k+:! ~~ !.! 

Also wird 
d rpl d rJ>; 
dy, dyl· 

~-\lso wird durch Integration nach 

I =@,+C. 
(' Y; t 

Da aber für t = 0 die Integrationskonstante Null ist, so ist sie über­
haupt Kull und wir haben 

wie wir sie beweisen wollten. 
Das gefundene Integral ist ein vollständiges Integral der ersten 

partiellen Differentialgleichungen (20) in einer gewissen Umgebung der 
~\nfangsmannigfaltigkeit. Denn für t = 0 hat die Funktionaldetermi­
nante der z, Pe (e = k + 2, ... , n) hinsichtlich der a!' den Wert Eins. 
Somit kann man die Gleichungen 

(22) 

V(yl, Y2• · · ., Yk+l• Xr.:+2• · · ., x"), 

"r· 
(' xk---:!. 

r' _r" 

nach den a; auflösen. Von oben wissen wir bereits, daß auch die 
Gleichungen 

1) Bei Anderung der Variablen bleibt die ]m·olutionsbezichung erhalten. 
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oV 
PHt=--

axk+l 

nach a1 ... ak auflösbar sind. Denn diese waren ja aus den Glei­
chungen f = 0, /1 = ~ ... fk = ak durch Auflösung nach den p1 ••• pk+l 
entstanden. Diese Werte der ~ ... ak kann man in (22) eintragen. 
Damit hat man das Ergebnis, daß man die Gleichungen 

Z = V(yl, Y2 · · · Yk+l• xk+2• · · ., x,.), 
av 

P1 = 0x1 ' 

av 
Pn = -ßx~ 

nach den a1 ... a,. auflösen kann. Damit aber erweist sich 

z = V1 (x1 ... x,.) = V (yl' y2 ... Yk+l• xk+2 , ..• , x,.) 

nicht nur als Integral der ursprünglichen partiellen Differentialgleichung 
f = 0, sondern sogar als vollständiges Integral derselben. Somit ist 
bewiesen, daß die Kenntnis von k + 1 in Involution liegenden Inte­
gralen von f = 0, also die Kenntnis der Integrale f = 0, /1 = a1 ... 

fk = ak es erlaubt, die Integration von f = 0 auf die Integration einer 

einzigen partiellen Differentialgleichung ::- = W1 mit n - k unab-
vYl 

hängigen Variablen zurückzuführen. Gleichzeitig aber lehrt unsere Be-
trachtung, daß die Kenntnis von k + 1 in Involution liegenden Inte­
gralen der charakteristischen Gleichungen (7} S. 261, nämlich der Integrale 

f = a, /1 = ~ ... fk = ak es erlaubt, dies System auf ein nur noch 
2n- k- 1 Gleichungen umfassendes (21) zurückzuführen, das wieder 
als System der charakteristischen Gleichungen einer partiellen Diffe-

rentialgleichung 0°2 = W1 auftritt. 
Y1 

Ich schließe diesem Hauptergebnis unserer bisherigen Erörte-
rungen einige Bemerkungen an. Zunächst enthalten unsere Betrach­
tungen eine Integrationstheorie des Systeme partieller Differentialglei­
chungen mit einer unbekannten Funktion. Man kann nämlich die Unter­
suchung eines beliebigen solchen Systems von partiellen Differential­
gleichungen stets auf die Integration eines Involutionssystems zurück­
führen. Dies geht deshalb, weil doch für jedes gemeinsame Integral 
zweier Gleichungen auch der betreffende Klammerausdruck verschwin­
den muß. Mehr als n + 1 voneinander unabhängiger solcher Glei­
chungen können aber für ein Integral nicht bestehen. Denn aus n + 1 
solchen voreinander unabhängigen Gleichungen kann man durch Auf­
lösung schon z und die Ableitungen p eindeutig finden. Entweder 
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sind dann für diese die übrigen Gleichungen von selbst erfüllt, und 
dann hat man ein Integral oder man kommt zu Widersprüchen, die 
sich auch schon darin äußern können, daß die gefundenen P nicht 
die Ableitungen des gefundenen z sind. Dazu ist nämlich nach S. 267 
gerade notwendig und hinreichend, daß die Klammerausdrücke der zur 
Auflösung benutzten Gleichungen verschwinden. So schließt man leicht, 
daß man in dem Falle, wo überhaupt gemeinsame Lösungen da sind, 
nach endlich vielen Schritten auf ein Involutionssytem geführt wird. 
ünd dies kann man nach den vorstehenden Betra~htungen behandeln. 
Wegen weiterer Einzelheiten muß auf Spezialwerke, wie z. B. Goursat: 
Vorlesungen über die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung verwiesen werden. 

Eine zweite Bemerkung: Unsere seitherigen Betrachtungen geben 
noch keinen Aufschluß darüber, welchen Vorteil man aus der Kennt­
nis einiger untereinander nicht in Involution liegenden Integrale für 
die Integration ziehen kann. Darüber liegen abschließende Unter­
suchungen von Lie vor, die auch in dem erwähnten Werke von 
Goursat zur Darstellung gebracht sind. Sie gipfeln darin, daß der 
Vorteil, den man aus ihrer Kenntnis ziehen kann, bestimmt ist durch 
die Zahl der in Involution liegenden Integrale, welche man aus den 
gegebenen zu bilden vermag. Diese Andeutung mag hier genügen. 

Ein aus k -+ l Gleichungen von n unabhängigen Veränderlichen 
bestehendes Involutionssystem hat nach unseren Überlegungen ein 
von n -- k Parametern abhängendes Integral gemeinsam. Es hat die 
Eigentümlichkeit, daB man die Gleichungen (22) nach diesen n - k 
Parametern auflösen kann. Eliminiert man nun aus den k -+ l Glei­
chungen des Involutionssystems die k ersten Ableitungen, so erhält 
man eine partielle Differentialgleichung für z als Funktion der n - k 
letzten Ableitungen, in die x1 ... xk nur als Parameter eingehen. Das 
gefundene 11 - k-parametrige gemeinsame Integral genügt auch dieser 
neuen Gleichung, und zwar ist es nach der Definition des vollständigen 
Integrales ein vollständiges Integral dieser neuen Gleichung. Die hin­
sichtlich der xk+l ... Xn gebildeten charakteristischen Gleichungen der 
neuen partiellen Differentialgleichung können daher mit Hilfe dieses 
vollständigen Integrales in bekannter Weise integriert werden: 

(e = k + 2, ... , n) 

(23) 

(e = k + l, ... , n). 

Dabei sind bk neue willkürliche Konstanten. Man gewinnt die Lö­
sungen der charakteristischen Gleichungen als Funktionen von xk durch 
Auflösung rlieser Gleichungen nach den xk+l' .. . , xn, z, pk+l' .. . , p. 
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Nun aber wissen wir, daß uns mit diesem vollständigen Integral der 
neuen partiellen Differentialgleichung zugleich ein vollständiges Integral 
der ursprünglichen gegeben ist, wofern wir nur noch die k im Invo­
lutionssystem steckenden Parameter a1 ... ak mit heranziehen. Die 
Lösungen der ursprünglichen charakteristischen Gleichungen gewinnt 
man dann durch Auflösung aus dem nachfolgenden Gleichungssystem: 

J 
o V o V .. +b -=0 
i}a12 12 (Jak 

I: ;V 
ß~. ox12 

(e= I, 2, .. . ,n, e =!= k) 

(24) 

(e=l,2, ... ,n). 

In diesen Gleichungen sind die Gleichungen (22) enthalten. 
Wir können den Zusammenhang, der hiernach zwischen den charak­

teristischen Gleichungen der neuen partiellen Differentialgleichung und 
den charakteristischen Gleichungen der alten besteht, noch deutlicher 
hervortreten lassen. Hat man nämlich die neuen charakteristischen 
Gleichungen integriert, so kennt man hiernach die Auflösungen der 
Gleichungen (22). Man kennt also die Koordinaten xk+I .•. xn der 
Charakteristiken, allerdings noch nicht als Funktionen des Para­
meters xk+I allein, sondern es gehen noch die k ersten Koordinaten 
als Parameter ein. Diese aber kann man dann als Funktionen des 
Parameters xk+l bestimmen, ohne noch einmal auf die Gleichungen 
zurückgehen zu müssen. Man kann vielmehr aus den Integralen der 
neuen charakteristischen Gleichungen jedes Integral der neuen par­
tiellen aufbauen. Namentlich also kann man dann auch ihr durch 
die Anfangsbedingung (20') bestimmtes, vollständiges Integral an­
geben. Dies ist aber gerade das dem ganzen Involutionssystem ge­
meinsame vollständige Integral, das also auch der ursprünglichen 
partiellen Differentialgleichung genügt. Und zwar ist es ein voll­
ständiges Integral derselben, wenn man noch die Parameter a1 ... ak 

beachtet, von denen es ja auch abhängt. Mit anderen Worten also 
kann man aus der Kenntnis irgendeines vollständigen Integrales der 
neuen partiellen erst die Lösungen der neuen charakteristischen Diffe­
rentialgleichungen, aus diesen alsdann ein vollständiges Integral der 
alten partiellen, und daraus endlich die Lösungen der gegebenen charak­
teristischen Gleichungen gewinnen. Damit ist also folgende Regel zu 
deren Integration gewonnen: Falls man k mit f und zmtereinander 
in Involution liegende unabhängige Integrale kennt, so eliminiert man 
aus dem Involutionssystem k der Ableitungen der unbekannten Funktion. 
Für die so entstandene neue partielle Differentialgleichung bilde man das 
System der charakteristischen Gleichungen. Auf ihre Integration ist da­
mit bis auf Eliminationsprozesse die Integration des vorgelegten Systems 
zurückgeführt. 
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§ 13. Kanonische Transformationen und 
Berührungstransformationen. 

Es ist zweckmäßig, auf die Sonderstellung der einen Raumkoordi­
naten z und damit auf die Darstellung der Integralflächen durch ein­
deutige Funktionen 

~ = z(xl, .. . , xn) 
zu verzichten. 

Wir denken uns vielmehr die Flächen in beliebiger Lage zum Ko­
ordinatensystem durch Gleichungen 

( l) 

dargestellt sind, lassen es dementsprechend dahingestellt, nach welcher 
Koordinate gerade im einzelnen Punkt die Auflösung möglich ist. Es 
ist also nur anzunehmen, daß in einem regulären Punkt nicht sämtliche 
ersten Ableitungen von u gleichzeitig verschwinden. Aus (l) ergibt sich 
durch Differentiation nach X~; 

(2) 

Setzen wir für den Augenblick 
Oz 

pk ·-~ 

Uxk = pk> Uz = Po, z = Xo 

und betrachten den Fall u z -t= 0, der uns bisher allein interessierte, so ist 
f! ,, 

(3) P,.= flo 
und die Differentialgleichung 

(4) j(x1 ... . , x."; z; P1 •... , Pn) = 0 

wird zu 

("') . /'1 p" \ () 
u fXl, ... ,Xn,Xo,-po'····-po)=. 

Dies ist eine Differentialgleichung, die nur die unabhängigen Veränder­
lichen x und die Ableitungen von u enthält, in der aber ~~ selbst nicht 
explizite vorkommt. Sie ist außerdem homogen von der nullten Dimen­
sion in den Ableitungen. Wenn wir uns also weiterhin mit der Theorie 
von Differentialglf'ichungen 

(6) /(x1, ... , Xn, p1 , ... , p.,,) = 0, 

welche die abhängige Veränderliche nicht explizit enthalten, befassen, 
so sind darin die Differentialgleichungen (4) bzw. (5) für einen l1ll1 eins 
kleineren Wert von n als den in (6) fixierten enthalten. Die unabhängige 
Variable in (6) wollen wir wieder mit z bezeichnen, so daß in (6) 

ist. 

az 
p,, ~ ax,, 
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Außer dem schon erwähnten Vorzug, nämlich der Aufhebung der 
Sonderstellung der einen Raumkoordinate, sprechen noch einige weitere 
Momente für den in Aussicht genommenen Ansatz. Einmal läßt sich 
die Theorie viel eleganter und einfacher entwickeln als bei explizitem 
Vorkommen der unbekannten Funktion. Des weiteren bietet sich in 
den Anwendungen in der Mechanik der Fall (6) unmittelbar dar. 
Aus diesen Gründen ziehen wir es vor, (6) als den allgemeinen Fall und 
(4) als den sich daraus für kleineres n ergebenden Spezialfall anzusehen, 
statt, wie es auch möglich wäre (6) als Spezialfall von (4) für das gleiche 
n anzusehen. 

Zur Gleichung (6) gehören gewisse Differentialgleichungen für die 
charakteristischen Streifen: 

(7) 

n 

(8) ~: =c 2 Pk ::--: • 
k=l 

Da in den Gleichungen (7) z nicht vorkommt, so können diese Glei­
chungen von (8) getrennt für sich untersucht werden. Wir nennen sie 
die zu (6) gehörigen kanonischen Gleichungen. 

Unsere Aufgabe ist es im folgenden, diejenigen Transformationen 
zu untersuchen, welche die Form der kanonischen Gleichungen unge­
ändert lassen. Wir nennen sie kanonische Transformationen. Es sind 
Transformationen 

(9) 
Xk= fJik(xl, · · ·· xn;pl, · · .,pn) 

Pk = 'lfJk(xl, · · · • Xn; P1, · · ·, Pn) 
(k = l, 2, ... , n) 

mit zweimal stetig differenzierbaren cpk und '1jJ1, und mit einer Funktional­
determinante, die in dem betrachteten Bereich der x und p nicht ver­
schwindet. Es ist nämlich natürlich, alle unbekannten Funktionen der 
kanonischen Gleichungen (7) an der Transformation zu beteiligen. 
Durch die Transformation (7), deren Umkehrung durch 

xk = (j)k(Xl, .. . , Xn; Pl, ... , Pn) 
(10) lJf (k = 1, 2, ... , n) 

pk = k(Xl, ... , Xn; Pl, ... , Pn) 
gegeben sei, geht 

(11) 

m 

(12) 
F(Xl, ... , Xn; Pl, ... , Pn) 

= f\(j)l, • • '' (j)n; lJfl, · · ., lJfn) 

über, und wir verlangen, daß die kanonischen Gleichungen von f in die 
von F übergehen sollen und zwar soll die Transformation (9) erst dann 
kanonisch heißen, wenn sie dies für beliebige Wahl von (11) leistet. 
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f soll immer samt seinen partiellen Ableitungen der beiden ersten Ord­
nungen in dem zu betrachtenden Bereiche stetig sein. Wir definieren also: 

Eine Transformation (9) heißt kanonisch, wenn sie die kanonischen 
Gleichungen von f in die 1•on F überführt, wo F durch (11) erklärt ist, ttnd 
zwar bei beliebiger Wahl von f. 

\Vir verzichten also darauf, auch solche Transformationen zu unter­
suchen, die nur für {iewisse f das gleiche leisten. Bezeichnet man die in 
den kanonischen Gleichungen vorkommenden.Ableitungen nachtdurch 
beigesetzte Striche, bezeichnet man ferner die Ableitungen nach X;_ oder 
X;_ durch einen unten beigesetzten Index}., und zwar durch den an zwei­
ter Stelle stehenden, wenn eine schon mit einem Index versehene 
Funktion zu differenzieren ist und bezeichnet man endlich die Differen­
tiation nach p;, oder P;_ durch den unten an erster oder zweiter Stelle 
angefügten Index n :_ i., so bekommt man 

II 

s;, ~1 (f{JkiXJ. L Tk,n+i.Pi.) 
(13) 

i. 1 
(/< = l, 2, ... , n) 

" Pk .l; ( '/fJk ;A i- '/fJk, n + 1. Pi.) 
i. =cl 

n 
Fk .l)(/;,1J;.k 1 fn+i.Pa) 

(14) 
i. 1 

II 
(k = 1, 2, ... , n). 

Fn+k ::.,'(/;,C/J;.,n+k !- fn+i. 1f\n+k) 
i. 1 

Daher wird 
n 

.l) ( x).- f.n + !.) P;., n+ k 
i. ~-1 

n 
-- 2) (p~ + /;_) ({>;, n +k 

(15) 
i. ~ 1 

n 
\' x~(m ·- P- ) _. 1. rkt. 1., n+k 

;_ = l 

n 
. - \'p~ (mk +. ---- (/J. -' '·'· - Jt I , Jl, I. 1., n T ll 

;_ 1 

n 
Pie / k - 2) (x';, - fn + ;_ 'l Pi.k 

i. •1 

n 

i >-: (Pi. + h) C/J i. k 

(16) 
}, 1 

n 

\'x'·(mk· + P-k). -·A;/. /, 

i. l 

n 
. ; ~ p' (m + . -C/J. ') ~· /, tk, n. J. 1., ll'. • 

i. 1 
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Sollen nun die kanonischen Gleichungen von f in die von F übergehen, 
so müssen in (15) und (16) rechts die an dritter und vierter stehenden 
Summen stets dann verschwinden, wenn (7) gilt, d. h. wenn xk' = fk> 
pk' = - fk gilt. Da aber f beliebig gewählt werden darf, so müssen die 
dritten und vierten Summanden bei beliebiger Wahl von x/, P/ ver­
schwinden. Daher ergibt sich: 

Eine Transformation (9), (10), mit nicht verschwindender Funktional­
determinante ist dann und nur dann kanonisch, wenn 

a cpk a 'P;. a cpk (Je[)}. 

öx 8Pk ' oP;. aPk 
(17) 

!. 
(2, k= 1, 2, ... , n) 

ihpk a lJI;. oiJ!k ()c[JJ. 
=-----

OX;, axk ' aP;. axk 
ist. 

Auch hat sich ergeben: 
Eine Transformation (9), (10) mit nicht verschwindender Determinante 

ist dann und nur dann kanonisch, wenn die 

(18) - xk' pk' 

die gleiche Transformation erfahren wie die 

(19) 
if of 

i;pk ' CXk' 

und zwar bei beliebiger Wahl von f oder, wie wir in üblicher Weise sagen 
wollen, wenn die beiden Größenreihen (18), (19) kogredient transformiert 
werden. 

Wir haben nun gleich auch kontragrediente lineare Transformationen 
zu betrachten. Die ~k mögen in ~k> 'YJk in ijk linear transformiert werden 
(k = 1, 2, .... , n) derart, daß 

n n_ 

(20) ~~ ~kY}k = L ~k 'YJk· 
k ~cl k = 1 

Dann sagen wir, die beiden linearen Transformationen seien kontra­
gredient. 

Trägt man in (12) für die x und p differenzierbare Funktionen eines 
Parameters -r ein und differenziert dann (12) nach demselben, was durch 
aufgesetzte Punkte bezeichnet sei, so erhält man 

(21) 
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Nach (20) werden also die 

(22) 

kontragredient zu den 

(23) 

transformiert. Sie werden also nach (18), (19) auch kontragredient zu den 

(24) 

transformiert. Daher gilt wegen (20) 

( :!.)) 

für jede kanonische Transformation. Umgekehrt ist aber auch jede Trans­
formation, für die (25) gilt, kanonisch Denn (25) besagt, daß (22) und (24) 
kontragredient transformiert werden. Wegen (21) werden (22) und (23) 
bei beliebigen f kontragredient transformiert und daher werden (18) 
und (19) kogredient transformiert. 

Aus (25) folgt die Existenz einer Funktion([) (x1, ... , xn; p1, ... , Pn) 
derart, daß 

" (:!öl ~' (Pkx;,,- pkxk) = ([)' 
k -~ 1 

ist. Denn (25) besagt, daß 
n 

(27) :t .2)Pk};_"- p"xk) 
k ~1 

ist. Gmgekehrt folgt (27) aus (26) und (27) ist mit (25) gleichbedeutend. 
Daher haben wir das Ergebnis: 

Eine Transformation (9), (10) mit nicht verschwindender Funktional­
determinante ist dann und nur dann kanonisch, wenn es eine Funktion 
([) gibt, für die (26) gilt. 

Hier kann nun aber die Beifügung "mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminantc" weggelassen werden. Denn wenn zu Funktionen 
(10) eine ([) gehört, so daß (26) gilt, so ist die Funktionaldeterminante 
von Nztll verschieden, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Zunächst ergibt sich aus (26) auch jetzt wieder (27) und daraus (25) . 
.:\un wende man (25) unter der Annahme an, daß die aufgesetzten 
Punkte Ableitung nach xi. oder p;_ bedeuten. Dann wird 

p;_ '\( P'"xk_ \' cP,,) 
~ k (·X-

~ k 

k~l I. 
r· X;_ 

(2R) 

'\ ' P,,x,, j \' rP,.) X· ~-I. k i)J i_ ' " k ,- p i. . "---] 
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Dies sind somit die hiernach eindeutig bestimmten Auflösungen der 
Gleichungen (13). Das Produkt der Determinanten von (13) und (28) ist 
Eins, wie man durch Einsetzen von (28) und (13) erkennt. Daher ist 
die Funktionaldeterminante von Null verschieden. Beachtet man noch, 
daß die Determinante von (28) der von (13) gleich ist, weil sie durch ge­
wisse Vertauschungen und Vorzeichenänderungen aus jener hervorgeht, 
so erkennt man, daß die Funktionaldeterminante einer kanonischen 
Transformation stets ± 1 ist. Dies hätte man auch aus (17) ablesen 
können, doch dort nur mit der hier beseitigten Voraussetzung einer nicht 
verschwi.'1denden Funktionaldeterminante. 

Man kann auch leicht zeigen, daß die Funktionaldeterminante stets 
-1- 1 ist. .. Man vgl. dazu z. B. Goursat, Le<;ons sur le problerne de Pfaff, 
Paris 1922, S. 204. 

Betrachten wir nun zwei stetig differenzierbare Funktionen 

g(xl, · · ., Xn; Pv • • ., Pn) 
h(x1 , •• • , xn; P1, • • ., Pn), 

die durch (10) in 
G(X1 , .•• , Xn; P1 , •.. , Pn) 

(29) = g ((/\, ... , C/Jn; PI> ... , Pn) 
H(Xl, ... , Xn; P1, ... , Pn) 

= h(C/J1 , ... , C/Jn; P 1 , ... , Pn) 
übergehen mögen. 

Die 

werden kontragredient zu 
x/c Pk 

transformiert, und diese kogredient zu 
iJh iJh 
apk' iJxk • 

Daher ist 

(30) 
n 

'\' ( og oh og ah) 
= ~ -a-;;;; oPk - apk axk · 

k=l 

Wir setzen ähnlich wie S. 267 abkürzend 
n 

h _ '\' ( ag . oh og oh ) 
(g, ) --~ a-;;;; apk-- ap,, 8;;;; 

k=l 

und können dann für (30) auch schreiben 
(31) (G,H)=(g,h). 
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Das Bestehen Yon (31) für beliebige g, h ist nun aber auch wieder 
hinreichend dafür, daß Transformationen (9), (10) mit nichtverschwin­
dender Funktionaldeterminante kanonisch wird. Denn (30) besagt, daß 

r:32) 
r'{.; (' a ,, 

I Xf; r'Pk 
kontragredient zu 

rh eh 

rP" ' rx" 
transformiert werden. Wendet man (ll) auf h an, so sieht man, daß 

Nt eh 
,p,' ( x,, 

kontragredient zu 

(3:3) p~, -X~ 

transformiert werden. Also werden tatsächlich (32) und (33) kogredient 
transformiert. 

Setzt man in (30) für g und h die Funktionen cpk, 1fJk ein, so erhält man 

(34) 

(rp,, cpk) = 0 

(1fJi, 1fJk) = 0 

(rpi, 'ljJ~c) ~-= 0 

(rpi, 7p,) = 1 

(i =+= k) 

(i, k = 1, 2, ... , n). 

Dies sind wieder notwendige Bedingungen dafür, daß die (9) eine kano­
nische Transformation darstellen. Sie sind aber für Funktionen X, P 
mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante auch hinreichend. 
Man berechne zum Beweis nach (29) die 

i!G rlG i:'H oH 
r'X,,' iJPk' Fx~' DP~; 

und trage sie in 
(G, H) 

ein und beachte (34); damit findet man wieder (31). 
Ergänzt man nun die (9) noch durch 

(35) z = z- (/J, 

so wird 

(36) Z'- ~'PkX~ = z'- 2Jp"x~. 

Daher sind die Pk die Ableitungen von Z nach den Xk, wenn für P" 
die Ab eitungen von u nach den x" genommen werden. 

Transformationen, die der Bedingung (36) genügen, rechnet man 
zu den Berührungstransformationen, weil (36) u. a. sagt, daß jeder Streifen 
m einen Streifen übergeht. 

Ich gebe einige Be1:spiele ?Jon kanonischen Transformationen an. 

(37) 
Xk= P" 
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definiert eine solche kanonische Transformation. Denn es ist 

>' p X' - :>'p ' -- !__ '' p ..:.....1 k k ..:.....1 kxk- dt.:..;xk k' 

Geometrisch bedeutet diese Transformation den Übergang von Punkt­
zu Ebenenkoordinaten. Man nennt sie auch die Eutersehe Transfor­
mation. 

Ein weiteres Beispiel einer kanonischen Transformation ist die fol­
gende von Poincarl angegebene: 

(38) 

Es ist nämlich 

xk = V 2X~ cos Pk 

Pk=V2XksinPk 

PA:~k- ;fYkxA: = Pl:Xk- P XA:. 

(k = 1, 2, ... , n). 

Ich gebe nun einige Beispiele von kanonischen Transformationen 
an. Bedeutet 

(39) 

eine beliebige zweimal stetige Funktion der x, X, so wird durch 

öD 
Pi== - (;Xj-

(40) 
P.;= 

(!Q 

ax; 
eine kanonische Transformation definiert, sofern 

(41) 1 1~-11 0 
1 ox;axk i i= 

ist. Es ist nämlich 

(42) 

(i = 1, 2, ... , n) 

Freilich ist hier Q anders wie in (26) eine Funktion der x, X. Aber man 
kann wegen (41) die X aus den n ersten Gleichungen (40) durch die 
p, x ausdrücken und in (39) eintragen. 

Um aus (42) auf (40) schließen zu können, müssen die X' von den x' 
unabhängig sein. Diese Bemerkung führt zu einer Erweiterung des An­
satzes. 

Man nehme nämlich an, daß zwischen den x, X die folgenden 
v Relationen 

(43) (k = 1, 2, ... , v) 

bestehen. Sie mögen voneinander unabhängig sein, d. h. der Rang von 

(44) (aDk) 
iJX; 

I'= I \ 
1z = , .. . ,n, 
\k- 1, ... , v) 

möge v sein. 
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Dann hat man neben (42) die Relation 
n n 

\1 c .!~,~,; .\'; t J: dJ" x'; -= (). 
--:---- (' .. \; ......_ o xi 

1 I i 1 

( -t.i) 

Es mögen },1, ... , }., noch unbestimmte Funktionen sem. Man bilde 
aus (42) und (45) 

)\(P.- r.l2 . ~~} r'!J,.)x' 
~\' r:x. L.J·kr'X· ., 

i I I k 1 ' 

\\'egen der Annahme über den Rang von (44) kann man dann die 
;,k so bestimmen, daß 

)' 

. - r·Q -- _)';. oQ,~,; Pi I X· , .::....; k X· 
' k = 1 ) 

(i=l, ... ,n) 

gilt. Diese zusammen mit (43) definieren eine kanonische Transfor­
mation stets dann, wenn sie überhaupt eine Transformation bestimmen. 

Wenn z. B. v = 1 ist, also nur eine Relation (43) besteht, so gehen die 
einem Punktex angehörigen Elemente in die Elemente X, P über, 
welche der Fläche .Q 1 ( x, X) = 0 angehören. 

Jeder Punkt x geht also kurz gesagt in eine Fläche über. Bestehen 
z. B. für drei unabhängige Variable zwei Relationen 

Dl = o, Q 2 = o_, 
so wird jedem Punkt x eine Kurve X zugeordnet. 

Bestehen endlich bei drei unabhängigen Variablen drei Relationen, 
so liegen Punkttransformationen vor. 

Man entnimmt dann unserer eben abgeschlossenen Betrachtung, 
wie man eine Punkttransformation zur kanonischen Transformation 
erweitert. In diesem Falle sind nämlich durch (43) die X als Funktionen 
der x gegeben. 

Man nehme etwa 

!.Jk :Xk-<Pk(xl, ... ,xn) 

[2 =0 
an. Dann folgt aus (4ti) 

und 
n 

_ V a!J>k 
Pi-.::....; Pk . · 

k==l CX; 

Bi e b erb a c- h 1 Differeutialgleichungeu. 2. A ufl. 19 
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woraus man die Darstellung der P~c durch die x, p ablesen kann. Im 
Falle linearer (/J erleiden also, wie es sein muß, die P die zu den X kontra­
grediente Transformation. 

Man kann diese Betrachtungen zu einer integrallosen Darstellung 
aller kanonischen Transformationen ausbauen. Uns genügt es aber hier, 
Beispiele von kanonischen Transformationen gewonnen zu haben. 

Die bisher betrachteten kanonischen Transformationen fallen als 
Spezialfall unter den allgemeinen Begriff der Berührungstransformation. 
Darunter versteht man Transformationen der x, z, p in die X, Z, P, 
die Streifen in Streifen überführen, für die also eine nichtverschwindende 
Funktion 

existiert, derart, daß 

(47) Z'- 2 PkXIc = 12(z'- 2P~cxlc) 

gilt. Die bisher von uns betrachteten Transformationen sind vor allem 
dadurch ausgezeichnet, daß in den Transformationsformeln 

Z = q;(x1, ... , Xn; z; P1, · · ., Pn) 
(48) X~c=(/J~c(x1 , ••. ,xn;z;p1 , ... ,pn) (k=1,2, ... ,n) 

Pk= 'lj!~c(XI> •. . , xn; z; pl, ... , Pn) 

die (/J~c und "Pk .von z unabhängig sind. Dann ist aber notwendig 

12 = konst. 

Bezieht man nämlich in (47) die Striche auf eine Differentiation 
nach z, so folgt 

(49) 
öZ arp 

(! = -~z = ()z · 

Bezieht man die Striche auf eine Differentiation nach P;., so erhält man 
rechts Null und daher lehrt (47), daß 

(50) orp _ 2) örp,, a-p- - q;k -;;-P -. 
' ). 0 ;. 

Differenziert man (50) nach z und beachtet, 
von z unabhängig ist, so bekommt man 

daß die rechte Seite 

a~~ = a~). (~~) = i~z c:;;.) = 0 

und daher ist 12 von p~. unabhängig. 
Bezieht man die Striche in (47) auf eine Differentiation nach X;., 

so folgt 
8rp ~ ot:pk 
~- L:..J CfJk ax: =- eP;.. 

~ A 
(51) 

Differenziert man (51) nach p1_, so kommt rechts nach dem eben 
c2 

bewiesenen- 12 heraus; links kann man 8-:_ ~p. aus (50) durch Differen-
t. /. 
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tiation nach xi. ausdrücken. Daher läßt sich (! allein durch die cpk 

und ihre Ableitungen ausdrücken, hängt also von z nicht ab. Differen­
ziert man nun (51) nach z, so erhält man 

oder es ist auch 

r. / r·rp \ = 0 
r•.: I,, r xi, / 

(' r<r) 
( ,t ;, \ c / 

re = 0. 
(X Ä 

Also hängt (! auch von xi_ nicht ab. Daher ist (! konstant. 
Wir sehen aber auch, claß 

r•rp 

von z unabhängig ist. Daher ist 

(53) 

DiP Konstanz von g ermöglicht es, die eben betrachteten Berührungs­
transfonnationen auf die kanonischen zu reduzieren. Setzt man nämlich 

n~.: = eP,, 
Ce= (!Z, 

so wird nach (47) und (53) 

Z'- ~· P~;X~. == ('- 1..' pkx/., 

/. == ( ~-ifJ(xl, · · ., xn; P1, · · ., Pn)· 
Also 

~'P~;Xi = ~'P,,xi +ifJ'. 
Auch die allgemeinsten durch (47), (48) definierten Berührungs­

transformationen kann man auf die kanonischen Transformationen 
reduzieren, wenn man die Zahl der x und p um je eine vermehrt. 

Man setze nämlich 

Dann wird ( 4 7), ( 48) zu 

YoXf, -- 1-~.Yi l 

V 
• V 

1' ' .o 

c cp(x1 , .. • , xn; x0 ;- ::, ... , - }:) 

Vo '-1 () 
(! 

.. YI Yn') X1 , ... , X n, Xo, - , ... , -
Yo Yo 

(k= 1, .. . , n). 

19* 



292 III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Man kann daher die Theorie der allgemeinen Berührungstrans­
formationen aus der Theorie der kanonischen Transformationen ent­
nehmen, statt sie direkt in Analogie zu der der kanonischen Transfor­
mationen herzuleiten. 

Der eben betrachtete Übergang entspricht durchaus dem zu Beginn 
dieses Paragraphen an Hand der partiellen Differentialgleichungen 
dargelegten. 

Durch diesen Ansatz findet man, daß bei einer Berührungstrans­
formation, die 

kogredient zu 

und kontragredient zu 

X~, p; 

dh oh 

dxy' apy 

transformiert werden, daß also die charakteristischen Gleichungen von 

F(Xk, Z, Pk) = 0 

in die von 
f(xk> z, Pk) = F(cpk, cp, '1/)k) = 0 

übergehen, sowie daß 

[g, h] = e[G, H] 
ist. 

Zu einer Differentialgleichung (6) gehört ein System kanonischer 
Differentialgleichungen 

(:>4) (k = l, ... , n). 

Für einen gewissen Bereich der x, p gilt der Existenzsatz für Systeme 
von Differentialgleichungen, wenn man annimmt, daß f mit seinen Ab­
leitungen der drei ersten Ordnungen stetig ist. Schreibt man daher für 
t = 0, die Werte Xk, Pk der xk> pk vor, so werden 

(55) 
xk = Wk(t, X 1 , •.. , Xn; P1 , ••. , P .. ) 

pk = Pk(t, X 1 , •.• , X .. ; P1 , ••. , P .. ) 
(k= l,2, ... ,n). 

Die Gleichungen (55) definieren dann für jedes genügend kleine t 
eine kanonische Transformation. Die Wk, P k sind nämlich nach unserer 
Annahmen über f samt den Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
stetig, und es gilt 

n 

{t ~"~ (pkxk- pk;;k) = 0. 
k=l 
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Daher ist 
n . . n . . 

'>'(pkx!c -- p/cxk) = 2(PkXk --- P!cXk). 
k =1 k=l 

Die Transformation ist also kanonisch. 
Kanonische Transformationen sind auch eng mit dem vollständigen 

Integral von (6) verknüpft. Sei 

(55) z V(x1 , x2 , ... , xn; X 1 , ••• , Xn) 
ein solches, so daß 

(56) 
cV X Pn = o (xl, · · ., Xn; 1• · · ., Xn) 
uXn 

nach den X 1 , ... , Xn auflösbar ist. Dann ist (56) zusammen mit 
(i V 

(57) Pk = -- ···x (x1, ••• , Xn; X1 , ••• , Xn) 
( /; 

eme kanonische Transformation. Denn es ist 

"'Pkx~ ~ >1 Pk X/c =V'. 
Da aber die Gleichung (6) durch (56) identisch in den x, P befriedigt 

wird, so wird F- 0. Und von F sind die transformierten kanonischen 
Gleichungen zu bilden. Man erhält nämlich F aus f, indem man in dieses 
(56) einträgt und darin noch die aus (57) errechneten x einsetzt. Die 
neuen kanonischen Gleichungen werden daher 

Also 

dX,, 

dt 
0, 

(k= 1,2, .. . ,n), 

wo ak, bk Konstanten sind, werden die Lösungen der kanonischen Glei­
chungen. Man erhält daher die Lösungen der alten kanonischen Glei­
chungen, indem m::m in (56), (57) die Xk> Pk als Integrationskonstanten 
ansieht. Wir haben bei dieser Überlegung den Begriff des vollständigen 
Integrals etwas anders gefaßt als auf S. 268, in dem wir jetzt annahmen, 
daß man (56) nach dem Xk auflösen könne. Dies wird bei der früheren 
Definition des vollständigen Integrals nicht stets der Fall sein. Dann 
geben (56), (57) auch keine kanonische Transformation. 

Man kann mit Hilfe der Theorie der Berührungstransformationen 
auch das S. 272 gewonnene Ergebnis über die Integration der charakte­
ristischen Differentialgleichungen mit Hilfe eines vollständigen Integrals 
wiederfinden. Ich begnüge mich mit der folgenden kurzen Andeutung. 

(58) z=~ V(x1 , ... , Xn, P1 , •• . , Pn) 

se1 em vollständiges Integral von 

j ( X 1 , ... , X n , Z, P1 , ... , P n) = Ü. 
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Es soll also möglich sein, die Gleichungen (58) und 

(59) 
iiV iiV 

Pr=-:-'··., Pn = -.-
CX1 OXn 

für die I = 0 genügenden x, z, p aus einem gewissen Bereich nach 
den P aufzulösen. Für n der n + l Gleichungen (58), (59) sei die zu­
gehörige Funktionaldeterminante von Null verschieden. Die Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen seien für V stetig. Wir setzen 

(60) 

(61) 

(62) 

cf>=XrPr+X2 P 2 + ... X"P 11 , 

Z=z-V+cf>. 

Dann ist durch (59), (60), (62) eine Berührungstransformation erklärt. 
Die transformierte Differentialgleichung gewinnt man durch Elimination 
von Pr, .. . ,pn aus (58), (60) und (62). 

Dieselbe wird 

(63) 

also eine ClairautscheDifferentialgleichung. Die transformierten charak­
teristischen Differentialgleichungen werden daher 

X/=- X 1 

Z'= -Z 

P,:' = 0 

Also werden die Charakteristiken 

(i= l,2, ... ,n). 

J Xk +mkXn = 0 

l Z +mX~i ~; 
(k=l, ... ,n-1) 

(64) 

(i=l,2, ... ,n) 

wo die ai, mk und m willkürliche Konstanten sind. Für die Integral­
streifen liefert (63) insbesondere 

(65) m=- ar +a2m2 +a3m3 +·.. anmn. 

Daher werden die Lösungen der ursprünglichen zu I (x, y, z, p, q) = 0 
gehörigen charakteristischen Differentialgleichungen gegeben durch (59) 
und durch 

j ;;~ mk + ;';~ = 0 (k = l, ... , n- l) 

c v c 1 o r· 
z-V(xr, ... , Xn, ar, .•. , an)+arrp + ... +a"rPn +maP = 0. 

(ß6) 

Insbesondere werden also die charakteristischen I ntegralstreilen ge­
geben durch 
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I r V cV 
- 1-m",,,, = 0 (k = 1, .... n - 1) 

('(ll,: 

lz V(x1 , .. .• x", a:' ... . , a") = 0 
r 1· (x, a) , 

Pi c= . (7 = 1, 2, ... , n). 
f X; 

Bemerkung. Ein Leser, der sich über die hier besprochenen Dinge aus der 
H amilton-1 acobischen Theorie noch weiter informieren will, sei auch auf das Buch 
von Whittaker, Analytische Dynamik, aus dieser Sammlung verwiesen. In der 
Dynamikliegt auch das Hauptanwendungsgebiet der kanonischen Transformationen 
vor. Es sind dort praktische Zwecke der Umformung der lntegrationsprobleme, 
die die kanonischen Transformationen als sehr nützlich erscheinen lassen. Für 
Fragen mehr prinzipieller Erkenntnis wird davon nur ein bescheidener Gebrauch 
gemacht. 

§ 14. Systeme gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die Theorie solcher Systeme ist ganz unabhängig von den übrigen 
Erörterungen dieses Kapitels. Es handelt sich wesentlich um eine Ver­
allgemeinerung des Ansatzes, den wir auch bei den linearen Differential­
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten aufS. 123 ff. 
verwendeten. Camille ] ordan hat in Erweiterung jenes Ansatzes das 
folgende elegante Verfahren ersonnen. Es sei zunächst eine einzelne 
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung für die unbekannte Funktion 
;: vorgelegt: 

(l) 

wo a0 , ••. , an Konstanten sind. Für die Methode ist ein ausgiebiges 
Rechnen mit Differentialausdrücken charakteristisch. Wir bezeichnen 

11!1;: D:: 

den auf der linken Seite von (l) stehenden Differentialausdruck Wir 
nennen Dz das (symbolische) Produkt von 

(1') ]) -"'-an 

und z. Analog erklären wir das (symbolische) Produkt 

D. J)l, 

WO 

ein zweiter Differentialausdruck ist, durch formales ausmultiplizieren. 
Unter der charakteristischen Gleichung von (1) verstehen wir die Glei­
chung 
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Ihrer Zer legung 

ao(e- el)"' ... (e- l?v)'u,, = 0 

in Linearfaktoren, entspricht die symbolische Zerlegung 

ao (:t - 1?1 )"''. · · (tt- l?v yv Z = 0 

von (1). Die l?k sollen hier voneinander verschieden sein. Daher hat 
(1) als Lösungen auch die Lösungen der Differentialgleichungen 

(ft -- e1 )"'z = O 

( d ·-- )l'v 
-tft- (Jv Z = 0. 

Denn die Reihenfolge der Faktoren in der Zerlegung ist gleichgültig, 
und wenn 

( :t - (Jv yv Z = 0 

ist, so führen auch alle darauf angewendeten homogenen Differential­
prozesse zu Null. Um aber 

(3) ( d )·ul, 
dt- l?k z = 0 

zu integrieren, mache man den Ansatz 
okt z=e- ·y. 

Dann wird 

Also 

Daher muß y ein Polynom von höchstens /1k = 1-tem Grad sein, das 
also /1k Parameter enthält. Nennen wir die allgemeinste so gefundene 
Lösung von (3) zk, so wird 

(4) z = z1 + ... + ::; 
eine Lösung von (1), die 

fl-1 + /12 + · · · + /1v = n 
Parameter enthält. Sie ist die allgemeinste Lösung von (1). Um das 
einzusehen, bemerke ich zunächst, daß eine jede Lösung durch ihren 
Wert bei t = 0 und den Wert ihrer n - 1 ersten Ableitungen an dieser 
Stelle bestimmt ist. Die Gesamtheit der Lösungen bedeckt also diesen 
2n-dimensionalen Bereich vollständig. Ich werde weiter zeigen, daß 
zwei Lösungen (4), welche sich in ihren Parametern unterscheiden, 
auch verschieden sind: Daraus folgt, daß die linearen Gleichungen 
durch die die Anfangswerte der Lösung und ihrer n - 1 ersten Ablei­
tungen dargestellt werden, eine von Null verschiedene Determinante 
besitzen, und daß man daher durch passende Wahl der Parameter 
jede Lösung herstellen kann. 
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Es bleibt also zu zeigen, daß in der Form (4) die ::\ull nicht dargestellt 
werden kann. Wäre aber 

z z1 + z2 • • • + z v = 0, 

so betrachte man den Differentialausdruck 

D ( d )!'2 (d \"'' 
t - !?2 ,· · · d t- Q,.; · 

Dann ist 

(5) Dz= Dz1 = 0, 

weil z- 0 sein soll. Man betrachte ferner 
( d )1'1 

Dl \di- fh . 

Es ist 
(6) D1 z1 = 0. 

Nun ersetze man ddt durch eine Variable e; dann sind die Polynome D 

und D1 teilerfremd und es gibt daher zwei andere Polynome P und Q 
derart, daß 

(7) PD +QD1 = l 

ist. Man ersetze wieder e durch :t , dann sind P und Q zwei Differential­

ausdrücke für die (7) gilt. Daher ist 

(PD +QD1) z1 = l, 

wofern z1 nicht identisch Null ist. Nach (5) und (6) aber wäre 

(PD +QD1) z1 = 0. 
Daher ist z1 _ 0 und daher sind in dem in z1 vorkommenden Polynom 
alle Koeffizienten Null. 

Nun betrachten wir ein beliebiges System linearer Differentialglei­
chungen mit konstanten Koeffizienten 

L11 x1 L12 x2 • • • + L1 n Xn = 0 

(8) L21 xl + L22 x2 + ... + Lzn Xn = 0 

LnlXl --J-LnzX2 -f- ... +LnnXn=' 0. 

Hier sollen L;k lineare Differentialausdrücke von der durch (l') erklärten 
Art sein und x1 , ... , xn sind die gesuchten Funktionen von t. Es sei 

LI= iL;k:~ 

und ö der größte gemeinschaftliche Teiler aller L; 1,. Dann multiplizieren 
wir die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 

Lzk Ln!; 
0 ·- . ' ' - 0 

und addieren sie. Dann findet man 
L1 

(9) 0 xk = 0 

(lc ~ l. ... , n) 

(k = l, 2, ... , n). 
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Daher ist jedes x" notwendig Lösung der einen Differentialgleichung 
(9). Diese haben wir vorab zu integrieren gelernt. Es mögen wieder 
(:h .•. (!v die Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung sein und fla 

die Vielfachheit von e". Dann gibt es Polynome P~k) vom Grade 
fla.- l, so daß 

(10) X = prk) e~' t + .J... prk) eq,.t 
/c 1 • • • I v (k=l, ... ,n). 

Die Koeffizienten der P'/:) sind noch nicht ganz willkürlich, sondern 
noch an die Bedingung geknüpft, daß bei Einsetzten von (10) die Glei­
chungen (8) erfüllt werden. Aber unsere Betrachtung lehrt, daß man stets 
alle Lösungen in der Form (10) darstellen kann. 

Ein wichtiger Spezialfall ist durch die Gleichungen 

(ll) 

gegeben. Hier ist 

LI-· 

d 

Lil, _- a,-~; 

d 
Lu =a,t - a"''. 

CJ=l 

dt - all- a12 · · ·- aln ' 

d 
-a"l -a"2 dt-a"" 

(!? = l, 2, ... , n) 

(i =!= k) 

Bilden insbesondere die aik eine symmetrische Matrix, so sind alle 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

e-all -al2 -aln 

(12) =0 

-anl -an2 e-ann 

reell und für eine Wurzel e~c der Vielfachkeit flk wird der Rang der 
Determinante auf der linken Seite von (12) n - /1Tc· (Man vgl. z. B. 
Fricke: Lehrbuch der Algebra, Bd. I, S. 213 oder Mises-Frank: Die 
Differential- und Integralgleichungen der Physik, Bd. I, S. 57 und S. 
260.) Trägt man daher die Ausdrücke (10) in die Gleichungen (ll) ein, 
so erkennt man, daß alle Polynome P;~) Konstanten sein müssen. Man 
mache nämlich in (ll) den Ansatz 

(k =cc 1, 2, ... , n), 

wo die Aki Konstanten sind. Dies führt auf die linearen Gleichungen 

(an- f!i)Ali + al2A2i + · · · a1nA"; = 0 
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Da dies lineare Gleichungssystem den Rang n- fl; hat, besitzt sein 
Lösungssystem den Rang fli• hängt also von /-li linear unabhängigen 
Parametern ab. Durch Addition der zu den einzelnen i so gehörigen 
Lösungen erhält man eine n-parametrige Schar von Lösungen von (ll). 
Die die einzelne Lösung bestimmenden Anfangswerte hängen wieder 
linear von den Parametern ab. Jedes einzelne xk genügt der Gleichung 

LI x1, = 0, 

und wie oben erkennt man, daß eine solche Lösung 

), Aiee,t 

nur verschwinden kann, wenn alle Ai verschwinden. Daher ist die Deter­
minante jenes linearen Gleichungssystems vonNull verschieden, und man 
kann die A; so wählen, daß die die Lösung bestimmenden Anfangswerte 
beliebig gegebenen \Verten gleich werden. 

\Vären also die Koeffizienten der e~/ nicht notwendig Konstanten, 
so müßte man gegen die uns bekannten Tatsachen einzelne Lösungen 
auf mehrere verschiedene 'vVeisen darstellen können. 



Vierter Abschnitt. 

Partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

I. Kapitel. 

Allgemeines. 

§ 1. Existenzsatz. 

Unsere Ergebnisse im Gebiete der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung legen es nahe, zunächst einmal den Versuch eines 
ähnlichen Vorgehens zu wagen. Wir wollen also auch jetzt durch 
Anfangsstreifen Lösungsflächen hindurchlegen. Ich setze dabei voraus, 
daß die Funktion 

F(x, y, z, p, q, r, s, t), 

durch deren Nullsetzen die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

( oz ()z ()2z iJ2z iJ2z) 
(I) F X, y, z, X' iJy' a%2' hoy' i3-y2 = 0 

entsteht, eine eindeutige analytische Funktion ihrer Argumente in 
einem gewissen für dieselben zugrunde gelegten Bereich sei. Zur Ab­
kürzung werden wir häufig setzen 

oz rz iJ2z (j2z (!2z 

P=ifx' q=r'y-, r=iJx2' s=oxi!y' t=ay2· 

Unter einem Streifen verstehen wir fünf analytische Funktionen 

x= x(u), y= y(u), z= z(u), P= p(u), q= q(u), 

die für einen gewissen Bereich des Parameters u eindeutig und regulär 
sind, und die noch der Streifenbedingung 

(2) z' = px' + qy' 

genügen. Bei Gleichungen erster Ordnung ergab sich die Möglich­
keit, im allgemeinen durch eine gegebene Kurve einen Integralstreifen 
hindurchzulegen. Die partielle Differentialgleichung und die Streifen­
bedingung ergaben nämlich zwei Gleichungen, aus welchen man im 
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allgemeinen zwei der fünf Funktionen, z. B. p und q, durch die drei 
anderen ausdrücken kann. Hier bei den Gleichungen zweiter Ordnung 
entfällt diese Möglichkeit wegen des Auftretens der zweiten Ableitungen 
r, s, t. Daher erweitern wir unsere Begriffsbildung durch Einführung 
von Streifen zweiter Ordnung und nennen zur Unterscheidung die bisher 
schlechthin Streifen genannten Gebilde Streifen erster Ordnung. Unter 
einem Streifen zweiter Ordnung verstehen wir nun acht in einem ge­
wissen Bereich des Parametcrs 11 eindeutige reguläre analytische Funk­
tionen 

x=x(u), y=c=y(u), z=z(u), P=P(u), q=q(u), r=r(u), 

S ~-= S ( 7t) , t c= f ( U) , 

die noch gewissen Streifenbedingungen genügen müssen. Eine solche 
ist zunächst einmal die für die fünf ersten Funktionen bestehende 
Gleichung (2), die auch jetzt wieder erfüllt sein soll. Dazu kommen aber 
noch zwei weitere, die aus der gleichen Quelle fließen. Wir finden 
sie, wenn wir uns vorstellen, daß der durch die fünf ersten Funktionen 
bestimmte Streifen erster Ordnung einer Fläche angehört, deren zweite 
Ableitungen r, s, t sind. Dann muß längs des Streifens 

(:3) 
J PI I I c=rx sy, 
l 1 I • t I l q • = sx T y 

sein, und das sind die beiden neuen Streifenbedingungen. 
Nunmehr wollen wir versuchen, durch einen Streifen erster Ordnung 

eine Integralfläche zu legen. Wir werden damit beginnen, erst einmal 
einen Integralstreifen zweiter Ordnung hindurchzulegen. Es gilt jetzt, 
drei Funktionen 

r(u), s(u), t(u) 

aus den drei Gleichungen (l) und (:3) zu gewinnen. Bei der Frage nach 
der Möglichkeit, die drei Gleichungen aufzulösen, spielt ihre Funktional­
determinante eine Rolle. Ich setze zur Abkürzung 

r· r 

r'F T= 
ct 

Dann ist diese Funktionaldeterminante 

(4) 

X 1 )11 0 

0 X1 

R S 

)11 = R )112 - S X 1 y1 + T X12 • 

T 

Setzt man nun voraus, daß man ein erstes Element zweiter Ordnung 

x0 = x ( u0), • • • , t0 = t ( u0) 

hat, das den drei Gleichungen genügt und für das die Determinante 
nicht verschwindet, so kann man nach einem bekannten Satz über 
implizite Funktionen für einen gewissen Bereich I u - u0 I < b die 
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Auflösung bewerkstelligen und für diesen Parameterbereich einen Inte­
gralstreifen zweiter Ordnung bestimmen. Man sieht, wie hier diejenigen 
Integralstreifen zweiter Ordnung eine gewisse Ausnahmerolle spielen 
werden, für die die Gleichung 

( 5) R y'2 - 5 x' y' + T x' 2 = 0 

besteht. Diese wollen wir charakteristische Streifen zweiter Ordnung 
nennen. 

Es wäre nun weiter zu zeigen, daß durch einen nichtcharakteri­
stischen Streifen zweiter Ordnung genau eine Integralfläche hindurch­
geht. Um aber bei diesem Nachweis unangenehmer Rechnerei aus­
zuweichen, will ich durch eine gewisse Transformation zu einem ein­
facheren Fall übergehen. Zunächst will ich die Trägerkurve des nicht 
charakteristischen Streifens in die x-Achse überführen. Zu dem 
Zwecke führe ich statt x den Parameter u als eine unabhängige Ver­
änderliche ! ein und setze außerdem I) = y - y (u), ö = z- z(u). 
Dies setzt voraus, daß man x = x(u) nach u auflösen kann, d. h. daß 
die Ableitung x' (u) nicht verschwindet. Durch diese Transformation 
geht unser Streifen in einen neuen Streifen über. Er erstreckt sich 
längs eines Stückes der !;-Achse. Soll er kein charakteristischer Streifen 
sein, so darf jene Determinante (4) nicht verschwinden. Da aber jetzt 
längs des Streifens I)'= 0 ist, so darf jetzt T nicht verschwinden. Da­
her kann man in der Umgebung des gegebenen Streifens die partielle 
Differentialgleichung nach t auflösen. Wir dürfen daher die weitere 
Betrachtung an eine Differentialgleichung der Gestalt 

(6) t=f(x,y,z,p,q,r,s) 

anknüpfen. Hier ist f ( x, y, z, p, q, r, s) eine eindeutige analytische 
Funktion in einem gewissen Bereich ihrer Argumente; gegeben ist 
ein längs einer Strecke der x-Achse erstreckter Streifen erster Ord­
nung. Durch ihn geht, wie wir schon wissen, gerade ein Streifen 
zweiter Ordnung. Es soll gezeigt werden, daß durch diesen genau 
eine Integralfläche geht. Dieser Nachweis kann jetzt ohne sonderliche 
rechnerische Schwierigkeit erbracht werden. Es handelt sich darum, 
eine Lösung z(x, y) von (6) zu finden, für die z(x, 0) = 0, p (x, 0) = 0 1), 

q (x, 0) = q (x) gegeben ist. Durch eine weitere Transformation kann 
man die Aufgabe erneut ein wenig vereinfachen. Ich setze nämlich an 

z1 = z - yq (x). 
Dann wird 

P1 = P - Y q', ql = q - q ( x) , 

r 1 = r - y q" , s1 = s - q' , t1 = t . 

Die Differentialgleichung geht dadurch in eine neue derselben Art über. 

1) Dies folgt daraus, daß jedes Element des Streifens durch die x-Achse geht. 
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Die Aufgabe lautet jetzt: Es ist ein Integral von (6) zu bestimmen, 
o;o daß 

:(x,U) =0, p(x,O)=O,q(x,O)=O 

ist. Diese Aufgabe kann nun leicht durch Potenzreihenentwicklung 
gelöst werden. Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, anzu­
nehmen, daß das Intervall der x-Achse, in dem der Streifen gegeben 
ist, den Punkt x =~ 0 enthält. Dann ist die Aufgabe die, das gesuchte 
Integral nach Potenzen von x und y zu entwickeln. Für die zweiten 
Ableit11ngcn crhiilt man zunächst die drei Gleichungen 

f(x, y, z, p, q, r, s), 

p',=rx' sy', 

q' '"-' s x' 1 - t y', 

wie sie ja für emen Streifen zweiter Ordnung gelten müssen. Trägt 
man hier die Bestimmungsstücke des Streifens erster Ordnung bei 
x == 0, y '~ 0 em, so werden diese Gleichungen 

f(U, 0, 0, 0, 0, r, s), 

0 ~ r, 

() === s, 

undman entnimmt ihnm r = 0, s = 0, t = f (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). lVIan 

sieht olnw weiteres ein, daß die Ableitungen i/' ~und_- -0~a-! für fl > 2 
dx· oy · ox· 

in x = y = 0 alle verschwinden, denn sie können durch Differentiation 
von z (x, 0) und von q (x, 0) nach x erhalten werden. Da aber beide zu 
differenzierende Funktionen identisch in x verschwinden, so sind diese 
Ableitungen auch :Null. Die noch zu berechnenden Ableitungen enthalten 
also alle eine mindestens zweimalige Differentiation nach y. Somit 
können sie durch Differentiation von t erhalten werden. In 

t = f ( x, y, z, p, q, r, s) 

stehen aber rechts nur Ableitungen, die eine höchstens einmalige 
Differentiation nach y enthalten. Differenziert man also t z. B. 
n-mal nach x, so läßt sich diese Ableitung somit durch andere aus­
drücken, die eine höchstens einmalige Differentiation nach y ent­
halten. Diese sind aber, wie schon festgestellt, bei x = y = 0 alle Null. 
Somit sind auch alle Ableitungen bekannt, in welchen eine höchstens 
zweimalige Differentiation nach y vorkommt. Differenziert man aber 
t n-mal nach x und m-mal nach y, so erscheint diese Ableitung ausge­
drückt durch andere, in welchen eine höchstens (m- 1)-malige Differen­
tiation nach y vorkommt. Somit kann man auch diese Ableitungen 
rekurrent ausrechnen. Somit sind bei x =~ y = 0 alle Ableitungen des 
gesuchten Integrales eindeutig bestimmt, und es fehlt nun nur noch 
der Nachweis, daß die so für die Integralfläche gefundene Potenzreihe 
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konvergiert. Dieser Nachweis wird mit Hilfe der von Cauchy er­
fundenen Majorantenmethode geführt. Diese Methode knüpft daran 
an, daß sich nach der eben angestellten Überlegung die höheren Ab­
leitungen linear aus gewissen niedrigeren ausdrücken lassen, mit ge­
wissen Koeffizienten, welche weiter nichts sind als die Werte von 
I (x, y, z, p, q, r, s) und seinen Ableitungen an der Stelle x = y = z 
= p = q = r = s = 0 . Wir ziehen daher zum Vergleich eine andere 
partielle Differentialgleichung heran, deren Funktion I ( x, y, z, p, q, r, s) 
bei x = y = 0 lauter größere Ableitungen hat. Dann hat die nach dem 
gleichen Verfahren für ihre den gleichen Anfangsbedingungen genügende 
Lösung zu findende Potenzreihe sicher größere Koeffizienten. Können 
wir nun aber irgendwie die Konvergenz dieserneuen Reihe in einem ge­
wissen Bereich der x und y feststellen, so folgt daraus auch die Kon­
vergenz derjenigen Reihe, welche der ersten Differentialgleichung ge­
nügt. Um eine geeignete derartige Majorante angeben zu können, nehme 
ich an, l(x,y,z,p,q,r,s) sei für lxl <e, IYI <e, ... , lsl <e 
regulär 1) und der Betrag von f läge in diesem Bereiche unter M. Dann 
lehrt der Cauchysche Koeffizientensatz der Funktionentheorie, daß bei 
x=y=O 

l ' i?' + v, + ... + v1f I 
--- -1~~----~-!<M 
v1t ... , v7t 1 ax•' ay•• ... as•1 1 

ist. Die entsprechenden Ableitungen von 
jyf 

V= (1--=-xf(l-=-Yf. :-:[1= s) 
sind nun aber gerade diesen Schranken gleich. Es ist nämlich 

V = .2 !VI . x•l ... Sv1 • 

•·1 +v2+ ... +v7:;;;o 
Daher ist 

als majorante Gleichung zu brauchen. Aber man übersieht nicht so­
fort, daß sie ein unseren Anfangsbedingungen genügendes Integral 
besitzt. Daher benutzen wir eine andere Majorante. 

Am einfachsten ist wohl der folgende Weg. Man gehe zunächst 
zu einem System über, das mit der Gleichung 

(7) f=V(x,y,z,p,q,r,s) 

gleichbedeutend ist2). Dies System ist 

(8) 
Z111 = Za, 

Z211 = Zaa:' 

z311 = V (x, y, z1 , z2 , z3 , z2a:, z3a:). 

1) Da es natürlich keine Beschränkung der Allgemeinheit ist, aber formale 
Vereinfachungen mit sich bringt, werde weiterhin e = 1 angenommen. 

2) Man hätte natürlich auch von Anfang an zu einem System übergehen können. 
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Es ist unter den .~nfangsbedingungen 

(!J) z1 (x, 0) -- 0, z 2 (x, 0) = 0, Za (x, 0) = 0 

zu integrieren und entsteht offenbar aus der Gleichung zweiter Ord­
nung (i), indem man 

setzt. l:mgekehrt stehen drei Funktionen, welche dem System (8) und 
den Anfangsbedingungen (!I) genügen, in der Beziehung zueinander, 
daß z2 c~c Z]x' Za = zl !I ist. Es ist nämlich nach (8) z2Y = zlXY. Also ist 
z2 cc z1., : I (x), wo I (x) gemäß (!I) zu bestimmen ist. Das liefert aber 
I (x) ·~-- 0. Daher genügt clie durch (8), (B) bestimmte Funktion z= z1 (x,y) 
auch der (~Jeichung (i). \Yir denken uns nun M so gewählt, daß auch 
Z:l und Zax, d. i. s, für hinreichend kleine I y I dem Betrag nach kleiner 
als .11 sind. Dazu mu!3 offenbar nur Al > I gewählt werden, was ohne 
Beschränkung der ,\.llgemcinheit ge:-;chchen kann. Alsdann setzen wir 
folgcndt· majoranten Cll'ichnngen an 

(10) 

I,," 
l ~2 y 

~:; 'l-1 

Jl 
II ti II v) II .c 1)(l -.:-2 ){l-z3 ) (1--z:u·) (1.:.:_~3 .~)' 

J/ 

(I- x) (I 1') (I 'Ii (J -- z2 ) (1--- z3 ) (l- z2 .,.) (1. -Za:r) ' 

M 

(I--- X) (I-- y) (1--:1 ) (1---:2 ) (1-- <:1) (1--:2 .,.) (1-za,.) • 

Daß da:; wirklich Majoranten sind, bestätigt man ohne weiteres, denn 
bei der Entwicklung der rechten Seiten, d. i. 

1/ \' k \' " \ 0 
N k \ 0 ~ " \

0 k \ O ,/,: \
0 ok 

• _.\ -·' - 4 1 -"'2 - 23 -,;;~x-"'3x' 

kommen doch allt• möglichen Poh·nzproclukte wirklich vor uncl ihre 
Koeffizienten sind alle positive ganze Zahlen. 

Die majoranten Gleichungen sind unter den Anfangsbedingungen 
(!:!) zu integrieren. Da auch diest· wie die drei Gleichungen völlig sym­
metrisch in den drei un lwkannten Funktionen aufgebaut sind, ist der 
,\nsatz z1 --- z2 ~~ z,1 ,) lTlauht, uncl es bleibt somit nur die eine Glei­
chung erster Ordnung 

1'3 :11 

ry (l-x)(l--y)(I-&) 3 (1-3.•·)2 

unter der Anfangsbedingung 3 (x, 0) = 0 zu integrieren und zu zeigen, 
daß die Lösung in der Umgebung von x = y = 0 nach Potenzen von 
x und v entwickelt werden kann. Daß aber die Lösungen von ana­
lytischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit analy­
tischen Anfangsbedingungen analytisch sind, läßt die früher gegebene 
Integrationstheorie l'rkmnen. 

BiellPrll:-tch, Differentialglcichuag-cu. :!. Aufl. 20 
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§ 2. Charakteristiken. 
Im Laufe unserer Betrachtungen über das Existenztheorem sind 

wir auf die Charakteristiken geführt worden. Und zwar verstanden 
wir unter einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung die acht 
Funktionen 

x(u), ... , s(u), t(u), 

welche der partiellen Differentialgleichung ( l) bzw. ( 5), den drei Streifen­
bedingungen (2), (3) und der Gleichung (4) genügten. Ähnlich wie 
die charakteristischen Streifen erster Ordnung bei den partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, spielten auch hier diese Streifen 
eine Ausnahmerolle beim Existenzsatz. Es gelten auch weiterhin für 
sie ähnliche Sätze wie bei den Gleichungen erster Ordnung. Ich will 
aber nur kurz bei diesen Dingen verweilen, so interessant sie an sich 
sein mögen. Der Grund ist der, daß die Betrachtungen zu einer Inte­
grationstheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung nicht ausgebaut werden konnten. Es ist nicht gelungen, die all­
gemeine Gleichung zweiter Ordnung auf ein System von gewöhn­
lichen zurückzuführen. Ob das überhaupt möglich ist, ist noch eine 
offene Frage. Das ist auch der Grund, aus dem wir mit dem Existenz­
satz nicht wie bei den Gleichungen erster Ordnung über den analytischen 
Fall hinausgedeihen konnten, und daß sich hier nicht der Existenz­
satz organisch einer Integrationstheorie einfügt. Ich will somit nur 
ohne Beweis einige Sätze über Charakteristiken hervorheben. Zunächst 
sieht man, daß es zwei Scharen von Charakteristiken gib( da die 
Gleichung (4) vom zweiten Grade ist. Verfolgt man aber die Sache 
näher, so erkennt man, daß aus unserer Definition nur sechs gewöhn­
liche Differentialgleichungen für die acht Streifenfunktionen fließen. 
Ein Streifen zweiter Ordnung ist also nicht durch eines seiner Elemente 
bestimmt. Wenn man auch beweisen kann, daß auf jeder Integralfläche 
durch jedes ihrer Elemente ein ihr angehöriger charakteristischer 
Streifen zweiter Ordnung gelegt werden kann, so erhält man damit 
doch keine Integrationstheorie, wie bei den Gleichungen erster Ordnung, 
wo man nur durch die Elemente eines nichtcharakteristischen Anfangs­
streifens die dadurch bestimmten charakteristischen Streifen hindurch­
legen mußte. Durch einen jeden charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung kann man unendlich viele Integralflächen hindurchlegen. 
Sie haben längs dieses Streifens eine Berührung zweiter Ordnung. 
Falls zwei Charakteristiken zweiter Ordnung verschiedenen Scharen 
angehören und ein Element zweiter Ordnung gemeinsam haben, so 
geht durch beide genau eine Integralfläche hindurch. Diese Bemerkung 
fließt aus einem allgemeinen von Goursat angegebenen Existenzsatz, 
den wir auch bald bei gewissen linearen Differentialgleichungen bestätigt 
finden werden. Dieser Satz sagt kurz aus, daß man durch zwei ein-
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ander schneidende Raumkurven genau eine Integralfläche legen kann. 
Genauer formuliert sind die folgenden Voraussetzungen zu machen. 
Die beiden gegebenen analytischen Raumkurven sollen von einem Punkte 
ausgehen und zwei von diesem Punkte ausgehende Trägerkurven von 
charakteristischen Streifen berühren. Diese beiden Streifen sollen ver­
schiedenen Scharen angehören. Dann geht durch beide Kurven gerade 
eine Integralfläche, welche sich in der Umgebung der Koordinaten x0 , y0 

des Schnittpunktes nach Potenzen von x - x0 und y - y0 entwickeln 
läßt. Zunächst kann man durch eine Transformation der x, y erreichen, 
daß die beiden Kurven der x-z- bzw. y-z-Ebene angehören. Denn durch 
eine lineare Transformation der x, y kann man zunächst bewerkstelligen, 
daß die Tangenten der beiden Kurven in diese Ebenen fallen und daß 
der Schnittpunkt beider Kurven auf die z-Achse fällt. Die Gleichungen 
der beiden Kurven sehen dann so aus: 

{ y = a2x2 + ... , f X= b2y2 

l z = g(y) [ z = f(x) 

und nun mache man die neue Transformation 

yl = y- a2x2 ... ' 
x1 c= X - b2 y2 ... . 

Damit fallen die beiden Kurven in die beiden erwähnten Ebenen hin­
ein. Nun kann man endlich noch durch eine Transformation von z 
allein erreichen, daß die beiden Kurven in die x- und in die y-Achse 
fallen. Wenn nämlich jetzt z= f(x) und Z= g(y) die beiden KurYen 
sind und also z ( x, y) der Bedingung 

z(O,O)=z0 , z(O,y)=g(y), z(x,O)=f(x) 
genügt, so setze man 

z1 == z- f(x) - g(y) -+- z0, 

und nun ist z1 (0, y) = 0, z1 (x, 0) = 0. Somit kann man sich beim 
Beweis auf den Fall beschränken, daß ein Integral der Differential­
gleichung (5) durch die x- und die y-Achse hindurchgelegt werden 
soll. Es soll also z (x, 0) = z (0, y) = 0 sein. Nun aber war noch 
angenommen, daß die beiden gegebenen Kurven in ihrem Schnitt­
punkt Charakteristiken berühren. Somit muß die Gleichung (5), welche 
die Richtungen der Charakteristiken im Koordinatenanfangspunkt be­
stimmt, durch x' ,= 0 sowohl wie durch y' = 0 erfüllt sein. Wenn 
nun aber im Ursprung die Integralfläche durch die beiden Koordinaten­
achsen hindurchgehen soll, so muß die x-y-Ebene dort ihre Tangential­
ebene sein, also ist im Ursprung p = q = 0. Das erkennt man ja auch 
durch Differentiation von z(x, 0) bzw. z (0, y). Ebenso folgt, daß im 

. . . (J"z avz 
Ursprung auch r = t =' 0 sem muß, sow1e daß 1m Ursprung = -- = 0 

IJxy IJy" 

ist für alle v. Soll nun also (5) im Ursprung durch x' = 0 sowohl wie durch 
20* 
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y' = 0 erfüllt sein, so muß im Ursprung R --c- 0 und T = 0 sein. Da­
bei sind diese Funktionen für die Wertex = y = z = p = q = r = t = ö 

und fürs = f (0, 0, ... , 0) zu bilden. Da aber R = - Cf- und T = - ~ ft 
or o 

ist, so muß in der Umgebung des Ursprungs die Differentialgleichung (5) 
so aussehen 

(11) s= a +bx +cy +dz +eP +fq +· ... 
Die Glieder r und t fehlen, a, b, c, ... sind Konstanten, und die 

nicht aufgeschriebenen Glieder sind alle vom zweiten oder höheren 
Grade. Nunmehr kann der Beweis durch die Majorantenmethode zu 
Ende geführt werden. 

Man kann nämlich aus (11) sämtliche Ableitungen der Lösung im 
Ursprung durch sukzessives Differenzieren nach x und y bestimmen, 
da wir schon wissen, daß die Ableitungen nach den x oder nach den y 
allein alle verschwinden. Daher lassen sich alle Ableitungen additiv 
aus solchen niedrigerer Ordnung aufbauen und man bekommt sicherlich 
Majoranten für diese Koeffizienten, wenn man den Koeffizienten­
bestimmungsprozeß auf eine Gleichung anwendet, die aus (11) dadurch 
hervorgeht, daß man alle Koeffizienten von (11) durch positive absolut 
genommen nicht kleinere ersetzt. Die majorante Differentialgleichung 
muß dazu so beschaffen sein, daß man die Konvergenz der Lösungsreihe 
übersieht. 

Zunächst schätzen wir die Koeffizienten von (11) ab. Ich nehme 
dazu an, daß die rechte Seite von (11) absolut genommen kleiner als M 

sei, während 

!x1<e, ,Y <e, tzl<g, P <e, q!<Q. Ir <e, ,t]<e 
ist. 

Die Abschätzungen sollen für beliebige komplexe Variablenwerte 
gelten. Dann ergibt sich rechts in, (11) für den Koeffizienten eines jeden 
Gliedes, in das die Variablen zur Exponentensumme v eingehen, als 
majoranter \Vert 

1'v! 

rl 
Eine majorante Differentialgleichung ist dann 

( 2) . M • ( r + t)' 
1 S=(l-_:-;;v)(l-~)(1-p:q)(l-r;t)-M 1-+--Q . 

Zur Integration von (12) machen wir den Ansatz 

z = f(u), u = x + y. 
Dadurch geht (12) in (13) über: 

(13) II JYI ( . 2 
· z = ( l - ~) ( l - ;-)( l - ~ ~;) (1-; zl- Jf I + f! 

z") 

oder anders geschrieben 
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( ·) \ 
-::" L ---· ~ z") 

oder 

( ·) ·~- ( z"r ~. 
'.! 

J/ I 
•) •) ) 11 

~ /- ( z',) 2 
= ( 1 -~ ~) ( 1 ~ :) Ti-~ ~ z') 

1VI. 

Diese Gleichung kann man tnn u z '= z' 0 nach z" auflösen: 

::" ""' rp ( u , z, z') , 
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wo cp nach Potenzen nm u, z, z' fortschreitet und lauter positive Koeffizi­
enten besitzt. l\ ach der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichun­
gen besitzt diese Gleichung eine wohlbestimmte Lösung, welche nach Po­
tenzen von u in der l'mgebung von u == 0 entwickelt werden kann und 
die bei u '= 0 verschwindet. Ihre Koeffizienten bekommt man durch suk­
zessives Differenzieren von g. Sie sind also alle positiv. Ersetzt man 
u durch x + y, so hat man eine Liisung von (12) mit lauter positiven 
Koeffizienten, die größer sind als die der gesuchten Reihe, die (ll) be­
friedigt. Denn die Koeffizienten von x'' und yv sind in der neuen Reihe 
positiv und die übrigen Koeffizienten gewinnt man aus diesen als ganze 
rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten. 

§ 3. Monge-Amper·esche Differentialgleichungen. 

Das sind Differentialgleichungen von folgender Gestalt: 

(14) Occ-/1 lJr'-Cs+Dt+E(rt~s2). 

Die Koeffizienten sind analytische Funktionen von x, y, z, p, q. Sie 
umfassen also namentlich auch die in den Ableitungen r, s, t linearen 
Differentialgleichungen, für clie E = 0 ist. Diesem wichtigen Sonder­
fall werden wir un,.; bald Zll\WrHlen. Hier soll es sich um die Feststellung 
handeln, daß man in gewissen Fällen die Integration auf die von partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführen kann. Dies hängt 
mit Besonderheiten zusammen, welche die Charakteristiken der Jf onge­
Ampereschen (~leichnngen aufweisen. Jfan l1ann nämlich Streifen erster 
or;lnung angeben, 1C't'lchc Träger aller charaJderistischen Streifen zweiter 
Ordnung sind. Für einen charakteristischen Streifen zweiter Ordnung 
müssen neben der partiellen Differentialgleichung (14) noch die beiden 
Gleichungen (:3) sowie di(' Gleichung (:i) gelten. Diese letztere lautet 
hier so: 

(L'i) (n !:' t) \"2 ((' :!.Es) x' y' (]) Er) x'2 ·~ 0. 

1'\un folgt aber au~ (:~)' claiJ 

t \''~ :?sx 
, 
y 
, 

·- rx' 2 = x'p' -~- y' q' 
ist. Daher kann man statt (l:?) auch schreiben 

(lö) n /2 /) x' 2 ~ E ( x' p' y'q') = 0. 
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Löst man endlich (3) nach rund tauf und trägt das Gefundene in (11) 
ein, so wird wegen (13) auch noch 

(17) Ax'y' +Bp'y' +Dq'x' +EP'q'=O. 

Ein Streifen erster Ordnung nun, für welchen die beiden Gleichungen 
(16) und (17) gelten, soll ein charakteristischer Streifen erster Ord­
nung heißen. Aus der eben angestellten Betrachtung folgt, daß jeder 
charakteristische Streifen zweiter Ordnung einen solchen erster Ord­
nung enthält, oder mit anderen Worten, daß die fünf ersten Funk­
tionen eines charakteristischen Streifens zweiter Ordnung einen charak­
teristischen Streifen erster Ordnung bestimmen. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, daß unter der Zusatzannahme, daß C2 - 4 B D + 4 E A =f= 0 
ist, d. h. nach (15), daß die beiden Scharen der Streifen zweiter Ordnung 
nirgends zusammenfallen, jeder charakteristische Streifen erster Ordnung 
in einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung enthalten ist; 
die zu einem charakteristischen Streifen erster Ordnung gehörigen charak­
teristischen Streifen zweiter Ordnung hängen noch von einem Parameter 
ab. Doch will ich dem nicht weiter nachgehen. Die charakteristischen 
Streifen erster Ordnung müssen sich nun ebenso wie die Streifen zweiter 
Ordnung in zwei Scharen zerlegen lassen. Diese Zerlegung bewerkstelligt 
man leicht, wenn man von der Zerlegung der Streifen zweiter Ordnung 
in zwei Scharen ausgeht. Zu dem Zweck löse man die Gleichung (15) 
nach y': x' auf. Man findet wegen (14) 

y' ___ C-2Es ± .JC2~4BD +4E:A 
x' 2(B+Et) . -(18) 

als die beiden Wurzeln. Nennt man nun die beiden Wurzeln der Glei­
chung 

( 18') il,2 +CA.+ BD- EA = 0 

A1 und il.2 , so kann man für (18) auch kurz schreiben 

y' ( B + E t) + Es x' + il.1 x' = 0 

y' ( B + E t) + Es x' + il.2 x' = 0 . 

Wegen (3) kann man dafür aber wieder schreiben 

(19a) y'B+Eq'+A.1 x'=O 

( 19b) y' B + E q' + A.2 x' = 0. 

Verwendet man nun (19a) oder (19b) genau so wie vorhin (18), so 
findet man unter Berücksichtigung von (17), daß neben (19a) auch 

(20a) x' D + Ep' +A.2 y' = 0 

gelten muß, und daß neben (19b) auch noch 

(20b) x' D + Ep' +A.1 y' = 0 

sein muß. Damit sind die beiden Scharen der Charakteristiken erster 
Ordnung getrennt. Die eine Schar ist definiert durch (2), (19a), (20a), 
die andere durch (2), (19b), (20b). 
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Auf jeder Integralfläche von (14) liegen sowohl Charakteristiken der 
ersten wie der zweiten Art. Beide fallen übrigens für A1 = A2 zusammen. 

An der Spitze der Integrationstheorie steht der Satz, daß eine jede 
Fläche, welche aus solchen Charakteristiken erster Ordnung aufgebaut 
ist, eine Integralfläche von ( 14) ist. Ich will also annehmen, ein Flächen­
stück werde durch eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
erster Ordnung lückenlos überdeckt, und zwar sei 

X-=x(u,v), ... , q=q(u,v) 

eine Parameterdarstellung des Flächenstückes und seiner Ableitungen, 
wobei diese Funktionen analytische Funktionen und v = konst. die 
Charakteristiken seien. Also gelten für jedes v längs eines Streifens 
der Fläche die Gleichungen 

y' H + Eq' 

E p' _J_ y'A~ 

A1 x' = 0 
+Dx' = 0 

p' - y's 

- y't 

rx' = 0 

+q'- sx' = 0. 

Dabei nehme ich an, es läge gerade ein Streifen der ersten Sorte 
vor. Im anderen Falle schließt man ganz analog. Die beiden letzten 
Gleichungen bringen ja nur zum Ausdruck, daß ein Streifen auf einer 
Fläche vorliegt. Faßt man die vier Gleichungen als vier lineare Glei­
chungen für x', y', p', q' auf und beachtet, daß längs eines Streifens 
einer Fläche z = f ( x, y) diese Funktionen nicht alle verschwinden 
können, so muß die Determinante des Gleichungssystemes Null sein. 
Diese ist aber wegen (18') 

- E {A 1 Br + C s + Dt E (rt- s2)}. 

Im Fall E =f= 0, in dem Falle also, wo (14) nichtlinear ist, ist also (ll) 
erfüllt. Ist aber (14) linear, so gilt der Schluß nicht. Will man auch in 
diesem somit hier unerledigten Fall einer in den Ableitungen linearen 
Differentialgleichung zu einer Charakteristikentheorie gelangen, so muß 
man wesentlich umständlicher verfahren. Man vgl. das Werk von Goursat 
über diesen Gegenstand. 

Daß auch umgekehrt jede Integralfläche so entsteht, beruht auf 
der früher angeführten Bemerkung, daß tine jede Integralfläche von 
(14) aus charakteristischen Streifen zweiter Ordnung aufgebaut ist, in 
Verbindung mit der anderen Bemerkung, daß jeder Streifen zweiter 
Ordnung von einem der ersten getragen wird. 

Die ganze weitere Schwierigkeit der Integration liegt jetzt darin, 
die Charakteristiken erster Ordnung zu bestimmen und aus ihnen 
Flächen aufzubauen. Diese Aufgabe erinnert an die analoge, welche 
wir bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bereits 
gelöst haben. Tat<lchlich kann man nun unsere jetzige etwas kompli­
zierten• Aufgab(• auf die frühere zurückführen und damit gleichzeitig 
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auch angeben, inwiefern die jetzige Aufgabe schwieriger ist als die 
frühere. Die Zurückführung gelingt dadurch, daß man partielle Diffe­
rentialgleichungen erster Ordnung angibt, deren Charakteristiken sämt­
lich in einer der beiden Scharen unserer jetzigen Charakteristiken 
erster Ordnung enthalten sind. Sei also 

(21) V(x,y,z,p,q)=O 

eme solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die ge­
wöhnlichen Differentialgleichungen 

(22) 

I x' = oV 
öp 

I 6 V 
V=. . cq 

1 ;: : ~':'.~~" q},~: 
I 11 V (!V 

q=-or--qiJ:z 

bestimmen ihre Charakteristiken. Die Frage lautet: wann sind mit 
diesen Gleichungen notwendig auch die drei Gleichungen (2), (19a), 
(20a) oder (2), (19b), (20b) einer unserer Scharen von Charakteri­
stiken erster Ordnung der Gleichung (14) erfüllt? Tragen wir, um das 
zu erkennen, die Gleichungen (19) z. B. in die erste der beiden Gruppen, 
also in (2), (19a), (20a) ein, so ist (2) von selbst erfüllt, und die beiden 
anderen führen zu den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 

cV 
_j_ 

r T. D {; l" }.2 i· V 
0 p dz 

------ = 
r;X I E cf> E aq 

(2:3a) 
cV av /.1 cV B iJV 

ily + q 
{Jz E ap E 

- 0 
riq 

welchen V genügen muß. Aus der anderen Schar von Charakteristiken 
werden die beiden Gleichungen 

(~J.l_ _l_ p r) V _ D iJ V _ _ }.1 c V = O 
(ix 1 E r1P E fiq 

e v + av _ J.2 D v _ .1! ... a :V = 0 
r1y qi•z Erlp ErJy 

gewonnen. Wenn somit die Charakteristiken von (21) sämtlich in einer 
unserer beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung enthalten sein 
sollen, so muß notwendig V entweder den beiden partiellen Differential­
gleichungen (23a) oder den beiden (23b) genügen. Diese notwendige Be­
dingung ist aber auch hinreichend. Nehmen wir also z. B. an, V genüge 
den beiden Gleichungen (23a), dann sind für die durch (22) bestimmten 

Charakteristiken von V= 0 notwendig auch die Gleichungen (2), (19a), 
(20 a) erfüllt. Für (2) ist das wieder selbstverständlich, und die beiden 
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anderen yerifiziert man einfach durch Einsetzen von u in (19a) und (20a). 
Da nun aber nach S. :n I jede aus einer der beiden Charakteristiken­
scharen erster Ordnung aufgebaute Fläche eine Integralfläche von (14) 
ist. so können wir unser Ergebnis nun auch so aussprechen: Falls V 
einem der beiden Glcichttnf!,spaarc (2:3a) oder (23b) genügt, so ist jede In e­
f!,raljlächc i'Oil (21) attch Integralfläche nm (14). Wir nennen dann V 
ein erstes Integral YOn (14). 

:VIan kann auch umgt·kehrt aus unseren Betrachtungen leicht den 
Schluß ziehen, daß die sämtlichen Integrale von (18) nur dann auch 
(14) genügen können, wc·nn V einem der beiden Gleichungspaare (2:3a) 
oder (2:3b) genügt. Je nach der Zahl von unabhängigen Integralen 
eines der beiden Paare linearer partieller Differentialgleichungen (23a) 
oder (2:)b), die man zu lwstimmen in der Lage ist, wird man nun die 
Integration der Gleichung ( 14) mehr oder wenigervollständig beherrschen. 
Kennt man insbesondere zwei unabhängige Integrale eines der beiden 
Systeme (2:3a) oder (2:~h), 1"1 und V2 , so genügt auch V1 - rp(V2) dem 
gleichen System, wenn rp eine willkürliche Funktion ist. Dann ist 
neben 1'1 0 und 1"2 • 0 auch 1'1 -- (p(V2) = 0 ein Integral von (14), 
d. h. jede Liisung n)ll 1·, - (rU' 2 ) = 0 genügt auch (14). Dann ist 
dit· Integration Yon (14) nledigt. :--iach S. 302 ist nämlich jede Lösung 
,·on (14) durch einen .\nfangsstreifen bestimmt. :VIan wähle dann die 
willkürliche Funktion q ~o. daß für den gegebenen .\nfangsstreifen 
1'1 - q: (I. 2) 0 ist und lt·ge dann durch seine Elemente die charakteri­
,;tischen Strvifen ,.,m 

Das für die Integration der Systeme von partiellen Differential­
gleichungen erster Ordnung mit einer Cnhekannten Erforderliche ist 
hereits friih< r \·orgebracht worden. 

E!-i ist aher zu bemerken, daß die Zahl der überhaupt vorhandenen 
unabhängigen Integrale \'on Yornherein feststeht. Sie ist von Fall zu 
Fall verschieden. :\ach S. 24i) genügt nämlich jedes Integral, das zwei 
linearen partiellen Diff('rentialgleichungen A (V) = 0 und B (V) = 0 ge­
nügt, auch der (~lt•ichung '"1. !:1] ~= 0 und das kann eine neue, nicht­
,·on ~ell)st erfiilltl' sein 1 ). Die ~Jethode führt daher nicht immer zum Ziel. 
:\Iehr als ein genwinsames Integral der beiden Gleichungen (23a) kann 
nämlich nur dann mrhanden sein, wenn die Integrabilitätsbedingung 
.i n 0 identisch erfüllt ist. 

\Vir betrachten nun noch ein Beispiel aus der Flächentheorie, die 
auch das Hauptanwendungsgebiet dieser Theorien ist. Es handelt sich 
darum, die Differentialgleichung der abwickelbaren Flächen zu inte­
grit-ren. also um den :\ achwei~. daß alle Flächen mit lauter parabo-

1 ) lkr clll·n benutzt<· hLillllllerausdruck \\urde S. 24i) erklärt. 



314 IV. 1. Allgemeines. 

lischen Punkten abwickelbar sind. Diese Aufgabe läuft auf die Integra­
tion der Differentialgleichung 

(24) rt- s2 = 0 

hinaus. Die beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung 
fallen hier zusammen. Denn die Gleichung (18') wird hier 22 = 0 
und ihre beiden Wurzeln sind also 21 = 22 = 0. Daher sind jetzt die 
Charakteristiken erster Ordnung aus den Gleichungen 

q' = 0, p' = 0, z' - p x' - q y' = 0 

zu bestimmen. Für die Integrale V ergeben sich die Gleichungen 

~ av =O av av =O 
ilx + p oz ' iily + q oz . 

Wir erkennen sofort, daß V1 = p, V2 = q, V3 = z- px- qy drei 
Integrale sind. Also sind auch 

q=f(p), z- px- qy = g(p) 

Integrale von (21). Die zweite ist eine Clairautsche Differential­
gleichung, und deren Theorie lehrt, daß man alle Integrale derselben 
als Einhüllende der Ebenenschar 

z- cx- w(c)y= g(c), 

wo w (c) eine willkürliche Funktion ist, erhält. Die Integralflächen 
sind also alle abwickelhare Flächen. Aber z = cx + f(c) y + d ist 
auch ein vollständiges Integral der Gleichung q = f(p), so daß diese 
auch nichts Neues mehr liefert. 

§ 4. Lineare Differentialgleichungen. 
Darunter versteht man eine Differentialgleichung, welche die un­

bekannte Funktion z und ihre sämtlichen Ableitungen nur linear ent­
hält. Sie ist also von der Form 

(25\ a0r + a1 s + a2 t + bd + b2q + cz + d = 0. 

Die Koeffizienten a0, ••. , d sind stetige Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen x, y. 

Die Charakteristiken erfahren hier eine weitere Spezialisierung. 
Die Gleichung (5) 

(26) a0 y'2 - a1 x' y' + a2 x'2 = 0 

nämlich, welche die Charakteristiken definierte, enthält jetzt nur noch 
x, y, legt also gewisse Kurven der x-y-Ebene fest, die wir jetzt kurz 
als Charakteristiken bezeichnen wollen. Wir werden dieselben jetzt 
nur dazu verwenden, um eine Einteilung der linearen Gleichungen 
anzugeben und um dieselben auf gewisse Normalformen zu trans­
formieren. Dabei benutze ich die leicht zu verifizierende Tatsache, 
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daß bei Koordinatentransformation Charakteristiken in Charakteristiken 
übergehen 1). Ich nehme zunächst an, die beiden Scharen von Charak­
teristiken fielen nicht zusammen. Dann kann ich dieselben als Koor­
dinatenlinien nehmen und mir die Frage vorlegen, wie eine auf ihre 
Charakteristiken X cc.= konst. und y = konst. als Koordinatenlinien be­
zogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aussieht. 
Soll aber die Gleichung (25) sowohl für x' = 0 wie für y' = 0 erfüllt 
sein, so muß a0 = 0 und a2 = 0 sein. Somit sieht die Gleichung dann 
so aus 

(27) 

Diese Normalform wollen wir nun beibehalten, wenn die Charak­
teristiken reell sind. Wir wollen dann sagen, die Gleichung sei vom 
hyperbolischen Typus und (27) sei eine Normalform derselben. Sind 
die Charakteristiken imaginär, so sagen wir, die Gleichung sei vom 
elliptischen Typus. Hier kommt man leicht zu einer reellen Normalform, 
indem man verlangt, x iy = konst. und x- iy = konst. sollten die 
Charakteristiken sein. Dann muß die Gleichung (25) so aussehen: 
a(x'2 + y'2) = 0, d. h. es muß a0 = a2 = a und a1 = 0 sein. Dann 
wird also 

a (r + t) T b1 p + b2q + cz + d = 0 

eine Normalform des elliptischen Typus. Auf ähnliche Weise kann man 
leicht eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus bekommen. 
Man verlange, daß x ···~· y = konst. und x- y = konst. die Charak-

1) Führt man nämlich durch 

neue Koordinaten ein, so setze rnan 

2 

x = x(~. r;) 
:V = y(~. r;) 

,{" "' ) c S= d~ 
al 

a2' ' 
oy 

2 \ 0~ 

'') ~.~ .. 
ar; 

:;vian bezeichne die durch Vertauschen der Zeilen und Kolonnen entstehenden trans-
ponierten Matrizen mit A 1 und S1 und setze ferner 

( 
C)/ !'X) 

s -I= 0.·.1] ('.1) .. , oy r·x 

- 0~ (;~ 

Dann sind die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung nach der Trans­

formation die Koeffizienten der Matrix 

A'= S1 AS 
und es ist 

(A') 1 = S 1 A- 1 S 1 · 1 

die Matrix der aus (23) bei der Transformation entstehenden Gleichung. Dieser 
Sachverhalt beweist die ausgesprochene Behauptung. 
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teristiken seien. Dann muß (25) so aussehen: a ( x'2 - y'2) = 0, d. h. 
es ist a0 = - a2 = a und a1 = 0. Also wird 

a(r- t) + b1 p + b2q + cz + d = 0 

eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus. 
Den noch übrigen Fall, wo die beiden Scharen von Charakteristiken 

zusammenfallen, nennt man den parabolischen Fall. Jetzt nehmen 
wir x = konst. als Charakteristikenschar doppeltzählend. Dann muß 
sich (25) auf a2 x'2 = 0 reduzieren. Also wird 

a2 t + btP + b2q + cz + d = 0 

Normalform des parabolischen Typus. 

II. Kapitel. 

Hyperbolische Differentialgleichungen. 

§ 1. Die Laplacesche Kaskadenmethode. 

Ihr Ziel ist es, durch Quadraturen eine hyperbolische Differential­
gleichung zu integrieren. Die Gleichung 

(l) 
('2 z d '7 (~ '7 -- · + a (x, ") ~ + b (x, v) - -+- c (x, v) z + d (x, v) = 0, 

i!xcy -'rJX "cy ~ " 

deren Ko~ffizienten stetige differenzierbare Funktionen sein sollen, 
kann man leicht auf die Form bringen 

(2) ' ( '' 
2 + a z) + b (' 2 + a z) - h z + d = 0 . 

r•X r•y '''Y 

Dabei ist zur Abkürzung 

(3) 
ia 

h= 
r'X 

ab -c 

gesetzt. Man kann dafür auch schreiben 

(4) 

indem man 

(.5) 
(' z 

z = ·- _j_ az 
1 ey 1 

setzt. Ist dann h = 0, so ist (4) eine Gleichung für z1 allein, die man 
als gewöhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung integrieren 
kann. Hat man z1 bestimmt, so erhält man aus (5) z. 

Ist aber h=I=O, so eliminiere man z aus (4) und (5), um eine Glei­
chung für z1 allein zu erhalten. Sie ist wieder vom hyperbolischen Typus 
und kann ganz analog weiter behandelt werden. Wenn ihr h Null 
ist, kann sie durch Quadratur gelöst werden. Sonst führt der Ansatz 
auf eine neue Gleichung usw. Es werden aber nur vereinzelte Fälle 
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sein, denen man so beikommen wird. Immerhin hat man noch einen 
zweiten analogen ProzeLl zur Verfügung, indem man die Rollen von 
x und y vertauscht. 

Ist z. B. 

(1') 
(':.! ( c r·::; 

-I ex -·· () 
r·x r· V r·x (':V 

vorgelegt, so wird h == 0. Man hat 

( .:.-1 
( .\' - zl ~.c () • 

Also wird z1 = e," · cp (y), wo (p (y) eine "willkürliche" Funktion von y 
ist. Demnach findet man für z die Differentialgleichung 

'\' 

Demnach wird 

mit einer zweiten willkürlichen Funktion 7p (x) die allgemeinste Lösung 
Yon (1'). exp(x) bedeutet d.ahei wieder cx. 

§ 2. Die Riemannsche Integrationsmethode. 

Ihr Ziel ist es, durch einen gegebenen Streifen erster Ordnung 
ein Integral von (l) zu legen. Dabei werde angenommen, daß dieser 
Streifen über keiner Charakteristik liegt. D. h. also: Es seien längs 
einer stetig differenzit-rbaren Kurw ~: x =' x(t), y = y(t) (a :S t:;::: b). 
die nirgends der x-Achse oder cler y-Achse parallel sein möge, die \Yerte 
Yon z. p, q \'orgeschrieben, derart, daß die Streifenbedingung 

z' (t) = p' (t) x' (t) q (t) y' (t) 

erfüllt ist. Diese stetig differenzierbare K urvc wird also von keiner 
Parallelen zu einer Koordinatenachse in mehr als einem Punkte ge­
troffen. ~gehöre weiter einem Bereiche an, in welchem die Koeffizienten 
von (1) stetige Funktionen seien, und längs der Kurw seien auch 
z'. p'. q' als stetige Funktionen vorgeschrieben. 

Man kann z. B. den Ansatz so machen: Längs der Kurve sei 
z = cp(x) •1p(y), p- q'(x), q= 7p'(y). Ein erstes Verfahren zur 
Lösung dieses Problemes wird durch die Methode der sukzessiven 
Approximationen geliefert. Zunächst ist es leicht, die Gleichung 

r·Zz 
,. x /y ' d 0 unter der angegebenen Anfangsbedingung zu intc-

gneren. Denn ihr genügt 

z0 ~cp(x) i 1p(y)-JJd·dxdy. 

Dabei ist das Doppelintegral über den in Abb. 15 schraffierten Bereich G 
zu erstrecken. 
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Als nächsten Schritt integrieren wir 

jj2zl azo ' azo 
~- + a-.- --r- b ---- + cz = 0 
(Jxi}y iJx oy 0 

mit der folgenden Anfangsbedingung: z1 soll auf ~ verschwinden. Ihre 
Lösung im Punkte (~, YJ) ist 

(6) _ JJ ( OZo b ilzo 1 ) z1 --- a 0x + a-y-r-cz0 dxdy, 

wo das Integral über den in Abb. 15 schraffierten Bereich G zu er­
strecken ist. Rekurrent wird 

(7) Zn=-ff(a~2;,i 1 +b~z;; 1 +czn-l)dxdy 

gesetzt, wo wieder das Integral über den Bereich G der Abb. 15 zu er­
strecken ist. 

II (X={)(,} 

B(y=(JJ Dann läßt sich beweisen, daß die 
Reihe 

(8) z0 + z1 + ... 
gleichmäßig konvergiert und der ge­
gebenen Gleichung (1) unter den vor­
geschriebenen Anfangsbedingungen ge­
nügt. 

Ich zeige zunächst, daß die Reihe (8) ct.=1 und die Reihen ihrer Ableitungen nach 
y=tf, x und nach y gleichmäßig im abge-

Abb. 15. 
schlossenenG enthaltenden Teilbereich 

des Rechtecks (A, B, C) konvergieren. In diesem Bereich mögen die 
.. b ozo ozo d S k . absoluten Betrage von a, , c, -;;-··, -.-:- unter er chran e 11,-1 hegen. ox oy 

F sei der Flächeninhalt des schraffierten Gebietes G. Dann ist nach (6) 

I z1 1 < M 2 F < 3M2 (~ - oc) (ß - YJ). 
Ferner ist 

(9) 
'I 

wo im Integranden x durch ~ zu ersetzen ist. Ferner ist 
~ 

(10) (izn f( ozn-l ozn-l ) _ -- = a ---- + b - - + c z _ 1 d x, 
C'y C'X iJy n 

A, 

wo im Integranden y durch 'YJ zu ersetzen ist. Daher wird 

: ~~ I< 3M2 (ß -1])' 

ioz i 
1-...!. 1 < 32\11 2 (~- a). 
i i3y 
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Ich setze fortan 
. · , . . ()' - a) (ß- ö) • ) 

,a = ~ - Cl. -:- 1J - 11 , .\ = max ~ 3 M, Y _ a + ß _ 0 3 M · 

Dann i:;t in G 

z < J/.Y,u. 

Wir wollen nun zeigen, daß allgemein in G 

J1 .Ynpn (' -~·u ~ JJ _yn fln ! CZu Jl .vn fln 
'}/ n! 

<..__ ----
' < n-!-

I X 11! I C)' 

gilt. Zu dem Zwecke nehme ich an, diese für n = l richtige Abschätzung 
sei bereits für n = J' - l beweisen und schließe daraus auf ihre Geltung 
für n "' J'. ~ ach (i) wird nämlich für n = 1' 

AJso 

Jf .\'''- 1 ff .,. ·:LU· .. (x-e-"'ß--y)"- 1 dxdv, 
(1'-l)!, . 

(} 

-: :~J/ .H.v''-lj~f;;(x--u -~-ß -- v)''-1dxdv, 
(JI-1)! < 

(/. !j 

< :U/ . .11 .\'' -1 (~- u + ß -lj)v+ I-(~- a)"+ 1 -(ß -?))"+ 1 

= J'! v+1 ' 

_S(~ 1:l(ß lj)(~ u-t-ß-rJ)''- 1_ 

/ (''-11) ({3-ö) ' 
•-......__ I {(.}', 

= ;· - 11 -,-- ß -- ö ' 

Ferner wird nach (9) 
;i 

: i:_,. I < :Bi c11 ~v~js ( ~ a + ß - - y r- 1 d y ' 
dx '= v-1)! 

'I 

M V''-1 ( ) < :L1d.. .V! (~ -- (( + ß -- y)"- (~- ar I 

Ebenso findet man 
czv! < 1v1 Nv fl'' 

, I'V = V! 

Aus der gleichmäßigen Konvergenz von (8) im abgeschlossenen 
Bereich folgt sofort, daß sie den vorgeschriebenen Randbedingungen 
genügt und folgt auch, daß die gefundene Reihe (l) genügt. Dies er­
kennt man, indem man (l) so schreibt 
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z(~.1J) =-JJ(a;; +b ~;+cz~-d)dxdy, 
wo das Integral wieder über den in Abb. 15 schraffierten Bereich zu 
erstrecken ist. 

Die Riemannsche Integrationsmethode, der ich mich jetzt zu­
wende, gestattet es oft, ohne solche Reihenentwicklungen das Problem 
zu lösen. Ich knüpfe zunächst an die homogene Gleichung an. Ich 
nehme also in (1) d = 0 an, und will somit die Differentialgleichung 

(11) s + ap + bq + cz = 0 
behandeln. Die Riemannsche Integrationsmethode geht von der so­
genannten Greensehen Formel aus. Ich bezeichne den Differential­
ausdruck auf der linken Seite von (11) abkürzend mit ~ (z). Versucht 
man dann partielle Integration auf J J v ~ (u) d x d y anzuwenden, so 
wird man auf die Greensehe Formd geführt: 

(12) J J (v~(u)- urol(v))dxdx =f (Pdy- Qdx). 
Hier ist das Doppelintegral über einen Bereich, in dem die Koeffi­
zienten und die Funktionen u und v mit den vorkommenden Ablei­
tungen stetig sind, zu erstrecken. Es ist 9R der adjungierte Differential­
ausdruck 

und es ist 

rol(v' = c2v _ r'(av) _ o(bv) + cv 
J i!xr•y ('X oy 

P=·lr!(uv) __ u(ov -av) 
2 i!y r•y 

Q = 1 o(~v) _ u (r·v _ bv). 
2 OX OX 

Das Kurvenintegral ist über den Bereichrand zu erstrecken, so daß 
das Innere zur Linken bleibt. Wir werden die Formel hernach aus­
schließlich auf einen Bereich G (Abb. 15) anwenden, der einesteils von 
einem Bogen der Kurve~ begrenzt ist, auf dem die Anfangsbedin­
gungen für u vorgeschrieben sind, und von zwei Charakteristiken 
durch einen Punkt (~, 17), in welchem wir die Lösung u zu berechnen 
wünschen. Für u wähle ich die gesuchte Lösung von ~ (u) = 0 und 
für v wähle ich eine noch näher zu bestimmende Lösung von 9R (v) = 0. 
Dann ist 

j(Pdy- Qdx) = 0, 
mit anderen Worten ist nach Abb. 15 

Aa A, A, 

J P d y - J Q d x + J ( P d y - Q d x) = 0 
A, A, Aa 

oder 
Aa A 2 

(uv)A, = t(uv)A, + t(uv)A,- J u(vy- av) dy + J u(v"- bv) dx 
A 2 A1 

A, 

+ J ( P d y - Q d x) . 
A, 
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Kun wähle ich insbesondere v so, daß auf A 2A 3 

'i'u- av =--= 0 
und daß auf A1 A2 : 

"'x- bv = 0 
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ist. Das ist also gleichbedeutend damit, zu fordern: Auf A 2 A 3 se1 
y X 

~·=exp(fa(~, y)dy); aufA1 A2 seiv=exp(Jb(x,1])dx) 1). Daß es 
1} ~ 

solche Integrale von Wl: (~·) = 0 stets gibt, ist schon auf S. 307 be­
wiesen worden. Somit wird schließlich 2) 

A1~ 

u (~. 11) ,_, !(tw)A., + }(uv)A, + J (P dy- Q dx). 
A, 

Daß die so gefundene Lösung wirklich den Anfangsbedingungen und 
der Gleichung genügt, bedarf keiner näheren Erörterung, weil wir ja 
gerade vorher sahen, daß man mit Hilfe der Methode der sukzessiven 
Approximationen den Existenzbeweis der Lösung erbringen kann. 
Die jetzige Betrachtung fügt den Nachweis hinzu, daß es nur eine 
solche Lösung gibt. Denn jede muß durch die gefundene Formel dar­
gestellt werden. Übrigens könnte man auch unschwer direkt an der 
gefundenen Formel verifizieren, daß sie die gestellte Aufgabe löst. 

Unsere Methode gestattet auch die Lösung der inhomogenen Glei­
chung unter den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. Man trage 
in (12) für u die betreffende Lösung ein, und findet dann durch die 
gleiche Betrachtung diese Lösung von (l) 

A1 

u(~, 17) = !(uv)A., l(ttv)A, + J (P dy- Q dx) + J J vd · dxdy. 
A, 

l:nschwer kann man übrigens ganz analoge Formeln auch für die 
andere hyperbolische Normalform gewinnen. Es sei also jetzt 

(13) 
;;2u ;_;2u f'U öu 

~ (u) =c ,:-x-;2·· - J. a . + b -- +CU. 
cy 2 ('X (! )' 

Dann hat man 

9Jc(c') =c21: _c·~~ _il(av) _i!ib_!!) -L cv 
(' x 2 oy2 r x i) y 

P = '' ~:;) - 2 u (0•" - -~ - a v) 
r' (uv) . ( l ' 

Q= ry -t2U 1Vy+2bv) 

und die Greensehe Formel (12). 
Mit ihr verfährt man genau wie eben und erhält schließlich als 

Lösung von 2 (u) = 0 diesen Ausdruck 

1 ) Vgl. die Erklärung dieses Zeichens auf S. 317. 
2) Im Punkte A 2 ist nämlich v (~, 'YJ) = l. 
Bieberb ac h, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 21 
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An Stelle der Abb. 15 tritt jetzt die Abb. 16, wo die Geraden wieder 
Charakteristiken sind. v ist wieder bestimmt durch die Forderung 

X 

i1R(v) = 0 und v = exp (j-'= (x,'YJ tx-~) d x) auf (A 1 A2) 

" y 

(f b ($- y +n, y) ) ) z = exp ------2-~- dx auf (A 2 A 2 . 

'I 

Zum Schluß dieses Paragraphen möge noch angegeben werden, 
wie man auch mit Hilfe der sukzessiven Approximationen das Anfangs­

wertproblern löst, auf das wir bei der Rie­
mannschen Methode gestoßen sind. Es soll sich 
also um die Aufgabe handeln, die Gleichung (ll) 
unter den Anfangsbedingungen z = f(x) für 
y = y0 und z = <p(x) für x = x0 zu lösen. 

A, Dabei sollen diese Bedingungen auf gewissen 
Abb. 16. von (x0 , y0) ausgehenden Strecken der Geraden 

x = x0 und y = y0 erfüllt sein. Diese sollen in 
die Richtung der wachsenden x bzw. y weisen und einem Bereiche an­
gehören, in dem die Koeffizienten der Gleichung stetig sind. Damit 
im Punkte (x0 , y0 ) die Stetigkeit keine Unterbrechung erleidet, soll 
noch vorausgesetzt werden, daß f(x 0) = <p(Yc) ist. Dann ist jeden­
falls z0 = f(x) + <p(y) - f(x0) eine Funktion, welche die Anfangsbe-

iJ2z 
dingungen erfüllt. Sie genügtder Differentialgleichung -- ;0 - = 0. Als­

c•x cy 

dann bestimme man z1 aus der Gleichung 

~!1- -+- a ~!_o ...L b ii!_o ...L c z = 0 , 
r)xiJy · c)x 1 iJy ' 0 

so daß es auf x = x0 und auf y = y0 verschwindet, setze also 
X y 

z1 =- J J (az0 " +bz011 +cz0) dx· dy. 
Xo Yo 

Alsdann bestimme man analog z2 und allgemein werde zn aus 

o2z,. i)zn-1 czn-1 
(14) +a ;--Lb~.-+czn_ 1 =0 

iixc!y cx cy 

so bestimmt, daß es auf x = x0 und auf y = y0 verschwindet. Dann ist 

z = z0 + z1 + ... 
die gewünschte Lösung von (11). Dies ist bewiesen, sowie nur er­
kannt ist, daß diese Reihe samt den Reihen ihrer ersten Ableitungen 
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gleichmäßig konvergiert. Es gilt doch für eine jede Teilsumme 

('S ) 

b - n:: ~ -~ c s" _ 1 d x d y 
I'Y 

und daraus folgt durch Grenzübergang zu n--+ w 

X 1/ 

~II -- ff ( ({ I' z -!- b 1_.· c + C z) d X d V 
, \ I X r·y . 

Xo Yn 

und daraus durch Differentiation 

r'2 (' c ( -7 
11 '"1--b +czc~()_ 

?x r· y r X r _V 

:\uf den Konvergenzbeweis selbst will ich nicht näher eingehen. Er 
unterscheidet sich nicht von den Betrachtungen, die wir bereits in 
diesem Paragraphen zu gleichem Zweck angestellt haben. Dazu ist 
ja das hier zur Betrachtung stehende Randwertproblem schon aufS. 307 
für allgemeinere Differentialgleichungen gelöst worden. 

Der eben besprochene Ansatz ist auf die homogene Gleichung 
besonders zugeschnitten. 'Yian kann ihn aber durch geringe Ab­
änderung so einrichten, daß er für die inhomogene Gleichung (l) und 
für noch allgemeinere Gleichungen zum Ziel führt. Man gehe nur 
dazu von der gleichen ersten Näherung z0 aus wie eben, bestimme 
auch jetzt wieder rekurrent die n-te Näherung aus der n-1-ten durch 
die Gleichung 

r·zn 

I X I' V 

r· "n-1 
II 

r'X 

('~ 

I h n:=_l + c Z11 __ 1 + d = 0 , 
r·y 

indessen so, daß sie auf x = x0 und auf y = y0 die verlangten All­
fangsbedingungen besitzt. Man hat also 

(Hi) ·n 

r' z \ 
~- t'! n-l -+ 0 d ) d d - C Z11 _I ,- , X y 

('X 

.fo Yo 

zu setzen. jetzt wird die gesuchte Lösung nicht mehr die Summe 
der Zru sondern ,-iclmehr der Grenzwert der Zn oder, anders aus­
vedrückt. die Summt· dt-r Reihe 

Denn es ist ja durch Grenzübergang n --+ w aus (15) zu finden 

:r lJ 

z = z0 · J J (a.z". -i bz,, -i- cz d) dx dy 
.fu l/o 

und daraus durch Differentiation alles Gewünschte. 
21* 
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Dieser Ansatz nun ist es, der auch für allgemeinere Gleichungen 
wie z. B. die in der Flächentheorie wichtige 

{16) 
()2z 
-- =c Sln Z 
ax (•y 

zur Lösung des gleichen Problemes führt. 
Ein Wort ist nur noch darüber zu sagen, daß die Lösungen durch 

die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Man kann sie im 
Rahmen der Methode der sukzessiven Approximationen durch die 
gleichen Überlegungen gewinnen, die zum Konvergenzbeweis führen. 
Wenn nämlich z eine beliebige, den Anfangsbedingungen genügende 
Lösung z. B. von {16) ist, so ist jedenfalls 

X y 

z= zJ +J Jsinzdxdy, 
Zo Yo 

wo wieder z0 = f(x) + <p(y) - f(x0) sei. Ferner gilt auch für die n-te 
Näherung 

xy 

Z11 = z0 + J J sinz11_ 1 dx dy; 
Xo Yo 

also haben wir 
xy 

z- z .. = J J (sinz- sinz .. _1) dx dy. 
X"o Yo 

Nun ist 
<I' y 

, z - z0 I = I J J sin z d x d y I < : x - x0 j , y - y 0 ; 
Xo Yo 

<I' y 

i z- z1 1 = I J J (sin z- sin z0) d x dy ! 
Xo Yo 

X y 

= I J J 2 sin :... 2 zo cos z 1 zo dx d y 

Xo Yo 

X y 

< lj jl X- Xo I ~ y- Yo I dxdy = L~--=~'~:-w~. 
Xo Yo 

Daraus gewinnt man durch vollständige Induktion 

n+l n+l 

I z- z .. [ < J.!-xo ~(n +IIf!j-/-o_l __ ' 

so daß es also nur eine Lösung gibt, weil hiernach z .. --7 z strebt. Ähnlich 
schließt man auch in anderen Fällen. 
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§ 3. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 
Die freien Schwingungen einer längs der x-Achse ausgespannten 

Saite werden durch die Differentialgleichung 

( 17) 

beschrieben. t bedeutet darin die Zeit, z die Entfernung von der gerad­

linigen Gleichgewichtslage. In a2 = 5 bedeutet S die Spannung, e die e 
Masse der Längeneinheit, so daß also in dem von uns allein zu be-
trachtenden Fall der homogenen Saite a2 eine positive Konstante ist. 
Die Charakteristiken sind in diesem Falle x + a t = konst. und x - a t 
= konst. Das bedingt einen geringen Unterschied gegenüber den bisher 
betrachteten Fällen. Man überträgt aber auch auf ihn ohne sonderliche 
Schwierigkeit die angestellten Betrachtungen. 

Wir betrachten nun eine an ihren beiden Enden bei x = 0 und 
bei x =c l eingeklemmte Saite. Es soll also für alle t: z (0, t) = 0 und 
z (l, t) = 0 sein. Ferner ist die Anfangslage und die Anfangsgeschwin­
digkeit der Saite gegeben. D. h. für t = 0 soll z(x, 0) = f(x) und 

:j(x,O)=F(x) sein. Zunächst kann man die Rie­

mannsche Methode anwenden, um in einem belie­
bigen Punkte ( x, t) des in Ab b. 17 schraffierten Be­
reiches die Lösung zu berechnen. Dieser Bereich ist 
nämlich seitlich von den beiden durch die Saiten-
enden gehenden Charakteristiken begrenzt. In einem 0LL..L.~.LLL.L.J.~"-L...:~ 
inneren Punkt ist nach dem Riemannschen Verfahren 
die Lösung durch f(x) und F(x) allein bestimmt. 

Abb. 17. 

Man findet nämlich in dem Punkte ( x, t) , dessen Charakteristiken 
t = 0 m ll. '~ x ···~ at und (1 = x + at treffen mögen, 

z+at 

(18) 
f(x- at) + f(x + at) z(x, t) = ······- -- 2 -- LfF(~)d~. 

z-at 

Damit ist das Problem nun erst für gewisse x und t gelöst und es gilt 
nun, unter Berücksichtigung der an den Saitenenden vorgeschriebenen 
Bedingungen den Bewegungsverlauf auch für andere Zeiten zu bestim­
men. Dies erzwingt man nach Riemann durch einen Kunstgriff. Daß 
nämlich die Riemannsche Methode nicht zur Berechnung der Lösung 
in einem größeren Bereiche brauchbar ist, liegt darin begründet, daß 
f(x) und F(x) nur für 0 :'S x < l gegeben sind. Man erklärt nun in einer 
zweckmäßigen Weise diese Funktionen über dies Intervall hinaus, 
so daß die zugehörigen Lösungen bei x = 0 und bei x = l für alle Zeiten 
verschwinden. Zu dem Zweck setze man fest 

f (- x) = - I ( x) 
F(- x) = -- F(x) 

f(x +- 2l) = f(x) 
F(x + 2l) = F(x). 
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Damit sind dann die beiden Funktionen für alle x erklärt, wenn man 
sie für 0 < x < l kennt. Die Riemannsche Lösung (18) verschwindet 
dann, wie man sich leicht überzeugt, tatsächlich bei x = 0 und bei 
x = l für alle t. Ähnliche Überlegungen führen auch zur Beherrschung 
des Falles, wo an den Saitenenden ein anderer Bewegungszustand 
vorgeschrieben ist. 

Ich will nun noch auf eine etwas andere Methode hinweisen. Das 
ist die Trennung der Variablen. Geht man nämlich mit dem Ansatz 

z=u(x)v(t) 

m die Gleichung der schwingenden Saite hinein, so geht diese in 

I v" u" 
a2 v u 

über. Da die rechte Seite nur von x, die linke nur von t abhängt, so 
müssen beide ein und derselben Konstanten: - A.2 gleich sein. Also 
erhalten wir die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 

u" +A.2 u = 0 

v" +A.2 a2 v = 0 

und sind damit in der Lage, einige Lösungen der Gleichung zu be­
stimmen. Es sind die Lösungen 

u = c1 cosA.x + c2 sinA.x 

v = d1 cos aA.t + d2 sin aA.t, 

die man so erhält. Sollen dieselben aber bei x = 0 und bei x = l ver­

schwinden, so muß c1 = 0 und A. = ;n. sein, und es bleiben nur diese 

Lösungen als brauchbar übrig: 

. nn (d an n d . ann ) sm - T x 1 cos - 1 -- t + 2 sm -y- t . 

Da nun aber die Gleichung (17) linear und homogen ist, so kann man 
durch Addition bekannter Lösungen neue finden, und somit sind 
auch die Summen 

}; . nn (d ann . ann ) 
Slll -- X COS --- - t -1- d Sill --- t l 1 n l 1 2n l 

n 

Lösungen. Nunmehr ist man auch in der Lage, durch passende Be­
stimmung der Koeffizienten beliebige Anfangszustände der Lösung vor­
zuschreiben. Man wird nämlich durch die Anfangsbedingungen auf 
die beiden Gleichungen 

f (x) = .2) d1 n sin 'IZ_; x 

) 2 ann . nn F (x = - d -- - sm - x 
2n l l 
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geführt und steht so vor ücm bekannten Problem aus der Theorie 

der Fouriersehen Reihen. Freilich enthält dieser Gedankengang nur 

dann die volle Lösung des Problems, wenn diejenigen Reihen, welche 

aus für den f (x) und F (x) erhaltenen durch zweimalige Differentiation 
entstehen, st•lbst gleichmäl3ig konvergieren. 

111. Kapitel. 

Elliptische Differentialg Ieich ungen. 

Die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist viel gestalten­
reicher als die der hyperholisclwn. Es kann sich in dieser einführenden 
Darstellung nur darum handeln, einen t:berblick über die Probleme 
und die Wege zu ihrn Liisung zu geben. Z. B. ist die Potentialtheorie 
weiter nicht:; ab die Theorie der speziellen elliptischen Differential­
gleichung 

1u 

Es ist auch nicht unsere Absicht, hier eine volle Potentialtheorie 
zu entwickeln. Vielmehr wollen wir, allerdings gerade an Hand dieser 
Differentialgleichung, einen Überblick zu gewinnen suchen. Diese Be­
vorzugung der Differentialgleichung .11 u = 0 rechtfertigt sich auch da­
durch, dall der ;\usdruck einer jeden t>lliptischen Differentialgleichung 
in der :\ormalform mit .1 u beginnt. 

§ 1. Die Greensehe Formel. 

u ( x, y) und v ( x, y) seien beide in einem gewissen Bereiche G und 
an seinem Rande zweimal stetig differenzierbar. Eine geschlossene 
abteilungsweise stetig differenzierbare Kurve besteht aus endlich vielen 
in Ecken zusammenstoßenden Bogen differenzierbarer Kurven. Sie 
sei frei von Selhstüherkreuzungen, gehöre dem Inneren von G an und 
begrenze einen Teil R dieses Bereiches. Dann gewinnt man durch parti­
elle Integration die folgenden Formeln 

(1) JJu hdxdv j(zt1•.,dy- u1• 11 dx) -- JJ(u.,v., 1-uyvy) dxdy, 
B B 

(2) JJ1•Judxdv~· j(1•u.,dv--vu 11 dx) -JJ(u.,v., +uyvy)dxdy. 
B B 

:\us ( 1) und (2) folgt die Greensehe Formel: 

(:J) J j(u 17'- 7' 1 u) d x d y • j{(uv., -- 7'U,.) dy- (uvy- vu11 ) dx}, 

In (1), (2), (:~) ist das Kurvenintegral so über den Rand zu erstrecken, 
daß dabei das Innere zur Linken bleibt. 
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Die Formel behält unverändert ihre Gültigkeit auch für mehrfach 
zusammenhängende Integrationsbereiche, die von mehreren KurYen 
begrenzt werden. Das Kurvenintegral ist dann über den vollen Rand 
zu erstrecken und zwar immer so, daß dabei das Innere zur Linken 
bleibt. Führt man in jedem von einer Ecke verschiedenen Randpunkt 
zwei neue Koordinaten s und n ein, so daß die mit der Durchlaufungs­
richtung gleichgerichtete Tangente s-Achse und die nach innen gerichtete 
Normale n-Achse wird, so ist im Punkte x0 , y0 : 

Somit ist 

also ist 

x - x0 = cos ( x s) s - sin ( x s) n 

Y- Yo = sin (xs) s + cos (xs) n. 

ax ay 
Os On.' 

ay 
(' s 

ox 
C:n, 

OU _ ÖU GY I 01t 0X 
Bn -- ax es T cy Es . 

Führt man s als neue Integrationsvariable ein, so kann man die Green­
sehe Formel auch so schreiben: 

(4) JJ(uLiv-vLiu)dxdy= J(v~-~-u;,':)ds. 
Trägt man in ihr für u eine beliebige Lösung der Gleichung Litt = 0 
und v = 1 ein, so kommt 

(5) fou 
--ds = 0. on 

Eine weitere Anwendung ist diese: Man bestätigt leicht, daß 
1 

v0 =log, 
.r 

eme Potentialfunktion ist, d. h. der Potentialgleichung 

LI v0 = 0 

genügt. Dabei ist r die positive Entfernung des variablen Punktes x, y 
von einem festen Punkte g, r;, also 

r2 = (x _ g)2 + (y _ r;)2. 

Diese Potentialfunktion log -~ · ist nicht durchweg regulär. Sie weist 

vielmehr bei ( x, y) = (g, r;) eine Unterbrechung der Stetigkeit aut 
Ich will nun in (1) 

1 
v= logy- +v1 

eintragen, wo v1 eine reguläre Potentialfunktion sein möge. Damit 
die Formel anwendbar wird, muß man einen Bereich zugrunde legen, 
in welchem der Punkt (g, r;) nicht enthalten ist. Einen solchen kann 



§ 1. Die Greensehe Formel. 329 

man aus einem Bereich B, welcher ~. 'YJ enthält, dadurch herstellen, daß 
man aus ihm eine genügend kleine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 
~. 'YJ wegläßt, über deren Rand dann auch das Kurvenintegral zu er­
strecken ist. Somit folgt aus der Greensehen Formel 

J
. ( v' u - u l ,, \i ds +f (v eH- u ov 

(_ \ c n r n) ('Y 

' " 
ds = 0. 

\ 

Dabei ist das erste Integral über den Rand Q: des Bereiches B, das 
zweite über den Kreis zu erstrecken (Abb. 18). Das Kreisintegral 
ist aber 

:!..7 

f {log 
ou 

r er U c ilog 1 ) \ rdrp LJ< V (.lt - U z;v_! \ rdm. 
1 r \ r f ~ 1 er er f r 

I) 0 

Für r -+ 0 ist r ·log 1 -+ 0. Daher wird für r -+ 0 der erste Summand r 

des ersten Integrales zu Null. Es ist aber - r J;,-log ( ~)-+ 1 für r-+ 0 

und daher wird bei diesem Grenzübergang der zweite Summand des 
ersten Integrales 2 nu (~. T)). Das letzte 
Integral endlich wird für r -o. 0 wieder 
Null. Da dabei aber das über den l~and CE: 
erstreckte Integral nicht beeinflußt wird, 
so kommt heraus 

(6) U (~, 1J) - l r (v I lt - U I' V) ds 
2 JT, \ c n r,n · 

) 

Somit sind wir in der Lage, eine Poten­
tialfunktion im Inneren eines Bereiches 
durch ihre Werte und die Werte ihrer Ab-
Zeitungen am Rande des Bereiches dar­

G 
Abb. 18. 

zustellen und wir sind im Einklang mit dem Satze von S. 302, wo­
nach die Lösung durch einen Streifen bestimmt sein muß. Die 
Funktion ist, wie wir wenigstens für analytische Streifen noch 
von damals wissen, durch diesen Streifen eindeutig bestimmt. Das 
hat aber hier zur Folge, daß man den Randstreifen einer Potential­
funktion, welche im Inneren von B regulär sein soll, nicht beliebig vor-

schreiben kann. llenn auch die Funktion log 1 mit Unstetigkeits-r 

punkt 1111 Bereichinneren ist ja durch ihren Randstreifen bestimmt. 
Zu diesem gehört also keine im Inneren des Bereiches reguläre Potential­
funktion. Es erhebt sich also die Frage, zu welchen Randstreifen Po­
tential/unktionen gehören, welche im ganzen Bereichinneren regulär sind. 
Die Antwort auf diese Frage gewinnt man durch weitere Spezialisierung 
der Funktion ", die bisher bis auf ihre logarithmische Unstetigkeit 
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ganz willkürlichwar. Wäre es möglich, sie so einzurichten, daß sie am 
Rande verschwindet, so würde sich die Formel 

(7) 1 f iJv u(~, rJ) = 2~ u ;j~ ds 

) 

ergeben, und wir hätten den Satz, daß eine in B und an seinem Rande 
reguläre Potentialfunktion durch ihre Randwerte bestimmt ist. Eine solche 
Funktion v wollen wir als Greensehe Funktion des Bereiches bezeichnen. 
Wir schreiben 

v = G (x, y; ~' 'YJ), 

um auch ihren Aufpunkt (;, rJ) kenntlich zu machen. Dort wird sie 

unendlich wie log -1- , und am Rande verschwindet sie. Die Frage ist 
r 

aber nun, ob eine solche Greensehe Funktion stets existiert. Vor der all­
gemeinen Erörterung dieser Frage weise ich auf einen besonderen 
Fall hin. Es sei z. B. ein Kreis vom Radius R vorgelegt und ~, 'YJ sei sein 
Mittelpunkt. Dann ist 

R 
v=G(x,y;~,rJ)=log r-

D · d i!v ov 1 ( ·1 d. . N 1 . ) w· ann w1r ;;--- = ~ "--- = + - we1 n 1e znnere orma e 1st . Ir vn ur r 
haben somit für den Wert einer Potentialfunktion im Mittelpunkt eines 
Kreises diesen Ausdruck durch die Randwerte 

2n 

(8) u(~, rJ) = 2~J u(R; t:p) dt:p. 
0 

Der Wert im Mittelpunkt ist somit das arithmetische Mittel der Randwerte. 
Er ist daher stets kleiner als der größte Randwert und diesem nur dann 
gleich, wenn die Funktion am Rande konstant ist. Schon diese Be­
merkung genügt nun aber, um tatsächlich zu beweisen, daß es nicht 
mehr als eine in einem Bereiche B reguläre Potentialfunktion gibt, 
welche am Rande des Bereiches gegebene Randwerte besitzt, und welche 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist. Denn wenn u1 und u2 

zwei in B reguläre Potentialfunktionen gleicher Randwerte sind, so 
ist u1 ~ u2 eine im Bereiche reguläre einschließlich des Randes stetige 
Potentialfunktion, welche am Rande des Bereiches verschwindet. 
Wäre sie nun nicht im Bereiche überall Null, so müßte sie in seinem Inne­
ren ein Maximum oder ein Minimum haben und es ist keine Beschrän­
kung der Allgemeinheit anzunehmen, daß es ein positives Maximum 
sei. Alsdann schlage man um eine Stelle, wo die Funktion diesem 
Maximum gleich ist, einen dem Bereiche angehörigen Kreis. Da sie 
im Mittelpunkt dem arithmetischen Mittel der Randwerte gleich ist, 
ihren größten Wert aber daselbst annimmt, so muß sie am Rande überall 
diesem größten Werte gleich sein. Da dies für jeden Kreis um den Maxi-
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mumpunkt gilt, so ist sie im größten um diesen in B schlagbaren 

Kreis konstant. Durch Heranziehung weiterer Kreisscheiben schließt 

man hieraus leicht, daß die Funktion im ganzen Bereiche konstant sein 

muß. Da sie ahET am Rande verschwindet und im abgeschlossenen 
Bereiche stetig ist, so muß sie auch im Inneren verschwinden. Eine 
im Bereiche B reguläre einsclzlicßliclz des Randes stetige Potentialfunktion 
ist also durch ihre Randu:·crtc eindeutig bestimmt!). Die gleiche Schluß­

weise führt auch zu dem allgemeinen Satz, daß keine nichtkonstante 
Potentialfunktion im I nncrcn eines Regularitätsbcrciches ihren größten 
oder kleinsten W crt annimmt. 

Zur Entscheidung der Frage, ob eine Potentialfunktion durch ihre 
Randwerte bestimmt ist, haben wir die Greensehe Funktion in ihrer All­
gemeinheit nicht nötig. Sie kann aber dazu dienen, die Funktion in 
ihrer Bestimmtheit durch die Randwerte wirklich aufzuschreiben. Da­
bei erhebt sich aber dann die weitere Frage, ob etwa diese Randwerte 
willkürlich vorgeschrieben werden können, ob es also Potentialfunktionen 
gibt, die in B regulär sind, und dit· am Rande von B gegebene Werte 
haben. 

§ 2. Die erste Randwertaufgabe beim Kreis. 

Die eben formulierte Aufgabe nennt man die erste Randwertaufgabe. 
Sie entspricht der ersten Randwertaufgabe, mit der wir uns schon 
bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen befaßt haben. Damals 
waren bei der ersten Randwertaufgabe die Werte der Funktion an den 
Rändern (Enden) eines Intervalles gegeben. Bei anderen Randwert­
aufgaben kamen auch noch die Randwerte der Ableitungen vor. Solche 
Probleme haben auch hier Analoga. 

Am einfachsten gelingt nun die Lösung der ersten Randwertaufgabe 
im Falle des Kreises. Ich wähle den Kreis I z I < R der komplexen 
z-Ebenc (z c~ X ·- i y) und befasse mich zunächst mit der Konstruktion 
der Greensehen Funktion. Man wird am leichtesten durch die folgende 
heuristische Betrachtung daraufgeführt: Es ist aus der Funktionen­
theorie geläufig, daß jede zweimal differenzierbare Potentialfunktion 
Realteil einer bis auf eine rein imaginäre additive Konstante bestimmten 
analytischen Funktion der komplexen Variablen z = x + i y ist 2). So 
gibt es auch zur Greensehen Funktion G(x, y; g, rJ) eine konjugierte 
Potentialfunktion H (x. y; ~, 1J), so daß G + iH eine analytische 
Funktion f(z) ist. A.uch c-f(z) = tp(z) ist eine analytische Funktion 

und dann ist G == -- log I tp (z) I· Somit ist tp (z) eine im Kreise analy-

1) Wird nicht StC'tigkeit im abgeschlossenen Bereich verlangt, so gilt dieser 

Satz nicht, wie 7. B. die Funktion u = J (z) = y (z = x + i y) in dC'r Halb­

ebene y > 0 lehrt. 
2) Sie ist somit beliebig oft stetig differenzierbar. 
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tische Funktion, welche an seinem Rande den konstanten absoluten 
Betrag Eins hat und welche im Punkte C =; + i'f} desselben verschwin­
det. Sie hat dort zudem eine einfache Nullstelle und hat keine anderen 
Nullstellen im Bereiche. Die Funktion w = rp (z) leistet somit eine 
schlichte Abbildung des Kreises auf den Kreis I w I < l. Daher muß 

( ) . 1' F k . . d . ( ) R (z- ~) d' rp z eme meare un twn sem, un zwar 1st rp z = ---- _ - 1e ge-
R2-~z 

wünschte lineare Funktion. Sie ist nicht die einzige, die unseren 
Zwecken genügt. Man erhält andere, wenn man die angegebene mit 
einer Zahl vom Betrage Eins multipliziert. Aber diese führen natür­
lich zu derselben Greensehen Funktion. Für diese findet man somit 
die Darstellung 

. jz-~[·R (· R2) 
(9) G(x,y,~,rJ)=-logrz-Ctl~:c-1 Cl= c. 
Man verifiziert leicht, daß die auf diesem heuristischen Wege gefundene, 
durch (9) dargestellte Funktion wirklich alle Eigenschaften der Green­

sehen Funktion besitzt. Die 
Nachprüfung sei dem Leser 
überlassen. Zur Lösung der 
ersten Randwertaufgabe durch 
die Formel (7) benötigen wir 
nun noch die Ableitung der 
Greensehen Funktion nach der 
nach innen gerichteten Nor­
malen. 

Setzt man z = rei'P, so ist 
iJG . . h 1 d' iJn weiter mc ts a s 1e nega-

Abb. 19. tive Ableitung von G nach r 
gebildet für r = R. Da liefert aber leichte Rechnung das Ergebnis 

i!G R_2:-:::-F_I2 (10) 
rJn Rtz-~!2' 

Setzt man noch C = eeiff, so kann man nach 
Trigonometrie auch schreiben: 

i!G R2- !!2 

dem Kosinussatz der 

iJn R (R2+e2-2Recos(,'t-q:>)) 

und somit wird die erste Randwertaufgabe durch das folgende Poisson­
sche Integral gelöst: 

2n 

(ll) u (Q, f}) = 2~"rf R2+~_z -2)jf~~(t-p)drp. 
0 

Freilich ist diese Formel bisher nur unter der Voraussetzung be­
wiesen, daß es eine reguläre Potentialfunktion gibt, welche die ge-
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gebenen Randwerte besitzt. Aber man kann nun nachträglich unter 
ziemlich allgemeinen Annahmen über die Randwerte zeigen, daß das 
Poissonsche Integral eine Potentialfunktion darstellt, welche die ge­
gebenen Randwerte besitzt. Dazu würde z. B. die Annahme aus­
reichen, daß die .Randwerte abteilungsweise stetig sind. Ich ziehe es 
indessen vor, auf einem etwas anderen 'Vege die Existenz einer Po­
tentialfunktion mit gegebenen Randwerten nachzuweisen. Ich betrachte 
dazu eine analytische Funktion, deren Realteil die gesuchte Potential­
funktion mit den gegebenen Randwerten sein soll. Da diese ana­
lytische Funktion nun im Kreise regulär ist, so kann man sie in eine 
in diesem Kreise reguläre Potenzreihe entwickeln. Dann hat man 
also eine Potenzreihe dieser Form 

(12) 

Ihr Realteil ist die gesuchte Potentialfunktion. Für diese hat man 
daher die Reihe 

( 13) 

Für r c= R ist dies eine trigonometrische Reihe, welche die gegebenen 
Randwerte darstellt, falls sie da noch konvergiert. Es ist auch leicht 
zu sehen, daß jede Reihe (13) in ihrem Konvergenzkreis eine Potential­
funktion darstellt. Ohne weiteres leuchtet das in dem Falle em, wo 
auch die konjugierte Reihe 

(14) i }_' rn (a~ sinn(p 1 a~ cos ncp) 

konvergiert. Dann ist nämlich die Summe beider die Potenzreihe (12), 
welche eine analytische Funktion darstellt, deren Realteil jene Reihe 
ist. ~ur dieser Fall ist für das folgende nötig. Ich nehme nun an, 
die Randwerte seien so beschaffen, daß die sie darstellende Fourier­
sehe Heihe (13) die nötigen Konvergenzeigenschaften hat. Das ist 
z. B. dann der Fall, wenn die Randwerte als Funktion von cp mit ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sind. Alsdann folgt 
aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, daß ihre Summe wie 

.I)J2 konvergiert 1). l'nd daraus ergibt sich, daß auch die konjugierte 

Reihe und damit die Potenzreihe im abgeschlossenen Kreise jzj < R 
gleichmäßig konvergiert. 

Daher konvergiert auch die Reihe, welche die Potentialfunktion 
darstellt, im abgeschlossenen Kreise I z j < R gleichmäßig und stellt 
daher eine im abgeschlossenen Kreise stetige Potentialfunktion dar. 
Sie besitzt daher die gegebenen Randwerte, und die Randwertaufgabe 
ist für diesen allerdings ziemlich speziellen Fall gelöst. Dieser Weg 
ist mancherlei Verallgemeinerungen fähig. Ich will aber diesen Betrach­
tungen nicht nachgehen, sondern nur noch das weitestgehende Resultat 

1 ) Vgl. meinen Leitfaden der Integralrechnung S. 82. 
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erwähnen, über das man heute verfügt: Wenn die· Randwerte durch 
irgendeine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion gegeben sind, 
so stellt das Poissonsche Integral im Kreisinneren eine reguläre Potential­
funktion dar, welche bei radialer Annäherung an einen, nicht einer ge­
wissen Ausnahmemenge vom Maß Null angehörigen Randpunkt den ge­
gebenen Randwerten zustrebt. 

Soviel über die Lösung der ersten Randwertaufgabe für den Kreis. 
Nun ist leicht zu sehen, daß damit die erste Randwertaufgabe auch 
für alle diejenigen einfachzusammenhängenden Bereiche gelöst ist, 
die man auf die Fläche eines Kreises so konform abbilden kann, daß 
dabei die Stetigkeit der Abbildung am Rande gewahrt bleibt. Denn 
wenn w = rp (z; () diejenige analytische Funktion ist, welche den Bereich 
so auf I w I < 1 abbildet, daß dabei der Aufpunkt C in w = 0 übergeht, 
so ist -log I f[! (z; n I die Greensehe Funktion des Bereiches, und man 
kann eine dem Poissonschen Integral ähnliche Formel ansetzen1 ). 

Man kann aber auch die Lösbarkeil der Randwertaufgabe sofort er­
schließen. Durch die Abbildung w = rp (z; ()geht der Rand des Bereiche; 
in stetiger Weise in die Peripherie des Kreises über. Die am Rande 
des Bereiches vorgeschriebenen Randwerte gehen somit in bestimmte 
Werte am Rande des Kreises über. Man löse mit diesen Randwerten 
die Randwertaufgabe für den Kreis. Diese Potentialfunktion ist Real­
teil einer analytischen Funktion 1p (w). Dann ist 1p { rp (z; ()} eine im Be­
reiche analytische Funktion, deren Realteil eine Potentialfunktion ist, 
welche die gegebenen Randwerte besitzt. Das ist ohne weiteres klar. 

Da man nun aber heute aus der Theorie der konformen Abbildung 
weiß1), daß man jeden von einer J ordanschen Kurve, d. h. einer stttigen 
Kurve ohne Selbstüberschneidungen begrenzten Bereich auf einen 
Kreis so konform abbilden kann, daß auch am Rande noch die Stetigkeit 
der Abbildung gewahrt bleibt, so ist auch für solche Bereiche die erste 
Randwertaufgabe lösbar, für Randwerte, welche den gleichen Be­
dingungen genügen, wie sie beim Kreise angegeben wurden. 

Bemerkungen. I. Dem direkten Beweis, daß das Poissonsche Integral zum 
Beispiel für stetige Randwerte eine Potentialfunktion dieser Randwerte dar­
stellt, liegen folgende Gedanken zugrunde. Zunächst ergibt sich durch Diffe­
rentiation unter dem Integralzeichen, daß eine Potentialfunktion vorliegt. Daß 
sie aber die gegebenen Randwerte besitzt, zeigt man so: Durch konforme Ab­
bildung wird aus einer Potentialfunktion wieder ein Potentialfunktion. Soll 
man nun in einem Punkte P, der einem Peripheriepunkte nahe liegt, die Po­
tentialfunktion berechnen, um zu erkennen, daß sie daselbst von dem vorge­
schriebenen Randwerte nur wenig abweicht, so mache man eine konforme Ab­
bildung des Kreises, die P in den Mittelpunkt überführt. Der Wert im Mittel­
punkt wird dann das arithmetische Mittel der durch die Abbildung abgeän­
derten Randwerte. Bei dieser Abbildung geht nun aber ein gewisses Kreis­
büschel in die Geraden durch den Mittelpunkt über. Es sind die Kreise, welche 

1 ) Man vgl. Bd. II meines Lehrbuches der Funktionentheorie. 
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durch P gehen und die Peripherie senkrecht durchsetzen. Die ·winkel, welche 
sie in P miteinander bilden, sind den Winkeln ihrer geradlinigen Bilder im Mittel­
punkt gleich. Je näher nun Pan der Peripherie liegt, um so größer ist der \Vinkel­
raum derjenigen Geraden, welche aus Kreisen hervorgehen, welche in der Näh~ 
von P die Peripherie treffen Die verpflanzten Randwerte werden also auf sehr 
großen Bogen der Peripherie nahezu dem \Vert gleich sein, welcher in dem P be­
nachbarten Peripheriepunkt ,·orgeschriebcn ist, und das arithmetische Mittel 
wird also auch diesem \\'ertc um so mehr gleichkommen, je näher P an dem 
[(ande liegt. 

2. H. ,-!_ Schwarz, dem die Theorie der Potentialfunktionen so viel zu danken 
hat, hat als Erster die Liisbarkeit der Eandwertaufgabe für allgemeinere Klassen 
von Bereichen auf einem \Yege erkannt, den wir noch kurz skizzieren wollen. 
Es ist dit· bcrühmte .1/rthodc des alternzerenden rerfahrens. Sie ist auf Bereiche 
zugeschnitten, die man mit endlich vielen anderen dachziegelartig so bedecken 
kann, daß für jeden dieser Ziegel clie J{andwertaufgabc lösbar ist. Die Ziegel dürfen 
dabei nicht über den Bereichrand hinübergreifen. Die Methode ist also z. B. 
anwendbar. wenn der Rand aus endlich vielen Bogen analytischer Kurven be­
steht. Denn eine analytische l~urvc ist dadurch definiert, daß man sie durch eine 
in ihrer 1 ·mgcbung analytische Funktion auf eine gerade Linie abbilden kann 1). 

Dadurch geht aber auch ein gewisser an einem genügend kleinen Bogen derselben 
nach dem Bereichinneren zu gelegener Bereich in einen Halbkreis über, den man 
dann leicht auf einen Vollkreis abbilden kann. Kchmen wir also nun einen Be­
reich an, dn von endlich vielen solcher Ziegel bedeckt ist. Dann ist offen bar nur 
zu zeigen, daß man auch für einen aus zwei solchen Ziegeln aufgebauten Bereich 
die f(anclwntaufgalw li!sen kann. l'nd da setzt nun das alternierende Verfahren 
ein. ln ,\ bb. 20 sind zwei solche Dachzi(~gel gezeichnet. \\'ir selwn vier Kurven­
stücke. :\uf r 1 uncl /_ 1 sind 1\anciwertc 
gegeben. zu denen eine im großen Bereich 
reguläre Potentialfunktion konstruiert 
werden soll. \1an gebe zunächst auf L 3 

irgendwelche Randwerte vor,"" daß dann 
auf L1 + /, 3 eine stetige Handfunktion 
des linken Ziegelsgegeben ist. Man bestim­
me die in diesem Ziegel reguläre Funktion, 
welche die crwilhntcn Handwerte hat. 
Diese Funktion u 1 hat auf /.2 gewisse 
\Vertc, die die auf J_, schon gegebenen zu ,\bb. 20. 
stetigen J{anclwerten am rechten Ziegel 
ergänzen. Mit diesen l<anclwerten liise man für den rechten Ziegel die Randwcrt­
aufgabc· und erhält eine Fnnktion u2 , die wieder auf L 3 gewisse Werte hat, die 
die auf /. 1 gegebenen zu Randwerten am linken Ziegel ergänzen. Mit diesen löse 
man wieder die Randwertaufgabe für den linken Ziegel und fahre so immer mit 
beiden Ziegeln abwechselnd fort. Dann konvergieren die so erhaltenen Potential­
funktionen in einem jedf'n Ziegel gegen eine Potentialfunktion, und bcide Grenz­
funktionen stimmen in dem llt'iclcn Ziegeln gemeinsamen c;ebiete überein, so daß 
wir also <·ine im großen Bereich reguläre Potentialfunktion mit den gegebenen 
l{andwcrten erhalten haben. 

:l. c\ltcr noch als diese Methode ist die Methode des Dirichletschcn Prinzips. 
Sie hernht auf der Betrachtung des 

/) (u. u) l'f f (' 
\ ~ \ ( 

Ii 

Variationsproblems 

( c u\ "l + ) J·dxdy=:Ylin. 
cyi 

') l !m· K·.lOrcliuatcn sind also analytische Funktionen eines reellen Parameto' t 
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Die Aufgabe ist die: Man soll eine in einem Bereich B zweimal stetig dif­
ferenzierbare Funktion finden, welche diesem Integral einen kleineren \Vert 
erteilt als alle anderen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, welche am 
Rande von B dieselben Werte haben wie die gesuchte. Wenn es eine solche Lö­
sung gibt, so schließt man ähnlich wie auf S. 132, daß die betreffende Funktion 
der Gleichung LI u = o genügen muß. Es ist aber nicht von vomherein ein­
leuchtend, daß es unter allen Funktionen gegebener Randwerte eine gibt, welche 
dem Integral einen kleineren Wert erteilt als die übrigen. Schlußmethoden, welche 
von der Evidenz dieser Tatsache ausgingen, wurden durch die Kritik von Weier­
straß zu Fall gebracht. Schwarz ersann als Ersatz seine Methode des altemierenden 
Verfahrens. Inzwischen aber ist es im Anschluß an Hilbert gelungen, den fehlenden 
Existenzbeweis nachzutragen. Es gibt somit unter allen in einem Bereiche zweimal 
stetig differenzierbaren Funktionen mit gegebenen Randwerten eine, welche dem 
Dirichletschen Integral einen möglichst kleinen Wert erteilt. Das ist die Potential­
funktion, welche diese Randwerte besitzt. Auf den Beweis will ich nicht näher 
eingehen, zumal ja ein anderes Buch dieser Sammlung sich ausführlich mit diesen 
Dingen beschäftigt. (Vgl. Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik.) 

Sehr einfach ist es allerdings, einzusehen, daß eine am Rande reguläre Po­
tentialfunktion dem Dirichletschen Integral einen kleineren Wert erteilt, als 
jede andere reguläre Funktion gleicher Randwerte. Denn sei u eine Potential­
funktion und u + v irgendeine andere reguläre Funktion gleicher Randwerte, 
also v = o am Rande, dann ist 

D(u + v, u + v) = D(u, u) + 2D(u, v) + D(v, v). 
Hier ist 

D(u, v) = Jf (u., · v., + u. · v.) dx dy 

gesetzt. Nun ist aber 

:e D(u + ev, u + ev) le=O = 2 JJ (u.,v.,+ u.v.) dxdy = 2 JJ .du· v dx dy 

+ 2 Jv(u.,dy- uvdx). 

Hier ist das Linienintegral über den Bereichrand zu erstrecken. Da hier v = o 
ist, so ist es Null, und wegen LI u = o verschwindet auch das Doppelintegral. 
Also ist 

D(u + v, u + v) = D(u, u) + D(v, v) > D(u, u). 

4. Auf einem ganz anderen Wege hat kürzlich Perron die Randwertaufgabe 
gelöst (Math. Ztschr., Bd. 18, 1923). Er gewinnt die Potentialfunktion als untere 
Grenze derjenigen stetigen Funktionen, die am Rande zu große Werte annehmen, 
und im Inneren der Ungleichung .du ;:;;;; o genügen. 

Durch eine jede dieser Methoden erscheint nun auch die Existenz 
der Greensehen Funktion von L1 u = 0 sichergestellt. Denn nach ihrer 
auf S. 331 gegebenen Definition läuft ihre Bestimmung auf die Be­
rechnung einer im Bereiche regulären Funktion hinaus, deren Rand-

1 
werte die von log r zu Null ergänzen. Mit der Lösung der ersten Rand-

wertaufgabe ist also auch die Existenz der Greensehen Funktion ge­
sichert. Sie spielt für die Gleichung L1 u = 0 eine analoge Rolle, wie 
die früher eingeführte Greensehe Funktion eines Randwertproblemes 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung. Eine Anwendung mag das 
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noch erhärten. Es möge sich darum handeln, diejenige Lösung der 
inhomogenen Gleichung 

(15) Llu=f(x,y) 

zu bestimmen, welche am Rande des Bereiches gegebene Werte be­
sitzt. Zu dem Zweck bezeichne ich mit u0 die Potentialfunktion, welche 
diese Randwerte besitzt, und setze u = u0 + u1 . Dann genügt u1 

wieder der Differentialgleichung (15) und hat die Randwerte Null. 
Nur um die Bestimmung von u1 handelt es sich also noch. Ich knüpfe 
an die Greensehe Formel S. 327 an und setze darin für u die gesuchte 
Lösung u1 von (15) ein, für 1' wähle ich die Greensehe Funktion, die ich 

wieder in der Form G =log ! + v1 schreibe. Dann muß man zunächst 

wieder um den Aufpunkt (;, rJ) der Greensehen Funktion einen kleinen 
Kreis schlagen, sein Inneres vom Bereich weglassen, im Doppelintegral 
über diesen Restbereich und im Kurvenintegral über seinen vollen 
Rand integrieren. Das Kreisintegral wird ganz auf dieselbe Weise 
w1e S. 329 berechnet, und man findet dafür den Wert 

2 n u1 (;, 17). 

Das Randintegral wird zu Null und das Doppelintegral zu 

-JJG·jdxdy, 

und so hat man diese Darstellung der Lösung unserer Aufgabe 

u1 (; , i)) = - 2
1 n I I G (X , y ; ; , 1]) / (X, y) d X d y . 

Sie ist abgeleitet unter der Voraussetzung, daß eine Lösung existiert. 
Man muß also nur noch hinterher verifizieren, daß u1 der Differential­
gleichung genügt. Das gelingt durch direktes Differenzieren, wie der 
Leser selbst nachprüfen miige. 

§ 3. Die Differentialgleichung Lfu + ).u = 0. 

Wir legen uns für diese Differentialgleichung wieder die erste Rand­
wertaufgabe vor. Von vornherein wird man erwarten, daß wie bei der 
ersten Randwertaufgabe bei gewöhnlichen Differentialgleichungen, nicht 
immer eine nicht identisch verschwindende Lösung existiert. Wir können 
mit Hilfe der uns zur Verfügung stehenden Methoden einen vollen Ein­
blick in die Verhältnisse gewinnen. Nach den Schlußbetrachtungen 
des vor gen Paragraphen genügt nämlich jede im abgeschlossenen Be­
reiche B stetige, am Rande desselben verschwindende Lösung von 

(Hi) lur--},u=O 

der linearen homogenen Integralgleichung 1) 

1 ) Durch Differenzieren unter dem Doppelintegral kann man hieraus den Schluß 
ziehen, daß u zweimal stetig differenzierbar ist. 

Bieberl,:uh, Differeutialgleichuugeu :?. Aufl. 22 
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(16') u(~, r;) = 2~JJ G(x, y; ~. r;)u(x, y) dxdy. 
B 

Aus der S. 180 vorgetragenen Theorie derselben folgt der volle 
Aufschluß über unser Randwertproblem. Daß damals alles für ein­
fache Integrale ausgesprochen wurde, macht keinen Unterschied aus. 
Alles bleibt unverändert bestehen, auch für Doppelintegrale, welche 
über beliebige Bereiche erstreckt werden. Zwar ist hier der Kern 
G (x, y; ~. r;) nicht stetig, aber er ist quadratisch integrierbar, d. h. 

J J J J [G(x, y; ~, r;)] 2 dx dy d~ dr; 
B B 

konvergiert, und daher bleibt die damalige Theorie unverändert ver­
wendbar. Somit folgt, daß nur für gewisse Werte des Parameters.A., 
die sogenannten Eigenwerte, das Problem durch eine nicht überall in 
B verschwindende, im Inneren zweimal stetig differenzierbare, im ab­
geschlossenen Bereich stetige Funktion lösbar ist. Daß diese Eigen­
werte sämtlich positiv sind, ist vor vornherein leicht einzusehen. Denn 
nehmen wir an, zu einem negativen Werte von .A. gehöre eine Eigenfunk­
tion, welche im Bereiche irgendwo ein positives Maximum besitze. 
Dann ist einmal nach den Regeln der Differentialrechnung in diesem 
Punkte L1 u < 0, andererseits aber wegen .A. < 0 und u > 0 auch .A.u < 0, 
so daß an dieser Stelle die Summe beider nicht Null sein könnte. Also 
sind alle reellen Eigenwerte positiv oder Null: ). = 0 ist aber nach dem 
uns über L1 u = 0 bereits bekannten sicher kein Eigenwert. Also sind 
alle Eigenwerte positiv. Die Eigenwerte .?.k sind weiter alle reell und häu-

fen sich nirgends im Endlichen, ja sie sind so verteilt, daß .1) ;.~ 2 kon­

vergiert. Dies sowie die Existenz der Eigenwerte entnehmen wir der 
Theorie der linearen Integralgleichugen. Wegen der Behauptung, daß 
alle Eigenwerte reell sind, vgl. man auch S. 160 dieses Buches. Wegen 
der sonstigen Behauptungen lese man E. Schmidt, Annalen 63 nach. 
Das gilt auch für die in dem nun folgenden Absatz angeführten Tatsachen. 
Man vgl. auch Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik. 

Zu jedem Eigenwert gehören endlich viele linear unabhängige 
Eigenfunktionen, und man darf annehmen, daß dieselben zueinander 
orthogonal sind. Ebenso sind die zu verschiedenen Eigenwerten ge­
hörigen Eigenfunktionen orthogonal, d. h. es ist 

JJ ({Jn(x, y)q;m(x, y) dxdy= 0, 
B 

und man hat den Entwicklungssatz, wonach man jede zweimal stetig 
differenzierbare, am Rande verschwindende Funktion in eine nach 
Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln kann. Denn jede 
zweimal stetig differenzierbare Funktion q; (x, y), welche am Bereich-
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rand verschwindet, kann mit Hilfe der Greensehen Funktion, also des 
Kernes der Integralgleichung, so darstellen 

rp(~,YJ) - JJG(x,v.~.rJ)I(x,y)dxdy. 
B 

Dabei ist I ( x, y) = LI rp gesetzt. 
Ich will nun diese Forlgerungen aus der allgemeinen Theorie durch 

ein weiteres Eingehen auf die Besonderheiten der Differentialgleichung 
(16) noch etwas ergänzen. 

Zunächst will ich auf das physikalische Problem hinweisen, dem 
diese Differentialgleichung entspringt. Es ist das Problem der Schwin­
gungen einer Membran, die an ihrem Rande eingespannt ist. An sich 
werden diese Schwingungen durch die Differentialgleichung 

u2z- .2 I 
(I [2 ~· C ~· Z 

beschrieben. Dabei ist c2 eine von Spannungszustand und Material 
abhängige Konstante. Ähnlich wie S. 326 bei der schwingenden Saite 
führt der Ansatz 

z = cos k(t + h) u (x, v) (k und h konstant) 

zur Trennung der Variablen. Er liefert für u(x,y) die Differential­
gleichung 

I 
Llu= -ku c2 , 

die also mit der hier betrachteten übereinstimmt. 
Aus den hieraus gefundenen Einzellösungen, d. i. den Eigenfunktionen 

setzt man, genau wie bei der schwingenden Saite, allgemeinere Lösungen 
additiv zusammen. Dem Entwicklungssatz entspricht wieder die Auf­
gabe, eine solche Lösung den Anfangsbedingungen anzupassen. 

Des weiteren will ich in einem speziellen Fall die Lösungen des 
Problems wirklich angeben. Es sei der Fall der quadratischen Membran. 
Hier liegt es nahe, in (13) den Ansatz u = I (x) · g (y) zu machen. 
Man nimmt dabei an, daß das Quadrat parallel zu den Koordinaten­
achsen orientiert ist. 

Dadurch findet man für I und g die beiden Differentialgleichungen 

/" + a2 1 = 0, g" b2 g = 0, wo a2 + b2 = Ä 

und schließt so, daß die folgenden Lösungen in Betracht kommen: 

u = (c1 cosax + c2 sinax) (d1 cosby + d2 cosby). 

Das Quadrat sei nun von den Geraden 

x=O, y=O, x=n, y=n 

begrenzt. Sollen dann die Lösungen am Rande des Quadrates ver­
schwinden, so zeigt sich, daß allein noch 

(17) c sinax sinby 
22* 
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übrig bleibt und daß dabei a = m und b = n sein muß, wo m und 
n ganze Zahlen sind. Für Ä kommen somit nur die Werte 

Am n= m2 +n2 . 
in Betracht. Das sind die Eigenwerte. Freilich steht zunächst noch 
dahin, ob wir so alle Eigenwerte gefunden haben. Dies aber folgt 
sofort daraus, daß man willkürliche Funktionen nach unseren Eigen­
funktionen (17) entwickeln kann. Ein solcher Entwicklungssatz gilt 
nämlich nur für das vollständige System aller Eigenfunktionen. Tat­
sächlich aber läßt sich ganz analog wie in der Theorie der Fouriersehen 
Reihen beweisen, daß man jede zweimal stetig differenzierbare Funktion 
f (x, y, welche am Rande des Quadrates verschwindet, in eine Reihe 

f(x, y) = 2) cm, n sinmx sin ny 

entwickeln kann, deren Koeffizienten 

"" "" 
cm, n = ~~~ J J f (x, y) sinmx sin ny dx dy 

0 0 

sind. Wir finden auch hier bestätigt, daß verschiedene Eigenfunktionen 
zueinander orthogonal sind, denn es ist ja 

"" "' J J sinmx sinny sin kx sinly dx dy 
0 (). 

"' "" = J sinmx sin kx dx · J sin ny sinly dy = 0, 
0 0 

falls entweder m2 =f k2 oder n2 =!= l2 ist. Zum gleichen Eigenwert 
Ä = m2 + n2 gehören offenbar alle die Eigenfunktionen sin m x sinn y, 
für welche Ä = m2 + n2 den gleichen Wert hat. Zur gleichen durch den 
Eigenwert bestimmten Schwingungsdauer gehören daher oft mehrere 
linear unabhängige Eigenfunktionen. Auch deren lineare Kombinationen 
gehören zur gleichen Schwingungsdauer. Sucht man diejenigen Stellen 
der Membran auf, für welche während der ganzen Schwingung Ruhe 
herrscht, also die Knotenlinien der Schwingung, so erhält man die in 
der Akustik unter dem Namen Klangfiguren bekannten Kurven, deren 
mannigfachesAussehendem Umstande entspring, daß zu einem und dem­
selben Eigenwert verschiedene Eigenfunktionen gehören können. 

Ich wende mich nun wieder allgemeineren Fragen zu und stelle 
mir die Aufgabe, Aufschluß über die Verteilung der Eigenwerte und 
ihre Abhängigkeit vom Gebiet zu gewinnen. Es handelt sich hier um die 
Übertragung derjenigen Ergebnisse, welche wir früher ari.läßlich des 
Oszillationstheorems über die Verteilung der Eigenwerte der Differential­
gleichung y" + A.ey = 0 gewonen hatten. Neuerdings sind in der uns 
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hier beschäftigenden Frage durch Arbeiten von Weytl) und Courant 2) 

erhebliche Fortschritte erzielt worden, um deren Darstellung es sich 
hier handeln soll. Ich berichte über die von Courant entwickelte Me­
thode der Variationsrechnung. Diese Beziehungen zu einem Variations­
problem beruhen auf dem folgenden Satz: Denkt man sich die Eigenwerte 
der Größe nach geordnet, und dabei feden Eigenwert seiner Vielfachheit3) 

nach aufgeschrieben A1 s A2 ~ ... , so ist der n-te Eigenwert An der kleinste 
Wert, welchen das Dirichletsche Integral 

I' I{ rc.'PV (c.·'P\ z} D (rp,rpl J \r~x) + ay) dx dy 
B 

annehmen kann, wenn zum Vergleich alle im abgeschlossenen Bereich 
stetigen und mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehenen am 
Rande verschwindenden Funktionen zugelassen werden, welche den weiteren 
Bedingungen 

(18) J J rp U; d X d y = Ü, 
B 

(i=l, ... ,n-1) 

(19) ffrp2 dxdy=1 
B 

genügen. Die U; sind dabei die zu den A1 gehörigen durch 

J J ui2 d x d y = l 
B 

normierten Eigenfunktionen, wobei also fetzt jedem Ai gerade eine Eigen­
funktion zugeordnet ist. Das Minimum von D ( rp, rp) wird für die n-te 
Eigenfunktion un angenommen. 

Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaßen geführt werden: 
Aus (1) von S. 327 folgt 4 ) 

D(rp, rp) = - JJ rpLJg;dxdy. 
B 

Wir bedienen uns nun der von S. 182 bekannten Vollständigkeits­
relation 

J J rp iJ (jJ d X d y ,,, 2, J J rp U i d X d y · J J iJ (jJ • U; d X d y. 
B i B B 

Nun ist aber wegen des Verschwindens von g; und ui am Rande nach 
der Greensehen Formel (3) von S. 327 

J J..1 rp • uid xd v c= J J g; · .J u 1d xd y = - A; J J g;uid xd y. 
B B B 

1 ) H. Weyt: Math. Annalen Bd. 71, Crelles Journ. Bd. 141, 143. 
Z) R. Courant: Math. Zeitschr. Bd. 7. 
3) Das ist die Zahl der linear unabhängigen zu ihm gehörigen Eigenfunktionen. 

Daß diese Anzahl endlich ist, wird in der Theorie der Integralgleichungen bewiesen. 
Man vgl. (16'). Siehe z. B. E. Schmidt: Math. Ann. Bd. 63. S. 445. 

4) B möge wie S. 327 von endlich vielen Bögen stetig differenzierbarer Kurven 
begrenzt sein. Daran werde ill der Folge festgehalten. 
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Somit wird 

{20) 

Nun ist aber nach der Vollständigkeitsrelation wegen (19) 

1 = J J cp2dxdy = 2 {f J cpuidxdy}2. 
B i B 

Weiter aber ist nach (18) 

ffcpuidxdy=O für i= 1,2, .. . ,n-l. 
B 

Daher wird 

Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur stehen, wenn in (20) nur 
eines der Integrale von Null verschieden sind, welche zu den An gleichen 
Eigenwerten gehören. Dann ist aber wegen des Entwicklungssatzes cp 
eine der zugehörigen Eigenfunktionen, für die also allein das Minimum 
angenommen wird. Courant hat diese schon länger bekannte Extremal­
eigenschaft der Eigenfunktionen so umgestaltet, daß sie für die weiteren 
Schlüsse brauchbar wird. Sie krankt nämlich noch an dem Übelstand, 
daß man zur Charakterisierung der n-ten Eigenfunktion sich auf die 
Eigenfunktionen mit kleinerer Nummer beziehen muß. Zu dieser Um­
gestaltung gelangt man durch die folgenden Überlegungen. Statt der 
Nebenbedingungen (12), (19) wollen wir der Funktion cp die Zusatz­
bedingungen (19) und 

(21) ffcpvidxdy=O 
B 

(i=1,2, ... ,n-l) 

auferlegen. Dabei sollen die vi irgendwelche in B stetige Funktionen 
sein. Für hiernach zulässige Funktionen cp besitzt das Integral D ( cp, cp) 
eine untere Grenze, welche von den v1 •.. Vn-l abhängt und daher 
mit d (v1 ... vn_1) bezeichnet werden soll. Dann ist 

d (v1 ... vn_1) < Ä.n = d (u1 ••• Un_1). 

Zum Beweise ist nur zu zeigen, daß man bei beliebiger Wahl der 
v1 ... vn-l eine Funktion cp bestimmen kann, für die D (cp, cp) <An ist. 
Eine solche Funktion cp kann man z. B. als lineare Verbindung 

(22) CfJ = Cl Ul + ... + Cn Un 

der ui herstellen. Denn die ihr aufzuerlegenden Bedindungen (21) und 
(19) bedeuten n- 1 lineare homogene Gleichungen für die ci(i = 1, 
2, ... , n) nebst der Gleichung I: ci2 = 1. Dem kann man aber durch 
passende ci stets genügen. Die Funktion (22) verschwindet auch am 
Rande und ist wie die Eigenfunktionen ui zweimal stetig differenzierbar. 
Für sie wird aber nach (20) 

n 
D(cp, cp) = ;Eic;Ci2 . 

i=l 
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Also ist D (cp, cp) <An wegen },; ~ A;H und c12 + ... +- cn2 = l. So-
mit haben wir den folgenden Satz: Es seien v1 ... "'n-l in B stetige 
Funktionen, und d (z•1 ... vn_1) sei die untere Grenze der Werte, u·elche 
D(cp, cp) annimmt, wenn cp irgendeine in B zweimal stetig differenzierbare 
am Rande verschwindende Funktion ist, welche den Bedingungen (19), 
(21) genügt. Dann ist An gleich dem Maximum, welches d(v1 ... vn_1) bei 
beliebiger Wahl der <'1 ... <'n-I amzrhmen kann. Das 1V1 aximum wird 
erreicht für V1 c= u 1 , .• -Z'n-J, = Un-J, rp = Un. 

In diesem Satz kann man die Voraussetzungen noch ein wenig 
erweitern. Nach einer in der Variationsrechnung viel verwandten 
Schlußweise kann man nämlich eine jede stetige abteilungsweise stetig 
differenzierbare Funktion beliebig genau approximieren, und daraus 
ergibt sich die Gültigkeit des Satzes auch für solche Funktionen­
klassen rp, die zwar stdig, abE'r nur einmal abteilungsweise stetig diffe­
renzierbar sind. 

Diesen Satz koppelt man nun nach Courant mit folgendem all­
gemeinen Prinzip. Man stelle sich vor, daß man zur Konkurrenz nur 
solche Funktionen zuläßt, welche außer den ihnen bisher auferlegten 
Bedingungen noch einigE'n weiteren genügen. Innerhalb dieser engeren 
Klasse von Funktionen rp werde das Maximum jener unteren Grenze 
gesucht. Für eine engere Funktionenklasse kann aber die untere Grenze 
nicht kleiner sein als für die weitere Funktionenklasse, und daher 
kann das Maximum der unteren Grenze nicht abnehmen. Ebenso 
nimmt das Maximum der unteren Grenze nicht zu, wenn die Kon­
kurrenzbedingungen für rp erleichtert werden, d. h. wenn umfassendere 
Funktionenklassen zur Konkurrenz zugelassen werden. 

Aus diesen Betrachtungen kann man nun den Schluß ziehen, daß 
bei Vergrößerung des Gebietes die Eigenwerte nicht zunehmen. Betrachtet 
man nämlich zwei Gebiete B1 und B 2 , von denen das zweite ein Teil 
des ersten sein möge, und die beiden den bisher immer gemachten 
Voraussetzungen genügen mögen 1). Dann können die in B2 zwei­
mal stetig differenzierbaren Funktionen rp, welche am Rande von B2 

verschwinden, offenbar aufgefaßt werden als Funktionen, welche in 
dem größeren Gebiete B1 abteilungsweise stetig differenzierbar sind, 
dazu aber am Rande von B2 und in dem nicht zu B2 gehörigen Teile 
von B1 verschwinden. Das ist eine engere Funktionenklasse als die zur 
Definition der Eigenwerte für B1 benutzte. Daher sind die Eigenwerte 
des kleineren Gebietes sicher nicht kleiner als die Eigenwerte des 
größeren. Gerrauer: der n-te Eigenwert des kleineren Gebietes z'st nicht 
kleiner als der n-te Eigenwert des größeren Gebietes. 

Man kann diesen Schluß leicht für den Fall verallgemeinern, daß 
jenes Teilgebiet von B1 nicht aus einem Stücke, sondern aus mehreren 

1) Man vgl. z. B. Fußnote 4 auf S. 341. 



344 IV. 3. Elliptische Differentialgleichungen. 

punktfremden Teilgebieten von B1 besteht. Für dieses aus mehreren 
Teilen bestehende Gebiet erhält man aber die Eigenwerte als Gesamt­
heit der Eigenwerte der einzelnen Teilgebiete. Somit ist der n-te 
Eigenwert des großen Gebietes nicht größer als die n-te Zahl in der 
Reihe der der Größe nach geordneten Eigenwerte der Teilgebiete. 

Andersgewendet kann man sagen: Die Anzahl der unterhalb einer 
Schranke Ä liegenden Eigenwerte eines Gebietes B ist nicht kleiner als die 
Summe der entsprechenden Anzahlen für eine Menge irgendwie gewählter 
punktfremder Teilgebiete. Zerlegt man insbesondere B durch stetig 
differenzierbare Jordankurven in eine Anzahl v von Teilgebieten und 
bezeichnet mit A (Ä) die Anzahl der zu B gehörigen Eigenwerte, die 
unter Ä liegen, mit Ak (Ä) die Anzahl der zum k-ten Teilgebiet ge­
hörigen Eigenwerte, die unter Ä liegen, so ist nach dem bewiesenen 

(23) A 1 (Ä) + · · · + A 1 (Ä) < A (Ä) 

Wir schließen die Feststellung an, daß der n-te Eigenwert sich stetig 
mit dem Gebiete ändert. Dabei wird unter einer "Gebietsänderung 
unter e" eine Abbildung 

x'=x+g(x,y), 

y' = y +h(x, y) 

des abgeschlossenen Gebietes B auf ein anderes B' verstanden, die jedem 
Punkt um weniger als e aus seiner Lage verschiebt und bei der sich 
die ersten Ableitungen von g und h von den ersten Ableitungen von 
x und y selbst um weniger als e unterscheiden. Dabei unterschiedet sich 
also die Funktionaldeterminante der Abbildung von 1 um weniger als 
eine mit e gleichmäßig in B gegen Null strebende Zahl o (1) 1). Jede 
in B erklärte Funktion geht bei der Abbildung in eine in B' erklärte 
über, und das Dirichletsche Integral der in B erklärten Funktion q> 
unterscheidet sich von dem Dirichletschen Integral der in B' erklärten 
transformierten Funktion q> nur durch einen Faktor, der nach 1 strebt, 
wenn e -J>. 0 konvergiert. Wenn nämlich M die Funktionaldeterminante 
bedeutet, so wird 

DB(q>, q>) = Jf[{::: ( 1 +U)+ ::~:r + g~, :: + ~:~(1 + ~;)rJ1~r 
B' 

Also 

DB(fJJ, g;) = (1 + 0 (1)) ff [ {:::r + G~JJ d x' dy' + 0 (1) ff ;:, ;? dx' dy' 

B' B' 

= (1 + o(1)) DB' (g;, g;) + o (1) JJ:;, :; ox' oy'. 
B' 

1) Damit soll immer eine mit e gegen Null strebende Zahl bezeichnet werden. 
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Nun ist aber 

2ff?rp r. cp dx' d v' s DB' (m m). 
r· x' r y' ~ - ' ' ' 

B' 

Also 
DB (rp, cp) =' (l + o(l)) DB·(cp, cp). 

Ferner wird bei der Transformation 

Jr Jf dx' dy' 
• cp2 d X d y = cp2 IM ' 

B B' 

f.f JJ dx1 dy' , 
, IJ!''idxdy= cpv; !Mi (z=l,2, ... ,n-l) 
B B' 

:t\un ersetze man die Funktionen vi durch V; ]M] -l = v1' und multi­
pliziere cp mit einem für s --7 0 wenig von l verschiedenen konstanten 
Faktor - so entstehe r' - daß wieder 

JJ cr' 2 dx' dy' = l, 
B' 

J J q:/ ,,' i d x' d y' = 0 ( i = l, 2, ... , n - 1) 
B' 

gilt. Dann wird 

DB(rp, cp) c= (l -T o(l)) DB·(cp', cp'). 

Da nun aber weiter mit den i'; auch die v;' alle möglichen Systeme 
zweimal stetig differenzierbarer Funktionen durchlaufen, so kann sich 
das Maximum der unteren Grenze der rechten Seite von dem der linken 
nur um einen Faktor unterscheiden, der nach l strebt,· wenn e --7 0 
rückt. Damit ist die stetige Änderung der Eigenwerte mit dem Gebiet 
erkannt. 

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun für die Frage einer 
Abschätzung des n-ten Eigenwertes dadurch ausnützen, daß wir das 
Gebiet durch andere, bequemer zugängliche approximieren. Als solche 
bieten sich Quadratpackungen dar. Wir werden nämlich jetzt gleich 
sehen, daß man für solche aus aneinandergelegten Quadraten aufgebaute 
Bereiche die Eigenwerte leicht abschätzen kann. 

Vorher muß indessen noch auf eine Verallgemeinerung hingewiesen 
werden, deren Beweis dem hier vorgeführten durchaus analog ist. 
Diese Verallgemeinerung bezieht sich auf die zweite Randwertaufgabe, 

bei der das Verschwinden der Normalableitung ~: am Rande gefordert 

wird. Die k-ten Eigenwerte können auch bei diesem Problem ganz analog 
durch Extremaleigenschaftcn charakterisiert werden. Die betreffenden 
Sätze lauten ganz analog wie bei der ersten Randwertaufgabe, nur daß 
der Funktion cp stets die zweite Randbedingung aufzuerlegen ist. 
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Etwas mehr Aufmerksamkeit müssen wir auf die Größenänderung 
der Eigenwerte bei Änderung des Gebietes verwenden. In der Tat 
liegen hier die Verhältnisse durchaus anders wie bei der ersten Rand­
wertaufgabe. 

Das Gebiet B werde durch gewisse stetig differenzierbare Jordan­
Kurven in eine Anzahl Teilgebiete Bi zerlegt. Dann ist der n-te Eigen­
wert An' der zweiten Randwertaufgabe des ganzen Gebietes nicht kleiner 
als der n-te Wert in der Reihe der der Größe nach geordneten entsprechenden 
Eigenwerte aller dieser Teilgebiete. Während bei der Bestimmung von 
An' von den Vergleichsfunktionen außer dem Verschwinden der Normal­
ableitung am Rande von B die zweimalige stetige Differenzierbarkeit 
in B verlangt wird, lasse man jetzt zum Vergleich alle Funktionen zu, 
die zwar in den Teilgebieten Bi stetig und abteilungsweise stetig differen­
zierbar sind und deren Normalableitung an den Rändern aller Teil­
gebiete verschwinden. Beim Übergang von einem Teilgebiet in ein be­
nachbartes dürfen sie also einen Sprung erleiden 1). Das zu diesem 
erweiterten Bereich von Vergleichsfunktionen gehörige Maximum der 
unteren Grenze sei An". Dann ist jedenfalls nach S. 343 An" <An'. Die 
Zahl An" erweist sich als die n-te Zahl in der Reihe der Eigenwerte 
der Bi. Sie ist also nicht größer als der n-te Eigenwert des Gesamtge­
bietes B. Das Ergebnis kann man auch so aussprechen: 

(24) A 1 * (J.) + ... + Av * (J.) > A * (J.). 

Hier ist A k * (A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe 
von Bk, welche unter A liegen. v ist die Zahl der Teilgebiete. A * (A) 
ist die Anzahl der Eigenwerte von B, die unter A liegen. 

Was weiter die stetige Abhängigkeit der Eigenwerte vom Gebiet 
anlangt, so ~uß man bei der Übertragung dieses Satzes auf die zweite 
Randwertaufgabe dafür Sorge tragen, daß die Randkurven der approxi­
mierenden Gebiete sich auch in ihren Richtungen approximieren. 
Dann läßt sich der Satz wieder übertragen. 

Wir sind nun auch imstande, die zu verschiedenen Randwert­
problernen gehörigen n-ten Eigenwerte miteinander zu vergleichen. Hier 
gilt der Satz, daß der n-te Eigenwert An der ersten Randwertaufgabe nie 
kleiner ist als der n-te kn der zweiten. Man nehme ein Teilgebiet B' 
von Bund An' sei sein n-ter auf die erste Randwertaufgabe bezüglicher 
Eigenwert. In dem Extremalproblem nun, welches denn-tenEigenwert 
kn der zweiten Randwertaufgabe für B charakterisiert, werde der Funk­
tion ({J die zweite Bedingung ~uferlegt, in B außerhalb von B' zu ver­
schwinden. Dadurch wird das zugehörige Extremum nicht verkleinert. 
Es ist aber mit dem Eigenwert An' identisch, der sich also als nicht 

1 ) Die Funktionen dieser erweiterten Klasse können daher - anders wie bei 
der ersten Randwertaufgabe- nicht durch Funktionen der engeren Klasse beliebig 
genau approximiert werden. 
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kleiner wie /r,n erweist. \\'enn man nun das Gebiet B' hinreichend 
wenig von B' verschieden wählt, so ist auch Än' von Än beliebig ver­
schieden. Also ist auch dieser n-te Eigenwert von B bei der ersten 
Randwertaufgabe nicht kleiner als der n-te Eigenwert von B bei der 
zweiten Randwertaufgabe. Ist A (?.) die Zahl der Eigenwerte der 
ersten Randwertaufgabe unter A, A * (A.) die Zahl der Eigenwerte der 
zweiten Randwertaufgabe unter A, so kann man das Ergebnis durch 

(25) 

ausdrücken. 
~un sinct w1r gerüstet, um zur Abschätzung der Eigenwerte zu 

schreiten. 
Wir hatten schon auf S. 339 die zur ersten Randwertaufgabe ge­

hörigen Eigenfunktionen des Quadrates von der Kantenlänge l be­
stimmt. Durch ganz analoge Betrachtungen würden wir bei einem 

() 1 d K 1 l. · Zn x · m n 'V 1 E' f k · 
.~uac rat lT anten änge a c 1e sm a sm ---a ·_ a s 1gen un honen 

und die Zahlen :: (l2 -~ m2), l, m, = l, 2, 3 ... als Eigenwerte finden. 

Als Eigenfunktionen der zweiten Randwertaufgabe findet man auf dem 
l . . lnx mny d n2 2 2) l 

g eiChen \\ eg cos ,, cos a , un az (l + m , , m = 0, l, 2 ... 

sind die zugehörigen Eigenwerte. Die Zahl der Eigenwerte, die kleiner 
als A sind. ist also mit der Zahl der ganzzahligen Lösungen der Un-
gleichung 

identisch. Dabei sind bei der ersten Randwertaufgabe nur solche 
Lösungen zu nehmen, deren ganze Zahlen beide größer als Null sind. 
Bei der zweiten Randwertaufgabe sind dagegen alle nichtnegativen 
\Verte zu nehmen. Die Anzahlen A (.A.) und A * (.A.) kann man leicht 
schätzungsweise bestimmen. ::VIan findet 

a'> a2 

A(A)= 4:}. /Jca)l}. und A*(A)=J;;.A.+ß'ca'VL 

Dabei ist c eine von a und .A. unabhängige Zahl, -& und &' liegen zwi­
schen -- 1 und T 1 . Das erkennt man etwa so: Man denke sich in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem die Geraden parallel zu den Ko­
ordinatenachsen gezeichnet, welche diese Achsen in ganzzahligen Punk­
ten treffen. Die Schnittpunkte dieser Geraden sind die Punkte mit 
ganzzahligen Koordinaten. Wir wollen sie üblicherweise Gitterpunkte 
nennen. Die Frage ist nun, ·wieviele Gitterpunkte innerhalb des ersten 

Quadranten im Kreise vom Radius ).;: liegen, und je nachdem, ob 

es sich um A * (Ä.) handelt oder um A (?.), sind die am Rande des Qua­
dranten gelegenenGitterpunkte mitzuzählen oder nicht. Betrachten 
wir erst den Fall A * (}.). Die Anzahl ist kleiner als der vierte Teil aller 
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im Kreise gelegenen Gitterpunkte. Diese Anzahl ist nun aber gleich 
der Anzahl derjenigen Gitterquadrate, welche ganz dem Kreisinneren 
angehören. Diese Anzahl ist aber gleich dem Kreisinhalt vermindert 
um die Anzahl derjenigen Quadrate, welche Punkte mit der Kreis­
peripherie gemein haben .. Diese Anzahl ist aber höchstens gleich dem 
Kreisumfang dividiert durch die Kantenlänge des Quadrates, die aber 
hier Eins ist. Daraus fließt sofort die für A * (A) angegebene Formel. 
Im Falle A (A) sind außerdem noch die auf den Koordinatenachsen ge­
legenen Gitterpunkte abzuziehen, deren Anzahl aber höchstens dem Ra­
dius des Kreises gleich ist und das gibt wieder nur eine Anzahl von der 
Größenordnung a VI. So folgt auch die für A (A) gegebene Formel. 

Nun betrachten wir ein Gebiet, das aus v Quadraten der Kanten­
länge a aufgebaut ist. Diese Quadrate seien Qk und Ak(A) und Ai (A) 
seien die zugehörigen Anzahlen. Dann ist nach (23), (24) 

AQ, (A) + ... + AQ" (A) < A (A) 

AQ, (A) + ... + AQn (A) < A * (A). 

Andererseits ist nach (25) A (A) < A * (A). Also haben wir 

AQ, (A) + . . . AQJA) < A (A) < AQ, (A) + ... + AQ..(A). 

Daraus folgt aber 

A(A) = 1nA+t9Cayi. 

Hier ist f der Flächeninhalt des Gebietes, C wieder eine feste von a 
und A unabhängige Zahl. t9 aber liegt zwischen - 1 und + 1. 

Denkt man nun daran zurück, daß die Eigenwerte stetig vom Ge­
biete abhängen und daß man jedes Gebiet durch eine Quadratpackung 
approximieren kann, so ergibt sich für jedes Gebiet vom Inhalt f be 
der ersten Randwertaufgabe 

lim ~(_Al = J~ . 
!.:+oo J. 4:n: 

Erwähnt sei noch, daß diese asymptotische Formel unverändert auch 
für die Eigenwerte der zweiten und der dritten Randwertaufgabe gilt, 
daß sich also im asymptotischen Verhalten der Eigenwerte die ver­
schiedenen Randwertaufgaben gar nicht unterscheiden. 

§ 4. Verallgemeinerungen. 

Die im Vorstehenden gewonnenen Ergebnisse sind m vieler Be­
ziehung typisch. Man kann sie zu erweitern suchen z. B. durch 
Verallgemeinerung der zugrunde gelegten elliptischen Differential­
gleichung, aus der wir ja immer die Glieder mit den ersten Ablei­
tungen weggelassen haben. Ferner sind Verallgemeinerungen mög-
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lieh durch Heranziehung allgemeiner Bereiche, da w1r uns Ja bisher 
wesentlich auf einfach zusammenhängende, nicht zu kompliziert be­
randete beschränkt haben. Endlich kann man an die Betrachtung all­
gemeinerer Randwertprobleme herantreten. Wir haben uns ja im all­
gemeinen auf das erste beschränkt und nur gelegentlich andere erwähnt. 
Die Ergebnisse, die sich in diesen anderen Fällen erzielen lassen, sind 
mutatis mutandis die gleichen, wie wir sie in unseren Fällen gewonnen 
haben. Methodisch verlangen die allgemeineren Probleme manch 
anderes Hilfsmittel. Sukzessive Approximationen führen nun in ge­
wissen Fällen, z. B. bei genügend kleinen Bereichen, zum Ziel. Zug­
kräftiger ist diese Methode bei gewissen nichtlinearen Differentialglei­
chungen vom elliptischen Typus, aus denen ich z. B. die vielbehandelte 
LI u = eu nennen möchte. Das alternierende Verfahren bleibt gleichfalls 
anwendbar. Aber erschwert wird immer alles durch die Möglichkeit, 
daß gerade für die vorgelegte Differentialgleichung das betreffende 
Randwertproblem nicht lösbar ist. Das hängt mit den Eigenwerten 
zusammen, die man erhält, wenn man in die Differentialgleichung noch 
einen Parameter einführt. Die Theorie der Integralgleichungen oder 
die Methode der unendlich vielen Variablen führt hier überall zum Ziel, 
sobald man sich nur in diesen allgemeineren Fällen ein Fundament 
geschaffen hat, das in der direkten Behandlung einer Differentialglei­
chung vom Typus 

L (u) J ' (!11 
u·~a 

r:r 

besteht. Hier ist die erste lündwertaufgabe genau wie bei LI u = 0 
stets lösbar, man erhält eine Greensehe Funktion und kann dann an 
die allgemeinere Differentialgleichung 

L(u)-Lcu+d=O 

beispielsweise mit der Methode der Integralgleichungen erfolgreich 
herangehen. Der allgemeinste Satz, den man bisher für L (u) = 0 
erhalten hat, ist dieser: Vorgelegt sei ein beschränkter irgendwie -nur 
niemals durch einzelne isolierte Punkte 1) - begrenzter Bereich B. In 
einem Kreise, der diesen Bereich umfaßt, sei eine zweimal stetig diffe-

1) Z. B. gibt es keine in 0 · x2 + y2 ;S;; l reguläre Potentialfunktion, die in 
dem Kreis x2 + y2 ;S;; l stetig ist, für x2 + y 2 = l den \illert Eins hat und die für 
x = y = 0 verschwindet. Zu jedem E > 0 gehörte dann nämlich ein r0 (e), so daß 
die Funktion für x2 + y2 = r02 einen Betrag unter E hätte. Daher wäre sie in dem 
Ring r0"- < x2 + y"- < 1 kleiner als die Potentialfunktion 

r 
loa 0 +17 log r0 

b r 1'J 

(l+1'])logr0 wol-f1'J=E 

nnd größer als die Potentialfunktion 
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renzierbare Funktion cp (x, y) gegeben, die also am Rande des Be­
reiches B gewisse Werte annimmt. Dann besitzt diese Gleichung L (u) = 0 
genau eine im Bereiche B zweimal stetig differenzierbare Lösung, die 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist und am Rande mit der ge­
gegebenen cp übereinstimmt. Man verdankt dies Ergebnis wesentlich 
Lebesgue und Lichtenstein (vgl. z. B. des letzteren zusammenfassende 
Darstellung in Bd. 15 der Sitzungsberichte der Berliner mathemati~chen 
Gesellschaft). 

Für die zweite und dritte Randwertaufgabe läßt sich bei der Diffe­
rentialgleichung L(u) = 0 kein ganz so glattes Ergebnis aussprechen, 
weil für sie schon das Problem unlösbar sein kann. Statt dessen ist es 
dann natürlich für jede zugehörige inhomogene Gleichung lösbar, wie 
das ja zu erwarten ist. 

Will man die Theorie von (l) an die von Ll u = 0 anschließen, 
so wird unter Verwendung der Formell6' von S. 328 auf die Integro­
differentialgleichung 

1 ff [ iJu &u l u = - -- G ( x y · g rJ) a - -+- b -:c- + c u + d d x d v 
rn ' ' ' Ox 1 oy · .J "' 

geführt. 

IV. Kapitel. 

Parabolische Differentialgleichungen. 

§ 1. Existenz und Unität der Lösungen. 

Die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen ist bei weitem 
nicht so durchgearbeitet und entwickelt, wie die der hyperbolischen 
oder die der elliptischen. Schon bei den einfachsten Fragen der Existenz 
und Unität stößt man auf unerledigte Probleme. Ich will mich im fol­
genden damit begnügen, an Hand der Differentialgleichung der linearen 
Wärmeleitung einen Einblick in die Verhältnisse zu geben. Es ist dabei 
keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn ich die Differential­
gleichung 

(l) 
iJ2u iJu 
---=0 

iJx2 iJt 

zugrunde lege. Charakteristiken sind jetzt die Geraden t = konst. Die 

ro + ' log-y a.ogr 0 _ 11 

(I+a)wgr0 'wol+a=e. 

Beide haben auf x2 + y 2 = 1 denWert l. Auf x2 + y2 = r02 hat die erste den 
Wert B, die zweite den Wert - e. Für e-->- 0 gilt r0 -->- 0. Für jedes r 9= 1 streben 
aber beide Funktionen nach Null. Also muß auch die zwischen beiden gelegene 
gesuchte Potentialfunktion an jedem inneren Punkte des Bereiches verschwinden. 



~ I. Existenz und Unität der Lösungen. 351 

Analogie der hyperbolischen Differentialgleichungen legt die folgende 
Frage nahe: Man betrachte einen Bereich B, wie ihn Abb. 21 zeigt. 
Er ist außer durch eine Charakteristik noch durch einen Kurven­
bogen L begrenzt. Nach den allgemeinen Existenzsätzen ist eine Lö­
sung der Gleichung (l) jedenfalls bestimmt, wenn man einen nicht­
charakteristischen Anfangsstreifen vorgibt. Die Lösung muß also be-

stimmt sein, wenn man längs L die Werte von u und von ~~ vor­

schreibt. Zunächst will ich auf einen merkwürdigen Umstand hinweisen, 
welcher der Stellung der parabolischen Differentialgleichung zwischen 
den hyperbolischen und den elliptischen entspricht: 
Es reichen nämlich manchmal die Werte von u selbst 
längs der Kurve hin, um die Lösung zu bestimmen, 
falls man noch die Zusatzforderung stell\', daß sie in 
dem von der Kurve L und der Charakteristik be· 
grenzten Bereiche und auf seinem Rand zweimal L 

stetig differenzierbar sein soll. Auf der Charakteristik 
hat man also ebensowenig wie bei den elliptischen 
Gleichungen etwas vorzuschreiben. Dort sind ja auch 
die Charakertistiken imaginär. Allerdings ist die Lö-
sung durch ihre Werte auf L nur in einem besonderen t 
Fall bestimmt, nämlich dann, wenn die Kurve wie Abb. 21. 

in der Abbildung links von der Charakteristik liegt. 
Liegt sie rechts, so ist die Lösung nicht bestimmt. Nach Volterra, dem 
man diese Bemerkung verdankt, beweist man die Unität der Lösung 
im ersten Falle (Abb. 21) folgendermaßen. Man nehme an, es gäbe 
zwei Lösungen, die im abgeschlossenen Bereiche regulär sind und 
auf L die gleichen Werte haben 1). Dann verschwindet ihre Differenz 
u auf L und genügt im abgeschlossenen Bereiche der Gleichung (1). 
Demnach ist 

\ 

Clt) d d 
i't X t 

= f'ffr (ucu) 
._ ._ \cx r'X ~ odndxdt- ff (~:rdxdt 
R 

JU CU dt 
r}x 

Rand 

l r ··a 2, W X 
A 

B 

lJ 9 2 u-dx JJ e~rdxdt 
Rand 

JJ e~tdxdt. 
B 

1) Sind die Voraussetzungen nur im offenen Bereich erfüllt, so gilt der 
Unitätssatz nicht. Vgl. Doetsch: Math. Ztschr. Bd. 22, S. 299. 1925. 
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Daher muß u = 0 sein auf der Charakteristik und::= 0 im Bereiche. 

Also ist u = 0 im Bereiche. 
Anders im zweiten Falle. Dann erscheinen die obigen Randintegrale 

mit entgegengesetzten Vorzeichen, und man kann daher nicht den 
gleichen Schluß ziehen. Betrachten wir z. B. die Lösung 

u = cos xe-t - t cos 2xe-4t 

der Gleichung (1). Sie verschwindet auf der Kurve 

t = ! lo ! cos 2 x 
3 g 2 COS X , 

Ein Stück derselben ist in der schematischen Abb. 22 zur Anschauung 
gebracht. 

In den physikalischen Problemen der Wärmeleitung sind es andere 
Randwertprobleme, die im Vordergrund des Interesses stehen. Dort 

handelt es sich um die Wärme-
X leitung, in einem längs der x-Achse 

erstreckten linearen Leiter. In die­
sem Leiter ist u = f(x) für t = 0 
vorgeschrieben. 

Handelt es sich außerdem um 
--:---+~~~~:t--t-------'l•t einen bei x=Ound x=l begrenzten 

Leiter, so ist weiter noch der Wärme­
zusta;nd an den Enden für alle Zeiten 
vorgeschrieben, also z. B. u (0, t) 
= g;(t), u(l, t) = 1p(t). Durch diese 
Anfangsbedingungen ist im begrenz-

Abb. 22. ten Leiter die Lösung eindeutig be-
stimmt, falls wieder angenommen 

wird, daß si3 in einem abgeschloss~nen 1) Bereich 0 < x < l, 0 < t < T 
mit ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Ob 
es stets eine den Bedingungen genügende Lösung gibt, soll uns her­
nach erst, im Anschluß an die Methoden zu ihrer wirklichen Auf­
stellung beschäftigen. Hier soll nun erst die Unität der Lösung erörtert 
werden. Man beweist sie folgendermaßen: Gäbe es zwei Lösungen 
gleicher Anfangs- und Randbedingungen, so wäre auch die Differenz 
eine Lösung, welche nun an den Leiterenden für alle Zeiten verschwindet 
und welche auch für t = 0 verschwindet. Diese Differenzlösung werde 
mit u bezeichnet. Man betrachte das Integral 

l 

(2) f(t) = J ]2 dx. 
0 

1) Gilt die Voraussetzung nur im gegen t = 0 offenen Bereich, so ist der 
Unitätssatz nicht richtig. Vgl. Doetsch: Math. Ztschr. Bd. 22, S. 299. 1925. 
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Dann wird 
l l 

d] J r;u j' o2u 
dt = u ct dx = u dx2 dx 

0 0 

l l l 

~-~ u r!u ·1, - .. j' (~u)., 2 dx = ---J (i!.zt\)2 dx. 
dx rx r·x 

0 0 0 

Demnach ist~{< 0 und weil J(O) = 0 ist, so wäre]< 0. Nach 

Formel (2) ist aber ] > 0. Also muß ] = 0 sein. Also ist u = 0. 

§ 2. Der lineare begrenzte Leiter. 

Ähnlich wie bei der schwingenden Saite bedient man sich am besten 
der Methode der Partikularlösungen, um in dem letztbehandelten Rand­
wertproblem neben einem Beweis für die Existenz der Lösung auch diese 
selbst sofort zu gewinnen. Machen wir nämlich in (1) den Ansatz 

u = 1'(x)·w(t), 
so erhalten w1r 

v" w' 
V W 

und daher muß es eine Konstante A geben, so daß 

v" +.Av = 0, 

w' +.Au·= 0 

ist. Somit sind die Funktionen 

u = (a1 cos Yh + a2 sin Vix) e-U 

Lösungen. Sollen sie für x = 0 und für x = l bei beliebigem t ver-
• n2n;2 • 

schwmden, so muß a1 = 0, A = - 12 -- (n = 0, l, 2, ... ) sem. Durch Ad-

dition mehrerer Lösungen erhält man neue Lösungen. Also ist 

n2 :t2 

u (x, t) = 2.' Cn sin n~x · e--i~ t 

eine Lösung, immer dann, wenn diese Reihe samt ihren in der Diffe­
rentialgleichung vorkommenden Ableitungen für 0 < x < l und ein ge­

wisses t-Intervall gleichmäßig konvergiert. Diese Lösung passe man 
nun dem Anfangszustand an. Für t = 0 sollte u(x, 0) = f(x) sein. Das 
liefert die Gleichung 

I )' . nnx 
(x) = _, cn sml , 

und wir haben wieder Anschluß an die Theorie der Fouriersehen Reihen. 
Wenn die Enden nicht ständig auf der Temperatur Null gehalten 

werden, sondern wenn etwa an dem Ende x = 0 die konstante Tem-
Bieberbach, Differentialgleichungen, 2. Auf!, 23 
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peratur u0 an dem Ende x = l die konstante Temperatur u1 vorge­
schrieben ist, so führt der Gedanke, daß sich nach hinreichend langer 
Zeit eine proportionale Temperaturverteilung einstellen wird, dazu, 
die Lösung in der Form 

X 

u = u0 + T (u1 - u0) + v 

anzusetzen. Da aber, wie man sofort sieht, 
X 

Uo + T ( ut - uo) 

selbst eine Lösung ist, so genügt v der gleichen Differentialgleichung, 
und wir sind auf das gerade behandelte Problem zurückgekommen. 
Denn v muß bei x = 0 und bei x = l für alle Zeiten verschwinden. 

§ 3. Der unbegrenzte Leiter. 

Hier solllängs der ganzen unbegrenzten x-Achse eine stetige Funk­
tion I (x) gegeben sein, und es fragt sich, ob man stets eine Lösung 
von (l) finden kann, für die u (x, 0} = I (x) ist, und weiter, ob diese 
Lösung eindeutig bestimmt ist. Man bedient sich einer Erweiterung 
der Methode der Partikularlösungen und schließt so: Die Funktion 

1 x• 
u =-e 4t 

{t 

genügt jedenfalls der Differentialgleichung. Daher ist auch 
I (x-~l'' 

f (~). ~ .. e--~ 
2-j ';ltt 

eine Lösung. Und daher dürfte 
l +oo - (:t:-:Jl' ~ 

u(x,t)=2-vn-tfi(~)e 4t di; 

-c:n 

der Differentialgleichung genügen. Tatsächlich kann man nun, wie ich 
hier nicht näher ausführen will, unter der Voraussetzung eines stetigen 
und beschränkten f(x) beweisen, daß diese Funktion der Differential­
gleichung genügt und daß für t -+ 0 gilt. 

l +oo _l(z~~)' 
f (x) = lim ~=Jt (~) e 4t d~. 

,~o2.J'Jtt 
-oo 

Unser Problem wäre damit gelöst. Aber die Unität der Lösung, die 
man nach physikalischer Ana)ogie vermuten möchte, bleibt unbewiesen 
und ist auch nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode 
jedenfalls nicht ohne weitere Einschränkungen für die Anfangsfunktion 
f(x) zu beweisen. 
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Ähnlich gelingt es auch, das im ersten Paragraphen schon erwähnte 
Problem der durch einen Anfangsstreifen bestimmten Lösung zu lösen. 
Wir knüpfen also wieder an den dort in Abb. 21 dargestellten Be­
reich an und werden zunächst eine Greensehe Formel für den Bereich 
gewinnen. Wir bezeichnen 

und nennen 

(;2u 
B(u) = (ix2 

i:Ju 
i!x 

u2v . dv 
9)( (v) = cJx2 -r- dt 

den adjungierten Differentialausdruck Dann ist 

J J (v ,\3 (u) .... u ~)( (vJ) d~ dt = JJ{ 1°x (v ux -- u vx)- 0 ~tv)} d~ dt 

=I (vux 
(L 

u vxl dt -i I uvd~ +I uvd~ 0 

(L t 

~un wähle man als u eine Lösung von 2 (u) = 0 und für v eine 
noch näher festzulegende Lösung von WC (v) = 0. Dann wird 

J ;;,,-d~ • I (vuz- UVz) dr +I uv d~ o 

(L (L 

Kann man nun die Lösung v so wählen, daß 

(3) lim I u 7' d ~ = u ( x, t) 
r-H t 

wird, so gewinnen wir eine Formel, die unser Problem löst. Wir wählen 
nach den Erfahrungen zu Beginn dieses Paragraphen 

I _ (y-~J•l 

!.' (~, T) = ---.-=--c-= e 4n (t-<l. 
2\ n (t-r) 

Wirklich läßt sich dann bei stetiger Funktion u (~, r) = f (~) (3) be-
we1sen. 

Daher finden wir 

u(x, t) •c= J (vu.,- uv",) dT +I uv d~. 
n (L 

Es fällt auf, daß hier auch die Ableitung ~-~ vorkommt, während doch 

im Falle der Abb. 21 die Lösung schon durch ihre Werte auf L be­
stimmt war. Aber unsere Formel gilt ja allgemein, also auch für den 
Fall der Abb. 22, wo die Kurve L rechts von der Charakteristik liegt. 

Offen blieb bisher noch die Frage, ob man im Falle der Abb. 21 
auf der Kurve L die Werte der Lösung als stetige Funktion beliebig 
vorschreiben kann, so daß dazu immer eine im Gebiete reguläre Lö-

23* 
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sung dieser Randwerte gehört. Ich füge an, daß der Beweis für die 
Existenz dieser Lösung von Holmgren (Arkiv för matematik, Bd. 3, 
4, 5), von E. E. Levi (Annali di mat~matica, ser. 3, Bd. 14) erbracht 
wurde, sowie in zwEi Arbeiten von F. Bernstein und G. Doetsch, und 
von G. Doetsch in Math. Ztschr. Bd. 22. 1925. 

Die vorstehenden Ausführungen werden einen unfertigen Eindruck 
hinterlassen. Das ist ihre Absicht, und ich nehme es gern mit in Kauf, 
wenn ein unfertigerer Eindruck entsteht, als es dem heutigen Stand der 
Dinge vielleicht entspricht. Es mag noch manche erwähnenswerte 
Einzelheit geben. Aber es ist mir nur erwünscht, wenn meine Darstellung 
den Leser veranlaßt, sich an den Quellen noch näher zu orientieren 
und wenn er so weiter in diesen Gegenstand eindringt, der noch manchen 
Forscher beschäftigen kann. Übrigens liegt eine Rechtfertigung für die 
Knappheit der Darstellung in den letzten Kapiteln besonders auch darin, 
daß das Buch von Courant und Hilbert, das der gleichen Sammlung 
wie das vorliegende angehört, gerade den Gegenstand dieser letzten 
Kapitel mit besonderer Ausführlichkeit behandelt. So mögen auch 
diese letzten Kapitel des meinigen die Lust dazu heben helfen, sich der 
Lektüre jenes Werkes zn widmen. Für die parabolischen Differential­
gleichungen sei auch besonders aufGoursat, Cours d'analyse III verwiesen, 
wo auch der Gegenstand dieses § 3 ausführlich behandelt wird. 
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Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. In Vorbereitung. 

Bd. xv II: Analytische Dynamik der Punkte und starren Körper. 
Mit einer Einführung in das Dreikörperproblem und mit zahlreichen Übungs­
aufgaben. Von E. T. Whittaker, Professor der Mathematik an der Universität 
Edinburgh. Nach der zweiten Auflage übersetzt von Dr. F. und KM i ttelsten 
Scheid, Marburg a. d.L. (474S.) 1924. RM. 21.-; geh. RM. 22.50 

Bd. XVII 1: Relativitätstheorie in mathematischer Behandlung. 
Von A. S. Eddington, Plumian Professor of Astronomy and experimental 
Philosophy in the U nive.~sity of Cambridge. Autorisierte, mit Zusätzen und Er­
läuterungen versehene Ubersetzung von Dr. Alexander Ostrowski, Privat­
dozent an der Universität Göttingen, und Prof. Dr- Harry Schmidt, Dozent 
am Friedrichs-l'olytechnikum Cöthen. Mit einem Anhang: Eddingtons 
Theorie und Hamiltonsches Prinzip von Albert Einstein. (391 S.) 
1925. RM. 18.-: gebunden RM. 19.50 

Bd. XIX: Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von 
G. P6lya, tit. Professor an der Eidgenössischen Technischen Hochschule 
Zürich, und G. Szegö, Privatdozent an der Friedrich-Wilhelms·Universität 
Berlin. Erster Band: Reihen-Integralrechnung. Funktionen· 
theorie. (354 S.) 1925. RM. 15.-; gebunden RM. 16.50 

Bd. XX: Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von G. P6Iya, 
tit_ Professor an der Eidgen. Technischen Hochschule Zürich, und G. Szegö, 
Privatdozent an der Friedrich-Wilhelms- Universität Berlin. Zweiter Band: 
Funktionentheorie. Nullstellen. Polynome. Determinanten. 
Zahlentheorie. (417 S.) 1925. RM. 18.-; gebunden RM. 19.50 

Bd.XXI: Einführung in die analytische Geometrie der Ebene 
und des Raumes. Von A. Schoenflies, ord. Professor der Mathematik 
an der Universität Frankfurt. Mit 83 Textfiguren. (314 S.) 1925. 

RM. 15.-; gebunden RM. 16.50 
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Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. 
In drei Bänden. 

Erster Band: Liniengeometrie ·-Grundlegung der Geometrie­
Zum Erlanger Programm. Herausgegeben von R. Fricke und 
A. Ostrowski. !Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) 
lVllt einem Bildnis. (hz4 S.1 1921. RM. ~o.-

Zweiter Band. Anschauliche Geometrie- Substitutionsgruppen 
und Gleichungstheorie --Zur mathematischen Physik. Heraus 
gegeben von R. Fricke und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergän­
zenden 7-usätzen ,·ersehen.! Mit 185 Textfiguren. (720 S.) 1922. 

RM. 33.-

Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunk· 
tionen. hyperelliptische und Abelsche Funktionen, Rie· 
mannsehe Funktionentheorie und automorphe Funldionen. 
Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Herausgegeben von R. Fricke, 
H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein mit ergänzenden 
/.u;;ätzt>n versehen.) Mit 138 Textfiguren. (i83 S.) 1923. RM. 30.-

Schwarz-Festschrift. :\1 a thematische Abhandlungen, Hermann 
Amandus Schwarz zu seinem fünfzigjährigen Doktorjubiläum am 6. Au­
gust 1914 gewidmet ,·on Freunden und Schülern. Mit dem Bildnis von 
J-1. i\. Schwarz und )3 Figuren im Text. (459 S) 1914. RM. 24.-

Gesammelte mathematische Abhandlungen. Von H. A. Schwarz, 
Professor an der Universität Göttingen. In zwei Bänden. Mit 93 Text­
figuren und 4 Figurentafeln. !349 S. u. 3i7 S.) I89o. RM. 25.-

Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen. 
Von Dr. Adolf Hurwitz, Professor der Höheren Mathematik an der 
Eidgenössischen Technischen Hochschule in Zürich. (78 S.) 19I9. 

RM. 4--

Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der 
Funktionentheorie. Von Dr. Edmund Landau, o. ö. Professor der 
:\1athemattk an der Universität Cöttingen. Mit I 1 Textfiguren. (I IO S.y 
rqr6. RM. 4.8o 

Die mathematische Methode. Logisch-erkenntnistheoretische Unter­
suchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Von Dr. 
Otto Hölder, o. Professor an der Universität Leipzig. Mit 235 Ab· 
bildungen. (S7:; S.) I<J24. RM. 26-40 

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen ge­
halten in Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, Professor 
der Mathematik an der Eidgenössischen Technischen Hochschule Zürich. 
Mit :-< Abbildungen. (I24 S.i T<JZ3. RM. 5.-
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Zum Vertrieb habe ich übernommen: 

Carl Friedrich Gauss' Werke 
Herausgegeben von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 

Bd.l. Disquisitionesarithmeticae. Gauss' wissenschaftliche Tä-
Zweiter Abdruck. (478 S.) 1870. tigkeit auf den Gebieten der 

RM. 48.- reinen Mathematik. 
Bd. I I. Höhere Arithmetik. Zweiter Abhandlung I u. V. Über Gauss' 

Abdruck. (528 S.) r87b. 53 Reichsmark zahlentheoretische Arbeiten 
Nachtrag zum ersten Abdruck des von Paul Bachmann. - Gauss 

zweiten Bandes. (S.495-518.) 1876. und die Variationsrechnung 
RM. 3.8o von Oscar Bolza. (95 S.) 1922. 

Bd. III. Analysis. Zweiter Abdruck. RM. !7.-
(499 S.) 1876. RM. so.- Abhandlung IV. Gauss als Geo• 

Bd. IV. Wahrscheinlichkeitsrech· metervon Paul Stäc kel. (123 S.) 
nung und Geometrie. Zweiter 1923. RM. 12.50 
Abdruck. ( 492 S.) 18.Ho. RM. 5°;- Nachbildung des Tagebuchs (No-

Bd. V. Mathematische Physik. tizenjournals) 1796-1814. RM. 1.zo 
Zweiter Abdruck. (642 S.) 18r· Bd. XI. Abteilung I: Nachlaß und 

• RM. 4.- Briefwechsel zur Physik, As· 
Bd. VI. Astronomts.~he Abhan~- tronomie und Chronologie. 

Iungen und Aufsatze. (664 S.) (Nachträge zu Band V-VII Varia.) 
1874. RM. 69.- Unter der Presse. 

Bd.Y I I. TheoriaM~tus und theore- Abteilung I I: Abhandlungen über 
hsch·astronomischer Nachlaß. Gauss' wissenschaftliche Tä-
(Parabolische Bewegung, Stör~ngen tigkeit auf den Gebieten der 
derCeresund d;rPallas. Theone des augewandten Mathematik. 
Mondes. (65~S.) 19?6. RM. 65~- (Geodäsie, Phy.~ik, Astronomie). Ab-

Bd. VIII. A!It~meh~, Analysis, handJung I: Uber die geodäti· 
Wahrschemhchkeitsrechnung, sehen Arbeiten von Gauss von 
Geometrie. (Nachträge zu Band A.Galle. (165S.)1924. RM. 17.-
l-IV.) (45~. S) 19°0· RM. 46·- Abhandlung II: In Vorbereitung. 

Bd. I X. Geodasie. (Fortsetzung von Die Biinde x, und XI. bestdun aus einzelnen 
Band IV.) (528S.) 1903. RM. 53.- Abhandlungen (Essays), 2die besonders paginiert 

Bd X Ab · I N hl ß d sind und in der Reihenfolge ihrer _Fertigstellwz,t; 
. • · tellung · ~C a Ull auch gesondert ausgegeben ·<.uerden. Mit der 

BriefwechselzurreinenMathe• letzten Abhandlung eines Bandes wird Titel-
matik. (Nachträge zu Band I -I V blatt und Inhaltsver.oeichnis geliefert. 

und VIII.) Tagebuch. (586 S.) Band XII. Biographisches nebst 
1917. RM. 59.- einem Generalregister. 
Abteilung I I. Abhandlungen über In Vorbereitung. 

Materialien für eine wissenschaftliche Biographie von Oauss 
Gesammelt von F. Klein, M. Erendei und L. Schlesinger 

Heft r. ÜberGauss' zahlentheore• Heft 6. Die Wechselwirkung 
tische Arbeiten. Von P. Bach- zwischen Zahlenrechnen und 
mann, Weimar. (57 S.) 1911. Zahlentheorie bei C. F. Gauss. 

RM. 2.8o Von Ph. Maennchen, Gießen. 
H f I C F G , F t (sr S.) .. 1918. RM. 2-40 

e t 2 3· • • • auss. rag~en e Heft 7. Uber die astronomischen 
zur Thec;me des ~mthmehsch- Arbeiten von Gauss Von 
geometrischen Mittels aus den · 
Jahren1797-1799.- Über Gauss' AMb. Bhre_ndeTlh, Fran~fuhrt ,Aa. M. Erst.er 
A b "t F kt" th sc mtt: eoret1sc e stronom1e . . r ei en Zll;r un. Ionen. eo- (110 s.7 1919. RM. 5.6o 
rie. Von L. Schlesmger, Gießen. Heft 8. Zahlbegriff und Algebra 
(146 S.) 1912· RM. 9.- bei Gauss. Von A. Fraenkel, 

Heft 4/5. C. F. Gauss als Zahlen- Marburg a. d. Lahn. Mit einem 
rechner. Von A. Ga li e, Potsdam. Anhang von A. Ostrowski, Göttingen. 
- C. F. Oauss als Geometer. Zum ersten und vierten Gauss'schen 
Von P. S täc ke I, Heidelberg. ( 146 S.) Beweise des Fundamentalsatzes der 
rgr8. RM. 7.20 Algebra. (62 S.) r')2o. RM. 3.-
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