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Yorwort zur ersten Auflage.

In einem fritheren B#ndchen dieser Sammlung wurde iiber
die Entstehung der Quantentheorie berichtet; im vorliegenden
sollen einige wichtige Anwendungen derselben auf Gebiete, die
dem der Entstehung fern liegen, besprochen werden. Es kann
daher das vorliegende Bindchen gewissermafen als eine Fortsetzung
von jenem betrachtet werden, wenn es auch ein abgeschlossenes
Ganzes bildet, zu dessen Verstindnis nicht das Studium des ersten
Béndchens notig ist. Der Leserkreis, den sich das Béndchen
wiinscht, ist derselbe wie der, an den sich jenes wandte. Es soll
in elementarer Weise die wilbegierigen, naturwissenschaftlich etwas
vorgebildeten Laien dariiber orientieren, zu welchen Vorstellungen
iiber die Warmebewegung in festen Korpern und Gasen man durch
die Quantentheorie gefiilhrt worden ist und wo diese Vorstellungen
lickenhaft sind. Mochte es gleichzeitig als Einfithrung dienen
zum Studium der zum Teil iiberaus reizvollen und anregenden
Originalliteratur, oder wenigstens zum Studium umfangreicherer,
zusammenfassender Werke iiber die Quantentheorie und ihre An-
wendungen, wie sie in letzter Zeit schon entstanden sind.

Von mathematischen Entwickelungen wurde, wie in jenem
fritheren Béndchen, im Hinblick auf das Ziel der Darstellung fast
ganz abgesehen; nur von den Zeichen der Differential- und
Integralrechnung muBte bei der Angabe der nur in diesen Zeichen
darstellbaren Resultate ein geringfiigiger Gebrauch gemacht werden,
gewil nicht ausgiebiger, als durch die begleitenden Worte dem
naturwissenschaftlich interessierten Leser verstindlich sein diirfte.

Clausthal, Juli 1914.

S. Valentiner.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Bindchens hat
die Quantentheorie gewaltig an Bedeutung gewonnen. Sie selbst
hat wertvolle Erweiterungen erfahren; die Gebiete, in denen sie sich
niitzlich erweist, sind immer zahlreicher geworden; der Nutzen,
den sie jedem einzelnen brachte, ist gewachsen. Auch auf dem
Anwendungsgebiet, dem dieses Béndchen gewidmet ist, sind wichtige
Fortschritte der immer unentbehrlicher werdenden Quantentheorie
bemerkbar geworden; neue Zusammenhiinge liefen sich aufdecken,
weitere vermuten.

Die dadurch netwendig gewordene Umarbeitung und Er-
weiterung des Béndchens habe ich in dem Sinne der friiheren
Darstellung durchzufiihren versucht. Mochte es dabei gelungen
sein, dank der Klidrung, die die Behandlung des Stoffes im Laufe
der letzten Jahre erfahren hat, die Darstellung abzurunden und
im ganzen einfacher zu gestalten.

Der Verlagsbuchhandlung, die lange auf die Abfassung der
neuen Auflage hat warten miissen und dabei wie auch sonst in
bekannter Weise freundliches Entgegenkommen zeigte, spreche ich
meinen besten Dank aus.

Clausthal, Januar 1921.

S. Valentiner.
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y,Das Wenige verschwindet leicht dem Blick,
Der vorwirts sieht, wieviel noch iibrig bleibt.“
(Goethe, Iphigenie I, 1.)

Einleitung.

Da wir uns in diesem Bédndchen mit Anwendungen der
Quantenhypothese in der kinetischen Theorie der festen Korper
und der Gase zu beschéftigen haben, wird es notig sein, in diesem
einleitenden Abschnitt kurz zu rekapitulieren, was man unter
Energiequanten versteht. Zu dem Zweck wollen wir uns das
Problem, das zur Vorstellung der Energiequanten gefiihrt hat, und
seine Behandlung in Kiirze ins Gedéchtnis zuriickrufen 1).

Plancks Strahlungsgesetz. FEines der schionsten, auch
dem Laien meist bekannten und verstindlichen physikalischen
Experimente ist’ die zuerst von Newton angegebene Zerlegung
des weilen Sonnenlichtes mittels eines Prismas in ein Spektrum.
Lassen wir das Sonnenlicht durch einen engen Spalt in ein im
ibrigen verdunkeltes Zimmer eintreten und vereinigen wir die
Strahlen durch eine Linse zu einem Abbild des Spaltes auf einem
weillen Schirm, so erscheint uns dieses ,einfarbig“ weiff. Bringen
wir zwischen Linse und Schirm in den Strahlengang an geeig-
neter Stelle ein Glasprisma, so sehen wir eine unzihlbare Menge
von Spaltbildern, die sich zu einem stetig abgeténten ,Spektrum¢
mit den Hauptfarben Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau, Violett zu-
sammensetzen, Fangen wir das Spektrum auf einem Fluoreszenz-
schirm auf, so konnen wir es weit iiber das blaue Ende hinaus
verfolgen, da jenseits des Blau Strahlen vorhanden sind, die nicht
auf unser Auge wirken, wohl aber den Fluoreszenzschirm zum
Leuchten bringen. Auch iiber das rote Ende hinaus reicht in
Wahrheit das Spektrum; wir konnen diese Strahlen durch ihre
Wirmewirkung mittels empfindlicher Thermometer nachweisen.

1) Ausfihrlich sind die Grundlagen der Quantentheorie in einem be-
sonderen Bindchen dieser Sammlung behandelt.
Valentiner, Die Quantenhypothese. 2. Aufl. 1



2 Die Energiequantenhypothese.

Alle diese Strahlenarten, die ultraroten oder Wirmestrahlen, die
fiir das menschliche Auge wahrnehmbaren und die ultravioletten
oder chemisch wirksamen Strahlen, unterscheiden sich prinzipiell
nicht voneinander; wir haben es bei ihnen allen mit der Aus-
breitung einer Wellenbewegung elektromagnetischer Natur zu tun;
nur die Schwingungszahl ist fiir die genannten verschiedenen
(elektromagnetischen) Strahlungen verschieden.

Verwenden wir an Stelle des Sonnenlichtes bei unserem Ver-
such das Licht, welches von einem gliilhenden Glithlampenfaden
ausgesandt wird, so erhalten wir ein Spektrum, das dem der
Sonne dhnlich ist. Der Unterschied der Spektren liegt nicht in
der Farbenfolge, sondern in der Verteilung der Intensitit auf die
einzelnen Farben (Schwingungszahlen). Im Sonnenspektrum er-
scheint uns der gelbe Teil heller als die anderen Teile; im Gliih-
lampenspektrum, besonders, wenn der Faden nicht zu sehr hoher
Temperatur erhitzt ist, iiberwiegt an Helligkeit der rote Teil.
Erhohen wir die Glithfadentemperatur, so verschiebt sich das
Maximum der Intensitit an andere und andere Teile des Spek-
trums (und zwar nach dem violetten Ende zu). Wir sagen: die
Energieverteilung iiber das Spektrum ist in den verschiedenen
Fillen verschieden, sie hingt ab von der glihenden Substanz,
ihrer Oberflichenbeschaffenheit und ihrer Temperatur.

Es ist das Hauptproblem der Theorie der Warmestrahlung,
die Energieverteilung in dem Spektrum festzustellen, das irgend
eine Substanz von bekannter Temperatur und bekannter Ober-
flichenbeschaffenheit aussendet, also mit anderen Worten, fest-
zustellen, wieviel Wirmeenergie in jedem einzelnen engen
Schwingungszahlenbereich von dem Korper in den Raum binaus-
gesandt wird.

Fiir einen wichtigen, wenn auch den einfachsten Fall ist das
Problem von Planck gelost worden, wie die Ubereinstimmung
seiner Berechnungen mit den Beobachtungen beweist, ndmlich fiir
den Fall des ,absolut schwarzen* Korpers. ,Absolut schwarz“
nennen wir einen Korper, der alle Strahlen, die auf ihn fallen,
absorbiert, nichts hindurchlift oder reflektiert, und der infolge
seiner Temperatur (nicht infolge irgendwelcher chemischer
oder anderer Einfliisse) Strahlen aussendet.

Mit dieser Planckschen Losung hat es aber seine eigene
Bewandtnis. Sie ist nicht in dem Sinne eine Losung, dafl durch



Boltzmanns und Wiens Gesetz. 3

sie ungeklirte Erscheinungen auf vollig Bekanntes zuriickgefiihrt
wiirden. Das hat sich als unmoglich erwiesen. Planck mufite
vielmehr von einer Vorstellung Gebrauch machen, die zunichst
als unannehmbar erschien und die erst mit der Zeit allgemeinere
Aufnahme gefunden hat, als sich herausstellte, daB sie mit den
Erfahrungstatsachen in bestem Einklang steht. Es ist das die
Vorstellung, die man als Quantenhypothese bezeichnet und
deren wesentlichster Inhalt in der Annahme besteht, daf bei
vielen periodischen Vorgingen (ebenso auch bei vielen nicht
periodischen) Energie nicht in beliebigen Mengen abgegeben
werden kann, sondern nur in ganzen Vielfachen eines gewissen
kleinen Energiequantums von ganz bestimmter GriBe.
Der Plancksche Gedankengang, der zu der eigenartigen
Forderung der endlichen Energiequanten fiihrt, ist der folgende:
In einem abgeschlossenen, materiefreien Raum mit Wénden,
welche Wirmestrahlung nicht durchlassen und die alle ein und
dieselbe absolute Temperatur 7' haben, ist jedes Raumelement
von schwarzer Strahlung erfiillt, d. h. von elektromagnetischer
Strahlung der verschiedensten Schwingungszahlen » und von solcher
Beschaffenheit (Intensitéit), wie sie von einem absolut schwarzen
Korper der Temperatur T ausgeht. Die Gesamtenergie u der
Strablung in der Volumeneinheit — man bezeichnet sie als die
gesamte ridumliche Strahlungsdichte oder Gesamtenergiedichte —
ist, wie Boltzmann mit Benutzung des ersten und zweiten Haupt-
satzes der Wirmetheorie und in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung nachwies, proportional der vierten Potenz der Tempe-
ratur 7, also
w=const.T¢. . . . . ... .. (@)

Fiir die Dichte u,dv der schwarzen Strahlung mit Schwingungs-
zahlen zwischen v und v + d» fand W. Wien auf gleich sicherer
Grundlage (erster und zweiter Hauptsatz, elektromagnetische
Auffassung des Lichtdruckes) und ebenfalls in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung, daB sie sich darstellen lassen miisse in der
Form:

. T .
worin ¢ eine noch unbekannte Funktion des Argumentes - ist.

1*



4 Die Energiequantenhypothese.

Die niichste Aufgabe, die nun Planck?) in Angriff nahm, war
die Auffindung dieser Funktion ¢.

Wir denken uns, wir hétten eine Anzahl von Kérperchen in dem
sonst leeren Raum, die durch die elektromagnetischen Schwin-
gungen selbst in Schwingungen versetzt werden konnen, soge-
nannte Oszillatoren; jeder Oszillator mag aus zwei mit gleichen
Elektrizititsmengen von entgegengesetztem Vorzeichen geladenen
Polen bestehen, welche auf einer Geraden, der Achse des Oszilla-
tors, gegeneinander beweglich sind. (Darauf, daf wir hier ideale
Gebilde betrachten, kommt es nicht an; wie Planck zeigte, gelten
die im folgenden angedeuteten Uberlegungen fiir jede beliebige
Art von schwingungsfihigen Korpern.) Wir greifen von den sehr
zahlreichen Oszillatoren diejenigen heraus, welche infolge ihrer
Beschaffenheit mit einer Schwingungszahl v in der Sekunde
schwingen. Sie werden nur mit den elektromagnetischen Wellen
im Energieaustausch stehen, deren Wellenldnge 4 bei einer Fort-
planzungsgeschwindigkeit ¢ der Wellen (Lichtgeschwindigkeit) der
Schwingungszahl v = ¢/ entspricht. Im Gleichgewichtszustand,
in dem im Mittel gleich viel Energie von den Oszillatoren der
Schwingungszahl » von aullen aufgenommen als nach auflen ab-
gegeben wird, mag diesen Oszillatoren — ihre Anzahl sei N —
die Energie E, zukommen. Sie wird in irgend einer Weise auf
die N Oszillatoren verteilt sein, und wir wollen annehmen, es
mogen N; von diesen N Oszillatoren eine Energie besitzen, deren
Wert zwischen O und &, liegt, wenn ¢, ein kleiner Energiebetrag
ist, auf den wir spiter zuriickkommen; N, mogen eine Energie
zwischen &, und 2, besitzen, N, Oszillatoren eine KEnergie
zwischen (r — 1)&, und r¢&,, wobei dieses letzte Intervall den
grofiten vorkommenden Energiewert enthalten mag. Welche N,
der N Oszillatoren es gerade sind, die eine Energie zwischen 0
und &, besitzen, soll uns gleichgiiltig sein; entsprechendes soll von
den N,, ... N, Oszillatoren gelten. Jede Verteilung der Energie
auf die Oszillatoren, bei der gerade N, Oszillatoren Energiewerte
zwischen 0 und &, haben usw., wollen wir eine fiir die gewiinschte
Energieverteilung mogliche Komplexion nennen. Je grofler
die Anzahl der méglichen Komplexionen ist, um so wahrschein-
licher wird es sein, daf die Gesamtenergie gerade in dieser Weise

1) M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung.
2. Aufl. Leipzig, Barth, 1913.



Entropie und Wahrscheinlichkeit. 5

auf die einzelnen Oszillatoren verteilt ist. Je groBer also die
Zahl der Komplexionen, um so groBer die Wahrscheinlichkeit der
betreffenden Energieverteilung. Planck definiert geradezu als
Maf der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit des Zu-
standes unseres Oszillatorensystems die Anzahl der Komplexionen,
die diesem Zustand entsprechen. Es 146t sich zeigen, daf dann
die Wahrscheinlichkeit fiir die eben angenommene Verteilung den
Wert hat:

N!
W: E!—Ngﬁ’:m N=N1+.N2+"'+Nr . . (1)
Planck definiert nun weiter als Entropie des Systems die GréBe:

S_—_}clogW ...... e e (2)

(k eine ganz bestimmte universelle Konstante, an deren Stelle wir
nach Planck auch schreiben kénnen: R/N,, wenn R die bekannte
Gaskonstante und N, die Molekiilzahl im Grammolekiil ist). Er
kann zeigen, dall diese Grife, abgesehen von einer additiven
Konstante, genan zusammenfillt mit der aus der Thermodynamik
bekannten Entropie. Sie ist mit der Temperatur und der Gesamt-
energie des Systems durch die Gleichung verkniipft:

1 as

Ty (3)
wenn d S die Anderung der Entropie bedeutet bei Anderung d E,
der Energie des Systems. Der stationire Zustand des Systems
ist nun dadurch charakterisiert, da fiir ihn die Entropie des
Systems einen maximalen Wert annimmt. Auch die Wahrschein-
lichkeit des stationdren Zustandes ist also nach Gleichung (2)
grofer als die Wahrscheinlichkeit irgend eines anderen Zustandes.
Aus der Bedingung, daf S und somit W ein Maximum sein muf,
gelang es nun, einen Schlufl iiber die Art der Verteilung der
Energie im stationidren Zustand auf die Oszillatoren zu ziehen,
und Planck fand, dafi die Anzahl N; der Oszillatoren, denen
eine Energie zwischen (i — 1) ¢, und ¢¢,, im Mittel die Energie
(¢ — 1/,) & zukommt, gleich ist:

P __ 2Neg,
.N;'——Oéy mltw—m,
__2E,—Ns,

=3B, +Ne,



6 Die Energiequantenhypothese.

Setzen wir diese N;-Werte in Gleichung (1) ein, den daraus
sich ergebenden Wert von W in Gleichung (2) und endlich den
daraus folgenden Wert von S in Gleichung (3), so gelangen wir
zu dem Wert der Gesamtenergie E, unserer N Oszillatoren mit
der Schwingungszahl » als Funktion von 7' und &,, ndmlich zu:

E, = N.s (% + ~1_> ...... @)

T —1

Wir miissen uns nun mit der noch unbestimmt gelassenen
GroBe &, befassen. Es war dies die GroBe der Intervalle, in die
die Energiewerte der Oszillatoren bei Angabe der Energieverteilung
einzuordnen waren. Ist &, gegeniiber dem Wert von k7 sehr
klein, dann konnen wir fiir ¥, einfach N.k.T schreiben (wie
eine leichte Rechnung ergibt) und &, verschwindet aus dem Aus-
druck und braucht uns aicht mehr zu kiimmern. Diesen ein-
fachen Fall wollen wir zunéchst weiter verfolgen. Mit Hilfe der
Maxwellschen elektromagnetischen Theorie 1i8t sich zeigen, daB
die Energie U, eines im Vakuum schwingenden Oszillators der
Schwingungszahl ¥ im stationdiren Zustand mit der Dichte w, der
Strahlungsenergie durch die Gleichung zusammenhéngt:

o (5)

T 8w

U,

Setzen wir fiir U, die mittlere Energie % unserer Oszillatoren

ein und ersetzen weiter E, durch N.%k.T, so finden wir aus (5)
fiir die Dichte der Strablung die Beziehung

y —

als die gesuchte Abhingigkeit der Energiedichte von v — ; und

T, d. i. die Energieverteilung der schwarzen Strahlung.

Dieses Gesetz, das von Rayleigh aufgestellt wurde, ist viel-
fach sorgfiltig gepriift worden. Man hat dabei gefunden, dal es
fiir hohe Temperaturen und kleine Schwingungszahlen die Ab-
hingigkeit der Energiedichte von 7' und v richtig wiedergibt; man
hat aber weiter gefunden, dall es fiir tiefe Temperaturen und
groBe Schwingungszahlen keinesfalls stimmen kann. Nun wurden
wir ja zu dem einfachen Wert E, — N.k.T nur durch die An-



Rayleighs und Plancks Gesetz. 7

nahme gefiihrt, da &, klein gegen % T sei. Das Versagen von (6)
bei tiefen Temperaturen sagt daher aus, daB &, nicht bei allen
uns zugénglichen Temperaturen als klein angenommen werden
darf, sondern daB mit einem bestimmten endlichen Wert von s,
zu rechnen ist.

In dem Fall, daf &, nicht gegen k7 zu vernachlissigen ist,
enthilt nun aber offenbar Gleichung (4) ein hichst eigentiimliches
Resultat: Bei der Temperatur 7 — 0 besitzen unsere Oszillatoren
52’1- Mit unbedingter Sicher-
heit fiihrt uns die angedeutete Plancksche Betrachtungsweise zu
dieser von der Temperatur unabhéingigen Restenergie, die Planck
Nullpunktsenergie nennt. Mit dieser der Quantentheorie anhaften-
den Eigentiimlichkeit miissen wir uns abfinden, und wir konnen
nur versuchen, die Gewdhnung an diese Vorstellung uns etwas zu
erleichtern dadurch, dall wir uns an die bekannte Temperatur-
unabhéngigkeit der Strahlungen und Umwandlungen radioaktiver
Substanzen erinnern. Wie sollen wir nun aber auf diese E, die
Gleichung (5) anwenden? Das Einsetzen der Energie E, aus (4)
in (5) wiirde uns auch fiir », eine Nullpunktsenergie liefern, und
das ist bei der Bedeutung von u, als einer auf Temperatur-
strahlung beruhenden Energiedichte des leeren Raumes ein ganz
widersinniges, unannehmbares Ergebnis. Um diesem Schluf zu
entgehen, miissen wir unbedingt annehmen, daf fiir den in Glei-
chung (5) geforderten Austausch zwischen elektromagnetischer
Strahlung und Oszillatorenenergie nur der von der Temperatur
abhingende Anteil der Oszillatorenenergie in Frage kommen kann,
daB also infolge der besonderen Beschaffenheit schwingungsfihiger

noch die endliche mittlere Energie

Gebilde eine mittlere Nullpunktsenergie 523 in den Gebilden zuriick-

bleiben muB. Dann diirfen wir setzen:

und erhalten:

Ein Vergleich dieses Energieverteilungsgesetzes mit dem Gesetz
von W.Wien (8), dem zufolge u,, abgesehen von einem Faktor »3,



8 Die Energiequantenhypothese.

eine Funktion von% sein sollte, ergibt, daB &, proportional v zu

setzen ist, so daB, wenn der Proportionalititsfaktor & genannt wird,
die gesuchte Energieverteilung der schwarzen Strahlung gegeben
sein muf} durch:
8w hvs 1
uv:_cé_—_.h?*..(y)
T —1

Das ist das Plancksche Strahlungsgesetz. Es wird durch
die zur experimentellen Bestimmung der Energieverteilung und
zur Priifung des Gesetzes unternommenen Untersuchungen in
ausgezeichneter Weise bestitigt, wenn den Konstanten % und %
die Werte gegeben werden:
b= 6,5.10~ erg.sec, k= 1,37.10-1 5 (g

o §.86G, &= 1ot sec2grad

Alles wire somit in bester Ordnung, wenn wir uns nun nicht
Rechenschaft geben miiliten iiber die Bedeutung der Konstanten &
und der Energiegrofle &, = h.v. Eins geht zunichst aus der
Ableitung unmittelbar hervor: dadurch, dafl wir der Grofe &, einen
ganz bestimmten endlichen Wert geben, legen wir auch der
Wahrscheinlichkeit W in Gleichung (1) und der Entropie S in
Gleichung (2) einen fest bestimmten, eindeutigen Wert bei; und
umgekehrt fithrt die Festsetzung eines bestimmten Wertes der
Entropie unweigerlich zu der Annahme, daf gewisse Kigentim-
lichkeiten in der Natur der schwingungsfihigen Systeme vor-
handen sind, die zu der Moglichkeit einer Einteilung in Energie-
elemente bestimmter Grile, also in Energieatome Veranlassung
geben und dadurch zu dem von der Erfahrung bestitigten Planck-
schen Strahlungsgesetz fiihren.

Planck schreibt daher in seinem Lehrbuch: Daf wir der
Entropie S eine ganz bestimmte absolute Griofe zuschreiben, das
ist ein Schritt von prinzipieller Tragweite, deren Berechtigung
sich nur durch Priifung seiner Konsequenzen erweisen lift. Er
fiithrt mit Notwendigkeit zur ,Quantenhypothese“ und dadurch
fiir die strahlende Warme zu einem bestimmten Energieverteilungs-
gesetz der schwarzen Strahlung.

Welche tiefere Bedeutung diesen Energiequanten und dem
Wirkungsquantum h = 6,5.10~%7 erg.sec bei periodischen Vor-
gingen zukommt, diese Frage ist damit freilich noch keines-
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wegs beantwortet, und ihre Beantwortung bietet auch jetzt noch
grofe Schwierigkeit. Es hat den Anschein, dafl dem Auftreten
dieser Energieatome eine bestimmte Eigenschaft der Materie zu-
grunde liegt. So konnte man sich vorstellen, daB von einem
Atom oder Molekiil nur ganze Energiequanten abgegeben werden
konnen; sie kénnen z. B. derart organisiert sein, daB sie nur in
den Momenten eine Energieemission beginnen, wenn sie gerade
ein ganzes Vielfaches eines Quantums in sich aufgenommen haben,
und daf sie nach einmal begonnener Energieemission ihre ganze
aufgespeicherte Energie abgeben miissen. Planck hat gezeigt,
dafl bei dieser Annahme, ohne Verletzung irgendwelcher bisher
als richtig erkannter Gesetze der Thermodynamik und der Max-
wellschen Elektrodynamik, jenes Energieverteilungsgesetz der
schwarzen Strablung sich ergibt.

Theorie der spezifischen Wirmen. Die Energiequanten-
hypothese von Planck hat in der Folge bei der Behandlung
einer grofen Zahl von Problemen Anwendung gefunden, die zum
Teil nur in losem Zusammenhang mit der Theorie der Wirme-
strahlung stehen. Ungemein fordetnd, ja geradezu umwilzend
hat sie in der Theorie der spezifischen Wirmen und damit in
der kinetischen Theorie der festen Korper und der Gase gewirkt,
in die sie im Jahre 1907 durch Einstein eingefithrt wurde.
Dieser wichtigen und erfolgreichen Anwendung sollte dies Bindchen
gewidmet sein?); gewissermafen als Anhang zu der elementaren
Darstellung der Quanthentheorie selbst, die in einem anderen
Béndchen der Sammlung versucht wurde, sollte es durch die Wieder-
gabe einer dem Entstehungsgebiet der Quantenhypothese fern-
liegenden Theorie die Fruchtbarkeit der Quantenhypothese zeigen.

In der Theorie der spezifischen Wirmen ist die Quanten-
theorie besonders friihzeitig angewandt worden, und das ist nicht
iiberraschend. Die bisherige Theorie fiihrte zwar in einfacher Weise
auf das Dulong-Petitsche Gesetz der Atomwirmen, stand aber
einmal den experimentell sicher nachgewiesenen, zum Teil ganz
erheblichen Abweichungen von dem Gesetz ratlos gegeniiber und
benutzte auberdem einen Satz der statistischen Mechanik (den
Satz von der gleichm#Bigen Energieverteilung), der, wie seine Ver-

1) Andere Anwendungen sind neuerdings von G erlach in einem Bandchen
dieser Sammlung behandelt worden.
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wendung in der Wirmestrahlung lehrte, neben der Quantentheorie
nicht mehr haltbar war. Der Nachweis, daB dieser Satz und
damit die Grundlage der kinetischen Theorie der Gase und der
testen Korper falsch sein muf, war ein besonders wichtiges Neben-
ergebnis der Quantentheorie. Es handelt sich dabei um folgendes:

In einem Raum befinde sich ein Gas von N einatomigen
Molekiilen pro 1g. Die momentane Lage der N Molekiile kénnen
wir uns gegeben denken durch je drei Koordinaten z; i, #; der
Molekiilschwerpunkte, indem wir uns auf ein dreiachsiges recht-
winkliges Koordinatensystem beziehen. Die Bewegungen der N Mole-
kiile wiirden uns bekannt sein, wenn wir die Koordinaten z;, y;, #¢
als Funktionen der Zeit ¢ angeben konnten. Das System der
N Molekiile ist somit, da jede Koordinate von der anderen un-
abhingig ist, in seiner Lage bzw. seiner Bewegung durch
3 N Bestimmungsstiicke definiert, es besitzt, wie man auch sagt,
3 N Bewegungsmoglichkeiten, 3 NFreiheitsgrade. Infolge der
Zusammenstofie der Molekille wird die kinetische Energie des
einzelnen sich oft erheblich #ndern. Der Satz der statistischen
Mechanik von der gleichm#Bigen Energieverteilung sagt nun aus,
dafl im stationdiren Gleichgewichtszustand der Mittelwert, den
die kinetische Energie irgend eines einzelnen Molekiils wihrend
einer lingeren Zeit aufweist, genau der gleiche ist wie der eines
jeden anderen Molekiils, und daf sogar der Teilbetrag dieser
Energie, der jedem einzelnen der drei Freiheitsgrade zufillt, genau
ein Drittel der ganzen Energie des Molekiils ist. Oder allgemeiner:
Im stationdiren (statistischen) Gleichgewicht eines beliebigen
Systems kommt jedem Freiheitsgrad der gleiche zeitliche Mittel-
wert der kinetischen Energie zu. Hat das System die Temperatur 7'
— gie wird bei einem Gas durch die kinetische Energie des Gases
bestimmt —, so ist dieser Mittelwert an kinetischer Energie pro
Freiheitsgrad 1/, % 7, wo k die schon in Gleichung (2) vorkommende
Konstante bedeutet.

Dieser Satz hatte in der Theorie der spezifischen Wirmen
eine grofe Bedeutung erlangt. Die spezifische Wirme ist die
Wirmemenge, die man einer Substanz pro 1g zufiilhren muf,
um sie um einen Grad zu erwidrmen. Offenbar ist nun die
Wirmemenge, die zur Temperaturerhthung um 1° pro Freiheits-
grad notig ist, nach dem genannten Satz /2. Einem einatomigen
Gas mit N Molekiilen und 3 N Freiheitsgraden pro 1 g muB also
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die spezifische Wirme 3/, 5 N zukommen, wofiir auch gesetzt werden
kann (s. S.5): 8/, B/m, wenn m das Molekulargewicht bedeutet, da
N.m = N, ist. Dieser Wert ist fiir die Molwiirme einatomiger
Gase auch hiufig gefunden worden, z B. bei Argon und
Helium bis zu sehr hohen und tiefen Temperaturen (s. S.65).
Bei einem zwei- und mehratomigen Gas besitzt nach den bis-
herigen Anschauungen der Gastheorie jedes Molekiil mehr als
drei Freiheitsgrade infolge der mdglichen Rotationsbewegungen?)
und der Bewegungen der Atome im Molekiil (entsprechend der
groBeren Zahl von Bestimmungsstiicken, die zur eindeutigen An-
gabe der Bewegung des Molekiils und der Molekiilteile nétig
sind). Bei zwei sehr fest gekoppelten Atomen in einem zwei-
atomigen Molekiil wird man die Schwingungsbewegung der Atome
unberiicksichtigt lassen konnen und auch keine merkliche Energie
der Rotation um die Verbindungslinie der Atommittelpunkte als
Rotationsachse in Rechnung zu ziehen haben. Um zwei dazu
senkrechte Achsen kOnnen indessen Rotationen mit merklicher
Energie auftreten, so da8 neben den drei Freiheitsgraden der
Translationshewegung noch zwei der Rotationsbewegung im Molekiil
vorhanden sind. Dann wird die Gesamtenergie 5/, BT pro Mol
betragen; als Molwirme folgt daraus fiir solche zweiatomige Gase
5/ R, ein Wert, den man z. B. bei Wasserstoff gefunden hat.

1) Die Energie der Rotationsbewegung eines Korpers (Molekiils) um
eine Achse ist gleich dem halben Produkt des Trigheitsmomentes J in bezug
auf die Drehungsachse und des Quadrats der Winkelgeschwindigkeit, d. h.

1
=5 R vy)2. d,

wenn ¥, die Anzahl Umdrehungen in der Sekunde ist. Sind die Molekiile
kugelférmig, homogen und vollkommen elastisch, so kann nach einem Satz
der Mechanik die Rotationsgeschwindigkeit und damit auch die Rotations-
energie durch die ZusammenstoBe nicht verindert werden. Sie kann also,
wenn sie iiberhaupt vorhanden ist, nicht von der Temperatur abhéngig sein
und kommt fiir die Molwirme einatomiger Molekiile gar nicht in Betracht.
Selbst wenn die einatomigen Molekiile nicht kugelformig und die St68e nicht
vollkommen elastische St68e sind, spielt die Rotationsenergie gegeniiber der
translatorischen keine wesentliche Rolle fir den Wert der Molwirme; denn
jedenfalls wird die Rotation nur eine geringe Anderung infolge der Stofe
erfahren, wenn die Temperatur steigt, so dal auch die Rotationsenergie
bei Temperaturerhéhung nur wenig zunehmen wird, zumal das Tragheits-
moment in bezug auf eine Achse durch den Schwerpunkt bei einatomigen
Molekiilen sehr klein sein wird. Anders ist es natiirlich bei mehratomigen
Molekiilen.
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Die spezifische Wiarme des festen Korpers erhalten wir aus
folgender Uberlegung. Die Gesamtenergie des festen Korpers
setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der Molekiile
des festen Korpers und der gleich groflen potentiellen Energie.
Denn wir miissen uns vorstellen, dafl die Molekiile um ihre Ruhe-
lagen schwingen und durch Krifte in diese zuriickgezogen werden,
so dal wir es beim festen Korper mit Energie der Bewegung
und Energie der Lage zu tun haben. Auch die spezifische Wéarme
mub sich also aus zwei Teilen zusammensetzen, aus dem, der zur
Erhohung der kinetischen, und dem, der zur Erh6hung der poten-
tiellen Energie notwendig ist. Enthilt also 1g des festen Korpers
NMolekiile, so sind 3 N Freiheitsgrade vorhanden und als gesamte
spezifische Wirme wird 6 Nk/2 anzusetzen sein. Die spezifische
Wirme des Grammatoms eines einatomigen festen Korpers mit
dem Atomgewicht m wird somit betragen 6/, kN.m — 3 kN,
= 3 R = 5,955 cal. Hat man es mit mehratomigen Stoffen zu
tun, so wird ein Teil der spezifischen Wirme dazu verbraucht,
auch die kinetische und potentielle Energie der Atome im Molekiil
zu erhGhen, und fiir diese Kérper wird, wenn fiir jedes weitere
Atom im Molekiil drei Bestimmungsstiicke zur Angabe der kine-
tischen Energie notig sind, die auf das mittlere Atomgewicht
bezogene spezifische Wirme (die Atomwirme) den gleichen Wert
(5,955) annehmen. Auch diese GesetzmiBigkeit iiber die spezi-
fische Wirme, die als Dulong-Petitsche Regel bekannt ist,
konnte vielfach bestitigt werden.

Befriedigt war man durch diese Theorie der spezifischen
Wirmen seit langem nicht mehr. Als empfindlichen Mangel der
Theorie empfand man es, daB die angegebene Deutung des
Wertes 5/, 18 bei zweiatomigen Gasen nicht die einzig mogliche
ist; es wire denkbar, daf keine merkliche oder mit der Temperatur
verinderliche Rotationsenergie vorhanden ist, und daB dafiir neben
den drei Freiheitsgraden der translatorischen Bewegung noch ein
Freiheitsgrad infolge der Atomschwingungen im Molekil in An-
rechnung gebracht werden muf. Auch dann wiirde die Mol-
wirme 5/4 B (nicht nur+/, R) betragen, da der Erhohung der inneren
kinetischen Energie der Atome eine gleich grofie der potentiellen
Energie parallel geht. Noch viel unzureichender war die Theorie,
wenn es sich um die Molwirmen drei- und mehratomiger Gase
handelt; hier war der Willkiir in der Wahl der Freiheitsgrade
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weiter Spielraum gelassen. Endlich, was am bedenklichsten war,
es zeigten sich bei den experimentellen Bestimmungen der Atom-
wirmen fester Korper um so sicherer Abweichungen von dem
einfachen Gesetz von Dulong und Petit, je sorgfiltiger und
genauer die Bestimmungen ausgefithrt wurden; dazu kam, daB
der Nernstsche Warmesatz mit absoluter Sicherheit im Gegensatz
zu jener Regel eine starke Abnahme der Atomwirmen bei tiefen
Temperaturen forderte.

Durch die Quantentheorie wurde nun jener Theorie der
spezifischen Warmen die lange Zeit als gesichert angesehene
theoretische Grundlage entzogen, und man sah sich genétigt, nach
einer neuen Theorie zu suchen. Da lag der Versuch nahe, sich
bei der Ableitung dieser neuen Theorie Resultate zunutze zu
machen, die auf dem Gebiet der Wéarmestrahlung gewonnen
waren, Resultate der Quantentheorie, nédmlich die Vorstellung
quantenhafter Energieaufnahme und -abgabe.

Alle Bemiihungen, die Quantentheorie auf andere Gebiete zu
iibertragen, laufen im Grunde auf den Versuch hinaus, das vor-
liegende Problem, z. B. das der Energieverteilung auf die einzelnen
Molekiile eines Gases, mit dem das Problem der spezifischen
Wirme zusammenhingt, so zu drehen und zu fassen, daf es in
Analogie zu dem entsprechenden Problem in der Wirmestrahlung
gesetzt werden kann. Konnte man z. B. die Molekiilbewegungen
als periodische Bewegungen auffassen, kinnte man also diesen
Bewegungen eine bestimmte Schwingungszahl v zuschreiben, so
lieBe sich die Verteilung der Energie iiber die gleichartigen
schwingenden Gebilde vermutlich auch durch Formel (4) dar-
stellen; sie wiirde uns dann die Abhi#ngigkeit der Energie der
Molekiilbewegungen von der Temperatur angeben, also auch deren
Anderung mit der Temperatur oder die spezifische Wirme der
Gebilde. Freilich nur in seltenen Fillen kann eine solche
Analogie einigermaflen eindeutig angegeben werden, und so
haben sich in den wenigen Jahren seit Schaffung der Quanten-
theorie auch schon verschiedene Theorien der spezifischen Wirmen
berausgebildet. Man wird sich nicht ganz des wenig be-
friedigenden Eindruckes erwehren koénnen, dafl zuweilen mit
gewisser Willkiir bei der Problemstellung und der Problem-
beantwortung und den Analogieschliissen verfahren worden ist;
andererseits wird man aber nicht leugnen konnen, daf die An-
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wendung der Quantentheorie hiufig zu geradezu iiberraschenden
Erfolgen gefiibrt hat.

Durch diese groBen Erfolge ist der Quantentheorie eine ge-
waltige Stiitze geschaffen worden, und man darf hoffen, daB die
weitere Entwickelung zur Aufklirung der noch immer ritselhaften
Energieatome fithren wird.

Erstes Kapitel.

Die Theorien der Atomwirme fester Kérper von Debye
und von Born und v. Kdrmdn.

In dem einleitenden Kapitel wurde darauf hingewiesen, daB
die bisherige Theorie der spezifischen Wirmen, der zufolge die
Atomwirme aller Stoffe etwa 6 cal betragen soll, sich durch das
Experiment nicht bestétigen lief und daf es nahe lag, den Grund
der Abweichung in der Art zu suchen, wie man in der Theorie
die statistische Mechanik verwendete. Im folgenden soll gezeigt
werden, welche Vorstellungen an Stelle jener Theorie treten
miissen. Einer ihrer hervorstechendsten Ziige ist der, daB sie
viel mehr als die frithere Theorie auf diejenigen Eigentiimlich-
keiten des festen Korpers Bezug nehmen, die mit den elastischen
Eigenschaften zusammenhingen.

Formulierung des Problems. Wir wollen zunichst ver-
suchen, uns ein Bild von den Wirmevorgingen in einem festen
reguléir kristallisierten, dazu einatomigen Korper zu machen.
Wir stellen uns vor, die N, Atome eines Grammolekiils seien in
den Ecken kleiner, den Korper zusammensetzender, gleich groBer
Wiirfelchen von der Kantenlinge a angeordnet, also als Gitter-
punkte des Raumgitters des reguliren Kristalls. Infolge seines
Wirmeinhaltes sind die Atome in lebhafter Bewegung: sie werden
sich aber nicht unabhiingig voneinander bewegen; infolge der
Atomkrifte werden sie um Gleichgewichtslagen (Ruhelagen) herum-
schwingen und die schwingende Bewegung des einen Atoms wird
sich auf die Nachbaratome iibertragen. Es werden sich also
Schwingungen durch den ganzen Koérper hindurch fortpflanzen.
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Diese Schwingungsbewegung ist ,ungeordnet* insofern, als Wellen-
ziige der verschiedensten Frequenzen und Richtungen mit allen
moglichen Amplituden vorhanden sein werden, die im einzelnen
als unkontrollierbar angesehen werden miissen. Dieser Schwin-
gungsbewegung, die nicht im einzelnen eindeutig, exakt gegeben
ist, kommt also eine bestimmte Entropie und eine bestimmte
Wahrscheinlichkeit zu, ebenso wie den NN Oszillatoren in der
Einleitung, auf die eine bestimmte Energie nach einem im grofien
ganzen gegebenen Gesetz verteilt werden sollte.

Es mag
N, 8,9)dvde

die Anzahl der Wellenziige sein, deren Schwingungszahlen pro
Sekunde zwischen » und v 4 dv liegen, und deren Richtungen
in einen Kegel von der sehr kleinen Offnung d @ hineinfallen mit
einer Kegelachse, die gegen feste Achsen die Winkel & und y
bilde. Jedem Wellenzug kommt bei der Temperatur T eine be-
stimmte Schwingungsenergie zu; die Gesamtenergie bei der Tem-
peratur T erhalten wir, wenn wir die Schwingungsenergie aller
Schwingungszahlen summieren. Die Anderung der Gesamtenergie
mit der Temperatur, bezogen auf einen Grad und auf die Massen-
einheit, ist nun gerade die spezifische Wirme des Korpers, die
wir kennen lernen wollen, bzw. — wenn auf das Grammatom
bezogen — die Atomwirme (Produkt aus spezifischer Wirme
und Atomgewicht).

Um die Quantentheorie einzufithren, nehmen wir an, die
Abhingigkeit der Energie von der Schwingungszahl und der
Temperatur sei durch die Plancksche Spektralgleichung ohne die
Nullpunktsenergie gegeben ), also durch:

UV,T:h'VW‘l“—' N )

&r 1

1) DaB wir die Nullpunktsenergie hier unterdriicken, ist inkonsequent.
Man konnte sich indessen vielleicht vorstellen, daf die Nullpunktsenergie
nur fiir die Strahlungsprobleme eine Rolle spielt. Fiir den Wert der
spezifischen Wiarme und der Atomwéarme fester Kérper kann von der Null-
punktsenergie hv/2 jedenfalls in erster Niberung deshalb abgesehen werden,
weil diese nur durch die Schwingungszahl v der Atome des festen Korpers
von der Temperatur, und zwar, wie es scheint, nicht erheblich abhingt.
Do man die Nullpunktsenergie in der Theorie der Atomwirme zunichst
nicht bericksichtigt hat, ist auf den rein #uBerlichen Grund zurick-
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Wir finden somit fiir die Gesamtenergie des Grammatoms:

U:jjhv—h;lﬁN(v,ﬁ,y)dvdco. ... (10)

Yo ekT 1

Die Integrale sind iiber alle » und die ganze Einheitskugel
auszudehnen.

Es kommt also das Problem der spezifischen Wirmen darauf
hinaus, die Funktion Ndvdw zu bestimmen.

Verteilungsgesetz von Debye. Dieses Problem ist in
zweierlei wesentlich verschiedener Weise in Angriff genommen
worden. Debye?) betrachtet den Korper, fiir den Ndvdw be-
stimmt werden soll, also um es noch einmal zu sagen, fir den
die Verteilung der Anzahl der Schwingungen auf die verschie-
denen Gebiete dvdw aufgesucht werden soll, zuniichst als elasti-
sches, kontinuierliches Medium im Gegensatz zu Born und
v. Kdrméan?), die bei der Ableitung von Ndvdo von vorn-
herein die Atomstruktur des Korpers und die zwischen den
Atomen wirkenden Kriifte in Rechnung ziehen. Die Verteilung
im Kontinuum findet Debye aus den Gleichungen der Elasti-
zititstheorie. Sie fithren allerdings auf eine unendlich grofe
Zahl von Kigenschwingungen, wihrend unser Korper mit N, Atomen
im Grammatom und 3 N, Freiheitsgraden nur-3 N, Eigenschwin-
gungen besitzen kann. Debye muf also eine Auswahl aus den
unendlich vielen Schwingungen treffen und geht mit wohl-
bewulter Willkiir, aber mit gutem Erfolg in der Weise vor, dafl
er an dem fiir das Kontinuum gewonnenen Verteilungsgesetz fest-
hilt und nur die kleinsten 3 N, Schwingungen ~weiter beriick-
sichtigt, das ,akustische (oder elastische) Spektrum“ also nach
den 3 N, ersten Schwingungen abbricht. Mathematisch formuliert
heilt das:

Ym

Z’Nd’uda)=3No, B €4 )]
0

zufithren, daB die Nullpunktsenergie in einer fritheren Planckschen Theorie,
die schon zum Ausgangspunkt der Theorie der Atomwiarme wurde, noch
nicht vorkam.

1) P. Debye, Ann. d. Phys. 89, 789 (1912).

2) M. Born u. Th. v. Kdrméan, Phys. ZS. 13, 297 (1912). M. Born,
Dynamik der Kristallgitter. Leipzig u. Berlin, Teubner, 1915.
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woraus die Grenzschwingungszahl 7, zu bestimmen wire. Fiir
tiefe Temperaturen versprach diese kithne nachtrigliche Be-
schrinkung der Schwingungszahlen, die im Kontinuum auftreten
konnen, deshalb guten Erfolg, weil nach der Planckschen Glei-
chung bei tiefen Temperaturen verhiltnisméfBig wenig Energie
in den Bereich hoher Schwingungszahlen fallt. Die theoretische
Behandlung der Atomwirme bei tiefen Temperaturen stand aber
damals im Vordergrunde des Interesses.

Born und v. K4rméin stellten die Bewegungsgleichungen
der in Raumgitterpunkten angeordneten Atome, zwischen denen
Kriifte wirken, auf und berechneten daraus die Eigenschwingungen
im Korper. Da aber die Behandlung des nur endlich ausgedehnten
Punktgitters wegen der dabei notwendig werdenden Beriicksichti-
gung des FEinflusses der Oberfliche auf das Innere auf grofie
Schwierigkeiten stief, nahmen sie den Korper als unendlich aus-
gedehnt an. Auch dabei st68t man auf unendlich viele Eigen-
schwingungen, deren Auswahl fiir den endlichen Korper mit 3 N,
Freiheitsgraden pro Grammatom sich nun aber zwanglaufig ergibt
aus der weiteren Behandlung der Bewegungsgleichungen und der
Bedingung, daf nicht mehr Eigenschwingungen als Freiheitsgrade
bestehen konnen. Als Gesetz, nach dem die Schwingungen auf
die verschiedenen Elemente dvdw zu verteilen sind, finden Born
und v. Kdrmain eine Verallgemeinerung des Verteilungsgesetzes
von Debye.

Das Gesetz der Vertéilung unter der Annahme eines kon-
tinuierlichen endlich ausgedehnten Korpers (Debye) kann man
in folgender, von Flamm1) niher ausgefiihrten Weise sich ver-
stindlich machen. Ein Korper in Wiirfelform sei von stehenden
elastischen Schwingungen longitudinaler und transversaler Art
der verschiedensten Frequenz und Richtung durchzogen. Wir
fragen nach der Zahl dieser Schwingungen, und zwar zuniichst
nach der Zahl der longitudinalen Schwingungen. Ein Zug stehen-
der Wellen habe eine Wellenlinge 4 (d. i. die doppelte Ent-
fernung zweier Knotenebenen) und eine Normale s (Fig. 1),
und zwei aufeinanderfolgende Knotenebenen mégen aus den
drei Kantenrichtungen die Stiicke 1 4., %4,, 14, herausschneiden.

2
Diese lassen sich, wenn cos &, cos &y, cos &, die Richtungskosinus

1) L. Flamm, Phys. ZS. 19, 116 (1918).
Valentiner, Die Quantenhypothese. 2. Aufl. 2
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der Normalen s gegen die Kantenrichtungen z, 9, # sind, so aus-
driicken:
A A A

by = —— = _ .

T cos @y’ by cos &y’ A " 0s &y
Diese Stiicke sind also die doppelten Entfernungen von Knoten-
punkten der stehenden Wellen in den Achsenrichtungen. Es
konnen sich aber in diesen Richtungen nur stehende Wellen mit

Fig. 1.
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Abschnitte auf den Achsenrichtungen durch die Knotenebenen.

solcher Wellenldnge ausbilden, deren Héilfte ganzzahlig in der
Kantenlinge ! enthalten ist, so dal die Beziebungen bestehen:
%%z}w — ;};nyl_,, = %nzlz = l,
worin fiir n, n, %, die Reihe der ganzen positiven Zahlen ein-
zusetzen ist. Fiir A1 selbst folgt daraus die Beziehung:
b
T g gy +ng
Die Gesamtzahl der in dem wiirfelformigen Konfinuum mdog-
lichen stehenden Schwingungen werden wir erhalten, wenn wir
alle Schwingungen zusammenzihlen, die der Bedingung (12) ge-
niigen, wenn fir %, %, %, die Reihe der ganzen positiven Zahlen
eingesetzt wird.

A2

D)
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Der Einfachheit halber wollen wir nun (mit Debye) fest-
setzen, dall die Zahl der Schwingungen nach allen Richtungen
hin gleich groB sei (isotropes Medium). Um dann die Zahl der
Schwingungen zu bestimmen, die in ein Element dvdw hinein-
fallt, brauchen wir nur nach den Schwingungen zu fragen, deren
Schwingungszahl zwischen v und v + dv liegt, und diese Anzahl

mit %’- zu multiplizieren. Als zweite Vereinfachung (ebenfalls

mit Debye) machen wir die Annahme, daB »i — ¢, die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen, unabhingig
von der Schwingungszahl ist. Dann brauchen wir nun nur zu
suchen nach der Anzahl der Kombinationen ., n,, %, fiir welche

die Grofe
4 2 2 2
37 |/nx+ny +n;

in die Grenzen v und v-}dv fillt, oder, was dasselbe ist, fiir

welche die Grofle -
R =Vni+tni+n

in die Grenzen gc—l v und %1 (v + dwv) fillt. Um diese Anzahl fest-
[ 1

zustellen, fassen wir die ganzen Zahlen #,, n, n, als Koordinaten
von Punkten auf, die in gleichen Abstinden (der Einheit) iiber
den positiven Oktanten des Raumes mit den Koordinatenachsen
z, ¥, # verteilt sind und fragen nach der Zahl von Punkten, die
in den positiven Oktanten der Kugelschale mit den Radien %—l v
1
und —2c—l (¥i+ dv) um den Koordinatenanfangspunkt hineinfallen.
1

Die Anzahl dieser Punkte ist offenbar bei grofen Werten von =
nichts anderes als die Zahl der Volumeneinheiten, die in diese
Kugelschale fallen, und das ist:

3
gal__ 2 d v
a

und bezogen auf einen Wiirfel von der Kantenlinge 1 (oder die

Volumeneinheit): .
7

=~ v2d .
4]
. . 12dvd e .
Dem Raumwinkel dw kommen hiervon zu g Das ist
1

die gesuchte Zahl longitudinaler Schwingungen in dem Intervall
2%
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zwischen » und v 4+ dv und mit einer Richtung im rdumlichen
Winkel dw. Die Zahl der Schwingungen transversaler Art ergibt
rdvdae

sich entsprechend zu 2 Si wemn ¢ die Fortpflanzungs-
t

geschwindigkeit der transversalen Schwingungen bedeutet (der
Faktor 2 rithrt her davon, dafl wir in jeder Richtung 2 zuein-
ander senkrecht polarisierte transversale Wellen annehmen miissen).
Im ganzen finden wir demnach im Grammatom, wenn ¥ dessen
Volumen (das Atomvolumen) bezeichnet:

Nivde = (_25+ia) vdvde.V, . . . . (13)
C; (%)
worin v im Falle des Kontinuums, das wir hier voraussetzten,

alle Werte zwischen 0 und oo annebmen kann.

Atomwidrme nach Debye. Bei der Berechnung von U
fir den N, Atome enthaltenden Korper miissen wir auf die Be-
dingung (11) Riicksicht nehmen und setzen (mit Debye):

4,,V.(33+_1_3>jv2dy:3m ..... (14)
Ct (7}
0
Daraus folgt:
3
___1/3N,
e 3 5
wenn abkiirzend
3 2 1
? "c_t'é + -(;l‘,

gesetzt wird. w,, stellt eine Grenzschwingung dar und ist nach
(15) eine Grofe, die sich aus elastischen Konstanten berechnen
18B8t; denn ¢, ¢; sind bekannte Funktionen der Elastizititskon-
stanten der Korper. Fiir die Gesamtenergie des Grammatoms
finden wir nach Gleichung (10):

"m

U=47t?1—hJV vidy
cs )

Ry
T — 1
oder wenn wir
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setzen und beachten, dafl & N, = R ist:
1 " z8
S oy
U__JRTx:“‘.ez_ldx ...... (16)
0

Es ist iiblich geworden, noch die folgende Bezeichnungsweise
zu benutzen: . ®
Y Vm
x”,zﬁzﬁTzT, ...... (17)
und man nennt aus weiter unten ersichtlichen Griinden @ die
scharakteristische Temperatur“ des Stoffes. Fiir die spezifische
Wirme C, des Grammatoms bei konstantem Volumen folgt durch
Differentiation von U nach 7' somit:

x

4 [ z®dx Zm
C, = QR{a_cﬁJex——l_e%_ 1} - - - - (18)
0

Das ist also der Wert der Atomwirme, den das Plancksche
Energieverteilungsgesetz nach der Theorie von Debye liefert.
Der Ausdruck (18) wird nun in weitgehendem Mafle von der
Erfahrung bestitigt. Experimentell wird nicht direkt die spe-
zifische Wirme bei konstant gehaltenem Volumen C, bestimmt,
sondern die bei konstantem Druck C,, also mit Volumenvergrofe-
rung, so daf ein Teil der bei einer Temperaturerhthung zu-
gefithrten Energie zur inneren und #uBeren Arbeitsleistung, nicht
zur Temperaturerh6hung verbraucht wird. In Anniherung kann
man aber nach Griineisen?) C, aus der experimentell be-
stimmten spezifischen Wirme C, mittels der Gleichung berechnen:
C,=0C,—C T4, . . . . . R ¢ £)]
Darin ist A, eine aus Kompressibilitdt und Ausdehnungskoeffizient
berechenbare Grifle, die sich iibrigens — das ist fiir iiberschligliche
Berechnungen des Korrektionsgliedes von praktischem Nutzen —
nach Nernst und Lindemann 2) von Korper zu Korper ungefihr

umgekehrt proportional der Schmelztemperatur dndert.
Charakteristische Temperatur. Der Ausdruck (18) sieht
etwas kompliziert aus, zeigt sich aber einem Vergleich mit expe-
rimentellen Bestimmungen leicht zuginglich infolge einer sehr

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26, 401 (1908).
?) W. Nernst u. F. A. Lindemann, ZS. f. Elektrochem. 17, 817
(1911).
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wichtigen, ihm anhaftenden FEigentiimlichkeit. C, hingt von
keiner weiteren Materialkonstanten ab als von der in der Variablen
% enthaltenen Grofe ® und mull daher fiir alle Stoffe

Ly =—

dieselbe Abhingigkeit von z,, = % zeigen. Die Kurven, die die

Abhingigkeit der spezifischen Wirmen verschiedener Stoffe von
der Temperatur darstellen, miissen also vollig zusammenfallen,
wenn wir als eine Koordinate die Werte von C, auftragen und
als andere nicht die absolute Temperatur 7', sondern die GrioBe
T/®, also das Verhaltnis von T zur ,charakteristischen Tem-
peratur @ oder die auf @ als Einheit bezogene absolute Tem-
peratur. Zum Vergleich des Ausdruckes C, mit experimentellen
Bestimmungen kénnen wir demnach so verfahren. Wir zeichnen
die Funktion C, von z,, einmal auf, entnehmen aus der Kurve
T
C,-Wert eines Stoffes, finden daraus ® = xz,, T und priifen, ob die
beobachteten C,~-Werte bei anderen Temperaturen mit demselben
® in die Kurve hineinfallen. Der Verlauf der Atomwérmen nach
der Debyeschen Gleichung ist in Fig. 4 (S. 40) unter Nr. 3 und
3’ dargestellt (3’ in 10fach vergroflertem Mafstab, um den Ver-
lauf in der Ndhe des Nullpunktes besser erkennen zu konnen).
Der Vergleich des experimentell bestimmten Verlaufes mit dieser
Kurve ergab bei den meisten untersuchten Stoffen (in der Haupt-
sache sind es Kristalle des reguliren Systems, darunter viele
Metalle) eine iiberraschend gute Ubereinstimmung. Die Bestiti-
gung der Debyeschen Theorie geht aber noch weiter. Aus der
Ableitung folgt, dal ® in berechenbarer Weise abhingen mufl
von den elastischen Konstanten, der Dichte und dem Atomgewicht
des Stoffes; und der Vergleich des so berechneten Wertes von @
und des aus dem Verlauf der Kurve entnommenen Wertes zeigte,
daB auch hierin die Theorie den tatsichlichen Verhdltnissen
einigermafien gerecht wird; in Anbetracht der Unsicherheit der
Berechnung von @ aus den elastischen Konstanten und in An-
betracht dessen, dafl gerade auf diesen Punkt die Unvollkommen-
keit der Theorie mit ihrer starken Idealisierung des Problems von
betrichtlichem Einflull sein wird, darf man bei diesem Vergleich
nicht allzu grofe Genauigkeit der Ubereinstimmung erwarten.

den Wert z, — —+; zu einem bei der Temperatur 7' beobachteten
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Grenzgesetze. Fiir hohe Temperaturen geht unser Aus-
druck iiber in O, = 3 R, das Dulong-Petitsche Gesetz, der Er-
fahrung entsprechend. Fiir tiefe Temperaturen erhalten wir ein
anderes einfaches Gesetz. Bei tiefen Temperaturen wird ja der
Nenner der Planckschen Energiefunktion nur fiir kleine Schwin-
gungszahlen nicht enorm grof, so daB wir keinen merklichen
Fehler machen, wenn wir die obere Grenze des Integrals unend-
lich werden lassen. Es ist aber:

oo

»vdzr
J.e“— 1~ 15
0
und es wird in diesem Falle (T klein):
475kt
U: —5——— 2—37“5 T4. V
und
1675 I+ Ts
OuzTﬂETs'V~464’5@E. L (20)

Das bedeutet: Bei tiefen Temperaturen nimmt C, annihernd
proportional der dritten Potenz der Temperatur ab. Es ist das
das sogenannte 7'3-Gesetz von Debye, das ebenfalls weitgehend
bestitigt wurde ), und das, wie Nernst2) sagt, gegenwirtig ,als
ein fiir alle festen Korper giiltiges Grenzgesetz wohl fiir sicher
bewiesen angesehen werden kann¥. Bemerkenswert ist, dall wir
fir U/V einen Ausdruck finden, der bis auf den Faktor  voll-
kommen iibereinstimmt mit dem Ausdruck der Energie der
schwarzen Strahlung in der Volumeneinheit, wenn statt der Ge-
schwindigkeit ¢ die Lichtgeschwindigkeit eingesetzt wird; der
Faktor { rithrt daher, daf die elektromagnetische Strahlung im
Vakuum keine longitudinalen Wellen enthélt, wir also nur zweierlei
(transversale) Wellen im Vakuum, nicht dreierlei wie im elasti-
schen Kontinuum zu beriicksichtigen haben.

Verteilung der Eigenschwingungen nach Born und
v.Karman. Fast gleichzeitig mit den Untersuchungen von Debye

1) Bis zu einer oberen Grenmze von ungefihr dem Wert 0,3 der Atom-
wérme wird man in praktischen Féllen bei Berechnung der Atomwirme mit
dieser Formel meist auskommen kénnen.

2) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des
neuen Wéarmesatzes, S, 51. Halle, Knapp, 1918.
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griffen Born und v. K4rmani) das Problem der Anwendung
der Planckschen Theorie auf die Theorie der Atomwirmen an,
wobei sie aber, wie schon angedeutet, als Ausgangspunkt ihrer
Betrachtungen das Raumgitter eines reguliren einatomigen Kri-
stalles wihlten und die Bewegungen der Atome unter dem Ein-
flu der Krifte der Nachbaratome untersuchten. Da sie, um die
Bewegungsgleichungen weiter behandeln zu konnen, den Kristall
unendlich ausgedehnt annehmen muBten, verbot es sich von vorn-
herein, die Eigenwellenlingen auf die Dimension des Kristalles

p Fig. 2.
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-Beziehung zwischen Wellenldnge und Phasendifferenz benachbarter Gitterpunkte.

zu beziehen. Statt dessen zogen sie entsprechend dem atomisti-
schen Charakter ihrer ganzen Uberlegungen als Vergleichsmal fiir
die Wellenldngen der den Kristall durchsetzenden Schwingungen
die Kantenlidnge a des Elementarwiirfels heran. Die Stiicke 2, 4, 4,,
die auf den drei Kantenrichtungen durch die im Abstand i auf-
einanderfolgenden Ebenen gleicher Phase abgeschnitten werden
(s. oben), verhalten sich zu den Kantenlingen a wie 27z zu der
Phasenverschiebung zweier benachbarter Gitterpunkte. Nennen
wir diese Phasendifferenzen o, ¥, %, so gilt (vgl. Fig. 2):
_2=ma 2ma __2ma

@ = I '(p:::.-—)’y—-, g = 7, e e (21

Diese Phasendifferenzen konnen zwischen den Werten 0 und 2=
variieren, und wir werden alle moglichen Wellenziige im Kri-
stall erhalten, wenn wir die ¢, ¢, z alle Werte von 0 bis 2=

1) M. Born u. Th. v. KArmén, 1. c. und Phys. ZS. 14, 15 u. 65 (1913).
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durchlaufen lassen. Die Gesamtenergie U des Kristalles wird
gich also auch ergeben, wenn wir fiir alle Werte von ¢, 9, %
zwischen 0 und 2z die Wellenziige, die in das Elementargebiet
@ bis ¢ +do, ¥ bis ¢ +d, g bis g + dy fallen, mit der ihnen
zukommenden Emergie multiplizieren und alle Produkte sum-
mieren, d. h. wenn wir bilden:

U= ([ Grlp o, 1) N(o, ¥, ) dpdvdy . . (22)

Unsere Aufgabe lauft somit darauf hinaus, Nded¢dy, d. h.
die Anzahl der in das Gebiet dgpdydy fallenden Wellenziige,
in ihrer Abhdngigkeit von ¢, ¥,  zu berechnen und die Energie,
die uns bisher nur als Funktion der Schwingungszahl und der
Temperatur bekannt war, in eine Funktion dieser Phasenwerte
@, ¥, y und der Temperatur iiberzufithren. Als letzter Teil
der Aufgabe wird also gefordert, die Schwingungszahl v als Funk-
tion von ¢, ¥, y — d. h. der Wellenlinge und der Richtung —
zu bestimmen, mit anderen Worten, die Gleichung der Dispersion
aufzusuchen.

Was zuniichst die erste Forderung betrifft, die Anzahl der
in das Gebiet dpdydy fallenden Wellenziige anzugeben oder
also die FEigenschwingungen iiber das elastische (akustische)
Spektrum zu verteilen, so konnten Born und v. Kirmin den
interessanten Satz beweisen: In gleich grofie Bezirke dpdydy
fallen gleich viel Eigenschwingungen. Sie sind also gleich-
mifBig iiber den Phasenraum von ¢, ¥, g, der die Grofe (2x)s
hat, verteilt. Da nun ein Kérper mit N, Atomen im Grammatom
nur 3 N, Freiheitsgrade besitzt und somit im Grammatom nur
3 N, Eigenschwingungen haben kann, die sich auf den Phasen-
raum (2 )3 verteilen sollen, so kommt auf das Element dpdydy
die Zahl

1

Dieser Satz der gleichmiBigen Verteilung der Eigenschwin-
gungen iiber den Phasenraum gilt ganz allgemein nicht nur fiir
einatomige Kristalle des reguliren Systems, sondern fiir alle
Kristalle). Born spricht diesen wichtigen Verteilungssatz der

1) D. A. Goldhammer, Phys. ZS. 14, 1185 (1918). M. Born, Dynamik
der Kristallgitter. Leipzig u. Berlin, Teubner, 1915.
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Eigenschwingungen fiir beliebige Kristalle, deren Molekiile aus
s gleichen oder verschiedenen Bestandteilen, seien es Atome oder
Elektronen, aufgebaut sind, die also aus s ineinandergestellten,
einfachen Raumgittern (,, Basisgruppen“) bestehen, in seiner Dynamik
der Kristallgitter (S.58) folgendermafien aus:

»Dig Eigenschwingungen ordnen sich im Phasenraum e, 9, %
zu 3 s Systemen an, deren jedes fiir ein unendliches Gitter in
eine stetige Funktion von ¢, v, y iibergeht. Jedes der 3 s Systeme
ist iiber den Phasenraum gleichférmig verteilt. In einem end-
lichen System von grofler Atomzahl N, ist die Anzahl der Schwin-
gungen eines der 3 s Systeme, die in einem Phasenbezirke dpdvydy
liegen, gleich

N,
@n)p

Fiir unseren speziellen Fall des kubischen Raumgitters ergibt
sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (21) der Satz in der
Form: Die Anzahl der Eigenschwingungen, deren Wellen-
linge zwischen 1 und A4 d2 und deren Wellennormale
im Winkelelement de liegt, ist

1 1
N0a3 12* d <‘—A*> d o.

Ko6nnen wir — was Debye getan hat — von der Dispersion
absehen, also fiir ¢ einen von der Schwingungszahl » unabhéingigen
Wert annehmen, so fithrt der Satz auf das von Debye fiir isotrope
Korper gewonnene Resultat, demzufolge die Anzahl der Eigen-
frequenzen im Intervall » bis v 4 dv proportional v2dv ist.

An der Existenz einer Dispersion kann nun aber gerade bei
Kristallen, auch bei reguliren Kristallen, kein Zweifel sein, und
die weitere Aufgabe war jetzt, die Abhingigkeit der Schwingungs-
zahl ¥ von Wellenlinge und Richtung, oder von ¢, ¢,y aufzu-
finden. In groBer Allgemeinheit und wundervoller Eleganz ist
auch dieses Problem von Born und v. Kdrmén und von Born
allein befriedigend gelost worden. Unter sehr allgemeinen An-
nahmen iiber die zwischen den Gitterpunkten (Atomen und Elek-
tronen) wirksamen Krifte lief sich das System der Bewegungs-
gleichungen fiir die unendlich vielen Gitterpunkte des unendlich
ausgedehnten einatomigen Kristalls aufstellen und bis zu einem
geniigenden Grade diskutieren. Hs zeigte sich dabei, daBl ein

dodypdy”
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Losungssystem der Bewegungsgleichungen nur bestehen kann,
wenn eine gewisse Beziehung zwischen den vier Variablen », ¢, ¥, %,
in die die Atomkrifte und elastischen Konstanten eingehen, erfiillt
ist. Diese Beziehung ist eine Gleichung vom dritten Grade in
v2 und so beschaffen, daf} jedem reellen Werteaggregat von ¢, ¢, %
stets drei positive Losungen von » zukommen. Sie stellt die
gesuchte Gleichung der Dispersion dar. Den drei Werten von »
in jeder Richtung und fiir jede Wellenlange entspricht die Existenz
einer longitudinalen und zweier transversaler elastischer Schwin-
gungen. Durch diese Beziehung sind wir nun in der Lage, die
Grofe v in dem Ausdruck der Energie der Wellenziige durch eine
Funktion von ¢, ¥, g zu ersetzen, und die Gesamtenergie als drei-
faches Integral einer Funktion von ¢, ¥, 3 darzustellen, die man
wirklich explizit hinschreiben kann. Sie ist:

U= Z#”J‘g;:?f(vk)dqadwdz,. ... (29
wenn ’
f(a/):—_hv—h—vl——

T 1

ist. Das Summenzeichen vor den Integralzeichen soll andeuten
daB fiir jede Kombination von ¢, ¢, 5 drei » existieren und alle
drei Werte zu beriicksichtigen sind. Bemerkenswert ist, dal die
v-Werte nicht iiber einen gewissen Betrag wachsen konnen, der
von der Richtung abhingig ist und natiirlich fiir die drei ver-
schiedenen Wellenarten (longitudinal, transversal) im allgemeinen
verschieden ausfillt. (Diese Eigenschaft der Dispersionsgleichung
1468t klar hervortreten, inwiefern das Resultat von Born und
v. KdArméan iiber das von Debye hinausgeht) Weiter 1aBt sich
zeigen, dal die Dispersion nur bei hohen Frequenzen merklich
wird. Daher kann man, wenn die Temperaturen nicht so hoch
sind, daB ein merklicher Energiebetrag nach der Planckschen
Funktion in die hohen Frequenzen fillt, von der Dispersion ab-
sehen. Der Wert von U reduziert sich dann in Annsherung auf
drei Summanden, deren jeder die Form der Debyeschen univer-
sellen Funktion hat mit den drei charakteristischen Temperaturen
®,, 8, @,, die sich aus mittleren Schallgeschwindigkeiten, also aus
meBbaren Elastizititskonstanten berechnen lassen.
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Noch weit allgemeiner behandelte Born das Problem der
Atomwirmen in seinem schon genannten Buch ,Dynamik der
Kristallgitter4. Er geht dort auf die Eigenschwingungen eines
beliebigen mehratomigen Kristalls ein. Ein solcher kann, wie
bereits erwahnt wurde, vorgestellt werden als zusammengesetzt aus
ineinandergestellten einfachen Kristallgittern. Jedes Atom im
Molekill und jedes Elektron, das selbstindig einen Gitterpunkt
im Elementarkristall bestimmt, gehért zu einem einfachen Kristall-
gitter, zu einer ,Basisgruppe®, und diese einfachen Kristallgitter
fiilhren als Ganzes gegeneinander Bewegungen aus. Dadurch treten
neue Schwingungssysteme, neue Spektren auf, und zwar mit jeder
neuen Basisgruppe ein solches Spektrum. Die Schwingungszahlen
dieser Spektren sind maBgebend fiir die optischen Eigenschaften
der Kristalle, wobei die Basisgruppen, die mit Elektronen besetzt
sind, zu ultravioletten Schwingungen, die, die mit Atomen besetzt
sind, zu ultraroten Schwingungen Anlall geben. In erster An-
ndherung braucht man von diesen Spektren fiir die Atomwéirmen
nur die endlichen Grenzschwingungszahlen zu beriicksichtigen,
auf die man bei sehr groBen Wellenlingen st68t, und die bei
diesen groflen Wellenlingen sich als unabhingig von der Wellen-
linge ergeben. Jeder Grenzschwingungszahl »; entsprechend, tritt
zu dem Betrag der Energie U des Grammolekiils ein neuer Sum-
mand hinzu, der gleich der Planckschen Funktion fiir die Schwin-
gungszahl »; mal der Anzahl der Molekiile im Grammolekiil ist.
Wir wollen diese Summanden zum Unterschied von den drei
Gliedern Debyescher Form aus weiter unten ersichtlichen Griinden
Glieder Einsteinscher Form nennen. Von ihnen kommen fiir
den Wert der Energie U merklich wiederum nur die (p) in Be-
tracht, die von den p Atom-Basisgruppen herriihren; denn die
Plancksche Funktion liefert fiir die ultravioletten Schwingungs-
zahlen der KElektron-Basisgruppen nur verschwindende Betrige
zu U (abgesehen von allerhochsten Temperaturen). Somit er-
halten wir fiir die Gesamtwirme folgende verhiltnismiBig einfache
und gut begriindete Naherungsformel 1):

0;
J adx TZ—,” C . (24)
0 eT — 1
1) M. Born, Dynamik der Kristallgitter, S.77.

3
U= N,kT 23
1




Atomwiirme nach Born, 29

in Worten: Der Wirmeinhalt eines p-atomigen Kristalls, der
aus N, Elementarparallelepipeden zusammengesetzt ist, besteht
nidherungsweise aus zwei Anteilen: Der eine Teil wird durch drei
Summanden dargestellt, die die Form von Debyes universeller
Funktion haben, mit den drei charakteristischen Temperaturen
0,, 0,, O,; der zweite Teil besteht aus 3 (p — 1) Summanden der
Einsteinschen Form mit Schwingungszahlen, die die ultrarote
Dispersion des Kristalls bestimmen.

Dag diese Bornsche Formel sich ausgezeichnet dem experi-
mentellen Befund anpassen 146t, daran kann nach den Erfahrungen
mit der Debyeschen Formel kein Zweifel sein. Einer Erweiterung
ist die Theorie indessen noch in der Richtung fihig, dal man
fiilr die Bewegungen von Atomen in den Gitterpunkten sich nicht
mit drei Freiheitsgraden pro Atom begniigt, also das Atom bei
Aufstellung der Bewegungsgleichungen nicht punktformig annimmt,
sondern das Atom als einen Korper betrachtet, der auch Rota-
tionen ausfiibren kann; Born und andere haben auch dieses
Problem bereits in Angriff genommen ?).

Zusammenfassend darf man sagen, dall die Theorie der Atom-
wirme, durch die Quantentheorie auf eine vollig neue Grundlage
gestellt, in der Debyeschen und besonders in der Bornschen
Form grofites Vertrauen verdient und durch ihre experimentelle
Bestitigung eine gewichtige Stiitze der Planckschen Quanten-
theorie abgibt.

Zweites Kapitel.

Die monochromatischen Theorien der Atomwirme
tester Korper.

Den zu grofier Vollendung gebrachten Theorien von Debye
und von Born sind einfachere Vorstellungen vorangegangen, die
immerhin den Verlauf der Atomwirme in ihrer Abhingigkeit von
der Temperatur zum Teil schon ganz befriedigend erkldren konnten.
Unser Bericht wire unvollstindig, wenn er nicht auch auf diese

1) M. Born, Phys. ZS. 19, 539 (1918).
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einfacheren Theorien eingehen wiirde. Einmal haben sie Formeln
geliefert, die infolge ihrer Einfachheit und ZweckmiBigkeit viel-
fach noch weiterhin Anwendung gefunden haben und finden werden;
zweitens finden wir in dem zweiten Teil der Bornschen Niherungs-
formel fiir die Energie die erste dieser einfacheren Formeln (die
von Einstein) wieder; und endlich bildet der erste Versuch
Einsteins, die Quantentheorie zur Erklirung des Wirmezustandes
fester Korper zu verwenden, doch die Veranlassung zu allen
weiteren Betrachtungen und damit den Beginn einer bedeutungs-
vollen Epoche, so dall es an sich wiinschenswert erscheint, auch
diese Arbeiten kennen zu lernen.

Theorie von Einstein. Einstein?) berechnete die spezi-
fische Wiarme der festen Korper unter der Annahme, daf die
Wairmebewegung der Molekiile aus Schwingungen einer einzigen
bestimmten Schwingungszahl bestehe, die die Molekiile unter dem
Zwang elastischer Kréfte zwischen ihnen ausfithren. Jedem schwin-
genden Molekiil sollte das Dreifache der Energie zukommen, die
das Plancksche Gesetz fiir die Temperatur und Schwingungs-
zahl gerade angibt. Daher sollte die Gesamtenergie des Systems
von N, einatomigen Molekiilen im Grammatom der Schwingungs-
zahl »

sein. Der Faktor 3 riihrt daher, daf Schwingungen der Mole-
kille in drei zueinander senkrechten Richtungen auftreten, dem
einzelnen Molekiil also das Dreifache der Energie der friiher be-
trachteten Oszillatoren (mit kinetischer und potentieller Energie)
zuzuschreiben ist. Im Gegensatz zu den Theorien von Debye
und von Born kann man diese Theorie von Einstein als
monochromatische Theorie der spezifischen Wirmen be-
zeichnen.

Hat man es mit mehratomigen Molekiilen zu tun, so kénnen
auch wohl mehrere verschiedene Schwingungszahlen vertreten sein.
Die Summe aller im Grammolekiil vorhandenen schwingungsfihigen
Gebilde, multipliziert mit der ihnen nach Planck zukommenden
Energie, liefert die Gesamtenergie des Systems, ndmlich:

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 22, 180 (1907).
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U=3N,Zhv—

|

oder wenn, wie frither; — —=fv=6, L . . . .. (26)

U—=3RX0 ,@‘1_

e —1

Das Z-Zeichen soll andeuten, daB iiber mehrere Glieder von der
hinter Z stehenden Form zu summieren ist, von denen sich jedes
auf eine Art schwingungsfihiger Gebilde bezieht. Die Anderung

der Energie pro 10 gibt die spezifische Wirme des Grammolekiils
(Molekularwirme)

On = ny.C, = 3RZJ<_<_T1>> ..... (27

n, sel die Anzahl der Atome im Molekiil und daher C, die mittlere
Atomwirme. Haben wir es nur mit einatomigen Molekiilen und
einer Art von Schwingungen zu tun, so folgt fiir die Atomwirme:

C,=3R <T>

— N (28)

(eT — 1)

Fiir kleine Werte von T’ also z. B. fiir hohe Temperaturen, geht

auch diese Formel iiber in den bekannten Ausdruck des Dulong-
Petitschen Gesetzes C, — 3 R. Bei hohen Temperaturen ist
also angendherte Giiltigkeit des Dulong-Petitschen Gesetzes
zu erwarten.

Nernst 1) hat in sehr anschaulicher Weise diese Formel
plausibel gemacht, indem er auf eine Vorstellung hinweist, die
man sich von der Bedeutung der Energiequanten in der Theorie
der Wirmebewegung der Atome machen kann. Auf der Abszisse
der Fig. 3 denken wir uns die N, Atome des einatomigen Kérpers
in gleichen Abstdnden, nach der GriBe ihrer augenblicklichen
Energiewerte geordnet, aufgestellt; als Ordinate sind die Energie-
werte aufgetragen. Dann stellt die ausgezogene Kurve dar, wie

1) W. Nernst, ZS. f. Elektrochem. 17, 205 (1911).
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die Energie nach dem Maxwellschen Verteilungsgesetz auf die
Atome verteilt ist; man sieht z B., daf verhiltnismiBig wenig
Atome eine Energie haben, die sehr viel kleiner ist, als der
mittleren Energie (mit der Ordinate ¥, — 3 —1—12\71—) entspricht;
0
dann folgt eine grofle Anzahl von Atomen, die eine der mittleren
Energie naheliegende Energie besitzen, und dann wieder wenige
mit abnorm vom Mittel nach oben abweichenden Energiewerten.
Wenn nun von Atom zu Atom durch irgend einen uns unbekannten

Fig. 3.

Bolousssunmucssmsessiovaimnsitismis seassglon 4

No

Maxwells Energieverteilung.

Mechanismus die Energie nur quantenweise abgegeben werden
kann, so miissen alle die Atome, die nach dem Maxwellschen
Verteilungsgesetz weniger Energie als das Quantum hv besitzen
wiirden, die Energie Null haben, sich also in absoluter Ruhe
befinden. Die Atome, denen nach dem Maxwellschen Gesetz die
Energie zwischen Av und 2 hv, bzw. zwischen 2 h» und 3hv usf. zu-
kime, miilten simtlich die Energicbetrige kv, 2hv usf. aufweisen.
Die Verteilung wiirde durch die treppenférmige Linie dargestellt.
Bei ihr wiirde man fiir die mittlere Energie gerade den Wert

U 1

er — 1

erhalten, aus der durch Differentiation nach der Temperatur und
Summation iiber alle Atome im Grammatom die Formel von
Einstein fiir die Atomwirme folgt.
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Die Anwendung der Formel von Einstein auf die Atomwéarme
des Diamanten bewies sofort ihre Brauchbarkeit. In dem Tem-
peraturgebiet zwischen — 50 bis 4+ 1000° nimmt, wie schon Beob-
achtungen von H. F. Weber?) gezeigt haben, die Atomwirme des
Diamanten von 0,76 bis 5,5 zu; und in der Tat entspricht die
Temperaturabhiingigkeit mit aller wiinschenswerten Genauigkeit
der Theorie Einsteins, wenn fiir v die Zahl 28.1012 gewihlt wird.

Spater erweiterte Einstein?) seine Theorie, indem er ver-
suchte, das v seiner Formel aus elastischen Konstanten des Korpers
zu berechnen. In erster Anndherung war fiir den Zweck nur
notwendig, die Direktionskraft, die das Atom durch seine Nach-
baratome in Raumgitteranordnung erfihrt, wenn es seine Ruhe-
lage verliBt, mit der Kompressibilitit in Beziehung zu setzen.
Seine Uberlegungen waren auch diesmal erfolgreich. Die Be-
ziehung, die zwischen der Schwingungszahl v, dem Atomgewicht A,
der Dichte ¢ und der Kompressibilitit » nach seiner Theorie
bestehen mubte, lautete

v = 3,3.107 A~ g—Ye 02,
Sie ergab ihm fiir Silber mit dem von Griineisen gefundenen Kom-
pressibilititskoeffizienten die Eigenschwingungszahl v — 3,3.101,
wihrend Nernst aus den Beobachtungen der Atomwirme 4.1012
ableitete.

Formeln von Nernst und von Nernst und Lindemann.
Weitere experimentelle Untersuchungen ergaben freilich, dal
nicht immer — speziell bei tiefen Temperaturen nicht — die
Einsteinsche Theorie ganz das wirkliche Verhalten der Korper
darzustellen vermochte, zuweilen nicht einmal qualitativ den Ver-
lauf der spezifischen Wirmen wiedergab. Besonders die vielen
zur Priiffung unternommenen Untersuchungen im Laboratorium
von Nernsts) haben zu dieser Erkenntnis gefiihrt. Nun laft sich
ja zwar die Einsteinsche Formel fiir die Atomwirme dadurch
leicht erweitern, dal man mehrere Glieder mit verschiedenen
Schwingungszahlen beriicksichtigt. Diese Art der Erweiterung
erscheint vom Standpunkt der urspriinglichen Theorie auch gerecht-
fertigt, wenn Grund vorhanden ist, anzunehmen, dafl verschiedene

1) H. F. Weber, Pogg. Ann. 154, 367 u. 553 (1875).

2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 84, 170 (1911).

3) Vgl. seine Zusammenstellung in dem Bericht auf dem Solvay-
Kongref 1911. Abh. d. D. Bunsen-Ges., Nr.7 (Knapp, 1914).

Valentiner, Die Quantenhypothese. 2. Aufl. 3
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schwingungsfihige Gebilde, z. B. verschiedenartige Atome in einem
Molekiil vorhanden sind. Immerhin nimmt dadurch die Gleichung
mehr und mehr den Charakter einer brauchbaren Interpolations-
formel an, biiBt also etwas von ihrem urspriinglichen Wert ein.
In manchen Féllen fiihrte eine von Nernst und Lindemann?)
vorgeschlagene Form mit zwei Gliedern, deren »-Werte sich wie
1:2 verhielten, zum Ziel, die also nicht mehr frei verfiighare
Konstanten enthielt als die urspriingliche Form von Einstein.

Sie lautete:
)]
o 3 R T 27
YT 9 L] 2 2 2
(eT — 1> 2T — 1)
und bewdhrte sich z. B. sehr gut bei Aluminium, Kupfer, Silber,
Blei, Quecksilber, Zink, Jod, Diamant und einer Reihe von Salzen.
Nernst und Lindemann haben auch versucht, die von ihnen
angegebene Erweiterung theoretisch zu begriinden; indessen ge-
lang das nicht ganz ungezwungen. Debye?) hat spiter gezeigt,
dafl sie formal in naher Beziehung zu seiner eigenen gut be-
stitigten Gleichung steht, die auf ganz anderer Grundlage, wie
wir sahen, abgeleitet ist. Entwickelt man beide Formeln nach
ganzen Potenzen von ®/7), so stimmen die beiden Reihen in ihren
ersten Gliedern sehr nahe iiberein. Die Entwickelung ist aber
nur fiir kleine Werte von ®/T moglich, fiir groflere Werte (tiefe
Temperaturen), fiir die das Debyesche 7-Gesetz Anwendung
finden mub, ergeben sich zwischen den beiden Funktionen fiir C,
merkliche Abweichungen. Spiter hat dann Nernst3) einen
zweifellos besser begriindeten Weg zur Erweiterung der Ein-
steinschen Formel beschritten, der ihn fiir den regulir kristalli-
sierenden einatomigen Korper zu der folgenden Beziehung fiir
die Gesamtenergie des Korpers fithrte:

+

0
o)
U:3RE—an—~ l—e T¥r—1/- 55
TerVn — 1

1) W.Nernst und F. A. Lindemann, Z8.{. Elektrochem, 17, 817 (1911).

2) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912).

3) W. Nernst, Vortrige der Wolfskehl - Stiftung 1913 in Gottingen,
S. 74 (Teubner, 1914).
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Man erhilt hieraus fiir die Atomwirme einen Wert, der auch bei
tiefen Temperaturen mit dem von Debye gut iibereinstimmt
(allerdings bei um 10 Proz. groflerer Schwingungszahl in der
Formel des letzteren). Der Formel liegt folgendé Uberlegung
zugrunde, die von der auf 8. 32 angefiihrten Vorstellung von
Nernst iiber die Verteilung der Energie auf die Atome ausgeht.
Die Atome, die dem Verteilungsgesetz entsprechend in Ruhe sind
(und das werden, je niedriger die Temperatur ist, um so mehr
Atome sein), hat man sich mit einem oder zwei oder mehr Nachbar-
atomen fest verbunden zu denken; bei den Atomen, die in Be-
wegung sind, sind dagegen die sie verbindenden Valenzen gelockert.
Nun wird es aber moglich sein, daf zwei oder mehr Atome starr
verbunden schwingen, wenn nimlich z B. die an zwei benachbarten
Atomen angreifenden Valenzen gelockert sind, wihrend die beiden
Atome starr verbunden bleiben. Je tiefer die Temperatur, um
so verschiedenartigere schwingungsfihige Gebilde konnen auftreten.
Die rechnerische Durchfiithrung dieser ldee fiihrt bei einer nicht
unplausiblen Annahme iiber die Anzahl der schwingungsfihigen
Gebilde verschiedener Art auf die obige Formel fiir U.
Molekulargewichtsbestimmung kristallisierter Soffe.
Es sei endlich noch erwihnt, dal Nernst1) zur Darstellung der
Molekularwirme mehratomiger Substanzen — man konnte sagen,

© Atomwirme nach
T Debye Einstein
0,0 5,955 5,955
1,0 5,670 5,48
5,0 2,198 1,02

10,0 0,451 0,027

20,0 0,058 0,000

in Vorahnung des Resultates der Bornschen Theorie — eine

Kombination der Einsteinschen Formel und seiner eigenen
letzten (bzw. der von Debye) vorgeschlagen hat. Dazu wurde
er durch folgende Betrachtung gefithrt. Im Fall mehratomiger
Molekiile wird man die Molekiilschwingungen und die Atom-

1) W. Nernst, Vortrage der Wolfskehl-Stiftung. — W. Nernst, Die
theor. u. exp. Grundlagen des neuen Warmesatzes.

3*
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schwingungen im Molekiil voneinander trennen miissen. Nur auf
die ersteren wird man Nernsts Theorie, wonach mit abnehmender
Temperatur mehr verschiedenartige Systeme auftreten, anzuwenden
haben; die ihnen zukommende Energie wird also seiner (bzw. der
Debyeschen) Formel entsprechen. Zur Darstellung der Energie
der Atomschwingungen im Molekil wird man aber die Ein-
steinsche Formel benutzen konnen, der zufolge, wie die kleine
Tabelle (s. v. S.) zeigt (Nernst, Grundlagen, S.53), bei tiefen
Temperaturen die Atomwirme schneller abfillt, als es das De-
byesche Gesetz verlangt.

Die Gesamtenergie der Molekiilschwingungen ist die Summe
der beiden einzeln berechneten Energiewerte. Es gelang Nernst
in der Tat, an einer Reihe von Beispielen die ZweckmiBigkeit
dieser Kombination nachzuweisen. Aus der von ihm unter an-
derem mitgeteilten Tabelle iiber die Molekularwédrme von Chlor-
silber, die hier abgedruckt ist, geht das aufs schonste hervor.

Molekularwéarme von Chlorsilber. v, = 21,3.1011; v, =— 37,4 .10,

Absolute 3 Absolute
Temperatur C’;" beob. C; ber. Tempoe:'latur C;}" beob. C;" ber.
235 2,98 2,95 116 10,34 10,95
26,4 3,44 3,49 207,5 1181 12,01
32,8 4,79 4,69 330 13,01 13,04
45,6 7,25 6,78 405 13,60 13,59
87,0 9,74 10,00 430 13,72 18,70

Neben den absoluten Temperaturen stehen in Spalte 2 die beob-
achteten, in Spalte 3 die berechneten Molekularwdrmen bei kon-
stantem Druck. Zu ihrer Berechnung diente

= () m )

in ihr ist Oy die Molekularwirme des zweiatomigen Molekiils bei
konstantem Volumen, aus der in bekannter Weise die bei kon-
stantem Druck gewonnen werden kann. F) ist die Funktion von
Debye mit dem aus dem Schmelzpunkt des Salzes nach Linde-
mann (8. unten) berechneten »,-Wert (= 21,3. 1011); F, ist die
Funktion von Einstein mit dem wv,, das die Atomschwingung
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zeigt; fiir sie nahm Nernst die Zahl, welche zu der von Rubens
beobachteten ultraroten Absorptionsbande gehdrte [37,4.10111)].

Die Formel bietet, abgesehen davon, daf sie zur Darstellung
der spezifischen Wirme dienen kann, noch ein anderes Interesse;
sie kann dazu benutzt werden, die Zahl der Atome im Molekiil
eines kristallisierten Korpers zu bestimmen, mit anderen Worten:
sie kann das Molekulargewicht liefern. Kennen wir durch irgend
eine Methode die Eigenschwingungszahl des Molekiils, so konnen
wir F, berechnen. F, ist nun bei tiefen Temperaturen (da die
Einsteinsche Funktion schneller nach Null abfillt als die von
Debye) gegen F, zu vernachlissigen. Bestimmen wir also bei
tiefen Temperaturen die Atomwirme C, und dividieren F; durch
C,, so werden wir die Anzahl von Atomen im Molekiil erhalten.
Nernst?) hat diese neue, interessante Methode der Molekular-
gewichtsbestimmung fester Stoffe bei einer ganzen Anzahl von
Korpern mit gutem Erfolg anwenden konnen.

Wenn man das Gesagte iiberblickt, so erkennt man, daB
eigentlich sich zwei von Grund aus verschiedene Anschauungen
dariiber, wie die Quantentheorie auf die Warmebewegung der
Atome zu iibertragen ist, gegeniiberstehen. Einstein und (ihm
folgend) Nernst nehmen an, daf auf die Schwingungen der
Atome die Quantenhypothese anzuwenden sei etwa in der Weise,
daB die Atome selbst ihre Energie quantenweise abgeben und
aufnehmen sollen. Dagegen fordern Debye und Born und
v. Kirmén, daf den zusammenhiingenden Wellenziigen, an denen
eine ganze Reihe von Molekiilen beteiligt sind, eine quanten-
miBige Energieaufnahme oder -abgabe zuzuschreiben sei. Die
Schwierigkeit, die bei der Wiarmestrahlung durch die Annahme
besonderer Oszillatoreigentiimlichkeiten behoben wurde, und die
bei der Einstein-Nernstschen Auffassung vielleicht durch die
Annahme besonderer Atomeigenschaften behoben werden kann, —
diese Schwierigkeit der Vorstellung davon, welches die tiefere
Bedeutung der Energiequanten sei, tritt bei der hier zuerst be-
handelten neueren Theorie der spezifischen Wirmen weit mehr
hervor.

1) Uber die Beziehung des v zn der Schwingungszahl der ultraroten
Absorptionsbande s. unten S. 40.
2) W. Nernst, Vortrige der Wolfskehl-Stiftung 1913 in Géottingen.
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Drittes Kapitel.

Uber die Schwingungszahl »; Zusammenstellung
der Formeln fiir die Atomwairmen.

Der vorige Abschnitt hat uns mit einer Reihe von Formeln
bekannt gemacht, durch die die Abhingigkeit der Atomwirmen
von der Temperatur dargestellt werden kann. Ihrer Ableitung
liegt die Quantenhypothese zugrunde und gewisse Vorstellungen
iiber die Konstitution der festen Kérper. Wie schon mehrfach
hervorgehoben, stellen sie im ganzen die Beobachtungen der Atom-
wirme an allen bisher untersuchten Stoffen recht gut dar, wenig-
stens in groflen Temperaturgebieten!). Die Erfahrung bestitigt
also im allgemeinen das wichtige Ergebnis der Theorie, daB fiir
grolle Gruppen von Korpern, ndmlich fiir regulire Kristalle sowohl
wie fiir isotrope einatomige Korper, die Temperaturabhingigkeit
der Atomwirmen genau die gleiche ist.

Beziehung der Schwingungszah! » zu elastischen und
thermischen Konstanten. Eine wichtige und empfindliche
Methode, die Formeln von Einstein, Debye usw. zu priifen, die
eine bestimmte ,charakteristische Temperatur4 ® bzw. eine be-
stimmte Schwingungszahl » enthalten, besteht, worauf schon hin-
gewiesen wurde, darin, die aus den Atomwirmen berechneten
Werte von ® mit den aus elastischen Konstanten sich ergebenden
zu vergleichen.

Einstein hatte ja gezeigt, wie die dem Material charakteristische
Schwingungszahl v, die als einzige Materialkonstante in seiner
Formel vorkommt, aus der Kompressibilitdt zu berechnen ist. Auch
Debye hatte fiir das », welches in die ,charakteristische Tempe-
ratur® @ — Bv seiner Formel eingeht, einen Ausdruck angegeben,
der sich aus den Elastizitiitskonstanten berechnen 1aSt.

Ferner hat Lindemann 2) auf Grund einfacher Uberlegungen
und Annahmen, die den Schmelzprozel betreffen, fiir einatomige
feste Korper eine Beziehung zwischen der Schwingungszahl v,

1) Vgl. die Zusammenstellung bei Schrédinger, Phys. ZS. 20, 476
(1919).
2) F. A. Lindemann, Phys. ZS. 11, 609 (1910).
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dem Atomvolumen ¥V, und der Schmelztemperatur 7, abgeleitet.
Und wie Griineisen?) zeigte, 146t sich » auch aus der Tempe-
raturabhiéingigkeit des Ausdehnungskoeffizienten gewinnen; denn
bei einatomigen Korpern dndert sich der Ausdehnungskoeffizient
der Atomwirme anndhernd proportional.

Das Ergebnis der Vergleichungen ist immer ein mindestens
einigermaflen befriedigendes gewesen. Gar zu groBe Anspriiche
an die Genauigkeit der Ubereinstimmung wird man von vorn-
herein nicht stellen, da diese Theorien, wie wir wissen, mit
manchen Vernachlissigungen und Idealisierungen behaftet sind.
Mehr wird man bei einer entsprechenden Priifung von der Theorie
von Born und v. Kdrman und ihrer Erweiterung durch Born
erwarten diirfen. Leider fehlt es an geniigenden Daten, um ihre
Formeln in der Richtung exakt priifen zu kénnen, auch sind die
allgemeinen Formeln fiir einen solchen Vergleich zu kompliziert.
Fiir einige spezielle Fille ist es gelungen, die Born-v. Kdrmén-
schen Formeln durch Niherungsformeln zu ersetzen mit Koef-
fizienten, die sich aus vorliegenden Elastizititsbestimmungen be-
rechnen lassen, und in diesen Fillen zeigte sich eine erstaun-
liche Ubereinstimmung. Man erkennt das z. B. aus den folgenden
zwei kleinen Tabellen. In der ersten Spalte ist die absolute

Na Cl KCl

Temperatur, in den beiden folgenden die Atomwirme bei kon-
stantem Druck aufgefiihrt, und zwar in der zweiten Spalte der
beobachtete Wert Oy, in der dritten der Wert C,, den Thirring?)
aus den elastischen Konstanten fand, indem er die Born- und
v. Kdrméansche Formel durch eine fiir nicht allzu tiefe Tempe-

1) E. Grineisen, Ann. d. Phys. 39, 257 (1912).
%) H. Thirring, Phys. ZS. 14, 867 (1913); 15, 127 u. 180 (1914).
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raturen geltende Néherung (eine Reihenentwickelung nach Potenzen
- 2
yon [%]) ersetzte. Die eine Tabelle bezieht sich auf Steinsalz,

die andere auf Sylvin. Sogar bei dem dreiatomigen FluBspat und
Pyrit fithrt die Rechnung von Thirring ganz offenbar in dem
Temperaturgebiet, fiir das seine N#herungsformel iiberhaupt nur
gelten soll, auf richtige Werte der spezifischen Wérme. Forster-
ling?) hat neuerdings den ersten Teil der neuen Bornschen
Formel durch eine Reihenentwickelung ebenfalls nach Potenzen

2
von (%) ersetzt und auf diese Weise einen Ausdruck fiir die

Atomwirme gewonnen, der bei nicht zu tiefen Temperaturen
sich noch enger an die neue Bornsche Formel anschliefen muf,
da er in seiner Formel beide Arten von Gliedern (die Debye-
schen und die Einsteinschen) beriicksichtigt. Die allerdings
nicht sehr zahlreich vorliegenden experimentellen Werte (aus
Messungen an Steinsalz, Sylvin, Flufispat, Quarz) bestitigen die
Rechnungen Forsterlings und damit die Theorie von Born
aufs beste.

Beziehungen der Schwingungszahl » zu ultraroten
Eigenfrequenzen. Einstein hat bereits in seiner ersten Arbeit
iiber die Atomwdrmen (1907) darauf hingewiesen, dafl offenbar
eine Beziehung zwischen den aus seiner Theorie folgenden v-Werten
und den beobachteten Absorptionsspektren im Ultraroten (den
Reststrahlen) besteht. Nach seiner Formel mufl die Schwingungs-
zahl v eines Korpers, dessen Atomwirme bei Zimmertemperatur
(T = 8000 abs.) nicht stark von 3 R, dem Wert des Dulong-Petit-
schen Gesetzes abweicht, kleiner sein als etwa 6.1012 Schwingungen
in der Sekunde. Erst wenn v groflere Werte als 6.1012 annimmt,
ergibt sich fiir die Atomwirme eine merklich kleinere Zahl bei
Zimmertemperatur als 3 R. Derartig schnell schwingende Ge-
bilde miissen aber, wenn sie elektrisch geladen sind, auf elektro-
magnetische Wellen von der Wellenldnge < 50 u reagieren, also auf
Wellen, die auch optisch oder als ultrarote Wirmestrahlung nach-
weishar sind. Korper aus solchen Gebilden werden also ein Gebiet
starker Absorption bei einer Wellenldnge < 50 u zeigen. Es tritt so-

1) K. Férsterling, Ann. d. Phys. 61, 549 (1920) und ZS. f. Phys. 8,
9, (1920). — Vgl. auch L. Hopf und G. Lechner, Verh. d. D. Phys. Ges.
16, 643 (1914).
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mit hier eine Beziehung zwischen optischen und thermischen Eigen-
schaften der Korper hervor, deren Bestitigung durch die damals
vorliegenden Beobachtungen an einigen Salzen eine wertvolle
Stiitze seiner Theorie bedeutete. Die Priifung dieser Beziehung
hat auch in der Folgezeit eine grofie Rolle gespielt, besonders
nachdem es Madelung?) 1910 gelang, aus einfachen Vorstellungen
iiber den Aufbau regulir kristallisierter zweiatomiger Verbindungen
eine quantitative Beziehung zwischen der Reststrahlenwellenlénge
und den elastischen Konstanten dieser Stoffe abzuleiten. Der
Zusammenhang zwischen der auf thermischem Wege gewonnenen
Schwingungszahl und der beobachteten Reststrahlenfrequenz ist
aber keinesfalls ganz einfach, kann es schon aus dem Grunde
nicht sein, weil doch die strengere Theorie der spezifischen
Wérmen mit einer groffen Anzahl von Frequenzen rechnet und
z. B. die Debyeschen Grenzfrequenzen nur Mittelwerte ausge-
dehnterer Frequenzbereiche darstellen. Es ist daher iiberraschend,
daB die Werte der Debyeschen Grenzfrequenzen fiir die Salze
K(Cl, NaCl, KBr, CaF, sehr nahe mit den von Rubens be-
stimmten Reststrahlenfrequenzen iibereinstimmen. Aus Bormns
Theorie geht, wie wir sahen, hervor, dafl ultrarote Eigenfrequenzen,
die den Reststrahlfrequenzen entsprechen miissen, stets auftreten,
wenn mehrere Basisgruppen (mebratomige Molekiile) im Kristall-
gitter vorhanden sind. Er hat weiter auch gezeigt, wie diese
Frequenzen aus den Atomkriften und Konstanten zu berechnen
sind und wie viele filr die verschiedenen Kristallsysteme zu er-
warten sind. Und er hat weiter gezeigt, daB diese nach seiner
Theorie berechneten Frequenzen der Grofenordnung nach bei
zweiatomigen Kristallen mit den Reststrahlfrequenzen iiberein-
stimmen. DaB eine Differenz zwischen den beobachteten Rest-
strahlenfrequenzen und den nach Born berechneten Eigen-
schwingungen bestehen muB und wie grof diese Differenz sein
muB, ergab eine neuere Untersuchung von Forsterlings). Die
von ihm mit Riicksicht darauf berechneten Werte stimmen aus-
gezeichnet mit den von Rubens bestimmten Reststrahlenwellen-
lingen iiberein. So sind denn auch diese Versuche der Priifung,
in denen es sich um die theoretische Erfassung der Zusammen-

1) E. Madelung, Phys. ZS. 11, 898 (1910).
?) K. Forsterling, Ann. d. Phys. 61, 577 (1920).
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hinge von optischen und thermischen Konstanten handelt, bereits
in hochstem MaBe erfolgreich gewesen und haben einen neuen
Beweis der Brauchbarkeit der Grundlagen, also der Quanten-
theorie und zugleich der modernen Raumgittertheorie der Kri-
stalle geliefert.

Zusammenstellung der Formeln. Der Ubersichtlichkeit
halber sind die verschiedenen Formeln fiir die Atomwéirmen hier

Fig. 4.
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Verlauf der Atomwirme.
Nach Einstein (1,1’), nach Nernst-Lindemann (2, 2’), nach Debye (3, 3').

unten zusammengestellt, zugleich mit ihren ungefihren Giiltig-
keitsgrenzen sowie die Formeln, die zur Berechnung von v dienen
konnen. Die beigefiigte graphische Darstellung?), in der als
Abszisse der Wert ﬁ;’l}} oder %—, als Ordinate die Atomwirme ein-
gezeichnet ist, 146t deutlich den Unterschied erkennnen, der zwi-
schen den Formeln von Einstein (Kurve 1, und in zehnfach
vergrofertem Malstab, um den Verlauf in der Néihe des Null-
punktes besser erkennen zu konnen, Kurve 1’), von Nernst-

1) Entnommen aus P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912).
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Lindemann (Kurve 2 bzw. 2') und von Debye (Kurve 3 bzw. 3')
besteht (Fig. 4).

In der Praxis wird zweckm#fBig im Gebiet der tiefsten Tempe-
raturen die Debyesche 7'3-Formel (oder die Formel von Nernst)
Anwendung finden; sie gilt angenihert fiir die meisten iiberhaupt
untersuchten Korper. Fiir hohere Temperaturen wird man in der
Regel mit der bequemen Einsteinschen Formel (bei geeigneter
Wahl von v aus den Beobachtungen der Atomwirme), oder der
Nernst-Lindemannschen Erweiterung auskommen. Zur Be-
rechnung der Funktionen bediene man sich der bequemen Tabellen
von Pollitzer (Nernstsches Wirmetheorem, 1912) und von
Nernst (Grundlagen, 1918). Bei hoheren Genaunigkeitsanspriichen
wird man, besonders im Gebiet nicht zu tiefer Temperaturen, zur
Darstellung der Atomwirmen von ein-, zwei- und mehratomigen
Kristallen die Formeln von Born, von Thirring und von
Forsterling heranziehen miissen.

Die Formeln fiir den Energieinhalt U des Grammolekiils und
%Z—Zq (m, Atomzahl im Molekiil)
sind nach dem Gesagten unmittelbar verstindlich; in den Formeln
fiir die Schwingungszahl v bedeutet: a Raumgitterkonstante, 4
Atomgewicht, M, M, Molekulargewichte, 7, absolute Schmelz-
temperatur, ¥4 Atomvolumen, ¢ Volumenausdehnungskoeffizient,
x Kompressibilitit, ¢ Dichte, ¢ Verhiltnis der Querkontraktion
zur Lingsdilatation.

fiir die mittlere Atomwirme C, —

1. Einstein (1907):

s o=

zu summieren iiber alle Gattungen von schwingenden Elementar-
gebilden mit der Schwingungszahl v,

By Br o
eT —1 eT——1>

gv (BN
U: 3R-_ﬁ_1}h_. C :336T<17>

fiir einatomige Korper, fillt bei tiefen Temperaturen zu schnell
gegen Null ab.
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2. Nernst-Lindemann (1911):

Bv
3R( Bv 2 )
U=\ t=m ’
e? —1 eT—1

stimmt mit der Formel von Debye fir Werte von %’; < 4

nahe iberein, fillt bei niedrigen Temperaturen zu schnell gegen
Null ab.

3. Nernst (1913):

oo Vﬁ _ By 1
U—_-sR}}f‘"—Q—e TVn—1)

_Bv_ nis

fiir regulére einatomige Kristalle; zeigt annihernd den gleichen
Verlauf wie die Formel von Debye, wenn in letzterer fir »
ein 10 Proz. groBerer Wert benutzt wird als in dieser. Der
Exponent 2,5 ist so gewihlt worden, dal bei tiefen Tempe-
raturen der gleiche Abfall vorhanden, wie die Formel von
Debye ihn fordert.

4. Debye (1912):
Bv By
T H d T ¢ d 1
$f a3dzx \? [ z2dzx v
U:QRT(—— BT 0,=9R 4(—— _Bv .
pv) Jee—1 gv) Jee—1 T B»

0 0 eT—1
fiir isotrope einatomige Korper abgeleitet; v — O nennt Debye
scharakteristische Temperatur“; stellt die Beobachtungen im
ganzen Verlauf recht gut dar; besonders gut bei vielen reguléren
Kristallen; ergibt fiir tiefe Temperaturen Proportionalitit von
U mit T4, giiltig fir alle Kérper; und als Wert der Atomwéarme:

TN\ L T\3
C, = 3 R.77,938 <W> — 4645 <ﬂ> :

giiltig fir alle Kérper mit dem Debyeschen Wert von »

(s. unten) fir Werte von B%<0,08.

5. Born und von Karman (1912):

U=N, Gﬁi‘”f fw)dedy dy.

f(v) ist die Plancksche Energiefunktion; zwischen v, ¢, ¢, ¥
besteht die Gleichung der Dispersion vom dritten Grade in »2;
vy, ¥g, ¥3 8ind die drei positiven Wurzeln dieser Gleichung; die
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Bedeutung von ¢, v, y siehe oben Gleichung (21). Die Formel
ist fiir einatomige Kristalle abgeleitet und gilt nach Thirring
und Goldhammer ganz allgemein fir beliebige Kristalle,
vgl. aber Nr.7. Daraus fiir regulire einatomige Kristalle:

3
s A
U N0a3hJ‘-" ‘h%"" d%d :
kTh 1

die Integrale zu nehmen iiber alle Wellenlingen 4 mit den
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ¢;, ¢y, ¢; der drei Arten von
Schwingungen in jeder Richtung des Raumgitters des reguliren
Kristalls, und iber die Winkelelemente dw der Einheitskugel;
a Gitterkonstante — Abstand der Gitterpunkte; die Formel
fihrt bei tiefen Temperaturen auf das Gesetz von Debye,
némlich zu der Atomwirme:

0, = 9,74.100™ (T)a;
0 \¢C

m

m Atomgewicht, o Dichte, c,
gegeben durch den Ausdruck

4z
j Z dw = "5
M
Im isotropen Medium (Debye) gilt:

3
on

mittlere Schallgeschwindigkeit,

=+

wenn ¢, und ¢, die longitudinale und transversale Schallgeschwin-
digkeit ist.

6. Thirring (1913):

C, = 3.R{1—%Jl(g,y—}-%;%(%)i_m};

B, sind die Bernoullischen Zahlen, J;.J,... aus den Elastizi-
titskonstanten berechenbare Koeffizienten 1); die Formel ist aus
der allgemeinen Gleichung von Born und v. Karméan fiur die
Energie eines kristallinischen Mediums abgeleitet, gilt der Ab-
leitung entsprechend fiir nicht ganz niedrige Temperaturen, fiir
die die Reihe stark konvergiert; stimmt ann#hernd iiberein mit
der Entwickelung der Formel von Debye:

C—?’R{ Zz)(g’>ﬁ+5%<g>4 18111644(13 + }

1) H. Thirring, Phys. ZS. 14, 867 (1913); 15, 127 u. 180 (1914).
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7. Born (1915):

N, = 2w
U= (Q%QEJIIf(Vi)d¢d¢dZ3
1
0

f(v) die Plancksche Energiefunktion; zwischen v, ¢, v, x be-
steht fiir jede der s Basisgruppen eine Gleichung dritten Grades
in »2, die Dispersionsgleichung. Die Summe ist zu nehmen iiber
alle 3s positiven Wurzeln v; dieser Gleichungen. Die Formel
gilt fir alle Kristalle. In Annéherung gilt:

3 % 3p d
vo (T\3(x3dx T
U=RT) >3 <ﬂ) Lx_1+2_ﬁv, L
1 0 4 e—iv—_l

V1, Vg, V3 aus mittleren Schallgeschwindigkeiten nach der Formel

3
v, = Fz—\/ % zu berechnen, p die Zahl der Atombasisgruppen

des Kristalls, v,... V3, die Eigenschwingungszahlen, die fiir die
ultrarote Dispersion des Kristalls, z. B. in der Ketteler-
Helmholtzschen Dispersionsgleichung maBgebend sind.

Formeln fiir die Schwingungszahl »1):
1 1\% ,
. v=2,56. 107(11111112)‘/6<M—1 + 11_12> o—"sx—2[Madelung?) 1910].

.v=23,6.1074—s o= Ys x—* (Einstein, 1911).
.v=38,1.102 4" V" I (Lindemann, 1911).

. v=1,68.101 C}2—"2 V7' (Griineisen, 1912).
v="T,4.10" A" "o~ x—"2f(6)"s (Debye, 1912).

flo) =2 <32‘ %{%yﬁz + <§ atﬁa) "

—

S W b

Zwei Beispiele guter Ubereinstimmung der Formeln
von Debye und von Nernst-Lindemann mit der Erfahrung
seien endlich hier noch mitgeteilt. Wir wollen die Beobachtungen
von Eucken und Schwers?) am Fluflispat mit der Debyeschen

1) Vgl. die Zusammenstellung von Blom, Ann. d. Phys. 42, 1397 (1913).
— Die Schwingungszahlen der nach dem Atomgewicht geordneten chemischen
Elemente zeigen die Periodizitit des Mendelejeffschen Systems, worauf
‘W. Biltz hingewiesen hat. ZS. f. Elektrochem. 17, 670 (1911).

2) Diente E. Madelung zur Berechnung der Frequenz der ultraroten
Eigenschwingungen. Phys. ZS. 11, 898 (1910).

8) A. Eucken u. . Schwers, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 578 (1913).
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Formel vergleichen, indem wir fiir 8v wihlen 474, um zu zeigen,
daf die Debyesche Formel auch auf regulire mehratomige Ver-
bindungen zuweilen mit bestem Erfolg angewendet werden kann;
die Tabelle 1 ist der Arbeit der genannten Forscher entnommen;
es sind in ibr neben den absoluten Temperaturen die aus den Beob-
achtungen erhaltenen Molekularwidrmen bei konstantem Volumen
und die nach Debye berechneten zusammengestellt. Dem Wert
474 fiir Bv entspricht die Wellenlinge 30,8 4, wihrend aus optischen
Untersuchungen die Eigenschwingungen mit einer Wellenldnge
von 24y und von 31,6 u sich ergaben.

Als zweites Beispiel seien die Beobachtungen am Diamant,
der fiir die ganze Theorie von historischer Bedeutung geworden
ist, mit der in diesem Fall villig ausreichenden Formel von
Nernst und Lindemann verglichen. Der Diamant hat noch
insofern ein besonderes Interesse, als bei ihm schon lange vor
Erreichung des absoluten Nullpunktes die Atomwéirme, also auch
der Energieinhalt verschwindend klein wird. Die Tabelle ist
aus dem Bericht von Nernst auf dem Solvay-KongreB 1911 iiber-
nommen; die Berechnung der Atomwirme wurde mit fv = 1940
ausgefiihrt.

Tabelle 1. Molekularwirme von FluBispat,

fv = 474.
Absolute C, C, Absolute c, C,
Temperatur | (beobachtet) | (berechnet) | Temperatur | (beobachtet) | (berechnet)

17,50 00670 | 0,700 52,60 1,824 1,902
19,9 0,1028 0,1033 55,1 2,039 2,136
21,5 0,1316 0,1302 57,4 2,253 2,334
235 0,1680 0,1710 59,6 2,468 2,526
25,6 0,2180 0,2200 66,5 3,306 3,276
27,6 0,276 0,277 67, 3,465 3,465
299 0,381 0,325 69.7 3595 3,660
34,0 0,536 0,515 81,6 5,044 5,080
36,8 0,663 0,652 82,2 5,082 5,160
37,5 0,713 0,690 82,7 5,172 5,920
39,8 0,836 0,825 83,9 5,261 5,370
420 0,987 0,957 86,0 5,537 5,620
452 1,222 1,167 236,5 14,60 14,74
47,9 1,390 1,407 328,0 16,16 16,12
50,3 1,504 1,668
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Tabelle 2. Atomwirme des Diamanten.

Bv = 1940.
Absolute c, Cv Absolute C,, C,
Temperatur | (beobachtet) | (berechnet) | Temperatur | (beobachtet) | (berechnet)
300 0,00 0,000 2430 0,95 0,97
42 0,00 0,000 262 i 1,14 1,16
88 0,03 0,006 284 1,35 1,37
92 0,03 0,009 306 1,58 1,59
205 0,62 0,62 331 1,83 1,82
209 0,66 0,65 358 2,11 2,07
220 0,72 0,74 413 2,64 2,53
222 0,76 0,78 1169 5,23 5,19
232 0,86 0,87 |

Drittes Kapitel
Die Zustandsgleichung des festen Korpers.

P. Debyet) hat die Wirmevorgiinge im festen Korper nach
Ausarbeitung seiner Theorie der spezifischen Wirme in sebr um-
fassender Weise weiter verfolgt. Er stellte sich die Aufgabe, auf
Grund der Anschauungen, die zum Verstindnis der spezifischen
Wérme gefiihrt hatten, eine Gleichung abzuleiten, durch die die
Zustandsinderungen des festen Korpers vollstindig bestimmt sind.
Wir wollen uns jetzt mit dieser neuen, sehr wichtigen Anwendung
der Quantentheorie, die iibrigens auch von anderer Seite in An-
griff genommen wurde, beschiftigen.

Thermodynamisches Potential. Es wird als eine #ullerst
kithne Forderung erscheinen, durch eine Gleichung iiber alle
moglichen Zustinde und Zustandsinderungen eines festen Kérpers
Rechenschaft geben zu sollen. Es mufl doch z. B. aus der be-
treffenden Gleichung abgelesen werden kionnen, wie sich ein fester
Korper verindert, wenn wir den auf ihm lastenden Druck #ndern,
oder auch, wie sich das Volumen des Korpers verindert infolge

1) P. Debye, Vortrige der Wolfskehl-Stiftung 1913 in Gottingen.
(Teubner 1914.)
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von Temperaturinderungen bei konstant gehaltenem &#ulleren
Druck usw. Die Thermodynamik hat gliicklicherweise einen
Weg, auf dem wir zu einer solchen Gleichung gelangen konnen,
vorgezeichnet.

Nehmen wir einmal an, wir konnten den Zustand des festen
Korpers durch seine Temperatur 7' und eine grofie Anzahl anderer
Zustandsgrofen (Zustandsvariable oder Koordinaten) o, oy, ... ax
bestimmen und wir wiilten, um wieviel sich die Variablen in dem
Zeitelement d¢ verdndern, wenn irgendwelche Krifte (Druck-
krifte, elektrische, magnetische Krifte, innere Krifte usw.) auf
den Korper wirken. Dann wiirden wir angeben konnen, wie sich
der Zustand des Korpers unter dem EinfluB der Krifte dndert.
Es ist sehr wohl moglich, daB manche Krifte auf Anderung von
mehreren der o, ..., hinwirken; es ist aber auch denkbar, daf
die o;...a, so gewihlt sind, dal von den bekannten Kriften, die
den Zustand des Korpers beeinflussen, eine jede nur eine der
Koordinaten zu verindern strebt, wihrend die iibrigen nicht beriihrt
werden. Wir wollen fiir diesen Fall die Koordinaten mit z,...x,
bezeichnen und die Kraft, die auf die Koordinate z; und nur auf
diese in Richtung ihrer Vergrofierung wirkt, X; nennen. In der
kleinen Zeit dt werde durch die Kraft X; die Koordinate z; um
d z; vergrofert, also die Arbeit X;dz; geleistet. Die Summe aller
moglichen Arbeiten, vermehrt um die Anderung der inneren
Energie U des Korpers bei dem Ubergang von einem Zustand in
den anderen, wird nach dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik gleich sein miissen der Anderung der Entropie S des
Korpers, multipliziert mit der Temperatur. Es wird also folgende
Gleichung gelten:

alU = TdS—Z,X,dx, ....... (29)
Wir konnen statt dessen auch schreiben:
dA(U—-TS) = —8SdT—YX;da; . . . . (29)

und wollen einmal annehmen, es sei uns auf irgendwelche Weise
gelungen, die Grofe:

U—-T8S=H......... (80)
als Funktion der Temperatur und der Variablen z,...z, zu
finden. Dann kénnen wir offenbar auf rein mathematischem
Wege (durch partielle Differentiation nach den Variablen) die
Kraft X; und die GroBe S, die im Korper die Verdnderungen dz;

Valentiner, Die Quantenhypothese. 2. Aufl. 4
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und d7 hervorrufen, als Funktionen der Variablen (7, z;...x.)
gewinnen. Denn nach (29') ist:

oH oH

a—T—_——S, %__—X,; N 28
(bei der Differentiation miissen immer die anderen Variablen als kon-
stante Parameter behandelt werden). Aus diesen Gleichungen kénnen
wir ablesen, wie die Krifte beschaffen sein miissen, um eine bestimmte
Anderung des Korpers zu verursachen, ferner, welche Anderungen
durch Krifte, die auf die Variablen wirken, im Kérper hervorgerufen
werden. Mit der Angabe der Funktion H aller denkbaren
Variablen wéren daher die Zustandsinderungen, die an
Korpern auftreten konnen, vollig bestimmt.

Man nennt H ein thermodynamisches Potential; es gibt
mehrere derartige interessante ,thermodynamische Potentiale“, die
alle zur Ableitung der moglichen Zustandsinderungen des Korpers
filhren. Zum Unterschied bezeichnet man H nach Helmholtz
auch als die freie Energie?).

Die Aufgabe, die sich Debye stellte, muBte also die sein,
eines der thermodynamischen Potentiale des festen Korpers auf-
zusuchen und dabei von der Vorstellung auszugehen, daf der
feste Korper von elastischen Schwingungen durchzogen sei, deren
Energie durch das Plancksche Gesetz bestimmt wird; er wihlte
die freie Energie H.

Statistische Betrachtungen lehren, dafi und wie man die
freie Energic eines Korpers als Funktion der unabhingigen Zu-
standsvariablen finden kann, sobald man die Energie U des Korpers
als Funktion der seinen Zustand bestimmenden Koordinaten x;
und der sogenannten Impulskoordinaten?) £ kennt. Der klareren
Vorstellung halber sei die formal einfache Vorschrift hier an-
gegeben. Man bilde:

U
Z=[e " du, .. du, dby...dbny . . . . . (32)

1) H wird auch isothermes thermodynamisches Potential genannt, weil
bei Berechnung der Krafte X, durch Differentiation die Temperatur konstant
zu halten ist, im Gegensatz zu der Funktion U, die nach Gleichung (14) die
Kréfte liefert, wenn bei der Differentiation die Entropie S konstant gehalten
wird. U ist deshalb auch das adiabatische (isentropische) thermodynamische
Potential genannt worden (Gibbs).

2) Oder Bewegungsgrofe (= Masse . Geschwindigkeit) seiner einzelnen
Teile.
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worin das Integral iiber alle moglichen Werte der x; und &; zu
erstrecken ist und U die Summe der potentiellen und der kine-
tischen Energie des Korpers bedeutet. Die freie Energie H ist dann
zu berechnen aus:

H=—FkTlogZ. .. . .. ... (33)
Somit handelt es sich nur um das Aufsuchen der Energie des
festen Korpers.

Nun war ja in den beiden vorigen Abschnitten eigentlich
von nichts anderem die Rede als von der Energie des festen
Korpers, und es mdichte da auf den ersten Blick scheinen, als
sei die Aufgabe sehr leicht und schnell erledigt. Das ist aber
doch nicht der Fall, weil die Anderungen des Korpers in den
vorigen Abschnitten der Bedingung unterworfen waren, daf sein
Volumen ungeéindert bleiben solle. Energieiinderungen, die durch
die Volumeninderungen bedingt werden, konnen dort gar nicht
auftreten, und so kommt auch der Betrag, der mit der Ausdehnung
der Korper zusammenhiingt, in den dortigen Ausdriicken gar nicht
vor. Wollen wir also auch die bei Anderung des Volumens auf-
tretenden Kriifte und die Abhingigkeit des Volumens von der
Temperatur aus der freien Energie ablesen konnen, so miissen
wir durch Einbeziehen dieses Betrages die Energie modifizieren.
Dies erfordert von neuem ein niiheres Eingehen auf den Aufbau
des Korpers aus seinen ¥lementer, den Atomen.

Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Bisher hatten
wir mit Bezug auf die Forderung, dafi das Volumen des Korpers
bei allen Temperaturen dasselbe sei, angenommen, daf3 die Ruhe-
lage der schwingenden Molekiille und Atome immer erhalten
bleibe, auch wenn die Amplituden der Schwingungen grofere
und grofere Werte annehmen. Jetzt miissen wir, um uns von
der Ausdehnung des Korpers bei Temperaturerhbhung Rechen-
schaft zu geben, annehmen, dal infolge der Temperaturinde-
rungen Verlagerungen der Gleichgewichtslagen eintreten. Das
mul natiirlich durch den inneren Mechanismus geschehen, d. h.
durch dieselben Krifte zwischen den Atomen, die sie in der
Ruhelage zu halten suchen und die Schwingungen um diese
Ruhelagen veranlassen. Rein elastische Krifte, deren Grofle
proportional der Entfernung des Molekiils von der Ruhelage un-
abhéingig vom Vorzeichen ist, konnen nun bei noch so grofen
Ausschwingungen nicht zu einer Anderung der Ruhelage fiihren.

4%
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Vielmehr miissen wir, wie Debye nachweist, annehmen, dall die
riicktreibenden Krifte kleiner sind, wenn sich die Atome in der
einen Richtung bewegen, als in der entgegengesetzten. Es kann
sich hierbei natiirlich nicht um absolute Richtungen im Raume
handeln, sondern nur um die Richtung eines Atoms auf ein
anderes zu, oder von ihm fort. Denn ein Atom wird ja nur
infolge der Kraftwirkung der umliegenden Atome in seiner Ruhe-
lage gehalten. Zwischen den Atomen wird also eine Kraft
wirksam sein, die sich stirker einer Anniherung als
einer Entfernung der Atome widersetzt. Mitanderen Worten:
ein fester Korper striubt sich mehr gegen eine Kompression als
gegen eine Dilatation. Auf den ersten Augenblick scheint diese
Annahme im Widerspruch mit der Erfahrung zu stehen. Denn
das bekannte Hookesche Gesetz sagt aus, dal der absolute Betrag
der relativen Deformation proportional der sie hervorrufenden
Kraft und unabhiingig vom Zeichenwechsel der deformierenden
Kraft sei. Und dieses Hookesche Gesetz, von dem bei der Be-
stimmung der elastischen Eigenschaften eines Korpers so hiufig
Gebrauch gemacht wird, hat bisher in gewissen Grenzen experi-
mentell immer gut bestitigt werden konnen. Bei stirkeren
relativen Deformationen hat man jedoch in der Tat Abweichungen
beobachten konnen, und zwar stets in dem Sinn, wie es die eben
angestellte Uberlegung iiber die Moglichkeit der Ausdehnung
fordert. Es nimmt bei Substanzen mit positiver thermischer Aus-
dehnung die Kompressibilitit mit wachsendem Druck stets ab.
Debye nennt auf Grund dieser Vorstellungen die thermische
Ausdehnung eines Korpers einen direkten Beweis fiir die
Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Unmittelbar ergibt
sich ibrigens aus diesen Betrachtungen der Schlufl, der mehrfach
experimentell bestitigt werden konnte, dafl bei sehr tiefen Tem-
peraturen von den Abweichungen vom Hookeschen Gesetz wenig
zu merken und die Ausdehnung klein sein mufl, da die Elonga-
tionen bei den Atomschwingungen sehr klein sind gegen die Ent-
fernungen der Atome voneinander.

Behandlung unsymmetrischer Schwingungen. Die Ab-
héngigkeit der GroBe der Deformation von ihrem Vorzeichen ist
nun weiter Veranlassung dazu, dal die Schwingungen unsym-
metrisch werden. Und auf diese unsymmetrischen Schwin-
gungen werden wir nicht mehr die Formeln fiir die Energie-
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verteilung anwenden konnen, die Planck fiir die symmetrischen
Oszillatorschwingungen abgeleitet hat. Es hat also den Anschein,
als ob die Idealisierung, die in der bisherigen Voraussetzung der
Konstanz des Volumens liegt, zu einer fehlerhaften Energie-
berechnung fithren miite, daher HAuBerst verhingnisvoll wire.
Das ist nun gliicklicherweise nicht der Fall. Debye hat gezeigt,
daf man in guter Anniherung doch von den Planckschen
Formeln fiir symmetrische Schwingungen im Falle des aus-
dehnungsfihigen Korpers mit unsymmetrischen Schwingungen
seiner Atome Gebrauch machen darf Man muB nur, statt mit
unsymmetrischen Schwingungen zu rechnen, der Betrachtung
eine neue symmetrische Gleichgewichtslage zugrunde legen, die
von der urspriinglichen bei der absoluten Temperatur 0° um
einen mittleren Betrag abweicht. Dieser Betrag hingt ab von
der Temperatur und beeinflut seinerseits die Schwingungszahl
in geringem Grad, so dal die Debyesche Grenzschwingungs-
zahl v,, zu einer Temperaturfunktion wird. In den Ausdruck der
Energie miissen wir also aufler den Energiebetrigen, die auf die
freien symmetrischen Schwingungen kommen, noch einen Betrag
aufnehmen, der die potentielle Energie infolge der Abweichung
der neuen Gleichgewichtslage von der urspriinglichen darstellt.
Um diesen Betrag zu berechnen, denken wir uns den Korper bei
00 (abs. Skale) durch &uBere Kréfte auf dasjenige Volumen ge-
dehnt, das er infolge seines thermischen Ausdehnungsvermogens
bei der Temperatur 7 wirklich einnimmt. Es sei das das Volumen
Vo + 4, wenn ¥V, das Volumen bei 0° ohne Wirkung “uflerer
Kriifte bedeutet. Ist %, die Kompressibilitit, d. i. das Verhiltnis
der relativen Dichtezunahme zur Drackzunahme, bei 0°, so wird
die potentielle Energie, die infolge der Volumvergroferung 4,
also der relativen Dichteabnahme /¥ durch die Kraft P im
Korper aufgespeichert wird, gleich sein
¢ 42 41
J.Pdd = 5w ¥, (denn Hy = A —P>-

0

Indem Debye diesen Betrag in dem Ausdruck fiir die Energie
des Korpers beriicksichtigt und von den beiden Beziehungen (32)
und (33) Gebrauch macht, erhilt er fiir die freie Energie des
Korpers den Wert:
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8
a4 TV [
H= 3= 4 9N, BT (g )j'leoga-—e—z)dx. . (34)

0
0

Hierin ist ®, = v, und v, bedeutet die fiir die Temperatur 7'
geltende Grenzschwingungszahl, fiir die in erster Anniherung ge-
schrieben werden kann:

4 b4
v1=y<1—a70_+§7é> ...... (35)

Durch diese Gleichung ist »;, auf die Grenzschwingungszahl v bei
der Temperatur 7' = 0, und die Zahlenfaktoren & und & zuriick-
gefiihrt.

Wir begehen bei dieser Rechnung insofern einen kleinen
Fehler, als wir ein gleichmiBiges elastisches Verhalten des Korpers
nach allen Richtungen hin annehmen. Die so gewonnene freie
Energie wird uns also nicht vollig richtigen Aufschlufl geben konnen
iiber alle moglichen Zustandsinderungen des festen Korpers. Zur
vollstiindigen Bestimmung des Zustandes des Korpers gehort die
Angabe von mehr Variablen als von denen (Volumen. und Tem-
peratur), die wir bis jetzt eingefiilhrt haben. Eine weitere Un-
genauigkeit im Resultat wird dadurch bedingt, daf in die Formel
tir H die Grenzschwingungszahl v, von Debye an Stelle der
drei Grenzschwingungszahlen eingeht, die die Theorie von Born
und v. Kdrman im Ausdruck der Energie eines einatomigen
Korpers fordert. Forsterling?) hat eine Zustandsgleichung auf
Grund der Vorstellungen von Born fiir ein- und mehratomige
Kristalle abgeleitet und dadurch diese Liicke ausgefiillt; eine all-
gemeine Diskussion der Gleichung fiir mehratomige Kristalle ist
freilich in Ermangelung geniigender Daten zurzeit noch nicht moglick.

Thermische Ausdehnung fester Korper. Aus dem Aus-
druck der freien Energie wollen wir nun einige Beziehungen ab-
leiten, die zwischen den Zustandsvariablen bestehen miissen. Die
erste der Gleichungen (31) gibt uns den Ausdruck der Entropie
des Korpers, und Gleichung (30) kann uns dann den Wert der
Energie liefern. Wie wir erwarten miissen, stimmt dieser Wert
in bezug auf seine Temperaturabhingigkeit sehr nahe iiberein mit
dem, den wir in den vorigen Abschnitten als Resultat der Theorie
von Debye angefiibrt haben. (Der Unterschied besteht in der Ab-

1) K. Forsterling, Ann. d. Phys. 61, 549 (1920).
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hiingigkeit der Schwingungszahl » von der Temperatur, die nur gering
ist.) Es werden daher auch die Formeln der spezifischen Warmen
nach dieser strengeren Theorie nur unwesentlich veréindert.
Differenzieren wir die Funktion H nach der Variablen 4, der
zweiten der Gleichungen (31) entsprechend, so erhalten wir den
Druck, der die Anderung des Volumens hervorruft, also eine
Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur, in welche
die Kompressibilitit und die Variable 4 selbst eingeht, sozusagen
die Zustandsgleichung des festen Korpers im engeren Sinne. Setzen

wir den Druck oder also %—Z gleich Null, so bleibt eine Gleichung

iibrig, welche uns die thermische Volumendehnung, d. i ;, als
0
Funktion der Temperatur berechnen 1aft. In erster Annéherung
findet man bis auf den Faktor %;—‘—0 fiir ; denselben Ausdruck,
0 0
der sich fiir die Energie U ergibt; es wird:
4 axng
70_7—;(]..... ..... (36)

Es muB somit in erster Niherung der Ausdebnungskoeffi-
zient o (d. i. die Anderung der GrdBe /¥, mit der Temperatur
pro 1°) proportional der spezifischen Wirme sein, oder:
a 4 d a%y A%,
“_d—TV—o_’a‘TT’;U—ﬁCﬁ’ ..... (87)
eine Beziehung, die von Griineisen?) schon auf anderem Wege
gefunden war. Das ist ein hochst interessantes Ergebnis: Auch
der Ausdehnungskoeffizient nimmt bei abnehmender
Temperatur angenihert nach den frither fiir die spezi-
fische Wirme angegebenen Formeln ab, bei sehr tiefen
Temperaturen proportional der dritten Potenz der Temperatur.
Die genauere Rechnung ergibt fiir den Ausdehnungskoeffizienten
die Form2):
4 _ ay U ,
Vo dT[E—aTO,,—{——ZU]

ast,

(38)

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26, 401 (1908).
2) P. Debye, Wolfskehl-Vortrag. — E. Grineisen, L ¢. und Ann. d.
Phys. 55, 371 (1918) und 58, 753 (1919).
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eine Beziehung, die von der Erfahrung immer dann sehr gut be-
stitigt wird?), wenn die spezifische Wirme — der Debyeschen
Theorie entsprechend — mit Benutzung einer einzigen Grenz-
schwingung sich befriedigend darstellen 146t (was, wie wir wissen,
zuweilen sogar bei mehratomigen Korpern gelingt, vgl. Tabelle 1,
S.47, fiir die Molekularwérme von FluBspat). Die Bornsche Theorie,
die mit einer einzigen Grenzfrequenz nicht auskommt, fithrt auf
ein etwas komplizierteres Resultat. K. Forsterling?) hat es in
der genannten Untersuchung abgeleitet und gezeigt, daB auch in
diesem Fall die Temperaturabhingigkeit des Ausdehnungskoef-
fizienten der der spezifischen- Wirme parallel geht. Die Glieder
der die spezifischen Warmen darstellenden Summe treten in dem
Ausdruck des Ausdehnungskoeffizienten ebenfalls als Glieder einer
Summe auf, sind aber mit Faktoren multipliziert, die nicht ein-
ander gleich sind. Bei tiefen Temperaturen tritt in Uberein-
stimmung mit Debye und Griineisen das 7'®-Gesetz in Kraft
und das gilt auch in dem allgemeinen Fall mehratomiger Kri-
stalle. Als Beispiel guter Bestitigung der Formel durch die
Erfahrung sei die Tabelle 3 nach Griineisen mitgeteilt. In ihr
sind der lineare Ausdehnungskoeffizient des FluBspats, wie er
sich aus der Formel (38) ergibt, wenn die aus der Atomwirme
folgende Grenzschwingung benutzt wird, und der von Valentiner
und Wallot s) beobachtete Ausdehnungskoeffizient nebeneinander
eingetragen.

Tabelle 3. Ausdehnungskoeffizient von FluBspat.

By = 474.)
T ber. 106 beob, 108 T ber. 106 beob. 106
94,4 7,10 7,17 209,8 15,93 16,04
124,9 10,42 10,26 231,4 16,80 16,78
157,3 15,09 13,02 255,6 17,62 17,58
186,9 14,83 14,65 278,6 18,30 18,63

Debye konnte aus seinen Gleichungen und aus der erweiterten
Theorie auch einige Schliisse auf die Anderung der elastischen

1) Vgl. die Zusammenstellung von E. Griineisen, Ann. d. Phys. 55,

371 (1918).

) K., Forsterling, L c.
%) 8. Valentiner und. J. Wallot, Ann. d. Phys. 46, 837 (1915).
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Konstanten (Kompressibilitit, Kirchhoffsche elastische Kon-
stanten) ziehen. Allem Anschein nach kann der Unterschied
zwischen der Kompressibilitdt beim absoluten Nullpunkt und der
bei gewdhnlicher Temperatur nicht grof sein, nicht mehr als
einige Prozente des Gesamtbetrages. Auch das konnte durch die
Erfahrung bestitigt werden. Es ist das von besonderer Wichtig-
keit deswegen, weil diese geringe Temperaturabhingigkeit im
Widerspruch steht zu den sogenannten Agglomerationshypothesen,
die die Quantentheorie ersetzen sollen. Die Agglomerationshypo-
thesen [in neuerer Zeit von Benedicks?) wieder aufgenommen]
laufen darauf hinaus: es sollen sich infolge der abnehmenden
Temperatur mehr und mehr Molekiile zu festen Komplexen zu-
sammenschliefen, wodurch die Gesamtzahl der Freiheitsgrade der
N Molekiile verringert werde; dem wiirde eine Abnahme der
spezifischen Wirme mit abnehmender Temperatur, wie sie beob-
achtet wurde, entsprechen, und die Ablehnung des statistischen
Satzes wire nicht notwendig. Mit einer solchen Komplexbildung
(Agglomeration) ist aber offenbar die nachgewiesene angenéherte Un-
abhéngigkeit der Kompressibilitit von der Temperatur unvereinbar.

Verdnderlichkeit der Schwingungszahl v. Es reizt, der
Frage nachzugehen: welcher Art sind die Atomkrifte, die fiir
den Wert der Schwingungszahl » verantwortlich gemacht werden
miissen? Dariiber kann die Debyesche Theorie selbstverstind-
lich nichts aussagen. Es ist ja gerade der groBe Vorzug dieser
Theorie, daB sie ohne bestimmte Hypothese iiber die Atomkrifte
die freie Energie und die Zustandsgleichung des festen Korpers
gewann. Auf diese Frage ist nun Griineisen?) bereits lange,
bevor Debye seine soeben skizzierten Betrachtungen mitteilte,
eingegangen, wobei er von einem ganz bestimmten Ansatz fiir
die zwischen den Atomen wirkenden Krifte Gebrauch machte.
Griineisen beabsichtigte, die thermischen und elastischen Eigen-
schaften des einatomigen festen Kérpers bis in ihren eigentlichen

1) C. Benedicks, Ann. d. Phys. 42, 133 (1913). — Jahrb. d. Rad. u.
Elektr. 13, 351 (1916).

2) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 89, 257 (1912) (Zusammenfassung seiner
zum Teil schon frither verdffentlichten Theorie des festen Zustandes ein-
atomiger Elemente); ferner: E. Griineisen, Molekulartheorie der festen
Korper. Solvay-Kongre 1913 (Briissel 1913). — Vgl. auch G. Mie, Ann. d.
Phys. 11, 657 (1903), der eine Theorie einatomiger Korper auf Grund eines
dem Ausdruck (39) ahnlichen Ansatzes fiir die potentielle Energie entwickelte.
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Ursprung zu verfolgen, d. h. eine Zustandsgleichung abzuleiten,
in der auBer Temperatur, Druck und Volumen nur noch charakte-
ristische Grofen des Atoms selbst vorkommen. Bei diesen Unter-
suchungen, die ihn unter anderem auf die Proportionalitit zwi-
schen Ausdehnungskoeffizient und spezifischer Wérme fiihrten,
gelang es Griineisen, sowohl die Schwingungszahl v der Ein-
steinschen Theorie (bzw. die Grenzschwingungszahl der Debye-
schen Theorie) durch Atomkonstanten auszudriicken, als auch iiber
die Veréinderlichkeit des v durch Heranziehung von Erfahrungs-
tatsachen einige Aufschliisse zu gewinnen. Sehen wir uns im
Hinblick auf die Wichtigkeit der Ergebnisse fiir das v der Quanten-
theorie diese Uberlegungen etwas niher an.

In &bnlicher Weise wie Debye trennt Griineisen die Ge-
samtenergie der Atome in Schwingungsenergie um Schwingungs-
mittelpunkte, deren Lagen von Zustandsvariablen des Korpers
(z. B. Temperatur und Druck) abhéngen, und in die potentielle
Energie der in den Schwingungsmittelpunkten ruhend gedachten
Atome, die dadurch zustande kommt, dall diese Mittelpunkte von
der urspriinglichen Ruhelage (bei 7' = 0, p = 0) abweichen. Die
GroBe U, der Schwingungsenergie wird bei bekanntem v-Werte der
Atome durch die Plancksche Funktion bestimmt. Die potentielle
Energie ist eine Funktion des Volumens — F (V). Als solche
legt Griineisen, um in den Atommechanismus tiefer einzudringen,
mit gutem Erfolg seinen weiteren Rechnungen den Ansatz zugrunde:

F(V):—%—{—% ....... (39)

mit den positiven Konstanten C;, C;, m. Auf diese Form fiihrte ihn
die Vorstellung, dal zwischen den Atomen sowohl eine Anziehungs-
kraft als eine AbstoBungskraft wirksam sein mufl, die sich nach
Potenzen des reziproken Atomabstandes #ndern sollen. An Stelle
einer der drei Konstanten konnen wir das Atomvolumen 7, ein-
fiihren (worunter hier das Volumen zu verstehen ist, das die
Gesamtheit der Atome beim absoluten Nullpunkt und ver-
schwindendem #uferen Druck annimmt). Die Schwingungszahl
18t sich nun aus der Direktionskraft der Atome berechnen, diese
aus dem Ansatz fiir die potentielle Energie. Griineisen findet

s0 die Beziehung:
g vt g 01 <Bﬁ>m—1
AV \V !
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worin 22 ein von Griineisen nidher angegebener Zahlenfaktor
und A4 das Atomgewicht bedeutet. Sofort kann man aus dieser
Gleichung den Schlufi ablesen:

Die Volumédnderung ruft eine Frequenzinderung her-
vor, derart, daB die relativen Anderungen einander proportional
sind und der Proportionalititsfaktor allein durch die Konstante m
des Kraftgesetzes bestimmt wird.

Man findet némlich:

av _ _3m+424¥
v 6 ¥V
oder
dlogv:dlogV:—%ﬂ:_y ..... (40)

Dieser Schlufl bietet nicht nur insofern Interesse, als er eine
Angabe iiber die Abhingigkeit der wichtigen Gréfe » vom Vo-
lumen enthélt, die Beziehung liefert uns auch sofort die Zustands-
gleichung des festen Korpers. Wir wollen hier die iibrigens leichte
Rechnung iibergehen, nur angeben, auf welchen Grundlagen sie
beruht, und die Zustandsgleichung selbst hinschreiben; unter der
einzigen Annahme, daf fiir die Energie der Schwingungen im
festen Korper die Plancksche Energieverteilung gelten muf,
und auf Grund der von Debye erwiesenen Moglichkeit der Zer-
legung der Atomenergie in potentielle Energie und Energie U,
ungedampfter (symmetrischer) Schwingungen gilt:

*—( +dF(V) = —dlogv:dlogV,

und daher infolge der vorigen Gleichung und der Beziehung (39)
tir ¥ (V) die Zustandsgleichung des festen Korpers:

C C, 3 2
<p_|___V1_2__ Vm+1>]7—__m_g"l"_.Us coe- e (41)

Es ist wichtig, konstatieren zu konnen, dal fiir die Materialien,
fiir die wir y berechnen konnen, sich Werte von gleicher Grofen-
ordnung fiir p, also auch fiir m ergeben. Die Bestimmung von y
ist verhiltnismiBig einfach durchfiithrbar., Wie man leicht er-
kennt, wenn man die Gleichung bei konstant gehaltenem ¥ nach
der Temperatur differenziert, ist dazu nur die Kenntnis des Span-
nungskoeffizienten und der Atomwirme bei konstantem Volumen
notig. Dieses Ergebnis fiir die Werte von ¢ spricht dafiir, dafl
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die Atomkrifte bei allen einatomigen Substanzen denselben
Charakter haben, und die individuellen Verschiedenheiten in den
Werten von C; und C, ibhren Ausdruck finden miissen.

Die angefiihrten Beziehungen konnen nun natiirlich dazu be-
nutzt werden, eine Reihe von Gesetzméfigkeiten fiir das Verhalten
der Schwingungszahl » bei Anderung der ZustandsgroBen abzu-
leiten, z. B. iiber die Abhéingigkeit der Schwingungszahl von Druck,
Volumen und Temperatur. Wir wollen uns mit diesem Hinweis
begniigen, da die SchluBfolgerungen vermutlich doch in der einen
oder anderen Richtung modifiziert werden miissen, wenn sich die
Annahme des Ausdruckes fiir (V) als nicht haltbar erweisen
sollte, und das machen die neueren Untersuchungen von Born
und von Landé iiber die Struktur der Kristalle sehr wahrschein-
lich. Manche Schliisse scheinen freilich auf viel allgemeinere
Grundlagen gestellt werden zu konnen, wie schon aus Griineisens
Untersuchungen hervorgeht.

Elektrizitits- und Wirmeleitung. Bevor wir die Be-
trachtungen iiber die kinetische Theorie des festen Korpers be-
schlieflen, deren charakteristisches Merkmal die Annahme ist, daf
die thermischen, elastischen und optischen Erscheinungen durch
die Art der den Korper durchziehenden Wellenziige bestimmt
werden, miissen wir noch einen Blick werfen auf das Gebiet, das
sich bisher dieser Behandlungsweise nicht recht zugénglich er-
wiesen hat. Eines der bestechendsten Ergebnisse der &lteren
Theorie der Wirmebewegung im festen Koérper und der daran
ankniipfenden Elektronentheorie war die zwanglose Erkldrung des
Wiedemann-Franzschen Gesetzes, demzufolge Elektrizitits-
und Wirmeleitung fiir alle reinen Metalle im selben Verhiltnis
zueinander stehen. Es ist bisher trotz eifrigen und vielfachen
Bemiihens nicht gelungen, die Elektrizitits- und die Wirmeleitung
der Metalle ungezwungen aus der Theorie der elastischen
Schwingungen, zu der die Quantentheorie beim festen Korper ge-
fithrt hat, so abzuleiten, daB eine Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung erzielt worden wire!). Was die Elektrizititsleitung an-

1) Vgl z. B. die Untersuchungen von W. Wien, Berl. Ber. 1913, S8.184;
K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 41, 27 (1913) u. Phys. ZS. 16, 344 (1915);
F. v. Hauer, Ann. d. Phys. 51, 189 (1916); Th. Wereide, ebenda 55, 589
(1918).
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geht, so konnte Griineisen?) empirisch den bemerkenswerten
Satz aufstellen: Der spezifische Widerstand bei tiefer Temperatur
ist gleich einer universellen (d. h. fiir alle Stoffe gleichen) Funk-
tion von @1 multipliziert mit einer temperaturkonstanten GroBe,
wobei die Konstante ®, an die charakteristische Temperatur @
der Atomwirme auch der GroBe nach erinnert. Danach scheint
es wahrscheinlich zu sein, daf auch der elektrische Widerstand
durch die elastischen Schwingungen mitbestimmt wird. Wien 2)
hatte schon vorher eine Theorie aufgestellt, die von der An-
nahme eines solchen Zusammenhanges ausging und die im groBen
ganzen durch die experimentellen Daten bestitigt wird. Sowohl
die Anzahl der fiir die Leitfdhigkeit verantwortlichen Elektronen,
wie ihre Geschwindigkeit soll unabhingig von der Temperatur sein;
aber ihre mittlere Weglinge zwischen den Zusammenstofen mit
den Atomen soll bei abnehmender Temperatur zunehmen. Als
Grund fir die Abh#ngigkeit der Weglinge kann der Umstand
gelten, daf die Amplituden der Atomschwingungen mit ab-
nehmender Temperatur nach der Theorie der elastischen Schwin-
gungen kleiner werden, die Elektronen also bequemer zwischen
den Atomen hindurchfliegen konnen. Je groBer nun die mittlere
Weglinge ist, um so kleiner wird der elektrische Widerstand sein,
so daf mit dem Zusammenhang der mittleren Weglinge der
Elektronen und der Amplitude der Atome auch die Verbindung
zwischen elektrischem Widerstand und Schwingungsenergie her-
gestellt wire.

Ebenso wie das Elektrizititsleitvermogen, hat sich auch das
Wirmeleitvermogen der Metalle bisher nicht mit besonderem
Erfolg auf Grund der neuen Anschauungen iiber die Konstitution
der Korper behandeln lassen.

Etwas giinstiger steht es mit dem Wirmeleitvermogen der
Kristalle, mit dem sich Debye?) eingehender beschiftigt hat.
Die elastischern Wellen, die als Wirmebewegung den festen Korper
durchziehen, transportieren Energie (also Wirme) von einer Stelle
des Korpers zur anderen. Nur durch die Absorption der Energie

1) E. Griineisen, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 186 (1913). — Ebenda 20,
36 u. 53 (1918) und Phys. ZS. 19, 382 (1918).

2) W. Wien, Berl. Ber. 1913, S.184.

3) P. Debye, Wolfskehl-Vortrag.
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der elastischen Schwingungen im Korper 148t sich nun nach
Debye erkliren, daB die Ausbreitung der Energie im Innern des
Korpers nicht mit unendlich groBer Geschwindigkeit stattfindet,
sondern einen endlichen Wert hat. Ohne auf die Frage niher
einzugehen, was die Ursache fiir diese Absorption sein wird,
definiert Debye eine mittlere freie Weglinge der elastischen
Wellen als den reziproken Wert der relativen Abnahme der
Strahlungsintensitit lings eines kleinen Wegelementes. Dieser
mittleren freien Weglinge ist das Wirmeleitvermdgen im Korper
proportional. Da nun in einem Kristall bei wachsender Tempe-
ratur infolge der zunehmenden Wirmebewegung mehr und mehr
Zerstreuung von Wellenenergie auftreten wird, die Weglidnge also
abnimmt, so mull das Wérmeleitvermogen ebenfalls abnehmen.
Bei sehr tiefen Temperaturen wird es sehr groff sein, da keine
nennenswerten UnregelmifBigkeiten, die eine Zerstreuung von
Energie veranlassen konnten, im Kristall vorhanden sein werden.
Bei einem amorphen Korper, einem zweifellos sehr unregelméfBigen
Gebilde, wird man viel eher eine Absorption auch bei tiefen Tem-
peraturen anzunehmen geneigt gsein. Debye kommt bei der Durch-
rechnung und Fortfithrung der angedeuteten Vorstellungen im
groBen ganzen zu einer Ubereinstimmung mit der Beobachtung?).

Finftes Kapitel
Die Rotationsenergie der Gase.

Wenn, wie wir gesehen haben, auf die schwingungsfihigen
Atome und Molekiile des festen Kérpers die Energie der Schwin-
gungen in der von der Quantentheorie geforderten Weise verteilt
werden muf, so ist es nur eine weitere Konsequenz, eine analoge
Verteilung der Energie immer dann vorzunehmen, wenn man es
mit schwingungsfihigen Systemen irgendwelcher Art zu tun hat.
Die Molekiile eines idealen Gases konnen nun auch schwin-
gungsihnliche Bewegungen ausfithren, auf die wir jetzt die Quanten-
theorie anwenden wollen.

1) Vel. F. A. Giacomini, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 94 (1918).
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Die Bewegungen der Molekiile sind in erster Linie trans-
latorischer Art. Infolge der ZusammenstéBe &ndern die Mole-
kiile sehr hdufig die Richtung ihrer Bewegung; diese translatorische
Bewegung besteht daher in einem Hin- und Herwandern mit
einer mittleren Geschwindigkeit. Neben der translatorischen Be-
wegung treten Rotationsbewegungen der Molekille um ver-
schiedene Achsen im Molekiill und Schwingungsbewegungen
der Atome gegeneinander im Molekiill auf. Die Gesamtenergie
des Gases zerfillt daher, wenn wir von Kraftwirkungen zwischen
den Molekillen absehen, in die drei Teile kinetischer Energie:
translatorische, rotatorische Energie der Molekiile, Schwingungs-
energie der Atome im Molekil und in die potentielle Energie der
Atome im Molekiil.

Von der Anwendung der Quantenhypothese auf die Energie-
verteilung in der translatorischen Bewegung wollen wir zun#chst
absehen. Es scheint dazu ein unbedingter Zwang noch nicht
vorzuliegen. Einmal n&#mlich stimmen die bisherigen statistischen
Betrachtungen bei einatomigen Gasen auf Grund der rein trans-
latorischen Bewegung ihrer Bestandteile noch am ehesten mit der
Erfahrung iiberein, und ferner scheint es von vornherein nicht
notwendig, einen quantenhaften Energieaustausch bei nicht peri-
odischen Vorgingen zu fordern, wenn ein solcher auch bei allen
periodischen Vorgéngen in gleicher Weise konsequent angenommen
werden mufl. Im nichsten Kapitel wird kurz auf diese Frage
eingegangen werden.

Berechnung der Rotationsenergie nach Nernst. Fir
die beiden anderen Bewegungsarten ist es mnicht schwer, eine der
Schwingungszahl » #quivalente Grole anzugeben, von der die
Energiequanten abhingen. Eine Schwierigkeit tritt hier nur da-
durch auf, dafl sich mehrere Groflen darzubieten scheinen und
man eine Wahl treffen mufl. Bei den Atomschwingungen im
Molekiil hat vermutlich die Atomschwingungszahl die Rolle von
v zu iibernehmen, wie das schon bei der Behandlung des festen
Zustandes angenommen wurde. Im Falle der Rotation des Mole-
kiils um eine Achse wollen wir versuchsweise — nach Nernst?)
— die Umdrehungszahl an Stelle der Schwingungszahl »v ein-
fiihren.

1) W. Nernst, ZS. {. Elektrochem. 17, 265 (1911),
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Bei dieser Festsetzung kann man sofort den Wert der Mole-
kularwirme eines komplizierten mehratomigen Molekiils formal
hinschreiben, indem man nur annimmt, dal die kinetische Energie
bei der Temperatur T' eines Gebildes mit der Schwingungszahl v
gleich der Hilfte der Energie ist, die nach Planck dem Oszillator
zuzuschreiben wire, also:

1/27“,% ......... (42)
e — 1

Der Faktor 1/, tritt auf, weil die Oszillatorenenergie aus poten-
tieller und kinetischer besteht. Die Gesamtenergie des Molekiils
bei der Temperatur 7' mull danach gleich sein der Summe von:
1. der mittleren translatorischen Energie: 3/;kT (s. S. 11);
2. der mittleren Rotationsenergie um drei Rotationsachsen
durch das Molekiil mit den Umdrehungszahlen »,, v,, v,:

k V; h
D) AEg——— <ﬂ = ?> ...... (43)
1,23 BT —1

3. der mittleren Schwingungsenergie der Atome gegeneinander
im Molekiil und der gleich grofen potentiellen Energie derselben,
d. i. wenn »;; die Schwingungszahl des iten gegen das jte Atom

bedeutet:
Vig
’”Zﬁ—ﬁj—J“ e (44)

Vijeg T — 1

Die Molekularwirme des n-atomigen Molekiils ist daher
durch die recht komplizierte Funktion der Temperatur dargestellt,
die durch Summation der mit N, = m.N multiplizierten Aus-
driicke und Differentiation nach der Temperatur T erhalten
wird. Dabei ist noch zu bedenken, daB das »; der Rotations-
bewegung von der Temperatur 7' abhingen kann, und zwar ist
es nicht unwahrscheinlich, daf die Umdrehungsgeschwindigkeit,
also auch »;, angendhert proportional ist der Quadratwurzel aus
der Temperatur?). Die Schwingungszahlen »;; wird man in erster

hv 1
—Q— hv
eﬁ —1
gegeben ist, auch gleich J/2 (27 v)? sein miissen (vgl. die Anmerkung auf
S.11); nehmen wir an, daB das Trigheitsmoment J eine Konstante ist, so

1) Denn es wird die Rotationsenergie, die durch den Ausdruck
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Anniherung als konstant betrachten diirfen, da die bisherigen
Erfahrungen nicht auf eine merkliche Temperaturabhiingigkeit
der Krifte zwischen den Atomen im Molekiil hinweisen.

Ohne daf wir den komplizierten Ausdruck hier hinzuschreiben
brauchen, konnen wir uns leicht fiir die wichtigsten Fille von
dem EinfluB der verschiedenen Glieder Rechenschaft geben und
uns ein Bild von der Ubereinstimmung mit der Erfahrung machen?).

a) Einatomiges Gas: Es kommt nur translatorische Energie
in Frage; daher hat die Atomwirme bei konstantem Volumen
unabhéingig von 7' den Wert 3/, B = 2,978. In Ubereinstimmung
hiermit wurde fiir Argon bei Temperaturen bis 2000° experimentell
2,98 gefunden [Pier?)], fiir Helium noch bei der Temperatur der
fliissigen Luft 2,95 [Scheel und Heuse?3)].

b) Zweiatomiges Gas: «) Starre Molekiile. In diesem
Fall treten keine Schwingungen im Molekiil auf; von Rotations-
bewegungen kommen in Betracht solche um zwei zur Verbindungs-
linie der Atomzentren senkrechte Achsen mit den Umdrehungs-
zahlen v»,, v,. Die Rotation um die Verbindungslinie wird auBer
Betracht gelassen werden konnen, weil, worauf schon hingewiesen
wurde (vgl. die Anmerkung auf S.11), das Trigheitsmoment um
diese Achse sehr klein sein wird, daher die Umdrehungszahl un-
wahrscheinlich hoch sein miiite, wenn eine merkliche Energie
darin aufgespeichert werden soll. Als Molekularwirme erhalten
wir in diesem Fall:

8/ R+R4{._ : 4 a“z , vai}
2 ‘ VT <gw‘_ 1) T(eVF—— 1> e
]

R b b2 =

+ Z{ 3T e
(i) (i) |
ein Ausdruck, den wir durch Differentiation der Energie nach
der Temperatur gewinnen, wenn wir darin entsprechend der An-
nahme auf voriger Seite fv, = a Y7 und Bv, = b YT mit den

, . . (45)

=11

finden wir durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke die Abhéngigkeit des v
von der Temperatur. Sie geht bei héheren Temperaturen in die Pro-
portionalitat zwischen »2 und 7 iiber.
1) Vgl auch N. Bjerrum, ZS. f. Elektrochem. 17, 781 (1911).
2) M. Pier, ebenda 15, 536 (1909).
%) K. Scheel u. W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473 (1913).
Valentiner, Die Quantenhypothese, 2. Aufl. 5
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Konstanten ¢ und b setzen. Die Klammerausdriicke nihern sich
mit wachsenden Temperaturen dem Wert 2, so daB bei hohen
Temperaturen als Molwidrme 5/, B zu erwarten ist, der Wert der
fritheren statistischen Theorie. Je tiefer dagegen die Temperatur
ist, um so mehr verschwindet der Einflub dieser Glieder, so daB
bei ganz niedrigen Temperaturen fiir die Molwdarme der
zweiatomigen Gase der Wert 3/, R der einatomigen Gase
sich ergeben muB. In der Tat fand Eucken!?) fiir Wasserstoff
in der Nahe der Temperatur des fliissigen Wasserstoffs die Mol-
wirme 2,98, bei der Temperatur des schmelzenden Eises war 4,75,
bei 300°C der Wert 5,02 und endlich bei 20000 C der Wert 6,5 ge-
funden worden; bei etwa 2000 wird Wasserstoff den von der fritheren
Theorie geforderten Wert 5/, R—4,96 annehmen. DaB bei hoheren
Temperaturen dieser Wert iiberschritten wird, deutet auf Locke-
rung der beiden Wasserstoffatome im Molekiil hin. Ein #dhnliches
Anwachsen der Molekularwidrme ist auch bei Stickstoff, Sauerstoff,
Kohlenoxyd u. a. bemerkt worden. Ferner konnten Scheel und
Heuse?) die Andeutung einer Abnahme der Molwidrme von Stick-
stoff und Kohlenoxyd bei Temperaturerniedrigung bis zur Tempe-
ratur der fliissigen Luft feststellen. Dall von diesen Gasen erst
bei noch tieferen Temperaturen eine deutlichere Anniherung
an den Zustand der einatomigen Gase erwartet werden kann,
ergibt folgende Uberlegung?). Die Rotationsenergie ist gleich

—;I (2#v)?; mithin wird, da »2? angendhert proportional T (vgl

Anmerkung auf S.64), der Wert der Rotationsenergie und damit
auch der Wert der Rotationswirme (Anteil der Molwirme, der
aus der Rotationsbewegung folgt) bestimmt durch den Wert des
Produktes J.1. Der Abfall der Rotationswidrme bei tiefen Tem-
peraturen wird also erst bei um so tieferen Temperaturen bemerkt,
je grofer o ist. Ohne Zweifel ist aber das Trigheitsmoment des
Wasserstoffmolekiils viel kleiner als das der anderen zweiatomigen
Gasmolekiile um analoge Achsen; der Abfall der Molwirme wird
mithin am ehesten bei Wasserstoff nachweisbar sein.

B) Unstarre Molekiile. Bei Gasen mit unstarren Molekiilen
miissen die Glieder, die sich auf die Atomschwingungen beziehen,

1) A, Eucken, Berl. Ber. 1912, S.141.
2) K. Scheel u. W. Heuse, a. a. O.
%) A. Eucken, Phys. ZS. 14, 324 (1913).
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beriicksichtigt werden, und wir werden fiir die Molekularwéirme
groBere Werte als 4,96 erwarten miissen; nur bei sehr niedrigen
Temperaturen werden sie unter diesen Betrag heruntergehen
konnen. Dementsprechend zeigt Chlor bei Zimmertemperatur
schon den Wert 5,85, bei 1200°C den Wert 7,0. Im HuBersten
Fall diirfte der Betrag 7/, B nicht iiberschritten werden, solange
die Rotation um die Verbindungslinie der Atomzentren nicht
merkliche Energiemengen aufnehmen kann.

¢) Dreiatomige Gase: Auch bei diesen wird man zwischen
den starren und unstarren Molekiillen unterscheiden, und bei
ersteren neben den Translationsbewegungen die Rotation um drei
Achsen mit drei verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten, bei den
letzteren auBerdem noch Atomschwingungen in Rechnung ziehen
miissen. Als Beispiel der ersten Gruppe kann Wasserdampf an-
gefithrt werden mit einer Molekularwirme 5,93, die bei hoheren
Temperaturen zu viel hoheren Werten ansteigt, ein Zeichen dafiir,
dal auch dieses Molekiil bei hoheren Temperaturen unstarr ist.
Kohlensduremolekiile haben wir schon bei Zimmertemperatur als
unstarr anzusehen; ihre Molwidrme betrigt bei 00C 6,80.

Mit diesem qualitativ die Theorie bestéitigenden Befund darf
man sich nun freilich, so befriedigend er erscheint, doch noch
nicht zufrieden geben. Erfreulicherweise sind die Euckenschen
Beobachtungen an Wasserstoff so zahlreich, dafl auch eine quanti-
tative Priifung méglich wurde, ob der beobachtete Abfall der
Molekularwdrme durch die Theorie bei geeigneter Wahl der
Schwingungszahlen wirklich dargestellt werden kann. Dabei hat
sich nun herausgestellt, daB die Theorie diesem quantitativen
Vergleich nicht standhiilt. Eine genaue Ubereinstimmung war
freilich von vornherein nicht zu erhoffen; denn es bedeutete zweifel-
los eine Idealisierung der wirklichen Vorginge, wenn man annahm,
alle Wasserstoffmolekiile rotierten mit der gleichen Umdrehungs-
geschwindigkeit. In Wirklichkeit wird es zwar im wesentlichen
auf die mittlere Geschwindigkeit ankommen; es werden aber auch
grofere und kleinere Drehgeschwindigkeiten auftreten, und diese
konnen die Art der Temperaturabhiingigkeit noch wesentlich
komplizieren. Man hitte danach vermuten sollen, daf eine Er-
weiterung der Formel, #hnlich der durch Nernst und Linde-
mann fiir die Atomwirme fester Korper vorgeschlagenen, fiir die
Darstellung von Nutzen sei. Darauf hinzielende Versuche von

5*
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Eucken zeigten indessen, dal dadurch wenig oder gar nichts
gewonnen wurde?). Es schienen ihm vielmehr seine Beobachtungen
gerade auf eine einzige Rotationsgeschwindigkeit hinzudeuten, die
aber bei tiefen Temperaturen weniger stark von der Temperatur
abhénge, als wie bereits angenommen werden mufite (vgl. die
Anmerkung auf S. 64). FEine geeignete Modifikation fand er %a—
v
2
vergroflerte, also in Anlehnung an Planck auch eine Null-
punktsenergie der Rotationsbewegung einfiihrte.

Theorie von Einstein und Stern. Einstein und Stern?)
sind dadurch zu einer besseren Wiedergabe der Euckenschen
Versuche gelangt, dal sie die Abh#ingigkeit der Schwingungs-
zahl von der Temperatur genauer beriicksichtigten, als es Nernst

durch den Ansatz: v ~ }T getan hatte, der sich aus dem Planck-

schen Energieansatz (42) nur fir kleine % ergibt. AuBerdem

durch, daf er die Rotationsenergie um das additive Glied

fiigten sie diesem letzteren wie Eucken eine Nullpunktsenergie

hv zu, benutzten also fiir die Rotationsenergie pro Freiheitsgrad

2
statt (42) den Ausdruck:
1/ hv hv
E( o+ 7> ........ (46)
erT —1

Durch Gleichsetzen dieses Ausdruckes mit 5(2 wv)? fanden sie
die Beziehung zwischen 7' und »:
St

7
J v—g

, mit J' = 4m2J; . . . (47)

und mit Beriicksichtigung dieser Gleichung ergab sich durch
Differentiation der Energie nach der Temperatur 7 fiir die Rota-
tionswiarme pro Mol
2J'v2
C, =R , *%71’___\ ...... (48)

ET(14
o)

2J’

1) A. Eucken, 1. 0. und die zusammenfassende Darstellung iiber diesen
Gegenstand in Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 16, 361 (1920).
2) A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40, 551 (1913).
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Die Fig. 5, in der als Abszisse die Temperatur, als Ordinate die
Rotationswirme aufgetragen ist, LBt die gute Ubereinstimmung
zwischen dem durch Gleichung (48) gegebenen Verlauf (aus-
gezogene Kurve) und Euckens Beobachtungen (durch x wieder-
gegeben) erkennen; dabei wurde fiir J” in (48) der Wert 2,9.10—*
benutzt, also mit dem Triigheitsmoment J = 0,07.10—4 gerechnet,
ein Wert, der dem auf andere Weise gewonnenen nahe liegt.

Als Nullpunktsenergie %Z ergibt sich aus der Abhingigkeit der

. h? 2 .
Schwingungszahl v von T der Wert T oder T6mid Die Be-

deutung der Nullpunktsrotationsenergie ist noch durchaus unklar,
wie ja auch schon die Nullpunktsenergie der Planckschen

Fig. 5.

5
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Die Rotationswirme von Wasserstoff.

Oszillatoren dem Verstindnis groBe Schwierigkeiten bereitete. Es
scheint aber wie dort auch hier nicht méglich zu sein, den
Beobachtungen gerecht zu werden, wenn man von einer Null-
punktsenergie absehen will.

Theorie von Bjerrum und Ehrenfest. Auf einem Um-
weg ist Bjerrum?) zu einem sehr wertvollen Vorschlag einer
Abinderung der Theorie gelangt, dessen Durchfiihrung, wie Ehren-
fest?) zeigte, ebenfalls zu einer befriedigenden Darstellung der
Beobachtungen von Eucken fithrt, und dessen Ausgangspunkt
nachtriglich durch schone Beobachtungen auf ganz anderem Ge-
biet sichergestellt werden konnte. Dieser Vorschlag ging dahin:
man solle annehmen, daf nicht nur eine, aber auch nicht alle

1) N. Bjerrum, Nernst-Festschrift, S.90 (1912). (Halle, Knapp.)
2) P. Ehrenfest, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 451 (1913).
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moglichen Rotationsgeschwindigkeiten vorkommen konnen, sondern
gerade die, fiir welche die Rotationsenergie des Molekiils ein
ganzes Vielfaches des halben Energiequantums kv von Planck
ist, wenn v die Umdrehungszahl bedeutet. J sei wieder das

Triagheitsmoment des Molekiils, EJ (27v)? also seine Rotations-

energie. Dann sind die moglichen Umdrehungszahlen durch die
Beziehung bestimmt:

%(2 av) =1tnhv, . . . . .. .. (49)
worin fiir n eine ganze Zahl gesetzt werden muB. Als Rotations-
energie &, der zur Zahl n gehorenden Umdrehungszahl » — 47:5—}:47
ergibt sich danach:

J n2h2
&, = 5(2 751;)2 — m ...... (50)

Jetzt trat natiirlich die Frage auf, in welcher Weise die Gesamt-
rotationsenergie Ex auf die moglichen Umdrehungszahlen zu ver-
teilen ist, oder mathematisch formuliert: Wie grof ist die Zahl a.,
der Molekiile, die im stationiren Zustand eine Rotationsenergie

&, besitzen, wenn
E Anén = Ep

ist? Ehrenfest legte zur Bestimmung der a, das Maxwell-
Plancksche Verteilungsgesetz zugrunde; danach ist in Eg fiir a,
zu setzen:

en
e kT
an = N,

T
© &n

0
worin N, wieder die Zahl der Molekiile im Mol bedeutet. Die
Rotationswidrme erhalten wir durch Differentiation von Er nach
der Temperatur. Sie wird im Fall eines Rotationskérpers, wenn wir
zwei Freiheitsgrade der Rotationsbewegung, also die Rotationen
um zwei zur Figurenachse senkrechte Achsen beriicksichtigen:

C, = 2R62a%log Q(), . .. ... (51)
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worin
— _*hz d 26 — =n 52
= gmgpp o%r mo=gp- - (02
und
Q) =14 eofetoqesrt. =St . . (53)
bedeutet. ¢

Fir das Trigheitsmoment J von Wasserstoff findet Ehren-
fest, wenn er die Konstante 67 so wihlt, dal die Eukenschen
Beobachtungen moglichst gut wiedergegeben werden, die Zahl
0,07.10—4,

Verbesserungen von Reiche und Rotszayn. Die Uber-
einstimmung der Beobachtungen mit dieser Theorie, in der be-
merkenswerterweise von der Nullpunktsenergie kein Gebrauch
gemacht wurde, ist nicht schlecht, wie die in Fig. 5 gestrichelt
eingezeichnete Kurve erkennen lafit. Auffallend und nicht be-
stitipt ist aber das Auftreten eines Maximums der Rotations-
wirme bei etwa 250° abs. Temperatur (Hohe des Maximums ist
0,89 R) und eines darauf folgenden Minimums (Hohe 0,76 R);
erst dann steigt die Rotationswirme allmahlich zum Wert R hin-
auf. Man entgeht dieser unwahrscheinlichen Eigentiimlichkeit,
wenn man eine Nullpunktsenergie zuldft. Analytisch (formal)
héngt némlich, wie Reiche ?) zeigte, das Auftreten des Maximums
und Minimums vor Erreichung des Wertes B damit zusammen,
daf die Reihe @ mit dem von ¢ unabhingigen Gliede 1 beginn t
Dieses Glied kann man unterdriicken, wenn man die Festsetzung
trifft, daf der energielose Zustand (&, = 0) nicht vorkommen
soll. Tut man das, so folgt aber fir Er ein Nullpunktswert.
Eine weitere Verbesserung der Theorie erzielte Reiche dadurch,
dafl er in die Rechnung von vornherein die Annahme zweier
Freiheitsgrade der Rotationsbewegung einfiihrte. Das analytische
Resultat war, daB die Reihe @ durch folgende ersetzt wurde:

Q=1ne—c". . ... ..., (58

Zu dem gleichen Ergebnis war bereits Rotszayn 2) ausgehend
von der erweiterten Quantentheorie von Planck mit Beriick-

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58, 657 (1919).
2) S. Rotszayn, Ann, d. Phys. 57, 81 (1918),



792 Rotationsenergie der Gase.

sichtigung zweier Freiheitsgrade gekommen und mit Befriedigung
kann man feststellen, dal man, je konsequenter und strenger
man die Behandlung der von Bjerrum und Ehrenfest be-
gonnenen Theorie durchfiithrt, zu um so besserer Darstellung des
experimentellen Materials gelangt.

Optischer Nachweis des Rotationsspektrums.  Der
Vorschlag von Bjerrum, die Quantenhypothese dadurch einzu-
fibren, dafl man den Molekiilen die Eigenschaft zuschreiben
solle, nur gewisse Rotationsgeschwindigkeiten als stabile Bewegungs-
art annehmen zu konnen, fithrt nun aber noch zur Erklirung
von Beobachtungen auf ganz anderem Gebiet und dieser Umstand
macht den Vorschlag besonders bedeutungsvoll. Wenn das Molekiil
selbst oder Teile des Molekiils elektrisch geladen sind, so miissen
sich, das war die Uberlegung Bjerrums, die Rotationen des
Molekiils optisch bemerkbar machen, #hnlich wie die linearen
Schwingungen elektrischer Ladungen. Die Molekiile werden eine
besonders starke Absorption fiir die Wellenlinge zeigen, deren
Schwingungszahl mit der Rotationszahl zusammenfillt. Man wird
also erwarten miissen, dall das Absorptionsspektrum eines Gases
mit rotierenden Molekiilen eine Reihe diskreter Absorptionslinien
zeigen wird. Bei Wasserstoff, dessen Atome anscheinend nicht
elektrisch geladen sind, ist dieser Charakter des Absorptions-
spektrums nicht nachweisbar. Wohl aber konnen die zahlreichen
Untersuchungen des Absorptionsspektrums von Wasserdampf
als ausgezeichnetes Kriterium fiir die Mdglichkeit der Annahme
von Bjerrum gelten. In der Tat fiigen sich die Beobachtungen der
Absorption von Wasserdampf geradezu glinzend in diese Theorie
ein. Die auf direktem [von Rubens und seinen Mitarbeitern
Aschkinass und Hettner?)] und indirektem Wege [E. v. Bahr
und Rubens und Hettner 2)] gefundenen Absorptionslinien im
Ultrarot lassen sich in zwei Gruppen teilen, die durch die Formeln

vVi=A4yn, v'=A4Am. ... ... (54)
dargestellt werden kénnen, wenn n der Reihe nach die Werte
der ganzen Zahlen 1, 2,... annimmt und 4,, 4, Konstanten sind.

1) H. Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 64, 584 (1898); H. Rubens,
Berl. Ber. 1913, S. 513; H. Rubens u. G. Hettner, ebenda 1916, S. 167;
G. Hettner, Ann. d. Phys. 55, 476 (1918).

%) E. v. Bahr, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 731 (1913); H. Rubens u.
G. Hettner, Berl. Ber. 1916, S.167.



Rotationsspektrum. 73

Setzen wir diese Konstanten 4, und A4, gleich

h h

50 haben wir die obige Formel (49). Fiir die Trigheitsmomente
Jy, J, der Molekiile findet man 0,95.10—4 und 2,20.10—°. DaB
zwei solche Gruppen auftreten, ist durchaus nicht unplausibel;
das bedeutet nur, dal das Wasserdampfmolekiil in zwei zuein-
ander senkrechten Richtungen sehr verschiedene Ausdehnung und
daher in bezug auf Achsen in diesen Richtungen sehr verschiedene
Trigheitsmomente besitzt. Sogar das Verhiltnis der Trigheits-
momente, wie es hier errechnet worden ist, ist nicht unwahr-
scheinlich: es wird durch andere Uberlegungen bestitigt. Es
bedeuten diese Beobachtungen der Absorptionslinien somit einen
direkten Nachweis der Existenz der Molekiilrotationen, auf die
die Theorie der Rotationswirmen gefiihrt hatte. Die gute Uber-
einstimmung der aus Gleichungen (54) berechneten »-Werte bei
Wasserdampf im Wellenlingenbereich zwischen 9 und 400 u mit
den Beobachtungen zeigt die Tabelle 41). In Spalte 1 sind die
Wellenldngen der direkt beobachteten Absorptionslinien einge-
tragen, die Werte sind den Arbeiten von Rubens und seinen
Mitarbeitern (. ¢.) entnommen2). Die Spalte 2 (indirekte Beob-
achtungen) enthélt Werte, die aus den Absorptionsmessungen von
E. v. Bahr und Rubens und Hettner in dem Wellenlingen-
gebiet 5,0 bis 9,0p auf Grund folgender Uberlegung berechnet
sind. Wenn in den Molekiilen, die mit den Umlaufszahlen v,,
v, = 2v;, ¥ = 3v,, ... rotieren, die Atome Eigenschwingungen
mit der Schwingungszahl v, ausfiihren, so treten zu beiden Seiten
der Absorptionslinie mit der Schwingungszahl », Nachbarlinien
auf mit den Schwingungszahlen

Ny =wv,t v, Nl =+t v,,...

und

Sie zeigen, da in unserem Fall v,, v,, ... aufeinanderfolgende ganze
Vielfache von v, sind, gleiche Schwingungszahldifferenzen. Diese

1) Entnommen aus der Zusammenstellung von A. Eucken, Jahrb. d.
Rad. u. Elektr. 16, 361 (1920).

2) Zu A =106 bis 44u s. H. Rubens, Berl. Ber. 1913, S. 513. —
Zu A =2333u bis 23,1u s. H. Rubens u, G. Hettner, Berl. Ber. 1916,
S.167. — Zu A < 23,1u s. G. Hettner, Ann. d. Phys. 58, 476 (1918).
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Tabelle 4.
Rotationsspektrum des Wasserdampfes.

A beobachtet

2 berechnet (in )

(in @)
o nach Gl. (55) mit nach Gl (57) mit
. in-
direkt | girekt || J/==0,95 J'=2,20| J,=0,988 Jy=325 J3=2,33
.10—40 und ,10—40 . 10"40, . 10—40, .10—40
— | 392 — 400 — 394 —
— | s — 200 — 237 283
— |1 173 — — 169 170
— | 126 - 133 121,5 13,5 1215
106 | 109 — 100 — 107,5 —
— | 95| 87 — - 91,0 94,3
79 80 — 80 — 79 77,0
— | 695 — —_ 72,2 69,7 —
66 67 — 66,6 — — 65,4
— | 625 — - — 62,5 -
585 | 55 57,8 57,2 - 56,5 56,5
50 49 — 50 51,5 51,5 49,9
— | 475 — — — 475 —
44 45 43,3 45 — 438 44,6
— | 42 — — 40,1 40,8 40,3
— | 39 — 40,0 — 38,2 —
— | 887 — 36,5 — 35,9 36,8
33,8 34,0
333 | 838 | 347 33,3 32,8 { 30 o1.4
308 | 30,7 — 30,7 — 30,4 —
288 | 286 | 289 28,5 — 28,8 29,2
268 | 270 | — 26,7 AN gg’g s
24,7 { 25’2} 24,7 25,0 — 25,2 25,6
Y 24,3 2] ? ¥ ’
24,2 24,2
231 | 233 — 23,5 24,1 { 252 28,0
21,6 | 21,8 | 21,8 22,2 — 22,4 —
205 | 20,6 — 21,0 21,2 21,6 21,8
20,8 20,6
19,7 19,9 —_ 20,0 — { 200 197
1922 | 193 | 1927 19,1 19,0 { ig:ég } 18,85
1837 | — — 18,2 — 18,25 18,10
1733 | — 17,33 17,4 17,2 { 17,70 } 17,30
¥ ) ’ 17,25 b
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Fortsetzung der Tabelle 4.

2 b(eigb::)h tet 2 berechnet (in )
. nach Gl (55) mit nach Gl (57) mit
direkt | gt [T7=0,05  J7 =220 Jy— 0,088 Jp—35,25 Jp— 2,38
.10—%0 und .10—40 || .10—%0,  .10—4,  .10—40
168 | — - 16,7 — 1670 | 16,65
160 | — - 16,0 - 1620 | 16,00
1562 | — 15,75 15,4 15,65 { 15,80 } 15,45
' 15,40 8
1498 | — — 14,80 — 1500 | 1490
14,62 —
1432 | — 14,45 14,28 14,45 1430 | 1437
1895 | 13,90
1862 | — - 13,78 - 13,62 —
1834 | — 13,33 13,33 13,36 1830 | 1347
- | = — — — 1300 | 13,05
1282 | — — 12,90 -~ 1278 | 12,67
1242 | — 12,38 12,50 12,42 { i;;ﬁ } 12,30
18 | — - 12,12 - 1,95 | 11,94
1,66 | — 11,56 11,75 11,62 172 | 11,62
147 | — — 11,43 — 11,50 —
124 | — — 11,12 — 127 | 11,80
1094 | — 10,84 - 10,92 11,08 | 11,00
1080 | — - 10,80 — 10,88 —
10,66 | — — 10,52 - 1069 | 1072
1047 | 1046
1030 | — 10,20 10,25 10,30 { 1081 | 10,20
10,12 —
998 | — — 10,0 — 9,95 9,98
o7e | — 9,64 9,76 o7 | | g’gg } 9,75
950 | — - 9,52 — 948 9,53
930 | — — 9,30 — 9,31 9,32

Paare von scharfen Absorptionslinien stellten E. v. Bahr und
Rubens und Hettner zu beiden Seiten der Absorptionslinie mit
der zu v, gehorenden Wellenlinge 4, — 6,26 u fest, bestimmten
ihre Wellenldngen und berechneten aus ihren Schwingungszahlen
Ny, N_, N{, NZ,... durch Subtraktion von v, unmittelbar die
Werte v,, »5, ... Ihnen entsprechen die Wellenlingen, die in
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Spalte 2 der Tabelle eingetragen sind!). In Spalte 3 und 4 stehen
die Werte, die sich aus den Gleichungen

, 3
vV =N
2m)2J’
und ( ”;2 ........ (55)
V=" anpd

mit J' == 0,95.10~% und J” = 2,20.10-% berechnen lassen,
wenn fiir n die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis 16 eingesetzt
wird (b = 6,5.10—% ergsek).

Theorie von Schwarzschild. Trotz der wundervollen Uber-
einstimmung befriedigte indessen die Bjerrumsche Zuordnung
der Absorptionslinien zu den quantenhaft hervorgehobenen Mole-
kiilrotationen bei néherem Zusehen doch nicht ganz. Infolge der
nur kontinuierlich vorstellbaren Absorption von Strahlung durch
die rotierenden Molekiile durften, so schlo man, diese eigentlich
keine konstanten Rotationsgeschwindigkeiten zeigen und man sah
in dem beobachteten und von der Bjerrumschen Zuordnung ge-
forderten Auftreten bestimmter Rotationsgeschwindigkeiten und
scharfer Absorptionslinien eine erhebliche Vorstellungsschwierig-
keit. Da war es von groBer Wichtigkeit, daB Planck?) zeigen
konnte, daB solche scharfe Absorptionslinien sich auch bei kon-
tinuierlicher Absorption ausbilden miissen, wenn die Verteilung
der Rotationszahlen auf die Molekiile bei gewissen (namlich den
quantenhaft hervorgehobenen) Rotationszahlen starke Anderungen
zeigt, zwischen diesen Rotationszahlen aber gleichmiBig verlauft
(konstante Verteilungsdichte aufweist). Trotz dieser neuen Stiitze
der Bjerrumschen Theorie ist man freilich gegenwirtig geneigt,
die Theorie doch zugunsten einer neuen fallen zu lassen, die
einen anderen Zusammenhang zwischen den Rotationszahlen und
den scharfen Absorptionslinien annimmt. Den AnstoB zu dieser
Anderung gab Schwarzschild. In einer Arbeit3), in der es
sich hauptsiichlich um eine Erweiterung der Planckschen Quanten-
theorie handelte, geht er am Schlusse eines Beispiels auf die von

) Zu A =3892u bis 39y s. E. v. Bahr, Verh. d. D. Phys. Ges. 15,
7381 (1913). — Zu A < 39u (Mittelwerte aus Beobachtungen von E. v. Bahr,
Langley, Rubens u. Hettner) s. H. Rubens u. G. Hettner, Berl. Ber.
1916, S.167.

2) M. Planck, Ann. d. Phys. 52, 491 (1917); 53, 241 (1917).

3) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, S.548.
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verschiedenen Gasen unter verschiedenen Erzeugungsbedingungen
ausgesandten Bandenspektren ein, fiir die Deslandres die ein-
fache, allerdings nicht ganz befriedigende Formel angegeben hatte:

v=a+4bms ... ...... (56)

wenn v die Schwingungszahl der einzelnen Linien der Bande, a
und b Konstanten, m die Reihe der ganzen Zahlen bedeutete. In
Anlehnung an die Bohrsche Theorie der Linienspektren und mit
Benutzung des Ausdrucks (50) fiir die Rotationsenergie der Mole-
kiile leitet er die Deslandressche Formel in folgender einfacher
Weise ab: ,Man stelle sich vor,“ schreibt er, ,ein Elektronen-
system kreise um ein selbstrotierendes Molekiil. Die im Molekiil
vorhandenen Ladungen mogen so verteilt sein, daf eine gegen-
seitige Beeinflussung der Rotation des Molekiils und der Be-
wegungen der Elektronen nicht stattfindet. Ist F, die Energie
der Bewegung der Elektronen fiir einen (quantenhaft) ausge-
zeichneten Zustand (also von irgendwelchen ganzen Zahlen ab-
hingig) und setzt man die Trégheitsmomente des Molekiils alle
gleich voraus, so wird die Gesamtenergie des Systems fiir (quanten-

252
haft) ausgezeichnete Zustinde: F, -+ é%—?j Fiir einen anderen

!
n*W & Nach Bohr?)
sendet ein System bei dem Ubergang von einem quantenmiBig
ausgezeichneten Zustand zum anderen Strablung aus mit einer
Schwingungszahl », die gleich ist der durch % dividierten Differenz

ausgezeichneten Zustand wird sie: F; +

1) N. Bohr stellte an die Spitze seiner auf die Quantenhypothese auf-
gebauten Theorie der Serienspektren die Forderungen [Phil. Mag. 26, 1,
476, 857 (1913)]:

1. Die Elektronen laufen um den positiven Kern in gquantenmiBig aus-
gezeichneten Bahnen, némlich Kreisen, fiir die die Drehimpulse ein ganzes
Vielfaches von %/2s betragen.

2. In den ausgezeichneten ,stabilen® Bahnen senden die Elektronen
keine Strahlung aus, nur wenn die Elektronen durch irgend eine Veranlassung
von einer stabilen Bahn in eine andere iibergehen, senden sie Strahlen aus,
die homogen sind.

3. Die Schwingungszahl » dieser beim Ubergang von einer stabilen
Bahn m zur stabilen Bahn n ausgesandten Strahlung steht mit den Energie-
werten ¢,, und &, des Elektrons in den beiden Bahnen m und n in der Be-

ziehung hv =¢, —e¢,.
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der Energien des Systems in den beiden Zustinden, also im vor-
liegenden Fall gleich ist:
v ooy A mwy L )
Das aber ist nichts anderes als die Deslandressche Formel, wenn
man alle vorkommenden Grofen festhilt auBer n' = m, die man
die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufen 148t. Diesem Vorschlag
entsprechend wollen wir als Schwingungszahl der absorbierten
Strahlung nicht die Umdrehungszahl
__ hn
T dmrd
selbst einfiihren, sondern die Zahl, die sich ergibt, wenn wir die
Differenz der Energiewerte des Molekiils in zwei quantenmifig
ausgezeichneten Zustinden gleich dem Planckschen Energie-
element hv setzen. Diese Zahl gibt uns der Ausdruck (56'), in
dem F; und F; die innere Energie des Molekiils in den beiden
Zustinden bedeutet. Wenn wir als Nebenbedingung fordern, es
sollen nur Ubergiinge von einem Zustand zum nichst benach-
barten ausgezeichneten Zustand moglich sein, also fordern:
n' =n+1, so folgt fiir die Schwingungszahl der Absorptions-
linien der Ausdruck 1)
_F— Fo’
+ “QJ(”+2)*”0+4”2J(”+2) - (57)
Wenn wir hlerm nun auberdem », festhalten oder gleich Null
setzen, wodurch ausgedriickt wire, daB das Rotationsspektrum
entsteht nur dann, wenn die Zustinde sich nicht in bezug auf
die innere Energie unterscheiden, also allein durch die Um-
drehungszahlen, so 1a6t sich der Wert (57) durch geeignete Wahl

von J natiirlich genau so gut den beobachteten Schwingungs-

zahlen des Rotationsspektrums anpassen wie der Wert Z:%T];

denn auch dieser Wert ergibt eine Reihe dquidistgnter Schwingungs-
zahlen. Die besonderen Vorteile dieser Theorie sind die fol-
genden: Wir erhalten fiir Wasserdampfmolekiile durch Vergleich
der Formel (57) mit den Beobachtungen fiir die Trigheitsmomente
die Werte J, = 3,25.10~% und J, = 0,988.10—*°, die mit dem
auf einem anderen Weg errechneten mittleren Trigheitsmoment

1) A. Eucken, Jahrb. d. Rad. u. Elektr, 16, 361 (1920).
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J = 2,1.10—% besser iibereinstimmen, als die frither erhaltenen
Werte 0,95 und 2,20.10—%. Und weiter liegen nun den Theorien
der Emission von Linien- und Bandenspektrum und der Theorie
der Absorption die gleichen Annahmen zugrunde, der sogenannte
doppelte Quantenansatz von Bohr. Eucken hat mit den Trig-
heitsmomenten 3,25 und 0,988.10—% die Absorptionslinien be-
rechnet und findet die in Tabelle 4, Spalte 5 und 6 eingetragenen
Werte. Es ist zu vermuten, dafl man beim Wasserdampfmolekiil
noch das dritte Haupttrigheitsmoment wird beriicksichtigen miissen.
Eucken hat daher bei der Berechnung der Absorptionslinien
noch ein mittleres Trigheitsmoment J; = 2,33.10—*° angenommen,
dem die in Spalte 7 der Tabelle aufgefithrten Absorptionslinien
ihre Entstehung verdanken, Die Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungen ist vorziiglich; daf nicht alle berechneten Linien einzeln
beobachtet wurden, ist verstindlich, da sie zum Teil sehr nahe
zusammenfallen.

Sechstes Kapitel.

Translatorische Energie der Gase.
Gasentartung.

Elementargebiete in der kinetischen Theorie der Gase.
Zum Schlu wollen wir uns noch der im Anfang des vorigen
Kapitels berithrten Frage zuwenden, ob es zweckmifig oder gar
notwendig ist, auch auf die translatorische Bewegung der Gas-
molekiile die Quantentheorie in irgend einer Weise auszudehnen.

Den Energieaustausch bei der hin und her gehenden Be-
wegung der Molekiile von vornherein ebenso wie bei der perio-
dischen Bewegung quantenmifig aufzufassen, dazu liegt zunéchst
ein direkter Anlal noch nicht vor?). DaBl aber eine Beziehung

1) Man wird infolge des Bestrebens, das Naturgeschehen einheitlich
darzustellen, doch das Bediirfnis empfinden, auch in der Theorie der trans-
latorischen Bewegung, also der Theorie der einatomigen Gase, sich von
jenem unzuverlissigen statistischen Satz der gleichméafBigen Energieverteilung
frei zu machen. Das kann man aber nur, wie im ersten Kapitel ausgefithrt
wurde, wenn man Energiequanten von ganz bestimmter Grofle eine wesent-
liche Rolle bei dem Energieaustausch in nicht periodischer Bewegung zu-
schreibt,
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zwischen der Quantentheorie und der Theorie der einatomigen
Gase vorhanden sein mufl, das anzunehmen, zwingt uns die
Grundlage der ganzen Quantenhypothese. Planck forderte —
und das bildete den Ausgangspunkt der Ableitung seines Strah-
lungsgesetzes —, dal die Entropie eines jeden Systems einen
ganz bestimmten Wert haben muf, dab also die in der
Thermodynamik bisher unbestimmt gelassene additive Entropie-
konstante berechenbar ist. Die Forderung eines bestimmten
Entropiewertes fillt aber zusammen mit der eines ganz bestimmten
Wahrscheinlichkeitswertes des Zustandes, in dem sich das System
befindet; denn zwischen der Entropie S und der Wahrscheinlich-
keit W besteht die Beziehung (s. S. 5)

S=FklogW . . . ... . ... @)

Der Zustand eines idealen Gases wird nun angegeben durch die
Orts- und Geschwindigkeitsverteilung der Gasmolekiile. Es mag
z. B. im Grammolekiil N; Molekiile geben, deren Ortskoordinaten
zwischen z und « 4 dz, yund y -+ dy, # und z + d2 liegen und denen
eine Geschwindigkeit zukommt mit Komponenten zwischen v, und
Ve + dvz, vy und vy, 4 dvy, v, und v, -+ dv,; es fallen, wie wir
sagen wollen, N, Molekille in das Elementargebiet dxdydz
dvydvydv, des sechsdimensionalen Raumes an der Stelle z,v, 2,
VayVy, V5. N, Molekiile mogen in das Nachbargebiet von gleicher
GroBe fallen, N; in ein drittes usf. Durch diese Angaben defi-
nieren wir den augenblicklichen Zustand des Gases, ebenso wie
wir friiher den Zustand des Oszillatorensystems durch Angabe
der Verteilung der Oszillatoren auf die Energieelemente 0 bis &,
¢ bis 2&, 2¢ bis 3¢ usw. definierten. Alle Elementargebiete
drxdydzdv,dv,dv, sind von vornherein fiir die Lage der Mole-
kiile von gleicher Wahrscheinlichkeit, d. h. sie kénnen mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gleich viel Molekiile fassen. Die willkiirlich an-
gegebene Verteilung: N;, N,, ... in die verschiedenen Elementar-
gebiete wird sich infolge der Zusammenstofe im Laufe der Zeit
verandern. Wir nennen die Verteilung stationsir, wenn nur eine
Auswechselung der Molekiile in den Elementargebieten auftritt,
aber keine Verinderung der Anzahlen, die in die einzelnen Ge-
biete fallen. Es treten dann in jedem Zeitintervall gleich viel
Molekiile ein als aus. Die thermodynamische Wahrscheinlich-
keit des Zustandes bei der angegebenen Verteilung ist nach der
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frither gegebenen Definition gleich der Anzahl der mdglichen
Komplexionen, also

!

WZTV?TV_?TT__T,' N=N+N+--4+DN). .. (1)
Dies gilt zunichst aber nur fiir gleichartige Gebilde, also auch
nur fiir Gase mit gleichartigen Molekiilen von der Masse m.
Haben wir ein Gas aus zweierlei Molekillen mit den Massen m,
und m,, so miissen wir daran denken, dafl die Summe der Be-
wegungsgroBen bei den Zusammenstofen konstant bleibt (nach
einem bekannten Satz der Mechanik). Dann hat offenbar das
Elementargebiet dzdydzdv,dv,dv, einen verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitswert fiir die beiden Molekiilarten. An dem Ort
ZyY, 8, V5 Uy, v, des Raumes wird das Elementargebiet dx dy dz
dv, dv, dv, nicht ebenso viele von den Molekiilen mit der Masse m,
mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufnehmen kénnen als von den
Molekiilen mit der Masse m, Wir miissen vielmehr als Grifle der
Wahrscheinlichkeitselemente annehmen: m, dz, dy, dz; dv., dvy, dv,
= My dxy Ay, A2y Advsg dVyy dv,y, d. h. die Geschwindigkeitsgrenzen
oder die Grenzen der Ortskoordinaten fiir die verschiedenen Massen
sind verschieden grof zu wihlen, um gleich grofe Wahrschein-
lichkeitselemente fiir die verschiedenen Massen zu erhalten.

Die Zahl W, die uns die Wahrscheinlichkeit des Zustandes
angibt, hingt offenbar (wie auch im ersten Kapitel betont wurde)
von der absoluten Grofle des der Verteilung zugrunde gelegten
Elementargebietes ab und die Forderung des bestimmten Entropie-
wertes, des bestimmten Wahrscheinlichkeitswertes, fillt zusammen
mit der Forderung, daf auch fiir das Gas eine bestimmte Grifle
des Elementargebietes eine besondere Rolle spielen muB. Das
Elementargebiet, dessen Grofe uns zundchst noch nicht bekannt
ist, sei: ,

g =j midxdydzdv,dvydv,, . . . . . . (58)

ein Integral, welches iiber dieses Gebiet zu erstrecken ist und
sich aus den beliebig kleinen Elementen médxdydzdv,dv,dv,
zu einem endlichen Wert zusammensetzt. Wie in der Strahlungs-
theorie tritt also hier, trotzdem man es bei den Molekiilbewegungen
nicht mit periodischen Vorgingen zu tun hat, wiederum eine
GroBe von endlichem Wert auf, ohne daB wir dafiir einen inneren

Grund anzugeben vermdchten. Wiederum erhebt sich die Frage:
Valentiner, Die Quantenhypothese. 2. Aufl. 6
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Welche physikalische Bedeutung kommt dem Elementargebiet zu?
Besteht ein Zusammenhang mit dem A der Strahlungstheorie?
Ist das g eine universelle Grofe, oder hat g etwas mit der Be-
schaffenheit der Gasmolekiile zu tun? Wie wir das Auftreten
der endlichen Energieelemente kv aus ganz bestimmten Oszillator-
eigenschaften heraus zu erkliren versuchten, wird man bemiiht
sein, auch hier wiederum in der Beschaffenheit der Materie, viel-
leicht in der Ausdehnung der Molekiile, in der Art der zwischen
ihnen wirkenden Krifte eine innere Begriindung fiir das Hervor-
treten der endlichen Gebiete g zu suchen.

So viel steht fest, dal als Konsequenz der Planckschen
Forderung, aus der die Quantenhypothese entsprang, bei der
Betrachtung des idealen Gaszustandes von nun an von gewissen
endlichen Elementargebieten ausgegangen werden muf}, und daf
insofern eine Beziehung zwischen der Gastheorie und der Quanten-
theorie besteht.

Berechnung des Elementargebietes g Von grofem
Wert ist es, daB wir die Grofle g wirklich berechnen konnen.
Wie Planck?) zeigte, ergibt sich fiir den Energiewert S des ein-
atomigen idealen Gases im Grammatom aus Gleichung (1) und (2)
im Fall des stationiren Zustandes der Wert:

S=R log{ Nl @ neka)alz}

! (59)
s 5 2 nm)“‘/z kb2
=3RlogT+ RlogV + 3R—RlogR+Rlog-—~—e~——
Hierin ist V' das Volumen des Grammatoms, m das Atomgewicht,
e =— 2,718 ... die Basis der natiirlichen Logarithmen. Dieser
Ausdruck stimmt mit dem der #lteren (nur auf dem ersten und
zweiten Hauptsatz aufgebauten) Thermodynamik:

Sy = Cp(log T+ 1)—Rlogp + Ra } (60)
= Cylog T+ RlogV+ C,— Rlog R+ Ra
vollig iiberein, wenn die in der fritheren Thermodynamik un-
bestimmt gelassene Entropiekonstante a
32 5!
o = log (2 wm)lz k¥
€9

....... (61)

1) M. Planck, Theorie der Warmestrahlung, 2. Aufl.,, S.131.
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gesetzt wird. Der dritte Hauptsatz (Nernsts Wirmetheorem)
gestattet nun, diese Konstante a, die sogenannte Nernstsche
chemische Konstante, aus Dampfspannungsmessungen bei tiefen
Temperaturen wirklich zu berechnen?), némlich mit der Formel:

logpdz%logT———%,-!-a, N (2

wenn py den Sittigungsdruck bei der Temperatur 7' und r, die
Verdampfungswirme bei dem absoluten Nullpunkt bedeutet. Beob-
achtungen an Quecksilber, Argon, Wasserstoff?) fithren im Mittel
zu dem Wert:

a=—162+415logms), . . . . . . (63)
so dal man hieraus mit Gleichung (61) die Grofe des Elementar-
gebietes g berechnen kann. Weiter ist es nun Stern+) gelungen,
durch kinetische und statistische Betrachtungen®), denen ein
bestimmtes denkmogliches molekularmechanisches Modell, das
Nernstsche Wiarmetheorem und die Kenntnis der spezifischen
Wirmen fester Korper zugrunde lagen, eine Dampfdruckformel
abzuleiten, in der an Stelle der chemischen Konstanten der Aus-
druck auftritt: s,
Ferner hat Tetrode®) auf statistischem Wege einen Ausdruck
fiir die Entropie des idealen einatomigen Gases gefunden, in

1) Vgl z. B. W. Nernst, Die theoret. u. exp. Grundlagen des neuen
Wirmesatzes. — A. Planck, Lehrbuch der Thermodynamik, 3. Aufl.

?) Wasserstoff verhilt sich bei tiefen Temperaturen sehr angendhert
wie ein ideales einatomiges Gas.

3) W. Nernst, L ¢, S.151.

4) 0. Stern, Phys. Z8. 14, 629 (1913).

5) Aus dem Nernstschen Wirmesatz folgt, daf man bei Kenntnis der
spezifischen Wiirmen eines chemisch homogenen festen oder flissigen Korpers
den Entropiewert des Korpers angeben kann; da man sich nun ein Gas
reversibel in den festen oder fliissigen Zustand iberfithrbar denken kann, so
mubB sich auch fiir den gasférmigen Zustand einer Substanz die Entropie
ohne unbestimmte additive Konstante berechnen lassen, wenn die Daten zur
Bestimmung der Entropie des festen oder flissicen Zustandes der Substanz
zur Verfiigung stehen; die Betrachtung des Verdampfungsvorganges und der
Vergleich der Entropiewerte des Korpers im festen und im gasférmigen Zu-
stand dabei fithrt zu einer Dampfspannungsformel, in der die chemische
Konstante als Differenz der Entropiekonstanten im festen und fliissigen Zu-
stand auftritt, abgesehen von bekannten IFaktoren.

6) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 88, 434 (1912); 89, 255 (1912); Proc.
Amsterdam 17, 1167 (1915).
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welchem die chemische Konstante a denselben Wert annimmt;
er vergleicht die Entropie eines Gases mit der des sublimierenden
festen Korpers, der sich mit dem Gas im Gleichgewicht befindet.
Rechnet man a aus dieser Formel (64) aus, in der rechts ja nur
bekannte GroBen auftreten, so findet man in bester Uberein-
stimmung mit dem experimentell gefundenen Wert

a = — 1,608 4 1,5 log m.
Und vergleicht man die Formeln (61) und (64) miteinander, so
kommt man zu dem wichtigen Resultat, dal

eg=="h% . .. .. ... .. (65)

sein mul.

Die Beziehung g ~ h3 ist insofern nicht unwahrscheinlich,
als das Gebiet g das Produkt dreier ,Wirkungen* ist. mdzdv,
ist seiner Dimension nach gleich dem Produkt aus Arbeit und
Zeit, also eine Wirkung genau so wie k; das gleiche gilt von
mdydv, und von mdzdv, Es sind ,Wirkungselemente“. An-
geregt durch die Sommerfeldsche Auffassung der Quantenhypo-
these bei nicht periodischen Vorgingen, auf die wir hier nicht
niher eingehen?), der zufolge bei jedem reinen Molekularproze
von dem Atom nur eine bestimmte, universelle Wirkungsgrifie
(Wirkungselement) aufgenommen und abgegeben werden soll,
fordert Sackur?), daB auch bei Zusammenstéfen von Molekiilen
immer nur Vielfache solcher Wirkungselemente ausgeldst werden
konnen, und diese Forderung fiihrt auf ¢ =— %3, Auch fiir mehr-
atomige Gase haben Sackur und Tetrode (l. c.) Beziehungen
zwischen ¢ und % gefunden. So interessant diese Beziehungen
sind, so wollen wir uns doch nicht verhehlen, daf zur Erkenntnis
der tieferen Bedeutung dieser Wirkungselemente nicht viel ge-
wonnen ist. Weitere Untersuchungen miissen ergeben, welcher
Zusammenhang zwischen ¢ und den Eigenschaften der
Molekiile besteht.

Sommerfelds Gastheorie. Einen dulerst radikalen Ver-
such, die Quantenhypothese in die Gastheorie einzufithren, hat
Sommerfelds) in Gemeinschaft mit Lenz durchgefiihrt. Sie

1) Vgl. ,Die Grundlagen der Quantentheorie“ dieser Sammlung.

2) 0. Sackur, Ann. d. Phys. 36, 958 (1911). Nernst-Festschrift, S. 405
(1912). Ann. d. Phys. 40, 67 u. 87 (1913).

8) A. Sommerfeld, Vortriige der Wolfskehl-Stiftung in Géttingen 1913
(Teubner 1914).
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haben die Betrachtungen, die Debye am festen Korper zur Be-
rechnung des Energieinhaltes anstellte, mit geringen Modifikationen
auf den gasformigen Zustand iibertragen. Wie Debye den festen
Ko6rper, so betrachten Sommerfeld und Lenz das einatomige
Gas als ein von elastischen Wellen durchzogenes Kontinuum und
bestimmen mit der von Planck bei der Wirmestrahlung zuerst an-
gewandten Methode die Energieverteilung auf die verschiedenen
Wellenziige. Im Gegensatz zu Debye legen sie ihren Rechnungen
an Stelle der Schwingungszahl v die mit ihr durch die Dispersions-
gleichung verbundene Wellenlinge A der elastischen Wellen als
unabhingige Verdnderliche zugrunde, was ja auch Born und
v. Kirméin beim festen Korper vorgezogen hatten. Wihrend
nun aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ = v»2 in festen
Korpern durch die zwischen den Molekiilen wirkenden Krifte be-
stimmt wird, setzen sie Sommerfeld und Lenz beim Gas pro-
portional der Quadratwurzel aus der kinetischen Energie, die im
Gas aufgespeichert ist. Es gelingt ihnen, sowohl fiir die Energie
wie fiir die Entropie des Gases Ausdriicke aufzufinden, in denen
nur die Temperatur als Variable auftritt neben den universellen
Konstanten % und %, der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, der
Molekiilmasse und einer gewissen Grenzwellenlinge (die durch
Volumen und Molekiilzahl bestimmt wird). Die Differentiation
der Entropie nach der Energie und die der Entropie nach dem
Volumen ergeben bekannte thermodynamische Beziehungen, aus
denen durch Elimination der Temperatur die Zustandsgleichung
des Gases folgt, ndmlich:
p.V=21,

wenn p den Druck, ¥V das Volumen, U die kinetische Energie
bedeutet. Das ist genau die Gleichung, die auch nach der bisher
immer anerkannten kinetischen Gastheorie gilt, in der man von
den Bewegungen der Molekiile selbst ausgeht. Es ist das zweifellos
ein auffallendes, sehr schones Resultat dieser kiihnen Betrachtungs-
weise, die einen gewaltigen Gegensatz zu jeder ins einzelne
gehenden ,kinetischen“ Theorie bildet. Weniger befriedigend ist
auf den ersten Anblick allerdings das weitere Ergebnis, daB das
Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz fiir ideale Gase durch
ein Korrektionsglied abgeindert werden muB. Bisher hatte man
an der Giiltigkeit der Gleichung
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fiir ideale Gase, d. h. fiir solche, bei denen weder die Ausdehnung
der Molekiile noch ihre Anziehungskrifte eine Rolle spielen, nicht
gezweifelt. Jetzt stellt sich heraus, daf diese Gleichung lauten mufl:

p.V:RT<1-_A]/3—T""1),- ----- (66)

worin = eine von der Dichte und der Molekiilmasse abhéingende
Funktion bedeutet und 4 eine fiir das betreffende Gas charakte-
ristische, sehr kleine konstante Zahl ist. Fiir ,hohe“ Temperaturen
allerdings, fiir die 5 klein gegen T ist, gilt die bisher angenommene
Form befriedigend genau. FKEine nihere Priifung lehrt nun, dafl
bei geringer Gasdichte, fiir die & einen kleinen Wert hat, ,hohe¥
Temperaturen absolut genommen recht niedrig sein konnen. Wir
werden also zugeben miissen, dal auch dieses Resultat nicht
gegen die Theorie spricht, da ausreichende Erfahrungen iiber das
Verhalten der Gase bei sehr tiefen Temperaturen nicht vorliegen.
Untersuchungen, die Sackur an Wasserstoff und Helium bei
Temperaturen zwischen dem Siedepunkt der fliissigen Luft und
dem des fliissigen Wasserstoffs angestellt hat, deuten auf Ab-
weichungen in der geforderten Richtung hin?). Ferner fordert das
Nernstsche Wirmetheorem ebenfalls eine solche Gasentartung
bei dem absoluten Nullpunkt. Es muB sich nach Nernst jedes
Gas, dessen Volumen konstant gehalten wird, durch starke Ab-
kiithlung bei Ausschlufl von Kondensation in einen Zustand iiber-
fiilhren lassen, in dem es eine grofie Ahnlichkeit mit dem amorphen
Zustand erhilt.

Natiirlich konnten Sommerfeld und Lenz nun auch die
Sackursche Hypothese g = %3 priifen, da ihre Theorie zu einem
Wert der Entropie des Gases fithrte, der die Grofe h enthielt.
In diesem Punkt lieB sich Ubereinstimmung nicht erzielen.

Ahnliche Versuche, wie die von Lenz und Sommerfeld,
durch Einfithrung der Quantenhypothese in die Gastheorie eine
Zustandsgleichung des ,idealen“ Gases und damit alle thermo-
dynamisch wichtigen GréBen zu gewinnen, sind auch von Sackur,
von Tetrode, von Keesom unternommen worden, Keesoms
Betrachtungen?) fithrten auf die Annahme, dafl die Grife der

1) Auch Sackur war bei der Verfolgung der Annahme g=—~7%3 zu einer
Gasgleichung #hnlicher Form gekommen. O. Sackur, Ber. d. D. Chem.
Ges., S.1318 (1914).

?) W. H. Keesom, Phys. ZS. 14, 665 (1913).
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Energieelemente bein Energieaustausch im Gase hv/2 betragen
und eine Nullpunktsenergie von der Grofe hv/4 bestehen miisse.

Gasentartung nach Nernst. Sehr viel Wahrscheinlichkeit
kann man dieser Art der Anwendung der Quantenhypothese auf
die Theorie der einatomigen Gase nicht zusprechen. Nernst
sagt dariiber, er habe personlich in dieser Behandlungsweise einen
anschaulichen physikalischen Kern nie erblicken kénnen; ,,woher
gollen bei tiefen Temperaturen die Krifte kommen, die auch bei
duberst verdiinnten Gasen letzteren die Eigenschaften fester
Korper verleihen“1)? Nernst hat im AnschluB an einen Ver-
such ,von quantentheoretischen Betrachtungen zur Annahme
stetiger Energiednderungen zuriickzukehren“?) die fiir tiefe Tem-
peraturen von seinem Wirmesatz geforderte Gasentartung in
ganz anderer Weise behandelt. Unter der Annahme einer den
leeren Raum erfiillenden Strahlung, die auch ohne Gegenwart
strahlender Materie bestehen bleibt, gelang es Nernst, das
Plancksche Strahlungsgesetz auch ohne die Hypothese der
quantenhaften Energieemission abzuleiten; unter dem Einfluf§
dieser Strahlung, mit der sich die Materie auch beim absoluten
Nullpunkt ins Gleichgewicht setzen muB, verwandelt sich nach
Nernst die fortschreitende Bewegung der Gasmolekiile immer
mehr in eine kreisende, so daB beim Nullpunkt selber die Gas-
molekiile um gleichméBig im Raume verteilte Gleichgewichtslagen
mit konstanter Geschwindigkeit rotierens). Fiir dieses spezielle
Modell eines verdiinnten Gases beim absoluten Nullpunkt leitet
Nernst eine Dampfdruckformel und weiter eine Zustandsgleichung

ab. Aus der Dampfdruckformel findet er fiir die chemische Kon-
(2 wm)’a k¥ .
stante den Ausdruck log TR der sichvon dem von Tetrode

. (4 =)l
und Stern nur dadurch unterscheidet, daB log—e——~ = 1,215

1) W. Nernst, Die theoret. u. exp. Grundlagen des neuen Warme-
satzes, S.163.

2) W. Nernst, Verh. d. D. Phys. Ges. 18, 83 (1916).

8) Nernst fordert fiir ein verdiinntes Gas beim absoluten Nullpunkt
nachfolgende Eigenschaften: ,a) Die Atome miissen um bestimmte feste
Punkte rotieren, um im Sinne unserer Erfahrungen jede Diffusion unméglich
zu machen; b) dem Gascharakter entsprechend sollen sie voneinander so
weit entfernt sein, daB keine merkliche Wechselwirkung stattfindet; c) die
Atome werden im groBtmoglichen Kreise rotieren (beschrinkt durch die
Nachbarmolekiile)“; vgl. W. Nernst, Verh. d. D. Phys. Ges. 18, 99 (1916).
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an Stelle von log (2 %)% = 1,197 tritt, von dem von Planck da-
durch, daB -V%>3 an Stelle von ¢ tritt. Als Zustandsgleichung

findet er: By 1
;_o.V:RT—~j N (1))
mit 1—e ¥7
h Nl
W:W

Bei nicht gar zu tiefen Temperaturen gilt angendhert danach:

(mo = Masse des Molekiils) . . . (68)

hv
p.V:RT<1+m>, N (1))
wihrend fiir 7 — 0 der endliche Druckwert?) folgt:
h2 Ny

Das Korrektionsglied in Gleichung (69) ist kleiner als das in den
Theorien von Lenz-Sommerfeld, von Sackur, von Tetrode
und von Keesom und entspricht daher besser der durch die
Erfahrung sichergestellten Tatsache, daB selbst bei Wasserstoff,
der die Entartung am ehesten zeigen miifite, sich nur eine nicht
ganz sichere Andeutung im Sinne dieses Korrektionsgliedes er-
kennen 1iBt. Nernst hebt iibrigens besonders hervor, daf auch
seine Theorie nur als eine ,provisorische“ anzusehen sei. Von
dem Ergebnis weiterer experimenteller und theoretischer Unter-
suchungen wird es abhingen, ob man von der Einfiihrung der
Quantentheorie in die Theorie der einatomigen Gase Abstand
nehmen muf oder wie anderenfalls sie zu erfolgen hat.

1) Der Druck des Gases beim absoluten Nullpunkt ist bei Nernst zu-
riickzufithren auf AbstoBungskrifte %, die als Kraftstrahlen nur in der Ver-
bindungslinie unmittelbar benachbarter Molekiile zwischen den Molekiilen
wirksam sind, umgekehrt proportional der dritten Potenz der Entfernung

2
<k = —E-—) Durch diese Krifte muBl bei sehr tiefen Temperaturen die
4 wmrd

innere Reibung beeinflut werden. Die experimentellen Bestimmungen der
inneren Reibung von Wasserstoff und Helium bei und unter 21° abs. von
Vogel, Kamerlingh Onnes und Weber, Giinther zeigen in der Tat
einen solchen Einfluf und bestitigen dadurch die Gasentartungstheorie von
Nernst. Vgl hierzu: W. Nernst, Berl. Ber. 1919, S.118 und P. Giinther,
ebenda 1920, S.720.
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