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Zum Anfangswertproblem der Gravitationsgleichungen. 
Von 

Karl Stellmacher in Göttingen *). 

Im folgenden wird für die Lösungen der Feldgleichungen der allgemeinen 
Relativitätstheorie gezeigt, daß sie die Eigenschaft besitzen, in einem Welt
punkt P nur von demjenigen Teil der übrigen Welt abzuhängen, der innerhalb 
der in P zu denkenden Zeitscheide liegt . 

.Ändert man also die Zustandsgrößen außerhalb der Zeitscheide, so werden 
diese Größen in P ihren Wert beibehalten bzw. durch Transformation in die 
alten überführbar sein. 

1. 
In der Relativitätstheorie definiert man: Ein Weltpunkt P ist "früher" 1) 

als ein Weltpunkt Q, falls P und Q durch eine überall zeitartige Linie mit
einander verbunden werden können und falls zu Q ein größerer Wert der 
x0-Koordinate gehört als zu P. 

"Gleichzeitig" werden zwei Punkte genannt, die durch eine überall 
raumartige Linie verbunden werden können. 

Durch diese Definitionen ist der Welt ein gewisser Kausalzusammenhang 
aufgeprägt. Man wird nämlich verlangen müssen, daß bei einer Gleichzeitig
keit kein Wirkungszusammenhang besteht. 

Der Wert einer Zustandsgröße in einem Weltpunkte P kann also nur 
von solchen Weltpunkten abhängen, mit denen P durch überall zeitartige 
Linien verbunden werden kann; d. h. nur von den Punkten, die im Innern 
der in P konstruierten Zeitscheide liegen, und zwar in dem Teil, der in die 
Vergangenheit gerichtet ist. Es dürfen sich also alle Feldwirkungen höchstens 
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. 

Der Wirkungszusammenhang wird jedoch unabhängig von diesen De
finitionen festgelegt durch gewisse partielle Differentialgleichungen für die 
physikalischen Zustandsgrößen. 

*) Diese Arbeit ist ein Teil einer von der Math.-naturwissenschaftl. Fakultät 
der Universität Göttingen angenommenen Dissertation. Die Anregung gab mir Herr 
Professor Friedrichs. Ich bin ihm hierfür und für sein förderndes Interesse zu herzlichem 
Dank verpflichtet. 

1 ) Siehe Hilbert, Math. Annalen 92, S. 11 ff. - Ges. Abh. Bd. III, S. 268 ff. 
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Es erhebt sich daher die Frage, ob der Wirkungszusammenhang, der 
durch die Feldgleichungen festgelegt ist, übereinstimmt mit dem Wirkungs
zusammenhang, der der Welt durch die Einführung der indefiniten Metrik 
aufgezwungen ist. 

Im Falle der tipeziellen Relativitätstheorie weiß man von den Maxwell
Lorentzschen Gleichungen, daß sie für die elektromagnetische Feldstärke den 
richtigen Wirkungszusammenhang liefern. 

Stellt man nämlich das Cauchysche Anfangswertproblem, d. h. gibt man 
die Feldstärke zu einer gewissen Zeit x0 = 0 vor, so hängt ihr Wert in einem 
späteren Weltpunkte P nur ab von demjenigen Teil der Anfangswerte, der 
durch den in P zu konstruierenden charakteristischen Kegel dieses Gleichungs
systems aus der Anfangsfläche ausgeschnitten wird; der charakteristii!che 
Kegel fällt mit der Zeitscheide zusammen. Hier erscheint der geforderte 
Wirkungszusammenhang als eine ganz besondere Eigenschaft einer Lösung 
der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen. 

Auch im Falle der allgemeinen Relativitätstheorie müssen wir unter
suchen, ob die Feldgleichungen und insbesondere die Gravitationsgleichungen 
die entsFechende Eigenschaft besitzen, nur von einem Teil der Anfangswerte 
abzuhängen. 

Diese Fragestellung ist schon mehrmals aufgeworfen worden. Zunächst 
war es Einstein, der für schwach gravitierende Felder das Problem in erster 
Näherung erledigte2). 

Ferner wurde von V essiot 3) gezeigt, daß der charakteristische Kegel der 
Gravitationsgleichungen mit der Zeitscheide zusammenfällt, d. h. daß alle 
Unstetigkeiten von Ableitungen zweiter und höherer Ordnung der Feld
komponenten sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, wofern diese 
Singularitäten nicht wegtransformierbar sind, und wofern die entsprechenden 
Ableitungen niederer Ordnung an der betreffenden Stelle stetig sind. 

Einen weiteren Schritt zur Erledigung des Problems tat de Donder4), der 
das von Einstein für schwache Felder benutzte Koordinatensystem auf den 
Fall beliebiger Gravitationsfelder übertrug; in einem solchen Koordinaten
system nehmen die Gravitationsgleichungen eine derartige Form an, daß eine 
Ausbreitung der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit und die richtige 
Kausalstruktur der Welt schon sehr plausibel werden. (Dieses Koordinaten
system werden wir dem einen unserer beiden Beweise zugrunde legen. Näheres 
darüber s. in Kapitel 3.) 

2 ) Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1916, S. 688, und 1918, S. 154; siehe dazu die Be
merkungen und Bedenken von Eddington, Relativitätstheorie in math. Behandlung 
(Berlin 1925), §57. 

3 ) Compt. rend. 166 (1918); siehe hierzu auchLevi-Civita,Atti d. Linc.ll (1930), S.l. 
4 ) La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S. 40-41. 
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(In nicht so direktem Zusammenhang mit der vorliegenden Fragestellung 
stehen die berühmten Hilbertschen Untersuchungen zum Kausalitäts
problem5). Es wird dort gemäß dem Theorem von Cauchy-Kowalewsky ge
zeigt, daß die auf einer raumartigen Anfangsmannigfaltigkeit analytisch vor
zugebenden Werte der Feldkomponenten nebst deren ersten Ableitungen in 
der Umgebung der Anfangsfläche bis auf Transformationen eindeutig eine ana
lytische Lösung induzieren. 

Die Fragestellung, die uns interessiert, wird dabei jedoch kaum berührt, 
da über das Abhängigkeitsgebiet der Lösung nichts ausgesagt wird, und auf 
Grund der Methode von Cauchy-Kowalewsky wohl prinzipiell nicht ausgesagt 
werden kann. Auch ist die Eindeutigkeit insofern nicht garantiert, als der 
Fall denkbar ist, daß ein zweites nicht analytisches Lösungssystem existiert.) 

Demgegenüber werden wir den Beweis dafür führen, daß sich Feld
wirkungen höchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, und zwar werden 
wir zwei Fälle behandeln; 1. beliebige elektrische und gravitierende Felder im 
leeren Raum, 2. reine Gravitationsfelder, die stetig verteilter Materie über
lagert sind. 

2. 

Die Durchführung unseres Beweises für die Gültigkeit des Kausalitäts
postulates gelingt auf Grund der Anwendung einer Methode; die von Friedrichs 

und Lewy stammt 6 ). 

Wir beweisen zunächst als Hilfssatz, daß das Eindeutigkeitstheorem von 
Friedrichs und Lewy sich ohne Schwierigkeit auf den Fall einer beliebigen 
nicht mehr notwendig linearen hyperbolischen Differentialgleichung über
tragen läßt, indem wir gleichzeitig kurz den Gedankengang des Friedrichs
Lewyschen Beweises wiederholen. Es soll also gezeigt werden, daß der Wert· 
der Lösung einer vorgegebenen Differentialgleichung von totalhyperbolischem 
Charakter nur von demjenigen Teil der Anfangswerte abhängt, der durch das 
in P zu konstruierende charakteristische Konoid aus der Anfangsfläche aus

geschnitten wird. 

(1) 

Vorgelegt sei eine Gleichung vom Typ 7): 

6) Siehe die in Fußn. 1) zit. Arbeit. 
6 ) Math. Annalen 98, S. 192ff. 

ri u ) 
( U;k = . k • 

Dx' iJx 

7) Man übersieht leicht, daß die vorliegende einfache Verallgemeinerung sich auch 
auf den Fall übertragen läßt, daß eine beliebige Differentialgleichung allgemeinster 
Form F ( u) = 0 vorgelegt ist. Es lassen sich dann nämlich die Überlegungen bei 
entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auf die differenzierte Gleichung 

° F = fJ F u. k + W = 0 anwenden. Siehe hierzu die Arbeit von Schauder, 
fJxo fJutk ' o 

Fundam. Mathem. 34 (1935), S. 213. 
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In einem Gebiet G, das einen Teil der Anfangsfläche A enthält, seien a•k 
und I stetig differenzierbare Funktionen der vier unabhängigen V eränder
Iichen [Jl, sowie von u und seinen ersten Ableitungen, den u,. Die Gleichung (1) 
soll für eine gewisse vorgegebene Lösung u totalhyperbolisch sein, d. h. ·die 

·zu ai" gehörige quadratische Form soll den Index (---+) besitzen; 
ferner sollen sich die a•k kontravariant transformieren, und es soll das Ko
ordinatensystem so gewählt sein, daß die Bedingungen der Raumartigkeit 
erfüllt sind: 

(2) aOO > 0, 

all a12 als 

an an a23 < 0. 
a31 a32 ass 

Dann ist offenbar die Matrix (aik) (i, k = 1, 2, 3) nicht ausgeartet negativ 
definit; denn die Diskriminante der Form ist nach Voraussetzung negativ, 
so daß nur die Trägheitsindizes ( + + -) oder (---) möglich sind. Da 
aber nach Voraussetzung nur ein positives Vorzeichen auftreten kann,_ so 
folgt die Behauptung. 

Innerhalb des Gebietes G möge eine wohlbestimmte zweite Lösung 1JB) 
der Differentialgleichung (1) gegeben sein, die auf emer raumartigen 9) Anfangs
mannigfaltigkeit A hinsichtlich ihres Wertes sowie der Werte der ersten Ab
leitungen mit der Lösung u übereinstimmt. u sei in G nebst seinen Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung nach oben beschränkt; ebenso natürlich u: 

Iu I, juij, ju,.,.j, I uj, I uil, I Uilcl <M 
Mist eine feste-wohlbestimmte Zahl. Es gilt also auch: 

L [u] = a•k uu + 1 = o, 

i, k = 0, 1, 2, 3. 

wo (J!k und f die Funktionen a•k, I bedeuten, nachdem in ihnen u nebst Ab
_leitungen durch u und seine Ableitungen ersetzt ist. Unter diesen Voraus
setzungen gilt der 

Satz. Innerhalb eines noch zu bestimmenden N aohbargebietes von A sind 
beide Lösungen identisch. 

Zum Beweise bilden wir L(u) -L(u): 
ik ( ~ ) + ~ ( ik ~ik) + (I I~) 0 a uik - Uik uik a - a - = . 

Setze ich jetzt: 
u -u =v, 
u. -ui = v., 
u • .,.- u • .,. = vi.,., 

8 ) Daß wir eine bestimmte zweite Lösung ins Auge fassen, darin liegt das Neue 
gegenüber Friedrichs und Lewy. 

9) Sei A die Fläche f = const. So nennt man f raum&rtig, falls 

aik ~ !..1_ > 0. 
(J:x;i oxk 
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so bekomme ich eine in v lineare und homogene Differentialgleichung mit 
verschwindenden Anfangswerten auf A: 

(3) 

i!_ai k(ü) U,. + o/(ü)l 
i)u •k ou 

e c• 

~ai k (u) u·k + iJf(u)J 
i)u • i) u c = 

u < u < u. 
Von jetzt ab können wir die Überlegungen von Friedrichs und Lewy (insbe
sondere l. c. Kapitel4) ohne weiteres übertragen. 

Man konstruiere in einem Punkte P innerhalb von G den charakteristischen 
Kegel B, von dem wir die vereinfachende Voraussetzung machen, daß er mit 
der Anfangsfläche A zusammen ein einfach zusammenhängendes Gebiet G' 
definiert; dieses Gebiet soll ganz innerhalb von G liegen. B schneide aus A 
einen ebenfalls einfach zusa:ounenhängenden Bereich A' aus. Ohne Be
schränkung der Allgemeinheit nehmen wir ferner an, A sei die Fläche x0 = 0 
(s. Fig. 1). 

Wir denken dann das Kegelinnere ausgefüllt mit der Flächenschar 
x0 = const, die wir im Innern von G' als raumartig voraussetzen. Durch 

Fig. 1. 

Integration der mit v0 multiplizierten Gleichung (3) über ein Gebiet G", das 
begrenzt wird von A', x0 = c > 0 und B', gewinnt man die Gleichung 

(4) Jff (aikvik + bllvl! + cv)v0 d-r = 0. 
G" 

Der Integrand läßt sich darstellen als eine Divergenz vermehrt um eine 
quadratische Form der ersten Ableitungen von v sowie von v selbst: 

Jff[(aikv;v0)k- t(v;vkaik)0]d-r = Jff Q(v;, v)d-r. 
G". G'' 
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Die linke Seite wird nach dem Gaußsehen Satz in ein Oberflächenintegral 
umgeformt: 

ffa•k(v1 vo~k-tv,vkeo)dw = SJJQ(v,,v)d-r. 
0 G" 

Die ~.bedeuten die Richtungscosinus der nach innen weisenden Normalen. 
Der über A' zu erstreekende Anteil des Oberflächenintegrals verschwindet; der 
übrige Teil zerfällt in ein Oberflächenintegral über einen Streifen M' des 
Mantels des Konoids M und in ein Oberflächenintegral über das Gebiet 0 
der Fläche ~ = c. Wir formen den Integranden des Oberflächenintegrals um 
und erhalten: 

-~H :0 [a•k(v,~0 -v0 ~1)(v~ce0 -V0 ~~c)-aik~i~kvg]dw = JJJ Q(v.,v)d-r. 

C+W ~ 

Links unter dem Oberflächenintegral haben wir offenbar, da auf 0 e. = <5~ 

und daher aik e. ~k = a00 ist, als Integranden des Anteils über 0 eine 
nicht ausgeartet negativ definite Form der sämtlichen ersten Ableitungen 
von v, während der Integrand des über M' zu erstreckenden Anteiles sicher 
nicht negativ wird, da auf M a•k ~. ~k = 0 ist. Indem wir diesen letzteren 
Anteil unterdrücken, können wir offenbar abschätzen: 

fS Evldw < D JSJ (Evl +v2 )d-r S.E JSJ Evld-r. 
(J G" G'' 

E und D sind Konstante, die nicht von der Wahl des Parameters c abhängen 10). 

Durch Integration der Ungleichung nach x0 von x0 = 0 bis x0 = c erhält 
man schließlich: 

SJJ Evl d-r < cE JF Evl d-r. 
G'' GI, 

Wählt man nun c < 1/E, so folgt offenbar v = 0 innerhalb von G". 

Indem ich nun mit dem eben angegebenen Beweisverfahren stückweise 
weiter fortschreite von der Fläche ~ = c bis zur Fläche x0 = c', dann 
von c' bis c" und so fort, kann ich schließlich bis zur Spitze P des charak
teristischen Kegels vordringen, da man für E von vornherein eine Abschätzung 
angeben kann, die gleichmäßig für jeden Gebietsstreifen zwischen ~ = c<n> 
und x0 = c<n+t> gilt, wie auch immer diese beiden positiven Konstanten c<n> 
und c<n+I> gewählt werden mögen (solange nur c < c (P)). 

Danach haben wir den folgenden Satz bewiesen: Jede innerhalb und auf 
dem Rande von G' zweimal stetig differenzierbare Funktion u, die dort nebst 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung beschränkt ist, und die im 

10) Näheres siehe in der Originalarbeit. 
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Teilgebiet A' der Anfangsfläche A (einschließlich des Randes) nebst ihren 
ersten Ableitungen mit u übereinstimmt, ist innerhalb von G' mit u identisch. 

Daher folgt auch: u (P) ändert sich nicht, wenn beliebige Änderungen 
der Anfangswerte auf A außerhalb von A' vorgenommen werden. 

3. 

Um diese Methode auf die Gravitationsgleichungen anwenden zu können, 
benutzen wir ein Koordinatensystem, in welchem die Gravitationsgleichungen 
wesentlich vereinfacht erscheinen hinsichtlich derjenigen Anteile, in denen 
zweite Ableitungen der Ytk nach den Koordinaten auftreten. 

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des von Einstein bei der 
Integration nicht stationärer schwacher metrischer Felder benutzten Koordi
natensystems. 

(Die Möglichkeit eines solchen Koordinatensystems ist zuerst entdeckt 
worden von de Donder11); Lanczos 12) hat es unabhängig davon etwas später 
ebenfalls gefunden und den zu erfüllenden Gleichungen eine besonders 
elegante una prägnante Form gegeben (siehe hierzu auch die Bemerkung von 
Darmois13)). 

Nach Lanczos vereinfachen sich in einem Koordinatensystem, in welchem 
die vier Relationen 

(1} 
I a V- g gri 

-=----=0 V-u axr 
(i = 0, 1, 2, 3) 

erfüllt sind, die Komponenten des verjüngten Riemannschen Tensors zu der 

folgenden Form (wir schreiben o für g1 " t u), : 
ax ax· 

(2) 

Wir zeigen, daß sich stets in der Umgebung einer beliebigen raumartigen 
Hyperfläche (x0 = 0) ein neues eigentliches14) Koordinatensystem auffinden 
läßt, derart, daß die Koordinatenflächen xi = const auf eine invariante Art 
mit dem metrischen Felde verknüpft sind, und daß dort die Gleichungen (1) 
erfüllt sind. 

Wir suchen also eine nicht singuläre Transformation 

(3) (i = 0, 1, 2, 3) 

11) La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S. 40/41. 
12) Phys. Zeitschr. 23 (1921), S. 537ff. 
13) Mem. des Sc. Math. 25 (1926), S. 14-19. 
14) Siehe Hilbert, I. c. 
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derart, daß in dem neuen Koordinatensystem gilt: 

1 av:...... g gd 
(1a) --= = 0. (i = 0, 1, 2, 3) 

~'-g 8:il 

Dazu betrachten wir die "verallgemeinerte Potentialgleichung" : 

av-g u•• ~ 
1 a x' 

(4) Ir-: = 0, 
r-u a:~l 

Sie ist invariant, falls rp eine skalare Funktion darstellt. Wir bestimmen dann 
vier skalare Funktionen rp<t> derart, daß jede von ihnen die Gleichung (4) 
befriedigt, und daß außerdem di.e Anfangsbedingungen erfüllt sind: 

j ( rp<1>).,o = o = a:i, 
(5) (a rp<•l) . 

--0 = ~t. ax ,.,o=o 
woraus sofort folgt: 

a rp<i> 1 
-- = ~k· axk 

Die Lösung dieses Anfangswertproblems kann nach Hadam&rd 15) ermittelt 
werden. 

Auf die vier derart gewonnenen Gleichungen 

a ( v-=g g• 8 a rp<'l) 
1 \ ax• 

-= =0 
V- u a x' 

(i = 0, 1, 2, 3) 

wenden wir die Transformation (3) an; dann resultiert offenbar: 

_1_ a (V-- u 9u (J;) _ 0 
V- - (i = 0, 1, 2, 3), 
-?J ax' 

d. h. die Gleichungen (1a). 
War nun das alte Koordinatensystem insbesondere auf der Anfangs

fläche ein eigentliches, so gilt aus Stetigkeitsgründen das gleiche in einer 
gewissen Umgebung der Anfangsfläche für das neue. 

Ein de Dondersches Koordinatensystem ist dadurch eindeutig festgelegt, 
daß es mit einem anderen beliebig vorgegebenen längs einer gewissen raum
artigen Hyperfläche einschließlich der ersten Ableitungen der Trans
formationsfunktionen übereinstimmt. Auf dieser Anfangsfläche stimmen 
dann die Komponenten eines beliebigen Tensors in beiden Koordinaten
systemen überein. Die neuen Koordinatenflächen sind auf invariante Weise 
mit der Metrik verknüpft, da die Gleichung (4) invariante Form besitzt. 

16) Le probleme de Cauchy, App. 1. - Dort ist der Existenzbeweis nur für Glei
chungen mit analytischen Koeffizienten durchgeführt. Doch macht es, wie Hadamard 
selbst bemerkt, keine wesentliche Schwierigkeit, diese Voraussetzung zu überwinden. 
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4. 
Jetzt sind die Mittel bereitgestellt, um das Problem zu erledigen. Wir 

denken ein Weltstück G, das frei von Materie ist, in welchem also die 
Gleichungen gelten: 

(I) (i, k = 0, I, 2, 3). 

Rik bedeutet den verjüngten Riemannschen Tensor, Sn den elektromagneti
schen Energietensor: 

- Sik = Fia F~ ic-! gikFa~F"~ (i, k = 0, I, 2, 3) 

mit S = 0. Der schiefsymmetrische Tensor Fik der elektrischen Feldstärke 
ist durch das Vektorpotential (/> darstellbar. 

(2) 
a a 

F-k = -. (/>k - - (/>. • a x• a x" • (i, k = 0, I, 2, 3), 

und es gelten die Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen: 

(3) a V- g Fi " = o ( · o I 2 3 ~ = ' ' ' ). a x" 

Bekanntlich ist durch (2) und (3) der Vektor (/>i nur bis auf einen willkürlichen 
additiven Gradienten bestimmt, so daß man ihm noch die zusätzliche Be
dingung. 

(4) 

vorzuschreiben pflegt. Aus (2), (3) und (4) erhält man durch einfache Um
formung16): 

1 a ( 11-a<Pi) 1 a [ a 11- ] .kaghi (5)--=- gkl y-g- +-- (/>z-y-ggkl +gi,.FJ_---=0 v- « a x 1 a xk V--- u a xk a xi a x" 

(i = 0, I, 2, 3). 

Innerhalb von G konstruieren wir dann analog Kapitel 2 (Fig. I) das 
charakteristische Konoid B (das ist die Zeitscheide), das mit der Anfangs
fläche xO = 0 zusammen das einfach zusammenhängende Gebiet G' begrenzt. 
In G' gebe es dann zwei Lösungssysteme der Gleichungen (I), (5) 

(i, k = 0, I, 2, 3), 

diebeideinnerhalb von G' und auf seinen Randflächen als zweimal stetig und 
beschränkt differenzierbar vorausgesetzt werden. Beide Lösungssysteme 
mögen auf dem von der Zeitscheide B aus der Fläche x0 = 0 ausgeschnittenen 
Gebiet A' nebst ihren ersten Ableitungen übereinstimmen. 

16) v. Laue, Phys. Zeitschr. 21 (1920}, S. 659ff.; siehe auch Rel. Theor. Bd. Il, 
1. Aufl., S. 148. 
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Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir den Satz: Beide Lösungs
systeme sind innerhalb von G' durch Koordinatentransformation ineinander 
überführbar, also physikalisch gleichwertig. 

Zum Beweise führen wir in der Welt mit der Metrik gi k ein de Dondersches 
Koordinatensystem x1 ein~ In dieser Welt gilt also: 

aV-uuir 
-'--------=--=- = 0 (i = 0, 1, 2, 3). 

a x~ 
Dieses Koordinatensystem soll gemäß den Anfangsbedingungen (5) von Ka
pitel 3 nebst den aus der Anfangsfläche herausführenden x~-Achsen mit 
demjenigen eigentlichen auf der Anfangsfläche x0 = 0 übereinstimmen, in 
dem die Anfangswerte gegeben sind. 

Desgleichen wählen wir in der zwejten Welt mit der Metrik gi k ein 
de Dondersches Koordinatensystem Xn, das den Bedingungen genügt: 

aV-u uir 
--- = 0 (i = 0, 1, 2, 3). 

a xfr 
Wieder sollen auf :z;O = 0 die Koordinaten Xn mit den Koordinaten, in denen 
die Anfangswerte gegeben sind, übereinstimmen, desgleichen dort auch die 
x"-Achsen. 

Bilden wir dann die Welt II durch die Gleichungen 
xi = x~1 (i = 0, 1, 2, 3) 

auf die Welt I ab, so bleiben bei dieser Abbildung alle invarianten Gleichungen 
gültig, die in der Welt II bestanden haben. Auf der Anfangsfläche gilt dann: 

(gik}.,o = o = (gik}zo = o 
(s. S. 143). Aber auch die ersten Ableitungen der gikstimmenjetzt noch auf 
der Anfangsfläche überein, da die zweiten Ableitungen der Transformations
funktionen rri0 und rri~ auf der Anfangsfläche übereinstimmen, was man 
mit Hilfe von (4), Kapitel 3, leicht bestätigt. 

Auf diese Weise haben wir dann in der Welt I gemäß Kap. 3, Gleichung (2), 
die beiden Gleichungen gewonnen: 

2 

(o- J.,_. a ) 
-g ax}.axl-'' 

(7) 
(o - ~}.,_. a'), ) 

-g ax).ax~-'. 

Die A.i k sind Ausdrücke, die nur die gi k und deren erste Ableitungen enthalten. 

Entsprechendes gilt auch für die 1ik17}. 

17) Obwohl wir im Kap. 2 für die zweite Lösung u nicht die Voraussetzung 
brauchten, daß für sie die Koeffizienten aik die totalhyperbolischen Bedingungen 

erfüllen, müssen wir hier auch von den gi" voraussetzen, daß ihre Matrix den Trägheits
index (- - - +) besitzt (bei dem Beweise des nächsten Abschnitts ist dies nicht 
nötig), da sonst in der Welt II die Transformation von de Donder nicht durchführbar 
zu sein braucht. 

Mathematische Annalen. 115. 10 
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Dazu haben wir noch die Gleichungen (5) für die elektromagnetischen 

Potentiale. Da in ihnen zweite Ableitungen der gi k nur in der Kombination 

V 
1 a V g gi e bzw. in Ableitungen dieser Größen auftreten, so können wir 
-g a:r/ 

für diese Gleichungen schreiben: 

(8) 
0 <Pi+ Bi= 0, 

o fi>i + B; = o, 
wo die B; nur erste Ableitungen der g; k und <P; enthalten. Auch dieS; k in 

den Gleichungen (7) enthalten höchstens erste Ableitungen der <Pi. Ent

sprechendes gilt für die mit Haken versehenen Größen. 

Setzen wir nun 

g;k-!Jik=l;k und <P;-ißi=/;, 

so erhalten wir durch Differenzbildung gemäß (7), (8): 

Lik- 0 l;k-Dik = 0, 

L; - o Ii - Di = 0. 

Analog der Gleichung (3), S. 140, sind die D lineare Funktionen der li k und 

deren erster Ableitungen, sowie der /; und deren erster Ableitungen. Als 

Koeffizienten dieser Linearformen D fungieren gewisse ganze rationale 

Formen der gik' g;k, <Pi, ißi und deren erster und zweiter Ableitungen. Die 
besondere Gestalt dieser Formen ist für den Beweis ohne Bedeutung. Auf das 

so gewonnene Gleichungssystem können wir die Friedrichs-Lewyschen Über

legungen anwenden. Offenbar erfüllen nämlich die gi k alle Voraussetzungen, 

die wir in Kapitel 2 für die ai k machen mußten hinsichtlich des Trägheits

index und insbesondere auch hinsichtlich der Bedingungen (2), Abschnitt 2, 

die mit der Hilbertschen Forderung eines eigentlichen Koordinatensystems 

äquivalent sind 18). 

Gemäß dem Schluß von Kapitel 2 ist damit der verlangte Beweis er

bracht. Man hat nur statt des Integrals (4), S. 140, zu bilden: 

und dann genau wie in Kapitel 2 zu verfahren. Das Abhängigkeitsgebiet 

der Lösung in einem Punkte P erhalten wir demnach, indem wir in diesem 

Punkte die Zeitscheide denken. Das Abhängigkeitsgebiet wird dann durch 

die Zeitscheide aus der Anfangsmannigfaltigkeit ausgeschnitten. 

18) l. c. 
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Diesen Satz können wir in der Sprache der Relativitätstheorie auch so 
ausdrücken: 

In Teilen des Raumes, die frei von Materie sind, können sich "gleich
zeitig" gelegene Weltpunkte gegenseitig nicht beeinflussen. 

5. 

Der vorstehende Beweis läßt sich nicht ausdehnen auf den Fall, daß außer 
den Zustandsgrößen gi 1c und ~ • auch noch stetig verteilte Materie vorhanden 
ist19). 

Durch einen besonderen Kunstgriff läßt sich jedoch der Fall inkohärenter 
Materie bei Abwesenheit irgendwelcher elektrischer Felder behandeln. 

Wir haben dann das Gleichungssystem: 

(1) 9t; 1c = k (~k- ·hn X) 
mit 

X.:~c = mu.u~c. 

Wie üblich, bezeichnet m die Massendichte der Materie; ui den Tangenten
vektor von der Länge 1 an die Weltlinien der Materie. Zur Bestimmung 
dieser Größen haben wir die Gleichungen: 

(2) 

und 

(3) 8(ti~) = 0. 
ax' 

In G' 20) seien zwei Systeme von Lösungen (zweimal stetig und beschränkt 
differenzierbar) 

Yn. ui, m und Uik• i:t!, m 
dieser Gleichungen vorgegeben, die im Gebiet A' der Anfangsfläche x0 = 0 
übereinstimmen; und zwar sollen die Y• keinschließlich ihrer ersten Ableitungen 
übereinstimmen, während die Funktionen u• und m nur selber mit ii und m 
auf x0 = 0 übereinzustimmen brauchen. 

Wiederum haben wir dann den Satz: Unter den angegebenen Voraus
setzungen sind beide Lösungssysteme durch Transformation ineinander 
überführ bar. 

Die Erledigung des Problems, d. h. der Beweis des Satzes gelingt auf 
Grund der Einführung eines "Ruh-Koordinatensystems" (s. Hilbert, I. c.); 

19} Dahingehende Versuche scheiterten an der Form der Divergenzgleichung 
der Materie, die sich überhaupt in unserem Sinne bei der Behandlung als unangenehm 
erweist. 

20) Vgl. Kap. 2, Fig. I. 

10* 
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d. i. ein Koordinatensystem, in dem der kontravariante Tangentenvektor ui 

dieKomponenten(1 0 0 0) besitzt. Im GegensatzzumdeDonder-Koordinaten
system ist das Ruh-Koordinatensystem durch Differentialgleichungen erster 
Ordnung für die Koordinaten festgelegt. Es wird nämlich verlangt, daß im 
neuen Koordinatensystem gelten soll: 

(2a) 
-· a -xt 
u' = --u'" = (li 

ax" 0 
(i = 0, 1, 2, 3). 

Diejenigen Weltstellen, an denen keine Materie vorhanden ist, sind in 
stetig differenzierbarer Weise mit einem Einheits-Vektorfeld ausgefüllt zu 
denken, das ebenfalls den Differentialgleichungen der geodätischen Linien 
genügt. 

In unserem Ruh-Koordinatensystem besitzt die Kontinuitätsgleichung 
der Materie die Gestalt: 

(3a) 

Ferner folgt aus den Bewegungsgleichungen (2) bei Berücksichtigung des 
Wertes für den Vektor u: 

r~o = 0 (i = 0, 1, 2, 3), 
daher auch: 
(4) ro o, i = 0 (i = 0, 1, 2, 3). 

Ferner gilt wegen ui ui = 1 (Einheitsvektor!) 

Yoo = 1. 

Daher bekommen wir aus den Gleichungen (4) 

(5) (i = 0, 1, 2, 3). 

Wir führen in beiden gedachten Welten je ein Ruh-Koordinaten
system xi bzw. x11 ein (gemäß dem Vorgehen auf S. 145), die auf x0 = 0 
mit dem ursprünglichen Koordinatensystem übereinstimmen. Wegen des 
Übereinstimmens der Anfangswerte der u/ stimmen auf der Anfangsfläche 
wegen (2a) dann auch die Ableitungen 

axi axii 
-k bzw. -k ax ax 

mit dem Einheitstensor Clt überein. Aus dem gleichen Grunde stimmen auch 
die zweiten Ableitungen der xi bzw. x11 auf der Anfangsfläche überein. 

Bilden wir wiederum die Welt II durch die Gleichungen x1 = Xn auf 
die Welt I ab, d. h. legen wir die Weltlinien der Materie der beiden Welten 
aufeinander, so erhalten wir übereinstimmende Anfangswerte der gi k und m 
mit den Yik bzw. m; ferner folgt im Innern von G' wegen (3a) 

(6) m = m 
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und aus (5) 
(7) 'Jo • = ,q0 i (i = 0, 1, 2, 3). 

Unter Berücksichtigung der Vereinfachungen, die unser· Koordinaten
system gewährt, erhalten wir statt (1) für die beiden Lösungen die 
Gleichungssysteme: 

m 
Rn= k 1~ ('Jot gok -l'lik), 

v-g 

R,k = k Vm ~ (Uo• Yok -tu;k)· 
-g 

Unter Benutzung von (6) und (7) bilden wir die Differenzen: 

~ [1 1) 1 ~l (la)Rik-Rik=k·m (v-u -V-ti (go,gok-tgik>+y_ 9(-!-)(gik-Uik). 

Wieder setzen wir 'Jik -Uik = lik und können die rechte Seite von (la) als 
homogene lineare Funktion der sechs Größen lik (i, k = 1, 2, 3) darstellen. 
Auch die linke Seite werden wir als Linearform der lik und ihrer ersten und 
zweiten Ableitungen darstellen. Gemäß Abschnitt 2 wird uns davon am 
meisten derjenige Anteil interessieren, der die zweiten Ableitungen der lik 

enthält. 
Es wird außerdem für das folgende von Bedeutung sein, daß in der 

Gleichung (la) mit dem Index 00 die linke Seite hinsichtlich der ersten Ab
leitungen der lik eine solche Darstellung gestattet, daß nur Ableitungen 
nach x0 auftreten. Offenbar gilt wegen der Gleichungen (4): 

ar;,. r.• ps 
---0 - os.Lor, ax 

daraus durch Subtraktion 
a2 ( ~ ) 

R R~ 1 f'B u,..-grs rr (F' r.~") 
oo- oo=-2g (ßx0)2 + os or- os 

+ f';,. (T;.- f;,) + l~~ A~~. 
Die A~~ sind Polynome der 'l•k• g•k und der ril,, z. sowie der Uik, gik, 'fik," 
und deren erster Ableitungen. 

Nach Gleichung (7) ist l0 i = 0; es folgt dann: 

~ 1 a2 z 1 a z t ~~ -
Roo- Roo = - 2 grB ___:_; + -2 a r~ (Fo,g•r + Fos?J'r) + l~~ A~.u. 

(ß :~;0) X 

Durch Integration nach xO von der Anfangsfläche bis x 0 und anschließende 
passende Umformung mittels partieller Inte.gration erhalten wir schließlich: 

~ ~ 

(8) f (Ro 0- Ro o) dx0 = - ! :z::. gr• + le,. B~~ + f l~~ o(/~axO, 
0 0 
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wobei die Koeffizienten 0~"' wiederumdurchganze rationaleRechenoperationen, 
die Bill" auch noch durch Integration nach x0 aus den g1 ~:, Yi kund deren ersten 
und zweiten Ableitungen gebildet sind. 

Ehe wir die übrigen Komponenten aufschreiben, merken wir an, daß sich 
der verjüngte Riemannsche Tensor hinsichtlich seiner zweiten Ableitungen 
folgendermaßen schreiben läßt:. 

2 

2 R- •. - - g" 0 g·L + ~ßk + _!_p. + L·k· ,.,.- o:tl8x8 .... oxi ax • • ' 

dabei ist gesetzt 

(9) ß. = g••(agri -.!.. ogr•) 
• o x' 2 o xi ' 

während die L~. k nur noch erste Ableitungen der g, 1c enthalten. Durch Sub
traktion folgt daraus: 

(9a) 

mit 

(9b) r (alir 1 olr•) 
Yt = g ' a x' - 2 a xt . 

Danach schreiben sich die Gleichungen (1a) unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (8), (9a), (9b): 

(10) 

"'o 
a) - 2y0 = lQ,... Bill"+ J lQ,... 0~1' dx0 , 

0 

(i = 1, 2, 3), 

(i, k = 1, 2, 3). 

Die A sind wieder Linearformen der li k und ihrer ersten Ableitungen. 
Indem wir aus den Gleichungen (lOa) und (lOb) y0 eliminieren, erhalten 

wir die folgenden drei Gleichungen 

"'o 

- oyi = A.- J _i_.z c•• dxo- _i_.z B" 
o x0 • o x• r 8 o x• r" ' 

0 

oder 
..,o 

(11) -• =A·- V-dx0 oy. J 
ox0 • • ' 

0 

wo Ai und V, wieder Linearformen der li k und ihrer ersten Ableitungen sind. 
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a z. k 
Jetzt multiplizieren wir die Gleichungen (IOc) entsprechend mit -;-

az.k ax 
und (11) mit 2 ~' addieren und erhalten: 

ox 
xo 

D(lik)·-' --' -• +-. +2-' -' =L+ Ndx0 • 
az.k az.k (ay. ayk) az.k ay. J 
a x0 a x0 a xk a x' a xk a x0 

0 

a z.k 
Die linke Seite ist eine Divergenz bis auf quadratische Formen der -' ; a xr 
es gilt nämlich (s. Friedrichs und Lewy) 

2 

2 ~- a lik = (a lik a zik) - (a ztk a zik) + (a lik aztko) . 
ß Xr 0 x 8 0 x0 0 Xr 0 X(} s 0 Xr 0 X8 0 0 X 8 0 X r 

Somit erhalten wir : 

(12) 

Ferner addieren wir noch zu (12) die entsprechend mit 2 P 'Yi multi
plizierten Gleichungen (11): 

(13) 

xo 

iJ(y/ f +P-0- = 2PAt'Yt+2yiP Ndxo. 
ax 

0 

(P ist eine Konstante, deren Wahl wir noch offen halten.) Wir integrieren 
die Summe der linken Seiten von (12) und (13) über das Gebiet G" (s. S. 140, 
Fig. 1). Dann resultiert nach Anwendung des Gaußsehen Satzes unter dem 
Oberflächenintegral eine quadratische Form der 4. 6 Ableitungen erster 
Ordnung der li k sowie der drei y i, nämlich 

••(azik azik 1 azik azik ) azik azik azik 2 

g 7)--;r axo~•-2ax•ax•~o - axo'Yi~k- axo'Yk~t+2 8 xk'Yt~o+2P(yi) ~o· 

Der von den 0 -Ausdrücken herrührende Anteil ist positiv definit auf 0 
(vgl. Kapitel 2). Also kann diese quadratische Form durch hinreichend große 
Wahl der Konstanten P auf 0 positiv definit gemacht werden. Indem 
wir für die')'; wieder ihre Werte (9a) einsetzen, gewinnen wir eine Gleichung: 

xo 

(14) J J Q (:l:!) dw = f f J [ Q (:z:! l.:) + Eirmn a;:." J V; dx0] dT. 
M'+C G" o 

Q und (J sind quadratische Formen der 24 ersten Ableitungen der l; k, Q auch 
noch der l; k> Q ist auf 0 nicht ausgeartet positiv definit, auf M' eventuell 

ausgeartet positiv definit. Rechts haben wir außer der quadratischen Form Q 
unter dem Raumintegral noch einen Ausdruck, den wir als quadratische 
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:ro 
Form der li k und ihrer ersten Ableitungen sowie der drei Größen f Vi d :JfJ 

ansehen können. Demgemäß gewinnen wir aus (14) die Ungleichung: 0 

(15) JJ (;~~Ydw < D JJJ [G~~Y+ (l;k) 2 +(fv;dx0YJdT. 
C G" o 

Mit Hilfe der Schwarzsehen Ungleichung gewinnt man leicht: 
Xo xo (J V; d x0) 2 < E f (V;)2 dx0• (16) 
0 

Ferner gilt offenbar: 
c "'o c 

f dx0 f (V;)2 dx0 < W f (V;) 2 dx0 • 

0 0 0 

D, E und W sind Konstanten, die unabhängig vom Parameter c gewählt 
werden dürfen. Danach erhalten wir aus (15): 

(17) I J (:l:~Ydw < F J J J [(:l::Y + (l;k) 2]dw, 
C G" 

F kann wiederum unabhängig von c gewählt werden (vgl. S. 141). Aus 

Gleichung (17) folgt dann gemäß dem im Kapitel 2 Gesagten die Eindeutigkeit 
innerhalb von G'. Somit ist der Satz bewiesen. 

Es ist also auch für den Fall einer Welt mit beliebig verteilter inkohärenter 
Materie die richtige Kausalstruktur für die Welt garantiert. 

6. 
Die Erledigung des allgemeinen Falles, in dem die Materie überdies noch 

geladen ist, ist mir bisher nicht gelungen. Jedoch können wir auf Grund des 

Kapitels 4 einiges über die Kausalität auch in diesem Falle aussagen, falls 
die geladene Materie diskontinuierlich auf einzelne sehr dünne Weltschläuche 

verteilt ist. Man leitet dann mit Hilfe des Schlußergebnisses des Kapitels 4 

leicht den Satz ab: 
Alle Wirkungen, die ein Materieteilchen im Weltpunkt P erzeugt, liegen 

innerhalb des in die Zukunft weisenden Teiles der in P zu konstruierenden 

Zeitscheide. 
Um das zu zeigen, hat man nur im Beweisgang des Kapibel4 als Be

grenzung des Gebietes G' anstatt der Zeitscheide B' eine Hyperfläche zu 

benutzen, die folgendermaßen zu gewinnen ist: Man errichte in P die in die 

Zukunft weisende Zeitscheide B und bringe diese zum Schnitt mit einer 

beliebigen raumartigen Fläche R. Die Enveloppe aller derjenigen Zeit

scheiden, die in Punkten der Schnittmannigfaltigkeit B, R zu denken sind, 

liefert dann die gewünschte neue Begrenzungsfläche des Gebietes G'. 

(Eingegangen am 7. 6. 1937.) 



Ausbreitungsgesetze für charakteristische Singularitäten 
der Gra vitationsgleichungen. 

Von 

Karl Stellmacher in Göttingen. 

Im folgenden wird die Hadamardsche Theorie 1) der Charakteristiken und 
Bicharakteristiken systematisch auf die Feldgleichungen der Gravitation 
sowie auf die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen im Rahmen der allgemeinen 
Relativitätstheorie angewandt; d. h. es werden diejenigen Flächen untersucht, 
auf denen die Ableitungen von I,ösungen der genannten Gleichungen unstetig 
sind (Wellenfronten), und es wird die Natur dieser Unstetigkeiten untersucht, 
sowie die Gesetze, nach denen die Unstetigkeiten sich fortpflanzen. Die 
Durchführung geschieht durchweg in invarianter Form. 

Sie liefert im ersten Abschnitt (Charakteristikentheorie) Ergebnisse, die 
in vollkommener Analogie stehen zu dem, was man bei der bekannten 
linearisierten Behandlung der Gravitationsgleichungen in erster Näherung 
erhält 2). Insbesondere zeigt sich der rein transversale Charakter des nicht 
wegtransformierbaren Anteiles des Sprungtensors. 

Die im zweiten Abschnitt erfolgende Anwendung der Bicharakteristiken

theorie zeitigt Ergebnisse, die einerseits mathematisch interessieren dürften 
wegen ihres von den sonst derartig behandelten Gleichungen abweich{llnden 
Verhaltens, andererseits physikalisch wegen der sich dabei ergebenden echten 
Erhaltungssätze. Es wird gezeigt, daß die Bicharakteristiken der Feld
gleichungen mit den geodätischen Nullinien zusammenfallen und die 
"Strahleneigenschaft" besitzen, d. h. daß längs der ganzen Nullinie eine 
charakteristische Erregung vorhanden ist, wenn dies an einem Punkte des 
Strahles der Fall ist, und daß umgekehrt längs des ganzen Strahles die Er
regung verschwindet, wenn dies an einem Punkte des Strahles der Fall ist. 
Ferner ergibt sich, daß sich die Unstetigkeiten aus gegebenen Anfangswerten 
längs des ganzen Strahles bestimmen lassen. 

1 ) Propagation des ondes, Paris 1903. Eine derartige Anwendung wurde 
zuerst gegeben von Vessiot (Campt. rend. Fevr. 1918) und später von Levi-Civita 
Atti d. Linc. 11 (1930), p. 1 u. 113 weitergeführt. Der Inhalt dieser Arbeiten wird 
unter anderem hier im ersten Abschnitt noch einmal kurz dargestellt und invariant 
formuliert, wie ich glaube, auch erheblich vereinfacht. Die Erkenntnis, daß der 
Gravitationssprungtensor transversal ist, ist meines Wissens neu. 

2 ) Siehe Eddington, Proc. Roy. Soc. London 102 (1923), S. 268ff. 
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Die erwähnten Erhaltungssätze, die den Kernpunkt dieser Note bilden, 
werden genommen, wenn man einem Gedanken von G. Herglotz folgt: Während 
sich nämlich Hadamard mit dem Beweis für die Strahleneigenschaft der 
Bicharakteristiken begnügte, stellte Herglotz für die Differentialgleichungen 
der Continua die Differentialgleichung für die Fortpflanzung der Sprung
größen explizit auf, und es gelang ihm, derselben die Form einer Divergenz
gleichung zu geben: 

(A) aui~ = 0. 
a x' 

Hierin ist ~~; der Strahlenvektor und G: bis auf einen nicht verschwindenden 
Faktor eine definite quadratische Form der Komponenten des Sprungvektors, 
die Herglotz die "Sprungenergie" nennt. Auf der rechten Seite kann im Falle 
absorbierender Medien, sowie nicht konstanter Koeffizienten eine nicht ver
schwindende Dissipationsfunktion stehen 3 ). 

Dieser Herglotzsehe Gedanke ist nun hier auf die Feldgleichungen der 
allgemeinen Relativitätstheorie übertragen worden. Es ergibt sich wiederum 
eine echte Divergenzgleichung der Form (A) für eine Sprungenergiedichte G:, 
die nur verschwindet, wenn die charakteristischen Singularitäten wegtrans
formierbar sind. Dies bleibt in modifizierter Form gültig bei Hinzunahme 
elektromagnetischer Felder. Aus der Energiedichte ist mit Hilfe der Glei
chung (A) in bekannter Weise durch Integration ein Erhaltungssatz ableitbar 

. für eine Gesamtenergie e. Es scheint, als sei qies der erste Fall, wo es im 
Rahmen der allgemeinen Relativität gelungen ist, aus reinen Feldgrößen 
in invarianter Weise einen echten Erhaltungssatz abzuleiten. 

Es liegt nahe, diese Sprungenergie e, die man etwa dem Kopf einer plötz
lich einsetzenden Welle zuordnen kann, in Beziehung zu setzen zu Vorstellungen 
der Quantentheorie, indem man etwa die Sprungenergie eines Wellenkopfes 
als Quantenenergie ansieht und demgemäß e proportional hv setzt. Nun 
ist aber die Frequenz ~· vom Koordinatensystem abhängig (Dopplereffekt), 
e aber eine absolute Invariante. Da ist es nun sehr merkwürdig, daß sich 
trotzdem die Definition von e in vollkommen ungezwungener Weise diesem 
Sachverhalt anpassen läßt derart, daß bei Änderung des Koordinatensystems 
für efh = v sich der richtige Dopplereffekt ergibt. Dies gilt jedoch nur für 
die Energie der Sprünge erster Ordnung, d. h. für die Sprünge der ersten 
Ableitungen der metrischen und elektrischen Potentiale. Für die Energie 
der Sprünge höherer Ordnung läßt sich dies nicht erreichen. Es dürften 
deshalb die Sprünge 1. Ordnung eine besondere Beachtung verdienen. Sie 
besitzen offenbar auch ohnehin schon größere Anschaulichkeit und größere 
physikalische Bedeutung. 

3 ) Diese Herglotzsehen Untersuchungen sind bisher nur veröffentlicht in einer 
Vorlesung, die G. Herglotz im SS. 1931 in Göttingen hielt (:Mechanik der Kontinua). 
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Es zeigen jedoch die Sprünge 1. Ordnung ein abweichendes Verhalten 

gegenüber den einfacher zu behandelnden Sprüngen höherer Ordnung, weshalb 

sie am Schluß dieser Arbeit gesondert behandelt werden. Dabei ergibt 

sich, daß im vorliegenden Falle der Gleichungen der allgemeinen Relativitäts

theorie merkwürdigerweise auch die Sprünge 1. Ordnung die Strahlen

eigenschaften besitzen. Ein derartiges V erhalten von Sprüngen 1. Ordnung 

ist bisher bei Systemen von Differentialgleichungen 2. Ordnung (mit mehr 

als einer Differentialgleichung) nicht bekannt geworden 4). Insbesondere 

bleiben bei den sonst behandelten Differentialgleichungen der Continua die 

Sprünge 1. Ordnung unbestimmt. 

Damit wir auch im Falle der Sprünge 1. Ordnung eine sinnvolle Definition 

der Sprungenergie gemäß Gleichung (A) erhalten, müssen die Anfangswerte 

der Sprünge gewisse Bedingungen erfüllen, die dann längs des betreffenden 

Strahles automatisch erhalten bleiben. Diese Bedingungen besagen, daß 

die Parallelverschiebung eines Vektors längs des Strahles unabhängig da von 

sein soll, ob zur Definition der Parallelverschiebung die an der Sprungfläche 

doch unstetigen TL-Komponenten von der einen oder von der anderen Seite 

der Sprungfläche genommen werden. Insbesondere ist dann auch die Differen

tialgleichung der Nullinien selbst unabhängig von der Unstetigkeit der 

Tf k-Komponenten. 

Bemerkenswert ist noch, daß es einen Ausnahmefall gibt, in welchem 

alles eben über die Sprünge i. Ordnung Gesagte nicht mehr gilt; falls nämlich 

die Wellenfront, d. h. die Trägerfläche der Unstetigkeiten, eben ist. Unter 

ebenen Wellenfronten ist dabei eine natürliche Verallgemeinerung dieses 

Begriffs au~ allgemeine Riemannsche Metrik zu verstehen. In diesem Falle 

bleibt sowohl die Richtung des Strahles, als auch der Sprungtensor unbestimmt. 

Die ebenen Wellenflächen könnte man demnach als doppelt charakteristisch 

bezeichnen. 

Ein Ergebnis dieser Arbeit, das mir in physikalischer Hinsicht noch 

erwähnenswert erscheint, ist das folgende: Wie auch immer man die Charak

teristikentheorie zur Konstruktion von Quanten benutzen mag, immer wird 

es erforderlich sein, von elektrischen und Gravitationseigenschaften desselben 

Quants zu sprechen. Eine alleinige Behandlung und Konstruktion von 

Gravitationsquanten muß von diesem Standpunkt aus als sinnlos gelten. 

Wohl aber existiert ein ausgezeichnetes Verhältnis zwischen elektrischer und 

Gravitationsenergie, für das besonders große Stabilität vorhanden ist. 

Schließlich sei hier auch noch angemerkt, daß die Theorie der Charak

teristiken der Feldgleichungen gewisse Schlüsse auf die Lösungen selbst 

4) Hadamard, I. c. 
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gestattet, was deswegen von besonderer Bedeutung ist, weil immer noch 
nur sehr wenig Lösungen bekannt sind. 

Daß wir hier in der Einleitung so ausführlich besonders diejenigen Gesichts
punkte herausstellten, die physikalisch wichtig zu sein scheinen, soll nur 
darauf aufmerksam machen, daß die hier rein mathematisch behandelte 
Theorie nach Hinzunahme neuer physikalischer Hypothesen vielleicht die 
Möglichkeit gibt, gewisse Anteile der Quantentheorie auch vom Standpunkt 
e.iner reinen Feldphysik zu verstehen. 

Im folgenden soll uns jedoch in erster Linie die mathematische Seite 
der Problemstellung interessieren. 

I. Charakteristikentheorie der Sprünge höherer Ordnung. 

1. 

Wir denken eine Fläche 
z = 0, 

auf der der Fundamentaltensor gilc stetig sein möge, während seine Ab
leitungen von irgendeiner Ordnung dort einen Sprung machen sollen, derart, 
daß sie von beiden Seiten der Sprungfläche z = 0 endlichen, aber ver
schiedenen Grenzwerten zustreben. Es bilden dann die Sprünge n-ter Ordnung 
einen Tensor (n + 2)-ter Stufe, falls die Ableitungen (n - 1)-ter Ordnung 
stetig sind. Wir führen den Beweis zunächst für Sprünge 1. Ordnung. 

Dazu bilden wir die kovarianten Ableitungen eines beliebigen kovarianten 
Vektorfeldes ui, das mitsamt seinen Ableitungen in der Umgebung der 
Fläche z = 0 stetig ist, an jeder Seite der Unstetigkeitsfläche und subtra
hieren; dann folgt, daß der Ausdruck 

einen Tensor bilden muß. Wegen der Stetigkeit der g; 1c folgt dann der Tensor
charakter der Differenzen 

Sind ferner die ersten Ableitungen der g;k an der Sprungstelle stetig, 
während die zweiten Ableitungen springen, so beweist man ganz entsprechend 
den Tensorcharakter der Sprungfunktionen 

48* 
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Man differenziert einen zweimal stetig differenzierbaren Vektor ui zweimal 

kovariant und bildet die Differenz dieses Tensors 3. Stufe an beiden Seiten 
der Sprungfläche 

[D, Dkui] = [a~t F;"k] ua. 

Wegen der Stetigkeit der g; k und ihrer ersten Ableitungen folgt dann der 

Tensorcharakter von [ a:gik __ ]· 
i) x i) xm 

Entsprechendes gilt für die Sprünge der höheren Ableitungen. Wir 
bemerken noch einmal, daß wir zum Beweis des Tensorcharakters die Vor

aussetzung machen mußten, daß s~mtliche Ableitungen niedrigerer Ordnung 
stetig durch die Fläche hindurchgehen müssen. In der Tat bilden die Sprünge 

der zweiten Ableitungen im allgemeinen keinen Tensor, falls schon die ersten 
Ableitungen an der betreffenden Stelle unstetig sind. 

Wir erinnern weiterhin daran, daß alle diese Sprungtensoren sich auf 

zweifach kovariante Tensoren zurückführen lassen. Führt man nämlich den 

als nicht verschwindend vorausgesetzten Gradienten von z ein: 

ßz 
a~i = p;, 

ferner einen zeitartigen Vektor di derart, daß 

(1) d;pi = 1 und di di 1 

ist, so kann man bekanntlich setzen : 

(2) [:~~k] = c;kPz· 

Wie man durch Überschiebung mit d1 erkennt, ist 

(2 a) c· = dl [ßgik] = ~-(Jgik] 
tk a x 1 . a z ' 

man mit JL = di ~c die Differentiation in Richtung di bezeichnet. 
wenn az ox' 

Entsprechendes gilt für die Sprungtensoren höherer Ordnung, also 

(3) 

mit 

(3a) [ 02 gik] 
r;ik = 80-- . 

Das eben über den tensoriellen Charakter der Sprungfunktionen Gesagte 

bedarf noch einer Ergänzung. Wir haben nämlich vorauszusetzen, daß die 

Transformationen, denen gegenüber Invarianz vorhanden sein soll, n-mal 

stetig differenzierbar sind, wenn wir Ableitungen (n-- 1)-ter Ordnung der 
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g; k betrachten. Ist dies nicht der Fall, so können wir offenbar durch passende 
Transformation Sprungstellen erzeugen. 

Um einen konkreten Fall zu behandeln, untersuchen wir Sprünge der 
zweiten Ableitungen der Ytk• die durch Transformation erzeugt werden. Es 
sei also eine nicht singuläre Transformation gegeben: 

(4) (i = 0, 1, 2, 3), 

und es sollen die r zweimal stetig differenzierbar sein, während die dritten 
Ableitungen von f an der Fläche z = 0 Sprünge machen mögen: 

(4a) 

Wir wenden diese Transformation an auf den Tensor g; k> dessen erste Ab
leitungen auf der Sprungfläche stetig seien, während die zweiten Ableitungen 
den Sprungtensor 'YJtk bilden mögen. Danach bilden wir in den neuen Koor
dinaten die Ableitungen: 

a2 (a 1~ a !•' ) 83 !Q a r &3 r a 1~ 
ß~i axm afiiax"g~~ = axia:x1 axm·axk 9:•v+ a:iaxma-xk axig~,. 

U ~~ a r 82 g V 

+ iiii a-xk a x2 a\m + 
(die Punkte sollen Glieder andeuten, die für die Bildung des Sprungtensors 
ohne Bedeutung sind). Daraus durch Subtraktion der Grenzwerte an beiden 
Seiten der Sprungfläche: 

ß2-

(5) [aiz~j;m] = P1Pm (1J;k + PtYk + Pk Yt)· 
Dabei ist gesetzt: 

Der Sprungvektor 7'; kann offenbar durch passende Wahl der Sprung
funktionen V; jeden beliebigen Wert erhalten. Denn es ist z. B. möglich, 

auf der Sprungfläche : ~: = <5; zu setzen. Es wird dann vl = gAk Yk· Da

nach ist es klar, daß man bei beliebigem 7'; jeden Sprungtensor der Form 

(5a) 

wegtransformieren und durch Transformation vom Typ (4) (4a) erzeugen 
kann. 
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2. 

Wir gehen jetzt über zur Behandlung der Gravitationsgleichungen. 
Wir schreiben sie in der Form: 

(6) 

Die Komponenten des Energietensors T; k enthalten nur erste Ableitungen 
der g; k· Wir stellen dann die Grundfrage der Charakteristikentheorie: Wie 
muß eine Fläche z = 0 beschaffen sein, damit auf dieser Fläche die zweiten 
Ableitungen der flik Sprünge machen dürfen, während diese Funktionen selbst 
nebst ihren ersten Ableitungen dort stetig sein sollen. Desgleichen soll auch 
der Energietensor T;k dort stetig sein. 

Zur Beantwortung der Frage bilden wir wie üblich die Gleichungen auf 
beiden Seiten der Unstetigkeitsfläche, subtrahieren, und erhalten wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit der T;k: 

2 [R;k] = Lik = 0. 

Das ergibt mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes: 

(7) L;k = pf!pefJik- pf!p;fJke- pepkfJie + P;PdYe•fJei.). 

Die Gleichungen L;k = 0 sind zehn Gleichungen für die zehn Funktionen f/ik· 
Der Rang der dazugehörigen quadratischen Matrix wird uns besonders 
interessieren. 

Offenbar transformiert sich L;k als Tensor auch gegenüber Transforma
tionen vom Typ (4) (4a). Da dabei aber fJ;k in 

(8) fJ;k + 'J';Pk + 'YkPi 

mit willkürlichem Vektor y; übergehen kann, ist: 

also 
(8a) 

Lik (rJzm + 'YzPm + 'YmPz) = L;k (rJzm), 

L;k (YzPm + 'YmPz) = 0. 

Einen invarianten Ausdruck, der wesentlich von emem Sprungtensor 
abhängt und die Eigenschaft besitzt, sich nicht zu ändern, falls zu dem 
Sprungtensor ein Tensor der Form (5a) hinzugefügt wird, wollen wir "total
invariant" nennen. 

Ein total-invarianter Ausdruck ist also auch gegen Transformationen 
vom Typ (4) (4a) invariant, die Unstetigkeiten enthalten. 

0 rfk 0 rfz m z z m 
Rik = --,_----k +r;trkm-rikrzm ax ax 

mit 
rz _ za(8 Uo+ 8 Ukz 8 u;k). 

i k -- g a xk a xi - a x1 • 

Die Form des Energietensors Ti k ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit hier belanglos. 
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Aus der Total-Invarianz des Gleichungssystems (7) folgt offenbar, daß 
der Rang der dazugehörigen Matrix höchstens 10- 4 = 6 betragen kann, 
da wir in (5a) wegen der willkürlichen Wählbarkeit des Vektors y; vier 
linear unabhängige Lösungen vor uns haben. 

Um zu zeigen, daß der Rang 6 von unserer Matrix tatsächlich angenommen 
wird, bilden wir die sechs Ausdrücke: 

(9) p;pkLoo-PoP;Lok-PoPkLo;+PoPoL;k \ (" k _ 1 2 3) 
0 6 J ~. - ' ' . - P' PQ (p, Pk 1Joo - Po Pi 1Jok - Po Pk 1Joi + Po Po 'YJ;k) ) 

Man übersieht sofort, daß die Matrix dieser sechs Gleichungen hinsichtlich 
der sechs Unbekannten 1J;k (i, k = 1, 2, 3) den Rang 6 besitzt, wenn nur gilt: 

(10) pep!! = H =j= 0, 

und wenn p0 d. h. 0. B. d. A. p = grad z nicht verschwindet. Es kann dann also 
höchstens vier Lösungen der Gleichungen L;k = 0 geben. Die haben wir 
aber gerade in (8a) gefunden; d. h. jede Lösung von (6) läßt sich im Falle 
H =j= 0 in der Form (8) darstellen. 

Wir haben also den Satz gewonnen: An einer Fläche, die nicht Nullfläche 
ist ( d. h. mit H =j= 0 ), können die zweiten Ableitungen der g; k nur solche Sprünge 
machen, die sich wegtransformieren lassen, die also als Singularitäten der Koor
dinatenflächen gedeutet werden können. 

Um den Fall 
(11) 

3. 

H = 0 

zu behandeln, benutzen wir eine einfache identische Umformung der Glei
chungen (7); setzen wir nämlich 

b; = Pa1Jai- ! P;rJ 

so können wir für (7) schreiben: 

(12) 

Ist nun H = 0, so haben wir: 

(12a) p;bk + Pk b; = 0, 

ein Gleichungssystem, das äquivalent ist mit: 

(12b) b; = 0. 

Um den Rang dieses Gleichungssystems hinsichtlich der 'fJ; k zu berechnen, 
setzen wir: 
(13) {}ik = 'YJ;k-!gik"fJ, 

6 ) In der Klammer stehen 6 Komponenten der charakteristischen Form des nicht 
verjüngten Riemannschen Tensors. 
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eine nicht singuläre Substitution, deren Umkehrung genau so aussieht: 

(13a) 'YJ;k = #;k- l g;,, {} (mit {} = g'"ß {}aß = - 'YJ). 

Danach können wir schreiben: 

(14) 

das sind vier Gleichungen, die bezüglich der {}ik vom Rang vier sind, so daß 
auch das Gleichungssystem (12a) hinsichtlich der 'YJ;k den Rang vier besitzt. 

Das Gleichungssystem (7) besitzt also im Falle H = 0 und nur in diesem 
Falle außer der wegtransformierbaren Lösung 'YJ;ak + a;rJk noch zwei andere 
voneinander und den genannten linear unabhängige Lösungen, die nicht 
wegtransformierbar sind. 

Daher ist die Gleichung H = 0 als charakteristische Differentialgleichung 
der Gravitationsgleichungen anzusprechen. D. h. nur, wenn die Ableitungen p; 
auf der Fläche z = 0 die Gleichung H = 0 erfüllen, kann die Fläche z = 0 
Trägerin von nicht wegtransformierbaren Unstetigkeiten 2. Ordnung sein. 

Um die sämtlichen Lösungen der Gleichungen (12b) in übersichtlicher 
Form angeben zu können, benutzen wir die Hilfsvorstellung eines drei
dimensionalen projektiven Bildraumes mit den homogenen Koordinaten ~i, 

dessen Punkte den von einem beliebigen Weltpunkte P (mit z (P) = 0) 
ausgehenden Halbgeraden zugeordnet sind. 

Algebraische projektiv-invariante Formeln, die wir dann ableiten, bleiben 
offenbar bei der Rückkehr in die vierdimensionale Welt auch allgemein 

invariant. 
Die Geraden des projektiven Bildraumes entsprechen zweidimensionalen 

Ebenen durch P, die Ebenen den Hyperebenen durch P. Dem Nullkegel 
in P entspricht die Fläche 2. Ordnung 

(15) 

mit dem Trägheitsindex (- - - + ). 
Die Richtung des Nullvektors pi ist dargestellt durch den Punkt zi 

auf (15). Wegen der Definitionsgleichungen (14) 

ist ferner das Gebilde 
(16) 

(i 

ein Kegel mit der Spitze in p;; und infolge der Beziehung 

berührt dann die Fläche 
(17) 

0, 1, 2, 3), 
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die Fläche (15) in ]J;. Die gemeinsame Tangentialebene besitzt die Koor
dinaten p;. 

Es seien Q, Q die beiden konjugiert komplexen Erzeugenden von (15) 
in p; ebenso seien II, Il' die Erzeugenden von (17) in p. Sei ferner A eine 
beliebige reelle Gerade durch den Punkt p, die nicht in der Tangentialebene 
liegt: 
(18) A _ ,upi + vai. 

Dann legen wir durch jede der vier genannten Erzeugenden und durch die 
Gerade A die vier Ebenen w;, w;; n;, n; und können dann offenbar nach 
passender Normierung von ni, n; schreiben: 

a; ist die Tangentialebene im Schnittpunkt von A mit (17). Es ist also: 

(19) 

Da Pi sowohl auf n;, wie auch auf :;r; liegt, so folgt: 

(20) 
und mit Hilfe von 

ergibt sich wegen (20): 
(21) n" n~ = 0 7). 

(Es liegt daher der Punkt ni auf der Erzeugenden II', der Punkt n'i auf II.) 
Hieraus folgern wir leicht die Realität der Erzeugenden von (17). Andernfalls 
wären nämlich offenbar die Erzeugenden n, n' konjugiert komplex. Setzen 
wir aber 

+ "ß ' "ß 'll; =IX; ~ ;; ni= oci-~ ;, 
so folgt 

Wegen (20) ist aber p~ oc" = p~ ßQ = 0 und daher beide Vektoren 1:t. und ß 
raumartig. Daher folgt ' 

(21 a) 

') Diese Beziehung ist wegen (19) das gerraue Analogon zu der von Eddington 
bei der linearen Behandlung der Gravitationsgleichungen gefundenen Tatsache des Ver
schwindens der Spur b11 + b2 2 des rein transversalen Anteiles der Schwerewellen. 
Wir werden übrigens im folgenden für die häufig auftretenden inneren Produkte 
der Form c9 d~, gelegentlich die Bezeichnung (c, d) benutzen. 
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was mit (21) nicht verträglich ist. Somit ist der Beweis für die Realität 
der Erzeugenden erbracht. 

Schließlich beweisen wir noch, daß die Punlde ni, n'i harmonisch liegen 
zu den Punkten wi, (i)i. Wir setzen: 

ni = fl wi + p, wi, 

n'i = vwi + vwi. 
p,, fi und v, v sind zueinander konjugiert komplex, was man leicht durch 
Überschiebung jeder der beiden Gleichungen einmal mit wi und dann mit wi 
wegen der Realität von (w; wi) unter Beachtung von (w, w) = (w, w) = 0 
nachweist. Da das Verhältnis von n und n' unbestimmt ist, können wir 
insbesondere setzen: 

ni = p (eir wi + eirä)i), 

n'i = ..;. p (eiJ wi - eio wi). 
~ 

0 folgt dann unter Beachtung von 

(w, w) =!= 0; 8) (w, w) = 0; (w, w) = 0, 

daß y = ~sein muß. Daher ist: 

(22) 
ni = P(eirwi + eirwi), 

n'i = -!-P(eirwi _ eirwi); 
t 

Jl:, n' und w, ro trennen sich also harmonisch. 
Aus dieser Darstellung ergibt sich der Satz: Der Sprungtensor 'YJi k läßt 

sich nach passender Wahl der Koordinatensprünge an der Unstetigkeitsfläche 
irnrner aufbauen aus zwei zueinander orthogonalen "erzeugenden" Vektoren n 
und n', die in der Sprungfläche liegen und harmonisch sind zu den komplexen 
Erzeugenden der W ellenfläche. Wir werden später sehen, daß dies ein 
prägnanter Ausdruck für den trans'versalen Charakter des SprungtensoTS ist. 

II. Bicharakteristikentheorie der Sprünge 2. Ordnung. 

4. 

Bei der Darstellung (19), (22) des Sprungtensors sind zwei Größen, der 
Parameter y, sowie ein Normierungsfaktor P, unbestimmt geblieben. Die 
Bestimmung dieser beiden Größen gelingt mit Hilfe der Bicharakteristiken
Theorie. 

~) Man kann sogar zeigen (w, w) < 0, ähnlich wie beim Beweis der Realität 
von :ti, :r'i. 



Charakteristische Singularitäten der Gravitationsgleichungen. 7 51 

Nach Hadamard pflegt man die Bicharakteristiken zu definieren als die 
charakteristischen Kurven der charakteristischen Differentialgleichung (li). 
Sie werden beschrieben durch die kanonischen Gleichungen von Hamilton

Jacobi: 
d xi 1 a H d P; l a H 

dr 2 8 P/ d; - !r 0 xi. (23) 

Diese Linien fallen offenbar zusammen mit den geodätischen Nullinien auf 
z = 0 9). Insbesondere ist der Parameter r gerade so normiert, daß die 
Gleichung der geodätischen N ullinien in der Form gilt: 

(23a) 

Aus der ersten Gruppe der Gleichungen (22) folgt ferner, daß der Parameter 
sich definieren läßt durch 

(23b) 
d _ 0 D 
dr- p- ax~· 

Diese Parameterwahl entspricht also dem Falle, daß man bei geodätischen 
Linien, die nicht Nullinien sind, die Bogenlänge als Parameter wählt. 

In diesem Abschnitt werden wir die Bicharakteristiken-Theorie der 
Gravitationsgleichungen im leeren Raum betrachten bzw. an solchen Raum
stellen, an denen der Energietensor, d. h. die rechten Seiten der Gravitations
gleichungen, auf der Sprungfläche als einmal stetig differenzierbar angesehen 
werden können. Um nun die erwähnten Ausbreitungsgesetze für den Tensor 
r~;k aufzufinden10), bildet man nach Hadamard Sprungrelationen 3. Ordnung, 
indem man die vorgegebenen Differentialgleichungen 2. Ordnung nach einer 
zeitartigen Richtung differenziert und danach die Sprungrelationen bildet. 
Aus ihnen eliminiert man die Sprünge 3. Ordnung, um dann nur Differential
gleichungen für die 'Y/ilc allein übrig zu behalten, die natürlich nur Differen
tiationen enthalten dürfen, die in der Sprungfläche liegen, da ja 'YJ; 1r außerhalb 

der Fläche verschwindet. 
Um das durchführen zu können, drücken wir zunächst die zweiten Ab

leitungen einer vorgegebenen Funktion u, deren erste Ableitungen auf z = 0 
unstetig sind, durch in der Fläche liegende und eine aus der Fläche heraus
führende Ableitung aus. Als herausführende Richtung wählen wir das schon 
bei der Definition der Sprungtensoren benutzte zeitartige Einheitsvektor
feld di mit 
(l) (p, d) = 1. 

9) Siehe Levi-Civita, l. c. 
10) Die Theorie für Sprungtensoren höherer, etwa der 3., Ordnung läuft genau so, 

wenn die zweiten Ableitungen an der Sprungstelle stetig sind. Man hat nur die Aus
gangsdifferentialgleichungenvor der Sprungbildung zweimal in Richtung di zu differen

zieren. 
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Dadurch ist Pi eigentlich doppelt normiert, da Pi ja außerdem ein Gradient 

ist. Daß dennoch beide Bedingungen leicht erreicht werden können, sieht 

man ein, wenn man zunächst ein Koordinatensystem benutzt, in welchem di 

mit der Zeitachse zusammenfällt (di = 1000). In diesem Koordinaten

system denken wir z = 0 nach x0 aufgelöst gegeben: 

z = x0 - 'P (x\ x2 , x3), 

dann folgt p0 == pe d~ =' l, eine Gleichung, die wegen ihrer Invarianz auch 

in jedem anderen Koordinatensystem gültig bleibt. Außerdem gilt in diesem 

Koordinatensystem nach Gleichung (23): 

oder, invariant 

(24) 

aH 
a Xo 

geschrieben : 

2 ~Po= 0 
dr 

d · grad H = di 0 H_ = 0. 
a x' 

H ist also auf der Sprungfläche stationär. 

Für die häufig vorkommende aus der Fläche herausführende Differen

tiation in der d-Richtung schreiben wir (wie oben): 

(25) 

und für die dazugehörige invariante Abl€\itung Dz, die also 1m Falle der 

Anwendung auf einen Skalar mit (25) zusammenfällt. 

Als in der Fläche liegende Differentiationen wählen wir: 

d a a 
(25a) d xi = a xi- Pi a z' 

mit der Umkehrung 

(25 b) 

Wir drücken die zweiten Ableitungen einer Funktion u durch (25) aus und 

erhalten: 

(26) 

Unter der Annahme, daß die ersten Ableitungen von u an der Sprungfläche 

unstetig sind, sich aber ebenso wie die zweiten Ableitungen dort Grenzwerten 

nähern, die längs der Sprungfläche stetig differenzierbar sind, während u 

stetig sein soll, erhalten wir aus (26) durch Sprungbildung11) mit [u.] = 'YJ, 

[Uzz] = ': 

(27) 

11 ) Differentiation und Sprungbildung sind vertauschbare Prozesse. 
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Wegen (p, d) = 1, was auch außerhalb der Sprungfläche gilt, haben wir: 

Unter Anwendung dieser Formel auf das letzte Glied von (27) e,halten wir: 

(28) 

oder auch 

(28a) 
d YJ dJ] 

[ U; k] = P; d xk + Pk d xi + p; Pk C + 'YJ p; k 

(vollständig symmetrisch in i/t,). 

Setzt man ferner u = ; :, so bekommt man zunächst 

0 V; k 02 V • 0 d!! ()2 V 0 d!! Ö2 V ()2 d!! 0 V 

JZ = 0 Xi 0 Xk - 0 Xi &;!! 0 -;;k - 0 Xk 0 XQ 0 Xi - fJ Xi fJ Xk • iJ X~ 

und durch Sprungbildung wegen der vorauszusetzenden Stetigkeit der ersten 
Ableitungen von v: 

oder wegen (27 a): 

(29) 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir daran, die invarianten Strahlen
gleichungen für die Sprünge der g; k aufzustellen. 

Wir benutzen zur Durchführung der Rechnung ein geodätisches Koor
dinatensystem mit dem Ursprung auf der Sprungfläche, in welchem also die 
sämtlichen ersten Ableitungen der g; k verschwinden, die dort als stetig voraus
gesetzt werden. Wir bilden dann die invariante Ableitung des verjüngten 
Riemannschen Tensors in Richtung des Einheitsvektorfeldes di: 

Setzen wir noch: 

so erhalten wir in geodätischen Koordinaten: 



754 K. Stellmacher. 

und durch Sprungbildung gemäß (28), (29): 

2 [D. RH]= pe P~ /;;~c + p; P~c g"i1 6aß- p; P~ 6~ k- PkP~ !;? ; 

+~P~'I;'!+_!..(d1/P;__j_. d1)pk)' _ dpQYJ~!:- dpQnf!_! 

d x~ 2 d xk ' d xi d xi d xk 

__)_. o d IJ; k + _!.. ( ~ __)_. d 1j) aß d 'YJa k "ß d t)a i 
I P- d 0 ' 2 p; d k I p,, -d i - Pi g -d 8 -- p,, g -d ii 

X' , X X X' , X 

Setzen wir; 
- l 
b; = Pa!;" i - 2 C p;' 

b - " l i - P 'Y/a i- 2 'YJ p;, 

a~d\ii l tl 
U; = g 1 dxif- 2 d xi 'Y), 

opa l 0 P; 
v; = 'YJ;" -a-z - 2 'YJ a----z , 

so können wir schreiben: 

oder mit bi + u; + 2 V; = W; unter Beachtung von (24) und H = p~ p~ = 0: 

ap·:;1_k d'h, db, dbk ap. opk 
(30)11-~c=--'- +pe-' ·-p-wk-pkw,- -'- -.- -'b,. --b-=0. 

' d xQ d x? 1 ' d xk d x• o z " o z ' 

Wir können für diese Gleichungen gemäß (7) schreiben: 

(30a) 

und sie ansehen als lineare algebraische Gleichungen zur Bestimmung der !;il:. 

Die zehnreihige quadratische Matrix der L; k besitzt nun aber für H = 0 

gemäß Kapitel 3 den Rang 4, so daß sechs linear unabhängige Beziehungen 

zwischen den Dil" d. h. zwischen den 'YJik und ihren ersten Ableitungen, exi

stieren müssen. Vier derartige Beziehungen kennen wir schon, nämlich die 

Gleichungen (12b), die natürlich nicht unabhängig von den gesuchten Re-
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lationen sein können. Vielmehr werden wir sofort sehen, daß infolge der 
Gleichungen (12b) vier von den gesuchten Relationen identisch erfüllt 
sind 12). 

Unter Berücksichtigung von (12b) haben wir: 

Da die cik nur in der Form WiPk + wk Pi auftreten, werden wir zur Elimination 
zweckmäßig mit einem beliebigen Tensor :Oik zu überschieben haben, von 
dem wir nur verlangen müssen, daß er die Bedingungen erfüllt: 

(31) {}~ai _ 0 
Pa --- (i = 0, 1, 2, 3). 

Indem wir mit irgendeinem derartigen Tensor die Gleichungen (30) über
schieben, erhalten wir: 

(32) 

Denken wir die 'Y/i k stetig differenzierbar, aber sonst völlig beliebig nach 
beiden Seiten der Sprungfläche hin fortgesetzt, so erhalten wir durch Ein
setzen der Gleichungen (25a), (25b) wegen (24) und H = 0: 

(32a) 

Von dieser im geodätischen Koordinatensystem gewonnenen Beziehung 
wissen wir, daß sie eine invariante Bedeutung besitzt. Bezeichne ich gemäß 
Gleichung (23 b) mit D~ die invariante Ableitung in Richtung der Tangente 
der geodätischen Nullinien, so stimmt die Gleichung: 

(33) 2 if.ik D~ 'Y/i k + if.tk 'YJi" • div p = 0 (div p = __ _! __ ?_p~ V g) 
V-g ax~ 

mit (32a) in einem geodätischen Koordinatensystem überein und istinvariant 

Diese Gleichung liefert also die gewünschten Sprungrelationen. Für :ß.i k 

sind nacheinander die sechs linear unabhängigen Lösungen von (31) gesetzt 
zu denken. Die so entstehenden sechs Gleichungen (33) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für die Erfüllbarkeit der Sprungrelationen 
3. Ordnung (30a). 

Ihrer Entstehung gemäß ist die Gleichung (33) totalinvariant, was man 
leicht verifiziert13). 

12) Anders liegt die Sache im Falle der Sprünge l. 0., den wir später behandeln 
werden. Hier sind im allgemeinen die b; =j= 0, wir können dann anstatt der vier Iden
titäten vier Bestimmungsgleichungen für die bi erhalten. 

13) Wegen (23a) ist D~ pi = 0. 
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Ebenso ist die Gleichung aber auch identisch erfüllt, wenn man für jjik 
eme "triviale" Lösung 

(34) ßik = piak + pk ai _ gik (a, p) (ai beliebig!) 

wählt; denn es ist dann 

und ebenso wegen DrP; = 0 und Drg; 1, = 0: 

2iJi k Dr 1); k = 4 af! Dr bv = 0. 

In den Gleichungen (33) stecken also in der Tat infolge von (12b) nur zwei 

wesentliche Gleichungen. Eine davon erhält man, wenn man setzt: 

(35a) 

wodurch wegen (12b) die Gleichungen (31) offenbar befriedigt werden. Man 

erhält dann: 

d ( i k l ) + ( i k 1 ) d' 0 dr 1] 1]ik- z'YJ'1} 1) 1'/ik- 2 ·rj·'Y) 1vp = , 

oder: 

(35) ' 1_ a pe <r = 0 ·t rc; 1/ -E 1 ,- ( · k 1 ) 
m1 -z; = r - g = r - g 1)' 1); k - z 1) 1) · 

V- g a x'l 

Die quadratische Form Eist natürlich total-invariant. Diese Gleichung (35) 

liefert den Kern aller unserer Überlegungen. Sie gibt uns die Möglichkeit 

der Definition einer Energie, wovon bald ausführlich die Rede sein wird. 

Außer der Gleichung (35) steckt in (33) noch eine weitere Bedingungsgleichung, 

die dadurch zu erhalten ist, daß man für iJik irgendeine von f)ik linear un

abhängige nicht triviale Lösung setzt, die irgendwie zweckmäßig zu wählen 

ist. Man weiß dann, daß das Erfülltsein der so gewonnenen beiden Gleichungen 

die Befriedigung aller möglichen Gleichungen (33) nach sich zieht und damit 

die Möglichkeit einer Befriedigung der Gleichung (30a) durch die Sprünge 

3. Ordnung !:,ilc bietet. 

o. 
Zur weiteren Diskussion der Gleichungen (33) greifen wir auf die Er

gebnisse und Vorstellungen vom Schluß des Kapitels 3 zurück. Insbesondere 

auf die Gleichungen (19) und (22). 
Wir berechnen zunüchst die invariante Ableitung in Richtung des Null

vektors pi angewandt auf clie Vektoren w; und w;, die Erzeugenden cler metri

schen Fundamentalform (15) in P. Jedenfalls können wir setzen: 

a) D,w; =L·v;+Kw;+Mp;+Nu;, 

b) DTw; =Lw;+ Kw; +M Pt +Nu;. 
(36) 
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Die großen Buchstaben bezeichnen skalare Größen, ui sei ein Vektor mit 
(u, p) =j= 0 und daher linear unabhängig von den drei anderen Vektoren. 
Wegen (23a) gilt: 

und 

p"D"'w" = ddT (p,w) = 0. 

Infolgedessen erhält man aus (36) durch Überschiebung mit p•: 

N = 0; N = o. 
Weiter folgt durch Überschiebung von (36a) mit wi sowie von (36b) mit w' 
wegen (w, w) = (w, w) = 0: 

K = 0; K = 0. 

Durch Überschiebung von (36a) mit wi und von (36b) mit wi sieht man dann, 

daß L und L und daher auch M und M konjugiert imaginär sind. Demnach 
erhalten wir: 

(37) 
D"' wi = L Wt + M Pi, 

D"'wi =Lw.+ Mp •. 
Nun sind aber die Erzeugenden wi, wi ihrer Definition gemäß beide unbestimmt 
bis auf einen für beide Vektoren konjugiert komplexen nicht verschwindenden, 
aber sonst völlig beliebigen Faktor y bzw. y. Außerdem kann man zu jedem 
Vektor einen Summanden sp• bzw. sp. (s, 8 sind wieder konjugiert kom
plex) mit beliebigem Skalars hinzufügen. Durch passende Wahl dieser Funk
tionen lassen sich in (37) L und M zum Verschwinden bringen. Setzen wir 
nämlich anstatt w., w; zunächst w; = ywi und ru~ = ywi, so kann man 
erreichen, daß für die neuen gestrichenen Vektoren gilt: 

D"' (w;) = M' pi, 

D"' (w;) = M' Pt· 

Dazu hat man nur zu setzen: 

dlgy _ L· 
dT - ' 

dlg y = L-
dT ' 

y = Const. eL, 

·- C t L y = ons. e . 

Sehen wir w;, w; in dieser Weise als normiert anj und schreiben wir wieder 
w. (Q. statt w: w: so gewinnen wir durch Überschiebung mit wi bzw. w; 

'' t z' '' 
für a = (w, w) die Beziehung: 

:: =0. 

Mathematische Annalen. 115. 49 
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Insbesondere lassen sich die Integrationskonstanten, d. h. die Anfangs

normierung der w-Vektoren derart bestimmen, daß 

(38) (w, w) = (J' = - t 
wird. Um dann noch zu erreichen, daß auch noch der Skalar M' verschwindet 

haben wir s und 8 so zu bestimmen, daß 

D't (w; + s p;) = 0 und D't (w; + s p;) = 0 

wird. Dazu haben wir zu setzen: 

d M' 
dr 8 = ; 

Demnach gibt es eine Normierung der w-Vektoren derart, daß gilt: 

(39) 
D't W; = 0, 

D'twi = o. 
Im Verlaufe dieser Arbeit sehen wir stets w;, w; in dieser Weise als normiert 

an. Diese Vektoren gehen also durch Parallelverschiebung längs der N ullinie 

in sich über. 
Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns den Strahlengleichungen 

(33) und (35) zu. 
Unter Beachtung der Totalinvarianz dieser Gleichungen setzen wir darin 

ohne Beschränkung der Allgemeinheit gemäß (19): 

'YJ; k = n; n~ + nk n; . 

Für die Größe E erhalten wir dann aus (35) wegen (21): 

(40) 

oder nach (22): 
(40 a) 

E = (n, n) · (n', n') · 2 

E = P 4 • 2. 

E verschwindet also nur, wenn entweder n oder n' ein Nullvektor ist, d. h. wenn 

'YJ; k wegtransformierbar ist. 
Diese Erkenntnis, sowie der Erhaltungssatz (35) nebst der Tatsache, 

daß E totalinvariant ist, berechtigt uns dazu, mit Hilfe von E die "Sprung

energie" zu definieren. 
Ferner stellen wir fest, daß wegen dieser Eigenschaften von E die Glei

chung (35) dazu ausreicht, um zu erkennen, daß die geodätischen Nullinien 

mit den Tangentialkomponenten pi die Strahleneigenschaft besitzen,, ,Schatten

grenzen" zu sein 14). Die Kenntnis von E genügt zur Normierung von n und n' 

da nur Produkte aus den Komponenten beider Vektoren in 'fl; k eingehen. 

14 ) D. h. längs der ganzen Nullinie ist dann und nur dann eine nicht ver

schwindende Sprungerregung vorhanden, wenn dies in irgendeinem Punkte der he· 

treffenden N ullinie der Fall ist. 
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Um die noch fehlende Bestimmungsgleichung für den Parameter y zu 
erhalten, setzen wir in (33): 

(41) 

wodurch wegen (20) die Gleichung (31) erfüllt ist. Dann verschwindet 
wegen (21): 

E = ßik 'YJik = 2 (n, n') · ((n, n) - (n', n')), 

und wir erhalten: 

oder wegen (n, n') = 0: 

nk (n, n) D.: n~ - (n', n') n'k D.: nk = 0. 

Daraus wird unter Benutzung von (22): 

P4 [(etrwk+etrwk)D.:~(etr wk- etrwk)- ~(eirwk- etrwk)DAeirwk+ eiriiik)] =0 

und nach (39): 

12.d. 21-id. 0 - ....,... e•r- e-·' r + - e r- e•r = . 
~ dT ~ dT 

Wir haben also schließlich für y die einfache Differentialgleichung: 

(42) dy = 0 
dT ' 

also y = const. 

Damit ist die Integration der Strahlengleichungen zurückgeführt auf eine 
einzige Quadratur (35), da die Erfüllung der Gleichung (42) und des Erhaltungs
satzes (35) auch die Befriedigung sämtlicher Gleichungen (33) nach sich zieht, 
denn die beiden Tensoren (35a) und (41) sind voneinander und den trivialen 
Lösungen (34) linear unabhängig, falls nicht schon die Anfangswerte von 'Y/ik 
wegtransformierbar sind. 

Gebe ich also auf einem Teilgebiet G einer zweidimensionalen raum
artigen Anfangsmannigfaltigkeit (etwa der Schnittfläche von z = 0 mit 
x0 = 0) die zehn Komponenten 'YJi" vor, derart, daß die Gleichungen bi = 0 
erfüllt sind, so kann ich sie längs der ganzen geodätischen Nullinien, die das 
Anfangsgebiet G schneiden, bis auf Koordinatensprünge eindeutig berechnen. 
Hierbei bleiben die Bedingungen bi = 0 erhalten. 

6. 

Zur Diskussion der Divergenzgleichung (35) denken wir die Wellen
fläche z = 0 derart, daß die Strahlen auf ihr nur schwach divergieren (d. h. die 
Entfernung von einem etwaigen Erregungszentrum soll groß sein gegenüber 

49* 
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allen übrigen vorkommenden Maßen). Es seien dann Unstetigkeiten der 

erwähnten Art immer nur in gewissen Strahlenbündeln vorhanden (primitive 

Quantenvorstellung, wenn man will), während außerhalb dieser Strahlen

röhren keine Erregung vorhanden sein soll. Wir integrieren dann in üblicher 

Weise15) die Divergenzgleichung (35) über einen Strahlenstreifen, an dessen 

Rande die Unstetigkeit verschwindet, vom Schnitt mit der Fläche x0 = a 

bis zum Schnitt mit der Fläche x0 = b (das ganze Integrationsgebiet ist 

natürlich eingebettet in die Unstetigkeitsfläche z = 0!). Wir können dann 

nach dem Gaußsehen Satz in ein Oberflächenintegral umformen, von dem 

nur die Integrale über die jeweils zweidimensionalen Schnittmannigfaltig

keiten mit x0 = a bzw. x0 = b übrigbleiben. Daher folgt: 

(35a) ~ JJ lt p0 d oc d ß = e = ( h v) 
a 

(integriert über einen beliebigen raumartigen Querschnitt des betreffenden 

Strahlenbündels) ist eine absolute Invariante, die von der Wahl der raum

artigen Schnittfläche (d. h. von der Zeit) gänzlich unabhängig ist. Die Kon-

stante ± 16) soll passende Dimension besitzen derart, daß e eine Energie 

definiert. In dieser Definition steckt die Abhängigkeit von dem vollkommen 

willkürlichen zeitartigen Einheitsvektorfeld di, das wir zur Definition des 

Sprungtensors 'f/ik> sowie zur Normierung von p; verwendet hatten. 

Wir wollen diese Abhängigkeit genauer untersuchen. 

Dazu beantworten wir die folgende Frage: wie ändern sich E und e, 

wenn wir anstatt di ein anderes zeitartiges Einheitsvektorfeld d'i benutzen? 

Wir haben dann auch ein neues Vektorfeld p; derart, daß gilt 

(43) 

wobei durch Überschiebung mit di bzw. d'i wegen (d, p) 

folgt: 

(44) 

1 und (d'i, p) = 1 

(d', p) = (d,lp'). 

(n) 

Auch der Sprungtensor n-ter Ordnung 'Y/; k wird sich mit emem skalaren 

Faktor multiplizieren: 
(n) (n) (n) 

1/;k=A·'f/ik· 

15) Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 
16) Da in der allgemeinen Relativitätstheorie die Energie die Dimension einer 

Masse besitzt, erhält man in der Tat mit Hilfe der Gravitationskonstanten k (Dirn. 

l1 m- 1 ) richtige Verhältnisse. 
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Es war 
(1) 

'YJik = 

Ebenso ist 

Offenbar gilt dann 

[a g. k] <1> <1> <t> (1) ( 1 ) 
(45) ax'.,. = Pm'YJik = p;,. 'YJlk; 'YJik = e 'YJlk also e = T 

Entsprechend auch 
(n) (n) 

(45a) n ' 'YJ; k = e 'YJi k· 

Da nun E quadratisch in den 'YJ; k ist, so folgt 

(46) 
(n)E 

- n2n 
(n)E'- <:: 

für die Sprünge n-ter Ordnung. Ferner bekommen wir wegen (43): 

Po 1 
-,0 =-· 
P e 

Denken wir nun die Strahlenröhre so eng, daß e = (p~, di) im Integrations
gebiet als konstant angesehen werden kann, so erhalten wir nach (35a): 

e JSpOG:dcxdß - ((p,d))2n-1 
(47) 7 = ss pO(f. f!1-2ndcxdß = (!2n 1 = (p,d') • 

Nehmen wir insbesondere an, es falle di mit der Zeitachse zusammen, so haben 
wir in der Tat bei Neuwahl einer Zeitachse d'i nicht mehr absolute Invarianz 
von (35a), sondern unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations
gesetz (47) (unter di nunmehr einen Einheitsvektor in Richtung der Zeitachse 
verstanden). 

Durch die Bezeichnung e = hv haben wir schon angedeutet, daß wir 
den Zusammenhang mit der Quantentheorie suchen. Daran hinderte uns 
bisher die Invarianz von e. Mit (47) haben wir jedoch unter Umständen die 
Möglichkeit, bei Neuwahl der Zeitachse, d. h. des Bezugssystems, Y in der 
Weise abzuändern, wie es durch den Dopplereffekt gefordert wird. 

Wir erinnern uns an die Theorie des Dopplereffektes im Rahmen der 
speziellen Relativitätstheorie und unter der Voraussetzung, daß in dem ver
wendeten Bezugssystem jedesmal die Zeitachse orthogonal zu den räumlichen 
Koordinatenachsen sei und Einheitslänge besitze (g00 = 1, g0 ; = 0 (i = 1, 2, 3)). 

Eine Lichtwelle im leeren Raum pflegt man dort darzustellen in der Form: 

const · e2 ni (p, "l, 
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wobei pi ein Nullvektor ist, dessen räumliche Komponente in die Richtung 
der Wellennormalen zeigt, während xi der vierdimensionale Ortsvektor ist. 
Es ist dann die Frequenz 

Y = Po = ( eo, P) 

(e0 ist der Einheitsvektor in Richtung der x0-Achse). Führen wir dann ein 
zweites gegen das erste bewegte Koordinatensystem mit der Zeitachse e~ 

ein, so haben wir in diesem Koordinatensystem 

y' = P~ = (e~ p). 

Die durch diese Transformation hervorgerufene Änderung der Frequenz be
zeichnet man als Doppler-Effekt: 

(48) 

Eine volle Übereinstimmung zwischen dem zu fordernden Effekt (48) 
und (47) ist offenbar im Fallen = 1, d. h. im Falle der Sprünge 1. Ordnung 

und nur in diesem Falle vorhanden. Gerade diese zeigen aber ein abweichendes 
Verhalten, das wir später noch näher untersuchen werden. Auch dort kann 
man jedoch analog (35) eine Energie definieren und somit diese als Quanten

energie bezeichnen. 
Ehe wir uns mit den Sprüngen 1. Ordnung näher befassen, wollen wir 

erst die Theorie der Sprünge höherer Ordnung zu Ende führen, indem wir 
außer den Sprüngen des metrischen Fundamentaltensors auch noch ebensolche 

Singularitäten des elektromagnetischen Feldes zulassen. 

7. 

Die Charakteristikentheorie der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen 

(49) 
aFilc V-u aq,k ofl>i 

a 7c = 0; (k = 0,1,2,3) F;k = -.- "xlc 
x a~ u 

zeigt eine vollkommene Analogie zur Behandlung der Gravitationsgleichungen. 
Wir betrachten wieder Sprünge 2. Ordnung des Potentialvektors W;: 

[
()2 q, •] a z". = cp;. 

Zunächst nehmen wir an, es seien die ersten Ableitungen der ifJ; und g;k auf 

der Sprungfläche stetig, so daß aus (49) leicht die vier Sprungrelationen folgen: 

(50) 

Durch Koordinatensprung können wir alle Sprungvektoren der Form 

(51) 
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(a willkürlicher Skalar) und nur diese analog Gleichung (4), (5) erzeugen17). 

Man verifiziert leicht die Totalinvarianz von (50), d. h. diese Gleichungen 
sind für (51) identisch erfüllt, und erkennt, daß die Matrix der Gleichungen (50) 
bezüglich der rp' für H =i= 0 den Rang drei, für H = 0 den Rang 1 besitzt. 

Wiederum sind nicht wegtransformierbare Sprungvektoren nur auf einer 
solchen Fläche z = 0 möglich, die der Gleichung H = 0 genügt. 

Als Strahlen oder Bicharakteristiken ergeben sich wiederum die geo
dätischen Nullinien. Bei de.t. Ableitung dieses Sachverhaltes tritt jedoch 
folgende Besonderheit auf: 

Untersucht man die Sprungrelationen 3. Ordnung, die die Ausbreitungs
gesetze für die Sprünge 2. Ordnung liefern sollen, so ist auch die Ableitung des 
elektromagnetischen Energietensors an der Sprungstelle unstetig. Daher 
treten in den Strahlengleichungen (35) und (42) der Gravitation Zusatzglieder 
auf. Dasselbe gilt für die Sprungrelationen 3. Ordnung der Maxwellsehen 
Gleichungen hinsichtlich der Sprünge 1. Ordnung von gi k· 

Es ist deshalb erforderlich, mit dem System (49) simultan das System 
der Gravitationsgleichungen zu behandeln: 

(52) 
mit 

S,k = t gikFafi·F"f1- Fia Fk"·"' und S = 0. 

Wir benutzen wieder ein geodätisches Koordinatensystem und berechnen 
zunächst den Sprung des nach z abgeleiteten Energietensors. In einem geo
dätischen Koordinatensystem lautet die invariante Ableitung: 

1 8Faf1 aF,,. ·a 8Fka ·a 
D.Sik = 2 gik ----az ·F"'f1- ----az--·Fk. -- ifZ ·F; . . 

Die übrigen Glieder verschwinden. Durch Sprungbildung erhalten wir wegen 

[8 ::~] =(Pa Cf!(J- P(l !fla): 

[D.Sik] = gik Parpf1Faf1- (Pi Cf!a- Pa Cf!i)Fic.a- (pk Cf!a- Pa f!lk) Fi.a; 

setzen wir dann 

(52a) 

17) Bekanntlich lassen die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen einen additiven 
Gradienten bei der Bestimmung von (/)i prinzipiell unbestimmt. Danach ist also auch 
ohne Beachtung des Prinzips der Koordinatensprünge q; i unbestimmt bis auf einen 
additiven Vektor api mit beliebigem a. [Dieser Sachverhalt bleibt auch nach der üb
lichen Hinzunahme der Gleichung div (/) = 0 derselbe, da diese Gleichung wegen 
(12b) nur die für H = 0 schon erfüllte Bedingung rp~pQ = 0 liefert.] Deshalb kann a 
auch bei einer simultanen Behandlung mit Gravitationssprüngen als von den letzteren 
unabhängig angesehen werden. 
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so erhalten wir durch Überschiebung mit ßik analog Gleichung (32) unter 
Berücksichtigung von (12 b): 

ßik[DzS;k] = lJ.cpsCfl-2/}ikcp;Ck 

oder gemäß Gleichung (13a): 

(53) 

eine Beziehung, die wegen ihrer Invarianz auch in beliebigen Koordinaten 
gültig bleibt. Danach bekommen wir aus (52) anstatt (32): 

(53a) 

und insbesondere für jjik = ßik und also auch ijik = 1Jik: 

(53b) 

Nunmehr bilden wir entsprechend für die Maxwellsehen Gleichungen (49) 
die Sprungrelationen 3. Ordnung. Setzen wir den Sprung 3. Ordnung 

[aa tP J 
azsi = "Pi> 

und beachten wir, daß 

[82 g" k] k. [82 g" k] 
Yai --rf?J = - g"k'YJa; =- 1].; und daher ßz2 _ =- 'YJ", 

so erhalten wir in einem geodätischen Koordinatensystem durch Sprung

bildung aus (49): 

(54) Dz -- = H "P'- ("Po pa) p' + 2 p!! 1 - _LPL g" i _ p' _p_ [ a 'iJik] . . d i d ( ~ ) . d I! 

i) Xk ' d X~ d x" d XI! 

-- baF·"i.- 'Y} "pfl F(Ja = 0. 

Überschieben wir jetzt mit einem Vektor cp;, der der Gleichung genügt: 

(pipi = 0, 

und beachten wir, daß wegen H = 0 auch cpip; = 0 ist, so erhalten wir, da 
die Größen b; verschwinden: 

2 ~i d 'P; + ~i d pl! - ~i 0" 
cp ~ cp Cf!; d xt' - cp 'Y}; a ' 

oder invariant geschrieben: 

(54a) 2 (j;i D, rp; + (jJi cp; div p = 'Cpi 'YJ;a 0". 

Für fj;" = tp" bekommen wir insbesondere: 

1 a 'Pi 'Pi V g Pe 
- =cpi'YJ;aC". v-g a xt' 

(54b) 
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Daher gewinnen wir mit Hilfe von (53b) den Erhaltungssatz: 

(55) _1_ iJ p~ V- g (E- 4 k 'P~ tp~) - 0 
v=g iJxf! - • 

Hierbei ist zu beachten, daß ( qß qJ~) negativ ist, da f/Ji raumartig ist (E ist 
nach (40a) positiv). Wir setzen daher: 

(55a) - cpi fPi = + J 
und erhalten: 

(56) _1_ iJ p~ H (E + 4 k J) - 0 
V-g iJx~ - ' 

Damit haben wir einen Erhaltungssatz gewonnen für eine Energiegröße, 
die nur verschwindet, wenn E und J beide verschwinden. 

Demgemäß ist das in Kapitel 5 Gesagte im allgemeinen Falle sinngemäß 
statt auf E auf die Summe (E + J · 4 k) anzuwenden. Die Ausbreitungs
vorgänge der Gravitation und der Elektrizität sind miteinander gekoppelt. 
Die Kopplungskoeffizienten sind die Vektorkomponenten 0 i mit 

(57) Oipi = 0. 

Die Kopplung ist dann und nur dann aufgehoben, wenn 

(58) Ci = l,pi (A. = beliebiger Skalar) 

gilt. Es muß dann nämlich das innere Produkt von Oi mit den drei linear 
unabhängigen und in der Sprungfläche liegenden Vektoren Pi• ni und n~ 
verschwinden. 

Zur Diskussion der Gleichungen (54a) und (54 b) nehmen wir der Einfach
heit halber zunächst an, es sei keine Kopplung vorhanden 18). Für diesen 
Fall können wir die Integration dieser Gleichungen in vollster Analogie zu der 
der Gleichungen (33) und (35) durchführen. 

(59) 

und 
(60) 

Wir haben dann die Gleichungen 

opf!JV-u =0 
iJ xf! 

2 (jJi D"' fPi + (jJi · fPi div p = 0. 

Aus J = 0 folgt, daß f/Ji ein Nullvektor ist, daher sieht man nach (51) und 
(55a), daß das Verschwinden von J notwendig und hinreichend für die Weg
transformierbarkeit des Sprungvektors f/Ji ist. Wir definieren daher mit 
Hilfe dieser Größe die elektrische Sprungenergie. 

Es folgt auch hier allein aus {59) bzw. (56) die Strahleneigenschaft der 
geodätischen Nullinien. 

18) Dieser Fall ist z. B. verwirklicht im Falle der speziellen Relativitätstheorie. 
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Wegen ( qJ, p) = 0 können wir bis auf einen wegtransformierbaren Sum-
manden setzen: 

(61) 

J ist dann durch (59) festgelegt. Um eine Differentialgleichung für X zu be
kommen, werden wir in (60) für rp; einen zu ({J; orthogonalen Vektor benutzen. 
Wir setzen daher 
(62) 

und erhalten aus (60) wegen (39): 

(63) dx- O· t d -r - , X = cons . 

Zur Behandlung des allgemeinen Falles nicht verschwindender Kopplung 
setzen wir in den Gleichungen (53a), (53b), (54a) und (54b): 

(64) 1); k = n; nk + nk ni, 

(65) 

Für f{J; und p; benutzen wir (61) und (62) und setzen für 0; wegen (57): 

(66) 
mit 
(67} 

und erhalten mit 
(68) 

0; = R (eicw;-!- eicw;). + ftPi 

R2 = _ o.Oi· 2ic =(wO) 
• ' e (w 0) 

c5=2y-x-o 

unter Benutzung von (22) folgende vier Bestimmungsgleichungen für E, J, y 
und x: 
(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

dE -,1- 1 
~ + E div p = 4 k V J y E V2 · R sin c5, 

dJ . - VE . 
d-:; + J d1v p =- VJ V2" R sm<5, 

V E 2 : ~ = 2 k V2 V J R cos c5, 

-dx 1 , 1-VJ d-r = V2 yE Rcos c5. 

Durch Addition von (69) und (70) ergibt sich wieder der Erhaltungs
satz (56) oder 
(73) E+4lcJ = e-JdivpdT·Const. 

Ferner bekommen wir aus (71) und (72): 
dy 
d-r J 

(74) du=2E·k. 

d-r 
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Der Vektor rp und das Tensor-Zweibein :n:, n' drehen sich also immer gleich
sinnig. 

R 

(75) 

Setzen wir u = y 4 ~J' so ergeben die Gleichungen (69) und (70) mit 

V2kR: 
du ~ 
d r = (l + u2) • R sind, 

während die Gleichungen (71), (72) und (68) liefern: 

(76) - = --tt Rcosu--. d r5 ( 1 ) ~ .s: dc 
dr u dr 

Aus dieser Gleichung erhält man durch Multiplikation mit cos d: 

dsin 15 = (_.!._- u) R~(l- sin2 Ö)- dc cos IJ. 
d-r: u d-r: 

Hierin setze ich aus (75) sin IJ ein und erhalte: 

(77) { = - - u R l - - c l - -:---u' )' ( 1 ) ~ ( u'2 ) , y u'2 
\R(I+u2) u · W(I+u2) W(I+u2) 

(der Strich bedeutet Differentiation nach •). Diese Differentialgleichung 
für die Größe u, die im Falle fehlender Kopplung konstant bleibt, beschreibt 
den Austausch zwischen elektrischer und Gravitations-Sprungene~gie. Im 
Falle, daß c konstant ist, können wir leicht die Integration durchführen, so-

lange R =I= 0, also wirklich Kopplung vorhanden ist. Wir setzen: 

(78) 
und 

(79) 

und erhalten aus (77): 

(80a} 

dl = Rdo; 

1/1-'IJ 
u=ri+v; 

mit der allgemeinen Lösung 

l-u2 

V= I+ u2 

(80a) v = V· cos (2l + Const) = V cos (2 J fi d-r:) (JVI < l!). 

Mit Hilfe von (75) und (79) erhalten wir dann für d und u: 

{81) u = 1/1- Voos (2 S ~d-r:). r I+ V oos (2 J R d -r:) 

Wir haben also einen Austausch zwischen elektrischer und Gravitations
energie. Ist speziell R = const, so ist die Änderung periodisch mit einer 
Frequenz proportional der Kopplungsgröße R. 



768 K. Stellmacher. 

Von besonderem Interesse dürften die beiden singulären Lösungen sein, 
die man für V = 0 und V = 1 erhält. Im Falle V = 0 ist 

(82) sin ~ = 0; u = 1. 

Während wir für V = 1 bekommen: 

(83) cos 15 = 0; u = tg (J ii d -c). 

Im Falle (82) sind die "Energiegleichungen" (69), (70) entkoppelt, d. h. elek
trische und Gravitationsenergie bleiben jede für sich erhalten. Im Falle (83) 
sind die Gleichungen (71), (72) für die Polarisationsparameter voneinander 
unabhängig; y und X sind konstant. 

Hängt der Parameter c von r ab, so sind durch (82), (83) nur noch 
singuläre Stellen von möglichen Lösungen charakterisiert. In der Umgebung 
dieser Stellen ändern sich aber im Falle (82) u und im Falle (83) y und X 
nur von 2. Ordnung. Es gibt aber keine Lösung mehr mit konstantem u 
oder 15. Immerhin dürften die betreffenden Lösungen aber doch eine besonders 
große Stabilität besitzen. Möglicherweise kommt daher dem Fall (82) eine 
besondere physikalische Bedeutung zu. 

Um uns ein Bild zu machen von der Bedeutung der einzelnen Parameter 
und Kopplungsgrößen, sowie von der Größenordnung etwaiger zu erwartender 
Effekte,. führen wir in irgendeinem Punkte P der Sprungfläche ein 4-Bein 
aus lauter zueinander orthogonalen Koordinatenvektoren em derart, daß 
in P gilt: 

. k { 0 für i ~ k (i, k = 1, 2, 3) 
gi k = g' = . . 

- 1 " ~ = k (~. k = 1, 2, 3) 

g0 ; = gOi = 0 (i = 1, 2, 3) 
(84) 

goo = goo = + 1. 

Die p-Richtung liege in der (0 1)-Ebene, so daß 

(85) 
P; = ( + 1, - 1, 0, 0) 

pi - ( + 1, + 1, 0, 0) 

zu setzen ist. Daher hat man 

(85a) 

Ferner ist wegen (w, w) 

(86) 

d xi 
d -c = -~- = d x0 = d x1 • 

p' 
-l· 2. 

wi - ( 0, 0, ~, {) , 

w; _ ( 0, 0, ~' - ~). 
Danach spalten wir auch den Vektor Ci in Raum und Zeit: Es ist 

(87) 00 = pe Fe 0 = (V· <f) 
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(p ist der räumliche Anteil von p, d. h. der Normalenvektor der Wellen
front, (f der Vektor der elektrischen Feldstärke). Die räumlichen Koordinaten 
von Oi bilden den Vektor 

(88) (01, 0 2, 0 3)- (pX~) +Po· <f = <!: 
(~ist der Vektor der magnetischen Feldstärke). Da in unsere Rechnung Oi 
nur in der Form (w, 0), (w, 0) eingeht, so folgt nach (86), (87) und (88), 
daß von der elektrischen und magnetischen Feldstärke nur die zur Welle trans
versale Komponente wirksam ist. 

Um uns eine Vorstellung von der Bedeutung der Parameter c, y, X zu 
machen, greifen wir zurück auf die Gleichungen (66), (61) und (22). Danach 
können wir setzen: 

(89) tc- (C, w) . .oiX- ~cp, w) . eir (n, w) 
e - I(C,w)l' "' -l(cp,w)l' = l{n,w)l; 

oder 
ic- C2+iCa e - -

- Ve&+O( 
Danach ist c der Winkel zwischen der in die 2, 3-Ebene fallenden Komponente 
von 0 und der x2-Achse. Entsprechend sind auch X bzw. y die Winkel, die 
die Transversalkomponente des räumlichen Anteiles von ffJ bzw. :n; mit der 
x2-Achse bilden. Konstanz dieser drei Parameter bedeutet, daß die ent
sprechenden Vektoren durch Parallelverschiebung längs des Strahles in sich 
übergehen. 

Da in allen Formeln, von denen hier die Rede war, :n:i, :n;~ und fPi nur in 
der Form (:n:, w), (:n:, w) usf. auftreten, so folgt, daß auch bei diesen drei Vek
toren nur die Transversalkomponente physikalische Bedeutung besitzt. Da 
die inneren Produkte dieser Vektoren mit p überdies verschwinden, so folgt 
in unserem Koordinatensystem wegen (85): 

(90) - :n:]_; fPo = - ffJv 

so daß durch Addition je eines Summanden a · Pi mit passend gewählten a, 
d. h. durch zweckmäßige Wahl des Koordinatensprunges in jedem Bezugs
system gleichzeitig 19) alle drei Vektoren rein transversal gemacht werden 
können. Zur Berechnung von R erhalten wir in unserem Koordinatensystem 
nach (67), (87) und (88): 

(91) R2 = - OiOi = - (p. <f)2 + (!:2 = ((f2 - ~a)2 + (<fa + ~2)2. 

Da die elektrische und magnetische Feldstärke im cgs-System von der Di

mension ml t- 1 l-l ist, so müssen wir ~ = ~ ~' setzen, wenn~' die Feld-
e 

stärke in cgs-Einheiten mißt, entsprechend für <f. Danach erhalten wir: 

(92) fi d -r = 1'2 k. R · 2 d x1 = 2,0 · 10- 23 [((f; - ~;)2 + (<f; + ~~)2] d xl. 

19) Siehe hierzu Anmerkung 17). 
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Da Vk die Dimension zt m-t besitzt, so folgt, daß (92) dimensionslos ist, 

wenn !B' in Gauß und dx1 in cm gemessen wird, wie es sein muß. 

Da R die Größenordnung der rechten Seite der Strahlengleichungen (75) 

und (76) angibt, so wird die Kopplungswirkung im allgemeinen sehr schwach 

sein. Eine merkliche Änderung der reinen Gravitations- bzw. elektrischen 

Sprungenergie ist daher nur für sehr starke transversale Felder oder für sehr 

lange J..~ichtwege zu erwarten. Der zweite Fall erscheint wichtig, da ja die 

magnetische Feldstärke der Trägerwelle der Unstetigkeiten vielleicht eine 

Kopplung herbeiführen kann. 
Dieser Fall kann jedoch praktisch nicht eintreten, da für diejenigen 

elektromagnetischen Felder, die eine Lichtwelle mit sich führt, der Kopplungs

koeffizient R verschwindet. Um das einzusehen, berechnen wir R2 nach (91) 

aus denjenigen Feldkomponenten, die man aus den Maxwellsehen Gleichungen 
für eine ebene Lichtwelle erhält unter Vernachlässigung der gravitierenden 

Eigenschaften der Lichtwelle. Das ist offenbar erlaubt in guter Näherung. 

Nach der klassischen Theorie muß aber für die in Rede stehenden Trans

versalkomponenten einer ebenen 'Velle gelten: 

~2 = f (xo- xl), 
~a = g(xo- xl), 

!232 = - g (xo - xl), 
!Ba = + f (xo- xl), 

wenn f und g beliebige Funktionen der Wellenphase (x0 - x1 ) sind. Demnach 

ist ~2 = !B3 und ~3 = - !23 2, so daß nach (91) in der Tat R2 verschwindet. 

Es dürften daher merkliche Kopplungswirkungen wohl nur in unmittel

barer Nähe von geladenen Elementarteilchen der Materie zu erwarten sein, 

so daß vielleicht nach Hinzunahme neuer physikalischer Gesichtspunkte 

gewisse Austauschprozesse zwischen Licht und Materie mit den im Voran

gebenden entwickelten Methoden beschrieben werden können. 

111. 

Sprünge 1. Ordnung. 

8. 

Zur Behandlung des angekündigten besonders interessanten Falles der 

Sprünge l. Ordnung legen wir gleich ganz allgemein das Simultan-System (49), 

(52) zugrunde und setzen demgemäß voraus, daß an der Sprungfläche die gi 1, 

und 1>i stetig sind, während deren erste Ableitungen die Sprünge 

[i}(P.] 
a/ = Xi 

machen sollen. 
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Die Rechnung wird sich dann in drei Punkten von dem Vorangehenden 
unterscheiden: 1. können wir nicht mehr ohne weiteres in geodätischen 
Koordinaten rechnen; 2. können wir nicht mehr voraussetzen, daß 
die Größen bi (eik) gemäß (12b) verschwinden; 3. sind im Bereich der 
Sprünge 1. Ordnung nicht wegtransformierbare Sprungtensoren auf jeder 
beliebigen Fläche, die also nicht charakteristisch zu sein braucht, 
möglich. 

Die Theorie der Unstetigkeiten auf nicht charakteristischen Flächen ist 
bereits von Lanczos 20) durchgeführt. Während dort das Problem der Aus
breitung weitgehend unbestimmt bleibt, lassen sich im charakteristischen 
Falle, d. h. bei Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit, auch die Sprunggrößen 
1. Ordnung bis auf Transformationen eindeutig bestimmen. Ist insbesondere 

in einem Punkte P einer Sprungfläche z =· 0 der "Normalenvektor" _!J~ = Pi 
ax' 

ein Nullvektor, und sind in P die Sprunggrößen nicht wegtransformierbar, 

so haben wir längs der ganzen durch P in Richtung ~. = Pi gehenden 
ox' 

Nullinie eine nicht wegtransformierbare Erregung, die also genau wie im 
Falle der Sprünge höherer Ordnung nicht mehr aus der betreffenden charak
teristischen Fläche heraus kann. Daraus folgt auch, daß eine nicht charak
teristische Singularität, die sich also langsamer als mit Lichtgeschwindigkeit 
bewegt, niemals Lichtgeschwindigkeit erreichen kann. Es sei an dieser 
Stelle ohne Beweis mitgeteilt, daß man die Sprungbedingungen für Sprünge 
1. Ordnung auch direkt aus dem dazugehörigen Variationsprinzip herleiten 
kann. In diesem Falle erhält man jedoch etwas abweichende Ergebnisse, 
und zwar schärfere Bedingungen. Insbesondere ergibt sich das Ver
schwinden der fünf b-Größen, sowie die Unmöglichkeit von nichtweg
transformierbaren Sprüngen 1. Ordnung auf nicht charakteristischen 
Flächen. 

Es wäre jedoch verfehlt, dieses Ergebnis unmittelbar auf die 
Gravitationsgleichungen zu übertragen. Beispielsweise kann man doch 
beliebige Sprünge der ersten Ableitungen auf nicht charakteristischen 
Flächen durch Zusammensetzen zweier passender Lösungen erzielen. Die 
Differentialgleichungen und das Variationsproblem sind eben, was Un
stetigkeiten anlangt, nicht völlig äquivalent. 

Zur Durchführung der Rechnung bemerken wir zunächst, daß wirtrotz 
der Unstetigkeit der r:k an der Unstetigkeitsfläche in geodätischen Koor
dinaten rechnen können. 

SO) Phys. Zeitschr. 21 (1922), S. 540-541. 
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Unter Benutzung der einfachen Umformung: 

(93) uv- u'v' = [uv] = i (u + u') (v- v') +! (11 + v') (u- u') 

= u [11) + v [u] 

erhalten wir nämlich für den Sprung des verjüngten Riemannschen Tensors, 

den wir in der Form geschrieben denken: 

l i)2 i)2 i)2 ß2 
R.k = -gafJ( gik + _ g.!!_{J __ gia _ __ Yku) 

• 2 a x" a xfl i) xi a xlc a xlc i) x!l a xi a xfl 

+ gafJ (F~fJ F;k, r + F~;FfJk,r) 
die folgende Schreibweise : 

+ gafJ (i'JfJ [Fik,r] + [FJfJ] · Jl;k, r + FJ;[FfJk, rJ + [I',I;] · FfJk,r), 

wobei der Mittelwert der Christoffelsymbole von beiden Seiten der Unstetig

keitsMche 

(94a) l (Fi k, z + File, z) = F; k, z 

gesetzt ist. Im Sprung des Riemannschen Tensors treten jetzt außer den 

Sprüngen nur die rik,z auf, aber nicht mehr die r;k,z oder r:~.z· Daher 

wird es sich empfehlen, in einem Aufpunkt P der Sprungfläche ein geo-

dätisches Koordinatensystem einzuführen, in welchem die F; k, 1 verschwinden. 

Ein solches existiert in der Tat, denn es ist möglich zu schreiben: 

(a ui k)' + (a ui ~)" = a (g;k + ~~). 21) 
a x1 a x1 ai 

Ähnlich gehen wir vor bei der Sprungbildung der Maxwell-Lorentzschen 

Gleichungen. Es ist: 

(95) I [a V- g_ r ;] = g"fl gr; [a Ff1...r] + -~-- [a t-=:Jl __ u~!_ri'_~] FfJ r 
V-g ax" axa V-u ax" 

+ ·--~-- a (\t=g g"fl gYi) [F{Jy] = O. 
V- u a x" 

Dabei ist wieder Fik für die Mittelwerte t (F~k + F;D gesetzt. In dem be

nutzten geodätischen Koordinatensystem verschwindet der letzte Term 

von (95), so daß wir nunmehr sowohl in (94), wie in (95) die Sprungbildung 

21) Dazu hat man sich nur von beiden Seiten der Sprungfläche Y; k stetig differen· 

zierbar über die Fläche hinaus fortgesetzt zu denken. Die derart fortgesetzten Funk· 

tionen sind an der Sprungfläche a; k und u;'k. 
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in Analogie zur Theorie der Sprünge 2. Ordnung durchführen können. Dem
gemäß erhalten wir aus (94) mit Hilfe von (28) analog zu (30): 

(96) 

Dabei ist gesetzt 

oder mit 

bt{'fJ) = P"''f/ai-! P•'fl, 

1 
b; (s) = p" B,.;- 2 p,s, 

T· -gafldc(Ji _ _!_!:..!._ 
• - dx" 2 d xi' 

ap" 1 ap, 
Si = Bi a az - 2 'fJ az ' 

pl!pll = H = 0 und r;+s;+b•('fJ) = wi 

Zur Berechnung von [S;k] setzen wir ganz analog der Behandlung der 
Sprünge höherer Ordnung: 

(97) 

und erhalten 

(98) - [S;k] = xick + xkci- p;Dk- PkDi- g.kx~7ft. 
Aus den Relationen (95), (96a), (98), sowie den Gravitationsgleichungen 

(98a) 

sind nun die Sprünge 2. Ordnung zu eliminieren. Dazu werden wir wieder 

mit einem Tensor J.tk überschieben, der (31) erfüllt, entsprechend für (95). 

Gemäß den Feststellungen, die wir bei den Sprüngen 2. Ordnung 
machten, liegt es nahe, zunächst zur Gewinnung von Relationen, die nur die 
b (s;k) enthalten, mit den trivialen Lösungen (34) von (31) zu überschieben: 

2 [Rik](ai pk + pi ak - gik (a, p)) = 2 ai (2 pk ddr: sik- p;ddr: s) + 2divp·(a, b) 

Mathematische Annalen. 115. 

db db dbk 
- 2ak_k- 2pkaf!----.! +2(a,p)-

d r: d x~ d xk 

_ 2k[S;k](aipk + akpi _ gik(a,p)) 

= 4(x,p)·(a0). 
50 
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Setzen wir noch 
(99) (x, p) = b (x) = b, 

so erhalten wir in der Tat: 

(100) 
d d bk doll -· 

2a<'d- b" + 2divpal! b.,- 2pk al}- + (a,p)2 -- = · 4kb· (a, G). 
T ' "" d xl! d xl! 

Hierin stecken vier Gleichungen, da wir für a; nacheinander vier linear unab
hängige passend zu wählende Vektoren einzusetzen haben. Für a; = p; 
erhalten wir zunächst: 
(101) b'< p!! · div p = 0. 

Falls also auf der Wellenfläche z = 0 

div p = 0 z =j= 0 

ist, was wir zunächst voraussetzen (die Bedeutung dieser Beziehung werden 
wir später diskutieren), so folgt: 
(102) bl! pQ = 0. 

Ferner setzen wir a; = w; und erhalten aus (100): 
d db -

(103) 2ro<' d- bn + 2 divp· w!!b('- 2 p" w~ ~ = !k b (w, C). 
T • d~ 

Das dritte Glied verschwindet, da man durch Differentiation in der Fläche 
aus einem in der Fläche liegenden Vektor immer wieder einen in der Fläche 
liegenden Vektor erhält. Daher bekommen wir: 

d -
(104a) d, (w, b) + (w, b) div p = 2 k b (w, C), 

entsprechend 

(104b) ad, (w, b) + (w, b) div p = 2 k b (w, 0), 

oder etwas anders geschrieben: 

(105a) - 1- alf=(,(w,b)p!! = 2kb·(w,O), 
v=g ßx!! 

(105b) 1 av=gcw,b)pl!=2kb(w,c). 
V-u ax'< 

Um die vierte aus (101) zu gewinnende Gleichung zu bekommen, definieren 
wir ein Vektorfeld /; durch die vier Bedingungen: 

(106) 
(w, /) = 0, 
(p, /) = 1, 

(w, /) = o, 
(/, /) = 1. 

Dadurch ist /; eindeutig bestimmt. Durch Überschiebung des Vektors D~/; 
nacheinander mit pi,ji,wiundroifolgt dann wegenD~p; = D~wt = Dzwi=O 
und (106): 
(107) Dzfi = 0. 
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Wir setzen dann in (101) ai = fi und erhalten: 

· d · · dba dbl! -f• d- bi + drv p (ft bi) - pa 1~- + - = 2 k · b · {f, 0). 
T d x!! dx~ 

Da die Differentiationen _!:___ alle in der Fläche liegen, so gilt das gleiche auch 
dx!! 

für die Differentiation f~! ~.so daß das dritte Glied wie oben verschwindet. 
dx~ 

Nach (107) erhalten wir daher: 

(108) 

Setzen wir gemäß (102) bi = ocwi + iüiii + ypi, so erhalten wrr durch 
Überschiebung mit oi, wi, I' wegen {w, w) = - t: 

oc = -2(wb); a = -2(w,b); y = (f,b). 

Da oc, 'ii bekannt sind, haben wir somit in (108) eine Differentialgleichung 
zwischen y und b (X) gewonnen, die im Sonderfall bi = YPi und b = 0 die 
Form annimmt: 

(109) 

Analog behandeln wir die Maxwellsehen Gleichungen (95). Wir erhalten 
durch einfache Umformung analog Gleichung (54): 

d db d 'X(! - -
(110) H qi- pk ( cpe PQ) + 2 d • XTc + Xk div 'P -gek d x!!- pk d xl! = baFak+Ga· 'YJa k, 

Auch hierbei liefert die triviale Überschiebung mit pt anstatt einer Identität 
eine Bestimmungsgleichung für den Skalar xa p" = b: 

d - - - 1 
drb + bdivp =- ba Ga+ ('Y/ka'Pk)·G" = + oa'Pa· 2 e = 0, 

daher 

(llOa) 

Damit ist die Bestimmung der fünf b-Größen längs der Nullinien für den Fall 
div p =\= 0 erledigt. Insbesondere sind diese Größen dann durch ihre Anfangs
werte eindeutig bestimmt. Sie verschwinden längs des ganzen Strahles, wenn 
die Anfangswerte verschwinden. 

Anders im Falle 
(111) div p = 0 z = 0. 

Jetzt sind die bi längs der Nullinie gemäß (101) durchaus nicht mehr eindeutig 
bestimmt. Bei der Komponentenzerlegung · 

(112) 

50* 
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ergibt sich vielmehr, daß der Skalar fl (r) vollkommen unbestimmt bleibt. 

Gibt man fl (r) irgendwie vor, so lassen sich 0(, iX, y offenbar stets so bestimmen, 

daß die Gleichungen (100) befriedigt werden. Nach Vorgabe von fl (r) sind 

diese drei Skalare durch ihre Anfangswerte bestimmt. 

Zur Diskussion der Gleichung (111) denken wir wieder den Vektor d; 

mit der Zeitachse zusammenfallend; wegen (I) und der Gradienteneigenschaft 

von z ist dann 
z = x0 - rp (x1, x2, Xl), 

so daß sich im Falle einer pseudoeuklidischen Metrik, 

{+ 1 - 1 - 1 - 1 für i = k, 
gi ,, = 0 . --1- k 

'' ~I ' 

die Gleichung (111) in der Form schreibt: 

(lila) 

Außerdem muß rp der charakteristischen Differentialgleichung H = 0 genügen, 

d. h. es muß sem 

(113) 

Wir behaupten dann: Die Äquipotentialflächen rp = const einer ge

meinsamen Lösung rp (x\ x2, x3) von (11la) und (113) sind notwendig Ebenen. 

Zum Beweise denken wir uns eine derartige Lösungsfläche rp = c 

gegeben. Wir können dann leicht die ganze Schar der übrigen zur Lösung rp 

gehörigen Flächen rp = const konstruieren. Dazu errichten wir in jedem 

Punkte von rp = c das Lot und tragen auf allen diesen Senkrechten die gleiche 

Strecke h ab. Der geometrische Ort der Endpunkte aller· dieser Lote von 

der Länge h ist dann nach (113) eine der gesuchten Flächen rp = const. 

Jede der so gewonnenen Flächen besitzt offenbar mit rp = c gemeinsame 

orthogonale Trajektorien. 
Ich betrachte nun ein beliebiges einfach zusammenhängendes Stück Q1 

der Fläche rp = c und ein dreidimensionales Gebiet G, das begrenzt wird 

von Q1 und denjenigen orthogonalen Trajektorien zu rp = c, die durch die 

Randkurve von Q1 gehen, sowie von dem Flächenstück Q 2 einer zweiten 

Fläche rp = c1 unserer Schar, das durch die genannten Trajektorien ausge

schnitten wird. 
Durch Integration von (lila) überGerhalten wir dann: 

IJJ div (grad rp) dr = 0 
(; 

und nach Anwendung des Gaußsehen Satzes: 

Jf (grad rp · n) dw = 0 
I) 
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(n ist der Normalenvektor zur Oberfläche 0 von der Länge 1). Von diesem 
Oberflächenintegral bleiben offenbar nur die über Q1 und Q2 erstreckten Anteile 
übrig. Da dort (n · grad cp) = 1 ist, so folgt: 

(113a) Ql = Q2. 

Wählen wir nun für Q1 ein sehr kleines Flächenstück, das von je zwei Linien 
begrenzt wird, die in den Hauptkrümmungsrichtungen verlaufen, so gilt 
automatisch das gleiche für Q2• Beide Flächenstücke besitzen offenbar ge
meinsame Krümmungsmittel punkte, und es läßt sich das Verhältnis der 
Flächeninhalte leicht ausdrücken durch die Hauptkrümmungsradien r1 und r 2 

von Q1 : 
Ql T1. T2 

Q2 = (r1+h)(r9+h)" 

Diese Gleichung steht zur Gleichung (113a) im Widerspruch, der nur wegfällt, 
wenn Q1 und daher auch Q2 als eben anzusehen sind, womit der Beweis für den 
Fall einer euklidischen Metrik dafür erbracht ist, daß W ellenfronten, deren 
Strahlen nicht divergieren, notwendig eben sind. 

In Übertragung dieses Sprachgebrauches nennen wir die (111) genügenden 
charakteristischen Sprungflächen auch dann noch "ebene Wellenfronten", 
wenn eine beliebige Riemannsche Metrik vorliegt. 

9. 

Bei der weiteren Durchführung beschränken wir uns auf den Fall nicht
ebener Wellenfronten, d. h. div. p =j= 0. Verschwinden zunächst die Anfangs
werte der fünf b-Größen, so haben wir, da dann diese Größen längs des ganzen 
Strahles verschwinden, genaue Analogie zur Theorie der Sprünge höherer 
Ordnung und alle dort gewonnenen Beziehungen lassen sich ohne weiteres 
übertragen. 

Ehe wir den allgemeinen Fall nicht verschwindender b-Größen behandeln, 
wollen wir noch einige geometrische Überlegungen über die b-Größen ein
schieben. 

Wir betrachten die Gleichungen für die invariante Differentiation eines 
in der Sprungfläche liegenden Vektors vi längs einer N ullinie: 

(114-) 

Fordern wir dann, daß das Ergebnis der Parallelverschiebung des Vektors vi 
längs der Nullinie unabhängig davon sein soll, ob wir die r; k-Komponenten 
der einen oder der anderen Seite der Sprungfläche zur Definition der Parallel
verschiebung benutzen, so folgt: 

d.h. 
(114a) 

[F~ a, y] vr p"' = 0, 

vß (b11 p;- bipß) = 0. 
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Setzt man für vi den Vektor Pi, so folgt 

(102) (b, p) = 0. 

D. h. (102) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Differentialgleichung für die Strahlrichtung Pi unabhängig ist von der Un
stetigkeit der Ffk. Setzt man danach vi = wi bzw. vi = wi, so folgt 

(115) (b, w) = 0 bzw. (b, w). = 0. 

D. h. wenn die angegebene Unabhängigkeit für die Parallelverschiebung eines 
jeden in der Sprungfläche liegenden Vektors vi längs einer Nnllinie gelten 
soll, so ist bi proportional Pi· In diesem Falle sind dann die Gleichungen (114a) 
für einen beliebigen nicht in der Fläche liegenden Vektor vi automatisch 
mit erfüllt. 

Ist umgekehrt (b, p) =\= 0, so wird die Differentialgleichung der geo
dätischen N ullinien anf der Sprungfläche unbestimmt. Dies ist nur im Falle 
der ebenen Sprungflächen möglich. 

Andererseits folgt natürlich, daß auf Grund der Gleichungen (102) und 
(115), d. h. bi = Äpi sowie b = 0 22) die Bestimmungsgleichungen (114) un
abhängig davon sind, ob wir der Bestimmung die Ffk-Größen der einen oder 
anderen Seite der Sprungfläche zugrunde legen. Es dürfte daher dem Falle 

(116) 

besondere Bedeutung zukommen und nicht allein dem Falle bi = 0, da sich 
durch ähnliche Überlegungen, wie sie eben angestellt wurden, nicht auch 
A. = 0 schließen läßt. In der Tat werden wir sehen, daß ein Erhaltungssatz 
für eine passend zu definierende Gesamtenergie auch in diesem Falle gültig 
bleibt. Diesen Fall werden wir daher zunächst gesondert behandeln 23). 

Wir denken also zunächst die Gleichung (116) für die Anfangswerte, 
und daher längs des ganzen Strahles erfüllt und haben dann: 

(117) eikPk-! gik · e· pk = Api; tJikPk = Api (mit tJik = eik-! gik · e). 

Unter Benutzung des dreidimensionalen projektiven Bildraumes können wir 
daraus schließen, daß die Flächen 2. Ordnung gi k ~i e, Ei k ~j ~k und tJi k ~i ~k 
in Pi eine gemeinsame Tangentialebene besitzen (vgl. Gleichung (16) ff.). 

22) Man überzeugt sich leicht, daß dies auch wirklich eine Lösung von (101), 
(106), (107), (108) und (BOa) ist für passende Anfangswerte und passendes Ä (r). 

23) Die Bedingung b = 0 besagt übrigens, daß der häufig vorgekommene Kopp
lungsvektor 0 i = pa Fa i von der Unstetigkeit der Feldkomponenten unabhängig 
ist. Ferner erhält man eine Relation zwischen den b-Größen, wenn man die Lorentz
sche Ergänzungsgleichung div tP hinzunimmt. Sie ergibt durch Sprungbildung: 
- b a rpa + b = 0. 



Charakteristische Singularitäten der Gra:vitationsgleichungen. 779 

Seien~, n' wieder die Erzeugenden von e;k in dieser Tangentialebene, so 
können wir setzen: 
(117 a) 

Daher ist nach (117) wegen (~, p) = (~'p) = 0: 

und 

also wegen (117): 

(118) 

~ik = e;k- g;k ((~, n') + (a, p)) 

Ä = - (~, n'). 

Leider läßt sich jet20t nicht mehr schließen, daß ~, ~, reell sind. Vielmehr 
müssen wir zwei Fälle unterscheiden: 

(119a) 

(119b) 

(~ ~) (n' n') > (~, n')2 = Ä.2, 

(~ ~) (n' ~') < (~, n')2 = A,2. 

Im ersten Falle sind die Erzeugenden reell, im zweiten konjugiert komplex. 
Ob der eine oder andere Fall eintritt, hängt von der Größe von Ä2 ab. 

Wir behandeln zunächst den reellen Fall (119a). Dazu setzen wir: 

~i = p (eia W; + eia Wi); 

~t = p (eifJ W; + (ji(J Wi) 
(120) 

und haben dann drei Parameter P, oc, ß zu bestimmen, die jedoch infolge 
von (118) schon durch eine Bedingung verknüpft sind, da Ä nach (109) bereits 
festgelegt ist. Aus (118) und (120) erhalten wir mit (w, w) = - t: 
(120a) + Ä = P2 cos (oc - ß). 

Um die restlichen zwei Glieder zu gewinnen, haben wir zunächst (96) 
zu überschieben mit passenden nicht-trivialen Lösungen von (31). Wir 
wählen hierzu: 
(121a) 
und 

(121 b) 

Die Ausrechnung ergibt dann unter Berücksichtigung von (116) und (96): 

2 [R; k] ß~k = 2 (ni nk' + nk ~i') dd-r e; k + (ni ~k' + nk ni') eik · divp. 94) 

. 'k d bk 'k 0 d }. pk 
U) Glieder der Form n' n -. = n n' --. verschwinden, da man durch 

d x' d x' 
in der Fläche liegende Differenti~tion eines Nullvektors im benutzten geodätischen 
Koordinatensystem nur einen zu P; proportionalen Vektor erhalten kann. 
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Nach (117 a) geht hierin wegen D"' Pi = 0 nur der n, n' -Anteil von e,k ein, 
so daß wir schreiben können: 

(122) 

mit 

E = (:nht:k' +nk :rrY) (n, n~+ nk:nl) = 2(n,n)(n',n') + 2(n, :n')2 = 2(P4 + Ä?). 

E ist wieder totalinvariant, da die ni, :n; ihrer Definition gemäß von den 
Koordinatensprüngen unabhängig sind. Entsprechend bilden wir unter 
Beachtung von 

eik = 2 P 2 (ei(a+fl>w,w,. + ei(a+ fllwiwk + w,wkei(a-{1) + wiwk ei(a-fll) 

die Überschiebung 

~ 'k p2 l ( dei(a+(Jl dei(a+fl>) 
{}j_I 2[R·k] = 2---.--·- ei(a+(n - ei<a+flJ __ _ 

t J 4 d1: d1: 

__ psd(ct+ß>. 
- d. 

(123) 

Ferner bilden wir nach (98) unter Beachtung von b = 0 und (0, p) = 0: 

(124) - [Si k] #ik = 2 (n, x) (n'' C) + 2 (:n', X) (:n, 0) - 2 (:n, n') (X, 0) 

= 2sikx,C,.+ 2.1.(x,O) 
und 

(125) - [Sil,] #~~ = ! (ei(a + {J) (w,x)(w, 0) - ei(a H> (w,x)(w,O)). 

Die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) überschieben wir genau wie im 
Falle der Sprünge 2. Ordnung entsprechend (61), (62) mit Xi bzw. Xi· Wir 
erhalten in geodätischen Koordinaten wegen (116): 

1 [aV-Fi"'] d - -(126) x.,,----: - u = 2x•r xi + (x, x) divp-;. (C, x) - ekQ Xk cQ = o 
r- g a x"' 7: 

und wegen 

(x. X)= 0 mit X• = YJ (eix w, + eixw,) und Xi = + (eix W;- eix ii.i,): 

(127) ~ 1 [a f::Y Fi"] 1!-J d x ~ (-C ~) k ~ 0- O Xi 1,----: = f - - II 'X - 8 Q Xk 0 =-= • 
y-g ax"' dT ' 

Die Gravitationsgleichungen liefern nach (122) und (124): 

(128) - 1- aV-uEp!_ = 4k(eik x.c,. + .1.(x, 0)) 
V g axQ 

und nach (123) und (125) mit 15 = (oc + ß) -X - c: 

(129) - P2 d < ~; ß) = - 2 k {i · R sin 15. 
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Wieder sieht man, daß durch Addition von (126) und (128) ein Erhaltungs
satz 

(130) aV-üp~ (E +4kJ> = 0 
iJxf! 

resultiert. Wir haben also sehr analoges V erhalten zum Falle b; = 0. 
In den Gleichungen (126) bis (129) sind die rechten Seiten noch durch 

x, (oc + ß), A., P2 und J auszudrücken, was unter Berücksichtigung von (120a) 
leicht durchführbar ist. Wir erhalten: 

dE ;-
(a) d, + E div p = 4 k P2 • R l J cos t5, 

dJ ~-(b) ifT + J div p = - P2 R r J cos t5, 

(c) P2 d <"' + J!l = 2 k VJ R sin t5 
d-r: ' 

(131) 

(d) vJ:! = P 2 R sin r5. 

Merkwürdigerweise hebt sich auf der rechten Seite das Glied mit A. 
überall heraus und tritt nur noch in E = 2 (.P4 + A.2) auf. Daß gegenüber 
Gleichung (69) bis (72) sin t5 und cos t5 vertauscht sind, liegt an der Definition 
von (oc + ß) bzw. 2 y. 

Besonderes Interesse dürfte noch der singuläre Fall 

P4 = A.2, d. h. E = 4 A.2 

der zusammenfallenden Erzeugenden von 8; k besitzen, der in den eben ge
wonnenen Gleichungen mit enthalten ist. 

Nunmehr behandeln wir den Fall (119b) konjugiert komplexer Erzeugen
der. Wir setzen: 1 

eiii 'TC; = A ei" W; + Beiß w, ' 

der r5-Faktor auf der linken Seite hebt sich bei der Bildung von 8;k heraus 
und bleibt prinzipiell unbestimmt, insbesondere können wir daher setzen 

O(+ß d 1 . 0(-ß b = - --- un erha ten m1t --- = v: 
2 2 

(132) 

Damit wird 
(133) 

n; = ei'' Aw; + et• Bw,, 
nl = ei• Bw; + ei'' A w;. 

(n, n') = - A. = - -! (A2 + ß2). 

A kann nur positiv sein für komplexe Erzeugende, was nach dem im Abschnitt 3 
Gesagten (GI. (21 a)) ohne weiteres klar ist. Der Fall (119b) mit negativem A. 
ist also nicht möglich. 
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Überschieben wir (98a) mit (121a), so erhalten wir wieder: 

(134) V 1 - aV-"Y~P~ = 4k(eikx;C~c + A.(X, O)) 
-y uX' 

mit 
E = 2 (:n :n) (:n' :n') + 2 (:n :n')2 = 2 A2 B2 + t (A2 + B2) 2 = 2 A2 B2 + 2A.2• 

Es ist klar, daß wieder ein Erhaltungssatz für die Summe der elektrischen und 
Gravitationssprungenergie herauskommt, der nur verschwindet, wenn alle 
Sprünge wegtransformierbar sind. Ferner erhalten wir durch Überschiebung 

mit nU = _;._ (e2 i• wi wk _ e2i• wi wk): 
~ 

(135) 

Also gilt in völliger Analogie zu (128) und (129): 

(136) 

(137) 

mit 

dE ~ 
JT + E div p = 4 k ·AB R V J. cos b, 

d V ~-
A B 2 d r = k 1 J R sin b 

15 = 2v- X- c. 

Auch in den Gleichungen (131 b und d) ist im Falle komplexer Erzeugenden 
von e;k P2 durch A · B zu ersetzen. Dazu haben wir die Divergenzgleichung 
(109) für A., die die Eigenschaft besitzt, daß die hieraus durch Integration 
zu gewinnende Erhaltungsgröße auch gegen eine Neuwahl des Vektors dun
empfindlich ist (Materialgleichung). 

10. 
Für den allgemeinen Fall 

(138) b; = B (ei(! W; + eie W;) + Ap; = B; + A Pi 

mit B =j= 0 machen wir den Ansatz mit (:n, p) = (:n', p) = 0: 

(139) e;~c =:TC; :n~ + n~cni +/;Bk +f~c B; + a,pk + akPi· 

Darin bedeutet /; den in (106) und (107) definierten Einheitsvektor. Die 
Definitionsgleichungen (138) liefern dann: 

(140) pk e;~c- ~· p;e = B;- p; (:n, :n') = B; + A.p., also A. = - (:n, :n'). 

Wir sehen also die Gleichungen (117) als die homogenen an und addieren zu 
deren allgemeiner Lösung eine Lösung von (138). Wegen (140) sind in :n, :n' 
noch zwei Parameter unbestimmt, die wir genau wie im vorigen Abschnitt 
bestimmen. Wir haben formal mit genau den gleichen Tensoren wie dort zu 
überschieben. Der Sprung des Energietensors zeigt überhaupt keine Ab-
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weichung. Die Überschiebungen des Sprunges des verjüngten Riemannschen 

Tensors mit J'i k bzw. J'iff unterscheiden sich lediglich durch die Dissipations
funktionen: 

~ik ~ik 

fh Dk (B;) bzw. Du Dk (Bd 

Es läßt sich jetzt kein Erhaltungssatz außer mit Hilfe der Gleichung (llOa) 
mehr gewinnen, der dissipationsfrei ist. 

Auch die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) lassen sich ähnlich 
behandeln im Falle b =I= 0. Man hat nur zu setzen: 

Xi = "'/; + VJ (ei X W; + eiX W;) = "'/; + X; 

und danach zu überschieben mit X; und X;, das orthogonal zu X; zu wählen 
ist. Die resultierenden Gleichungen unterscheiden sich wiederum nur um die 
Zusatzfunktionen: 

( - ab) 
bzw. x~ BaF;~+g~kaxk 

von den Gleichungen (131 b) und (131d). 

Es ist mir ein Bedürfnis, auch an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Gustav 
Herglotz zu danken für seine zahlreichen Anregungen, sowie für das 
liebenswürdige Interesse, das er der vorliegenden Arbeit entgegengebracht hat. 

(Eingegangen am 31. l. 1938.) 
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