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Zum Anfangswertproblem der Gravitationsgleichungen.

Von
Karl Stellmacher in Gottingen *).

Im folgenden wird fiir die Losungen der Feldgleichungen der allgemeinen
Relativitiatstheorie gezeigt, daBl sie die Eigenschaft besitzen, in einem Welt-
punkt P nur von demjenigen Teil der iibrigen Welt abzuhéngen, der innerhalb
der in P zu denkenden Zeitscheide liegt.

Andert man also die ZustandsgréBen auBerhalb der Zeitscheide, so werden
diese GréBen in P ihren Wert beibehalten bzw. durch Transformation in die
alten iiberfithrbar sein.

1.

In der Relativitidtstheorie definiert man: Ein Weltpunkt P ist , frither* 1)
als ein Weltpunkt @, falls P und @ durch eine iiberall zeitartige Linie mit-
einander verbunden werden konnen und falls zu @ ein gréBerer Wert der
2%-Koordinate gehort als zu P.

,,Gleichzeitig* werden zwei Punkte genannt, die durch eine iiberall
raumartige Linie verbunden werden konnen.

Durch diese Definitionen ist der Welt ein gewisser Kausalzusammenhang
aufgeprigt. Man wird ndmlich verlangen miissen, daB bei einer Gleichzeitig-
keit kein Wirkungszusammenhang besteht.

Der Wert einer Zustandsgrofle in einem Weltpunkte P kann also nur
von solchen Weltpunkten abhingen, mit denen P durch iiberall zeitartige
Linien verbunden werden kann; d. h. nur von den Punkten, die im Innern
der in P konstruierten Zeitscheide liegen, und zwar in dem Teil, der in die
Vergangenheit gerichtet ist. Es diirfen sich also alle Feldwirkungen hochstens
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Der Wirkungszusammenhang wird jedoch unabhiingig von diesen De-
finitionen festgelegt durch gewisse partielle Differentialgleichungen fiir die
physikalischen ZustandsgrofBlen. :

*) Diese Arbeit ist ein Teil einer von der Math.-naturwissenschaftl. Fakultdt
der Universitit Gottingen angenommenen Dissertation. Die Anregung gab mir Herr
Professor Friedrichs. Ich bin ihm hierfiir und fiir sein férderndes Interesse zu herzlichem
Dank verpflichtet.

1) Siehe Hilbert, Math. Annalen 92, S.11ff. — Ges. Abh. Bd. I1I, S. 268 fi.
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Es erhebt sich daher die Frage, ob der Wirkungszusammenhang, der
durch die Feldgleichungen festgelegt ist, iibereinstimmt mit dem Wirkungs-
zusammenhang, der der Welt durch die Einfiihrung der indefiniten Metrik
aufgezwungen ist.

Im Falle der speziellen Relativitiitstheorie weil man von den Maxwell-
Lorentzschen Gleichungen, daB sie fiir die elektromagnetische Feldstirke den
richtigen Wirkungszusammenhang liefern.

Stellt man némlich das Cauchysche Anfangswertproblem, d. h. gibt man
die Feldstarke zu einer gewissen Zeit 2° = 0 vor, so hingt ihr Wert in einem
spiteren Weltpunkte P nur ab von demjenigen Teil der Anfangswerte, der
durch den in P zu konstruierenden charakteristischen Kegel dieses Gleichungs-
systems aus der Anfangsfliche ausgeschnitten wird; der charakteristische
Kegel fillt mit der Zeitscheide zusammen. Hier erscheint der geforderte
Wirkungszusammenhang als eine ganz besondere Eigenschaft einer Lésung
der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen.

Auch im Falle der allgemeinen Relativitédtstheorie miissen wir unter-
suchen, ob die Feldgleichungen und insbesondere die Gravitationsgleichungen
die entsprechende Eigenschaft besitzen, nur von einem Teil der Anfangswerte
abzuhéngen.

Diese Fragestellung ist schon mehrmals aufgeworfen worden. Zunichst
war es Kinstein, der fiir schwach gravitierende Felder das Problem in erster
Niherung erledigte?). :

Ferner wurde von Vessiot3) gezeigt, daBl der charakteristische Kegel der
Gravitationsgleichungen mit der Zeitscheide zusammenfillt, d.h. daB alle
Unstetigkeiten von Ableitungen zweiter und héherer Ordnung der Feld-
komponenten sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, wofern diese
Singularititen nicht wegtransformierbar sind, und wofern die entsprechendén
Ableitungen niederer Ordnung an der betreffenden Stelle stetig sind.

Einen weiteren Schritt zur Erledigung des Problems tat de Donder?), der
das von Kinstein fiir schwache Felder benutzte Koordinatensystem auf den
Fall beliebiger Gravitationsfelder iibertrug; in einem solchen Koordinaten-
system nehmen die Gravitationsgleichungen eine derartige Form an, daf eine
Ausbreitung der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit und die richtige
Kausalstruktur der Welt schon sehr plausibel werden. (Dieses Koordinaten-
system werden wir dem einen unserer beiden Beweise zugrunde legen. Niheres
dariiber s. in Kapitel 3.)

%) Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1916, S. 688, und 1918, S. 154; siche dazu die Be-
merkungen und Bedenken von Eddington, Relativititstheorie in math. Behandlung
(Berlin 1925), § 57.

3) Compt. rend. 166 (1918); siehe hierzu auch Levi-Civita, Atti d. Line. 11 (1930), S. 1.

%) La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S. 40—41.
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(In nicht so direktem Zusammenhang mit der vorliegenden Fragestellung
stehen die beriihmten Hilbertschen Untersuchungen zum Kausalitits-
problem?). Es wird dort geméf dem Theorem von Cauchy-Kowalewsky ge-
zeigt, dal die auf einer raumartigen Anfangsmannigfaltigkeit analytisch vor-
zugebenden Werte der Feldkomponenten nebst deren ersten Ableitungen in
der Umgebung der Anfangsfliche bis auf Transformationen esndeutig eine ana-
lytische Losung induzieren.

Die Fragestellung, die uns interessiert, wird dabei jedoch kaum beriihrt,
da iiber das Abhingigkeitsgebiet der Losung nichts ausgesagt wird, und auf
Grund der Methode von Cauchy-Kowalewsky wohl prinzipiell nicht ausgesagt
werden kann. Auch ist die Eindeutigkeit insofern nicht garantiert, als der
Fall denkbar ist, da8 ein zweites nicht analytisches Losungssystem existiert.)

Demgegeniiber werden wir den Beweis dafiir fithren, daB sich Feld-
wirkungen héchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, und zwar werden
wir zwei Fille behandeln; 1. beliebige elektrische und gravitierende Felder im
leeren Raum, 2. reine Gravitationsfelder, die stetig verteilter Materie iiber-
lagert sind. '

2.

Die Durchfiithrung unseres Beweises fiir die Giiltigkeit des Kausalitéts-
postulates gelingt auf Grund der Anwendung einer Methode; die von Friedrichs
und Lewy stammt$).

Wir beweisen zuniichst als Hilfssatz, daf das Eindeutigkeitstheorem von
Friedrichs und Lewy sich ohne Schwierigkeit auf den Fall einer beliebigen
nicht mehr notwendig linearen hyperbolischen Differentialgleichung iiber-
tragen 1aBt, indem wir gleichzeitig kurz den Gedankengang des Friedrichs-
Lewyschen Beweises wiederholen. Es soll also gezeigt werden, dall der Wert
der Losung einer vorgegebenen Differentialgleichung von totalhyperbolischem
Charakter nur von demjenigen Teil der Anfangswerte abhéingt, der durch das
in P zu konstruierende charakteristische Konoid aus der Anfangsfliche aus-
geschnitten wird.

Vorgelegt sei eine Gleichung vom Typ?):

1) Lfu] = g+ f = 0 (= 215).

da’ 9k

5) Siehe die in FuBn. 1) zit. Arbeit.

) Math. Annalen 98, S. 192ff.

7) Man iibersieht leicht, daB die vorliegende einfache Verallgemeinerung sich auch
auf den Fall iibertragen 1aBt, daB eine beliebige Differentialgleichung allgemeinster
Form F (u) = 0 vorgelegt ist. Es lassen sich dann némlich die Uberlegungen bei
entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auf die differenzierte Gleichung
oF _ oF
920 - au‘k 1k o0
Fundam. Mathem. 34 (1935), S.213.

4+ W = 0 anwenden. Siehe hierzu die Arbeit von Schauder,
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In einem Gebiet @, das einen Teil der Anfangsfliche 4 enthilt, seien a**
und f stetig differenzierbare Funktionen der vier unabhiingigen Verinder-
lichen ', sowie von u und seinen ersten Ableitungen, den ;. Die Gleichung (1)
soll fiir eine gewisse vorgegebene Lisung u totalhyperbolisch sein, d. h. die
‘zu a'* gehorige quadratische Form soll den Index (—-—-—+-) besitzen;
ferner sollen sich die a’* kontravariant transformieren, und es soll das Ko-
ordinatensystem so gewihlt sein, dall die Bedingungen der Raumartigkeit
erfiillt sind:

7 all gl2 g18
2) a®® > 0, |a%l q22 g23| < 0.

a®l 32 o33

Dann ist offenbar die Matrix (¢'*) (s, k = 1, 2, 3) nicht ausgeartet negativ
definit; denn die Diskriminante der Form ist nach Voraussetzung negativ,
so daB nur die Tréagheitsindizes (4 + —) oder (—-——) moéglich sind. Da
aber nach Voraussetzung nur ein positives Vorzeichen auftreten kann, so
folgt die Behauptung.

Innerhalb des Gebietes G moge eine wohlbestimmte zweite Losung #%8)
der Differentialgleichung (1) gegeben sein, die auf emer raumartigen ?) Anfangs-
mannigfaltigkeit 4 hinsichtlich ihres Wertes sowie der Werte der ersten Ab-
leitungen mit der Losung % iibereinstimmt. 4 sei in G nebst seinen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung nach oben beschrinkt; ebenso natiirlich u:

lul, ]uzl’ ]uikl: "l}:l, l'a'zl: iﬁik|<M i’k:(): 1, 2’ 3.
M ist eine feste wohlbestimmte Zahl. Es gilt also auch:
L[] = & i+ f =0,

wo &* und f die Funktionen a**, f bedeuten, nachdem in ihnen % nebst Ab-
leitungen durch # und seine Ableitungen ersetzt ist. Unter diesen Voraus-
setzungen gilt der

Satz. Innerhalb eines noch zu bestimmenden Nachbargebietes von A sind
beide Losungen identisch.

Zum Beweise bilden wir L (u) — L (u):

a** (g — Wir) + g (@*F — @) + (f —f) = 0.

Setze ich jetzt: .
% —u =0,

Uy — U =Yy
Ui — U = Vig»
8) DaBl wir etne bestimmie zweite Losung ins Auge fassen, darin liegt das Neue

gegeniiber Friedrichs und Lewy.
9) Sei A die Fliche f = const. So nennt man f raumartig, falls

gk o 91
92t 3zt
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so bekomme ich eine in v lineare und homogene Differentialgleichung mit
verschwindenden Anfangswerten auf 4: ‘

pe — 99 @ 5 k+af(ml
ou ¢ ou
3 atto, bv,+cv =20 e ¢
ou ik du
<< u < u.

Von jetzt ab kénnen wir die Uberlegungen von Friedrichs und Lewy (insbe-
sondere 1. c. Kapitel 4) ohne weiteres iibertragen.

Man konstruiere in einem Punkte P innerhalb von G den charakteristischen
Kegel B, von dem wir die vereinfachende Voraussetzung machen, daf} er mit
der Anfangsfliche 4 zusammen ein einfach zusammenhingendes Gebiet G
definiert; dieses Gebiet soll ganz innerhalb von G liegen. B schneide aus 4
einen ebenfalls einfach zusammenhingenden Bereich 4’ aus. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ferner an, 4 sei die Fliche z° =0
(s. Fig.1).

Wir denken dann das Kegelinnere ausgefiillt mit der Flichenschar
2® = const, die wir im Innern von G’ als raumartig voraussetzen. Durch

Fig. 1.

Integration der mit v, multiplizierten Gleichung (3) iiber ein Gebiet G"’, das
begrenzt wird von 4, #® = ¢ > 0 und B’, gewinnt man die Gleichung
(4) Jjj(aikvik+bev@+cv)vodr= 0.

G/I
Der Integrand 1iBt sich darstellen als eine Divergenz vermehrt um eine
quadratische Form der ersten Ableitungen von » sowie von ¢ selbst:

[{{ L@ o0 — 3 (@i d T = [[[Q (@i, ) d .

G G"
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Die linke Seite wird nach dem GauBschen Satz in ein Oberflédchenintegral
umgeformt :

”a”‘(v,-vo Er—tv,vné)do = J.”Q (v, v)d .

0 ity
Die &; bedeuten die Richtungscosinus der nach innen weisenden Normalen.
Der tiber A’ zu erstreckende Anteil des Oberflachenintegrals verschwindet; der
iibrige Teil zerfillt in ein Oberflichenintegral iiber einen Streifen M’ des
Mantels des Konoids M und in ein Oberflichenintegral iiber das Gebiet C
der Flache a° = ¢. Wir formen den Integranden des Oberflichenintegrals um
und erhalten:

_';_.HLGIZ (@t (v; & — w0 &) (08, — vy &) — @ €& vyl doo = j.‘“‘ e 0)dr.

cr a"
Links unter dem Oberflichenintegral haben wir offenbar, da auf C &; = 69
und daher @’ &; &, = a® ist, als Integranden des Anteils iiber C' eine
nicht ausgeartet negativ definite Form der siimtlichen ersten Ableitungen
von v, wihrend der Integrand des iiber M’ zu erstreckenden Anteiles sicher
nicht negativ wird, da auf M a'*&; &, = 0 ist. Indem wir diesen letzteren
Anteil unterdriicken, kénnen wir offenbar abschitzen:
_U Zoldo < D“j(Z'v? +)dr < E Hj Zvidz.
¢ ¢ én
E und D sind Konstante, die nicht von der Wahl des Parameters ¢ abhiingen9).
Durch Integration der Ungleichung nach 2° von 2° = 0 bis 2® = ¢ erhilt
man schliefilich:
[[{Zotar < cEff[ zotdr.
G én
Wahlt man nun ¢ << 1/E, so folgt offenbar » = 0 innerhalb von G”'.

Indem ich nun mit dem eben angegebenen Beweisverfahren stiickweise
weiter fortschreite von der Fliche 2° = ¢ bis zur Fliche 2° = ¢/, dann
von ¢’ bis ¢ und so fort, kann ich schlieBlich bis zur Spitze P des charak-
teristischen Kegels vordringen, da man fiir £ von vornherein eine Abschitzung
angeben kann, die gleichmiBig fiir jeden Gebietsstreifen zwischen z° = ¢™
und 20 = ¢™* Y gilt, wie auch immer diese beiden positiven Konstanten ¢™
und ¢®*? gewihlt werden mogen (solange nur ¢ << ¢ (P)).

Danach haben wir den folgenden Satz bewiesen: Jede innerhalb und auf
dem Rande von @ zweimal stetig differenzierbare Funktion %, die dort nebst
ithren Ableitungen erster und zweiter Ordnung beschrinkt ist, und die im

19) Niheres siehe in der Originalarbeit.
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Teilgebiet A’ der Anfangsfliche 4 (einschlieflich des Randes) nebst ihren
ersten Ableitungen mit « iibereinstimmt, ist innerhalb von G mit % identisch.

Daher folgt auch: u (P) éndert sich nicht, wenn beliebige Anderungen
der Anfangswerte auf 4 auferhalb von 4’ vorgenommen werden.

3.

Um diese Methode auf die Gravitationsgleichungen anwenden zu kénnen,
benutzen wir ein Koordinatensystem, in welchem die Gravitationsgleichungen
wesentlich vereinfacht erscheinen hinsichtlich derjenigen Anteile, in denen
zweite Ableitungen der ¢, nach den Koordinaten auftreten.

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des von Einstein bei der
Integration nicht stationsrer schwacher metrischer Felder benutzten Koordi-
natensystems.

(Die Moglichkeit eines solchen Koordinatensystems ist zuerst entdeckt
worden von de Donder); Lanczos!?) hat es unabhingig davon etwas spéter
ebenfalls gefunden und den zu erfiillenden Gleichungen eine besonders
elegante und prignante Form gegeben (siehe hierzu auch die Bemerkung von
Darmois 13)).

Nach Lanczos vereinfachen sich in einem Koordinatensystem, in welchem
die vier Relationen

1 oV =g .
(1) = ‘M-‘i" =0 (6=0,1,23)

erfiillt sind, die Komponenten des verjiingten Riemannschen Tensors zu der

2 .
folgenden Form (Wir schreiben O fiir ¢*# —a—)

ozt o
99,5 994y
(2) Rik=%Dgik—i‘rrp,irqs,kg”g”f*{;;;, a—:;.‘]pq.‘]”-

Wir zeigen, daB sich stets in der Umgebung einer beliebigen raumartigen
Hyperfliche (z°= 0) ein neues eigentliches!4) Koordinatensystem auffinden
148t, derart, daB die Koordinatenfliichen z* = const auf eine invariante Art
mit dem metrischen Felde verkniipft sind, und dal dort die Gleichungen (1)
erfiillt sind.

Wir suchen also eine nicht singulire Transformation

(3) & = ¢ (o, o, 22, 29) (i =0,1,23)

1) La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S.40/41.
12) Phys. Zeitschr. 23 (1921), S. 537{f.

13) Mém. des Sc. Math. 25 (1926), S.14—19.

14) Siehe Hilbert, 1. c.
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derart, daf in dem neuen Koordinatensystem gilt:

= ATE
(1a) 1 o=edt_ (6=0,1,2,3)
V—3g oz
Dazu betrachten wir die ,,verallgemeinerte Potentialgleichung®:
a
9 ‘/_ re _97
1 9 4 ¢

@ [=rE
Sie ist invariant, falls p eine skalare Funktion darstellt. Wir bestimmen dann
vier skalare Funktionen ¢ derart, daB jede von ihnen die Gleichung (4)
befriedigt, und dafi auBerdem die Anfangsbedingungen erfiillt sind:

((P(i))xo =9 =T,
(5) [ (3 (P(i)> — &
8x0/z0= 0 o

woraus sofort folgt:

= 0.

@ .
e
Die Losung dieses Anfangswertproblems kann nach Hadamard®) ermittelt
werden.
Auf die vier derart gewonnenen Gleichungen

S ) (p(i)
a _ rs ¥
1 U/ 79 x’)

d . ;
— =0 =0,1,2 3
, V—g az* v » 1,2,9)
wenden wir die Transformation (3) an; dann resultiert offenbar:
1 0(=F¢" a1 :
——_ e = O = 0, 1, 2, 3 >
f—7 o2 ¢ )

d.h. die Gleichungen (1a).

War nun das alte Koordinatensystem insbesondere auf der Anfangs-
fliche ein eigentliches, so gilt aus Stetigkeitsgriinden das gleiche in einer
gewissen Umgebung der Anfangsfliche fiir das neue.

Ein de Dondersches Koordinatensystem ist dadurch eindeutig festgelegt,
daB es mit einem anderen beliebig vorgegebenen lings einer gewissen raum-
artigen Hyperfliche einschlieBlich der ersten Ableitungen der Trans-
formationsfunktionen iibereinstimmt. Auf dieser Anfangsfliche stimmen
dann die Komponenten eines beliebigen Tensors in beiden Koordinaten-
systemen iiberein. Die neuen Koordinatenflichen sind auf invariante Weise
mit der Metrik verkniipft, da die Gleichung (4) invariante Form besitzt.

1) Le probléme de Cauchy, App. 1. — Dort ist der Existenzbeweis nur fiir Glei-
chungen mit analytischen Koeffizienten durchgefithrt. Doch macht es, wie Hadamard
selbst bemerkt, keine wesentliche Schwierigkeit, diese Voraussetzung zu iiberwinden.
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4.

Jetzt sind die Mittel bereitgestellt, um das Problem zu erledigen. Wir
denken ein Weltstiick G, das frei von Materie ist, in welchem also die
Gleichungen gelten:

R;; bedeutet den verjiingten Riemannschen Tensor, S;; den elektromagneti-
schen Energietensor:

- ikzFiaF(.zI;_%gikaﬂFaﬁ (1;7k=0) 13 2’3)
mit § = 0. Der schiefsymmetrische Tensor F,; der elektrischen Feldstirke
ist durch das Vektorpotential @ darstellbar.
0

pyrii

0

(2) Fz'lc = W

dj’i (7/’ k= 0; 1’ 2’ 3):

und es gelten die Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen:

3) W=gr'* _ (=012 3.
4 z*

Bekanntlich ist durch (2) und (3) der Vektor @, nur bis auf einen willkiirlichen

additiven Gradienten bestimmt, so dall man ihm noch die zusitzliche Be-

dingung.

(@ Wy

0w

vorzuschreiben pflegt. Aus (2), (3) und (4) erhilt man durch einfache Um-

formung16):

=0

1 oI 0 kg™ ’
5 gt & Kl o Fj
()V—g¢91< > F&x[ LTS V 99 ]_I_gh P
(=0, 1, 2, 3).

Innerhalb von G konstruieren wir dann analog Kapitel 2 (Fig. 1) das
charakteristische Konoid B (das ist die Zeitscheide), das mit der Anfangs-
flache 2% = 0 zusammen das einfach zusammenhéngende Gebiet (' begrenzt,
In G’ gebe es dann zwei Losungssysteme der Gleichungen (1), (5)

Girs @ und Gy, Dy (1, k=0,1,2,3),

die beide innerhalb von G’ und auf seinen Randflichen als zweimal stetig und
beschrankt differenzierbar vorausgesetzt werden. Beide Losungssysteme
mogen auf dem von der Zeitscheide B aus der Fliche 2° = 0 ausgeschnittenen
Gebiet A’ nebst ihren ersten Ableitungen iibereinstimmen.

16) v, Laue, Phys. Zeitschr. 21 (1920), S. 6591f.; siche auch Rel. Theor. Bd. II,
1. Aufl, S.148.
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Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir den Satz: Beide Losungs-
systeme sind inmerhald von @ durch Koordinatentransformation ineinander
diberfiibrbar, also physikalisch gleichwertig.

Zum Beweise fithren wir in der Welt mit der Metrik ¢, ein de Dondersches
Koordinatensystem ; ein. In dieser Welt gilt also:

aV—ed" _ G =0, 1,2, 3)
: 9 a1
Dieses Koordinatensystem soll gemdfl den Anfangsbedingungen (5) von Ka-
pitel 3 nebst den aus der Anfangsfliche herausfiihrenden zf-Achsen mit
demjenigen eigentlichen auf der Anfangsfliche 2% = 0 iibereinstimmen, in
dem die Anfangswerte gegeben sind.

Desgleichen wihlen wir in der zweiten Welt mit der Metrik g,, ein

de Dondersches Koordinatensystem xy;, das den Bedingungen geniigt:
=g _, G=0,1,2,3).
9z
Wieder sollen auf 2° = 0 die Koordinaten z;; mit den Koordinaten, in denen
die Anfangswerte gegeben sind, iibereinstimmen, desgleichen dort auch die
x%-Achsen.

Bilden wir dann die Welt II durch die Gleichungen

Tl = xl (z=0,1,2 8)
auf die Welt I ab, so bleiben bei dieser Abbildung alle invarianten Gleichungen
giiltig, die in der Welt II bestanden haben. Auf der Anfangsfliche gilt dann:

(Gin)po = o = (Fir)eo = ¢
(s. S. 143). Aber auch die ersten Ableitungen der g, stimmen jetzt noch auf
der Anfangsfliche iiberein, da die zweiten Ableitungen der Transformations-
funktionen ¢ und ¢ auf der Anfangsfliche iibereinstimmen, was man
mit Hilfe von (4), Kapitel 3, leicht bestitigt.

Auf diese Weise haben wir dann in der Welt I gema8 Kap. 3, Gleichung(2),

die beiden Gleichungen gewonnen:
2

17}
o A == . — gt
Dgzk i A’tk kszk <D g axl axu>’
(7 2
8zt 0?) )
Die 4, sind Ausdriicke, die nur die ¢, , und deren erste Ableitungen enthalten.
Entsprechendes gilt auch fiir die 4,,Y).

Ijgzk—i'Avlk :kS:-k (E] =§1"

17) Obwohl wir im Kap. 2 fir die zweite Lésung % nicht die Voraussetzung
brauchten, daB fiir sie die Koeffizienten a'* die totalhyperbolischen Bedingungen
erfiillen, miissen wir hier auch von den §, . voraussetzen, dafl ihre Matrix den Trégheits-
index (— — — ) besitzt (bei dem Beweise des nichsten Abschnitts ist dies nicht
notig), da sonst in der Welt IT die Transformation von de Donder nicht durchfiibrbar
zu sein braucht.

Mathematische Annalen. 115.

10
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Dazu haben wir noch die Gleichungen (5) fiir die elektromagnetischen
Potentiale. Da in ihnen zweite Ableitungen der ¢,, nur in der Kombination

—_— ie . . .
Vj—; 0] p ge_g_ bzw. in Ableitungen dieser GroBen auftreten, so kénnen wir
fiir diese Gleichungen schreiben:
09®;+ B; =0,

Déi"l‘ﬁi:(),

©)

wo die B; nur erste Ableitungen der g;; und @, enthalten. Auch die S, in
den Gleichungen (7) enthalten hochstens erste Ableitungen der @;. Ent-
sprechendes gilt fiir die mit Haken versehenen Grofen.

Setzen wir nun
Gix —Jix =bix und & —@; =1,
so erhalten wir durch Differenzbildung gemi8 (7), (8):
L,=0lLy—D;x =0,
L, =0t —D; =0.

Analog der Gleichung (3), S. 140, sind die D lineare Funktionen der /,; und
deren erster Ableitungen, sowie der f; und deren erster Ableitungen. Als
Koeffizienten dieser Linearformen D fungieren gewisse ganze rationale
Formen der ¢;, §ix, Pi> @, und deren erster und zweiter Ableitungen. Die
besondere Gestalt dieser Formen ist fiir den Beweis ohne Bedeutung. Auf das
so gewonnene Gleichungssystem konnen wir die Friedrichs-Lewyschen Uber-
legungen anwenden. Offenbar erfiillen namlich die ¢°* alle Voraussetzungen,
die wir in Kapitel 2 fiir die a’* machen muBten hinsichtlich des Trégheits-
index und insbesondere auch hinsichtlich der Bedingungen (2), Abschnitt 2,
die mit der Hilbertschen Forderung eines eigentlichen Koordinatensystems
dquivalent sind!8).

GemiB dem SchluB von Kapitel 2 ist damit der verlangte Beweis er-
bracht. Man hat nur statt des Integrals (4), S. 140, zu bilden:

j_” <Zl;<7)c Lik>d‘5 =0 bzw. (H‘ <%Li>dr =0
s

el

und dann genau wie in Kapitel 2 zu verfahren. Das Abhangigkeitsgebiet
der Losung in einem Punkte P erhalten wir demnach, indem wir in diesem
Punkte die Zeitscheide denken. Das Abhingigkeitsgebiet wird dann durch
die Zeitscheide aus der Anfangsmannigfaltigkeit ausgeschnitten.

18) 1. c.
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Diesen Satz konnen wir in der Sprache der Relativititstheorie auch so
ausdriicken:

In Teilen des Raumes, die frei von Materie sind, konnen sich ,,gleich-
zeitig* gelegene Weltpunkte gegenseitig nicht beeinflussen.

5.

Der vorstehende Beweis 148t sich nicht ausdehnen auf den Fall, dal auBer
den ZustandsgréBen ¢; und @; auch noch stetig verteilte Materie vorhanden
ist 19),

Durch einen besonderen Kunstgriff 188t sich jedoch der Fall inkohérenter
Materie bei Abwesenheit irgendwelcher elektrischer Felder behandeln.

Wir haben dann das Gleichungssystem:

@) Rir = k(Tix—19:: %)

mit

Wie iiblich, bezeichnet m die Massendichte der Materie; u’ den Tangenten-
vektor von der Linge 1 an die Weltlinien der Materie. Zur Bestimmung
dieser Groflen haben wir die Gleichungen:

d ot i )
(2) 7‘;—‘—]—‘“(”%“”{3:0, g,-ku’ukZ].
und
3 (u m)
3 — == 0,
(3) Pye

In G"?) seien zwei Systeme von Losungen (zweimal stetig und beschrinkt
differenzierbar)

Jix, ¥, m und gy, W, W
dieser Gleichungen vorgegeben, die im Gebiet 4’ der Anfangsfliche 2° =
itbereinstimmen; und zwar sollen die g, einschlieflich ihrer ersten Ableitungen
iibereinstimmen, wihrend die Funktionen «* und m nur selber mit % und
auf #° = O iibereinzustimmen brauchen.

Wiederum haben wir dann den Satz: Unter den angegebenen Voraus-
setzungen sind beide Ldsungssysteme durch Transformation ineinander
iiberfiihrbar.

Die Erledigung des Problems, d.h. der Beweis des Satzes gelingt auf
Grund der Einfiithrung eines ,,Ruh-Koordinatensystems* (s. Hilbert, 1. c.);

19) Dahingehende Versuche scheiterten an der Form der Divergenzgleichung
der Materie, die sich iiberhaupt in unserem Sinne bei der Behandlung als unangenehm
erweist.

20) Vgl. Kap. 2, Fig. 1.

10*
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d. i. ein Koordinatensystem, in dem der kontravariante Tangentenvektor u’
die Komponenten (1 0 0 0) besitzt. Im Gegensatz zum de Donder-Koordinaten-
system ist das Ruh-Koordinatensystem durch Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die Koordinaten festgelegt. Es wird ndmlich verlangt, daf im
neuen Koordinatensystem gelten soll:
—,_o=&
(2a) u=
Diejenigen Weltstellen, an denen keine Materie vorhanden ist, sind in
stetig differenzierbarer Weise mit einem Einheits-Vektorfeld ausgefiillt zu
denken, das ebenfalls den Differentialgleichungen der geoditischen Linien
geniigt.
In unserem Ruh-Koordinatensystem besitzt die Kontinuitétsgleichung
der Materie die Gestalt:

(3a)

ue = 8 G =0,1,2,3)

om _

aa°

Ferner folgt aus den Bewegungsgleichungen (2) bei Berticksichtigung des
Wertes fiir den Vektor u:

rgo = 0 (?’ = 05 1: 2: 3);
daher auch:
4) Iy, ;=0 (£=0,1,2,3).
Ferner gilt wegen «' u; = 1 (Einheitsvektor!)

Joo = L.
Daher bekommen wir aus den Gleichungen (4)

09,; . ;
(5) ax‘;:o (¢ =0,1,2,3).

Wir fiithren in beiden gedachten Welten je ein Ruh-Koordinaten-
system z; bzw. x;; ein (gemiB dem Vorgehen auf S.145), die auf 20 = 0
mit dem urspriinglichen Koordinatensystem iibereinstimmen. Wegen des
Ubereinstimmens der Anfangswerte der «' stimmen auf der Anfangsfliche
wegen (2a) dann auch die Ableitungen

0o bzw
dak C ook
mit dem Einheitstensor &% iiberein. Aus dem gleichen Grunde stimmen auch
die zweiten Ableitungen der z; bzw. z;; auf der Anfangsfliche iiberein.

Bilden wir wiederum die Welt IT durch die Gleichungen x; = xy; auf
die Welt T ab, d. h. legen wir die Weltlinien der Materie der beiden Welten
aufeinander, so erhalten wir iibereinstimmende Anfangswerte der ¢,, und m
mit den j;;, bzw. m; ferner folgt im Innern von ¢ wegen (3a)

(6) m=m

i
0 2y
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und aus ()

(M Joi = Jos (»=0,1,23).
Unter Beriicksichtigung der Vereinfachungen, die unser Koordinaten-

system gewahrt, erhalten wir statt (1) fiir die beiden Losungen die

Gleichungssysteme:

Ry = k%(QOi Jor — 3 Gix)s

v
=

Riy ——k“——q(goz Jor — % 9ix)-

Unter Benutzung von (6) und (7) bilden wir die Differenzen:

(la) Ry — vik = kaV:i; - ‘/___1:3> (9oi Gox — 39:z) +%§(_ %)(gu—ém)]

Wieder setzen wir ¢;; — §;, = l;; und konnen die rechte Seite von (1a) als
homogene lineare Funktion der sechs GroBen Il;; (3, k = 1, 2, 3) darstellen.
Auch die linke Seite werden wir als Linearform der /,; und ihrer ersten und
zweiten Ableitungen darstellen. Gemidl Abschnitt 2 wird uns davon am
meisten derjenige Anteil interessieren, der die zweiten Ableitungen der I
enthélt.

Es wird auBlerdem fiir das folgende von Bedeutung sein, daB in der
Gleichung (1a) mit dem Index 00 die linke Seite hinsichtlich der ersten Ab-
leitungen der I eine solche Darstellung gestattet, daf nur Ableitungen
nach a? auftreten. Offenbar gilt wegen der Gleichungen (4):

01”
R00=— Py FosFOr:
- ary, .
R00=— (72: Posror,
daraus durch Subtraktion
- 62 (g g,s Yar
Roo_Rooz _"%g”;; +Is (I'or — L)

b I3r (T — I3 4 T A2".
Die A4¢* sind Polynome der g, ¢°* und der Iy, ;, sowie der §;4, 7°F, L s
und deren erster Ableitungen.
Nach Gleichung (7) ist l,; = 0; es folgt dann:
2
Ryo— Byy = — %978 ((?9 iz; + ; aalxo (Fosg'™ -+ Togitr) + Ly, Aot
Durch Integration nach #° von der Anfangsfliche bis 2° und anschliefende

passende Umformung mittels partieller Integration erhalten wir schlieBlich:
20 20
- 101,
(8) [ (Byo— Byp)da® = — ?ﬁ' g* + lou Bet j lg"oeudxo,

0 0
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wobei die Koeffizienten C** wiederum durch ganze rationale Rechenoperationen,
die B¢* auch noch durch Integration nach a0 aus den ¢;,, g;; und deren ersten
und zweiten Ableitungen gebildet sind.

Ehe wir die iibrigen Komponenten aufschreiben, merken wir an, daf sich
der verjiingte Riemannsche Tensor hinsichtlich seiner zweiten Ableitungen
folgendermaBen schreiben l&8t:

2

2‘Rik - —‘9” YY) g1k+ ﬁk+ azﬂ +Ltk’
dabei ist gesetzt
dg,, 199
9 i = re—t — r's ’
®) Pi=y <0x’ 2 a#)

wihrend die L, nur noch erste Ableitungen der g;, enthalten. Durch Sub-
traktion folgt daraus:

2
(9a) 2Ry — B = —gre 200 1.1 "
mit
o B M<az I
( ) Yi=49 9 xf 2 6xi>.

Danach schreiben sich die Gleichungen (1a) unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (8), (9a), (9b):

2o _
a) — 2y, =l Be* + [1,, Cev da,
0

0 av.
(10) Yo TN g, (i=1,2,3),
ax oz
9y, 9y, .
C)Dlik—;jﬁﬁ:Alk (Z,]C=1,2,3)-

Die A sind wieder Linearformen der [, und ihrer ersten Ableitungen.
Indem wir aus den Gleichungen (10a) und (10b) y, eliminieren, erhalten
wir die folgenden drei Gleichungen

o

vy, a = d

0

oder
20

‘—_—A,‘—S.Vidflio,

0

a9y,
92°

(11)

wo A; und V; wieder Linearformen der I,; und ihrer ersten Ableitungen sind.
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azk

Jetzt mult1phz1eren wir die Gleichungen (10c) entsprechend mit

al.
und (11) mit 2 ”‘, addieren und erhalten:
Lo

. al,, 0y, dvy al., oy,
Y. ik ik 7 k Tk [ 0
STUR _6:1:0——< + ‘>+2 E xo=L+dex.

92" \oz* 94 dx

0

by

Die linke Seite ist eine Divergenz bis auf quadratische Formen der
es gilt ndmlich (s. Friedrichs und Lewy)

2
, Pl Oy _ <azl.k 611.,6) _<azik azi,c) +<al¢k azik>
da" dz* 020 dx" 02/, ax" ax*/, aa® 9z%/r

Somit erhalten wir:
al.,. ol. al.
ik ik ik
<a 07)’> a(a x"y"> o <W ' y")

(12) <grs%‘ 01“‘) — l<grsal”‘ %") _ — L2
82" 9a%s 2 aa" 0%/, aa* da 8

0x

Ferner addieren wir noch zu (12) die entsprechend mit 2 Py; multi-

plizierten Gleichungen (11):

Lo

0
(P ist eine Konstante, deren Wahl wir noch offen halten.) Wir integrieren
die Summe der linken Seiten von (12) und (13) iiber das Gebiet G’ (s. S. 140,
Fig. 1). Dann resultiert nach Anwendung des GauBschen Satzes unter dem
Oberflichenintegral eine quadratische Form der 4-6 Ableitungen erster
Ordnung der I, sowie der drei y“ nia',mlich

vefOin Ol 101, 91,

8(5;; 02’ 23704 50) Py oysz PYs o?’kEt + 2 & 7150 + 2P &
Der von den [O-Ausdriicken herrithrende Anteil ist posmv definit auf C
(vgl. Kapitel 2). Also kann diese quadratische Form durch hinreichend groBe
Wahl der Konstanten P auf C positiv definit gemacht werden. Indem
wir fiir die 9; wieder ithre Werte (9a) einsetzen, gewinnen wir eine Gleichung:

(14) HQ(ZZ’:)dw — m [Q( “‘l,t>+E”m" . jv dw°]d-r

M+ C e 0
@ und @ sind quadratische Formen der 24 ersten Ableitungen der I, Q auch
noch der I;;, @ ist auf C' nicht ausgeartet positiv definit, auf M’ eventuell
ausgeartet positiv definit. Rechts haben wir auBer der quadratischen Form @
unter dem Raumintegral noch einen Ausdruck, den wir als quadratische

(13) +p? (y’)
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X
Form der ;; und ihrer ersten Ableitungen sowie der drei Grofien joV"d 20

ansehen kénnen. DemgemiB gewinnen wir aus (14) die Ungleichung: °
2o

0[] Ga)e =2 [[J[G0)+ trr([riaw)Jae
c 6"

0

Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung gewinnt man leicht:
9 N ’
(16) (JV:da? < E[(Vrda.
Ferner gilt offenbar: . ’ ’ .
o
[ada [V da® < W [ (Vo2 da.
0 0 0

D, E und W sind Konstanten, die unabhéingig vom Parameter ¢ gewihlt
werden diirfen. Danach erhalten wir aus (15):

Ibi\? ( ob;p\? 9
e 2 [ e
c 6"
F kann wiederum unabhiingig von ¢ gew#hlt werden (vgl. S.141). Aus
Gleichung (17) folgt dann gemaB dem im Kapitel 2 Gesagten die Eindeutigkeit
innerhalb von . Somit ist der Satz bewiesen.

Es ist also auch fiir den Fall einer Welt mit beliebig verteilter inkoh&renter
Materie die richtige Kausalstruktur fiir die Welt garantiert.

6.

Die Erledigung des allgemeinen Falles, in dem die Materie iiberdies noch
geladen ist, ist mir bisher nicht gelungen. Jedoch kénnen wir auf Grund des
Kapitels 4 einiges iiber die Kausalitit auch in diesem Falle aussagen, falls
die geladene Materie diskontinuierlich auf einzelne sehr diinne Weltschlduche
verteilt ist. Man leitet dann mit Hilfe des SchluBergebnisses des Kapitels 4
leicht den Satz ab:

Alle Wirkungen, die ein Materieteilchen im Weltpunkt P erzeugt, liegen
innerhalb des in die Zukunft weisenden Teiles der in P zu konstruierenden
Zeitscheide.

Um das zu zeigen, hat man nur im Beweisgang des Kapitel 4 als Be-
grenzung des Gebietes G’ anstatt der Zeitscheide B’ eine Hyperfliche zu
benutzen, die folgendermafBen zu gewinnen ist: Man errichte in P die in die
Zukunft weisende Zeitscheide B und bringe diese zum Schnitt mit einer
beliebigen raumartigen Fliche R. Die Enveloppe aller derjenigen Zeit-
scheiden, die in Punkten der Schnittmannigfaltigkeit B, B zu denken sind,
liefert dann die gewiinschte neue Begrenzungsfliche des Gebietes G

(Xingegangen am 7. 6. 1937.)



Ausbreitungsgesetze fiir charakteristische Singularititen
der Gravitationsgleichungen.

Von

Karl Stellmacher in Gottingen.

Im folgenden wird die Hadamardsche Theorie!) der Charakteristiken und
Bicharakteristiken systematisch auf die Feldgleichungen der Gravitation
sowie auf die Maxwell-Lorentzséhen Gleichungen im Rahmen der allgemeinen
Relativitatstheorie angewandt; d. h. es werden diejenigen Fldchen untersucht,
auf denen die Ableitungen von Losungen der genannten Gleichungen unstetig
sind (Wellenfronten), und es wird die Natur dieser Unstetigkeiten untersucht,
sowie die Gesetze, nach denen die Unstetigkeiten sich fortpflanzen. Die
Durchfithrung geschieht durchweg in invarianter Form.

Sie liefert im ersten Abschnitt (Charakteristikentheorie) Ergebnisse, die
in vollkommener Analogie stehen zu dem, was man bei der bekannten
linearisierten Behandlung der Gravitationsgleichungen in erster Niherung
erhilt2). Insbesondere zeigt sich der rein transversale Charakter des nicht
wegtransformierbaren Anteiles des Sprungtensors.

Die im zweiten Abschnitt erfolgende Anwendung der Bicharakteristiken-
theorie zeitigt Ergebnisse, die einerseits mathematisch interessieren diirften
wegen ihres von den sonst derartig behandelten Gleichungen abweichgnden
Verhaltens, andererseits physikalisch wegen der sich dabei ergebenden echten
Erhaltungssitze. Fs wird gezeigt, daB die Bicharakteristiken der Feld-
gleichungen mit den geoddtischen Nullinien zusammenfallen und die
,,Strahleneigenschaft* besitzen, d.h. daB lings der ganzen Nullinie eine
charakteristische Frregung vorhanden ist, wenn dies an einem Punkte des
Strahles der Fall ist, und da umgekehrt lings des ganzen Strahles die Er-
regung verschwindet, wenn dies an einem Punkte des Strahles der Fall ist.
Ferner ergibt sich, dal sich die Unstetigkeiten aus gegebenen Anfangswerten
lings des ganzen Strahles bestimmen lassen.

1) Propagation des ondes, Paris 1903. FEine derartige Anwendung wurde
zuerst gegeben von Vessiot (Compt. rend. Févr. 1918) und spiter von Levi-Civita
Atti d. Linc. 11 (1930), p. 1 u. 113 weitergefithrt. Der Inhalt dieser Arbeiten wird
unter anderem hier im ersten Abschnitt noch einmal kurz dargestellt und invariant
formuliert, wie ich glaube, auch erheblich vereinfacht. Die Erkenntnis, daB der
Gravitationssprungtensor transversal ist, ist meines Wissens neu.

2} Siehe Eddington, Proc. Roy. Soc. London 102 (1923), S. 268ff.
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Die erwihnten Erhaltungssitze, die den Kernpunkt dieser Note bilden,
werden genommen, wenn man einem Gedanken von G. Herglotz folgt: Wahrend
sich niamlich Hadamard mit dem Beweis fiir die Strahleneigenschaft der
Bicharakteristiken begniigte, stellte Herglotz fir die Differentialgleichungen
der Continua die Differentialgleichung fiir die Fortpflanzung der Sprung-
gréBen explizit auf, und es gelang ihm, derselben die Form einer Divergenz-
gleichung zu geben:

(4)

Hierin ist u’ der Strahlenvektor und € bis auf einen nicht verschwindenden
Faktor eine definite quadratische Form der Komponenten des Sprungvektors,
die Herglotz die ,,Sprungenergie’ nennt, Auf der rechten Seite kann im Falle
absorbierender Medien, sowie nicht konstanter Koeffizienten eine nicht ver-
schwindende Dissipationsfunktion stehen?).

Dieser Herglotzsche Gedanke ist nun hier auf die Feldgleichungen der
allgemeinen Relativititstheorie iibertragen worden. Es ergibt sich wiederum
eine echte Divergenzgleichung der Form (A) fiir eine Sprungenergiedichte €,
die nur verschwindet, wenn die charakteristischen Singularitdten wegtrans-
formierbar sind. Dies bleibt in modifizierter Form giiltig bei Hinzunahme
elektromagnetischer Felder. Aus der Energiedichte ist mit Hilfe der Glei-
chung (A) in bekannter Weise durch Integration ein Erhaltungssatz ableitbar
fir eine Gesamtenergie e. Es scheint, als sei dies der erste Fall, wo es im
Rahmen der allgemeinen Relativitdt gelungen ist, aus reinen FeldgréBen
in invarianter Weise einen echten Erhaltungssatz abzuleiten.

Es liegt nahe, diese Sprungenergie e, die man etwa dem Kopf einer plétz-
lich einsetzenden Welle zuordnen kann, in Beziehung zu setzen zu Vorstellungen
der Quantentheorie, indem man etwa die Sprungenergie eines Wellenkopfes
als Quantenenergie ansieht und demgemif e proportional Ay setzt. Nun
ist aber die Frequenz » vom Koordinatensystem abhéngig (Dopplereffekt),
e aber eine absolute Invariante. Da ist es nun sehr merkwiirdig, daB sich
trotzdem die Definition von e in vollkommen ungezwungener Weise diesem
Sachverhalt anpassen a8t derart, daB bei Anderung des Koordinatensystems
fiiv e/h = v sich der richtige Dopplereffekt ergibt. Dies gilt jedoch nur fiir
die Energie der Spriinge erster Ordnung, d.h. fiir die Spriinge der ersten
Ableitungen der metrischen und elektrischen Potentiale. Fiir die Energie
der Spriinge héherer Ordnung 148t sich dies nicht erreichen. Es diirften
deshalb die Spriinge 1. Ordnung eine besondere Beachtung verdienen. Sie
besitzen offenbar auch ohnehin schon gréBere Anschaulichkeit und grofBere
physikalische Bedeutung.

dutE —0

9t

3) Diese Herglotzschen Untersuchungen sind bisher nur verdffentlicht in einer
Vorlesung, die G.Herglotz im SS. 1931 in Gdéttingen hielt (Mechanik der Kontinua).
Mathematische Annalen. 115. 48
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Es zeigen jedoch die Spriinge 1. Ordnung ein abweichendes Verhalten
gegeniiber den einfacher zu behandelnden Spriingen hoherer Ordnung, weshalb
sie am Schlull dieser Arbeit gesondert behandelt werden. Dabei ergibt
sich, daBl im vorliegenden Falle der Gleichungen der allgemeinen Relativitéits-

* theorie merkwiirdigerweise auch die Spriinge 1. Ordnung die Strahlen-
eigenschaften besitzen. Ein derartiges Verhalten von Spriingen 1. Ordnung
ist bisher bei Systemen von Differentialgleichungen 2. Ordnung (mit mehr
als einer Differentialgleichung) nicht bekannt geworden?). Insbesondere
bleiben bei den sonst behandelten Differentialgleichungen der Continua die
Spriinge 1. Ordnung unbestimmt.

Damit wir auch im Falle der Spriinge 1. Ordnung eine sinnvolle Definition
der Sprungenergie gem#f Gleichung (A) erhalten, miissen die Anfangswerte
der Spriinge gewisse Bedingungen erfiillen, die dann langs des betreffenden
Strahles automatisch erhalten bleiben. Diese Bedingungen besagen, daf
die Parallelverschiebung eines Vektors lings des Strahles unabhingig davon
sein soll, ob zur Definition der Parallelverschiebung die an der Sprungfliche
doch unstetigen I'!,-Komponenten von der einen oder von der anderen Seite
der Sprungfliche genommen werden. Insbesondere ist dann auch die Differen-
tialgleichung der Nullinien selbst unabhéngig von der Unstetigkeit der
I'l,-Komponenten.

Bemerkenswert ist noch, daB es einen Ausnahmefall gibt, in welchem
alles eben iiber die Spriinge 1. Ordnung Gesagte nicht mehr gilt; falls nimlich
die Wellenfront, d. h. die Trigerfliche der Unstetigkeiten, eben ist. Unter
ebenen Wellenfronten ist dabei eine natiirliche Verallgemeinerung dieses
Begriffs auf allgemeine Riemannsche Metrik zu verstehen. In diesem Falle
bleibt sowohl die Richtung des Strahles, als auch der Sprungtensor unbestimmt.
Die ebenen Wellenflichen kénnte man demnach als doppelt charakteristisch

bezeichnen.

Ein Ergebnis dieser Arbeit, das mir in physikalischer Hinsicht noch
erwiahnenswert erscheint, ist das folgende: Wie auch immer man die Charak-
teristikentheorie zur Konstruktion von Quanten benutzen mag, immer wird
es erforderlich sein, von elektrischen und Gravitationseigenschaften desselben
Quants zu sprechen. Eine alleinige Behandlung und Konstruktion von
Gravitationsquanten muB von diesem Standpunkt aus als sinnlos gelten.
Wohl aber existiert ein ausgezeichnetes Verhiltnis zwischen elektrischer und
Gravitationsenergie, fiir das besonders grofle Stabilitat vorhanden ist.

SchlieBlich sei hier auch noch angemerkt, dal die Theorie der Charak-
teristiken der Feldgleichungen gewisse Schliisse auf die Loésungen selbst

4) Hadamard, I. c.
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gestattet, was deswegen von besonderer Bedeutung ist, weil immer noch
nur sehr wenig Losungen bekannt sind.

DaB wir hier in der Einleitung so ausfiihrlich besonders diejenigen Gesichts-
punkte herausstellten, die physikalisch wichtig zu sein scheinen, soll nur
darauf aufmerksam machen, daB die hier rein mathematisch behandelte
Theorie nach Hinzunahme neuer physikalischer Hypothesen vielleicht die
Moglichkeit gibt, gewisse Anteile der Quantentheorie auch vom Standpunkt
einer reinen Feldphysik zu wverstehen.

Im folgenden soll uns jedoch in erster Linie die mathematische Seite
der Problemstellung interessieren.

I. Charakteristikentheorie der Spriinge hoherer Ordnung.

‘Wir denken eine Fliche

auf der der Fundamentaltensor g¢,, stetig sein moge, wihrend seine Ab-
leitungen von irgendeiner Ordnung dort einen Sprung machen sollen, derart,
dal sie von beiden Seiten der Sprungfliche z = 0 endlichen, aber ver-
schiedenen Grenzwerten zustreben. Es bilden dann die Spriinge n-ter Ordnung
einen Tensor (n -+ 2)-ter Stufe, falls die Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung
stetig sind. Wir fithren den Beweis zuniichst fiir Spriinge 1. Ordnung.

Dazu bilden wir die kovarianten Ableitungen eines beliebigen kovarianten
Vektorfeldes u;, das mitsamt seinen Ableitungen in der Umgebung der
Fliche z = 0 stetig ist, an jeder Seite der Unstetigkeitsfliche und subtra-
hieren; dann folgt, dafl der Ausdruck

[(Fz(‘zk ua)von rechts (P;‘Zk ua)von links] geschrieben [Ff/c ua] = [ka] U,

einen Tensor bilden mufl. Wegen der Stetigkeit der ¢, folgt dann der Tensor-
charakter der Differenzen
99
[54]

Sind ferner die ersten Ableitungen der g, an der Sprungstelle stetig,
wihrend die zweiten Ableitungen springen, so beweist man ganz entsprechend
den Tensorcharakter der Sprungfunktionen

[,,,,‘,7,23’}:@,,]
datda™l’

48*
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Man differenziert einen zweimal stetig differenzierbaren Vektor u; zweimal
kovariant und bildet die Differenz dieses Tensors 3. Stufe an beiden Seiten
der Sprungfliche

o
(D, D,u,) = I_W Fu.] Ug-

Wegen der Stetigkeit der g,; und ihrer ersten Ableitungen folgt dann der

ik
o xﬁ] '

Entsprechendes gilt fiir die Spriinge der hoheren Ableitungen. Wir
bemerken noch einmal, daB wir zum Beweis des Tensorcharakters die Vor-
aussetzung machen muBten, daf sémtliche Ableitungen niedrigerer Ordnung
stetig durch die Fliche hindurchgehen miissen. In der Tat bilden die Spriinge
der zweiten Ableitungen im allgemeinen keinen Tensor, falls schon die ersten
Ableitungen an der betreffenden Stelle unstetig sind.

Wir erinnern weiterhin daran, dafl alle diese Sprungtensoren sich auf
zweifach kovariante Tensoren zuriickfiihren lassen. Fithrt man nimlich den
als nicht verschwindend vorausgesetzten Gradienten von 2 ein:
0z

aa’

Tensorcharakter von l

= Pis

ferner einen zeitartigen Vektor d* derart, daB

1) dpt =1 und d;d' =1
ist, so kann man bekanntlich setzen:

[agik

9zt

(2)

Wie man durch Uberschiebung mit d' erkennt, ist

] = & P

9¢. . 0g,,
a2 2],
(2a) bk 9 .0z
wenn man mit ;2— = g 82% die Differentiation in Richtung d° bezeichnet.
Zz
Entsprechendes gilt fiir die Sprungtensoren hoherer Ordnung, also
- 0291 k -
(3) [ﬁfo’gnJ = P Pm Ni
mit
“o%g,
(3a) Nix = [’3;:‘@] .

Das eben iiber den tensoriellen Charakter der Sprungfunktionen Gesagte
bedarf noch einer Ergéinzung. Wir haben nidmlich vorauszusetzen, dal3 die
Transformationen, denen gegeniiber Invarianz vorhanden sein soll, n-mal
stetig differenzierbar sind, wenn wir Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung der
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g:1 betrachten. Ist dies nicht der Fall, so kénnen wir offenbar durch passende
Transformation Sprungstellen erzeugen.

Jm einen konkreten Fall zu behandeln, untersuchen wir Spriinge der
zweiten Ableitungen der ¢;;, die durch Transformation erzeugt werden. Es
sel also eine nicht singulire Transformation gegeben:

(4) o = f (&, o', T°, 7°) (=012 3),

und es sollen die f* zweimal stetig differenzierbar sein, wihrend die dritten
Ableitungen von f an der Fliche z = 0 Spriinge machen mogen:

B .
(42) [—r——i’—’ | = pipupi-o

dal 9 a™9a
Wir wenden diese Transformation an auf den Tensor ¢,,, dessen erste Ab-
leitungen auf der Sprungfliche stetig seien, wihrend die zweiten Ableitungen

den Sprungtensor #,; bilden mégen. Danach bilden wir in den neuen Koor-
dinaten die Ableitungen:

e <ij ar ) °f 2, S a3f” o 0
07 07" \oz 0z 7"") T 93 a5l 9™ 9k Y doazmozk gar
1 aF 82ges
. S SR

9% 9% 922 9 z™
(die Punkte sollen Glieder andeuten, die fiir die Bildung des Sprungtensors

ohne Bedeutung sind). Daraus durch Subtraktion der Grenzwerte an beiden
Seiten der Sprungfliche:

227, o - _
(5) 5] = B e+ o7+ B,
Dabei ist gesetzt:
‘/vk = ,vl afk glu’
_ ofar"
Nix = 55@ Oick M2 u

Der Sprungvektor yp; kann offenbar durch passende Wahl der Sprung-
funktionen v; jeden beliebigen Wert erhalten. Denn es ist z. B. maglich,
auf der Sprungfliche —Sg = &} zu setzen. Es wird dann v* = g**y,. Da-
nach ist es klar, daBB man bei beliebigem p; jeden Sprungtensor der Form
(5a) Nix = YiPr + Vil

wegtransformieren und durch Transformation vom Typ (4) (4a) erzeugen
kann.
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2.

Wir gehen jetzt iiber zur Behandlung der Gravitationsgleichungen.
Wir schreiben sie in der Form:
(6) R = '—%(Tﬂc—%gm]‘)'ﬁ)
Die Komponenten des Energietensors T, enthalten nur erste Ableitungen
der g,;. Wir stellen dann die Grundfrage der Charakteristikentheorie: Wie
muf} eine Fliche z = 0 beschaffen sein, damit auf dieser Fliche die zweiten
Ableitungen der g¢,, Spriinge machen diirfen, wihrend diese Funktionen selbst
nebst ihren ersten Ableitungen dort stetig sein sollen. Desgleichen soll auch
der Energietensor 7';, dort stetig sein.

Zur Beantwortung der Frage bilden wir wie iiblich die Gleichungen auf
beiden Seiten der Unstetigkeitsfliche, subtrahieren, und erhalten wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit der T',:

2 [Rzk] =L; = 0.
Das ergibt mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes:
(7) L = p° PoNix — A Pifiwe — Pyplﬂ'hg + PP (9@17792)-
Die Gleichungen L, = 0 sind zehn Gleichungen fiir die zehn Funktionen 7.
Der Rang der dazugehorigen quadratischen Matrix wird uns besonders
interessieren.

Offenbar transformiert sich L;, als Tensor auch gegeniiber Transforma-
tionen vom Typ (4) (4a). Da dabei aber #;, in

(8) Nix + ViPr + ViPi
mit willkiirlichem Vektor ; iibergehen kann, ist:
also sz (77lm + ViPm + ympl) = Lik (nlm)>

(8a) Lix (yitm + ymp)) = 0.

Einen invarianten Ausdruck, der wesentlich von einem Sprungtensor
abhingt und die Eigenschaft besitzt, sich nicht zu dndern, falls zu dem
Sprungtensor ein Tensor der Form (5a) hinzugefiigt wird, wollen wir , total-
tnoariant’ nennen.

Ein total-invarianter Ausdruck ist also auch gegen Transformationen
vom Typ (4) (4a) invariant, die Unstetigkeiten enthalten.

5) ort, ar!
ik il 1 l
ik 5;5‘-—3;75*1% Lyw— T3 T
o gza <ig~” a_g’fz agik)
ik axk axzﬂ 6.’1’5l

Die Form des Energietensors 7', , ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit hier belanglos.

mit
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Aus der Total-Invarianz des Gleichungssystems (7) folgt offenbar, dafl
der Rang der dazugehdrigen Matrix hdckstens 10 — 4 = 6 betragen kann,
da wir in (ba) wegen der willkiirlichen Wahlbarkeit des Vektors y; vier
linear unabhingige Losungen vor uns haben.

Um zu zeigen, dal der Rang 6 von unserer Matrix tatséichlich angenommen
wird, bilden wir die sechs Ausdriicke:

P PrLoo — PoPi Lo — Po Pr Loi + Popo Liy [
oLk =1,2,3).
= PPy (P Px Moo — Po Di Yok ~ Po P 7loi + Po Po Nix)°) |
Man iibersieht sofort, daB die Matrix dieser sechs Gleichungen hinsichtlich
der sechs Unbekannten #);, (¢, & = 1, 2, 3) den Rang 6 besitzt, wenn nur gilt:

(10) ptp, = H=+0,

und wenn p,d.h. O.B.d.A. p = grad z nicht verschwindet. Es kann dann also
hochstens vier Losungen der Gleichungen L, = O geben. Die haben wir
aber gerade in (8a) gefunden; d. h. jede Losung von (6) ldBt sich im Falle
H = 0 in der Form (8) darstellen.

Wir haben also den Satz gewonnen: An einer Fliche, die nicht Nullfliche
st (d. h. mit H == 0), konnen die zweiten Ableitungen der g;,. nur solche Spriinge
machen, die sich wegtransformieren lassen, die also als Singularitéten der Koor-
dinatenflichen gedeutet werden konnen.

9)

3.
Um den Fall

11) H=0

zu behandeln, benutzen wir eine einfache identische Umformung der Glei-
chungen (7); setzen wir ndmlich

by = p“n.; — piy (mit 5 = g 7,4),
so konnen wir fiir (7) schreiben:
(12) Hnsp — pibe — prb; = 0.
Ist nun H = 0, so haben wir:
(12a) Pibr + Prb; = 0,
ein Gleichungssystem, das dquivalent ist mit:
(12b) b, = 0.

Um den Rang dieses Gleichungssystems hinsichtlich der #;; zu berechnen,
setzen wir:

(13) Dip = Nie — % Jir" 1,

6) In der Klammer stehen 6 Komponenten der charakteristischen Form des nicht
verjiingten Riemannschen Tensors.
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eine nicht singulére Substitution, deren Umkehrung genau so aussieht:

(13a) Niw = Px — $ 9 @ (mit 9 = ¢*F P = —1p).
Danach konnen wir schreiben:
(14) bz = pa 19041‘ = 0,

das sind vier Gleichungen, die beziiglich der #;, vom Rang vier sind, so da8
auch das Gleichungssystem (12a) hinsichtlich der #;, den Rang vier besitzt.

Das Gleichungssystem (7) besitzt also im Falle H = 0 und nur in diesem
Falle auller der wegtransformierbaren Lésung #;a; + @,7; noch zwei andere
voneinander und den genannten linear unabhingige Lésungen, die nicht
wegtransformierbar sind.

Daher ist die Gleichung H = 0 als charakteristische Differentialgleichung
der Gravitationsgleichungen anzusprechen. D.h. nur, wenn die Ableitungen p,
auf der Fliche 2 = 0 die Gleichung H == 0 erfiillen, kann die Fliche z = 0
Trigerin von nicht wegtransformierbaren Unstetigkeiten 2. Ordnung sein.

Um die simtlichen Losungen der Gleichungen (12b) in tibersichtlicher
Form angeben zu konnen, benutzen wir die Hilfsvorstellung eines drei-
dimensionalen projektiven Bildraumes mit den homogenen Koordinaten &,
dessen Punkte den von einem beliebigen Weltpunkte P (mit z (P) = 0)
ausgehenden Halbgeraden zugeordnet sind.

Algebraische projektiv-invariante Formeln, die wir dann ableiten, bleiben
offenbar bei der Riickkehr in die vierdimensionale Welt auch allgemein

invariant.

Die Geraden des projektiven Bildraumes entsprechen zweidimensionalen
Ebenen durch P, die Ebenen den Hyperebenen durch P. Dem Nullkegel
in P entspricht die Fliche 2. Ordnung

(15) gin &1 =0

mit dem Trigheitsindex (— — — +).
Die Richtung des Nullvektors p? ist dargestellt durch den Punkt 97
auf (15). Wegen der Definitionsgleichungen (14)

p* P, =0 (t = 0,1, 2, 3),
ist ferner das Gebilde
(16) B,58°8 =0
ein Kegel mit der Spitze in p;; und infolge der Beziehung

i = Qyn — $Gin ¥
berithrt dann die Fliche
(17) nilsé:z'é:k =0
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die Fliche (15) in p;. Die gemeinsame Tangentialebene besitzt die Koor-
dinaten p,.

Es seien Q, Q die beiden konjugiert komplexen Erzeugenden von (15)
in p; ebenso seien 11, I1' die Erzeugenden von (17) in p. Sei ferner 4 eine
beliebige reelle Gerade durch den Punkt p, die nicht in der Tangentialebene
liegt:

(18) d = ppt + val.

Dann legen wir durch jede der vier genannten Erzeugenden und durch die
Gerade 4 die vier Ebenen w;, @;; m;, ; und konnen dann offenbar nach
passender Normierung von z;, 7, schreiben:

N 18 = (%) (m3EF) +- (py &) (@ 0)).
a; ist die Tangentialebene im Schnittpunkt von 4 mit (17). Es ist also:
(19) Nie = T; T+ T W+ Ps Gy + Py .
Da p; sowohl auf =;, wie auch auf z; liegt, so folgt:

(20) pia; = 0; pim; =0,
und mit Hilfe von

P Oy = P (Mo 7 + 77, — % Gie (nﬁnﬁ)) =0

ergibt sich wegen (20):
(21) nm, = 07).

(Es liegt daher der Punkt #’ auf der Erzeugenden IT', der Punkt z auf IT.)
Hieraus folgern wir leicht die Realitat der Erzeugenden von (17). Andernfalls
wiren namlich offenbar die Erzeugenden 7z, #° konjugiert komplex. Setzen
wir aber
o= o +af; W= w; —1f;,
so folgt
a? n;) = ot + 8, = 0.

Wegen (20) ist aber pfa, = p*B, = 0 und daher beide Vektoren « und
raumartig. Daher folgt

(21a) of %, << 0; B [)'9 <0,

7) Diese Beziehung ist wegen (19) das genaue Analogon zu der von Eddington
bei der linearen Behandlung der Gravitationsgleichungen gefundenen Tatsache des Ver-
schwindens der Spur b;;, + b,, des rein transversalen Anteiles der Schwerewellen.
Wir werden iibrigens im folgenden fiir die hiufig auftretenden inneren Produkte
der Form ¢d, gelegentlich die Bezeichnung (c, d) benutzen.
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was mit (21) nicht vertriglich ist. Somit ist der Beweis fiir die Realitit
der Erzeugenden erbracht.

SchlieBlich beweisen wir noch, daB} die Punkte 7% #'* harmonisch liegen
zu den Punkten w? wi. Wir setzen:

At = u w4+ uot

7= ol 4+ vl
. w und », 7 sind zueinander konjugiert komplex, was man leicht durch
Uberschiebung jeder der heiden Gleichungen einmal mit w; und dann mit @,
wegen der Realitédt von (o' ®;) unter Beachtung von (o, w) = (@, w) = 0
nachweist. Da das Verhiltnis von s« und #’ unbestimmt ist, kénnen wir
insbesondere setzen:

7t = P (7 ' + €7 wl),
At = l P(ewwi _ Ewc_oi).
)

Aus (#%m,) = O folgt dann unter Beachtung von
(@, ®) +0;%) (0, ) =0; (w,0) =0,
daBl y = 0 sein mufl. Daher ist:
7t = P(e7 @ - €7 '),
22 i . .
(22) n”:%P(e"le—éi‘/aﬂ);
7, 7 und w, ® trennen sich also harmonisch.

Aus dieser Darstellung ergibt sich der Satz: Der Sprungtensor x,, lift
sich nach passender Wahl der Koordinatenspringe an der Unstetigkeitsfliche
tmmer aufbauen aus zwer zuetnander orthogonalen | erzeugenden' Vektorem m
und 7', die wn der Sprungfliche liegen und harmonisch sind zu den komplesen
Erzeugenden der Wellenfliche. Wir werden spéter sehen, dafl dies ein
prignanter Ausdruck fiir den transversalen Charakter des Sprumgtensors ist.

1I. Bicharakteristikentheorie der Spriinge 2. Ordnung.
4.

Bei der Darstellung (19), (22) des Sprungtensors sind zwei Grofen, der
Parameter p, sowie ein Normierungsfaktor P, unbestimmt geblieben. Die
Bestimmung dieser beiden Grofien gelingt mit Hilfe der Bicharakteristiken-
Theorie.

#) Man kann sogar zeigen (w,®) < 0, dhnlich wie beim Beweis der Realitat
von mt, a’i.
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Nach Hadamard pflegt man die Bicharakteristiken zu definieren als die
charakteristischen Kurven der charakteristischen Differentialgleichung (11).
Sie werden beschrieben durch die kanonischen Gleichungen von Hamilton-
Jacobi:

i d p,
(23) dd _ 1 0H 9P, 1 0H

dv — 2 9p) dr 2 55t

Diese Linien fallen offenbar zusammen mit den geodétischen Nullinien auf
z = 09). Insbesondere ist der Parameter v gerade so normiert, dall die
Gleichung der geoditischen Nullinien in der Form gilt:

a2 dz“dwﬂ__

(23a) d—T—2+Flﬂ7ﬁa—1_O.

Aus der ersten Gruppe der Gleichungen (22) folgt ferner, dafl der Parameter

sich definieren 188t durch

(23b) d _ e

Zi'_[ ‘axg.

Diese Parameterwahl entspricht also dem Falle, dal man bei geodétischen
Linien, die nicht Nullinien sind, die Bogenlinge als Parameter wahlt.

In diesem Abschnitt werden wir die Bicharakteristiken-Theorie der
Gravitationsgleichungen im leeren Raum betrachten bzw. an solchen Raum-
stellen, an denen der Energietensor, d. h. die rechten Seiten der Gravitations-
gleichungen, auf der Sprungfliche als einmal stetig differenzierbar angesehen
werden kénnen, Um nun die erwihnten Ausbreitungsgesetze fiir den Tensor
7; aufzufinden), bildet man nach Hadamard Sprungrelationen 3. Ordnung,
indem man die vorgegebenen Differentialgleichungen 2. Ordnung nach einer
zeitartigen Richtung differenziert und danach die Sprungrelationen bildet.
Aus jhnen eliminiert man die Spriinge 3. Ordnung, um dann nur Differential-
gleichungen fiir die 7, allein iibrig zu behalten, die natiirlich nur Differen-
tiationen enthalten diirfen, die in der Sprungfliche liegen, da ja 7;; auBerhalb
der Flache verschwindet.

Um das durchfiihren zu konnen, driicken wir zunichst die zweiten Ab-
leitungen einer vorgegebenen Funktion u, deren erste Ableitungen aufz = 0
unstetig sind, durch in der Fliche liegende und eine aus der Fliche heraus-
fithrende Ableitung aus. Als herausfithrende Richtung wihlen wir das schon
bei der Definition der Sprungtensoren benutzte zeitartige Einheitsvektor-
feld d* mit
(1 (p,d) = 1.

9) Siehe Levi-Civita, 1. c.

10) Die Theorie fiir Sprungtensoren héherer, etwa der 3., Ordnung liuft genau so,
wenn die zweiten Ableitungen an der Sprungstelle stetig sind. Man hat nur die Aus-
gangsdifferentialgleichungen vor der Sprungbildung zweimal in Richtung dé zu differen-
zieren.
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Dadurch ist p; eigentlich doppelt normiert, da p, ja auBerdem ein Gradient
ist. DaBl dennoch beide Bedingungen leicht erreicht werden konnen, sieht
man ein, wenn man zunichst ein Koordinatensystem benutzt, in welchem d!
mit der Zeitachse zusammenfillt (d¢° = 1000). In diesem Koordinaten-
system denken wir z = 0 nach 2° aufgeldst gegeben:

z = 2 — @ (21, 22, 23),

dann folgt p, == p*d, = 1, eine Gleichung, die wegen ihrer Invarianz auch
in jedem anderen Koordlnatensystem giiltig bleibt. Auflerdem gilt in diesem
Koordinatensystem nach Gleichung (23):

oH d p, -
iz, =~ 2dr =0
oder, invariant geschrieben:
(24) d-grad H = di "2 — o,
iR

H ist also auf der Sprungflache stationér.
Fiir die hiufig vorkommende aus der Fliche herausfithrende Differen-
tiation in der d-Richtung schreiben wir (wie oben):

, .00
und fiir die dazugehorige invariante Ableitung D,, die also im Falle der
Anwendung auf einen Skalar mit (25) zusammenfallt.

Als in der Fliche liegende Differentiationen wihlen wir:

d a 2
25 . = = — Py 37
(25a) dat 92 Pige
mit der Umkehrung

2 d 0
(25Db) ﬁzﬁ’{“?’i(—ﬁ-

Wir driicken die zweiten Ableitungen einer Funktion u durch (25) aus und
erhalten:
?u 2o 4P, ?u _ 9d" Gu

@) ks T TFaa T dxﬁJr pk+p'p“322_a Yk
Unter der Annahme, dafl die ersten Ableitungen von u an der Sprungfliche
unstetig sind, sich aber ebenso wie die zweiten Ableitungen dort Grenzwerten
nahern, die lings der Sprungfliche stetig differenzierbar sind, wéhrend u
stetig sein soll, erhalten wir aus (26) durch Sprungbildung!) mit [u,] = 7,

[uzz] = C:
(27) [w:] =

%nmé— mrm

1) Differentiation und Sprungbildung sind vertauschbare Prozesse.
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Wegen (p,d) = 1, was auch aullerhalb der Sprungfliche gilt, haben wir:

ad* o0p,  ad
= par @'+ TP =57 ‘*‘a‘x%]oz = 0.

4

d(p,d) __
=

x

(27a)

Unter Anwendung dieser Formel auf das letzte Glied von (27) eghalten wir:

dp.n Jp,
(28) [w;x] = 7;76 + Pr ; Pk + ‘a—;‘pk N,
oder auch
(28a) [wes] = pe 3% + 71 T+ pume L +
ik D: dx x TP Pi Pr NPix

(vollstéindig symmetrisch in ¢%).

Setzt man ferner 4 = ﬁ, so bekommt man zuniichst

oz
D vik Pv,  9d® v ade v ?2d¢ v

dz 6xi8xk_0—x:i 5;‘7:9;k—5;ck Y P Lk 675

und durch Sprungbildung wegen der vorauszusetzenden Stetigkeit der ersten
Ableitungen von v:

0

[virad = [uzk]— pnm N i PePi s
oder wegen (27a):

0
(29) 0] = [ 4 7 (pa ot o s o).

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir daran, die invarianten Strahlen-
gleichungen fiir die Spriinge der g¢,, aufzustellen.

Wir benutzen zur Durchfithrung der Rechnung ein geodétisches Koor-
dinatensystem mit dem Ursprung auf der Sprungfliche, in welchem also die
simtlichen ersten Ableitungen der g¢;; verschwinden, die dort als stetig voraus-
gesetzt werden. Wir bilden dann die invariante Ableitung des verjiingten
Riemannschen Tensors in Richtung des Finheitsvektorfeldes di:

D,R;,.
Setzen wir noch:
g, aggik] 03gzk
la ] Niks ['5;3‘_ = §;z, und PN PR = Gik,1m 2>

so erhalten wir in geoditischen Koordinaten:

Dz Rzk - %gaﬂ (guﬂ,ikz_' gai,kﬂz— gak,iﬁz+ gik,aﬂz)
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und durch Sprungbildung gemifl (28), (29)
2D, Bin]=p° py Cie + Pi P 9P Gup — Di D¢ Gy — PuP? Lo s

iy L(bn duny Ay dtn,
da* dxi)

+_

dy, 1 dq d dy 10 5
i LT 20 o EUN g e ek e @i
I 7’ d x + P) <1) dx L0 pk ,) pz g B z pk g p x;’

,0p° | 3 ap 9 p, d p*
+3-77ikp‘%+‘2’77<pi'a—;+pk az>—2ﬂka'5?;?7z

. a p”® aﬁp‘ "
— 2% 2z Pr— NkaP a—;—niap R

Setzen wir:

bl—_—pay/(”_ YN

1 4

u, =— o 3 l{ﬁ —_
g d x 2dx1n’

so konnen wir schreiben:

. dp®n, d 1 1 0H
2[D,R;] = Ay = PPy Cin+ — 01k+p9—'l,)'k+377ik"2“ 3 2
N d x* d x? 2
- db, db,
—szlc b'—ﬁi_ﬁc—piuk—pkui
op, dp
kb

— 2P0 — 2P ¥; — ;)—;bk"“ 53z Y

9" 1,
R R 0 — g e ———— | — —— —0; =
(30)Azk dx ,, "l_ ,, pzwk P W; dxk dxi 0z k PR

Wir konnen fiir diese Gleichungen gemi (7) schreiben:
(30a) A = Lir (8) + Dy () = 0

und sie ansehen als lineare algebraische Gleichungen zur Bestimmung der ;.
Die zehnreihige quadratische Matrix der L,, besitzt nun aber fiir H = 0
gemiB Kapitel 3 den Rang 4, so daB sechs linear unabhingige Beziehungen
zwischen den D, d. h. zwischen den 7;; und ihren ersten Ableitungen, exi-
stieren miissen. Vier derartige Beziehungen kennen wir schon, nimlich die
Gleichungen (12b), die natiirlich nicht unabhingig von den gesuchten Re-
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lationen sein konnen. Vielmehr werden wir sofort sehen, daf infolge der
Gleichungen (12b) vier von den gesuchten Relationen identisch erfiillt
sind 12).

Unter Beriicksichtigung von (12b) haben wir:
dp? U d,

+ pt —F — piw, — prw; = 0.

A, =
h d2° d z¢

Da die ¢, ; nur in der Form w, p;, + w;, p; auftreten, werden wir zur Elimination
zweckmiBig mit einem beliebigen Tensor $%* zu iiberschieben haben, von
dem wir nur verlangen miissen, daB er die Bedingungen erfiillt:

(31) 9ip, = 0 (i =0,1,2 3).

Indem wir mit irgendeinem derartigen Tensor die Gleichungen (30) iiber-
schieben, erhalten wir:

% 5. d < d
(32) Ay 9% = 0”“7 (P miz) 4 9F pe N = 0.

x? d x?
Denken wir die 7, stetig differenzierbar, aber sonst véllig beliebig nach
beiden Seiten der Sprungfliche hin fortgesetzt, so erhalten wir durch Ein-
setzen der Gleichungen (25a), (25b) wegen (24) und H = 0:

s 0 g a
32 e L pee +ditpe L, — 0.
(32a) 9 89&1,2’ Nik 4 69&977 2

Von dieser im geoditischen Koordinatensystem gewonnenen Beziehung
wissen wir, daf sie eine invariante Bedeutung besitzt. Bezeichne ich gemifl
Gleichung (23b) mit D, die invariante Ableitung in Richtung der Tangente
der geoditischen Nullinien, so stimmt die Gleichung:

(33) 29D,y + P divy = <div p= 21 97 V= g)
V=g  8a?
mit (32a) in einem geoditischen Koordinatensystem iiberein und ist invarian t

Diese Gleichung liefert also die gewiinschten Sprungrelationen. Fiir dik
sind nacheinander die sechs linear unabhingigen Lésungen von (31) gesetzt
zu denken. Die so entstehenden sechs Gleichungen (33) sind die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit der Sprungrelationen
3. Ordnung (30a).

Threr Entstehung gemif ist die Gleichung (33) totalinvariant, was man
leicht verifiziert!3).

12) Anders liegt die Sache im Falle der Spriinge 1. O., den wir spater behandeln
werden. Hier sind im allgemeinen die b; 5= 0, wir kénnen dann anstatt der vier Iden-
titdten vier Bestimmungsgleichungen fiir die b, erhalten.

13) Wegen (23a) ist D, p, = O.
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Ebenso ist die Gleichung aber auch identisch erfiillt, wenn man fiir ik
eine ,triviale® Losung
(34) Pk = piak L ptal — gk (a, p) (a* Dbeliebig!)
wihlt; denn es ist dann

Bk, = 2a? b, =0
und ebenso wegen I),p, = 0 und D,¢;;, = O:
295D, 5y = 402 D, b, = 0.

In den Gleichungen (33) stecken also in der Tat infolge von (12b) nur zwei
wesentliche Gleichungen. Eine davon erhélt man, wenn man setzt:

(35a) Gk == ik — Lgik.y = Pik,
wodurch wegen (12b) die Gleichungen (31) offenbar befriedigt werden. Man
erhiilt dann:

a . |
iz M i — S0+ (P E g — % n-y)divp =0,

oder:

@5 L 2PC o mit 6=V _gE =1V—g @0 —tnn).

j—g 0a?
Die quadratische Form £ ist natiirlich total-invariant. Diese Gleichung (35)
liefert den Kern aller unserer Uberlegungen. Sie gibt uns die Moglichkeit
der Definition einer Energie, wovon bald ausfiihrlich die Rede sein wird.

AuBer der Gleichung (35) steckt in (33) noch eine weitere Bedingungsgleichung,
die dadurch zu erhalten ist, daB man fiir 9% irgendeine von ¥ linear un-
abhiingige nicht triviale Losung setzt, die irgendwie zweckméfig zu wihlen
ist. Man weil3 dann, daf} das Erfillltsein der so gewonnenen beiden Gleichungen
die Befriedigung aller moglichen Gleichungen (33) nach sich zieht und damit
die Méglichkeit einer Befriedigung der Gleichung (30a) durch die Spriinge
3. Ordnung &;; bietet.

.

Zur weiteren Diskussion der Gleichungen (33) greifen wir auf die Er-
gebnisse und Vorstellungen vom Schlufl des Kapitels 3 zuriick. Inshesondere
auf die Gleichungen (19) und (22).

Wir berechnen zuniichst die invariante Ableitung in Richtung des Null-
vektors p! angewandt auf die Vektoren w; und ®;, die Erzeugenden der metri-
schen Fundamentalform (15) in P. Jedenfalls kénnen wir setzen:

a) D,wl:L’U,—}—Kal—f—Mp,—i—Nu,,

(36) o — _
b) D.w;, = Lo, + Kw;4- M p; + Nu,.
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Die groBen Buchstaben bezeichnen skalare GroBen, u; sei ein Vektor mit
(«, p) == 0 und daher linear unabhéngig von den drei anderen Vektoren.

Wegen (23a) gilt:
d
PoDr0® = d—r—(p’w) =0
und
— d _
PaDzw"‘ :d—r (p, w) == 0.

Infolgedessen erhélt man aus (36) durch Uberschiebung mit p’:

N=0;, N=o
Weiter folgt durch Uberschiebung von (36a) mit w' sowie von (36b) mit @t
wegen (o, o) = (o, ®) = 0:

K =0, K =0

Durch Uberschiebung von (36a) mit @ und von (36b) mit w? sieht man dann,
daB L und L und daher auch M und M konjugiert imaginiir sind. Demnach

erhalten wir:
(37) DT(/_Ui = -Zifiz‘_l']gpi:
D,w; = Lw,+ M p,.

Nun sind aber die Erzeugenden ;, @;ihrer Definition gem#B beide unbestimmt
bis auf einen fiir beide Vektoren konjugiert komplexen nicht verschwindenden,
aber sonst véllig beliebigen Faktor y bzw. y. AuBerdem kann man zu jedem
Vektor einen Summanden sp; bzw. sp; (s, s sind wieder konjugiert kom-
plex) mit beliebigem Skalar s hinzufiigen. Durch passende Wahl dieser Funk-
tionen lassen sich in (37) L und M zum Verschwinden bringen. Setzen wir
namlich anstatt w;, ®, zunichst o; = yow, und ®; = Y@; so kann man
erreichen, daB fiir die neuen gestrichenen Vektoren gilt:

D, (w;) = M’ p;,
D, (@}) = M p;.

Dazu hat man nur zu setzen:

dlgy . _ 7
= L y = Const. e%,
digy _ 7. . z
. =L y = Const. el.

Sehen wir w;, @, in dieser Weise als normiert an, und schreiben wir wieder
w;, @; statt w,, @,, so gewinnen wir durch Uberschiebung mit w; bzw. @;
fir 0 = (w, @) die Beziehung:

Mathematische Annalen. 115. 49
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Insbesondere lassen sich die Integrationskonstanten, d.h. die Anfangs-
normierung der w-Vektoren derart bestimmen, daB
(38) (w,0) =0= —1}
wird. Um dann noch zu erreichen, daf3 auch noch der Skalar M’ verschwindet
haben wir s und s so zu bestimmen, daf

D (w;+sp;) =0 und D,(w;,+5p;) =0
wird. Dazu haben wir zu setzen:

d - ’. d*__—“/
d—_[S—-—M. d—_L_S—M

Demnach gibt es eine Normierung der w-Vektoren derart, dafl gilt:

D,w;, = 0,

D, w; = 0.

Im Verlaufe dieser Arbeit sehen wir stets w;, @, in dieser Weise als normiert
an. Diese Vektoren gehen also durch Parallelverschiebung lings der Nullinie

in sich iiber.
Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns den Strahlengleichungen

(33) und (35) zu.
Unter Beachtung der Totalinvarianz dieser Gleichungen setzen wir darin
ohne Beschrankung der Allgemeinheit gemifl (19):

(39)

Nip = T T + g ;.

Fiir die GrofBe F erhalten wir dann aus (35) wegen (21):

(40) E = (n, 7 (a', 7)) 2
oder nach (22):
(40 a) E = P2

E verschwindet also nur, wenn entweder 7z oder #’ ein Nullvektor ist, d. h. wenn
s wegtransformierbar ist.

Diese Erkenntnis, sowie der Erhaltungssatz (35) nebst der Tatsache,
daB E totalinvariant ist, berechtigt uns dazu, mit Hilfe von E die ,,Sprung-
energie’ zu definieren.

Ferner stellen wir fest, daB wegen dieser Eigenschaften von E die Glei-
chung (35) dazu ausreicht, um zu erkennen, daf die geoditischen Nullinien
mit den Tangentialkomponenten p* die Strahleneigenschaftbesitzen, ,,Schatten-
grenzen® zu sein4). Die Kenntnis von E geniigt zur Normierung von z und '
da nur Produkte aus den Komponenten beider Vektoren in #;; eingehen.

14) D.h. lings der ganzen Nullinie ist dann und nur dann eine nicht ver-
schwindende Sprungerregung vorhanden, wenn dies in irgendeinem Punkte der be-
treffenden Nullinie der Fall ist.
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Um die noch fehlende Bestimmungsgleichung fiir den Parameter y zu
erhalten, setzen wir in (33):
(41) Ji*t — (wint — 7'ia'h),
wodurch wegen (20) die Gleichung (31) erfiillt ist. Dann verschwindet
wegen (21):
E = 9t pny = 2(na) - ((n,n) — (7', @),
und wir erhalten:

aiak D, mymy — 77t Doy, = 0
oder wegen (n,n’) = 0:

7k (z, n) D, 7w, — (', 7') w'* D, 7, = 0.
Daraus wird unter Benutzung von (22):
PA[(670k+ G0N De (67 wop— 875,) — (€7 0k — ETTH) Dol 0y - §765,) | =0

und nach (39):
1 . d . 1_,.d .
—_ T2617E87'17+ 2 Tetyd—_[ e’ = O.
Wir haben also schlieflich fiir ¢ die einfache Differentialgleichung:
(42) jl—z =0, also y = const.

Damit ist die Integration der Strahlengleichungen zuriickgefithrt auf eine
einzige Quadratur (35), da die Erfiillung der Gleichung (42) und des Erhaltungs-
satzes (35) auch die Befriedigung simtlicher Gleichungen (33) nach sich zieht,
denn die beiden Tensoren (35a) und (41) sind voneinander und den trivialen
Losungen (34) linear unabhiingig, falls nicht schon die Anfangswerte von 7
wegtransformierbar sind.

Gebe ich also auf einem Teilgebiet G einer zweidimensionalen raum-
artigen Anfangsmannigfaltigkeit (etwa der Schnittfliche von z = 0 mit
2% = 0) die zehn Komponenten #,, vor, derart, daB die Gleichungen b; = 0
erfillt sind, so kann ich sie lings der ganzen geodétischen Nullinien, die das
Anfangsgebiet G schneiden, bis auf Koordinatenspriinge eindeutig berechnen.
Hierbei bleiben die Bedingungen b, = 0 erhalten.

6.

Zur Diskussion der Divergenzgleichung (35) denken wir die Wellen-
fliche z = 0 derart, daB die Strahlen auf ihr nur schwach divergieren (d. h. die
Entfernung von einem etwaigen Erregungszentrum soll grofl sein gegeniiber

49*
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allen iibrigen vorkommenden Maflen). Hs seien dann Unstetigkeiten der
erwihnten Art immer nur in gewissen Strahlenbiindeln vorhanden (primitive
Quantenvorstellung, wenn man will), wahrend auBerhalb dieser Strahlen-
rohren keine Erregung vorhanden sein soll. Wir integrieren dann in iiblicher
Weise®) die Divergenzgleichung (35) iiber einen Strahlenstreifen, an dessen
Rande die Unstetigkeit verschwindet, vom Schnitt mit der Fliche 2° = a
bis zum Schnitt mit der Fliche 2° = b (das ganze Integrationsgebiet ist
natiirlich eingebettet in die Unstetigkeitsfliche z = 0!). Wir konnen dann
nach dem GauBschen Satz in ein Oberflichenintegral umformen, von dem
nur die Integrale iiber die jeweils zweidimensionalen Schnittmannigfaltig-
keiten mit 2% = @ bzw. 2° = b iibrigbleiben. Daher folgt:

; 1 (e

(35a) —k—“@p(’dadﬁ=e=(kv)

(integriert iiber einen beliebigen raumartigen Querschnitt des betreffenden
Strahlenbiindels) ist eine absolute Invariante, die von der Wahl der raum-
artigen Schnittfliche (d.h. von der Zeit) génzlich unabhéngig ist. Die Kon-

1 . : : . .
stante zl“) soll passende Dimension besitzen derart, dal e eme Energie

definiert. In dieser Definition steckt die Abhéngigkeit von dem vollkommen
willkiirlichen zeitartigen Einheitsvektorfeld di, das wir zur Definition des
Sprungtensors #);, sowie zur Normierung von p; verwendet hatten.

Wir wollen diese Abhingigkeit genauer untersuchen.

Dazu beantworten wir die folgende Frage: wie éndern sich E und e,
wenn wir anstatt d¢ ein anderes zeitartiges Einheitsvektorfeld d'* benutzen ?
Wir haben dann auch ein neues Vektorfeld p; derart, daf gilt

(43) P, = 0P

wobei durch Uberschiebung mit d¢ bzw. d’é wegen (d, p) = 1 und (d"¢, p;) =1
folgt:

(44)

m . L.
Auch der Sprungtensor n-ter Ordnung 1;:,6 wird sich mit einem skalaren
Faktor multiplizieren:
(n)y n)
Nik = A Nk

15) Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl.

16) Da, in der allgemeinen Relativititstheorie die Energie die Dimension einer
Masse besitzt, erhdlt man in der Tat mit Hilfe der Gravitationskonstanten & (Dim.
It m~1) richtige Verhéltnisse.
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0 [99] [ 29in).
Mix = dz | 8 %"

(n) A
" i
Nix = [ g zn ]'

Es war

Ebenso 1st

Offenbar gilt dann

ng, 1) , (1), (1) [6V) , 1
(45) [a—x,f] = PmNix = PmMits Mix = O Tix (also o=7)
Entsprechend auch
) (m),
(45a) Nir = 0" Nik

Da nun E quadratisch in den #,, ist, so folgt

mpg
(46) o =g
fir die Spriinge n-ter Ordnung. Ferner bekommen wir wegen (43):
P 1,
PO e

Denken wir nun die Strahlenréhre so eng, daff ¢ = (p;, d’) im Integrations-
gebiet als konstant angesehen werden kann, so erhalten wir nach (35a):

[[p°€dudp —oamer _ ((pd) 2T
¢’ b= ((p,d’)) )

e
(47) ?—HPO@‘Ql‘Qndadﬁ - ¢
Nehmen wir insbesondere an, es falle d° mit der Zeitachse zusammen, so haben
wir in der Tat bei Neuwahl einer Zeitachse d" nicht mehr absolute Invarianz
von (35a), sondern unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations-
gesetz (47) (unter d’ nunmehr einen Einheitsvektor in Richtung der Zeitachse
verstanden).

Durch die Bezeichnung ¢ = k» haben wir schon angedeutet, daf wir
den Zusammenhang mit der Quantentheorie suchen. Daran hinderte uns
bisher die Invarianz von e. Mit (47) haben wir jedoch unter Umstinden die
Moglichkeit, bei Neuwahl der Zeitachse, d.h. des Bezugssystems, » in der
Weise abzuéndern, wie es durch den Dopplereffekt gefordert wird.

Wir erinnern uns an die Theorie des Dopplereffektes im Rahmen der
speziellen Relativititstheorie und unter der Voraussetzung, dafl in dem ver-
wendeten Bezugssystem jedesmal die Zeitachse orthogonal zu den raumlichen
Koordinatenachsen seiund Einheitslinge besitze (990 =1, ¢, =0 (1=1,2,3)).

Eine Lichtwelle im leeren Raum pflegt man dort darzustellen in der Form:

const - €27 @ ®),
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wobei p; ein Nullvektor ist, dessen rdumliche Komponente in die Richtung
der Wellennormalen zeigt, wihrend z/ der vierdimensionale Ortsvektor ist.
Es ist dann die Frequenz

v = P = (&, P)
(e ist der Einheitsvektor in Richtung der x°-Achse). Fithren wir dann ein
zweites gegen das erste bewegte Koordinatensystem mit der Zeitachse e
ein, so haben wir in diesem Koordinatensystem

v = po = (¢ P)-
Die durch diese Transformation hervorgerufene Anderung der Frequenz be-
zeichnet man als Doppler-Effekt:

(48) ro (€9, D)

v

v (0 p)

Eine volle Ubereinstimmung zwischen dem zu fordernden Effekt (48)
und (47) ist offenbar im Falle » = 1, d. h. im Falle der Spriinge 1. Ordnung
und nur in diesem Falle vorhanden. Gerade diese zeigen aber ein abweichendes
Verhalten, das wir spiter noch néher untersuchen werden. Auch dort kann
man jedoch analog (35) eine Energie definieren und somit diese als Quanten-
energie bezeichnen.

Ehe wir uns mit den Spriingen 1. Ordnung naher befassen, wollen wir
erst die Theorie der Spriinge héherer Ordnung zu Ende fithren, indem wir
auBer den Spriingen des metrischen Fundamentaltensors auch noch ebensolche
Singularititen des elektromagnetischen Feldes zulassen.

7.
Die Charakteristikentheorie der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen
aFty—g . . e, 0o,
(49) g =05 (k=0,1,2,8) Fiyp= —F — —

zeigt eine vollkommene Analogie zur Behandlung der Gravitationsgleichungen.
Wir betrachten wieder Spriinge 2. Ordnung des Potentialvektors @,:

o,
52
Zunichst nehmen wir an, es seien die ersten Ableitungen der @, und g, auf
der Sprungfliche stetig, so daB aus (49) leicht die vier Sprungrelationen folgen:
(50) He' — piop, = 0.
Durch Koordinatensprung kénnen wir alle Sprungvektoren der Form

(51) Q= ap;
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(o willkiirlicher Skalar) und nur diese analog Gleichung (4), (5) erzeugen?).
Man verifiziert leicht die Totalinvarianz von (50), d.h. diese Gleichungen
sind fiir (51) identisch erfiillt, und erkennt, daf} die Matrix der Gleichungen (50)
beziiglich der ¢* fiir H &= 0 den Rang drei, fiir H = 0 den Rang 1 besitzt.

Wiederum sind nicht wegtransformierbare Sprungvektoren nur auf einer
solchen Fliche z = 0 moglich, die der Gleichung H = 0 geniigt.

Als Strahlen oder Bicharakteristiken ergeben sich wiederum die geo-
détischen Nullinien. Bei dei Ableitung dieses Sachverhaltes tritt jedoch
folgende Besonderheit auf:

Untersucht man die Sprungrelationen 3. Ordnung, die die Ausbreitungs-
gesetze fiir die Spriinge 2. Ordnung lLiefern sollen, so ist auch die Ableitung des
elektromagnetischen Energietensors an der Sprungstelle unstetig. Daher
treten in den Strahlengleichungen (35) und (42) der Gravitation Zusatzglieder
auf. Dasselbe gilt fiir die Sprungrelationen 3. Ordnung der Maxwellschen
Gleichungen hinsichtlich der Spriinge 1. Ordnung von g¢;,.

Es ist deshalb erforderlich, mit dem System (49) simultan das System
der Gravitationsgleichungen zu behandeln:

(52) Rik = - KSik
mit
Six =319 Fop Fef —F,, F{* und 8 =0.

Wir benutzen wieder ein geodétisches Koordinatensystem und berechnen
zundchst den Sprung des nach z abgeleiteten Energietensors. In einem geo-
datischen Koordinatensystem lautet die invariante Ableitung:
oF, oF, oF

1 B Fe LI AR LS N
D Six =g g —, FP — 57 Fym — 5 = B
Die iibrigen Glieder verschwinden. Durch Sprungbildung erhalten wir wegen

IF,,
[W] = (P Y5 — Pp Pa):

.,
1.

>

[D:8:1] = ix P s F*F — (9 Yo — P ) Fx " — (D1 Pu — Pu 1) F
setzen wir dann
(52a) po Bt = ()

17) Bekanntlich lassen die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen einen additiven
Gradienten bei der Bestimmung von @, prinzipiell unbestimmt. Danach ist also auch
ohne Beachtung des Prinzips der Koordinatenspringe ¢, unbestimmt bis auf einen
additiven Vektor ap, mit beliebigem a. [Dieser Sachverhalt bleibt auch nach der ib-
lichen Hinzunahme der Gleichung div @ = 0 derselbe, da diese Gleichung wegen
(12b) nur die fir H = 0 schon erfiillte Bedingung qa"pg = () liefert.] Deshalb kann a
auch bei einer simultanen Behandlung mit Gravitationsspriingen als von den letzteren
unabhingig angesehen werden.
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so erhalten wir durch Uberschiebung mit ik analog Gleichung (32) unter
Beriicksichtigung von (12b):
FH[D, 8] = B 95 OF — 20'% ¢,C,
oder gemidB Gleichung (13a):
(53) {wk[Dz Skl = — 27, Oy

eine Beziehung, die wegen ihrer Invarianz auch in beliebigen Koordinaten
giiltig bleibt. Danach bekommen wir aus (52) anstatt (32):

(53a) 25ikD17]i7c+5ik7likdiVP= + 4k Cy gx
und insbesondere fiir 9% = 9% und also auch #* = 7*:
(53Db) div (Ep®) = 4 ki, C4.

Nunmehr bilden wir entsprechend fiir die Maxwellschen Gleichungen (49)
die Sprungrelationen 3. Ordnung. Setzen wir den Sprung 3. Ordnung

o,
22—
2 ak

2 ak
gai[a g ]: - g“k”iai: - nkz und daher [aagzs ] = -7,

022

und beachten wir, dafl

so erhalten wir in einem geoddtischen Koordinatensystem durch Sprung-
bildung aus (49):
a‘&““] ; ; dg' 409 s ;490
54) |D = Hyl — (p,p9) p* + 2p¢ - — =77 gt pi =2
(4)[,Mk V= (pp) P 2P e 9T
— b B —n epPFs, = 0.
Uberschieben wir jetzt mit einem Vektor g;, der der Gleichung geniigt:

&ipi = 0)

und beachten wir, daB wegen H = 0 auch ¢'p; = 0 ist, so erhalten wir, da
die GroBen b; verschwinden:

d p°
dx

0
X

.o, . -
2(pzdr+¢z‘pi =(P”7ia0“5

oder invariant geschrieben:
(54a) 2¢' D, ¢; + @t g divp = g, O,
Fiir ¢* = ¢ bekommen wir insbesondere:

1 96 g, V—gp°

(54D) =g 9 2° = ¢' ;o C"
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Daher gewinnen wir mit Hilfe von (53b) den Erhaltungssatz:
1 0ptl—g(E—4ke%p0) _
V=9 9 '
Hierbei ist zu beachten, dal (¢ @,) negativ ist, da ¢, raumartig ist (£ ist
nach (40a) positiv). Wir setzen daher:
(65a) — ¢ig = +J
und erhalten:

(56)

(55)

1 V=g (BE44kJ) 0
V—g 9z )
Damit haben wir einen Erhaltungssatz gewonnen fiir eine EnergiegrofBe,
die nur verschwindet, wenn £ und J beide verschwinden.

Demgem3 8 ist das in Kapitel 5 Gesagte im allgemeinen Falle sinngemi
statt auf £ auf die Summe (E + J -4 k) anzuwenden. Die Ausbreitungs-
vorgange der Gravitation und der Elektrizitdt sind miteinander gekoppelt.
Die Kopplungskoeffizienten sind die Vektorkomponenten C; mit

Die Kopplung ist dann und nur dann aufgehoben, wenn
(58) C; = Ap; (1 = beliebiger Skalar)

gilt. Es mull dann nimlich das innere Produkt von C; mit den drei linear
unabhingigen und in der Sprungfliche liegenden Vektoren p;, m; und =
verschwinden,

Zur Diskussion der Gleichungen (54 a) und (54 b) nehmen wir der Einfach-
heit halber zunichst an, es sei keine Kopplung vorhanden'8). Fiir diesen
Fall konnen wir die Integration dieser Gleichungen in vollster Analogie zu der
der Gleichungen (33) und (35) durchfiihren.

Wir haben dann die Gleichungen

(59) 0p* I\ —yg -0
9 x°
und
(60) 29'D, ¢; + @' @; div p = 0.

Aus J = 0 folgt, daB ¢; ein Nullvektor ist, daher sieht man nach (51) und
(55a), daB das Verschwinden von J notwendig und hinreichend fiir die Weg-
transformierbarkeit des Sprungvektors ¢, ist. Wir definieren daher mit
Hilfe dieser GroBe die elektrische Sprungenergie.

Es folgt auch hier allein aus (59) bzw. (56) die Strahleneigenschaft der
geoditischen Nullinien.

18) Dieser Fall ist z. B. verwirklicht im Falle der speziellen Relativitatstheorie.
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Wegen (¢, p) = 0 kénnen wir bis auf einen wegtransformierbaren Sum-
manden setzen:
(61) gi = VJ (6710, + 61 ,).
J ist dann durch (59) festgelegt. Um eine Differentialgleichung fiir 4 zu be-
kommen, werden wir in (60) fiir ¢, einen zu ¢; orthogonalen Vektor benutzen.
Wir setzen daher

(62) G = = (1o — B1D)
und erhalten aus (60) wegen (39):
(63) % = 0; jx = const.

Zur Behandlung des allgemeinen Falles nicht verschwindender Kopplung
setzen wir in den Gleichungen (53a), (53b), (54a) und (54b):

(64) Nix = T M+ W
(65) - 7 W, — T
Fiir ¢; und @; benutzen wir (61) und (62) und setzen fiir C; wegen (57):
(66) Ci= R (0, +&°0,) + up;
mit @ 0)
2 i 24¢ . \©
(67) ‘ R = —C;C% e = (&0
und erhalten mit
(68) 0 =2y —y—c

unter Benutzung von (22) folgende vier Bestimmungsgleichungen fiir £, J, y

und y:

dE . — =1 .
(69) o T Edivp =4k VJ VE 5 Rsin g,
dJ . —VE
(70) E—;—}—Jdlvp = —VJ E-Rsmé,
(11) VE 257 — 2k V2 V7T R cos s,
(72) VJd—’T‘ = v—éVERcos d.

Durch Addition von (69) und (70) ergibt sich wieder der Erhaltungs-
satz (56) oder

(73) E+4kJ = e | @vpdr.Const.
Ferner bekommen wir aus (71) und (72):

dy
(14) ¢ —a2lk

dz



Charakteristische Singularititen der Gravitationsgleichungen. 767

Der Vektor @ und das Tensor-Zweibein , 7' drehen sich also immer gleich-
sinnig.

Setzen wir 4 = V so ergeben die Gleichungen (69) und (70) mit

3 4%
— V2kR:
(15) Z—Z = (1 + u?). Bsins,

wahrend die Gleichungen (71), (72) und (68) liefern:

ds 1 = de
(76) ﬂz(I—ql)RCOS(s_d_z'

Aus dieser Gleichung erhilt man durch Multiplikation mit cos 4:

dsind _ 1 _, E(1 — sin®é) — ¢ cos 6.
dr U dr

Hierin setze ich aus (75) sin 6 ein und erhalte:

{(17) (ﬁ%‘;)>, = <—1u———u> E(l — Rﬁ‘(l—%—w ‘/ — u'® uz)

{(der Strich bedeutet Differentiation nach 7). Diese Differentialgleichung
fiir die Grofe u, die im Falle fehlender Kopplung konstant bleibt, beschreibt
den Austausch zwischen elektrischer und Gravitations-Sprungene‘rgie. Im
Falle, daB ¢ konstant ist, konnen wir leicht die Integration durchfiihren, so-

lange R =+ 0, also wirklich Kopplung vorhanden ist. Wir setzen:

(18) dl = Rdv; 1= [Rdr
und

1—uw, 1—u?
{79) u = Vl apt =T
und erhalten aus (77):
(80a) dlﬁ+4v_0

mit der allgemeinen Lésung
(80a) © = V-cos (2l + Const) = Veos @[ Rdr) (V] <11
Mit Hilfe von (75) und (79) erhalten wir dann fiir 6 und u:

(8l) siné =

Vein(@[ Rdvr) u__Vl-——Vcos 2] Kdr)
V1i—Vicos® (2] Rdv) 14 Veos (2] Rdr)
Wir haben also einen Austausch zwischen elektrischer und Gravitations-

energie. Ist speziell B = const, so ist die Anderung periodisch mit einer
Frequenz proportional der KopplungsgréBe R.
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Von besonderem Interesse diirften die beiden singuliren Losungen sein,
die man fir V = 0 und V = 1 erhdlt. Im Falle V = 0 ist
(82) sind = 0; u = 1.

Wahrend wir fiir ¥ = 1 bekommen:

(83) cosd = 0; u = tg (f ﬁdr).

Im Falle (82) sind die ,,Energiegleichungen‘ (69), (70) entkoppelt, d. h. elek-
trische und Gravitationsenergie bleiben jede fiir sich erhalten. Im Falle (83)
sind die Gleichungen (71), (72) fiir die Polarisationsparameter voneinander
unabhingig; ¥ und y sind konstant.

Hingt der Parameter ¢ von 7 ab, so sind durch (82), (83) nur noch
singulire Stellen von méglichen Losungen charakterisiert. In der Umgebung
dieser Stellen #ndern sich aber im Falle (82) w und im Falle (83) y und x
nur von 2. Ordnung. Es gibt aber keine Losung mehr mit konstantem w
oder 6. Immerhin diirften die betreffenden Losungen aber doch eine besonders
groBe Stabilitit besitzen. Moglicherweise kommt daher dem Fall (82) eine
besondere physikalische Bedeutung zu.

Um uns ein Bild zu machen von der Bedeutung der einzelnen Parameter
und KopplungsgréBen, sowie von der GroBenordnung etwaiger zu erwartender
Effekte,. fiihren wir in irgendeinem Punkte P der Sprungfliche ein 4-Bein
aus lauter zueinander orthogonalen Koordinatenvektoren ein derart, daB
in P gilt:

x| 0 firekk (@G k=12, 3)
e s i=k @ k=12,3)
goi = ¢ =0 (1 =1, 2, 3)
Joo = 9% =+ 1.
Die p-Richtung liege in der (01)-Ebene, so dafl

sz(+15 _15 070)
P=(+1 +1,0 0)

zu setzen ist. Daher hat man

(84)

(85)

(85a) dv =22 = 420 = da.
P
Ferner ist wegen (w, ) = — }:
. 1
6()1:(0, 0’ '5’ 'E):
(86) 1 )
wiE(O: O: '5; "‘?)

Danach spalten wir auch den Vektor C; in Raum und Zeit: Es ist
(87) Co = p?Fy, = (- €
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(p ist der rdumliche Anteil von p, d.h. der Normalenvektor der Wellen-
front, € der Vektor der elektrischen Feldstirke). Die rdumlichen Koordinaten
von C; bilden den Vektor
(88) (Cr. Oy, C3) = (pXB) +pp € =C
(B ist der Vektor der magnetischen Feldstirke). Da in unsere Rechnung C,
nur in der Form (w, C), (@, C) eingeht, so folgt nach (86), (87) und (88),
daB von der elektrischen und magnetischen Feldstirke nur die zur Welle trans-
versale Komponente wirksam 1ist.

Um uns eine Vorstellung von der Bedeutung der Parameter ¢, y, y zu
machen, greifen wir zuriick auf die Gleichungen (66), (61) und (22). Danach
kénnen wir setzen:

, (C, @) . (g, @) . (7, @)

9 ic — 22 ") . Py — P iy o 2 O
(z’ “=1car T mal Ol
ocer do— CatiGy

Vo + oy

Danach ist ¢ der Winkel zwischen der in die 2, 3-Ebene fallenden Komponente
von C und der #?Achse. Entsprechend sind auch y bzw. y die Winkel, die
die Transversalkomponente des rdumlichen Anteiles von ¢ bzw. z mit der
#?-Achse bilden. Konstanz dieser drei Parameter bedeutet, daf die ent-
sprechenden Vektoren durch Parallelverschiebung lings des Strahles in sich
iibergehen.

Da in allen Formeln, von denen hier die Rede war, 7;, #; und ¢, nur in
der Form (7, w), (7, @) usf. auftreten, so folgt, da auch bei diesen drei Vek-
toren nur die Transversalkomponente physikalische Bedeutung besitzt. Da
die inneren Produkte dieser Vektoren mit p iiberdies verschwinden, so folgt
in unserem Koordinatensystem wegen (85):

(90) T = = W My = A P = = P,
so dafl durch Addition je eines Summanden « - p, mit passend gewéhlten a,
d. h. durch zweckmiflige Wahl des Koordinatensprunges in jedem Bezugs-

system gleichzeitig?®) alle drei Vektoren rein transversal gemacht werden
kénnen. Zur Berechnung von R erhalten wir in unserem Koordinatensystem

nach (67), (87) und (88):
0) R = -0 =—(p €+ €= (€ — By + (€; + By

Da die elektrische und magnetische Feldstidrke im cgs-System von der Di-
1

mension m2 -11-% ist, so miissen wir B = %QS’ setzen, wenn B’ die Feld-
stirke in cgs-Einheiten miflt, entsprechend fiir € Danach erhalten wir:
(92) Rdt = V2k-R-2 da* = 2,0-10~% [(€, — B})* + (€, + By d =t

19) Siehe hierzu Anmerkung 17).
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Da ]/k die Dimension 1#m~% besitzt, so folgt, daB (92) dimensionslos ist,
wenn B’ in Gaull und d2! in em gemessen wird, wie es sein muf.

Da R die Grofenordnung der rechten Seite der Strahlengleichungen (75)
und (76) angibt, so wird die Kopplungswirkung im allgemeinen sehr schwach
sein. Eine merkliche Anderung der reinen Gravitations- bzw. elektrischen
Sprungenergie ist daher nur fiir sehr starke transversale Felder oder fiir sehr
lange Lichtwege zu erwarten. Der zweite Fall erscheint wichtig, da ja die
magnetische Feldstarke der Triagerwelle der Unstetigkeiten vielleicht eine
Kopplung herbeifiithren kann.

Dieser Fall kann jedoch praktisch nicht eintreten, da fiir diejenigen
elektromagnetischen Felder, die eine Lichtwelle mit sich fithrt, der Kopplungs-
koeffizient R verschwindet. Um das einzusehen, berechnen wir R? nach (91)
aus denjenigen Feldkomponenten, die man aus den Maaxwellschen Gleichungen
fiir eine ebene Lichtwelle erhilt unter Vernachlissigung der gravitierenden
Eigenschaften der Lichtwelle. Das ist offenbar erlanbt in guter Naherung.

Nach der klassischen Theorie muB aber fiir die in Rede stehenden Trans-
versalkomponenten einer ebenen Welle gelten:

s = [ (2% — o), By, = — g (2° — 1),

€3 = g(a” — o), By = + f (2 — ),
wenn f und g beliebige Funktionen der Wellenphase (2° — ') sind. Demnach
ist €, = B, und €3 = — B,, so daf nach (91) in der Tat R? verschwindet.
Es diirften daher merkliche Kopplungswirkungen wohl nur in unmittel-
barer Nihe von geladenen Elementarteilchen der Materie zu erwarten sein,
so daB vielleicht nach Hinzunahme neuer physikalischer Gesichtspunkte
gewisse Austauschprozesse zwischen Licht und Materie mit den im Voran-

gehenden entwickelten Methoden beschrieben werden kénnen.

1.

Spriinge 1. Ordnung.
8.
Zur Behandlung des angekiindigten besonders interessanten Falles der
Spriinge 1. Ordnung legen wir gleich ganz allgemein das Simultan-System (49),

(52) zugrunde und setzen demgeméil voraus, dafl an der Sprungfléche die g;
und @; stetig sind, wihrend deren erste Ableitungen die Spriinge

99, 0D,
[ a;]zeik; ['6";}:7(1‘

machen sollen.
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Die Rechnung wird sich dann in drei Punkten von dem Vorangehenden
unterscheiden: 1. kénnen wir nicht mehr ohne weiteres in geoditischen
Koordinaten rechnen; 2. konnen wir nicht mehr voraussetzen, daf
die GroBen b; (&) gemdB (12b) verschwinden; 3. sind im Bereich der
Spriinge 1. Ordnung nicht wegtransformierbare Sprungtensoren auf jeder
beliebigen Fliche, die also nicht charakteristisch zu sein braucht,
moglich.

Die Theorie der Unstetigkeiten auf nicht charakteristischen Flichen ist
bereits von Lanczos2?) durchgefithrt. Wihrend dort das Problem der Aus-
breitung weitgehend unbestimmt bleibt, lassen sich im charakteristischen
Falle, d. h. bei Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit, auch die Sprunggréfen
1. Ordnung bis auf Transformationen eindeutig bestimmen. Ist insbesondere

in einem Punkte P einer Sprungfliche z = 0 der ,,Normalenvektor 56% = P;
x

ein Nullvektor, und sind in P die SprunggréBen nicht wegtransformierbar,

so haben wir lings der ganzen durch P in Richtung giz = p; gehenden
x

Nullinie eine nicht wegtransformierbare Erregung, die also genau wie im
Falle der Spriinge héherer Ordnung nicht mehr aus der betreffenden charak-
teristischen Fliche heraus kann. Daraus folgt auch, da eine nicht charak-
teristische Singularitit, die sich also langsamer als mit Lichtgeschwindigkeit
bewegt, niemals Lichtgeschwindigkeit erreichen kann. Es sel an dieser
Stelle ohne Beweis mitgeteilt, dal man die Sprungbedingungen fiir Spriinge
1. Ordnung auch direkt aus dem dazugehérigen Variationsprinzip herleiten
kann, In diesem Falle erhilt man jedoch etwas abweichende Ergebnisse,
und zwar schirfere Bedingungen. Insbesondere ergibt sich das Ver-
schwinden der fiinf b-GroBen, sowie die Unmoglichkeit von nichtweg-
transformierbaren Spriingen 1. Ordnung auf nicht charakteristischen
Flachen.

Es wire jedoch verfehlt, dieses Ergebnis unmittelbar auf die
Gravitationsgleichungen zu ibertragen. Beispielsweise kann man doch
beliebige Spriinge der ersten Ableitungen auf nicht charakteristischen
Flichen durch Zusammensetzen zweier passender Losungen erzielen. Die
Differentialgleichungen und das Variationsproblem sind eben, was Un-
stetigkeiten anlangt, nicht vollig dquivalent.

Zur Durchfithrung der Rechnung bemerken wir zunéchst, dal} wir trotz
der Unstetigkeit der I}, an der Unstetigkeitsfliche in geodatischen Koor-
dinaten rechnen konnen.

20) Phys. Zeitschr. 21 (1922), S. 540—541.
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Unter Benutzung der einfachen Umformung:
(93) uv —w'v = [uv] = 3 (u+w)w—20)+3%®©+) (u—u)
= u [v]+ v[u]

erhalten wir namlich fiir den Sprung des verjiingten Riemannschen Tensors,
den wir in der Form geschrieben denken:

dx%9a’ 0xiaxk—akaxﬂ 6x 8xﬂ
+gaﬂ(raﬂrik,y+rlipﬂk,y)

die folgende Schreibweise:

g; g, 9y, %9,

) o = 3o (5] 7250 - [ ul - ]
o4 [Ris] = 59 <3x 0] T laaioat] " ladF oo ax’axﬁ>

+g“ﬂ.(f¢3{3 (L, + [Td6] - ]_””” +fayi[rpk,y] + [['ayi]'fﬁk,y),
wobei der Mittelwert der Christoffelsymbole von beiden Seiten der Unstetig-
keitstliache
(94a) YTk 4 Tiv, 1) = i,
gesetzt ist. Im Sprung des Riemannschen Tensors treten jetzt aufler den
Spriingen nur die Iy, , auf, aber nicht mehr die Iy, , oder I7} ;. Daher
wird es sich empfehlen, in einem Aufpunkt P der Sprungfliche ein geo-
ditisches Koordinatensystem einzufiihren, in welchem die T, x, 1 verschwinden.
Ein solches existiert in der Tat, denn es ist moglich zu schreiben:

(] + (L) = 20t

9 at - 9z a2t

Ahnlich gehen wir vor bei der Sprungbildung der Maxwell-Lorentzschen
Gleichungen. Es ist:

o S - ) T

V—‘g oz x

1 a(=gg*f g
22 [Fg,] =0.
* V=g 0 z* [Fp:]
Dabei ist wieder F,, fir die Mittelwerte } (F!, + F}) gesetzt. In dem be-
nutzten geoditischen Koordinatensystem verschwmdet der letzte Term
von (95), so daB wir nunmehr sowohl in (94), wie in (95) die Sprungbildung

21y Dazu hat man sich nur von beiden Seiten der Sprungtliche g, stetig differen-
zierbar iiber die Fliche hinaus fortgesetzt zu denken. Die derart fortgesetzten Funk-
tionen sind an der Sprungfliche g}, und g;.
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in Analogie zur Theorie der Spriinge 2. Ordnung durchfithren konnen. Dem-
gemiB erhalten wir aus (94) mit Hilfe von (28) analog zu (30):

(96) 2[Rl = 9% pomis + 2 — i,“”rp —— = Psbi () — pibi (),
db,(e)  db, (e)

T PiTk — P — PiSe — Pr Ss-

Dabei ist gesetazt ]
bi (77) = p“ Noi — 777: ,

—_— f}l 1 ds
= T Y
ap ap_,;

oder mit
PQPQ:H:() und 7; + 5, + b; () = w;
erhalten wir
dple,, de, db (o) db, (o)
L ope — : - — .
da® da d d <* Pt — Pe s
Zur Berechnung von [S;;] setzen wir ganz analog der Behandlung der
Spriinge héherer Ordnung:
(97) C; = P F;; (it C;p* = 0), auBerdem D, = uF

und erhalten

(968) 2[Rix] =

(98) —[Six] = %:Crx + 2:Cs — p Dy — ppD; — gikzga"’-
Aus den Relationen (95), (96a), (98), sowie den Gravitationsgleichungen
(98a) [Rzk] = —k [Szk]

sind nun die Spriinge 2. Ordnung zu eliminieren. Dazu werden wir wieder

mit einem Tensor 9" iiberschieben, der (31) erfiillt, entsprechend fiir (95).

Gemaf den Feststellungen, die wir bei den Sprimgen 2. Ordnung
machten, liegt es nahe, zunéichst zur Gewinnung von Relationen, die nur die
b (&) enthalten, mit den trivialen Liésungen (34) von (31) zu iiberschieben:

X , . . d d .
2[R;;] (@ p* + pia* — gk (a, p)) = 2a‘(2 ’pkd—re“‘ — Pig s) + 2divp-(a,b)

db 13
— 20tk g ph a“ —|—2(a p)‘”’
= — 2k[S;](af p* +a’“p —g'%(a,p))

=4(3,p)(aC)

Mathematische Annalen. 115. 50
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Setzen wir noch
(99) (£, 2) = b(x) = b,
80 erhalten wir in der Tat:

(100)  2a¢2 b, 4 2divpach, — 2p* a<’ —}—(a )2?@; — . 4%b-(a, 0.
2

Hierin stecken vier Gleichungen, da wir fiir a; nacheinander vier linear unab-
héngige passend zu wihlende Vektoren einzusetzen haben. Fir a; = p;
erhalten wir zunichst:
(101) bep,-divp = 0.
Falls also auf der Wellenfliche z = 0

divp =02z=%+0
ist, was wir zunéichst voraussetzen (die Bedeutung dieser Beziehung werden
wir spiter diskutieren), so folgt:
(102) b*p, = 0.

Ferner setzen wir a; = w; und erhalten aus (100):
db _
(103) 2002, 4 2divp web, — 2pta? —% = 1k b (w,0).
dv ¢ ¥ da

Das dritte Glied verschwindet, da man durch Differentiation in der Fliche
aus einem in der Fliche liegenden Vektor immer wieder einen in der Fliche
liegenden Vektor erhilt. Daher bekommen wir:

(104a) 2L (@,0) + (@, b)divp = 2kb (0, 0),
entsprechend
(104b) L (@,0)+ (@,b)divp = 245 (,0),

oder etwas anders geschrleben:

L oV=g @b _ 934 (0,0

~—
<

(105a)

V—g¢ 9
(105b) L V=0@0" _ 944 (w,0).
V—g 9 2

Um die vierte aus (101) zu gewinnende Gleichung zu bekommen, definieren
wir ein Vektorfeld f; durch die vier Bedingungen:

(@, f) =0, (@, 1) =0,

hHh=1 ¢ )=

Dadurch ist f; eindeutig bestimmt. Durch Uberschiebung des Vektors D, f;
nacheinander mit p’, /', o’ und »* folgt dann wegen D,p' = D, ' = D, @w'=0
und (106):

(107) D.f; = 0.

(106)



Charakteristische Singularitdten der Gravitationsgleichungen. 5

Wir setzen dann in (101) a@; = f, und erhalten:

Fid b divp (Fb) — pefee £ 2 9kb.(7, G
TRt divp(fb) —pefe— o (/. C).

Da die Differentiationen Ji alle in der Fliche liegen, so gilt das gleiche auch
x0

d
fiir die Differentiation f° PPy

Nach (107) erhalten wir daher:

so dal} das dritte Glied wie oben verschwindet.

(108) div; [(f,b) p* + b°] = 2kb(}, C).
Setzen wir gemiB (102) b; = aw; + aw,; + yp;, so erhalten wir durch
Uberschiebung mit o', @', f' wegen (w,®) = — }:

Da «, % bekannt sind, haben wir somit in (108) eine Differentialgleichung
zwischen y und b (y) gewonnen, die im Sonderfall b, = yp;, und b = 0 die
Form annimmt:

1 0V=g (b)) P
V—g 9a*

(109) 2 = 0.
Analog behandeln wir die Maxwellschen Gleichungen (95). Wir erhalten
durch einfache Umformung analog Gleichung (54):

db 4 x° = ~
— —ptA=b, Fek s C,-n2 k.
d xf p d x® et
Auch hierbei liefert die triviale Uberschiebung mit p* anstatt einer Identitit

eine Bestimmungsgleichung fiir den Skalar y*p, = b:

ad .
(110) H ¢* — p* (g2 py) + 2 7—#* + x* divp —go*

L b4 bdivp = — b, 0%+ (euph) 0 = + Cep,. g2 =0,
daher
1 af—gbp®
110 1 aV=gbpt _
(110a) TR

Damit ist die Bestimmung der fiinf b-Gr68en lings der Nullinien fiir den Fall
div p == 0 erledigt. Insbesondere sind diese GroBen dann durch ihre Anfangs-
werte eindeutig bestimmt. Sie verschwinden lings des ganzen Strahles, wenn
die Anfangswerte verschwinden.

Anders im Falle
(111) divp = 0z = 0.

Jetzt sind die b, lings der Nullinie gemiB (101) durchaus nicht mehr eindeutig
bestimmt. Bei der Komponentenzerlegung ‘
(112) b; = pf; +aw; +aw; + yp;

50%
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ergibt sich vielmehr, daB der Skalar u () vollkommen unbestimmt bleibt.
Gibt man y () irgendwie vor, so lassen sich a, ¢, y offenbar stets so bestimmen,
daf die Gleichungen (100) befriedigt werden. Nach Vorgabe von u (7) sind
diese drei Skalare durch ihre Anfangswerte bestimmt.

Zur Diskussion der Gleichung (111) denken wir wieder den Vektor d*
mit der Zeitachse zusammenfallend ; wegen (1) und der Gradienteneigenschaft
von z ist dann

z = a® — p(al, %, 28),

so daff sich im Falle einer pseudoeuklidischen Metrik,

_{+1—1 —1 —1 fir =k,
Jir =1 0 S

die Gleichung (111) in der Form schreibt:

(111a) Pp1 g1+ Qg2 22 - @Prags = 0.

AuBerdem muB ¢ der charakteristischen Differentialgleichung H = 0 geniigen,
d.h. es muB sein

(113) (par)? + (@a2) + (@u2)® = L.

Wir behaupten dann: Die Aquipotentialflichen ¢ = const einer ge-
meinsamen Lésung ¢ (21, 22, 2%) von (111a) und (113) sind notwendig Kbenen.

Zum Beweise denken wir uns eine derartige Losungsfliche ¢ = ¢
gegeben. Wir konnen dann leicht die ganze Schar der iibrigen zur Losung ¢
gehorigen Flichen ¢ = const konstruieren. Dazu errichten wir in jedem
Punkte von ¢ = ¢ das Lot und tragen auf allen diesen Senkrechten die gleiche
Strecke A ab. Der geometrische Ort der Endpunkte aller' dieser Lote von
der Liange % ist dann nach (113) eine der gesuchten Flichen ¢ = const.
Jede der so gewonnenen Flichen besitzt offenbar mit ¢ = ¢ gemeinsame
orthogonale Trajektorien.

Ich betrachte nun ein beliebiges einfach zusammenhangendes Stiick ¢
der Fliche ¢ = c und ein dreidimensionales Gebiet ¢, das begrenzt wird
von @, und denjenigen orthogonalen Trajektorien zu ¢ = ¢, die durch die
Randkurve von @, gehen, sowie von dem Flichenstiick @, einer zweiten
Fliche ¢ = ¢, unserer Schar, das durch die genannten Trajektorien ausge-
schnitten wird.

Durch Integration von (l11a) iiber G erhalten wir dann:

HJ div (grad ¢)dr = 0
2
und nach Anwendung des Gaullschen Satzes:

H (grad ¢ -n)dw = 0
0
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(n ist der Normalenvektor zur Oberfliche 0 von der Lénge 1). Von diesem
Oberflichenintegral bleiben offenbar nur die itber @, und @, erstreckten Anteile
iibrig. Da dort (n-grad ¢) = 1 ist, so folgt:

(113a) Q1 = Qs

Wahlen wir nun fiir ¢, ein sehr kleines Flichenstiick, das von je zwei Linien
begrenzt wird, die in den Hauptkriimmungsrichtungen verlaufen, so gilt
automatisch das gleiche fiir §,. Beide Flichenstiicke besitzen offenbar ge-
meinsame Kriimmungsmittelpunkte, und es laBt sich das Verhiltnis der
Flicheninhalte leicht ausdriicken durch die Hauptkriimmungsradien 7, und 7,

von Ql: Q, _ 17y
@ (nth (gt h)
Diese Gleichung steht zur Gleichung (113a) im Widerspruch, der nur wegfallt,
wenn ¢, und daher auch @, als eben anzusehen sind, womit der Beweis fiir den
Fall einer euklidischen Metrik dafiir erbracht ist, da Wellenfronten, deren
Strahlen nicht divergieren, notwendig eben sind.
In Ubertragung dieses Sprachgebrauches nennen wir die (111) geniigenden
charakteristischen Sprungflichen auch dann noch ,.ebene Wellenfronten®,

wenn eine beliebige Riemannsche Metrik vorliegt.

9.

Bei der weiteren Durchfithrung beschrinken wir uns auf den Fall nicht-
ebener Wellenfronten, d. h. div. p == 0. Verschwinden zunéchst die Anfangs-
werte der fiinf b-GroBen, so haben wir, da dann diese Groen lings des ganzen
Strahles verschwinden, genaue Analogie zur Theorie der Spriinge hoherer
Ordnung und alle dort gewonnenen Beziehungen lassen sich ohne weiteres
iibertragen.

Ehe wir den allgemeinen Fall nicht verschwindender b-Grofen behandeln,
wollen wir noch einige geometrische Uberlegungen iiber die b-GréBen ein-
schieben.

Wir betrachten die Gleichungen fiir die invariante Differentiation eines
in der Sprungfliche liegenden Vektors v; lings einer Nullinie:

ov, 8
(114) D,v; = p* 5—;& + Iiavgp® = Vs

Fordern wir dann, dafl das Ergebnis der Parallelverschiebung des Vektors v,
lings der Nullinie unabhiingig davon sein soll, ob wir die I'; -Komponenten
der einen oder der anderen Seite der Sprungfliche zur Definition der Parallel-
verschiebung benutzen, so folgt:

dh [sza,y]vypa: ,
(114a) vf (bg ps — bipg) = 0.
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Setzt man fiir v, den Vektor p,, so folgt
(102) (b, p) = 0.

D. h. (102) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
Differentialgleichung fiir die Strahlrichtung p; unabhingig ist von der Un-
stetigkeit der I'f,. Setzt man danach v; = w, bzw. v; = @;, so folgt

(115) (b, ) = 0 bzw. (b,&).= 0.

D. h. wenn die angegebene Unabhingigkeit fiir die Parallelverschiebung eines
jeden in der Sprungfliche liegenden Vektors v, lings einer Nullinie gelten
soll, so ist b, proportional p,;. In diesem Falle sind dann die Gleichungen (114a)
fiir einen beliebigen wicht in der Fliche liegenden Vektor o, automatisch
mit erfiillt.

Ist umgekehrt (b, p) == 0, so wird die Differentialgleichung der geo-
datischen Nullinien auf der Sprungfliche unbestimmt. Dies ist nur im Falle
der ebenen Sprungflichen méglich.

Andererseits folgt natiirlich, daf§ auf Grund der Gleichungen (102) und
(115), d. h. b; == Ap; sowie b = 022) die Bestimmungsgleichungen (114) un-
abhingig davon sind, ob wir der Bestimmung die I",-GréBen der einen oder
anderen Seite der Sprungfliche zugrunde legen. Es diirfte daher dem Falle

(116) b, = Ap;; b =0

besondere Bedeutung zukommen und nicht allein dem Falle b; = 0, da sich
durch #hnliche Uberlegungen, wie sie eben angestellt wurden, nicht auch
A = 0 schlielen 1aB8t. In der Tat werden wir sehen, daB ein Erhaltungssatz
fiir eine passend zu definierende Gesamtenergie auch in diesem Falle giiltig
bleibt. Diesen Fall werden wir daher zunichst gesondert behandeln 23).

Wir denken also zunichst die Gleichung (116) fiir die Anfangswerte,
und daher lings des ganzen Strahles erfiillt und haben dann:

(117) &;pp® — S gin-e-p* = Aps; 0ipp* = Ap; (mit 85 = €550 — % gire-€)-

Unter Benutzung des dreidimensionalen projektiven Bildraumes konnen wir
daraus schlieBen, daB die Flichen 2.Ordnung ¢, &'&, & &&" und 6,, &'&*
in p, eine gemeinsame Tangentialebene besitzen (vgl. Gleichung (16) ff.).

22) Man iiberzeugt sich leicht, daB dies auch wirklich eine Ldsung von (101),
(106), (107), (108) und (110a) ist fiir passende Anfangswerte und passendes i (7).

23) Die Bedingung b = O besagt iibrigens, da der hiufig vorgekommene Kopp-
lungsvektor €, = o F,, von der Unstetigkeit der Feldkomponenten unabhingig
ist. Ferner erhilt man eine Relation zwischen den b-GréBen, wenn man die Lorentz-
sche Erginzungsgleichung div @ hinzunimmt. Sie ergibt durch Sprungbildung:
—b5,9"+b=0.
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Seien 7, ' wieder die Erzeugenden von ¢;, in dieser Tangentialebene, so
konnen wir setzen:
’ r
(117a) & = T0; W + T4, 7 + 0 P+ W Ps-

Daher ist nach (117) wegen (7, p) == (n'p) = 0:
O = &ix — Gk ((% 7') + (a, P))

und

6ikpk = —P: (.’7'[, ”’)’
also wegen (117):
(118) A= — (=)

Leider 148t sich jetzt nicht mehr schlieBen, daB 7z, &' reell sind. Vielmehr
miissen wir zwel Fille unterscheiden: ,
(119a) (m ) (7' 7)) = (7, o' = 2%,
(119b) (mm) (7 o) = (0, W) = 22
Im ersten Falle sind die Erzeugenden reell, im zweiten konjugiert komplex.
Ob der eine oder andere Fall eintritt, hingt von der GréBe von A2 ab.

Wir behandeln zunsichst den reellen Fall (119a). Dazu setzen wir:
(120) = Pl o, 4+ o),

7w, = P(€Ff w; 4 €f w,)

und haben dann drei Parameter P, a, zu bestimmen, die jedoch infolge
von (118) schon durch eine Bedingung verkniipft sind, da 4 nach (109) bereits
festgelegt ist. Aus (118) und (120) erhalten wir mit (w, ®) = — §:

(120a) + 4 = P?cos (x — f3).

Um die restlichen zwei Glieder zu gewinnen, haben wir zunichst (96)
zu tiberschieben mit passenden nicht-trivialen Losungen von (31). Wir
wihlen hierzu:

(121a) Kt = mig'k okt
und ,
(121b) W= L (@ernaior —setn T T,

Die Ausrechnung ergibt dann unter Beriicksichtigung von (116) und (96):
2[R; ] 8" = 2(wi a4 ak ai’) dli_[ ex T (A A* + 7 at') gy - divp. )

b, dip

34) Glieder der Form n* n'* ——% — a'* #*
dat dx

in der Fliche liegende Differentiation eines Nullvektors im benutzten geoditischen
Koordinatensystem nur einen zu p, proportionalen Vektor erhalten kann.

k .
verschwinden, da man durch

i



780 K. Stellmacher.

Nach (117a) geht hierin wegen D, p; = 0 nur der m, z’-Anteil von &, ein,
so daB wir schreiben konnen:

(122) 2[R,,] I = Q_V:a_—gE_P

mit
E = (at %' +a* 7)) (m; mp -+ mo 7)) = 2(7,70) (2, 7") + 2(7, 7')? = 2( P+ A2).
E ist wieder totalinvariant, da die =, n; ihrer Definition gemi von den

Koordinatenspriingen unabhéngig sind. Entsprechend bilden wir unter
Beachtung von

Sik == 2 P2 (ei(“+ﬂ)wiwk + Ei(“+ﬂ)5i@k + wic—okei(““ﬁ) + aiwkéi(“—ﬁ))
die Uberschiebung

—  giletpP
T T

p dztetP del(a+{3)>
T

<e"t(a+ﬂ)
d(x+p)
= — P? 3

**l"“

5Ii1k 2 [Ri k] =
(123)

Ferner bilden wir nach (98) unter Beachtung von & = 0 und (C, p) = 0:

(124) — [S;] 9 = 2(m,g) (', C) + 2 (, ) (, 0) — 2 (7, ) (%, C)
= 2¢tky,C; + 21(%,(_7)
und

(125)  —[Si] 9% = < (¢ + 9 (w, 1) (,C) — &+ P (@, 1) @,0)).

Die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) itberschieben wir genau wie im
Falle der Spriinge 2. Ordnung entsprechend (61), (62) mit y, bzw. y,. Wir
erhalten in geodétischen Koordinaten wegen (116):
1 [8)—gF'"
126 7o 2 [H=2 ] oy i+ (s dive — 2@ ) — e Ty =0
V— g o0
und wegen
(5 1) = Omit g = VT (% 0y + &) wnd 7 = + (%, — 61 B):

o1 —gF —d — L=
I A R Cf Y R X

Die Gravitationsgleichungen liefern nach (122) und (124):

1 df—gEpt ity O 3]
(128) = 4k (&* 1, C, + (1, )

und nach (123) und (125) mit 6 = (x + f) —y —¢:
(129) —pteth . 9pyT Rsins,
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Wieder sieht man, daf durch Addition von (126) und (128) ein Erhaltungs-
satz -
(130) W—gP E+4kT) _
a9 a?
resultiert. Wir haben also sehr analoges Verhalten zum Falle b, = 0.
In den Gleichungen (126) bis (129) sind die rechten Seiten noch durch
1, (@ + B), A, P? und J auszudriicken, was unter Beriicksichtigung von (120a)

leicht durchfiihrbar ist. Wir erhalten:
(a) j—g +Edivp = 4kP*-RVJ cos 6,

) 2L 4 Jdivp = — PPRYT cos 5,
(131) ] -
(© PP — 9kyT Rein s,

(@) V7 2% = PR sin s,

Merkwiirdigerweise hebt sich auf der rechten Seite das Glied mit A4
itberall heraus und tritt nur noch in E = 2 (P* 4 42) auf. Dal gegeniiber
Gleichung (69) bis (72) sin 6 und cos é vertauscht sind, liegt an der Definition
von (x + ) bzw. 2.

Besonderes Interesse diirfte noch der singulire Fall

Pt= 22 d.h E =422

der zusammenfallenden Erzeugenden von e;, besitzen, der in den eben ge-
wonnenen Gleichungen mit enthalten ist.
Nunmehr behandeln wir den Fall (119b) konjugiert komplexer Erzeugen-
der. Wir setzen: 1
edn;, = Aei“w; + Be'f o,
1

¢n] = Ae*m, + Be'f w;
der é-Faktor auf der linken Seite hebt sich bei der Bildung von &;;, heraus
und Dbleibt prinzipiell unbestimmt, insbesondere konnen wir daher setzen
§ = — 9‘,2'/? und erhalten mi ﬁ_jzlé =

n; = e’ Aw; -+ ¢ Bw,,
(132) T Aw et B0

n; = €' Bw, + ¢" 4w,
Damit wird
(133) (n, @) = — A = — } (42 4 B?).
A kann nur positiv sein fiir komplexe Erzeugende, was nach dem im Abschnitt 3
Gesagten (Gl. (21 a)) ohne weiteres klar ist. Der Fall (119b) mit negativem 1

ist also micht moglich.
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Uberschieben wir (98a) mit (121a), so erhalten wir wieder:

(134) L V=9 ER ki (eh Oy + A1, ©))
V—yg daf

mit

E=2na)y(wa)+2(xna)P? =2A428%{ L (4% + B?)? = 2 42B% - 2%
Es ist klar, dal wieder ein Erhaltungssatz fiir die Summe der elektrischen und
Gravitationssprungenergie herauskommt, der nur verschwindet, wenn alle

Spriinge wegtransformierbar sind. Ferner erhalten wir durch Uberschiebung
mit #4% —= % (e ' w* — e2iv ' F):

d 2k . = o =
(135) —AB-2 2‘: =+ = (¢" (@) (0) —&"(@y) @0).
Also gilt in vélliger Analogie zu (128) und (129):
(136) o - Edivp = 4k-ABRVJ coss,
(137) 4B2%2 = kYT Rsin 6
mit

d=2v—y—ec

Auch in den Gleichungen (131 b und d) ist im Falle komplexer Erzeugenden
von ¢ P? durch 4 - B zu ersetzen. Dazu haben wir die Divergenzgleichung
(109) fiir A, die die Eigenschaft besitzt, daB die hieraus durch Integration
zu gewinnende ErhaltungsgréBe auch gegen eine Neuwahl des Vektors d un-
empfindlich ist (Materialgleichung).

10.
Fiir den allgemeinen Fall
(138) i = B(e¢w;,+ &0 @) + Ap; = B+ Ap,
mit B &= 0 machen wir den Ansatz mit (, p) = (@, p) = 0:
(139) & = T W + M7 + f; By +f Bi + a;px + arps.

Darin bedeutet f; den in (106) und (107) definierten Einheitsvektor. Die
Definitionsgleichungen (138) liefern dann:

(140) ?kﬁz‘k —4p;e = By —p;(m,7n") = B; + Ap,, also 1 = — (w, ).

Wir sehen also die Gleichungen (117) als die homogenen an und addieren zn
deren allgemeiner Losung eine Losung von (138). Wegen (140) sind in z, '
noch zwei Parameter unbestimmt, die wir genau wie im vorigen Abschnitt
bestimmen. Wir haben formal mit genau den gleichen Tensoren wie dort zu
iiberschieben. Der Sprung des Energietensors zeigt iiberhaupt keine Ab-
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weichung. Die Uberschiebungen des Sprunges des verjiingten Riemannschen
Tensors mit 5’1" bzw. #.F unterscheiden sich lediglich durch die Dissipations-
funktionen:

¥ D, (B;) bzw. ¥ D, (B,;.)
Es 1aBt sich jetzt kein Erhaltungssatz aufler mit Hilfe der Gleichung (110a)

mehr gewinnen, der dissipationsfrei ist.
Auch die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) lassen sich &hnlich

behandeln im Falle 6 &= 0. Man hat nur zu setzen:
Xi=pfit Y (exo; + e1m) = pfi+ X
und danach zu iiberschieben mit X; und %;, das orthogonal zu X, zu wihlen
ist. Die resultierenden Gleichungen unterscheiden sich wiederum nur um die
Zusatzfunktionen:
X <B“F"’+ get ib;) bzw. % <B°‘ F, 0+ gek —a—b,(>
(4 @ Jx ¢ @ ox
von den G(leichungen (131b) und (131d).

Es ist mir ein Bediirfnis, auch an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Gustav
Herglotz zu danken fiir seine zahlreichen Anregungen, sowie fiir das
liebenswiirdige Interesse, das er der vorliegenden Arbeit entgegengebracht hat.

(Eingegangen am 31. 1. 1938.)
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