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Vorwort zur vierten Auflage. 

Die drei ersten Auflagen dieses Buches sind in der Sammlung Goschen 
in den J ahren 1903, 1910 und 1915 erschienen; seit langerer Zeit ist 
die dritte Auflage im Buchhandel vergriffen. Die freundliche Aufnahme, 
die den vorhergehenden Auflagen zuteil wurde, veranlaBte mich, die 
:'ireubearbeitung nach den bisherigen Grundsatzen vorzunehmen. Trotz­
dem durch den Weltkrieg und seine N achwehen alles in stet em FluB 
ist, habe ich doch geglaubt, neben den ewig giiltigen mathematischen 
Formeln auf die gegenwartig iibliche Praxis und auf die Gesetzgebung 
gelegentlich eingehen zu sollen. Die Seiten 1-132 sind eine Neu­
bearbeitung und Erweiterung des Inhalts der dritten Auflage; neu 
hinzugekommen sind die Seiten 132-213, also die Kapitel X-XIII, 
die der Sozialversicherung, besonders der Invalidenversicherung, ge­
widmet sind, und das SchluBkapitel XIV, das sich mit ausgewahlten 
Fragen der Lebensversicherungsmathematik beschaftigt. Die Darstellung 
ist wie in den friiheren Auflagen elementar, ohne Voraussetzung hoherer 
Mathematik; Vollstandigkeit ist nicht erstrebt. 

Herzlichen Dank sage ich allen, die mich durch Auskunft und Rat 
unterstiitzt haben. Besonders verpflichtet fiihle ich mich den folgenden, 
auf dem Gebiet des Versicherungswesens wohlbekannten drei Leipziger 
Herren: Chefmathematiker Wi 1 he 1 m Kat z , Oberstudiendirektor 
Professor Dr. Wilhelm Lorey und Direktor Dr. Rudolf Schon­
wi e s e; sie haben die Korrekturbogen gelesen und mir hierbei eine 
Reihe wertvollster Verbesserungsvorschlage und Zusatze iibermittelt. 
~icht zuletzt gilt mein Dank der Verlagsbuchhandlung Julius Springer 
fUr das bei der Drucklegung bewiesene Entgegenkommen. Das Register 
hat meine Frau bearbeitet. 

Freiburg i. B., im Oktober 1923. 
A. Loewy. 
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Einleitung. 

Eine V.l) ist eine wirtschaftliche Einrichtung, die es dem einzelnen 
als Glied einer Vielheit von Personen ermoglicht, durch einmalige 
oder periodische Geldleistungen - Pramien genannt - Vorsorge fUr 
zukunftigen Vermogensbedarf zu treffen. Dieser ist vertragsgemaB stets 
mit einer UngewiBheit in Dauer oder Rohe der Verpflichtungen des Ver­
sicherten (V'snehmers) oder der Leistungen des Versicherers (V'sgebers 
= V'sanstalt) verknupft; trotz der mit dem Wesen jeder V. verbundenen 
UngewiBheit mussen sich die Leistungen des einzelnen Versicherten und 
die Gegenleistungen des Versicherers im voraus so festsetzen lassen, daB 
sie sich bei einer hinreichend groBen Zahl von Versicherten in einem 
entsprechend langen Zeitraum voraussichtlich ausgleichen2). 

Gegenstand einer V. konnen entweder wirtschaftliche Guter und Ver­
mogensinteressen oder Ereignisse im menschlichen Leben sein; demnach 
kann man die V. teilen in: 

1. Sach- und Vermogensinteressen - V., 
2. Personen- oder Menschen - V. 

Man versichert Gebaude, GerMe und Waren gegen Brand oder Ex­
plosion in der Feuerv., gegen Aufruhr in der A ufruhrv., gegen 
Schaden infolge Bruches der Wasserleitung in der V. gegen Wasser­
leitungsschaden, die Gemarkung ge/:,en die Gefahr des Hagels in 
der Hagelv., das Vieh gegen Tod, notwendig werdende T6tung oder 
Wertverminderung infolge von Krankheit in der Viehv., das Schiff 
und seine Ladung gegen die Gefahren der Seefahrt in der Seev., Guter 
gegen die ihnen beim Transport im Binnenverkehr drohenden Gefahren 
in der Landtransportv.; eine Abart der Transportv. ist die Post­
wert- oder Valore n v., d. h. die V. von Wertgegenstanden (Geld, Wert­
papieren u. dgl.), die in Paketen oder Briefen versandt werden. Glas­
gegenstande, vorzuglich die groBen Spiegelscheiben der Verkaufsladen. 
Glasdacher, Firmenschilder werden gegen Bruch in der Glasv. ver­
sichert. Die Einbruchdiebstahlv. ersetzt den durch Einbruch­
diebstahl entstandenen Schaden. 

Die aufgefiihrten V'szweige haben es mit Sachen, die an ihrer Sub­
stanz Schaden nehmen, zu tun. Wer in einer Haftpflichtv. gegen 

1) Das Wort Versicherung ist im folgenden stets in dieser Abkiirzung ge­
bracht. 

2)Vgl. hierzu die Artikel "Begriff" von V. Ehrenberg und W. Le xis und "Ver­
sicherung" von A. Manes in Manes' V's-Lexikon, Tiibingen 1909, sowie den Ar­
tikel "Begriff" im Erganzungsband, Tiibingen 1913. 

L 0 e w y, Versicberungsmathematik. 4. Auf]. 



2 Einleitung. 

Ersatzpflichten, die er anderen Personen gegeniiber zu leisten in die 
Lage kommen kann, Deckung sucht, sieht seine Vermogensinteressen 
moglicherweise bedroht. Etwas Ahnliches findet statt, wenn eine V's­
gesellschaft, der nach dem Umfang ihres Geschaftes eine bei ihr flir 
irgendwelche Zwecke versicherte Summe zu groB erscheint, einen Tei} 
des Risikos bei einer anderen V'sgesellschaft versichert oder, wie man 
sagt, eine Riickv. eingeht. Zum Schutze der Vermogensinteressen 
dienen auch die V. gegen Kursverluste bei Auslosungen von Wertpapieren, 
Auslosungs- oder Wertpapierv. genannt, die V. gegen Veruntreu­
ungen, die sog. Garantie- oder Unterschlagungsv., sowie die 
K red i tv., die dem Versicherten Deckung gegen Verluste bei der 
Kreditgewahrung bietet. 

Von den V'szweigen, die sich auf das menschliche Leben beziehen, 
nennen wir zunachst die I nvaliden-, die U nfall- und die Krankenv. 
Bei diesen verpflichtet sich die V'sgesellschaft, dem Versicherten im 
Falle von Invaliditat, von Unfallen (entweder jedes beliebigen oder nur 
eines Berufsunfalls oder eines Unfalls unter besonderen Bedingungen, 
etwa auf Reisen) sowie von Krankheit Zahlungen zu leisten. 

Bei den zuletzt genannten Personenv'en spielt neben dem Tode 
eines Menschen noch die Minderung seiner Arbeitskraft eine Rolle; 
hingegen ist bei den verschiedenen Arten der Lebensv. nur die Lange 
der zu erreichenden Lebensdauer des Versicherten die einzige in Frage 
kommende Zufalligkeit. Von den mannigfachen Arten des Lebensv's­
geschaftes, das entweder eine Ka pi tal V. auf eine einmalig von der 
V'sanstalt zu zahlende, im voraus vertragsmaBig festgesetzte Summe 
oder eine Rentenv. auf bestimmte, wiederholt zu zahlende Betrage 
sein kann, heben wir hier nur die einfache Leibrentenv., die ein­
fache Kapitalv. auf den Todesfall, die gemischte oder alter­
native Lebensv. und die Erlebensv. hervor. Bei der Leibrentenv. 
iibernimmt es die V'sanstalt, dem Versicherten von einem gewissen Zeit­
punkt an, zumeist lebenslanglich, in bestimmten Zeitabschnitten wieder­
kehrend, die gleiche, vertragsmaBig festgesetzte Summe zu zahlen. Bei 
der einfachen Kapitalv. auf den Todesfall, auch eigentliche 
Lebensv. genannt, hat die V'sgesellschaft einmalig bei dem Tode des 
Versicherten an seine Erben eine bestimmte, vertragsmaBig festgesetzte 
Summe zu zahlen. Bei der gemischten V., der heute in Deutschland 
gebrauchlichsten Lebensv'sform, wird die versicherte Summe spate­
stens bei Vollendung eines im Vertrage festgesetzten Lebensalters und 
im Falle friiheren Ablebens beim Tode des Versicherten ausgezahlt. 
Bei der Erlebensv., auch V. a uf den Lebensfall genannt, erhalt 
der Versicherte nur dann die versicherte Summe ausgezahlt, wenn er 
ein gewisses Lebensalter erreicht. 

In den Kreis der Personenv. gehort die sog. Sozialv., die die Fiir­
sorge ffir die wirtschaftlich schwacheren Bevolkerungskreise zum Gegen­
stand hat. 1m Deutschen Reich besteht ffir die Arbeiter und die ihnen 
sozial und wirtschaftlich nahestehenden Personenklassen obligatorische 
Kranken-, Unfall-, Alters- und Invalidenv., ausgebaut durch eine Hinter­
bliebenenv. Diese Arbeiterv. ist geregelt durch die Reichsv'sordnung 



Einleitung. 3 

yom 19. Juli 19111). Die unselbstandig beschaftigten Personengruppen 
in hoherer Stellung sind seit 1. Januar 1913 nach dem V'sgesetz fUr 
Angestellte yom 20. Dezember 19111) v'spflichtig; Gegenstand der V. 
sind Alters-, Invaliden- und Hinterbliebenenrenten. 

Jede Form der V. weist drei charakteristische Merkmale auf. Sie 
ist erstens eine vorsorglicl\e Tatigkeit fUr die Zukunft, die den Zweck 
hat, sich vor Schaden oder Verlust zu schutzen oder sich selbst bzw. 
anderen eine Sparsumme zu sichern. Zweitens enthalt jeder V'sver­
trag ein ungewisses Moment. Bei den Sachv'en ebenso wie bei gewissen 
Personenv'en handelt es sich urn Schaden-, Verlust- oder Bedarfs­
moglichkeiten, die bei dem einzelnen nie einzutreten brauchen. Die 
UngewiBheit liegt fur den einzelnen Versicherten darin, ob die Leistung 
des Versicherers uberhaupt je fallig werden wird. Bei der eigentlichen 
Todesfallv. findet die Auszahlung jedenfalls statt; das ungewisse Mo­
ment ist hier der Zeitpunkt des Todes bei dem einzelnen Versicherten. 
Dieser wiirde sich nicht versichern, wenn er im voraus wuBte, daB 
ihm ein besonders langes Leben bestimmt sein wird; denn dann konnte 
er das fragliche Kapital, ja sogar noch mehr, durch wiederholte zins­
tragende Anlage der zu zahlenden Pramien einfach ersparen. Anders 
liegt es bei dem, der bei einer V'sanstalt gegen Zahlung einer einmaligen 
Pramie fiir die Dauer seines Lebens eine alljahrlich zur Auszahlung ge­
langende Leibrente kauft; er wiirde es nicht tun, wenn er waBte, daB 
ihn der Tod fruher als den Durchschnitt seiner Altersgenossen ereilt' 
Eine Erlebensv. 'schHeBt gewiB niemand ab, der vor Erreichung jenes 
Lebensalters zu sterben fUrchtet, zu dem er die versicherte Summe 
ausgezahlt erhalten solI. 

Eine V'sanstalt faBt eine Gesamtheit von Personen zusammen, urn, 
wenn bei dem einzelnen der Vermogensbedarf eintritt, ihn gewissermaBen 
von der Gesamtheit tragen zu lassen. Dies fUhrt auf das dri tte Kenn­
zeichen einer sich auf richtiger wirtschaftlicher Grundlage aufbauenden 
V., namlich die M6glichkeit, durch Vereinigung einer groBen Zahl gleich­
artiger Risiken annaherndes Gleichgewicht zwischen den Leistungen der 
Versicherten und den Gegenleistungen des Versicherers herzustellen. 
Unentbehrliche Grundlage hierzu bilden statistische Unterlagen; sie 
haben den Zweck, den Verlauf einer groBen Anzahl derartiger Ereig­
nisse, wie sie fiir den betreffenden V'szweig in Frage kommen, aus der 
Vergangenheit moglichst genau zu verzeichnen. Aus den so gesammel­
ten Erfahrungstatsachen berechnet man Leistung und Gegenleistung 
von V'snehmer und V'sgeber, indem man annimmt, daB bei einer ge­
nugend groBen Zahl von V'sfallen sich in der Zukunft ein der Ver­
gangenheit ahnlicher Verlauf einstellen wird. 

Ohne statistisches Material keine mathematische Behandlung von 
V'en! Fur eine Reihe von V'szweigen existiert kein oder nur sehr un­
genugendes statistisches Material; die V'sanstalt ist sich selbst nicht 

1) Die Reichsv'sordnung und das V'sgesetz ffir AngesteUte sind wesentlich ab­
geandert durch das "Gesetz fiber Anderung des V'sgesetzes ffir Angestel1te und 
der Reichsv'sordnung" vom 10. November 1922 sowie durch die weiteren Gesetze 
vom 13. Juli und 19. Juli 1923 (Reichsgesetzblatt, I. Teil, S.636 und S.686. 

1* 



4 Einieitung. 

der Hohe des zu iibernehmenden Risikos bewuBt. Leistung und Gegen­
leistung der· sich gegeniiberstehenden Vertragsteile richten sich dann 
haufig nur nach den Tarifen der Konkurrenz. Wichtige Fragen, fUr 
die es unmoglich ist, aus der Vergangenheit Schliisse fUr die Zukunft 
zu ziehen, fiihren unter Umstanden auch dazu, nach neuen V'sformen 
zu suchen, bei denen das fragliche Risiko ohne statistische Erfahrung 
moglichst ausgeschlossen wird. So haben unsere Unkenntnis von der 
kiinftigen Geldentwicklung im Deutschen Reiche und die nicht iiber­
sehbare Gestaltung der kiinftigen Verwaltungskosten im deutschen 
V'sgewerbe zum Entstehen von V'en mit beweglichen Pramien 
und von wertbestandigen V'en gefiihrt, bei denen das Valuta­
risiko und die derzeitige iiberaus starke Veranderlichkeit der Verwal­
tungskosten nach Moglichkeit beseitigt sind. 

Der besten statistischen Grundlagen erfreut sich das Lebensv's­
geschaft; denn von allen Massenerscheinungen - nur gegen solche 
konnen V'en abgeschlossen werden - ist wohl die Sterblichkeit der 
Menschen am langsten und eingehendsten wissenschaftlich beobachtet 
worden. Die alteste, als wissenschaftlich konstruiert zu bezeichnende 
Sterblichkeitstafel verdankt man dem beriihmten englischen Astro­
nomen Edmund Halley (1656-1742); sie erschien 1693 in den Lon­
doner Philosophical Transactions und ist aus den Toten- und Geburts­
listen der Stadt Breslau fUr denZeitraum 1687-1691 hergestelltl). Heute 
besitzen die Lebensv'sanstalten infolge ihrer langen Tatigkeit eigene Er­
£ahrungen iiber die Sterblichkeit von Versicherten, also·gerade des fUr sie 
in Frage kommenden Materials. Diese Aufzeiehnungen sind wissenschaft­
lich verarbeitet und bilden die Grundlage des Lebensv'sgeschaftes. 

Neben der Sterblichkeitsmessung verdienen besonders die in langer 
Praxis wohlbewahrten mathematischen Rechnungsmethoden der Le­
bensv. hervorgehoben zu werden. Schon vor Halley berechnete 1671 
der hollandische Staatsmann Jan de Witt2) in vol1ig richtiger Weise 
den Barwert lebenslanglicher Leibrenten; dabei legte er in Ermang­
lung einer aus Beobachtungen stammenden Sterbetafel seinen Berech­
nungen eine hypothetische Verteilung det Todesfalle nach dem Alter 
zugrunde. Als Halley den Wert einer Leibrente nach seiner Sterbe­
tafel bestimmte, wuBte er vermutlich niehts von den Leistungen seines 
Vorgangers. 1724 iibergab der beriihmte Mathematiker Abraham de 
Moivre3) eine Abhandlung "Evaluation of Annuities on Lives" dem 
Drucke, in der er sogar schon den Wert verbundener Leibrenten behandelt. 

1) Vg!. Knapp, G. F.: Theorie des Bev6IkerungswechseIs, s. 57 u.122. Braun­
schweig 1874. - Graetzer, J.: Edmund Halley und Caspar Neumann (1883).­
Boec kh, R.: Halley ais Statistiker. Bulletin de l'institut international de statis­
tique. t. 7. Rome 1893. - Cantor, M.: Voriesungen uberGeschichte derMathe­
matik. 2. Auf!., Leipzig 1900, Bd. III, S. 49. - Westergaard, H.: Die Lehre von 
der Mortalit1l.t und Morbilitll.t. 2. Auf!., Jena 1901, S.34. 

2) Vg!. M. Cantor, a. a. 0., S. 45. -Enestr6m, G.: Sur la methode de Johan 
de Witt (1671) pour Ie calcul de rentes viageres. Archief voor de Verzekeringsweten­
schap, Deel III, Aft. 1, ebenda Aft. 5 (1898). - Westergaard, H., a. a. 0., S. 33. 

3) de Moivre, A.: Abhandlung uber Leibrenten. Nach der 3. Auf!. von 1756 
ins Deutsche ubertragen von E. Czuber. Wien 1906. 
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Nur bei V'en mit langfristigen Vertragen und mit einem zeitlich 
veranderlichen Risiko, wie es bei der Personen- oder Menschenv. infolge 
der, abgesehen von der Kindheit, mit zunehmendem Lebensalter wach­
senden Sterbensgefahr vorliegt, ist eine mathematische Verarbeitung 
der Rechnungsgrundlagen erforderlich und ist von einer V'smathematik 
zu sprechen; ihre typische Vertreterin ist die Lebensv'smathematik. 
AuBer der eigentlichen Lebensv'smathematik werden wir noch die 
Invaliden- und Hinterbliebenenv. behandeln, die nicht nur fiir den 
privaten Lebensv'sbetrieb wichtig sind, sondern auch, und zwar in 
noch hoherem MaBe, fiir die soziale V., die zahlreichen von Arbeitgebern 
fiirsorglich fiir ihre Angestellten errichteten Pensionskassen und beson­
ders die gesetzlichen Zwangsv'en von der Art der deutschen Arbeiter­
und Angestelltenv. (vgl. S. 2) die groBte Bedeutung besitzen. Hin­
gegen bei Sachv'en, die es gewohnlich mit einem dauernd gleichbleiben­
den Risiko zu tun habenl) , ist die Pramienbestimmung sehr einfach; 
sobald man iiber das entsprechende statistische Material verfiigt, braucht 
man keine mathematische Formel. Nach dem Gesetz der groBen Zahlen 
ist anzunehmen, daB eine groBe Feuerv'sanstalt bei gleichem Umfang 
des Geschaftes in den verschiedenen Jahren annahernd dieselbe Summe 
fiir Brandschaden zu zahlen hat. 1st bekannt, daB von je 100000 M 
gegen Brand versicherter Summe gleicher Gefahrenklasse alljahrlich so­
und so viel durch Feuer zerstort wird, so laBt sich hiernach der Pramien­
tarif festsetzen2). 

Der private V'sbetrieb untersteht in fast allen Landern einer Staats­
aufsicht. 1m Deutschen Reiche ist die verwaltungsrechtliche Seite des 
V'swesens durch das Reichsaufsichtsgesetz iiber die privaten 
V'sunternehmungen yom 12. Mai 1901 geregelt. Vom mathemati­
schen Standpunkte ist besonders der § 11 dieses Gesetzes hervorzuheben; 
er lautet: "Der Geschaftsplan einer Lebensv'sunternehmung hat die 
von ihr angenommenen Tarife, sowie die Grundsatze fiir die Berechnung 
der Pramien und Pramienreserven vollstandig darzustellen, namentlich 
auch den anzuwendenden ZinsfuB und die Hohe des Zuschlags zur 
Netfopramie anzugeben3). Die als Grundlage der Berechnungendienenden 

1) Auf mathematischer Grundlage beruht aber die Bestimmung der Pramie 
und der Riicldage der sog. Hauslebensv.; bei ihr wird nach dem Muster der 
gemischten Todesfallv. das Leben eines Gebaudes gegen seinen Tod versichert, 
der spatestens nach Ablauf der ausbedungenen V'sdauer oder im FaIle der durch 
gewisse bauliche Schaden (z. B. Grundwasser, Schwamm, Feuchtigkeit in bewohn­
ten Raumen, Deckenrisse) entstehenden Entwertung als eingetreten gilt. Neuer­
dings kennt man von Sachlebensv'en ferner noch die Schiffslebensv. lvgl. 
hierzu B I au, B., Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 23, S. 54.1923). - Man hat 
auch Pf er del eben s v' san s t al te n geplant, die ihre Pramien nach einer 
mathematischen Formel fur das Absterben von Pferden berechnen soUten; die 
Formel war dem Makeham-Gompertzschen Gesetz (vgI. Kap. II, § 2) fur das Ab­
sterben von Menschen nachgebildet. 

2) DaB auch die Feuerv. und andere V'szweige fur gewisse Fragen aus der 
mathematischen Behandlung Nutzen ziehen konnen vgI. Bur r au, C., Zeitschr. 
f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 22, S. 97. 1922. 

3) Der zweite Satz, der ein Verb6t des sog. Zillmerns (vgl. Kap. VI, § 3) uber 
121/2 per Mille der V'ssumme hinaus enthielt und lautete: "Auch ist anzugeben, 
ob und in welchem MaBe bei der Berechnung der Pramienreserve eine Methode 
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Wahrscheinlichkeitstafeln, insbesondere uber die Sterblichkeit und die 
Invaliditats- und Krankheitsgefahr, sind beizufUgen. 

Fur jede V'sart (V. auf den Lebensfall- auf den Todesfall, Kapitalv. 
- Rentenv. usw.) sind die zur Berechnung der Pramien und der Pramien­
reserven dienenden Formeln vorzulegen und durch ein Zahlenbeispiel 
zu erlautern. 

Sollen auch V'en mit erhohter Pramie ubernommen werden, so ist 
in dem Geschaftsplane ferner anzugeben, ob und nach welchen Grund­
satzen hierfUr eine besondere Pramienreserve gebildet werden solI." 

Die Beaufsichtigung aller im Deutschen Reiche wirkenden V'san­
stalten, die V'svereine auf Gegenseitigkeit oder Aktiengesellschaften 
sein mussen, fUhrt, sofern ihr Geschaftsgebiet sich auf mehr als einen 
derGliedstaaten erstreckt, das Re i ch sa u f si c h t sam t fur Pri vat v. 
mit dem Sitze in Berlin. Zu seinen Aufgaben gehort nach § 83 des Reichs­
aufsichtsgesetzes auch die Veroffentlichung1) jahrlicher Mitteilungen uber 
den Stand der seiner Aufsicht unterworfenen V'sunternehmungen sowie 
uber seine Wahrnehmungen auf dem Gebiete des V'swesens. 

In der Schweiz ist die "Beaufsichtigung von Privatunternehmungen 
im Gebiete des V'swesens" bereits durch das Bundesgesetz yom 25. Juni 
1885 festgelegt; AufsichtsbehOrde ist das E i d g en 0 s sis c h e V's a m t 
in Bern. Seit 1886 gibt es alljahrlich den wegen seines uberaus reichen, 
popular gehaltenen Inhalts fUr jeden, der sich fUr das V'swesen inter­
essiert, besonders lehrreichen "Bericht des Eidgenossischen V'samtes. 
Die privaten V'sunternehmungen in der Schweiz" heraus. 

Die privatrechtliche Seite des V'swesens ist im Deutschen Reich 
durch das Reichsgesetz yom 30. Mai 1908 uber den V'svertrag 
geordnet. Fur den Mathematiker sind besonders die Vorschriften der 
§§ 173-178 uber vorzeitige Auflosung des Vertrages und ihre Folgen, 
also die Frage des Ruckkaufes und der Umwandlung der V. von Wich­
tigkeit. Die infolge dieses Gesetzes notwendig gewordene Umgestaltung 
der V'sbedingungen veranlaBte den Verband deutscher Lebensv'sgesell­
schaften, Normativbestimmungen fUr die Todesfallv.2) auszuarbeiten; 
an diese halten sich die meisten der in Deutschland tatigen groBen 

angewandt werden soli, nach welcher anfanglich nicht die volle Pramienreserve zu­
rfickgestellt wird, wobei jedoch der Satz von 121/2 per Mille der V'ssumme nicht fiber­
schritten werden darf", ist durch Verordnung yom 29. April 1920 gestrichen worden. 
Vgl. Veroffentlichungen des Reichsaufsichtsamts f. Privatv. Bd. 19, S. 129. 1920. 
Das Reichsaufsichtsgesetz ist erganzt durch das Gesetz betr. Anlegung des Pramien­
reservefonds privater V'sunternehmungen yom 30. Dezember 1921; die Erganzung 
bezieht sich auf die in auslandischer Wahrung zu erfiillenden V'en. Vgl. Veroffent­
lichungen des Reichsaufsichtsamts f. Privatv. Bd. 21, S. 74. 1922. Das Reichsgesetz 
ist modernisiert durch "das Gesetz zur Anderung des Gesetzes fiber die privaten 
V'sunternehmungen" vom 19. Juli 1923 (Reichgesetzblatt, I. Teil, S.684). 

1) Von dem Amt werden herausgegeben "Veroffentlichungen des Reichsauf­
sichtsamts ffir Privatv." sowie eine jahrliche "V'sstatistik fiber die unter Reichs­
aufsicht stehenden Unternehmungen". 

2) Die Normativbedingungen findet man in den Veroffentlichungen des Kais. 
Aufsichtsamts ffir Privatv., Jg. 1909, S.92; vgl. ferner "Sammlung von V's­
bedingungen deutscherV'sanstalten", herausg. Yom Deutschen Verein f. V'swissen­
schaft, 5. Teil, Berlin 1912, sowie des Verfassers Artikel "Lebensv'svertrag" im 
Erganzungsband zu Manes' V's-Lexikon, Berlin 1913. 
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Lebensv'sgesellschaften mit kleineren oder groJ3eren Abweichungen1 ). 

Gleichzeitig mit dem deutschen Gesetz ist am 1. Januar 1910 in der 
Schweiz das Bundesgesetz uber den V'svertrag yom 2. April 1908 in 
Kraft getreten. 

Dber das Verha1tnis des V'swesens zur Wissenschaft mogen noch 
die folgenden Angaben dienen: Schon im Jahre 1848 wurde von den eng­
lischen V'smathematikern, "Aktuaren", das Institute of actuaries 
begrundet; sein Zweck ist die wissenschaftliche Pflege der Lebensv's­
mathematik. Sein seit 1850 erscheinendes Journal, sein in zweiter Auf­
lage vorliegendes Textbook (s. Literatur), an das die internationale 
Bezeichnung fur die Formeln anknupft, die seiner Anregung zu verdan­
kenden Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 20 englischen 
Lebensv'sgesellschaften (1869) -1843 war schon in England eine Sterb­
lichkeitstafel auf Grund der Erfahrungen von 17 englischen Lebensv's­
gesellschaften erschienen - sind in V'skreisen beruhmt. Von dem In­
stitute geht auch das groJ3e achtbandige Werk aus, das die Sterblich­
keitserfahrungen von 60 britischen Gesellschaften auf dem Gebiete der 
Todesfallv. und 43 auf dem der Rentenv. in den Jahren 1863-1893 
bearbeitet. Das reiche Material wird nach Geschlecht, V'sform, Gewinn­
beteiligung und V'sdauer getrennt; hergeleitet werden - neben gewohn­
lichen Tafeln - auch nach Alter und V'sdauer doppelt abgestufte 
Sterbetafeln (Selektionstafeln) (vg. Kap. IX)2). Eine derartige mit der 
Praxis in Zusammenhang stehende Akademie fUr Forschung und Lehre 
hat Deutschland nicht. 1899 konstituierte sich der Deutsche Verein 
fur V'swissenschaft, der "die rechts- und wirtschaftswissenschaft­
lichen, wie die mathematischen und naturwissenschaftlichen Wissens­
zweige, deren Bestand und Fortbildung dem V'swesen dienlich sind", 
fordern will. Seit 1901 veroffentlicht dieser Verein die "Zeitschrift fur 
die gesamte V'swissenschaft", auJ3erdem in zwangloser Reihenfolge 
"Veroffentlichungen des Vereins fUr V'swissenschaft". Internationalen 
Charakter hatten die aIle drei Jahre stattfindenden V'skongresse. Auf 
dem zweiten wurde 1898 zu London die internationale Formelbezeich­
nung eingefuhrt; der letzte, der VII. internationale KongreJ3 fUr V's­
wissenschaft, tagte 1912 in Amsterdam. 

Der Deutsche Verein fUr V'swissenschaft besaJ3 ubrigens in gewisser 
Beziehung schon einen V organger in dem 1868 begrundeten "Kollegium 

1) Die gegenwartigen wirtschaftlichen Verhaltnisse hatten auch V'en mit 
wesentlich vereinfachten V'sbedingungen zur Folge. So wird z. B. jetzt eine 
sog. K u P 0 n v. (Abtrennungsv'sschein) gefuhrt, eine vereinfachte V'sform, die 
an die Stelle der fruheren Volksv. getreten ist und bei der gegen eine fest­
stehende, fur aIle gleiche Pramie eine beim Tode oder spates tens nach Ablauf 
einer bestimmten Anzahl von J ahren fallige Summe versichert wird; diese ist 
verschieden, je nachdem der Kandidat bei seinem Eintritt in die V. unter 30 
oder 31-40 oder 41-45 oder 46-50 Jahre alt ist. 

2) Der Titel ist: Institute of actuaries and faculty of actuaries joint mortality 
investigation: Combined experience of assured lives (1863-1893). Unadjusted 
dates (4 Bande); hieran anschlieBend: British offices life tables 1893 (4 Bande), ab­
geschlossen London 1903. Eingehende Besprechung bei Czuber: Zeitschr. f. d. 
ges. V'swissenschaft, Bd.5, S. 315. 1905, und im Berichte des Eidgenossischen 
V'samtes uber das J ahr 1903, S. XII. 
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fiir Lebensv'swissenschaft zu Berlin". Ihm verdankt man die Herstel­
lung von Sterblichkeitstafeln aus eigenen Erfahrungen deutscher Le­
bensv'sanstalten, die bis dahin fast ausnahmslos englische Tafelwerke 
benutzten. Wie iiblich, werden wir diese fiir den deutschen V'sbe­
trieb besonders wichtigen (vgl. Rap. II) Sterbetafeln als 23 D. G. 
(23 deutsche Gesellschaften) bezeichnen1). Da sie infolge der iiberaus 
giinstigen Sterblichkeitsverhaltnisse der Vorkriegszeit sehr veraltet 
waren, hat der Verein deutscher Lebensv'sgesellschaften seit 
1910 in der von ihm in Berlin errichteten "Zentralstelle fiir die 
gemeinsamen deutschen Sterblichkeitsuntersuchungen"2) sehr umfas­
sende Arbeiten begonnen; diese bezwecken, neuzeitliches statistisches 
Material fiir die allgemeinen Sterblichkeits- und Abgangs- (Stomo-) Ver­
haltnisse der in Deutschland Versicherten zu gewinnen. Bis jetzt sind 
die allgemeinen Untersuchungen der Sterblichkeit und des Stomos fiir 
die zwei Zugangsperioden 1876/1885 und 1896/1905 vollendet, aber nur 
teilweise ver6ffentlicht. Von den vorliegenden sog. Vereinssterbe­
tafeln heben wir hervor: drei doppelt abgestufte Sterbetafeln (Selek­
tionstafeln), die aus in der Periode 1876/1885 abgeschlossenen 
normalen Todesfallv'en mannlicher Personen abgeleitet sind3), namlich 
m d (i) l~:;~ [10] (aus normalen langen Todesfallv'en), m d (i) g~:;:! [10] 
(aus normalen abgekiirzten Todesfallv'en), m (d) (i) ~:;~ [10] (aus nor­
malen, ohne Gewinnbeteiligung abgeschlossenen Todesfallv'en), femer 
die gleichen, nur nach dem Lebensalter abgestuften Tafeln. Als SchluB 
der Untersuchung, die im Jahre 1923 zu Ende gefiihrt werden solI, 
sind die Herstellung einer fiir die Praxis brauchbaren einfachen und 

1) Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von drei­
undzwanzig Lebensv'sgesellschaften, ver6ffentlicht im Auftrage des 
Kollegiums fiir Lebensv'swissenschaft zu Berlin. Berlin 1883. 

2) Bis jetzt hat A. Abel, der Leiter der Zentralstelle, folgende Schriften er­
scheinen lassen: Wirkungen der Auslese in der Versichertensterblichkeit der deut­
schen Lebensv. Berlin 1914. Verhandlungsberichte iiber die Sitzungen der mathe­
matischen Kommission usw. Berlin 1919. Festschrift zum 50]ahrigen Bestehen 
des Vereins Deutscher Lebensv'sgesellscbaften. Berlin 1919. Denkschrift betr. 
die gemeinsamen deutschen Sterblichkeitsuntersuchungen. Berlin 1920. Weiter 
Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd.13, S.40. 1913, Bd. 15, S.413. 1915, 
sowie Heft 25 und Heft 30 der Ver6fientlichungen des Deutschen Vereins fiir 
V'swissenschaft 1922. 

3) Die urspriinglich unter den Namen NL, NG, NaG in C. Neumanns Jahr­
buch f. d. V'swesen im Deutschen Reich, Jg. 1914, S. 536, ver6fientlichten Tafeln 
haben endgiiltig die obigen Bezeichnungen erhalten. ID bedeutet Vereinstafel 
fiir normale V'en mannlicher Leben, d Gewinn- (Dividenden-) Beteiligung, i In· 
validitat, I lange, g abgekiirzte V'en. In Klammem gesetzte Ausdriicke geben den 
Fortfall des Merkmals an, also z. B. (i) ohne Invaliditat. Die Zugangsperiode 
steht im Zahler, die Beobachtungsperiode im Nenner des zur Tafelbezeichnung 
geh6rigen Quotienten. Die dahinter stehende eckige Klammer kennzeichnet die 
Tafel als doppelt abgestuft und die in der eckigen Klammer stehende Zahl 
gibt die Anzahl der V'sjahre an, auf die sich die Abstufung bezieht. Z. B. 

ID (d) (i) ~:;~ [10] ist eine auf 10 Jahre doppelt abgestufte Sterbetafel fiir normale 
V'en mannlicher Leben, die auf Grund groBen Attestes ohne Gewinnbeteiligung 
und ohne EinschluB der Invaliditat in den Jahren 1876/1885 zugingen und in den 
Jahren 1876/1906 beobachtet wurden. 
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doppelt abgestuften Sterbetafel einer Hingeren Zugangsperiode und die 
Berechnung der sich aus diesen Tafeln ergebenden v'smathematischen 
Werte (diskontierte Zahlen, Renten, Pramien usw.) geplant. 

Eine groBe Sterblichkeitsmessung ist im fruheren Osterreich-Ungarn, 
sowohl getrennt als auch gemeinsam fUr die osterreichischen und die 
ungarischen Versicherten vollig durchgefUhrt worden!). Beobachtungs­
periode war der Zeitraum yom 1. Januar 1876 bis 31. Dezember 1900, 
verarbeitet wurden 942921 Zahlkarten (568071 osterreichische, 374850 
ungarische). Fur die Herstellung der verschiedenen Sterbetafeln wurden 
sowohl die Person als auch die arztliche Auswahl, sog. Selektion, als 
Zahleinheit gewahlt. Bei der Selektionszahlung, der praktisch einfache­
ren, da die Feststellung von Personenidentitaten fortfallt, wurde jede 
Person so hauiig gezahlt, als sie infolge wiederholter V'en arztlich unter­
sucht worden war. Beide Zahlungen lieferten nahezu ubereinstimmende 
Sterbenswahrscheinlichkeiten, so daB man sich bei der Bearbeitung des 
vereinigten osterreichisch-ungarischen Materials auf die Selektions­
zahlung beschrankte. Einen auBerordentlich geringen Unterschied zwi­
schen der Selektions- und der Personenzahlung ergaben auch die neuen 
Sterblichkeitsuntersuchungen der schwedischen2) Lebensv'sgesellschaf­
ten fUr die Beobachtungsperiode yom 1. Januar 1895 bis 31. Dezem­
ber 1906. 

1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an osterreichischen Versicherten. 
Vierbandig. Wien 1907. Absterbeordnungen aus Beobachtungen an osterreichi­
schen und ungarischen Versicherten, herausg. von der Math.-statist. Vereinigung 
des osterreichisch-ungarischen Verbandes der Privatv'sanstalten. Wien 1909. Die 
Sterblichkeit der ungarischen Versicherten im Auftrage der an den Untersuchungen 
beteiligten Gesellschaften, herausg. von der Zentralstelle zur Herstellung der 
ungarischen Sterbetafeln. Vierbandig. Budapest. 

2) Vgl. Nordenmark, Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 16, S. 679.1916. 



I. Zins. 

1m Geschaftsbetrieb der V'sunternehmungen ist die Verwaltung ihrer 
Kapitalien von groBter Bedeutung. Diese werden zinstragend angelegt, 
nnd wir mussen uns daher mit der Verzinsung von Geld beschaftigen1). 

1m Wirtschaftsleben ist es ublich, ffir leihweise uberlassenes Geld 
eine Entschiidigung, Zins genannt, zu zahlen. Seine Rohe gibt man im 
kaufmannischen Leben in % (Prozenten) an. Eine Summe ist zu n% 
ausgeliehen, bedeutet: ffir je 100 M des entliehenen Kapitals hat der 
Schuldner nach Ablauf eines Jahres n M als Leihgebuhr zu zahlen, also 
.(100 + n) M zuruckzuerstatten. Bei den folgenden Rechnungen solI 
ausnahmslos der Zins fur die Einheit verwandt werden, d. h. die­
jenige Summe, die zu Ende des Jahres als Leihgebuhr fur 
das Kapital 1 (die Geldeinheit) zu zahlen ist. Der Zins fur 
die Einheit solI stets mit i bezeichnet werden. Es ist also 

(I) 
. n 
~=-' 

100' 

das Kapital ist zu 100 i% ausgeliehen. Steht das Kapital zu 3% bzw. 
31/2%' 4%, so ist i = 0,03 bzw. 0,035, 0,04. 

Bei den V'sanstalten ist zwischen zwei Arten von Zins, dem rech­
n ungsmaBigen oder technisc'hen und dem wirklich erzielten, 
dem des Kapitalmarktes, zu unterscheiden. Unter dem rechnungs­
maBigen Zins versteht man denjenigen, den die V'sanstalten ihren Be­
rechnungen zugrunde legen, nnter dem wirklich erzielten denjenigen, 
zu dem sie tatsachlich ihr Geld im Durchschnitt zinstragend angelegt 
haben. Infolge unserer Unkenntnis des ZinsfuBes, den die V'sanstalt 
kunftig erzielt, wird man daher, wie es der groBe Mathematiker 
C. F. GauB in einem Gutachten uber die Gottinger Professorenwitwen­
kasse (Werke IV, S. 158) ausdruckt, verlangen mussen, "daB jede yom 
ZinsfuB wesentlich abhangige Anstalt, wenn sie nicht fUr eine durchaus 
unsichere gelten solI, nicht auf dem augenblicklich bestehenden, sondern 
auf einem etwas niedrigeren ZinsfuB basiert werden muB". Die deut­
schen Lebensv'sanstalten legen ihren Rechnungen, da sich diese auf 
lange Zeit bis zum Ablauf der betr. V'svertrage, also oft auf Jahrzehnte 
hinaus, erstrecken und die Zinsentwicklung sich fUr einen derartigen 
Zeitraum nicht vorausschatzen laBt, in vorsichtiger Weise meistens einen 

1) Ausfiihrlicheres iiber den Zins findet man in des Verfassers Mathematik des 
Geld- und Zahlungsverkehrs. Leipzig und Berlin 1920. 
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ZinsfuB von 31/2% zugrunde; man verwendet oft sogar bloB 3% oder 
31/4% als technischen ZinsfuB, nur in jiingster Zeit geht man vereinzelt 
iiber 31/2% hinaus, und zwar bis 4%1). Der rechnungsmaBige Zins ist 
nach § 11 des deutschen Reichsaufsichtsgesetzes ein Bestandteil des 
behordlich zu priifenden Geschaftsplanes. Die Mehreinnahmen an Zins 
iiber den rechnungsmaBigen bildet fUr die Anstalten eine Gewinnquelle, 
die ihre Sicherheit erhoht und ihnen Reserven schafft. 
. 1st a das Vermogen einer V'sanstalt zu Anfang des Jahres, e das­

jenige an seinem Ende und z der fUr das J ahr zu vereinnahmende Zins­
betrag, der in e enthalten ist, so ist der Vermogenszuwachs, wenn man 
von den Zinsen absieht, e - a - z; von diesem kann man annehmen, 
daB er durchschnittlich ein halbes Jaht Zinsen tragt, so daB die Zinsen z 
aus dem anfanglichen Vermogen a und der Summe t (e - a - z) stam­
men. Der von der V'sanstalt fUr die Geldeinheit erzielte wirldiche 
J ahreszins betragt alsdann: 

z Z 2) 
t (a + e - z) . a +t(e -a -z) 

Wird ein Kapital 5 zum wirklichen Zins i fUr die Einheit auf ein 
Jahr ausgeliehen, so tragt es, da fiir die Einheit i an Zinsen zu zahlen 
sind, den Zins 5 . i und wachst mit seinen Zinsen zu der Summe: 

{1} 51 = 5 + 5 . i = 5 (1 + i) 
an. Leiht man die so gewonnene Summe 51 nochmals auf ein Jahr 
zum wirklichen Zins i aus', so wachst sie mit ihren Zinsen zu: 

52 = 51 (1 + i) = 5 (1 + i) (1 + i) = 5 (1 + i)2 

an. Fahrt man so fort, so findet man: 
Wird ein Kapital 5 zu 100 i%, also zum Zins i fiir die Ein­

heit ausgeliehen und wird auch der Zins jedes Jahr in der 
namlichen Weise wie das urspriingliche Kapital verzinslich 
angeIegt, so ist das Kapital am SchluB von n Jahren durch 
Zinseszins zu: 
(2) 5" = 5 (1 + i)" 
angewachsen. Man nennt 5" das nach n Jahren aus 5 entstehende 
Endkapital. Die GroBe 1 + i wird als Aufzinsungsfaktor be­
zeichnet. Setzt man in Formel (1) 5 = 1, so hat man: Der A ufzin­
sungsfaktor ist diejenige Summe, zu der die Einheit nach 
Verla uf eines J ahres angewachsen ist. 

Aus Formel (2) laBt sich das urspriingliche Grundkapital oder, wie 
man sagt, der Barwert oder der Kapitalwert 5 finden, wenn das 

1) Vgl. hierzu Veroffentlichungen des Reichsaufsichtsamts fiir Privatv. Bd. 20. 
S. 93. 1921. 

2) U'ber die Berechnung des durchschnittlichen AnlagezinsfuBes bei den Lebens­
v'sgesellschaften vgl. Verofientlichungen des Kais. Aufsichtsamts f. Privatv .• Bd. 12. 
S. 125. 1913. 
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Endkapital Sn bekannt ist, zu dem das Anfangskapital S nach n Jahren 
durch Zinseszins angewachsen ist. Aus (2) folgt: 

(3) S = (1 !ni )" . 

Wir setzen: 
(II) 

1 
--.=v. 
1 + ~ 

Man nennt v den Diskontierungs- oder Abzinsungsfaktor. Setzt 
man in (3) fiir n = 1, S1 = 1, so ergibt sich: v ist der Barwert derjenigen 
Summe, die in einem Jahre mit ihren Zinsen zur Einheit anwachst. 
Vnter Beniitzung von (II) wird die Formel (3): 

(4) 

Wir haben also den Satz: Verfiigt man durch Anlage zu Zin­
seszins nach n Jahren iiber ein Kapital S", so findet man 
seinen Barwert, indem man Sn mit der nten Potenz des Dis­
ko n tierungsfaktors v m ultipliziert. 

Bei 3% Zinsen ist i = 0,03, 
1 

v = 1,03 ' 

1 v=--. 
1,035 

bei 31/3% ist i=0,Q35, 

Es gibt HiHstafeln1), welche die Potenzen von v fiir die verschiedenen iiblichen 

ZinsfiiBe angeben. Einer solchen Tafel entnehme ich ~ = 0,1790534. Um 
1,035 

in 50 Jahren 100000 M zu haben, muB man also 17905,34 M zu 31/2% auf 
Zinseszins anlegen. 

1st m1 ein positiver echter Bruch und n eine ganze positive Zahl, so 
ms m, 

liegt die Potenz (1 + it+ rna zwischen (1 + i)n und (1 + i)n+1. Mithin 
besteht die Vngleichung 

n+ m1 
S(1+i)n<S(1+i) m'<S(1+i)n+l. 

Man dehnt daher die nur ffir ganzzahliges n definierte Formel (2) auch 
auf nicht ganzzahlige Werte des Exponenten aus und kommt iiberein, 
daB die Summe 

n+ !!!!. 
S (1 + i) m, 

als Endkapital einer Summe S, die n + m] Jahre auf Zinseszinsen aus-
m2 

geliehen war, angesehen werden soll. Mithin ist die Formel (4), die ur­
spriinglich nur ffir ganzzahliges n galt, auch fiir nichtganzzahlige Werte 
von n zu verwenden. 

1) Z. B. MuraL H.: Zinseszinsen-, Einlage-, Renten- und Amortisations­
tabellen. Budapest. - Spitzer, S.: Tabellen fiir die Zinseszinsen- und Renten­
rechnung. Wien. Neue Ausgabe von E. Forster: Wien und Leipzig 1922. - Mein 
in der Anm. auf S. 10 zitiertes Buch. 
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Beispielsweise ist eine Summe von 1000 M aus einem Kapital entstanden, 

dessen Wert vor 51/ 2 Jahren mit 

1000 1000 
----- = 827,61 M 
1,0351i • 1,01735 1,0355 • V1,035 

zu veranschlagen ist, wenn ein Zins von 31/.% zugrunde gelegt wird. 

Urn noch zu einem weiteren in der internationalen Bezeichnung 
verwendeten wichtigen Symbole zu gelangen, fragen wir: Welche Summe 
muB man ausleihen, urn, wenn i der Jahreszins fUr die Einheit ist, die 
Summe 1 zuruckzuerhalten? Die auszuleihende Summe, die offenbar 
kleiner als die Einheit ist, sei mit 1 - dbezeichnet; alsdann hat man 
nach Formel (1), da das Anfangskapital 1 - d zum Endkapital 1 an­
gewachsen sein solI: 

d. h. 
(5) 

1 = (1 - d) • (1 + i) oder 
1 

1-d=--
1 + i' 

1 i 
d=1---=--

1+i 1+i' 
Unter Beachtung von (II) folgt aus (5), daB 

(6) d = 1 - v = i v. 

Die durch (5) oder (6) definierte GroBe 

(III) d 

bezeichnet man als Diskont. Ein Vergleich der Formeln (4) und (6) 
fur n = 1 lehrt: Statt als Jahreszins fur die Einheit post­
n umerando i kann man a uch pran umerando d = i· v zahlen. 
Es ist also gleich, ob man bei 31/2% Verzinsung fUr 1000 M an Zinsen 
postnumerando 35 Moder pranumerando 33,82 M entrichtet. 

II. Sterblichkeitstafeln. 
I. Wesen und Herstellung der Sterblichkeitstafeln. 

Fur den technischen Aufbau jeder Lebensv. ist eine Sterblich­
keitstafel notwendig. Die einfachste Form, die man der Sterblich­
keitsfafel geben kann, ist die Absterbeordnung; hierunter versteht 
man eine tabellarische Vbersicht, die daruber AufschluB erteilt, wieviel 
Personen aus einer bestimmten groBen (willkurlich gewahlten) Grund­
masse Gleichaltriger noch das nachste, ubernachste Lebensjahr usw. 
erleben; sie berichtet, in welcher Weise eine Anzahl gleichaltriger Per­
sonen von Jahr zu Jahr abstirbt. Man sollte statt von einer Absterbe­
ordnung eigentlich euphemistisch und auch treffender von einer Tafel 
der Vberlebenden sprechen. 

Der groBe franzosische Mathematiker Laplace (1749-1827) sagt 
in seinem Essai philosophique sur les probabilites (1814): "Die Herstel­
lung einer Sterblichkeitstafel ist sehr einfach. Man entnimmt den Ge­
burts- und Todesregistern eine groBe Anzahl von Kindern, verfolgt sie 
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wahrend ihres ganzen Lebenslaufes, indem man bestimmt, wie viele 
von ihnen am Ende eines jeden Jahres noch leben, und schreibt die so 
gewonnene Zahl immer neben das zugehorige Jahr." Nach der erwahn­
ten Methode hat man irgendeine gro~e, wirklich existierende Grund­
masse 10 Neugeborener von der Wiege bis zum Grabe direkt zu beob­
achten und die Anzahl von Individuen 

(IV) 

zu verzeichnen, die von den Nulljahrigen ihren ersten, zweiten, dritten 
usw. Geburtstag feiern. Die Konstruktion einer Absterbeordnung nach 
dieser direkten Methode, also die Herstellung der Absterbeordnung 
einer wir kliche n Ge nera tio n, wiirde die Existenz und das Studium 
genauer Zivilstandsregister eines verflossenen Jahrhunderts erfordern, 
sonst ware man erst 100 Jahre nach Anlegung der Tafel imstande, sie 
zu vollenden. Sieht man selbst von der ungemein schweren Durchfiihr­
barkeit dieser direkten Methode ab, so gibt sie schon wegen der groBen 
Wanderungen im Verlauf von 100 Jahren, die sie nicht berucksichtigen 
kann, kein richtiges Bild von der Sterblichkeit hOherer Altersklassen. 
Empfehlenswert ist dieses Verfahren, urn Bruchstiicke einer Absterbe­
ordnung, z. B. fiir die ersten 25 Lebensjahre (Sterblichkeitstafeln fur 
Kinderausstattungen), zu erhalten. 

Wenn irgendeine Absterbeordnung vorliegt, solI im folgenden stets 
mit 1z die Anzahl derjenigen Personen bezeichnet werden, die aus der 
anfanglichen Grundmasse ihren xten Geburtstag erleben; man sagt auch: 

(V) lz 

ist die Anzahl der Lebenden des Alters x. Die Zahl lZ+l gibt 
also an: von den 1z Personen des Alters x erle ben noch 1" + 1 den 
(x + 1)ten Geburtstag.· Die Zahlen 1"" ZH1' ... sind der Natur der 
Sache nach eine Reihe positiver Zahlen, von denen keine folgende groBer 
als eine voraufgehende sein kann. Ist 

(VI) w 

die hochste Anzahl von Jahren, die von Personen der beobachteten 
Grundmasse vollig durchlebt werden, endet also die Absterbeordnung 
mit 1w, so ist 1w + 1 = O. Bildet man fur jeden moglichen Wert des x 
die Differenz t" - 1" + 1, die wir ausnahmslos mit dz bezeichnen, 

(VII) 

so hat man in dz die Anzahl derjenigen Personen, die im Alter von x 
bis x + 1 Jahren verstorben sind. DieZahlen dz heiBen dieToten der 
Sterbetafel. 

Offenbar ist 
(7) dO) = 1w 
und 
(8) 
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Hervorgehoben zu werden verdient noeh, daB nieht jede Absterbe­
ordnung notwendig mit dem Alter 0 anfangen muB. Die am Sehiusse 
abgedruekte Tafel 23 D. G. M. u. W II) fangt mit dem Alter 17 an; bei 
ihr ist l17 = 102787, von den 17jahrigen 102787 Personen erlebten 
l18 = 101 878 den 18. Geburtstag; daher starben im Alter von 17 bis 
18 J ahren d17 = 909. Fur die angege bene Tafel ist OJ = 89. 

Eine vollstandige Sterbliehkeitstafel enthalt nieht nur eine Absterbe­
ordnung und die Toten, sondern sie verzeiehnet aueh fUr jedes Alter 

dx 
den Quotienten T' den wir ausnahmslos mit qx bezeiehnen. Man 
nennt x 

(VIII) 

die Sterbenswahrseheinliehkeit des xjahrigen. Die sieh aus 
ihr ergebende Zahl 

(9) 

heiBt die Lebenswahrseheinliehkeit des xjahrigen, die Wir 
ausnahmslos mit Px bezeichnen, also 

Ix + 1 
(IX) Px = -I- . 

x 

Die Werte px und qx bestimmen sieh infolge der Beziehung Px = 1 - q,. 
gegenseitig. Je groBer die Lebenswahrseheinliehkeit des Alters x ist, 
desto geringeren Wert hat seineSterbenswahrseheinliehkeit. 

Man kann aueh die Wahrseheinliehkeit, daB eine xjahrige Person 
noeh naeh n Jahren lebt oder ihren x + nten Geburtstag feiert, ein­
fUhren; sie ist 

Man setzt 

(X) 
Die Formel 

Ix + 1 Ix + 2 Ix + n 
nPx = -/~' I--'" f--- = PxPx+! PX+2'" Px+n-l 

x X+l x+n-l 
= (1 - qx) (1 - QX+l)'" (1 - Qx+n-l) 

fiihrt nPx auf Sterbenswahrseheinliehkeiten zuruek. Die Wahrsehein­
liehkeit fUr den xjahrigen, im Laufe der naehsten n Jahre zu sterben, ist 

Ix - !!:..+ n = 1 _ P . 
lx n x , 

denn von Ix Personen erleben nur Ix+n den x + nten Geburtstag, also 
sterben ix - Ix + n' 

1) Diese Tafel ist fur das deutsche Lebensv'sgeschiHt besonders wichtig; sie 
stammt aus dem auf S. 8 genannten Werke und ist hergestellt aus gemeinsamen 
Beobachtungen an 341 744 Mannern und 121 606 Frauen, die normal nach voll­
standiger arztlicher Untersuchung versichert waren. 
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Die Wahrscheinlichkeit fUr eine xjahrige Person, im Alter von 
x + n bis x + n + 1 Jahren zu sterben, ist 

dx + n 

Ix 

denn von lx Personen sterben dx + n im Alter von x + n bis x + n + 1 
Jahren. Man setztl) 

dx + n 
nlqx = t-;-

und findet 

I Ix + n dx + n ( ) nqx = -1-' T- = nPx' qX+n vgl. X und VIn . 
x x+n 

o 
Viele Sterbetafeln verzeichnen auch die volle mittlere Le be usda uer ex 

oder Lebeuserwartung des xjahrigen. Sie ist definiert durch 

o Ix + 1 + Ix + 2 + ... + I", 1 
e= +-

x Ix 2 

und bestimmt die von einem xjahrigen durchschnittlich durchlebte Anzahl von 
Jahren. Zu dieser GroBe gelangt man auf folgende Art: Waren bei den beobach­
teten Ix Personen der Absterbeordnung alle Todesfalle immer erst am SchluB des 
Jahres eingetreten, so hatten samtliche Ix Personen des Alters x das (x + 1) te 
Lebensjahr durchlebt, ebenso hatten die IX+1 Personen von ihnen, die nach der 
Absterbeordnung den (x + 1)ten Geburtstag begehen, das (x + 2)te Lebensjahr 
durchlebt usw. Mithin hatten alJe lx Personen gemeinsam Ix + lX+1 + lX+2 + ... 
+ lm Jahre durchlebt; auf den einzelnen entfallt der 'xte Teil. Da man zweck­
maBiger annimmt, daB die Todesfalle durchschnittlich in der Mitte des J ahres 
eintreten, subtrahiert man von dem Quotienten 

o 
alsdann hat man ex. 

noch 
1 

2 

Bei der Konstruktion eineI' Sterbetafel sind nicht die lx, sondern 
die Sterbenswahrscheinlichkeiten qx der Ausgangspunkt. Man beob­
achtet eine groBe Zahl Ax von xjahrigen Personen ein Jahr lang2), von 
ihrem xten bis (x + 1) ten Geburtstag, bestimmt die Anzahl m" der bei 
ihnen im Alter von x bis x + 1 J ahren eingetretenen Todesfalle und setzt 

mx 
qx=-' 

Ax 

Die SterbenswahrseheinHehkeit qx ist hiernaeh zunaehst einzig 
und allein eine relative Haufigkeitszahl, d. h. eine empiriseh 
dureh Zahlung bereehllete statistisehe Verhaltniszahl. Sind z. B. unter 
einer groBen Anzahl A beim Standesamt gemeldeter Geburten m mann-

m 
Hehe vorhanden, so bezeiehnet man A als die relative Haufigkeit fur 

eine Knabengeburt. Dementsprechend ist 

mx 
qx=-

Ax 
1) Der dem n folgende senkrechte Strich bedeutet nach der internationalen 

Bezeichnung eine Periode des Aufschubs. 
2) Der nachste Paragraph wird davon handeln, wie diese ein Jahr lang wah­

rende Beobachtung in der Praxis geschieht. 
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eine aus der Erfahrung stammende ziffernmaBige Angabe iiber das 
raschere oder langsamere Absterben, das in einer Gruppe von beobachte­
ten xjahrigen Personen im Laufe eines J ahres stattfand. Multipliziert man 
die Sterbenswahrscheinlichkeit qOl mit 100 oder 1000, so erhalt sie die Be­
deutung eines Prozent- oder Promillesatzes. Die Zahlen 1 OOqOl bzw. 1000 qOl 
geben an, wieviel von je 100 bzw. 1000 xjahrigen Personen nach den 
vorliegenden Erfahrungen im Alter von x bis x + 1 Jahren verstarben. 
Entsprechend bedeutet 100 POl' daB nach den der Sterblichkeitstafel 
zugrunde liegenden Erfahrungen von 100 xjahrigen Personen durch­
schnittlich 100 POl den (x + 1}ten Geburtstag erlebten. 

Die zur Ableitung der Sterbenswahrscheinlichkeit qOl verlangte groBe 
Zahl der zu beobachtenden xjahrigen Personen wird deswegen gefor­
dert, weil sie "den allgemeinen Bedingungen des Geschehens" zum 
Durchbruch verhilft und das Zufallige moglichst zuriickdrangt. qOl wird 
hierdurch von der Individualitat der einzelnen Personen des Alters x 
moglichst unabhangig zu gestalten gesucht, gewissermaBen zur Ster­
benswahrscheinlichkeit der Altersklasse der xjahrigen gestempelt und 
nach den Gesetzen der mathematischen Wahrscheinlichkeitslehre, wo­
von noch im § 4 gesprochen wird, orientiert. 

Je nach dem Zweck, dem die Sterblichkeitstafel dienen soIl, wird 
zur Bestimmung des qOl' wie wir sehen werden, verschiedenes, in gewisser 
Gleichartigkeit gewahltes Menschenmaterial verwendet. Sind aus einem 
einheitlichen Material fUr die Altersklassen der y, y + 1, Y + 2, ... jah­
rigen die Sterbenswahrscheinlichkeiten qy, qy + l' qy + 2' .•. durch Beob­
achtung gewonnen, so leitet man aus ihnen die Absterbeordnung auf 
Grund folgender Hypothese oder Willkiir ab: Man nimmt an, daB die 
beobachteten Sterbenswahrscheinlichkeiten auf jeden anderen ahnlichen 
Personenkreis iibertragbar sind; man setzt also voraus, daB gleichaltrige 
groBe Menschengruppen, die unter ahnlichen Bedingungen leben, im 
namlichen Lebensjahr dem Tod immer annahernd gleichartig verfallen. 
Obes berechtigt ist, wenigstens naherungsweise eine solche Konstanz 
der Sterbenswahrscheinlichkeiten flir jede Altersklasse anzunehmen, 
wird noch im § 4 besprochen werden. 

Gy bedeute eine willkiirlich gewahlte ganze positive Zahl. Wir be­
trachten eine fingierte Grundmasse von yjahrigen Personen ly. = Gy • 

Da unter 100 beobachteten yjahrigen Personen durchschnittlich 100· qy 
im Alter von y bis y + 1 Jahren verstarben, sind flir unsere fingierte 
Gesellschaft von ly Personen nach unserer Hypothese ly • qy Todesfalle 
anzusetzen, so daB ly - ly • qy = ly (1 - qy) Personen verbleiben, die 
das (y + 1) te Lebensjahr vollenden. Bezeichnet man die (y + 1) jahrigen 
nach der internationalen Schreibweise mit ly + l' so hat man 

(10) 

Da diese ly + 1 Personen nach unserer Hypothese im Laufe des Alters von 
(y + 1) bis (y + 2) Jahren derselben Sterbegefahr ausgesetzt sind, wie 
sie qy + 1 verzeichnet, erleben von den ly + 1 Personen 

ly+l - ly +1 qY+1 = ly+d1 - qY+1) 
L 0 e w Y. Vers:cherungsmathematik. 4. Auf!. 2 
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ihren (y + 2) ten Geburtstag. Diese Zahl ist mit ly + 2 zu bezeichnen, also 

ly + 2 = ly + I (1 - qy +1) 

oder unter Beriicksichtigung von (10): 

lY+2=ly(1-qy)(1-:--qy+1)' 

So fortfahrend erhalt man 

ly+s=ly(1-qy)(1-qy+I)(1-qY+2) 
usw. 

Wahlt man bei ly = Gy (ffir die Ausgangszahl Gy nimmt man 
gewohnlich eine runde Zahl, etwa 100000) r = 0, so hat man 
in Go, Go (1 - qo), Go (1 - qo) (1 - ql)' Go (1 - qo) (1 - ql) (1 - q2)' 
Go (1 -qo) (1 - ql) (1 - q2) (1 - q3)' . .. eine vollstandige Absterbe­
ordnung gewonnen. Mit Hilfe der Lebenswahrscheinlichkeiten [vgl. 
Formel (9)] laBt sie sich schreiben: Go, Go Po, Go Po PI' Go Po PI P2' 
Go Po PI P2 Pa, ... 

Diese indirekte Methode ist heute zur Herstellung einer Sterblich­
keitstafel allein gebrauchlich. Die so gewonnene Absterbeordnung gibt 
AufschluB iiber das Absterben einer fingierten, willkiirlich gewahlten 
Grundmasse gleichaltriger Personen unter der Voraussetzung, daB bei 
ihr die beobachteten Sterbenswahrscheinlichkeiten zutreffen. 

2. Berechnung der Sterbenswahrscheinlichkeit. 
Die Bestimmung der Sterbenswahrscheinlichkeit qx sollte (vgl. S. 16) 

durch Beobachtung einer groBen Anzahl xjahriger Personen von ihrem 
x- bis (x + 1) ten Geburtstage geschehen. Gewohnlich wird es nicht mog­
lich sein, jede Person einer groBen Anzahl ein Jahr lang im Auge zu 
behalten; an Stelle der "geschlossenen" Gesellschaft hat man eine 
"offene " , d. h. innerhalb der Beobachtungszeit werden gewisse der an­
fanglich vorhandenen Individuen dem Gesichtskreise des Beobachters 
entschwinden, andere werden hinzutreten. Wir bezeichnen mit Ax die 
an ihrem xten Geburtstage unter Beobachtung tretenden Personen. 
Zu diesen Ax Personen mogen im Laufe der Beobachtungszeit noch 
Ex PeJ,"sonen des Alters von x bis x + 1 Jahren hinzukommen, ferner 
mogen Cx Personen des Alters von x bis x + 1 Jahren aus dem Kreise 
der Ax + Ex Personen austreten, ohne daB der Beobachter von ihnen 
weiB, ob sie den (x + 1) ten Geburtstag erlebt haben oder nicht, schlieB­
lich bedeute mx die Anzahl der aus diesem Kreise im Alter von x bis 
x + 1 Jahren wahrend der Beobachtungszeit Verstorbenen. In den 
mx Todesfallen sind also sowohl solche enthalten, die die Ax Personen 
ergaben, als auch solche, welche die Ex Personen wahrend ihrer Beob­
achtungszeit lieferten, die kein ganzes Jahr dauerte. Die Zahl mx um­
faBt aber nicht samtliche Todesfalle, die im Alter von x bis x + 1 Jahren 
unter den Ax + Ex Personen eintraten, vielmehr fehlen diejenigen der 
Cx Personen, die sich vor der Erreichung des Lebensalters von x + 1 
Jahren der Beobachtung entzogen haben. Urn den Veranderungen des 
Personenkreises Rechnung zu tragen, konnte man fUr jeden Ein- und 
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Austretenden den Jahresbruchteil bestimmen, den er in Beobachtung 
durchlebt hat, und ihn statt mit dem Gewichte 1 nur mit diesem Jahres­
bruchteil unter den lebenden xjahrigen verrechnen. Hierin liegt die 
Hypothese, daB in gleichen Zeitteilen eines Jahres gleich viele Per­
sonen im Alter von x bis x + 1 Jahren sterben. Urn den fraglichen 
Jahresbruchteil der Beobachtungszeit nicht fUr jeden einzelnen Ein­
und Austretenden berechnen zu mussen, setzt man noch weiter voraus, 
daB die Ein- und Austritte sich gleichmaBig uber das Jahr verteilen 
und also eine jede der Bx und Cx Personen durchschnittlich ein halbes 
Jahr beobachtet wurde. Alsdann sind die Ein- und Austretenden wie 

!!~ bzw. Cx Personen in Rechnung zu ziehen; die mx Verstorbenen sind 
2 2 

aus der Anzahl 
A + Bx _ Cx 

x 2 2 

Personen hervorgegangen zu denken. Hieraus ergibt sich zur Be­
stimmung von qx die grundlegende Formel: 

(11 ) qx = B - C 
Ax + --':-i--!' 

Nach Formel (11) kann qx aus der Bevolkerung eines ganzen 
Landes bestimmt werden, wenn man kennt: 

1. d urch ei ne Vol kszahl u ng die Anzahl aller lebenden Personen 
am SchluB eines Kalenderjahres, nach Geburtsjahren geordnet; 

2. durch die Todesregister aus dem der Volkszahlung vor­
a ufgehenden und dem ihr folgenden Kalenderj ahre die An­
zahl aller Todesfalle, sowohl nach Altersj ahre n als nach Ge burts­
jahren geordnet. 

Z. B. sei durch eine am 31. Dezember 1907 vorgenommene Volks­
zahlung die Anzahl L:rs~ aller im Jahre 1882 geborenen Personen be­
kannt. Addiert man zu der durch die Volkszahlung gefundenen Zahl 
L:~~~ aIle 1882 geborenen Personen, die nach dem Todesregister im Lande 
wahrend des Jahres 1907, 25-26 Jahre alt, verstorben sind!) - ihre 
Anzahl sei D25-~~\882 -, so hat man ausschlieBlich Personen, die 
1907 ihr fUnfundzwanzigstes Lebensjahr vollendet haben. Diese Per­
sonen stehen nicht samtlich wahrend ihres ganzen 25.-26. Lebensjahres 
unter Beobachtung; denn in L:~~~ + D25-~~~71882 ist auch die Differenz 
der 1907 im Alter von 25-26 Jahren zugewanderten minus fortgewan­
derten Personen, die 1882 geboren sind, in Rechnung gezogen. Urn q2f> 

zu finden, ist diese Differenz in (11) nur halb zu verrechnen; mithin 
. t L 1907 + D 1907 dAd k 1 (Z 1907 F 1907 ) is von 1882 25 -26, 1882 er us rue ,r 25 -26, 1882 - 25 -26, 1882 

1) Man muB beachten, daB 1907 auch 1881 geborene, im Alter von 25-26 Jah­
ren stehende Personen sterben, ein- und auswandern; ebenso sterben im Jahre 1908, 
wandern ein und aus Personen, die 1883 geboren sind und zur Zeit des Todes, der 
Ein- und Auswanderung im Alter von 25-26 Jahren stehen. Diese Person en kom­
men samtlich bei der Bildung von q25 nicht in Frage. 

2* 
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zu subtrahieren, dessen Bedeutung aus der Bezeichnung erhellt. Es 
ist aber ferner noch, urn den Nenner von (11) zu finden, die halbe Dif­
ferenz der wahrend des Jahres 1908 im Alter von 25-26 Jahren zuge­
wanderten minus fortgewanderten Personen, die 1882 geboren sind, zu 
dem gefundenen Ausdruck zu addieren; denn die Beobachtung muS 
sich auch noch auf 1908 erstrecken, wo gleichfalls 1882 ge borene Personen 
im Alter von 25-26 Jahren sterben. Wir nehmen nun fur die einzelnen 
Altersklassen zweier aufeinanderfolgender Kalenderjahre Gleiehheit der 
Wanderungsdifferenz an, also 

Z 1907 F 1907 - Z 1908 F 1908 . 
25-26,1882 - 25-26,1882 - 25-26,1882 - 25-26,1882' 

dann tilgen sieh der zu subtrahierende und der zu addierende Teil. Der 
Nenner bei q25 wird auf der rechten Seite der Formel (11) einfach lauten: 
L!~~~ + D25_~~71882' Der Zahler m25 wird offenbar gefunden, indem 
man aUe nach den Todesregistern wahrend der Jahre 1907 und 1908 
im Alter von 25-26 Jahren verstorbenen Personen addiert, die 1882 
ge boren sind: 

D 1907 + D 1908 
25-26, 1882 25-26, 1882 

q25 = £1907 + D 1907 
1882 25-26, 1882 

Hat man verschiedene Volkszahlungen, etwa am 31. Dezember 1912 
und am 31. Dezember 1907, zur Verfiigung, so wird man die Formel 
verwenden k6nnen: 

D 1912 + D 1913 + D 1907 + D 1908 
_ 25-26, 1887 25-26, 1887 25-26, 1882 25-26, 1882 1) • 

q25 - - £1912 + D 1912 + £1907 + D . 1907 ' 
1887 25-26, 1887 1882 25-26, 1882 

die Bedeutung der D und List durch die Indizes klar. In der letzten 
Formel hat man ebenso wie in der voraufgehenden im Nenner eine 
Summe von Personen, die das 25. Lebensjahr uberschritten haben, im 
Zahler die Summe derjenigen dieser Personen, die vor Vollendung ihres 
26. Lebensjahres gestorben sind. DaB hier unsere Personen als aus zwei 
Geburtsjahren stammend angenommen wurden, ist belanglos; denn zur 
Bestimmung von q", brauchen die Personen nieht alle im gleiehen Jahre 
geboren zu sein. Entsprechend kann man die Ergebnisse von drei oder 
mehr Volksz1ihlungen aus voneinander nicht zu entfernten Zeiten be­
nutzen, urn mit einem noch gr6Beren Beobachtungsmaterial zu arbeiten. 

1m wesentlichen wurde - es fand noch eine Korrektur zur Beruck­
sichtigung der Wanderungen statt - diese Methode bei der Herstellung 
der ersten deutschen Sterbetafel, "gegrundet auf die Sterblich-

1) Vgl. Becker, K.: Zur Berechnung von Sterbetafeln an die Bevolkerungs­
statistik zu stellende Aniorderungen, Formel (31). Congres international de sta­
tistique a Budapest, 1876. A. a. O. findet man auch die Literatur angegeben. Von 
grundlegenden Schriften nennen wir noch die von Knapp (vgl. Zitat auf S.4). 
- Zeuner: Abhandlungen aus der math. Statistik. Leipzig 1869. - Lexis: Ein­
leitung in die Theorie der Bevolkerungsstatistik. StraBburg 1875. - Ferner den 
sehr lesenswerten Artikel von v. B ort kie wic z, L. : Sterblichkeit und Sterblichkeits­
tafem. Handworterbuch der Staatswissenschaften. 3. Aufl., 7. Bd. 1911. 
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keit der Reichsbevolkerung in den 10 Jahren 1871/72 bis 1880/81 "1), an­
gewendet. Bei der Konstruktion der Reichssterbetafeln fUr die folgen­
den drei Jahrzehnte 1881/1890, 1891/1900, 1901/19102) wurde nicht 
nach dieser, .sondern nach einer praktisch einfacheren, theoretisch aber 
nicht ganz so strengen Methode verfahren3). 

Bei der Herstellung der Sterblichkeitstafeln 23 D. G. (vgl. S. 8) 
bediente man sich der Formel (11) auf folgende Weise: Unter A", ver­
stand man alle diejenigen Personen, die jemals an ihrem xten Geburts­
tage bei einer der 23 beteiligten Lebensv'sanstalten von deren Eroff­
nung bis zum 31. Dez. 1875 (bei einer Gruppe Versicherter bis 31. Dez. 
1870) versichert gewesen waren. E", bedeutete alle diejenigen Personen, 
die jemals im Alter von x bis x + 1 Jahren nach Erreichung ihres xten 
Lebensjahres einer der V'sanstalten beigetreten waren. e", bedeutete 
alle diejenigen Personen, die je im Alter von x bis x + 1 Jahren lebend 
aus dem V'sverhaltnis ausgeschieden waren. Zu den bei Lebzeiten 
Ausgeschiedenen war es notig, alle bei Zusammenstellung der Daten 
am 31. Dez. 1875 (bzw. am 31. Dez. 1870) im Alter von x bis x + 1 Jah­
ren stehenden versichert ge blie benen Personen hinzuzurechnen; denn 
auch diese standen kein ganzes Jahr von ihrem xten Geburtstage an 
unter Beobachtung, und man kannte daher damals nicht samtliche im 
Alter von x bis x + 1 Jahren aus ihnen stammende Todesfalle. SchlieJ3-
lich bedeutete bei 23 D. G. in Formel (11) m", alle jemals im Alter von 
x bis x + 1 J ahren als Versicherte bei irgendeiner der Anstalten ver­
storbenen Personen4). 

Sowohl bei der ersten deutschen Reichssterbetafel als auch bei der 
Tafel 23 D. G. liegt eine exakte Bestimmung der Sterbenswahrschein­
lichkeiten von Geburtstag zu Geburtstag, also nach scharf abgegrenz­
ten Altersjahren, vo~. Will man zur Bestimmung der Sterbenswahr­
scheinlichkeiten q", nur wahrend eines Kalenderjahres Beobachtungen 
anstellen - Angaben, bei denen das Kalenderjahr als Zeiteinheit 
gewahlt ist, findet man oft in Jahresberichten vori V'sanstalten -, so 
hat man es mit einem "kiinstlichen Problem der Sterblichkeitsmessung" 
zu tun. Man kann in diesem Falle nie den wirklichen Sachverhalt be­
schreiben, sondern muJ3 Fiktionen, die verschiedenartig sein konnen, ein­
fUhren. Sei z. B. q", aus den Erfahrungen einer V'sanstalt an allen bei ihr 
yom 1. Jan. 1919 bis 31. Dez. 1919 Versicherten zu finden, so kann man 
alle in Frage kommenden Personen, die 1919 ihren xten Geburtstag feiern 
(diese sind in demselben Kalenderjahre geboren), als ausnahmslos am 

1) Mcnatshefte zur Statistik des Deutschen Reiches 1887,2. Teil, Novemberheft. 
2) Alle vier deutschen Reichssterbetafeln findet man zusammengestellt in Sta­

tistik des Deutschen Reiches, Bd. 246, S. 14*. 1913. Die Methode der Berechnung 
der Reichssterbetafeln fur die drei letzten J ahrzehnte ist auseinandergesetzt in 
Statistik des Deutschen Reiches, Bd.200. 1910: "Deutsche Sterbetafeln fur das 
Jahrzehnt 1891 bis 1900." Vgl. auch Rahts: Die neuen deutschen Sterbetafeln. 
Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 16. S.663. 1916. 

3) Vgl. hierzu auch v. Bortkiewicz, L.: Assekuranzjahrbuch Bd. 34, II. Teil, 
S.207. Wien 1913. 

4) Vgl. die Wurdigung dieser Tafel bei Engelbrecht: Zeitschr. f. d. ges. V's­
wissenschaft Bd. 6, S. 111. 1906. 
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1. Jan. 1919 ge boren ansehen. Wir betrachten hier Personen als gleichaltrig, 
die bis zu einem Jahr in ihrem Alter voneinander abweichen k6nnen. Be­
zeichnen wiT mit A~1919) aUe diejenigen Personen, die im Jahre 1919 
ihren xten Geburtstag begehen und bereits am 1. Jan. 1919 bei der 
V'sanstalt versichert waren, mit B~1919) bzw. C~1919) aUe diejenigen Per­
sonen, die 1919 ihren xten Geburtstag begehen und sich im Laufe des 
Jahres 1919 bei der V'sanstalt versichern bzw. aus dem V'sverhaltnis 
lebend ausscheiden, schlieBlich mit m~1919) aUe 1919 als Versicherte 
gestorbenen Personen, die 1919 x Jahre alt wurden oder hatten werden 
k6nnen, so geht die Formel (11) uber in: 

m(1919) 
z (12) 

B(1919) _ C(1919) • 

A(1919) + z z 
z 2 

Bedeutet A~I~2~) aUe bei der Anstalt am 1. Jan. 1920 (= SchluB des 
Geschaftsjahres 1919) versicherten Personen, die 1920 ihren x + 1 ten 
Geburtstag begehen, so ist offenbar 

A (1920) = A (1919) - mS1919) + BS1919) - CS1919) • 
z+1 z ~ ~ ~ 

Daher wird 
B~1919) _ C~1919) = A~I~O~ + m~1919) _ A~1919) , 

und die F ormel (12) geht u ber in: 
2 m(1919) 

z 1) . qx = A-:-C(-:19-c19CC")-+--A"'""(:-:-19C":2CCO)C-+ m(1919) 
x x + 1 x 

(13) 

Formel (13) gestattet, qx mit Hille folgenden Formulars zu bestimmen: 

Geburtsjahr 

1819 
1820 

II 
Versicherte Personen 

. zu Beginn I zu SchluB 
des Geschiiftsjahres 

1m Laufe 
des Geschiiftsjahres ein­

getretene T odesfiille 

Dabei ergibt sieh das Lebensalter X jeweils als Differenz des laufenden Ge­
sehaftsjahres und des Geburtsjahres. 

Fur V'sgesellschaften besonders wichtig ist die Bestimmung der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten unter Wahl des V's j ahres als Zei t­
einheit fur die Beobachtung. Das V'sjahr ist fUr jeden Versicher­
ten individueU und beginnt mit dem Tage seines Eintrittes in das V's­
verhaltnis bzw. dessen Wiederkehr. In bezug auf das Lebensalter wird 
eine Annahme eingefUhrt; als Anfang des neuen Le bensjahres wird der 

1) Man kann aueh alle Geburtsdaten statt auf 1. Januar auf 1. Juli verlegen; 
alsdann bestimmt die reehte Seite der Formel (13) nieht die GroBe qx, sondern 
qz-~' und man wird approximativ qx alsMittelwert gleiehi (qx-!+qz+!) ein­
fiihren. Naeh der Hypothese der Anmerkung gilt ein 1819 Geborener zu Beginn 
des Gesehaftsjahres 1919 als 991/ zjahrig, naeh der des Textes als 100jahrig. 
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Beginn des neuen V'sjahres festgesetzt. Eine bereits im V'sverhaltnis 
stehende Person uberschreitet das "Policenalter" von x Jahren und 
wird hiermit als xjahrig betrachtet, wenn sie y volle V'sjahre durchlebt 
hat und mit t = x - y Lebensjahren in die V. eingetreten ist. Als 
Eintrittsalter gilt das bei der Aufnahme des Versicherten von der An­
stalt fur seine Pramienzahlung festgesetzte anfangliche Policenalter t 
(t ganze Zahl); im Deutschen Reiche werden gewahnlich t - t bis 
t + t Jahre alte Personen als tjahrig versichert1). Will man Formel (11) 
zur Bestimmung von qx anwenden, so sind unter Ax aIle Personen zu 
verstehen, die bei der betreffenden V'sanstalt versichert das Policen­
alter x uberschritten. Erstreckt man, wie wir es hier verlangen, die 
Beobachtung jedes Versicherten von V'sjahr zu V'sjahr, so sind in For­
mel (11),'wenn man von Lasung und spaterer Wiederaufnahme des V's­
verhaltnisses absieht, keine Zutritte von Personen Bx wahrend des 
Alters von x bis x + 1 J ahren zu berucksichtigen. Unter Cx wird man 
aIle Personen zu verstehen haben, die im Policenalter von x bis x + 1 
Jahren aus dem V'sverhaltnis lebend ausschieden; mx bedeutet aIle 
im Policenalter von x bis x + 1 Jahren verstorbenen Versicherten. Man 
erhalt: mx 

qx = ---C-, 
(11') A _ ~ 

x 2 

Die so gewonnenen Sterbenswahrscheinlichkeiten sind fUr V'szwecke 
besonders brauchbar, weil sie auf Grund des fur die Pramienzahlung 
maBgebenden Alters bestimmt wurden. Das Verfahren wird als Go­
thaer Methode bezeichnet lind ist von J. Karup 1879 bei Bearbei­
tung der Sterblichkeitserfahrungen der Gothaer Bank angewendet wor­
den 2). Die Gothaer Methode ist in den letzten Jahren u. a. bei der Kon­
struktion der Tafeln der 60 britischen Gesellschaften (vgl. S. 7), der 
osterreichischen und ungarischen Versicherten (vgl. S. 9), der Gothaer 
Lebensv'sbank3), der Lebensv'sgesellschaft zu Leipzig ("Alte Leipziger")4) 
und der Stuttgarter Lebensv'sbank ("Alte Stuttgarter")5) angewandt 
worden. 

Die Formel (11') wird haufig noch abgeandert, indem man die Aus­
tritte Cx nicht auf die Mitte des V'sjahres verlegt, sondern aIle Personen, 

1) Einer am 1. April 1915 versicherten Person, die am 1. November 1880 ge­
boren ist, hat man das Eintrittsalter von 34 J ahren beizulegen. Am 1. April 1918 
hatte sie 3 V'sjahre vollendet und gilt als 37jahrig. Lost sie in der Zeit bis zum 
1. April 1919 ihren Vertrag oder stirbt sie, so gilt sie als im Policenalter von 37-38 
Jahren ausgeschieden oder verstorben. 

2) Vgl. hieriiber die Angaben von Rogh e in seiner an historischem Material 
reichen, aber in bezug auf Kritik mit Vorsicht zu beniitzenden Schrift: "Geschichte 
und Kritik der Sterblichkeitsmessung bei V'sanstalten". Suppl. XVIII der J ahr­
biicher f. N ationalokonomie u. Statistik. J ena 1891-

3) Karup, J.: Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensv'sbank. 
Jena 1903. 

4) Hoc kner, G.: Anderung der Rechnungsgrundlagen sowie Aufstellung einer 
Sterblichkeitstafel, eines Pramien- und Dividendensystems fiir die Lebensv'sgesell­
schaft zu Leipzig. Leipzig 1907. 

5) Lohm liller, A.: Sterblichkeitsuntersuchungen auf Grund des Materials der 
Stuttgarter Lebensv'sbank (Alte Stuttgarter) 1854-1901. Jena 1907. 
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die ihre V. in der zweiten Halfte des V'sjahres losten, als ein ganzes Jahr 
unter Beobachtung stehend annimmt, hingegen den Austritt aller Per­
sonen, der in der ersten Halfte des V'sjahres stattfand, auf den Beginn 
des V'sjahres verlegtl). Man erhalt demnach die Forme! 

( 11") 
m", 

q",=-. 
A", 

Hierbei bedeutet A", die Gesamtheit aller xjahrigen Personen, die nach 
Oberschreiten des Policenalters x entweder im Laufe des Jahres als 
Versicherte starben - ihre Anzahl ist die im Zahler stehende Zahl 
m", - oder das ganze Jahr ihr V'sverhaltnis aufrecht erhielten oder 
eine vorzeitige Losung ihres Vertrages erst in der zweiten Halfte des 
V'sjahres vornahmen. 

Die durch Beobachtung gewonnenen Werte der Sterbenswahrschein­
keiten qo' q1' q2' ... zeigen gewohnlich UnregelmaBigkeiten, die man 
Zufalligkeiten oder der Beschranktheit des Beobachtungsfeldes zu­
schreiben zu miissen glaubt. Wiirde man die beobachteten Werte q", 
zur Herstellung einer Sterbetafel beniitzen, so wiirden ihre Unebenheiten 
sich auf die aus ihr zu berechnenden Pramientarife iibertragen. Zur 
Beseitigung dieser Unebenheiten werden die beobachteten Werte der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten q", gewohnlich a usgeglichen, d. h. durch 
andere Werte ersetzt, die nicht zu sehr von den beobachteten abweichen 
und einen annahernd rege1maBigen Verlauf zeigen2). Jede Ausgleichung 
hat etwas Subjektives an sich, indem sie "nie ohne Hypothese, Vorurteil 
oder Spekulation moglich ist". Fiir die Gewinnung der ausgeglichenen, 
d. h. der iiberarbeiteten Werte kommen drei Methoden in Frage: erstens 
eine zeichnerisch konstruierende oder rechnerisch probierende, auch 
graphische Ausgleichung genannt, zweitens eine mechanische, 
welche die gesuchten Werte aus den beobachteten methodisch einheit­
lich durch einen bestimmt festgelegten RechenprozeB herleitet, und 
drittens eine analytische. Letztere, der Sterblichkeitsmessung eigen­
tiimlich, stellt die ausgeglichenen Werte fiir q", oder die aus ihnen be­
rechneten von l", (S. 17/18) durch eine Formel dar. Von solchen Formeln 
oder Sterblichkeitsgesetzen - bei dem Worte "Gesetz" ist hierbei 
nicht an seine Bedeutung in naturwissenschaftlichem Sinne zu denken. 
sondern nur an eine in Gestalt einer mathematischen Formel vorliegende 
Oberarbeitung unausgeglichener Zahlen zur Erleichterung gewisser 
Rechnungen - ist das beriihmteste das von dem V'smathematiker 
Gompertz 1825 veroffentlichte, von Makeham 1860 verbesserte 

1) Vgl. Karup, J.: Reform, S. 5, sowie ferner Absterbeordnung aus Beobach­
tungen an osterreichischen Versicherten, Bd. I, S. 62. 

2) Uber Ausgleichungvgl. Blaschke, E.: Vorlesungen iiber mathematische Sta­
tistik. S. 192-256. Leipzig und Berlin 1906. Ferner Blaschke: Die Ausgleichung 
von Absterbeordnungen aus der Bevolkerungsstatistik. Osterreichische Statistik, 
neue Folge, Bd. 1, H. 4. Wien 1917. - Brendel: Diein Deutschland angewandten 
Methoden zur Ausgleichung von Sterbetafeln. Berichte des V. internat. Kongresses 
f. V'swissenschaft, Bd. II, S.267, Berlin 1906, und des Verfassers Artikel "Aus­
gleichung" in Manes' V's-Lexikon sowie im Erganzungsbande. 
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Makeham - Gompertzsche Gesetz. Es gibt die Anzahl der Le­
benden l", des Alters x in ihrer Abhangigkeit von dem Alter x: 

(14) l",=c.k",.g-"'; 

c, k, g, r bedeuten dabei Konstante, die auf Grund des beobachteten 
Materials so zu wahlen sind, daB sie dessen allgemeine Ziige moglichst 
genau wiedergeben; die fraglichen Konstanten besitzen fUr die ver­
schiedenen Sterblichkeitstafeln verschiedene Werte. Die angegebene 
Formel (14), die zur Ausgleichung einer Anzahl von Sterblichkeitstafeln 
beniitzt wurde, gibt, yom Alter x = 20 bis 35 anfangend, also mit Aus­
schluB des jugendlicheren Alters, eine recht gute Idee des Verlaufes 
der Sterblichkeit. Wahlt man lao willkiirlich, 

1 - 0,0000728 
logk = - 0,0025276, ogg = - r _ 1 ' 

d lao 
r = 1,087398 un c = 80' 

k30 • g-
so liefert Formel (14) fiir x > 30 die Sterbetafel, die von der preuBischen 
Rentenv'sanstalt, wohl dem groBten derartigen deutschen Institut, aus 
ihren eigenen Erfahrungen an mannlichen Rentenversicherten her­
geleitet wurde und seit 1901 den mannlichen Pramientarifen zugrunde 
liegt. Wahlt man l33 als willkiirliche Zahl, 

1 -0,0000045 
log k = - 0,0020348 , og g = , 

r-1 
l33 r = 1,12212 und c = .. , 

k33 • g-
so erh1ilt man aus Formel (14) fUr x > 33 diejenige ausgeglichene Sterbe­
tafel, welche die preuBische Rentenv'sanstalt aus ihren eigenen Erfah­
rungen an weiblichen Rentenversicherten gewonnen hat und bei ihrem 
Leibrentengeschaft mit Frauen yom 33. Lebensjahre an verwendetl}. 

3. Die gebrauchlichen Sterblichkeitstafeln. 
Die Sterbenswahrscheinlichkeiten, auf denen eine jede Sterblichkeits­

tafel basiert, zeigen je nach der Art des zu ihrer Herleitung verwendeten 
Beobachtungsmaterials erhebli.che Abweichungen, z. B. fiir verschiedene 
Lander, fur die beiden Geschlechter, fUr Schichten einer Bevolkerung, 
die durch Beruf oder Einkommen charakterisiert sind. 1m heutigen 

1) Vgl. Hartu ng: Sterblichkeitstafeln fiir Rentenversicherungen. Berichte des 
V. internat. Kongresses fiir V'swissenschaft zu Berlin Bd.1, S.311. 1906. -
Fiir 30 nach dem Makeham-Gompertzschen Sterbegesetz ausgeglichene Tafeln 
findet man eine Zusammenstellung der Werle bei Blasch ke, E.: V'swissenschaft­
liche Mitteilungen der osterreichisch-ungarischen V'smathematiker Bd.9, S. 33. 
Wien 1914. - Auch die neuesten fiir den norwegischen V'sbetrieb vorgeschlagenen 
Sterblichkeitstafeln sind vom Alter> 32 nach Makeham-Gompertz konstru­
iert. Vgl. Fr. Lange-Nielsen: Skandinavisk Aktuarietidskrift 1922. S. 241. -
Historische Angaben iiber Sterbeformeln bei du Saar, J.: Assekuranzjahrbuch 
Bd. 39 u. 40, 2. Teil, S. 176. 1920. 
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V'sbetrieb werden vorziiglich drei Gattungen von Sterblichkeitstafeln1) 

verwendet, die aus deil Beobachtungen stammen von a) ganzen 
Bevolkerungen, b) normal auf den Todesfall versicherten 
Personen, c) Leuten, die auf Leibrenten oder den Erlebens­
fall versichert waren. 

Die Versicherten der groBen Lebensv. setzen sich nicht g~eichmaBig 
aus allen Schichten der Bevolkerung zusammen, sondern gewisse Be­
rufskreise, Vermogensklassen, zumeist stadtische Bevolkerung, vor­
ziiglich der Mittelstand, gehen eine normale Todesfallv. ein, bei der 
es sich urn eine groBere V'ssumme handelt. AuBer der Selbstauslese der 
Antragsteller findet hierbei eine Selektion der V'sanstalt statt, welche 
die Annahme des Kandidaten von dem Ergebnis einer eingehenden arzt­
lichen Untersuchllng abhangig macht; doch verliert in letzter Zeit im 
deutschen V'sbetriebe die arztliche Untersuchung wegen der Rohe ihrer 
Kosten mehr und mehr an Bedeutung, die Anstalten begniigen sich 
auBer bei der V. ganz hoher Summen mit der Feststellung, daB der 
Kandidat nicht krank ist. Die Versichertensterblichkeit weicht erfah­
rungsgemaB betrachtlich von der Volkssterblichkeit ab, die durch 
Beobachtung der ganzen Bevolkerung eines Landes, nicht nur eines 
kleineren ausgewahlten Bruchteiles derselben, gewonnen wird. Seitdem 
man entsprechende Erfahrungen iiber die Versichertensterblichkeit 
besitzt, werden Volkssterbetafeln in der groBen Lebensv. nur noch zu 
Vergleichszwecken beniitzt. Ringegen dienen sie als Rechnungsgrund­
lage bei der V. der minderbemittelten Kreise des Volkes in der kleinen 
Lebensv., auch Volks-, Arbeiter-, Sterbekassen- oder Begrabnisgeldv. 
genannt. Eine solche Todesfallv. darf nur auf kleinere, yom Versicher­
ten nicht iiberschreitbare Summen abgeschlossen werden; die Anstalt 
verlangt von dem V'slustigen keine eingehende arztliche Untersuchung; 
die Pramienzahlung findet zumeist entsprechend der geringeren wid­
schaftlichen Leistungsfahigkeit der Versicherten in kleinen Zeitabschnit­
ten (wochentlich, 14 Higlich, monatlich) statt2). Diese kleine Lebensv. 
wird von einer Unzahl von Berufsvereinigungen, Pensions- und Sterbe­
kassen mit nur lokaler Bedeutung betrieben. Die graBen deutschen 
Lebensv'sanstalten haben sich infolge der Geldentwertung genotigt 
gesehen, die Volksv. einzustellen. Ais Ersatz betreiben sie die immer 
wichtiger werdende Lebensv. ohne arztliche Untersuchung. 

1) Die bei den Lebensv'sgesellschaften im Deutschen Reiche verwendeten 
Sterbetafeln findet man bis 1916 in C. N e u manns alljahrlich erscheinendem Jahr­
buch iiber das V'swesen im Deutschen Reiche. Vgl. auch die Yom Kais. Aufsichts­
amt f. Privatv. stammende Publikation: "Die gebrauchlichsten Sterblichkeitstafeln 
der im Deutschen Reiche arbeitenden Lebensv'sunternehmungen", Heft 11 der 
Veroffentlichungen des Deutschen Vereins f. V'swissenschaft 1906. - i)ber die 
Rechnungsgrundlagen der in der Schweiz tatigen Lebensv'sanstalten gibt der Be­
richt des Eidgenossischen V'samtes iiber die privaten V'sunternehmungen in der 
Schweiz AufschluB. 

2) i)ber das Wesen der Volksv. vgl. die Artikel iiber Volksv. im Bande I der 
Berichte, Denkschriften und Verhandlungen des V. internat. Kongresses fiir V's­
wissenschaft zu Berlin. Berlin 1906, S. 1-168. Ferner Wen d t, J.: Sterblichkeits­
tabellen der deutschen Volksv. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 22, S. 127. 
1922. 
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Diese vermeidet die fiir die gegenwartige Zeit bestehenden Nachteile 
der Volksv., namlich Zahlung von Wochen- und Monatsbeitragen und 
V. auf kleine, dem Volksbediirfnisse nicht mehr entsprechende Summen. 
Fiir den Fortfall der arztlichen Untersuchung schiitzt sich der Ver­
sicherer oft durch Festsetzung einer Wartezeit, innerhalb deren die 
V'ssumme im Todesfalle nur beschrankt ausgezahlt wird, vielfach wird 
die bei der eigentlichen Todesfallv. erhobene Pramie durch einen Zu­
schlag erh6ht, fiir die V'ssumme besteht eine H6chstgrenze1). 

Als Rechnungsgrundlage flir die Volksv. hat die schon auf S.21 
genannte, am Ende des Buches abgedruckte deutsche Reichssterbe­
tafel1891/1900 fiir Manner eine gr6Bere Verbreitung gefunden. Infolge 
der Fortschritte in der Heilkunde und Hygiene, der besseren Lebens­
weise, der gesiinderen Wohnungsverhaltnisse und der zunehmenden so­
zialen Fiirsorge hatte sich die Sterblichkeit in den letzten Jahrzehnten 
vor dem Weltkrieg bestandig vermindert. In welchem MaBe dies fiir 
die deutsche Reichsbev61kerung zutraf, zeigt eine Zusammenstellung 
der deutschen Reichssterbetafeln aus den letzten vier aufeinanderfol­
genden Jahrzehnten2); ein ebensolcher Riickgang der Volkssterblichkeit 
der Vorkriegszeit ist auch in den einzelnen deutschen Gliedstaaten3), 

der Schweiz 4) und dem ehemaligen Osterreich5) bemerkt worden. Ein­
gehende statistische Erfahrungen, aus denen hervorgeht, wie weit die 
durch den Weltkrieg wesentlich verschlechterten Lebensbedingungen 
auf die Sterblichkeit eingewirkt haben, liegen nicht vor6); doch haben 
nach mir gewordenen privaten Mitteilungen die bei einigen groBen 
deutschen Lebensv'sgesellschaften angestellten Untersuchungen bis an­
fangs 1923, abgesehen von den eigentlichen Kriegssterbefallen, keinerlei 
ungiinstige Beeinflussung der Sterblichkeit unter dem deutschen Ver­
sichertenbestand erkennen lassen, Trotz erh6hter Sterblichkeit der allge­
meinen Bev6lkerung (besonders Steigerung der Tuberkulosesterbefalle) 
lieferte die Reichssterbetafel 1891/1900, wo sie flir die Volksv. beniitzt 
wurde, bis jetzt noch vollig zufriedenstellende Resultate in Form von 

1) Vgl. Geschaftsbericht des Reichsaufsichtsamts fiir Privatv. fiir das Jahr 1921. 
S.46. Berlin 1923. 2) Vgl. oben auf S.21-

3) Vgl. "Neue Sterblichkeitstafeln fiir die Gesamtbevolkerung des Konigreichs 
Sachsen" von Ze u nero Zeitschr. d. k. sachs. statistischen Bureaus Bd. 49, S. 76. 
Jg. 1903; sowie von Helm, ebenda Bd. 58, S. 413· Jg. 1912. - Ballad: Sterblich­
keit und Lebensdauer in PreuBen. Zeitschr. d. k. preuB. statistischen Landesamts: 
Bd.48, S. 1. Jg.1908; sowie Ballod, ebenda Bd. 54, S.239, Jg. 1914: Bevol­
kerungsbewegung der letzten J ahrzehnte in PreuBen und in einigen anderen wich­
tigen Staaten Europas. 

4) Vgl. die Zusammenstellung der Absterbeordnungen fur die schweizerische 
Bevolkerung in den J ahren 1876-1910. Bericht des Eidgenossischen V'samtes uber 
dieprivaten V'sunternehmungen in der Schweiz im Jahre 1914. Bern 1916, S.24. 

5) Vgl. Blaschke, E.: Die Sterblichkeit der osterreichischen Versicherten zu 
verschiedener Zeit. V'swissenschaftliche Mitteilungen Bd.8, S. 108. 1913. Vgl. 
auch Ergebnisse der Volkszahlung yom 31. Dezember 1910 in Osterreich. Oster­
reichische Statistik. 1. Band, 4. Heft. Wien 1917. 

6) Die Sterblichkeit im Deutschen Reiche wahrend der Jahre 1913-1918 nach 
Geschlecht und Alter findet man in Wirlschaft und Statistik, herausg. YOm Stati­
stischen Reichsamt, Jg.2, H.2. 1922. Vgl. auch C. Neumanns Zeitschr. f. V's­
wesen: Der EinfluB des Weltkrieges auf die Sterblichkeit. 25. Okt. 1922, S. 485· 
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Sterblichkeitsgewinn, SO daB kein Grund vorliegt, diese Tafel nicht we iter 
zu verwenden. Die Behandlung der Frauen in der Volksv. nach der 
Mannersterbetafel erspart den Anstalten die Durchfiihrung besonderer 
Pramien- und Reserveberechnungen und ist ihnen nicht schadlich; denn 
die verschiedenen deutschen Reichssterbetafeln verzeichnen fUr die 
Frau fast in allen Altersklassen geringere Sterbenswahrscheinlichkeiten 
als fiir den Mann. Sonst werden fUr Volksv'en im Deutschen Reiche 
besonders verwendet: die erste deutsche Reichssterbetafel fiir Manner 
1871/72 bis 1880/81, dann die Tafel 23 D. G. M. u. W lIP), die Sterbe­
tafel III von Blaschke2) fiir minderwertige Leben zweiter (mittlerer) 
Gefahrenklasse, ferner Absterbeordnungen deutscher Lander (PreuBen, 
Sachsen), in Siiddeutschland auch die aus Beobachtungen der schweize­
rischen Bevolkerung3) hervorgegangenen Sterbetafeln. 

Fiir die normale Todesfallv., also die groBe Lebensv., beniitzen die 
deutschen ebenso wie die schweizerischen Anstalten gegenwartig noch 
groBtenteils die Tafel 23 D. G. M. u. WI (vgl. S. 15) als Rechnungs­
grundlage zu der Bestimmung der Nettopramien und Deckungskapi­
talien bei de,n auf Grund arztlicher Untersuchung versicherten Personen 
mit guter Gesundheit. An die Stelle von 23 D. G. M. u. WI wird kiinf­
tig wohl eine der Vereinssterbetafeln (vgl. S. 8) treten. 1m gegen­
wartigen deutschen V'sbetriebe kommt iibrigens der Wahl der Sterbe­
tafel bei den hohen Verwaltungskosten und der Unbestandigkeit des 
Geldwertes keine so wichtige Rolle wie friiher zu. 

Wie weit 23 D.G.M u. W I dUTCh die VeThaltnisse uberhoIt ist, zeigt beson­
ders ein Vergleich mit der deutschen Reichssterbetafel 1891/1900 fUr Manner. In 
den meisten AItersklassen weist die Volkssterbetafel kleinere Sterbenswahrschein­
lichkeiten auf als die Tafel fur "ausgewahlte Leben". Selbst im Jahre 1918, das 
infolge wiederholt aufgetretener Grippe eine groBe Sterblichkeit unter der burger­
lichen Beviilkerung ergab, hatten Gesellschaften, die 23 D. G. M u. WI beniitz­
ten, bei AusschluB der Kriegssterbefalle eine Untersterblichkeit, die gegen die 
rechnungsmaBige 30-35% betrug. 

Aus eigenen Beobachtungen stammende Sterbetafeln verwenden bei 
ihrer Todesfallv. folgende deutsche Anstalten: die Gothaer Lebensv's­
bank, die Leipziger Lebensv'sgesellschaft in Leipzig, die Karlsruher 
Lebensv'sbank in Karlsruhe, namlich Karups Gothaer Bankliste bzw. 
Hockners Tafel L. M. (Leipziger Manner) bzw. K. M. (Karlsruher 
Mannersterbetafel) - alle drei sind doppelt abgestufte Tafeln, sog. 
Selektionssterbetafeln (vgl. Kap. IX) -, ferner die Stuttgarter Lebensv's­
bank (Alte Stuttgarter)3) sowie die Berlinische Lebensv'sgesellschaft4). 

Bei der neuerdings in Aufschwung gekommenen V. 0 h n e arztliche 
Untersuchung haben einige Gesellschaften Tarife, die auf allgemeinen 

1) Sie ist veriiffentlicht in dem auf S.8 in der Anmerkung genannten Werk 
und stammt aus gemeinsamen Beobachtungen an 114894 Mannern und 122558 
Frauen, die bei den beteiIigten 23 V'sgesellschaften nach unvollstandiger arztlicher 
Untersuchung versichert waren. 

2) Blaschke, E.: Denkschrift zur Liisung des Problems derV. minderwertiger 
Leben. Wien 1895. 

3) Fur die genannten Tafeln vgl. die Angaben auf S. 23. 
4) Seeger, A., und Beck, A.: Sterblichkeitsuntersuchungen auf Grund desMa­

terials der Berlinischen Lebensv'sgesellschaft (AIte Berlinische) 1870-1907. Ver­
iiffentlicht 1909. 
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Volkssterbetafeln beruhen. Doch geht man mehr und mehr dazu iiber. 
auch bei V'en ohne arztliche Untersuchung die Tafeln der normalen 
Todesfallv., wie 23 D. G. M. u. W. I, sogar Selektionssterbetafeln, zu 
verwenden; der Versicherte zahlt die Pramie der normalen Todesfallv., 
die oft mit Riicksicht auf die fortgefallene arztliche Untersuchung, wie 
schon oben (S. 27) bemerkt, durch einen Zuschlag (z. B. 3 bis 4%0 der 
V'ssumme) erhoht wird. 

In Frankreich beniitzt man fiir die Todesfallv. arztlich vollstandig untersuchter 
Leben die aus Erfahrungen an Mannern und Frauen hergestellte Tafel A. F. (assures 
franyais) 1 ). 

Die von den amerikanischen Lebensv'sgesellschaften beniitzte Todesfallsterbe­
tafel ist die sog. amerikanische Sterbetafel2); das V'sgesetz des Staates New York 
5chreibt sie sogar als Rechnungsgrundlage zur Bestimmung der Deckungskapitalien 
vor. Fiir teilweise oder ganz anormale Leben kennt der amerikanische Betrieb 
die kiinstliche Sesqui bzw. Double American Table; bei ihnen wird mit 11/2 bzw. 
doppelt so groBen Sterbenswahrscheinlichkeiten (1,5 qx bzw. 2 qx) wie bei der ameri­
kanischen Tafel gerechnet3). Die amerikanische Gesellschaft der Aktuare hat 
kiirzlich aus den Erfahrungen der Jahre 1900-1915 bei 95 amerikanischen und 
kanadischen Gesellschaften Tafeln A. M. (Amerikanische Manner) und C. M. 
(Kanadische Manner) hergestellt4). 

1m Geschaftsbetrieb der englischen Gesellschaften sind fiir das Todesfall­
geschaft besonders die aus den Erfahrungen der 20 englischen Gesellschaften (vgl. 
S. 7) stammenden Tafeln HM (HM Abkiirzung fiir healthy males = gesunde mann­
liche Leben) und HM (5) sowie die Tafeln der 60 britischen Gesellschaften OM (Offices 
males = tarifmaBig aufgenommene mannliche Leben) und OM(S) in Gebrauch'). 
Beziiglich der Tafeln HM (5) und OM (5) ist zu bemerken, daB sie "abgestutzte" Tafeln 
-sind; zu ihrer Herstellung wurden nur die Sterblichkeitsverhaltnisse von Ver­
sicherten mit langerer als fiinfjahriger V'sdauer verwendet. Die Tafeln OM und HM 
sind hingegen, was wir mit Riicksicht auf Kap. IX angeben, nur nach dem Lebens­
alter abgestuft, ohne der V'sdauer Rechnung zu tragen. In Deutschland wie in 
Amerika ist bei manchen Gesellschaften auch noch die alte Tafel (1843) der 17 eng­
lischen Gesellschaften, in Amerika Actuaries' Table genannt, in Gebrauch. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daB Personen, die aus freien Stiicken eine 
V. auf den Erlebensfall (vgl. S.2) oder auf eine Leibrente ein-

1) Die Tafeln A. F. und R. F. sind veroffentlicht- in Tables de mortalite du 
-comite des compagnies d'assurance. Paris 1895. 

2) Die Tafel stammt von Sheppard Homans, dem Aktuar der "Mutual Life 
Insurance Company", und wurde vermutlich 1861 vollendet (vgl. Joffe: Trans­
-actions of the Actuarial Society of America. S. 253. 1911). Die Tafel ist nicht zu 
verwechseln mit der Ta,fel der 30 amerikanischen Gesellschaften, die in dem Werk 
veroffentlicht ist: Meech, L. W.: System and Tables of Life Insurance. Norwich, 
.connecticut 1881. Letztere Tafel hat fiir die Praxis keine Bedeutung. 

3) Auch die Abgelehntenv. Hille in Stuttgart, die wegen ihres kostspieligen 
Apparates ihren Betrieb eingestellt hat, bediente sich mit Vorteil kiinstli cher Sterbe­
tafeln, unn zwar waren es nach der Gefahrenklasse der Versicherten 12 mit Sterbens­
wahrscheinlichkeiten 1,25 qx bzw. 1,5 qz uSW. bis 4 qx; hierbei warenqxdieSterbens­
wahrscheinlichkeiten der Vereinssterbetafel (vgl. S. 8) fiir normale abgekiirzte 
V'en von Mannern der Zugangsperiode 1876/1885. Vgl. Kimmich: Die neue 
deutsche V. der Abgelehnten. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 16, S. 507. 
1916; sowie R udol p h: Neue Beitrage zur V. minderwertiger Leben. Ebenda 
Bd. 20, S. 44. 1920. 

4) Vgl. die ausfiihrliche Besprechung im Journal of the Institute of Actuaries 
Bd. 51, S.259 u. 337. London. 1919. 

5) Die Tafeln OM und OM (5) mit v'stechnischen Werten sind publiziert in dem 
Bande "British offices life tables, 1893", der den Untertitel hat: "Tables deduced 
-from the graduated experience of whole-life participating assurances on male lives. 
Aggregate tables.'" (Vgl. S.7.) 
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gehen, eine auserlesen gesunde Gese11schaft mit viel geringeren Werten 
der Sterbenswahrscheinlichkeiten bilden, als die auf den Todesfall Ver­
sicherten. Nur die Hoffnung auf ein langes Leben scheint zu derartigen 
V'en zu fiihren, und die personliche Anschauung uber die eigene Gesund­
heit erweist sich als ungemein treffend. Eine solche Selbstauslese, auch 
Gegenauslese genannt, vo11ziehen ubrigens auch die Versicherten bei 
der Todesfa11v. in der Wahl der ihnen gunstigsten V'skombinationen 
und Tarife, sowie in bewuBten und unbewuBten Spekulationsv'en1}. 

Wegen der Langlebigkeit der Leibrentner und Leibrentnerinnen hat man 
sogar schon vorgeschlagen, die V'skandidaten arztlich untersuchen zu 
lassen, ob sie nicht zum Schaden der versichernden Anstalt zu gunstige 
Lebensaussichten haben. Sol1 das Rentengeschaft einer V'sanstalt fiir 
sich a11ein ohne Inanspruchnahme fremder Mittel bestehen, so muB man 
jedenfalls sehr vorsichtig zu Werke gehen und den Rentenkaufpreis nach 
Sterbetafeln mit genugend groBen Lebenswahrscheinlichkeiten fest­
setzen; auch sind fiir die zwei Geschlechter trotz der hierdurch bedingten 
vermehrten Rechenarbeit zwei verschiedene Tafeln zu benutzen; denn 
die Leibrentnerinnen sind noch wesentlich langlebiger als die Leibrentner, 
und gerade die ersteren bevorzugen die Leibrentenv. erfahrungsgemaB 
besonders. 

Als die preuBische Rentenv'sanstalt im Jahre 1901 eine Trennung 
zwischen mannlichen und weiblichen Rentenversicherten vornahm und 
flir beide gesonderte Tafeln (vgl. S. 25) verwendete, war dies in Deutsch­
land noch etwas vereinzeltes; jetzt sind die nach dem Geschlecht ge­
trennten Tarife in der Leibrentenv. das Ubliche. Aus eigenen Er­
fahrungen abgeleitete, geschlechtlich getrennte Rentnersterbetafeln be­
sitzen in Deutschland die Germania in Stettin, die Allgemeine Renten­
anstalt in Stuttgart und die Bayerische V'sbank in Munchen (fruher 
Bayerische Hypotheken- und Wechselbank). 

Eine Reihe alterer Tafeln hat das deutsche Reichsaufsichtsamt als Rechnungs­
grundlage fur den AbschluB sofort beginnender Leibrenten infolge des langsamen 
Absterbens der Leibrentner verboten2). Fur eine Altersrentenv., bei der nur korper­
lich arbeitende und weniger bemittelte Leute versichert werden sollten, ist die 
deutsche Reichssterbetafel 1891/1900 yom Aufsichtsamt als Grundlage fur die 
Pramienberechnung nicht genehmigt worden, da sie fur diese Zwecke zu hohe 
Sterbenswahrscheinlichkeiten besi tzt3). 

In Frankreich, wo die Leibrentenv. besonders bluht, wird eigentumlicherweise 
die geschlechtlich nicht getrennte Tafel R. F. (Rentiers fran~ais) benfitzt, bei der 
noch nie eine fur die Rentenv. giinstige Obersterblichkeit vorgekommen ist4). Als 
neueste Untersuchungen fiber die Sterblichkeit von auf Leibrenten versicherten 
Personen liegen die Erfahrungen von 49 in GroB-Britannien tiitigen Gesell­
schaften vor 5). 

1) Vgl. Karup, J.: Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensv's­
bank. S.49. Jena 1903. Ferner die auf S. 8 zitierten Arbeiten von A. Abel. Die 
abgekurzt auf den Todesfall Versicherten weisen bessere Lebenschancen als die 
lebenslanglich Versicherten auf, die mit Gewinn Versicherten haben bessere Lebens­
chancen als diejenigen, die auf die Gewinnbeteiligung verzichten. 

2) Vgl. Veroffentlichungen des Kais. Aufsichtsamts fUr Privatv. Jg.1908, S. 78. 
3) Vgl. ebenda Jg. 1912, S. 106. 
4) Vgl. Bericht des Eidgenossischen V'samts fiber die privaten V'sunterneh­

mungen in der Schweiz im Jahre 1917. Bern 1919, S.22. 
5) Vgl. Journal of the Institute of Actuaries Bd. 54, S. 43. 1923. 
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4. Die Sterblichkeitstafeln in ihrer Bedeutung fur die 
Zukunft. 

Fur eine jede Lebensv'sanstalt ist es von groBer Wichtigkeit zu 
wissen, ob den Sterbenswahrscheinlichkeiten, die sie einer Sterblich­
keitstafel entnommen hat, eine annahernde Konstanz zukommt, d. h. 
ob fUr die kunftige Gruppierung der Todesfalle bei ahnlich gepragtem 
Menschenmaterial ziemlich analoge Verhaltnisse, wie sie die Sterblich­
keitstafel angibt, erwartet werden durfen. Dies fUhrt auf den Begriff 
der mathematischen Wahrscheinlichkeit, wie er sich nach moderner Auf­
fassung darstelltl). Sollen relative Haufigkeitszahlen sich stets wieder 
und wieder in derselben Art verwirklicht finden, mathematische Wahr· 
scheinlichkeiten werden, so muB die Anzahl der Individuen oder Elemente 
deren Verhalten untersucht wird, uber jede Grenze wachsen. Bei einer 
unendlichen Menge von Elementen, einem K 0 11 e k t i v (Sammelgegen­
stand), bezeichnet man den Grenzwert der relativen Haufigkeit fUr das 
Auftreten eines bestimmten Merkmals, des uns interessierenden Ver­
haltens, als Wahrscheinlichkeit, wenn er zwei Forderungen genugt, 
deren eine eben die Existenz des Grenzwertes ist und deren zweite darauf 
hinauslauft, daB sich immer dieselben Grenzwerte ergeben sollen. Zur 
Bestimmung der Sterbenswahrscheinlichkeit q", verwendet man als 
Kollektiv einen nach gewissen Grundsatzen sorgfaltig abgegrenzten 
Personenkreis. Da keine unendliche Zahl von Personen zur VerfUgung 
steht, kann q", naturlich nicht, wie es die erste Forderung fUr eine 
WahrscheinlichkeitsgroBe verlangt, als Grenzwert bestimmt werden; 
vielmehr muB man sich begnugen, q", aus einer moglichst groBen Per­
sonenzahl zu berechnen, urn es, wenn angangig, als approximative Wahr­
scheinlichkeitsgroBe anzusprechen. Es fragt sich nun, ob entsprechend 
der zweiten Forderung auch genugend groBe Gruppen xjahriger Per­
sonen, die ahnliche Merkmale besitzen (demselben Kollektiv angehoren), 
immer nahezu gleiche qx ergeben, ob qx als angenaherte Wahrschein­
lichkeitsgroBe aufzufassen ist. Die Frage, ob den Sterbenswahrschein­
lichkeiten q", des Alters x eine mathematische Wahrscheinlichkeit zu­
grunde liegt, kann demnach nie aus einer einzigen Beobachtung des qo;, 
mag sie auch vermoge eines noch so groBen Materials erfolgt sein, beant­
wortet werden. Vielmehr ist die Wertereihe der qx aus gleichartigem 
Beobachtungsstoff zu verschiedenen Zeiten (Auswahl verschiedener, ge­
nugend groBer Gruppen aus demselben Kollektiv) zu ermitteln, und es 
sind die zu verschiedenen Zeiten bestimmten Sterbenswahrscheinlich­
keiten q", fUr gleiche Altersklassen untereinander zu vergleichen. Dabei 
konnen sich zwei Moglichkeiten ergeben: Entweder bewegen sich die 
Schwankungen der aus verschiedenen Beobachtungsperioden bestimm­
ten qx desselben Lebensalters x nach den Regeln der Wahrscheinlich-

1) Vgl. fur die nahere Ausfuhrung des im Text nur skizzenhaft Gegebenen; 
Hel m; Die Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektivbegriffe. Annalen 
der Naturphilosophie Bd. 1, S.364. 1902, und besonders v. Mises, R.; Marbes 
"Gleichf6rmigkeit der Welt" und die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Natur­
wissenschaften Bd. 7, S. 168. 1919; sowie Grundlagen der Wahrscheinlichkeits­
rechnung. :Mathematische Zeitschrift Bd. 5, S. 52. 1919. 
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keitsrechnung innerhalb soleher Grenzen, daB man ein festes, ihnen 
zugrunde liegendes numerisches Verhaltnis, die gemeinsame mathe­
matische Wahrscheinlichkeit, annehmen darf, von der die einzelnen 
Werte qz nur rein zufillig abweichen, oder es kann von soleh annahernder 
Konstanz nicht die Rede sein. Hochstens fiir kurze Zeitraume sind die 
Sterbenswahrscheinlichkeiten qz der allgemeinen Bevolkerung und der 
Versicherten (abgesehen von den Kinderjahren) als Zahlenreihen der 
ersten Art!) oder, urn einen Ausdruck von Lexis2) zu beniitzen, als 
t ypi sche Zahlre ih e n mi t norm aler Dis per sio n festgestellt 
worden. Der rapide Riickgang, den die Sterblichkeit vor dem Kriege bei 
der allgemeinen Bevolkerung ebenso wie bei den Versicherten aufwies, 
zeigt die Wandelbarkeit der Sterblichkeit. Dies stimmt zu dem von Le xis 
ausgesprochenen Satz, daB die menschlichen Massenerscheinungen ganz 
iiberwiegend zu s y m p tom a tis c hen Rei hen fiihren, d. h. zu solehen, 
die mehr oder weniger variable Zustande kennzeichnen. Wenn die Sterbens­
wahrscheinlichkeiten nicht als mit der Zeit nahezu unveranderlich an­
gesehen werden konnen, so berichtet auch die aus ihnen abgeleitete 
Absterbeordnung nur von der Sterblichkeit des Beobachtungsmaterials, 
also abgelaufener V'en, ohne Ausdruck des wahrscheinlichsten zukiinf­
tigen Sterblichkeitsverlaufes bei analogen Personengruppen, kiinftigen 
V'sfillen, zu sein3). Die V'sanstalt beniitzt in der von ihr fiir die Pramien­
bestimmung erwahlten Sterbetafel eine aus friiheren Erfahrungen stam­
mende Zahlenreihe, die evolutorischen Charakter hat. Da man voraus­
setzen kann, daB die die Sterblichkeit bestimmenden Faktoren desto 
weniger voneinander abweichen, urn je kleinere Differenzen zeitlicher 
und anderer Art es sich bei ihnen handelt, so wird eine Anstalt fiir die 
Pramienbestimmung die nach Lage der Dinge moglichst zutreffendste 
Annahme iiber die Sterblichkeit der Zukunft machen, wenn sie eine 
aus neuzeitlichen Beobachtungen gewonnene Sterbetafel, keine ver­
altete, wahlt und ferner darauf achtet, daB die Tafel einem dem Ver­
sichertenkreis der Anstalt konformen Material entstammt. Eine Sterbe-

1) Zu diesem Resultat gelangt Pe e k, J. H.: Zeitschr. f. V'srecht u. -wissenschaft 
Bd. 5, S. 179. 1899, indem er an der Hand der niederlandischen Statistik aus den 
Jahren 1880-1889 fur jede Altersklasse zehn Sterbenswahrscheinlichkeiten ver­
gleicht. Vgl. weiter Bohlmann, G.: Vierte Vorlesung uber V'smathematik bei 
Klein und Riecke: UberangewandteMathematik,Leipzig1900, undBlaschke,E.; 
Vorlesungen uber mathematische Statistik, S. 143. Leipzig 1906. 

I) Le xis, W.: Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen Ge­
sellschaft. Freiburg i. B. 1877. Seine weiteren Untersuchungen sind zusammen­
gefaBt in "Abhandlungen zur Theorie der BevOlkerungs- und Moralstatistik". 
Jena 1903. 

3) Vgl. hierzu und fur das Folgende die bedeutsamen, von E. Blaschke 
stammenden oder von ihm veranlaBten Untersuchungen: Die Sterb,ichkeit der 
osterreichischen Versicherten nach funfjahrigen Geschaftsperioden im Zeitraumc 
1876-1900. Die Todesursachen bei osterreichischen Versicherten nach funfjahrigen 
Geschaftsperioden im Zeitraume 1876-1900. V'swissenschaftliche Mitteilungen 
Bd.8, S.99-223. 1913; Bd.9, S. 1-100. 1914. Wien. Ferner Blaschke, E.: 
Verhandlungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte, 85. Versamm­
lung zu Wien, Bd. I! 1, S. 156. 1913. - Uber die Abnahme der Sterblichkeit unter 
den Versicherten vgl. auch Gutachten, Denkschriften und Verhandlungen des 
VI!. internationalen V'skongresses in Amsterdam, Bd. I, S.407-639. 1912. 
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tafel aus normalen Zeiten trifft natiirlich nicht fiir auBerordentliche 
Verhaltnisse zu. So schlieBen die gewohnlichen Sterbetafeln nicht die 
sich jeder vorherigen Schatzung entziehende Wahrscheinlichkeit iiber 
den Umfang der Sterblichkeit unter den Teilnehmern eines Krieges ein. 
Fiir die Kriegssterbefalle ziehen die Anstalten die sog. Kriegsreserve, 
die zu diesem Zweck gebildet wird, herbei oder haben Ausnahmebestim­
mungen, indem sie keine feststehende Summe oder nur einen Hoch'st­
betrag einer solchen garantieren1). 

UI. Einmalige N ettopramien fiir die 
Versicherung auf das Leben einer Person. 

Prinzipien: Urn die einmalige Nettopramie zu bestimmen, die eine 
xjahrige Person fiir den AbschluB einer von ihrer Lebensdauer abhangi­
gen V. zu zahlen hat, nehmen 'wir an, daB statt der einen Person eine 
fingierte Gesellschaft von so vielen xjahrigen Personen lz, wie sie die 
der Rechnung zugrunde liegende Sterblichkeitstafel angibt, gleichzeitig 
unter denselben Bedingungen die V. abschlieBt. Wir berechnen dann 
den Barwert (vgl. S. 12), den zur Zeit des Abschlusses des Vertrages 
alle flir unsere fingierte Gesellschaft von lz Personen kiinftig fallig wer­
denden Leistungen der V'sanstalt besitzen, und setzen dabei voraus, daB 
die fingierte Gesellschaft genau nach der Sterblichkeitstafel abstirbt. 
Hierbei legen wir einen rechnungsmaBigen ZinsfuB von 100 i% (vgl. 
S.10), der voraussichtlich bis zum Ablauf dieser· lz Vertrage erzielt 
wird, zugrunde. Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und 
Gegenleistung - bei der Netto pra mie sieht man von Gewinn und 
Unkosten des V'sunternehmens ab - muB dann der Barwert aller wah­
rend der V'sdauer von den lz Personen zu erwartenden Nettopramien 
zur Zeit des Absehlusses des Vertrages gleich sein dem Barwert aller 
fiir die lz Personen kiinftig fallig werdenden V'sleistungen. Aus dieser 
Gleichung bestimmt man die Nettopramie; sie deckt die Nettoausgaben 
der V'sanstalt, wenn von ihr der rechmi.ngsmaBige Zins wirklich erzielt 
wird und das Sterben naeh der Sterbliehkeitstafel vor sich geht. 

Die Formeln werden im folgenden unter der Annahme, daB der 
Versieherte sieh auf die Einheit des Kapitals oder der Rente 
versichert hat, hergeleitet werden. Bedingt sieh der Versicherte statt 
der Einheit die Summe S aus, so hat er den Sfaehen Betrag als Netto­
pramie zu zahlen. 

1) Vgl. Dumas, S.: L'assurance du risque de guerre. Mitteilungen der Ver­
einigung schweizerischer V'smathematiker Bd. 6. 1911; ferner V. u. Krieg. Heft 26 
der Veroffentlichungen des Deutschen Vereins f. V'swissenschaft 1914. Gi m­
kiewicz: Die kunftige Behandlung der Kriegsgefahr in der deutschen Lebensv. 
Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 17, S.121. 1917; sowie ebenda S. 335; ferner 
Hoc kner, Gegen die "Musterbestimmungen" beim EinschluB der Kriegsgefahr 
in die Lebensv., ebenda S. 399. 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Aufl. 3 
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I. LebensHingliche, jahrlich pranumerando zahlbare 
Leibrente. 

Eine jetzt xjahrige Person versichert sich auf eine Leibrente, die ihr 
sofort beginnend, alljahrlich an demselben Tage, solange sie diesen er­
lebt (also wenn sie x, x + 1 Jahre usw. alt ist), in gleicher Rohe aus­
gezahlt werden solI. Diese Leibrente heiBt kurz: Pranumerando­
leibrente oder vorschiissige Leibrente. 1st die zur Auszahlung 
gelangende Jahresrente die Einheit, so bezeichnet man die einmalige 
Nettopramie der sich versichernden xjahrigen Person mit 
(XI) az. 

Wir nehmen an, daB statt einer einzelnen Person eine fingierte Ge­
sellschaft von lz Personen des Alters von x Jahren, wie sie die als Rech­
nungsgrundlage gewahlte Sterblichkeitstafel angibt, eine V. auf eine 
Pranumerandoleibrente in der Rohe 1 abschlieBt. An jede dieser lz Per­
sonen hat vertragsgemaB sofort die Summe 1 zur Auszahlung zu ge­
langen, an ihre Gesamtheit mithin die Summe lz. Von den in die V. 
eingetretenen lz Personen erleben, wenn sie nach der Sterblichkeitstafel 
absterben, was wir voraussetzen, noch l", + 1 ihren x + 1 ten Geburtstag. 
An jede dieser lz + 1 Personen hat die V'sanstalt wieder laut Vertrag die 
Rente 1 zu zahlen; an aIle lz + 1 Personen mithin die Summe lz + l' deren 
Wert bei AbschluB des Vertrages nach Formel (4) auf S. 12, da diese 
Zahlung erst ein Jahr nach AbschluB der V. erfolgt, lz + 1 V betragt, wobei 
v der Diskontierungsfaktor ist, der dem als Rechnungsgrundlage ge­
wahlten ZinsfuB entspricht; bei einem rechnungsmaBigen ZinsfuB von 
31/2 % ist also: 

1 
V=--. 

1,035 

Zwei Jahre nach AbschluB des Vertrages leben von der fingierten 
gesellschaft nur noch lz + 2 Personen; an diese hat die Leibrentenanstalt 
eine Zahlung in der Rohe lz + 2 zu leisten. Der Barwert dieser Summe 
ist bei AbschluB des Vertrages nach Formel (4): lz + 2 v2• 

Auf diese Weise sind die Barwerte der Leistungen der V'sanstalt 
an die fingierte Gesellschaft fiir den Zeitpunkt des Abschlusses des Ver­
trages nach Formel (4) weiter zu berechnen. 1st (J) das hochste Lebens­
alter, fiir das die Sterblichkeitstafel noch lebende Personen auffiihrt, 
so hat die letzte Zahlung der V'sanstalt (J) - x Jahre nach AbschluB 
des Vertrages zu geschehen. Ihre Rohe ist, da dann nach der Sterblich­
keitstafel noch lO) Personen leben, lO), und ihr Barwert zur Zeit des Ab­
schlusses des Vertrages betragt lO)· vO) - z. Durch Summation findet 
man den Barwert der Gesamtleistungen des V'sunternehmens bei Ab­
schluB des Vertrages: 

( 15) lz + lz +1 V + lz +2 v2 + lz + 3 v3 + . . . + lO) vO) - z . 

Diese Summe wiirde also bei Beginn des V'svertrages zur kiinftigen Aus­
zahlung aller V'sleistungen ausreichen, wenn das Absterben und die 
Verzinsung nach den angenommenen rechnungsmaBigen Grundlagen 
vor sich gehen. 
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Infolge des Prinzips der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
muB die fingierte Gesellschaft von l", Personen, urn sich die Vorteile 
des Vertrages zu verschaffen, beim AbschluB desselben die eben gefun­
dene Summe als einmalige Pramie der Leibrentenanstalt iibergeben; 
eine Person zahlt mithin den l", ten Teil dieser Summe. Die Nettopramie 
a", einer xjahrigen Person fiir die jiihrlich pranumerando zahlbare, mit 
dem Tode aufhorende Leibrente in Rohe der Einheit ergibt sich: 

(1-6) a", = l", + l", + 1 V '+ l", +2 v2 + ... + loo voo - '" 
l", 

Rieraus folgt: 

a", = 1 + v • l", + 1 • I", + 1 + 1", + 2 V + ... + 100 voo - '" - 1 . 

Z", 1", + 1 ' 

in Analogie mit (16) isj: 
l", + 1 + l", + 2 V + . . . + 100 voo - '" - 1 

a"'+1 = I 
"'+1 

daher wird: 

( ) I", + 1 
17 a", = 1 + v -Z- a"'+I· 

'" 
Die Formel (17) kann direkt auf tolgende Art abgeleitet werden: 

Wir nehmen an, daB sich statt einer einzigen xjiihrigen Person eine 
fingierte Gesellschaft von so vielen xjahrigen Personen 1"" wie sie die 
Sterblichkeitstafel angibt, auf eine jahrliche, pranumerando zahlbare, 
lebenslangliche Leibrente in der Rohe der Einheit versichere. Die fin­
gierte Gesellschaft solI dabei genau nach der Sterbetafel aussterben. 
Nach den vertraglichen Bedingungen hat die V'sanstalt jeder der 1", 
sich versichernden Personen sofort die Summe 1, also ihnen insgesamt 
die Summe Z"" zu geben. Will sich die V'sanstalt ein Jahr nach Ab­
schluB des Vertrages, bei Falligwerden ihrer nachsten Auszahlung, von 
allen vertragsmaBig iibernommenen Verpflichtungen befreien, so hat sie 
an jede der dann noch lebenden l", + 1 Personen als Ablosungssumme 
a", + 1 zu zahlen. Durch die Summe a", + 1 kann sich namlich eine jede 
der dann x + 1 jahrigen Personen bei einer anderen auf Grund der­
selben Sterblichkeitstafel und desselben ZinsfuBes arbeitenden Aristalt 
eine Pranumerandoleibrente in Rohe der Einheit erwerben. Die zu 
leistende Zahlung der V'sgesellschaft an die 1", + 1 Personen ist daher 
1Hl aHl; ihr Barwert bei AbschluB des Vertrages, also ein Jahr friiher, 
betragt v ZH 1 a", + 1. N ach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung 
und Gegenleistung haben die 1", Personen daher bei AbschluB des Ver­
trages die Summe der zwei gefundenen Posten, also l", + v l", +1 a", +1' 

an die V'sanstalt zu zahlen; eine Person entrichtet als Nettopramie 
a", den Z", ten Teil. Hiermi t hat man For mel (17). 

N,ach (IX) war p", = Z"'t 1 ; dies in (17) gesetzt, gibt: 

'" 
(18) 

3* 
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Offenbar ist aro = 1; denn nach der Sterblichkeitstafel erlebt keine 
Person ihren w + 1 ten Geburtstag, so daB an einen wjahrigen nur die 
sofort bei VertragsabschluB fallige Rente 1 zu zahlen ist. Erteilt man 
in (18) dem x der Reihe nach die Werte w -1, w - 2, w - 3, ... , 
so findet man: 

a", - I = 1 + v Pw -1' aw - 2 = 1 + v POl - 2 aw -1 , 

aro - 3 = 1 + v Pro - 3 a", - 2' ••• 

Durch diese Gleichungen kann man der Reihe nach, mit aw - 1 be­
ginnend, die Rentenwerte az berechnen, wenn man die Lebenswahr­
scheinlichkeiten pz kennt; letztere sind in den meisten Sterblichkeits­
tafeln verzeichnet oder nach (IX) zu finden. 

Von groBter Wichtigkeit fUr Rentenberechnungen sind die sog. 
Kommutationswerte oder Fundamentalzahlen, d. h. die dis­
kontierten Zahlen und ihre Summen .. Von ihnen definieren wir zunachst: 

(XII) 

und 

(XIII) 

Man nennt Dz die Zahl der diskontierten Lebenden des Alters 
Xl). Multipliziert man Zahler und Nenner auf der rechten Seite in For­
mel (16) mit vZ , so erhalt man: 

(19) 

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (XII): 

(20) az = 
Dz + Dz + I + .... + Doo 

Dz 

Dnter Benutzung von (XIII) folgt: 

Nz 
(21) az = - . Dz 

Fur die zugrunde gelegte Sterblichkeitstafel tabuliert man, nachdem 
man einen ZinsfuB und damit v gewahlt hat, zuerst nach (XII) die Dz , 

dann die Nz• Dabei beachte man, daB NZ+l = DZ+1 + DZ+2 + ... + Dw 
und daher nach (XIII) 

(22) Nz = Dz + NZ+l 

wird. Man findet, mit der letzten GroBe Nw beginnend, NQ) = Dw , 

dann Noo -1 = Doo -1 + N"" N", - 2 = D", - 2 + N", -1 USW. Die Divi­
sion von Nz durch Dz ergibt nach (21) az • 

1) Die intemationale Bezeichnung beniitzt statt der fett gedruckten GroBe N~ 
auch noch gleichwertig N"'_l = N", = D", + D~+l + ... + D",; erwahnt sei, daB 
manche deutsche Autoren abweichend vom internationalen Gebrauch ein gewohn­
liches N~ fiir N:x; setzen. 
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Die Art der Berechnung wird durch eiIi. Beispiel erklart (vgl. Tab. II am 
Schlusse des Buches): 

Lebende des GegenwaTtiger Wert Diskontierte a", Alter 
Alters '" 

der Einheit bei 31/2 010 Lebende des N", (Sp.5 

'" I Alters '" l", VZ= -- D", : Sp. 4) 
1,035% 

I 2 3 4 5 6 
•.. ... 

I 

95 46 I 0,0380774 1,752 3,643 2,079 
96 26 I 0,0367897 0,9565 1,8913 1,977 
97 14 

I 
0,0355456 0,4976 0,9348 1,879 

I 98 7 0,0343436 0,2404 0,4372 1,819 
99 4 0,0331822 0,1327 1 0,1968 1 1,483 

100 2 0,0320601 0,0641 0,0641 1 

Anstatt als Pranumerandoleibrente kann a", auch als Kapital­
abfind ung, Ablosungssumme oder Barwert fUr eine sofort be­
ginnende, alljahrlich wiede\kehrende Zahlung angesehen werden, die 
eine xjahrige Person, solange sie lebt,. in der Rohe 1 zu leisten hat. 
Offenbar stellt namlich der Ausdruck (15) die Summe der Barwerte 
aller kiinftigen Einzahlungen einer fingierten Gesellschaft von 1", Per­
sonen dar, von denen jede lebenslanglich alljahrlich sofort beginnend die 
Einheit unter der Voraussetzung zahlt, daB die Gesellschaft nach der 
Sterblichkeitstafel abstirbt. Durch den 1", ten Teil der Summe (15), 
d. h. den durch (16) gegebenen Betrag a", konnte sich der einzelne ein­
malig von all seinen kiinftigen Verpflichtungen befreien. 

2. LebensHingliche, jahrlich postnumerando zahlbare 
Leibrente. 

Versichert sich jemand derart, daB er erst ein Jahr nach AbschluB 
des Vertrages in den Rentenbezug treten und dann alljahrlich bis zu 
seinem Lebensende die gleiche Summe erhalten will, so spricht man 
kurz von einer Postnumerandoleibrente oder nachschiissigen 
Leibrente. Von der im § 1 behandelten Pranumerandoleibrente unter­
scheidet sich die Postnumerandoleibrente nur dadurch, daB bei ihr die 
erste mit Beginn der V. fallige Rente fortfallt. Gelangt jahrlich die 
Rente 1 zur Auszahlung, so bezeichnet man die einmalige Nettopramie 
der sich versichernden xjahrigen Person mit 
(XIV) a",. 
Offenbar ist 

(23) 

Bei Beachtung von (21) und (22) ergibt sich aus (23): 

(24) 

In der Praxis des Leibrentengeschaftes werden nur Postnumerando­
leibrenten abgeschlossen; denn der Versicherte wird sich nicht sofort 
bei AbschluB des Vertrages, wenn er seine Einzahlung an die V'sanstalt 
leistet, eine Auszahlung machen lassen. Die groBe Wichtigkeit, die der 
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Pranumerandoleibrente des § 1 in den spateren Formeln zukommen 
wird, liegt besonders in ihrer Bedeutung als Ablosungssumme. 

Fiir fI = _1_ und die Mannersterbetafel der PreuBischen Rentenv'sanstalt 
1,035 

ergeben sich aao = 18,313, a~ = 15,970, a50 = 13,101, aGO = 9,887, a10 = 6,693. 
Ein 70jahriger hat also an seinem Geburtstage 669,30 M als einmalige Netto­
pramie zu bezahlen, um, mit seinem 71. Geburtstage beginnend, an jedem Geburts­
tage, den er erlebt, 100 M als Leibrente zu erhalten. 

Nach der Frauensterbetafel der preuBischen Rentenv'sanstalt ist bei einem 
ZinsfuB von 31/2%: aao= 20,479, a,o= 18,412, a50= 15,601, a 60 = 12,045. 
a 70 = 8,070. Infolge der geringeren Werte der Sterbenswahrscheinlichkeiten der 
Leibrentnerinnen als der Leibrentner (vgl. S. 30) haben also Frauen betrachtlich 
hahere Einlagen als gleichaltrige Manner zu leisten. 

3. Temporare und aufgeschobene, jahrlich zur Auszahlung 
gelangende Leibr~nten. 

Versichert sich eine xjahrige Person auf eine sofort bei AbschluB 
des Vertrages beginnende, hochstens nmal, nur solange der Versicherte 
lebt, alljahrlich in der gleichen Rohe zur Auszahlung gelangende Leib­
rente, so spricht man von einer njahrigen, kurzen oder tempo­
raren oder aufhorenden Pranumerandoleibrente. Die ein­
malige Nettopramie des Versicherten wird bezeichnet mit 

(XV) Ina"" 
wenn die jahrliche Rente 1 ist. Bei dieser V. hat die V'sanstalt genau 
dieselben Verpflichtungen wie bei der Pranumerandoleibrentenv. (§ 1) 
tibernommen; nur zahlt die V'sanstalt zum letztenmal am (x+n - 1) ten 
Geburtstage. Daher verwandeln sich Formeln (16) und (20) in 

(25) I 1", + 1", + J V + 1", + 2 v2 + ... + 1", + n _ ) vn - 1 
na", = I", ' 

(26) I D", + D"'+l + ... + DHn - 1 
na", = D . 

'" 
Vermoge (XIII) erhalt man: 

(27) I N", - N",+n 
na", = D . 

'" Da aus (27) 

folgt, ergibt sich bei Beriicksichtigung von (21): 

(28) 

Sind D", und Nz fUr jeden Wert von x tabuliert, so kann man Ina", 
nach (27) finden. 

Ina", kann auch (vgl. die analoge Aussage fUr az auf S. 37) als Ka­
pitalabfindung, Ablosungssumme oder Barwert fiir eine so-
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fort beginnende, alljahrlich wiederkehrende, temporare Zahlung an­
gesehen werden, die eine xjahrige Person, solange sie lebt, hochstens 
jedoch n mal, in der Rohe 1 zu leisten hat. 

Wir machen noch die wichtige Bemerkung, daB. wenn man n gleich 
w - x + 1 setzt, Ina", in a", iibergeht, wie man durch Vergleich der 
Formeln (25) und (16) sieht . Es ist also 

(29) I w - '" + 1 a", = ax . 
Versichert sich eine xjahrige Person auf eine ein Jahr nach Ab­

schluB des Vertrages beginnende, hochstens nmal, nur solange der Ver­
sicherte lebt, in gleichen Jahresbetragen zur Auszahlung gelangende 
Leibrente, so spricht man von einer njahrigen, kurzen oder tempo­
raren oder auch aufhorenden, postnumerando zahlbaren Leib­
rentenv. 1st die jahrlich zur Auszahlung gelangende Summe die Einheit, 
so bezeichnet man die einmalige Nettopramie mit 

(XVI) Ina",i). 

Bei dieser V. hat die V'sanstalt genau dieselben Bedingungen wie bei der 
Postnumerandoleibrentenv. (§ 2) iibernommen; nur findet die letzte 
Auszahlung am x + n ten Geburtstage statt. In Analogie mit den 
Formeln (25) bis (27) leitet man her: 

I t", + 1 V + l", + 2 v2 + . . . + l", + n vn 

na", = 1 ' 
'" 

(0) 

(31 ) 

(2) I a = NHi - NHn+i 
n", D", . 

Aus (26) und (31) odeI' auch aus del' Definition von Ina", ergibt sich: 

(3) Ina", = 1 + In-ia", . 

Versichert sich eine xjahrige Person auf eine alljahrlich in gleicher 
Rohe auszuzahlende lebenslangliche Rente, deren erste Zahlung erst 
nach m Jahren, falls der Versicherte dann noch lebt, zu erfolgen hat, 
so spricht man von einer um m Jahre a ufgeschobenen, pran ume­
rando zahlbarenLeibrente. Diese V. kannder Alterspensiondienen. 
Die von der xjahrigen Person einmalig zu zahlende Nettopramie bezeich­
net man, wenn sich die geschilderte V. auf die Einheit der Rente bezieht, mit 

(XVII) mla", , 
indem man bei Ereignissen, die erst nach einer Aufschubzeit von m 
Jahren eintreten, hinter den vorgesetzten Index m einen Vertikalstrich 
setzt. Die erste Zahlung leistet das V'sunternehmen, falls der Versicherte 
dan~ noch lebt, am x + mten Geburtstage des Versicherten; von da 

1) Statt :,az darf man nach der internationalen Bezeichnung auch gleichwertig 
azti/ schreiben. ebenso statt /"az auch azn/. 
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an sind die Bedingungen analog wie bei del' in § 1 behandelten Leib­
rentenv. Formel (16) verwandelt sich in: 

(34) 

Die Formeln (20) und (21) gehen iiber in: 

(35) I - Dz+m + Dz+m+l + ... + Dco 
max - Dx ' 

(36) mlaz = NZ;zm . 

Aus den Formeln (27), (21) und (36) ergibt sich: 

(37) Imaz = az - mlaz oder Imaz + mlaz = az . 

F ormel (37) driickt aus: Die V. auf eine Ie benslangliche Pranumerando­
leibrente ist gleichwertig mit dem gleichzeitigen AbschluB einer m jah­
rigen kurzen Pranumerandoleibrentenv. und einer urn m Jahre auf­
geschobenen, pranumerando zahlbaren Leibrentenv. 

Formel (35) laBt sich auch schreiben: 

( 8) I - Dz+m + Dz+m+l + ... + Dco. Dz+m _ • Dz+m 
3 m az - D D - ax + m D ' 

:z:+m :z: z 

wie sich mit Hilfe von (20) ergibt. Bisweilen laBt man bei del' geschll­
derten V. das Wort pranumerando fort und spricht einfach von einer 
urn m Jahre aufgeschobenen Leibrentenv. Dieselbe V. bezeich­
net man auch als eine urn m - 1 Jahre aufgeschobene Post­
numerandoleibrentenv. Bei diesel' Auffassung wird die einmalige 
Nettopramie statt mit mlaz mit 

(XVIII) m - lla", 

bezeichnet. Fiir Postnumerandoleibrenten verwendet man immer a 
(vgl. XIV, XVI), fiirPranumerandoleibrenten a. 

N ach Definition ist: 
(39) mlaz = m - llax , 

und az ist mit llaz gleichbedeutend. 
Versichert sich eine xjahrige Person auf eine urn m Jahre a uf­

geschobene, hochstens nmal, nul' solange del' Versicherte 
lebt, zur A uszahl ung gelangende, pran umerando zahlbare 
Leibrente, so bezeichnet man in Analogie mit (XV) und (XVII) die 
einmalige Nettopramie, wenn die Hohe del' Leibrente die Einheit ist, mit 

(XIX) 

Die V. heiBt eine V. auf eine aufgeschobene, kurze oder auf­
geschobene, temporare Leibrente. Die erste Zahlung derV'san­
stalt findet statt, wenn del' xjahrige seinen x + mten Geburtstag 
erlebt, die letzte mogliche Zahlung, wenn derVersicherte x + m + n-1 
Jahre alt ist. Die F ormeln (16) und (20) gehen ii bel' in: 
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I Ix + m vm + Ix + m + 1 Vm + 1 + . . . + Ix + m + n _ 1 vm + n - 1 
(40) m nax = Ix . , 

(41) I Dx+m + Dx+m+l + ... + Dx+m+n-l 
mnax = . 

Dx 
~1it Hilfe von (XIII) wird: 

(42) I Nx+m - Nx+m+n 
mnax = Dx . 

Aus (42) und (36) folgt: 
(43) mlnax = mlax - m+nlax. 

In der Form: 
mlax = mlnax + m + nlax 

sieht man die Formel (43) ebenso wie Formel (37) leicht direkt ein. 
In Analogie mit (XVIII) kann man fUr mlnax auch m _ Ilnax schreiben. 

Die V. ist dann als eine urn m - 1 Jahre aufgeschobene, post­
numerando, hochstens nmalig zahlbare Leibrentenv. zu bezeich­
nen. Die geschilderte V. kann z. B. vorsorglich von einem Vater abge­
schlossen werden, der seinen Sohn studielen lassen und ihm fUr die 
Studienzeit ein jahrliches Stipendium sichern will (Studienrente). 

4. Kapitalversicherung auf den Lebensfall. 
Bei der Kapitalv. auf den Lebensfall, auch Erlebensfallv. 

oder Erlebensv. genannt, versichert sich ein xjahriger, daB er bei 
Vollendung des (x + n)ten Lebensjahres eine vertragsmaBig festgesetzte 
Summe erhalten soIl; stirbt der Versicherte vor Erleben seines x + nten 
Ge burt stages, so er halter nich ts ausgezahlt. Die einmalige N ettopramie des 
xjahrigen fUr diese V. wird, falls die versicherte Summe die Einheit ist, mit 
(XX) nEx 
bezeichnet. 

Denken wir uns, daB eine fingierte Gesellschaft von Ix Personen, 
die nach der Sterblichkeitstafel aussterben moge, eine Erlebensv. auf 
die Summe 1 abschlieBt, so hat die V'sanstalt n Jahre nach AbschluB 
des Vertrages an jede der dann noch lebenden Ix + n Personen die Einheit 
zu zahlen; der Barwert dieser Leistung des V'sunternehmens ist bei Ab­
schluB des Vertrages nach Formel (4): Ix+nvn. Nach dem Prinzip der 
Gleichheit von Leistung und Gegenleistung hat folglich die fingierte 
Gesellschaft bei AbschluB des Vertrages an die V'sanstalt die Summe 
Ix + n vn zu zahlen, die einzelne Person also 

Es ist daher: 

(44) 

oder vermoge (XII) 

(45) 

lx+n n TV. 

E _ Dx+n 
n x - Dx . 
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Ein Vater, der seinem Sohn ein Kapital ffir Studium oder Selbstan­
digmachung oder seiner Tochter eine Summe ffir eine angemessene Aus­
steuer sichern will, wird auf das Leben seiner Kinder eine solche V. 
abschlieBen; doch kann dieselbe auch der Vorsorge flir die eigenen alten 
Tage dienen. 

Bei allen bisher geschilderten V'en sind die Versicherten an ihrem 
langen Leben interessiert; nur gesunde und kraftige Personen werden 
V'en auf den Lebensfall abschlieBen. Als Sterblichkeitstafeln wird man 
daher solche mit geringen Sterbenswahrscheinlichkeiten, also Rentner­
sterbetafeln (vgl. S. 29), benutzen. Eine Ausnahme kann man zulassen, 
wenn es sich urn zwangsweise Altersv. (Kollektivv.) einer K6rperschaft 
handelt und infol&e fortfallender Auslese der V'snehmer nicht mit ihrer 
ubermaBigen Langlebigkeit zu rechnen ist. 

5. Einfache Versicherung auf den Todesfall. 
Ein xjahriger versichert sich, daB die V'sanstalt bei seinem Tode an 

seine Erben die Summe 1 bezahlen soIl. Die einmalige Nettopramie fur 
diese V. wird mit 
(XXI) A", 
bezeichnet; bei der Herleitung der Formeln wird die Annahme ge­
macht, daB die versicherte Summe 1 von der V'sanstalt immer erst 
am Ende des V'sjahres, in dem der Tod erfolgt, zur Aus­
zahlung gelangt. Wir denken uns, daB eine fingierte Gesellschaft von 
t", Personen des Alters x, wie sie die Sterblichkeitstafel angibt, eine 
Todesfallv. auf die Summe 1 eingeht und nach der Sterblichkeitstafel 
abstirbt. 1m Alter von x bis x + 1 Jahren sterben d", Personen, an 
deren Erben die V'sanstalt im ganzen die Summe d", zu zahlen hat; 
diese Summe kommt nach der hier gemachten Annahme erst ein Jahr 
nach AbschluB des Vertrages zur Auszahlung und hat daher zur Zeit 
des Abschlusses des Vertrages nach Formel (4) den Barwert d",· v. 
1m Alter von x + 1 bis x + 2 Jahren sterben d", + 1 Personen unserer 
fingierten Gesellschaft, an deren Erben die V'sanstalt die Zahlung d", + 1 

zu leisten hat; diese Summe gelangt gemaB Annahme erst am Ende des 
zweiten V'sjahres zur Auszahlung; ihr Barwert ist daher bei AbschluB 
des Vertrages dH 1 • v2• Auf diese Art ist fortzufahren. Bedeutet OJ 

nach der Sterbetafel das h6chste Lebensalter, so sterben im Alter von 
OJ bis OJ + 1 Jahren aIle Personen unserer fingierten Gesellschaft aus; 
an die Erben der im Alter OJ bis OJ + 1 sterbenden Personen ist am 
SchluB des OJ + 1 - xten V'sjahres die Summe dw von der V'sanstalt 
zu zahlen; der Barwert dieser Summe ist zur Zeit des Abschlusses des 
Vertrages dw • VW + 1 - "'. Durch Addition dieser Posten findet man 
diejenige Summe, deren Vorhandensein bei AbschluB des Vertrages 
die kunftigen Zahlungen gewahrleistet, namlich: 

dz • v + dz + 1 v2 + dz + 2 v3 + ... + dw VW + 1 - z • 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
muB die fingierte Gesellschaft von l$ Personen an die V'sanstalt die 
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eben gefundene Summe, eine Person mithin ihren t., ten Teil als ein­
malige Nettopramie einzahlen. Daher wird: 

(46) A., = d., v + d"+l v2 + ... + doo Voo+l-" 
t., 

Setzt man nach (VII) d., = l., - l., + l' so ergibt sich: 

A., = (lx - l., + 1) v + (l., + 1 - t., + 2) v2 + ... + (too - 1(0 + 1) vOJ + 1 - ., 
t., 

v t., + v2 t., + 1 + v3 t., + 2 + . . . + tOJ v'" + 1 - ., 

t., 
v t., + 1 + v2 t., + 2 + v3 t., + 3 + ... + Zoo Voo - '" + too + 1 v'" + 1 - '" 

t., 
Beachtet man Formel (16) und setzt [w+l = 0, da alle Personen 

der Sterblichkeitstafel im Alter w bis w + 1 aussterben, so wird: 

A", = vax - (a", - 1) = 1 - (1 - v) a"" 

oder nach (6) auf S. 13: 

(47) 

Die letzte Formel laBt sich in der Form 

(47') 

auf folgende Weise deuten: Ein xjahriger, der die Summe 1 besitzt, 
kann sie erstens bei seinem Tode seinen Erben hinterlassen und zwei­
tens aus ihr lebenslanglich jahrlich pranumerando einen Zins ziehen, 
der sich dann nach S. 13 auf d belauft. Das erste ist gleichwertig mit 
dem AbschluB einer Todesfallv., deren Kosten sich auf A", steIlen, das 
zweite mit dem Genusse einer Pranumerandoleibrente in der Rohe d, 
deren Kauf d· a", kostet. 

Nach Formel (47) laBt sich A., bequem aus a., berechnen. Rierbei 
ist naturlich a., - die einmalige Nettopramie einer Pranumerandoleib­
rentenv. - in diesem FaIle nicht auf Grund einer Sterblichkeitstafel fur 
Leibrentenv'en, sondern einer solchen fUr Todesfallv'en zu bestimmen. 

Man setzt 
(XXII) 

und nennt C'" die Zahl der diskontierten Toten des Alters x. 
Die Bezeichnung C'" ist deswegen gewahlt, weil der Bnchstabe C dem 
Dim Alphabet voraufgeht nnd D., die Zahl der diskontierten Lebenden 
des Alters x war. Man beachte, daB C., im Gegensatz zu (XII) rechter­
hand v'" + 1 als Faktor des d., hat. 

Man definiert 

(XXIII) 

Mist als der dem N vorausgehende Buchstabe gewahlt (vgl. XIII). 
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Formel (46) geht, wenn man Zahler und Nenner mit VX gliedweise multi­
pliziert und (XII) und (XXII) beachtet, in 

(48) Ax = ex + ex + 1 + ... + Co 
Dx 

uber. Benutzt man (XXIII), so wird (48): 

Mx 
(49) Ax = D' 

x 

Fur die Rechnungen bei Todesfallv'en hat man gewohnlich Dx, ex 
und Mx tabuliert. Die Berechllung von Mx geschieht analog wie die 
von Nx (S.36) rekurrent, mit Mw = Co beginnend, indem man die 
Relation Mx = ex + Mx + 1 beachtet. 

Nach (XXII) und (VII) hat man: 

ex = dx V X + 1 = (lx - lx + 1) V X + 1 = V • lx V X - lx + 1 Vx + 1 , 

also nach (XII): 
(50) ex = vDx - Dx+ 1 ' 

Fur das nicht erreichbare Alter w + 1 ist l'''+l = 0, also 

(5D') 

Aus (XXIII) und (50) bzw. (50') folgt 

Mx = (v Dx - Dx+ 1) + (v DX+1 - Dx+2) + ... + (v DOJ - 1 - D,,») + v Dw 

oder nach (XIII) 

(51) Mx = vN", - N"+1' 
Wie aus (50) und (51) hervorgeht, ist die Tabulierung von Dx und Nx 

ausreichend, auch ohne daB man ex und Mx in den Grundtafeln hat. 
Aus (46) folgt: 

(52) A x = v ~: (1 + dx+ 1 V + dx +2 v:x+ . . . + dOl VW _____ ") • 

Nach (46) ist ferner 

A _ dx + 1 V + dx + 2 v2 + . . . + dO) v'" - x 
x + 1 - lx + 1 ' 

folglich geht (52) uber in: 

A dx ( lx+ 1 ) V 
x = Vy 1 + d- A X+1 = [(ax + lX+1Ax+1)' 

'" x x 

(53) 

Formel (53) kann in analoger Weise wie Formel (17) auch leicht 
direkt bewiesen werden, indem man die Leistungen der Anstalt ein 
Jahr nach AbschluB des Vertrages betrachtet. 

Fuhrt man in (53) nach (VIII) und (IX) auf S. 15 

ein, so erhalt man: 
(54) 
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Da alle wjahrigen Personen der Sterbetafel im Alter w bis w + 1 
sterben, so ist offenbar Pw = 0 und fUr x = w geht (54) uber in: 

(55) 

Formel (54) gestattet, Ax fUr jeden ganzzahligen Wert des x zu 
finden, wenn AX+I bekannt ist. Nach (55) ist Aw bekannt; man kann 
daher zunachst A w - l , dann A W - 2 usw. der Reihe nach bestimmen. 

Als Beispiel solI A30 nach der deutschen Reichssterbetafel1891/1900 fur Manner 
bei einem Zinsfu13 von 31/ 2% bestimmt werden. Naeh der Tab. II des Anhanges 
ist D30 = 21 831, H30 = 417 303, H31 = 395472, also naeh (51) 

417303 
M30 = --- - 395472 = 403 191 - 395472 = 7719· 

1,035 

Nach (49) wird 
. 7719 

A30 = -8- = 0,3536. 
21 31 

Zur Probe bestimmen wir nach (21) 

Fur 

417 303 
a30 = --8- = 19,115. 

21 31 

d = 1 - -~ = 0,033816 
1,035 

wird d· a30 = 0,6464. Mithin ist die Kontrollgleiehung (47') erfullt. Fur 
einen dreil3igjahrigen Mann, der eine bei seinem Tode zahlbare Sterbesumme 
von 1000 M versichert, betragt die einmalige Nettopramie 353,60 M. Bei den 
angegebenen Grundlagen ist A 25 = 0,3158, A30 = 0,3536, A40 = 0,4418, 
A50 = 0,5420, A60 = 0,6537· 

Fur den gleiehen Zinsfu13 von 31/2% und die Sterbliehkeitstafel 23 D. G. M. 
u. W I wird: A 25 = 0,33088, A30 = 0,36320, A,o = 0,44357, Aso = 0,54286, 
A60 = 0,65353. Da fur 23 D. G. M. u. W I OJ = 89 ist, so zahlen die meisten naeh 
dieser Tafel reehnenden Anstalten, falls der Tod des Versichertim nieht fruher 
eintritt, die versieherte Summe am 90. Geburtstage. 

Die einmalige Pramienzahlung ist fUr eine einfache V. auf den 
Todesfall nicht sehr gebrauchlich, da sie bei einer groBeren versicherten 
Summe zu hoch ist. Erst wahrend des Krieges und nach demselben 
wird die Zahlung der Einmalpramie in der Lebensv. von Personen 
haufiger begehrt, die eine rasche Anlage ihres Kapitals wunschen. Das 
System der einmaligen Pramienzahlung ist fUr die kleinen Summen der 
Volksv. empfohlen und bei ihr auch tatsachlich in die Praxis umgesetzt 
worden (System Hi tze. Vgl. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Ed. 2, 
S. 134). Das bei einer Reihe von V'sanstalten eingefUhrte sog. Eo nus­
s ys te ml) beruht ebenfalls auf dem Prinzip einmaliger Pramienzahlung; 
die einem mit Gewinnanteil Versicherten zufallende Jahresdividende 
wird diesem nicht ausgehandigt, sondern als einmalige Einzahlung fur 
eine Nachv. zur Erhohung der ursprunglich versicherten Summe an­
gesehen. 

1) Auch zweckma13ig als V. nach dem Summenzuwachssystem bezeichnet. 
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6. Temporare und gemischte Versicherung auf den 
Todesfall. 

Versichert sich eine xjahrige Person auf eine Summe, die nur dann 
fallig wird, wenn der Tod der versicherten Person innerhalb der nach­
sten n Jahre nach AbschluB des Vertrages eintritt, so spricht man von 
einer njahrigen, temporaren oder kurzen oder ablaufenden 
oder zeitlichen V. auf den Todesfall. Die einmalige, von dem Ver­
sicherten zu zahlende Nettopramie wird, falls die versicherte Summe 1 
ist, mit 
(XXIV) InA", (analog dem Ina",) 
bezeichnet. Die V'sgesellschaft iibernimmt hier genau dieselben Lei­
stungen wie bei der einfachen V. auf den Todesfall; nur wird an die 
Erben ni'chts mehr ausgezahlt, falls der xjahrige seinen x + n ten Geburts­
tag erlebt. Die Formeln (46) und (48) gehen daher iiber in: 

(56) I A = d", v + d", + 1 v2 + . .. + d", + n - 1 vn 

n '" 1", ' 

(57) I A - C", + Cz+ 1 + ... + Cd n -1 
n ",- D", . 

Vermoge (XXIII) wird: 

(58) 

oder 

(59) 

denn 

I A - M",- M",+n 
n '" - D", 

I A - M",_ M"'+n.D"'+n_A _p",+nA . 
n '" - D", Dr< + n Do; - '" Dr< x + n , 

nach (49) ist 
M", 

A",=-. 
Dx 

Versichert sich ein xjiliriger derart, daB das versicherte Kapital, 
wenn der Versicherte innerhalb der nachsten n Jahre nach Abschlull 
des Vertrages stirbt, den Erben1), wenn der Versicherte hingegen 
x + n Jahre alt wird, bei Erreichen dieses Alters ihm selbst ausgezahlt 
wird, so spric~t man von einer gemischten oder alternativen V. 
a uf den Todesfall, auch von einer V. auf Todes- und Lebensfall 
oder einer V. mi t a bge kiirz ter V'sda uer. Diese V" dient der Sicher­
stellung der Hinterbliebenen bei friihzeitigem Tode sowie der eigenen 
Altersversorgung. Sie ist Kombination der temporaren V. auf den 
Todesfall mit der Erlebensv., also neben Todesfallv. Pensions- und 
Aussteuerv. 1st die versicherte Summe die Einheit, so bezeichnet man 
die einmalige Nettopramie fiir diese gemischte V. mit 

(XXV) Axnl; 
offenbar ist A",nl die Summe der einmaligen Nettopramie fiir eine 

1) Fur die Berechnung wird wie auf S. 42 die Annahme gemacht, daB die ver­
sicherte Summe am Schlusse des V'sjahres, in dem der Tod eingetreten ist, aus­
gezahlt wird. 
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n jahrige kurze V. auf den Todesfall und der einmaligen Nettopramie 
der Erlebensv. des xjahrigen auf das Alter x + n; daher wird: 

(60) Axnl = InAx + nEx . 

Infolge Bestehens der Formel (60) bezeichnet man Axiil auch mit 
Inh:x • Mit Hilfe von (56) und (44) geht (60) uber in: 

(6'1) Axil; = dx v + dx + 1 v2 + ... i dx + n -1 v" + Ix ±n vn . 
x 

Nach (57) und (45) bzw. (58) und (45) erhalt man fUr (60): 

A -j = ex + ex + 1 + ... + ex + n - 1 + D,q n 
xn Dx 

Mx - M x+n + Dx+n (62) 
Dx 

Sind die GraBen Mx und Dx fUr aIle Werte von x tabuliert 
S. 44), so eignet sich (62) zur Berechnung von Ax"l. 

Durch (59) und (45) geht (60) uber in: 

(vgl. 

Dx+n Dx+n A Dx+n 
(63) Ax,,1 = A", - n-A",+n + ~ = '" + ~ (1 - A",+,,). 

x '" x 

Hat man Ax fUr alle Werte des x bestimmt, so ist Ax,,1 leicht nach 
(63) zu berechnen. 

Da 

und demnach 
dX+n- 1 + Ix+n = l",+n-1 

ist, so geht F or mel (61) u ber in: 

_ dxv + dx + 1 v2 + . . . + dx + n - 2 vn - 1 + lx + n _ 1 v" 
(64) Axnl = I 

x 

Vergleicht man Axnl in (64) mit Ax in (46), so schlieBt man: Ax,,1 
kann auch als einmalige Nettopramie einer einfachen V. auf den Todes­
fall angesehen werden, bei der eine fingierte Sterbetafel verwendet wird, 
die bis zum Alter x + n - 1 genau dieselbe Absterbeordnung wie die 
wirkliche Sterbetafel aufweist; im Alter x + n - 1 bis x + n sterben 
aber aIle lx+n-1 das x + n - 1 te Lebensjahr uberlebenden Personen. 

Setzt man in Formel (64) 

dx = lx - IX+1 , dX+1 = IX+1 - lX+2 
usw., so erhalt man: 

(Ix - Ix+!) v + (lx+1 -1"'+2) v2 + ... + (lx+n-2 -lx+n-1) vn- 1 + Ix+n-1 vn 

Ix 

Ix v + Ix+! v2 + 1"'+2 v3 + ... + lx+n-1 vn 

Ix 

7x+1 V + lX+2 v2 + ... + lx+n-1 vn- 1 
, '---
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Hieraus ergibt sich nach (25): 

Azn! = V Ina", - (I"a", - 1) = 1 - (1 - v) Inaz 

oder nach (6): 
(65) 

Formel (65) ist ahnlich wie (47) gebaut und laBt sich in der Form 

(65') 1 = Aznl + d Inaz 
auch analog erklaren: Ein xjahriger, der das Kapital 1 besitzt, kann 
es erstens, wenn er im Laufe der nachsten n Jahre stirbt, seinen Erben 
hinterlassen oder bei Erleben des x + n ten Geburtstages hieriiber selbst 
verfiigen, und zweitens wahrend seiner Lebenszeit, jedoch h6chstens 
nmal jahrlich, pranumerando aus ihm einen Zins ziehen, der nach S. 13 
sich auf d belauft. Das erste ist gleichwertig mit dem AbschluB einer 
gemischten V., die bei Vollendung des x + nte'n Lebensjahres fallig 
wird und deren Kosten sich daher auf AznJ stellen, das zweite mit dem 
GenuB einer kurzen njahrigen Pranumerandoleibrente in der H6he d, 
deren Kaufpreis d· Inaz betragt. 

In genau derselben Weise, wie aus (46) die Formel (54) folgt, erhalt 
man aus (64): 

(66) A",;;:] = v (q", + p", A",+ln-lj) . 

Ais Beispiel solI A 30351 nach der deutschen Manner-Reichssterbetafel1891/1900 
bei 31/ 2% bestimmt werden. Es ist (vgl. Beispiel auf S,45) Mso = 7719; auf 
gleiche Weise findet man nach (51) aus Tab, II des Anhanges 

Nach (62) wird 

28621 
M65 = --- 25276 = 2377· 

1,035 

A - 7719 - 2377 + 3345 8687 
30351 = 21 831 = 21 831 = 0.3979 . 

Bestimmt man zur Probe nach (27) 

I a - 417 303 - 28621 _ 388 6~~ - 1 804 
S5 30 - 21 831 - 21 831 - 7. • 

so wird 
Ii, ·IS5aSO = 0,033816·17.804 = 0.6021, 

und es ist auch die Kontrollgleichung (65), die man ebenfalls zur Bestimmung 
von A 30351 hatte benutzen konnen, erfullt. Fur einen dreiBigjahrigen Mann, der 
sich auf eine bei seinem Tode, spatestens bei Vollendung des 65. Lebensjahres 
fallige Sterbesumme von 1000 M versichern will, betragt die einmalige Netto­
pramie nach den angegebenen Grundlagen 397,90 M. 

7. Versicherung auf den Todesfall mit Karenzzeit. 
SchlieBt eine xjahrige Person eine Todesfallv. auf ein Kapital ab, 

das die V'sgesellschaft nur dann auszuzahlen hat, wenn der Tod des 
Versicherten erst nach Ablauf der dem AbschluB des Vertrages unmittel­
bar folgenden m Jahre eintritt, so spricht man von einer V. auf den 
Todesfall mit mj ahriger Karenzzeit oder auch von einer urn m Jahre 
aufgeschobenen V. auf den Todesfall. 1st das versicherte Kapital 
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die Einheit, so bezeiehnet man (vgl. Bezeichnung XVII) die einmalige 
Nettopramie fiir diese V. mit 

(XXVI) mlA", . 

Das versicherte Kapital gelangt nur dann zur Auszahlung, wenn der 
Versicherte im Alter x + m bis x + m + 1 oder in hoherem Lebensalter 
stirbt. Formel (46) verwandelt sich daher in 

(67) 
d m+l + d vm + 2 + + d vw + 1 -'" IA - '" + m V '" + m + 1 .. . w 

m '" - 1", 

und Formel (48) in 
(68) IA - Cz+ m + C",+m+l + ... + Cw _ 

m "'- D", . 

Infolge der in (XXIII) gegebenen Definition von M", folgt aus (68): 

(69) 

Aus (69), (58) und (49) ergibt sieh: 

mlA ", + ImA", = A", . 

Diese Relation ist aueh aus der Definition der GroBen unmittelbar klar. 
Eine xjahrige Person kann aueh eine urn m Jahre aufgesehobene 

V. auf den Todesfall eingehen, bei der die Erben die Sterbesumme nur 
dann erhalten sollen, wenn der Tod in den der m jahrigen Karenzzeit 
unmittelbar folgenden n Jahren eintritt. 1st die versicherte Summe 1, 
so bezeichnet man die einmalige Nettopramie in Analogie zu (XIX) mit 

(XXVII) mlnAx . 

(67) bis (69) entspreehend findet man: 
d m+l+d vm+2 + +d vm+n I A - ",+m V ",+m+l ... ",+m+n-l 

mn '" - 1", ' 

I A - C",+m + C",+m+l + ... + C",+m+n-t 
mn ",- D", ' 

I A - M",+m - M",+m+n . 
mn '" - DI) , 

ferner ist 

mlA ", = mlnA", + m + nlA", . 
Die V'en mit Karenzzeit sind eine Sehutzeinriehtung der V'sanstal­

ten, urn bei der V. minderwertiger oder arztlieh nieht untersuehter 
Leben (Volksv., die jetzt in Aufsehwung gekommene V. ohne arztliehe 
Untersuehung) den ZufluB gesundheitlieh besonders geflihrdeter Per­
sonen mogliehst fernzuhalten. 

L 0 ew y. Versicherungsmathematik. 4. Aufl._ 4 
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8. Todesfallversicherung mit un mittel barer Auszahlung nach 
dem Ableben. 

Bei der einfachen Todesfallv. im § 5 sowie auch bei den in den 
folgenden Paragraphen behandelten V'en auf den Todesfall nahmen 
wir an, daB die versicherte Summe immer erst am Schlusse des V'sjahres, 
in dem der Tod eingetreten ist, zur Auszahlung gelangt (vgl. S. 42). 
Die meisten V'sanstalten zahlen unmitt~lbar nach dem Tode, sobald 
die notigen amtlichen Papiere vorgelegt sind; trotzdem verwenden sie 
gewohnlich Ax fUr die Bestimmung der einmaligen Nettopramie. Rich­
tiger ist es, auch bei den Pramienberechnungen die sofortige Auszahlung 
zu berucksichtigen, indem man die Todesfalle durchschnittlich auf die 
Mitte des V'sjahres verlegt. 

Wir denken uns wieder wie auf S. 42 eine fingierte Gesellschaft von 
lx Personen, von der, wie die Absterbeordnung angibt, im ersten V'sjahre 
dx, im zweiten V'sjahre dx+! Personen usw. sterben. Beim Tode jedes 
Versicherten habe die V'sgesellschaft die Einheit als Sterbesumme zu 
zahlen. Die Summe dx, weIche die Erben der im ersten V'sjahre sterben­
den Personen erhalten, gelangt durchschnittlich 1/2 Jahr nach AbschluB 
des Vertrages zur Auszahlung; diese Summe hat daher zur Zeit des Ab­
schlusses des Vertrages den Wert dx • v.~ (vgl. S. 12). Die Sterbesum­
men fur die im zweiten V'sjahre sterbenden dx +! Personen gelangen 
durchschnittlich 11/2 Jahre nach AbschluB des Vertrageszur Auszahlung 
und haben daher zur Zeit des Abschlusses des Vertrages den Wert 
dx +! v~. Aufdiese Weise geht es we iter. Nach der hier gemachten 
Annahme uber die Art der Auszahlung kann die V'sgesellschaft ihren 
ktinftigen Verpflichtungen nachkommen, wenn sie zur Zeit des Ab­
schlusses des Vertrages uber die Sum me 

verfugt. Hieraus ergibt sich durch Division mit lx als einmalige Netto­
pramie, die ein xjahriger zu zahlen hat, 

(70) 
d l + d ,- + d • +- + d 0) + ' - x 4 _ X V 2 X + 1 v2 X + 2 v2 • • • w V " 

• x - Ix 

Bei V'swerten, die unter der Annahme hergeleitet sind, daB im Fall 
des Todes sofortige Auszahlung stattfindet, setzt man, wie es bei 

(XXI') 

geschah, uber die Symbole einen wagerechten Strich. Vergleicht man 
(70) mit (46), so folgt: 

(71) 
- A ,/-
Ax=-:'=Axr1+i, 

v" 

denn nach (II) ist 
1 

v = ----.. 
1 + z 
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Entsprechend den durch (XXII) und (XXIII) eingefiihrten diskon­
tierten Zahlen C" und M" definiert man unter der Annahme sofortiger 
Auszahlung beim Todesfall: 

(XXII') 
und 
(XXIII') 

Multipliziert man Zahler und Nenner von (70) mit v", so erhalt man 
analog zu (48) und (49): 

(72) 

und 

(73) 

Ax = C" + C" + 1 + ... + CO} 
D" 

A =~~ 
" D" . 

In Analogie mit (71) findet man fUr die Nettopramie bei der tem­
poraren und aufgeschobenen Todesfallv. unter der Annahme un mittel­
barer Auszahlung nach dem Ableben 

InA., = InA" . V1+ i bzw. 

Will man bei der einmaligen Nettopramie A,,;;i fUr die gemischte 
V. auf den Todesfall eine Korrektur infolge unmittelbarer Auszahlung 
nach dem Ableben anbringen, so beachte man, daB in (60) nur InA"" 
nicht aber nE", das sich auf einen festen Termin bezieht, mit dem 
Faktor f1+ i zu multiplizieren ist. Formeln (60) bis (62) gehen tiber in: 

(74) A"n! = InA" VT+i + nE" 

(75 ) 

(76) 

d:r: V~ + d" + 1 V~ + d" + 2 V~ + ... + d" + n _ 1 VR -! + l" + n Vn 

l" 

C" + C"+l + ... + C,,+n-l + D,,+n 

D" 

M" - M,,+n + D,,+n 

D", 

Derartige Formeln verwendet z. B. die Gothaer Lebensv'sbank, nur 
legt sie ihren Berechnungen doppelt abgestufte Sterbetafeln zugrunde. 

Will man das Quadratwurzelzeichen vermeiden, so kann man statt Ax Y1 + i, 
wie Formel (71) angibt, auch . 

als erh6hte einmalige Nettopramie nehmen, urn der unmittelbaren Auszahlung 
nach Eintritt des Todes Rechnung zu tragen. Zu letzterem Wert gelangt man 
auf folgende Weise: Aus (46) folgt die Formel 

Ax A .) dx+dx+IV+ ... +dwvw·_·x 
- = x (1 + I = 1 ' 

v x 

4* 
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mit der zu rechnen alter franzosischer Brauch1) war. Die Formel Ax (1 + i) be­
ruht auf der Annahme, daB aile Todesfalle schon bei Beginn des V'sjahres eintreten, 
wahrend die Benutzung von Ax voraussetzt, daB die Auszahlung der Sterbesummen 
immer erst am Ende des V'sjahres, in dem der Tod eintritt, stattfindet. Das arith­
metische Mittel aus Ax und Ax (1 + i) fuhrt auf den Wert 

der ubrigens groBer als Ax Vi + i ist, wie man durch Quadrieren der zwei Aus­
drucke unmittelbar sieht. 

Fur 31/2% wird 

VtTi = V1,035 = 1,01735 und 1 + ~ = 1,0175. 

Auch die anderen Nettopramien fur Todesfallv'en kann man, wenn man die 

Quadratwurzel vermeiden will, dadurch korrigieren, daB man 1 + ~ fUr V 1 + i 
setzt. 2 

9. Terminliche Leibrente. 
Bei den bisher behandelten V'en wurde das versicherte Kapital ent­

weder einmalig oder alljahrlich in gleicher Hohe fallig. Bei Leibrenten 
findet die Auszahlung auch haufig in kiirzeren als jahrlichen Terminen 
statt. Wir nehmen an, eine xjahrige Person versichere sich bei einer 
Rentenanstalt, daB sie aIle 11mtel Jahre bis zu ihrem Tode eine Leib­
rente in der gleichen Hohe von 11m ausgezahlt erhalten solI. Hat die 
erste Auszahlung sogleich bei AbschluB des Vertrages zu beginnen, so 
bezeichnet man die einmalige Nettopramie in Analogie mit (XI) durch 
(XXVIII) a~m) 
Der Versicherte erha.lt, wie man sagt, die Leibrente ratenweise oder 
in Terminen ausgezahlt; man spricht auch von einer Pran umerando­
leibrente von unterjahriger Falligkeit. In der Praxis der Leib­
renten ist die halb- oder vierteljahrliche oder monatliche Auszahlung, 
m = 2 oder m = 4 oder m = 12, ublich. 

Urn fur a~m) eine Formel herzuleiten, nehmen wir an, daB sich die 
nach der Sterbetafel jahrlich stattfindenden Todesfalle gleichmaBig uber 
das Jahr verteilen. Da nach der Sterbetafel von Ix Lebenden des Alters x 
im nachsten Jahre dx versterben, leben gemaB unserer Annahme tim tel 

Jahresteile nach dem xten Geburtstag, da 1. dx verstorben sind, 
m 

t t m-t t 
lx - - dx = Ix - - (lx - Ix + 1) = -- Ix + -lx + 1 ; 

m m m m 

hierbei bedeutet t jede der Zahlen 1, 2, 3, ... , m - 1. Versichert sich 
eine fingierte Gesellschaft von Ix Personen auf eine sofort beginnende, 
jedes mtel Jahr in der Hohe 11m fallige Leibrente, so hat die V'sanstalt 

1) Dieser Gebrauch ist jetzt in Frankreich aufgegeben; man macht dort heute 
meistens die Annahme, daB der Auszahlungstermin durchschnittlich in die Mitte 
des V'sjahres £alit. Ber. d. Eidgenoss. V'samtes uber das Jahr 1893, S.21. Vgl. 
auch die franzosische Bearbeitung des Artikels von Bohlmann in der Encyclo­
pedie des sciences mathematiques I, vol. 4, S. 532. Paris u. Leipzig. 1911. 
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im ersten V'sjahre den Betrag 1 Jm erstens sofort an Ix Personen, zwei­
tens nach 1Jmtel Jahr an 

m -1 1 
--- Ix + - Ix + 1 Personen, 

m m 

drittens nach 2Jmtel Jahren an 

m-2 2 
-- Ix + - Ix + 1 Personen 

m m 
m-1 

usw., schlie13lich nach --tel Jahren an 
m 

I m-1 
...3'.. + --- Ix + 1 Personen 
m m 

zu zahlen. Diese Vs'leistungen des ersten Jahres haben bei seinem Be­
ginn nach Formel (4), die ja auch fUr nicht ganzzahlige Exponenten 
gilt, den Barwert: 

1 1{m-1 1 }~ 1{m-2 2 }~ - • Ix + - -- lx + - Ix + 1 vm + - -- Ix + - Ix + 1 Vm + .. 
m m m m m m m 

1 {Ix m - 1 } In-I + - - + -- Ix + 1 V m = a lx + b Ix + 1 , 
m m m 

wenn man 

1 [ 1 2 m-2 m-l] 
m2 m + (m - 1) v m + (m - 2) v /It + ... 2 v m + V m 

mit a und 
1 [12m -1] 

m2 1.vm+2vm+ ... {m-1)v m 

mit b bezeichnet. 
Dem gefundenen Werte a Ix + b IHI entsprechend haben die Lei­

stungen des zweiten V'sjahres zu Beginn desselben, wenn die Todes­
Hille wieder gleichmaJ3ig tiber das Jahr verteilt werden, den Barwert 
a lx + 1 + b lx + 2' wie sich ergibt, indem man x durch x + 1 ersetzt. 
Weiter ist der Barwert der V'sleistungen des dritten V'sjahres am An­
fang desselben a lx + 2 + b lx + 3 usw. Die Gesamtheit aIler V'sleistungen, 
die die fingierte GeseIlschaft von lx Personen zu fordern hat, besitzt 
daher bei Beginn der V., wie die wiederholte Anwendung von Formel (4) 
lehrt, den Barwert: 

(a Ix + b lx+ 1) + (a lx + 1 + b lx +2) v + (a Ix +2 + b Ix + 3) '02 + ... 
Auf den einzelnen Versicherten entfallt der Ix te Teil des gefundenen 
Betrages; dieser ist nach F ormel (16): 

c. Ix + 1 + Ix + 2 V + lx + 3 v2 + ... aax + U I - --. 
x 
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Durch nochmaligeAnwendung von (16) formt man den letzten Teil 

des gefundenen Ausdruckes urn in ax - 1. Mithin hat a~m) den Wert: 
v 

(77) (m) a", - 1 ( 0) 0 aa; = a ax + 0 = a + - az - - . v v v 

Fur den Zins von 31/2%' i = 0,035 und m = 12, also monatliche 
·0 0 0 

Renten, berechnet man a + - = 1,0000978, - = 0,464075 1). a + -
v v v 

ist fUr die in der Praxis vorkommenden Werte i und m nahezu gleich 1, 
so daB man mit genugender Genauigkeit statt (77) mit 

1 ~ b 
(7 ) aa; . = ax - -; 

rechnen kann. Sieht man von der Verzinsung ab, d. h. wahlt man i = 0, 

also v = 1, so erganzen sich a und 0 genau zu 1 und ~ wird fUr v = 1 
gleich v 

1 m (m - 1) m - 1 
m2 [1 + 2 + 3 + ... m -1] = 2, m2 = 2m' 

Man erhalt dann die besonders haufig verwandte Naherungsformel: 

(71') 
(m) m-1 

ax =ax - ---. 
2m 

Versichert sich ein xjahriger auf eine sofort beginnende Leibrente. die ihm 
lebenslanglich aIle Vierteljahre in der H6he der Einheit ausgezahlt werden soil. 
so betragt die zu entrichtende einmalige N ettopramie nach (77"): 

(4) ( 3) 4az =4 az -"8 =4(az -o.375). 

Nach der genaueren Formel (77') wiirde sich bei Wahl eines ZinsfuBes von 
3% ergeben 4a~) = 4 (az - 0.37965) . 

Hat die V'sanstalt bei terminlicher Zahlungsweise die erste Renten­
zahlung nicht sofort, sondern erst 1/mtel Jahr nach AbschluB des Ver­
trages zu leisten, so spricht man von einer postnumerando zahl­
baren, terminlichen oder unterjahrigen Leibrente. Gelangt 
jedes 1/mtel Jahr die Summe 1/m zur Auszahlung, so wird die einmalige 
Nettopramie in Analogie mit (XIV) durch a~m) bezeichnet; es ist offenbar 

(78) 
1 
m 

Als einmalige Nettopramie Ina~m) fUr eine n j ahrige te m porare 
Pranumerandoleibrente von unterjahrig.er Falligkeit, die, 

1) Die Werte entstammen der Tabelle. die Pe xider, Zeitschr. f. d. ges. V's­
wissenschaft. Bd.7. S. 307. 1907. fiir die Konstanten a und b bei verschiedenen 
Werten m und i berechnet hat. 
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bei AbschluB des Vertrages beginnend, jedes mtel Jahr in der Hohe 11m 
zur Auszahlung gelangen soU, leitet man aus Formel (2S) ab: 

I (m) _ (m) Dx+n (m) 
nax - ax - ---n a x +n , 

x 

wobei a~n) und a~.r:'n nach (77) oder (77') oder (77") zu bilden sind. 

10. Allgemeine Versicherung auf Tod und Leben. 
Bisher nahmen wir stets an, daB die Hohe der zur Auszahlung ge­

langenden versicherten Summe nicht von dem Zeitpunkte der Auszah­
lung abhangen solI. In diesem Paragraphen betrachten wir die folgende 
allge mei ne V., die alle fruher behandelten Arten von Todesfall- und 
Rentenv'en umfaBt: Eine xjahrige Person versichere sich, daB, wenn 
sie. im Alter von x bis x + 1 Jahren stirbt, die Sterbesumme sx, wenn 
sie im Alter von x + 1 bis x + 2 Jahren stirbt, die Sterbesumme sX+1 

usw., wenn sie z. B. im (z + 1) ten V'sjahre, also im Alter x + z bis 
x + z + 1 stirbt, die Sterbesumme sx+z zur Auszahlung gelangt. 
Ferner solI die V'sanstalt bei Beginn der V. dem Versicherten die Rente 
Yx , bei Erleben des zweiten V'sjahres die Rente YX +1 usw., Z. B. bei 
Erleben des (z + 1) ten V'sjahres, also des (x + z) ten Geburtstages, die 
Rente Yx+Z auszahlen. Nehmen wir an, daB eine fingierte Gesellschaft 
von 1x Personen, die nach der Sterbetafel abstirbt, eine derartige V. 
abschlieBt, so wurde die V'sanstalt alle ihre kunftigen Ausgaben aus 
emer Summe in der Hohe 

Sx dx v + Sx+1 dX +1 v 2 + ... + Sw dw v(,,+1-x + Yx lx 

(79) 

bestreiten konnen. Dies ergibt sich aus den Ansatzen der §§ 5 und 1, 
die zu den Formeln (46) und (15) fUhrten; hierbei ist der Auszahlungs­
termin fUr alle falligen Sterbesummen immer auf den SchluB des V's­
jahres verlegt. 

Verteilt man die gefundene Sum me auf die lx Personen, so erhalt 
man fUr die einzelne: 

sxdxv + Sx+l dX +1 v 2 + ... s",d",vw +1- x + Yxlx + Yx +llx +l V + ... Ywlw vw - x 

lx 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung steUt 
(SO) die einmalige Nettopramie fur die geschilderte allgemeineV. dar. 
Durch Multiphkation von Zahler und Nenner mit VX und EinfUhrung 
von Cx = dx . VX+ 1 (XXII) und Dx = lx "'X (XII) nimmt (SO) die Form an: 

sxCx + sx+I CHI + ... + s," Cm + Yx Dx + Yx +! DX+l + ... + Y,o D", 

Dx 

A. Kommen keine Auszahlungen fUr Todesfalle in Frage, d. h. 

Sx = Sx + 1 = . .. = s,., = 0, 

so erhalt man aus (SO'): 
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I. a", [vgl. (20)J fUr r", = r",+1 = ... = roo = 1 

II. a", [vgl. (24)] fiir r", = 0, r",+1 = r",+2 = ... = roo = 1 . 

III. I"a", [vgl. (26)] fUr r", = r",+1 = rz+2 = ... = r",+,,-1 = 1, 

r",+" = r",+,,+1 = ... = roo = 0. 

IV. mla", [vgl. (35)J fUr r", = ,r"'+1 = ... = r",+m-1 = 0, 
r",+m = r",+m+1 = ... = roo = 1 . 

V. ml"a", [vgl. (41)] fUr r", = r",+1 = ... = r",+m-1 = r",+m+" 

= r",+m+,,+1 = .. , = roo = 0, 

r",+m = r",+m+1 = ... = r",+m+n-1 = 1 . 

VI. "E",[vgl. (45)] fur r",+" = 1, r", = r",+1 = ... = r",+,,-1 

VII. Fiir die Praxis wichtig ist auch der Fall einer Rente mit den 
steigenden Auszahlungen r", = 1, r",+1 = 2, r"'H = 3, 
roo = w - x + 1. Die Formel (80') geht dann uber in 

D",+ 2 Dz+ 1+ 3 DZ+2 + ... (w - x + 1) Doo S", =-, 
D", D", 

(80") 

wenn man, entsprechend wie N", durch (XIII) auf S. 36 aui; D", gebildet 
ist, das internationale Symbol S", durch . 

(XIII a) S", = N", + N"'+1 + N"'+2 + ... Noo 

einfiihrt. Nach (XIII) auf S. 36 HiBt sich S", auch schreiben 

S", = D", + 2 D"'+1 + 3 D"'+2 + ... + (w - x + 1) D oo , 

wie der Zawer von (80") lautet. 
B. Finden keine A~szahlungen a(Lebende statt, d. h. 

Y", = Y",+l = ... = roo = 0, 

so erhalt man aus (80'): 

VIII. A", [(vgl. 48)] fUr s'" = s"'+1 = ... = Sw = 1 . 

IX. InA", [vgl. (57)] fur s'" = S"'+1 = ... = S",+,,-1 = 1, 

s",+" :- S",+,,+1 = ... = 0. 

X. mlA", [vgl. (67)] fur s'" = s"'+1 = ... = S",+m-1 = 0, 

S",+m = s"'-rm+1 = ... = 1 . 

XI. mlnA", [vgl. S. (49)J fur s'" = s"'+1 = ... = s",+m-1 = sz+m+n 

= s",+m+n+1 = ... = Soo = 0, 

s",+m = s",+m+1 = ... = s",+m+,,-l = 1 . 

XII. Wichtig ist auch die Todesfallv. mit den steigenden Aus­
zahlungen Sill = 1, S",+1 = 2, S",+2= 3, ... , Soo = W - x + 1. Die 
Formel (80') geht dann uber in 
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(81) Rz 
=-, 

Dz Dz 

wenn man das internationale Symbol Rz einfUhrt. Entsprechend wie 
M z aus Cz durch (XXIII) auf S. 43 hergeleitet wurde, definiert man 

(XXIII a) Rz = Mx + Mz+1 + ... + Mm. 

Nach (XXIII) HiBt sich Rz umformen in 

(81*) Rz=Cz+2Cz+!+3Cz+2+ ..• +(w-x+1)C"" 

wie der Zahler von (81) lautet. 
C. Lauft der V'svertrag n Jahre, also sx+n = sx+n+l = ... =;= 0, 

und findet nur an die den (x + n) ten Geburtstag erlebenden Personen 
eine SchluBzahlung statt, also sind aIle r Null, nur nicht rx+n , so erhalt 
man aus (80'): 

XIII. Axnl [vgl. (62)] fUr Sz = Sz+1 = ... = SX+n-1 = 1, 
rx+n = 1 . 

XIV. Fiir eine gemischte V. auf den Todesfall mit steigenden V's­
summen Sz = 1, Sz+1 = 2, Sz+2 = 3, ... , Sz+n-l = n und der 
SchluBzahlung rz+n = n geht die Formel (80') iiber in 

(82) 

Cz + 2 Cz +! + 3 CX+2 + ... + n CZ +n - 1 + n Dz+n 
Dz 

Rz - Rx+n + n (Dz+n - M z+n) 
Dz 

Xach (81 *) ist namlich 

Rx+n = C",+n + 2 Cx+n+ 1 + 3 Cx+n+2 + ... 
und daher 

Rz - Rz+n = Cz + 2 Cx+l + 3 CZ +2 + ... + nC",+n-1 

+ n (Cz +n + Cz +n +1 + ... + C,,); 
dies kann nach (XXIII) auch 

Rx - Rz+n = Cz + 2 CZ +! + ... n C",+n-1 + n Mz+n 
geschrieben werden. Mithin hat man 

Cz + 2 CZ +! + 3 CZ +2 + ... + n CX+n-1 + n Dx+n 
(82') = R", - Rz+n + n (Dz+n - M z+n) , 
wie es im Zahler von (82) heiBt. 

IV. Jahrliche, gleichbleibende 
Pramienzahlung. 

I. Zuriickfiihrung der jahrlichen Pramien auf die Zahlung 
der einmaligen Pramie. 

Gewohnlich iibersteigt die Bezahlung einer einmaligen Pramie die 
finanziellen Krafte der V'slustigen; sie ziehen es daher vor, V'en mit 
wiederholter Pramienzahlung, die dann kleiner ausfallt, abzuschlieBen. 



58 ]ll.hrllche, gIeichbleibende Pramienzahlung. 

In der Praxis zahlt der Versicherte gewohnlich a) lebensHi.nglich oder 
b) wahrend eines Zeitraumes von t Jahren, natiirlich bei seinem friiheren 
Tode aufhorend, alljahrlich dieselbe gleichbleibende Pramie. 1st die 
versicherte Summe'oder Rente die Einheit, so bezeichnet man die 
j ahrlich gleichbleibendeN ettopramie, die der Versicherte zu zahlen hat, mit 

(XXIX) P. 

Wir konnen offenbar annehmen, daB der Versicherte die Summe P 
erstmalig bei AbschluB des Vertrages zahlt; denn die V'sanstalt hat 
kein Interesse, ohne eine erste Anzahlung erhalten zu haben, den 
Vertrag in Kraft treten zu lassen. 

Urn P zu finden, kann man sich die V'sanstalt als Rentenempfan­
gerin, den Versicherten als Rentenzahler vorstellen. a bezeichne die 
Nettopramie fUr eine Leibrente einer xjahrigen Person, die erstmalig 
bei AbschluB des V'svertrages und hierauf, entsprechend wie dieser es 
fiir die Pramienzahlungen vorschreibt, alljahrlich in der Hohe der Ein­
heit entweder a) lebenslanglich oder b) solange der Versicherte lebt, 
jedoch hochstens tmal, zur Auszahlung gelangt. Alsdann besitzen die 
von dem Versicherten an die V'sanstalt vertragsmaBig jahrlich zu 
zahlenden Pramien P zur Zeit des Abschlusses des Vertrages den Wert 
Pa; denn diese Summe ist die einmalige Ablosungssumme (vgl. S.37), 
durch die sich der Versicherte von der wiederholten jahrlichen Zahlung 
der Summe P befreien konnte. 

Unter A wollen wir die einmalige Nettopramie verstehen, die der 
Versicherte zu zahlen hatte, urn die Summe oder Rente 1 zu erwerben, 
die er durch wiederholte jahrliche Zahlungen P erlangt. Nun muB es 
gleich sein, ob der Versicherte an die V'sanstalt einmalig die Summe A 
oder wiederholt die Summe P, die bei AbschluB des Vertrages den Wert 
Pa besitzt, zahlt. Hieraus folgt die Gleichung: A = a P oder 

(83) P = A . 
a 

1st der Versicherte bei AbschluB des Vertrages x Jahre alt, und lautet 
.der Vertrag, daB der Versicherte a) bis zu seinem Lebensende die Jahres­
pramie P zu zahlen hat, so ist offenbar nach (XI) 

(84) a = ax. 
Lautet der Vertrag, daB der Versicherte b) bis zu seinem Tode, 

jedoch hochstens tmal, die Pramie P zu zahlen hat, so ist a die Netto­
pramie fUr eine tjahrige, kurze Pranumerandoleibrentenv. auf die 
Summe 1 (vgl. XV). Daher ist im Falle b) 

(85) a = Itar 
oder nach Gleichung (27): 

(86) 

1m FaIle a) sprichtman von lebenslanglicher, imFaIle b) von 
abgekiirzter Pramienzahlung 
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Wir wenden die Gleiehungen (83) bis (86) auf die versehiedenen 
V'en des Kap. III an. LebensHingliehe sowie tcmporare Leibrenten, 
die zum ersten Male ein Jahr naeh AbsehluB des Vertrages ausgezahlt 
werden, erkauft man nur dureh einmalige Einzahlungen; denn sonst 
wurden ja in den folgenden Jahren gleiehzeitig sowohl vom Versieherten 
als vom Versiehernden Zahlungen stattzufinden haben, was sinnlos ware. 

2. Aufgeschobene Leibrenten. 
Wir wollen die jahrlieh gleiehbleibende Nettopramie bestimmen, 

die eine xjahrige Person fUr eine urn m Jahre aufgesehobene, pranume­
rando fallige Leibrente in der Hohe 1 zu zahlen hat, wenn die Pramien­
zahlung t Jahre hindureh, mit AbsehluB des Vertrages beginnend, nattir­
lieh beim Tod des Versieherten aufhorend, stattzufinden hat. Die jahr­
liehe Pramie fUr die gesehilderte V. wird mit 

(XXX) t P (mlax) 
bezeiehnet und ergibt sieh aus (83), da infolge von (XVII) A = mlax 
und infolge von (85) a = Ita", werden: 

(8 ) P (I) mlax 
7 t m ax = Ia:-' 

Dureh die Formeln (36) und (86)geht (87) tiber in: 

(88) 

Beztiglieh der Bezeiehnung (XXX) ist folgende allge mei ne Be­
merkung zu maehen: Das Symbol P fUr die Jahrespramie wird mit 
dem Symbol, das die einmalige Pramie der V. darstellt, verbunden; 
der Index t, der die Art der Pramienzahlung andeutet, ist dem P vor­
zusetzen. 

Bei der gesehilderten V. wird die jahrliehe Pramie gewohnlieh mmal, 
d. h. bis ein Jahr vor dem Rentenbeginn, also wahrend der gesamten 
Aufsehubszeit, bezahlt. Es ist dann t = m. Man kann aueh t < m 
vereinbaren; t> m auszubedingen, hatte keinen Sinn, weil dann gleieh­
zeitig von beiden Seiten Zahlungen zu leisten waren. 

Beispiel: Ein Privatbeamter, der an seinem nachsten Geburtstage das 30. Le­
bensjahr vollendet, will eine in 35 J ahren beginnende, alljahrlich zahlbare Pension 
in Hbhe von 1000 M haben. Versichert sich derselbe an seinem 30. Geburtstage, so 

ist fiir diese am 65. Geburtstage anfangende Pension alljahrlich 35 mal M: 1000 N~ 
Nao - N65 

zu zahlen. Nach der Mannersterbetafel der PreuBischen Rentenv'sanstalt sind bei 
einem ZinsfuB von 31/ 2% Nao = 507532,4, N65 = 39075,56; die jahrlicheNetto­
pramie betragt mithin: 83,41 M. 

Die jahrlieh gleiehbleibendc Pramie fUr cinc urn m Jahre aufgeseho­
bene, temporare, pranumerando zahlbare Leibrente, die wahrend n Jah­
ren in Hohe der Einheit zur Auszahlung gelangen solI, wird, falls die 
Pramienzahlung von dem Versicherten tmal, bei AbsehluB des Vertrages 
beginnend, jedenfalls mit dem Tode aufhorend, zu geschehen hat, be-
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zeichnet mit tP (mlna",); denn nach (XIX) ist die einmalige Nettopramie 
fUr die geschilderte V. mlna",. Die Anwendung der Gleichungen (83) 
und (85) ergibt, da A = mlna", zu setzen ist, 

(89) tP (mlna",) = m,lnax . 
Ita", 

Vermoge der Gleichungen (42) und (86) erhalt man: 

(90) 

Fur die Art der Pramienzahlung gilt das gleiche, wie auf der 
vorigen Seite im AnschluB an Formel (88) bemerkt wurde. 

3. Kapitalversicherung auf den Lebensfall und Versicherung 
mit festern Auszahlungsterrnine. 

Versichert sich eine x jahrige Person auf die Summe 1, die nur bei 
Erleben des x + nten Geburtstages zur Auszahlung gelangt, und soIl 
die Pramienzahlung, mit AbschluB des Vertrages beginnend, t Jahre 
hindurch, naturlich beim Tode aufhorend, jahrlich gleichbleibend er­
folgen, so betragt die jahrliche Nettopramie nach Formel (83): 

(91) 

denn nach (XX) ist A = nE", und nach (85) a = Ita",. Setzt man fUr 
nEx und Itax die Werte aus (45) bzw. (86), so wird die jahrliche Pramie 
dergeschilderten V., die mit tP (nE,J zu bezeichnen ist, gleich 

(92) 
Dx+n 

Nx - N"'+t' 

Gewohnlich wahlt man t = n, d. h. die Pramienzahlung findet bis 
ein Jahr vor der eventuellen Auszahlung statt; doch darf auch t < n 
ausbedungen werden. Vertrage mit der Bedingung t> n + 1 wird 
eine V'sanstalt nicht abschlieBen; denn in diesem FaIle ware der Ver­
sicherte nach Empfang der V'ssumme bei langerer Lebensdauer noch 
zu weiterer Pramienzahlung verpflichtet. Es fande hier nachtragliche 
Pramienzahlung fur dem Versicherten bereits zugute gekommene Vor­
teile stattl). 

Man kann auch auf folgende Weise eine V. mit jahrlicher Pramien­
zahlung eingehen: Die V'ssumme ist n Jahre nach AbschluB des Ver­
trages zahlbar, unabhangig davon, ob der im Alter von x Jahren die V. 
AbschlieBende seinen x + n ten Geburtstag erlebt oder nicht erlebt; 
die jahrlich gleichbleibende Pramienzahlung findet, mit AbschluB des 
Vertrages beginnend, t mal, bei fruherem Ableben des die V. Ab-

1) Die Bedingung t = n + 1 wurde von dem Versicherten eine letzte Pramien­
zahlung bei Empfang der versicherten Summe verlangen, also auf eine Reduktion 
dieser hinauskommen. 
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sehIieBenden (sog. Versorgers) aufhorend, statt. Die vertragsmaBig zur 
Auszahlung gelangende V'ssumme sei die Einheit; diese hat bei AbsehluB 
des Vertrages, da sie von der V'sanstalt an dem festen Auszahlungs­
termin, namlieh naeh n Jahren, sieher zu zahien ist, naeh Formel (4) 
den Wert vn• In Formel (83) sind A = vn und a = Ita", zu setzen; daher 
wird die jahrliehe Pramie 

(93) 
vn 

Ita", 

oder unter Berueksiehtigung von (86): 

vnD", 
N", - Nx +-t ' 

(94) 

Gewohnlieh wird im Vertrage t = n festgesetzt. Diese V. mit 
festern Auszahlungsterrnin, aueh V. auf bestirnrnte Zeit ge­
nannt, wird besonders zu Aussteuerzweeken abgesehiossen, da ja bei 
vorzeitigern Ableben des Versorgers keine Pramien rnehr zu entriehten 
sind. 

4. Versicherung auf den TodesfaU mit lebensUinglicher und 
abgekiirzter Pramienzahlung. Natiirliche Pramienzahlung. 

Eine xjahrige Person sehIieBe eine einfaehe V. auf den Todesfall 
ab, daB ihre Erben bei ihrern Tode die Einheit des Kapitals erhalten 
sollen; wird die Pramienzahlung all j ahrlieh Ie bensianglieh in gleieher 
Rohe geleistet, so bezeiehnet man die jahrIiehe Nettopramie mit P x oder 

(XXXI) P(A",). 

Nach Formel (83) wird 

(95) Px = P (Ax) = Ax, 
ax 

wie sieh aus (XXI) und (84) ergibt. 
Setzt man fUr Ax seinen Wert aus (47), so erhalt man den fUr Be­

reehnung des Px besonders bequernen Ausdruek: 

(96) 
1 

Px =- - d. 
ax 

Mit Rilfe von (49) und (21) folgt aus (95): 

Mx 
P"'=7'· x 

(97) 

Als Beispiel soIl Pao nach der deutschen Manner-Reichssterbetafel 1891/1900 
bei 31/ 2% bestimmt werden (vgl. Beispiel auf S.45). Nach (97) wird 

P ao = ~ = 0,01850. 
417 303 
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Zu dem gleichen Wert fuhrt (96), namlich 

1 
P30 = -- - 0,033816 = 0,052315 - 0,033816 = 0,01850. 

19,115 

Ein 30jahriger zahlt also bei den angegebenen Grundlagen fur eine Todesfallv. 
lebenslanglich eine jahrliche Nettopramie von 18,50 M, wenn das versicherte 
Kapital 1000 M betragt. . 

Wir berechnen auch die jahrlich gleichbleibende Nettopramie einer 
xjahrigen Person fUr das beim Tode zahlbare Kapital 1, wenn die Pra­
mien bis zum Tod, hi:ichstens jedoch tmal, bis zur Vollendung des 
x + t - 1 ten Lebensjahres zu entrichten sind. Aus Formel (83) bzw. 
(85) ergibt sich die jahrliche Nettopramie gleich 

(98) 
Ax 

[tax 
oder unter Berucksichtigung von (49) und (86) gleich 

(99) Nx - Nx + t ' 

Urn bei seinem Tode eine bestimmte Summe zu hinterlassen, konnte man auch, 
anstatt eine einfache V. auf den Todesfall mit einmaliger oder jahrlich gleichblei­
bender, lebenslanglicher oder abgekurzter Pramienzahlung einzugehen, auf folgende 
Art verfahren: Man versichert sein Leben auf die fragliche Summe nUr fur den Fall, 
daB der Tod im nachsten Lebensjahre eintritt, man geht also eine einjahrige tem­
porare V. auf den Todesfall mit einmaliger Pramienzahlung ein; erlebt man das 
Ende dieser einjahrigen V., so schlieBt man die namliche V. wieder auf ein Jahr 
ab und wiederholt dieses Verfahren von J ahr zu J ahr. Anstatt j edes J ahr die V. 
neu abzuschlieBen, kann man sofort bei Eingehen des ersten Vertrages den Fort­
bestand der V. unter den obigen Bedingungen vereinbaren. Wie sich aus d,er For­
mel (56) ergiht, hat der Versicherte, wenn er bei AbschluJ3 des Vertrages xjahrig 
ist und die versichertc Sterbesumme 1 betragt, fUr das erste V'sjahr 

I 
dx 

,Ax = z; v = qx v, 

fiir das zweite V'sjahr, in das er x + 1 jahrig tritt, 

! A dx+' 
, x+' = lx+' v = qx+' v 

usw. als Nettopramie zn zahlen. Die geschilderte veranderliche Pramienzahlung 
wird als na tiirliche Priimie nzahl u ng bezeichnet. Allgemein versteht man 
unter der natiirlichen Pramie eine solche, durch die man sich die Vorteile der V. 
nur fiir die Dauer des dem AbschluB des Vertrages unmittelbar folgenden J ahres 
verschafft. 

Bei der Todesfallv. ist eine konsequente Durchfiihrung der natiirlichen Pra­
mienzahlung fiir die ganze Lebenszeit durchaus unnatiirlich; denn die von dem 
Versicherten alljahrlich aufzubringenden Nettopramien !,A x , !,A x+" I,A.+2 , ••• 

sind proportional den Sterbenswahrscheinlichkeiten qx' qx+' , qx+2, ... , wach­
sen also, abgesehen yom jugendlichen Alter, eben so wie diese von Jahr zu Jahr 
und nehmen fiir hohere Lebensalter sehr betrachtliche Werte an, so daB der Ver­
sicherte, der, durch die niedrigen Pramien der jugendlichen Alter verlockt, diese 
V. abschlieBt, in hoherem Lebensalter, wo auch die Erwerbstatigkeit schwerer 
ist, sich zumeist auBerstande sieht, die hohen Pramien aufzubringen, und, trotz­
dem die Sterbensgefahr fiir ihn groBer geworden ist, die V. stornieren (aufgeben) 
muB, ohne daB die bereits gezahlten Pramien den beabsichtigten Zweck der Ver­
sorgung der Hinterbliebenen erfiillten. Versichert sich z. B. ein DreiBigjahriger 
gegen natiirliche Pramienzahlung auf die Sterbesumme von 10 000 M, so hatte 
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er bei Zugrundelegung von 23 D. G. M. u. W I mit einem Zins von 31/ 2% fur das 
erste V'sjahr 85,31 M, fur das elfte V'sjahr, in das er 40jahrig tritt, 113.71 M, 
und fur das 41. V'sjahr 703,00 ~I als Nettopramie zu zahlen. 

5. Temporare und gemischte Todesfallversicherung. 
Eine xjahrige Person versichere sich auf die Summe 1. die nur dann 

zur Auszahlung gelangt. wenn der Tod der versicherten Person bis zur 
Vollendung ihres x + nten Lebensjahres eintritt. Die Pramienzahlung 
finde alljahrlich gleichbleibend bis zur Vollendung des x + t - 1 ten 
Lebensjahres, natiirlich mit friiherem Tode aufhOrend, statt. Die jahr­
liehe. gleiehbleibende Pramie betragt naeh (83) und (85): 

(100) 
InAx. 
[tax' 

denn A ist fUr den jetzigen Fall nach (XXIV) gleich \nAx. Verwendet 
man (58) und (86). so findet man die jahrliche Pramie: 

(101) P ([ A ) = Mx - Mx+n 
t nx N-N . 

x x+t 

Die geschilderte kurze oder zeitliche Todesfallv. mit der durch Formel (101) 
bestimmten Pramienzahlung wird in letzter Zeit als Erganzung der durch das 
deutsche Angestelltenv'sgesetz yom 20. Dez. 1911 gewahrten Hinterbliebenen­
fursorge, die eine mehrjahrige Karenzzeit vorsieht, empfohlen. Ferner wird diese 
kurze Todesfallv. mit ihren niedrigen Pramien auch Personen. die zur Zeit noch 
uber die V'sform unschlussig sind, als Risiko- oder Umtauschv. angeboten; 
man geht zunachst eine funfjahrige temporare v. auf den Todesfall mit 5 Pramien­
zahlungen in gleicher Hohe ein. Diese V. kann dann, je nach den spateren Ver­
haltnissen des Versicherten, in eine neue umgetauscht werden, die auf den Anfang 
der Risikov. zuruckdatiert wird; der Pramienberechnung der neuen V. wird das 
ursprungliche Beitrittsalter zugrunde gelegt, und die schon gezahlten Pramien 
sind durch Nachzahlungen zu erganzen. Die Risikov. dient hier also als Einleitung 
fur eine einfache oder gemischte Todesfallv. mit jahrlicher, gleichbleibender Pra­
mienzahlung. Die V. kann auch auf zehnjahrigen Zeitraum abgeschlossen werden, 
und zwar so, daB sie nach Ablauf dieses Zeitraumes, wenn sie nicht inzwischen in 
eine gewohnliche Todesfallv. umgewandelt wurde, ohne neue arztliche Untersuchung 
entweder mit .fallender V'ssumme oder mit steigender Pramie in gleicher Weise 
fortgesetzt werden darf. Es handelt sich also urn die Anreihung einer Anzahl 
temporarer Todesfallv'en von je zehnjahriger V'sdauer1 ). 

Eine xjahrige Person schlieBe eine gemischte Todesfallv. gegen 
jahrlieh gleiehbleibende Pramienzahlung abo Das versieherte 
Kapital sei gleieh 1 und gelange entweder bei dem Tode oder spatestens 
bei Vollendung des x + n ten Lebensjahres des Versieherten zur Aus­
zahlung; die Pramienzahlung beginne bei AbschluB des Vertrages und 
dauere, falls nieht friiherer Tod eintritt, bis zurVollendung des x+t-1 ten 
Lebensjahres. Alsdann betragt die jahrlich gleichbleibende Nettopramie 
nach (83) und (85): 
(102) 

1) Vgl. des Verfassers Artikel "RisiJwv." im Erganzungsbande des Manesschen 
V's-Lexikons, S. 5-56. 1913. 
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denn fUr den betrachteten Fall ist nach (XXV) A = Ax"i. Vermoge 
(62) und (86) geht (102) uber in . 

(103) 
Mx - Mx+n + Dx+n 

Nx - NX+l 

Die angegebene Pramie ist nach der auf S. 59 gemachten allgemeinen 
Bemerkung durch tP (Axni) zu bezeichnen. 

Fiir die Praxis ist besonders der Fall t = n, also Pramienzahlung 
bis zur Vollendung des x + n - 1 ten Lebensjahres, von Bedeutung. 
Die jahrlich gleichbleibende, wahrend n Jahren zahlbare Pramie nP (Axni) 
wird mit 
(XXXII) Pxnl 
bezeichnet. Mithin ist fUr t = n nach (102) und (103): 

(104) 

(105) oder 

SchlieBlich ergibt sich aus (104) und (65): 

(106) 

Die Formeln (104) bis (106) sind die fur den Betrieb des Lebensv's­
geschaftes wichtigsten Pramienformeln; denn die gemischte V. mit jahr­
lich gleichbleibender Pramienzahlung ist unter den verschiedenen V's­
formen des Lebensv'sgeschaftes am beliebtesten. Mehr als 80% aller 
bei den deutschen V'sanstalten bestehenden Todesfallv'en sind ihrer 
Summe nach gemischte V'en. 

Der Leser berechne nach den Formeln (104), (105) oder (106) bei den Grund­
lagen des Beispiels auf S. 48 Pao 351, wofur man 0,02235 findet. Die jahrlich gleich­
bleibende Nettopramie betragt fur einen 30jahrigen, der eine gemischte V. auf 
das Alter 65 in der Hohe von 1000 M eingeht, wenn die Pramienzahlung lebens­
langlich, hochstens jedoch 35mal, also bis zur Vollendung des 64. Lebensjahres 
stattfindet, 22,35 M. 

Die Herleitung der Formeln fUr eine jahrliche gleichbleibende Netto­
pramie einer Todesfallv. mit Karenzzeit kann dem Leser uberlassen 
bleiben. 

6. Allgemeine Pramienzahlung. 
Bisher nahmen wir stets eine gleichbleibende Pramienzahlung an. 

In diesem Paragraphen betrachten wir folgende verallgemeinerte jahr­
liche Pramienzahlung: Ein xjahriger habe bei seinem Eintritt in die V. 
fUr das erste V'sjahr die Jahrespramie p{x}l) zu entrichten, dann als 
(x + 1)jahriger fUr das zweite V'sjahr P{x}+l, hierauf als (x + 2)jah­
riger fUr das dritte V'sjahr P{X}+2 usw. Wir nehmen an, daB sich eine 

1) Da die Pramie vom Eintrittsalter und von der V'sdauer abhangt, haben 
wir urn das x Klammern gesetzt; es ist dies nicht internationaler Brauch. 
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fingierte Gesellschaft von lx Personen, wie sie die Sterblichkeitstafel 
verzeichnet, versichert; dann besitzt die Pramieneinnahme, die die 
V'sanstalt von den lx Personen zu erwarten hat, bei AbschluB des Ver­
trages den Barwert 

p{x} lx + p{X}+1 lX+l v + P{X}+2lx+2 v2 + ... + p{x}+w-x lw vW -
X 

lx 

oder, wie sich durch Multiplikation von Zahler und Nenner mit vX nach 
(XII) ergibt: 

p{x} Dx + P{Xhl DX+l + P{xh2 Dx+2 + '" P{xhw-x Dw 

Dx 

Die sich versichernde xjahrige Person mage die allgemeine auf 
S. 55 besprochene V. abschlieBen, die alle maglichen V'skombinationen 
enthalt. Da es nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und 
Gegenleistung auf dasselbe hinauskommt, ob die Anstalt die Pramie 
einmalig oder wiederholt erhalt, muB der soeben berechnete Barwert 
der verschiedenen Jahrespramien gleich der einmaligen Pramie sein, die 
wir auf S. 55 gefunden haben. Infolgedessen ergibt die Multiplikation 
mit Dx die Gleichung: 

{ 
Sx Cx + Sx+1 Cx +1 + ... + Sw Cw + Yx Dx + Yx +l Dx+1 + ... + rO) DOl 

(107) 
= p{x} Dx + p{x}+1 Dx+l + ... P{xhw-x Dw. 

Dies ist die allgemeinste Formel zur Bestimmung der Nettopramien. 
Wahlt man in ihr 

p{x} = P{X}+l = ... = P{X}H-l = P"" 

hingegen 

so geht die rechte Seite von (107) liber in 

Px (Nx - Nx + t ) 

(vgl. XIII), und man hat die jahrlich gleichbleibende Nettopramie P", 
bei tmaliger Pramienzahlung. Durch Spezialisierung der linken Seite 
von (107) (vgl. S. 56) wird der Leser die alten Formeln (88), (90), (99), 
(101) und (103) erhalten. 

Aus (107) soll noch eine Formel fUr folgende tmalige, jahrlich wach­
sende (fallende) Pramienzahlung abgeleitet werden: Die erstmalige 
Pramie sei p{x}; diese solI alljahrlich urn das nfache der ersten Jahres­
pramie steigen (fallen), also 

p{x}+1 = p{x} (1 ± n), p{x}+2 = P x (1 ± 2n), ... , 
P{x}+t-l = p{x} [1 ± (t - 1) n], P{X}H = p{X}+t+l = ... = O. 

Flir diese Werte wird die rechte Seite von (107): 

p{x} [Dx + Dx+l (1 ± n) + D x + 2(1 ± 2 n) + ... D x +t - 1 [1 ± (t - 1) n]] 

= p{x} (Nx - NxH) ±P{x} [Dx+1 + 2 Dx+2 + 3 D x+3 + ... 
+ (t -1) DXH-d n, 

La e w Y 1 Versicherungsmathematik. 4. Auf!. 5 
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wenn (XIII) beriicksichtigt wird. Nach der auf (XIII a) folgenden 
Gleichung auf S. 56 ist 

5"+1 - 5"+1+t = DZ+l + 2 D.,+2 + ... + (t - 1) D"H-l 

+ t [D"H + D"H+l + ... + D",] 

= D"+1 + 2 D.,+2 + ... + (t -1) D.,+t-l + tN"H. 
Mithin geht die rechte Seite von (107) iiber in 

(107') p{.,} [N., - H"H ± n (5"+1 - 5"+1+1 - t H"H)] . 

Spezialisiert man die linke Seite von (107) zur gemischten Todesfallv. 
des xjahrigen auf das Alter x + n mit der Sterbesumme 1, so nimmt sie 
den Wert des Zahlers von A.,nj (vgl. Fan (XIII) auf S. 57) an, also nach (62) 

M., - Mz+ n + D.,+n. 

Mithin wird die erste Jahrespramie p{.,} fUr die gemischte, n Jahre 
laufende Todesfallv., falls die Jahrespramie tmal fallig wird und j1i.hr­
lich urn n . p{.,} wachst (faUt) , nach (107') 

p M., - M.,+n + D.,+n 
{.,} = N., - N"H ± n (5"+1 - 5.,+t+l - tN.,+t) . 

Wir kniipfen hieran noch eine, allerdings mit dem Voraufgehenden 
innerlich nicht zusammenhangende, Bemerkung iiber den Schutz der 
Versicherten in Landern mit schwankender Valuta vor Geldentwertung. 

Der Versicherte ist geschiitzt, wenn er Pramie und V'ssumme statt 
in schwindsiichtiger Wahrung in wertbestandiger (Natural- oder 
Metallwamung) vertraglich ausbedingt, und der Versicherer auch das 
Deckungskapital (vgl. Kap. VI) in den gleichen Werten ansammelt, 
in denen er haftet. So werden jetzt im Deutschen Reiche wert­
be s tan dig e V' en (V'en in Festwahrung) abgeschlossen, bei denen 
Pramien und V'ssumme in Edelmetall (Goldmark oder Dollars) oder 
in Warenmengen (Roggen- oder Steinkohlenmengen oder deren Preis) 
ausbedungen werden, und der Versicherer die vereinnahmten Pramien 
in denjenigen Wertpapieren, die mit dem Werttrager der V. iiberein­
stimmen (Gold-, Dollars-, Roggen-, Steinkohlenanleihen), anlegt. Das 
Wahrungsrisiko wird hier vollig ausgeschlossen, Versicherer und Ver­
sicherter haben die einheimische, veranderliche Wahrung verlassen und 
schlieBen ihre Vertrage in fremder Wahrung abo 

Weniger empfehlenswert fiir die Lebensv. als eine wertbestandige V. 
ist die sog. Indexv., auch V. nach Rich tzahlen oderV. mi t beweg­
licher Pramie genannt, bei der eine feste V'ssumme in einheimischer 
Wahrung. ausbedungen wird, die bei ihrer Falligkeit mit einer von dem 
derzeitigen Wahrungsstande abhangigen Indexzahl vervielfacht wird; 
letztere ist "der jeweilige Kaufpreis ffir einen vertraglich vereinbarten 
festen Wertmesser, z. B. der jeweilige Goldpreis oder der jeweilige Preis 
fUr gewisse Waren (Lebenshaltungsindexzahl), wie sie im Deutschen 
Reiche das Statistische Reichsamt in "Wirtschaft und Statistik" ver­
offentlicht;ausgedriickt in der veranderlichen Wahrung. Der Nachteil 
der Indexv. fiir die Lebensv. besteht darin, daB der Versicherte, was 
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ihm unverstandlich ist, bei jedem Wahrungssturz ein Mehr an Pramie 
entrichten muB als die Indexzahl angibt, und zwar urn so mehr, je 
mehr Jahrespramien bereits von ihm an den Versicherer gezahlt sind; 
denn dieser hat es bei der groBeren V'ssumme mit einem alteren, also 
riskanteren Versicherten zu tun. 

Bei der Indexv. sieht derVersicherer jede durch die Indexanderung 
bedingte Anderung der V'ssumme als Nachv. an und bestimmt jedes­
mal aus der Zunahme oder der Verminderung der V'ssumme auf Grund 
des erreichten Lebensalters des Versicherten und seiner kiirzeren V's­
dauer die entsprechende Pramie. Diese ist im Faile eines Valutasturzes 
yom Versicherten als Mehrpramie nachzuzahlen, im Faile einerValuta­
verbesserung abzuziehen (negative Nachv.). Der von dem Versicher­
ten im Faile eines Valutasturzes gezahlte Mehrbetrag an Brutto­
pramie (vgl. das folgende Kapitel) enthalt auch die in der Bruttopramie 
verrechneten Erwerbskost€m, die der Versicherer fur die Erhohung der 
V'ssumme nicht aufzuwenden braucht und die er ffir andere Zwecke 
verwenden kann. Fiir die Pramienminderung im Fane der Valutaver­
besserung wird der Versicherer aus allgemeinen geschaftlichen Griinden 
einen etwas kleineren Pramiensatz in Abzug bringen. Dieses Verfahren 
erfordert nur einen Pramientarif. Etwas komplizierter ist folgender Weg: 
Bei jeder Valutaveranderung, wird die ffir die Anstalt miihsame Neu­
bestimmung des Deckungskapitals vorgenommen, dessen erforderliche 
Wertvermehrung der Versicherte einmalig oder durch periodische Zu­
schlage zu den kunftigen Pramien decken muB. Bei haufigen und sehr 
starken Wahrungsanderungen innerhalb der Pramienzahlungstermine 
bietet die Indexv. besondere Schwierigkeiten. Die Praxis muB sich 
trotzdem viel mit ihr behelfen, da sie oft nicht in der Lage ist, aus 
gesetzlichen Griinden oder wegen der Seltenheit, die ffir die wertbe­
standige V. erforderlichen entsprechenden Kapitalanlagen zu machen 1). 

V. Die Praxis. 
I. Ausreichende Pramien und Bruttopramien. 

Bisher wurden nur die sog. Netto-, rein mathematischen oder 
rechnungsmaBigen Pramien behandelt. Der Nettopramie fehlt in­
sofern reale Bedeutung, als sie keine anderen Ausgaben als die garan­
tierten V'sleistungen des Vertrages beriicksichtigt. Jede V'sanstalt 
arbeitet aber auch mit Unkosten, die sich in drei Klassen teilen lassen: 
erstens einmalige oder erste Unkosten, auch AbschluB- oder 
Erwerbskosten genannt, zweitens die jahrlichen Inkassokosten 
wahrend der Dauer der Pramienzahlung, drittens die jahrlichen oder 
dauernden Verwaltungskosten zur Abwicklung der vorhandenen 
V'en. 

Die ersten Unkosten oder Erwerbskosten sind diejenigen Aus­
gabeposten der V'sanstalt, die mit dem Verzicht auf jedes Neugeschaft 

1) V gl. S c h wee r, V. in Festmark, Zeitschrift f. d. ges. V'swissenschaft 23, 
176 (1923). . 

5* 
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fortfallen wiirden. Ein wesentlicher Teil von ihnen ist die A b s chI u B­
provision, die die Anstalt dem Agenten flir die Zuflihrung des Ver­
sicherten zahlt (bei mittleren Gesellschaften 20-300 / 00 der V'ssumme); 
weiter bestehen die ersten Unkosten in Gehaltern fUr diejenigen AuBen­
und Innenbeamten, d\e mit dem NeuabschluB und der Priifung der An­
trage beschaftigt sind, Portoaufwand und Kosten fUr Prospekte und 
Inserate zum Zwecke der Werbetatigkeit, Honorar fUr arztliche Unter­
suchung (jetzt durch Ausbreitung der V. ohne arztliche Untersuchung 
zumeist fortfallend), Stempelausgaben usw. Da die AbschluBprovision 
einen Hauptteil der ersten Unkosten bildet und diese dem Agenten nach 
der Hohe der V'ssumme gezahlt wird, bestimmt man die Gesamtheit 
der ersten Unkosten in Prozenten der V'ssumme1). 

Ein Hauptteil der jahrlichen Inkassokosten, d. h. der durch 
Einzug der Pramien entstehenden Ausgaben, ist die Inkassoprovision, 
die der Agent zumeist in Prozenten der von ihm vereinnahmten Jahres­
pramie (2-3%) erhalt; daher werden die samtlichen durch das Ein­
kassieren der Pramien bedingten Unkosten in Prozenten der Jahres­
pramie angesetzt; diese Unkosten sind auf die Dauer der Pramien­
zahlung beschrankt. 

Die da uernden oder la ufenden Verwaltungskosten bestehen 
in Steuern, Abschreibungen, die die Anstalt alljahrlich auf ihr Inventar 
macht, Verwaltungskosten (Gehalter und Tantiemen fUr die Beamten, 
Kosten der Bilanz und Statistik, Korrespondenz, Miete fUr die Raum­
lichkeiten usw.), soweit diese Kosten nicht noch bei den ersten Unkosten 
oder bei den Inkassokosten verrechnet sind. Die Verwaltungskosten 
werden in Prozenten der V'ssumme angesetzt. 

Urn die drei Klassen von Unkosten zu berfrcksichtigen, fiihren wir 
die von Hockner2) sog. "ausreichende Pramie" ein. Sie ist die­
jenige Pramie, die sowohl die Nettoverpflichtungen des V'svertrages 
als die durch ihn entstehenden unvermeidlichen Erwerbs-, Inkasso- und 
Verwaltungskosten deckt. 

Eine xjahrige Person schlie Be eine n Jahre umfassende V. auf die 
Summe 1 ab3). Die Pramienzahlung soli alljahrlich gleichbleibend, bis 

1) Eine Verfiigung des deutschen Reichsaufsichtsamts fiir Private yom 
11. 4. 1923 bestimmt, daB fiir die einzelne V. die AbschluBprovision nicht mehr 
als EOoio der Tarifpramie betragen solI; auch darf die Gesamtheit der auBeren 
Erwerbskosten 350l ro der V'ssumme des Neugeschaftes nicht iiberschreiten; als 
a.uBere Erwerbskoste;n gelten aIle auBerhalb der Zentralverwaltung entstehenden 
Kosten jeder Art. 
, 2) Logophilus (Hockner): Der Streit iiber die Zillmersche Methode in der 
Lebensv. Berlin 1902. - Hockner, G.: Bedeutung des Deckungskapitals im Le­
bensv'sbetrieb. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 5, S. 511. 1905. - Rock­
ner, G.: Anderung der Rechnungsgrundlagen usw. fiir die Lebensv'sgeselIschaft zu 
Leipzig. Leipzig 1907. - Hockner, G.: Das Deckungskapital im Lebensv'svertrag 
und die Abfindungswerte bei vorzeitiger Vertragslosung. Heft 16 der Veroffent­
lichungen des Deutschen Vereins f. V'swissenschaft (1909). - Ihrem Prinzip nach 
findet sich die ausreichende Pramie iibrigens schon vor Hockner bei Altenbur­
ger: Theorie des Policenriickkaufes. Osterreichische V'szeitung Bd.27. 1900 
Formel (31a) bei Altenburger. 

3) Bei einer lebenslanglichen V. ist n = w - x + 1 zu setzen; dann erstreckt 
sie sich bis zum Alter w + 1, d. h. bis zum Tode; vgl. Gleichung (29) auf S. 39. 
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zum Tode des Versicherten, hochstens jedoch tmal stattfinden (t < n) 
und mit AbschluB des Vertrages beginnen. Urn die j ahrliche a us­
reichende Pramie 
(XXXIII) P~ 
fUr die V'ssumme 1 aus der jahrlichen Nettopramie P", herzuleiten 1), 
fUhrt man neben dem rechnungsmaBigen Zins und der Sterblichkeits­
tafel, die fUr die Bestimmung der Nettopramie erforderlich waren, die 
Unkosten als dritte Rechn ungsgroBe ein. Erwerbs-, Inkasso- und 
Verwaltungskosten, die zur Bestimmung von P~ benotigt werden, 
seien mit 
(XXXIII a) lX, fJ, y 
bezeichnet, und zwar seien lX und y die auf die Einheit der V'ssumme 
entfallenden Erwerbs- bzw. Verwaltungskosten, fJ die auf die Einheit 
der ausreichenden Pramie entfallenden Inkassokosten, so daB letztere 
jahrlich fJ· P~ betragen, wenn fUr die Einheit derV'ssumme jahrlich eine 
ausreichende Pramie P~ bezahlt wird. 

Die ausreichenden Pramien, die die Anstalt von dem Versicherten 
bis zu seinem Tode, hochstens jedoch tmal, alljahrlich in der gleichen 
Hohe P; vereinnahmt, haben zur Zeit des Abschlusses des Vertrages 
den Wert P~ . Ita", (vgl. S. 38). Diese Summe muB decken: 1. Den Bar­
wert, den die von der V'sanstalt zu leistenden Auszahlungen bei Ab­
schluB des Vertrages haben; dieser Posten ist gleich der einmaligen N etto­
pramie A"" die fUr die betreffende V. zu zahlen ist. 2. Die einmaligen 
Erwerbskosten, die fUr die versicherte Summe 1 gleich ex sind. 3. Die 
wahrend der tjahrigen Pramienzahlungsdauer alljahrlich erforderlichen 
Inkassokosten fJ . P;, die bei AbschluB des Vertrages einen Wert von 
fJ . P~ . Ita", besitzen. 4. Die wahrend der ganzen V'sdauer alljahrlich 
auf die Einheit der V'ssumme entfallenden Verwaltungskosten in der 
Hohe y; diese haben bei AbschluB des Vertrages, da die V'sdauer n Jahre 
betragt, den Wert y . Ina",. Hieraus ergibt sich die Gleichung: 

(108) p~ . Ita", = A", + lX + fJ - p~ - Itax + y -lna",2)_ 

1) Die Vorschrift fUr die internationale Bezeichnung ist folgende: In beson­
deren Untersuchungen, wo modifizierte Werte vorkommen, empfiehlt es sich, 
Akzente anzuwenden. SoIl z. B. bei Berechnung der Pramienreserve anstatt der 
reinen Pramie eine besondere (aus einer anderen Tafel genommene oder mit einem 
gewissen Aufschlag versehene) angewandt werden, so bezeichne man sie mit pI 
und die zugehorige Pramienreserve mit V'. Ebenso kann die Tarifpramie mit P" 
bezeichnet werden. (Transactions of the second international actuarial congress 
1898, S. 638.) 

2) Bei veranderlicher Pramienzahlung des xjahrigen mit den ausreichenden 
Jahrespramien P{.",}, P{x}+1> P{X}+2' ... des ersten, zweiten usw. V'sjahres muB 

man in Formel (108) rechts und links P~ltax durch 

P{X} Dx + P{X}+l DX+l + .. , P{X}+t-l D X +t_ 1 

Dx 
ersetzen [vgl. (107) auf S. 65, wo die veranderlichen J ahresnettopramien p{X} , P{X}+l' 

P{x}H' ... auftreten]. Um aus der abgeanderten Gleichung (108) die erste aus­
reichende J ahrespramie zu finden, sind die folgenden J ahrespramien in irgendwelcher 
Weise von der ersten abhangig anzunehmen, etwa pix}+! = P{x} (1 ± .n), P{X}H 
= P{x} (1 ± 2.n), ... , wobei.n durch die Art der Pramienzahlung gegeben ist. 
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Diese Gleichung HiBt sich nach (83) und (85) schreiben: 

(108') 

und besagt dann: Die ausreichende Pramie p~ setzt sich zusammen 

aus: 1. der jahrlichen Nettopramie; 2. einem Jahreszuschlag -10(, ; dieser 
ta", 

deckt die einmaligen Unkosten ~; denn durch eine tmal, zugleich mit 

der Nettopramie zu entrichtende Jahresleistung -10(, befreit sich der 
.xjahrige von der einmaligen Zahlung ta", 

0(, 

-I 'Ita",=o('; 
ta", 

3. der jahrlichen Inkassoprovision fJ p~; 4. dem sog. jahrliChen Ver­

waltungskostenzuschlag 'Y '1Ina",; dieser deckt aile wahrend der 
ta", 

ganzen V'sdauer ailjahrlich aufzuwendenden Verwaltungskosten 'Y fiir 
die Einheit der V'ssumme; denn eine zugleich mit der. Nettopramie 

t mal zu entrichtende Zahlung 'Y I' Ina", ist gleich einer einmaligen Zahlung 
ta", 

'Y ,Ina", I I -1--' ta", = 'Y' na"" ta", 

d. h. gleich dem Kapitalwert der wahrend der ganzen V'sdauer erfor­
derlichen Verwaltungskosten. 

Aus (108) und (108') bestimmen wir die ausreichende Pramie 

(109) p' - A", + 0(, + 'Y ' Ina", 
f1) - (1 - fJ) , Ita", 

(110) und p~ = ~ + 0(, + 'Y ,Ina", . 
1 - fJ (1 - fJ) • Ita", 

Fiir jeden V'sbetrieb ist eine Schiitzung der Unkosten wichtig; 
dabei kann ihre Zerlegung in die drei Klassen, die wir' oben vornahmen, 
nie ohne gewisse Willkiir geschehen, z. B. haben viele Beamte gleich­
zeitig mit Anwerbung, Inkasso und Verwaltung zu tun. Die Werte 
0(" fJ, 'Y sind fiir jede Anstalt individueil aus ihren Biichern zu bestimmen 
und bei Neugriindungen ahnlichen Betrieben zu entlehnen. Erwerbs­
kosten von 35% 0 der V'ssumme, Inkassokosten von 3% der ausreichen­
den Pramie und Verwaltungskosten von 1% 0 der V'ssumme, also 
0(, = 0,035, fJ = 0,03, 'Y = 0,001 waren vor dem Kriege Satze, die fiir 
die normale Todesfallv. bei mIttleren Anstalten· Anwendung finden 
konnten1). Fiir den Erwerbskostensatz 0(, nimmt man jetzt vielfach noch 

1) Vgl. Altenburger: VI. intemationaler Kongre/3 f. V'swissensch.aft, Bd. 1, 
S.203, sowle Bd.2, S. 183; auch Engelbrecht: Zeitschr. f. d .. ges. V'swlssen­
schaft Bd. 7, S.653ff. 1907; femer Bohmer: Veroffentlichungen des deutschen 
Vereins f. V'swlssenschaft Bd.24, S. 148. 1912. 
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0,035; besonders aber ist in Deutschland infolge der Geldentwertung der 
Verwaltungskostenzuschlag " sehr gestiegen und zur dauernden Qual 
der V'sgesellschaften geworden. Fiir" wird man jetzt 0,005 und noch 
hohere Zahlenwerte1) nehmen miissen, auch sucht man die hohen Ver­
waltungskosten teilweise dadurch zu decken, daB man besondere Teue­
rungszuschHige von den Versicherten erhebt (vgl. die Beispiele auf S. 74)2). 

Bei durchlaufender Pramienzahlung t = n erhalt man fur 01 = 0,035, P = 0,03, 
l' = 0,005 aus (110): 

p' = 100 (p + 0,035 + 0005) . 
z 97 z I .. ax ' 

Fur eine gemischte Todesfallv., von 10000 M, die ein 30jahriger auf das Alter 60 
gegen eine gleichbleibende, wahrend der ganzen V'sdauer zahlbare, J ahrespramie 
abschlieBt, ist bei Zugrundelegung der Tafel 23 D. G. M u. WI und eines Zinses 
von 31/ 2% die Nettopramie 10000 Psosol = 264,14 M und Isoaso = 16,603. Mit­
hin ergibt sich die ausreichende Pramie gleich 

1,0309 (264,14 + 1~.~~3 + 50) = 1,0309· (264,14 + 21,08 + 50) = 345,58 M. 

Wird die V'ssumme bei Lebzeiten nicht fillig, so ist in (109) Ina", 
durch a", zu ersetzen; findet gleichzeitig lebensHingliche Pramienzahlung 
statt, so tritt fUr Ita", ebenfalls a",. 

Zins und Sterblichkeitstafel, die bei der Berechnung der Nettopramie 
und der ausreichenden Pramie verwendet werden, wahlt man "vorsich­
tig", also den Zins niedriger und die Sterblichkeitstafel mit hOheren 
Sterbenswahrscheinlichkeiten, als sie den tatsachlichen Verhiiltnissen 
entsprechen. Auch die dritte RechnungsgroBe, die Unkosten, das 
Zahlensystem IX., p, ", wird man, wenn moglich, in einer fiir die Anstalt 
giinstiger Weise, also hoher als der Wirklichkeit entspricht, zu wahlen 
suchen. Die so "vorsichtig" bestimmten Zahlenwerte, aus denen man 
die Nettopramien und die ausreichenden Pramien ableitet, nennt man 
Rechnungsgrundlagen erster Ordnung (R I). Ihnen stehen die 
bei den Problemen der Dividende (Dividendenverteilung, Dividenden­
reserve) eine Rolle spielenden Rechnungsgrundlagen zweiter 
Ordnung (R II) gegeniiber, von denen im letzten Kapitel die Rede 
ist. Als R II wahlt man solche numerischen Werte, die sich den Verhiilt­
nissen moglichst gut anpassen. Setzt man in Formel (108) numerische 
Werte ausRIIein, so erhiilt man eine Minimal-oder Bedarfspramie, 
durch die die V'sleistungen und die mit dem V'sbetrieb notwendig 
verbundenen Unkosten moglichst genau gedeckt sein sollen. Da die 
R I im Gegensatz zu den R II mit Absicht vorsichtig gewiihlt sind, 
enthalten die aus den R I abgeleiteten ausreichenden Pramien noch 
einen versteckten Sicherheitszuschlag, sie iiberdecken die garantierten 
V'sleistungen, statt sie zu decken, und sind yom okonomischen Stand­
punkt zum Vorteil der Anstalt mehr als ausreichende Pramien. Zu diesen 
sog. ausreichenden Pramien wird gewohnlich noch ein besonderer Sicher-

1) Zur Zeit konnte man sogar mit '( = 0,015 bis 0,02 rechnen. 
2) Lehrreiche Vorschlage uber Deckung der Verwaltungskosten durch ver­

tragsmaBig festzulegende automatische Erhohung der V'ssumme auf einen Mindest 
betrag Dei Zeine: Reformvorschlage in der Lebensv. Neumanns Zeitschr. £. V's­
wesen 1922, S. 534. 
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heitszuschlag beigefiigt, der die Gewinnbildung und die Ansammlung 
von Slcherheitsfonds ermoglichen und einen Schutz gegen etwaige fiir 
den Versicherer ungiinstige Abweichungen von den Rechnungsgrund­
lagen gewahren soIl. Wahrend die ausreichende Pramie (108') 

P ' P (X +f3P' Ina", 
",= "'+-1 "'+Y-I ta", ta", 

ist, wird die von den Versicherten erhobene Bruttopramie, die mit 

(XXXIV) 

bezeichnet sei, 

(111) 

P;; 
mittelst der Relation 

P:; = P", + ~ + f3P~ + ylna", 
Ita", Ita", 

+z 

bestimmt. Die Bruttopramie ist also noch urn einen Zuschlag hoher 
als die ausreichende Pramie, und auch die Inkassokosten, die proportional 
der Bruttopramie sind, miissen geandert werden; rechter Hand in 
(111) steht demnach f3 P'; statt f3 P:. Nur die Bru tto-, auch Tarif­
oder Anstaltspramie (office premium) genannt, wird von den V's­
gesellschaften in ihren Tarifen und Prospekten aufgefiihrt. 

Werden den Versicherten neben den garantierten V'sleistungen noch 
bedingungsweise Leistungen in Form von Dividenden versprochen, so 
laBt man die auf Dividende Versicherten hohere Pramien zahlen als 
diejenigen, die auf Gewinn verzichten. Man bestimmt dann die Brutto­
pramie P~ meistens als eine ausreichende Pramie, die auch noch alle 
dem Versicherten in Aussicht stehenden Dividenden deckt. Der tmal 
jahrlich zur Erhebung gelangende "Dividendenzuschlag" Z, der fiir 
eine mit x Jahren sich auf das Kapita11 versichernde Person den Barwert 
Z· Ita", besitzt, wird· so festgesetzt, daB er gleich dem Barwert G", aller 
Dividenden ist, die dem Versicherten vermutlich zufallen werden. Aus 

der Gleichung Z· Ita", = G", folgt Z = GI "'. Fiihrt man diesen Wert 
. ta", 

in (111) ein und beachtet ferner, daB A", = P", Ita", ist, so erhalt man 

P~ Ita", = A", + (X + fJ P~ Ita", + y Ina", + G", 
oder 

(112) 
P" _ A", + (X + y Ina", + G", 

'" - (1 - f3) Ita", 

Zur Bestimmung von G", behandeln wir noch folgendes Beispiel: Dem Ver­
sicherten wird von seiner sechsten Pramienzahlung an bis zu ihrem Schlusse ein 
bestimmter Teil seiner Nettopramie P", in Hohe (j P"" wobei (j ein echter Bruch 
ist, in Aussicht gestellt1). Alsdann ist bei t maliger Pramienzahlung G., = 51.- 5 a", (j P "'; 
denn die in Aussicht gestellte jii.hrliche Dividende (j P", ist gleich der Anwartschaft 

1) Voranschlage iiber die Hohe der kiinftig zu verteilenden Dividenden sind 
fiir den inneren Betrieb sehr wichtig. 1m Deutschen Reiche und in der Schweiz 
ist den Anstalten die sog. Nettokostenrechnung verboten, d. h. es ist ihnen 
untersagt, fiir die Offentlichkeit zum Zweck der Anwerbung zahlenmaBige Angaben 
iiber die kiinftig voraussichtlich zur Verteilung gelangenden Dividenden zu machen. 
Vgl. Veroffentlichungen des Aufsichtsamts f. Privatv. Bd. 19, S. 81. 1920; ebenda 
Bd.20, S.88. 1921. 
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auf eine um S Jahre aufgeschobene Pranumerandoleibrente von (t - S)jahriger 
Dauer [vgl. (XIX), S.40]. Da dem Versicherten seine Nettopramie nicht mitgeteilt 
wird, sondern nur im inneren Betriebe der Anstalt eine Rolle spielt, wird in der 
Praxis die Jahresdividende gleich einem bestimmten Bruchteil der Bruttopramie 
p,::, etwa 15 p,::, festgesetzt. Wir geben auch hierfur Formeln und setzen dabei, 
um an die tatsachlichen Verhaltnisse einer groBen Anstalt AnschluB zu gewinnen, 
voraus, daB nicht nur wahrend der Pramienzahlungsdauer, erstmalig durch Abzug 
an der sechsten Pramie, sondern auch noch fur das letzte (t + 1) te V'sjahr an seinem 
Ende eine Dividende in der Rohe i5P;': vergutet wird. Gx hat den Wert 

5It+1-5 ax i5P':: = ,It-4 ax i5P'::. 

Setzt man ihn in (112), so wird: 

P':: [(1 - fJ) Itax - i55It-.ax] = Ax + IX + r Ina. 

p" _ Ax + IX + r Inax 
x - (1 - fJ) Itax - i5 5 It-,ax . 

oder 

Nach dieser Formel bestimmt eine groBe deutsche Anstalt ihre Bruttopramie mit­
tels eines ZinsfuBes von 31/ 2%, Erwerbskosten IX = 0,04, Inkassokosten fJ = 0,03, 
r = O,OOS (namlich 40/ 00 Verwaltungskosten + 10/00 Kriegszuschlag), 15 = 0,1 (also 
10% Pramiendividende vom sechsten V'sjahre an). Fur durchlaufende Pramien­
zahlung t = n wird 

P':: = Ax + 0,04 + o,oosinax . 
0,971nax - 0,1 5In-.ax 

In jungster Zeit erhoht die Anstalt Pi noch durch einen Teuerungszuschlag von 
31/ 2 °100 der V'ssumme. Eine andere deutsche groBe Anstalt berechnet die Brutto­
pramie aus (112), auf Grund eines ZinsfuBes von 3% , indem sie IX = 0,035, 
fJ = 0,07 S, r = 0 wahlt; die Bestimmung des Dividendenzuschlages erfolgt aus R II, 
namlich mittels eines ZinsfuBes von 4,2%, in einer Weise, die hier auseinander­
zusetzen zu weit fuhren wurde. 

Aus (111) 

oder 

Setzt man 

ergibt sich die Bruttopdimie 

P',; (1 - fJ) = P x + ~ + /' h~",- + z 
Itax Itax 

Pi (1 - (3) + 
IX + y Ina", + Z Ita", 

(1 - (3) Itax 

(113) k = 1 1 
1-(3-

(3 
1 - (3 

und 2 _ IX + y Ina", + Z Ita", 
- (1 - fJ) Itax 

so wird: 

(114) P',; = Px (1 + k) + 2, 
wobei 2 nach der Art seiner Bildung eine yom Alter des Versicherten 
abhangige GroBe ist. k und 2 werden bei den verschiedenen Anstalten 
verschieden, bei derselben Anstalt nach V'sart und Lebensalter, in dem 
die Versicherten bei AbschluB des Vertrages stehen, unterschiedlich 
gewahlt. Haufig halt sich die Praxis gar nicht an die ausreichende 
Pramie, sondern nimmt fUr k und 2 mit Riicksicht auf die Dividenden­
politik erheblich hohere Werte als notig ware. Den Versicherten gegen­
tiber ist die Art der Bestimmung der Bruttopramie aus der Nettopramie, 
die nach dem deutschen Reichsaufsichtsgesetz dem Reichsaufsichtsamt 
mitzuteilen ist (vgl. S. 5), Geschaftsgeheimnis. 
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Wir lassen noch einige Pramienbestimmungen aus der Praxis folgen: Einer 
V'sanstalt verdanke ich die freundliche Mitteilung, daB sie fiir ihre Todesfallv. 
mit lebenslanglicher Pramienzahlung die Bruttopramie aus der Nettopramie nach 
der Formel: ( f 1 ) 1 

P~ = P x 1 +- +-
20 500 

berechnet; fiir die gemischte Todesfallv. bestimmt sie die jahrliche Bruttopramie 
p~n! durch 

P" _ _ P - (1 ~) _1_ ~ P 
xnl - xnl + 20 + 500 + 10 x' 

Pxnl ist durch (XXXiI) definiert, P x bedeutet die jahrliche Nettopramie fiir 
die Todesfallv. und ist durch (XXXI) definiert; die GriiBen k undA derFormel (114) 

haben dabei die Werte k = ~, A = _1_ + ~ PII;' Infolge der gesteigerten Ver-
20 500 10 

waltungskosten erhebt die Anstalt noch einen besonderen Teuerungszuschlag, der 
gegenwartig 4% 0 der V'ssumme und bei hiiheren Betragen bloB 30/00 betragt. 

Besonders haufig wird die Bruttopramie einfach durch die Formel 
p~ = PII; (1 + k), 

also A = 0, bestimmt. Eine groBe deutsche, nach 23 D. G. M u. W I mit 
31/ 2% rechnende V'sgesellschaft erhebt beim Eintrittsalter 20 die Bruttopramie 
P2~ = 1,28 P 20 und laBt die Konstante k = 0,28 alljahrlich bi~ zum Alter 45 um 
je 0,002 abnehmen, so daB Pls = 1,23 P 45 wird; fiir die hiiheren Alter wird k = 0,23 
beibehalten. Zu dieser Bruttopramie wird gegenwartig noch ein Teuerungszuschlag 
von 5% genommen. Fiir eine Todesfallv. von 1000 M V'ssumme, wofiir bei lebens­
langlicher Pramienzahlung die Nettopramie des 30jahrigen 19,287 M betragt, ist 
demnach lebenslli.nglich die Bruttopramie 19,287' 1,26 = 24,30 + Teuerungs­
zuschlag von rund 1,20 M, also insgesamt 25,50 M zu zahlen1). 

1m FaHe einmaliger Pramienzahlung soH die a usreiche nde Pra­
mie, die der einmaligen Nettopramie Ax fur die versicherte Summe 1 
entspricht. mit 
(XXXV) A~ 

bezeichnet werden. Ersetzt man demnach in (109) Pa: durch A~ und 
bedenkt ferner, daB fUr einmalige Pramienzahlung, also t = 1, Itax = 1 
wird, so ergibt sich: 

(115) A~ = ~ + IX + r 'Inax • 
1-fJ 1-fJ 

Wahrend bei wiederholter Pramienzahlung die Erwerbskosten nach 
der Rohe der V'ssumme verrechnet werden, kommt es bei einmaliger Pra­
mienzahlung oft vor, die Erwerbskosten nach der Pramie zu bemessen; 
so wird bei einmaliger Pramienzahlung der Agent fur die Anwerbung 
mit 2-3% der Pramie des Versicherten entlohnt. Dieser Tatsache kann 
man in Formel (115) Rechnung tragen, indem man bei einmaliger Pra­
mienzahlung unter fJ nicht bloB die alsdann nur einmal in Frage kom­
menden Inkassokosten, sondern sam tliche Erwerbskosten versteht und 
demnach IX = ° setzt. Fur einmalige Pramienzahlung diirften IX = 0, 
fJ = 0,04 (also samtliche Erwerbskosten 4% der ausreichenden Pramie), 
r = 0,005 (jahrliche Verwaltungskosten 5%0 der V'ssumme) geeignete 
Schatzungswerte sein. 

1) Dber neben der Tarifpramie zur Erhebung gelangende Teuerungszuschlage 
vgl. Geschaftsbericht des Reichsaufsichtsamts f. Privatv. fiir das Jahr 1921, 
S. 44. Berlin 1923. 
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Setzt man wie oben (S.73) k = ~(J und fiihrt 
1-

(116) 

ein, so Hi.Bt sich (115) auch schreiben: 

(117) A~ = A", (1 + k) + 1. 

75 

Nach dieser Formel bestimmt man gewohnlich auch die Bruttopramie, 
die mit 
(XXXVI) 
bezeichnet wird; bei 

A" 
'" 

A~ = A", (1 + k) + 1 

nimmt man in der Praxis oft 1 = o. Eine bekannte deutsche 
V'sanstalt berechnet die Tarifpramie fiir Leibrenten nach der Formel 

A~ = 1,05 A",. 

2. Pramienriickgewahr. 
Haufig schlieBt jemand eine derartige V. ab, daB die V'sanstalt 

sich verpflichtet, ihm oder seinen Erben unter gewissen vertragsmaBig 
festgesetzten Bedingungen die eingezahlten Praruien oder einen Teil 
derselben zuriickzuzahlen; man spricht dann von einer V. mit Pra­
mienriickgewahr. Meistens werden die Bruttopramien oder Teile 
derselben zuriickgezahlt. 

Wir behandeln folgendes der Praxis entlehntes Beispiel: Eine xjah­
rige Person versichert sich auf die Summe 1, die bei ihrem Ableben zahl­
bar wird. Beim Erleben des Ablaufes der Pramienzahlungsperiode, die 
langstens n Jahre dauert, oder im Fall des friiheren Todes wird auBer­
dem die HaUte der bis dahin eingezahlten J ahrespramien zuriickgewahrt. 

Die jahrliche Nettopramie fUr diese V. sei II"" die jahrliche Brutto­
pramie betragt II~. Dabei sei 

(118) II~ = II", (1 + k) + 1, 

wobei k und 1 bekannte GroBen bedeuten. Der Barwert der Leistungen 
der V'sanstalt zur Zeit des Abschlusses des Vertrages setzt sich aus 
zwei Summanden zusammen. Der eine Summand ist wegen der beim 

Tode fallig werdenden Summe 1 nach (49): ~"'. Da an die Erben einer 

'" jeden im ersten V'sjahre sterbenden Person auBerdem noch die Summe 

II;, an die Erben einer jeden im zweiten V'sjahre sterbenden Person 

n;ch die Summe 2 n; usw., an die Erben einer jeden im n ten V'sjahre 

sterbenden Person n~ch die Summe n II~ , schlieBlich an jede Person, 
2 

die ihren x + nten Geburtstag erlebt, auBer der bei ihrem Tode falligen 
Summe 1 noch bei Erleben des x + nten Geburtstages die Summe 
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nII~ zur Auszahlung gelangt, so ergibt der Barwert, den diese Leistungen 
2 

nach (82) bei AbschluB des Vertrages besitzen, 

II~ (C", + 2 C",+l + 3 C",+2 + ... + n C",+n-l + 1!.!!",+n) 
2 Dx ' 

den zweiten Summanden. Dieser kann nach (82') auf S. 57 auch ge­
schrieben werden: 

II~(Rx - Rx+n + n Dx+n - n 1\1x+n) . 
2 Dx 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
muB mithin die einmalige Nettopramie des Versicherten gleich sein der 
Summe 

(119) 
M", II~ (Rx - Rx+n + n Dx+n - n Mx+n) 1) 
~+~ . 
Dx 2 Dx 

Die jahrliche, gleichbleibende Nettopramie findet man bei nmaliger 
Pramienzahlung, die bei friiherem Tode des Versicherten aufh6rt, nach 
(83), (119) und (86): 

[Mx + II~ (Rx - Rx+n + n Dx+n - n Mx+n)] : [H", - Hx+n1. 
Dx 2 D", D", 

Es ist also 

(120) 

II' 
Mx + T (Rx - Rx+n + nDx+n - nMx+n) 

11",= ------------~--~---------
Hx - Hx+n 

Setzt man in (120) fUr II; seinen Wert aus (118), so erhalt man fUr 
II", die Gleichung: 

IIx [H", - HHn - C ~ k) (Rx - RHn + n Dx+n - n MHn)] 

Daher ist: 

Mx + ~ { } 
II = --------- --;---;-----", (1 + k) { } . Hx - H",+n - -2-

(f21) 

Die geschweifte Klammer hat im Zahler wie im Nenner den gleichen 
Wert: 

Rx - Rx+n + n D",+n - n Mx+n' 

Fiir Berechnungen von V'en mit Pramienriickgewahr handelt es 
sich immer urn Herstellung einer Gleichung zwischen Brutto- und Netto­
pramie wie (120). Fiihrt man in diese Gleichung die Beziehung, die zwi-

1) Fiir die Berechnung ist wie auf S. 42 angenommen, daB die Auszahlungen 
immer am Schlusse des V'sjahres, in dem der Tod eintritt, stattfindeu. 
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schen Bruttopramie und Nettopramie besteht, em, so hat man eine 
Gleichung' zur Bestimmung der Nettopramie. 

V'en mit Pramienriickgewahr werden besonders in solchen Fallen 
abgeschlossen, wo die V'sanstalt eventuell fUr die Hauptv. nichts aus­
zuzahlen in die Lage kommen kann (Erlebensv., Todesfallv. mit Karenz­
zeit, aufgeschobene Leibrentenv. usw.). 

Wir behandeln noch ein Beispiel einer V. mit Pramienruckgewahr: Eine 
xjahrige Person geht eine Erlebensv. auf die Summe 1 ein, die bei Erl"ben des 
x + nten Geburtstages zur Auszahlung gelangt. Die jahrliche, gleichbleibende 
Pramienzahlung beginne bei AbschluB des Vertrages und dauere, vorausgesetzt, 
daB der Versicherte nicht fruher stirbt, n Jahre. Stirbt die versicherte Person vor 
Erreichung des x + nten Lebensjahres, so sollen an die Erben die bereits einge­
zahlten Bruttopramien nebst Zinseszinsen, die laut Vertrag auf jahrlich 100 i' % 
festgesetzt seien, zur Auszahlung gelangen. 

Die jahrliche, gleichbleibende Bruttopramie der geschilderten V. moge mit 
II~, die jahrliche, gleichbleibende Nettopramie mit IIx bezeichnet werden. II~ 
und IIx mogen durch die Formel (118) 

II~ = IIx (1 + k) + J. 

zusammenhangen, wobei k und A. bekannte GroBen sind. 
Wir nehmen an, daB eine fingierte Gesellschaft von Ix Personen eine V. der 

geschilderten Art auf die Summe 1 abschlieBt. Infolge der Hauptv. hat die V's­
anstalt an jede der Ix+n nach Verlauf von n Jahren noch lebenden Personen die 
Summe 1 zu zahlen; der Barwert dieser Leistung betragt bei AbschluB des Ver­
trages lx+n' vn (siehe S. 12). Hierzu kommen noch die Leistungen der V'sanstalt 
infolge der Pramienriickgewahr. Bedeutet i < n eine ganze positive Zahl, so 
sterben im Laufe des iten V'sjahres von der fingierten Gesellschaft von Ix Per­
sonen dx +f - 1 Personen, die t Jahre hindurch die Bruttopramie II; bezahlt haben. 
An die Erben jeder dieser dX+f - 1 Personen hat die V'sanstalt die eingezahlten 
Bruttopramien II~ mit Zinseszinsen bei 100 i' % zuruckzuerstatten. Die erste 
Bruttopramie II;, welche die V'sanstalt bei AbschluB des Vertrages erhalten 
hat, ist nach Formel (2) im Verlaufe der t J ahre1 ) zu II~ (1 + z/)f angewachsen. 
Die zweite Bruttopramie, die sich t - 1 Jahre im Besitze der V'sanstalt befindet, 
wachst zu II~ (1 + i/)f-1 an. Auf diese Art geht es fort. Die letzte der t Pramien­
zahlungen ist von der V'sanstalt nur ein J ahr zu verzinsen, sie betragt daher 
am SchluB des tten V'sjahres 11;' (1 + i'l. Am SchillB des tten V'sjahres muB 
die V'sanstalt an die Erben jeder der dX +f - 1 verstorbenen Personen die Summe: 

II;' (1 + i'l + II;' (1 + i/)2 + ... + II~ (1 + i/)f-1 + II;' (1 + i')', 
an die Erben der dX+f - 1 Personen zusammen das dx +f _ 1 fache dieses Betrages 
zahlen. Der Barwert dieser Summe ist bei AbschluB des Vertrages nach Formel (4) : 

1:f • dX+t-l . II; [(1 + i'l + (1 + i/)2 + ... + (1 + i/)r-1 + (1 + i / )']. 

Der zuletzt hingeschriebene Ausdruck geht durch Multiplikation mit Ix'~' 
das gleich 1 ist, wenn man (XII) und (XXII) beachtet, uber in: Ix • v 

Ix' CX~f-l. II: . [(1 + i'l + (1 + i/)2 + ... + (1 + i / ),]. 
x 

Setzt man t = 1, 2, 3, ... n, so findet man durch Addition den Barwert aller 
Leistungen, die die V'sanstalt wegen der Pramienruckgewahr uhernommen hat, 
zur Zeit des Abschlusses des Vertrages; dieser Barwert ist mithin gleich 

1) Wir machen, wie auf S. 42, die Annahme, daB die Auszahlungen immer erst 
am Ende des V'sjahres, in dem der Tod eintritt, stattfinden. 
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C . C 
Ix. DX II~ (1 + i'l + lx ~+t IIa(1 + i'l + (1 + i')2] 

x x 

+ lx. C~+2 II~ [(1 + i'l + (1 + i/)2 + (1 + i')3] 
x 

+ lx CX;;_l II; [(1 + i'l + (1 + i/)2 + (1 + i'j3 + " .. + (1 + i')nl 
x 

= lx II; (1 + i'l (Cx_ + CX+1 + CX+2 + ... + Cx+n- 1) 
Dx Dx Dx Dx 

+ lx II; (1 + i/)2 (C~+l + C~+2 + ... + CX~n-1) 
x x x 

+ lxII; (1 + i' )3 (CZ + 2 + CX+3 + ... + Cx+~) 
Dx Dx Dx 

+ lx II; (1 + i/)n-l (Cx~,,-=-! + Cx~~) 
x x 

+ lxII; (1 + i')n. (XK- 1). 

Unter Benlitzung von (XXIII) wird dieser Ausdruck gleich: 
M-M M -M 

lx II; (1 + i/) ~ x+n + lx II: (1 + i/)2 • ",+1 D x+n 
x x 

M -M 
+ lx II; (1 + i')3. x+2 x+n + ... 

Dz 

M -M 
+lxII~(1+i')n. z+n-~ z+n. 

x 

Der Barwert der gesamten Leistungen der V'sanstalt an die lz Personen be­
tragt mithin: 

[ M -M M -M 
lz+n.vn+1xII; (1+i') '" D x+n+(1+i')2 X+1 D x+n 

x z 

+ (1 + i')3 MX+2 -;; Mx+n + ... + (1 + i')n Mx+n-~ - Mz+n]. 
x x 

Als Gegenleistung zahlen die lx Versicherten n Jahre, jedoch nur solange sie 
leben, die jahrliche Nettopramie IIx. Diese" Zahlungen haben bei AbschluB des 
Vertrages flir den einzelnen Versicherten den Barwert IIx· Inax (vgl. S. 38), fUr 
die lx Personen lx • IIx • Inax. Die eben gefundene Summe wird nach Formel (27) 
gleich 

1 • II • Nz - Nz +n 
x x Dx . 

Durch Gleichsetzen der flir die V'sleistungen und flir die zu vereinnahmenden 
Pramien gefundenen Werte ergibt sich, wenn man durch Ix dividiert und (XII) 
beachtet: 

D [ M -M M -M x+n + II; (1 + i/) x x+n + (1 + i'). x+1 x+n + ... 
Dz Dx Dx 

+ (1 + i/)n. M X+n- b - Mx+n 1 = IIx Nx ~Nx+n . 
x x 

Setzt man flir II; den Wert nach (118) ein, so findet man: 

(122) II = Dx+n + A [ ] 
x Nx - Nx+n - (1 + k) [ 

Die eckige Klammer hat im Zahler wie im Nenner den gleichen Wert: 

(1 + i/) (Mx - M x+n) + (1 + i/)2 (MX+1 - M x+n) 

+ (1 + i / )3 (MX+2 - M x+n) + ... + (1 + i/)n (Mx+n-1 - M x+n). 
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Die von der V'sanstalt vergiiteten Zinsen sind kleiner als die fiir die Pramien­

anlage angesetzten rechnungsmaBigen Zinsen anzunehmen, also i' < i. 
Meistens wird eine Erlebensv., wie wir sie schilderten, so abgeschlossen, da{J bei 

vorzeitigem Tode des Versicherten eine blo{Je Ruckgewahr der Bruttopriimien ohne 
Verzinsung stattfindet; dann ist i' = 0 zu setzen. 

Die eckige Klammer bei (122) wird fiir i' = 0: 
M., - M.,+n + M"+l - M.,+n + M"+2 - M.,+" + ... + M.,+n-l - M.,+" 

= M., + M"+l + ... + M.,+n-l- nM,,+n' 
Mittels des Symbols R" (XXIIla) auf S. 57 laBt sich der letzte Ausdruck 

auch R" - R.,+n - n M,,+n schreiben. Mithin ist nach (122) fiir die Erlebensv. 
mit Riickgewahr der eingezahlten Pramien (ohne Verzinsung) bei vorzeitigem 
Tode des Versicherten die Nettopramie: 

II., = D.,+n + A. [R., - R.,+n - n M.,+nl 
N., - N.,+n - (1 + k) [R" - R.,+n - n M.,+nJ 

3. Altersbestimmung und Art der Pramienzahlung. 
V'en k6nnen natiirlich zu jeder Zeit des Lebensjahres eingegangen 

werden. 1st die sich versichernde Person bei AbschluB des Vertrages 
x + m'lm Jahre alt, wobei m'lm ein positiver echter Bruch ist, so wiirde 
es den nach scharf abgegrenzten Altersjahren konstruierten Tafeln, wie 
23 D. G. M. u. WI (vgl. S.21), entsprechen, die Pramie aus· der des 
xjahrigen und des x + 1 jahrigen durch Interpolation zu bestimmen, 
also die Pramie des x + m'lm jahrigen gleich der Summe der Pramie 
des xjahrigen vermehrt urn den m'lmten Teil der Differenz der Pramien 
des x + 1 jahrigen und des xjahrigen zu setzen. Dieses Verfahrenkommt 
in der Praxis der Leibrentenv., jedoch nicht bei der Todesfallv. vor. 

Das iibliche Verfahren der deutschen Anstalten bei der Todesfallv. 
ist, alle Personen des Lebensalters x - t bis x + t wie xjahrige zu 
versichern, also das Eintrittsalter in die V. immer nach dem zunachst 
liegenden Geburtstage zu berechnen (dies entspricht den Normativ­
bestimmungen; vgl. S. 6). Nur wenige Anstalten betrachten den nachst­
h6heren Geburtstag als Eintrittsalter in die V., sehen also die sich im 
Alter von x bis x + 1 Jahren versichernden Personen als x + 1 jahrig an. 

Bei einmaliger Pramienzahlung ist die Pramie bei AbschluB des 
Vertrages zu entrichten, bei jahrlicher Pramienzahlung ist sie bei Wieder­
kehr des Termins, an dem die V. eingegangen wurde, fallig1). 

Die Pramienzahlung geschieht auch bisweilen in kleineren Abstan­
den als einem Jahre. Die H6he der terminlichen Nettopramie findet 
man aus (83), indem man unter a die einmalige Nettopramie fiir eine 
terminliche Pranumerandoleibrente auf die Summe 1 versteht. Geht 
z. B. eine xjahrige Person eine Todesfallv. auf die Summe 1 mit lebens­
langlicher, jedes 1/mtel Jahr stattfindender, gleichbleibender, bei Ab­
schluB des Vertrages beginnender Pramienzahlung ein, so ist a = m . a~m) 
zu setzen; denn m' a~m) ist die einmalige Nettopramie einer Leibrente, 
die eine xjahrige Person von Beginn des Vertrages bis zum Tode jedes 
1/mtel Jahres in der gleichen H6he 1 empfangt (vgl. S. 54). Nach (83) 

1) 1m Deutschen Reiche kommen bei nicht rechtzeitiger Pramienzahlung die 
Vorschriften des § 39 des Reichsgesetzes iiber den V'svertrag yom 30. Mai 1908 
in Frage. 
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A 
hat der Versicherte jedes mtel Jahr die Pramie ---(-) zu entrichten. 

m· allJm 

In der Praxis verfahren die V'gesellschaften bei Todesfallv'en ge­
wohnlich so (dies entspricht den auf S. 6 erwahnten Normativbestim­
mungen), daB sie bei ratenweiser Pramienzahlung die Jahrespramie 
immer nur als gestundet (einen Teil derselben dem Versicherten ge­
liehen) ansehen und bei der zur Auszahlung gelangenden Sterbesumme 
die fUr das V'sjahr, in dem der Tod eintritt, noch nicht gezahlten Pra­
mienraten in Abzug bringen. Bei diesem Verfahren erleidet die V's­
anstalt gegeniiber der jahrlichen Pramienzahlung dadurch keinen Ver­
lust, daB einer der Versicherten stirbt, ohne fUr sein Sterbejahr die volle 
Jahrespramie bezahlt zu haben; fUr den erlittenen Zinsverlust und die 
erhohten Verwaltungskosten muB der Versicherte einen Pramienzu­
schlag entrichten, der gegenwartig bei vierteljahrlicher Pramienzahlung 
den vierten Teil der urn 5 -6% erhohten Jahrespramie betragt. 

VI. Deckungskapital oder Pramienreserve. 
I. Das Deckungskapital nach der Nettomethode. 

Selbst wenn eine V'sanstalt ohne Spesen arbeitel1 und ihr Geschafts­
gang sich genau nach dem rechnungsmaBigen Zins und der Sterbetafel 
abwickeln wiirde, so fande doch im Laufe eines einzelnen Jahres bei 
Lebens- und Leibrentenv'sanstalten kein Gleichgewicht zwischen den 
Einnahmen an Nettopramien und den Auszahlungen versicherter Sum­
men statt. Versichert sich z. B. jemand durch Zahlung einer einmaligen 
Pramie auf eine lebenslanglich zahlbare Leibrente, so geht die V'sanstalt 
dem Versicherten gegeniiber eine Verpflichtung ein, die nicht ein Jahr 
wahrt, vielmehr erst mit dem Tode des Versicherten ihr Ende nimmt. 
LaBt man bei einer Todesfallv. den Versicherten eine gleichbleibende 
Jahrespramie entrichten, so zahlt derselbe in den ersten V'sjahren zu 
viel fUr die Deckung des jahrlichen Risikos der V., in den spateren 
Jahren zu wenig; denn je alter das versicherte Leben, desto groBer ist, 
wenn man von den ersten Kinderjahren absieht, die Todesgefahr. Von 
dem Versicherten wird nur alljahrlich cine solche Durchschnittssumme 
als Pramie erhoben, daB, wenn man ihn als Mitglied einer groBen Anzahl 
gleichaltriger, mit ihm gleichzeitig auf dieselbe Weise versicherter Per­
sonen betrachtet, die Gesamtsumme der von ihm und seinen Genossen 
zu erzielenden Einnahmen nebst ihren Zinsen fUr den ganzen Zeitraum 
der V., nicht aber immer wahrend eines einzelnen Jahres, die Ausgaben 
der V'sanstalt fUr ihn und seine Genossen deckt. 

Aus den geschilderten Erwagungen ergibt sich die Notwendigkeit 
des Deckungskapitals oder der Pramienreserve1). Das Dek-

1) Wir ziehen mit dem Eidgenoss. V'samt (vgl. die von ihm herausgegebenen 
Berichte) die Bezeichnung "Deckungskapital" vor, obgleich die deutsche Reichs· 
gesetzgebung von "Pramienreserve" (vgl. oben S. S) spricht; mit der Bezeichnung 
"Pramienreserve" entsteht bei dem Unkundigen leicht die Idee einer Sicherheits· 
reserve, wohingegen das Deckungskapital oder die Pramienreserve eine Verpflich­
tung des Versicherers ist und auch in der Bilanz unter den Passiven steht. 
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kungskapital ist eine auf mathematischer Schatzung beruhende Riick­
lage, die die V'sanstalt aus dem DberschuB der ersten V'sjahre (oder bei 
einmaliger Pramienzahlung des ersten V'sjahres) und den Zinsen dieser 
Summen zu machen hat, um, ohne auf die AbschlieBung neuer Vertrage 
angewiesen zu sein, trotz Mindereinnahmen der folgenden V'sjahre 
ihren kiinftigen Verpflichtungen gegen die bereits Versicherten nach­
kommen zu k6nnen. 

Als Lei tsa tz fUr die Bestimmung des Deckungskapitals ergibt sich: 
Die Anstalt wird offenbar ihre kiinftigen Verpflichtungen erfiillen k6n­
nen, wenn ihr Deckungskapital gleich ist dem Kapitalwert 
der kiinftigen Ausgaben der Anstalt im Interesse der V's­
falle minus dem Kapitalwert der noch zu erwartenden Pra­
mieneinnahmen. Das Deckungskapital beruht hier auf der Betrach­
tung zukiinftiger Verhaltnisse; man sagt: es ist prospektiv gewonnen. 
Je nachdem man in dem Leitsatz die Worte "im Interesse der V'sfalle" 
und "die zu erwartenden Pramieneinnahmen" erklart, gelangt man zu 
der Bestimmung des Deckungskapitals nach der Nettomethode oder 
nach einer anderen. 

Die Nett 0 me th 0 deist die alteste Methode der Bestimmung des 
Deckungskapitals; sie war bis vor kurzem die im allgemeinen iibliche. Sie 
beriicksichtigt nur die zwei ersten Rechnungsgr6Ben, d. h. den rech­
nungsmaBigen Zins und die Sterblichkeit, und zwar so, wie sie zur Ab­
leitung der Nettopramien verwendet werden. Die Nettomethode sieht 
also von allen Unkosten der V. ab, als Ausgaben der V'sanstalt gelten 
nur die Auszahlungen der versicherten Summen oder Renten, als zu 
erwartende Pramieneinnahmen bloB die Nettopramien. 

Nach der Nettomethode entwickelt sich der Begriff des Deckungs­
kapitals folgendermaBen: Wir nehmen an, daB eine fingierte Gesellschaft 
von so vielen xjahrigen Personen, wie sie die Sterblichkeitstafel angibt, 
namlich lx, sich in gleicher Weise versichere. Findet in der fingierten 
Gesellschaft das Absterben nach der Sterblichkeitstafel statt, so leben 
nach Verlauf von m Jahren noch l:r;+m Personen der fingierten Gesell­
schaft. 1m Einklang mit dem Leitsatz ist bei der Nettomethode das 
Deckungskapital fUr den am SchluB des mten V'sjahres noch vorhan­
denen Bestand von l:r;+m Personen gleich dem Kapitalwert der an die 
noch lebenden lx+m Personen bzw. deren Erben von der V'sanstalt 
kiinftig auszuzahlenden versicherten Summen minus dem Kapitalwert 
der von den lx+m Personen noch zu erwartenden Nettopramien. Dieses 
Deckungskapital am Ende des m ten V'sjahres fiir die lx+m Personen 
bezeichnen wir mit m'A)x und nennen es das Deckungskapital der un­
getrennten fingierten Gesellschaft. Wir leiten m'A)x unter der Voraus­
setzung her, daB die Verzinsung und die Sterblichkeit nach den Rech­
nungsgrundlagen stattfinden. 

Unseren Untersuchungen legen wir die allgemeine V. des Kap. III 
§ 10 auf S. 55 zugrunde und nehmen dabei, urn ganz allgemein zu sein, noch 
an, daB die jahrlichenNettopramiennach Kap. IV § 6auf S.64 veranderlich 
sein sollen.· Unter Verwendung der friiheren Bezeichnungen handelt es 
sich urn die V. einer xjahrigen Person, die fUr das erste V'sjahr die 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Auf!. 6 
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Nettopramie p{.,} , fUr das zweite p{x}+1 usw. zu zahlen hat. Tritt 
der Tod im ersten V'sjahr ein, so solI die Anstalt an die Erben die Sterbe­
summe S." beim Tode im zweiten V'sjahr die Summe sx+1 usw. auszah­
len. Ferner solI die Anstalt bei Beginn der V. dem Versicherten die 
Rente rx , bei Erleben des Anfangs des zweiten V'sjahres die Rente 
rx +1 usw. auszahlen. Die Spezialisierungen der GroBen r und s, die auf 
die verschiedenen im V'sgeschaft iiblichen Kombinationen fUhren, findet 
man auf S.56, verschiedene Arten der Pramienzahlung und die ihnen 
entsprechenden Werte von p{x} sind auf S.65 angegeben. 

Fiir die geschilderte allgemeine V. erhalt man den Barwert aller 
Summen, die die Anstalt an die am SchluB des mten V'sjahres lebenden 
lx+m Personen kiinftig von diesem Termine ab auszuzahlen haben 
wird, als 

Dieser Ausdruck ergibt sich analog wie der Zahler der Formel (80), 
wenn man beachtet, daB es sich hier urn eine Gesellschaft von lHm Per­
sonen des Alters x + m handelt und die kiinftigen V'sleistungen fiir 
Sterbende sx+m, SX+>n+1, ••• 1), fiir Lebende rxHIl , r x +m +1' ••• be­
tragen. Durch gleichzeitige Multiplikation und Division mit v.,+m 

geht (123) iiber in 

(124) { 
x~m (sx+m Cx +m + sx+m+1 Cx+m + 1 + .. , + SW CO) + rx+m Dx+m 

v + rx+mt 1 DXtm + 1 + ... + rw Dw) , 

wenn man nach (XXII) und (XII) die diskontierten Zahlen C und D 
einfiihrt. 

Der Barwert der von den am Anfang des m + 1 ten V'sjahres leben­
den lHm Personen noch zu erwartenden Nettopramien ist, da ihre 
kiinftige Rohe p{x}+m, p{x}+m+1, ••• betragt: 

oder, wie sich nach (XII) durch gleichzeitige Multiplikation und Divi­
sion mit vx+m ergibt, 

Das Deckungskapital m~., der ungetrennten fingierten Gesellschaft 
von lx+m Personen am Schlusse des mten V'sjahres ist nach Definition 
die Differenz von (124) und (125), also 

1) Die Auszahlungen der Sterbegelder sollen immer, wie auf S.42 angenom­
men ist, am Schlusse des V'sjahres, in dem der Tod eintritt, stattfinden. 
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m~", = v"'+m (S",+m C",+m + S",+m+1 C",+m+1 + ... + Soo Coo 

+ r",+m D",+m + r",+m+1 D",+m+1 + ... + roo Doo) 
1 

- v"'+m (p{",}+m DHm + P{",hm+1 DHm +1 + ... 
(126) 

+ P{",hoo-", Dw) . 

Formel (126) bestimmt m~", prospektiv, und zwar bringt sie zum 
Ausdruck: Besitzt die V'sanstalt am Ende des mten V'sjahres eine 
Summe in der Hohe des Deckungskapitals m~",' so kann sie, wenn 
alles rechnungsmaBig verlauft, ihren kiinftigen Zahlungsverpflichtungen 
gegen die lHm Personen nachkommen. Nun sind die Nettopramien 
nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung be­
rechnet worden. Mithin muB die Anstalt in der Zeit bis zum SchluB 
des mten V'sjahres, wenn alles nach dem Rechnungsschema vor sich 
geht, das Deckungskapital m~", fUr die zu jenem Zeitpunkte noch leben­
den l",+m Personen angesammelt haben. Hieraus ergibt sich, daB das 
Deckungskapital auch aus der Vergangenheit, also retrospektiv, 
erklart werden kann, namlich: Das Deckungskapital m~", fUr den am 
SchluB des m ten V'jahres noch vorhandenen Bestand von lHm Per­
sonen ist gleich dem Kapitalwert, den die bereits von der fingierten Ge­
sellschaft von l", Personen vereinnahmten Nettopramien zu jenem Zeit­
punkt haben, minus dem Kapitalwert, den die bereits ausgezahlten 
versicherten Summen zu jenem Termin besitzen. 

Das soeben begrifflich gefundene Resultat von der Moglichkeit der 
retrospektiven Definition des Deckungskapitals soIl auch noch rechnerisch 
aus der prospektiven Formel (126) abgeleitet werden. Zu dem Zwecke 
stellen wir folgende Dberlegung an: Wahlt man in (124) und (125) m = 0, 
so liefert die erste Gleichung den Barwert aller Verpflichtungen der Anstalt 
gegen eine fingierte Gesellschaft von l", in die V. eintretenden Personen, 
die zweite Gleichung den Barwert der von ihnen zu erwartenden Netto­
pramien. Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistungen und Gegen­
leistungen sind die Nettopramien gerade so zu berechnen, daB die zwei 
besprochenen Ausdriicke gleich sind, d. h. daB die Relation 

( v~ (s",C", + S"'+1 CHI + ... + swCw + r",Dx + rX+1 DHI + ... + rO) Den) 

(127) 1 
= v'" (p{x} D", + p{x}+1 DX+1 + ... p{x}+w-", Doo) 

besteht [vgl. (107)]; es ist o~x = o. 
Durch Multiplikation mit ~ geht (127) iiber in 

vm 

1 
v"'+m [{s",C", + ... + Sx+m-l CHm - 1} + {sHmC",+m + ... + SOlC,,,} 

+ {rx D", + ... + rx+m-l Dx+m- 1} + {rHm D",+m + ... + r", D",}] 
1 

= v"'+m [{P{x}D", + ... P{xhm-l Dx+m- 1} + {p{x}+mDxtm + ... p{",}+w-",Dw}]. 

6'" 
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Aus der letzten Gleichung folgt, daB sich der durch (126) dargestellte 
Ausdruck m~~ auch schreiben laBt: 

1 11 
(128) m~~ = v"'+m (P{a:}Da: + ... P{a:}+m-1Da:+m-l) - v~+m (sa:C~ + ... 

+ sHm-l Ca:+m-l + Ta: D~ + ... + Ta:+m-l D~+m-l). 
Nach (XII) und (XXII) ist 

folglich nach (II) 

Dz 7 ( ')m v"'+m = ~z 1 + ~ , 
Mithin ist der erste Teil der rechten Seite von (128) gleich 

{
p{Z} 1z (1 + i)m + p{Z}+11Z+1 (1 + i)m-l 

(129) 
+ ... P{z}+m-l1z+m-l (1 + i), 

und der zweite zu subtrahierende Teil von (128) ist 

( ) {Szdz (1 + i)m-l + sz+1 d~+1 (1 + i)m-2 + ... + S~+m-l dHm - 1 

130 + Tzl~ (1 + i)m + TZ+11z+1 (1 + i)m-l + ... + Tz+m-l1Hm-l (1 + i) 
Nach Formel (2) ist (129) der Endwert der von einer fingierten 

Gesellschaft von 1z Personen, die nach der Sterbetafel abstirbt, in den 
ersten 'In V'sjahren vereinnahmten Nettopramien mit ihren Zinsen. Der 
in (130) angegebene Ausdruck stellt ersichtlich aIle von der V'sanstalt 
in den ersten m V'sjahren gemachten Ausgaben an Le bende und Sterbende 
mit ibren Zinsen dar; dabei sind die Todesfallzahlungen wie bei allen 
Berechnungen dieses Paragraphen immer auf den SchluB des V'sjahres 
verlegt. Formel (128) liefert demnach, wie gewiinscht, das Deckungs­
kapital m~z retrospektiv in der Form eines aus der Vergangenheit 
gewonnenen Postens. Es ist zu bemerken, daB .sich in praxi natiirlich 
nie die Summe m~z wirklich ansammelt, da sich ja das Sterben nicht 
genau nach der Sterbetafel vollzieht. m~z ist also auch bei retrospek­
tiver Herleitung nur eine auf Grund mathematischer Rechnung erzielte 
Schatzung im Interesse der Zukunft. 

Das Deckungskapital m~z ist bisher fUr einen Bestand von 1z+m 
Personen als Deckungskapital der ungetrennten fingierten 
Gesellschaft definiert worden. Das Deckungskapital fUr eine ein­
zelne Person 5011 als Durchschnittswert der 1z+mte Teil dieser 
Summe sein. Man bezeichnet das Deckungskapital am Ende des m ten 
V'sjahres ffir die einzelne, bei AbschluB der V. xjahrige Person mit 

(XXXVII) m Vz ; 

m Vz ist dabei immer so zu verstehen, daB .alle versicherten Summen, 
die bis zum SchluB des 'In ten V'sjahres fallig waren, bereits ausgezahlt 
sind, hingegen noch nicht die bei Erreichen des Alters x + 'In falligen 
Erlebenssummen. m Vz ist auf Grund der Annahme bestimmt, daB der 
einzelne Versicherte Teil einer groBen Anzahl unter den gleichen Be-
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dingungen in die V. eingetretener Risiken ist und bleibt; es ist also nur 
eine Durchschnittszahl. Nach Definition ist das Deckungskapital 
der Einzelv., das in der Praxis allein wichtig ist, 

(131) V ~ m;t)", 1) 
m '" - l",+m • 

Beziiglich der internationalen Bezeichnung ist noch zu bernerken, 
daB man es gewohnlich so einrichtet, daB bei der Verwendung von mVv 
eine der Auszahlungen der Anstalt den Wert 1 hat. So werden wir 
auch spater bei der Spezialisierung der Auszahlungen r, s verfahren. 

Zur Klarstellung geben wir noch ein Beispiel, obgleich die spateren Formeln 
die Resultate einfacher herzuleiten gestatten: 91578 Personen des Lebensalters 30. 
nam,lich so vieI, wie die am Ende abgedruckte Tafel 23 D. G. M u. WI angibt. 
m6gen eine gemischte V. auf den Todes- und Lebensfall mit dem 60. Lebensjahre 
als Ablaufsjahr der V. abschlieBen. Der rechnungsmaBige ZinsfuB sei 31/ z%, die 
zugrunde liegende Sterbetafel 23 D. G. M u. WI; die versicherte Summe betrage 
1000 M. Die Nettopramie 1000 P ao 301 ist 26,40 M. Mithin erhalt die Anstalt bei 
AbschluB des Vertrages 91578'26,40 = 2417 659.20 M an Nettopramien. Bei 
31/ z% Verzinsung tragt diese Summe 84618.07 Man Zinsen. Am Ende des ersten 
V'sjahres verfugt die Anstalt demnach uber 2502277.27 M. 1m Laufe des ersten 
V'sjahres sterben nach der Sterbetafel 808 Personen; fur diese Todesfalle hat die 
Anstalt 808000 M zu zahlen. Demnach besitzt sie, wenn sich alles rechnungs­
maBig, wie geschildert, abwickelt, am Ende des ersten V'sjahres 

1000 1'1)ao = 2502277,27 - 808000 = 1694277,27 M 
als Deckungskapital der ungetrennten fingierten Gesellschaft von 90770 Personen, 
die nach der Sterbetafel den 31. Geburtstag erleben; auf den einzelnen kommt da­
her der 90770. Teil von 1694277,27 M = 18,70 M als Deckungskapital. Das auf 
die Einheit sich beziehende 1 Vao wird gieich 0,01870. Zu Beginn des zweiten V's­
jahres erhebt die V'sanstalt wieder von jedem der den 31. Geburtstag erlebenden 
90770 Versicherten 26,40 M als Nettopramie, hierdurch erh6ht sich das Deckungs­
kapital um 2396328 M und betragt demnach zu Beginn des zweiten V'sjahres 
4090605,27 M. Bei 31/ Z% bringt diese Summe 143171,18 M Zinsen. Demnach ver­
fugt die Anstalt am SchluB des zweiten V'sjallres uber 4233776,45 M. Davon 
gehen fur die 818 im Alter von 31-32 Jahren Verstorbenen 818· 1000 M ab; 
mithin betragt das Deckungskapital1000z '1)ao der ungetrennten fingierten Gesell­
schaft von 89952 Personen 3415 776,4 5 M; auf den einzelnen Versicherten ent-

f"II d D k k' I 3415776,45 . b a t as ec ungs aplta = 38,00 M. Das slch auf die Einheit e-
89952 

ziehende 2 Vao wird gleich 0,038. So geht es weiter. Nach funfjahriger V'sdauer 
wurde 5 Vao = 0,100, nach zehnjahriger 10 Vao = 0,2181, nach funfzehnjahriger 
15 Vao = 0,3578, nach zwanzigjahriger 20 Vso = 0,5262 und nach funfundzwanzig­
jahriger 25 Vao = 0,7327 werden. SchlieBlich wird ao Vao = 1. 

Das Deckungskapital wurde hier retrospektiv abgeleitet. Stellt man sich 
auf den prospektiven Standpunkt, so kann man beispielsweise sagen: Die Summe 
10002'1)30 = 3415 776,45 M wiirde mit allen kunftigen Nettopramien bei zins­
tragender Anlegung zu 31/ 2% ausreichen, um den Erben der 34060 Personen, 
die von unserer fingierten Gesellschaft von 89952 Personen im Alter von 32 bis 
60 Jallren sterben, und den 55892 Personen, die den 60. Geburtstag erleben, ver­
tragsgemaB je 1000 M zu zahlen. Hingegen ist 10002 Vso = 38 M nur ein Durch­
schnittswert, namlich eine in Wirklichkeit fur eine sogleich sterbende Person zu 
niedrige, fur eine den 60. Geburtstag erlebende Person zu hohe Riicklage. 

Urn die durch (131) definierte GroBe m VI: aus der prospektiven Formel 
(126) zu berechnen, dividieren wir (126) durch l",+m und setzen nach 
(XII) lz+m • '1f+m = Dz+m' 

1) 0 V"" das Deckungskapital ;lU Beginn der V., ist wie 0'1)", (vgl. s. 83) Null. 
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Hierdurch wird 

{

V _ sx+mCx+m + Sx+m+l C x +m+ 1 + ... + SwCv + rx+mDx+m + .. ~_j- r,,) D,,,-

m x- Dx+m 

p{x}+mDx+m + P{X}+m+1 D X+m+l + ... p{x}+w-xDw 

Dx+m 

Der erste Bestandteil von (132), der sich aus (124) oder dem ihm glei­
chen Posten (123) ergibt, ist, wie aus der Bedeutung von (123) folgt, 
der Barwert aller kiinftigen Auszahlungen, die die Anstalt an jede der 
am SchluB des mten V'sjahres lebenden lx+m Personen durchschnitt­
lich zu machen hat. 

Mit A(m) sei die einmalige Nettopramie bezeichnet, die eine zur Zeit 
der Bestimmung des Deckungskapitals (x + m) jahrige Person zu be­
zahlen hatte, wenn sie sich erst zu jenem Termin fUr die Zukunft noch 
dieselben Vorteile der V. verschaffen wollte, die sie sich bereits am xten 
Geburtstage ·vertragsmaBig ausbedungen hatte. Infolge des Prinzips 
der Gleichheit von Leistungen und Gegenleistungen ist A(m) auch gleich 
den zukiinftigen Verpflichtungen der Anstalt, die, wie bereits dargetan, 
durch den ersten Bestandteil von (132) bestimmt werden. Folglich geht 
(132) iiber in 

V A p{x}+mDx+m + p{x}+m+1 D x+m+1 + .,. p{x}+w-x D ", 
(133) m x = (m) - D 

x+m 

Aus der Gleichung: 

(133') m Vx + p{x}+mDx+m + p{x}+m+l Dx+m+1 + ... + p{x}+w-xDw = A(m) 

Dx+m 

erhalt man folgende Deutung des Deckungskapitals: Das Deckungs­
kapital der Einzelv. vermehrt um den Barwert der kiinftig 
von dem betr. Versicherten zu erwartenden Nettopramien 
m uB stets gleich dem Barwert der kiinftigen A uszahl ungen 
des Versichererssein. 

Haufig dient die Relation (133') zur Definition von mVx als des Ka­
pitals, das zusammen mit der zu erwartenden Pramieneinnahme den 
zukiinftigen Vermogensbedarf der Anstalt deckt; bei dieser EinfUhrung 
tritt aber nicht sein Charakter hervor, fUr die einzelne V. nur ein Durch­
schnittswert zu sein. 

Wir wenden die grundlegende Formel (133) zunachst auf zur Zeit 
der Bestimmung des Deckungskapitals pramienfreie V'en an; da fUr 
diese keine Pramien mehr zu erwarten sind, ist 

p{x}+m = P{x}+m+l = ... = 0, 

und man erhalt fUr zur Zeit pramienfreie V'en 

(134) mVx = A(m)' 

Formel (134) besagt: SchlieBt eine xjahrige Person eine V. 
ab, bei der sie zu Beginn des m + 1 ten und der folgenden 
V'sjahre keine Pramien mehr zu zahlen hat, so ist fiir diese 
V. das Deckungskapital am SchluB des mten V'sjahres gleich 
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der einmaligen Nettopramie einer x + mjahrigen Person fur 
dieselbe V. 

Das gewonnene Resultat bestimmt im besonderen das Deckungs­
kapital fUr V'en mit einmaliger Pramienzahlung; denn bei ihnen zahlt 
der Versicherte zu Beginn des ·zweiten und aller folgenden V'sjahre 
keine Pramien; daher ist m V. = A(m). 

Versichert sich eine xjahrige Person auf eine lebenslanglich, 
jahrlich pranumerando in der gleichen Rohe C zahlbare 
Lei bre n te (vgl. S. 34), so ist das Deckungskapital am Schlusse des 
mten V'sjahres vor Auszahlung der (m+ 1)ten Rente gleich Ca"'+ml). 

Versichert sich eine xjahrige Person gegen einmalige Pramienzah­
lung auf eine pranumerando zahlbare, urn k Jahre aufgescho­
be ne Lei bre n te 1 (vgl. S. 39), die also zum ersten Male bei Erleben des 
Beginnes des k + 1 ten, dann des k + 2ten V'sjahres usw. zahlbar 
wird, so ergibt sich das Deckungskapital m V", am Schlusse des m ten 
V'sjahres folgendermaBen: Fur m < k wird mV", = k-m!ax+m; denn 
der Versicherte ist zur Zeit der Bestimmung des Deckungskapitals 
x + mjahrig, und seine V. ist nach Verlauf von m V'sjahren eine nur 
noch urn k - m Jahre aufgeschobene Pranumerandoleibrentenv. Fur 
m > k wird das Deckungskapital vor Auszahlung der falligen Rente 
gleich m Vx = ax+m. 

Versichert sich ein xjahriger auf eine njahrige temporare, pra­
n umerando zahlbare Leibrente in der Rohe 1 (vgl. S.38), so 
wird das Deckungskapital am SchluB des mten V'sjahres (m ~ n - 1) 
vor Auszahlung der (m + 1) ten Rente m Vx = !n-max+m; denn der 
Versicherte ist alsdann (x + m) jahrig und die Rente nur noch eine 
(n - m) jahrige kurze Pranumerandoleibrente. 

Fur die einfache Todesfallv. mit einmaliger Pramienzah-
1 ungist dasDeckungskapital amSchlussedes mtenV'jahres m V", =Ax+m; 
denn A",+m ist die einmalige Nettopramie des x + mjahrigen fUr die 
einfache Todesfallv. 

Auch bei einer Todesfallv. auf die Summe 1 mit jahrlicher, 
gleichbleibender Pramienzahlung bis zur Vollendung des 
x+t-1ten Lebensjahres (vgl. S.62) ist fUr m>t, also nach 
Aufhoren der Pramienzahlung, das Deckungskapital am Schlusse des 
m ten V'sjahres gleich AX+m. 

Bezuglich der Bezeichn ung ist noch zu bemerken, daB man 
hiiufig das Symbol V fUr das Deckungskapital mit dem Symbol, das die 
Pramie der V. darstellt, verbindet. Man bezeichnet mit m V (Ax) das 
Deckungskapital einer einfachen Todesfallv. fUr einen xjahrigen auf die 
Summe 1 nach m Jahren bei einmaliger Pramienzahlung. 

Ehe die "prospektive" Formel (133) auch auf zur Zeit nicht 
pramienfreie V'en angewendet wird, leiten wir noch die ihr ent-

1) Dies ist natlirlich auch das Deckungskapital fur die Postnumerandoleib­
rentenv. (S. 37) des xjahrigen, ehe ihm die zu Beginn des (m + 1)ten V'sjahres 
fallige Rente C ausgezahlt ist; denn am Schlusse seines mten V'sjahres ist der 
nunmehr x + mjahrige im Besitz einer Pranumerandoleibrente des Jahres­
betrages C. 
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sprechende "retrospektive" Formel abo Sie ergibt sich aus (128) und (131) 
bei Beachtung von (XII) als 

(135) m '" - DHm . {

V _ p{",} D", + p{",}+1 D"'+1 + ... P{",hm-1 D",+m-1 

_ s'" C",+ ... + S",+m-1 CHm - 1 + r", D", + ... + r",+m-1 D",+m-1. 

D",+m 

Wir wenden die Formel (135) auf eine V. mit einer tmal zu zahlen­
den, jahrlichen, gleichbleibenden Pramie an; die Nettopramie des xjah­
rigen sei mit P", bezeichnet. Innerhalb der tjahrigen Pramienzahlungs­
periode solI im Falle des Todes die Summe 1 ausgezahlt werden, hin­
gegen sol1en wahrend dieser Zeit keine Leistungen an Lebende statt­
finden. N ach diesen Annahmen ist 

p{",} = p{"'}+1 = ... P{"'}+t-1 = P"" 
hingegen 

ferner 
S", = S",+1 = ... = S",+t-1 = 1, 

schlieBlich 
r", = r",+1 = ... = r",+t-1 = 0. 

1st m < t, d. h. solI mV", bis vor Ablauf der Pramienzahlung be­
stimmt werden, so ergibt sich bei unseren Annahmen aus (135): 

V _ P",D", + P",D",+1 + ... + P",D",+m-1 

m '" - D",+m 

1 . C", + 1 . C",+1 + ... + 1 . CHm - 1 

D",+m 

oder nach (XIII) und (XXIII): 

(136) 

Formel (136) liefert das Deckungskapital bis vor Ablauf der Pra­
mienzahlung (m < t) fiir: 1. die lebenslangliche Todesfallv. 
mit abgekiirzter Pramienzahlung (S. 62), 2. die temporare 
Todesfallv. (S. 63), 3. die gemischte Todesfallv. (S. 63/64), 
4. auch die Todesfallv. mit lebenslanglicher Pramien­
zahlung, wenn man t = Q) - x + 1 wahlt, d. h. die Pramien­
zahlung bis zum hOchsten Alter Q) der Sterbetafel stattfinden lliBt. 
Bei diesen vier Todesfallv'en sind namlich unsere Annahmen erfiillt, 
daB wahrend der Pramienzahlungsperiode die V'sleistung nur durch 
Tod fallig wird und eine gleichbleibende Jahrespramie zur Erhebung 
gelangt. In (136) ist P", fUr die vier V'en der Reihe nach den Formeln 
(99), (101), (103) und (97) zu entnehmen. 

Der Leser beweise, daB sich im FaIle der drei ersten Todesfallv'en fur 
m > t, d. h. nach AbschluB der Pramienzahlungsperiode, aus (135) ergibt: 

( 136') 
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und daB dieser Ausdruck, wenn man fiir P., die Werte aus (99), (101) und (103) 
einsetzt, tatsachlich, wie uns bereits durch (134) bekannt, gleich den einmaligen 
Nettopramien A.,+m' 1 .. -mA.,+m, A.,+m..-=-;;;r des. x + mjahrigen wird, die 
durch (49), (58) und (62) gegeben sind. Urn sich auf die V'sdauer zu be­
schranken, ist in (136') bei temporarer und gemischter Todesfallv. m < n voraus­
zusetzen, wenn sich die V'sdauer yom Alter x bis zum Alter x + n erstreckt. 

Aus der "retrospektiven" Formel (135) solI noch das Deckungskapital m V., 
bestimmt werden fiir die Erlebensv. des xjahrigen auf die Summe 1 und das 
Alter x + n bei n maliger Pramienzahlung und Riickgewahr der eingezahlten 
Bruttopramien, falls der Versicherte vor Vollendung des x + nten Lebensjahres 
stirbt (vgl. S. 79). Die jahrliche Nettopramie war nach SchluB des § 2, Kap. V: 

II", = D",+ .. + l [R", - R",+n - n Mx+ .. J , 
Hz - Hz+n - (1 + k) [R", - Rz+n - n M",+ .. J 

die Bruttopramie ist nach (U8) II~ = II", (1 + k) + l. 
In (135) sind die Nettopramien P durch ihren Wert II", zu ersetzen; die Aus-

zahlungen bei Todesfallen sind 5x = II:, 5"'+1 = 2 II:, 5"'+2 = 3 n:, ... ; denn 
dies sind die zuriickzuerstattenden Bruttopramien. An Lebende wird wahrend 
der V'sdauer nichts gezahlt, so daB in (135) die r gleich Null zu setzen sind. Aus 
(135) erhalt man 

V =II",Dz+ II",D"'+l + ... + IIxDz+m-l 
m x Dx+m 

II~ C", + 2 II;Cx+1 + ... + mIl; C",+m-l 

Dx+m 

Dieser Ausdruck ist bei Beachtung von (82') gleich 

V = II Hx - Hx+m _ II' Rx - Rx+m - mM",+m 
m x x Dx+m x Dx+m . 

Besonders einfach wird die letzte Formel, wenn man fiir den Zusammenhang 
zwischen Brutto- und Nettopramie speziell II~ = II", (1 + k), also in (U8) l = 0 
annimmt. Fiir l = 0 geht das oben angegebene IIx iiber in 

II _ Dx+n 
x - Hx - Hx+n - (1 + k)[R", - R",+n - nMx+nJ 

Fiihrt man im Faile l = 0 analog zu IIx die Nettopramie IIx(x+m) des gleichen 
Eintrittsalters x und des Endalters x + m ein, so wird diese 

IIx(",+m) = Dx+m , 
Hx - Hx+m - (1 + k) [Rx - Rx+m - mMx+m] 

und es geht der oben gefundene Wert fiir m V., fiber in 

II • Hz - Hx+m -II (1 + k) Rx - Rx+m - mMx+m =~_. 
x Dx+m x D",+m IIx(x+m) 

1m folgenden wollen wir uns nur noch mit der "prospektiven" For­
mel (133) beschaftigen. Sie solI fUr jahrlich gleichbleibende tmalige 
Pramienzahlung spezialisiert werden; die gleichbleibende Nettopramie 
des xjahrigen sei mit Px bezeichnet. Das Deckungskapital solI bis vor 
AbschluB der Pramienzahlung, also fUr m < t, bestimmt werden (fur 
m > t gilt Formel (134)); alsdann ist in (133) 

p{x}+m = P{x}+m+l = ... = P{x}+t-l = P x , 

hingegen 
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zu setzen. Hierdurch geht (133) uber in 

V - A PxDx+m + P x D x+m+1 + 
m x - (m) - D 

x+m 

oder nach (26) 

(137) m Vx = A(m) - P x ·!t-max+m. 

Formel (137) schlieBt die lebenslangliche Pramienzahlung etn, wenn 
man t = w - x + 1 wahlt und unter !w-x-m+1ax+m nach (29) die 
lebenslangliche Pranumerandoleibrente ax +m versteht. 

Bei der einfachen Todesfallv. ist die Nettopramie A(m) des x + m jah­
rigen gleich Ax+m; bei der temporaren und gemischten Todesfallv., 
die bei Erreichung des Alters x + n ablaufen, ist A(m) gleich !n-mAx+m 
bzw. Ax+mn-ml, da wir es zur Zeit der Bestimmung des Deckungs­
kapitals mit einer x + mjahrigen Person zu tun haben, deren V. noch 
n - m Jahre lauft. Mithin ergibt sich aus (137) das Deckungskapital 
m Vx bis vor Ablauf der Pramienzahlungsdauer, die tjahrig angenommen 
wird, also fUr m < t, im Falllebenslanglicher Todesfallv.: 

(138) 

temporarer Todesfallv.: 

(139) 

gemischter Todesfallv.: 

(140) 

Fur die einfache Todesfallv. mit lebenslanglicher Pra­
mienzahl ung folgt aus (137): 

(141) mVx = Ax+m - p x · a x+m • 

In (138) bis (141) ist Px der Reihe nach den Formeln (99), (101), 
(103) und (97) zu entnehmen. 

Der Leser forme (138) bis (141) in die Formel (136) urn. 
Fur die einfache Todesfallv. mit lebenslanglicher Pra­

mienzahlung ist nach (47) und (96) 

und 

mithin wird fUr diese V'sform nach (141) 

1 
Px = - - d; 

ax 

(142) V - 1 _ ax +m 
m x-

ax 

durch Rentenwerte ausgedruckt. 
Eine ahnliche F ormel ergibt sich fUr die gem i s c h t e To des fall v. 

bei nmaliger Pramienzahl ung. Fur t = n geht (140) zunachst 
uber in 

(143) 

Nach (65) und (106) ist 
1 

Px =!- -d. 
na", 
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Mithin wird (143) 

(144) V - 1 _ !n-ma",+m 
m ",- ! 

na", 
Aus (137) kann man auch das Deckungskapital mY,,, bei tmaliger jahrlich 

gleichbleibender Pramienzahlung bis vor Ablauf der Pramienzablungsdauer 
(m < t) finden fur die urn k Jahre (k > t) a ufgeschobene Pran u merando­
leibrentenv. (S.59), namlich; 

wobei 

P _ ~Iaz 
z - l,az 

ist, ferner fur die Kapitalv. auf den Erlebensfall (S.60) 

n-",E.z+ m - p x • 1~- .. ax+mJ 

fur die V. mit festem Auszahlungstermin (S.60/61) 

vn - m - Px -le-maz+mJ 

wobei P z aus (92) bzw. (94) zu entnehmen sind. 

Zur Umgestaltung von (137) fUhren wir die Bezeichnung p(m) ein; 
hierunter verstehen wir die jahrliche, gleichbleibende Nettopramie, fiir 
die sich ein zur Zeit der Bestimmung des Deckungskapitals x + m jahriger 
die Vorteile der noch in Kraft befindlichen, von ihm friiher als xjah­
rigem gegen tmalige Pramienzahlung abgeschlossenen V. erkaufen 
konnte; dabei soil der (x + m) jahrige seine Jahrespramie p(m) an den­
selben t - m Terminen leisten, an denen noch die Jahrespramie P", 
des xjahrigen zu erwarten ist. In Analogie mit Formel (83) muS 

P A(m) 
(m)= ! 

t-ma",+m 

sein; denn p(m) bzw. A(m) sind die jahrliche bzw. einmalige Nettopramie 
fUr dieselbe V'sart, It-ma",+m ist der Barwert der zu denselben Ter­
minen wie p(m) zahlbaren Pranumerandoleibrente. AIle drei GroBen 
beziehen sich, statt wie in (83) auf eine xjahrige, jetzt auf eine x + mjah­
rige Person. Setzt man in Formel (137) 

A(m) = p(m) It-max+m, 
so erhalt man: 

(145) m V", = (p(m) - P",) !t-ma",+m' 

Dieses Resultat kann man auf folgende Weise deuten: Will der Ver­
sicherte von seinem x + mten Geburtstage an ailjahrlich noch t - mmal, 
so lange, wie seine Pramienzahlung stattfindet, pranumerando die 
Jahresrente 1 empfangen, so hat er einer V'sanstalt an seinem x + mten 
Geburtstage die Summe It-ma"'+m zu iibergeben; fUr die Summe 

(p(m) - Pz ) It-max+m, 

die gleich mV", ist, empfangt er mithin die Jahresrente p(m) - P",. 
Hieraus folgt: Dbergibt ein x + mjahriger einer V'sanstalt 
das Deckungskapital mV"" so braucht er trotz hoheren 
Lebensalters weiter n ur die J ahrespramie P", zu bezahlen, die 
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erauch hatte bezahlen miissen, wenn er schon alsxjahriger 
die V. eingegangen ware, und ist dennoch ebenso versichert, 
als wenn er die V. an seinem xten Geburtstage abgeschlos­
sen hatte. Infolge des Besitzes des Deckungskapitals mV" kann die 
V'sanstalt namlich als Empfangerin einer jahrlichen Zahlung p(m) - Px 
wahrend der letzten t - m Jahre des Pramienbezuges angesehen wer­
den; kommt hierzu noch die jahrliche Pramie Px , so hat die Anstalt 
jahrlich die Summe p(m) zur Verfiigung, welche die jahrliche Pramien­
zahlung des x + mjahrigen ist. 

Wir geben noch die (145) entsprechenden Formeln fiir die einfache 
Todesfallv. mit lebenslanglicher Pramienzahlung und fiir die gemischte 
Todesfallv. an. Aus (141) erhalt man fiir die erstere 

(141') mVx = (Px+m - Px) . ax+m, 

wobei Px+m und Px nach (97) zu finden sind. Aus (140) folgt fiir die 
gemischte Todesfallv. 
(140') mVx = (Pxtm - Px) \t-max+m, 
wobei im Falle tmaliger Pramienzahlung Px dUTCh (103) und Px+m durch 

Mx+m - Mx+n + Dx+n 
Nx+m - NXH 

gegeben sind. 
Es ist moglich, daB sich bei gewissen V'sarten zeitweilig ein nega­

tives Deckungskapital ergibt, d. h. die V'sanstalt hat dem Ver­
sicherten zu jener Zeit Geld vorgeschossen, das sie erst durch kiinftige 
Pramienzahlungen zuriickempfangt. Wiirde der Versicherte zu einem 
Zeitpunkte von seinem Vertrage zuriicktreten, an dem das Deckungs­
kapital negativ ist, so wiirde dies fUr die Anstalt verlustbringend sein. 
Da es nicht Sitte ist, Versicherte fiir Aufgabe der V., falls sie die bis zu 
jenem Zeitpunkte filligen Pramien bezahlt haben, ein Reuegeld erlegen 
zu lassen, so sollen die V'sanstalten V'en, bei denen das nach der Netto­
methode bestimmte Deckungskapital zeitweilig negativ wird, nicht ab­
schlieBen. Ein negatives Deckungskapital nach der Nettomethode wiirde 
sich beispielsweise bei einer Todesfallv. neugeborener Kinder mit lebens­
langlicher, jahrlicher, gleichbleibender Pramienzahlung ergeben. Wegen 
der groBen Sterbegefahr der Neugeborenen wird fiir diese V. Po nach 
den meisten Sterbetafeln groBer alS P 1 und P 2' daher sind 1 Vo und 2 Vo, 
wie Formel (145) ergibt, negativ. Versicherte, welche die Nettopramie 
Po bezahlen wiirden, hatten also fiir das groBe Risiko der· V'sanstalt 
in den ersten V'sjahren spater nachzubezahlen. 

Noch eine Bemerkung iiber die fiir die Berechnung der Deckungs­
kapitalien zu verwendenden Zahlenwerte 1 Die Deckungskapitalien 
werden - dies gilt auch im Falle des im § 3 zu besprechenden Zillmerschen 
Deckungskapitals - ausnahmslos "vorsichtig" mittels der gleichen 
Rechnungsgrundlagen erster Ordnung abgeleitet, aus denen die Netto­
pramien bestimmt sind. 

Hat eine mit x Jahren versicherte Person alljahrlich fUr die V'ssumme 1 eine 
in k gleichen Raten fallige unterjiihrige Prlimie p~k) zu entrichten, so soil das 
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m Jahre nach AbschluB der V. fiir die V'ssumme 1 erforderliche Deckungskapital 
mit .. V~) bezeichne~ ~verden. 1st A em) die einmalige Nettopramie des (x + m)jah­
rigen fiir die betreffende V ... z. B. fiir die gemischte Todesfallv. mit dem Ablaufs­
alter x + n: 

so findet man (137) entsprechend, wenn die vertraglich ausbedungene Pramienzah­
lung wahrend t J ahren zu erfolgen hat: 

.. V~k) = A em) - p~) . I'-m a~k!m . 
Von A em) geht namlich ab der Wert einer noch t - m Jahre zu entrichtenden, in 
Ii gleichen Teilen alljahrlich fallig werdenden Pramie im J ahresbetrage p~), wo­
durch sich 

ergibt. Nach S. 55 ist 

1 el) ek) D.,+. ek) 
'-m a.,+m = a.,+", - ~ a.,+, 

x+m 

und weiter nach Formel (83) und S.79/80 der Pramienjahresbetrag: 

pek)_~ 
x - i,ax(k) J 

wobei A., die Einmalpramie des xjahrigen fiir die betreffende V. bedeutet. 
Da die Praxis nur mit ganzjahriger Pramienzahlung rechnet und bei unter­

jahriger Zahlung den Rest der Jahrespramie als dem Versicherten gestundet an­
sieht, kommt im praktischen Betrieb .. V.,'k' nicht zur Verwendung. 

2. Sparbetrag und Risikoausgabe. 
Wir wollen in diesem Paragraphen noch naher untersuchen, wie man sich den 

Verbrauch der Nettopramien und die Bildung des Deckungskapitals im V'sbetrieb 
vorstellen konnte, wenn alles rechnungsmaBig verlauft. 

Wir betrachten wieder die allgemeine V'sform auf S.64. Am Ende des m - 1 ten 
V'sjahres ist fiir eine soIche V. ein Deckungskapital "-IV., vorhanden1). Hierzu 
kommt zu Beginn des mten V'sjahres die Nettopramie P{x}+m-1. Geht alles 
rechnungsmaBig vor sich, so ist zu Beginn des mten V'sjahres fiir eine fingierte 
Gesellschaft von 1.,+".-1 Personen die Summe (m-lV., + p{.,}+m-l) 1.,+ .. -1 vor­
handen. Von ihr leistet die Anstalt zu Beginn des mten V'sjahres an jede der 
1.,+".-1 Personen die Auszahlung T,,+m-1' so daB ihr die Summe 

(".-1 V" + P{.,}+m-1 - T.,+m_1) 1.,+ .. -1 verbleibt. 

Diese wachst im Laufe eines J ahres mit ihren Zinsen an zu 

(m-1 V., +p{.,}+m-1 - T.,+m-1) 1.,+ .. -1 (1 + i). 
Am Schlusse des mten V'sjahres muB die Anstalt fiir jeden der im Laufe des mten 
V'sjahres stattgefundenen d.,+m-1 Todesfalle die Summe S.,+ .. _1' also insgesamt 

S.,+"._1· d.,+ .. -l 

auszahlen. Infolgedessen ergibt sich das fiir die am End€' des mten V'sjahres vor­
handene fingierte Gesellschaft von 1.,+", Personen erforderliche Deckungskapital 
m V.,. 1.,+m aus der Gleichung: 

",V., .1.,+", = ("._1V., + P{.,}+m-1 - T.,+",_1) 1.,+ .. _1· (1 + i) - S.,+m-1 d.,+m-1· 

Durch Division mit 1X+"'-1 (1 + i) erbalt man nach (IX), (VIII) und (II): 

.. V". P.,+m-1 • v = .. -1 V., + p{x}+ .. -1 - T.,+m-1 - S.,+m-1 Q.,+ .. -1 V • (146) 

Diese Gleichung gestattet mV" aus "'-IV" zu finden. Wir entnehmen (146): 

1) Der Ausgangswert ist .V., = o. 
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(147) P<'a:}+m-1 = mv,,,Pz+m-1 V - m-1 V z + sz+m-1' qz+m-1 V + rZ+m- 1 

oder, da Pz+m-1 = 1 - QZ+",-1: 

(148) P{z}+m-1 = mVz v - "'-1 V z + Qz+m-1 V (sz+m-1 - m V z) + rZ+m- 1 . 

Durch (148) ist die Pramie p{Z}+"'-1 des mten V'sjahres in zwei Bestand­
teile zerlegt, namlich erstens den Sparbetrag 

(148 s) 

und zweitens die Risikoausgabe 

(148r) 

so daB 
P{z}+m-1 = lIs + II, ; 

sogar bei gleichbleibender Pramienzahlung andem sich lIs und II, im allgemeinen 
von Jahr zu Jahr. Der Sparbetrag ist derjenige Betrag, den die Anstalt 
dem am Ende des m - Hen V'sjahres vorhandenen Deckungskapital 
"'-1Vz zufiihren muB, damit es am Ende des mten V'sjahres ",V", 
betriigt; denn ",-1 V", vermehrt um den Sparbetrag m Vz • v - m-1 Vz ist gleich 
'" Vz • v, und dieser Posten wachst in einem Jahre mit seinen Zinsen zu 
m Vz • V • (1 + i) = m Vz an. 

Die Risikoausgabe II, ist offenbar die im mten V'sjahre fiir die 
Anstalt zur Zahlung derV'sleistungen iiber freiwerdende Deckungs­
kapitalien hinaus noch we iter erforderliche Summe, wie sie sich bei 
Annahme einer fingierten Gesellschaft zu Beginn des mten V'sjahres 
rechn u ngsmiiBig d urchschnittlich fii r die Einzelv. er gi bt. Zu Be­
ginn des mten V'sjahres ist namlich an jede der lz+m-1 Personen der fingierten 
Gesellschaft die Auszahlung rz +m - 1 zu leisten, am Schlussefiirjeden der dz +m - 1 
Todesfalle der Betrag sz+m-1; der letzte Posten hat zu Beginn des mten V'sjahres 
den Wert V· dZ+m- 1 sz+m-l' Fiir die d",+m-1 Todesfalle wird am Ende des 
mten V'sjahres ein Kapital in der Rohe d",+m-1 • m V", verfiigbar, das zu Beginn 
des Jahres den Wert v • dz +m - 1 • m V", bat. Demnach muG die Anstalt zu Beginn 
des mten V'sjahres damit rechnen. fiir die Einzelv. durchschnittlich 

d",+m-l ( V 
r Z+m- 1 + -l---v s",+m-1 - m ",) 

z+m-l 

zu benotigen; dieser Posten ist bei Beachtung von (VIII) die durch (148,) definierte 
Risikoausgabe II,. 

Sowohl Sparbetrag als auch Risikoausgabe konnen negativ werden, jedoch 
nicht beide gleichzeitig, wie aus der Relation PM+m-1 = II, + lIs folgt, da die 
Pramie P{z}+m-1 nicht negativ sein kann. 1st II, negativ, d. h. ist 

Q",+m_1 V",V",> Q",+m-1 vsz+m-1 + r z+m - 1 , 
so kann der Versicherer damit rechnen, daB ihm im mten V'sjahre aus Deckungs­
kapitalien aufhorender V'en mehr zuflieBen wird, als er fiir V'sleistungen dieses 
Jahres benotigt. Fiir negatives II, ist, wie aus P{z}+m-l = lIs + II,. folgt, 
die Nettopramie nicht geniigend zur Bildung des Sparb~trages Us, d. h. fiir 
die zu Beginn des mten V'sjahres erforderliche Erhohung des Deckungskapitals, 
sondem die Anstalt benotigt hierzu auBer PM+m-l noch die alsdann positive 
Summe -II,. 1st hingegen lIs negativ, so braucht der Versicherer dem Deckungs­
kapital m-1 V", der Einzelv. zu Beginn des mten V'sjahres nichts zuzufiihren, 
sondem kann ihm vielmehr den alsdann positiven Betrag 

- lIs = - (m Vz . v - m-1 Vz) 
entziehen. In diesem Fall ist. wie aus 

PM+m-1 = lIs + II, 
folgt, PM+"'-1 <II" 
d. h. die Nettopramie des mten V'sjahres deckt nicht die Risikoausgabe, sondem 
hierfiir ist noch die aus der Kiirzung des Deckungskapitals stammende positive 
Summe - lIs erforderlich. 
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Wir spezialisieren die Formel (148), indem wir eine V. mit jiihrlich gleich­
bleibe nder, tmal stattfindender Pramienzahlung annehIl).en. Die jiihrliche Netto­
pramie sei P",. Mithin sind die Pramien p{",} , P{"}+I' ••• , P{,.}+t-l samtlich 
gleich P"" wahrend PM+" PM+t+1> .•• gleich Null ist. Daher hat man, wenn m 
eine der Zahlen 1, 2, ... , t, also m:=:;;: t, P{,.}+m-l = P"" wahrend fUr m> t, 
P{,.}+m-l = 0 ist. Fiir m < t ergibt sich aus (148) 

(149') P" = .. V.,. v - 01-1 V" + q.,+m-l V (S.,+m-l - m V.,) + Y.,+m-l 
und fiir m> t 

(149") 0 = mV." V - 01-1 V., + Q,,+m-l V (S.,+m-l - mV.,) + Y.,+m-l· 

Die V. gegen jiihrlich gleichbleibende tmalige Pramienzahlung sei eine sich 
auf n Jahre erstreckende Todesfallv. (t:=:;;:n). Bei ihr sollen innerhalb dieser 
n Jahre an Lebende keine V'sleistungen stattfinden, hingegen solI beim Tode 
innerllalb dieses Zeitraumes stets die Summe 1 fallig werden. Alsdann ist 

hingegen 
S., = S"+1 = .,. = S"+"_1 = 1, 

Y., = Y,,+1 = ... = Y.,+"-1 = O. 

Diese Bedingungen sind bei den vier auf S. 88 genannten Todesfallv'en erfiilltl}. 
Fiir diese ergibt sich demnach aus (149') bzw. (149"): 

Fiir m:=:;;: t, d. h. bis zum SchluB der Pramienzahlungsdauer, wird 

(150') 

und fiir m > t, d. h. nach der Pramienzahlungsdauer, wird: 

( 150") 0= '" V., • v - 01-1 V", + Q,,+m-l v (1 - '" V.,). 

In (150") ist, um sich auf die V'sdauer zu beschranken, m < n anzunehmen. 
Aus (150') und (150") entnimmt man, daB bei diesen vier Todesfallv'en die 

Risikoausgabe gleich Q",+ .. -1 v (1 - .. V",) ist. 
Stirbt der Versicherte im mten V'sjahre, so hat die V'sanstalt am Schlu8 

des mten V'sjahres fiir den Versicherten das Deckungskapital m V., gesammelt; 
da die zu leistende Zahlung 1 ist, so muB die V'sanstalt die vorhandene Summe 
m V", durch den Betrag 1- '" V", erganzen. Die Summe 1 - .. V" heiBt das red u­
zierte oder ris kierte Ka pital. Da derVersichertein das mte V'sjahr x + m - 1-
jiihrig tritt, ist die Risikoausgabe v Q,,+m-l (1 - m V",) nach S.62 gleich der 
natiirlichen Pramie des x + m - 1 jahrigen fiir das reduzierte Kapital. Redu­
ziertes Kapital und Risikoausgabe sind bei den betrachteten Todesfallv'en positiv, 
da das Deckungskapital '" V., kleiner als 1 ist. Hingegen ergibt sich aus (150"), 
daB der Sparbetrag 

",V"" v - m- 1V" = - Q"+"'-1 v (1 - ",V.,) 

nach Ablauf der Pramienzahlungsdauer stets einen negativen Wert hat. Letzteres 
besagt: 1st fiir das mte V'sjahr keine Pramie mehr zu entrichten, so braucht die 
Anstalt dem am SchluB des m - 1 ten V'sjahres vorhandenen Deckungskapital 
... -1 V., nichts hinzuzufUgen, sondern kann ihm die Summe 

- II. = - ( ... V",' V - ... -1 V.,) = Q,,+m-l V (1 - mV.,) 

entziehen, um aus ihr und ihren Zinsen Auszahlungen fiir die im Laufe des mten 
V'sjahres stattfindenden Todesfalle am Ende desselben zu leisten. 

Wir betrachten die Erlebensv. des xjahrigen auf die Summe 1 und das 
Endalter x + n gegen jahrlich gleichbleibende, tmalige Pramienzahlung (S.60). 

1) Zum Beispiel ist die gemischte V. durch die weiteren Angaben Y",+ .. = 1, 
S.,+,. = S"+"+1 = ... = 0; Y.,+ .. +1 = ... = 0 charakterisiert. Es unter­
scheiden sich die vier V'en nur durch Werte von s und Y, deren Indizes ~ n sind 
und die in den Formeln (149') und (149"), fiir die m < n ist, iiberhaupt nicht ver­
wendet werden. Fiir die lebenslangliche Todesfallv. ist die V'sdauer n = OJ - X + 1. 
Betrachtet man fiir letztere das Deckungskapital auch noch nach m = OJ - X + 1-
V'sjahren. also zur Zeit, wo die fingierte Gesellschaft ausgestorben ist und keine 
Leistungen mehr in Frage kommen, so ist "'-x+l V.,= O. 
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Auch hier lassen sich die Formeln (149') und (149") anwenden. Da die einzige 
magliche Auszahlung n Jahre nach AbschluB der V. stattfindet, sind aile GrcBen 
5 und 'Y Null, nur 'Y",+" hat den Wert 1. Mithin ergibt sich aus (149') und (149") 
fiir m<t 

( 151') 

und fiir m> t 

(151") 0 = ",V"" v - "'_lV", - q",+m-1 V· ",V",. 

In (151") ist, urn sich auf die V'sdauer zu beschranken, m::;;n anzunehmen. 
Aus (151') und (151") folgt, daB die Risikoausgabe der ErIebensv. gleich 

- q",+m-1 V • '" V"" also negativ, ist. Das negative Vorzeichen driickt aus, daB 
die Risikoausgabe von der V'sanstalt nicht auszuzahlen, sondem zu vereinnahmen 
ist. Wie (151') zeigt, ergibt erst die Summe P", + q",+m-1 V· m V", den Sparbetrag, 
so daB bei der ErIebensv. die Nettopramie allein nicht zur Bildung des Sparbetrags 
ausreicht. Die zur Gewinnung des Sparbetrags weiter erforderliche Summe flieBt 
der Anstalt aus den frei werdenden Deckungskapitalien der im Laufe des mten 
V'sjahres sterbenden d",+m-1 Personen zu. Dieser Posten betragt am Ende des 
mten V'sjahres d",+m-1 • m V", und hat mithin zu Beginn dieses Jahres, wo 1",+m-1 
Personen leben, den Wert d",+,.._l· m V", • v. Auf die einzelne Person entfa1lt 
der 1",+m_1te Teil dieser Summe, d. i. bei Beachtung von (VIII) die negative 
Risikoausgabe, also - II, . 

Der Leser leite noch aus (149') und (149") fiir die Pranumerandoleibrentenv. 
des xjahrigen gegen die einmalige Pramienzahlung a", die Formeln 

(151*) a"'=lV""v-q",v,lV",+ 11) fiir m=1, 
(151**) 0= .. V",.v-m_1V",-Q",+m_1v·mV",+1 fiirm> 1 

abo Diese Formeln erhl!.lt man, wenn man aIle'Y gleich 1, aIle 5 gleich 0 setzt. Da 
fiir die Pranumerandoleibrentenv. m V", den Wert a",+m hat, sind die abgelei­
teten Formeln, wenn man (9) beachtet, identisch mit (18). Die Risikoausgabe 
ist 1-Q",+m_1v'mV"" Wie bei der ErIebensv., flieBen der Anstalt auch bei 
der Pranumerandoleibrentenv. aus freiwerdenden Deckungskapitalien Betrage 
zu, die sich fiir die einzelne V. auf Q",+m-l v ... V", belaufen. Demnach benatigt 
der Versicherer fiir die zu Beginn des mten V'sjahres fallige Rente 1 nur noch die 
Summe 1-Q",-t .. -1v·mV,,.. Diese ist nach (151**) gleich dem mit entgegen­
gesetztem Vorzeichen versehenen Sparbetrag, also 

- ( .. V"" v - m_1V",)2). 

3. Das Deckungskapital nach der Methode 
der ausreichenden Pramien. Die Verwaltungskostenreserve. 

Das Zillmersche Deckungskapital. 
Jede Anstalt arbeitet mit AbschluB-, Inkasso- und Verwaltungs­

kosten. Berucksichtigt man diese unvermeidlichen Elemente des V's­
betriebes in dem Leitsatz, den wir auf S.81 fur die Bestimmung des 
Deckungskapitals aufstellten, so gelangt man zu dem Deckungskapital 
nach dem Prinzip der a usreichenden Pr amien, das, wie wir sehen 
werden, nichts anderes ist als das historisch schon fruher bekannte 

1) Hierbei ist 0 V", durch seinen Wert 0 ersetzt ·worden. 
2) Weiteres iiber die hier angeschnittene Frage bei v. Bortkiewicz in seinem 

Aufsatz: "Risiko- und Sparpramie bei Lebensv'en auf eine Person", Assekuranz­
jahrbuch, Jg. 24. 1903; ferner Bah mer: Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 10, 
S. 71. 1910. Rothauge: V'swissenschaftliche Mitteilungen Bd. 6, S. 131. 1911. -
Ich spreche im Texte von Sparbetrag und Risikoausgabe statt von Spar- und 
Risikoprl!.mie, weil man an "negativen" Prl!.mien AnstoB genommen hat. 
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Zillmersche Deckungskapital, vermehrt um die Verwaltungs­
kostenreserve. 

Bei der Methode der ausreichenden Pramien kann das Deckungs­
kapital am SchluB des m ten V'sjahres prospektiv definiert werden als 
gleich dem Kapitalwert der kunftig falligen versicherten Summen sowie 
der kunftig erforderlichen jahrlichen. Unkosten (Inkasso- und Verwal­
tungskosten) minus dem Kapitalwert der noch zu erwartenden ausrei­
chenden Pramien. 

Wir wenden diesen Satz an, um das Deckungskapital einer V. zu 
bestimmen, fur die eine jahrliche, hOchstens tmalige, gleichbleibende 
Pramienzahlung stattfindet. Die V'sdauer betrage n Jahre (t < n), die 
V'ssumme sei gleich 1. Die jahrliche ausreichende Pramie fur die Ein­
heit der versicherten Summe sei wie oben S. 69 mit p~ bezeichnet. Die 
jiihrlichen Inkassokosten mogen fUr die Einheit der versicherten Summe 
fJ p~ betragen (vgl. S.69). Sie haben bei Beginn des (m + 1) ten V's­
jahres den Wert fJ p~ . It-max+m; denn It-maHm war der Kapitalwert 
(vgl. S. 38) der Einheit, wenn diese yom (x + m) ten Geburtstage 
des Versicherten an alljahrlich t - mmal, also so lange zu zahlen ist, 
als nach dem Vertrage Pramienzahlungen stattfinden. Die jahrlichen 
Verwaltungskosten, die fiir die Einheit der versicherten Summe r be­
tragen, haben zu Beginn des m+1 ten V'sjahres den Wert r' /n-maHm, 
da sie wiihrend der ganzen weiteren n - m jahrigen V'sdauer zu ver­
ausgaben sind. 

Das Deckungskapital am Schlusse des m ten V'sjahres nach der Me­
thode der ausreichenden Pramie bezeichnen wir fUr die Einheit der 
versicherten Summe mit 

(XXXVIII) 

In Analogie mit Formel (137) finden wir: 

(152) mV~ = A(m) + fJP~ '/t-max+m + r ·In-maHm - p~ ·jt-max+m; 

denn zu dem Kapitalwert A(m) der Auszahlungen fUr versicherte Sum­
men treten noch die Kapitalwerte der Aufwendungen der Anstalt fUr 
Inkasso- und Verwaltungskosten; in dem zu subtrahierenden Teil gelten 
jetzt nicht wie bei der Nettomethode die Nettopramien Px , sondern die 
ausreichenden Pramien p~ als jahrliche Einnahme der V'sanstalt. 

Fiir m = 0 ergibt sich aus (152), da A(o) die Einmalpramie Ax des 
xjahrigen ist, 

oV~ = Ax + fJ • p~. Itax + y • Inax - p~. Itax, 

oder nach (108) auf S. 69 oV~ = -IX. Bei der Methode der aus­
reichenden Pramien ist das Deckungskapital anfangli.ch mit den Er­
werbskosten 1\: belastet. 

Wir kehren zur Gleichung (152) zuruck, schreiben sie in der Form 

(153) mV~ = A(m) - (1 - fJ) p~. It-max+m + y • In-maHm 

und ersetzen (1 - fJ) p~ durch seinen Wert nach (110), dann wird . 

I I iX + r . Inax I I 
m Vx = A(m) - p x ' t-max+m - I . It-max+iIl + r' n-",a",+m 

tax 
L oe w y. Versicherungsmathematik. 4· Aufl. i 
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oder nach (137) 

(154) m V~ = m V" _(X_·lt
l
-'lIIa"'+1n + y (In-",a",+m- It-,,,a"'+11! II!!..a~) . 
ta", ta", 

Die F ormeln (152) bis (154) bestimmen das Deckungska pi tal m V ~ 
nach der Methode der ausreichenden Pramien, solange m < t, d. h. 
solange Pramien vereinnahmt werden l ). 

Fur m > t reduziert sich (152) auf 

(152') mV~ = A(m) + Y . In-maHm; 
denn in (152) verschwinden das zweite und vierte Glied rechter Hand, weil 
nach Ablauf der Pramienzahlung Inkassokosten und Pramieneinnahme 
fortfallen. Da die V'sdauer njahrig ist, kommen in (152') und in allen 
folgenden Formeln fUr m nur Werte < n in Frage. Unter dem sich fUr 
m = n einstellenden loa",+,n, einer nullmal zur Auszahlung gelangenden 
Rente, solI naturlich Null verstanden werden. 

Da fUr zur Zeit pramienfreie V'en nach (134) m V", = A(m) ist, laBt 
sich (152') auch schreiben: 

(154') mV~ = mV", + Y • In-ma,,,+m; 
dies ist die Reduktion von (154) fUr m > t. 

Die Formeln (154) und (154') veranlassen die Einfiihrung einer GroBe 
m U"" die wir definieren: 

Fur m < t soIl 

(155) mU", = y(ln-ma",+,,,- it-'lIIaHm\~:)' 
fur m > t solI 

(iSS') ",U", = Y . !n-maHm 
sein. Dann kann man (154) und (154') schreiben 

(156) V , - V - (X • It-ma",+m + U (m < t), 
mX-'ln% I In'" 

ta", 

(156') mV; =mV", +mU", (m>t). 

Die GroBe mU", bezeichnet man als Verwaltungskostenreserve. 
(155) stellt namlich mUx [vgl. (137)] innerhalb der tjahrigen Pramien­
zahlungsdauer (m < t) als prospektives Deckungskapital nach der Netto­
methode fUr eine V. dar, bei der die Anstalt wahrend der njahrigen 
V'sdauer alljahrlich die Summe y in Rohe der Verwaltungskosten zu 
verausgaben hat und hierfur t Jahre hindurch die diesen Leistungen 

entsprechende Jahrespramie y • I~'" vereinnahmt2). Mithin ergibt sich 
ta", 

1) Da die ganze positive Zahl m < t ist, so gelten die Formeln (152), (153) 
und (154) und alle weiteren Formeln des Textes, fiir die m < t ist, nur fUr V'en 
mit mehrfacher Pramienzahlung, also t > 2; hingegen treffen aile fUr m > t giil­
tigen, mit einem Akzent versehenen Formeln auch fur V'en mit einmaliger Pramien­
zahlung (t = 1) zu. 

2) Die t malige Zahlung " . Ina", hat den Barwert " . hax . Ita =".: a und 
, Itax I Itax I x i n x 

deckt daher eine n mal faIlige J ahresausgabe i'. 
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aus der Bedeutung des Deckungskapitals nach der Nettomethode: Die 
jahrlichen noch (n - m) Jahre laufenden Verwaltungskosten 'Y konnen 
bestritten werden aus der am Ende des mten V'sjahres vorhandenen 
Verwaltungskostenreserve mU", und dem noch (t - m) mal zu verein­
nahmenden, in der ausreichenden Jahrespramie p~ enthaltenen Ver-

waltungskostenzuschlag y • I'na", (vgl. S. 70). Da sich bei der Netto-
ta", 

methode das Deckungskapital auch aus den Dberschussen der rech­
nungsmaBigen Einnahmen uber die rechnungsmaBigen Ausgaben an­
sammelt, laBt sich mU", retrospektiv als diejenige Summe erklaren, die 
bis Ende des m ten V'sjahres von den alljahrlich in den ausreichenden 

Pramien P; vereinnahmten Verwaltungskostenzuschlagen y. 'Ina", ge-
ta", 

bildet wird, wenn aus ihnen nur die jahrlichen Verwaltungskosten y 
bestritten werden. Die prospektiven Formeln (155) und (155') lassen 
sich auch mittels (27) nach einer kleinen Rechnung: 

(157) mU", = ylna", H", -:- ~+m _ )' H", - N.'H1n (m < t) 
Ita", Dx+rn Dx+rn 

und 

(157') 

schreiben. Wie (135) lehrt1), stellen (157) und (157') die Verwaltungs­
kostenreserve mU", dar als retrospektives Deckungskapital einer V. mit 

der Jahrespramie 1'. ,Ina"" die tmal zahlbar ist, und mit der n mal 
ta", 

falligen Jahresausgabe y. 
Fur t = n hat der jahrliche Verwaltungskostenzuschlag den Wert 

y • Il
na", = l' und wird immer sofort durch die jahrlichen Verwaltungs-
na", 

kosten y aufgebraucht. Fur t = n bildet sich daher keine Verwaltungs­
kostenreserve; dies wird auch aus Gleichung (155) ersichtlich, die fUr 
t = n in mU", =0 ubergeht. Nur bei so1chen V'en, bei denen die 
Pramienzahlung nicht wahrend der ganzen V'sdauer stattfindet, bildet 
sich eine Verwaltungskostenreserve mU",; fUr diese V'en (t < n) ist auch 

der jahrliche Verwaltungskostenzuschlag y. Iln~'" groBer als die ja.hr-
_ ta", 

lichen Verwaltungskosten 'Y. Hieraus kann man noch schlieBen, daB 
in den t Jahren der Pramienzahlungsdauer die Verwaltungskosten­
reserve bestandig wachst und am Ende des tten V'sjahres, fur das 

") In (135) ist den Angaben des Textes entsprechend zu setzen: 
Inax 

Pix} = P{X}+1 = ... = p{X}+t-l = )' . -I -, p{x}+t = p{X}+t+l = ... = 0, ,ax 
Sx = S.1:+1 = ... = 0, rx = YX+l = ... = YX +n - 1 = '}', Yx + n = Yx+n+l = ... =0. 
Die ersten Bestandteile von (157) und (157') kann man auch aus (136) und 
(136') entnehmen. 

7* 
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zum letzten Male Priimie gezahlt wurde, ihren groBten Wert r ·In-ta.,+t 
annimmt. Dann deckt diese Verwaltungskostenreserve wahrend der 
iibrigen priimienfreien Zeit aile kiinftigen Ausgaben an Verwaltungs­
kosten. Aus (156') entnehmen wir noch die wichtige Tatsache, daB 
die Methode der a usreichenden Priimien fiir zur Zeit priimien­
freie V'en ein hoheres Deckungskapital als das der Netto­
methodeliefert,indemzuletzterem noch derKapitalwert ailer kiinf­
tigen Ausgaben fiir Verwaltungskosten, die Verwaltungskostenreserve, 
hinzutritt. Diese ist besonders wichtig fUr V'en mit einmaliger Priimien­
zahlung (t = 1). 

Zur Behandlung der Zeit, in der Priimien vereinnahmt werden, 
m < t, fUhren wir noch die GroBe mV", ein, die wir definieren durch 

(158) 

Die durch (158) erkliirte GroBe mV", heiBt das Zillmersche 
Deckungskapital; sie ist von Zillmer l ) eingefiihrt worden. Nach 
(137) liiBt sich (158) auch schreiben: 

(159) mV", = A(m) - (p", + It:.,) . It-ma.,+m' 

Bei Verwendung von (158) geht die fiir die Zeit der Priimienzahlung 
giiltige Formel (156) iiber in 

(160) mV~=mV~+mU",. 

Diese Formel besagt: Das Deckungskapital nach der Me­
thode der a usreichenden Pramien ist fur die Zeit, wo Pra­
mien zu zahlen sind (m < t), gleich dem Zillmerschen Dek­
kungskapital vermehrt um die Verwaltungskostenreserve. 

Wir gelangten 2) infolge des Prinzips der ausreichenden Priirnien zu 
dem durch Formel (159) gegebenen Zillmerschen Deckungskapital. 
Zillmer selbst kam durch alleinige Betrachtung der mit der An­
werbung einer V. verkniipften einmaligen Unkosten zu seiner Formel. 
Trotz der mit dem AbschluB einer V. verbundenen Anwerbekosten 
erhiilt die versichernde Anstalt bei jiihrlich gleichbleibender Priirnien­
zahlung im ersten V'sjahre keine hohere Bruttopramie als in den 
folgenden Jahren. Die Differenz zwischen einer Brutto- und einer 
Nettopriimie reicht nicht zur Deckung der Anwerbekosten. Um diese 
zu beschaffen, nimmt man sie auf folgende Weise iiber die ganze V's­
dauer verteilt an: 1st IX die Rohe der einmaligen Unkosten fiir die 

1) Von A. Zillmer sind zu nennen: Beitrage zur Theorie der Pramienreserve. 
Stettin 1863. Die rationelle Deckung der AbschluBkosten in der Lebensv. Asse­
kuranzjallrbuch Jg. 2. 1881; femer seine Erwiderung zur Widerlegung eines 
Artikels von Heym in den Jahrbuchem f. Nationalokonomie u. Statistik Bd.5 
der neuen Folge, Jg.1882. 

2) Vgl. hierzu die schon oben S.68 zitierten Schriften von Hockner und 
Altenburger; femer den historischen und kritischen Aufsatz von Engelbrecht: 
Das Deckungskapital in der Lebensv. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 7 
S.611. 1907. 
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Einheit der versicherten Summe, so kann man dem Versicherten den 
Betrag tX aus dem Vermogen der Anstalt mit der Verpflichtung vor­
geschossen denken, daB er diesen Betrag wahrend der tjahrigen Pramien­
zahlungsdauer zu tilgen hat. Dies geschieht dadurch, daB der xjahrige 

tX 
alljahrlich neben seiner Nettopramie Pz noch die Summe -I - entrichtet, 

taz 
auf die wir schon bei der ausreichenden Pramie P~ (S. 70, Posten 2) ge­
fiihrt wurden und deren tmalige Zahlung, wie dort gezeigt, die einmaligen 
Unkosten tX deckt. Man gelangt demnach auch zu Formel (159). wenn 
man das Deckungskapital definiert als Differenz des Barwertes A(m) 

der von der V'sanstalt auszuzahlenden V'ssummen und des Barwertes 
der jahrlichen Einnahmen; als solche werden hier die Nettopramien Pz an-

gesehen, vermehrt urn die Tilgungsquoten -, tX , die der Versicherte 
taz 

zur Ablosung der ihm als vorgeschossen zu denkenden Summe tXl), 
der ersten Unkosten, alljahrlich in seiner Bruttopramie mitbezahlt. 

Das Zillmersche Deckungskapital laBt sich demnach als ein pro­
spektives Deckungskapital nach der Nettomethode bei einer kiinftigen 

tX 
Pramieneinnahme Pz + -I - ansehen. Die zuletzt genannte GroBe be-

taz 
zeichnet man als Reservepramie; ihr erster Teil deckt die eigent­
lichen V'sleistungen, ihr zweiter die von der Anstalt verausgabten 
Erwerbskosten IX. 

Da sich bei der Nettomethode das Deckungskapital auch aus den 
Dberschiissen der rechnungsmaBigen Einnahmen iiber die rechnungs­
maBigen Ausgaben ansammelt. laBt sich das Zillmersche Deckungs­
kapital m Vz ebenfalls retrospektiv deuten. Es bildet sich aus den bis 

zum Ende des m ten V'sjahres vereinnahmten Reservepramien P z + _I tX , 
·taz 

wenn aus ihnen die eigentlichen V'sleistungen sowie die zu Beginn der 
V. aufgewendeten Erwerbskosten tX bestritten werden. Der retrospek­
tive Charakter von m Vz kann auch formelmaBig ersichtlich gemacht 
werden, indem man (158) durch (27) umformt. Nach einer kleinen 
Rechnung erhaI.! man: N _ N D 

V V tX z z+m z 
m z =m z + -,- - tX--; 

taz Dz+m Dz+m 
der erste Teil mVs, das Deckungskapital der Nettomethode, sammelt 
sich aus den Nettopramien Pz , wenn aus ihnen die V'sleistungen be­
stritten werden; der zweite Teil bildet sich, wie die retrospektive For­
mel (135) durch Spezialisierung 2) lehrt, aus den jahrlichen Zuschlagen 

1) Dieses VorschieBen der Summe ~ an den Versicherten driickt sich formel­
maBig darin aus, daB sich nach (158) das anfangliche Zillmersche Deckungs­
kapitaI 017", = -IX ergibt; es ist also auch gleich dem anfanglichen ausreichenden 
DeckungskapitaI 0 V~ = - IX • 

• ) In (135) ist 1'", = IX, aIle anderen l' und s gleich Null, 
IX 

PM = P{"'}+l = ... = P{",}+I-l = -I ,P(",}+I = P{",}+I+l = ... = 0 
la", 

zu setzen. 
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IX 
- - wenn von ihnen der 'Wert der anfanglichen Erwerbskosten m 

Ita", ' 
Abzug kommt. 

Da It-ma",+m mit wachsendem m bei festem t (m < t) seiner Be­
deutung nach als Wert einer t - mmal zahlbaren Pranumerando­
leibrente kleiner und kleiner wird, nahert sich das Zillmersche Deckungs-
kapital mY"" wie (158) lehrt, dem hOheren Deckungskapital nach der 
Nettomethode mit wachsendem m mehr und mehr. Schlief31ich er­
reicht das Zillmersche Deckungskapital das nach der Nettomethode ge­
wonnene. Zum Beweis setzen wir in (159) m = t - 1 und erhalten, cia 
Ila",+t-I=1 ist: 

(159') t-IV", = A(t-I) - (p", +It:.J· 
Bei Beginn des tten V'sjahres, unmittelbar nach dem Zeitpunkt, fUr 
den wir t-1V", berechneten, kommt zu dem durch (159') bestimmten 
Deckungskapital die Reservepramie hinzu, wodurch es sich auf A(t-l) 
erhoht. Dieselbe Summe liefert auch die Nettomethode; denn nach 
(137) ist t-1 V", = A(t-I) - Px; fUgt man hierzu, da es sich urn die 
Nettomethode handelt, die Nettopramie P"" so erhalt man eben­
falls A(t-l)' 

Das Zillmersche Deckungskapital m V", kann negativ werden. Dies 

.. . (58) It-.max+m V . d d h B . tntt em, wenn 111 1 IX • --1----- > m '" Wlr, . . IX ZU gro 1St. 
ta", 

Wachsen die Deckungskapitalien bei wiederholter Pramienzahlung 
mit der Zeit, wie es bei der normalen Todesfallv. der Fall ist, so werden 
sie nicht negativ, wenn bereits das Deckungskapital IV" nach einem 
Jahre Null ist oder einen groBeren Wert besitzt. Nach (158) und (145) ist: 

(161) 

also 

,,57x = (P(m) - Px -It:J ·It-maX+m, 

IV., = (P(l) - P'" - ~~:) . It-lax+!' 

Da m < t und m mindestens 1 ist, wird t - 1 > 0, und It-lax+! ist 
als eine t - 1 mal zahlbare Pranumerandoleibrente ungleich Null. Da-

mit 1 Vx = ° wird, muB demnach 

IX 
(162) P(l) - P'" - -I - = ° oder IX = Itax (P(l) - Px) 

Itax 

sein. Der durch (162) bestimmte Wert des IX heiBt das Zillmersche 
Maximum flir' die ersten Unkosten. Diese sollen namlich, wie 
Zillmer verlangt, fUr die Einheit der versicherten Summe den Betrag 
Itax (P(1) - Px) nicht libersteigen. Ein gleich dieser Grenze gewahltes IX 

reicht aber bei vielen Anstalten noch nicht aus, urn die ersten Un­
kosten wirklich zu decken. 

Wahlt man IX nach (162), so geht (159) liber in 

(163) mVx = A(m) - (Px + P(l) - P"') It-max+m = A(m) - P(l) It-ma",+m' 
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Die rechte Seite von (163) unterscheidet sich von derjenigen del' 
Formel (137) nul' dadurch, daB statt del' Nettopramie Pre des xjahrigen 
die Nettopramie P(l) des x + 1 jiihrigen getreten ist. Man bezeichnet 
daher die besprochene Methode, bei del' ffir IX das Zillmersche Maximum 
del' ersten Unkosten gewahlt wird, als x + 1 Methode. 

Das Zillmersche Deckungskapital beriicksichtigt in zutreffender 
Weise die ersten Unkosten, wiihrend sich die Nettomethode auf den 
unzutreffenden Standpunkt einer kostenlosen Anwerbung stellt. Durch 
Einfiihrnng del' ersten Unkosten ist das Zillmersche Deckungskapital 
anfangs niedriger als das del' Nettomethode; da es sich aber diesem 
mehr und mehr nahert, urn ihm schlieBlich gleich zu werden, so ist es 
bei sorgfiiltiger Wahl von Zins und Sterblichkeitstafel vollig ausreichend. 
Neue Anstalten, die von den Begriindern kein sehr betrachtliches Paten­
geschenk zur Bestreitung del' ersten Unkosten fUr die neu abzuschlieBen­
den V'en erhalten, konnen ohne Zillmerei nicht auskommen; alte 
Gesellschaften allerdings konnen in normalen Zeiten, in denen das 
Neugeschlift kein unverhliltnismaBiges tThergewicht iiber die bisherigen 
V'en besitzt, die Anwerbekosten del' neuen V'en aus ihren friiheren 
Ersparnissen decken und gleichzeitig die hohen Riicklagen der Netto­
methode ffir die Neuversicherten machen. Verfahren sie derart, so 
belasten sie nicht jede V., wie es richtig ware, mit den durch ihre Ge­
winnung verursachten Kosten, sondern ziehen die tTherschiisse del' 
alten Generation von Versicherten zur Deckung del' Anwerbung ffir die 
Neuversicherten heran. Hierdurch werden die Dividenden del' alten 
Versicherten verringert. 

Anders liegt es in anormalen Zeiten, falls ein ungewohnlich groBer 
Zugang an Neuv'en stattfindet. Dann sind, wie wir es bei del' deutschen 
Lebensv. in del' letzten Zeit erlebt haben, auch alte Anstalten nicht 
mehr in del' Lage, geniigend Mittel ffir die Bestreitung del' ersten Un­
kosten und ffir die gleichzeitige Riicklage del' hohen Deckungskapitalien 
del' Nettomethode aufzubringen und miissen diese, wenn sie das Neu­
geschaft nicht einstellen wollen, aufgeben. 

Vom wissenschaftlichen und praktischen Standpunkte ist das 
Zillmersche Deckungskapital mVre (158) odeI' besser das Deckungs­
kapital mV~ (160) nach del' Methode del' ausreichenden Prlimien, wo­
durch bei V'en mit abgekfirzter Pramienzahlungsdauer ffir die pramien­
freie Zeit noch weitergehend, als es die Nettomethode tut, eine Ver­
waltungskostenreserve geschaffen wird, dem Deckungskapital nach del' 
Nettomethode vorzuziehen. Verwendet man letzteres, so wird bei V'en 
mit abgekfirzter Pramienzahlung jedenfalls eine Erganzung dahin er­
forderlich, daB man dem m V re noch die Verwaltungskostenreserve m U re 
beifiigt, urn aus ihr die Ausgaben fiir die pramienfreie Zeit zu decken. 
Nach dem deutschen Reichsaufsichtsgesetz yom 12. V. 190P) war nur 
ein Zillmern bis 121/ 2%0 der versicherten Summe gestattet, d. h. man 
durfte in den Formeln (158) und (159) ffir IX hOchstens 0,0125 setzen 
und mit m Vre statt mit m Vre rechnen. Diese wissenschaftlich nicht be-

1) Vgl. S. 5. 
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griindete Grenze muBte infolge des erhohten Neugeschaftes, das sich 
als Folge des sinkenden Geldwertes einsteilte, aus dem Gesetz entfernt 
werden. Betreffs des Zillmerschen Deckungskapitals ist noch zu be­
merken: Man hat 0 V", = - Ix., d. h. die V. ist mit den Erwerbskosten Ix. 

belastet. Bei beginnender Pramienzahlung vermindert sich die Be­
lastung, doch kann bei hohen Erwerbskosten und langer V'sdauer 
einige Zeit vergehen, bis das Zillmersche Deckungskapital positiv wird. 
Da die Anstalt keine ZwangsmaBregel anwenden kann, wenn Ver­
sicherte mit negativen Zillmerschen Deckungskapitalien ihre Pramien­
zahlung einsteilen, ehe ihre Schuld abgetragen ist, miissen die vertrags­
treuen Versicherten beim Fortfall negativer Deckungskapitalien ein­
springen; die Anstalt deckt den Bedarf aus den eingehenden Pramien. 
ZweckmaBig kalkuliert man daher in jede Bruttopdimie von Anfang an 
einen Zuschlag ein, der der Wahrscheinlichkeit des Fortfails negativer 
Deckungskapitalien durch vorzeitigen Austritt entspricht. Yom Stand­
punkt der Bilanzwahrheit sind negative Zillmersche Deckungskapitalien 
in der Bilanz (vgl. Kap. VII, § 1) als Aktivposten zu fiihren. Ein Bestand 
von Versicherten mit richtig berechneten negativen Deckungskapitalien 
ist in normalen Zeiten auch tatsachlich ein Besitz, den ein anderer 
Versicherer urn den Preis der negativen Deckungskapitalien erwerben 
kann; denn der fragliche Versichertenbestand erganzt nicht nur sein 
negatives Deckungskapital allmahlich bis zur Rohe der vollkommenen 
V'ssumme, sondern er erfiillt infolge der in der Bruttopramie ver­
rechneten ersten Unkosten, des Zuschlages fiir vertragsbriichige Ver­
sicherte, der Inkasso- und Verwaltungskosten alle sonstigen Verpflich­
tungen und liefert wegen des in der Bruttopramie enthaltenen weiteren 
Mehrbetrages auch noch voraussichtlich "OberschuB. Entgegen diesem 
Standpunkt wird von anderer Seite verlangt, daB, urn die Anwerbe­
kosten nicht ins Uferlose wachsen zu lassen und urn die Anstalt im 
Faile iibernormaler vorzeitiger Austritte zu schiitzen, negative Zillmer­
sche Deckungskapitalien stets bei jeder einzelnen V. durch Null zu 
ersetzen seien1). Die Mehrzahl der deutschen Anstalten ist infolge 
der Geldentwertung zur Zillmerei iibergegangen2). Das deutsche Reichs­
aufsichtsamt gestattet jetzt auch fiir jede einzelne V. negative Deckungs­
kapitalien; sein Standpunkt ist zur Zeit der, daB "in die Berechnung 
des Deckungskapitals ein Satz der Erwerbskosten als dritte Rechnungs­
grundlage eingestellt werden kann, der dem Aufbau der Tarifpramie 
der betreffenden V'sgruppe zugrunde gelegt ist oder von einer friiher 
in anderer Weise ermittelten Pramie unter Beachtung ihrer weiteren 
Aufgabe voraussichtlich gedeckt werden kann" 3). Durch eine Verordnung 
vom 11. April 1923 ist der Zillmersatz fiir das Neugeschaft beschrankt, 

1) So der Standpunkt des Eidgenossischen V'samts in dessen Bericht: Die 
,:>rivaten V'sunternehmungen in der Schweiz im Jahre 1919. S.20. Bern 1921-

I) Dies trifit auch fiir die Anstalten in Deutsch-Osterreich zu, denen das 
ZiIImem durch die Verordnung vom7. Marz 1921 "betrefiend die Neufassung 
des V'sregulativs" gestattet ist. 

3) Ausfiihrungsbestimmungen des Reichsaufsichtsamts fiir Privatv. yom 
30. Mai 1921. Verofientlichungen des Reichsaufsichtsamts, Bd. 20, S. 144, 1921. 
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und zwar ist er naeh der V'skombination versehieden. Naeh mir ge~ 
wordener gutiger ErHtuterung des Aufsiehtsamts darf hoehstens ein 
Zillmersatz gewahlt werden, bei dessen Anwendung das Deekungskapital 
am Ende des ersten V'sjahres gleieh Null ist, und zwar nieht fUr die 
einzelne V., sondern fUr die Gesamtheit der gleiehartigen, neu abge­
sehlossenen V'skombinationen, fUr die der Bilanztermin in das erste 
V'sjahr Wlt. (Vgl. die AusfUhrungen auf S. 109/110 in § 1 des Kap. VII.) 

Die deutsche Verordnung vom 11. April 1923 ist aus der BefUrchtung ent­
standen, daB bei einem in ungewiihnlichem MaBe gesteigerten Neugeschaft die 
negativen Deckungskapitalien zu einem Abbau des vorhandenen Deckungskapitals 
und dariiber hinaus zu einem insgesamt negativen Deckungskapital fUhren. 
"Die Einstellung eines solchen Aktivums in die Bilanz bedeutet un t e r den 
gegenwartigen Verhaltnissen eine nicht zuliissige Minderung der 
Sicherheit des Lebensv'sbetriebes, weil der Wert dieses Aktivums ganz vom 
Eingang der zukflllftigen Priimien abhangt. Zur Zeit fehlt aber jedes sichere 
Urteil dariiber, welchen EinfiuB ein Steigen oder. Fallen der Kaufkraft der 
deutschen Mark sowohl bei Papiermarkv. als auch bei wertbestandigen V'en 
auf den Eingang der Priimien ausuben wird." 

4. Riickkauf und Umwandlung in eine pramienfreie 
Versicherung. 

In der Lebensv. kommt es haufig vor, daB ein Versieherter seine 
Pramienzahlung aus irgendwelchen Grunden vorzeitig einstellt. Hat 
die V'sanstalt moglieherweise uberhaupt keine Leistungen zu gewahren 
(friihzeitiger Tod des Versieherten bei der Erlebensv. oder der Rentenv.), 
so zahlt sie keine sog. Abgangsentsehadigung. Die Pramien sind bei 
diesen V'sgattungen mit bedingter Leistungspflieht so be stimmt , daB 
aueh mit Niehteintritt des V'sfalles gereehnet wird und daB dann, 
wenn die Auszahlung infolge von Tod zu unterbleiben hat, das Deekungs­
kapital von der Anstalt zur ErhOhung der Deekungskapitalien der 
Dberlebenden benotigt wird. Die Gefahr des Austrittes Kranker, die 
vermuten, vor dem Eintritt des V'sfalles zu sterben und noch soviel 
wie moglieh retten moehten, verbietet, den Ruckkauf zuzulassen. 
Jedoch konnte man auch bei Erlebensv'en, wenn der Austretende 
guten Gesundheitszustand nachweist und nieht an Selbstmord oder 
Duell zu denken ist, eine Abgangsentschadigung gewahren. 

Eine Abgangsentschadigung oder, wie man sagt, ein Ruckkaufspreis 
wird fUr diejenigen V'sarten geleistet, bei denen die versieherte Summe 
unter allen Umstanden zur Auszahlung gelangt. Bei ihnen wird das 
Deckungskapital immer nur fUr den Eintritt des betreffenden V'sfalles 
gesammelt; es hOrt daher bei vorzeitiger Aufgabe der V. in den Buchern 
der Anstalt auf, ohne zur Erh6hung der Deekungskapitalien der anderen 
Versieherten oder fUr sonstige Zweeke benotigt zu werden. Versehiedene 
Grunde spreehen daffu, einem Versieherten nicht das ganze auf seine 
V. angesammelte Deckungskapital, das mit seinem Rucktritt verfugbar 
wird, als Ruckkaufspreis zu gewahren, sondern einen Abzug vorzu­
nehmen. Die Anstalt wendet bei Erwerb der V. die ersten Unkosten 
in der Voraussetzung auf, diese aus den kunftigen Pramien allmahlieh 
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zuriickzuerhalten; Anstalten, die das Deckungskapital m v,. nach der 
Nettomethode bestimmen, werden daher dem Riicktretenden hochstens 
dieses, gekiirzt um die noch nicht getilgten Anwerbekosten, zuriick­
geben, d. i. das Zillmersche Deckungskapital mVz (158) auf S.100, 
wobei fiir (X die vollen wirklich aufgewendeten ersten Unkosten zu 
nehmen sind. Ferner ist das Deckungskapital mVz ein Durchschnitts­
wert, der durch Division des Deckungskapitals m~z der ungetrennten 
fingierten Gesellschaft durch 1z+m erhalten wurde; der Bestimmung 
von m V" liegt also die Hypothese zugrunde, daB l:z:+m Personen, die 
nach m Jahren von einer gleichzeitig unter denselben Bedingungen in 
die V. eintretenden Anzahllz verbleiben,'dann noch gleichwertig sind. 
Man ist aber vielfach der Meinung, daB bei der Todesfallv. vorwiegend 
gute Risiken vorzeitig zuriicktreten und daher eine Ubersterblichkeit 
des verbleibenden Restes zur Folge haben; Leute mit schlechtem Ge­
sundheitszustand werden auf jede Art danach streben, ihre V. aufrecht 
zu erhalten. Diese mogliche "Antiselektion", die allerdings nicht sta­
tistisch bewiesen istl), bildet auch einen Grund, das den Riickkaufenden 
zu gewahrende Deckungskapital etwas niedriger zu bemessen, als es 
sich fiir die Vertragstreuen ergibt. Auch ein der Anstalt durch den 
Riicktritt entgehender Gewinn, die durch einseitige Losung des V's­
vertrages mogliche Herabminderung des Versichertenbestandes und die 
hiermit verkniipfte Steigerung des Risikos des Versicherers, ferner die 
mit dem Riickkauf fUr die Anstalt entstehende Arbeit lassen einen 
Abzug am Deckungskapital gerechtfertigt erscheinen. Wegen derheute 
iiblichen hohen Erwerbskosten einer V. wird in den ersten V'sjahren 
das Zillmersche Deckungskapital sehr klein, wenn nicht sogar negativ. 
Infolgedessen findet bei Aufgabe der V. in den ersteh Jahren iiberhaupt 
keine Entschadigung statt; spater wird der Versicherte durch einen 
gewissen konstanten oder einen mit der V'sdauer steigenden Prozent­
satz des Deckungskapitals entschadigt 2). Deutsche Anstalten, die das 
Deckungskapital nach Zillmer unter voller Beriicksichtigung der An­
werbekosten berechnen (fUr (X hohe Werte wahlen), sind verschiedent­
lich dazu iibergegangen, ihren Versicherten gleichbleibend 95% oder 
100% des Deckungskapitals, im letzteren Falle zumeist um eine be­
stimmte, geschaftsplanmaBig festgesetzte Gebiihr gekiirzt, als Riick­
ka ufswert - so bezeichnet man die den Abgehenden gewahrte Ver­
giitung - zu zahlen. § 176 des deutschen Reichsgesetzes iiber den 
V'svertrag bestimmt fUr V'sverhaltnisse, die mindestens 3 Jahre be­
standen haben: "Wird eine Kapitalv. fur den Todesfall, die in der Art 
genommen ist, daB der Eintritt der Verpflichtung des Versicherers zur 
Zahlungdes vereinbarten Kapitals gewiB ist, durch Riicktritt oder 

1) Es wird sogar von guten Kennern des V'swesens auch die entgegengesetzte 
Ansicht vertreten, daB zumeist finanziell heruntergekommene Person en, die infolge 
ihrer schlechten Verm6gensverhaltnisse erh6hte Sterblichkeit aufweisen, zuriick­
treten. 

0) Weiteres iiber Riickkauf sowie Literaturangaben in des Verfassers Artikel 
"Riickkauf", Manes' V's-Lexikon, Erganzungsband 1913, S. 559; ferner Bericht 
des Eidgen6ssischen V'samtes: Die privaten V'snnternehmungen in der Schweiz 
im Jahre 1918. S. XXIff. Bern 1920. 
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Kiindigung aufgehoben, so hat der Versicherer den Betrag der auf 
die V .. entfallenden Pramienreserve zu erstatten." "Der Versicherer 
ist zu einem angemessenen Abzug berechtigt." Aus der Zahlung eines 
Riickkaufpreises folgt \iuch, daB die V'sanstalt dem Versicherten seine 
Police, wie man den V'sschein bezeichnet, bis zur Rohe des Riick­
kaufswertes beleihen kann. Man spricht dann von einem Policen­
darlehen. 

Sind fiir eine V. mindestens 3 Jahre Pramien bezahlt, so besagt 
§ 174 des deutschen Reichsgesetzes iiber den V'svertrag: "Der V's­
nehmer kann jederzeit fiir den SchluB der laufenden V'speriode die 
Umwandlung der V. in eine pramienfreie V. verlangen. Wird die Um­
wandlung verlangt, so tritt mit dem bezeichneten Zeitpunkt an die 
Stelle des vereinbarten Kapital- oder Rentenbetrages der Betrag, der 
sich fiir das Alter desjenigen, auf dessen Person die V. g~nommen ist, 
als Leistung des Versicherers ergibt, wenn die auf die V. entfallende 
Pramienreserve als einmalige Prarnie angesehen· wird." Die Umwand­
lung einer V. mit bedingter Leistungspflicht in eine pramienfreie V. 
beraubt die Anstalt nicht des Deckungskapitals; sie ist also etwas 
wesentlich anderes als der Riickkauf. Bei der Umwandlung von Todes­
fallv'en kommt gewohnlich das volle Deckungskapital (so nach den 
Normativbestimmungen, Zitat S. 6) - nach dem deutschen Reichs­
gesetz ware der Versicherer zu einem angemessenen Abzug berechtigt -
in Anwendung, und zwar wird es als einmalige Pramie beniitzt. 

Beispiel: Die im Alter x abgeschlossene einfache Todesfallv. auf 
das Kapital C solI am Ende des m ten V'sjahres in eine pramienfreie 
umgewandelt werden. Welche Summe bleibt versichert? Das Deckungs­
kapital am Ende des m ten V'sjahres betragt C . m V",. Durch einmalige 
Zahlung der Bruttopramie A~+m schlieBt ein x + mjahriger eine Todes­
fallv. auf die Summe 1 abo Durch die Summe C . m V" ist mithin der 

Betrag C~:" V", versichert, auf den die beitragsfreie Police ausgeschrieben 
"'+m 

werden kann. 
1m Zahler beniitzt man bei der heute iiblichen Deckungskapital-

berechnung zumeist das Zillmersche Deckungskapital m V",. 1m Nenner 
verwendet man haufig statt der Brutto- die von den Franzosen sog. 
In yen tarpramie, d. h. die urn den Wert der kiinftigen Verwaltungs­
kosten vermehrte Nettopramie. Die Rohe der beitragsfreien Police ist bei 
dieser Bestimmung 

denn fiir den (x + m)jahrigen sind A",+m die Nettopramie und raH'" 
der Wert der Verwaltungskosten bis zu seinem Tode, wenn diese all­
jahrlich r betragenl). 

1) Bericht des Eidgeni:issischen V'samtes: Die privaten V'sunternehmungen in 
der Schweiz im Jahre 1919. S.29. Bern 1921, 
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VII. Die Bilanz. 
I. Aktiva und Passiva. 

Alljahrlich hat eine V'sanstalt eine Bilanz, d. h. eine Ubersicht uber 
ihre Aktiva und Passiva, aufzustellen. Ihr Zweck ist die Bestimmung 
des Vermogensstandes der Anstalt am Schlusse des Geschaftsjahres. 

Zu den Passiven gehOren in erster Reihe die Deckungskapitalien 
der einzelnen V'en, deren Gesamtheit als das Deckungskapital oder 
die Pramienreserve der V'sanstalt oder das totale Deckungskapital 
bezeichnet wird. 

Der Eintrittstag des einzelnen Versicherten in die V., mit dem fUr 
ihn alljahrlich ein neues V'sjahr beginnt, fallt gewohnlich nicht mit 
dem Beginn des Geschaftsjahres zusammen, wofUr zumeist der 1. Januar 
gewahlt wird. Daher mussen wir noch das Deckungskapital der Einzelv. 
unter der Voraussetzung, daB der Versicherte m + mJm2 Jahre ver­
sichert ist, behandeln; m1/m2 bedeutet dabei einen echten, positiven 
Bruch, m eine ganze positive Zahl. Am Ende des mten V'sjahres ist 
fUr die Einheit der versicherten Summe das Deckungskapital m V", vor­
handen. Wir denken uns eine V., bei der zu Anfang des m + 1 ten 
V'sjahres die jahrliche Bruttopramie, deren Nettopramie P", ist, be­
zahlt wird; hierdurch erhoht sich das Deckungskapital auf mV",+ P",l). 
Am Schlusse des m + 1 ten V'sjahres ist das Deckungskapital m+lV",; 
mithin ist es im Laufe eines Jahres von dem Zeitpunkt unmittelbar 
nach der Pramienzahlung bis zum SchluB des Jahres urn: 

m+l V ", - (m V ", + P",) 
gewachsen. Nimmt man im Verlaufe eines Jahres die Anderung pro­
portional der verflossenen Zeit an, so betragt sie fUr m1/m2 Teile des 
J ahres : / (V V P ) m1 m2 m+l '" - m '" - ",. 

Fugt man hierzu m V", + P"" so hat man das Deckungskapital 
m, V", fUr die Einheit der versicherten Summe m + m1/m2 Jahre 

m+-m, 
nach dem Beginn der V., namlich 

m+-;;;; m2 
{ 

m,V", = mV", + P", + m1 (m+1V", - mV", - P",) 

(164) = [:: 'm+1 V", + (1 - :~) 'm V",] + Px(1 

1) 1m Texte wurde der Einfachheit wegen die Annahme gemacht, daB der 
Versicherer zu Beginn des m + 1 ten V'sjahres keine Auszahlungen an Lebende 
zu ma~hen hat; ist von ihm hierfiir vertragsmaBig die Summe r",+ .. aufzuwenden, 
so ist in den Formeln des Textes von m Vx stets noch rx+m zu subtrahieren; fiir 
(165) tritt dann 

+ , V = m+1 Vx + m V., - rx+". + Px • 
m • '" 2 2 

Z. B. ist fiir die aufgeschobene Leibrentenv. in der Hohe 1 (5.39/40) das Deckungs­
kapital zur Zeit, wo bereits Renten fallig sind. gegeben durch 

1 V = a",+m+1 + a.,+m - 1 . 
m+2" x 2 ' 

die gleiche Formel gilt auch flir die lebenslangliche Leibrentenv. (5. 35). 
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Eigentlich muBte man fUr jede V. am Tageder Bilanz ihre Dauer 
m + m1/m2 bestimmen, m, V", berechnen und mit der H6he des 

m+-m, 
versicherten Kapitals multiplizieren, urn das Deckungskapital fUr jede 
einzelne V. und hieraus das Gesamtdeckungskapital zu finden. Der 
Kfuze halber betrachtet man jeden, der zwischen m und m + 1 Jahre 
versichert ist, als durchschnittlich m + -} Jahre versichert und bildet 
nach (164) die GroBe m+}V"" 

(165) +,V = m+~+mV", + p"'. 
m • '" 2 2 

Das Deckungskapital der einzelnen V. erscheint als das arithmetische 
Mittel aus dem Deckungskapital des laufenden und des vergangenen 
V'sjahres, vermehrt urn die halbe Nettopramie. Multipliziert man (165) 
mit der H6he der V'ssumme und addiert alsdann die Deckungskapitalien 
aller einzelnen V'en, so erhalt man das totale Deckungskapital der 
V'sanstalt. Statt dessen fUhren manche Anstalten in ihren Passiven 
das "kaufmannische" Deckungskapital; es besteht nur aus dem Teil 

des totalenDeckungskapitals, der in (165) dem Summanden ~+l V", + m V", 

entspricht; der von P", gebildete Teil wird dann als unverdien;e oder 
2 

vorausbezahlte Pramie, die eigentlich erst dem nachsten Rechnungs­
jahre zufillt, angesehen und in der Bilanz unter den Passiven als be­
sonderer Posten "Pramienubertrage" gebuchtl). Die meisten An­
stalten, in deren 'Bilanzen gesondert Pramienubertrage erscheinen, 
berechnen diese nicht aus der Netto-, sondern aus der Bruttopramie, 
bisweilen, nachdem sie diese urn einen gewissen konstanten Prozent­
satz ffu sofort fillig gedachte Inkasso- und Verwaltungskosten gekurzt 
haben. Anstalten, die zillmer~ verwenden als Deckungskapital das 
Zillmersche Deckungskapital mV", [(158) auf S.100] und haben nicht 
die Nettopramie, sondern mindestens die Reservepramie (S. 101) bei 
den Pramienubertragen einzusetzen. 

Die in dem Pramieniibertrag ~"- enthaltene Risikoausgabe, d. h. die halbe 
2 

Differenz zwischen Pramie und Sparbetrag oder nach Formel (148s) die GroBe 

P:r;- (",V:r;·'v - "'_lV,,), heiBt der Risikopramienubertrag. Fiir Zillmernde 
2 _.. - -

Anstalten ist der Risikopramieniibertrag P:r; - ( .. V., v - ",-1 V",), wobei P", die 
2 

Reservepramie und V das Zillmersche Deckungskapital bedeuten. Fiir die neu abge-
2:P+~' v- ~ ~. 

schlossenen V'en betragt dergesamteRisikopramieniibertrag ... 0 v 1 , 
2 

wobei 2: P die Summe der Reservepramien aller im Bilanzjahre neu ab­
geschlossenen V'en, 2: oV und 2: 1 V ihre Zillmerschen Deckungskapitalien zu 
V'sbeginn und nach einem V'sjahre bedeuten. Verlangt man entsprechend der 
deutschen Verordnung yom 11. April 1923, die aus wirtschaftlichen, nicht aus 
mathematischen Griinden hervorgegangen ist, daB das Gesamtdeckungskapital 

1) Vgl. hierzu Veriiffentlichungen des Kais:Aufsichtsamts f. Privatv. Jg. 1905. 
S. n. 
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der mit laufender Priimie neu abgeschlossenen V'en nicht kleiner als der Risiko­
pramieniibertrag ist, so erhalt man 

_~-,-o_V_+_~---:,,--l V_+ ~ P > ~ p + ~ 0 V - v 2: 1 V d (1 + ) ~ V > d 
2 = 2 0 er v 1 =0, . h . 

.l' 1 V > 0, wie dies am Ende von § 3 des vorigen Kapitels angegeben ist. 

Unter den Passiven ist ftir V'en, bei denen sich die Pramienzahlung 
nicht tiber die ganze V'sdauer erstreckt, auch die V erwalt u ngs­
kostenreserve als Passivposten aufzunehmen. Dem kaufmannischen 
Deckungskapital entsprechend kann man sie ftir die Einheit der V's-

. mU~ + m+1U~ h B . Ald' d D k summe mIt verrec nen. el nsta ten, Ie as e-
2 

kungskapital nach der Methode der ausreichenden Praniien bestimmen, 
also m V~ [(160) auf S. 100] verwenden, ist die Verwaltungskostenreserve 
in dem Deckungskapital als ein Bestandteil desselben enthalten. 

Statt (165) mit der Hohe der V'ssumme zu multiplizieren und durch Addition 
der Deckungskapitalien der Einzelv'en das totale Deckungskapital zu bestimmen, 
leitet man es zurVerringerung der Multiplikationen zumeist durch sog. Gruppen­
rechnung her. Diese besteht darin, geeignete Gruppen Versicherter zusammen­
zufassen und sogleich das Deckungskapital der ganzen Gruppe zu berechnen. 
Fiir die gemischte Todesfallv. mit durchgehender Pramienzahlung kann man 
Gruppen von am Bilanztage gleichaltrigen Versicherten bilden, deren V. gleich­
zeitig bei demselben Lebensalter ablauft. Das Deckungskapital aller am Bilanz­
tage k bis (k + 1)jahrigen Versicherten, deren V. gleichmaBig beim Alter z ihr 
Ende erreicht, betragt nach (165) und (140): 

Ak-.-=--kl + AH1Z-=-.t=l1 ~S _ !.-k'lk + 1.-k-laHl .l' P + .l' P; 
2 2 2 

hierbei ist .l'S die Summe der versicherten Kapitalien und .l' P die Summe der 
zu vereinnallmenden J ahresnettopramien in der Gruppe. Dnter den am Bilanztage k 
bis (k + 1 )jahrigen Versicherten konnen sich solche von beliebigem Beitrittsalter 
befinden. Anstalten, die zillmern, werden, urn das Zillmersche Deckungskapital zu 
erhalten, .l' P durch die Summe der zu vereinnallmenden Jallresreservepramien 
[vgl. S. 109 und Formel (159)] ersetzen. Man kann die Versicherten auch nach 
gleichem Alter am Bilanztage und iibereinstimmendem Beitrittsalter, ohne Riick­
sicht auf den Ablauf der V. gruppieren. Fiir die Gesamtheit aller im gleichen Alter % 

Versicherten, die am Bilanztage in demselben Alter von k bis k + 1 J ahren stehen 1 ), 

betragt das Deckungskapital nach (165) und der retrospekti yen Formel (136): 

~(Nx-Nk + Nx -NH1 +1).l'P_~.(Mz-Mk + M x -1l1k +1 )2:S. 
2 Dk Dk+1 2 Dk D/I:+l 

Hierbei bedeuten wie oben 1: P die S1lD1me der zu vereinnahmenden Nettopramien 
und l: S die Summe der versicherten Kapitalien in der Gruppe. Anstalten, die 
zillmem, haben 1: P durch die Summe der zu vereinnahmenden Reservepramien zu 
ersetzen und noch 1 (D D) __ " + __ x_ .l'£¥ 

2 D/I: D k +1 ' 

wobei l: IX die Summe aller Anwerbekosten bedeutet, zu subtrahieren (vgl. die 
letzte Formel auf S. 101). 

Zu den Passiven geh6rt ferner die sog. Schadenreserve oder 
Reserve ftir schwebende V'sfalle. In diese sind aile am Tage 
der Bilanz bereits fallig gewordenen versicherten Summen, die von 

1) Also eine gleiche V'sdauer von m bis m + 1 Jahren, m = k - %, besitzen; 
in Formel (136) wurde auch k = % + m gesetzt. 
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der Gesellschaft aus irgendwelchen Grunden noch nicht ausgezahlt 
wurden, aufzunehmen; auch sind fur etwaige zweifelhafte Falle richtige 
Schatzungswerte einzusetzen. Fur V'en mit festem Auszahlungstermin, 
die zur Zeit der Bilanz pramienfrei sind (vgl. S. 61), hat man die Bar­
werte der versicherten Summen am Bilanztage in die Schadenreserve 1) 
einzustellen. 

Einen wichtigen Passivposten bildet auch die Gewinn- oder Divi­
dendenreserve der Versicherten2). Der Teil des Jahresuberschusses, 
der den Versicherten zufallen soll, kommt dem einzelnen Versicherten 
zumeist nicht sofortund auch nicht in der dem betreffenden Jahres­
uberschuB entsprechenden H6he zugute, sondern flieBt gewi:ihnlich 
zuerst in die Gewinnreserve, in der er zunachst einige Jahre als Eigen­
tum der Anstalt verbleibt. Diese MaBregel soll einen Sicherheitsfonds 
schaffen, der satzungsgemaB bei auBerordentlichen Verlusten heran­
gezogen werden kann, ferner und vor allem wird durch diese Ruck­
stellung ermi:iglicht, den Versicherten wahrend einer Reihe von Jahren 
einen gleichmaBigen Dividendensatz zu zahlen. 

Zur Kontrolle der Gewinnreserve und zur Feststellung, ob der fiir die einzelnen 
Policen in Aussicht genommene Dividendensatz dauemd in der gleichen Hohe 
aufrecht erhalten werden kann, bestimmt man ahnlich dem totalen Deckungs­
kapital die totale rechnungsma13ige oder technische· Dividendenreserve fiir alle 
mit Gewinnbeteiligung Versicherten und vergleicht sie mit der tatsachlich vor­
handenen Dividendenreserve; hiervon wird noch im XIV. Kapitel die Rede sein. 

Werden von einer V'sanstalt fiir besonderes Risiko (schwachliche 
Personen, gefahrdete Bernfe usw.) Extrazuschlage zur Pramie erhoben, 
so werden diese vielfach einer Risikoreserve 3) zugefuhrt. Diese ist 
ebenso wie die Kriegsreserve 4), die die Anstalt zur Auszahlung fiir 
Sterbefalle infolge Beteiligung am Kriege bildet, unter den Passiven 
zu fiihren. Zu den Passiven gehi:iren ferner Rucklagen-, Sicherheits- und 
Extrafonds, die nicht als Eigentum der V'sanstalt anzusehen sind, noch 
nicht abgehobene Gewinnanteile der Versicherten, Guthaben dritter 
Personen, sowie im voraus erhaltene, noch nicht flillige Pramien. 

Den Passiven gegenuber stehen die den Besitz der V'sanstalt bil­
denden Aktiva, die in Wertpapieren, Hypotheken, Grundstucken, barer 
Kasse, AuBenstanden usw. bestehen. Hervorzuheben unter den AuBen­
standen sind die Darlehen auf Policen sowie die ges tu ndete n Pramien. 
Wir nahmen bei der Pramienzahlung und der Berechnung des Deckungs-

1) Manche Anstalten sehen auch die zur Zeit pramienfreien V'en mit festem 
Auszahlungstermin als noch bestehend an und fiihren die Barwerte der ver­
sicherten Summen beim totalen Deckungskapital statt bei der Schadenreserve. 

2) Vgl. die von Broecker stammende Veroffentlichung des Reichsaufsichts­
amtes f. Privatv.: Die Gewinnbeteiligung der Versicherten bei den im Deutschen 
Reiche arbeitenden Lebensv'sgesellschaften. Heft 10 der Veroffentlichungen des 
Deutschen Vereins f. V'swissenschaft (1906); femer die preisgekronten Arbeiten 
von Wulkow, Bohmer und Rohde in Heft 24 der gleichen Veroffentlichungen 
(1912). Siehe auch des Verfassers Artikel: Gewinn, in Manes' V's-Lexikon, sowie 
im Erganzungsband. 

3) Oft aber betrachtet man die jahrlichen Risikozuschlage auch als bereits 
verbraucht und stellt nur fiir einige Jahre im voraus bezahlte Risikozuschlage, 
der jeweiligen Zeit, fiir die sie noch gelten, entsprechend, in die Risikoreserve ein. 

0) Vgl. hierzu S. 33 oben. 
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kapitals immer an, daB bei Beginn des neuen V'sjahres die ganze Jahres­
priimie fallig ist. Aus dieser Anschauung ergibt sich, daB bei ratenweiser 
Pramienzahlung im Laufe eines Jahres die am Tage der Bilanz noch., 
nicht gezahlten Pramienteile als geliehen oder gestundet anzusehen sind. 
Am korrektesten handelt eine Anstalt, wenn sie diese gestundeten 
Pramien nur mit ihrem Nettowerte als Aktiva in die Bilanz einstellt; denn 
jedenfalls kosten die Pramien Einkassierungslohn. Zu dem Posten "ge­
stundete Pramien" gehoren auch bereits amTage der Bilanz fillige Pramien, 
fUr welche Zahlungsfrist gewahrt wurde; doch werden diese gewohnlich 
unter "sonstige Aktiva" oder "Guthaben bei Vertretern" aufgefUhrtl). 

2. Gewinn. 
Aus der Aufstellung der Aktiva und Passiva ergibt sich der Dber­

schuB oder Gewinn, den die Anstalt im Kalenderjahre erzielte; er ist 
unter den Passiven mitzufiihren. Er flieBt aus giinstigerer Sterblich­
keit unter den Versicherten, hoherer Verzinsung des Geldes, als das 
Grundschema annimmt, den Zuschlagen zur Nettopramie, soweit sie 
nicht ffir die Deckung der Unkosten des V'sbetriebes erforderlich sind. 
Zu diesen drei Hauptgewinnquellen: Sterblichkeitsgewinn, Zinsgewinn 
und Gewinn aus den Zuschlagen zur Nettopramie tritt noch der Gewinn 
aus dem Riickkaufe (vgl. Kap. XIV, §~) sowie aus etwaigen 
anderen Gewinn abwerfenden Geschaften. Beziiglich des Sterblich­
keitsgewinnes ist zu bemerken, daB bei einer V'sanstalt trotz giin­
stigerer Sterblichkeit als derjenigen der zugrunde gelegten Sterb­
lichkeitstafel friihzeitiges Ableben eines auBergewohnlich hoch auf 
den Todesfall Versicherten oder sehr lange Lebensdauer eines iiber­
normal versicherten Leibrentners den Sterblichkeitsgewinn nicht nur 
absorbieren, sondern sogar in. Verlust verwandeln kann 2). Urn dieser 
Gefahr zu entgehen, riickversichert die Anstalt von den groBen 
V'ssummen den ihr ffir ihren Betrieb zu hoch und riskant erscheinenden 
Betrag bei einer anderen V. Die mathematische Theorie der oberen 
Grenze der V'ssumme, die ffir eine V'sanstalt entsprechend ihrem 
Geschaftsumfange zulassig ist, hat noch nicht ihren AbschluB erreicht 3). 

1) Vgl. als Muster einer Bilanz diejenige in den Vorschriften des Reichsauf­
sichtsamts f. Privatv.: Veroffentlichungen des Aufsichtsamtes f. Privatv. Jg. 1902. 
S. 38; ferner Jg. 1914, S. 15. 

2) Ober die auch fiir die Praxis wichtige Berechnung des Sterblichkeits­
gewinnes vgl. Bohlmann, G.: Die Berechnung des Sterblichkeitsgewinnes bei 
einer Lebensv's-Gesellschaft. Veroffentlichungen d. deutschen Vereins f. V's· 
wissenschaft Heft 4, S. 1. 1905. 

3) Vgl. Landre: Aper~u succinct des theories du plein de l'assurance. Trans­
act. of the sec. internat. actuarial congress, London 1899, S.110. - Radtke, P.: 
Die Stabilitat der Lebensv'sanstalten. Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 3, 
S. 399-459. 1903. Die Frage gehOrt in die Theorie des Risikos einer Lebensv. 
Diese beschltftigt sich allgemein mit der Aufgabe, den EinfluB nicht rechnungs­
mliBigen Verlaufs der versicherten Ereignisse infolge zuflilliger Sterblichkeits­
schwankungen zu bestimmen. Vgl. die zahlreichen Aufslitze in den Gutachten 
des Sechsten internationalen Kongresses fiir V'swissenschaft, Wien 1909; Bd. 11, 

S. 575ff.; Bd. 12, S. 765ff.; Bd. 3, S. 169; ferner die Riickv. in der Lebensv., 
Bd. 1, S. 1. und Bd. 2, S. 462, in den Gutachten des Siebenten internationalen 
Kongresses fiir V'swissenschaft, Amsterdam 1912. 
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Der erzielte Gewinn wird nach den Statuten der V'sanstalt und 
den Landesgesetzen verwendet. Ein bestimmter Prozentsatz desselben 
dient alljahrlich der VergroJ3erung der Sicherheitsreserven, ein gewisser 
Prozentsatz wird meistens an die leitenden Beamten der Anstalt als 
Tantieme verteilt, der Rest kommt bei V'sanstalten auf Gegenseitigkeit 
den Versicherten, bei Aktiengesellschaften den Aktionaren zugute; doch 
entflillt in Deutschland selbst bei Aktiengesellschaften ein wesentlicher 
Teil des Gewmnes auf die Versicherten, da es auch bei den deutschen 
Aktiengesellschaften zumeist ublich ist, die Vertrage derart abzuschlieJ3en, 
daJ3 die Versicherten ebenfalls Anteil am Jahresgewinn haben. Die Aktio­
nare erhalten ihren Gewinnanteil entsprechend der Rohe des in ihrem Be­
sitze befindlichenAktienkapitals. Der fUr die Versicherten ausgeschiedene, 
ihnen bestimmte Gewinn flieJ3t meistens zunachst in die Gewinnreserve der 
Versicherten. Alljahrlich wird dann der Betrag bestimmt, der der Gewinn­
reserve entnommen und an die einzelnen Versicherten verteilt werden soIl. 
1m Deutschen Reiche findet die Gewinnverteilung auf den einzelnen 
V'svertrag vornehmlich nach folgenden Systemen statt: A. nach Ver­
hliltnis der einzelnen Jahrespramie, B. nach Verhliltnis der Gesamt­
summe der seit dem Beginn der V. gezahlten Jahrespramien, C. nach 
Verhaltnis des Deckungskapitals1). Die Gothaer Lebensv'sbank hat ein 
sog. gemischtes System der Gewinnverteilung. Ein Teil des Gewinnes 
wird nach dem Verhaltnis der einzelnen Jahrespramie, ein Teil nach 
dem Verhaltnis des Deckungskapitals verteilt. In Amerika ist im 
Gegensatz zu dieser sog. mechanischen Gewinnverteilung (mechani­
scher Dividendenplan), die der Entstehung des Gewinnes keine 
Rechnung tragt, aber mechanisch leicht angebbar ist, das Kontributions­
system gebrauchlich; dieses (vgl. Kap. XIV, § 2) sucht die einzelne Police 
moglichst mit dem Anteil, den sie zu dem erzielten JahresuberschuJ3 
beigetragen hat, an dem Gewinn zu beteiligen. 1m Deutschen Reiche 
wird dieses System bei der Leipziger Lebensv'sgesellschaft verwendet. 

Die auf die einzelne V. entfallende Dividende wird von der Anstalt 
entweder bar ausgezahlt oder auf die fallige Pramie angerechnet oder 
verzinslich angesammelt (die V'sanstalt dient fUr den Versicherten als 
Sparkasse) oder zur "Summenerhohung", d. h. zur VergroJ3erung der 
V'ssumme ohne neue arztliche Untersuchung verwendet. Diese letzte 
Einrichtung wird als V. nach dem Bonus- oder Summenzuwachssystem 
bezeichnet (vgl. S.45). Die Dividenden konnen auch jedesmal als 
Einmalpramien fUr sofort beginnende, bis Ende der Pramienzahlungs­
dauer laufende Leibrenten dienen. 

VIII. Versicherung auf verbundene Leben. 
Unter einer V. auf verbundene Leben versteht man eine V., die von der 

Lebensdauer mehrerer Personen abhangt. In der Praxis sind V'en, diedurch 
Leben und Sterben zweier Personen bedingt sind (Witwenrente, Waisen­
pension), die wichtigsten. Wir beschranken uns daher auf deren Behand-

1) Man spricht auch von Gewinnverteilung nach DividendenpUi.nen A, B, C. 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Aufl. 8 
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lung. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen nehmen wir an, daB es sich 
urn V'en handelt, die ein Ehepaar betreffen, dessen Ehemann xjahrig, 
dessen Ehefrau yjahrig ist. Anstatt eines Ehepaares konnen sich aber auch 
ebensogut ein xjahriger Vater und sein yjahriger Sohn, ein xjahriger Bru­
der und dessen yjahrige Schwester oder irgendein anderes Personenpaar, 
von dem der eine Teil xjahrig, der andere yjahrig ist, versichern. 

Fiir die Pramienbestimmung ist eine Absterbeordnung notig, die 
angibt, wie viele Ehepaare aus einer groBen Grundmasse von Ehepaaren 
mit bestimmtem Lebensalter des Ehemanns und der Ehefrau noch 
nach einem, zwei usw. Jahren verbunden leben. Eine solche Absterbe­
ordnung verzeichnet eine Reihe von Zahlen: 

(166) 

diese gibt die Anzahl der uberlebenden Ehepaare an, die aus der Grund­
masse von 1Zll Ehepaaren mit xjahrigen Ehemannern und yjahrigen 
Ehefrauen (x und y ganze positive Zahlen) hervorgehen und deren Ehen 
nach 1, 2, ... Jahren noch nicht durch den Tod gelost sind. Die Alters­
differenz zwischen dem xjahrigen Mann und der yjahrigen Frau kann 
sehr verschieden sein. Man hatte fiir jeden moglichen Altersunterschied 
eine auf Beobachtung beruhende Absterbeordnung herzustellen, was 
sehr miihsam ist und daher in der Praxis nie durchgefuhrt wurde. In­
folgedessen greift man zu einer Hypothese. 1z, 1,,+1, 1';+2, '" seien 
die einer Mannersterbetafel entnommenen Werte der Lebenden des 
Alters x, x + 1, x + 2, ... ; 1~, 1~+1' 1~+2' ... seien die einer Frauen­
sterbetafel entnommenen Werte der Lebenden des Alters y, y + 1, 
Y + 2, . .. Aus den 1z Mannern des Alters x und den 1; Frauen des 
Alters y lassen sich 1",.1; Paare kombinieren, wenn man jeden xjah­
rigen Mann als moglichen Ehegatten jeder yjahrigen Frau ansieht. In 
analoger Weise lassen sich aus den 1Z+1 Mannern des Alters x + 1 
und den 1;-1-1 Frauen des Alters y + 1 : 1Z+1 • 1;+1 Paare mit x + 1 jah­
rigen Mannern und y + 1 jahrigen Frauen bilden; diese Verbindung von 
lZ+1 • 1;+1 Paaren ist nach einem Jahre nur noch statt einer solchen von 
1z' 1; Paaren moglich. Man setzt daher1): 

(167) 1"," = l" .l;, lZ+111+1 = l"+1 .1;+1 , l0;+2//+2 = l"+2 .1;+2, ... 

Diese durch sog. "Verbindung" gebildete Absterbeordnung entspricht 
sicher nichtder Wirklichkeit; sie beachtet nicht das gegenseitige Ver­
haltnis der Personen zueinander und die Einwirkung des Todes der 
einen Person auf die Lebensdauer der anderen, sie berucksichtigt also 
u. a. nicht den EinfluB der Ehe auf die Sterblichkeit. Fur Personen 
desselben Geschlechtes, die unter gleichen Bedingungen leben, setzt 
man 1z//. =1" • 111 und entnimmt 1z und 111 derselben Sterblich~eitstafel. 

Von V'en auf verbundene Leben behandeln wir zunachst die Pra­
numerandoverbindungsrente bis zum ersten Tode. Ein Ehe­
paar, dessen Ehemann xjahrig und dessen Ehefrau yjahrig ist, erkauft 
eine sofort mit AbschluB des Vertrages beginnende, alljahrlich in der 

1) Eine tiefere Begriindung der Multiplikationsregel muB der Wahrschein~ 
lichkeitsrechnung iiberlassen werden. 
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gleichen Hohe 1 bis zur Losung der Ehe durch den Tod eines der Gatten 
zahlbare Leibrente und entrichtet hierfUr die einmalige Nettopdimie 

(XXXIX): 

(168) 

ax'll 
lxy + lx+1Y+l V + 1",+2'11+2 v 2 + ... ax'll = -~. .-_. 

lxy 

Diese Formel leitet man genau eben so wie Formel (16) ab, indem 
man von einer fingierten Gesellschaft von lx'll Ehepaaren ausgeht. 

Beniitzt man (167), so erhiilt man: 

Ix • l~ + lX+1 • 1~+1 V + lX+2 • 1~+2 v2 + ... (169) ax'll = ----~-- -- -z:t'-- .... ~.~.~ ---~ 
x 'II 

Die Postnumerandoverbindungsrente bis zum ersten 
Tode, fUr die die Zahlung 1 bei AbschluB des Vertrages fortfiillt, wird 
durch die einmalige Nettopramie 
(XL) 
erworben, wobei 
(170) 

vgl. die entsprechende Formel (23). Auf die verschiedenen Arten, Wle 
man ax'll und ax'll ebenso wie ax und ax, umformen kann, gehen wir 
des beschrankten Raumes wegen nicht ein. Als diskontierte Zahlen der 
Lebenden beniitzt man hierbei 

und erhiilt 

x y 

Dxy = Ix v 2 • l~ v 2 

Dxy + D X +1Y+1 + DX+2Y+2 + 
Dxy 

Die Praxis verwendet fur Verbindungsrenten gewohnlich nur eine Sterbetafel 
statt zweier. 1st die Sterbetafel nach dem Makeham - Gompertzschen Gesetz 
(S.25) ausgeglichen, so ergeben sich noch besondere rechnerische Vorteile. Da 

Ix = ckxgr, t1/ = ckYg'Y, 1;,;+1 = ckx+ 1 g,X+l, 1Y+1 = ckV+lgrV+l, 

ist, geht (169) u ber in 
gr". grY + k2grX+l. gTU+l V + k4 g,.x+2 grY+2 v2 + ... 

axy = 

hierbei wurde im Zahler und N enner durch c . kX. c kY gekurzt. Man kann axy 
auch schreiben: 

gr"+rY + g(,.x+ry).Tk2v + g(T"+rY)r2 k4v2 + "". 
a xy = ---- -------------._----

gTX+rY 

Fuhrt man zwei neue Zahlen x' und y' ein, die mit x und y in dem Zusammenhang 
stehen: rX + rY = r"' + rU', so ist, wie die letzte Formel zeigt, stets ax. = ax'u" 
Wahlt man im besonderen x' = y', also r" + r' = 2rx', so wird axu = aX'X'" 
Durch Logarithmieren von r" + rY = 2 rX' erhalt man 

, log (r" + r') - log 2 
log (rX + rY ) = log 2 + x' log r oder x = "----------- . 

logr 
Berechnet man x' aus dieser Gleichung, so braucht man nicht die Verbindungs­
rente axy fur alle moglichen Alterskombinationen zu bestimmen, vielmehr genugt 
es, die Verbindungsrente ax,x, aller Personen von gleichem Lebensalter zu bilden. 

m m 
1st x' nicht ganzzahlig, sondern x' = JIl + -2, wobei -2 ein positiver echter Bruch, 

me) 11'1-<) 
- - 8* 
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m die in x' enthaltene ganze Zahl bedeutet, so wird man ax, x' durch Inter­
polation bestimmen, also 

m1 
ax'x' = am", + - (am+l' m+1 - a mm.)· m2 

1m Falle, daB die Sterbetafel nach dem Makeham - Gompertzschen Gesetz 
ausgeglichen ist, kann man aZII auch auf den Leibrentenwert fiir eine einzige 
Person zuriickfiihren. Man bestimme eine Zahl taus '1" = rZ + 'I'll, also durch 
Logarithmieren: 

t log 'I' = log(r + 'I'll) oder 
log(r + r Y ) 

t=-----. 
log 'I' 

Mittels der eingefiihrten Zahl t schreibt sich die friihere Formel fiir axy folgender­
maBen: 

gr' + gr'+l k2 V + gr'+2 k' v2 + gr'+3 k6 va + ... 
g'" 

Betrachtet man die Leibrente fiir eine tjahrige Person, so ist diese, wenn man 
den Diskontierungsfaktor mit v' bezeichnet, nach (16): 

I, + 1'+1 v' + lHo (v')" + ... 
a, = It 

oder bei Zugrundelegung des Makeham - Gompertzschen Gesetzes: 

gr' + g,.,+l k v' + g,.,+2 k2 (v')" + ... 
at = gr' .-----

Wahlt man bei at den Diskontierungsfaktor v' = k v, so ist a, = aXil!)' Es laBt 
. log(r + 'I'll) • 

s1ch also aZlI durch a, ersetzen, wenn man t = 1 mmmt und den 
ogr 

Diskontierungsfaktor v' = kv wahlt. Auf dieser Vereinfachung der Verbindungs­
renten mehrerer Leben beruht die Bedeutung des Makeham - Gompertzschen 
Gesetzes fiir die Praxis des V'sbetriebes. 

Versichert sich ein Ehepaar, dessen Ehemann xjahrig und dessen 
Ehefrau yjahrig ist, auf eine sofort bei AbschluB des Vertrages be­
ginnende, nur solange beide Ehegatten leben, jedoch h6chstens nmal, 
alljahrlich in der gleichen Rohe 1 zahlbare Verbindungsrente, so wird 
die einmalige Nettopramie dieser njahrigen, kurzen oder tempo­
raren Pranumerandoverbindungsrente analog zu (XV) mit 

(XLI) Ina",y 

bezeichnet. Der Formel (25) entsprechend findet man: 

( ) I Z",y + Z",+1Y+1 V + 1"'+211+2 v2 + ... + Z",+n-ly+n-1 vn- 1 
171 na",y = 1 

",y . 

oder unter Benutzung von (167): 

( ) I __ 1", ·Z; + 1",+1 Z(,+1 v + 1",+2 Z;+2 v2 + ... + Z",+n-11;+n-1 vn- 1 
172 na",y- I", .ty 

1) Ist t nicht ganzzahlig und I die groBte in t enthaltene ganze Zahl, 

t = 1+ ~1 (~1 positiver echter BrUCh), so wird man setzen: 
2 " 

also interpolieren. 

, II 
a, = al T T (al+1 - all, 

2 
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Die Formel (172) setzt ebenso wie die Formel (169) nur Sterbe­
tafeln fUr Einzelpersonen, nieht fUr Paare voraus. 

Sehr haufig wird in der Praxis eine einseitige Dberlebens­
rentenv. abgesehlossen; es handelt sieh hier urn eine Leibrente, die 
fUr eine im voraus bestimmte Person eines Paares naeh dem Tode 
der anderen Person des Paares beginnt. 

(A) Ein xjahriger Mann versiehert fUr seine yjahrige Frau eine 
jahrlieh zahlbare Witwenpension in der Hohe 1, die am Anfange 
des dem Sterbejahre des Mannes folgenden V'sjahres beginnt, falls die 
Frau zu diesem Zeitpunkt noeh lebt. Die einmalige Nettopramie dieser 
V. wird mit 

(XLII) 

bezeiehnet. Wurde die Leibrente fUr die yjahrige Frau sofort be­
ginnen, so wurde die einmalige Nettopramie ay sein; die Rente wird 
aber nieht gezahlt, solange beide Personen leben, daher ist ay urn die 
einmalige Nettopramie axy der Pranumerandoverbindungsrente bis 
zum ersten Tode zu kurzen: 

(173) axly = ay - axy' 

(B) Ein xjahriger Vater versiehert fUr seinen yjahrigen Sohn eine 
jahrlieh zahlbare Waisenpension in der Hohe 1, die am Anfange 
des dem Sterbejahre des Vaters folgenden V'sjahres beginnt, falls der 
Sohn zu diesem Zeitpunkte noeh lebt, und die dem Sohne zum letzten­
mal bei Erleben seines y + nten Geburtstages ausgezahlt wird. Die 
einmalige Nettopramie betragt: 

(174) 

denn wurde die Rente fUr den Sohn so fort beginnen, so hatte man 
eine n + 1 jahrige, kurze Pranumerandoleibrente fUr eine yjahrige 
Person, diese ist aber, da die Zahlungen bei Lebzeiten des Vaters fort­
fallen, urn eine n + 1 jahrige, kurze Pranumerandoverbindungsrente zu 
kurzen. 

Urn Beispiele fUr jahrliche, gleiehbleibende Pramienzahlung bei V'en 
auf verbundene Leben zu geben, nehmen wir an, daB bei der in (A) 
geschilderten Witwenpension das Ehepaar, mit AbsehluB des Vertrages 
beginnend, alljahrlieh dieselbe gleiehe Pramie zahlen will: (a) solange 
be ide Ehegatten gemeinsam leben, (b) ebenfalls solange beide Ehe­
gatten gemeinsam leben, jedoch hoehstens tmal. Man hat dann For­
mel (83) zu verwenden. Fur das dortige a ist im FaIle (a) aXil' im 
FaIle (b) Itaxy zu setzen. Die jahrlieh gleiehbleibende Nettopramie 

. . F 11 (,). axly ay . F 11 (A)' axl y • d 1 1st 1m a e ,"ia · -- = --- - 1, nTI a e b· --I --, enn ax y 
a XY axy taxI! 

ist die einmalige Nettopramie der V. 
SoIl fUr die in (B) gesehilderte Waisenpension, mit AbsehluB des 

Vertrages beginnend, alljahrlieh dieselbe gleiehe Pramie, solange Vater 
und Sohn gemeinsam leben, jedoeh hoehstens tmal, bezahlt werden, 
so wird die jahrliehe l'\ettopramie, wie sieh aus (83) ergibt, indem man 



118 Versicherung auf verbundene Leben. 

dort Ita<ty fUr a setzt und den Wert der einmaligen Nettopramie der 
Formel (174) entnimmt: 

In+lay - in+laZY 
------I~~~ 

Itaxy 
(175) 

Das Deckungskapital fUr die Einheit ist m Jahre nach AbschluB 
des Vertrages nach (137) (S.90) 

fUr (A a) : 

(176) 

fur (Ab): 

(177) 
1 

a<ty. . 
az +m y+m - -I --- . !t-maz+my+m, 

tazy 

fUr (B): (!n-m+la y+m - !n-'tn+la,,+my+m) 

(178) { 

Wir entwickeln noch die letzte Formel aus (137): m Jahre nach 
AbschluB des Vertrages ist der Vater x + m-, der Sohn y + mjahrig. 
Die einmalige Pramie A(m) wird daher nach (174) 

In-m+lay+m - n-m+laz+my+m; 

die jahrliche Pramie wird durch (175) gegeben. Fur It-ma<t+m tritt die 
t - mjiihrige, kurze Pranumerandoverbindungsrente eines x + mjiih­
rigen Vaters und seines y + mjahrigen Sohnes. 

Bei den Formeln (176) bis (178) ist vorausgesetzt, daB es sich um 
die Bestimmung des Deckungskapitals vor AbschluB der Pramien­
zahlungsdauer und um eine Zeit handelt, zu der beide an der V. be­
teiligte Personen noch gemeinsam leben. 

1st im Falle (Ab) und (B) die Pramienzahlungsdauer voruber, m :> t, 
leben aber noch beide Versicherte gemeinsam, so wird das Deckungs­
kapital nach der S. 86/87 entwickelten Regel gefunden; die Formeln (177) 
und (178) reduzieren sich 

fur (Ab) auf·. 1 a z +m y+m, 

fur (B) auf: 

1st im Falle (A) der Mann des Ehepaares zur Zeit der Bestimmung 
des Deckungskapitals bereits verstorben, so ist das Deckungskapital 
fiir die Einheit der versicherten Summe m Jahre nach AbschluB des 
Vertrages gleich ay+m ; hierbei ist angenommen, daB die am Anfange 
des m + 1 ten V'sjahres fallige Rente 1 noch nicht an die Witwe, von 
deren Leben allein jetzt die V. abhiingt, zur Auszahlung gelangt ist. 

1st im Falle (B) der Vater bereits verstorben, so ist m Jahre nach 
AbschluB des V'svertrages das Deckungskapital fUr die Einheit der 
versicherten Summe gleich !n-m+lay+m; dabei ist angenommen, daB die 
Waise die an ihrem y + mten Geburtstage Hillige Leibrente 1 noch 
nicht ausgezahlt erhalten hat. 
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Kapitalv'en auf den Todesfall fill verbundene Leben (V'en auf das 
kiirzeste oder Hingste zweier Leben, 'Oberlebensv'en) werden in der 
Praxis selten abgeschlossen. 

Der Leser beweise [vgl. (47) und (47') auf S. 43]: 1 - d a"l1 ist die einmalige 
Pramie, die von zwei Geschaftsteilhabern, von denen der eine X-, der andere 
yjahrig ist, gezahlt werden muB, damit ihr Geschaft beim Tode des ersten von 
einer V'sanstalt die Summe 1 erhalt. Die einmalige Pramie dieser V. auf das 
kiirzeste zweier Leben wird mit A,," bezeichnet; man hat also A,," = 1 - daxy . 

Die einmalige Pramie auf das Kapital 1, das beim letzte n Tode eines 
zur Zeit des Abschlusses der V. x- und yjahrigen Paares fallig wird, betragt 
Ax + All - A"I/; denn A" + Ay ist die einmalige Pramie, wenn sich sowohl die 
x jahrige als auch die y jahrige Person auf die Sterbesumme 1 versichem, hiervon 
kommt A"y, die einmalige Pramie beim friihesten Tod~, in Fortfall. 

Es solI auch noch die einmalige Pramie folgender 'Oberle be nsv. behandelt 
werden: Ein xjahriger Vater schlieBt eine V. ab, daB sein jetzt yjahriger Sohn 
im Falle des Todes des Vaters die Einheit erhrut; die Sterbesumme 1 solI also 
nur zur Auszahlung· gelangen, falls der Sohn den Vater iiberlebt. Zur Pramien­
bestimmung geht man von 1"1,, Personenpaaren aus. Von den I" sterben im Laufe 
ihres nachsten Lebensjahres d" = I" - /,,+1; hingegen erleben von den I" Per­
sonen 11/+1 ihr nachstes Lebensjahr. Bildet man entsprechend dem Produkt lz l" 
aus den d", Toten des Alters x und den 111+1 Lebenden des Alters y + 1 das Pro­
dukt d", /11+1 , so erhalt man die Auszahlungsfalle am Ende des ersten V'sjahres. 
Entsprechend findet man dX +1 / 11+2 Auszahlungsfalle am Ende des zweiten V's­
jahres usw. Der Barwert der Leistungen fiir die 1", I" Personen betrl1gt demnach 
bei AbschluB des Vertrages: 

d", 111 +1 v + dX+1 /11+2 v2 + d",+2/11+3 v3 + ... , 
wenn alle Auszahlungen auf das Ende des V'sjahres verlegt werden. Von dem 
einzelnen Versicherten ist der Ix 111 te Teil als Pramie zu erheben. Setzt man 
d" = II/ - /,,+1, d"+l = 1"'+1 - 1,,+2, ... , so betrl1gt diese 

(I", - /,,+1) /11 +1 v + (lX+1 - 1",+2) 11/+2 v 2 + (1,,+2 - 1,,+3) 111+" v" + ... 
I,. 111 

ein 'Wert, der sich leicht umformen 111Bt in 

11/+1 D II +1 
1 - aXil + --I~va"y+1 = 1 - a"" +~ a"II+1' 

11' /I 

Man bezeichnet diese V. als eine e ins e it i g e tr b e r 1 e ben s v. zugunsten 
des Sohnes. Natiirlich kann diese V. beispielsweise auch von einem Ehepaar zu­
gunsten der Ehefrau abgeschlossen werden. 

IX. Selektionssterbetafeln. 
I. Wesen und Konstruktion der Selektionssterbetafeln. 
Wenn auch die Sterblichkeit yom Lebensalter abhangt, so stellen 

gleichaltrige Versicherte fiir V'sanstalten doch nicht gleichwertige 
Risiken dar; ihre Sterblichkeit wird vielmehr auch wesentlich durch 
die .L~nge der V'sdauer bedingt. Bei der normalen Todesfallv. ist dies 
eine Folge der von den V'sanstalten geiibten Auswahl, bei der Leibrentenv. 
der Selbstselektion der V'slustigen 1). N ach den Erfahrungen der Gothaer 

1) Der Hinweis auf den EinfluB der Selektion findet sich schon im Jahre 1834 
bei dem Englander A. Morgan (vgl. Rogh e, Zitat auf S.23). Die Bedeutung 
der Selektion hat dann vor allem T. B. Sprague nachgewiesen und aus dem 
Material der Tafeln der zwanzig englischen Gesellschaften eine Selektionstafel 
konstruiert, bei der HM (~) als SchluBtafel erscheint (Select life tables. London 1896). 
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Lebensv'sbank starben von ihren 35 jahrigen auf den Todesfall Ver­
sicherten durchschnittlich 5,80 %0 im Laufe ihres nachsten Le bensjahres. 
Das Bild andert sich aber wesentlich, wenn man die Versicherten nicht 
nur nach dem Alter, sondern auch nach der V'sdauer trennt. Von 
35 jahrigen Personen, die in ihrem ersten V'sjahre standen, starben 
durchschnittlich 3,69 %0' von denen im zweiten 4,77 %0' von denen 
im dritten 5,34%0' von denen im vierten 5,75 %0. Erst 35jahrige, bei 
denen seit dem Eintritt in die V., also seit der Auswahl, die von der 
Anstalt auf Grund des Gesundheitszustandes der Kandidaten ausgeiibt 
wurde, vier und mehr Jahre verflossen waren, wiesen eine h6here Sterblich­
keit auf, als sie die aus der Beobachtung samtlicher Versicherter ohne 
Beriicksichtigung der V'sdauer gewonnene Zahl 5,80%0 verzeichnet. 
Fiir 35 jahrige Versicherte, die im fUnften V'sjahre stehen, ergab sich 
5,99 %0' fiir solche im sechsten 6,15 %0' fiir solche im siebenten 6,35 %0· 
Nach siebenjahriger Selektionsperiode wiesen die Gothaer Erfahrungen 
keinen durch die V'sdauer bedingten Unterschied in der Sterblichkeit 
gleichaltriger Versicherter auf; daher wurden Versicherte, die mehr als 
sieben Jahre versichert waren, nicht weiter nach der V'sdauer getrennt 
untersucht. Von 35 jahrigen Versicherten, die bei der Gothaer iiber 
sieben Jahre versichert waren, starben durchschnittlich 6,46 %0 im Laufe 
ihres nachsten Lebensjahres. 

Fiir die niedrigere Sterblichkeit der Rentenversicherten in den ersten V's­
jahren seien beispielsweise folgende Werte aus der durch Beobachtung weiblicher 
Rentenversicherter hergeleiteten sog. Tafel Olaf] der 43 britischen Gesellschaften 
(vgl. S.7) angegeben1); die Tafel hat eine fiinfjahrige Selektionsperiode. Von 
SOjahrigen Frauen, die eben eine Leibrente gekauft hatten, starben 6,11 %0 im 
Laufe ihres nachsten Lebensjahres, von solchen SOjahrigen, die ihre V. bereits 
vor einem Jahre abgeschlossen hatten, 9,03 %0' von solchen des dritten V'sjahres 
11,70% 0, von solchen des vit~rten 13,77°/00' von solchen des fiinften 14,97 % 0; 

schlieBlich starben von 50 jahrigen Frauen, die fiinf und mehr Jahre versichert 
waren, 15,33 °/00 im Laufe ihres nachsten Lebensjahres. 

Sterbetafeln, die dem Lebensalter und der V'sdauer Rechnung 
tragen, heiBen Selektionstafeln, auch A uslesetafeln oder dop­
pelt abgestufte Tafeln. 1m Gegensatz zu ihnen heiBen Tafeln aus 
der Beobachtung eines Aggregats von Personen, die nUr nach gleichem 
Lebensalter ohne Riicksicht auf die V'sdauer zusammengefaBt sind, 
Aggregat- oder Durchschnittssterbetafeln, einfach (nach dem 
Alter) abgestufte oder a uch summarische Tafeln. Die Tafeln, 
die nur die Sterblichkeit solcher Personen verzeichnen, die die Periode 
der Selektion bereits zuriickgelegt haben, heiBen, da sie den SchluB 
der Selektionstafel bilden, SchluBtafeln (ultimate tables), auch ab­
gestutzte Tafeln. 

DaB die Selektionstafeln ein feineres SterbemaB als die Aggregat­
tafeln liefern, ist wohl nicht zweifelhaft. Bei eiher Aggregattafel hangen 
ja die Sterbenswahrscheinlichkeiten wesentlich von der Zusammen­
setzung des Aggregats ab; je nachdem in einer Altersklasse die Alt-

1) British offices life annuity tables, S. 56. 0[& fJ ist die Abkiirzung von 
Offices annuities females; die eckige Klammer zeigt an, daB es sich urn eine 
Selektionstafel handelt. 
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oder Neuversicherten tiberwiegen, fallen die Sterbenswahrscheinlich­
keiten gro13er oder kleiner aus. Bei einer Selektionstafel ist diese Zu­
falligkeit beseitigt. Die Gegner der Selektionstafeln bekampfen ihren 
Wert damit, daB die Sterblichkeit auch von dem Mischungsverhaltnis 
der Versicherten nach den einzelnen Berufsgruppen abhangt urid eine 
Zerlegung in verschiedene Berufsgruppen gleichfalls verschiedene 
Sterbenswahrscheinlichkeiten liefert .. Statt der Selektionstafel erscheint 
ihnen die Trennung der Versicherten in groBe Berufsgruppen und Her­
stellung von Sterbetafeln fUr soIche als Ideal der Lebensv. Diese wird 
nach ihrer Ansicht in Zukunft einmal zwischen der V. von Anten, 
Landwirten, Forstbeamten, Kaufleuten usw. zu unterscheiden haben l ). 

Weiter ist nach der gegnerischen Ansicht die Selektionssterbetafel ein 
ktinstlich zu verfeinertes MaB fUr die Sterblichkeit, das der Lebens­
v'sbetrieb gar nicht benotigt, wie die Ausbreitung der V. ohne arztliche 
Untersuchung in der letzten Zeit beweist. In Deutschland haben bisher 
drei V'sanstalten, und zwar die Gothaer und die Leipziger Lebensv's­
gesellschaft seit 1903 bzw. 1907, neuerdings auch die Karlsruher Lebens­
v'sgesellschaft, aus eigenen Beobachtungen an ihren auf den Todesfall 
Versicherten Selektionstafeln abgeleitet, die sie zur Bestimmung ihres 
Pramientarifs und ihrer Deckungskapitalien verwenden. Ferner liegen 
die doppelt abgestuften deutschen Vereinssterbetafeln vor (vgl. S. 8). 
Von weiteren Selektionstafeln sind ftir die Todesfallv. die aus den Er­
fahrungen der 60 britischen Gesellschaften (vor allem die mit OEM] bezeich­
nete Tafe12), vgl. S. 7 und 29) und die der osterreichischen und ungarischen 
Versicherten (vgl. S. 9) zu nennen, fUr die Leibrentenv. die Tafeln der 
43 britischen Gesellschaften. Bei der Gothaer ist die Selektionsperiode 
sieben, bei der Karlsruher sechs, bei den anderen Tafeln zehn Jahre, aus­
genommen die genannten Rentnertafeln, die eine fUnfjahrige Selektions­
periode haben. Wird die doppelte Abstufung tiber samtliche durch 
die Beobachtungsdauer gegebenen V'sjahre ausgedehnt, so spricht man 
von einer vollstandigen doppelt abgestuften Sterbetafel. Eine soIche mit 

30jahriger Selektionsperiode ist die Tafel m d (i) ;~j~~ [30J (vgl. S. 8). 

1st n die Periode der Selektion, also Z. B. fur die Gothaer n = 7, 
fUr die oben angeftihrte Tafel OEaf] n = 5, flir andere Tafeln n = 10, 
so bedeutet 
(VIllI) %.]+z 
die Sterbenswahrscheinlichkeit eines (x + z) jahrigen, der mit x Jahren 
versichert wurde, in seinem (z + 1) ten V'sjahre; z darf hierbei nur die 
Werte 0, 1, 2, ... , n - 1 annehmen. Die Sterbenswahrscheinlichkeit 
eines xjahrigen, der n und mehr Jahre versichert ist, wird mit qx be­
zeichnet. 

Ftir die Bezeichnung gilt bei Selektionstafeln folgende allgemeine 
Bemerkung: Das Alter, in dem die Aufnahme in die V. stattfand, wird 

1) Vgl. etwa Riem: Zeitscm. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 8, S.69. 1908; 
und die kritischen Bemerkungen von Hockner: ebenda S. 50, 63 u. 9t. 

2) Die eckige Klammer kennzeichnet die Tafel O[M] (Offices males) als 
Selektionstafel. 
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in eckige Klammern geschrieben. Treten im Index auBerhalb der 
eckigen Klammern additive Glieder hinzu, so bezeichnen diese die Zeit, 
die seit der Auswahl vergangen ist. Der gesamte Index gibt daher das 
gegenwartige Alter der Person. Fur die SchluBtafel verwendet man 
keine ·Klammern. 

Fiir die zu Beginn des Paragraphen angegebenen Gothaer Werte 1) ist 

q[3;] = 0,00369 , q[34]+! == 0,00477 , q[33]H = 0,00534, 
q[32]+3 = 0,00575, q[31]H = 0,00599, q[30]H = 0,00615, 

q[29]H = 0,00635 , q35 = 0,00646 . 

Bei einer Selektionstafel bedeutet l[xl die Anzahl derjenigen Per­
sonen, die mit x Jahren in die V. eintraten. Mit l[xl+z wird die An­
zahl bezeichnet, die von den ursprunglich versicherten l[xl Personen 
noch den Beginn des (z + 1) ten V'sjahres erlebte; z nimmt hierbei 
nur die Werte 1, 2, ... , n - 1 an. Die SchluBtafel solI, fUr sich allein 
betrachtet, eine richtige Absterbeordnung darstellen, d. h. bedeutet Ix 
die Anzahl der in ihr verzeichneten Personen des Alters x, die n und 
mehr Jahre versichert waren, so erleben von ihnen 1X+1 das (x + 1) te 
Lebensjahr, von diesen 1X+2 das (x + 2) te Lebensjahr usw. Mit den 
anderen Tafeln solI die SchluBtafel derart verbunden sein, daB lx fUr 
jeden Wert von x die Anzahl derjenigen xjahrigen bedeutet, die aus 
der ursprunglich vorhandenen Zahl 1[x- 171 Versicherter noch in das 
(n + 1) te V'sjahr eingetreten ist. 

Zur Erlauterung moge ein Bruchstuck aus der folgenden Gothaer 
Tafe1 2) angegeben werden. 

18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 

Eben 
eingetreten 

lex] 

103 761 
103 120 
102492 
101875 
101 273 
100681 
100097 

Anzahl der Lebenden 

~-I---;~~s 
V'sjahr , V'sjahr 1 

4tes I stes 1 
V'sjahr I V'sjahr 

6tes 1 
V'sjahr 

----,---

7 tes 1 V'sjahr 
8 tes 

V'sjahr 

103929 
103297 
102678 
102073 
101 479 
100899 
100328 

I I 
104000 104034. - ' 
103 374 103411 103427' 
102758 102797 102814 102821 
102157 102197 102214 102220 102224 -
101 571 'I' 101 613 101 632 101638 101 641 101 643 
100998 101047 101066 101074 101077 101078 
100438 , 100493 100519 100527 100530 100531 

28
1 

99519 
98950 
98390 I 
97831 

99763 
99200 
98644 
98092 

99887 99951 99982 99995 99999 100000 
99339 99414 99452 99471 994781 99479 
98791 98876 98924 98948 98960 98962 
98242 98334 98390 98421 98437 98440 

I 

Diese Tafel ist treppenf6rmig von links nach rechts zu lesen: Von 1[18] = 103 761 
soeben versicherten 18jahrigen erIebten 1[181+1 = 103297 den Beginn des zweiten, 
1[181+2 = 102758 den Beginn des dritten, 1[181+3 = 102197 den Beginn des vierten, 
1[181+4 = 101 632 den Beginn des fiinften, 1[181+5 = 101074 den Beginn des seehsten, 
1[181+6 = 100530 den Beginn des siebenten V'sjahres, 121i = 100000 Personen 
traten in das achte V'sjahr, wurden also 25 Jahre alt, 126 = 99479 unter ihnen 
wurden 26 Jahre alt, 127 = 98962 wurden 27 Jahre alt usw. 

1) Karup, J.: Reform, S.62*. 
2) Karup, J.: Reform, S.64*. 
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Bildet man die Differenz 

so stellt d[x] die Zahl derjenigen Personen dar, die von den ![x] Personen 
im ersten V'sjahre verstarben. Bilden wir eben so fUr aIle ganzzahligen 
Werte des z von 1 bis n - 2 die Differenz 

d[x]+z = l[z]+z - l[Z]+Z+I, 

so ist d[z]+z die Zahl aIler derjenigen Personen, die von der ursprung­
lichen Grundmasse ![z] versicherter xjahriger im (z + 1) ten V'sjahre 
verstarben. Fur das letzte, namlich das nte Jahr der Selektionsperiode 
betragt die Zahl d[X]+JT-l derjenigen, die aus der ursprunglichen Grund­
masse l[z] verstarben: 

(VIII) d[X]+:>:-1 = l[",]+:7_1 - lx+:>:· 

Die Zahl der im Alter von x bis x + 1 Jahren Verstorbenen, die 
n und -mehr Jahre versichert waren, wird gegeben durch d x = l", - 1x+l; 

diese d x Personen sind Verstorbene, die aus einer Grundmasse von ![x- n] 

im Alter von x - n Jahren in die V. eingetretenen Individuen stammen. 
Nach den Gothaer Erfahrungen wird, wie man aus der Tabelle berechnet, 

d[18] = 464, d[18HI = 539, d[18H2 = 561, d[18H3 = 565, d[18H< = 558, d[18H5 = 544, 
d[18H6=530. d25 =521, d26 =517· 

Die Sterbenswahrscheinlichkeiten drucken sich bei einer Selektions­
tafel durch die Lebenden und die aus ihnen hervorgehenden Verstorbenen 
mittels der Gleichungen (VIllI) aus: 

und 

fur z = 1, 2, ... , n - 1 , 

dx 
qx=­

l", 

fUr xjahrige, die n und mehr Jahre versichert waren. Das Gleichungs­
system (VIllI) tritt an die Stelle der Relation (VIII) auf S. 15. 

Nach der zweiten Gleichung des Systems (VIII) ist: 

d[x]+n-l = l["'l+n-l - l",+n; 

mithin ergibt sich aus dem System (VIllI)' wenn man z = n - 1 setzt: 

oder 
lx+:n: 

(179) l[x1+JT-l = --~- . 
1 - q[x1+Jl-l 

Da fUr z = 0, 1 , 2, ... , n - 2 die Relation (VIII)' namlich 
d[x]+z = l[xJ+z - lrx1+z+1 gilt, so folgt aus (VIllI)' daB 

l[x1+z - l[Z]+Z+1 
%"l+z = I 

[x]+z 
(180) 
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oder I 1["'1+'+1 
( 8 ) ["']+z = 
1 1 1 - q[",]+z 

fiir z = 0, 1, 2, ... , n - 2 wird. 
Mit Hilfe der eben abgeleiteten Gleiehungen kann man eine Selek­

tionstafel konstruieren: Man bestimmt zuerst aus den Aufzeiehnungen 
einer groBen V'sanstalt fiir alle ganzzahligen x die Sterbenswahrschein­
lichkeiten q[",], qr"']+1, ... , q[",]+n-1, q",. Dies kann mit Hilfe der For­
meln (11') oder (11") auf S.23 bzw. 24 geschehen; nur muB man die 
zu beobachtenden Individuen sowohl nach dem Alter als nach der V's­
dauer trennen. Urn z. B. nach Formel (11") die Sterbenswahrschein­
lichkeiten q[",]+z der Versicherten zu finden, die den Beginn ihres 
(z + 1) ten V'sjahres erlebten, tabuliert man aIle Versicherten, die bei 
der Anstalt als Pramienzahlende des Alters x eintraten und z volle 
Jahre versiehert waren. Von der so gefundenen Gesamtzahl zahlt man 
alle diejenigen A[",]+z Individuen ab, die entweder das ganze (z + 1)te 
V'sjahr als Versieherte durchlebten oder in ihm versiehert starben - die 
Zahl der letzteren sei m[",]+z - oder ihr V'sverhaltnis losten, nach­
dem sie in ihrem (z + 1) ten V'sjahre mindestens ein halbes Jahr ver­
siehert' waren. Dann ist 

_ m[",]+z 
q[",]+z- y-' 

["']+. 

Die Zahl z solI natiirlich nur die Werte 0, 1, 2, ... , n ~ 1 durch­
laufen. Zur Bestimmung von q", sind aIle Versieherten wahrend ihres 
x bis (x + 1) ten Lebensjahres zu beobachten, die bereits n und mehr 
Jahre versichert waren. 

Hat man die Sterbenswahrscheinlichkeiten gefunden, so leitet man 
an erster Stelle die Absterbeordnung der SChluBtafel her. Dies geschieht 
genau ebenso wie bei einer Aggregattafel (vgl. S. 17/18). Da sieh die 
SChluBtafel auf Personen, die n und mehr Jahre im V'sverhaltnis 
standen, bezieht, so wird man von einer fingierten Grundmasse von 
njahrigen oder alteren Personen ausgehen. Fiir die Gothaer Tafel 
wahlte Professor J. Karup 100000 Personen des Alters 25 als so1che 
Grundmasse. Von diesen 125 = 100000 Personen erleben 

126 = 100000 (1 - q25) den Beginn ihres 27. Lebensjahres, 

127 = 126 (1 - q26) den Beginn ihres 28. Lebensjahres usw. 

Aus der nunmehr bekannten Absterbeordnung der SchluBtafel und 
den Sterbenswahrscheinlichkeiten %,]h-1 kann man mittels der Glei-

chung (179) 1[",]h-1 = _.l",+;;r --- die der SchluBtafel unmittelbarvor-
1 - qr",]';'n-1 

aufgehende Rubrik finden, also bei der Gothaer die Lebenden 1[",]+& des 
7. V'sjahres. Die Relation (181): 

1 1["']+"'-1 
[",]+:7-2 = 

1 - q["']+"'-2 
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bestimmt hierauf die Lebenden des (n -1)ten V'sjahres. Auf diese 
Weise geht es weiter, bis man schlieBlich aus der Gleichung: 

1 _ l[z] +1 
[z] - 1 _ q[z] 

die frisch in das V'sverhaltnis Eintretenden findet und die volle Sterbe­
tafel hat. 

Wir weisen noch auf die Wahrscheinlichkeit p[z]+z hin, daB eine 
mit x Jahren in die V. eingetretene, jetzt (x + z)jahrige Person das 
(z + 1) te V'sjahr erlebt. Man hat: 

P l[z] +.+1 
[z]+z = -Z-- = 1 - q[z]+z' 

[z]+z 
(182) 

Rierbei durchlauft z die Werte 0, 1, 2, ... , n - 1; fUr den letzten 
Wert n - 1 ist rechts Z[z]+1< durch ZZ+1< zu ersetzen. Nach Ablauf der 
Selektionsperiode, also fur n und mehr Jahre Versicherte, ist (vgl. IX 
auf S. 15): 

1Z+1 
Px = -Z- = 1 - qx' 

x 

2. Die Berechnung der Pramien und Deckungskapitalien 
mittels Selektionssterbetafeln. 

Auf Grund einer Selektionstafel gestaltet sich die Pramienbestim­
mung folgendermaBen: Man nimmt an, daB eine fingierte Gesellschaft 
von so viel xjlihrigen Personen lIz], wie sie die Selektionstafel ver­
zeichnet, in das V'sverhliltnis eintritt; am SchluB des ersten V'sjahres 
leben noch lrz]+l> nach Ablauf des zweiten 1[z]+2 Personen, so geht es 
weiter. Am Ende der njahrigen Selektionsperiode leben noch Zz+n Per­
sonen. Von diesen erleben lx+n+1 den (x + n + 1) ten Geburtstag, 
lX+1<+2 den (x + n + 2) ten Geburtstag usw. 

Versichert sich die fingierte Gesellschaft von lIz] Personen auf eine 
prlinumerando zahlbare Leibrente in der Rohe 1, so wiirde die ver­
sichernde Anstalt ihren Verpflichtungen nachkommen konnen, wenn 
sie bei AbschluB des Vertrages uber die Summe: 

l[z] + 1[z]+1v + 1[x]+2v2 + ... + 1[x]+n_1v,,-1 + lX+1<v'" + .,. + lw vw - x 

verfiigen wurde. Bei Verwendung einer Selektionstafel ergibt sich die 
Nettopramie, die ein xjlihriger ffir eine ja.brlich in der Rohe 1 flillige, 
lebenslanglich laufende Pranumerandoleibrente zu zahlen hatte, analog 
zu Formel (16) auf S.35 als: 

(16t) 
1[0:] + 1 [xl +1 v + 1[x]+2v2 + ... + 1[z]+1<_1v:rr-l + Ix +;:,; v" + ... + l",vw- z 

<l{s] = l[x] 

Analog zu (XII) auf S. 36 definieren wir (XIII): 

D[z]+z = l[z]+zvx+z ffir z = 0, 1, 2, ... , n - 1 , 

und fur die SchluBtafel Dx = lx • V X • 



126 Selektionsster betafeln. 

Multipliziert man Zahler und Nenner von (161) mit vX , so erhalt 
man analog zu (20) auf S. 36 

Wir definieren (XlIII): 

N[xJ+z = D[x]+z + D[x]+z+l + ... + D[x]+n_1 + Dx+;r + ... + Dw 

fUr z = 0, 1 , 2, ... , n - 1, und far die SchluBtafel: 

Nx = Dx + DX+I + ... + Dw. 

Dann geht (2°1) in die zu (21) auf S. 36 entsprechende Formel uber: 

N[x] 
(21 1) a[x] = D-· 

[x] 

Die Nettopramie, die ein xjahriger fUr eine postn umerando all­
jahrlich lebenslanglich in der Rohe 1 fallige Rente zu zahlen hat, findet 
man analog zu Formel (23) auf S. 37: 
(231) a [x] = a [x] - 1 . 

Die einmalige Nettopramie, die ein xjahriger fUr eine kurze n jahrige 
Pranumerandoleibrente in der Rohe 1 zu zahlen hat, betragt [vgl. die 
entsprechenden Formeln (25) bis (27) auf S. 38J: 

(25 1) Ina[x] = lex] + l[x]+lv_+ ![X]+2~2_+ ~. + l[x]+n_IVn - l , 

[x] 

(261) Ina [x] = D[x] +_~'?~]+1-± D~~_+_._._. _± D[xt+n-1, 

[x] 

(271) Ina[x] = N[x]-D' _t\'[xl+n. 
[x] 

Sollte n:> n sein, so ist naturlich bei N[x]+n und bei allen D[z]+z 

und l[x]+z, fUr die z gleich oder groBer als :rr; ist, die eckige Klammer 
fortzulassen. 

Fur die Kapitalv. auf den Erlebensfall ergibt sich die einmalige 
Nettopramie des xjahrigen analog zu (45) als: 

(45 1) E _ D[x]+n 
n [x] - D[x]· 

Sollte n:> n sein, so ist bei D[x]+n die eckige Klammer fortzulassen. 
FUr die einfache Todesfallv. erhalt man in Analogie mit den Glei­

chungen (46) bis (49): 

A d[x] v + d[x] +1 v2 + ... + dO) V,,,-x+l 
[x] = -----.--- --- ... --------- --.-~--

l[x] 

= 1 - da[x] 

~[x] + ~[X}+1 + CrZ]+2 + ... + C U ) 

D rx] 
... 11[",] 
D rx] . 
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Hierbei ist in Analogie zu (XXII): 

C[xl+z = d[x]+zvX+ Z+ l 

und fUr die SchluBtafel 

fur z = 0, 1 , 2, ... , 7l - 1 

definiert. 
Unter M[X]H ist in Analogie mit (XXIII) zu verstehen: 

M[x]+z = C[xl+z + C[X]+Z+l + ... + Cu 
fUr z = 0, 1, 2, ... , 7l - 1 und fUr die SchluBtafel 

(XXIII l ) Mx = C x + C X + l + ... + COl' 

Die einmalige Nettopramie fUr eine gemischte V. emes xjahrigen 
auf n Jahre ist in Analogie zu (XXV) mit 

(XXVI) A [xlni 

zu bezeichnen. Man erhalt analog zu (60), (62) und (65): 

(601 ) A[x]n = InA [x] + nE[x] , 

A [xf;;; = ~[X]±~~±--'--'~~-;-C[xJ~n-l + D[x]:!:" ) 

2\1[x] - 211[x]+n + D[x]+n 

D[x] 

= 1 - d . Ina [x] • 

1st die Selektionsperiode voruber, so sind naturlich bei C[z]+z, 

M[x]+n und D[x]+n fUr z > 7l und n > 7l rechterhand die eckigen 
Klammern fortzulassen. 

Fur Tode~fallv'en mit unmittelbarer Auszahlung nach dem Tode 
wird man sich bei Selektionstafeln der Betrachtungen des Kap. III, 
§ 8, bedienen. 

Die jahrlichen Nettopramien ergeben sich auch bei Selektionstafeln 
analog zu (83), indem man die einmalige Nettopramie durch den ent­
sprechenden Leibrentenwert dividiert. Demnach erhalt man die jahr­
liche Nettopramie p[x] fUr eine V. auf den Todesfall in der H6he 1 
mit lebenslanglicher Pramienzahlung analog zu (95) bis (97) auf S. 61, 
indem man A [x] durch a [x] dividiert. Es wird: 

A [x] 
p[x] = ----, 

a [x] 

1 
p[x] = -- - d 

a [x] 

M[x] 
p[x] = ~~- . 

H[x] 

Die jahrliche Nettopramie P[x]-;;I, die ein xjahriger fUr eine ge­
mischte, beim Alter x + n ablaufende Todesfallv. auf die Summe 1 
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zu zahlen hat, ergibt sich, wenn die Pramienzahlung bis zur Vollendung 
des (x + n - 1)ten Lebensjahres dauert, analog zu den Formeln (104) 
bis (106): 
(1041) 

Wir benotigen fiir das Folgende noch a[z)+z; hierunter versteht 
man den Kapitalwert, den eine Pranumerandoleibrente in der Rohe 1 
fiir einen (x + z)jahrigen besitzt, der sich bereits mit x Jahren ver­
siehert hat. Wir gehen von einer fingierten Gesellschaft von l[z) Per­
sonen aus, die eine Leibrente in der Rohe 1 kaufen; von diesen werden 
lrz1+z (x + z) Jahre alt. Der Wert der Leistungen an diese l[z)+z Per­
sonen, von denen jede lebenslanglich, sofort beginnend, die Einheit 
erhaIt, beziffert sich auf 

l[zl+z + 1[z]+z+1 v + ... + 10> vW - Z - Z • 

Fiir die einzelne der l[",]+z Personen ist mithin der l[z]+zte Teil zu 
nehmen. Man erhaIt: 

1[",]+. + 1[z]+z+1 V + 1[",]+Z+2 Vi + ... + 1m vw - Z - Z 

a[z]+z = 1 
[z]+z 

z durchlauft natiirlich nur die Werte 0, 1, 2, ... , n - 1; fiir die 
SchluBtafel ist: 

1z 
und stellt den Kapitalwert einer Pranumerandoleibrente fiir eine 
xjahrige Person dar, die n oder mehr Jahre versiehert ist. 

Bei einer Aggregattafel ist der Kapitalwert einer Pranumerando­
leibrente fiir einen (x + m) jahrigen, der sich mit x Jahren versichert 
hat, gleich dem einer Pranumerandoleibrente fiir einen (x + m) jahrigen, 
der soeben frisch versichert wurde. Bei einer Selektionstafel liegt es 
anders. Dem Wesen der Selektionstafel entsprechend findet unter dem 
Bestand mit langerer V'sdauer ein starkeres Absterben als unter den 
gleichaltrigen frisch versicherten Personen statt; dies trifft sowohl fiir 
die Todesfallv. infolge der Auswahl der Anstalt, als auch fiir die Leib­
rentenv. infolge der Selbstauslese der V'slustigen zu. Daher wird bei 
Selektionstafeln der Preis einer Leibrente fiir sich frisch Versichernde, 
h6her sein als ihr AblOsungswert fiir bereits langer Versieherte des 
gleichenLebensalters. Man wird stets a[z]>a[z-1]+1>a[z-2)+2> ... >az 
haben. 

Die schon oben S. 120 genannte Tafel O[a!] verzeichnet beim Zinsfufl von 
31/ 2%: a[50] = 15,647, a[49]+1 = 15,516, a[48]H = 15,428, a[Ul+3 =15.377. 
a[46]H = 15,354, a50 = 15,3491). Eine 50jahrige Frau wiirde demnach eine nach 

1) British offices life annuity tables, S. 78. 
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einem Jahre beginnende. alIjiihrlich fiilIige Leibrente in der Hohe von 100 M durch 
eine einmalige Nettopr1l.mie von 1464.70 M erwerben; hingegen hat eine derartige 
Rente fur eine ebenfalls 50jahrige Frau. die bereits ein Jahr versichert war und 
ihre Rente in Hohe von 100 M am 50. Geburtstag ausgezahlt erhalten hat. nur 
den Ablosungswert von 1451.60 M; fur eine gleichfalls 50jahrige Frau. die diese 
Rente vor funf oder mehr J ahren gekauft hat. betr1l.gt die Kapitalabfindung sogar 
nur noch 1434.90 M. 

Wir heben noth die wichtige Formel: 

(171) 1[z1H • a[zl+z = lrzlH + V • l[zl+Z+1 . a[zlH+1 
hervor. die an ,der Hand einer Selektionssterbetafel genau ebenso wie 
(17) auf S. 35 abgeleitet wird. Dividiert man (171) durch 1[z1+' und 
beniitzt die auf S. 125 durch (182) eingefUhrte Lebenswahrscheinlich­
keit p[Z1H' so hat man: 

(181) a[z]H = 1 + v • p[Z]Ha[Z]H+I. 

Diese Formel gilt fUr z = 0, 1 , 2, ... , 1l - 1; zu ihr tritt fiir die 
SchluBtafel: 
(18') az = 1 + v • pz • az+l. 

SchlieBlich solI noch fiir eine Selektionssterbetafel a!~)+., der Bar­
wert fiir eine jedes mtel Jahr in der Hohe 1/m vorschiissig zahlbare 
Leibrente, angegeben werden. Geht man die Ableitung auf S. 52/53 an 
der Hand einer Selektionssterbetafel durch, so erhaIt man der For­
mel (77) genau entsprechend: 

(771) a!~)+. = (a + !) a[z]H - ! ' 
wobei a und b nicht von der Sterbetafel abhangen und die gleichen 
Werte wie auf S. 53 haben. Angenahert kann man setzen: 

oder 

(77/') 

Ebenso wie a[z] +z ist auch A [z] +z einzufiihren. Wir definieren: 

A[] _ d[z]+zv + d[Z]+Z+l v2 + d[z]+Z+2 V3 + ::~ 
Z +z-

l[z]+z 

Durch Multiplikation von Zahler und Nenner mit vX+Z und Beriick­
sichtigung von (XIII)' (XXIII) und (XXIIII) wird: 

A[] _ C[z]+z + C[Z1+Z+1 + C[z]+Z+2 +. .. M[z]+z 
z +z - , D[z]+z = D[z]+z • 

A[z]+z stellt den Wert einer Todesfallv. fiir einen (x + z) jahDgen 
dar, der sich bereits mit x Jahren versichert hat; denn nach zjahriger 
V'szeit ist die fingierte Gesellschaft auf l[zl:+zPersonen zuriickgegangen, 
von denen im (z + 1) ten V'sjahre d[z]+z. im (z+ 2) ten V'sjahre d[Z]+Z+l 

L 0 e w Y. Versicherungsmathematik. 4. Auf!. 9 
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sterben usw. Analog zu Formel (47) erhaIt man in Erganzung der auf 
S. 126 hergeleiteten Formel (471): 

A[xl+z = 1 - d a[xlH' 

Da Personen, bei denen seit der arztlichen Untersuchung langere 
Zeit verflossen ist, zahlreicher als ihre erst kurzlich versicherten Alters­
genossen sterben, so wird der Kapitalwert einer Todesfallv. langer Ver­
sicherter groBer als der kiirzer Versicherter desselben Lebensalters sein. 
Mithin ist (umgekehrt wie bei Leibrenten): 

A[xl < A[X-ll+l < A[x-21+2 < ... < Ax . 

Fur das Deckungskapital am Schlusse des m ten V'sjahres galt bei 
tmaliger gleicher Pramienzahlung unter Zugrundelegung von Aggregat­
tafeln die Formel (137) auf S. 90: 

mV" = A(m) - Px!t-max+m' 

A(m) hatte die Bedeutung des Wertes der Leistungen der V'sgesell­
schaft an einen vor m Jahren Versicherten, der gegenwiirtig (x + m) 
Jahre alt ist. Bei einer Selektionstafel wird das Deckungskapital mit 
mVrxl, die jahrliche Nettopramie mit P[xl bezeichnet. Fiir !t-max+m 
tritt !t-ma[xl+m, da es sich urn einen Versicherten des Alters x + m 
handelt, der sich bereits mit x Jahren versichert hat. Wir erhalten 
daher: 
(13h) mV[xl = A(m) - P[xl!t-ma[xl+m' 

Dabei ist in Analogie mit (251) und (271) 

! l[xl+m + l[xl+m+l v + ... + ZrxjH-l vt - m - 1 

t-ma[xl+m = 1 
[z]+m 

D rx1 +m + D[xl+m+l + ... + D[xlH-l = -------~ D
rx1

+
m
----------

_ N[z]+m - N[xlH 
- D rx1 +m 

Wir wenden die Formel (1371) auf die einfache Todesfallv. eines 
xjahrigen mit jahrlich gleichbleibender, lebensHinglicher Pramienzahlung 
an. Der Wert der Leistungen der V'sanstalt fur einen bereits m Jahre 
Versicherten wird hier offenbar A[xl+m; an die Stelle von !t-marxl+m 
tritt, da es sich urn lebenslangliche Pramienzahlung handelt, die auf 
S. 128 eingefuhrte GroBe a[xl+m, in die !t-marxl+m fiir t = w - x + 1 
ubergeht. Die Nettopramie P[xl ist durch (951) bis (971) gegeben. Mit­
hin hat man in Analogie zu Formel (141) auf S.90: 

(141 1) mV[xl = A[xl+m - P rx1 a[xl+m· 

Analog zu (142) kann (141 1) auch in: 

V - 1 a[;l+m 
m rxl- - ---

arxl 
urngeformt werden. 1st die Selektionsperiode voriiber, d. h. m > 11:, 

so fallen in (141 1) und (1421) bei a[zl+m und A[xl+m die eckigen Klam-
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mern fort; denn der Index [x] + z ist fiir jedes z >-;n; stets d urch 
x + z zu ersetzen. 

Wird von einer xjahrigen Person eine gemischte Todesfallv. auf 
das Alter x + n mit n maliger Pramienzahlung abgeschlossen, so findet 
man aus Formel (1371) ffir die Einheit der V'ssumme das Deckungs­
kapital mVrz] m Jahre nach AbschluB des Vertrages, und zwar analog 
zur Formel (143) als 

(1431) mV[z] = Arz]+mn=;;l- Prz]nl!n-marz]+m. 

Von den rechts auftretenden GroBen wird die Prlimie P[z]nl durch 
(1041) bis (1061) definiert; der Wert Arz]+mn-ml der Leistungen der 
V'sanstalt ist gegeben durch: 

A - _ d[zl+m v + d[zl+m+l v2 + ... + d[zl+n-l v .. - m + 1rz1+1l v .. - m 
[zl+mn-ml - 1 

rz1+m 

_ Crzl+m + C[zl+m+l + ... + C rzl+n- 1 + D[zJ+n 

- D[zl+m 

_ M[T1+m - M[zl+n + D[zl+n 
- D[z]+m . 

Nach S. 130 ist in (1431): 

\ _ N[z]+m - 8[zl+n 
n-ma[zl+m - D . 

rzl+m 

Analog zu (144) kann das Deckungskapital statt durch (1431) auch 
durch 

ausgedriickt werden. 

1 _ \n-ma[zj+m 

\na[zl 

Treffend fUhrt der Eidgenossische Bericht einmal aus: "Angenom­
men, eine neugegriindete V'sgesellschaft wiirde ihre Tarife und Rech­
nungsabschliisse auf Selektionstafeln basieren. Dann wiirde jene Unter­
sterblichkeit, die sonst mit einem Bestande von ausschlie13lich neuen 
V'en bei Anwendung der Aggregattafel gewohnlich verkniipft ist, nicht 
in Erscheinung treten. Dagegen miiBte das Deckungskapital ffir die 
kiinftigen Verpflichtungen h6her ausfallen. Die Gesellschaft ware somit 
nicht in der Lage, die nach der Aggregattafel sich ergebenden Unter­
sterblichkeitsgewinne unter ihre Versicherten oder unter die Aktionare zu 
verteilen oder - der gew6hnliche Fall - sie zur Deckung der ersten 
Unkosten neuer Policen zu verwenden. Sie hatte eben gr6Bere Reserven 
zu bestellen. In der Tat istl) das Deckungskapital nach der Selektions­
tafel vorwiegend hOher als nach der Aggregattafe12)." 

Die Beniitzung einer Aggregattafel ist also auch ein Mittel, urn 
sich die ersten Unkosten fUr die Erwerbung neuer Policen auf Grund 
nicht zutreffender Annahmen iiber die Sterblichkeit zu verschaffen. 

1) Vgl. die Zahlenwerte bei Fall 1 und 2 der Tabelle auf S. 132. 
2) Bericht des Eidgenossischen V'samtes fiber das Jahr 1903, S. LXXV. 

9· 
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Dern wirklichen<;iescbliftsverlauf entspricht eine Selektionstafel als 
Rechnungsgrundlage. Weiter fiihrt die Theorie,. wie wir sahen {vgl. 
S.9q), dazu, auch die Unkosten, urn sie nichtfremder QueUe zu ent­
nehmen, als dritte RechnungsgroBe· bei dem Deckungskapital einzu­
fuhren, also das Deckungskapital nach der Methode der ausreichenden 
Pramien zu bestimmen. Dieses findet man bei t maliger Pramienzah­
lung, wenn eine Selektionstafel verwendet wird, in Analogie zu (160), 
(158) und (155) auf S. 100 und S. 98 als: 

(1601) mVjlll] = mV[IIl] + mU[:l:l' 

wobeidas Zillmersche Dec,:kungskapital 

V- V It-ma[:I:]+m 
m [:1:] = m [:1:] - IX • I ' 

ta[:I:] 

die Verwaltungskostenreserve. 

U (I 1 Ina[:l:l) 
m [:1:1 = r n-ma[:l:l+m - t-ma [IIl]+m-!- , 

. ta [lIl] 

und mV[:l:l aus (1371) auf S. 130 zu entnehmen ist. Diese Formeln gelten 
fUr m < t, d. h. bis vor SchluB der Pramienzahlungsdauer. Fur m > I 
ist analog zu (152') auf S.98: 

mV [IIl] = A(m) + r!n-ma[lIl]+m, 

wobei z. B. fUr die gemischte V. des xjahrigen auf das Alter x + ff 
die GroBe A(m) = A[1Il1+mn-ml ist. 

Dem' Voraufgehenden· fiigen wir noch ein numerisches Beispiel aus ('inem 
Aufsatz von Hockner 1) bei: Fiir eine gemischte Todesfallv. eines 35j1!.hrigen 
mit 25 maliger Pramienzahlung auf das Alter 60 und das Kapital von 10000 M 
betr1!.gt bei einem rechnungsm1!.Bigen Zins von 3%: 

1. das Deckungskapital nach der Aggregattafel 23 D. G. M. u. WI, 
2. dasselbe nach der Hocknerschen Selektionstafel der Leipziger Lebensv's-

geseUschaft, . 
3. das Zillmersche Deckungskapital nach der letzten Tafel bei einem Satz 

IX = 0,03 fiir erste Unkosten: 

Fall I 
II 

Nach Jahren 

I .2 10 15 20 25 

1. 

I s II 260,8 

I 

529,4 1383.9 2985.4 4874.6 7139.1 10000 
2. 308,1 610.8 1533.6 3188,5 5038,0 7234;1 10000 
3· 17,3 329.1 1279,6 2984,1 4889,2 7151.2 10000 

X. Invalidenrenten. 
I. Einfach. abgestufte Invalidenausscheideordnungen. 
Fur die Bewertung aUer regelmaBig wiederkehrenden Leistunge~. 

die an Invalide, Erwerbsunfahige oder Pensionierte zu geschehen haben. 
sog. Invalidenrerilte.n, benotigt man eine Invalidenausscheide­
ordnung. Eine soIche ~ibt in ihrer einfachsten Form an, wievielvon 

1.) Jahrbuch f. V'smathematik 1914. herausgeg. von Rose u. Katz, S.225. 
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einer Grundmasse l~ gleichaltriger yjahriger Invaliden oder Renten­
empfanger noch das nachste, iibernachste usw. Lebensjahr in in va­
lide m Zustand erreichen. Die Invalidenausscheideordnung verzeichnet 
demnach die Zahlenreihe: 

(183) 

wobei l~+l' 1~+2' diejenigen der urspriinglichen l~ Invaliden be­
deuten, die ihren (y + 1) ten, (y + 2) ten usw. Geburtstag als In va­
lide erleben. Man nennt l~ die lebenden Invaliden des Alters x. Die 
GraBen l~, 1~+1' 1~+2" .. entsprechen den Lebenden lx, lX+l' lrx+2,'" 

einer Sterbetafel. Fiir die Wahrscheinlichkeit P<s = 1,/+1 der Absterbe-
x 

ordnung tritt die Wahrscheinlichkeit p~ = l~il, daB ein xjahriger 
x 

Invalide sein (x + 1) tes Lebensjahr noch in invalidem Zustand erlebt. 
Von 100 Invaliden des Lebensalters x erleben also durchschnittiich 
100 p~ ihren (x + 1) ten Geburtstag in invalidem Zustand. 

Werden nur Dauerndinvalide beobachtet, bei denen ein Ausscheiden 
aus dem invaliden Zustand oder aus dem PensionsgenuI3 durch Wieder­
erlangung der Erwerbsfahigkeit ausgeschlossen ist, so ist der Tod der 
einzige Ausscheidegrund. Die Invaliden sind nur auf ihren Tod zu 
beobachten; die Invalidenausscheideordnung ist dann eine bloI3e In­
validensterbetafel. In diesem FaIle ist l~ -l~+l' die Differenz 
der lebenden Invaliden des Alters x und der aus ihnen hervorgehenden 
des Alters x + 1, gleich der Anzahl d~ der im Alter von x bis x + 1 
Jahren verstorbenen Invaliden, also: 

(184) d~ = l~ - 1~+1' 

Entsprechend der Sterbenswahrscheinlichkeit qx = ~: ist die Sterbens-

wahrscheinlichkeit der xjahrigen Invaliden: q~ = ~; , das Verhaltnis 
x 

der im Alter von x bis x + 1 Jahren verstorbenen Invaliden d~ zu 
den lebenden l~, aus denen die Sterbefalle stammen. Bei der gemachten 
Voraussetzung, daB der Tod die alleinige Ausscheideursache aus dem 
inv~liden Zustand ist, hat man: 

(185) i _ d~ _ 1~ - l~+l _ i qx - Ii - - 1i - 1 - Px' 
'x x 

Am SchluO findet der Leser als Tabelle III eine Invalidensterbetafel, die 
H. Bentzien 1) aus Beobachtungen an pensionierten Eisenbahnbeamten des 

1) Be n tzie n, H.: Sterbetafel fiir Pensionierte. Vereinsblatt fiir deutsches 
V'swesert 1892 und 1894. Die Beobachtungen an pensionierten Eisenbahnbeamten 
wahrend der Jahre 1868-1889 sind auch von Riedel, A.: Assekuranzjahrbuch 
Bd.28-1907, sowie von Braun, H.:Ver6ffentlichungen desDeutschenVereinsfiir 
V'swissenschaft Heft 20, S. 56. 1911, zur Ableitung von Invalidensterbetafeln beniitzt 
worden. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung der in Deutschland und Osterreich 
bis 1903 konstruierten Invalidensterbetafeln gibt J. Egge n berger in seinem 
Aufsatz: "Zur Frage der Invalidensterblichkeit", Assekuranzjahrbuch Bd. 25. 1904. 
Wir nennen noch die SterbenswahrscheinIichkeits-Tabelle fiir Invalide aus den 
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Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen wahrend der Jahre 1868-1889 ab­
geleitet hat. Diese Tafel wurde bei den Berechnungen der deutschen reichsgesetz­
lichen Angestelltenv. ') verwendet und dienteiner Anzahl privater Lebensv'sanstalten 
als Rechnungsgrundlage zur Bewertung ihrer Invalidenrenten. 

Die Tafel verzeichnet beim Lebensalter 25 die Anzahl von 1;5 = 61 720 In­
validen; von ihnen verstarben im Alter von 25 bis 26 Jahren d~5 = 5238, und 
1;6 = 61 720 - 5238 = 56482 erlebten den 26ten Geburtstag in invalidem Zu­
stand. Man hat 

• 56482 
P25 = -6-- = 0,9151, 

1720 
i 5238 

q2b = 61 720 = 0,0849 . 

Eine andere derartige, von einer Reihe deutscher Lebensv'sanstalten benutzte 
und bei der staatlichen osterreichischen allgemeinen Pensionsanstalt fur An­
gestellte 2 ) als Rechnungsgrundlage verwandte Tafel ist die von Hermann 
Zim merma n n 3); sie ist eben falls aus Beobachtungen an Invaliden des Vereins 
deutscher Eisenbahnverwaltungen (in den Jahren 1868-1884) abgeleitet; sie 
verzeichnet etwas gro/3ere P~ als die aus dem ausgedehnteren Beobachtungskreis 
stammende Tafel von Be n tzie n. 

Die Wiedererlangung der Erwerbsfahigkeit spielt bei der reichs­
gesetzlichen Invalidenv. und bei gewissen Pensionskassen (Eisenbahn­
arbeiterpensionskassen und Knappschaftskassen) eine Rolle. Fiir diese 
kommen daher Invalidenausscheideordnungen mit zwei Aus­
scheidegriinden, namlich Tod als Invalider und Wiedererlangung 
der Erwerbsfahigkeit, in Frage. Die do p p e It bee i n fl u B t e Invaliden­
ausscheideordnung verzeichnet neben den Invaliden l; jedes Alters x 
noch die Zahl R., unter ihnen, die im Alter von x bis x + 1 Jahren 
ihre Erwerbsfahigkeit wiedererlangen (reaktiviert wurden), und die 
Zahl d;, die von den l; Invaliden im Alter von x bis x + 1 J ahren 
invalid versterben. Die Anzahl l;+l der Invaliden, die das (x + 1) te 
Lebensjahr invalid erleben, ergibt sich demnach aus: 

(186) 

Die Wahrscheinlichkeiten 

(187) 

daB ein xjahriger Invalide seine Erwerbsfahigkeit im Alter von x bis 
x + 1 Jahren wiedergewinnt (reaktiviert wird) , und 

Beobachtungen des Personals der schweizerischen Bundesbahnen von Leu bin, R., 
und Hofstetter, P.: Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer V'smathe­
matiker Heft 12, S. 24, 1917; ferner die Invalidensterbetafel aus den Beobach­
tungen pensionierter Privatbeamten von Schriifer: Zeitschr. f. d. ges. V'swissen­
schaft Bd. 18, S. 188. 1918. 

1 ) I. Denkschrift Angestelltenv., S. 36 u. 105. Vgl. auch II. Denkschrift An­
gestelltenv., S. 82. 

2) Osterreichisches Reichsgesetzblatt XXX, Stuck Nr. 62 yom 1. April 1908. 
VgI. auch die in der Literaturubersicht genannten Tabellenwerke von A. Riedel. 
Das osterreichische Gesetz yom 16. Dezember 1906 hat fur den deutschoster­
reichischen Staat durch Gesetz yom 23. Juli 1920 und iiir den tschechoslowa­
kischen Staat durch Beschluf3 der Nationalversammlung am 5. Februar 1920 
Abanderungen in einigen Bestimmungen erfahren. 

3) Zimmermann, Hermann: Uber Dienstunfahigkeits- und Sterbeverhalt­
nisse. 1m Auftrage des Vereins deutscher Eisenbahnverwaltungen. Tabelle XII. 
Berlin 1886. 
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daB ein xjahriger Invalide invalid im Alter von x bis x + 1 Jahren 
verstirbt, sind die Quotienten, die im Nenner die Invaliden des Alters x 
und im Zahler die Anzahl derjenigen unter ihnen enthalten, die im 
Laufe des nachsten Lebensjahres durch Wiedererlangung der Erwerbs­
fahigkeit bzw. durch Tod aus dem Invalidenstand ausscheiden. Auf 
Grund der Formeln (186) bis (188) ergibt sich die schon anfangs 

des Paragraphen eingefiihrte Wahrscheinlichkeit p! = l~~l, daB ein 
x 

xjahriger Invalide seine.n (x + 1)ten Geburtstag invalid erlebt, als 

(189) 

Neben der Wahrscheinlichkeit p~, im invaliden Zustand zu ver­
bleiben, kann man auch gleichwertig die Wahrscheinlichkeit einfiihren: 

(190) ax=1-p~=rx+q;, 

daB ein xjahriger Invalide im Alter von x bis x + 1 Jahren aus dem 
Invalidenstand, sei es durch Reaktivierung, sei es durch Tod, ausscheidet. 

Ais Beispiel fur eine doppelt beeinfluBte Invalidenausscheideordnung sei die 
aus den Aufzeichnungen in der Abteilung B der Pensionskasse fUr die Arbeiter 
der PreuBisch-Hessischen Eisenbahngemeinschaft abgeleitete Tafel (aus den Beob­
achtungsjahren 1908-1912) genannt, die in der "Denkschrift uber die Vermogens­
lage der Invaliden- und Hinterbliebenenv. am 1. Januar 1914" 1) verwendet 
wurde; anbei folgt ein Stuck aus ihr: 

Alter 
Von je 10000 Invaliden des nebenbezeichneten Alters scheiden im 

Lau!e des nachsten Jahres aus dem RentengenuLl aus: 
Jahre 

durch Tod durch Wiedererlaugung 
x insgesamt: 

10000 q! der Erwerbs!ahigkeit 
10000 ax 

10000 'x 
20 3300 1904 1396 
21 3194 1895 1299 
22 3092 1885 1207 
23 2994 1874 1120 
24 2900 1862 1038 
25 2709 1849 860 
30 2299 1754 545 
40 1417 1155 262 
50 853 730 123 
60 798 734 64 
70 720 706 14 
90 3237 3237 0 

Demnachist z. B. a20 = 0,33, q~o = 0,1904, r20 = 0,1396, p~o = 1 - a20 = 0,67· 
Man beachte die bis zum Alter 60 sehr viel hoheren Ausscheidungswahrscheinlich­
keiten az aus dem RentengenuB bei der obigen Arbeitertafel gegenuber denjenigen 
der Be n tzie nschen Beamtentafel. Z. B. ist nach der Be n tzie nschen Tafel III am 
Schlusse des Buches a60 = q~o = 0,0498, wahrend die obige Tafel a60 = 0,0798, 
q~o = 0,0734 verzeichnet. 

1) Denkschrift Invalidenv. 1915. S. 33 (vgl. Literaturubersicht). 
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Die Invalidenausscheideordnung wird ebenso wie die Absterbe­
ordnung (vgl. S. 17/18) auf indirektem Wege hergeleitet. Man verfolgt 
nicht das Ausscheiden aus einer wirklichen Grundmasse ~ von gleich­
altrigen yjahrigen Invaliden, sondern nimmt fur I; eine ganz wiilkiir­
liche Zahl A, die man oft rund, etwa 10 000 oder 100 000, wahlt. Durch 
Beobachtung leitet man fiir jedes ganzzahlige Lebensalter x, das gleich 
odergroBer als y ist, die Wahrscheinlichkeiten q! und r" ab und nimmt 
an, daB die so gewonnenen Haufigkeitszahlen auf jeden ahnlichen 
Invalidenkreisubertragbar sind. Nach der eingefuhrten Hypothese 
unterliegt demnach die willkurlich gewahlte Grundmasse von I; ~ A 
Invaliden des Alters y alljahrlich in bezug auf Wiedererlangung der 
Erwerbsfahigkeit und Sterblichkeit in invalidem Zustand den namlichen 
Bedingungen, wie sie die aus dem beobachteten Invalidenkreis gewon-
nenen Zahlen r" und q! verzeichnen. Da unter 100 yjahrigenlnva­
liden im Alter von y bis y + 1 Jahren durchschnittlich 100 rr wieder 
erwerbsfahig werden und 100 q; invalid versterben, sind fur unsere 
fingierte Gesellschaft von fy Invaliden I; rr Falle der Wiedererlangung 
der Erwerbsfahigkeit und I; . q; Sterbefalle in invalidem Zustand an­
zunehmen. Demnach ergibt sich die Zahl der im Alter von y bis y + 1 
Jahren Reaktivierten Rr = ~ . rr und der in diesem Alter invalid 
Verstorbenen t4 = ~. q;. Die Anzahl der den (y + 1)ten Geburtstag 
III invalidem Zustand Erlebenden It+1 ist mithin 

1~+1=~-I;rr-l;q; =1;(1-rr -q;). 

Da die 1;+1 invaliden (y + 1) jahrigen Personen nach unserer Annahme in 
demselben MaBe die Erwerbsfahigkeit wiedererlangen bzw. invalid ver-
sterben sollen, wie es den beobachteten Werten rr+1 bzw. q~+1 
entspricht, muB die Zahl der im Alter von. y + 1 bis y + 2 Jahren 
wieder erwerbsfahig Gewordenen Rr+1 = 1~+1 • r y+1 und die Zahl der im 
gleichen Alter als Invalide Verstorbenen d;+l = ~+1 • q;+1 betragen. Die 
Anzahl der den (y + 2) ten Geburtstag invalid Erlebenden ergibt sich 
demnach durch Subtraktion der Ausgeschiedenen als 

1;+2 = 1~+1 -It+1 rr+1 -/;+1 q;+1 = 1;+1 (1 ~ rr+l - q;+1). 

Auf diese Weise erhhlt man die aufeinanderfolgenden Zeilen der In­
validenausscheideordnung: 

Alter InvaIide Reaktivierte Invalid Verstorbene 

l~ (willkurlich) 
i iii 

J( Rr = Ir1'r dr = lrqr 

r +1 l~ +1 = i~ (1 . - 1'r - q~) Rr+1 = 1~+1 1'r+1 d~+1 = 1~+1 q~+1 
1'+2 i i ( i ) lr+2 = lr+l 1-" +1- qr+1 Rr+2 = 1~+21'r+2 d~H = l~Hq~+t 

.' " 
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Die Herleitung der erforderlichen Wahrscheinlichkeiten rll) und ~ 
muB gewohnlich durch Beobachtung einer "offenen" Gesellschaft von 
Invaliden '(vgl. S.18) geschehen. Man hat daher Formel (11) anzu­
wenden und zu setzen: 

(191) 
i mil) 

qz= B -G . 
A + Il) Il) 

z 2 

(192) rz = B -G . 
A + Il) Il) 

Il) 2 

Hierbei bedeuten: All) die von ihrem xten Geburtstag an beobachteten 
Invaliden, BIl) die erst im Alter ·von x bis x + 1 Jahreninvalid ge­
wordenen Personen, die zu den urspriinglich vorhandenen All) Invaliden 
hinzukamen, Gil) diejenigen der All) + BIl) Invaliden, die im Alter von x 
bis x + 1 Jahren aus anderen Griinden als infolge von Tod als Inva­
liden oder infolge von Wiedererlangung der Erwerbsfahigkeit aus der 
Beobachtung ausschieden; mil) und nil) sind diejenigen von den All) +- BIl) 
Invaliden, die wahrend der Beobachtung im Alter von x bis x + 1 
Jahren invalid verstarben bzw. durch Wiedererlangung der Erwerbs­
fahigkeit aus dem Invalidenstandausschieden. Ebenso wie die Sterbens-
wahrscheinlichkeit qll) einer Absterbeordnung aus (11) konnen q! und 
rll) aus (191) und (192) nach "scharf abgegrenzten" Altersjahren (S.19f£') 
bestimmt werden. Liegen Beobachtungen vor, fiir die das Kalender­
jahr die Zeiteinheit ist, so wird man (191) und (192) in die Gestalt der 
Formel (13) (S.22) bringen, wobei natiirlich im Nenner das dortige 
m durch m + n zu ersetzen istl). Wichtig ist es auch, q! und rll) unter 
Zugrundelegung des Rentenbezugsjahres als der fiir die Beobachtung 
maBgebendenZeiteinheit zu bestimmen. Den mit t - t bis t + ! Jahren 
invalid Gewordenen wird man als genau tjahrig in den Rentenbezug 
eingetreten ansehen. 2) 1st der Betreffende also y volle Jahre im Renten­
genuB, so hat .man ihm das Alter x = y + t beizulegen; er beginnt 
gerade sein (x + 1)tes Lebensjahr. Bei dieser Festsetzung gibt es 
keine im Alter von x bis x + 1 Jahren invalid werdenden Personen BIl). 
Entsprechend (11') auf S.23 gehen (191) und (192) fiber in 

(191 ') 

(192') 

1) Vgl. auch Formel (220) auf s. 15t. 
S) Fur Invalide. bei denen der Rentenbezug durch Wiedererlangung der 

Erwerbsf!i.higkeit unterbrochen war, wirddas Anfangsalter . des Rentenbeginns 
i~mer von Beginn· der letzten InvaIidita.t an gerechnet. 
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A", bedeutet hierbei alle Invaliden, die den Beginn ihres nach oben 
bestimmten (x + 1) ten Lebensjahres im RentengenuB erlebten; m"" 
n", und C", sind diejenigen von den A", beobachteten Invaliden, die 
im Alter von x bis x + 1 Jahren infolge von Tod bzw. infolge Wieder­
erlangung der Erwerbsfahigkeit bzw. infolge anderer als der zwei ge­
nannten Grunde aus dem Rentenbezug ausschieden. 

Sieht man die aus anderen Grunden als infolge von Tod und Re­
aktivierung erfolgten Ausscheidefille C"" die in der zweiten HaUte des 
Rentenbezugsjahres erfolgten, als wie ein ganzes Jahr unter Beob­
achtung stehend an und versteht demnach unter A", alle Invaliden, 
die entweder in ihrem x bis (x + 1) ten Lebensjahr invalid verstarben 
oder reaktiviert wurden, sowie samtliche Invaliden, die sonst mindestens 
ein halbes Jahr im Rentenbezug standen, so kann man nach (11") 
(S.24) die Formeln (191') und (192') auch durch 

(191") 

( 192") 
n", 

r",=­
A", 

ersetzen; m", und n", behalten dabei ihre alte Bedeutung der Todes­
und Reaktivierungsfiille im x bis (x + 1) ten Lebensjahr bei. 

Zum SchluB berner ken wir noch, daB man die in diesem Paragraphen 
behandelten InvalidenausscheidEordnungen, die alle Invaliden gleichen 
Lebensalters ohne Berucksichtigung der Lange der Rentenbezugsdauer 
zusammenfassen, als Aggregattafeln oder einfach abgestufte 
In validena usscheideordn ungen bezeichnet. 

2. Invalidenrenten und Sterbefallzahlungen an Invalide. 
Hat ein xjahriger Invalide sofort und dann alljahrlich, solange er 

invalid ist, von einer Pensionskasse die Einheit als Ruhegehalt zu be­
anspruchen, so bezeichnet man den Barwert, den diese regelmaBig 
wiederkehrenden Leistungen fUr den Invaliden besitzen oder die gleich­
wertige Kapitalabfindung, durch die die Pensionskasse ihre Verpflich~ 
tungen ablosen kann, mit a~. Man nennt a~ den Barwert der 
ganzjahrigen vorschussigen oder pranumerando zahl­
baren Invalidenrente 1. Urn a~ zu finden, laBt man einfach 
fUr die Lebenden der Sterbetafel die Invaliden der Invalidenausscheide­
ordnung treten. Ausgehend von einer fingierten Gesellschaft von l~ 
Invaliden, die alljahrlich der Invalidenausscheideordnung entsprechend 
aus dem Invalidenstand austreten, erhalt man in Obereinstimmung 
mit der Formel (16): 

(193) 

hierbei bedeutet w, das hochste Lebensalter, das ein Invalide nach der 
Invalidenausscheidetafel erreichen kann. Fuhrt man (XII) und (XIII) 
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(S. 36) entsprechend die diskontierten Zahlen der Invaliden des 
Alters x und ihre Summe ein, setzt man also: 

D~ = l~vx und N; = D~ + D~+l + ... + D!Ji' 
so ist: 

(194) a~ = N~. 
D~ 

Numerische Werte fUr a~ findet man nach der II. Denkschrift der 
deutschen reichsgesetzhchen Angestelltenv. in Tabelle III am SchluB. 

Den Barwert einer jedes mtel Jahr in der Rohe 11m, also im Jahres­
betrage 1, an einen xjahrigen Invaliden vorschiissig zahlbaren Invaliden­
rente bezeichnet man mit a~(m). Nach Formel (77) (S.54)1) setzt man: 

(195) ai(m) = (0 + !) a i - !, 
x v x V 

wobei 0 und 0 nur von m und i abhangen. Zumeist rechnet man mit 
der einfacheren Formel (77') und setzt fUr die monatliche Invaliden­
rente (m = 12), je nachdem ein Zins von 3%, 31/2% oder 4% zugrunde 
gelegt wird: 

a~(12) = a~) - 0,4633 bzw. a~) - 0,4641 bzw. a~) - 0,4649. 

Wird beim Tode eines Pensionierten ein Sterbegeld 1 ausgezahlt, 
so ergibt sich dessen Barwert, d. h. die Kapitalabfindung, die ein 
xjahriger Invalide fUr seine Anwartschaft auf das Sterbegeld 1 be­
anspruchen kann, nach den Formeln (46) und (49) (S. 43 und 44): 

di + di 2 + di 3 + + d ",·+l-x M~ (196) A~ = . xV X+1V X+2V . ... _._. _. __ ~_._ = _.~ 
l~ D~ 

hierbei ist nach (XXII) und (XXIII) (S. 43): 

M;=C;+C;+1+"'+C~ und C;=d;vX + 1 • 

Nur wenn die Invalidenausscheideordnung eine bloBe Invaliden­
sterbetafel ist, kann man nach (47) (S. 43) A; durch die Relation 
A; = 1 - d a; bestimmen; hingegen besteht diese Beziehung natiir­
lich nicht, wenn man eine zweifach beeinfluBte Invalidenausscheide­
ordnung hat. 

3. Doppelt abgestufte Invalidenausscheideordnungen. 
Ebenso wie man in der Lebensv. doppelt abgestufte Absterbeord­

nungen verwendet, hat es sich auch als notwendig erwiesen, doppelt 

1) Die Formel (77), die wir fur die Absterbeordnung hergeleitet haben, gilt 
fur die Lebenden jeder Ausscheideordnung mit belie big vielen Ausscheidegrunden. 
Dies foIgt aus der Herleitung der FormeI (77), indem man fur jedes Lebensalter die 
Verstorbenen der Absterbeordnung durch alle Ausgeschiedenen der betrefIenden 
Ausscheideordnung ersetzt. Formel (77) kann demnach im besonderen auch bei 
einer zweifach beeinfluBten Invalidenausscheideordnung verwendet werden. 
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abgestu£te Invalidenausscheideordnungen zu beniitzen. Die Sterblich­
keit der Invaliden sowie ihr Wiedereintritt in die Klasse der Erwerbs­
£ahigen hangen nicht nur yom Lebensalter ab, sondern sie sind auch 
wesentlich durch die Invaliditatsdauer, d. h. durch die seit Beginn der 
Invaliditat verflossene Zeit bedingt. In den ersten Jahren nach der 
Invalidisierung £indet ein groBeres Ausscheiaen aus dem RentengenuB 
durch Sterblichkeit ebenso wie durch Wiedererlangung der Erwerbs­
fahigkeit als in den spateren Jahren statt. Personen, die dem Kreise 
der Invaliden schon langer angehoren, werden seltener reaktiviert als 
die erst seit kurzer Zeit im Invalidenstand Lebenden. Ebenso findet 
bei den infolge schwerer Krankheit invalid werdenden Personen anfangs 
eine groBe Sterblichkeit statt. Wahrend sich bei der Lebensv. mit 
langerer V'sdauer eine schlechtere Sterblichkeit ergibt, wirkt die Inva­
liditatsdauer umgekehrt. Nach einer Reihe von Jahren setzt sich der 
Invalidenstand aus widerstandsfahigeren Personen zusammen, fiir die 
bloB der Tod, nicht mehr die Wiedererlangung der Erwerbsfahigkeit als 
AU5scheidegrund in Frage kommt und bei denen der Verlauf des Austritts 
aus der Klasse der Invaliden nurvom Lebensalter allein, nicht von der Inva­
liditatsdauer abhangt. Fiir die Herleitung von ein£ach abgestuften Inva­
lidenausscheideordnungen gelten die treffenden Worte von Knapp­
schaftsdirektor Dr. Jahnl): "Hat man es mit einer jungen Kasse zu 
tun, so werden offenbar die Invaliden mit geringer Invaliditatsdauer 
nnd groBerer Sterbens- und Reaktivierungswahrscheinlichkeit verhalt­
nismaBig viel mehr iiberwiegen als bei einer alten Kasse, die viel altere 
Invalidenbestande mit geringerer Sterbens- und Reaktivierungswahr­
scheiriliehkeit hat. 'Wirft man alle Invaliden ohne Riicksieht auf die 
Invaliditatsdauer zusammen, so wird mandaher im allgemeinen bei 
einer jiingeren Kasse groBere Sterbens- und Reaktivierungswahrsehein­
liehkeitenbekommen als bei einer alteren." Doppelt abgestufte Inva­
lidenausseheideordnungen sind hergestellt worden auf Grund der Er­
fahrungen derreichsgesetzlichen Invalidenv., und zwar fiir Invaliden­
rentenempfanger iiberhaupt sowie getrennt fiir mannliehe und weib­
liehe Rentenempfanger2), ferner von Jahn aus den Beobaehtungen 
derAllgemeinen saehsischen Knapp$chaftskasse1) und von F. Zimmer­
mannS) aus den Erfahrungen des Bochumer Knappsehaftsvereins. 

Bei doppelt abgestuften Invalidenausscheideordmingen werden vor­
ziiglich die Wahrseheinliehkeiten abgeleitet, den Iiaehsten Geburtstag 
invalid zu erleben, namlich: p{Z]' die Wahrseheinlichkeit, daB ein 
xjahriger, soeben in den RentengenuB eingetretener Invalide invalid 
seinen (x + 1) ten Geburtstag erlebt, weiter ptZ]H' die Wahrscheinlich­
keit, daB ein vor z Jahren invalid Gewordener, der jetzt x + z Jahre 
alt ist, seinen (x + Z +1)ten Geburtstag invalid erlebt. 1st 11: die 
Selektionsperiode, d. h. diejenige Rentenbezugsdauer, nach deren Ab-

1) Jahn: Invaliditll.ts- und Sterbensverhll.ltnisse bei den Mitgliedern der All­
gemeinen Knappschaftspensionskasse fUr das Konigreich Sachsen. Zeitschr. d. 
Sl1chsischen statistischen Bureaus Bd. 50. S.222. 1904. 

2) Amtliche Nachrichten des Reichsv'samts 1906,< 1. Beiheft, S. 132ff. 
3) Zeitschr. f. d. ges. V'swisserischaft Bd. 8. S. 535. 1908. 
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lauf alle gleichiJ.ltrigen Invaliden zusammengefaBt werden konnen, weil 
ihr Ausscheiden aus dem Invalidenstand nur noch vom Lebensalter 
abhangt - bei den reichsgesetzlichen deutschen Erfahrungen traf dies 
fiir alle mehr als 11 Jahre im Rentenbezug gewesenen Invaliden zu 
(n = 11) -, so bezeichnet man mit p~ die Wahrscheinlichkeit, daB 
ein vor n oder mehr Jahren in den RentengenuB eingetretener xjah­
riger Invalide seinen (x + 1)ten Geburtstag noch invalid erlebt. 

Fiir die mannlichen deutschen reichsgesetzlichen Invalidenrentenempfanger 
ist nach den vom Reichsv'samt berechneten Werten beispielsweise 

P~SOI = 0,5210, ptSOl+l = 0,7220, PiSOl+2 = 0,8290, ptaol+S = 0,8805 , 

P;aOl+4 = 0,9086, ptSOl+5 = 0,9263, P~30J+6 = 0,9388, P:30J+7 = 0.9460, 

P~OI+B = 0,9516. P:SOJ+9 = 0.9560, ptSOJ+IO = 0,9587, P~l = 0,9597. 

Hiemach erleben von 10000 soeben in. den RentengenuB eingetretenen 30jahrigen 
Invaliden 5210 ihren 31 ten Geburtstag in invalidem Zustand; von 10000 33 jah­
rigen Invaliden, die bereits vor 3 J ahren in den RentengenuB eingetreten sind. 
erleben 8805 ihren 34ten Geburtstag als Invalide, die Ausscheidefalle sind also 
bei Personen, die bereits 3 Jahre invalid waren, erheblich niedriger als sofort 
nach Eintritt der Erwerbsunfahigkeit; schlieBlich erleben von 10COO 41 jahrigen In­
validen. die seit mindestens 11 J ahren im RentengenuB stehen, also mit 30 J ahren 
oder in friiherem Alter invalid geworden sind, sogar 9597 ihren 42ten Geburts­
tag als Rentenempfanger. 

Bei doppelt abgestuften Invalidenausscheideordnungen tritt an die 
Stelle der Lebenden lrzl. l[zl+z der Selektionssterbetafel (S.122) die 
Anzahl ltz! der soeben in den RentengenuB eingetretenen xjahrigen 
Invaliden, und ferner die Anzahl fczlH der (x + z) jahrigen Invaliden, 
die aus den mit x Jahren in den Rentenge~uB eingetretenen 1tZl hervor­
gingen und ooch den Beginn ihres (z + 1) ten Rentenbezugsjahres 
invalid erlebt haben; die Zahl z nimmt hierbei, wenn n dieSelektions­
periode fUr die Rentenbezugsdauer ist, die Werte 0, 1, 2, ... , n - 1 
an. SchlieBlich sollen die noch einzufiihrenden GroDen l~, fiir sich allein 
betrachtet, .eine Invalidenausscheideordnung bilden, und ferner. noch 
die Bedingung erfilllen, daB fUr jeden Wert des x durch l! die Anzahl 
derjenigen Invaliden des Alters x gegeben wird, die aus den urspriing-
lich vorhandenen llz-n] Invaliden noch invalid in das (n + 1)te Renten­
bezugsjahr eintreten. Die Zahlen l~ der "SchluBinvalidenausscheide­
ordnung", die durch Fortlassen aller weniger als n Jahre im Renten­
bezug befindlichen Invaliden "abgestutzt:' ist, entsprechen genau den 
Zahlen 1z der "SchluBselektionssterbetafel". Die Folge llz-nl, ltz-.rr]+1, 
... , frz-n]+:r-1. l~, l!+1. l~+2' ... gibt also an, wieviel von einer Grund­
masse mit x - n Jahren in den RentengenuB eingetretenen Invaliden 
sich alljahrlich noch im Rentenbezug befinden; sindes urspriinglich 

ltz-",] , so nach 1 Jahre ltz-"']+1> nach 2 Jahren 'frz-"']+2 usw., nach 
:It Jahren ~, nach n + 1 Jahren l~+1> nach :It + 2 Jahren 1~+2 usw. 

Fiir die oben eingefiihrten Wahrscheinlichkeiten, den nachsten Ge­
burtstag im RentengenuB zu erleben, ergibt sichdas Gleichungssystem: 
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Pi _ llz]+Hl ( 1» 
[z1+% - i Z = 1,2, . '" :n - 1 

l[z]H 
(197) Pi _ ltz]+1 

[z] - 1i ' 
[z] 

und Pi = 1;+1 
Z I;' 

Von den mit x J ahren in den RentengenuB eingetretenen ltzl In­
validen scheiden aus ihm im z- bis (z + 1)ten Rentenbezugsjahr 
l{z]H - ltZ]H+l aus. Mithin ergibt sich die Wahrscheinlichkeit atzJ 
flir einen mi t x Jahren invalid Gewordenen, im ersten Ren­
tenbezugsjahr aus dem RentengenuB auszuscheiden: 

(198) 

weiter ist 

( 8) i llz]H - ltZ1+Hl 1 pi ( ) 19 1 a[Z]H= Ii --= - [z]+% z=1,2, ... ,:n-1 
[z1+z 

die Wahrscheinlichkeit, daB ein mit x Jahren invalid Gewordener im 
z- bis (z + 1) ten Rentenbezugsjahre aus dem RentengenuB ausscheidet; 
schlieBlich hat die Wahrscheinlichkeit a!, daB ein :n oder mehr Jahre 
im RentengenuB befindlicher Invalide im Alter von x bis x + 1 Jahren 
mlS ihm ausscheidet, den Wert 

i _ l; - 1!+1 _ 1 _ pi 
az - . - z· 

l~ 
Die Formeln (198) sind genau analog den auf S.123 fiir die Sterbens­

wahrscheinlichkeiten einer Selektionssterbetafel gefundenen, wenn man 
die lund q der Absterbeordnung durch 1i und ai ersetzt; den Formeln 
(181) und (179) auf S.123/124 entsprechend folgert man aus dem Formel­
system (198): 

und 

Ii _ llz]H+l 
[z1+Z-1 i (z=O,1,2, ... ,:n-2), 

- a[z]+% 

i l;+n 
l[z1+1<-1 = . 

1 - a[Z1+,-,;-1 

I; = 1;+1 .• 
1- a~ 

Auf Grund der letzten Formeln leitet man die lebenden Invaliden Ii 
aus den beobachteten a Werten auf indirektem Wege ebenso ab wie 
frUber (vgl. S. 124) die Lebenden I der doppelt abgestuften Absterbe­
ordnung aus den q. Man konstruiert auch hier zUerst die SchluBtafel, 
und zwar geht man von einer willklirlichen Grundmasse y-jiihriger In-

1) Fur 11: - 1 ist im Zahler l;zl+n durch l~+n zu ersetzen; stets, wenn die 
Selektionsperiode voriiber ist, sind die eckigen Klammern fortzulassen. 
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validen l~ = A aus, die n und mehr Jahre im Rentenbezug stehend 
angenommen werden. Aus den beobachteten Ausscheidewahrscheinlich­
keiten at, a~+1' a~-t 2, ••• erhalt man die lebenden Invaliden der 
SchluBtafel: 

t;,+1 = t;, (1 - a~), It+2 = t;,+1 (1 - a~+1)' l~+3 = l~+2 (1 - a~+2)' ... 

Aus den gefundenen l!:+", der SchluBtafel und den beobachteten Aus­
scheidewahrscheinlichkeiten atzl+,.-1 des nten Rentenbezugsjahres be­
stimmt man mittels (1991) die zu Beginn des nten Rentenbezugsjahres 
lebenden Invaliden 4Z1+,.-1 und hat die der SchluBtafel voraufgehende 
Rubrik. Das einzuschlagende Verfahren stimmt genau mit dem bei 
der Herleitung der Lebenden der doppelt abgestuften Absterbeordnung 
iiberein, und es braucht daher nicht mehr ausgefiihrt zu werden, wie 
man dann aus (199) weiter der Reihe nach die lebenden Invaliden l[~l+"'-2 
zu Beginn des (n - 1) ten Rentenbezugsjahres usw., schlieBlich 1;x1 die 
anfanglich lebenden Invaliden findet. 

Die aus der Beobachtung herzuleitenden Ausscheidewahrscheinlich-
keiten O[Zl' o!z1+t. ... , o[z1+"'-1> a~ findet man nach Formel (11') oder 
(11") (S.24); nur muB man die Invaliden sowohl nach dem Lebens­
alter als auch nach der Rentenbezugsdauer trennen. Hat man bei 
einer Pensionskasse aIle mit x Jahren invalid gewordenen Personen 
tabuliert, die den Beginn ihres (z + 1}ten Rentenbezugsjahres erlebt 
haben, so bestimme man die Anzahl A[xJ+z derjenigen von ihnen, die 
im z- bis (z + 1) ten Rentenbezugsjahr entweder invalid verstarben 
- ihre Anzahl sei m[xJ+z - oder reaktiviert wurden - ihre Anzahl sei 
n[xJ+z - oder mindestens sonst ein halbes Jahr lang ihre Pension be­
zogen. Dann kann man nach (11") setzen: 

i m[xJ+z + n[zJ+z 
a[z1+z = ---. A 

[x]+. 
(200) 

wobei z die Werte 0, 1, 2, ... , n - 1 dUfchlauft. Zur Bestimmung 
von (J~ sind alle Invaliden wahrend ihres x- bis (x + 1) ten Lebensjahres 
zu beobachten, die n oder mehr Jahre im Rentenbezug waren. 

Zur Bewertung von Invalidenrenten geniigt die Bestimmung der 
Ausscheidewahrscheinlichkeiten o· oder der gleichwertigen Verbleibs­
wahrscheinlichkeiten pi oder der lebenden Invaliden li; so .beschranken 
sich auch tatsachlich die deutschen reichsgesetzlichen Beobachtungen 
auf die ai . Eine voIlstandige Invalidenausscheideordnung, die z. B. 
auch Sterbegelder zu bewerten gestattet, muB die aIljahrlich aus dem 
Invalidenstand Ausscheidenden noch in die zwei Klassen der invalid 
Verstorbenen und der infolge Wiedererlangung der Erwerbsfahigkeit 
Ausgetretenen unterscheiden. Von den mit x Jahren in den RentengenuB 
eingetretenen, noch zu Beginn ihres (z + 1) ten Rentenbezugsjahres 
lebenden 4Z]H Invaliden seien im Laufe des z- bis (z + 1}ten Renten­
bezugsjahres d~ZIH invalid verstorben und R[xJ+z reaktiviert worden. 
Dann ergibt sich die Anzahl der den Beginn des (z + 2) ten Renten-
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bezugsjahres invalid Erlebenden Z;"'l+z+i durch Subtraktion der Aus­
scheidefalle von den zu Anfang des (z + 1) ten Rentenbezugsjahres 
vorhandenen frZ]H Invaliden als 

(201) 

hierbei durchliiuft z die Werte 0, 1,2, ... , :n - 1. Von den xjiibrigen 
Invaliden ~, die :n und mehr Jahre im Rentenbezug stehen, solien 
im Alter von x bis x + 1 Jahren ~ invalid versterben und R", reakti­
viert werden. Da die SchluBtafel fUr sich eine Invalidenausscheideord-
nung sein soIl, ergibt sich die Zahl Z!+i derjenigen von den Z! Inva­
liden, die noch invalid ihren (x + 1) ten Geburtstag erleben, als 

(202) Z!+! = Z! - ~ - R", . 
Man benotigt noch die Wahrscheinlichkeiten: 

(203) i dtz]+z 
q[zJ+z = -Zi ' 

[z]+z 

daB ein mit x Jahren invalid Gewordener in seinem z- bis (z + 1) ten 
Rentenbezugsjahr invalid verstirbt, und 

(204) 
R[",)+z 

r[z)+z = -t-' -, 

Z[Z]+z 

daB ein mit x Jahren invalid Gewordener in seinem z- bis (z + 1) ten 
Rentenbezugsjahr die Erwerbsfiihigkeit wiedererlangt. 1m Nenner der 
eingefiihrten Wahrscheinlichkeiten stehen die fr:rl+z mit x Jahren in­
valid gewordenen Personen, die Qen Bfginn des (z + 1) ten Renten­
bezugsjahres invalid erlebt haben, im Zahler die von ihnen gelieferten 
Todes- bzw. Reaktivierungsfiille; z nimmt wieder die Werte 0,1,2, •.. , 
:n - 1 an. Fib:' die Zeit nach der Selektionsperiode :n definiert man 
entsprechend: 

Dividiert man 

i d! 
q:r=-' 

l~ 
und 

(201) durch ztzJ+z, 

R", 
r",=~. 

1", 
so hat man: 

frZ]+z+i = 1 _ d~"'l+Z _ R~zlH 
ItzJ+z l[",J+z l[Zl+Z 

oder nach (197),(203) und (204): 
i i 

(205) P[Z]H = 1 - q[z]+z - r[z]+z • 

Infolge von (1981) atzlH = 1 - PtZ]+z ergibt sich aus der grundlegenden 
Relation (205) weiter: 

(206) atZ]+z = qtz]+z + r[z]+z (z = 0, 1. 2, ... , :n - 1) . 

Nach Ablauf der :njiibrigen Selektionsperiodeerhalt man aus (202). 
den letzten Formeln entsprechend: 
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Die Wahrscheinlichkeiten qi und T entnimmt man der Beobachtung. 
Hierbei kann man sich der Formeln 

(207) 

und 
I n[",]+z 

(207) r[",]+. = A--
["']+z 

bedienen, wo die rechter Hand stehenden Ausdriicke dieselbe Bedeutung 
wie in Formel (200) haben; man beachte auch, daB nach (200) die 
Addition von (207) und (207') zu der Relation (206) fUhrt. (207) und 
(207') gelten fiir z = 0, 1, 2, ... , n - 1, also fiir die Selektionsperiode. 

. m", d n", d Nach ihrem Ablauf wird man q~ = A un r", = A setzen un unter 

'" '" den zu beobachtenden A", mindestens n Jahre im RentengenuB befind-
liche Invaliden verstehen, die im x- bis (x + 1) ten Lebensjahre ent­
weder invalid verstarben - ihre Zahl sei m", - oder reaktiviert wurden 
- ihre Zahl sei n", - oder mindestens ein halbes Jahr ihre Pension 
bezcgen haben. 

Die Herleitung der lebenden Invaliden 1i, der alljahrlich Reakti­
vierten R und der invalid Verstorbenen di geschieht indirekt aus den 
Wahrscheinlichkeiten qi und T, wie wir schon die l' aus den Ausscheide­
wahrscheinlichkeiten oi indirekt bestimmt haben (vgl. S. 142/143). Man 
konstruiert zuerst die SchluBtafel, ausgehend von einer wiIlkiirlichen 
Grundmasse yjahriger Invaliden zt = A, die 11: und mehr Jahre im 
Rentenbezug stehend angenommen werden. Unterliegt die fingierte 
Gesellschaft t;, denselben Sterbens- und Reaktivierungsverhaltnissen, 
wie sie qt, qt+1' qt+2' ..• bzw. Tr , Tr+1> Tr +2, ••• fiir Invalide ver­
zeichnen, die 11: und mehr Jahre im Rentenbezug sind, so sieht die 
SchluBtafel auBerlich genau ebenso aus wie die einfach abgestufte 
InvalidenausscheidEordnung auf S.136. Aus den in der SchluBtafel 
verzeichneten Invaliden leitet man mittels der Sterbens- und Reakti-
vierungswahrscheinlichkeiten q~"']+n-1 und T[",I+",-1 die zu Beginn des 
11:ten Rentenbezugsjahres lebenden Invaliden 4:1:]+"'-1 ab und erhaIt 
nach Formel (1991): 

1i 1~+,. ~+J< 
[:1:]+,..-1 = ---i--- = i 

1 - 0[:1:]+"'-1 1 - q[:I:]+",-1 - T[:I:]+"'-1 

Unterliegen die 4:1:]+n-1 Invaliden den durch Beobachtung gewonnenen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten q~"'1+"'-1 und Reaktivierungswahrschein­
lichkeiten T[:l:J+n-h so sterben von ihnen im Laufe des nachsten, des 
nten Rentenbezugsjahres 4:1:]+,.-1' q~"']+"-1 = di"']+.1l-1 als Invalide, und 

L 0 e w Y. Versicherungsmathematik. 4. Aufl. 10 
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Ifz]+.n-1· r[Zl+n-l = R[zl+,,;-1 werden reaktiviert. Die eben abgeleitete, 
der SchluBtafel unmittelbar voraufgehende Invalidenausscheideordnung 
enthalt die erforderlichen Werte Itz-nl+,,;-1; zu ihrer Kontrolle kann 
man auch noch die aus (201) folgende Relation 

ItZl+"-l - 4Xl+,,;-1 - R[zl+,,;-1 = l~+,,; 
beniitzen. Hierauf bestimmt man die Invaliden lfzl+n-2 zu Beginn des 
(n - 1) ten Rentenbezugsjahres durch 

Ii, _ Ztzl+n-1 
[Xj+n-2 - i 

1 - q[zl+n-2 - r[zl+,,;-2 

sowie die von ihnen im Laufe des Jahres Verstorbenen und Reaktivierten 

bzw. 

So fortfahrend findet man schlieBlich die anfanglichen Invaliden 

i Itzl+1 
l[zl = i 

1 - q[zl - r[zJ 

sowie die von ihnen im ersten Rentenbezugsjahr gelieferten Sterbe­
und Reaktivierungsfalle 

di Zi i [zl = [xl' q[zl bzw. 

4. Die Berechnung der Invalidenrenten und 
Sterbefallzahlungen an Invalide mittels doppelt abgestufter 

Invalidena.usscheideordnungen. 
Bei Zugrundelegung einer doppelt abgestuften Invalidenausscheide­

ordnung wird der Barwert atxl einer ganzj1ihrigen vorschiissigen Inva­
lidenrente im Jahresbetrage1:, die an einen xjahrigen, soeben in den 
RentengenuB eing'etretenen Invaliden zu zahlen ist, ausgehend von 
einer fingierten Gesellschaft von lfzl soeben invalid gewordenen, renten­
b~rechtigten Personen bestimmt. Man findet den Formeln (193) und 
(161) auf S. 125 entsprechend: 

ti + li + + Ii ",-1 + ·li '" + + Zi W'-z i ~[zl [zl+lV ... [xl+",-lV z+",V ... Wi V ' 
a[zl = 

If xl 

Daneben ist die Kapitalabfindung afzl+z einzufiihren, die man einem 
mit x Jahren invalid Gewordenen, der bereits z Jahre im RentengenuB 
steht, zahlen muB, damit er auf eine sofort und dann alljahrlich, 50-

lange er Invalide ist, fallige J ahresrente 1 verzichtet. Man findet (S. 128) : 

I i + Ii + + Ii W'-z-z i _ [zl+z [zl+z+l v . . . OJI V ' . 
a[zl+z -
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hierbei nimmt z die Werte 0, 1, 2, ... , Jt - 1 an, und ffir die SchluB­
tafel hat man: 

Wi ist das hochste Alter, das Invalide erreichen. Verwendet man die 
GraBen [vgl. (XIII) und (XlIII)' S.125/126]: 

(209) 

weiter 

(210) 

fUr 

und 

so wird 

(211) 

fUr 

Di 1i x+z f" 1 [x)+z=[xl+zv urz=O, ,2, ... ,Jt-1, 

D i 1i x 
x = xV , 

N[~l+Z = D[~l+Z + D&l+Z+1 + ... + D!i 
z=O, 1, 2, ... , Jt-1, 

N; = D~ + D~+1 + ... + D!i' 

i N[~l+z 
a[x)+z = ~D--Y-­

[xHz 

z = 0, 1, 2, ... , Jt - 1 , 

und fiir die SchluBtafel: 

(211 ') 

Besonders wichtig ist das System der Rekursionsformeln: 

(212) 

fUr 

und 
(212') 

fUr ~ die SchluBtafel. 

a;X)+Z = 1 + v ptx)+z a[xl+Z+l 

z=O, 1, 2, .. ~, Jt-1, 

Diese Formeln sind das Analogon zu (181) und (18') auf S.129. Sie 
gestatten uns, aus den Wahrscheinlichkeiten pi, die z. B. fUr die reichs­
gesetzlichen Invalidenrentenempfanger allein vorliegen, 'die Renten­
werte zu berechnen. Zunachst bestimmt man ausgehend von a~, = 1 
die Rentenwerte der SchluBtafel 

i -1+pi i awi -2 - v Wi- 2 awi - I usw. 

(vgl. S. 36), dann 

aIxH;r-l = 1 + vP~Xl+n-la~+,., 
hierauf atxl+n-2 = 1 + v ptxl+n-2 atxl+n-l usw., 

schlieBlich atX] = 1 + v PIx) a[xl+1' 

Zur Bestimmung der bei der Invalidenv. haufig gebrauchten, in 
10· 
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monatlichen Teilbetragen zahlbaren Invalidenrente at~:~z bedient man 
sich zumeist der Formel (77') auf S. 54 (vgl. auch S. 139): 

i(12) i b . 
(213) a[z]+z = a[z]+z - ~ , 

z. B. ist fiir 33/.,,%: 
i(12) _ i 

a[z)+z - a[z)+z - 0,4644 • 
Fur das Alter 30 hat man beispielsweise nach den Erfahrungen des Bochumer 

Knappschaftsvereins bei einem Zinsful3 von 33/ 4%: 

a:~~) = 7.4992, ag~~~l = 7,7974, a~fs~~2 = 8,9154, aI4~~~s = 10.5272. 

Der Verlauf der angegebenen Rentenwerte hat in folgendem seinen Grund: In 
den ersten Jahren der Invaliditat ist das Ausscheiden der im RentengenuB befind­
lichen Invaliden infolge von Tod und Reaktivierung haufiger als das ihrer Alters­
genossen, die schon langer die Rente beziehen. Daher hat die Kapitalabfindung 
einer Invalidenrente zu Anfang des zweiten Rentenbezugsjalues einen griiBeren 
Wert als die eines gleichaltrigen, soeben in den RentengenuB eingetretenen Inva­
liden; dasselbe gilt vielfach auch fur die Kapitalabfindungen von Renten zu 
Beginn des dritten, vierten usw. Bezugsjahres. {VgI. das umgekehrte Verhaltnis 
bei Leibrenten.} 

Zum SchluB dieses Paragraphen soIl noch unter Zugrundelegung 
einer dopp elt abgestuften Invalidenausscheideordnung der Kapital­
wert Atzl+Z eines Sterbegeldes 1 bestimmt werden, das beim Tode 
eines jetzt (x + z) jahrigen, bereits z Jahre im RentengenuB befind­
lichen Invaliden fallig wird. Entsprechend der auf S. 129 gefundenen 
Formel ist: 

(214) 

wobei z = 0, 1, 2, ... , 11: - 1 sein kann; nach der Selektionsperiode 
gilt die Formel (196) auf S. 139. 

XI. Die Ausscheidetafel iur Akti ve und ihre 
Bedeutung fUr die Invalidenversicherung. 

I. Die Ausscheidetafel fur Aktive. Sterbens-
und I nvaliditatswahrscheinlichkeiten Erwerbsfahiger. 
Fiir aIle V'sarten, bei denen der Versicherte seine Pramie nur so­

langezahlt, als er erwerbsfahig ist, oder bei denen mit Eintritt der 
Erwerbsunfahigkeit des V'snehmers Leistungen des Versicherers einzu­
setzen haben, ist eine Aktivitatsordn ung, auch A usscheide­
tafel oder A usscheideordn ung fur Aktive oder Tafel der Er­
werbsfahigen oder Diensttauglichen genannt, erforderlich. Diese 
ist eine z wei fa c h bee in f1 u B t e Tafel, die berichtet, wie eine Grund­
masse gleichaltriger erwerbsfahiger Personen von J ahr zu J ahr infolge des 
Todes in erwerbsfahigem Zustand und des Eintritts der Erwerbsunfahig­
keit abnimmt. Sie gibt an, wieviel von der ursprunglichen Grundmasse 
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noch das nachste, iibernachste usw. Lebensjahr dienstfahig erleben. 
Eine Aktivitatstafel in ihrer einfachsten Form verzeichnet fUr jedes 
ganzzahlige x, das gleich oder groBer als eine Ausgangszahl List: 

1. Die Anzahl l~a derjenigen, die aus einer Grundmasse l~a gleich­
altriger yjahriger erwerbsfahiger Personen noch erwerbsfahig ihren 
xten Geburtstag erleben (man bezeichnet l'!/ auch als die xjahrigen 
Aktiven der Aktivitatsordnung). 

2. Die Anzahl II) derjenigen Personen, die im Alter von x bis x + 1 
Jahren invalid oder~rwerbsunfahig werden. 

3. Die Anzahl ~a derjenigen Personen, die von den l~a Aktiven 
im Alter von x bis x + 1 Jahren in erwerbsfahigem Zustand ver­
sterben. 

Nach den gegebenen Erklarungen ist die Anzahl 1~~1 derjenigen 
Personen der Aktivitatsordnung, die ihren (x + 1)ten Geburtstag er­
werbsfahig erIe ben: 

(215) 

Die am SchluB abgedruckte Tabelie IV ist von H. Zimmermann l ) aus den 
Erfahrungen bei den nicht zum Zugpersonal gehorigen Beamten des Vereins 
deutscher Eisenbahnverwaltungen in den J ahren 1868 -1884 ~bgelei tet worden. 
Sie beginnt mit dem Lebensalter r = 20 und verzeichnet l~; = 100000. Von 

den 100000 erwerbsfahigen 20 jahrigen Personen erleben l';.la = 99072 dienst­

tauglich den 21 ten Geburtstag, d~a = 907 Personen versterben dienstfahig im 
Alter von 20-21 Jahren, wahrend 120 = 21 im Alter von 20-21 Jahren invalidisiert 
werden. Diese auch bei einer Anzahl von Lebensv'sanstalten verwendete Tafel 
wurde bei der deutschen reichsgesetzlichen Angestelitenv. 2) und der osterreichi­
schen aligemeinen Pensionsanstalt fUr Angestellte 3 ) als Rechnungsgrundlage 
benutzt. 

Eine vollstandige Aktivitatstafel enthalt noch fUr jedes ganz­
zahlige x, das groBer als y ist: 

a) die sog. Invaliditatswahrscheinlichkeit (,,, d. i. die Wahr­
scheinlichkeit fUr einen xjahrigen Aktiven im Laufe des nachsten 
Lebensjahres invalid zu werden; 

b) die Sterbenswahrscheinlichkeit q~a, d. i. die Wahrscheinlichkeit 
fUr einen xjahrigen Aktiven, in seinem nachsten Lebensjahr zu sterben, 
ohne vorher invalid zu werden; 

c) die Wahrscheinlichkeit p~a fUr einen xjahrigen Aktiven, noch 
das nachste Lebensjahr erwerbsfahig zu erleben. 

Die eingefiihrten drei Wahrscheinlichkeiten sind als Quotienten zu 
definieren : 

(216) 

1) Zimmermann, H.: Beitrage zur Theorie der Dienstunfahigkeits- und 
Sterbensstatistik, II. Heft. Berlin 1887, S. 171. 

2) Vgl. II. Denkschrift Angestelltenv., aus der auch Tabelle IV zusammen­
gestellt wurde. 

3) Vgl. hierfur die Anmerkung auf S. 134. 
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im Nenner steht die Anzahl l~a der xjahrigen Aktiven, im Zahler die 
jeweils von ihnen im Laufe des nachsten Jahres Invalidwerdenden 
bzw. in erwerbsfahigem Zustand Versterbenden bzw. noch das nachste 
Lebensjahr erwerbsfahig Erlebenden. ix gibt uber die Haufigkeit der 
Invalidisierungen, q~a der Todesflille in erwerbsfahigem Zustande unter 
den xjahrige~_Aktiven wahrend ihres x- bis (x + 1)ten Lebensjahres 
A~fschluB. p~a ist eine ziffernmaBige Angabe dafiir, ob unter den 
l~a Aktiven der Aktivitatsordnung mehr oder weniger ihr nachstes 
Lebensjahr erwerbsfahig erleben. Mit 100 oder 1000 multipliziert, 
haben unsere Wahrscheinlichkeiten die Bedeutung von Prozent- oder 
Promillesatzen; sie besagen: Nach der vorliegenden Aktivitatsordnung 
finden unter tausend xjahrigen Aktiven im Alter von x bis x + 1 Jahren 
1000 ix Invalidisierungen und 1000 q~a Sterbefille in erwerbsfahigem 
Zustand, d. h. ohne voraufgehende Invaliditat, statt, wahrend von 
tausend x jahrigen Aktiven durchschnittlich 1000 p:ii ihren (x + 1) ten 
Geburtstag aktiv erleben. 

Auf Grund der zwei ersten Gleichungen des Systems (216) kann 
man (215) schreiben: 
(217) laa Ilia laa . laa aa luii(1 . aa) x+ 1 = x - x ~x - x qx = x - ~x - qx . 

Hieraus folgt nach der dritten der Gleichungen des Systems (216): 

(218) 

Die Verhaltnisse der Aktivitatsordnung entsprechen denen der 
zweifach beeinfluBten Invalidenausscheideordnung, wenn man sich zur 
Dbertragung des folgenden kleinen Vokabulariums bedient: 

Invalidenausscheideordnung 

Invalide l~ 
Reaktivierte Rx 
Invalid Verstorbene d~ 
Wahrscheinlichkeiten fur einen x-

jahrigen Invaliden: 
p~ invalid den (x + 1) ten Ge­

burtstag zu erleben 
rx im Alter von x bis x + 1 

Jahren wieder erwerbsfahig 
(reaktiviert) zu werden 

i qx im Alter von x bis x + 1 
Jahren invalid zu versterben. 

Aktivitatsordnung 

Aktive l~a 
Invalid gewordene Aktive Ix 
Aktiv Verstorbene ~a 
Wahrscheinlichkeiten fUr einen x-

j~rigen Aktiven: 
p~a aktiv den (x + 1) ten Ge­

burtstag zu erleben 
ix im Alter von x bis x + 1 

Jahren invalid zu werden 

q~a im Alter von x bis x + 1 
Jahren aktiv zu versterben. 

Die Herleitung der Aktivitatsordnung geschieht ebenso wie die der 
Absterbe- und Invalidenausscheideordnung auf indirektem Wege~ Man 
geht von einer willkiirlichen Grundmasse yjahriger Aktiver l~a aus, 
von der man voraussetzt, daB sie den fiir die einzelnen Lebensalter 
beobachteten Invaliditats- und Sterbenswahrscheinlichkeiten ix und q~a 
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unterIiegt. Dann ergibt sich die Aktivitatsordnung (man vergleiche die 
Invalidenausscheideordnung auf S.136 und wende auf sie das Vo­
kabularium an): 

Alter Aktive Invalidisierte Aktiv Verstorbene 

y l;a (willkurlich) ly = l~a . iy 

1'+1 l;~1=1~(1-iy-q;a) Ir+1=1;~1·ir+1 d;~1=1;~1·q;~1 
)' + 2 l~2 =1;~1 (1 - iy+1 - q;~1) ly+2 = 1;-!2' iy+2 d;~2 = 1~2' q~2 
.. I ...................... I ••••••••• 

Bei der am SchIuB abgedruckten Tabelle IV ist z;-a = l~o = 100000 
gewahIt; die meisten Aktivitatsordnungen beginnen, da es sich bei 
ihnen nur urn Erwerbsfahige handelt, erst beim Alter y = 20, friihestens 
mit y = 16. 

Zur Herleitung von q~a und i<l) wird man Formel (11) beniitzen, 
und der Leser kann" das bei der Invalidenausscheideordnung Gesagte 
mittels desVokabulariumsiibertragen. Wirwollen nur die (12) auf S;22 
entsprechende Formel angeben; diese ist, da zumeist das Kalenderjahr als 
Beobathtungsjahr gewahlt wird, fUr die Praxis am wichtigsten: 

(219) 

(1922) 
aa m<l) 

q<l) = -- -B~(1C792=27) ·_-C-(1922)- ' 

A~1922) + <I) - <I) _ ._._ 

2 
(1922) 

. n<l) 1) 
Z<I) = B(1922) C(1922) • 

A(1922) + <I) -:r 
<I) 2 

Hierbei bedeutet A~1922) die zu Beginn des Kalenderjahres 1922 vor­
handenen, im Jahre (1922 - x) geborenen Aktiven, B~1922), m~l92l!), n~1922) 
mid C~1922) sind ausnahmsIos soIche Aktive, die im Jahre 1922 ihren 
xten Geburtstag begehen und in diesem Jahre zu den urspriinglichen 
Aktiven hinzukommen, bzw. aktiv versterben, bzw. invalidisiert werden, 
bzw. infolge anderer Griinde als Tod und Invaliditat aus dem Kreise 
der Aktiven ausscheiden. Die Anzahl der zu Beginn des Kalender­
jahres 1923 vorhandenen Aktiven A~1!~8) des Lebensalters x + 1 ist 
offenbar 

A (1923) _ A(1922) + B(1922) _ C(1922) _ m(1922) _ n(1922) 
<1)+1 - <I) <I) <I) <I) <I). 

Mittels dies[er ;.:ehU:;=: ;~'~!:~::~~2) . 
(220). 2 n~922) 

Z<I) = A(1922) + A(1923) + (1922) + (1922) 
<I) <1)+1 m<l) n lD 

1) Man kann die abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten auch als q~~i und ilD - k 
h d aa - 1 (aa + "aa) . 1 (. +. ) t V 1 A anse en un qa; -.- qlD-! '11D+~' flD =.- f z _! 1z+l se zen. g. nmer-

_kung auf S. 22. 
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und dann mit Hil£e folgenden Formulars bestimmen: 

Geburtsjahr 

1822 
1823 

Aktive 
zu Beginn zu SchluJ.l 

des Geschaftsjahres 
I 
1m Laufe des Geschiiftsjahres eingetretene 

TodesfaUe I Invaliditatsfalle 

I I 

Eine Zusammenstellung der bis 1905 erschienenen Sterbens- und Invalidita.ts­
wahrscheinlichkeiten hat Eggenberger1) veroffentlicht. Ihnen fiigen wir bei: 
die Invaliditats- und Aktivensterbenswahrscheinlichkeiten von Riedel2) fiir 
Bureaubeamte aus dem Beobachtungsmaterial des Vereins deutscher Eisenbahn­
verwaltungen (1882-1889), fiir die Arbeiter der PreuBisch-Hessischen Eisenbahn­
gemeinschaft (1908-1912), die in der Denkschrift3) iiber die Vermogenslage der 
Invaliden- und Hinterbliebenenv. am 1. Jan. 1914 beniitzt sind, femer diejenigen 
von H. Bra un 4) fiir das Lokomotivpersonal aus dem Beobachtungsmaterial des 
Vereins Deutscher Lokomoti vfiihrer und Heizer ( 188 7 -1909), weiter von Pie ts c h 6) 
aus Beobachtungen an den Mitgliedem der Witwen- und Waisenversorgungs­
anstalt fiir die Kommunalbeamten der Rheinprovinz, von Schriifer 8 ) fiir Privat­
beamte, femer von E. Klein 7) fiir die Beamten der bayerischen Staatseisen­
bahnen (1891-1915) und schlieBlich von Le u bin und Hofstetter 8) fiir das 
Personal der schweizerischen Bundesbahnen. 

Zu bemerken ist noch, daB die aus der Beobachtung abgeleiteten 
Quotienten, die man als Aktivensterbens- und Invaliditatswahrschein-
lichkeiten, q~a und i z, bezeichnet, auch bei sehr groBem Beobachtungs­
material noch weniger den Charakter mathematischer Wahrscheinlich­
keitswerte tragen als die Sterbenswahrscheinlichkeiten qz der Absterbe­
ordnung; besonders der Begriff der Invaliditat laBt sich nicht scharf 
definieren. Wegen der mangelnden Konstanz 9) der Wahrscheinlich­
keiten einer Aktivitatsordnung - diese gilt auch ffir die der Invaliden­
ausscheideordnung - muB die Praxis die Rechnungsgrundlagen der 
Invalidenv. besonders vorsichtig wahlen und die V'swerte mit geniigen­
den Sicherheitszuschlagen versehen, damit der Versicherer bei un­
giinstigem Verlauf vor Schaden bewahrt bleibt. 

2. Barwert gleichbleibender Aktivitatsrenten. 
Hat ein xjahriger Aktiver sofort und dann alljahrlich, aber nur so­

lange, als er dienstfahig ist, die Einheit zu ford ern, so bezeichnet man 

1) Eggenberger, J.: Assekuranzjahrbuch Wien, Bd. 26. 1905, u. Bd. 28. 1907. 
2) Riedel, A.: Assekuranzjahrbuch Bd.28. 1907; auch Riedel: Bureau-

beamtenpensionsfonds (vgl. Literaturiibersicht). . 
3) Denkschrift Invalidenv. 1915, S.23ff. Ebenda S.28: Invaliditatswahr-

scheinlichkeiten fiir Frauen. 
') Braun, H.: Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 11, S.429. 1911. 
5) Vgl. II. Denkschrift Angestelltenv., S. 59. 
8) Schriifer, F.: Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 18, S. 157. 1918. 
7) Klein, E.: Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 18, S.235. 1918. 
8) Leubin, R., u. P. Hofstetter: Mitteilungen der Vereinigung Schweize­

rischer V'smathematiker Bd. 12, S.1. 1917. 
9) Vgl. wegen der Stabilitat der Wahrscheinlichkeiten der Aktivitatsordnung 

Spitz, A.: Das Stabilitatsproblem im Betriebe der Invalidenv. Assekuranzjahr­
buch Bd. 28. 1907; Bra u n, H., an dem in Anmerkung ') genannten Orte, S.644. 
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den Barwert dieser Leistungen mit a:a und nennt a;<, den Barwert 
derganzjahngen vorschiissigen oder pranumerando zahlbaren Akti vi­
tats r en teL Offenbar ist a;<, auch die Kapitalabfindung, durch die 
sich ein xjahriger Aktiver von einem wahrend der Zeit seiner Dienst­
f1ihigkeit alljahrlich zu leistenden Beitrag 1 befreien kann. Ausgehend 
von einer fingierten Grundmasse von l:a Aktiven des Alters x, wie sie 
die Ausscheideordnung verzeichnet, findet man den Formeln (16) und 
(193) entsprechend: 

.,aa + lali + laa 2 + + 1aa OOa-X 

(221) aau_ ~X x+1V x+2V ••• wa v . 
X - ~a 

hierbei bedeutet Wa das hOchste Lebensalter, das jemand nach der 
Aktivitatsordnung in dienstfahigem Zustand erleben kann. Weiter wird: 

~222) 

wenn man die diskontierten Zahlen der Aktiven und ihre Summen 

(223) und Naa Daa + Daa + + Daa x = x x+l" . OOa 

einfiihrt. Die jedes mtel Jahr in der Rohe 11m zahlbare, sofort begin­
nende Aktivitatsrente eines xjahrigen Aktiven hat nach (77) 1) (S. 54) 
den Barwert 

(224) a:a(m) = (0 + ~)a~ -~. 
v v 

Bei monatlicher F1i1ligkeit rechnet man, je nachdem der ZinsfuB 3%, 
31/2% oder 4% betragt, mit 

a:a(12) = a~a _ 0,4633 bzw. a:a - 0,4641 bzw. a:a - 0,4649. 

In der Pensionsv. benotigt man die Aktivitatsrente zur Bestimmung 
des Barwertes der Beitrage, die von den am Bilanztage vorhandenen 
aktiven Mitgliedern der Pensionskasse w1ihrend der Zeit ihrer Erwerbs­
fahigkeit zu entrichten sind. Die Beitrage seien allmonatlich pranume­
rando fallig,· und zwar habe jedes Mitglied wahrend der ganzen Zeit 
seiner Dienstfahigkeit immer denselben gleichen Beitrag 2) zu entrichten. 
5k sei der in monatlich gleichen Raten f1i1lige Jahresbeitrag, den aIle 
am Bilanztage vorhandenen k- bis (k + 1)jahrigen Mitglieder zusammen 
zu entrichten haben, weiter sei 5, der Jahresbeitrag, den alle am Bilanz­
tag vorhandenen 1- bis (l + 1)j1ihrigen Mitglieder zusammen zu ent­
richten haben usw. Dann hat die Beitragseinnahme, die die Pensions­
kasse von dem am Bilanztage vorhandenen Mitgliederbestand zu er­
warten hat, den Barwert 

5 aa (12) + 5 aa(12) + 
k • aH~ l • al+k ... 

1) Nach der Anmerkung auf S. 139 behalt die Formel (77), die fiir die Ab­
sterbeordnung abgeleitet war, auch bei der zweifach beeinfluBten Aktivitats­
ordnung mit den zwei Ausscheidegriinden, Tod und Invaliditat, unverandert 
ihre Giiltigkeit bei. 

2) 'Ober die vom Gehalt abhangige Aktivitatsrente vgl. 163. 
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Ein (k + I) jabriger Aktiver kann sich namlich von dem unter den 
obigen Bedingungen zahlbaren Jahresbeitrag 1 durch ak~l12), eine 

-(12) solche Gesamtheit daher von der Summe Sk durch S". ak~! be-
freien; k + 1 ist das Durchschnittsalter der k- bis (k + 1) jahrigen 
Aktiven. Man setzt angenahert: 

iiii (12) 
al+} 

aa (12) + aa (12) 
a~ al+1 

2 

In der privaten Lebensv. kommt die Aktivitatsrente bei den V'en 
mit jahrlicher Pramienzahlung und Pramienbefreiung im Inva­
liditatsfall zur Verwendung. Fiir eine V., bei der die Pramienzahlung 
im FaIle des Eintritts der Invaliditat aufhort. ist die Jahrespramie p:a 
nach (83) 

(225) 

wobei Alii die EinmaIpramie der betreffenden V. bedeutet. Die Jahres­
pramien p:,a besitzen namlich den Barwert p:a. a:a, der gleich der 
Einmalpramie sein muB. 

Fiir die gemischte V. des xjabrigen auf das Alter x + n ergibt sich 
die jahrlich gleichbleibende Pramie bei nmaliger, im Fall des Eintritts 
der Erwerbsunfahigkeit aufhOrender Pramienzahlung: 

(226) 

dabei ist Aa;n] durch Forme! (62) (S.47) mittels einer Absterbeord­
nung zu bestimmen, und Ina:a ist eine kurze, nmal faIlige, sofort be­
ginnende Aktivitatsrente im Jahresbetrage' 1: 

(227) 
Naa N.aa I aa a; -, a;+n a -

11 a; - D:a. [vgl. (27), S. 38J. 

Das DeckungskapitaI mVa; am Schlusse des mten V'sjabres bestimmt 
sich prospektiv nach (137): 

mVa; = Aa;+mn-ml - p:,a . In-ma:~m; 

denn m Jahre nach AbschluB des Vertrages haben die vom Versicherten 
noch in Aussicht stehenden Pramien den Wert einer (n - m) mal faI­
ligen Aktivitatsrente eines (x + m) jabrigen. 

Formel (225) und die weiteren Formeln dieses § werden in der Praxis all­
gemein angewendet. Sie enthalten aber eine Unstimmigkeit insofern. als bei 
den mittels einer Aktivitll.tsordnung berechneten GraBen aU angenommen wird, 
daB es sich um die V. eines Aktiven handelt, wll.hrend zur Herleitung der 
GraBen A eine Sterbetafel beniltZt wird, die Aktive und Invalide gemischt 
enthll.1t, also voraussetzt, daB ein beliebiger, nicht notwendig Aktiver in 
die V. eintritt. Wir kommen hierauf am Ende des § 6 dieses Kapitels noch 
zurUck. 



Anwartschaft eines, Aktiven auf eine gleichbleibende Invalidenrente. 155 

3. Anwartschaft eines Aktiven auf eine gleichbleibende 
Invalidenrente. 

In diesem Paragraphen soIl uns die Aufgabe beschiiftigen, den Bar­
wert der Anspruche eines xj1i.hrigen Aktiven auf eine w1i.hrend der 
Dauer seiner Invaliditat allj1i.hrlich fallig werdende Pension im Jahres­
betrage 1 zu bestimmen. Zur Herleitung der Formel nehmen wir an, 
daB di~ Invalidisierungen immer in der Mitte des Jahres stattfinden, 
also die Jz im Alter von x bis x + 1 Jahren entstehenden Invaliden 
im Alter x + t invalidisiert werden; die Invalidenrente soIl zum ersten 
Male sofort nach der Invalidisierung und dann allj1i.hrlich im Betrage 1 
fallig werden. Die Anwartschaft eines xjahriKen Aktiven auf eine 
solche Invalidenpension bezeichnet man mit a:i ; das Symbol a ver­
wendet man, weil es sich urn eine sofort mit der Invalidisierung be­
ginnende Leistung, also eine vorschussig zahlbare Invalidenrente 
handelt; die oberen Indizes at bedeuten, daB man es mit der V. eines 
Aktiven fiir die Zeit seiner Invaliditat zu tun hat. _Nach dem Prinzip 
der Gleichheit von Leistung und Gt'genleistung ist a:i auch die Einmal­
pramie, die ein xjahriger Aktiver bei einer V'sanstalt fur eine mit 
Beginn seiner Invaliditat allj1i.hrlich fallig werde~de Rente des Jahres­
betrages 1 zu zahlen hat. Zur Herleitung von a:i nehmen wir an, daB 
sich eine fingierte Gesellschaft von so vielen xjahrigen Aktiven r;a, 
wie sie die Aktivitatsordnung verzeichnet, auf eine Invalidenrente im 
Jahresbetrage ~ versichert. 

Von den l:a Aktiven werden im ersten V'sjahre Jz invalidisiert, 
und zwar nach unserer Annahme durchschnittlich mit x + t Jahren. 
Ein (x + -~) jahriger Invalide konnte fiir eine sofort beginnende, 
jahrlich in der Hohe 1 zahlbare Invalidenrente durch die Summe a~+i 
abgefunden werden, die Gesamtheit von Jz InvalideD also durch 
Jz· a!+!. Dieser Betrag hat bei AbschluB des Vertrages, also t Jahr 
fruher, den Wert Jz . a~+~· vl . 1m zweiten V'sjahr werden von den zu 
Beginn desselben vorhandenen r;~1 Aktiven JZ+l> und zwar nach An­
nahme im Alter von x + 1i- Jahren, invalidisiert. Da ein (x + 1t)­
jahriger Invalide fiir eine sofort beginnende, allj1i.hrlich im Betrage 1 
zahlbare Invalidenrente durch die Summe a;+l~ abgefunden werden 
kann, ist an die ] z+l im zweiten V'sjahr entstehenden Invaliden die 
Kapitalabfindung JZ+l· a~+l~ zu leisten. Diese hat bei AbschluB des 
Vertrages, it Jahre fruher, den Wert JZ+l· a~+ll VI!. So fortfahrend 
findet man den Barwert aller Abfindungen an samtliche Invaliden, die 
im Laufe der Jahre aus den r;a Aktiven hervorgehen: 

wobei Wa das hochste Alter ist, bei dem die Aktivitatsordnung noch 
Dienstfahige verzeichnet. Auf den einzelnen der r;a Aktiven entfiillt 
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der Pzate Teil als Kapitalabfindung a~i fur die ihm von Beginn seiner 
InvaIiditat zustehende J ahresrente 1. Es ist also: 

J i l+J i 11+ +J i w.+l-x 
(228' ai = x' ax+! v x+1 . ax +1! • v ... co • • aw.+l v 

) a:& l~a 

Die Invalidenrenten azH' a~+ll' ... berechnet man mittels einer 
InvaIidenausscheideordnung und setzt angenahert: 

Zur Berechnung von a~i fuhrt man folgende diskontierte Zahlen 

(230) 
und ihre Summen 
(231) Naz Daz + Diii + + Da",: x = x :&+1·" _ 

ein. MultipIiziert man auf der rechten Seite von (228) Zahler und 
Nenner mit v", so erhaIt man: 

(232) 

Zur Berechnung von a:i bestimm~ man zuerst nach (210) die Pro­
dukte D:i, hierauf die GroBen N:\ mit der letzten N::: beginnend. 
Es ist: 

Nai Daz 
COa = COa' Naz Daz + Nai 

ooa-1 = Wa-1 COa' 

Naz Dat + Naz 
OOa- 3 = COa- 3 00,,-2 usw. 

In der Sozialv. ist die monatlich zahlbare Invalidenrente besonders 
wichtig. Raben die Aktiven eine sofort nach Eintritt ihrer Invaliditat 
beginnende, monatlich in gleichen Teilbetragen zahlbare Invalidenrente 
yom Jahresbetrage 1 zu fordern, so sind in Formel (228) die Renten-

t i(12) i(12) h M h"'t d' K 't I bf' d wer e az+!, ax+I!, ... zu ne men. an er i:U Ie api a a 1D ung 
a;t(12), die ein xjahriger Aktiver fiir eine monatlich zahlbare Invaliden­
rente im Jahresbetrage 1 zu beanspruchen hat: 

J i(12) i+J i(12) 1~+ +J i(12) COa-Z+! az(12)z'az+!v z+l'az+l~v ... w.·aw.+!v 
ax 

l~a 
(228') 

Auch in den weiteren Formeln (229) bis (232) ist einfach der obere 

1) Verwendet man eine doppelt abgestufte InvaIidenausscheideordnung, so 
handelt es sich bei den alljahrlich in den RentengenuB eintretenden Invaliden 
J"" ],.+1> J"'t2' ... urn die Kapitalabfindung neuentstandener Rentenempfanger; 
daher sind a~ t ~, a!+l~. ... durch at"H], a;,,+ 11] • • •• oder angenahert durch 

i al"'+l) + a:",+2) 
a[,,+l!] = 2 , .... 

2 

in Formel (228) zu ersetzen. Hierdurch wird a~verkleinert (vgl. S. 148). 
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Index (12) beizufUgen, wenn es sich urn eine monatliche Rente handelt. 
In Tabelle IV findet man die Werte 

(230') Daz 12) ] i(l2.) x+~ 
x == x· ax+ k v -

und ihre Summen 

(231') Naz (12) = D az (12) + D ai (12) + + D ai (12) 
x a: x+l· . . Wa 

nach den Grundlagen der zweiten Denkschrift zum Angestelltenv's­
gesetz, namlich des Zinses von 31/2% und der auch in Tabelle IV ab­
gedruckten Aktivitatsordnung von H. Zimmermann sowie der in Ta­
belle III befindlichen Invalidenausscheideordnung von Bentzien. 
Hiernach ist: 

az(12) 
aao 

N.'" (12) 64 427 2287 
._3_0~ = ' = 1963 
D~ 32810,0 ,. 

Haufig hat man in der Sozialv. auch den Kapitalwert einer in 
monatlich gleichen Teilbetragen fallig werdenden Invalidenrente im 
Jahresbetrage 1 zu bestimmen, die nur zur Auszahlung in dem FaIle 
gelangt, daB das versicherte xjahrige Kassenmitglied erst nach Voll­
endung seines (x + n) ten Lebensjahres invalid wird. Der Kapitalwert 
dieser aufgeschobenen V. [vgl. (XVII); S. 39J ist mit nla~(12) zu 
bezeichnen; man hat: 

D ii7 (12) + D,,;(12) + Dad12) 

(233) li,(12) _ x+n x+n+1.' .. __ =+" ~_~"- __ _ 
n x - Daa 

x 

denn nach den Bedingungen der V. fallen bei (232) die Renten an die 
im Alter von x bis x + n Invalidisierten fort. 

Hat der xjahrige Aktive fUr den Fall, daB er im Alter von x bis 
x + tit Jahren invalid wird, eine in monatlich gleichen Teilbetragen 
zahlbare Invalidenrente yom Jahresbetrage 1 zu bean~pruchen und erhalt 
er diese yom (x + m) ten Lebensjahre an auf alle Hille, also auch wenn 
er zu diesem Zeitpunkte noch erwerbsfahig ist, als Altersrente, so 
handelt es sich urn die Kombination zweier V'en. Zu der V. auf eine 
Invalidenrente, die bei Eintritt der Invaliditat ihren Anfang zu nehmen 
hat, tritt noch eine yom vollendeten (x + m) ten Lebensjahr an, bloB 
wahrend der Dienstfahigkeit zahlbare, also urn m Jahre aufgeschobene 
Aktivitatsrente. Mithin ist der Barwert dieser V. gleich 

"i(12) + I aa(12) ax max· 

Entsprechend Formel (38) (S.40) hat man 

und daher 
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4. Anwartschaft eines Aktiven auf eine steigende 
Invalidenrente. 

1m vorigen Paragraphen haben wir die Anwartschaft eines Aktiven 
auf eine gleichbleibende Rente behandelt. Haufig sind die Bestim­
mungen uber die Pension folgende: In den ersten n Jahren der Kassen­
zugehOrigkeit ist keine Pension zu beanspruchen. Wird der Versicherte 
nach njahriger MitgJiedschaft pensioniert, so hat er, falls die Pensio­
nierung im (n + 1) ten Jahre seiner ZugehOrigkeit zur Kasse staU­
findet, die in monatlich gleichen Teilbetragen zahlbare Jahresrente g 
zu fordern. Findet die Pensionierung spater statt, so steigt die Rente 
jahrlich P Jahre hindurch urn (J. Wie im vorigen Paragraphen solI die 
Invalidenrente immer sofort bei der Invalidisienmg beginnen. Nach 
unseren Bedingungen erhalten die in den ersten n V'sjahren Invalidi­
sierten Jo:, JO:+l, .•. , JO:+n-l keine Kassenleistungen; bei den dann 
eintretenden Invaliditatsfallen haben die im (n + 1) ten V'sjahre ent­
stehenden Jo:+n Invaliden die Jahresrente g, die im (n + 2) ten V's­
jahre Jo:+n+l Invalidisierten die Jahresrente g + (J, die im (n + 3)ten 
V'sjahre Invalidisierten die Jahresrente g + 2 (J usw., schlieBlich die 
im (n + P + 1) ten V'sjahre Invalidisierten die Jahresrente g + P (J 
zu beanspruchen; die gleiche Jahresrente g + P (J ist auch an alle 
spater Invalidisierten zu bezahlen. Dabei solI die Invalidenrente immer 
sofort nach Eintritt der Invaliditat ihren Anfang nehmen. In der 
Formel (228') fallen demnach die den ersten n Zahlungen entsprechen­
den Glieder fort, die (n + 1) te Jahresrente ist g, die (n + 2) te g + (J, 
die (n + 3) te g + 2 (J usw., die (n + P + 1) te g + P (J, und aIle fol­
genden haben auch diesen Wert. 

Folglich findet man den Barwert, den unsere V. bei ihrem An­
fang besitzt und den wir mit B~ bezeichnen: 

gJ ai(12) vn+! + ( + ) J i(12) n+l1 + 
(234) B~ = o:+n o:+n+i. g (J o:+n+1 ao:+n+li v " .... 

Z:a 

Unter Beachtung von (230') schreibt man kurzer: 

Bo [D",(12) + ( +.) D Ui (l2) + (+ ) D",(12) + (2341) 0: = g o:+n ! (J 0:~+1 g 2(J 0:~n+2 • ~ 
( + P ) {Dai(l2) + D a ;(12) + + D ai (12)}J • D aa g (J o:+n+p o:+n+p+l·· • . Wa • 0: • 

Analog zu (XIIla) (S. 56) fuhren wir die Summe der Nf(12) ein und 
definieren : 

(235) 5",(12) _ N,,£(12) + N,"(12) + + Na£(12) 
0: - 0: 21+1' • • ella 

oder nach (231'): 

SUi (12) _ Diii (12) + 2 D'" (12) + 3 D'" (12) + 1) 
21 - 21 21+1 21+2· •• • 

1) Numerische Werte von S~(12) nach II. Denkschrift Angestelltenv. in 
Tabelle IV am Schlusse. 
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Bildet man die Differenz von 

S iii(12} _ D aZ(12} + 2 D",(12} + 3 D ai (12) + 
z+1 - z+1 z+2 x+3' .. 

und 
S iii(12} _ Dai (12) + 2 D a,(12} + 3 D ai(2) + 

z+p+1 - z+p+1 z+p+2 z+p+3' .. , 

so hat man 

5 10 (12) Siii(12} _ D",(12; + 2 D a,(12) + 
z+1 - x+p+1 - z+1 x+2· .. 

+ P {D~~(!2) + D~~!~1 + ... }. 
Ersetzt man in der letzten Formel das Alter x durch x + n, so geht 
(2341) tiber in 

Nad1.2} (Siii(12) Sa, (12) ) 
B O = g ___ ~~ _ + a x+n+l - z+n+p+1 . 

x Daa D aa 
z z 

(2342) gibt den Barwert der V. fiir einen soeben Beigetretenen. Handelt 
es sich urn einen xjahrigen, der bereits t Jahre versichert ist, so sind 
drei FaIle zu unterscheiden: 

a) t < n; an Stelle der Karenzzeit von n Jahren besteht fUr den 
betreffenden Versicherten nur noch eine solche von n - t Jahren. 
Mithin ergibt sich der Barwert B~ der V. aus (2342), indem man die 
Karenzzeit n durch eine solche von n - t Jahren ersetzt als: 

N,ai(12} (sa-i(12) ·5",(12) ) 
(236) Bt = z+n-t + a z+n-t+1 - z+n-t+p+1 . 

z g Daa D aa 
z z 

Auch fiir t = n gilt noch die letzte Formel und liefert dann: 

Niii (l2} SaW2) Siii(12} 
Bn = g~~ ___ + a_HI -~~+1. 

z D~a D~a (237) 

b) n < t < n + p. 1st der Betreffende zwischen n und n + p 
Jahren versichert,so hat bei Formel (236) die frtihere (n - t) jahrige 
Karenzzeit aufgehort, die Anfangsrente ist aber nicht mehr g, sondern 
g + (t - n) a, weiter findet die Steigerung nicht mehr p, sondern 
nur noch (n + p - t) Jahre statt. Ersetzt man demnach in (236) 
g durch g + (t - n) a, n - t durch 0 und p durch n - t + p, so 
erhiilt man den gesuchten Barwert B~ im FaIle b): 

(238). Bt = (g + (t - n) a) --"'--__ + a z+1 - z+n-t+p+1 . 
N,iii (12) (Siii (12) Sa-, (12) ) 

z Daa D aa 
z x 

Die letzte Formel gilt auch noch fUr t = n + p, also fUr das Jahr, 
von dem an die Steigerung 0 ist. Man erhalt: 

--'(12) 
Bn+p = (g + p a) 6:' 

x D~a 
(239) 

c) t> n + p. 1st der xjahrige Versicherte mehr als (n + P) Jahre 
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versichert, so hat er auf konstante Invalidenrente im Jahresbetrage 
g + P a Anspruch. Ihr Barwert B~ ist unverandert durch (239) gegeben: 

Bt _ (g + P a) N:'(12) 

II! - D:a 

Wir wollen diese Formeln noch praktisch anwenden: Eine Firma errichtet 
eine Pensionskasse, die den bei der Firma Angestellten RuhegehaIte unter folgenden 
Bedingungen gewahren solI: Ruhegehaltsflihig sind 20000 M des J ahresein­
kommens. Das Ruhegehalt wird erst gewlihrt, wenn der Angestellte 10 Dienst­
jahre (n = 10) bei der Firma ist; es betrligt dann jlihrlich 30% des pensions­
flihigen GehaIts. Wlihrend 30 Jahren (p = 30) steigert sich das Ruhegehalt all­
jlihrlich um 1,5%, so daB bei Dienstunflihigkeit nach voraufgegangenen 40 Dienst­
jahren das Ruhegehalt jahrlich 75% des pensionsflihigen Einkommens betrligt. 
Die Auszahlung des Ruhegehalts erfolge allmonatlich in gleichen Betrligen. Sind 
Angestellte verschiedener Altersklassen und verschiedener Dienst jahre vorhanden, 
so berechnet man zur Bestimmung der Verpflichtungen der Pensionskasse zu-

_ N Iii (12) 

nl1chst fUr aIle auftretenden Altersklassen die Barwerte a:;(12) = ~ der 
D:" 

Anwartschaft auf eine sofort beginnende Invalidenrente 1, weiter 

die Anwartschaften der um 1, 2, ... , 10 Jahre aufgeschobenen Invalidenrente. 
Multipliziert man den letzten, vorletzten usw. bis ersten dieser Werte mit g und 
dann weiter auch noch fiir t = 11, 12, 13, ... den ersten dieser Werte mit 
g + (t - 10)0, so hat man [vgI. die Formeln (236) und (238)] die Anwartschaft 
des xj1ibrigen Beamten mit t Dienstjahren auf den Grundbetrag der Pension in 
der Rohe g, wenn t::;;: 10, und in der Rohe g + (t - 10) (1, wenn t > 10. Z. B. 
betrligt fiir einen 30 j1ibrigen Beamten mit 3 Dienstjahren und einem pensionsflihigen 
Einkommen von 20000 M. (g = 0,30' 20 000 = 6000, t = 3) die Anwartschaft 
auf den Grundbetrag der Pension: 

~ N 3~(12) 60987,2748 -/a;o' (12) • 6000 = 6000 . --=- = ---- . 6000 = 11152,81 (Werte aus Tabelle IV). 
, D;o" 32810,0 

Die Verpflichtungen der Kasse in bezug auf die Steigerung der Pension findet 
man, indem man fiir jedes auftretende Alter und fiir die verschiedenen Dienst­
jahre t, bei. denen Beamte vorhanden sind, die Werte 

und 
S Iii (12) _ SOl (12) 

",+1 ",+41-. fiir t = 11, ... 39 (40 Endjahr der Steigerung) 
D:a 

bildet und mit 0 multipliziert [vgl. (236) und (238)]. Fiir unser Beispiel t = 3, 
x = 30, 0 = 0,015 • 20000 = 300 berechnet sich die Anwartschaft des Beamten 
auf die Steigerung der ihm zustehenden Pension: 

SOl (12) - SOl (12) 1173 5222624 - 233720077 
S8 68. 300 = ' '. 300 = 10516,46. 

D;; 32810,0 

Die Pensionskasse wiirde sich durch "Oberweisung der Summe von 11152,81 + 10516,46 
= 21669,27 M. von allen Verpflichtungen befreien konnen, die durch Invalidwerden 
eines 30jlihrigen Beamten mit einer gegenwlirtigen Dienstdauer von 3 Jahren 
kiinftig entstehen. Die Pensionskasse hat die angegebene Summe bei ihrer Bilanz 
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unter den Passi ven ;m fuhren. Fur diesen Betrag konnte ein 30 jahriger Beamter 
mit 3 Dienstjahren bei einer zweiten Kasse auf die gleiche. im FaIle der Invaliditat 
schon nach 7 statt nach 10 Jahren beginnende Pension von 6000 M mit einer 
jahrlichen Steigerung von 300 M eingekauft werden. [Die Summe ergibt sich auch 
aus (2342) fUr x = 30, n = 7, P = 30, g = 6000, a = 300.] 

Handelt es sich urn einen 30jahrigen Beamten mit 12 Dienstjahren und sind 
die Bedingungen sonst unverandert. so ist die Anwartschaft auf den Grundbetrag 
der Pension. da g + (t - 10) a = 6600: 

66 Na7:(12) 6600.6.4427.2287 
00 . -~ = .-~ = 12960,07 

D;oa 32810,0 

und die Anwartschaft auf die Steigerung: 

5;/(12) - 5.;',;'(12) 1612445.7147 - 172731.0665 6 
300· =300·- =1314,11. 

D;oa 32810,0 

Die Summe von 26124,18 Mist von der Pensionskasse unter die Passivposten auf­
zunehmen. 

Bei Eroffnung einer Kasse haben aIle Mitglieder eine Mitgliedsdauer von 
o J ahren, also t = O. Als z. B. die deutsche reichsgesetzliche Angestelltenv. ein­
gefuhrt werden sollte, wurden fur aIle unter das Gesetz fallenden Personen ihre 
Anwartschaften oder, was das gleiche ist, aIle von der Reichsv'sanstalt fur An­
gesteUte zu ubernehmenden Verpflichtungen derart bestimmt; fur aIle v'spflich­
tigen AngesteUten war, da sie neu beitraten, t = O. SoU die Bilanz einerialten 
Kasse aufgestellt werden. so hat man Mitglieder mit allen moglichen Mitglieds­
jahren t. 

5. Anwartschaft eines Aktiven auf eine veranderliche, yom 
Gehalt abhangige Invalidenrente. Barwert einer yom Gehalt 

abhangigen Beitragszahlung. 
In der Praxis hat man haufig den Fall, daB das pensionsfahige 

Gehalt nicht dauernd gleich bleibt, sondern daB das Gehalt steigt und 
daB die Pension nach dem letzten Gehalt gezahlt wird, das der Ver­
sicherte vor der Zeit seiner Invalidisierung bezogen hat. Die Jahres­
rente betragt dabei gewohnlich einen von der zuruckgelegten Mitglieds­
dauer abhangigen Prozentsatz des letzten Gehaltes. Ein mit x Jahren 
beigetretenes, t Jahre der Kasseangehoriges Mitglied beziehe ein pen­
sionsfahiges Gehalt G[x]+t. Wird das betreffende, mit x Jahren in die 
V. eingetretene Mitglied nach tjahriger Mitgliedsdauer invalid, so habe 
es wahrend seiner Invaliditat eine allmonatlich in gleichen Betragen 
zahlbare Invalidenrente zu beanspruchen, deren Jahresbetrag .4[x]+t Pro­
zent des letzten Gehaltes G[x]+t ist; die Jahrespension belauft sich 

h f G .4[x]+t demnac au [x]+t • -100-- und die monatliche Rente auf den zwolften 

Teil. Wir bestimmen den Barwert B~, den diese V'sleistungen bei Ab­
schluB der V. haben, unter der Voraussetzung, daB die Pension nur 
gezahlt wird, wenn die Invaliditat nach n jahriger Zugehorigkeit zur 
Kasse eintritt. Man erhalt: 

G .4[x]+nJ i(12) n+~ . G .4[xJ+n+l J. i(12). n+l~ 
o [xJ+n 100 x+n a:Hn+i v + [x]+n+1 100· x+n+l ax +n+l! v + ... 

Ex = ------- --------

L 0 e W Y J Versicherungsmathematik. 4. Aufl. 11 
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Nimmt man niimlich an, daB eine fingierte Gesellschaft von r;a Ak­
tiven, wie sie die Aktivitatsordnung verzeichnet, die V. abschlieBt, so 
liefert diese im (n + 1) ten V'sjahr, in dem die ersten V'sleistungen 
fallig werden, die Anzahl von ] ~+n Invaliden des durchschnittlichen 
Alters x + n + t. Eine sofort beginnende, an einen solchen Invaliden 
in monatlichen, gleichen Teilbetragen zahlbare J ahresrente 1 hat den 
Barwert a~~~H' Jeder unserer J~+n Invaliden hat die Jahresrente 

G[~]+n .l[~]+nzu beanspruchen, die Gesamtheit also G[~]+n .l[~]+n • J[~]+n. 
100 100 

Diese Renten besitzen bei ihrem Anfang, also in der Mitte des (n + 1) ten 

v, . hr d B G A[~l+nJ i(12) . h· b· Ab sJa .es, en arwert [~]+n 100 [~]+n a~+nH' mIt m el -

hluB d V IJ h f ··h G .:![~]+nJ i(12) +' sc es ertrages n + yare ru er [~]+n 100 ~+n a~+n+k v" '. 

Betrachtet man weiter die im (n + 2}ten V'sjahr entstehenden J~+n+l 

I l·d dl·e R Jah b G A[~]+n+l nva 1 en, eme ente yom res etrage [~]+n+l 100 

zu beanspruchen haben, und fahrt so fort, so ergibt sich der Zahler von 
(240) als Barwert der ausbedungenen V'sleistungen, falls die V. von einer 
fingierten Gesellschaft von r;a Aktiven abgeschlossen wird. Durch 
Division mit l~a erhalt man B~ als den auf den einzelnen entfallenden Teil. 

In der ersten Denkschrift der deutschen Angestelltenv. ist mit 
einem jahrlichen Wachsen des Gehaltes um E% des Grundgehaltes 
gerechnet, so daB der xjahrige bei seinem Eintritt in die V. G[~], nach 

einem Jahre G[~]+1 = G[~] (1 + ~), nach 2 Jahren G[z] (1 + 2E), 
100 100 

nach 3 Jahren G[~] (1 + :!) usw. an Gehalt erhalt. 1st weiter bei­

spielsweise A[~] = A[~]+l = ... = A[~]+9 = 0, A["']+10 = 30, A[~]+l1 = 31, 
A[~]+12 = 32, ... , A[",]+4O = A[",]+41 = A[~]+42 = ... = 60, so betragt 
die Pension bei einer Invalidisierung nach 10 Dienstjahren 30%, nach 
11 Dienstjahren 31 % usw., nach 40 und mehr Dienstjahren 60% des 
im Zeitpunkt der Pensionierung bezogenen letzten Gehaltes. 

Werden bei der Priifung von Pensionskassen, deren Mitglieder ihre 
Pension nach dem letzten Gehalt vor der Invalidisierung zu fordern 
haben, die Kassenverpflichtungen auf Grund des Diensteinkommens 
der Kassenmitglieder am Bilanztage bewertet, so schatzt man die 
Kassenverpflichtungen im allgemeinen zu' niedrig, da die Mitglieder 
gewohnlich bei ihrer Pensionierung ein hOheres Gehalt beziehen werden1). 

Die Schatzung der Kassenverpflichtungen ist richtig, wenn der Versicherte 
oder sein Arbeitgeber bei jeder GehaltserhOhung den Barwert der durch 
die Gehaltszulage bedingten RentenerhOhung in die Kasse einzuzahlen 
hat. So sehen auch viele Kassen in ihren Satzungen vor, daB bei jeder 

1) Nimmt man die Unveranderlichkeit der von den einzelnen Kassenmit­
gliedern am Bilanztage bezogenen GehliIter an. so venneidet man die in (240) 
auftretenden kiinftigen GehaIter G[XI+t> fiber deren Gestaltung sich im voraus 
ein Urteil zu bilden natiirlich auch problema tisch ist. 
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Gehaltserh6hung zur Deckung der verursachten Kassenbelastung eine 
Summe an die Pensionskasse abgefiihrt werden muB, doch ist dieser 
Betrag meistens viel zu gering l ). 

Wir bestimmen auch noch den Wert der Beitragszahlung eines 
xjahrigen, der, sofort beginnend, alljahrlich wahrend der Zeit seiner 
Erwerbsfahigkeit an eine Kasse ein Prozent seines jeweiligen Gehaltes 

faa 
all: zu entrichten hat. Diese Zahlungen haben gegenwartig den Wert 100' 

wobei 
(241) 

Wiirden sich namlich ~a Aktive, wie sie die Aktivitatsordnung ver­
zeichnet, versichern und erhielte die Kasse von jedem, solange er er­
werbsfahig ist, allj1i.hrlich sein ganzes Gehalt, so wiirde sie sofort 
G[zl l~a , nach einem Jahr~ wo noch l~~l Aktive mit dem Gehalt G[zl+l 

vorhanden sind, G[zl+ll~~l> nach 2 Jahren G[zl+2 l~~2 usw. verein­
nahmen. Der Barwert dieser Einnahmen ist der Zahler von (241); 
der l~a te Teil, den wir mit a~aa bezeichneten, ist demnach der Bar­
wert einer Einnahme, die in dem jeweiligen gesamten Gehalt eines 
xjahl'igen wahrend seiner Erwerbsfahigkeit besteht. Hat del' Betreffende 
nur ein Prozent seines jeweiligen Gehaltes zu entrichten, so haben diese 

faa 

Leistungen den Wert ~. Man bezeichnet a~aa auch als Barwert 
100 

einer yom Gehalt abhangigen Aktivitatsrente. 
Das Schwierige, fast Unm6gliche bei diesen yom Gehalt abh1i.ngigen 

V'en ist, sich im voraus von dem kiinftigen Gehaltsverlauf ein Bild zu 
machen. 

6. Invaliditatsversicherung 
bei denprivaten Lebensversicherungsanstalten. 

Die meisten privaten Lebensv'sanstalten gestatten bei der Todes­
fallv. auch die Mitv. der Invaliditat. Bei Eintritt der Invaliditat findet 
nicht nul' PramienerlaB statt, sondern es beginnt oft auch die Zahlung 
einer temporaren Invalidenrente, deren Jahresbetrag 5% oder 10% 
der V'ssumme betragt. Die Invalidenrente ist temporar, wei! sie zu­
meist nur bis zum 60ten oder 65 ten Lebensjahr gezahlt wird; fiir diesen 
Zeitpunkt wird die Falligkeit des versicherten Kapitals ausbedungen. 
Ehe wir auf die geschilderte V'skombination eingehen, behandeln wir 
folgende reine Invalidenv., wobei wir die Bedingungen dem Lebens­
v'sbetrieb entsprechend wahlen: Ein xjahrigel' versichere sich so, daB, 

1) Weiteres hieriiber bei Parthier, H.: Uber die technischen Rechnungen 
bei Pensionsbemessung nach Gehaltsdurchschnitten. Zeitschr. f. d. ges. V's­
wissenschaft Bd. 14, S.214. 1914; und Das A.quivalenzproblem in der sozialen 
Pensionsv. Ebenda Bd. 15, S.200. 1915; Tauber, A.: Uber die Berechnung 
von Invaliden- und Alterspensionen bei steigenden Gehalten. V'swissenschaftliche 
Mitteilungen, Wien, Bd. 4, S. 66. 1909; sowie I. Denkschrift Angestelltenv., S. 57 If. 

11* 
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wenn, er im Alter von xbis x + n - i Jahren invalid wird, ihm eine 
am Schlusse des, Vrsjahres, in dem die Invaliditat eintritt, beginnende, 
alljahrlich, zum letzten Male am (x + n + p - 1)ten Geburtstage, 
faIlig werdende Invalidenrente des Jahresbetrages 1 gezahlt wird. Die 
einmalige Nettopramie dieser Invalidenv. sei mit In-la~n+p-fl be­
zeichnet. Wir beniitzen das Symbol a, da die Invalidenrente nach­
schiissig am Ende des Jahres beginnen solI; das Zeichen In-1 besagt, 
daB nur an die ersten n - 1 Jahrgange von Invaliden Jz, JZ+l, ... , 
Jz+n-2 Leistungen in Frage kommen, n+p-il schlieBlich solI bedeuten, 
daB es sich hochstens (namlich fUr die Invaliden Jz des ersten V's­
jahr~ urn eine (n + p - 1) mal zahlbare Jahresrente handelt. Urn 
In_la~i n+p-ll herzuleiten, nehmen wir an, daB sich eine fingierte Ge­
sellschaft von sovielen xjahrigen Aktiven l~a , wie sie die Aktivitats­
ordnung verzeichnet, unter den obigen Bedingungen versichert. Von 
den l~a Aktiven werden im ersten V'sjahr Jz invalid. Da diese Jz 
Personen durchschnittlich nur ein halbes Jahr als Invalide unter Beob-

i , 

achtung stehen, ist J.;. q; als die durchschnittliche Zahl der von ihnen 

wahrend dieser Zeit gelieferten Todesfalle anzusehen, wobei q~ die 
Sterbenswahrscheinlichkeit der Invalidenausscheideordnung ist; als 
solche wird in der Lebensv., wo es sich urn dauernde Invaliditat handelt, 
eine Invalidensterbetafel beniitzt. Von den Jz Invaliden erleben dem, 

nach nur q~ ( q~) 
Jz-Jz-Z-=Jz 1-Z-

als Invalide das Ende des ersten V'sjahres. Der einzelne dieser (x + 1)­
jahrigen Invaliden konnte fiir eine sofort beginnende, hochstens bis 
zum (x + n + p -1)ten Geburtstage, also hochstens (n + P -1)mal 
zahlbare temporare Invalidenrente 1 durch die Summe In+p_la~+ll) 
abgefunden werden, die Gesamtheit also durch 

, ( q~) I i Jz 1 - Z- . In+p-laz+1' 

Diese Summe hat bei AbschluB des Vertrages, also ein Jahr friiher, den 

Wert Jz(1 _~) '1,,+p_la~+lv. 
Das Ende des zweiten V'sjahres erleben von den m seinem Verlauf 
entstehenden JZ+1 Invaliden durchschnittlich 

JZ+1 (1 - q~t)· 
1) Die vorschussige, temporare, hiichstens m mal zahlbare Invalidenrente im 

Jahresbetrage 1, die ein xjahriger Invalide zu beanspruchen hat, besitzt (vgl. S. 38) 
den Wert 

qie:l~ sind die lebeno.en Invaliden einer Invalidensterbetafel. 
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Jeder dieser (x + 2) jahrigen Invaliden wird fUr eine so fort beginnende, 
langstens bis zum (x + n + p - 1) ten Lebensjahr, also hOchstens 
(n + p - 2) mal faIlig werdende Invalidenrente yom Jahresbetrage 1 
durch In+p-2a~+2 abgefunden, die Gesamtheit durch 

qx+l i ( i)' 
JX+1 1 - 2 In+p-2aX+2' 

Diese Summe besitzt 2 Jahre fruher, bei AbschluB des Vertrages, den Wert 

J ( q~-'-1) I i 2 x+1 1 - ~- n+p-2ax+2 V . 
2 I 

So ist fortzufahren. SchlieBlich haben als letzte die 

J (1 _ q~+n-2) 
x+n-2 2 

Vberlebenden der im (n - 1) ten V'sjahre entstehenden Jx+n-2 Inva­
liden eine hOchstens (p + 1) mal, im Alter x + n - 1, x + n, ... , 
x + n + p - 1 zahlbare Invalidenrente des Jahresbetrages 1 zu be­
anspruchen. Die Abl6sung fUr diese Leistungen hat zu Beginn des 
n ten V'sjahres den Wert 

( q~+"-2) I i Jx+n-2 1 - ~2 ~ . p+lax+n-l , 

also bei AbschluB des Vertrages, n - 1 Jahre fruher, 

qx+n-2 i n-l ( 
. i ) 

Jx+n--2 1 - ~-2~ . \p+lax+n-l • v . 

Dividiert man die Summe aIler dieser Posten durch z;a, so hat man den 
Barwert aller Leistungen, die ein xjahriger, soeben in die V. eintretender 
Aktiver zu erwarten hat; mithin ist: 

In_la;in+p:'l ! = [I" (1 - q;) In+p-la~+lv 
(242) + JX+l(1 - q;l) .In+p_2a~+2v2 

J ( . q~+n-2)' in_I] Zaa + . " x+n-2 1 -'2~ . Ip+lax+n-l v : x . 

Zur bequemeren Berechnung von In_la;in+p=-i! fUhrt man fUr aIle 
III Frage kommenden ganzzahligen x die Hilfsgr6Ben 1) 

1) Vgl. Radtke: Ermittlung des Invaliditats- und Sterblichkeitsgewinnes. 
Veroffentlichungen des Deutschen Vereins furV'swissenschaft Heft 4, S. 144. 1905-
Fur die Invaliditatsberechnungen bei Lebensv'sanstalten vgl. auch die wichtige 
Arbeit von Sch a ertli n, G.: Zur mathematischen Theorie der Invaliditatsv. Bern. 
Mitteilungen der Vereinigung Schweizerischer V'smathematiker Bd. 1, S.45, 1906. 
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(243) 

ein. Beachtet man, 

... , 

multipliziert Zahler und Nenner von (242) mit VZ und setzt l;a . VZ = D;a, 
so wird 

I li'i_-ll- {lz (N;+1 - N~+ .. ~,J _ + (lz+d'!~+2 - N;+n+p) 
n- xn+p- - D;: 

f 

(242') 

+ ... {lZ+n-2 (N;+n-l - N~+n+p) 
D;a 

fJzN~+1 + {lZ+1 N;+2 + ... {lz+n-2N~+n-l 
D;a 

N;+n+p <{lz + (lZ+1 + ... (lZ+n-2) 
D;a 

= 2({lz N~+l) - 2 ({lZ+n-l N;+n) -N;+n+p (2{lz- 2{lz+n -1) 
D~a. 

Hierbei bedeuten 2 {lz N;+1 und ~ {lz die Summen: 

2 {lz N~+l = {lz N;+1 + {lz+1 N;+2 + ... {lroa N!a+l , 

2 {lz = {lz + {lZ+1 + ... + {lroa' 

wobei roIJ das hOchste Alter der AktivitatsQrdnung ist. Die fraglichen 
Summen werden auf Grund der Formeln 

bzw. 

mit 
~ {lz = pz + ~ {lz+1 , 

2 {lroa = (lroa 
beginnend, von hinten berechnet. 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
ist (242) auch die Einmalpramie des xjahrigen fiir die geschilderte 
Invalidenv. Wird diese V. gegen nmalige, gleichbleibende, mit Eintritt 
der Invaliditat aufhorende Pramienzahlung abgeschlossen, so ist hier­
fiir nach (83) die Jahrespramie zu entrichten: 

(244) 

dabei ist 

I lil __ 
paa(1 i"--I) _ n-la!l: n+p-ll. 

n-l !I: n+p-l - I as ' 
.. az 

Ina;: die kurze, njahrige Aktivitatsrente des xjahrigen. Es 
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soil auch noch das Deckungskapital dieser V. am Ende des mten V's­
jahres bestimmt werden. Man findet es prospektiv nach Formel (137) 
(S. 90): 

(245) mV" = In-m-la;~mn-m+p~-=il - paa <In_la;i n+p-l!) ·In-ma~m. 
Zur Zeit der Bestimmung des Deckungskapitals ist der Versicherte 
namlieh (x + m) jahrig; daher werden fiir ihn nur, falls er im Alter 
von x + m bis x + n - 1 Jahren invalid wird, Invalidenrenten fallig. 
Diese sind zum letztenmal im Alter (x + n + p - 1), also hOehstens 
(n - m + p -1) mal, namlich fiir die im (m + 1)ten V'sjahr Invalid­
werdenden, zahlbar. Die Pramien, die der Versieherte noch zu ent­
riehten hat, stellen eine n - m Jahre laufende Aktivitatsrente eines 
(x + m) jahrigen darl). . 

Das Deekungskapital hat nicht immer positiven Wert. Insbesondere 
erhalt man fUr m = n - 1 : 

n-1V" = _pall, (In--la~ n+p'::i'); 
denn offenbar ist: 

IOa~~n-l pi = 0, 

da fiir Invaliditatsfalle des n ten V'sjahres keine Invalidenrenten gezahlt 
werden, und weiter ist: 

I aa 
laz+n-l = 1 . 

Tatsachlieh wiirden fiir diese reine Invalidenv., dem negativen Deekungs­
kapital entspreehend, die beim Alter (x + n - 1) vorhandenen Aktiven 
ihre Pramie fUr friiher mogliche V'sleistungen naehzahlen, da sie nach 
den V'sbedingungen keine Invalidenrente mehr erhalten konnen. Bei 
reiner Invalidenv. ware es daher fiir den Versieherer vorteilhafter, eine 
nur (n - 1) mal fallige, also zum letztenmal beim Alter x + n - 2 
zahlbare, gleiehe Jahrespramie zu erheben. 

Setzt man 
x + n - 1 = t, P = Wi - X - n + 1, 

also x + n + p - 1 = w., 
wobei Wi das hoehste Alter bedeutet, bei dem noch Invalide leben. So ist 

In~la~in-i-P::-il = It_xa~i wi-xl 

die Einmalpramie fUr eine 1 e ben s 1 an g 1 i c h e Invalidenrente 1 , die nur 
an die im Alter x bis t Invalidwerdenden zur Auszahlung gelangt. 
Diejenigen, die das Alter t aktiv erleben, erhalten dann entweder ein 
Kapital oder eine Altersrente. 

1) Nach (244) ist die Pramie des (x + m)jahrigen fUr eine im Alter von x + m 
bis (x + n --'- 1) Jahre fallig werdende, langstens bis zum (x + n + p - 1 )ten 
Geburtstage zahlbare Invalidenrente des J ahresbetrages 1; 

- _.'. In-m-l a:!mn-.::mfp"":l! 
pa" (In-m-la:-tmn-m+p-l!) = I aa -. 

n:-maz+m 
Mithin laBt sich (245) auch schreiben: 

m V", = In-ma~m • [P"(ln-m-la~mn-m+p~ll) - pa. (In-la~n+p_l!)J (vgl. S. 91). 
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,Ffu P = 0 wird In-~a:~-ll bei Lebensv'sanstalten als einmalige 

d In-la~n=11 al un I aa s j1ihrliche Zusatzprlimie der sog. Invaliden-
naz 

mitv'en beniitzt. Sehr gebrauchlich hierffu ist folgende Kombination: 
Ein xjahriger versichere sich auf das beim Todesfall, spatestens beim Er~ 
reichen des Alters x + n fallige Kapital 1 gegen eine gleichbleibende, 
h6chstens nmal zahlbare Jahrespramie. Tritt vor F1illigkeit der letzten 
Pramienzahlung, . also im Alter von x bis x + n - 1 Jahren, Invaliditat 
ein, so ist nicht nur keine Pr1imie mehr zu entrichten, sondern es wird 
auch noch eine temporare Invalidenrente im J ahresbetrage von 10% des 
versicherten Kapitals 1, also im Jahresbetrage 0,1, gew1ihrt; diese ist 
zahlbar von Beginn des auf den Eintritt der Invaliditat folgenden V's­
jahres bis ein Jahr vor Ablauf der V. Die Jahrespramie fUr diese V's­
kombination ist: 

(246) 
Azn/ + _1_ .In-la:in-l! . 
Ina:a 10 Ina: a ' 

denn Aznl ist [vgl. (226)] die Jahrespramie fUr die gemischte Todes-
Ina:a 

fallv. ~uf das Kapital 1, der zweite Summand von (246) ist die Jahres­
pramie fUr eine Invalidenrente im Jahresbetrage von 0,1 (10% des 
versicherten Kapitals 1). Das Deckungskapital mVz nach Ablauf von 
m V'sjahren ist, falls die zu Beginn des (m + 1) ten V'sjahres fallige 
Invalidenrente bereits bezahlt ist, nach (137): 

mVz = Az+mn-mi + (0 In-maf~mn-~-ll - p 'In-ma:!m 1); 
dabei ist P die durch (246) gegebene Pramie. 

Wir wollen noch die Formel (242) umgestalten und behandeln zu 
diesem Zweck die auch an und fUr sich wichtige gemischte oder 
allgemeine Absterbeordnung, die man auch als SchartIinsche 
Absterbeordnung bezeichnet. Sie gibt an, Wieviel von einer Grund­
masse gleichaltriger erwerbsfahiger Personen noch das nachste, iiber­
nachste usw. Lebensjahr teils erwerbsfahig, teils invalid erleben. 
l:a seien samtliche Aktive und r: seien samtliche Invalide, die aus 
der urspriinglichen Grundmasse rjahriger Aktiver r;a stammen und das 
Lebensalter x erreichen. Dann wird die Anzahl lz samtlicher Lebenden, 
die aus der urspriinglichen Grundmasse rjahriger Aktiver entstammen, 
gegeben durch die Grundgleichung: 

(a) 

1) Werden in dieser Formel und in der voraufgehenden (246) die GraBen 
A aus einer Sterbetafel bestimmt, so gilt wieder die am Ende von S. 154 
gemachte Bemerkung. Vgl. wegen einer auf einheitlicher Grundlage beruhenden 
Formel den _SchluB dieses Paragraphen. 

2) Die l~ a sind die x jll.hrigen Aktiven einer Aktivitll.tsordnung. und es gelten 
daher fur sie aile auf S. 149 ff. gemachten Angaben. Hingegen sind, worauf wir 
den Leser noch aufmerksam machen, die i;} natiirlich ganz andere GraBen als 
die l~ Invaliden einer Invalidenausscheideordnung. 
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Die vorhandenen Invaliden (;;i setzen sich dabei aus zwei verschie­
denen Personengruppen zusammen, nam~ch erstens aus den im ver­
gangenen Jahre vorhandenen Invaliden l~i_l' die den xten Geburtstag 
invalid erleben, und zweitens aus denjenigen der 1~~ 1 Aktiven, die im 
Laufe des Jahres invalid werden und ihren xten Geburtstag invalid 
begehen, also nicht vorher versterben. Die Anzahl der Personen der 
ersten Gruppe findet man mit Hilfe der Sterbenswahrscheinlichkeiten 
fUr Invalide gleich z'j-l (1 - q~-l). wenn von Reaktivierungen abges~en 
wird. :Qie Anzahl der Personen der zweiten Gruppe ist fx~ 1 p;~ 1 , 

wenn P~~l die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB ein (x - 1)jahriger 
Aktiver seinen xten Geburtstag invalid erlebt. Angenahert kann man 
setzen: 

(b) at· qz-l ( i) 
PZ-1 = ~z-1 1 - 2 . 

Von fx~l Aktiven werden namlich im Laufe ihres nachsten Lebens­
jahres J laa. 

z-l = z-1· ~z-l 

invalid, und von diesen sterben, da sie durchschnittlich ein halbes Jahr 
in invalidem Zustand unter Beobachtung stehen, 

i 
laa . qz-1 
z-1 . ~x-l 2-

als Invalide. Daher erleben von den fx~ 1 Aktiven nur 

taa· taa· q~-1 taa· ( q~-l) 
bZ-1 ~x-l - bZ-l ~x-l -2 = bZ -1 ~x-l 1 - --2-

ihren xten Geburtstag invalid. Mithin hat man: 

(c) 1:; = 1r:-d1 - q~-1) + fz~lix-l (1 _ q~;1). 
FUr das Grundalter 'Y, das man etwa 16 wahlen wird, sind aIle Lebenden ly 
aktiv. Daher hat man ly = r:,a, f.! = 0, und man findet der Reihe 
nach aus (c), indem man x = 'Y + 1, 'Y + 2, ... setzt: 

(d) 

Diese Formeln gestatten, die GroBen t!i der Reihe nach zu finden, 
wenn bekannt sind: die Werte 1z einer Absterbeordnung, die Invalidi-
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tatswahrscheinlichkeiten i", fiir Aktive und die Sterbenswahrscheinlich­
keiten q~ fiir Invalide. Man kann dann die Aktivitatsordnung 

rxa = 1", _l;i 

bestimmen. Das abgeleitete Formelsystem (d) gestattet aber auch aus 
den Werten rxa , i", und q~ eine gemischte Absterbeordnung 

1", = rxa + l;i 
fiir Aktive und Invalide zu finden. 

Wir leiten weiter die Formel fiir die Sterbenswahrscheinlichkeiten ab: 

(e) I", q", = l~a q~a + rxa ~ + r; q~; 
denn die Todesfille aller t", Personen sind entwede~To~esfalle rxa q~a 
von Aktiven, die aktiv versterben, oder Todesfalle r:ea q~i von Aktiven, 
die invalid versterben, oder Todesfille i'j q~ des Invalidenbestandes. 

i 

Da von den r:ea Aktiven r:e a i", q", im nachsten Jahre invalid versterben, 
2 

ist die Wahrscheinlichkeit q~i, daB ein xjahriger Aktiver im nachsten 
Jahre invalid verstirbt: . i 

(f) ~ ~~ 
q"'=T' 

Setzt man in (e) fiir 1", den Wert aus (a), so erhalt man noch: 

iii aa ~i ( i) q", = q", - q", + aa q", - q", . 
1", 

Mit Hille der GroBen i;.,i und if! kann man dem durch Formel (242) 
erhaltenen Ausdruck In-1 a~ n+1'-11 eine bemerkenswerte Gestalt geben. 
Es ist: 

a,__ 1 [! ( q~) t!:+1 + 1~+2 V + ... l~+n+1'-l Vn+P-2 
111-1 a", n+1'-ll = -= '" 1 -- v --------,.,------'-----

r:e a 2 l!:+1 

! ( q~+l) 2 t!:+2 + t!:+s v + ... l~+n+1'-l Vn+p - S + ",+1 1 - -- v . .~ 
2 l!:+2 

+! ( _ q!+n-2) n_1t!:+n-l + t!:+nv + ... + t!:+n+p-1 VP] 
"'+n-2 1 v . . 

2 l!:+n-l 

Die Anzahl J",(1 - ~) der im (x + 1}ten Lebensjahr Invalidwer-

denden und dieses Jahr "Oberlebenden ist auch gleich 

1ii _ 1ii 1!+ 1 1) ",+1 fIJ • • 

l!: 
1) Diese Relation kann man entweder unmittelbar aus der Bedeutung der 

GraBen entnehmen oder auch auch aus der Gleichung (c) auf S. 169 folgero; 
denn diese lil./lt sich auch schreiben: 



Invaliditatsversicherung bei den privaten Lebensversicherungsanstalten. 171 

Mithin wird in dem Klammerausdruck das erste Glied der ersten Zeile 

Das zweite Glied der ersten Zeile und das erste Glied der zweiten Zeile 
ergeben: 

2 ('lIT _ Ii{ l~+~) 1~+2 + 2 (Iii __ Iii ~+2) _ 2 (Iii _ ZIT 1~+2) V x+1 x " v x+2 x+1' - V x+2 x ' . 
l~ 1~+1 1~+1 fx 

Das dritte Glied der ersten Zeile, das zweite Glied der zweiten Zeile 
und das erste Glied der dritten Zeile ergeben: 

3 (IT' _ Iii Z~+l) 1~+3 + 3 (lIT _ lIT 1~+2) 1~+3 
V x+1 Xii V x+2 x+1 i i 

Ix IX+1 IX+1 IX+2 

+ 3 (lIT _ lIT 1~+3)' _ 3 (Iii _ lIT 1~+3) v x+3 x+2' - V x+3 x ' 
1~+2 l~ . 

So fortfahrend erhalt man schlieBlich 

, i) 
n-1 (Iii _ lIT Ix+n-1 

V x+n-1 x ' 
. fx ' 

und dann, hierauf folgend 

/ i i) 
n (lIT • ~ _ lIT lx+n 

v ",+n-l t':,' x Ii ' 
x+n-l '" 

n+1 (Zii Z~+n+l _ ZIT l~+n+l) v x+n-1' "',., , 
l~+n-l fx 

n+p-1 (til Z~+n+p-1 _Ziil~+n+p~) 
v bx+n-1' "',. 

1~+n-1 l~ 
Mithin wird: 

I iii 1 [lH , 2lii + + n-2lii .. -la", n+p-1! = ~ V x+1 TV x+2 ' , , V x+n-2 
l~a 

+ n-lli{ 1~+n-1 + vl;+n + ". + VPl;+n+p~l 
v x+n-1 • 

1~+n-1 

_ I~T ",+1 V + ",+2 V , ',' "'+n+p-1 V __ Ii Ii 2 + + t n+p-l] 

l~ 

Ersetzt man hierin x dnrch x + 1 und beachtet, daB nach der Invalidenaus5cheide­
ordnung 

so hat man die im Texte angegebene Relation, 
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Beachtet man, daB l~j = Ix - ~a und fUgt noch weiter lx _l~a _l~i == 0 
bei, so kann man schreiben: 

(242/1) 

dabei ist 
I Ix + lHI V + ... + Ix+n-2 vn- 2 

n-lax = I 
x 

eine kurze, vorschiissige, (n - 1) mal zahlbare Leibrente fUr eine Ab­
sterbeordnung mit Ix Lebenden, und In-la~ sowie !n_la;a haben die ent­
sprechende Bedeutung fUr eine Invalidenausscheideordnung mit den 
GraBen ~ und eine Aktivitatsordnung mit den GraBen l~a. 

Die gemischte Absterbeordnung dient auch dazu, bei Todesfallv'en, die mit 
einer von der Invaliditat abhangigen V. verbunden sind, die Pramie einheitlich 
abzuleiten, indem man in zutreffender Weise annimmt, daB sich nicht ein be­
liebiger xjahriger, wie ihn die Sterbetafel verzeichnet, sondern ein xjahriger Er-
werbsfahiger gegen Tod versichert. Sei A~n: der Barwert des KapitaIs 1, das 
entweder beim Tode eines xjahrigen Aktiven, ganz gleich, ob der Aktive invalid 
oder aktiv verstirbt, oder spatestens beim Erleben des (x + n) ten Geburtstages 
fallig wird. Weiter sei nach (XXV) in iiblicher Weise 

A _ d.v + d.+ , v 2 + ... + dx +n - , v· + 1.+ n v· 
xnl = - ~ 

als B;:trwert einer Todesfallv. eines beliebigen xjahrigen auf das Alter x + n aus 
einer gemischten Absterbeordnung gebildet; schlieBlich sei 

i d; v + d!+l v 2 + ... + d!+n_l v n + t~+n vn 
Axn l = . 

, ~ 

der Barwert des Kapitals 1, das entweder beim Tode eines xjahrigen Invaliden 
oder spatestens, wenn der InvaIide (x + n) Jahre alt ist, zur Auszahlung gelangt. 
Dann besteht die Gleichung 

(*) 1. Ax-nj = 1:-a A:nl + l;i A~nl' 
Gehen namlich Ix Personen, wie sie die gemischte Ausscheideordnung verzeichnet, 

die V. ein, so werden di(. V'sleistungen entweder an die I:" Aktiven oder an die 

l~i Invaliden, aus denen sich die Ix, nach (a) zusammensetzen, fallig; die Relation 

(*) besagt, daB die V'sanspriiche der I. Personen gleich den en der l:a Aktiven, 

vermehrt urn diejenigen der l~ i Invaliden, sind. Bei allen V'sformen, bei denen die 
Invaliditat in Frage kommt und es sich urn die V. eines Aktiven handelt, wird 
man die Todesfalleistung A. "I durch 

Aa- _ I. Axn-I _l;-i A!,,! 
xn 1- ___ _ 

I: a 

ersetzen. Dies gilt im besonderen auch fUr die Formeln (226) und (246) auf S. 154 
und 168 '). 

1) Auch in den sich (226) und (246) anschlieBenden Formeln fiir die Berech­
nung des Deckungskapitals ist Ax+m n-ml durch das mittels einer gemischten Ab­
sterbeordnung zu bestimmende A:+m n-m! zu ersetzen. 
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XII. Soziale Hinterbliebenenversicherung. 
I. Witwenversicherung. 

Die meisten sozialen V'seinrichtungen gewahren ihren Versicherten 
nicht nur im FaIle der Invaliditat eine Pension, sondern sie sichern 
auch den Ehefrauen der verstorbenen Mitglieder eine lebenslangliche, 
nur im FaIle der Wiederverheiratung aufhi:irende Leibrente zu. 1m 
Gegensatz zu den friiher im VIII. Kapitel behandelten V'en auf zwei 
Leben, bei denen es sich urn zwei dem Versicherer bekannte Personen, 
einen xjahrigen Mann und seine yjahrige Ehefrau, handelt, braucht 
hier die versicherte Ehefrau nicht einmal zu existieren. AIle einem 
gewissen fest umschriebenen Kreise angehi:irigen Personen sind, ganz 
gleich, ob sie verheiratet oder unverheiratet sind, entweder durch 
Gesetz (z. B. die Privatangestellten bei der deutschen Angestelltenv.) 
oder durch Arbeitsverhaltnis (z. B. die Eisenbahnarbeiter bei den 
Eisenbahnarbeiterpensionskassen, die Angestellten groBer Betriebe bei 
der Hauspensionskasse ihrer Firma) verpflichtet, der Pensionskasse 
anzugehi:iren, in die aIle Kassenmitglieder, unabhangig von ihren Zivil­
standsverhaltnissen, gleiche Betrage entrichten. Der Unverheiratete 
zahlt fUr seine kiinftige Ehefrau, trotzdem tatsachlich noch nicht fest­
steht, ob und wen er heiratet. Die gegenwartige Ehefrau eines Versicherten 
braucht, da er bei seinem Tode mit einer anderen verheiratet sein kann, 
nicht seine rentenberechtigte Witwe zu sein. Die soziale Witwenv. kann 
nach der "Individualmethode" 1) behandelt werden; bei dieser, die man 
auch als direkte Methode bezeichnet, muB fiir jeden Versicherten auBer 
seinem Lebensalter noch sein Zivilstand (ledig, verheiratet, verwitwet), 
und ferner fiir jeden Verheirateten das Alter seiner Ehefrau bekannt 
sein. Fiir Ledige und Verwitwete werden bei dieser Individualmethode 
die Heiratswahrscheinlichkeiten beni:itigt, d. h. die Wahrscheinlich­
keiten, im nachsten Lebensjahr eine Ehe einzugehen. Zu den am 
Bilanztage vorhandenen Verbindlichkeiten aus den bestehenden Ehen 
und aus der Verheiratung von Ledigen und Witwern (d. h. den Pensions­
anspriichen, die erst ens die verheirateten Manner fiir ihre gegenwartigen 
Ehefrauen und zweitens die Ledigen und Verwitweten fUr ihre zu 
heiratenden Frauen haben) treten noch hinzu die Verbindlichkeiten aus 
kiinftigen Wiederverheiratungen der am Bilanztage bereits verheirateten 
Mitglieder und ferner die Verbindlichkeiten aus zweiten Ehen von am 
Bilanztage noch ledigen Mitgliedern2). Infolge der Kompliziertheit der 

1) Bezeichnung nach Kuttner, W.: Beitrage zur Theorie der sozialen 
Witwenv. Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer V'smathematiker Bd.9, 
S.181. 1914. 

2) Fur die Individualmethode vgl. Kar u p, 1.: Gutachten uber die Finanzlage 
der Gothaischen Staatsdiener-Witwen-Sozietat: Dresden 1893; ferner die Reform 
des Beamten-Pensions-Institutes der Mitglieder des Assekuranzvereins von Zucker­
fabriken in der osterreichisch-ungarischen Monarchie zu Prag. Prag 1898. -
Rohde, F.: 5. internationaler KongreB fur V'swissenschaft 1906. - Amt­
mann H.: Neue mathematische Theorien der Witwenv. Jena1908. - Schon­
wie s e, R.: Die Grundlagen der Witwenv., Zeitschrift f. d. ges. V'swissenschaft 
Bd. 17, S. 513.- 1917. 
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Individualmethode und der Unsicherheit der bei ihr benotigten, von 
der Wirtschaftslage abhangigen und bei den einzelnen Berufsstanden 
sehr verschiedenartigeri Reiratswahrscheinlichkeiten wird in der Praxis 
fast nur die sog. Kollektivmethode 1) angewandt. Diese, auch in­
direkte Methode genannt, verlangt nur die Kenntnis des Lebens­
alters des Versicherten und faBt aile Versicherten ohne Unterschied, 
ob sie ledig, verheiratet oder verwitwet sind, zusammen; der einzelne 
Versicherte wird als von unbekanntem Zivilstande betrachtet. 

Fur die Kollektivmethode entnimmt man aus der Beobachtung die 
Kapitalabfindung W~12), durch die sich eine Pensionskasse 
beim Eintritt des Todes eines xjahrigen Mannes unbekann­
ten Zivilstandes d urchschnittlich von ihrer Verpflichtung 
befreien kann, einer etwa von ihm hin terlassenen 
Witwe nach seinem Tode allmonatlich ein Witwengeld in 
der Rohe n, also im Jahresbetrage 1, zu zahlen. Die Rer-
leitung von W~12) wird uns am Ende des Paragraphen beschaftigen. 

Aus W~12) solI zuerst der Barwert oder dieAnwartschaft a!'"(12) 

eines xjahrigen Invaliden unbekannten Zivilstandes auf die 
einer etwa von ihm hin terlassenen Witwe nach seinem 
Tode zustehende Witwenrente im Jahresbetrage 1, die all­
m onatlich in der Rohe n fallig wird, bestimmt werden. 
Eine fingierte Gesellschaft von so vielen xjahrigen Invaliden l~, wie sie 
die Invalidenausscheideordnung angibt, versichere sich auf eine Witwen­
rente, die die von den Invaliden hinterlassenen Witwen allmonatlich, 
solange sie im Witwenstande leben, in der Rohe n zu beanspruchen 
haben. Nach der Invalidenausscheideordnung finden im ersten V'sjahre 
~, im zweiten 1i!:+1 usw. Todesfalle unter den Invaliden statt. Von 
einer mit dem Tode eines (x + 1) jahrigen Mannes unbekannten Zivil­
standes moglicherweise beginnenden Witwenrente im Monatsbetrage ilr 
kann sich die Kasse durch die Summe W~I!~ des angenaherten Wertes 

W (12) W(12) 
W(1+2), = _"_~+1 

., • 2 

ablOsen; die Abfindung fUr die d~ Todesfalle des ersten V'sjahres be­
tragt demnach Ii!: W~l!~; sie hat ein halbes Jahr fruher, bei AbschluB 
des Vertrages, den Wert d~ • W~~1 v~. Fur .die d~+1 durchschnittlich 
in der Mitte des zweiten V'sjahres stattfindenden Todesfalle ist als ein­
malige Kapitalabfindung von den durch sie entstehenden Witwenrenten 
d!+1 • W~~~i zu zahlen; diese Summe hat bei AbschluB des Vertrages 
den Wert 1i!:+1 W~~h . VI! • Fahrt man derart fort, so erhalt man 
den gesamten· Anspruch der l! Invaliden bei AbschluB des Vertrages. 

1) Die Kollektivmethode ist wohl zuerst von Behm, G.: Denkschrift zur Be­
griindung des Gesetzentwurfs flir die Unfallv., Stenographische Berichte des 
Reichstages 1882/83. angewandt worden. Vgl. wegen weiterer Literatur Kiittner 
an dem in Anmerkung 1 auf S. 173 angefiihrten Orte. 
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Ffir den einzelnen betriigt die Abfindung a!W (12) den l~ ten Teil; 
mithin hat man l ): 

d i W(12) k + ft W(12) VI! + -l- d i W(12) Wi+~- '" 
(247) a!w(12) = '" "'+! v .. Ua;+l "'+It. "', Wi "'i+~ ~ _____ , 

l! 
wenn Wi das hochste Lebensalter ist, bei dem nach der Invaliden­
ausscheideordnung noch Invalide leben. Zur Berechnung fiihrt man 
als diskontierte Zahlen die neuen HilfsgroBen ein: 

(248) Diw(12) _ di W(12) x+~ 
x - '" "'+! v 

und ihre Summen 
(249) Hiw(12) = D i w(12) + Diw(12) + + D iW(12) 

% % x+l' . . Wi' 

Multipliziert man Zahler und Nenner von (247) mit v"', so erhlilt man: 

(250) iw(12) ax 
H'W (12) a; 

D~ 
Numerische Werte fiir a ~ .. (12) (nach II. Denkschrift Angestelltenv.) findet man 

in Tabelle V. Einen Invaliden unbekannten Zivilstandes. also einen beliebig 
herausgegriffenen Invaliden des Alters 40, konnte man fiir den Verzicht auf die 
einer von ihm etwa hinterlassenen Witwe nach seinem Tode zustehende Witwen-

rente des Monatsbetrages -12 durch die Summe a~~(12) = 7.914722 abfinden. 

Wir leiten weiter ab den Barwert oder die Anwartschaft 
a:W(12) eines xjahrigen Aktiven unbekannten Zivilstandes 
auf die einer von ihm etwa hinterlassenen Witwe nach 
seinem Tode zustehende Witwenrente, die allmonatlich in 
der Hohe -0-, also im Jahresbetrage 1, fallig werden solI. Wir 
denken uns eine fingierte Geselischaft von so vielen erwerbsfahigen 

xjahrigen Personen z: a, wie sie die Aktivitatsordnung angibt. Diese 
t:/ Aktiven unbekannten Zivilstandes solien eine V. eingehen, bei der 
jede von ihnen zu hinterlassende Witwe allmonatlich eine Witwen­
rente im Betrage T2 zu beanspruchen hat. 1m ersten V'sjahr scheiden aus 
unserer fingierten Gesellschaft ~ a aktiv Verstorbene und J", Invalide 

aus. Legt die Pensionskasse beim Tode jedes der ~a aktiv Ver­
storbenen, deren Zivilstand unbekannt ist und deren Tod durchschnitt-
lich im Alter von x + t Jahren stattfindet, die Summe w~~l zuriick, 
so kann sie hiermit alle Witwenrenten im Monatsbetrage T\ bestreiten, 

die durch den Tod dieser d;a Aktiven etwa flillig werden. Bei jedem 
der Ja; Invaliditatsflille ist, da der Zivilstand der Ja; Invaliden un­
bekannt ist und ihr Lebensalter durchschnittlich x + t Jahre betragt, 
als Kapitalabfindung ffir die mit ihrem Tode etwa beginnende Witwen: 

1) Diese Formel ist z. B. in der 1. Denkschrift Angestelltenv. S. 54 beni,itzt. 
Unser W"'H entspricht dem dortigen ivx • w R!tl\. Das gleiche gilt auch' Iiir 
II. Denkschrift Angestelltenv. Vgl. ebenda S. 88. Tab. 8, Sp. 2. 
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rente im Monatsbetrage T12' wie im Ietzten Absatz gezeigt, die Summe 
a!~lI2) zu entrichten. Die Kapitalabfindung bei den im ersten'V;sjahr 

entstehenden d!a Todes- und Ix Invaliditatsfallen ist demnach 

d!a w!~l + Ix' a~~~12); diese Summ~ hat ein halbes Jahr fruher, bei 
Ab hI B d V d ncr (:.aa W(12) I iW(12») ~ M sc u es ertrages, en vvert ax xH + x· a2O+!; v. an 
setzt angenahert 

iw(12) 
a2O+~ 

iw(12) + iw(12) 
ax ax+l 

2 

1m zweiten V'sjahr liefem die 1:~1 Aktive d!!1 Todes- und Ix+! Inva­
liditatsfalle, die durchschnittlich im Alter von x + it Jahren eintreten. 
Urn sich von der Witwenversorgung zu befreien, die hierdurch bedingt 

wird, hat die Kasse bei jedem der d!!1 Todesfalle das Kapital W~l!)I!; 
und bei jedem der IX+1 Invaliditatsfalle das Kapital a!~~li2) zuruck­
zulegen. Die Abfindung aller im zweiten V'sjahre entstehenden Todes­
und Invaliditatsfalle erfordert demnach das Kapital 

daa W(12) J iw(12) 
x+l :Hl~ + x+! a2O+l~ ; 

diese Summe hat it Jahre fruher, bei AbschluB des Vertrages, den Wert 

(daa W(12) I iW(12») E 
x+l x+l~ + x+l a2O+l~ v - . 

So ist fortzufahren bis zum h6chsten Alter W a , fUr das die Aktivitats­
ordnung noch Aktive verzeichnet. Die auf den einzelnen der ursprung-

lich vorhandenen l!a Aktiven unbekannten Zivilstandes entfallende Ab­
findungssumme a:W (12) fUr die monatliche Witwenrente i2' die eine von 
einem xjahrigen Aktiven kunftig zu hinterlassende Witwe zu bean­
spruchen hat, findet man, indem man die fur die Gesamtheit erhaltene 

Abfindungssumme durch z:a dividiert: 
( :.aa W(12) J iW(12»)! (aa (12) J iw(12») 1& 

aw (12) _ a 20 2O+~ + x a:H!; v + dX+1 WX+l~ + x+! ax+l! v + ... 
ax - ------z:a 
Multipliziert man Zahler und Nenner der rechten Seite von (251) 
mit vX, so erhait man: 

(252) 
aw (12) 

a20 
D aw (12) + Daw (12) + + Datu (12) 

x 20+1· . . roll • 

dabei bedeutet: 

(253) D aw (12) _ (daa W(12) + J . iW(12») 20H 
20 - 20 20+4 x a2O+! v . 

Man fUhrt als Summe dieser diskontierten Zahlen ein: 

(254) NUw (12) = D aw (12) + D aw (12) + + D aw (12) 
x 20 20+1· . • roll 

und berechnel N!W (12), mit 
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beginnend, von hinten nach der Formel 

Haw (12) _ Daw (12) + Naw (12) • 
z - z z+l 

Fur (252) kann man auch schreiben: 

(252*) 
aw (12) 

az 

H~w (12) 

D~a 

177 

~umerische Werte fur D~W (12) und N~w (12) findet man (nach II. Denkschrift 

Angestelltenv.) in Tabelle V; Werte fur D~a findet man in Tabelle IV. 

Zur Bestimmung von W~12) beobachtet man eine gemischte groBe 
Anzahl Lz von xjahrigen verheirateten, ledigen, verwitweten und ge­
schiedenen Mannern1), wie sie fUr die betreffende V. in Frage kommen, 
in bezug auf ihre Zivilstandsverhaltnisse und auf das Lebensalter ihrer 
Ehefrauen. Von den Lz xjahrigen Mannern seien Lxy mit yjahrigen 
Ehefrauen verheiratet, so daB L zy die Anzahl der im Alter von y - } 
bis Y + } Jahren stehenden Ehefrauen bedeutet, deren Ehemanner 
xjahrig, d. h. (x --~)- bis (x +~)-jahrig sind. Unter den Lx Mannern 
leben demnach 2: Lzy im Ehestand; das Summenzeichen ~ ist liber 
aIle yjahrigen Ehefrauen der verschiedenen Altersklassen zu erstrecken, 
die mit einem xjahrigen Mann aus der Gruppe der Lx verheiratet sind. 
Bei dem Tode eines mit einer yjahrigen Frau verheirateten Ehemannes 
entsteht, wenn die Witwenrente allmonatlich im Betrage ·lr zahlbar 
ist, eine Belastung, deren Barwert betragt: 

wobei 

(255) 

w (12) ay ( 
b' b 

a + --) aW __ v y v [vgl. (77) auf S. 54], 

ist. t:+l, 1~+2' ... bedeuten die von l~ Witwen nach 1, 2, ... Jahren 
noch vorhandenen, weder verstorbenen noch wiederverheirateten 2) 
Witwen einer Wit wen a us s c h e ide ordnung. Diese ist ahnlich wie 
die Aktivitatsordnung eine Tafel mit zwei Ausscheidegrlinden, die hier 
der Austritt aus dem Witwenstande durch Tod und dUTCh Wieder­
verheiratung sind. Da die Wiederverheiratung der Witwen auch von 
der Dauer der Witwenschaft abhangt, z. B. heiratet ein groBerer Prozent­
satz von noch nicht lange Zeit verwitweten Frauen des Lebens­
alters 30 als von solchen dreiBigjahrigen Witwen, die bereits 5 his 

1) Koch korrekter ist es, statt einer beliebigen Anzahl L" von xjahrigen 
Mannern eine groBe Anzahl Lx im Alter von x Jahren verstorbener, teils ver­
heirateter, teils unverheirateter Manner in bezug auf das Lebensalter der von 
ihnen hinterlassenen Witwen zu untersuchen, so daB Lxv die yjahrigen Witwen 
bedeuten, deren Manner xjahrig verstarben. 

2) Mit der Wiederverheiratung h6rt der Witwengeldbezug auf. Oft wird der 
\Vitwe bei ihrer \Viederverheiratung der ein-, zwei- oder dreifache Jahresbetrag 
des ·Witwengeldes als Abfindungssumme gewahrt. 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Aufi. 12 
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10 Jahre 1m Witwenstande leben, sind streng genommen doppelt ab­
gestufte Witwenausscheideordnungen 1) zu benlitzen, die auBer dem 
Lebensalter der Witwen auch noch die Dauer der Witwenschaft berlick­
sichtigen. 1st die Heiratsfrequenz der Witwen nicht sehr stark, z. B. 
bei Witwenpensionskassen hoherer Beamten, so kann man a~ (12) ein­
fach als Leibrente aus einer Frauensterbetafel statt aus einer Witwen­
ausscheideordnung bestimmen. Da a; (12) die einer yjahrigen Witwe 
zustehende Kapitalabfindung ist, verursachen Lxy Witwen eine Be­
lastung im Betrage von Lxy a; (12). Wlirden alle beobachteten Manner 
gleichzeitig im Alter von x Jahren sterben, so batte ihr Tod eine Be­
lastung durch Witwenrente zur Folge, die einen Barwert l: Lxy a~ (12) 
besitzt. Das Summenzeichen l: ist hierbei liber alle mit den Lx Mannern 
verheirateten Frauen der verschiedenen Altersklassen y zu erstrecken. 
Verteilt man die gefundene Summe auf alle Lx beobachteten, verhei­
rateten wie unverheirateten xjahrigen Manner, so ergibt sich die 
Belastung, die durch den Tod eines xjahrigen Mannes unbekannten 
Zivilstandes infolge einer seiner eventuellen Witwe zustehenden Witwen­
rente des Monatsbetrages T12 entsteht. Diese Belastung hat den 
Barwert: 

(256) 
~L w(12) 

W(12) _..:.. x-,,-ay __ 
x - Lx . 

') Scheiden imAlter von y + k bis Y + k + 1 Jahren von Ir~J+k mit y Jahren 
verwitweten, das (k + 1) te J ahr ihres Witwenstandes erlebenden Frauen durch 

Tod d~l+k und durch Wiederverheiratung Hr.Hk aus dem Witwenstand aus, 
so ist die Anzahl der das Ende des (k + 1)ten Witwenjahres im Witwenstand 
erlebenden, mit y Jahren verwitweteu Frauen 

t;';.l+k+l = 1~J+k - d~l+k - HrYJ+k . 

Fiir a; [Formel (255)] ist 

zu verwenden. Uber doppelt abgestufte Witwenausscheideordnungen vgl. 
Pietsch, G.: Gutachten iiber die Vermbgenslage der Pensions- und Unterstiitzungs­
kasse des allgemeinen Knappschaftsvereins zu Bochum, 1905, S. 8. Wird den sich 
wiederverheiratenden Witwen auch noch eine Abfindungssumme gewahrt, so er­
hbht sich hierdurch die Belastung W~2). Erhalt jede Witwe im Falle ihrer Wieder­
verheiratung den dreifachen J ahresbetrag ihrer Witwenrente. also die Abfindung 3, 
wenn der J ahresbetrag der Witwenrente, wie bei unseren Rechnungen geschieht, 
mit 1 angenommen wird. so ist in der noch folgenden Formel (256) des Textes 

a~l'21 durch a~l12) + 3 A~] zu ersetzen. Dabei betragt der Anspruch A~y] auf die 
Heiratsabfindung 1 fur eine yjahrige, soeben Witwe gewordene Frau: 

, 1 H l' 2t 
h H ry] v· + ryH' v ' + H r.H2 v +, .. 

A ry] = --.--- ZW 
ry] 

denn von I['J Witwen heiraten im f'rsten Witwenjahr H ry]. im zweiten Witwen­
jahr H rYHI usw. Daher betragt der Barwert einer Abfindung 1, wenn diese durch­
schnittlich in der Mitte des Jahres stattfindet. fur die Gesamtheit der 1[.] Witwen 

H ry] v~ + H[YHI vI! + ... , fUr die einzelne den l~]ten Teil, das obige A~YJ' 
Numerische Werte fiir die Wiederverheiratungsfalle bei Am t ma n n und Pfaffe n­
berger: Zur Mathematik der Pensionsv. S,41. Jena 1907. 
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Zur Bestimmung von L" und L". solI noch ein Zahlenbeispiel folgen: Eine 
von mir veranstaltete Auszahlung bei der ehemaJigen badischen Staatseisenbahn 
lieferte 689 fiinfundzwanzigjahrige Eisenbahnarbeiter, also L25 = 689; von ihnen 
waren 269 verheiratet, und zwar ergab sich fur das Alter ihrer Ehefrauen: 

Ehefrauen II Lebensalter 

18 119 1 20 1 21 1 221 23 1 24 1 25 I 26 1 27 1 28 1 29 1 30 131 I 32134135136 
Anzahl 111 I 6 I 6 118 131 144148138129118110 I 6 I 7 11 I 2 I I 2 I 
Demnach war L 25 ,18 = 1, L 25,19 = 6, L 25,20 = 6 usw. 

Die Berechnung von W~2) aus den durch Beobachtung gewonnenen Zahlen L" 
und L"y geschieht auch anders, als wir angaben, so z. B. in den amtlichen deutschen 
Denkschriften. Man bestimmt zuerst das Durchschnittsalter ft aller Frauen, die 
mit xjahrigen Mannern verheiratet sind, namlich: 

(257) 

1m Zahler ist jedes Lebensjahr y, bei dem Ehefrauen xjahriger Manner vorhanden 
sind, mit ihrer Anzahl L"y multipliziert und die Summe dieser Produkte, das 
Gl'samtalter der Ehefrauen, ist durch ihre gesamte Zahl ~I."/I dividiert. Bei 
dem letzten Beispiel ware das Gesamtalter l;L25y aIler mit 25jahrigen Mannern 
verheirateten Frauen 6565 Jahre; durch ihre Zahl269 dividiert, erhil.lt man ein 
Durchschnittsalter ft von mit 25jahrigen Mannern verheirateten Frauen 24,4. 
Die a~s der Beobachtung gewonnenen Werte von ft gleicht man aus, damit 
sie moglichst ohne Sprunge verIaufen; zumeist wahlt man die ausgeglichenen ft auch 
ganzzahlig. Man berechnet die beim Tode eines xjahrigen Ehemannes erforder­
liche Abfindungssumme fUr eine Witwenrente im Jahresbetrage t: 

(258) 
W t;!' + t;!'+1 v + t;!'+z v 2 + ... 

a,It = zw 
" und fur eine solche im Monatsbetrage 1)-: 

(259) aW(lZ) = (0 +~) a W - ~ (vgl. S. 54). 
I' v I' V 

Um W~2) zu finden, benotigt man noch die Wahrscheinlichkeit v"' daB 
ein xjiihriger Mann cine Ehefrau hat. Diese Wahrscheinlichkeit des 
Verheiratetseins ergibt sich als Quotient 

(260) 

dessen Zahler die xjahrigen im Ehestand lebenden Manner ~ L"II und dessen 
Nenner alle beobachtetenManner L"sind1). Die durch die Beobachtung gelieferten 
Werte von v" werden gewohnlich, um sie zu glatten, ausgeglichen. Als Belastung, 
die durch den Tod eines xjahrigen Mannes unbekannten Zivilstandes infolge der 
seiner eventueIlen Witwe zustehenden Witwenrente im Monatsbetrage -l" entsteht, 
kapn man ansehen: 
(261) W(12) = v • aio (12) • 

z x ~f, , 

der letzte Faktor gibt namlich die Belastung durch Witwenrente beim Tode 
eines verheirateten xjahrigen Mannes an und da von 100 xjahrigen Mannern 
durchschnittlich 100 v" im Ehestand leben, ist v,,' a~(lZ) die beim Tode. eines 
xjahrigen Mannes unbekannten Zivilstandes entstehende Belastung durch Wltwen-

1) Numerische Werte der Wahrscheinlichkeiten v" des Verheiratetseins nach der 
deutschen Volksziihlung yom t. XII. 1910 in Denkschrift Invalidenv. 1915. S. 36, 

12* 
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rente. Fur W(12) wird man als Naherungswert entweder x+4 
W(l2) + W(12) 

x x+l 
2 

oder noch besser 

{262} W~I;~ = vxH a~~f), 
W (12) W (12) 

w(12) a.1f + al'+1 
a.1f + ~ = ------2-- -

wahlen '). 
Numerische Werte fUr W~1!).\ kann man z. B. aus den Spaltcn 4 und 5 del' 

Tabelle 6 in der II. Denkschrift .A.ngestelltenv., S. 86, berechnen oder bei Riedel: 
Rechnungsgrundlagen der allgemeinen Pensionsanstalt fur Angestellte, S. X, und 
Tabellarische Auswertung der Rechnungsgrundlagen fiir Bureaubeamtenpensions­
fonds, Tabelle 5, S. 10, finden. 

Fur die Witwenrente kommen in der Praxis ahnliche Aufgaben 
wie fUr die Invalidenrente vor; man kann die alten Formeln einfach 
ubertragen, indem man die oberen Indizes ai durch aw ersetzt. Hat 
die Witwe eines xjahrigen Aktiven erst nach n Dienstjahren ihres 
Mannes Anspruch auf ein gleichbleibendes Witwengeld im Monats­
betrag -/2' so ist der Barwert der Anwartschaft eines xjahrigen aktiven 
Mannes unbekannten Zivilstandes auf dieses seiner eventuellen \Vitwe 
nach n jahriger Karenzzeit zustehende Witwengeld: 

Naw (12) 

{263) nl a~W(12) = x+n -- [vgl. (233)]. 
D;a 

Hat die Witwe eines mit x Jahren in die Kasse eingetretenen Mit­
gliedes, wenn dieses nach n Dienstjahren im Alter von x + n bis 
(x + n + 1) Jahren stirbt, eine Rente im Jahresbetrage g zu bean­
spruchen, steigt diese dann fUr jedes Dienstjahr des Mannes urn den 
Betrag (J und erreicht sie nach n + P Dienstjahren des Mannes ihren 
H6chstbetrag g + P a, so ist die Anwartschaft eines der Kasse t Jahre 
angeh6rigen, (x + t) Jahre alten Aktiven auf dieses Witwengeld, wenn 
es monatlich in gleichen Teilbetragen zahlbar ist: 

a) wahrend der Karenzzeit t < n: 
Naw(12) saw(12) saw (12) 

g x+>:.:-~ + a X':11::=.!+1 -~x_+rH+p+l [vgl. (236) auf S.159]; 
D;a D;a 

---

'} In der 1. Denkschrift Angestelltenv., S. 52, findet man W(12) = v . aW (12) 
x+~ x !t+~ 

mit folgender Begriindung: Von taa erwerbsfahigen xjahrigen Mannern sind t<ia v£ 
x x 

verheiratet. Von diesen sterben, da q~ a die Sterbenswahrscheinlichkeit fiir x jahrige 

Aktive ist, im Alter von x bis x + 1 Jahren t~a Vx q~a. Da ihr Tod durchschnitt­
lich in der Mitte des J ahres eintritt, ist fiir jeden dieser Todesfalle mit einer 
Witwenbelastung von aW (12) also' insgesamt mit lau v qa a . aW (12) zu rechnen' 

!t+~ , x x X ll+~ I 

man sieht, daJ3 hier W(1+2), = v aW +(1;) gesetzt wird. Offenbar ist folgende SchluJ3-
X 2 Xft2 

weise scharfer: Von den taa qaa verstorbenen Aktiven sind zur Zeit ihres Todes, 
x x 

der durchschnittlich im Alter von x + -~ Jahren eintritt, l~a. q~a. vx +!, ver­
heiratet und hinterlassen demnach die gefundene Zahl von Witwen, die die-Kasse 
mit taa. qlla. v 1 aW (1;) belasten. Fur die Praxis ist es iibrigens belanglos, 

x x X+i 1,(,+'1 

Db man W~I+2)._,. nach (262) oder gleich v • aW (1~) berechnet . ..., x ,u+:! 
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b) wahrend der Steigerungszeit n < t -:: n + p: 
[g + (t - n) oj Nxaw (12) I a (saw (12) _ saw (12) ) 

T x+l x+n-t+p+l 
---- ---- --~-- [vgl. (238)]; 

D~a 

c) nach Erreichung des Maximums, das fUr das Witwengeld In 

Frage kommt, t> n + p: 
. (g + P a) N:W (12) 

[vgl. (239)]. 

Die GraBen S~w (12), die wir beniitzen, sind dabei die Summen der 

GraBen N:w (12), also: 

(264) S~W(12) = N:W(12) + N:~ol(l:!.) + ... N[~::(12) 
In der Tabelle V findet man auBer numerischen \Verten fUr a~W (12) (An­

wartschaft eines xjahrigen Invaliden unbekannten Zivilstandes auf Witwenrente), 
D~w (12) und N~w (12) auch noch solche fiir S~w (12) bei einem ZinsfuB von 31/2~'o 

nach II. Denkschrift Angestelltenv. 
Wir geben noch zwei numerische Beispiele: 
1. Anwartschaft eines 30jahrigen, 3 Jahre einer Kasse angehiingen Aktiven 

auf eine seiner eventuellen Witwe zustehende Witwenrente von 300/0 seines pen­
sionsfahigen Gehaltes, das gleichbleibend 20000 M betragt. Die Kasse umfasse 
verheiratete wie unverheiratete Zwangsmitglieder, die ausnahmslos aktiv sind. 
Die Witwenrente wird nur nach lOjahriger Zugehiirigkeit zur Kasse fallig und 
wird in monatlichen gleichen Teilbetragen gezahlt. Fur jedes solches Mitglied, 
ganz gleich, ob es verheiratet oder unverheiratet ist, hat die Kasse bei einer Bilanz 
als Abfindung einzusetzen: 

Nit W (12) 103 314,0787 , 
6000 . ,I a~ow (12) = 6000 .- --.=C = 6000 . --~-- = 1889.),1 . 

D~oa 32 810,0 

2. Die Arbeiter eines Betriebes sind kraft ihres Dienstverhaltnisses, ganz 
gleich, ob sie verheiratet oder unverheiratet sind, Zwangsmitglieder einer Kasse. 
N ach 10 jahriger Zugehiirigkeit zur Kasse haben von Kassenmitgliedern hinterlassene 
Witwen eine Rente im Jahresbetrage von 18% des Gehaltes des Mannes zu be­
anspruchen; die Witwenrente steigt alljahrlich urn 0,75%, urn nach 26 Dienst­
jahren des Mannes ihren Hiichstbetrag mit 30% des Gehaltes zu erreichen. Die 
Witwenrente sei monatlich zahlbar. Fitr einen 37 jahrigen Arbeiter, der ein 
pensionsfahiges Gehalt von 10000 M bezieht und der Kasse bereits 12 Jahre 
angehiirt, ist in der Bilanz, ganz gleich, ob er gegenwartig eine Ehefrau hat 
oder nicht hat, als Anwartschaft auf die einer etwa von ihm hinterlassenen 
Witwe zustehende Witwenrente nach b) folgender Wert einznsetzen (g = 1800, 
" = 75, x = 37, 11 = 10, P = 16, t = 12): 

Naa (12) 

1950~~- + 
Daa 

37 

sa w (12) _ sau; (E) 
75 38 52 __ = 1950 . !.93 314,0287 + 

D~7a 24219,7 

1520377.9313 - 451 151,1968 
+ 75·- -242195--- =8318,1+3311,0=11629,1. 

Diese Summe ware auch bei Aufliisung der erst en Kasse an eine zweite neueriiffnete 
Kasse zu uberweisen, damit die zweite den Arbeiter unter gleichen Bedingungen 
wie die erste versichern kann; die zweite Kasse muB dabei naturlich ebenso wie 
die erste den Rechnungsgrundlagen entsprechend sowohl verheiratete als auch 
unverheiratete Arbeiter umfassen, und es durfen ihr nicht aus der aufzuliisenden 
Kasse dUTch besondere Selektion einseitig etwa nur verheiratete Arbeiter i\ber-
wiesen werden. 
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2. Waisenversicherung. 

Die meisten Pensionskassen gewiihren ihren Mitgliedern neben der 
Witwen- auch Waisenversorgung. Bei sozialen Einrichtungen haben 
sowohl diejenigen, die Kinder besitzen, als auch die Ledigen und Ver­
heirateten, die kinderlos sind, die gleiehen Beitrage zu entrichten. 
Die Kinderlosen zahlen fiir Kinder, die ihnen eventuell noch ·geboren 
werden konnen. Die anzustellenden Berechnungen entsprechen genau 
denjenigen der Witwenv. im vorigen Paragraphen, nur tritt an p.ie 
Stelle der Witwen- die Waisenrente. Erhalten die von den Kassen­
mitgliedern hinterlassenen Kinder eine bis zum vollendeten 18ten Lebens­
jahr la-Mende Waisenrente, so hat diese, wenn sie in gleicheh Monats­
betragen T~ zahlbar ist, fiir eine yjahrige Waise den Wert 118_ya~12). 
Dabei ist: 

I (12) _ (12) D18 (12) 
l8- yay - ay - DaI8 (vgl. S.55). 

y 
(265) 

Bei einem Zins von 4% setzt man (vgl. S. 153): 

a~12) = ay - 0,4649. 

Daher geht (265) iiber in: 

{ 
I (12) DIS ( ) 
l8- yay = ay - 0,4649 --:- Dy al8 - 0,4649 

I ( D18 ') = l8- yay - 0,4649 1 - Dy • 

(266) 

Auf Grund einer Kindersterbetafel l ) berechnet man: 

I - Dy + D II +I + ... + D17 _ Nil - N18 
18- ya y - - D . 

Dy y 

Wesentlich fiir die Waisenv. sozialer Pensionseinrichtungen ist dann, 
d.aB man eine groBe Anzahl Lz Aktiver, verheirateter wie unverheirateter, 
von der Art, wie sie die Kasse umfaBt, in bezug auf die Anzahl und das 
Alter ihrer Kinder beobachtet. Dabei ergebe sieh, daB die Lz Manner 
nzo nulljiihrige Kinder (des Alters 0 bis 1- Jahre), nz l einjahrige Kinder 
(des Alters t bis it Jahre), nz 2 zweijahrige Kinder (des Alters it bis 
2t Jahre) usw., nZ17siebzehnjahrige Kinder (desAlters 16t bis 17t Jahre) 
besitzen. Der Tod der L z Manner wiirde die Kasse mit einer Waisen­
pension in der Rohe 

I (12) I (12) I (12) I (12) nzo· 18aO + nZI . 17al + n z2· 16a2 + ... + n z 17· lal7 

belasten, wenn fiir jede Waise eine monatliche Rente in der Rohe -12-
zu zahlen ist. Ais durchschnittliche Belastung der Kasse durch monat­
lich zahlbare W~isenrenten, die -h betragen, ist demnach beim Tode 

1) Man kann z. B. die deutsche Reichssterbetafel fur das mannliche und 
weibliche Geschlecht (vgl. S. 21) nehmen; haufig werden die "Oberlebenden der 
zwei Tafeln addiert, urn so eine Kindersterbetafel fur beide Geschlechter zu er­
halten und nicht fUr mannliche und weibliche Waisen gesondert rechnen zu mussen. 
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eines xjahrigen Mannes unbekannten Zivilstandes, also ganz gleich, ob 
er ein anspruchsberechtigtes Kind hinterlaBt oder nicht hinterlaBt. 

I (12) '(12) , (12) 
K~12) = nxo' Iisan + n x l . l17a l + ... + nxli • IIa17 

Lx 
(267) 

anzusehen. Setzt man 

fUr das im vorigen Paragraphen benutzte 

W(12) + W(12) 
W(12)1 _ x x+ 1 

x+, - 2 

die durchschnittliche Belastung durch Witwenrente beim Tode eines 
(x + 1)jahrigen Mannes unbekannten Zivilstandes, so hat man die fur 
die Waisenversorgung gultigen Formeln unter der Annahme, daB jede 
Waise eine monatliche Rente von l2" erhalt. (247) und (251) ent­
sprechend sind aile (12) die Anwartschaft eines Invaliden und aak (12) x x 
die Anwartschaft eines Aktiven, deren Zivilstand unbekannt ist, auf 
~Taisenrenten, die nach ihrem Tode jedes ihrer Kinder bis zum vollendeten 
18ten Lebensjahr zu beanspruchen hat. In Formel (251) ist auBerdem, 
daB W~12) durch K~12) ersetzt wird, naturlich rechter Hand auch 
a~k(12) fur a!W(12) zu schreiben. 

Da die Kinderrenten mit einem gewissen Lebensalter aufhoren, be­
lastet die Waisenv. eine Kasse weit weniger als die Witwenv. 

XIII. Deckungssysteme einer Versicherung. 
Allgemeines. V'seinrichtungen, wie sie bei GroBbetrieben fUr ihre 

Arbeiter und Angestellten oder beim Staat fUr durch gewisse Merkmale 
gesetzlich bestimmt umgrenzte Personengruppen bestehen, unterscheiden 
sich von der Privatv. wesentlich durch das Zustandekommen des V's­
verhaltnisses. In der privaten V. wird dieses durch die freie Ent­
schlieBung des Versicherten sowie des Versicherers herbeigefUhrt. Daher 
werden auch die Pramien des Versicherten individuell nach seinem 
Alter und Risiko bestimmt, so daB fUr jeden einzelnen Versicherten 
sich seine Leistungen und die Gegenleistungen der Anstalt v'stechnisch 
das Gleichgewicht halten. Die soziale V. hingegen hat Zwangscharakter. 
Gewisse Personengruppen sind durch ihr Arbeitsverhaltnis kraft ihres 
Dienstvertrages oder infolge gesetzlicher Bestimmungen v'spflichtig, 
d. h. sie haben nicht die Freiheit, der betreffenden V. fernzubleiben. 
Die soziale V. kann daher Leistungen und Gegenleistungen nach anderen 
Grundsatzen als die Privatv. bemessen. Da sich der einzelne der V. 
nicht zu entziehen vermag, ist es moglich, das Prinzip der Gleichheit 
von Leistungen und Gegenleistungen gegenuber groBen Gruppen oder 
gegenuber der Gesamtheit der Versicherten zur Geltung zu bringen. 
Verwaltungstechnische und sozialpolitische Grunde verlangen auch bei 
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der sozialen V. eine moglichst einheitliche Beitragsleistung aller Ver­
sicherten. Bei einer individuellen Pramie wiirde eine Massenv., wie sie 
gewohnlich hier vorliegt, einen zu groBen Verwaltungsapparat erfordern 
und daher zu hohe Unkosten verursachen. Wiirden weiter nicht die 
jiingeren und giinstigeren Risiken die anderen entlasten, so ware die 
Aufnahme der in hoherem Lebensalter stehenden und ungiinstigeren 
V'skandidaten wegen der PramienhOhe nicht moglich; man wiirde 
auch die Arbeitsgelegenheit fiir diese Leute erschweren, da die Arbeit­
geber zumeist an der Beitragsleistung ihrer Angestellten beteiligt sind. 
Wahrend bei der Privatv. die Anspruchsrechte des Versicherten erfiill­
bar sein miissen, unabhangig davon, ob die gegenwartigen Versicherten 
Nachfolger finden werden, kann eine Zwangsv. auch die Lasten zeitlich 
verschieben; sie kann eine gegenwartige Generation auf Kosten einer 
kiinftigen entlasten, da wegen des Zwangscharakters der V. bestimmt 
damit gerechnet werden darf, daB auch in der Zukunft Neubeitritte 
stattfinden. Bei den auf Zwang beruhenden V'seinrichtungen, die der 
Ruhegehaltsgewahrung und der Hinterbliebenenfiirsorge dienen, ge­
schieht die Aufbringung der Mittel, die sog. Bedarfsdeckung, durch 
folgende drei Deckungs- oder Finanzsysteme: 

a) das Umlageverfahren oder das System der Ausgabendeckungl); 
b) das Kapitaldeckungsverfahren oder das System der Anspruchs­

oder Verbindlichkeitsdeckung; 
c) das Pramiendeckungs- oder Pramiendurchschnittsverfahren oder 

das System der Anwartschaftsdeckung. 

I. Umlageverfahren. 
Bei dem Umlageverfahren werden in jeder Finanzperiode, gewohn­

lich dem Kalenderjahr, bloB die in der betreffenden Finanzperiode 
tatsachlich erforderlichen Aufwendungen aufgebracht. Entweder wird 
der Bedarf zu Beginn der Finanzperiode im voraus geschatzt; man hat 
dann ein Umlageverfahren voraus bemessenen Bedarfes. Oder der 
wirklich entstandene Aufwand wird am Ende der Finanzperiode fest­
gestellt; man hat ein Umlageverfahren tatsachlichen Bedarfes. 1m 
ersten Fall ist Dberschatzung oder Unterschatzung moglich, was im 
zweiten Fall ausgeschlossen ist. Ein Umlageverfahren im voraus be­
messenen Bedarfes ist der Posten "Beamtenpension" eines Jahres in 
einem unter normalen VerhaJtnissen aufgestellten Haushaltungsplan 
eines Staates; an der Aufbringung dieser Summe sind nur nicht wie 
bei einer V. die kiinftigen Versorgungsberechtigten, die Beamten, 
besonders beteiligt; sondern der Bedarf wird auf die Gesamtheit der 
Steuerzahler umgelegt. Ein Umlageverfahren tatsachlichen Bedarfes 
hat die deutsche Reichsv'sordnung (§§ 731, 989 und 1162) fiir die Un­
fallv. aller Berufsgenossenschaften mit Ausnahme cler Tiefbauberufs· 

1) Die letzten Bezeichnungen bei a). b) und c) nach Rosin, H.: Recht der 
Arbeiterv. Berlin 1893 und 1895. Vgl. besonders seine zusammenfassende Dar­
stellung in Monatsschr. f. Arbeiter- u. Angestelltenv. Berlin, Bd. 2, S. 95. 1914. Je­
doch ist zu bemerken, daB beim allgemeinen Pramiendurchschnittsverfahren die An­
wartschaften der Versicherten im FaIle einer Auflosung der V. nicht vall gedeckt sind. 
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genossenschaft. Die Berufsgenossenschaften haben alljahrlich den Be­
darf des abgelaufenen Geschaftsjahres, die in ihm gezahlten Unfall­
renten, aufzubringen. Da das Umlageverfahren gerade nur die 
Deckung der im laufenden Jahre falligen Jahresbetrage der Renten 
schafft und keine Summe vorsorglich fUr die Zukunft reserviert, so ist, 
falls die V'seinrichtung ihre Tatigkeit einstellen muB, fUr die Ver­
sicherten nichts zuruckgelegt, und selbst diejenigen, die bereits Renten 
empfangen haben, konnen diese nicht mehr weiter erhalten. Verliert 
die V'sleitung ihre Macht, fUr immer neue Zahlungspflichtige zu sorgen, 
so bricht die V'seinrichtung zusammen. Zu dem Mangel an Sicherheit 
kommt noch der steigende Jahresbedarf hinzu. 1m ersten Jahre, in 
dem die V. ihre Tatigkeit zu entfalten beginnt, sind nur die Jahres­
betrage der in ihm bewilligten Renten zu bezahlen. 1m zweiten Jahre 
laufen diese, sofern nicht ihre Empfanger etwa verstorben sind, weiter; 
sie erhohen sich aber noch durch die Jahresbetrage der im zweiten Jahre 
neu bewilligten Renten. So wachst die Zahl der Renten von Jahr zu 
Jahr, indem zu den Rentenempfangern aus fruheren Ursprungsjahren 
fortwahrend neue hinzutreten, ohne daB die alten verstorben sind. 
Ferner wirkt auf den vermehrten Jahresbedarf auch der Umstand, 
daB die spater in den RentengenuB eintretenden Personen, da sie eine 
langere Mitgliedsdauer bei der Kasse besitzen und die Hohe der Renten 
gewohnlich mit der Mitgliedsdauer wachst, hOhere Ruhegehalts- und 
Hinterbliebenenbezuge zu fordern haben. Infolgedessen zeigt sich das 
Umlageverfahren, das alljahrlich nur den wirklich entstehenden Bedarf 
an Ausgaben deckt, in den ersten Jahren des Bestehens der V. von 
sehr angenehmer Seite, eine Tatsache, die die EinfUhrung der V. er­
leichtert. Jahrzehntelang, eventuell mit Unterbrechungen, steigt der 
Jahresbedarf beim Umlageverfahren, aber auch in der Zukunft muB man 
bei ihm auf bedeutende Schwankungen nach oben wie nach unten gefaBt 
sein, und der Umlagebeitrag kann fUr die Zahlungspflichtigen sehr hart, 
unter Umstanden unertraglich werden. Daher ist das Umlageverfahren 
nur fUr Zwangskassen zulassig, deren dauernder Bestand durch ein 
Gesetz gesichert ist und denen es mithin niemals an Zahlungspflichtigen 
fehlen wird, die den Umlagebeitrag aufbringen mussen, auch wenn er noch 
so druckend ist. Mit Recht verbieten die Aufsichtsbehorden bei Kassen 
mit freiwilligem Beitritt das Umlageverfahren. Der Staat vermag die 
steigende Beamtenpension durch Umlage aufzubringen, da er seine 
Einnahmen kraft seines Steuerrechtes nach seinen Obliegenheiten be­
miBt und sich bis zu seinem Zusammenbruch als dauernden, fUr alle 
Zukunft zahlungsfahigen Organismus ansieht, der seinen Verpflich­
tungen selbst ohne Rucklagen stets nachzukommen in der Lage sein 
wird. Auch als NotmaBnahme in auBerordentlichen Zeiten, in denen 
sich infolge unnaturlicher Geldverhaltnisse die Forderungen v'stech­
nischer Gerechtigkeit durchaus nicht erfullen lassen, kann das Umlage­
verfahren als voriibergehender Ersatz fUr das in § 3 und 4 behandelte 
strenge Pramiendurchschnittsverfahren dienen. 

Zur weiteren Verfolgung des Umlageverfahrens sollen der Versichertenbestand 
und die aus ihm hervorgehenden Rentner noch naher betrachtet werden. Nur 
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unter gewissen Voraussetzungen, die ein in der Wirklichkeit niemals auftretendes 
Ideal bilden, namlich daB erstens alljahrlich die gleiche Anzahl Personen in der­
selben Altersverteilung der Kasse beitritt, daB zweitens fiir den Versichertenbestand 
die Invalidisierungen, das Sterben sowie ein eventuelles anderes Ausscheiden 
dauernd ungeandert stets in der namlichen Weise, nur Yom Lebensalter abhangig, 
stattfinden, und daB schlieBlich drittens das Ausscheiden aus dem Invalidenstand 
sich von Jahr zu Jahr nach derselben Invalidenausscheideordnung vollzieht, er­
reicht das Steigen der Pensionare eine Grenze. Nachdem die erste V'sgeneration 
aus dem Aktivenstand ausgeschieden ist, hat man einen sta tioniire n Versicher­
tenbestand, also einen solchen, der seiner Anzahl und seiner Alterszusammen­
setzung nach dauernd ungeandert bleibt, d. h. der Versichertenstand hat dann 
stets die gleiche Anzahl von Mitgliedern und auch der Prozentsatz Versicherter 
ist in jeder Altersklasse bestandig der gleiche, indem jeder Austritt durch einen 
Neubeitritt derselben Altersklasse wettgemacht wird. 1st die ganze erste V's­
generation verstorben, was mbglicherweise erst etwa achtzig Jahre nach Er­
bffnung der V. sein kann, so ergibt sich bei unseren Annahmen auch fiir die Renten­
empfanger ein stationarer Bestand mit unveranderlicher Anzahl und gleich­
bleibender Alterszusammensetzung der Invalidenl). 

Statt der ersten Annahme iiber den alljahrlich gleichbleibenden Neuzugang 
an Versicherten wollen wir eine weitergehende Annahme verfolgen, wie sie z. B. 
bei den Berechnungen fiir die deutsche Invalidenv. zur Anwendung kam 2). Anzahl 
und Lebensalter der urspriinglich von der V'seinrichtung erfaBten ersten V's­
generation (der Stammteilnehmer) diirfen ganz beliebig sein. Die erste V'sgeneration 
zahle M~) Versicherte des Alters x, wobei x die Werte yom jiingsten Alter der 
Versicherten, das im folgenden 16 sein soll, bis zum hbchsten Alter Wa annimmt, 
fiir das es noch Versicherte gibt. Yom Beginn des zweiten V'sjahres an finde all­
jahrlich ein Neuzugang statt, dessen Anzahl und Altersverteilung in keinem Zu­
sammenhang mit der ersten V'sgeneration stehen. Uber den Yom zweiten Jahre 
an einsetzenden Neuzugang machen wir die Annahme: seine Zahl wachse alljahrlich 
in geometrischer Progression und die Alterszusammensetzung des Neuzuganges sei 
dauernd dieselbe. Treten zu Anfang des zweiten V'sjahres ML;, ML;, ... Personen der 
Altersklassen hu k2' ... in die V. ein, so soll der Z ugang zu Beginn des (t + 1) ten 
Jahres des Bestehens der V. C'-l ML'), C'-l ML1) , ••• betragen, wobei c der sog. 
Vermehrungsfaktor ist. Fur die deutsche I'nvalidenv. s'nd die Berechnungen 
auf Grund einer solchen in geometrischer Progression steigenden Versichertenzahl 
durchgefiihrt worden; urspriinglich wahlte man fiir c den aus Zahlungen der reichs­
deutschen versicherungspflichtigen Bevblkerung in den Jahren 1882i1895 abge· 
leiteten Wert c = 1,013942, spaterverwendete man fiir die mannliche versicherte 
Bevblkerung den Vermehrungsfaktor c = 1,02, fur die weibliche c = 1,0143 ). 

Bei unseren Annahmen besteht die Anzahl A~) der xjahrigen Versicherten, die 
zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V. leben, erstens aus den zu 
Beginn des (t + 1)ten Jahres beigetretenen xjahrigen C'-l M~), zweitens aus den 
zu Beginn des t ten J ahres beigetretenen (x - 1) jahrigen c' - 2 M~l~ 1> von den en 

c'--"- M~~l . 1P:~1 ihren xten Geburtstag versichert erleben, wenn hier mit 
IP~~l die Wahrscheinlichkeit bezeichnet wird, daB ein (x - 1) jahriger Versicherter 

1) Vg1. hierzu die Betrachtungen von GauB, C. F.: Ges. Werke Bd. 4, S. 140. 
Ga u B hand')lt von einem stationaren Witwenbestand statt von einem stationaren 
Rentnerbestand. 

2) Die Denkschrift betreffend die Hbhe und Verteilung der finanziellen Be­
lastung aus der Invalidenv. und die finanzielle Begriindung zum Entwurf der 
Reichsv'sordnung nehmen bei den fiir die deutsche Invalidenv. angestellten Rech­
nungen an, daB nach Erbffnung der V. ein Zugang an Versicherten nurin den niedrig­
stenAltersklassen (16,17 und 18) erfolgen wird. DasichdieseAnnahme nicht als halt­
bar erwies, rechnet die Denkschrift "Invalidenv. 1915", daB sich der Neuzugang an 
Versicherten yom 1. Jan. 1914 an iiber alleAltersklassen verteilen wird (a. a. 0., S. 14). 

3) Vgl. die in der voniufgehenden Anm. genannten zwei ersten Denkschriften 
sowie die dritte, S. 80. 
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noch seinen xten Geburtstag versichert erlebt, drittens aus den zu Beginn 
des (t - l)ten Jahres beigetretenen (x - 2)jahrigen C'-3 M~'~2' von denen 

C'-3 M~~2' 2P~~~ versichert ihren xten Geburtstag erleben, wenn hier 2P:~2 
die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB ein (x - 2)jahriger Versicherter noch seinen 
x ten Geburtstag versichert erlebt, usw., schliel3lich aus den zu Beginn des t- (x -17)­
ten Jahres des Bestehens der V. beigetretenen C'-x+15 Mi~ sechzehnjahrigen 

Versicherten, von d~nen C,-x+15 A1i~ . x-16Pf] den xten Geburtstag versichert 

erleben, wenn X-16P~: die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB·ein Sechzehnjahriger 
noch den xten Geburtstag versichert erlebt. 'Man hat also: 

(268) A~) = c' -1 M~') + c'- 2 M~), '1P~~' + c'- 3 M~~2' 2P~~2 + ... + c' -x+" Mi~· X-16P~:. 

Diese Formel gilt nur fiir t - x + 15 ~ 0, also x - t:;;., 15, d. h. sie liefert die 
xjahrigen Versicherten zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V., 
falls diese schon so lange existiert, daB kein jetzt x jahriger Versicherter der 
ersten V'sgeneration (den Stammteilnehmern M(O» angehort hat. 

Fur t - x + 15 < ° hat man 

J'A(')- ,'-1 '1(1)+ }-2 ",(1) . plia + 1-3 '1,(1) • pa" + 
x - c; 1" x l.J .lY.1 x _l 1 x-I C 111 x-2 2 x-2 

) (1) a a- (1) au (0) au , + C}l1x _'+2 - '_21>.-'+2 + M X- I+1 ' '-1PX-I+l + }l1x -,' ,PX-I' 
(268') 

Das fruheste Ursprungsjahr, aus dem zu Beginn des (t + 1) J ahres des Bestehens 
der V. noch x jahrige leben, ist namlich fur t - x + 15 < 0. x;;;: 16 das erste J ahr, 
in dem die V. existierte. Von den zu Beginn dieses ersten J ahres al~ (x - t) jahrig 

eingetretenen M~~, -.!'ersonen sind nach t Jahren noch M~o~,. ,p<::" versichert 

vorhanden, wenn ,p~~, die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB ein (x - t)jahriger 
noch sein xtes Lebensjahr versichert erlebt. 

Wir wahlen t - Wa + 15 GO, also t G Wa - 15, d. h, wir betrachten die 
V'seinrichtung zu einer Zeit, WO die ganze erste V'sgeneration (aIle Stammteil­
nehmer) bereits aus dem Versichertenbestand, sei es infolge von Tod oder infolge 
von Invalidisierung oder infolge anderer Griinde, ausgeschieden ist. Zu dieser Zeit 
t;;;: Wa - 15 wachst dann der Versichertenbestand auch dauernd alljahrlich in 
geometrischer Progression und behalt dabei seine Alterszusammensetzung bestan­
dig bei. Das Alter x jedes Aktiven ist namlich x;;;;;; Wa; mithin folgt aus t - Wa 

+ 15;;;: 0, daB auch t - x + 15;;;: 0, und man kann Formel (268) anwenden, wo­
durch man erhalt: 

A~+l) = C' M~) + c'-' M~~, ,/>:-:, + C,- 2 M~'~2' 2P;:2 + ... + C,+l-x+15 }Hi~l. X-16P~: 
= cA~); 

folglich weiter: 

fUr 

Wir wollen nun weiter die bei unseren Annahmen von den Versicherten gelie­
ferten Invaliden betrachten; dabei verlegen wir aIle Invalidisierungen auf das Ende 
des J ahres. Die Anzahl der zu Beginn des (t + 1) ten J ahres des Bestehens der 
V'seinrichtung vorhandenen Invaliden I~I betragt: 

(I) 1-2 (1) Iii 1-3 (1) Iii I x+'5 (1) ai 
(269) Ix = c M x_1 ' 1Px-1 + C M x _. 2 · 2Px-2 + ... + c - M ,6 ' x-16P,6. 

Sie ergeben sich namlich erstens aus den zu Beginn des tten Jahres des Bestehens 

der V'seinrichtung beigetretenen C' - 2 M~~,. von den en C' - 2 M~~" 1P'[~' das 

nachste J ahr invalid erleben, wenn hier ,P':2, die Wahrscheinlichkeit bedeutet, 

') Erhalten aIle Versicherten spatestens mit dem Alter 70 Renten, ist also 
(')a = 69 das hochste Alter, bei dem noch Versicherte vorhanden sind, so tritt der 
Zustand, von dem an der Versichertenbestand seine Alterszusammensetzung 
dauernd beibehalt und seiner Zahl nach in geometrischer Progression wachst, 
54 Jahre nach Begriindung der V, ein, 
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daB ein (x - 1 )jlihriger Versicberter sein xtes Lebensjabr invalid erlebt, zwei­
tens aus den zu Beginn des (t - 2)ten Jahres beigetretenen (x - 2)jahrigen 
t-8 M(l) d .-3 M(l) iii d L b 'ah . l'd I b c . ,,-2, v~ enen c ,,-2' 2P,,-2 as xte e ens] r lnva 1 er e en, 

wenn bier 2P=~2 die Wahrscbeinlicbkeit bedeutet, daB ein (x - 2)jlibriger Ver­
sicberter seinen xten Geburtstag invalid erlebt, usw., scblieBlicb aus den zu Beginn 
des t - (x - 17)ten Jabres des Bestehens der V'seinricbtung beigetretenen 

c'-,,+16 M1U sechzehnjlihrigelt Versicherten, von den~ C·-,,+15 M~~ • "-16Pf! das 

xte Lebensjabr invalid erleben" wenn hier "'-16P~; die Wahrscbeinlichkeit 
bedeutet, daB ein secbzehnjlihriger Versicberter noch sein xtes Lebensjabr invalid 
erlebt. Die abgeleitete Formel (269) gilt nur fiir t - x + 15;:;; 0, also bloB fiir 
die Zeit, wo von der ersten V'sgeneration, den Stammteilnebmern, keiner mebr als 
xjahriger Invalide lebt. Fiir t - x + 15 < 0 ist: 

{ 
j (.) 1-2 ~1) ai t-3 M(l) "I M(l) .if 

" = C x-I' IPx-l + C x-2 • 2fJ::..-2 + ... + C _",-1+2' 1- 2PX-I+2 

+ M~l~t+l • '-lP:~'+I + M~O~, • tP:~'; 
(269') 

denn jetzt ist das friibeste Ursprungsjahr, aUs dem noch xjabrige Invaliden vor­
handen sind, das Gri.lndungsjahr der V., in dem vor t Jabren M~o~, Versicherte 
des Alters t - x neu beitraten. 

Wahlt man fiir x den groBten moglicben Wert Wi' bei dem die Invalidenaus­
scbeideordnung noch Invaliden verzeicbnet, und nimmt t - Wi + 15;:;; 0, also 
t;:;; Wi - 15, d. h. betrachtet man den von unserer V'seinrichtung gelieferten 
Rentnerbestand zu einer Zeit, wo die ganze erste Versichertengeneration, die 
Stammteilnehmer, bereits samtlich auch als Rentner verstorben sind, so lehrt 
Formel (269), daB sich nunmebr der Rentnerbestand in geometrischer Progression 
vermebrt und dabei bestlindig seine Alterszusammensetzung beibehalt. Fiir 
t > Wi - 15 wird nach (269): 

j (l+l) .-IM(l) pai + 1-2 M (1) pai + + '+1-x+15 M(l) pnT j(') 
z =c x-l"l z-1 C X-2°2 x-2 ... C 16 "x-16 16=C X· 

Mithin weiter: 

Urn von der V'seinrichtung ein klares Bild "zur Zeit ihrer vollen Wirksam­
keit" zu gewinnen, d. h. nachdem t > Wi - 15 Jahre seit ihrer Begriindung ver­
gangen sind, muB man auch noch die Gehaltsverhaltnisse der Aktiven und die 
von den Invaliden bezogenen Renten betrachten. Ein x jahriger Versicherter be­
ziehe zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V'seinrichtung das Ge­
halt G~q. Die Besoldung gleichaltriger Versicberter soIl sich alljahrlich urn das 
yfache hoherstellen; das Gebalt 5011 also in geometrischer Progression fiir gleich­
altrige Versicherte wachsen, so da9 fiir t > 1: 

(270) G~) = r'-l G~) 2), 

wobei r eine Konstante bedeutet. Zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens.. 
der V'einrichtung gehoren dieser dann: 

(I) (I) (t) X,~a (t) 
(271) A16 + A17 + ... + Awa = ,:;., Ax 

x=16 

Versicherte an und beziehen insgesamt ein Gehalt 

(272) A (t) G(t) + A(t) G(') + + A(t) G(t) _x~Aa (t) G(t) 
16 16 17 17 • • • (J)a Wa - ~ x x· 

x=16 

1) 1st Wi = 99. d. h. sind beim Alter 100 alle Invaliden verstorben. so tritt 
der Zustand, von dem an der Rentnerbestand seine Alterszusammensetzung dauernd 
beibehalt und seiner Zahl nach in geometrischer Progression wachst. 84 Jahre 
nach Begriindung der V. ein. 

2) Fiir G~) wird man das durchschnittliche Gehalt aller xjahrigen zu Beginn 
des zweiten V'sjahres Beitretenden wahlen. 
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Da naeh (270) G~+l) =;. G~) und weiter fur t? Wa - 15 sieh A~+l) = cA~) ergab, 
hat man: 

X=O)a X=Wa 
~ A~+l) G~+l) = C )' ~ A~) G~) . 

x=16 x=16 

Fur t ..::'.': Wa - 15 waehst also das Gesamtgehalt aller Versicherten alljahrlich in 
geometrischer Progression mit dem Vermehrungsfaktor )'. c. 

Um die Hohe der von der Gesamtheit der Jnvaliden zu beanspruchenden 
Jahrespensionen zu finden, muB man noch die Anzahl J~) der xjahrigen Inva­
liden zu Beginn des (t + 1 )ten J ahres des Bestehens der V'seinrichtung betrachten. 
\Vir beschranken uns dabei auf t 2 (Oi - 15, die Zeit der vollen \Virksamkeit der 
Kasse. Fur t ~ Wi - 15 war: 

J~) = ct- 2 M~~l' IP~~l + ct- 3 .1I~1~2· 2P~~2 + ... + Ct-<+15 Mi~· X-16P~~· 

\Vir zerlegen J~) in Untergruppen. J~: ma, mi sei die Anzahl derjenigen der J;I) 
zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V'seinrichtung vorhandenen 
x jahrigen Invaliden, die eine ma jahrige Zeit als Versicherte und hierauf eine 

mdahrige Zeit als Invaliden aufweisen. Diese J~,) "la, mi Invaliden sind daher mit 
x - 11l" - 'mi Jahren in die V. eingetreten, und zwar als diese t - m" - m, Jahre 

bestand; sie stammen mithin aus dem Zugang ct-ma-mi-l 1\d'~~ma-ln; der 
(x - ma - 11l.Jjahrigen zu Beginn des (t - 11la - m i + 1)ten Jahres des Be­
stehens der V. Sci maix-ma-mi die Wahrscheinlichkeit, daB ein (x - m i - m"l­
jahriger .-\ktiver mit .1'-- m, Jahren invalid wird, so werden von 

Personen 

mit x - 11l, J ahren invalidisiert. 1st weiter miP!-mi die Wahrseheinliehkeit, 
daB ein x - mjahriger Invalide noeh seinen xten Geburtstag invalid erlebt, so 
hat man: 

(273) 

Da die Wahrseheinliehkeiten des Invalidwerdens der Aktiven ebenso wie die 
\Vahrseheinliehkeiten der Invalidenausseheideordnung von der Zeit des Bestehens 
der V'seinriehtung unabhangig sein sollen, erhalt man aus (273): 

also: 

(274) 

Hieraus folgt: 

Fur t;;:;; Wi - 15 wachst also nicht nur J~), sondern aueh J~~ ma, "'i in geomctri­
scher Progression. 

\-Vir betrachten nunmehr die Gesamtheit der zu Beginn des (t + 1)ten Jahres 
des Bestehens der V. vorhandenen Invaliden. Ihre Anzahl ist 

J (t) + J(t) + ... J U) = X~)Ji (I) • 
17 18 (I)i ~ x J 

x=17 

denn das jungste Alter, filr das sich Invaliden ergeben, ist 17, das hochste 0.". 
Man kann 

auch 

sehreiben. In der Summe ist mi fur x <wa + 1 von 0 bis x - 16 - ma zu wahlen; 

denn die x jahrigen J~~)ma. mi k6nnen entweder soeben in den RentengenuB eiT' 
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getreten sein oder sich 1, 2, ... bis hochstens x - 16 - m. Jahre im Renten­
genuB befinden; fur x > OJ. + 1 ist als Anfangswert des m, statt 0 die Zahl 
x - (OJ. + 1) zu nehmen; da mit OJ. + 1 Jahren jeder Aktive aus dem Ver­
sichertenstande ausgeschieden sein muB, ist jeder Invalide mindestens x - (OJ. + 1) 
Jahre invalid. In der obigen dreifachen Summe durchlauft ma die Werte von 1 
(solange muB jeder Invalide mindestens aktiv gewesen sein) bis zu x - 16, falls 
't' < OJa + 1 ist; fur x> OJ. + 1 hat ma als Endwert statt x - 16 die Zahl OJ. - 15 
zu erhalten, da OJ. + 1 - 16 die langste Dauer fur die Zugehorigkeit zu dem Kreise 
der Versicherten bedeutet. 

Urn die Belastung zu finden, die der Kasse im (t + 1 )ten Jahre ihres Bestehen<; 
durch alle in ihm fallig werdenden Invalidenrenten entstehen, nehmen wir an, 
daB ein mit x J ahren Pensionierter, der nach n jahriger V'sdauer zu Beginn des 
(T+ 1)ten Jahres des Bestehens der V'seinrichtnng in den RentengenuB eintritt, 
eine Invalidenrente im Jahresbetrage IX" • G~T) zu beanspruchen hat; dabei ist IX" 

eine nur von der V'sdauer n abhangige GroBe, G~T) = l-l G~) ist nach (270) das 

von demxjahrigen zur Zeit seiner Pensionierung bezogene Gehalt. Jeder der J~)m m. 

zur Zeit t - m i , nach majahriger V'sdauer, im Alter x - mi Invalidisierten ~rhal~ 
daher eine Jahresrente 

ihre Gesamtheit folglich die Summe 

(275) 

Sit) ist der Jahresbedarf, den die Anstalt zur Deckung aller im (t + 1)ten Jahre 
ihres Bestehens zahlbaren Invalidenrenten benotigt. Da fur t > OJi - 15 

ist und bei Sit) sonst nur noch yt-m,-l von t abhangt, folgt wegen 

daB 
5 It + 1) = c • )' Sit) 

ist. Fiir t > OJi - 15 wiichst also der Jahresbedarf der V. in geometri­
scher Progression mit dem Vermehrungsfaktor y' c. Wird der Jahres­
bedarf des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V. auf die Einheit des in diesem 
Jahre gezahlten Gehaltes umgelegt, so erhalt man den "Umlagebeitrag fur die 
Lohneinheit" gleich 

X=Wa 
2; A~)G~) 

x=16 

Da sowohl Sit) als auch der Ausdruck im Nenner von J ahr zu J ahr in geometrischer 
Progression mit demselben Vermehrungsfaktor y. c wachsen, herrscht fiir 
t > OJi - 15 ein Beharrungszustand in bezug auf den Umlagebeitrag 
fiir die Lohneinheit, d. h. er bleibt von dem Zeitpunkt an, wo die V. in den 
Zustand voller Wirksamkeit getreten ist, dauernd ungeandert. Wird hingegen der 
Jahresbedarf auf den Kopf des Versicherten umgelegt, so erhalt man als Umlage­
beitrag fur den Kopf des Versicherten 

Da sich Sit) urn )' . c, hingegen 
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nur urn c von Jahr zu Jahr vermehrt. ergibt sich: Ein Beharrungszustand 
fur den Umlagebeitrag auf den Kopf des Versicherten tritt nur 
dann ein, wenn die Lohnhi:ihe dauernd mit der Zeit ungeiindert 
bleibt (I' = 1); mit wachsender oder fallender Lohnhi:ihe steigt oder 
sinkt fur t> Wi - 15 der Umlagebeitrag auf den Kopf des Versicher­
ten, und zwar proportional der Lohnsteigerung. Betont muB noch 
werden. daB es bei einer sozialen V'seinrichtung in Wirklichkeit niemals zU 
einem dauernd gleichen Umlagebeitrag fiir die Lohneinheit kommen wird. denn 
die Gehalter werden niemals von irgendeinem Zeitpunkt an einen dauernd kon­
stanten Steigerungssatz I' aufweisen. und das gleiche gilt fur den Steigerungs­
satz c des Neuzuganges. Vielmehr wird das Umlageverfahren. wie schon oben 
gesagt. immer wieder. sogar selbst. wenll es bisweilen eine Reihe von J ahren einen 
annahernd gleichen Umlagebeitrag fiir die Lohneinheit ergibt. erhebliche Schwan­
kungen nach oben wie nach unten aufweisen; denn die Wirklichkeit ist eben nicht 
der konstruierte ideale mathematische Typus1 ). 

2, Kapitaldeckungsverfahren, 
Weiter als das Umlageverfahren geht das Kapitaldeckungs­

verfahren. Bei ihm wird in jeder V'speriode, die gewohnlich das 
Kalenderjahr ist, diejenige Summe aufgebraeht oder umgelegt. die 
ausreiehend ist, urn die in der betreffenden V'speriode neu entstandenen 
Renten kapitalistiseh abzufinden. Der erforderliehe Bedarf des Ka­
lenderjahres besteht hier in den Kapitalwerten oder den sog. Deekungs­
kapitalien aller Renten, die in dem betreffenden Kalenderjahre als 
Ursprungsjahr ihren Anfang nehmen. Stellt eine auf dem Kapital­
deekungsverfahren aufgebaute V'seinriehtung ihre Gesehaftstatigkeit 
ein, so ist stets soviel an Rueklagen vorhanden, daB weitergehend als 
beim Umlageverfahren alle bereits bewilligten Renten fortgezahlt 
werden konnen. Nimmt die Wirkliehkeit einen so1chen Verlauf, wie 
ihn die zur Bestimmung der Invaliden- oder Witwenrente verwendete 
Invaliden- bzw .. Witwenausseheideordnung angibt, so sind mit Er­
lOsehen 'aller Renten, die vor Aufhebung der V'seinriehtung bewilligt 
waren, aueh samtliehe Reserven vollig erschopft. Fur die erwerbs­
fahigen Kassenmitglieder ist bei Einstellung der V. niehts zuruckgelegt; 
falls jemand von ihnen naeh Aufhebung der V'seinriehtung invalid wird 
oder verstirbt, so sind keine Mittel vorhanden, aus denen diesem eine 
Pension oder seinen Hinterbliebenen eine Rente gezahlt werden kann. 
SolI also eine auf dem Kapitaldeckungsverfahren beruhende V. auf­
gehoben werden, so fehlt der Gegenwert fUr die bisherigen Leistungen 
der vorhandenen Aktiven; sie konnen keine Summe zur Erleiehterung 

1) Vgl. hierzu die Abhandlung von Pietsch, G.: DerBeharrungszustand und 
die Beziehungen zwischen Umlage- und Kapitaldeckung bei der sozialen Unfallv. 
Zeitschr. f. d. ges. V'swissenschaft Bd. 14, S.96. 1914. Vgl. zu den vorauf­
gehenden mathematischen Ausfuhrungen Bortkiewicz, L. v.: Die Deckungs­
mittel der sozialen V.; Gutachten. Denkschriften usw. des sechsten internationalen 
Kongresses fur V·swissenschaft. Bd. I. S.473.Wien 1909. Blaschke. E.: Pramien 
und Pramienreserven in der Invalidenv. der Arbeiter und Kaa n. I.: Die Finanz­
systeme in der i:iffentlichen und in der privaten V .• V'swissenschaftliche Mitteilungen 
des Osterreichisch-ungarischen Verbandes der Privatv·sanstalten. Neue Folge. 
Bd.5. S.l u. 63. Wien 1910. Lo ewy. A.: Deckungsmittel in der Sozialv. 
A. Manes V'slexikon S. 180. Tiibingen 1913. Lorenz. P.: Die Finanzsysteme 
in der Personenv. Dissertation der Universitat Freiburg i. B. 191 S. 
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des Ubertritts in eine neue Kasse ausgehandigt erhalten, sondern sie 
mussen beim Eintritt in eine neue Kasse infolge des verschlechterten 
Risikos, der graBeren Nahe ihres Todes und ihrer Invaliditat, hahere 
Beitrage zahlen, wenn sie nicht uberhaupt unaufnehmbar sind. 

Fiir die Unfallv. der Tiefbauberufsgenossenschaft1) hat die deutsche Reichs­
v'sordnung das Kapitaldeckungsverfahren; § 731 der RVO. besagt: "Bei der 
Tiefbauberufsgenossenschaft miissen die Beitrage neben den anderen Aufwen­
dungen den Kapitalwert der Renten decken, die der Genossenschaft im abgelau­
fenen Jahre zur Last gefallen sind." Auch bei dieser nachtraglichen Feststellung 
des Jahresbedarfs ist, \'Venn nicht etwa die Rentenberechtigten sofort mit dem 
Kapitalwert ihrer Renten abgefunden werden, was nur selten geschieht (RVO. 
§§ 616-618. § 1116. § 1476), oderwenn nicht ihrEinkauf bei einer anderen Renten­
kasse vorgenommen wird, was nicht iiblich ist. eine "Riicklage fiir den Notfall" 
(RVO. § 748) erforderlich, damit alle bewilligten Renten. auch bei einem abwei­
chenden Verlaufe der Wirklichkeit von der zur Berechnung beniitzten Ausscheide­
ordnung. bis zu ihrem Ablauf sicher gezahlt werden ktinnen. Ein Kapitaldeckungs­
verfahren vorausgeschatzten Bedarfes hat die RVO. bei den Zweiganstalten der 
Berufsgenossenschaften fiir die Unfallv.langerer Bauarbeiten (RVO. § 731, § 804), 
bei den Zweiganstalten und V'sgenossenschaften fiir Halten von Reittieren oder 
Fahrzeugen (RVO. § 731. § 842 und § 804) und bei den Zweiganstalten der See­
berufsgenossenschaIt (RVO. § 1163. § 1195). Bei dieser im voraus stattfindenden 
Festsetzung des Pramientarifs muB auBer dem Kapitalwert der Renten auch noch 
die nach dem Jahresdurchschnitt voraussichtlich stattfindende Anzahl der Unfalle. 
also die Unfallsgefallr, als Rechnungsgrundlage verwendet werden. . 

Ware die Rentenhahe nur allein yom Lebensalter zur Zeit der 
Pensionierung, nicht von der Mitgliedsdauer bei der Kasse abhangig 
und ware der Versichertenbestand stationar, also nach seiner Zahl 
und seiner Alterszusammensetzung unveranderlich, so wiirde sich bei 
dauernd gleichen Wahrscheinlichkeiten fiir das Invalidwerden der 
Kassenmitglieder alljahrlich die namliche Invalidenzahl mit gleicher 
Alterszusammensetzung und daher mit gleichen Rentenansprfrchen, 
also auch mit denselben Deckungskapitalien, ergeben. Wachst die 
PensionshOhe mit der Dauer der Mitgliedschaft, wie es ublich ist, so 
werden die flir die Renten erforderlichen Deckungskapitalien eine 
Reihe von Jahren immer haher und haher, da bestandig graBere Renten 
zu bewilligen sind. Also, selbst wenn, was keineswegs der Fall ist, 
die Anzahl der Versicherten, ihre Alterszusammensetzung und ihr 
Diensteinkommen mit der Zeit unveranderlich bleiben, steigt der J ahres­
bedarf einer auf dem Kapitaldeckungsverfahren beruhenden V'sein­
richtung. Da die entstehenden Renten stets kapitalistisch zu decken 
sind, setzt der gesamte Jahresbedarf beim Kapitaldeckungsverfahren 
haher als beim Umlageverfahren ein, urn dann bei stationarem 
Versichertenbestand schlieBlich von letzterem uberholt zu werden, d. h. 
schlieBlich erfordern die laufenden Renten alljahrlich mehr Geld als 
die Ablasung der neu entstehenden. Auch das Kapitaldeckungsverfahren 
kann sich sehr druckend fuhlbar machen, besonders wenn die Pensioneri 
nach dcm letzten Gehalt vor der Invalidisierung gezahlt werden. Be­
merkenswert ist, daB man auch Entwicklungen des Versichertenstockes 

1) Mit Riicksicht auf ihre besonderen Verhaltnisse, also aus wirtschaftlichen. 
nicht aus v'smathematischen Griinden, wurden die Tiefbauberufsgenossenschaften 
anders als die iibrigen Berufsgenossenschaften behandelt, die das Umlageverfahren 
haben. 
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(starker Neuzugang) angeben kann, s6 daB zur Zeit der vollen Wirk­
samkeit der V., d. h. nach A.ussterben der Stammteilnehmer (zur Zeit 
t 2':: Wi - 15) der gesamte J ahresbedarf sowie der J ahresbeitrag sowohl fUr 
den Kopf des Versicherten als auch fUr die L.ohneinheit beim Kapital­
deckungsverfahren stets hi:ih~r als beim U mlageverfahren sind. (V gl. das fUr 
y c > 1 + i am Ende des Paragraphen abgeleitete Resultat.) Mittels des 
Ka,pitaldeckungsverfah,.rens ki:innen ebenso wie mittels des Umlagever­
fahrens nur Zwangsv'en ins Leben gerufen werden, bei denen die sichere 
Gewahr besteht, daB dauernd jahrzehntelang steigende Mittel zur Ver­
fUgung sein werden. Eb~nso wie beim Urp.lageverfahren darf man auch 
beim Kapitaldeckungsverfahren nicht auBer acht lassen, daB sich i.mmer 
Spriinge und hiermit Dberrascli.ungen im Bedarf~ ergeben ki:innen, 
denen der Versicherer standzuhalten in der Lage sein muB. 

Dnter den gleiehen Annahmen, wie si,e oben auf S. 186 fiir das Umlagever­
fahren gemaeht wurden, soIl aueh noeh das Kapitaldeekungsverfahren behandelt 

werden. Bedeutet wie oben auf 5. 189 j~; ma, mi die Anzahl der zu Beginn des 
(T + 1)ten Jahres des Bestehens der V. vorhandenen xjahrigen Invaliden mit 
voraufgegangener majahriger Aktivitats- und nlijahriger Invaliditatsdauer, so 

treten zu Beginn des (t + 1)te'n Jahres des Bestehensl der V. j~~ ma, 0 Aktive mit 
m.jahriger Aktivitatsdauer yjij.hrig in den RentengenuB und qaben naeh, den 
obigen Bedingungen (S. 190) ihrem Dienstalter ma , ihrem Lebensalter y und ihrem 

letzten Gehalt G~ entspreehend eine J ahresrente IXma • G~ zu beanspruehen. Von 
('). ; • '('+1) ('+2) 

denjv,ma,O InvalIden leben naeh1,2, ... Jahrennoehjv+1,m.,1,jv+2,tn.,2, 
... Invalide des Alters y + 11 Y + 2, ... mit .1-, 2-.... jahriger Invaliditatsdauer. 
1st v der Diskontier~mgsfaktor, so betragt der Kapitalwert oder die Ablosung fiir 
d · I l'd t ,. G(') '-1 G(l) d' .. tl' h j(') . J h Ie nva I enren en IXma V = IXma • Y v' Ie sam Ie e V, ma, U mit y a ren, 
naeh m.jahriger ~tivitatsdaueI invalidisierten Aktiven zu beanspruehen haben: 

'-1 (I) [ (') V+I) ('+2) 2 ] 
IXmaJ' Gv jv, ma, 0 + jV+l,ma, IV + jv+2,ma, 2 v + ; ... 

Dieser Ausdruek laBt sieh aueh sehreiben: 

mi::::: w i 4 Y' 
(276) IX • y'-l ell) 2:; i,+mi ) vmi 

ma Y mi;::::;;O f'lI+ mi, ma, mi ' 

wobei Wi das hoehste Alter bedeutet, bei dem noeh Invaliden leben. Besehrankt 
man sieh, was gesenehen soIl, auf t > Wi - 15, d. h. die Zeit, wo die erste Ver­
siehertengeneration verstorben ist, so -hat man: 

j <,+mi) = emi (tl • 
y+mi' mao mi ] V+mi' mao mi ' 

daher zeht (276) iib.er in: 

(277) 

Da zu Beginn des (t + 1)ten Jahres des Bestehens der V. yjahrige Aktive der 
versehiedenen Aktivitatsdauer ma von 1 bis y - 16 und des versehiedenen Alters 
von 17 bis Wa + 1 invalidisiert werden konnen, ergi bt sich die gesamte im (t + 1) ten 
Jahr des Bestehens der V. dureh das Kapitaldeckungsverfahren entstehencie Be­
lastung: . 

Setzt man y + mi = x, also G~) = G~l~mi und j~~mi,ma.mi = j~;ma.mi' so 
durehlauft x Werte von 17 bis Wi' m. von 1 bis x - 16, falls x < Wa + 1, und 
von 1. bis Wa - 15, falls x> W. + 1, 'und mi von 0, falls x < wa + 1. bzw. von 
x - (w .. + 1), falls x> wa + 1, bis x - 16 - ma, sonst hat J~~m •. mi keinen 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Auf!. 13 
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Sinn; ein xjahriger Invalide kann namlich nie mehr als x - 16, und, falls er alter 
als (lOa + 1) Jahre ist, auch nie weniger als x - {lOa + 1} Jahre invalid sein, und 
entsprechend kann sich seine Aktivitatsdauer von 1 bis x - 16, aber nie uber 
mehr als w. - 15 Jahre hinaus erstrecken. Man kann daher S~) auch schreiben: 

z=.w, ma =x-16/Wa -15 mi=x-16-ma . 

(278) SIt) _ "" "" "" j(t) • -1 G(l) m. nI •• 
k - k.J ~ ~ z,ma1m,tXma r x-miC V , 

x:::;;: 17 ma=l mi=O/x-(OJa+l) 

die Summationsindizes sind genau dieselben wie (vgl. S.19O) bei dem Jahres­
bedarf S(t), der im (t + 1)ten Jahre des Bestehens der V. beim Umlageverfahren 

entsteht. Der Vergleich von (278) mit (275) lehrt, daB, je nachdem r -m, ~ cm, vrni , 

also r-1~cv, d.h. 1+i~cr, wobei 1+i=; der Zinsfaktor ist, sich 

SIt) > S~) ergibt. 
< . 
Man hat also: Wachsen Lohnhohe und Neuzugang an Versicherten in 

geometrischer Progression, so ist fiir t > €Oj -15, d. h. fiir die Zeit nach 
dem Aussterben der ersten V'sgeneration, der bei dem Umlage­
verfahre n erforderliche J ahresbedarf groBer, gleich oder geringer 
als der beim Kapitaldeckungsverfahren, je nachdem der Zinsfaktor 
1+i groBer, gleich oder kleiner als das Produkt r·c von Lohn­
steigerung r .und Steigerung c des Neuzuganges ist. Fur c = 1, r = 1 
hat man stets 1 + i> r c (= 1), also S(~ > S~). 

Ebenso wie bei S(') (vgl. S. 190) ergibt sich S~+l) = r· c S~t) fur t > Wi - 15. 
Mithin: Der J ahresbedarf derV. wachst sowohl beim Kapitaldeckungs­
verfahren als auch beim Umlageverfahren fiir t:;:::=: Wi - 15 in geome­
trischer Progression mit dem Vermehrungsfaktor r c. Fiir t > Wi - 15 
ergibt sich beim Kapitaldeckungsverfahren der "Beitrag fiir die 
Lohneinheit" gleich 

X=OOa 
~ A~)G~t)· 

:1:=16 

und "der fiir den Kopf des Versicherten" gleich 

S~t) 

X;:::::Wa 

~ A~) 
z=16 

Fiir t > €Oj - 15 ist der erste, da sowohl der Zahler als a uch der N enner 
alljahrlich in geometrischer Progression mit demselben Faktor rc 
wachsen, dauernd unveranderlich; hingegen wachst der Beitrag 
fiir den Kopf des Versicherten von Jahr zu Jahr proportional der 
Lohnsteigerung r; er weist also nur fiir r = 1, d. h. fiir eine mit der 
Zeit unveranderliche Lohnhohe einen Beharrungszustand auf. Dies 
sind die gleichen Ergebnisse wie beim Umlageverfahren. Aus der oben zwischen 
S(~ und S~) gefundenen Beziehung folgert man noch durch Vergleich der Beitrage: 
Sowohl fiir die Lohneinheit als auch fiir den Kopf des Versicherten 
ist, falls t>w; -15 ist, der Umlagebeitrag groBer, gleich oder kleiner 
als der nach dem Kapitaldeckungsverfahren, je nachdem der Zins­
faktor 1 + i> cr oder 1 + i = cr oder 1 + i < cr ist. 

3. Pramiendurchschnittsverfahren fUr eine Generation. 
Werden die Mittel fur eine nach bestimmten Grundsatzen aus­

gewahlte V'sgemeinschaft durch da uernd gleichbleibende Pra­
mien aufgebracht und sind diese dabei derart bestimmt, daB sie unter 
der Voraussetzung des Zutreffens der Rechnungsgrundlagen aIle Ver-
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pflichtungen des Versicherers decken, so spricht man von einem 
Pramiendeckungs- oder Pramiendurchschnittsverfahren. 
Wir behandeln zunachst das Pramiendurchschnittsverfahren 
fur eine Generation oder, wie man auch sagen kann, fUr einen 
Zugangszeitpunkt. Man hat es hierbei mit einer Generation von 
gleichzeitig der V. beigetretenen Personen zu tun, die ihren V'sbedarf 
fUr sich allein aufbringt, ohne auf fremde Zuschusse, im besonderen 
auf Neubeitritte, angewiesen zu sein. Wird die V'seinrichtung zu irgend­
einem Zeitpunkt aufgehoben, so ist immer soviel Vermogen angesam­
melt, daB aus ihm und seinen Zinsen nicht nur wie beim Kapital­
deckungsverfahren alle bereits bewilligten Renten bis zu ihrem Er­
loschen fortgezahlt, sondern auch noch die Aktiven mit einem ihren 
bisherigen Beitragen entsprechenden Gegenwert ihrer Anwartschaften 
abgefunden werden konnen. Bei Auflosung einer auf dem Pramien­
durchschnittsverfahren beruhenden Kasse ist mithin den Mitgliedern 
die Moglichkeit gegeben, ihre Abfindungssumme einer neuen, unter den 
gleichen Bedingungen arbeitenden Kasse zu ubergeben und bei dieser 
trotz des hoheren Beitrittsalters, also einer erhohten Invaliditats- und 
Sterbegefahr, die V. mit der alten Pramie fortzusetzen. Bei dem 
Pramiendurehsehnittsverfahren einer Generation werden also in jedem 
Augenbliek die Anspruche aller im RentengenuB befindlichen Personen 
sowie die Anwartsehaften aller Mitglieder gedeckt. Nach diesem Ver­
fahren sind - allerdings mit Unreeht, da es sieh nieht urn eine Gene­
ration, sondern urn eine ewige Kasse handelt (vgl. S. 197/198) - die Bei­
trage fUr die deutsche reiehsgesetzliehe Angestelltenv. bei ihrer Be­
griindung in den zwei amtliehen Denksehriften bestimmt worden. 
Aus einer Berufsstatistik yom 14. Juni 1895 wurde die Personenzahl 
und ihre Alterszusammensetzung hergeleitet, die als erste von der V. 
erfaBte Generation der Reehnung zugrunde gelegt wurde; von jedem 
Neuzugang sah man ab 1). 

Die gleichbleibende Pramie beim Pramiendurchschnittsverfahren 
findet man folgendermaBen: Bei Eroffnung der V. seien Mk~) , Mk~), ... 
Personen des Alters kl' k2' ... vorhanden, die unter die V. fallen. 
Fur den Zeitpunkt der Eroffnung der V. bestimme man den Kapital­
wert aller Anwartschaften dieser Aktiven auf samtliche ihnen in Aus­
sieht stehenden V'sleistungen. Werden allen Versicherten gleichen 
Beitrittsalters dieselben Kassenleistungen in Aussicht gestellt, so hat 

d· S '" M(O) C M(O) C M(O) C b'ld man Ie umme ..:... ks ks = k, k, + k, k, + . .. ZU I en, 
wobei Cks die Anwartsehaft des k8jahrigen, soeben der V. beigetretenen 
Aktiven auf alle ihm zustehenden Renten und V'sleistungen in ihrer 
vollen Hohe bedeutet. Haben die Mk~), Mk~), .•• soeben Versieherten 
allmonatlich, solange sie erwerbsfahig sind, den Beitrag T\r aufzu­
bringen, so besitzt ihre Beitragsleistung den Barwert 

'" M(O) aa (12) _ M(O) aa (12) + M(O) aa (12) + 
..:... k. aks - k, ak, k, ak, . . . 

1) Vgl. auch Monatschrift fur Arbeiter- und Angestelltenv. Bd. 2, S. 106. 
Berlin 1914. 

13* 
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BeHiuft sich der Beitrag fUr jeden Versicherten statt auf ~ auf L, 
12 12 

so ist der Barwert der Beitragseinnahme pmal so groB. Nach dem 
Prinzip der Gleichheit von Leistungen und Gegenleistungen muB dem­
nach, damit der Wert der Beitragseinnahme mit der Rohe der Anwart­
schaften auf Kassenleistungen iibereinstimmt, fUr den Kopf des Ver­
sicherten allmonatlich der 12te Teil des Jahresbeitrages 

(279) 
~Mk~)Ck. 

p = '" M(O) aa (12) 
..:.. k. ak. 

aufgebracht werden. Arbeiterpensionskassen erheben gewohnlich nach 
der letzten Formel den gleichen Beitrag fUr den Kop£ des Versicherten. 
Auch der Privatversicherer k6nnte von seinem Standpunkte aus nach 
der Formel (279) versichern, da sie auf dem Prinzip der Gleichheit 
von Leistung und Gegenleistung beruht; es geschieht aber nicht, weil 
die privatwirtschaftlichen Interessen der Versicherten eine nach ihrem 
eigenen Risiko abgestufte Individualpramie verlangen. 

Findet die Pramienzahlung wahrend der Erwerbsfahigkeit nicht 
monatlich, sondern jahrlich statt, so ergibt sich als Jahrespramie P 
auf den Kopf des Versicherten: 

"'M(O)C 
..:.. k. k. 

(280) P = "M(O) aa· 
..:.. k. ak. 

Besteht die Versichertengeneration nur aus einem einzigen Versicherten, 
so geht (280) in diejenige Formel Uber, die in der Privatv. fiir die jahr­
liche Pramienzahlung verwendet wird; bei unseren Festsetzungen iiber 
Ck• bedeutet P dann nur nicht, wie sonst gew6hnlich, die Pramie fUr 
die Einheit der V'ssumme oder Rente, sondern die Jahrespramie fUr 
die gesamten V'sleistungen. 

SoIl eine auf dem Pramiendurchschnittsverfahren beruhende Pen­
sionskasse eingerichtet werden, die statt eines fiir alle Versicherten 
gleichen Beitrages alljahrlich von jedem Versicherten, solange er er­
werbsfahig ist, denselben festen Bruchteil 11: seines jeweiligen Gehaltes 
erhebt, so ist: 

(280') 11:= 
"'M(O) ,aa 
..:.. k •. ak. 

1st namlich G[:tl+n das Gehalt, das ein mit x Jahren Versicherter nach 
n jahriger ZugehOrigkeit zur Kasse bezieht, so war 

a~aa === _1_ (G[:t1l:a + G[:tl+1~1 v +G[xl+2I~2 v2 + ... ') 
100 100 l:a 

(vgl. [241J auf S. 163 

der Barwert e~nes Beitrages von 1 % des jeweiligen Gehaltes eines Aktiven 
wahrend der Zeit seiner Erwerbsfahigkeit. Treten M~~), Mk~), ... Per­
sonen der Altersklassen kl' k2 • ••• einer Kasse bei und hat jede von 
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ihnen, solange sie erwerbsfahig ist, den Bruchteiln oder 100 n % ihres 
jeweiligen Gehaltes jahrlich als Beitrag zu bezahlen, so besitzen diese 
Zahlungen den Wert 

(M (O) ,aa M(O) ,aa ) ~ M(O) ,aa 
n k, ak, + k. ak. +... = n...:.., k. ak. . 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung muB 
die gefundene Summe gleich dem Barwert aller Anspriiche der Ver-
sicherten auf Kassenleistungen sein, der nach oben 1: Mk~) Ck• betragt. 
Hieraus ergibt sich das in (280') vorliegende Resultat. 

Gewohnlich besteht die erste von- einer V. erfaBte Generation aus 
alteren Leuten als der alljahrlich spater erfolgende Neuzugang. Tritt 
einer V'sanstalt nach ihrer Eroffnung immer die gleiche AnzahP) von 
Personen in derselben Alterszusammensetzung und mit den namlichen 
unveranderlichen V'sanspriichen bei, so kann man die beim Eintritt 
in die V. alteren Stammteilnehmer fUr sich und den jahrlichen Neu­
zugang fUr sich, also beide getrennt, ihre V'sanspriiche decken lassen; 
damit nicht die Lasten einer Generation auf die andere abgeschoben 
werden, sind zwei verschiedene Beitragssatze zu erheben: ein gleich­
bleibender, hoherer fUr jeden Stammteilnehmer der ersten V'sgeneration, 
da diese in hOherem Lebensalter, also mit gr6Berem Risiko, in die V. 
eintraten, und ein zweiter gleichbleibender, niedrigerer fUr den alljahr­
lichen Neuzugang. Wenn bei der reichsgesetzlichen deutschen An­
gestelltenv., deren erste V'sgeneration alter als der Neuzugang war, 
der fUr diese erste V'sgeneration berechnete Beitragssatz von allen 
Teilnehmern, auch den erst nach Eroffnung der V. Beigetretenen, er­
hoben wurde, so war diese Pramie fUr den Neuzugang zu hoch. Bei 
dem Pramiendurchschnittsverfahren fUr eine Generation, d. h. bei Ver­
wendung der Formeln (279) oder (280), kann bloB dann fUr den Neu­
zugang und fUr die erste V'sgeneration der namliche Beitragssatz er­
hoben werden, wenn bei der Eroffnung der V. auch nur solche Personen 
v'spflichtig werden, die in nicht hoherem Lebensalter als der kiinftige 
Neuzugang stehen, oder wenn die fUr den Neuzugang berechnete 
Pramie. erhoben wird und der Staat oder ein Gonner zur Erhohung 
der ungeniigenden Beitrage der ersten alteren V'sgeneration einen ent­
sprechenden ZuschuB leistet. 

1) Damit die Durchschnittspramie fUr den Neuzugang alljahrlich gleichbleibt, 
braucht dieser nicht jedes J ahr in unveranderlicher Anzahl stattzufinden. Viel­
mehr kann er auch in geometrischer Progression bei gleichbleibender Alterszusam­
mensetzung alljahrlich wachsen, wenn nach (279) oder (280) die gleiche Pr(j.mie 
fiir den Kopf jedes Neuversicherten zur Erhebung gelangt. Bei einer Festsetzung 
der Pramie in Prozenten des Gehaltes nach Formel (280') konnen sich auch die 
Gehalter gleichaltriger Personen jedes Jahr urn das )'fache hoher stellen, wenn 
die Kassenleistungen in Prozenten des letzten Gehaltes vor der Invalidisierung 
bestehen. Dann wachsen namlich die Barwerte derV'sanspriiche des Neuzuganges 
alljahrlich urn )' c, wobei c der Vermehrungsfaktor fiir die jedes Jallr Neubei­
tretenden und )' derjenige fiir die Steigerung ihres Gehaltes bedeuten. Da auch 
der Nenner von (280') sich bei unseren Annahmen alljahrlich mit)' c multipliziert, 
ist der Quotient, der alljahrlich von jedem Neubeitretenden zu erhebende 
Bruchteil :n: des jeweiligen J ahresgehalts konstant. 
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4. Allgemeines Pramiendurchschnittsvedahren. Bilanz 
einer dauernd bestehenden Pensionskasse. 

1m Gegensatz zu dem im vorigen Paragraphen geschilderten Pramien­
durchschnittsverfahren einer Generation, bei dem die erste V'sgenera­
tion isoliert fUr sich behandelt wird, faBt das allgemeine Pramien­
deckungs- oder Pramiendurchschnittsverfahren die erste V'sgeneration 
und aIle je der V. beitretenden Personen zu einer einzigen einheitlichen 
Finanzgruppe zusammen. Die V'seinrichtung wird als ewig bestehend 
angesehen, indem immer neue Beitritte stattfinden. Die fUr alle Ver­
sicherten gleiche Durchschnittspramie wird bei diesem Verfahren, das 
man auch als Pramiendeckungs- oder Pramiendurchschnittsverfahren 
schlechtweg ohne Zusatz bezeichnet, folgendermaBen bestimmt: Der 
Barwert der Beitrage aller Versicherten, die je fUr die unbegrenzte 
Zukunft durch die V. hindurchgehen, und der Barwert aller Gegen­
leistungen des Versicherers, ebenfalls fUr ewige Dauer geschatzt, miissen 
gleich sein. Die fUr alle Versicherten gleiche Durchschnittspramie hangt 
hier auBer von der Art des vorhandenen Versichertenbestandes noch 
wesentlich von der Annahme ab, die man iiber die kiinftigen Neu­
beitritte einfiihrt. Wir wollen wie bei den Berechnungen der deutschen 
Invalidenv., einen alljahrlich durchschnittlich in der Jahresmitte er­
folgenden Neuzugang von folgender Beschaffenheit annehmen: er 
wachse in geometrischer Progression und habe dabei immer dieselbe 
Alterszusammensetzung. Findet in der Mitte des ersten V'sjahres ein 
N M (l) M(l) Ak . d Al 1 1 euzugang von I, ' 12 , .,. tIven es ters l' 2, ... statt, 
so soll in der Mitte des tten V'sjahres des Bestehens der V. in den 
gleichen Altersklassen ein Neuzugang von ct - 1 M}~), ct - 1 Ml~), ... 
Kassenmitgliedern stattfinden; c bedeutet dabei den Vermehrungsfaktor. 
Jeder Versicherte zahle, so lange er erwerbsfahig ist, allmonatlich den 
12ten Teil des fUr alle Versicherten gleichen Durchschnittsbeitrages p. 
Urn p zu finden, beginnen wir mit der Bestimmung des Barwertes der 
Beitrage, die von dem im ersten V'sjahre erfolgenden Neuzugang zu 
erwarten sind, wobei wir zunachst annehmen, daB jeder Versicherte 

wahrend der Zeit seiner Erwerbsfahigkeit allmonatlich _1_ statt L 
12 12 

zu zahlen hat. Der fragliche Barwert betragt dann: 

{281} Z'- M(l) "(12) + M(l) "(12) + . (,- I, al,., I. ala .•. , 

denn a;a(l2) ist der Barwert eines sofort beginnenden Monatsbeitrages T\' 
den ein xjahriger, solange er erwerbsfahig ist, zu entrichten hat. 

FUr die V'sanspriiche setzen wir voraus, daB Versicherte gleichen 
Beitrittsalters auch stets die namlichen Kassenleistungen zu fordern 
haben. Dann belauft sich der Barwert der Anwartschaften auf Kassen­
leistungen, die der Neuzugang des ersten V'sjahres zu beanspruchen 
hat, auf: 

(282) L M U)e (l)e 
= I, I, + M I, I, + ... , 
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dabei bedeutet C., den Barwert der Anwartschaft eines soeben der 
Kasse beigetretenen xjahrigen auf alle ihm ktinftig zustehenden Renten 
und V'sleistungen in ihrer vollen Rohe. 

Da der Neuzugang alljahrlich bei gleichbleibender Alterszusammen­
setzung in geometrischer Progression mit dem Vermehrungsfaktor e 
wachst, steigert sich der Barwert der Beitragsleistung der aufeinander­
folgenden Neuzugange alljahrlich auch urn das cfache. Die Barwerte 
der monatlichen Beitragsleistung, die alle Neubeitretenden des zweiten, 
dritten usw. V'sjahres wahrend der Zeit ihrer Erwerbsfahigkeit leisten, 
betragen demnach in dem Augenblick, wo der Zugang jeweils statt­
findet. Z e, Z c2, • " FUr den Zeitpunkt der Eroffnung der V'seinrich­
tung besitzen demnach samtliche Monatsbeitrage -h, die von dem 
ganzen, in aller Ewigkeit stattfindenden Neuzugang zu erwarten sind, 
den Barwert: 
(283) Zvt + Z evl ! + Z e2 v2t + ... 
In (283) sind namlich die Barwerte addiert, die Z, Z e, Z c2 , ••• 

-h it, 2t, ... Jahre frtiher, bei Eroffnung der V., besitzen. Die in 
(283) stehende unendliche geometrische Reihe hat ftir c v < 1, also 

c < 1 + i, den endlichen Wert Zv~ 1). 
1 - ve 

Auch die V'sansprtiche des alljahrlich stattfindenden Neuzuganges, 
die im ersten Jahre L betragen, wachsen infolge unserer Voraussetzung, 
daB Versicherte gleichen Beitrittsalters stets, also unabhangig von dem 
Termin des Beitritts, dieselben Kassenleistungen erhalten, alljahrlich 
urn das cfache 2). Mithin ist der Barwert samtlicher V'sansprtiche der 
in aller Ewigkeit in die V. Neueintretenden, dem Ausdruck (283) ent­
sprechend, gleich 

L v~ + Lev~~ + Le2 v2k + ... = ~~. 
1 -vc 

Wir betrachten noch die erste V'sgeneration (die Stammteilnehmer); 
sie bestehe aus M~~), M~~), ... Personen der Altersklassen kl' k2' ... 
Dann ist der Barwert der Monatsbeitrage T\-' die von allen Mitgliedern 
der ersten V'sgeneration zu erwarten sind: 

'" ~A"(O) •• (12) _ M(O) aaCl2) + M(O) oa(12) + 
..:;., lY.L k. a k. - kl ak, k, ak, ... , 

1) Fiir v c > 1 hat die unendliche geometrische Reihe keinen endllchen 
"Wert, so daB die Betrachtung dieses Falles keinen Sinn hat. 

2) Hierbei ist, wenn die V'sanspriiche in Prozenten des Gehalts bestehen, noch 
angenommen, daB zu verschiedenen Zeiten im gleichen Lebensalter beitretende 
Person en stets dasselbe Gehalt be7.iehen. Fiihrt man die Hypothese ein. daB 
gleichaltrige. in aufeinanderfolgenden J ahren beitretende Personen stets ein 
yfach hoheres Gehalt beziehen. so wachsen die V'sanspriiche des alljahrlichen 

L vk Lv} 
Neuzuganges um y c und fiir -- tritt hierbei ist v y c < 1 • 

1-vc 1-vyc' 

d. h. r c < 1 + i vorauszusetzen. 
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und der Barweit der V'sanspriiche der ersten V'sgeneration beHiuft 
sich auf: 

V M(O) C M(O) C M(O) C 
..:.. k, k. = . k, k,. + k, k, + ... 

Entrichtet jeder Versicherte, solange er erwerbsHihig ist~ allmonatlich 

dieselbe Pramie :2' so hq.ben aIle von den StammteiInehmern und 

aIle von dem ganzen Neuzugang zu erwartenden PramieiJ. insgesamt 
den Wert: 

.P_ (YM(O) ",,(12) + Z vi ) 
12 ..... k, ak, 1 - vc . 

Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
miissen die Beitrage samtliche V'sanspriiche decken. Letztere betragen 
fiir die erste V'sgeneration und fUr den gesamten, in aller E\vigkeit 
stattfindenden Neuzugang zusammen 

'" (0) Lvi ..:.. M k• Ck, + ---. 
1 - vc 

Mithip. hat jeder Versicherte wahrend der Zeit seiner Erwerbsfahigkeit 
aIlmonatIich den zw6lften Teil des Jahresbetrages 

(284) 

zu entrichten. 

"'5"' (0) Lv~ 
..... Mk. Ck , + ---

1 - vc p = -------:--
'" M(O) a,,(12) + Z vi 
..:.. k, ak, 1 _ v c 

DaB Kassen von dauerndem Bestand nach Formel (284) zu prftfen sind, ha.t 
schon C. F. Ga u 13 in seinem beruhmten Gutachten uber die Gottinger Professoren­
witwenkasse (Werke Bd.4, 5.120) betont. Oft kann man bei Pensionskassen mit' 
einem sich alljahrlich regeltuaBig wiederholenden Austritt von Kassenmitgliedern 
in groBerer Anzahl rechnen; zumeist sind dabei die von den Austretenden auf­
gegebenen Anwartschaften groBer ais die fortfallenden Beitrage. Finden bereits 
im ersten Jahre des Bestehens der Kasse Austritte statt und besitzen die durch 
Ausscheiden von Kassenmitgliedern fortfallenden Beitrage, deren Monatshohe 
gieich -I. angenommen wird, den Barwert Zl' so ist in FOFmel (284) rechts Z .durch 
Z - Zl und L durch L - Ll zu ersetzen. Ll bedeutet dabei den Barwert aller 
V'sanspruche in voller Hohe, die von den im ersten V'sjahre freiwillig, d. h. aus 
anderen Grunden ais infolge von Tod und Invaliditat, Ausscheidenden aufgegeben 
werden. Vorausgesetzt ist hierbei, daB ebenso wie derNeuzugang auch das frei­
willige Ausscheiden durchschnittlich in der Mitte des Jahres stattfindet. daB der 
Abgang alljahrlich in geometrischer Progression mit demselben Vermehrungs­
faktor c wachst und daB er neben unveranderlicher Alterszusamm'ensetzung auch 
beim Ausscheiden immer dieselbe Mitgliedsdauer aufweist, wenn die V'sleistungen 
von dieser abhangen. Ein solcher Verfall von Anwartschaften ist z. B. bei der 
Berechnung der Pramien fUr die deutsche reichsgesetzli'Che Invalidenv. und fur 
die deutschen Eisenbahnarbeiterpensionskassen zu berucksichtigen. 

Wir geben noch die (284) entsprechende Formel fiir d~n Fall an, 
daB von allen Versicherten alIjahrIich einmal derselbe gleiclie Bruch­
teil 'JT, .ihres jeweiligen Jahresgehalts erhoben 'wird und auch die V's­
Ieistungen nach dem Gehalt bemessen werden, wobei dieses aIljahr­
lich in geometrischer- Progression fiir den N euzugang wachsen soIl; 



dann ist: 

·(284') 
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""-, (0) Lv! 
~Mk Ck +---­

...... • • 1 - vcy 

~M(O) , aa + Z' v~ 
...... k. ak. -1 ~--

- vcl' 
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h'· b· . t Z' M(l) ,aa + M(l) ,aa + ,aa h t d· Ib B ler el IS = l, ai, l, al, . . ., ax a lese e e-
deutung wie auf S. 163 und I' gibt die jahrliche Lohnsteigerung sowie 
die jahrliche Steigerung des V'sanspruches eines ein Jahr spater Neu­
beitretenden an. Die 'Formel, deren Beweis dem Leser uberlassen sei, 
setzt c v I' < 1 oder c I' < 1 + i voraus. 

Fiir die jungeren Altersklassen sind die nach (279) und (284) ge­
bildeten Durchschnittspramien zu hoch, fiir die alteren zu niedrig, urn 
das individuelie Risiko zu decken. Bildet man fUr ein (x + m) jahriges, 
m Jahre der Kasse angehoriges Mitglied ein Deckungskapital nach der 
prospektiven Methode als Differenz des Wertes alier fur den betieffenden 
Versicherten kunftig in Frage kommenden V'sleistungen und des Wertes 
p'. a;~(~2) alier von ihm voraussichtlich zu vereinnahmenden Durch­
schnittspramien p, so wird dieses Deckungskapital gewohnlich fiir den 
jungeren Versicherten eine Reihe von Jahren negativ; der Ver­
sicherer hat von dem in jungen Jahren der Kasse Beigetretenen 
eine seine Anwartschaften auf V'sleistungen ubersteigende Beitrags­
einnahme zu erwarten. Hat man zwei Versicherte mit der gleichen 
Anzahl von Mitgliedsjahren, die daher die gleiche Summe an Bei­
tragen eingezahlt haben, so kann sich fur den jungeren Versicherten, 
bei dem das Risiko der V'sanstalt geringer war, ein negatives oder 
ein im Verhaltnis zu den bereits gezahlten Beitragen niedriges Dek­
kungskapital, hingegen bei dem alteren Versicherten, trotzdem er 
fUr die Kasse ein poheres Risiko war, ein weit groBeres Decktmgs­
kapital' ergeben. Dem Deckungskapital der Einzelv. kommt demnach 
im Fall der Erhebung einer Durchschnittspramie gewiB keine Be­
deutung als MaB der bisherigen Pramienzahlung oder des von der 
V'sanstalt bisher getragenen Risikos zu; es kann daher nicht als MaB­
stab der Abfindung1) ausscheidender Mitglieder dienen, es besitzt fiir 
die Einzelperson keinen Sinn. Hingegen ist auch bei Durchschnitts­
beitragen das totale Deckungskapital der Gesamtheit der Versicherten 
wichtig. 

Beim Pramiendurchschnittsverfahren definiert man das totale 
Deckungskapital del" Gesamtheit der Versicherten m Jahre nach Er­
offnung der V. in prospektiver Weise folgendermaBen: Es ist der Bar­
wert der Verpflichtungen der Anstalt gegen die zu diesem Zeitpunkt 
vorhandenen Versicherten und gegen aIle ihre Nachfolger, die bei 
dauerndem Bestand der V'seinrichtung noch v'spflichtig :werden, ver­
mindert urn den Barwert der samtIichen in alier lEwigkeit von den 

1) Vgl. hierzuPietsch, G.;Vermogensverteilung bei derAuflosung von Pen­
sionskassen mit Durchschnittsbeitragen., Zeitschr. f. d. ges .. V'swissenschaft 
Bd.9, S.723. 1909. 
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Versicherten zu vereinnahmenden Beitrage. Wiirde zu einem Anfangs­
bestand M~~), M~~), ... ein alljahrlich dauernd in geometrischer Pro­
gression wachsender N euzugang , wie er fUr die Berechnung der 
Durchschnittspramie gewahlt wurde, hinzutreten und wiirde alles 
rechnungsmaBig verlaufen, so wiirde sich zu jedem Zeitpunkt aus 
den bis dahin vereinnahmten Durchschnittspramien, soweit sie nicht 
fiir die rechnungsmaBig vorgesehenen, bereits bewilligten Renten aus­
zuzahlen waren, ein Kapital angesammelt haben, das gleich ist der 
Summe aus dem soeben definierten totalen Deckungskapital der 
Gesamtheit der Versicherten und aus dem Deckungskapital fUr aUe 
bereits bewilligten, noch laufenden Renten1). Hieraus soIl noch eine 
wichtige Folgerung gezogen werden. 1st die erste V'sgeneration alter 
als der kiinftige Neuzugang, so hat letzterer in aller Ewigkeit an den 
Mehrlasten mitzutragen, die durch die Stammteilnehmer infolge ihres 
hoheren Alters verursacht werden.Wird die V'sanstalt zu irgendeinem 
Ten1).in fUr jeden Neuzugang geschlossen und haben nur die bereits 
Versicherten ihre bisherige Durchschnittspramie fortzubezahlen, so 
konnen diese Einnahmen im Verein mit dem angesammelten Vermogen 
und dessen Zinsen nicht ausreichen, urn die V. vollig restlos abzu­
wickeln, d. h. urn die bereits bewilligten Renten bis zu ihrem Erloschen 
zu bezahlen und auch beim Eintritt des jeweiligen V'sfaUes die V's­
anspriiche aller beim Schlusse der V. vorhandenen Aktiven, die 
ihre Pramien weiter entrichten, voll zu befriedigen. Beim Pramien­
durchschnittsverfahren findet also auch eine Verschiebung der Lasten 
von der .Gegenwart auf die Zukunft statt; es geschieht die Pramien­
bestimmung namlich hier so, daB die ganze unbeschrankte Zukunft an 
den Mehrlasten des urspriinglichen Versichertenbestandes mitzutragen 
hat; daher muB sich bei Aufhebung der V'seinrichtung ein Fehlbetrag 
erge~en. 

Wir machen noch einige Angaben iiber die Vermogenspriifung einer 
auf dem Pramiendurchschnittsverfahren beruhenden Kasse. In der 
Bilanz fUhrt man gewohnlich nicht das totale Deckungskapital der 
Gesamtheit der Versicherten, die am Bilanztage vorhanden sind und 
diE;. der Kasse noch in aller Ewigkeitbeitreten werden, in einem Posten 
als Verpflichtung der Kasse unter den Passiven auf. Man zerlegt viel­
mehr dieses Deckungska pi tal in die zwei Akti vposten : Barwert der 
von den am Bilanztage vorhandenen Aktiven zu erwartenden Beitrage 
und Barwert der Beitrage aller kiinftigen Kassenmitglieder, und in die 
zwei Passivposten: Barwert der kiinftigen V'sleistungen fUr die am 
Bilanztage vorhandenen Aktiven und Barwert der kiinftigen V's­
leistungen fUr den in aller Ewigkeit erfolgenden Neuzugang. Die Bilanz 
sieht dann etwa so aus, wenn wir uns auf die wesentlichen Posten 
beschranken: 

1) Hierzu kommt noch, wenn, wie es gewohnlich der Fall ist, auch die Witwen 
und Waisen, die von den Invaliden hinterlassen werden, Witwen- und Waisen­
renten zu beanspruchen haben, das Deckungskapital fUr die Anwartschaften der 
Ruhegehaltsempfanger auf die ihren Witwen und Waisen nach ihrem Tode zu­
stehenden Renten. 
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Aktiva. 
1. Yermagen am Bilanztag. 
2. AuBenstehende Forderungen. 
3. Barwert etwaiger regelma.Biger 

Zuwendungen. 
4. Barwert der Beitrage, die von 

dem am Bilanztage vorhandenen Mit­
gliederbestand zu erwarten sind. 

5. Barwert der Beitrage des gesam­
ten kiinftigen Neuzuganges. 

Passiva. 
1. Barwert der am Bilanztage lau­

fenden a) Invaliden-, b) Witwen-, c) Wai­
senrenten. 

2. Barwert der Anwartschaften der 
am Bilanztage vorhandenen Ruhege­
haltsempfanger auf die ihren Frauen und 
ihren Kindem nachihrem Tode zustehen­
den a) Witwen- und b) Waisenrenten. 

3. Barwert der Anwartschaften des 
am Bilanztage vorhandenen Mitglieder­
bestandes auf a) Ruhegehalts-, b) Wit­
wen- und c) Waisenrenten. 

4. Barwert der Anwartschaften des 
gesamten kiinftigen Neuzuganges auf 
a) Ruhegehalts-, b) Witwen- und c) Wai­
senrenten. 

5. Barwert der alljahrlichen Aus­
gaben fiir Verwaltungskosten. 

6. Sicherheits- und Risikoreserve. 

Die Berechnung der Beitrage des aktiven Mitgliederbestandes (Posten 4 der 
Aktiva) erfordert, daB die am Bilanztage vorhandenen Aktiven ihrem Lebensalter 
nach bekannt sind. i)ber die Berechnung vgl. S. 153/154' Der von dem einzelnen 
Mitglied erhobene Beitragssatz wird haher sein als die berechnete N ettopramie p; 
man vlird eine Pramie erheben, die auch noch die Verwaltungskosten der Anstalt 
deckt und ferner einen Sicherheitszuschlag enthalt. Urn die Barwerte der Anwart­
schaften des am Bilanztage vorhandenen Mitgliederbestandes auf V'sleistungen 
zu berechnen, muB dieser nach Lebensalter und Mitgliedsdauer bekannt sein; 
iiber die Berechnungen vgl. S. 158 ff. Urn den Aktivposten 5 und den Passivposten 4 
zu erhalten, wird man fiir den in einer Reihe aufeinanderfolgender Kalenderjahre 
erfolgten Neuzugang den Barwert seiner Beitrage und seiner Anwartschaften auf 
V'sleistungen beim Eintritt in die Kasse bestimmen und aus den erhaltenen Summen 
einen Durchschnittswert berechnen. Da es sich hier urn Neubeitretende handelt, 
kommt nur das Lebensalter, nicht die Mitgliedsdauer in Frage. Den fiir das J ahr er-

i . 

haltenen Durchschnittswert kapitalisiert man mit ~ (vgl. obeu S.199) uud hat 
1 - vc 

dann den Aktivposten 5 bzw. den Passivposten 4. Den Vermehrungsfaktor c wird 
man, wenn etwa der N euzugang N]910 und N 1920 der Kalenderjahre 1910 und 1920 vor-

10/-
liegt, durch c = 1/ ~r920 bestimmen; sindmehr als zwei Beobachtungen vorhanden, 

]910 
so wird man aus verschiedenen Ergebnissen fiir c einen Mittelwert wahlen. Zur 
Bestimmung des Aktivpostens 4 und 5 wird man nicht die Netto-, sondern die 
tatsachlich erhobene Durchschnittspramie verwenden; diese muB dann auch die 
Verwaltungskosten decken, deren Kapitalwert als Passivposten 5 aufgenommen 
wird. 

Ergibt die Differenz zwischen Aktiven und Passiven einen 0ber­
schuB, so wird man ihn zu einer Erhohung der Sicherheitsreserven, zur 
Erweiterung der V'sleistungen, zur Erniedrigung der Durchschnitts­
pramie oder zur Ausschiittung an die Versicherten verwenden. Bei 
einer auf dem Pramiendurchschnittsverfahren beruhenden V'sanstalt 
dient die Bilanz auch wesentlich der Nachpriifung der Beitragsfest­
setzung. Bei den hier angestellten Berechnungen wird die fernste Zu­
kunft ins Auge gefaBt, und es wird dabei eine Anzahl von Grundlagen 
beniitzt, die sich se1bst in normalen Zeiten der Geldwertbestandigkeit 
andern oder nur ein mathematisches Ideal darstellen, das sich in der 
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Wirklichkeit niemals erfUllen kann; z. B. ist die Steigerung des ~eu­
zuganges oder der Gehalter in geometrischer Progression fUr eine Reihe 
von Jahren zwar plausibel, wiirde aber schlieBlich zu unendlich vielen 
Versicherten oqer zu unendliCh hohen Gehaltern fUhren. Daher gelten 
die mittels des Pramiendurchschnittsverfahrens gewonnenen Ergebnisse 
immer nur fiir eine begrenzte Periode. Die gleiche, mit der Zeit un­
veranderliche Pramie des Pramiendurchschnittsverfahrens hat fiir die 
Praxis nur die Bedeutung eines Beitragssatzes, der sich kiinftig nicht 
zu sprunghaft andern wird. 

Nach den gesetzlichen Bestimmungen beruhte die deutsche reichsgesetzliche 
Angestelltenv. urspriinglich bei ihrer Begriindung ausschlieBlich auf dem Pramien­
durchschnittsverfahren. Durch die Gesetzesanderung Yom 10. Nov. 1922 ist das 
Pramiendurchschnittsverfahren im wesentlichen beibehalten worden, nur wird 
derjenige Beitragsteil, der die sog. Teuerungszulagen deckt, durch das Umlage­
verfahren aufgebracht. Auch die 'deutsche reichsgesetzliche Invalidenv. beruht, 
soweit es sich bei ihr nicht urn Unterstiitzung aus offentlichen Mitteln handelt, 
auf dem Pramiendurchschnittsverfahren. Beide Gesetze sehen eine periodische 
Nachpriifung der Beitrage vor, urn festzustelIen, ob diese noch ausreichend sind. 

Nur kurz solI noch auf die Hypothese hingewiesen werden, die in dem Pro­
gramm der osterreichischen Arbeiterv. 1 ) uber den Neuzugang gemacht wurde. 
Er solI alljahrlich derart erfolgen, daB der vorhandene Mitgliederbestand (die 
jeweils Versicherten) von Jahr zu Jahr dieselbe Alterszusammensetzung aufweist 
und seine Zahl dabei in geometrischer Progression wachst. Diese Hypothese laBt 
sich in die oben besprochene deutsche umsetzen, wenn man sich die V. vor min­
destens w. - 15 Jahren (vgl. S. 186/187) mit einer ersten V'sgeneration und einem 
alljahrlich dauernd in geometrischer Progression wachsenden Neuzugang von 
gleichbleibender Alterszusammensetzung begonnen denkt, dabei aber die V. 
friihestens nach einer Praexistenz von w. - 15 J ahren, nachdem die erste 
fingierte V'sgeneration verstorben ist, als eroffnet ansieht. Dann erhalt man 
einen Versichertenbestand von unveranderlicher Alterszusammensetzung, dessen 
Gesamtzahl alljahrlich in geometrischer Progression wachst. Haben die Mitglieder 
nach k jahriger Karenzzeit nur von ihrem Lebensalter abhangige, nicht mit der 
V'sdauer steigende V'sleistungen (Grundrenten ohne Steigerung) zu beanspruchen, 
so sind erstmals im (k + 1)ten Jahre nach Eroffnung derV. Renten zu bewilligen. 
Die zu ihrer kapitalischen Deckung nach dem Kapitaldeckungsverfahren erfor­
derliche Summe sei S. Da der Versichertenbestand alljahrlich in geometrischer 
Progression mit dem Vermehrungsfaktor c wachst, trifft dies auch fur die alljahr­
lich entstehenden Renten und daher fiir die zu ihrer kapitalischen Deckung er­
forderliche Summe zu .. Ist M der Anfangsbestand von Versicherten bei Eroff­
nung der Anstalt, so kann die V. bei ewigem Bestand ihre Aufgaben erfiillen, wenn 

S. vk . 

sie auf den Kopf des Versicherten die gleiche Pramie ~ erhebt. Da im ersten 

Jahre M, im zweiten M c, im dritten M c2, ••• beitragende Mitglieder vorhanden 
sind, werden aufeinanderfolgend Beitrage in der Hohe Sv k , Svkc, SVk C2, ••• 

vereinnahmt; diese decken nach k Jahren den jeweiligen Bedarf des (k + 1)ten, 
Ik + 2)ten, (k + 3)ten usw. Jahres mit S. Sc, Sc2, •••• Ais gleichbleibender 

Beitrag ist ~k die Pramie des Pramiendurchschnittsverfahrens; wird ihre 

Erhebung einmal dauernd eingestellt, so sind alle berei.ts bewilligten und noch 
laufenden sowie alle in den nachsten k Jahren entstehenden Renten kapitalisch 
gedeckt. . 

1) Programm fiir die Reform und den Ausbau der Arbeiterv.; vorgelegt am 
9. Dez. 1904. Vgl. den Bericht an den V'sbeirat von E. Czuber, Wien 1907, sowie 
seine Darstellung in Wahrscheinlichkeitsrechnung II. Teubners Sammlung von 
math. Lehrbiichern IX2 , S.355. 
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XIV. Ausgewahlte Fragen der Lebensver­
sicherung. Tafel fiir Versicherungstreue und 

Dividendenreserve. 
I. Selektionsausscheidetafel fiir Versicherungstreue oder 

Dekremententafel des Versichertenbestandes. 
Nicht alle, die eine Lebensv. abschlieBen, bleiben ihrem Vertrage treu, indem 

sie bis zum Ablauf der V. vertragsgemaB ihre Pramien zahlen. Bei den sich den 
wirklichen Verhaltnissen moglichst anpassenden Rechnungsgrundlagen zweiter 
Ordnung (R II), die besonders fiir die Dividendenberechnung in Frage kommen, 
spielt daher im modernen Lebensv'sbetrieb die Sele ktionsa usscheidetafel 
fiir V'stre ue, auch De kremente n tafel des Versicherte n besta ndes ge­
nannt, eine groBe Rolle. Eine Tafel der V'streuen gibt an, wie sich eine Grund­
masse gleichaltriger, gleichzeitig Versicherter infolge der zwei Ausscheidegriinde: 
des Todes und des freiwilligen, vorzeitigen Abganges (Stornierung, Nichtbezahlung 
der vertragsmaBigen Pramie), von Jahr zu Jahr vermindert. Eine Selektions-
ausscheidetafel enthalt die V'streuen l~zl+z des Alters x + Z, die mit x J ahren 
in die V. eingetreten sind, ferner die von ihnen im Alter'von x + Z bis x + Z + 1 
Jahren alsVersicherte Verstorbenen d~zl+z sowie die freiwillig Ausgeschiedenen 
(Stornierenden) 5[z]+z fiir z=O, 1, 2, ... ; OJ -x; hierbei bedeutet OJ das 
hochste Lebensalter, bei dem ein Versicherter noch Pramien zu entrichten hat. 
Fiir das Beitrittsalter x = 40 sieht nach den Erfahrungen der Gothaer Lebensv's­
bank ein Stiick einer Ausscheidetafel fiir V'streue folgendermaBen aus 1): 

Bestand, Sterbefalle I Freiwillige Abgange 
Zuriickgelegte Alter fUr den Pramien 

V'sjahre [zl+z gezahlt wird. im (z+l)ten V'sjahre 

z I~xl+z d~zl+Z S[zl+z 

° 40 100000 435 1127 
41 98438 578 1377 

2 42 96483 667 1034 
3 43 94782 743 850 

48 88 2002 557 22 
49 89 1423 450 5 
50 90 978 978 

Hiernach sterben von 1;40] = 100000 Neubeigetretenen des Alters 40 im 
ersten V'sjahre d~40] = 435 v'streu und 5[40] = 1127 treten fr€liwillig aus. Nach 
einem Jahre bezahlen demnach 

1~40l+1 = 100000 - 435 - 1127 = 98438 

die faUige Pramie. Von diesen 1~40l+1 sterben im Alter vpn "41 bis 42 Jahren 

d~40l+1 = 578 und treten 5[40]+1 = 1377 freiwillig aus, so daB von den mit 40 J ahren 
der V. Neubeigetretenen nut tr40l+2 = 96483 das dritte V'sjahr v'streu erleben. 
Nach 48 zuriickgelegten V'sjahren erleben von den 1!40] nur noch tr40l+48 = 2002 
ihren 88. Geburtstag v'streu und von ihnen scheiden d~40l+48 = 557 durch Tod 
und 5[40]+48 = 22 durch freiwilligen Austritt aus, so daB 1;40l+49 = 1423 wird. 

1) I}:arup, J.: Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensv's­
bank. S. 190. Jena 1903. 
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Die GraBen l;xHz, d;xHz, S[xl+z entsprechen den lebenden, verstorbenen und 
wieder erwerbsfahig gewordenen Invaliden l;xHz> d;xHz, R[x]H einer doppelt 
a]:)gestuften Invalidenausscheidl~ordnung (vgl. S. 144), ebenso auch den Aktiven 

l[X)+Z> den aktiv Verstorbenen d[xJ+z und den Invalidisierten ][xHz einer Aktivitats­
ordnung, wenn man die Aktiven nicht nur nach ihrem Lebensalter, sondern auch 
nach der Zeit, die seit ihrem Eintritt in die Erwerbsfahigkeit oder in die be­
treffende Kasse vergangen ist, klassifiziert1 ). Analog zu den bei doppelt abgestuften 
Invalidenausscheideordnungen eingefuhrten Wahrscheinlichkeiten P~xHz, q;~Hz, 
r[xHz (S. 142/144) verwendet man die Wahrscheinlichkeiten 

(285) 

(286) 

, 1[~Hz+1 
PrxHz = -,-- , 

l[xHz 

, d!xHZ 
q[xl+z = -,-, 

l[xHz 

S[X]+z 
s[xJ+z = t-- , 

. [[xHz 

daB ein (x + z)jahriger, mit x Jahren in die V. Eingetretener noch seinen 
(x + z + 1)ten Geburtstag versichert erlebt bzw. bereits im Alter von x + z 
bis x + z + 1 Jahren versichert verstirbt oder in diesem Alter sein V'sverhaltnis 
auflast. Nach der Bedeutung der GraBen t[~HZ' d;XHZ, R[xl+z ist der verbleibende 
Bestand t;xH.+1 von (x + z + 1) jahrigen, mit x J ahren Versicherten: 

(288) 

Die Division mit t~xHZ ergibt: 

Die Herleitung der GraBen t!XHZ, d;xHZ, s[xl+z in der doppelt abgestuften 
Ausscheidetafel fur V'streue geschieht indirekt auf Grund der Wahrscheinlich-
keiten q!xH' und s[xHz, die man durch Beobachtung findet. Ausgehend von 
einer willkiirlichen, gewahnlich rund gewahlten Zahl t;X] von soeben versicherten 
xjahrigen Personen bestimmt man nach den obigen Formeln (285) und (286): 

d;XHZ = I;XHZ • q!XHz , 

S[xH. = t;x1+' • s[xHz , 

indem man z = 0 setzt, zuerst d;x] und S[X1' Dann ergibt sich aus 

t~xHz+1 = l;xHZ - d!xHZ - S[xHz 

fur z = 0: t;xH1' Hierauf wendet man die gleichen Formeln der Reihe nach 
fur z = 1, 2, ... , w - x an und erhalt alle gesuchten Zahlen. 

1) Die doppelt abgestufte Aktivitatsordnung, auf die E. Blaschke in den 
Verhandlungen des interuationalen Arbeiterv'skongresses, Wien 1905, hingewiesen 
hat, spielt in der gegenwartigen Statistik und V'smathematik noch keine Rolle. 
V gl. hierzu Kar up, J.: VI. interuationaler KongreB f. V'swissenschaft. Wien 
1909, II, S. 725. 

2) Der Umfang des Buches gestattet es nicht, auf die von J. Kar u p ein-
gefuhrten "unabhangigen". Wahrscheinlichkeiten 'q!xHZ und 's[XH' einzugehen, mit 
deren Hilfe man die obige Relation in 

P~xHZ = (1 - 'q!xHz) (1 - 'S[XH') 

umsetzt. Literaturangaben und Naheres bei Loewy: Zur Theorie und Anwen­
dung der Intensitaten in der V'smathematik. Sitzungsber. d. Heidelberg~r Akad. 
d. Wiss. 1917, 6. Abhandlung. 
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2. Kontributionsformel. Dividendenreserve. 
Eine Anstalt erhebe von einem mit x Jahren Versicherten alljahrlich die 

Bruttopramie P;;, die in irgendwelcher Weise aus der Nettopramie hergeleitet 
sei; m-1 V~ und m V~ seien nach der Methode der ausreichenden Pramien die 
Deckungskapitalien, die am Ende des (m - 1)ten und des mten V'sjahres fur 
diese V. zuruckzulegen sind. Als Rechnungsgrundlagen erster Ordnung (R I), 
aus denen die ausreichende Pramie P~ und die Deckungskapitalien m-l V~ und 
m V~ hergeleitet werden, benutzen wir einen Zins i, eine Sterblichkeitstafel mit 
den Lebenden Ix und den Sterbenswahrscheinlichkeiten q., Erwerbskosten ex ffir 
die Einheit der V'ssumme, Inkassokosten fI fur die Einheit der ausreichenden 
Pramie und jahrliche Verwaltungskosten I' fur die Einheit der V'ssumme. Die 
ausreichende Pramie P~ ist dann (vgl. S. 70): 

( 108') P~ = P x + ~ + fI P~ + I' Inax 
Itax Itax 

hierbei ist die Nettopramie aus i und Ix zu berechnen. Wir wollen die sog. Kon­
tributionsformel ableiten; diese beschaftigt sich mit dem Gewinn, den eine 
Einzelv. abwirft, und mit den Quellen, aus denen er stammt. Zur Herleitung der 
Kontributionsformel benotigen wir neben den "vorsichtig gewahlten" R I noch 
Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung (R II). Als soIche seien gewahlt: ein der 
'Wirklichkeit moglichst entsprechender Zins ill und eine Ausscheidetafel fur V's-

treue, die die Wahrscheinlichkeiten P~xl+z, q;'l+Z, s[xl+z und die V'streuen 1~'l+z 
sowie ihre Todesfalle d;xl+z und ihre freiwilligen Ausscheidefalle 5[xl+z enthalt 
(vgl. S. 205/206); die Ausscheidetafel solI aus der Wirklichkeit gut entsprechenden 
Beobachtungen hergeleitet sein. Tritt ein mit x Jahren Versicherter im Alter 
von x + m bis x + m + 1 Jahren freiwillig aus, so solI er fur die Einheit der V's­
summe eine Abgangsentschadigung ",Ex erhalten, wobei die ersten E Null sind, 
allgemein m-l Ex ~ .. V~ ist (vgl. S. 106). ",Ex solI bei der Gewinnbestimmung 
auch als RechnungsgroBe zweiter Ordnung benutzt werden. Weiter sollen als 
R II die GroBen fill und I'll dienen. Die jahrlichen Inkassokosten sollen in Wirk­
lichkeit nicht fI, sondern flII fur die Einheit der Pramie betragen, also fur die 
Bruttopramie P;; nicht flP;;, sondern fill p;;; schlieBlich sollen sich die Verwaltungs­
kosten jahrlich tatsachlich auf I'll statt auf I' fur die Einheit der V'ssumme 
stellen. 

Urn die gesuchte Forme1 zu gewinnen, gehen wir von dem Deckungskapital 
",_IV: am Ende des (m - 1)ten V'sjahres aus. Zu ihm erhalt die Anstalt von 

den 1:'l+m - 1 V'streuen, die nach der Tafel ihre Pramien entrichten, die Brutto­
pramie P;'. Von der vereinnahmten Bruttopramie P:' gehen sofort die Inkasso­
und Verwaltungskosten ab, die nach R II sich auf fill P~' und I'll belaufen. Mit­
hin besitzt die Anstalt zu Beginn des mten V'sjahres die Summe 

(m-l V~ + P{/ - fill P{/ - I'll) tIXl+m-l. 

Am Ende des mten V'sjahres ist sie infolge der tatsachlichen Verzinsung auf das 
(1 + iII)fache angewachsen. Von dem Endkapital 

(m-1 V~ + P{/ - fill p{/ - I'll) 11'l+m-1 (1 + ill) 

muB die Anstalt erstens das erforderliche Deckungskapital m V; fur die zu Beginn 

des (m + 1 )ten V'sjahres vorhandenen V'streuen t;xl+m zurucklegen, zweitens 

eine Sterbefallzahlung 1 fur jeden der d;xl+m-l im Laufe des Jahres v'streu 
Verstorbenen auszahlen, und drittens eine Abgangsentschadigung m_1Ex fUr jeden 
der 5[X]+".-1 freiwillig Ausgetretenen leisten. Das vorhandene Vermogen und 
der Bedarf werden sich hier nicht das Gleichgewicht halten; ihre Differenz gibt 
vielmehr den Gewinn, den der Versicherer aus einer zu Beginn des mten V'sjahres 
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vorhandenen fingierten Gesellschaft von l~x1+m-I V'streuen am Ende des Jahres 
erzielt. Verteilt man den Gewinn 

(m-I V~ + P:'; - fJIT P:: - l,ll) (1 + ~'II) l~x1+m-I - m V: l~x1+m - d~x1+m-I 
- m_1E XS[Xl+m_1 L) 

auf jeden der l~x1+ .. -I. die zu Beginn des mten V'sjahres Pramien gezahlt haben, 
so erhalt man den Kontributionsgewinn, den wir mit m-1K[z] ·bezeichnen. Fiihrt 
man die WahrscheinlichkeitsgroBen (S.206) ein, so hat man 

(289) {m-IK[x] = (m-I V~ + P:'; (1 - fJII) - 1':1) (1 + ill) - m v~ . p1X1+m-I 

(. - q[x1+m-I - m_1Exs[X1+m-1 •. 

Da P~X1+m-1 == 1 - q~x1+m-1 - $[x1+m-I • . geht (289) iiber in 

{ 
m_IK[~] = ( ... -1 v;'+ P;: (1 - fJII) - rIl) (1 + i~) - q~x1+m-I (1 - m V~) 

(290) 
- m V; + 5[x1+m-I (m V; --:- m-'~Ex) . 

Offenbar ergibt sich kein KOIl;tributionsgewinn, sondern man hat in (290) 
links Null, wenn fiir die Bruttopramie P': die ausreichende Pramie P~ und fiir 
die R II die R I treten, nach denen ~ berechnet ist. Ersetzt man demnach 

fJII, i'll, q1X]+m-1, 5[X1+m-1 durch fJ, 1', qx+m-I. 0, so hat man 

(291) 0 = (m_IV; + P~ (1 - fJ) - 1') (1 + i) - qx+m-l (1 - mV') - mV'2) .. 

1) Bei dieser Formel sind die Sterbef1i.lle und die freiwilligen Austritte auf 
den JahresschluB verlegt; nimmt man ap., daB sie durchschnitllich in der Mitte 
des Jahres stattfinden, so sind die zwei let~ten Gli~der mit (1+1:Il)1 zu multi­
plizieren. 

2) Diese Formel kann man auch schreiben: 

(a) mV~Px+m-I = (m_IV~ + P~ (1 - fJ) - 1') (1 + i) - qx+':'-l' , 
Dividiert man durch Px+m-I, so hat man eine Relation zur Be$timmung von 
m V~ aus dem Deckungskapital m-I V: des voraufgehenden J ahres. 

Neben die Formel (a) stellen wiT-die Formel (152) auf S. 97, die wir durch 
Subtraktion von l' ·I.-ma-.:+m schreiben: 

(P~ - fJ~- 1') 1'-max+m=A(m) - mV~ + l' (\n-max+m -I'-max+m)' 

Ersetzt man hierin m durch m - 1, so erhalt man 

(b) {(P~ - fJP~ - 1') 1.-m+1 ax+m-1 

=A(m_1) - m-1 V~ + l' (1,.-m+1 ax+m-1 - 1'-m+1 aX+"'-l)' 

Auf den Formeln (a) und (b) beruht Eng e I b r e c h t 5 (vgl. Zit a t S. 100) 
Methode der fortlaufenden Deckungskapitalberechnung, die 
auch eine Abanderung der 1nkasso- und Verwaltungskosten 
g est at t e t. Fiir das m te V'sjahr seien die ausreichenqe Pramie P~, die 1n­
kassokosten fJP~ und die Verwaltungskosten l' nicht mehr ausreichend, der Ver­
sicherer sehe' sich daher genotigt, von der Bruttopramie fiir das ,nte V'sjahr 
statt P~ die Summe P; als aUl'reichende Pramie, statt fJP~ die Summe fJ"" P; als 
Inkassokosten und statt l' die Summe 1'* als Verwaltungskosten zu verwenden. 
Entsprechend der .Gleichung (b) sind diese GroBen mittels der Relation 

(b*) (P; -fJ* P; -r*H'-m+1ax+m-1 =A(m_.,I-m_, V;+r*(I,,-m+1aX+m-l-I,_''''+laX+m_,) 

zu bestimmen. Dann kann der Versicherer mittels des Restes P; - fJ* P; -1'*, der 
ihm von der neuen ausreichenden Pramie nach Abzug der Inkasso- und Ver­
waltungskosten verbleibt, der sog. Dec k un g s p ram ie, seinen Betrieb fort­
fiihren; denn nach der Relation (b*) ist der Barwert der vom' Beginn des 
mten V'sjahres an noch zu vereinnahmenden Deckungspramien, der sich auf 
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Subtrahiert man (291) von (290), so kann man das Resultat schreiben: 

(292) + (P:/ (1 - pIl) - P:(1 - p) +)' _ ),II) (1 + ill) j
m_lK[X] = (m-l V~ + P~ (1 - p) - 1') (ill - i) 

+ (qx+m-l - q~Xl+m-l) (1 - m V:) + S[Xl+m-l(m V; - m-lEz) 

und hat hiermit die Kontributionsformel. Die vier Summand en auf der rechten 
Seite stellen der Reihe nach: 1. den Zinsgewinn; 2. den Gewinn durch Zuschlag 
zur ausreichenden Pr1imie - n1imlich P~ - fJuP'! - yII - (p; - fJ P~ - 1') ist 
der "OberschuB der um die tats1ichlichen Inkasso- und Verwaltungskosten vermin­
derten Bruttopr1imie uber die um die rechnungsm1iBigen Inkasso- und Verwal­
tungskosten gekurzte ausreichende Pr1imie -; 3. den Sterblichkeitsgewinn; 4. den 
Gewinn infolge freiwilligen Ausscheidens, falls m-lEz = m V~ gew1ihlt wird, f1illt 
dieser fort. Die abgeleitete Formel (292) gilt nur fur die t j1ihrige Pr1imien­
zahlungsdauer, also fUr m < t. Fur die weitere Zeit m = t + 1, t + 2, ... ,11 

(n j1ihrige V'sdauer) fallen die von der Pr1imienzahlung abh1ingigen Glieder fort. 
Mithin gilt fur m = t + 1, t + 2, •.. , n 

Anstalten, die den auszuschuttenden J ahresgewinn der Einzelv. in dem Ver­
h1iltnis zugute kommen lassen, wie diese an der Gewinnerzeugung beteiligt war 
(Gewinnverteilung nach dem Kontributionssystem), bestimmen fur jede Einzelv. 
das Produkt "'-IK[x] in die V'ssumme S und geben der betreffenden V. als Jahres-

dividende den .;' m-lK [x] ten Teil des auszuschuttenden Jahresgewinnes; hier· 
S'm-lK [x] 

bei ist 1: S' .. -IK[Z] die Summe der Produkte S' m-lKx fur aIle am Gewinne 
beteiligten Polizen. Die Praxis 11iBt bei (293) gew6hnlich einige Glieder fort. 

Zur Ableitung der Dividendenreserve fuhren wir statt des Kontributions­
gewinnes .. -IK [x] , der am Ende des mten V'sjahres fur jede der zu seinem Beginn 
lebenden l~xl+m-.l v'streuen Personen vorhanden ist. lieber seinen Wert zu Beginn 
des mten V'sjahres ein. Bei Zugrundelegung des wirklichen Zinses ~"II betr1igt der 

(P; - fJ*P: - )'*) I,-m+l aZ + m -l belauft, gleich der Summe aus dem Barwert A(m_ll 

der kunftigen V'sleistungen, sofern diese nicht bereits durch das Deckungskapital 
"'_I v~ gedeckt sind, und aus den noch (n - m + 1) Jahre aufzuwendenden Ver­
waltungskosten, soweit diese nicht aus den noch (t - m + 1) Jahre f1illig werdenden 
Bruttopr1imien entnommen werden k6nnen, 1'* (/n-m+l aX+ m - 1 -I,-m+' aX+m -l) • 

Bei den neuen Grundlagen ergibt sich dann am Ende des mten V'sjahres ein 
Deckungskapital, das wir m V: bezeichnen. aus der Formel (a) entsprechenden 
Relation 

(a*) mV~Px+m-l = (m_lV~+P;(1-fJ*) -1'*)(1 +i) -qx+m-l 
oder 

mV~ = _p_1_ [(m-lV~ + P;(1 - fJ*) - 1'*) (1 + i) - qx+m-']' 
.r+m-l 

Bleiben Verwaltungs- und Inkassokosten unge1indert (fl* = fl, 1'* = 1'), so ergibt 
sieh aus (b) und (b*), daB P; = P~ und weiter aus (a*) und (a), daB m V; = m V~. 
und man sieht, daB alsdann Engelbrechts Verfahren die Methode der Deckungs­
kapitalberechnung auf Grund der ausreichenden Pr1imien ist. Auf Grund der 
Formeln (a*) und (b*) , die nur zwei aufeinanderfolgende Jahre in Beziehung 
setzen, kann man, wenn es notwendig· ist, sogar allj1ihrlich, eine Anderung von 
Inkasso- und Verwaltungskosten bei der Bestimmung des Deckungskapitals 
vornehmen. 

L 0 e w y, Versicherungsmathematik. 4. Auf!. 14 
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Wert von m-,K[x] ein Jahr friiher m-,Krx} (1 + i II)-' und soIl mit m-,Krx) be­
zeichnet werden, also 
(294) .. -J<rX} = m-,Kx(1 + iII)-'. 

Wird jedem Versicherten immer zu Beginn des mten V'sjahres der durch seine 
Police entstehende Gewinn m_,Kxmal V'ssumme uberwiesen1 ), so hat man ein 
sag, natiirliches Dividendensystem, bei dem sich, wenn alles nach den 
Annahmen verliluft, keine unverteilten Gewinne ansammeln. Diese sofortige 
Gewinnausschuttung ist nicht ublich; infolgedessen bildet sich notwendig eine 
Divide nde nreserve, die von der Hohe der in Aussicht genommenen Dividenden 
abhangt. Zu Beginn des ersten V'sjahres solI die Dividende oLl rx), zu Beginn de;; 
zweiten die Dividendc ,Li rx] usw., zu Beginn nes letzten, des n ten, die Dividende 
n-,Ll rx} auf die Einheit der V'ssumme an die zu den genannten Zeiten jeweil~ 
noch Vertragstreuen verteilt werden. In der Praxis wahlt man die ersten Divi­
denden oLi rx) , , Li rx) , ••• , i-,Li rx) Null, laSt also die Dividendenzahlung erst 
zu Beginn des (j + 1 )ten V'sjahres anfangen. Bei einer nicht natiirlichen Divi­
dendenverteilung, wie sie ublich ist, wird von dem Gewinn IKrx] des (l + 1 )ten 
V'sjahres nur lLirx! dem Versicherten zugewiesen, so daB lK;x) - lLi rx) in Reserve 
zuruckgehalten wird. Mithin sammelt sich fur eine fingierte Gesellschaft von 

l~x] in die V. eintretenden Personen, die sich wie diejenigen in der Selektions­
ausscheideordnung fur V'streue verhalten, bis Ende des mten V'sjahres mit den 
Zinsen die Summe an: 

(oKrx) - oLlrx)I~x](1 + iII)m + (,Krx) - ,Llrx)l~xJ+l(1 + iII)m-' 

+ ... (m-1KrX} - m-,Li rx) l~xJ+m-l (1 + ill). 

Auf die einzelne der das Ende des mten V'sjahres erlebenden 11x)+m Personen 

entfallt der 11xJ+m te Teil. Multipliziert man Zahler und Nenner des erhaltenen 

Bruches mit (vII)x+m, wobei VII = ~, und fuhrt die diskontierten 'Zahlen 
1 + t 

D1x) = z1x} (VII)x, D1xJ+l = l~xJ+l (VII)X+l. D1xJ+2 = l~xJ+2 (VII)" + 2 , ••• 

ein, so findet man die am Ende des mten V'sjahres2) fur einen mit.x Jahren auf 
die Summe 1 Versicherten erforderliche Dividendenreserve, die wir mit ",Divrrxl 
bezeichnen. Man hat: 

- t - t - t 
(295) Divrr } = (oKrx) - oLi rx})' Drx} + (,Krx} - ,Li rx)) D[xJ+l + .. '(m-,Krx}-m-,LirxJ1 DrxJ+m:::! 

m x D~x]+m 
Die auszuschuttenden Dividenden durfen bei einem gerechten Dividenden­

system nicht willkurlich gewahlt werden. Offen bar muB der Barwert aller in 
Aussicht stehenden Gewinne K gleich dem Barwert aller auszuschuttenden 
Dividenden Ll sein. Diese Bedingung liefert die Dividendengleichung: 

- t - t - t 
oKrx] . D rx] + lKrx! • DrxJ+l + ... n-lKrx) • DrxJ+n-l 

(296) 
D1x} 

D~xl 
Mittels dieser Dividendengleichung laBt sich die Dividendenreserve, die in' For­
mel (295) retrospektiv aus der Vergangenheit hergeleitet wurde, in die prospektive 
Form uberfuhren: 

(297) { 
.. Divrrx} = [(".Ll rx) - .. K rx)) D~xJ+m + (m+1Llrx) - m+1KrX!) Drxl+m+1 

+ ... (n-1Llrx! - n-1KrX) D[xj+n-l]: Drxl+ m 3). 
-----

1) Die jahrliche gesamte Gewinnausschuttung miiBte in der Bezeichnung des 
vorigen Absatzes (1 + ill) -1 1: 5 . m -1 K rx] sein. 

2) Vor Auszahlnng deT Dividende .. Lix des (m +.1)ten V'sjahres. 
3) (296) ergibt sich aus (297) fiir m = 0, da oD:vrrx] = 0. 
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Diese Formel besagt: Die Dividendenreserve am Ende des mten Jahres ist 
gleich dem Werte der noch kiinftig auszuschiittenden Dividenden, vermindert um 
den Wert der noch kiinftig fli.llig werdenden Gewinne. Die Dividendenreserve 
erfiilIt, wie man sieht, fiir die Dividenden die gleiche Aufgabe wie das Deckungs­
kapital fiir die garantierten V'sleistungen. 

Besonders wichtig ist die Dividendenreserve, wenn den Versicherten eine mit 
der V'sdauer steigende Dividende in Aussicht gestellt wird; durch die Dividenden­
reserve kann· die Anstalt fiir die wachsende Belastung Vorsorge treffen. Ais stei­
gende Dividendensysteme geben wir an: a) Vom (f + 1)ten V'sjahr an solI die 
Dividende ",!lex] zu Beginn des (m + 1 )ten V'sjahres gleich demselben unver­
anderlichen Bruchteil ~ der in den voraufgegangenen Jahren insgesamt fallig 
gewordenen (m - 1) Jahresbruttopramien P:': sein. also 

.. Llex]=~(m-1)P:':(m=j,j+1, ••• ), ",Llex]=O(m=O, 1, ...• j-1). 

b) Vom .(f + 1)ten V'sjahre an solI die Dividende ",Llex] gleich demselben unver­
anderlichen Bruchteil ~ des Deckungskapi tals des voraufgehenden J ahres sein, also 

",Llex] = ~ ... -1 V", (m = j, j + 1, .•• ). ",Llex] = 0 (m = 0, 1,2, ..• ; i-i). 

Wiirde jede Einzelv. den unveranderlichen Bruchteil ii, den "Dividendensatz", 
individuell nach dem von ihr erzielten Gewinn erhalten, so ware ~ aus der Divi­
dendengleichung (296) zu bestimmen. Z. B. erhalt man im FaIle b), indem man in 
(296) die Werte von ",Llex] des Falles b) einsetzt: 

ii _ oRez] D:z] + IRex] D:Xl+I + ... + n-r'Re%[ D:Xl+,,-I 
- t t t • 

J-IV",D[xl+J + JVxDexl+J+I + ... + n-2 Vx· Dezl+n- I 
(298) 

Diese Bestimmung von ii ist in der Praxis nicht iiblich. 
Ahnlich wie beim Deckungskapital benotigt man auch die Dividenden­

reserve am Bilanztage. Unter der Voraussetzung, daB sich der V'sanfang 
gleichmaBig iiber das ganze Kalenderjahr verteilt, wird man fiir einen mit x Jahren 
Versicherten, der eine V'sdauer von m bis m + 1 Jahren besitzt, als Dividenden­
reserve am Bilanztage 

299) 

wahlen. Multipliziert man (299) mit der V'ssumme 5 und addiert alsdann die 
Dividendenreserven aller einzelnen V'en, bildet also 1: S· m+lDivrex], so hat man 
die totale technische Dividendenreserve der V'sanstalt am Bilanztage. 
1st die berechnete Summe 1: s· m+~Divrexl kleiner als D, wobei D die wirklich 
vorhandene bei der V'sanstalt angesammelte Dividendenreserve ist, so kann man 
eventuell die Dividendensatze erhohen. 1st aber die errechnete totale Dividenden­
reserve groBer als die vorhandene D, so zeigt dies, daB die verwcndeten Rechnungs­
grundlagen zweiter Ordnung nicht mehr richtig oder daB die Dividendensiitze 
zu hoch sind. Man besitzt demnach die KontroIlgleichung 

(300) 1: S . m+kDivrex] = D. 

deren Zutreffen. besagt, daB die R II vermutlich nicht falsch gewahlt und daB 
die geplanten Dividenden walIrscheinlich dauernd aufrechterhalten werden konnen. 

Aus (300) kann man auch einen fiir aIle Versicherten gleichbleibenden Divi­
dendensatz ~ bestimmen, wie er bei den Anstalten iiblich ist. Mittels (299) geht 
die KontrolIgleichung (300) iiber in 

1: ~ ( .. Divrcx] + m+1DivrCx]) = D. 
2 

Ersetzt man hierin jeweils ",Divrcx] und m+1DivrCx] durch ihre Werte aus (295) 
oder aus (297) und fiihrt dann fiir dIe Dividenden ",LlCX] (m = 0, 1,2, ... , n - 1), 
je nachdem die FaIle a) oder b) vorliegen, die Ausdriicke ~ (m - 1) P:: oder ii . '" -1 V", 
ein, so hat man eine Gleichung ersten Grades fiir~. Aus dieser findet man den fiir 
aIle Versicherten gleichmaBig giiltigen Dividendensatz ~, den die Anstalt als 
wahrscheinlich dauernd unveranderlich in Aussicht nehmen kann. 

14* 
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Eine andere Methode der Berechnung1). der Dividendenreserve mDivr[~l als 
mittels der Formeln (195) und (197) ist die folgende: 

. A;z]+m sei der Barwert aller vertragsmlHlig zahlbaren V'sleistungen, H[zl+'" 
sei der Barwert alIer an die freiwillig Ausscheidenden zu gewahrenden Abgangs-
entschadigungen, G~z]+m sei der Barwert alIer Dividendenzahlungen und 
)'nl"_ma~zl+m sei der Barwert alIer Verwaltungskosten, die durchschnittlich auf 
jeden der zu Beginn des (m + 1)ten V'sjahres nach der Selektionsausscheide-
ordnung vorhandenen trz]+m V'streuen entfalIen. Pi: sei die yom Versicherer er­
hobene Bruttopramie fur die Einheit der V'ssumme; von der Bruttopramie p!) 
gebe der Versicherer alljahrlich fur Inkassokosten tatsachlich fJIIp'; aus. Der 
Barwert der Inkassokosten, die der Versicherer von Beginn des (m+1)ten V'sjahres 
an aufzubringen hat, betragt dann bei t-jlihriger Pramienzahlungsdauer, wenn 
eine Selektionsasscheideordnung zugrunde gelegt wird, flIIP::·I'_ma~zl+m. Mithin 
ergibt sich der Barwert, den samtliche Ausgaben des Versicherers zu Beginn des 
(m + 1)ten V'sjahres besitzen: 

(301) A~xl+'" + H[xl+m + G~z]+m +),II In_ma~z]+", + fJIIp'; 'I,-ma:z]+m' 

Diesen Ausgaben stehen die noch t - m Jahre yom Versicherer zu vereinnahm,en­
den Jahrespramien Pi: gegenuber; diese besitzen den Barwert pi ·I,_ .. a~x]+ ... 
Das fur samtliche V'sleistungen (einschlieBlich der Dividenden, . Abgangsvergii­
tungen, Verwaltungs- und inkassokosten) zu Beginn des (m + 1)ten V'sjahres er­
forderliche, wirklich ausreichende, auf Grund von R II bestimmte Deckungskapital, 
das wir mit ",V:X] bezeichnen wollen, ergibt sich demnach prospektiv: 

(302) .. V~X] = A~zl+m + H[Xl+m + G~zl+m + )'IIJI .. _ma~x]+m + flII P'.:·lt_",a~x]+ .. 

- Pi:'lt_ma~xl+m 2). 

Handelt es sich urn eine gemischte Todesfallv. des x-jlihrigen auf das Alter x + n 
und die V'ssumme 1, so ist. wenn man die Sterbegeldzahlungen als durch­
schnittlich in der Mitte des Jahres fallig annimmt: 

At _ d:x1 +m (VII)~ + d:Z ]+m+1 (VII)1i + ..• d:X]+n_1 (vII)n-m-~ + I:x]+n (vu )"-", 
[xl+m - It 

[xl+m 

wobei VII = ~ und iII der Zins der Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung 
1 + ~ 

ist. Weiter ergibt sich, wenn die an die freiwillig Ausscheidenden zahlbaren Ab­
gangsentschadigungen ",Ex, m+lEx, ... durchschnittlich in der Mitte des Jahres 
zahlbar angenommen werden: 

H _ ",ExS[Xl+m (VU)~ + m+lE Z S[zl+m+1 (VII)1l + ... + n-1ExS[xl+n_1 (VII),,-m-£ 
[zl+m - It -

[xl+", 

1) Vgl. J. Karup, Reform usw., S. 28ff. und S. 129ff. 
2) Formel (302) gestattet auch, mit Hilfe einer Selektionsausscheideordnung 

fur V'streue aus den Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung eine ausreichende 
Pramie zu bestimmen. Betragen die yom Versicherer fiir die Einheit der V's­
summe aufgewendeten Erwerbskosten tatsachlich (XII, so ist die V. anfanglich 
mit (XII zu belasten, und man hat 0 V:X] = - ",II. Setzt man in (302) m = 0 und 
fuhrt 0 V~zl = - (XII ein, so ergibt sich mittels der Selektionsausscheideordnung 
fur V'streue folgende ausreichende PramiEi: 

P'; = A :X] + (XlI + H['l + G:X] + )'II I .. a:Z] 

(1 - fJII) 'I,a~z] 
[vgl, diese Formel mit (112) auf S. 72]. 
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Werden die Dividenden ",.d[Xl' m+,.d[xl' ... , n-,.d['l zu Beginn des Jahres aus­
gezahlt, so ist 

.d It + .d It VII + + .d It ( TI)" - m - , Gt _ m (xl [XJ+m m+l [x] [X]+m+l ••• n-l [x] [X]+n-l .~ ______ _ 
[xl+m - zt 

[xl+m 

Schliel3lich ist in (301) und (302) 

zt +1' II+ +/ (II)n-m-, ~III.I t _.,II [X]+m [X]+m+l v ... [xJ+n-l V 
i n-ma[X]+m - Y t 

I[x]+m 
und 

It It II It II t m , 
I ' - [xl+m+ [xJ+m+'v + ... + [xl+t_'(v ) - -
t_ma[x]+m - t 

I[xl+m 

Hat der Versicherer am Ende des mien V'sjahres das nach Rechnungsgrund­
lagen erster Ordnung bestimmte Deckungskapital m V~ (vgl. S. 97) zuriickzulegen, 
so verbleibt ihm fiir die Verteilung der Dividenden als Dividendenreserve mDivr[xl 

die Differenz m V~Xl - m V~. Auch die so geschatzte Dividendenreserve: 

(303) 

die natiirlich vollig verschieden von (295) ausfiillt, kann man bei der Kontroll­
gleichung (300) verwenden. 

Des zur Verfiigung stehenden Raumes wegen miissen wir uns mit diesen 
Andeutungen iiber das Dividendenproblem begniigen. 

Tabelle I. 
Sterblichkeitstafel 23 D. G. M. u. W. 1. 

Normal versicherte Manner' und Frauen mit vollstandiger arztlicher Untersuchung. 

Alter: Sterbens· I Anzah! der , Anzah! der jahr." Alter I Sierbens· ! Anzah! der I Anzah! der jahr· 
I WahrSChein-1 . ., wahrschein- 1 . " 

Jahrel lichkeit ,Lebenden lichen Sterbefalle Jahrei, !ichkeit : Lebenden Itchen Sterbefalle 

3i .qx _ .! __ _ Lx __ _ dx=l~-lx+l _ X.l qx i lx I dx=lx-lx+l 

1 ~-0,00 886- 1O~ 787 -~- -;o-~- r~;Q,01279 80 897 1~35 
18 0,00920 101878 936 43 0,01332 79862 1063 
19 0,00934 100942 942 44 0,01385 78799 1092 
20 0,00919 100000 919 45 0,01437 77707 1117 
21 0,00917 99081 908 46 0,01489 76590 1140 
22 0,00903 98173 887 47 0,01550 75450 1169 
23 0,00884 97286 861 48 0,01621 74281 1204 
24 0,00866 96425 835 49 0,01706 73077 1246 
25 0,00854 95590 816 50 0,01814 71831 1303 
26 0,00848 94774 804 51 0,01931 70528 1362 
27 0,00848 93970 797 52 0,02061 69166 1425 
28 0,00854 93173 795 53 0,02199 67741 1490 
29 0,00867 92378 800 54 0,02349 66251 1556 
30 0,00883 91578 808 55 0,02505 64695 1621 
31 0,00901 90770 818 56 0,02680 63074 1691 
32 0,00923 89952 831 57 0,02867 61383 1759 
33 0,00945 89121 841 58 0,03073 59624 1832 
34 0,00970 88280 856 59 0,03289 57792 1900 
35 0,00998 87424 873 60 0,03536 55892 1976 
360,01027 86551 889 610,03782 53916 2038 
37 0,01059 85662 906 62 0,04042 51878 2097 
38 0,01095 84756 928 63 0,04317 49781 2149 
39 0,01133 83828 950 64 0,04613 47632 2197 
40 0,01177 82878 975 65 0,04943 45435 2246 
41 0,01229 81903 1006 66 I 0,05329 41189 2302 
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Fortsetzung der Tabelle 1. 

~Wl 'w_ i A=hl ~ 1 A_ ~ 'fu'II"W I 'w_, 1 Am .. ~ I A=hl ~ , .. Jahre w~~~:~;n-I Lebenden lichen Sterbefille Jabre l w~~~~~n- Lebenden licben Sterbefille 

_ x qx I I" dx=lx-Ix+l x, qx Ix dx=lx-I"'+l 

67 0,05762 40887 2355 791 0,142191 12998 I 1848 
68 0,06226 38532 2399 80 0,15514 11150 I 1730 
69 0,06731 36133 2432 81 0,16974 9420 1599 
70 0,07276 33701 2452 82 0,18451 7821 1443 
71 0.07 856 31249 2455 83 0,19825 6378 1264 
72 0,08459 28794 2436 84 0,21112 5114 1080 
73 0,09130 26358 2406 85 0,22200 4034 896 
74 0,09854 23952 2360 86 0,22805 3138 715 

"I 0,10649 
21592 2299 87 0,23368 2423 566 

76 0,11451 19293 2210 88 0,23788 1857 442 
77 0,12312 17083 2103 89 1415 
78 , 0,13233 14980 1982 I 

Tabelle II. 
Deutsche Reichssterbetafel fur Manner 1891/1900 mit den diskontierten 

Zahlen D", und H", bei einem Zins von 31/2%' 

Alter I Aozahl der I Diskont. ZaWen I Summe der II Alter Anzahl der I Diskont. Zahlen I Summe der 
Jabre Lebenden der Lebenden disk. Zahlen Jabre Lebenden der Lebenden disk. Zahlen 

x Ix D", Hz x 1", Dz Hx 

0 100000 
1 

100000 173356411 31 60873 20954 395472 
76614 74023 1633564 32 60459 20108 374518 

2 72631 67802 1559541 33 60030 19290 354410 
3 70999 64037 1491739 34 59581 18498 335120 
4 69945· 60953 1427702 35 59111 -I7 732 316622 
5 69194 58259 1366749 36 58618 16989 298890 
6 68641 55839 1308490 37 58099 16270 281901 
7 68214 53616 1252651 38 57557 15573 265631 
8 67874 51544 1199035 39 56992 14898 250058 
9 67599 49599 1147491 40 56402 14246 235160 

10 67369 47759 1097892 41 55785 13613 220914 
11 67167 46006 1050133 42 55142 13001 207301 
12 66983 44328 1004127 43 54470 12409 194300 
13 66811 42719 959799 44 53768 11834 181891 
14 66641 41170 917080 45 53037 11279 170057 
15 66462 39671 875910 46 52282 10742 158778 
16 66259 38212 836239 47 51507 10225 148036 
17 66017 36785 798027 48 50708 9726 137811 
18 65731 35387 761242 49 49875 9243 128085 
19 65405 34021 725855 50 49002 8774 118842 
20 65049 32691 691834 51 48092 8320 110068 
21 64674 31404 659143 52 47150 7881 101748 
22 64292 30163 627739 53 46179 7458 93867 
23 63912 28970 597576 54 45176 7049 86409 
24 63539 27827 568606 55 44133 6653 79360 
25 63168 26729 540779 56 43047 6270 72707 
26 62796 25673 514050 57 41922 5900 66437 
27 62420 24657 488377 58 40760 5542 60537 
28 62043 23679 463720 59 39558 5197 54995 
29 61663 22738 440041 60 38308 4863 49798 
30 61274 21831 417303 61 37008 4539 44935 
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Fortsetzung der Tabelle II. 

Alter I Anzahl der I Disk. Zahlen I Summe der II Alter 'I' Anzahl der 1 Diskont. Zahlen I Summe der 
Jahre 'I Lebenden I der Lebenden I disk. Zahlen Jahre Lebenden , der Lebenden disk. Zahlen 

z 1x Dx Hx. z Ix i.,.D... . H. 

I 
4225 40396 8823 5044 300,4 '==1=1=5=7,=5= 62 

63 
64 
65 
66 
67 
D8 
69 

35657 
34255 
32799 
31294 
29743 
28155 
26531 
24877 

70 i 23195 
71 i 21494 
72 19784 
73 18080 
74 16391 
75 14730 
76 13109 
77 11543 
78 10049 
79 8640 
80 7330 
81 6129 

3922 36171 4075 234,5 857,1 
'3628 32249 84 3225 179,3 622,6 

,I

' 3345 28621 8865 2497 134,1 443,3 
3071 25276 1893 98,24 309,21 
2809 22205 87 1405 70,45 210,97 
2557 19396 88 1018 49,32 140,52 
2317 16839 89 718 33,61 91,20 
2087 14522 90 492 22,25 57,59 
1869 12435 91 327 14,29 35,34 
1662 10 566 92 211 8,908 21;048 
1467 8904 93 132 5,384 12,140 
1285 7437 94 79 3,113 6,756 
1116 6152 95 46 1,752 3,643 
959,6 5036,1 96 26 0,9565 1,8913 
816,4 4076,5 97 14 0,4976 0,9348 
686,7 3260,1 98 7 0,2404 0,4372 
570,5 2573,4 99 4 0,1327 0,1968 
467,6 2002,9 100 2 0,0641 0,0641 
377,8 1535,3 

Ta belle III. 

lnvalidenausscheideordnung nach H. Bentzien und Kapitalabfindung a~ bei 
einem Zins von 3Yz%. (Vgl. Seite 133/134 und 139.) 

'I .. I Wahrscheinlich - I 
keit ftir einen I 

Alter I Anzahl der I Invaliden, das I, 

Jahre, lebenden nachste Lebens·1 

I Invahden jahr invalid zu I 

I 'I erie ben 'I 

x 1; p; 
-_.. ---

Kapital­
abfindung 

ai 
x 

fUr die 
Renten­
einheit 

Alter 
Jahre 

x 

20 
21 
22 ! 

23 
24 

102832 
92004 
82702 
74680 
67742 
61720 
56482 
51907 
47915 
44424 

I' 0,8947 I 
0,8989 
0,9030 
0,9071 I 
0,9111 

8,9880 
9,2405 
9,4883 
9,7291 
9,9599 

I[i" :~ ! 43 

1

44 
45 
46 
47 

? - , 
-) 

26 
27 
28 
29 

30 
31 ' 
32 

41354 
38596 
36081 

33 I 33763 
34 31625 
35 29652 
36 : 27824 
37 26140 
38 24589, 
39 23167 
40 21843 

0,9151 I 10,1783 
40,3805 
10,5646 
10,7241 ii 

0,9190 I 
0,9231 
0,9271 
0,9309 
0,9333 
09348 
0,9358 
0,9367 
0,9376 
0,9384 
0,9395 
0,9407 
0,9422 
0,9428 
0,9442 

10.8553 
10,9575 

I', 11,0424 
11,1184 
11,1916 
11,2614 
11,3272 
11,3909 
11,4474 
11,4951 
11,5292 
11,5583 

48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 I 
59 I 

1
60 
61 I 

! Wahrscheinlich-

I 
kei t ftir einen 

Anzahl der Invaliden, das 
lebenden nachste Lebens­
Invaliden i jahr invalid zu 

I erleben 

20624 
19488 
18428 
17440 
16527 
15675 
14880 
14143 
13446 
12784 
12158 
11570 
11011 
10489 
9995 
9525 
9077 
8649 
8235 
7835 
7445 

I P; 
0,9449 
0,9456 
0,9464 
0,9476 
0,9484 
0,9493 
0,9505 
0,9507 
0,9508 
0,9510 
·0,9516 
0,9517 
0,9526 
0,9529 
0,9530 
0,9530 
0,9528 
0,9521 
0,9514 
0,9502 
0,9491 

Kapital­
abfindung 

a i 
x 

fUr die 
Renten­
einheit 

11,5737 
11,5817 
11,5821 
11,5729 
11,5475 
11,5100 
11,4590 
11,3892 
11,3102 
11,2237 
11,1263 
11,0134 
10,8900 
10,7456 
10,5852 
10,4102 
10,2203 

I 10,0152 
9,7998 
9,5728 

,I 9,3376 
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Fortsetzung der TabeUe III. 
, 

I 
Wabrscbeinlicb· Kapital- Wabrscheinlich- Kapital-

Alter Anzahl der keit iiir einen abfindung 
Alter Amahl der kei t fiir einen abfindung 

Jahre lebenden Invaliden, das a i 
Jahre lebenden InvalideD, das a i 

Invaliden nachste Lebeos- '" Invaliden nachste Lebeos- '" 
jahr invalid zu fiir die jabr invalid zu fiir die 

Renten- Renten-
x Ii erleben p; einbeit x Ii erleben p; einheit 

'" '" 

I 

II 
, 

62 7066 0,9469 9,0923 79 1584 

I 
0,8497 4,5680 

63 6691 0,9450 8,8449 ,I 80 1346 0,8366 4,3459 
64 6323 0,9426 8,5921 

II 
81 1126 0,8259 4,1396 

65 5960 0,9406 8,3364 82 930 

I 

0,8108 3,9343 
66 5606 0,9381 8,0727 83 754 0,7965 3,7460 
67 5259 0,9359 7,8032 84 601 0,7837 3,5656 
68 4922 0,9328 7.5234 ~5 471 i 0,7686 3,3883 
69 4591 0,9288 7,2385 86 362 1 0,7541 3,2162 
70 4264 0,9245 6,9520 87 273 

I 
0,7399 3,0415 

71 3942 0,9193 6,6636 88 202 0,7228 2,8557 
I 

3624 0,9136 6,3761 89 

I 
146 1 0,7007 2,6573 72 

I 73 3311 0,9058 6,0903 90 102 I 0,6742 2,4553 
74 1 2999 0,8986 5,8166 91 69 0,6415 2,2266 
75 2695 0,8902 5,5475 92 44 I 0,5992 1,9909 
76 2399 0,8808 5,287.4 93 26 1 0,5404 1,7357 
77 2113 0,8708 5.0381 94 14 ! 0,4452 1,41~1 
78 1840 0,8609 4,7995 95 I 6 - 1 

Ta belle IV. 
Aktivititsordnung nach H. Zimmermann fiir das Nichtzugpersonal der 

Alter 
Jahre 

x 

20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
W 

deutschen Eisenbahnen mit den Werten D":, n:' (12), N'fj (12) und Sf} (12) bei einem Zins von 3'1.%. 
(VgI. S. 149ff.) 

Anzahl Ausgeschie'<iene Diskontierte Nai(12) = SO i (12) = 
der -

Inva- aktiv Zahlen der Dal(12) = Ie Ie 

lebenden 
lidi- Vere Aktiven '" D~(12)+ N'fj(12) + Aktiven 

sierte .torbene I 1(12) 11"'+1 - - ",ale+i D'Gi(12) + N'Gi(12)+ laa I", dao Doa ., 
'" '" ",+1 ... x+l .,. 

100000 21 907 50256,6 89,7375 66414,2740 12334087,8407 
99072 26 858 48106,5 109,4275 66324,5365 2267673,5667 
98188 32 813 46065,0 136,6372 66215,1090 12201349,0302 
97343 39 771 44124,2 162,7418 66078,4718 12135133,9212 
96533 45 736 42277,3 187.5986 65915,7300 2069055,4494-
95752 52 707 40517,2 211,0886 65728,1314 2003139,7194-
94993 59- 681 38836.7 236,8868 65517,0428 1937411,5880 
94253 67 660 37231,1 264,5171 65280,1560 1871894,5452 
93526 75 645 35694,6 289,8320 65015,6389/1806614,3892 
92806 79 636 34222,0 298,5782 64725,8069 1741598,7503 
92091 88 I 629 32810,0 326,2027 64427,2287 1676872,9434 

I 91374 103 627 31453,7 370,9019 64101,0260 i1612445,7147 
90644 119 637 30147,3 415,0201 63730,1241 11 548344,6887 
89888 140 645 28884,9 476,6852 63315,1040 1484614,5646 
89103 167 660 27664,3 550,7182 62838,4188 11421299,4606 
88276 194 676 26480,8 623,8966 62287,70061358461,0418 
87406 217 700 25333,1 676,5292 61 663,8040 ~1 296173,3412 

86489/ 244 718 24219,7 738,9718 60987,27481234509,5372 
85527 265 742 I 23140,4 779,0206 60248,3030 1173522,2624 
84520 288 759 22094,6 820,5455 59469,28241113273,9594 
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Fortsetzung der Tabelle IV . 
... - ~ 

Ausgeschiedene I I Anzahl I - I 
-- -

Alter der 
Diskontierte Na;(12) = 5" i (12) = 

x 
IIebenden Inva-I aktiv Zahlen der nai (12)= I - N~(12)+ 

Jahre IlI.ktiven lidi- Ver- Aktiven 
I a~12) x+! I 

D:i(12) + 

x - sierte storbene -
laa Ix daa Da" 

x x+! v D;;i(12) + 

I 
N;;i (12) + 

x x x x+l ... x+l ... 

40 83473 319 781 121083,0 878,8761 1 58648,7369 1053804,6770 
41 82373 360 796 120101,6 959,6254 57i69,8608 995155,9401 
42 81217 396 821 19149,3 1021,2387 56810,2354 937386,0793 
43 80000 443 844 18224,5 1102,9307 55788,9967 880575,8439 
44 78713 493 869 17324,9 1182.9078 54686,0660 824786.8472 
45 77 351 540 895 16449,4 1248,7497 53503,1582 770100,7812 
46 75916 585 932 15598,3 1302.7489 52254,4085 716597.6230 
47 74399 660 958 114769,7 1411,3646 50951,6596 664343,2145 
48 72781 747 985 113959.9 1532,5503 49540,2950 613391,5549 
49 71049 837 1024 [1 3 166,8 1647,0135 48007,7447 563851,2599 

50 69188 951 1055 12388,3 1793,3801 46360,7312 515843,5152 
51 67182 1081 1075 ,11622,4 1949,5167 44567,3511 469482,7840 
52 65026 1195 1099 1 10869,0 2059,4096 42617,8344 424915,4329 
53 62732 1302 1119 :10131,0 2139,4306 40558,4248 382297,5985 
54 60311 1431 1111 9410,61 2239,2588 38418,9942 341739,1737 
55 57769 1552 1107 : 8709,15 2307,9963 36179,7354 303320.1795 
56 55110 1686 1105 8027,32 2377,7679 33871,7391 267140,4441 
57 52319 1835 1089 7363,08 2450,3039 31493,9712 233268,7050 
58 49395 2010 1082 6716,50 2531,8396 29043,6673 201774,7338 
59 46303 2174 1083 6083,15 2589.0003 26511,8277 172731,0665 

60 43046 2336 1085 5464,01 i 2629,4078 23922,8274 146219,2388 
61 39625 2451 1063 4859,68 • 2580,8283 21293,4196 122296,4114 
62 36111 2542 1055 : 4278.96 I 2517,8781 18712,5913 101002,9918 
63 132514 2573 

I 
1020 I 3722,45 2390,2555 16194,7132 82290,4005 

64 128921 2549 971 13199,12 2217,3557 13804,4577 66095,6873 
65 

125401 2477 893 2714,74 2014,2819 11587,1020 52291,2296 
66 122031 2391 816 2274,95 1813,5203 9572,8201 40704,1276 
67 ,18824 2261 730 1878,06 1596,0055 7759,2998 31131,3075 
68 15833 2085 649 1526,23 1366,2115 6163,2943 23372,0077 
69 13099 1897 553 1219,98 1151,3814 4797,0828 17208,7134 

70 10649 1681 472 958,262 942,9661 3645,7014 12411,6306 
71 8496 1452 402 738,669 751,2300 2702,7353 8765,9292 
72 6642 1220 342 1 557,948 581,3534 1951.5053 6063,1939 
73 5080 978 287 I 412,305 . 428,1675 1370,1519 4111,6886 
74 3815 762 239 ! 

299,164 306,5048 941,9844 2741,5367 
75 2814 580 192 , 213,205 214,0218 635,4796 1799,5523 
76 2042 433 150 149,482 146,3450 421,4578 1164,0727 
77 1459 317 115 103,193 98,1902 275,1128 742,6149 
78 1027 228 85 70,1816 64,7015 176,9226 467,5021 
79 714 162 63 47,1423 41,9875 112,2211 290,5795 

80 489 113 45 31,1947 26,8046 70,2336 178,3584 
81 331 78 31 20,4014 16,8643 43,4290 108,1248 
82 222 53 23 13,2204 10,4954 26,5647 64,6958 
83 146 36 14 8,40047 6,4332 16,0693 38,1311 
84 96 24 10 5,33681 3,9588 9,6361 22,0618 
85 62 16 7 3,33014 2,4075 5,6773 12,4257 
86 39 11 4 2,02393 1,4401 3,2698 6,7484 
87 24 7 3 1,20337 0,8559 1,8297 3,4786 
88 

I 
14 5 2 0,67823 0,4989 0,9738 1;6489 

89 i 7 3 1 
I 

0,32765 0,2747 0,4749 

I 
0.6751 

90 I 3 2 1 , 0,1356 71 0,2002 0,2002 0,2002 
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Tabelle V. 

Werte ai"(12) z , 
I)Gw(12) 

z , NO: (12) und SO: (12) der Witwenversicherung nach 
II. Denkschrift der deutschen reichsgesetzIichen Angestelltenversicherung 

bei einem Zins von 3'/. oJ.. 
(Vgl. S. 175, 177 und 181). 

Alter· 
Dr;;, (12) S;;;;, (12) Jahre aiw (12) Naw (12) 

z z z z 

20 4,283969 92,5811 142995,5178 3838047,2049 
21 4,943890 202,8374 142902,9367 3695051,6871 
22 5,654218 413,2479 142700,0993 3552148,7504 
23 6,386888 770,5037 142286,8514 3409448,6511 
24 7,089637 1222,6408 141516,3477 3267161,7997 
25 7,716160 1702,3563 140293,7069 3125645,4520 
26 8,235913 2212,3261 138591,3506 2985351,7451 
27 8,616057 2652,7198 136379,0245 2846760,3945 
28 8,858051 2945,6382 133726,3047. 2710381,3700 
29 8,998041 3142,3520 130780,6665 2576655,0653 
30 9.059130 3284,4507 127638.3145 2445874.3988 
31 9,054628 3347,4024 124353,8638 2318236.0843 
32 9.010454 3436,1568 121006,4614 2193882.2205 
33 8.931502 3477.9056 117570,3046 2072875.7591 
34 8.827295 3537.2487 114092,3990 1955305.4545 
35 8.705371 3589,2551 110555,1503 1841213,0555 
36 8.565386 3651.8165 106965.8952 1730657,9052 
37 8.408941 3655,7378 103314.0787 1623692.0100 
38 8,247147 3656,0489 99658.3409 1520377.9313 
39 8.084890 3627.0338 96002,2920 1420719,5904 
40 7,914722 3621,6331 92375,2582 1324717,2984 
41 7.745493 3582.3253 88753.6251 1 232342.0402 
42 7.576069 3574,0050 85171,2998 1143588,4151 
43 7.403770 3558,6916 81597.2948 1058417.1153 
44 7,233493 3538,6670 78038.6032 976819.8205 
45 7.069534 3508.1348 74499.9362 898781.2173 
46 6,910140 3496.6182 70991.8014 824281,2811 
47 6.757537 3535,4680 67495.1832 753289.4797 
48 6.600438 3526.2181 63959.7152 685794.2965 
49 6,445092 3538.8914 60433,4971 621834,5813 
50 6,291172. 3539.3240 56894.6057 561401,0842 
51 6.140924 3522.0366 53355,2817 504506,4785 
52 5.997680 3483.7198 49833.2451 451151.1968 
53 5.859407 3420.2883 46349,5253 401317.9517 
54 5.732955 3317.1387 42929.2370 354968.4264 
55 5.615492 3265.1006 39612.0983 312039.1894 
56 5,490776 3168,4641 36346,9977 272427.0911 
57 5.374430 3060,0443 33178.5336 236080.0934 
58 5.265992 2989.8074 30118,4893 202901.5598 
59 5.163145 2914.3296 27128,6819 172783,0705 
60 5.067379 2875,6003 24214.3523 145654.3886 
61 4,960282 2745.7978 21338 .• 7520 121440,0363 
62 4,858999 2613,9582 18592.9542 100101.2843 
63 4,758387 2430.0996 15978.9960 81508.3301 
64 4,661540 2218,3603 13548.8964 65529.3341 
65· 4,567210 1974,9275 11330.5361 51980,4377 
66 4,479039 1750.3309 9355,6086 40649.9016 
67 4.396384 1539,6734 7605.2777 31294,2930 
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Fortsetzung der Tabelle V. 

Alter 
aiW (12) S;;, (12) Jahre Daw (12) Naw (12) 

x x x x x 

68 4,301789 1311,9171 6065,6043 23689,0153 
69 4,212137 1105,0105 4753,6872 17623,4110 
70 4,104589 902,1157 3648,6767 12869,7238 
71 3,999386 731,2716 2746,5610 9221,0471 
72 3,870783 572,2034 2015,2894 6474,4861 
73 3,741458 431,0192 1443,0860 4459,1967 
74 3,608776 317,2709 1012,0668 3016,1107 
75 3,476431 226,9481 694,7959 2004,0439 
76 3,344210 158,4189 467,8478 1309,2480 
77 3,212166 108,0740 309,4289 841,4002 
78 3,083963 72,3070 201,3549 531,9713 
79 2,963631 48,2406 129,0479 330,6164 
80 2,817520 30,9113 80,8073 201,5685 
81 2,678619 19,7854 49,8960 120,7612 
82 2,516138 12,2198 30,1106 70,8652 
83 2,362107 7,4648 17,8908 40,7546 
84 2,178754 4,4626 10,4260 22,8638 
85 2,010463 2,6719 5,9634 12,4378 
86 1,815072 1,5289 3,2915 6,4744 
87 1,634990 0,8818 1,7626 3,1829 
88 1,436752 0,4853 0,8808 1,4203 
89 1,255423 0,2515 0,3955 0,5395 
90 1,061340 0,1440 0,1440 0,1440 
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