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August Hertwig.

Geheimrat Professor Dr.-Ing. e. h. August Hertwig vollendete am 20. Mirz 1942 in gei-
stiger und korperlicher Frische sein siebzigstes Lebensjahr. Sein Geburtsort ist Miihlhausen
in Thiiringen, wo bemerkenswerterweise auch noch zwei andere der bedeutendsten Briicken-
bauer und Statiker ihre Schulzeit verlebten: August Robling (1806 bis 1869), der Schopfer
der ersten vollkommenen Kabelhéngebriicke in Amerika, und Hermann Zimmermann (1845
bis 1935), der Nachfolger Schwedlers als Betreuer des staatlichen Briickenbaues in Preufien.
Nach dem Besuch des Giymnasiums seiner Vaterstadt studierte Hertwig in Berlin zunschst
kurze Zeit Architektur und dann Bauingenieurwesen. 1894 wurde er Regierungsbaufiihrer
und 1898 Regierungsbaumeister. In dieser Zeit, die er zu einem groBen Teil im Oldenburger
Land verbrachte, war er iiberwiegend als Briickenbauer titig. Danach wurde ihm die be-
deutsame Aufgabe iibertragen, Entwurf und Ausfiihrung der groBen Gewachshiuser fiir
die Neuanlage des Botanischen Gartens in Berlin-Dahlem durchzufiihren. Hier hatte er
erstmals Gelegenheit, seine schopferische Begabung zu offenbaren: er bereicherte die Theorie
des rdumlichen Fachwerkes um eine neue Form statisch bestimmter Netzwerkkuppeln, die
den bei diesem Bau gestellten Bedingungen besser gerecht wurde als die bis dahin bekannten
Tragwerksformen.

Seiner Neigung zum Lehren und Mitteilen folgend, betétigte er sich gleichzeitig als As-
sistent an der Technischen Hochschule in Berlin bei Hauck (Darstellende Geometrie), Brandt
(Eisenkonstruktionen des Hochbaues) und Miiller-Breslau (Statik). Im Jahre 1902 wurde
Hertwig nach Aachen berufen, wo er etwas spiter auch noch den Eisenbau iibernahm.
Er entfaltete hier neben seiner vorbildlichen Lehrtétigkeit eine umfangreiche For-
schungstatigkeit. Schon in dieser Zeit entstand ein groBer Teil seiner Abhandlungen, die in
dem angefiigten Verzeichnis zusammengestellt sind. Aber auch als Gutachter war er von
den Behorden und der benachbarten rheinischen Industrie hoch geschitzt; seine Mitarbeit
am ,,Deutschen Normalprofilbuch fiir Walzeisen‘* fallt ebenfalls in diese Zeit. Zweimal be-
rief ihn das Vertrauen seiner Kollegen zum Rektoramt, 1909—1911 und in der Kriegszeit
1915—1917. Als Stadtverordneter stellte er seine Arbeitskraft dem Gemeinwohl zur Verfiigung,
besonders in der schweren Zeit der Rheinlandbesetzung konnte er der Stadtgemeinde wie
der Hochschule durch mannhaftes Eintreten fiir die deutschen Interessen wertvolle Dienste
leisten.

Das Jahr 1924 brachte eine Wende: Hertwig wurde als wahrhaft wiirdiger Nachfolger
des emeritierten Altmeisters Miiller-Breslau an die Technische Hochschule Berlin berufen,
wo er noch volle dreizehn Jahre eine Tatigkeit ausiibte, deren Umfang und Vielseitigkeit
ganz ungewohnlich war. Die wissenschaftliche Vorbereitung der jungen Baureferendare, die
ihm immer besonders am Herzen lag, half er als Mitglied des technischen Oberpriifungsamtes
seit 1926 fordern. Im gleichen Sinne konnte er sich seit 1936 als Mitglied des Reichspriifungs-
amtes fiir hohere technische Verwaltungsbeamte einsetzen. Im Jahre 1926 wurde er auch
zum Mitglied der Akademie des Bauwesens ernannt und die Technische Hochschule Darmstadt
verlieh ihm die Wiirde eines Dr.-Ing. ehrenhalber. :

Die neue Wissenschaft der Bodenmechanik, der er sich in seiner Berliner Zeit besonders
widmete, hat er grundlegend bereichert. In der ,,Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Boden-
mechanik® fithrt er seit 1928 den ArbeitsausschuB.

Hertwigs iiberragende Verdienste liegen auf dem Gebiet der Berechnung hochgradig
statisch unbestimmter Systeme. Hier verdanken wir ihm vor allem eine umfassende statische
Deutung der mathematischen Erscheinungsformen, wodurch die Fehlerempfindlichkeit der
Elastizitatsgleichungen eine anschauliche und erschopfende Erklarung fand. Fiir die Praxis
ergaben sich dadurch leichtmogliche Kriterien fiir die zweckmaBige Wahl der statisch iiber-
zéhligen Groflen. Die klaren Gedanken seiner tiefgriindigen Arbeiten wurzeln in einer zuver-
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lassigen physikalischen Grundlage und sind mathematisch meisterhaft formuliert. Diese Vor- -
ziige geben seinen Arbeiten ihr besonderes Geprige; aus ihnen strémte aber auch die Frische
und Lebendigkeit, die wir an Hertwig besonders schitzen. Von seiner souverinen Beherr-
schung der Baustatik zeugt auch die aufschluBreiche Abhandlung iiber den Dualismus zwischen
der KréiftegroBen- und der neueren ForminderungsgroBen-Methode. Die Ergebnisse seiner
Untersuchungen — sei es nun das bekannte Hertwigsche Verfahren zur Auflosung der Elasti-
zitétsgleichungen durch Reihenentwicklung, oder sei es etwa seine Formel zur Feststellung der
Fehlerempfindlichkeit eines Gleichungssystems — sind allgemein anerkannte und unentbehr-
liche Bestandteile der Grundlagen unserer Baustatik geworden. Stets fiihrt die Vertiefung
statischer Kenntnisse auch auf die Hertwigschen Arbeiten, deren erzieherische Wirkung ge-
rade in den besonders wertvollen Abhandlungen und Dissertationen unseres Fachgebietes
unverkennbar ist.

Nie erlahmte sein Forschergeist! So ist es wohl versténdlich, daB Hertwig nicht abseits
stand, als in jiingerer Zeit die Schweiitechnik im Stahlbau eingefiihrt wurde.. Er beschaftigte
sich mit dem Krafteverlauf in den Stirn- und Flankenkehlnihten — woriiber er in einem
seiner beliebten Vortrige zur wissenschaftlichen Tagung des Deutschen Stahlbau-Verbandes
im Jahre 1933 berichtete — und lief in der von ihm geleiteten Versuchsanstalt fiir Statik
auch geschweiflite Konstruktionselemente untersuchen. Seine versuchstechnischen Arbeiten im
Stahlbau erstreckten sich im iibrigen vor allem auf Nietverbindungen und Druckstéibe.

Vom Generalinspektor fiir das deutsche StraBenwesen und vom Generalbauinspektor fiir
die Reichshauptstadt wurde er zur Bewiltigung besonders schwieriger statischer Aufgaben
herangezogen. Dieser Zusammenarbeit entstammen die Aufsitze iiber weitgespannte Hange-
briicken und die nicht verdffentlichten Arbeiten iiber Massivkuppeln. Fiir die Reichsbahn
untersuchte er in jiingster Zeit das statische Verhalten mehrteiliger Fachwerke mit biegungs-
steifen Gurtungen in Abhangigkeit von ihrer Ausfachungsart.

Fiir die fiihrenden Baubehorden war er auch als Baugrundforscher tatig. Insbesondere
beim Bau der Reichsautobahnen konnten seine Vorschlige zur Bodenuntersuchung und
Bodenverdichtung verwirklicht werden; hat doch Hertwig erstmals die grundlegenden Be-
ziehungen zwischen den Schwingungserscheinungen des Bodens und dessen Elastizitits- so-
wie Festigkeitszahlen untersucht. Auch an diesen Abhandlungen besticht die mathematische
Gewandtheit. Nach seiner Emeritierung wirkte er auch in groBerem Umfange als gericht-
licher Gutachter fiir die Beurteilung von Gebiudeschéiden, die durch Grundwasserabsenkung
entstehen.

In der Aufgeschlossenheit seines Wesens fiir alle Kulturprobleme liegt es begriindet, daf
sich Hertwig mit der Arbeit auf seinem engeren Fachgebiet nicht begniigen konnte. Schon
immer hatte ihn die Geschichte der Technik angezogen; Beitrage zur Geschichte der Ge-
wolbe, des deutschen Eisenbriickenbaues, der StraBenbautechnik und zur Geschichte der
Statik im 19. Jahrhundert sind die Friichte dieser Tatigkeit. Eine auch stilistisch besonders
gut gelungene Biographie Joh. Wilh. Schwedlers, zu dessen 100. Geburtstag im Auftrag der
Akademie des Bauwesens herausgegeben, soll die Erinnerung an den Altmeister des nord-
deutschen Eisenbriicken- und Hochbaues wachhalten; wahrhaftig ein Buch, so recht geeignet,
in der Jugend Ehrfurcht und Begeisterung zu wecken und den riickschauenden Ingenieur
mit Stolz auf sein Fachgebiet zu erfiillen.

Seinen Gedanken iiber die Stellung der Technik in der Kultur hatte er bereits in einer
Aachener Rektoratsrede Ausdruck gegeben. Anregungen, um den besten Weg fiir die Aus-
bildung der jungen Techniker zu finden, sind in der Schrift ,,Zur Hochschulreform* nieder-
gelegt. Dabei war ihm stets bewuBt, daB das persénliche Beispiel des Lehrers — dessen
Verhiltnis zu den Studiérenden — wichtiger ist als alle organisatorischen MaBnahmen.
Immer hilfsbereit mit Auskunft und Rat, hielt er Sonder- und Doppelvortrige, die oft
mit grofen Opfern an Zeit und Bequemlichkeit verbunden waren. Zahlreiche Ingenieure,
die in Aachen und Berlin studiert haben, werden ihres verehrten Lehrers an seinem Ehren-
tage in Liebe und Dankbarkeit gedenken. DaB ihm auch eine stattliche Anzahl: fithren-

der Statiker des Flugzeugbaues ihre wissenschaftliche Ausbildung verdankt, sei nur neben-
bei erwahnt.
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Auf vielen Gebieten zu Hause, ein sehr guter, temperamentvoller Redner, stets bereit,
Zeit und Kraft in den Dienst der Allgemeinheit zu stellen, war er der gesuchte Leiter von
Fachausschiissen, des Deutschen Luftfahrzeugausschusses (1927), der Deutschen Gesellschaft
fiir Bauwesen (1935), der Fachgruppe fiir Festigkeitsfragen in der Lilienthal-Gesellschaft u. a.
Seit dem Ableben Schapers fithrt Hertwig auch den Deutschen AusschuB fiir Stahlbau.

Als gerichtlicher Gutachter bei Bauunfillen hat er oft die schwierige Aufgabe gemeistert,
den Richtern das Wesen technisch-wissenschaftlicher Probleme nahezubringen und zu einer
gerechteren Beurteilung schwieriger Ingenieurarbeiten beizutragen.

Eine solche erfolgreiche Ausstrahlung des beruflichen Wirkens hat natiirlich starke Per-
sonlichkeitswerte zur Voraussetzung. In der Tat hinterlat Hertwig wohl auf jeden, der mit
ihm in nahere Beriihrung kommt, einen tiefen und nachhaltigen Eindruck, der vor allem
auf der Lauterkeit, Bescheidenheit und Natiirlichkeit seines Wesens beruht, dem jede Pose
und Eitelkeit fremd ist. Allen Tagesfragen zugingig, zum Aufnehmen und Lernen immer
ebenso bereit wie zum Mitteilen und Weitergeben, voll Ehrfurcht vor den Leistungen
der Vater, mit wohlwollendem und férderndem Verstindnis fiir den Vorwartsdrang der
Jugend, ist August Hertwig einer der wissenschaftlichen Techniker, die dem Vorbild nahe-
kommen, das dem geistigen Deutschen der Weise von Weimar bedeutet. Als ihm vom
Fithrer des Deutschen Volkes an seinem siebzigsten Geburtstage die Goethemedaille fiir
Kunst und Wissenschaft verliehen wurde, hat diese hochste Ehrung eines der ihrigen die
ganze deutsche Fachwelt mit freudiger Genugtuung erfiillt.

Ein engerer Kreis von Fachgenossen wollte die Gelegenheit nicht voriibergehen lassen,
in der vorliegenden Schrift eine bleibende Erinnerung an diesen bedeutungsvollen Tag zu
schaffen. Wenn dieser kurzfristig gefalite Entschlu3 trotz Krieg verwirklicht werden konnte,
so verdankt dies die Fachwelt vor allem auch dem Deutschen Stahlbau-Verband, der gern
und freudig eines der von ihm herausgegebenen Forschungshefte hierfiir bereitstellte und
auf diese Weise zugleich einen Teil seines Dankes an Hertwig als dem langjahrigen Ordi-
narius fiir Stahlbau und dem ersten Schriftleiter der Zeitschrift ,,Der Stahlbau‘‘ abstatten
mochte.

Den Mitarbeitern an dieser Schrift gilt ebenfalls unser Dank, nicht zuletzt auch dafiir,
daB sie vielfach trotz kriegswichtiger Tatigkeit in so kurzer Zeit ihre Beitrige zur Verfiigung
stellten. Manch einer ist zu seinem Bedauern durch solche Tatigkeit verhindert worden, an
dieser Ehrung teilzunehmen. SchlieBlich gebiihrt aber unser besonderer Dank auch dem
Verlag, der sich trotz der Ungunst der Zeit eine sorgfiltige und wiirdige Ausstattung der
Schrift hat angelegen sein lassen.

Mitten in dem gewaltigen Ringen um GroB8deutschlands Freiheit und Lebensraum er-
schienen, soll die Schrift auch Zeugnis ablegen fiir den Fortgang der geistigen Arbeit in der
Heimat. Sie will durch die Ehrung eines Mannes, der sich als Gelehrter wie als Mensch vor-
bildlich bewéahrt hat, zugleich dem wissenschaftlichen Nachwuchs dienen; nicht zuletzt sei
sie aber auch der Ausdruck der herzlichen Gliickwiinsche unserer Fachwelt fiir den Jubilar,

der noch recht lange in seiner bewunderungswiirdigen Riistigkeit als verpflichtendes Vor-
bild unter uns weilen moge.

K. Pohl. K. Kléppel.
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Verformung und statische Funktionen sowie Eigenschwingungen
unserer Tragsysteme.

Von W. Blick, Diisseldorf-Benrath.

Mit 7 Abbildungen.

Fiir die genaue Ermittelung der Beanspruchungen unserer Tragwerke ist es erforderlich,
ihre durch die jeweilige Belastung hervorgerufene Verformung zu beriicksichtigen. Wahrend
es zuldssig ist, fiir kleinere Bauwerke diese Verformung im Berechnungsgang zu vernach-
lassigen, so ist es doch gerade fiir die sichere und wirtschaftliche Gestaltung der Tragwerke
des Grofbriickenbaues und auch grofer und schlanker Konstruktionen des Kran- und Hoch-
baues — besonders bei Verwendung hochwertiger Baustihle — unbedingt notwendig, den
Forménderungen bei der Bestimmung der inneren Kréafte Rechnung zu tragen. Dabei kann
man keine allgemeinen EinfluBlinien verwenden, weil Proportionalitit zwischen Belastung
einerseits und Beanspruchung und Verformung anderer-
seits nicht mehr besteht und demgema3 das Superpositions- G
gesetz, das nur mit dem Vorhandensein von linearen Be-
ziehungen verkniipft ist, seine Giiltigkeit verliertl. Man G 5 o0
erhilt vielmehr die statischen Funktionen aus den Gleich- /‘99(}\1\ s
gewichtszustanden der infolge vorgegebener Belastungen A
und gegebenenfalls thermischer Einfliisse verformten Trag-
werke, also in Abhéngigkeit von Winkeldnderungen oder
Verschiebungen der Stibe oder Knotenpunkte, die zu den
Belastungen, den Stabquerschnitten oder der Steifigkeit .J
in funktionaler Beziehung stehen. Bei Anwendung der
Verformungstheorie miissen daher die Querschnitte der
einzelnen Bauglieder eines Tragsystems bekannt sein. . Abb. 1.

Ihre GroBle bzw. ihr Verhéltnis zueinander hat daher —

auch bei an und fiir sich statisch bestimmten Systemen — entscheidenden Einfluf3 auf die
wirklichen Krafte, wie andererseits Temperatureinfliisse infolge ihrer formandernden Wir-
kung von Bedeutung sind besonders im Zusammenwirken mit hoheren Belastungen.

Die Beriicksichtigung der Verformung zeigt nun Auswirkungen in dreifacher Hinsicht,
die wieder fiir die grundsétzlich in Balken, Bogen bzw. Systeme mit Momenten und Normal-
kraften und Héngesysteme einzuteilenden Tragwerke verschieden sind. Und zwar handelt
es sich um die Beeinflussung der statischen GroBen und als Folge davon um die mit der
entsprechenden Bemessung der Bauwerksglieder zusammenhingende Verinderung der
Massen und Steifigkeit, die wiederum auf die dynamischen Eigenschaften und die Eigen-
frequenzen der Tragsysteme einwirkt.

Bei Berticksichtigung der Verformung ergibt sich am gegliederten Balken unter den Be-
lastungszustédnden der standigen Last allein oder im Zusammenwirken mit der Verkehrslast,
wenn diesen Zustdnden nach Abb. 1 die Knotenlasten @ und G 4~ P, die Stabkrifte S, und
S, + 8, sowie die Stabneigungswinkel « und « -+ A« zugeordnet sind, fiir das Gleichgewicht

Zustand I
G+F Syt8p,0t+Aee

! Nach Krabbe: Beitrag zur Verformungstheorie unter Verwendung von EinfluBlinien. Stahlbau 1939, Heft 10,
ist es jedoch méglich, mit EinfluBlinien — allerdings im nicht iiblichen Sinne — zu arbeiten, fiir deren Ermittelung
das unter der in Frage kommenden Belastung verformte System zugrunde gelegt werden muB. Diese Linien gelten
nur fiir einen Lastfall, geben aber bei der zugrunde gelegten Gesamtbelastung den EinfluB jeder Einzellast dieser
Gesamtbelastung richtig an.

Stahlbau-Forschungsheft 6. 1
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an den Knotenpunkten bei Zerlegung der Stabkrafte des Zustandes II im Verschiebungs-
zustand &,  nach den Stabachsen des Ursprungssystems und rechtwinklig dazu die Beziehung

(1) 3@, +8,) 4o+ 38,4+ 3P =0,

in der die bekannten Komponentengleichungen fiir die Knotenpunkte enthalten sind.
Die quergestrichenen Grofen sind dabei als gerichtete Grofen angenommen; auferdem
ist mit Riicksicht auf die Kleinheit von A« eingefiihrt

cosda =1, sindoa=Aa.

Da bei weitgespannten Tragerbriicken S, nur ein Bruchteil von S, ist, kann zur angenéherten
Untersuchung des Einflusses der Verformung entweder §, vernachlssigt oder durch einen
Faktor @ = 1 4 ¢ beriicksichtigt werden, in dem das Verhaltnis der stindigen Last zur
Verkehrslast ¢ = p/g zum Ausdruck kommt.- Unter Beriicksichtigung von ¢ geht Glei-
chung (1) iiber in '

(2) a 38,40+ 38,4+ SP=0.

In dem ersten Gliede von Gleichung (2), das in der gewohnlichen Theorie des Fachwerks
nicht erscheint, kommt im wesentlichen die Systemverformung zum Ausdruck, die bei den
Bogen und den im Widerlager verankerten Héngebriicken mit der Durchbiegung 7, infolge
Verkehrslast und Temperatur fiir die Momente am Bogen bzw. Versteifungstrager durch
ein zusitzliches Moment M, = f(H, »,) gegeben ist. Bezeichnet H = H,,,,; die Hori-
zontalkomponente der Bogen-Normalkraft oder der Kabelkraft aus standiger Last, Verkehrs-
last und thermischer Einflisse, so erhalt man bei Vernachlissigung waagerechter Verschie-
bungen fiir das Moment am Bogen die Beziehung

wahrend sich fiir den Versteifungstrager der Hangebriicke ergibt

Darin bedeutet M, das Moment am Tragsystem ausschlieflich des Beitrages von H, das
beim einfach unbestimmten System zum Moment M, am bestimmten Hauptsystem wird.
Fiir die Querkrafte lassen sich entsprechende Ausdriicke ermitteln.

Die in Abweichung von der Naherungstheorie sich ergebenden Verformungsglieder S, 4o
bzw. -+ Hn, hingen in erster Linie von der stindigen Last ab, da diese schon bei mittleren
Stiitzweiten die Verkehrslast ganz betrichtlich iiberschreitet. Fiir StraBenbriicken erreicht
sie bei den gegenwirtig giiltigen Verkehrslasten schon bei 300 m Stiitzweite etwa das Vier-
fache und steigert sich bei Vergroferung der Stiitzweite auf ungefihr 1000 m etwa auf das
Sechsfache der Verkehrslast. Weiterhin sind naturgemif die Steifigkeit und das Pfeilverhalt-
nis f:1 bestimmend fiir die Verformungsglieder und damit fiir die wirkliche GroBe der sta-
tischen Funktionen. Bei vorgegebener Stiitzweite wird der Einfluf der Verformungsglieder
mit abnehmender Steifigkeit und steigendem Verhaltnis ¢ = p/g groéBer, wie er sich anderer-
seits mit zunehmender Stiitzweite infolge der groBeren Nachgiebigkeit der Systeme ver-
grofert.

Fiir die Balkentrager bringt die genauere Berechnung keine wesentlichen Veranderungen
der statischen Groflen, da die Drehwinkel Aw relativ sehr klein sind. Selbst bei der gegen-
whrtig groBten Triagerbriicke, der neuen StraBenbriicke iiber den Rhein zwischen Duisburg
und Rheinhausen, mit deren Ausfithrung der Verfasser betraut war; erhalten die Stabkrifte
durch die auftretende .Systemverformung nur Veranderungen bis zu 1,50 %. Das Verhaltnis ¢
betragt bei dieser Briicke mit Haupttragern auf drei Stiitzen mit der verhiltnismiBig
groen Hohe von 24,0 m in der Schiffahrtsoffnung von 255,75 m Stiitzweite ¢ = 0,322 und
in der Seitenoffnung von 153,45 m ¢ = 0,394. Uber die groBten bei Balkenbriicken iiber-
haupt auftretenden Forménderungen und Werte A« erhilt man AufschluB bei Betrachtung
des unter Vollbelastung stehenden Balkens unter Beriicksichtigung der einzuhaltenden groB-
ten zulissigen Durchbiegungen nach den amtlichen Berechnungsvorschriften. Fiir den Trapez-
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trager auf zwei Stiitzen erhalt man z. B. unter der iiblichen Annahme einer parabolischen
Biegelinie aus Verkehrslast mit dem Scheitelwert #,, der fiir StraBenbriicken 7/600 und fiir
Eisenbahnbriicken 7/900 betragt, nach Abb.2 einen groften Drehwinkel der Gurtung

AocG<4—ln—s, also fiir StraBenbriicken < %6 und fiir Eisenbahnbriicken <§;—5, da der

Endgurtstab nicht ganz in die Richtung der Tangente an die Biegelinie fallt. Der Drehwinkel
fiir die Enddiagonale richtet sich nun nach ihrem Neigungswinkel bzw. nach der Hohe des
Trigers und ermittelt sich unter Einfilhrung gleicher Senkungen 7, fiir den unteren und
-oberen Knotenpunkt im Punkt I bei den Grenzlagen unter o = 60° bzw. 45° zu

. . T 1
dop = g5 —T73ay, PEV- si o

Vernachlassigt man im Nenner dieser .Ausdriicke die verhaltnismafBig kleinen #-Glieder,

so erhilt man unter Beachtung der Beziehung ; <150 (225> fiir die Enddiagonalen Dreh-
winkelwerte von < 6(1)0 (ﬁ) bis < g5 ( 4;()) fiir = b -

die angenommenen Neigungswinkel. (Die Klam- A“ﬂf}'/\( ﬁ\

merwerte gelten fiir Eisenbahnbriicken.) Die grofite o2 7s

Verinderung der Tragerhohe betrigt ~ to55. Alle I Aot 7

Drehwinkel nehmen nach der Mitte des Trigers | L

zuo nach Null hin' ab. Bei der Kleinheit der ' Abb. 2.

Drehwinkel ist es auch bei den groften Balken-
briicken zuldssig, der Berechnung die unverénderte Form zugrunde zu legen.

Wesentlich fiihlbarer wirken sich jedoch die Formanderungen bei den Bogen und hier
insbesondere bei den Dreigelenk-Bogen aus, die infolge ihres Scheitelgelenkes nur geringe
Biegesteifigkeit besitzen und im Vergleich zu den iibrigen Bogentrigern relativ weich sind.

Wahrend bei diesen Dreigelenkbogentragern als Haupttrager von Bogenbriicken haupt-
sachlich groBe vertikale Bewegungen des Scheitelgelenkes auftreten, lassen sich bei dem
bekannten Dreigelenk-Portalkran, nach Abb. 3,
der bei der Aufstellung von Stahlbauwerken und
mit gewisser Abwandlung im Kranbau Verwen-
dung findet, verhaltnismaflig groBle horizontale
Verschlebungen des Gelenkes a selbst bei reiner
Vertikalbelastung feststellen. Wiirde man nun
ohne Riicksicht auf diese Formanderungen dimen-
sionieren, so wiirden die Horizontalbewegungen
des Gelenkes ¢ im Betriebszustande unter Wir-
kung von Horizontalkraften - unter Umstanden — ——umverformtes Sysfemn
sehr gefahrlich werden konnen. Im iibrigen tritt Abb. 3.
bei diesem Tragsystem die Wirkung der Verfor-
mung am statisch bestimmten System sehr deutlich in Erscheinung. Bei einer Belastung
des Riegels mit einer vertikalen Last P ermittelt die iibliche Berechnungsweise senkrechte
Auflagerdriicke und keine Horizontalschiibe. In Wirklichkeit tritt jedoch eine endliche
waagerechte Bewegung J des Gelenkes a ein' (streng genommen eine Drehung), die eine
Schriagstellung der Stittzen um A« und damit das Auftreten von Horizontalkraften an den
Fuligelenken zur Folge hat. Der Riegel erhalt zusatzlich Momente aus dem Horizontalschub.
Die horizontale Bewegung o 1aBt sich entsprechend der Bestimmung des Gleichgewichts-
zustandes durch schrittweise Anndherung als Folge

(5) 5= 8,4 546,
i=0

darstellen. Hierbei ist ¢, die Verschiebungsgrofe fiir den unverformten Ausgangszustand, wih-

rend die iibrigen Verschiebungen sich aus dem jeweils vorhergehenden, noch nicht end-

giltigen Verformungs- und Kraftezustand als Zusatzgroflen ergeben. Die Reihe kann man -
*
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sehr bald abbrechen; es geniigt die Ermittelung von hochstens 2 bis 3 Gliedern. Die sta-
tischen Groffen und die Werte 40, ergeben sich in Abhingigkeit von den Deformationen
bzw. deren Potenzen. Man findet z. B. fiir die Komponenten der Auflagerkrifte

0 PP )

wenn cos Ao = 1, also hcos Aa ~ h gesetzt wird.
Die zusatzlichen Momente fiir den Riegel sind gegeben durch

(7) M, — P( +6;).

Nimmt man fiir den Riegel EJ = konst an, so bestimmt sich fiir mittige Belastung mit P
bei Vernachlassigung des Einflusses der Normalkrifte die Horizontalverschiebung des Ge-
lenkes a zu

i Phi?
(8) 6():@.

Mit J—lf » = k(—[—(—s—l}—L (Moment inf. H° =1 im Verformungszustand d,) findet man

(9) A6, = <lll+8060+l+062+l;-lzc63>

Aus den Gleichungen (8) und (9) leitet sich fiir die ersten beiden Glieder der Folge nach (5)
die Beziehung ab

(10) 8o+ A0 =11 (ag + 0y 0 + 0303 + a3 53) .

2
Hierin ist qp = Ilg , wahrend die Beiwerte a, , 5 der Grofen 04 aus Gleichung (9) hervorgehen.

Eine Fortsetzung der Reihe ist nicht erforderlich. Beim Zusammenwirken des behandelten
Belastungszustandes mit den Belastungszustinden der stindigen Last, Bremskrifte und
‘Windbelastung, die streng genommen nicht getrennt untersucht werden kénnen, lassen sich
entsprechende Beziehungen fir die statischen Grofen aufstellen. Der EinfluB der Form-
anderungen auf die Momente ist nicht sehr gro. Es ist jedoch wichtig, die gesamten Ver-
schiebungen fiir alle Belastungen festzustellen und diese dann durch entsprechende Wahl
des Riegelquerschnittes zur Vermeidung von Schwingungserscheinungen zu reduzieren.
Fir ein Rechnungsbeispiel ist gewahlt:

h=30,0m; l=350m; C=4,0m; vy P =12t (yp = StoBbeiwert); EJ = 157500 tm?2.
Damit ist

12- 30 - 352
a0 16157500 0175111
_ 12-30 (38532 ,__ , 3
A= fizn (g 0175 4 50,1758 + 500, 175%) = 0,0035 m,
12 70,175 0,0307
H = 12(%170 1 080T _ 0,035 t; M, = 1,032 tm; M, = 105 tm,

M, + AM =105 + 0,5-1,0632 = 105,53 tm; AM = 0,5%.

Der grofite Verschiebungswert des Gelenkes a aus allen Belastungseinfliissen betragt bei den
gewahlten Querschnitten, deren Beanspruchungen die zuléssigen Grenzen keineswegs iiber-
schreiten, etwa 0,50 m. Dieser Wert miite im Interesse der Sicherheit unbedingt verkleinert
werden.

Bei den Bogentrigern vergroflert sich nach Gleichung (3) wegen des positiven Zusatz-
momentes die statische Funktion M. Im gleichen Sinne verindern sich die GréBen N
und @. Dadurch wird nach den eingehenden Untersuchungen von Fritz!, denen Arbeiten

1 Fritz, B.: Theorie und Berechnung vollwandiger Bogentriger bei Beriicksichtigung des Einflusses der System-
verformung. Berlin 1934.
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von Engesser!, Melan? Miiller-Breslau® und Kasarnowsky? voraufgingen, z. B. fiir
einen Bogentriger von 212,0 m Spannweite bei f/l = 75 mit abnehmendem Grade der
statischen Unbestimmtheit (» = Anzahl der Unbekannten = 3, 2, 1 und 0) an den ungiin-
stigsten Stellen eine Erhshung der Randspannungen von 8,3% bis 61,7% hervorgerufen.
Diesen Berechnungen liegen zugrunde:

Die Bogenquerschnittswerte J = 0,460 m%, W = 0,358 m3 und ¥ = 0,319 m? und ferner
die Belastungswerte g = 8,80 t/m, p = 4,20 t/m und ¢ = p/g = 0,477.

Dem praktisch wichtigsten Bogentriger, dem Zweigelenkbogen ist nach den vorerwahnten
Untersuchungen ein Spannungszuwachs von Ad¢ = 0,489 t/em? oder 27% zugeordnet bei
einer Vergleichsspannung von 1,817 t/ecm? fiir das nichtverformte System. Wird nun dieser
Zweigelenkbogen nach der genaueren Theorie unter Einhaltung der dem Stahl 48 entsprechen-
den Vergleichsspannung bemessen, so andern sich naturgemaf3 die GroSen J und ¢ und damit
die Abweichungen von der Naherungstheorie, die bei der Wahl von St.52 entsprechend
der hoheren zulissigen Beanspruchung eine weitere Verdnderung erfabren wiirden. Fir das
Moment im Bogenviertel bei stdndiger Last und halbseitiger Verkehrslast ergeben sich die
nachfolgend zusammengestellten Werte.

Berech- Querschnittswerte Belastungswerte ‘Ao gegeniiber 1
nungsart | J (m%)/W (m3) | F(m? | gt/m l ptim | ¢ N (t) M (tm) |ot/em®| t/em® | %

I* 0,460 0,358 0,319 8,80 4,20 0,477 | —2923,0 | 32229 1,817 — —

II* 0,460 0,358 0,319 .| 8,80 4,20 0,477 | — 2946,0 | 4956,5 2,306 | 0,489 | 427

I 0,582 0,451 0,404 | 9,80 4,20 0,429 | — 3127,1 | 3250,0 1,510 — —
II 0,582 0,451 0,404 | 9,80 4,20 0,429 | — 3214,7 | 4492,8 1,792 | 0,282 | 4 18,6

* I = Naherungsrechnung; II = Genauere Berechnung.

Es ist aus dieser Zusammenstellung zunéchst erkennbar, daB der Bogenquerschnitt und
damit sein Tréigheitsmoment ganz betrichtlich, und zwar bei Einhaltung der Trigerhche
um rd. 26,5% vergroBert werden mufl. Als Folge hiervon ergibt sich eine Erhohung der
stdndigen Belastung um 11,36 %5. Dariiber hinaus aber kann man allgemein aus den gewon-
nenen’ Ergebnissen herleiten, dall bei vorgegebener Stiitzweite mit der Erhohung des Trig-
heitsmomentes, die mit fallendem ¢ verbunden ist, die Unterschiede zwischen den Ergeb-
nissen der Annaherungsrechnung und der genaueren Berechnung kleiner werden. :

Diese Folgerung besitzt auch Giiltigkeit fiir verankerte Hangebriicken, denn auch hier
hat eine wachsende Steifigkeit des Versteifungstragers oder eine Verstiarkung des Hinge-
organes, wie sie bei Verwendung weniger hochwertigen Kabelmateriales oder bei der Flach-
stahlkette gegeben ist, eine geringere Systemnachgiebigkeit und bei entsprechend kleineren
Forménderungen eine geringere Abweichung -von den Rechnungsergebnissen der EinfluB-
linientheorie zur Folge. Die Systemverformungen beeinflussen allerdings die statischen
Groen M, @ und H im giinstigen Sinne, denn durch das negative Verformungsglied — Hz,
der Gleichung (4) werden die Momente fast ebenso verkleinert wie es bei den Querkraften
durch das subtraktive Glied H-A tg ¢, der Fall ist. Die Veranderung von H ist jedoch nur
gering. Als Folge der Momentenabnahme ergibt sich auBerdem eine ganz wesentliche Ver-

! Engesser, Fr.: Uber den EinfluB der Formanderungen auf den Kréfteplan statisch bestimmter Systeme,
insbesondere Dreigelenkbogen. Z. Architektur und Ingenieurwes. 1903 S.178.

2 Melan, J.: a) Zur Bestimmung der Spannungen in den durch einen geraden Balken mit Mittelgelenk ver-
steiften Hangetragern. Z. 6st. Ing.- und Archit.-Ver. 1900 8. 553. — b) Die Ermittelung der Spannungen im Drei-
gelenkbogen und in dem durch einen geraden Balken mit Mittelgelenk versteiften Hingetriger mit Beriicksichti-
gung seiner Forménderung. Ost. Wschr. &ffentl. Baudienst 1903 S.438. — c) Genauere Theorie des Zweigelenk-
bogens mit Beriicksichtigung der durch die Belastung erzeugten Forménderung. Handbuch d. Ingenieurwiss. 1906.
Bd.2. 5. Abtlg. Kap. XII. — d) Der biegsame eingespannte Bogen. Bauingenieur 1925 Heft 4. _

8 Miller-Breslau, H.: Der Einfluf der Forménderungen auf die Biegungsmomente und den Horizontal-
schub. Die graph. Statik der Baukonstr. 1908. Bd. 2. 2. Abtlg. 1. Aufl. 8. 529. ’

* Kasarnowsky, S.: Beitrag zur Theorie weitgespannter Briickenbogen mit Kampfergelenken. Stahlbau
1931 Heft 6. ' : :

® Eine wesentliche Verdnderung der Tréigerhhe, die naturgemaB nur eine geringere Gewichtserhthung nach
sich zieht, wird man mit Riicksicht auf die #sthetische Gestaltung des Bauwerkes kaum vornehmen. :
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ringerung der Durchbiegung des Versteifungstrigers gegeniiber der Naherungstheorie. Fiir
ein Bauwerk von 364 m Stiitzweite zeigen sich Unterschiede bis zu 50 %?*.

Wiahrend es bei den Bogenbriicken ein Gebot der Sicherheit ist, die Systemverformung
rechnungsméafig einzufithren, so ist ihre Beriicksichtigung bei den Hangesystemen unbedingt
im Interesse der Wirtschaftlichkeit erforderlich. Die geringeren Erstellunigskosten einer nach
der Verformungstheorie berechneten Héangebriicke stiitzen sich auf die Ersparnis an Kon-
struktionsstahl fiir den gesamten Uberbau ausschlieBlich der Fahrbahn. Fiir einen Uberbau
von 364,0 m Stiitzweite mit g = 16,0 t/m und ¢ = 0,539 ergibt sich bei einer durchschnitt-
lichen Momentenabnahme von 27,35% und einer Verénderung der Querkrifte um etwa
26% eine Gewichtsersparnis von 1743 t = 14,7%, die einer Verminderung der stindigen
Last um 11% gleichkommt. Die Ermittelung dieses Gewichtsunterschiedes basiert auf den
Werkstoffen St. 48/37 fir die Haupt- bzw. Nebenkonstruktionen und SM-Stahldraht von
150 kg/mm? Bruchfestigkeit und dreifacher Sicherheit fiir die paralleldrahtigen Tragkabel?.

Nicht unerheblich diirften auBerdem die Auswirkungen auf die Unterbauten sein, da-
auBer den Normal- und Horizontalkraften auch die Momente in der Querrichtung der Pfeiler
verringert werden. Es ist namlich wegen der betrichtlich geringeren Durchbiegungen, um
deren Maf3 die Konstruktionsunterkante iiber dem freizuhaltenden Schiffahrtsprofil bleiben
muB}, moglich, die Pfeiler niedriger zu bauen und auferdem die Momente aus Windkraften
durch die Ausbildung schlankerer Versteifungstriger mit tiefer liegendem Windangriffspunkt
‘zu verkleinern. Dadurch werden auch die Kosten fiir die anschliefenden Rampen wesentlich
herabgesetzt. Es ergibt sich aus diesen Darlegungen ohne weiteres die grofle Tragweite des
genauen Berechnungsverfahrens, das mit zunehmender Stiitzweite wegen des immer starker
wachsenden Horizontalzuges und der groBleren Nachgiebigkeit des Systems auch eine wach-
sende Abminderung der statischen Gréf8en M und @ des Versteifungstrigers zeigt. Diese
steigert sich nach einer Uberschlagsrechnung bei einer Stiitzweite von 1200 m bereits auf
60%, so daB es bei solchen Offnungen moglich ist, im ersten Ausbauzustand mit zunéichst
geringerer Verkehrslast den Versteifungstriger fortzulassen, wie es bei den groBen ameri-
kanischen Héngebriicken, z.B. der George-Washington-Hudson- und der Golden-Gate-
Briicke, der Fall gewesen ist.

Mit der Anwendung der Verformungstheorie ist gemaf3 den vorliegenden Untersuchungen
eine betrichtliche Verinderung der Belastungs- und Querschnitts- bzw. Steifigkeitswerte
verbunden. Dabei zeigen Bogen- und Hangebriicken aber entgegengesetztes Verhalten, und
zwar vergrofern sich Masse und Steifigkeit beim Bogen im Gegensatz zur Héngebriicke,
bei der nach der genaueren Theorie der Versteifungstriger bei kleinerem Tragheitsmoment
eine kleinere Masse als nach der EinfluBlinientheorie erhilt. Wegen der Beurteilung der
Wirkungen von periodisch die Tragwerke treffenden Impulsen und der Bestimmung von
Forménderungen und Beanspruchungen bei Ausgleichsschwingungen ist es nun von Interesse,
den Einflufl der mit der genauen Untersuchung gegebenen Massen- und Steifigkeitsdénderung
auf die Eigenschwingungszahlen zu untersuchen. Es 148t sich namlich aus den Energiesitzen
herleiten, daf eine Verringerung der Masse, die nur die Amplitude der bezogenen kinetischen
Energie beeinfluit, wihrend die Forméanderungsenergie unverandert bleibt, eine Erhohung
der Eigenfrequenzen zur Folge hat. Dementsprechend werden natiirlich die Eigenfrequenzen
bei Massenvergroferung verringert. Wird die Steifigkeit des Systems vergroBert, dann ver-
groBert sich fiir alle moglichen Auslenkungsformen die Formé#nderungsarbeit. Demnach
erhohen sich auch die Eigenfrequenzen, da der Energiequotient bei der Unabhéngigkeit der
kinetischen Energie von der Steifigkeit fiir alle Schwingungsformen grofer wird. Bei Ver-
ringerung der Steifigkeit fallen die Eigentone. Da nun in vorliegenden Féllen eine Beein-
flussung von Masse und Steifigkeit im gleichen Sinne erfolgt, so ist mit einem gewissen Auf-
heben der Wirkungen auf die Eigenfrequenzen zu rechnen.

1 Blick, W.: Der EinfluB der Forménderungen auf die GroBe der statischen Funktionen von versteiften Hénge-
briicken und die wirtschaftliche Auswirkung der Beriicksichtigung der Forménderungen. Dissertation. Berlin.1932.
Siehe auch Z. VDI 1933 S.921.

2 Diese Werkstoffe wurden gewahlt, weil die bereits langere Zeit zuriickliegenden ersten Vorarbeiten hiermit
durchgefithrt worden sind.
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Hinsichtlich der Eigenschwingungen verhalten sich Bogen- und Héangebriicken &hnlich,
da sie gemiB Abb. 4 zu den beiderseitig zweiachsig abgestiitzten Tragsystemen gehoren. Die
Horizontalstiitzkrafte besitzen entgegengesetztes Vorzeichen. Im iibrigen kann man auch
das Hangesystem bei Betrachtung in einem um 180° gedrehten Zustande gewissermafBen als
Bogen mit aufwirts wirkender Belastung ansprechen. Die beiden Tragsysteme besitzen
jedoch eine andere Grundschwingungsform als der Balken, bei dem sich entsprechend der
Moglichkeit einer Horizontalverschiebung am beweglichen Auflager eine knotenlose Grund-
schwingung einstellen kann. Schafft man nun bei einem Bogentriger nach Abb. 4a, der
zunichst im Punkte 2 ein horizontal verschiebliches Lager besitzen und sich daher im Zu-
stande der Grundschwingung als Balken um -+ §; verschieben moge, durch Anordnung eines
festen Gelenkes die Bedingung ¢, = 0, so wird die bisher verinderliche Bogensehne zur
unveridnderlichen Stiitzweite. Bei Einfithrung der Mittelachse als Symmetrieachse fiir Form
und Massenverteilung bewegt sich dann der iiber der nunmehr konstant vorgegebenen Stiitz-
weite schwingende Bogenstab im Falle symmetrischer
Schwingungen derart, dal gewisse Stabteile beiderseits der
Symmetrieachse Aufwirtsbewegungen ausfilhren, wahrend
andere Abwartsbewegungen zeigen, da die infolge der Be-
ziehung 3/4s = 0 unveridnderliche Stablange sich iiber der
unverinderlichen Bogensehne entwickeln muf3. Im Falle anti- .
symmetrischer Séhwingungen weisen entsprechende Stabteile
in bezug auf die Mittelachse entgegengesetzte Bewegungen
auf. Bei Bewegungen des Scheitels in vertikaler Richtung
entstehen symmetrische Schwingungsformen mit einer Kno-
tenzahl von mindestens n = 2 und entsprechend hoéherer
Eigenkreisfrequenz als bei den Formen mit n=1 und 0, falls
die letztere eine mogliche Form wire. Die Schwingungsform
mit einer Knotenzahl n = 0 ist jedoch nicht moglich, da
sie eine Langenanderung des Stabes bedingt, die ohne zu- S | % =%
sitzliche Beeinflussung des Systemes, also ohne entspre- ¢) '
chende #uBlere Arbeit nicht ausfithrbar ist. Es wird daher
die antisymmetrische Form nach Abb.4d mit n = 1, die
Linie des geringsten Widerstandes, zur Grundschwingungs-
form. Die Stabhalften fithren bei dieser Form bei unver- .
anderlicher Gesamtlinge des Stabes gleich grofle Aufwéarts- e) §—\//—\§
bzw. Abwirtsbewegungen aus. Dabei verschiebt sich der Abb. 4.
Bogenscheitel, wie aus einem Versuch hervorgeht, jeweils
nach der Seite der sich aufwirts bewegenden, stirker gekrimmten Bogenhilite, und zwar
angendhert um die Differenz zwischen der Lénge des unverformten Bogens fiir den halben
Zentriwinkel « beim Krimmungshalbmesser » und der Bogenlinge im gleichen Bereich bei
schwicherer Kriimmung entsprechend p > 7 *.

Wird auBer der Horizontalverschiebung des Bogentrigers seine freie Drehung um die
Kampfergelenke durch Einspannen der Bogenenden verhindert, was gleichbedeutend ist
mit der Erhohung seiner Steifigkeit, so wird sich eine Grundschwingungslinie mit horizontalen
Endtangenten nach Abb. 4e und hoherer Eigenkreisfrequenz einstellen®.

* In Wirklichkeit ist die Verschiebung infolge des Einflusses der Normalkriifte aus den Massenwirkungen un-
wesentlich grofer.

1 Betrachtet man im Zusammenhang mit diesen Grundschwingungsformen die Knickformen des Bogens, so
findet man eine entsprechende Analogie. Die Stabachse des gedriickten nimmt namlich ebenso wie diejenige des
schwingenden Bogenstabes die Grundform ein, bei welcher beim Eintritt von Bewegungen, die allerdings fiir den
gedriickten Bogenstab gewissermafien nur in einer einmaligen Knickschwingung mit unendlich groBer Schwin-
gungsdauer in Erscheinung tritt, der geringste Widerstand geleistet wird. DaB} diese die antisymmetrische ist, haben
fiir die Bogen die Knickversuche anliBlich des Baues der Milarseebriicke gezeigt. (Gaber, E.: Uber die Knick-
sicherheit vollwandiger Bogen. Bautechnik 1934 Heft 49.) Im iibrigen folgt aus der bekannten Losung der Diffe-
nw P
2a ’
Scheitelpunkt des Bogens Inflexionspunkt ist und daher Knickform und Grundschwingungsform iibereinstimmen.

rentialgleichung fiir die Knickform des Zweigelenkbogens y = C'sin daB — infolge y =0 fiir ¢ = ac—der
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Auch beim Hingesystem findet man, daBl die Grundschwingungsform antisymmetrisch
ist. Werden in iiblicher Weise die Forméanderungen der Héngestangen vernachlassigt, so
fithren die einander zugeordneten Punkte des Kabels und des Versteifungstrégers die gleichen
Bewegungen aus.

Fiir die betrachteten Tragsysteme erhélt man, mit der einknotigen Schwingungsform
beginnend, Eigenschwingungsformen, bei denen jede nichst hohere Form unter der Voraus-
setzung der Einfluflinientheorie einen zusitzlichen Knoten aufweist. Es folgen sich dem-
nach im allgemeinen symmetrische und antisymmetrische Eigenschwingungsformen, die sich
nach fixierter Knotenpunktslage in bekannter Weise unter Anwendung der Energiemethode,
ausgehend von einer gleichméfig verteilten Einheitsbelastung mit feldweise wechselndem

Vorzeichen, bestimmen lassen. Die Horizontalkomponente H,
‘”‘1 ;  wird dabei zu Null. Bei Einfiihrung der Verformungstheorie
(:\_|ub zeigen jedoch die schwingenden Systeme anderes Verhalten,
! P ! da die Grofe H, = H — H, dann nicht dem Gesetz der Ein-
Wm“””””Iiwww fluBlinie, sondern dem die Systemverformungen beriicksich-
= tigenden Gesetz unterliegt, das die Knotenlage der symme-
i | trischen Schwingungsformen entsprechend den beiden mog-
| s " 1% lichen Bewegungsrichtungen des Scheitels und der damit
gegebenen verschiedenen Beeinflussung von H, veréndert.
Es sind demnach mehrere Schwingungsformen mit verschie-
dener Eigenkreisfrequenz fiir eine bestimmte Oberschwingung
mit geradzahliger Knotenzahl moglich. Die Frequenzunter-
schiede nehmen jedoch fiir hohere Eigenfrequenzen ab, da der
Einfluf der Verformungen auf H, mit groferer Knotenzahl
immer geringer wird.

In Abb. 5 sind die Verhaltnisse fiir den ersten Oberton
am Zweigelenkbogen dargestellt. Als positive Richtung fiir
die Lastwirkung und Anfangsscheitelbewegung ist die Ab-
wiartsrichtung eingefiihrt, wahrend in iiblicher Weise Druck-
krafte negativ angenommen sind. Zunéchst ist fiir die positive
Richtung die Komponente Hy, = H — H, der Bogenkraft
in Abhangigkeit von £ = «:1/2, dem Verhaltnis der positiven
Belastungslange zur halben Stiitzweite unter Benutzung der
EinfluBlinie, bestimmt. Mit & = 0 bzw. 1 ist Vollbelastung
mit negativer bzw. positiver Einheitsbelastung gegeben, wo-
bei 4 Hj max entsteht. Fir £ =3, also einer Belastungs-

’

My lange & = 1/3 wird H,,, = 0. Die hierdurch festgelegte Kno-
Abb. 5. tenlage entpricht der zweiten Oberschwingung des ein-

fachen Balkens mit der Stiitzweite [. Die zugehorige Aus-

lenkungsform ist eindeutig festgelegt durch die Parameter v,/v, bzw. v,fv, = —1, Wwo-

bei v, ; . die mittigen Auslenkungen in den Einzeloffnungen bedeuten. In Wirklichkeit
ist jedoch bei der vorausgesetzten positiven Scheitelbewegung H, , groBer als® nach der
Einflulinie. Die Beziehung H,, ,= f(£) sei durch die untere Kurve von Abb. 5 dargestellt.
Bei &= 7 ist H,,m noch negativ; der Nullwert erscheint erst bei & < 2, also x <I/3.
Geht man von einer Anfangsscheitelhebung aus, dann wird « > /3, da H, , <Hj,. Es
bestehen jetzt fiir die beiden moglichen Auslenkungsformen zwei ungleiche Verhaltnisse
Vo/vy und v,/v,, und zwar = 1. Fir das Hingesystem gestalten s1ch die Verhaltnisse wegen
des entgegengesetzten Verhaltens umgekehrt.

Bei der Ermittelung des Einflusses der Massen- und Steifigkeitsinderung auf die Eigen-
frequenzen der Tragwerke als Folge der Anwendung der Verformungstheorie kann von der
Untersuchung des Balkens Abstand genommen werden. Es werden daher nur der Zwei-
gelenkbogen und die einfeldrige Hangebriicke mit den Massen- und Steifigkeitswerten nach
der EinfluBlinien- bzw. der Verformungstheorie untersucht, wozu die beiden bereits frither
angefiihrten Tragsysteme von 212 m bzw. 364 m Stiitzweite herangezogen werden.
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Fiir den Zweigelenkbogen von [ = 212,0 m Stiitzweite und 7:7 = 1:10 ist
1. nach der EinfluBllinien-Theorie

8
J =0,46m'; BJ =9,660-10°% g = 8,80 t/m; u =g = 0,896 [ts?m-1],

2. nach Verformungstheorie ,
9

J =0,582 mb; BJ =12,222-105; g = 9,80 t/m; = o)
Wird nun fiir die Bestimmung der zum Vergleich herangezogenen antisymmetrischen Grund-
schwingung die halbseitige positive bzw. negative Einheitsbelastung eingefiihrt, so ergeben
sich bei Beriicksichtigung der Verformung nach mehr-
fachem Rechnungsgang Auslenkungsformen nach Abb. 6
mit den Auslenkungen v, fiir das Bauwerk entworfen

nach

=~ 1[ts?m].

1. EinfluBlinientheorie 2. Verformungstheorie
EJv, = 1,108-10° EJv, = 1,071-10°
vy = 1,750 v, = 1,699

v3= 0 vg= 0
v, = —1,750 vy = —1,699
vy = —1,108 vy = —1,071

Abb. 6.”
Bei Anwendung der Energiemethode erhilt man die Eigenkreisfrequenz w aus der Beziehung

w = VE » worin 4 die Formanderungsarbeit und B die bezogene kinetische Energie fiir diese

Schwingungsformen bedeutet. Die Schwingungsdauer ist gegeben mit 7' = 2%

Man erhalt fiir das Bauwerk

21-108 21108
nach 1. 24 =7 (1,108 4 1,750), nach 2. 24 === (1,071 + 1,699),
9 B — 21-0,896-10° 2 2 _21-10° 2 2
2B=""C0 (1,108 4 17509, 2B = 77 (10712 - 16992),
w; = 2,680 [s71]; T = 2,344 [s], w; = 2,896 [s71]; T' = 2,169 [s].
Ohne Beriicksichtigung der Verformung ist
w;, = 2,882 [s] (3,069), T = 2,188 [s] (2,047).

Die ()-Werte gelten fiir das Bauwerk nach 2.

Es zeigt sich, dafl die Eigenfrequenz sich bei Beriicksichtigung der Verformung, die
der Einbeziehung einer negativen Normalkraft entspricht, erniedrigt und daB der kleineren
Normalkraft der groBere Unterschied zugeordnet ist. Im iibrigen ist die Frequenz nach 2.
nur um 8,08% grofler als nach 1, obgleich sich das Trégheitsmoment um 26,5% vergroBert
hat. Die VergroBerung der Masse um 11,6 % hat also einen betrachtlichen Ausgleich geschaffen.

Bei der Bestimmung der Eigenschwingungen fiir die einfeldrige Hiingebriicke — sym-
metrische Massenverteilung vorausgesetzt — wird aus den Belastungszustianden p(z) und
p(z) + Ap(x) der Zustand Ap(x) ermittelt, der demjenigen aus den Tragheitskraften der
auf der Briicke sich befindlichen Lasten entspricht. Den Ausgangszustinden sind die Durch-
biegungen 7(x) bzw. 5 (x) + v(x) und die Kabelkrafte H bzw. H + AH zugeordnet. Wird die
Bewegungsform durch die Beziehung

v(x, t) =v(x)sinwi

mit der Schwingungsform v(z) sowie der Kreisfrequenz ' eingefiihrt und sind ferner die
GroBlen Ap(x) und AH, in periodischer Abhangigkeit von der Zeit angenommen mit
o g(;’ ) o2 ssinwtv(x),

A4H,(t) =A4H, sinwt,

Ap(x, i) =—u



10 W. Blick:

so ergibt sich mittels der Beziehung fiir die Belastung des Versteifungstrigers aus den Zu-
standen p(x) und Ap(x) die Gleichung

(11) [EJ?;”(x)]”—-Hv”(x)=AH2,y"(x)—}—wz‘uv(x).

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Randbedingungen wird
nach einschlagigen Arbeiten des Fachschrifttums durch die Reihe

(12) . v(@) = Jd,pi(a)

dargestellt. Die Grofen g;(x) sind die Eigenlosungen der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung mit den gleichen Randbedingungen. Die Entwickelungskoeffizienten d; dieses
Ansatzes ergeben sich aus 7 homogenen linearen Gleichungen von der Form

. 5/, 0 BT ' .
(13) (Aij)dj‘i‘g(bibf ‘L%‘“w2Ai,i)di=0: (j=12...n)

aus deren Null gesetz’_cer und wegen der vorausgesetzten Symmetrie beziiglich Form und
Massenanordnung in zwei Teile aufgespalteter Determinante sich die Gréfen w bestimmen.
Die -zugehorigen Schwingungszeiten sind dann

/L

w b

wahrend sich die Eigenschwingungszahlen aus den reziproken Werten von 7' ergeben. Man
erhilt symmetrische und antisymmetrische Schwingungsformen.
Fiir den zahlenméafigen Vergleich werden die untersten vier Eigenfrequenzen ermittelt.

Es wird ein Bauwerk von [ = 26-14 = 364,0 m Stiitzweite mit f/l = 1:9,1 untersucht; fir
das eingefithrt wird

1. gemafl Berechnung nach der Elastizititslehre die Belastungswerte
g-= 18,0 t/m; ¢ = 252 t/Knotenpunkt; H, = 7450 t
und die Querschnittswerte
J = 2,14 m* (Versteifungstrager); F, = 0,28 m2 (Kabel) sowie ferner
2. gemaB Berechnung nach genauer Theorie
g =16,0t/m; ¢ = 224 t/Knotenpunkt; H, — 6624,9t; J = 1,60 m¢; F; = 0,26 m2.
- Mit den Eigenlt‘)sungen

__1@5. inz 859 . ima

Y; pp m—l—=Tsm—l—- (’L=1, 2,3, 4)
und den Eigenwerten
72 2
="2E 156527 G=1,2,3,4)

sowie den entsprechenden Grofen b,;, 4; + H und A4,; erhalt man die beiden Gruppen von
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten d,, und zwar

fir Fall 1: - fir Fall 2:
(215,835 — 24,5650 w?) d; + 22,350d; =0, (199,627 — 21,900 w?) d, + 20,950 d; = 0,
( 20,190 — 6,1380?)d, =0, (16,633 — 54750%d, =0,
22,350 d,; + (38,600 — 2,730 w?) d; = 0, 20,950d, + (31,453 — 2,433 w?) d; =0,
(58,410 — 1,533 w?) d, =0, ( 46,657 — 1,368w?)d, . o =0.

Es ist ersichtlich, daBl die Gleichungssysteme gespalten sind. Die gleich Null gesetzte Deter-
minante der ersten und dritten Gleichung liefert die Kreisfrequenzen der symmetrischen
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Losungen, wihrend aus den beiden iibrigen Gleichungen die Kreisfrequenzen der antisym-
metrischen Schwingungsformen hervorgehen.

In nachfolgenden Zusammenstellungen sind die Rechnungsergebnisse fiir w, 7' und die
Eigenschwingungszahlen y(Hz) verzeichnet:

Fall 1 1 2 3 4 Fall 2 1 2 3 4
w[s71]112,765 | 1,887 | 3,930 | 6,180 o [s71] | 2,755 | 1,755 | 3,810 | 5,840
T[s] 12,270 3,330 | 1,600 | 1,020 T[s] {2,280 3,580 | 1,645 | 1,075
v [Hz] | 0,441 | 0,300 | 0,625 | 0,981 v [Hz] | 0,436 | 0,279 | 0,608 | 0,930

In Abb. 7 sind die zu den gefundenen Eigenkreisfrequenzen gehsérenden Schwingungsformen
dargestellt. Die Abbildung zeigt, daB die Grundschwingung wie bei den Bogen eine zwei-
wellige, antisymmetrische Linie ist. AuBerdem treten deutlich die beiden zweiknotigen sym-
metrischen Formen hervor, deren Knotenpunkte

gegeniiber dem Drittelspunkt, wie er sich im Falle === 73 e
unverénderlicher geometrischer Form des Trag- \/
gebildes ergeben héatte, relativ stark verschoben S

sind. Mit der GroBe dieser Knotenverschiebung | ——£stzitdts-Theorie
verhalt es sich dhnlich wie mit der Abnahme der
Momente im Versteifungsbalken, d.h. also, sie
wachst mit abnehmender Steifigkeit und daher «,
mit zunehmender Stiitzweite. Ein Vergleich der
Eigenkreisfrequenzen w, der Grundschwingung mit
denjenigen bei Vernachliassigung der Verformung

Genaue Theorie

I VA |

ergibt, da ’ g
, 39,4784 1/31-105- 2,14 _ » 2N\
“2= 364 V s~ o057
bzw.
o) = 0,000297 ]/21110% = 1,35 [s]

ist, daB sie sich entgegengesetzt zum Bogen — ! /‘\}
entsprechend dem umgekehrten Vorzeichen der ’%\/

Zusatzmomente — bei der genauen Berechnung 7

erhohen. Die Veranderung betragt 21,7 % fiir Fall 1 Abb. 7.

und 23,1% fir Fall 2. '

Die Gegeniiberstellung der GroBen o und 7', die nach der genaueren Theorie kleiner ge-
worden sind, 148t auerdem erkennen, dall bei den gegebenen Verhaltnissen die Steifigkeits-
anderung gegeniiber der Massenverminderung den gréferen Einfluf} auf die Eigenfrequenzen
und damit auf die Schwingungszeiten ausiibt. Die Abnahme von w betrigt bei der Grund-
schwingung 7,5% und bewegt sich bei den iibrigen ermittelten Eigenschwingungen inner-
halb der Werte 0,44 und 5,4 %. Mit zunehmender Nachgiebigkeit des Hingesystemes, die mit
wachsender Stiitzweite bei aullerdem groBerem H, gegeben ist, werden die Unterschiede
groBer. Nach iiberschlaglichen Schatzungen der Untgrschiede an Bauwerken von wesentlich
grofleren Stiitzweiten diirften keineswegs Bedenken bestehen, die Verformungstheorie auf
Hingesysteme anzuwenden; damit diirften dann bereits bei kleineren Stiitzweiten Hénge-
briicken mit anderen Tragsystemen in erfolgreichen Wettbewerb treten.

(Eingegangen ‘am 5. 3.-1942.)
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Einige Ergebnisse der Theorie des auBermittig gedriickten Stabes
mit dimnwandigem, offenem Querschnitt.

Von E. Chwalla, Briinn.

Mit 6 Abbildungen.

1. Die elastostatischen Grundbeziehungen.v

Wir untersuchen einen geraden Stab, dessen Werkstoff dem Hookeschen Formanderungs-
gesetz gehorcht und der einen gleichbleibenden, diinnwandigen und offenen (d. h. nur ein-
fach zusammenhingenden) Querschnitt von beliebiger unsymmetrischer Form hat®.

17 17

/ By <>

!
%

S 4G
S == > G\TZ,
By
a) b)
Abb. 1.

Wir setzen voraus, dafl die Querschnittsfigur bei der Verformung des Stabes keine Ver-
dnderung erfahrt — um Beulerscheinungen? zu vermeiden, darf die Wanddicke nicht allzu
klein sein und muf} dem Stab unter Umstéanden eine Querversteifung durch Eckbleche, Quer-
schotte oder Quersteifen gegeben werden — und konnen dann diese Verformung durch
drei der Querschnittstelle z zugeordnete GroBen &g, 7 und ¢ festlegen, wobei &g, g die Ver-
schiebungen des Querschnittsschwerpunktes und ¢ die Verdrehung der Querschnittsfigur
in der Querschnittsebene bedeuten; die positiven Richtungen von &g, g und ¢ sind aus
Abb. 1a — in der z, y ein beliebig gewéahltes, durch den Querschnittsschwerpunkt S
gehendes Achsenkreuz ist — zu entnehmen.

Wird der Stab durch die Biegemomente B,, B, und das in der Querschnittsebene wir-
kende, auf die Stabachse bezogene Drehmoment Dg beansprucht und werden diese drei
Schnittgroen — wenn wir in Richtung der positiven z-Achse auf den Querschnitt blicken —

! Der Ausbau der Elastostatik und Stabilitdtstheorie des gedriickten Stabes mit diinnwandigem, offenem
Querschnitt ist im AnschluB8 an die ersten Untersuchungen, die H. Wagner (Festschrift 25 Jahre Techn. Hoch-
schule Danzig, S. 329. Danzig 1929) iiber das Dri}lknicken durchgefiihrt hat, durch die Arbeiten von A. Ostenfeld
(Mitteéilungen des Labor. f. Baustatik der Techn. Hochschule Kopenhagen, Heft 5, 1931), F. Bleich (Stahlhoch-
bauten, Bd.2, S.925. Berlin 1933), H. Wagner und W.Pretschner [Luftf.-Forschg. Bd.11 (1934) S.174],
B. v.Schlippe (Jahrbuch 1935 der Ver. f. Luftfahrtforschung, S.158), F. u. H. Bleich (Vorbericht zum II.
Kongr. der Int. Ver. f. Briicken- u. Hochbau in Berlin 1936, S.885), E. E. Lundquist [J. Aeron. Sciences Bd. 4
(1937) Heft 6], E. E. Lundquist and Cl. M. Fligg (Nat. Advisory Comm. for Aeronautics, Rep. Nr. 582, 1937)
gefordert worden. Eine Abklirung erfuhr das Problem durch die Arbeit von R. Kappus [Luftf.-Forschg. Bd. 14
(1937) S. 444; Jahrbuch 1937 der Deutschen Luftfahrtforschung, I.Teil, S. 409], die auch die Unterlagen fiir
den weiteren Ausbau der Theorie enthdlt und an die die vorliegenden Untersuchungen unmittelbar ankniipfen.

% Die Beuluntersuchung des mittig gedriickten Stabes mit diinnwandigem, offenem Querschnitt ist fiir Stabe
mit L-Querschnitt von C. F. Kollbrunner (Mitteilungen aus dem Inst. f. Baustatik a. d. ETH, Heft 4. Ziirich
und Leipzig 1935), fiir Stabe mit T-Querschnitt von F. Hartmann (Knickung—Kippung—Beulung, S. 175.
Leipzig und Wien 1937) und fiir Stébe mit - Querschnitt von G.Kimm [Luftf.-Forschg. Bd. 18 (1941) S. 155]
durchgefiihrt worden.
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nach Abb. 1b positiv bezeichnet, so lauten die linearisierten, die raumliche Verformung
des Stabes beschreibenden elastostatischen Grundbeziehungen

EJ,u + BJ,, &+ ERy, 0" + B,=0,
1) EJ, &+ BJ, 13+ ER;, 9" + B, =0,
ERg,t3+ ERg, ns + ECs9" —GJp 9" + Ds=0,
wobei die Striche Ableitungen nach z bedeuten. In diesen Grundbeziehungen sind

E der Elastizitatsmodul des Werkstoffes;

& der Schubmodul des Werkstoffes;

J, und J, die auf die Achsen x bzw. y bezogenen Tragheitsmomente des Querschnitts
in [em*];

J,, das auf das Achsenkreuz x, y bezogene Zentrifugalmoment des Querschnitts in [cm?];

Jp der St.-Venantsche Drillwiderstand des Querschnitts in [em?]; :

Ry, und Rg, die auf den Schwerpunkt S und die Achsen z bzw. y bezogenen, von
Kappus?! eingefithrten Wolbmomente des Querschnitts in [em®];

Cg der auf den Schwerpunkt S bezogene, von Kappus' eingefithrte Wolbwiderstand des
Querschnitts in [em®].

An Stelle der beiden Wélbmomente konnen auch zwei andere Querschnittsfestwerte —
die auf das gewiahlte Achsenkreuz w, y bezogenen Koordinaten xy, y, des Schubmittel-
punktes M — verwendet werden, wobei der Zusammenhang
. RepJy— Rsyday — RsyJo + RseJsy

(2) Ty = ﬁ— s Yu=— sfsz ;‘jgy
besteht2 (Abb. 1¢). Bei Querschnitten, die (wiez.B. der |_-Querschnitt) mit Bezug auf den
Schwerpunkt polarsymmetrisch sind — daher auch bei allen doppelt-symmetrischen
Querschnitten — und schlieBlich auch bei einfach-symmetrischen Querschnitten bestimmter
Abmessung ist Rg, = Rg, = 0 und daher zy = y;; = 0.

Legen wir die rdumliche Verformung des Stabes nicht durch # und die Schwerpunkts-
verschiebungen &g, 74, sondern durch ¢ und die Verschiebungen &y, 1, des Schubmittel-
punktes fest und fithren wir die zugehorigen Transformationsformeln

— Rs,Jo + Rsuda,
S = Eu+ 99 = + j:J”fJgsy Jev g,

®) Rs.J, — Rs,J
nsznbl_xMﬁan*—%;”Tﬂf%yfyﬁ

in (1) ein, so gehen die drei gekoppelten Gleichungen (1) in die Gleichungen
EJm"/\l\\d + EJ:WS:J + B,=0,
4) EJué}‘kl_!_Evayl;l‘d_!_Bu:O’
ECy®" —GJp9' + (Dg+ ERg my + ERg &y) =0
iiber, wobei

2 =
©) Co = O — (Byaty — By, ) = O — Trete = 2o Riorfon t Hro e
zYy xY

den auf den Schubmittelpunkt M ‘bezogenen Wolbwiderstand des Stabquerschnittes
bedeutet; es ist dies der kleinstmogliche — bei den ,,wolbfreien” Querschnitten (z. B.

1 Siehe FufBinote 1 auf S.12,

2 Fiir den Punkt M, der sowohl Querkraftsmittelpunkt als auch Drillruhepunkt ist, wird hier die alte, neutrale Be-
zeichnung ,,Schubmittelpunkt‘‘ gewahlt. Aus dem einschlagigen Schrifttum sei auBler den in der FuBnote 1, Seite 12,
genannten Abhandlungen noch angefiihrt: C. Weber [Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 334; Bd. 6 (1926) S. 85],
A.u.L.F6ppl (Drang und Zwang, Bd. 2, S. 121. Miinchen u. Berlin 1928), A. Ostenfeld [Mitteilungen des Labor.
f. Baustatik der TH. Kopenhagen, Heft 6 (1932) S.15], W. L. Schwalbe [Z. angew. Math. Mech. Bd 15 (1935)
S.138], E. Trefftz [Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) S. 220], D. L. Holl and D. H. Rock [Z. angew. Math.
Mech. Bd. 19 (1939) S. 141], R. Kappus (Arbeitsblatt Nr. 3'des Inst. f. Festigkeit der DVL. Berlin 1939), F. Stiissi
(Abhandlungen der IVBH. Bd. 6, S. 277. Ziirich 1940/41), H. Neuber [Z. angew. Math. Mech. Bd. 21 (1941) 8. 91],
A.Pfliger [Z. angew. Math. Mech. Bd.22 (1942) S. 99]. e
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den | -, T- und +-Querschnitten) bis auf Null heruntersinkende — Walbwiderstand des ge-

gebenen Stabquerschnittes. Da wir die beiden ersten Gleichungen von (4) nach &), 7y, auf-

losen und mit Hilfe dieses Auflosungsergebnisses zeigen konnen, daB

6)  (Dsg+ ERg, )+ ERg, &%) = r@%&LT:ﬁ—>dB %ﬂf?'“
=Ds_QmwM+vaM=‘D

das auf den Schubmittelpunkt M bezogene Drillmoment darstellt (Abb. 1d), 148t sich

(4) auch in der Form

B, — B,z B, B,z

E“ . Ja: 77};! . J

M — T 17198 —_— e

(1) EJ, — By BJ,— 2l
Jz Jy

D=GQJp% — ECyd"
schreiben; die drei elastostatischen Grundbeziehungen sind hier voneinander unabhingig und
lassen, sofern auch die Randbedingungen entkoppelt sind, eine getrennte Berechnung der
drei Ortsfunktionen &,;, 5y und ¢ zu. Die durch die Biegemomente B, und B, (Abb. 1b) an
einer Stelle x, y des Stabquerschnittes hervorgerufenen Biegespannungen (Normalspannungs-
anteil der Biegemomente) betragen hierbei, wenn wir sie als Zugspannungen positiv bezeichnen,

B, — B,,ﬂ—” B, — B,,J”
Je Jy
(8) Op,y = g X + 7 Y-
g — I3y 7 J3y
v 7, z 7,

Wird fiir das Achsenkreuz x, y das Hauptachsenkreuz gewahlt, so gilt J,, = 0, wodurch
alle angefiihrten Gleichungen erheblich vereinfacht werden.

2. Die Grundgleichungen fiir auBermittige Druckbelastung.
Wird der Stab an seinen beiden Enden durch eine auflermittig angreifende, als Druckkraft
positiv bezeichnete Axialkraft P belastet und hat der Kraftangriffspunkt im gewahlten
1y 1y Achsenkreuz », y die Koordinaten ¢ und b
! > (die ,,Angriffshebel von P, vgl. Abb. 2a),

[ /@ﬁaﬂgﬂ & @Zy dann fithren die elastostatischen Grundbe-

unkt
Iz g ziehungen (1) — wenn wir fiir B,, B, und
| 4r ?/Zg%f’ﬁ' an, Ds die der Theorie zweiter Ordnung entsprln-
\\‘f ' C\; genden SchnittgroBen einsetzen — zu den
2) 2 drei Grundgleichungen der Theorie zweiter

Abb. 2. Ordnung
EJ,ny +EJ, & +ERy, 0 + Png+ Pad" =0,
EJ, & +EJ,ng +ERy, ™+ P& — Pbd" =0,
E R, 65 + B Ry, ng + E Cg 0™ + (Pi3 — GJp + D + Vi) 9 +
+ Pang— Pbég+ »9 = 0.
In diesen Gleichungen stellt 4, = |/~ den polaren Tragheitshalbmesser des Stab-

querschnittes und F die Querschm’otsﬂache vor, wahrend @, ¥ die von den Angriffsmomenten
abhangigen HilfsgroBen

9)

Jx-l—J

Pa—Pb“]I’” Pb—Pa'{;"
(10) b=—0, > Y= n"
1 — 2&Y ] — ==Y
Jady Jady
der Dimension [kgem] und ¢, y die durch die Beziehungen
1 1
(1) p=7[e@+MdF,  yp—7[y@+y)dF
F b

bestimmten Querschnittsfestwerte der Dimension [em] sind; bei der Anwendung ist zu
beachten, daB die GroBen J,,, Rg,, Rg,, ¢ und p (ebenso wie die Angriffshebel ¢ und b) auch
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negative Zahlenwerte annehmen konnen. Das Glied (4 »:®) in der dritten Zeile von (9)
bezieht sich auf eine gedachte ,,elastische Drehbettung‘‘ des Stabes, ein Fall, der schon von
H. Wagner? untersucht worden ist und hier der Vollstandigkeit halber beriicksichtigt
wurde. Eine derartige Drehbettung besteht aus unendlich vielen, unendlich schmalen und
voneinander unabhéngigen Bettungselementen, die lings der Drillachse aneinandergereiht
sind und der Verdrillung des Stabes — und zwar ausschlieBlich der Verdrillung — einen
stetig verteilten Widerstand entgegenstellen, dessen ortliche Intensitit my = » ¥ betragt;
ist keine Drehbettung vorhanden, so ist in (9) fiir die Drehbettungsziffer x = 0 zu setzen.
Die Gleichungen (9) gelten sinngemaf auch fiir Stabe, die mittig gedriickt und zusétzlich
durch die Endmomente M., M, auf querkraftireie Biegung beansprucht werden (Abb. 2b).
In den Gleichungen (9) und (10) ist dann das Angriffsmoment Pa durch 9, und das An-
griffsmoment Pb durch %, zu ersetzen.

Wird fiir das Achsenkreuz , y das Hauptachsenkreuz des Stabquerschnitts gewahlt,
so gilt J,, = 0, wodurch sich die Gleichungen (9) und (10) vereinfachen. Hat der Quer-
schnitt des untersuchten Stabes eine Symmetrieachse und wird das Achsenkreuz z, y so
angenommen, dafl die y-Achse mit dieser Symmetrieachse zusammenfallt, dann ist nicht nur
J sy, sondern auch Rg, und ¢ gleich Null. Hat der Querschnitt des untersuchten Stabes
zwei Symmetrieachsen und fallt das gewahlte Achsenkreuz w, y mit diesen Symmetrie-
achsen zusammen, so gilt J,, = Rg, = Rg, = ¢ = p = 0. Ist der Stabquerschnitt unsym-
metrisch, greift jedoch die Druckkraft P mittig an (@ = b = 0!), dann gehen die Glei-
chungen (9) in die von Kappus? versffentlichten Grundgleichungen iiber.

3. Stiibe mit einfach-symmetrischem Querschnitt; der Kraftangriffspunkt
liegt auf der Symmetrieachse.

Wir beschréinken unsere Untersuchungen im weiteren auf gerade Stiabe, deren gleich-
bleibender Querschnitt eine Symmetrieachse hat, und wiahlen das Achsenkreuz z, ¥ so,
daf die y-Achse mit dieser Symmetrieachse zusammenfallt; da dann J,, = Rg, = ¢ = 0 ist,

g ¥ d ¥ ¥ i
angrifs- | I ! | |
= 4. S i
5 x S z
d) e)
W y

—— -

. M ot ': M W,

Z) k)

werden .die Grundgleichungen (9) erheblich vereinfacht und die Gleichungen (2) fiir die
Koordinaten des Schubmittelpunktes auf die Form

(12) oy =0, Yy = —
gebracht. Setzen wir nun zusatzlich voraus, dal der Angriffspunkt der auBermittigen Druck-
kraft P auf der Symmetrieachse — in der Entfernung b vom Schwerpunkt S (vgl.

Abb. 3a bis 3e) — liegt, oder dafl am Stab eine mittige Druckkraft P und zusétzliche, in
1 Siehe FuBnote 1 auf S. 12. 2 Siehe FuBnote 1 auf S. 12.
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der Symmetrieebene wirkende Endmomente ¢, angreifen (Abb. 3f bis 3k), so zerfallen die
drei simultanen, der Theorie zweiter Ordnung zugeordneten Grundgleichungen (9) in die
unabhingige Einzelgleichung
(13) EJ 3" + Png=
und in das gekoppelte Gleichungspaar

EJ, & + ERy, 9™ + P&y — P9 =0,

ER & + ECgO™ + (Pi2+ Pby —QJp) 9" — Pbég+ x9=0.

Die Einzelgleichung (13) bestimmt die Ausbiegung 7y = f,(2), die die Achse des auf Druck
und Biegung beanspruchten Stabes in der Symmetrieebene erfibrt, und das Glei-
chungspaar (14) beschreibt sowohl die Ausbiegung &g= f,(z) der Stabachse in der Richtung
rechtwinklig zur Symmetrieachse als auch die mit dieser Ausbiegung zwanglaufig
verbundene Verdrehung & = f3(z) der Querschnittsfigur in der Querschnittsebene.
Da nicht nur die Gleichungen (14), sondern auch die zugehérigen Randbedingungen
linear und homogen sind, liegt hier ein Eigenwertproblem — also ein Problem der Gleich-
gewichtsverzweigung, ein Stabilitdtsproblem — vor. Wir haben daher folgendes Trag-
verhalten zu erwarten: Wird die GroBle von b bzw. M, festgehalten und wachst P von
Null langsam an — oder wird die Grofe der mittigen Kraft P festgehalten und wéchst
M, langsam von Null an —, so tritt im Rahmen unserer idealisierten Theorie bei hin-
reichend kleinen Lastwerten weder eine seitliche Ausbiegung &g der Stabachse noch eine
Verdrehung. & des Stabquerschnittes ein. Erst wenn der ideale, der Verzweigungsstelle
zugeordnete ,kritische’” Lastwert Pg; bzw. (M,)x; erreicht ist, beginnt der Stab seit-
lich auszuweichen; er wird hierbei sowohl verbogen als auch verdrillt, so daf
wir diese Instabilititserscheinung — zum Unterschied von der reinen Biegeknickung und
der reinen Drillknickung — als ,,Biegedrillknickung bezeichnen wollen. Bei iiberwiegen-
der Biegebeanspruchung (also bei verhaltnismafig groBem b oder I ,) spricht man hier —
ebenso wie im QGrenzfall ausschlieBlicher Biegebeanspruchung — von der Instabilitats-
erscheinung der ,,Kippung®?l.

Wir sehen im weiteren der Einfachheit halber vom Einflu8 einer elastischen Drehbettung ab
(¢ = 0!) und fithren die neue unabhangige Veranderliche

(15) (=2

ein. Die beiden Grundgleichungen (14) lauten dann, wenn wir sie mit I4/P multiplizieren,
zweimal integrieren und (12) einsetzen,

b2

(14)

EJ, a2
=l + 2 TR K U+ K,

bizg, +E_I;.’z yM‘;é?s 5P+ Poy—GJ,) 0+ 2200 4 Kot + K,

wobei K, bis K, Integrationskonstante sind. Dieses Gleichungspaar liefert nach Eli-

(16)

. . d?Eg 1. .
mination von — e die Beziehung
2
U7 &= pgeye pPi+ Pby—0Ty— Pbyy) o+ 1 (BC— BJ, 40 55 +

+ yu (B L+ Ky) + (Es + K|,

1 Greift auBer der Druckkraft P noch eine in der Symmetrieebene des Stabes liegende, in der Richtung
der negativen y-Achse wirkende Querbelastung an, die ihre Richtung wihrend des Auskippens des Stabes
unverdndert beibehilt, so sind die-linken Seiten von (14) in der ersten Zeile durch den Term — (B, d)" und
in der zweiten Zeile durch den Term -+ (B, ®')' — B, &5 — pe & zu erginzen. Hierbei bedeuten B, das von
der Querbelastung herrithrende, von z abhéingige und in der Richtung von ¢, (Abb. 3) positiv gezidhlte Biege-
moment, p die ortliche Intensitdt der stetig verteilten Querbelastung und e die in der Richtung der y-Achse
positiv gezihlte Entfernung des Angriffspunktes dieser Querbelastung vom Schwerpunkt S. Die so ergénzten
Gleichungen (14) sind die beiden Grundgleichungen des Kippproblems eines auf mittigen oder auBermittigen
Druck und zusétzliche Querkraftbiegung beanspruchten Trigers mit unverénderlichem, einfach-
symmetrischem Querschnitt von beliebiger diinnwandiger, offener Form.
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die ebenso wie die durch zweimalige Differentiation von (17) gewonnene Beziehung fiir
@&s in eine der beiden Gleichungen (16) einzufiihren ist. Wir gelangen so zur Differential-
ace g gelang

gleichung

(18) E(Cy JyyM)dCEL—J,—Z’KPzz—}—qu; GJp—2Pbyy+ P )dcz+
+%}<P22+wa—GJD—Pb2>ﬁ+m-[<bK1+K3>c+<sz+K4>1=o,

die die GroBe (Cg—J, y3;) = O, enthilt und deren allgemeine Losung

(19) 9— _ PIbE + Ky) L+ (B K, + Ky)]
T B(Pi+Pby —GJp— PbY

+ K, sin¢ Vk, + Kgsing Vk, +

+ K, cos¢ Vk, + Kg cosC 1k,
lautet, wobei k;, und k, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

(20) E(OS—Jyy?w)k‘Z-lz(Piz-}—szp—GJ _szyM+P§_:)k+

+ LB P&z 4 Pby—GJ,— Pb?) =0

EJ

sind. Die acht in den allgemeinen Losungen (17) und (19) auftretenden Integrations-
konstanten K, bis' K3 sind aus den acht linearen, homogenen Randbedingungen des
Problems zu erm1tteln Setzen wir (17) und (19) in diese Rand- o 0= augenbliclicher
bedingungen ein, so erhalten wir ein System von acht in K, bis Drefpol

K linearen, homogenen Gleichungen, das nur dann eine von der \ o

trivialen Nullosung verschiedene Losung hat, wenn seine Koeffizien- g
tendeterminante A, verschwindet; die Gleichung

(21) Ag=0 Kreftangrifs-

stellt demnach die gesuchte ,,Biegedrillknickbedingung® vor und
dient zur Bestimmung der Stabilititsgrenzen und damit auch
zur Festlegung der baupraktisch mafigebenden kleinsten idealen
Biegedrillknicklast Pg, Wird der Stab durch die mittige Last P

Y5

und die Endmomente M, beansprucht, so haben wir in (16) bis (21) Abb. 4.

die Grofle Pb durch M, zu ersetzen und (21) — je nachdem, ob

P oder M, als unverdnderliche GroBe vorgegeben ist — mnach (M,)g; beziehungsweise P,
aufzulosen. ' :

Setzen wir den gefundenen kritischen Lastwert in die acht linearen, homogenen Rand-
bedingungsgleichungen ein, so konnen wir mit Hilfe dieser Gleichungen die relativen GroBen
der acht In’cegrationskonstan’oen berechnen und die durch (17) und (19) bestimmten Orts-
funktionen &5 = £, (¢ = f»({) bis auf einen gemeinsamen, unendlich klein zu denkenden
Faktor festlegen. Dlese Ortsfunktlonen beschreiben die dem kritischen Lastwert zugeordnete
,,Biegedrillknickfigur des Stabes und ermoglichen die Bestimmung der Ordinaten
(22) yo="1
der auf der Symmetrieachse liegenden ,,augenblicklichen Drehpole O, um die sich die Quer-
schnittsfigur des Stabes in den einzelnen Querschnitten bei Begmn des Ausknickens ver-
dreht (Abb. 4).

Uberschreitet die im Stab unter der kritischen Belastung auftretende grofte Vergleichs-
spannung max o, die Proportionalitatsgrenze oy, des Werkstoffes, so miissen die Werte Py,
bzw. (M,)g; — da sie unter Voraussetzung des Hookeschen Forminderungsgesetzes ge-
wonnen worden sind — einer Abmlnderung unterzogen werden. Es gelten hier dhnliche
Uberlegungen, wie sie von Hartmann! im Fall der allgemeinen Biegeknickung angestellt
worden sind. In erster Annaherung kann diese Abminderung unter Verwendung des Engesser-

! Hartmann, F.: Knickung—Kippung—Beulung S. 24. Leipzig u. Wien 1937.
Stahlbau-Forschungsheft 6.

[\
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schen Knickspannungsdiagrammes fiir mittig gedriickte, gelenkig gelagerte Vollstabe durch-
gefithrt und max o, durch die groBBte im kritischen Gleichgewichtszustand vorhandene Nor-
malspannung

23) maxg= X (B

(1 -+ ) bzw. max o=

Fk oder‘ ma,xa=~+

ersetzt werden; kz stellt hierbei die auf der Blegezugselte gemessene Querschmttskern-
weite vor und ist sinngemdf durch k, zu ersetzen, wenn wir eine kritische Zugkraft abmin-
dern. Mit Hilfe von max ¢ ist der ideelle Schlankheitsgrad

max o

zu berechnen, aus dem Engesserschen Knickspannungsdiagramm der zugehorige Knick-
spannungswert o, zu entnehmen und fiir den abgeminderten kritischen Lastwert die Formel

(25) Py=Pg—2  baw. M= Mg

Eimaxo max ¢

anzuschreiben. Bei Stiben mit verhdltnisméaBig - kleiner chkstelflgkeit wird aus (23)

mMax o = 0p,, und daher fir den Abminderungsfaktor ——;— = 1 erhalten; bei Stédben

grofer Knicksteifigkeit kann (25) nicht grofer als jene Laststufe werden, unter der das
ortliche: FlieBen einsetzt. Da der GroBtwert max o nach Gleichung (23) bloB in einem
Punkt oder lings einer Linie auftritt und tiberdies sein Wirkungsort manchmal in Quer-
schnittsteilen liegt, die fiir das Biegedrillknicken von untergeordneter Bedeutung sind,
liefert (25) unter Umstédnden viel zu starke Abminderungen des kritischen Lastwertes. Es
diirfte sich daher empfehlen, den Biegespannungsanteil [also den zweiten Summanden in
Gleichung (23)] mit einem Faktor zu versehen, der zwischen 0 und 1 gelegen ist und dessen
GroBe von der Querschnittsform und der Inhomogenitét des Spannungsfeldes (Grenzfille
M, =0 bzw. P = 0!) abhingt. Eine genauere Festlegung dieses Faktors ist allerdings
erst nach Durchfithrung systematischer Versuche moglich.

4. Die Losung fiir den Fall elastischer Einspannung.

Wir nehmen an, daB die seitliche Verschiebung &g der Stabachse und die Verdrehung ¢
der Querschnittsfigur an beiden Enden des Stabes — den Randbedingungsgleichungen

2= 41 £=0, =0
____________ - = 1, = 0
(26) )¢ €s

{= 0, 9=0

C = 1> =0
—7 =1 entsprechend — vollkommen verhindert werden und daB
;§4> ( _ der Stab an seinen Enden mit elastischen Nachbarkon-
Na-c2n & struktionen so verbunden ist, dal er bei einer Ausbiegung

Abb. 5. in der Richtung rechtwinkelig zur Symmetrieebene eine

,elastische Einspannung erfahrt, bei der das Einspann-

moment dem auftretenden Endverdrehungswinkel verhéltnistreu ist. Um den Grad dieser

Einspannung festzulegen, denken wir uns am rechten und linken Ende je ein kurzes, starres

Stabstiick mit der Nachbarkonstruktion verbunden und mit einem Kraftepaar vom Mo-

ment M = 1 belastet (Abb. 5). Die Kehrwerte der hierbei entstehenden Verdrehungswinkel 7,

und 7, = ¢ 7, dienen als MaB fir den Einspanngrad; sie werden im Grenzfall gelenkiger

Lagerung gleich Null, im Grenzfall vollkommen starrer Einspannung hingegen unendlich
grofl. Die Randbedingungen, die dieser elastischen Einspannung entsprechen, lauten

@7) ag agt
dés d?¢
=1, dac + dC; =0,
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wobei

(28) a= —E%rﬂ ac= E;] 7
ist. Die beiden noch fehlenden, der Verwolbung der Endquerschnittsebenen zugeordneten
Randbedingungen schreiben wir in der dhnlichen Form

ad “d?9

- C=O, E—acd—ci=0
. T T S S
- ac ac

und bringen damit zum Ausdruck, daB die Verwolbung der Endquerschnittsebenen um so
mehr behindert wird, Je starker der Stab eingespannt ist; bei gelenklger Lagerung ist sie

ungehindert moglich ( i ) und bei vollkommen starrer Emspannung wird sie restlos
verhindert (:Z;Z >

Fiihren wir die allgemeinen Losungen (17) und (19) in die acht Randbedingungsglei-
chungen (26), (27), (29) ein und setzen wir die Koeffizientendeterminante Az des so erhal-
tenen Systems von acht linearen, homogenen Gleichungen gemaB (21) gleich Null, so ge-
langen wir zu der transzendenten Bedingungsgleichung

(30) a2ck Yk sin Yk — a (1 + ¢) Vk(Vk cos Yk — sin V&) + 2 (1 — cos V&) — 7k sin & = 0,
in der k die Wurzel k, oder die Wurzel k, der charakteristischen Gleichung (20) vertritt.
Wir brauchen daher fiir den gegebenen, durch die Kennzahlen o und ¢ festgelegten Lage-
rungsfall bloB die kleinste positive Losung von (30) aufzusuchen und in (20) einzusetzen;
die Auflosung nach P bzw. (IM,) liefert dann schon den gesuchten kritischen Lastwert.
Diese Auflosung der charakteristischen Gleichung (20) wird zweckmifBig in allgemeiner
Form unter Verwendung der von k abhangigen Hilfsgrofen

(31) p,=tEh, 40 g5, = p, (04 90
durchgefiihrt; wir erhalten so fiir (20)

(32) P +by—0Y) — P(Ad+4 Pyby+ Pyif —2Ppbyy) + Py(4 — Pryy) =0
und gewinnen daraus fiir die ideale kritische Last

A+PE(zp+bw)—2PEbyM A+ Pg (i3 +by) — 2Pgbyx Py (A — Prpy%)
(33) P=Pr= 20 +by — b9 il/ zg-{-bqp—lﬂ) )‘ if,-}—bw—b;l'
Im Sonderfall b = y,, (Kraftayngriff im Schubmlttelpunkt M des Querschnittes!) gehen
diese beiden Losungen (33) in ' 7
34 Pi =P, und P — A—Psyk
(34) K= 4p 0 B Rty — vy
iiber; im Ausdruck fiir P%f kann nach Beriicksichtigung von (31), (12) und (5) statt:

(4 — Pgy3) auch P ( + GI;] D) geschrieben werden, wobei — wie wir schon erwahnt

haben — fiir die wolbfreien Querschnitte (hier also fiir die L-, T- und - Querschnitte) un-
mittelbar Cp, = 0 zu setzen ist. Beim Ausknicken unter der Druckkraft P%; liegt der augen-
blickliche Drehpol 0 im Unendlichen, so daB der Stabquerschnitt keine Verdrehung erfahrt.
Wir sprechen hier von ,,reiner Biegeknickung® (,,Euler-Knickung*‘), und vermerken, daB der
Wert P%; immer einer Extremstelle der Kurve Pg; = f(b) zugehort. Beim Ausknicken unter
der Last P%f wird der Stabquerschnitt um seinen Schubmittelpunkt verdreht ; der augenblick-
liche Drehpol 0 fallt — ahnlich wie bei der Drillung mit behinderter Querschnittsverwolbung —
mit dem Schubmittelpunkt zusammen. Wir sprechen hier von ,,reiner Drillknickung‘.
AuBer dem Sonderfall b = y,, gibt es noch einen zweiten Sonderfall. Er liegt vor, wenn

der Angriffshebel b einen der beiden Werte b, , = i l/ v + 42 annimmt, da dann eine Ent-

artung der quadratlschen Gleichung (32) in eine hneare Gleichung eintritt und die eine der bei-

den Losungen unendlich grofl wird. Innerhalb des Bereiches.b, S b < b, gibt es keine kritischen

Zugkrafte (also keine negativen Werte Pg;), sondern ausschh’eB]ich kritische Druckkrafte.
2%
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Wird der Stab durch eine mittige Druckkraft P und durch Endmomente 9, belastet,
so haben wir in (32) die GroSe Pb durch 9, zu ersetzen und (32) — je nachdem, ob P oder
M, als unverinderliche Grofle vorgegeben ist — nach 9, bzw. P aufzulosen; wir erhalten so

(35) mwz(mm)xz—(PEyM PE",U‘" Py) 4
- V(Pygu— L Poy ¥ 5Py — (PA— PPt Phys+ Py Pid— PyA),

beziehungsweise

(36) P=Pg=ysi(4d+ PpiZ—M,y) +
»

1 . 2] N
:*:V[T%(A+PE73—W¢¢)__J _E(PEA_PEWErw—%?:+2gﬁxPEyM~P‘Eyﬁl)

Wenn wir in (35) P = 0 setzen, gelangen wir zum kritischen Wert des Biegemomentes bei
reiner Biegebeanspruchung des Stabes. AbschlieBend sei noch erwihnt, daB die hier
geschilderte, fiir Stabe mit natiirlicher (d. h. sich selbst einstellender) Drehachse geltende
Theorie auch fiir Stdbe mit kiinstlicher (durch eine Art ,,Scharnierlagerung® erzwunge-
ner) Drehachse entwickelt werden kann. Die beiden Koordinaten des augenblicklichen
Drehpols sind in solchen Fallen — die z. B. bei der Biegedrillknickung der Langssteifen von
Stegblechen oder bei der Kippung von Tragern mit seitlich festgehaltenem Gurt vorkommen —
unveranderlich vorgegeben und an ihrer Stelle gehen die beiden stetig verteilten Scharnier-
reaktionen ¢,, ¢, als Unbekannte in die Rechnung ein.

Uber die zahlenméBige Auswertung der Theorie fiir Stabe mit den im Stahlbau vorkom-
menden Querschnittsformen und Lagerbedingungen wird an anderer Stelle berichtet werden.
Hier sei blo erwihnt, dafl die kleinsten Losungen der transzendenten Gleichung (30) zwi-
schen dem Wert t = =% (Gabellagerung des Stabes) und dem Wert k = 472 (starre Ein-
spannung beider Stabenden) gelegen sind und daB die ideale Biegedrﬂlknicklast Ppg; immer
kleiner als die Eulersche Biegeknicklast P, des Stabes ist; einzig im Sonderfall b = y,,
vermag sie nach Gleichung (34) den vollen Wert P, zu erreichen. Bei den aus diinnen, abge-
kanteten Blechen gebildeten Stiben des Flugzeugbaues kann das Absinken der Biegedrill-
knicklast unter den Wert Py recht ausgeprigt sein; der augenblickliche Drehpol O der
Querschnittsfigur liegt dann schon in unmittelbarer Nahe des Schwerpunktes S, so daB
die der Verbiegung iiberlagerte Verdrillung das Verformungsbild des ausknickenden Stabes
vollkommen beherrscht. Bei dickwandigen offenen Profilen, bei geschlossenen Hohlquer-
schnitten (angendhert auch bei Kastengurten mit Rahmen- oder Gitterverband) und bei
allen Vollquerschnitten wird G J,, schon verhdltnismafBig groB, so da der EinfluB der Ver-
drillung zuriicktritt und Pg; nahe an den Wert der Biegeknicklast Pz heranreicht. Bei den
im Stahlbau verwendeten Stdben mit offenem Querschnitt ist zu beachten, daBl der Ein-
fluB der Verdrillung bei Druckstaben von kleiner ideeller Schlankheit (24) durch die
Abminderung (25) wesentlich gemildert wird. Der Blegednllkmckung kommt daher bei
den gedrungenen Stiben des Stahlbaues durchaus nicht jene Bedeutung zu, die man
ihr bei Betrachtung der fiir den Hookeschen Formanderungsbereich gewonnenen Losungs-
ergebnisse zuzusprechen geneigt sein koénnte.

5. Stibe mit doppelt-symmetrischem T-Querschnitt; der Kraftangriffspunkt
liegt auf der lotrechten Symmetrieachse (Stegachse).
Ist der Stabquerschnitt ein doppelt-symmetrischer T-Querschnitt, dessen Stegachse mit

der y-Achse zusammenfillt und den Kraftangriffspunkt enthélt, so ist nicht nur J,, = x,
= @ = 0, sondern zusétzlich auch noch

(37) Yyu =y =0.
Der Wolbwiderstand eines derartigen Querschnittes betrigt
h2

wobei A — wie die Abb. 6 zeigt — die gegenseitige Entfernung der beiden Flanschachsen
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und Jz; das auf die y-Achse bezogene Triagheitsmoment des Flanschenpaares bedeuten. Die
Auflosung der charakteristischen Gleichung (20), die hier nach Beachtung von (37), (38)
und Einfilhrung der HilfsgroBe

_ ECs _EJm(h\?
) P=enr =6l <2—l) P Keafangrifis
" -
einfach puhqkf )
P2 P} By P2p: P23 1 X
(40)  pE* + (1 o ﬂEJ G./f,) k— EJ, (P TG, GJD> 0 T %@",ﬂ
lautet, liefert die aus (33) hervorgehende Beziehung I | T
< —
— _A—l—PElp VA—{—PE?,pz P};A S=mMIr~~" —~ _TB
(41) P'_"PK’L—_ 2(il‘ﬁ—b2):[: __bz) _,bz
mit der fiir b =-y,, = 0 (mittiger Kraftangriff!) giiltigen ‘Sonderform
(42) Py, =P, und o ilﬂA' Abb. 6.
P

Im Fall der Belastung durch eine mittige Druckkraft P und zusétzliche Endmomente I,
haben wir in (40) die Gro8e Pb durch 9, zu ersetzen und (40) — je nachdem, ob P oder M,
als unverénderliche Grofle vorgegeben ist — nach 9, bzw. P aufzulésen; wir gelangen so
zu den beiden, den Gleichungen (35) und (36) entsprechenden Beziehungen

(43) M, = Mg = £ V(P — P) (4 — Pi2)
und
_ 4 £ Pz
(44) P=Pr= Zﬁ“iVA’EV “’ —%(PEA—imz)-

Die Hilfswerte Pz und A4 sind durch (31) bestimmt; & stellt nach wie vor die kleinste positive
Losung der transzendenten Gleichung (30) vor, die wir fiir den gegebenen, durch die Zahlen
a und c¢ gekennzeichneten Lagerungsfall anschreiben kénnen. Vernachlassigen wir die vom
polaren Trigheitshalbmesser 4, abhingigen Glieder, so gehen die Gleichungen (40), (41),

(43) und (44) der Reihe nach in die Gleichungen (C 6), (C 35), (C 33) und (C 34) einer friiheren
Verstfentlichung! tber.

! Chwalla, E.: Die Kippstabilitit gerader Triger mit doppelt-symmetrischem I- Querschnitt, Forschungsheft
Nr. 2 aus dem Gebiete des Stahlbaues, Berlin 1939. In dieser Arbeit fehlt auf der linken Seite der zweiten Gleich-
gewichtsbedingung (A 5) — und damit auch auf der linken Seite der zweiten Gleichgewichtsbedingung (A 15),
in den beiden Klammerausdriicken von (A 17) und im ersten Klammerausdruck von (A 24) — ein Zusatz-

d ad
glied von der Form -+ §- iz (0,2, iz ) dessen Beriicksichtigung eine notwendige Erginzung der klassischen Kipp-

untersuchungen von Timoshenko darstellt (vgl. dazu auch die Fufinote 1 auf Seite 1 ]enes Forschungsheftes!).
0l (z“’ 9')! und daher

Demgeméf fehlt in den beiden Klammerausdriicken von (A 27) und (C1) der Term —
22
im ersten und zweiten Klammerausdruck von (C3) das Glied — <’ iy bzw. — BC° i3. Die Gleichungen’

(C6), (C33) bis (C40) und (C45) bis (C47) werden durch die oben angefiihrten, aus der allgemeinen Theorie
abgeleiteten Gleichungen berichtigt. Ohne Zusammenhang mit dieser Berichtigung sei unter Bezugnahme auf
das Forschungsheft Nr. 2 noch erwahnt, daB die auf Seite 24 des Heftes in Seitenmitte stehenden Gleichungs-
nummern (C 36), (C 37) und (C 38) entfernt werden miissen, ferner daB auf Seite 42 statt Abb. 23 richtig Abb. 24
stehen und auf Seite 45/46 in den Uberschriften g) und k) an Stelle ,,gelagerts besser ,,gefiihrt< geschrieben
werden soll. SchlieBlich daB auf Seite 59 bei (F 12) richtign = 1, 3, 5. .. geschrieben und anschlieBend vermerkt
werden soll, daf} es noch zwei weitere Moglichkeiten fiir das Verhalten des Vektors I wihrend des Auskippens
gibt; auf eine von diesen Moglichkeiten bezieht sich die auf Seite 59 befindliche FuBnote 2.

Herr Kappus, Berlin, machte mich freundlicherweise auch darauf aufmerksam, daB in der Gl. (B 1)

an Stelle von Z—jder in (B 4) angeschriebene Ausdruck fiir = einzufiihren ist, was den Fortfall des Faktors 2
in der GL (B 11) bedingt. '

(Eingegangen am 18. 1. 1942.)
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Beitrag zur Berechnung der Tragwerke mittels der
Formiinderungsmethode.

Von F. Dischinger, Berlin.
Mit 9 Abbildungen.

Vorwort.

Bei den hochgradig statisch unbestimmten Tragwerken besitzt die Forminderungs-
methode gegeniiber den Kraftmethoden in vielen Fillen den Vorteil, da8 die Anzahl der er-
forderlichen Gleichungen geringer ist.

Bei der Kraftmethode ist die Anzahl der erforderlichen Gleichungen durch die Zahl der
statisch unbestimmten Schnittkrifte, bei der Formé#nderungsmethode dagegen durch die
Zahl der unbekannten Knotendrehwinkel (n) und die Zahl der
Bewegungsmaoglichkeiten (p) der nach Beseitigung der Knoten-
steifigkeiten erzeugten Gelenkkette gegeben. Die Zahl (p) er-
gibt sich aus der.Zahl der Stiitzenstibe, die notwendig sind,
um an der Gelenkkette alle Bewegungsméglichkeiten zu be-

seitigen.

' So hat z. B. das Tragwerk der Abb. 1 neun statisch unbe-
stimmte Schnittkrafte, und wir benstigen demnach bei der
Kraftmethode 9 Gleichungen. Bei der Forménderungsmethode
dagegen ist nur der Drehwinkel v, des Knotens I unbekannt,
weil wir keine Verschiebungsgleichungen benétigen, denn auch
bei gelenkigem Anschluf samtlicher Stabe besitzt die da-
mit entstehende Gelenkkette keine Bewegungsmoglichkeiten. Sobald jedoch an Stelle der
festen eine elastische Einspannung der Stibe tritt, benstigen wir 5 Knotengleichungen, weil
nunmehr auch die Verdrehungen der Widerlager unbekannt sind.

Bei dem Tragwerk der Abb. 2, das 12-fach statisch unbestimmt ist, d. h. 12 iiberzihlige
Schnittkrafte besitzt, benotigen wir bei starrer Einspannung der Stiitzen 5 Knotengleichungen
und eine Verschiebungsgleichung, denn bei gelenkigem Anschluf8 simtlicher Stibe kénnen
wir die bei der Gelenkkette eingetretene Verschiebungs-

N moglichkeit durch einen Stiitzenstab, d.h. durch einen
\\\ Schragstab, beseitigen. Sobald nun wiederum an die
\,

Stelle der starren eine elastische Einspannung tritt, er-
> hoht sich die Zahl der benotigten Gleichungen von
m+p)=5+1=6auf n+ p)=10+4+1=11.

Nachstehend soll nun der Weg zur Beseitigung dieser zusitzlichen Gleichungen infolge
einer elastischen Einspannung der Stabe in den Widerlagern gezeigt werden. Zugleich wollen
wir den Grundgleichungen durch den Zusammenhang zwischen den Randmomeénten M,
und M, und den Knotendrehwinkeln »; und », eine solche Form geben, da vorhandene
Zahlentafeln der Auflagerdrehwinkel des- statisch bestimmt gelagerten Balkens bei ver-
anderlichem Tragheitsmoment benutzt werden konnen. Hierdurch wird erreicht, daf die
Berechnung der Tragwerke bei veranderlichem Tragheitsmoment der Stiabe nicht mehr Ar-
beit bereitet als bei konstantem Tragheitsmoment. Derartige Zahlentafeln der Auflager-
drehwinkel fiir jeden in Frage kommenden Verlauf der Trigheitsmomente fiir ruhende und
fiir bewegliche Einzellasten finden sich in dem von dem Verfasser bearbeiteten Kapitel
Massivbau des Taschenbuches fiir Bauingenieure, das demnéchst von F. Schleicher im Ver-
lag von Springer herausgegeben wird.

7

Abb. 2.
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1. Die Festlegung der Bezeichnungen fiir den statisch bestimmt
gelagerten Balken [, ., 4+=1.

Hierbei werden die von Mann! in seinem grundlegenden Buch! festgelegten Regeln iiber
die positiven und negativen Vorzeichen der Randmomente der Auflager- und Knotendreh-
winkel beibehalten. Dagegen werden gemal der Abb. 3 die Stéibe und die Auflagerdrehwinkel
durch Doppelindizes gekennzeichnet. Hierbei bezeichnen beide Indizes den Balken, der erste
dagegen den Knoten, an dem der Winkel auftritt. Hierdurch wird erreicht, daB nur die Knoten
des Stabwerkes bezeichnet werden miissen.

Nach Abb. 3 bezeichnen wir die Auflagerdrehwinkel des frei drehbar gelagerten Stabes
infolge der duBeren Belastung mit «f; und oy, infolge eines Randmomentes M, = 1 mit oy;
und f;, und infolge eines Randmomentes M;; = 1 mit a,;, und B;,, wobei nach dem Max-
wellschen Satz 8;; = B = B; den Stabdrehwinkel dagegen bezeichnen wir mit 9, ix = Vg = 0.

p? Die Vorzeichenregel ist Randmomente #g und My
Ui durch die Abb. 3a festge- " Ayflagerdrehwinkel ek , o<
IOV legt. Hiernach werden die ZZJZZZ,;:Z’ jh A
, -7 Randmomente, die Auf- .
M la’gerdrehwmk_el (Sehnen' (1) v Anotendrehwinkel v
Lo o<, | Tangenten-Winkel) « und Abb. 3a.
|

und die Stabdrehwinkel &

positiv bei einer Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn,
..... ....n|||||IIII||||||“||“I“IIH|““I| ) M1 die Knotendrehwinkel » dagegen in dem Sinne des

- K A) My=1 Uhrzeigers positiv bezeichnet. :
| ! In der Abb. 3b sind fiir den belasteten Balken

P (1 I mit beiderseitigen Randmomenten die Knotendreh-
i =7 W winkel », und »;, die )
. ki
! Stabdrehwinkel 4 und f-’\ M
M
\

ANy — — — —

AT

! (ech; # My 0. =My, f3)
die Auflagerdrehwinkel = ANRg_~

= u o
" (chi + Mkz akz—Mzk‘B) k& Y :'}\ —~ :'l al
bzw % 5 TS ;o
) o Mo ocr Mo 3) DL
(0% + Mg i — My ) (o M <o~y ) JM‘/«('/

.angegeben. (Der einzige Abb. 3b.
Unterschied zwischen
diesen Bezeichnungen und denen von Mann besteht darin, da Mann die Summenwinkel
dieser runden Klammern mit o; bzw. «; bezeichnet. Da jedoch in den Endgleichungen
diese Summenwinkel nicht auftreten, ist dies bedeutungslos.)

Zur Ausschaltung der zusitzlichen Gleichungen bei elastischer Einspannung der Stibe

in den Widerlagern benotigen wir nun noch die Drehwinkel des elastisch eingespannten
Stabes.

2. Die Drehwinkel des elastisch eingespannten Stabes.

a) Die Auflagerdrehwinkel des an dem einen Ende elastisch und an dem
anderen Ende frei.drehbar gelagerten Stabes.
Nach Abb. 4 bzw. 4a ergeben sich die Drehwinkel 7,; bzw. 7, der elastisch eingespannten

Stabe fir ein an dem frei drehbaren Ende angreifendes Moment M =1 aus den nachstehen-
den Gleichungen:

Tip =ty — PO = % — B f"';w fiir den bei k elastisch eingespannten Stab der Abb. 4,

Tpi = g — By = % — B _a”; —. fir den bei 7 elastisch eingespannten Stab der Abb. 4a.

! Mann, L.: Theorie der Rahmentragwerke auf neuer Grundlage. Berlin: Springer 1927.
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Hierbei sind a,; und a;; die Festpunktabstinde und p,; und g;; die diesen Festpunkt-
abstédnden entsprechenden Abklingungszahlen, die stets positives Vorzeichen haben, weil
wir beide Randmomente fiir denselben Drehsinn positiv bezeichnen. Die 7-Winkel werden
ebenso wie die o- und 9-Winkel entgegen dem Uhrzeigersinn positiv gezahlt. Die elastischen
Drehwinkel der Widerlager infolge der Momente M = 1 bezeichnen wir mit &;; bzw. mit ¢;;.
Aus der Bedingung, dafl an den Einspannstellen die Summe aller Verdrehungen einschliel3-
lich der elastischen gleich Null ist, erhalten wir fiir den

[
- lf : bei k elastisch eingespannten Stab der Abb. 4 die Glei-
¥ —r 7T chung:
i’L S M (Os + &) — M = 0.
?r a ! Bei Beachtung, dall M, = oz;M;;, konnen wir hieraus
& K ! die Abklingungszahl g;; berechnen, und in gleicher Weise
X My &5 Lix
/ ‘)Mlk 7 ergibt sich auch g,;.
)
NAJ o . | _ B
Y- | %= Gt o
Abb. 4. T .
! ¢~ fiir eine Abklingung des Momentes von (¢) nach (k),
< __ s
‘EL z _J § Qar = ok + & -
¥ th | % fiir eine Abklingung des Momentes von (k) nach (i).
S Die noch unbekannten Verdrehungen ¢ der Widerlager
- m lassen sich z. B. fiir Fundamente mittels der Bettungs-
! { ; Mix€ix . .

S\ P ﬂ ziffer C' aus der Gleichung
thEik 1
Abb. 4a. ¢E=7Jc

berechnen. Hierbei ist J das Trigheitsmoment der Fundamentsohle.

o . . . B ).

e — — —_
Bei elastischer Einspannung ist demnach ¢f; = T und ¢, = oy, ST,
. . . - 0. s __ 7/3 . 132 o aikaki—ﬂ2
Bei starrer Einspannung ist fiir ¢,;, =0: 0f; = . und ¥, = o, — =
i ki ki
Bei gelenkiger Lagerung ist fiir &;; = co: ¢}; =0 und 7% = o, .

Die verschiedenen Werte der 7-Winkel bei elastischer bzw. bei starrer Einspannung und bei
gelenkiger Lagerung kennzeichnen wir durch die beigefiigten oberen Indizes e (elastisch),
s (starr) und g (gelenkig). '

Damit lauten die Gleichungen der 7-Winkel

‘ i B 1
Té = Oy — 3_:“,"_,V._;_;, € = —, e = —— . . .
(1) " v Pk T e T e T O bei elastischer Ein-
i B 1 spannung,
Thy = Oy — P0Gy = oy — an t n’ O = n + Eix’ &r=1077g P °
B B
Thp = %y — POk = oty — s’ Oki = P
(1a) ) g2 p bei starrer Einspannung,
Thss = Opg — ﬂ@zkz‘xki_m, Q%?k:a
Tq = o; Qg. == 0 .
(1b) ;k e o l bei gelenkiger Lagerung.
Thi = %r4s 05, =0 J

b) Die Drehwinkel und die Einspannungsmomente des elastisch eingespannten

Stabes, dessen frei drehbares Lager sich hebt.
Hierbei ergibt sich ein Stabdrehwinkel ¢, dem an dem frei drehbaren Lager ¢ ein Dreh-
winkel p;; entspricht. Nach Abb. 5 ergibt sich dieser aus der Proportion
Yir __ Mii(ow s+ B+ i)

D Mo+ &)
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Nun ist nach Gleichung (1)

o+ € s 1 ks

1+Q%i:1+ ﬂ _O(Ici"{'ﬂ—{—gki'

Damit ergibt sich fir y,, die einfache Gleichung
(2) vir = O(1 + 04 -
Ersetzt man die Abklingungszahl durch den Festpunktabstand gy, e

= . so ist
l—ay; °

1+ ¢5; = # und setzt man 4 = il , so folgt hieraus die aus dem Festpunktverfahren
— Ui

bekannte Gleichung y,;, = %, die uns zeigt, dafl die Tangente der Biegelinie an dem

(23
Balkenende ¢ durch den Festpunkt a;; hindurchgeht
(s. Abb. 5).

Wir benotigen nun noch die GroBle des an der Ein-
spannstelle £ vorhandenen Einspannmomentes M, ;, das
sich aus der Bedingung ergibt, dafl an der Einspannstelle 7 i
die Summe aller Drehwinkel einschlieSlich des elastischen a;d‘—-*j / b |

gleich Null ist. M, (ax; + €x;) + & = 0. Hieraus folgt bei Pise (0 81 *ﬁ)Mk:i

oy e S =

* 0%
2 M g — —— ————— == — Eki .
(2a) ke %t - e 2% Abb. 5.

3. Die Beziehungen zwischen den Randmomenten und den
Knotendrehwinkeln.

a) Der Balken mit beiderseitigen Randmomenten.

Nach Abb. 3 und 3a ergeben sich zwischen den Knotendrehwinkeln und den Randmomen-

ten bei Beachtung, dafl die Knotendrehwinkel » im Uhrzeigersinn positiv zihlen, die Be-
ziehungen

v + (0 + Mo — M+ 9) =0,
v + (0 + My — My f+ 9) = 0.

Diese beiden Gleichungen 16sen wir nun nach M,; und M,, auf und erhalten

M=~ &};;oz‘i'; i (% (v 4 i + 9) + B + o + )],
1
M) =— m[“/ci(i’i + oy + ) + (v + @ + 9)].
Nun ist aber nach Gleichung (1a)
213 ___1“ ﬁ_ 8 akf_,,,, —~.1W ﬁ — 08
e — W = bawe e Ty, Wmd =

Damit kénnen wir die Gleichungen der Randmomente in die Form bringen

1 .
M, = *;{.[% + ;05 + O (1 + 08) + af; + o 08,],
(3) b
M, = N [v; + w08 + (1 4 0}) + afy + %08

Fiir den Sonderfall konstanten Trigheitsmomentes ist

l v v 1 v V1 4
Wi == gy~ P o QiZsz‘g:’z* und 7 =T = — o= ¢ — w5 =7

3 'y
bzw. 1_1_ % und 2k = 2 2

3 S e
Thi  Tik T Tk b
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Damit ergeben sich die bekannten Beziehungen fiir konstantes Trigheitsmoment
VM, =—(4vs + 2%, + 60 + 402, + 200),

(32) UM, = — (49, + 29+ 69+ dal, + 2ady).

b) Der Balken mit nur einem Randmoment.

Bei Wegfall des einen Randmomentes kann das verbleibende Randmoment aus je einer
Gleichung bestimmt werden. Diese lauten:

v+ (0, + M0, +9)=0 fiir ein Randmoment bei %,

v+ (0 + Mo +9) =0 fiir ein Randmoment bei 7.

Da aber nach -Gleichung (1b) oz; = t%;, @, = tJ;, konnen die Gleichhngen fir M;; und M;,

in einer Form angeschrieben werden, die in Ubereinstimmung mit den obigen Gleichungen (3)
steht.

M, =— ;zlf (e + O + o) fiir ein Randmoment bei %,
) y
M, =— 1% (v; + O+ o) fiir ein Randmoment bei 7.

ik
Diese Gleichungen héatten wir auch direkt aus denen der Gleichung (3) mit beider-

seitigem Randmoment ableiten konnen, da bei Anordnung von Gelenken die 7°-Winkel in
die 7?-Winkel iibergehen und die Abklingungszahlen g;; = g;; zu Null werden.

Fir konstantes Trigheitsmoment wird 17 =« = SHET= -l3— Damit erhalten wir die be-

k Z kannten Gleichungen fiir die Randmomente
! ’ _ 0
] |i|||||||||DM,.k (4a) VM= —3 (. + 9+ ofy),

'M;, = =3 + 9+ ad).

c) Der einseitig bei £ in einem Fundament elastisch
eingespannte Stab mit einem Randmoment bei 4.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die zusétzlichen Glei-
chungen, die sich aus der elastischen Einspannung der Stibe
in Widerlagern ergeben, auszuschalten. Infolgedessen miissen
wir die beiderseitigen Randmomente nur durch den zuge-
horigen Knotendrehwinkel » ausdriicken.

Um dies zu erreichen, zerlegen wir den Belastungsfall der
Abb. 6, bei dem der im Punkte % elastisch in einem Widerlager
eingespannte Stab an dem Ende ¢ durch ein Randmoment M,
beansprucht wird, in drei Teilbelastungen.

) Bei dem Belastungsfall der Abb. 6a ist der beliebig be-
lastete Balken links elastisch eingespannt und rechts frei
drehbar gelagert. Das Einspannungsmoment folgt aus der

— i

o Qki

Gleichung Mkz‘(“kri‘eki)—i‘“llci:oa ]l{lm o ‘:‘871 — o E s

da nach Gleichung (1) P % Damit ergibt sich der
ki ki

Drehwinkel an dem Rande 7 zu:
o, — My p = oy + o 0%
B) Bei dem Belastungsfall der Abb. 6b wirkt bei dem links elastisch eingespannten Stab
an dem rechten Ende das Randmoment M ;. Hiermit ergibt sich an dem linken Rande ein
Einspannmoment von M, = ¢}; M,; und an dem rechten Rande ein Drehwinkel von ¢, M ;.

) Bei dem dritten Belastungsfall nach Abb. 6¢ wird durch die Senkung des linken Auf-
lagers ein Stabdrehwinkel 4 erzeugt. Der zugehorige Drehwinkel y, ;. folgt aus der Gleichung (2):

Abb. 6a—c.

yir = 9 (1 + 0};) und das zugehorige Einspannmoment aus Gleichung (2a): M;, = — ﬁ%.
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Nunmehr addieren wir fiir die drei Belastungsfalle die Biegemomente und die Drehwinkel
an dem Rande ¢, aus deren negativer Summe sich der Knotendrehwinkel »; ergibt.
vi= — o+ ofs of i+ 5 M+ 9 (1 + 0f)]-

Hieraus ergibt sich M,;, wahrend M, sich aus den Teilmomenten der drei Belastungs-
falle zusammensetzt.

1
(5) M;,.= N [v: + 9 (1 + 0%:) + oy + o9 0541
(5a) M, = ‘”%;‘i (m%i_"ﬁ_Mikﬂ)'

Damit ist es nun gelungen, die Randmomente M, und M, nur durch den Knotendreh-
winkel v, auszudriicken, so dafl wir den unbekannten Drehwinkel an der Einspannstelle der
Fundamente nicht benotigen.

Es eriibrigt sich, die Gleichungen fiir den aus dem Spiegelbild der Abb. 6 folgenden Be-
lastungsfall anzuschreiben, wenn wir dem Knoten an dem Fundament jeweils den Index ¢
geben. In diesen ganz allgemeinen Gleichungen (5) sind selbstverstéindlich die frither ent-
wickelten Gleichungen (3) und (4) mit enthalten. Die Uberleitung in die Gleichung (4) ist
sehr einfach. Wenn an die Stelle der elastischen Einspannung an dem Fundament ein Gelenk
angeordnet wird, dann wird ¢}; = 0, 1% = 1%, und M, = 0, womit der Ubergang gezeigt ist.

Etwas schwieriger ist die Uberleitung in die Gleichung (3). Hierzu setzen wir zunichst
voraus, daf} der Stab sich an dem Knoten % nicht drehen kann. Damit wird 5 = 7%, und
0%; = 0%;, und wir erhalten die Gleichung

My =— .

1
Tik

[vi+ 9 (14 ofs) + od + s 084] -

Tatséchlich verdreht sich aber der Knoten £ um den Winkel v,. Wir verdrehen deshalb
bei dem statisch bestimmt gelagerten Balken das Auflager nach Abb. 3a um den Winkel »,,
damit ergibt sich fiir das Auflager ¢ ein Drehwinkel »;, = — vk% = — v, 0}; (vgl. Abb. 3a).
Den neu erzeugten Drehwinkel », halten wir nun durch eine starre Einspannung des Endes &
fest, rechts dagegen miissen wir durch ein zusétzliches unbekanntes Moment 4 M,; so lange -
drehen, bis der neu entstandene Drehwinkel v, = — v, 0}; beseitigt ist. Die Elastizitéts-

gleichung hierfiir lautet:

AMisz?k-'Vini:O, AM;, = _'_vk@'ki'

Tik
Dieses zusatzliche Moment ist M;; zuzuzihlen. Damit erhalten wir aber die friithere
Gleichung (3)

1
Mik= - a[% + 0hivie + O (14 03y) + adp+ “%i@?ci]-

Wir haben damit gezeigt, dal in der neu abgeleiteten Gleichung (5) die frilheren Gleichun-
gen (3) und (4) mit enthalten sind.

4. Die Aufstellung der Knoten- und Verschiébungsgleichungen.

Die Knotengleichungen folgen bekanntlich aus der Bedingung, daB fiir einen Rundschnitt
um einen beliebigen Knoten 4 die Summe der Einspannungsmomente gleich Null ist. Wenn
jedoch auf den Knoten infolge eines belasteten Kragarmes ein &uBeres Moment M, nach
Abb. 7 einwirkt, dann lautet die Gleichgewichtsbedingung

k=n .
(6) %’Mih‘i“Mm:O-

Entsprechend unserer Vorzeichenregel nach Abb. 7 zéhlen die Einspannmomente, die auf
die angeschlossenen Stabe einwirken, positiv, wenn sie entgegen dem Uhrzeigersinn wirken.
Die Einwirkungen auf den Knoten sind dementsprechend entgegengesetzt im Sinne des Uhr-
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zeigers. (Siehe Abb. 7.) Die Momente M, sind den abgeleiteten Gleichungen (5), (4) und (3)
zu entnehmen. Fiir Stébe, die in Fundamenten elastisch eingespannt sind, ist die Gleichung (5)
mafigebend.

Anschlu3 an
einen Knofen

1
(6a) M;,= — = [vi + @ (14 0%;) + o+ of; 0%4] -

Pe =My Rundschnirt Gl.6%) Fiir Stdbe, die starr eingespannt oder an anderen
P Knoten fest angeschlossen sind, dagegen die Glei-
chung (3).

M gelenkiger

Anschlu  (6b) M, = — *%‘["’i + 0k + O (1 + 0fs) + of+ o 0fil -
Gl.(6c) Tik

Diese Gleichung gilt auch fiir Stibe, an deren anderem
Ende kein Gelenk angeordnet ist, nur wird dann ¢f; = 0,

e/a.S‘f/:S’L‘;E Linsp. starre Finsp. und an die Stelle von 7%, tritt 77, .
Gl6a) Gl (6b) ik ik

(6c) M= _?}z; (i + 9+ o).

Die Knotengleichungen (6) konnen wir ebensooft an-
schreiben, wie unbekannte Knotendrehwinkel vorhanden
sind, wobei entsprechend den fritheren Darlegungen die
Einspannstellen, auch wenn sie sich elastisch verdrehen,
nicht mitzdhlen. Wenn die Gelenkkette, die sich nach Be-
seitigung der Knotensteifigkeiten ergibt, keine Bewe-
gungsmoglichkeit besitzt (sieche z. B. die Abb. 1, bei der die
Gelenkkette keine Verschiebungsmoglichkeit besitzt, wo-

Abb. 7 und 7a. mit die Winkel ¢ zu Null werden), so ergeben sich aus
diesen Knotengleichungen nach Auflosung des Glei-
chungssystems alle unbekannten Knotendrehwinkel, und wir sind damit in der Lage, mittels
der Gleichungen (6a), (6b) und (6¢) die zugehérigen Einspannmomente zu berechnen.
o o 5 5, Wenn dagegen das Tragwerk eine oder
A AR - mehrere Verschiebungsmoglichkeiten besitzt,
8o miissen wir, wie z. B. bei dem Tragwerk der
Abb. 8, die Knotengleichungen durch eine
Verschiebungsgleichung erginzen, da zu den
unbekannten Knotendrehwinkeln als neue
Unbekannte der Stabdrehwinkel ¢, , = u ge-
treten ist. ¥, , = pist die Verdrehung eines
bestimmten Stabes, aus dem sich die iibrigen
Winkel mit Hilfe eines Williot- oder eines
Geschwindigkeitsplanes ergeben.

Die Verschiebungsgleichungen erhalten wir
bekanntlich aus den Arbeitsgleichungen. Fiir
eine virtuelle Bewegung des Tragwerkes muf3
die Arbeit aller Krifte zu Null werden. Zwecks

Abb. 8 und 8a. Aufstellung der Arbeitsgleichung beseitigen

wir die Knotensteifigkeiten und ersetzen die

an diesen Stellen wirkenden inneren Momente durch &uBere Momente, womit das Gleichgewicht

wiederhergestellt ist. Fiir eine virtuelle Verschiebung, welcher die Stabdrehwinkel 9,, der
Abb. 8 entsprechen, lautet demnach die Arbeitsgleichung -

(7) Z(Mik+Mki)ﬁik+'2P77=0-

Hierbei sind die Einspannmomente M ;; und M, durch die .Gleichungen (3) bzw. (4) aus-
zudriicken, wodurch sich eine weitere Gleichung zwischen den Knotendrehwinkeln » und
dem ebenfalls unbekannten Stabdrehwinkel ¢; , = u ergibt.

D‘Cu
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Wenn die Tragsaulen [, , und I, 5 der Abb. 8 elastisch eingespannt sind, dann miissen die
Werte M ,; und My, den Gle1chungen (5) und (5a) entnommen werden. Sobald jedoch, wie
es ja meistens der Fall ist, diese Tragsédulen durch keine duBleren Kréfte P belastet sind, dann
verwendet man einfacher fiir den Ansatz der Arbeitsgleichung die Gelenkkette der Abb. 8a,

bei welcher die Saulenfiifie elastisch eingespannt bleiben. In diesem Falle lautet die Arbeits-
gleichung

(7a) S (M + M) 0+ 2 My, + X Pn=0.

Hierbei ist bei der Arbeit 3M,,y;, der beiden Tragsdulen das FuBmoment M, heraus-
gefallen, und an die Stelle der Stabdrehwinkel 4, ; und #; , dieser Stabe treten die Dreh-
winkel y, ; und y; , der Saulenkopfe. ’

Dieses Resultat 1a8t sich aus der Gleichung (5) und (5a) ableiten. Wenn keine Krafte P
auf diese Tragsidulen einwirken, dann sind die Belastungsglieder of; = o, = 0. In dem un-
verschobenen Zustand, fiir den wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ansetzen, ist
aullerdem ¥ = 0. Demnach lauten die Gleichungen (5) und (5a):

1
'Zl[ik='—;f;vz'9 Mki=QﬁiMik-

Damit ergibt sich die Arbeit bei einer virtuellen Verschiebung zu
(M, + M) 0 = M, (1 + 04) @ = M, p;;,, da nach Gleichung (2) 1y, =9 (1 + of4)-

Die Arbeitsgleichung in Form der Gleichung (7a) erfordert bei Vorliegen von elastischen Ein-
spannungen weniger Rechenarbeit als die Gleichung (7).

5. Zahlenbeispiel.

Mittels der neu aufgestellten Gleichung (5) berechnen wir nun das Tragwerk der Abb. 9,
bei welcher die einzelnen Stiabe parabolische, sich auf die ganze Stablinge erstreckende Ver-
starkungen besitzen und in den Widerlagern elastisch eingespannt sind.

y

Abb. 9.

Das Tragheitsmoment an den Einspannstellen sei J, = 5.J,. Die Stablingen betragen
Lg=1l3=11,=1;5=081 und der Stab [, , sei durchgehend mit der Streckenlast p
belastet.

Die Auflagerdrehwinkel entnehmen wir den erwihnten Zahlentafeln von Dischinger.
Im Gegensatz zu der Bezeichnungsweise von Mann erhalten wir:

EJ,0y,=EJ, o;,;=0,12881, EJ ay,=EJ o5, - 0,8-0,12887 = 0,10301,
EJ,o0q5=EJ 0, 3=0,28191, EJ, 0y ,=EJ 0, 5=08-0,28191 =0,22551,
EJ, f .= EJ, By 5= 0,10291, EJ p,4=EJ, By 5=08-0,10291 = 0,08231,
EJ,u ;= —pl30,0298, EJ,ud,= 4+ pl30,0217.
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Die elastischen Drehwinkel, die sich aus der Gleichung ¢ = C’LJ ergeben, driicken wir durch
die zugehorigen Stablangen aus. Sie sollen gegeben sein durch

EJ ey, =EJ e5,=0,041, EJ, e, =EJ e5,=0,051.

Die Abklingungszahlen ergeben sich aus der Gleichung (1):

0,1029

o 0,0823
02,17 03,1 (1288 + 0,04

J— (4 — n€ J—
= 0,61, €417 05,17 61030 + 0.0

= 0,54.

Hieraus erhalten wir die 7-Winkel ebenfalls nach Gleichung (1).

EJ 1% ;= EJ 1% ;= (0,2819 — 0,61-0,1029) ] = 0,21921,

EJ, v = EJ, 1% ;= (0,2255 — 0,54-0,0823) = 0,18101.
Aus der Bedingung, dafl an dem Knoten 1 die Summe aller Einspannmomente gleich Nult
ist (Gleichung 6), folgt in Verbindung mit der Gleichung (6a)

2v, BEJ,

1 ‘ ' 3

Hieraus folgt
EJ, v,= 4 0,00374 pl3.

Die Einspannmomente folgen nun aus der Gleichung (5) und (5a).

1
M,y o= —g51g5 (0,00374 — 0,0298 + 0,0217-0,61) pl* = + 0,059 p 12,

= _.9’0_0% 2 2
M1,3— 0,2192 pl2=—0,017pl2,
M,,= —Oofg;g (—0,059-0,1029 + 0,0217) pl? = — 0,0925 p 12,
My, = —0,017pi2-0,61 = —0,0104 pl2,
Mlv4=M1,5 e 00”(;.0831‘:)4 pl?-.: —0,0207 plz, M4,1 =M5,1 = — 0,0207pl2 . 0,54 = ——0’0112 plzy

Bei der Forménderungsmethode erfolgt die Nachpriifung mittels der Gleichgewichtsbedin-
gungen. Fiir den Knoten 1 ergibt diese

(40,059 — 0,017 — 2-0,0207) pl2~ 0.

6. SchluBlwort.

In den obigen Entwicklungen sind die Beziehungen zwischen den Knotendrehwinkeln und.
den an den Stabenden angreifenden Randmomenten in eine solche Form gebracht worden, daf3
die vorhandenen Zahlentafeln der Auflagerdrehwinkel von Stiben mit verinderlichem Trig-
heitsmoment ohne weitere Umrechnung benutzt werden konnen. Hierdurch wird erreicht,
dafl die Berechnung der Tragwerke mit verinderlichem Tragheitsmoment kaum mehr Arbeit.
erfordert als bei konstantem Tragheitsmoment. _

Zugleich gestattet aber die neue Form der Gleichungen auch die Berechnung der
Tragwerke, bei denen einzelne Stabe elastisch in die Widerlager eingespannt sind, ohne
dafl dadurch eine Vermehrung der Gleichungen zur Ermittlung der Knotendrehwinkel ein-
tritt.

(Eingegangen am 1. 12. 1941.)
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Zur Theorie der Spannungsverteilung in Flankenschweilindhten.

Von 0. Domke, Aachen.
Mit 3 Abbildungen.

Bei der Ermittlung der Anstrengungen in elastisch nachgiebigen Flankenndhten nimmt
man bekanntlich an, daf die Gleitung in der Schweifnaht verhaltnisgleich ihrer Schub-
beanspruchung ist. Der Gedanke geht auf Untersuchungen von J. Arnovlevié! zuriick; der
ihn bei der Berechnung von Nietreihen unter Beriicksichtigung der elastischen Nachgiebigkeit
der Niete als begriindet nachwies und als stetige Bedingung bei der Ermittlung der Haft-
spannungen in Verbundkonstruktionen benutzte. Nachdem P. Fillunger? dieselbe Annahme
bei der Untersuchung von Leim- und Lotfugen zugrunde gelegt hatte, wurde sie sinngemaf
auf die Berechnung der Flankenschweiinéhte iibertragen. In der Tat konnte H. Petermann®
durch Grenziibergang zeigen, wie aus der Kraftverteilung in Nietreihen die Spannungs-
verteilung in durchgehenden Flankennahten gefunden werden kann.

Die hiernach berechneten Verschiebungen verschweiBter Bleche stimmen mit den Mes-
sungen im wesentlichen iiberein, und die Theorie konnte daher befrledlgen, wenn sie nicht zu
einem bedenklichen Widerspruch fiihrte, auf den zuerst A. Hertwig? 6ffentlich hingewiesen
hat. An den Nahtenden ergeben Rechnung und Beobachtung die stidrksten Verschiebungen;
und daher miiBten dort auch die groBten, also maBgebenden Schubspannungen auftreten. Das
ist aber unmoglich, weil nach dem Satz von der Gleichheit der Schubspannungen, die dieselbe
Kante schneiden, diese Spannungen an den Enden verschwinden miissen. Fillunger hat.
diesen Widerspruch gelegentlich auf die Behandlung der Aufgabe als einachsiges Problem
zuriickzufithren versucht und gemeint, dafl eine raumliche Untersuchung ihn beseitigen
wiirde. In diesem Sinne hat K. Jager (Jezek)? versucht, durch Ermittlung des Spannungs-
zustandes in den Laschen mit Hilfe der Ansétze fiir das ebene Problem die Frage zu klaren;
wenn auch hierbei manche wertvollen Ergebnisse iiber die Spannungsverteilung in den Laschen
erzielt wurden, so konnte die gewiinschte Verteilung der Schubspannung in den Néhten hier-
bei nur durch einigermaBen willkiirliche zusatzliche Annahmen erreicht werden. In der Tat.
ist nicht zu erkennen, wie unter Aufrechterhaltung der Grundannahmen der Elastizitatslehre
eine immerhin betrichtliche Gleitung, also Winkelanderung, an den Enden der Schweil3-
nahte mit einer verschwindenden Schubspannung in Einklang gebracht werden kann, und
schon aus diesem Grunde scheinen alle Versuche, mit Hilfe der Annahmen der Elastizitats-
lehre eine befriedigende Losung zu finden, ziemlich hoffnungslos. Selbst die Theorie endlicher
Forménderungen 148t in dieser Hinsicht aus mehreren Griinden kein Ergebnis erwarten. Jeden-
falls sind Ort und GroBe der groften Schubspannung tatsichlich unbekannt. Denn daf die
Risse an den Nahtenden beginnen, it sich dadurch erkliren, daB die Forménderungen fur den
Bruch maBgebend sind.

~Wenn also eine erfolgversprechende Losung versucht wird, so muf fiir die Schweilnahte
die Grundannahme von der Verhiltnisgleichheit der Gleitung und der Schubspannung
aufgegeben und durch eine andere ersetzt werden, die aber keine wesentlichen Anderungen
an den bisher vorliegenden und durch Messung ausreichend bewéhrten Ergebnissen herbei-
fiihren darf; an den Gleichgewichtsbedingungen der Aufgabe 148t sich natiirlich nichts &ndern.
Die Differentialgleichung der Aufgabe mufl dabei mindestens auf die 4. Ordnung gebracht.
werden, damit ihre Losung 4 Konstanten erhilt, mit deren Hilfe die 4 Randbedingungen,
namlich stetige Uberginge der Laschenspannungen und Verschwinden der Schubspannungen

1 Arnovlevié, J.: Z. Arch. u. Ing.-Wesen (Hannover) 1909 S. 89 u. 415.

2 Fillunger, P.: Ost. Wochenschr. f. d. 6ff. Baudienst 1913 S. 3.

3 Petermann, H.: Stahlbau 1932 S. 92.

4 Hertwig, A.: Stahlbau 1933 S.161.

5 Jager (Jezek), K.: Bauingenieur 1938 S.228; ElektroschweiBg. 1939 S.171.
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an beiden Nahtenden, erfiillt werden koénnen. Die folgenden Darlegungen stellen einen Ver-
such dar, mit diesem Ziele die Frage zu klaren.

Wir machen an Stelle der bisherigen die neue Annahme, da3 die 6rtliche Gleitung in der
Schweilinaht, also die gegenseitige Verschiebung der verschweillten Bleche, nicht nur von
der ortlichen Schubspannung, sondern auch noch von den Schubspannungen in der Nachbar-
schaft abhéngt, wenn auch natiirlich die ortliche Spannung den Haupteinflufl hat. In dem
vorliegenden Falle kann diese Auffassung damit begriindet werden, daBl die Schweifinaht
eine endliche Starke hat, bei der ja Verhaltnisgleichheit nicht mehr zu bestehen braucht. Im
iibrigen lassen gewisse befremdliche Ergebnisse der strengen Elastizitatslehre, wie die un-
endlich grofen Spaunungen in einspringenden Ecken auch bei geringen Belastungen und
ahnliche Falle, die Vermutung als gerechtfertigt erscheinen, daff nicht Einzelspannungen
fir den Bruch mafigebend sind, sondern der ge-
samte Spannungszustand in der Nahe, und daB
dieser wiederum die ortliche Forménderung be-
dingt.

Abb. 1. Bezeichnen wir also (Abb. 1) die Abstinde

zweier Stellen einer Schweillnaht von der Lange 21

von Nahtmitte aus gerechnet mit x und u, so soll die gegenseitige Verschiebung »(x) der

aneinandergeschweillten Bleche an der Stelle x abhangen von samtlichen Schubspannun-

gen 7(u) an den Stellen %, und zwar in Verbindung mit einer ,,Kernfunktion‘ oder ,,Einflu83-
funktion K (z, »). In Form einer Integralglelchung konnen wir dann schreiben:

ALALILIATITTEETE TGRSR
CIIIIIIIIIIIIIIITIIIIIIIIIIIIIN s

S
SURT

(1) v (x) =_jl‘K(w, u) T(u) du.

Der Kern K ist hier dasselbe wie die Ordinate 7 einer EinfluBlinie. Um weiterzukommen,

nehmen wir den Kern wie bei EinfluBordinaten symmetrisch in # und % an, und zwar in
der Form:

K(lu—z|).

Die EinfluBfunktion soll also symmetrisch gegen den Punkt a verlaufen, fiir den v(x) ge-
sucht wird, und fiir alle « dieselbe sein. Mit Riicksicht auf méglichst geringe Abweichung
von der bisherigen Annahme setzen wir voraus, daf K an der Stelle  einen betrachtlichen
Grofitwert hat und nach beiden Seiten wellenartig sehr stark abnimmt, so daB esschon
in geringen Abstidnden | —u| gegen 0 geht (Abb.2). Der Grund fiir die Notwendigkeit
negativer Ordinaten in K wird aus dem Folgenden hervorgehen. AuBer diesen allgemeinen
Angaben braucht man iiber die Kernfunktionsgleichung nichts Ge-
naueres zu wissen.

Unter diesen Voraussetzungen kann man zunéchst die Gren-
zen 4 ! durch 4 o0 und gleichzeitig « —u durch & ersetzen:

@ v(@) = [ K()eat8) ds

Von der Funktion 7(x 4 £) konnen wir ohne weiteres Stetigkeit
annehmen, so daf3 an der Stelle z nach der Taylorschen Reihe entwickelt werden kann:

(@48 =)+ sTW L L@,

In die vorige Gleichung eingesetzt erglbt dies:

v(x)—r(x)fK (1) ds+d’<“>j1<(|s\ gdg+ 70 lfK E)ERdE+ -

Fiir die Fliche der EinfluBfunktion setzen wir nun, da die positiven Anteile bei weitem

iiberwiegen :
+ oo
JK(&)d
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Das Glied ‘oo
JE(E)gds= —mk

kann als Triagheitsmoment der EinfluBfliche gedeutet werden; da die Welle mit negativen
Ordinaten grofleren Abstand £ hat, wird es sich negativ ergeben miissen. Dagegen verschwin-
det der Ausdruck

“+ 0
SR (&) eas

als ungerade Funktion von &. Dasselbe gilt fiir alle Integrale, die ungerade Potenzen von &
enthalten, wogegen die Integrale mit geraden Potenzen von & abwechselnde Vorzeichen
haben werden, da die duleren Wellen der EinfluBllinie wegen ihrer grofen Abstinde & der
Reihe nach das Ubergewicht erhalten. Dieser Vorzeichenwechsel ist notwendig, damit die
Differentialgleichung der Aufgabe nur reelle Wurzeln hat, da sonst alle Spannungen schwin-
gungsartig verlaufen wiirden. Beschranken wir uns auf die Glieder bis zur zweiten Ordnung,
so entsteht, wenn der Zeiger x als tberflissig weggelassen wird:

3) v:k(r—ﬂzdi’)ﬁ

Dieser Ausdruck stellt also die erweiterte Form der bisherigen Annahme dar; er geht in sie
iiber, wenn m gegen 0 geht. Er erinnert an die genauere Form der Differentialgleichung der
Biegelinie unter Beriicksichtigung der Schubkréfte:

2y 1 EJ &2 M

=~ 57~ or, ‘@)

In unmittelbarer Nihe der Nahtenden treffen die vorstehenden Ausfithrungen nicht
ganz zu. Wird der Verlauf der Kernfunktion wie im Innern angenommen, so sind die Inte-
grale am linken Nahtende von 0 bis c© zu erstrecken, und die erste Ableitung hat einen Bei-
wert n == 0, so daB statt (3) anzusetzen wire: ’

k dt m? d?t
(33’) U=§<T—nd—x—?w>.
Der Faktor § deutet aber darauf hin, daf der Kern an den Nahtenden anders verlaufen
muB, als (3a) angibt. Tatséchlich wird er sich wenig von der Form (3) unterscheiden konnen,
und daher soll der Ausdruck (3) der Untersuchung allgemein zugrunde gelegt werden.

Bei der weiteren Rechnung beschrinken wir uns auf den einfachsten Fall, wo Bleche
mit vollkommen gleichen Gesamtquerschnitten F' durch » Flankennihte verbunden werden.
Wir haben dann in den Blechen links und rechts auflerhalb der Schweifindhte die Grund-
spannung o, im Abstande x von der Schweillnahtmitte in den nach rechts laufenden Blechen
die Spannung o, = o, in den nach links laufenden ¢,. Mit den iiblichen Bezeichnungen
(¢ Kehlnahtdicke) ergeben sich dann in bekannter Weise die Gleichungen:

o,+o,=0, vradr =Fdo,

4 4 a m2 d27
[ede—[ado=v,  v=g( % i)
0 0

von denen die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen, die beiden letzten Forméinderungs-
bedingungen sind. Der Gleitmodul @ braucht nicht unbedingt mit dem sonst so genannten
Wert iibereinzustimmen; er ist wie die kleine Strecke m ein festzustellender Erfahrungswert.

Die Ausschaltung von o,, v und v aus den Gleichungen (4) ergibt nun nach einfacher
Rechnung die Differentialgleichung:

(4)

m? dio dio'_2vG'/ _E)
2 dat " dxr EF\° T 2)°

die mit m = 0 in die bekannte Form iibergeht. Setzt man noch
(5) 2vG 22

EF — 7
Stahlbau-Forschungsheft 6. 3
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wo 2 der Kehrwert einer Lénge ist, so lautet die Gleichung

dic 2 d2c 2x%2% / c
(6) dwi i gm T oaE(c ) =0
Der Ansatz
o — % = et®
gibt
2 22

und die vier Losungen

h=t Y1V - 2dme,

woraus m < —— folgt.
%2

Wir setzen

o= %Vl — V1 —2xm?
(8)

B= 1+ 11—22m.

Die vier Wurzeln sind dann + o, —a, + 8, —8.
Beachtet man, dal wegen der Kleinheit von m nahezu
11— 2:2m2ar 1 — #2m?,
8o sieht man, daB
N 5 N E
(8 a) xR K, ) m"

B ist also weitaus grofler als «. Die Naherungswerte (8a) folgen wegen der Kleinheit von m
schon aus dem Zerfall der Gleichung (7) in die beiden Gleichungen:

2—2 _o, 22— =0,

Da die Losung der Differentialgleichung in 7 symmetrisch, in ¢ — + also antimetrisch

| Ql

sein muB, so erhilt man fiir ¢ und 7:
o= % + A Ginax + B Ginfz,
T (AaGojaz + B Goipa).

T =

Die Randbedingungen sind
6_,=0, 0,,==0, 7,=0, 7,,=0.
Damit werden nach einfacher Rechnung:

_ G B G0 Bl Ginazr — «Cojal Ginfx
0=73 (1 T 5Gof i Ginul — «Gofal @inﬂl)’

9 s .
G Gof B1 Cofaa — Gofal Gof

_F e i
"= 3a 2% 560 T Ginal — aGojal GpL"
Die Verschiebung » erhilt man nach der zweiten oder vierten Formel (4), wenn man
beachtet, dal nach Gleichung (7)

m20€2 _—ﬁ _m2ﬁ2_ %2 2‘2,‘}677
11— 2 T a2 1 _2——?’ M—E—F’
zu:
ﬁ@ofﬁl@;oi 2
— ax — — Cojal Cof Sz
(10) p=2 5 P

~ F BGCoiBl Ginal — aCojal Ginpl
Mit g — oo, also m — 0, gehen alle Formeln in die gebriauchlichen iiber.

Da f gro3 gegen « ist, so &ndern sich ¢ und » nur unwesentlich im Vergleich mit den Er-
gebnissen der iiblichen Rechnung. Namentlich wird die der Messung allein zugingliche Ver-
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schiebung im ganzen nach einer €of-Kurve verlaufen. Dagegen ist diese Ubereinstimmung
bei den Schubspannungen nur in den inneren Abschnitten der Naht vorhanden; an den
Nahtenden geht 7 ziemlich plétzlich auf Null herunter.

Um eine Vorstellung zu gewinnen, wie sich diese Ergebnisse zahlenmiBig auswirken,
wird der Fall

al=2

zugrunde gelegt, was einer nachgiebigen Naht entspricht. Es sei daran erinnert, da8 I die
halbe Nahtlinge bezeichnet. Die Strecke m wird in der GroBenordnung der Nahtdicke a

. . . A 1
abgeschatzt, wobei bekanntlich @ = %) anzunehmen ist. Wiruntersuchen die Falle m ~ -~ 3a,

m = 1—l4 ~ 1,5a und m = 0. Thnen entsprechen nach Gleichung (8a) geniigend genau die Werte :

Bl =10, Bl =20, Bl = co.

Wir beschranken uns auf die Ermittlung des Schubspan-
nungsverlaufs in diesen drei Fallen, da hier die wichtigsten
Abweichungen auftreten. Die zweite

//
& fiir /

ol=2 /;Z=V\
s
-
7

Gleichung (9) ~=
schreiben wir: _ _ﬁ Z:Z%///‘/
. Gofal T -
_F e @oiax—gnwl@oiﬁx
(92) FTvaz\® Ginal — = Gojul Tg Bl 4 w
p ol s Abb. 3a.
und bezeichnen die runde Klammer zur Abkiirzung mit e
%, so daf3 S fir e
_F e -2 pl-w
(9b) T=ara? “ s /"\
In Abb. 3a und 3b sind die Ergebnisse der Rechnung 1=10_—— -~
fiir B1 = 10 und Bl = 20 aufgetragen; in beiden ist zum .. ——— -~
Vergleich die ¢-Linie fiir fI = oo dargestellt, auBerdem
ist die Gerade & =1, die sich bei Annahme durchweg -, 7))
gleicher Schubspannung ergibt, eingezeichnet. Im mittleren Abb. 3b. '

Teil von — 0,51 bis -4 0,5 unterscheidet sich die 7-Linie
kaum von einer Kettenlinie (€oj-Kurve). Im ganzen verteilt sich hiernach die Schubspan-
nung gleichmaBiger iiber die Nahtlinge als nach der iiblichen Rechnung, und zwar um so
mehr, je groBer m, also der Kernbereich, ist. Da die Schubspannungslinie die Differential-

kurve der Langsspannungslinie ist, so sieht man, daB ¢ an den Nahtenden ohne Knick in 0
und ¢ iibergeht.
Wirklich meB3bar sind nur die Verschiebungen ». Aus Gleichung (10) in der Form:
o? Cofal
(108) =t 1 P i 1P

22l Ginal— % Gofal g1

2
ersieht man sofort, daf sich » wegen des sehr kleinen Bruchs 7; fast genau nach einer €of-Linie

éndert. Die Verschiebung »; an den Nahtenden ergibt sich mit den zum Vergleich hinreichend
genauen Naherungen Tgal =Igpl =1 zu

142
(10b) vz=‘%l ;Llﬂ.
Daraus folgt fiir «l = 2 und B
Bl =10, v=1060%,
Bl =20, v=1055%,
Bl= oo, v=0,50%l.

3*
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Den letzten Wert erhdlt man allgemein auch in dem Fall, daB die Schubspannung lings der
Naht unverénderlich ist.

Weil die Schubspannungen den Verschiebungen nicht mehr verhaltnisgleich sind, ist
auch der Schlufl von der gemessenen Verschiebung auf die Spannung nicht mehr angingig,
und da die Zerstorungen an den Nahtenden beginnen, wird man sogar folgern miissen, daB
die GroBe der Schubspannung fiir den Bruch weniger entscheidend ist als die GroBe der
Verschiebung. Es ist bemerkenswert, daB sich die Verschiebungen an den Nahtenden um
so grofler ergeben, je ausgedehnter das Kerngebiet ist. Auch die von A. Hertwig zuerst
hervorgehobenen und durch Modelle sichtbar gemachten Ungleichm#Bigkeiten der Léangs-
spannungen in den Blechen zwischen den Flankennahten, die in den vorstehenden Betrach-
tungen nicht beriicksichtigt werden konnten, machen die Sachlage noch verwickelter. Der
Versuchsweg scheint daher in Anbetracht der unvermeidlichen Eigenspannungen noch am
zweckméBigsten zu sein. Fiir die theoretische Durchforschung ist in den vorstehenden Unter-
suchungen ein Weg angedeutet, der einen groben Widerspruch der Theorie zu beseitigen
imstande ist.

(Eingegangen am 9. 2. 1942.)

Uber die Losung technischer Eigenwertprobleme.
Von R. Grammel, Stuttgart.

1. Einleitung.

Schon verhéltnismaBig einfache technische Eigenwertprobleme (z. B. Schwingungs- oder

Knickprobleme) enthalten oft verinderliche Daten, die nur durch eine Zeichnung vorge-
schrieben sind, also durch Kurven, die zudem Knicke und Sprungstellen aufweisen konnen,
etwa das Profil einer Scheibe oder die Querschnitte eines Luftschraubenfliigels oder einer
Dampfturbinenschaufel und die daraus abzuleitenden Funktionen fiir die Biege- und Tor-
sionssteifigkeit derartiger Gebilde. Weil man nun aber von nur graphisch gegebenen Funk-
tionen ein- oder gar mehrmalige Ableitungen im allgemeinen nicht genau genug bilden kann,
so scheiden bei solchen Problemen alle Rechenverfahren aus, die die Ableitungen jener Funk-
tionen als bekannt voraussetzen miissen, wie z. B. die Galerkinsche Eigenwertmethode. Bei
umsténdlicheren Aufgaben ist es oft zweckmaBig oder sogar unausweichlich, ganz graphisch
vorzugehen, und dann koénnen auch schon bei der Rayleighschen oder Ritzschen Me-
thode Unzutraglichkeiten entstehen, die sich nur miihsam iiberwinden lassen!.
- Schwierigkeiten dieser Art treten nicht auf, wenn man von der quellenmifBigen Dar-
stellung des Eigenwertproblems ausgeht. Die hierauf beruhende Methode? soll im folgenden
fiir technische Probleme weiterentwickelt und insbesondere auf sog. ,,mehrliufige’ Systeme
iibertragen werden, womit sie erst allgemein zugéinglich wird.

2. Die quellenmilige Methode.

Man kann die Eigenwertprobleme der Technik entweder differentiell (also durch Diffe-
rentialgleichungen, Differenzengleichungen, Variationsgleichungen) oder aber quellenmiBig
ansetzen, also bei kontinuierlichen Systemen mit einer unabhingigen Variabeln z und einer
abhingigen Variabeln y — und auf solche wollen wir uns hier der Einfachheit halber be-
schrinken — durch eine Integralgleichung, die bei Schwingungen die Gestalt

b
(1a) Iy, 0, ) =y(x) — zafG(x, 5e@ y@)de=o,
bei Knickungen usw. die Gestalt

b .
(1b) Iy, 0, ) =79y (2) — Aafa(x, Ee®) y(©dé=0

! Ein Beispiel hierfiir findet man bei Biezeno-Grammel: Technische Dynamik, S.704. Berlin 1939.
? Grammel, R.: Ein neues Verfahren zur Losung technischer Eigenwertprobleme. Ing.-Arch. Bd. 10 (1939) S. 35.
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hat. Dabei bedeutet 4 den gesuchten Eigenwert (Frequenzquadrat, Knicklast), G (, &) die
positiv definite Greensche Funktion (Maxwellsche EinfluBfunktion), p(z) die im ganzen
Bereich [a b] positive Belegungsfunktion (Masse oder Massentragheitsmoment je Langen-
einheit von z); die Striche in (1b) bedeuten Ableitungen nach z bzw. &.

Bei den Aufgaben der technischen Praxis ist es nur selten méglich, die Integralgleichung (1)
aufzulosen. Man kommt dann dadurch ans Ziel, dafl man die Determinantengleichung

N

(2) ; L |=0
[/ (/299

mit
b

3) az‘fcz;fI(t)v 0, A*) oy, dx

bildet und nach A* auflost. In ibhr sind y,(z) . .. 9, () frei wahlbare Koordinatenfunktionen,
die linear voneinander unabhéngig sein und mindestens die geometrischen Randbedingungen
(Auflager-, Einspannbedingungen usw.) des Systems erfiillen miissen, wenn die n Wurzeln
A¥ ... A¥von (2) brauchbare Naherungen der n niedrigsten Eigenwerte 4, . . . 4, des Problems
sein sollen. Man kann beweisen, daB A7 = 1; ist (wenn man die 2} und ; nach der GrofRe
ordnet), und daB die 2] bessere Naherungen (und zwar im allgemeinen viel bessere) sind als
die mit den gleichen Koordinatenfunktionen nach der Ritzschen Methode gewonnenen A.
Die explizite Aufstellung der Determinantenglieder (3), nimlich ausfiihrlich

b
(4) (9 =&f9 h;y.de — A% A4,

scheint zunéachst dadurch erschwert, daB in den Ausdriicken

b b
(5) A= [ @@, £ 0() 9,9 40 (2) yu(2) d2

die Greensche Funktion G (z, £§) vorkommt, deren Bestimmung h#ufig eine praktisch un-
ausfithrbare Aufgabe ist, die-ja gerade umgangen werden soll. Fiir eine besondere Klasse von
Eigenwertproblemen — es sind die im folgenden ,.einldufig® genannten — habe ich schon
frither gezeigt, da3 man die 4, explizit bilden kann, ohne die Greensche Funktion zu kennen.
Jetzt soll dies auch fiir ,,mehrlaufige’ Systeme gezeigt werden.

3. Ein- und mehrliufige Systeme.

Wenn wir der Einfachheit halber die Ausdrucksweise der Eigenwertprobleme des elasti-
schen Kontinuums beniitzen, so kénnen wir sagen: weil 7 (oy;) = f G(x, &) 0(&) 9:(&) d& die
Auslenkung infolge der Last ¢; = oY, ist, soist 4;;, = fn(g 1;) 09 dx nach dem Clapeyron-
schen Satze die doppelte Arbeit, die die Last ¢, = o9, bei der Auslenkung 7(e¥),) (die zur
Last g; gehort) leisten wiirde. Es handelt sich darum, diese Arbeit direkt aus y,(x) und 1 (x)
ohne Kenntnis von G'(x, &) zu berechnen. Hierzu brauchen wir vier Tatsachen aus der Me-
chanik des elastischen Kontinuums, die wir fiir Probleme mit einer unabhiangigen Variabeln
und einer abhéngigen Variabeln y aussprechen konnen, wie folgt:

1. Irgend eine Last g(x) erzeugt ,,Schnittkréifte 8”(z) (Normal- und Schubspannungen
oder allgemeiner Normal- und Schubkrifte oder auch Torsions- oder Biegemomente usw.)
sowie ihnen zugeordnete , Verformungen s”(z) (Dehnungen, Schiebungen, Torsions- oder
Biegewinkel usw.), welche man so normieren kann, daf

by
(6) 4= ,!: %S‘”’s‘”dx

nach dem Energiesatz gleich der zugehorigen doppelten Arbeit A = f nqdx der Last g(x)
bei der von ihr erzeugten Auslenkung #(x) ist.
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Im einfachsten Falle besteht.die Summe in (6) nur aus einem Summanden (p = 1); solche
Systeme sollen einldufig heilen (Beispiele: Zug, Torsion, Biegung von Stiaben, Torsion von
Scheiben, Querbelastung von Seilen unter Langszug). Unter den Systemen mit einer ab-
hangigen Variabeln y(x) gibt es aber auch solche, bei denén p > 1 ist; sie heiBen mehr-
laufig, insbesondere fiir p = 2 zweildufig (Beispiele: drehsymmetrische Radialdehnung
von Scheiben, drehsymmetrische oder allgemeiner zyklisch symmetrische Biegung von Schei-
ben), fir p =3 dreilaufig (Beispiel: die drehsymmetrische Scheibenbiegung mit Beriick-
sichtigung der Querkraft).

2. Zwischen den Schnittkriften S” und der Last ¢ gilt die ,,Gleichgewichtsbedingung®,
und zwar — wie aus der allgemeinen Gestalt! beim dreidimensionalen, sechsldufigen Konti-
nuum durch Spezialisieren folgt — fiir einliufige Systeme in der Form

(79 [x(2) 8% (2)] + B(2) ¢ (%) = 0,
fir zweilaufige (bei geeigneter Numerierung der beiden $”) in der Form
(79 [21(2) 8 ()] + #x(2) 8 (2) + B(2) ¢ (2) = 0,

wobei Striche wieder Ableitungen nach x bedeuten. Da bei mehr als zweiliufigen Systemen
keine wesentlich neuen Uberlegungen hinzutreten, begnugen wir uns hier und weiterhin mit
den ein- und zweildufigen.

3. Zwischen den Verformungen E

W)

und der Auslenkung y(z) gelten die ,,Verzerrungs-

gleichungen‘‘; sie lauten — wie wieder aus ihrer allgemeinen Gestalt? durch Spezialisieren
folgt — fiir einlsufige Systeme
(89 s (2) = 7,(2) y(2) + () ¥ (2),

fir zweilaufige
(81) {sm (%) = 731 (%) y () + 702(2) ¥ (2) ,

s () = 79, (2) Yy (%) + Toa(2) Y (2)
oder auch aufgelost (es ist stets || 7, || < 0)

— t 8(1) + t 8(2) ,
(81) Yl e
Y =1y 8+ lops”

4. Endlich gilt zwischen den Verformungen s” und den Schnittkriften S” das spezielle
,,Blastizitatsgesetz*‘; es hat im linearen Falle [der allein zu linearen Eigenwertproblemen (1)
fithrt] fiir einlaufige Systeme die Form

(99 A s (2) = =(2) 8 (2),
fir zweildufige die Form
$P (%) = 2y (%) 89 () + 215(2) 8 (),

(911) (2 (2)
8 () = 21 () 8 () + g0 () 8 ().

4. Darstellung der A,, durch die S™.
Nunmehr gelingt es vollends leicht, die Glieder 4, (5) in der lssenden Determinanten-
gleichung (2) ohne Kenntnis der Greenschen Funktion zu berechnen.
1. Bei einldufigen Systemen hat man nach (6) und (9') zunichst fiir 1 = k&
b 7
(10) A, =[80spda = [%8M de,
a a

und dabei ist nach (7f) mit ¢ = gy,

z ) b
(1) 89(@) = ;1 [+@ 8@ — [ poy,da] = L [a@) S0 ) + [Bov, do] =5V ().

1 Vgl. Biezeno-Grammel: a.a. 0. S.46.
2 Vgl. Biezeno-Grammel: a.a. 0. S.42f.
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Man beweist aus (10) in bekannter Weise, daf allgemein gilt
b

(12) A, =[S0 8P dz mit SP = 8W (o), (j=1,k)
a

womit die Aufgabe gelost ist. Die quellenmiBige Eigenwertmethode ist nun durch die For-
meln (2), (4) und (12) mit (11) endgiiltig dargestellt. Thre explizite Durchfiihrung erfordert
nur Quadraturen.

2. Bei zweildufigen Systemen hat man nach (6) und (9%) zunéchst fir 1 = k

b b
(13) A= [(SPsP + 8P s@)dw = [ [ SO + (12 + #a1) S 8P + x5 8% dz,
und dabei ist nach (7%) mit ¢ = oy,
(14) (S, 82, ) = (3 89) + 2,82 + o, =0
mit der aus (8%) und (9™) folgenden ,,Vertraglichkeitsbedingung*
(15) H (S, 8) = [ty (22 S + 212 8P) + 15 (9, S 4 255 8)] —

— [fay (e1y ST + 2615 8F) + g (207 SV + 2 S¥)] = 0.
Bildet man fiir die Last ¢ = o(9; + 9z)

A’i+k, =4+ 24, + 45,

7

so findet man nach kurzer Rechnung

b
| s = J PS8 4+ 3+ ) (S S+ 8089 + 52 521

(16) l mit

F (89,82, p,) =0, H(SM,S®)=0. G=1i,k)

Fir zweildufige Systeme ist die quellenméBige Eigenwertmethode durch die Formeln (2), (4)
und (16) mit (14) und (15) endgiiltig dargestellt.

Gegeniiber den einlaufigen Systemen besteht hier  der wesentliche Unterschied, daB aus
den Koordinatenfunktionen f); die in (16) auftretenden Schnittkrafte S und S%® gemal (14)
und (15) im allgemeinen nicht durch Quadraturen folgen, also im allgemeinen nicht ohne
. weiteres explizit angegeben werden konnten. Man behebt diese Schwierigkeit dadurch, daB
man nicht von Koordinatenfunktionen y; fiir die Auslenkung ¥, sondern von geeigneten, linear
voneinander unabhéngigen Koordinatenfunktionen S fiir die erste Schnittkraft S™ aus-
geht. Aus den S5 folgen dann die S und die y; gemaB (15) und (14) durch je eine Quadratur
- und eine Differentiation.

5. Beispiele.

Zwei typische Beispiele sollen die Methode und ihre Genauigkeit erliutern.

Das erste Beispiel betrifft die Berechnung der tiefsten Eigenfrequenzen der Torsions-
schwingungen einer drehsymmetrischen Scheibe beliebigen Profils mit festem Innenrand vom
Halbmesser R, und freiem AuBenrand vom Halbmesser R,. Thre Massendichte sei u, der
Schubmodul @&, und das vom Radius = abhéngige Profil sei z(z). Als ,,Auslenkung‘‘ y wéhlen
wir den Torsionswinkel (d. h. die Winkeldrehung des Ringes z), als ,,Schnittkraft S® dieses
offenbar einlidufigen Systems die Schubspannung 7. Die Schiebung ist ¢ = z y'. Weil bei
reinem Schub 4 = fv: pdV = fr xy 27w xzdx wird, so hat man als ,,Verformung*

(8a) s =2zazy.

Die Belegungsfunktion ist ¢ = 2 & u %2 (Trigheitsmoment eines Ringes von der radialen
Breite eins); die Gleichgewichtsbedingung fiir eine ringformige Momentbelastung ¢ lautet

(7a) Q2matzt) +q=0,
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und das Elastizitatsgesetz ist 7 = @ p oder

2n 27
=2 ="
(9a) st T T2, also »= G Xz
Da am freien AuBenrand v = 0 ist, so folgt fiir eine Last ¢ = o 1, aus (7a)

z

(11a) r,~=x—é‘5 xzy;dz.

Ry

Somit lautet das Losungssystem fiir die oberen Schranken 1* der Frequenzquadrate 2

Ry
(2a) foszt)it)kdx_}**AikH=0
Ro
mit
}jl z x
d
(12a) 4, = %‘J »(fm%t)idx-fx‘*zt)kdx);%.
Ro R: R:

Die Aufgabe ist so fiir jedes Profil als gelost anzusehen.
Man priift die Genauigkeit an einer Vollscheibe mit dem hyperbolischen Profil 3 z — konst

. L . G . . . .
nach. Fir sie ist genau! ; =% 7292 mit 92 = also sind die beiden tiefsten Fre-
1

quenzen ]/;{_1 = 1,571 9 und Y2, = 4,712 9. Aus (2a) und (12a) findet man fiir » = 1 mit der
einfachsten Koordinatenfunktion' f); =« nach kurzer Rechnung }i¥= V29 = 1,581 9,
also nur um rund 0,6 % zu hoch. Fiir n = 2 kommt mit 1, = z, y, = 22 ebenso YAF = 15719
und A7 = 4,854 ¢; die tiefste Frequenz ist damit bis zur dritten Dezimalstelle genau er-
mittelt, die nichsthohere bis auf einen Fehler von nur rund 3 %. [Die Ritzsche Methode wiirde,
wie man leicht nachrechnet, mit den gleichen Koordinatenfunktionen fiir » — 1 den Wert
VAF =1,732 9 (Fehler rund 10%), fir n =2 die Werte J4¥ = 1,577 ¢ (Fehler rund 0,4%)
und ]/1—;‘ = 5,673 ¢ (Fehler rund 20 %) liefern. Fiir die Galerkinsche Methode wiren die An-

satze 1), = « und y, = a? {iberhaupt noch nicht brauchbar, da sie die Bedingung ' = 0 am
AuBlenrand (entsprechend 7 = 0) nicht erfiillen.]

Als zweites Beispiel behandeln wir die drehsymmetrischen Radialschwingungen der
Vollscheibe vom Profil z(z) und Halbmesser R,. Ihr Elastizitatsmodul sei E, ihre Quer-
dehnungszahl ». Als ,,Auslenkung y wihlen wir die radiale Verschiebung, als ,,Schnitt-
krafte” S und S® dieses nun offensichtlich zweildufigen Systems die Radialspannung o, und
die Ringspannung o,. Die Radialdehnung ist ¢, = y’, die Ringdehnung &, = y/x. Wegen

A= [(o,¢, + 0pe)dV = [ (a,y’ + a¢%>-2nxzdx
‘hat man die ,,Verformungen*
(8b) s =2xgzzy, s® =27z y.
Die Belegungsfunktion ist ¢ = 27 u 2 2 (Masse eines Ringes von der radialen Breite eins).

Die Gleichgewichtsbedingung fiir eine radiale Belastung ¢ an einem Ring von der radialen
Breite eins lautet, wie man leicht an einem Element d ¢ dieses Ringes feststellt,

(7b) 2n[(xz0,) —20,] +q=0.
Das Elastizitatsgesetz heit hier ¥ ¢, = o, — v0y, B e, = 0, — vo, oder
s — 274 @ — 27
=G %2(0, —vo,), s®=xz2(0,—0,),

(9b) also

#12 % 27
My = Mg = — === — 2 ="z,
11 22 v v E

1 Vgl. Biezeno-Grammel: a.a. 0. S.655.
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Als Losungssystem fiir A* kommt sonach

(2b) “j‘lx“)i t)kdx—_}“*AikH':O
mit
B
(16b) A= ﬁlff{o'ri Ore T 0pi0p1x — V(0,04 + 0,1 0,,)] x2dx,
S0 .
und die Gleichungen (14) und (15) werden in diesem Fall
(14Db) (xz0,;) —20,; +pxrzy; =0,
(15b) [#(0p; —v0,;)] = 0,5 —v0Ty;.

Man findet leicht gut brauchbare Koordinatenfunktionen fiir ¢, und ¢,, die den hier
vorgeschriebenen Randbedingungen

. T @ , 3
genligen, z. B.
(18) O'rj = R;lf J— xm].’ thj — _R;."j _ a’. xmj.

Dabei sind m; reelle Zahlen, und die zugehorige Konstante a; bestimmt sich aus (15b) so-
fort zu

; 1 vim+ 1)
(19) i S
Aus (14Db) folgt dann vollends _
i( j + 2 7 —1 4 . m
(20) py = R g 2 (R — ™).

Weil fiir x = 0 die Auslenkung ; = 0 sein muf}, so hat man bei dort endlich vorausgesetzter
Scheibendicke dort auch 2z’ = 0 vorauszusetzen und somit zu verlangen, dafl in den An-
sétzen (18) m; > 1 ist. Die Formeln (2b) und (16b) mit den Werten (18), (19) und (20) stellen
dann das explizite Losungssystem fiir beliebig profilierte Scheiben dar.

Wir priifen die Genauigkeit wenigstens fiir die tiefste Eigenfrequenz der Scheibe gleicher
Dicke (2 = konst) nach, fiir welche die genaue Losung bekannt ist!, namlich ﬂ;: &; 9 mit
9% = y(l—fl‘v?)lﬁ’ wo §&; die positiven Nullstellen der Zylinderfunktion &Jy(§) — (1 — »)J, (&)
sind; fiir » = 0,3 ist ihre kleinste & = 2,049. Demgegeniiber liefern die Koordinatenfunk-
tionen (18) und (20) mit dem néchstliegenden Wert m, = 2, zu dem der einfachste lineare
Ansatz v, = C x gehort, nach kurzer Rechnung YA¥ =124 (1 + »)/(7 4 ») & oder mit » = 0,3
den um weniger als 1% zu hohen Naherungswert yif = 2,067 9. [Die Ritzsche Methode
wiirde mit t); = Cx den um rund 11 % zu hohen Wert ﬂf = 2,280 & liefern; fiir die Galerkin-

sche Methode wire dieser Ansatz wieder unbrauchbar, da er die AuBenrandbedingung
xzy' + vy = 0 (entsprechend ¢, = 0) nicht erfiillt.]

6. Probleme hoherer Ordnung.
Neben den Eigenwertproblemen, die durch Grundgleichungen von der Form (7) und (S)F

mit Ableitungen von nur erster Ordnung gekennzeichnet sind, gibt es — z. B. bei Biege-
schwingungen von Staben und Scheiben im Rahmen der sog. ,,technischen‘ Biegetheorie, die
die strenge Kontinuumsmechanik durch die Bernoullische Annahme umgeht — auch

Eigenwertprobleme, in deren Grundgleichungen Ableitungen zweiter Ordnung vorkommen.
Bei einlaufigen Systemen haben dann (7) und (8) in der Regel die Gestalt

(7%) (@8*)" +Bg=0,
(8%) sV =19 + 19",

1 Vgl. Biezeno-Grammel: a.a.O. S.663.
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bei zweildufigen
(73 (0 8)" + (a2 8%) + fg =0,
(s1) e
Y =1y 8" - Iy s™.
Fiir solche Probleme zweiter Ordnung hat man statt (11) und (14)

( )[S}“(x) = 5%95){[“ (@) + (z—a) o« (@)] 8P (a) + (x—a) a(@) SY (a) — [(x—&) B(£) 0 (£) v; (&) df}
11, b ‘
[= 2 [ O)F (=B o B)] S O)+(@—B) (B S (8) +f (3= £) B2 (v, (1A= (o)
und
(144) F (8P, 8P, ;) = (0 8")" + (0287) + ey, = 0.
Im iibrigen andert sich jedoch nichts Wesentliches an der Lésungsmethode.
(Eingegangen am 1. 3. 1942.)

Eine Erweiterung der gewohnlichen Balkentheorie fiir hohe und
diinnstegige I-Tréger.

Von H. Heneky und W. Moheit, Mainz-Gustavsburg.
Mit 5 Abbildungen.

In der technischen Mechanik des Balkens macht sich mehr und mehr eine Liicke zwischen
der elementaren technischen Theorie und der Behandlung desselben Problems in der mathe-
matischen Elastizitatstheorie bemerkbar. Die vorliegende Arbeit soll dazu beitragen, diese
Liicke auszufiillen, und zwar durch eine Methode, die ebenso anpassungsfihig wie mathe-
matisch exakt ist.

Es handelt sich dabei um einen Ausbau der Methode von Ritz, die wir mit einem Ver-
fahren kombinieren, welches ein elastisches Analogon zu der Methode von Lagrange in der
Dynamik darstellt. Wenn wir auch im folgenden ein ganz konkretes Beispiel durchrechnen,
so mochten wir doch auf die Allgemeinheit des verwendeten Verfahrens noch besonders hin-
weisen.

Als Beispiel nehmen wir einen Balkenquerschnitt mit sehr diinnem Steg und steifem
Flansch und fragen nach der Wechselwirkung zwischen Steg und Flansch. Dabei nehmen wir
an, daf die tibliche Balkentheorie fiir den Flansch ihre Giiltigkeit hat, wenn man an den vom
Stegblech losgetrennten Flanschen die entsprechenden Normal- und Schubspannungen an-
gebracht denkt, welche vom Stegblech her iibertragen werden.

1. Ein einfacher Niherungsweg zur Abschitzung der Wechselwirkung
zwischen Stegblech und Flansch.

Wir nehmen an, daB das I-Profil durch zwei in einer zur Balkenachse senkrechten Linie
liegende Druckkrifte gequetscht wird (Abb. 1).

Das einfachste mechanische Bild, mit dessen Hilfe man zu einer vorliufigen Berechnung
der Spannungen zwischen Steg und Flansch gelangen kann, ist der elastisch gestiitzte Balken.
Bezeichnet man namlich mit w die Einsenkung des Flansches, mit J, sein Tragheitsmoment,
mit ¢ die Stegblechdicke, mit % die Stegblechhohe und mit B’ = E mzm j i ;% E den Elasti-
zitdtsmodul des ebenen Spannungszustandes im Stegblech, so wird die Differentialgleichung
des Flansches

4, 7
EJ, d—d:f + 2—;]3 wy=10
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und mit dx = hdy
wéV__]_ Z @:‘wo: 0,
wlV + atwy,= 0, wobeli o= +7,4238(1+1).
Da wir den Balken als unbegrenzt lang annehmen, kénnen wir die Losung in folgender
Form ansetzen:

y
wo= Boo; + Bz,
0y = €~ 742381 c08 7,4238 1), P
0o = €7 142387 8in 7,4238 7.
Als Randbedingungen haben wir fiir 7 = 0 w’ = 0 <y
2EJ{7 7 x
P = — -};3—~w0 s =h'7]
wobei die symbolisch angegebenen Differentiationen s
immer nach 7 genommen werden. l
Die Losung nimmt mit diesen Bedingungen die »
Form an:
P Abb. 1
wO == — 1,6498 Ei (gl + 02) s
und die Normalspannung ¢, im Stegb}l)ech wird ?Y
= 7 i o
oy 3,7121 (01 + 02) ;77 - | ARRRRRRRS
Das Biegemoment des Flansches wird { I 1
E Jﬂ ” ! - l
M= — 57 W0 s i l > du i
' P ” ” —’7 =X t
Wy = ——1,6498E(Q1+92): E I ;
0! = +110,2256 g, ! |
******* — 7.
0y = —110,2256 ¢, , b g
M = —0,03368 Ph(o; — g,) - Abb. 2.

Wir geben eine graphische Darstellung der Werte von ¢, und dem Biegungsmoment M
am Ende dieser Arbeit und kommen dann auf die Bedeutung der Resultate noch zuriick.

Es entsteht nun die Frage, wieweit diirfen wir diesen numerischen Resultaten Bedeutung
beimessen. Die Annahmen waren sehr roh, denn von den Scherkraften wurde ja dabei vollig
abgesehen. Infolge der Scherkrifte ist es aber nicht moglich, die einzelnen Fasern des Steg-
bleches (in der Y-Richtung) unabhéngig voneinander zusammenzudriicken.

Wir miissen also einen Ansatz benutzen, der den Bedingungen der Aufgabe besser ent-
spricht und vor allem mit einer grofleren Anzahl unbekannter Funktionen arbeitet.

2. Die genauere Theorie.

a) Behandlung des Stegblechs.
Wir nehmen die Verformungen des Stegblechs in folgender Form an (Abb. 2):

n
e Snle)
n
Av:%’qan(%) .

Die Funktionen v, und ¢, sind nur von der Abszisse x oder 5 b abhangig. Natiirlich muf
man die Reihen bald abbrechen kénnen, da andernfalls die rechnerische Arbeit nicht mehr be-
wiltigt werden kann.

(1)
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Der Hauptvorteil dieses Ansatzes besteht darin, daB die unbekannten Funktionen nur
mehr von einer Variablen abhéngen, also durch gewohnliche Differentialgleichungen bestimmt
werden koénnen. Wir bedienen uns der Methode von Ritz, wenden aber zur Bestimmung
der Funktionen die Methode von Lagrange an, wobei die Abszisse x die Rolle der Zeit-
koordinate iibernimmt. Die Arbeit ermitteln wir zweckméafig durch Anschreiben des Prin-
zips der virtuellen Verschiebungen.

Gelten fir das Element des Stegbleches die Gleichgewichtsbedingungen

00, ot ot doy,
(2) : L—ax_*—ay LH:?Q_];“‘FW
und sind 6 4% und 6A4v die virtuellen Verschiebungen eines Punktes, so wird. die virtuelle
Arbeit der Krafte L;, L;;

(3) ﬂ‘(LI(SAuﬁLLI.IéAv)dxdy +ﬂ£,,541u( )

_f[ruédu@:_%)—l—ouédu( E

Die Arbeit 64 bedeutet die Anderung der elastischen Energie bei einer virtuellen Ver-
formung, wie man nachweisen kann. Man kann aber ebensogut direkt vom Prinzip der vir-
tuellen Verschiebungen ausgehen. Das Integral (3) und seine Variation sind aber noch einer
Einschrankung unterworfen, denn die Randspannungen des Stegblechs sind als ge-
geben zu betrachten.

Wir miissen diese Randspannungen zunéchst als Funktionen der 4% und 4v formulieren.

Bekanntlich ergeben sich die Spannungen des ebenen Problems zu

g) + O'O(SAU(Z’= +;21)]dx —

B h)ildx=6A.

_E: <88Axu+#%£),
(4) o=+ a5,
T-P"'z‘ <%L+aaiv>’

wobei u = ;}; (m = Querkontraktionszahl)

' O
E_Emz—l_l—,uz'

Bezeichnen wir mit Akzent die Differentiation nach z, so wird
n
aanu :%—/ w," <%>""
S ()
6;;1; - Z ?n <%>
= Z o)

Hieraus ergeben sich die Spannungen

n

o= B[ I n () +0 g (E)],
®) W= B[St ) +u S u )],
=B () D (i)

. h .
Um die Randspannungen zu erhalten, hat man nur y = + 5 zu setzen.
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Es erweist sich dabei als zweckméafBig, die Randspannungen in den Formen
O+ Oy To+ Tus
Op— Ou> To— Tu
zu verwenden.
Unter Benutzung von (5) wird

62)  Sia—octo,= E{Y fe gl (0 e Y vnnl+ (-1,
1 0

©b)  Fu=ntn- B3 e i -0+ Y gl (1)
1 0

Dies ergibt also 4 Bedingungsgleichungen, denen die unbekannten Funktionen ¢,, v, ge-
niigen miissen.
Damit wird

(7a) 21=2E’[%¢1+‘—37%+1%h%+- - %u<w6+%w;+ilgw;+ X )],
(7b) 5=2F [, ot gt et tu(gritgeit gt )]
(70) Zo=F (=) (30t Vst g Vst - o p ot gt )
(7d) E=EA-pm(Frtghtight F At gt ).

Da X, ...2, als gegeben zu betrachten sind, wird 62, = 0%, = 6%, = 6%, = 0. Fiihren
wir die Multiplikatoren 4;, A;7, A;17, A7y €in, so haben wir an Stelle der Gleichung (3) die fol-
gende Bedingung fiir das Arbeitsminimum:

) [JI(Lyddu+ LydAv+ 105+ A 6T+ Ay 055 + Ay 6 ) dady +

f[(roédu(y _ +§) -1, 6Au(y= —%)) + <006Au(y= U auéAv(y _ _g)ﬂdx =0.

Die Einfithrung dieser 4 Multiplikatoren macht es moglich, die Variationen der unbekannten
Funktionen wie unabhéngige Variationen zu behandeln, obwohl sie es nicht sind. Das
Verfahren ist ja aus der Theorie der Maxima und Minima bekannt.

Um groBere Ubersichtlichkeit der Rechnungen zu erreichen, wollen wir uns (unter Hin-
weis auf das Beispiel nach Abb. 1) auf 4 unbekannte Funktionen beschrinken und setzen,
da Symmetrie zur X-Achse vorliegt,

2
du= Yo+ %(‘%) s
3
dv = ‘Pl% T 93 (%) .
Nach dem Elastizitatsgesetz sind mit dieser Verschiebung die Spannungen verkniipft:

9)

(10a) E'{% + ’I’2< ) + ,ul:% TPy (?/)2]}
(10b) 01,=E’{%z+%'z (z) +”[%+’/"2(Z>]}’
(10¢) = F Lt (o1 + 2 va) Y + b (gﬂ

Man darf nun freilich nicht annehmen, durch diesen einfachen Ansatz (9) schon eine be-
friedigende Darstellung des Spannungszustandes im Stegblech zu bekommen.

Was wir wollen, ist zunédchst lediglich eine bessere Darstellung der Wechselwirkung zwi-
schen Stegblech und Flansch, und hier konnen wir wirklich auf eine Verbesserung rechnen, da

wir ja mit 4 Funktionen diese Wechselwirkung jedenfalls viel besser beschreiben koénnen als
mit einer allein.



46 H. Hencky und W. Moheit:

Wir bestimmen nun aus den Gleichungen (10) die Randspannungen, die wir als gegeben be-
trachten, so daBl ihre Variationen verschwinden miissen. Dadurch zwingen wir die unbe-
kannten Funktionen, der gewiinschten Wechselwirkung soviel als moglich gerecht zu werden.

Fir die Rander y = 4 %erhéilt man aus (10)

0ot 0u=E [3out oy 00+ 28 (vi+ $95)] = 51,
o,= 0 =2,
an ‘io—}—r = 0 -ZZ,
To— T —Ell ”(f’l’z"‘%‘l“l%) 2.

Man kann dann bis auf einen beliebigen Faktor setzen

2 3 00 106
0T =5+ gy 00+ 2 (G104 T =0,

00p; , 1 0dgs

2
05, =204 L %Py 25y,=0,

Die Variationen d¢;, é g3, 09y, dp, sind, wie schon bemerkt, nicht unabhingig, sondern
miissen den Gleichungen 62, = 0, 62X, = 0 geniigen. Die Behandlung ist die gleiche wie
bei den Gleichungen von Lagrange in der Dynamik, zu der unsere Methode ein Gegen-
stiick. darstellt.

Wir schreiben nach Gleichung (8)

(12) ff{LI(sA’u—}—LHaA’U—I—%[‘L'o(Z(SwO-}- 59) + o0 (50 + 22)] +
+ 1[5 001+ 57 0ga+ 20 (3520 +  200a)] 4

4 Ox
+ s (g2 4 3 B8 4 S oyy)|dady =0

und setzen nach (9)
8Au = byy+ Oy, (%) ,

54 =8¢, Y + by (%)

Integrieren wir in (12) partiell und fassen die Faktoren der Variationen zusammen, so er-
halten wir

a3)  [f{or(B+ B 2n 8 om L)+ 5 4 5 ]+
0w (B 5 = G ) + o [ () + = 4 %

+ {200 (po+ 1) + Ar (@1 + 2 pa)] Ay} T pmee = 0.

x=Anfang

+ %AI]}dx dy +

Da die Variationen dy,, 0y, 0¢;, dg, infolge der Einfuhrung der Multiplikatoren A
bzw. 2y als unabhéngig behandelt werden konnen, haben wir die Differentialgleichungen
[folgend aus dem Verschwinden des Doppelintegrals in (13)]

I) f,LIdy —2yh“’+2zo —0,

” (II) fL Nay —#2 0% 4 oyt =0,
14

(III) fLthy —b% 9k 4o, =0,

(IV) fLH Yay b ot 3, oo
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AuBerdem muf} als Folge des unabhéngigen Verschwindens des einfachen Integrales an den
Balkenenden entweder

(14a) {AI=0 oder o+ ;y,=0,

111:0 Oder (pl—}-i(pa:()
sein. Falls tiber die Groflen rechts keine Aussage gemacht werden kann, muf} also sowohl 4,

wie 4;; verschwinden, und zwar an beiden Randern.
Aus den Gleichungen (14) (I) bis (IV) kann man die Werte fiir 4; und 4;; ermitteln.

| _h(oL y\° 1(, v %
(15a) A= f P [4 (_) dy—gangdy—T,
(15Db) fLI dy

Setzt man diese Werte in die Glelchungen (I) und (IV) ein, so erhalt man
' ph? (L1 (y\ 0Ly y do _
- { W Ly -1 [ [z—<—>}dy+mf L day G+ 2n =0,
) (L (2 ay+2 [l (])ay —3[Latay—La, =o0.

Diese beiden Gleichungen gelten fiir das Stegblech.

b) Die Verformung der Gurtungen.

Wie bereits erwéhnt, betrachten wir die Gurte als gewohnliche Balken. Die Belastung
dieser Balken besteht einerseits aus der Nutzlast, andererseits aus den in Stegblechbreite ¢
angreifenden Schub- und Normalspannungen des Stegblechs. Wir leiten die' Gleichungen zu-
nachst fiir den allgemeinen Fall her und spezialisieren dann auf den Ansatz Gleichung (9).

Es bezeichne:

p, die Belastung des Obergurtes,

Py s ,»»  Untergurtes,

s Abstand des Gurtschwerpunktes vom Steg,

w, die vertikale Verschiebung des Obergurtes,

Wy s ’s »»  Untergurtes,

%, und u, dle analogen horizontalen Verschiebungen.

Dann wird unter Zugrundelegung der Gleichungen (1)
(17a) {wa=%+%¢1+%¢2+%¢3+
Wy=@o— 5P+ 5Pa—5Ps+ -+,

d
o=+ 3viFive b ivet -0 — G0,
U= —3vitive— et o+ G,
(17D) {“":’I’OJF%'/’IJF%%JF%% o —s(pt it i+ igh 4 o),
U= Yo— 51t iva—5Vs - T sl —3ei+iea—Fes+ - 0).

Wie sich zeigen wird, sind es hauptsachlich die Summen und Differenzen dieser Grollen, die
in die spateren Formeln eingehen.

(182) {wo+wu=2%+%¢z+%% o
Wo— W, =@; +iPstigPst -,
(18b) {uo+uu=2%+%%+---—8(¢’1 +ightegt )
Up— Uy =Py + iVt ie¥s - — 520+ e+ + -0 0).

Fihren wir noch mit J, das Tragheitsmoment des Gurtes und mit F die Querschnittsfliche
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des Gurtes ein, so erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen gegen vertikales und hori-
zontales Verschieben der Gurte (Abb. 3).

Fiir den Obergurt kénnen wir die iibliche Differentialgleichung des Balkens anschreiben,
diirfen aber nicht vergessen, dafl auf die Einheit der Balkenlinge ein Momentenzuwachs
von —1s 7, wirkt, der elner Scherkraft gleichwertig ist. Der Zuwachs dieser Querkraft

— ts a °> auf die Léngeneinheit ergibt eine Korrektur.

RESRRERE
I |

2 BJ,wl —ts 9% 4 5,0 =p,,
******** [7)
l‘;‘ll“lg EFu;,—Tat—:O-
1——'——’—»‘»’—»‘—_—’——*——1 L Fiir den Untergurt
BJ, w7 — 153 5,1 =p,,
I e I EFu+v,t=0.
Addieren und subtrahieren wir diese Gleichungen, so nehmen sie die
Form an :
(d) BF (uy + w)) —t(r,— 1) =0,

e ——

(II) EF(uzl)l - u’Z) - t(To—I— Tu) = O:

iz
a
LLLLLILLLS o) l (D) BJ, @lf + wl?) — b5 (4 %) + (06.— 0.)t = pu b pu
bttt Lut bt (IV) EJg(wgV—wgV)-tsa—i—(ro—ru)ﬂaﬂr 0u)t=Po— Py-
Abb. 3. Zu diesen Gleichungen treten die auf dem Variationswege fiir das

Stegblech gefundenen dazu.
Wir gehen jetzt aber zur Vereinfachung zu der Aufgabe nach Ansatz Gleichung (9) iiber,
behalten also nur ¢, und y,, ¢, und ¢, bei.
Damit wird

’wo—l—wu:O,

Wo— W, = 1+ ¢ P,
(20) (4 1 473

Up+ U, = 279, +%%* 3(‘]"1 =+ %(pé),
Up— U, =0.
Damit fallen die Gleichungen (19) (II) und (III) aus, und wir erhalten die beiden Gleichungen
EF 295 + 595 — s (9" + 598)] —t (v, —7) =0,
EJg (‘P1V+ I?’éy) - ts'a_x‘(fo— Tu) + t(o'o+ Gu) =0
und nach Einsetzen der Spannungen
: ” /n 2 y1— q q
(D) EF[295+ 595— s (o7 + 1 95)] — LB —- (h%+¢1+%%)=
1-— 2 ’ 7 ’”
(21) | (D) B, (o7 + 3 087) — s B' =52 (5 vh + o + k) +
’ 2 3 ' ’ ’
l +tE{7¢1+ﬁ¢3+2ﬂ(%+%%)]=0-

Diese Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (16) (I) und (II) geniigen zur Bestim-
mung der 4 unbekannten Funktionen.

Um zu numerischen Ergebnissen zu gelangen, miissen ‘wir nur noch die Formverhiltnisse
des Tragers einfiihren.

Wir wihlen

m =3, uw=1, h=60s =600 cm, J,:h3t =1:5400, F:ht=2, t=2cm.



Eine Erweiterung der gewéhnlichen Balkentheorie fiir hohe und diinnstegige I-Trager. 49

AuBerdem fiihren wir =7k ein und lassen dann im folgenden die Akzente Differen-
tiationen nach % bedeuten.

¢) Die Aufstellung der Gleichungen.

Mit den angegebenen Formverhaltnissen erhalten wir aus den Gleichungen (21) (I) und
(I1) (mit Differentiation nach #)

(I) 41920 y; — 360 v, + 480 vy — 180 ¢} — 16 ¢ — 4595 — 4 gy’ = 0,
(22) (II) 64800 )+ 15120 y, + 194400 ¢, — 540 ¢} +
+ 16 @7 4 145800 g3 — 135 ¢ + 4 g7 = 0.

Hierzu treten nun noch die beiden Stegblechgleichungen (16) (I) und (IT).
Wir bestimmen zunéchst die folgenden Integrale:

fLidy =.E’[hw'6+%%’+M(¢1+%¢é)]+l’7’1_7”(%%+sv’1+§¢é)7

Jui)

fL( dy:E’(MgWQJrﬁ%)JrE'l'z_——”( 2+12¢1+:—0¢é’),
(¥)

| L

Hier sind die Differentiationen noch nach z vorgenommen.

' " ’ , 1 — 1 1, 3 ,
3 dy —E[lz yo + 0%+M(ﬁ%+%%)}+ET”(@%‘l‘ﬁ%'{“@%),
23a

1 ’ 3 1-— u 1 ’ oy h ”
dy=E'<M;5wz+m%)+E’-—2 <E‘P2+§6%+E§%)’
Beim Ubergang nach # erhalten wir mit u = %

.E, 17 7 ’ ’
szdy =S (W tivtEv+ioi+eel),

, ] ” ’ ’
fL dy —-(fz%”rf—swﬁsl—o%+%§%+£—o%),

(23b) . |
fLu%dy =5 Gyt sl + 39+ 50 9%)
3 El ’ ’” 7
ILH(’Z’) dy = 7[(61_0%‘4‘ sio® T i0%s + ez ¥8) -
1 2 E, ’” ” ’ ’
(230), fLI<4’“%>dy=T(+%Wo+§15‘/’2+I12~o’/’2+%‘P1+€16%)-

Damit wird die erste der Gleichungen (16)

’1 1 7 ,rr

1/"(’l’_29)1‘6"‘/"017'"31/)2‘*‘ ZEVE — o ¥s TPl — sVt E0 — e =0,
und nach Multiplikation mit 3-720

(24) (I) + 2160 g — 60 I¥ + 1440 y, + 220 vy — 3 pI¥ + 1440 ¢, — 20 ¢/’ + 720 ¢ — 3 @ = 0.,
Die zweite der Gleichungen (16) wird
+ 24"/”(/)” 180 Y5 + 480‘/”2” + 516 Py — 133 @3+ EJIW‘PQZ 0
oder nach Multiplikation mit dem gemeinsamen Faktor 21-480

(24) (1) + 420 g’ — 392 ), + 21 py’ + 112 ¢f — 3024 g, 4+ 18 @y = 0.
Wir setzen nunmehr
po= Age™", = Bje"
Vs =.A2 ear], @y = B3 o

Stahlbau-Forschungsheft 6. 4
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in die 4 Gleichungen ein und erhalten:
(I) + 1920024+ (— 360 + 4800a2) A, — (180 + 16043) B, — (450 + 403 B; =0,
(IT) + 648000 4y+ 151200 A5+ (194400 — 54002+ 16 a) B, +
+ (145800 — 13502 + 444 By =0,
(III) (2160 a2~ 60a?) Ay (1440 + 22002 — 3at) A, +
+ (1440 0. — 2003) B, + (720 — 303) B;= 0,
(IV) 420034+ (— 3920+ 210%) Ay + 112028, + (— 3024 + 1802) By = 0.

Die Werte « miissen so gewéahlt werden, dafl die Determinante dieser 4 homogenen Glei-
chungen verschwindet.

Um die Zahlenrechnung bequemer zu gestalten, fithren wir « = 10 8 ein.

Wir haben dann die Determinante aufzulosen:

4o ‘ A2 B Bs
+ 192 g2 — 0,360 + 48 p? — 1,88 — 1683 — 0458 — 43
+ 64,88 +15,128 19,44 — 5,4 B2 + 16 % | 14,58 — 1,35 B2 + 4 B¢
+ 21,682 — 60 % | 0,144 + 2,2 82 — 3 B4 + 1,448 — 23 + 0,728 — 0,3 8
-+ 420 g3 — 3,928 + 213 + 11,22 — 3,024 + 1,882

Die Auflosung ergibt
14745,6 f 2 — 6893,568 10 + 78372,571 f° — 182330,16 f° + 26454,625 B — 2031,664 2 = 0
und hieraus nach Division mit dem Faktor von §'2
(26) B2 — 0,4675 B:° + 5,31498 8 — 12,365055 ¢ + 1,794069 * — 0,137781 2 = 0.
Nach Abspaltung der doppelten Nullwurzel schreiben wir 2= y und erhalten die Glei-
chung 5-ten Grades
¥5 — 0,4675 y* + 5,31498093 — 12,365055 9% + 1,794069y — 0,137781 = 0.
Diese Wurzeln werden
y = —0,636165 + 2,621856¢
yy, = — 0,636165 — 2,621856 ¢,
ys = +0,074795 + 0,079424 7,
ya = +0,074795 — 0,Q79424i,
vs = +1,590241.

Hieraus ergeben sich die zugehorigen Wurzeln o

o, = — 10,15324 + 12,91142 ¢ 0y = +10,15324 + 12,91142¢
a = — 10,15324 — 12,91142 ¢ o0 = +10,15324 — 12,91142 5
o0y = — 3,03226 + 1,30962 ¢ 0y = + 3,03226 + 1,30962 ¢
%, = — 3,03226 — 1,30962 i % = + 3,03226 — 1,309621
o0y = — 12,61048 % = + 12,61048.

Da die Wirkung der Last im Unendlichen nicht mehr bemerkbar ist, so kommen als Losung
nur die negatlven reellen Exponenten in Frage (fiir positive x).
Wir wollen die Losungen in folgender Form schreiben:
Grundlosungen :
o = e % cos d,7,
= e~%178in §,7,
(27a) S
01 = €797 cos 0,7;
05 = € %758ind,7.

Dazu tritt noch die Exponentiallosung e=%7.
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Die 6 werden dann

0; =10,15324, 0, = 12,91142,
(27Db) 03 = 3,03226, 0, = 1,30962,
\ 05 = 12,61048

und die Funktionen
(D) po=Ag 01 + Aga0e + Aoz01 + Aog 02 + Aos €77,
(TI) yo = Aygy 0, + Ao 05 + Aoz 01 + Aag0o + Agse7% 7,
(I11) ¢, = Bﬁ 01+ Bizpe + Bys0y + B0y + Byse%7,
(IV) @3 = By 01 + Bsy0s + Bszo1 + Bayos + Bgse 7.

(28)

Wie wir sehen, hat die Losung 5 unbestimmte Konstanten, welche durch die Randbedin-
gungen gegeben sind. Die restlichen 15 Konstanten, welche in unserer Losung erscheinen,
hiéngen mit den eben erwahnten 5 Konstanten durch Beziehungen zusammen, die aus den
Differentialgleichungen hervorgehen. Wir nehmen im folgenden die 5 Konstanten 4y, . .. 4

als bekannt an, da wir spater zeigen, wie dieselben aus den Randbedingungen des Problems
ermittelt werden. .

Am einfachsten ist die Ermittlung der 4,5, B,;, Bss; denn wir haben hier ein Gleichungs-
system mit 3 Unbekannten. Die Gruppen
Ay, By, By und Ay, By, By
sowie Ass, By, By und Ay, By, By

bilden Gleichungssysteme mit je 6 Unbekannten, weil die g, und g, beim Differenzieren in-
einander iibergehen.

Die Auswahl der Gleichungssysteme aus den 4 gegebenen Gleichungen ist dabei ganz be-

liebig, wenn die Exponenten ¢, . . . d, in der dargelegten Weise aus der Nullbedingung fiir die
Determinante bestimmt wurden.

Wir erhalten die folgenden Beziehungen:

Ags = — 9,004108 A,

By, = +217,886510 4,5,

By, = — 67,451046 A,;.
Durch Einsetzen der Funktionen v, w,, ¢;, @3 kann man sich davon iberzeugen, daf die

Gleichungen (25) (I) bis (IV) befriedigt sind.
Die beiden Funktionen
o, und g, bzw. o, und o,

konnen nicht gesondert eingesetzt werden.

Fiir die Konstantenverhiltnisse erhalt man folgende Werte, die man wieder durch Ein-
setzen der Funktionen in die Differentialgleichungen priifen kann.

Man erhalt fiir die erste Gruppe: und fir die zweite Gruppe:
Aox Aoz Aos Aot
Ay =| — 16,1866 | — 0,9407 Ay =| — 4,54184 -+ 0,12082
Ay =| + 09407 | — 16,1866 Agy =| —0,12083 | — 4,54184
B, =| — 40,7883 | — 1,9654 By =| +235180 | —2,51725
B,=| + 19654 | — 40,7883 By =] +251725 | +2,35189
By, =| +216,5639 | + 80,5275 By =| —3,18330 | +3,35575
By, =| — 80,5275 | 4 216,5639 By, =| — 3,35575 — 3,18330

4%



52

H. Hencky und W. Moheit:

Zur Kontrolle der anschlieBenden numerischen Rechnung geben wir hier eine Tafel fiir
die Differentiationen der Funktionen g,, g5, g;, 05, Wobei wir mit (n) den n-ten Differential-
quotienten bezeichnen

(29) {9‘1’" = u o1 + ¢ 0s>
0 =" o1 + 15 0s-
d) Die Randbedingungen.
e Q2 . .
n e ' i RO R Die Randbedingungen  (be-
10,153240 | — 12,911420 | + 12,911420 10,153240 achte Abb. 1) werden bei der von
’ —_ y 5 - ] ) - > ¢
v | Z 63615884 | + 262,185492 | — 262,185492 | — 63615884 UDS gestellten Aufgabe besonders
1-4031,093 | — 1840,677 4 1840,677 +4031,093 einfach, da am Ende z = oo alle
IV | —64694,651 | — 33358,320 | 4 33358,320 | — 64694,651 Funktionen verschwinden. Wir
- - fanden bereits in Gleichung (14a)
n Cm ot ™ . o2 e zwei Randbedingungen. Es n;uB
- r *1 2 danach entweder 1;; oder g, + ; @5
© | — 3032260 | — 1,309620 | + 1,309620 | — 3,032260 verschwinden. Nun ist aber, wie
7| 4 T,479496 |+ 7,942216 | — 7942216 | L 7,479496 . . :
m | T 19978489 | - 33878164 | + 33.878164 | _ 12078489 man aus Gleichung (17a) findet,
v | — 7135968 | + 118,807568 | — 118,807568 | — 7.135968

‘ wo =3 (p1 + 9)
die Eindriickung unter der Last, welche natiirlich nicht verschwinden kann.

Es muf} also 4;; = 0 oder nach Gleichung (23c)
1 2-\ E’ 4 ’” U 7 .
30) @) sz[:; — (&) dy =% Gl +3vat thovs + A+ g =0  sein.

Die mechanische Bedeutung dieser Randbedingung ist leicht ersichtlich, denn f L;dy st

die Summe aller Gleichgewichtsbedingungen im horizontalen Sinn. Die obige Randbedingung
sagt nun aus, daB diese Gleichgewichtsbedingungen nach MaBgabe ihres Abstandes von der
Mittellinie ein verschiedenes Gewicht bekommen, welches einer parabolischen Verteilung
unterworfen ist.

Die zweite unmittelbar aus Gleichung (14a) folgende Bedingung sagt aus, daB

=0 oder w,+3iy,=0

ist. Letzteres ist aber fiir x = 0 mit u, identisch, welches aus Symmetriegriinden verschwin-
den mubB.

Die zweite Randbedingung wird also

Die dritte Bedingung lautet
wo =3 (9% + 198 =0,
(30) (ILL) 91+ 39i=0.
Die vierte Bedingung besteht in der Angabe der Querkraft

4 Ph?
EJ,’

nr

3 = T

(30) (IV) strg— BEJ ,wy’ = %‘; oder

doi" + ¢
da 7y = 0 fir n = 0.

Als letzte Bedingung konnen wir annehmen, daB auch Au fiir die Stegmitte verschwin-
den muf,

(30) (V) wo=0.
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5 Bedingungen kann man etwas einfacher in folgender Weise zusammenfassen:

(I) 60 9) + 3 ¢+ 16 ¢, =0,
(II) 1/)2_07
(31) (III) 4¢;+ ¢3=0,
7’ '/"__ 4Ph
(V) dgy + o = =% — 21600+
(V)  yo=0.

Die 4 Funktionen lauten jetzt:

(32a) Yo = Agr01 + Aoz0z + Aoz 0 + Aog 02 + Ags e 12HMET,
— 16,1866 4 0,9407 A —4,54184 Ay3)
(32b) Yo = I ’ o 191 . 02 o 9
| — 0,9407 4,, | — 16,1866 Ay, +0,12082 4,
—0,12082 4y ) _ 004108 A ¢—12.610487
454184 4,, [ % — 9004108 Aos eI
— 40,7883 Ay, [+ 1,9654 Ay, +2,35189 A _
(32¢) 1= . 01 02 @
— 11,9654 Ay, | — 40,7883 A, —2,51725 A,
51725 A
+2 °31 Go - 27,886510 Ay e=12610487,
+2,35189 A, | @2
+ 216,5639 A01 [— 80,5275 Ay, [ —3,18330 Agg)
(32d) g = 0+ 1. 01
1 80,5275 Ay |7 T | +216,5639 A, |+ 3,35575 4,
—3,35575 Agg
0y — 67,451046 A, e—12.610487
{— 3,1833OA04}92 0
0; = e~ 1015327 c05 12,91 142 77,
= ¢~10,158247 gip 12,91 142 7,
(33) Q2 n

0, = e~ 3082267 o5 1,30962 1,

s = €~ 3932267 gin  1,30962 4.

Fir die Randbedingungen Gleichung (31) (I) bis (V) erhialt man nach Einsetzen und Zu-
sammenfassung gleichnamiger Glieder

(I)  +5,564460 Ay, — 10,926800 Ao, + 0,288379 Agy — 0,194196 A,y — 0,380757 Ags = 0,
(II)  —16,1866 Ag — 0,9407 Ay, — 4,54 184 Agy + 0,12082 Ay, — 9,004108 A, =0,
(IIT)  — 1,480512 4y, — 0,048186 Ay, — 0,010082 Ayg + 0,028 508 Ay — 0,556059 Ags = 0,
(IV)  + 81,549048 4, + 391,234848 A, + 0,151008 Ay -+ 0,293295 4, — 88,426865 Ay

2161”,

V) Ay + Agg + Aos = 0.
Die Losung ist
Ay = —0,037390 — Et’
Apy=—0 024223Et ,

o

|~ &

Ay = +0,10251

&

¢
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Damit ist unsere Aufgabe gelost. Wir kénnen nun die Spannungen zwischen Gurt und Steg
sowie die Gurtmomente berechnen.

Die Resultate sind in Abb. 4 und 5 zusammengestellt.
Wenn wir diese Ergebnisse mit denen des elastisch gestiitzten Balkens vergleichen, so
sehen wir, daB8 die Beanspruchung des Stegblechs in Wirklichkeit viel groBer wird, wihrend

@ andererseits das Biegungsmoment des Gurtes erheblich kleiner wird nach der ge-
e lB naueren Berechnung.
i = Bei der Anordnung des numerischen Beispiels hatten wir die Absicht, die Rand-
5 spannungen durch ein Iterationsverfahren kennenzulernen. Das Ergebnis zeigt,
-7 daB dieses Ziel besser erreicht
-6~ g, - Spannungen werden kann, wenn man die
N .
51 s Randspannungen ¢, und 7, in
iy ~ K5 Gleichung (16) durch die Glei-
S g - 40013 chung (11) als Funktionen von
-2 < S > © s drii kt
: ~L S g ] A P1 P2, P1YPe aUSArUCKL.
7k = = S S -0030
7 >SN ) < <> / 1\
| S~ } 1 / |\
: I =7 /
— = N o o\
r7- 8 S S8 8 N TR\ ®
> 2 S = > S S ™ o~
- s %Y g 8 S\V: s§ 8§ &8 3w o8
X » -g010 'S ¥ 5SS 8% 88 S8
3 WSS S8 OS§ O§8 S8
S 4 S S
asb s T- Spannungen N s +3
L
¥ 8 s s 5 o § % NS L—
s I I ] N S ) S o = \,L -
s 23 s S 3 S 3 s | S 8§ T
LN ) 7 * b +0010 ¥ § s
~1l [ — 7 s s
-g5- S S N S S
g § 8 § 8§ 8§ § § §& S
S S
. 208 38 8 s s 208 308 5 ¢
i d
&~ & &= & &, = & & L & & & & &
Abb. 4. Abb. 5.
Zusammenfassung.

Es werden mit Hilfe eines auf der Methode von Ritz-Galerkin beruhenden Verfahrens
die Spannungen berechnet, welche zwischen Gurt und Stegblech eines T-Tragers auftreten.
Das neue Verfahren ist von so allgemeinem Charakter, daf man es dem Verfahren von La-
grange in der Dynamik gleichstellen kann. Die Analogie geht sehr weit. Die elastische Energie
entspricht der Differenz der kinetischen und potentiellen Energie, die Zeit der Raumkoordi-
nate, in Richtung welcher die Funktionen unbestimmt bleiben. Die Nebenbedingungen
spielen bei beiden Methoden die gleiche Rolle.

Der Vorteil des Verfahrens besteht, darin, daB man die iiberaus anpassungsfahigen Funktionen
015 02 oder Cofaésinfé, CofafcosBE, Cinaésinpfé, Sinalcospfé

verwenden kann, was bei der Methode von Ritz in der in der Technik bisher iiblichen Form

nicht moglich ist wegen der Schwierigkeit, die Exponenten der Exponentialfunktionen zu
bestimmen.

(Eingegangen am 23. 2. 1942.)
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Der Rammschlag.

Von R. Hoffmann, Berlin.

Mit 5 Abbildungen.

Jeder Ingenieur hat das Bestreben, seine Entwiirfe und Konstruktionen moglichst genau
berechnen zu konnen. Hiufig sind seine Berechnungen allerdings nur eine Selbsttduschung zur
eigenen Gewissensberuhigung. Stellt sich spater heraus, dafl die Vorausberechnung nicht
richtig war, wenngleich sie keinen Zahlenfehler enthielt, so wird die Schuld in der Regel
dem Gegensatz von Theorie und Praxis zugeschoben. Eine auf physikalischen Tatsachen
in mathematischer Form entwickelte Theorie kann aber nicht falsch sein, da die Mathematik
auf reiner Logik aufgebaut ist. Die Schuld liegt vielmehr darin, daB die der Theorie zu-
grunde liegenden Vereinfachungen und die ihr damit gesetzten Grenzen nicht immer klar
genug iibersehen und daher zu weitgehende Verallgemeinerungen vorgenommen werden.
Vielfach liegt ein Mangel auch darin, dall die Anwendung der vorhandenen Theorien zu
umfangreiche Rechenarbeiten erfordert. Der Ingenieur sieht sich dann gezwungen, empi-
rische, d. h. nicht auf den Elementen der Physik und Mechanik aufgebaute Formeln zu
verwenden. Der Anwendungsbereich solcher empirischen Formeln ist natiirlich nur auf die
zufilligen Umstéande beschrankt, die bei den zugrunde liegenden Mefergebnissen vorhanden
waren, er ist der Formel spéater nicht mehr anzusehen. Diese Undurchsichtigkeit wird noch
erhoht, wenn sich die empirisch entwickelte Formel in unvollkommener Weise an ein Ge-
setz der Physik oder Mechanik anlehnt.

Ein klassisches Beispiel fiir derartige Rechnungsverfahren bilden die insbesondere seit
dem Entstehen der Bodenmechanik stark umstrittenen sogenannten ,,Rammformeln®. Der
sduBere Vorgang des Rammschlages kann, wie wenige andere, ziffernmafig genau festgelegt
werden. Es gibt daher sicher nur wenige Bauingenieure, die nicht durch die scheinbare Voll-
standigkeit der bei der Rammung mefbaren Zahlenwerte dazu angeregt wurden, sie in irgend
ein System zu bringen. So verlockend aber das Zahlenmaterial ist, so schwierig ist es, daraus
irgendwelche formelmafligen Zusammenhénge allgemeiner Anwendbarkeit zu finden. Auf
Grund der bodenmechanischen Erkenntnisse weil man heute, daf mit Rammformeln bei
bindigem Boden wenig anzufangen ist. Man kann sie hier vielleicht bei hinreichender Vorsicht
zur vergleichsweisen Beurteilung von Rammwiderstinden benutzen, aber daraus auf die
Tragfahigkeit des Pfahles zu schlielen, ist adullerst gewagt. Bei Sandboden glaubt man,
den Formeln schon mehr vertrauen zu koénnen, wenngleich die Grundlagen, auf denen sie
aufgebaut sind, bei niherem Hinsehen auch nicht gerade sehr vertrauenerweckend sind. Aus
diesem Grunde wurde bei der Festlegung des Normenblattes DIN 1054 auf die Verwendung
von Rammformeln ganz verzichtet. Es wurden darin nur fir ,,Feld-, Wald- und Wiesen-
zwecke®* einige grob geschéitzte Mindestforderungen iiber die Einsenkung des Pfahles bei
der letzten Hitze aufgenommen.

Die Ursache fir die Unstimmigkeit der Rammformeln liegt darin, daf selbst die auf
anscheinend theoretischer Grundlage aufgebauten Formeln den Verlauf des Rammschlages
nur in recht unvollkommener Weise erfassen. Auf die rein empirisch aufgebauten Formeln,
deren Zuverlassigkeit allein vom Zufall abhangt, soll hier erst gar nicht niher eingegangen
werden.

Bei der Ableitung der Redtenbacherschen Formel® wird von der Annahme ausgegangen,
daB, sobald die Pressung zwischen dem Pfahl (vom Gewicht @,) und dem aufschlagenden
Bar (vom Gewicht Q,) die Grofle des Erdwiderstandes (W) erreicht hat, beide Massen sich
mit einer gemeinsamen Geschwindigkeit u weiter bewegen. Nach dem Impulssatz ist dann:

(1) @129k = @ +@Q)u; w=12ghg %, .

1 Siehe Schocklitsch: Grundbau S.70ff.
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worin g die Erdbeschleunigung und 7% die Fallhohe des Béren ist. Die beiden Massen nach
dem Stof zukommende Energie betragt dann

my+my o h Q%
@) 2 UTgra
Sie wird der Arbeit gleichgesetzt, die vom Erdwiderstand (W) wihrend der Verschiebung

des Pfahles um das Maf der Einsenkung (s) und infolge der elastischen Zusammendriickung
des Pfahles (die des Baren wird vernachlissigt) geleistet wird:

hQT g2 U
et 0= agr tsW,
und daraus: ’
S TE (g ey )
(3) W= ( STVt Grarn)

Terzaghi filhrt in seiner Erdbaumechanik (S.267) den Nachweis, da in der Formel
von Redtenbacher vom sogenannten ,,vollkommen unelastischen‘ Sto ausgegangen wird,
und schlagt vor, mit einem ,,unvollkommen elastischen‘‘ Sto zu rechnen. Der Energieverlust
(Z,) beim Stoll wird dabei in der Weise errechnet, daf3 von der unmittelbar vor dem StoB
vorhandenen Energie @, - der Wert aus Gleichung (2) abgezogen und der sich dann ergebende
Betrag mit einem Faktor 5 = 1—n? multipliziert wird. 5 bzw. n sollen dabei einen
zwischen 0 und 1 liegenden Materialbeiwert darstellen, der davon abhangt inwieweit das

Bir-, Pfahl- und Rammhaubenmaterial sich unter der Schlagwirkung wie ein elastischer
Korper verhalt:

. _ h Q3 _ @0, 2
) E”_(th_Qi‘l‘Qz)n_Ql‘l‘th(l ")
Die durch den Ansatz (4) verbesserte Formel fiir W erweckt den Anschein, als sei sie
theoretisch einwandfrei, sofern die Materialkonstante 5 bzw. n richtig bestimmt wird. Thren
Ausgangspunkt bildet also die Gleichung (1), die tatsichlich bei der mechanischen Theorie
des StoBes Verwendung findet. Sie kann auch ohne Anwendung des Impulssatzes so ab-
geleitet werden, daf3 sie zugleich einen Einblick in die Vorginge beim StoB gestattet.

- Beim Auftreffen der beiden Massen m, und m, (sieche Abb. 1) iiben diese einen
m o|

gegenseitigen Druck (K) aus, der wihrend des Stofles zunichst (in der ersten StoS-
periode) von 0 bis zu einem Hochstwert K ,,, anwichst und danach (in der zweiten

K StoBperiode) wieder auf 0 zuriickgeht. Wird die Geschwindigkeit der Masse m, mit v,
die der Masse m, mit ¢ bezeichnet, so ist:

m, (5) mlyéd—vt— =—K und mz% =4+ K.

Durch Addition beider Gleichungen und Integration der Summe wird

my (v—1vg) + my (¢ —cg) =0,

Abb. 1. worin der Index 0 die Werte zu Beginn der ersten Stofperiode anzeigt, d. h. ¢, = 0.
Zu Beginn .der zweiten StoBperiode haben beide Massen das Bestreben, sich wieder vonein-
ander zu losen, sofern nicht die von der Kraft K hervorgerufenen Verformungen vollstindig
plastischer Natur sind, wie es etwa der Fall sein wiirde, wenn beide Massen aus Knetgummi
bestiinden. Im letzteren Falle wire nur eine erste StoBperiode vorhanden und beide Massen
wiirden sich danach mit der gememsamen Geschwindigkeit v = ¢ = %

— MY
(6) v my+ my

weiterbewegen. Nach Einsetzen von vy, = Y2 gk und m = gergibt sich der gleiche Wert fiir «

wie in Gleichung (1) sowie der gleiche Energieverlust wie nach Formel (4).

Dieser bei plastischen Korpern totale Energieverlust am Ende der ersten StoBperiode
verursacht an den Massen m; und m, eine Verformung, die auf die Gesamtbewegung ihres
gemeinsamen Schwerpunktes ohne Einfluf ist und sich daher nur auf die gegenseitige Be-
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wegung von m, und m, storend auswirkt. Bei teilweiser elastischer Verformung, die in der
Praxis stets vorhanden ist, kann nur ein Teil der Verformungsarbeit verlorengehen, so daf3
die Darstellung in Gleichung (4) durchaus e Zeit

berechtigt ware, wenn sich der Ramm-
schlag in der in Abb. 1 dargestellten Weise
abspielen wiirde.

Der durch die Gleichungen (5) zum |2/ (@)
Ausdruck gebrachte Ansatz gilt nur fir
eine waagerechte Bewegung der Massen m,
und m, Bei dem in lotrechter Richtung
vor sich gehenden Rammschlag kénnen

0:

Weg

]

im Gegensatz hierzu auch die Krafte @, vor_dem _ | erste zweife | | nach dem
Q, und insbesondere der Erdwiderstand W Adfschlag | \Stoldperiode | Stobperiode Schlag
einen wesentlichen Beitrag zur Energie- Lol
umsetzung leisten. @, mvkoam W&, | k~a Ve mur 0, wirks..

' Die sich beim Rammschlag in Wirk- (freer/al) f=olk-a] | E@ ~g)[K=0)freier fall)
lichkeit abspielenden Vorginge sind in = ————— — ——— o\ Bir
Abb. 2 dargestellt. Hiernach wéachst die ’ ez '!’ v | v
Kraft K nach dem Aufschlag der Masse m, Zanehende  \eilm. Rickgarg d| |
auf m, zunichst bis auf den um @, ver- Verformung Verformung
minderten Erdwiderstand W an, bevor k<h-a, | K1 K< W-Q, ,eryly;klg% L
iberhaupt eine Bewegung von m, eintritt. W0 @) Tk WG [K-0) Pfahl
Dem weiteren Wachsen von K entspricht N ’ ~— ’ —,
eine beschleunigte Bewegung des Pfahles. %0 v ”Cf’s"a - Y mimmt ab
Zum Zeitpunkt K — K___ werden die =
Tangenten an die Weg-Zeitkurven von m, Abb. 2.

und m, einander parallel, d. h. die Ge-
schwindigkeiten beider Massen werden voriibergehend einander gleich. Im Augenblick
K = W—Q, der zweiten Stofperiode hort die Beschleunigung des Pfahles auf. Am Ende
des StoBes losen sich m,

und m, wieder voneinan- . !
der ab. m, steht dann nur , \e:

noch unter dem Einflufl von Plahlgewicht _ a2 .
@, und W, wahrend m, zu Birgewichf 1 §

. \/allhite des Biren 2389cm
einer neuen Schlagbewe &\ D 157

gung ansetzt. Da der von K = \Bargewicht ™ 7 py)
hervorgerufene Energiever- Patlgemicht _ 2 Fallpite des Biren
lust p%aktiseh nich% voll- & g;fy:w;ccf?ff T fap\ L1
kommen ist, muB also nach | \/@/hdte des Biren 235am
dem Schlage eine Entfer- |z
nung beider Massen vonein-

“ander eintreten, die um so \N ™
weitgehender sein muB}, je | 7 N =7
grofer K,,_wird. DaB eine |1
solche Trennung auch wirk- § ™ — I
lich vor sich geht, zeigen die T T T T T 71T 17T 171 __T"" 17
vom Verfasser bei Modell- -
versuchen aufgenommenen Abb. 3.
Weg-Zeitkurven derAbb.31.

Ist die Federung zwischen den beiden Massen m, und m,, die experimentell gemessen
werden kann, bekannt, so 148t sich fiir beliebige Annahmen von W der StoBverlauf im ein-
1 Die Kurven wurden durch Aufzeichnen der Bér- und Pfahlbewegung an einer sich mit groBer Geschwindig-

keit drehenden Trommel aufgenommen. Die vollsténdige Auswertung dieser Versuche steht vor ihrem AbschluB
und wird demnéchst ebenfalls veroffentlicht werden.
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zelnen mathematisch genau verfolgen. Um die Vorgéinge an sich zu studieren, geniigt es,
Linearitat zwischen der Kraft K und der gegenseitigen Zusammendriickung beider Massen
anzunehmen.

Die Berechnung der Weg-Zeitkurven setzt sich aus zwei Teilberechnungen zusammen,
von denen die erste fiir den Zustand der Pfahlruhe, d.h. bis zum Anwachsen von K auf
W —@,, durchzufiihren ist und die zweite die weitere Bewegung beider Massen einschlie(t.

X

Abb. 4.

Fiir die erste Teilbewegung ist nach dem d’Alembertschen Prinzip (s. auch
Abb. 4):

(7) my & =0, — K,
worin nach obiger Voraussetzung
(8) K=oz,

wenn der Nullpunkt von z; mit K = 0 zusammenfillt. Durch Einsetzen von
Gleichung (8) in Gleichung (7) erhilt man: '

(9) 55‘1“‘%%:&

bl
my

d. h. die Differentialgleichung der freien harmonischen Schwingung. Thre Losung lautet:

(10)

worin z;, die Geschwindigkeit von m, unmittelbar vor dem Beriihren von m, und p =V

ist (Frequenz der Schwingung f = ! V“ )

x, = %sinpt—k%(l — cos pt),

=

my

2a) my

Nachdem K den Wert W — @, iiberschritten hat, ist fiir jede der beiden Massen eine
d’Alembertsche Gleichung anzusetzen:

(1

fmlrﬁlel——K,
| myiy=Q,+ K — W.

Die in diese Gleichungen einzusetzende Kraft K hat einen Anfangswert von K, und nimmt
um o (2, — ,) zu, wenn die zu Beginn der zweiten Teilbewegung vorhandenen Werte x,

-

8

] @j
I:E/(
X

a;
w

m1
)
my

Abb. 5.

(12) : K=K,+ a(z; — ).

W kann, wie aus den bereits erwidhnten Modellversuchen zu schliefen ist,
. mit hinreichender Genauigkeit als konstant angesehen werden. Durch Ein-
8 fithren von (12) in (11) erhilt man ein System von zwei miteinander gekop-
pelten Differentialgleichungen wie bei einer gekoppelten Schwingung mit zwei
Freiheitsgraden. Eine Zerlegung in zwei Einzelgleichungen ist leicht durch-

S (__ und @, zur Vereinfachung der Rechnung gleich 0 gesetzt werden, also:

y beider Massen angeschrieben werden. Bezeichnet x den Weg des gemein-
samen Schwerpunktes S (siehe Abb. 5), so ist:

@ fithrbar, wenn die Beziehungen von z; und z, zur Schwerpunktsbewegung
S

T (my + my) = 2y My + Ty My
oder

my + m m, my -+ m m
(13) =27 g, 2 baw, gy = x -t 2 !

my 2 m, my 1 my’

Der Weg » mufl der d’Alembertschen Gleichung fiir die Schwerpunktsbewegung:

(my+my) & =@+ @y — W

geniigen und betragt daher

(14)

x::é(g— L4 )&+ gt

my+ My

worin g Erdbeschleunigung und ¢ die variable Zeit bedeutet. Durch Einsetzen von (13) und
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(14) in die Gleichungen (11) erhilt man die getrennten Bewegungsgleichungen fiir z, und z,:

£1=g~—£ + am1+m2('v— z),
(15) my iy Mo
xz-g‘l‘}{i——uf—%%ﬁl.‘_mz( — )

Um die Losung von (15) anschreiben zu konnen, ist es zweckmaBig, x fiir den in Betracht
kommenden Zeitraum in eine Fourier-Reihe zu entwickeln. Fiir einen speziellen Fall kann
die Losung aber auch leicht unter Zuhilfenahme graphisch-rechnerischer Methoden oder
durch schrittweise Ausrechnung erhalten werden.

Fiir die Beurteilung des Energieumsatzes, auf den es hier besonders ankommt, interes-

siert lediglich die GroBe des Wertes K, fiir die eine Losung in geschlossener Form leicht
moglich ist. Aus (12) folgt:

(16) K = o (&, — &),
und durch Einsetzen von (11) oder (15) in (16)

> my+my o W
(17) K—}_O‘lel’;b;K_amo’

d. h. wieder die einfache Differentialgleichung einer freien harmonischen Schwingung mit
der Losung:

‘ _ m st Kognper ™
(18) K_<Wh{1+m2 2)cospt—!— > s1npt—|—m1+m2W,
worin fir den Frequenzbeiwert p der Wert:
— my + my
p= ]/O( my My

einzusetzen ist. K, stellt die zeitliche Anderung von K zu Beginn des zweiten Rechnungs-
abschnittes dar und ist als Endwert des ersten Rechnungsabschnittes mit Hilfe von'(8)
und (10) unter der Annahme von K = W — @, zu berechnen.

Die weiteren, in der zweiten StoBperiode vor sich gehenden Bewegungen lassen sich,
wenn weiterhin Proportionalitit zwischen K und z, — x, bestehen soll, in dhnlicher Weise
berechnen, nur ist Gleichung (12) durch

(19) K =o0d;— B(z;—2) — 0]

zu ersetzen, wenn ¢, gemif Abb. 2 die Differenz x; — x, an der Stelle K, darstellt und
B den Anteil an plastischer Verformung, der den endgiiltigen Energieverlust bestimmt,
zum Ausdruck bringt. Die Ableitungen der Bewegungsgleichung fiir z; und z, sowie der
Formel K sind im iibrigen in gleicher Weise ausfithrbar wie fir Gleichung (15) und (17).

Fiir den Zeitpunkt, in dem K am Ende der zweiten StoBperiode den Wert 0 erreicht,
hort die StoBbewegung auf. Der Béir ist dann bis zum nichsten Auftreffen wieder dem
Fallgesetz unterworfen, wahrend der Pfahl gleichzeitig eine unter dem EinfluB von W ver-
zogerte Bewegung ausfithrt. Wie Abb. 3 zeigt, ist es moglich, da3 der Pfahl vor dem zweiten
Aufschlag vollkommen zur Ruhe kommt, dal er aber auch bei der zweiten Beriihrung mit
dem Béar noch eine solche Geschwindigkeit besitzen kann, die nicht wesentlich von der des
Baren abweicht.

Mit Hilfe der vorstehenden Formeln kénnen fiir beliebige Werte von @, , @5, 2, W und « die
grofiten, am Ende der ersten StoBperiode auftretenden StoBdriicke K, und damit die
durch K geleistete Formanderungsarbeit berechnet werden. Unter der gewihlten verein-
fachenden Annahme der Proportionalitit zwischen der Kraft K und der von ihr verursachten
Zusammendriickung (K = «d) betragt die Forménderungsarbeit zur Zeit K = K :

1 Kaux
E’v: ?Kma,xa = 9
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oder in Prozent der unmittelbar vor dem Aufschlag vorhandenen Fallenergie des Béren,
wenn der sehr kleine Anteil @, -6 vernachlassigt wird.

b . Kg;ax
(20) E,= PR 100.

Demgegeniiber ergibt sich mit Hilfe von Formel (4) als entsprechende Prozentzahl, d. h.
ohne den Beiwert 7:

_ @
21) B, = 5, 100

Ist der Erdwiderstand so grof3, da es zu keiner Pfahlbewegung kommt, so folgt fiir
K = 0 aus Gleichung (8) und (10) fiir den Fall, daB auch hier der geringe EinfluB von
@, wihrend des Schlages vernachlassigt wird:

(22) Kmax~“£1_‘)' = 1/2“-th

und nach Einsetzen in Gleichung (20) E, = 100%, d. h. in diesem Falle ist die ganze
Schlagenergie in Forméanderungsenergie umgewandelt, was ja auch ohne jede Rechnung
rein iiberlegungsmaflig der Fall sein mufl. Es kommt dann nur noch zu einer Bewegung,
die durch Gleichung (10) allein bestimmt wird. Gleichung (22) stellt somit auch den oberen -
Grenzwert fiir Gleichung (18) dar. Wird durch Einsetzen entsprechender Werte fiir W ein
hoherer Betrag fiir K erhalten, so hat dieser fiir das vorliegende Problem keine praktlsche
Bedeutung.

Beim Aufstellen der oben genannten Rammformeln ist der obere Grenzwert der Ver-
formungsarbeit bei sehr grofem W unbeachtet geblieben. Nach dem in Gleichung (4) an-
geschnebenen von Terzaghi verbesserten Ansatz zur Redtenbacherschen Formel ergibt
sich nur eine grofite Verformungsarbeit, die fiir @, = @, stets 50 % (statt im Maximum 100 %)
von @, -h betragt. Die auf Grund der vorstehend entwickelten Gleichungen ermittelten Form-
anderungsarbeiten sind stets nicht unwesentlich grofler als nach Gleichung (21), wie das in
nachstehender Tafel durchgerechnete Beispiel zeigt.

Berechnung der Verformungsarbeit am Ende der ersten StoBperiode unter
der Annahme « = 0,5-10%t/m, @, =Q, =1t und A = 1 m:

Nur fiir den praktisch unmoglichen Fall W = 0

Erdwiderstand Verformungsarbeit Ey in % von Qi 1st eine Uberelnstlmmung vorhanden. Durch die
Wint nach G1.(20) | mach GL (21) Beifiigung des Koeffizienten % in Gleichung (4)

0 50 kann keine ausreichende Korrektur vorgenom-

30 69 50 men werden, da er keine Materialkonstante
lg?* 133 darstellt, sondern vielmehr einen hochst variab-

len, auch von den Bedingungen des Systems
abhéngigen Beiwert darstellt. Die fiir 5 angegebenen Grenzen kénnen daher weit iiber-
schritten werden. Fiir @, = @, mull sich 7 bei groBen Widerstinden W dem Grenzwert 2
néhern, wihrend der entsprechende Grenzwert fiir @, = 2Q, bei 3 liegen miiBte.

Die vorstehend angestellten Betrachtungen iiber die Verformungsarbeit stellen nur einen
Teil der gesamten Bewegungsvorginge unter einem Rammschlage dar. Sofern mit einem
Freifallbdr gearbeitet wird, miissen nach den Erlauterungen zu Abb. 2 noch weitere Auf-
schlage erfolgen, bis der Pfahl endgiiltig zur Ruhe kommt. Da sich der ganze Rammschlag
in einem Bruchteil einer Sek. abspielt, ist das mehrfache Aufschlagen oft durch Gehor kaum
feststellbar. Bei jedem weiteren Aufschlag treten auch weitere Verformungsverluste auf, so daB
der Beiwert 5 auch noch die Energieverluste der weiteren Aufschlige enthalten miiite. Diese
zusétzlichen Verluste sind gerade dann am groBten, wenn der Verlust schon beim ersten
Aufschlag recht grol war. Der groBe Energieverlust beim ersten Aufschlag wirkt sich in
einer besonders groflen Kraft K , und einer entsprechend starken Riickfederung am Ende
der zweiten Stofperiode aus. Er fithrt dazu, daB das MaB der ersten Teileinsenkung des Pfahles

* W = 101t erhalt man fir K = Ky,,.
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(s;) zwischen dem ersten und dem zweiten Aufschlag sich dem Wert der Gesamteinsenkung (s)
bis zum endgiiltigen Eintritt der Ruhe nahert. Abb. 3 bestatigt somit z. B., dafl mit groBer
werdendem Verhaltnis @), : @, die Energieverluste beim StoB abnehmen. Eine entsprechende -
Bestéatigung des Anwachsens der Energieverluste wurde auch bei gleichméfigem Einrammen
eines Pfahles, d.h. bei zunehmendem Widerstand W unter sonst gleichen Bedingungen
gemessen. Dabei wuchsen die Verhéltniswerte s;:s von 0,20 bis auf 0,94 an.

Die vorstehenden Erorterungen zeigen, dafl es auf Grund mathematisch-physikalischer
Uberlegungen durchaus méglich ist, auch in die etwas schwierig erscheinende Frage des
technischen Rammproblems Einblick zu gewinnen. Sie bringen den Nachweis, daf .die
bisher vorhandenen, sich an das Stofigesetz der Mechanik anlehnenden Formeln die tat-
siachlich beim Rammschlag auftretenden Bewegungen und Krifte nur in unzureichender
Weise erfassen. Die am weitesten entwickelte dieser Formeln, die von Terzaghi verbesserte
Redtenbachersche Formel, enthilt als Materialkonstante einen Beiwert, der auch von
anderen Umstidnden, insbesondere vom Rammwiderstand wesentlich beeinflut wird. Wenn
die vorstehend gegebenen Entwicklungen nur unter der Voraussetzung der Proportionalitit
zwischen der StoBkraft und der von ihr hervorgerufenen Verformung aufgestellt wurden, so
geschah es nur im Interesse einer besseren Ubersichtlichkeit der Rechnungen. Es ist natiirlich
auch moglich, beliebige Verformungsgesetze, gegebenenfalls durch entsprechende Nahe-
rungsrechnungen, zu beriicksichtigen. Jedoch hat dies nur einen Sinn, wenn das Vorformungs-
gesetz durch entsprechende Versuche sorgfiltig ermittelt wurde.

(Eingegangen am 25. 2. 1942.)

Beitrag zur Bestimmung von Kigenspannungen in | geschweifiten
Stahlteilen.

Von K. Kloppel, Darmstadt.
Mit 12 Abbildungen.

Eigenspannungen haben im Stahlbau erst seit Einfiilhrung der Schweifitechnik grofere
Beachtung gefunden, obwohl sie von allgemeinerer Bedeutung fiir das Verhalten unserer
stahlernen Tragwerke sind; denn jede Belastung, die einen Teil eines Querschnittes iiber die
Fliefgrenze hinaus beansprucht, hinterlaft bei der Entlastung einen Eigenspannungszu-
stand. Also ergeben auch alle Kerbspannungen Eigenspannungszustinde, sofern die unter
der Nutzlast erzeugten Spannungsspitzen iiber der Fliegrenze liegen. Dies ist beim ge-
nieteten Tragwerk der Fall, weil die Spannungsspitzen an den Nietlochriandern fast den drei-
fachen Wert der Nennspannung erreichen. Auf Grund dieser Erkenntnis, daf unsere ge-
nieteten Stahlbauten unter ihren Nutzlasten Eigenspannungszustinde aufweisen, lassen sich
sowohl unsere giinstigen Erfahrungen mit genieteten, vorwiegend ruhend belasteten Briicken
als auch die Dauerversuchsergebnisse, wonach bei gekerbten Priifstiben der Abfall von der

. Ursprungszugfestigkeit zur Wechselfestigkeit kleiner ist als bei ungekerbten, besser erkliren,
als es bisher iiblich war. Schlieflich wiare noch daran zu erinnern, daf} der Eigenspannungs-
zustand in der Plastizitatstheorie fiir Biegestdbe von grundlegender Bedeutung ist. Diese Hin-
weise lassen erkennen, daf die Vertiefung unserer Kenntnisse von den Eigenspannungen zur
Klarung mancher Forschungsfrage des Stahlbaues beitragen kann.

Unmn iiber die GroBe und den Verlauf der Eigenspannungen in geschweiten Stahlteilen
Klarheit zu erlangen, wurde von jeher das Zerlegungsverfahren mit Riickfederungs-
messungen angewandt. Ein Sonderverfahren, das BiegepfeilmeBverfahren, zeigte
Stablein! bei der Ermittlung der Eigenspannungen in einseitig durch Wasser abgekiihlten
Kniippeln rechteckigen Querschnitts, die also konstante Querschnittsbreite aufwiesen.
Dieses Verfahren, das in mancherlei Hinsicht zweckmaBig ist, wurde auch auf Stibe mit ein-
seitig aufgelegter Schweifiraupe angewandt. Ergénzend soll nun gezeigt werden, wie man bei

1 Stablein: Krupp Mh. Bd.12 (1931) S. 93.
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prismatischen Staben mit verinderlicher Querschnittsbreite — wie z. B. beim T-Triger mit
auf der Auflenflache eines Flansches mittig aufgelegter Lingsraupe — zum Ziele kommt. Zu
diesem Zweck wird von dem Stab mit rechteckigem Querschnitt ausgegangen.

Abb. 1 stellt den Querschnitt eines Tragers mit mittig aufgeschweiBter Lingsraupe dar.
Dieser Schweilvorgang hat als partielle Erwéarmung Eigenspannungen (Schrumpfspannungen)
zur Folge, wegen deren Entstehung auf das Schrifttum? verwiesen sei. Vereinfachenderweise
wird der dreiachsige Spannungszustand als einachsiger betrachtet, so daB die Eigenspannungen
jeweils iiber die Stabbreite konstant sind. Weiter werden der Berechnung das Hookesche Ge-
setz und die Bernoullische Hypothese zugrunde gelegt, was aber bei Eigenspannungen
nicht zum Navierschen Geradliniengesetz der Spannungen fiihrt.

Die Eigenspannungen kann man sich im vorliegenden Fall aus zwei Teilen o, (kg, ) und
0y (hg, ) zusammengesetzt denken. Die Spannung o, (kg z) tritt auf, wenn man den durch
die Schweillraupe nach deren Seite konkav gekriimmten Stab durch ein entgegengesetzt ge-
richtetes Biegemoment M wieder gerade richtet. Diese Normalspannung ist aber — im Ge-
gensatz zum axial beanspruchten Stab — nicht iiber die Querschnittshohe gleichmiBig
verteilt. Zwangslaufig ist nun unter o, (h,, z) die Biegungsspannung infolge des Momentes M
Y zu verstehen.

Von den beiden Teilspannungen 148t

‘}_ z Sich oy (hy, x) leicht aus der gemessenen
"3 Durchbiegung des Stabes (Biegepfeilmes-
sung) berechnen. Es bleibt also nur iibrig,

P

:———h—’i I den zweiten Teil der Spannung o, (%, z)

| i } zu ermitteln. Zu diesem Zweck wird der

l oz N : Stab schichtweise auf seine ganze Lange

' '; [ von h, jeweils auf ~ abgearbeitet (Abb. 1,

: } } rechts) und der neue Biegepfeil gemessen.

' } 1 Aus den verschiedenen Stabhohen 7 ent-

P i sprechenden Biegepfeilmessungen f wird

| a, (hy, z) ! | %! <2l | | dann o, (g, x) fiir den urspriinglichen Stab
| = Sh e mit der Hohe A, berechnet. Hierzu ver-
/ gk Fﬂ;, (hz) fligt man fiir. jeden Abarbeitungszustand,
also fiir jede Stabhohe £, iiber zwei Gleich-

Abb. 1. gewichtsbedingungen :
Iy 2H=0, () ZM=o0.

Die Verkniipfung von o, (k, ) und o, (hy, x) ergibt sich aus der Uberlegung, daB alle Langs-
fasern des geradegerichteten Stabes von der jeweiligen Hohe 2 um das gleiche MaB linger oder
kiirzer sind als diejenigen des geradegerichteten Stabes von der urspriinglichen Hohe /g, d. h.
der Unterschied

(III) Ao'n (h) =0, (h’ x) - O‘n(h()’ x)
ist iiber den ganzen Querschnitt des Stabes von der jeweiligen Hohe » konstant.
Es werden zunéchst die Grundgleichungen fiir solche prismatische Stiabe abgeleitet, deren

Querschnittsflachen zur x-Achse symmetrisch sind (Abb. 1). Wie bereits erldutert, sind die
Eigenspannungen im urspriinglichen Zustand ‘

(1) o (b, @) = 0, (ko 2) + 0, (o, )
und nach der Abarbeitung von A, auf A
(1a) o(h; x) = 0,(hy, 2) + Ao, (h, x) + 0,(h, 7).

Mit Gleichung (1) liefert 2 H = 0:
Jolhy, 2)dF = [0, (hy, ) AF + [ 6, (ho, ) dF = 0.

1 Vgl. etwa Stahlbau-Kalender 1940 S. 384.
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Da
[o (b, )dF =0
sein muf, ist auch
) [o,(hy, )dF =0.
Mit Gleichung (1) erhilt man aus X' M = 0 in bezug auf die y-Achse:
fcf,l(ho, x)xdF —{—fo’b(ho, z)xdF =0.

Diese Gleichung geht mit

(3a) [ o, (kg ) xdF = M ()
iiber in
(3) [0, (g, x) 2dF + M (he) = 0.

Mit Gleichung (1a) ergibt XH = 0, wenn F, die Querschnittsfliche bei der Querschnitts-
hohe A ist:

Fn
Da das letzte Glied Null ist, folgt hieraus

(4) o,(h) = — Fl;fan (hy, x)dF .
Fr

o, z)dF = [o,(hy, ) dF + Ao, (k) [dF + [o,(k, x)dF = 0.
I Fn Fp

Mit Gleichung (1a) schreibt sich schlieBlich X M = 0:
Joh, 2)zdF = [,(hy, ) xdF + Ao, (h) [¢dF + [o,(h, x) 2dF = 0.
I I'n Fn

Ersetzt man in dieser Gleichung 4o, (h) durch die rechte Seite der Gleichung (4) und wird

(5a) [oy(h, %) xdF = M(h),
I
ferner der jeweilige Schwerpunktsabstand
Sh = E}— xdF
5%

gesetzt, so erhalt man
(5) S (ho, @) xdF — s, [ 6, (. 2)dF + M (h) = 0.

Fh Fn

Die Gleichungen (2) und (5) sind die beiden Grundgleichungen zur Ermittlung von o,, (k, x).
Die Momente M (h,) und M (h) gemaB Gleichungen (3a) und (5a) berechnen sich nach

(6) M (hy) = EJOQi und M (k) = EJhQi,
0 h
- worin g, und g; die Kriimmungsradien des Stabes im urspriinglichen und im jeweiligen Ab-
arbeitungszustand bedeuten.
Stilbe mit konstanter Querschnittsbreite & (Abb. 2).
In diesem Falle ist die Schwerpunktsbahn bei der Abarbeitung die durch den Nullpunkt.

gehende Gerade s, = % Damit gehen die Grundgleichungen (2) und (5) iiber in

ho
(7) fcrz(k0$ x)dw=0
0
h h

(8) fxon(ho., x)dx——%fan(ho,x)dx+l_lf(k)%0.

0 0
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Hierin ist

M(h) ER 1
(6a) My === o

Differenziert man Gleichung (8) nach &, so ergzbt sich

n
hd"(ko’h)—%a"(}bo’h}*%f nllg, @ )olx—i-d;‘éh—o

0

oder
h ———

(9) Jonlhe, @) dz=ho,(ho, b) + 2 D' (B).
0

Mit dieser Gleichung schreibt sich Gleichung (8):

y t B - =
[@o,(hy, ) da — 5 0, (ho, k) — B M’ (R) + M (h) = 0.
T 0
i
.QI{_'__‘?_‘?__._%_ £ Nochmalige Differentiation dieser Gleichung liefert:
R o | h®da,(hy, k) A F Y e
- '[ ho,(ho, k) — ha,(ho, h) — 5 === — M'(h) — hM"(h) + M'h =
g~ do,(ho, h) | 2" (h)
s (10) e S
Sh’% Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet
3
° % (11) an(ho,h)=—2f£’;;@dh+0 M"”)—sz W an 1 0.
Abb. 2. 0

0,

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C steht uns die Gleichung (7) zur Verfugung.

Danach mufl Gleichung (9) fiir » = A, zu Null werden. Hieraus ergibt sich

(12) 0, oy o) = — 227100

Durch Gleichsetzen dieser Gleichung mit Gleichung (11) fiir 2 = h, erhalt man

ko

(13) c=2| XMy,

0

Damit schreibt sich Gleichung (11)

ho

(14) o, (hy, b) = _ﬁ.”.ﬁ+2 MW g,

Den Wert M’ (h) erhilt man durch Differentiation von Gleichung (6a) zu

, h E B d/(E
M®) =75+ a1 (5

Mit den Bezeichnungen

(15) Z—om wd L (Z)—g®
wird
(16) wmy=" g+ 10 ).

Geht man mit diesem Ausdruck in Gleichung (14) so ergibt sich

ho

oalas ) = — gl — 2o 1) + f¢(h>dh+ Jrgman.
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Hieraus erhilt man nach Vertauschung von A mit 2 und nach partieller Integration
ho
1 2 2, 1
(17) 0ullho 7) = L) — 2@ % @@ + [ g de.
h

Damit ist ¢, ermittelt. Die die Eigenspannung erginzende Biegungsspannung g, ergibt sich
aus Gleichung (5a) fiir den allgemeinen Fall zu:

M (ho) [ T
(18) oullos 9) = — M0 o _ ).
Bei rechteckigem Querschnitt gilt:
(1
(183;) Gb(ko’ x) = _(P(ko) (*;0—7/').

Somit erhalten wir schlieBlich nach Gleichung (1) durch Addition der Gleichungen (17) und
(18a) die gesuchte Eigenspannung im urspriinglichen Zustand A, zu

x (z 2 ho
(19) o(hy, 2) — fqu(x 2 — TI0E) _2 () — ()]~ "5 g (h).
Bemerkenswert ist, daB sich fiir x = A, 1) nach SchweiBen 2.) nach SchweiBen
73 de (he) nicht geglift gegliiht
G(ho,ho)=“‘6‘o“ﬁl §= 6 .
bt @
ergibt, wonach sich die Randspannung auf §§ d _§’§a
der der Schweifinaht gegeniiberliegenden 3 & $3
Seite allein durch den Differentialquotient §'§" S

der experimentell festzustellenden ¢ (x)-
Kurve an der Stelle x = A, ermitteln
1aBt. Fiir jeden anderen Punkt o <z <h,

£

N A in mm
bestimmt dagegen der Verlauf der ¢ (x)— '§"~E 75
Kurve zwischen k, und z die Spannung §§,
o (hg, ®). Auf Wiedergabe der zahlen- 2¥
méiBigen Auswertung eines Versuches mull ;§>'s d

aus Platzmangel zugunsten eines entspre- p e
chenden Beispiels fiir einen Stab mit ver- Naht ey % in m,‘”m w
anderlicher Querschnittsbreite verzichtet ’
werden. Es sei nur noch erwahnt, daf auch Abb. 3.

mit der Abarbeitung von der Schweifinaht- ® —

seite aus begonnen werden kann, ohne daf3 3 / Y

das Verfahren im Grundsatz zu &ndern § %[ &[T

ist. Dieser Weg fithrt schneller zum Ziele, §§%1 f§l N

weil die Abarbeitung nur bis zum Ende 3% § 7

des plastizierten Stabteiles durchgefithrt S%” R

zu werden braucht, der groBere Teil des S§%| a2

Stabes also unzerstort bleibenkann. Ferner ¥ - in | | .

ist dann die graphische Auswertung der / 2 7 w0 0 W
E 1/o-Kurven, die jetzt kiirzer werden als S - non’ R in mm

im anderen Abarbeitungsfalle, weniger §N§7ﬂ s

umfangreich. Auch wird zugleich die Aus- §¥¢ \ 5k

dehnung des plastizierten Bereiches klar %,;'s 0 ' o 0= 70

und schnell bestimmt. Der Nachteil dieses & ¢ 3 9 "%’"”’
Weges besteht darin, daf die Auswertung 1) ohne Vanerwarméung 2) mit Vol’erWd'rmu%g

an der Nahtseite, also gerade dort, wo mit Abb. 4.

der Differentiation begonnen werden muf,

weniger genau ist als im anderen Falle. In Abb. 3 und 4 sind die experimentell ermittelten

Kurven der E-fachen Krimmung und deren Auswertung zu den Eigenspannungen fiir beide
Stahlbau-Forschungsheft 6. 5
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Abarbeitungsrichtungen dargestellt. Auflerdem lassen diese Abbildungen den EinfluBl des
Ausglithens (625° C) des geschweiliten Stabes und auch seiner Erwarmung vor dem Schwei-
Ben (300° C) auf die Eigenspannungen erkennen.

Stiibe mit verdinderlicher Querschnittsbreite (I-Triger).

In diesem Falle ist die Querschnittsbreite stufenweise veranderlich, und die Schwerpunkts-
bahn s = f (k) verlauft im Bereich des oberen Flansches, dessen Auflenseite die Schweilraupe
tragt, und des Steges nicht mehr geradlinig, sondern hyperbelférmig, wenn mit der Abarbei-
tung am unteren Flansch begonnen wird.

Geht man wie beim Stab mit rechteckigem Querschnitt vor und beriicksichtigt man, da@
die Schwerpunktsbahn s = f (k) eine Kurve ist, so ergibt sich an Stelle der Gleichung (10)
folgende verwickelte Differentialgleichung
do, (ko h) g§—1 &6 M"(n) - §s"M (k)

dh o (o h)( -1 T) b(h—s)  b(h—s)
Die Losung ist praktisch kaum moglich, weil s, s’ und s'’ keine einfachen Funktionen und fiir
Flansch und Steg auch noch verschieden sind. Es wurde nun versucht, fiir I 20 eine nahe-
rungsweise fiir die ganze Tragerhohe giiltige Funktion

(20) =0.

z D
) 12 L S = 5 0,24 xl/smE 7T
I I % anzuwenden. Aber auch diese Funktion ist fiir eine Losung
1T der Gleichung (20) noch zu kompliziert. Wird nun die Schwer-
iy ] punktsbahn durch einen Polygonzug gemaf3 Abb. 5 ersetzt,
ook so erhalt man die einfachere Differentialgleichung
L don (b 1—-2
i‘:;_ Schwerpunkisbabn fir I20 % (20 a,) C;h( ) + - -y - n(k) g (k 5) + 0,
Swl- . /////n_ ;:q% deren Losung lautet:
- /’/ nEgy .
v >/p R iR S fM'( )(h S)ﬂdh
020745 a0 80 0 720 740 760 180 200 (21) (g, ) = c  Mmm ]
% in mm 4 Op\lbg, ) = (h—s)F  b(h—os) (h —s)*
Abb. 5. 1

Darin sind f=n—1 und M=2n_1 .

Die Integrétionskonstante C wird in &hnlicher Weise wie beim Stab mit rechteckigem
Querschnitt ermittelt. Damit und unter Beachtung der Gleichung (1) erhalt man im Bereich
des oberen Flansches (h; <<h <Chy)

ho 1
nofw (x — S)de
g M (x) M (ho) [
h = — — “5—x).
(22) o (g, x) (@ — )"0 by (@ —3) Jo (2 x)

Fiir den Bereich des Steges und des unteren Flansches 148t sich o (hy, *) ebenfalls aus
Gleichung (21) ermitteln, indem die Integrationskonstante jeweils aus der Bedingung be-
stimmt wird, daB die Spannungen im Flansch und Steg an der Ubergangsstelle gleich
grof} sein miissen. Die Ergebnisse lauten im Bereich des .Steges (hy, <h <Chy).

: n N
Ag+ ny ﬁb(x—) (x — s)ﬂ‘dx
B 1
_ z _ M) o (ko
22%) 7 (o ) = (z — 5" s Iy (2 )

und im Bereich des unteren Flansches (0 <% < k)

(22b) o (ho. ) = +2

(ﬂ“

e Dy - 2L Ml (k)

b2 x? by x Jo
T
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Darin sind A, =4,+n K,
M’ (k) M ()
Ay=kng Ky 2 b

(hy — say)t 742

b= (hy — 8,)* "

ho
e |
h1

hl 1
ky =f* bfx) (x — 8)"dz.

23

b

b

1
b(x) (-’E o S)ﬂu dz
0

und

Wenn auch die Wahl eines Polygonzuges an Stelle der krummlinigen Schwerpunktsbahn
Néherungsfunktionen fiir die Eigenspannungen in geschlossenen Formeln [Gleichungen (22),
(22a) und (22b)] liefert, so hat sich doch bei ihrer praktischen Anwendung herausgestellt,
daf} gerade diese vereinfachende Annahme die abgeleiteten Formeln unbrauchbar macht.
Mit anderen Worten: Es darf nicht s’” = 0 gesetzt werden. Deshalb muBlte ein anderer Weg
eingeschlagen werden.

Um o, (hy, ) zu ermitteln, ersetzen wir Gleichung (5) durch nachstehende Gleichung, wo-
bei zur Vereinfachung statt o, (k,, x)
nur o geschrieben wird:

SoAFx—s, 50AF + M, =0.

Erfallit man o 4 F als kleine Krafte - i A a
(Abb. 6), so geht diese Gleichung —;ngj&
iiber in a. A

(23) ijTk—Sii’Pk+ M, =0. 1,’4 oy 4g 1| i
' ; A0 g (h,z)
Dieser Ausdruck 148t sich mit Hilfe a

des Gedankenmodelles eines von der
Einspannstelle bis zum Punkt z; Abb. 6.
durch die Last p = b-c belasteten
Kragtragers! so deuten, dafl die erste Summe dessen Einspannungsmoment M, und die
zweite dessen Auflagerkraft 4 darstellt. Somit kénnen wir auch schreiben:
(23a) Aisi— M, = M,, .
Die Aufgabenstellung kann nun wie folgt ausgedriickt werden: Gegeben ist der jeweilige
Unterschied M,, zwischen den Momenten 4,s; und M, eines Kragtriagers, der jeweils von
der Einspannstelle bis z; belastet ist. Gesucht ist die Belastung p.
Zu diesem Zweck schreiben wir zunachst die Gleichungen fiir z;_; und z; an:
X q: A 18— M, =DM, ,
z;: (Ai-1+ P)s;— (M, + Pir;) = M,,.
Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so ergibt sich

(24) A, As,+ P,s,— P,r,=AM,.
Darin sind:
i1
(24a) Ad=3 Py,
1
(24Db) As;=8;— 84,
(240¢) r,=x,— €,
(24d) AM;=M,,— M,, ..

! Der gedachte Kragtrager braucht nicht gerade an der Stelle, wo die SchweiBnaht liegt, eingespannt zu sein,
d.h. man kann den Anfangspunkt der z-Achse beliebig wihlen.

5*
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Mit der Annahme, daf} innerhalb der einzelnen Abschnitte die Spannung ¢ geradlinig ver-
lauft und die Breite des Querschnitts konstant bleibt, erhalt man:

(25a) P _0'1_.-1+0'sb Az 0':-1+0'£AF

. Az; 20,1+ 0;
(25b) “T7F oto

Die Einfiihrung der Gleichungen (24a), (24¢), (25a) und (25b) in Gleichung (24) liefert:
i-1
4 i i i Ax; 20,1+ 0;
s 12' (011 + 0. AF,— LT AR, (2= 5 — 57 20200 — A M,

¢ 3 oi4+o0;

Mit den Bezeichnungen

o;=AF, (xi— 8; = 4 x,~>‘,

3
(25¢)
@ = AF, (2~ 5,— 24%)
ergibt sich
(26) Aas, Z(Uk_1+ak)AF oo, 4 — o0, =24M,.

Stellt man diese Glelchung fir die Abschnitte s—1 und ¢ auf

—1: .5] e o S 24 M
vt—1: < (0p1+ 0p) AF, A5 02 A5, %1~ As,_, °
i=-2 , . 2AM.
. o ol < i
2: % (011 + o) AF + (0, 0+ 0,mq) AF ;1 — A5 %17 75,0 52

* so erhdlt man fiir die Differenz beider Gleichungen:

@70)  oa(AFirt )+ o (AP + 52— ) — S =2 (G- ).

Mit den Abkurzungen
{ a;,= AF_1+ ;; 11

(27b) b,=AF, |+ = _ %

As;y 8
c. — — %
i A 8;
geht Gleichung (27a) iiber in:
_ o (AM.  AM.,
(27¢) ;0,24 b0, 1+ ¢;0,= 2 ( As; — Asiy >

Aus dieser allgemeinen Gleichung 148t sich die Spannung ¢ — das war vereinbarungsgemaf3
0y (g, *) — ermitteln. Es kénnen n solche Gleichungen fiir n Abschnitte aufgestellt werden.
Zu berechnen sind o, bis o, so dal die Zahl der Unbekannten n -+ 1 ist. Die (n + 1)-te Glei-
chung liefert Gleichung (2), die nunmehr lautet:

Ms

(28) ZPk—‘J?: (041t 0) AF,,=0.

1
Setzt man Gleichung (28) in Gleichung (26) ein, so erhilt man die (n 4 1)-te Gleichung als
die letzte Gleichung:

o, O 24 M,
@7d) o (AF,+ 5] + 0y (AF, + fo) = — 25

Die Gleichungen (27) kann man auch abgekiirzt schreiben
X, s +b6,X, ,+c¢, X, =27,
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wenn die gesuchten Spannungen o mit X und der feste Wert auf der rechten Seite — das
,-Belastungsglied* — mit Z bezeichnet werden. Dieses dreigliedrige Gleichungssystem mit
nur 2 Unbekannten in der ersten und letzten Gleichung unterscheidet sich von den drei-
gliedrigen Elastizitatsgleichungen dadurch, daf ¢; + a,,, ist, weil der Maxwellsche Satz nicht
zugrunde liegt. Die numerische Losung wird dadurch erschwert, daB die Beiwerte b grund-
satzlich kleiner als ¢ und ¢ sind.

Damit ist die Ermittlung von ¢, (hy, ) auf die Auflosung eines linearen dreigliedrigen
Gleichungssystems zuriickgefiithrt. Mit o, (R, ) ist nach Gleichung (1) auch die gesamte
Eigenspannung o (h, &) bekannt.

Es kann erwiinscht sein, die Randspannung o (A, %,) auf der Gegenseite der Schweilinaht
schnell — d. h. ohne Auflosung des Gleichungssystems — naherungsweise zu ermitteln. Eine
solche Naherungsgleichung kann leicht aus Gleichung (27d) abgeleitet werden.

Wir nehmen an, die erste Abarbeitungsschicht 4 x,, sei klein, so dal in Gleichung (27d)

ohne nennenswerten Fehler o, ; = o, gesetzt werden kann. Dann geht Gleichung (25¢)
iiber in

/ Az,
o, =0, = AF, (xn—sﬂ— —x>

2
Das ist gleichbedeutend damit, dafl man ¢, uber die ganze Flache A F, gleichmafig ver-
teilt annimmt und die Kraft P, = ¢,-4 F, im Schwerpunkt der Fliche A4 F angreifen 1a8t.
Es ergibt sich aus Gleichung (27d):

aAM,
(29) 0,= 0y (kO’ kO) = _AFy.T,.'

Darin ist
r,=hy+24s, — Az,
(29a) oder

Az
=Xpq— 8n—1+ 2”'

Hieraus folgt gem&afl Gleichung (1) die Randspannung

AM, | M(hy) ho
(30) 0 (hos o) = — 50+ 2
Das mitgeteilte Verfahren und die damit gewonnenen Gleichungen (27), (27a), (29) und (30)
gelten nicht nur fir T- Querschnitte, sondern ganz allgemein fir einfach symmetrische Quer-
schnitte, wenn die Eigenspannungsquellen in der Symmetrieebene oder zu dieser symmetrisch
liegen und die Querschnittsbreite b innerhalb des jeweiligen Differenzenbereiches A x kon-
stant ist oder als konstant angesehen werden kann. Auf diesem Wege sind auch Walzspan-
nungen in J-Tragern bestimmt worden. Die Genauigkeit des Verfahrens ist natiirlich von
der GroBe der Abarbeitungsschritte 4 x abhangig.
Im Anschlufl an die theoretischen Betrachtungen sei noch \‘“
kurz die Ermittlung der Stabkriimmung erlautert. In Glei-
chung (6) wurde angegeben z

1
My = EJh[Q_h-

o~

Abb. 7.

Die o-Werte, die die Grundlage des Verfahrens bilden, werden nicht unmittelbar beim Ver-
such gemessen, vielmehr in mittelbarer Weise wie folgt bestimmt. Die Versuchsmessungen um-
fassen den Biegepfeil f in Stabmitte und die Sehnenlénge I (Abb. 7). Unter der zuldssigen
Voraussetzung, dal der Stab in einem Kreisbogen gekriimmt ist, ergibt sich die Kriimmung zu

1
(31) ?=ﬁ/_—z.

8 2

Feinmessungen zeigten, daf} sich die Sehnenlédnge ! durch die Abarbeitung sehr wenig andert.
Es ist daher berechtigt, in Gleichung (31) eine konstante mittlere Lange ! einzusetzen. Weiter-
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hin ist f gegeniiber [ sehr klein, so dal die Vernachldssigung von 2 im Nenner der Glei-
chung (31) zuldssig ist. Damit vereinfacht sich Gleichung (31) zu

(312) =

und die Gleichungen (6) und (15) lauten

(32) My=>2J.1,,

(33) Pl = %flfw-
Versuch.

Mitgeteilt wird die Durchfithrung und Auswertung eines Versuches mit einem 700 mm
langen, ausgegliithten T-Trager, auf dessen AuBenseite eines Flansches eine Léingsraupe mit
einer 4 mm dicken, umhiillten Elektrode mittig gelegt wurde. Links und rechts von der

)
..a
S

7 7’ 7868 i
_1000_
2| | muy r
E -
gt t
51| 70 &N 70 200 h
N
u|| 556 L
+1000\
/) = 4o 80 + 1600
———
Abb. 8. Abb. 9.

Schweiinaht befinden sich die MeBdollen, deren Entfernung 650 mm betrigt. Die Abarbei-
tungsschichten sind in Abb. 8 erkenntlich. Die Durchbiegungspfeile wurden sowohl mit
Spezialmikroskopen als auch mit Kienzle-Uhren gemessen. Beide Gerite gestatten die
Durchbiegung auf */1we mm genau abzulesen und auf /w0 mm zu schitzen.

Die Kurve 1 in Abb. 9 gibt die gemessenen Werte fiir f wieder. Daraus ergeben sich nach

M, Gleichung (32)
3001 8E 8 - 21000
E M(w)=—l?wa.z=ﬁ6‘5—02kafz’
§ ..M(x)': 0,398szw.
2001~ Die Zahlenrechnung enthilt die nachstehende
Tafel.
: Abarbeitung Jz f M)
00— , Schnitt k in mm 104 mm mm 104 kg/mm?2
0 200,0 2140,0 | +0,328 | 4 278,1
I 188,8 862,0 | + 0,428 | -+ 146,9
I 1444 409,5 | 40,563 | 4+ 91,6
| emme==" II1 100,0 140,4 | 40,890 | + 49,2
65 ] 3 2 17 0 v 55,6 25,9 | +1,607 | + 16,5
081 556 100 Y 1644 200 Vv 14,0 1,0 —1,190 | — 0,474
Abb. 10. VI 8,0 0,38 | +1,645 | 4+ 0,249

Die Auftragung der M ,-Werte liefert Kurve I in Abb. 10. Nunmehr wird das Gleichungs-
system fiir die in Abb. 11 erkenntlichen Intervalle aufgestellt, so daBl sich 11 Gleichungen
ergeben. Die Beiwerte h;, b; und ¢; berechnen sich nach der folgenden Tafel.
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20

Punkt| ° N N y F 4 —e= b a X sl
mm | mm | mm | mm | mm? si T s * ¢ <3 S\ /
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 -IVN"%
1 11,2 | 11,2 56 5,6 (1008 | — 336,0; + 336,0{ -+ 336,0( 0,0 Dt
2 33,4 | 22,2 82| 2,6 |166,5|+ 666,0| 4+1138,9| + 678,0 | + 672,0 ‘ | z
3 55,6 | 22,2 12,5 | 4,3 |166,5 | +1096,7 | +1380,8 | + 208,7 | + 832,5] S =S
4 77,8 122,2| 18,4 | 5,9|166,5 | 4+1269,8 | --1467,4 | + 277,5 | +1263,2 §f§, R 175
5 ]100,0 22,2 | 255| 7,1|166,56|+1400,8 | 4+1574,0 | + 233,1 | +1436,3 v 13 ’
6 12221222 | 334| 7,9]|166,5|4+1560,7 | +1716,1 | + 179,8 | +-1567,3 { | = N
© 7 | 14441222 | 41,5 8,1(166,5 | +1811,5| 4+1962,5| 4+ 71,1 | +1727,2 | ! NS
8 ]166,6 | 22,2 | 50,0 | 8,5]|166,5|+19958 | +2142,3 | + 133,2 | 4 1978,0 5 | I8
9 |188,8222 | 59,3 9,3|166,5 | -2051,3|-12186,7{+ 257,5| +2162,3 [ N
10 |200,0 | 11,2 | 100,0 | 40,7 | 100,8 | +-2291,5 | +-2384,5 | + 61,7 | +2217,8 ‘:“[‘;‘; — —
0,0 | +3392,5 | + 3299,5 ST §
3

Um die ,,Belastungsglieder‘‘ der Gleichungen zu ermitteln, werden
die einzelnen M-Werte aus der Kurve I in Abb. 10 entnommen. Damit

Abbh. 11
ergeben sich folgende weitere Zahlenrechnungen: E
) Mz M: 2 M; . M; M;_; 2.;0
Punkt |0 k;;/)mm 104 ke/mm 5 25 e ¥,
0 0 O 0 0'[]!17,}1}=0;,+03
1 2,5 2,5 8920 “+ 8920
2 7,0 4.5 34600 -+ 25680 -
3 16,5 9,5 44200 -+ 9600
4 31,6 15,1 51150 + 6950 00~
5 49,2 17,6 49600 — 1550
6 69,6 20,4 51700 + 2100
7 91,6 22,0 54300 + 2600 -
8 117,0 25,4 59750 -+ 5450
9 146,9 29,9 64300 + 4550
10 278,1 131,2 64600 + 300 | E S — |
. ) 505 0 5 10 75 20
Mit den in vorstehenden Tafeln errechneten Wer- o in kgmm?
ten lautet dann das Gleichungssystem nach Glei- Abb. 12.
chung (27¢) und (274d) 336,00, — 336,00, = 8920
672,0 0, + 678,0 0; — 1138,9 g, = 25680
832,5 0, + 208,70, — 1380,8 0, = 9600
1263,2 0, + 277,566, — 1467,40, = 6950
1436,3 0, + 233,10, — 1574,00, = 1550
1567,3 6, + 1798 65 — 1716,1 55 = 2100
1727,2 05 + 71,105 — 196250, = 2600
1978,0 0 + 133,26, — 214236, = 5450
2162,3 o, + 257,5 05 — 218676, = 4550
2217,8 0y + 61,7 5, — 2384,9 0, = 300

3299,5 gy + 3299,5 0,y = —64600

Die Auflosung liefert die in Abb. 12 aufgetragene o,-Kurve. Die noch hinzukommende
Biegespannung o, (k, x) ergibt sich nach Gleichung (18) fiir # = 0, wo die Schweifnaht
. o
liegt, zu o, (ho, 0) = _Mxto) (%0> —0 = — 22*7&’(1). 184 -100 = — 13 kg/mm?,
Abb. 12 stellt als Uberlagerung beider Spannungen die gesuchten Eigenspannungen dar.
Vergleichsweise durchgefiihrte Versuche mit Riickfederungsmessungen ergeben befriedigende
Ubereinstimmung bis auf die Verteilung der Eigenspannung in dem Flansch, auf dem die
Schweinaht liegt. Diese Feststellung entspricht der getroffenen Voraussetzung, wonach die
ermittelten Eigenspannungen in jeder Hohenschicht iiber die Querschnittsbreite konstant
sind. Infolgedessen kann diese Berechnung nur eine Durchschnittsspannung liefern und
nicht die in Wirklichkeit am Flansch mit SchweiBnaht vorhandene ungleichmafBige Spannungs-
verteilung. Die Spitzenspannung ist also grofler als die ermittelten Werte. Uber diesen Un-
gleichformigkeitsgrad der Spannungen sind besondere Betrachtungen anzustellen, ebenso
iiber die Frage des werkstofflichen Widerstandes in den meistbeanspruchten Zonen!.

! Kléppel: Elektroschweilg. 1941 Heft 12 Dezember 1941; Heft 1 Januar 1942 und Heft 2 Februar 1942.
(Eingegangen am 19. 2. 1942.)
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Analytische Untersuchungen iiber die ungiinstigste Lage von
Gleitflichen.

Von H. Lorenz, Berlin-Tempelhof.
Mit 5 Abbildungen.

Die Untersuchung der Gleitsicherheit von Bauwerken in der Nahe von Boschungen
sowie von hoch belasteten Einzelfundamenten wie Briickenpfeilern u. dgl. wird bekanntlich
in der Weise vorgenommen, daf} die Form der Gleitfliche als bekannt vorausgesetzt wird,
also entweder ebene Gleitflichen (Klassische Erddrucktheorie) oder kreisformige Gleitflaichen
(Fellenius) oder endlich spiralformige Gleitflichen (Rendulic) zugrunde gelegt werden.
Es soll nicht der Zweck der vorliegenden Abhandlung sein, zu untersuchen, welche Gleit-
flachenform der Natur am nichsten kommt, sondern es soll eine analytische Methode ent-
wickelt werden, welche die Schwierigkeiten, die sich der iiblichen Behandlung der Gleitsicher-
heituntersuchungen entgegenstellen, nach Moglichkeit beseitigt.

Diese Schwierigkeiten sind folgende:

Bei gegebenen Belastungs- und .Geldndeverhéltnissen sowie bei Kenntnis der boden-
mechanischen Eigenschaften der Bodenschichten ist die Aufgabe gestellt, diejenige Gleitflache
zu finden, fiir welche der Sicherheitsgrad, d. h. der Quotient aus den riickhaltenden Momenten
dividiert durch die aktiven Momente, moglichst klein wird. Diese Aufgabe wird bekanntlich
so gelost, da3 man eine zur wahrscheinlichsten Gleitrichtung gedachte, senkrechte Erdscheibe
von der Machtigkeit 1 untersucht, also das an sich rdumliche Problem auf ein ebenes Problem
zuriickfiihrt. Sodann wird der Erdkoérper in Lamellen zerlegt und die einzelnen Lamellen-
gewichte bestimmt, endlich die Momente der Gewichte um den Gleitflichenpol — das ist in
diesem Fall der Mittelpunkt des Kreises — gebildet und bei kreisformigen Gleitflichen die
Momente der Reibungskrifte, welche in der Tangierungsebene des Gleitkreises liegen, er-
mittelt. Dieses Verfahren ist so oft anzuwenden, bis die ungiinstigste Lage der Gleitflache,
d. h. also der ungiinstigste Kreismittelpunkt und der ungiinstigste Radius gefunden ist.
Theoretisch sind co® mogliche Gleitflachen zu untersuchen, von denen natiirlich eine ganze
Reihe als praktisch unmoglich von vornherein ausschalten. Diese iibliche Berechnungsweise
hat den unangenehmen Charakter einer reinen Versuchsrechnung, und zwar erschwert da-
durch, daB das Aufsuchen des Kreismittelpunktes und des Radius vollig systemlos erfolgen
mulB; also selbst bei sorgfaltigster Anwendung dieses Verfahrens bleibt immer noch die Frage
offen, ob es wirklich gelungen ist, die ungiinstigste Gleitfliche aufzufinden. Eine weitere
Schwierigkeit des bekannten Verfahrens ist diejenige, daB nur bei sehr schmalen Lamellen
die Momente aus den Reibungskréften angenihert richtig sind und dafB, wie nachher be-
wiesen werden soll, die Momente aus Reibungskréiften von Lamellen mit endlicher Streifen-
breite stets groBer sind als die Reibungskréfte bzw. Momente, welche sich durch die Integra-
tion itber die Lamellenbreite ergeben.

Durch diese einfache Betrachtung erkennt man, daB der Sicherheitswert, der sich bei
der Ermittlung nach der bekannten Methode ergibt, erheblich iiber 1 liegen muf, um ins-
besondere bei der Annahme endlich breiter Lamellenstreifen die Ungenauigkeit der Rechen-
methode auszugleichen. Falls dies nicht moglich ist, d. h. wenn die ungiinstigste Gleitflache
schon Sicherheitsgrade ergibt, die nicht wesentlich iiber 1 liegen, dann bleibt zur exakten
Bestimmung nur noch der Weg, die Lamellen moglichst schmal zu wahlen, was aber wie-
derum eine bedeutende Arbeitserschwernis mit sich bringt.

Um nun diese oben genannten Schwierigkeiten zu beseitigen, soll der Versuch gemacht
werden, den ungiinstigsten Sicherheitsgrad analytisch zu bestimmen. Zu diesem Zweck
mul} die Funktion des Sicherheitsgrades

(1) _-Mr+ 'MTp
M.+ M,
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aufgestellt werden, wobei M, die Summe aller Reibungsmomente, M, die Reibungsmomente
aus der Bauwerkslast, M, die Summe aller aktiven Momente und endlich M, das Moment
der Bauwerkslast um den Drehpol bedeutet. Die Werte fir M,, M, und M, konnen durch
Integration iiber den entsprechenden Teil des iiber der Gleitfliche anstehenden Erdkoérpers
gefunden werden. Spéater werden einige Beispiele fiir bestimmte Geldndeverhiltnisse ein-
gehend untersucht. Die Aufgabe ist nun, den Minimalwert der Funktion # zu ermitteln. # ist
eine Funktion der Verdnderlichen z, y und r, wenn man in dem Kartesischen Koordinaten-
system z und y als Koordinaten des Kreismittelpunktes und # als die Lange des Radius
einfithrt. Die Funktion % hétte also bei dieser Darstellung 3 unabhéngige Veranderliche. Da
aber im allgemeinen ein Punkt-der Gleitflache festliegt, namlich die riickwartige Bauwerks-
begrenzung, durch die unter allen Umstianden die Gleitfliche fithren muB, ist eine erheb-
liche Vereinfachung der Rechnung dadurch zu erzielen, dafl man statt des Kartesischen
Koordinatensystems Polarkoordinaten einfiihrt. In diesem Fall ist namlich der Pol der Gleit-
flache durch den Radius » und dessen Neigung ¢ gegen die Horizontale bestimmt, wenn
man als Zentrum des Polarkoordinatensystems den erwahnten Eckpunkt des Bauwerkes
annimmt. Die Funktion

. n=/[{(R, ¢)
hat dann nur noch 2 unabhingige Verinderliche. Die Bestimmung der ungiinstigsten Lage

der Gleitflache, d.h. des ungiinstigsten Momentpoles und Radius ist durch partielle Dif-
ferentiation und Nullsetzung nunmehr moglich. #,,, wird also erreicht durch

g;—% = und g—; =0.

Die Funktionen fiir R und ¢, die sich auf diese Weise ergeben, sind komplizierter Natur, und
die Losung des Gleichungssystems ist mehrdeutig. Daher liegt der ungiinstigste Pol im all-
gemeinen auf einer Kurve, die den obigen Bedingungen geniigt, d. h. man kann denselben
ungiinstigsten Wert fiir # durch unendlich viele Gleitflachen finden.

Um nun auf Grund der allgemeinen Betrachtungen zu praktischen Ergebnissen zu kom-
men, ist es erforderlich, fiir die Gelindeform verschiedene Annahmen zu treffen.

Zuerst sollen kreisformige Gleitflichen betrachtet werden, und zwar zunéchst mit der
vereinfachenden Annahme, daB die Oberflache horizontal ist und der Pol sich beliebig in
der Ebene bewegen kann, wobei die eine Einschrankung gemacht wird, daf die Gleitflache
durch die riickwartige Bauwerkskante verlauft. Fir diesen Fall ergibt sich folgender Rech-

nungsgang: U
. r+ 1 p

W "= Mt M,

Die aktiven Momente M, fallen bei dieser Definition des Sicherheitsgrades aus der Glei-
chung. Versteht man dagegen unter
_ M, 4 M, + M,

(2) M, a + M P ’

wobei jetzt M, die links vom Pol wirkenden Momente aus dem Erdkoérper, M, die rechts
vom Pol wirkenden Momente bedeuten, so sind fiir die obigen Annahmen die Momente M,
und M, gleich groB, fallen aber nicht aus der Gleichung, und es ergibt sich aus der zweiten
Definition — wie man sich leicht iiberzeugen kann — ein etwas geringerer Sicherheitsgrad.
Die einzelnen Momente konnen wie folgt angesetzt werden:

3
(3) Ma:y—gff (1— S?‘-‘f”&)d(p,

(4) My=yy | (1-20)de,
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@,=180—¢,

3 in2 3
(5) M, = "—7;1— (Singo —~ %Z%) do= ’”;” (2cos g; — sinZg, In ctg2e,)

P
(m = tg des Reibungswinkels p).
Die Reibungsmomente aus Bauwerkslast sind

(Pp
(6) M,,=mrp [singpdg.
P1
Hier bedeutet p die Bauwerkslast pro m? Fundamentfliche. Die Bedeutung des Winkels ¢,
p ist aus der Abb.1 ersichtlich. Der
Wert ¢, kann unter Benutzung der
0 Beziehung
b3 2 b
| T . (7) €OS @, = COS gy — —
s g N durch bekannte Grofen ausgedriickt
% /é’\‘\ werden, und man erhilt durch Inte-
5 5 2 r'.://_;g wsg gration
an sz=§r cosp (8) Mrp: mpbr.
cos tg,=cosq;—7b Die Momente aus Bauwerkslast werden
a6 ,
zu

Abb. 1. Gleitsicherheitsuntersuchung mit Kreisen.

(9) Msz(¢cos¢—%>.

Die Funktion # hat, wie man aus den obigen Formeln ersehen kann, die Veranderlichen 7 und ®.
Der Ansatz

(10) 9n _
fiihrt auf die Gleichung:

(11) v (2¢cos ¢ — sin?g Inctg?g) ((r3cosg — b12) — pb2=0,
also auf eine Gleichung dritten Grades fiir r.
Der weitere Ansatz

(12) 9 _ g
fiihrt auf die Gleichung:

(13)  2y72[1 — (2cos?p + sin®p)Inctg ] + p7 [b (1 — Z:—o—i; + cos g lnctgzqa)] +3pb=0,

also auf eine quadratische Gleickung fiir r.

Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt zweckmaBigerweise graphisch und fiihrt
auf zusammengehorige Wertepaare fiir » und ¢, wovon jedes Wertepaar einen extremen
Drehpol angibt. In dem vorliegenden Fall ergibt sich eine reelles Wertepaar, welches zu
dem Drehpol gehort, der der ungiinstigsten Gleitfliche zuzuordnen ist. :

Die Aufgabe, die ungiinstigste kreisformige Gleitfliche auf analytischem Wege zu suchen,
ist somit gelyst, und es ist nun einfach, fiir die vorkommenden Belastungsfille ein Nomo-
gramm fir 5, aufzustellen. Dieses Nomogramm (Abb. 2) hat auf der Ordinatenachse

in . P
den Wert 17'; , auf der Abszissenachse M aufgetragen.

Aus dem Nomogramin kann also fiir jede Bauwerksbreite und jeden Reibungswinkel
sowie fiir alle Belastungsfille der Wert 7, abgelesen werden. Wenn man nun zum Ver-

gleich nach der bisher bekannten Methode fiir kreisformige Gleitflachen z. B. unter An-
nahme folgender Werte:

y=1, P =20¢, b=5m

und unter Benutzung des auf analytischem Wege gefundenen ungiinstigsten Drehpols die
Gleitsicherheitsuntersuchung anstellt, so erhilt man einen Sicherheitsgrad von 2,64. Da-
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gegen ergibt die rein analytische Untersuchung bei derselben Definition des Sicherheitsgrades
den Wert von 2,36. Dieser Unterschied erklart sich aus der bereits vorn festgestellten Tat-
sache, daf} sich die Reibungsmomente bei graphischer Ermittlung durch Lamellenaufteilung
stets etwas grofer ergeben als auf analytischem Wege. AuBlerdem diirfte aber auch die Un-
genauigkeit bei der Ermittlung der Reibungskrafte nach dem bekannten Verfahren einen
nennenswerten Anteil an dem Unterschied in den gewonnenen Sicherheitsgraden verursacht
haben. Man sieht also, dall die Bestimmung des #-Wertes auf analytischem Wege erstens
schneller, zweitens aber auch wesentlich genauer erfolgen kann.

Wiahrend die vorstehenden Untersuchungen und Betrachtungen 4: bes
sich ausschlieBlich mit kreisférmigen Gleitflichen befaft haben, soll &
nunmehr der Versuch gemacht werden, spiralformige Gleitflachen in T
die mathematische Betrachtung einzubeziehen, wobei die spiral- 4
formigen Gleitflichen der Gleichung beu
(14) T =1, en?
gentigen sollen, also logarithmische Spiralen sind. Die Anwendung L5-25
derartiger Spiralen ist bereits von Rendulic vorgeschlagen worden, 29 yd

und zwar aus dem Grunde, weil bei der Benutzung spiralférmiger
Gleitflachen die Momente aus den Reibungskraften wegen der Eigen-
schaft der Spirale, daB die Normale gegen den Polstrahl um den Win- |
kel g abweicht, zu Null werden. Die Anwendung logarithmischer Spira- 7
len zur Untersuchung der Gleitsicherheit bietet erhebliche Vorteile.
Leider ist sie zur Zeit noch auf homogene Bodenarten beschrénkt,
weil ndmlich der Reibungswinkel in die Formel fiir die Spirale als
Exponent der Basis des natiirlichen Logarithmus e eingeht, man also
nicht in der Lage ist, Gleitflachen anzulegen, die verschiedenen Rei-
bungswinkeln entsprechen. Diese Schwierigkeiten konnen auch auf %blz-iiiuNoiggstgﬁﬁ zur
analytischem Wege beseitigt werden. In der vorliegenden Abhand- g:ades ll;egl kreilsférm?glesxl
lung wird aber nur der einfachere Fall, namlich der des homogenen Gleitflachen.
Bodens bei horizontalem Geldnde untersucht und zunéchst diejenigen

spiralformigen Gleitflichen betrachtet, deren Pol in der Gelindeoberfliche liegt, wobei
wiederum die Gleitflache durch die riickwartige Bauwerksbegrenzung laufen soll. Der Sicher-
heitsgrad # muB fiir diesen Fall wie folgt angesetzt werden:

qo5s —=yJF 01

d

(15) n= J‘ M___ws‘?’bdl’.
3P (T 0 —§>
Hierin bedeutet P die Bauwerkslast, r, den gesuchten Abstand des Poles von der Hinter-

kante Bauwerk, b die Breite des Bauwerkes. Das Aufsuchen der ungiinstigsten Lage des
Drehpols, also der Nullstelle fiir die Funktion

dn

E’;;:
ist unter den obigen Annahmen sehr einfach und fithrt auf die Beziehung
(16) ro=2b.

Man erkennt also, daB der ungiinstigste Pol im Dreiviertelpunkt der Bauwerksbreite liegt.
Entsprechend der Erddrucktheorie wurde vorgeschlagen, bei Verwendung logarithmischer

Spiralen die Gleitfliche so anzulegen, dafl sie an einer unter dem Winkel % + % gegen die

Waagerechte geneigten Ebene tangiert. Auch diese Annahme wurde untersucht, wobei sich die
aus der Abb. 3 ersichtlichen Beziehungen ergeben. Der Ansatz fiir die Gleitsicherheit 7
heiBit dann

T
73 e3™9 cos g dg 4 13 e® ™ P1sin @, cos?g,
L2

3P (ro - %)

(17) N =
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Der Abstand des Drehpols von der riickwértigen Gebiaudekante wird
t = 275€™P Ccos @, .
Durch Differenzieren und Nullsetzen erhalt man aber auch hier den Wert
t=2b,
also dasselbe Ergebnis wie oben.

Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu den: in der Abhandlung ,,Fortschritte der Bau-
grunduntersuchungen‘ von A. Ramspeck und R. Miiller (Z. VDI Bd. 80 Nr. 37 v. 12. 9.
1936) in Abb. 9 niedergelegten Voraussetzungen fiir die ungiinstigste Spirale und beweist,
) daB diese angenommenen Spiralen noch
l , zu grofle Sicherheitsgrade ergeben.
227 Wenn man nun die Vorschrift, daf

By o sich der Pol in der Gelandeoberflache
P \H“” T bewegen muB, fallen léJBt, also den wei-

5
t-7

Y

\ of Z.0 teren Freiheitsgrad einfithrt, daB der
#"77% Pol einen beliebigen Punkt in der Ebene

einnehmen kann (Abb. 4), so wird die

rechnerische Behandlung etwas kompli-
zierter. Denn es ist jetzt nicht mehr
moglich, die Grenzwerte der Integration
wie vorher von 0— z fest anzusetzen,
vielmehr hangt jetzt der Integrations-
bereich von der Lage der Gleitfliche ab.
Es miissen also die Grenzwinkel ¢, und ¢, sowie die Polstrahlen 7, und 7,, welche
diese Winkel mit der Horizontalen einschliefen, als verénderlich eingesetzt werden, je-
doch mit der Nebenbedingung, daB stets die Glelchung der Spirale erfiillt bleibt. Eine
weitere Nebenbedingung gewinnt man aus der Uberlegung, daB die Grenzwinkel ¢, und ¢,
) denjenigen Punkten zuzuordnen sind, wo die

Gelandeoberfliche die Spirale schneidet. Es
ist somit die Spirale zum Schnitt zu bringen
mit einer Geraden im Abstand ¢ vom Pol,
deren Gleichung in Polarkoordinaten lautet

Drefpol im Gelinde

-

Abb. 3. Gleitsicherheitsuntersuchung mit logarithmischer
Spirale r = rjemo.

n-cos@-bf2

_

r= . Man erhalt so die Gleichung

} sin @
Drehpol iber dem Geldnde . a
(18) emrsing = —.
To
Diese Funktion ist nun leider nicht geschlos-
sen nach ¢ zu losen. Der naheliegende Ge-
danke, die Funktion nach einer Reihe zu ent-
wickeln, muBte fallen gelassen werden, weil
das Einsetzen mehrerer Glieder der Reihe in die weitere mathematische Behandlung aufer-

ordentlich umstéandlich ware. Die Funktion fiir » ist im obigen Fall:

Abb. 4. Gleitsicherheitsuntersuchung mit logarith-
mischer Spirale.

P2

73J‘e3m(p COSq)d(p _ a1 Slélq)l (

(19) n=y-=

73 cos? @, — 1§ cos? g, )

3P <ro €™ %1 cos ¢, — %)

Wir haben wegen der oben angefiihrten Schwierigkeiten der analytischen Behandlung
einen kombiniert graphisch-analytischen Weg eingeschlagen. Wir haben den Ausdruck
e™? sin ¢ als Funktion von ¢ graphisch dargestellt, woraus man die aus der Abb. 5 ersicht-
liche Kurve erhilt. Diese Kurve liefert zum Schnitt gebracht mit einer beliebigen Horizon-

talen die fiir den Ordinatenabschnitt dieser Homzontalen( ) gehorenden Winkel ¢, und ¢,.
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Wenn man also in der obigen Gleichung fiir 4 nach Integration des betreffenden Ausdrucks
die Beziehungen aus der Spiralengleichung verwendet und 7, und r, durch die zugehorigen
Funktionen von ¢, und ¢, ausdriickt, wird 7 eine Funktion der Werte 7y, ¢, und @, mit den
Parametern m und b. Die Grofe P scheidet als Koeffizient aus. Es ist also moglich, bei

gleichzeitiger Benutzung der Beziehung ¢™? sin ¢ = —:i den Minimalwert fiir 5 aus den beiden
0

Gleichungen 40
(20) _3_27_ =0 und (21) On =0 Sirm=1063%
To P1
zu bestimmen. Man erhalt aus (20) 30
27, 2 ,
-_b—" =TI (g1, @o) und aus (21) % = [ (@1, p2) - 1S
Mit (18) erhalt man also 3 Gleichungen fiir die Werte r,, ¢, %:za -
und ¢,, welche die Koordinaten des ungiinstigsten Drehpols
angeben. ‘
Fiir bestimmte Werte fiir m ergeben sich die aus der nach-
stehenden Tafel ersichtlichen Werte fiir r,, ¢, ., und 5P
0 = 200 250 32030/
m = 0,364 0,466 0,637 0 500 700° %00 7800
@
ro = 08156 0’87b, 0’936, Abb. 5. Darstellung der Funk-
P1mm = 100 1890’ 25°10 O e
. tion €7 ¥ sin @.
nP =189 460 1571 (Pint)

An diesem Ergebnis ist bemerkenswert, dal die GroBe der Bauwerkslast P keinen Einflul
auf die Lage der ungiinstigsten Gleitfliche hat, eine Tatsache, die sich schon bei den Unter-
suchungen kreisformiger Gleitflachen zeigte. Weiter ist auffallend, daB bei horizontaler
Gelandeoberflache der Pol der ungiinstigsten Spirale nicht im Geldnde liegt, sondern erheb-
lich hoher. Weiterhin bietet die vorstehende Tafel eine Vergleichsmoglichkeit zwischen den
Ergebnissen von Spiralen und Kreisen und zeigt, daB dieser Sicherheitsgrad unter Anwen-
dung logarithmischer Spiralen stets erheblich groBer als derjenige unter Benutzung von
kreisformigen Gleitflachen ausfallt. Es ergibt sich beispielsweise fiir

m = 0,364, P =20t, b=5

aus den logarithmischen Spiralen ein Sicherheitswert von 9,45; man erhilt dagegen bei
Benutzung kreisformiger Gleitflichen einen Wert von 1,35. Man erkennt, daB bei horizon-
talem Geldnde die Anwendung logarithmischer Spiralen unzuléssig ist.

Als Ergebnis der bisherigen Untersuchungen kann folgendes festgestellt werden:

Durch die rein analytische Untersuchung iiber die ungiinstigste Lage des Momentenpols
lassen sich sowohl fiir kreisformige als auch fiir spiralférmige Gleitflichen geschlossene Aus-
driicke finden, deren totale bzw. partielle Ableitungen gleich Null gesetzt die notwendige
Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung des geometrischen Ortes des Pols liefern. Die in
der vorliegenden Abhandlung untersuchten Fille beziehen sich ausnahmslos auf horizontales
Gelande und nicht geschichteten Boden. Die Berechnungen fiir die iibrigen wichtigen Last-
falle — Bauwerke an Boschungen sowie mehrfach geschichtete Bodenverhaltnisse — sind
bereits begonnen und werden ebenfalls zur Aufstellung von Nomogrammen fiir die einzelnen
Lastfalle fithren. Es ist damit zu rechnen, daf kiinftig bei fast allen vorkommenden Last-
fallen die Gleitsicherheitsuntersuchung auf analytischem Wege moglich sein wird, wodurch
das zeitraubende und auBerdem ungenaue graphische Verfahren ausgeschaltet werden kann.

(Eingegangen am 6. 3. 1942.)
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Biegung kreisformiger Platten von verdnderlicher Dicke.

Von L. Mann, Breslau.

Mit 2 Abbildungen.

1. Einleitung.

Die Integration der Biegungsgleichung fiir Kreis- und Kreisringplatten mit radial ver-
anderlicher Dicke und der Nachweis des Konvergenzgrades an Hand numerischer Aus-
wertung ist bereits fiir verschiedene Profile durchgefiihrt worden.

B(r)\2

Pichler! hat Kreisplatten, deren Profil dem Gesetz h = h, 6_5(7) folgt und das sich
bei positivem f# nach auflen hin verjiingt, fiir gleichméafige Belastung berechnet. Gran Ols-
son? untersucht Kreisringplatten, deren Dicke nach auBen zunimmt, insbesondere bei Bie-
gung durch eine Einzelkraft am freien Innenrand bei eingespanntem AuBenrand. Die zu-
grunde gelegte Profilkurve entspricht Steifigkeiten nach dem Gesetz N = N, r2.

In der vorliegenden Arbeit wird die Kreis- oder Kreisringplatte mit einer Steifigkeit
N = N, 4+ N, r? untersucht, wobei die Konstanten so gewéhlt werden, daB die Platte sich
nach aullen verjiingt. Die Belastung wird proportional dem Abstand von einer in der Platten-
ebene liegenden Achse angenommen. Verschiedene Anwendungen dieses Sonderfalles hat
bekanntlich Fliigge® bei Kreisplatten mit konstanter Dicke durchgefiihrt.

2. Die Differentialgleichung der gebogenen Platte.
Der innere und 4duBere Radius der Kreisringplatte seien r, und r,.

Wir setzen r = g7y, 7 = 0o 7;- Die Belastung pro Flicheneinheit sei K, dann lautet die
Gleichung der gebogenen Platte in Polarkoordinaten:

) 0 n(ld 1 92
1) AN Aw) — (1—y)[ N w+N’(g = ?B—(p’%ﬂzK'r“{.
Die Gleichung gilt allgemein fiir eine achsensymmetrische Platte mit beliebigem Profil.
Sie folgt sofort aus einer Gleichung von Marcus*, wenn man zu Polarkoordinaten iibergeht.

Der Laplacesche Operator lautet hier
0? 1 0 1 02
SRR E s A=35t vag t i
SIS RS RSR Wir filhren nun quadratisch verdnderliche
95 g5 Steifigkeit durch die Beziehung ein:
Abb. 1. 1 — i
) N = Noyj=4&,
wobei ¢ so bestimmt werde, daBl am AuBenrand (p = 1) die Profllhohe h, sei. Es folgt hiermit
1
(7;)
(3) - s
a5

N, und %, sind die Steifigkeit und die Profilhdhe am Innenrand oder bei voller Platte im
Mittelpunkt.

Abb. 1 stellt das Profil dar fiir g,=0,5, -* = 0,5 und fiir Ti = 0,2. Dabei ist ¢ = 0,903.

t = 0 entspricht der Platte bei konstanter chke withrend ¢ — 1 dem praktisch auszuschliefen-
den Fall /, = 0 entspricht. ’

1 Piehler, O.: Die Biegung kreissymmetrischer Platten von verinderlicher Dicke. Berlin 1928.
2 Olsson, Gran: Ing.-Arch. Bd. 10 (1939) S. 14 u. 259.

3 Fliugge: Bauingenieur Bd.10 (1929) S. 221.

* Marcus, H.: Theorie elast. Gewebe Bd.1. S.94. 2. Aufl. Berlin 1932.
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Den Ausdruck fiir N nach (2) und die daraus folgenden GroBen

N’_ " __ ¢ NO
AR T
fithren wir in Gleichung (1) ein und erhalten?!:
K
(4) AL~ tg) Aw] +2(1 — gt dw =11 (1~ tad).

3. Antimetrischer Lastfall.

Bei entsprechender Wahl eines rechtwinkeligen Achsenkreuzes im Kreismittelpunkt 148t
sich die Belastung K auf die Form bringen:
K=K,+ K =K+ K;gcosp.
1

Wir betrachten getrennt den Einflufl von K, und K, ¢ cos ¢ und beschéftigen uns zunichst
mit dem zweiten Teilbetrag, den wir rechts in Gleichung (4) einfithren. Zur Losung benutzt.
man den Ansatz

(5) w=VCoS @,
worin v eine Funktion von g bedeutet.
Dann gilt zunichst
Aw = (v" + %v’ — %) cos p = D(v) cos p.
Allgemein sei

(6a) D(U) = U”+%U’—~QEZ,
wofiir sich auch schreiben 1af3t:
d (du , U
(6b) D) = 3535 +75)-
Setzen wir dann
(7 U=(01—to) D@ +2(1 —p)to,
so folgt aus Gleichung (4) nach Weghebung des Faktors cos ¢
®) DU)=Ho mit H="2%01—109.
0
Mit Riicksicht auf (6b) liefert die Integration
aU u __ Hp?
(9) o + i 24 + 3
Durch nochmalige Integration erhalt man:
— B, Ho
(10) U——AQ—‘—?—{— s

‘A und B sind Integrationskonstanten.
In (10) ist U aus (7) eingesetzt zu denken.
Wir vereinfachen diese Gleichung durch den Ansatz

1 B
(11) ”=W<A@+?>+vo

und erhalten dadurch fiir v, die Gleichung
H o3
(12) (1— g% D(vg) + 2 (1 — ) tog = -,
auf welche nunmehr das Problem des antimetrischen Lastfalles zuriickgefiihrt ist.

1 Olsson, Gran: Ing.-Arch. Bd. 9 (1938) S. 205. Die Gleichung (1a) stimmt inhaltlich mit obiger Gleichung (4)
“iiberein.
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4. Integration der homogenen Gleichung.

Die durch Nullsetzen der linken Seite von Gleichung (12) entstehende homogene Glei-
chung 148t sich durch Benutzung der Substitutionen

(13) to?=2 und v,=yJx, ezl%”
auf folgende Form bringen:

a2 d
(14) (1—2)(afd+258) +ey=0.

Diese Gleichung gilt fiir beliebige Abmessungen 7y, &, 7;, &, da sie als einzige Konstante
nur die von der Poissonschen Querziffer abhingige GroBe & enthilt.

Je nachdem es sich um Stahlplatten oder Stahlbetonplatten handelt, setzen wir mit den
iiblichen Werten fiir 4 = 0,3 und %, e = 0,35 bzw. ¢ = 5.

In den nachfolgenden Zahlenrechnungen werde im Hinblick auf die Berechnung von
Stahlbetonplatten ¢ = 5 gewihlt.

Gleichung (14) ist eine hypergeometrische Differentialgleichung, die sich durch eine Po-
tenzreihe integrieren 1aft. Zu diesem Zweck konnen wir von der allgemeinen Form aus-
gehen!:

a2 d
(15) z(l—2) 5+ —@+p+1)a)3t —apy=0,
welche in Gleichung (14) mit
«=L1(14+71+4¢),
B=101—71+4e),

y=2
itbergeht. Die Losung ist
_ _ «p e+ 1)BB+1), 5 | ala+1)(x+2)p(F+1)(B+2)
16 pr=Flepra) =142 oo+ © T L2850+ he+2)
Die Reihe ist fiir saimtliche Werte von x im Intervall von 0 bis 1 einschlieflich # = 1 kon-
vergent, weil die Bedingung « + f <y erfillt ist2
Zur Umformung benutzen wir die aus den Werten fiir « und 8 folgende Beziehung

(@+m)(B+m)=m(m+1)—e

x3+

und erhalten:

1 — [P P2 2 Ps .3, .
(17) p=1—z(fha+ 5+ Pad ).
Hierin ist
7)1=1,
&
Pe=1—7135,
&

po=(1- 1) (1 —3%)-

pn= (1= 15) (1= 5%) - (L= )

ein Produkt von (m — 1) Faktoren.

Mit wachsendem m strebt p,, einer Grenze zu, deren Bedeutung aus folgender Betrachtung
hervorgeht.
Es gilt zundchst:

(19) Pm-1— Pm =

Allgemein ist

€ Pm—
(m—1)m"’

m=2, 3,...:

1 Riemann-Weber: Die partiellen Differentialgleichungen. 4. Aufl. Bd.II S.12. Braunschweig 1901.
2 Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, S.281. Berlin 1922.
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Bildet man diese Differenzen der Reihe nach fiir m = 2, 3, ... und addiert die m — 2 ersten
Differenzen, so folgt

pm=1—8<17f—‘2+%+... Pm-1 )

(m—1)m

Mit m — oo geht somit p,, in einen Grenzwert p iiber, der, wie der Vergleich mit (17) zeigt,
mit dem Wert der Funktion y, fir x = 1 iibereinstimmt:

(20) Ppn=p= yl(l)'
Fiir den Wert ¢ = -3 sind die ersten 12 Werte fiir p,, auf 6 Dezimalen folgende:
p=1 p, = 0,679813
p, = 0,791667 pg = 0,674755
p3 = 0,736690 Py = 0,670850
Py = 0,711110 Pro = 0,667744
ps = 0,696296 P, = 0,665215
pe = 0,686625 Pys = 0,663115

5. Die Werte y,(l) und ¥,(3).

Der Wert, den eine fiir x = 1 konvergente hypergeometrische Reihe annimmt, ist be-
kannt und 148t sich mit Hilfe von Gammafunktionen darstellen®:

I’'WIr(y—oa—
() =Fapy1) = 200220

Im vorliegenden Fallist y =2, a + =1,y —a — =1, mit I'(1)=1 und I'(2) =1 hat
man somit

1 1
FO)=re—wre—p - ra+phrata

Wir setzen nun « =1+ A4, 1 4+ 8 =1 — 1 und haben zunichst
I'l4o)=oal(x)=all'()
und erhalten hiermit

1

FQ)= AT MNTA =1

Nun ist ad = — aff = ¢, ferner gilt die Beziehung
IrAIrQ—a=-—2

"~ sin(Aa)’

somit wird schlieBlich

F(1) _ sin (4 7t) )

EX
Mit Hilfe von 7-stelligen Logarithmen erhalten wir
F(1) = p=y,(1) = 0,640475.
Auch der Wert F(}) 148t sich geschlossen darstellen.

Allgemein gilt fiir beliebiges = die Integralformel®

1

r a—1 —a4+1 -
Fwﬁyxp=faﬁ%%;5fﬁ (1 — 9 (1 —axd)*dd.

0

Mit den gegebenen Werten von y, « und f himmt das Integral die Form an:
1

[(#5=52)an.

0

1 Schlémilch: Compendium der hoheren Analysis Bd. IIL.
Stahlbau-Forschungsheft 6. 6
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Setzen wir « = 1 + 4 und x = 4, so folgt
1

- 1 91— 3 )\
F(%)_T‘(f+;.)r(1-;.)f< 1—9 >d0'
0

Um das Integral auf eine bekannte Form zu bringen, setzen wir s= (1 — )%, wodurch
dasselbe in

- ;L
Lyt (L 7 an () ra-a
(z) f‘g T =(5) 7 gy
0
iibergeht.
Nach einigen Umformungen findet man schlieBlich
ot (—1 - ’1)
1+nr (——2—> I'(l—2

Die logarithmische Auswertung, auf die hier nicht naher eingegangen sei, liefert
F(3) =0,877486.
Mit Hilfe der Reihenentwicklung (17) wurde gefunden
F () = 0,877492,

so daB man bei Abrundung auf 5 Dezimalen Ubereinstimmung erhalt.

6. Das zweite Integral der homogenen Gleichungen (14)
hat die Form
p=aoylgr+ P,
worin @ eine nach ganzen positiven Potenzen von z fortschreitende Reihe ist!.
Durch Einsetzen in die Gleichung (14) erhalt man fiir @ die Bedingung
(21) Fl—2)P"+e®=—ag(l —2x)2xy] + y1)-

Setzt man zur Abkiirzung

—_ &Pm
m o m(m 1)’

so wird damit die rechte Seite von (21)

—ag+ ag(3c; + 1w +a022,’[(2m+ e, — (2m —1)c, 4] 2™.

fir m=1, 2,...

Fiir @ wahlen wir den Ansatz

as

— P2 g2y G ce)
O=1—c(mz+ 520+ 5525+ ).

Hiermit wird die linke Seite von (21)
8—8((12—[—0/1 e)x-‘g;(a‘nwl_amnm) zm,

worin =12
M = 1 (m—1)ym "
Der Vergleich liefert —a, = ¢, ferner die Bestimmungsgleichungen
ay, +a;e =3¢+ 1,
A3 — g7y =5Cy— 3¢y,
ay —ag”y =TC3—5Cy,

a’7n+1_am77m:(2m+ l)cm - (Zm—— l)em—l'

1 Riemann-Weber: a.a. 0. S.29.
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a, kann willkirlich angenommen werden, wir setzen a, = 0, dann sind alle iibrigen a,, be-
stimmt.
Wir haben sodann

(22) y2=——eyllgx+—glc—®, worin

=1 —ge( g2 B g3 ..
D=1 8(1.222 + 5520 + )

Hatte man a, beibehalten, so wére zur Losung y, nur noch ein zu y, proportionales Glied
hinzugetreten. Die Koeffizienten a, streben mit wachsendem m einer endlichen Grenze zu,
die mit @ bezeichnet werde. Addiert man die m — 1 ersten Bestimmungsgleichungen fir die a,,
und fithrt gleichzeitig den Wert fir #,, ein, so folgt

a. a. [/ 7
a,, = 1 —-a(r%‘i—ﬁ“l“ te ‘I‘mﬂ)—%— (2m— l)cm_l.
Mit m— oo wird (2 m—1) ¢4 —> 0, daher erhalten wir
(23) a,=a=>(1).

—>00

Den numerischen Wert fir @ (1) werden wir an spaterer Stelle bestimmen.
Fiir ¢ = 5 sind die ersten 12 Werte fiir a,, auf 6 Dezimalen folgende:

a4, =0 a, = 0,634234
a; = 1,625 ag = 0,615261
as = 0,936343 ay = 0,601194
a, = 0,775491 ayp = 0,590342
as = 0,702841 ay; = 0,581715
ag = 0,661244 ay = 0,574691

7. Integrale, die nach Potenzen von §=1—x fortschre’ten.

Die Losungen y, und y, der Gleichung (14) wiirden fiir Werte von x nahe bei 1 die Be-
riicksichtigung einer groflen Zahl von Gliedern erfordern. Daher ist es fiir die numerische
Rechnung von weitreichender Bedeutung, noch Lésungen zu
besitzen, die nach Potenzen von 1 — z fortschreiten. Zu diesem Y-z

Zweck fithren wir in Gleichung (14) die Substitutionen ein:
7 _l—= &
t=1—¢ und y=-— n=1g i)

und erhalten dadurch
&y dn
(24) (1—5)( d—52+2ﬁ)+en=0. —

Es bestehen daher zwischen & und # dieselben Beziehungen wie Abb. 2.
zwischen z und y.

Bezeichnet man mit y (1 —x) diejenige Funktion von z, welche aus y durch Vertauschung
von z mit 1— z hervorgeht, so haben wir = y(1—2x) und kommen zu dem Resultat, daB
1—2

xz
Spiegelbild von y an einer im Abstand x = } zur y-Achse gezogenen Parallelen (Abb. 2).
Hiermit erhalten wir aus (17) und (22) zwei neue Losungen der (leichung (14):

5

KSY

y (1 — ) ebenfalls eine Losung von (14) ist. Die Funktion y (1—z) ist offenbar das

1—=x

(25) Ys=——t(l —2),

(26) ?/4:_81#00

Ig(1 — 2) g (1 — 2) + - D(1 — ).

8. Beziehungen zwischen den Lisungspaaren y,,y, und y,,y,.

Hat man bei dem Ansatz der Randbedingungen z. B. y,und y,, dieim Intervall ; < 2 < 1
am schnellsten konvergieren, gewahlt, so entsteht aus Konvergenzgriinden die Aufgabe, diese
Losungen im Intervall 0 < x < } durch das andere Paar y, und y, auszudriicken. Als dritte

‘ .
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Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung mu@ sich z. B. y, aus y, und v, linear zusammen-

setzen lassen, d. h.

Ys=C Y+ C2¥Ye
oder auch

(27) LI - 2) = o F (1) + [ o F (@) 1g () + — B(a)].

Setzt man einmal z = 1 und ein andermal, nachdem man die Gleichung mit z multi-
pliziert hat, = 0, so folgen die beiden Bestimmungsgleichungen fiir ¢, und ¢,
' 0=c, F(1) 4+ ¢, @(1),
F(1)=c,P(0) =c,.
Somit ist ¢i=—®P(1) und ¢, = F(1).

In analoger Weise fiihrt man die Betrachtung fiir ¢, durch und erhilt schlieBlich die beiden
Transformationen :

(28) @2(1)

Ya F(l) % —’T Q(l) y2‘

Man bemerkt, daf die Determinante der Koeffizienten den Wert — 1 besitzt. Die Auflosung von
(27) ist daher

[y3=—¢(1) v+ F(1) y,,

(28a) @2(1)

1—
Y2="5q Yt 2y
Es fehlt noch der Zahlenwert fiir @(1). Zu seiner Bestimmung konnen wir in (27) =
setzen und erhalten daraus nach Einfiihrung der oben gefundenen Ausdriicke fiir ¢, und c,
- 2()
D(1) =—1+F(1) (2 i+ elg2).
Durch Benutzung der Reihe (22) finden wir
@ (1) = 0,904875.
Die Zahlenwerte fiir /(1) und F () wurden bereits oben unter 5. bestimmt. Hierdurch folgt
@ (1) = 0,505900.

[?/1 =—0(1)y; + F(1) gy,

9. Das partikulire Integral der Gleichung (12).
Durch die Substitution }¢¢ = z bringen wir Gleichung (12) auf die Form

d%y 1 dv v, Hz?
— 22 (=2 + “0 0 — :
(29) (1 % )<d22 z dz 22) 4:8?]0— Stzy—t.
Zur Losung dient der Ansatz
: ] A
= —— E K, zm,

wobei m nur die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen. Die linke Seite der Gleichung (29)
wird dadurch auf die Form gebracht:

Loo) = s S0+ 2 — 1) Ky — (2 — 1 — 4) K )2
1

Soll dieser Ausdruck die Gleichung (29) erfiillen, so miissen folgende Gleichungen erfiillt sein:
3 —1)K; —(0 —4e) K, =0
(6 — 1) Ky — (38 —1 —de) Ky — o

(72— 1)K, — (52 —1 —4¢e) K, = 0
92 — 1)K, — (72 — 1 _43)1{ =0

Diesen Bedingungen kénnen wir auf Verschledene We1se Geniige leisten.
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Setzt man K, und damit Ky = 0, so wird

H

K5=-@.

Jeder folgende Koeffizient folgt aus der Rekursionsformel

m2—1—4e¢
Km+2=(7n—_*_—2)2__“‘1“Km'

Die Losung wird, wenn wir wieder z = V't o setzen,
(30) v =Ks50° + 1 K0T + P Ky0® + - - - .

Die Gleichung eignet sich fiir den Ubergang zur Platte mit konstanter Dicke, fiir welche
t = 0 ist. Wir konnen noch eine zweite partikulare Losung finden. Setzt man K = 0, so
verschwinden alle K, mit hoherem Index. Die beiden ersten Gleichungen liefern K, und K.
Die Losung ist A
-z e _ @

(30a) ”O_mtz(z—s)(e ?)'

Diese Losung unterscheidet sich von der vorhergehenden, wie wir ohne Nachweis mit-
teilen wollen, nur um einen Betrag, der sich durch Multiplikation von v, = ﬁ y; mit einem

konstanten Faktor ergibt, wobei v, = Vx 9y das frither ermittelte Integral der homogenen
Gleichung darstellt (vgl. Abschnitt 4).

10. Die totale Losung fiir den antimetrischen Lastfall

ist nunmehr w = v cos ¢, worin

— 3
(1) v=ga et 5) F1En tear) + gy (- §)
mit z =t g2

Das mittlere Glied 148t sich auch durch ]/:_v (¢1 ys + ¢4 y,) ersetzen und an Stelle des dritten
Gliedes kann man die rechte Seite von Gleichung (30) setzen.

Die Integrationskonstanten folgen aus den Randbedingungen. Dazu sei folgendes bemerkt :
Aus w = v cos ¢ geht hervor, dall bei der Formanderung konzentrische Kreise eben bleiben.
Wir konnen eine Drehung der Platte so iiberlagern, daf ein bestimmter Kreis in seiner Lage
verharrt, d. h. daB fiir ihn v = 0 gilt. Im Kraftebild der Platte wird dadurch nichts gedndert.
Die Kreisringplatte sei z. B. am Innenrand an einen starren Block angeschlossen, auf welchen
ein duBeres Moment wirkt, das sich mit der Fliachenbelastung im Gleichgewicht befindet.
Zur Ermittlung der 4 Integrationskonstanten haben wir die 4 Bedingungen:

dv
de

am AuBenrand M,=0, @,=0.

am Innenrand v»=0, =0;

Eine Platte bestehe aus einer Kreisringplatte mit veranderlicher und einem mittleren Teil
mit konstanter Dicke. Die duflere einem Moment &quivalente Last werde lings des Innen-
kreises vom Radius r, iibertragen. Man hat hier im ganzen 6 Integrationskonstanten, weil
bei der Innenplatte noch zwei hinzutreten. Dafiir stehen folgende 6 Bedingungen zur Ver-
fiigung: Bei ¢ = g, ist sowohl fiir die Innenplatte wie fiir die AuBenplatte v = 0 zu setzen,

weiter ist daselbst Z gemeinsam, ebenso M,. Am AuBenrand gilt M, =0 sowie @, = 0.

Wir verzichten an dleser Stelle auf eine weitere Formulierung, da dieselbe nichts wesentlich
Neues bietet, und gehen jetzt zu dem zweiten Teil unserer Aufgabe, zur Berechnung der Platte
fiir konstante Last, iiber.
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11. Die Differentialgleichung fiir gleichmifBiige Belastung.
Da jetzt w nur von p abhingig ist, wird der Operator
Sy 14

T de? " g de’
Setzen wir in der allgemeingiiltigen Gleichung (4)
(32) U=Q1—-to>)dw+2(1 —y)w und K =K,
so nimmt sie die Form an
a:Uu 1dU0 . Ky}
W— EE'E:HO mit H(): &ol(l—tg(z)).

Die Integration liefert
(33) U=Alge+ B+ 1,

Setzt man fiir U den Wert aus (32) ein und fiihrt man noch die Variable z = ¢ ein,
so hat man aus (33)

a2 1d H
=) (G + 55 +20—pw=(Alge+ B) +* e

Zur Vereinfachung werde

__Alge+B
=sa—me T %
gesetzt, womit wir erhalten:
d?w 1 dw, Hyz*
(34) (1—2) (SR + - 22) 4 2(1— p)wo= 25

12. Integration der homogenen Gleichung.

Durch die Substitution z = = und l—j = ¢ geht die homogene Gleichung iiber in

(35) (1—2)(x d"’°+d"”")+ewo=0.

da?
Dies ist nach (15) eine hypergeometrische Differentialgleichung mit
a=Ve, f=-—Te, y=1
eine Losung der Gleichung ist
(36) wy=F(xpyx),

wobei F' die in (16) dargestellte Reihe bedeutet.
Entwickelt man mit Riicksicht auf

(o +m) (B + m) = m?— ¢,

so erhalt man
37) w1=1—e<q1x+q2x2+93 —i—---),

worin

allgemein

1=5) (1= ) - (1= o)



Mit wachsendem m strebt ¢, einer Grenze q zu, die sich leicht bestimmen 148t. Setzt man

in dem unendlichen Produkt

=2 (1) (- 503

xz? = ¢, so entsteht rechts ¢ und man hat

(38) gp=gq="200°
—> 00 7!"/8
Bemerkt man nun noch, daf ¢, — qm+1=ami’2", so fiihrt die Addition der m — 1 ersten

Differenzen dieser Art zu

qm=1—s(ql+% %-I— —l-(”Lq_"'_‘i)E).

Der Vergleich mit (37) zeigt sodann, daf3

(39)

w(l) =¢q=

Biegung kreisférmiger Platten von verdnderlicher Dicke.

sinni'[/;
aye

der Wert ist, den die Funktion F (z) = w; fiir x = 1 annimmt.

Fiir ¢ = ;% finden wir

g = 0,442499.
Die ersten 12 Werte fiir ¢, sind auf 6 Dezimalen

87

g, =1 g; = 0,471784
¢, = 0,583333 gs = 0,467772
s = 0,522569 gy = 0,464726
g, = 0,498376 10 = 0,462336
¢; = 0,485398 q1; = 0,460409
g = 0,477308 gy = 0,458824
Das zweite Integral der homogenen Gleichung hat die Form:
(40) wy=w,lgx 4 D,

worin @ eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist.
Setzt man den Ausdruck fiir w, in die Gleichung (35) ein, so folgt zur Bestimmung von @

(41) 1—2)(@?"+D)+eP=—2(1 —2)w,;.
Nimmt man den Ansatz

b
D = b0+ 2 me
1
und setzt man w, gemaB (37) ein, so folgt aus (41)

bt bk 3 = 1= 2= 200 20 3 oy )
1 1 .

b, konnen wir beliebig annehmen und setzen b, = 0 und haben

(42) @:blx—{—%gx?—{—%x“—i—
Fir die b, folgen dann die Bestimmungsgleichungen
b, =2eq,,
by—b; (1—¢) =2¢(%—q,),
hob(i-5)  =ae(g-9)
- & _ Im G
b —bps (1 — o pys) = 26 (L2 — 21,

* Knopp: a.a. 0. S.370.
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Durch Addition findet man

A .

(m — 1) m

Fir wachsendes m strebt die rechte Seite der Grenze 0 zu, und man erhilt mit Riicksicht
auf (42)

(43) b=b,=—c&(l).

Hatte man b, beibehalten, so wére noch ein mit w, proportionales Glied hinzugetreten.

13. Bestimmung von #(1).
Mit Hilfe von

9m . __ 1 _ & qm-1: &
o YT ot W =1t G

lassen sich die Gleichungen fiir b,, umformen.
Nach Division mit ¢,, folgt

et e [h L (14 )

dm Im-1 m (m — 1)2 — &

Wir bilden diese Differenzen fiir m = 2, 3,..., m und erhalten durch Addition
1 1 1 1 1 . 1 1 2eqm
b'In: _82Qm<1_‘8+§22_8+§32_8+ + >+ t .

m—1 (m—1)2—e¢ 7

Bei dem Ubergang zu m — co verschwindet %’L , und man erhalt

1 1 1 1 1
(44) ——b:a@(l):szq(l_e—}-—z—%—_g-{—??_—s—]— )
Hiermit ist & bzw. @(1) auf
1 11 1.1
(45) fo=(tysmtyemt )
zuriickgefiihrt.

Um f(e) zur numerischen Berechnung gecignet zu machen, benutzen wir die Summen
1 1 1
S,=1l+g5+m+m+ >

fir welche umfangreiche Tafeln existieren?.
Wir subtrahieren von (45) zunéchst

1 1 1
83 =1 23 f 33 f 43 Fo-
und erhalten

1 1 1 1 1
f(g):83+8<1—e+§22—£+¥32#s+ o )

Hiervon subtrahieren wir weiter

1 1 1 .
88'5—-—6<1+—25 tmtEt o >
mit dem Ergebnis

e

1 1 1 1 1
f(5)=S3+S53+82(1# +§22_8+¥32A8+ >

So fortfahrend finden wir

f(8)=83+858+3762+--'+Szm+1am‘1—}-am< 1 + ! ! + 1 1 +>

1—¢ 22m+1 22___8 32m+1 32'—8

! Laska: Sammlung von Formeln. Braunschweig 1894. Vgl. auch Schlémilch: Comp. IT sowie Literatur-
nachweis bei Knopp: a.a.O. S.232.
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SchlieBlich subtrahieren wir noch

1 _ 2 m— m L
1—_:—1—[—8—{—8—{— + em14 ¢ i

— &
und erhalten

(46)  fE) =i+ S L (Ss—De+ (S =1+ o + (S — Do + R,

worin der Rest

R:eM<1 1,1 1 +>

92m+1 g2 _ . | gamsl é:
Einige Werte von §, — 1 sind:
s — 1 =0,2020569
s — 1 =0,0369278
; — 1 =0,0083493
s — 1 = 0,0020084
4 — 1 = 0,0004942.
Nimmt man in (46) etwa m = 4, bricht also bei (S, — 1) &3 ab, so betragt der Rest

g2 1 1
€ (29 L U )
Auf diese Weise finden wir fir ¢ = 35
f(e) = 1,9333406

W nnn

und hiermit
D(1)=22qf(e) =0,712918
sowie
=—-5d(1) = —0,297949.

Die ersten 12 Werte b,, in (42) sind auf 6 Dezimalen

b, = 0,833333 b, = — 0,264484
b, = — 0,104167 by = — 0,269673
by = — 0,197724 by = — 0,273614
by = — 0,229900 by = — 0,276668
by = — 0,246841 by, = — 0,270204
b = — 0,257334 by = — 0,281260

14. Integrale, die nach Potenzen von &= 1—« fortschreiten.
Aus denselben Griinden, die unter 7. erlautert wurden, sind Losungen der Gleichung (35)
erforderlich, die nach Potenzen von 1— z fortschreiten. Auch hier, im axialsymmetrischen
Lastfall, ist die Berechnung neuer Koeffizienten nicht erforderlich.

Die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung (15) wird durch die Transfor-
‘mationen

x=1—¢& und y=§&y

in

EA—7+E—H@+F+3) —PT++p+1—y—@+1D)E+DEy=0
iibergefiihrt, worin #’ und %'’ Differentiationen nach & bedeuten.

In vorliegendem Fall gilt « + f = 0, y = 1, wodurch wir weiter erhalten
(47) EQ=8n' +ly+1—(e+Bp+3)&E7 —(e+1) (B+1)n=0.

Besitzt (15) eine Losung Y (x fy z), so folgt daher fiir (47) die Losung = Y (« + 1,
p+1,y+19.

Allgemein gilt nun . ‘
Y(a+1,p+1,y+1,8 =02 e,
wobei es hier auf den Wert der Konstanten nicht ankommt. Aus allem zusammen folgt:
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d¥Y (xfyé)

Ist Y (« By @) ein Integral der Gleichung (35), so ist auch & — £ ein Integral der-

selben Gleichung.
Hiermit konnen wir aus w; und w, zwei neue Integrale herleiten:

(48) wy=qE+ 2@+ D4
(49) we=ewylg —wy () — (bE+ 2@+ 2O 4.,

-Im ersten Fall wurde dabei der Faktor — ¢ und im zweiten der Faktor — 1 unterdriickt.

15. Beziehungen zwischen den Losungspaaren w,w, und w,w,.
Auf bekannte Weise findet man aus Gleichung (35) die Beziehungen

’ ’
Wy Wy — W Wy = —,

(50)

s s|Q

Wy Wy — Wy Wy =

wobei die Striche Differentiationen nach x bedeuten.

Man findet ¢' =1 und D = —1, indem man die gefundenen Losungen fiir w, bis w, ein-
setzt, mit « multipliziert und das konstante Glied aufsucht.

Die Losungen w; und w, miissen sich linear aus w; und w, zusammensetzen lassen:

wy= A, w; + 4, w,,
{w4= By w;, + By w,.
Wir zeigen zunichst, dall die Determinante
(52) A;By,— B, 4,= —1.
Zu dem Zweck differentiieren wir die Gleichung-(51) nach x
{wé: A wy + A, wh,
w, = B,w; + Byw,.

Lost man die beiden ersten Glelchungen (51) und (53) nach 4, und 4, auf, so erhdlt man
mit Riicksicht von (50)

(51)

(53)

(54) O e P

Wy w3§
- ’ ;12
j W Ws |

ebenso folgt aus den zweiten Gleichungen (51) und (53)

| .
(55) B, | Wy Wy B, | W Wy '
R

Nach einer einfachen Umrechnung findet man hiermit

1 , , , / 1
22 (4, By — B, 4,) = (w; wh, — wyw}) (waw) — wyw}) = — Z°
Hieraus folgt die Gleichung (52).
Zur Ermittlung der Koeffizienten 4, 4,, B;, B, fiihrt nun die Bemerkung, dafl die Glei-
chungen (54) und (55) identisch erfiillt sein miissen.
Wir finden z. B.

w;

%: (wgwy — wy wy) lgx + w3—[—w3(15 —wy .

Der Klammerwert auf der rechten Seite ist gleich —%.

Fir x =1 bzw. & = 0 verschwinden daher die beiden ersten Summanden. Nach (42)
ist ferner
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Zum Vergleich benutzen wir die Reihe
22 x3
lgl—m) = ST
Da die Koeffizienten b, b,... eine monoton abnehmende Zahlenfolge mit der Grenze b

darstellen, folgt, daf3
—blgl—z)>2d > —blg(l —x).
Somit ist
x @ =—9lg(l—2),

worin ¢ einen zwischen b, und b gelegenen Zahlenwert bedeutet.

Fir x = 1 wird somit @’ logarithmisch co.

Da aber (1 — z)1g (1 — z) — 0 fiir z — 1, folgt weiter, dal auch der dritte Summand
wy @ fir x =1 verschwindet.

Im 4. Summanden ist gemifl (48)

—wy=+ DB =g =1 fir &=0.

Wir haben somit das Resultat
(56) A =d(1).
Zur Ermittlung von 4, dient die zweite Gleichung (54)

A2 ’ ’

= - W Wy — Wy W, -
Fir x = 1 verschwindet der zweite Summand, ferner ist w; = —1. Wir erhalten somit
(57) —dy=w (1) =F (1) =q.

Bei Ermittlung von B, werde zur Abkiirzung

PebEtr ey ey
gesetzt.
Dann ist nach (49)
wy=cwszlgé —w, (§) — V.
Hierin bedeutet w, (&) das Spiegelbild zu w; (vgl. Abschnitt 7).
Die Ableitung nach z ist
w,=ew,lgé — ‘—g’i — w) (&) — P,
Vermittelst der Gleichungen (55) und (54) findet man jetzt

B,=e¢A,xlgé ———E—?xu@— wyxw; (&) + zw (&) w; —xw, P+ w,z¥P.

Setzen wir hierin x = 0 bzw. & = 1, so verschwinden der erste und vierte Summand, des-
gleichen verschwinden der 2., 3. und 6. Summand, weil w;, w;(£) und ¥ logarithmisch un-
endlich werden.

Es bleibt daher mit w;(0) =1 und z =1 — &

By=— —(1—&) W' = (1—5)‘%' fiir' £ 1.
Hierin ist
av )
(l_f)ﬁzbri“ (b —by) & + (bs—by) &+ - - -
Fir & =1 betragt die Teilsumme der m ersten Glieder: b,,.
Mit Riicksicht auf (43) gelangen wir hiermit zu dem Resultat

(58) By,=b, = —e®(1).
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Schliefllich bestimmen wir noch B; mit Hilfe der Relation (52)

 1—s@2()
(59) Bi=—"7Fm
Die Transformationsformeln und ihre Auflosungen lauten hiermit:
wy = D (1) w, — F(1)w,,
1-—e®%(1
Wy = — ;(lji)wl—a;‘@(l)wz
und
wy=¢ (1) wy — F (1) wy,
1—eP%(1
w2: - —ﬁ,‘%)—(‘)w3~ @(1)7/04.

16. Die totale Losung fiir die Durchbiegung w bei gleichmiBiger Last

wird erhalten, indem man noch das leicht erkennbare partielle Integral der unhomogenen
Gleichung (34) hinzufiigt:
__Algo+ B H, _ 2
w=S0—pt T Ot Cmt ot (1l —ete?)
mit & =t p2.
Die beiden mittleren Glieder lassen sich auch durch C, w; + C;w, ersetzen.
Von der Bestimmung der Integrationskonstanten gilt mit entsprechenden Anderungen das
unter Absatz 10 Gesagte.
(Eingegangen am 18. 2. 1942.)

Elastische Knickung gerader Stibe, die als Siulen von konstanter
Druckspannung ausgebildet sind'.

Von R. Gran Olsson, Trondheim.

Mit 4 Abbildungen.

1. Einleitung.

Die Stabilitdt des geraden Stabes von verdnderlichem Querschnitt und verinderlicher
Druckkraft ist wiederholt untersucht worden. Die verschiedenen Arbeiten dariiber bis zum
Jahre 1936 sind in dem Buch von J. Ratzersdorfer besprochen, weshalb dieser Hinweis
auf das Schrifttum hier geniigen moge2. Den praktisch am haufigsten vorkommenden Fall
erhilt man bei Belastung des Stabes durch eine Einzellast unter gleichzeitiger Beriicksichti-
gung des Eigengewichts. Von allen moglichen Fillen der Querschnittsveranderlichkeit wollen
wir uns im folgenden auf solche beschrinken, bei denen die Druckspannung konstant ist.
Der Querschnitt solcher Stabe dndert sich, wie aus der elementaren Festigkeitslehre bekannt,
nach einer Exponentialfunktion®. Das Tragheitsmoment andert sich je nach der Querschnitts-
form nach einer Exponentialfunktion mit demselben oder einem hsheren Exponenten, so daf
die Losungen fiir die Ausbiegung des Stabes je nachdem etwas verschieden ausfallen. Im
folgenden sollen diese Losungen angegeben und die zugehorigen Knickbedingungen auf-
gestellt und zum groBten Teil auch ausgewertet werden.

- 1 Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich durch das Studium des Aufsatzes von A. Hertwig: Beitrag
zum Hingebriickenproblem. Stahlbau Bd. 13 (1940), S. 105, insbesondere durch eine Bemerkung auf S.107 iiber
die Knickung von Stdben mit verinderlichem Querschnitt.

2 Ratzersdorfer, J.: Die Knickfestigkeit von Stdben und Stabwerken S. 91. Wien 1936.
3 Péschl, Th.: Elementare Festigkeitslehre S. 62. Berlin 1936.
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2. Die Differentialgleichung des Problems bei veriinderlicher Druckkraft
‘ und veriinderlichem Querschnitt.

Der Stab sei unten eingespannt und oben frei verschieblich gelagert. Die Gleichung der
elastischen Linie lautet:

d2
(1) EIZS =M,
wo E den Elastizitdtsmodul, I das Tragheitsmoment und M das Biegungsmoment bezeichnet.
Ferner ist y die Ausbiegung und z die Entfernung eines beliebigen Stabelementes von der
Einspannstelle (Abb. 1). Die Querkraft @ an einer beliebigen Stelle ist z

! ) ardd
(2) @=—2[p@az, T
z - %I; M
wo p(x) das Gewicht des Stabes je Lingeneinheit bezeichnet. Durch 7 ’
Differentiation der Gleichung (1) nach z erhalt man mit Hilfe der Be- | % % yigﬁﬂt/dr‘
ziehung @ = % aus Gleichung (2) die Differentialgleichung == za
] Lw ~
@ w155+ D2 fowe iyt Re e o

ferentialgleichung (3).
Im Ausdruck f p(x) dx ist auBer dem Eigengewicht auch die Einzellast P am oberen Stab-

ende enthalten. Wird die neue Veranderliche

eingefiihrt, so ergibt sich zunichst die Gleichung
EI », (BIV ,
(Ba) =Y+ (F )y +fp(2)dzy—0
wo Striche Differentiation nach z bedeuten. Nach Multiplikation mlt und der Substitution
y' = 7 ergibt sich aus Gleichung (3a)
7 E’
Setzt man weiter

I=1,j()
und wird die neue Verinderliche

(@ | o)

eingefiihrt, so erhalt man als Normalform der Differentialgleichung

60 v+ [ [ p@ de — Limjor — 1 (219 y o,
0

die wir der Kiirze halber

V) =

schreiben wollen.
Es ist also

1 d?Inj(z) 1 /dInj(z)\2
(5) 1) = v oo fp(z dz— % Pl 1 (@dmie)
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Diese Gleichung 1483t sich nun in einer Reihe von Fillen integrieren, wie aus den bereits
verdffentlichten Arbeiten bekannt ist. Insbesondere sind solche Gesetze der Querschnitts-
veridnderlichkeit, die eine Integration mit Hilfe von Zylinderfunktionen gestatten, eingehend
untersucht worden.

3. Integration der Differentialgleichung fiir den Stab von Kkonstanter
Festigkeit.

Bezeichnen y das Eigengewicht des Stabmaterials, ¢ die als konstant angenommene
Druckspannung und F, den oberen Endquerschnitt des Stabes, so ist der Stabquerschnitt
an einer beliebigen Stelle

2 4-a) rt,

F=Fge =Fje’ .

Damit wird
l z

1
Y- vl 7l
z 0

z

Wird der Stab auBler durch das Eigengewicht auch noch durch eine Einzellast P = oF,
belastet, so wird

rt,

!
%fp(w) dxr = Ii;g es .

Das Tragheitsmoment kann in der Form

nyl

—_2Z
—_— o
=1I,e

-’%Z(l—z)

.I:I()e

ausgedriickt werden, wo je nach der Querschnittsgestalt » = 1 ist. So ist beispielsweise fiir
den quadratischen und kreisformigen Querschnitt n = 2. Damit wird

. nyl dInj(z l d?Inj(z
R e e S L
und weiter
o F Zz :@;}mz ,n2 y2l2
(5a) f@)=""g5-¢ ° — 1
womit die Differentialgleichung lautet:
—=n ! -
(3d) v//_{_(F‘g;l?e (n l)oz—%%i—lz>71=0.
\ (1}
Durch die Substitution
yl

(6) C — e-— (n—l)—z—;z
ergibt sich aus Gleichung (3d)

1 2, 1 4 Fyo3 n
(3e) Vot e (B~ 50

wo Striche jetzt Differentiation nach ¢ bedeuten.
Die Differentialgleichung

(31) o+ 120 4 (4 ) v =0
hat die Losung
(7) v= () [e1d,(BL) + e N, (BO)],

wo ¢; und ¢, Integrationskonstanten, J, und N, Zylinderfunktionen sind!. Der Vergleich

1 Jahnke, E. — Emde, F.: Funktionentafeln, 3. Aufl. S. 146. Leipzig und Berlin 1938.
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von Gleichung (3e) und (3f) liefert fiir die Parameter «, # und p die Werte
1 2 Foo J4n? + (n— 1)
®) =T el T R

Aus (4) und (7) ergibt sich fiir die Neigung der Biegungslinie

n+l

(7a) 77=7ﬁ~€2(” D ey, (BE) + e N, (BO)],

wo die oben angegebenen Werte fiir die Parameter  und p einzusetzen sind.

4. Untersuchung des Sonderfalls 7 =1.

Wegen des Unendlichwerdens von g und p gema8 (8) fiir n = 1, muf} dieser Fall besonders
untersucht werden. Mit n = 1 wird

o’Fo 2 22

(5b) f) = 2l _2E
womit die Differentialgléichung (3d) in d1e folgende iibergeht
v, (0Fo 2B\
(3g) o+ (G — ) v =0,
d. h. eine Gleichung mit konstanten Beiwerten. Mit der Abkiirzung
0'1;10l2 .y2l2
(9) = T I

ergibt sich als Losung von Gleichung (3g)
(10) v=2¢,Sinaz + cycosaz.
Daraus ergibt sich die Neigung der Biegungslinie

_rt,
(10a) 77'—,‘1/:‘;)—6 20 (cysinaz 4 cycosa2),
72

und weiter durch eine elementare Integration die Ausbiegung des Stabes

y = l—e--—z—2 [(y—lcl — oc0‘2> sinaz 4+ (occl+ 7’—lcz)cosmz],
+_l 20 20
o 402

worauf es jedoch im folgenden nicht ankommt.

5. Die Knickbedingung fiir beliebige Werte 22 .
Die Neigung der Biegungslinie fiir beliebige Werte n(n = 1) ist gemaB Ziff. 3 durch den
Ausdruck gegeben
1 n+l
(7a) N=_82""1e J, (L) + e N, (BO)].
Die Randbedingungen mogen wie folgt gewéhlt werden: es soll fiir z = 1, 9 = 0 und fiir
z =20, n" = 0 sein. Dabei ist

3n—1
(1b) ==L~ —@-1E e 1>{c1[(2§;“ P) LT, (B0 + B0 (B0 +
el

(655~ D) M0 + 63060

[$]

Damit ergeben sich folgende Gleichungen
¢y, (B 1) + e N, (BE)) =0,

U e[l = 2) 0,0 + 8T @] + o[ (5 — ) N, (8) + 8 Ny (B)] = 0.
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n+1

5ty = 7) T () + BT (B

«(lla) J5(B81) _

N,(BLy (

n+1

51y~ ) NolB) + BN (B)

wo §; = ¢ fiir z = 1 bedeutet. Der Parameter p ist durch die Beziehung (8) gegeben. Prak-
tisch kommen nur die Werte n = 2 und n = 3 in Betracht, indem 7 = 2 einem Kreis oder
Quadratquerschnitt und n = 3 einem Rechteckquerschnitt entspricht. Fir n = 2 wird

0

8

6

-

™~
\
\

[
|
|
1
I
1
/ |
|
I
|
:
1
|

N o
A
-

—_— Gi (11b).
\e

-~ N
I
—

>

/]

| IS i ——— Sy Sp————.

n
w

1 2 g

3 4 5 6
L b

Abb. 2. Zur Auswertung der Knickbedin-
gung (11b). Die Kurven a und b stellen

die linke bzw. rechte Seite der Knick-*

bedingung dar.

p = 2,06 und fir n =3 p = 1,58, fiir welche Werte p
keine Tafeln vorliegen, aber man wird mit guter An-
naherung die Tafeln fiir p = 2,0 bzw. p = 1,5 heran-
ziehen konnen.

Beispiel a: Es sei n =3, also p=1,58. Mit J,~ J,,
und J,_,, ~ J,, wird die Knickbedingung
(llb) J3, (B Cy) — 0,58 Ja/, (B) — B J1/,(B)

Js (B E1) 0,58 J_s/, (B) + B S, (B)’

wobei J_,, (8) und J_,,,(B) statt N,, () und N,,(B) ein-
gefithrt wurden. Tragt man die linke und rechte Seite
von Gleichung (11b) als Funktionen von (8¢;) bzw. f
auf, so ergeben sich die in Abb. 2 dargestellten Kurven?.
Daraus ergibt sich der kleinste Wert von g = 2,93 ent-
sprechend B, = 0. Aus zwei einander entsprechenden

Werten § und 8¢, ergibt sich {; und daraus 2%; gemal3
der Substitution (6), wobei z = 1 zu setzen ist. Bei

bekannten Werten f und %% 143t sich die Knicklast
ausrechnen, denn es ist

vig_vl 2 1 fFw _1fohs
" o (n=Y1)yV EI, El,

fur n = 3. Auf diese Weise kann die Knickspannung als Funktion von 2;% dargestellt werden.
Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Tafel 1 zusammengestellt, das graphische Bild in Abb. 3

| I

n=3

T [ T e
5 ,‘ ﬁdhd_@*

=
nin_ iy _Iinin

T
'LG‘K

dargestellt.

20 oF,
T = l/__" i =
Tafel 1. Werte §, 71 und 7, ! im Fall n =3.

. o 20 o Fo . o 20 oFo
B | Bh & i VEIol B | Bt | O 21 VEInl

;\\\\

_.yi’fo z

£d,
Cu s
ﬁ,,—l

7 2 3 4 5 (2 7 8
20

e
Abb. 3. Die in dimensionsloser Form dar-
gestellte Knicklast abhingig vom Para-
meter 2 ofyl.

2,94 (0,1280,0435|0,638| 9,210 |4,80|3,034|0,632| 4,36/ 2,203
3,0010,610{0,203 |1,254| 4,785 |5,10|3,358(0,659| 4,80| 2,127
3,10(0,873|0,282 |1,580| 3,925 |5,403,667/0,679( 5,17 2,090
-3,30(1,230|0,373 (2,028 3,254 |6,00(4,299|0,716| 6,66| 2,004
3,60(1,652(0,459 |2,567| 2,804 |6,60(4,945|0,750| 6,95| 1,901
3,90 {1,994 0,512 |2,980| 2,61 ]7,50|5,838|0,778| 8,00| 1,883
4,20 2,368|0,564 [3,490| 2,40 |8,40(6,752(0,804| 9,17| 1,833
4,50 |2,707|0,602 |3,945| 2,282 |9,60|7,964|0,830|10,73| 1,785

Beispiel b: Es sei n = 2, also p = 2,06. Mit J , ~ J,,
N, ~ N, lautet die Knickbedingung '

(11e) J5(B24) 20,56J2(ﬂ)—/3=]1(/3)
Ny(BL)) 0,56 Ny(B) — BN.(B)

Eine entsprechende Rechnung wie im Beispiel a ergibt die in Abb. 4 dargestellten Kurven,

1 Hayashi, K.: Fiinfstellige Funktionentafeln. Berlin 1930. Enthalt auf S.102 bis 104 Tafeln iiber die Funk-
tionen Jij,(x), Jsp(x), Joa,(x) und Jos,(x).
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wo bei f = 3,67 fir {, = 0 wird!. Die Knicklast ergibt sich
yl, vyl 20 Vﬁ:_l a Fy
230 b =35 o7 ) 71 = T

Y

aus

indem El’ ahnlich- wie im vorigen Beispiel zu ermitteln ist. Das Ergebnis ist in Tafel 2 an-

geschrieben, das graphische Bild in Abb. 3 aufgetragen.

o Fy
EI,

. 20 oFo . 20 oFo
B Bt {1 71 l’EIol B B 1 71 V—Elol

lim Fall n=2.

Tafel 2. Werte 8, ‘2;7% und ‘/

3,7 10,763 | 0,206 | 0,633 | 5,84 4,6 | 2,517 | 0,547 | 1,658 | 2,774
3,8 11,160 | 0,305 | 0,842 | 4,511 4,8 | 2,766 | 0,576 | 1,812 | 2,660
4,0 11,631 |0,408 1,116 | 3,584 | 5,0 (3,01 |0,602|1,972| 2,535
4,2 11,963 | 0,467 | 1,314 | 3,196 6,0 | 4,14 | 0,690 | 2,695 | 2,226
4,4 oo oo [1,000]| oo 1,5708

2,260 | 0,514 | 1,502 | 2,930

. Die vorhandenen Tafeln iiber N,(8¢;) und J,(8¢;) haben
nur fir 8¢; < 5,0 eine geniigend feine Intervalleinteilung, so

daf3 die Kurve nur bis %‘;— = 2,695 ausgerechnet werden konnte.

Von da an ist extrapoliert, indem naherungsweise folgender
Ausdruck angesetzt wurde:

o F, _ 7 1 2 _ 2
VE—I.)Z_2+CIx —I—sz (x—y—l‘>,

8

=

T
|
|
6 +
I
!
|
|

&~

>

—l, (11c).

™,

-~
——

)

80 7

2 3 ¥ 5 3
i tanp

Abb. 4. Zur Auswertung der Knick-
bedingung (11¢). Die Kurven a
und b stellen die linke bzw.
rechte Seite der Knickbedingung
dar.

wobei ¢, und ¢, nach den beiden letzten Wertepaaren der Tafel 2 bestimmt wurden. Daraus
ergibt sich ¢; = 1,633, ¢, = 0,727, so dal die Gleichung der extrapolierten Kurve lautet

JoFo; _ vl il
l, EIol =5 + 1,533 5+ 0,7277—.

Die durch die Werte der Tafel 2 und die obige Gleichung festgelegte Kurve ist in Abb. 3

ebenfalls eingetragen.

6. Auswertung der Knickbedingung im Sonderfall 7 =1.

AuBer den Fillen n = 2 und #n = 3 mag die Knickbedingung noch fiir » = 1 ausgewertet
werden, da dieser Sonderfall besonders einfache Ergebnisse liefert.

Der Stab sei wieder unten eingespannt, oben frei. Die Randbedingungen lauten: es soll

fir z =1, = 0 und fiir 2 = 0, ' = 0 sein, wobei

vl
~ 55 l . l .
(12) y=e 20 [cl (occosocz — g—GS.lnocz) — Cy (g—ocosaz + ocsmoczﬂ
ist. Die Randbedingungen liefern die Gleichungen
’ 1
Ne=0) = C1 & “‘ng—g =0,

M= = C1 SN 0t 4 ¢5cO800 = O
mit der Knickbedingung

(13) occosoc—}—%sinoczo,
wofiir auch geschrieben werden kann:

20
(13a) ) —-tgoc:;foc.

Die numerische Losung der Gleichung (13a) ist bei F. Emde angegeben?.

! Watson, G. N.: Theory of Bessel Functions. Cambridge 1922. Enthilt im Anhang Tafeln iiber die Funktion

Ji(x), Jy(x), Ni(x) und N,(x).

2 Emde, F.: Tafeln elementarer Funktionen S. 127. Leipzig und Berlin 1940.

Stahlbau-Forschungsheft 6.
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Im allgemeinen ist 29 > 1, so daB man in erster Naherung o = ? setzen kann.
Mit diesem Wert von o ergibt sich aus Gleichung (9) mit ¢F, = P
)
(9a) L= 1

Da o in der Tat immer etwas grofer als % sein wird, gibt (9a) eine untere Grenze der Knick-

last an. Sie stimmt mit der Eulerschen Knicklast eines Stabes iiberein, der unten eingespannt
und oben vollkommen frei ist, wie es auch sein mufl. Fir groflere Genauigkeitsanspriiche

rechnet man die Knicklast
nach der Formel Tafel 3. Werte oc, und VEI—Z im Sonderfall n=1.
1]

P2 yEI? —
9b =2t = 20 2 ]/ P 20 y212 P
( ) EI 40’2’ o 'ﬁ d‘+4—02‘ ml o 7—l Ocz"l—w VEIOZ
o n?h (f121 a) “ e”']f_}i;t‘;lg 2| = %2 Z | 203 |omes| sus3 | 22
18t. n der lolgen eynl ate 1,64 | 8,797 | 2,7025 1,64 | 2,20 |04087| 92650 | 3,04
T ein vl 1,66 | 6,735 | 2.7776 166 | 250 | 02088 | 17,4505 | 417
sind einige Werte 52, o und 3¢5 | P0 | Sgony 170 | 2065 | 02021 | 31,5057 | 5.61
P 1 176 | 2,967 | 32112 179 | 275 | 01502 | 51,8887 | 7.20
71, Zusammengestellt. 1,84 |1,970| 34689 | 1,8 | x |00000] oo s

Das graphische Bild ist in Abb. 3 wiedergegeben. Aus der Tafel geht hervor, daB fiir
27,—6 = 8,8 die Zunahme der Knicklast gegeniiber der ,,Eulerlast®“ 4,6 % betlagt o1 = 8,8

entspricht bei einer Druckspannung von 24 kg/ecm? und einem spezifischen Gewicht y = 2,2 t/m3
(Beton) einer Stablange

20
l-——'s’—s,);=4,4‘2’2 —I‘d. 251’11.

Fiir alle kleineren Stablangen ist die Abweichung der Knicklast von der Eulerlast geringer.

7. Zusammenfassung.

Die chkung eines Stabes von verdnderlicher Druckkraft und verdnderlichem Quer-
schnitt fithrt immer auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten im
allgemeinen verdnderlich sind. Diese Gleichung 148t sich nicht allgemein integrieren, aber
in einer grofen Anzahl von praktisch wichtigen Fillen sind die Zylinderfunktionen Losungen,
wie aus fritheren Arbeiten tiber diesen Gegenstand bereits bekannt ist. In dieser Arbeit sind
insbesondere Stabe von gleicher Festigkeit untersucht worden, wobei die Losungen wieder
Zylinderfunktionen sind, wenn am oberen Ende des Stabes eine Druckkraft von solcher
GroBe angenommen wird, daf eine konstante Druckspannung in jedem Stabquerschnitt
vorhanden ist. In einem Sonderfall ergeben sich elementare Funktionen als Losungen. Die
Knickbedingung wird fiir drei mogliche Falle aufgestellt und mit Hilfe vorhandener Zahlen-
tafeln iiber Zylinderfunktionen naherungsweise zahlenmafig ausgewertet®.

1 Zusatz bei der Korrektur: In einer inzwischen erschienenen Arbeit [Ing.-Arch. Bd. 13 (1942), S. 162—17 4]
habe ich die Knickung gerader Stéibe von exponentiell veranderlichem Querschnitt unter dem EinfluB ihres Eigen-
gewichtes ohne die Einzellast P am oberen Stabende untersucht.

(Eingegangen am 10. 1. 1942.)
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Spannungen in einer ringférmigen Scheibe infolge
ungleichmifiger Erwirmung.

Von H. Petermann, Berlin.

Mit 1 Abbildung.

In einer ringférmigen Scheibe von der Dicke 1, dem Innenhalbmesser ¢ und dem Auflen-
halbmesser b betrage die Temperatur der inneren Randfaser ¢,, die bis zur dufleren Rand-
faser geradlinig auf Null abnehme. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt der Scheibe mit dem
Halbmesser r die Temperatur

Bezeichnet man

die radiale Verschiebung nach auflen mit u,
die Dehnung infolge Erwirmung um 1° mit e,
die Spannung in radialer Richtung mit o,,
die Spannung in tangentialer Richtung mit oy,

dann betragt die radiale Dehnung
& = Et,. + _El'f (Gr - :U‘OL)
und die tangentiale Dehnung
st——_str_*";_(o't _lugr)'
- Hieraus folgt
E

Gr:m[eT~8t1+M(8t_8t7)]’
E

O't=1_‘u2 [at—Str_}—lu‘(ar—atr)]’

Da bekanntlich
sr=% und st=%,
so folgt:
B au U b—r

(la) Grzl____?[d_r_{_ﬂ;"_s(l_{_u)tab—_‘_a}a

_ E Tu du b—r
(1b) Ut—1_H2L7+#W_3(1+M)tab—_—a]-

Da ferner?
d

(2) 0y = ;ﬂ.(ar/")’

so ergibt sich:

d b — dr d br—o?
pg el mt =L [r o au— e (L @)ty |

b—a b—a

und hieraus die Differentialgleichung:

(3) 72%+r%—u+A72=0
mit 4=2kl0tm
b—a

! Nach Foppl: Vorles. iiber techn. Mech. Bd. 3, 5. Aufl. S. 299.
T*
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Die Losung lautet:
(4) u=—§72+Br—|—Cr1.

Setzt man diesen Ausdruck und seinen Differentialquotienten in die Gleichung (la) ein,
so erhalt man mit den Randbedingungen: o, = 0 fiir r = a und r = b die beiden Integrations-
konstanten B und C zu:

B=m[~a2 L 2ab 262+ u(a®+ab -+ b?)],
0= -0
Die Spannungsgleichungen lauten danach:
(52) Tr = 3(;1-110- 0] (T + ;lz—ll—)zb S +aa-?-2_ bz)) ’
(5b) o, = ﬂ%( r — ::Z’zb 2 — %E) .

Gleichung (5a) erfiillt die Randbedingungen, die zur Ermittlung der Integrationskonstanten
gefiihrt haben.
Fiir die Randfasern — fiir = @ und » = b — nimmt Gleichung (5b) folgende Formen an:

Spannung an der Innenkante der Ringscheibe:
, _ AE  a+ab— 20
(6&) 6‘0—3(1-{-#) a-+b 4

Spannung an der AufBlenkante:
AE b+ab—2a?

(61) 0 =304+ atb

Die hiernach fiir eine ringférmige Scheibe gefundenen Spannungen konnen als Nihe-
rungswerte gelten fiir die radialen und tangentialen Spannungen in einem dickwandigen
zylindrischen Behilter, der mit einer heifilen oder kalten Fliissigkeit gefiillt wird, deren Tem-
peratur von der des umgebenden Mediums um ¢} abweicht. Der EinfluB der in Achsenrich-
tung liegenden dritten Spannung auf den Spannungszustand ist dabei vernachlassigt.

Angenahert kann man die Grenzwerte dieser dritten Spannung o, in Achsenrichtung
fiir die Innen- und AuBlenhaut des Behilters ermitteln, wenn man in den Ausdriicken (6a)
und (6b) den einen Halbmesser durch Einfithrung der Wanddicke d eliminiert und fiir den

verbleibenden den Wert oo einfiihrt. Die Ausdriicke nehmen dann die Form g an und durch
Differentiation von Zahler und Nenner ergibt sich dann fiir die Randfasern

AEd
b#lo/// (7) o, = ié(T—'—_;;)' Tafel 1.
- Zahlenbeispiel. Fiir einen . or ot

. . . . 2 2

dickwandigen zylindrischen Beton- kgfor kgfor
behalter mit den Halbmessern 5,0 0,0 | —554
— — i 5,2 — 19 — 43,0
a= 5,0 m,b = 7,0 m ergeben sich o4 T35 | _3le
) mit 56 | —4,0 | —19,9
— 0,00001 58 | —44 | — 91
¢ ! ’ 2 6,0 - 4’3 + 1:4
a E = 210000 kg/cm? und ¢,=+50° g2 | —40 | +116
TR 72 ¢ 45_4}i§\4 v % 77 7 die in der nebenstehenden Zahlen- g"é ” gg igig
tafel 1 zusammengestellten Span- 68 | —13 | +404
nungen o, und ¢, nach den For- 7.0 0,0 | +49,6

meln (5a) und (5b):
Der Spannungsverlauf ist in Abb. 1 dargestellt.
Die Randspannung in Achsenrichtung betrigt nach .
Gleichung (7):
¢, = +52,5 kg/cm?.

(Eingegangen am.10. 2. 1942.)
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Die Losung der Elastizititsgleichungen bei der Berechnung
statisch unbestimmter Systeme.

Von J. Pirlet, Koln.
Mit 4 Abbildungen.

Die Berechnung eines n-fach statisch unbestimmten Systems erfordert die Losung von
n linearen Gleichungen mit n Unbekannten. Die Koeffizienten dieser Gleichungen sind
Verschiebungen von Punkten des statisch bestimmten Grundsystems; sie stellen sich dar
als Summenausdriicke, deren Berechnung nach bekannten einfachen Sitzen erfolgt. In
dieser Hinsicht bestehen keine Schwierigkeiten. Anders ist es mit der Losung der Elasti-
zititsgleichungen. Mit dieser Frage beschaftigen sich mnicht nur die Lehrbiicher der Statik,
sondern auch eine grole Zahl von Aufsitzen in unseren Fachzeitschriften. Daf} es sich dabei
um eine keineswegs einfache Aufgabe handelt — wenigstens wenn man die praktischen
Schwierigkeiten der Zahlenrechnung in Betracht zieht —, zeigen uns z. B. die diesbeziig-
lichen Angaben in dem Lehrbuch von Miiller-Breslau!. Auch Geheimrat Hertwig hat
in Erkenntnis der Bedeutung dieser Aufgabe in einer Reihe von Abhandlungen die Frage
der Losung der Gleichungen bei der Berechnung speziell der hochgradig statisch .unbe-
stimmten Systeme bearbeitet?. Von diesen Abhandlungen sagt Miiller-Breslau (siehe Li-
teraturverzeichnis II, 1, S. 240, 5. Aufl.): ,,Die drei Arbeiten enthalten wichtige Beitrage
zur Auflésung der Elastizitatsgleichungen.

In den Jahren, in denen diese Arbeiten Hertwigs entstanden, war ich als sein Assistent
und spéter als Privatdozent an der Technischen Hochschule Aachen tatig. Seitdem habe
ich mich gleichfalls um eine Losung dieser Aufgabe bemiiht. Erst in den letzten Monaten
filhrten die Untersuchungen zu der hier mitgeteilten Form des Rechnungsganges und es ist
mir eine besondere Freude, gerade jetzt, zum 70. Geburtstage meines verehrten Lehrers
dieses Ergebnis langmemger Bemiihungen vorlegen zu konnen.

Beim einfach statisch unbestimmten System stellt sich die Unbekannte X, als Quotient
zweier Verschiebungen des statisch bestimmten Grundsystems dar:

[ma]

X,=— Tzal"
[ma] ist die Verschiebung des Punktes m, d. h. des Angriffspunktes der gegebenen duBeren
Last P,,, infolge der Belastung X,= 1. [aa] ist die Verschiebung des Punktes a, d. h. des

Angriffspunktes der Unbekannten X,, infolge der gleichen Belastung X,= 1.

Beim n-fach statisch unbestimmten System 148t sich in gleicher Weise eine beliebige
Unbekannte X;, die » Unbekannten seien X,, X,, ..., X;, ..., X,, darstellen als Quotient
zweier Verschiebungen, und zwar des (n — 1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems:

_ [mz n—1]
(1) Xi=—Tin=1>
[mi.n —1] ist die Verschiebung des Punktes m, d.h. des Angriffspunktes der gegebenen
aulleren Last P, infolge der Last X, ,_; = 1, d. h. infolge X;,= 1 am (n — 1)-fach statisch
unbestimmten Hauptsystem. — [i¢.n —1] ist die Verschiebung des Punktes 4, d.h. des
Angriffspunktes der Unbekannten X, infolge der gleichen Belastung X, , , = 1.

1 Miiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd.IL, 1 S.143ff., 153ff.

2 Hertwig: Uber die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und verwandter Aufgaben. Z. Bauw.
[1910] S.109. — Die Losung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Be-
rechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Miiller- Breslau-Festschrift 1912 S. 37. — Einige besondere
‘Klassen linearer Gleichungen und ihre Auflosung in der Statik der durchlaufenden Tréiger und der Rahmengebilde.
Der Eisenbau 1917 8. 69.
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Die Verschiebungen in Zahler und Nenner von X; lassen sich in bekannter Weise als
Summenausdriicke darstellen. Wir konnen schreiben:

.. S
ZSUSi n—1 ﬁ ‘J‘MO ton—1 EJ
(1a) X, = bzw. is
S8 = | fMi Mooy 7

Der erste Ausdruck mit den Spannkréften 8 gilt fiir das Fachwerk, der zweite fiir das voll-
wandige, biegungsfeste System. Die Werte S, bzw. M, stellen die Spannkrifte bzw. Mo-
mente infolge P, im statisch bestimmten Grundsystem dar; die Werte 8, ,_; bzw. M, ,_,,
die sowohl im Zahler wie im Nenner von X, auftreten, bedeuten die Spannkrifte bzw. Mo-
mente infolge X, ,_, = 1, d. h. infolge X, =1 am (n— 1)-fach statisch unbestimmten Haupt-
system. — (NB. Fiir das vollwandige System ist hier lediglich der Beitrag der Momente
angeschrieben. Der entsprechend geformte Beitrag der Normalkrifte und Querkrifte ist
der Einfachheit halber fortgelassen.) —

Dieser mafigebliche Belastungszustand X, ,_; = 1 besteht aus der Last 1 im Punkte 7
und den zugehorigen Lasten in den Angriffspunkten a, b, ¢, ..., z der Unbekannten X,,
X, X,,..., X, des (n—1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Wir erlautern die Zu-

P sammensetzung an der beson-

a) " ‘ ders anschaulichen Aufgabe
—= gt 2 K r Y des mit einer Einzellast P,
o belasteten  durchlaufenden

' ‘ T T T T T T T I t Tragers (Abb. 1), und zwar

X, X XX X, X X X X, X mit den Stiitzendriicken als

Unbekannten. Die Ausfiih-

rungen und die rechnerischen

b) M., _,= Fliche : Ergebnisse gelten natiirlich
allgemein fiir jedes System

T §/[\ } Fe=~———=——— und jede Belastung. DaB wir
) , . T LT. 7 W / sonst fiir die rechnerische Be-
handlung dieser Aufgabe nicht
Abb. 1. die Stiitzendriicke, sondern

‘ die Stiitzenmomente als Un-
bekannte wihlen, ist fiir unsere Darstellung ohne Bedeutung.

In Abb. 1a ist der durchlaufende Triager mit den unbekannten Stiitzendriicken Xa, X,

X o, Xy, .., X, dargestellt. In Abb. la ist die Stiitze in 5 beseitigt angenommen und dort
die Belastung X =1 als duBere Last angebracht. Die bei dieser Belastung in den Stiitzen
a,b,c,...,z entstehenden Stiitzendriicke nennen wir L,;, Ly;, Loy, - - ., L,;. Der erste Buch-

stabe oder Index (a, b, c, ..., 2) kennzeichnet den ,,0rt*, d. h. den Punkt in dem die be-
treffende Last wirkt; der zweite Buchstabe bzw. Index (i) bezeichnet die , Ursache, d. h.
die Last X, =1, welche die betreffende Last erzeugt.

Diese Werte Ly, Ly;y Loy oo oy Ly, Ly, Ly =1, Lyyy ...y Ly, Ly, L,; zu bestim-
men, ist das Ziel der nachstehenden Untersuchungen

Wenn es gelingt, diese Werte L allgemein fiir irgend eine Unbekannte X; anzugeben, dann
ist in der Tat die Aufgabe der Berechnung eines n-fach statisch unbestimmten Systems
umfassend gelost. Jede Art von beweglicher oder ruhender Belastung kann dann nach Glei-
chung (1) bzw. (1a) errechnet werden. Die EinfluBllinie jeder Unbekannten X, ist als Bie-
gungslinie fiir eben jenen Belastungszustand X, ,_; = 1 gegeben.

Ergéinzend sei darauf hingewiesen, daB die Verschlebungen [¢m.n —1]und [¢5.n —1]
in Glelchung (1) Verschlebungen der Punkte m bzw. ¢ infolge ein und derselben Lasten-

gruppe L,; in a, L,; in b, ..., L,; in z darstellen. Deshalb konnen wir X, auch in der Form
schreiben :.

| _ _ malLes + B Ly - -+ D014 - - [m2) L,

(2) X, =—

i (ba]Las+ [80) Loy~ - -+ [B4]1+- - -+ [62] Ly,



Die Losung der Elastizititsgleichungen bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme. 103

I.

Fragen wir zunéchst, in welcher Form X, sich darstellt, wenn wir die bekannte Losung
mit Determinanten zugrunde legen. (NB. Es sei aber von vornherein bemerkt, dafl wir diesen
Weg nicht weiter verfolgen werden, weil er fiir Aufgaben allgemeiner Art wegen der prak-
tischen Schwierigkeiten der zahlenmiBigen -Rechnung fiir uns nicht in Frage kommt.)

Die Elastizitatsgleichungen lauten:

Xu[aa]+Xb[abj+Xc[ac]+ v+ Xfad] 4 - + X [az] = —[am]
Xal Xb0) + Xlbel + o+ XD+ oo X, < o]

X [za]+X[zb]+X[zc] +...+X[u]+... —I—Xz[%}z]:—[i%n]

X [za]+X [zb]+X[zc]+ +X[zz]+ o+ X, [22] = —[2m].

Jede Unbekannte X, stellt sich dar als Quotient zweier Determinanten n-ten Grades. Die
Nennerdeterminante A ist die Determinante der Koeffizienten der X auf der linken Seite
vorstehender Gleichungen. Die Zihlerdeterminante erhilt man, wenn man die Kolonne ¢
ersetzt durch die Kolonne der Absolutglieder. Lost man die Zahler- und die Nennerdetermi-
nante nach den Gliedern dieser Kolonne i auf, so erscheint im Zahler jedes Glied der Ko-

lonne ¢, also [am], [bm], ...,[¢m], ...,[#m], und ebenso im Nenner jedes Glied der Ko-
lonne ¢, also [ai], [b3], ..., [?3], ..., [2¢] multipliziert mit der ihm zugeordneten Unter-
determinante (n — 1)-ten Grades, d. h. 4,;, 44;, ..., 4s;, ..., 4,;. Dividiert man Zahler und

Nenner durch den Faktor von [¢7] bzw. [m4], d. h. durch die Unterdeterminante 4;,, dann
erhialt man X; in der Form:

) X [ma}A dos —i—[mz]l —{—[zm]A
(3 o= — - “.

. [w A"‘ -+ [w“]l—l—--s—{— [z ﬂﬂ

Vergleicht man Gleiohung (3) mit Glelchung (2), so ergibt sich: -
@ Ly=% L,=%< ., L,=1;

b 2 *
at Aii A“ Tt

Bekanntlich ist:

A= Vi P
daraus folgt:
(5) L, = lej’ck

n(n—1)
2
die auf der einen Seite der Diagonale stehenden Lasten L,; (in der Zusammenstellung aller

Lastengruppen L fiir 1 = a bis z) berechnet sind, dann findet man die auf der andern Seite
Akk
, d.h. mit Werten, die

Aus diesem Ergebnis folgern wir: Es sind nur Lasten L zu ermitteln; d. h. wenn

der Diagonale stehenden Lasten L,

bereits in der Rechnung bestimmt sind.

Nach Gleichung (4) sind die gesuchten Werte L dargestellt als Quotienten zweier Unter-
determinanten (n —1)-ten Grades. Da jede Determinante sich aus Unterdeterminanten des
néchst niedrigeren Grades errechnet, ware die Aufgabe fiir den Mathematiker gelost. —
Anders aber liegen die Dinge fiir das praktische Rechnen. Da sind die Schwierigkeiten sehr
betrachtlich, wie wir aus der Erfahrung wissen. Deshalb sehen wir von dieser Art der Be-
handlung der Aufgabe ab und suchen einen anderen Weg.

Der nunmehr zu behandelnde Rechnungsgang ist — im Gegensatz zu der Determinanten-
rechnung — insbesondere dadurch gekennzeichnet, daB alle in Frage kommenden Rech-
nungsgrofen eine statische Deutung zulassen. Das setzt uns instand, den Aufbau der Rech-
nung auch fir die allgemeinste Form ohne Schwierigkeit zu entwickeln und iibersichtlich
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zusammenzustellen. Gleichzeitig wird eine systematische Kontrolle der Rechnung méglich,
ein unbedingtes Erfordernis fiir die praktische Rechenarbeit. .

Anmerkung: Wir stellten jede Unbekannte X; nach Gleichung (1) dar als Quotient
zweier Einzelverschiebungen. Den gleichen Rechnungsgang findet man in der Fachliteratur
bei der Behandlung der sogenannten ,kinematischen Verfahren‘, die insbesondere unter
Anwendung auf den Rahmen oder das Gewolbe in jedem Lehrbuch der Statik beschrieben
sind. — Es handelt sich bei diesen Losungen, wie vorweg bemerkt sei, um Sonderfille ein-
fachster Aufgaben, die sich durch Anwendung der nachfolgend gegebenen allgemeinen Ge-
dankengénge erklaren und rechnerisch durchfiihren lassen. Wir werden auf diese Zusammen-
hange noch zuriickkommen.

IL

- Das im folgenden behandelte Verfahren beruht auf der Verwendung von Hauptsystemen
ansteigender statischer Unbestimmtheit. Die Kenntnis der allgemeinen Grundlagen muf
hier vorausgesetzt werden'. Die Knappheit des verfiigbaren Raumes macht die Beschrankung
auf das Wesentliche notwendig.

Das in Abb. 1a dargestellte n-fach statisch unbestimmte System mit den Unbekannten:
Xo, Xy, Xoy ..., Xy, ..., X, ist fiir eine beliebige Belastung P,, (Einzellast im Punkte m) zu

berechnen. Wir betrachten der Reihe nach das 0-, 1-, 2-, ..., »-, ... bis (n —1)-fachlstatisch
unbestimmte Hauptsystem (Abb. 2).
Die hierbei in den Punkten a,b,¢c, . . .,1, ...,z auftretenden Krifte am 0-,1-,2-, .. .,»-, ...,
(n —1)-fach statischunbestimmten Hauptsystem bezeichnen wirmit ¥,, ¥,, ¥, ...,Y,,...,Y,.
P Sie berechnen sich, da immer
a) , l"’ ; _
- I 1 - hur eine Unbekannte . am
T mn Hauptsystem wirkt, als Quo-
b) “ fn tientenzweier Verschiebungen
—a b i} ¢ —, des ]ewelhgen Angriffspunk-
tes von Y in der Form:
c) an /731
a b Cy ¢ § ¢ Y, =— [ma)
& = T 8 p— R 2 [aa]
|
i y. _ [mbd.1]
5 A Y, [65.1]
j LA
l) a ;7 cs o g h ) ¢ s Y,,:—[mc'2]
Py pravy ravy = T v — 11 . [c 0.2]
! T (6) ;
i % _—
1 _ mrv
! . Y, = [i4.7]
z) a b Ci1 g h i kys y z .
L = .. = =, = vy =3 A = . .
T Y — [mz.n—1]
Y 2 [zaa—1]°
Abb. 2.

Aus diesen Uberzahligen Y
berechnet sich eine beliebige statische GroBe 8, etwa ein Moment oder eine Querkraft,
nach der Gleichung:

(7 8=8+6,%Y,+6,Y,+6,Y,+ ---+6,Y,+---+6,7,.

Die Multiplikatoren &, sind die Werte S infolge Y, = 1, d. h. infolge einer Einzellast 1 im
Punkte ¢ am »-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. Eine solche Last ¥, = 1 ist iden-
tisch mit der entsprechenden am Grundsystem wirkenden Lastengruppe Y, =1, d.h. der
in a,b,c, ...,7 durch ¥,=1 erzeugten Lastengruppe K,;, K,;, Ko;, ..., K;;, wo K;;=1 ist.
In Abb. 3 sind die Belastungszustinde Y = 1 dargestellt; sie entsprechen den Einzellasten Y

! Vgl. Pirlet: Kompendium der Statik der Baukonstruktionen Bd.II Abt. 1.



Die Losung der Elastizitatsgleichungen bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme. 105

in Abb. 2. — (NB. Die Werte K,;, K;;, K,;, ... sind in den fritheren Darstellungen mit
X,y Xpis Xes, . . . bezeichnet. — Statt X, o, X; 1, X9, - . . schreiben wirhier ¥,, Y,,Y,,... 1)
Es ergibt sich aus dieser Darstellung, dal die Wirkung von Y, = 1 gleich ist der Wirkung
der Lastengruppe K,;, K;;, K., ..., K;; auf das Grundsystem, d. h. es gilt die Gleichung:
(8) 6i=SaKai+Sbei+ScKci+"'+Si'
Auf diesem Berechnungsverfahren, dem die Gleichungen (6), (7) und (8) zugrunde liegen,
beruhen die bereits oben erwiahnten kinematischen Verfahren, die insbesondere fiir Auf-
gaben einfachster Art, wie den Rahmen, in der Literatur behandelt und allgemein bekannt
sind 2. '
Wir wenden nun die Gleichung (7) und (8) auf eine Unbekannte X; an. In Gleichung (8)

werden die Faktoren S,, S, S,, ... gleich 0, ausgenommen §,, das gleich 1 ist. Wir erhalten
also fir X; folgende Gleichung:
9) Xi=1yi+KikYk+KilYl+"'+Kz'zYz'
a) Belastung Y,=1
a I $ 4
L T . R LR AN
Kog=1
b) Belastung Yy~1
a b § s $ ¢
LA $ 1 34 A
KabT T/(bb=7
C) Belastung Yo=1
Pro
Kac }(‘be Kee=1
3
L) Belastung Yi=1
a b cy¢'g h 14 5t -
K 3 t T
eyt
Kt Ko K Ky K Kii=17
z) B‘s'/zm‘fung| Y, =1
a b cy s g I 2 ks ¢ x Yy 4
L LR - 5 3 D
ey e v
Koz Kiz Koz /{qz #rz Kz Kz Kez Kyz Kez—=1
Abb. 3.

Nach vorstehender Gleichung (9) finden wir fiir die einzelnen Unbekannten X (iie folgen-
den Werte:

Xa=Ya+Kabe+KacYc+"'+KaiYi +"'+Y‘Kazyz;
X, = Y.+ K, Y, + --- +K,, Y, + -+ K, Y,
Xc= Yc++KMYz -+ '+KczYz;
Xi.: Y+ K Yt - + K, ¥,
X, = Y,.

Wir setzen nun in die Gleichung fiir X; {siehe Gleichung (9)] die Werte nach Gleichung (6)
ein und erhalten:

. [me.v] [mk.v+1] [ml.v+42] [mz.n—1]
(10a) X, = _< lie.v] + Ky Uek.v+1] + Ky [lv+2] +oe K lzz.n— 1])

1 Vgl. Pirlet: Kompendium Bd.II, 1, S.140 und 150.
2 Vgl. Pirlet: Kompendium Bd.II, 2, S. 98ff.
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oder
(10b) Xi=—ﬁ[[mi.v]+@%%]~1—]1{ik[mk.v+ 1]+ [zg?:le K, [mly+2]4+ ..+
1.7
+ [;;n—_)l]K“ [mz.n— 1]].
Wir fiihren folgende Abkiirzung ein:
[ie.v] _ }z }
kv +1]1 |k’
[ei.9]  _ |4}
(11) ivt2] 1)
[iiv] _ ||
[cz.n—1] iz !’

Wir sprechen etwa: ¢ iiber k, ¢ iiber I usw. — Eine Verwechselung ist ausgeschlossen,
da jedem Buchstaben a, b, ¢, ..., 1, ...,z ein bestimmter Grad 0,1, 2, ...,,...,(n — 1) des
statisch unbestimmten Hauptsystems zugeordnet ist. Also z. B.

la) _ [aa] . l|a|_ [aa] | . {ai‘_ [aa] |
TR el T a2’ T Frer

ibi _ [bb.1], {b|_ b5.1] .

el ” Tec.2]’ ~Tdd3’>
le| _ [ee.4] e| _ [ee.d]
pf Rl gl Tgg-6)°

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir fiir X;:

) Lo L .
(10¢) X, = —Wl.-;’—][[mz.v]—}— !;EKik[mIc.v+1]+I;jKil[ml.v+2]+- : .+;:1Kiz[mz.n—1]].
Der Zéahlerwert in der (eckigen) Klammer stellt eine Verschiebung des Punktes m dar,
und zwar infolge einer Reihe von Belastungen bzw. Belastungsgruppen:

Das erste Glied [m4.v]ist die Verschiebung von m infolge ¥, =1, d. h. infolge der Lasten-
~gruppe K;, Ky, ..., K;;(=1) (vgl. Abb. 3). Das zweite Glied stellt die Verschiebung von

m infolge ¥, = || K., dar, d. h. infolge der mit || K. multiplizierten Lastengruppe K

aks
Ky, o0 Ky K ok (= 1). — Und so weiter bis zum letzten Gliede, welches die Verschiebung
von m infolge der mit 1: ‘ K;, multiplizierten Lastengruppe ¥,=1 darstellt, d. h. der Lasten-

gruppe K,,, Ko,y ..., Ky, ..., K, , (= 1) (vgl. Abb. 3).
Die Gesamtverschiebung von m, d. h. den Zéhlerwert in obigem Ausdruck fiir X, erhalten
wir also, wenn wir alle die vorgenannten Lasten bzw. Lastengruppen zusammenwirkend
a)

- e = .
et T
Kai K K Ky K Ki=1 Y=1

pas - y N
rrorr T
K Kex K Kpe  Ku Kx Ka=1 %=1

C) [ §

Wiw I 'y

1 4
H o 1 o T A T T
A S A AV
Abb. 4.

nehmen. — Die Lasten Y;=1, ¥, =1,...,Y,=1 sind nichts anderes als die in Abb. 3
dargestellten Lastengruppen mit den Einzellasten K. Die z. B. mit [Z‘K . multiplizierte
Last Y, = 1 erhilt man, wenn man simtliche Einzellasten des Belastungszustandes Y, = 1,
d. h. die Lasten K,;, K,;, Koy, - ..y Kz, Ky(= 1) mit {;iK,k multipliziert. — Entsprechen-
des gilt fiir die weiteren Glieder des Zahlerwertes von X, (vgl. Abb. 4).

Yk=|;c\Kik
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Beim Zusammenwirken aller dieser Belastungszustinde addieren sich die in den ein-
zelnen Punkten a, b, ¢, ... wirkenden Einzellasten der besagten Lastengrup_pen Es wirken

also beispielsweise in a, b bis ¢ die folgenden Lastensummen, die wir mit L,;, L;;, ..., L{;
bezeichnen wollen.
In a wirken: K, infolge Y,=1,
) 7
K, k K3 » Yk% A Ky,
7 )
Kal 1 Kzl » YZ—‘ 1 Kil:
Kaz : Kzz ” Yz = :iKzz
Insgesamt:
7 bal )
k!Kaszk + i ZlKalKil + -0+ 2 Kaz Kz‘z’
_das heifit: :
k4
ks
= 2/ l ;iKalKil'
=it
Fiir die Summe der in b wirkenden Lasten findet man entsprechend:
Ly = 2 Kyi K
SchlieBlich findet man fiir die Summe der im Punkte ; wirkenden Lasten:
2 .
, \ | 7 g
L= D) Kb
=gt
Wir konnten in gleicher Weise die Werte Lj;, Lj;, . .., L,; bestimmen. Das hat aber kein
Interesse, weil sich diese Lasten in den auf 7 folgenden Punkten &, I, m, ...,z, wie wir spiter
sehen werden, aus bereits berechneten Werten herleiten lassen.
Die so gefundenen Lasten L’ in @, b, ¢, . . .,4 und weiterhinin k, I, m, . . ., 2 ergeben in ihrer

Gesamtheit den Belastungszustand der in Gleichung (10¢) fir X, den Zahlerwert (eckige.
Klammer), d. h. eine Verschiebung des Punktes m liefert.

Nun stellt der letzten Endes gesuchte Belastungszustand X; ,_,= 1 eine aus Einzellasten L
bestehende Lastengruppe dar, bei welcher in 4 die Last 1 wirkt. In der oben ermittelten
Lastengruppe L’ wirkt aber in ¢ die Last Lj;. Dividieren wir nun alle Lasten L’ durch Lj;,
so erhalten wir die gesuchte Lastengruppe L, d.h. den Belastungszustand X, ,_, = 1.

Also ist zu setzen:

L, L, I, L,;
LM.=LZZ; Lbi:fZ:; L”:L;i;"‘;Lii=1;"';LZi=ﬁ'
Die auf L,; folgenden Werte L;;, L;;, Ly, . ., L,; bestimmen wir spiter auf anderem Wege,

und zwar aus bereits bekannten Werten. ;

Alle Glieder der Zahlersumme [vgl. Gleichung (10¢)] haben wir durch L}; dividiert. Natur-
gemédl miissen wir auch den Nennerwert [7¢.7] dieser Gleichung (10b) durch den gleichen
Wert dividieren. Dann muf} der so reduzierte Nenner, d. h. [ss L,v] den gesuchten Nennerwert
[7%.n — 1] darstellen, ebenso wie nach der Division durch L}; die Lastengruppe L den gesuchten
Zahlerwert [m1¢.n —1] ergibt.

Wir schreiben also:

(IOd) Xz = '-[,“/ n— 1]( az[ma] + Lb1[m b] =+ e+ L”[mz] + -+ in[mz])'
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Hier ist:
12)

(13)

Nach vorstehender Gleichung (13) berechnen wir die Lasten L

J. Pirlet:

r=1

PN

ci

>

A=1

L‘i 'i

=1.

Diagonale in nachstehender Tafel.

2z
A=

L =t=t"
z

KclKﬁ.

K,

Tafel der L-Werte.

auf der linken Seite der

a b c d —_ | — h 7 k — | — | — z
@ |Lao=1|Ly, L., La — | — |Laa L;, Ly — | — | — [L:a a
Ly Lyy=1| L, Ly — | — | L L, Ly, — | — | — | Lz b
¢ | L, Ly Lee=1|Ls. — | — | L. L;, Ly, — | — | — | Lz ¢
__d_ L,a Ly, Lea Lia=1| — — | Laa L;qy Ly, - - — | Lza d
B | 1 N | NI
R | RN | IR
b | Lg Lyn L.y Lizy - — | Laa=1|L;y Lin — - — | L B
t | Ly, Ly; L,; Lg; — | — | Las L;;=1|Lx; — | — | — |L.:; i
k | Lax Ly L L% — | — (Lax L;» Liz=1] — | — | — | Lz k
l | | I l | | [ | RN L
| I l | | I | | 1 I I | l |
2 | L, Ly, L. Ly, — | — |Ln:" | Lis Ly, — | — | — |L:x=1] 2
F=lle L L e [ =T—=Tn, 1L, [L. | —1—1— I

Da die Diagonalglieder gleich 1 sind, so wiren insgesamt n(n —1) Glieder L zu bestimmen.
Die Halfte derselben, also 2% (n —1) sind nach Gleichung (13) zu berechnen (Werte L,;).
Die andere Hilfte, also die Glieder L auf der rechten Seite der Diagonale (Werte Ly,), lassen

sich aus den zuerst berechneten Werten (L,;) durch Multiplikation mit einem Faktor u;;
bestimmen :

Ly, =L p .
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Den Multiplikator x finden wir durch folgende Uberlegung: Nach den Ausfiihrungen in
Abschnitt I kann man schreiben:

=[ma] +[mb]““ I Y | NS M T
X, = [mb]A”" + i) 2 4 k2 g e e
Nach Gleichung (lld) ist:

L

= [ma] [Fin + mb] i = [u n— 1]

L
[m ][m;‘ 1

+
_+..

"_[ma][kk 7 + [md] [Ickn Ghng T T [mi][kk. -
+

+ MR = [Ick n—1] Ml g [kkn Tk

Daraus folgt:

Aee L . Aie _ Lie
A4 7 [ia—11" A4 T [kk.n—1]°
da aber:
Api= Ay
so ergibt sich: Lie L
[te.n—1]1 [kk.n—1]
oder:
_ [22.n —1]
(14) Ly;= L”‘[kk n—1]"
Hierbei ist nach Gleichung (12):
[(in—1]= —— [“v] -, [Ick.n—l]:—z[ﬂi?l—.
| &
2 2| i 2 2| Kb
i=t i=k

Nach vorstehender Gleichung (14) sind die Werte L, ; auf der rechten Seite der Diagonale
in obiger Tafel der Werte L zu bestimmen.

IIL

Fiir die praktische Durchfiilhrung eines Berechnungsverfahrens ist eine Kontrolle der
Rechnung unerldBlich. Diese mufl aber mit der Entwicklung des Rechnungsganges fort-
schreiten, d. h. es miissen die auf den einzelnen Stufen der Rechnung gefundenen Ergebnisse
gepriift werden konnen. Das kann nur in der Weise erfolgen, dafl diese Ergebnisse auf einem
zweiten, unabhingigen Wege errechnet und beide Resultate miteinander verglichen werden.

Die Kontrolle der Verschiebungen des Grundsystems sowie derjenigen der Hauptsysteme
aufsteigender statischer Unbestimmtheit erfolgt auf bekanntem Wege!. — Die Werte L

sind durch Gleichung (13) dargestellt. Sie enthalten zunichst die Quotienten l ‘ d. h. Quo-

tienten aus den vorerwahnten Verschiebungen. Sodann kommen Produkte der Werte K
vor, d. h. der Lasten der einzelnen Belastungszustinde Y;, = 1. Thre Kontrolle ist daher
ein erstes Erfordernis. Auflerdem wéren schlieBlich noch die Endergebnisse L zu priifen.
Den Weg hierzu finden wir wie folgt.

a) Die Belastungszustdande Y, = 1; Y, ;= 1; Y, , = 1 usw. sowie die entsprechenden
Verschiebungen sind in nachstehenden Tafeln zusammengestellt. Die Summe der Verschie-
bungen der einzelnen Horizontalreihen ergibt die Werte [as], [bs.1], [¢s.2] usw. — Deren
Summe bezeichnen wir mit [ss]i?, d.h. wir schreiben:

[sspt=[as]+[bs.1]+ [cs.2]+ - - - + [zs.n—1].
1 Vgl. Pirlet: Kompendium Bd.IT, 1, S.188ff.
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In der Tafel der K-Werte summieren wir alle Werte K der einzelnen Vertikalkolonnen und
nennen diese Summenwerte K,,, K;,, K, ..., K,,. Bezeichnen wir die Ordinaten der Mo-
mentenfliche infolge dieser Lastengruppe mit Mgz und wie frither die Momente infolge der
Lastengruppe 1 in a, b, ¢, ...z am Grundsystem mit M, so gilt, wie leicht nachzuweisen ist,
die Gleichung:

[ss]2-1 j M, M
(15) bzw.
[ssli—t= yS S

SK E J (fiir vollwandige Systeme)

e E - (fiir Fachwerke).

Auf Grund dieser Gleichungen (15) erfolgt also die Kontrolle der K-Werte. Die auf der
rechten Seite stehenden Summenwerte, in denen die Krifte K., Kz, Ko -..,K,s ver-
wandt werden, miissen iibereinstimmen mit der Summe der bereits im ersten Teil der Rech-
nung gepriiften Verschiebungen: [as] + [bs.1] + [¢s.2] + -+ 4+ [zs.n —1].

Tafel der Verschiebungen [tk.v].

a b c d e — | — | = z
a | Yeo=1 [aa] | [ba] [ca) [da] [ea] — | — | — [za] - -3 = [as]
b | Yea—1 bb.1] | [cb.1]1| [db.1] | [eb.1] | — | — | — | [2.1] -3 — [bs.1]
c | Yee=1 [cc.2] | [de.2] | [ec.2] | — | — | — [ze.2] -3 =[cs.2]
d | Yas=1 [dd.3]|[ed.8]| — | — | — | [24.3] -3 =[ds.3]
e | Ype=1 ‘ [eed] | — | — | — [ze.4] -3 = [es.4]
| | | — 1| | o
| | | | v
2 | Yong=1 [zz2.n —1] |3 =[2s.n—1]
3= [sslgt
Tafel der Werte K; .
a b c d e — — — — — 2
a Ya.0=1 K,.=1
b | Ye=1 K., Ky,=1
c Y.:=1 K, Ky, K..=1
d Yiss=1 K.q Ky g K.q Kz;=1
e Yea=1 K, K’“{ K., K, K,,=1
| | | l | | | —
I | l l | | | I
2 | Yapq=1 K, K,. K., K;. K., - — — — — | K..=1
S= K,, K,, |K. K., | K. — | =] =] =1 = |k

b) In ahnlicher Weise erfolgt die Kontrolle der Werte L. Wir addieren in der Tafel der
L-Werte (vgl. S. 108) die Werte L der einzelnen Vertikalkolonnen und bezeichnen diese Sum-
menwerte mit L,s, Ly, Lgsy oo Lys. BEs gilt also allgemein die Gleiehung:

L "L +L _J_ch"[_ +Lzz+sz ¢ +L

D1e Momente bzw. Spannkrifte des Systems infolge dieser Lastengruppe Log, Lyg, Legy - - -y
L,, bezeichnen wir mit Mgy, bzw. Sgz. Die Momente M, sind, wie frither, die Momente infolge
der Lastengruppe X, =X, = X, =--=X,=1im Grundsystem. Jede Unbekannte X stellt
sich nach Gleichung (1) als Quotient zweier Verschiebungen des (n —1)-fach statisch un-
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bestimmten Hauptsystems dar. Die Summe der Zihlerwerte samtlicher X ergibt den Wert:
[ma.n—1]4 [mb.n —1]+ [mc.n—1]+ - - - 4+ [mz.n —1] = [ms.n —1].
Die Summe der Nennerwerte samtlicher X ist:
[aa.m—1]4[bb.n —1] + [cc.n— 1]+ - - - + [z2.n — 1] = [ss.n — 1].

Dann gilt, wie leicht nachzuweisen ist, die Gleichung:
d
[ms.n—1] =J'M0MSL——8 bzw. = ZSOSSLﬁ,

[ssn—l]_JMMSLEJ baw. =8, 85,57

Nach dieser Gleichung (16) erfolgt die Kontrolle der L-Werte, d. h. der Ergebnisse der
Rechnung. — Damit ist der Weg fiir eine systematische Kontrolle der Rechnung gegeben:
Die Verschiebungen des Grundsystems, ebenso diejenigen der einzelnen Hauptsysteme
werden in der von frither her bekannten Weise gepriift, womit gleichzeitig die Kontrolle
der Festwerte F' gegeben ist. Aus den Festwerten setzen sich die Werte K zusammen (vgl.
Pirlet: Kompendium der Statik der Baukonstruktionen Bd. II, 1, S. 140; die dort mit X,
bezeichneten Lasten sind identisch mit unsern Werten K;;), und diese werden gepriift nach
Gleichung (15).

Aus den so gepriiften Werten K setzen sich die Werte L zusammen [vgl. Gleichung (13)].
Fiir die Kontrolle dieser Lasten, d. h. der Ergebnisse der Rechnung, verwenden wir Glei-
chung (16).

(16)

Ergebnis.

Die Unbekannten X, eines n-fach unbestimmten Systems berechnen sich nach Glei-
chung (1) bzw. (1a) als Quotienten zweier Verschiebungen bzw. zweier Summenausdriicke.
Die in diesen Gleichungen auftretenden Momente M, ,_, bzw. Spannkrifte S, ,_, [Krifte
im (n — 1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystem] werden hervorgerufen durch die Lasten-
gruppen Lg;, Ly;, Lyyy...sLi; (=1), Ly;,..., L,;. Diese zu bestimmen, ist das Ziel der
vorstehenden Untersuchungen.

Die Einzelkrifte L sind nach Gleichung (13) als Quotienten zweiér Summenausdriicke
zu berechnen. Die hierin vorkommenden Werte K;; sind die Einzellasten der Zusténde

Y; , = 1. Thre Berechnung erfolgt nach bekannten Regeln. Die Faktoren [;I in Gleichung (13)

sind Quotienten von Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme; ihre Deutung
ergibt sich aus Gleichung (10). — Die Berechnung der Werte L erfolgt tabellarisch nach

Gleichung (13), entsprechend der Form und dem Sinn der Summenausdriicke.

Insgesamt sind n (n2— 1) Werte L;; zu berechnen, und zwar die Werte auf der linken Seite

der Diagonale in der Tafel der L-Werte (vgl. S.108). — Die iibrigen 201 Werte aut

der rechten Seite der Diagonale ergeben sich aus den Werten L, nach Glelchung (14).

Die Kontrolle der Ergebnisse erfolgt stufenweise entsprechend dem Fortschreiten der
Rechnung. Die Verschiebungen des Grundsystems und der einzelnen Hauptsysteme werden
nach bekannten Regeln gepriift; die Kontrolle der Werte K;; und L, erfolgt nach den Glei-
chungen (15) und (16).

(n

Nach dem vorstehenden Verfahren lassen sich alle Aufgaben der Statik der unbestimmten
Systeme durch tabellarische Rechnung einfach und iibersichtlieh 16sen, und zwar fiir jedes
System und jede Belastungsart.

In den meisten Fillen ergeben sich wesentliche Vereinfachungen der hier dargestellten
allgemeinen Form des Rechnungsganges. So wird z. B. in dem besonders hiufigen Fall drei-
gliedriger Elastizitatsgleichungen L;, = K;, [vgl. Gleichung (13)]. Uberhaupt 18t sich
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allgemein der Wert L,; in der Form L,; = K, u;; darstellen. Der Multiplikator u,,, der
sich bei geeigneter Wahl der Unbekannten im allgemeinen mehr oder minder dem Werte 1

adhert, ist dann die maBgebliche Grole der Rechnung.
In den Summenausdriicken des Zahlers und Nenners der Werte L fallen durchweg die

Zahlenwerte der einzelnen Glieder sehr schnell ab, so daf nur die ersten Werte beriicksichtigt
zu ‘werden brauchen. — Desgleichen werden im allgemeinen die Werte L infolge X; ,_,=1
seitlich von 4 so klein, daf} sie zum groBten Teil vernachlissigt werden konnen. Wir sind
somit in der Lage, aus dem genauen Rechnungsgang die Naherungsrechnungen abzuleiten.
Dieser Moglichkeit kommt fiir das praktische Rechnen eine besondere Bedeutung zu.

Die Kontrollgleichungen [vgl. Gleichung (15) und (16)] fiihren insbesondere bei Rahmen-
konstruktionen und verwandten Aufgaben zu hochst einfachen Ausdriicken fiir die Priifung

der Werte K und L.
Die Einfachheit und ZweckmiBigkeit des Rechnungsganges ist an Zahlenbeispielen
erprobt. — Anwendungen des hier behandelten Verfahrens werden an anderer Stelle folgen.

(Eingegangen 5. 3. 1942)"

Zur Berechnung von Stockwerkrahmen mit waagerechten
Knotenlasten.

Von K. Pohl, Berlin-Charlottenburg.
Mit 25 Abbildungen.

1. Die Formiinderung des Stockwerkrahmens.
Es sei vorausgesetzt, dal nur waagerechte Knotenlasten P angreifen, die sowohl Wind-
lasten als auch die ,,Festhaltekriafte derjenigen Rechnungsmethoden bedeuten konnen,
die im ersten Rechnungsgange mit einem unverschieblichen Netz arbeiten (Abb. 1). Sehen

wir zunachst von den Verbiegungen der Stabe ab, so bestehen die Forménderungen der
r

T et

5
T T T T 1 ] [] LR
2 | I | i h i I ! T ~h
; Py et VA A A
T 1 T T h T 1 =—H==
C T
| .
i s / r" { = e ;_ 1
L é /! / ! | I R
¥ a |0
A\ N N \
Abb. 1. Abb. 2. /‘/\

Rahmenvierecke aus einer rhombischen Verzerrung als Folge der Ja%

Querkriafte in den Stockwerken (Abb. 2) und einer keilférmigen Abb. 3
Verformung (Abb. 3), die aus den Langenanderungen der Stiitzen o

als Folge der Momente der Lasten P entsteht. Beide Verformungsarten sind vergleichbar
denjenigen eines Korperelements im vollwandigen, eingespannten Freitriger infolge der
Schubspannungen 7 und der Normalspannungen o. Letztere entsprechen den Stiitzenkrif-
ten S des Stockwerkrahmens, tatsichlich werden die S haufig auf Grund einer gradlinigen
Spannungsverteilung berechnet, was allerdings nur bei einem bedeutenden Verhaltnis 3h: 31

gentigend richtig istl.

Die Langenanderungen der Riegel diirfen stets vernachlassigt werden, die der Stiitzen
konnen bei der Berechnung der Knotenpunktverschiebungen zusitzlich beriicksichtigt
werden, ihr EinfluB auf die Biegungsmomente ist unbedeutend. Wir kénnen uns daher
auf die Betrachtung der rhombischen Verzerrung beschranken, die ohne Lingenanderungen

vor sich geht.
! Vgl. den Bericht des Verfassers im Bauingenieur 1941 iiber amerikanische Methoden der Rahmenberechnung.
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2. Das Zellentragwerk als Ersatzsystem.

Es liegt der Gedanke nahe, sich das Rahmentragwerk aus lauter einzelnen geschlossenen
rechteckigen Zellen bestehend zu denken, die in den Ecken durch Gelenke verbunden sind
(ADbb. 4). Die inneren Stabe des Stockwerkrahmens werden hierbei geteilt und je zwei Zellen
zugewiesen, Doppelstdbe. Ahnlich wie die Schubspannungen 7 am Korperelement wirken
dann auf jede Zelle zwei waagerechte Krafte H und zwei lotrechte Krafte ¥V, welche die
Gleichgewichtsbedingung gegen  Verdrehen

#
[ j (Abb. 5) N4 =He

(1) Hh=7VI / /
‘ ~ @) gl BAl
erfiillen miissen. Die Krifte H und V werden °V W
[ J von den Nachbarzellen in den 4 Gelenken auf a I b\\?
Abb. 4 die Zelle iibertragen, es ist fiir die Berechnung
: o der Biegungsmomente gleichgiiltig, wie sich ﬂ{
jedes H oder V auf die beiden Gelenke an jedem Stabende verteilt. lT ]

Bildet man die Mittelkraft B aus H und V, so sind die drei in &) |/

Abb. 6 dargestellten Belastungszustande fiir die Biegungsmomente /

und die aus diesen entstehenden Forménderungen gleichwertig, nur ,V
H die Normalkrifte ergeben sich verschieden, diese

sollten aber bei dieser Betrachtung ausscheiden. & /7/\"(
T Vv An der untersten Zellenreihe erscheinen H / /
v 3 und V als Reaktionen. Bei gleich groflen Zel- c¢) |/ /
len mit gleichen Steifigkeitszahlen heben sich die / /
inneren V auf. Es gibt tatsichlich eine Be- G
H . R
rechnungsmethode des Stockwerkrahmens, bei “ 3
Abb. 5. Abb. 6.

der die inneren Stiitzenkrifte von vornherein

gleich Null gesetzt werden! und die auBeren Stiitzen allein das ganze Windmoment
aufzunehmen haben.

3. Biegungsmomente und Forminderung der Zelle infolge der
H-V-Belastung.

Die vier Stibe haben die Trigheitsmomente J,.J, (Riegel) und J,J, (Stiitzen). Wir
rechnen alle Forménderungen E J,-fach und setzen
2) J:J,=o, Jod,=u, JoJ,=s, J i d
ferner sei -
3) hil=a.

Die Rechnung verlauft mit drei statisch unbestimmten GroBen in bekannter Weise. Positive
Momente bedeuten bei allen 4 Staben einer Zelle Zugspannungen an der Innenseite oder
die hohle Seite der Biegelinie aulen. Die Ergebnisse sind:

a) M,= —{30%u —I— «[20%r + ou (6s+57)] + a2[207%+ s7 (50 + 6u)] + 3adsr?),

) b) M,= g {30%u + «[20%s + ou (55 + 67)] + a2[20 8%+ s7 (50 + 6u)] + 3ads27),
c) M,=:2N {Bou*+ a[2u2r+ou(68+5r)]+oc2[2ur2+ sr(60+5u)] + 3adsr,
d) M;= —{8ou?+ a[2u%s + ou (554 67)] + a2 [2us® + 87‘(60—}-'5’11,)]-{—30(3827‘}.

Der Nenner lautet
= (0+u)[e®(s+7)°+ Bou + 9o?sr] + a (s +7) [(0+ u)2+ 3a2sr + Yo u].
Die rhombische Verzerrung ist durch die Verschiebung & des oberen Riegels gegen den un-
teren gegeben. Man erhalt mit einer Arbeitsgleichung
h 1 Z
(5) EJ é=H-— ¥
1 Seite 112.
Stahlbau-Forschungsheft 6. 8
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(5a) Z=73(ou—a?sr)®+ (0+u)x(s+7)(ou+a2sr) + (0 + u)asr + a?(s+1)20u.
Die Ausdriicke fiir N und Z werden leichter iibersehbar, wenn man erkennt, da3 den Werten
o und % die Werte as und ar gegeniiberstehen.

Die S-formig gekriimmte Biegelinie des unteren Riegels hat in & den Tangentendreh-
winkel 7,, zugleich Knotendrehwinkel », des Rahmens, vgl. Abb. 7:

(6)

BJ,ty= —BJ =" @M, + M),

fur Punkt a werden M, und M, vertauscht, am oberen Riegel wird mit M, M, und o ge-

rechnet.

Durch diese Formeln ist der Spannungs- und Forméinderungszustand der Zelle voll-
standig bekannt, sobald der Wert H gegeben ist.

cl* d

RS

1

a N

23

i
|

b

o
Abb. 7.

Bedeutende Vereinfachungen ergeben sich fiir symmetrische
Zellen.

a) Lotrechte Symmetrieachse, J,=J, =J,, s = r = ».
(M,=—M,=FHh(0+3av):2Ny,

™ | M,= — M,— + Hh(u+3a0):2N,,

Abb. 7, worin

(7a) N,=0+u-+ 6av.

Die Nullpunkte der M-Flichen in den Stiitzen liegen im Abstande
(8) ¢c=h(u+3av):N,.

Dies MafB ist nicht zu verwechseln mit dem Abstande ¢’ des elastischen Schwerpunktes O

des Rahmens:

9)

' (w+ov)
¢ _—ko+u+2ow'

Fiir die waagerechte Verschiebung & erhilt man

(10)
(10a)

w7,
3 4N,°
Zy=o0u+ 2av(0+u) + 302¢2.

EJ,i=H

Die antimetrische Biegelinie des unteren Riegels hat in b den Tangentenwinkel 7,, zugleich
Knotendrehwinkel v, des Rahmens:

(11)

BJ,t= — B, = M, = —EJ)t,= —EJ,»,,

entsprechend in ¢ und d mit M, und o.
b) Waagerechte Symmetrieachse, J, =J, =J;, 0o = u =1¢. Mit

(12)
erhalt man
(13)

(13a)

l 1
w=P=g

(M,=—M,=TFHh(r+3pt):2N],
| My= —M,= 4-Hh(s+38¢):2N],
Ni=s+r+ 68t.

Die Nullpunkte der M-Flichen in den Riegeln liegen im Abstande d vom linken Pfosten,
der elastische Schwerpunkt des Rahmens im Abstande d’, es ist

(14)
(15)

d=1(r+3pt):N{

r__ (r+ B1)
d _ls—l-r-i—Zﬁt'
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Die Horizontalverschiebung wird:

HRr Z)
(16) BJ =55 G
(16a) Zy=sr+ 2Bt (s+r) + 3B2%¢3.
(17) BJ,v= —EJ =Y M, + M,),

entsprechend links, in den oberen Ecken mit M, und M,.

4. Berechnung der Werte H.

In einem beliebigen Stockwerk des Rahmens wirke die waagerechte Querkraft @ gleich der
Summe aller dariiber befindlichen Lasten P. Die Zellen seien von links nach rechts mit a,
b, ¢... bezeichnet und mit H,, H,, H,... belastet, dann ist

(18) SH=Q.

Die Verteilung von @ auf die Zellen ergibt sich aus der Bedingung, daB alle Zellen eines
Stockwerks die gleiche Horizontalverschiebung & des oberen Riegels gegen den unteren
ausfithren, also mit (5):

2l, Z, h2l, Z hzl Z,
BJ £ =H, 3" 3 =H 3" 3 = =
hieraus .
__3EJ.E N, __3EJ.E N,
H,= L 7o H, = A usw.

Dann wird nach (18)

3EJ.E(N, , N, B
2 (zaza + A +- ) =@
Mit den Bezeichnungen

N, N,
(19) Z,Za = }‘a? 'l_,,_Zb; = lb usw
wird die Horizontalverschiebung

_1 2 1
(20) EJcé—th 57
und fiir die auf die Zellen wirkenden Horizontalkrafte erhilt man
_ _}b_

(21) H,=0Q 2 Z , H, = Q usw.

Dabei ist zu beachten, da bei den Zellen mit lotrechter Symmetrleachse nach (10) A=
und bei den Zellen mit Waagerechter Symmetrieachse nach (16) 1= :Z, eingesetzt werden muB

Nach Bestimmung der H konnen nun die Eckmomente aller Zellen mit den Formeln (4),
(7) oder (13) berechnet werden, dann werden die Momente in den Doppelstiben' sinngemaf
addiert, fiir die Stiitzen des Rahmens aus den nebeneinander, fiir die Riegel aus den iiber-
einander liegenden Zellen. Hierbei sollen im Stockwerkrahmen die Riegelmomente als positiv
gelten, wenn die Zugseite unten liegt, bei den Pfostenmomenten gilt M positiv bei Zug-
seite rechts. Aus den Einzelverschiebungen & der Stockwerke konnen die Gesamtverschie-
bungen ¢ der Riegel bestimmt werden. Diese Verschiebungen stimmen mit den genau be-
rechneten Werten eines Stockwerkrahmens mit ungeteilten Staben recht gut iiberein. Hin-
gegen erhélt man fiir die Knotendrehwinkel » der Einzelzellen aus den Formeln (6) oder (11)
und (17) fiir einen inneren Knoten im allgemeinen vier recht verschiedene Werte, wahrend
die genaue Berechnung des wirklichen Systems nur einen liefert. Die Doppelstiabe des Zellen-
tragwerks haben also im allgemeinen verschiedene Biegelinien, die Annaherung an die Er-
gebnisse einer genauen Berechnung ist um so besser, je mehr diese Biegelinien zusammenfallen.

A. Melles benutzt in zwei Arbeiten® dieselben Zellen als statisch unbestimmte Haupt-
systeme zur Berechnung zweistieliger Stockwerkrahmen und zweigurtiger Rahmentrager.

1 Beton u. Eisen 1940 S.272; 1941 S.254.
8*
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Als statisch unbestimmte GroBen der zweiten Berechnungsstufe werden die Momente in
den kurzen, gedachten Gurtstiicken zwischen den Zellen eingefiihrt. Dieser Weg ist hier
nicht zweckmaBig, weil bei zwei sich kreuzenden Stiben an jedem inneren Knoten drei,
an den Randknoten zwei unbekannte Momente auftreten. Es soll daher fiir eine Naherungs-
berechnung als ausreichend angesehen werden, die vier verschiedenen Werte v der Riegel
in einem Kreuzungspunkt und damit ihre Biegelinien einander moglichst anzugleichen,
indem wir die Aufteilung der ganzen Stiabe in Doppelstibe der Zellen nicht willkiirlich,
sondern im Hinblick auf dieses Ziel vornehmen.

5. Die Aufteilung der inneren Stiibe.

Um recht viel Zellen mit lotrechter Symmetrieachse zu erhalten, wird man die Auf-
teilung der Tragheitsmomente Jg. der inneren Stiitzen unter diesem Gesichtspunkt durch-
fithren. Mehr freie Hand hat man bei den Zwischenriegeln, Trigheitsmomente J 5. Eine erste

A grobe Anpassung bei Zellen mit lotrechter Symmetrieachse erhalt
‘ z A =1 man folgendermafBen: Nach (11) wird, vgl. Abb. 8:
g ' % l l
< % oy I “r ‘ E’le': Mdlgj—’ Evb":Mbu 67
, la 4, sl s or “11
/1‘?‘- Hy _/ hierbei bedeuten J, + J,,, = Jp die Teilwerte des Tragheitsmomen-
Lo~ #, M
I T TN tes des Zwischenriegels. Nun ist
N N 1 H "
I Ir
< l AN Mo, =5 e, Moyy="5 (b= ).
% a dyy b Jedes H sei = 2@ % ﬁ , was nur fiir starre Riegel gilt, 3J,: b
g ; bezieht sich auf alle Stiitzen eines Stockwerks, h fallt heraus. Setzt
Abb. 8 man diese Ausdriicke in die Formeln fiir # und dann in die fiir die

» ein, so erhalt man aus der Bedingung v4, = ,;;, wenn man auBler-
= }h,, setzt

_Jo, - Qrhy (Jv,: Z']vl)
. Q11 brr (J'v”: ZJv") ’

Um eine zweite, bessere Aufteilung des Zwischenriegels (J3) zu erreichen, setzen wir

dem noch ¢; = }h;, by —opy

(22)

Je — - — Jc — v — — _iq_ — w

Tz =w, Jol— ‘pJR’ Jo, =0r= 9’ ']uu‘ (1—9) JIrs Ju" Ut I=¢)
Dann lauten die Eckmomente nach (7):

M, = Hy hI (wr + 3oy vy) , M, Hu - (011+ 3oy vrr) ,
1 2 (w 14 2
» + uy+ 6oy v:) ( n+ (p) + 6oy ”n>
die beiden Winkel 7;, = v, und 7,;; = #,;; sind
I w w
Evadlz Mdl? ;, EJ 'Vbu 'Z'Ibllﬁ ( _(P)'

Hierin werden die Ausdriicke fiir die M eingesetzt, dann beide » glelchgesetzt und erst. ¢
dann 1 — ¢ berechnet. Man erhilt

— Hy by (ur + 3oy v7) (074w + 607 vy) — Hyp by (0 + 30 vp) w
Hyp byp (0 + 3oyp vgg) (up + w + 6oy v1) — Hyp by (up + 3oy on)w °

_ 9
urr l —(p
oder mit den Abkiirzungen
ur+ 30 = Cy, o1+ 3o vy = Ap,
w+ u;+ 6a0,=N,, , w+ oy + 6o vy =N, ,
¢ HIhIOINw"_ Hyhy Apw
l—¢  HyhyAy N, — HihCrw”

(23)

(23a)
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Die Steifigkeitswerte o;; und u, der abliegenden Riegel werden hierbei nach den Ergeb-
nissen der ersten Anpassung, Formel (22), eingesetzt.

Auf einem anderen Wege gelangt man zum gleichen Ergebnis. Man berechnet die Momente
M, = —M, (in Abb. 8 gestrichelt eingetragen), die bei willkiirlicher Aufteilung in den ge-
dachten kurzen Gurtstiicken ac und bd auftreten miissen. Diese sind

. - Hihy Nypop(wy + 3oy v7) — Hyp hyy Ny (07 + 3oty vy7)
(24) Ml - M,« - Nyrop (up + 60 v;) + Nyug (07 + 6oy vpy) )
Hierin N, nach (7a) = o; 4+ u; + 6 o;v;, entsprechend N,,. In diesen Ausdruck setzen wir
ein o,=w:@p, u; = w:(1 — ¢) und bestimmen diejenigen Werte von ¢ und 1 — ¢, fiir
welche M, = — M, = 0 werden, d.h. der Zahler der Formel (24). Man erhalt wieder (23).
Fir symmetrische zweistielige Stockwerkrahmen wird einfach H, = Q,, H, =, bei
mehreren nebeneinander liegenden Zellen setzt man H; = 2Q,J,;: 3J,;, entsprechend H;.
Wenn die Formel auch nur fiir 2 Stockwerke streng richtig ist, so liefert sie doch auch fiir
beliebige Stockwerkzahl recht gute Ergebnisse, wenn man jedesmal o, und u; nach der
durch (22) gegebenen ersten Aufteilung einsetzt.

6. Beispiel, zum Vergleich genau berechnet.

Unregelmaflig gebautes Tragwerk nach Abb. 9.
Es sollen elastisch eingespannte Stiitzen angenommen werden, um nachher zu zeigen,
wie diese bei der Zellenrechnung beriicksichtigt werden k¢énnen. Die Knoten sind mit a bis [,
die Stabe mit 1 bis 12 bezeichnet, die eingeklammerten Zahlen sind Vergleichswerte fiir die
Tragheitsmomente. Unbekannt sind 7 Knotendreh-
winkel », bis », und 2 Stabdrehwinkel x; und g, da- 25,6 (0 J (#0) ¢

)
her sind 7 Knotengleichungen (Verdrehungsgleichungen) iq\ sl n ol % ,
und 2 Netzgleichungen (Verschiebungsgleichungen) auf- | {b/ @
zustellen. Es soll nun die Beriicksichtigung der elasti- y 4t ?\fg[_]/_ = \\,/2{},/ - /7“00) z
schen Einspannung am Stabe 1 = ha gezeigt werden!. i ' , 271/ 3 23 y day
Die Grundformeln fiir die Einspannungsmomente T ’ 7’6/ v / e ’
lauten '
1 N ‘L..J\ Y“_ J\' = 1|. J \IL.,_I
= —(4 - 2 — h 4 ‘7( lZ
5) M, 7 (» vt 29, — 6uy), L<—5,a 75 2
1
M,,= _7(2”h+4”a—6ﬂ1)> Abb. 9.
1

positive M sind in Abb. 9 durch gestrichelte Biegelinien angedeutet.
Ahnlich wie man bei einem Gelenk », durch M,,= 0 eliminieren kann, setzt man hier

(26) v,=—M,, &, (alle v und y rechtsdrehend positiv, ¢,= v, inf. M,, = 1),
setzt dies in die Grundformeln ein und lost diese nach M,, und M,; auf. Man erhilt
2y, —6u _ g va (b4 3en) b (I 2en)
- M= L+de, ° Mon= oA (za+4e,.>+6 L (4 4e)
Fiir die Netzgleichungen brauchen wir noch die Werte
. _ 6 +2e) o (Lt
Mra= M=y [”“ Gt de)  Mar 48,.)]'

Wir fithren noch die Abkiirzungen ein
(27) Lte=10, UL+26=1, U+3ea=10,;, UL+41e=1,,
- ferner nennen wir 1:/’ = A. Eine Verwechselung mit den A-Werten nach (19) ist nicht zu
befiirchten, da beide Rechnungsmethoden nicht ineinandergreifen. Dann ist

’ 4
(28) -Mah= "—2'1<4vaiti_ 6”1#);
l14 114
T4 4
(29) My Mor= 61 (v 3 — 21r3%),
. 14 14

! Die genaue Beriicksichtigung der elastischen Einspannung bei verdnderlichem J der Stibe zeigt die

Arbeit von Dischinger.
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das Einspannungsmoment bleibt

1
(30) My = - (29, — 6p).

Entsprechend lauten die Momente M, und M,; mit I, I , I,, I,
Stabe 5 bis 12 bleiben die Grundformeln unveriandert.

Berechnung der Verdrehungskonstanten &, Abb. 10. Durch eine einfache Zwischenrech-
nung erhilt man

Iy, und ¢; usw. Fir die

(31) e=

(32) J, =

das Tragheitsmoment der Sohlenfliche um die Schwerachse L Bildfliche ist.
Da alle Forménderungen EJ-fach eingehen, bilden wir

M_7 __E Js J.
T (3) Bre=E 0 T,

Jg=J der Stiitze.

"Wir nehmen fiir alle 4 Stiitzen das Verhiltnis J,:Jg = 3500 an,
== 4 setzen k = 8 kg/cm3 = 8000 t/m? und erhalten

/,

. Je
, EJ s =0,155*.

- ——-+~~—* Fir J, setzen wir 3 Einheiten und erhalten mit den in Abb. 9 in Klam-
' mern angegebenen Vergleichswerten fiir Jg:

J EJ,e,=1,406, EJ,,=0661, EJ,e,=0,750, EJ.e=1,875.
Abb. 10. - . .
Die Stiitzenldngen rechnen wir dann bis Fundamentunterkante = 6,2 m.

Damit kann man sémtliche Werte I’ + ¢ usw. nach den Formeln (27) bilden und alle
9 Gleichungen anschreiben. Diese lauten:

rq "y ve vq ve vf 7 153 1574

a 1,927 0,667 — — 0,139 — — — 0,433 | — 0,416 | =0
b 0,667 3,627 0,533 — — 0,278 — -0918 | —0,833 | =0
c — 0,533 2,678 0,370 — — 0,139  — 0,810 | — 0,416 | =0
d — — 0,370 0,978 — — — — 0,324 — =0
e 0,139 — — — 1,166 0,444 — — — 0,416 | =0
f — 0,278 — — 0,444 2,156 0,356 — —0833 |=0
g — — 0,139 — — 0,356 0,989 — — 0416 [ =0

I | —-0433| —0918| —0,810 | — 0,324 — — — + 4,482 — =6,2Q,
IT | —0,416 | — 0,833 | — 0,416 — — 0,416 | — 0,833 | — 0,416 — 43,333 | =4,80Q,

Die Auflosung ergibt (alles EJ -fach) mit Q, = 6,0; Q,= 2,0 ¢:
v,=2,2118, 9,=2,6431, »,=277826, v,=2,1649, »,=1,0110, ,=1,0727,
v,=1,2089, pu;=97141, pu;=4,7107.

Die hieraus nach den Grundformeln (25), (28), (29) berechneten Biegungsmomente, Stab-
querkréfte und Auflagerkrafte sind in Abb. 12 und 13 in Klammern eingetragen. Die Ver-
schiebungen sind:

EJ & = purh;=9,7141.6,2 = 60,23 tm3,  BJ &= pyhyy = 4,7107-4,8 = 22,61 tm?,
EJ,6,=6023tm3,  EJ,0;= 6023+ 22,61 + 82,84 tm?3.
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7. Dasselbe Beispiel, als Zellentragwerk berechnet.
Die Zellen sind mit 1 bis 5 bezeichnet.
Die elastische Einspannung der vier unteren Stiitzen wird durch elastische Fundament-
riegel ersetzt, deren Querschnitte J, , J,,, J,, so bestimmt werden, daf fiir eine anti-

metrische Verbiegung nach Abb. 7 dieselbe Verdrehung 7 = » an den Enden entsteht wie
infolge der elastischen Einspannung der Stiitzen. Aus

M1 _ M
GEJ“_ k
folgt
I N A |
(34) Ju=tvg 7 7.=7 % o5

wenn wir das Verhaltnis J,:J, = 3500 auch fiir die geteilten Werte festhalten. Damit wird
Jy,=1,6:6,0:4,5 =2,133, u; = 3:2,133 = 1,41,
Juo=1,8-7,5:4,5 = 3,000, wu,=3:30 =1,00,
Jy=1,2:72:45=1,920,  u5=3:1,920 = 1,56.

Teilung der Zwischenriegel 8 und 9.

Die Horizontalkrafte H,, H;, der Formel (23) werden zunichst aus i1H=QJ,:3J, be-
stimmt, fir die Zellen 3 und 1, Riegel 8 wird

1H, —6,0-1,6:9,2 = 1,043 t,
%HII= 2,0'1,034,0 = 0,5 t,

sHhy =1,043-6,2 = 6,467 tm,
LHyhy =05 -4,8=24tm.
Mit den Zahlen der folgenden Tabelle wird
C}=1,41 + 3.1,033.1,87 = 7,206, A;=0,75+3-0,8-3,0=17,95,
N, =05+ 1,41 +6-1,033.1,87 =13,502, N, =05+0,75+6.0,8-3,0 = 15,65,

¢ _ 6,467-7,206-15,656 — 2,4-7,95-0,6
1+¢ 24-795-13,502 — 6,467 - 7,206 - 0,5

= 3,072,
damit wird
@ = 3,072:4,072 = 0,7544,
0;=0,5:0,754 = 0,662,

1— ¢ = 0,2456,
u, = 0,5:0,2456 = 2,036,

Ebenso werden die Teilungswerte fiir Riegel 9 bestimmt, also o, und u,. Alle Werte J sind

in Abb. 11 in Klammern eingetragen, ouv = 3,0:J in der folgenden Tafel.
Die Berechnung wird in einer Zahlentafel durchgefiihrt, von der hier ein Teil wieder-

gegeben ist.
Zelle — 1 2 3 4
20t (40) (40)

! 6,0 7,5 6,0 7,5 7,2

h 48 48 6.2 6.2 6,2

% 0.8 0,64 1033 | 0827 | 0.861 )| @ wlw) @ o

0 0,75 0,75 0,662 0,643 0,75 4ot (147%) (1332) (40)
u 2036 | 2252 | 141 1,00 1,56 - ;

v 3.0 3.0 1,87 1,67 2,50 (4526) (4668)

N, |es74 | 5800 |5u66 |3972 | 6080

z, | 3218 | 2428 | 2014 | 1090 | 2500 w)| @ e\ @ a8\ & |2
2 03560 | 0,3191 | 0.4524 | 0.4858 | 03382

H 1054 | 0946 | 2126 | 2284 | 1,590 (4133) (000 (1920)
M., | L170 | 1018 | 3115 | 3413 | 2333

M., | 1350 | 1253 | 3476 | 3.667 | 2596 Abb. 11.

Aus den Werten A erhalt man die genaueren Werte fiir H, Formel (21).
Oberes Stockwerk:

34 = 10,3560 + 0,3191 = 0,6751,
H,=2,0-.0,3560:0,6751 = 1,054 t,
H,=2,0.0,3191:0,6751 = 0,946 t.
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Unteres Stockwerk:
> A =0,4524 + 0,4858 4 0,3382 = 1,2764,
H;,=6,0.0,4524:1,2764 = 2,126 t,
H,=6,0-0,4858:1,2764 = 2,284 t,
H,=6,0-0,3382:1,2764 = 1,590 t.

Nun kénnen mit den Formeln (7) die Eckmomente gerechnet werden.
Die Abb. 12 und 13 zei-

. 1253 gen die Momente, Stabquer-
(,@‘g)q (1241). krafte und Auflagerkrafte, die
T |t eingeklammerten Zahlen sind

die FErgebnisse der genauen
i Rechnung. Die Zahlen mit Vor-
A (,Zgg}l/ = 4% gzeichen in Abb. 13 bedeuten
g (2,634) . wpr s .
1776 [+ I+ T+ T+ dieNormalkrafteindenStiitzen.
(1207) | /> 6263 Beide Losungen erfiillen alle 3
(3501)  (4aas) | /(7me%) (i Gleichgewichtsbedingungen fiir
- das ganze System. Z. B. ist
das Kippmoment
! ; ! ! SM =20(48+62) +
3175 6528 546 ,, .6,2 =
(3724) (6527) (5730) (55 +4,0.6,2 = 46,8 tm,

Abb. 12. die Auflagerkrafte des Zellen-
tragwerks liefern

S M = 2,002 (6,0 + 7,5 + 7,2) — 0,419 (7,5 + 7,2) — 0,862-7,2 = 29,076 +
+ 3,115 + 6,528 + 5,746 - 2,333 = 17,722, zus. 46,8 tm.

Horizontalverschiebungen des Zellentragwerks nach Formel (10):

| 1,054-48° s
2z 0 453 l___’ Q334 EJc &= 3.03560 22,73 tm?,

0527 (4463 (4325 ebenso grofl wird EJ, &,,
(6.538) 10 007 2,126 - 6,2°
453 4 - 4 ~(384 = 8T e 3
() (4597) 2372, (9471) (gzs) BJ & =35 a50a = 60,21 tm?,
— — — ebenso gro3 werden &, und &;.
¥ 1549 I 1 1249 l ? 9721 Wir stellen noch fest, wie sich die
(16%8) | | (1738) | | (a763) 4 Winkel 7 = » in der gemeinsamen
(%g%}‘“_ 2207 (2205) 1637 (1928) 0755 (0605) Ecke der Zellen1, 2, 3, 4 ergeben. .
o Tdm gm 4w Zele
7 -4 -4 720, -4
o) 6 EJ,» = 6,0-2,036-1,170 = 14,3 tm?
j I I I Zelle 3:
1063 2205 1937 0795 . _ ) . _
(o l o T A ] {WJ,T 6 EJ,» = 6,0-0,662-3,476 = 13,8 .
2002 4479 0862 g1 Zelle 2: :
(2081) (6.5%6) (9720 @m] ¢ EJ,»—=17,5-2,252-1,018 = 17,2 ,,
Abb. 13. Zelle 4:

6 EJ,» = 7,5-0,643-3,667 = 17,7
6 EJ,v, = 6-2,643 — 15,9.

Die Angleichung der iibereinanderliegenden Biegelinien ist gut, nach links und rechts we-
niger, wie zu erwarten war, da sich unsere Teilungsformeln (22) und (23) nur auf zwei iber-
einanderliegende Zellen bezogen.

bl

Der genaue Wert ist
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8. Der Stockwerkrahmen als Rautenfachwerk.

Die Langeninderungen der Sehnen, welche die Momentennullpunkte einer Rahmenzelle
iiber Eck verbinden, erhalt man aus Arbeitsgleichungen, Abb. 14:

(35a) BJ,Ad, = M, 2 (a0 + cv)
und
(35Db) EJ, Ad, = Mb% [au + (B —c)v],

ebenso grof} sind die Verkiirzungen der Sehnen fi und ge.
Wir denken uns in den Nullpunkten und in den vier Ecken Gelenke und die Punkte

egfh iber Eck durch Diagonalstibe verbunden. Dieses Fachwerk wird in a b e gestiitzt

und durch H belastet, Abb. 15. In den Diagonalen ent-

stehen dann die Spannkrafte

(36a) D,= + M,:r,, 4

(36b) D,=4+M,:r,.

Wahlt man die Querschnitte der Dia-
gonalen so, daf} sie die Langendnderun-
gen Ad, und Ad, annehmen, so kann
Abb. 14. man die Forménderung der Rahmen-
zelle, d. h. die Horizontalverschiebung &

des oberen Riegels, durch einen Verschiebungsplan des Fachwerks darstellen. Die erforder-
lichen Diagonalquerschnitte sind

) Je 3d, Je 3d,
(373)) F‘):T—g'm und (37b) Fu=ﬁm—v_]-
In der Anwendung auf mehrgeschossige Rahmen konstruiert man zwischen je zwei be-
nachbarten Stiitzen in jedem Stockwerk ein solches Rautenfachwerk, dessen Knotenpunkte
durch die MaBe ¢ gegeben sind. Von unten nach oben belastet man es an den Riegeln mit

9473 m 70 ll n_ 0473 I N P = HI ._HII’ HII - HIII usw., ZeiCh'
PN net einen Krafteplan und erhalt -aus
8 - .
! S ‘ g den Spannkraften D, und D, der Diago-
P 2SN N NN nalen die Eckmomente
5] N N
Q RN — .
a663 /N 5 0669 M, s=+D,ry, M, ,=5FD,r,.
g h
y S%‘ J N ~ ‘,r&‘\
S 5 =56, [ 3
K ———F— ——Atn———— e [ \~qu %‘ d £ )
i % ¢ Z ZISn
9 ‘ gg f;‘“ Ve‘ 7& k’ n
7 ~ y 5% < %
: 7 <
& NG < B | a8 geed
MMM M M O EOE RO O e 4669 “ g ’ 00 ! 27—
! 750 | 12 1742 - pr
Abb. 16. Abb. 17. Abb. 18.

Die Riegelmomente sind aus zwei Eckmomenten zusammenzusetzen. Ein Verschiebungs-
plan liefert dann die waagerechten Verschiebungen.

In den Abb. 16, 17, 18 ist dies an den Zellen 2 und 4 unseres Beispiels gezeigt. Man erhalt
z. B. in der Ecke g:
\ Dyry =1,50-2,45 = 3,67 tm, D,r, = 0,54-1,90 = 1,03 tm,
das Riegelmoment ist dann 4,70 tm.

Zum Aufzeichnen des Verschiebungsplanes benutzen wir die Werte

(382) EJ,Ad, = D,a2c®’ =% — 93,1 und 9,75 tm?,
(38b) BJ,Ad, = D,a*(h —c)l@ T2 =% _ 931 ynd 9,3 tms.

3az
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9. Beriicksichtigung der Lingeninderungen der Stiitzen.
Die Stiitzenkrafte sind, Abb. 19:
(39) +8=4+1(V,+V,), wobei V,—V,=Hh:l.
Die Stiitzenquerschnitte seien F; und F,. Mit der Steifigkeitszahl

Je J.
(40) =T + TR
kann man die Anderungen der Eckmomente infolge der As der Stiitzen berechnen.
y p M, = —[6ou+a(s+7r)QRu-+ar)+ ao (57 — s)],
’ p v . llll,———§§;Z +[6ou+ta(s+7)(2u+ as) +ao(5s—1)],
c 7] g (1) M,= N —[6u(o+ar)+a(s+7) (20— u+ar)],
M, = +[6u(o+ocs)+oc(s+r)(2o—u+ocs)].
G 1+5 =5\ Die Horizontalverschiebung & &ndert sich infolge der Anderung der
(i) M um
a o
H (42) BEJ é=8h*lx{6ou+a(s+r)[u(llo+2u)+2ua(s+7)+ 3esr] +
W W +6a?sr(20+u)}:2N.
Abb. 19. Diese durch die Formeln (41) und (42) angegebenen Anderungen sind

unbedeutend und spielen bei einer Naherungsberechnung keine Rolle.

“Wichtiger sind die Verschiebungen der Riegel, die durch die Kippbewegungen der keilfsrmig
verformten Zellen nach Abb. 3 und 20 entstehen. Die beiden Riegel einer Zelle drehen sich
gegeneinander um ¢ = (4s, + 4s,):1

(43) EJ 3 =8hlx.

Die Pfosten der untersten Zelle drehen sich um % ¢, (nicht ganz genau, nur bei F, = F,

streng richtig), und es wird

EJ & =39.h,.

- Die Pfosten der zweiten Zelle drehen sich zundchst um #, und durch

die eigene Verformung der Zellen weiter um 14,, so daB

EJ &, =EJ (8, + 39,)h, usw.,
allgemein gilt fiir die m-te Zelle

gl

Ay

-

T S

m—1
(44) EJ,E, — (2EJ00+%EJ019,,,) h,,.
1

T Al\ab. \20‘ o Aus den ¢ bildet man die Verschiebungen 6, diese konnen bei
hohen schlanken Rahmen von gleicher GréBenordnung wie die Werte
infolge der rhombischen Verzerrung der Zellen werden, Abb. 2.

10. Beispiel Abb. 21, Seitenwand eines fiinfeckigen Behiiltergeriistes.

Alle J = 250000 cm?, alle F = 283 cm? (rechteckige Hohlquerschnitte). Die Ergebnisse
der genauen Berechnung — wie gewohnlich ohne Beriicksichtigung der 4s — sind in Abb. 24
eingeklammert eingetragen.

Da nach der Kraftmethode gerechnet worden ist, stehen die Stabdrehwinkel u, bis g
nicht zur Verfiigung. Um die Biegelinie des Gurtstabes zu erhalten, nehmen wir ihn oben
starr eingespannt an, unten frei und berechnen die Momentenfliche dieses umgekehrten
Freitragers infolge der Belastung mit den elastischen Gewichten (Abb. 22): '

7, B
(45) Echm= %(2Mcm+ Mam)+ "g (2Ma(m+1)+Mc(m+1))’

wobei J,:J = 1, A’ = h. Das Gewicht w, ist ausschlaggebend fiir den Verlauf der Biegelinie,
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ein Zeichen, wie sehr diese von einer zutreffenden Schitzung der Einspannwirkung der
Fundamente abhangig ist, vgl. 6.

Abb. 23 zeigt in Kurve a den Verlauf dieser Biegelinie.

Um den EinfluB der As zu bestimmen, berechnen wir nach (40):

2 - 250000
o * = 3834700 — 0008,

hieraus nach (43): '
EJ,9 =8h-4,7-0,008 = 0,0376 Sh,

dann nach (44) die £ und hieraus die d, Ergebnis Kurve b. Beide Kurven zeigen den charak-
teristischen Unterschied der Wirkung von Querkraften und Biegungsmomenten, vgl. Abb. 2
und 3. Zusammengelegt erhalt man Kurve ¢, die von einer Geraden nur wenig abweicht.
24 Mit EJ, = 0,21-250000 = 52500 tm? wird d; = 3141:52500 = 0,0598 m = 6 cm.

S Fiir die Berechnung als Zellenrahmen miissen die J der Riegel 1 bis 5 ge-
44 ; teilt werden. Dies geschieht zunéchst nach Formel (22), die hieraus gefundenen
, 5 | S Werte —in der folgenden Tafel mit o’ und »’ bezeichnet — werden dann in (23) fiir u;
= und o;; eingesetzt, worauf man die genauere Teilung mit o u erhélt. Die Verteilungs-
N IS ‘ zahlen A (19) brauchen hier
17 6 5 4 3 2 1 nicht berechnet zu werden,
P n las 6.2 67 | 73 8.0 8.7 dabeinur2 Stiitzen H—=Qist.
185 o 1,021 1,319 1,426 1,553 1,702 1,851 7/ T
o 1,319 | 1,730 | 1,745 | 1,757 | 1,776 Mepmiin)| L
2 S w 14,132 2,370 2,342 2,320 2,288 R
20 o |1 1,170 | 1,613 | 1,669 | 1,689 | 1,884 y 4 (m+7) <
- U 6,878 | 2,630 | 2,496 2,450 2,131 0 a(m#7)L]
& v 1 1 1 "1 1 1 A T
TS c |341 | 349 | 358 | 386 | 413 | 372 M, N
l Moy | 1,671 | 17,897 | 11,500 | 15,608 | 21,171 | 32,251 m) <
R M.; | 4,089 | 10,145 | 13,223 | 17,534 | 22,549 | 24,081 M”,A l
Abb. 21. S |L74 | 677 | 1576 | 2811 | 44,35 | 63,61 Abb. 22.

Die Ubereinstimmung der Momente mit den genauer berechneten, eingeklammerten
Werten ist praktisch vollkommen, weil hier die Bedingungen fiir die Anwendung der Teilungs-
formel (23) besser erfiillt werden.

Die Werte EJ & aus Formel (10) liefern Verschiebungen 6, die sich von den Zahlen der
Kurve a in Abb. 23 nur um wenige Einheiten unterscheiden, dies gilt auch von den Form-

anderungen infolge der As der Stiitzen aus (44), da die Stiifzenkrafte S, 409(y72)
aus den Riegelquerkriften berechnet (Abb. 13), mit den genauen Werten 7’;—;72%———,516
iibereinstimmen, Kurve 8. — Das Knotennetz des Rautenfachwerks ist (;f‘gg) 2+f”'82 (164
5 7400 1741 st7durch die Abstdnde cder Momentennull- ”?%717'""+ ;5
177 01 - punkte von den oberen Riegeln gegeben. T Y an (2172)
d o/ 3§ o Der Krafteplan liefert die Spannkrafte der -77--A—=ly
, 282 1564 foss folgenden Zahlt?ntaf.el, S, und S,f sind.die ((;%% 2903(28.99)
Pfostenspannkrifte in den Abschnitten eines 7750 AP~ 3
528 A 0 Stockwerks, die Vorzeichen beziehen sich /7% |4 |
3 7028 auf die linke Halfte. (1559 K 87008
, e [P,
22,55
- d - - - - et +4 25/{4525)
S oo |+ 25| +108| +210] 4349|4536 (A1 >_x+5 o
Su || +25 | +103| +21,0 | +34,9 | +536| +77,3 -—___LY 7
Dy | +21 |+ 52|+ 68|+ 85| +11,1 | +12,1 2408 |4 |
Dol —15|— 45| — 62| - 82| —10,6]| —150 ;Z""’/ |
. . 32,22) : |
Hieraus kann man die Momente be- 3225/ I
rechnen, z. B. in der Ecke 2 mit 3
Abb. 23. Toy = 2,05m, 7,, = 1,97 m, Abb. 24.

M, =11,1-2,05 = 22,7 tm, M,, = 8,2-1,97 = 16,2 tm, zusammen 38,9 tm,
die Zahlen der Rechnung sind 22,35, 15,61, 38,16 tm.
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Abb. 25 zeigt den Anfang des Verschiebungsplans mit Beriicksichtigung der Léngen-

3 ; b ¢,
s, bb
as, &4 | 20 >

4570\ “ b oty %o @

A48, AN H °
- N
Jz 1
Abb. 25.

Viertelpunkten anndhernd M =

anderungen der Stiitzen. Fiir jedes
¢ gilt

ad, A4d,
(46) 5 = COS 0ty COS O, +
+ Jds(tg o, +tg %),
wobei in 34s die Langenanderungen
der Stiitzen von unten bis zum Zwi-
schenknotenpunkt des betrachteten
Feldes eingehen.Die Ergebnissestimmen

mit den berechneten Werten gutiiberein.

11. Zusammenfassung.

Die Formanderungen der Vierecke eines Stockwerkrahmens infolge der in den Stock-
werken wirkenden Querkraft bei waagerechter Knotenbelastung kénnen verglichen werden
mit den Forméanderungen der Korperelemente eines auf Biegung beanspruchten Stabes
infolge der Schubspannungen. Es wird versucht, das Verformungs- und Spannungsbild des
Stockwerkrahmens zu erhalten, wenn man ihn in lauter getrennte Einzelzellen auflost, wobei
die inneren Stabe des gegebenen Tragwerks geteilt werden miissen. Fiir die Momente und
Forméanderungen solcher Zellen infolge der Belastung durch die Kraftepaare Hh = V1
lassen sich geschlossene Formeln aufstellen. Die Krafte H werden aus der Bedingung bestimmt,
dafB alle Zellen einer Reihe dieselbe gegenseitige Horizontalverschiebung & der beiden Riegel
haben miissen. Die statische Wirkung dieses Zellentragwerks wiirde mit der des gegebenen
Rahmentragwerks vollkommen iibereinstimmen,. wenn die beiden Teile der Doppelstabe
gleiche Biegelinien hatten. Dies 148t sich annahernd erreichen durch die Wahl der Aufteilung.
Zum Vergleich wird ein Beispiel nach der Deformationsmethode genau gerechnet und hierbei
die Beriicksichtigung elastisch eingespannter Stiitzen gezeigt, dann das gleiche Beispiel
als Zellentragwerk, wobei die elastische Stiitzung durch Fundamentriegel ersetzt wird. Denkt
man sich die Nullpunkte der Momentenflachen in den Zellen iiber Eck durch Diagonalstiabe
von passend gewihlten Querschnitten verbunden, so kann der Spannungs- und Forménde-
rungszustand des Zellentragwerks und damit auch der des gegebenen sehr anschaulich durch
den Krafteplan und Verschiebungsplan dieses Rautenfachwerks dargestellt werden. Im
zweiten Beispiel sind auch die Langenanderungen der Stiitzen beriicksichtigt.

(Eingegangen 31. 1. 1942).

Uber den Eigengewichtsschub von Stiitzliniengewdlben.

12 . .
%—7>, teils aus Tabellenwerken die Werte entnommen werden

Von A. Pucher, Wien.

Mit 11 Abbildungen.

1. Einleitung.

Beim Entwerfen von Bogenbriicken ist es von groBer Bedeutung, die Krifte, die der
Bogen aufzunehmen hat, rasch iiberschlagen zu konnen, da erst damit ein Uberblick iiber
die notwendigen Abmessungen sowohl im Hinblick auf die geforderte Festigkeit (zulissige
Spannung) als auch die Stabilitat (Knicksicherheit) gefunden wird. Nun ist es meist nicht
schwer, die groften Normalkrifte und Biegungsmomente aus der Verkehrslast anniahernd
anzugeben, da hierfiir teils aus der Erfahrung gewonnene Niherungsformeln zur Verfiigung
stehen (z. B. ist beim Dreigelenk- und Zweigelenkbogen das groBte Biegungsmoment in den .

konnen (z. B. die Zahlentafeln von Strafner! fiir den eingespannten Bogen). Die Schnitt-

L StraBner, A.: Neuere Methoden zur Statik der Rahmentragwerke und der elastischen Bogentriger, IV. Aufl.

Bd.II 8. 671f.
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krafte aus Verkehr kann man bei den statisch unbestimmten Bogen aus solchen Zusammen-
stellungen entnehmen, da die Verteilung der Steifigkeit (Tragheitsmomente) auf die groBten
Schnittkrafte aus Verkehr keinen allzu groBlen Einflul hat und daher der Unterschied, der
in den meisten Féllen in der Verteilung der Steifigkeiten zwischen dem zu entwerfenden
Bogen und dem der Zahlentafel zugrunde gelegten Gesetz bestehen wird, keinen allzu groBen
Einfluf auf das Endergebnis haben wird.

Ganz anders liegen jedoch die Verhaltnisse bei der Abschétzung der Schnittkrafte aus
Eigengewicht. Es sind auch fiir diesen Fall Tabellen berechnet worden, die die Schnittkrafte
aus Eigengewicht fir Stiitzlinienbogen mit einem angenommenen Gesetz sowohl fiir die
Steifigkeit als auch die Gewichtsverteilung sehr einfach zu berechnen gestatten, so z. B.
von StraBner! und von Beyer2 Nun sind die Belastungsgesetze meist nach einem analy-
tischen Ausdruck angenommen, der mit der dem Aufbau der Briicke entsprechenden Gewichts-
verteilung nicht in hinreichender Ubereinstimmung steht. Zahlentafeln werden das auch nie
leisten konnen, da die vielen Moglichkeiten der Gestaltung von Bogen — Briicken mit iiber
oder unter der Fahrbahn liegenden Bogen, volle Ubermauerung des Gewolbes oder Abstiitzung
der Fahrbahn mit Wanden, Rahmen oder Stiitzen, ferner am Bogenscheitel anlaufende Fahr-
bahntafel oder im Scheitel abgeloste Fahrbahn — eine solche Mannigfaltigkeit in der Gewichts-
verteilung bringen, daBl Zahlentafeln dem nie gerecht werden konnen. Und wie man sich
leicht iiberzeugt, sind die Unterschiede zwischen den tatsachlichen Grofen der Schnittkriafte
aus Eigengewicht, z. B. des Bogenschubes und den aus solchen Zahlentafeln entnommenen,
doch so grofB3, daBl die letzteren nicht mehr als Naherungswerte brauchbar sind.

Die nachfolgenden Ausfithrungen werden zeigen, dall man jedoch auf Grund ganz ein-
facher Uberlegungen den Horizontalschub von Stiitzlinienbogen, mit zunichst angenom-
menen Abmessungen, mit kleinem Rechenaufwand ermitteln kann, wenn nur die Gestaltung
der Briicke festliegt. Man kann aber auch fiir die verschiedenen Briickentypen Formeln ent-
wickeln, die mit einigen Prozenten Genauigkeit den Horizontalschub aus Eigengewicht als
Funktion des Scheitelgewichtes g liefern und somit ein rasches Auffinden der erforderlichen
Bogenabmessungen sehr erleichtern. Dabei ist es fiir die Anwendung gleichgiiltig, ob der
Bogen statisch bestimmt oder statisch unbestimmt gelagert ist.

2. Entwicklung des Verfahrens.

Es wird vorausgesetzt, dafl die Bogenachse einer Stiitzlinie aus Eigengewicht entspricht,
was zum Mindesten bei groBeren Briicken meist zutreffen wird. Die Beschrankung auf Sym-
metrie ist nicht wesentlich und wird hier nur der Kiirze halber gemacht. Es bereitet keine
Schwierigkeiten, die Uberlegungen auch auf unsymmetrische Bogen auszudehnen.

In jedem Bogen, dessen Achse Stiitzlinie fiir die Belastung (Eigengewicht) ist, entsteht
ein Bogenschub H,, der sich gegeniiber dem der Stiitzlinie zugeordneten Stiitzlinienschub Hg
nur wenig andert, sofern eine geniigende Knicksicherheit vorhanden ist. Diese Anderung H,
ist durch die elastische Verkiirzung des Bogens infolge der Druckspannungen bedingt und
wird bei statisch unbestimmten Gewolben aus der Gleichung

f.di
EF
ds s’
2 2° 20—
fz EJ+fcos PEF

bei Dreigelenkbogen aus der Verkleinerung Af des Bogenpfeiles f infolge der statischen Ver-
kiirzung des Gewdlbes aus '

AH, = — Hy

g

Am=+m#

berechnet. In jedem Fall ist AH, klein gegehﬁber Hg und zwar in der Regel kleiner als 2%.
Man kann daher bei der Abschédtzung des Bogenschubes sich mit der Ermittlung von Hg
begniigen. Den Stiitzlinienschub findet man aber, unabhéngig von der Stiitzungsart des

-1 Siehe Fulinote 1 Seite 124.
2 Beyer, K.: Statik im Eisenbetonbau, II. Aufl. Bd. IT S. 512 ff.
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Bogens, aus der dreieckigen EinfluBlinie mit der Mittelordinate 4_f’ die unabhangig von

der Form der Bogenachse und der Verteilung der Steifigkeitsverhiltnisse ist. Der Schub vom
Stiitzlinienbogen héingt demnach in erster Linie von der Gewichtsverteilung ab. Kennt man
diese, so kann aus der statisch bestimmten EinfluBllinie der Bogenschub bis auf wenige Pro-
zente genau berechnet werden. Das Gewicht einer Briickenhélfte wird in einer Resultierenden
zusammengefalt, deren Lage und Grofe unmittelbar Hg zu berechnen gestattet. Es wird
mit der in Abb. 1 angegebenen Bezeichnung

Hg=2an=a%

Da man gegebenenfalls ¢ der GroBe und Lage nach erst aus den einzelnen Komponenten G;
im Abstande x; vom linken Kampfer ermitteln muB, ist es einfacher, Hg gleich als Summe
zu berechnen:

(1) HS= ZGzth

Wie spater gezeigt wird, kann man bei jeder Briicke die einzelnen Bauglieder mit geniigender
Genauigkeit in einfache geometrische Korper zerlegen, so da man die einzelnen Gewichts-
komponenten der GroBle und Lage nach sofort angeben kann. Mit Gleichung (1) kann man
den Schub einer Briicke bei einiger Ubung so rasch ermitteln,
daB man in kurzer Zeit einige angenommene Abmessungen

I8

auf Stabilitdit und Festigkeit iiberpriifen kann und damit
‘ sehr bald die richtigen Abmessun-
‘ 16 t | gen findet BhNu—
;«x——! XL — g . °. v . . Q‘
! [ Die Gleichung (1) 148t sich je- S~
‘ . T * doch noch umformen, indem man | | = [T
I o die einzelnen Gewichtskomponen- | & + Gy
p ten G; in Beziehung setzt zum Ge- d -
wicht gg im Scheitel der Briicke. ‘Go:gs‘z"
"Abb. 1. Man nimmt damit eine bestimmte Abb. 2.

Aufteilung des Gesamtgewichtes G
vor, indem man den Anteil der Last, der der gleichmafBigen Belastung gg entspricht, aus-
scheidet und erst die Restbelastung in moglichst einfach erfalbare Anteile G; zerlegt. Der

2
von gsé = @, verursachte Schub ist gsgl—f , so daB jetzt

12 ”
Hy=gg 8f + 2 Giif
wird. Man formt um und erhilt

(1a) Hs_g38f<l+ szwz)—- v

“87

offenbar deren Kriimmungs-

gs I =~

2
Da im Scheitel gg normal zur Stiitzlinie wirkt, so ist wé—f
radius. Der Kriimmungsradius der Parabel, also der Stiitzlinie fiir gleichm&fBige Belastung,

ist 812? Demnach gibt der dimensionslose Kriimmungsbeiwert w

@) w_l—{—b—ﬁZszz

an, wie der Kriimmungsradius der Bogenachse im Scheitel durch die gegen den Kampfer
zu wachsende Last vergrofert wird.

Es zeigte sich, daf o fiir einen bestimmten Briickentyp innerhalb enger Grenzen schwankt
und somit sehr gut eingeschatzt werden kann. Man hat demnach in Gleichung (la) tat-
séchlich eine Formel zur Hand, mit der man aus dem Scheitelgewicht sofort den Eigen-
gewichtsschub mit ziemlicher Genauigkeit angeben kann.

Die Methode, mit Hilfe des Scheitel-Kriimmungsradius den Schub einer Briicke zu iiber-
schlagen, wurde schon lange von Dischinger beniitzt und gelehrt. Die Gleichung (1la)
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bringt eine quantitative Ausgestaltung dieses Verfahrens, die es ermoglicht, den Einflufl der
Gewichtszunahme gegen den Ké&mpfer zu je nach der Art der Aufbauten in Rechnung zu
stellen. ‘

Es wird nun an einigen Briickentypen gezeigt, wie man die Kriimmungsbeiwerte ermit-
telt; damit werden gleichzeitig Richtwerte fiir den betreffenden Typ gewonnen.

3. Untersuchung dreier Briickentypen.

. a) Bogen mit aufgestinderter, im Scheitel abgeloster Fahrbahn.

Es soll der Eigengewichtsschub des in Abb. 3 dargestellten Bogens bzw. der entsprechende
Kriimmungsbeiwert o ermittelt werden. Es wird vorerst konstante Bogenstirke angenom-
men. Zunichst ist gg zu ermitteln. Die Gewichte werden zweckmiBig auf 1 m Gewolbebreite
bezogen. Das Gewolbe wird als Hohlbogen mit 0,80 m3 Beton pro m? Grundrifi angenommen.
In dem konstanten Gewichtsteil gg ist auch der Teil

der Fahrbahnstiitzen enthalten, der iiber der strich- g¢—— T —T— - — ,
lierten Linie a—a (Abb. 3) liegt. Man rechnet hier
nicht mit Einzellasten, sondern fiihrt einen Belastungs-

gleichwert, bei dieser Briicke 0,03 t/m3 verbauten
Raum ein. Somit erhalt man fiir gg aus einer ersten

o~
I
=~
oY)
)

Gewichtsberechnung Abb. 3.
Gewicht der Fahrbahn . . . . . e e e e e e e 1,19 t/m?
’ der Fahrbahnabstiitzung . . . . . . 0,03-1,60 = 0,05 t/m?
) des Bogens einschlieBlich Querschott. . . . gz = 1,97 t/m?
gs = 3,21 t/m?

Nun sind die Anteile ¢'; des Gesamtgewichtes zu bestimmen. @, sei das Gewicht der Fahrbahn-
abstiitzung unter der Linie a—a und wird als Parabelsektor mit der Pfeilhshe als Endordinate
angenommen. Ks wird:

Gy =1-15°9.26.0,030 = 16,9 t/m,

2z, =120 — 16,25 m.

Ferner ist das durch die Neigung der Bogenachse bedingte Mehrgewicht des Bogens gegen-
iiber dem in G, bereits enthaltenen Teil aus

T
y2) \
G2=.g36f(ds—dx) 0
.zu bestimmen. Wegen He- _Z‘{[ $
.i:
do=do Ty =do(1+3y <y 4+ 59— &ys+—--) 4
wird :‘\l“‘
. T
B G=g Gy -3 Ry sy ) e, L

Der Integrand in Gleichung (3) gibt die Belastungsverteilung des Gewichtsanteiles G,
an. In erster Annaherung kann man die Bogenform als Parabel ansehen. In diesem Falle
ist y’ eine mit dem Abstand von der Symmetrieachse linear wachsende GroBSe und das Be-
lastungsgesetz eine Parabel hoherer Ordnung. Bei nicht zu steilen Bégen konnen, ohne die
gewiinschte Genauigkeit zu beeintrachtigen, die hoheren Potenzen von g’ vernachlissigt
werden. Meist geniigt die Beriicksichtigung lediglich des ersten Gliedes. Dann wird das Be-

lastungsgesetz eine quadratische Parabel, deren Endordinate, da am Kampfer 3 = # ist,

gleich gBS—lﬁj ist (Abb. 4).
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Damit wird

4 2
(4) G= 2950
und
l
x2 = ? .
Man erhilt demnach:
4 262
Gy, = 3 1,97 80 = 13,65 t/m

und
xy =130 =16,25m.

Nun sind alle GroBen zur Berechnung des Kriimmungsbeiwertes bzw. von Hg ermittelt.
Es wird nach Gleichung (2)

8-16,25
=1+ 35152 (16,0 + 13,65) — 1,073
bzw.
Hy=3,21-1,013 232 _ 280 t/m.
s 8-26

Die nachtriglich vorgenommene Gewichtsberechnung nach Ermittlung der Stiitzlinie fir
Eigengewicht mit dquivalenten Einzellasten ergab Hg = 282 t/m.
Bisher wurde angenommen, daf3 der Bogen iiberall den gleichen Querschnitt habe. In

der Regel wird das jedoch nicht zutreffen. Ein Bogen mit dem Pfeilverhiltnis 3 f ; , wie

der vorliegende, wird entweder als Zweigelenkbogen oder als eingespannter Bogen ausgefiihrt-
werden. Man wird die Bogenstarke zweckméaBig nach dem

d Gesetz
d. . ’” ’
) (5) d=ds(1tag), =22 =7 (Abb. 5)
VR
dk" i . | annehmen. Das positive Vorzeichen, dem eine Zunahme der

Bogenstarke gegen den Kampfer zu entspricht, gilt fiir ein-
gespannte Bogen, das negative fiir Zweigelenkbogen.

. Man hat demnach bei Bogen mit veranderlichem Querschnitt, wir beschrinken uns hier
auf Bogen mit konstanter Breite, noch eine dritte Gewichtskomponente G3 hinzuzufiigen,
die aus dem Gewichtszuwachs infolge des veranderlichen Bogenquerschnittes folgt:

12

Gy = tgpa[& 1+ ¢ da.

Fiir die Parabel ist ¢y’ = 47](5. Daher wird mit der bereits frither angewendeten Reihen-

Abb. 5.

entwicklung

@ = :}:gBa—fE 148 e Blay .. ae,
bzw. nach durchgefuhrter Integratmn
(6) =+ ey (ni1+12(2i3)“i4(?;z2£5)+‘"')'

Auch bei G, ist meistens die Beschrankung auf das erste Glied genau genug, und es wird in
diesem Falle
e ,

Gy =+ SmrnIE l
(7) ;

T3 = Simto)”

Es ist noch die GroBe ¢’z zu erkliaren. Bei vollen Gewdlben mit konstanter Breite wird

95 = gp, da dann das Bogengewicht linear mit d wichst. Bei Hohlbogen kann man die
Querschnittsinderung auf verschiedene Weise vornehmen. Behdlt man die Dicke der Gurt-
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platten und Winde bei und laBt nur die Hohe des Querschnittes wachsen, so ist fiir g’
nur der Bruchteil von gp anzusetzen, der dem Gewicht der Wande, zwischen oberer und
unterer Gurtplatte gemessen, im Verhaltnis zur Gesamtfliche entspricht. Verstirkt man die
Gurtplatten im selben Verhaltnis wie d, behalten die Wande jedoch ihre Dicke bei, so wird
98 = 9s-

Bei Bogen mit verdnderlicher Breite mufl man die Rechnung auf die ganze Breite be-
ziehen. Andert man hierbei die Bogenquerschnitte so, daB alle untereinander &hnlich sind,

dann verhalten sich die Bogengewichte wie (%)2 und die Gleichung (6) gilt nicht mehr, son-
dern es mul} ein entsprechender Ausdruck erst entwickelt werden.
Es wird nun der Einfluf} verénderlicher Bogenstérke auf den vorliegenden Bogen unter-
sucht. Es sei
gz = 9p, « = +1 und n = 8 (eingespannter Bogen).

Dann wird

G = + &-1,97-130 = 14,25 t/m,

LL‘3 130 = 6 5 m.
Daraus folgt die Anderung des Krummungsbelwertes infolge G:

8 8

gs 2 3,21 - 1302
das ist noch nicht 2% von w. Die Gewichtszunahme des Bogens gegen den Kidmpfer zu hat

demnach, ausgenommen bei niederem 7, keinen groBen Einfluf auf Hg. Man wird daher
meistens in Gleichung (6) die Glieder hoherer Ordnung unterdriicken kénnen.

Awy = —— Gy xg = .14,25-6,5 = + 0,0136,

b) Dreigelenkbogen mit aufgeloster Fahrbahn (Abb. 6).

Bei der Aufteilung des Gewichtes in die einzelnen Anteile geht man so vor, wie im vorher-
gehenden Abschnitt gezeigt wurde. Man hat jedoch wegen der besonderen Form der Drei-
gelenkbogen, bei denen die groBte Bogenstarke in den Viertelpunkten vorzusehen ist, noch
einen Gewichtsanteil aus dieser Verstarkung in Rechnung zu stellen. Einen weiteren Ge-
wichtsanteil liefert der Fiillbeton in der Nahe des Scheitels bei auf der oberen Leibung an-
laufender Fahrbahn.

Es ist demnach das Scheitelgewicht gg, das Gewicht der Fahrbahnabstiitzung ¢; und
der Anteil des Bogengewichtes G, auf die gleiche Weise zu berﬁcksichtigen, wie bei dem

Abb. 7.

vorhergehenden Beispiel. Der EinfluB von G, [Gleichung (4)] kann, da die Dreigelenkbogen
in der Regel recht flach sind, meist vernachlassigt werden. Die von der besonderen Bogen-
form der Dreigelenkbogen verursachten Gewichtsanteile @G; und G, bediirfen einer naheren
Betrachtung.

Die Bogenstirke des Dreigelenkbogens setzt sich zusammen aus der Bogenstirke im
Scheitel, die vermehrt wird durch einen linear mit dem Abstand von der Mitte anwachsen-
den Anteil und einer Verstarkung, die sich parabelférmig iiber den Bogenschenkel verteilt

und in den Gelenken verschwindet (Abb. 7). Man kann demnach d nach folgender Formel
ermitteln:

(8) d=dg[1+af+4pE(1—8), £=22,

mit o« = 3—: — 1 und 8 = 0,20 bis 0,30, je nach dem Verhiltnis von Verkehrslast zu Briicken-
gewicht.
Stahlbau-Forschungsheft 6. 9
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Den Einfluf der linear anwachsenden Verstirkung erhilt man, da bei den flachen Drei-
gelenkbogen im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit ds = dz gesetzt werden kann, aus
den Gleichungen (7) fiir » = 1. Es wird somit

G3 = + %ngl,
© l

x3=‘6—.

Fiir die parabelformige Verstarkung der Bogenschenkel, wieder mit Vernachlassigung der
Neigung, gilt

G4=%ﬂ93sl:
10 l
(10) L.

Fiir g% gelten die bereits getroffenen Feststellungen.
In der Scheitelzone entsteht noch ein Gewichtszuwachs infolge des dort angebrachten
Fillbetons. Aus den Abmessungen der Fahrbahntafel kann man die Hohe % entnehmen,

) } die im allgemeinen als der um 10 bis 15 cm vermehrte Hohen-

=———K $0L unterschied von Unterkante der Fahrbahnlingstriger (F.L.T.)

wELT | Sy und dem Scheitel der oberen Bogenleibung (S.0.L.) anzu-
— T == nehmen sein wird (Abb. 8).

T e Bei Vernachlassigung der in Briickenmitte sehr kleinen

- 4
Bod Neigungen erhélt man aus der Gleichung der Bogenachse, zu-

Abb. 8. nachst als Parabel y =f &% angenommen, und aus Gleichung (8)

mit &, ::—ZTb die quadratische Gleichung
ds
h=f&— E[“‘Sb +48&(1—&)],

deren Auflosung
l —_—
(11) b=+ Vv + )

mit _ (x+4p)ds ___ kb
T4 +2pds’ AT f+28ds
liefert.
Mit dieser Gleichung kann man b auch ohne genauere Zeichnung der Briicke bestimmen
und erhalt

G5 = %y b h N
(12) Y (auf 1 m Gewdlbebreite bezogen).
B"=9% "%

Man kann mit den entwickelten Formeln den Kriimmungsbeiwert fiir einen Dreigelenk-
bogen sehr rasch ermitteln.
Es sei gegeben ! = 70m, f = 5,85m, ferner folgen die Gewolbestirken dem in Glei-
chung (8) angegebenen Gesetz mit dg = 1,15m, « = 0,05, f = 0,22.
Das Gewicht im Scheitel des Bogens wurde ermittelt mit:
Gewicht der Fahrbahn . . . . . . . . . . . .. 1,19 t/m?
Gewicht des Bogens . . . . . . . . . . . . .. gp = 2,76 t/m?
gs = 3,95 t/m?2.
Der Belastungsgleichwert der Fahrbahnabstiitzung 1st 0,0762 t/m3. Die Gewichtsanteile

' betragen somit:

von der Fahrbahnabstiitzung Gy =13%-22.585-0,0762 =52t/m, x =2=38,75m,
vom Gewolbe nach Gleichung (4) G, = % 2,76 5—8—5— =18 t/m, Xy = %O =8,75m,
nach Gleichung (9) .G3 0’;)5 2,76-70 = 4,8 t/m, g = % =11,65m,
nach Gleichung (10) Gy=13-0,22.2,76-70 =142 t/m, 2,=72=17,5m.
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‘Nun ist noch der Fillbeton in Rechnung zu stellen. Aus der Hohe der Fahrbahnlangstriger
unter der Fahrbahnplatte folgt A = 0,70 m. Nach Gleichung (11) wird y = 0,0421, y = 0,110
und daraus b = 13,10 m. Somit wird

G5=1.2,2.13,1.0,70 = 6,8 t/m, x;=70—2.13,10 = 25,2m.

Mit Hilfe der Gleichung (2) berechnet man nun den Kriimmungsbeiwert mit o = 1,225.
Der Eigengewichtsschub betriagt demnach

Hy=3,95-1,225- 583_5051;/111.

Die ausfiihrliche Gewichtsberechnung liefert Hg = 496 t/m. Es zeigt sich auch hier eine
sehr gute Ubereinstimmung der beiden Werte.

Es ist aufschluBreich, den EinfluB} der einzelnen Gewichtskomponenten auf den Kriim-

mungsbeiwert zu verfolgen. Man vergleicht zu diesem Zweck die Groflen 4w, = s l2G x;.
Es ist
Awy = 1,0000, Aw; = 0,0231,
Adw, =0,0188, Aw, =0,1025,

Awy, = 0,0065, Aw, = 0,0707.

‘Diese Zusammenstellung lehrt, daf die parabelformige Verstarkung und der Fiillbeton im
Scheitel neben dem Scheitelgewicht am stérksten den Schub vermehren. Die restlichen
Anteile sind von untergeordneter Bedeutung.

¢) Dreigelenkbogen mit voller Ubermauerung.

Bei diesem Briickentyp liegt die Bogenachse wegen des starken Gewichtszuwachses gegen
den Kampfer zu im Viertelpunkt ziemlich hoch iiber der Parabel (Abb. 9). Da aber die
Schenkel des Dreigelenkbogens im Viertelpunkt stérker sein miissen als im Gelenk, so wird
die Abweichung der Stiitzlinie von der Parabel an
der unteren Leibung annidhernd ausgeglichen durch o--
die Verstétrkung der Bogenschenkel, so dafl man
die innere Leibung sehr gut als Parabel ansehen
kann. -

Die Ermittlung des Kriimmungsbeiwertes wird
dann besonders einfach, wenn die Ubermauerung aus
einem Baustoff von ungefdhr gleichem spezifischem
Gewicht besteht wie das Gewolbe, etwa Stahlbeton und Stampfbeton. Man kann dann
einen Durchschnittswert fiir y ansetzen und hat neben dem iiber der Linie a—a liegenden,
konstanten Gewichtsanteil G; (Abb. 9) nur noch eine Komponente G, anzusetzen, die die
unter a—a liegenden, einen Parabelsektor bildenden Massen zusammenfaf3t. Diese Gewichts-
verteilung ist in Abb. 10 dargestellt.

Es wird 1 1’?
Gy =5gxl, =g 3
und daraus nach Gleichung (2)
1 gx
o=1-F— T s

In erster Anndherung kann man fir gz = yf setzen, wenn y das geschatzte, mittlere
Einheitsgewicht der Baustoffe des Bogens und der Ubermauerung ist.

Ebenso setzt man gg= ¥ (dg + 4); worin 4 die Hohe der Ubermauerung im Scheitel bis
zur Fahrbahnoberkante bedeutet. Der Ausdruck fir den Krimmungsbeiwert wird dann
besonders einfach:

— I
(13) w=1+ - 6(ds 1)’
ferner erhdlt man als Naherungswert pro Meter Gewolbebreite
- = . f
(14) Hs_y(d5+u)8f<1+—6(ds+u)>'
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Man kann von solchen Formeln, wie sie Gleichung (13) und (14) angeben, kein allzu genaues
Ergebnis verlangen. Deshalb sei es fiir die in Abb. 9 skizzierte Briicke dem aus der genauen
Gewichtsberechnung gewonnenen Resultat gegeniibergestellt.

Mit den angegebenen Mafien wird

=1+51; 150 = 1,667.

Die genaue Gewichtsermittlung, die fiir eine eingleisige Eisenbahnbriicke mit 50 cm starkem
Schotterbett von 5m Breite durchgefiihrt wurde, lieferte » = 1,638. Die gute Ubereinstimmung
beider Werte diirfte hier wohl zuféllig und nicht die Regel sein. Aber es ist anzunehmen,
daf Gleichung (23) den Kriimmungsbeiwert doch mit 10 bis 12% Genauigkeit liefern kann.

Unsicherer ist der aus Gleichung (14) zu berechnende Schub Hg, da man aufler o auch
einen Mittelwert y des spezifischen Gewichtes einschitzen mufB. Man kann aber, etwa zur
Uberpriifung der Stabilitiat, einen oberen Grenzwert von 7 annehmen — al¢ solcher ist
z. B. das spezifische Gewicht des schwersten Baustoffes anzunehmen —, der dann auch einen
oberen Grenzwert fiir Hg liefert. Bei dem vorliegenden Beispiel betrigt das mittlere, spezi-
fische Gewicht 7 = 2,3 t/m3, aus Gleichung (14) mit Hilfe des aus der genauen Gewichts-
berechnung ermittelten Schubes und Kriimmungsbeiwertes riickgerechnet.

Man kann natiirlich auch bei diesem Briickentyp nach der angegebenen Methode eine
genauere Rechnung fiir o aufstellen, die dann auch hier sehr gute Ubereinstimmung mit-
den Ergebnissen der genauen Gewichtsberechnung liefert.

4. Erfahrungswerte.

Wie schon in der Einleitung erwahnt wurde, schwankt der Kriimmungsbeiwert fiir einen
bestimmten Briickentyp innerhalb verhéltnismaBig enger Grenzen. Diese Tatsache bietet
die Moglichkeit, aus der Erfahrung Néherungswerte fiir w zu gewinnen, die beim ersten Ent-
wurf einer Briicke die GroBenordnung des Schubes bereits recht gut angeben.

Bei den Bogenbriicken mit aufgestdnderter und im Scheitel abgeloster Fahrbahn kann
sich der Kriimmungsbeiwert gegeniiber dem im vorigen Abschnitt gerechneten Beispiel

nicht sehr stark dndern. Bei Bogen mit groferem Pfeilverhaltnis —';—wird o etwas wachsen,

da dann auch G, und G, groBer wird. Bei Anderung der Stiitzweite wird sich das Verhaltnis
von Bogengevvlcht zu Fahrbahngewicht &ndern, was sich auch in o bemerkbar macht, ebenso
wie eine schwerere oder leichtere Fahrbahnabstiitzung. Da diese Anderungen jedoch nicht
allzu groB sein konnen, kann man fiir diesen Briickentyp den Krimmungsbeiwert im
Mittel mit wy, = 1,05 bis 1,10 einschétzen.

Uber Dreigelenkbogen mit aufgeloster, im Scheitel anlaufender Fahrbahntafel liegen
aus verschiedenen Rechnungen Vergleichswerte vor, die in der folgenden Ubersicht zusam-
mengestellt sind.

Trotz der verschiedenen An-

7 NN I3 b h o | Verkehmsbelastung Nahmen sind die Abweichun-
60— | 6.00] 075 | 0,08 | 025 | 840 0,50 | 1,24 | Str.Br. Ki.IT  &°0 Von o von einem Mittel-
65— | 7,00 | 0,90 | 0,00 | 0.25 | 11,55 | 0,70 | 1,22 | , ., , I  wert sehr klein. Man kann
38,— 3(8)3 i{l)g 8,82 8,33 }‘i,gg 8’22 igg 5 e }I daher fiir diesen Briickentyp
70— 10,00 | 0.88 | 015 | 0.28 [10,00| 070 | 132 | o 7 Iy  als Mittel wy = 1,26 ansetzen

und hat dann unter Um-
stinden einen Fehler von 4 5% zu erwarten. Fiir eine erste Uberschlagsrechnung wird
wyr recht brauchbare Ergebnisse liefern.

Bei Bogenbriicken ohne Scheitelgelenk, aber mit im Scheitel anlaufender Fahrbahn
kann aus den berechneten Beispielen ebenfalls ein wj, abgeleitet werden.

Es wird lediglich der Kriimmungsbeiwert des unter 3a) berechneten Beispieles um den
Beitrag des Fiillbetons im Scheitel zu vermehren sein, der wegen des groBeren Pfeilverhilt-
nisses f dieser Bogen gegeniiber dem Dreigelenkbogen kleiner als bei diesem sein wird. Wir
konnen somit fiir solche Briicken unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des vorigen Ab-
schnittes wy = 1,08 + 0,07 = 1,15 als Mittelwert annehmen.
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Bei den Bogen mit voller Ubermauerung &ndert sich o sehr stark mit dem Pfeilverhaltnis.
Es gibt daher keinen festen Mittelwert, jedoch liefert Gleichung (13) fiir jedes Pfeilverhéltnis
auf denkbar einfache Weise einen Naherungswert.

Fiir andere, hier nicht behandelte Briickentypen den Kriimmungsbeiwert zu ermitteln,
wird nach dem angegebenen Verfahren keine Schwierigkeiten bereiten.

5. SchluBbemerkung.

Das Verfahren zur Ermittlung des Horizontalschubes aus Eigengewicht mit Hilfe des
Kriimmungsbeiwertes in Verbindung mit einem Naherungsverfahren firr die Schnittkrifte
aus der Verkehrsbelastung setzt den entwerfenden Ingenieur instand, mit ganz kurzen Rech-
nungen zu iiberpriifen, ob die Abmessungen des ersten Entwurfes richtig gewahlt waren
oder noch verbesserungsbediirftig sind.

Bei statisch unbestimmt gelagerten Gewolben ist allerdings die Kenntnis des Eigen-
gewichtsschubes nicht ausreichend, sondern es sind auch noch die Momente aus Eigengewicht
zu beriicksichtigen, die aus der Differenz 4 H, zwischen Stiitzlinienschub und Bogenschub
berechnet werden:

(15) M,=AH,z.

Es ist hierin z die Ordinate der Bogenachse, in einem Koordinatensystem gemessen, dessen
Ursprung im elastischen Schwerpunkt liegt, der beim ,
Zweigelenkbogen in die Kampfersehne fallt, beim z x!

eingespannten Bogen im Abstand zh / T \

ds [N A
(16) —fym EMg My

Yo = y
ds Abb. 11,
EJ

dariiber liegt (Abb. 11). Beim Zweigelenkbogen ist demnach z bekannt, beim eingespannten
Bogen jedoch von y, abhéngig, das vom Verlauf der Steifigkeit auBerordentlich stark, vom
Pfeilverhaltnis und der Form der Bogenachse weniger beeinflult wird. Die Zahlentafel gibt

die Lage des elastischen Schwerpunktes eingespannter parabolischer Vollbogen mit % = %

an, deren Querschnitt ein Rechteck mit konstanter Breite, jedoch mit veranderlicher Hohe
d=dg(1 + ag")

ist. Bei « = 4 1 ist der Bogen im Kampfer doppelt so stark wie im Scheitel. Wird o« < 0,
so ist der Bogen im Kampfer schwicher als im Scheitel, eine besonders in Frankreich in den
letzten Jahren ofter aus-

gefiihrte Bogenform, die Gesetz der Bogenstirken % « n %2 Anmerkung
in Deutschland als Si-
chelbogen  bezeichnet ¢=ds(1 —4&. . . . . B~ 4 | 04 .

. . Sichelbogen
wird. Die Zusammen- d=ds(1 —%£&%) .. ... % -3 0,465 dg =3 ds
stgllung beriicksichtigt 7 ;- 1—3&2) . .. .. 1 | —3 | 12 | 0484
mit « = —1 auch solche T4 " =
Sichelbogen, die am =dg. . ... .. 3 0 — 0,645 | konst. Bogenstiarke
Kampfer halb so stark ;5 _ g ocosqts,—Te 1| — | — | _— 2 ¥o/f unabhéingig
sind als im Scheitel. Man Jcos g 3 von ffl
wird an Hand dieser Zu- d =ds(1 +&2). . . . .. 3 +1 ] 12 | o712
sammenstellungdenela- 5 e | 41| 8 | 0730 |\ de=2de
stischen Schwerpunkt

d=ds(1+£) . .. ... | +1] 2 | o877

eines geplanten Bogens
ungefahr bestimmen konnen; gegebenenfalls ist y, auch nach .Gleichung (16) rasch zu er-
mitteln, wenn man sich bei der Auswertung der Integrale der Simpsonschen Regel bedient.
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Es bleibt noch AH, zu bestimmen. Es ist zwar sehr klein, schwankt aber doch zwischen
0,25% und 2,00% von Hg. Da die Eigengewichtsmomente dem direkt proportional sind,
wird es sich empfehlen, den Quotienten

ds
AH, f EF

Hs — dz ds
2 42 2o
fz EJ+fcos PEF

fir das gegebene Pfeilverhaltnis und Gesetz der Bogenstirken iiberschligig zu ermitteln,
wobei das zweite Integral im Nenner vernachlissigt werden kann. Da H g mit Hilfe des Kriim-
mungsbeiwertes mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden kann, erhilt man auf
dem angegebenen Wege die Schnittkrifte aus Eigengewicht auch bei statisch unbestimmten
Bogen mit fiir die Entwurfsarbeit geniigender Genauigkeit aus sehr einfachen und wenig
Zeit beanspruchenden Berechnungen.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man aus den bei der Berechnung von  ermittelten

Gewichtskomponenten auch das Gesamtgewicht G der Briicke mit sehr guter Genauigkeit
erhalt:

- 1
G=20, G=g5.
0

Das erleichtert nicht nur die Massenermittlung, sondern ist auch fiir den Entwurf der Wider-
lager wertvoll.

Bei der Durchfiihrung der verschiedenen Berechnungen haben mich die Herren Dipl.-

Ing. Aschenbrenner und Dipl.-Ing. v. Aichelburg tatkraftig unterstiitzt, wofiir ich auch
an dieser Stelle meinen Dank zum Ausdruck bringe.

(Eingegangen 22. 2. 1942).

Réumlicher Polygonring.

Von A. Rudakow, Miinchen.
Mit 15 Abbildungen.

1. Allgemeines.
Ein sternsymmetrischer polygonaler Ring mit gerader oder ungerader Anzahl der Seiten
und mit einem Querschnitt, dessen Hauptachsen beide nicht in die Ringebene fallen, vgl.
Grundri3 Abb. 1, wird hier als ein rdumliches Stabwerk untersucht!.
’ Die Schwerachse des Ringes ist ein ebenes Vieleck von p Sei-

g\\ ~ ten mit dem Zentriwinkel o = 2?7:’ der Seitenlinge ¢ und dem
/ Halbmesser des umschriebenen Kreises » — —~—. Die Eck-
& E 4 2 sin —

2
\ punkte des Polygonringes werden, gegen den Uhrzeigersinn
1 fortschreitend, mit 1, 2, ..., p (= 0) benannt, vgl. Abb. 2.
Die Hauptachsen des symmetrischen Ringquerschnittes

(x — ), (y — y) sowie die Stabachsen (z — 2), ferner die in der

Schnift d-d Ringebene und senkrecht dazu liegenden Hilfsachsen (x'— z'),
(¥’ — y') sind ebenfalls in Abb. 2 dargestellt, wobei der posi-

% ; E % tive Sinn jeder Achse durch Doppelpfeil angedeutet ist.
Abb. 1. Riunmlicher Polygonring. Fiir den auf der ganzen Linge — abgesehen von einer be-

! Diese Arbeit entstand zu Anfang des Jahres 1940 bei statischen Voruntersuchungen fiir ein Kuppelbauwerk,
mit dessen Berechnung der Verfasser beauftragt ist. Die Arbeit gibt AufschluB iiber das Verhalten des polygonalen
Kuppelkopfringes bei verschiedenen Belastungen.
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deutungslosen Unstetigkeit in den Eckpunkten — unveranderlichen Ringquerschnitt
werden- folgende Querschnittswerte eingefiihrt:

J ., J, das Tragheitsmoment in bezug auf die (x —=z)- bzw. (y —y)-Achse,
J, das Tragheitsmoment gegen Drillung, bezogen auf die (z—z)-Achse;

T EJ, . o
[ 7= k,, Gr = k,, Grundri Schnift x-x
1) | st kycoh =k, W
cos’f + k,sin?f = £k,, & ' /
sinf cosB (1 —k,) = k,, - TN BENKE

hierbei sind

) ~%
E, G der Elastizitats- bzw. Gleit- / * ,
modul, y vy
B der Neigungswinkel der Quer- unfen
schnittachse (z—z) gegen die 8 Abb. 2. Positive Stab- und Querschnittachsen.
Ringebene.

In jedem Querschnitt der Ringstibe treten die sechs SchnittgroBen auf, vgl. Abb. 3:

M,, M, das Biegemoment um die Drehachse (x—x) bzw. (y—y), positiv, wenn es auf der
Unterseite bzw. Auflenseite des Stabes Zugspannungen erzeugt;

M, das Torsionsmoment um die Drehachse (z—z), positiv, wenn es im Sinne der
(z—=2)-Achse gesehen im Uhrzeigersinn dreht;

N die Normalkraft, als Zug positiv;

Q,, @, die Querkraft, zugehorig dem Moment M, bzw. M, positiv, wenn sie, beim Fort-
schreiten im Sinne der z-Achse, Momentenzuwachs liefert.

Abb. 3. Positive SchnittgrsBen.

Ferner verwenden wir noch die SchnittgroBen:

M,; M, das Biegemoment, bezogen auf die (x'—z')- bzw. (y' —y’)-Achse;
Q., @, die Querkraft, zugehorig dem Moment M, bzw. M.

Am statisch bestimmten Hauptsystem werden die entsprechenden GroéBen infolge duBerer
Lasten mit M° N° Q¢ und infolge virtueller Zustinde X; = 1 mit M? N?, Q¢ bezeichnet.
Wo eine Verwechslung nicht anzunehmen ist, werden die oberen Zeiger weggelassen.

Fiir die Schnittgrofen M und @ in einem Querschnitt gelten die Beziehungen:

(M,= M, cosp— M,sinp, baw Q.= Q. cosp —@Q,sing,

@) | M,= M, sing + M, cosp, " Q,=@Q,sinf + @, cosp.
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Geht man bei der Betrachtung der inneren Kriafte immer im Sinne der z-Achse vor, so
ergeben sich aus Abb. 3 klare und einfache Vorzeichenregeln; beispielsweise sind alle Momente
positiv, die im Uhrzeigersinn um die positiven Achsenrichtungen drehen.

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt dal der Polygonring durch beliebige raumliche
Krifte und Momente belastet ist, die in sich im Gleichgewicht stehen. Dann ist die feste
Auflagerung des Ringes entbehrhch die im allgemeinen sehr mannigfaltig, auch statisch
unbestimmt sein kann und daher in dieser kurzen Abhandlung unberucksmhtlgt bleibt,
jedoch weiteren Untersuchungen vorbehalten wird.

Ferner wird hier bei Ermittlung der Verschiebungen und Verdrehungen die technische
Biegungslehre bzw. die allgemeine Torsionstheorie der reinen Drillung zugrunde gelegt.

Grundrii Der biegungs- und verdrillungssteife geschlossene raumliche Ring
5 ist innerlich sechsfach statisch unbestimmt. Schneidet man ihn an
(P-1) irgend einer Stelle durch, so werden alle inneren Krafte bestimmbar,

wenn die sechs Schnittgrofen in diesem Querschnitt bekannt sind.
Die statisch unbestimmten Grofen werden zweckméafig im elastischen
Schwerpunkt des Ringes angebracht, der durch gedachte starre Arme
mit der Schnittstelle verbunden ist.

3 Zur Bestimmung der sechs Unbekannten werden ebensoviel Ela-
stizitatsgleichungen angeschrieben, die aus dem Zusammenhang der
Verschiebungen im Doppelquerschnitt der Schnittstelle abgeleitet

S

AufriB } 2 werden. Es sind namlich die zwei Querschnittsdrehungen, eine Ver-

2 drillung, zwei Quer- und eine Langsverschiebung gleich Null.
0 v Wir trennen also an dem Eckpunkt p = 0 die beiden Stabe (p — 1, p)
. und (0, 1) voneinander, wie in Abb. 4 angegeben, und erhalten somit

Abb. 4. Statisch wnb das statisch bestimmte Hauptsystem.

2£{tnmtzagigﬁen‘.m © Die folgenden je sechs unbekannten Schnittgrofien werden im

Mittelpunkt des Polygonringes, beiderseits der Schnittstelle, angebracht :

R, T die radial bzw. tangential gerichtete Kraft in der Polygonebene,
14 senkrecht zur Polygonebene gerichtete Kraft,
o, T das Drehmoment um die in der Ringebene liegende radiale bzw. tangentiale Achse,
v das Drehmoment um die senkrecht zur Ringebene liegende Achse.

Die in Abb. 4 dargestellten gerichteten Krafte B, T', ¥V und Vektoren g, 7, v werden po-
sitiv gezahlt, wobei das positive Moment, im Sinne des Vektors gesehen, stets im Uhrzeigersinn
dreht. Die Unbekannten sind ohne jeglichen Index zu schreiben. Die &dufleren Krafte und

Momente kénnen dieselben Bezeichnungen und Festsetzungen beibehalten, jedoch mit dem
Zeiger des Angriffsortes versehen werden.

2. Beiwerte der Unbekannten.

In den Elastizitatsgleichungen erscheinen als Koeffizienten der Unbekannten die Werte §;;.
Sie werden als Verschiebungen gedeutet und in bekannter Weise aus den Arbeitsgleichungen
fir die Hilfsbelastungszustdinde am statisch bestimmten System X = 1 jetzt ermittelt.
Dabei wird der EinfluB von Léngs- und Querkriften wie iiblich vernachlassigt; die Krafte
selbst jedoch werden zum spiteren Gebrauch angeschrieben.

Belastungszustand: Doppelkraft B = 1.

Zunichst erhdlt man, vgl. Abb. 5, die Momente M, = M, = 0 und an einer beliebigen
Stelle im Stab (k, £ 4+ 1) das Moment

My=+1(y,+4y) =¢sinkoc+xcos(2k+1)—;i,

wobei # vom Eckpunkt % ab in Richtung der Stabachse (z — z) gemessen wird, die einen
Winkel |5 — (2k+1) 5| gegen die Richtung der Kraft R =1 bildet.
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Mit Beachtung der Gleichung (2) ergeben sich dann
M,=—-M,sing, M,=+ M,cosf.
Fir den Stab (k, £ + 1) folgen aus Abb. 5 unmittelbar die Normalkraft
N=—1sin(k+1)%
sowie die Querkrifte
Q, = +1 cos (2k + 1)%, Q. =0.
Man findet dann nach Gleichung (2):
Q.= —@Q,sinf, @Q,= 4+, cosp.

Der Beiwert dz 5 ergibt sich aus der Arbeitsgleichung

ds 2 48 Abb. 5. Belastungszustand :
) - 2 A8 2
1-0zz IM“EJx +fM”EJV Doppelkraft B =1.

oder nach Einfilhrung der eben ermittelten Ausdriicke fir M,, M, und der Abkiirzun-
gen Gleichung (1) aus

EJ,0pp=[ M2 (sin2g + k,cos?f)ds =k, [ M2 ds.
Mit den Endordinaten der Momentenfliche im Stab (k, £ + 1)
yp=rsinka, gy ,,=rsin(k+1)a

wird

»
a
J'.Mf,ds = ?Z (Y% + Yhe1+ Yi Ypr)
1

1 ¥4
237242[sin2koc+ sin?(k 4 1) o + sink o sin (£ + 1) «]
1
und fir k=1, 2, 3,..., p wegen
Ssintka= Jsint(k+Da=2,  Jeos@k+1a=0,
1 1 1

[

4 4
Zsinkocsin(lc—}— o= 7.Z[cosoc —cos (2k+ 1) «] :—g“cosoc,
1 1

fM,%ds = %ﬂa (2 g + %cos oc) = %rza (2 +cosa).
Schlieflich erhalt man mit

cosa =1— 2sin2% und =2
2 sin =
2
— P s 1 1 Abb. 6.  Belastungszu-
BJ; 0= i by (2 L .?T) ) stand : Doppelkraft 7=1,
sin? —
2

Belastungszustand: Doppelkraft 7 = 1.

Aus Abb. 6 und in derselben Weise wie beim Zustand R = 1 findet man folgende Schnitt-
krafte an einer beliebigen Stelle im Stab (k, k& + 1):

M,=+1(y,—A4y) =rcoskoc—xsin(2k+l)%, M,=M,=0;

Qﬂ,z—lsin(2k+l)%, Q,=0;
M,= —M,sing, . M,= 4+ M, cosB;
N:—lcos(2k+1)%, Q.= —@Q,sinp, Q,= + @, cosf.
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Der Beiwert oy, wird wegen zyklischer Symmetrie des Systems und der Belastung

Opp = Opp also

EJwaM={ia3k1( — —-;-)

2 =
2 sin 5

Belastungszustand: Doppelkraft ¥V = 1.

Da die Kraft V = 1 in der Mittelachse des regelméafBigen Vielecks wirkt, wiederholen sich
dieselben Momente bzw. Krifte in allen Staben, vgl. Abb. 7.

Aufrid )
= i An einer beliebigen Stelle im Stab (k, £ + 1) erhilt man die
R Schnittkrafte
Grundri3 Mx.zg—x, M, =0, M,= —rcos—z—,
Q= —1, Q =0, N=0;
M,=+M,cosp, M,=+M,sinf;
Q,= —cosf, Q,= —sinf.

Der Beiwert 6,y ergibt sich aus der Arbeitsgleichung
EJ,bpy= [M2ds +k, [ M2ds + k, [ M2ds
- =[ M2 (cos*p + k,sin*f)ds+k, [ M2ds
—ky [ M2ds+ k, [ M2ds.
Nach Einsetzen der vorstehenden Werte fiir M,, M, und r wird

Abb. 7. Belastungszu-
stand : Doppelkraft V=1.

? a
EJwé,,V:ksz —_x dx+k Z,I —rcos——) dx—pk212a3+ ph,ar?cos®
10

BJ,8yy="2a (% ky+ kb, otg ).

Belastungszustand: Doppelmoment ¢ = 1.

Infolge o entstehen keine Stabkrifte. Die Momente im Stab (k, k£ -+ 1) findet man durch
Zerlegung des Vektors ¢ = 1 in Richtung der Querschnittsachse (' — 2') und der Stabachse

z —2), wie es in Abb. 8 dargestellt ist.
Somit ergeben sich folgende Momente im Stab (k, £ 4 1):

Mw,=+cos(2k+1)%, M,=o0, M, = +sin (2k+1) 5

M,= M, cosp,
Den Beiwert d,, erhalt man wie folgt:

EJ,8,,= [ M2ds+k,[M2ds+Ek, szds=k [M2ds+k, [ M2ds
=k, a200s2(2k+1) 5 + k, az,s1n2(2k+ 1)2,

M,= M, sinf.

EJmég,_,:—ga(l@—{— k) .
Der Beiwert 6,7 = 05, ergibt sich aus der Arbeitsgleichung

Abb. 8. Belastungszustand :
Doppelmoment g = 1. EJxéTv‘(-):waTMgds—I—k,foMﬁds.
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Mit den Momenten M7 fiir den Belastungszustand 7' = 1 und Me¢ fiir den Zustand ¢ = 1
wird

BJ, by, = [ MEME[—siny cosy (1 —k,)]ds = —ky [ M} Meds,

» ? :
fM}’M;%ds = Zcos (2k+1) %_”" coska — z sin (2k 4+ 1)%]61%
1 0
1 4
= ?ragcos(ﬂc—}— 1)%[coskoc + cos (k4 1) «]

Y4
1 o o
=5ra 1§ 2cos - cos? 2k+ 1) 5.

Das gibt mit

Zp’cosz(Qk—{-l)%:_;i and r= 2
1

2 sin %
schlieBlich

BJ,bp,= — Lak;etg <.

Belastungszustand: Doppelmoment 7 = 1.

Ganz ebenso wie fiir den Zustand p = 1 erhalt man jetzt, vgl. Abb. 9, fir den Stab
(k, & + 1) die Momente:

M, = —sin(2k+1)5, M,=0, M,= +cos (2k+1) 53

M,= M, cosf, M,= M,sinf
und die Krafte: N =@, =@, = 0.
Infolge der zyklischen Symmetrie des Systems
und der Belastung ergeben sich die Beiwerte:

5:: = 699 = % (k2 + kz) s

61{12 —6T9= -2—)42—2]03 Ctg%.

Belastungszustand: Doppelmoment »=1.

Man findet hier, vgl. Abb. 10, sehr einfach Abb. 10. Belastungszu-
stand: Doppelmoment
rv=1.

- . : .o
Abb. 9. Belastungszu- 20T die iber die ganze Ringlinge konstanten

stand: Doppelmoment Momente:

=1

M,=+1, My,=M,=0, M,=—sinff, M,= +cosf.
Der Beiwert §,, ergibt sich aus

EJ,8,,= [M2ds + k&, [ M2ds =%, [ M2ds,

und zwar
EJ:’cavv= pa’kl'

3. Losung der Gleichungen.

Nach dem Aufbau der Momentenflichen kann man die Unbekannten in zwei Gruppen
-einteilen:

symmetrische Unbekannte 7', o, » und

antimetrische Unbekannte R, 7, V.
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Die beiden Gruppen sind immer voneinander unabhéngig; auBlerdem verschwindet die zweite
bzw. die erste Gruppe der Unbekannten, wenn die duBlere Belastung des Systems sym-
metrisch bzw. antimetrisch in bezug auf eine durch die Ringmittelachse und Schnittstelle
gelegte Ebene ist. Aus der einfachen Betrachtung folgt weiterhin, daB die Beiwerte:

51'{1' = 679 = 6VR = 6171 =0
sind.

Somit erhalten wir folgende sechs Elastizititsgleichungen zur Bestimmung der 6 Un-
bekannten, worin die Werte 65, 6,9, 0,0 usw. die Belastungsglieder bezeichnen.

T(STT“"Q(STQ‘FBTG#O’ ; Ropgp+ t0g.+ 0go=0,
T6T9+Qaee+6eozoa Rép, +76,, +6,0=0,
vd,, + 06,0 =0, Viyy+ 0pe=0.

Fithrt man die Berechnﬁng mit den p—:ﬁEJ .fachen Werten der Verschiebungen durch
und setzt man zur Abkiirzung

ﬁEJ,ﬁaik: 8, baw. ;‘%EJxa,.o: 8o
so lauten die im Abschnitt 2 ermittelten Beiwerte:

, ’ 1 '

Opp= cs1«3:1?,="1'J"1 <—F - %):
2 sin’ ? 6;,. :_ic_kl’

s =2

629 = 6tt a (k2+ kz)’ 6’17720(%102_*‘ kz 0tg2';_>-

Opp= — O = —kyotg+,

Die Auflésung der Elastizitatsgleichungen (mit den 1;% E J fachen Belastungsgliedern)
liefert die Unbekannten:

172 E J, ’ ’
T= 7[5 (ka+ G 5) (= 00 + ksctg 5 (— o) |,
al 1 1 ’
9=—;_[k3ctg%'(_6ro)+ak1( o ~_§>(~690)]:

s g O
2 sin’ 5

v=4k1(-—6;0),

p_1 [%(k2+ %—;7_ #) (— &%) —kactg%(—aio)]:

a 2
,=—j,—{—k3ctgg-<—a;m>+akl< la—%)<—6:o>]’
2 sin% —
3) 2
1
V = (—0%0)s
1 E J. o
a(§ ]C2+ ?;- J_; Ctg2'§>

wo

k, = sin?g + #coszﬂ,
v

ky = cos®f + gfsinzﬂ,
v

k3=sinﬁcosﬂ<1-gl_:)’ ‘
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Fir die Belastun g sglieder gelten folgende Ausdriicke:

BT, 0p— 2 f rcos ko — sin (2k + 1) %] (ky M2 — ks M2) dz,
D a
EJ, 8,0 = Zf[cos @k + 1)%] ey MO — kg MO)dz + k, Zf[sin(2k+ 1)%] Modz,
1 9 1 9
» a
EJ,6,, = Zf(klM,?,— ks MO)dz,
19
4) > ¢ )
EJ, 85 = Zﬂr sinka + x cos (2 + 1) _2] (ky MO, — kg MO) dw,
19

» @ . » 2
EJ, 8,0 = Zf[——sin(Qk-f—l)%—] (kzMg.—ksM}}.)dx—i—lcsz[cos 2k+1) —;_] Modz,
19

? a
EJ, 670—Zf (kz_Mo Mg,)dx—rcos%kzszdx,
.1

k=1[1,2,3, ..., p(=0)].

Hierbei erstreckt sich die Summe iiber alle Ringstabe. Die M2, MY, M} sind die Mo-

mente im Stab (k, & -+ 1) infolge duBerer Belastung am statisch bestimmten System, vgl.
Abb. 11.

, M infolge GuBerer Laste
Die endgiiltigen SchnittgroBen in irgend einem Ringquerschnitt 1foge Guberer Lasten

ergeben sich durch Superposition der entsprechenden Grofien am k_[[ﬂmﬂ{”mm]]]lﬂm P

statisch bestimmten Hauptsystem aus 8 = 8° 4+ ¥§8*X,; hierin ist | | i
8° die SchnittgroBe infolge duBerer Belastung, | Minfolge Xi=1 |
X, der Reihe nach: T, o, », B, 7, V, \ .,
St die im Abschnitt 2 ermittelten SchnittgroBen infolge X; = 1. a

So findet man folgende Ausdriicke fiir die Momente und Krafte in = ,yp ;. Berechnung
einem Querschnitt des Stabes (k, ¥ 4 1)im Abstand x vom Eckpunkt k.  der Belastungsglieder.

M, = MY+ [cos 2k + 1)%]9 — [sin(2k+ 1)%] o+ (51— 2) 7,

M, — MY+ [reoska—asin(2k+1) 5| T + [ rsinka + = cos (2k+1) ]R+v,
M, =M+ [sin(2k+ 1)%]9 T [cos (k+1) 5|7 — (r cos?> v,

G e = -7,

Qy =@y —[sin@k+1)5|T + [cos 2k +1) 5| B

N =N —[cos(2k+1)5|T — [sin(2k+1) 5| B
M, M, Q,, @ vgl Gleichung (2).

4. Beispiel.

An einem Polygonring mit p = 16 Seiten wird nachfolgend ein Belastungsfall unter-
sucht, wobei die Biege- und Torsionsmomente sowie eine Forméinderung ermittelt werden.
Es ist ein Modell des Kopfringes, das bei Voruntersuchungen fiir den Entwurf einer Kuppel
hergestellt wurde und an dem fiir einige Belastungsfille die Forméinderungen gemessen
wurden. So ergibt sich ein Vergleich der nach vorliegendem Verfahren berechneten und am
Modell gemessenen Werte.
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Der Polygonring sei durch zwei in entgegengesetzter Richtung tordierende Momenten-
paare nach Abb. 12 belastet. Obwohl aus einfachen Uberlegungen wegen Symmetrie der
Belastung sofort einige Aussagen iiber die Unbekannten folgen, fithren wir die Berechnung

ganz allgemein durch, um die Anwendung der abgeleiteten

1.7 .
@'\ Formeln zu erlautern.

7 /_ ; Im statisch bestimmten System, Abb. 13, erhilt man
. S // - -— infolge dullerer Belastung durch die tordierenden Momente
u : Ty = 73 = — 1, 1, = 77, = + 1 folgende Biege- und Torsions-

y momente fiir den Stab (k, £+ 1), wok=0,1, 2,...,151ist.

Bereich I, k=0, 1, 2, 3:
Mg§=+sin(2k—|—l)%, MP= —cos(2k—|—l)%,
Bereich 11, £k = 4, 5, 6, 7:

Abb. 12. AuBere Belastung.

M2 = +sin(2k+1) 5 +cos(2k+1) 5,

M? = —cos (2k+ 1)%—|—sin(2k+ D5
Bereich 111, £k =8, 9, 10, 11:

M= +cos(2k+1)5, M= +sin(2k+1),

. . Bereich 1V, k=12, 13, 14, 15:
Abb. 13. Statisch bestimmtes .
System. M°=0.

Die Belastungsglieder ergeben sich nach Gleichung (4) mit

a

f[r cosko — zsin (2k+ 1)%}dm =ra cos—;c—cos 2k + 1)325,
0

a

f[r sinko + 2 cos (2k+1)%]dx=ra cos%sin (210—}-1)%,

__360° _ Cooans LT
oc—TG———223O, 2—11 15,

sowie unter Beachtung der nachfolgenden Tafeln fiir die Winkelfunktionen wie folgt:

11

7
EJ, 0p0= —ksra cos%[OZ sin(2k+1)—;—cos 2k + 1)%—}— %’cos 2k + 1)-°21cos 2k + l)—;—}

7 11
= k2 ctg%{Z%sin@k—{- o+ 3 1+ cos 2k + 1)«]} = —2katetg %,
0 4

11

7
EJ, b= kza[%’sin@k—l-l)%cos 2k + 1)% + ?cos 2k + 1)%cos (Zk—l—l)—g—]—}-

11

7
+ kza[— éovcos(2k+ 1)5 sin(2k+1) 5 + 247sin(2k+1)%sin(2k+ 1)%]
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7 11
EJ,d,, = —kaa[%jsin@k—{— )5 + ;cos(ﬂc—{- 1) %}: 0,
EJ, 0z, = — 2k;a’ctg <,
EJ, b, = —4a(ky+ k),
EJ, dy,=0.
Nach Einsetzung der I%-fachen Belastungsglieder, also % 0,-Werte, in die Glei-
chung (3) findet man die Unbekannten:
o=—%, T=+3%, v=0, T=R=V=0.

SchlieBlich ergeben sich mit Beachtung der Gleichung (5) die endgiiltigen Momente
im geschlossenen Ring; es sind im Stab (&, & 4 1):
Bereich I (k= 0, 1, 2, 3) bzw. III (k = 8, 9, 10, 11):

M, = i%[sin(ﬂc%— 1)—;- — cos (2k + 1)%},
M, = F 5 [sin(2k+1) % + cos 2k +1) &
Bereich 1T (k = 4, 5, 6, 7) bzw. IV (k = 12, 13, 14, 15):
M, = :l:%[sin(Zk—}- 1)% + cos (2k + 1)—;—},
1

b

| —

M, =1+ 5 [sin(2k —{—»1) 325 — cos (2}c'+ 1) —H,

wobei die oberen Vorzeichen fiir I oder II, die unteren fiir III oder IV gelten.

In den nachstehenden Tafeln sind die Winkelfunktionen sowie die Momente M, , M,
im Bereich I und II zusammengestellt:

k 2k+1 2k+1a sin(2k+ 1)« cos(2k+1)a

0 1 220 30" 0,382683 0,923880

1 3 670 30" 0,923880 0,382683

2 5 900 - 220 307 0,923880 — 0,382683

3 7 90° 4 67° 30’ 0,382683 — 0,923880

4 9 180° - 220 30" — 0,382683 — 0,923880 i

5 11 180° + 67930’ |  — 0,923880 — 0,382683 Abb. 14. Virtuelle Bel

6 | 13 | 27004-22030° | — 0,923880 0,382683 14. Virtuelle Belastung.

7 15 2700 4 67° 30" — 0,382683 0,923880
k (2k+1)% sin(2k+1)-°2i cos (2% + 1)% Stab (&, k +1) M, M.
0 110157 0,195090 0,980785 0—1 — 0,392848 | — 0,587938
1 330457 0,555570 0,831470 1—2 —0,137950 | — 0,693520
2 56015 0,831470 0,555570 2—3 -+ 0,137950 | — 0,693520
3 780 45’ 0,980785 - 0,195090 3—4 + 0,392848 | — 0,587938
41 90° 4+ 11°157 0,980785 — 0,195090 45 -+ 0,392848 | - 0,587938
51 90° 4 33°45 0,831470 — 0,555570 5—6 4+ 0,137950 | -+ 0,693520
6 | 90° 4 56°15" 0,555570 — 0,831470 6—17 —0,137950 | <+ 0,693520
71 900 - 78045’ 0,195090 — 0,980785 7—8 — 0,392848 | - 0,587938

Wir ermitteln jetzt die relative Durchbiegung der Momentenangriffspunkte mit Hilfe
der virtuellen Belastung nach Abb. 14 aus der Arbeitsgleichung: 26 = f M Mds, wo M
das Moment infolge virtueller Belastung am statisch bestimmten System bedeutet.

Wegen Symmetrie der Belastung sind die Durchbiegungen der Punkte 0 und 8 gegen
4 bzw. 12 aneinander gleich; die Summe der beiden erscheint unter 2 §, daher wird hier nur
iber den halben Ring integriert. _

Es ist angenommen, dafl am statisch bestimmten System, Abb. 13, im Punkt 0 und 16
j¢ P =7 von unten nach oben, im Punkt 8 P = 1 im gleichen Sinn, in den Punkten 4
und 12 je P = 1 im entgegengesetzten Sinn wirken.
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Die Momente infolge virtueller Lasten im Stab (k, k 4 1) sind:
Bereich I, k=0, 1, 2, 3:
M, = +%[r sin(2k+l)i;—— %-{— x], M,= —|——72—[cos%—cos(2lc+ 1)%},
Bereich II, k =4, 5, 6, 7:
M,=+1 [rs1n(2k—|—l)————|— x} [rcos(2k—{—1)2+—— ],

M,=+ ?[005—2—— cos (2k + 1)—2-] — r[cosi — sin (2k -+ l)?j].

Mit den eben ermittelten Momenten wird nun '

EJ, 0=k, [M, M, ds+k, [M,M,ds.
a
Die beiden Integrale berechnet man mit f(% - w)dx = 0 und unter Benutzung der
0
obigen Zahlenwerte fiir die Winkelfunktionen folgendermafen :
3

fM M, ds-Z—é—rasm(ﬂc—l—l) [s1n(2k+l)——cos(2k+l) :I
0

-{—Z[ rasm(2k+l)2—|—racos(2lc+l) ] |:sm(2k+1)—
+cos(2k+1)—°‘—}

3
= [Zsm(2k+l)——5m(2k+l) 2sin(2k+1)-°2‘-cos(2k+1):‘2‘_+
0
7

7
2 sin (2k + l)icos(zk—{—l)—;—}—2200s(2k—{—1)—;—c0s(2k+ 1)%}
4

4

o~

m{oi’[l—cos (2k+ 1) o] — Zg’sin(zk+1)a+
%7’ 2k+1)oc—{—22[1+cos(2k+l)oc]}
[ D sin (2k + )oc+2-4]=0,6934377‘a.
fMMds— 23 [cos——cos(2k+1) ] [sm(2k+1)_+cos(2k+1) ]

2’{1 rafcos & — cos (2k+1) }—ra[cos%—-sin(ﬂo—l—l)%}}x
1 5 [sin(2k+1) 5 — cos 2k +1) & ]

= a{oj[1+cos(2k+1)a]+2sin(2k+1)a—327’sin(2k+1)a+

+22[1—-cos(2k—|—1)a]—2008 [y51n(2k+1)2

+OZ'cos(2k+1)%——427008(270—{—1)%]}

= %ra(s + 8-1,306563 4 2-4 — 2.0,980785-4-2,562915) = 0,792894 ra .
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Nunmehr folgt der gesuchte Ausdruck fiir die Durchbiegung:

6= E’j— (0,693437 k, + 0,792894 k) .

Die Abmessungen und die Querschnittswerte des vorliegenden Polygonringes,

Abb. 15, sind:
r=61,114 cm,
sin f = 0,28292,
cos f§ = 0,95914,
J, = 14,094 cm?,

Hierbei wurde J, nach der Bredtschen Formel: J, =

der mittleren Stege und abstehenden Querschnitts-
teile ermittelt und durch die an einem geraden
Stab von gleichem Querschnitt angestellten Ver-
suche als hinreichend genau bestatigt gefunden.

Die Materialkonstanten £ und @ fiir den Baustoff
des Modellringes ergaben sich aus den Versuchsmes-
sungen wie folgt:

vgl.

a=2r sin%: 23,8455 cm ,
sin?f = 0,08005,
cos?fl = 0,91995,
J, = 74,478 cm?,

J, = 15,666 cm?.

4F2 * .
—4; unter Vernachlissigung

¢
¥

e

* \
Y

E ~ 2,010 kg/cm?®, @ = 0,77-10°¢ kg/cm?. Abb. 15. Ringquerschnitt.

Somit erhalten wir zundchst die Abkiirzungen Gleichung (1):

14,094
ko= 0,91995 4 = 74478 —-.0,08005 = 0,95310,
f— 20 (1409 o 450

== 0,77 - 15,666

und schlieBlich die Durchbiegung infolge duBerer Lastmomente gemaB Abb. 12 von je 1 kgem:

61,114 - 23,8455

0= 2,0 - 10° - 14,004

(0,693437+0,95310 + 0,792894 - 2,3368) = 129,3-10-% cm.

Fiir Lastmomente von je 1500 kgem wird die Durchbiegung
0 =1500-129,3.10-% = 0,194 cm = 1,94 mm.

Die Versuchsmessung lieferte fiir die gleichen Lastmomente ~ 2,13 mm, also einen um
rd. 10% groBeren Wert. Angesichts der Neuartigkeit der Versuche sowie der Material-, Her-
stellungs- und versuchstechnischen Schwierigkeiten, die sich der Festste]lung so kleiner
MefBgroBen am raumlichen Modell entgegenstellen, erscheint die Ubereinstimmung sehr
befriedigend.

* Vgl. u.a. Stahlbau-Kalender 1940, S. 66:

ol 2l
olgt J,= d_u
s

M

_ M [dv
~Gare

(Eingegangen 25. 1. 1942).

Stahlbau-Forschungsheft 6. 10
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Uber die Beulung von Rechteckplatten mit anfiinglicher
Ausbiegung.

Von F. Schleicher, Berlin.
Mit 6 Abbildungen.

Die Stegbleche vollwandiger Stahlkonstruktionen konnen aus verschiedenen Ursachen
anfiangliche Ausbiegungen aufweisen. Am haufigsten ist wohl der Fall, daB ein gut gerichtetes,
also im spannungslosen Zustand ebenes Stegblech erst beim Zusammenbau der Konstruktion
durch Zwangungskrafte gebogen wird.

Die Abweichungen von der ebenen Gestalt werden dabei durch die Randstiitzung der ein-
zelnen Plattenfelder, d. h. durch Quertridgeranschliisse oder Aussteifungen erzwungen. Die
beiden Querrinder des Rechteckfeldes haben dann (wegen der im allgemeinen grofen Steifig-
keit der Randstiitzungen) in vielen Féallen eine praktisch konstante Ausbiegung, die sich

y=nb Schnitt
T t'zxz 4«@
fe—rt 7’7
% ] . 1 ~
¢4 ] n]M TUV :q 0&“‘?0@‘: E
iy ta;
¢3
te—ri} 7Uz 1 m; —— ~
| - te ==
: : z-£b NN Draufsicht Zmw
=& 0 e
¢ Lz E=+ z t O IA -
a=cch | 4y
Abb. 1. Mey

nur wenig oder gar nicht mit der Hohe der Be. Abb-2. (Die Randkrfte sind fir Ay =1 ein-
N geschrieben.)
lastung &ndert.

Die folgende Untersuchung bezieht sich auf eine Rechteckplatte mit konstanten Rand-
stérungen, wie in Abb. 1 dargestellt ist. Das Plattenfeld ist durch gleichmaBig verteilte Langs-
druckspannungen ¢, = — ¢ ¢, belastet, alle vier Plattenrinder seien gelenkig gestiitzt. Es
ist also vorausgesetzt, daBl die Langsspannungen o, an den Querrindern z = 4 a/2 trotz
der Randausbiegung an jeder Stelle ,zentrisch“ in die Platte genau eingeleitet werden und
daf sich die Lasteinleitung der Randstérung anpafBt. Man vergleiche Abb. 2. Es sei besonders
darauf hingewiesen, daf ein Vergleich der Belastung nach Abb. 2 mit dem Fall eines aufBer-
mittig gedriickten Stabes nicht moglich ist, weil dort auBer der Normalkraft auch ein der
AuBermittigkeit proportionales Endmoment eingeleitet wird.

Fiir unseren Zweck ist es geniigend allgemein, wenn die Ausbiegungen der beiden Quer-
rander nach einfachen Sinushalbwellen vorausgesetzt werden, d. h. zu

w(—{— %, 77) =w, sinn 7,
w(— L%’ 77) = w, sin x 7.

Die Entwicklungen lassen sich zwar auch leicht fiir Randstérungen von der Form
2wy, sinnwy (mit n = 1, 2, 3,...) verallgemeinern. Wir beschranken uns hier jedoch wegen
der leichteren Ubersicht auf den Fall von Randstérungen mit nur einer Halbwelle n = 1,
der fir die praktischen Anwendungen am wichtigsten ist.

Auf frithere Untersuchungen iiber die Beulung von Platten mit anfanglicher Ausbiegung sei
hier kurz verwiesen. Die Rechteckplatte, die lings der querverlaufenden Mittellinie durch
Schneiden, also ohne Einspannung, zu einer festen Ausbiegung gezwungen ist, wurde be-
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handelt in [1] F. Schleicher: Stabilitit leicht gekriimmter Rechteckplatten, Abh. Internat.
Ver. Briickenbau und Hochbau Bd.1 (1932) S. 433. Rechteckplatten mit einer mittleren
Langsversteifung, die durch einen Selbstspannungszustand ausgebogen ist, z. B..infolge von
Zwangungen beim Zusammenbau, sind betrachtet in [2] F. Schleicher und R. Barbré:
Stabilitat versteifter Rechteckplatten mit anfanglicher Ausbiegung. Bauingenieur Bd. 18
(1937) 8. 665. Die Arbeiten [1] und [2] beziehen sich auf den Fall der Belastung mit Druck-
spannungen gleichméfBiger Grofe, der auch in folgender Untersuchung zugrunde gelegt wird.

Grundlagen.

Die Grundlagen der Plattenbiegung durch Druckbelastung kénnen hier als bekannt voraus-
gesetzt werden.

Die Ausbiegungen w(z, y) bzw. w(£, ) der Platte geniigen der sog. Differentialgleichung
fir die Plattenbeulung

0w C0tw ot o 0w
(1) "3?4“2‘(9—{2*%5‘{'@"_75 tp?—O
Die Rechnung wird mit Verhaltniszahlen durchgefiihrt. Die Koordinatenzahlen & = x/b und
n = y/b sowie das sog. Seitenverhaltnis « = a/b sind durch Abb. 1 definiert. Die Langsbe-

lastung ist 0, = — ¢ o,, wobei g fiir Druckspannungen positiv gerechnet wird. ¢, bezeichnet
die bei Rechteckplatten iibliche sog. ,,Eulerspannung‘‘ nach der Querrichtung, namlich

n2 E t\2
@) %= ()

die fiir Baustahl mit £ = 2100 t/cm? und g = 0,3 iibergeht in
(2a) o, = 1898 (4 )’ in t/om?.

Die Differentialgleichung (1) gilt fiir eine Platte von konstanter Dicke ¢, ferner wird unbe-
schriankte Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes vorausgesetzt.

Man vergleiche hierzu den Aufsatz [1] oder die Ubersicht [3] F. Schlelcher Stabili-
tatsprobleme vollwandiger Stahltragwerke. Bauingenieur Bd. 15 (1934) S. 505.

Fiir unsere Fragestellung, d. h. die Untersuchung der Platte mit' Randstérungen von der

Form n =1, d. h. w, sin 7 % usw., benutzen wir (vgl. das Koordinatensystem in Abb. 1) den
Ansatz

3) w(é n) =X (&) sinzgn, mit X (&) = Ceré.

Die Bedingung der gelenkigen Stiitzung an den beiden Langsrindern = 0 und # = 1,
ndmlich w = 0 und

E#

D (8210 2w
12(1 — u?)

sind durch den Ansatz Gleichung (3) identisch erfiillt. Die Randbedingungen fiir die beiden
Querrander & = i— lauten

w(+ % ) = wysimn,

o~ 30 7) = wsinen
M5 1) = — 5 (58 + 1T e =0
(=5 1) =~ 5 (G5 + 458 un =

10*
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Die Funktion X (&) = Ce’® ist also jéweils so zu bestimmen, dafl wird

X(+3)=m
@ X(-3)=w

)

(X" — p? X)emyap =0,
(X" —pa? X)s——gz2=0.

Diesem Gleichungssystem sind die folgenden vier Bedingungen gleichwertig, die von uns
statt dessen benutzt werden.

x(+5)+x(-3
X(+3)-%(-%
x(+ 1)+ 20 (= 5) - wrx(+ D)+ (- 3] -0
x(+ 3)- 2 (- §) - e[+ §) - x( ] -0
. Der Exponent r des Ansatzes Gleichung (3) geniigt der sog. Hauptgleichung

(5) -2 —g)rP+at=("?—a?)?+ater:=0.
Wegen 72 4+  — @ r— 7% = 0 gelten daher die Wurzeln

n==+t50t—9—7V-09),

=+ 20—+ 1=p).

Mit Riicksicht auf die praktische Anwendung werden die folgenden Rechnungen ,,im
Reellen durchgefiihrt. Es sind sodann, je nach dem Bereich, in dem der Belastungspara-
meter ¢ liegt, verschiedene Losungsformen zu benutzen.

(4a)

(6)

1. Spannungsbereich ¢ <0 (Zugbelastung).
Fir ¢ <0 sind die Wurzeln 7, und r, der Hauptgleichung (5) reell, so dafl der Ansatz gilt
(7 X (&) = C; Cojs, &+ Oy Cojns & + O3 Gins &+ Oy Ginny &,
wobei bezeichnet (x, > ;)

= 20T —1=9),
=205+ 1=p).

Setzt man X (&) nach Gleichung (7) in die Randbedingungen Gleichung (4) ein, so folgt das
Gleichungssystem:

(7)

Gy C, Cy C,
+ Gof 5~ + Cof 2> + %> + Gin* = w,
+ Gof X7 + Gof 5> — Gin%E — Gin* = w,

+ O p) ol 5% | + (B — u?) Bof 5 | + (4t — pa?) Gin %y | + (3 — pa?) Bin % = 0

Hy o Ho O

+ (2 — pa?) Cof A7 | + (14 — par?) Cof 57 | — (4 — pa®) Gin A | — (B — un?) Gin L |= 0
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Daraus erhalt man durch eine einfache Umformung, die dem Gleichungssystem (4a) ent-
spricht:

Cl 02 03 04
goi%_a @oi’-"z—“ - — = "ﬁ_‘;'sz
(9a)  (—pa?) G " | (4 — pa®) Gof 5 - - ~0
in =3~ Bl v
_ B Sin 2 Gin 2= — 5 2
- - (3 — ua?®) @in”—’zE (% — pn?) Ginx_g_zoc —0

Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (9a) hat den Wert

A % — "}~ .
=7 Cinxya Sinxya,

d. h. sie ist fiir ¢ < 0 immer von Null verschieden. Die Werte der Konstanten C, bis C, sind
daher in dem Spannungsbereich ¢ < 0 endlich.

C =_l_w1+w2,c2——u7z2 1

1 2 #3 —xl(;ixloc

C :_wl+w2;i—,un2 1

2 2 g — x%? @Di:%_a
(10) w, — Wy %3 — pnz 1

1 2 %3
Os =+ 2 ®3 — x3
@
b, _ W — Wy —pn? 1
4 2 %3 — 2 Gin xztz

Insbesondere die Ausbiegung in Plattenmitte ist gleich
wy =w(0, 1) =C, + C,.

2. Unbelastete Platte ¢ = 0.

Fiir ¢ = 0 sind 7, und r, Doppelwurzeln, namlich r, , = + 7. Es ist also der Ansatz zu be-
nutzen

(11) X (&) = (Cy + Cym &) Cojné + (Cy + Cy n ) Ginné.
Aus den Randbedingungen (4a) folgt damit das Gleichungssystem:
C, C, C; C,
Cof 5~ — - 2 etk =T
ag) (1 —p)Coj - | - (l—u)“@n“+2(€i2 =0
- TR Gin 7> — =T
— (1— ) 2E Gof 2% + 2 @in™ 2 | (1—p) @in 2t . —0
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Die Koeffizientendeterminante ist

d. h. immer von Null verschieden,

F. Schleicher:

4=—Cin’mga,
da « 4= 0. Die Konstanten C, bis C, folgen zu

e  l—pnmne .. wa
o _+w1+w26°7_2—+ g 3 &g
e 2 cojz 2% ’
2
1—p
0, — — "1 2
: 2 G
"3
(13) 1 1 o
iy lopmag e
C wl—wzgm2+ 2 20:0‘2
s = T 2 -1 ’
Gin?—
1—n
0, — _tatw 2
* 2 @iﬁ'
o173

Durch die Randstorungen w, und w, wird in der unbelasteten Platte eine Ausbiegung in

Plattenmitte erzeugt gleich

wM=01.

3. Spannungsbereich 0 <¢ <4 (unterkritische Druckbelastung).

Fiir den Bereich 0 < ¢ < 4 sind die Wurzeln r, und r, der Hauptgleichung (5) komplex,
so dall man als reellen Ansatz erhilt

(14) X (&) =0C,Cojx&cosA&+ CoCojxésinAé + CyGinnécosié 4 CyGinxésinAé,
worin bezeichnen
® = % }/4 — @,
(15) _
A= —725 Vo. ‘
Aus den Randbedingungen (4a) folgt das Gleichungssystem
01 02 03 04
Coj ’—‘2#“00 %“ — — Gin%sinl—; =?‘1‘~;—’f?
[(2 = 22 — pa®) x (62— 22— pa?) x
®o Ao .%o . Ao
X Cof—5-cos - — 2% X — — X Gin—g-sin==+ 2% X
. . A
(16) X @m’% sin ?u] X @oi’% cos ’%} =0
- Cof ’i; sinL; @i‘n’i; cosl—;—‘ — =w‘;—“3’
[(x2 — 22— pn?)x [(x" — 22 — pua?) X
xoe . Ao Lxe Ao
— X Coj=-sin=p=+ 2xA x| X Gin=5-cos - —2%AX —
. 2 ) _
X &in % cos?“] xGof % sin —25] =0
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Die Koeffizientendeterminante hat den Wert _

4,292 2% | gha ;9% & s 21_2‘)( 2% % ol n2 X% 2“‘)
4 4xl((€oi 5 c08® 5= + Gin® == sin® =)  €of? - sin® == + Gin* - cos® 3

= — 42 )2 (@1112 % | costh® ) (@mzm + sin? '12“)
Sie ist immer von Null verschieden, solange nicht (x 1) verschwindet, was nur an den
Grenzen des Giiltigkeitsbereiches ¢ = 0 bzw. ¢ = 4 der Fall ist. .
Die Konstanten C, bis C, ergeben sich fiir 4 4 0, wobei also die Grenzen des Bereiches
ausgeschlossen sind, wie folgt:

o Ao | 22— 22— un? xo . Ao
0 _w1+w2@0i—2~008?f——m——@ln_‘2—sln?
o2 Gin2 % 4 L ’
g T cos* 5
xa . Ao x— A —pun® , xa Ao
Spf 2L gint> ¥ — /4 AT 2% cos 22z
o _wl_wz(,oi 5 sin— EPY) Gin 3 cos
2 2 Aa 2
sz———-{—s 22
(17) o Ao A2 |
L KO Aa | % — 22— pnt o . )_._o_c
0_w1—w261n2c-os2+_2 7l @i sm2
37 T2 Ao ?
sz X ¢ sinz2” 3
Loxa . Ao % —}F—-,unz o Aa
o _~wl+w2@m?sm—2——~—m~—@ioi—2~cos—~2—
4= T %o Ao -
in2 % * 2 A%
Gin’ D) + cos 5

Im Plattenmittelpunkt erzeugen die Randstérungen eine Ausbiegung gleich
Wy = 01
Die im Zahler der Ausdriicke vorkommende Grofe ist durch den Parameter ¢ ausgedriickt:
#%— A2 — pn? =2(1-—p)-—
2uk - Yot —9)

Wir betrachten noch das Verhalten der Losung (14) bei Annéherung der Belastung ¢ an
die Grenzen des Bereiches 0 < ¢ < 4.

Verschwindet die Druckspannung, d.h. fiir ¢ - 0, so geht der Losungsansatz Glei-
chung (14), wie man sich leicht iiberzeugen kann, in den Ansatz Gleichung (11) tber. Mit

» =g und A—>0 wirdnamlich C, (17)=C, (13),ferner wegensin A& - A&noch — 02(17) C,y(13),
weiter Cy (17) = Cg (13) und - C, (17) = C, (13).
Fiir die obere Grenze des Bereiches ¢ — 4 wird x — 0 und A = #». Es geht der Ansatz

Gleichung (14) in die Losung Gleichung (18) iiber, da zwischen den Konstanten in der Grenze
@ -> 4 die folgenden Beziehungen bestehen:

C,(1T) =C(20),  C,(17) = C5(20),

C3(17) = = C5(20), O,y (17) = = C, (20).

Auch an der oberen Grenze des Bereiches ¢ = 4 bleiben die Konstanten C, bis C,, und
damit die Ausbiegungen w(£#) endlich, wenn das Seitenverhiltnis « nicht ganzzahlig ist.
Ist dagegen « =1, 2, 3 ..., so wachsen die Ausbiegungen bei Anndherung der Druckspan-
nungen an den Wert ¢ = 4 iiber alle Grenzen, und zwar C,, C, fiir den geraden Teil, C,, C,
fir den ungeraden Teil der Funktion X (&).
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4. Druckspannungen ¢ =4.

Fir Druckspannungen von der Grofe ¢ = 4 erhilt man aus der Hauptgleichung (5) die
Doppelwurzeln r, , = 4 7 und damit den Ansatz

(18) X&) =(C;+Cymé)cosmé + (C3+ Cymé) sinn&.
Aus den Randbedingungen (4a) ergibt sich das Gleichungssystem:
C, G, Cy O,
cos %‘- — — ?—25 sin % = w——————‘;"ﬁ*
Qa —{—,u)cosy—zzE — — (l+y)?—25sin“—;—2cos% =0
JTo T s T W;— W,
— 5 C08 - sin - — =—t—
- (1+ @) 5 eos T + 2sin 2 (1 + p)sin T — =0

Die Koeffizientendeterminante besitzt den Wert
A= +sin?zna,

sie ist somit von Null verschieden, wenn das Seitenverhaltnis « der Platte nicht ganzzahlig

ist. Unter der Voraussetzung A + 0, also « == 1, 2, 3,..., erhdlt man aus (19) die Kon-
stanten:
me ltuma, mo
0_+w1+w20082 2 273
1 9 225 ’
Cco8s )
144
o w—w, 2
0y = 2 . 7o’
2 sm——é—
(20) me 1tune
O p im0 2 2 2 %73
T 2 sin2 7* .
2
144
o wmtw 2
O,=+ e
co8 2
Die Ausbiegung in Plattenmitte betragt
wM = 01 .
In der Beziehung 4 =sin? 7 « = 0, entsprechend =1, 2,3, .. ., erkennt man die Beul-

bedingung ¢, = 4 der Platten mit ganzzahligen Seitenverhéltnissen. - :
Bei Anniherung der Belastung an den kritischen Wert ¢, =4 wachsen die Ausbiegungen
des Plattenfeldes mit beliebigen Randstorungen w,, w, iiber alle Grenzen, und zwar wird

C,— oo, wenn cos™®* =0, d.h. «=1,3,5,...,

2
C; - co, wenn sin’—”295=0, d.h. «=2,4,6,...
ist. Die Ausbiegungsanteile C, cos #é& bzw. C3sin & entsprechen den zugehorigen Beul-
formen der Platte ohne Randstorungen, die mit m=1, 3. .. bzw. m =2, 4. .. Halbwellen

beult.
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5. Spannungsbereich 4 <¢ <¢,.

Dieser Bereich kommt nur bei Platten mit Seitenverhaltnissen « == 1, 2, 3, ..., in Be-
tracht. Fiir ihn sind die Wurzeln r der Hauptgleichung (5) rein imaginar, so da man als
reelle Losung erhilt

(21) X (&) =0, cos 2y &+ Cycosdpf + Cysiniy & + Cysindp &.
Darin bezeichnet (1, > 1,)

Ay = %(1@— Vo —4).
Die Randbedingungen (4a) liefern das Gleichungssystem:

(23)

G, , C, Cy Cy
cos %— cos }‘—225 — — = %@2
(242 4+ p =) cos L (42 + un?) cos Ay — =0
(22) 1T M 2 2 T M b} =
i N Ao Ay Wy W,
sin 5~ sin=§ =",
— — (% + pa?)sinh2® | (22 4 pa?)sin2® |= o

Die Koeffizientendeterminante dieses Systems hat den Wert

__n-n
4= 4

sie verschwindet wegen A, > 4, nur dann, wenn

sin 4, « sin A, ¢,

Mo=mn oder Ayo=mn ist, mit m,m' =1,2,3,...
In beiden Fillen erhilt man ‘
m. o \2
P = (; + E) )
d. h. 4 verschwindet nur dann, wenn die Belastung der bekannten Beulbedingung geniigt.
Unter der Voraussetzung ¢ < @g, also 4 < 0, erhilt man fiir die Konstanten:

C.— Wt % Btpnt 1
1 A Ao’
COST
wy + wy A2 4 pun® 1.
Cp=+ 2 A2 — 23 Ay’
cos—5—
(24) 2
0__~w1—wzl§+un2 1
3 2 M= . Ao
sin —~
o W —w At pa® 1.
Co=+ 2 AB—22 . A’
Mg

Mit der Annaherung der Belastung an die Beulspannung ¢, wichst jeweils eine der Kon-
stanten (entsprechend der betreffenden Beulform) iiber alle Grenzen: Nur fiir die Seitenverhalt-
nisse o = y1-2, }2-3, 13-4 usw., bei denen fiir die gleiche GroBe der Beulspannung gleich-
zeitig eine Beulung sowohl mit m wie mit (m +1) Halbwellen eintreten kann, werden jeweils
2 Konstanten, namlich C; und C, bzw. C, und Cj, unendlich.

Die Ausbiegung in Plattenmitte wird

wM=01—|—02.
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Die Zusammenhange zwischen der Gestalt der Biegeflache w (¢, ) =

F. Schleicher:

Zahlenbeispiele.

X (&) sin 7% und der

Belastungshohe ¢ sind je nach der GrofBle des Seitenverhiltnisses der Platte sowie nach Be-

Wy =T,

R\
7_._
L1 1 |
E=-12 N =72 -3 2 -1 0 +1-m,
=4 ¥
&y
) 3
0 , Ty
-
S 9 ~t |~
i R 7+
3
S I I
0 +1-my

TUy ==y
Ty

1

~

Abb. 3. Seitenverhialtnis o = 1.

P
o/
+7
+V
Y C
< 2
z'N y’o é‘ 7-\,
R
N_—— L L1 !
£--08 7
N

3,//‘ E=+08 2 7 0+,

X Y

Abb. 4. Seitenverhiltnis o = 1,6.

trag und Vorzeichen der beiden Rand-
storungen sehr vielgestaltig. In den
untenstehenden Abb. 3 bis 6 sind
kennzeichnende Beispiele dargestellt.

Die Abbildungen geben jeweils
einen mittleren Léangsschnitt durch
die gebogene Platte, d. h. X (&), und
zwar fiir mehrere Werte @ der Langs-
belastung, sowie die Abhingigkeit ty-
pischer Ausbiegungswerte von der
Hohe der Langsspannungen, z. B.
X (0) = wys (@) der Ausbiegung in Plat-

tenmitte oder X (+ %) = wy (p) der

Ausbiegung im Viertelpunkt é= -i—% A
der Léangs-Mittellinie.

Fiir die Berechnungen ist eine Quer-
zahl u = 0,3 zugrunde gelegt, eine
néhere Erlduterung der einzelnen Ab-
bildungen ist wohl entbehrlich,

Die Ausbiegungen w(&, n) lassen
sich fiir jeden Wert ¢ < ¢, der Be-
lastung in zwei voneinander unab-
héngige Teile zerlegen, die sich -ein-
fach iiberlagern: Der beziiglich & = 0
symmetrische Ausbiegungsanteil ist
dem Mittelwert %2 (w; + w,), der anti-
metrische Teil dem Unterschied
%2 (w, — w,) der beiden Randstorun-
gen proportional. Fiir die beiden
Sonderfille w, = + w, symmetrischer
bzw. w, = —w, antimetrischer Rand-
storungen behalten die Ausbiegun-
gen w(¢, 1) je nach dem Seitenver-
haltnis « bei Annidherung an die kri-
tische Belastung ¢, teilweise endliche
GroBle und es bleiben dafiir einzelne
Verzweigungspunkte des elastischen
Gleichgewichtes gemi8 A4 = Oerhalten.
Wie man aus den Abb. 3 bis 6 oder
auch unmittelbar aus den allgemeinen
Gleichungen entnehmen kann, wach-
sen die Ausbiegungen w(é, ) jedoch
im allgememenFall beliebiger Werte w,
und w, schnell an, wenn sich die Be-
lastung dem kritischén Wert @gnéhert,
d. h. bei steigender Belastung tritt
frilher oder spiter ein Biegungs-

bruch ein. Die Abhéngigkeit zwischen Ausbiegungen w (£, 7) und Belastung ¢ ist dhnlich wie
beim auBermittig gedriickten Stab. Bekanntlich bleibt auch bei letzterem der theoretische
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Verzweigungspunkt des elastischen Gleichgewichts erhalten, wenn die beiden AuBermittig-

keiten entgegengesetzt gleich sind (w, =

Die sinusférmigen Randstorungen
wirken sich auf das einfache Platten-
feld besonders ungiinstig aus, weil
der Verlauf der Ausbiegungen infolge
der Storung in der Querrichtung
w(&, n) =X (&) sin w7 genau mit jenem
bei der kleinsten Beulbelastung iiber-
einstimmt. Bemerkenswert ist, daf} die
den Randstérungen proportionale Zu-
nahme der Ausbiegungen und damit
auch die zusdtzlichen Biegungsspan-
nungen (vgl. die unten anschlieBende
Betrachtung) in ertraglichen Grenzen
bleiben, wenn die Belastung den Wert
@ = 3,5, d. h. etwa "/s der kritischen
Belastung ¢, nicht iiberschreitet.

Wenn die feste Randstérung von
anderer Form ist als w; sin z 7, so er-
geben sich teilweise abweichende Zu-
sammenhénge, worauf bei anderer Ge-

legenheit niher eingegangen werden
soll.

Biegungsspannungen und
Anstrengung.
Fiir Ausbiegungen von der Form
Gleichung (3) sind die auf die Léngen-

einheit bezogenen Biegungsmomente
(Spannungsmomente)

M _D(82w+

ox2

2w

M,=—D(5% 738 o

D (4
W) = s WX =

S

— w,).
a)
&)

3)

v,

Uy

Wy==1y

vy

Abb. 5. Seitenverhiltnis o = 2.

D, v, .
,qu—z>= —ﬁ(X’ —um*X)sinzn,

72 X)sinzmy.

7

W

Abb. 6. Seitenverhaltnis o =

Setzt man darin die Biegungssteifigkeit der Platte mit

D:

12(1— )

E# b2t

B

ein, so werden die Biegungsspannungen fiir die Plattenseiten z = :}:—%

(26)

{

U; = j:wzqe’

o, = t+w,0,,
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wenn man abkiirzt

(26a)

Die Gesamtnormalspannungen in den Plattenseiten sind damit

0,=0,(—pt+w,),

(26D) { =0, (— 9t w,)
0,=0,(+w).

Fir die Verwindungsmomente (M,, = — M,,) erhilt man ebenso
02 D

(27) My,=+0—pDy 5 =51 —pmaX cosny

und fir die zugehoérigen Schubspannungen bei z = j:-;—

(28) Tye = = Wy O,

worin abgekiirzt ist

(28a) Wy, = fm%ﬂ")X' coSm .

Als MaB3 der Anstrengung beniitzen wir die Vergleichsspannung ¢ nach der Hypothese
der konstanten Gestaltinderungsarbeit. Man vergleiche [4] F. Schleicher: Uber die Sicher-
heit gegen Uberschreiten der FlieBgrenze bei statischer Beanspruchung, Bauingenieur Bd. 9
(1928) S. 253. Fiir die Plattenseiten ist danach

(29) oy =0, W~ gx ) — (— ¢ £ o) (£ ) + o} +30},.

Die Schubspannungen 7;, und 7,, infolge der Querkrafte verschwinden fiir z = ;{:%. Sie

konnen fiir unsere Betrachtung im allgemeinen gegeniiber den Normalspannungen vernach-
lassigt werden, da sie von einer im Verhaltnis ¢/b kleineren GroéBenordnung sind.

Die Hohe der Anstrengung oy kann fiir jede Intensitit ¢ der Belastung und fiir jede Stelle
der Platte nach Gleichung (29) ermittelt werden. ' '

Im nachstehenden wird die Abschatzung der Anstrengung einer ausgebogenen Platte fiir
den Sonderfall von quadratischen Beulen durchgefiihrt. Ausbiegungen von der. Form
w(é, 1) = wy coswésinzwy treten bekanntlich bei  Rechteckplatten mit ganzzahligem
Seitenverhiltnis « auf, wenn die Langsbelastung gleich der Beulspannung ¢, = 4 ist.

Firr die Spannungen in den Plattenseiten erhilt man damit

0, =w, =6(14 ,u)u%’cosné' singn=6(1 +”)w~<5£ m,

(30) o .
Wy, =6(1 -,u)Tsmné cosm.

Die grofiten Biegungsspannungen treten in Beulenmitte auf, sie sind
(30a) max Oz = max 0y = == 6 (1 +,u)£vt£0',,

die zugehorigen Verwindungsspannungen verschwinden. Die GroéBtwerte von 7,, sind an
den Ecken des Feldes vorhanden im Betrag

(30Db) max Tyo = = 6 (1 — p) X, .
Z. B. fiir eine Ausbeulung wy = % gelten danach (mit u = 0,3) die Werte

’
max 0y, = maxo';, = i 1,305 )

’
max Tym = :i: 0’7 Ge .
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Mit der mittleren Druckspannung ¢ = 4 folgt damit die Anstrengung in Beulenmitte zu
oy =0,15,32 —5,3-1,3 + 1,32 = 4,790,
bzw. 0,72,72 —2,7-1,3 + 1,32 = 3,530,.

Die grofite Anstrengung auf der ,,Druckseite* der Platte ist also fiir unser Beispiel nur das
1,2-fache der mittleren Druckspannung.

In einem auflenmittig gedriickten Stab von wjy = % Ausbiegung ist die groflere Rand-

spannung dagegen das Doppelte der mittleren Druckspannung. Man erkennt daraus, daB man
durch den Vergleich einer anfinglich gebogenen Platte mit einem auBermittig belasteten
Druckstab keine brauchbare Abschitzung fiir die in der Platte auftretende Anstrengung
erhalt.

(Eingegangen 26. 2. 1942).

Zwei eigenartige Satze der Statik.

Von A. Schleusner, Berlin.
Mit 3 Abbildungen.

1

Im folgenden sollen zwei eigenartige Satze abgeleitet werden, deren einer sich auf Fach-
werke bezieht, wihrend der andere fiir ein biegungssteifes System gilt. Der zweite Satz ist
bisher unbekannt ; der erste dagegen ist nicht neu. Er wurde im Jahre 1914 von Wieghardt
im Archiv der Mathematik und Physik versffentlicht (S. 314ff. ,,Uber einige einfache, aber
weniger bekannte Satze aus der Statik der Fachwerke®, Abschnitt 3). Der Beweis von Wie g-
hardt ist aber nicht in Ordnung. Auler einigen Schwéichen enthilt er einen ausgesprochenen
Fehler. Auf diese Umstéande werden wir im einzelnen hinweisen. Im iibrigen aber miissen
wir die Wiedergabe des Beweisganges aus Raumgriinden sehr kurz halten und den Leser,
der sich fiir Einzelheiten interessiert, auf die Arbeit von Wieghardt verweisen. Der Satz
lautet:

Die Spannkraftverteilung in einém irgendwie belasteten, n-fach statisch
unbestimmten Fachwerk von (m + ») Stiben laBt sich als lineare Kombina-
tion der Spannkraftverteilungen darstellen, die in samtlichen in dem Fach-
werk enthaltenen, statisch bestimmten m-stibigen Fachwerken bei der glei-
chen Belastung entstehen.

Das gegebene, n-fach statisch unbestimmte Fachwerk von (m - n) Staben bezeichnen wir
mit f, mit f, irgendein m-stabiges Fachwerk, das aus f durch Entfernung von n Stdben her-
vorgeht. S; sei die Spannkraft des Stabes ¢ im Fachwerk f, wenn dieses irgendwie belastet
ist, 8;;, die Spannkraft des gleichen Stabes im Fachwerk f,, wenn dieses in der gleichen Weise
wie f belastet ist. Dann besagt der Wieghardtsche Satz, der iibrigens die Giiltigkeit des
Hookeschen Gesetzes voraussetzt, daf

(1) 8= 3985

ist, wobei die Summe iiber alle in f enthaltenen m-stabigen statisch bestimmten Rest—
fachwerke f, zu erstrecken ist. Die Gewichte &;, mit denen die Spannkrifte der statisch
bestimmten Fachwerke f; zur resultierenden Spannkraft im statisch unbestimmten Fach-
werk f beitragen, sind bei gegebener geometrischer Struktur des Fachwerks, bei gegebenem
Material und gegebenen Stabquerschnitten eindeutig bestimmte GroBen, die den
‘Bedingungen

(2) 0<th=1, =1

geniigen und von der Art und Grofle der Belastung des Fachwerks unabhéngig sind.
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Das Bemerkenswerte an diesem Satz ist, daBl sich die Spannkraftkomponenten S,; bei
allen Staben ¢ mit den gleichen Gewichten 9, zur resultierenden Spannkraft §; zusammen-
setzen.

Den Beweis fithrt Wieghardt mit Hilfe des folgenden Determinantensatzes: Seien

a;, b;y ..., n;und ag, b, ..., n; je n GroBen; betrachtet man dann die beiden Matrizen
’ ’ ’
A Qg - Qpyy @y Qg+ - Gy
’ ’ ’
(3) bl b2 T bm+n 1 b1 by - - bm+fn
’ ’ ’
Ny Mg+ -+ Ny, Ny N+ Wpgn
und bedeuten §, A, ..., p irgendwelche n Zahlen der Reihe 1, 2,..., m -+ n, so ist.
m+n m+n , m-+n
’ ’
'Z’laiai .Zia,.bi %aini
’ ’ ’ i= i= i=
a; Gy - - - 4y Q; - -y
. , ’ , m+n , m-+n , m+n ,
min min min| b, by - - b, b; b --b, 2 ba; Xbb; - 3bm
4) B Sl=mnlli=1 i=1 i=1
j=1 k=1 p=1 . .
’ ’ o’ M .
n; Mg - - - Ny Ny M- - - Ny m+n min m+n
’ ’
2 na; n;b; - - - 2 nm;
i=1 i=1 i=1

Dieser Satz, den Wieghardt durch vollstandige Induktion beweist, ist ein wohlbekannter
Satz in etwas veranderter Form. Die linke Seite scheint (m -4 »)* Summanden zu besitzen.
Von diesen sind jedoch alle diejenigen gleich Null, bei denen zwei oder mehr der Indizes
j, b, ..., p den gleichen Wert besitzen, da dann jede der beiden Determinanten auf der linken

Seite verschwindet. Es bleiben somit nur (m: n) -n! Summanden, die von Null verschieden

sein konnen, ndmlich so viele, wie die Anzahl der Variationen der m 4 n ersten natiir-
lichen Zahlen zur n-ten Klasse ist. Unter diesen Summanden haben aber je n! den gleichen
Wert, namlich alle die, die durch Permutation einer bestimmten Indexgruppej, %, ..., p

(die aus n-Elementen besteht) entstehen. Es gibt also nur (mj;n)-Summanden, die von-

einander verschieden sein konnen, namlich so viele, wie die Anzahl der Kombinationen
der m + n ersten natiirlichen Zahlen zur n-ten Klasse ist. Gleichung (4) kann somit durch
n! dividiert werden, und man erhilt

m+n m+n , m+n ,
’
.Ziaia’i .Zrla’ibi _21“1"”'1‘
a- a, -+ a a. ai-..d 1= = =
7" ) ? ,7 Ih f’ m+n m+n , m+n
’ ’
(4a) b; b,---b, b; by - - by .Z;ibia’i _Zlbibi"°.21bini
a E . . . . . . = | 1= 1= 1= 5
Gobs ey @ .
’ ’ ’ . . .
Ny Mg = Ty Ry Ty My m+n min m+n
2 n;a; nb; - - 3 mm;
=1 =1 =1

wobei die Summe auf der linken Seite iiber alle Kombinationen der m 4 n Indizes 1, 2,. . .,
m -+ n zur n-ten Klasse zu erstrecken ist. (4a) ist aber nichts anderes als das bekannte Zeilen-
produkt der beiden rechteckigen Matrizen (3). ’

Unter den m-stabigen, statisch bestimmten Restfachwerken f, wihlen wir nun ein

bestimmtes f, aus, bei dem die m-Stabe m 4 1, m 4 2,..., m + n entfernt sein mogen. Die
Spannkrafte dieser Stabe filhren wir als statisch Unbestimmte ein und setzen
(5) Sm+1=‘Xa’ Sm+2=Xb3 ces Sm+'n=Xn'

Bezeichnen wir weiter (entsprechend der Bedeutung von §;,) mit 8;o die Spannkraft des
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Stabes ¢ im statisch bestimmten Fachwerk f;, wenn dieses in der vorgeschriebenen Weise
belastet ist, so ist bekanntlich

6) 8;=8,0+8,,X,+8,, X+ ---+8,,8, (t=1,2,....m,m+1,...,m-+n).
Fir 1 =1, 2,..., m sind dies die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Spannkraften.
Dabei bedeutet S;, die Spannkraft im Stabe ¢ beim Zustand X, = 1, 8, die beim Zustand

Xy,=1luswl Firi=m+4+1, m +2,...,m+n mogen die Gleichungen (6) lediglich die
Identitaten (5) ausdriicken. D. h. es seien

(7) Sm+1,0= Sm+2,0= = Sm+n,0 = 0,
Sm+1,a: Sm+2,b:’ = Sm+h.n: 1,
alle iibrigen 8,,.,0, Spipos--+> Smipn gleich Null.
Zu beachten ist, dal samtliche S, (r = a, b, . . ., n) lediglich von der geometrischen Struktur

des Fachwerks abhédngen, dagegen weder von seinen elastischen Eigenschaften, noch von den
Stabquerschnitten.

In den Elastizititsgleichungen ersetzt Wieghardt zunichst mittels des Hookeschen
Gesetzes die Dehnungen durch die Spannungen, sodann die Spannungen durch die Stab-
krafte. Mit der. Abkiirzung

l
(8) 2:= E“d—}p‘:

wobei [, B, F; Lange, Elastizitdtsmodul und Querschnitt des Stabes ¢ bedeuten, erhilt man
sodann unter Beriicksichtigung von (7) die n-Gleichungen

(9) QISITS]._'_ Q2SZTS2+ tre +Qm+n8m+n,rSm+n:O (T=a”b"">n)'
Mittels der Beziehungen (6) gehen diese Gleichungen .in die folgenden n Gleichungen iiber :

m+n
(10) X Z’stzr za+Xb._ZIQiSirSib+ * +X 2@18” inT ZQzS;'r 0

(r=a,b,...,n).
Die Determinante dieses Gleichungssystems
mi—n m+n m+n
i%leis'%a 291 ia zb o 29; ia zn
m+n S S m+n S2 . m+n S S
(11) A= iél'é?i 0 Pia iglgi ib e 'iél 0iP;Pin
m+n m+n
2 Qz in w 2 Qz in zb o 292

ist sicher von Null verschieden, da das besondere m-stabige Restfachwerk f, so ausgewahlt
sein sollte, dafl es sicher statisch bestimmt ist. Dann folgt aus den Gleichungen (10)

m+n m+n m+n
29; 8;48:0 2; 0: 8580 - - - _ZtlQiSinSiO
= = ,
m+n S S m+n Sz m+n S S
(12) X, = _% iglé’i iaPid ié;,é’i ib Tt ié@i in®id
m-+n m.+'n m.+n
thsza in %Qisibsz’n T i%@isin

und entsprechende Ausdriicke firr X,, X,,..., X,.

! Wir haben die Wieghardtschen Bezeichnungen hier durch die allgemein iiblichen ersetzt.
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Nunmehr nehmen wir aus dem Fachwerk f irgendwelche n-Stabe 4, k, ..., p heraus und
erhalten so das m-stibige Fachwerk f,. Es gibt — einschlieBlich des bisher betrachteten

Fachwerks f, — (mj;n> voneinander verschiedene solche Fachwerke f,, nidmlich so viele,

wie es Kombinationen der m 4 n-Stibe des Fachwerks zur n-ten Klasse gibt. Das Fach-
werk f, kann statisch bestimmt, statisch unbestimmt oder beweglich sein!. Die Spannkrifte
des Fachwerks f;, erhalten den zweiten Index k. Im iibrigen gelten fiir sie unverandert die
Gleichungen (5) und (6), wenn wir ledlghch

(13) : Bjp=8p= - =8,,=
setzen. Damit ergeben die Gleichungen 7, h, ..., p des Systems (6) die n Gleichungen
(14) Sanak+Sabka+ Tt +Sannk=_Sao (q=7.:h:"-: P)

Dabei bedeuten X,;, X;,...X,; keine statisch unbestimmten GroBen. Nach (5) ist ihre
Bedeutung einfach

(15) ) Xak=Sm+1,k3 Xyro= 8o --3 X k’—Sm+n,
Fiir die iibrigen Spannkrifte ergeben die Gleichungen (6) unverindert
1=1,2,...,m+n

(16) Bi=80+ 80 Xor+ 8 Xyt - - - + 80 X i <i=j 3 P + )
Die Determinante des Gleichungssystems (14) ist

Sia Sib Tt Sin

8o Suo - Sy
(17 dp=| . . :

Sva Smb' ©t Szm

Dann und nur dann, wenn 4, = 0 ist, sind die X,;, ..., X,; durch die Gleichungen (14) ein-
deutig als endliche Groflen bestimmt und somit aus (15) und (16), d.h. aus den Gleich-
gewichtsbedingungen allein samtliche Spannkréifte des Fachwerks f, zu berechnen. Das
aber ist gerade die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die statische Bestimmtheit
des Fachwerks f,. Alsoist 4, dann und nur dann von Null verschieden, wenn das
m-stibige Restfachwerk f, statisch bestimmt ist.

Als Losungen der Gleichungen (14) ergibt sich

Sio Sib Tt Sm

Sy Sup - - - Sy,
(18) A X, =] 0t

Spo Spb...S

und entsprechende Ausdriicke fiir X, . . .,X,;. Gleichung (18) 146t erkennen, daf die GroBen
Ay Xopyo- ., 43X, immer einen wohldefinierten endlichen Wert haben, auch dann, wenn
sich fiir die X 4, ..., X, selbst wegen des Verschwindens von 4, aus (14) unendlich groBe
Werte ergeben sollten. :

Nunmehr definieren wir eine dem Fachwerk f, eigentiimliche Zahl ¢, durch

: o A2
(19) 29k=Q!Qh y @ i

und betrachten sodann alle m-stabigen Fachwerke f,, die aus dem (m -+ n)-stibigen Fach-
werk f gebildet werden konnen. Nach (19) haben alle ¢, das gleiche Vorzeichen, namlich

PN

1 Wieghardt sagt a. a. O. 8.316, daB f, die fiir ein statisch bestimmtes Fachwerk ,,notwendige und hin-
reichende Anzahl von Staben* besitze. Das ist nicht richtig. Die Anzahl m ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend
fir die statische Bestimmtheit des Fachwerks. Wieghardt weist selbst darauf hin, da8 das Restfachwerk auch
beweglich sein kann, er iibersieht aber, daB es auch statisch unbestimmt sein kann.
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das der von k unabhingigen Determinante A, die durch Gleichung (11) gegeben ist. Wir
addieren nun samtliche (mj;n> Groflen 9,. Klammern wir den gemeinsamen Faktor % aus

und setzen fir 4, die Determinante (17), indem wir die Faktoren p in die Zeilen einer dieser
Determinanten hineinmultiplizieren, so liefert der Satz (4a) fiir die Summe der Determinanten-
produkte gerade die Determinante 4, vgl. (11), die sich gegen den Nennner des ausgeklam-

merten Faktors Zlf forthebt. Wir erhalten also
(m+n>
n
(20) D 9, =1.
k=1

Das ist die zweite der Beziehungen (2). Da alle 9,, wie bemerkt, das gleiche Vorzeichen haben
miissen, folgt weiter

(21) 0=<49,<1 [k='1,2,...,(’"+”)].

n

Das ist bis auf das linke Gleichheitszeichen, von dem sogleich die Rede sein wird, die erste
der Beziehungen (2). Ubrigens folgt aus (19) weiter, da die Determinante 4 immer einen
positiven Wert haben mu8.

Nach dem, was oben iiber die Determinante 4, gesagt wurde, hat 9, mit Riicksicht auf
(19) dann und nur dann einen von Null verschiedenen Wert, wenn f; ein statisch bestimmtes
Fachwerk ist. Dagegen verschwindet ¢, wenn f, beweglich (von unendlich kleiner oder
endlicher Beweglichkeit) oder statisch unbestimmt ist. Den Wert 1 hat &, nach (20) dann
und nur dann, wenn in dem Fachwerk f nur ein einziges statisch bestimmtes m-stibiges
Fachwerk f, enthalten ist.

Sodann addieren wir alle (m: n) Ausdriicke
1
(22) ﬁank:Z(QiQh' : 'QpAk) (Aank)'

Fiir die erste Klammer setzen wir die Determinante (17), indem wir die p in die Zeilen hinein-
multiplizieren, fiir die zweite die Determinante (18). Dann ergibt sich mit Hilfe des Satzes (4a)
auf der rechten Seite gerade die rechte Seite der Gleichung (12)%, also

(")
(23) D) 9. X, =X,.
k=1

Entsprechende Gleichungen ergeben sich fir X,,..., X,.

Die Summe (23) ist itber alle m-stibigen Fachwerke, die in f enthalten sind, zu er-
strecken. Nun hat aber, wie oben gezeigt, die zweite Klammer in (22) immer einen wohl-
definierten, endlichen Wert, auch wenn X, unendlich gro3 wird, wahrend die erste Klammer
dann und nur dann von Null verschieden ist, wenn f, statisch bestimmt ist. Das bedeutet
erstens, daf} jeder Summand in (23) einen wohldefinierten endlichen Wert besitzt und zweitens,
dafl nur diejenigen dieser Summanden von Null verschieden sind, die einem statisch be-
stimmten Restfachwerk f, entsprechen.

Setzen wir schlieBlich die Beziehungen (23) in die (m 4 n) Gleichungen (6) ein, so folgt
(24) S,=39,8,, (G=1,2,...,m+n),
3

wobei die Summe iiber alle im Fachwerk f enthaltenen m-stabigen, statisch bestimmten
Fachwerke zu erstrecken ist. Das aber ist eben die in (1) aufgestellte Behauptung.
Da bei der Ableitung der Ergebnisse iiber GroBe und Art der Belastung nichts voraus-

gesetzt wurde, ist auch die letzte Behauptung, dal die Gewichte &, von GroBe und Art
der Belastung unabhéngig sind, bewiesen.

1 Bei Wieghardt ist im Druck (a.a. O. S. 318, erste Gleichung) versehentlich der Faktor—}l—fortgeblieben.
Stahlbau-Forschungsheft 6. 11
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Wieghardt hat abweichend von unserer Gleichung (19) im Nenner von ; noch den
Faktor n! stehen!. Dies rithrt daher, daf er fir die Summierung den Satz (4) statt des
Satzes (4a) anwendet?. Er 148t also die Indizes j, &, . . ., p unabhiingig voneinander alle Werte
von 1 bis m + n annehmen. Diese Art der Summierung ist unrichtig. Erstens wiirde der
Fall, dal zwei oder mehr der Indizes 4, 4, . . ., p gleiche Werte annehmen, auf ein Fachwerk f,
fithren, in dem ein und derselbe Stab als mehrfach herausgenommen z#hlt; f, hatte dann
nicht m, sondern mehr als m Stibe. Zweitens aber, und das ist das Entscheidende, zahlt bei
dieser Summierung jedes einzelne m-stabige Restfachwerk n!-mal, entsprechend den
n! Permutationen, deren jede einzelne Indexgruppe §, &, ..., p fahig ist. Bei einem zweifach
statisch unbestimmten Fachwerk etwa zahlen nach der Summierung Wieghardts das
Restfachwerk, bei dem- die Stabe j = 1, h = 2 entfernt sind, und das Restfachwerk, bei
dem die Stibe § = 2 und % = 1 entfernt sind, als zwei verschiedene Restfachwerke, wah-
rend es sich in Wirklichkeit um ein- und dasselbe Restfachwerk handelt, nimlich das, bei
dem die Stabe 1 und 2 entfernt sind. Abgesehen von den ganz widersinnigen Fallen, die
zuerst genannt wurden, summiert Wieghardt falschlich iiber die Variationen statt iiber
die Kombinationen der m -+ n-Stibe zur n-ten Klasse. Hebt sich der Fehler auch bei der
Formulierung des Satzes heraus, so bleiben doch die Gewichte &, die in jede Rechnung ein-
gehen, so wie Wieghardt sie angibt, unrichtig. Nur fiir » = 1, also beim einfach statisch:
unbestimmten Fachwerk, macht sich dieser Fehler nicht bemerkbar, da n! = 1 ist.

Die Stabldngen I, sind durch die geometrische Struktur des Fachwerks immer festgelegt.
Schreibt man auBerdem das Material (also die E;) und die Querschnitte (¥;) der Stéabe vor,
so sind die Stabkonstanten g, durch (8) und die Gewichte #, durch (19) eindeutig be-
stimmt. Die ¢, werden im allgemeinen nicht einander gleich sein. Man kann im allgémeinen
keine willkiirlichen Werte fiir die ¢, vorschreiben. Denn ihre Anzahl ist, abgesehen von

solchen, die verschwinden, (m:n), wahrend die Anzahl der g; gleich m 4+ n, also im allge-

meinen kleiner als die der ¥ ist. Bei vorgeschriebenen ¢, waren also die g; tiberbestimmt.
Die einzige grundséatzliche Ausnahme bildet das einfach statisch unbestimmte Fachwerk

(n = 1). Hier ist (m+n> = m + n, also die Zahl der ¥; gleich der der p,, Hier kann man

n
demnach die ¥, willkiirlich vorschreiben, mit zwei Einschréankungen: ¥, muf dann und
darf nur dann den Wert 0 haben, wenn das entsprechende Restfachwerk f, beweglich oder
statisch unbestimmt ist, und auBlerdem miissen die {ibrigen, statisch bestimmten Restfach-
werken entsprechenden ¥, den Bedingungen
(25) 0<d=1, 39,=1

P

gentigen.

Beim einfach statisch unbestimmten Fachwerk werden die Determinanten (11) und (17)
eingliedrig. Fiir die &, ergibt sich dann aus (19)

S?
(26) Sp=;2ke (k=1,2,...,m+1; Spp,=1).

ZQiS?a

=1
Verschwindet keine der GroBen ¢, d.h. keine der GroBen Sy,, so kann man (26) in der
Form schreiben ‘

0181 02834 onSma Qmi1
(27) Ggle = fagte — oL o
Man kann sodann im.Rahmen der Bedingungen (25) samtliche &, willkiirlich vorschreiben
und erhalt aus (27) m Gleichungen fiir die m + 1 Stabkonstanten g;. Eine von ihnen kann
dann also noch willkiirlich gewahlt werden. Nehmen wir den praktisch wohl immer vor-
liegenden Fall, daf alle Stédbe aus gleichem Material sind, so hebt sich E aus den Glei-
chungen (27) heraus und unser Schluf nimmt die folgende Form an: Sind alle 4, vorge-

‘8'"+1

1 Wieghardt: a.a. 0. S.317 Gleichung (19).
2 Wieghardt: a.a.O. S.317 unten und 318 oben.
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schrieben, so kann ein Stabquerschnitt noch willkiirlich gewéhlt werden. Alle iibrigen Stab-
querschnitte aber sind dann durch diese Wahl und durch die Wahl der 9, eindeutig fest-
gelegt.

Insbesondere kann man fiir alle ¢, den gleichen Wert, d. h.

(28) b= Oa= - By = oy
vorschreiben. Dann besagt unser Satz mit Riicksicht auf Gleichung (24):

In jedem einfach statisch unbestimmten Fachwerk von m -+ 1 Staben
kann man die Stabquerschnitte immer so wihlen, daB in jedem Stab die
Spannkraft, die durch eine beliebige Belastung in ihm erzeugt wird, gleich
dem arithmetischen Mittel aus allen jenen Spannkriften wird, die in dem
gleichen Stab bei der gleichen Belastung in allen in dem Fachwerk ent-
haltenen, m-stabigen, statisch bestimmten Fachwerken entsteht. Dabei
kann ein und nur ein Stabquerschnitt willkiirlich gew#hlt werden. Die
Querschnitte aller ibrigen Stidbe sind sodann eindeutig bestimmt.

Mit einer geringen Modifikation gilt der Satz auch danr noch, wenn einige der GroBen
9, verschwinden'. Haben u der GroSen §,,, also p der GroBen &, den Wert Null, d. h. ent-
halt das Fachwerk u bewegliche oder statisch unbestimmte m-stabige Fachwerke, so bleiben
nach (26) die entsprechenden u Stabquerschnitte willkiirlich. In (27) fallen die entsprechen-
den u Gleichungen aus. Setzt man an Stelle von (28) fiir die
restlichen, nicht verschwindenden m — u + 1 GroBen @,

1
so bleibt unser Satz unveréindert bestehen. Nur konnen jetzt die 2/
Querschnitte von u bestimmten Stiben und auBerdem noch ein
beliebiger anderer Stabquerschnitt willkiirlich gew#ahlt werden.

(fir alle &, fiir die 9, 4 0 ist), _& |

Im allgemeinen werden die Stabquerschnitte dann, wenn alle nicht |
verschwindenden ¢ gleich gro vorgeschrieben werden, ihrer- P

seits nicht einander gleich sein. Aus (27) folgt, daB dies dann

und nur dann der Fall ist, wenn sich aus der geometrischen Abb. 1.

Struktur des Fachwerks die Beziehungen

(30) l" Sz = ”‘“ (tir alle &, fiir die 9,4 0 ist)

m+1
ergeben. Wir werden im folgenden ein Be1sp1el geben, in dem die Bedingungen (30) tat-
séchlich erfiilllt sind.

Beispiel: Wir betrachten das einfach statisch unbestimmte Fachwerk f (m = 11, n = 1)
nach Abb. 1; es besteht aus den 6 Seiten und 6 Halbdiagonalen eines reguliren Sechsecks
die duleren Krafte P und @ stehen im Gleichgewicht. In diesem Fachwerk sind 12 statlsch
und kinematisch bestimmte Fachwerke enthalten. Wir wollen nun verlangen, daf die Stab-
kraft in jedem Stab des Fachwerks f das arithmetische Mittel der Spannkrifte in den
12 statisch bestimmten Fachwerken f,, f,, ..., f; ist, also

S——(S +Sﬂb+"'+spl)'

Die Stabkrifte infolge X, = +1, X, = +1,..., X = +1 werden fiir die Randstabe -+ 1,
fiir die Speichen —1. Es folgt aus Glemhung (24), da wir

Bp=Oy= - =P =1
vorgeschrieben haben, daB alle g, einander gleich sein miissen:
b b b
EIFI EZFZ ) EIZ‘FIZ

1 Wlegha.rdt beachtet die Moglichkeit, daB ein oder mehrere der GroBen @, verschwinden kénnen und daB
dann im ibrigen andere Gewichte &, wirksam werden, nicht.

ll*
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Zusammen-
Randstibe
r a b c d e f
P Sya Sy Sy Sya Sye S,s
1 0 +P—313Q —-313¢ —513¢ —5130Q 0
2| —P+lise 0 —P P —P+513Q
é 3 +1ly3@ | +p 0 0 0 +1i13e
E 4 +313Q | +P 0 0 0 +513e
5 +i13Q | +P 0 0 0 +313¢Q
6 0 +P—513Q —513¢ —-313¢ —-313¢ 0
7 -3¢ | —P—113¢ —513Q ~513@ —513¢ —-313¢
8 —iy3@ | —pP 0 0 0 —~i3e.
—g 9 —513@ —P 0 0 0 —513¢
é" 10 —213Q —P 0 0 0 —513¢
| —iwe | —r—ime | —ime | gme | —ime | _ipe
12 0 —pP—ly3q +13¢0 +113¢ +1y3¢ 0
X | 5(P-5130Q) | (1P 513Q)| f(+P+513Q) | H(+P+313Q) | H(+P+213Q) | L(P—1y30)

In dem Fachwerk sind aber alle I; einander gleich; nimmt man noch gleiches E fiir alle
Stabe an, so ergibt sich

F1=F2= =F12-

In der folgenden Zusammenstellung sind die Stabkriafte der 12 verschiedenen statisch be-
stimmten Fachwerke eingetragen. Addiert man in waagerechtem Sinne die Krafte und

nimmt das arithmetische Mittel, so erhalt man die
betreffende Stabkraft im statisch unbestimmten
System. Addiert man die Krafte in senkrechtem
Sinne, so erhalt man unter Beachtung der Vor-
zeichen (Randstédbe 41, Speichen —1) die statisch
unbestimmte Grofe nach dem iiblichen Verfahren

Abb. 2.

(in der Bezeichnungsweise von Miiller-Breslau

X, = %g“@—@ ; in unserem Fall X, = ZZS‘;‘ES.,
— M)
; .

2.

Es sei ein elastischer Ring mit konstanter Biege-

steifigkeit EJ gegeben, auf den &uflere, im Gleichgewicht stehende Krafte P und @
wirken (s. Abb. 2). Das System ist dreifach statisch unbestimmt und kann auf col-fache
Weise statisch bestimmt gemacht werden. Es empfiehlt sich, den Schnitt so zu legen, da8
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stellung
Diagonalen
g h ) j k l
S50 S, S,i 8»s So 8,1 8,
—513¢Q -5 —513¢ —513e -3¢ 0 5(P—513¢)
—P-113¢ | —P —P —P —P—1P3Q | —P+313Q |5(-11P+3130)
—113¢ 0 0 0 —113¢ +113¢@ %2(P+§V§Q)
—513¢ 0 0 0 ~113¢ +31Be | L(P+313@
—513¢ 0 0 0 —513¢ +351Q | 5(P+313¢)
I L I
0 “iwe | ime | —ime| o I |4 Po1q
+513¢ 0 0 0 +513¢@ —31Be | (—P—3139)
+1y50 0 0 0 +313¢ —313¢ | &(-P-113¢)
+513¢ 0 0 0! +1i130 —~ 1130 llz(—P—%vﬁQ)
0 —313¢Q —513¢ —513¢ 0 —213¢ | 5(—P-315¢)
+213¢ +313¢ +313¢ +513Q +213¢ 0 L(-P+35139)
(~P=313Q) | (- P—3130Q) |5 (- P—313Q) |5 (— P 113¢) | 5 (— P—213Q) | 1 (— P+113¢) 8,

die dufleren Krifte P und @ symmetrisch angeordnet bleiben, wie es z. B. Abb. 3 zeigt.
Bildet man nun die M, -Fliche und entwickelt sie in eine Fourierreihe

1)

so behaupten wir folgendes:

Die drei statisch unbestimmten Grofien X,, X, und X, bezogen auf den Schwerpunkt der
elastischen. Gewichte (Mittelpunkt M des Ringes) sind gleich den Beiwerten a,, a, und b,
der Fourier-Entwickelung. Nach der Theorie der Fourierschen Reihen ist bekanntlich!

+2x

1
@y = gngo(tp)d%

0

+2x

1
@ = ;fMo(tp) cospdg,

(1]

+27
1

0

b= 2 My(p) sin p dp,

My(p) = ag+ a,cos ¢ + agcos2¢ + - - - + bysing + bysin2¢ - - - -,

Abb. 3.

oder mit anderen Worten a, ist der Mittelwert von M (¢) im Intervall 0 bis + 27, a,
und b, sind die Mittelwerte von 2M;(p) cosp bzw. 2 M (¢)sing im Intervall 0 bis +2 x.

! Runge: Theorie und Praxis der Reihen S.143ff. Leipzig 1904.
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Berechnet man die X, X, und X, wie gewohnlich, so wird (Abb. 3)

+2x
"fMo((P)d‘P
X —%a 0
@ Saa 2nr ’
27
r*fMo(q_;) cosp do
oo O
Xb_‘ 61;;, - 7'£T3 ’
27
'r3fMo(<p) sing do
X — %o _ 0
¢ Oce nre

Unsere obige Behauptung ist also bewiesen; wenn der Schnitt symmetrisch zu den Lasten
gelegt ist, dann wird X, gleich Null. Fiir das Beispiel (Abb. 2) ergibt sich, wenn man das
Rungesche Entwicklungsschema. fiir 36 Ordinaten! (17 Beiwerte a und 18 Beiwerte b)
benutzt, fir das Biegungsmoment im Punkte 4

M, = —0,0182 Pr + 0,089Qr,
fir das Biegungsmoment im Punkte C
My= 40,318 Pr — 0,045Qr.

Es gibt noch andere statisch unbestimmte Systeme, die sich durch harmonische Analyse
erledigen lassen und bei denen dadurch die Aufstellung und Lésung von Elastizitatsglei-
chungen entbehrlich wird. Ich hoffe, bei anderer Gelegenheit darauf zuriickkommen zu
konnen.

1 Runge: Zeitschrift fir Mathematik und Physik Bd.48, S.442 u.f{.

(Eingegangen 20. 2. 42.)

Die geschlossene Integration der Differentialgleichungen der
drehsymmetrisch belasteten Kugelschale durch Zylinderfunktionen.
Von F. Téolke, Charlottenburg.

Mit 29 Abbildungen.

Wie vor einigen Jahren gezeigt wurde!, 148t sich die MeiBner-ReiBnersche Theorie
der drehsymmetrisch belasteten Rotationsschalen betrachtlich vereinfachen, wenn die Losung
nicht auf zwei simultane Differentialgleichungen fiir Tangentenwinkelanderung und Quer-
kraft, sondern auf eine einzige komplexe Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick-
gefiihrt wird. Insbesondere 1af3t sich auf diesem Wege auch die Spaltung der Schalenglei-
chungen fiir beliebig verdnderliche Wandstérke durchfithren, womit der Anwendungsbereich
der Meifinerschen Theorie auflerordentlich erweitert wird.

Einer der wichtigsten Anwendungsfille der Schalentheorie ist die Kugelschale, deren
strenge Losung schon vor 25 Jahren durch L. Bolle in der Form hypergeometrischer Funk-
tionen gegeben wurde?. Leider sind diese Funktionen weder tabuliert noch in schnell kon-
vergierender Form darstellbar, so daf die Bollesche Losung so gut wie kaum Eingang in
die Praxis finden konnte. Fiir diinne und insbesondere diinne Halbkugelschalen wurde von

1 Télke, F.: Zur Integration der Differentialgleichungen der drehsymmetrisch belasteten Rotationsschale bei
beliebiger Wandstirke. Ing.-Arch. 1938, S.282 bis 288.
2 Bolle, L.: Festigkeitsberechnung von Kugelschalen. Ziirich: Orell Fissli 1916.
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A. Bauersfeld -und J. Geckeler! ein Niaherungsverfahren entwickelt, das, aufbauend
auf dem Randabklingungsverhalten der dimnen Schalen, die Kugelschale in der Umgebung
des Randes wie eine Zylinderschale behandelt. Dieses Verfahren hat eine aufBlerordentlich
weitgehende Anwendung in der Praxis gefunden?. Bei Kugelschalen mit inneren Réndern,
wie sie z. B. bei Kuppeln durch Laternenaufsitze oder bei DruckgefiBen durch EinlaB-
offnungen gebildet werden, versagt die Annaherung durch Zylinderschalen. Eine wesentlich
brauchbarere Annéherung ergab hier die naherungsweise Behandlung als Kegelschale3, fiir
die F. Dubois geschlossene Losungen in Form von Zylinderfunktionen vom komplexen
Argument 7Y entwickelt hate.

Nachdem heute fiir Zylinderfunktionen vom komplexen Argument r}% sehr weitgehende
Funktionentafeln zur Verfiigung stehen®, liegt es nahe zu versuchen, die Differentialgleichun-

X=rsing,
ip_1
ds 7'
dx
Framiask s

z “*‘/" )"947'

Drehachse

Abb. 1. ‘ Abb. 2.

gen"der Kugelschale fiir ihren gesamten Bereich durch Zylmderfunktlonen zu integrieren und
damit die nur bereichsweise brauchbaren Behelfslosungen durch eine strenge Losung zu
ersetzen. Kine solche Moglichkeit besteht und ich trage sie bereits seit einer Reihe von Jahren
in meinen Vorlesungen iiber Schalentheorie vor. Es ist mir eine besondere Freude, sie in dieser
Festschrift fiir unseren hochverehrten Geheimrat Hertwig einem breiteren Kreise von
Fachkollegen zugénglich machen und ihren Nutzen an dem Beispiel eines HochdruckgefaBes
fir 1000 atit Innendruck erliutern zu konnen.

1 Geckeler, J.: Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens Heft 276. Berlin:
VDI-Verlag 1926. Ferner: Handbuch der Physik von Geiger und Scheel. Bd. VI, Mechanik der elastischen Kérper:
Kap.3. J. Geckeler: Elastokinetik S.238 bis 265. Berlin: Springer 1928. _
2 Dischinger, F.: Handbuch fiir Eisenbeton Bd. VI. Schalen und Rippenkuppeln. Berlin: W. Ernst & Sohn
1928.
3 Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizitat flacher rotationssymmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S 255
bis 270.

4 Dubois, F.: Uber die Festigkeit der Kegelschale. Ziirich: Orell Fiissli 1917.

5 Tolke, F.: Besselsche und Hankelsche Zylinderfunktionen nullter bis dr1tter Ordnung vom Argument r}i.
Stuttgart: Konrad Wittwer 1936.
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Es folgt nun zunichst eine kurze Zusammenstellung der allgemeinen Formeln!. Fiir die
dabei verwendeten Bezeichnungen sei auf Abb. 1 bis 6 verwiesen, von denen Abb. 1 einen
Axialschnitt durch die Schale, Abb. 2 ein Schnittelement, Abb. 3 die Aufspaltung von
Léngs- und Querkraft nach Axialschub ¥V und Ringschub H, Abb. 4 die Spannungsresul-

MsxAS  VeAS

M.As
N.As_ *S
NszAS
/ S
X HaAS
My xAIAs <
N\
te a9+ LElps a9 q
N,As
— ) C" Ux
axAS+ é{g—a‘z—)AsA@' Mrds u,
s Ve + L) s 45 v
- das d{M,m}
N+ LT 5 s e 4549 w
5 & as mymms
Abb. 3. Abb. 4. Abb. 6.

tanten am Schnittelement, Abb. 5 die natiirlichen Verschiebungskomponenten und Abb. 6
den Zusammenhang zwischen natiirlichen und axialen Verschiebungskomponenten zeigt.
Die komplexe Differen’oialgleichung lautet :

1) | XY — D) X =c/2.

Hierin bezeichnen ¥, @ und 7 die nachfolgenden Funktionen von s:

W (s) = 112(1—u?)
(2) Lo . o
00 =3(5) ~mmt el +E 2w E i+
J r(s)=r[(%,—-2—z-)(m sin ¢ — m, cos ¢) — m; sin ¢ + m, cos¢—725$”¢}—
3) — p(m, cos g + m, sm:p)—i—xsm(p[ ( _|___gr§_2>_
| (e D) (e fam).

Wird die allgemeiné Losung von (1) in der Form
(4) X =(X,,+1X,) + O (X + 9 Xyp) + Cp (X + i Xyo)

angesetzt, in der X, , X, , X;;, X5, X, X,, reelle Funktionen von s und C,, C, komplexe
Integrationskonstante darstellen, und bezeichnen Y und Z zwei Bezugsunbekannte gemif

= ? x
E h? x (dw v
Z=ZVx __,/_ w_ v
V f12(1— ) @5
so lassen sich diese gemif

(6) { Y= —pr+A1X12 —,B1X11‘|‘A2X22“B2X21’
. Z=+4+X,+A4, Xy, + B, Xy, + 4, Xy + B, Xy,
durch die 6 X-Funktionen ausdriicken.

(5)

1 Siehe FuBnote 1 S. 166.
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Bezeighnet der Index 0 die Spannungsresultanten und geometrischen Bestimmungs-
stiicke eines ausgezeichneten Randschnittes, so bestehen zwischen den beiden Bezugs-

unbekannten einerseits und den fiinf unbekannten Schnittkraften und Momenten anderer-
seits die nachfolgenden Beziehungen:

__sing "
Q= x V?Y
8 \
____cosg ° 1 x 1
N,= — ~ ?Y+sin¢<V°?0_? xmyds),
) W@ y
S SRSy %)

s =

h
b — ’
RN NEEP]
e law ,
¥, - (W - R+ (5 -1) D)2,

Ferner ergibt sich fiir die axialen Verschiebungskomponenten u, und u, und die natiir-
lichen Verschiebungskomponenten v und w sowie fiir die Tangentendrehung d ¢

o a®,—wN) 1 y/z[dY (1K (1 of
Ye=%F&="F3  ~ & h[ +(2h—(§+/‘>_)y}+

x

Eh sin? g

_ o Usy Y12(1 — p?)
Uy = —k+utge f[r, cos? @ + Eh*cosg ) = Z] ds.

— 4 using 8
(8) + Exfh‘(mx —my Ct’g 9‘0) - h—"‘” (Voxo - fxmwd8>'

Viza— /%
9) ] [hcosztp + E h? cos @ -‘;Z] as-
12(1 —
lw_kCOSqa—{—cos(pr cos2¢ VE;EZCOS/;) xZ}ds,
d 12(1 — p?
(10) vo=TG— 7 =" )7

Wird, was fast immer zuldssig ist, eine statisch bestimmte Membranlosung abgespalten,
so wird der durch (1) bis (10) dargestellte Spannungs- und Verschiebungszustand ein reiner
Randbiegungszustand ohne duflere Belastung. Wird ein solcher gema8

(11) Mm,=m, =my,=m,=Vy=0 (Randbiegungszustand)

zugrunde gelegt, so liefert Gleichung (3)

(12) T(s)=0 (Randbiegungszustand).

Damit verschwindet. in der allgemeinen Loésung (4) das Partikularintegral und man erhalt
(13) X, (8) =Xp,(8)=0 (Randbiegungszustand).

Die Anwendung der Gleichung (1) bis (13) auf die Zylinderschale mit konstanter Wand-
starke fithrt zu dem bereits eingangs erwihnten Geckelerschen Randabklingungszustand.
Fiir manche Anwendungsfille — insbesondere dann, wenn die Randabklingung méBig ist,
so daB beide Rander sich in groBerem Umfange beeinflussen — ist es zweckmaBig, die all-
gemeine Losung durch Einfithrung von Hyperbelfunktionen in eine symmetrische und eine
antimetrische Teillosung zu zerlegen. Da fiir das nachfolgende Beispiel diese Losung von
Bedeutung ist, sei sie in ihren Ergebnissen kurz zusammengestellt.



170 F. Tolke:

Mit der dimensionslosen Veranderlichen

(14) E= % Y3 — )
und den Bezeichnungen von Abb. 7 lautet die komplexe Diffe-
rentialgleichung
i y (15) d§2—|—2zX—O
* mit der allgemeinen Losung
T (16) X = C;(Cof&cosé — ¢ Gin&sing) +
+ Oy (Giné&cosé — ¢ Cof £sin &).
Hieraus ergibt sich
| (17) {X11=@nji£cosé, Xy = — Gintsint,
! Xy = Ginécosé, X, =—Cojésiné
ABD. T. und damit N
a8) { Y= —4,Ginésiné — B, Cofécosé — 4,CofEsiné — B, @inéc?sé,
Z=+A,Qofécosé — B, Ginésiné + 4, Sinécos & — B, CojEsin&.

Aus (18) folgt weiter

.% = —A4,(Coj&sin& + @iﬁfcos&) — B, (Giné&cos & — @of &sin &) —

— 4,(Ginésiné + Cofécos ) — B,Cof£ cosé — Ginésing),
2 = +4,(®incos — Gofésing) — B, (Gof ésiné + Gincosé) +

(19) + A, (Cof & cos £ — Ginésiné) — B, (Sin &sing + Cof £ cos &),
deﬁ =+ %‘((Soié‘sinf + Gin &cos &) -l—;%(@inécosée Cof &sin &) +
+ % (Gin &sin g + Gof £ cos &) + 2 (Gof £cos & — Gin ésing)
und damit
V=N,=o0, |
Q.= —H= _—%V% (4; Gin£siné + By Cof £ cos & + 4, Cof ésin & + B, Giné cos &),
N, =~ {31 — )[4, (Cof siné + Ginécosé) + B, (Gin&cos & — Gof £sin &) +
+ A, (@in £ sin & + Cof £ cos &) + B, (Cof & cos £ — Ginésing)],
Ms=§haéy“—3( L[4, (Gin&cosE — Cof £sing) — B, (Cojésiné + Ginécosé) +
1—p?)
(20) + A, (Cof&cosé — Ginésing) — B, (Ginésiné + Cof£cosé)],
: MT""‘LLM
dp= ds 1’12];};2 1) _(A Cofécos & — B, Ginésiné 4 4, Sinécos & — Bz(ioiésmf)
BT 4, (of £sin & + Gin & cos£) + By (Gin & cos £ — Gof £sin) +
+4 (@m{-‘sm& + Gof&cosé) + B, (@DTECOSE — Ginésing)],
v = EhV>(A 6m§sm§+ B, Cofécosé + A, Cofésiné + B, Ginécos ) + k.
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Im Falle der Kugelschale (Abb.8) ist r =r,=a, x =asinp, s=agp, x = cos .
Damit folgt bei konstanter Wandstarke

12(1 — p? 1
?’=1—(—ah—”~), @-—2<—cotg q)———)

und die komplexe Differentialgleichung lautet
a*X . T 5 -3 1
T+ (@%1/12(1 — ) —Zcotgzqa—l-?)X:O.
Die strenge Losung dieser Differentialgleichung fithrt auf hypergeometrische Funktionen

und ist, wie schon einleitend bemerkt, fiir praktische Rechnungen nicht brauchbar. Um zu
einer bequemeren Losungsform zu gelangen, soll die Funktion 1 — 2 cotg? ¢ gemiB

1_3 2 . 9 3 1,
5 2 cotg?p = ~ ip . \\
(o=p=3) . \
=¢0= 7 \_1_7; cotg’p
"33
70—10 lly/’ \
y \
: \
7
Tangentialkege/ 6
5 \\
"
_ 3 N
h 2
! =
-1 9_13
0 492

0 Q10 Q20 030 040 050 460 G70 080 030 100 1710- 120 730 Z'lﬂ 150 160

T

—_—

Abb. 8. ' Abb. 9.

durch eine quadratische Hyperbel ersetzt werden. Wie Abb. 9 sowie die nachstehende Gegen-
iberstellung

? 0,00 ' 0,10 | 0,20 | 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80
1 3
g ogeoe’e| —oo | —73,90 | 17,73 | —7.3¢ | —360 | —210 | —1,10 | —056 | —0,21
9 3
0~ 4—‘(;5 —00 —74,10 —17,85 —7,43 —3,78 —2,10 —1,18 —0,63 —0,27
? 0,90 1,00 1,10 1,20 1,30 1,40 1,50 1,571
-1 3 ’
3 oot 40,04 | 4019 | 40,30 | +0,39 | +044 | 4048 | +0,50 | -+0,50
9 3
0 7472 —0,02 40,15 40,28 40,38 40,46 -+0,52 +0,56 40,59

erkennen lassen, kann die Ubereinstimmung in dem praktisch allein interessierenden -
Bereich zwischen 0 und —723 als in jeder Hinsicht befriedigend bezeichnet werden. Die damit
sich ergebende Differentialgleichung

X Ty 3
Tt [+ i3, #) = 5| X =0
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1aBt sich in geschlossener Form durch Zylinderfunktionen integrieren. Hierfiir empfiehlt
es sich, die dimensionslose Verinderliche

(21) E= ]2 B g

einzufiihren. Die entsprechende Umschreibung liefert

azX P“_h_—l_ . 3 _
w102 s e X0

mit der allgemeinen Losung

X O (i ) + VTG (R ).

1
102ay3(1—z)

. 9 h 1 g 9 h 1 ~ 9 bk 1 d

202a)3(1 — 13

Nun ist — stets eine kleine Grofle, so daB fiir die Wurzel

geschrieben werden kann. Weiterhin folgt aus der Taylor-Entwicklung der Zylinder-
funktionen, die man hier nach dém linearen Gliede abbrechen kann,

<§V”+1o2ay3(1 ) (51/— 2o2ay3(1—5V_>

aJ, (Y1)
= 1(51[_ 209“"3(1 V— d(f]"l«) ’

wobei nach der Theorie der Zylinderfunktionen

V) _ 5 5y _ T

aern ~ T =7
zu setzen ist. Somit ergibt sich

N Shr ¢ 1y V=i /
J1 (51/ +102ay3—1___—2)> [1+ 20 2 u',Ig(l J EV ) 202aV3(1 5 JO(EW')
und
1 9 b J—i

yEi, (¢ V i+ Soaajri) = VE(FF + 52 oy a6 19) — 22 =t P €T
Mit

f—lﬁ, V—z-%ﬁi, To(E Vi) = Jou (&) + 5 J0a(8), Ty (EVE) = Ty (&) + i 1 (&)

erhilt man weiter
VEL(Ei+ § 50 rer)
T (&) — J. 9 & ” ,
:VE(MJF_. 1L Tu(®) + Ju®) — k¢ 1(5))

2 20 2¢ Y3 (1— ) 12 Ba—w °
: Ju)+JwE) 9 b 1 In) —Jwé) 9 b § \
HOEEEE g e e T B e )

Ein vollig gleichgebauter Ausdruck ergibt sich fiir 1/?@ G, (§). Es folgt daher fiir die all-
gemeine Losung
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Werden die zugehorigen Real- bzw. Imaginarteile

9 bR
Ju(®) —Ji(8) | 20 20 (T4 (8) + J1a(8) .
X — 11 12 11 L 12 —
“ ﬁ{[ TR =l EJ"‘(E))] "
‘ 9 h
NI (E)+J1(8) 20 20 (T54(8) — T1a(8)
i [ 2 = S R EJ”@))J} "
( 9 A
E[Gu) — Gie(§) | 20 2a¢ (Gyy(§) + Gpa(8)
+ 0y 7¢ l[ P Ba— ( T — &Gy (5))] +
9 A
. G11(£)+G12(5)_ 20 2a Gu(é) — G (§)
* %[ 12 13(1— ) ( P 5902(5))]}.
9 h
J11(8) — J12(8) 20 2a J11(8) + J1o(§
11 - 15 l: vz +m( [ Vé 5‘]01(‘:&)
9 bk

12

X, Vg[«fu(sHJm(a %2 (Ju(g)

13 (1—u?)
9 h

12

12

X21 _ VéT [GII(S)—_GH(E) + 20 2a (G“(S)tglz EG01 5)

Ba—wm)

9 h

}2

J2

_VE {Gu@) +Gu(®)

20 2a (Guu Ghs(8)

13 (1— ) 12

le(f)_,_ §J02(£ ]
—I—§G'(,2(§ ]

in (6) eingefiihrt, so lauten die Bezugsfunktionen

(22)

_BE :Jn<s)y~§J,2<s> 7501——2-%) (Jum% T (E) st(E))] +
AV iGn(f)}EGlz(S) _é‘i{) (G11<5)V_§Gl2(5) + fGoz(E))] -
_ B, VELGU(S)Y—QGm(f) V;%)l_‘z—% (Gut® % Cul) _ 5001(5))],

LB V——{J 5>+J12<s> 3%%2) (Jn<f>y2"m‘5 EJoz(E) ] -
R [GH@ = ,2<s)+w%_i_2) <Gu(s>;;aﬂ<s 5@01(5 }+
LB, V-E—[Gu(s)ygam(g) _ 3%1—2—32) (Gu(S)}_EGw(S) 4 £Gy (&) ]

173
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Weiter folgt fiir die Ableitungen
9 &
ay =3 20 2¢ /3 g Tul) +J0(6)
= ATE| @) = L@~ T (@ ) - £ Ol
. 9
B | ol®) — 3@+ 2 (L @)+ () — 6 Tl
) 9 h
3 1 20 2a /3 1 G (§) + G1,(8)
+ 4,1& LZGM(S) — 1021(5) ) (ZGoz(é’) + ZGzz(f) — S—yé—)] +
_ 9 kb
3 1 20 2¢ /3 1 G11(8) — G4, (&)
+ B, V€ _ZGM(&) — 1 Ga(§) + Y (sz(f) + 7 0u(é) — S—V'z"—)]’
(23) '
9 &
' 3 1 20 24 (3 1 Tua(§) — Jia(E)]
= —4, ¢ LZ']oz(f) — 3728+ B (z']m@) + 7 Ju() — 5—]@—)- +
_ 9 h _
+ B, VE _% Jou () — %']21 € — V320 20 <4 02(8) + 7 J22 () — §%ﬁ>_ —
9 h
_ ]
— 4,7 [% Gos (&) — Z 22(5) + },——20#(;) ( G (&) + - Gm(f) GL(E)T;AE—)) +
9 n 2
3 1 20 2¢ /3 1 G (§) + Gra(8)
+ B, V€ {Z Gpy (§) — 7 0 () — B (Z G2 (&) + Zazz(f) — G_W—) .

Mit Hilfe von (22) und (23) lassen sich die Schmttkrafte und Verschiebungskomponenten

leicht aufbauen. Man erhilt:

V=0, H=—_——|2 v, @=L)_t vy w~__
asing ) asing a ¥ asing
co’cgqol/Z
/—— 2a
=~‘_lsm ( 3 Y>’
Ba=m
h iz (%—" °°tg‘7’L% |
B 0 T = A T
a}2sing —u -
(29) | .
£ _1 cotgg |/ 5—
h 4z \2 Lz
M’I‘= T __ __<tu—d—§_( 4) aZ >
a}2sing }3 %) 13 (1— p?)
_dw v Yi20—pHq/ k
0=y ~n = Im asing?’?

b )

4 0000
13—

1 : 4 s (dY
U= — g7 V2sing 3 (1—p?) (E‘E“

cotg @
a

,/_L Y,
asing

Fiir die Verschlebungskomponenten %y, v und w lassen sich keine geschlossenen Formeln
angeben; es empfiehlt sich in diesen Fillen, die auftretenden Integrale nach den Verfahren
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der graphischen Integration auszuwerten. Im iibrigen tritt dieser Mangel praktisch kaum
in Erscheinung, da fiir fast alle Randwertprobleme lediglich 6, und u, von Bedeutung sind.

In diinnen Schalen mit entsprechend starker Randabklingung konnen die 5 -Gheder
meist unterdriickt werden, womit sich die Formeln sehr vereinfachen. MaBgebend hierfiir

ist der Faktor
9 & 9 Vh
20 2a 20 2a 0

W%ZW = m)ﬁi — = 2&2)_ V%
im Vergleich zur Einheit. In diesem Falle tritt an Stelle von (22) und (23):
Y—4 V—JH(E ]—/i—Jn f']n J12 )+
+A2ﬁau(s>}gam(5 B, yE Sul 5)};012( )
7= 4, Vngl(g)v—ile(s) + B, yE Tul) V;Jn(a i :
wy | AESRSE | g S L
L A E BT ®) — (@] + By E [ oa(®) — 2] £ | ERT ein).
+ A VE G0 (&) — 1Ga (8] + By VE [2Gp(8) — LGy ()1,
2 o — A, VEBTn(®) — 1Tn(®)] + ByYE B0 (&) — 1n (@) —
— A, VE 3G () — 1Gn(8)] + By VE [2Gq (&) — 10y (H)].

Die J,- und J,-Funktionen beschreiben im wesentlichen die Randeinfliisse des Innen-
randes, die G- und G,-Funktionen diejenigen des AuBenrandes. Bei fehlendem Innenrand,
d. h. in geschlossenen Kugelschalen, sind 4, und B, Null zu setzen.

Werden die Zylinderfunktionen durch halbkonvergente Reihen dargestellt, und werden
Innen- und AuBenrand bzw. die Werte & und &, gemil

=) BT,
&= 27(1 ‘V3 (1 —u?) @,

zugeordnet, so ist das Abklingungsverhiltnis durch den Quotienten

&
e’yz 51

—e Vz —e V_ V3(1—u?) (p—@))
3

2
=
6’1 2

im wesentlichen bestimmt. Es folgt hieraus, daB eine gegenseitige
Réander praktisch aufhort, wenn die Bedingungsgleichung

(26) Ve V30— (g = 8

erfiillt ist.

Beeinflussung beider
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Bei starker Randabklingung gemiaf (26) ergeben sich fiir die Umgebung der Réander
die vereinfachten Formeln

(27)

9 h

@ (£)+a &) 20 2a (Ghi (&) — G (8)

A 11 12 1 12

= f[ V3<1—u2>< B 10 >]
9 &
Gy (§) — Gyp(8) 20 2a (G (E) + Ghal
— B 11 — 712 1 12
21/5[ TR 3(1~m>( 12 SG‘”(E))]

9 h
7 — A2V§[Gll<s)—_alz(s) 4 202 ) (Gll(§)+Gl2(5)_£ Gm(é))}r

12 3(1— 1
9 b
G (§)+G 2( ) 20 2a G11(8) — Go(8)
B 1 1 _202a (Gy ~ G a ,
i f[ 2 ]’3(1-—;;2)( 2 + ¢ oz(f))]
9 b
—Y 20 2a
e =4 Vf[ (&) — 3 G (&) — o X

X (3 Goa(®) + 5 Gaal®) — swﬂ 4

12
9 b
+ le/g [ii‘aoz(f) — %Gzz (& + V%
X (4 Gn® + £0n® — EG—@;}—@)]
9 &
24 £l3 1 ' 30 2a
r A A, 7€ [ZGoz(f) — ZGzz(‘f) + Ba=m
< (&) + = Gzl(f) _ 5011(5)}/2@12(5))} 4
9 b
+ Bzw/é[ G (6) — 5 G () — %
X (3 Goa(6) + 5 Gaa(®) - Swﬁw)}
9 &
— A.1E Ju() +J1.(8) EO 2a  (J11(E) — J15(&)
Y lvf{ 12 B Ee®)| -
9 b
. J11(8) — J12(8) 20 20 (T (8) + Jie(E)
B[O e () ).
: 9k
— 3 J1(8) — J12(é) 20 2a J11(8) + J12(8) —
z A”‘ft TR L “01(5>)}+
9 h
= Jll(E) +J12(§) _ 20 2a Ju(s) —'J12(§)
+ By V& [ 5 m( G £J02(§)>],

[Starke Randab-
klingung gemaf
(26) ; Umgebung
des Innenrandes

&= §1~]
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9 &
1 0
T=4,7F [% Tou () — 3 Tn () — o2t [Starke Randab-
; 13 (1;‘“ ) €+ Tl klingung gemaf
J + .

X (2T (€) ++J 5)_5_11.___32_]_1_ (26); Umgebung
<4 o ¢ /nl 12 ) des AuBenrandes

3 290 2h F=t]

- a
+ B, V¢ {ZJoz(f) Jzz(f)‘l‘ T

(J01(£)+ I (&) — {nﬁihﬂﬂ

9 &
20 24

( 1— )

%= ATE |-

Joa (§) +

20 2a
3(1—p?)

X (3T + 3 Tu(@ — &

+ B, & [ Ty (&) — 3T (8) —

5 :

Ist aullerdem auch VI_ShTi gegeniiber der Einheit vernachlassigbar, so folgt

(29)

(30)

Y = A4, Vggu(é')]'/;am(&) — B
7 = A2 VEGH(S)-V;‘GH(&)

=4, JECL () — 10 O] + BaVE (G0 (®) —
12 s V& [2Goa () — LG ()] + By VE [2Gy (8) —

Y = AIV——JH 5)"/’;712(

7 Gu(§) —Gp(f)
2 .VE ﬁ ’
G11(8) + G (8)
B 1 T~ 12
+ 2,1/5 V2 >
108,

d& 21 (E)]

T1a(§) =T (£)
B 1215/ s
JE=Eg

Z=A11[§'J11(§)V—§JL(5)+BIVEJU(E))’/;Jm(E),
e =4 VEETn(® — 1 u(@] + B VE () — LTn ()],
‘ZZS = — A VE[ET (&) — L0 (O] + B VE[E Ty (8) — 1T ()]

[Starke Randab-
klingung gemif (26);

auBerdem ver-’

h
18a
nachlassighbar gegen-
tiber 1, Umgebungdes

Innenrandes & = &,.]

[Starke Randab-
klingung gemaf (26);

auBerdem VL ver
18a

nachlissigbar gegen-
iber 1,Umgebungdes
AuBenrandes & = &,.]

Im Sonderfalle einer diinnen geschlossenen Halbkugelschale erfolgt die Randabklin-
gung praktisch genau so wie bei einer Kreiszylinderschale. Man erkennt dies leicht an der

komplexen Differentialgleichung, die, da cotg? ¢ sowie die erste Ableitung nach ¢ fiir ¢ =3
verschwinden, in der Umgebung eines Halbkugelrandes die vereinfachte Form

d¢2+f“V12 (1= @) +5|X=0

annimmt. Ist auBerdem noch Vm vernachlassigbar gegeniiber der Einheit, so kann auch
noch das 3-Glied unterdriickt werden, und es verbleibt die Differentialgleichung

azXx . <

Stahlbau-Forschungsheft 6.
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Wird hierin ¢ gemafl (21) durch & ersetzt, so folgt

% +¢X =0 (Umgebung eines Halbkugelrandes).

Diese Differentialgleichung stimmt bis auf den Faktor 2, der durch die verschiedenartigen
&-Parameter bedingt ist, vollig mit derjenigen der Kreiszylinderschale iiberein. Die Glei-
chungen fiir diese konnen daher unmittelbar iibernommen werden, wobei lediglich dem ver-

T

5 an Stelle von & Rechnung zu tragen ist. Werden

ferner entsprechend dem fehlenden Innenrande 4, und B, unterdriickt und 4, = 4, B, = B
gesetzt, so folgt

schiedenartigen & durch Einfithren von

£ £
Y— —Ae?sins — BelZcos = ,
12
£ .
Z— 14 Vooos L Beﬁ sin & (Umgebung eines Halb-
y2 12 kugelrandes; V—— ver-
(31) 13 . £ Wl o 70a b
aY A 5l & & B Vil & - £ nachléssig E_Lrge.genii er
iE = Vz’ e (sm 7'5 -+ cos V§> + _Vz. e (sm V§ cos V§> s der Einheit)
§ &
d_Zz_:‘{V“é(-i_ i)..ﬁﬁ(i i)
aE —e sin 2 cos y§ 2 e sin V§ -+ cos V§ .
Beispiel.

Als Beispiel sei der Spannungs- und Verschiebungszustand eines Hochdruckkessels unter-
sucht, der im mittleren Teile als Zylinderschale, oben und unten als Halbkugelschale durch-
gebildet ist (Abb. 10)t. Der Halbmesser des Kessels sei 30 cm, die Wandstérke 12 cm und der
Innendruck betrage 1000 atii. Da in den allgemeinen Formeln
alles auf die Schalenmittelfliche be-

zogen ist, empfiehlt es sich auch, die
Belastung auf diese zu beziehen. Bei

l den vorliegenden Abmessungen folgt . f \ "
a 24 H=M LA
P = Pag = 1000 75 = 800 kg/cm?. ST | g \
m M
] 1lm § Entsprechend dem Zweck dieser Unter-
P = 1000 atii 8% suchung soll von einer Beriicksichti-
(= 800 atii) gung der Langskrimmung der Kugel-
schale auf den Spannungszustand ab-
gesehen werden. Bekanntlich werden
hierdurch die Spannungen am Auflen-
\\ / S rande gegeniiber denen der Schalen-
> | theorie vermindert, am Innenrande -
~— erhoht.
£ 48 L Da der Spannungszustand in bezug
~————72¢m—— auf die Achse m—m symmetrisch ist,
Abb. 10. geniigt die Betrachtung einer Schalen- Abb. 11.

hilfte, z. B. der oberen. Ferner kann
man sich die Schale im Trennschnitt t—¢ durchgeschnitten denken, was zur Folge haben
wiirde, daB sich in der Schnittfliche die Kugelschale weniger weitet als die Zylinder-
schale. Um diese Unstetigkeit wieder riickgangig zu machen, miissen gemaB Abb. 11 Ring-

1 Meinem Assistenten, Herrn Dipl.-Ing. Chang Wei, danke ich fiir die zahlenmiBige Durchrechnung dieses
Beispiels.
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schiibe H* und Biegungsmomente Mg angebracht werden, die einen zuséatzlichen Biegungs-
zustand auslosen.

Werden die Grofen des Membranzustandes von denen des Biegungszustandes durch
Querstriche unterschieden, so folgt:

Membranzustand fiir die Kugelschale:
&N, =N, =3p,a,=1%-800-30 = 12000 kg/cm.,

K5, = £6, = a0 = 1000 kgfem?,

— X, — — 30-1000- (1 — 0,30)
% = (g0, — p-£0,) = 2,10- 106 =0,0100 cm,
0y =

Membranzustand fiir die Zylinderschale:

AN, =1p,a, =12000 kg/em, ,N_ = p,_a, = 24000 kg/cm,
— _ 12000 24000

ZO'S == T = 1000 kg/cmz, ZET = T == 2000 kg/0m2 P
— — — 30 - (2000 — 300 :

Zuw = %(KO-T——IMKO‘S) = W) = 0,02429 cm,

HPp=0.

Biegungszustand der Kugelschale. Da es sich um eine im Scheitel geschlossene Schale
handelt, verschwinden in den Gleichungen (22) und (23) die mit den Grayschen Zylinder-
funktionen multiplizierten Glieder, d. h. es ist

A2 == .B2 = 0 .
die damit verbleibenden Konstanten seien mit

4, =zd, By=B
bezeichnet.

Ringschub H und Langsmoment M  stimmen nach Abb. 4 mit den statisch unbestimmten
Randgroflen von Abb. 11 im Vorzeichen iiberein. Es folgt daher

oH=H*  M,—M* (Schnittt— ¢).

Biegungszustand der Zylinderschale. Da es sich um eine in bezug auf m—m symmetrisch
belastete Zylinderschale handelt, verschwinden in den Gleichungen (18) bis (20) alle mit 4,
und B, multiplizierten Glieder; es ist daher

A,=B,=0
zu setzen. Ferner sei
A,=,4, B,=4B.

Da das Bezugssystem von Abb. 7 ein Linkssystem, das von Abb.8 ein Rechtssystem
ist, muf} jetzt
‘ M =—H* Ms= M
gesetzt werden.

. Elastizititsgleichungen. Die vier Stetigkeitsbedingungen fiir Ringweitung, Tangenten-
drehung, Léngsbiegungsmoment und Ringschub liefern die Elastizitétsgleichungen fiir die
vier Unbekannten A4, B, ,A und ,B. Unter Beriicksichtigung der Verschiedenartigkeit
der Bezugssysteme von Abb. 7 und 8 folgt

s+ g%y = zUy + 7%,

K5¢ = —25(}),
KMs =ZM3’
H=—,H.

12*
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Die £-Werte an der Schnittstelle ¢ —¢ folgen fiir Kugel und Zylinder zu
£ = ]/- V3 — i) p=]/20 Y3001 T = 4,515,
”7V3(1‘”2) _30 12 V3 0,91 = 3,047.

Fir p& entnimmt man der eingangs erwahnten Funktionentafel

Jop (4,515) = — 4,356, %[Jn (4,515) — J,, (4,515)] = -+ 3,766,

Jos (4,515) = — 1,655, %[J11 (4,515) + Jpp (4,515)] = — 2,111,

Jo (4,515) = 13,421,  Jyy(4,515) — — 0,0236

und erhilt damit
Y = — 4,057 4 — 10,034 B, ‘—i%’ = —9,718 ;A — 4,871 . B,
sZ=-+10034 ;4 — 4,057 zB, UL — 148714 9718 B

g%, = 0,007008 .10~ z4 + 0,003512-104 . B,
0@ = 0,06936-10-% .4 — 0,02805.10-% . B,
#M,= 1,072 z4 — 2,139 . B,

xH = 0,08555 zA + 0,2115 B.

Fiir ,£ errechnet sich in Verbindung mit der Funktionentafel von K. Hayashil
S, = — 0,004851-10~% ,4 — 0,005863 .10~ ,B,
Hp=—0,07225-10-% ,4 — 0,006885 - 10-¢ ,B,
M, =—1,788 ;A4 + 1,480 ,B,
H = +0,02100 ,4 — 0,2204 ,B.
Werden diese Werte zusammen mit den oben ermittelten Membranweitungen pu, und
in die Elastizitatsgleichungen eingefiihrt, so folgt das Gleichungssystem
0,7008 zA + 0,3512 B + 0,4851 ,4 - 0,5863 ,B — 14290,
0,6934 A — 0,2805 B — 0,7225 ;4 — 0,06885 ,B = 0,
1,072 x4 — 2,139 B + 1,788 ,4 — 1,480 ,B =0,
0,8555 g4 + 2,115 B + 0,2100 ,4 — 2,204 ,B — 0.
Die Auflosung liefert ‘
A =8284, B =382, ,A4=51755, ,B="7430.

zUe

Mit diesen Konstanten lassen sich samtliche Spannungsresultanten und Verschiebungs-
groBen leicht punktweise berechnen und auftragen. Das Ergebnis ist in den Abb. 12 bis 29 zu-
sammengestellt. Neben den Spannungsresultanten enthalten die Abbildungen auch die Span-
nungen selbst, und zwar am Innenrande, in Schalenmitte und am AuBenrande; die zu-
gehorigen verbindenden Beziehungen lauten

N
=% ER W=

! Fiinfstellige Funktionentafel. der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Berlin: Springer 1930.
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Das Ergebnis der Rechnung ist in vieler Hinsicht aufschluBreich. Von einem den Span-
nungszustand beherrschenden Randabklingungsverhalten ist nichts mehr zu spiiren; die

+ + : | *
|
Abb. 12. Ringkraft N, aus Abb. 13. Ringkraft N,  Abb. 14. Uberlagerte Ring- Abb.15. Langskraft N,
Membranzustand allein. aus Biegungszustand  kraft N, aus Membran- und aus Membranzustand
: allein. Biegungszustand. allein.

gesamte Sclale wird zur Bereitstellung der erforderlichen Formanderungsarbeit heran-

Abb. 16. Langskraft
N, aus Biegungszu-
stand allein.

3=
T

Abb. 17. Uberlagerte

Langskraft N, aus

Membran- und Bie-
gungszustand.

gezogen. Dies hat wiederum zur Folge, daf die zusétzlichen Biegungs-
spannungen erheblich gemildert sind. Eine Parallelrechnung nach den
Geckelerschen Niherungsformeln ergab um mehr als 40% hohere

Abb. 18. Ringschub  Abb. 19. Ringschub  Abb. 20. Uberlager- Abb. 21.
H aus Membran- H aus Biegungs- tesRingschubHaus Querkraft @,.
zustand. zustand. Membran- und Bie-
gungszustand.
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Biegungsspannungen. Man kann hieraus den Schluf} ziehen, daB bei Schalen unter hohen
Drucken mit der Anwendung von Naherungstheorien Vorsicht geboten ist. Hinsichtlich

Abb. 22. Lingsbiegungsmomente M, und

Ringbiegungsmomente M, .

o

auB3 faser

.

inn. Faser

g,

miffl Faser

+ X
. +
L i
Abb. 25. Abb. 26.
Ringweitung u, aus  Ringweitung u,aus
Membranzustand Biegungszustand
allein. allein.

Abb. 23. Uberlagerte Ringspannun«
gen o, aus Membran- und Biegungs-
zustand.

qmilfl Faser
G
SduB. faser

g
Sinn. Faser

+

o.'s'a'uﬁ Faser

.

| et

1 inn faser
.
1 a;

Smitt. Faser

-

+

Abb. 24. Uberlagerte Liangs-
spannungen o, aus Membran-

und Biegungszustand.

\

\

I |
+

Abb. 27. Uberlagerte
Ringweitung u, aus
Membran- und
Biegungszustand.

Abb. 28.

Axialweitung u, aus
Membranzustand.

Abb.

29.

Tangenten-
drehung 6.

einer strengeren Behandlung steht zu hoffen, dafl auch andere wichtige Schalenformen, wie

z. B. die Ellipsoidschale, mit den hier eingeschlagenen Wegen einer befriedigenden Losung
entgegengefiihrt werden konnen.

(Eingegangen 21. 3. 42.)
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Eine neue Methode zur approximativen Losung von
Spannungsproblemen bei Platten und Scheiben.

Von U. Wegner, Heidelberg.
Mit 1 Abbildung.

Zur Losung von Biegungsproblemen in der Plattentheorie verwendet man im wesentlichen
drei Methoden. Dabei sehen wir von denjenigen Fillen ab, in denen die Biegefunktion durch
einen endlichen Ausdruck bekannter Funktionen dargestellt werden kann, z. B. bei der
Kreisplatte mit fester Einspannung und gleichméafiger Belastung.

Die erste Methode, die klassische, beruht darauf, dafl man die Plattenbiegungsgleichung
mit gegebenen Randbedingungen fiir die Biegefunktion mit Hilfe eines Reihenansatzes lost.
Hierher gehoren das klassische Verfahren von Navier sowie die mathematisch exakten Un-
tersuchungen z. B. von Happel® und Hencky? Die Methode wird in verschiedenen Va-
riationen verwendet, bedingt durch die Verschiedenheit in der Lagerung der Platte und der
Belastungsformen. Schon bei einfachen Plattenkonturen und bei durchgehend gleichartiger
Lagerung ist diese Methode fiir den praktisch arbeitenden Ingenieur daher besonders un-
zweckméBig, weil die Konvergenz der Reihen fiir die einzelnen den Ingenieur interessierenden
Grofen, z. B. Biegemomente und Querkrifte, aulerordentlich schlecht ist. Dies beruht darauf,
daf man durch den Reihenansatz zunéachst die Durchbiegungsfunktion w ermittelt und dann
durch Differentiationen die einzelnen statischen Grofen bestimmt. Die Konvergenz der
durch Differenzieren gewonnenen neuen Reihe wird aber bekanntlich schlechter, falls iiber-
haupt noch Konvergenz vorhanden ist. Dies bedingt, dal man bei der Ermittlung der fiir den
Ingenieur in Frage kommenden Grofen eine dem Problem angepafite Genauigkeit erst da-
durch erzielt, dall man eine groBle Anzahl von Gliedern aufsummiert. Ist die Lagerung der
Platte nicht an allen Réndern gleichartig, und ist das Profil der Platte nicht speziell kreis-
formig oder rechteckig, so gelangt man erst bei groBem Arbeitsaufwand zu praktisch brauch-
baren Ergebnissen.

Die zweite Methode, die zur Losung der genannten Probleme dient, ist die Differenzen-
methode. Diese Methode wurde fiir die Plattenbiegungsprobleme im wesentlichen von Mar-
cus in verschiedenen Spielarten verwendet. Je nach dem Profil der Platte breitete er iiber
der Platte verschiedenartige geometrische Netze aus und bestimmte in bekannter Weise die
Durchbiegungen in den belasteten Knotenpunkten des Netzes. Die statischen Groflen, die in
der Praxis interessieren, wie Biegemoment und Querkraft, werden dann durch Differenzen-
und Mittelbildungen gewonnen. Dadurch leidet aber die Genauigkeit aulerordentlich, und
man kann eigentlich nur bei einem sehr feinen Netz die numerischen Werte der genannten
statischen GroBen bestimmen. Es gibt aber kaum eine Moglichkeit, aus der fiir die Losung
des Problems geforderten Genauigkeit die Maschenweite des Netzes zu errechnen. Diese Diffe-
renzenmethode wurde auch in einer Reihe von Untersuchungen bei Stabilitatsproblemen mit
Erfolg verwendet. Die sich auf Grund der Differenzenmethode ergebenden kritischen Werte
sind hier ebenfalls groflen Genauigkeitsschwankungen unterworfen. Auch hier ist es praktisch
unmoglich, aus der geforderten Genauigkeit auf die Maschenweite des Netzes zu schlieBlen.

Die dritte Methode ist schliefflich charakterisiert durch das unter dem Namen ,,Energie-
methode‘‘ bekannte Variationsprinzip. Man berechnet die gesamte bei der Biegung der Platte
auftretende potentielle Energie. Fiir die bei einer gegebenen Einspannungs- und Belastungs-
art wirklich auftretende Biegungsfunktion ist dann die potentielle Energie, d. h. das Integral,
welches die Energie darstellt, ein Minimum. Dabei werden als Vergleichsfunktionen fiir die

! Happel, H.: Uber das Gleichgewicht rechteckiger Platten. Gottinger Nachrichten 1914 S. 37—62. — Uber
das Gleichgewicht von elastischen Platten unter Einzellast. Math. Z. Bd.6 (1920) S.203—218.

2 Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten bei gleichmiBig verteilter und
bei konzentrierter Belastung. Diss. Darmstadt 1913.
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wahre Losungsfunktion nur solche Funktionen zugelassen, die den vorgegebenen Randbedin-
gungen geniigen. Eine Approximationsfunktion fiir diese wahre Losung gewinnt man meistens
auf Grund des Ritzschen! Verfahrens. Dieses Verfahren erfreut sich groBter Beliebtheit be-
sonders deswegen, weil im Verhéltnis zu den beiden anderen genannten Methoden schon ein
geringerer Arbeitsaufwand in der Genauigkeit brauchbare Resultate zeitigt. Die Nachteile
des Ritzschen Verfahrens liegen aber besonders im folgenden:

1. In der Miihe, die zur Bestimmung einer Reihe von Grundfunktionen, die den gegebenen
Randbedingungen geniigen, erforderlich ist.

2. In der Schwierigkeit, bei Erfiillung der gestellten Randbedingungen die analytische
Gestalt der Grundfunktionen besonders einfach zu halten, sowie durch den Ansatz den Sym-
metrien des Problems Rechnung zu tragen und auch keine neuen Symmetrien hineinzu-
bringen, die in dem Problem nicht vorhanden sind.

3. In der Unkenntnis, ob bei Verallgemeinerung des Approximationsansatzes durch Hin-
zufiigen weiterer Grundfunktionen eine bessere Annéherung an die wahre Losung erzielt wird.

4. In dem Umstand, dal durch das Ritzsche Verfahren die Biegefunktion approximiert
wird und nicht die gewiinschten statischen GroBen, wie Biegemoment und Querkraft. Wollte
man diese Grofen bestimmen, so wiren wieder Differentiationen der fiir die Biegefunktion
gewonnenen Approximationsfunktion notwendig. Ob man dann noch eine brauchbare An-
nidherung an diese GroBen erhilt, ist zweifelhaft.

Um eine Verbesserung bei der Konvergenz der Ableitungen der Biegefunktion zu erhalten,
wird nach Courant? in dem Variationsansatz noch ein Integral hinzugefiigt, dessen Inte-
grand fiir die wahre Biegefunktion identisch Null ist. Dieser Integrand besteht z. B. aus dem

fiir die wahre Biegefunktion identisch verschwindenden Differentialausdruck 4 Aw — L.

N

Eine weitere Verbesserung kann durch Einfiihrung von Parametern erreicht werden.

Im folgenden soll ein Verfahren, das zu den Variationsverfahren gehort, mitgeteilt werden,
bei dem aber einige der beim Ritzschen Verfahren aufgezihlten Nachteile nicht auftreten.

Wir gehen nicht vom Prinzip des Minimums der potentiellen Energie, sondern vom Ca -
stiglianoschen Prinzip der Mechanik aus und wollen die Methode, die sowohl fiir Biege- als
auch fiir Stabilitdtsprobleme verwendet werden kann, an einfachen Biegeproblemen er-
lautern.

Auf Grund des Castiglianoschen Prinzips, angewendet auf die Kirchhoffsche Plat-
tenbiegungstheorie, findet man die Spannungen bei einer allseitig eingespannten Platte auf
Grund des folgenden Minimalansatzes:

(1) —;-ﬂjlv- M2dzdy =Min,
B

(B ist der Bereich der w, y-Ebene, der von der Platte eingenommen wird), wobei M die
Momentensumme der Platte bedeutet, welche mit der Steifigkeit N und der Biegefunktion w
durch die folgende Formel zusammenhiingt:

(2) M= —NAw.

Als Vergleichsfunktionen werden solche Funktionen M = M (x, y) zugelassen, welche die
Differentialgleichung

(3) AM = —p(z,y)

befriedigen, p (2, y) ist die Belastung pro Flicheneinheit senkrecht zur x, y-Ebene. Dabei
sind fiir die Vergleichsfunktionen keinerlei Randbedingungen zu erfiillen. Der genannte An-
satz gilt auch fiir veranderliche Steifigkeiten N der Plattes3.

1 Ritz, W.: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik.
J. reine angew. Math. Bd. 135 (1909) S.1—61.

# Courant, R.: Uber ein Konvergenz erzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung. Géttinger Nachrichten
1922 8. 144—150.

8 Eine strenge Ableitung dafiir siehe U. Wegner: Neuere Methoden zur Lésung von ebenen Spannungsproble-
men. Forschungsheft des Stahlbaues (erscheint demnichst).



Eine neue Methode zur approximativen Losung von Spannungsproblemen, 185

Trennt man von den Vergleichsfunktionen ein partikulares Integral M, der Differential-
gleichung
AdM = —p

ab, d. h. AM,= —p(=, y), so erhalt man das folgende Variationsproblem
%ﬂ}_v (M4 + D)2 dxdy = Min,
B

wobei als zulassige Vergleichsfunktionen @ (z, y) nur diejenigen Funktionen in Frage kommen,
die der Gleichung A4® = 0 entsprechen. Funktionen, die dieser Differentialgleichung ge-
niigen, heiflen Potentialfunktionen, die in groBer Zahl existieren und fiir die es viele Er-
zeugungsformen gibt; z. B. sind der Real- und Imaginarteil von (z - ¢ y)* (¢ ist die imagi-
nire Einheit, 12 = —1) solche Potentialfunktionen. Fiihrt man an Stelle der Momenten-
summe die Biegefunktion w ein, so erhalt man das Castiglianosche Prinzip in der folgen-
den Form:

(4) —ffN(Adexdy::—ffN Aw, — dxdy Min,

wobei 4 (N dw,) = p(x, y) ist, und die zuldssigen Vergleichsfunktionen beliebige Potential-
funktionen sind. (Es ist namlich My = — N Aw, und M = — N Aw.) Ein partikulires In-
tegral der Plattenbiegungsgleichung kann bei allen Belastungsformen stets angegeben werden.
Entweder findet man es durch Probieren oder dadurch, daB man auf Grund der Unter-
suchungen von Love! und Happel? weill, daB ein partikuldres Integral der Plattenbie-
gungsgleichung bei einer durch Einzellast p im Punkte «, § belasteten Platte in der folgenden
Formel wiedergegeben werden kann

(5) wy (%, 9) = gz [(@ — @) + (y — B In Y& — &) + (v — A"

Bildet man 4w, und multipliziert es mit — N, so erhélt man ein partikulares M. Ist die Be-
lastung beliebig, so kann man in bekannter Weise durch Superposition von Einzellasten die
Belastung p(z, y) und damit durch Superposition von partikuldren Integralen der genannten
Art ein partikulires Integral fiir den allgemeinsten Belastungsfall angeben3.

Wie wir eben sahen, liegt der Vorteil dieser Methode darin, dal wir bei den zulissigen
Vergleichsfunktionen, hier den Potentialfunktionen, keine Randbedingungen zu erfiillen
brauchen. AuBerdem erhalten wir gleich eine Annaherung an die Momentensumme der Platte
und nicht erst an die Biegefunktion, die den Statiker kaum interessiert. Mit der Momenten-
summe M der Platte sind aber auch das Biegemoment und die Querkrifte an einzelnen
Stellen der Platte, und zwar gerade an den den Ingenieur interessierenden Stellen, sofort an-
zugeben.

 Betrachten wir beispielsweise eine quadratische Platte der Kantenlange 2a mit dem Mit-
telpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems, so sind die Biegemomente am Rande gleich

lk 02w

62
(6) " |y ia=—N<‘9?ﬁ Em>y=ia=— 3ywty ﬂ:a:—NAwly=ia=Mly=:|:a;
1 02 02
mﬂl“’=ia=— ( x2+ m a;)z—ia —(%12) i:iaz—NAwlz=ia=M|z=:|:“
und das Biegemoment im Mittelpunkt
02 N 1
Ma| gm0 = My |20 =—N<1 + ) a:; _§<1+E>Aw x=0=%(1 +%)M z=0"
y=0 ly= y=0 y=0 Jy=0

1 Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizitat, deutsch von A.Timpe, S.562ff. Leipzig 1907.
2 Happel, H.: Siehe 1.c. S.183, Anm. 1. 3 Siehe l.c. S.184, Anm. 3.
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Die Querkrafte am Rande der Platte werden dann durch die Ableitung der Momenten-
summe M durch folgende Formeln wiedergegeben:

“ly=d:a=

7} oM
—Né—y'(Au))ll e = 7

(7) = 0y jy=xa’
d oM
Vaslom sa= —Nb—x(Aw)|z=:ba = 0% o=t

Wir wollen den Rechnungsgang. nun an dem obengenannten Beispiel einer allseitig einge-

spannten, quadratischen Platte bei konstanter Steifigkeit N und konstanter Belastung p
verfolgen.

Als Vergleichsfunktionen wéhlen wir die Potentialfunktionen
P (2, y) = — Nleo+ ¢, (2* — 6 22 y* + y)]

mit den zunichst noch unbestimmten Koeffizienten ¢, und ¢,. Die Funktion a* — 622 24 y*
stellt den Realteil von (x + ¢ y)* dar. Wegen der Symmetrie der Plattenform sowie wegen der
Art der Belastung sind die Potentialfunktionen niedrigeren Grades nicht brauchbar.

Durch Probieren findet man leicht ein partikulares Integral w, der Plattenbiegungs-
gleichung 4 Adw = %. Ein solches lautet:

wy = g5 (a® — 2% (@2 — ).

Man rechnet sofort nach, da@

Aw, = pa2+p(x2+y2)

ist, so daB} wir durch Multiplikation mit — N auch ein partikulares Integral M, der Diffe-
rentialgleichung 4 M = — p gewonnen haben.

" Diese Werte fiir @ (z, y) und 4 w, werden dann in unseren Minimalansatz (4) eingetragen.
Das zu losende Variationsproblem lautet dann: ¢, und ¢, sind so zu bestimmen, dafl das
Integral

=2 Lff —fﬁ L@+ ) + o (@t — 622 g+ ) [dw dy

—-a —a
zum Minimum erd.

Bei Ausfiihrung der Integrationen ergibt sich ein quadratischer Ausdruck in den unbe-
stimmten Koeffizienten ¢, und c;:

8 pa®

944 8 2 pat
A=cia’+ —c2a® CoCqal— F o+t i

1575 15 3N G-

Die Extremumsbedingungen % = 0 und —é = 0 liefern zwei symmetrische Gleichungen

mit zwei Unbekannten zur Bestimmung der Koeffizienten ¢o und ¢;. Bei Auflosung dieses
Systems ergeben sich die Werte:

14 pa?
=35 N

5
“T RN

Setzen wir diese Werte in den Ansatz fiir @ (z, y) ein, so erhalten wir eine Annaherung fiir 4w
auf Grund der folgenden Beziehung:

(0] 11 5
Aw=Awo——7V~: 787]1(\17 +£V—(x2+y2)+5__pﬁ( 4—6x2y2+y4).
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Fiir die auf Grund der Formeln (6) und (7) sich ergebenden Biegemomente und Querkrafte
erhalten wir dann die folgenden Werte:

Myl =My =M |,_ = — 0,205 pa?,
y=0 z=0 y=0
i N 1 . 1 1
Myl =Ml =1+ %‘)Awi’ﬁ": 5 (14 o) M|, _o=—0,002pa,
y=0 y=0 y=0 y=0
' 4 oM
Viilyesa= Varlamsa= — Ny (dw)| = 5|, ., = 0884 pa.
'11:0 y=0 {z=0 =0

Diese Werte stimmen genau mit den auf drei aufgerundeten Werten bei der exakten Losung
iiberein!.
Nach der geschilderten Methode kann auch die Durchbiegung einer Kreisplatte vom Ra-
dius Eins bei konzentrierter Last p im Punkte (e, 8) berechnet werden.
Die Durchbiegung ist gegeben durch den folgenden Ausdruck

Y
8 — P& F
® w= L% g+ F(z,9)
auf Grund der Untersuchungen von Love und Happel? Der erste / }\
2 -

sung der Plattenbiegungsgleichung bei vorgegebener Belastung. Die
Funktion F geniigt der partiellen Differentialgleichung 4 A F = 0
fir alle Punkte z, y der Platte.

Fiir die weiteren Rechnungen setzen wir g = 0, so daf ein partiku-
lares Integral der Plattenblegungsglelchung fir eine durch Einzellast im Punkte z = «,
y = 0 beanspruchte Kreisscheibe in der folgenden Form

Ausdruck enthalt die Singularitét. é%lng ist eine partikulare Lo- k

= gy PLE— @+ ] In (@ — @) + 9]

dargestellt werden kann.
Fiihren wir Polarkoordinaten ein, so ergibt sich

Wy = 16nN (r2— 2a7r cosp + o) In[r2 — 207 cos ¢ + &?].

Aw, nimmt die Gestalt an:
Awy= Zf%[ln (r?— 207 cos ¢ + a?) + 2].
Als Vergleichsfunktionen wahlen wir die Potentialfunktionen
D (r, p) = — N (co+ ¢, 7 cos @)

mit den zundchst noch unbestimmten Koeffizienten ¢, und ¢,. Dieser Ansatz fiir die Funk-
tion @ (r, ) kann durch Hinzufiigen von weiteren Summanden beliebig erweitert werden.
_ Um die Durchfiihrung der Integrationen etwas zu vereinfachen, nehmen wir eine Umformung
des vorliegenden Variationsprinzips

= —ffN Awo——> dx dy = Min

vor. Setzen wir —%— = P, so-lautet es

() ffN(Awo+P2dxdy gf%fN[(Awo )2+ 24wy P + P?ldx dy = Min.

1 Siehe l.c. S. 183, Anm. 2, S. 53. 2 Siehe l.c. S.183, Anm. 1, u. S. 184, Anm. 1.
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Dabei ist das Doppelintegral iiber (4w,)? konstant, so dafl wir es fiir die Variation weglassen
konnen. Auf das 2. Integral wenden wir die Greensche Formel an. Danach gilt fiir zwei
Funktionen P und dw,:

”(AwoP APwydzdy = fPaw*’ —0%)&.
Rand

Da in unserem Falle 4 P = 0 ist, ergibt sich fiir das 2. Integral:

HAwodedy f P —-o?a%)dz.

Unser Minimumprinzip (4) nimmt damit die Gestalt
(10) A~~ffP2dxdy+2f Po% — 5, 57) dl = Min
Rand

an. Fithren wir noch Polarkoordinaten ein, so erhalten wir die fiir unsere Rechnung geeignete
Form des Minimalansatzes. Es ist:
27 1

1y A——fszrdrd¢+2f p% ~‘”’)T=1

oder beim Einsetzen der oben angegebenen Werte fiir P und wy ergibt sich:

do =

2 1

-If(cﬁ— ¢, 7 cos)irdr do +

4andq) (co—l— ¢y c08¢) (1—acosg) [14 In(1— 2a cosp + a2)] —

——2~ cosp (1 — 2ax cosp + «?) In (1 — 2a cos g + ocz)}=llm.

Dabei sind ¢, und ¢, so zu bestimmen, daf3 dieses Minimum erreicht wird. Bei Ausfiihrung der
Integrationen ergibt sich der quadratische Ausdruck:

AEnc§+—~cl—|— {2nco—ocncl+[2nocco—cln(1—oc2)]oc}
Bei partieller Differentiation nach ¢, und ¢; erhdlt man die Werte

Co= ~L(1+ ocz),

= — 2nN (03— 2a) .

Tragen wir diese Werte in unseren Ansatz fiir P ein; so liefert der Ausdruck Awy + P eine
Approximation fiir Aw. Es ist:

Aw = -——[ln (r* — 2ar cosp + o?) + 2] — -———(l—l-oc2) — pN (¥ — 2a)r cos .
Die exakte Losung dieses Problems wurde von ReiBner! angegeben. Die durch Reiflner
bestimmte Losung, ,,die Greensche Funktion G (z, ¥, «, 0), lautet:
+ (a®— 1) (a* — az)} )

2a?

(z—oz)a
— oz

G(z,y,a,0)= a)?ln

P
8n N [(
Entwickeln wir die ReiBnersche Losung fiir AQ in eine Reihe, so erhalten wir:

AG = Awy— 7 E=[(1+0) + 27 cosp (a8 — 20) + 72 0082 (204 — 3a?) + - - -],

1 ReiBner, H.: Math. Ann. Bd. 111 (1935) S. 777—1780.
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d. h. aber die hier auf Grund der neuen Methode berechnete Annéherung stimmt genau mit den
ersten Gliedern dieser Fourier-Reihe iiberein. Erweitern wir den Ansatz fir P(r, ¢), so er-
kennt man auf Grund eines einfachen Bildungsgesetzes, daB eine gliedweise Ubereinstimmung
mit der Entwicklung der exakten Losung von ReiBner vorhanden ist.

. Nach der gleichen Methode kénnen wir auch beliebig geformte Platten mit Einzellast be-
rechnen. Wir erhalten dabei sehr schnell brauchbare Ergebnisse. Das Verfahren besitzt gegen-
iiber dem bisher in den meisten Fillen angewandten Ritzschen Verfahren die angefiihrten
Vorteile. Neuerdings erfolgt die Bestimmung der Greenschen Funktion nicht mit Hilfe des
Ritzschen Ansatzes, sondern die Funktion w wird nach Reihen bekannter Funktionen ent-
wickelt. Diese Methode wird Singularitétenmethode?! genannt. Sie ist recht umstdndlich und
besitzt genau wie das Ritzsche Verfahren den Nachteil, dafl die Funktion w selbst und nicht 4w
approximiert wird, so dafl zur Berechnung der den Ingemeur interessierenden Grofen noch
Differentiationen ausgefiihrt werden miissen.

Die hier geschilderte Methode kann mit gutem Erfolg auch zur Losung von Stabilitéts- und
Beulungsproblemen herangezogen werden. All diese Probleme werden in dem obengenannten
Forschungsheft des Stahlbaues? ausfiihrlich dargestellt. '

1 Pucher: Uber die Singularititenmethode an elastischen Platten. Ing.-Arch. Bd. 12 (1941) S. 76{f.
2 Siehe l.c. S.184, Anm. 3.

(Eingegangen 15. 1. 42.)

Beitrag zur Berechnung der allseitig eingespannten Rechteckplatte.
Von G. Woreh, Miinchen.
Mit 7 Abbildungen.

Die Integration der Plattengleichung sowie die Erfiillung samtlicher Randbedingungen
in einem einzigen Schritt gelingt nur in Ausnahmefillen. In der Regel kommt man nur durch
Uberlagerung einer Grundlosung und einer — oder auch mehrerer — Zusatzlosungen zum
Ziel. Die Grundlosung erfiillt die inhomogene Plattengleichung und einen Teil der Rand-
bedingungen. Die Zusatzlosungen gehorchen der homogenen Plattengleichung und enthalten
eine Anzahl Freiwerte, die so zu bestimmen sind, dafl Grund- und Zusatzlosungen zusammen
alle vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Fiir die frei aufliegende Platte hat sich der Lévysche Ansatz als Zusatzlosung gut be-
wihrt. Bei eingespannten Platten erhdlt man mit Hilfe komplexer Funktionen eine iiber-
sichtliche Form derZusatzlosung. Komplexe Ausdriicke wurden bereits von Fr. Tolke! und
J. Fadle? zur Ermittlung von Spannungsfunktionen- bei Scheibentragwerken verwendet.
W. Koepcke? iibertrug diesen Rechnungsgang auf plattenformige Tragwerke.

Eine Erginzung hierzu bildet die vorliegende Arbeit, in der die Berechnung einer allseitig
eingespannten Rechteckplatte sowohl mit gleichméafig verteilter voller Belastung als auch
mit einer Einzellast in Plattenmitte gezeigt wird. Fiir den erstgenannten Belastungsfall wird
auch ein Zahlenbeispiel durchgefiihrt.

Legt man der Untersuchung die sogenannten Kirchhoffschen Annahmen zugrunde, so
lautet die bekannte Differentialgleichung der Platte

<1> dso- (G BG83

1 Tglke, Fr.: Wasserkraftanlagen IT, 1. Handbibliothek fiir Bauingenieure Teil IIT, Bd.9 S.391. Berlin:
Springer 1938.

2 Fadle, J.: Ing.-Arch. Bd. 11 (1940) S. 125.

3 Koepcke, W.: Umfangsgelagerte Rechtecksplatten mit drehbaren und eingespannten Réndern. Borna, Bez
Leipzig: R.Noske 1941.
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Hierin ist w die Durchbiegung der Plattenmittelfliche, p die Belastung, beide an der Stelle z v,

und D = %—2—) die Plattensteifigkeit.
y Auf dem ganzen Rande muBl sein
a) w=0,
ferner wegen der starren Einspannung
1 (2) . dw
T: ‘ b) auf den Réandern r=Ha: -—=0
e ‘ ¢) und auf den Réndern y = 4 b: %—?; =0.
Der Ursprung des Achsenkreuzes liege im Mittelpunkt der Platte
(Abb. 1); wegen der Symmetrie braucht dann nur das Plattenviertel
Lo a—] 0 <z =a,0 =<y < b untersucht zu werden.
Abb. 1. Sowohl in der Plattengleichung (1) als auch in den Ausdriicken

fir die Schnittkrafte kommt die Unbekannte w nur in der ersten
Potenz vor. Es ist daher der Ansatz zulassig

(3) wW=Wy+ Wy+ W+ - -.

Darin bezeichnet w, die Grundlosung; die Zusatzlosungen sind #;, w,; usw.

Die Grundlosung ist fiir jeden Lastfall verschieden; die Zusatzlosungen sind hingegen
unabhéngig von der Belastung. Wir bauen daher zweckméfig zunichst die Zusatzlosungen
auf.

1. Die Zusatzlosung ;.

Wie bereits eingangs erwiahnt, muB die Zusatzlosung die homogene Plattengleichung
A Aw = 0 erfiillen. Ferner soll sie symmetrisch zur z- bzw. y-Achse sein. Aus der Fiille der
zur Verfiigung stehenden Losungen wahlen wir aus?!

wI=K(Aoc%sinoc%+ Bcosoc%) @oia%
(4) oder
wy=K(Aaésinaé+ Beosaf) Cojan.

Zur Abkiirzung der Schreibarbeit ist darin eingefiihrt

(5) (=2, =%

a

A und B sind Freiwerte, « ist ein Parameter, der, wie sich spater herausstellen wird, komplex
ist. Uber die Konstante K konnen wir frei verfiigen (K 4= 0 und == o0).

DaB dieser Ansatz (4) der Gleichung A Aw = 0 gehorcht, kann man leicht durch Ein-
setzen nachpriifen.

Freiwerte und Parameter sollen nun so bestimmt werden, dafl auf den Randern z = 4-a (£=1)
die Randbedingungen w = 0 und %’f = 0 erfiillt sind.
Laut (4) ist
Wy gy = K (Ao sina + B cosa) Eojay = 0.
Daraus folgt, da K 4 0 und Cojon 40

Ao sine + B cosa =0,
B= —Aatga.

1 Dieser Ansatz findet sich auch bereits bei Koepcke: a.a. 0. S.71. Er ist dort aber nicht weiter verfolgt
worden.
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Setzt man diesen Wert in (4) ein, so ergibt sich

(6) w;=KAo(Esina& — tga cosa &) Cojan
und daraus ) - XA
._6.’%=78_”;'= “2[(1+ o tgw) sinaé 4 a £ cosaé] Cofar.

Dieser Wert soll ebenfalls auf dem Rande z = a (£ = 1) verschwinden. Die Losungen K = 0,
A = 0 bzw. o = 0 scheiden aus; wie bereits erwihnt, ist €of « 7.4 0. Es bleibt also iibrig

(14 o tgo) sine + o cosqe = 0

oder Ly .
. sin“o cos“a
sina 4+ o o =0

+' cos oL + cos o

Mit sin? ¢ 4 cos?a = 1 wird daraus
. o

sin o =

(7) + cos o

Erweitert man mit cos « und beachtet, daB sin « cos « = % sin 2 « ist, so erhilt man

;sin2a 4+ a =0
oder

(8) sin2q + 20 = 0.

Bevor wir auf diese Bestimmungsgleichung fiir « eingehen, soll (7) noch etwas umgeformt
werden. Durch Erweiterung mit sin « gewinnt man

sin®a 4 o tga = 0

oder .
o tga = — sin®a.
Diesen Wert in (6) eingesetzt ergibt
(9) wy= KA (x£sina & + sin®q cosa &) Coja .

2. Ermittlung des Parameters .

Zur Vereinfachung der Schreibarbeit setzen wir voriibergehend 2« = z. Unsere Be-
stimmungsgleichung (8) fiir « lautet damit

, a) sinz4+2=0 18
Sinz
(10) oder sin 2 a6 \\z
b) = 1. 2 \
Die Kurve 327 az

T fiir reelle Werte von z —

ist in Abb. 2 aufgetragen. Wie man erkennt,
hat sie nirgends den Wert —1. Wir miissen 02
uns daher nach komplexen Losungen umsehen -g4

a 7 37
und setzen an _——
(11) 2=z +1iy. A Abb. 2.

Darin ist 7 = V——j, x und y sind reelle Zahlen, die mit den friiher eingefiihrten Abstinden x
und g (Abb. 1) nichts zu tun haben.

Geht man mit dem Ansatz (11) in die Gleichung (10a) ein, so erhalt man
sin(z+1y)+x+1y=0
sinz Cofy +1cosx Giny+z+1y=0.

oder

Daraus folgt
(12) { a) f(ry)=sinz Cofy +2=0,
b) g(xy) =cosx Giny + y=0.
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Dieselben Bestimmungsgleichungen fiir # und y erhilt man, wenn man von dem Ansatz
z=2x—1y oder z=—(z+1y) oder z=—(x—1iy)
ausgeht.

Jeder der beiden Funktionen f und g in (12) entspricht eine Kurve. Man sieht dies besser,
indem man (12) wie folgt schreibt:

a) @:ny == siz:c y= Ar @Di( smx)
(13) oder
b) cosz = — @zyny x = arc cos(— @1yny>

Die zu f = 0 gehorige Kurve ist in Abb. 3 kriftig, die der Gleichung ¢ = 0 entsprechende
Kurve diinn dargestellt. Dabei ist noch folgendes zu beachten. Da y stets positiv sein soll,
60 kommen in (13a) nur die Werte z in

; l ‘ Frage, fiir die sin # negativ ist, d. h.
LA
\ \
\
\

|\ \ / also die Bereiche von 7z bis 27, von 37
\ \I/ T \ bis 47, von 5x bis 6 usw. Aus dem
gleichen Grunde kommen in (13b) nur die

\\ / j/ \\ // \ J Werte x in Betracht, fiir die cos z nega-

5 .7 9 11

@ am wn SA_ 6n W 6L gr  Wr VOM 57 bis 3 %, von 27‘6bIS 5 7 USW.
Abb. 3. Die beiden Kurven haben, wie aus

Abb. 3 ersichtlich ist, unendlich viele

Schnittpunkte; aus der Zeichnung lassen sich diese allerdings nur mit beschrinkter Ge-
nauigkeit entnehmen. Zur Verbesserung dieser Werte wird das Newtonsche Verfahren?!

herangezogen.
* Aus der Zeichnung seien z. B. fiir das erste Wurzelpaar die Naherungswerte abgelesen

=42 und y,=22.

|
\
\
|

\

\W
/ .

\ / tiv ist, d. h. die Bereiche von 5 bls

Setzt man diese Werte in (12) ein, so ergibt sich
f(z1y) = sinz; Cof y; + ;= 0,219,
g (%, 9,) = cosmy Giny, + y; = 0,015,
also nicht Null, wie es fiir die genauen Werte sein miilte. Die verbesserten Werte seien
To=x+h, Y=tk

Die Taylorsche Formel fiir zwei Verinderliche liefert, wenn man sich auf lineare Glieder
beschrankt,

F@ay) = @+h gt B) = F @ngn) + by f @) + b f (23,) = 0.

Eine entsprechende Gleichung 148t sich auch fiir g (z, y,) aufstellen. In abgekiirzter Schreib-
weise erhalten wir

f(xzyz) = f + hfm“‘ kfv =0,
y(xzyz) =g+hg,+kg,=0.

Darin bedeutet f,= >, f,= = y USW-

Aus diesen beiden Glelchungen ergeben sich die Unbekannten % und k zu
k——( 19.+ 91

1 Vgl. z. B. C. Runge u. H. Kénig: Numerisches Rechnen S.177. Berlin: Springer 1924.
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worin 4 die Nennerdeterminante darstellt

A=fogy—119.-
Die Werte f und. ¢ sind obén schon zahlenmafig angegeben. Durch Differentiation der Glei-
chungen (12) ergibt sich
fo= gy,=rcosz Cojy; +1= —1,239,
f,= —g,=sinz, Giny, = — 3,885.

Damit wird
A4 =1,2392 - 3,885% = 16,627
und

1
= _—16 55 (0,219-1,239 — 0,015 3,885) = 0,013,

= T6.627 627 (0,219- 3,885 40,015 - 1,239) = 0,052.

Die verbesserten Werte betragen somit
Zp=;+ h = 4,2 + 0,013 = 4,213,
Yo=Y+ k = 2,2 4 0,052 = 2,252.
Diese Wurzeln sind auch noch nicht genau, da wir ja beim Ansetzen der Taylorschen
Formel alle Glieder von hoherer als der ersten Ordnung vernachléssigt haben. Man kann
jetzt x,, y, als neue Naherungswerte auffassen und das Verfahren wiederholen.

Die gleiche Rechnung wird auch fiir die anderen Wurzelpaare durchgefiihrt.
Ist 2 =20 = x 4 7 y bestimmt, so ist

a=i@+ty)=u-+iv.

Die Bestimmungsgleichung (8) hat somit unendlich viele Gruppen komplexer Wurzeln,
worin jede Gruppe aus vier zusammengehorigen Werten besteht  Die n-te Gruppe lautet

(14)

{“n1=“n=24n+ivn’ Apg= — 0, _(un+7’vn)’

\Opp == Oy == Uy, — 17,, Opa= — 0, = — (U, —17,).

Die Zahlenwerte u,, und v, fiir n = 1 bis 5 betragen darin (vgl. das anfangs angezogene Schrift
tum):

n Uy Vp
1 2,106 1,125
(15) 2 5,356 1,552
3 8,537 1,776
4 11,699 1,929
5 14,854 2,047

3. Fortsetzung der Zusatzlosung w,.
Da « unendlich viele Werte aufweist, setzen wir die Zusatzlosung jetzt in Reihenform an

(16) %=2% n=1,2,3,...).

Wegen der Symmetrle von w; zur x- bzw. y-Achse liefert «,; denselben Wert wie a,, und a,,
denselben wie a,,. Es geniigt also, das Reihenglied w, entsprechend (9) in der Form anzu-
setzen

(17) w,= K [A, (4t sina,& + sin’e, cosa,é) Cofa,n +
+ B, («,& sinw, & + sin®x, cosa,&) Cofa,7].

Stahlbau-Forschungsheft 6. 13
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Mit den Abkiirzungen

sin?o, =y, + 96,; sin®a, =y, — 10,
sowie

. & sina, & + sin®a, cosa, & =c,+ id,,

«,& sina,& 4 sin®x, cosw, & =c¢,—id,
und

Cofa,n=re,+ifn; Cojx,m=e,—if,
wird, wenn man nach reellen und imaginiren Gliedern ordnet,

(18) w,= K{d,[(c,e,—d,f,) + i (Cafnt dne,)] + B,l(cae, —d,fn) — i (cafn+ dne,)]}.

Darin sind
(19) { ¢, = (4, & sinw, & +y, cosu,é) Cojv, & — (v,&cosu,& — 6, sinw,&) Ginv, &,
d, = (u,§ cosu, & —y, sinu,é) Ginv,&+ (v, &sinu,& + 8, cosu,&) Cofv, &

Funktionen von £ allein, wahrend
(20) e, = Coju,n cosv,n; fo= Ginu,n sinv,y
nur voh 5 abhéngig sind. Die in (19) vorkommenden Werte
(@1) {Vn = sin?y,, €oj?v, — cos?u, Ginv,,
9, = 2sinw,, cosu, &inv, Cojv, = %sin2u, Gin2v,

sind von & und 7 unabhéngig.
Fithrt man in Gleichung (18)

U,=4,+B, wund V,=1i(4,— B,)
als neue Freiwerte ein, so wird daraus schlieBlich
(22) wn = K [Un (cnen - dﬁfﬂ) + Vﬂ (cﬂfﬂ + dﬂ e’n)] .

Fir die weitere Berechnung brauchen wir aulerdem die partielle Ableitung nach y. Laut
Gleichung (16) ist
dwr 0wn
(23) 7y = 9y n=1,2,3,...).

n

In w, laut (22) sind nur die- Werte e, und f, von y abhiingig. Die Differentiation ergibt

ow,

(24) e U Caa— dyhe) + Vo (Cabat dyg,)],

worin zur Abkiirzung gesetzt ist

de, : .
In= Ty = U Ginw,n cosv,n — v, Cofu,n sinv,,

(25)

i, . .
h,= g = Un Coju,n sinv,n + v, Ginwu,n cosv,n.

Zur Ermittlung der Freiwerte U und V miissen wir noch die entsprechenden Werte auf
dem Rande y = b aufstellen. Mit den Abkiirzungen

{‘Qn:cnan_dncn @n=cnﬂn_'dn”n
und

(26)
q:jn=cncn+dnen 'Qn=cnxn+dn19n’

‘worin

(27) €= €y y=p= @Di u’n}' cos vn}*; C”= fn, y=p— @in unl sinv,,)l
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sowie

(28) { 8= G yms = U, Gintu, 2 c08,4 — v, Cofu, A sinv,d,
%y =l yop= 1, Coju,d sinv, A + v, Sinwu,A cosv,i
und
(29) A= % 0 4z u_*faa t{/ 10
| —]
|
bedeutet, wird schlieflich ¥ /%
5 4
Wy, y=p =an,v-b) = KZ (Un ®n+ Vngln) ¢ //
a s X . " ’// /
30 owr — Wa __ 8
B0 1 (55),= I (5,0 = & 3 W0t 7120 YA
(n=1,2,3,..). 7
Die Funktionen D, ¥,, 0, und Q, sind nur von £ - —

und A abhéngig. In Abb. 4 ist beispielsweise deren Ver- Abb. 4.
lauf fir n = 1 und b = a (4 = 1) dargestellt.

Zusammenfassend ist also festzustellen: Durch die Reihe (16), worin jedes Reihenglied
in (22) angeschrieben wurde, ist eine Zusatzlosung bestimmt, welche symmetrisch zur x-
und y-Achse verlauft und der homogenen Gleichung 4 Aw = 0 geniigt. Auf den Randern
x = -+ a ist starre Einspannung vorhanden. Die Reihenglieder zur Ermittlung der Durch-
biegungen und Neigungen in Richtung der y-Achse auf den Randern y = 4 b sind in (30) an-
geschrieben. Die Zusatzlosung weist unendlich viele Freiwerte U bzw. V auf.

4. Die Zusatzlosung w,;.
Entsprechend (4) setzen wir jetzt an
wy=K (Cﬂ% sinﬂ% +D cosﬁ%) @01,3%

oder
wy=K(CBo sinfp + Dcosfg) Cojfy,

worin zur Abkiirzung eingefiithrt wird

(31)

(32) p=7 und yp=7.

Darin sind C und D wieder Freiwerte, 8 ist ein Parameter und K ist eine beliebige Konstante.
Wir fordern jetzt entsprechend, dal auf den Randern y = 4+ b (¢ = 1) die Randbedin-
Jw .. .
gungen w = 0 und TR 0 erfiillt sind.
Die weitere Rechnurtg braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden. Sie verlauft ebenso, wie
dies in den Abschnitten 1 bis 3 ausfiihrlich dargestellt wurde ; der Parameter g wird gleich .
Damit ist eine zweite Zusatzlosung gewonnen, die symmetrisch zur z- und y-Achse ver-

lauft und die homogene Plattengleichung 4 Aw = 0 befriedigt. Die starre Einspannung ist
jetzt lings der Rénder y = 4 b vorhanden.

5. Die Ermittlung der Freiwerte.

Die Zusatzlosung w, weist auf den Randern z = 4 a, w,; auf den Réandern y = 4 b
starre Einspannung auf. In den Plattenecken wird somit w; und w;; nebst ihren ersten par-
tiellen Ableitungen nach z und y gleich Null. Wir miissen also die Grundlésung so auswahlen,
dafB in den Plattenecken die Durchbiegungen sowie die Neigungswinkel in der z- und y-Rich-
tung ebenfalls verschwinden. Auflerdemr mufl Symmetrie zu beiden Achsen vorhanden sein.

13*
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Angenommen, w, sei eine solche Grundlosung. Auf dem Rande y = b sei

Wy -y =KEk,
(33)
|G, =t

worin k£ und ! Funktionen von 2 bzw. & allein sind.
Um nun diese Werte mit der Zusatzlésung w; superponieren zu konnen, entwickeln wir
diese Werte (33) in eine Reihe. Entsprechend (30) setzen wir an

k=X (4,2,+ B,¥,)

(34 | = 3(4,0,+ B,2,)

n=1,2,3,...).

Darin haben die Festwerte 4, und B, nichts mit den friiher voriibergehend eingefiihrten Frei-
werten 4 und B zu tun.

Die Uberlagerung von Grund- und Zusatzlosung ergibt dann

wv—b = wO,‘u-b + w1,11=b = 'K Z [(An + Un) Qn + (Bn+ V’n) Tﬂ] =0 ]

dw, 0wy

<Z_'Z—>1l=b= (W>y=b+ QW) = %2 (4,+U0,)0,+ (B, +7V,)R,]=0.

¥=b

Diese Gleichungen sollen fiir jeden Wert von « erfiillt sein. Dies ist nur moglich, wenn
jedes Reihenglied verschwindet; es muB also sein

—¢ - -
0 0 ay a6 08 , 10 (35) | oder 4,+U0,=0 und B,+ V,=0
4 U,n= —An und Vn= —-Bn.
o / Die Uberlagerung der Grundlosung w, mit der Zu-
/ satzlosung w;, langs des Randes z = a erfolgt, sofern
a4 — eine zweite Zusatzlosung iiberhaupt erforderlich ist, auf
/ entsprechende Weise.
06 /
/ 6. Die Platte mit gleichmiiflig verteilter
08 7 voller Belastung.
- » Zur Ermittlung der Grundlosung gehen wir aus von
0 = der bekannten Biegungslinie des beiderseitig eingespann-
Abb. 5. ten Balkens von der Linge 2a, der gleichmafBig mit p

belastet ist. Der Abstand z zahlt von Balkenmitte aus.
Ersetzt man die Balkensteifigkeit #J durch die Plattensteifigkeit D, so ergibt sich

o w51 ()T - g0

Dieser Ansatz befriedigt, wie man leicht nachpriifen kann, die Plattengleichung (1). Er
erfiillt ferner samtliche Randbedingungen (2) mit Ausnahme der Bedingung

w =0 auf den Réndern y= 4b.

Es geniigt also die Uberlagerung der ersten Zusatzlosung w;; die zweite Zusatzlosung w,, ist
nicht erforderlich.

Die Konstante K wird angesetzt zu

_ pat
(37) K=
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Dann ist laut Gleichung (33)

(38) {’“ = (=&

I=0.
Der Verlauf der Funktion k ist in Abb. 5 dargestellt (ausgezogene Kurve).

7. Die Platte mit einer Einzellast P in Plattenmitte.

“Als Grundlosung setzen wir an?!

_ 2?4 y? 224y
(39) wO—K[a2+b2<lna2+b2~1>+1},
worin
(40) K = 16D (@*+ b?)

eingefiihrt. wird. Dieser Ansatz erfiillt, wie man sich durch Einsetzen iiberzeugen moge, die
Plattengleichung (1), in der jetzt, mit Ausnahme des Lastangriffspunktes, p = 0 zu setzen
ist. Wie aus der Theorie der Kreisplatten ferner bekannt ist, liefert der logarithmische An-
teil in einem konzentrischen Schnitt um den Plattenmittelpunkt Querkrifte, deren Re-
sultierende gleich der angreifenden Einzellast P ist. Wegen des quadratischen -Auftretens
von z und y ist w, symmetrisch zur - und y-Achse. Schlielich iibersieht man leicht, daf3
in den Plattenecken sowohl w, als auch deren erste partielle Ableitungen nach z und y ver-
schwinden.

Auflerhalb der Plattenecken sind die Randbedingungen (2) nicht erfiillt, weder auf den
Réndern # = 4 anoch auf den Randern y = -+ b. Wir benétigen also beide Zusatzlosungenw,
und w;

ZweIcks Uberlagerung mit der Zusatzlosung wI fiihren wir die Abkiirzungen (5) und (29)
ein; damit geht (39) iiber in

-67
. §2+77 52+ 772 _ -46
w"_K[H—Az <lnl+zl2 1)"'1]’ N
' -05
woraus sich sofort ergibt a4 \
duy _ Lowy _K 2 g e 1 AN
dy ~ a d0n  a 1422 14227 -z

Setzt man darin # = 4, so erhalt man die entspréchen- -47
den Werte auf dem Plattenrand y = b. Die Funktionen £ ¢

und 7 nach Gleichung (33) betragen also vy — |
4l — y
A% 2422 +42
@ k_l-;-)ﬁ(l 1+;z—1>+1: 42 0¥ a6 48 10
) ] — 2% 22 In £422 Abb. 6
T 1421422 e

Fiir die quadratische Platte (A =1) ist der Verlauf der Funktionen k¥ und I in Abb. 6
dargestellt.

Um die Grundlésung mit der Zusatzlosung w,, zu iiberlagern, filhren wir in (39) die Ab-
kiirzungen (32) ein. Setzt man ferner

a 1
(42) X=3 =7

so wird damit

w= K[ (05 = 1) +1]

1 Ein dhnlicher Ansatz findet sich bereits bei H. Hencky: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen
Platten bei gleichmaBig verteilter und bei konzentrierter Belastung S.64. Diss. T. H. Darmstadt 1913.
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und daraus ot e
T+ 1422

Die entsprechenden Werte auf dem Rande x = a ergeben sich, indem man in diesen Glei-
chungen g durch y ersetzt.

In

8. Zahlenbeispiel.

Die Rechnung sei fiir eine ringsum eingespannte quadratische Platte (1 = 1) mit gleich-
méBig verteilter Belastung durchgefiihrt. Die Grundlosung fiir diesen Lastfall wurde im Ab-
schnitt 6 angeschrieben; als Zusatzlosung kommt nur w, in Betracht. Die Annidherung der
bekannten Funktionen k£ und ! durch die Reihen (34) erfolgt nach der Methode der kleinsten
Quadrate® und liefert eine Gruppe linearer Gleichungen zur Ermittlung der Festwerte 4
und B. Bei Beschrankung auf das erste Reihenglied (w, = w,) treten nur die beiden Fest-
werte 4, und B, auf, fiir die sich die beiden Bestimmungsgleichungen ergeben:

A, (forde+ forde) 4+ B ([P, dé+ [0,0,d8) = [k D, dE + [10,d¢,
A ([0, ¥ de+ [6,2,48) + B, (JPrds+ [23d8)  =[kPde+ [10,d¢.

Die Integrale werden numerisch ermittelt; mit Riicksicht auf die Symmetrie geniigt es,
die Integration nur iiber die halbe Plattenbreite, d.h. von & = 0 bis & =1zu erstrecken.
‘Man erhalt so die beiden Glei-
chungen

197,4 A, + 139,5 B, = 4,19,

2 139,54, + 113,7 B,= 0,81,

Y

02184 pa?
[}

aus denen sich 4, = 0,122 und

B, = — 0,142 ergeben. Daraus

folgt laut (35) U, = — 0,122 und

V,= +0,142. Die Uberlagerung

der Grundlosung (36) und der Zu-

satzlosung (22) ergibt dann unter
My Beachtung von (37)

02184 pa?

4
w= % [(1 — £2)2— 0,122

- (crep — dif1) + 0,142 (¢ f + dq 69)],

92114 pa*

1\ q2rpa?

worin die Funktionen ¢, und d, in
(19), e; und f; in (20) angeschrie-
ben sind.

Auf dem Rande y = a(y = 1)
muBl wegen der starren Einspan-
nung -sowohl die Durchbiegung als
auch deren erste Ableitungen nach

Abb. 7. z und y verschwinden. Beriick-
sichtigt man von der Reihe nur das
erste Reihenglied, so kann man eine strenge Einhaltung dieser Randbedingungen natiirlich
nicht erwarten. Als Beispiel sei die Durchbiegung auf dem Rande y = a untersucht. Der erste
Summand des obigen Ausdrucks fiir w war bereits in Abb. 5 aufgetragen (ausgezogene Kurve).
Die Summe der beiden restlichen Summanden ist in der gleichen Abb. 5 als gestrichelte
Kurve eingezeichnet. Der Unterschied beider Kurven stellt den auftretenden Fehler dar;

im Verhéltnis zur absoluten Grofle der einzelnen Summanden ist er nur gering.

1 Vgl. z.B. C. Runge u. H. Kénig: a.a.0. S.189.
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Sind die Durchbiegungen bestimmt, so lassen sich daraus die Schnittkréfte in bekannter
Weise ermitteln. Abb. 7 zeigt die Biegungslinien langs der beiden Symmetrieschnitte z = 0
bzw. y = 0; weiterhin sind die Momentenlinien fiir die gleichen Mittelschnitte sowie fiir die
Plattenrdnder = a bzw. y = a aufgetragen.

Aus Symmetriegriinden miissen die entsprechenden Werte auf symmetrisch liegenden
Schnitten iibereinstimmen. So miiBiten z. B. die beiden gezeichneten Biegungslinien sich voll-
standig zur Deckung bringen lassen. Wie man erkennt, trifft dies nicht genau zu; der Grund
hierfiir liegt in der bereits erwahnten Ungenauigkeit auf den Réndern y = a.

Von besonderem Interesse ist der Vergleich mit den auf anderen Wegen gewonnenen Er-
gebnissen. Die grofite Durchbiegung in Plattenmitte betragt 0,0212. Lewe! errechnet dafiir
0,0184, N a.daJl2 0 0204 und Marcus? 0,0228; samtliche Zahlen sind darin auf den glelchen '

Multlphkator = umgerechnet

Die Blegungsmomente in Plattenmitte ergeben sich zu M,= M, = 0,0833 p a2 Fir die
gleichen Werte gibt Marcus 0,0721, N4dai 0,0888 und Hencky* 0,092 pa? an. SchlieB-
lich seien noch die groBten Momente in den Mitten der Plattenrinder verglichen. Die eigene
Berechnung ergibt den Mittelwert —0,215 pa?2, wihrend Marcus —0,189, Hencky —0,205
und Nédai —0,206 pa? ermittelt. Bei dem Vergleich dieser Zahlen fiir die Momente darf

man allerdings nicht tibersehen, daBl die Querdehnungszahl u = % sdmtlich verschieden

groll angenommen wurde. Hencky fiihrte u zu *1, N4dai zu /s ein; der eigenen Berech-
nung liegt u = /s zugrunde, wiahrend Marcus x4 = 0 annahm.

Zusammenfassend ist festzustellen, daBl die Ergebnisse des Zahlenbeispieles sich gut in
die bekannten Werte anderer Verfasser einordnen. Die aufzuwendende Rechenarbeit diirfte
wesentlich geringer sein als nach den anderen Verfahren.

1 Lewe, V.: Pilzdecken S.47. Berlin: W. Ernst & Sohn 1926.

2 Né4dai, A.: Elastische Platten S.183. Berlin: Springer 1925.

3 Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten
S.152. Berlin: Springer 1924.

4 Hencky, H.: a.a. 0. S.53.

(Eingegangen am 30. 1. 42.)
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