
Forschungshefte aus dem 

Gebiete des 8tahlbaues 
IIerausgegeben VODl 

Deutschen Stahlbau-Verband, Berlin, im NS.-Bund Deutscher Technik 
Schriftleitung: Professor Dr.-lng. K. Kloppel, Techillsche Hochschule, Darmstadt 

Heft 6 

Beitrage zur Baustatik, 
Elastizitatstheorie, Stabilitatstheorie, Bodenmechanik 

Von 

W. Blick, E. Chwalla, F. Dischinger, O. Domke, R. Grammel, 
H. Hencky und W.Moheit, R.Hoffmann, K.Klijppel~ H.Lorenz, 
L. )Iann, R. Gran Olsson, H. Petermann, J. Pirlet, K. Pohl, 

A. Pucher, A. Rudakow, F. Schleicher, A. Schleusner, 
F. TOlke, U. Wegner, G. Worch 

Mit deDl Bildnis August IIertwigs und 157 Abbildungen im Text 

Berlin 
Springer-Verlag 

1943 



ISBN-I3: 978-3-642-89002-4 e-ISBN-I3: 978-3-642-90858-3 
001: 10.1007/978-3-642-90858-3 

Aile Rechte, insbesondere das der Ubersetzung 
in fremde Sprachen, vorbebalten. 

Copyright 1943 by Springer-Verlag OHG in Berlin. 





August Hertwig. 

Geheimrat Professor Dr.-Ing. e. h. August Hertwig vollehdete am 20. Marz 1942 in gei
stiger und korperlicher Frische sein siebzigstes Lebensjahr. 8ein Geburtsort ist Miihlhausen 
in Thiiringen, wo bemerkenswerterweise auch noch zwei andere der bedeutendsten Briicken
bauer und Statiker ihre Schulzeit verlebten: August Robling (1806 bis 1869), der Schopfer 
der ersten vollkommenen KabeThangebriicke in Amerika, und Hermann Zimmermann (1845 
bis 1935), der Nachfolger Schwedlers als Betreuer des staatlichen Briickenbaues in PreuBen. 
Nach dem Besuch des Gymnasiums seiner Vaterst~dt studierte Hertwig in Berlin zunachst 
kurze Zeit Architektur und dann Bauingenieurwesen. 1894 wurde er Regierungsbaufiihrer 
und 1898 Regierungsbaumeister. In dieser Zeit, die er zu einem groBen Teil im Oldenburger 
Land verbrachte, war er iiberwiegend als Briickenbauer tatig. Danach wurde ihm die be
deutsame Aufgabe iibertragen, Entwurf und Ausfiihrung der groBen Gewachshauser fiir 
die Neuanlage des Botanischen Gartens in Berlin-Dahlem durchzufiihren. Hier hatte er 
erstmals Gelegenheit, seine schopferische Begabung zu offenbaren: er bereicherte die Theorie 
des raumlichen Fachwerkes um eine neue Form statisch bestimmter Netzwerkkuppeln, die 
den bei diesem Bau gestellten Bedingungen besser gerecht wurde als die bis dahin bekannten 
Tragwerksformen. 

Seiner Neigung zum Lehren und Mitteilen folgend, betatigte er sich gleichzeitig als As
sistent an der Technischen Hochschule in Berlin bei Hauck (Darstellende Geometrie), Brandt 
(Eisenkonstruktionen des Hochbaues) und Miiller-Breslau' (Statik). 1m Jahre 1902 wurde 
Hertwig nach Aachen berufen, wo er etwas spater auch noch den Eisenbau iibernahm. 
Er entfaltete hier neben seiner vorbildlichen Lehrtatigkeit eine umfangreiche For
schungstatigkeit. Schon in dieser Zeit entstand ein groBer Teil seiner Abhandlungen, die in 
dem angefiigten Verzeichnis zusammengestellt sind. Aber auch als Gutachter war er von 
den Behorden und der benachbarten rheinischen Industrie hoch geschatzt; seine Mitarbeit 
am "Deutschen Normalprofilbuch fiir Walzeisen" fallt ebenfalls in diese Zeit. Zweimal be
rief ihn das Vertrauen seiner Kollegen zum "Rektoramt, 1909-1911 und in der Kriegszeit 
1915-1917. Als Stadtverordneter stellte er seine Arbeitskraft dem Gemeinwohl zur Verfiigung, 
besonders in der schweren Zeit der Rheinlandbesetzung konnte er der Stadtgemeinde wie 
der Hochschule durch mannhaftes Eintreten fiir die deutschen Interessen wertvolle Dienste 
leisten. 

Das Jahr 1924 brachte eine Wende: Hertwig wurde als wahrhaft wiirdiger Nachfolger 
des emeritierten Altmeisters Miiller-Breslau an die Technische Hochschule Berlin berufen, 
wo er noch volle dreizehn Jahre eine Tatigkeit ausiibte, deren Umfang und Vielseitigkeit 
ganz ungewohnlich war. Die wissenschaftliche Vorbereitung der jungen Baureferendare, die 
ihm immer besonders am Herzen lag, half er als Mitglied des technischen Oberpriifungsamtes 
seit 1926 fordern. 1m gleichen Sinne konnte er sich seit 1936 als Mitglied des Reichspriifungs
amtes fiir hohere technische Verwaltungsbeamte einsetzen. 1m Jahre 1926 wurde er auch 
zum Mitglied der Akademie des Bauwesens ernannt und die Technische Hochschule Darmstadt 
verlieh ihm die Wiirde eines Dr.-Ing. ehrenhalber. 

Die neue Wissenschaft der Bodenmechanik, der er sich in seiner Berliner Zeit besonders 
widmete, hat er grundlegend bereichert. In der "Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Boden
mechanik" fiihrt er seit 1928 den ArbeitsausschuB. 

Hertwigs iiberragende Verdienste liegen auf dem Gebiet der Berechnung hochgradig 
statisch unbestimmter Systeme. Hier verdanken wir ihm vor allem eine umfassende statische 
Deutung der mathematischen Erscheinungsformen, wodurch die Fehlerempfindlichkeit der 
EIastizitatsgleichungen eine anschauliche und erschopfende Erklarung fand. Fiir die Praxis 
ergaben sich dadurch leichtmogliche Kriterien fiir die zweckmaBige Wahl der statisch iiber~ 
zahligen GroBen. Die klaren Gedanken seiner tiefgriindigen Arbeiten wurzeln in einer zuver-
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lassigen physikalischen Grundlage und sind mathematisch meisterhaft formuliert. Diese Vor
zuge geben seinen Arbeiten ihr besonderes Geprage; aus ihnen stromte aber auch die Frische 
und Lebendigkeit, die wir an Hertwig besonders schatzen. Von seiner souveranen Beherr
,schung der Baustatik zeugt auch die aufschluBreiche Abhandlung uber den Dualismus zwischen 
der KraftegroBen- und der neueren FormanderungsgroBen-Methode. Die Ergebnisse seiner 
Untersuchungen - sei es nun das bekannte Hertwigsche Verfahren zur Auflosung der Elasti
zitatsgleichungen durch Reihenentwicklung, oder sei es etwa seine Formel zur Feststellung der 
Fehlerempfindlichkeit eines Gleichungssystems - sind allgemein anerkannte und unentbehr
liche Bestandteile der Grundlagen unserer Baustatik geworden. Stets fiihrt die Vertiefung 
statischer Kenntnisse auch auf die Hertwigschen Arbeiten, deren erzieherische Wirkung ge
rade in den besonders wertvollen Abhandlungen und Dissertationen unseres Fachgebietes 
unverkennbar ist. 

Nie erlahmte sein Forschergeist! So ist es wohl verstandlich, daB Hertwig nicht abseits 
stand, als in jungerer Zeit die Schwei.Btechnik im Stahlbau eingefiihrt wurde .. Er beschaftigte 
sich mit dem Krafteverlauf in den Stirn- und Flankenkehlnahten - woruber er in einem 
seiner beliebten Vortrage zur wissenschaftlichen Tagung des Deutschen Stahlbau-Verbandes 
im Jahre 1933 berichtete - und lieB in der von ihm geleiteten Versuchsanstalt fiir Statik 
auch geschwei.Bte Konstruktionselemente untersuchen. Seine versuchstechnischen Arbeiten im 
Stahlbau erstreckten sich im ubrigen vor allem auf Nietverbindungen und Druckstabe. 

Yom Generalinspektor fiir das deutsche StraBenwesen und vom Generalbauinspektor fur 
die Reichshauptstadt wurde er zur Bewaltigung besonders schwieriger statischer Aufgaben 
herangezogen. Dieser Zusammenarbeit entstammen die Aufsatze uber weitgespannte Hange
brucken und die nicht verofientlichten Arbeiten uber Massivkuppeln. Fiir die Reichsbahn 
untersuchte er in jiingster Zeit das statische Verhalten mehrteiliger Fachwerke mit biegungs
steifen Gurtungen in Abhangigkeit von ihrer Ausfachungsart. 

Fiir die fiihrenden Baubehorden war er auch als Baugrundforscher tatig. Insbesondere 
beim Bau der Reichsautobahnen konnten seine Vorschlage zur Bodenuntersuchung und 
Bodenverdichtung verwirklicht werden; hat doch Hertwig erstmals die grundlegenden Be
ziehungen zwischen den Schwingungserscheinungen des Bodens und dessen Elastizitats- so
wie Festigkeitszahlen untersucht. Auch an diesen Abhandlungen besticht die mathematische 
Gewandtheit. Nach seiner Emeritierung wirkte er auch in groBerem Umfange als gericht
licher Gutachter fiir die Beurteilung von Gebaudeschaden, die durch Grundwasserabsenkung 
entstehen. 

In der Aufgeschlossenheit seines Wesens fiir aile Kulturprobleme liegt es begrundet, daB 
sich Hertwig mit der Arbeit auf seinem engeren Fachgebiet nicht begnugen konnte. Schon 
immer hatte ihn die Geschichte der Technik angezogen; Beitrage zur Geschichte der Ge
wolbe, des deutschen, Eisenbruckenbaues, der StraBenbautechnik und zur Geschichte der 
Statik im 19. Jahrhundert sind die Fruchte dieser Tatigkeit. Eine auch stilistisch besonders 
gut gelungene Biographie Joh. Wilh. Schwedlers, zu des sen 100. Geburtstag im Auf trag der 
Akademie des Bauwesens 4erausgegeben, solI die Erinnerung an den Altmeister des nord
deutschen Eisenbrucken- und Hochbaues wachhalten; wahrhaftig ein Buch, so recht geeignet, 
in der Jugend Ehrfurcht und Begeisterung zu wecken und den ruckschauenden Ingenieur 
mit Stolz auf sein Fachgebiet zu erfiillen. 

Seinen Gedanken uber die Stellung der Technik in der Kultur hatte er bereits in einer 
Aachener Rektoratsrede Ausdruck gegeben. Anregungen, um den besten Weg fiir die Aus
bildung der jungen Techniker zu finden, sind in der Schrift "Zur Hochschulreform" nieder
gelegt. Dabei war ihm stets bewuBt, daB das personliche Beispiel des Lehrers - dessen 
Verhaltnis zu den Studierenden - wichtiger ist als aile organisatorischen MaBnahmen. 
Immer hilfsbereit mit Auskunft und Rat, hielt er Sonder- und Doppelvortrage, die oft 
mit groBen Opfern an Zeit und Bequemlichkeit verbunden waren. Zahlreiche Ingenieure, 
die in Aachen und Berlin studierthaben, werden ihres verehrten Lehrers an seinem Ehren
tage in Liebe und Dankbarkeit gedenken. DaB ihm auch eine stattliche Anzahl· fiihren
der Statiker des Flugzeugbaues ihre wissenschaftliche Ausbildung verdankt, sei nur neben
bei erwahnt. 
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Auf vielen Gebieten zu Hause, ein sehr guter, temperamentvoller Redner, stets bereit, 

Zeit und Kraft in den Dienst der Allgemeinheit zu stellen, war er der gesuchte Leiter von 
Fachausschiissen, des Deutschen Luftfahrzeugausschusses (1927), der Deutschen Gesellschaft 
fiir Bauwesen (1935), der Fachgruppe fiir Festigkeitsfragen in der Lilienthal-Gesellschaft u. a. 
Seit dem Ableben Schapers fiihrt Hertwig auch den Deutschen AusschuB fiir Stahlbau. 

Als gerichtlicher Gutachter bei Bauunfallen hat er oft die schwierige Aufgabe gemeistert, 
den Richtern das Wesen technisch-wissenschaftlicher Probleme nahezubringen und zu einer 
gerechteren Beurteilung schwieriger Ingenieurarbeiten beizutragen. 

Eine solche erfolgreiche Ausstrahlung des beruflichen Wirkens hat natiirlich starke Per
sonlichkeitswerte zur Voraussetzung. In der Tat hinterlaBt Hertwig wohl auf jeden, der mit 
ihm in nahere BerUhrung kommt, einen tiefen und nachhaltigen Eindruck, der vor allem 
auf der Lauterkeit, Bescheidenheit und Natiirlichkeit seines Wesens beruht, dem jede Pose 
und Eitelkeit fremd ist. Allen Tagesfragen zugangig, zum Aufnehmenund Lernen immer 
ebenso bereit wie zum Mitteilen und Weitergeben, voll Ehrfurcht vor den Leistungen 
der Vater, mit wohlwollendem und. forderndem Verstandnis fiir den Vorwartsdrang der 
Jugend, ist August Hertwig einer der wissenschaftlichen Techniker, die dem Vorbild nahe
kommen, das dem geistigen Deutschen der 'Veise von Weimar bedeutet. Als ihm vom 
FUhrer des Deutschen Volkes an seinem siebzigsten Geburtstage die Goethemedaille fiir 
Kunst und Wissenschaft verliehen: wurde, hat diese hochste Ehrung eines der ihrigen die 
ganze deutsche Fachwelt mit freudiger Genugtuung erfiillt. 

Ein engerer Kreis von Fachgenossen wollte die Gelegenheit nicht voriibergehen lassen, 
in der vorliegenden Schrift eine bleibende Erinnerung an diesen bedeutungsvollen Tag zu 
schaffen. Wenn dieser kurzfristig gefaBte EntschluB trotz Krieg verwirklicht werden konnte, 
so verdankt dies die Fachwelt vor allem auch dem Deutschen Stahlbau-Verband, der gern 
und freudig eines der von ihm herausgegebenen Forschungshefte hierfiir bereitstellte und 
auf dieseWeise zugleich einen Teil seines Dankes an Hertwig als dem langjahrigen Ordi
narius fiir Stahlbau und dem ersten Schriftleiter der Zeitschrift "Der Stahlbau" abstatten 
mochte. . 

Den Mitarbeitern an dieser Schrift gilt ebenfalls unser Dank, nicht zuletzt auch dafiir, 
daB sie vielfach trotz kriegswichtiger Tatigkeit in so kurzer Zeit ihre Beitrage zur Verfiigung 
stellten. Manch einer ist zu seinem Bedauern durch solche Tatigkeit verhindert worden, an 
dieser Ehrung teilzunehmen. SchlieBlich gebUhrt aber unser besonderer Dank auch dem 
Verlag, der sich trotz der Ungunst der Zeit eine sorgfaltige und wiirdige Ausstattung der 
Schrift hat angelegen sein lassen. 

Mitten in dem gewaltigen Ringen um GroBdeutschlands Freiheit und Lebensraum er
schienen, solI die Schrift auch Zeugnis ablegen fiir den Fortgang der geistigen Arbeit in der 
Heimat. Sie will durch die Ehrung eines Mannes, der sich als Gelehrter wie als Mensch vor
bildlich bewahrt hat, zugleich dem wissenschaftlichen Nachwuchs dienen; nicht zuletzt sei 
sie aber auch der Ausdruck der herzlichen GliickwUnsche unserer Faehwelt fiir den Jubilar, 
der noeh reeht lange in seiner bewunderungswiirdigen Riistigkeit als verpfliehtendes Vor
hild unter uns weilen moge. 

K. Pohl. K. KlOppel. 
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Verformnng nnd statische Funktiouen sowie Eigenschwingungen 
nnserer Tragsysteme. 

Von W. Blick, Dusseldorf-Benrath. 

Mit 7 Abbildungen. 

Fur die genaue Ermittelung der Beanspruchungen unserer Tragwerke ist es erforderlich, 
ihre durch die jeweilige Belastung hervorgerufene Verformung zu berucksichtigen. Wahrend 
es zulassig ist, fur kleinere Bauwerke diese Verformung im Berechnungsgang zu vernach
lassigen, so ist es doch gerade fur die sichere und wirtschaftliche Gestaltung der Tragwerke 
des GroBbtuckenbaues und auch groBer und schlanker Konstruktionen des Kran- und Hoch
baues - besonders bei Verwendung hochwertiger Baustahle - unbedingt notwendig, den 
Formanderungen bei der Bestimmung der inneren Krafte Rechnung zu tragen. Dabei kann 
man keine allgemeinen EinfluBlinien verwenden, weil Proportionalitat zwischen Belastung 
einerseits und Beanspruchung und Verformung anderer
seits nicht mehr besteht und demgemaB das Superpositions
gesetz, das nur mit dem Vorhandensein von linearen Be
ziehungen verknupft ist, seine Gultigkeit verliertl. Man 
erhalt vielmehr die statischen Funktionen aus den Gleich
gewichtszustanden der infolge vorgegebener Belastungen 
und gegebenenfalls thermischer Einflusse verformten Trag
werke, also in Abhangigkeit von Winkelanderungen oder 
Verschiebungen der Stabe oder Knotenpunkte, die zu den 
Belastungen, den Stabquerschnitten oder der Steifigkeit EJ 
in funktionaler Beziehung stehen. Bei Anwendung der 
Verformungstheorie muss en daher die Querschnitte der 
einzelnen Bauglieder eines Tragsystems bekanrit sein .. 
Ihre GroBe bzw. ihr Verhaltnis zueinander hat daher -

G 

------~~ ______ ,ZudandI 

Abb.1. 
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auch bei an und fUr sich statisch bestimmten Systemen - entscheidenden EinfluB auf die 
wirklichen Krafte, wie andererseits Temperatureinflusse infolge ihrer formandernden Wir
kung von Bedeutung sind besonders im Zusammenwirken mit hoheren Belastungen. 

Die Berucksichtigung der Verformung zeigt nun Auswirkungen in dreifacher Hinsicht, 
die wieder fur die grundsatzlich in Balken, Bogen bzw. Systeme mit Momenten und Normal
kraften und Hangesysteme einzuteilenden Tragwerke verschieden sind. Dnd zwar handelt 
es sich um die Beeinflussung der statischen GroBen und als Folge davon um die mit der 
entsprechenden Bemessung der Bauwerksglieder zusammenhangende Veranderung der 
Massen und Steifigkeit, die wiederum auf die dynamischen Eigenschaften und die Eigen
frequenzen der Tragsysteme einwirkt. 

Bei Berucksichtigung der Verformung ergibt sich am gegliederten Balken unter den Be
lastungszustanden der standigen Last allein oder im Zusammenwirken mit der Verkehrslast, 
,venn diesen Zustanden nach Abb. 1 die Knoterilasten G und G + P, die Stabkrafte Bg und 
B g + B p sowie die Stabneigungswinkel IX und IX + LlIX zugeordnet sind, fUr das Gleichgewicht 

1 Nach Krab be: Beitrag zur Verformungstheorie unter Verwendung von EinfluBlinien. Stahlbau 1939, Heft 10, 
ist es jedoch moglich, mit Einflul3linien - allerdings im nicht iiblichen Sinne -'zu arbeiten, fiir deren Ermittelung 
das unter der in Frage kommenden Belastung verformte System zugrunde gelegt werden mull. Diese Linien gelten 
nur fiir einen Lastfall, geben aber bei der zugrunde gelegten Gesamtbelastung den Einflull jeder Einzellast dieser 
Gesamtbelastung richtig an. 

Stahlbau-Forschungsheft 6. I 
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an den Knotenpunkten bei Zerlegung der Stabkrafte des Zustandes II im Verschiebungs
zustand~, 'YJ nach den Stabachsen des Ursprungssystems und rechtwinklig dazu die Beziehung 

(1) 

in der die bekalmten Komponentengleichungen fiir die Knotenpunkte enthalten sind. 
Die quergestrichenen GroBen sind dabei als gerichtete GroBen angenommen; auBerdem 

ist mit Riicksicht auf die Kleinheit von L/a; eingefiihrt 

cos L/ a; = 1, sin L/ a; = L/ a; • 

Da bei weitgespannten Tragerbrucken S p nul' ein Bruchteil von S gist, kann zur angenaherten 
Untersuchung des Einflusses del' Verformung entweder Sp vernachlassigt odeI' durch einen 
Faktor a = 1 + q; berucksichtigt werden, in dem das Verhaltnis del' standigen Last zur 
Verkehrslast q; = pig zum Ausdruck kommt. Unter Beriicksichtigung von q; geht Glei
chung (1) iiber in 

(2) 

In dem ersten Gliede von Gleichung (2), das in del' gewohnlichen Theorie des Fachwerks 
nicht erscheint, kommt im wesi:mtlichen die Systemverformung zum Ausdruck, die bei den 
Bogen und den im Widerlager verankerten Hangebriicken mit del' Durchbiegung 'YJx infolge 
Verkehrslast und Temperatur fiir die Momente am Bogen bzw. Versteifungstrager durch 
ein zusatzliches Moment M~ = f(H, 'YJx) gegeben ist. Bezeichnet H = Hg+PH die Hori
zontalkomponente del' Bogen-Normalkraft odeI' del' Kabelkraft aus standiger Last, Verkehrs
last und thermischer Einfliisse, so erhalt man bei Vernachlassigung waagerechter Verschie
bungen fiir das Moment am Bogen die Beziehung 

(3) Mx=Mx-HYx+H'r/x, 
wahrend sich fiir den Versteifungstrager del' Hangebrucke ergibt 

(4) Mx=Mx-(H-Hg)Yx-H'YJx. 

Darin bedeutet .11{ x das Moment am Tragsystem ausschlieBlich des Beitrages von H, das 
beim einfach unbestimmten System zum Moment M ox am bestimmten Hauptsystem wird. 
Fiir die Querkrafte lassen sich entsprechende Ausdriicke ermitteln. 

Die in Abweichung von der Naherungstheorie sich ergebenden Verformungsglieder S g LI a; 

bz~. ± H'YJx hangen in erster Linie von del' standigen Last ab, da diese schon bei mittleren 
Stiitzweiten die Verkehrslast ganz betrachtlich uberschreitet. FUr StraBenbriicken erreicht 
sie bei den gegenwartig gUltigen Verkehrslasten schon bei 300 m Stiitzweite etwa das Vier
fache und steigert sich bei VergroBerung del' Stiitzweite auf ungefahr 1000 m etwa auf das 
Sechsfache der Verkehrslast.Weiterhin sind naturgemaB die Steifigkeit und das Pfeilverhalt
nis f: l bestimmend fiir die Verformungsglieder und damit fiir die wirkliche GroBe der sta
tischen Funktionen. Bei vorgegebener Stiitzweite wird del' EinfluB del' Verformungsglieder 
mit abnehmender Steifigkeit und steigendem Verhaltnis q; = pig groBer, wie er sich anderer
seits mit zunehmender Stutzweite infolge del' groBeren Nachgi~bigkeit del' Systeme ver
groBert. 

Fiir die Balkentrager bringt die genauere Berechnung keine wesentlichen Veranderungen 
del' statischen GroBen, da die Drehwinkel L/a; relativ sehr klein sind. Selbst bei del' gegen
wartig groBten Tragerbriicke, del' neuen StraBenbriicke iiber den R1).ein zwischen Duisburg 
und Rheinhausen, mit deren Ausfiihrung der Verfasser betraut war; erhalten die Stabkrafte 
durch die auftretende.systemverformung nur Veranderungen bis zu 1,50%. Das Verhaltnis q; 
betragt bei diesel' Briicke mit Haupttragern auf drei Stiitzen mit del' verhaltnismaBig 
groBen Hohe von 24,0 m in del' Schiffahrtsoffnung von 255,75 m Stiitzweite q; = 0,322 und 
in del' Seitenoffnung von 153,45 m q; = 0,394. Uber die groBten bei Balkenbrucken iiber
haupt auftretenden Formanderungen und Werte L/a; erhalt man AufschluB bei Betrachtung 
des unter Vollbelastung stehenden Balkens unter Beriicksichtigung der einzuhaltenden groB
ten zulassigen Durchbiegungen nach den amtlichen Berechnungsvorschriften. Fiir den Trapez-
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trager auf zwei Stiitzen erhalt man z. B. unter der ublichen Annahme einer parabolischen 
Biegelinie aus Verkehrslast mit dem Scheitelwert 'Yjs' der fiir StraBenbrucken l/600 und fur 
Eisenbahnbrucken l/900 betragt, nach Abb.2 einen groBten Drehwinkel der Gurtung 

L1 aG < 4 is, also £iir StraBenbrucken < I!O und fiir Eisenbahnbrucken < 2~5' da der 

Endgurtstab nicht ganz in die Richtung der Tangente an die Biegelinie falit. Der Drehwinkel 
fiir die Enddiagonale richtet sich nun nach ihrem Neigungswinkel bzw. nach der Hohe des 
Tragers und ermittelt sich unter Einfuhrung gleicher Senkungen 'Yjl fiir den unteren und 
oberen Knotenpunkt im Punkt 1 bei den Grenzlagen unter aD = 60° bzw. 45° zu 

bzw. 

Vernachlassigt man im Nenner dieser Ausdrucke die verhaltnismaBig kleinen 'Yj-Glieder, 

so erhalt man unter Beachtung der Beziehung ~~ < I!O (2~5) fur die Enddiagonalen Dreh-

winkelwerte von < 6~O (9~O) bis < 3~O (4!6) fur 
die ?-ngenommenen Neigungswinkel. (Die Klam
merwerte gelten fur Eisenbahnbrucken.) Die groBte 
Veranderung der Tragerhohe betragt '"'"' l~OO. AIle 
Drehwinkel nehmen nach der Mitte des Tragers 
zu nach Null hin; abo Bei der Kleinheit der 
Drehwinkel ist es auch bei den groBten Balken

~-------------l---------------i 
Abb.2. 

brucken zulassig, der Berechnung die unveranderte Form zugrunde zu legen. 
Wesentlich fuhlbarer wirken sich jedoch die Formanderungen bei den Bogen und hier 

insbesondere bei den Dreigelenk-Bogen aus, die infolge ihres Scheitelgelenkes nur geringe 
Biegesteifigkeit besitzen und im. Vergleich zu den ubrigen Bogentragern relativ weich sind. 

vVahrend bei diesen Dreigelenkbogentragern als Haupttrager von Bogenbrucken haupt
sachlich groBe vertikale Bewegungen des Scheitelgelenkes auftreten, lassen sich bei dem 
bekannten Dreigelenk-Portalkran, nach Abb. 3, 
der bei der Aufstellung von Stahlbauwerken und 
mit gewisser Abwandlung im Kranbau Verwen: 
dung findet, verhaltnismaBig groBe horizontale ff-;Oo1~-t....:..=:.:.I::::"::':::'::;:: 
Verschiebungen des Gclenkes a selbst bei reiner 
Vertikalbelastung feststellen. Wurde man nun 
ohne Rucksicht auf diese Formanderungen dimen
sionieren, so wurden die Horizontalbewegungen 
des Gelenkes a im Betriebszustande unter Wir
kung von Horizontalkraften·· unter U mstanden 
sehr, gefahrlich werden konnen. 1m ubrigen tritt 
bei diesem Tragsystem die Wirkung der Vedor

---lInverformtes System 

Abb.3. 

mung am statisch bestimmten System sehr deutlich in Erscheinung. Bei einer Belastung 
des Riegels mit einer vertikalen Last P ermittelt die ubliche Berechnungsweise senkrechte 
Auflagerdrucke und keine Horizontalschube. In Wirklichkeit tritt jedoch eine endliche 
waagerechte Bewegung b des Gelenkes a ein (streng genommen eine Drehung), die eine 
Schragstellung der Stutzen urn L1 a und damit das Auftreten von Horizontalkraften an den 
FuBgelenken zur Folge hat. Der Riegel erhalt zusatzlich Momente aus dem Horizontalschub. 
Die horizontale Bewegung b laBt sich entsprechend der Bestimmung des Gleichgewichts
zustandes durch schrittweise Annaherung als Folge 

(5) 
n 

b = bo + ~ L1bi 
i=O 

darstellen. Hierbei ist bodie VerschiebungsgroBe fiirden unvedormtenAusgangszustand, wah
rend die ubrigen Verschiebungen sich aus dem jeweils vorhergehenden, noch nicht end
gultigen Vedormungs- und Kriiftezustand als ZusatzgroBen ergeben. Die Reihe kann man· 

1* 
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sehr bald abbrechen; es genugt die Ermittelung von hochstens 2 bis 3 Gliedern. Die sta
tischen GroBen und die Werte LI c5 i ergeben sioh in Abhangigkeit von den Deformationen 
bzw. deren Potenzen. Man findet z. B. fur die Komponenten del' Auflagerkrafte 

(6) P Pr5 P (0 r5 2 ) A v ,Bv =-2±-Z-; ,H=T T+T ' 

wenn cos LI ex = 1, also h cos LI ex f'1:; h gesetzt wird. 
Die zusatzlichen Momente fur den Riegel sind gegeben durch 

(7) ( 0 02) Mb=P 2+T . 

Nimmt man fiir den Riegel E J = konst an, so bestifl1mt sich fiir mittige Belastung mit P 
bei Vernachlassigung des Einflusses del' Normalkrafte die Horizontalverschiebung des Ge
lenkes a zu 

(8) 

.. - ok 
Mit. M b = h + T (Moment info HO = 1 im Verformungszustand (jO) findet man 

(9) LI c5 = P k (!!.L±8 C (j + L + C (j2 + I + C (3) 
o E J 48 0 2 Z o· 3 12 0 • 

Aus den Gleichungen (8) und (9) leitet sich fur die ersten beiden Glieder del' Folge nach (5) 
die Beziehung ab 

(10) 

Hierin ist ao = ;~, wahrend die Beiwerte al , 2. 3 del' GroBen ot aus Gleichung (9) hervorgehen. 

Eine' Fortsetzung del' Reihe ist nicht erforderlich. Beim Zusam1l1enwirken des behandelten 
Belastungszustandes mit den Belastungszustanden del' standigen Last, Bremskrafte und 
,vVin.dbelastung, die streng genommen nicht getrennt untersucht werden konnen, lassen sich 
entsprechende Beziehungen fur die statischen GroBen aufsteilen. Del' EinfluB del' Form
anderungen auf die Momente ist ,nicht sehr groB. Es ist jedoch wichtig, die gesamten Ver
schiebungen fUr aile Belastungen festzusteilen und diese dann durch entsprechende 'Vahl 
des RiegeIquerschnittes zur Vermeidung von Schwingungserscheinungen zu reduzieren. 

FUr ein Rechnungsbeispiel ist gewahlt: . 

h = 30,0 m; l = 35,0 m; 0 = 4,0 m; 1jJ P =;= 1,2 t (-If! = StoBbeiwert); EJ = 157500tm2 • 

Damit ist. 
12.30.352 . 

(jo = 16.157500 = 0,l75 m, 

A S _ 12· 30 (385 + 32 , 39 2 39 3) _ 
LJ Uo - 157506 -48 -- 0,175 + 70 0 ,175 + 3.1225 0,l75 - 0,0035 m, 

12 (0,175 0,0307) H = 30 --2- + 35- = 0,035 t; Mb = 1,0632 tm; Mp = 105 tm, 

Fp' + LIM = 105 + 0,5 ·1,0632 = 105,53 tm; LIM = 0,5%. 

Del' groBte Verschiebungswert des Gelenkes a aus allen Belastungseinflussen betragt bei den 
gewahlten Querschnitten, deren Beanspruchungen die zulassigen Grenzen keineswegs iiber
schreiten, etwa 0,50 m. Diesel' Wert miiBte im Interesse del' Sicherheit unbedingt verkleinert 
werden. 

Beiden Bogentragern vergroBert sich nach Gleichung (3) wegen des positiven Zusatz
momentes die statische Funktion 111. 1m gleichen Sinne verandern sich die GroBen N 
und Q. Dadurch wird nach den eingehenden Untersuchungen von FritzI, denen Arbeiten 

1 Fritz, B.: Theorie und Berechnung vollwandiger Bogentrager bei Beriicksichtigung des Einflusses der System.
verformung. Berlin 1934. 
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von Engesserl, Melan2, Miiller-Breslau3 und Kasarnowsky 4 voraufgingen, z. B. fiir 
einen Bogentrager von 212,0 m Spannweite bei tjl = ;0 mit abnehmendem Grade del' 
statischen Unbestimmtheit (v = Anzahl del' Unbekannten = 3,2, 1 und 0) an den ungiin
stigsten Stellen eine Erhohung der Randspannungen von 8,3 % bis 61,7% hervorgerufen. 
Diesen Berechnungen liegen zugrunde: 

Die Bogenquerschnittswerte J = 0,460 m 4, W = 0,358 m 3 und F = 0,319 m 2 und ferner 
die Belastungswerte g = 8,80 t!m, p = 4,20 tjm und cp = p!g = 0,477. 

Dem praktisch wichtigsten Bogentrager, dem Zweigelenkbogen ist nach den vorerwahnten 
Untersuchungen ein Spannungszuwachs von LlO' = 0,489 tjcm2 oder 27 % zugeordnet bei 
einer Vergleichsspannung von 1,817 tjcm 2 fiir das nichtverformte System. Wird nun dieser 
Zweigelenkbogen nach der genaueren Theorie unter Einhaltung der dem Stahl 48 entsprechen
den Vergleichsspannung bemessen, so andern sich naturgemaB die GroBen J und cp und damit 
die Abweichungen von der Naherungstheorie, die bei der Wahl von St, 52 entsprechend 
der hoheren zulassigen Beanspruchung eine weitere Veranderung erfahren wiirden. Fiir das 
Moment im Bogenviertel bei standiger Last und halbseitiger Verkehrslast ergeben sich die 
nachfolgend zusammengestellten Werte. 

Berech" Querschnittswerte Belastungswerte 'Lla gegeniiber I 
nungsart J (m4 )/W (m3 ) I F (m2) gtjm ptjm 'P N (t) M(tm) at/cm2 tjcm2 % 

1* 0,460 0,358 0,319 8,80 4,20 0,477 - 2923,0 3222,9 1,817 - -
II* 0,460 0,358 

0,319 'I 8,80 4,20 0,477 - 2946,0 4956,5 2,306 0,489 +27 
I 0,582 0,451 0,404 9,80 4,20 0,429 - 3127,1 3250,0 1,510 - -

II 0,582 0,451 0,404 9,80 4,20 0,429 - 3214,7 4492,8 1,792 0,282 + 18,6 

* 1= Naherungsrechnung; II = Genauere Berechnung. 

Es ist aus diesel' Zusammenstellung zunachst erkennbar, daB der Bogenquerschnitt und 
damit sein Tragheitsmoment ganz betrachtlich, und zwar bei Einhaltung der Tragerhohe 
urn rd. 26,5 % vergroBert werden muB. Als Folge hiervon ergibt sich eine Erhohung der 
standigen Belastung urn 11,36%5. Dariiber hinaus abel' kann man allgemein aus den gewon
nenen' Ergebnissen herleiten, daB bei vorgegebener Stiitzweite mit der Erhohung des Trag
heitsmomentes, die mit fallendem cp verbunden ist, die Unterschiede zwischen den Ergeb
nissen der Annaherungsrechnung und der genaueren Berechnung kleiner werden. 

Diese Folgerung besitzt auch Giiltigkeit fiir verankerte Hangebriicken, denn auch hier 
hat eine wachsende Steifigkeit des Versteifungstragers oder eine Verstarkung des Hange
organes, wie sie bei Verwendung weniger hochwertigen Kabelmateriales oder bei del' Flach
stahlkette gegeben ist, eine geringere Systemnachgiebigkeit und bei entsprechend kleineren 
Formanderungen eine geringere Abweichung'von den Rechnungsergebnissen del' EinfluB
linientheorie zur Folge. Die Systemverformungen beeinflussen allerdings die statischen 
GroBen ]}f, Q und H im giinstigen Sinne, denn durch das negative Verformungsglied -HrJx 
der Gleichung (4) werden die lVlomente fast ebenso verkleinert wie es bei den Querkraften 
durch das subtraktive Glied H· Ll tg CPx del' Fall ist. Die Veranderung von H ist jedoch nur 
gering. Als Folge der Momentenabnahme ergibt sich auBerdem eine ganz wesentliche Ver-

1 Engesser, Fr.: Uber den EinfluB der Formanderungen auf den Krafteplan statisch bestimmter Systeme, 
insbesondere Dreigelenkbogen. Z. Architektur und Ingenieurwes. 1903 S.178. 

2 Melan, J.: a) Zur Bestimmung der Spannungen in den durch einen geraden Balken mit Mittelgelenk ver. 
steiften Hangetragern. Z. ost. Ing.· undArchit.·Ver. 1900 S. 553. - b) Die Ermittelung der Spaunungen im Drei
gelenkbogen und in dem durch einen geraden Balken mit Mittelgelenk versteiften Hangetrager mit Beriicksichti· 
gung seiner Formanderung. Ost. '\V'schr. offent!. Baudienst 1903 S. 438. - c) Genauere Theorie des Zweigelenk· 
bogens mit Beriicksichtigung der durch die Belastung erzeugten Formanderung. Handbuch d. Ingenieurwiss. 1906. 
Bd.2. 5. Abtlg. Kap. XII. - d) Der biegsame eingespannte Bogen. Bauingenieur 1925 Heft 4. 

3 Miiller·Breslau, H.: Der EinfluB der Formanderungen auf die Biegungsmomente und den Horizontal. 
schub. Die graph. Statik der Baukonstr. 1908. Bd.2. 2. Abtlg. 1. Auf!. S.529. 

4 Kasarnowsky, S.: Beitrag zur Theorie weitgespannter Briickenbogen mit Kampfergelenken. Stahlbau 
1931 Heft 6. ' 

5 Eine wesentliche Veranderung der Tragerhohe, die naturgemaB nur eine geringere Gewichtserhohung nach 
sich zieht, mrd man mit Riicksicht auf die asthetische Gestaltung des Bauwerkes kaum vornehmen. 
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ringerung der Durchbiegung des Versteifungstragers gegeniiber der Naherungstheorie. Fiir 
ein Bauwerk von 364 m Stiitzweite zeigen sich Unterschiede bis zu 50 % 1. 

Wahrend es bei den Bogenbriicken ein Gebot der Sicherheit ist, die Systemverformung 
rechnungsmaBig einzufiihren, so ist ihre Beriicksichtigung bei den Hangesystemen unbedingt 
im Interesse der Wirtschaftlichkeit erforderlich. Die geringeren ErsteIlurigskosten einer nach 
der Verformungstheorie bereehneten Hangebriicke stiitzen sieh auf die Ersparnis an Kon
struktionsstahl fiir den gesamten Uberbau aussehlieBlieh der Fahrbahn. Fiir einen Uberbau 
von 364,0 m Stiitzweite mit g = 16,0 tim und rp . 0,539 ergibt sieh bei einer durehsehnitt
lichen Momentenabnahme von 27,35% und einer Veranderung der Querkrafte urn etwa 
26 % eine Gewichtsersparnis von 1743 t= 14,7 %, die einer Verminderung der standigen 
Last urn 11 % gleichkommt. Die Ermittelung dieses Gewiehtsunterschiedes basiert auf den 
Werkstoffen St. 48/37 fiir die Haupt- bzw. Nebenkonstruktionen und SM-Stahldraht von 
150 kg/mm2 Bruchfestigkeit und dreifacher Sieherheit fUr die paralleldrahtigen Tragkabe12. 

Nieht unerheblich diirften auBerdem die Auswirkungen auf die Unterbauten sein, da 
auBer den Normal- und Horizontalkraften aueh die Momente in der Querriehtung der Pfeiler 
verringert werden. Es ist namlieh wegen der betraehtlieh geringeren Durchbiegungen, urn 
dere;n MaB die Konstruktionsunterkante iiber dem freizuhaltenden Schiffahrtsprofil bleiben 
muB, moglich, die Pfeiler niedriger zu bauen und auBerdem die Momente aus Windkraften 
durch die Ausbildung schlankerer Versteifungstrager mit tiefer liegendem Windangriffspunkt 
zu verkleinern. Dadurch werden auch die Kosten fiir die anschlieBenden Rampen wesentlich 
herabgesetzt. Es ergibt sich aus diesen Darlegungen ohne weiteres die groBe Tragweite des 
genauen Berechnungsverfahrens, das mit zunehmender Stiitzweite wegen des immer starker 
wachsenden Horizontalzuges und der groBeren Naehgiebigkeit des Systems auch eine wach
sende Abminderung der statischen GroBen M und Q des Versteifungstragers zeigt. Diese 
steigert sieh nach einer Uberschlagsreehnung bei einer Stiitzweite von 1200 m bereits auf 
60 %, so daB es bei solchen Offnungen moglich ist, im ersten Ausbauzustand mit zunaehst 
geringerer Verkehrslast den Versteifungstrager fortzulassen, wie es bei den groBen ameri
kanischen Hangebriicken, z. B. der George-Washington-Hudson- und der Golden-Gate
Briicke, der Fall gewes~n ist. 

Mit der Anwendung der Verformungstheorie ist gemaB den vorliegenden Untersuchungen 
eine betrachtliche Veranderung der Belastungs- und Quersehnitts- bzw. Steifigkeitswerte 
verbunden. Dabei zeigen Bogen- und Hangebriicken aber entgegengesetztes Verhalten, und 
zwar vergroBern sich Masse und Steifigkeit beim Bogen im Gegensatz zur Hangebriieke, 
bei der nach der genaueren Theorie der Versteifungstrager bei kleinerem Tragheitsmoment 
eine kleinere Masse als nach der EinfluBlinientheorie erhalt. Wegen der Beurteilung der 
Wirkungen von periodisch die Tragwerke treffenden Impulsen und der Bestimmung von 
Formanderungen und Beanspruehungen bei Ausgleichsschwingungen ist eS nun von Interesse, 
den EinfluB der mit der genauen Untersuehung gegebenen Massen- und Steifigkeitsanderung 
auf die Eigenschwingungszahlen zu untersuchen. Es laBt sieh namlich aus den Energiesatzen 
herleiten, daB eine Verringerung der Masse, die nur die Amplitude der bezogenen kinetisehen 
Energie beeinfluBt, wahrend die Formanderungsenergie unverandert bleibt, eine Erhohung 
der Eigenf;requenzen zur Folge hat. Dementsprechend werden natiirlich die Eigenfrequenzen 
bei MassenvergroBerung verringert. Wird die Steifigkeit des Systems vergroBert, dann ver
groBert sieh fiir aIle moglichen Auslenkungsformen die Formanderungsarbeit. Demnach 
erhohen sieh auch die Eigenfrequenzen, da der Energiequotient bei der Unabhangigkeit der 
kinetischen Energie von der Steifigkeit fiir aIle Schwingungsformen groBer wird. Bei Ver
ringerung der Steifigkeit fallen die Eigentone. Da nun in vorliegenden Fallen eine Beein
flussung von Masse und Steifigkeit im gleichen Sinne erfolgt, so ist mit einem gewissen Auf
heben der Wirkungen auf die Eigenfrequenzen zu reehnen. 

1 B Ii c k, W.: Der EinfluB der Formanderungen auf die GroBe der statischen Funktionen von versteiften Hange
brucken und die wirtschaftliche Auswirkung der Berucksichtigung der Formanderungen. Dissertation. Berlin 1932. 
Siehe auch Z. VDr 1933 S. 921. 

2 Diese Werkstoffe wurden gewahlt, well die bereits langere Zeit zuruckliegenden ersten Vorarbeiten hiermit 
durchgefuhrt worden sind. 
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Hinsichtlich del' Eigenschwingungen verhalten sich Bogen- und Hangebrucken ahnlich, 
da sie gemaB Abb. 4 zu den beiderseitig zweiachsig abgestutzten Tragsystemen gehoren. Die 
Horizontalstutzkrafte besitzen entgegengesetztes Vorzeichen. 1m ubrigen kaml man auch 
das Hangesystem bei Betrachtung in einem um 1800 gedrehten Zustande gewissermaBen als 
Bogen mit aufwarts wirkender Belastung ansprechen. Die beiden Tragsysteme besitzen 
jedoch eine andere Grundschwingungsform als del' Balken, bei dem sich entsprechend del' 
Moglichkeit einer Horizontalverschiebung am beweglichen Auflager eine knotenlose Grund
schwingung einsteilen kann. Schafft man nun bei einem Bogentrager nach Abb.4a, del' 
zunachst im Punkte 2 ein horizontal verschiebliches Lager besitzen und sich daher im Zu
standE" del' Grundschwingung als Balken um ± ()h verschieben moge, durch Anordnung eines 
festen Gelenkes die Bedingung ()h = 0, so ",ird die bisher veranderliche Bogensehne zur 
unveranderlichen Stutzweite. Bei Einfiihrung del' Mittelachse als Symmetrieachse fUr Form 
und Massenverteilung bewegt sich dann del' uber del' nunmehr konstant vorgegebenen Stiitz
weite schwingende Bogenstab im Faile symmetrischer 
Schwingungen derart, daB gewisse Stabteile beiderseits del' 
Symmetrieachse Aufwartsbewegungen ausfuhren, wahrend 
andere Abwartsbewegungen zeigen, da die infolge del' Be- eL) 

ziehung .2L1s = 0 unveranderliche Stablange ,sich uber del' 
unveranderlichen Bogensehne entwickeln muB. 1m Faile anti
symmetrischer Schwingungen weisen entsprechende Stabteile b) 
in bezug auf die Mittelachse entgegengesetzte Bewegungen 
auf. Bei Bewegungen des Scheitels in vertikaler Richtung 
entstehen symmetrische Schwingungsformen mit einerKno
tenzahl von mindestens n = 2 und entsprechend hoherer 
Eigenkreisfrequenz als bei den Formen mit n = 1 und 0, falls 
die letztere eine mogliche Form ware. Die Schwingungsform 
mit einer Knotenzahl n = 0 ist jedoch nicht moglich, da ~ 
sie eine Langenan~erung des Stabes bedingt, die ohne zu- ~ I ~ 
satzliche Beeinflussung des Systemes, also ohne entspre- c) ~ i:::r44 
chende auBere Arbeit nicht ausfiihrbar ist. Es wird daher I - -'--'- I I 

I' ' l I 

d) :'-= ------1----- =--: die antisymmetrische Form nach Abb.4d mit n = 1, die 
Linie des geringsten \Viderstandes, zur Grundschwingungs
form. Die Stabhaliten fUhren bei diesel' Form bei unver
anderlicher Gesamtlange des Stabes gleich groBe Aufwarts- e) 
bzw. Abwartsbewegungen aus. Dabei verschiebt sich del' 
Bogenscheitel, wie aus einem Versuch hervorgeht, jeweils 

i 
Abb.4. 

nach del' Seite del' sich aufwarts bewegenden, starker gekrummten Bogenhalfte, und zwar 
angenahert um die Differenz zwischen del' Lange des unverformten Bogens fur den halben 
Zentriwinkel rt. beim Krummungshalbmesser r und del' Bogenlange im gleichen Bereich bei 
schwacherer Krummung entsprechend e> r *. 

Wird auBer del' Horizontalverschiebung des Bogentragers seine freie Drehung um die 
KampfergeIenke durch Einspailllen del' Bogenenden verhindert, was gleichbedeutend ist 
mit del' Erhohung seiner Steifigkeit, so wird sich eine Grundschwingungslinie mit horizontalen 
Endtangenten nach Abb. 4e und hoherer Eigenkreisfrequenz ein~tellenl. 

* In Wirklicbkeit ist die Verschiebung infolge des Einflusses der Normalkrafte aus den Massenwirkungen un
wesentlich groBer. 

1 Betrachtet man im Zusammenhang mit diesen Grundschwingungsformen die Knickformen des Bogens, so 
findet man eine entsprechende Analogie. Die Stabachse des gedruckten nimmt namlich. ebenso wie diejenige des 
schwingenden Bogenstabes die Grundform ein, bei welcher beim Eintritt von Bewegungen, die allerdings fUr den 
gedriickten Bogenstab gewissermaBen nur in einer einmaligen Knickschwingung mit unendlich groBer Schwin
gurtgsdauer in Erscheilll,mg tritt, der geringste Widerstand geleistet wird. DaB diese die antisymmetrische ist, haben 
fUr die Bogen die Knickversuche ,anlaBlich des Baues der Malarseebrucke gezeigt. (Gaber, E.: Uber die Knick
sicherheit vollwandiger Bogen. Bautechnik 1934 Heft 49.) 1m iibrigen folgt aus der bekannten Losung der Diffe-

, nn~ 
rentialgleichung fUr die Knickform des Zweigelenkbogens y = C sin ~ , daB - infolge y = 0 fUr ~ = c:t. - der 

Scheitelpunkt des Bogens Inflexionspunkt ist und daher Knickform und Grundschwingungsform iibereinstimmen. 
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Auch beim Hangesystem findet man, daB die Grundschwingungsform antisymmetrisch 
ist. Werden in ublicher Weise die Formanderungen del' Hangestangen vernachlassigt, so 
fuhren die einander zugeordneten Punkte des Kabels und des Versteifungstragers die gleichen 
Bewegungen aus. 

Fur die betrachteten Tragsysteme erhiilt man, mit del' einknotigen Schwingungsform 
beginnend, Eigenschwingungsformen, bei denen jede nachst hahere Form unter del' Voraus
setzung del' EinfluBlinientheorie einen zusatzlichen Knoten aufweist. Es folgen sich dem
nach im allgemeinen symmetrische und antisymmetrische Eigenschwingungsformen, die sich 
nach fixierter Knotenpunktslage in bekannter Weise unter Anwendung del' Energiemethode, 
ausgehend von einer gleichniaBig verteilten Einheitsbelastung mit feldweise wechselndem 

~~Vb 

~ x ~I : I ~!!!!!!!!!Ii!!II\t!l,!II!!!II!!!!C! .~ 
li!ll!i!!!!lli 

! . l j( ) 

I' 2 i 

/J 

i. va ~Vb 
~~! ! 

I I 

Abb.5. 

I 
! 
I 

Vorzeichen, bestimmen lasElen. Die Horizontallmmponente H lJ 

wird dabei zu Null. Bei Einfiihrung derVerformungstheorie 
zeigen jedoch die schwingenden Systeme· anderes Verhalten, 
da die GraBe H~ = H - H g dann nicht dem Gesetz del' Ein
fluBlinie, sondern dem die Systemverformungen berucksich
tigenden Gesetz unterliegt, das die Knotenlage del' symme
trischen Schwingungsformen entsprechend den beiden mag
lichen Bewegungsrichtungen des Scheitels und del' damit 
gegebenen verschiedenen Beeinflussung von H~ verandert. 
Es sind demnach mehrere Schwingungsformen mit verschie
dener Eigenkreisfrequenz fur eine bestimmte Oberschwingung 
mit geradzahliger Knotenzahl maglich. Die Frequenzunter
schiede nehmen jedoch fiir hahere Eigenfrequenzen ab, da del' 
EinfluB del' Verformungen auf H~ mit graBerer Knotenzahl 
immer geringer wird. 

In Abb. 5 sind die Verhaltnisse fiir den ersten Oberton 
am Zweigelenkbogen dargestellt. Ais positive Richtung fur 
die Lastwirkung und Anfangsscheitelbewegung ist die Ab
wartsrichtung eingefiihrt, wamend in ubJicher Weise Druck
kriifte negativ angenommen sind. Zunachst ist fur die positive 
Richtung die Komponente Hp(E) = H - Hg del' Bogenkraft 
in Abhangigkeit von ~ = x: 1/2, dem Verhaltnis del' positiven 
Belastungslange zur halben Stutzweite unter Benutzung del' 
EinfluBlinie, bestimmt. Mit ~ = 0 bzw. 1 ist Vollbelastung 
mit negativer bzw. positiveI' Einheitsbelastung gegeben, wo
bei ± H~Emax entsteht. Fur ~ = t, also einer Belastungs
lange x = 1/3 wird H~(E) = O. Die hierdurch festgelegte Kno
tenlage entpricht del' zweiten Oberschwingung des ein
fachen Balkens mit del' Stutzweite 1. Die zugehorige Aus

lenkungsform ist eindeutig festgelegt durch die Parameter Va/Vb bzw. Vb/VC = -1, wo
bei Va, b, c die mittigen Auslenkungen in den Einzeloffnungen bedeuten. In Wirklichkeit 
ist jedoch bei del' vorausgesetzten positiven Scheitelbewegung H~(v) graBer als· nach del' 
EinfluBlinie. Die Beziehung H;(V)= f(~) sei durch die untere Kurve von Abb. 5 dargestellt. 
Rei ~ = § ist H~(V) noch negativ; del' Nullwert erscheint erst bei ~ < ~, also x < 1/3. 
Geht man von einer Anfangsscheitelhebung aus, dann wird x> 1{3, da H;(V) < H~(E). Es 
bestehen jetzt fiir die beiden maglichen Auslenkungsformen zwei ungleiche Verhaltnisse 
Va/Vb und Vb/Ve, und zwar :z. 1. Fur das Hangesystem gestalten sich die Verhaltnisse wegen 
des entgegengesetzten Verhaltens umgekehrt. 

Bei del' Ermittelung des Einflusses del' Massen- und Steifigkeitsanderung auf die Eigen
frequenzen del' Tragwerke als Folge del' Anwendung del' Verformungstheorie kann von del' 
Untersuchung des Balkens Abstand genommen werden. Es werden dahel' nur del' Zwei
gelenkbogen und die einfeldrige Hangebrucke mit den Massen- und Steifigkeitswerten nach 
del' EinfluBlinien- bzw. derVerformungstheorie untersucht, wozu die beiden bereits fruhor 
angefiihrten Tragsysteme von 212 m bzw. 364 m Stutzweite herangezogen werden. 
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Ftir den Zweigelenkbogen von l = 212,0 m Stutzweiteund t:l = I: 10 ist 
1. nach del' EinfluBlinien-Theorie 

J = 0,46 m4 ; EJ = 9,660.106 ; g = 8,80 tim; f.t = ::~~ = 0,896 [ts2m-1], 

2. nach Verformungstheorie . 
9 SO 

J = 0,582 m4 ; EJ = 12,222.106 ; g = 9,80 tim; f.t = 9'S1 = t-....J I [ts2m-l]. , 

Wird nun ftir die Bestimmung del' zum Vergleich hel'angezogenenantisymmetrische:n Gl'und
schwingung die halbseitige positive bzw. negative Einheitsbelastung eingefiihrt, so ergeben 
sich bei Berucksichtigung der Verformung nach mehl'
fachem Rechnungsgang Auslenkungsformen nach Abb.6 
mit den Auslenkungen Va: ftir das Bauwerk entworfen 
nach 

I. EinfluBlinientheol'ie 2. Verformungstheol'ie 

EJv1 = 1,108-106 EJv1 = 1,071'106 

V 2 = 1,750 v2 =: 1,699 
va = 0 V3 = 0 
v4 = -1,750 v4 = -1,699 
Vs = -1,108 Vs = -1,071 

Abb.6." 

Bei Anwendung del' Enel'giemethode el'hiilt man die Eigenkreisfrequenz w aus der Beziehung 

w = VI ' worin A die Formanderungsarbeit und B die bezogene kinetische Energie fur diese 

Schwingungsfol'men bedeutet. Die Schwingungsdauer ist gegeben mit T = 2:; . 
Man erhalt ftir das Bauwerk 

A 21·106 
nach 1. 2 =. 5EJ (1,108 + 1,750), 

2 B = 2_~~~~~.106 (1 1082 + 17502) 
5 (E J)2' , 

WI = 2,680 [S-I]; T = 2,344 [s], 

Ohne Berucksichtigung del' Vel'formung ist 

WI = 2,882 [s] (3,069), 

Die ()-Werte gelten ftir das Bauwerk nach 2_ 

nach 2. 
21.106 

2A = 5EJ (1,071 + 1,699), 

B 21· 106 ( 7 2 92) 2 = 5(EJ)2 10 1 + 169 , 

WI = 2,896 [S-I]; T = 2,169 [s]. 

T = 2,188 [s] (2,047). 

Es zeigt sich, daB die Eigenfrequenz sich bei Bel'ucksichtigung del' Verfol'mung, die 
del' Einbeziehung einer negativen Normalkraft entspricht, el'niedrigt und daB del' kleineren 
Nol'malkraft del' groBere Unterschied zugeol'dnet ist. 1m ubl'igen ist die Frequenz nach 2. 
nur um 8,08% groBer als nach I, obgleich sich das Tragheitsmoment um 26,5% vergroBel't 
hat. Die VergroBerung del' Masse um 11,6 % hat also einen betrachtlichen Ausgleich geschaffen. 

Bei der Bestimmung del' Eigenschwingungen ftir die einfeldrige Hangebrucke - sym
metrische Massenverteilung vorausgesetzt - wird aus den. Belastungszustanden p(x) und 
p(x) + Llp(x) del' Zustand Llp(x) ermittelt, del' demjenigen aus den Tl'agheitskraften del' 
auf del' Briicke sich befindlichen Lasten entspricht. Den Ausgangszustanden sind dieDurch
biegungen 1](x) bzw. 1] (x) + v(x) und die Kabelkrafte H bzw. H + LlH zugeordnet. Wird die 
Bewegungsform durch die Beziehung 

v(x, t) = V (x) sinwt 

mit der Schwingungsform v(x) sowie del' Kreisfrequenz. w eingefuhrt und sind fel'ner die 
GroBen LI p (x) und LI H,p in periodischer Abhangigkeit von del' Zeit angenommen mit 

82 vex t) . • 
LI p(x, t) ~ - f.t ai- = w2 f.t sm wt v(x), 

LlH,p(t) = LlH,psinwt, 
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so ergibt sich mittels del' Beziehung fur die 'Belastung des Versteifungstragers aus den Zu
standen p(x) und L1 p(x) die Gleichung 

(11) [E J v" (x)]" - H v" (x) = L1 H:p y" (x) + w2 f1, v(x). 

Die Losung diesel' inhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Randbedingungen wird 
nach einschlagigen Arbeiten des Fachschrifttums durch die Reihe 

n 
(12) v(x) = 2diTi(X) 

i=l 

dargestellt. Die GroBen !Pi (x) sind die Eigenlosungen del' zugehorigen homogenen Differential
gleichung mit den gleichen Randbedingungen. Die Entwickelungskoeffizienten d i dieses 
Ansatzes ergeben sich aus n homogenen linearen Gleichungen von del' Form 

n 

(13) (Aj + H) d; + .2;(bi b; E"Jk - w2 Ai,;) di = 0, 
, i=l 

(j = 1, 2 ... n) 

aus deren Null gesetzter und wegen del' vorausgesetzten Symmetrie bezuglich Form und 
Massenanordnung in zwei Teile aufgespalteter Determinante sich die GroBen w bestimmen. 
Die, zugehorigen Schwingungszeiten sind dann 

T =2n 
w' 

wahrend sich die Eigenschwingungszahlen aus den reziproken Werten von T ergeben. Man 
erhalt symmetrische und antisymmetrische Schwingungsformen. 

Fur den zahlenmaBigen Vergleich werden die untersten vier Eigenfrequenzen ermittelt. 
Es wird eiri Bauwerk von l = 26 ·14 = 364,0 m Stutzweite mit til = 1: 9,1 untersucht; fur 
das eingefuhrt wird 

1. gemaB Berechnung nach del' Elastizitatslehre die Belastungswerte 

g = 18,0 tjm; G = 252 tjKnotenpunkt; Hg = 7450 t 

und die Querschnittswerte 

J = 2,14m4 (Versteifungstrager); Fk = 0,28m2 (Kabel) sowie ferner 

2. gemaB Berechnung nach genauer Theorie 

g = 16,0 tjm; ,G = 224 tjKnotenpunkt; Hg = 6624,9 t; J = 1,60 m 4 ; Fk = 0,26 m 2 • 

Mit den Eigenlosungen 

'}'2 I . in x 8,59. in x 
T' = -;--Sill-- = -, Sln- (i = 1, 2, 3, 4) 

• tn I ~ I 
und den Eigenwerten 

A- = i2 n 2 EJ = 1565i2 J 
• 12 

(i = 1, 2, 3, 4) 

sowie den entsprechenden QroBen bi;, A; + H und Au erhalt man die beiden Gruppen von 
Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten d;, und zwar 

fiir Fall 1: 

(215,835 - 24,550 w2) d1 + 22,350 d3 = 0, 

(20,190- 6,138w2)d1 =0, 

22,350d1 + (38,600 - 2,730w2) d3 = 0, 

(58,410 - 1,533 w2) d4 = 0, 

fur Fall 2: 

(199,627 - 21,900w2)d1 + 20,950d3 = 0, 

( 16,633 - 5,475w2 ) d2 = 0, 

20,950d1 + (31,453 - 2,433w2)d3 = 0, 

( 46,657 - 1,368 w2) d4 = O. 

Es ist ersichtlich, daB die Gleichungssysteme gespalten sind. Die gleich Null gesetzte Deter
minante der ersten und dritten Gleichung liefert die Kreisfrequenzen der symmetrischen 
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Losungen, wahrend aus den beiden iibrigen Gleichungen die Krcisfrequenzen der antisym
metrischen Schwingungsformen hervorgehen. 

In nachfolgenden Zusammenstellungen sind die Rechnungsergebnisse fiir w, T und die 
Eigenschwingungszahlen v (Hz) verzeichnet: 

Fall 1 1 2 

W [S-1] 2,765 1,887 
T [s] 2,270 3,330 
jI [Hz] I 0,441 0,300 

3 I 4 

3,930 16,180 
1,600 1,020 
0,625 0,981 

Fall 2 I 2 3 4 

W [S-I] 2,755 1,755 3,810 5,840 
T [8] 2,280 3,580 1,645 1,075 
jI [Hz] 0,436 0,279 0,608 0,930 

In Abb. 7 sind die zu den gefundenen Eigenkreisfrequenzen gehorendenSchwingungsformen 
dargestellt. Die Abbildung zeigt, daB die Grundschwingung wie bei den Bogen eine zwei
wellige, antisymmetrische Linie ist. AuBerdem treten deutlich die beiden zweiknotigen sym
metrischen Formen hervor, deren Knotenpunkte 
gegeniiber dem Drittelspunkt, wie er sich im Falle 
unveranderlicher geometrischer Form des Trag
gebildes ergeben hatte, relativ stark verschoben 
sind. Mit der GroBe dieser Knotenverschiebung 
verhalt es sich ahnlich wie mit der Abnahme del' 
Momente im Versteifungsbalken, d. h. also, sie 
wachst mit abnehmender Steifigkeit und daher 
mit zunehmender Stiitzweite. Ein Vergleich der 
Eigenkreisfrequenzen W 2 der Grundschwingung mit 
denjenigen bei Vernachlassigung der Verformung 
ergibt, da 

bzw. 

w; = 0,000297 V21 . ~~;~ 1,60 = 1,35 [S-I] 

ist, daB sie sich entgegengesetzt zum Bogen -
entsprechend dem umgekehrten Vorzeichen der 
Zusatzmomente - bei der genauen Berechnung 
erhohen. Die Veranderung betragt 21,7 % fiir Fall 1 
und 23,1 % fUr Fall 2. 

Abb.7. 

Die Gegeniiberstellung der GroBen w und T, die nach der genaueren Theorie kleiner ge
worden sind, laBt auBerdem erkennen, daB bei den gegebenen Verhaltnissen die Steifigkeits
anderung gegeniiber der Massenverminderung den groBeren EinfluB auf die Eigenfrequenzen 
und damit auf die Schwingungszeiten ausiibt. Die Abnahme von w betragt bei der Grund
schwingung 7,5 % und bewegt sich bei den iibrigen ermittelten Eigenscbwingungen inner
halb der Werte 0,44 und 5,4%. Mit zunehmender Nachgiebigkeit des Hangesystemes, die mit 
wachsender Stiitzweite bei auBerdem groBerem HII gegeben ist, werden die Unterschiede 
groBer. Nach iiberschlaglichen Schatzungen der Unt~rschiede an Bauwerken von wesentlich 
groBeren Stiitzweiten diirften keineswegs Bedenken bestehen, die Verformungstheorie auf 
Hangesysteme anzuwenden; damit diirften dann bereits bei kleineren Stutzweiten _ Hange
briicken mit anderen Tragsystemen in erfolgreichen Wettbewerb treten. 

(Eingegangen 'am 5. 3.1942.) 



12 E. Chwalla: 

Einige Ergebnisse der Theorie des auBermittig gedriickten Stabes 
Init diinnwandigem, oUeneDl Querschnitt. 

Von E. Chwalla, Brunn. 

Mit 6 Abbildungen. 

1. Die elastostatischell Grulldbeziehullgell. 
Wir untersuchen einen geraden Stab, dessen Werkstoff demHookeschen Formanderungs

gesetz gehorcht und del' einen gleichbleibenden, dunnwandigen und offenen (d. h. nur ein
fach zusammenhangenden) Quel'schnitt von belie biger unsymmetrischer Form haP. 
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Wir setzen voraus, daB die Querschnittsfigul' bei del' Verformung des Stabes keine Ver
anderung erfahrt - um Beulel'scheinungen2 zu vermeiden, darf die Wanddicke nicht allzu 
kleinsein undmuB dem Stab unter Umstand.en eine Querversteifung durch Eckbleche, Quer
schotte odeI' Quersteifen gegeben werden - und konnen dann diese Verformung durch 
dl'ei del' Querschnittstelle z zugeordnete GroBen ~s, 'YJs und {} festlegen, wobei ~s, 'YJs die Vel'
schiebungen des Querschnittsschwerpunktes und {} die Verdl'ehung del' Quel'schnittsfigul' 
in del' Querschnittsebene bedeuten; die positiven Richtungen von ~s, 'YJs und {} sind aus 
Abb. 1a - in del' x, y ein beliebig gewahltes, durch den Querschnittsschwel'punkt S 
gehendes Achsenkl'euz ist - zu entnehmen. 

Wird del' Stab durch die Biegemomente B x, By und das in del' Querschni:ttsebene wil'
kende, auf die Stabachse bezogene Dl'ehmoment Ds beansprucht und werden diese drei 
Schnittgl'oBen - wenn wir in Richtung del' positiven z-Achse auf den Querschnitt blicken -

1 Der Ausbau der Elastostatik und Stabilitatstheorie des gedriickten Stabes mit diinnwandigem, offenem 
Querschnitt ist im AnschluB an die ersten Untersuchungen, die H. Wagner (Festschrift 25 Jahre Techn. Hoch
schule Danzig, S. 329. Danzig 1929) iiber das Dri1Jknicken durchgefiihrt hat, durch die Arbeiten von A. Ostenfeld 
(Mitteilungen des Labor. f. Baustatik der Techn. Hochschule Kopenhagen, Heft 5, 1931), F. Bleich (Stahlhoch
bauten, Bd.2, S.925. Berlin 1933), H. Wagner und W. Pretschner [Luftf.-Forschg. Bd.11 (1934) S. 174], 
B. v. Sclilippe (Jahrbuch 1935 der Ver. f. Luftfahrtforschung, S.158), F. u. H. Bleich (Vorbericht zum II. 
Kongr. der Int. Ver. f. Briicken- u. Hochbau in Berlin 1936, S.885), E. E. Lundquist [J. Aeron. Sciences Bd. 4 
(1937) Heft 6], E. E. Lundq uist and C1. M. Fligg (Nat. Advisory Comm. for Aeronautics, Rep. Nr. 582, 1937) 
gefordert worden. Eine Abklarung erfuhr das Problem durch die Arbeit von R. Kappus [Luftf.-Forschg. Bd.14 
(1937) S. 444; Jahrbuch 1937 der Deutschen Luftfahrtforschung, I. Teil, S. 409], die auch die Unterlagen fiir 
den weiteren Ausbau der Theorie enthaIt und an die die vorliegenden Untersuchungen unmittelbar ankniipfen. 

2 Die Beuluntersuchung des mittig gedriickten Stabes mit diinnwandigem, offenem Querschnitt ist fiir Stabe 
mit L-Querschnitt von C. F. Kollbrunner (Mitteilungen aus dem Inst. f. Baustatik a. d. ETH, Heft 4. Ziirich 
und Leipzig 1935), fiir Stabe mit T-Querschnitt von F. Hartmann (Knickung-Kippung-Beulung, S. 175. 
Leipzig und Wien 1937) und fiir Stabe mit [-Querschnitt von G. Kimm [Luftf.-Forschg. Bd. 18 (1941) S. 155] 
durchgefiihrt worden. 
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naeh Abb. 1 b positiv bezeiehnet, so lauten die linearisierten, die raumliehe Verformung 
des Stabes besehreibenden elastostatisehen Grundbeziehungen 

(1) 1 
EJ,.rl~ + EJxy;~ + ERs",-&\\ + B", = 0, 

EJy;~ + EJxy'YJ~ + ERsy-&\\ + By = 0, 

ERSY;~'+ ERs",'YJ~ + EOs{j"' - GJD -&' +Ds= 0, 
wobei die Striehe Ableitungen naeh z bedeuten. In diesen Grundbeziehungen sind 

E der Elastizitatsmodul des Werkstoffes; 
G der Sehubmodul des Werkstoffes; 
J x und J y die auf die Aehsen x bzw. Y bezogenen Tragheitsmomente des Quersehnitts 

in [em4]; 
J xy das auf das Aehsenkreuz x, Y bezogene Zentrifugalmoment des Quersehnitts in [em 4J; 
J D der St.-Venantsehe Drillwiderstand des Quersehnitts in [em4]; 

Rsx und Rsy die auf den Sehwerpunkt S und die Aehsen x bzw. y bezogenen, von 
Kappus! eingefiihrten Wolbmomente des Quersehnitts in [em5]; 

Os der auf den Sehwerpunkt S bezogene, von Kappus! eingefiihrte Wolbwiderstand des 
Quersehnitts in [em6]. 

An Stelle der beiden Wolbmomente konnen aueh zwei andere Quersehnittsfestwerte -
die auf das gewahlte Aehsenkreuz x, y bezogenen Koordinaten xM, YM des Sehubmittel
punktes M - verwendet werden, wobei der Zusammenhang 

( ) . RsxJy - RsyJxy - RsyJx + RsxJxy 
2 x M = J J J2 , YM = -- J J -J2-

x 11- xy X 1J-·XY 

besteht 2 (Abb. 1 e). Bei Quersehnitten, die (wie z. B. der -L-Quersehnitt) mit Bezug auf den 
Sehwerpunkt polarsymmetrisch sind - daher auch bei allen doppelt-symmetrischen 
Quersehnitten - und schlieBlich aueh bei einfae.h-symmetrischen Quersehnitten bestimmter 
Abmessung ist Rsx = RSY = ° und daher XM = YM = 0. 

Legen wir die raumliche Verformung des Stabes nieht durch -& und die Schwerpunkts
verschiebungen ;s, 'YJs, sondern durch -& und die Verschiebungen ;M, 1]M des Schubmittel
punktes fest und fiihren wir die zugehorigen Transformationsformeln 

1 
~s = ~1YI + y~-& = ~M + =-R;Z'J-x~ ~~'"-{~ -&, 

(3) . x y xy 

,Cl RsxJ. - RsyJxy ,Cl 
1]s = 'YJM - XMv= 1]M- J J _ J2- ··V 

x '1/ xy 

in (1) ein, so gehen die drei gekoppelten Gleichungen (1) in die Gleiehungen 

(4) 

ii her, wo bei 

(5) 

lEJx'YJ1 + EJxy;?rr + Bx= 0, 
EJy;?rr + EJxy YJ?rr + By = 0, 

EO ,Cl\\' - GJ -&' + (D + ER .,.,\\' + ER til') - ° MV D S Sm'IM Sy"M -

den auf den Schubmittelpunkt M bezogenen Wolbwiderstand des Stabquerschnittes 
bedeutet; es ist dies der kleinstmogliche - bei den "wolbfreien" Querschnitten (z. B. 

1 Siehe FuBnote 1 auf S. 12. 
2 Fiir den Punkt M, dersowohl Querkraftsmittelpunkt als auch Drillruhepunkt ist, wird hier die alte, neutrale Be

zeichnung "Schubmittelpunkt" gewahlt. Aus dem einschlagigen Schrifttum sei auBer den in del' FuBnote 1, Seite 12, 
genanntenAbhandlungennochangefuhrt: C. Weber [Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 334; Bd. 6 (1926) S. 85], 
A. u. L. Foppl (Drang und Zwang, Bd. 2, S. 121. Miinchen u. Berlin 1928), A. Ostenfeld [Mitteilungen des Labor. 
f. Baustatik del' TH. Kopenhagen, Heft 6 (1932) S.15], W. L. Schwalbe [Z. angew. Math. Mech. Bd 15 (1935) 
S. 138], E. Trefftz [Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) S. 220], D. L. Holl and D. H. Rock [Z. angew. Math. 
Mech. Bd. 19 (1939) S. 141], R. Ka ppus (Arbeitsblatt Nr. 3'des lnst. f. Festigkeit der DVL. Berlin 1939), F. Stussi 
(Abhandlungen der lVBH. Bd. 6, S. 277. Ziirich 1940/41), H. Neuber [Z. angew. Math. Mech. Bd. 21 (1941) S. 91], 
A.Pfluger [Z. angew. Math. Mech. Bd.22 (1942) S.99]. ,. 
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den L-, T- und +-Quersehnitten) bis auf Null heruntersinkende- Wolbwiderstand des ge
gebenen Stabquersehnittes. Da wir die beiden ersten Gleiehungen von (4) naeh ~~I' 1}~ auf
losen und mit Hilfe dieses Auflosungsergebnisses zeigen konnen, daB 

(6) (D + ER . \\1 + ER /:\\1) = D _ dB~ Raz J" -·RsyJxy + dBy -RsyJx + RsxJz" 
S SflJ'YJM SlI'iiM S dz JJ-J2 dz JJ-J2 

~ tI xy x 11 xy 

= Ds - QflJ xM + QlI YM = D 
das auf den Sehubmittelpunkt M bezogene Drillmoment darstellt (Abb.ld), laBt sieh 
(4) aueh in del' Form 

B J~" " ,,-Bz -J 
/:\\ z 
'iiM = - EJ2 , 

EJ _--'EJ1. 
" J x · 

(7) 

D = GJD {}' - EOM{}I\\ 

sehreiben; die drei elastostatischen Grundbeziehungen sind hier voneinander unabhangig und 
lassen, sofern auch die Randbedingungen entkoppelt sind, eine getrennte Berechnung del' 
drei Ortsfunktionen ~M' 'YJM und {} zu. Die durch die Biegemomente BflJ und By (Abb. 1 b) an 
einer Stelle x, Y des Stabquerschnittes hervorgerufenen Biegespannungen (Normalspannungs
anteil der Biegemomente) betragen hierbei, wenn wir sie als Zugspannungen positiv bezeiehnen, 

B - B J xu B _ B J Xll 
Y x J x x U J y 

(8) am•v = J2 X + J2 y. 
J - -"'-J!. J _-"'-J!. 
"Jx x J" 

Wird fur das Aehsenkreuz x, y das Hauptaehsenkreuz gewahlt, so gilt J my = 0, wodurch 
aIle angefiihrten Gleichungen erheblich vereinfaeht werden. 

2. Die Grundgleichungen fiir au6ermittige Druckbelastung. 
Wird del' Stab an seinen beiden Enden durch eine auBermittig angreifende, als Druckkraft 

positiv bezeiehnete Axialkraft P belastet und hat der Kraftangriffspunkt im gewahlten 
Jy Aehsenkreuz x, y die Koordinaten a und b 
I. (die "Angriffshebel" von P, vgl. Abb.2a), 79/, Kr~~~!f:/ffs- dann fuhren die elastostatisehen Grundb.e-

/ b ziehungen (1) - wenn wir fur Bm, By und 
S we D s die der Theorie zweiter Ordnung entsprin-

a ------X e-: genden SehriittgroBen einsetzen - zu den 
x drei Grundgleichungen der Theorie zweiter 

a) b) Ordnung 
Abb.2. 

EJflJ 'YJ1" +EJmy~~\\ +ERSflJ{}\\\\+P'YJ~+Pa{}"=O, 

EJy~~1 + EJxy1}~\\ + E Rsy{}\\\\ + P ~~ - Pb {}" = 0, 

E RSlI~~1 + E RSflJ'YJ~\: +E Os{}\\\\ + (Pi; - GJD + CPT + Pip) {}\\ + (9) 

. +Pa1}~-Pb~~+,,{}=O. 

In diesen Gleiehungen stellt ip = V.lx f.:r~ den polaren Tragheitshalbmesser des Stab

querschnittes und F die Querschnittsflaehe VOl', wahrend CP, P die von den Angriffsmomenten 
abhangigen HilfsgroBen 

Pa_Pb Jh Pb-Fa Jzy 

(10) cP = J x lJ! = J" J2 , J2 
1 - -'.':JL 1 - -=:JI.. 

JxJ" JxJ" 
der Dimension [kgcmJ und T, 1p die dureh die Beziehungen 

(11) T = JJ X(X2 + y2)dF, 1p = JJ y(x2 + y2)dF 
p p 

bestimmten Querschnittsfestwerte der Dimension [em] sind; bei del' Anwendung ist zu 
beachten, daB die GroBen J flJ ,!!, RSflJ ' Rsy , T und 1p (ebenso wie die Angriffshebel a und b) auch 
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negative Zahlenwerte annehmen konnen. Das Glied (+ ""1J) in der dritten Zeile von (9) 
bezieht sich auf eine gedachte "elastische Drehbettung" des Stabes, ein Fall, der schon von 
H. Wagner1 untersucht worden ist und hier der Vollstandigkeit halber berucksichtigt 
wurde. Eine derartige Drehbettung besteht aus unendlich vielen, unendlich schmalen und 
voneinander unabhangigen Bettungselementen, die langs der Drillachse aneinandergereiht 
sind und der Verdrillung des Stabes - und zwar ausschlie131ich der Verdrillung - einen 
stetig verteilten Widerstand entgegenstellen, dessen ortliche 1ntensitat mD = x {) betragt; 
ist keine Drehbettung vorhanden, so ist in (9) fur die Drehbettungsziffer '" = 0 zu setzen. 
Die Gleichungen (9) gelten sinngemaB auch fur Stabe, die mittig gedruckt und zusatzlich 
durch die Endmomente ID/: x , SJJc.yauf querkraftfreie Biegung beansprucht werden (Abb.2b). 
In den Gleichungen (9) und (10) ist dann das Angriffsmoment Pa durch ID/: y und das An
griffsmoment Pb durch ID/: x zu ersetzen. 

Wird fUr das Achsenkreuz x, y das Hauptachsenkreuz des Stabquerschnitts gewahlt, 
so gilt J xy = 0, wodurch sich die Gleichungen (9) und (10) vereinfachen. Hat der Quer
schnitt des untersuchten Stabes eine Symmetrieachse und wird das Achsenkreuz x, y so 
angenommen, daB die y-Achse mit dieser Symmetrieachse zusammenfallt, dann ist nicht nur 
J XY ' sondern auch Rsx und cp gleich Null. Hat der Querschnitt des untersuchten Stabes 
zwei Symmetrieachsen und fallt das gewahlte Achsenkreuz x, y mit diesen Symmetrie
achsen zusammen, so gilt J xy = Rsx = Rsy ~ cp = 'IjJ = O. 1st der Stabquerschnitt unsym
metrisch, greift jedoch die Druckkraft P mittig an (a = b = O!), dann gehen die Glei
chungen (9) in die von Kappus 2 veroffentlichten Grundgleichungen uber. 

3. Stabe mit einfach-symmetrischem Querschnitt; der Kraftangriffspunkt 
liegt auf der Symmetrieachse. 

\Vir beschriinken un sere Untersuchungen im weiteren auf gerade Stiibe, deren gleich
bleibender Querschnitt eine Symmetrjeachse hat, und wahlen das Achsenkreuz x, y so, 
daB die y-Achse mit dieser Symmetrieachse zusammenfiillt; da dann J Xy = Rsx = cp = 0 ist, 

W W ,y .Y IY 
Krq/!: I I I I I 

angriffs- I I ~ I l--r 
PllnAt--r--r t Ii! + t :.. I >lLl-L >lLlj,fL >l~ L >lLI __ 'L d L s x S x Ltl-7-tl x S a: ~"\s x 

ti) b) c) d) e) 

werden ,die Grundgleichungen (9) erheblich vereinfacht und die Gleichungen (2) fur die 
Koordinaten des Schubmittelpunktes auf die Form 

O Rsv 
xM = , YM= --J 

• 
(12) 

gebracht. Setzen wir nun zusatzlich voraus, daB der Angriffspunkt der auBermittigen Druck
kraft P auf der Symmetrieachse - in der Entfernung b vom Schwerpunkt S (vgl. 
Abb. 3a bis 3e) - liegt, oder daB am Stab eine mittige Druckkraft P und zusatzliche, in 

1 Siehe FuBnote 1 auf S. 12. 2 Siehe FuBnote 1 auf S. 12. 
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del' Symmetrieebene wirkende Endmomente ilJC oo angreifen (Abb. 3f bis 3k), so zerfallen die 
drei simultanen, del' Theorie zweiter Ordnung zugeordneten Grundgleichungen (9) in die 
unabhangige Einzelgleichung 
(13) EJoo1J~\\ + P1J~ = 0 

und in das gekoppelte Gleichungspaar 

(14) { EJlI~~" + ERslI#\"\ + P~~ - Pb#" = 0, 

E RSY ~~\\ + E Os #"" + (P i~ + P b 1jJ - OJ D) #" - P b ~~ + u # = O. 

Die Einzelgleichung (13) bestimnit die Ausbiegung 17s = h(z), die die Achse des auf Druck 
und Biegung beanspruchten Stabes in del' Symmetriee bene erfahrt, und das Glei
chungspaar (14) beschreibt sowohl die Ausbiegung ~; = f2(Z) del' Stabachse in der Richtung 
rechtwinklig zur Symmetrieachse als auch die mit dieser Ausbiegung zwanglaufig 
verbundene Verdrehun g # = fs(z) del' Querschnittsfigur in der Querschnittsebene. 
Da nicht nul' die Gleichungen (14), sondern auch die zugehorigen Randbedingungen 
linear und homogen sind, liegt hier ein Eigenwertproblem - also ein Problem der Gleich
gewichtsverzweigung, ein Stabilitatsproblem - VOl'. Wir haben daher folgendes Trag
verhalten zu erwarten: Wird die GroBe von b bzw .. IDloo festgehalten und wachst P von 
Null langsam an - odeI' wird die GroBe del' mittigen Kraft P festgehalten und wachst 
IDloo langsam von Null an -, so tritt im Rahmen unserer idealisierten Theorie bei hin
reichend kleinen Lastwerten weder eine seitliche Ausbiegung ~s der Stabachse noch eine 
Verdrehung # des Stabquerschnittes ein. Erst wenn del' ideale, del' Verzweigungsstelle 
zugeordnete "kritische" Lastwert P Ki bzw. (IDl"')Ki erreicht ist, beginnt del' Stab seit
lich auszuweichen; er wird hierbei sowohl verbogen als auch verdrillt, so daB 
wir diese Instabilitatserscheinung - zum Unterschied von der rei~n Biegeknickung und 
der reinen Drillknickung - als "Biegedrillknickung" bezeichnen wollen. Bei iiberwiegen
der Biegebeanspruchung (also bei verhaltnismaBig groBem b oder IDl oo) spricht man hier -
ebenso wie im Grenzfall ausschlieBlicher Biegebeanspruchung - von der Instabilitats
erscheinung der "Kippung"I. 

Wir sehen im weiteren del' Einfachheit halber vom EinfluB einer elastischen Drehbettung ab 
(u = 01) und fiihren die neue unabhangige Veranderliche 

(15) 
z 

'=T 
ein. Die beiden Grundgleichungen (14) lauten dann, wenn wir sie mit l4/P multiplizieren, 
zweimal integrieren und (12) einsetzen, 

1 
b l2 {} + E~v YM d:~ = l2~S + E~v ~2t: + K I , + K 2 , 

(16) 
bl2 EJy d2l;s _ 12 (P'2 Pb OJ ) EGs d2f} K50 K ~s + p- YM(ffi - p ~'P + 1jJ - D # + ----p- d,2 + s" + 4' 

wobei KI bis K4 Integrationskonstante sind. Dieses Gleichungspaar liefert nach Eli-
. t' d 21;s d' B . h mma IOn von d ,2 Ie eZIe ung 

(17) ~s = 12 (b ~ YM) [~(P i; + P b 1jJ - OJ D - P b YM) # + ~ (EOs - EJlI y1) ~2~ + 
+ YM (KI , + K 2 ) + (Ks ' + K4.) ] ' 

1 Greift auBer der Druckkraft P noch eine in der Symmetrieebene des Stabes liegende, in der Richtung 
der negativen y-Achse wirkende Querbelastung an, die ihre Richtung wahrend des Auskippens des Stabes 
unverandert beibehalt, so sind die ·linken Seiten von (14) in der ersten Zeile durch den Term - (B", f})" und 
in der zweiten Zeile durch den Term + 1p (B", f}'), .- B", 1;~ - p e f} zu erganzen. Hierbei bedeuten B", das von 
der Querbelastung herriihrende, von z abhangige und in der Richtung von IDe", (Abb. 3) positiv gezahlte Biege
moment, p die ortliche Intensitat der stetig verteilten Querbelastung und e die in der Richtung der y-Achse 
positiv gezahlte Entfernung des Angriffspunktes dieser Querbelastung vom Schwerpunkt S. Die so erganztell 
Gleichungen (14) sind die heiden Grundgleichungen des Kippproblems eines auf mittigen oder auBermittigen 
Druck und zusatzliche Querkraftbiegung beanspruchten Tragers mit unveranderlichem, einfach
symmetrischem Querschnitt von beliebiger q.unnwandiger, offener Form. 



Einige Ergebnisse der Theorie des auJ3ermittig gedriickten Stabes mit diinnwandigem, offenem Querschnitt. 17 

die ebenso wie die durch zweimalige DiHerentiation von (17) gewonnene Beziehung fur 

d2~:_ in eine del' beiden Gleichungen (16) einzufuhren ist. Wir gelangen so zur Differentialde 
gleichung 

(18) E(Cs-Jyy'it)~4~ +P(Pi;+PbVJ-GJD-2PbYM+P~~)~2~ + 

PP ~ 2 ~p 
+ E~r (P tp + P b VJ - GJ D - P b ) f} + EJ [(b KI + Ka) , + (b K2 + K 4)] = 0, 

y y 

die die GroBe (Cs-Jy yic) = CM enthiilt und deren allgemeine Losung 

(19) f} - _P[(bKl+Ka)t.+(bK2+K4)] +K . r ik; K· r /k + 
- l2(Pi~+Pb1jJ-GJD-Pb2) 5 sm " 1 I + ssm" 1 2 

+ K7 COS" -VIc; + K~ cos, iTC;; 
lautet, wobei kl und k2 die Wurzeln del' charakteristischen Gleichung 

(20) E(Cs-JyY'it)k2_l2(Pi;+PbVJ-GJD-2PbYM+P~:)k+ 

+ %{ (P i~ + P b VJ - GJ D - P b2 ) = 0 

sind. Die acht in den allgemeinen Losungen (17) und (19) auftretenden Integrations
konstanten KI bis Kg sind aus den acht linearen, homogenen Randbedingungen des 
Problems zu ermitteln. Setzen wir (17) und (19) in diese Rand
bedingungen ein, so erhalten wir ein System von acht in KI bis 
Kg linearen, homogenen Gleichungen, das nur dann eine von der 
trivialen Nullosung verschiedene Losung hat, wenn seine KoeHizien
tendeterminante Ll K verschwindet; die Gleichung 

.,-------« o~ augenblicklicher 
Drehpol 

(21) 

stellt demnach die gesuchte "Biegedrillknickbedingung" vor und 
dient zur Bestimmung der Stabilitatsgrenzen und damit auch 
zur Festlegung der baupraktisch maBgebenden kleinsten idealen 
Biegedrillknicklast P Ki" Wird der Stab durch die mittige Last P 

Krf{/fangrifis
punkf 

---:::~ 

und die Endmomente sm." beansprucht, so haben wir in (16) bis (21) Abb. 4. 
die GroBe Pbdurch sm." zu ersetzen und (21) - je nachdem, ob 
P oder sm." als unveranderliche GroBe vorgegeben ist - nach (sm.")Ki beziehungsweise P Ki 
aufzulosen. 

Set zen wir den gefundenen kritischen Lastwert in die acht linearen, homogenen Rand
bedingungsgleichungen ein, so konnen wir mit Hilfe dieser Gleichungen die relativen GroBen 
der acht Integrationskonstanten berechnen und die durch (17) und (19) bestimmten Orts
funktionen ~s = 11 (n f) = I~(l;) bis auf einen gemeinsamen, unendlich klein zu denkenden 
Faktor festlegen. Diese Ortsfunktionen beschreiben die dem kritischen Lastwert zugeordnete 
"Biegedrillknickfigur" des Stabes und ermoglichen die Bestimmung der Ordinaten 

1;8 
(22) Yo=--:o: 

der auf der Symmetrieachse liegenden "augenblicklichen Drehpole 0", um die sich die Quer
schnittsfigur des Stabes in den einzelnen Querschnitten bei Beginn des Ausknickens ver
dreht (Abb. 4). 

Uberschreitet die im Stab unter del' kritischen Belastung auftretende groBte Vergleichs
spannung max a v die Proportionalitatsgrenze a Prop des WerkstoHes, so mussen die vVerte P Ki 

bzw. (9JC x )Ki - da sie unter Voraussetzung des Hookeschen Formanderungsgesetzes ge
wonnen worden sind - einer A bminderung unterzogen werden. Es gelten hier ahnliche 
Uberlegungen, wie sie von Hartmann l im Fall der allgemeinen Biegeknickung angestellt 
worden sind. In erster Annaherung kann diese Abminderung unter Verwendung des Engesser-

1 Hartmann, F.: Knickung-Kippung-Beulung S. 24. Leipzig u. Wien 1937. 
Stahlbau-Forschungsheft 6. 2 
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schen Knickspannungsdiagrammes ftir mittig gedrtickte, gelenkig gelagerte Vollstabe durch
gefiihrt und max av durch die groBte im kritischen Gleichgewichtszustand vorhandene Nor
malspannung 
( P Ki (1 b ) b PKl IDl:x d P (lmx)Kt 23) .max a= F +JC;, zw. max a= F + Fk. 0 er maxa= F + 1fT; 

ersetzt werden; kz stellt hierbei die auf der Biegezugseite gemessene Querschnittskern
weite vor und ist sinngemaB durch ka zu ersetzen, wenn wir eine kritische Zugkraft abmin
dern. Mit Hilfe von max a ist der ideelle Schlankheitsgrad 

(24) .~ A -n ----
ill- max a 

zu berechnen, aus dem Engesserschen Knickspannungsdiagramm der zugehorige Knick
spannungswert aEng. zu entnehmen und ftir den abgeminderten kritischen Lastwert die Formel 

(25) P' _ P (fEn.. b 
Ki- Ki maxa ZW. 

anzuschreiben. Bei Staben mit verhaltnismaBig' kleiner Knicksteifigkeit wird aus (23) 

max a <aprop und daher ftir den Abminderungsfaktor (fE~ = 1 erhalten; bei Staben - max a 
groBer Knicksteifigkeit kann (25) nicht groBer als jene Laststufe werden, unter der das 
ortliche FlieBen einsetzt. Da der GroBtwert max a nach Gleichung (23) bloB in einem 
Punkt oder langs einer Linie auftritt und tiberdies sein Wirkungsort manchmal in Quer
schnittsteilen liegt, die ftir das Biegedrillknicken von untergeordneter Bedeutung sind, 
liefert (25) unter Umstanden viel zu starke Abminderungen des kritischen Lastwertes. Es 
dtirfte sich daher empfehlen, den Biegespannungsanteil [also den zweiten Summanden in 
Gleichung (23)] mit einem Faktor zu versehen, der zwischen 0 und 1 gelegen ist und dessen 
GroBe von der Querschnittsform mid der Inhomogenitat des Spannungsfeldes (Grenzfalle 
9Jl:", = ° bzw. P = o!) abhangt. Eine genauere Festlegung dieses Faktors ist allerdings 
erst nach Durchftihrung systematischer Versuche moglich. 

4. Die Losung fUr den Fall elastischer Einspap.nung. 
Wir nehmen an, daB die seitliche Verschiebung ~s der Stabachse und die Verdrehung {} 

der Querschnittsfigur an beiden Enden des Stabes - den Randbedingungsgleichungen 

\M=l 
~;) 

Abb.5. 

I C = 0, ~s= ° 
, C=l, ~s=o 

(26) C = 0, {} = ° 
C = 1, {} = ° 

entsprechend vollkommen verhindert werden und daB 
der Stab an seinen Enden mit elastischen Nachbarkon
struktionen so verbunden ist, daB er bei einer Ausbiegung 
in der Richtung rechtwinkelig zur Symmetrieebene eine 
"elastische" Einspannung erfahrt, bei der das Einspann

moment dem auftretenden Endverdrehungswinkel verhaltnistreu ist. Urn den Grad dieser 
Einspannung festzulegen, denken wir uns am rechten und linken Ende je ein kurzes, starres 
Stabsttick mit der Nachbarkonstruktion verbunden und mit einem Kraftepaar vom Mo
ment M = 1 belastet (Abb. 5). Die Kehrwerte der hierbei entstehenden Verdrehungswinkel if" 

und iZ = C if" dienen als MaB fiir den Einspanngrad; sie werden im Grenzfall gelenkiger 
Lagerung gleich Null, im Grenzfall vollkommen starrer Einspannung hingegen unendlich 
groB. Die Randbedingungen, die dieser elastischen Einspannung entsprechen, lauten 

l C = 0, d!;s d 2!;s 
(if' - a C -ri~ = ° 

(27) 
d!;s + d2!;s C = 1, 
dC a dC2 = 0, 
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wobei 

(28) EJ. 
ac = -z-· 'l'z 

ist. Die beiden noch fehlenden, der Verwolbung der Endquerschnittsebenen zugeordneten 
Randbedingungen schreiben wir in der ahnlichen Form 

1 
df} 'd2f} 

1; = 0, de - a c d~2 = 0 
(29) df} d2f} 

1; = 1, d~ + a d~2 = 0 

und bringen damit zum Ausdruck, daB die Verwolbung der Endquerschnittsebenen um so 
mehr behindert wird, je starker der Stab eingespannt ist; bei gelenkiger Lagerung ist sie 

ungehindert moglich (~~~ = 0) und bei vollkommen starrer Ei~spannung wird sie restlos 

verhindert (~~ = 0) . 
Fuhren wir die allgemeinen Losungen (17) und (19) in die acht Randbedingungsglei

chungen (26), (27), (29) ein und set zen wir die Koeffizientendeterminante LlK des so erhal
tenenSystems von acht linearen, homogenen Gieichungen gemaB (21) gleich Null, so ge
langen wir zu der .transzendenten Bedingungsgleichung 

(30) a2 c k fk sin Vk - a (1 + c) Vk (fk cos {tc - sin fTc) + 2 (1 - cos fTc) - Vk sin fTc = 0, 

in der k die Wurzel kl oder die Wurzel k2 der charakteristischen Gleichung (20) vertritt. 
Wir brauchen daher fur den gegebenen, durch die Kennzahlen a und c festgelegten Lage
rungsfall bloB die kleinste positive Losung von (30) aufzusuchen und in (20) einzusetzen; 
die Auflosung nach P bzw. (WC",) liefert dann schon den gesuchten kritischen Lastwert. 
Diese Auflosung der charakteristischen Gleichung (20) wird zweckmaBig in allgemeiner 
Form unter Verwendung der von k abhangigen HilfsgroBen 

(31) P - ~!£{y A =~EOs + GJ = p (Q~ + GJD) 
E - Z2 , Z2 D E J. PE 

durchgefuhrt; wir erhalten so fur (20) 
(32) p2 (i~ + b 'IjJ - b2) - P (A + PEb 'IjJ + PEi~ - 2PEb YM) + PE (A - PE Yfu) = 0 

und gewinnen. daraus fUr die ideale kritische Last 
(33) P = P . = A+ P E (i;, + b 1jl) - 2 P E b Y M ± V'(··-;Ac--+-;--;P""""E-,(C4i;,,+-,--;b;-1jl-o)----:::2-;POO-E-;b-Y-M-:-);O-2 _-P~E--;-(A-;----P~E-Y---;~O-:-) 

- Kt 2 (i;, + b 1jl - b2) 2 (i;, + b,p - b2) i;, + b 1jl - b2 • 

1m Sonderfall b = YM (Kraftangriff im Schubmittelpunkt M des Querschnittes!) gehen 
diese beiden Losungen (33) in 

(34) Pih = PE und Pk'" = A - PE Y1- ~ 
t i~+ YM1jl- y1-

tiber; im Ausdruck fur Pk~ kann nach Berticksichtigung von (31), (12) und (5) statt 

(A - P E yL-) auch P E e~ + ~::) geschrieben werden, wobei - wie wir schon erwahnt 

haben - fiir die wolbfreien Querschnitte (hier also fur die L-, T- und t-Querschnitte) un
mittelbar eM = 0 zu setzen ist. Beim Ausknicken unter der Druckkraft Pi; liegt der augen
blickliche Drehpol 0 im Unendlichen, so daB der Stabquerschnitt keine Verdrehung erfahrt. 
Wir sprechen 'hier von "reiner Biegeknickung" ("Euler-Knickung"), und vermerken, daB der 
Wert Piri immer einer Extremstelle der Kurve P Ki = t(bY zugehort. Beim Ausknicken unter 
der Last Pir! wird der Stabquerschnitt um seinen Schubmittelpunkt verdreht; der augenblick
liche Drehpol 0 fallt - ahnlich wie bei der Drillung mit behinderter Querschnittsverwolbung
mit dem SchubJJ.littelpunkt zusammen. Wir sprechen hier von "reiner Drillknickung". 

AuBer dem Sonderfall b = YM gibt es noch einen zweiten Sonderfall. Er liegt vor, wenn 
, 2 

der Angriffshebel b einen del' beiden Werte bI , 2 = ~ ± V1- + i; annimmt, da dann eine Ent-

al'tung del' quadratischen Gleichung (32) in eine lineal'e Gleichung eintritt und die eine del' bei
den Losungen unendlich groB wil'd. Innerhalb des Bel'eichesb2 < b < bI gibt es keine kritischen 
Zugkrafte (also keine negativen Werte PK ;), sondern ausschlieBlich kritische Druckkrafte. 

2* 
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Wird der Stab durch eine mittige Druckkraft P und durch Endmomente [)(:", belastet, 
so haben wir in (32) die GroBe P b durch [)(:", zu ersetzen und (32) - je nachdem, ob P oder 
Mre als unveranderliche GroBe vorgegeben ist - nach [)(:x bzw. P aufzulosen; wir erhalten so 

(35) 9JC",- C9JC",)Ki = (PEYM. - ~PE1jJ + ~P1jJ) ± 
± V(PEYM. - ~ P E1jJ + i P 1jJ)2 - (P A - P2;~+ p~Y~+ P~~Pi~~P-;A), 

beziehungsweise 

(36) P = PKi=2~2 (A + PEi; -- illc",1jJ) ± 
l' 

± 1/[2~2 (A +-P-E-i;----9JC-"'-1jJ-)J-,2C---i~ (PEA - PE9JCx;~-- 9JC;-+ 2 m:PEYM. - P~~~). 
V l' l' 

Wenn wir in (35) P = 0 setzen, gelangen wir zum kritischen Wert des Biegemomentes bei 
reiner Biege beanspruch ung des Stabes. AbschlieBend sei noch erwahnt, daB die hier 
geschilderte, fur Stabe mit natiirlicher (d. h. sich selbst einstellender) Drehachse geltende 
Theorie auch fiir Stabe mit kunstlicher (durch eine Art "Scharnierlagerung" erzwunge
ner) Drehachse entwickelt werden kann. Die beiden Koordinaten des augenblicklichen 
Drehpols sind in solchen Fallen - die z. B. bei der Biegedrillknickung der Langssteifen von 
Stegblechen oder bei der Kippung von Tragern mit seitlich festgehaltenem Gurt vorkommen -
unveranderlich vorgegeben und an ihrer Stelle gehen die beiden stetig verteilten Scharnier
reaktionen q"" qy als Unbekannte in die Rechnung ein. 

Uber die zahlenmaBige Auswertung der Theorie fiir Stabe mit den im Stahlbau vorkom
menden Querschnittsformen und Lagerbedingungen wird an anderer Stelle berichtet werden. 
Hier sei bloB erwahnt, daB die kleinsten Losungen der transzendenten Gleichung (30) zwi
schen dem Wert k = n 2 (Gabellagerung des Stabes) und dem Wert k = 4n2 (starre Ein
spannung beider Stabenden) gelegen sind und daB die ideale Biegedrillknicklast P Ki immer 
kleiner als die Eulersche Biegeknicldast PEdes Stabes ist; einzig im Sonderfall b = YM. 
vermag sie nach Gleichung (34) den vollen Wert P E zu erreichen. Bei den aus dunnen, abge
kanteten Bkchen gebildeten Stab en des Flugzeugbaues kann das Absinken der Biegedrill
knicklast unter den Wert P E recht ausgepragt sein; der augenblickliche Drehpol 0 der 
Querschnittsfigur liegt dann schon in unmittelbarer Nahe des Schwerpunktes S, so daB 
die der Verbiegung uberlagerte Verdrillung das Verformungsbild des ausknickenden Stabes 
vollkommen beherrscht. Bei dickwandigen offenen Profilen, bei geschlossenen Hohlquer
schnitten (angenahert auch bei Kastengurten mit Rahmen- oder Gitterverband) und bei 
allen Vollquerschnitten wird G J D schon verhaltnismaBig groB, so daB der EinfIuB der Ver
drillung zurucktritt und P Ki nahe an den Wert der Biegeknicklast P E heranreicht. Bei den 
im StahIbau verwendeten Stab en mit offenem Querschnitt ist zu beachten, daB der Ein
fluB der Verdrillung bei Druckstaben von kleintr ideeller Schlankheit (24) durch die 
Abminderung (25) wesentlich gemildert wird. Der Biegedrillknickung kommt daher bei 
den gedrungenen Staben des Stahlbaues durchaus nicht jene Bedeutung zu, die man 
ihr bei Betrachtung der fUr den Hookeschen Formanderungsbereich gewonnenen Losungs
ergebnisse zuzusprechen geneigt sein konnte. 

5. Stabe mit doppelt-symmetrischem I-Querschnitt; del' Kraftangriffspunkt 
liegt auf del' lotrechten Symmetrieachse (Stegachse). 

1st der Stabquerschnitt ein doppelt-symmetrischer 1- Querschnitt, dessen Stegachse mit 
der y-Achse zusammenfallt und den Kraftangriffspunkt enthalt, so ist nicht nur J",y = XlV 

= cp = 0, sondern zusatzlich auch noch 
(37) YM. =1jJ = 0. 

Der Wolbwiderstand eines derartigen Querschnittes betriigt 
h2 

(38) Os = T J F7" 

wobei h - wie die Abb. 6 zeigt - die gegenseitige Entfernung der beiden 'Flanschachsen 
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und J PI das auf die y-Achse bezogene Tragheitsmoment des Flanschenpaares bedeuten. Die 
A1i£losung der charakteristischen Gleichung (20), die hier nach Beachtung von (37), (38) 
und Einfuhrung der Hil£sgroBe 

ECs EJF!(h)2 
(39) fJ=G<lnI2=GJn 21 

(40) 

yt Krqfrangrjffs-

~' punkt 

* I ~ 
i M::l Yf.1/zJFz 

: _J ____ __ 
S-M tC 

einfach 

lautet, liefert die aus (33) hervorgehende Beziehung 

P=PKi = ~(t~\i~ ± V(t(~~:~t- i{~~2 (41) 

mit der fur b ='YM = 0 (mittiger Kraftangriff!) giiltigen 'Sonderform 

( 42) piG = P E und P** _ 1 A Ki - ""2 • 
~p 

Abb.6. 

1m Fall der Belastung durch eine mittige Druckkmft P und zusatzliche Endmomente iDC", 
haben wir in (40) die GroBe P b durch iDC", zu ersetzen und (40) - je nachdem, ob P oder iDC", 
als unveranderliche GroBe vorgegeben ist - nach iDC", bzw. P aufzulosen; wir gelangen so 
zu den beiden, den Gleichungen (35) und (36) entsprechenden Beziehungen 

(43) 

und 

( 44) 

Die Hilfswerte PE und A sind durch (31) bestimmt; k stellt nach wie vor die kleinste positive 
Losung der transzendenten Gleichung (30) vor, die wir fiir den gegebenen, durch die Zahlen 
a und c geke~nzeichneten Lagerungsfall anschreiben konnen. Vernachlassigen wir die vom 
polaren Tragheitshalbmesser i p abhangigen Glieder, so gehen die Gleichungen (40), (41), 
(43) und (44) der Reihe nach in die Gleichungen (0 6), (0 35), (0 33) und (0 34) einer fri.'theren 
Vero££entlichungl uber. 

1 Ohwalla, E.: Die Kippstabilitat geraderTritger mit doppelt-symmetrischem I-Querschnitt, Forschungsheft 
Nr. 2 aus dem Gebiete des Stahlbaues, Berlin 1939. In dieser Arbeit fehlt auf der linken Seite ·der zweiten Gleich
gewichtsbedingung (A 5) - und damit auch auf der linken Seite der zweiten Gleichgewichtsbedingung (A 15), 
in den beiden Klammerausdrucken von (A 17) und im ersten Klammerausdruck von (A 24) - ein Zusatz-

d ( d f}) glied von der Form + S . dx i~· dx ,dessen Berucksichtigung eine notwendige Erganzung der klassischen Kipp-

untersuchungen von Timoshenko darstellt (vgJ. dazu auch die FuBnote 1 auf Seite 1 jenes Forschungsheftes!). 
. . S , 

DemgemaB fehIt in den beiden Klammerausdrucken von (A 27) und (01) der Term - C (i~. f) )' und daher 

im ersten und zweiten Klammerausdruck von (03) das Glied - ~ . i~ bzw. ~ Z; ~ . i~. Die Gleichungen' 

(06), (033) bis (040) und (045) bis (047) werden durch die oben angefUhrten, aus der allgemeinen Theorie 
abgeleiteten Gleichungen berichtigt. Ohne Zusammenhang mit dieser Berichtigung sei unter Bezugnahme auf 
das Forschungsheft Nr. 2 noch erwahnt, daB die auf Seite 24 des Heftes in Seitenmitte stehenden Gleichungs
nummern (036), (037) und (038) entfernt werden miissen, ferner daB auf Seite 42 statt Abb. 23 richtig Abb. 24 
stehen und auf Seite 45/46 in den Uberschriften g) und k) an Stelle "gelagert" besser "gefUhrt" geschrieben 
werden solI. SchlieBlich daB auf Seite 59 bei (F 12) richtig n = 1, 3, 5 ... geschrieben und anschlieBend vermerkt 
werden soIl, daB es noch zwei weitere Miiglichkeiten fUr das Verhalten des Vektors we wahrend des Auskippens 
gibt; auf eine von diesen Miiglichkeiten bezieht sich die auf Seite 59 befindliche FuBnote 2. 

Herr Kappus, Berlin, machte mich freundlicherweise auch darauf aufmerksam, daB in der Gl. (B 1) 

an Stelle von ~: der in (B 4) angeschriebene Ausdruck fUr 7: einzufUhren ist, was den Fortfall des FaktoIs 2 

in der Gl. (B 11) bedingt. 

(Eingegangen am 18. 1. 1942.) 
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Beitrag znr Berechnnng der Tragwerke mittels der 
Formandernngsmethode. 

Von F. Dischinger, Berlin. 

Mit 9 Abbildungen. 

Vorwort. 
Bei den hochgradig statisch unbestimmten Tragwerken besitzt die Formanderungs

methode gegenuber d!3n Kraftmethoden in vielen Fallen den Vorteil, daB die Anzahl der er
forderlichen Gleichungen geringer ist. 

Bei der Kraftmethode ist die Anzahl der erforderlichen Gleichungen durch die Zahl der 
statisch unbestimmten Schnittkrafte, bei der Formanderungsmethode dagegen durch die 

Zahl der unbekannten Knotendrehwinkel (n) und die Zahl der 
Bewegungsmoglichkeiten (p) der nach Beseitigung der Knoten
steifigkeiten erzeugten Gelenkkette gegeben. Die Zahl (p) er
gibt sich aus der -Zahl der Stutzenstabe, die notwendig sind, 
um an der Gelenkkette alleBewegungsmoglichkeiten zu be-

.....,~::..::;;~ ___ 2f& seitigen. 
>, So hat z. B. das Tragwerk der Abb. 1 neun statisch unbe-

?: 

Abb.1. 

stimmte Schnittkriifte, und wir benotigen demnach bei der 
Kraftmethode 9 Gleichungen. Bei der Formanderungsmethode 
dagegen ist nur der Drehwinkel 'V1 des Knotens 1 unbekannt, 
weil wir keine Verschiebungsgleichungen benotigen, denn auch 
bei gelenkigem AnschluB samtlicher Stabe besitzt die da-

mit entstehende Gelenkkette keine Bewegungsmoglichkeiten. Sobald jedoch an Stelle der 
festen eine elastische Einspanmmg der Stabe tritt, benotigen wir 5 Knotengleichungen, weil 
nunmehr auch die Verdrehungen der Widerlager unbekannt sind. 

Bei dem Tragwerk der Abb. 2, das I2-fach statisch unbestimmt ist, d. h. 12 uberzahlige 
Schnittkriifte besitzt, benotigen wir bei starrer Einspannung der Stutzen 5 Knotengleichungen 
und eine Verschiebungsgleichung, denn bei gelenkigem AnschluB samtlicher Stabe konnen 

wir die bei der Gelenkkette eingetretene Verschiebungs-1'" 1 1 1 -1 moglichkeit durch einen Stutzenstab, d. h. durch einen 
'" Schragstab, beseitigen. Sobald nun wiederum an die 

" ", ' ",. Stelle der starren eine elastische Einspannung tritt, er-
, hoht sich die Zahl der benotigten Gleichungen von 

Abb.2. 
(n + p) = 5 + I = 6 auf (n + p) = 10 + I = II. 

Nachstehend solI nun der Weg zur Beseitigung dieser zusatzlichen Gleichungen infolge 
einer elastischen Einspannung der Stabe in den Widerlagern gezeigt werden. Zugleich wollen 
wir den Grundgleichungen durch den Zusammenhang zwischen den Randmomenten Mile 
und .il! ki und den Knotendrehwinkeln 'Vi und 'Vic eine solc1e Form geben, daB vorhandene 
Zahlentafeln der Auflagerdrehwinkel des statisch bestimmt gelagerten Balkens bei ver
anderlichem Tragheitsmoment benutzt werden konnen. Hierdurch wird erreiGht, daB die 
Berechnung der Tragwerke bei veranderlichem Tragheitsmoment der Stabe nicht mehr Ar
beit bereitet als bei konstantem Tragheitsmoment. Derartige Zahlentafeln der Auflager
drehwinkel fur jeden in Frage kommenden Verlauf der Tragheitsmomente fur ruhende. und 
fill bewegliche Einzellasten finden sich in dem von dem Verfasser bearbeiteten Kapitel 
Massivbau des Taschenbuches fill Bauingenieure, das demnachst von F. Schleicher im Ver
lag von Springer herausgegeben wird. 



Beitrag zur Berechnung der Tragwerke mitteIs der Formanderungsmethode. 

1. Die Festlegung der Bezeichnungen fUr den statisch bestimmt 
gelagerten Balken lr, r + 1 = l. 
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Hierbei werden die von MannI in seinem grundlegenden Buehl festgelegten Regeln tiber 
die positiven und negativen Vorzeichen der Randmomente der Auflager- und Knotendreh
winkel beibehalten. Dagegen werden gemaB der Abb. 3 die Stabe und die Auflagerdrehwinkel 
durch Doppelindizes gekennzeichnet. Hierbei bezeichnen beide Indizes den Balken, der erste 
dagegen den Knoten, an dem der Winkel auftritt. Hierdurch wird erreicht, daB nur die Knoten 
des Stabwerkes bezeichnet werden mtissen. 

Nach Abb. 3 bezeichnen wir die Auflagerdrehwinkel des frei drehbar gelagerten Stabes 
infolge der auBeren Belastung mit IX2i und r4k' infolge eines Randmomentes Mki = 1 mit IXki 
und (Jik und infolge eines Randmomentes Mik = 1 mit IXik,und (Jlci' wobei nach dem Max
wellschen Satz (Jki = (Jil< = (J; den Stabdrehwinkel dagegen bezeichnen wir mit f}ik = f}ki = f). 

k i Die Vorzeichenregel ist Randmomenfe Mki und Mtk 

~E lki '; ~ durch die Abb. 3a festge- A A'!I/agerdrehwi~ke/ ?C~i' ark 
ITilllllllllllllllllllllllltllllllllbllllllllli legt. Hiernach werden die und <XkiJ <Xik, #kdJik 

R dID d Stabdrehwinke/ 4i ~ ,.:j.ik 
f f an omente, ie Auf-
~ ~\ lagerdrehwinkel (Sehnen- ~ Knotendrehwinkel1l 

: tx'!a' DC.tk : Tangenten-Winkel) IXund(J Abb.3a. 
I I und die Stabdrehwinkel f} 

: ~ positiv bei einer Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn,. 
?~illlilliillillWilil~.lill.l~.) Mzk~ 1 die Knotendrehwinkel v dagegen in dem Sinne des 
~ =o/"i)Mzk=1 Uhrzeigers positiv bezeichnet. . 
I f In der Abb. 3b sind ftir den belasteten Balken 

_ (~ mit beiderseitigen Randmomenten die Knotendreh-
~i-l I winkel Vic und Vi' die Mk .(-) 

: Stabdrehwinkel f} und r!:- (ocZ.fM/doc/d-Af.kfJ) 

~ (~ ~ die Auflagerdrehwinkel k~-__ ~ , 

~! 1 f Olkz' Rkz' ~ R'k 'ftik f (IXkO" + M k · IXk - M 'k(J) ~:t: i I /" r,: ". k li ~ .:.!). -_~A 

~-;----JJ,±---i bzw. --- if rOM -M (rxfkfMik{Xik-MkiP) ~ -
___ , ~k(f) (IXik+ I ik IXi7' ki(J) 'Mtk(-J 

~i(f} 
Abb.3. . angegeben. (Der einzige 

Unterschied zwischen 
Abb.3b. 

diesen Bezeichnungen und denen von Mann besteht darin, daB Mann die Summenwinkel 
dieser runden Klammern mit IXi bzw. IXk bezeichnet. Da jedoch in den Endgleichungen 
diese Summenwinkel nicht auftreten, ist dies bedeutungslos.) 

Zur Ausschaltung der zusatzlichen Gleichungen bei elastischer Einspannung der Stabe 
in den Widerlagern benotigen wir nun noch die Drehwinkel des elastisch eingespannten 
Stabes. 

2. Die Drehwinkel des elastisch eingespannten Stabes. 
a) Die Auflagerdrehwinkel des an dem einen Ende elastisch und an dem 

anderen Ende frei dreh bar gelagerten Sta bes. 

Nach Abb. 4 bzw. 4a ergeben sich die Drehwinkel Tik bzw. Tki der elastisch eingespannten 
Stabe fUr ein an dem frei drehbaren Ende angreifendes Moment M = 1 aus den nachstehen
den Gleichungen: 

ftir den bei k elastisch eingespannten Stab der Abb. 4, 

ftir den bei i elastisch eingespannten Stab der Abb. 4a. 

1 Mann, L.: Theorie der Rahmentragwerke auf neuer Grundlage. Berlin: Springer 1927. 



F. Dischinger: 

Hierbei sind aile und aki die Festpunktabstande und eil: und eki die diesen Festpunkt
abstanden entsprechenden Abklingungszahlen, die stets positives Vorzeichen haben, weil 
wir beide Randmomente fur denselben Drehsinn positiv bezeichnen. Die i-Winkel werden 
ebenso wie die rx- und -&-Winkel entgegen dem Uhrzeigersinn positiv gezahlt. Die elastischen 
Drehwinkel der Widerlager infolge der Momente M = 1 bezeichnen wir mit Cki bzw. mit Cik' 

Aus der Bedingung, daB an den Einspannstellen die Summe aller Verdrehungen einschlieB-
k i lich der elastischen gleich Null ist, erhalten wir fur den 

:>: I i bei k elastisch eingespannten Stab der Abb. 4 die Glei-
<:u- I I ~ h 
~ i

l
. ~-=-r~ c ung: 
b~~ M"( •• ;+,,,)-M;,p~O. 
~~ i B.ei Bea~htung, daB Mki = ekiMiln ko~nen ~ir hier~us ..J.l ki M , I die Abklingungszahl eki berechnen, und III gleICher WeIse 
~ 1 kilki tik 1) 'bt . h h 
~ :::0, ~k=1 ergl SIC auc (liT<' , 

I f3 
I Mki l3k i 1 eki = ----
I '1 (J.ki + Ck i 

lin 
1 Abb.4·d, ~ 

fur eine Abklingung des Momentes von (i) nach (k), 
1 ~ 

f3 e i I, = ---'-;-
(J.ik + Cil, 1T~~~ ~~ I~ , fur eine Abklingung des Momentes von (k) nach (i). 

" ! k ~ 
II", (YA "1::::::i~kEik 
~ t:ki ~kEik 

Die noch unbekannten Verdrehungen C der Widerlager 
lassen sich z. B. fur Fundamente mittels der Bettungs
ziffer C aus der Gleichung 

Abb.4a. 

berechnen. Hierbei ist J das Tragheitsmoment der Fundamentsohle. 

'Bei elastischer Einspannung ist demnach e~i = _+f3_ und 
, tXk i 13k i 

Bei starrer Einspannung ist fiir eki = 0: e~i = -~ 
(J.kj 

und 

Bei gelenkiger Lagerung ist fur 13k i = 00: e~ i = 0 und if k = rxi k • 

Die verschiedenen Werte der i-Winkel bei elastischer bzw. bei starrer Einspannung und bei 
gelenkiger Lagerung kennzeichnen wir durch qie beigefugten oberen Indizes e (elastisch), 
8 (starr) und g (gelenkig). 

Damit lauten die Gleichungen der i-Winkel 

(1) 

(I a) 

(l b) 

f32 

i~ k = rxi Ie - fJ e~ i = rxi Ie - ----+---' 
r:t.k i Ck i 

f32 i~i = rxki - fJeh = ('/.k; - --+- , 
!Xi k 6j 1~ 

iYk = rxik , 

i%i = rxki , 

e~i = L I (J.ki 

eh= L 
(J.i k 

e~i = 0 } 
eh=O 

bei elastischer Ein-
spannung, 

bei starrer Einspannung, 

bei gelenkiger Lagerung. 

b) Die Drehwinkel und die Einspannungsmomente des elastisch eingespannten 
Sta bes, dessen frei dreh bares Lager sich he bt. 

Hierbei ergibt sich ein Stabdrehwinkel -&, dem an dem frei drehbaren Lager i ein Dreh
winkel 'Yile entspricht. Nach Abb. 5 ergibt sich dieser aus der Proportion 

Yik M k ,«(J.ki+f3+Ck') 

7} = 11,1k , «(J.ki + Ck')--



Beitrag zur Berechnung der Tragwerke mittels der Formanderungsmethode. 25 

Nun ist nach Gleichung (1) 

Damit ergibt sich fur Y i/o die einfache Gleichung 

(2) Yik = -&(1 + eU . 
aIr i 

Ersetzt man die Abklingungszahl durch den Festpunktabstand (llei = 1-- ak; , so ist 

1 + (lL = I _lalct und setzt man -& = ~ , so folgt hieraus die aus dem Festpunktverfahren 

bekannte Gleichung Yile = l_vaki , die uns zeigt, daB die Tangente der Biegelinie an dem 

Balkenende i durch den Festpunkt aki hindurchgeht 
(s. Abb. 5). 

Wir benotigen nun noch die GroBe des an der Ein
spannstelle k vorhandenen Einspannmomentes M/Ci' das 

i 

sich aus der Bedingung ergibt, daB an der Einspannstelle I 

die Summe aller Drehwinkel einschlieBlich des elastischen ~i Eki : 

gleich Null ist. M ki (aki + E ki) + -& = O. Hieraus folgt bei I 'Yik ={txki tEki tfJ)M~i 
Beachtung der Gleichung (I)' ~~, 2i 

{} e%i ~~ (2a) Mid = - --~ = --& --. 
rt.ki + Ski fJ Abb .. 5. 

3. Die Beziehungen zwischen den Randmomenten und {len 
Knotendrehwinkeln. 

a) Der Balken mit beiderseitigen Randmomenten. 

Nach Abb. 3 und 3a erg eben sich zwischen den Knotendrehwinkeln und den Randmomen
ten bei Beachtung, daB die Knotendrehwinkel 'V im Uhrzeigersinn positiv zahlen, die Be
ziehungen 

(3) 

1'k + (a~i + Mid OC lci -- ,i'l1ikfJ + {f) = 0, 

1'i + (a?/c + Mi lc ociJ, -Mid fJ + 19) ~-' O. 

Diese beidenGleichungen losen wir nun nach Mki und Mile auf und erhalten 

Mid = - _____ 1 fJ2[ai /C('Vk + ocg i + U) + fJ('Vi + a?/c + -&)], 
('LTc i r:t.i 7~ -

Nun ist aber nach Gleichung (la) 

r.t. i r..~ r:J.k 1" 

r:t.k i OCi k - 132 Ci.k i \l..i k _-{32 

Damit konnen wir die Gleichungen der Randmomente in die Form bringen 
I ' 

Mki = - --;;- ['V k + 'V; eh + U(l + eh) + ag i + oc?keh], 
Tk i 

Fur den Sonderfall konstanten Tragheitsmomentes ist 

I I' I' fJ I I' I' I 
a lei = ai/,; = 3EJ ='3' fJ = 6-' et = ef = -; =f und ~i = Th = a - fJes = 3- - -if -!T 

bzw. I 1 4 und e':k eki 
rid r'ik y Tki rik 

2 
I' . 

I' 
4 
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Damit ergeben sich die bekannten' Beziehungen ffir konstantes Tragheitsmoment 

l' M ki = - (4 Vk + 2 Vi + 6 {} + 4 Clg i + 2 Cl?k) , 

l' Mik = - (4 Vi + 2 Vic + 6 {} + 4 Cl?k + 2 Clg i ). 
(3a) 

b) Del' Balken mit nul' einem Randmoment. 

Bei \Vegfall des einen Randmomentes kann das verbleibende Randmoment aus je einer 
Gleichung bestimmt werden. Diese lauten: 

VlI; + (Cl£i + Mki Cl k ; + {}) = 0 

1'i + (Cl?k + MikCli/e + {j) = 0 

flir ein Randmoment bei k, 

ffir ein Randmoment bei i. 

Da abel' nach 'Gleichung (1 b) Clki = Tti' Clile = Th, konnen die Gleichungen fur Mid und Mill; 

in einer Form angeschrieben werden, die in trbereinstimmung mit den obigen Gleichungen (3) 
steht. 

fUr ein Randmoment bei k, 
(4) 

Mik = - r! (v; + {} + Cl?k) flir ein Randmoment bei i. 
ik 

Diese Gleichungen hatten wir auch direkt aus denen del' Gleichung (3) mit beider
seitigem Randmoment ableiten konnen, da bei Anordnung von Gelenken die .. "-Winkel in 
die TY-Winkel ubergehen und die Abklingungszahlen (lki = (lik zu Null werden. 

Fur konstantes Tragheitsmoment wird TU = Cl = 3 ~ J = ; . Damit erhalten wir die be-

~ i kannten Gleichungen ffir die Randmomente , I I ' 

~III III III I IIIIIIIII I II I II III II~I I III III II ~)~k (4a) 
I I 

l'M ld = - 3 (Vic + {} + Cl£i) , 

l'Mik = - 3 (Vi + {} + Cl?/c) . 
I : 

: ~ c) Del' einseitig bei k in einem Fundament elastisch 
I eingespannte Stab mit einem Randmoment bei i. Abb.6. I 

_.\.ob.6a. 

.Abb.6b. 

.Abb. Gc. 

J Das Ziel diesel' Arbeit besteht darin, die zusatzlichen Glei-
I 

! : chungen, die sich aus del' elastischen Einspannung del' Stabe 
~11111111111111111111111111[llltIIll!IIIIIIJ in Widerlagern ergeben, auszuschalten. Infolgedessen mussen 
~ f wir die beiderseitigen Randmomente nur durch den zuge-

: MkiEk; lX~k-Mkifl horigen Knotendrehwinkel V ausdrucken. 
Urn dies zu erreichen, zerlegen wir den Belastungsfall del' 

Abb. 6, bei dem del' im Punkte k elastisch in einem Widerlager 
I eingespannte Stab an dem Ende i durch ein Randmoment Mile 

I) M,' beansprucht wird, in drei Teilbelastungen. 
k=-:::t-r-------.-I----7I[ zk Cl) Bei dem Belastungsfall del' Abb. 6a ist del' beliebig be-

Abb.6a-c. 

I lastete Balken linlts elastisch eingespannt und rechts frei 
I ' 
I drehbar gelagert. Das Einspannungsmoment folgt au~ del' 
:. 0 _. _ ex2i _ _ 0 I!ki 

GlelChung Mki (Clki+Cki) + Clki- 0, ~7J1ki - --+ - - Clki f3 ' 
(Xkl eTc i 

da nach Gleichung (1) ex" i : lOki = I!;i. Damit ergibt sich del' 

Drehwinkel an dem Rande i zu: 

fJ) Bei dem Belastungsfall del' Abb. 6b wirkt bei dem links elastisch eingespannten Stab 
an dem rechten Ende das Randmoment Mile' Hiermit ergibt sich an dem linken Rande ein 
Einspannmoment von M/Ci = (lki Mile und an dem rechten Rande ein Drehwinkel von Th Mile' 

y) Bei dem dritten Belastungsfall nach Abb. 6c wird durch die Senkung des linken Auf
lagers ein Stabdrehwinkel {} erzeugt. Del' zugehorige Drehwinkel Yile folgt aus del' Gleichung (2): 

Yile = {} (1 + (lki) und das zugehorige Einspannmoment aus Gleichung (2a): Mki = _ {} I!;i. 
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Nunmehr addieren wir fiir die drei Belastungsfalle die Biegemomente und die Drehwinkel 
an dem Rande i, aus deren negativer Summe sich der Knotendrehwinkel Vi ergibt. 

Vi = - [o:Pk + o:gi ere; + rfk Mil, + {} (1 + e~i)]' 
Hieraus ergibt sich Mil" wahrend M ki sich aus den Teilmomenten der drei Belastungs

falle zusammensetzt. 

(5) 

(5a) 

Damit ist es nun gelungen, die Randmomente Mi" und Mki nur durch den Knotendreh
winkel Vi auszudriicken, so daB wir den unbekannten Drehwinkel an der Einspannstelle der 
Fundamente nicht benotigen. 

Es eriibrigt sich, die Gleichungen fiir den aus dem Spiegelbild der Abb. 6 folgenden Be
lastungsfall anzuschreiben, wenn wir dem Knoten an dem Fundament jeweils den Index i 
geben. In diesen ganz allgemeinen Gleichungen (5) sind selbstverstandlich die friiher ent
wickelten Gleichungen (3) und (4) mit enthalten. Die Uberleitung in die Gleichung (4) ist 
sehr einfach. Wenn an die Stelle der elastischen Einspannung an dem Fundament ein Gelenk 
angeordnet wird, dann wird eki = 0, ih = ifk und Mki = 0, womit der Ubergang gezeigt ist. 

Etwas schwieriger ist die Uberleitung in die Gleichung (3). Hierzu setzen wir zunachst 
voraus, daB der Stab sich an dem Knoten k nicht drehen kann. Damit wird rh = rh und 
l!ki = e~i' und wir erhalten die Gleichung 

Mik =-+[Vi+ {}(1 + e~i) + o:?,,+ o:gieti]' 
, ik 

Tatsachlich verdreht sich aber der Knoten k urn den Winkel V". Wir verdrehen deshalb 
bei dem statisch bestimmt gelagerten Balken das Auflager nach Abb. 3a urn den Winkel Vb 

damit ergibt sich fiir das Auflager i ein Drehwinkel Vi = - V" P;k =- Vic eL (vgl. Abb. 3a). 
Cl.ki 

Den neu erzeugten Drehwinkel v" halten wir nun durch eine starre Einspannung des Endes k 
fest, rechts dagegen miissen wir durch ein zusatzliches unbekanntes Moment LlMik so lange· 
drehen, bis der neu entstandene Drehwinkel Vi = - Vk e~i beseitigt ist. Die Elastizitats
gleichung hierfiir lautet: 

Dieses zusatzliche 
Gleichung (3) 

AM + ek; 
LJ i"= v"-,,. 

'ik 

Moment ist Mil,; zuzuzahlen. Damit erhalten wir aber die friihere 

M i ,,= - ~- [Vi + eti Vk + {} (1 + et;) + o:?,,+ o:gieti]' 
'ik 

Wir haben damit gezeigt, daB in der neu abgeleiteten Gleichung (5) die friiheten Gleichun
gen (3) und (4) mit enthalten sind. 

4. Die Aufstellung der Knoten- und Verschiebungsgleichungen. 
Die Knotengleichungen folgen bekanntlich aus der Bedingung, daB fill einen Rundschnitt 

urn einen beliebigen Knoten i die Summe der Einspannungsmomente gleich" Null ist. Wenn 
jedoch auf den Knoten infolge einesbelasteten Kragarmes ein auBeres Moment MiO nach 
Abb. 7 einwirkt, dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 

(6) 

Entsprechend unserer Vorzeichenregel nach Abb. 7 zahlen die Einspannmomente, die auf 
die angeschlossenen Stabe einwirken, positiv, wenn sie entgegen dem Uhrzeigersinn wirken. 
Die Einwirkungen auf den Knoten sind dementsprechend entgegengesetzt im Sinne des Uhr-
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zeigers. (Siehe Abb. 7.) Die Momente Mile sind den abgeleiteten Gleichungen (5), (4) und (3) 
zu entnehmen. Fiir Stabe, die in Fundamenten elastisch eingespannt sind, ist die Gleichung (5) 
maBgebend. 

"< 

Ansch/u/J an 
einen Knolen 

G!.(6b) 

. ge/enkiger 
Ansell/uta 

ti!.(6C) 

(6a) 

Fiir Stabe, die starr eingespannt oder an anderen 
Knoten fest angeschlossen sind, dagegen die Glei
chung (3) . 

(6b) Mi/c= --~-[Vi+ vke~i+ {}(l + e~i) + ~?k+ ~gie~i]' 
"&;k 

e/astische Einsp. starre Einsp. 
til {6b} 

Diese Gleichung gilt auch fiir Stabe, an deren anderem 
Ende k ein Gelenk angeordnet ist, nur wird dann eti = 0, 
und an die Stelle von -rh tritt ~k' 

J 
IS" 

Gl(6a) 

k 

Abb. 7 und 7 a. 

(6c) 

Die Knotengleichungen (6) konnen wir ebensooft an
schreiben, wie unbekannte Knotendrehwinkel vorhanden 
sind, wobei entsprechend den friiheren Darlegungen die 
Einspannstellen, auch wenn sie sich elastisch verdrehen, 
nicht mitzahlen. Wenn die Gelenkkette, die sich nach Be
seitigung der Knotensteifigkeiten ergibt, keine Bewe
gungsmoglichkeit besitzt (siehez. B. die Abb.l, bei der die 
Gelenkkette keine Verschiebungsmoglichkeit besitzt, wo-
mit die Winkel {} zu Null werden), so ergeben sich aus 
diesen Knotengleichungen nach Auflosung des Glei

chungssystems aIle unbekannten Knotendrehwinkel, und wir sind damit in der Lage, mittels 
der Gleichungen (6a), (6b) und (6c) die zugehorigen Einspannmomente zu berechnen. 

5',.s; Wenn dagegen das Tragwerk eine oder 
:::::-:::-y-:::-~~5,6,..""",-f!.6' mehrere Verschiebungsmoglichkeiten besitzt, 

-jiZ> 
so m"ij.ssen wir, wie z. B. bei dem Tragwerk der 
Abb. 8, die Knotengleichungen durch eine 
Verschiebungsgleichung erganzen, da zu den 
unbekannten Knotendrehwinkeln als neue 
Unbekannte der Stabdrehwinkel {}1 4 = f1 ge
treten ist. {}1 4 = f1 ist die Verdreh-img eines 5 "'6 bestimmten Stabes, aus dem sich die iibrigen 

_-'~"""T"'-:..:.-....... .J.6' Winkel mit Hille eines Williot- oder eines 

Abb. S und Sa. 

6 Geschwindigkeitsplanes ergeben. 
Die Verschie bungsgleichungen erhalten wir 

bekanntlich aus den Arbeitsgleichungen. Fiir 
eine virtuelle Bewegung des Tragwerkes muB 
die Arbeit aller Krafte zuNull werden. Zwecks 
Aufstellung der Arbeitsgleichung beseitigen 
wir die Knotensteifigkeiten und ersetzen die 

an diesen Stellen wirkenden inneren Momente durch auBere Momente, womit das Gleichgewicht 
wiederhergestellt ist. Fiir eine virtuelle Verschiebung, welcher die Stabdrehwinkel {}ik der 
Abb. 8 entsprechen, lautet demnach die Arbeitsgleichung . 

(7) 

Hierbei sind die Einspannmomente Mik und MToi durch die .Gleichungen (3) bzw. (4) aus
zudriicken, wodurch sich eine weitere Gleichung zwischen den Knoten~ehwinkeln 'jI und 
dem ebenfalls unbekannten Stabdrehwinkel {}1,4 = f1 ergibt. 
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'Venn die Tragsaulen ll,4 und l2,5 del' Abb. 8 elastisch eingespannt sind, dann miissen die 
'Verte Mil' und Mki den Gleichungen (5) und (5a) entnommen werden. Sobald jedoch, wie 
es ja meistens del' Fail ist, diese Tragsaulen durch keine auBeren Krafte P belastet sind, dann 
verwendet man einfacher fiir den Ansatz del' Arbeitsgleichung die Gelenkkette del' Abb. 8a, 
bei welcher die Sa.ulenfiiBe elastisch eingespannt bleiben. In diesem Faile lautet die Arbeits
gleichung 

(7a) 

Hiel'bei ist bei del' Arbeit .2)Mil'Yil' del' beiden Tragsaulen das FuBmoment Mki heraus
gefallen, und an die Stelle del' Stabdrehwinkel1}4 1 und 1}52 diesel' Stabe treten die Dreh-
winkel Y4,1 und Y5,2 del' Saulenkopfe. ' , 

Dieses Resultat liiBt sich aus del' Gleichung (5) und (5a) ableiten. Wenn keine Kriifte P 
auf diese Tragsaulen einwirken, dann sind die Belastungsglieder lX~i = lX~k = 0. In dem un
verschobenen Zustand, fiir den wir das Prinzip der virtueilen Verschiebungen ansetzen, ist 
auBerdem 1} = 0. Demnach lauten die Gleichungen (5) und (5a): 

Damit ergibt sich die Arbeit bei einer virtuellen Verschiebung zu 

(Milo + 1J.lki ) 1} = Mil, (1 + e~i) 1} = 2Jf'u,Yik' da naeh Gleichung (2) Yile = 1} (1 + eL)· 

Die Arbeitsgleichung in Form derGleichung (7a) erfordert bei Vorliegen von elastischen Ein
spannungen weniger Rechenarbeit als die Gleichung (7). 

5. Zahlenbeispiel. 
Mittels del' neu aufgestellten Gleichung (5) berechnen wir nun das Tragwerk del' Abb. 9, 

bei welcher die einzelnen Stabe parabolische, sich auf die ganze Stablange erstreckende Ver
.starkungen besitzen und in den Widerlagern elastisch eingespannt sind. 

11 

'" J.s 
ll,'1 

5 

Abb.9. 

P 

5 

Abb.9a. 

Das Triigheitsmoment an den Einspannstellen sei J s = 5 J c' Die Stablangen betl'agen 
112 = l1 3 = l, II 4 = 11 5 = 0,8 lund del' Stab 11 2 sei durchgehend mit del' Streckenlast p 
b~lastet'. ' , , 

Die Auflagerdrehwinkel entnehmen wir den erwahnten Zahlenta£eln von Dischinger. 
1m Gegensatz zu der Bezeichnungsweise von Mann erhalten wir: 

E J c 1X2,1 = E J c IXS,l = 0,1288l, EJc lXu = E J c (l5,1 = 0,8· O,1288l = 0,1030 l, 

EJc lY..1,2= EJc IX1,3= 0,2819l, 

EJcfJl,2= EJcfJI,3= 0,1029l, 

EJc 1Y..~,2 = - pZSO,0298, 

EJc lXI, 4 = EJc lXI, 5 = 0,8· 0,2819l = 0,2255l, 

EJc fJl,4 =- EJc fJ1,5 = 0,8·0, 1029l = 0,0823l, 

EJclXb= +pZSO,0217. 
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Die elastischen Drehwinkel, die sich aus der Gleichung c = 01J ergeben, driicken wir durch 

die zugehorigen Stablangen aus. Sie sollen gegeben sein durch 

EJCc2,1 = EJcc3,1 = 0,04l, EJcc4,1 = EJCcS,1 = 0,05l. 

Die Abklingungszahlen ergeben sich aus der Gleichung (1): 

• - e _ 0,1029 - 061 
e2,1 - e3, 1 - 0,1288 + 0,04 - , , 

e _ e - 0,0823 - ° 54 
e4,1 - e5,l - 0,1030 + 0,05 - , • 

Hieraus erhalten wir die .-Winkel ebenfalls nach Gleichung (1). 

EJc .1,2 = EJc .1,3 = (0,2819 - 0,61· 0,1029) l = 0,2192l, 

EJc Tt4 = EJc T1,5 = (0,2255 - 0,54.0,0823) l = 0,1810 l. 

Aus der Bedingung, daB an dem Knoten 1 die Sum me aller Einspannmomente gleich NuB 
ist (Gleichung 6), folgt in Verbindung mit der Gleichung (6a) 

- ();2-:92l [2'Yl EJc ~ p lS(0,0298 - 0,0217 .0,61)] - 2;,11:1~c • 
Hieraus Iolgt 

Die Einspannmomente folgen nun aus der Gleichung (5) und (5a). 

1 
M 1,2 = - 0,2192 (0,00374 - 0,0298 + 0,0217·0,61) pl2 = + 0,059 P l2, 

M 0,00374 l2 ° 7 l2 l,s=-0,2192 P =-O,lp, 

M 2,1 = - ;';~~9 (- 0,059·0,1029 + 0,0217) pl2 = - 0,0925 P l2, 

M S,I= -0,017pl2.0,61 = -0,0104pl2, 

M -M - 0,00374 l2 - 00')07 l2 
1,4- 1,S--0,1810 P --,'-' p, M 4,1 =MS,1 = - 0,0207 pl2. 0,54 = -0,0112 pl2~ 

Bei der Formanderungsmethode erfolgt die Nachprufung mittels der Gleichgewichtsbedin-
gungen. Fur den Knoten 1 ergibt diese 

(+0,059 - 0,017 - 2.0,0207)pl2R::1 0. 

6. SchluBwort. 
In den obigen Entwicklungen sind die Beziehungen zwischen den Knotendrehwinkeln und 

den an den Stabenden angreifenden Randmomenten in eine solche Form gebracht worden, daB 
die vorhandenen Zahlentafeln der Auflagt;rdrehwinkel von Staben mit veranderlichem Trag
heitsmoment ohne weitere Umrechnung benutzt werden konnen. Hierdurch wird erreicht, 
daB die Berechnung der Tragwerke mit veriinderlichem Triigheitsmoment kaum mehr Arbeit 
erfordert als bei konstantem Tragheitsmoment. 

Zugleich gestattet aber die neue Form der Gleichungen auch die Berechnung der 
Tragwerke, bei denen einzelne Stabe elastisch in die Widerlager eingespannt sind, ohne 
daB dadurch eine Vermehrung der Gleichungen zur Ermittlung der Knotendrehwinkel ein-
tritt. 

(Eingegangen am 1. 12. 1941.) 
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Zur Theorie der Spannungsverteilung in Flankenschwei6nahten~ 
Von O. Domke, Aachen. 

Mit 3 Abbildungen. 

Bei der Ermittlung der Anstrengungen in elastisch nachgiebigen Flankennahten nimmt 
man bekanntlich an, daB die Gleitung in der SchweiBnaht verhaltnisgleich ihrer Schub
beanspruchung ist. Der Gedanke geht auf Untersuchungen von J. ArnovJevic1 zuruck; der 
ihn bei der Berechnung von Nietreihen unter Berucksichtigung der elastischenNachgiebigkeit 
der Niete als begrundet nachwies und als stetige Bedingung bei der Ermittlung der Haft
spannungen in Verbundkonstruktionen benutzte. Nachdem P. Fillunger2 dieselbe Annahme 
bei der Untersuchung von Leim- und Lotfugen zugrunde gelegt hatte, wurde sie sinngemaB 
auf die Berechnung der FlankenschweiBnahte ubertragen. In der Tat konnte H. Petermann3 

durch Grenzubergang zeigen, wie aus der Kraftverteilung in Nietreihen die Spannungs
verteilung in durchgehenden Flankennahten gefunden werden kaml. 

Die hiernach berechneten Verschiebungen verschweiBter Bleche stimmen mit den Mes
sungen im wesentlichen uberein, und die Theorie konnte daher befriedigen, wenn sie nicht zu 
einem bedenklichen Widerspruch fiihrte, auf den zuerst A. Hertwig4 offentlich hingewiesen 
hat. An den Nahtenden ergeben Rechnung und Beobachtung die starksten Verschiebungen, 
und daher muBten dort auch die groBten, also maBgebenden Schubspannungen auftreten. Das 
ist aber unmoglich, weil nach dem Satz von der Gleichheit der Schubspannungen, die dieselbe 
Kante schneiden, diese Spannungen an den Enden verschwinden mussen. Fill unger hat 
diesen Widerspruch gelegentlich auf die Behandlung der Aufgabe als einachsiges Problem 
zuruckzufuhren versucht lind gemeint, daB eine raumliche Untersuchung ihn beseitigen 
wiirde. In diesem Sinne hat K. Jager (Jezek)5 versucht, durch Ermittlung des Spannungs
zustandes in den Laschen mit Hilfe der Ansatze fur das ebene Problem die Frage zu klaren; 
wenn auch hierbei manche wertvoilen Ergebnisse uber die Spannungsverteilung in den Laschen 
erzielt wurden, so konnte die gewunschte Verteilung der Schubspannung in den Nahten hier
bei nur durch einigermaBen willkiirliche zusatzliche Annahmen erreicht werden. In der Tat 
ist nicht zu erkennen, wie unter Aufrechterhaltung der Grundannahmen der Elastizitatslehre 
eine immerhin betrachtliche Gleitung, also Winkelanderung, an den Enden der SchweiB
nahte mit einer verschwindenden Schubspannung in Einklang gebracht werden kann, und 
schon aus diesem Grunde scheinen aile Versuche, mit Hilfe der Annahmen der Elastizitats
lehre eine befriedigende Losung zu finden, ziemlich hoffnungslos. Selbst die Theorie endlicher 
Formanderungen laBt in dieser Hinsicht aus mehreren Grunden kein Ergebnis erwarten. Jeden
falls sind Ort und GroBe der groBten Schubspannung tatsachlich unbekannt. Denn daB die 
Risse an den Nahtenden beginnen, laBt sich dadurch erklaren, daB die Formanderungen fur den 
Bruch maBgebend sind. 

\Venn also eine erfolgversprechende Losung versucht wird, so muB fur die SchweiBnahte 
die Grundannahme von der Verhaltnisgleichheit der Gleitung und der Schubspannung 
aufgegeben und durch eine andere ersetzt werden, die aber keine wesentlichen Anderungen 
an den bisher vorliegenden und durch Messung ausreichend bewahrten Ergebnissen herbei
fuhren darf; an den Gleichgewichtsbedingungen der Aufgabe laBt sich natiirlich nichts andern. 
Die Differentialgleichung der Aufgabe muB dabei mindestens auf die 4. Ordnung gebracht 
werden, damit ihre Losung 4 Konstanten erhalt, mit deren Hilfe die 4 Randbedingungen, 
namlich stetige Ubergange der Laschenspannungen und Verschwinden der Schubspannungen 

1 Arnovlevic, J.: Z. Arch. u. Ing.-Wesen (Hannover) 1909 S.89 u. 415. 
2 Fillunger, P.: Ost. Wochenschr. f. d. off. Baudienst 1913 S.3. 
a Petermann, H.: Stahlbau 1932 S.92. 
4 Hertwig, A.: Stahlbau 1933 8.161. 
5 Jager (Jezek), K.: Bauingenieur 1938 8.228; ElektroschweiBg. 1939 S.171. 
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an beiden Nahtenden, erfullt werden konnen. Die folgenden Darlegungen stellen einen Ver
such dar, mit diesem Ziele die Frage zu klaren. 

Wir machen an Stelle der bisherigen die neue Annahme, daB die ortliche Gleitung in der. 
SchweiBnaht, also die gegenseitige Verschiebung der verschweiBten Bleche, nicht nur von 
der ortlichen Schubspannung, sondern auch noch von den Schubspannungen in der Nachbar
schaft abhangt, wenn auch naturlich die ortliche Spannung den HaupteinfluB hat. In dem 
vorliegenden Fane kann diese Auffassung damit begrundet werden, daB die Schwei13naht 
eine endliche Starke hat, bei der ja Verhaltnisgleichheit nicht mehr zu bestehen braucht. 1m 
ubrigen lassen gewisse befremdliche Ergebnisse der strengen Elastizitatslehre, wie die un
endlich gro13en Spannungen in einspringenden Ecken auch bei geringen Belastungen und 
ahnliche Falle, die Vermutung als gerechtfertigt erscheinen, daB nicht Einzelspannungen 

fur den Bruch maBgebend sind, sondern der ge-
2 ~~~ 1 ir samte Spannungszustand in der Nahe, und daB 

d -~-"'-i!l~~z!!!lt~J~~)~~)!!i!~~ml~~~.==~=jj dieser wiederum die ortliche Formanderung be-
~ ----l 1 dingt. 

Ahh.l. Bezeichnen wir also (Abb. 1) die Abstande 
zweier Stellen einer Schweil3naht von der Lange 2 l 

von Nahtmitte aus gerechnet mit x und u, so solI die gegenseitige Verschiebungv(x) der 
aneinandergeschweiBten Bleche an der Stelle x abhangen von samtlichen Schubspannun
gen .(u) an den Stellen u, und zwar in Verbindung mit einer "Kernfunktion" oder "Einflu13-
funktion" K (x, u). In 'Form einer Integralgleichung konnen wir dann schreiben: 

+1 

(1) v(x)=fK(x,u).(u)du. 
-I 

Der Kern Kist hier dasselbe wie die Ordinate 1] einer EinfluBlinie. Urn weiterzukommen, 
nehmen wir den Kern wie bei EinfluBordinaten symmetrisch in x und u an, und zwar in 
der Form: 

K(lu-xJ). 

Die Einflul3funktion solI also symmehisch gegen den Punkt x verlaufen, fur den v(x) ge
sucht wird, und fur alle x dieselbe sein. Mit Rucksicht auf moglichst geringe Abweichung 
von der bisherigen Annahme setzen wir voraus, daB K an der Stelle x einen betrachtlichen 
Gro13twert hat und nach beiden Seiten wellenartig sehr stark abnimmt, so daB es schon 
in geringen Abstanden Ix -ul gegen 0 geht (Abb.2). Der Grund fur die Notwendigkeit 
negativer Ordinaten in K wird aus dem Folgenden hervorgehen. AuBer diesen allgemeinen 

Ahh.2. 

Angaben braucht man uber die Kernfunktionsgleichung nichts Ge
naueres zu wissen. 

Unter diesen Voraussetzungen kann man zunachst die Gren
zen ± l durch ± 00 und gleichzeitig x - u durch ~ ersetzen: 

+00 

(2) v(x) =f[{(I~I)r(x+~)d~. 
-00 

Von der Funktion • (x +~) konnen wir ohne wei teres Stetigkeit 
annehmen, so daB an der Stelle x nach der Taylorschen Reihe entwickelt werden kann: 

r(x +~) = r(x) + ~dT(X) + ~2 d 2T(x) + ... 
dx 2 dx2 

In die vorige Gleichung eingesetzt ergibt dies: 
+00 +00 +00 

v(x) = .(x) f K(I ~J) d~ + ~~~l f K(I~I) ~d~ + d~x~X) ~ fK(i~!) ~2d~ + ... 
-00 -00 -00 

FUr die Flache der EinfluBfunktion setzen wir nun, da die positiven Anteile bei weitem 
u berwiegen : 

+00 

fK(~:)d~=k. 
-00 
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Das Glied 
+00 

j K(I~IH2d~ = -m2k 

kann als Tragheitsmoment der EinfluB£lache gedeutet werden; da die Welle mit negativen 
Ordinaten groBeren Abstand ~ hat, wird es sich negativ ergeben mussen. Dagegen verschwin
det der Ausdruck 

-00 

als ungerade Funktion von ~. Dasselbe gilt fur alle Integrale, die ungerade Potenzen von ~ 
enthalten, wogegen die Integrale mit geraden Potenzen von ~ abwechselnde Vorzeichen 
haben werden, da die auBeren Wellen der EinfluBlinie wegen ihrer groBen Abstande ~ der 
Reihe nach das Ubergewicht erhalten. Dieser Vorzeichenwechsel ist notwendig, damit die 
DiHerentiaIgleichung der Aufgabe nur reelle Wurzeln hat, da sonst alle Spannungen schwin
gungsartig verlaufen wurden: Beschranken wir uns auf die Glieder bis zur zweiten Ordnung, 
so entsteht, wenn der Zeiger x als uber£lussig weggelassen wird: 

(3) v = k ('i - ~2 ~:2) . 
Dieser Ausdruck stellt also die erweiterte Form der bisherigen Annahme dar; er geht in sie 
uber, wenn m gegen ° geht. Er erinnert an die genauere Form der Differentialgleichung der 
Biegelinie unter Berucksichtigung del' Schubkrafte: 

d2 y I ( EJ d2 M) 
dx2 =-EJ M- GFs dx2 • 

In unmittelbarer Nahe del' Nahtenden treffen die vorstehenden Ausfuhrungen nicht 
ganz zu. Wird del' Verlauf del' Kernfunktion wie im Innern angenommen, so sind die Inte
grale am linkenNahtende von Obis 00 zu erstrecken, und die erste Ableitung hat einen Bei-
wert n =1= 0, so daB statt (3) anzusetzen ware: . 

(3a) 

Del' Faktor ~ deutet aber darauf hin, daB del' Kern an den Nahtenden andel's verlaufen 
muB, als (3a) angibt. Tatsachlich wird er sich wenig von del' Form (3) unterscheiden konnen, 
und daher solI del' Ausdruck (3) del' Untersuchung allgemein zugrunde gelegt werden. 

Bei der weiteren Rechnung beschranken wir uns auf den einfachsten Fall, wo Bleche 
mit v01lkommen gleichen Gesamtquerschnitten F durch 'V Flankennahte verbunden werden. 
Wir haben dann in den Blechen links und rechts auBerhalb del' SchweiBnahte die Grund
spannung 11, im Abstande x von del' SchweiBnahtmitte in den nach rechts laufenden Blechen 
die Spannung <11 = <1, in den nach links laufenden <12, Mit den ublichen Bezeichnungen 
(a Kehlnahtdicke) ergeben sich dann in bekannter Weise die Gleichungen: 

j <11+<12=11, 'V'iadx=Fd<1, 

(4) x x a ( m2 d2T) !Sl dx -jI'2 dx =V, V= G 7:- 2 dX2 , 
o 0 

von denen die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen, die beiden letzten Formanderungs
bedingungen sind. Del' Gleitmodul G braucht nicht unbedingt mit dem sonst so genannten 
Wert ubereinzustimmen; er ist wie die kleine Strecke m ein festzustellender Erfahrungswert. 

Die Ausschaltung von <12, 'i und v aus den Gleichungen (4) ergibt nun nach einfacher 
Rechnung die DiHerentialgleichung; 

m2 d4 (J d2 (J _ 2vG (a) 
- 2 dx4 + dX2 - EF \<1 - 2 ' 

die mit m = 0 in die bekannte Form ubergeht. Setzt man noch 

(5) 

stahlbau-Forschungsheft 6. 3 
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wo ~ der Kehrwert einer Lange ist, so lautet die Gleichung 

(6) 

Der Ansatz 

gibt 

(7) 

und die vier Losungen 

1 
woraus m < ----= folgt. 

xY2 
Wir setzen 

(S) 

(j 
a - - = eJ.x 

2 

IX = ~ -yI- VI- 2~2m2 

{3 =.~ VI + VI- 2~2m2. 

Die vier Wurzeln sind dann + rJ., -IX, + {3, -{3. 
Beachtet man, daB wegen der Kleinheit von m nahezu 

so sieht man, daB 

(Sa) ~2 
p~--. 

m 

{3 isb also weitaus groBer als IX. Die Naherungswerte (Sa) folgen wegen der Kleinheit von m 
schon aus dem Zerfall der Gleichung (7) in die beiden Gleichungen: 

(] 

Da die Losung der Differentialgleichung in -r symmetrisch, in a - 2 also antimetrisch 

sein muB, so erhalt man fiir a und -r: 

a = -i + A 6inIXx + B 6in{3x, 

F 
-r = ~·a (A IX [oj IXX + B {3 [oj (3x). 

Die Randbedingungen sind 
a_l = 0, a+ l = a, -r- l = 0, 

Damit werden nach einfacher Rechnung: 

a = ~(I + f3fIolf3l 6inocx - oc~olocl 6inf3~) 
2 f3~off3l 6inocl - oc~olocl 6inf3l ' 

(9) 
F· (j ~ol f31 ~ol ocx - ~ol ocl ~ol f3x 

-r = va 2 1X {3 f3~olf3l 6inIXl- IX~olocl 6inf3l . 

Die Verschiebung v erhalt man nach der zweiten oder vierten· Formel (4), wenn man 
beachtet, daB nach Gleichung (7) 

zu: 

(10) 

f3 IX 
(j ~ ~ol f3l ~ol ocx - 7i (£01 ocl ~ol f3x 

v = E f3C£oiPl6inocl- oc~ofC(l 6inpl • 

Mit {3 -700, also m -70, gehen aIle Formeln in die gebrauchlichen tiber. 
Da {3 groB gegen rJ. ist, so andern sich a und v nur unwesentlich im Vergleich mit den Er

gebnissen der iiblichen Rechnung. Namentlich wird die der Messung aIlein zugangliche Ver-
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sehiebung im ganzen naeh einer {tof-Kurve verlaufen. Dagegen ist diese Ubereinstimmung 
bei den Sehubspannungen nur in den inneren Absehnitten der Naht vorhanden; an den 
Nahtenden geht l' ziemlieh plotzlieh auf Null herunter. 

Um eine Vorstellung zu gewinnen, wie sieh diese Ergebnisse zahlenmaBig auswirken, 
wird der Fall 

rxl = 2 

zugrunde gelegt, was einer naehgiebigen Naht entsprieht. Es sei daran erinnert, daB l die 
halbe Nahtlange bezeiehnet. Die Streeke m wird in der GroBenordnung der Nahtdieke a 

abgesehatzt, wobeibekanntlieha > ;0 anzunehmenist. Wiruntersuehen-dieFallem ~ ~ ~ 3a, 

m ~ ;4 ~ 1,5a und m = o. Ihnen entspreehen naeh Gleiehung (Sa) geniigend genau die Werte: 

P l = 10, P l = 20, P l = 00. 

Wir besehranken uns auf die Ermittlung des Sehubspan
nungsverlaufs in diesen drei Fallen, da hier die wiehtigsten 
Abweiehungen auftreten. Die zweite Gleiehung (9) 
sehreiben wir: 

(9a) 
F (j ( (£01 rtx - ~~~ p~ (£o{ fJ x ) 

l' = - - rx 1-----=-'-'-'--'----
val 2 . rt 

emrtl-p (£o{rtl XgfJl 

und bezeiehnen die runde Klammer zur Abkiirzung mit 
{}, so daB 

F it 
(9b) 1'= val 2{)· 

In Abb. 3a und 3b sind die Ergebnisse der Reehnung 
fiir Pl = 10 und Pl = 20 aufgetragen; in heiden ist zum 
Vergleieh die {}-Linie fiir Pl = 00 dargestellt, auBerdem 
ist die Gerade {} = 1, die sieh bei Annahme durehweg 
gleieher Sehubspannung ergibt, eingezeiehnet. 1m mittleren 
Tell von - 0,5'l bis + 0,5 l unterseheidet sieh die 1'-Linie 

~ fur 
exl-2 fll-2O 

Abb.3a. 

Abb.3b. 
1,Ol 

kaum von einer K,ettenlinie ({tof-Kurve). 1m ganzen verteilt sieh hiernaeh die Sehubspan
nung gleiehmaBiger iiber die Nahtlange als naeh der iibliehen Reehnung, und zwar um so 
mehr,-je groBer m, also der Kernbereieh, ist. Da die Sehubspannungslinie die Differential
kurve der Langsspannungslinie ist, so sieht man, daB (J an den Nahtenden ohne Knick in 0 
und a iibergeht. 

Wirklieh meBbar sind nur die Versehiebungen v. Aus Gleiehung (10) in der Form: 
oc2 (£01ocl 

(j 1 1 (£o{ r:x.x - 7ft ~ (£o{ fJ x 

v=2ocl, rt 
emlXl-p(£01OCl XgfJl 

(lOa) 

2 

ersieht man sofort, daB sieh v wegen des sehr kleinen Bruehs p2 fast genau naeh einer {tof-Linie 

andert. Die Versehiebung v, an den Nahtenden ergibt sieh mit den zum Vergleieh hinreiehend 
genauen Naherungen %g rxl = %g P l = 1 zu 

(lOb) 

Daraus folgt fiir rxl = 2 und 

oc 
cil1+p 

v,= 2---;Z. 

pl=lO, 

pl = 20, 

pl=oo, 

al 
v = 0,60 E' 

al 
v = 0,55 E' 

al 
v = 0,50 E. 

3* 
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Den letzten Wert erhalt man allgemein auch in dem Fall, daB die Schubspannung langs del' 
Naht unveranderlich ist. 

Well die Schubspannungen den Verschiebungen nicht mehr verhaltnisgleich sind, ist 
auch del' SchluB von del' gemessenen Verschiebung auf die Spannung nicht mehr angangig, 
und da die Zerstorungen an den Nahtenden beginnen, wird man sogar folgern mussen, daB 
die GroBe del' Schubspannung fUr den Bruch weniger entscheidend ist als die GroBe del' 
Verschiebung. Es ist bemerkenswert, daB sich die Verschiebungen an den Nahtenden urn 
so groBer ergeben, je ausgedehnter das Kerngebiet ist. Auch die von A. Hertwig zuerst 
hervorgehobenen und durch Modelle sichtbar gemachten UngleichmaBigkeiten del' Langs
spannungen in den Blechen zwischen den Flankennahten, die in den vorstehenden Betrach
tungen nicht berucksichtigt werden konnten, machen die Sachlage noch verwickelter. Del' 
Versuchsweg scheint daher in Anbetracht del' unvermeidlichen Eigenspannungen noch am 
zweckmaBigsten zu sein. FUr die theoretische Durchforschung ist in den vorstehenden Unter
suchungen ein Weg angedeutet, del' einen groben Widerspruch del' Theorie zu beseitigen 
imstande ist. 

(Eingegangen am 9. 2. 1942.) 

tJber die Losung technischer Eigenwertprobleme. 
Von R. Grammel,· Stuttgart. 

1. Einleitung. 
Schon verhaltnismaBig einfache technische Eigenwertprobleme (z. B. Schwingungs- odeI' 

Knickprobleme) enthalten oft veranderliche Daten, die nur durch eine Zeichnung vorge
schrieben sind, also durch Kurven, die zudem Knicke und Sprungstellen aufweisen konnen, 
etwa das Profil einer Scheibe odeI' die Querschnitte eines Luftschraubenflugels odeI' einer 
Dampfturbinenschaufel und die daraus abzuleitenden Funktionen fur die Biege- und Tor
sionssteifigkeit derartiger Gebllde. Well man nun abel' von nur graphisch gegebenen Funk
tionen ein- odeI' gar mehrmalige Ableitungen im allgemeinen nicht genau genug bilden kann, 
so scheiden bei sol chen Problemen aIle Rechenverfahren aus, die die Ableitungen jener Funk
tionen als bekannt voraussetzen mussen, wie z. B. die Galerkinsche Eigenwertmethode. Bei 
umstandlicheren Aufgaben ist es oft zweckmaBig oder sogar unausweichlich, ganz graphisch 
vorzugehen, und dann konnen auch schon bei del' Rayleighschen odeI' Ritzschen Me
thode Unzutraglichkeiten entstehen, die sich nur muhsam uberwinden lassen l . 

Schwierigkeiten diesel' Art treten nicht auf, wenn man von del' quelienmaBigen Dar
stellung des Eigenwertproblems ausgeht. Die hierauf beruhende Methode 2 soli im folgenden 
fur technische Probleme weiterentwickelt und insbesondere auf sog. "mehrlaufige" Systeme 
ubertragen werden, womit sie erst allgemein zuganglich wird. 

2. Die quellemnliBige Methode. 
Man kann die Eigenwertprobleme del' Technik entweder differentiell (also durch Diffe

rentialgleichungen, Differenzengleichungen, Variationsgleichungen) odeI' abel' quellenmaBig 
ansetzen, also bei kontinuierlichen Systemen mit einer unabhangigen Variabeln x und einer 
abhangigen Variabeln y - und auf solche wollen wir uns hier. del' Einfachheit halber be
schranken - durch eine Integralgleichung, die bei Schwingungen die Gestalt 

b 

(1 a) I(y, e, J.) = y(x) - J.fG(x, ;)e(;) y(~)dg = 0, 
a 

bei Knickungen usw. die Gestalt 
b 

(1 b) I(y, e, J.) = y'(x) - J.fG(x, ;)12(;) y'(;)d; = 0 
a 

1 Ein Beispiel hierfiir findet man bei Biezeno-Grammel: Technische Dynamik, S.704. Berlin I939. 
2 Grammel, R.: Einneues Verfahren zur Losungtechnischer Eigenwertprobleme.Ing.-Arch.Bd.10 (1939) S. 35. 
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hat. Dabei bedeutet A. den gesuchten Eigenwert (Frequenzquadrat, Knicklast), G (x,';) die 
positiv definite Greensche Funktion (Maxwellsche EinfluBfunktion), e(x) die im ganzen 
Bereich [a bJ positive Belegungsfunktion (Masse oder Massentragheitsmoment je Langen
einheit von x); die Striche in (1 b) bedeuten Ableitungen nach x bzw. ,;. 

Bei den Aufgaben der technischen Praxis ist es nur selten moglich, die Integralgleichung (1) 
aufzulosen. Man kommt dann dadurch ans Ziel, daB man die Determinantengleichung 

(2) =0 

mit 
b 

(3) aik = J I(t)p e, A.*) e t)k dx 
a 

bildet und nach A.* au£lost. In ihr sind t)1 (x) ... t)n (x) frei wahlbare Koordinatenfunktionen, 
die li~ear voneinander unabhangig sein und mindestens die geometrischen Randbedingungen 
(Au£lager-, Einspannbedingungen usw.) des Systems erfullen mussen, wenn die n Wurzeln 
A~ ... A.! von (2) brauchbare Naherungen der n niedrigsten Eigenwerte Al ... An des Problems 
sein sollen. Man kann beweisen, daB A; > Ai ist (wenn man die A; und Ai nach der GroBe 
ordnet), und daB die A; bessere Naherungen (und zwar im allgemeinen viel bessere) sind als 
die mit den gleichen Koordinatenfunktionen nach der Ritzschen Methode gewonnenen A.. 

(4) 

Die explizite Aufstellung der Determinantenglieder (3), namlich ausfuhrlich 
b 

a ik = J e t)i t)/,dx - A* A ik , 
a 

scheint zunachst dadurch erschwert, daB in den Ausdrucken 
b b 

(5) Aik = J [J G(x, ~) e(,;) t)i m d,;] e(x) t)k(X) dx 
a a 

die Greensche Funktion G(x,,;) vorkommt, deren Bestimmung haufig eine praktisch un
ausfiihrbare Aufgabe ist, dieja gerade umgangen werden soIl. Fur eine besondere Klasse von 
Eigenwertproblemen - es sind die im folgenden "einlaufig" genannten - habe ich schon 
fruher gezeigt, daB man die Aik explizit bilden kann, ohne die Greensche Funktion zu kennen. 
Jetzt soIl dies auch fur "mehrlaufige" Systeme gezeigt werden. 

3. Ein- und mehrIaufige Systeme. 
'Venn wir der Einfachheit halber die Ausdrucksweise der Eigenwertprobleme des elasti

schen Kontinuums benutzen, so konnen wir sagen: weil1}(et)i) =JG(x,,;) e(,;) t)i(';) d,; die 
Auslenkung infolge der Last qi = e t)i ist, so ist Aik = J 1} (e t)i) 12 t) k d x n'ach dem CIa peyron· 
schen Satze die doppelte Arbeit, die die Last qk = et)k bei der Auslenkung 1}(et)i) (die zur 
Last qi gehort) leisten wiirde. Es handelt sich darum, diese Arbeit direkt aus t)i(X) und t)k(X) 
ohne Kenntnis von G(x, ,;) zu berechnen. Hierzu brauchen wir vier Tatsachen aus der Me
chanik des elastischen Kontinuums, die wir fiir Probleme mit einer unabhangigen Variabeln x 
und einer abhangigen Variabeln y aussprechen konnen, wie folgt: 

1. Irgend eine Last q(x) erzeugt "Schnittkrafte" S(~)(x) (Normal- und Schubspannungen 
oder allgemeiner Normal- und Schubkrafte oder auch Torsions- oder Biegemomente usw.) 
sowie ihnen zugeordnete "Verformungen" 8'·) (x) (Dehnungen, Schiebungen, Torsions- oder 
Biegewinkel usw.), welche man so normieren kann, daB 

b p 

A = J .2 S(·) 8(·) dx (6) 
a ,,=1 

nach dem Energiesatz gleich der zugehorigen doppelten Arbeit A = J 1} q dx der Last q(x) 
bei der von ihr erzeugten Auslenkung 1} (x) ist. 
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1m einfachsten Faile bestehtdie Summe in (6) nur aus einem Summanden (p = 1); solche 
Systeme sollen einla ufig heiBen (Beispiele: Zug, Torsion, Biegung von Staben, Torsion von 
Scheiben, Querbelastung von Seilen unter Langszug). Unter den Systemen mit einer ab
hangigen Variabeln y(x) gibt es aber auch solche, bei denim p> 1 ist; sie heiBen mehr
Iii ufig, insbesondere fur p = 2 zweila ufig (Beispiele: drehsymmetrische Radialdehnung 
von Scheiben, drehsymmetrische oder allgemeirier zyklisch symmetrische Biegung von Schei
ben), fUr p = 3 dreilaufig (Beispiel: die drehsymmetrische Scheibenbiegung mit Beruck
sichtigung der Querkraft). 

2. Zwischen den Schnittkraften S(1') 'und der Last q gilt die "Gleichgewichtsbedingung", 
und zwar - wie aus der allgemeinen Gestalt l beim dreidimensionalen, sechslaufigen Konti
nuum durch Spezialisieren folgt - fill einlaufige Systeme in der Form 

(71) [IX (x) Sll)(X)], + P(x) q(x) = 0, 

fill zweilaufige (bei geeigneter Numerierung der beiden SP» in der Form 

(7 II) [lXl(X)SllJ(X)]' + 1X2(X) S(2) (x) + P(x)q(x) = 0, 

wobei Striche wieder Ableitungen nach x bedeuten. Da bei mehr als zweilaufigen Systemen 
keine wesentlich neuen Uberlegungen hinzutreten; begnugen wir uns hier und weiterhin mit 
den ein- und zweilaufigen.. . 

3. Zwischen den Verformungen 8 1P) und der Auslenkung y(x) gelten die "Verzerrungs
gleichungen"; sie lauten - wie wieder aus ihrer allgemeinen Gestalt2 durch Spezialisieren 
folgt - fill einlaufige Systeme 

(81) 8(1)(X) = il(X) y(x) + i2(X) y'(x) , 

fill zweilaufige 

oder auch aufgelost 

(Sil') 

{
8(1)(X) = in (x) y(x) + i l2 (X) y'(x) , 

8(2)(X) = T2l (X) y(x) + i 22 (X) y'(x) 

(es ist stets II in II + 0) 

{ 
y = tn 8 (1 ) + t12 8 (2 ) , 

y' = t21 8 (1 ) + t22 8 (2 ) 

4. Endlich gilt zwischen den Verformungen 8 1P) und den Schnittkraften SIP) das spezielle 
"Elastizitatsgesetz"; es hat im linearen FaIle [der aIlein zu linearen Eigenwel'tproblemen (1) 
fuhrt] fill einlaufige Systeme die Form 

(9 1) 8 (1 ) (x) = u(x) Sll) (x) , 

fill zweilaufige die Form 

{
8 Il) (x) = Un(X)S. Il)(X) + UI2(X) S(2) (x) , 

8(2) (x) = u2dx)S(1)(x) + U22(X) S(2) (x). 

4. Darstellung der Aik durch die S('''). 
Nunmehr gelingt es voIlends leicht, die Glieder Aile (5) in der losenden Determinanten

gleichung (2) ohneKenntnis der Greenschen Funktion zu bel'echnen. 
1. Bei einlaufigen Systemen hat man nach (6) und (91) zunachst fUr i = k 

b t 

(10) A .. = J S\I) 8~1) d x = J U S\1)2 d x 
1 ~ 1. 1. 10' 

a a 

und dabei ist nach (71) mit q = e t)i 
x b 

(11) Si1) (x) = IXtX) [IX (a) S~l) (a) - J P e t)i dxJ = IX~X) [IX (b) S11) (b) + J PI! t)i dxJ = S(1) (I! t)i)' 
a x 

1 Vgl. Biezeno- Grammel: a. a. O. S.46. 
2 Vgl. Biezeno-Grammel: a. a. O. S.42£. 
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Man beweist aus (10) in bekannter Weise, daB allgemein gilt 
b 

(12) Ai k = f X Si1) Si.,l) d x mit S}ll = S(l) (e t)j ), 
a 

39 

(j = i, k) 

womit die Aufgabegelost ist. Die quelienmaBige Eigenwertmethode ist nun durch die For
meln (2), (4) und (12) mit (11) endgultig dargestellt. Ihre explizite Durchfuhrung erfordert 
nur Quadraturen. 

2. Bei zweilaufigen Systemen hat man nach (6) und (9ll) zunachst fiir i = k 
b b 

(13) Aii = f (Sill si1) + S12) S~2) dx = f [Xn S11)2 + (%12 + X2l) Sill S~2) + x22 Si2 )2] dx, 
a a 

und dabei ist nach (7ll) mit q = etJi 

(14) F (SF), Si2), t)i) = (IXI Sill)' + 1X2 S12) + {J e t)i = 0 

mit der aus (8lI') und (9ll) folgenden "Vertraglichkeitsbedingung" 

{ H(Sill, Si2) = [in(xnSill + X12Si2) + t12(X2lSP) + x22Si2)]'
(15) 

- [f2l(X11S11) + x12 S12) + t22(X2lSP) + X22SF)] = O. 

Bildet man fUr die Last q = e (tJ i + tJ k) 

Ai+k, i+k = Aii + 2 Aik + A kk , 

so findet man nach kurzer Rechnung 
b 

Ail, == f [xn Si1) Sicll + ~ (X12 + X21) (Sill Sr;) + Sicl) S12) + X22 Si2) Slc2)] dx 
a 

(16) 
mit 

F(Sj1),S}2),t)j)=0, H(S}l),Sj2) =0. (j=i,k) 

Fiir zweilaufige Systeme ist die quellenmaBige Eigenwertmethode durch die Formeln (2), (4) 
und (16), mit (14) und (15) endgultig dargestellt. 

Gegenuber den einlaufigen Systemen besteht hier der wesentliche Unterschied, daB aus 
den Koordinatenfunktionen tJ1 die in (16) auftretenden Schnittkrafte S~l) und S~2) gemaB (14) 
und (15) im allgemeinen nicht durch Quadraturen folgen, also im allgemeinen nicht ohne 
weiteres explizit angegeben werden konnten. Man behebt diese Schwierigkeit dadurch, daB 
man nicht von Koordinatenfunktionen tJj fur die Auslenkung y, sondern von geeigneten, linear 
voneinander unabhangigen Koordinatenfunktionen S}l) fiir die erste Schnittkraft S(l) aus
geht. Aus den S~l) folgen dann die S)2) und die tJj gemaB (15) und (14) durch je eine Quadratur 
und eine Differentiation. 

5. Beispiele. 
Zwei typische Beispiele sollen die Methode und ihre Genauigkeit erlautern. 
Das erste Beispiel betrifft die Berechnung der tiefsten Eigenfrequenzen der Torsions

schwingungen einer drehsymmetrischen Scheibe beliebigen Profils mit festem Innenrand vom 
Halbmesser Ro und freiem AuBenrand vom Halbmesser R 1• Ihre Massendichte sei fl, der 
Schubmodul G, und das vom Radius x abhangige Profil sei z(x). Ais "Auslenkung" y wahlen 
wir den Torsionswinkel (d. h. die Winkeldrehung des Ringes x), als "Schnittkraft" S(l) dieses 
offenbar einlaufigen Systems die Schubspannung T. Die Schiebung ist "P = X y'. Weil bei 
reinem Schub A =fT'!jJdV =J-r: xy'·2n xzdx wird, so hat man als "Verformung" 

(8a) S(l) = 2 n x2 z y' . 

Die Belegungsfunktion ist e = 2 n fl x 3 z (Tragheitsmoment eines Ringes von der radialen 
Breite eins); die Gleichgewichtsbedingung fur eine ringformige Momentbelastung q lautet 

(7a) (2nx2 z-r), + q = 0, 
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und das Elastizitatsgesetz ist -r: = G 1jJ oder 

(9a) 8(1)=2a"1: xz -r:, also ,,=2(;xz. 

Da am freien AuBenrand -r: = ° ist, so folgt fur eine Last q = e iJi aus (7a) 

(lla) 
'" 

-r:j = +fx3z tJidx. x z 
R, 

Somit lautet das Losungssystem fur die oberen Schranken A* der Frequenzquadrate A 
R, 

(2a) Ii J x3z tJ; tJk dx - A* A;k II = 0 
Ro 

mit 
R, '" '" 

(12a) Aik = ~J(f x3ztJ;dxJ X3ZtJkdx) ~:z· 
Ro li, Rl 

Die Aufgabe ist so fur jedes Prom als gelost anzusehen. 
Man pruft die Genauigkeit an einer Vollscheibe mit dem hyperbolischenProfil x 3 z = konst 

• 2 G 
nacho Fur sie ist genau1 Ai =: j2 0. 2 mit 0. 2 = ftR~; also sind die beiden tiefsten Fre-

quenzen yAI = 1,571 0. und iAz = 4,712 o.. Aus (2a) mid (12a) findet man fur n = 1 mit der 
einfachsten Koordinatenfunktion' iJl = x nach kurzer Rechnung VA; = yfD = 1,5810., 
also nur urn rund 0,6% zu hoch. Fiir n = 2 kommt mit iJl = x, iJz = XZ ebenso VA; = 1,5710. 
und VA~ = 4,8540.; die tiefste Frequenz ist damit bis zur dritten Dezimalstelle genau er:
mittelt, die nachsthohere bis auf einen Fehler von' nur rund 3 %. [Die R i t z sche Methode wurde, 
wie man leicht nachrechnet, mit den gleichen Koordinatenfunktionen fur n = 1 den Wert 
~= 1,7320. (Fehler rund 10%), fur n=2 die Werte VA; = 1,577f} (Fehler rund 0,4%) 
und yA~ = 5,673 0. (Fehler rund 20 %) liefern. Fur die Galerkinsche Methode waren die An
satze iJl = x und iJ2 = x 2 uberhaupt noch nicht brauchbar, da sie die Bedingung y,' = 0 am 
AuBenrand (entsprechend 7: = 0) nicht erfiillen.] 

Ais zweites Beispiel behandeln wir die drehsymmetrischen Radialschwingungen der 
Vollscheibe vom Profil z (x) und Halbmesser RI . Ihr Elastizitatsmodul sei E, ihre Quer
dehnungszahl y. Ais "Auslenkung" y wahlen wir die radiale Verschiebung, als "Schnitt
krafte" Sn) und S(2) dieses nun offensichtlich zweilaufigen Systems die Radialspannung a" und 
die Ringspannung acp' Die Radialdehnung ist e" = y', die Ringdehnung ecp = y/x. Wegen 

A = J (arer + acpetp)dV = J (aryl + atp ~).2nxzdx 

hat man die "V erformungen" 

(8b) 8(1) = 2n xz y', 8(Z) = 2nz y. 

Die Belegungsfunktion ist e = 2 n fl x z (Masse eines Ringes von der radialen Breite eins). 
Die Gleichgewichtsbedingung fur eine radiale Belastung q an einem Ring von der radialen 
Breite eins lautet, wie man leicht an einem Element d f{J dieses Ringes feststellt, 

(7b) 

Das Elastizitatsgesetz heiBt hier E Er = a" - yatp' E etp = atp - yar oder 

(9b) I 
1 2n 

8() = Jjfxz(a r - yatp) , 

also 

8(2) = 2;r x z (a - ya ) E tp r , 

1 Vgl. Biezeno-Grammel: a. a. O. S.655. 



Uber die Liisung technischer Eigenwertprobleme. 

Als Losungssystem fiir A* kommt sonach 
R, 

(2b) Ilf XZt)it)k dx - },*A ilc 11= 0 
o 

mit 
R, 

(16b) Aik = Il~f[aria"k + arpiarp" - v (ariarpk + arkarpi)] xzdx, 
o 

und die Gleichungen (14) und (15) werden in diesem Fall 

(14b) (xzari )' - zarp; + fl,xzt); = 0, 

(15b) [x(arp;~ var;)], = ad - V{Jrpi. 

Man findet leicht gut brauchbare Koordinatenfunktionen fur af' und a"" die den hier 
vorgeschrie benen Randbedingungen 

(17) 

genugen, z. B. 

(IS) 

ar = arp fur x = 0, 

arpi = R~'; - aj xu';. 

Dabei sind m; reelle Zahlen, und die zugehorige Konstante a; bestimmt sieh aus (15b) so
fort zu 

(19) l+v(m;+l) 
a; = 'Ill, + 1 + v • 

Aus (14b) folgt dann vollends 

(20) m;(mj + 2) m -1 Z' (R"" ",,) 
fl, t); = 'Ill; + T+ v X I -. Z- 1 1 - X ' . 

Weil fiir x = 0 die Auslenkung t); = 0 sein muB, so hat man bei dort endlich vorausgesetzter 
Scheibendicke dort auch z' = 0 vorauszusetzen und somit zu verlangen, daB in den An
satzen (IS) m; > 1 ist. Die Formeln (2b) und (16b) mit den Werten (IS), (19) und (20) stellen 
dann das explizite Losungssystem fur beliebig profilierte Scheiben dar. 

Wir priifen die Genauigkeit wenigstens fur die tiefste Eigenfrequenz der Scheibe gleicher 
Dicke (z = konst) nach, fUr welche die genaue Losung bekannt ist!, namlich VA; = ~1 f} mit 

f}2 = (I.!! 2)R"' wo ~1 die positiven Nullstellen der Zylinderfunktion ~Jo(~) - (1 - V)Jl(~) 
Il V. 1 

sind; fur v = 0,3 ist ihre ldeinste ~l = 2,049. Demgegenuber liefern die Koordinatenfunk-
tionen (IS) und (20) mit dem nachstliegenden Wert m1 = 2, zu dem der einfachste lineare 
Ansatz t)1 = 0 x gehort, nach kurzer RechnungVA~ = V24 (1 + v)j(7 + v) f} oder mit v = 0,3 
den urn weniger als 1 % zu hohen Naherungswert yA~ = 2,067 f}. [Die Ritzsche Methode 
wurde mit t)l = 0 x den urn rund 11 % zu hohen Wert i).~ = 2,2S0 f} liefern; fur die Galerkin
sche Methode ware diesel' Ansatz wieder unbrauchbar, da er die AuBenrandbedingung 
xy' + vy = 0 (entsprechend af' = 0) nicht erfullt.] 

6. Probleme hijherer Ordnung. 
Neben den Eigenwertproblemen, die durch Grundgleichungen von der Form (7)und (S) 

mit Ableitungen von nur erster Ordnung gekennzeichnet sind, gibt es - z. B. bei Biege
schwingungen von Staben und Scheiben im Rahmen del' sog. "technischen" Biegetheorie, die 
die strenge Kontinuumsmechanik durch die Bernoullische Annahme umgeht - auch 
Eigenwertprobleme, in deren Grundgleichungen Ableitungen zweiter Ordnung vorkommen. 
Bei einlaufigen Systemen haben dann (7) und (S) in der Regel die Gestalt 

(7~) (IX 8 tl»" + fJ q = 0, 

(S~) 

1 Vgl. Biezeno- Grammel: a. a. o. S.663. 
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bei zweilaufigen 
(7~) 

(8~I') 

R. Grammel. - H. Hencky und W. Moheit: 

(OC1 SIll)"~ + (OC2 S(2»), + P q = 0, 

{ 
y' = tn 8(1) + t12 8(2) , 

y" = t21 8(1) + t22 8(2) • 

Fiir solche Probleme zweiter Ordnung hat man statt (11) und (14) 

fS)1) (x) = cx.~X) {[ oc (a) + (x-a) oc' (a)] SjI) (a) + (x-a) oc(a) 8)1)' (a) -. J (x-~) pm e (~) t)i (~) d~} 
(11*)1 b a 

= OC~X) {[ OC (b) + (x-b) oc' (b)] Si l ) (b) + (x-b) OC (b) 8jI)' (b) + ! (x-~) (3(~) e (~) t)i (~)d ~=S(I) (e t)i)} 

1m ubrigen andert sich jedoch nichts Wesentliches an der Losungsmethode. 
(Eingegangen am 1. 3. 1942.) 

Eine Erweiternng der gewohnlichen Balkentheorie fiir hohe nnd 
diinnstegige IJrrager. 

Von H. Hencky und W. Moheit, Mainz-Gustavsburg. 

Mit 5 .Abbildungen. 

In der technischen Mechanik des Balkens macht sich mehr und mehr eine Lucke zwischen 
der elementaren technischen Theorie und der Behandlung desselben Problems in der mathe
matischen Elastizitatstheorie bemerkbar. Die vorliegende Arbeit solI dazu beitragen, diese 
Lucke auszufullen, und zwar durch eine Methode, die ebenso anpassungsfahig wie mathe
matisch exakt ist. 

Es handelt sich dabei um einen Ausbau der Methode von Ritz, die wir mit einem Ver
fahren kombinieren, welches ein elastisches Analogon zu der Methode von Lagrange in der 
Dynamik darstellt. Wenn wir auch im folgenden ein ganz konkretes Beispiel durchrechnen, 
so mochten wir doch auf die Allgemeinheit des verwendeten Verfahrens noch besonders hin
weisen. 

Als Beispiel nehmen wir einen Balkenquerschnitt mit sehr dunnem Steg und steifem 
Flansch und fragen nach der Wechselwirkung zwischen Steg und Flansch. Dabei nehmen wir 
an, daB die ubliche Balkentheorie fur den Flansch ihre Gultigkeit hat, wenn man an den vom 
Stegblech 10E!getrennten Flanschen die entsprechenden Normal- und Schubspannungen an
gebracht denkt, welche vom Stegblech her ubertragen werden. 

1. Ein einfacher Naherungsweg zur Abschatzung der Wechselwirkung 
zwischen Stegblech und Flansch. 

Wir nehmen an, daB dasI-Profil durch zwei in einer zur Balkenachse senkrechten Linie 
liegende Druckkrafte gequetscht wird (Abb. 1). 

Das einfachste mechanische Bild, mit dessen Hilfe man zu einer vorlaufigen Berechnung 
der Spannungen zwischen Steg und Flansch gelangen kann, ist der elastisch gestUtzte Balken. 
Bezeichnet man namlich mit w die Einsenkung des Flansches, mit J g sein Tragheitsmoment, 

mit t die Stegblechdicke, mit h; die Stegblechhohe und mit E' = E m~ 1 r-..J t Eden Elasti

zitatsmodul des ebenen Spannungszustandes im Stegblech, so wird die Differentialgleichung 
des Flansches 
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und mit dx = hd'Yj 

wrv +9 ~:t w = 0 
o 4 J. 0 , 

wf/ + ex:4wo= 0, wobei ex: = ± 7,4238 (1 ± i). 
Da wir den Balken als unbegrenzt lang annehmenJ konnen wir die Losung in folgender 

Form ansetzen: 

Wo= ROe! + R 2 e2' 
e1 = e -7,4238'7 cos 7,4238 rl , 
e2 = e- 7,4238'7 sin 7,4238 17. 

Als Randbedingungen haben wir fur 17 = 0 w' -:- 0 
p __ 2EJ. III 

- h3 wo ' 

wobei die symbolisch angegebenen Differentiationen 
immer nach 'Yj genommen werden. 

Die Losung nimmt mitdiesen Bedingungen die 
Form an: 

p 
Wo = - 1,6498 Et (91 + e2), 

und die Normalspannung a1l im Stegblech wird 
p 

ay = - 3,7121 (e1 + e2) th' 

Das Biegemoment des Flansches wird 
M __ EJ. " 

- h2 wo , 

w~ = - 1,6498 :t (e~ + e~), 
e~ = + 110,2256 e2' 

e~ = - 110,2256 e1' 

M = - 0,03368 Ph (e1 - e2) . 

ty 

I I' I ' 
I I ~I.... I 
I ' I I r--------+-r-------I-tll 
I .1 .<:!I.... I 
I I 
I ' I I 

i \p I 

Abb. 1. 

lY 
ill I t t U t !~ 
r~_i 

l-------+r-L----~ 
I -x-l I 
I I I 
I ' I 
I I I 
I ~__ I~ 

II I I I I I I I lIT" 
Abb.2. 

\Vir geben eine graphische Darstellung der Werte von (511 und dem Biegungsmoment M 
am Ende dieser Arbeit und kommen dann auf die Bedeutung der Resultate noch zuriick. 

Es entsteht nun die Frage, wieweit diirfen wir diesen numerischen Resultaten Bedeutung 
beimessen. Die Annahmen waren sehrroh, denn von den Scherkraften wurde ja dabei vollig 
abgesehen. Infolge der Scherkrafte ist es aber nicht moglich, die einzelnen Fasern des Steg
bleches (in der Y-Richtung) unabhangig voneinander zusammenzudriicken. 

Wir mussen also einen Ansatz benutzen, der den Bedingungen der Aufgabe besser ent
spricht und vor aHem mit einer groBeren Anzahl unbekannter Funktionen arbeitet. 

2. Die genauere Theorie. 
a) Behandlung des Stegblechs. 

Wir nehmen die Verformungen des Stegblechs in folgender Form an (Abb. 2): 

(1) 

j Au ~ ~' ~. (if)". 

I dv ~~' p·lk)". 
Die Funktionen '/fn und CPn sind nur von der Abszisse x oder 'Yj h abhangig. Natiirlich muB 
man die Reihen bald abbrechen konnen, da andern'falls die rechnerische Arbeit nicht mehr be
waltigt werden kann. 
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Der Hauptvorteil dieses Ansatzes besteht darin, daB die unbekannten Fvnktionen nur 
mehr von einer Variablen abhangen, also durch gewohnliche DiHerentialgleichungen bestimmt 
werden konnen. Wir bedienen uns der Methode von Ritz, wenden aber zur Bestimmung 
der Funktionen die Methode von Lagrange an, wobei die Abszisse x die Rolle der Zeit
koordinate iibernimmt. Die Arbeit ermitteln wir zweckmaBig durch Anschreiben des Prin
zips der virtuellen Verschiebungen. 

Gelten fiir das Element des Stegbleches die Gleichgewichtsbedingungen 

(2) L = aax + ~2.- L = l!'- + aa. 
I - ax ay' II - ax ay 

und sind b Ll U und b Ll v die virtuellen Verschiebungen eines Punktes, so wird, die virtuelle 
Arbeit der Krafte L I , LII 

(3) SPLr bLl U +- LII bLlv) dxdy + S['<o bLlU(v = +~) + 0"0 bLlV(y = + ~)] dx -

- f[iubLlU(y = _~) + O"u bLlU(y = _~)] dx = bA. 

Die Arbeit bA bedeutet die Anderung der elastischen Energie bei einer virtuellen Ver
formung, wie man nachweisen kalll. Man kann aber ebensogut direkt yom Prinzip der vir
tuellen Verschiebungen ausgehen. Das Integral (3) und seine Variation sind aber noch einer 
Einschrankung unterworfen, denn die Randspannungen des Stegblechs sind als ge
geben zu betrachten. 

Wir miissen diese Randspannungen zunachst als Funktionen der Ll U und' Ll v formulieren. 
Bekanntlich ergeben sich die Spannungen des ebenen Problems zu 

'" ax r" ay , [
0"= E' (Q~~ + II. BLlv) 

, (a Ll vaLl U) 
(4) 100'JI=Eay+flfiX' 

i = E' ~- f1. (~_,'Il:. + ~LlV) 
2 ay ax' 

1 
wobei fl = - (m = Querkontraktionszahl) 

m m2 E 
E'=E-2 1'='1--2 ' m - -fl 

Bezeichnen wir mit Akzent die Differentiation nach x, so wird 
n 

aLlu ", (Y)" fiX = L..; 'lfn h ' 
o 

n 

a/yv = 21 Tn (1)'1-1· 
1 

Hieraus ergeben sich die Spannungen 

, ['\; , IY)" ~, n (y)n-1] 
O"x= E L..; 'lfn \h + It L..; h Tn h ' 

o 1 

(5) 1 O"Y = E' [.E i Tn (*r-1 + fl.E 'lf~ (*f] , 
1 0 

n n 
,1- fl [ '\' n (y)n-1 ""', y)n] 

i = E ---2-- L..; h'lfn h + L..; Tn ('h . 
1 0 

Um die Randspannungen zu erhalten, hat man nur y = ± i zu setzen. 
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Es erweist sich dabei als zweckmaBig, die Randspannungen in den Formen 

zu verwenden. 
Unter Benutzung von (5) wird 

n n 

(6a) Z1.2 = ao± a" = E' {2) * ([In 2Ll [1 ± (- 1)"-1] + ft 2) ~~ -In [1 ± (- I)"]}, 
1 0 

n n 

(6b) Ea. 4 = To± T" = E' 1-.; It {2) * ~n 2,,1_1 [1 ± (- 1)"-1] + 2) ([J~ 21" [l ± (- In}. 
1 0 

Dies ergibt also 4 Bedingungsgleichungen, denen die unbekannten Funktionen ([In' ~n ge
niigen miissen. 

Damit wird 

(7 a) 171 = 2 E' [+. ([Jl + 43 h ([Ja + ~h ([J5 + . . . + ft ( ~~ + ~~; + 1~ ~~ + . . . ) ] ' 

(7 b) 172 = 2 E' [{ ([J2 + 42h ([J4 + 1: h ([J6 + ... + ft (; ~~ + ~ ~; + ~2 ~~ + ... ) J ' 

(7c) Ea= E' (1- ft) (~ ~1 + 43h ~3 + I*h~5 + ... + ([J~ + ! ([J; + 116([J~ + ... ), 

(7d) £4= E' (1- ft) (~ ~2 + 42h VJ4 + l!h VJ6 + ... + -}([J~ + ! ([J; + ;2 ([J~+ •.• ). 

Da 2:'1' .. 174 als gegeben zu betrachten sind, wird 0171 = 0172 = oEa = 0174 = O. Fiihren 
wir die Multiplikatoren AI> All, AlII, AIVein, so haben wir an Stelle der Gleichung (3) die fol
gende Bedingung fiir das Arbeitsminimum: 

(8) J J (LIoLlu + LIIoLlv + AI (lEI + AIl (l2:'2 + AIIl (lEa + AIV (l2:'4) dx dy + 
f [(To (l LI U(v = +~) -- T" (l LI U(v = _~)) + (ao (l LI U(v = +~) -. au (l LI V(v = _~)) ] d x = O. 

Die Einfiihrung dieser 4 Multiplikatoren macht es moglich, die Variationen der unbekannten 
Funktionen wie unabhangige Variationen zu behandeln, obwohl sie es nicht sind. Das 
Verfahren ist ja aus der Theorie der Maxima und Minima bekannt. 

Urn groBere Ubersichtlichkeit der Rechnungen zu erreichen, wollen wir uns (unter Hin
weis auf das Beispiel nach Abb. 1) auf 4 unbekannte Funktionen beschranken und setzen, 
da Symmetrie zur X-Achse vorliegt, 

jLlU= VJo+ VJ2(~)2, 
(9) y . (y)3 

LI v = ([JI Ii: + ([Ja h . 

N ach dem Elastizitatsgesetz sind mit dieser Verschiebung die Spannungen verkniipft: 

(lOa) ax = E' {~~ + VJ; (t)" + ft [([JI * + ([Ja * (t)"J} , 
(lOb) all = E' {([Jl * + ([Ja ~ (t)" + ft [VJ~ + VJ~ (trJ} , 
(1Oc) . , m - 1 [(, 2' ) y , (Y )3J T = E -- ([Jl + -- VJ2 -- + ([J - • 2m \ h h 3 h 

Man darf nun freilich nicht annehmen, durch diesen einfachen Ansatz (9) schon eine be
friedigende Darstellung des Spannungszustandes im Stegblech zu bekommen. 

Was wir wollen, ist zuniichst lediglich eine bessere Darstellung der Wechselwirkung zwi
schen Stegblech und Flansch, und hier konnen wir wirklich auf eine Verbesserung rechnen, da 
wir ja mit 4 Funktionen diese Wechselwirkung jedenfalls viel besser beschreiben k6nncn als 
mit einer allein. 
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Wir bestimmen nun aus den Gleichungen (10) die Randspannungen, die wir als gegeben be
trachten, so daB ihre Variationen verschwinden mussen. Dadurch zwingen wir die unbe
kannten Funktionen, der gewunschten Wechselwirkung soviel als moglich gerecht zu werden. 

h 
FUr die Rander y = ± 2" erhiilt man aus (10) 

l
ao + au = E' [! 9?1 + 23h 9?a + 2,u ("P~ + ! "P~)] = .Ell 

ao - au - 0 - .E2 , 

\
To+T1' = 0 =.Ea, 

E11-P,(2 + ,+1,) '("' 
To - Tu = -2- h "P2 9?1 49?a = -<J4' 

(ll) 

Man kann dann bis auf einen beliebigen Faktor setzen 

2 3 (OD'ljJO I OD'ljJ2) CJ.E =--CJm1 + -CJma + 211 --- + - - = 0 
1 h T 2h T r OX 4 ox ' 

CJ.E = 013 CPl + ~ 013 CPa + ! CJ = 0 . 
4 ox 4 ox h "P2 

Die Variationen CJ 9?1l CJ 9?a' CJ "Po, CJ "P2 sind, wie schon bemerkt, nicht una bhangig, sondern 
mussen den Gleichungen CJ.E1 = 0, CJ.E4 = 0 genugen. Die Behandlung ist die gleiche wie 
bei den Gleichungen von Lagrange in der Dynamik, zu der unsere Methode ein Gegen
stuck. darstellt. 

Wir schreiben nach Gleichung (8) 

(12) ff{LICJLlU + LnCJL!v + ! [TO (2CJ"Po+ ! CJ"P2) + aO (CJ9?l+ D:a)]+ 

+ AI [~CJ9?l + 23h CJ9?a + 2,u (0 ~:o +} 0 ~:2)] + 

+ An (0::1 + i o::a + iCJ"P2) }dx dy = 0 

und set zen nach (9) 

CJ L! U = CJ "Po + CJ "P2 (f r 
y (y)3 CJLlv = CJ9?q; + CJ9?a h . 

Integrieren wir in (12) partiell und fassen die Faktoren der Variationen zusammen, so er
halten wir 

(13) ff{CJ"Po(LI+2:o-2,u~~)+CJ"P2[LI(tr+ ;~ -~ ~~ + iAn] + 

+ CJ9?l (Ln t + ~o - °oA:I + ~~I_) + CJ9?a [Ln (fr + :;. - i ~a~~ + 23h AI]} dx dy + 

+ {f[AI 2,u CJ ("Po + ~ "P2) + An CJ (9?,l + ~ 9?a)] dY}::-::ng = O. 
Da ,die Variationen CJ "Po, CJ "P2' CJ 9?1l CJ 9?a infolge der Einfiihrung der Multiplikatoren AI 

bzw. All als unabhangig behandelt werden konnen, haben wir die Differentialgleichungen 
[folgend aus dem Verschwinden des Doppelintegrals in (13)] . 

(14) 

f OA 
(I) LIdy - 2,uh 0: + 2To = 0, 

(II) fLI(f)2dY _;h.. ~~ +2An + ~ =0, 

(III) f Ln t d y - h i}_l~I + 2AI + ao = 0, 

(IV) f Ln (frdy - ~ °O~I + iAI + ~ = o. 
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AuBerdem muB als Folge des unabhangigen Verschwindens des einfachen Integrales an den 
Balkenenden entweder 

(14a) {AI = 0 oder 

AIl = 0 oder 
1f'o + i 1f'2 = 0 , 

CPl + iCP3= 0 

sein. Falls uber die GroBen rechts keine Aussage gemacht werden kann, muB also sowohl A[ 
wie AIL verschwinden, und zwar an beiden Randern. 

Aus den Gleichungen (14) (I) bis (IV) kann man die Werte fur AI und All ermitteln. 

(15a) hf8LI [1 (y)2J If Y (j. Ar = 4" 7iX 4" - h d y - 2 LIl h d Y - 2 ' 

(15b) 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (I) und (IV) ein, so erhalt man 

I (I) fLIdy- ft;2f~;~~[i-(trJdY+flhf8::1 tdY+flh~:O+27:o=O, 
(16) 

(II) f LIl (t)3dy + ~f ~~I [i - (trJdy - ~f LIl t dy - ! <To = O. 

Diese beiden Glei.chungen gelten fur das Stegblech. 

b) Die Verformung der Gurtungen. 

Wie bereits erwahnt, betrachten wir die Gurte als gewohnliche Balken. Die Belastung 
dieser Balken besteht einerseits aus der Nutzlast, andererseits aus den in Stegblechbreite t 
angreifenden Schub- und Normalspannungen des Stegblechs. Wir leiten die Gleichungen zu
nachst fur den allgemeinen Fall her und spezialisieren dann auf den Ansatz Gleichung (9). 

Es bezeichne: 

Po die Belastung des Obergurtes, 
Pu" " "Untergurtes, 
8 Abstand des Gurtschwerpunktes vom Steg, 
Wo die vertikale Verschiebung des Obergurtes, 
W u "" " "Untergurtes, 
U o und ~tu die analogen horizontalen Verschiebungen. 

Dann wird unter Zugrundelegung der Gleichungen (1) 

(17a) { wo= CPo + ~CPl + ~CP2+ iCP3+ ••• , 

w,. = CPo - ~ CPl + ~ CP2 - ~ CP3 + ... , 
1 1 1 dwo 

U o = 1f'o + 21f'1 + 4; 1f'z + 8 1f'3 + . . . - dX 8 , 

. 1 + 1 1 dwo utI = 1f'o - 21f'1 4;1f'z - S1f'3 + . . . + dX 8 , 

{ Uo = 1f'o + ~ 1f'1 + ~1f'z + i 1f'3 ..• - 8 (cp~+ ~ cP~ + i cP; + ~ cP; + ... ) , 
(17b) 

Uu = 1f'o - ~ 1f'1 + ~ 1f'2 - i 1f'3 • . . + 8 (cp~ - ~ cP~ + t cP; - ~ CPs + . . . ) . 
Wie sich zeigen wird, sind es hauptsachlich die Summen und Differenzen dieser GroBen, die 
in die spateren Formeln eingehen. 

(ISa) 

(ISb) 

{ Wo + Wu = 2 CPo + ~ CP2 + ~ CP4 + ... , 
Wo - w" = CPl + t CP3 + {6 CP5 + ... , 

f Uo + u" = 21f'o + ~ 1f'2 + . . . - 8 (cp~ + ~ cP; + 116 cP~ + . . . ) , 
luo-U,,=1f'l +~1f'3+{61f'5'" -8(2cp~+~cp;+icp~ + ... ). 

Fuhren wir noch mit J g das Tragheitsmoment des Gurtes und mit F die Querschnitts£lache 



48 H. Hencky und W. Moheit: 

des Gurtes ein, so erhalten wir die Gleiehgewiehtsbedingungen gegen vertikales und hori
zontales Versehieben der Gurte (Abb. 3). 

Fur den Obergurt konnen wir" die ubliehe Differentialgleiehung des Balkens ansehreiben, 
durfen aber nieht vergessen, daB auf die Einheit der BalkenHinge ein Momentenzuwaehs 
von - t S To wirkt, der einer Seherkraft gleiehwertig ist. Der Zuwaehs dieser Querkraft 

Po - t S ~~ auf die Langeneinheit ergibt eine Korrektur. 
t I I I I I I I I 
I I !~ 
i j I I I I nl~ 
t ! t ! ! I ! t t~ 

~h.ldl.hd?-l 

rllllllll~ 
t t t t LU t t~ 
I I 
tlltllll! 

Pu 

Fur den Untergurt 

EJ _".TY taT" -D"WU - S7fX-f1ut-pu, 

E F u~ + Tu t = 0 . 

Addieren und subtrahieren wir diese Gleiehungen, so nehmen sie die 
Form an 

( 19) 

(I) I (II) 

1 
(III) 

(IV) 

EF (u~ + u~) - t (To - Tu) = 0, 

EF(u~ - u~) - t(To+ Tu) == 0, 

EJg (w~Y + w{t) - t s aax (To + Tu) + (f10 - f1u) t = Po + Pu' 

EJg(~Y - w~Y) - ts :x (To- Tu) + (f10 + f1u)t = Po- Pu' 

Abb.3. Zu diesen Gleiehungen treten die auf dem Variationswege fur das 
Stegbleeh gefundenen dazu. 

Wir gehen jetzt aber zur Vereinfachung zu der Aufgabe nach Ansatz Gleiehung (9) uber, 
behalten also nur '/fJo und '/fJ2' ({Jl und ({Ja bei. 

Damit wird 

I wo+ wu= 0, 

Wo - Wu = ({Jl + ± ({Ja, 

1 Uo~Uu _ 2'/fJO+~'/fJ2-S«({J~+t({J;), 
"UO uu- O. 

(20) 

Damit fallen die Gleiehungen (19) (II) und (III) aus, und wir erhalten die beiden Gleiehungen 

E F [2'/fJ~ + fi '/fJ~ - s «({J~' + i ({J~') ] - t (To - T u) = 0 , 

EJg «({J{Y + ~ gfsV) - ts aax (To - Tu) + t (f10 + f1u) = 0 

und naeh Einsetzen der Spannungen 

'/fJo 2 '/fJ2 - S ({Jl 4: ({J3- -2 - \ h '/fJ2 ({Jl 4: ({Js = , I ("I) EF [2 "+ 1" (", + 1 "')] t E' 1 - fl ( 2 +' + 1 ,) 0 

"I (II) EJ, ('Pl' + ,qI,') - t 8 E' 1 ;;-" (! ~; + qI{ H ~~)+ 

+ t E' [~ ({Jl + 23h ({J3 + 2,u ('/fJ~ + ± '/fJ;) ] = 0 . 

(21) 

Diese Gleiehungen zusammen mit den Gleiehungen (16) (1) und (II) genugen zur Bestim
mung der 4 unbekannten Funktionen. 

Urn zu numerisehen Ergebnissen zu gelangen, mussen wir nur noeh die Formverhaltnisse 
des Tragers einfuhren. 

Wir wahlen 

m=3, h = 60 s = 600 em, J g : ha t = 1 : 5400 , F:ht=2, t = 2em. 
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AuBerdem fiihren wir x = 'YJ h ein und lassen dann im folgenden die Akzente Differen
tiationen nach 'YJ bedeuten. 

c) Die Aufstellung der Gleichungen. 
Mit den angegebenen Formverhaltnissen erhalten wir aus den Gleichungen (21) (I) und 

(II) (mit Differentiation nach 11) 

1 
(I) + 1920 'IJ!~ - 360 'lJ!2 + 480 'IJ!~ - 180 IP~ - 16 IP~' - 45 IP; - 4 IP~' = 0, 

(22) (II) 64800 'IJ!~ + 15120 'IJ!~ + 194400 IPl - 540 IP~ + 
+ 16 IPiv + 145800 IP3 - 135 IP~ + 4 qfav = O. 

Hierzu treten nun noch die beiden Stegblechgleichungen (16) (I) und (II). 
Wir bestimmen zunachst die folgenden 1ntegrale: 

fL;dy E' [h "+ h "+ (' + 1 I)J + E,l - fl, (2 +' 1 ') = 'lJ!o 12 'lJ!2 fh IPl 4; IP3 -2- h 'lJ!2 IPl + 4" IP3 , 

(23a) 
f Lr (t)"dy 

Hier sind die Difierentiationen noch nach x vorgenommen. 

Beim Ubergang nach 'YJ erhalten wir mit fh = Ya 

E' ( "+ 2 + 1 "+ 2 '+ 1 ') = h 'lJ!o :3 'lJ!2 12 'lJ!2 :3 IPl II IPs , 

(23b) 
E' (1 "+ 1 + 1 "+] '+ 1 ') = h 12 'lJ!o 18 'lJ!2 80 'lJ!2 18 IPl 40 IPs , 

fL Y d E' (1 I + 1 " + 1 + 1 ") II h Y = h, "9 'lJ!2 36 IPl 2 IP3 240 IPs , 

fL (y)3d E'(1 '+ 1 "+ 3 + 1 ") II h- Y = h 60 'lJ!2 240 IPl 40 IP3 1344 IPs • 

(23c). fL (1 __ J!~) d - E' (+ 1. "+ 1. + _1 "-1- 1. '+.L ') r \ 4 h2 Y - h 6 'lJ!o 9 'lJ!2 120 'lJ!2 [) IPl 60 IP3 . 

Damit wird die erste der Gleichungen (16) 

und nach Multiplikation mit 3·720 

(24) (I) + 2160 'IJ!~ - 60 'IJ!~v + 1440 'lJ!2 + 220 'IJ!~ - 3 'IJ!~v + 1440 IP~ - 20 IP~' + 720 IP; - 3 IP~' = O. 

Die zweite der Gleichungen (16) wird 

oder nach Multiplikation mit dem gemeinsamen Faktor 21· 480 

(24) (II) + 420 'IJ!~' - 392 'IJ!; + 21 'IJ!~' + 112 IP~ - 3024 IP3 + 18 IP~ = O. 

Wir setzen nunmehr 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 

'lJ!o = Ao ea~, 
'lJ!2 =A2 ea'l, 

IPl = Bl ea~, 
IP3 = Bgea'i 

4 
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in die 4 Gleichungen ein und erhalten: 

(25) 

(I) + 1920 (l2AO + (- 360 + 480 (l2) A2 - (180 (l + 16 (l3) Bl - (45 (1. + 4 (l3) B3 = 0, 

(II) + 64800 (lAo + 15120 (1.A z + (194400 - 540 (l2 + 16 (1.4) Bl + 
+ (145800 - 135 cx2 + 4c(4) B3 = 0, 

(III) (2160 (l2 __ 60 (ll) Ao + (1440 + 220 (l2- 3 (l4) A2 + 
+ (1440(l-20(l3)BI + (720cx-3C1.3)B3 = 0, 

(IV) 420 (l3Ao + (- 392 CI. + 21 (1.3) Az + 112 (1.2Bl + (-- 3024 + 18C1.2) B3 = 0. 

Die vVerte (l mussen so gewahlt werden, daB die Determinante diesel' 4 homogenen Glei
chungen verschwindet. 

Urn die Zahlenrechnung bequemer zu gestalten, fuhren wir (1. = 10 f3 ein. 
"Vir haben dann die Determinante aufzulosen: 

.do 

+ 192 p2 - 0,360 + 48 p2 -1,8P-16p3 - 0,45 P - 4P3 

+ 64,8P + 15,12 P 19,44 - 5,4 p2 + 16 p4 14,58 - 1,35 p2 + 4 p4 
+ 21,6 p2 _ 60 p4 0,144 + 2,2 p2 - 3 p4 + IMP - 2 p3 + 0,72P - 0,3p3 

+ 420 p3 - 3,92 P + 21 p3 + 1l,2p2 - 3,024 + 1,8 p2 

Die Auflosung ergibt 
14745,6 f3 2 - 6893,568 f310 + 78372,571 f38 - 182330,16 f36 + 26454,625 f34 - 2031,664 f32 = 0 

und hieraus nach Division mit dem Faktor von f312 
(26) f3'z - 0,4675 f310 + 5,31498 f38 - 12,365055 f36 + 1,794069 f34 - 0,137781 f32 = 0. 

Nach Abspaltung del' doppelten Nullwurzel schreiben wir f32 = Y und erhalten die Glei-
chung 5-ten Grades . 

y5 _ 0,4675 y4 + 5,314980y3 - 12,365055y2 + 1,794069y - 0,137781 = 0. 

Diese \Vurzeln werden 
YI = - 0,636165 + 2,621856 i 
Y2 = - 0,636165 - 2,621856 i, 
Ya = + 0,074795 + 0,079424i, 
Y4 = + 0,074795 - 0,079424i, 
Y5 = + 1,590241. 

Hieraus ergeben sich die zugehorigen Wurzeln (l 

(ll = - 10,15324 + 12,91142 i 

(l2 = -10,15324 - 12,91142 i 

(l3 = - 3,03226 + 1,30962 i 

(l4 = - 3,03226 - 1,30962 i 

(l5 = - 12,61048 

(l6 = + 10,15324 + 12,91142 i 

(l7 = + 10,15324 - 12,91142 i 

(ls = + 3,03226 + 1,30962 i 

(l9 = + 3,03226 - 1,30962 i 

(lIO = + 12,61048. 

Da die Wirkung del' Last im Unendlichen nicht mehr bemel'kbar ist, so kommen als Losung 
nur die negativen reellen Exponenten in Frage (fUr positive x). 

Wir wbllen die Losungen in folgender Form schreiben: 
Grundlosungen: 

(27 a) 

!?l = e-o l 1'J cos 02 17, 

(!2 = e-o, 1] sin 02 17, 

fil = e-03 1] cos 04 17, 

e2 '= e-J317 sin 0417. 

Dazu tritt noch die Exponentiallosung c J , 1]. 
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Die b werden dann 

(27b) 

I b1 = 10,15324, bz = 12,91142, 

I b3 = 3,03226, b4 = 1,30962, 

I b5 = 12,61048 

und die Funktionen 

(28) 

I (I) '/Po = A01 (h + Aoz /!z + A03 e1 + A04 ez + A05 e-~5 '1 , 

(II) 1J!2 = AZ1 /!1 + A zz /!z + A Z3 el + AZ4 e2 + AZ5 e-05 'I, 

\ 
(III) CPI = Bn (h + BI2 (22 + B 13 ~I + B14 ~2 + B15 e~:5 '1, 

(IV) CP3 = B31 (21 + B 3z (2z + B33~.I1 + B34 (2z + B35 e 5'1. 

Wie wir sehen, hat die Losung 5 unbestimmte Konstanten, welche durch die Randbedin
gungen gegeben sind. Die restlichen 15 Konstanten, welche in unserer Losung erscheinen, 
hangen mit den eben erwahnten 5 Konstanten durch Beziehungen zusammen, die aus den 
Differentialgleichungen hervorgehen. Wir nehmen im folgenden die 5 Konstanten AOI ••. A05 
als bekannt an, da wir spater zeigen, wie dieselben aus den Randbedingungen des Problems 
ermittelt werden. 

Am einfachsten ist die Ermittlung der A 25, B 15, Bas; denn wir haben hier ein Gleichungs
system mit 3 Unbekannten. Die Gruppen 

sowie 

A 21 , Bn, B31 

A Z3 , B 13 , BS3 

und A 22 , BIZ' BS2 

und A 24 , B g , B34 

bilden Gleichungssysteme mit je 6 Unbekannten, weil die (21 und (2z beim Differenzieren in
einander tibergehen. 

Die Auswahl der Gleichungssysteme aus den 4 gegebenen Gleichungen ist dabei ganz be
liebig, wenn die Exponenten bi ... b4 in der dargelegten Weise aus der Nullbedingung fiir die 
Determinante bestimmt wurden. 

Wir erhalten die folgenden Beziehungen: 

A 25 = - 9,004108 A 05 ' 

B 15 = + 27,886510Ao5 , 

B3S= -67,451046Ao5 ' 

Durch Einsetzen der Funktionen 'tfJo, '/Pz, CPv CP3 kann man sich davon tiberzeugen, daB die 
Gleichungen (25) (I) bis (IV) befriedigt sind. 

Die beiden Funktionen 

(21 und /!Z bzw. PI und (/2 

konnen nicht gesondert eingesetzt werden. 
Fill die Konstantenverhaltnisse erhalt man folgende Werte, die man wieder durch Ein

set zen der Funktionen in die Differentialgleichungen prtifen kann. 

Man erhiilt ftir die erste Gruppe: und fill die zweite Gruppe: 

AOI A02 A03 Ao. 

A21 = 16,1866 0,9407 A 23 = - 4,54184 -I- 0,12082 
A22 = -I- 0,9407 16,1866 A24 = - 0,12083 - 4,54184 
Bll = 40,7883 1,9654 B 13 = -I- 2,35189 - 2,51725 
B12 = -I- 1,9654 40,7883 Bu = -I- 2,51725 -I- 2,35189 
B31 = -I- 216,5639 -I- 80,5275 B33 = - 3,18330 -I- 3,35575 
B32 = - 80,5275 -I- 216,5639 B34 = - 3,35575 - 3,18330 

4* 
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Zur Kontrolle der anschlieBenden numerischen Rechnung geben wir hier eine Tafel fur 
die Differentiationen der Funktionen /!v /!2' ev e2' wobei wir mit (n) den n-ten Differential
quotienten bezeichnen 

(29) 

/11 
(n) I (n) 

.Ul 1'2 

n 

- 10,153240 -12,911420 
- 63,615884 + 262,185492 
+ 4031,093 -1840,677 

IV - 64694,651 - 33358,320 

n /11 
In) I (n) 

, ~ll 1'2 

- 3,032260 1,309620 
+ 7,479496 + 7,942216 
- 12,278489 33,878164 

IV - 7,135968 + 118,807568 

{ 
/!<;') = IAn) /!l + t-t'r) /!2, 

/!~n) = vin) /!l + v~n) /!2. 

/12 
(1q 

v, I (n) 
V2 

+ 12,911420 - 10,153240 
- 262,185492 - 63,615884 
+ 1840,677 + 4031,093 
+ 33358,320 - 64694,651 

/12 
(n) 

vI I (n) 
Y2 

+ 1,309620 3,032260 
7,942216 + 7,479496 

+ 33,878164 - 12,278489 
- 118,807568 - 7,135968 

d) Die Randbedingungen. 

Die Randbedingungen (be-
achte Abb. 1) werden bei der von 
uns gestellten Aufgabe besonders 
einfach, da am Ende x = 00 aIle 
Funktionen verschwinden. Wir 
fanden bereits in Gleichung (14a) 
zwei Randbedingungen. Es muB 
darrach elltweder All oder cp] + ~ CPa 
verschwinden. Nun ist aber, wie 
man aus Gleichung (17 a) findet, 

Wo = ~ (CPl + ±CPa) 

die Eindruckung unter der Last, welche naturlich nicht verschwindenkann. 

Es muB also All = 0 oder nach Gleichung (23c) 

(30) (I) fLI[! c-({rJay=~ (~1fJ~+~1fJ2+1~01fJ~+~CP~+610cp~)=0 sein. 

Die mechanische Bedeutung dieser Randbedingung ist leicht ersichtlich, denn f Lr d y ist 
die Summe alIer Gleichgewichtsbedingungen im horizontalenSinn. Die obige Ralldbedingung 
sagt nun aus, daB diese Gleichgewichtsbedingungen nach MaBgabe ihres Abstandes von der 
Mittellinie ein verschiedenes Gewicht bekommen, welches einer parabolischen Verteilung 
unterworfen ist. 

Die zweite unmittelbar aus Gleichung (l4a) folgende Bedingung sagt aus, daB 

Ar = 0 oder 1fJo + i 1fJ2 = 0 

ist. Letzteres ist aber fur x = 0 mit U o identisch, welches aus Symmetriegrunden verschwin
den muB. 

Die zweite Randbedingung wird also 

(30) (II) 1fJo + ± 1fJ2 = o. 

Die dritte Bedingung lautet 

(30) (III) 

W~ = ~ (cp~ + ±cp~) = 0, 

cP~ + icp~ = o. 

Die vierte Bedingung besteht in der Angabe der Querkraft 

(30) (IV) t EJ '" P 87:- W=--· o g 0 2 oder 4 '" + '" _ 4 P h3 

CPl CPa - - E J g , 

da 7:0 = 0 fur 'Yj = o. 
Als letzte Bedingung konnen wir annehmen, daB auch LI u fur die Stegmitte verschwin

den muB, 

(30) (V) 1fJo = o. 
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Diese 5 Bedingungen kann man etwas eirnacher in· folgender vVeise zusammernassen: 

(I) 60 1J!~ + 3 1J!~1 + 16 IP~ = 0, 

(II) 1J!2 = 0, 

(31) (III) 4 IP~ + IP; = 0, 

(IV) 4 III + III = _ 4 P h3 = _ 21 600 ~ 
IPI IP3 EJg Et ' 

(V) 1J!0 = 0. 

Die 4 Funktionen lauten jetzt: 

(32a) 1J!0 = AOl121 + A02 (!2 + A03 e1 + A04 e2 + A05 e-12,61048'1 . 

(32b) 
f-16,1866A01\ { 0,9407 AOl} {-4,54184Aoa } __ 

1J!2=1_ 0,9407A02 f 121 + -16,1866A02 122 + +0,12082A04 121 + 

+ oa n _ 9004108 A e-12,61048 'I. {
-0,12082A } 
_ 4,54184 A04 ~2' 05 

(32c) 
_{-40,7883A011 f+ 1,9654AOl } {+2,35189A03 }_ 

IP1- -'--- 19654A J(!1+1-407883A 122+ -251725A 121+ , 02 ~ , 02 , . 04 

+' ~;:; + 27 886510 A e-12.61048 'I. { + 251725 Aoa 1 

+ 2,35189 A04J ~2' 05 

(32d) { + 2l6,5639 A01} f - 80,5275 A01} f - 3,18330A03 1_ 
IPa = 121 + 1 (!2 + 1· ~ J 121 + + 80,5275 A02 t + 216,5639 A02 \ + 3,35075 A04 

+ ' oa n _ 67 451046 A e-12,61048 'I. {
-335575A } 
_ 3,18330A04 <::2 ,. 05 

(!1 = e-10,15324'1 cos 12,91142 'YJ, 

(33) 
(!2 = e-1O,15324 'I sin 12,91142 'YJ, 

ih = e- 3,03226'1 cos 1,30962 'YJ , 

(22 = e - 3,03226 'I sin 1,30962 p. 

Fur die Randbedingungen Gleichung (31) (1) bis (V) erhalt man nach Einsetzen und Zu
sammenfassung gleichnamiger Glieder 

(1) + 5,564460 A01 - 10,926800 A02 + 0,288379 Aoa - 0,194196 A04 - 0,380757 A05 = 0, 

(II) -16,1866A01 - 0,9407 A02 - 4,54184Aoa + 0,12082A04 - 9,004108A05 = 0, 

(III) 1,480512A01 - 0,048186A02 - 0,010082Aoa + 0,028508AQ4- 0,556059A05 = 0, 

(IV) + 81,549048A01 + 391,234848A02 + 0,151 008 Aoa + 0,293295A04 - 88,426865A05 

(V) A01 + Aoa + A05 = O. 
Die Lasung ist 

P 
= - 21,6 Et ' 

P 
A01 = - 0,037390 Et' 

A02 = - 0,024223 :" , 

P 
Aoa = - 0,065118 Et' 

P 
A04= -0,006317 Et 

P 
A05 = + 0,10251 Et 
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Da:r;nit ist unsere Aufgabe gelost. Wir konnen nun die Spannungen zwischen Gurt und Steg 
sowie die Gurtmomente berechnen. 

Die Resultate sind in Abb. 4 und 5 zusammengestellt. 
We~ wir diese Ergebnisse mit denen des elastisch gestiitzten Balkens vergleichen, so 

sehen WIr, daB die Beanspruchung des Stegblechs in Wirklichkeit viel groBer wird, wahrend 
\:l" andererseits das Biegungsmoment des Gurtes erheblich kleiner wird nach der ge-

"='k ~ naueren Berechnung. 
""':9 ~- Bei del' Anordnung des numerischen Beispiels hatten wir die Absicht, die Rand-
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Zusammenfassung. 

daB dieses Ziel bessel' erreicht 
werden kann, wenn man die 
Randspannungen (fo und To in 
Gleichung (16) durch die Glei
chung (11) als Funktionen von 
qJl qJ2' 'ljJl 'ljJ2 ausdriickt. 

---

"- ~ ~ ~ ~ 
~ ..., "> ~ 
"'- "'- ""- ""- "'-

II " It II II 
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Abb.5. 

Es werden mit Hilfe eines auf del' Methode von Ritz-Galerkin beruhenden Verfahrens 
die Spannungen berechnet, welche zwischen Gurt und Stegblech eines I-Tragers auftreten. 
Das neue Verfahren ist von so allgemeinem Charakter, daB man es dem Verfahren von La
grange in del' Dynamik gleichstellen kann. Die Analogie geht sehr weit. Die elastische Energie 
entspricht del' Differenz der kinetischen und potentiellen Energie, die Zeit der Raumkoordi
nate, in Richtung welcher die Funktionen unbestimmt bleiben. Die Nebenbedingungen 
spie1en bei beiden Methoden die gleiche Rolle. 

Der Vorteil des Verfahrens besteht darin, daB man die iiberaus anpassungsfahigen Funktionen 

el' 122 oder [01 (J. ~ sin f3 ~, [01 (J. ~ cos f3 ~, @lin (J. ~ sin f3 ~, @lin (J. ~ cos f3 ~ 

verwenden kann, was bei del' Methode von Ritz in del' in der Technik bisher iiblichen Form 
nicht moglich ist wegen del' Schwierigkeit, die Exponenten der Exponentialiunktionen zu 
bestimmen. 

(Eingegangen am 23. 2. 1942.) 
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Der Rammschlag. 

Von R. Hoffmann. Berlin. 

Mit 5 Abbildungen. 

Jeder Ingenieul' hat das Bestl'eben, seine Entwiirfe und Konstl'uktionen moglichst genau 
berechnen zu konnen. Haufig sind seine Berechnungen allerdings nur eine Selbsttauschung zur 
eigenen Gewissensberuhigung. Stellt sich spater heraus, daD die Vorausberechnung nicht 
richtig war, wenngleich sie keinen Zahlenfehler enthielt, so wird die Schuld in del' Regel 
dem Gegensatz von Theol'ie und Praxis zugeschoben. Eine auf physikalischen Tatsachen 
in mathematischer Form entwickelte Theorie kann aber nicht falsch sein, da die Mathematik 
auf reiner Logik aufgebaut ist. Die Schuld liegt vielmehr darin, daD die der Theorie zu
grunde liegenden Vereinfachungen und die ihr damit gesetzten Grenzen nicht immer klar 
genug ubersehen und daher zu weitgehende Verallgemeinerungen vorgenommen werden. 
Vielfach liegt ein Mangel auch darin, daD die Anwendung der vorhandenen Theorien zu 
umfangreiche Rechenarbeiten erfordert. Der Ingenieur sieht sich dann gezwungen, empi
rische, d. h. nicht auf den Elementen der Physik und Mechanik aufgebaute Formeln zu 
verwenden. Del' Anwendungsbereich solcher empirischen Formeln ist natiirlich nur auf die 
zufiilligen Umstande beschrankt, die bei den zugrunde liegenden MeDergebnissen vorhanden 
waren, er ist del' Formel spater nicht mehr anzusehen. Diese Undurchsichtigkeit wird noch 
erhoht, wenn sich die empirisch entwickelte Formel in unvollkommener Weise an ein Ge
setz del' Physik odeI' Mechanik anlehnt. 

Ein klassisches Beispiel fur derartige Rechnungsverfahren bilden die insbesondere seit 
dem Entstehen del' Bodenmechanik stark umstrittenen sogenannten "Rammformeln". Del' 
auDere Vorgang des Rammschlages kann, wie wenige andere, ziffernma13ig genau festgelegt 
werden. Es gibt daher sicher nur wenige Bauingenieure, die nicht durch die scheinbare Voll
standigkeit der bei der Rammung meDbaren Zahlenwerte dazu angeregtwurden, sie in irgend 
ein System zu bringen. So verlockend aber das Zahlenmaterial ist, so schwierig ist es, daraus 
irgendwelche formelmaHigen Zusammenhange allgemeiner Anwendbarkeit zu finden. Auf 
Grund del' bodenmechanischen Erkenntnisse wei13 man heute, daD mit Rammformeln bei 
bindigem Boden wenig anzufangen ist. Man kann sie hier vielleicht bei hinreichender Vorsicht 
zur vergleichsweisen Beurteilung von Rammwiderstanden benutzen, abel' daraus auf die 
Tragfahigkeit des Pfahles zu schlieDen, ist auDerst gewagt. Bei Sandboden glaubt man, 
den Formeln schon mehr vertrauen zu konnen, wenngleich die Grundlagen, auf denen sie 
aufgebaut sind, bei naherem Hinsehen auch nicht gerade sehr vertrauenerweckend sind. Aus 
diesem Grunde wurde bei der Festlegung des Normenblattes DIN 1054 auf die Verwendung 
von Ranlluformeln ganz vel'zichtet. Es wurden darin nur fur "Feld-, Wald- und Wiesen
zwecke" einjge grob geschatzte Mindestforderungen uber die Einsenkung des Pfahles bei 
der letzten Hitze aufgenommen. 

Die Ursache fur die Unstimmigkeit der Rammformeln liegt darin, daD selbst die auf 
anscheinend theoretischer Grundlage aufgebauten Formeln den Verlauf des Rammschlages 
nur in recht unvollkommener Weise erfassen. Auf die rein empirisch aufgebauten Formeln, 
deren Zuverlassigkeit allein yom Zufall abhangt, soIl hier erst gar nicht naher eingegangen 
werden. 

Bei der Ableit:ung der Redtenbacherschen FormeP wird von der Annahme ausgegangen, 
daD, sobald die Pressung zwischen dem Pfahl (voID Gewicht Q2) und dem aufschlagenden 
Bar (vom Gewicht Ql) die GroBe des Erdwiderstandes (W) erreicht hat, beide Massen sich 
mit einer gemeinsamen Geschwindigkeit u weiter bewegen. Nach dem Impulssatz ist dann: 

(1) Q112gh = (Ql +Q2)u; U = V'2ifi~ , 
Q1 + Q2 

1 Siehe Schocklitsch: Grundbau S.70ff. 
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worin g die Erdbeschleunigung und h die Fa,llhohe des Baren ist. Die beiden Massen nach 
dem StoB zukommende Energie betragt dann 

() 1nJ.+m22_ hQ¥ 
2 --2-U - Ql+Qa' 

Sie wird der Arbeit gleichgesetzt, die vom Erdwiderstand (W) wahrend der Verschiebung 
des Pfahles urn das MaB der Einsenkung (8) und infolge der elastischen Zusammendrlickung 
des Pfahles (die des Baren wird vernachlassigt) geleistet wird: 

hQ2 l 
Ql + lQ2 = W2 2 EF + 8 W, 

und daraus: 

(3) W FE( J/2 2hlQ~) =-z- -8+r 8 + (Ql+Qa)FE • 

Terzaghi flihrt in seiner Erdbaumechanik (S.267) den Nachweis, daB in der FormeI 
von Redten bacher vom sogenannten "vollkommen uneIastischen" StoB ausgegangen wird, 
und schlagt vor, mit einem "unvollkommen elastischen" StoB zu rechnen. Der Energieverlust 
(E'I)) beim StoB wird dabei in der Weise errechnet, daB von der unmittelbar vor dem StoB 
vorhandenen Energie Ql·h der Wert aus Gleichung (2) abgezogen und der sich dann ergebende 
Betrag mit einem Faktor 'I} = 1- n 2 multipliziert wird. 'I} bzw. n sollen dabei einen 
zwischen 0 und 1 liegenden Materialbeiwert darsteIlen, der davon abhangt, inwieweit das 
Bar-, Pfahl- und'Rammhaubenmaterial sich unter der Schlagwirkung wie ein elastischer 
Korper verhalt: 

(4) E - (Q h h Q~ ) _ Ql Qa h (1 2) 'I) - 1 - Qi + Qa 'I} - Ql + Q2 - n . 

Die durch den Ansatz (4) verbesserte Formel flir W erweckt den Anschein, als sei sie 
theoretisch einwandfrei, sofern die Materialkonstante 17 bzw. n richtig bestimmt wird. Ihren 
Ausgangspunkt bildet also die Gleichung (1), die tatsachlich bei der mechanischen Theorie 
des StoBes Verwendung findet. Sie kann auch ohne Anwendung des Impulssatzes so ab
geleitet werden, daB sie zugleich einen Einblick in die Vorgange beim StoB gestattet. 

m,~ 
K 

Beim Auftreffen der beiden Massen m1 und m 2 (siehe Abb. 1) liben diese einen 
gegenseitigen Druck (K) aus, der wahrend des StoBes zunachst (in der ersten StoB
periode) von 0 bis zu einem Hochstwert Kmax anwachst und danach (in der zweiten 
StoBperiode) wieder auf 0 zurlickgeht. Wird die Geschwindigkeit der Masse m1 mit v, 
die der Masse m 2 mit c bezeichnet, so ist: 

(5) 
dv 

m1Jt= -K und 

Durch Addition beider Gleichungen und In.tegration der Summe wird 

m1 (v - vo) + m2 (c - co) = 0, 

Abb. 1. worin der Index 0 die Werte zu Beginn der ersten StoBperiode anzeigt, d. h. Co = o. 
Zu Beginn der zweiten StoBperiode haben beide Massen das Bestreben, sich wieder vonein
ander zu losen, sofern nicht die von der Kraft K hervorgerufenen Verformungen voIlstandig 
plastischer Natur sind, wie es etwa der Fall sein wiirde, wenn beide Massen aus Knetgummi 
bestiinden. 1m letzteren FaIle warenur eine erste StoBperiode vorhanden und beide Massen 
wiirden sich danach mit der gemeinsamen Geschwindigkeit v = c = U 

(6) U= 1nJ.~ 
c 1nJ. + ma 

weiterbewegen. Nach Einsetzen von Vo = 12 gh und m = .2.ergibt sich der gleiche Wertfiir u 
g 

wie in Gleichung (1) sowie der gleiche Energieverlust wie nach Formel (4). 
Dieser bei plastischen Korpern totale Energieverlust am Ende der ersten StoBperiode 

verursacht an den Massen m1 und m 2 eine Verformung, die auf die Gesamtbewegung ihres 
gemeinsamen Schwerpunktes ohne EinfluB ist und sich daher nur auf die gegenseitige Be-
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wegung von m1 und m z storend auswirkt. Bei teilweiser elastischer Verformung, die in der 
Praxis stets vorhanden ist, kann nur ein Teil der Verformungsarbeit verlorengehen, so daB 
die Darstellung in Gleichung (4) durchaus Zeit 
berechtigt ware, wenn sich der Ramm
schlag in der in Abb. 1 dargestellten Weise 
abspielen wiirde. 

Der durch die Gleichungen (5) zum I 

Ausdruck gebrachte Ansatz gilt nur fUr I I 
eine waagerechte Bewegung der Massen m1 Iii 
und m 2• Bei dem in lotrechter Richtung m : ! I 
vor sich gehenden Rammschlag konnen eg I I I I I 

im Gegensatz hierzu auch die Krafte Qv -Tyo;r~deTm~,-!I_-fI",,~e~}s~~::,e~=--~.-+I-;,~z.;::w~e,,:,ili::=-ej:::---. t-I ,~na'(;IJ,::l"'-:ict.::e=-m 
Qz und insbesondere der Erdwiderstand W Alffschlag I ISfofjperiode I Sfofjperic)(i,e i Schlag 

I I: I I I I einen wesentlichen Beitrag zur Energie- I 

umsetzung leisten. 
- Die sich beim Rammschlag in Wirk~ 

lichkeit abspielenden Vorgange sind in 
Abb. 2 dargestellt. Hiernach wachst die 
Kraft K nach dem Aufschlag der Masse m1 

auf m z zunachst bis auf den urn Qz ver
minderten Erdwiderstand Wan, bevor 
iiberhaupt eine Bewegung von m z eintritt. 
Dem weiteren Wachsen von K entspricht 
eine beschleunigte Bewegung des Pfahles. 
Zum Zeitpunkt K = Kmax werden die 
Tangenten an die Weg-Zeitkurven von m1 

und m z einander parallel, d. h. die Ge

Biir 

Z2 nirri'mt ab 

Abb.2. 

schwindigkeiten beider Massen werden voriibergehend einander gleich. 1m Augenblick 
K = W - Qz der zweiten StoBperiode hort die Beschleunigq.ng des Pfahles auf. Am Ende 
des StoBes losen sich m1 

und m z wieder voneinan
der ab. mz steht dann nur 
noch unter dem EinfluB von 
Qz und W, wahrend m1 zu 
einer neuen Schlagbewe
gung ansetzt. DadeI' von K 
heI'voI'gerufene EnergieveI'
lust praktisch nicht voll
kommen ist, muB also nach 
dem Schlage eine Entfer
nung beider Massen vonein
ander eintreten, die um so 
weitgehender sein muB, je 
groBer Kmax wird. DaB eine 
solche Trennung auch wirk
lich vor sich geht, zeigendie 
vom Verfasser bei ModelI-

I ~l 1, J-
I ,-J I ! 0;;' I ,J .! .1 I 100 sec , 

1 1,\ f/ah/(lBwicht _a2 -F--
f----+--

J ~ Biirgewicht 1 ! ~ J 1 fall"ii"e de8 Baren t9,89cm ,.. 

I"'V""·'~'" -Q~~ 
, 

, 'Bargewiclif 1 Pfohl 
---- , -1 ~~r~ -r--

-- -11 
~. Biirgewic!Jt T flail! I !~'#~ L ' 
1~~M~e das Baren 2$5Cr I -L_L __ t~-h\. ~ I !~ i 

I~ -

~ W 1------. I I ' ,~- , 1~ -N ~" ." I ~ 

J~ ~. ~ ~ \ ~ 

i~ -, ~ - r- '\l ~, "" I 
I~! I I 

...... 1'-- i ""- 1 I ~ 
~ I I I 

t 
_......1 '-:b ' 1 

-I I 1 1 I 

versuchen aufgenommenen Abb. 3. 
Weg-ZeitkurvenderAbb.31. 

l-

1st die Federung zwischen den beiden Massen m1 und m 2 , die experimentell gemessen 
werden kann, bekannt, so laBt sich fiir beliebige Annahmen von W der StoBverlauf im ein-

1 Die Kurven wurden durch Aufzeichnen der Bar- und Pfahlbewegung an einer sich mit groBer Geschwindig
keit drehenden Trommel aufgenommen. Die vollstandige Auswertung dieser Versuche steht vor ihrem AbscWuB 
und wird demnachst ebenfalls veroffentlicht werden. 

lYahl 
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zelnen mathematisch genau verfolgen. Um die Vorgange an sjch zu studieren, genugt es, 
Linearitat zwischen der Kraft K und der gegenseitigen Zusammendruckung beider Massen 
anzunehmen. 

Die Berechnung der \Veg-Zeitkurven setzt sich aus zwei Teilberechnungen zusammen, 
von denen die erste fUr den Zustand der Pfahh·uhe, d. h. bis zum Anwachsen von K auf 
W -Q2 , durchzufiihren ist und die zweite die weitere Bewegung beider Massen einschlieI3t. 

Abb.4. 

Fiir die erste Teilbewegung ist nach dem d'Alembertschen Prinzip (s. auch 
Abb.4): 

(7) mlxl=QI- K, 

worin nach obiger Voraussetzung 

(8) K = lXXI' 

wenn der Nullpunkt von Xl mit K = 0 zusammenfallt. 
Gleichung (8) in Gleichung (7) erhalt man: 

(9) 

Durch Einsetzen von 

d. h. die Differentialgleichung der freien harmomschen Schwingung. Ihre Lasung lautet: 

(10) Xl = Xlo sin p t + QI (1 - cos P t) , 
p (X 

worin Xlo die Geschwindigkeit von m l unmittelbar vbr dem Beruhren von m2 und p = V~~ 
m l 

ist (Frequenz der Schwingung t = 217/: V ;J . 
Nachdem K den Wert W - Q2 uberschritten hat, ist fur jede der beiden Massen eine 

d' Alem bert sche Gleichung anzusetzen: 

f m l Xl = QI - K, 

l m 2 X2 = Q2 + K - W. 
(11) 

Die in diese Gleichungen einzusetzende Kraft Khat einen Anfangswert von Ko und nimmt 
um IX (Xl -- X 2) zu, wenn die zu Beginn der zweiten Teilbewegung vorhandenen Werte Xl 

Abb.5. 

und X 2 zur Vereinfachung der Rechnung gleich 0 gesetzt werden, also: 

(12) K = Ko+ IX (Xl - x2 ). 

W kann, wie aus den bereits erwahnten Modellversuchen zu schlieHen ist, 
mit hinreichender Genauigkeit als konstant angesehen werden. Durch Ein
fuhren von (12) in (11) erhalt man ein System von zweimiteinander gekop
pelten Differentialgleichungen wie bei einer gekoppelten Schwingung mit zwei 
Freiheitsgraden. Eine Zerlegung in zwei Einzelgleichungen ist leicht durch
fuhrbar, wenn die Beziehungen von Xl und X 2 zur Schwerpunktsbewegung 
beider Massen angeschrieben werden. Bezeichnet X den Weg des gemein
samen Schwerpunktes S (siehe Abb. 5), so ist: 

X (ml + m2) = Xl m1 + X2 m2 
oder 

(13) 

Der Weg X muD der d'Alembertschen Gleichung fur die Schwerpunktsbewegung: 

(ml + m2) X = QI + Q2 - W 
genugen und betragt daher 

(14) l( TV)2. X = -- g - --- t + Xo t, 
2 ml+m2 

worin g Erdbeschleunigung und t die variable Zeit bedeutet. Durch Einsetzen von (13) und 
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(14) in die Gleichungen (11) erhalt man die getrennten Bewegungsgleichungen fur Xl und X 2 : 

,
.. Ko + m1 + m 2 ( ) Xl = g - - (J. --- X - Xl , 

m 1 rn1 rn2 " 

.• Ko - TV m1 + 1n2 ( ) 
X2 = g + .~-- + (J.-_. . X - X 2 • 

rn2 rn1 m2 

(15) 

Urn die Lasung von (15) anschreiben zu kannen, ist es zweckmaBig, X fiir den in Betracht 
kommenden Zeitraum in eine Fourier-Reihe zu entwickeln. Fur einen speziellen Fall kann 
die Lasung aber auch leicht unter Zuhilfenahme graphisch-rechnerischer Methoden oder 
durch schrittweise Ausrechnung erhalten werden. 

Fur die Beurteilung des Energieumsatzes, auf den es hier besonders ankommt, interes
siert lediglich die GraBe des Wertes K, fur die eine Lasung in geschlossener Form leicht 
maglich ist. Aus (12) folgt: 

(16) 

und durch Einsetzen von (11) oder (15) in (16) 

( 17) 

d. h. wieder die einfache Differentialgleichung einer freien harmonischen Schwingung mit 
der Lasung: 

(18) K ( T:V m2 Q) - Ko· - m 1 W = r .. -_. - 2 cos P t + -=- sm p t + ..... , 
m1 .+- m 2 l' 1rI'1 + rn2 

worin fur den Frequenzbeiwert p der Wert: 

--' V~+~ p= (J.._--
m11r12 

einzusetzen ist. Ko stellt die zeitliche Anderung von K zu Beginn des zweiten Rechnungs
abschnittes dar und ist als Endwert des ersten Rechnungsabschnittes mit Hilfe von' (8) 
und (10) unter der Annahme von K = W - Q2 zu berechnen. 

Die weiteren, in der zweiten StoBperiode vor sich gehenden Bewegungen lassen sich, 
wenn weiterhin Proportionalitat zwischen K und Xl - X 2 bestehen solI, in ahnlicher \Veise 
berechnen, nur ist Gleichung (12) durch 

(19) 

zu ersetzen, wenn 151 gemaB Abb.2 die Differenz Xl - x 2 an der Stelle Kmax darstellt und 
f3 den Anteil an plastischer Verformung, der den endgiiltigen Energieverlust bestimmt, 
zum Ausdruck bringt. Die Ableitungen der Bewegungsgleichung fur Xl und X 2 sowie del' 
Formel K sind im ubrigen "in gleichel' Weise ausfuhl'bar wie fiir Gleichung (15) und (17). 

Fur den Zeitpunkt, in dem K am Ende der zweiten StoBperiode den Wert 0 erreicht, 
hart die StoBbewegung auf. Der Bar ist dann bis zum nachsten Auftreffen wieder dem 
Fallgesetz unterworfen, wahrend der Pfahl gleichzeitigeine unter dem EinfluB von W ver
zagerte Bewegung ausfuhrt. Wie Abb. 3 zeigt, ist es maglich, daB der Pfahl vordem zweiten 
Aufschlag vollkommen zur Ruhe kommt, daB er aber auch bei der zweiten Beruhrung mit 
dem Bar noch eine solche Geschwindigkeit besitzen kann, die nicht wesentlich von der des 
Baren abweicht. 

Mit Hilfe der vorstehenden Formeln kannen fur beliebige Werte von QI' Q2' h, W und (J. die 
graBten, am Ende der erst en StoBperiode auftretenden StoBdrucke Kmax und damit die 
durch K geleistete Formanderungsarbeit berechnet werden. Unter der gewahlten verein
fachenden Annahme der Proportionalitat zwischen der Kraft K und der von ihr verursachten 
Zusammendruckung (K = (J.b) betragt die Formanderungsarbeit zur Zeit K = Kmax: 

E lK K!.x 
.,= 2' max 15 =~, 
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odeI' in Prozent del' unmittelbar VOl' dem Aufschlag vorhandenen Fallenergie des Baren, 
wenn del' sehr kleine Anteil Ql' a vernachlassigt wird. 

(20) 

Demgegenuber ergibt sich mit Hille von Formel (4) als entsprechende Prozentzahl, d. h. 
ohne den Beiwert 1]: 

(21) Ev= Ql~Q~100. 
1st del' Erdwiderstand so groD, daB es zu keiner Pfahlbewegung kommt, so folgt fUr 

k = ° aus Gleichung (8) und (10) fUr den Fall, daD auch hier del' geringe Ein£luD von 
Ql wahrend des Schlages vernachlassigt wird: 

(22) 

und nach Einsetzen in Gleichung (20) Ev = 100%, d. h. in diesem FaIle ist die ganze 
Schlagenergie in Formanderungsenergie umgewandelt, was ja auch ohne jede Rechnung 
rein uberlegungsmaDig del' Fall sein muD. Es kommt dann nul' noch zu einer Bewegung, 
die durch Gleichung (10) allein bestimmt wird. Gleichung (22) stellt somit auch den oberen 
Grenzwert fUr Gleichung (18) dar. Wir:d durch Einsetzen entsprechender Werte fur W ein 
hoherer Betrag fUr K erhalten, so hat diesel' fur das vorliegende Problem keine praktische 
Bedeutung. 

Beim Aufstellen del' oben genannten Rammformeln ist del' obere Grenzwert del' Ver
formungsarbeit bei sehr groDem W unbeachtet geblieben. Nach dem in Gleichung (4) an
geschriebenen, von Terzaghi verbesserten Ansatz zur Redtenbacherschen Formel ergibt 
sich nur €line groDte Verformungsarbeit, die fUr Q1 = Q2 stets 50 % (statt im Maximum 100 %) 
von Q1 • h betragt. Die auf Grund del' vorstehend entwickelten Gleichungen ermittelten Form
anderungsarbeiten sind stets nicht unwesentlich groDer als nach Gleichung (21), wie das in 
nachstehender Tafel durchgerechnete Beispiel zeigt. 

Berechnung del' Verformungsarbeit am Ende del' ersten StoDperiode unter 
del' Annahme oc = 0,5'104 tim, Q1 = Q2 = 1 t und h = 1 m: 

Erdwiderstand 

Win t 

o 
30 
60 

101* 

Verformnngsarbeit Ev in % von Ql h 

nach GJ. (20) I nach GJ. (21) 

50 
69 
89 

100 1 
50 

Nul' fur den praktisch unmoglichen Fall W = ° 
ist eine Ubereinstimmung vorhanden. Durch die 
Beifugung des Koeffizienten 1] in Gleichung (4) 
kann keine ausreichende Korrektur vorgenom
men werden, da er keine Materialkonstante 
darstellt, sondern vielmehr €linen hochst variab
len, auch von den Bedingungen des Systems 

abhangigen Beiwert darstellt. Die fur 17 angegebenen Grenzen konnen daher weit uber
schritten werden. Fur Q1 = Q2 muD sich 1] bei groDen Widerstanden W dem Grenzwert 2 
naher!)., wahrend del' entsprechende Grenzwert fur Q1 = 2 Q2 bei 3 liegen muDte. 

Die vor,stehend angestellten Betrachtungen uber die Verformungsarbeit stellen nul' €linen 
Teil del' gesamten Bewegungsvorgange unter einem Rammschlage dar. Sofern mit einem 
Freifallbar gearbeitet wird, mussen nach den Erlauterungen zu Abb. 2 noch weitere Auf
schlage erfolgen, bis del' Pfahl endgultig zur Ruhe kommt. Da sich del' ganze Rammschlag 
in einem Bruchteil €liner Sek. abspielt, ist das mehrfache Aufschlagen oft durch Gehor kaum 
feststellbar. Bei jedem weiteren Aufschlag treten auch weitere Verformungsverluste auf, so daD 
del' Beiwert 1] auch noch die Energieverluste del' weiteren Aufschlage enthalten muDte. Diese 
zusatzlichen Verluste sind gerade dann am groDten, wenn del' Verlust schon beim ersterr 
Aufschlag recht groD war. Del' groDe Energieverlust beim ersten Aufschlag wirkt sich in 
einer besonders groDen Kraft Krrmx und einer entsprechend starken Ruckfederung am Ende 
del' zweiten StoDperiode aus. Er fUhrt dazu, daD das MaD del' ersien Teileinsenkung des Pfahles 

* TV = 101 t erhalt man fiir K = Kmax. 
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(81) zwischen dem ersten und dem zweiten Aufschlag sich dem vVert del' Gesamteinsenkung (8) 
bis zum endgultigen Eintritt del' Ruhe nahert. Abb. 3 bestatigt somit z. B., daB mit groBer 
werdendem Verhiiltnis Q1: Q2 die Energieverluste beim StoB abnehmen. Eine entsprechende 
Bestatigung des Anwachsens der Energieverluste wurde auch bei gleichmaBigem Einrammen 
eines Pfahles, d. h. bei zunehmendem "\Niderstand W unter sonst gleichen Bedingungen 
gemessen. Dabei wuchsen die Verhaltniswerte 8 1 :8 von 0,20 bis auf 0,94 an. 

Die vorstehenden Erorterungen zeigen, daB es auf Grund mathematisch-physikalischer 
Uberlegungen durchaus moglich ist, auch in die etwas schwierig erscheinende Frage des 
technischen Ranimproblems Einblick zu gewinnen. Sie bringen den Nachweis, daB .die 
bisher vorhandenen, sich an das StoBgesetz del' Mechanik anlehnenden Formeln die tat
sachlich beim Rammschlag auftretenden Bewegungen und Krafte nul' in unzureichender 
Weise erfassen. Die am weitesten entwickelte dieser Formeln, die von Terzaghi verbesserte 
Redtenbachersche Formel, enthalt als Materialkonstante einen Beiwert, der auch von 
anderen Umstanden, insbesondere vom Rammwiderstand wesentlich beeinfluBt wird. Wenn 
.die vorstehend gegebenen Entwicklungen nur unter der Voraussetzung der Proportionalitat 
zwischen del' StoBkraft und del' von ihr hervorgerufenen Verformung aufgestellt wurden, so 
geschah es nur im Interesse einer besseren Ubersichtlichk(;)it der Rechnungen. Es ist naturlich 
auch moglich, beliebige Verformungsgesetze, gegebenenfalls durch entsprechende Nahe
rungsrechnungen, zu berucksichtigen. Jedoch hat dies nur einen Sinn, wenn das Vorformungs
gesetz durch entsprechende Versuche sorgfaltig ermittelt wurde. 

(Eingegangen am 25. 2. 1942.) 

Beitrag znr Bestimmnng von Eigenspannnngen in geschweillten 
Stahlteilen. 

Von K. KlOppel, Darmstadt. 

Mit 12 Abbildungen. 

Eigenspannungen haben im Stahlbau erst seit Einfuhrung der SchweiBtechnik groBere 
Beachtung gefunden, obwohl sie von allgemeinerer Bedeutung fUr das Verhalten unserer 
stahlernen Tragwerke sind; denn jede Belastung, die einen Teil eines Querschnittes uber die 
FlieBgrenze hinaus beansprucht, hinterlaBt bei der Entlastung einen Eigenspannungszu
stand. Also ergeben auch aIle Kerbspannungen Eigenspannungszustande, sofern die unter 
del' Nutzlast erzeugten Spannungsspitzen uber del' FlieBgrenze liegen. Dies ist beim ge
nieteten Tragwerk der Fall, weil die Spannungsspitzen an den Nietlochrandern fast den drei
fachen 'Vert del' Nennspannung erreichen. Auf Grund dieser Erkenntnis, daB unsere ge
nieteten Stahlbauten unter ihren Nutzlasten Eigenspannungszustande aufweisen, lassen sich 
sowohl unsere gilnstigen Erfahrungen mit genieteten, vorwiegend ruhend belasteten Brucken 
als auch die Dauerversuchsergebnisse, wonach bei gekerbten Priifstaben der AMall von del' 
Ursprungszugfestigkeit zur Wechselfestigkeit kleiner ist als bei ungekerbten, besser erklaren, 
als es bisher ublich war. SchlieBlich ware noch daran zu erinnern, daB der Eigenspannungs
zustand in del' Plastizitatstheorie fUr Biegestabe von grundlegender Bedeutung ist. Diese Hin~ 
weise lassen erkennen, daB die Vertiefung unserer Kenntnisse von den Eigenspannungen zur 
Klarung mancher Forschungsfrage des Stahlbaues beitragell kann. 

Um uber die GroBe und den Verlauf der Eigenspannungen in geschweiBten Stahlteilen 
Klarheit zu erlangen, wurde von jeher das ZerlE;lgungsverfahren mit Riickfederullgs
messullgen angewandt. Eill Sonderverfahren, das BiegepfeilmeBverfahren, zeigte 
Stablein1 bei der Ermittlung der Eigenspannungen in einseitig durch Wasser abgekuhlten 
Knuppeln rechteckigen Querschnitts, die also konstante Querschnittsbreite aufwiesen. 
Dieses Verfahren, das in mancherlei Hinsicht zweckmaBig ist, wurde auch auf Stabe mit ein
seitig aufgelegter SchweiBraupe angewandt. Erganzend soll nun gezeigt werden, wie man bei 

1 Sta blein: Krupp Mh. Bd.12 (1931) S.93. 
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prismatischen Stab en mit veranderlicher Querschnittsbreite - wie z. B. beim I-Trager mit 
auf del' AuBenflache eines Flansches mittig aufgelegter Langsraupe - zum Ziele kommt. Zu 
dies em Zweck wird von dem Stab mit rechteckigem Querschnitt ausgegangen. 

Abb. 1 stellt den Querschnitt eines Tragers mit mittig aufgeschweiBter Langsra.upe dar. 
Diesel' SchweiBvorgang hat als partielle Erwarmung Eigenspannungen (Schrumpfspannungen) 
zur Folge, wegen deren Entstehung auf das Schrifttum 2 verwiesen sei. Vereinfachenderweise 
wird del' dreiachsige Spannungszustand als einachsiger betrachtet, so daB die Eigenspannungen 
jeweils iiber die Stabbreite konstant sind. Weiter werden del' Berechnung das Hookesche Ge
set7- und die Bernoullische Hypothese zugrunde gelegt, was abel' bei Eigenspannungen 
nicht zum _N a vierschen Geradliniengesetz del' Spannungen fiihrt. 

Die Eigenspannungen kann man sich im vorliegenden Fall aus zwei Teilen an (ho, x) und 
ab(ho, x) zusammengesetzt denken. Die Spannung an (ho, x) tritt auf, wenn man den durch 
die SchweiBraupe nach deren Seite konkav gekriimmten Stab durch ein entgegengesetzt ge
richtetes Biegemoment 111 wieder gerade richtet. Diese Normalspannung ist abel' - im Ge
gensatz zum axial beanspruchten Stab - nicht iiber die Querschnittshohe gleichmaBig 
verteilt. Zwangslaufig ist nun unter ab (ho, x) die Biegungsspannung infolge des Momentes M 

ty zu verstehen. 
ty : __ Von den beiden Teilspannungen laBt 

_~ ffi~-''1 x sich ab (ho, x) leicht aus del' gemessenen 
-- 4--)-- Durchbiegung des Stabes (Biegepfeilmes-

i l---Sh ,---" : sung) berechnen. Es bleibt also nur iibrig, 
: '" hO~-----1 r--- h----1: den zweiten Teil del' Spannung an (ho, x) , , : i: zu ermitteln. Zu diesem Zweck wird del' 
:~: I~II IV '"tj IV o-(lI.,x/ 'i I Stab schichtweise auf seine ganze Lange 
V d(llo, x) I V i I von ho jeweils auf h abgearbeitet (Abb. I, 
, i \ I rechts) und del' neue Biegepfeil gemessen. 
, ,I I 
~,x}; M(llo} ! ~:: Aus den verschiedenen Stabhohen h ent-
i,~ I~ I I sprechenden Biegepfeilmessungen f wird 

. . ~ I Ob(h,x};M(h/i I d (h f d Ii h S b , 0:. (lz x) I I I ann an 0' x) iiI' en urspriing c en ta V'+ n 0, - I ~l~ _~==d mit del' Hohe ho berechnet. Hierzu ver-
~f~ fiigt man fiir.jeden Abarbeitungszustand, 

V t also fiir jede Stabhohe h, iiber zwei Gleich-

Abb. 1. 
gewichtsbedingungen: 

(I) E H = 0, (II) EM = o. 
Die Verkniipfung von an (h, x) und an (ho, x) ergibt sich aus del' Uberlegung, daB aIle Langs
fasern des geradegerichteten Stabes von del' jeweiligen Hohe hum das gleiche MaB langeI' odeI' 
kiirzer sind als diejenigen des geradegerichteten Stabes von del' urspriinglichen Hohe ho, d. h. 
del' U nterschied 

(III) 

ist iiber den ganzen Querschnitt des Stabes von del' jeweiligen Hohe h konstant. 
Es werden zunachst die Grundgleichungen fiir solche prismatische Stabe abgeleitet, deren 

Querschnittsflachen zur x-Achse symmetrisch sind (Abb. 1). Wie bereits erlautert, sind die 
Eigenspannungen im urspriinglichen Zustand 

(1) a (ho, x) = an(ho, x) + adho, x) 

und nach der Abarbeitung von ho auf h 

(la) a(h, x) = a,,(ho, x) + Llan(h, x) + ab(h, x). 

Mit Gleichung (1) liefert E H = 0: 

f a(ho, x)dF =f an(ho, x)dF + f ab(ho, x)dF = O. 

1 Vgl. etwa Stahlbau-Kalender 1940 S. 384. 
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Da 

sein muB, ist auch 

(2) 

Mit Gleichung (1) erhiilt man aus .E M = 0 in bezug auf die y-Achse: 

Diese Gleichung geht mit 

(3a) 

tiber in 

(3) 

I al/(ho, x) xdF +1 ab(ho, x) xdF = o. 

63 

Mit Gleichung (la) ergibt.EH = 0, wenn Fh die Querschnittsfliiche bei del' Querschnitts
hohe h ist: 

I a(h, x)dF = I an (ho , x)dF + L1an(h)I dF + I ab(h, x)dF = o. 
J"J. F,. Fh Fh 

Da das letzte Glied Null ist, folgt hieraus 

(4) an (h) = -:- ;hf an(hO' x)dF. 
Fh 

Mit Gleichung (1 a) schreibt sich schlieBlich .E M = 0: 

I a(h, x) xdF = I an(ho, x) xdF + L1an(h)I xdF + I ab(h, x) xdF = o. 
I!'7~ Ph Fh 

Ersetzt man in diesel' Gleichung LI a a (h) durch die rechte Seite del' Gleichung (4) und wird 

(5a) I ab(h, x) xdF = M(h), 
Ph 

ferner del' jeweilige Schwerpnnktsabstand 

8" = ;hf xdF 
Fh 

gesetzt, so erhiilt man 

(5) I an(hO' x) xdF- 8,,1 an(ho' x) dF + M(h) = o. 
Fh Fh 

Die Gleichungen (2) und (5) sind die beiden Grundgleichungen zur Ermittlung von an (ho, x). 
Die Momente M (ho) und M (h) gemiiB Gleichungen (3a) und (5a) berechnen sich nach 

(6) M(ho)=EJo~ und M(h)=EJ,,~, 
eo eh 

worin eo und (2" die Krtimmungsradien des Stabes im ursprtinglichen und im jeweiligen Ab
arbeitungszustand bedeuten. 

Stabe mit konstanter Querschnittsbreite b (Abb. 2). 
In diesem Faile ist die Schwerpunktsbahn bei del' Abarbeitung die durch den Nullpunkt 

gehende Gerade s" = ~ . Damit gehen die Grundgleichungen (2) und (5) tiber in 

h. 

(7) I an(hO' x)dx = o. 
U 

h h 

(8) f xan(hO' x)dx - ; fan (ho , x)dx + M(h) ~o. 
o 0 
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Hierin ist 

(6a) 

Differenzierl man Gleichung (8) nach h, so ergibt sich 
h 

h If dMh han(ho, h) - <;;an(ho, h) - <;; an(ho, x)dx + 7ji- = 0, 

° 
oder 

h 

(9) f an(hO' x)dx = han(ho, h) + 2M'(h). 
u 

Mit dieser Gleichung schreibt sich Gleichung (8): 

ty fh h2 --
. xan(ho, x)dx - <;; Gn(hO' h) - hM'(h) + M(h) = O. 

o 

x Nochmalige Differentiation dieser Gleichung liefert: 

h a (h h) - ha (h h) - h2 d<Jn(ho, h) - M'(h) - h M" (h) + M' h = 0 
n 0' n 0' 2 dh ' 

(10) 

Die allgemeine Lasung dieser Differentialgleichung lautet 

h h 

IL (11) an(hO' h) = -2 f M'~(h) dh + e = _2Jfi.~(h) -2 fJfi.~~hldh + e. 
Abb.2. o 0 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten e steht uns die Gleiehung (7) znr Verfugung. 
Danach muE Gleichung (9) fur h = ho zu Null werden. Hieraus ergibt sich 

(12) 

Dnrch Gleichsetzen dieser Gleichung mit Gleiehung (11) fUr h = ho erhiilt man 
ho 

(13) e = 2 fM~~h)dh. 
o 

Damit sehreibt sieh Gleiehung (11) 
ho 

( L4) (h h) = - 2M'h + 2fM'(h) dh an 0' k hZ' 
h 

Den Wert M' (h) erhiilt man dnreh Differentiation von Gleiehung (6a) zu 

Mit den Bezelchnungen 

(15) 

wird 

(16) 

M'(h) = h2 E + h3 ~ (E). 
4 en 12 dh en 

Geht man mit diesem AusdJ'Uck in Gleichung (14), so ergibt sidl 
ho ho 

an(ho, h) = - ; cp(h) - ~2 cp'(h) + ~f cp(h)dh + ~J hqJ(h)dh. 
h h 
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Hieraus erhalt man nach Vertauschung von h mit x und nach partieller Integration 
h. 

(17) an(ho, x) = -~-h<irp(ho) - ~ xrp(x) -- x; gf(x) + +f rp(x)dx. 
h 

Damit ist (fn ermittelt. Die die Eigenspannung erganzende Biegungsspannung (fb ergibt sich 
aus Gleichung (5a) fur den allgemeinen Fall zu: 

(18) (fb (ho, x) = _ll;:to) (!~o -- x) . 

Bei rechteckigem Querschnitt gilt: 

(18a) ab(ho, x) = - rp(ho) (2~o - x) . 

Somit erhalten wir schlieBlich nach Gleichung (1) durch Addition der Gleichungen (17) und 
(l8a) die gesuchte Eigenspannung im ursprunglichen Zustand ho zu 

h. If x 2 dcp(x) 2 ] ho-x (19) (f(ho, x) = '3 rp(x)dx - (f-dX - -fx[rp(x) - rp(ho) - --oj-rp(ho)' 
x 

Bemerkenswert ist, daD sich iur x = ho 

§' 6 
E';.., 5 

ergibt, wonach sich die Randspannung auf :~ ~ 
~'-..'I der der SchweiDnaht gegenuberliegenden .,~ 

Seite allein durch den Differentialquotient ~ ~J 
der experimentell festzustellenden rp (x)- '2?~ 2 

1) nach 8chweilJen 
nicht gegliihf 

Kurve an der Stelle x = ho ermitteln O'---'-----l----l.,-----' 

laDt. Fur jeden anderen Punkt a < x < ho .." 10 h zr:n mmJO '10 

bestimmt dagegen der Verlauf der rp (x)- ~~ 15 
~t: Kurve zwischen ho und x die Spannung §~10 

a (ho, x). Auf Wiedergabe der zahlen- ~~ 
() A . V h 0 .~.~ 5 malJigen uswertung emes ersuc. es mU1J ~ 

aus Platzmangel zugunsten eines entspre
chenden Beispiels fUr einen Stab mit ver
anderlicher Querschnittsbreite verzichtet 
werden. Es sei nur noch erwahnt, daD auch 
mit der Abarbeitung von der SchweiBnaht-

nlnmm 

Abb.3. 

seite aus begonnen werden kann, ohne daB 
das Verfahren im Grundsatz zu andern 
ist. Dieser Weg fUhrt schneller zum Ziele, 
weil die Abarbeitung nur bis zum Ende 
des plastizierten Stabteiles durchgefuhrt 
zu werden braucht, der groDere Teil des 
Sta bes also unzerstort bleiben kann. Ferner 
ist dann die graphische Auswertung der 

O~--~--M~--~~--~W 

E l/e-Kurven, die jetzt kiirzer werden als '" 
im anderen Abarbeitungsfalle, weniger 
umfangreich. Auch wird zugleich die Aus
dehnung des plastizierten Bereiches ldar 
und schnell bestimmt. Der Nachteil dieses 
Weges besteht darin, daB die Auswertung 
an der Nahtseite, also gerade dort, wo mit 
der Differentiation begonnen werden muD, 

7z In mm 

1) alme 

l:: 
~ 

VorerwtirmLJng 
Abb.4. 

2.) nach tSchweilJen 
geglliht 

o 10 .zo JO 
li. in mm 

s~v m ~ 
o ~JO '10 
Naht 7z inmm 

0,2 

0,1 

OL---~--~~~--~ 

10 

5 If(mm 
'§ 

2) mit rorerw(j'rmLJ~g 

weniger genau ist als im anderen Faile. In Abb. 3 und 4 sind die experimentell ermittelten 
Kurven der E-fachen Krummung und deren Auswertung zu den Eigenspannungen fiir beide 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 5 
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Abarbeitungsrichtungen dargestellt. AuBerdem lassen diese Abbildungen den EinfluB des 
Ausgluhens (625 0 C) des geschweiBten Stabes und auch seiner Erwarmung vor dem Schwei
Ben (3000 C) auf die Eigenspannungen erkennen. 

Stabe mit veranderlicher Querschnittsbreite (I-Trager). 
In diesem FaIle ist die Querschnittsbreite stufenweise veranderlich, und die Schwerpmlkts

bahn 8 = t (h) verlauft im Bereich des oberen Flansches, dessen AuBenseite die SchweiBraupe 
tragt, und des Steges nicht mehr geradlinig, sondern hyperbelformig, wenn mit der Abarbei
tung am unteren Flansch begonnen wird. 

Geht man wie beim Stab mit rechteckigem Querschnitt vor und berucksichtigt man, daB 
die Schwerpunktsbahn 8 = t (h) eine Kurve ist, so ergibt sich an Stelle der Gleichung (10) 
folgende verwickelte Differentialgleichung 

(20) dan (hoh) (2S'-1 S'S") M"(h) . s's"M'(h)_ ----a (h h) --+- +-------0. dh n 0 h-l s' b(h-s) b(h--s) 

Die Losung ist praktisch kaum moglich, weil 8, 8' und 8" keine einfachen Funktionen und fur 
Flansch und Steg auch noch verschieden sind. Es wurde nun versucht, fur I 20 eine nahe

100 

fiiBO 

0: 50 ." 
,,>"''10 

rungsweise fUr die ganze Tragerhohe gultige Funktion 

8 = -~ - 0,24 xVsin~ n 
2 . ho 

anzuwenden. Aber auch diese Funktion ist fur eine Losung 
der Gleichung (20) noch zu kompliziert. Wird nun die Schwer
punktsbahn durch einen Polygonzug gemaB Abb. 5 ersetzt, 
so erhalt man die einfachere Differentialgleichung 

(20a) da,,(h) + !- 21~ (h).L ~ + 0 
dh h-s an 'b(h-s) , 

deren Losung lautet: 
20 
o~C+L-L-~~~~~~~ 

(21) 

Abb.5. 
D · . d {3 d 2n-l arm sm =n-1 un p= n--l' 

Die Integrationskonstante 0 wird in ahnlicher Weise wie beim Stab mit rechteckigem 
Querschnitt ermittelt. Damit und unter Beachtung der Gleichung (1) erhalt man im Bereich 
des oberen Flansches (hI < h < ho) 

ho 1 fM'(X) P 
nO. -b-(X-S) °dx 

(h ) = x 0. _ _ _ M' (x) _ M (ho.) (ho _ ) 
a 0' x (x _ s)"O bo.(x-s) J o 2 x, (22) 

Fur den Bereich des Steges und des unteren Flansches laBt sich a (ho, x) ebenfalls aus 
Gleichung (21) ermitteln, indem die Integrationskonstante jeweils aus der Bedingung be
stimmt wird, daB die Spannungen im Fbnsch und Steg an der trbergangsstelle gleich 
groB sein mussen. Die Ergebnisse lauten im Bereich des .Steges (h2 < h < hI)' . 

h, 1 

'fM'(x) )/3, AOin1 -b-(X-S dx 
. 1 

x _ M'(x) _M(ho)(ho._X) 
(x-s),'" bdx-s) J o 2 '. 

(22a) 

und im Bereich des unteren Flansches (0 < h < hI) 
h2 

(22b) a (ho• x) = -~ + 2 fM' (x) d x _ 2M' (x) _ 1!!.(ho. ) (ho - x) , 
( ~ )'" x b2 x 2 b2 X J o 2 
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Darin sind 

und 
h, 1 

k - f1W (X) ( )/hd 1- -b- X-S x. 
1 

1t2 

Wenn auch die Wahl eines Polygonzuges an Stelle der krummlinigen Schwerpunktsbahn 
Naherungsfunktionen fur die Eigenspannungen in geschlossenen Formeln [Gleichungen (22), 
(22a) und (22b)J liefert, so hat sich doch bei ihrer praktischen Anwendung herausgestellt, 
daB gerade diese vereinfachende Annahme die abgeleiteten Formeln unbrauchbar macht. 
Mit anderen \'\Torten: Es darf nicht s" = 0 gesetzt werden. Deshalb muBte ein anderer Weg 
eingeschlagen. werden. 

Urn an (ho' x) zu ermitteln, ersetzen wir Gleichung (5) durch nachstehende Gleichung, wo
bei zur Vereinfachung statt an (ho, x) 
nur a geschrieben wird: 

.2 a L1 F x - si.2 a L1 F + MXi = o. 
ErfaBt man a L1 F als kleine Krafte 
(Abb. 6), so geht diese Gleichung 
uber in 

i t 

(23) .2 Pic rk - Si .2 P k + MXi = o. 
1 1 

Dieser Ausdruck laBt sich mit Hilfc 
des Gedankenmodelles eines von der 
Einspannstelle bis zum Punkt Xi Abb. 6. 
durch die Last p = b . a belasteten 

Un (h.o,x) 

"i-1 

i-1 t 

. I---dxil - Ii---------i 
---Xi 

iTt 

Kragtragers 1 so deuten, daB die erste Summe dessen Einspannungsmoment M. und die 
zweite dessen Auflagerkraft A darstellt. Somit konnen wir auch schreiben: 
(23a) Aisi - Mei= M Xi • 

Die Aufgabenstellung kann nun wie folgt ausgedruckt werden: Gegeben ist der jeweilige 
Unterschied MXi zwischen den Momenten Ai Si und Mel eines Kragtragers, der jeweils von 
derEinspannstelle bis Xi belastet ist. Gesucht ist die Belastung p. 

Zu diesem Zweck schreiben wir zunachst die Gleichungen fur X i - 1 und Xi an: 

X i - 1 : Ai-1Si --1 - Me(l_l) = M Xi_1 ' 

Xi: (A i - 1 + Pi)Si- (MeU_ 1) + Piri) = Mx;. 

Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so ergibt sich 
(24) A i_1 L1Si + PiSi - Piri = L1Mi . 
Darin sind: 

(24a) 

(24b) 
(24c) 
(24d) 

i-I 

A i - 1 =.2 Pk' 
1 

L1 Si = Si - Si-1 , 
ri = Xi - ei , 

LlMi = M xi - M Xi _ 1 • 

1 Der gedachte Kragtrager braucht Iiicht gerade an der Stelle, wo die SchweiBnaht liegt, eingespannt zu sein, 
d .. h. man kann den Anfangspunkt der x-Achse beliebig wahlen. 

5* 
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Mit der Annahme, daB innerhalb der einzelnen Abschnitte die Spannung a geradlinig ver
lauft und die Breite des Querschnitts konstant bleibt, erhalt man: 

(25a) P.= ai- 1 + ai b.L1 .= ai_l + a, L1F. 
, 2 ,X, 2 ' , 

(25b) 

Die Einfuhrung der Gleichungen (24a), (24c), (25a) und (25b) in Gleichung (24) liefert: 
i-I 

Lla i ",,( + .)LlF _1li-1+ ai L1F.( _ ._~x; 2ai=1.+ ai)=L1M. 
2 L.J a "-1 ale'" 2 'Xi S, 3' " 1 . ai_1 --r a.; 

Mit den Bezeichnungen 

(25c) 
J rAi = L1Fi (Xi - Si ~ Ll3X,), 
1 a~ = L1Fi (Xi - Si _ 2 ~ Xi) 

ergibt sich 

(26) 
i-I 

L1si~' (a/,;_1 + a k) L1F" - rA~ai-l - rAi a i = 2 L1lJfi • 
1 

SteUt man diese Gleichung fur die Abschnitte i-I und i auf 

i-I: 

i: 

so erhalt man fur die Differenz beider G~eichungen: 

(27a) ( AF + O(L, ,), (AF O(i-1 _~) _ ~ _ 9 I.:1 M i _ LlMi":l) 
a i - 2 LJ i-I A. "I a i- 1 LJ i-I + A . A. A. a i - ~ I A . A • 

LJ 8'Z-1 LJ 8,-1 LJ8t Lt8 t \ LJ 8, LJ Si-l 

Mit den Abkurzungen 

(27b) 

geht Gleichung (27a) uber in: 

(27c) + b + 2 (LlMi LlM i _ 1) ai ai-2 . i a i - 1 ci ai = -,,- - --;,-_. . 
\ Ll 8i Ll 8i-1 

Aus dieser allgemeinen Gleichung laBt sich die Spannung a - das war vereinbarungsgemaB 
an (ko, x) - ermitteln. Es konnen n solche Gleichungen fUr n Abschnitte aufgestellt werden. 
Zu berechnen sind ao bis am so daB die Zahl del' Unbekannten n + 1 ist. Die (n + I)-te Glei
chung liefert Gleichung (2), die nunmehr lautet: 

n n 
(28) 2) P" = ~ 2) (ak-l + a k ) LlF,,= O. 

1 1 

Setzt man Gleichung (28) in Gleichung (26) ein, so erhalt man die (n + I)-te Gleichung als 
die letzte Gleichung: 

(27d) a (L1F + ~~ ') + a (L1F +~) = _ ~~ M" . 
n-l n 8" n n Lls" Ll 8" 

Die Gleichungen (27) kann man auch abgekiirzt schreiben 

ai X i- 2 + bi Xi-1 + Ci Xi = Zi' 
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wenn die gesuchten Spannungen a mit X und der feste Wert auf der rechten Seite - das 
"Belastungsglied" - mit Z bezeichnet werden. Dieses dreigliedrige Gleichungssystem mit 
nur 2 Unbekannten in der ersten und letzten Gleichung unterscheidet sich von den drei
gliedrigen Elastizitatsgleichungen dadurch, daB Ci =+= ai+1 ist, weil der Maxwellsche Satz nicht 
zugrunde liegt. Die numerische Losung wird dadurch erschwert, daB die Beiwerte b grund
satzlich kleiner als a und C sind. 

Damit ist die Ermittlung von an (ho, x) auf die Auflosung eines linearen dreigliedrigen 
Gleichungssystems zurtickgeftihrt. Mit an (ho, x) ist nach Gleichung (1) auch die gesamte 
Eigenspannung a (ho, x) bekannt. 

Es kann erwtinscht sein, die Randspannung a (ho, ho) auf der Gegenseite der SchweiBnaht 
schnell - d. h. ohne Auflosung des Gleichungssystems - naherungsweise zu ermitteln. Eine 
solche Naherungsgleichung kann leicht aus Gleichung (27 d) abgeleitet werden. 

Wir nehmen an, die erste Abarbeitungsschicht Lt Xn sei klein, so daB in Gleichung (27 d) 
ohne nennenswerten Fehler a,,-l = an gesetzt werden kann. Dann geht Gleichung (25c) 
tiber in 

I !IF ( Llx,,,) 
r:t.n = r:t." = LJ " x" - 8 n - 2 . 

Das ist gleichbedeutend damit, daB man an tiber die ganze Flache Lt F n gleichmaBig ver
teilt annimmt und die Kraft P n = an· Lt F n im Schwerpunkt der Flache Lt F angreifen laBt. 
Es ergibt sich aus Gleichung (27 d): 

(29) 

Darin ist 

1 
rn= ho+ 2Lts" - Ltx" 

oder A 
LJX .. 

= X n- 1 - 8 .. - 1 + 2· 
(29a) 

Hieraus folgt gemaB Gleichung (1) die Randspannung 

(30) 

Das mitgeteilte Verfahren und die damit gewonnenen Gleichungen (27), (27 a), (29) und (30) 
gelten nicht nur ftir 1-Querschnitte, sondern ganz allgemein ftir einfach symmetrische Quer
schnitte, wenn die Eigenspannungsquellen in der Symmetrieebene oder zu dieser symmetrisch 
liegen und die Querschnittsbreite b innerhalb des jeweiligen Differenzenbereiches Lt x kon
stant ist oder als konstant angesehen ~erden kann. Auf diesem \Vege sind auch Walzspan
nungen in I-Tragern bestimmt worden. Die Genauigkeit des Verfahrens ist nattirlich von 
der GroBe der Abarbeitungsschritte Lt x abhangig. 

1m AnschluB an die theoretischen Betrachtungen sei noch 
kurz die Ermittlung der Stabkrtimmung erlautert. In Glei
chung (6) wurde angegeben 

1 
Mch)=EJh1-· 

I!h Abb.7. 

Die e-Werte, die die Grundlage des Verfahrens bilden, werden nicht unmittelbar beim Ver
such gemessen, vielmehr in mittelbarer Weise wie folgt bestimmt. Die Versuchsmessungen um
fassen den Biegepfeil t in Stabmitte und die Sehnenlange l (Abb. 7). Unter der zulassigen 
Voraussetzung, daB der Stab in einem Kreisbogen gekrtimmt ist, ergibt sich die Krtimmung zu 

1 1 
(31) e = 12 12 • 

8+2 

Feinmessungen zeigten, daB sich die Sehnenlange l durch die Abarbeitung sehr wenig andert. 
Es ist daher berechtigt, in Gleichung (31) eine konstante mittlere Lange l einzusetzen. Weiter-
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hin ist 1 gegenuber l sehr klein, so daB die Vernachlassigung von 12 im Nenner der Glei
chung (31) zulassig ist. Damit vereinfacht sich Gleichung (31) zu 

1 8f 
(31a)-e = 12' 

und die Gleichungen (6) und (15) lauten 

(32) 

(33) 

8E 
M(",) = ----,;J",t." 

8E 
cp(.,) = 12 I",· 

Versuch. 
Mitgeteilt wird die Durchfiihrung und Auswertung eines Versuches mit einem 700 mm 

langen, ausgegluhten I-Trager, auf dessen AuBenseite eines Flansches eine Langsraupe mit 
einer 4 mm dicken, umhullten Elektrode mittig gelegt wurde. Links und rechts von der 

-1,500 

188.8 

-(000 

1Qq,q 

~t 
5 100 ~, 

'I 55.6 

+1,000 

5 111,0 
0 8,0 +1,5DO 

Abb.8. Abb.9. 

SchweiBnaht befinden sich die MeBdollen, deren Entfernung 650 mm betragt. Die Abarbei~ 
tungsschichten sind in Abb. 8 erkenntlich. Die Durchbiegungspfeile wurden Bowohl mit 
Spezialmikroskopen als auch mit Kienzle-Uhren gemessen. Beide GeratE;) gestatten die 
Durchbiegung auf 1/100 mm genau abzulesen und auf 1/1000 mm zu schatzen. 
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Die Kurve 1 in Abb. 9 gibt die gemessenen Werte fur 1 wieder. Daraus ergeben sich nach 
M... Gleichung (32) 

2 1 0 
Nil, " 188,8 200 

Abb.lO. 

8E 8·21000 
M(x) :-12Jxtx = 6502J",tx, 

.M(",) = 0,398Jxtx. 

Die Zahlenrechnung enthalt die nachstehende 
Tafel. 

Schnitt 
Abarbeitimg 

I 
J~ I t I M(x) 

h in mm 10"mm mm 104 kg/mm2 

° 200,0 2140,0 + 0,328 + 278,1 
I 188,8 862,0 +0,428 + 146,9 

II 144,4 409,5 + 0,563 + 91,6 
III 100,0 140,4 + 0,890 + 49,2 
IV 55,6 25,9 + 1,607 + 16,5 
V 14,0 1,0 - 1,190 . - 0,474 

VI 8,0 0,38 + 1,645 + 0,249 

Die Auftragung der M(x)-Werte liefert Kurve 1 in Abb. 10. Nunmehr wird das Gleichungs
system fUr die in Abb. 11 erkenntlichen Intervalle aufgestellt, so daB sich 11 Gleichungen 
ergeben. Die Beiwerte hi> bi und Ci berechnen sich nach der folgenden Tafel. 
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I:m I I n::, I m~21 
, 

I -Ci= ~ I I Punkt :V • (1.i 
bi - ai 

mnl mm Si 

0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 I 0,0 0,0 0,0 
1 11,2 1l,2 5,6 5,6 100,8 - 336,0 + 336,0 .L 336,Q + 0,0 , 
2 33,4 22,2 8,2 2,6 166,5 + 666,0 +1138,9 + 678,0 + 672,0 
3 55,6 22,2 12,5 4,3 166,5 +1096,7 +1380,8 + 208,7 + 832,5i 
4 77,8 22,2 18,4 5,9 166,5 +1269,8 +1467,4 + 277,5 +1263,2 
5 100,0 22,2 25,5 7,1 166,5 + 1400,8 +1574,0 + 233,1 +1436,3 
6 122,2 22,2 33,4 7,9 166,5 +1560,7 +1716,1 + 179,8 +1567,3 
7 144,4 22,2 41,5 8,1 166,5 + 1811,5 + 1962,5 + 71,1 +1727,2 
8 166,6 22,2 50,0 8,5 166,5 +1995,8 +2142,3 + 133,2 +1978,0 
9 188,8 22,2 59,3 9,3 166,5 +2051,3 +2186,7 + 257,5 +2162,3 

10 200,0 11,2 100,0 40,7 100,8 +2291,5 +2384,5 + 61,7 +2217,8 
0,0 +3392,5 +3299,5 

U m die "Belastungsglieder" der Gleichungen zu ermitteln, werden 
die einzelnen M-Werte aus der Kurve 1 in Abb. 10 entnommen. Damit 
ergeben sich folgende weitere Zahlenrechnungen: 

Punkt M(x) I 
M, 

\ 
3 Mi I 111:; M'-l 

10'kg/mm 10' kg/mm - 2- -2---
Si S, Si-l 

0 0 0 0 
I 2,5 2,5 8920 + 8920 
2 7,0 4,5 34600 + 25680· 
3 16,5 9,5 44200 + 9600 
4 31,6 15,1 51150 + 6950 
5 49,2 17,6 49600 - 1550 
6 69,6 20,4 51700 + 2100 
7 91,6 22,0 54300 + 2600 
8 117,0 25,4 59750 + 5450 
9 146,9 29,9 64300 + 4550 

10 278,1 131,2 64600 + 300 

71 

d(lza, h}- 0;, +1Ji, 

I + J 
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 

Mit den in vorstehenden Tafeln errechneten Wer- IY in kg/mm2 

ten lautet dann das Gleichungssystem nach Glei- Abb.12. 

chung (27c)und (27d) 33600" - 33600" 8920 , a , 1 

672,00"0 + 678,00"1 - 1138,90"2 25680 
832,50"1 + 208,70"2 - 1380,80"3 9600 

1263,20"2 + 277,50"3 - 1467,40"4 6950 
1436,30"3 + 233,1 0"4 - 1574,00"5 1550 
1567,30"4 + 179,80"5 -1716,10"6 2100 
1727,20"5 + 71,10"6 - 1962,50"7 2600 
1978,00"6 + 133,20"7 - 2142,30"8 5450 
2162,30"7 + 257,5 O"s - 2186,7 0"9 4550 
2217,80"s + 61,70"9 - 2384,.9 0"10 = 300 

3299,50"9 + 3299,50"10 = -64600 
Die Auflosung liefert die in Abb. 12 aufgetragene O"n-Kurve. Die noch hinzukommende 

Biegespannung O"b (ho, x) ergibt sich nach Gleichung (18) fUr x = 0, wo die SchweiBnaht 
liegt, zu (h 0) = _ M(ho) (~~) _ 0 = _ 278,1.104 .100 = -13 k / 2 

O"b 0' J o 2 2140.104 gmm. 
Abb. 12 stellt als Uberlagerung beider Spannungen die gesuchten Eigenspannungen dar. 
Vergleichsweise durchgefiihrte Versuche mit R iickfederungsmessungen erge ben befriedigende 
Ubereinstimmung bis auf die Verteilung der Eigenspannung in dem Flansch, auf dem die 
SchweiBnaht liegt. Diese Feststellung entspricht der getroffenen Voraussetzung, wonach die 
ermittelten Eigenspannungen in jeder Hohenschicht iiber die Querschnittsbreite konstant 
sind. Infolgedessen kann diese Berechnung nur eine Durchschnittsspannung liefern und 
nicht die in Wirklichkeit am Flansch mit SchweiBnaht vorhandene ungleichmiiBige Spannungs
verteilung. Die Spitzenspannung ist also groBer als die ermittelten Werte. Uber diesen Un
gleichformigkeitsgrad der Spannungen sind besondere Betrachtungen anzustellen, ebenso 
iiber die Frage des werkstofflichen Widerstandes in den meistbeanspruchten Zonen1. 

1 Kloppel: ElektroschweiBg. 1941 Heft 12 Dezember 1941; Heft 1 Januar 1942 und H!lft 2 Februar 1942. 
(Eingegangen am 19. 2. 1942.) 
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Analytische Untersuchungen iiber die ungiinstigste Lage vou 
GleitHiichen. 

Von H. Lorenz, Berlin-Tempelhof. 

Mit 5 Abbildungen. 

Die Untersuchung del' Gleitsicherheit von Bauwerken in del' Nahe von Boschungen 
sowie von hoch belasteten Einzelfundamenten wie Briickenpfeilern u. dgl. wird bekanntlich 
in del' Weise vorgenommen, daB die Form del' Gleitflache als bekannt vorausgesetzt wird, 
also entweder ebene Gleitflachen (Klassische Erddrucktheorie) odeI' kreisformige Gleitflachen 
(Fellenius) odeI' endlich spiralformige Gleitflachen (Rendulic) zugrunde gelegt werden. 
Es solI nicht del' Zweck del' vorliegenden Abhandlung sein, zu untersuchen, welche' Gleit
flachenform del' Natur am nachsten kommt, sondern es solI eine analytische Methode ent
wickelt werden, welche die Schwierigkeiten, die sich del' iiblichen Behandlung del' Gleitsicher
heituntersuchungen entgegenstellen, nach Moglichkeit beseitigt. 

Diese Schwierigkeiten sind folgende: 
Bei gegebenen Belastungs- und .GelandeverhaItnissen sowie bei Kenntnis del' boden

mechanischen Eigenschaften der Bodenschichten ist die Aufgabe gestellt, diejenige Gleitflache 
zu finden, fiir welche del' Sicherheitsgrad, d. h. del' Quotient aus den riickhaltenden Momenten 
dividiert durch die aktiven Momente, moglichst klein wird. Diese Aufgabe wird bekanntlich 
so gelost, daB man eine zur wahrscheinlichsten Gleitrichtung gedachte, serikrechte Erdscheibe 
von del' Machtigkeit 1 untersucht, also das an sich raumliche Problem auf ein ebenes Problem 
zuriickfiihrt. Sodann wird del' Erdkorper in Lamellen zerlegt und die einzelnen Lamellen
gewichte bestimmt, endlich die Momente del' Gewichte urn den Gleitflachenpol - das ist in 
diesem Fall del' Mittelpunkt des Kreises - gebildet und bei kreisformigen Gleitflachen die 
Momente del' Reibungskrafte, welche in del' Tangierungsebene des Gleitkreises liegen, er
mittelt. Dieses Verfahren ist so oft anzuwenden, bis die ungiinstigste Lage del' Gleitflache, 
d. h. also del' ungiinstigste Kreismittelpunkt und del' ungiinstigste Radius gefunden ist. 
Theoretisch sind 00 3 mogliche Gleitflachen zu untersuchen, von denen natiirlich eine ganze 
Reihe als praktisch unmoglich von vornherein ausschalten. Diese iibliche Berechnungsweise 
hat den unangenehmen Charakter einer reinen Versuchsrechnung, und zwar erschwert da
durch, daB das Aufsuchen des Kreismittelpunktes und des Radius vollig systemlos erfolgen 
muB; also selbst bei sorgfaltigster Anwendung dieses Verfahrens bleibt immer noch die Frage 
offen, ob es wirklich gelungen ist, die ungiinstigste Gleitflache aufzufinden. Eine weitere 
Schwierigkeit des bekannten Verfahrens ist diejenige, daB nul' bei sehr schmalen Lamellen 
die Momente aus den Reibungskraften angenahert richtig sind und daB, wie nachher be
wiesen werden solI, die Momente aus Reibungskraften von Lamellen mit endlicher Streifen
breite stets groBer sind als die Reibungskrafte bzw. Momente, welche sich durch die Integra
tion iiber die Lamellenbreite ergeben. 

Durch diese einfache Betrachtung erkennt man, daB del' Sicherheitswert, del' sich bei 
der Ermittlung nach del' bekaimten Methode ergibt, erheblich iiber 1 liegen muB, urn ins
besondere bei del' Annahme endlich breiter Lamellenstreifen die Ungenauigkeit del' Rechen
methode auszugleichen. Falls dies nicht moglich ist, d. h. wenn die ungiinstigste Gleitflache 
schon Sicherheitsgrade ergibt, die nicht wesentlich iiber 1 liegen, dann bleibt zur exakten 
Bestimmung nul' noch del' Weg, die Lamellen moglichst schmal zu wahlen, was abel' wie
derum eine bedeutende Arbeitserschwernis mit sich bringt. 

Urn nun diese oben genannten Schwierigkeiten zu beseitigen, solI del' Versuch gemacht 
werden, den ungiinstigsten Sicherheitsgrad analytisch zu bestimmen. Zu diesem Zweck 
muB die Funktion des Sicherheitsgrades 

(1) 'YJ = Mr+ Mrp 
Ma+Mp 
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aufgestellt werden, wobei Mr die Surnrne aller Reibungsrnornente, Mrp die Reibungsrnornente 
aus der Bauwerkslast, Ma die Surnrne aUer aktiven Mornente und endlich Mp das Moment 
der Bauwerkslast urn den Drehpol bedeutet. Die Werte fur M r, Mrp und Ma konnen durch 
Integration uber den entsprechenden Teil des uber der Gleitflache anstehenden Erdkorpers 
gefunden werden. Spater werden einige Beispiele fur bestirnrnte Gelandeverhaltnisse ein
gehend untersucht. Die Aufgabe ist nun, den Minirnalwert der Funktion 'YJ zu ermitteln. 'YJ ist 
eine Funktion der Veranderlichen x, y und r, wenn man in dem Kartesischen Koordinaten
system x und y als Koordinaten des Kreisrnittelpunktes und r als die Lange des Radius 
einfuhrt. Die Funktion 'YJ hatte also bei dieser Darstellung 3 unabhangige Veranderliche. Da 
abel' im allgemeinen ein Punkt·der Gleitflache festliegt, namlich die ruckwartige Bauwerks
begrenzung, durch die unter allen Urnstanden die Gleitflache fUhren muB, ist eine erheb
lich~ Vereinfachung der Rechnung dadurch zu erzielen, daB man statt des Kartesischen 
Koordinatensystems Polarkoordinaten einfuhrt. In diesem Fall ist namlich der Pol der Gleit
flache durch den Radius l' und dessen Neigung qy gegen die Horizontale bestimmt, wenn 
man als Zentrum des Polarkoordinatensysterns den erwahnten Eckpunkt des Bauwetkes 
annirnmt. Die Funktion 

17=/(R, qy) 

hat dann nul' noch 2 unabhangige Veranderliche. Die Bestiinmung del' ungunstigsten Lage 
der Gleitflache, d. h. des ungunstigsten Momentpoles und Radius ist durch partielle Dif
ferentiation und Nullsetzung nunmehr moglich. 'YJmin wird also erreicht durch 

!!..L = 0 und I!l = O. oR ocp 
Die Funktionen fur R und qy, die sich auf diese Weise ergeben, sind komplizierter Natur, und 
die Losung des Gleichungssystems ist mehrdeutig. Daher liegt der ungunstigste Pol im all
gemeinen auf einer Kurve, die den obigen Bedingungen genugt, d. h. man kann denselben 
ungunstigsten Wert fur 'YJ durch unendlich viele Gleitflachen finden. 

Urn nun auf Grund der allgerneinen Betrachtungen zu praktischen Ergebnissen zu korn
men, ist es erforderlich, fur die Gelandeform verschiedene Annahmen zu treffen. 

Zuerst sollen kreisformige Gleitflachen betrachtet werden, und zwar zunachst mit del' 
vereinfachenden Annahme, daB die Oberflache horizontal ist und del' Pol sich beliebig in 
del' Ebene bewegen kann, wobei die eine Einschrankung gell1acht wird, daB die Gleitflache 
durch die ruckwartige Bauwerkskante verlauft. Fur diesen Fall ergibt sich folgender Rech-
nungsgang: 

(1 ) 

Die aktiven Momente M a fallen bei diesel' Definition des Sicherheitsgrades aus del' Glei
chung. Versteht man dagegen unter 

lII, + Mrp + Mn 
(2) 'l'l 

./ = Ma+ Mp , 

wobei jetzt Mn die links VOll1 Pol wirkenden MOll1ente aus dem Erdkorper, ~7j,la die rechtR 
vom Pol wirkenden Momente bedeuten, so sind fur die obigen Allllahmen die Momente Ma 
und M n gleich groB, fallen abel' nicht aus del' Gleichung, und es ergibt sich aus der zweiten 
Definition - wie man sich leicht uberzeugen kann - ein etwas geringerer Sicherheitsgrad. 
Die einzelnen Momente konnen wie folgt angesetzt werden: 

(3) 

(4) 
n 
Z 
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'P.=180-'P1 

ymr3 f ( Sin2tp ) ymrll I 2 {5) M r =-3- sin97- sinr/ dcp=-3-(2coSCPl-sin2 971 nctg CPl) 

(m = tg des Reibungswinkels e). 

Die Reibungsmomente aus Bauwerkslast sind 

-(6) 
'Pp 

M rp = mr2pf sincpd97' 
'PI 

Hier bedeutet p die Bauwerkslast pro m 2 Fundamentflache. Die Bedeutung des Winkels 97p 
IP ist ami der Abb. 1 ersichtlich. Der 
t Wert 97p kann unter Benutzung der 

dJj 

Abb. 1. GIeitsicherheitsuntersuchung mit Kreisen. 

Beziehung 
b 

(7) cos CPP = cos CPl - r 
durch bekannte GroBen ausgedruckt 
werden, und man erhait durch Inte
gration 
(8) Mrp=mpbr. 

Die Momente aus Bauwerkslast werden 
zu 

(9) 

Die Funktion 17 hat, wie man aus den obigen Formeln ersehen kann, die Veranderlichen r und cpo 
Der Ansatz 

(10) ~=O ar 
fiihrt auf die Gleichung: 

{II) 

also auf eine Gleichung dritten Grades fiir r. 
Der weitere Ansatz 

(12) 

fuhrt auf die Gleichung: 

~=O atp 

(13) 2y r2 [1 - (2cos2 cp + sin2 cp) In ctg cp] + y r [b (1 - oo!tp + cos cP In ctg2 cP )] + 3pb = O. 
also auf eine quadratische Gleichung fiir r. 

Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt zweckmaBigerweise graphisch und fiihrt 
auf zusammengehorige Wertepaare fur r und cP, wovon jedes Wertepaar einen extremen 
Drehpol angibt. In dem vorliegenden Fall ergibt sich eine reelles Wertepaar, welches zu 
dem Drehpol gehort, der der ungunstigsten Gleitflache zuzuordnen ist. 

Die Aufgabe, die ungiinstigste kreisformige Gleitflache auf analytischem Wege zu suchen, 
ist so mit gelost, und es ist nun einfach, fur die vorkommenden Belastungsfalle ein Nomo
gramm fur 17min aufzustellen. Dieses Nomogramm (Abb.2) hat auf der Ordinatenachse 

den Wert 7]mln, auf del' Abszissenachse P aufgetragen. 
. m . y 
Aus dem Nomogramtn kann also fur jede Bauwerksbreite und jeden Reibungswinkel 

sowie fur aIle Belastungsfalle der Wert 1]min abgelesen werden. Wenn man nun zum. Ver
gleich nach der bisher bekannten Methode ,fur kreisformige Gleitflachen Z. B. unter An
nahme folgender \Verte: 

y = 1 , P = 20 t • b = 5 m 

und unter Benutzung des auf analytischem Wege gefundenen ungiinstigsten Drehpols die 
Oleitsicherheitsuntersuchung ansteIlt, so erhaIt man einen Sicherheitsgrad von 2,64. Da-
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gegen ergibt die rein analytische Untersuchung bei derselben Definition des Sicherheitsgrades 
den Wert von 2,36. Dieser Unterschied erklart sich aus der bereits vorn festgestellten Tat
sache, daB sich die Reibungsmomente bei graphischer Ermittlung durch Lamellenaufteilung 
stets etwas groBer ergeben als auf analytischem Wege. AuBerdem diirfte aber auch die Un
genauigkeit bei der Ermittlung der Reibungskrafte nach dem bekannten Verfahren einen 
nennenswerten Anteil an dem Unterschied in den gewonnenen Sicherheitsgraden verursacht 
haben. Man sieht also, daB die Bestimmung des 17-Wertes auf analytischem Wege erstens 
schneller, zweitens aber auch wesentlich genauer erfolgen kann. ____ ,---__ ~-, 'l,Or 

Wahrend die vorstehenden Untersuchungen und Betrachtungen '" 
sich ausschlieBlich mit kreisformigen Gleitflachen befaBt haben, soli 
nunmehr der Versuch gemacht werden, spiraliormige Gleitflachen in 
die mathematische Betrachtung einzubeziehen, wobei die spiral- 401-----1---1--------1 

formigen Gleitflachen der Gleichung 
(14) r = ro em<p 
genugen sollen, also logarithmische Spiralen sind. Die Anwendung 
derartiger Spiralen ist bereits von Rendulic vorgeschlagen worden, 
und zwar aus dem Grunde, weil bei der Benutzung spiraliormiger 
Gleitflachen die Momente aus den Reibungskraften wegen der Eigen
schaft der Spirale, daB die N ormale gegen den Poistrahl urn den Win
kel e abweicht, zu Null werden. Die Anwendung logarithmischer Spira
len zur Untersuchung der Gleitsicherheit bietet erhebliche Vorteile. 
Leider ist sie zur Zeit noch auf homogene Bodenarten beschrankt, 
weil namlich der Reibungswinkel in die Formel fiir die Spirale als 

I-H+----t------

Exponent der Basis des naturlichen Logarithmus e eingeht, man also o'-------;:-:-:-----,;:;-----:! 
nicht in der Lage ist, Gleitflachen anzulegen, die verschiedenen Rei- q05 -y/f q1 

bungswinkeln entsprechen. Diese Schwierigkeiten konnen auch auf 
analytischem Wege beseitigt werden. In der vorliegenden Abhand
lung wird aber nur der einfachere Fall, namlich der des homogenen 
Bodens bei horizontalem Gelande untersucht und zunachst diejenigen 

Abb. 2. Nomogramm zur 
Ermittlung des Sicherheits
grades bei kreisfiirmigen 

Gleitflachen. 

spiraliormigen Gleitflachen betrachtet, deren Pol in der Gelandeoberflache liegt, wobei 
wiederum die Gleitflitche durch die ruckwartige Bauwerksbegrenzung laufen solI. Der Sicher
heitsgrad 1] muB fur diesen Fall wie folgt angesetzt werden: 

(15) 

Hierin bedeutet P die Bauwerkslast, ro den gesuchten Abstand des Poles von der Hinter
kante Bauwerk, b die Breite des Bauwerkes. Das Aufsuchen der ungunstigsten Lage· des 
Drehpols, also der Nullstelle fUr die Funktion 

drJ 
dro' 

ist unter den obigen Annahmen sehr einfach und fiihrt auf die Beziehung 

(16) ro=~b. 
Man erkennt also, daB der ungunstigste Pol im Dreiviertelpunkt der Bauwerksbreite liegt. 

Entsprechend der Erddrucktheorie wurde vorgeschlagen, bei Verwendung logarithmischer 

Spiralen die Gleitflache so anzulegen, daB sie an einer unter dem Winkel : + ~ gegen die 

Waagerechte geneigten Ebene tangiert. Auch diese Annahme wurde untersucht, wobei sich die 
aus der Abb. 3 ersichtlichen Beziehungen ergeben. Der Ansatz fur die Gleitsicherheit 1] 

heiBt dann 
:rc 

rgJe3 ".'I' cosrp drp + rg e3rJl'I'lsinrpl COS2rpl 

(17) 17 = <PI ______ --=-_ 

3P (ro- ~) 
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Der Abstand des Drehpols von der rtickwartigen Gebaudekante wird 

t = 2ro emrp, cos CPl' 

Durch Differenzieren und Nullsetzen erhalt man aber auch hier den Wert 

t = £b, 
also dasselbe Ergebnis wie oben. . 

Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu den in del' Abhandlung "Fortschritte del' Bau
grunduntersuchungen" von A. Ramspeck und R. Miiller (Z. VDI Bd. 80 Nr. 37 v. 12. 9. 
1936) in Abb. 9 niedergelegten Voraussetzungen fiir die ungiinstigste Spirale und beweist, 

~------rz------~ 

p 

Drehpol im Geltinde 

daB diese angenommenen Spiralen noch 
zu groBe Sicherheitsgrade ergeben. 

Wenn man nun die Vorschrift, daB 
sich der Pol in der Gelandeo berflache 
bewegen muB, fallen laBt, also den wei
teren Freiheitsgrad einfiihrt, daB der 
Pol einen beliebigen Punkt in del' Ebene 
einnehmen kann (Abb.4), so wird die 
rechnerische Behandlung etwas kompli
zierter. Denn es ist jetzt nicht mehr 
moglich, die Grenzwerte der Integration 
wie vorher von 0 - n fest anzusetzen, 

Abb. 3. Gleitsicherheitsuntersuchung mit Iogarithmischer I vie mehr hangt J' etzt del' IntegrationsSpirale r = roem rp. 
bereich von der Lage der Gleitflache abo 

Es miissen also die Grenzwinkel CPl und CP2 sowie die Polstrahlen r l und r 2 , welche 
diese Winkel mit del' Horizontalen einschlieBen, als veranderlich eingesetzt werden, je
doch mit der Nebenbedingung, daB stets die Gleichung der Spirale erfiillt bleibt. Eine 
weitere Nebenbedingung gewinnt man aus der Uberlegung, daB die Grenzwinkel CPl und CP2 

r 
'I' COSrp-lij2 

denjenigen Punkten zuzuordnen sind, wo die 
Gelandeoberflache die Spirale schneidet. Es 
ist somit die Spirale zum Schnitt zu bringen 
mit einer Geraden im Abstand a vom Pol, 
deren Gleichung in Polarkoordinaten lautet 

~===-________ ----' ____ -+_.lllilllllillll'l--_ 1"= -/!-. Man erhaltso die Gleichung 
smg; 

Drehpol libel' dem (Jeltinde 
(18) 

. a 
emrp SIn cP = _. 

ro 

Diese Funktion ist nun leider nicht geschlos
sen nach cP zu losen. Der naheliegende Ge

Abb. 4. Glcitsicherheitsuntersuchung mit Iogarith- danke, die Funktion nach einer Reihe zu ent-
mischer Spirale. 

wickeln, muBte fallen gelassen werden, wei! 
das Einsetzen mehrerer Glieder del' Reihe in die weitere mathematische Behandlung auBer
ordentlich umstandlich ware. Die Funktion fiir 1] ist im obigen Fall: 

(19) 

Wir haben wegen del' oben angefiihrten Schwierigkeiten der analytischen Behandlung 
einen kombiniert graphisch-analytischen Weg eingeschlagen. Wir haben den Ausdruck 
emrp sin cP als Funktion von cP graphisch dargestellt, woraus man die aus del' Abb. 5 ersicht
liche Kurve erhalt. Diese Kurve liefert zum Schnitt gebracht mit einer beliebigen Horizon-

talen die fiir den Ordinatenabschnitt dieser Horizontalen (;J gehorenden Winkel CPl und CP2' 
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Wenn man also in del' obigen Gleichung fur 1] nach Integration des betreffenden Ausdrucks 
die Beziehungen aus del' Spiralengleichung verwendet und r l und r2 durch die zugehorigen 
Funktionen von CfJl und CfJ2 ausdruckt, wird 1] eine Funktion del' Werte 1'o, CfJl und CfJ2 mit den 
Parametern m und b. Die GroBe P scheidet als Koeffizient aus. Es ist also moglich, bei 

gleichzeitiger Benutzung del' Beziehung em", sin CfJ = ~ den Minimalwert fur 1] aus den beiden 
ro 

Gleichungen 

(20) !2!l = ° iJ ro 
und (21) 

zu bestimmen. Man erhalt aus (20) 

2;0 = P (CfJl' CfJ2) und aus (21) 2~o = f (CfJl, CfJ2)' 

Mit (IS) erhalt man also 3 Gleichungen fur die Werte ro, CfJl 
und CfJ2' welche die Koordinaten des ungunstigsten Drehpols 
angeben. 

Fur bestimmte Werte fUr m ergeben sich die aus'dernach
stehenden Tafel ersichtlichen Werte fur r 0' CfJlmin und 1} P 

e = 20° 25° 32°30' 
m = 0,364 0,466 0,637 
1'0 = 0,S15b 0,S7 b 0,93b 

CfJlmin = 10° 18°50' 25°10' 
1} P = 189 460 1571 (P in t) 

'fO.------r----,-----r--, 

.jof---+-----,j'---tt--j 

So 
-§j 
\40~--+-~-,r----~~~ 

t 
jOf----++----i----+-H 

01L---~::':-OO:----~-:::OO::-:O----;15.-!::OO:;----:!.1800 
-tp 

Abb. 5. Darstellung der Funk

tion emrp sin f{J. 

An diesem Ergebnis ist bemerkenswert, daB die GroBe del' Bauwerkslast P keinen EinfluB 
auf die Lage del' ungunstigsten Gleitflache hat, eine Tatsache, die sich schon bei den Unter
suchungen kreisformiger Gleitflachen zeigte. Weiter ist auffallend, daB bei horizontaler 
Gelandeoberflache del' Pol del' ungunstigsten Spirale nicht im Gelande liegt, sondeI'll erheb
lich hoher. Weiterhin bietet die vorstehende Tafel eine Vergleichsmoglichkeit zwischen den 
Ergebnissen von Spiralen und Kreisen und zeigt, daB diesel' Sicherheitsgrad unter Anwen
dung logarithmischer Spiralen stets erheblich groBer als derjenige unter Benutzung von 
kreisformigen Gleitflachen ausfallt. Es ergibt sich beispielsweise fUr 

m = 0,364, P = 20t, 

aus den logarithmischen Spiralen ein Sicherheitswert von 9,45; man erhalt dagegen bei 
Benutzung kreisformiger Gleitflachen einen Wert von 1,35. Man erkennt, daB bei horizon
talem Gelande die Anwendung logarithmischer Spiralen unzulassig ist. 

Als Ergebnis del' bisherigen Untersuchungen kann folgendes festgestellt werden: 
Durch die rein analytische Untersuchung uber die ungunstigste Lage desMomentenpols 

lassen sich sowohl fur kreisformige als auch fur spiralformige Gleitflachen geschlossene Aus
drucke finden, deren totale bzw. partielle Ableitungen gleich Null gesetzt die notwendige 
Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung des geometrischen Ortes des Pols liefern. Die in 
del' vorliegenden Abhandlung untersuchten FaIle beziehen sich ausnahmslos auf horizontales 
Gelande und nicht geschichteten Boden. Die Berechnungen fur die ubtigen wichtigen Last
falle - Bauwerke an Boschungen sowie mehrfach geschichtete Bodenverhaltnisse - sind 
bereits begonnen und werden ebenfalls zur Aufstellung von Nomogrammen fur die einzelnen 
Lastfalle fuhren. Es ist damit zu rechnen, daB kunftig bei fast allen vorkommenden Last
fallen die Gleitsicherheitsuntersuchung auf analytischem Wege moglich sein wird, wodurch 
das zeitraubende und auBerdem ungenaue graphische Verfahren ausgeschaltet werden kann. 

(Eingegangeri am 6. 3. 1942.) 
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Biegung kreisformiger Platten von veranderlicher Dicke. 
Von L. Mann, Breslau. 

Mit 2 Abbildungen. 

1. Einleitung. 
Die Integration der Biegungsgleichung fiir Kreis- und Kreisringplatten mit radial ver

anderlicher Dicke und der Nachweis des Konvergenzgrades an Hand numerischer Aus
wertung ist bereits fiir verschiedene Profile durchgefiihrt worden. 

{J ( r )2 
Pichleri hat Kreisplatten, deren Profil dem Gesetz h = ho e -6 It folgt und das sich 

bei positivem fJ nach auBen hin verjiingt, fur gleichmaBige Belastung berechnet. Gran Ols
son2 untersucht Kreisringplatten, deren Dicke nach auBen zunimmt, insbesondere bei Bie
gung durch eine Einzelkraft am freien Innenrand bei eingespanntem AllBenrand. Die zu
grunde gelegte Profilkurve entspricht Steifigkeiten nach dem Gesetz N = N 1 1· 2. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Kreis- oder Kreisringplatte mit einer Steifigkeit 
N = No + NIT2 untersucht, wobei die Konstanten so gewahlt werden, daB die Platte sich 
nach auBen verjiingt. Die Belastung wird proportional dem Abstand von einer in der Platten
ebene liegenden Achse angenommen. Verschiedene Anwendungen dieses Sonderfalles hat 
bekanntlich FI iigge 3 bei Kreisplatten mit konstanter Dicke durchgefiihrt. 

2. Die Differentialgleichung der gebogenen Platte. 
Der innere und auBere Radius der Kreisringplatte seien To und 1"1' 

Wir setzen l' = e 1'1> To = eo 1'1' Die Belastung pro Flacheneinheit sei K, dann lautet die 
Gleichung der gebogenen Platte in Polarkoordinaten: 

(1) L1 (N L1w) - (1 - ) [~NI a2w + N"(~ aw + ~ a2W)] = K r4. 
fl e a e2 e a e e2 a cp2 1 

Die Gleichung gilt allgemein fiir eine achsensymmetrische Platte mit beliebigem ProfiL 
Sie folgt sofort aus einer Gleichung von Marcus*, wenn man zu Polarkoordinaten iibergeht. 

Der Laplacesche Operator lautet hier 

a2 1 a 1 a2 

L1 = a e2 + e a e + e2 a cp2 • 

~-----o,5------~-----

Wir fiihren nun quadratisch veranderliche 
Steifigkeit durch die Beziehung ein: 

Abb.l. 1 - te2 

(2) N = No r-=- te5 ' 
wobei t so bestimmt werde, daB am AuBenrand (e = 1) die Profilhohe hI sei. Es folgt hiermit 

1 - (~:r 
t-----

- 1 _ e~ (~~) 3 
• 

(3) 

No und ho sind die Steifigkeit und die Profilhohe am Innenrand oder bei voller Platte im 
Mittelpunkt. h h 

Abb. 1 stellt das Profil dar fiir eo = 0,5, hI = 0,5 und fiir ~ = 0,2. Dabei ist t = 0,903. 
o ~ 

t = ° entspricht der Platte bei konstanter Dicke, wahrend t = 1 dem praktisch auszuschlieBen-
den Fall hI = ° entspricht. . 

I Piehler, 0.: Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veranderlicher Dicke. Berlin 1928. 
2 Olsson, Gran: Ing .. Arch. Bd.l0 (1939) S. 14 u. 259. 
3 Flugge: Bauingenieur Bd.l0 (1929) S.221. 
* Marcus, H.: Theorie elast. Gewebe Bd.1. S.94. 2. Aufl. Berlin 1932. 
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Den Ausdruck fiir N nach (2) und diedaraus folgenden GroBen 

N' _ N" _ ') t No e - . - - ~ r - t eg 

fiihren wir in Gleichung (1) ein und erhalten l: 

(4) Ll [(1 - til) Llw] + 2 (1 - fl) t Ll w = I~T; (1 - te~). 

3. Antimetrischer Lastfall. 

79, 

Bei entsprechender Wahl eines rechtwinkeligen Achsenkreuzes im Kreismittelpunkt liiBt 
sich die Belastung K auf die Form bringen: 

K = Ko + Kl ~ = Ko + KlecOSrp. r1 

Wir betrachten getrennt den EinfluB von Ko und KI e cos rp und beschaftigen uns zunachst 
mit dem zweiten Teilbetrag, den wir rechts in Gleichung (4) einfiihren. Zur Losung benutzt 
man den Ansatz 

(5) w = v cos rp, 

worin v eine Funktion von e bedeutet. 
Dann gilt zunachst 

Llw = (v" + ~ v' - ;2) cosrp = D(v) cosrp. 

Allgemein sei 

(6a) D(U) = U" + ~ U' - ~, 
wofiir sich auch schreiben laBt: 

(6b) D (U) = ~ (d U + U) . 
de de e 

Setzen wir dann 

(7) U = (1 - t e2 ) D (v) + 2 (1 - fl) tv, 

so folgt aus Gleichung (4) nach Weghebung des Faktors cos rp 

K r4 
(8) D(U)=He mit H= No1(1-te5). 

Mit Riicksicht auf (6b) liefert die Integration 

(9) dU + ~ = ') A + H e2 

de e ~ 2 . 

Durch nochmalige Integration erhalt man: 

(10) U = A e + ! + H:3 . 
A und B sind Integrationskonstanten. 

In (10) ist U aus (7) eingesetzt zu denken. 
Wir vereinfachen diese Gleichung durch den Ansatz 

(11) v = 2(1 ~ fl)t(A e + !) + Vo 

und erhalten dadurch fiir Vo die Gleichung 

H 0 3 
(12) (1 - te2)D(vo) + 2 (1 - fl)tvo = 8' 

auf welche nunmehr das Problem des antimetrischen Lastfalles zuriickgefiihrt ist. 

1 Olsson, Gran: Ing.-Arch. Bd. 9 (1938) S. 205. Die Gleichung (1 a) stimmt inhaltlich mit obiger Gleichung (4) 
iiberein. 
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4. Integration del' homogenen Gleichung. 
Die durch Nullsetzen der linken Seite von Gleichung (12) entstehende homogene Glei

chung laBt sich durch Benutzung der Substitutionen 

(13) til = x und Vo = Y yx, I-fl 8=--
2 

auf folgende Form bringen: 

(14) ( d2y dY ) 
(I - x) x dx2 + 2 dx + 8 Y = 0. 

Diese Gleichung gilt fur beliebige Abmessungen ro, ho, rv hv· da sie als einzige Konstante 
nur die von der Poissonschen Querzi£ier abhangige GroBe 8 enthalt. 

Je nachdem es sich um Stahlplatten oder Stahlbetonplatten handelt, setzen wir mit den 
ublichen \Verten fur fk = 0,3 und ~, 8 = 0,35 bzw. 8 = 152. 

In den nachfolgenden Zahlenrechnungen werde im Hinblick auf die Berechnung von 
Stahlbetonplatten 8 = -f2 gewahlt. 

Gleichung (14) ist eine hypergeometrische Differentialgleichung, die sich durch eine Po
tenzreihe integrieren laBt. Zu diesem Zweck konnen wir von der allgemeinen Form aus
gehen1 : 

(15) 
d2 y dy 

x (1 - x) d ;2 + [y - (IX + fJ + 1) x] d x - IX fJ Y = 0, 

welche III Gleichung (14) mit 

ubergeht. Die Losung ist 

IX=HI+11 + 48), 

fJ=HI-11+48), 

y=2 

(16) y = F (IX fJy x) = I + <I. P X + <1.(<1.+ I) P(P + 1) x2 + <1.(<1. +])~<l.t_:2LP(P + 1) (P + 2) x3 + .... 
1 Y 1·2·y(y+l) 1·2·3y(y+l)(y+2) 

Die Reihe ist Hir samtliche Werte von x im Intervall von Obis 1 einschlieBlich x = I kon
vergent, weil die Bedingung rx + fJ < y erfullt ist 2. 

Zur Umformung benutzen wir die aus den Werten fur rx und fJ folgende Beziehung 

und erhalten: 

(17) 

Hierin ist 

Allgemein ist 

(rx + m) (fJ + m) = m (m + I) - e 

y = 1 - e (_h x + ~ x 2 + ~ x3 + ... ). 
1 1.2 2·3 3.4 

PI = 1, 
e 

P2=I-I:2' 

Pm = (I - 1 ~ 2) (1 - 2 ~ 3) ... (1 - (m ~ lim) 
ein Produkt von (m - I) Faktoren. 

Mit wachsendem m strebt Pm einer Grenze zu, deren Bedeutung aus folgender Betrachtung 
hervorgeht. 

Es gilt zunachst: 

(19) epm-l 
Pm-l - Pm = (m-l)m· m= 2,3, .. ; 

1 Riemann-Weber: Die partiellen Differentialgleichungen. 4. Aufl. Bd.II 8.12. Braunschweig 1901. 
2 Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 8.281. Berlin 1922. 
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Bildet man diese Differenzen der Reihe nach fiir m = 2, 3, ... und addiert die m - 2 ersten 
Differenzen, so folgt 

1 (PI + P2 + Pm-I) Pm = - e G2 2.3 ... (m - lrm . 
Mit m-+ 00 geht somit Pm in einen Grenzwert P uber, der, wie der Vergleich mit (17) zeigt, 
mit dem Wert der Funktion Yl fiir x = 1 ubereinstimmt: 

(20) Pm = P = Yl (1). 

Fur den Wert e = 152 sind die ersten 12 Werte fur Pm auf 6 Dezimalen folgende: 

PI = 1 P7 = 0,679813 
pz = 0,791667 Ps = 0,674755 
P3 = 0,736690 P9 = 0,670850 
P4. = 0,711110 PIO = 0,667744 
P5 = 0,696296 Pn = 0,665215 
P6 = 0,686625 PI2 = 0,663115 

5. ,Die Werte Yl(t) und Yl(t). 
Der Wert, den eine fiir x = 1 konvergente hypergeometrische Reihe annimmt, ist be

kannt und lii13t· sich mit Hilfe von Gammafunktionen darstellen 1 : 

r(y) r(y - e<: - (3) 
ydl) =F(IX{3yl) = r(Y-e<:)r(y-f3) , 

1m vorliegenden Fall ist y = 2, IX + {3 = 1, Y - IX - (3 = 1, mit T (1) = 1 und T(2) = 1 hat 
man somit 

1 1 
F (1) = rT2=--~) 1'(2 - (J) = r(1 + (J) r (1 + e<:j' 

Wir set zen nun IX = 1 + A, 1 + (3 = 1 - A und haben zuniichst 

T(l + IX) = IXT(IX) = IXAT(A) 
und erhalten hiermit 

1 
F(l) = dr(A)r(l- A)' 

Nun ist IXA = ----: 1X{3 = e, ferner gilt die Beziehung 

T(A) T(l - A) = ~(' )' 
SIn "n 

somit wird schlie13lich 
F (I) . sin(An) . 

en 

Mit Hilfe von 7 -stelligen Logarithmen erhalten wir 

F (1) = P = YI (1) = 0,640475. 

Auch der Wert Fa) lii13t sich geschlossen darstellen. 
Allgemein gilt fiir beliebiges x die IntegralformeP 

1 

F (IX (3 Y x) = r(e<:) ~1~~ e<:J D"-1 (1 - Dr-"+l (1 - x DrS d D. 
o 

Mit den gegebenen Werten von y, IX und {3 mmmt das Integral die Form an: 
I f C~(~ = ~{})r-I d D. 

(I 

1 Schl6milch: Compendium der hiiheren Analysis Bd. II. 
Stahlbau;Forschungsheft 6. 6 
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Setzen wir. CI. = 1 + A und x = j, so folgt 
1 

FW = r(i + }./r(l- }.J (19-(~=-~~)rdn. 
o 

Urn das Integral auf eine bekannte Form zu bringen, set zen wir s = (1 - n)2, wodurch 
dasselbe in 

1 (1 - A) 
1 l+1.f -~~ 1 1 1+i. r .-2- r(1 - A) 

(-) s ~ (1 - s)'ds = (._) -- --_.-
2 2 r~(3 + }.) 

o 
iibergeht. 

Nach einigen Umformungen findet man schlieBlich 

1 2-1. re ~ A) 
F (2) = 1 + A • 

(1 + A) r (-2-) r(1 - }.) 

Die logarithmische Auswertung, auf die hier nicht naher eingegangen sei, liefert 

FW = 0,877486. 

Mit Hilfe der Reihenentwicklung (17) wurde gefunden 

FW = 0,877492, 

so daB man bei Abrundung auf 5 Dezimalen Ubereinstimmung erhalt. 

6. Das zweite Integral der homogenen Gleichungen (14) 
hat die Form 

1 
Y2 = ao Yl 19 X + -- if> , . 

x 

worm if> eine nac.Q. ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe istl. 

Durch Einsetzen in die Gleichung (14) erhalt man fill if> die Bedingung 

(21) 1 (1 - x) if>" + e if> = - ao (1 - x) (2 x yi + Yl). 

Setzt man zur Abkiirzung 
8Pm C =--_. 

m m(m +1)' fUr m=l, 2, ... 

so wird damit die rechte Seite von (21) 

-ao + aO(3c1 + 1) x + aoZ[(2m + l)cm - (2m - 1)cm_1] xm. 
2 

Fill if> wahlen wir den Ansatz 

if> = 1 - e (a1 x + ~ x2 + ~ x 3 + ... )\ . 
1·2 2·3 

Hiermit wird die linke Seitevon (21) 

worin 

e - e(a2 + a1 e) x - e Z(am+1 - am 17",) xm , 
2 

8 

rJm = 1 - (m - 1) m • 

Der Vergleich liefert -ao = e, ferner die Bestimmungsgleichungen 

a2 +a1e =3c1 +l, 
a3 - a2 1]2 = 5 c2 - 3 c1 , 

a4 - aa 1]a = 7 Cs - 5 c2 , 

1 Riemann-Weber: a.a.O. 8.29. 
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a l kann willkiirlich angenommen werden, wir setzen a l = 0, dann sind aile iibrigen am be
stimmt. 

Wir haben sodann 

(22) 
1 

Y2 = - S YI 19 X + - {/>, worin x 

{/> = 1 - s (1 ~22 x 2 + 2 ~33 x 3 + ... ) . 
Hatte man a l beibehalten, so ware zur Lasung Y2 nur noch ein zu YI proportionales Glied 

hinzugetreten. Die Koeffizienten am streben mit wachsendem m einer endlichen Grenze zu, 
die mit a bezeichnet werde. Addiert man die m - 1 ersten Bestimmungsgleichungen fiir die am 
und fiihrt gleichzeitig den Wert fiir 17m ein, so folgt 

am = 1 - s (t2 + 2~33 + ... + (m _ ;)(~ _ 1)) + (2 m - 1) Cm-I . 
Mit m--+ 00 wird (2 m-1) Cm-I--+ 0, daher erhalten wir 

(23) am = a = (/>(1). 

Den numerischen Wert fiir {/> (1) werden wir an spaterer Stelle bestimmen. 
Fur s = i\ sind die ersten 12 Werte fiir am auf 6 Dezimalen folgende: 

al = ° a7 = 0,634234 
a2 = 1,625 as = 0,615261 
a3 = 0,936343 a9 = 0,601194 
a4 = 0,775491 a 10 = 0,590342 
as = 0,702841 all = 0,581715 
a6 - 0,661244 aI2 = 0,574691 

7. Integraie, die nach Potenzen von s = 1 - in fortschre~_ten. 
Die Lasungen YI und Y2 der Gleichung (14) wurden fiir Werte von x nahe bei 1 die Be

rucksichtigung einer graBen Zahl von Gliedern erfordern. Daher ist es fur die numerische 
Rechnung von weitreichender Bedeutung, noch Lasungen zu y 
besitzen, die nach Potenzen von 1 - x fortschreiten. Zu diesem 
Zweck fiihren wir in Gleichung (14) die Substitutionen ein: 

I - x ~ 
X = 1 -; und Y = --1] = -~ 1] 

x 1 - ~ 

und erhalten dadurch 

(24) ( d2r; . dr;) 
(1 -;) ; d ~2 + 2 d ~ + S 1] = 0. 

Es bestehen daher zwischen; und 1] diesel ben Beziehungen wie 
zwischen x und y. 

0,5--1--0, 5 

Abb.2. 

Bezeichnet man mit y(1-x) diejenige Funktion von x, welche aus Y durch Vertauschung 
von x mit 1 - x hervorgeht, so haben wir 1] = Y (1- x) und kommen zu dem Resultat, daB 

I-x y(1-x) ebenfails eine Lasung von (14) ist. Die Funktion y(1-x) ist offenbar das 
x .-

Spiegelbild von Y an einer im Abstand x = I zur y-Achse gezogenen Parallelen (Abb. 2). 
Hiermit erhalten wir aus (17) und (22) zwei neue Lasungen der Gleichung (14): 

I-x . 
Y3 = -. -YI(l- x), x 

(25) 

1 - x 1 
Y4 = -s--lg(1 - x) YI(l- x) +-(/>(1- x). x . x (26) 

8. Beziehungen zwischen den Losungspaaren Yu Y2 und Y3' Y4' 
Hat man bei dem Ansatz der Randbedingungen z. B. Y3 und Y4' die im Intervalll < x < 1 

am schnellsten konvergieren, gewahlt, so entsteht aus Konvergenzgriinden die Aufgabe, diese 
Lasungen im Intervall ° < x < I durch das andere Paar VI und V2 auszudrlicken. Als dritte 

6* 
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Lasung einer Differentialgleiehung 2. Ordnung muB sieh z. B. Ys aus Yl und Y2linear zusammen
setzen lassen, d. h. 

oder aueh 

(27) 
1 - x 1 
--F(1 - x) = c1F(x) + c2 [- sF(x) 19 (x) + -@(x)]. x . x 

Setzt man einmal x = 1 und ein andermal, naehdem man die Gleiehung mit x multi
pliziert hat, x = 0, so folgen die beiden Bestimmungsgleiehungen fur c1 und C2 

0= cl F(1) + c2 @(I), 

F(1) =c2 @(0) = c2 • 

Somit ist cl --: - @(1) und C2 = F(1). 
In analoger Weise fiihrt man die Betraehtung fUr Y4 dureh und erhiHt sehlieBlieh die beiden 

,Transformationen: 

(28) [
Ys = - <1>(1) Yl +F(I) Y2, 

1 - $2(1) 
Y4 = --li(D Yl + <1>(1) Y2' 

Man bemerkt, daB die Determinante der Koeffizienten den Wert -1 besitzt. DieAuflasungvon 
(27) ist daher 

(28a) [ 
Yl = - <1>(1) Ys + F(1) 114' 

1 - $2(1) 
Y2 = F(I) Ys + <1>(1) Y4' 

Es fehlt noeh der Zahlenwert fUr <1>(1). Zu seiner Bestimmung kannen wir in (27) x = t 
set zen und erhalten daraus naeh Einfuhrung der oben gefundenen Ausdrueke fur cl und C2 

( $(1) ) 
<1>(l) = --1 +F(I) 2 F(t) + slg2,' 

Dureh Benutzung der Reihe (22) finden wir 
<1> m = 0,904875. 

Die Zahlenwerte fUr F (1) und F (t) wurden bereits oben unter 5. bestimmt. Hierdureh folgt 

<1> (1) = 0,505900. 

9. Das partikuHire Integral der Gleichung (12). 
Dureh die Substitution {i e = z bringen wir Gleiehung (12) auf. die Form 

(29) (1 - Z2) ( d2vo + ~ dvo _ ~o.) + 4 sV = HZ3_. 
dz2 Z dz Z2 0 8 t2 f t 

Zur Lasung dient der Ansatz 

Vo= ~ ~Kmzm, 
t2ft~ 

wobei m nur die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durehlaufen. Die linke Seite der Gleiehung (29) 
wird dadureh auf die Form gebraeht: 

L(vo) = ~-= ~{[(m + 2)2 - 1] Km+2 - (m2 - 1 - 4 s) Km}zm. 
t2V t 7' 

SoH dieser Ausdruek die Gleiehung (29) erfuHen, so mussen folgende Gleiehungen erfullt sein: 

(32 - 1) Ks - (0 - 4 s) Kl = ° 
H 

(52 - 1) Ks - (32 - 1 - 48) Ks = 8 
(7 2 - 1) K7 - (52 - 1 - 4 s) Ks = ° 
(9 2 - 1) K9 - (7 2 - 1 - 4 s) K7 = ° 

Diesen Bedingungen kannen wir auf versehiedene Weise Genuge leisten. 
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Setzt man KI und damit Ks = 0, so wird 

H 
Ks = 192· 

Jeder folgende Koeffizient folgt aus del' Rekursionsformel 

m2 ~ 1 ~ 4e 
Km+Z = (m -F2)2 ~ 1 Km· 

Die Lasung wird, wenn wir wieder z = yt e setzen, 

(30) 
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Die Gleichung eignet sich fur den Ubergang zur Platte mit konstanter Dicke, fUr welche 
t. ° ist. Wir kalmen noch eine zweite partikulare Lasung finden. Setzt man Ks = 0, so 
verschwinden aIle Km mit haherem Index. Die beiden ersten Gleichungen liefern KI und K a. 
Die Lasung ist 

(30a) H (I] 1]3) 
Vo = 16 t2 (2 ~ e) e -"2 . 

Diese Lasung unterscheidet sich von del' vorhergehenden, wie wir ohne Nachweis mit
teilen wollen, nul' urn einen Betrag, del' sich durch Multiplikation von VI = rx YI mit einem 
konstanten Faktor ergibt, wobei VI = {x YI das fruher ermittelte Integral del' homogenen 
Gleichung darstellt (vgl. Abschnitt 4). 

10. Die totale Losung fiir den antimetrischen Lastfall 
ist nunmehr w = V cos cp, worin 

(31) 

mit x = t e2 . 

Das mittlere Glied laBt sich auch durch yx (cI Ya + Cz Y4) ersetzen und an Stelle des dritten 
Gliedes kann man die rechte Seite von Gleichung (30) setzen. 

Die Integrationskonstanten folgen aus den Randbedingungen. Dazu sei folgendes bemerkt: 
Aus w = v cos cp geht hervor, daB bei del' Formanderung konzentrische Kreise eben bleiben. 
Wir kannen eine Drehung del' Platte so uberlagern, daB ein bestimmter Kreis in seiner Lage 
verharrt, d. h. daB fiir ihn V = 0 gilt. 1m Kraftebild del' Platte wird dadurch nichts geandert. 
Die Kreisringplatte sei z. B. am Innenrand an einen starren Block angeschlossen, auf welchen 
ein auBeres Moment wirkt, das sich mit del' Flachenbelastung im Gleichgewicht befindet. 
Zur Ermittlung del' 4 Integrationskonstanten haben wir die 4 Bedingungen: 

am Innenrand V = 0, dv = o. 
dl] , 

am AuBenrand Me = 0, Q~ = o. 

Eine Platte bestehe aus einer Kreisringplatte mit veranderlicher und einem mittleren Teil 
mit konstanter Dicke. Die auBere einem Moment aquivalente Last werde langs des Innen
kreises yom Radius ro ubertragen. Man hat hier im ganzen 6 Integrationskonstanten, weil 
bei del' Innenplatte noch zwei hinzutreten. Dafiir stehen folgende 6 Bedingungen zur Ver
fUgung :Bei e = eo ist sowohl fur die Innenplatte wie fur die AuBenplatte V = 0 zu setzen, 

weiter ist daselbst :v gemeinsam, ebenso Mil. Am AuBenrand gilt Mil = ° sowie Q~ = o. , I] 
Wir verzichten an diesel' Stelle auf eine weitere Formulierung, da dieselbe nichts wesentlich 
Neues bietet, und gehen jetzt zu dem zweiten Teil unserer Aufgabe, zur Berechnung del' Platte 
fur konstante Last, uber. 
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11. Die Difierentialgleichung fur gleichmaBige Belastung. 
Da jetzt w nur von e abhangig ist, wird der Operator 

d2 1 d 
LI = dl]2 + -e-dl]' 

Setzen wir in der allgemeingiiltigen Gleichung (4) 

(32) 

so nimmt sie die Form an 

d2 U -I- -~ dU - H mit Ho = KN°ori (1 - t n 2o)' 
dl]2 I] dl] - 0 '" 

Die Integration liefert 

(33) U = A 19 e + B + H~ 1]2 • 

Setzt man fur U den Wert aus (32) ein und fubrt man noch die Variable z = Vi e ein, 
so hat man aus (33) 

(1 - Z2) (d2w + ~ dW) + 2 (1 _ II) W =~ (A 19n + B) + '!o1]2 . 
,dz2 Z dz r' t '" 4 t 

Zur Vereinfachung werde 

AIgl]+B 
W = 2(1-,u)t + Wo 

gesetzt, womit wir erhalten: 

(34) (1 - Z2) (d~~o + ! dd:o) + 2 (1 - fl) Wo = ~Ot:2 . 

12. Integration der homogenen Gleichung. 

Durch die Substitution z = yx und 1 ~ {J, = e geht die homogene Gleichung tiber in 

(35) (1 ) ( d2WO dWo) 0 
. -'x X dx2 + ax + eWo= . 

Dies ist nach (15) eine hypergeometrische Differentialgleichung mit 

o:=y;, {J=---rs, /,=1; 

. eine Lasung der Gleichung ist 

(36) WI = F (o:{Jyx) , 

wobei F die in (16) dargestellte Reihe bedeutet. 
Entwickelt man mit Rucksicht auf 

(0: + m) ({J + m) = m2 - e, 
so erhalt man 

(37) 

worin 

q2= (1 - :2)' 

qa- (1- :2) (1- ;2)' 
allgemein 

qm= (1- :2) (1- ;2) ... (1- (m~1)2)' 
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Mit wachsendem m strebt qm einer Grenze q zu, die sich leicht bestimmen laBt. Setzt man 
in dem unendlichen Produkt 

sin n x ( X2) ( X2) ( X2) * -]loX = 1 - T 1 - 22 1 - 32 ... 

x 2 = e, SO entsteht rechts q und man hat 

(38) 

Bemerkt man nun noch, daB qm - qm+1 = B!;, so fiihrt die Addition der m - 1 ersten 

Differenzen dieser Art zu 

1 (+ q2 + q3 + + qm-l) qm= -e qi 22 32 ... (m-l)2' 

Der Vergleich mit (37) zeigt sodann, daB 

(39) 
sinn r~ 

wl(l) = q =----c.. 
n VB 

der Wert ist, den die Funktion F (x) = WI fur x = 1 annimmt. 
Fur e = l2 finden wir 

q = 0,442499. 

Die ersten 12 Werte fur q';'" sind auf 6 Dezimalen 

ql = 1 q7 = 0,471 784 
q2 = 0,583333 qs = 0,467772 
q3 = 0,522569 q9 =0,464726 
q4 = 0,498376 qlo = 0,462336 
q5 = 0,485398 qll = 0,460409 
q6 = 0,477308 q12 = 0,458824 

Das zweite Integral der homogenen Gleichung hat die Form: 

(40) w2 = wIIg x + (f) , 
worin (f) eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist. 

Setzt man den Ausdruck fur W 2 in die Gleichung (35) ein, so folgt zur Bestimmung von (f) 

( 41 ) (1 - x) (x (f)" + (f)') + e (f) = - 2 (1 - x) w~ . 

Nimmt man den Ansatz 

(f) = bo+ ,}} :~xm 
1 

und setzt man WI gemaB (37) ein, so folgt aus (41) 

bl+ebo+,}}[bm+1-bm(1- ~2)Jxm=2eql+2e17(~':;11- ~)xm. 
11' 

bo konnen wir beliebig annehmen und setzen bo = ° und haben 

n; b b2 2 b. 3 (42) 'P = IX + 22X + 32X + ... 

Fur die bm folgen dann die Bestimmungsgleichungen 

~ =2e~, 

b2-b~(l-e) =2e(~2-ql)' 

= 2e (qa _ q2) 
3 2' 

b - b (l----~-.-) = 2e (qm _ qm-1 ) 
m m-l (m-l)2 m m-l' 

* Knopp: a. a. O. S.370. 
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Durch Addition findet. man 

b + (b +b2 +b3 + + bm-1 )=2e qm . m 8 1 22 32 ••• (m - 1)2 m. 

FUr wachsendes m strebt die rechte Seite der Grenze 0 zu, und man erhiUt mit Rucksicht 
auf (42) 
(43) b = bm = - 8 @ (1). 

Ratte man bo beibehalten, so ware noch ein mit WI proportionales Glied hinzugetreten. 

13. Bestimmung von tP (1) . 

Mit Rilfe von 

~= 1- _e_ und qm-1_1 + e 
qm-l (m-l)2 --q;;- (m-l)2- e 

lassen sich die Gleichungen fUr bm umformen. 
Nach Division mit qm folgt 

bm_bm-l=28[~ __ I_(1+ e )] 
qm qm-l m m-l· (m-l)2-e' 

Wir bilden diese Differenzen fUr m = 2, 3, ... , m und erhalten durch Addition 

b = -82q (_1_. + ~ _~]_ + ~_1_ + ... + _1 __ ~_1 __ ~) + 2sq,~. 
m m 1-15 2 22-15 332-15 m-l (m-l)2- s m-

Bei dem Ubergang zu m -'>- 00 verschwindet qm , und man erhalt 
m 

(44) ( 1 11 11 ) 
- b = 8 @ (1) = 8 2 q 1 _ e + "2 22 _ 15 + "3 32 - S + . .. . 

Riermit ist b bzw. @(l) auf 

(45) I( ) - (_1_ + ~ _1_ + ~ _,1_ --L ••• ) 
8 - 1 _ s 2 22 - 15 3 32 - e I 

zuruckgefuhrt. 
Urn 1(8) zur numerischen Berechnung gt-Bignet zu machen, benutzen wir die Summen 

1 1 1 
81'= 1 + 2P + 3P + 4P + 

fur welche umfangreiche Tafeln existieren 1. 

Wir subtrahieren von (45) zunachst 

1 1 1 
83 = 1 + 23 + 33 + 43 + 

und erhalten 

( 1 1 1 1 1 
1(8) = 83+ 8 l-e + 23 22-s + 33 32-s + 

Riervon subtrahieren wir weiter 

( 1 1 1 8 8 [) = 8 1 + 25 + 35 + 45 + ... ) 
mit dem Ergebnis 

1 ) -8 8 2( 1 1 1 1 1 (8 - 3+ 58 + 8 1-~ +25 22-S + 35 32-e + 
So fortfahrend finden wir 

1 Laska: Sammlung von Formeln. Braunschweig 1894. Vgl. auch Schliimilch: Compo II sowie Literatur
nachweis bei Knopp: a. a. O. S.232. 
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SchlieBlich subtrahieren wir noch 

und erhalten 

1 1 
-- = 1 + 8 + 8 2 + ... + 8 m- 1 + 8 m --
1-6 1-6 

(46) 1(8) = 1~~ + 8 3 -1 + (85 -1)8 + (87 -1)82 + ... + (82m+1-1)8m-l+ R, 

worin der Rest 

... ). 
Einige Werte von 8 p - 1 sind: 

8 3 - 1 = 0,2020569 
8 5 - 1 = 0,0369278 
8 7 - 1 = 0,0083493 
8 9 - 1 = 0,0020084 
8 11 - 1 = 0,0004942. 

Nimmt man in (46) etwa m = 4, bricht also bei (89 - 1) 8 3 ab, so betragt der Rest 

4(1 1 1 1 ) 
8 29 22 _ 6 + 39 32 - 6 + . .. . 

Auf diese Weise finden wir fUr 8 = 152 

1(8) = 1,9333406 
und hiermit 

@ ( 1) = 2 {52 q 1 (8) = 0,712 918 
sowie 

b = - 152 @(1) = -0,297049. 

Die ersten 12 Werte bm in (42) sind auf 6 Dezimalen 

bi = 0,833333 b7 = - 0,264484 
b2 = - 0,104167 bs -'- - 0,269673 
b3 = - 0,197724 b9 = - 0,273614 
b4 = - 0,229900 blO = - 0,276668 
b5 = - 0,246841 bll = - 0,270204 
b6 = -- 0,257334 b12 = - 0,281260 

14. Integl'ale, (lie nach Potenzen von § = 1 -;x: fortschreiten. 

89' 

Aus denselben Grunden, die unter 7. erlautert wurden, sind Lasungen del' Gleichung (35} 
erforderlich, die nach Potenze.n von 1 - x fortschreiten. Auch hier, im axialsymmetrischen 
Lastfall, ist die Berechnung neuer Koeffizienten nicht erforderlich. 

Die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung (15) wird durch die Transfor
mationen 

x = 1 - ~ und y = ~ 'f) 
In 

~2(1 - ~) r/, + H(1 - ~) (e< + P + 3) - y] 1]' + [e< + p + 1 - Y - (e< + 1) (P + IHJI] = ° 
ubergefuhrt, worin r/ und r/' Differentiationen nach ~ bedeuten. 

In vorliegendem Fall gilt e< + P = 0, y = 1, wodurch wir weiter erhalten 
(47) ~ (1 - ~) 1]" + [y + 1 - (e< + P + 3)~] 1]' - (e< + 1) (P + 1) 1] = 0. 

Besitzt (15) eine Lasung Y(e<py x), so folgt daher fur (47) die Lasung 1] = Y(e< + I, 
P + 1, y + 1, ~) . 

Allgemein gilt nun 

Y (e< + 1, p- + 1, Y + 1,~) = OdY(;:Y~), 

wobei es hier auf den Wert der Konstanten nicht ankommt. Aus allem zusammen folgt: 
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1st Y (\I. fJ Y x) ein Integral der Gleichung (35), so ist auch ~ d Y (;t r ~) ein Integral der

selben Gleichung. 
Hiermit konnen wir aus WI und W 2 zwei neue Integrale herleiten: 

(48) W3 = q1 ~ + ~ ~2 + ~3 ~3 + ... , 
(49) w4 = 8w31g~ -- w1 m - (bl~ + _~ ~2 + ~~3 + ... ). 

·Im ersten Fall wurde dabei der Faktor - 8 und im zweiten der Faktor -1 unterdruckt. 

15. Beziehungen zwischen den Losungspaaren WI W 2 und W3 W 4 • 

Auf bekannte Weise findet man aus Gleichung (35) die Beziehungen 

(50) 

wobei die Striche Differentiationen nach x bedeuten. 
Man findet C = 1 und D = -1, indem man die gefundenen Losungen fur WI bis W4 ein

setzt, mit x multipliziert und das konstante Glied aufsucht. 
Die Losungen W3 und W 4 mussen sich linear aus WI und W z zusammensetzen lassen: 

{ 
W3 = Al WI + A2 W 2 , 

(51) 
w4 = B1 WI + B 2 w2 • 

\Vir zeigen zunachst, daB die Determinante 

(52) 

Zu dem Zweck differentiieren wir die Gleichung- (51) nach x 

{ w; = Al w~ + A2 w~, 
(53) 

w~ = B1 w~ + B2W~, 
Lost man die beiden ersten Gleichungen (51) und (53) nach Al und A2 auf, so erhiilt man 

mit Rucksicht von (50) 

(54) A2 = I WI 

X I w' i 1 

ebenso folgt aus den zweiten Gleichungen (51) und (53) 

(55) !!..! = I w4 w2 ! 

x . w' W'i' i 4 2 i 

Nach einer einfachen Umrechnung findet man hiermit 

W3 ! 
1 

f !' 
Wa i 

wi 
4 ~ 

W~ i 

~ (AI B2 - BI A 2) = (WI W; - W 2 w~) (W3 w~ - W 4 w;) = - ~. x x 

Hieraus folgt die Gleichung (52). 
Zur Ermittlung der Koeffizienten All A 2, B 1, B2 fuhrt nun die Bemerkung, daB die Glei

chungen (54) und (55) identisch erfullt sein mussen. 
Wir finden z. B. 

Al (' ') I WI Wa "', , '" -- = W3 WI - WI Wa g x + --~ + W3 'P - Wa 'P . 
X x 

Der Klammerwert auf der rechten Seite ist gleich _ ~2 • 

Fur x = 1 bzw. ; = 0 verschwinden daher die beiden ersten Summanden. Nach (42) 
ist ferner 
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Zum Vergleich benutzen wir die Reihe 
x2 x3 

-lg (1 - x) = x +;,f + "if + 
Da die Koeffizienten bv b2 • •• eine monoton abnehmende Zahlenfolge mit der Grenze b 

darstellen, ,folgt, daB 
- b1 lg (1 - x) > X <P' > - b 19 (l - x) . 

Somit ist 
X <P' = - BIg (1 - x) , 

worin {} einen zwischen b1 und b gelegenen Zahlenwert bedeutet. 
Fur x = 1 wird somit <P' logarithmisch 00. 

Da aber (1 - x) 19 (1 - x) -+ 0 fur x -+ 1, folgt weiter, daB auch der dritte Summand 
1.03 <P' fur x = 1 verschwindet. 

1m 4. Summanden ist gemaB (48) 

I + dWa 1 fu··r 
-W3= dl; = q1= ~ = o. 

Wir haben somit das Resultat 

(56) 

Zur Ermittlung von A2 dient die zweite Gleichung (54) 

Fur x = 1 verschwindet der zweite Summand, ferner ist w~ = -1. Wir erhalten somit 

(57) 

Bei Ermittlung von B2 werde zur Abkurzung 

P = bd + ~~ ~2 + ~a ~3 + 
gesetzt. 

Dann ist nach (49) 
W 4 = e w3 lg ~ - w1 (~) - P. 

Hierin bedeutet w1 (~) das Spiegelbild zu w1 (vgl. Abschnitt 7). 
Die Ableitung nach x ist 

I':W . 
w~= ew;lg~ - T - w~(~) - P'. 

Vermittelst der Gleichungen (55) und (54) findet man jetzt 

B2 = e A2 X 19 ~ -- 1':;1 X W3 - WI X W~ (~) + X WI (~) W~ - X WI pI + W~ X P. 

Setzen wir hierin x = 0 bzw. ~ = 1, so verschwinden der erste und vierte Summand, des
gleichen verschwinden der 2., 3. und 6. Summand, weil w3 , w~(~) und P logarithmisch un
endlich werden. 

Es bleibt daher mit WI (0) = 1 und x = 1 - ~ 

Hierin ist 

B 2 = -(l-~)PI= (1-~)~.!: fur' ~-+l. 
d!; 

d'P 
(1 -~) ([[ = b1 + (b2 - b1) ~ + (b3 - b2) ~2 + .... 

Fur ~ = 1 betragt die Teilsumme der m ersten Glieder: bm . 

Mit Rucksicht auf (43) gelangen wir hiermit zu dem Resultat 

(58) 



92 R. Gran Olsson: 

SchlieBlich bestimmen wir noch B1 mit Hilfe del' Relation (52) 

(59) B __ 1 - e ~2(1) 
1- F(l)· 

Die Transformationsformeln und ihre Auflosungen lauten hiermit: 

W3 = ct> (1) w1 - F (1) '\()2 , 

1 -- e q>2(1) 
W4 = ---FUT- W l - C ct>(I) W2 

und 

16. Die totale Losung fur die Durchbiegung w bei gleichmaBiger Last 
wird erhalten, indem man noch das leicht erkennbare partielle Integral del' unhomogenen 
Gleichung (34) hinzuftigt: 

_Alge+ B a a Ho ( 2) 
w- 2(1-=-,u)(+ 1W1+ 2W2+16e(1_e)t2 I-de 

mit x = t e2• 

Die beiden mittleren Glieder lassen sioh auch durch 0 1 W3 + O2 W 4 ersetzen. 
Von del' Bestimmung del' Integrationskonstanten gilt mitentsprechenden Anderungen das 

unter Absatz 10 Gesagte. 
(Eingegangen am 18. 2. 1942.) 

Elastische Knickung gerader Stabe, die als Saul en von konstanter 
Druckspannung ausgebildet sind 1. 

Von R. Gran Olsson, Trondheim. 

Mit 4 Abbildungen. 

1. Einleitung. 
Die Stabilitat des geraden Stabes von veranderlichem Querschnitt und veranderlicher 

Druckkraft ist wiederholt untersucht worden. Die verschiedenen Arbeiten dartiber bis zum 
Jahre 1936 sind in dem Buch von J. Ratzersdorfer besprochen, weshalb diesel' Hinweis 
auf das Schrifttum hier gentigen moge 2 • Den praktisch am haufigsten vorkommenden Fall 
erhalt man bei Belastung des Stabes durch eine Einzellast unter gleichzeitiger Berticksichti
gung des Eigengewichts. Von allen moglichen Fallen del' Querschnittsveranderlichkeit wollen 
wir uns im folgenden auf solche beschranken, bei denen die Druckspannung konstant ist. 
Der Querschnitt solcher Stabe andert sich, wie aus der elementaren Festigkeitslehre bekannt, 
nach einer Exponentialfunktion3• Das Tragheitsmoment andert sich je nach der Querschnitts
form nach einer Exponentialfunktion mit demselben odeI' einem hoheren Exponenten, so daB 
die Losungen fUr die Ausbiegung des Stabes je nachdem etwas verschieden ausfallen. 1m 
folgenden sollen diese Losungen angegeben und die zugehorigen Knickbedingungen auf
gestellt und zum groBten Teil auch ausgewertet werden. 

1 Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich durch das Studium d,es Aufsatzes ~on A. Hertwig: Beitrag 
zum Hangebrtickenproblem. Stahlbau Bd. 13 (1940), S. 105, insbesondere durch eine Bemerkung auf S. 107 tiber 
die Knickung von Staben mit veranderlicheIr! Querschnitt. 

2 Ratzersdorfer, J.: Die Knickfestigkeit von Staben und Stabwerken S. 91. Wien 1936. 
3 PoschI, Th.: Elementare Festigkeitslehre S.62. Berlin 1936. 
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2. Die Differentialgleichung des Problems bei veranderlicher Druckkraft 
. und veranderlichem Querschnitt. 

Der Stab sei unten eingespannt und oben frei verschieblich gelagert. Die Gleichung der 
elastischen Linie lautet: 

(1) 
d2 y 

El dx2 =M, 

wo Eden Elastizitatsmodul, I das Tragheitsmoment und M das Biegungsmoment bezeichnet. 
Ferner ist y die Ausbiegung und x die Entfernung eines beliebigen Stabelementes von der 
Einspannstelle (Abb. 1). Die Querkraft Q an einer beliebigen Stelle ist oX 

I 

(2) Q = - ~~f p(x)dx, 

wo p (x) das Gewicht des Stabes je Langeneinheit bezeichnet. Durch 
Differentiation der Gleichung (1) nach x erhalt man mit Rilfe der Be-

ziehung Q = dd~ aus Gleichung (2) die Differentialgleichung 

(3) 

I 

!J 
Abb. 1. Erlauterungen 
zur Aufstellung der Dif
ferentialgleichung (3}. 

1m Ausdruck f p(x) dx ist auBer dem Eigengewicp.t auch die Einzellast Pam oberen Stab-
x 

ende enthalten. Wird die neue Veranderliche 

l-x 
z=-l-

eingefiihrt, so ergibt sich zunachst die Gleichung 

(3 a) E I 111 + (E I)' "+ fZ () d ' 0 7,3 Y 13 y 0 p z z y =, 

wo Striche Differentiation nach z bedeuten. Nach Multiplikation mit ;1 und der Substitution 

y' = 'Y) ergibt sich aus Gleichung (3a) 

(3b) 

Setzt man weiter 
1= Ioj(z) 

und wird die neue Veranderliche 

(4) 

eingefiihrt, so erhalt man als Normalform der Differentialgleichung 
Z 

(3c) "..L[~-lf ()d --~[l '()J,,_~(dlnj(Z))2J -0 v I E10 j(z) P z z 2 nJ z 4 dz v - , 
o 

die wir der Kiirze halber 

'Ii'+f(z)v=O 
schreiben wollen. 

Es ist also 
z 

(5) f() =.~ -l-f ()d'7 _ ~ d2 lnj(z) _ ~ (dln j (z))2 
z E10 j (z) P z ~ 2 dz2 4 dz • 

o 
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Diese Gleichung la13t sich nun in einer Reihe von Fallen integrieren, wie aus den bereits 
veroffentlichten Arbeiten bekannt ist. Insbesondere sind solche Gesetze der Querschnitts
veranderlichkeit, die eine Integration mit Hilfe von Zylinderfunktionen gestatten, eingehend 
untersucht worden. 

3. Integration del' Difiel'entialgleichung fur den Stab von konstantel' 
Festigkeit. 

Bezeichnen y das Eigengewicht des Stabmaterials, (J die als konstant angenommene 
Druckspannung und F 0 den oberen Endquerschnitt des Stabes, so ist der Stabquerschnitt 
an einer beliebigen Stelle 

Damit wird 
I I z 

1 f 0 .F f 1'..(I-x) J ~z .F a '!!:z T p(x)dx=Y e" dx=yFo e" dz=+(e" -1). 
x x 0 

Wird der Stab auBer durch das Eigengewicht auch noch durch eine Einzellast P = aFt} 
belastet, so wird 

I yl If Foa (iZ T p(x) dx = -l- e . 
x 

Das Tragheitsmoment kann III der Form 
ny nyl 

1 - 1 (la-x) -1 (JZ - oe - oe 

ausgedruckt werden, wo je nach der Querschnittsgestalt n > 1 ist. So ist beispielsweise fur 
den quadratischen und kreisformigen Querschnitt n = 2. Damit wird 

In j (z) = n; 1 z, dh~~(z) = n: 1 , d21;~(Z) = 0, 

und weiter 

(5a) 
-(n-l)yl 

a Fo12 ------z n2 y2 l2 
t(z) = E10 e" -"47' 

womit die Differentialgleichung lautet: 
yl 

(3d) "+ 0 " - 0 (F a[2 -(n-l)-z n2y2.12) -
v _ E10 e - 4(12 v - . 

Durch die Substitution 

(6) 
- (n-l) .1i. Z ,= e 2" 

ergibt sich aus Gleichung (3d) 

(3e) v" + ~ v' + (n·~Tf2 (~~:~: - ~:) v = 0, 

wo Striche jetzt Differentiation nach , bedeuten. 
Die Differentialgleichung 

(3 f) 

hat die Losung 

(7) 

'I + 1 - 2()( , + (f12 + ()(2_ P2) 0 V --v .--- V= 
~ ~2 

WO c1 und C2 Integrationskonstanten, J 11 und N 11 Zylinderfunktionen sind 1. Der Vergleich 

1 Jahnke, E. - Emde, F.: Funktionentafeln, 3. Auf!. S. 146. Leipzig und Berlin 1938. 
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von Gleiehung (3e) und (3f) liefert fur die Parameter a, (3 und p die Werte 

(8) 
1 

a= --
2 ' 

2a VFoa 
(3 = (n -1) y IoE' 

Aus (4) und (7) ergibt sieh fur die Neigung der Biegungslinie 

(7a) 

wo die oben angegebenen Werte fUr die Parameter (3 und p' einzus6ltzen sind. 

4. Untersuchung des Sonderfalls 'It = 1. 
Wegen des Unendliehwerdens von (3 und p gemiW (8) fUr n = 1, muB dieser Fall besonders. 

untersueht werden. Mit n = 1 wird 

(5b) f( ) = aFol2 _ y2l2 
z E10 4a2 ' 

womit die Differentialgleiehung (3d) in die folgende ubergeht 

(3 g) "+ (a F 0 l2 _ y2l2) = 0 
V E10 4a2 V , 

d. h. eine Gleiehung mit konstanten Beiwerten. Mit der Abkurzung 
2 _ a Fol2 y 2l2 

(9) a - E10 - 4a2 

ergibt sieh als Losung von Gleiehung (3g) 

(10) v = c1sinaz + c2 cosa z. 

Daraus ergibt sieh die N eigung der Biegungslinie 

(lOa) 

und weiter dureh 

rl v ---z 
r; --:- ,I. = e 2" ( c1 sin a z + c2 cos a z) , 

r1 (z) 

eine elementare Integration die Ausbiegung des Stabes 
rl 

, e- 2 0'z [(Yl _) . ( Yl) ] 
Y = l -~-+--0-,ft 2a c1 - a c2 sm a z + a c1 + 2a c2 cos a z , 

Cl 4a2 

worauf es jedoeh im folgenden nieht ankommt. 

5. Die Knickbedingung fiir beliebige Werte n. 
Die Neigung der Biegungslinie fur beliebige Werte n(n 9= 1) ist gemaB Ziff. 3 dureh den. 

Ausdruek gegeben 
] n+l 

(7a) r; = (2 n-l [c1 J p «(3 C) + c2 N p «(3 C)] . 

Die Randbedingungen mogen wie folgt gewahlt werden: es solI fur z = 1, 1] = 0 und fur
z = 0, r;' = 0 sein. Dabei ist 

(7b) 
Sn-l 

r;,=d1J=r!:..'2d~_=_(n_l)ti..C2(n-l){C [( n+l _p)?--IJ (R?-)+RJ (R?-)]+ dz d~ dz 2a 1 2(n-l) <, p V<' v (p-I) V<' 

+ C2 [(2 ~n :='11) - p) C-1 N p «(3 C) + (3 N(P-I) «(3 C) ]}. 

Damit ergeben sieh folgende Gleiehungen 

f CI J p «(3 C 1) + C2 Np «(3 C 1) = 0 , 

(11) 1 Cl[(27n-~D - p)Jp«(3) + (3J(p-I) «(3)] + C2[(27n~\) - p)N p «(3) + (3N(p-ll«(3)] = o. 
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Mit der Knickbedingung 

(lla) 
( n + 1 ) 

J v({3 ~I) 2 (n _ 1) - p J v({3) + (3 J(V-I) ({3) 

N1>({3~I)=(n+l _ )N({3)+{3N ((3)' 

6 

5 

2(n-'I) P 1> (v-I) 

wo z'"1 = Z," fur z = 1 bedeutet. Der Parameter p ist durch die Beziehung (8) gegeben. Prak
tisch kommen nur die Werte n = 2 und n = 3 in Betracht, indem n = 2 einem Kreis oder 
Quadratquerschnitt und n = 3 einem Rechteckquerschnitt entspricht. FUr n = 2 wird 
10 P = 2,06 und fur n = 3 P = 1,58, fUr welche Werte p 

loj 

I 

I Ii 

8 .0-

I 
6 

I 
I 

Ji 
V i> 

Vi / 
I :1/ 

J 
q 

I 
6 

I 
I 

8 

I 
I d I II 

I 
I 

I' 
I I ,I 
1 I ~H-I I 

1/ : / : / I I 
I lfr' ,I b V IV l-- '/ 

:1/ :Y!IY 
I I I I I '/ 
I I 

: I: I 

I 1'-lJ I 1 I I 
it--

keine Tafeln vorliegen, aber man wird mit guter An
naherung die Tafeln fUr p = 2,0 bzw. P = 1,5 heran
ziehen konnen. 

Beispiel a: Es sei n = 3, also p = 1,58. Mit J p p::::j J at• 

und J(P-1l p::::j J 1/• wird die Knickbedingung 

(11 b) JaJo{{3 ~I) 0,58 JaM(3) - (3 JII2(f3) 
La/. ({3 ~ 1) = 0,58 J _al2 ({3) + {3 Ltf2 ((3) , 

wobei J_a0PY und J_1/.(P) statt N.0 P) und N ,f2 (P) ein
gefuhrt wurden. Tragt man die linke und rechte Seite 
von Gleichung (11 b) als Funktionen von (Pz'"l) bzw. P 
auf, so ergeben sich die in Abb. 2 dargestellten Kurven 1. 

Damus ergibt sich der kleinste Wert von P = 2,93 ent
sprechend Pz'"l = O. Aus zwei einander entspre.chenden 

I, I 
i! I 

'0 
3 q 5 6 

r T i I I Werten P und Pz'"l ergibt sich z'"1 und damus ;; gemaB 
8 9 der Substitution (6), wobei z = 1 zu setzen ist. Bei 

I 

- jJ r, bzw. jJ 

Abb.2. Zur Auswertung der Knickbedin
gung (II b). Die Kurven a und b stellen 
die linke bzw. rechte Seite der Knick-' 

bedingung dar. 

bekannten Werten P und ?'2 l laBt sich die Knicklast 
• r1 

ausrechnen, denn es 1st 

ti{J=~~ 2r1 J/F'Or1o =lV'r1Fo 
r1 . r1 (n-l)y r E10 E10 

fur n = 3. Auf diese Weise kann die Knickspannung als Funktion von :~ dargestellt werden. 

Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Tafel 1 zusammengestellt, das graphische Bild in Abb. 3 
dargestellt. 

\ ! i '1 I I II 
n'1 n=2 n,J 

~' 
I ~hl~~l1 -~b k ....jb~ ? , I ",,"in 0n;n=J",ax 0ni 

oJ ~~ 
I 

! ' I , 
~ !" 

\ '" ~r- : 

i'... 

2 a 1 [aii'; . 
Tafell. Werte {3, yY und V JJff; l 1m Fall n = 3. 

2,94 0,128 0,0435 0,638 9,210 4,80 3,034 0,632 4,36 2,203 
3,00 0,610 0,203 1,254 4,785 5,10 3,358 0,659 4,80 2,127 

- .- I 3,10 0,873 0,282 1,580 3,925 5,40 3,667 0,679 5,17 2,090 

1 
3,30 1,230 0,373 2,028 3,254 6,00 4,299 0,716 6,66 2,004 
3,60 1,652 0,459 2,567 2,804 6,60 4,945 0,750 6,95 1,901 

o 
2 J '15 678 

_2ff 
yl 

Abb. 3. Die in dimensionsloser Form dar
gestellte Knicklast abhangig vom Para

meter 2 aly l. 

(11 c) 

.9 
3,90 1,994 0,512 2,980 2,61 7,50 5,838 0,778 8,00 1,883 
4,20 2,368 0,564 3,490 2,40 8,40 6,752 0,804 9,17 1,833 
4,50 2,707 0,602 3,945 2,282 9,60 7,964 0,830 10,73 1,785 

Beispiel b: Es sei n = 2, also p = 2,06. Mit J p p::::j J 2 , 

N p p::::j N 2 lautet die Knickbedingung 

0,56 J 2 ({3) - {3 J 1 ((3) 
0,56 N 2({3) - {3 N 1 ((3) • 

Eine entsprechende Rechnung wie im Beispiel a ergibt die in Abb. 4 dargestellten Kurven, 

1 Hayashi, K.: Fiinfstellige Funktionentafeln. Berlin 1930. Enthiilt auf S. 102 bis 104 Tafeln tiber die Funk
tionen J 'f2(X), J 3fo{X) , J_1f.(x) und L3Mx). 
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wo bei P = 3,67 fUr PCl = 0 wird1 . Die Knicklast ergibt sich aus 

Yip = Yi 20' VO'Fo -lV~Fo 
20' 20' (n-l)y EIo - EIo' 

indem ~~ ahnlich wie im vorigen Beispiel zu ermitteln ist. Das Ergebnis ist in Tafel 2 an-

geschrieben, das graphische Bild in Abb. 3 aufgetragen. 8 

20' l/O'Fo. I 
Tafel 2. Werte fl, yY und V EIo lIm Fa I n = 2. 

3,7 0,763 0,206 0,633 5,84 4,6 2,517 0;547 1,658 2,774 
3,8 1,160 0,305 0,842 4,511 4,8 2,766 0,576 1,812 2,660 
4,0 1,631 0,408 1,116 3,584 5,0 3,01 0,602 1,972 2,535 
4,2 1,963 0,467 1,314 3,196 6,0 4,14 0,690 2,695 2,226 
4,4 2,260 0,514 1,502 2,930 00 00 1,000 00 1,5708 

Die vorhandenen Tafeln uber N 2 (PC l ) und J 2 (PC l ) haben 
nur fUr PCl < 5,0 eine genugend feine Intervalleinteilung, so 

daB die Kurve nur bis 2~ = 2,695 ausgerechnet werden konnte. 
. y 

6 

" 
6 

i 

I 
t 
t 

t 
t 

t 
t 

~ it;; vi --- .1 ..,-

! / VI 
I t 

1 : 
t 

I 
t 

t 

i 
Z J 'I 5 5 
-jJ r, bzw. jJ 

Von da an ist extrapoliert, indem naherungsweise folgender 
A usdruck angesetzt wurde: 

Abb. 4. Zur Auswertung der Knick
bedingung (lIe). Die Kurven a 
unq b stellen die linke bzw. 

1/ a F 0 l = ~ + C X-I + C X-z (20') rechte Seite der Kniekbedingung V EIo 2 I Z X = yY , dar. 

wobei CI und C2 nach den beiden letzten Wertepaaren der Tafel 2 bestimmt wurden. Daraus 
ergibt sich ci = 1,533, c2 = 0,727, so daB die Gleichung der extrapolierten Kurve lautet 

I/O' Fo l = ~ + 1 5331'i + 0 727y2l2 r E 10 2 ' 20' ' 40'2 • 

Die durch die Werte der Tafel 2 und die obige Gleichung festgelegte Kurve ist in Abb. 3 
e benfalls eingetragen. 

6. Auswertung der Knickbedingung im Sonderfall n = 1. 
AuBer den Fallen n = 2 und n = 3 mag die Knickbedingung noch fUr n = 1 ausgewertet 

werden, da dieser Sonderfall besonders einfache Ergebnisse liefert. 
Der Stab sei wieder unten eingespannt, oben frei. Die Randbedingungen lauten: es soIl 

fur z = 1, 1} = 0 und fUr z = 0, 1}' = 0 sein, wobei 

(l2) 
yl 

1}' = e - Z G Z [cl (a cos a z - ~~ sin a z) - Cz G~ cos a z + a sin a z) J 
ist. Die Randbedingungen liefern die Gleichurigen 

1J(z=ll = ci sin a + Cz cos a = 0 
mit der Knickbedingung 

. t 
(13) acos a + ~O' sin a = 0, 

wofur auch geschrieben werden kann: 
20' 

(13a) -tga=yroc. 

Die numerische Lasung der Gleichung (13a) ist bei F. Emde angegeben2• 

1 Watson, G. N.: Theory of Bessel Fundions. Cambridge 1922. Enthalt im Anhang Tafeln iib\lr die Funktion 
J1(x), J 2 (x), N1(x) und N 2 (x). 

2 Emde, F.: Tafelnelementarer Funktionen S. 127. Leipzig und Berlin 1940. 
Stahlbau-Forschungsheft 6. 7 



98 R. Gran Olsson. 

1m allgemeinen ist ~~ ~ 1, so daB man in erster Naherung IX = ~ setzen kann. 

Mit diesem Wert von IX ergibt sich aus Gleichung (9) mit aFo = P 

(9a) 

Da IX in del' Tat immer etwas groBer als ~ sein wird, gibt (9a) eine untere Grenze del' Knick

last an. Sie stimmt mit del' Eulerschen Knicklast eines Stabes uberein, del' unten eingespannt 
und oben vollkommen frei ist, wie es auch sein muB. Fiir groBere Genauigkeitsanspruche 
rechnet man die Knicklast 
nach del' Formel 

(9b) 

WO IX nach (12a) zu ermitteln 
ist. In del' folgenden Tafel 3 

sind einige Werte ~!, IX und 
P l2 
E10 zusammengestellt. 

:n; -
2 

1,64 
1,66 
1,69 
1,76 
1,84 

Tafel 3. 

00 

8,797 
6,735 
4,940 
2,967 
1,970 

Wertecx, !~ und -V ~ol imSonderfall n=l. 

(1.2+~1~ Iltp I I (1. 

4"" VET. 
I y"12 I lIT 
1(1.2+ 4 ,,2 fEIol 

:n;2 :n; 
2,03 0,9963 5,1283 2,26 - "2 4 

2,7025 1,64 2,29 0,4987 9,2650 3,04 
2,7776 1,66 2,50 0,2988 17,4505 4,17 
2,8971 1,70 2,65 0,2021 31,5057 5,61 
3,2112 1,79 2,75 0,1502 51,8887 7,20 
3,4689 1,86 :n; 0,0000 00 00 

Das graphische Blld ist in Abb. 3 wiedergegeben. Aus del' Tafel geht hervor, daB HiI' 

~~ = 8,8 dieZunahme del' Knicklast gegenuber del' "Eulerlast" 4,6% betragt. ~~ = 8,8 

entspricht bei einer Druckspannung von 24 kg/em 2 und einem spezifischen Gewicht y = 2,2 t/m3 
(Beton) einer Stablange 

l=~ =-~-=rd. 25m. 
8,8 y 4,4 . 2,2 

Fiir aIle kleineren Stablangen ist die Abweichung del' Knicklast von del' Eulerlast geringer. 

7. Zusammenfassung. 
Die Knickung eines Stabes von veranderlicher Druckkraft und veranderlichem Quer

schnitt fuhrt immer auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten im 
allgemeinen veranderlich sind. Diese Gleichung laBt sich nicht allgemein integrieren, abel' 
in einer groBen Anzahl von praktisch wichtigen Fallen sind die Zylinderfunktionen Losungen, 
wie aus fr"iiheren Arbeiten uber diesen Gegenstand bereits bekannt ist. In diesel' Arbeit sind 
insbesondere Stabe von gleicher Festigkeit untersucht worden, wobei die Losungen wieder 
Zylinderfunktionen sind, wenn am oberen Ende des Stabes eine Druckkraft von solcher 
GroBe angenommen wird, daB eine konstante Druckspannung in jedem Stabquerschnitt 
vorhanden ist. In einem Sonderfall ergeben sich element are Funktionen als Losungen. Die 
Knickbedingung wird fur drei mogliche FaIle aufgestellt und mit Hille vorhandEmer ZahIen
tafein uber Zylinderfunktionen naherungsweise zahlenmaBig ausgewertetl. 

1 Zusatz bei der Korrektur: In einer inzwischen erschienenen Arbeit [Ing.-Arch. Bd. 13 (1942), S. 162-174) 
habe ich die Knickung gerader Stabe von exponentiell veranderlichem Querschnitt unter dem EinfluB ihres Eigen
gewichtes ohne die Einzellast P am oberen Stabende untersucht. 

(Eingegangen am 10. 1. 1942.) 
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Spannungen in einer ringformigen Scheibe infolge 
ungleichma6iger Erwarmung. 

Von H. Petermann, Berlin. 

Mit 1 Abbildung. 

In einer ringformigen Scheibe von der Dicke 1, dem Innenhalbmesser a und dem AuBen
halbmesser b betrage die Temperatur der inneren Randfaser ta, die biszur auBeren Rand
faser geradlinig auf Null abnehme. Dann ist fur einen beliebigen Punkt der Scheibe mit dem 
Halbmesser r die Temperatur 

Bezeichnet man 
die radiale Verschiebung nach auBen mit u, 
die Dehnung infolge Erwarmung urn 10 mit s, 
die Spannung in radialer Richtung mit (/1" 

die Spannung in tangentialer Richtung mit (/t, 

dann betragt die radiale Dehnung 

und die tangentiale Dehnung 

. Hieraus folgt 

Da bekanntlich 

so folgt: 

(la) 

(1 b) 

Da ferner 1 

(2) 

so ergibt sich: 

und tt 
St=r' 

E [dU tt b - rJ (/ =~- -+".--8(1+ lI.)t--
r 1 - fl2 dr ("" r r a b - a ' 

E I u du b - rJ 
(/t = -1-2L- + fl-d - 8 (1 + fl) tab-- • 

-fl r r -a 

du u b - r d [ dtt b r - r2J P-+--8(1+fl)t ~-=- r-+pu-s(l+p)t--dr r a b - a dr dr a b - a 

und hieraus die Differentialgleichung: 

(3) 

mit 

d2 u du r2-+r--u+AT2=O 
dr2 dr 

A - sta(l + fl) 
- b-a . 

1 Nach Foppl: Vorles. tiber techno Mech. Bd. ;l, 5. Auf!. S. 299. 
7* 
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Die Lasung lautet: 

(4) 

Setzt man diesen Ausdruck und seinen Differentialquotienten in die Gleichung (la) ein, 
so erhalt man mit den Randbedingungen: ar = 0 ffir r = a und r = b die beiden Integrations
konstanten B und 0 zu: 

B --:- 3(1 + j: (a +bJ [- a2 + 2 ab + 2 b2 + fl (a2 + ab + b2)] , 

Aa2 b2 

O=-3(a+b)' 

Die Spannungsgleichungen lauten danach: 

(5a) _ AE _ ( a2 b2 2 _ a2 + ab + b2») 
ar - 3(1 + p,) r + a + b r a + b ' 

AE ( a2 b2 a2 + a b + b2) 
(5b) at = 3(1 + p,) 2 r - a + b r2 - a + b . 

Gleichung (5a) erfullt die Randbedingungen, die zur Ermittlung der Integrationskonstanten 
gefiihrt haben. 

Fur die Randfasern - fUr r = a und r = b - nimmt Gleichung (5 b) folgende Formen an: 
Spannung an der Innenkante der Ringscheibe: 

(6a) 

Spannung 

(6b) 

AE a2 + ab - 2b2 

ata =3(1+p,) a+b 
an der AuBenkante: 

AE b2 + ab - 2 a2 

a tb =3(1+p,) a+b 

Die hiernach fUr eine ringfarmige Scheibe gefundenen Spannungen kannen als Nahe
rungswerte gelten fur die radialen und tangentialen Spannungen in einem dickwandigen 
zylindrischen Behalter, der mit einer heiBen oder kalten Flussigkeit gefiillt wird,deren Tem
peratur von der des umgebenden Mediums urn t~ abweicht. Der EinfluB der in Achsenrich
tung liegenden dritten Spannung auf den Spannungszustand ist dabei vernachlassigt. 

Angenahert kann man die Grenzwerte dieser dritten Spannung az in Achsenrichtung 
fur die Innen- und AuBenhaut des Behalters ermitteln, wenn man in den Ausdrucken (6a) 
und (6b) den einen Halbmesser durch Einfuhrung der Wanddicke d eliminiert und fUr den 

(Xl 

verbleibenden den Wert 00 einfuhrt. Die Ausdrucke nehmen dann die Form 00 an und durch 

Differentiation von Zahler und Nenner ergibt sich dann fUr die Randfasern 

f min=2,Skq!cm2 

Abb. 1. 

(7) 
AEd 

az = ±2(1 -tEl)' 
Zahlen beispiel. FUr einen 

dickwandigen zylindrischen Beton
behalter mit den Halbmessern 
a = 5,0 m, b = 7,0 m ergeben sich 
mit 
8- 0,00001, 
E = 210000 kg/cm2 und fa = + 500 

7,0 die in der nebenstehenden Zahlen
tafel 1 zusammengestellten Span
nungen aT und at nach den For
meln (5a) und (5b): 

r 

5,0 
5,2 
5,4 
5,6 
5,8 
6,0 
6,2 
6,4 
6,6 
6,8 
7,0 

Tafel!. 

6, 

kg/em" 

0,0 
- 1,9 
- 3,2 
-4,0 
-4,4 
- 4,3 
-4,0 
- 3,3 
- 2,5 
- 1,3 

0,0 

a, 
kg/em" 

- 55,4 
- 43,0 
- 31,2 
- 19,9 
- 9,1 
+ 1,4 
+ n,6 
+21,4 
+31,0 
+40,4 
+ 49,6 

Der Spannungsverlauf ist in Abb. 1 dargestellt. 
Die Randspannung in Achsenrichtung betragt 

Gleichung (7): 
nach, 

az = ±52,5 kg/cm2 • 

(Eingegangen am.l0. 2. 1942.) 



J. Pirlet: Die Lasung der Elastizitatsgleichungen beLder Berechnung statisch unbestimmter Systeme. 101 

Die Losung der Elastizitatsgleichungen bei der Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme. 

Von J. Pirlet, Koln. 

Mit 4 AbbiIdungen. 

Die Berechnung eines n-fach statisch unbestimmten Systems erfordert die Losung von 
n linearen Gleichungen mit n Unbekannten. Die Koeffizienten dieser Gleichungen sind 
Verschiebungen von Punkten des statisch bestimmten Grundsystems; sie stellen sich dar 
als Summenausdrucke, deren Berechnung nach bekannten einfachen Satzen erfolgt. In 
dieser Hinsicht bestehen keine Schwierigkeiten. Anders ist es mit der Losung der Elasti
zitatsgleichungen. Mit dieser Frage beschaftigen sich nicht nur die Lehrbucher der Statik, 
sondern auch eine groBe Zahl von Aufsatzen in unseren Fachzeitschriften. DaB es sich dabei 
um eine keineswegs einfache Aufgabe handelt - wenigstens wenn man die praktischen 
Schwierigkeiten der Zahlenrechnung in Betracht zieht -, zfligen uns z. B. die diesbezug
lichen Angaben in dem Lehrbuch von Muller-Breslau1 • Auch Geheimrat Hertwig hat 
in Erkenntnis der Bedeutung dieser Aufgabe in einer Reihe von Abhandlungen die Frage 
der Losung der Gleichungen bei der Berechnung speziell der hochgradig statisch ,unbe
stimmten Systeme bearbeitet2. Von diesen Abhandlungen sagt Muller-Breslau (siehe Li
teraturverzeichnis II, 1, S. 240, 5. Aufl.): "Die drei Arbeiten enthalten wichtige Beitrage 
zur Auflosung der Elastizitatsgleichungen." 

In den Jahren, in denen diese Arbeiten Hertwigs entstanden, war ich als sein Assistent 
und spater als Privatdozent an der Technischen Hochschule Aachen tatig. Seitdem habe 
ich mich gleichfalls um eine Losung dieser Aufgabe bemuht. Erst in den letzten Monaten 
fiihrten die Untersuchungen zu der hier mitgeteilten Form des Rechnungsganges, uml es ist 
mir eine besondere Freude, gerade jetzt, zum 70. Geburtstage meines verehrten Lehrers, 
dieses Ergebnis langwieriger Bemuhungen vorlegen zu konnen. 

Beim einfach statisch unbestimmten System stellt sich die Unbekannte Xa als Quotient 
zweier Verschiebungen des statisch bestimmten Grundsystems dar: 

X _ _ [ma] 
a - [aa]' 

[ma] ist die Verschiebung des Punktes m, d. h. des Angriffspunktes der gegebenen auBeren 
Last Pm, infolge der Belastung Xa= 1. faa] ist die Verschiebung des Punktes a, d. h. des 
Angriffspunktes der Unbekannten Xa, infolge der gleichen Belastung Xa= 1. 

Beim n-fach statisch unbestimmten System laBt sich in gleicher Weise eine beliebige 
Unbekannte Xi' die n Unbekannten seien Xa, X b, ••• ,Xi , ••• ,Xz , darstellen als Quotient 
zweier Verschiebungen, und zwar des (n, - I)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems: 

(1) X _ [mi.n - 1] . 
i - - [ii.n - 1] , 

[mi.n -1] ist die Verschiebung des Punktes m, d. h. des Angriffspunktes der gegebenen 
auBeren Last Pm, infolge der Last X i.n- 1 = 1, d. h. infolge Xi = 1 am (n -I)-fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem. - [ii.n -1] ist die Verschiebung des Punktes i, d. h. des 
Angriffspunktes der Unbekannten Xi> infolge der gleichen Belastung X i . n- 1 = 1. 

1 M iiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. II, 1 S. 143££., 153ff. 
2 H ert wig: .Uber die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und verwandter Aufgaben. Z. Bauw. 

[1910] S. 109. - Die Lasung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Be
rechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Miiller-Breslau-Festschrift 1912 S. 37. - Einige besondere 
Klassen linearer Gleichungen und ihre Auflasung in der Statik der durchlaufenden Trager und der Rahmengebilde. 
Der Eisenbau 1917 S.69. 
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Die Verschiebungen in Zahler und Nenner von Xi lassen sich in bekannter "\Veise als 
Summenausdriicke darstellen. Wir konnen schreiben: 

(1 a) 
J ds 

1v1o M i . n- 1 E J 

ds • J Mi 111;."-1 E J 

Der erste Ausdruck mit den Spannkraften S gilt fiir das Fachwerk, der zweite fiir das voll
wandige, biegungsfeste System. Die "\Verte So bzw. Mo stellen die Spannkrafte bzw. Mo
mente infolge Pm im statisch bestimmten Grundsystem dar; die Werte Si.n-l bzw. JYl i . n_1 , 

die sowohl im Zahler wie im Nenner von Xi auftreten, bedeuten die Spannkrafte bzw. Mo
mente iirlolge X i.n- 1 = 1, d. h. infolge Xi = 1 am (n-l)-fach statisch unbestimmten Haupt
system: - (NB. Fur das vollwalldige System ist hier lediglich der Beitrag der Momente 
angeschrieben. Der entsprechend geformte Beitrag der Normalkrafte und Querkrafte ist 
der Einfachheit halber fortgelassen.) -

Dieser maBgebliche Belastungszustand X i . n- 1 = 1 besteht aus der Last 1 im Punkte i 
und den zugehorigim Lasten in den Angriffspunkten a, b, c, ... , z der Unbekannten X a, 

X b , XC,",, X z des (n-l)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Wir erlautern die Zu

b) Mi.n_t=Fliiche: 

sammensetzung an der beson
ders anschaulichen Aufgabe 

OK l \i l-=.,..x __ x';;'Y __ x"l':"z_--'7I2. des mit einer Einzellast Pm 

t t t t t belasteten durchlaufenden 
Tragers (Abb. 1), und zwar 

Xy Xz mit den Stiitzendriicken als 
Unbekannten. Die Ausfiih
rungen und die rechnerischen 
Ergebnisse gelten natiirlich 
allgemein fiir jedes System 

:& -----:r:--- =:;;vI f-±~---::,.".-i--I-~:-{r:r= r±-=""---=-=~Lf=~~2>.. und jede Belastung. DaB wir 

Abb.1. 

sonst fiir die rechnerische Be
handlung dieser Aufgabe nicht 
die Stiitzendriicke, sondern 
die Stutzenmomente als Un

. bekannte wahlen, ist fiir unsere Darstellung ohne Bedeutung. 
In Abb. la ist der durchlaufende Trager mit den unbekannten Stiitzendriicken Xa, X b , 

XC>" .. , Xi" .. , X z dargestellt. In Abb. la ist die Stiitze in i beseitigt angenommen und dort 
die Belastung Xi = 1 als auBere Last angebracht. Die bei dieser Belastung in den Stiitzen 
a, b, c, ... , z entstehenden Stiitzendriicke nennen wir L ai , L bi , Lc;, ... , Lzi. Der erste Buch
stabe oder Index (a, b, c, ... , z) kennzeichnet den "Ort" , d. h. den Punkt, in dem die be
tieffende Last wirkt; der zweite Buchstabe bzw. Index (i) bezeichnet die "Ursache" , d. h. 
di~ Last Xi = 1, welche die betreffende Last erzeugt. 

Diese Werte: L ai , L bi , Lei' " .,Loi' Lhi , L i 'i = 1, L ki , ••• , LXi, LUi, Lzi zu bestim
men, ist das Ziel der nachstehenden Untersuchungen. 

Wenn es gelingt, diese Werte L aJlgemein fiir irgend eine Unbekannte Xi anzugeben, dann 
,ist in der Tat die Aufgabe der Berechnung eines n-fach statisch unbestimmten Systems 
umfassend gelost. Jede Art von beweglicher oder ruhender Belastungkann dann nach Glei
chung (1) bzw. (la) errechnet werden. Die EinfluBlinie jeder Unbekannten Xi ist als Bie
gungslinie fiir eben jenen Belastungszustand X i . n _ 1 = 1 gegeben. 

Erganzend sei darauf hingewiesen, daB die Verschiebungen [im.n-l]und[ii.n-l] 
in Gleichung (1) Verschiebungen der Punkte m bzw. i infolge ein und derselben Lasten
gruppe Lai in a, Lbi in b, .. . ,Lzi in z darstellen. Deshalb k6nnen wir Xi auch in der Form 
schreiben :. 

(2) X. = _ [m.a] La; + [~b] Lbi + ... + [~~]l+ ... +[~z] L'i 

t [ta]Lai + [tb]Lbi + ... + [tt]l+.··+ [tz]LZi 
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I. 
Fragen WIT zunachst, in welcher Form Xi sich darstellt, wenn wir die bekannte Losung 

mit Determinanten zugrunde legen. (NB. Es sei abel' von vornherein bemerkt, da13 wir diesen 
,Veg nicht weiter verfolgen werden, weil er fUr Aufgaben allgemeiner Art wegen del' prak~ 
tischen Schwierigkeiten del' zahlenma13igen'Rechnung fiir uns nicht in Frage kommt.) 

Die Elastizitatsgleichungen lauten: 

Xa[aa] + Xb[ab] + Xc[ac] + 
Xa[ba] + Xb[bb] + Xc[bc] + 

. . . 
Xa[za] + Xb[zb] + Xc [zc] + 

+ Xi[ai] + ... + Xz[az] = - [am] 

+ Xi[bi] + ... + Xz[bz] = - [bm] 

. . 
+ Xz[iz] = - [im] 

+ Xz[zz] = - [zm]. 

Jede Unbekannte Xi stellt sich dar als Quotient zweier Determinanten n-ten Grades. Die 
Nennerdeterminante LI ist die Determinante del' Koeffizienten del' X auf del' linken Seite 
vorstehender Gleichungen. Die Zahlerdeterminante erhalt man, wenn man die Kolonne i 
ersetzt durch die Kolonne del' Absolutglieder. Lost man die Zahler- und die Nenner~etermi
nante nach den Gliedern diesel' Kolonne i auf, so erscheint im Zahler jedes Glied del' Ko-
lonne i, also [am], Ibm], ... , rim], ... , [zm], und ebenso im Nenner jedes Glied del' Ko-
lonne i, also [ai], Ibi], ... , Iii], ... , [zi] multipliziert mit del' ihm zugeordneten Unter-
determinante (n -I)-ten Grades, d. h. L1ai' LIb;, ... , L1 i ;, ... , LIz;. Dividiert man Zahler und 
Nenner durch den Faktor von Iii] bzw. [mi], d. h, durch die Unterdeterminante L1ii' dann 
erhalt man Xi in del' Form: 

(3) 

(4) 

[ LI.i [b Llbi [ , L1.i m a] - + m ] - + . , , + m t] I + ... + [z m]--"-
X _ _ LIlt. LI/i ....... _~~_. __ ~ii 

i-'- [' ]Llai+ ['b]Llb'+ [':11 + [,]LI.,· ta - t - .,. + HJ + .. , tZ ---
LI;; LIn Lli i 

Vergleicht man Gleichung (3) mit Gleichung (2), so ergibt sich: 

L Lla i 
ai= --;;- ; 

LJi 1 

Bekanntlich ist: 

L LIb i 
bi = --;;- ; LJi _ ... ; Lii = I; ... , L LIz i zi = --;'-.. 

LJt i 

daraus folgt: 

(5) L L Llkk 
ki = ikT' 

i i 

Aus diesem Ergebnis folgern wir: Es sind nur ~(n;l) Lasten L zu ermitteln; d. h. wenn 

die auf del' einen Seite del' Diagonale stehenden Lasten Li k (in del' Zusammenstellung aller 
Lastengruppen L fiir i = a bis z) berechnet sind, dann findet man die auf del' andern Seite 

del' Diagonale stehenden Lasten Lki durch Multiplikation mit ~~~, d. h. mit Werten, die 
bereits in del' Rechnung bestimmt sind. ., 

Nach Gleichung (4) sind die gesuchten Werte L dargestellt als Quotienten zweier Unter
determinanten (n --'I)-ten Grades. Da jede Determinante sich aus Unterdeterminanten des 
nachst niedrigeren Grades errechnet, ware die Aufgabe fiir den Mathematiker gelost.·
Anders abel' liegen die Dinge fUr das praktische Rechnen. Da sind die Schwierigkeiten sehr 
betrachtlich, wie wir aus del' Erfahrung wissen. Deshalb sehen WIT von diesel' Art del' Be
handlung del' Aufgabe ab und suchen einen anderen Weg. 

Del' nunmehr zu behandelnde Rechnungsgang ist - im Gegensatz zu del' Determinanten
rechnung - insbesondere dadurch gekennzeichnet, da13 aIle in Frage kommenden Rech
nungsgro13en eine statische Deutung zulassen. Das setzt uns instand, den Aufbau del' Rech~ 
nung auch fUr die allgemeinste Form ohne Schwierigkeit zu entwickeln und iibersichtlich 
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zusammenzustellen. Gleichzeitig wird eine systematische Kontrolle der Rechnung moglich, 
ein unbedingtes Erfordernis fiir die praktische Rechenarbeit. . 

Anmerkung: Wir stellten jede Unbekannte Xi nach Gleichung (1) dar als Quotient 
zweier Einzelverschiebungen. Den gleichen Rechnungsgang findet man in der Fachliteratur 
bei der Behandlung der sogenannten "kinematischen Verfahren", die insbesondere unter 
Anwendung auf den Rahmen oder das Gewolbe in jedem Lehrbuch der Statik beschrieben 
sind. - Es handelt sich bei diesen Losungen, wie vorweg bemerkt sei, um Sonderfalle ein
fachster Aufgaben, die sich durch Anwendung der nachfolgend gegebenen allgemeinen Ge
dankengange. erklaren und rechnerisch durchfiihren lassen. Wir werden auf diese Zusammen
hange noch zuriickkommen. 

II. 
Das im folgenden behandelte Verfahren beruht auf der Verwendung von Hauptsystemen 

ansteigender statischer Unbestimmtheit. Die Kenntnis der allgemeinen Grundlagen muB 
hier vorausgesetzt werden l . Die Knappheit des verfiigbaren Raumes macht die Beschrankung 
auf das Wesentliche notwendig. 

Das in Abb. 1a dargestellte n-fach statisch unbestimmte System mit den Unbekannten: 
X a, X b , Xc, ... , Xi' ... , X z ist fiir eine beliebige Belastung P'Tn (Einzellast im Punkte m) zu 
berechnen. Wir betrachten der Reihe nach das 0-, 1-, 2-, ... , '11-, ••• bis (n -1 )-fach statisch 
unbestimmte Hauptsystem (Abb. 2). ' 

Die hierbei in den Punkten a, b, c, •.. , i, ... , z auftretenden Krafte am 0-, 1-,2-, ... , '11-, ••• , 

(n -l)-fachstatischunbestimmtenHauptsystem bezeichnen wir mit Ya, Y b , Y c,' .. , Y i ,· •• , Yz' 
Sie berechnen sich, da immer 

\ !-\ --------,,2\... nur eine Unbekannte, alll 
Hauptsystem wirkt, als Quo-

) p, tientenzweietVerschiebungen 
.D....~b_-;;:f::.---r:-b __ -!l t-\ --I-! -------1\ t-.-------.2\... des jeweiligen Angriffspunk-

t tes von Y in der Form: 
,Yo n 

"--~-4"~b--;cr-!1 t-\ .....It:..-'in. ____ ---;l ~I ------,.2\... 
i k m 
I 

: r/~' 
~-..."..----,1:.---"""':i~1 III 

I 
I 

z} a 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
b 

.K OK:a: 
tPm 

1:\ 11m 

h 
:z: 

h 
:z: 

i 
::c:: 

Abb.2. 

Y = _ [ma] 
6 [a a] 

Y __ [mb.I] 
b - [bb.I] 

ll-\ ----'":2\2\... 
Y = _ [mc.2] 

c [cc.2] 
(6) 

Y __ [mi.vJ 
i - [ii.v] 

kll x y z 
:JL :x:: ::c:: 

L~ 
2\... 

Y = _ [mz.n- IJ . 
z [zz.n- I] 

Aus diesen Uberzahligen Y 
berechnet sich eine beliebige statische GroBe S, etwa ein Moment oder eine Querkraft, 
nach der Gleichung: 

(7) S=So+ SaYa+SbYb+ ScYc+'" + SiYi+ .•. + SzYz · 

Die Multiplikatoren 6 i sind die Werte S infolge Y i = 1, d. h. infolge einer Einzellast 1 im 
Punkte i am v-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. Rine solche Last Y i = 1 ist iden
tisch mit der entsprechenden am Grundsystem wirkenden Lastengruppe Y i = 1, d. h. der 
in a,b,c, .. . ,i durch Y i = 1 erzeugten Lastengruppe Kai,Kbi,Kci'" .,Kii' wo Kii= 1 ist. 
In Abb. 3 sind die Belastungszustande Y = 1 dargestellt; sie entsprechen den Einzellasten Y 

1 Vgl. Pirlet: Kompendi~m der Statik der Baukonstruktionen Bd. II Abt. 1. 
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in Abb. 2. - (NB. Die Werte K ai , K bi , K ci , ... sind in den friiheren Da,rstellungen mit 
X ai , X bi , XCi' ... bezeichnet. - Statt X a.o, X b .1 , X e.2 , ••• schreiben wit hier Y a, Y b, Y e, . .-. 1.) 

Es ergibt'sich aus dieser Darstellung, daB die Wirkung von Y i = 1 gleich ist der Wirkung 
der Lastengruppe K ai , K bi , K ei , ... , Kii auf das Grundsystem, d. h. es gilt die Gleichung: 

(8) 6i=SaKai+SbKbi+ScKci+'" +Si' 
Auf diesem Berechnungsverfahren, dem die Gleichungen (6), (7) und (8) zugrunde liegen, 
beruhen die bereits oben erwahnten kinematischen Verfahren, die insbesondere fUr Arif
gaben einfachster Art, wie den Rahmen, in der Literatur behandelt und allgemein bekannt 
sind 2. 

Wir wenden nun die Gleichung (7) und (8) auf eine Unbekannte Xi an. In Gleichung (8) 
werden die Faktoren Sa, Sb, Se, ... gleich 0, ausgenommen Si' das gleich 1 ist. Wir erhalten 
also fur Xi folgende Gleichung: 

(9) 

a) Belasfung Ya,= 1 
(L I \ \ \ .K 

tKaa=1 

:b. 

b) . Be/asfung Yz, - 1 
a. b I \ \ \ .K 

KaJ tKoo -1 
1\... 

c) Be/astung Yc= 1 
a. b 

c \ \ \ \ .K t f f 
11... 

Kac ~bC Kcc~1 
I 
I 

i) Be/asfung:· \Ii = 1 

{L b c 11 ., h i 1\ .K f t t t :b. 

f 
Kai KIIi Kci Kg; Khi /(;;=1 , 

I 

z) I 
Belastuna Yz-1 

I 

fL b 
c ! \ f h k \ ! :x f 

z 
.K 

f t f t t t f A t 
Kaz Khz Kcz Kgz Khz Kiz Kkz K.xz K!lz Kzz-1 

Abb.3. 

Nach vorstehender Gleichung (9) finden wir fur die einzelnen Unbekannten X die folgen
den Werte: 

Xa = Y a + Kab Y b + Kac Y c + + K(ti Y i 

Xb= Yb+KbcYc + + Kbi Y i 
Xc= Y c + + KCi Y i 

+ 
+ 
..L 

I 

+Kaz Y z ; 

+ Kbz Y z ; 

+ Kcz Yz ; 

X z = Y z • 

Wir setzen nun in die Gleichung fur Xi [siehe Gleichung (9)] die Werte nach Gleichung (6) 
ein und erhalten: 

(lOa) X. = _ ([mi.V] + K. ~n!'V+ 1] + K. [ml.v+2] + ... + K. [mz.n-l]) 
, [ii.v] 'k [kk.v+ 1] .z [ll.v+2] 'z [zz.n-1] 

1 Vgl. Pirlet: Kompendium Bd. II, 1, S.140 und 150. 
2, Vgl. Pirlet: Kompendium Bd. II, 2, S.98ff. 
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Wir fUhren folgende A bkiirzung ein: 

I [ki~:'~l] = I!!, 
[ii.lI] _. Ii r 

(ll) [ll.II+2]-jli' 

\ 
[ii.lI] Ii: 

[zz.n - I] = I z ! . 
Wir sprechen etwa: i iiber k, i iiber l usw. - Eine Verwechselung ist ausgeschlossen, 

da jedem Buchstab~n a, b, c, ... , i, ... , zein bestimmter Grad 0, 1, 2, ... , ')I, ••• , (n -1) des 
statisch unbestimmten Hauptsystems zugeordnet ist. Also z. B. 

I a 'j. . [a a] I a I [a a] I a I [a a] I b = 1bb.l]; C = [cc.2]; ... , i 1 ; = [//·5] ; 

I b II = [b b .1]]. I b I = [b b ·Il . 
c [cc.2]' d: [dd.3] ' ... , 

lel= [ee.4l. le l= [ee.4]. 
ii, [/ f .5]' g I [g g. 6] , 

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir fiir Xi: 

(lOe) Xi = - [ii\] [[m1' .'11] + I~I Kik [mk.'II+ 1] + I ;jKiZ[ml.v+ 2] + ... + 1:1 K iZ [mz.n -1]l 
Der Zahlerwert' in der (eekigen) Klammer stellt eine Versehiebung des Punktes m dar, 
und zwar infolge einer Reihe von Belastungen bzw. Belastungsgruppen: 

Das erste Glied [mi.v] ist die Verschiebung von m infolge Yi = 1, d. h. infolge der Lasten-
. gruppe K ai , KOi"'~' K ii (= 1) (vgl. Abb.3). Das zweite Glied stellt die Versehiebung von 

m infolge Y k = I ~ I Kik dar, d. h. infolge der mit I ~ I Kik multiplizierten Lastengruppe K ak, 
K bk , .. . ,Klk, Kkk (= 1). - Und so weiter bis zum letzten. Gliede, welches die Verschiebung 

von m infolge der mit I: \ K iz multiplizierten Lastengruppe Yz= 1 darstellt, d. h. der Lasten

gruppe K az , Koz, ... , K,z, ... , K zz (= 1) (vgl. Abb. 3). 
Die Gesamtverschiebung von m, d. h. denZahlerwert in obigemAusdruek fiir Xi' erhalten 

wir also,. wenn wir alle die vorgenannten Lasten bzw. Lastengruppen zusammenwirkend 
a) 

f I ~ f \ \ L t f f f 
:::c... 

b) 
Kat Kat Kd Kgi Kid Kii- 1 }f=1 

.iL 

f t t ! \ t f f t ! I ::0.. 

Kak Kok I<ck Kgk Kill< Ktk Kkk=1 )k-1 
C) 

t \ \ 1 1 . f ! I .iL 

. f 1 . f 
:A 

1;I'KaX'Kik l£I'A;k'Ki/< !;!.KAk·Kik !k!·Ktk·Kkk Yk=I~IKtk 
Ikl·KQk·K;k 1,{I·Kgk·Kik 1~I·Ktt 

Abb.4. 

nehmen. - Die Lasten Yi = 1, Y k = 1, ... , Yz = 1 sind nichts anderes als die in Abb. 3 

dargestellten Lastengruppen mit den Einzellasten K. Die z. B. mit I ~'\Kik multiplizierte 

Last Y k = 1 erhalt man, wenn man samtliche Einzellasten des Belastungszustandes Y k = 1, 

d. h. die Lasten K ak , K Ok , K ck, ... , K ik , K kk (= 1) mit I ~ I Klk multipliziert. - Entsprechen

des gilt fiir die weiteren Glieder des Zahlerwertes von Xi (vgl. Abb. 4). 
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Beim Zusammenwirken aller dieser Belastungszustande addieren sich die in den ein
zelnen Punkten a, b, G, ••• wirkenden Einzellasten der besagten Lastengruppen. Es wirken 
also beispielsweise in a, b bis i die folgenden Lastensummen, die wir mit L~i' L~i' ... , Lii 
bezeichnen wollen. 

In a wirken: infolge Y i = 1, 

" Y k , 1~IKik' 
" 

" 
Insgesamt: 

,das heiBt: 

Fur die Summe der in b wirkenden Lasten findet man entsprechend: 
z 

L~i = 171; I Ko~ KiA' 
A=i I 

Schlie13lich findet man fUr die Summe der im Punkte i wirkenden Lasten: 

z 

L'~ - \'1' i [ K2 
ii- ~ }.! n.· 

I.=~ 

Wir konnten in gleicher Weise die Werte L~i' Lii , ... , L;i bestimmen. Das hat aber kein 
Interesse, well sich diese Lasten in den auf i folgenden Punkten k, l, m, ... , Z, wie wir spater 
sehen werden, aus bereits berechneten Werten herleiten lassen. 

Die so gefundenen Lasten L' in a, b, c, ... , i und weiterhin in k, l, m, ... , Z ergeben in ihrer 
Gesamtheit den Belastungszustand, der in Gleichung (lOc) fUr Xi den Zahlerwert (eckige 
Klammer), d. h. eine Verschiebung des Punktes m liefert. 

Nun stellt der letztenEndes gesuchte Belastungszustand X i . n- 1= 1 eine ausEinzellastenL 
bestehende Lastengruppe dar, bei welcher in i die Last 1 wirkt. In der oben ermittelten 
Lastengruppe L' wirkt aber in i die Last L~i' Dividieren wir nun aIle Lasten L' durch L~i' 
so erhalten wir die gesuchte Lastengruppe L, d. h. den Belastungszustand Xi. n-l = 1. 

Also ist zu setzen: 

L _ L~; . 
ai - V.' 

" 
L _Lb;. 

bi - V.' 
" 

L - L~; . . L - l' . L _ L~i 
C i - L: i ' ... , i i - , ... , z i - Lii . 

Die auf Lii folgenden Werte L ki , LZi: L mi , . .. , LZi bestimmen wir spater auf anderem Wege, 
und zwar aus bereits bekannten Werten. 

AIle Glieder der Zahlersumme [vgl. Gleichung (lOc)] haben wir durch Lii dividiert. Natur
gemaB miissen wir auch den Nennerwert [ii.v] dieser Gleichung (lOb) durch den gleichen 

Wert dividieren. Dann muB der so reduzierte Nenner, d. h. ~1;~] den gesuchten Nennerwert .. 
[ii.n -1] darstellen, ebenso wie nach der Division durch L~i die Lastengruppe L den gesuchten 
Zahlerwert [mi.n -1] ergibt. 

Wir schreiben also: 

(lOd) Xi = - -[" 1 1-] (Lai [mal + LOi [m b] + ... + Lii [mil + ... + LZi [mz]). H.n-
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Rier ist: 

12) 

z 

~I~IK.AK'A 
L ._,,=\. 

a i - "--'z"'---- , 

~\~\K:l 
A=, 

z 

~\~IKbAKiA 
L _"=, b i - '--:'-z--· • 

(13) ~1~\Kh 
).=, 

z 

~I~IK.AK'A 
L . = l=t _ 

c. z 

til~IK~l 

Nach vorstehender Gleichung (13) berechnen wir die Lasten L auf der linken Seite der 
Diagonale in nachstehender Tafel. 

Tafel der L·· Werte. 

I a I b 

IL:. 
d - - k i k - - - z 

L.a=IILb• 
--

a La. - - LAG Lia L,,·. - - - Lo. Ii 
-- --

b L.b Lbb = I I Lob Lab - - LAb Lib L"b - - - LOb b --
L .. =I\Lao 

--
0 La. Lbo - - LA. L i • L". - - - L .. c 

-- --Laa=11 d Laa Lbd L.d - - LAd L ia L"a - - - L.a d -- ----
I I I I I I I I I I I I I I I 

I ----
I I I I I I I I I I I I I I I --
k La" Lbh L.h La"y - - L",,= II L H • Lu - - - L.A k 

--
i Lai Lb; L.i La! - - LA. L,,=I ILk; - - - L" i 

L",,=11 --
k Lak Lbk L.k La By - - Lu Lik - - - L,k k 

I I I I I I I I I I I I I I I -- --
I I I I I I I I I I I I I I I --
z La. L b, L •• La. - - LA. Liz Lk • - - - IL .. =ll z 

I Lk • I - I - I - I L.s 

Da die Diagonalglieder gleich 1 sind, so waren insgesamt n(n -1) Glieder L zu bestimmen. 
Die Halfte derselben, also In (n -1) sind nach Gleichung (13) zu berechnen (Werte Li/<)' 
Die andere Halfte, also die Glieder L auf der rechtenSeite der Diagonale (Werte L ki ), lassen 
sich aus den zuerst berechneten Werten (Ln,) durch Multiplikation mit einem Faktor #ik 

bestimmen: 
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Den Multiplikator # finden wir durch folgende Uberlegung: Nach den Ausfiihrungen in 
Abschnitt I kann man schreiben: . 

Xi=[ma]Ll~i +[mb]~i + '" +[mi]Ll~i +[mk]Ll~i + 

+ [m i] Ll~k + [m k] Ll~k + 

Nach Gleichung (lld) ist: 

+[mz]Ll~I, 

+ [mz]Ll~k. 

L L"i 
Xi= [mal [ .. oj I] + [mb] [.. + H.n- u.n-I] 

+ [mk] [ii~~~I] + 

+ [mil [ii.!-I] + 
+ [mz] r .Lol I]' 

~Ln-

Daraus folgt: 

da aber: 

so ergibt sich: 

oder: 

(14) 

X k = [maJ [kk~:~I] + [mb] [kk~~~I] + 
1 + [mk] [kk.n-I] + 

[ .] Lik + m~ [kk.n-I] + 

+ [mz] [kk~~~I]' 
Llik _ Lik 
7 - [kk.n-I] ' 

[ii.n-I] [kk.n-I] 

L [ii.n-I] 
Lki= ik[kk.n-I]· 

Hierbei ist nach Gleichung (12): 
[ii.v] [i i . n - 1] = -z~--"--

17111 Kh 
).=i 

[kk.n-1]= [kk·e] 

}I~IK~, 
).=k 

Nach vorstehender Gleichung (14) sind die Werte Lki auf der rechten Seite der Diagonale 
in obiger Tafel der Werte L zu bestimmen. 

III. 
Fur die praktische Durchfuhrung eines Berechnungsverfahrens ist eine Kontrolle der 

Rechnung unerlaBli6h. Diese muB aber mit der Entwicklung des Rechnungsganges fort
schreiten, d. h. es mussen die auf den einzelnen Stufen der Rechnung gefundenen Ergebnisse 
gepruft werden konnen. Das kann nur in der Weise erfolgen, daB diese Ergebnisse auf einem 
zweiten, unabhangigen Wege errechnet und beide Resultate miteinander verglichen werden. 

Die Kontrolle der Verschiebungen des Grundsystems sowie derjenigender Hauptsysteme 
aufsteigender statischer Unbestimmtheit erfolgt auf bekanntem Wege1 • - Die Werte L 

sind durch Gleichung (13) dargestellt. Sie enthalten zunachst die Quotienten 111, d. h. Quo

tienten aus den vorerwahnten Verschiebungen. Sodann kommen Produkte der Werte K 
vor, d. h. der Lasten der einzelnen Belastungszustande Y i . p = 1. Ihre Kontrolle ist daher 
ein erstes Erfordernis. AuBerdem waren schlieBlich noch die Endergebnisse L zu prufen. 
Den Weg hierzu finden wir wie folgt. 

a) Die Belastungszustande Ya.o = 1; Yb•1 = 1; Y C• 2 = 1 usw. sowie die entsprechenden 
Verschiebungen sind in nachstehenden Tafeln zusammengestellt. Die Summe der Verschie
bungen der einzelnen Horizontalreihen ergibt die Werte [as], [bs.1], [cs.2] usw. - Deren 
Summe bezeichnen wir mit [s s]~-I, d. h. wir schreiben: 

[ss]~-1=[as]+[bs.1]+[c·s.2]+ ... +[zs.n-1]. 

1 VgI. Pirlet: Kompendium Bd. II, I, S.188ff. 
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In der Tafel der K -Werte summieren wir aIle Werte K der einzelnen Vertikalkolonnen und 
nennen diese Summenwerte K as, KOSl K cs,' .. , Kos. Bezeichnen wir die Ordinaten der Mo
mentenflache infolge dieser Lastengruppe mit MSK und wie fruher die Momente infolge der 
Lastengruppe 1 in a, b, c, ... z am Grundsystem mit M., so gilt, wie leicht nachzuweisen ist, 
die Gleichung: 

(15) 1 
[SS]~-l = f M.MSK ;~ 

bzw. 

[SS]~-l = .s SsSSK E~ 

(fUr vollwandige Systeme) 

(fiir Fachwerke). 

Auf Grund dieser Gleichungen (15) erfolgt also die KontroIle der K-Werte. Die auf der 
rechten Seite stehenden Summenwerte, in denen die Krafte K as, K bs, K c",'" ,Kzs ver
wandt werden, miissen iibereinstimmen mit der Summe der bereits im ersten Teil der Rech
nung gepriiften Verschiebungen: [as] + [bs.l] + [cs.2] + ... + [zs.n-l]. 

Tafel der Verschiebungen [ik.v]. 

a b e d e - - - z 
----------------

a Ya.o = 1 [a a] [ba] rea] fda] rea] - - - [za] . -+.2= [as] 
----------------

b Yb.l = 1 [bb.I] [eb.I] [db .1] [eb.I] - - - [zb.I] -+.2 = [bs.I] 
----------------

c Yc.s = 1 [ee .2] [de .2] [ee .2] - - - [zc.2] -+.2 = [es .2] 
----------------

d Y a.3 = 1 [dd.3] red .3] - - - [zd .3] -+.2= [ds.3] 
----------------

e Y •. 4 = 1 [e e.4] - - - [zeAl -+.2 = [e8.4] 
------._-----------

I I - I I I I I ----------------
I I I I .j, I 

--------------------
Z Y z ,,,- l = 1 I [zz.n - 1] -+.2 = [z8.n -1] 

.2 = [ssl~-l 

Tafel der Werte Ki . 

a b e d e - -1- - - z 
----

a Ya.o= 1 Kaa=I 
--------

b Yb.l= 1 Kab Kbb=I 
------

e Y c.2 = 1 K a, K b, Kcc=l 
--------

d Ya.3=1 Kad Kba Ked Kad=l 
--------

e Y e.4=1 K a, K b• K" Kde K,,=I 
------

I I I I I I I -
--------

I Kd~ I I I I I I I 
I Kcz 

------
z Y",,-l=l Ka. K bZ Kez - - - - - Kz.=l 

.2=1 K a• I Kbs IK .. I KGS IKes I - I - I - I - I - I K z• 

b) In ahnlicher Weise erfolgt die Kontrolle der Werte L. Wir addieren in der Tafel der 
L-Werte (vgl. S. 108) die Werte L der einzelnen Vertikalkolonnen und bezeichnen diese Sum
menwerte mit Las, Lb., Los>"" L z •. Es gilt .also allgemein die Gleichung: 

LiS= Lia + Lib + L iO + ... + Lii + Ln. + ... + LiZ· 

Die Momente bzw. Spannkriifte des Systems infolge dieser Lastengruppe Las, L bs , LcS! ... , 
Lzs bezeichnen wir mit MSL bzw. SSL' Die Momente Ms sind, wie friiher, die Momente infolge 
der Lastengruppe Xa = Xb = Xc = ... = X z = 1 im Grundsystem. Jede Unbekannte Xi stellt 
sich nach Gleichung (1) als Quotient zweier Verschiebungen des (n -1)-fach statisch un-
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bestimmten Hauptsystems dar. Die Summe der Zahlerwerte samtlicher X ergibt den Wert: 

[ma.n-IJ+[mb.n-I]+[mc.n-I]4-··' +[mz.n-I]=[ms.n-I]. 

Die Summe der Nennerwerte samtlicher X ist: 

[aa.n -I] + [bb.n -1] + [cc.n -I] + ... + [zz.n -1] = [ss.n -I]. 

Dann gilt, wie leicht nachzuweisen ist, die Gleichung: 

(16) 1 [ms.n -I] = f MoMSL ;~ bzw. 

[ss.n-1]=fMsMsL;~ bzw. 

= 2) SOSSL;F' 

= 2) SSSSL;r 

Nach dieser Gleichung (16) erfolgt die Kontrolle der L-Werte, d. h. der Ergebnisse der 
Rechnung. - Damit ist der Weg fur eine systematische Kontrolle der Rechnung gegeben: 
Die Verschiebungen des Grundsystems, ebenso diejenigen <ler einzelnen Hauptsysteme 
werden in der von fruher her bekannten Weise gepriift, womit gleichzeitig die Kontrolle 
der Festwerte F gegeben ist. Aus den Festwerten setzen sich die Werte K zusammen (vgl. 
Pirlet: Kompendium der Statik der Baukonstruktionen Bd. II, I, S. 140; die dort mit X ik 

bezeichneten Lasten sind identisch mit unsern Werten K ik), und diese w{lrden gepruft nach 
Gleichung (15). 

Aus den so gepriiften Werten K setzen sich die Werte L zusammen [vgl. Gleichung (13)]. 
Fur die Kontrolle dieser Lasten, d. h. der Ergebnisse der Rechnung, verwenden wir Glei
chung (16). 

Ergebnis. 
Die Unbekannten Xi eines n-fach unbestimmten Systems berechnen sich nach Glei

chung (1) bzw. (Ia) als Quotienten zweier Verschiebungen bzw. zweier Summenausdrucke. 
Die in diesen Gleichungen auftretenden Momente M i • n - 1 bzw. Spannkrafte Si.n-l [Krafte 
im (n -1 )-fach statisch unbestimmten Hauptsystem] werden hervorgerufen durch die Lasten
gruppen L ai , L bi , Lei"'" Lii (= 1), L ki , ••• , L zi • Diese zu bestimmen, ist das Ziel der 
vorstehenden Untersuchungen. 

Die Einzelkrafte L sind nach Gleichung (13) als Quotienten zweier Summenausdrucke 
zu berechnen. Die hierin vorkommenden Werte KiA sind die Einzellasten der Zustande 

Y i." = 1. Ihre Berechnung erfolgt nach bekannten Regeln. Die Faktoren I ~ I in Gleichung (13) 

sind Quotienten von Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme; ihre Deutung 
ergibt sich aus Gleichung (10). - Die Berechnung der Werte L erfolgt tabellarisch nach 
Gleichung (13), entsprechend der Form und dem Sinn der Summenausdrucke. 

Insgesamt sind n (n; 1) \Verte LiT, zu berechnen, und zwar die Werle auf der linken Seite 

der Diagonal~ in der Tafel der L-Werte (vgl. S. 108). - Die ubrigen n(n2-1) -Werte auf 

der rechten Seite der Diagonale ergeben' sich aus den Werten Lik nach Gleichung (14). 
Die Kontrolle der Ergebnisse erfolgt stufenweise entsprechend dem Fortschreiten der 

Rechnung. Die Verschiebungen des Grundsystems und der einzelnen Hauptsysteme werden 
nach bekannten Regeln gepruft; die Kontrolle der Werte Kilo und L i7e erfolgt nach den Glei
chungen (15) und (16). 

Nach dem vorstehenden Verfahren lassen sich aIle Aufgaben der Statik der unbestimmten 
Systeme durch tabellarische Rechnung einfach und ubersichtlieh losen, und zwar fur jedes 
System und jede Belastungsart. 

In den meisten Fallen ergeben sich wesentliche Vereinfachungen der hier dargestellten 
allgemeinen Form des Rechnungsganges. So wird z.·B. in dem besonders haufigen Fall drei
gliedriger Elastizitatsgleichungen LiTe = Kilo [vgl. Gleichung (13)].Uberhaupt laBt sich 
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allgemein der Wert Lik in der Form Lik = Kik#ik darstellen. Der Multiplikator flik' der 
sich bei geeigneter Wahl der Unbekannten5m allgemeinen mehr oder minder dem Werte 1 
J1ahert, ist dann die maBgebliche GroBe der Rechnung. 

In den Summenausdrucken des Zahlers und Nenners der Werte L fallen durchweg die 
Zahlenwerte der einzelnen Glieder sehr schnell ab, so daB nur die ersten Werte berucksichtigt 
zu werden brauchen. - Desgleichen werden im allgemeinen die Werte L infolge Xi.n_~= 1 
seitlich von i so klein, daB sie zum groBten Teil vernachlassigt werden konnen. Wir sind 
somit in der Lage, aus dem genauen Rechnungsgang die Naherungsrechnungen abzuleiten. 
Dieser Moglichkeit kommt fUr das praktische Rechnen eine besondere Bedeutung zu. 

Die Kontrollgleichungen [vgl. Gleichung (15) und (16)] fUhren insbesondere bei Rahmen
konstruktionen und verwandten Aufgaben zu hochst einfachen Ausdrucken fUr die PrUfung 
der Werte K und L. 

Die Einfachheit und ZweckmaBigkeit des Rechnungsganges ist an Zahlenbeispielen 
erprobt. - Anwendungen des hier behandelten Verfahrens werden an anderer Stelle folgen. 

(Eingegangen 5. 3. 1942)' 

Zur Berechnung von Stockwerkrahmen mit waagerechten 
Knotelllasten. 

Von K. Pohl, Berlin-Charlottenburg. 

Mit 25 Abbildungen. 

1. Die Formanderung des Stockwerkrahmens. 
Es sei vorausgesetzt, daB nur waagerechte Knotenlasten P angreifen, die sowohl Wind

lasten als auch die "Festhaltekrafte" derjenigen Rechnungsmethoden bedeuten konnen, 
die im ersten Rechnungsgange mit einem unverschieblichen Netz arbeiten (Abb. 1). Sehen 
WIr zunachst von den Verbiegungen der Stabe ab, so bestehen die Formanderungen der 
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Abb.1. Abb.2. 

Rahmenvierecke aus einer rhombischen Verzerrung als Folgeder 
Querkrafte in den Stockwerken (Abb. 2) und einer keilformigen 
Verformung (Abb. 3), die aus den Langenanderungen der Stutzen 
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als Folge der Momente der Lasten P entsteht. Beide Verformungsarten sind vergleichbar 
denjenigen eines Korperelements im vollwandigen, eingespannten Freitrager infolge der 
Schubspannungen T und der Normalspannungen a. Letztere entsprechen den Stutzenkraf
ten S des Stockwerkrahmens, tatsachlich werden die S haufig auf Grund einer gradlinigen 
Spannungsverteilung berechnet, was allerdings nur bei einem bedeutenden Verhaltnis .L;h:.L;l 
genugend richtig istl. 

Die Langenanderungen der Riegel dUrfen stets vernachlassigt werden, die der Stutzen 
konnen bei der Berechnung der Knotenpunktverschiebungen zusatzlich berucksichtigt 
werden, ihr EinfluB auf die Biegungsmomente ist unbedeutend. Wir konnen uns daher 
auf die Betrachtung der rhombischen Verzerrung beschranken, die ohne Langenanderungen 
vor sich geht. 

1 Vgl. den Bericht des VerfasRers im Bauingenieur 1941 iiber amerikanische Methoden der Rahmenberechnung. 
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2. Das ZeUentragwerk· als Ersatzsystem. 
Es liegt der Gedanke nahe, sich das Rahmentragwerk aus lauter einzelnen geschlossenen 

rechteckigen Zellen bestehend zu denken, die in den Ecken durch Gelenke verbunden sind 
(Abb. 4). Die inneren Stabe des Stockwerkrahmens werden hierbei geteilt und je zwei Zellen 
zugewiesen, Doppelstabe. A.hnlich wie die Schubspannungen i am Karperelement wirken 
dann auf jede Zelle zwei waagerechte Krafte H und zwei lotrechte Krafte V, welche die 

Gleichgewichtsbedingung gegen Verdrehen ~ 
(Abb. 5) 'C J;; -~ ~ 1""'-

d 7 
(1) Hh=Vl I,' 

a)J, " J, I 
erfullen mussen. Die Krafte H und V werden sir I 

Abb.4. 

von den Nachbarzellen in den 4 Gelenken auf 
die Zelle ubertragen, es ist fUr die Berechnung 
der Biegungsmomente gleichgultig, wie sich 

jedes H oder V auf die beiden Gelenke an jedem Stabende verteilt. 
Bildet man die Mittelkraft R aus H und V, so sind die drei in 
Abb. 6 dargestellten Belastungszustande fur die Biegungsmomente 
und die aus diesen entstehenden Formanderungen gleichwertig, nur 

H die Normalkrafte ergeben sich verschieden, diese g ' sollten aber bei dieser Betrachtung ausscheiden. I I An der untersten Zellenreihe erscheinen H 
V I ~ V und V als Reaktionen. Bei gleich gro6en Zel-

. len mit gleichen Steifigkeitszahlen heben sich die 

~ 
inneren V auf. Es gibt tatsachlich eine Be
rechnungsmethode des Stockwerkrahmens, bei 

Abb.5. der die inneren StutzenIITafte von vornherein 
gleich Null gesetzt werden! und die auBeren Stutzen allein das 
aufzunehmen haben. 

ganze Windmoment 

3 .. Biegungsmomente und Formanderung der Zelle infolge der 
H- V-Belastung. 

Die vier Stabe haben die Tragheitsmomente J o J u (Riegel) und J. J'I' (Stutzen). Wir 
rechnen alle Formanderungen E Je-fach und set zen 

(2) 

ferner sei 
(3) h:l=lX. 

Die Rechnung verlauft mit drei statisch unbestimmten GraBen in bekannter Weise. Positive 
Momente bedeuten bei allen 4 Staben einer Zelle Zugspannungen an der Innenseite oder 
die hohle Seite der Biegelinie auBen. Die Ergebnisse sind: 

a) Ma = 1- {302u + a [202r + ou (68 + 5r)] + a2 [20r2 + 8r (50 + 6u)] + 3a38r2}, 

(4) b) Mb = H h {302 u + a [202 8 + ou (58 + 6r)] + a 2 [2082 + 8r (50 + 6u)] + 3a382r} , 

c) Me = 2N {30 u2 + a [2u2r + ou (68 + 5r)] + a2 [2ur2 + 8r (60 + 5u)] + 3a38r2}, 

d) Md = - {30 u2 + a [2U28 + ou (58 + 6r)] + a 2 [2U82 + 8r (60 + 5u)] + 3a382r}. 
Der Nenner lautet 

N = (0 + u)[a2 (8 + r)2 + 30 u + 9a28r] + a (8 + r)[(o + U)2 + 3a28 r + 90 u]. 

Die rhombische Verzerrung ist durch die Verschiebung rdes oberen Riegels gegen den un
teren gegeben. Man erhalt mit einer Arbeitsgleichung 

h2 [ Z 
(5) EJe ~ = H:3 N ' 

1 Seite 112. 
Stahlbau-Forschungsheft 6. 8 
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worin 

(5 a) Z. = ~ (ou - Ot2sr)2 + (0 + u) Ot (s + r) (ou + Ot2sr) + (0 + U)2Ot2S r + Ot2 (s + r)2o u. 

Die Ausdriicke fiir N und Z werden leichter iibersehbar, wenn man erkennt, daB den Werten 
o und U die Werte OtS und Otr gegeniiberstehen. 

Die S-formig gekriimmte Biegelinie des unteren Riegels hat in b den Tangentendreh
winkel ib, zugleich Knotendrehwinkel Yb des Rahmens, vgl. Abb. 7: 

(6) EJcib= -EJCYb= l: (2Mb+Ma), 

fur Punkt a werden lYla und Mb vertauscht, am oberen Riegel wird mit McMa. und 0 ge
rechnet. 

Durch diese Formeln ist der Spannungs- und Formanderungszustand der Zelle voll
standig bekannt, sobald der Wert H gegeben ist. 

Bedeutende Vereinfachungen ergeben sich ffir symmetrische 
Zellen. 

a) Lotrechte Symmetrieachse, J. = J r = J v , s = r = V. 

(7) 

Abb. 7, worin 

(7a) 

f Ma= -Mb= =fHh(0+3Otv) :2N1 , 

lMc= -Ma.= ±Hh(u+3Otv):2N1 , 

N 1 =0+u+6Otv. 

Die Nullpunkte der M-Flachen in den Stiitzen liegen im Abstande 

(8) c=h(u+3Otv):N1 • 

Dies MaB ist nicht zu verwechseln mit dem Abstande c' des elastischen Schwerpunktes 0 
des Rahmens: 

(9) c' = h (1/, + IX v) . 
o+u+2IXV 

Ffir die waagerechte Verschiebung ~ erhalt man 

(10) 

(lOa) 

h2 l Z 
EJc~ = H 3 4;1 ' 

Zl = 0 u + 20tV (0 + u) + 3 Ot2V2 • 

Die antimetrische Biegelinie des unteren Riegels hat in b den Tangentenwinkel ib, zugleich 
Knotendrehwinkel Yb des Rahmens: 

(ll) EJcib= -EJCYb= Mb l6u = -EJc:"ia= -EJcYa, 

entsprechend in c und d mit M d und o. 
b) Waagerechte Symmetrieachse, J o = J", = J t , 0 = U = t. Mit 

1 I 
(12) h = fJ = --;: 
erhalt man 

(13) 

(13a) 

I Ma= -Mc= =fHh(r+3fJt):2N{, 

l Mb= -Md= ±Hh(s+3fJt):2N{, 

N{=s+r+6fJt. 

Die Nullpunlde der M-Flachen in den Rieg~ln liegen im Abstande d vom linken Pfosten, 
der elastische Schwerpunkt des Rahmens im Abstande d', es ist 

(14) d=1(r+3fJt):N{ 

(15) d' = 1 (r + {3 t) • 
8+r+2{3t 



Zur Berechnung von Stockwerkrahmen mit waagerechten Knotenlasten. 

Die Horizontalverschiebung wird: 

(16) 

(16a) 

(17) 

Hh3 z, 
EJcg= -3 HI" 

1 

z~ = 8 r + 2pt (8 + r) + 3p2t2. 
It 

EJcTb= -EJCVb= 6(2Mb+ M a), 

entsprechend links, in den oberen Ecken mit Mc und Md,. 

4. Berechnung der Werte H. 

115 

In einem beliebigen Stockwerk des Rahmens wirke die waagerechte Querkraft Q gleich der 
Summe aller dariiber befindlichen Lasten P. Die Zellen seien von links nach rechts mit a, 
b, c ... bezeichnet und mit Ha, H b , Hc ... belastet, dann ist 

(18) 

Die Verteilung von Q auf die Zellen ergibt sich aus der Bedingung, daB alle Zellen eines 
Stockwerks die gleiche Horizontalverschiebung g des oberen Riegels gegen den unteren 
ausfiihren, also mit (5): 

EJ t = H h2 1. Z. = H h2Zb Zb = H h2Zc Zc = ... 
c,; a 3 N. b 3 Nb C 3 No ' 

hieraus 

Dann wird nach (18) 

3EJcr;(~+~+ ... ) =Q. 
h2 l.Z. lbZb 

Mit den Bezeichnungen 

(19) N. A 
Z--z = a' 

a • 

wird die Horizontalverschiebung 

(20) 

usw. 

und fUr die auf die Zellen wirkenden Horizontalkrafte erhalt man 

(21) Ha = Q ~aA' Hb = Q ~bA usw. 

Dabei ist zu beachten, daB bei den Zellen mit lotrechter Symmetrieachse nach (10) A = ~~l 
und bei den Zellen mit waagerechter Symmetrieachse nach (16) A = :~t eingesetzt werden mUBl. 

1 

Nach Bestimmung der H konnen nun die Eckmomente aller Zellen mit den Formeln (4), 
(7) oder (13) berechnet werden, dann werden die Momente in den Dopp,elstaben sinngemaB 
addiert, fiir die Stutzen des Rahmens aus den nebeneinander, fUr die Riegel aus den. iiber
einander liegenden Zellen. Hierbei sollen im Stockwerkrahmen die Riegelmomente als positiv 
gelten, wenn die Zugseite unten liegt, bei den Pfostenmomenten gilt M positiv bei Zug
seite rechts. Aus den Einzelverschiebungen g der Stockwerke konnen die Gesamtverschie
bungen a der Riegel bestimmt werden. Diese Verschiebungen stimmen mit den genau be
rechneten Wert en eines Stockwerkrahmens mit ungeteilten Staben recht gut iiberein. Hin
gegen erhalt man fUr die Knotendrehwinkel v der Einzelzellen aus den Formeln (6) oder (11) 
und (17) fUr einen innerenKnoten im allgemeinen vier re-cht verschiedene Werte, wahrend 
die genaue Berechnung des wirklichen Systems nur einen liefert. Die Doppelstabe des Zellen
tragwerks haben also im allgemeinen verschiedene Biegelinien, die Annaherung an die Er
gebnisse einer genauen Berechnung ist um so besser, je mehr diese Biegelinien zusammenfallen. 

A. Melles benutzt in zwei Arbeiten1 dieselben Zellen als statisch unbestimmte Haupt
systeme zur Berechnung zweistieliger Stockwerkrahmen und zweigurtiger Rahmentrager. 

1 Beton u. Eisen 1940 S.272; 1941 S.254. 
8* 
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Ais statisch unbestimmte GraBen der zweiten Berechnungsstufe werden die Momente in 
den kurzen, gedachten Gurtstucken zwischen den Zellen eingefUhrt. Dieser Weg ist hier 
nicht zweckmaBig, weil bei zwei sich kreuzenden Staben an jedem inneren Knoten drei, 
an den Randknoten zwei unbekannte Momente auftreten. Es soIl daher fiir eine Naherungs
berechnung als ausreichend angesehen werden, die vier verschiedenen Werte v der Riegel 
in einem Kreuzungspunkt und damit ihre Biegelinien einander maglichst anzugleichen, 
indem wir die Aufteilung der ganzen Stabe in Doppelstabe der Zellen nicht willkiirlich, 
sondern im Hinblick auf dieses Ziel vornehmen. 

5. Die Aufteilung der inneren Stabe. 
Urn recht viel Zellen mit lotrechter Symmetrieachse zu erhalten, wird man die Auf

teilung der Tragheitsmomente J s. der inneren Stutzen unter diesem Gesichtspunkt durch
filhren. Mehr freie Hand hat man bei den Zwischenriegeln, Tragheitsmomente JR. Eine erste 

tfll grobe Anpassung bei Zellen mit lotrechter Symmetrieachse erhalt 
r-t----rc""-. -==J,,::;:ou~-""'d man folgendermaBen: Nach (11) wird, vgl. Abb.8: 

01 "II 
~f"'lflJ"n II <lvlllv. EVdI=MdI6~' EVOII=MoII65 , 

./ (L <luu b' 
-'--\=--;;;;.==::---"'-'~) hierbei bedeuten J OI + J"Il = J R die Teilwerte des Tragheitsmomen-

~::---==~::2.---",-fr tes des Zwischenriegels. Nun ist 

, 
If. • M,'- E 

/-0- :16 / 

d ./ 
I r' c 

Jar 

I ~~ I <Iv, 

I If <luI ! (L b 

'!til 
I----l----J 

Abb.8. 

Jedes H sei = 2 Q ~v .2 J.: h ' was nur fur starre Riegel gilt, 2)J,,: h 
bezieht sich auf aIle Stutzen eines Stockwerks, h falit heraus. Setzt 
man diese Ausdrucke in die Formeln fUr M und dann in die fiir die 
vein, so erhalt man aus der Bedingung Vdl = '11011' 

C1 = !hl , hII -eII = !hII setzt 
wenn man auBer-

dem noch 

(22) 
J OI QlhI(J"I:L;J,,) 

J UII = QII hII (J VII: 2) J "II) . 

Urn eine zweite, bessere Aufteilung des Zwischenriegels (J R) zu erreichen, setzen wir 

J. J c W 

J = UII = (1- ). J;; = W, 
UII q; 

Dann lauten die Eckmomente nach (7): 
M = HI h (UI +31XI VI) 

dl 2 I (W ) , q; + 1lI + 61X[ VI 

die beiden Winkel 'tdl = VdI und 'tOII = VOII sind 

EJcva] = Mal! ;, EJCVOII= MOII! (1:q;)" 

Hierin werden die Ausdrucke fur die M eingesetzt, dann beide v gleichgesetzt 
dann 1 - cp berechnet. Man erhalt 

(23) 

oder mit 

(23a) 

J 0] q; HI hI (ul + 3IXI VI) (OIl + W + 61X1l VII) - HII hll (Oil + 3IXII VII) W 

J = 1- q; = HII lill (OIl + 3IXII vul (UI + W + 6IXI VI) - HI hI (UI + 31X] VI) W ' 
UII 

den Abkiirzungen 
ur+ 31X1VI = 01, 0II+ 3IXII VII= A II , 

W + UI+ 6IXIVI = N w], W + 0II+ 6IXII VII= N Wll , 

_q;_ HI hI OI N WII- HIIhIIAIIw 

l-q; HIIhIIAIINwI-HlhIOIW· 

und erst cp 



Zur Berechnung von Stockwerkrahmen mit waagerechten Knotenlasten. 117 

Die Steifigkeitswerte OIl und ur der abliegenden Riegel werden hierbei nach den Ergeb
nissen der ersten Anpassung, Formel (22), eingesetzt. 

Auf einem anderen Wege gelangt man zum gleichen Ergebnis. Man berechnet die Momente 
M z = -M'I' (in Abb. 8 gestrichelt eingetragen), die bei willkurlicher Aufteilung in den ge
dachten kurzen Gurtstucken ac und bd auftreten mussen. Diese sind 

(24) M z = -M =HrhrNIIOr(ur+3OCrvr)-HlIhrrNrUII(Orr+3OCrrVII) 
r Nii Or (ur + 6ocrvr) + N r Urr (OIl + 60CII VII) 

Hierin NI nach (7a) = Or + Ur + 6 IXrVI' entsprechend NIl' In diesen Ausdruck setzen wir 
ein 01 = w: rp, 1tIl = w: (1 - rp) und bestimmen diejenigen Werte von rp und 1 - rp, fur 
welche M z = -Mr = 0 werden, d. h. der Zahler der Formel (24). Man erhalt wieder (23). 
Fur symmetrische zweistielige Stockwerkrahmen wird einfach HI = QI' HIl = QIl' bei 
mehreren nebeneinander liegenden Zellen setzt man HI = 2 QIJ'VI: 2J'VI' entsprechend H Il . 
Wenn die Formel auch nur £iir 2 Stockwerke streng richtig ist, so liefert sie doch auch fur 
beliebige Stockwerkzahl recht gute Ergebnisse, wenn man jedesmal OIl und UI nach der 
durch (22) gegebenen ersten Aufteilung einsetzt. 

6. Beispiel, zum Vergleich genau berechnet. 
UnregelmaBig gebautes Tragwerk nach Abb. 9. 
Es sollen elastisch eingespannte Stutzen angenommen werden, urn nachher zu zeigen, 

wie diese bei der Zellenrechnung berucksichtigt werden konnen. Die Knoten sind mit a bis l, 
die Stabe mit 1 bis 12 bezeichnet, die eingeklammerten Zahlen sind Vergleichswerte fiir die 
Tragheitsmomente. Unbekannt sind 7 Knotendreh-
winkel Va bis Vg und 2 Stabdrehwinkel fll und flw da- ~ e ('10) f 
her sind 7 Knotengleichungen (Verdrehungsgleichungen) 

(110) g 
11 12 

"" 5 (1) 6 {2} 7(1j ::,., 

! 'It a (6.0) b (6,o) c 
und 2 Netzgleichungen (Verschiebungsgleichungen) auf
zustellen. Es soIl nun die Berucksichtigung der elasti- ~ 

I ;---8--- \ ~--9---- \ 
\ \ , 

f'l.O} 
10 

d 

schen Einspannung am Stabe 1 = ha gezeigt werden!. 
Die Grundformeln fur die Einspannungsmomente '* 1 (1,6) 2 (.3,'1) J (J,O) 'I (1,z) ..,.,-

r lauten 1 
M ha = -, (4Vh+ 2va - 6flI) , 

1, . 
1 

Mah = -, (2Vh + 4va - 6ftI) , 
. 1, 

(25) 

I J 1/ J I 

-"''-''L Jll '-. Ji L 31< L ~l'" 

k--- tiO 7,5 7,2---'>-

Abb.9. 

positive M sind in Abb. 9 durch gestrichelte Biegelinien angedeutet . 
.Ahnlich wie man bei einem Gelenk Vh durch M ha = 0 eliminieren kann, setzt man hier 

(26) Vh = -Mhaeh (aIle v und fl rechtsdrehend positiv, 131£= Vh info M ha = 1), 

setzt dies in die Grundformeln ein und lost diese nach M ha und Mah auf. Man erhalt 
M= 2va - 61lr JY[ = _ 4 Va (1~ + 3 8k) + 6 Ilr (l~ + 28h) 

ha l~ + 4811 ' ah 1~ (l~ + 48h) l~ (1~ + 4811) . 

Fur die Netzgleichungen brauchen wir noch die Werte 

M - M -- ~ [v (l~ + 2811) - 2 (l~ + 8h) ] 
ha ah-l~ a(1~+4811) flI(1~+48h)' 

Wir fuhren noch die Abkiirzungen ein 

(27) l~ + 131£= l~l> l~ + 2131£= l~2' l~ + 3131£= l~3' l~ + 4131£=-= l~4' 
ferner nennen wir 1 :l' = A. Eine Verwechselung mit den A-Werten nach (19) ist nicht zu 
befurchten, da beide Rechnungsmethoden nicht ineinandergreifen. Dann ist 

(28) 

(29) M - M - 6 ~ ( 1~2 _ ') 1~1) 1£ a a 1£ - 1\1 va, '-' flI, , 
. 114 114 

1 Die genaue Beriicksichtigung der elastischen Einspannung bei veranderlichem J der Stabe zeigt die 
Arbeit von Dischinger. 
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das Einspannungsmoment bleibt 
1 

(30) M ha =,(2'Vu -6,u1)' 
la 

Entspreehend lauten die Momente M;b und Mbi mit l~, l~l' l~2' l~3' l~4 und Bi usw. Fiir die 
Stabe 5 bis 12 bleiben die Grundformeln unverandert. 

Berechnung der Verdrehungskonstanten 1:, Abb. 10. Dureh eine einfaehe Zwisehenreeh
nung erhalt man 

(31) 
1 

B = J,k' 

worin k die Bettungsziffer des Baugrundes und 

(32) 

das Tragheitsmoment der Sohlenflaehe urn die Sehweraehse 1- Bildflaehe ist. 
Da aIle Formanderungen EJe-faeh eingehen, bilden wir 

~M=1 (33) 
itt: 

EJ E J s J, 
c B = * J, J s ' 

r- __ 

Abb.lO. 

J s = J der Stutze . 

. Wir nehmen fur aIle 4 Stutzen das Verhaltnis Jf:JS = 3500 an, 
setzen k = 8 kg/em3 = 8000 t/m3 und erhalten 

EJcB = 0,75 JJc • 
. s 

Fur J e set zen wir 3 Einheiten und erhalten mit den in Abb. 9 in Klam
mern angegebenen Vergleiehswerten fur J s: 

EJcBh = 1,406, EJc'Bi = 0,661, EJcB/c,= 0,750, EJcBl = 1,875. 

Die Stutzenlangen reehnen wir dann bis Fundamentunterkante = 6,2 m. 
Damit kann man samtliehe Werte l' + c usw. naeh den Formeln (27) bilden und aIle 

9 Gleiehungen ansehreiben. Diese lauten: 

"a I "0 I 1'C I "d I V e I "f I "u I'I I I'll I 
a 1,927 0,667 - - 0,139 - - - 0,433 - 0,416 =0 
b 0,667 3,627 0,533 - - 0,278 - - 0,918 - 0,833 =0 
c - 0,533 2,678 0,370 - - 0,139 - 0,810 - 0,416 =0 
d - - 0,370 0,978 - - - - 0,324 - =0 
e 0,139 - - - 1,166 0,444 - - - 0,416 =0 
f - 0,278 - - 0,444 2,156 0,356 - - 0,833 =0 
g - - 0,139 - - 0,356 0,989 - - 0,416 =0 

I - 0,433\ - 0,918\ - 0,810 \ - 0,324\ 
- 0,416\ - 0,833\ 

- + 4,482\ - \ = 6,2Q1 

II - 0,416 - 0,833 - 0,416 - 0,416 + 3,333 = 4,8 Q2 

Die Auflosung ergibt (alles EJe-faeh) mit Q1 = 6,0; Q2= 2,0 t: 

'Va = 2,2118, 'Vb = 2,6431, 'Ve = 2,7826, 'Vd = 2,1649, 'V8 = I,OllO, 'Vf = 1,0727, 

'Vg =I,2089, 1'1=9,7141, ,uII=4,7107. 

Die hieraus naeh den Grundformeln (25), (28), (29) bereehneten Biegungsmomente, Stab
querkrafte und Auflagerkrafte sind in Abb. 12 und 13 in Klammern eingetragen. Die Ver
sehiebungen sind: 

EJC~I = ,ulkI = 9,7141· 6,2 = 60,23 tm3, EJC~II = ,unkII = 4,7107·4,8 = 22,61 t m3, 

EJcfJ1 = 60,23 tm3, EJcfJII = 60,23 + 22,61 + 82,84 tm3. 
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7. Dasselbe Beispiel, als Zellentragwerk berecbnet. 
Die Zellen sind mit 1 bis 5 bezeichnet. 
Die elastische Einspannung der vier unteren Stutzen wird durch elastische Fundament

riegel ersetzt, deren Querschnitte J U3' J up J U5 so bestimmt werden, daB fiir eine anti
metrische Verbiegung nach Abb. 7 dieselbe Verdrehung 1:' = 'j! an den Enden entsteht wie 
infolge der elastischen Einspannung der Stutzen. Aus 

folgt 

(34) J J l k J, J 1 
u = v (} E J. = v (} 0,75 ' 

wenn wir das Verhiiltnis J f: J'Il = 3500 auch fur die geteilten Werte festhalten. Damit wird 

Jus = 1,6·6,0: 4,5 = 2,133, Ua= 3: 2,133 = 1,41, 

J U4 = 1,8·7,5:4,5 = 3,000, u,,= 3:3,0 = 1,00, 

Jus = 1,2·7,2: 4,5 = 1,920, Us = 3: 1,920 = 1,56. 

Teilung der Zwischenriegel 8 und 9. 
Die Horizontalkrafte HI' HIlder Formel (23) werden zunachst a us ! H . Q J v: 2) J v be

stimmt, fiir die Zellen 3 und 1, Riegel 8 wird 

~HI = 6,0·1,6: 9,2 = 1,043 t, 

~HII= 2,0 ·1,0: 4,0 = 0,5 t, 

~ HIhI = 1,043·6,2 = 6,467 tm, 

~HIIhII = 0,5 ·4,8 = 2,4 tm. 

Mit den Zahlen der folgenden Tabelle wird 

01= 1,41 + 3·1,033·1,87 = 7,206, AlI = 0,75 + 3·0,8·3,0 = 7,95, 

N wz= 0,5 + 1,41 + 6.1,033 ·1,87 = 13,502, N WII= 0,5 + 0,75 + 6·0,8·3,0 = 15,65, 

damit wird 

_lP _ = 6,467·7,206·15,65 - 2,4·7,95·0,5 _ 3 072 
1 + lP 2,4·7,95·13,502 - 6,467·7,206·0,5 -, , 

cp = 3,072: 4,072 = 0,7544, 

0 3 = 0,5: 0,754 = 0,662, 

1 - cp = 0,2456, 

ul = 0,5: 0,2456 = 2,036. 

Ebenso werden die Teilungswerte fur Riegel 9 bestimmt, also 0" und u 2 • Alle Werte J sind 
in Abb. 11 in Klammern eingetragen, ouv = 3,0:J in der folgenden Tafel. 

Die Berechnung wird in einer Zahlentafel durchgefuhrt, von der hier ein Teil wieder

Zelle -+ 1 I 2 I 3 

l 6,0 7,5 6,0 
h 4,8 4,8 6,2 
OC 0,8 0,64 1,033 
0 0,75 0,75 0,662 
u 2,036 2,252 1,41 
V 3,0 3,0 1,87 
Nl 68,74 58,09 54,66 
Zl 32,18 24,28 20,14 
}. 0,3560 0,3191 0,4524 
H 1,054 0,946 2,126 

MOb 1,170 1,018 3,115 
Med 1,359 1,253 3,476 

I 4 I 5 

7,5 7,2 
6,2 6,2 
0,827 0,861 
0,643 0,75 
1,00 1,56 
1,67 2,50 

39,72 60,89 
10,90 25,00 
0,4858 0,3382 
2,284 1,590 
3,413 2,333 
3,667 2,596 

gegeben ist. 

~ ('10) ('10) 

(1,0) 

'l.ot .. 

(1,6) 

(J) (1,0) 

(1.'I7'1) 

('I,S26) 

® (1,6) 

(2,JJJ) 

(1,0) ® 
(1,332) 

('1.668) 

(W @ (1,8) 

(J,OOO) 

Abb.11. 

(l,O) 

(1,2) 

Aus den Werten A erhalt man die genaueren Werte fiir H, Formel (21). 
Oberes Stockwerk: 

2) A = 0,3560 + 0,3191 = 0,6751, 

HI =2,0·0,3560: 0,6751 = 1,054 t, 
Hz = 2,0·0,3191: 0,6751 = 0,946 t. 

('1.0) 

@ (1,2) 

(1, 920} 
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Unteres Stockwerk: 

2) A. = 0,4524 + 0,4858 + 0,3382 = 1,2764, 

H3 = 6,0·0,4524: 1,2764 = 2,126 t, 

H4 = 6,0.0,4858: 1,2764 = 2,284 t, 

Hs= 6,0.0,3382: 1,2764 = 1,590 t. 

N~n konnen mit den Formeln (7) die Eckmomente gerechnet werden. 
[253 Die Abb. 12 und 13 zei-

(1,193) gen die Momente, Stabquer

5, 7'15 
(5, 730) 

Abb.12. 

2,JJ3 
(2,3'17) 

krafte und Auflagerkrafte, die 
eingeklammerten Zahlen sind 
die Ergebnisse der genauen 
Rechnung. Die Zahlen mit Vor
zeichen in Abb. 13 bedeuten 
dieN ormalkraftein denStutzen. 
Beide Losungen erfullen aIle 3 
Gleichgewichtsbedingungen fur 
das ganze System. Z. B. ist 
das Kippmoment 

2)M = 2,0(4,8 + 6,2) + 
+ 4,0· 6,2 = 46,8tm, 

die Auflagerkrafte des Zellen
tragwerks liefern 

2) M = 2,002 (6,0 + 7,5 + 7,2) - 0,419 (7,5 + 7,2) - 0,862·7,2 = 29,076 + 
+ 3,1l5 + 6,528 + 5,746 + 2,333 = 17,722, zus. 46,8 tm. 

Horizontalverschiebungen des Zellentragwerks nach Formel (10): 

Z :00,'153 to 4J3'1 tL (4'153) (4325) 
4527 

(0,5J8) r4'153 1.000 -0.119 0,'173 -438'1 
(f415J) (0, 991} (-dlJ8) (O,'I7f) (-0.325) 

,~ : '"I II;!;) ffi llil$; ffi (a~; tL 
(1,059) 2,Z05 (2,Z05) 1,937 (!,B28) 0.795 (0.803) 

f2,002 -0.'119 -0.862 -a 721 
(12,081) (-4598) (-0,720/ (-0,753) 

J J I I 
1,053 t 2,205 t 1,937 t 4795 t (1,059) (2,Z05) (t9Z8) (0,803) 

2,OOZ 0, '119 0, 852 47Z1 
(2,08t) (O,598) (0,720) (a 703) 

Abb.13. 

EJ !: - 1,054·~,82 -?2 73 t 3 
c 5"1 - 3.0,3560 - ~, m , 

ebenso groB wird EJc~2' 

EJ r: - 2,126.6,22 - 60 21 t 3 
c 5"3 - 3. 0,4524 - , m, 

ebenso groB werden ~4 und ~s' 
Wir stellen noch fest, wie sich die 

4 Winkel 7: = 'V in der gemeinsamen 
Ecke der Zellen 1, 2, 3,4 ergeben .. 
Zelle 1: 
6EJc 'V = 6,0'2,036'1,170 = 14,3tm2 

Zelle 3: 
6EJc'V = 6,0'0,662'3,476 = 13,8 " 

Zelle 2: 
6EJc 'V = 7,5'2,252'1,018 = 17,2 " 

Zelle 4: 
6EJc 'V = 7,5'0,643'3,667 = 17,7 " 

Der genaue Wert ist 
6EJc 'Vb = 6'2,643 = 15,9. 

Die Angleichung der ubereinanderliegenden Biegelinien ist gut, nach links und rechts we
niger, wie zu erwarten war, da sich unsere Teilungsformeln (22) und (23) nur auf zwei uber
einanderliegende Zellen bezogen. 
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8. Der Stockwerkrahmen als Rautenfachwerk. 
Die Langenanderungen der Sehnen, welche die Momentennullpunkte einer Rahmenzelle 

tiber Eck verbinden, erhalt man aus Arbeitsgleichungen, Abb.14: 

(35a) EJciJdo = Me ~ (ao + cv) 

und 

(35b) 

ebenso groB sind die Verktirzungen der Sehnen Ih und ge. 
Wir denken uns in den Nullpunkten und in den vier Ecken Gelenke und die Punkte 

e g I h tiber Eck durch Diagonalstabe verbunden. Dieses Fachwerk wird in abe gesttitzt 
und durch H belastet, Abb. 15. In ~en Diagonalen ent
stehen dann die Spannkrafte 

Me + 

Abb. 14. 

1 (36 a) 

(36b) 
Do = ± Me)o, 

D" = ±1J-f11 :ru ' 

Wahlt man die Querschnitte der Dia
gonalen so, daB sie die Langenanderun
gen iJ do und iJ d" annehmen, so kann 
man die Formanderung der Rahmen
zelle, d. h. die Horizontalverschiebung ; 

Abb.15. 

des oberen Riegels, durch einen Verschiebungsplan des Fachwerks darstellen. Die erforder
lichen Diagonalquerschnitte sind 

(37 ) F = J c 3 do und (37b) F = ~ 3 d" • 
a 0 r~(ao+ev) u r~[au+(h-e)v] 
In der Anwendung auf mehrgeschossige Rahmen konstruiert man zwischen je zwei be

nachbarten Sttitzen in jedem Stockwerk ein solches Rautenfachwerk, dessen Knotenpunkte 
durch die MaBe c gegeben sind. Von unten nach oben belastet man es an den Riegeln mit 
o,~7J m n 0,¥7J P = HI -HII, Hn - HIII usw., zeich-

1 --<'~.-~-1------ net einen Krafteplan und erhaltaus 
::.- den Spannkraften Do und D" der Diago-
~ %- ' nalen die Eckmomente 

Abb. 16. Abb. 17. Abb.18. 

Die Riegelmomente sind aus zwei Eckmomenten zusammenzusetzen. Ein Verschiebungs
plan liefert dann die waagerechten Verschiebungen. 

In den Abb. 16, 17, 18 ist dies an den Zellen 2 und 4 unseres Beispiels gezeigt. Man erhalt 
z. B. in der Ecke g: 

D3 r3 = 1,50·2,45 = 3,67 tm, D7r7 = 0,54·1,90 = 1,03 tm. 
das Riegelmoment ist dann 4,70 tm. 

Zum Aufzeichnen des Verschiebungsplanesbenutzen wir die Werte 

(38a) 

(38b) 

E J iJ d - D 2 2 (a 0 + e vl._ 2 . d 9 7 t 3 e 0 - oa c ~-2~ - 3,1 un , 5 m, 

EJ Ad =D 2(h_ )2[au+(h-e)v1 __ 231 d 93t 3 
cLJ u u a c 3d2 , un , m. 

u 
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9. Beriicksichtigung der Langenanderungen der. Stiitzen. 
Die Stutzenkriifte sind, Abb. 19: 

(39) ±S=±l(Vo + V,,), wobei V,,- VD=Hh:l. 

Die Stutzenquerschnitte seien F. und Fr- Mit der Steifigkeitszahl 

(40) 

kann man die Anderungen der Eckmomente infolge der Lis der Stutzen berechnen. 

Abb.19. 

( 41) 

Ma = - [60u + 0: (s + r) (2u + o:r) + 0:0 (5r -' s)], 

M b =3Shu +[60u+lX(s+r)(2u+lXs)+1X0(5s-r)], 

Mc= N -[6u(0+lXr)+IX(s+r)(20-u+lXr)], 

Md = + [6u(0 + o:s) + IX(S + r) (20 - U + o:s)J. 

Die Horizontalverschiebung ; andert sich infolge der Anderung der 
Mum 

(42) E J c ; = S h2 l ",{6 0 u2 + IX (s + r) [u (11 0 + 2 u) + 2 U IX (s + r) + 30:2 sr] + 
+ 60:2 s r (2 0 + u)} : 2 N. 

Diese durch die Formeln (41) und (42) angegebenen Anderungen sind 
unbedeutend und spielen bei einer Naherungsberechnung keine Rolle. 

-Wichtiger sind die Verschiebungen der Riegel, die durch die Kipphewegungen der kei1formig 
verformten Zellen nach Abb. 3 und 20 entstehen. Die beiden Riegel einer Zelle drehen sich 
gegeneinander urn f} = (Lis. + Lls,.):l 

(43) EJcf}=Shh. 

Die Pfosten der untersten Zelle drehen sich urn ! f}1 (nicht ganz genau, nur bei F. = F r
streng richtig), und es wird 

f EJC~l=~f}lhl· 
~~ Die Pfosten der zweiten Zelle drehen sich zunachst urn f}1 und durch 

die eigene Verformung der Zellen weiter urn !f}2' so daB 

EJC~2 = EJC (f}l + ~ f}2) h2 usw., 

allgemein gilt fur die m-te Zelle 

(44) EJc~m = CfEJo 1} + ~E J c1}m) hm. 

Abb.20. Aus den; bildet man die Verschiebungen <5, diese konnen bei 
hohen schlanken Rahmen von gleicher GroBenordnung wie die Werte 

infolge der rhombischen Verzerrung der Zeller werden, Abb. 2. 

10. Beispiel Abb. 21, Seitenwand eines fiinfeckigen Behaltergeriistes. 
AIle J = 250000 cm4, aIle F = 283 cm2 (rechteckige Hohlquerschnitte). Die Ergebnisse 

der genauen Berechnung - wie gewohnlich ohne Berucksichtigung der Lis - sind in Abb. 24 
eingeklammert eingetragen. 

Da nach der Kraftmethode gerechnet worden ist, stehen die Stabdrehwinkel /11 bis !l6 

nicht zur Verfugung. Urn die Biegelinie des Gurtstabes zu erhalten, nehmen wir ihn oben 
starr eingespannt an, unten frei und berechnen die Momentenflache dieses umgekehrten 
Freitragers infolge der Belastung mit den elastischen Gewichten (Abb. 22): 

(45) 

wobei Jo:J = 1, h' = h. Das Gewicht Wo ist ausschlaggebend fur den VerIauf der Biegelinie, 
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ein Zeichen, wie sehr diese von einer zutreffenden Schatzung der Einspannwirkung der 
Fundamente abhangig ist, vgl. 6. 

Abb. 23 zeigt in Kurve a den Verlauf dieser Biegelinie. 
Urn den EinfluB der Lis zu bestimmen, berechnen wir nach (40): 

2·250000 
,,= 283.4702 = 0,008, 

hieraus nach (43)": 
EJJ) = Sh'4,7 '0,008 =0,0376 Sh, 

dann nach (44) die g und hieraus die 6, Ergebnis Kurve b. Beide Kurven zeigen den charak
teristischen Unterschied der Wirkung von Querkraften und Biegungsmomenten, vgl. Abb. 2 
und 3. Zusammengelegt erhalt man Kurve c, die von einer Geraden nur wenig abweicht. 

Zq Mit EJc = 0,21'250000 = 52500 tm 2 wird 66 = 3141 :52500 = 0,0598 m = 6 cm. 
t 

6 "" JqZ ''I' 
I 

5 '" 
1,56 l 

if. 
1 "", 

170 l 
J 

l 
185 T 

2 
1 
""-

2,02 1 7 r 
""""t.q,7-

,,-,', 

Abb. 21. 

Fur die Berechnung als Zellenrahmen mussen die J der Riegel 1 bis 5 ge
teilt werden. Dies geschieht zunachst nach Formel (22), die hieraus gefundenen 
Werte - in der folgenden Tafel mit 0' und u' bezeichnet - werden dann in (23) fUr Uz 
und OIl eingesetzt, worauf man die genauere Teilung mit ° u erhalt. Die Verteilungs

6 1 5 1 4 

h 4,8 6,2 6,7 
ex. 1,021 1,319 1,426 
0' 1,319 1,730 
u' 4,132 2,370 2,342 
0 1 1,170 1,613 
u 6,878 2,630 2,496 
v 1 1 1 
c 3,41 3,49 3,58 

Mob 1,671 7,897 11,500 
MCd 4,089 10,145 13,223 

S 1,74 1 6,77 115,76 

I 3 1 2 

7,3 8,0 
1,553 1,702 
1,745 1,757 
2,320 2,288 
1,669 1,689 
2,450 2,131 

- 1 1 
3,86 4,13 

15,608 21,171 
17,534 22,549 

I 28,11 1 44,35 

1 1 

8,7 
1,851 
1,776 

1,884 
0 
1 
3,72 

32,251 
24,081 

I 63,61 

zahlen A (19) brauchen hier 
nicht berechnet zu werden, 
da beinur2 StutzenH =Qist. 

~m I '-=-' __ ...L 

Abb.22. 

Die Ubereinstimmung der Momente mit den genauer berechneten, eingeklammerten 
Werten ist praktisch vollkommen, weil hier die Bedingungen fUr die Anwendung der Teilungs
formel (23) besser erfullt werden. 

Die Werte EJeg aus Formel (10) lie£ern Verschiebungen 6, die sich von den Zahlen der 
Kurve a in Abb. 23 nur urn wenige Einheiten unterscheiden, dies gilt auch von den Form-
anderungen infolge der Lis der Stutzen aus (44), da die Stutzenkrafte S, 1I.09{1(1Z) 

aus den Riegelquerkraften berechnet (Abb. 13), mit den genauen Werten -7;'1h--- + ,6 

ubereinstimmen, Kurve b. - Das Knotennetz des Rautenfachwerks ist (1.61/) 11,82 r~1,8'I} 
8r-__ -!...!.;---,.!..:.:?:.~ __ ----"J11/1 durch die Absti:j,nde cder Momentennull- -ir;-%--- ': ,5 

punkte von den oberen Riegeln gegeben. (!~~V; 27,12 (~1,1Z) 

o 

s. 
S" 
D. 
D" 

Der Krafteplan liefert die Spannkrafte der -1}1ff----'-'r' +:'7-"'"""'" 

folgenden Zahlentafel, So und Su sind die g1~~ 
Pfostenspannkrafte in den Abschnitten eines -~1..}J}---L.!..f-,7--:::': 
Stockwerks, die Vorzeichen beziehen sich !tg~) 
auf die linke Hal£te. (!5.59) 

6 5 4 3 2 1 

15. 67 <.+---r--"'l' 2 
-22,Sr 
(2Z,55) 

o + 2,5 + 10,3 + 21,0 + 34,9 + 53,6 rii, W 
+ 2,5 + 10,3 + 21,0 + 34,9 + 53,6 + 77,3 L...:.f~~ 
+ 2,1 + 5,2 + 6,8 + 8,5 + 11,1 + 12,1 2'1.08 
- 1,5 - 4,5 - 6,2 - 8,2 - 10,6 - 15,0 (2'1.11) 

(J2,22) 
Hieraus kann man die, Momente be- J2,25 I 

rechnen, z. B. in der Ecke 2 mit ~~~~~~~ 
Abb. 23. rD. = 2,05m, rU3 = l,97m, 
Me. = 11,1.2,05 = 22,7 tm, Ma3 = 8,2 ·1,97 = 16,2 tm, 

die Zahlen der Rechnung sind 22,35, 15,61, 38,16 tm. 

Abb.24. 

zusammen 38,9 tm, 
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Abb. 25 zeigt den Anfang des Verschiebungsplans mit Berucksichtigung der Langen
anderungen der Stutzen. Fur J' edes 

• r-I ' __ ';3 ~ gilt 
.--if-~------<;> 

(46) 

~---------~-------~ 
Abb.25. 

wobei in 2:.18 die Langenanderungen 
der Stutzen von unten bis zum Zwi
schenknotenpunkt des betrachteten 
Feldes eingehen.Die Erge bnissestimmen 
mit den berechneten Werten gut uberein. 

11. Zusammenfassung. 
Die Formanderungen der Vierecke eines Stockwerkrahmens infolge der in den Stock

werken wirkenden Querkraft bei waagerechter Knotenbelastung konnen verglichen werden 
mit den Formanderungen der Korperelemente eines auf Biegung beanspruchten Stabes 
infolge der Schubspannungen. Es wird versucht, das Verformungs- und Spannungsbild des 
Stockwerkrahmens zu erhalten, wenn man ihn in If.!,uter getrennte Einzelzeilen auflost, wobei 
die inneren Stabe des gegebenen Tragwerks geteilt werden mussen. Fur die Momente und 
FQrmanderungen solcher Zeilen infolge del' Belastung durch die Kraftepaare H h = V l 
lassen sich geschlossene Formeln aufsteilen. Die Krafte H werden aus der Bedingung bestimmt, 
daB aile Zellen einer Reihe dieselbe gegenseitige Horizontalverschiebung ~ del' beiden Riegel 
haben mussen. Die statische Wirkung dieses Zellentragwerks wiirde mit der des gegebenen 
Rahmentragwerks vollkommen ubereinstimmen," wenn die beiden Teile der Doppelstabe 
gleiche Biegelinien hatten. Dies laBt sich annahernd erreichen durch die Wahl der Aufteilung. 
Zum Vergleich wird ein Beispiel nach der Deformationsmethode genau gerechnet und hierbei 
die Berucksichtigung elastisch eingespannter Stutzen gezeigt, dann das gleiche Beispiel 
als Zellentragwerk, wobei die elastische Stutzung durch Fundamentriegel ersetzt.wird. Denkt 
man sich die Nullpunkte der Momentenflachen in den Zellen uber Eck durch Diagonalstabe 
von passend gewahlten Querschnitten verbunden, so kann der Spannungs- und Formande
rungszustand des Zellentragwerks lind damit auch der des gegebenen sehr anschaulich durch 
den Krafteplan und Verschiebungsplan dieses Rautenfachwerks dargestellt werden. 1m 
zweiten Beispiel sind auch die Langenanderungen der Stutzen berucksichtigt. 

(Eingegangen 31. 1. 1942). 

Oller den Eigengewichtsschnb von StiitzliniengewOlben. 
Von A. Pucher, Wien. 

Mit II Abbildungen. 

1. Einleitung. 
Beim Entwerfen von Bogenbrucken ist es von groBer Bedeutung, die Krafte, die der 

Bogen aufzunehmen hat, rasch uberschlagen zu konnen, da erst damit ein Uberblick uber 
die notwendigen Abmessungen sowohl im Hinblick auf die geforderte Festigkeit (zulassige 
Spall?ung) als auch die Stabilitat (Knicksicherheit) gefunden wird. Nun ist es meist nicht 
schwer, die groBten Normalkrafte und Biegungsmomente aus der Verkehrslast annahernd 
anzugeben, da hierfiir teils aus der Erfahrung gewonnene Naherungsformeln zur Verfugung 
stehen (z. B. ist beim Dreigelenk- und Zweigelenkbogen das groBte Biegungsmoment in den. 

Viertelpunkten annahernd M = ~~2), teils aus Tabellenwerken die Werte entnommen werden 

konnen (z. B. die Zahlentafeln von StraBner1fur den eingespannten Bogen). Die Schnitt-

1 StraBner, A.: Neuere Methoden zur Statik der Rahmentragwerke und der elastischen Bogentrager, IV; Auf!. 
Bd. II S.67£f. 
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krafte aus Verkehr kann man bei den statisch unbestimmten Bogen aus solchen Zusammen
stellungen entnehmen, da die Verteilung der Steifigkeit (Tragheitsmomente) auf die groBten 
Schnittkrafte aus Verkehr keinen allzu groBen EinfluB hat und daher der Unterschied, der 
in den meisten Fallen in der Verteilung der Steifigkeiten zwischen dem zu entwerfenden 
Bogen und dem der Zahlentafel zugrunde gelegten Gesetz bestehen wird, keinen allzu groBen 
EinfluB auf das Endergebnis haben wird. 

Ganz anders liegen jedoch die Verhaltnisse bei· der Abschatzung der Schnittkrafte aus 
Eigengewicht. Es sind auch fiir diesen Fall Tabellen berechnet worden, die die Schnittkrafte 
aus Eigengewicht fiir Stiitzlinienbogen mit einem angenommenen Gesetz sowohl fiir die 
Steifigkeit als auch die Gewichtsverteilung sehr einfach zu berechnen gestatten, so z. R 
von StraBner1 und von Beyer2 . Nun sind die Belastungsgesetze meist nach einem analy
tischen Ausdruck angenommen, der mit der dem Aufbau der Briicke entsprechenden Gewichts
verteilung nicht in hinreichender Ubereinstimmung steht. Zahlentafeln werden das auch nie 
leisten konnen, da die vielen Moglichkeiten der Gestaltung von Bogen - Briicken mit iiber 
oder unter der Fahrbahn liegenden Bogen, volle Ubermauerung des Gewolbes oder Abstiitzung 
der Fahrbahn mit Wanden, Rahmen oder Stiitzen, ferner am Bogenscheitel anlaufende Fahr
bahntafel oder im Scheitel abgeloste Fahrbahn -eine solche Mannigfaltigkeit in der Gewichts
verteilung bringen, daB Zahlentafeln dem nie gerecht werden konnen. Und wie man sich 
leicht iiberzeugt, sind die Unterschiede zwischen den tatsachlichen GroBen der Schnittkrafte 
aus Eigengewicht, z. R des Bogenschubes und den aus solchen Zahlentafeln entnommenen, 
doch so groB, daB die letzteren nicht mehr als Naherungswerte brauchbar sind. 

Die nachfolgenden Ausfiihrungen werden zeigen, daB man jedoch auf Grund ganz ein
facher Uberlegungen den Horizontalschub von Stiitzlinienbogen, mit zunachst angenom
menen Abmessungen, mit kleinem Rechenaufwand ermitteln kann, wenn nur die Gestaltung 
der Briicke festliegt. Man kann aber auch fiir die verschiedenen Briickentypen Formeln ent
wickeln, die mit einigen Prozenten Genauigkeit den Horizontalschub aus Eigengewicht als 
Funktion des Scheitelgewichtes gs liefern und somit ein rasches Auffinden der erforderlichen 
Bogenabmessungen sehr erleichtern. Dabei ist es fiir die Anwendung gleichgiiltig, ob der 
Bogenstatisch bestimmt oder statisch unbestimmt gelagert ist. 

2. Entwicklung des Verfahrens. 
Es wird vorausgesetzt, daB die Bogenachse einer Stiitzlinieaus Eigengewicht entspricht, 

was zum Mindesten bei groBeren Briicken meist zutreffen wird. Die Beschrankung auf Sym
metrie ist nicht wesentlich und wird hier nur der Kiirze halber gemacht. Es bereitet keine 
Schwierigkeiten, die Uberlegungen auch auf unsymmetrische Bogen auszudehnen. 

In jedem Bogen, dessen Achse . Stiitzlinie fUr die Belastung (Eigengewicht) ist, entsteht 
ein Bogenschub H g, der sich gegeniiber dem der Stiitzlinie zugeordneten Stiitzlinienschub H s 
nur wenig andert, sofern eine geniigende Knicksicherheit vorhanden ist. Diese Anderung H a 

ist durch die elastische Verkiirzung des Bogens infolge der Druckspannungen bedingt und 
wird bei statisch unbestimmten Gewolben aus der Gleichung 

t1H --H f;; 
g - sf 2 ds f 2. ds' 

z EJ + cos ffJ EF 

bei Dreigelenkbogen aus der Verkleinerung t1 t des Bogenpfeiles t infolge der statischen Ver
kiirzung des Gewolbes aus 

11/ 
t1H g . + HST 

berechnet. In jedem Fall ist t1 H g klein gegeniiber H s und zwar in der Regel kleiner als 2 %. 
Man kann daher bei der Abschatzung des Bogenschubes sich mit der Ermittlung von Hs 
begniigen. Den Stiitzlinienschub findet man aber, unabhangig von der Stiitzungsart des 

1 Siehe FuBnote 1 Seite 124. 
2 Beyer, K.: Statik im Eisenbetonbau, II. Auf I. Bd. II S.512ff. 
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Bogens, aus der dreieckigen EinfluBlinie mit der Mittelordinate 41' die unabhangig von 

der Form der Bogenachse und der Verteilung der Steifigkeitsverhaltnisse ist. Der Schub vom 
Stiitzlinienbogen hangt demnach in erster Linie von der Gewichtsvetteilung abo Kennt man 
diese, so kann aus der statisch bestimmten EinfluBlinie der Bogenschub bis auf wenige Pro
zente genau berechnet werden. Das Gewicht einer Briickenhalfte wird in einer Resultierenden 
zusammengefaBt, deren Lage und GroBe unmittelbar H s zu berechnen gestattet. Es wird 
mit der in Abb. 1 angegebenen Bezeichnung 

H~=2GrJ=G;. 

Da man gegebenenfalls G der GroBe und Lage nach erst aus den einzelnen Komponenten G i 
im Abstande Xi vom linken Kampfer ermitteln muB, ist es einfacher, Hs gleich als Summe 
zu berechnen: 

(1) Hs = 4)G/i' 
• 

Wie spater gezeigt wird, kann man bei jeder Briicke die einzelnen Bauglieder mit geniigender 
Genauigkeit in einfache geometrische Korper zerlegen, so daB man die einzelnen Gewichts
komponenten der GroBe und Lage nach sofort angeben kann. Mit Gleichung (1) kann man 

Abb.1. 

den Schub einer Briicke bei einiger Ubung so rasch ermitteln, 
daB man in kurzer Zeit einige angenommene Abmessungen 
auf Stabilitat und Festigkeit iiberpriifen kann und damit 
sehr bald die richtigen Abmessun
gen findet. 

Die Gleichung (1) liiBt sich je
doch noch umformen, indem man 
die einzelnen Gewichtskomponen
ten G i in Beziehung setzt zum Ge
wicht gs im Scheitel der Briicke. 
Man nimmt damit eine bestimmte 
Aufteilung des Gesamtgewichtes G 

Abb.2. 

vor, indem man den Anteil der Last, der der gleichmaBigen Belastung gs entspricht, aus
scheidet und erst die Restbelastung in moglichst einfach erfaBbare Anteile Gi zerlegt. Der 

von gs ! = Go verursachte Schub ist gs~2/' so daB jetzt 

12 ~ X. 

Hs = gSsl + ~Gif 
• 

Da im Scheitel gs normal zur Stiitzlinie wirkt, so ist w ~~ offenbar deren Kriimmungs

radius. Der Kriimmungsradius der Parabel, also der Stiitzlinie fiir gleichmaBige Belastung, 

ist ~~. Demna'ch gibt der dimensionslose Kriimmungsbeiwert w 

(2) w :- 1 + --; 2)G. x· 
gs i" 

an, wie der Kriimmungsradius der Bogenachse im Scheitel durch die gegen den Kampfer 
zu wachsende Last vergroBert wird. 

Es zeigte sich, daB w fiir einen bestimmten Briickentyp innerhalb enger Grenzen schwankt 
und somit sehr gut eingeschatzt werden kann. Man hat demnach in Gleichung (la) tat
sachlich eine Formel zur Hand, mit der man aus dem Scheitelgewicht sofort den Eigen
gewichtsschub mit ziemlicher Genauigkeit angeben kann. 

Die Methode, mit Hilfe des Scheitel-Kriimmungsradius den Schub einer Briicke zu iiber
schlagen, wurde schon lange von Dischinger beniitzt und gelehrt. Die Gleichung (la) 
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bringt eine quantitative Ausgestaltung dieses Verfahrens, die es ermoglicht, den EinfluB del' 
Gewichtszunahme gegen den Kampfer zu je nach der Art der Aufbauten in Rechnung zu 
stellen. ' 

Es wird nun an einigen Bruckentypen gezeigt, wie man die Krummungsbeiwerte ermit
telt; damit werden gleichzeitig Richtwerte fur den betreffenden Typ gewonnen. 

3. Untersuchung dreier Briickentypen. 
a) Bogen mit aufgestanderter, im Scheitel abgeloster Fahrbahn. 

Es soll del' Eigengewichtsschub des in Abb. 3 dargestellten Bogens bzw. del' entsprechende 
Krummungsbeiwert w ermittelt werden. Es wird vorerst konstante Bogenstarke angenom
men. Zunachst ist gs zu ermitteln. Die Gewichte werden zweckmaBig auf 1 m Gewolbebreite 
bezogen. Das Gewolbe wird als Hohlbogen mit 0,80 m 3 Beton pro m 2 GrundriB angenommen. 
In dem konstanten Gewichtsteil gs ist auch der Teil 
der Fahrbahnstutzen enthalten, der uber der strich- a--
lierten Linie a-a (Abb. 3) liegt. Man rechnet hier ~ 

~ 
" ~~~~~~--'-"-:, 

nicht mit Einzellasten, sondern fuhrt einen Belastungs
gleichwert, bei dieser Brucke 0,03 tjm3 verbauten 
Raum ein. Somit erhalt man fur gs aus einer ersten 
Gewichtsberechnung 

~~~~~-l=UOm--------~ 

Abb.3. 

Gewicht der Fahrbahn 

" 
" 

der Fahrbahnabstutzung . . . . . . 
des Bogens einschlieBlich Querschott . 

...... 1,19 tjm2 
0,03·1,60 = 0,05tjm2 
. . . gB = 1,97 tjm2 

gs = 3,21 tjm2 

Nun sind die Anteile G; des Gesamtgewichtes zu bestimmen. G1 sei das Gewicht der ~-'ahrbahn
abstiitzung unter der Linie a-a und wird als Parabelsektor mit der Pfeilhohe als Endordinate 
angenommen. Es wird: 

G1 = ~.l~O. 26.0,030 = 16,9 tjm, 

Xl = ]~O = 16,25 m. 

Ferner ist das durch die Neigung der Bogenachse bedingte Mehrgewicht des Bogens gegen
uber dem in Go bereits enthaltenen Teil aus 

l/2] 

G2 -,gBf (ds - dx) 
o 

,zu bestimmen. Wegen 

ds = dx VI + y'2 = dx (1 +! y'2 -;- ~ y'4 + 1]6 y'6 - 1~8 y'8 + - ... ) 
wird 

ll2 

(3) G f (1 , 2 l' 4 + 1 , 6 ;;' 8 + ) d 
2 = gB 2' Y - 8" Y 16 Y ,- 128 Y - . .. x. 

o 

~~ 
Abb.4. 

Del' Integrand in Gleichung (3) gibt die Belastungsverteilung des Gewichtsanteiles G2 

an. In erster Annaherung kann man die Bogenform als Parabel ansehen. In diesem Falle 
ist y' eine mit dem Abstand von der Symmetrieachse linear wachsende GroBe und das Be
lastungsgesetz eine Parabel hoherer Ordnung. Bei nicht zu steilen Bogen konnen, ohne die 
gewunschte Genauigkeit zu beeintrachtigen, die hoheren Potenzen von y' vernachlassigt 
werden. Meist genugt die Berucksichtigung lediglich des ersten Gliedes. Dann wird das Be-

lastungsgesetz eine quadratische Parabel, deren Endordinate, da am Kampfer y' = 4/ ist, 
8/2 

gleich gB 12 ist (Abb. 4). 
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Damit wird 

(4) 

und 

A. Pucher: 

Man erhiHt demnach: 
4 262 

G2 = 3. 1,97 '130 = 13,65 tim 
und 

X 2 = l~O = 16,25 m. 

Nun sind aile GroBen zur Berechnung des Kriimmungsbeiwertes bzw. von Hs errlrittelt. 
Es wird nach Gleichung (2) 

8 ·16,25 
OJ = 1 + 3,21.1302 (16,9 + 13,65) = 1,073 

bzw. 
1302 

Hs = 3,21· 1,073 8.26 = 280 tim. 

Die nachtraglich vorgenommerie Gewichtsberechnung nach Ermittlung der Stiitzlinie fiir 
Eigengewicht mit aquivalenten EinzeIlasten ergab Hs = 282 tim. 

Bisher wurde angenommen,daB der Bogen iiberaU den gleichen Querschnitt habe. In 

der Regel wird das jedoch nicht zutreffen. Ein Bogen mit dem Pfeilverhaltnis + = ~ , wie 

der vorliegende, wird entweder als Zweigelenkbogen oder als eingespannter Bogen ausgefiihrt 
werden. Man wird die Bogenstarke zweckmiWig nach dem 

~Gesetz 
~. 2~ ~ 

(5) d = ds (l ± IXgn), g = -z- = Ii (Abb. 5) 

dk~l annehmen. Das positive Vorzeichen, dem eine Zunahme der 
Abb.5. Bogenstarke gegen den Kampfer zu entspricht, gilt fiir ein-

gespannte Bogen, das negative fiir Zweigelenkbogen. 
M;an hat demnach bei Bogen mit veranderlichem Querschnitt, wir beschranken uns hier 

auf Bogen mit konstanter Breite, noch eine dritte Gewichtskompbnente G3 hinzuzufiigen, 
die aus dem Gewichtszuwachs infolge des veranderlichen Bogenquerschnittes folgt: 

1/2 

G3 = ± g~ IX J gn yT + '!f2 d x. 
o 

Fiir die Parabel ist y' = 4/ g. Daher wird mit der bereits friiher angewendeten Reihen

entwichlung 
1 

G3 = ± g~ IX f J gn (1 + 8zt g2 - ?~t g4 + - . . .) d g , 
o 

bzw. nach durchgefiihrter Integration 

. , Z ( 1 8 /2 32 /4 
(6) G3 =±gB IX 2" n+l +Z2(n+3)-Z4(n+5)+- ... ). 
Auch bei G3 ist meistens die Beschrankung auf das erste Glied genau genug, und es wird in 
diesem FaUe 

(7) 
1G3 = ±~(n~l)g~l, 
l x3-2(n+2)' . 

Es ist noch die GroBe g~ zu erhlaren. Bei voUen Gewolben mit konstanter Breite wird 
g~ = gB' da dann das Bogengewicht linear mit d wachst. Bei Hohlbogen kann man die 
Querschnittsanderung auf verschiedene Weise vornehmen. Behalt man die Dicke der Gurt-
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platten und Wande bei und laBt nur die Rohe des Querschnittes wachsen, so ist fiir g~ 
nur der Bruchteil von gB anzusetzen, der dem· Gewicht der Wande, zwischen oberer und 
unterer Gurtplatte gemessen, im Verhaltnis zur Gesamt£lache entspricht. Verstarkt man die 
Gurtplatten im selben Verhaltnis wie d, behalten die Wande jedoch ihre Dicke bei, so wird 
g~ = gB' 

Bei Bogen mit veranderlicher Breite muB man die Rechnung auf die ganze Breite be-
ziehen. Andert man hierbei die Bogenquerschnitte so, daB aile untereinander ahnlich sind, 

dann verhalten sich die Bogengewichte wie (d~r und die Gleichung (6) gilt nicht mehr, son

dern es muB ein entsprechender Ausdruck erst entwickelt werden. 
Es wird nun der Ein£luB veranderlicher Bogenstarke auf den vorliegenden Bogen unter-

sucht. Es sei . 

g~ = gB, (I. = + 1 und n = 8 (eingespannter Bogen). 
Dann wird 

G3 = + fs' 1,97·130 = 14,25 tim, 
X3 = 1230° = 6,5 m. 

Daraus folgt die Anderung des Kriimmungsbeiwertes infolge G3 : 

8 8 
LI W3 = g812 G3 X3 = 3,21,1302.14,25.6,5 = + 0,0136, 

das ist noch nicht 2 % von w. Die Gewichtszunahme des Bogens gegen den Kampfer zu hat 
demnach, ausgenommen bei niederem n, keinen groBen EinfluB auf Hs. Man wird daher 
meistens in Gleichung (6) die Glieder hoherer Ordnung unterdriicken konnen. 

b) Dreigelenkbogen mit aufgeloster Fahrbahn (Abb.6). 

Bei der Aufteilung des Gewichtes in die einzelnen Anteile geht man so vor, wie im vorher
gehenden Abschnitt gezeigt wurde. Man hat jedoch wegen der besonderen Form der Drei
gelenkbogen, bei denen die groBte Bogenstarke in den Viertelpunkten vorzusehen ist, noch 
einen Gewichtsanteil aus dieser Verstarkung in Rechnung zu steilen. Einen weiteren Ge
wichtsanteilliefert der Fiillbeton in der Nahe des Scheitels bei auf der oberen Leibung an-
laufender Fahrbahn. . 

Es ist demnach das Scheitelgewicht gs, das Gewicht der Fahrbahnabstiitzung G1 und 
der Anteil des Bogengewichtes G2 auf die gleiche Weise zu beriicksichtigen, wie bei dem 

~ --------i 

Abb.6. Abb.7. 

vorhergehenden Beispiel. Der EinfluB von G2 [Gleichung (4)J kann, da die Dreigelenkbogen 
in der Regel recht £lach sind, meist vernachlassigt werden. Die von der besonderen Bogen
form der Dreigelenkbogen verursachten Gewichtsanteile G3 und G4 bediirfen einer naheren 
Betrachtung. 

Die Bogenstarke des Dreigelenkbogens setzt sich zusammen aus der Bogenstarke im 
Scheitel, die vermehrt wird durch einen linear mit dem Abstand von der Mitte anwachsen
den Anteil und einer Verstarkung, die sich parabelformig iiber den Bogenschenkel verteilt 
und in den Gelenken verschwindet (Abb. 7). Man kann demnach d nach folgender Formel 
ermitteln: 

(8) 

mit (I. = ~: - 1 und fJ = 0,20 bis 0,30, je nach dem Verhaltnis von Verkehrslast zu Briicken

gewicht. 
Stahlbau-Forschungsheft 6. 9 
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Den EinfluB der linear anwachsenden Verstarkung erhalt man, da bei den flachen Drei
gelenkbogen im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit ds = d x gesetzt werden kann, aus 
den Gleichungen (7) fiir n = 1. Es wird somit 

(9) \:: _ r.; if. z , 

Fur die parabeliormige Verstarkung der Bogenschenkel, wieder mit Vernachlassigung der 
Neigung, gilt 

(10) lG4: ~(JgJ)' 
X 4 - 4 ' 

FUr g~ gelten die bereits getroffenen Feststellungen. 
In der Scheitelzone entsteht noch ein Gewiehtszuwaehs infolge des dort angebraehten 

Fullbetons. Aus den Abmessungen der Fahrbahntafel kann man die Hohe h entnehmen, 
I • b ~! die im allgemeinen als der um 10 bis 15 em vermehrte Hohen-

~ _ I~~Q£ unterschied von Unterkante der Fahrbahnlangstrager (F.L.T.) 
f.I...T. "" ~~~--:-____ '~ und dem Scheitel der oberen Bogenleibung (S.O.L.) anzu-

...-",-~~,---------~ ! nehmen sein wird (Abb.8). 
/' ,/ ~ ---gen(!Chse I Bei Vernaehlassigung der in Briickenmitte sehr kleinen 
~ 60 Neigungen erhalt man aus der Gleiehung der Bogenachse, zu-

Abb. 8. nachst als Parabel y = f g2 angenommen, und aus Gleichung (8) 

mit go = 2 ~ die quadratische Gleichung 

deren Auflosung 

(11) 

mit 

liefert. 

h = n~ - d; [1X~o + 4{J~b (1 - ~b)J, 

b = -}(1p + 1/11'2 +x) 
(rt.+ 4{3)ds h 

"P = 4 (f + 2 {3 ds)' X = t + 2 {3 ds 

Mit dieser Gleiehung kann man b aueh ohne genauere Zeichnung der Briieke bestimmen 
und erhalt 

Gs = lybh, 
l 3b 

Xs = 2' - 4 
(12) (auf 1 m Gewolbebreite bezogen). 

Man kann mit den entwickelten Formeln den Kriimmungsbeiwert fUr einen Dreigelenk
bogen sehr raseh ermitteln. 

Es sei gegeben 1 = 70 m, f = 5,85 m, ferner folgen die Gewolbestarken dem in Glei
chung (8) angegebenen Gesetz mit ds = 1,15 m, IX = 0,05, {J = 0,22. 

Das Gewicht im Scheitel des Bogens wurde ermittelt mit: 
Gewicht der Fahrbahn 
Gewieht des Bogens . . . . . . . 

1,19 t/m2 
gB = 2,76 t/m2 
gs = 3,95 t/m2. 

Der Belastungsgleichwert der Fahrbahnabstiitzung ist 0,0762 t/m3. Die Gewichtsanteile 
betragen somit: 

vonder Fahrbahnabstiitzung Gl = l· 72°.5,85.0,0762 = 5,2 tim, 

vom Gewolbe naeh Gleichung (4) O2 = : . 2,76· f!:..~g2 = 1,8 tIm, 

nach Gleiehung (9) G3 = 0,~5 .2,76·70 = 4,8 tim, 

Xl = 78° ~ 8,75 m, 
70 

x2 = '8 = 8,75 m, 

70 
X3 = 6' = 11,65m, 

naeh Gleichung (10) G4 = l·0,22.2,76.70 = 14,2 tIm, X4 = 72. 17,5 m. 
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. Nun ist noch der Fiillbeton in Rechnung zu stellen. Aus der Rohe der FahrbahnHingstrager 
unter der Fahrbahnplatte folgt h = 0,70 m. Nach Gleichung (11) wird 1jJ = 0,0421, X = 0,110 
und daraus b = 13,10 m. Somit wird 

Gr; = i· 2,2 ·13,1· 0,70 = 6,8 tim, X5 = 129. - ·~.13,10 = 25,2 m: 

Mit Ril£e der Gleichung (2) berechnet man nun den Krtimmungsbeiwert mit W = 1,225. 
Der Eigengewichtsschub betragt demnach 

702 
Hs = 3,95·1,225· 8.5,85 = 505 tim. 

Die aus£tihrliche Gewichtsberechnung liefert H s= 496 tjm. Es zeigt sich auch hier eine 
sehr gute Ubereinstimmung der beiden Werte. 

Es ist aufschluBreich, den Ein£luB der einzelnen Gewichtskomponenten auf den Krtim-

mungsbeiwert zu verfolgen. Man vergleicht zu diesem Zweck die GroBen LlWi = ~l2GiXi' 
gs 

Es ist 
Llwo =I,OOOO, Llw3 =0,0231, 
LlW1 = 0,0188, LlW4 = 0,1025, 
Ll w2 = 0,0065, Ll W5 = 0,0707 . 

. Diese Zusammenstellung lehrt, daB die parabel£ormige Verstarkung und der Ftillbeton im 
Scheitel neben dem Scheitelgewicht am starksten den Schub vermehren. Die restlichen 
Anteile sind von untergeordneter Bedeutung. 

c) Dreigelenkbogen mit voller Ubermauerung. 
Bei diesem Brtickentyp liegt die Bogenachse wegen des starken Gewichtszuwachses gegen 

den Kampfer zu im Viertelpunkt ziemlich hoch tiber der Parabel (Abb. 9). Da aber die 
Schenkel des Dreigelenkbogens im Viertelpunkt starker sein mtissen als im Gelenk, so wird 
die Abweichung der Sttitzlinie von der Parabel an 
der unteren Leibung annahernd ausgeglichen durch a-

die Verstarkung der Bogenschenkel, so daB man 
die innere Leibung sehr gut als Parabel ansehen 
kann. 

Die Ermittlung des Krtimmungsbeiwertes wird 
dann besonders einfach, wenn die Ubermauerung aus 
einem Bausto££ von ungefahr gleichem spezilischem 

-a 

'-------Z~50m-----...j 

Abb.9. 

Gewicht besteht wie das Gewolbe, etwa Stahlbeton und Stampfbeton. Man kann dann 
einen Durchschnittswert fUr y ansetzen und hat neben dem tiber der Linie a-a liegenden, 
konstanten Gewichtsanteil Go (Abb. 9) nur noch eine Komponente G1 anzusetzen, die die 
unter a--a liegenden, einen Parabelsektor bildenden Massen zusammenfaBt. Diese Gewichts
verteilung ist in Abb. 10 dargestellt. 

Es wird l 
Gl = iYK l , Xl = S' 

und daraus nach Gleichung (2) 

W = I + ~gE. 
6 gs Abb.lO. 

In erster Annaherung kann man fUr YK = Y f setzen, wenn y das geschatzte, mjttlere 
Einheitsgewicht der Bausto££e des Bogens und der Ubermauerung ist. 

Ebenso setzt man Ys = Y (ds + u); worin ii die Rohe del' Ubermauerung im Scheitel bis 
zur Fahrbahnoberkante bedeutet. Der Ausdruck ftir den Krtimmungsbeiwert wird dann 
besonders einfach: 

(13) 
W = 1 + ff(Il/+ it) ; 

ferner erhalt man als Naherungswert pro Meter Gewolbebreite 

(14) H~ = y (ds + u) ~2f (1 + 6 (d/+ it))' 
9* 
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Man kann von solchen Formeln, wie sie Gleichung (13) und (14) angeben, kein allzu genaues 
Ergebnis verlangen. Deshalb sei es fiir die in Abb. 9 skizzierte Brucke dem aus der genauen 
Gewichtsberechnung gewonnenen Resultat gegenubergestellt. 

Mit den angegebenen MaBen wird 
6 

W = 1 + 6. 1,50 = 1,667 . 

Die genaue Gewichtsermittlung, die fUr eine eingleisige Eisenbahnbrucke mit 50 cm starkem 
Schotterbett von 5m Breite durchgefiihrt wurde, lieferte W = 1,638. Die gute Ubereinstimmung 
beider Werte diirfte hier wohl zufiillig und nicht die Regel sein. Aber es ist anzunehmen, 
daB Gleichung (23) den Krummungsbeiwert doch mit 10 bis 12 % Genauigkeit liefern kann. 

Unsicherer ist der aus Gleichung (14) zu berechnende Schub Hs, da man auBer w auch 
einen Mittelwert y des spezifischen Gewichtes einschatzen muB. Man kann aber, etwa. zur 
Uberprmung der Stabilitat, einen oberen Grenzwert von y annehmen - al~ solcher ist 
z. B. das spezifische Gewicht des schwersteri Baustoffes anzunehmen -, der dann auch einen 
oberen Grenzwert fur Hs liefert. Bei dem vorliegenden Beispiel betragt das mittlere, spezi
fische . Gewicht y = 2,3 tjm 3, aus Gleichung (14) mit Hille des aus der genauen Gewichts
berechnung ermittelten Schubes und Krummungsbeiwertes ruckgerechnet. 

Man kann natiirlich auch bei diesem Bruckentyp nach der angegebenen Methode eine 
genauere Rechnung fur w aufstellen, die dann auch hier sehr gute Ubereinstimmung mit. 
den Ergebnissen der genauen Gewichtsberechnung liefert. 

4. Erfahrungswerte. 
Wie schon in der Einleitung erwahnt wurde, schwankt der Krummungsbeiwert fiir einen 

bestimmteit Bruckentyp innerhalb verhaltnismaBig enger Grenzen. Diese Tatsache bietet 
die Moglichkeit, aus der Erfahrung Naherungswerte fur w zu gewinnen, die beim ersten Ent
wurf einer Brucke die GroBenordnung des Schubes bereits recht gut angeben. 

Bei den Bogenbrucken mit aufgestanderter und im Scheitel abgeloster Fahrbahn kann 
sich der Krummungsbeiwert gegenuber dem im vorigen Abschnitt gerechneten Beispiel 

nicht sehr stark andern. Bei Bogen mit groBerem Pfeilverhaltnis + wird w etwas wachsen, 

da dann auch 0 1 und O2 groBer wird. Bei Anderung der Stutzweite wird sich das Verhaltnis 
von Bogengewicht zu Fahrbahngewicht andern, was sichauch in w bemerkbar macht, ebenso 
wie eine schwerere odei' leichtere Fahrbahnabstiitzung. Da diese A.nderungen jedoch nicht 
allzu groB sein konnen, kann man fur diesen Bruckentyp den Krummungsbeiwert im 
Mittel mit WM = 1,05 bis 1,10 einschatzen. 

Uber Dreigelenkbogen mit au£geloster, im Scheitel anlaufender Fahrbahntafel liegen 
aus verschiedenen Rechnungen Vergleichswerte vor, die in der folgenden Ubersicht zusam
mengestellt sind. 

f I I I ds I IX I f3 

60,- 6,00 0,75 0,08 0,25 
65,- 7,00 0,90 0,09 0,25 
70,- 5,85 1,15 0,05 0,22 
70,- 7,00 1,00 0,08 0,22 
70,- 10,00 0,88 0,15 0,28 

I b I h I 0) 

8,40 0,50 1,24 
11,55 0,70 1,22 
14,00 0,70 1,20 
11,85 0,65 1,20 
10,00 0,70 1,32 

Ver kehrsbelastung 

Str.Br. Ki. II 

" " " 
I 

" " " 
I 

" " " 
II 

" " " I 

Trotz der verschiedenen An
nahmen sind die Abweichun
gen von w von einem Mittel
wert sehr klein. Man kann 
daher fur diesen Bruckentyp 
als Mittel WM = 1,26 ansetzen 
und hat dann unter Um

standen einen Fehler von ± 5 % zu erwarten. Fur eine erste Uberschlagsrechnung wird 
WM recht brauchbare Ergebnisse liefern. 

Bei Bogenbrucken ohne Scheitelgelenk, aber mit im Scheitel anlaufender Fahrbahn 
kann aus den berechneten Beispielen ebenfalls ein WM abgeleitet werden. 

Es wird lediglich der Krummungsbeiwert des unter 3a) berechneten Beispieles urn den 
Beitrag des Fiillbetons im Scheitel zu vermehren sein, der wegen des groBeren Pfeilverhiilt
nisses f dieser Bogen gegenuber dem Dreigelenkbogen kleiner als bei diesem seinwird. Wir 
konnen somit fur solche Brucken unter Berucksichtigung der Ergebnisse des vorigen Ab
schnittes WM = 1,08 + 0,07 = 1,15 als Mittelwert annehmen. 
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Bei den Bogen mit voller Ubermauerung andert sich w sehr stark mit dem Pfeilverhaltnis. 
Es gibt daher keinen festen Mittelwert, jedoch liefert Gleichung (13) fiir jedes Pfeilverhaltnis 
auf denkbar einfache Weise einen Naherungswert. 

Fiir andere, hier nicht behandelte Briickentypen den Kriimmungsbeiwert zu ermitteln, 
wird nach dem angegebenen Verfahren keine Schwierigkeiten bereiten. 

5. Schlu6bemerkung. 
Das Verfahren zur Ermittlung des Rorizontalschubes aus Eigengewicht mit Hille des 

Kriimmungsbeiwertes in Verbindung mit einem Naherungsverfahren fiir die Schnittkriifte 
aus der Verkehrsbelastung setzt den entwerfenden Ingenieur instand, mit ganz kurzen Rech
nungen zu iiberpriifen, ob die Abmessungen des ersten Entwurfes richtig gewahlt waren 
oder noch verbesserungsbediirftig sind. 

Bei statisch unbestimmt gelagerten Gewolben ist allerdings die Kenntnis des Eigen
gewichtsschubes nicht ausreichend, sondern es sind auch noch die Momente aus Eigengewicht 
zu beriicksichtigen, die aus der Differenz iJHg zwischen Stiitzlinienschub und Bogenschub 
berechnet werden: 

(15) 

Es ist hierin z die Ordinate der Bogenachse, in einem Koordinatensystem ge~essen, dessen 
Ursprung im elastischen Schwerpunkt liegt, der beim 
Zweigelenkbogen in die Kampfersehne falIt, beim 
eingespannten Bogen im Abstand 

(16) 
J ds 

Y EJ 
Yo=--

f~ EJ 

~± 
X" 

X" 7 ~S'-------
I;?-.. A 

------ + =-<:;:;; ~ Mg Mg 
Abb. II. 

dariiber liegt (Abb. 11). Beim Zweigelenkbogen ist demnach z bekannt, beim eingespannten 
Bogen jedoch von Yo abhangig, das yom Verlauf der Steifigkeit auBerordentlich stark, yom 
Pfeilverhaltnis und der Form der Bogenachse weniger beeinfluBt wird. Die Zahlentafel gibt 

die Lage des elastischen Schwerpunktes eingespannter parabolischer yollbogen mit f = ~ 
an, deren Querschnitt ein Rechteck mit konstanter Breite, jedoch mit veranderlicher Rohe 

d = ~s (1 + IX~n) 
ist. Bei IX = + 1 ist der Bogen im Kampfer doppelt so stark wie i,m Scheitel. Wird IX < 0, 
so ist der Bogen im Kampfer schwacher als im Scheitel, eine besonders in Frankreich in den 
letzten J ahren ofter aus
gefiihrte Bogenform, die 
in Deutschland als Si
chelbogen bezeichnet 
wird. Die Zusammen
stellung beriicksichtigt 
mit IX = -1 auch solche 
Sichelbogen, die am 
Kampfer halb so stark 
sind als im Scheitel. Man 
wird an Rand dieser Zu
sammenstellung den ela
stischen Schwerpunkt 
eines geplanten Bogens 

Gesetz der Bogenstarken 

d = ds (I - H4) . 

d = ds(1 - H 8) 

d = ds (I - H12) . 

d =ds . 

-"I J c d = ds cos rp S, J-- = 1 . 
cos rp 

d = ds (I + ~12) . 

d = ds (I + ~8) 

d = ds (I + ~2) 

t 
I T 

1 
0 

t 
1 
1> 

1 
1> 

-

1 
1> 

1 
'0 

1 
1> 

I I 
Yo Anmerlrnng IX n 
t 

1 4 0,444 

I 
-"2 
-- Sichelbogen 
-t 8 0,465 dK = tds ----
-t 12 0,484 
--

0 - 0,645 konst. Bogenstarke 
--

2 Yo/I unabhangig - - 3" von liZ 
---
+1 12 0,712 

I --
+1 8 0,730 dK = 2 ds 
----

+1 2 0,877 

ungefahr bestimmen konnen; gegebenenfalls ist Yo auch nachGleichung (16) rasch zu er
mitteln, wenn man sich bei der Auswertung der Integrale der Simpsonschen Regel bedient. 
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Es bleibt noch iJHg zu bestimmen. Es ist zwar sehr klein, schwankt aber doch zwischen 
0,25 % und 2,00 % von H s. Da die Eigengewichtsmomente dem direkt proportional sind, 
wird es sich empfehlen, den Quotienten 

L1Hg f ;; 
lh = - f Z2 ;~ + f C082 cp ;; 

fur das gegebene Pfeilverhaltnis und Gesetz der Bogenstarken uberschlagig zu ermitteln, 
wobei das zweite Integral im Nenner vernachlassigt werden kann. Da Hs mit Hille des Krum
mungsbeiwertes mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden kann, erhalt man auf 
dem angegebenen Wege die Schnittkrafte aus Eigengewicht auch bei statisch unbestimmten 
Bogen mit fiir die Entwurfsarbeit genugender Genauigkeit aus sehr einfachen und wenig 
Zeit beanspruchenden Berechnungen. 

d 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man aus den bei der Berechnung von (l) ermittelten 
Gewichtskomponenten auch dasGesamtgewicht G der Brucke mit sehr guter Genauigkeit 
erhalt: 

n 

o 

Das erleichtert nicht nur die Massenermittlung, sondern ist auch fur den EntwuTf der Wider
lager wertvoll. 

Bei der Durchfiihrung der verschiedenen Berechnungen haben mich die Herren Dipl.
lng. Aschenbrenner und Dipl.-lng. v. Aichelburg tatkraftig unterstutzt, wofiir ich auch 
an dieser Stelle meinen Dank zum Ausdruck bringe. 

(Eingegangen 22. 2. 1942). 

Raumlicher Polygonring. 

Von A. Rudakow, Munchen. 

Mit 15 Abbildungen. 

1. Allgemeines. 
Ein sternsymmetrischer polygonaler Ring mit gerader oder ungerader Anzahl der Seiten 

und mit einem Querschnitt, dessen Hauptachsenbeide nicht in die Ringebene fallen, vgl. 
GrundriB Abb. 1, wird hier als ein raurnliches Stabwerk untersuchtl. 

__ 4. 

c5chnitf d - d 

,~)J:=4\~~ 
Abb. 1. Raumlicher Polygonring. 

Die Schwerachse des Ringes ist ein ebenes Vieleck von p Sei-

ten mit dem Zentriwinkel oc = 2 Jl, der Seitenlange a und dem 
p . 

Halbmesser des umschriebenen Kreises r = _a_. Die Eck-
2 . ex 

8m 2 
punkte des Polygonringes werden, gegen den Uhrzeigersinn 
fortschreitend,mit 1, 2, ... , p (= 0) benannt, vgl. Abb. 2. 

Die Hauptachsen des symmetrischen Ringquerschnittes 
(x - x), (y - y) sowie die Stabachsen (z - z), ferner die in der 
Ringebene und senkrecht dazu liegenden Hilfsachsen (x' - x'), 
(y' - y') sind ebenfalls in Abb. 2 dargestellt, wobei der posi
tive Sinn jeder Achse durch Doppelpfeil angedeutet ist. 

Fiir den auf der ganzen Lange - abgesehen von einer be-

1 Diese Arbeit entstand zu Anfang des Jahres 1940 bei statischen Voruntersuchungen flir ein Kuppelbauwerk, 
mit dessen Berechnung der Verfasser beauftragt ist. Die Arbeit gibt AufschluB liber das Verhaltendes polygonalen 
Kuppelkopfringes bei verschiedenen Belastungen. 
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deutungslosen Unstetigkeit in den Eckpunkten - unveranderlichen Ringquerschnitt 
werden~ folgende Querschnittswerte eingefiihrt: 
JOl' J y das Tragheitsmoment in bezug auf die (x-x)- bzw. (y-y)-Achse, 
J. das Tragheitsmoment gegen Drillung, bezogen auf die (z-z)-Achse; 

(1) 

I J" k EJ" k 
J. = Y' GJ. = z' 

sin2 fJ + ky cos2 fJ = k1 , I COS2 fJ + kg sin2 fJ = k2' 

sin fJ cos fJ (1 - ky) = k3' 

Grundril3 
5 

--+---,.1: 

Schnitt x-x 
oben 
iy'! ' y 

. ~. 1/ 
mnen p ~ .~zz 

hierbei sind 
~_J!L_~ __ . _~' 

/ I' .~. ~ au/Jen . ~ 
E, G der Elastizitats- bzw. Gleit £ tyl 
fJ 

modul, 
der Neigungswinkel der Quer
schnittachse (x -x) gegen die 
Ringebene. 

unten 

Abb. 2. Positive Stab- und Querschnittachsen. 

In jedem Querschnitt der Ringstabe treten die sechs SchnittgroBen auf, vgl. Abb. 3: 

...11 x, MIJ das Biegemoment um die Drehachse (x-x) bzw. (y.-y), positiv, wenn es auf del' 
Unterseite bzw. AuBenseite des Stabes Zugspannungen erzeugt; 

...:11. 

N 

Q"" Qy 

das Torsionsmoment um die Drehachse (z-z), positiv, wenn es im, Sinne del' 
(z -z)-Achse gesehen im Uhrzeigersinn dreht; 
die Nol'malkraft, als Zug positiv; 
die Quel'kraft, zugehorig dem Moment M", bzw. ,M 11' positiv, wenn -sie, beim Fort
schreiten im Sinne der z-Achse, Momentenzuwachs liefert . 

.Y 

~ 

x' Mx' 

t 't 
My' 

,y 

Y' 
y y' 

~ M,x' 

Q,y' 

«.-
:?-

Y 
Abb.3. Positive SchnittgroBen. 

Ferner verwenden wir noch die SchnittgroBen: 
...:11 x', My, das Biegemoment, bezogen auf die (x' -x')- bzw. (y' -y')-Achse; 
Qx" QlI' die Querkraft, zugehorig dem Moment M x' bzw. My" 

Am statisch bestimmten Hauptsystem werden die entsprechenden GroBen infolge auBerer 
Lasten mit MO, N°, Q~ und infolge virtueller Zustande Xi = 1 mit Mi, Ni, Qi bezeichnet. 
Wo eine Verwechslung nicht anzunehmen ist, werden die oberen Zeiger weggelassen. 

Fur die SchnittgroBen M und Q in einem Querschnitt gelten die Beziehungen: 

f M", = MOl' cosfJ - M'U, sinfJ, QOl= QOl' cosfJ - Q'U, sinfJ, 
(2) 1 bzw. 

~ M IJ = MOl' sin fJ + M v' cos fJ , Qy = QOl' sin fJ + Qyl cos fJ • 
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Geht man bei der Betrachtung der inneren Krafte immer im Sinne der z-Achse vor, so 
ergeben sich aus Abb. 3 klare und einfache Vorzeichenregeln; beispielsweise sind alle Momente 
positiv, die im Uhrzeigersinn um die positiven Achsenrichtungen drehen. 

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, daB der Polygonring durch beliebige raumliche 
Kriifte und Momente belastet ist, die in sich im Gleichgewicht stehen. Dann ist die £este 
Auflagerung des Ringes entbehrlich, die im allgemeinen sehr mannigfaltig, auch statisch 
unbestimmt sein kann und daher in dieser kurzen Abhandlung unberucksichtigt bleibt, 
jedoch weiteren Untersuchungen vorbehalten wird. 

Ferner wird hier bei Ermittlung der Verschiebungen und Verdrehungen die technische 
Biegungslehre bzw. die allgemeine Torsionstheorie der reinen Drillung zugrunde gelegt. 

GrundriIJ 
5 

ALffril3 t 2 

~§§§~~~t=.V=== 
Iv 

Der biegungs- und verdrillungssteife geschlossene raumliche Ring 
ist innerlich sechsfach statisch unbestimmt. Schneidet man ihn an 
irgend einer Stelle durch, so werden alle inneren Kriifte bestimmbar, 
wenn die sechs SchnittgroBen in diesem Querschnitt bekannt sind. 

1/ Die statisch unbestimmten GroBen werden zweckmaBig im elastischen 
Schwerpunkt des Ringes angebracht, der durch gedachte starre Arme 
mit der Schnittstelle verbunden ist. 

Zur Bestimmung der sechs Unbekannten werden ebensoviel Ela
stizitatsgleichungen angeschrieben, die aus dem Zusammenhang der 
Verschiebungen im Doppelquerschnitt der Schnittstelle abgeleitet 
werden. Es sind namlich die zwei Querschnittsdrehungen, eine Ver-
drillung, zwei Quer- und eine Langsverschiebung gleich Null. 

Wirtrennen also andemEckpunktp= 0 die beiden Stabe(p -I, p) 
und (0, 1) voneinander, wie in Abb. 4 angegeben, und erhalten somit 
das statisch bestimmte Hauptsystem . 

.Abb.4. Statisch unbe-
stimmte GraBen. Die folgenden je sechs unbekannten SchnittgroBen werden im 

Mittelpunkt des Polygonringes, beiderseits der Schnittstelle, angebracht : 

R, T die radial bzw. tangential gerichtete· Kraft in del' Polygonebene, 
V senkrecht zur Polygonebene gerichtete Kraft, 
e, 't das Drehmoment um die in der Ringebene liegende radiale bzw. tangentiale Achse, 
v das Drehmoment um die senkrecht zur Ringebene liegende Achse. 

Die in Abb. 4 dargestellten gerichteten Krafte R, T, V und Vektoren e, 't, v werden po
sitiv gezahlt, wo bei das positive Moment, im Sinne des Vektors gesehen, stets im Uhrzeigersinn 
dreht. Die Unbekannten sind ohne jeglichen Index zu schreiben. Die auBeren Krafte und 
Momente konnen dieselben Bezeichnungen und Festsetzungen beibehalten, jedoch mit dem 
Zeiger des Angriffsortes versehen werden. 

2. Beiwerte der Unbekannten. 
In den Elastizitatsgleichungen erscheinen als Koeffizienten der Unbekannten die Werte ~i". 

Sie werden als Verschiebungen gedeutet und in bekannter Weise aus den Arbeitsgleichungen 
fur die Hilfsbelastungszustande am statisch bestimmten System X = 1 jetzt ermittelt. 
Dabei wird del' EinfluB von Langs- und Querkriiften wie ublich vernachlassigt; die Krafte 
selbst jedoch werde~ zum spateren Gebrauch angeschrieben. 

Belastungszustand: Doppelkraft R = l. 

Zunachst erhalt man, vgl. Abb. 5, die Momente M ",' = M z = 0 und an einer belie bigen 
Stelle im Stab (k, k + 1) das Moment 

M;:= + 1 (Yk+ L1 y) = r sinkO(. + x cos (2k+ 1) ~ , 

wobei x yom Eckpunkt k ab in Richtuug del' Stabachse (z - z) gemessen wird, die einen 

Winkel [; - (2k + 1) ~ ] gegen die Richtung del' Kraft R = 1 bildet. 
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Mit Beachtung der Gleichung (2) ergeben sich dann 

M fJ) = - My' sin p , My = + JJI1I' cos P . 
Fur den Stab (k, k + 1) folgen aus Abb.5 unmittelbar die Normalkraft 

N = - 1 sin (2k + 1) ; 

sowie die Querkrafte 

Q1l = + 1 cos (2k + 1) ; , 

Man findet dann nach Gleichung (2): 

QfJ) = - Qy, sin p , Qy = + Q1I' cos fJ • 
Der Beiwert t5RR ergibt sich aus der Arbeitsgleichung 

k -- dy 
! c1; / 
,~ M Ik+l 

~J 
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1 Jl _JM 2 ds +fM2 ds 
'URR - '" EJ~ y EJu 

Abb. 5. Belastungszustand: 
Doppelkraft R = 1 . 

oder nach Einfuhrung der eben ermittelten Ausdrucke fur M x, 1J,I y und der Abkiirzun-
gen Gleichung (1) aus 

EJfJ)t5RR = f M;,(sin2p + kycos2P) ds = kIf M;,ds. 

Mit den Endordinaten der Momentenflache im Stab (k, k + 1) 

Yk= r sink rx, Yk+l = r sin (k+ 1) rx 
wird 

P 

f M2 ds -!!...- ~ ( 2+ 2 + ) 
II' - 3';:;::'; Yk Yk+l Yk Yk+l 

1 

1 p 

= "3 r2a .2 [sin2k rx + sin2 (k + 1) rx + sink rx sin (k + 1) rx] 
1 

und fiir k = 1, 2, 3, ... , P wegen 
p p 

2Jsin2 krx= 2Jsin2 (k+l)rx= ~, 
1 1 

P 
2.: cos (2k + 1) rx = 0, 
1 

PIP 

2) sink rx sin (k + 1) rx = "2.2 [cos rx - cos (2k + 1) Cl] = ~ cosrx, 
1 1 

f M;, ds = ! r2 a (2 ~ + ~ cos rx) = r~ r2 a (2 + cos rx) . 

SchlieBlich erhalt man mit 

cos rx = 1 - 2 sin2 ; und 
a 

r=--
2sin~ 

2 

EJ",t5RR = -ta3k1( .1 oc - !). 
2sm2 -

2 

Belastungszustand: Doppelkraft T = 1. 

~~=i==t==:;' 
I ktX 
I 
I 
I 
I dy 

k 
',z: , ~ 

~!~7 

Abb. 6. Belastungszu
stand: Doppelkraft T = 1 • 

Aus Abb. 6 und in derselben Weise wie beim Zustand R = 1 findet man folgende Schnitt
krafte an einer belie bigen Stelle im Stab (k, k + 1): 

M y'= +1(Yk-Lly) =rcoskoc-xsin(2k+l);, M",,=Mz=O; 

Qv'= -1 sin(2k+ I} ;, Q",,= 0; 

M x = -- My' sin p , My = + Mil' cos p; 
N= -lcos(2k+l) ;, Qx= -Q1I,sinp, Qy= +Qv'cosp. 
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Der Beiwert ~TT wird wegen zyklischer Symmetrie des Systems und der Belastung 
~TT = ~RR also 

Belastungszustand: Doppelkraft V = 1. 

Da die Kraft V = 1 in der Mittelachse des regelmaBigen Vielecks wirkt, wiederholen sich 
Al{/ri!.3 • dieselben Momente bzw. Krafte in allen Staben, vgl. Abb. 7. 
§§§~~===::t An eiher beliebigen Stelle im Stab (k, k + 1) erhalt man die 

t1 Schnittkrafte 
Grundri!.3 

k, 
,~;;;;-.., .,-
~~1/"':;'1 '..,.,---_1 

~ 
Abb. 7. Belastungszu
stand: Doppelkraft V = 1. 

M ro = + M ro' cos fJ , M 11 = + M "" sin fJ; 

Q",= -cosfJ, Q1I= -sinfl· 

Der Beiwert ~vv ergibt sich aus der Arbeitsgleichung 

EJ",~vv= f M;ds +k1lf Mids + kzI M z2 ds 

=fM;: (cos2 fJ + k ysin2fJ) ds + k. f M z2ds 

= k2f M;;,ds + kzf M;ds. 

N ach Einsetzen der vorstehenden Werte fur M x', M z und r wird 

Belarstungszustand: Doppelmoment e = l. 

Infolge e entstehen keine Stabkrafte. Die Momente im Stab (k, k + 1) findet man durch 
Zerlegung des Vektors e = 1 in Richtung der Querschnittsachse (x' - x') und der Stahachse 
(z - z), wie es in Abb. 8 dargestellt ist: 

Somit ergeben sich folgende Momente imStab (k, k + 1): 

M",,=+cos(2k+I);, M'1I'=O, M z=+sin(2k+l);; 

M",= M""cosfJ, M'1I= M""sinfJ· 

Den Beiwert ~ee erhalt man wie folgt: 

EJro~ee = f M; ds+ kyf Mi ds +kzf M z2ds= k2I M;,ds+ kzI M~2ds 

EJ"'~(J(J=~ a(k2+ kz)· 

Der Beiwert ~eT = ~Te ergibt sich aus der Arbeitsgleichung: 
Abb. 8. Belastungszustand: 

Doppelmoment e = 1. EJ"'~Te= f M; Mgds + k'1l f M'1IT Mi ds . 
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Mit den Momenten J.11T fiir den BelastungszustandT = 1 und J.11e fiir den Zustand e = 1 
wird 

EJ()J6Te = f MJ Mg,[ - siny cosy (1-ky)]ds = -kaf MJ M~,ds, 
p a. 

f M;J Mg,ds = 2 cos (2k + 1) ~ f[r cos koc - X sin (2k+ 1) ~ ] dx 
1 0 

P 

= ~ ra.l)cos(2k+l) ~ [coskoc+cos(k+l)oc] 

Das gibt mit 

schlieBlich 

1 . 

p 

1 " CI. k 01: =2"raL.; 2cos2"cos2 (2 +1)2"' 
1 

P 01: p 
.L}cos2 (2k+l)2"=2" und 
1 

a r=--
2sin~ 

2 

Belastungszustand: Doppelmoment r = 1. 

Ganz ebenso wie fur den Zustand e = 1 erhalt man jetzt; vgl. Abb. 9, fur den Stab 
(k, k + 1) die Momente: 

stand: 

M ()J' = - sin (2 k + 1) ~ , My' = 0, 

Mx = M x' cos {3, J.11y = M()J' sin{3 

und die Krafte: N = Qx = Qy = O. 
Infolge der zyklischen Symmetrie des Systems 

und der Belastung ergeben sich die Beiwerte: 

6n =. 6e (> = P2a (k2 + kz) , 

pa2 k 01: 6Rr = -6Te = 4 a ctg2"' 

Belastungszustand: Doppelmoment ')I = l. 
Man findet i:ier, vgl. Abb. 10, sehr einfach 

nm die uber die ganze Ringlange konstanten 
Belastungszu -

Doppelmoment Momente : 
<=1. M x'= M z = 0, Mx= -sin{3, 

Der Beiwert 0,.,. ergibt sich aus 

EJxo",,= f M;ds + ky f M;ds = kIf M;'ds, 
und zwar 

3. Losung der Gleichungen. 

kl 
1 

/ ~'~7 /ki-l 

~ 
Abb. 10. Belastungszu
stand: Doppelmoment 

p=l. 

Mp= +cos{3. 

Nach dem Aufbau der Momentenflachen kann man die Unbekannten in zwei Gruppen 
einteilen: 

symmetrische Unbekannte T, e, ')I und 

antimetrische Unbekannte R, T, V. 
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Die beiden Gruppen sind immer voneinander unabhangig; auBerdem verschwindet die zweite 
bzw. die erste Gruppe der Unbekannten, wenn die auBere Belastung des Systems sym
metrisch bzw. antimetrisch in bezug auf eine durch die Ringmittelachse und Schnittstelle 
gelegte Ebene ist. Aus der einfachen Betrachtung folgt weiterhin, daB die Beiwerte: 

(jvT = (j"e = (jv R = (jv< = 0 

sind. 
Somit erhalten wir folgende sechs Elastizitatsgleichungen zur Bestimmung der 6 Un

bekannten, worin die 'Verte (jTO' (jeo, (jyO usw. die Belastungsglieder bezeichnen. 

T (jTT + e (jTe + (jTO . 0, 

T (jTe + e (jee + (jeo = 0 , 

vb"" + b"o = 0, 

R(jRR+ .,;(jR<+ (jRO= 0, 

R (j R. + 7: (j.. + (j.o = 0, 

V(jvv+ (jvo= O. 

4 
Fiihrt man die Berechnung mit den -2 EJ",-fachen Werten der Verschiebungen durch pa 

und setzt man zur Abkiirzung 

p!2 EJ",bik = (j~k 

so lauten die im Abschnitt 2 ermittelten Beiwerte: 

Die Auflosung der Elastizitatsgleichungen (mit den p!2 EJ ",-fachen Belastungsgliedern) 

liefert die Unbekannten: 

(3) 

wo 

v = 4~1 (-(j~o), 

R = ~ [! (k2 + ! ~:) (- (j1W) - k3 ctg ; (- b~ 0) ] ' 

7:= ~ [-k3ctg ; (-(j~o) +akl( .1 IX - !)(-(j~o)], 
2sm2 2 

v = _. __ .. 1 ( - (jvo) , 

( 1 k E J", 2 IX) 
a 3 ·2 + (j J. ctg 2 

kl = sin2 {3 + ~'" cos2{3, 
• 

k2 = cos2 {3 + ~'" sin2 {3, 
• 

k3 = sin {3 cos {3 ( 1 - ~:) , 

L1 = 2kl (k2+ ! ~:) (2S~2f - !)
- (k3 ctg ; r. 
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Fiir die Belastungsglieder gelten folgende Ausdrucke: 
p a 

EJ., bTO = ~1 f[r cos koc - x sin (2k + 1) ~] (klM~, - ksM2') dx, 
1 0 
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pap a 

EJ", (jeo = 17 f[ COS (2k + 1) ~] (k2M2, - [csM~,) dx + k. 17 f[sin(2k+ 1) ~J M~dx, 
1 0 1 0 

P a 

EJ.,b"o = 2) f(klM~,- ksM2,)dx, 
1 0 

p a 

EJ., bRO = ? f[r sinkoc + X COS (2k + 1) ;] (klM~, - ksM2,) dx, 

pap a 

EJ., b~o = 17 f[ -sin(2k+I) ~] (k2M2,-ksM~,)dx+k.17 f[COS(2k+I) ;]M~dx, 
1 0 1 0 

pap a 

EJ.,byo = 17 f(~ -x) (k2M2,-ksM~,)dx-rcos; kz2 f M~dx, 
1 0 . 1 0 

k= [1, 2, 3, ... , p(=O)]. 

Hierbei erstreckt sich die Summe uber aIle Ringstabe. Die M~" M~" M~ sind die Mo
mente im Stab (k, k + 1) infolge auBerer Belastung am statisch bestimmten System, Ygl. 
Abb. 11. 

Dieendgultigen SchnittgroBen in irgendeinemRingquerschnitt 
ergeben sich durch Superposition der entsprechenden GroBen am 
statisch bestimmten Hauptsystem aus S = So + .2Si Xi; hierin ist 

So die SchnittgroBe infolge auBerer Belastung, 
Xi der Reihe nach: T, e, P, R, 7:, V, 
S' die im Abschnitt 2 ermittelten SchnittgroBen infolge Xi = 1. 

M i'!!olge iiufJerer lasten 

So findet man folgende Ausdrucke fur die Momente und Krafte in Abb. 11. Berechnung 
einem Querschnitt des Stabes (k, k + I)im Abstand x yom Eckpunkt k. der BelastungsgIieder. 

M." = M~, + [cos (2k + 1) ~ ] e - [sin (2k + l) ; ] 7: + (~ 1- x) V, 

M'lI' = M~, + [r cos koc - x sin(2k+ 1) ~] T + [r sinkoc + x cos (2k + 1) ~] R + p; 

M. = M.o + [sin (2k + 1) ~J e + [cos (2k + 1) ~ ] 7: - (r cos ~) V, 

(5) Qal' =Q~, - V, 

Q1l = Q~, - [sin(2k+ 1) ~J T + [cos (2k + 1) ;] R, 

N =N° - [cos (2k+ 1) ~JT - [sin(2k+I) ~JR, 
Mal' M'lI' Q." QII ygl. Gleichung (2). 

4. Beispiel. 
An einem Polygonring mit p = 16 Seiten wird nachfolgend ein Belastungsfall unter

sucht, wobei die Biege- und Torsionsmomente sowie eine Formanderung ermittelt werden. 
Es ist ein Modell des Kopfringes, das bei Voruntersuchungen fiir den Entwurf einer Kuppel 
hergestellt wurde und an dem fiir einige Belastungsfalle die Formanderungen gemessen 
wurden. So ergibt sich ein Vergleich der nach yorliegendem Verfahren berechneten und am 
Modell gemessenen Werte. 
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Der Polygonring sei durch zwei in entgegengesetzter Richtung tordierende Momenten
paare nach Abb. 12 belastet. Obwohl aus einfachen Ubedegungen wegen Symmetrie der 
Belastung sofort einige Aussagen tiber die Unbekannt~n folgen, fiihren wir die Berechnung 

Abb. 12. AuBere Belastung. 

8 

Abb. 13. Statisch bestimmtes 
System. 

ganz allgemein durch, um die Anwendung der abgeleiteten 
Formeln zu erlautern. 

1m statisch bestimmten System, Abb. 13, erhalt man 
infolge auBerer Belastung durch die tordierenden Momente 
"0 = .s = - 1, .4 = .12 = + 1 folgende Biege- und Torsions
momente fiir den Stab (k, k + 1), wo k . 0, 1, 2, ... ,15 ist. 

Bereich 1, k = 0, 1, 2, 3: 

M~!= +sin(2k+ 1) ~, 

Bereich II, k = 4, 5, 6, 7: 

MzO= -COS(2k+I);, 

M~= + sin(2k+ 1) ; +cos(2k+ 1) ~, 

M~ = -cos(2k+I) ~ +sin(2k+l) ~, 

Bereich III, k = 8, 9, 10, 11: 

Bereich IV, k = 12, 13, 14, 15: 

MO=O. 

Die Belastungsglieder ergeben sich nach Gleichung (4) mit 

a 

f[r cos k ct. - X sin (21c + 1) ~ J dx = ra cos ~ cos (2k + 1) ~ , 
o 

a 

f[r sinkct. + X cos (2k+ 1) ;Jdx = ra cos ; sin (2k+ 1) ; , 
o 

a J (; - x) dx = 0, 
o 

0( = 3600 = 220 30' 
16 ' 

~= U O I5', 
2 

sowie unter Beachtung der nachfolgenden Tafeln fiir die WinkeHunktionen wie folgt: 

7 11 

EJ~~TO= -k3racos ~ [,-?sin(2k+l); coS(2k+I); + ~COS(2k+I) ~ cos (2k+ 1) ~] 

7 11 

EJx <5eo =k2a[,?sin(2k+I) ~ cos(2k+I)i + ..pCOS(2k+I)~ cos(2k+I); J+ 

7 11 

+kza[- 2cos(2k+I); sin(2k+I); + 1:sin(2k+l); sin(2k+I)~1 
o 4 _ 

= +4a(k2+ kz), 
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7 11 

EJ.,d"O= -k3a[?Sin(2k+l) ~ + .,f7COS(2k+l) ~]=o, 
EJ.,CJRO = -2k3a2ctg ~, 

EJ., CJrO = - 4a (k2 + kz), 

EJz CJVO = O. 

Nach Einsetzung der p~2 -fachen Belastungsglieder, also!:: CJiO-Werte, in die Glei

chung (3) findet man die Unbekannten: 
T=R= V=O. 

SchlieBlich ergeben sich mit Beachtung der Gleichung (5) die endgiiltigen Momente 
im geschlossenen Ring; es sind im Stab (k, k + 1): 

Bereich I (k = 0, 1,2,3) bzw. III (k = 8,9, 10, 11): 

M z'= ±! [sin(2k+l)~ -cos(2k+l) ~J, 

M z = =r=! [sin(2k+l)~ +cos(2k+l) ~], 
Bereich II (k = 4, 5, 6, 7) bzw. IV (k = 12, 13, 14, 15): 

M z'= ±! [sin(2k+l)~ +cos(2k+l) ~J, 

M z = ± ; [~in(2k+ 1) ~ - cos (2k.+ 1) ~J, 
wobei die oberen Vorzeichen fiir I oder II, die unteren fiir III oder IV gelten. 

In den nachstehenden Tafeln sind die Winkelfunktionen sowie die Momente M ",', M z 

im Bereich I und II zusammengestellt: 

k I 2k+ 1 I (2k+l)o: sin(2k+ 1)0: 

0 1 22° 30' 0,382683 
1 3 67° 30' 0,923880 
2 5 90° + 22° 30' 0,923880 
3 7 90° + 67° 30' 0,382683 

4 9 180° + 22° 30' - 0,382683 
5 11 180° + 67° 30' - 0,923880 
6 13 270° + 22° 30' - 0,923880 
7 15 2700 + 67° 30' - 0,382683 

sin(2k+ l)f I 
° 11 ° 15' 0,195090 
1 33° 45' 0,555570 
2 56° 15' 0,831470 
3 78° 45' 0,980785 

4 900 + 11°15' 0,980785 
5 90° + 33° 45' 0,831470 
6 90° + 56° 15' 0,555570 
7 90° + 78° 45' 0,195090 

cos(2k+ 1)0: ./ 
0,923880 
0,382683 

- 0,382683 
- 0,923880 

/ 
- 0,923880 

I 
- 0,382683 

0,382683 
0,923880 

Abb.14. Virttielle Belastung. 

0: 
cos(2k+ 1)2 I Stab (k, k + 1) I M",' M. 

0,980785 0-1 - 0,392848 - 0,587938 
0,831470 1-2 - 0,137950 - 0,693520 
0,555570 2-3 + 0,137950 - 0,693520 
0,195090 3-4 + 0,392848 - 0,587938 

- 0,195090 4--5 + 0,392848 + 0,587938 
- 0,555570 5-6 + 0,137950 + 0,693520 
- 0,831470 6-7 - 0,137950 + 0,693520 
- 0,980785 7-8 - 0,392848 +0,587938 

Wir ermitteln jetzt die relative Durchbiegung der Momentenangriffspunkte mit Hilfe 
der virtuellen Belastung nach Abb. 14 aus der Arbeitsgleichung: 2CJ = f M Mds, wo M 
das Moment irifolge virtueller Belastung ~m statisch bestimmten System bedeutet. 

Wegen Symmetrie der Belastung sind die Durchbiegungen ,der Punkte 0 und 8 gegen 
4 bzw. 12 aneinander gleich; die Summe der beiden erscheint unter 2 CJ, daher wird hier nur 
tiber den halben Ring integriert. 

Es ist angenommen, daB am statisch bestimmten System, Abb. 13, im Punkt 0 und 16 
je P = Y2 von unten nach oben, im Punkt 8 P = 1 im gleichen Sinn, in den Punkten 4 
und 12 je P = 1 im entgegengesetzten Sinn wirken. 
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Die Momente infolge virtueller Lasten im Stab (k, k + 1) sind: 
Bereich I, k = 0, 1, 2, 3: 

- 1[ a a ] M x, = + 2 l' sin (2k + 1) "2 - "2 + x , 

Bereich II, k = 4, 5, 6, 7: 

M x' = + ! [1' sin (2k + 1) ; -:- ; + x] + [1' cos (2k + 1) ; + ; - x], 

M z = +; [cos; -cos(2k+1) ~]-1'[cos; -sin(2k+1) ;J. 
Mit den eben ermittelten Momenten wird nun 

EJx t5 = k2J Mx,Mx,ds + kzJ MzMzds. 
a 

Die beiden Integrale berechnet man mit f (~ - x) d x = 0 und unter Benutzung der 
o 

o bigen Zahlenwerte fUr die Winkelfunktionen folgendermaBen: 
3 f Mx,Mx,ds =,2 ! 1'a sin(2k+ 1) ~ ! [sin(2k+ 1) ~ - cos (2k+ 1) ~] + 

o . 
7 

+ ,2 [; l' a sin (2k + 1) ~ + l' a cos (2k + 1) ~] ; [sin (2k + 1) ~ + 
4 

+ cos (2k+ 1) ~J 

= ! 1'a [isin(2k+ 1) ;sin(2k+1); - 2Sin(2k+1) ~ cos(2k+1) ~ + 
o 0 

+3isin(2k+1) ~ cos (21c+ 1) ~ +2icOS(2k+1) ~ cos(2k+1) ~] 
4 4 

7 3 

= ! l' a fl,2 [1 - cos (2k + 1) (X] -,2 sin (2k + 1) (X + 
o . 0 

7 7 

+ 31) sin(2k+ 1) (X + 2,2 [1 + cos(2k+ 1) (X]} 
4 4 

= ! 1'a[8 - 4t sin(2k+ 1) (X + 2.4] = O,6934371'a. 

f MzMzds= -,2; ra[cos~ -cos(2k+1) ~] ; [sin(2k+1) ~ +cos(2k+1) ;] + 
7 

+ 1) g l' a [cos ~ - cos(2k+ 1) ;] - 1'a[cos ~ - sin(2k+ 1) ;J} X 
4 

X ! [sin (2k + 1) ~ - cos (2k + 1) ;] 
7 3 7 

= ! 1'a{1) [1 + cos (2k+ 1) (X] + 2-:: sin(2k+ 1) (X - 3,2 sin(2k+ 1) (X + 
o 0 4 

7 7 

+2,2(l-cos(2k+1)(X]-2cos; [1)sin(2k+1); + 
4 0 

3 7 

+ f7 cos (2k+ 1) ; - ~ cos (2k+ 1) ; ]} 

1 
= 81' a (8 + 8·1,306563 + 2·4 - 2.0,980785.4·2,562915) = 0,792894 l' a . 



Raumlicher Polygonring. 

Nunmehr folgt der gesuchte Ausdruck fiir die Durchbiegung: 

6 = ;~" (0,693437 k2+ 0,792894kz). 
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Die Abmessungen und die Querschnittswerte des vorliegenden Polygonringes, vgl. 
Abb. 15, sind: 

r = 61,114 em, a = 2r sin ; = 23,845Q em, 

sinfJ = 0,28292, sin?fJ = 0,08005, 

cosfJ = 0,95914, eos2fJ = 0,91995, 

JIIJ:- 14,094 em4 , J'U = 74,478 em4 , Jz = 15,666 cm4 • 

4F2 * Hierl'>ei wurde J z nach der Bredtschen Formel: J = - unter Vernachlassigwlg 
Z dB 

9>7 
der mittleren Stege und abstehenden Querschnitts
teile ermittelt und durch die an einem geraden 
Stab von gleiehem Querschnitt angestellten Ver
suche als hinreichend genau bestatigt gefunden. 

Die Materialkonstanten E und G fur den Baustoff 
des "Modellringes ergaben sich aus den Versuchsmes
sungen wie folgt: 

~\ x 
, f3 

a;' x' Hingebene 

;r; , 

'u 
E ~ 2,0.106 kg/em2 , G ~ 0;77 . 106 kg/em?. Abb. 15. Ringquerschnitt. 

Somit erhalten wir zunachst die Abkiirzungen Gleiehung (1): 

k 14,094 
2 = 0,91995 + 74,478.0,08005 = 0,95310, 

k 2,0· 14,094 
z = 0,77 .15,666 = 2,3368 

und schlieBlieh die Durehbiegung infolge auBerer Lastmomente gemaB Abb. 12 von je 1 kgem: 

s 61,114·23,8455 (9 0 9 0 2 9 2 ) 29 10-6 
u = 2,0.106 .14,094 0,6 3437· ,5310 + ,79 8 4· ,3368 = 1 ,3· cm. 

Fiir Lastmomente von je 1500 kg em wird die Durehbiegung 

b = 1500 ·129,3 .10-6 = 0,194 em = 1,94 mm. 

Die Versuehsmessung lieferte fiir die gleichen Lastmomente '"" 2,13 mm, also einen urn 
rd. 10% groBeren Wert. Angesiehts der Neuartigkeit der Versuehe sowie der Material-, Her
stellungs- und versuchstechnischen Sehwierigkeiten, die sich der Feststellung so kleiner 
MeBgroBen am raumliehen Modell entgegenstellen, erscheint die Ubereinstimmung sehr 
befriedigend. 

* Vgl. u. a. Stahlbau-Kalender 1940, S. 66: 

Aus folgt 

(Eingegangen 25. 1. 1942). 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 10 
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"Ober die Bemung von Rechteckplatten mit anfanglicher 
Ansbiegnng. 

Von F. Schleicher, Berlin. 

Mit 6 Abbildungen. 

Die Stegbleche vollwandiger Stahlkonstruktionen konnen aus verschiedenen Ursachen 
anfangliche Ausbiegungen aufweisen. Am haufigsten ist wohl der Fall, daB ein gut gerichtetes, 
also im spannungslosen Zustand ebenes Stegblech erst beim Zusammenbau der Konstruktion 
durch Zwangungskrafte gebogen wird. 

Die Abweichungen von der ebenen Gestalt werden dabei durch die Randstutzung der ein
zelnen Plattenfelder, d. h. durch Quertrageranschlusse oder Aussteifungen erzwungen. Die 
beiden Querrander des Rechteckfeldes haben dann (wegen der im allgemeinen groBen Steifig
keit der Randstlitzungen) in vielen Fallen eine praktisch konstante Ausbiegung, die sich 

Y-Tfb 

lV(X,y} 

-,---- z=o 
lV=O 

Z~f-f 

~=-~ I E 
2 

~-~~~~-a-ab--~----~~ 

o 

Abb.l. 

k . 

~
y ~ Dral(/sicht 

t·o:. I 
'" Lly=1 

Mxy 

nur wenig oder gar nicht mit der Hohe der Be- Abb. 2. (Die Randkrafte sind fur LI y = 1 ein
geschrieben. ) 

lastung andert. 
Die folgende Untersuchung bezieht sich auf eine Rechteckplatte mit konstanten Rand

storungen, wie in Abb. 1 dargestellt ist. Das Plattenfeld ist durch gleichmaBig verteilte Langs
druckspannungen are = ~ (pa. belastet, alle vier Plattenrander seien gelenkig gestutzt. Es 
ist also vorausgesetzt, daB die Langsspannungen are an den Querrandern x = ± aj2 trotz 
der Randausbiegung an jeder Stelle "zentrisch" in die Platte genau eingeleitet werden und 
daB sich die Lasteinleitung der Randstorung anpaBt. Man vergleiche Abb. 2. Es sei besonders 
darauf hingewiesen, daB ein Vergleich der Belastung nach Abb. 2 mit dem Fall eines auBer
mittig gedruckten Stabes nicht moglich ist, weil dort auBer der Normalkraft auch ein der 
AuBermittigkeit proportionales Endmoment eingeleitet wird. 

Fur unseren Zweck ist es genugend allgemein, wenn die Ausbiegungen der beiden Quer
rander nach einfachen Sinushalbwellen vorausgesetzt werden, d. h. zu 

w(+ ;,17) =w1 sin%17, 

w(- ;, 17)=w2 sin%17. 
L_ 

Die Entwicklungen lassen sich zwar auch leicht fiir Randstorungen vo~ der Form 
2)wln sin n % 17 (mit n = 1, 2, 3, ... ) verallgemeinern. Wir beschranken uns hier jedoch wegen 
der leichteren Ubersicht auf den Fall von Randstorungen mit nur einer Halbwelle n = 1, 
der fur die praktischen Anwendungen am wichtigsten ist. 

Auf friihere Untersuchungen uber die Beulung von Platten mit anfanglicher Ausbiegung sei 
hier kurz verwiesen. Die Rechteckplatte, die langs der querverlaufenden Mittellinie durch 
Schneiden, also ohne Einspannung, zu einer festen Ausbiegung gezwungen ist, wurde be-
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handelt in [1] F. Schleicher: Stabilitat leicht gekriimmter Rechteckplatten, Abh. Internat. 
Ver. Briickenbau und Hochbau Bd.I (I932) S.433. Rechteckplatten mit einer mittleren 
Langsversteifung, die durch einen Selbstspannungszustand ausgebogen ist, z. B..infolge von 
Zwangungen beim Zusammenbau, sind betrachtet in [2] F. Schleicher und R. Barbre: 
Stabilitat versteifter Rechteckplatten mit anfanglicher Ausbiegung. Bauingenieur Bd.I8 
(1937) S.665. Die Arbeiten [1] und [2] beziehen sich auf den Fall der Belastung mit Druck
spannungen gleichmaBiger GroBe, der auch in folgender Untersuchung zugrunde gelegt wird. 

Gru,ndlagen. 
Die Grundlagen der Plattenbiegung durch Druckbelastung konnen hier als bekannt voraus

gesetzt werden. 
Die Ausbiegungen w{x, y) bzw. w{;, 1}) der Platte geniigen der sog. Differentialgleichung 

fiir die Plattenbeulung 

(1) 

Die Rechnung wird mit Verhaltniszahlen durchgefiihrt. Die Koordinatenza~len ; = x/b und 
1} = y/b sowie das sog. Seitenverhaltnis r/.. = alb sind durch Abb.t definiert. Die Langsbe
lastung ist ax = - q; ae, wobei q; fiir Druckspannungen positiv gerechnet wird. de bezeichnet 
die bei Rechteckplatten iibliche sog. "Eulerspannung" nach der Querrichtung, namlich 

(2) 7/: 2 E ( t )2 
ae =12(1-fl2)b· 

die fiir Baustahl mit E = 2100 t/cm 2 und {.t = 0,3 iibergeht in 

(2a) . (t)2. ae = 1898 T . III tjcm2 • 

Die Differentialgleichung (I) gilt fiir eine Platte von konstanter Dicke t, ferner wird unbe
schrankte Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes vorausgesetzt. 

Man vergleiche hierzu den Aufsatz [1] oder die Ubersicht [3] F. Schleicher: Stabili
tatsprobleme vollwandiger Stahltragwerke. Bauingenieur Bd. 15 (1934) S.505. 

Fiir unsere Fragestellung,. d. h. die Untersuchung der Platte mit· Randstorungen von der 
Form n = 1, d. h. WI sin n 1} usw., benutzen wir (vgl. das Koordinatensystem in Abb. 1) den 
Ansatz 

(3) 

Die Bedingung der gelenkigen Stiitzung an den beiden Langsrandern 1} = ° und 1} = 1, 
namlich w = Ound 

sind durch den Ansatz Gleichung (3) identisch erfiillt. Die Randbedingungen fiir die beiden 

Querrander ; = ± ~ lauten 

w( + ~, 1}) = WI sin n1}, 

w (- ~, 1}) = W2 sin n 1] , 

Mx( + ~, 1}) = - ~ (~2; + {.t~2~)I;=+CX/2 = 0, 

10* 
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(4) 

F. Schleicher: 

Die Funktion X m = 0 e' I; ist also jeweils so zu bestimmen, daB wird 

[X(+ :)=WI' 
X(-2)=W2' 

1 (X" - fJ, n 2 Xh=+cx/2 = 0, 

(X" - fJ, n 2 Xh=-ctJ2 = 0 . 

Diesem Gleichungssystem sind die folgenden vier Bedingungen gleichwertig, die von uns 
statt dessen benutzt werden. 

(9) 

(4a) 

I X (+ ;) + X (- ;) = WI + W2' 

X (+ ;) - X (- ;) = WI - W2' 

1 
X" (+ ;) + X" ( - ;) - fJ, n 2 [ X ( + ;) + X (- ;)] = 0, 

X" ( + ~-) - X" ( - .~) - fJ,n2[X( + ;) - x( - ;)] = O. 

Der Exponent r des Ansatzes Gleichung (3) geniigt der sog. Hauptgleichung 

(5) r 4 - n 2 (2 - rp) r2 + n 4 = (r2 - n 2)2 + n 2rpr2 = O. 

Wegen r2 ± n ¥ - rp r- n 2 = 0 gelten daher die Wurzeln 

(6) 1 
r1 = ± ; (¥4 -.:.. rp - ¥ - rp) , 

r2 = ±; (¥4-rp+ ¥-rp). 
Mit Riicksicht auf die praktische Anwendung werden die folgenden Rechnungen "im 

Reellen" durchgefiihrt. Es sind sodann, je nach dem Bereich, in dem der Belastungspara
meter rp liegt, verscbiedene Losungsformen zu benutzen. 

1. Spannungsbereich p < 0 (Zugbelastung). 
Fiir rp < o sind die Wurzeln r 1 und r 2 der Hauptgleichung (5) reell, so daB der Ansatz gilt 

(7) X (~) = 01 ~of "1 ~ + O2 ~of "2 ~ + 0 3 !Sin "1 ~ + 0 4 !sin"2~' 
wobei bezeichnet ("2> "1) 

(7) 1"1 = ; (¥4=g; - ¥- rp), 

"2 = ; (¥4 -q; + ¥ - rp) . 

Setzt man X (~) nach Gleichung (7) in die Randbedingungen Gleichung (4) ein, so folgt das 
Gleichungssystem: 

0 1 O2 0 3 I 
0 4 

+ ~Olur" + ~ofur + !Sinu10( 
2 I + ~inU~O( 

+ ~oiU~O( + ~oiur ~. u1 Q( 
- tnT I !S. U20( - tnT 

2 U 0( + ("r - fJ,n ) ~of 1- + ("~-fJ,n2)~ofu;Q( + ("i - fJ,n2) !Sin ur + (,,~ _ fJ,n2) ~in u; cc =0 

2 U 0( + ("i - fJ,n ) ~of 1- + (,,~ - fJ,n2) ~of u; Q( - ("i - fJ,n2) !Sin u~ 0( \- (,,~ - fJ,n2) ~in ur =0 
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Daraus erhalt _ man durch eine einfache Umformung, die dem Gleichungssystem (4a) ent
spricht: 

01 O2 Os 04 

<rof "; C'l. <rof";oc - - WI + W2 - ~2-~---

(9a) ()ei - ft ']'(,2) <rof "; C'l. ()ei - ft ']'(,2) <rof "; C'l. - - =0 

- - 6' "1 C'l. 6' "I IX w1 - W 2 
tnT tnT - -2---

()ei - ft ']'(,2) 6in "; C'l. ' " oc =0 - - ()e~ - ft ']'(,2) 6in 1-

Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (9a) hat den Wert 

d, h. sie ist fiir ({i < 0 immer von Null verschieden. Die Werte der Konstanten 0 1 bis 0 4 sind 
daher in dem Spannungsbereich ({i < 0 endlich. 

(10) 

W + W 2 2 
0 1 = +~2 2)(22- p,~- ------, 

"2 - "1 \£0\ "1 C'l. 
2 

O2 = _ WI + W2 "~ - p,n2_1_ 
2 2 2 , "2 - "1 \£0\ "2 C'l. 

2 

Os = + WI - W2"~ - p,n2 __ 1_ 
2 2 2 , "2 - "1 r;::.' "1 C'l. >vtnT 

0 4 = _ "!11 - W 2 ~2- p,~2 __ 1_. 
2 "2 - "1 @lin "2 C'l. 

2 

Insbesondere die Ausbiegung in Plattenmitte ist gleich 

WM = w(O, ~) = 0 1 + O2 , 

2. Unbelastete Platte (jJ = O. 
Fiir ({i = 0 sind r1 und r2 Doppelwurzeln, namlich r1 2 = ± ']'(" Es ist also der Ansatz zu be-

nutzen ' 

(11) 

Aus den Randbedingungen (4a) folgt damit das Gleichungssystem: 

0 1 O2 Os 04 

<rOl n2C'l. -. noc 6in~ WI + WI - = 2 2 2 . 

(12) 
) nC'l. ( )n C'l. ,n C'l. n C'l. (1 - ft <rofT - - 1- ft - 6tn-+ 2 <rof- =0 2 2 2 

- nC'l.<rf noc 6' :It oc -
W]-W2 

TOT tnT = 2-

- (1- ft)~ <rof~ + 2 6in:lt C'l. (l-ft) 6inn
2C'l. - =0 2 2 2 
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Die K()effizientendeterminante ist 

Ll = - 6in2 1f, OC, 

d, h, imnier von Null verschieden, da oc 9= 0, Die Konstanten 0 1 bis 0 4 folgen zu 

(13) 

:n:ex I-ft:n:ex ,:n:ex 
(£0\ - + --- - elm-

0 1 = + WI +2 w2 2 2 2 2 

[0\2~ 

1- ft 

O2 = _ ~I - w2 2 , 
2 t;';:.,:n: ex 

~m2 

2 

t;';:.' :n:OI:+I-ft:n:OI:,..,.:n:OI: 
~m- ---",,01-

0 3 = + WI - W 2 _. 2 2 2 2 
2 elin2:n:0I: 

2 

I-ft 
0 4 = _ WI + w2 _2 __ , 

2 (£0\ :n: 01: 
2 

Durch die Randstorungen WI und W 2 wird in der unbelasteten Platte eine Ausbiegung in 
Plattenmitte erzeugt gleich 

3. Spannungsbereich 0 < ffJ < 4 (unterkritische Druckbelastung). 
FUr den Bereich 0 < q; < 4 sind die Wurzeln r1 und r2 der Hauptgleichung (5r komplex, 

so daB man als reellen Ansatz erhalt . 

(14) X (~) = 0 1 (£01 x ~ cos ). ~ + O2 (£01 x ~ sin ). ~ + 0 3 6in x ~ cos ). ~ + 0 4 6in x ~ sin). g , 
worin bezeichnen 

(15) 1 
:n:,/-

x = '2 r4 - q;, 

:n: ,/-). = '2 rq;, 

Aus den Randbedingungen (4a) folgt das Gleichungssystem 

0 1 O2 0 3 0 4 

" 01: ,1. 01: 6' "01: , ,1.01: (£°I-cos- - - tn-SIll-
2 2 2 2 

[(x2 _).2 - p1f,2) X [(x2 - J.2 - f-l1f,2) X 

"ex ,1.01: 6' "01: , ,1. ex 2). X (£OITcosT- 2xA, X - - X mTsIllT+ " X 

6' "01: , ,1. exJ X tnTSIllT ,,01: "OI:J X (£01 TcosT 

"ex , ,1. 01: , "ex ,1. 01: - (£01 -SIll- 6m-cos- -
2 2 2 2 

[(x2 - A,2 - f-l1f,2) X [(,,2 _ ).2 - f-l1f,2) X 

,,01: , ,1. 01: • ,,01: ,1. 01: 
- X (£OITSIllT + 2,,). X X 6tn-cos--2,,).x -

2 2 

• "01: ,1. OI:J X 6tn 2 COST "01: ' ,1. OI:J X(£OIT slll T 

WI+Wt 
=-2--

=0 

w1-w. = 2 

=0 
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Die Koeffizientendeterminante hat den Wert 

LI - 4 2 12 (fr' ,2" OC 2). oc + ~. 2" OC • 2). OC) (fr' ,2" OC . 2). OC + ~. 2" OC 2 it OC) - - "A ~Of 2eos 2 \;;1m 2 sm 2 ~Of 2 sm 2 \;;1m 2cOS 2 

= _ 4 ,,2 22 (@3in2" oc + cos2 it OC) (@3in2"OC + sin2 it OC) 
2 2 2 2 . 

Sie ist immer von Null verschieden, solange nicht (" il) verschwindet, was nur an den 
Grenzen des Giiltigkeitsbereiches q; = 0 bzw. q; = 4 der Fall ist._ 

Die Konstanten 0 1 bis 0 4 ergeben sich fUr LI =l= 0, wobei also die Grenzen des Bereiches 
ausgeschlossen sind, wie folgt: 

(17) 

1m Plattenmittelpunkt erzeugen die Randstorungen eine Ausbiegung gleich 

WM=01 

Die im Zahler der Ausdrlicke vorkommende GroBe ist durch den Parameter q; ausgedrlickt : 

,,2 _ ).2 - It n 2 _ 2 (1 - It) - rp 

hit - lrp(4 - rp) 

Wir betrachten noch das Verhalten der Losung (14) bei Annaherung der Belastung q; an 
die Grenzen des Bereiches 0 < q; < 4. 

Verschwindet die Druckspannung, d. h. fUr q; -+ 0, so geht der Losungsansatz Glei
chung (14), wie man sich leicht liberzeugen kann, in den Ansatz Gleichung (11) liber. Mit 

;{, = n und il-+O wirdnamlich01 (17)=01 (13), ferner wegen sin il$ -+ il$noch ~ O2(17)=02(13), 
n 

weiter 0 3 (17) = 0 3 (13) und ~ 0 4 (17) = 0 4 (13). 

FUr die obere Grenze des Bereiches q; -+ 4 wird ,,-+ 0 und A = n. Es geht der Ansatz 
Gleichung (14) in die Losung Gleichung (18) liQer, da zwischen den Konstanten in der Grenze 
q; --'? 4 die folgenden Beziehungen bestehen: 

0 1 (17) = 0 1 (20), O2 (I?) = 0 3 (20), 

0 3 (17) = !!-. O2 (20), 0 4 (17) = !!-. 0 4 (20). 
" " 

Auch an der oberen Grenze des Bereiches q; = 4 bleiben die Konstanten 0 1 bis 0 4 , und 
damit die Ausbiegungen w($1j) endlich, wenn das Seitenverhaltnis ex nicht ganzzahlig ist. 
1st dagegen ex = 1, 2, 3 ... , so wachsen die Ausbiegungen bei Annaherung der DruckspanT 
nungen an den Wert f[J = 4 liber aIle Grenzen, und zwar 0 1, 0 4 fUr den geraden Teil, O2 , 0 3 

fUr den ungeraden Teil der Funktion X ($). 
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4. Druckspannungen lfJ = 4. 
Fiir Druckspannungen von der GroBe fjJ = 4 erhalt man aus der Hauptgleichung (5) die 

Doppelwurzeln r 1,2 = ± :rr; und damit den Ansatz 

(18) . Xm = (01 + 02:rr;~) cos:rr;~ + (Os + 04:rr;~) sin:rr;~. 
Aus den Randbedingungen (4a) ergibt sich das Gleichungssystem: 

noc 
COST 

(19) (I + ,u) cosT 

noc • noc 
TsmT 

-----------------------1-----------11-----------------------1------
noc noc • noc 
TcosT smT 

=0 

Die Koeffizientendeterminante besitzt den Wert 

LJ = + sin2 :rr; oc , 

sie ist somit von Null verschieden, wenn das Seitenverhaltnis oc der Platte nicht ganzzahlig 
ist. Unter der Voraussetzung LI 9= 0, also oc 9= 1,2, 3, ... , erhalt man aus (19) die Kon
stanten: 

(20) 

noc 1 + Il noc • noc cos -- - -- --sm--
0 1 = + WI t w2 2 2 2 2 

1+1l 
0- w1-Ws 2 
2- ---2-~' 

smT 

cos2 noc 
2 

. noc + 1 + Il nri. noc sm -- -- -- cos --
Os - + WI - Ws 2 2 2 2 

- 2 sin2noc 
2 

1+1l 

o = +WI+ w2 _2_. 
4 2 noc 

COST 

Die Ausbiegung in Plattenmitte betragt 

WM = 0 1 , 

In der Beziehung LI =sin2 it oc = 0, entsprechend oc= 1,2,3, ... , erkennt man die BeuI
bedingung fjJx = 4 der Platten mit ganzzahligen Seitenverhaltnissen. 

Bei Annaherung der Belastung an den kritischen Wert fjJK= 4 wachsen die Ausbiegungen 
des Plattenfeldes mit beliebigen Randstorungen wI> W 2 iiberalle Grenzen, und zwar. wird 

0 1 ~ 00, 
noc d.h. oc -':'1,3,5, ... , wenn COST = 0, 

Os~oo, wenn • noc 0 slnT = , d.h. oc = 2, 4, 6, ... 

ist. Die Ausbiegungsanteile 0 1 cos:rr;~ bzw. Os sin:rr;~ entsprechen den zugehorigen Beul
formen der Platte ohne Randstorungen, die mit m = 1,3 ... bzw .. m = 2,4 ... Halbwellen 
beult. 
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5. Spannungsbereich 4 < P < PK • 

Dieser Bereich kommt nur bei Platten mit Seitenverhaltnissen (J.. =F 1, 2, 3~ ... , in Be
tracht. Fiir ihn sind die Wurzeln r der Hauptgleichung (5) rein imaginar, so daB man als 
reelle Losung erhaIt 

(21) X(~) = 0 1 cos Al ~ + O2 COSA2~ + Oa sinAl ~ + 0 4 sinA2~. 

Darin bezeichnet (A'1 > A2) 

(23) 
J Al = ~ (r: + yrp - 4), 

1 A2 =2(Vrp- yrp-4). 

Die Randbedingungen (4 a) liefern das Gleichungssystein: 

01 a I Oa 2 

cos~a A a 
COS-2- -

2 2 

(22) (Ai + # n 2) cos \ a (.A.~ + # n 2) cos A~ a -

. Ala 
- - smT 

- - (Ai + # n 2) sin )r I 
Die Koeffizientendeterminante dieses Systems hat den Wert 

A A~ - A~ • 1 • 1 
LJ = --4-s1nA1(J..slnA2(J.., 

sie verschwindet wegen Al > A2 nur dann, wenn 

0 4 

-

. A2 a 
smT 

(A~ + #n2) sin A~a 

Al (J.. = mn oder A2 (J.. = m' n ist, mit m, ml = 1,2, 3, ... 

In beiden Fallen erhalt man 

rpK = (~+ ~r, 

Wl +W2 
=-2-· _. 

=0 

Wl -W2 =--
2 

=0 

d. h. LI verschwindet nur dann, wenn die Belastung der bekannten Beulbedingung geniigt. 
Unter der Voraussetzung rp < rpK' also LI =F 0, erhalt man fiir die Konstanten: 

(24) 

0- W l + W 2 Af+ p.n2 1 
1 - ---2-. A2 - A2 ~, 

I 2 cos-l-
2 

a = + WI + W 2 A~ + p. n 2 _1_ 
2 2 AS_As Aa' 

I 2 COs-2-
2 

a _ W l - W 2 A~ + p. n 2 1 
a- ---2- A2_F~' 

I 2 Sln-l-
2 

. a _ + W l - W z A~ + p. n 2 _1_, 
4- 2 A~-A~. A2 a· 

slllT 

Mit der Annaherung der Belastung an die Beulspannung rpK wachst jeweils eine der Kon
stanten (entsprechend der betreffenden Beulform) iiber alle Grenzen; Nur fiir die Seitenverhalt
nisse (J.. = 11-2, yw, yN usw., bei denen fiir die gleiche GroBeder Beulspannung gleich
zeitig eine Beulung sowohl mit m wie mit (m + 1) Halbwellen eintreten kann, werden jeweils 
2 Konstanten, niimlich 0 1 und' 0 4 bzw. O2 und Oa, unendlich. 

Die Ausbiegung in Plattenmitte wird 

wM = 0 1 + O2 • 
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Zablenbeispiele. 
Die Zusammenhange zwischen der Gestalt der Biegeflache w(~, r;) = X m sin nr; und der 

Belastungshohe q; sind je nach der GroBe des Seitenverhaltnisses der Platte sowie nach Be

CL) 

b) 

c) 

Abb.3. SeitenverhaItnis IX = 1. 

Ab.b. 4. Seitenverhaltnis IX = 1,6. 

3 

2 

1 
I I 

-10fT' lV, 

trag und Vorzeichen der beiden Rand
storungen sehr vielgestaltig. In den 
untenstehenden Abb. 3 bis 6 sind 
kennzeichnende Beispiele dargestellt. 

Die Abbildungen geben jeweils 
einen mittleren Langsschnitt durch 
die gebogene Platte, d. h. X (~), und 
zwar fiir mehrere Werte T der Langs
belastung, sowie die Abhangigkeit ty
pischer Ausbiegungswerte von. der 
Hohe der Langsspannungen, z. B. 
X (0) = wM(T) der Ausbiegung in Plat-

tenmitte oder X (+ :) = 'Wv ( T) der 

Ausbiegung im Viertelpunkt ~= + {', 
der Langs-Mittellinie. 

Fur die Berechnungen ist eine Quer
zahl fl = 0,3 zugrunde gelegt, eine 
nahere Erlauterung der einzelnen Ab
bildungen ist wohl entbehrlich .. 

Die Ausbiegungen w(~, r;) lassen 
sich fiir jeden Wert T < TK der Be
lastung in zwei voneinander unab
hangige Teile zerlegen, die sich· ein
fach uberlagern: Der bezuglich ~ = 0 
symmetdsche Ausbiegungsanteil ist 
dem Mittelwert % (Wl + w2), der anti
metrische Teil dem Unterschied 
% (Wl - w2) der beiden Randstorun7 
gen proportionaL Fiir die beiden 
Sonderfalle W 2 = + wl symmetrischer 
bzw. W 2 = - w! antimetrischer Rand
storungen behalten die Ausbiegun
gen w(~, r;) je nach dem Seitenver
haltnis rJ.. bei Annaherung an die kri
tische Belastung TK teilweise endliche 
GroBe und es bleiben dafiir einzelne 
Verzweigungspunkte des elastischen 
Gleichgewichtes gemaB LI = 0 erhalten. 
Wie m.an aus den Abb. 3 bis 6 oder 
auch unmittelbar aus den allgemeinen 
Gleichungen entnehmen kann, wach
sen die Ausbiegungen w(~, r;) jedoch 
im allgemeinen Fall belie biger Werte w! 
und w2 schnell an, wenn sich die Be
lastungdemkritischen Wert TKnahert; 
d. h. bei steigender Belastung tritt 
fruher oder spater ein Biegungs

bruch ein. Die Abhangigkeit zwischen Ausbiegungen w(~, r;) und Belastung T ist ahnlich wie 
beim auBermittig gedruckten Stab. Bekanntlich bleibt auch bei letzterem der theoretische 



Uber die Beulung von Rechteckplatten mit anfanglicher Ausbiegung. 155 

Verzweigungspunkt des elastischen Gleichgewichts 
keiten entgegengesetzt gleich sind (W2 = - WI)' 

erhalten, wenn die beiden AuBermittig

'P 
Die sinusformigen Randstorungen 

wirken sich auf das einfache Platten
feld besonders ungiinstig aus, weil 
der Verlauf der Ausbiegungen infolge 
del' Storung in der Querrichtung 
w(;, r;) = X (;) sin 'nr; genau mit jenem 
bei der kleinsten Beulbelastung uber
einstimmt. Bemerkenswert ist, daB die 
den Randstorungen proportionale Zu
nahme der Ausbiegungen und damit 
auch die zusatzlichen Biegungsspan
nungen (vgl. die unten anschlieBende 
Betrachtung) in ertraglichen Grenzen 
bleiben, wenn die Belastung den Wert 
cP = 3,5, d. h. etwa 7/8 der kritischen 
Belastung CPK nicht uberschreitet. 

Wenn die feste Randstorung von 
anderer Form ist als WI sin n r;, so er
geben sich teilweise abweichende Zu
sammenhange, worauf bei anderer Ge
legenheit naher eingegangen werden 
solI. 

a) 

II-£. 

'" 
Biegungsspannungen und 

Anstrengung. 
~~ "-==-"""",ds~~~===?-T7Lj~ 

Fur Ausbiegungen von der Form 
Gleichung (3) sind die auf die Langen
einheit bezogenen Biegungsmomente 
(Spannungsmomente) Abb. 5. Seitenverhaltnis 0(. = 2. 

\ 

M - D (02 W 02 W) _ D (X" 2 X) . '" - - ox2 + P, oy2 - - b2 - p,n Sllln'l] , 

(25) _ (02W 02W) _ D " 2.' 
M'II- -D oy2+P,OX2 - -b2 (p,X -'n X)Slll'nr;. 

~=-2 

Abb.6. Seitenverhaltnis 0(. = 4. 

Setzt man darin die Biegungssteifigkeit der Platte mit 

Eta b2 t 
D = 12(1 _ ,,2) = n 2 (f~ 

ein, SO werden die Biegungsspannungen fUr die Plattenseiten z = ± ~ 

(26) { (1~= ±W",(f., 
(f~= ±w'IJ(f.,. 
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wenn man abkiirzt 

(26a) 

Die Gesamtnormalspannungen in den Plattenseiten sind damit 

(26b) {
fTo;=fT.(-CfJ±W",), 

fTu = fT. (± w y ) • 

Fiir die Verwindungsmomente (MlI'" = -M",u) erhalt man ebenso 

a2w D 
(27) Mux = + (1 - fl) D ax ay = 1)2 (1 - fl) n X' COSn 17 

t 
und fiir die zugehorigen Schubspannungen bei z = ±"2 
(28) 

worin a bgekurzt ist 

(28a) 

Als MaB der Anstrengung benutzen wir die Vergleichsspannung fTy nach der Hypothese 
der konstanten Gestaltanderungsarbeit. Man vergleiche [4] F. Schleicher: Uber die Sicher
heit gegen Uberschreiten der FlieBgrenze bei statischer Beanspruchung, Bauingenieur Bd. 9 
(1928) S.253. Fur die Plattenseiten ist danach 

(29) fTy = fT.l'( - CfJ ± w"'? - (- cp ± w"') (± wu) + w; + 3 w;",. 

Die Schubspannungen T z", und Tz 1/ infolge der Querkrafte verschwinden fur z = ± ~. Sie 

konnen fiir unsere Betrachtung im allgemeinen gegenuber den Normalspannungen vernach
lassigt werden, da sie von einer im Verhaltnis tjb kleineren GroBenordnung sind. 

Die Hohe der Anstrengung fTy kann fiir jede Intensitat cp der Belastung und fiir jede Stelle 
der Platte nach Gleichung (29) ermittelt werden. . 

1m nachstehenden wird die Abschatzung der Anstrengung einer ausgebogenen Platte fur 
den Sonderfall von quadratischen Beulen durchgefuhrt. Ausbiegungen von der. Form 
w(~, 'f}) = WM cos n~ sin n'f} treten bekanntlich bei Rechteckplatten mit ganzzahligem 
Seitenverhaltnis oc auf, wenn die Langsbelastung gleich der Beulspannung CfJK = 4 ist. 

Fiir die Spannungen in den Plattenseiten .erhalt man damit 

I WJ) = w1/ = 6(1 + fl) Wt cosn~ sinn'f} = 6 (1 + fl) w(;;1)), 

(30) 
Wu = 6 (1 - fl) Wt sinn ~ COSn 'f}. 

Die groBten Biegungsspannungen treten in Beulenmitte auf, sie sind 

(30a) 

die zugehorigen Verwindungsspannungen verschwinden. Die GroBtwerte von T 1/ z sind an 
den Ecken des Feldes vorhanden im Betrag 

(30b) 

Z. B. fur eine Ausbeulung WM =! gelten danach (mit fl = 0,3) die Werte 

maxfT~ = maxfT~ = ± 1,3 fT., 

max 't'~", = ± 0,7 fT •• 
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Mit der mittleren Druckspannung q; = 4 folgt damit die Anstrengung in Beulenmitte zu 

(ly = (Is Y5,3 2 - 5,3 ·1,3 + 1,32 = 4,79 (I. 

bzw. (I. f2,7 2 - 2,7 ·1,3 + 1,32 = 3,53(1 •. 

Die groBte Anstrengung auf der "Druckseite" der Platte ist also fUr unser Beispiel nur das 
1,2-fache der mittleren Druckspannung. 

In einem auBenmittig gedriickten Stab von WM = ~ Ausbiegung ist die groBere Rand

spannung dagegen das Doppelte der mittleren Druckspannung. Man erkennt daraus, daB man 
durch den Vergleich einer anfanglich gebogenen Platte mit einem auBermittig belasteten 
Druckstab keine brauchbare Abschatzung.fUr die in der Platte auftretende Anstrengung 
erhalt. 

(Eingegangen 26. 2. 1942). 

Zwei eigenartige Siitze der Statik. 

Von A. Schleusner, Berlin. 

Mit 3 Abbildungen. 

1. 
lm folgenden sollen zwei eigenartige Satze abgeleitet werden, deren einer sich auf Fach

werke bezieht, wahrend der andere fUr ein biegungssteifes System gilt. Der zweite Satz ist 
bisher unbekannt; der erste dagegen ist nicht neu. Er wurde im Jahre 1914 von Wieghardt 
im Archiv der Mathematik und Physik veroffentlicht (S. 314ff. "Uber einige einfache, aber 
weniger bekannte Satze aus der Statik der Fachwerke", Abschnitt 3). Der Beweis von Wieg
hardt ist aber nicht in Ordnung. AuBer einigen Schwachen enthalt er einen ausgesprochenen 
Fehler. Auf diese Umstande werden wir im einzelnen hinweisen. 1m iibrigen aber miissen 
wir die Wiedergabe des Beweisganges aus Raumgriinden sehr kurz halten und den Leser, 
der sich fUr Einzelheiten interessiert, auf die Arbeit von Wieghardt verweisen. Der Satz 
lautet: 

Die Spannkraftverteilung in einem irgendwie belasteten, n-fach statisch 
unbestimmten Fachwerk von (m + n) Staben laBt sich als line are Kombina
tion der Spannkraftverteilungen darstellen, die in samtlichen in dem Fach
werk enthaltenen, statisch bestimmten m-stabigen Fachwerken bei der glei
chen Belastung entstehen. 

Das gegebene, n-fach statisch unbestimmte Fachwerk von (m + n) Staben bezeichnen wir 
mit f, mit fk irgendein m-stabiges Fachwerk, das aus f durch Entfernung von n Staben her
vorgeht. Si sei die Spannkraft des Stabes i im Fachwerk f, wenn dieses irgendwie belastet 
ist, Sik die Spannkraft des gleichen Stabes im Fachwerk fk, wenn dieses in der gleichen Weise 
wie f belastet ist. Dann besagt der Wieghardtsche Satz, der iibrigens die Giiltigkeit des 
Hookeschen Gesetzes voraussetzt, daB 

(1) Si= .,217kSik 
k 

ist, wobei die Summe iiber aIle in f enthaltenen m-stabigen statisch .bestimmten Rest
fachwerke I k zu erstrecken ist. Die Gewichte 17 k , mit denen die Spannkrafte der statisch 
bestimmten Fachwerke Ik zur resultierenden Spannkraft im statisch unbestimmten Fach
werk I beitragen, sind bei gegebener geometrischer Struktur des Fachwerks, bei gegebenem 
Material und gegebenen Stabquerschnitten eindeutig bestimmte GroBen, die den 
Bedingungen 
(2) 0 < 17k < 1 , .,217k = 1 

k 

geniigen und von der Art und GroBe der Belastung des Fachwerks unabhangig sind. 
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Das Bemerkenswerte an diesem Satz ist, daB sich die Spannkraftkomponenten Sik bei 
allen Staben i mit den gleichen Gewichten #k zur resultierenden Spannkraft Si zusammen
setzen. 

Den Beweis ftihrt Wieghardt mit Hille des folgenden Determinantensatzes: Seien 
ai' bi , ••• , ni und ai, bi, ... , ni je n GroBen; betrachtet man dann die beiden Matrizen 

(3) (

a l a2 • •• am+n ) 

~l ~2 ... ~m+n 

nl n2 • •• nm+n 

( a~ a; . .. a;,.+n) 
. b~ b~ .. . b~+n .. . 

" , 
" , 

n~ n; . .. n;"+n 

und bedeuten j, h, ... , p irgendwelche n Zahlen der Reihe 1, 2, ... , m + n, so ist, 

m+n m+n m+n 
2} aiai 2} ai b~ 2} ain, 

aj a,,' . ap a~ a~ , a' i=1 i=1 i=1 
1 P m+n m+n m,+n 

m+n m+n m+n bi b" . , bp b~ b~ , b' 2} bi ai 2} bi b~ 2} bi n; 
5; 5; 5; 1 11 

(4) =n! i=1 i=1 i=1 

7=1 h=1 p=1 

nj n,,' , np n~ n~ , ' , 
1 np m+n m+n m+n 

2} niai 2} n i b~ 2} nini 
;=1 i=1 i=1 

Dieser Satz, den Wieghardt durch vollstandige Induktion beweist, ist ein wohlbekanIiter 
Satz in etwas veranderter Form. Die linke Seite scheint (m + n)n Summande:q zu besitzen, 
Von diesen sind jedoch aile diejenigen gleich Null, bei denen zwei oder mehr der Indizes 
j, h, ... , p den gleichen Wert besitzen, da dann jede der beiden Determinanten auf der linken 

Seite verschwindet. Es bleiben somit nur (m;n).n! Summanden, die von Null verschieden 

sein konnen, namlich so viele, wie die Anzahl der Variationen der m + n ersten nattir
lichen Zahlen zur n-ten Klasse ist. Unter diesen Summanden haben aber je nl den gleichen 
Wert, namlich aIle die, die durch Permutation einer bestimmten Indexgruppe j, h, ' , " p 

(die aus n-Elementen besteht) entstehen, Es gibt also nur (m! n)-Summanden, die von

einander verschieden sein konnen, namlich so viele, wie die Anzahl der Kombinatione:q 
der m + n ersten natiirlichen Zahlen zur n-ten Klasse ist, Gleichung (4) kann somit durch 
nl dividiert werden, und man erhalt 

m+n m+n m+n 
2} aiai 2} ai b~ . , 2} ai n~ 

aj . a'll 

I 
a~ a~ , , a~ i=1 ;=1 i=1 

a" . , m+n m+n m+n 
bj b". , bp b~ b' , b~ 2) biai 2} bi b; 2} bi ni 

5; 
, h 

(4a) i=1 i=1 i=1 

j, h, ... , p 

nj n,,' . np n~ , ~ . . n~ m+n m+n m+n 
2} n;ai 2} nib; 2} nini 
i=1 i=1 i=1 

wobei die Summe auf der linken Seite tiber aIle Kombinationen der m + n Indizes 1, 2, .. " 
m + n zur n-ten Klasse zu erstrecken ist. (4a) ist aber nichts anderes als das bekannte Zeilen
produkt der beiden rechteckigen Matrizen (3). 

Unter den m-stabigen, statisch bestimmten Restfachwerken tk wahlen wir nun ein 
bestimmtes to aus, bei dem die m-Stabe m + 1, m + 2, ... , m + n entfernt sein mogen. Die 
Spannkrafte dieser Stabe fiihren wir als statisch Unbestimmte ein und setzen 

(5) 

Bezeichnen wir weiter (entsprechend der Bedeutung von Sik) mit SiO die Spannkraft des 
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Stabes i im statisch bestimmten Fachwerk fo, wenn dieses in der vorgeschriebenen Weise 
belastet ist, so ist bekanntlich 

(6) Si=SiO+SiaXa+SibXb+ ... +SinSn (i=1,2, ... ,m,m+1, ... ,m+n). 

FUr i = 1, 2, ... , m sind dies die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Spannkraften. 
Dabei bedeutet Sia die Spannkraft im Stabe i beim Zustand Xa = 1, Sib die beim Zustand 
Xb = 1 usw.1 . FUr i = m + 1, m + 2, ... , m + n mogen die Gleichungen (6) lediglich die 
Identitaten (5) ausdriicken. D. h. es seien 

(7) 
=S + 0=0, m n, . 

Sm+l, a = Sm+2,b -" ... = Sm+n,n = 1, 

alle iibrigen Sm+p,O' Sm+p.b"'" Sm+p,r. gleich Null. 

Zu beachten ist, daB samtliche Sir (r = a, b, ... , n) lediglich von der geometrischen StruktUT 
des Fachwerks abhangen, dagegen weder von seinen elastischen Eigenschaften, noch von deh 
Stabquerschnitten. 

In den Elastizitatsgleichungen ersetzt Wieghardt zunachst mittels des Hookeschen 
Gesetzes die Dehnungen durch die Spannungen, sodann die Spannungen dUTCh die Stab
krafte. Mit der· AbkUrzung 

(8) 

wobei li' E i , Fi Lange, Elastizitatsmodul und Querschnitt des Stabes i bedeuten, erhalt man 
sodann unter Beriicksichtigung von (7) die n-Gleichungen 

(9) (!1S1rSl+e2S2rS2+ ..• +em+nSm+n,rSm+n=O (r=a,b, ... ,n). 
Mittels der Beziehungen (6) gehen diese Gleichungen.in die folgenden n Gleichungen iiber: 

m+n. m+n m+n m+n 
(10) Xa.2}eiSirSia+Xb.2eiSirSib+ .,. +Xn .2}ei S ir S in= -.2}eiStrSiO 

i=l i=l i=l' i=l 

(r=a,b, ... ,n). 

Die Determinante dieses Gleichungssystems 

(11) L1= 

ist sicher von Null verschieden, da .das besondere m-stabige Restfachwerk fo so ausgewahlt 
sein sollte, daB es sicher statisch bestimmt ist. Dann folgt aus den Gleichungen (10) 

(12) 

und entsprechende Ausdriicke fiir X b, XC,",, X n. 

1 Wir haben die Wieghardtschen Bezeichnungen hier durch die allgemein iiblichen ersetzt. 
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Nunmehr nehmen wir aus dem Fachwerk 1 irgendwelche n-Stabe j, h, ... , p heraus und 
erhalten so das m-stabige Fachwerk Ik' Es gibt - einschlieBlich des bisher betrachteten 

Fachwerks 10 - (m~ n) voneinander verschiedene solche Fachwerke Ik' namlich so viele, 

wie es Kombinationen der m + n-Stabe des Fachwerks zur n-ten Klasse gibt. Das Fach
werk Ik kann statisch bestimmt, statisch unbestimmt oder beweglich sein1 • Die Spannkrafte 
des Fachwerks 1 k erhalten den zweiten Index k. 1m iibrigen gelten fiir sie unverandert die 
Gleichungen (5) und (6), wenn wir lediglich 

(13) Sik= S"k= ... = Spk= 0 

setzen. Damit ergeben die Gleichungen j, h, ... , p des Systems (6) die n Gleichungen 

(14) SqaXak+ SqoXu+ ... + SqnXnk= -SqO (q = j, h, ... , p). 

Dabei bedeuten X ak , X bk ... Xnk keine statisch unbestimmten GroBen. Nach (5) ist ihre 
Bedeutung einfach 

(15) 

Fiir die 

(16) 

Die Determinante des Gleichungssystems (14) ist 

(17) 

Sia Sib· .. Sin 

SAa S"b' .. S"n 
Llk = 

8 pa 8']10' .. 8 pn 

Dannund nur dann, wenn Ll k 9=O ist, sind die X ak, ••• , X nk durch die Gleichungen (14) ein
deutig als endliche GroBen bestimmt und somit aus (15) und (16), d. h. aus den Gleich
gewichtsbedingungen allein samtliche Spannkrafte des Fachwerks h zu berechnen. Das 
aber ist gerade die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die statische Bestimmtheit 
des Fachwerks Ik' Also ist Llk dann und nur dann von Null verschieden, wenn das 
m-stabige Restfachwerk fk statisch bestimmt ist. 

Ais Losungen der Gleichungen (14) ergibt sich 

(1S) 

8jO Sib'" 8 '11 
8"0 S"o··· 8"n 

LlkXak=-

und entsprechende Ausdriicke fiir X ok' ... ,Xnk' Gleichung {IS} laBt erkennen, daB die GroBen 
Llk·Xak, ••• ,Llk·Xnk immer einen wohldefinierten endlichen Wert haben, auch dann, wenn 
sich fiir die X ak, •.. , X nk selbst wegen des Verschwindens von Llk aus (14) unendlich groBe 
Werte ergeben sollten. 

Nunmehr definieren wir eine dem Fachwerk Ik eigentiimliche Zahl {}k durch 

(19) 

und betrachteI;l sodann aIle m-stabigen Fachwerke fb die aus dem (m + n)-stabigen Fach
werk 1 gebildet werden konnen. Nach (19) haben aIle {}k das gleiche Vorzeichen, namlich 

1 Wieghardt sagt a. a. O. S.316, daB Ik die fiir ein statisch bestimmtes Fachwerk "notwendige und hin
reichende Anzahl von Staben" besitze. Das ist nicht richtig. Die Anzahl mist zwar notwendig, aber nicht hinreichend 
fiir die statische Bestimmtheit des Fachwerks. Wieghardt weist selbst darauf hin, daB das Restfachwerk auch 
beweglich sein kann, er iibersieht aber, daB es auch statisch unbestimmt sein kann. 
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das der von k unabhangigen Determinante ,1, die durch Gleichung (11) gegeben ist. Wir 

addieren nun samtliche (m ~ n) Gl'oBen {}k' Klammern wir den gemeinsamen Faktol' ~ aus 

und setzen fiii ,1k die Determinante (17), indem wir die Faktol'en e in die Zeilen einel' dieser 
Detel'minanten hineinmultipliziel'en, so liefel't del' Satz (4a) fUr die Summe der Determinanten
produkte gerade die Determinante ,1, vgl. (11), die sich gegen den Nennner des ausgeklam-

merten Faktors ~ forthebt. Wir erhalten also 

(m;n) 
(20) .J) {}k= 1. 

k=l 

Das ist die zweite der Beziehungen (2). Da aIle {}k> wie bemerkt, das gleiche Vorzeichen haben 
mussen, folgt weiter 

(21) [k =1,2, ... , c~n)J. 

Das ist bis auf das linke Gleichheitszeichen, von dem sogleich die Rede sein wird, die erste 
der Beziehungen (2). Ubrigens folgt aus (19) weiter, daB die Determjnante ,1 immer einen 
positiven Wert haben muB. . . 

Nach dem, was oben uber die Determinante ,1 k gesagt wurde, hat {}k mit Rucksicht auf 
(19) dann und nur dann einen von Null verschiedenen Wert, wenn tk einstatisch bestimmtes 
Fachwerk ist. Dagegen verschwindet {}k, wenn tk beweglich (von unendlich kleiner oder 
endlicher Beweglichkeit) oder statisch unbestimmt ist. Den Wert 1 hat {}k nach (20) dann 
und nur dann, wenn in dem Fachwerk t nur ein einziges statisch bestimmtes m-stabiges 
Fachwerk t k enthalten ist. 

Sodann addieren wir aIle (m ~ n) Ausdrucke 

1 
(22) {}kXak=fj(eieh'" ell,1k) (,1k X ak)' 

Fur die erste Klammer setzen wir die Determinante (17), indem wir die e in die Zeilen hinein
multiplizieren, fUr die zweite die Determinante (18). Dann ergibt sich mit Hilfe des Satzes (4a) 
auf der rechten Seite gerade die rechte Seite del' Gleichung (12)1, also 

(23) 

(m;n) 
.J) {}kXak= Xa' 
k=l 

Entsprechende Gleichungen ergeben sich fur X b , "', X n • 

Die Summe (23) ist uber aIle m-stabigen Fachwerke, die in t enthalten sind, zu el'
strecken. Nun hat aber, wie oben gezeigt, die zweite Klammer in (22) immer einen wohl
definierten, endlichen vVert, auch wenn X ak unendlich groB wird, wahrend die erste Klammer 
dann und nur dann von Null verschieden ist, wenn h statisch bestimmt ist .. Das bedeutet 
erstens, daB jeder Summand in (23) einen wohldefinierten endlichen Wert besitzt und zweitens, 
daB nur diejenigen dieser Summanden von Null verschieden sind, die einem statisch be
stimmten Restfachwerk t k entsprechen. 

Setzen wir schlieBlich die Beziehungen (23) in die (m + n) Gleichungen (6) ein, so folgt 

(24) (i = I, 2, ... , m + n), 

wobei die Summe uber aIle im Fachwerk t enthaltenen m-stabigen, statisch bestimmten 
Fachwerke zu erstrecken ist. Das aber ist eben die in (I) aufgestellte Behauptung. 

Da bei der Ableitung der Ergebnisse uber GroBe und Art der Belastung nichts voraus
gesetzt wurde, ist auch die letzte Behauptung, daB die Gewichte {}k von GroBe und Art 
der Belastung unabhangig sind, bewiesen. 

1 Bei Wieghardt ist im Druck (a. a. O. S.318, erste Gleichung) versehentlich der Faktor ~ fortgeblieben. 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 11 



162 A. Schleusner: 

Wieghardt hat abweichend von unserer Gleichung (19) im Nenner von #k noch den 
Faktor n! stehen1 • Dies riihrt daher, daB er fiir die Summierung den Satz (4) statt des 
Satzes (4a) anwendet2. Er laBt also die Indizes j, h, ... , p unabhangig voneinander alleWerte 
von 1 bis m + n annehmen. Diese Art der Summierung ist unrichtig. Erstens wiirde der 
Fall, daB zwei oder mehr der Indizes j, h, ... , p gleiche Werte annehmen, auf ein Fachwerk Ik 
fUhren, in dem ein und derselbe Stab als mehrfach herausgenommen zahlt; I k hatte dann 
nicht m, sondern mehr als m Stabe. Zweitens aber, und das ist das Entscheidende, zahlt bei 
dieser Summierung jedes einzelne m-stabige Restfachwerk nl-mal, entsprechend den 
nl Permutationen, deren jede einzelne Indexgruppe j, h, ... , p fahig ist. Bei einem zweifach 
statisch unbestimmten Fachwerk etwa zahlen nach der Summierung Wieghardts das 
Restfachwerk, bei dem die Stabe j = 1, h = 2 entfernt sind, und das Restfachwerk, bei 
dem die Stabe j = 2 und h = 1 entfernt sind, als zwei verschiedene Restfachwerke, wah
re;nd es sich in Wirklichkeit um ein~ und dasselbe Restfachwerk handelt, namlich das, bei 
dem die Stabe 1 und 2 entfernt sind. Abgesehen von den ganz widersinnigen Fallen, die 
zuerst genannt wurden, summiert Wieghardt falschlich iiber die Variationen statt iiber 
die Kombinationen der m + n-Stabe zur n-ten Klasse. Hebt sich der Fehler al;LCh bei der 
Formulierung des Satzes heraus, so bleiben doch die Gewichte #k, die in jede Rechnung ein
gehen, so wie Wieghardt sie angibt, unrichtig. Nur fiir n = 1, also beim einfach statisch 
unbestimmten Fachwerk, macht sich dieser Fehler nicht bemerkbar, da nl = 1 ist. 

Die Stablangen li sind durch die geometrische Struktur des Fachwerks immer festgelegt. 
Schreibt man auBerdem das Material (also die E i) und die Querschnitte (Fi) der Stabe vor, 
so sind die Stabkonstanten 12i durch (8). und die Gewichte #k durch (19) eindeutig be
stimmt. Die #k werden im allgemeinen nich t einander gleich sein. Man kann im allgemeihen 
keine willkiirlichen Werte fiir die #k vorschreiben. Denn ihre Anzahl ist, abgesehen von 

solchen, die verschwinden, (m::- n), wahrend die Anzahl der 12i gleich m + n, also im allge

meinen kleiner als die der {}k ist. Bei vorgeschriebenen #k waren also die 12i iiberbestimmt. 
Die einzige grundsatzliche Ausnahme bildet das einfach statisch unbestimmte Fachwerk 

(n = 1). Hier ist (m; n) = m + n, also die Zahl der {}k gleich der der 12i' Hier kann man 

demnach die #k willkiirlich vorschreiben, mit zwei Einschrankungen: #k muB dann und 
darf nur dann den Wert 0 haben, wenn das entsprechende Restfachwerk Ik beweglich oder 
statisch unbestimmt ist, und auBerdem miissen die iibrigen, statisch bestimmten Restfach
werken entsprechenden #k den Bedingungen 

(25) 0 < #k < 1 , Z {}k = 1 
k 

geniigen. 
Beim einfach statisch unbestimmten Fachwerk werden die Determinanten (11) und (17) 

eingliedrig. Fiir die #k ergibt sich dann aus (19) 

(26) {} _ ekSZq 
k- m+1 

Z eiS;a 
i=l 

(k = 1,2, ... , m+ 1; Sm+1,a= 1). 

Verschwindet keine der GroBen #k' d. h. keine der GroBen Ska, so kann man (26) in der 
Form schreiben 

(27) (hS~~ e2S~a I!mS!a I!m+; 
~ = -----:n:;- = . . . = -----:0:;;:- = 1) m+l • 

Man kann sodann im.Rahmen der Bedingungen (25) samtliche #k willkiirlich vorschreiben 
und erhalt aus (27) m Gleichungen fiir die m + 1 Stabkonstanten 12i' Eine von ihnen kann 
dann also noch willkiirlich gewahlt werden. Nehmen wir den praktisch wohl immer vor
liegenden Fall, daB aIle Stabe aus gleichem Material sind, so hebt sich E aus den Glei
chungen (27) heraus und unser SchluB nimmt die folgende Form an: Sind alle #k vorge-

1 Wieghardt: a. a. O. s.3i7 Gleichl,mg (19). 
2 Wieghardt: a. a. O. S.317 unten und 318 oben. 
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schrieben, so kann ein Stabquerschnitt noch willkiirlich gewahlt werden. AIle iibrigen Stab
querschnitte aber sind dann durch diese Wahl und durch die Wahl der {}k eindeutig fest
gelegt. 

Insbesondere kalID man fiir aIle {}k den gleichen Wert, d. h. 
1 

(28) {}1= {}2= ••• f}m+1 = m+ 1 

vorschreiben. Dann besagt unser Satz mit Riicksicht auf Gleichung (24): 
In jedem einfach statisch unbestimmten Fachwerk von m + 1 Stab en 

kann man die Stabquerschnitte immer so wahlen, daB in jedem Stab die 
Spannkraft, die durch eine belie bige Belastung in ihm erzeugt wird, gleich 
dem arithmetischen Mittel aus allen jenen Spannkraften wird, die in dem 
gleichen Stab bei der gleichen Belastung in allen in dem Fachwerk ent
haltenen, m-stabigen,· statisch bestimmten Fachwerken entsteht. Dabei 
kann ein und nur ein Stabquerschnitt willkiirlich gewahlt werden. Die 
Querschnitte aller iibrigen Stabe sind sodann eindeutig bestimmt. 

Mit einer geringen Modifikation gilt der Satz a:;.ch dam: noch, wenn einige der GroBen 
{}k verschwinden1• Haben fk der GroBen B ka' also fk der GroBen {}k den Wert Null; d. h. ent
halt das Fachwerk fk bewegliche oder statisch unbestimmte m-stabige Fachwerke, so bleiben 
nach (26) die entsprechenden fk Stu bquerschnitte willkiirlich. In (27) fallen die entsprechen
den fk Gleichungen aus. Setzt man an Stelle von (28) fiir die 
restlichen, nicht verschwindenden m - fk + 1 GroBen {}k 

p 

(29) 
1 

{} ---
k- m - p +l (fiir alie k, fiir die {}k =1= 0 ist), -.:;{l;....,..(:c 

so bleibt unser Satz unverandert bestehen. Nur konnen jetzt die 
Querschnitte von fk bestimmten Stab en und auBerdem noch ein 
beliebiger anderer Stabquerschnitt willkiirlich gewahlt werden. 
Im allgemeinen werden die Stabquerschnitte dann, wenn aIle nicht 
verschwindenden {}k gleich groB vorgeschrieben werden, ihrer
seits nicht einander gleich sein. Aus (27) folgt, daB dies dann 
und nur dann der Fall ist, wenn sich aus der geometrischen 
Struktur des Fachwerks die Beziehungen 

p 

Abb.1. 

(30) (fiir aIle k, fiir die {}k =1= 0 ist) 

ergeben. Wir werden im folgenden ein Beispiel geben, in dem die Bedingungen (30) tat
sachlich erfiiIlt sind. 

Beispiel: Wir betrachten das einfach statisch unbestimmte Fachwerk I (m = 11, n = 1) 
nach Abb. 1; es besteht aus den 6 Seiten und 6 Halbdiagonalen eines regularen Sechsecks; 
die auBeren Krafte P und Q stehen im Gleichgewicht. In diesem Fachwerk sind 12 statisch 
und kinematisch bestimmte Fachwerke enthalten. Wir wollen nun verlangen, daB die Stab
kraft in jedem Stab des Fiwhwerks I das arithmetische Mittel der Spannkrafte in den 
12 statisch bestimmten Fachwerken la, Ib, ... , Iz ist, also 

Sp= 112 (Spa + Spb+ ... + Spz). 

Die Stabkrafte infolge Xa = + 1, Xb = + 1, ... , X = +1 werden fiir die Randstabe + 1, 
fiir die Speichen - 1. Es folgt aus Gleichung (24), da wir 

{} a = {}b = . • • = {}z = 112 

vorgeschrie ben haben, daB aIle (! p einander gleich sein miissen: 

II I2 112 
EIFI = E2F2 = ... = E12F12 • 

1 Wieghardt beachtet die Moglichkeit, daB ein oder mehrere der GroBen {}k verschwinden konnen und daB 
dann im ubrigen andere Gewichte {}kwirksam werden, nicht. 

11* 
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Zusammen-

Randstabe 

r a 

I 
b 

I 
c 

I 
d 

I 
e 

I 
f 

p Spa Spb Spe SPd Spe Spf 

1 0 +p-frSQ 1 --a1'3Q 1 -
-al3Q -ff3Q 0 

2 
. 1-

-P+at3Q 0 -p -p -P 1 1"--P+ a 3Q 
Q) 

+ft3Q +fV3Q ..0 3 +p 0 0 0 ,OJ 
+> 
00 

'tj 
>:: 

4 +ft3Q +P 0 0 0 1 1"-OJ +-3 3Q 
~ 

5 +f 1'3Q +P 0 0 0 +-}f3Q 

6 0 
1 .--+P- a l3Q 1 --3-1"3 Q 

1 -
-a1'3Q 1l'1 -a 3Q 0 

7 -~1'3Q 1 -- P-a 1'3Q 1 -
-al3Q 

1 -
-al3Q 

1 -
-at3Q -%f3Q 

8 -ff3Q -p 0 0 0 
. 1-

-a t3 Q. 
>:: 

1 - -+f3Q ~ -P 0 0 0 OJ 9 -a t3Q 
>:: 
0 

~ __ 1. f3Q -P 0 0 0 
1 -

10 -al3Q Q 3 

11 
2 ,-

--li l3Q I -P-a 13Q 1 .-
-al3Q -ff3Q 1 .-

-al3Q -f1'3Q 

12 0 
, 1 -

-P--sl'3Q ++l'3Q +ff3Q +fl3Q 0 

XT 1( lJr) 12 P--s 3Q I i\( -l1P+ + 1'SQ) 11\( +P+ ~ 1'3Q) I M+p++f3Q) I i\(+p++ Y3Q) I --P---3Q 1( 111'-) 
12 3 

In dem Fachwerk sind aber alle li einander gleich; nimmt man noeh gleiehes E fur aile 
Stabe an, so ergibt sieh 

In der folgenden Zusammensteilung sind die Stabkrafte der 12 verschiedenen statisch be
stimmten Fachwerke eingetragen. Addiert man in waagerechtem Sinne die Krafte und 

p p 

Abb.2. 

nimmt das arithmetisehe Mittel, so erhalt man die 
betreffende Stabkraft im statisch unbestimmten 
System. Addiert man die Krafte in senkrechtem 
Sinne, so erhalt man unter Beaehtung der Vor
zeichen (Randstabe + 1, Speiehen -1) die statiseh 
unbestimmte GroBe naeh dem iibliehen Verfahren 

(in der Bezeichnungsweise von M iill e r -Breslau 

X - ~ SoSar!. III unserem Fall X _ ~ SoSa 
a - ~ S'f.e ' a - ~ S'f. 

= ~ So (±1»)' 
1 . 

2. 
Es sei ein elastiseher Ring mit konstanter Biege

steifigkeit E J gegeben, auf den auBere, im Gleichgewieht stehende Krafte P und Q 
wirken (s. Abb. 2). Das System ist dreifaeh statiseh unbestimmt und kann auf ool-faehe 
Weise statisch bestimmt gemaeht werden. Es empfiehlt sieh, den Schnitt so zu legen, daB 
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stellung 

Diagonalen 

g 

I 
h 

I 
i 

I 
j 

I 
k 

I 
l 

B." B.h Bpi Bpi Bpk BpI Sp 

2 f--3 3Q 
1 -

-3 f3Q -~l'3Q 1 f--3 3Q -~l'3Q 0 i2(p-¥l'3Q) 

1--P-3 l3Q -P -P -P 1 --P- 3 Y3Q -P+~Y3Q i2( -II P+ tl'3Q) 

-~Y3Q 1 - +~l'3Q 1 ( 1 - ) 0 0 0 -3Y3Q 12 P+s1'3Q 
3 

-~l'3Q 0 0 0 -~l'3Q +~l'3Q ~(p+! Y3Q) 
12 3 

-fJl3Q 0 0 0 
1 -

-3 f3Q +~l3Q 1 ( 1 - ) 12 P+sl3Q 

-~l3Q 
1 -

-~l'3Q 1 - . -tf3Q 1 ( 11 ) -3l3Q -3Y3Q 0 12 -P- 3 l3Q 
3 

0 
I-

-3l3Q I -y-
-3 3Q -~l'3Q 0 2-y-

-3 3Q 12 (-p-.-: ¥-Y3Q) 

+fl'3Q ++Y3Q 
1 - 1 ( 1 - ) 0 0 0 -3Y3Q -- -P--t3Q 

12 3 

+~l'3Q 0 0 +~Y3Q 
1 - ~(-p-!l'3Q) 0 -3 "}I3Q 12 3 

+fY3Q O! +~Y3Q 
1 .-- 1 ( 1 - ) 0 0 I -3 "}I3Q 12 -P- s V3Q 

-~l'3Q 
1 --- I- 2- 1 ( 13 - ) 0 -3Y3Q -3 f3Q 0 -3 f3Q - -P--f3Q 

12 3 

+ff3Q +ff3Q +~l'3Q +~ 1'3Q +~f3Q 0 i2(-P+¥-Y3Q) 

1 ( 13 - ) 11 ( 1 - ) 11 ( 1 JI3 ) 11 ( 1 - ) 11 ( 13 - ) 11 ( 11 - ) I 12 -P-3 Y3Q i2\--P-s Y3Q 12 -P-g 3Q 12 -P-s Y3Q 12 -P-3 Y3Q 12 -P+g-l3Q Sp 

die auBeren Krafte P und Q symmetrisch angeordnet bleiben, wie es z. B. Abb.3 zeigt. 
Bildet man nun die M 0-Flache und entwickelt sie in eine Fourierreihe 

(31) Mo (q;) = ao + a1 cos q; + a2 cos 2q; + ... + bi sin q; + b2 sin 2q; + 
so behaupten wir folgendes: 

Die drei statisch unbestimmten GraBen X a' X b, und Xc bezogen auf den Schwerpunkt der 
elastischen Gewichte (Mittelpunkt M des Ringes) sind gleichden Beiwerten ao, a1 und bi 

der Fourier-Entwickelung. Nach der Theorie der Fourierschen Reihen ist bekanntlich1 

+2,. 

ao= 21:n;f Mo(q;)dq;, 
o 

+2", 

a l = ! f M 0 ( q;) cos q; d q; , 
o 

+2,. 

bi = ~f Mo(q;) sin q; dq;, 
o 

AA 

Abb.3. 

oder mit anderen Worten ao ist der Mittelwert von Mo(q;) im Intervall 0 bis +2:n:, a l 

undb1 sind die Mittelwerte von 2Mo(q;)cosq; bzw. 2Mo(q;)sinq; im IntervallObis +2:n:. 

1 Runge: Theorie und Praxis der Reihen S. 143ff. Leipzig 1904. 
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Berechnet man die Xa Xb und Xc wie gewahnlich, so wird (Abb.3) 

+2n 

r f Mo(q;) dq; 
X = ~ = _0_-:0--_ 

a ba a 2nr' 

2n 

r3 f Mo(p) cosq; dq; 
X-~- 0 

b- bbb - ---n-r-O;--3 

21< 

r3 f Mo(q;) sin q; dq; 
X _ ~ __ 0 __ ----;; __ _ 

c- bee - nr3 

Unsere obige Behauptung ist also bewiesen; wenn der Schnitt symmetrisch zu den Lasten 
gelegt ist, dann wird Xc gleich Null. Fiir das Beispiel (Abb. 2) ergibt sich, wenn man das 
Rungesche Entwicklungsschema. fiir 36 Ordinaten1 (17 Beiwerte a und 18 Beiwerte b) 
benutzt, fiir das Biegungsmoment im Punkte A 

M.4. = - 0,0182 Pr + 0,089Qr, 

fiir das Biegungsmoment im Punkte C 

Ma= +0,318 Pr ~ 0,045Qr. 

Es gibt noch andere statisch unbestimmte Systeme, die sich durch harmonische Analyse 
erledigen lassen und bei denen dadurch die Aufstellung und Lasung von Elastizitatsglei
chungen entbehrlich wird. Ich hoffe, bei anderer Gelegenheit darauf zuriickkommen zu 
kannen. 

1 Runge: Zeitschrift fiir Mathematik und Physik Bd.48, S.442 u. f. 

(Eingegangen 20.2. 42.) 

Die geschlossene Integration der Differentialgleichungen der 
drehsymmetrisch belasteten Kugelschale durch Zylinderfunktionen. 

Von F. TOlke, Charlottenburg. 

Mit 29 Abbildungen. 

Wie vor eImgen Jahren gezeigt wurde1, laBt sich die MeiBner-ReiBnersche Theorie 
der drehsymmetrisch belasteten Rotationsschalen betrachtlich vereinfachen, wenn die Losung 
nicht auf zwei simultane Differentialgleichungen fiir Tangentenwinkelanderung und Quer
kraft, sondern auf eine einzige komplexe Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick
gefiihrt wird. Insbesondere laBt sich auf diesem Wege auch die Spaltung der Schalenglei
chungen fiir beliebig veranderliche Wandstarke durchfiihren, womit der Anwendungsbereich 
der MeiBnerschen Theorie auBerordentlich erweitert wird. 

Einer der wichtigsten Anwendungsfalle der Schalentheorie ist die Kugelschale, deren 
strenge Losung schon vor 25 Jahren durch L. Bolle in der Form hypergeometrischer Funk
tionen gegeben wurde 2 • Leider sind diese Funktionen weder tabuliert noch in schnell kon
vergierender Form darstellbar, so daB die Bollesche Lasung so gut wie kaum Eingang in 
die Praxis finden konnte. Fiir diinne und insbesondere diinne Halbkugelschalen wurde von 

1 Tolke, F.: Zur Integration der DifferentiaIgleichungen der drehsymmetrisch belasteten Rotationsschale bei 
beliebiger Wandstarke. Ing .. Arch. 1938, S.282 bis 288. 

2 Bolle, L.: Festigkeitsberechnung von Kugelschalen. Ziirich: OrelI Fiissli 1916. 
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A. Bauersfeld' und J. Geckeler1 ein Naherungsverfahren entwickelt, das, aufbauend 
auf dem Randabklingungsverhalten der dunnen Schalen, die Kugelschale in der Umgebung 
des Randes wie eine Zylinderschale behandelt. Dieses Verfahren hat eine auBerordentlich 
weitgehende Anwendung in der Praxis gefunden2 • Bei Kugelschalen mit inneren Randern, 
wie sie z. B. bei Kuppeln durch Laternenaufsatze oder bei DruckgefaBen durch EinlaB
offnungen gebildet werden, versagt die Annaherung durch Zylinderschalen. Eine wesentlich 
brauchbarere Annaherung ergab hier die naherungsweise Behandlung als Kegelschale 3, fUr 
die F. Dubois geschlossene Losungen in Form von Zylinderfunktionen vom komplexen 
Argument r{i entwickelt hat4 • 

Nachdem heute fUr Zylinderfunktionen vom komplexen Argument ryi sehr weitgehende 
Funktionentafeln zur Verliigung stehen5, liegt es nahe zu versuchen, die Differentialgleichun-

~x~--------~r-------~·Z 

7' 

Abb.1. 

x=rsifllp, 

drp~.!... , 
ds 1$ 
fix 
d8 - cosrp, 

dr ( T') as = I-T;; ctgrp. 

Abb.2. 

gen'" der Kugelschale fUr ihren gesamten Bereich durch Zylinderfunktionen zu integrieren und 
damit die nur bereichsweise brauchbaren Behelfslosungen durch eine strenge Losung zu 
ersetzen. Eine solche Moglichk{)it"besteht und ich trage sie bereits seit einer Reihe von Jahren 
in meinen Vorlesungen uber Schalentheorie vor. Es ist mir eine besondere Freude, sie in dieser 
Festschrift fUr unseren hochverehrten Geheimrat Hertwig einem breiteren Kreise von 
Fachkollegen zuganglich machen und ihren Nutzen an dem Beispiel eines HochdruckgefaBes 
fur 1000 atu Innendruck erlautern zu konnen. 

1 Geckeler, J.: Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens Heft 276. Berlin: 
VDI-Verlag 1926. Ferner: Handbuch der Physik von Geiger und Scheel. Bd. VI, Mechanik der elastischen Korper: 
Kap.3. J. Geckeler: Elastokinetik S.238 bis 265. Berlin: Springer 1928. 

2 Dischinger, F.: Handbuch fUr Eisenbeton Bd. VI. Schalen und Rippenkuppeln. Berlin: W. Ernst & Sahn 
1928. 

3 Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizitat flacher rotationssymmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S.255 
bis 270. 

4 Dubois, F.: Uber die Festigkeit der Kegelschale. ZUrich: Orell Ftissli 1917. 
5 Tolke, F.: Besselsche und Hankelsche Zylinderfunktionen nullter bis dritter Ordnung vom Argument rri. 

Stuttgart: Konrad Wittwer 1936. 
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Es folgt nun zunachst eine kurze Zusammenstellung der allgemeinen Formeln1 . Fiir die 
dabei verwendeten Bezeichnungen sei auf Abb. 1 bis 6 verwiesen, von denen Abb. 1 einen 
Axialschnitt durch die Schale, Abb. 2 ein Schnittelement, Abb. 3 die Aufspaltung von 
Langs- und Querkraft nach Axialschub V und Ringschub H, Abb. 4 die Spannungsresul-

Abb.3. 

mxx~~As~------~~-¥ 

ItXA~+ d{IIX~SA-o-__ -+--".¥. 
tis 

Mt~ ~ 
VxA-.'t+ dgX)ASA"," d{M. ) 

~x -0-+ a:x L1SAiJ" 
myxA..9-Lls 

Abb.4. 

I 

/1 

Abb.6. 

tanten am Schnittelement, Abb. 5 die natiirlichen Verschiebungskomponenten und Abb. 6 
den Zusammenhang zwischen natiirlichen und axialen Verschiebungskomponenten zeigt. 

Die komplexe Differentialgleichung lautet: 

d2 X . x 
(1) ([82 + (~P - (j) X = 7:V h· 

Hierin bezeichnen P, (j) und 7: die nachfolgenden Funktionen von 8: 

(2) jp (8) = l12 (1 - p,2) 
rh ' 

3 x, 2 1 3 h' 2 1 x, h' 1 hlf 
(j) (8) = - (-) - - + - (-\ + (- - 2 p,) - - + - --

4· x 2 r r. 4 h J 2 x h 2 h' 

(3) 1
7: (8) = r [(~ - 2:') (m", sin 'P - my cos 'P) - m~ sin 'P + m~ cos 'P - r.~:·!pJ -

_ lI.(m COSm + m sin m) + _._1_ [Xl (1 + ~ _ _ 2_r2) _ 
r '" r y r x sm !p x· r. r~ 

- ~ r~ _ h' (p, + ~)J (Vo Xo - j x my d 8) . 
r, r. h r. 

So 

Wird die 

(4) 

allgemeine Lasung von (1) in der Form 

X = (Xp, + iXp2) + 0 1 (Xu + iX12) + q2(X21 + iX22) 

angesetzt, in der X p" X p" X n , X 12 , X 21 , X 22 reelle Funktionen von 8 und 0 1, O2 komplexe 
Integrationskonstante darstellen, und bezeichnen Y und Z zwei Bezugsunbekannte gemaf3 

(5) 

so lassen sich diese gemaB 

(6) { y = -Xp, + A 1X 12 - B1Xn + A 2X 22 - B2X 21 , 

Z = +XP2 + AIXU + B1X 12 + A 2X 21 + B 2 X 22 , 

durch die 6 X-Funktionen ausdriicken. 

1 Siehe FuBnote 1 S. 166. 
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Bezeichnet der Index 0 die Spannungsresultanten und geometrischen Bestimmungs
stucke eines ausgezeichneten Randschnittes, so bestehen zwischen den beiden Bezugs
unbekannten einerseits und den funf unbekannten Schnittkraften und Momenten anderer
seits die nachfolgenden Beziehungen: 

Q = sinq> VT y 
x x ' 

N = - cos q> II h Y + _.1_ (V ~ _ ~ fS x m dS)' , 
S x V x sm cp 0 x x Y 

80 

(7) 
- l/T[dY l(h' x'\ ] 1 ( f8 ) 

N r - - r x as + 2 T - x) y + xmx - xmyctg<p - r.sin2q> Voxo - So xmJl ds , 

h V ~ [dZ (3 h' ( 1 ) x') ] 
Ms = }12 (1 _ fl2) ds - 2 11: + 2 - fl x Z , 

'it 
M = h V x [dZ _ (~fl h' (£ -1) ~)Z] l r -Y12 (1 _ fl2) fl d s 2 h + 2 x . 

Ferner ergibt sich fur die axialen Verschiebungskomponenten U x und U y und die natur
lichen Verschiebungskomponenten v und w sowie fiir die Tangentendrehung (j<p 

= =X(Nr-flN')=_~VX[dY+(~h' _(~+ )X')yJ+ 
U x x er E h E h d s 2 h 2 fl x 

(8) 2 ~+flsincp(.) 
+EXI (m",-myctg<p)- r'Eh '-2- Voxo- Jxmyds. 

! . slncp SO 

I[ UX }12(l-fl2)~h J 
Uy = -k+u",tg<p- --2-+ Eh2 --Z ds. r. cos cp cos q> x 

(9) 
I k · + U~ . f [Ux f12 (1 - fl2) yT Z] d v - - SIn -- - SIn --- - s - <p cos q> <p r. cos2 q> + E h2 cos cp X . 

1 w = k COS <p + COS <pf [~ + -Y~2 ~21 - fl2) llh Z] ds, 
r. cos q> cos q> V x 

(10) (j = dw _ .!.. = VI2(f=.~ lfh Z 
<p ds r. E h2 V X . 

Wird, was fast immer zulassig ist, eine statisch bestimmte Membranlasung abgespalten, 
so wird der durch (1) bis (10) dargestellte Spannungs- und Verschiebungszustand ein reiner 
Randbiegungszustand ohne auBere Belastung. Wird ein solcher gemaB 

(11) m", = my = m~ = m~ = Vo = 0 (Randbiegungszustand) 

zugrunde gelegt, so liefert Gleichung (3) 

(12) l' (s) = 0 (Randbiegungszustand) . 

Damit verschwindet in der allgemeinen Lasung (4) das Partikularintegral und man erhalt 

(13) X P1 (s) = X p, (s) = 0 (Randbiegungszustand). 

Die Anwendung der Gleichung (1) bis (13) auf die Zylinderschale mit konstanter Wand
starke fuhrt zu dem bereits eingangs erwahnten Geckelerschen Randabklingungszustand. 
Fur manche Anwendungsfalle - insbesondere dann, wenn die Randabklingung maBig ist, 
so daB beide Rander sich in graBerem Umfange beeinflussen - ist es zweckmaBig, die all
gemeine Lasung durch Einfuhrung von Hyperbelfunktionen in eine symmetrische und eille 
antimetrische Teillasung zu zerlegen. Da fur das nachfolgende Beispiel diese Lasung von 
Bedeutung ist, sei sie in ihren Ergebnissen kurz zusammengestellt. 
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Mit der dimensionslosen Veranderlichen 

(14) 

y 

~ = s V 3 (1 - fl2) 
fa h 

und den Bezeichnungen von Abb. 7 lautet die komplexe Diffe
rentialgleichung 

(15) 

mit der allgemeinen Lasung 
a;-+------O------ -

(16) x = 0 1 ([of ~cos~ - i 6in~sin~) + 

+ O2 (6in ~ cos ~ - i [of ~ sin ~) . 

(18) 

i 
I 
i 
I 

Abb.7. 

Hieraus ergibt sich 

(17) 

und damit 

{ Xu = [~f ~ cos ~ , X12 = - 6in ~ ~in ~ , 
X 21 = 6tn~cos~, X 22 = -[of ~sm~ 

{ Y = -AI 6in ~sin~ - Bl [of ~cos~ - A2[01 ~sin~ - B2 6in~cos~, 

Z = + Al [of ~ cos ~ - Bl 6in ~ sin ~ + A2 6in ~ cos ~ - B2 [of ~ sin ~. 

Aus (18) folgt weiter 

.~~ = -Al([of~sin~+ 6in~cos~) - Bd6in~cos~- [ogsin~)
- A2 (6in ~ sin ~ + [of ~ cos~) - B2 [of ~ cos ~ - 6in ~ sin ~) , 

~~ --.: +Al(6in~cos~- [of~sin~) - Bd[ogsin~+ 6in~cos~) + 

(19) + A2 ([01 ~ cos ~ - 6in ~ sin~) - B2 (6in ~ sin~ + [of ~ cos~), 

und damit 

f Zd~ = + ~1 ([of ~sin~ + 6in~cos~) +;~1(6in~cos~- [01 ~sin~) + 

+ ~2 (6in ~sin ~ + [of ~ cos~) + ~2 ([01 ~cos ~ - 6in ~sin~) 

V=N.=O, 

Q. = - H = - ~ 1/ h (A} 6in ~ sin ~ + B} [01 ~ cos ~ + A2 [of ~ sin ~ + B2 6in ~ cos ~), 
a r a 

N r = -.!. y3 (1 - fl2) [AI ([of ~ sin ~ +6in ~ cos~) + Bl (6in ~ cos ~ - [of ~ sin~) + 
a 

+ A2(6in~sin~ + [01 ~cos~) + B2([of ~cos~ - 6in~sinm, 

M. = 2h 4_1 __ [Al (6in~ cos~ - [of ~sin~) - B} ([0) ~ sin!; + 6in ~ cos~) + 
a -y3 (I _ p,2) 

(20) + A2 ([of ~ cos ~ - 6in ~ sin~) - B2 (6in ~ sin ~ + [of ~ cos m , 
Mr = flMs, 

c5 rp = ~~ = -yGI-;;2:-;-:~-;-p,2) V: (AI [of ~ cos ~ - Bl 6in ~ sin ~ + A2 6in ~ cos ~ - B2 [01 ~ sin ~), 
4_____ . 

W = Y3(~~ p,2) [AI ([01 ~sin~ + 6in~cos~) + Bl (6in~cos~ - [01 ~sin~) + 

+ A2(6in~sin(+ [ogcos~) + B 2 ([o1 ~cos~ - 6in~sinm, 

v. -; h ~ ~Al 6in ~ sin ~ + Bl [of ~ cos ~ + A2 [of ~ sin ~ + B2 6in ~ cos~) + k . 
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1m Faile der Kugelschale (Abb. 8) ist r = r. = a, x = a sin cp, 8 = acp, x = cos cpo 
Damit folgt bei konstanter Wandstarke 

<P = ~(~cotg2m -~) 
a2 4 T 2' 

und die komplexe Differentialgleichung lautet 

Die strenge Lasung dieser Differentialgleichung fiihrt auf hypergeometrische Funktionen 
und ist, wie schon einleitend bemerkt, ffir praktische Rechnungen nicht brauchbar. Um zu 
einer bequemeren Lasungsform zu gelangen, soil die Funktion ! - ! cotg2 cp gemaB 

1 3 t 2 9 3 1, 2 - 4" co g cp = ,....., 10 - 4 '1'2 

( ) 
7J 

O<·<~ =CP=2 12 

q \ 1 
\ 
\ f J .12 Cz -- cotg rp n 

~ 

9 

9 ..L. II 
Olc-W- '19721 
8 
7 
6 

5 

'I 
J 

2 

1 
0 

1 
2 

\ 

11 
1\ 

'\ 

.'-
I~ 

"""r--. 
9 ~-

10 - i[ff! 
j---

y 

Abb.8. 

o 0.10 0.20 0.30 0.'111 aso aoo a70 o,BO 0.90 1,00 1,10 1,20 1,30 1,'111 1,50 1,6(} 
-97 

Abb.9. 

durch eine quadratische Hyperbel ersetzt werden. Wie Abb. 9 sowie die nachstehende Gegen
iibersteilung 

<p 0,00 I 0,10 I 0,20 I 0,30 I 0,40 I 0,50 I 0,60 I 0,70 I 0,80 

1 3 
- - -cotg2 '1' -00 -73,90 -17,73 -7,34 -3,69 -2,10 -1,10 -0,56 -0,21 2 4 

9 3 
10 - 4 '1'2 -00 -74,10 -17,85 -7,43 -3,78 -2,10 -1,18 -0,63 -0,27 

<p 0,90 I 1,00 I 1,10 I 1,20 I 1,30. I 1,40 I 1,50 I 1,571 

1 3 
-- -cotg2 '1' +0,04 +0,19 +0,30 +0,39 +0,44 +0,48 +0,50 +0,50 2 4 

9 3 --- -0,02 +0,15 +0,28 +0,38 +0,46 +0,52 +0,56 +0,59 10 4 '1'2 

erkennen lassen, kann die Ubereinstimmung in dem praktisch ailein interessierenden cp

Bereich zwischen 0 und ; als in jeder Hinsicht befriedigend bezeichnet werden. Die damit 
sich ergebende Differentialgleichung 

d2X + [~+ i 2 a 13 (1 _ fl2) - ~ l X = 0 
d'1'2 10 h 4'1'2 J 
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liiBt sich in geschlossener Form durch Zylinderfunktionen integrieren. Hierftir emp£iehlt 
es sich, die dimensionslose Veranderliche 

(2i) 

einzufiihren. Die entsprechende Umschreibung lie£ert 

d2 X + r~ .!!-. 1 + i - 3 ] X = 0 
M2 L 10 2 a }3 (1 _ p,2) H2 • 

mit der allgemeinen Lasung 

X=01lTIJ1(~Vi+1902h I )+021~iG1(~1/i+1902h __ 1_~). 
a -y3 (1 _ p,2) r a -y3 (1 _ p,2) 

Nun ist ~.!!-. 1 stets eine kleine GraBe, so daB ftir die Wurzel 
10 2 a V3 (1 __ p,2) 

Vi + ~ .!!-. I - ([(1 - ~- .!!-. 1 ) - 1T - ~ .!!-. 1 - 1- i 
102aV3(1-p,2) . 202a-y3(1_p,2) - 202aV3(1-p,2) 

geschriebim werden kann. Weiterhin £olgt aus der Taylor-Entwicklung der Zylinder
funktionen, die man hier nach dem linearen Gliede abbrechen kann, 

J 1 (~Vi + -& :aV3(l1_ p,2) - J 1 (~([ -;0 2h
a1'3 (11_ ~2) ~ 1- i ) 

=J (~1T) -~~ I' ~1-i dJ1(Hi) , 
1 202a y3(1- p,2) d(Oi) 

wobei nach der Theorie der Zylinderfunktionen 

dJ1 (~!i) = J (~,I[) _ J 1 (Hi) 
d (Hi) 0 yo ~l'i 

zu setzen ist. Somit ergibt sich 

J (~l/i + ~ ~ . I ) = [1 + ~ ~ i ] J (; ,r1:) _ ~ ~ __ 1_; 1- i J (~ /T) 
1 r 102a1'3(1-p,2) 202al'3(1_p,2) 1 Y 202ay3(1_p,2) 0 1 

und 

erhalt man weiter 

~ J (tV' 9 h 1 \ h ~ 1" ~ + 10 2 lJii---====) a ,3(1-p,2) 

= if (Jll(~) - J12(~) + ~ .!!.... 1 J llm + J12(~) _ ~ ~ ~ J (~)) + 
1'2 20 2a 1'3 (1- p,2) Y2 20 2a 1'3 (1- p,2) 01 

+ i if(Jll (~) + J12(~) __ ~ ~ I J l1 m - J 12m __ ~ !!._ ~ J (~)\ 
Y2 202a1'3(1_p,2) 1'2 202a1'3(1-p,2) 02 J' 

Ein vallig gleichgebauter Ausdruck ergibt sich £ur {[i G1 (;). Es £olgt daher fur die all
gemeine Lasung 
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Werden die zugehorigen Real- bzw. Imaginarteile 

9 h 

X =ll'[[Jll(~)-J12(~)+ 20.2a (Jll(~)+J12(~)_~J (~))J 
11 r f2 y3(1-p,2) 'f2 01' 

9 h 

X = 'f[[Jll(~)+J12(~) _ 2O.2a (Jld~)-J12(~) + ~J (~))], 
12 f" 1'2 1'3 (1- p,2) f2 02 

9 h 

X ='f[[Gl1(~)-G12(~)+ 20.2a (Gl1(~)+G12(~)_~G (~))] 
21 f" Y2 1'3{1-p,2) t2 01, 

9 h 

X = llf[Gll(~)+G12(~) _ 2O.2a (Gllm·-Gu(~) + ~G (~))] 
22 r f2 y3(1-p,2) 1'2 02 

in (6) eingefiihrt, so lauten die Bezugsfunktionen 

( ~~ 
Y = A ,([ [Jll(~) + J12(~) _ 20 2a (JIl (~) - J 12 m + ~J (~))]_ 

1 f t2 y3 (1- p,2) Y2 02 

9 h 

-B llf[Jll(~)-J12(~)+ 20.2a (Jll(~)+J12(~)_~J (~))]+ 
1 y2 y3 (1- 112) 1'2 01 

9 h 

+ A llf [Gll(~)+_G12(~) _ 20.2a (Gll(~) -Gum + ~G (~))]_ 
2 Y2 1'3{1- 112) Y2 02 

9 h 

_ B 'f[[Gll(~)-G12(~) + 20.2a (Gll(~)+G12(~) _ ~G (~))], 
2 f" Y2 y3 (1- 112) Y2 01 

9 h 
(22) 

Z = A l/f[Jllm -J12 m + 20.2a (Jll(~)+J12(~) _ ~J (~))] + 
1 r f2 y3 (1- 112) 1'2 01 

9 h 

+ B 'f[ [Jll(~) + J12(~) __ 20.2a (Jll(~) - J 12 m + ~J (~))] + 
lY" y2 y3(1-112) f2 02 

9 h 

+ A l/f [Gum -G12(~) + 20.2a (Gll(~)+Glil(~) _ ~G (~))] + 
2 }2 }3 (1- 112) 1'2 01 

9 h 

+ B 'f[ [Gll (~) + G12(~) _ 20.2a (Gll (~) - G12(~) + ~G (~))J. 
2 f" f2 y3 (1-112)}2 02 

173 
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Weiter folgt fUr die Ableitungen 

9 h 

dY =A l!f[!J (~)-~J (~)_ 2O~ (!J (~)+~J (~)_~Jl1(~)+J12(~))]+ 
d~ 1 f- 4 01 4 21 ¥3(I-p2) 4 02 4 22 ¥2 

9 h 

+B 'ff[!J (~)-~J (~)+ 202U (!J (~)+~J (~)_~Jl1(~)-J12(~))]+ 
1 ys- 4 02 4 22 y3(I-p2) 4 01 4 21 Y2 

9 h 

+ A ,ff [!G (~) - ~G (~) - 20 2U (!G (~) + ~-G (~) - ~ Gl1(;)+Gd~))J + 
2 ys- 4 01 4 21 ¥3(I-p2) 4 02 4 22 t2 

9 h 

(23) 

+ B If[ [!G (~) - ~G (~) + 20 2U (!G (~) + ~G (~) _ ~Gll(g)-G12(~))] 
2 4 02 4 22 y3 (1- p2) 4 01 4 21 Y2' , 

9 h 

dZ = _ A ,ff [!J (~) _ ~J (~) + 20 2U (!J (~) + ~J (~) _ ~Jll(~) -J12(~))] + 
dg 1 ys- 4 02 4 22 ¥3(I-p2) 4 01 4 21 Y2 

9 h 

+B '/~[!J (~)-~J (~)- 202U (!J (~)+~J (~)_~Jll(~)+J12(g))]_ 
lY 4 01 4 21 y3(I-p2) 4 02 4 22 Y2 

9 h 

-A ,ff[!G (~)-~G (~)+ 202U (!G (~)+~G (~)_~Gll(;)-G12(g))]+ 
2 ys- 4 02 4 22 1'3{1- p2) 4 01 4 21 1"2 

9 h 

+B ,ff[!G (~)-~G (~)- 202U (!G (~)+~G (~)_~Gll(g)+G12(~))]. 
2YS- 4 01 4 21 y3(I-p2) 4 02 4 22 ¥2 

Mit Hille von (22) und (23) lassen sich die Schnitt:krMte und Verschiebungskomponenten 
leicht aufbauen. Man erhalt: 

1 ~ H=--- --Y a sing:> a sing:> , 
1 V-h-

Q.= -;,- I!sing:> Y, N = - cotg g:> V ~ Y 
S a asmg:> , 

( 
1 VT) -cotgg:> -

N r = - ~ V.2 y3 (1- .u2 ) d Y _ 24 2a Y , 
a smg:> dg f3(I-p2) 

(24) 

Fiir die Verschiebungskomponenten U y , v und w lassen sich keine geschlossenen Formeln 
angeben; es empfiehlt sich in diesen Fallen, die auftretenden Integrale nach den Verfahren 
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der graphischen Integration auszuwerten. 1m ubrigen tritt dieser Mangel praktisch kaum 
in Erscheinung, da fiir fast aIle Randwertprobleme lediglich (jrp und u'" von Bedeutung sind. 

In dunnen Schalen mit entsprechend starker Randabklingung kt'mnen die 2ha -Glieder 

meist unterdruckt werden', womit sich die Formeln sehr vereinfachen. MaBgebend hierfiir 
ist der Faktor 

im Vergleich zur Einheit. In diesem FaIle tritt an Stelle von (22) und (23): 

(25) 

Y=A 'IfJl1(~)+J12m_B ,r[JU(~)-J12(~)+ 
IV~ ~ IV' ~ 

+ A 'IfGU(~)+G12(~) _ B ,/~GUm-G12(~ 
2V~ ~ 2' ~ , 

Z = A ,/~ Jl1(~) - J12(~) + B ,rf Ju(~) + J12(~) 
IV.~ IV ~ + 

+ A ,/~ Gu (~) - Gd ~) + B l/f Gu (~) + G12(i) 
2V ~ 2r ~ , 

~~ = Al if[~JO!(~) - iJ21(~)] + BI ff[~J02(;) - iJ22(~)] + 
+ A2 if [~GO! (~) - i G21 (~)] + B2 y~ [~G02 (~) - i G22 (~)] , 

~~ = -At y~[~J02(~) - ~J22(~)] + BI y~[~JOI(~) - ~J2I(~)]

- A2 y~ UG02(~) - iG22(~)] + B2 if [~GOI (~) - i G2dm· 

(v l:a muB gegen
uber 1 vernach-

las~igbar sein) . 

Die J o- und JI-Funktionen beschreiben im wesentlichen die Randeinflusse des Innen
randes, die Go- und G1-Funktionen diejenigen des AuBenrandes. :Rei fehlendem Innenrand, 
d. h. in geschlossenen Kugelschalen, sind A2 und B2 Null zu setzen. 

Werden die Zylinderfunktionen durch halbkonvergente Reihen dargestellt, und werden 
Innen- und AuBenrand bzw. die Werte ~l und ~2 gemaB 

zugeordnet, so ist das Abklingungsverhaltnis durch den Quotienten 

im wesentlichen bestimmt. Es folgt hieraus, daB eine gegenseitige Beeinflussung beidm 
Rander praktisch aufhort, wenn die Bedingungsgleichung 

(26) 

erfullt ist. 
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Bei starker Randabklingung gemaB (26) ergeben sich fUr die Umgebung der Rander 
die vereinfachten Formeln 

9 h 

Y=A '!l[Gl1(~)+G12(~)_ 202a (Gum~G12(~)+~G (~))]_ 
2 r,; V2 V3 (1- .u2 ) l2 02 

9 h 

_ B '!l [Gu(~) - G12(~) + 20 2a (Gum +G12(~) _ ~G (~))], 
2V'; r2 }'3(1-.u2) f2 01 

9 h 

d Y A -r 3 GIG 202a 
7[= 2Y~l4 01(~)-4 21m- V3 (1_.u2) X 

(27) x (~G02(~) + ~G22(~) _ ~Gll(~) ;~G12(~»)] + 

9 h 

,(f: [3 1 20 2a 
+ B2 r~ 4G02(~) - 4G22(~) + y3(1-.u2) x 

x (~G01(~) + ~G21(~) - ~Gllm.;iG12(~})], 

9 h 

dZ A ,/- [3 GIG . 20 2a 
7[=- 2r~ 4 02(~)-4 22(~)+V3(1_.u2)X 

x (~G01(~) + ~G21(~) - ~Gll(~} ~G12m) J + 
9 h 

~ [3 120 2a 
+ B2 H 4God~) - 4 G21 (~) - V3 (1- .u2) x 

x (! G (~) + ~ G (~) --.:. ~ Gu(~) + G12(~})} 
4 02 4 22 l2 

[Starke Randab
klingung gemaB 
(26); Umgebung 
des Innenrandes 

~ = ~1·] 
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(28) 
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[Starke Randab
klingung gemaB 
(26); Umgebung 
des A uBenrandes 

~ = ~2·] 

1st auBerdem auch 1/ h gegentiber del' Einheit vernachlassigbar, so folgt 
VISa 

(29) 

Y = A ,/~-Gll(;)+G12(;) - B ,i~-Gll(;)-G12(;) 1 
2' ~ 2r ~ , 

Z =A ,iEGllm- GL2(;) + B ,~(:tl1(;)+G12(;) 
2'~ ~ .,q ~ , 

~~ = A2 ff[~GOlm - i G2l(m + B2 1/[[~G02(~) - iG22(~)], ) 

~ = - A2 ff[~G02m - iG22(~)] + B2 ff[£GOlm - ~G2lm]· 

Y = A 'ff Jll (;) + J 12 (;) - B If""[Jll (;) -:Jd;) 1 
1 , q Y2 1 12' 

Z = A ,ri: J ll(;) -Jd;) + B ,Ii: J ll (;) + J 12m 
1 , \,; 12 1 r \,; 12 ' 

~~ =Al l/f[~J01m - i J 2l(m + Bl VfaJ02(~) - ~J22(~)], ) 

~~ = - Al ff[~J02(~) - ~J22(m + Bl l/[[£JOl (~) - ~J2l (~)]. 

(30) 

[Starke Randab
klingung gemaB (26); 

auBerdem Yl;a ver

nachlassigbar gegen
tiber 1, Umgebung des 
Innenrandes ~ = ~l.] 

[Starke Randab
klingung gemaB (26); 

auBerdem Yl;a ver

nachlassigbar gegen
tiber 1, Umgebung des 
AuBenrandes~ = ~2.] 

1m Sonderfalle einer dtinnen geschlossenen Halbkugelschale erfolgt die Randabklin
gung praktisch genau so wie bei einer Kreiszylinderschale. Man erkennt dies leicht an del' 

komplexen Differentialgleichung, die, da cotg2 q; sowie die erste Ableitung nach q; fiir q; = -; 
verschwinden, in del' Umgebung eines Halbkugelrandes die vereinfachte Form 

d2 X + ri~ ,/12 (1 - 2) + ~JX = 0 d,2 L h , P 2 

annimmt. 1st auBerdem noch V 7~ a vernachlassigbar gegentiber del' Einheit, so kann auch 

noch das i-Glied unterdrtickt werden, und es verbleibt die Differentialgleichung 

d2 X a ,----
d,2 + iT 1'12(1- p2)X = o. 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 12 
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Wird hierin cp gemiiB (21) durch ~ ersetzt, so folgt 
d2 X . 
d{i + '/, X = 0 (Umgebung eines Halbkugelran~es). 

Diese Differentialgleichung stimmt bis auf den Faktor 2, der durch die versehiedenartigen 
~-Parameter bedingt ist, vollig mit derjenigen der Kreiszylindersehale iiberein. Die Glei
chungen fiir diese konnen daher unmittelbar iibernommen werden, wobei lediglieh dem ver-

I ; 

schiedenartigen ~ durch Einfiihren von Y2 an Stelle von ~ Reehnung zu tragen ist. Werden 

ferner entsprechend dem fehlenden Innenrande A2 und B2 unterdriiekt und Al = A, BI = B 
gesetzt, so folgt 

(31) 

Beispiel. 

(Umgebung eines Halb

kugelrandes; V 7~ a ver
naehlassigbar gegeniiber 

der Einheit) 

Als -Beispiel sei der Spannungs- und Versehiebungszustand eines Hoehdruckkessels unter
sueht, der im mittleren Teile als Zylindersehale, oben und unten als Halbkugelschale durch
gebildet ist (Abb. 10)1. Der Halbmesser des Kessels sei 30 em, die Wandstarke 12 em und der 

Innendruek betrage 1000 atii. Da in den allgemeinen Formeln 

! 
i 

Rl _~ 

I 
I 

I 
___ 1 __ _ 
11 = 1000 afij 

(P. ~ 800 alii) 
m I 

I 

i----72cm---i 

Abb.lO. 

alles auf die Sehalenmittelflache be
zogen ist, empfiehlt es sieh auch, die 
Belastung auf diese zu bezieh~n. Bei 
den vorliegenden Abmessungen folgt 

a, 000 24 k I 2 Pm = Pii am = 1 30 = 800 g em . 

Entsprechend dem Zweek dieser U nter
suehung soIl von einer Beriieksiehti
gung der Langskriimmung der Kugel
schale auf den Spannungszustand ab
gesehen werden. Bekanntlieh werden 
hierdureh die Spannungen am AuBen
rande gegeniiber denen der Sehalen
theorie' vermindert, am Innenrande 
erhoht. 

Da der Spannungszustand in bezug 
auf die Aehse m--m symmetriseh ist, 
geniigt die Betraehtung einer Sehalen
nalfte, z. B. der oberen. Ferner kann 

M'~M' H~' 
~'I'H M' 

I 
I 

, / 
~ 

'\ M' 

M' H'I M' 

H~H' 
H', 1,(1 ---

.M'~M' 

Abb.l1. 

man sieh die Sehale im Trennsehnitt t-t durchgesehnitten denken, was zur Folge haben 
wiirde, daB sieh in der Sehnittflache die Kugelsehale weniger weitet als die Zylinder
sehale. Urn diese Unstetigkeit wieder riiekgangig zu machen, miissen gemaB Abb. 11 Ring-

1 Meinem Assistenten, Herrn Dipl.-Ing. Chang Wei, danke ich fiir die zahlenmaBige Durchrechnung dieses 
Beispiels. 
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sehiibe H* und Biegungsmomente M; angebraehtwerden, die einen zusatzliehen Biegungs., 
zustand auslosen. 

Werden die GroBen des Membranzustandes von denen des Biegungszustandes dureh 
Querstriehe untersehieden, so folgt: 

lUembranzustand riir die Kugelschale: 

xNs = xNr = lPmam =!. 800· 30 = 12000 kg/em. 

- - - - 12000 _ 1000 k / 2 x(Js - X(Jr - -12 - gem, 

- X ( - - ) 30·1000· (1 - 0,30) 0 
xUo;= E X(Jr-P,'XCls = 2,10.106 =0,010 em, 

xbcp = O. 

lliembranzustand riir die Zylinderschale: 

zNs = 1 Pm am = 12000 kg/em, zNr = Pm am = 24000 kg/em, 

- 12000 1000 k / 2 - 240QO 2000 k / 2 z(JS=12= gem, Z(Jr=-~= gem, 

- x _ _ 30· (2000 - 300) . • 
zUo; = E (x(Jr - P,x(Js) =. 2,10.106 = 0,02429 em, 

z~cp = O. 

Biegungszustand der Kugelschale. Da es sieh um eine im Seheitel gesehlossene Sehale 
handelt, versehwinden in den Gleiehungen (22) und (23) die mit den Graysehen Zylinder
funktionen multiplizierten Glieder, d. h. es ist 

A2 = B2 = 0, 

die damit verbleibenden Konstanten seien mit 

Al = xA , BI = x B 
bezeichnet. 

Ringsehub H und Langsmoment M s stimmen naeh Abb. 4 mit den statiseh unbestimmten 
RandgroBen von Abb. 11 im Vorzeichen iiberein. Es folgt daher 

xH = H* , xMs = M: (Sehnitt t - t). 

Biegungszustand der Zylinderschale. Da es· sieh um eine in bezug auf m--m symmetrisch 
belastete Zylindersehale handelt, versehwinden in den Gleiehungen (18) bis (20) aIle mit A2 
und B2 multiplizierten Glieder; es ist daher 

A2 = B2 = 0 
zu setzen. Ferner sei 

Al = zA, BI =·zB. 

Da das Bezugssystem von Abb. 7 ein Linkssystem, das von Abb: 8 ein Reehtssystem 
ist, muD jetzt 

zH = -H*, zMs = M~ 
gesetzt werden. 

Elastizitatsgleichungen; Die vier Stetigkeitsbedingungen fiir Ringweitung, Tangenten
drehung, Langsbiegungsmoment und Ringsehub liefern die Elastizitatsgleiehungen fiir die 
vier Unbekannten xA, xB, zA und zB. Unter Beriieksiehtigung del' Versehiedenartigkeit 
del' Bezugssysteme von Abb. 7 und 8 folgt 

iu", + xu", = iu", + zU"" 

xbcp = - zbcp, 

xMs =zMs, 

x H = -zH. 
12* 
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Die ~-Werte an der Schnittstelle t-t folgen fUr Kugel und Zylinder zu 

K~ = Y2ha \13 (1 - ft2) cp = V~~ Y3. 0,91 ; = 4,515, 

s ~; 45 \;--
z~ = a h f 3 (1 - ft2) = 30.12 f 3·0,91 = 3,047. 

FUr K~ entnimmt man der eingangs erwahnten Funktionentafel 

( J" (4,515) ~ - 4,356, 

1 
J02(4,515) = -1,655, 

J2d4,515) = +3,421, J 22 (4,515) = - 0,0236 

und erhiiJt damit 

1 
KY = - 4,057 ';A - 10,034 K B , 

KZ = + 10,034 KA - 4,057 KB, 

1 
KU", = 0,007008· 10-4 KA + 0,003512. 10-4 KB , 

KOCP = 0,06936.10-6 KA - 0,02805.10-6 KB, 

KM. = 1,072 KA - 2,139 KB, 

KH = 0,08555 KA + 0,2115 KB . 

Fur z~ errechnet sich in Verbindung mit der Funktionentafel von K. Hayashi! 

~u", = - 0,004851.10-4 zA - 0,005863 ·10-4 zB, 

z()CP = - 0,07225 .10-6 zA - 0,006885.10-6 zB, 

zM. = -1,788 zA + 1,480 zB, 

zH = + 0,02100 zA - 0,2204 zB. 

Werden diese Werte zusammen mit den oben ermittelten Membranweitungen xii", und iUre 
in die Elastizitatsgleichungen eingefuhrt, so folgt das Gleichungssystem 

\

0,7008 KA + 0,3512 KB + 0,4851 zA + 0,5863 zB = 142.90, 

0,6934 KA --: 0,2805 KB - 0,7225 zA - 0,06885 zB = 0, 

1,072 KA - 2,139 KB.+ 1,788 zA - 1,480 zB = 0, 

0,8555 KA + 2,115 KB + 0,2100 zA - 2,204 zB = 0. 

Die Auflosung liefert 

KA = 8284, xB = 3820, zA = 5755, zB = 7430. 

Mit diesen Konstanten lassen sich samtliche Spannungsresultanten und Verschiebungs
graBen leicht punktweise berechnen und auftragen. Das Ergebnis ist in den Abb. 12 bis 29 zu
sammengestellt. Neben den Spannungsresultanten enthalten die Abbildungenauch die Span
nungen selbst, und zwar. am Innenrande, in Schalenmitte und am AuBenrande; die zu
geharigen verbindenden Beziehungen lauten 

N 6M N 
<1i =T±Ji2' <1m=T' 

a 

1 Fiinfstellige Funktionentafel. der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Berlin: Springer 1930. 
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Das Ergebnis der Rechnung ist in vieler Hinsicht aufschlu13reich. Von einem den Span
nungszustand beherrschenden Randabklingungsverhalten ist nichts mehr zu spiiren; die 

Abh. 12. Ringkraft N, aus 
Membranzusta nd allein. 

Abb. 13. Ringkraft N. 
aus Biegungszustand 

aHein. 

I 

~----f---\ 
I 

I 

L __ _ + 

Abb. 14. Uberlagerte Ring
kraft N. aus Membran- und 

Biegungszustand. 

Abb.15. Langskraft N. 
aus Membranzustand 

aHein. 

gesamte ScLaJe 

I 

wird zur Bereitstellung der erforderlichen Formanderungsarbeit heran
gezogen. Dies hat wiederum zur Folge, daB die zusatzlichen Biegungs
spannungen erheblich gemildert sind. Eine Parallelrechnung nac}l den 
Geckelerschen Naherungsformeln ergab um mehr als 40 % hahere 

i + 1------
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\ L ___ _ 
Abb. 16. Langskraft 
N. aus Biegungszu

stand allein. 
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+ 

Abb. 17. Uberlagerte 
Langskraft N. aus 
Membran- und Bie-

gungszustand. 
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Abb. 18. Ringschub 
H aus Membran-

zustand. 
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Abb. 19. Ringschub Abb.20. Uberlager- Abb. 21. 
H aus Bieguilgs- tes Ringschub H aus Querkraft Q •. 

zustand. Membran- und Bie-
gungszustand. 
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Biegungsspannungen. Man kann hieraus den SchluB ziehen, daB bei Schalen unter hohen 
Drucken mit der Anwendung von Naherungstheorien Vorsicht geboten ist. 'Hinsichtlich 

Abb. 22. Langsbiegungsmomente Ms und 
Ringbiegungsmomente Mr. 

I 
i 1------
I 
I 
l _____ _ 

Abb.25. 

+ 

Ringweitung u" aus 
Membranzustand 

allein. 

I 
~-----

\ 

I 
L _____ + 

Abb.26. 
Ringweitung u" aua 

Biegungszustand 
allein. 

I 
~----

o;,tillB Fa.rer 

I 
o;.inn.Faser 
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I 

Abb.23. Uberlagerte Ringspannun. 
gen fIr aus Membran- und Biegungs

zustand. 
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Abb.24. Uberlagerte Liings
spannungen fIs aus Membran

und Biegungszustand. 
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Abb. 27. Uberlagerte Abb. 28. 
Ringweitung u"aus Axialweitung U v aus 

Membran- und Membranzustand. 
Biegungszustand. 

L __ _ 
Abb.29. 

Tangenten
drehung 0'1" 

einer strengeren Behandlung steht zu hoffen, daB auch andere wichtige Schalenformen, wie 
z. B. die Ellipsoidschale, mit den hier: eingeschlagenen Wegen einer befriedigenden Lasung 
entgegengefiihrt werden konnen. 

(Eingegangen 21. 3. 42.) 
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Eine neue Methode zur approximativen Losung von 
Spannungsproblemen bei Platten und Scheiben. 

Von u. Wegner, Heidelberg. 

Mit 1 Abbildung. 

Zur Lasung von Biegungsproblemen in del' Plattentheorie verwendet man im wesentlichen 
drei Methoden. Dabei sehen wir von denjenigen Fallen ab, in denen die Biegefunktion durch 
einen endlichen Ausdruck bekannter Funktionen dargestellt werden kann, z. B. bei del' 
Kreisplatte mit fester Einspannung und gleichmaBiger Belastung. 

Die erste Methode, die klassische, beruht darcLUf, daB man die Plattenbiegungsgleichung 
mit gegebenen Randbedingungen fur die Biegefunktion mit Hille eines Reihenansatzes last. 
Hierher geharen das klassische Verfahren von N avier sowie die mathematisch exakten Un
tersuchungen z. B. von HappeP und Hencky 2. Die Methode wird in verschiedenen Va
riationen verwendet, bedingt durch die Verschiedenheit in del' Lagerung del' Platte und del' 
Belastungsformen. Schon bei einfachen Plattenkonturen und bei durchgehend gleichartiger 
Lagerung ist diese Methode fUr den praktisch arbeitenden Ingenieur daher besonders un
zweckmaBig, weil die Konvergenz del' Reihen fur die einzelnen den Ingenieur interessierenden 
GraBen, z. B. Biegemomente und Querkrafte, auBerordentlich schlecht ist. Dies beruht darauf, 
daB man durch den Reihenansatz zunachst die Durchbiegungsfunktion w ermittelt und dann 
durch Differentiationen die einzelnen statischen GraBen bestimmt. Die Konvergenz del' 
durch Differenzieren gewonnenen neuen Reihe wird abel' bekanntlich schlechter, falls uber
haupt noch Konvergenz vorhanden ist. Dies bedingt, daB man bei del' Ermittlung del' fur den 
Ingenieur in Frage kommenden GraBen eine dem Problem angepaBte Genauigkeit erst da
durch erzielt, daB man eine groBe Anzahl von Gliedern aufsummiert. 1st die Lagerung del' 
Platte nicht an allen Randel'll gleichartig, und ist das Profil del' Platte nicht speziell kreis
farmig odeI' rechteckig, so gelangt man erst bei groBem Arbeitsaufwand zu praktisch brauch
baren Ergebnissen. 

Die zweite Methode, die zur Lasung del' genannten Probleme dient, ist die Differenzen
methode. Diese Methode wurde fur die Plattenbiegungsprobleme im wesentlichen von Mar
cus in verschiedenen Spielarten verwendet. Je nach dem Profil del' Platte breitete er uber 
del' Platte verschiedenartige geometrische Netze aus und bestimmte in bekannter Weise die 
Durchbiegungen in den belasteten Knotenpunkten des Netzes. Die statischen GraBen, die in 
del' Praxis interessieren, wie Biegemoment und Querkraft, werden dann durch Differenzen
und Mittelbildungen gewonnen. Dadurch leidet abel' die Genauigkeit auBerordentlich, und 
man kann eigentlich nur bei einem sehr feinen Netz die numerischen Werte del' genannten 
statischen GraBen bestimmen. Es gibt abel' kaum eine Maglichkeit, aus del' fur die Lasung 
des Problems geforderten Genauigkeit die Maschenweite des Netzes zu errechnen. Diese Diffe
renzenmethode wurde auch in einer Reihe von Untersuchungen bei Stabilitatsproblemen mit 
Erfolg verwendet. Die sich auf Grund del' Differenzenmethode ergebenden kritischen Werte 
sind hier ebenfalls groBen Genauigkeitsschwankungen unterworfen. Auch hier ist es praktisch 
unmaglich, aus del' geforderten Genauigkeit auf die Maschenweite des Netzes zu schlieBen. 

Die dritte Methode ist schlie13lich charakterisiert durch das unter dem Namen "Energie
methode" bekannte Variationsprinzip. Man berechnet die gesamte bei del' Biegung del' Platte 
auftretende potentielle Energie. Fur die bei einer gegebenen Einspannungs- und Belastungs
art wirklich auftretende Biegungsfunktion ist dann die potentielle Energie, d. h. das Integral, 
welches die Energie darstellt, ein Minimum. Dabei werden als Vergleichsfunktionen fUr die 

1 Happel, H.: Uber das Gleichgewicht rechteckiger Platten. Gattinger Nachrichten 1914 S. 37-62. - Uber 
das GJeichgewicht von elastischen Platten unter Einzellast. Math. Z. Bd.6 (1920) S.203-218. 

2 Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten bei gleichmaBig verteilter und 
bei konzentrierter Belastung. Diss. Darmstadt 1913. 
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wahre Losungsfunktion nur solche Funktionen zugelassen, die den vorgegebenen Randbedin
gungen geniigen. Eine Approximationsfunktion fiir diese wahre Losung gewinnt man meistens 
auf Grund des Ritzschen1 Verfahrens. Dieses Verfahren erfreut sich groBter Beliebtheit be
sonders deswegen, weil im Verhaltnis zu den beiden anderen genannten Methoden schon ein 
geringerer Arbeitsaufwand in der Genauigkeit brauchbare Resultate zeitigt. Die Nachteile 
des Ritzschen Verfahrens liegen aber besonders im folgenden: 

1. In der Miihe, die zur Bestiinmung einer Reihe von Grundfunktionen, die den gegebenen 
Randbedingungen geniigen, erforderlich ist. 

2. In der Schwierigkeit, bei Erfiillung der gestellten Randbedingungen die analytische 
Gestalt der Grundfunktionen besonders einfach zu halten, sowie durch den Ansatz den Sym
metrien des Problems Rechnung zu tragen und auch keine neuen Symmetrien hineinzu
bringen, die in dem Problem nicht vorhanden sind. 

3. In der Unkenntnis, ob bei Verallgemeinerung des Approximationsansatzes durch Hin
zufiigen weiterer Grundfunktionen eine bessere Annaherung an die wahre Losung erzielt wird. 

4. In dem Umstand, daB durch das Ritzsche Verfahren die Biegefunktion approximiert 
wird und nicht die gewiinschten statischen GroBen, wie Biegemoment und Querkraft. Wollte 
man diese GroBen bestimmen, so waren wieder Differentiationen der fUr die Biegefunktion 
gewonnenen Approximationsfunktion notwendig. Ob .man dann noch eine brauchbare An
naherung an diese GroBen erhalt, ist zweifelhaft. 

Urn eine Verbesserung bei der Konvergenz der Ableitungen der Biegefunktion zu erhalten, 
wird nach Courant2 in dem Variationsansatz noch ein Integral hinzugefiigt, dessenlnte
grand fiir die wahre Biegefunktion identisch Null ist. Dieser Integrand besteht z. B. aus dem 

fUr die wahre Biegefunktion identisch verschwindenden Differentialausdruck LI LI w - ;. 
Eine weitere Verbesserung kann durch Einfiihrung von Parametern erreicht werden. 

1m folgenden soli ein Verfahren, das zu den Variationsverfahren gehort, mitgeteilt werden, 
bei dem aber einige der beim Ritzschen Verfahren aufgezahlten Nachteile nicht auftreten. 

Wir gehen nicht yom Prinzip des Minimums der potentiellen Energie, sondern yom Ca
stiglianoschen Prinzip der Mechanik aus und wollen die Methode, die sowohl fUr Biege- als 
auch fUr Stabilitatsprobleme verwendet werden kann, an einfachen Biegeproblemen er-
lautern. . 

Auf Grund des Castiglianoschen Prinzips, angewendet auf die Kirchhoffsche Plat
tenbiegungstheorie, findet man die Spannungen bei einer allsel.tig eingespannten Platte auf 
Grund des folgenden Minimalansatzes: 

(1) ;!!1M2dxdy=Min, 
)8 

(58 ist der Bereich der x, y-Ebene, der von der Platte eingenommen wird) , wobei M die 
Momentensumme der Platte bedeutet, welche mit der Steifigkeit N und der Biegefunktion w 
durch die folgende Formel zusammenhangt: 

(2) M = -N L1w. 

Als Vergleichsfunktionen werden solche Funktionen M = M (x, y) zugelassen, welche die 
Differentialgleichung 

(8) L1M= -p(x,y) 

befriedigen, p(x, y) ist die Belastung pro Flacheneinheit senkrecht zur x, y-Ebene. Dabei 
sind fUr die Vergleichsfunktionen keinerlei Randbedingungen zu erfiillen. Der genannte An
satz gilt auch fUr veranderliche Steifigkeiten N der Platte 3. 

1 Ritz, W.: Uber eine neue Methode zur Lasung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik. 
J. reine angew. Math. Bd.135 (1909) S.I-61. 

2 Courant, R.: Uber ein Konvergenz erzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung. Gattinger Nachrichten 
1922 S. 144--150. 

a Eine strenge Ableitung dafiir siehe U. Wegner: Neuere Methoden zur Lasung von ebenen Spannungsproble
men. Forschungsheft des Stahlbaues (erscheint demnachst). 
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Trennt man von den Vergleichsfunktionen ein partikulares Integral Mo der Differential
gleichung 

LlM= -p 

ab, d. h. LIMo = -p(x, y), so erhalt man das folgende Variationsproblem 

! ff ~ (Mo + <P)2dxdy = Min, 
~ 

wobei als zulassige Vergleichsfunktionen <P (x, y) nur diejenigen Funktionen in Frage kommen, 
die der Gleichung LI <P = 0 entsprechen. Funktionen, die dieser Differentialgleichung ge
niigen, heiBen Potentialfunktionen, die in groBer Zahl existieren und fiir die es viele Er
zeugungsformen gibt; z. B. sind der Real- und Imaginarteil von (x + i y)n (i ist die imagi
nare Einheit, i2 = -1) solche Potentialfunktionen. Fiihrt man an Stelle der Momenten
summe die Biegefunktion w ein, so erhalt man das Castiglianosche Prinzip in der folgen
den Form: 

(4) ! ff N(Llw)2dxdy = ! II N (LI Wo - ~r dxdy = Min, 
~ ~ 

wobei LI (N LI wo) = p (x, y) ist, und die zulassigen Vergleichsfunktionen beliebige Potential
funJrtionen sind. (Es ist namlich Mo = -N Llwo und M = -N Lliv.) Ein partikulares In
tegral der Plattenbiegungsgleichung kann bei allen Belastungsformen stets angegeben werden. 
Entweder findet man es durch Probieren oder dadurch, daB man auf Grund der Unter
suchungen von Love l und Ha ppe12 weiB, daB ein partikulares Integral der Plattenbie
gungsgleichung bei einer durch Einzellast p im Punkte ('/., fJ b~lasteten Platte in der folgenden 
Formel wiedergegeben werden kann 

(5) wo(x, y) = 8!N [(x - ('/.)2 + (y - fJ)2] In r(x - ('/.)2 + (y - fJ)2. 

Bildet man Llwo und multipliziert es mit -N, so erhalt man ein partikulares Mo. 1st die Be
lastung beliebig, so kann man in bekannter Weise durch Superposition von Einzellasten die 
Belastung p(x, y) und damit durch Superposition von partikularen Integralen der genannten 
Art ein partikulares Integral fiir den allgemeinsten Belastungsfall angeben 3• 

Wie wir eben sahen, liegt der Vorteil dieser Methode darin, daB wir bei den zulassigen 
Vergleichsfunktionen, hier den Potentialfunktionen, keine Randbedingungen zu erfiillen 
brauchen. AuBerdem erhalten wir gleich eine Annaherung an die Momentensumme del' Platte 
und nicht erst an die Biegefunktion, die den Statiker kaum interessiert. Mit der Momenten
summe M der Platte sind aber auch das Biegemoment und die Querkrafte an einzelnen 
Stellen der Platte, und zwar gerade an den den Ingenieur interessierenden Stellen, sofort an
zugeben. 

Betrachten wir beispielsweise eine quadratische Platte der Kantenlange 2a mit dem Mit
telpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems, so sind die Biegemomente am Rande gleich 

(6) 

I (i)2W 1 02W) [)2w I 
mlJ) _± =-N -+-- =-N- =-NLlwl =MI y- a oy2 m ox2 y=±a oy2 Iy=±a y=±a y=±a';' 

ml __ N(02W ~02W) __ N 02W 'I· --NLlwl -M\ 
Y 1J)=±a - ox2 + m oy2 x=±a - ox2 x=±a - x=±a - x=±a 

und das Biegemoment im Mittelpunkt 

1 Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizitat, deutsch von A. Timpe, S.562ff. Leipzig 1907. 
2 Happel, H.: Siehe 1. c. S.183, Anm. 1. 3 Siehe 1. c. S.184, Anm. 3. 
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Die Querkrafte am Rande der Platte werden dann durch die Ableitung der Momenten
summe lJ{ durch folgende Formeln wiedergegeben: 

(7) 

v I N° (Ll)1 _aMI 
l1Z y~ ±a = - oy w IY~::J:a - iiYj y~±a' 

a OMI V --N-- Llw --xzlx~±a - ax ( )Ix~±a - ax x~±a· 

\Vir wollen den Rechnungsgang nun an dem obengenannten Beispiel einer allseitig einge
spannten, quadratischen Platte bei konstanter Steifigkeit N und konstanter Belastung p 
verfolgen. 

Als Vergleichsfunktionen wahlen wir die Potentialiunktionen 

mit den zunachst noch unbestimmten Koeffizienten Co und ci . Die Funktion X4 - 6 x 2 y2 + y4 
steIIt den Realteil von (x + i y)4 dar. Wegen der Symmetrie der Plattenform sowie wegen der 
Art der Belastung sind die Potentialiunktionen niedrigeren Grades nicht brauchbar. 

Durch Probierenfindet man leicht ein partikulares Integral Wo der Plattenbiegungs-

gleichung Ll LI w = ~. Ein solches lautet: 

Wo = 8iv (a2 - x2) (a2 - y2). 

Man rechnet sofort nach, daB 

ist, so daB wir durch Multiplikation mit - N auch ein partikulares Integral Moder Diffe
rentialgleichung Ll M = - p gewonnen haben. 

Diese Werte fur (/J(x, y) und Llwo werden dann in unseren Minimalansatz (4) eingetragen. 
Das zu losende Variationsproblem lautet dann: Co und ci sind so zu bestimmen, daB das 
Integral 

a a 

A = ~ f f[co- ~~ + 4~ (X2+ y2) + cdX4- 6x2 y2+ y4)rdx dy 
-a -a 

zum Minimum wird. 
Bei Ausfuhrung der Integrationen ergibt sich ein quadratischer Ausdruck in den unbe

stimmten Koeffizienten Co und cI : 

A _ 2 2 + 944 2 10 8 6 2 P a4 + 8 pas 
- Co a 1575 c1 a - 15 Co ci a - 3 NCo 105 N C1 • 

Die Extremumsbedingungen aOA = 0 und aaA = 0 liefern zwei symmetrische Gleichungen 
Co C1 

mit zwei Unbekannten zur Bestimmung der Koeffizienten Co und ci . Bei Auflosung dieses 
Systems ergeben sich die Werte: 

Setzen wir diese Werte in den Ansatz fur (/J(x, y) ein, so erhalten wir eine Annaherung fUr Llw 
auf Grund der folgenden Beziehung: 

A _ A (JJ __ 11 p a2 p (2 2) 5 P ( 4 2 2 4) 
LJ W - LJ Wo - N - - 78 N + 4N x + y + 52 a2 N x - 6 x y + y . 
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FUr die auf Grund der Formeln (6) und (7) sich ergebenden Biegemomente und Querkrafte 
erhalten wir dann die folgenden Werte: 

mY/x=±a ----; mxjy=±a = M jx=±a = - 0,205pa2, 
y=o 1£=0 y=o 

m I --m I = _N(l+_L)L1W' =~(l+...!..)MI =--0092pa2 
y 1£=0 - X 1£=0 2 \ m 11£=0 2 m 1£=0 ' , 

y=o y=o y=o y=o 

a aM I 1/0 y=±a xz x=±a ay ,y=±a ay y=±a ' V I· = V I = - N - (L1 w) I = - = 0 884 P a. 
11£=0 y=o 11£=0 1£=0 

Diese Werte stimmen genau mit den auf drei aufgerundeten Werten bei der exakten Lasung 
iiberein l . 

Nach der geschilderten Methode kann auch die Durchbiegung einer Kreisplatte vom Ra
dius Eins bei konzentrierter Last p im Punkte (IX, (3) berechnet werden. 

Die Durchbiegung ist gegeben durch den folgenden Ausdruck 

(8) 
p(!2 

w=8nN 1n e+ F (x,y) 

auf Grund der Untersuchungen von Love und HappeP. Der erste 
2 

Ausdruck enthalt die Singularitat. :n(!N In e ist eine partikulare La-

sung der Piattenbiegungsgieichung bei vorgegebener Belastung. Die 
Funktion F genugt der partiellen Differentialgleichung LI LI F = 0 
fur aIle Punkte x, y der Platte. 

y 

Fur die weiteren Rechnungen set zen wir {3 = 0, so daB ein partiku-
lares Integral der Plattenbiegungsgleichung fUr eine durch Einzellast im Punkte x = IX, 
Y = 0 beanspruchte Kreisscheibe in der folgenden Form 

Wo = I6!.LV p [(x -1X)2 + y2] In [(x -- 1X)2 + y2] 

dargestellt werden kann. 
Fuhren wir Polarkoordinaten ein, so ergibt sich 

Wo = I6~ N (r2 - 2IXr cos cp + 1X2) In [r2 - 2IXr cos cp + 1X2]. 

LI Wo nimmt die Gestalt an: 

L1wo= 4:N [In (r2_ 2IXr coscp + 1X2) + 2]. 

Ais Vergleichsfunktionen wahlen wir die Potentialfunktionen 

C/J (r, cp) = - N (co + c1 r cos cp) 

mit den zunachst noch unbestimmten Koeffizienten Co und cl . Dieser Ansatz fur die Funk
tion C/J(r, cp) kann durch Hinzufugen von weiteren Summanden beliebig erweitert werden. 

_ Um die Durchfuhrung der Integrationen etwas zu vereinfachen, nehmen wir eine Umformung 
des vorliegenden Variationsprinzips 

A == ~ f f N ( LI Wo - ~ r d x d y = Min 
j!J 

vor. Set zen wir - ~ = P, so lautet es 

(9) 

1 Siehe 1. c. S. 183, Anm. 2, S. 53. 2 Siehe 1. c. S. 183, Anm. I, u. S. 184, Anm. 1. 
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Dabei ist das Doppelintegral uber (LlWO)2 konstant, so daB wir es fiir die Variation weglassen 
konnen. Auf das 2. Integral wenden wir die Greensche Formel an. Danach gilt fiir zwei 
Funktionen P und Ll Wo: 

J f (LlwoP - Ll Pwo) dx dy = J (p aa: o - iOo ~~) dl. 
)8 Rand 

Da in unserem Faile Ll P = 0 ist, ergibt sich fiir das 2. Integral: 

J J Ll woPdx dy = J (paa:o -~o ~~)dl. 
)8 Rand 

Unser Minimumprinzip (4) nimmt damit die Gestalt 

(10) NJJ J( aw ap) . A=2 P2dxdy+2 P ano-iOoa; dl=Min 
)8 Rand 

an. Fiihren wir noch Polarkoordinaten ein, so erhalten wir die fiir unsere Rechnung geeignete 
Form des Minimalansatzes. Es ist: 

2",1 2", 

(11) A == ~ f J p2r dr dqy + 2 J (paa~o - iOo aa~) \r=l dqy = Min, 
o 0 0 

oder beim Einsetzen der oben angegebenen WertefiIT P und Wo ergibt sich: 
2",1 

A == J J(co+ cir cosqy)2rdr dqy + 
2", 0 0 

+ 4!-NJ dqy {(Co + ci cos qy) (1- 0(. cosqy) [1 + In (1- 20(. cos qy + 0(.2)]
o 

-~! cosqy (1- 20(. cosqy + 1X2) In (1- 20(. cosqy + 0(.2)} = Min. 

Dabei sind Co und ci so zu bestimmen, daB dieses Minimum erreicht wird. Bei Ausfiihrung der 
Integrationen ergibt sich der quadratische Ausdruck: 

A = nC6 + : cf + 4:N {2nco - IXncl + [2nO(.co- Cin (1-1X2)] IX}. 

Bei partieller Differentiation nach Co und c1 erhalt man die Werle 

co= - 4:N. (1 + 1X2), 

c1 = - 2:N (1X3 - 20(.). 

Tragen wir diese Werte in unseren Ansatz fUr P ein; so liefert der Ausdruck Ll Wo + Peine 
Approximation fur Ll w. Es ist: 

Ll w = 4: N [In (rZ - 21X r cos qy +1X2) + 2J - 4: N (1 + 1X2) - 2: N (0(.3 - 20(.) r cos qy. 

Die exakte Losung dieses Problems wurde von ReiBner l angegeben. Die durch ReiBner 
bestimmte Losung, "die Greensche Funktion" G(x, y, IX, 0), lautet: 

G( O)=-P-[( -)21 \(z-ex)a\+(a2 -r2 )(a2 -ex2 )] x, y, IX, 87(; N Z 0(. n a2 _ ex z 2a2 • 

Entwickeln wir die ReiBnersche Losung fiir LlG in eine Reihe, so erhalten wir: 

LlG = Ll Wo - 4: N [(1 + 1X2) + 2r cosqy (1X3 - 2 IX) + r2 cos 2qy (21X4 - 31X2) + ... ], 

1 ReiBner, H.: Math. Ann. Ed. 111 (1935) S.777-780. 
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d. h. aber die hier auf Grund der neuen Methode berechnete Annaherung stimmt genau mit den 
ersten Gliedern dieser Fourier-Reihe tiberein. Erweitern wir den Ansatz fUr P(r, rp), so er
kennt man auf Grund eines einfachen Bildungsgesetzes, daB eine gliedweise Ubereinstimmung 
mit der Entwicklung der exakten Losung von ReiBner vorhanden ist . 

. Nach der gleichen Methode konnen wir auch beliebig geformte Platten mit Einzellast be
rechnen. Wir erhalten dabei sehr schnell brauchbare Ergebnisse. Das Verfahren besitzt gegen
tiber dem bisher in den meisten Fallen angewandten R it z schen Verfahren die angefuhrten 
Vorteile. Neuerdings erfolgt die Bestimmung der Greenschen Funktion nicht mit Hilfe des 
Ritzschen Ansatzes, sondern die Funktion w wird nach Reihen bekannter Funktionen ent
wickelt. Diese Methode wird Singularitatenmethode1 genannt. Sie ist recht umstandlich und 
besitzt genau wie das Ritzsche Verfahren den Nachteil, daB die Funktion w selbst und nicht LI w 
approximiert wird, so daB zur Berechnung der den Ingenieur interessierenden GroBen noch 
Differentiati(men ausgefiihrt werden mussen. 

Die hier geschilderte Methode kann mit gutem Erfolg auch zur Losung von Stabilitats- und 
Beulungsproblemen herangezogen werden. All diese Probleme werden in dem obengenannten 
Forschungsheft des Stahlbaues 2 ausfuhrlich dargestellt. 

1 Pucher: TIber die Singularitatenmethode an elastischen Platten. Ing.-Arch. Bd. 12 (1941) S. 76ff. 
2 Siehe 1. c. S.184, Anro.3. 

(Eingegangen 15. 1. 42.) 

Beitrag znr Berechnnng der allseitig eingespannten Rechteckplatte. 
Von G. Worch, Munchen. 

Mit 7 Abbildungen. 

Die Integration der Plattengleichung sowie die Erftillung samtlicher Randbedingungen 
in einem einzigen Schritt gelingt nur in Ausnahmefallen. In der Regel kommt man nur durch 
Uberlagerung einer Grundlosung und einer - oder auch mehrerer - Zusatzlosungen zum 
Ziel. Die Grundlosung erfiillt die inhomogene Plattengleichung und einen Teil der Rand
bedingungen. Die Zusatzlosungen gehorchen der homogenen Plattengleichung und enthalten 
eine Anzahl Freiwerte, die so zu bestimmen sind, daB Grund- und Zusatzlosungen zusammen 
aIle vorgeschriebenen Randbedingungen erfullen. 

FUr die frei aufliegende Platte hat sich der Levysche Ansatz als Zusatzlosung gut be
wahrt. Bei eingespannten Platten erhiilt man mit Hille komplexer Funktionen eine uber
sichtliche Form derZusatzlosung. Komplexe Ausdrucke wurden bereits von Fr. Tolke1 und 
J. Fadle 2 zur Ermittlung von Spannungsfunktionen bei Scheibentragwerken verwendet. 
W. Koepcke3 tibertrug diesen Rechnungsgang auf plattenformige Tragwerke. 

Eine Erganzung hierzu bildet die vorliegende Arbeit, in del' die Berechnung einer allseitig 
eingespannten Rechteckplatte sowohl mit gleichmaBig verteilter voller Belastung als auch 
mit einer Einzellast in Plattenmitte gezcigt wird. FUr den erstgenannten Belastungsfall wird 
auch ein Zahlenbeispiel durchgefuhrt. 

Legt man der Untersuchung die sogenannten Kirchhoffschen Annahmen zugrunde, so 
lautet die bekannte Differentialgleichung del' Platte 

(1) 

1 T6lke, Fr.: Wasserkraftanlagen II, 1. Handbibliothek fiir Bauingenieure Teil III, Bd.9 S.391. Berlin: 
Springer 1938. 

2 Fadle, J.: Ing.-Areh. Bd. 11 (1940) S.125. 
3 Koepcke, W.: Umfangsgelagerte Rechtecksplatten mit drehbaren undeingespanntenRandern.Borna, Bez. 

Leipzig: R. Noske 1941. 
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Hierin ist W die Durchbiegung der Plattenmittelflache, p die Belastung, beide an der Stelle x y, 

und D = 12 fr:: ",2) die Plattensteifigkeit. 

y 

1 

r -
I 

x x 

I 

I 
'---0..-1---0..-

Abb.1. 

Auf dem ganzen Rande muB sein 

J 

a) w=o, 

ferner wegen der starren Einspannung 
(2) 

1 
b) auf den Randern x= ±a: ow = 0 

ox 
ow = o. c) und auf den Randern Y= ±b: oy 

Der Ursprung des Achsenkreuzes liege im Mittelpunkt der Platte 
(Abb. 1); wegen der Symmetrie braucht dann nur das Plattenviertel 
(} < x < a, (} < y < b untersucht zu werden. 

Sowohl in der Plattengleichung (1) als auch in den Ausdriicken 
fiir die Schnittkrafte kommt die Unbekannte W nur in der ersten 

Potenz vor. Es ist daher der Ansatz zulassig 

(3) W = wo+ wI + wII + .... 
Darin bezeichnet Wo die Grundlosung; die Zusatzlosungen sind vYl' wII usw. 

Die Grundlosung ist fiir jeden Lastfall verschieden; die Zusatzlosungen sind hingegen 
unabhangig von der Belastung. Wir bauen daher zweckmaBig zunachst die Zusatzlosungen 
auf. 

1. Die Zusatzlosung WI" 

Wie bereits eingangs erwahnt, muB die Zusatzlosung die homogene Plattengleichung 
Ll Ll W = (} erfiillen. Ferner soIl sie symmetrisch zur x- bzw. y-Achse sein. Aus der Fiille der 
zur Verfiigung stehenden Losungen wahlen wir aus1 

I WI = K (A IX ~ sin IX ~ + B cos IX~) [of IX JL 
a a a a 

oder 
WI = K (A IX ~ sin IX ~ + B cos IX~) [of IX r;. 

(4) 

Zur Abkiirzung der Schreibarbeit ist darin eingefiihrt 

(5) 
x 

~=-, 
a 

y 
r;=-. 

a 

A und B sind Freiwerte, IX ist ein Parameter, der, wie sich spater herausstellen wird, komplex 
ist. lJber die Konstante K konnen wir frei verfiigen (K =l= (} und =l= (0). 

DaB dieser Ansatz (4) der Gleichung Ll Llw = 0 gehorcht, kann man leicht durch Ein
setzen nachpriifen. 

Freiwerte und Parameter sollen nun so bestimmt werden, daB auf den Randern x = ± a (~ = 1) 

die Randbedingungen W = (} und ~: = (} erfiillt sind. 

Laut (4) ist 
WI, ;=1 = K (A IX sin IX + B cos IX) [of IX r; = (}. 

Daraus folgt, da K =1= 0 und [of IX r; =1= (} 

A IX sin IX + B cos IX = (} , 

B= -AIX tglX. 

1 Dieser Ansatz findet sich auch bereits bei Koepcke: a. a. O. S.71. Er ist dort aber nicht weiter verfolgt 
worden. 
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Setzt man diesen Wert in (4) ein, so ergibt sich 

(6) WI = K A ex (~sinex ~ - tgex cos ex ~) [of ex 'I') 

und daraus 
8WI 1 8WI KAct[ . I: I: IT' f 
• 8 x = a ----ar = -a - (I + ex tg ex) sm ex ~ + ex!i cos ex !i] \1;\-0 ex 'I') • 

Dieser Wert soll ebenfalls auf dem Rande x = a (~ = I) verschwinden. Die Losungen K = 0, 
A = 0 bzw. ex = 0 scheiden aus; wie bereits erwahnt, ist [of ex 'I') =1= o. Es bleibt also ubrig 

(I + ex tgex) sinex + ex COSex = 0 
oder 

• 2 2 
sin ex + ex sm c£ + ex cos ct = o. 

. cos ct cos ct 

Mit sin2 ex + cos2 ex = I wird daraus 

(7) sinex + _ct_ = o. 
COSct 

Erweitert man mit cos ex und beachtet, daB sin ex cos ex = ~ sin 2 ex ist, so erhalt man 

oder 
~sin2ex + ex = 0 

(8) sin2ex + 2ex = O. 

Bevor wir auf diese Bestimmungsgleichung ffir ex eingehen, soIl (7) noch etwas umgeformt 
werden. Durch Erweiterung mit sin ex gewinnt man 

sin2 ex + ex tgex = 0 
oder 

ex tgex = - sin2 ex. 
Diesen Wert in (6) eingesetzt ergibt 

(9) WI = K A (ex ~ sin ex ~ + sin2 ex cos ex~) [of ex 'fJ. 

2. Ermittlung des Parameters a. 

Zur Vereinfachung der Schreibarbeit setzen wir vorubergehend 2 ex = z. Unsere Be
stimmungsgleichung (8) fur ex lautet damit 

to 

(10) 1 
a) sinz + z = 0 

oder 
b) sinz=_l. 

z 

0.8 

Q6 

o 
D· K sinz f" 11 W Ie urve -z- - ur ree e erte von z -

ist in Abb. 2 aufgetragen. Wie. man erkennt, 

0.2 

hat sie nirgends den Wert -1. Wir mussen -0.2 

uns daher nach komplexen Losungen umsehen -0./1 

und setzen an 

(II) 

~ 
y/~z 

\ 
\ 

\ /- ............. 

l~ / -
.71 311 

-z 

Abb.2. 

Darin ist i = i - I, x und y sind reelle Zahlen, die mit den fru,her eingefuhrten Abstanden x 
und y (Abb. I) nichts zu tun haben. 

Geht man mit dem Ansatz (II) in die Gleichung (lOa) ein, so erhaltman 

oder 

Daraus folgt 

(12) 

sin (x + i y) + x + i y = 0 

sin x [of y + i cos x Sin y + x + i y = 0 . 

{ a) f (x y) = sin x [of y + x = 0, 

b) g(xy)=cosxSiny+y=O. 
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Dieselben Bestimmungsgleichungen fiir x und Y erhalt man, wenn man von dem Ansatz 

Z = x - i yoder z = - (x + i y) oder z = - (x - i y) 
ausgeht. 

Jeder der beiden Funktionen fund g in (12) entspricht eine Kurve. Man sieht dies besser, 
indem man (12) wie folgt schreibt: 

(13) 
1 a) 

1 b) 

~ofY= -~ smx 

cos x = --.Jf--
6my 

oder 
Y = 2tt ~of (- s~ x ) , 

x = arc cos ( - 6fn y) . 
Die zu f = ° gehorige Kurve ist in Abb. 3 kraftig, die der Gleichung g = ° entsprechende 

Kurve dunn dargestellt. Dabei ist noch folgendes zu beachten. Da Y stets positiv sein soIl, 

. If, 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 1\ 
1\ J 

\ U \ 

\ II \ I \ I 
W 'II \ II 

/ 1\ 
LI 

\ 
\ I 
'II 

) 1\ 

\ I 
\ II 

) 

kommen in (13a) nur die Werte x in 
Frage, fur die sin x negativ ist, d. h. 
also die Bereiche von % bis 2 %, von 3 % 
bis 4%, von 5% bis 6% usw. Aus dem 
gleichen Grunde kommen in (13 b) nur die 
Werte x in Betracht, fiir die cos x nega-

tiv ist, d. h. die Bereiche von ~ bis ; %, 

5 b· 7 9 b· 11 
21£ Jll M ~ x6Jl tll 8ll 9ll 10ll von 2 % IS 2%' von 2 % IS 2 % usw. 

Abb.3. pie beiden Kurven haben, wie aUf! 
Abb. 3 ersichtlich ist, unendlich viele 

Schnittpunkte; aus der Zeichnung lassen sich diese allerdings nur mit beschrankter Ge
nauigkeit entnehmen. Zur Verbesserung dieser Werte wird das N ewtonsche Verfahren l 

herangezogen. 
Aus der Zeichnung seien z. B. fiir das erste Wurzelpaar die Naherungswerte abgelesen 

Xl = 4,2 und YI = 2,2. 

Setzt man diese Werte in (12) ein, so ergibt sich 

f (XIYI) = sin Xl ~of YI + Xl = 0,219, 

g (XIYI) = cos Xl 6inYI + YI = 0,015, 

also nicht Null, wie es fiir die genauen Vverte sein mqBte. Die verbesserten Werte seien 

Y2= YI + k. 

Die Taylorsche Formel fiir zwei Veranderliche liefert, wenn man sich auf line are Glieder 
beschrankt, 

a a 
f(X2Y2) = f(xi +h, YI +k) = f(XIYI) + h ax f(X1Yl) + k ayf(X1Yl) = o. 

Eine entsprechende Gleichung laBt sich auch fiir g(x2 Y2) aufstellen. In abgekiirzter Schreib
weise erhalten wir 

f (X2 Y2) = f + h fro + k f v = 0, 

g (X2Y2) = g + hgro+ kgv= 0. 

. at· at 
Darm bedeutet fro = ax' /y= ay usw. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Unbekannten h und k zu 

1 
h = Lf(- fgv+ gf'll) , 

1 
k=Lf(fgro-g!x), 

1 Vgl. z. B. C. Runge u. H. Konig: Numerisches Rechnen S.l77. Berlin: Springer 1924. 
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worin LI die Nennerdeterminante darstellt 

LI = j",gll- tllgx' 

Die Werte j unci g sind oben schon zahlenmaBig angegeben. Durch Differentiation der Glei
chungen (12) ergibt sich 

Damit wird 

und 

t., = gil = cos Xl Q;of YI + 1 = - 1;239, 

jll= -g.,= sin Xl @3inYI = -3,885. 

LI = 1,2392 + 3,8852 = 16,627 

1 
h = 16,627 (0,219.1,239 - 0,015·3,885) = 0,013, 

1 
k = 16,627 (0,219·3,885 +0,015·1,239) = 0,052. 

Die verbesserten Werte betragen somit 

X 2 = Xl + h = 4,2 + 0,013 = 4,213, 

Y2= YI + k = 2,2 + 0,052 = 2,252. 

Diese \Vurzeln sind auch noch nicht genau, da wir ja beim Ansetzen der Taylorschen 
Formel aIle Glieder von hoherer als der ersten Ordnung vernachlassigt haben. Man kann 
jetzt X 2, Y2 als neue Naherungswerte auffassen und das Verfahren wiederholen. 

Die gleiche Rechnung wird auch fiir die anderen Wurzelpaare durchgefiihrt. 
1st z = 2 Cl = X + i Y bestimmt, so ist 

Cl = Hx + i y) = U + i v. 

Die Bestimmungsgleichung (8) hat somit unendlich viele Gruppen komplexer Wurzeln, 
worin jede Gruppe aus vier zusammengehorigen Werten besteht Die n-te Gruppe lautet 

(14) { Clnl _ :n _ un ~ ~ Vn , 

,Cln2- Cln - Un tVn , 

ix.,3 = - Cln = - (Un + i Vn ), 

Cln 4= - ~n = - (Un - ivn )· 

Die Zahlenwerte Un und Vn fiir n = 1 bis 5 betragen darin (vgL das anfangs angezogene Schrift 
tum): 

(15) 

n 

1 
2 
3 
4 
5 

Un 

2,106 
5,356 
8,537 

1l,699 
14,854 

v" 

1,125 
1,552 
1,776 
1,929 
2,047 

3. Fortsetzung der Zusatzlosung WI' 

Da Cl unendlich viele Werte aufweist, setzen wir die Zusatzlosung jetzt in Reihenform an 

(16) (n = 1, 2, 3, .. ;). 

Wegen der Symmetrie von WI zur x- bzw. y-Achse liefert Cln 3 denselbe~ Wert wie Clnl und Cl n4 

denselben wie Cln 2' Es geniigt also, das Reihenglied Wn entsprechend (9) in der Form anzu
setzen 

(17) Wn = K [An (Cln~ sinCln~ + sin2 Cln COSCln~) Q;ol ClnrJ + 
+ BnW'n~ sinCin~ + sin2Cin cosCin~) Q;ofCinrJ]' 

Stahlbau-Forschungsheft 6. 13 
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Mit den Abkiirzungen 

sowie 

und 

G. Worch: 

rxn~ sinrxn~ + sin2 rxn cOSrxn~ = cn + idn , 

(in~ sin(in~ + sin2~n cos(Xn~ = cn - idn 

[01'(£,,'1] = en - i In 

wird, wenn man nach reellen und imaginaren Gliedern ordnet, 

Darin sind 

(19) { 
cn = (un~ sinun~ + ')In COSUn~) [ofvn~ - (Vn~ COSUn~ - <5n sinun~) @linvn~' 

dn = (Un~ COSU,,~ - y" sinun~) @linv,,~ + (Vn~ sinun~ + <5n COSUn~) [of Vn~ 

Funktionen von ~ allein, 'Yahrend 

(20) en = [of Un 'I] cosVn '1]; 

nur von 'I] abhangig sind. Die in (19) vorkommenden Werte 

{ 
.' 2 tr' f2 2 r;:::' 2 y" = sIn U lI \2,.0 v lI - cos Un >;:;>tn Vn , 

<5,,= 2sinu" COSUn @linvn [ofvn = ~sin2un @lin2v,. 
(21) 

sind von ~ und 'I] unabhangig. 
Fiihrt man in Gleichung (18) 

U,,=A lI + BlI und 

als neue Freiwerte ein, so wird daraus schlieBlich 

(22) W,.=K[Un(c"en-d'r.in) + V,.(cnln+dne,,}]. 

Fiir die weitere Berechnung brauchen wir auBerdem die partielle Ableitung nach y. Laut 
Gleichung (16) ist 

(23) (n=1,2,3, ... ). 
n 

In Wn laut (22) sind nur die Werte en und In von y abhangig. Die Differentiation ergibt 

(24) 

worin zur Abkiirzung gesetzt ist 

I den r;:::' tr' f '. g" = ([;J = Un -.;;;tnun'l] COSVn'l] - V" \2,.0 Un'l] sInvn'l], 

hn = ~; = Un [of Un'l] sin vn'l] + v" @lin Un 'I] cosvn '1]. 

(25) 

Zur Ermittlung der Freiwerte U und V miissen wir noch die entsprechenden Werte auf 
dem Rande y = b aufstellen. Mit den Abkiirzungen 

(26) 

worin 

(27) 

{ 
Wn = Cn en - dnCn 

1J'n= cnCn+ dne" 
und 

en = c,. {)n - d ll " .. 

Q,.= cn"n+ dn{) .. , 
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sowie 

(28) { 
{}n= g",v=b= Un @3inun A COSVnA - Vn ~OfUnA sinVnA, 

Xn = hn, u=b = Un ~Ol UnA sin VnA + vn @3inun A cos VnA 
und 

(29) A=~ 
a 

bedeutet, wird schlieBlich 

WI,v=b = ..2) Wn,v-bl = K.2) (Un C/>n + Vn P n) 
n n 

(30) (flWI) = ~ (aWn) = K ~ (U e + V .Q ) 
ay v-b .L..; ay Y=b a .L..; n n n n 

n n 

(n=1,2,3, ... ). 

Die Funktionen C/> n, P", en und .Q,,' sind nur von g 
und A abhangig.In Abb. 4 ist beispielsweise deren Ver
lauf fill n = 1 und b = a (A = 1) dargestellt. 

0 az 

1f{ 

5 

10 

15 

20 

q-t a6 

Abb.4. 
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to 

Zusammenfassend ist also festzustellen: Durch die Reihe (16), worin jedes Reihenglied 
in (22) angeschrieben wurde, ist eine Zusatzlosung bestimmt, welche symmetrisch zur x
und y-Achse verlauft und der homogenen Gleichung Ll Ll W = 0 genugt. Auf den Randern 
x = ± a ist starre Einspannung vorhanden. Die Reihenglieder zur Ermittlung der Durch
biegungen und Neigungen in Richtung der y-Achse auf den Randern y = ± b sind in (30) an
geschrieben. Die Zusatzlosung weist unendlich viele Freiwerte U bzw. V auf. 

4. Die ZusatzlOsung W Il • 

Entsprechend (4) setzen wir jetzt an 

1 
WI! = K (0 fJ ~ sinfJ ~ + D cos fJ n ~of fJ ~ 

oder 
WI! = K (0 fJ cp sinfJ cp + D cos fJ cp) ~of fJ 1J!, 

(31) 

worin zur Abkurzung eingefiihrt wird 

(32) cp = ~ und 

Darin sind 0 und D wieder Freiwerte, fJ ist ein Parameter und Kist eine beliebige Konstante. 
Wir fordern jetzt entsprechend, daB auf den Randern y = ± b (cp = 1) die Randbedin-

gungen W = 0 und ~; = 0 erfullt sind. 

Die weitere Rechnurtg braucht hier nicht durchgefuhrt zu werden. Sie verlauft ebenso, wie 
dies in den Abschnitten 1 bis 3 ausfuhrlich dargestellt wurde; der Parameter fJ wird gleich at. 

Damit ist eine zweite Zusatzlosung gewonnen, die symmetrisch zur x- und y-Achse ver
lauft und die homogene Plattengleichung Ll Ll W = 0 befriedigt. Die starre Einspannung ist 
jetzt langs der Rander y = ± b vorhanden. 

5. Die Ermittlung der Freiwerte. 
Die Zusatzlosung WI weist auf den Randern x = ± a, wIl auf den Randern y = ± b 

starre Einspannung auf. In den Plattenecken wird somit WI und wIl nebst ihren ersten par
tiellen Ableitungen nach x und y gleich Null. Wir mussen also die Grundlosung so auswahlen, 
daB in den Plattenecken die Durchbiegungen sowie die Neigungswinkel in der x- und y-Rich
tung ebenfalls verschwinden. AuBerdem muB Symmetrie zu beiden Achsen vorhanden sein. 

13* 
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Angenommen, Wo sei eine solche Grundlosung. Auf dem Rande y = b sei 

J WO.v=b = K k, 

1 (BWo) - K 1 
By v=b - a ' 

(33) 

worin k und 1 Funktionen von x bzw. ~ allein sind. 
Um nun diese Werte mit der Zusatzlosung WI superponieren zu konnen, entwickeln wir 

diese Werte (33) in eine Reihe. Entsprechend (30) setzen wir an 

(34) jk _!(An~n+BnPn) 
1- 2 (Anen + BnQn) 

n 

(n=I,2,3, ... ). 

Darin haben die Festwerte An und Bn nichts mit den friiher voriibergehend eingefUhrten Frei
werten A und B zu tun. 

Die Uberlagerung von Grund- und Zusatzlosung ergibt dann 

wv - b = WO.v=b + WI.v=b = K L.) [(An + Un) lPn + (Bn + Vn) P n] = 0, 
n 

Diese Gleichungen sollen fUr jeden Wert von x erfiillt sein. Dies ist nur moglich, wenn 
jedes Reihenglied verschwindet; es muBalso sein 

-f 
u·~ __ ~o.~z __ ~a~q __ ~aFb __ ~aF8 __ ~tO 

1/ 
a21------+~--+__---t---_pj'-7 +__---"1 

II 
a¥~--~----~--~--~~---

/' 

/ 1l6f---+---+-V+---+---+----1 

8 ,/ 

Abb.5. 

und 

und 

Die Uberlagerung der Grundlosung Wo mit der Zu
satzlosung wII langs des Randes x = a erfolgt, sofern 
eine zweite Zusatzlosung iiberhaupt erforderlich ist, auf 
entsprechende Weise. 

6. Die Platte mit gleichmafiig verteilter 
voller Belastung. 

Zur Ermittlung der Grundlosung gehen wir aus von 
der bekannten Biegungslinie des beiderseitig eingespann
ten Balkens von der Lange 2a, der gleichmaBig mit p 
belastet ist. Der Abstand x zahlt von Balkenmitte aus. 

Ersetzt man die Balkensteifigkeit EJ durch die Plattensteifigkeit D, so ergibt sich 

(36) p a' [ ( x )2J2 p a' 
Wo = 24D 1 - a . = 24D (I - ~2)2. 

Dieser Ansatz befriedigt, wie man leicht nachpriifen kann, die Plattengleichung (I). Er 
erfiillt ferner samtliche Randbedingungen (2) mit Ausnahme der Bedingung 

W = 0 auf den Randern '!I = ± b . 

Es geniigt also die Uberlagerung der ersten Zusatzlosung WI; die zweite Zusatzlosung wII ist 
nicht erforderlich. 

Die Konstante K wird angesetzt zu 

(37) 
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Dann ist laut Gleichung (33) 

(38) { 
k = (1 - ~2)2, 

1 = O. 

Der Verlauf der Funktion kist in Abb. 5 dargestellt (ausgezogene Kurve). 

7. Die Platte mit einer Einzellast P in Plattenmitte . 
. Ais Grundlosung setzen wir an 1 

(39) [
'X2+ y2 ( X2+ y2 ) ] 

Wo = K . a2 + b2 In a2 + b2 - 1 + 1 , 

worin 

(40) 
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eingefiihrt wird. Dieser Ansatz erfiillt, wie man sich durch Einsetzen uberzeugen moge, die 
Plattengleichung (1), in der jetzt, mit Ausnahme des Lastangriffspunktes, p = 0 zu setzen 
ist. Wie aus der Theorie der Kreisplatten ferner bekannt ist, liefert der logarithmische An
teil in einem konzentrischen Schnitt urn den Plattenmittelpunkt Querkrafte, deren Re
sultierende gleich der angreifenden Einzellast P ist. Wegen des quadratischen ,Auftretens 
von x und y ist Wo symmetrisch zur x- und y-Achse. SchlieBlich ubersieht man leicht, daB 
in den Plattenecken sowohl Wo als auch deren erste partielle Ableitungen nach x und y ver-
schwinden. ' 

AuBerhaib der Plattenecken sind die Randbedingungen (2) nicht erfiillt, weder auf den 
Randern x = ± a noch auf den Randern y = ± b. Wir benotigen also beide Zusatzlosungen WI 

und wII . 

Zwecks Uberlagerung mit der Zusatzlosung WI fwren wir die Abkfuzungen (5) und (29) . 
ein; damit geht (39) uber in 

[ 
;2 + T}2 ( ~2 + T}2 ) ] 

Wo = K 1+).2 In 1+).2 - 1 + 1 , 

woraus sich sofort ergibt 

awo = ~ awo =!.-~L In ~2+ T}2. 
ay a aT} a I +).2 1+).2 

Setzt man darin 1] = A, so erhalt man die entsprechen
den Werte auf dem Plattenrand y = b. Die Funktionen k 
und 1 nach Gleichung (33) betragen also 

1 
~2+).2 (~2+).2 ) 

k = 1 + ).2 In 1+ }.2 - 1 + 1, 

2), ~2+).2 

1= 1+).2Inl+).2. 

(41) 

-47 

-46 

-0,5 

-all-

-43 

-0, 1 

o 
1 

2 

-~ 
.......... 
~ 

"" N 

"'" 1"'-

"" -;;-~ 

42 0/1 46 
-! 

10 

Abb.6. 

Ffu die quadratische Platte (A = 1) ist der Verlauf der Funktionen k und 1 in Abb. 6 
dargestellt. 

Urn die Grundlosung mit der Zusatzlosung wII zu uberlagern, fUhren wir in (39) die Ab
kfuzungen (32) ein. Setzt man ferner 

(42) 

so wird damit 

a 1 
X=-';=T' 

1 Ein ahnlicher Ansatz findet sich bereits bei H. Hencky: TIber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen 
Platten bei gleich:rp.aBig verteilter und bei konzentrierter Belastung S.64. Diss. T. H. Darmstadt 1913. 



198 G. Worch: 

und daraus 
owo _~owo _K ~lnrp2+tp2 
ox - b otp - b 1 + X2 1 + X2 • 

Die entsprechenden Werte auf dem Rande x . a ergeben sich, indem man in diesen Glei
chungen 'IjJ durch X ersetzt. 

8. Zahlenbeispiel. 
Die Rechnung sei fiir eine ringsum eingespannte quadratische Platte (A = 1) mit gleich

miU3ig verteilter Belastung durchgefiihrt. Die Grundlosung fiir diesen Lastfall wurde im Ab
schnitt 6 angeschrieben; als Zusatzlosung kommt nur WI in Betracht. Die Annaherung der 
bekannten Funktionen k und l durch die Reihen (34) erfolgt nach der Methode der kleinsten 
Quadrate1 und liefert eine Gruppe linearer Gleichungen zur Ermittlung der Festwerte A 
und B. Bei Beschrankung auf das erste Reihenglied (WI = W1) treten nur die beiden Fest
werte Al und B1 auf, fiir die sich die heiden Bestimmungsgleichungen ergeben: 

Al (f W~d~ + J e~d~) + Bl (f WI PI d~ + J e1QI d~) = f k WI d~ + fl e1 d~, 

Al (f WI PI d~ + Je1Ql d~) + BI (fPid~ + JQ~d~) = fkPld~ + fl Qld~. 
Die Integrale werden numerisch ermittelt; mit Rticksicht auf die Symmetrie gentigt es, 

die Integration nur tiber die halbe Plattenbreite, d. h. von ~ = ° bis ~ = 1 zu erstrecken. 
Man erhalt so 'die beiden Glei-

.lJ 

0,278'1 paz 

chungen 

197,4 Al + 139,5 Bl = 4,19, 

139,5 A1 + 113,7 BI = 0,81, 

aus denen sich Al = 0,122 und 
BI = - 0,142 ergeben. Daraus 
folgt laut (35) U1 = - 0,122 und 
VI = + 0,142. Die Uberlagerung 
der Grundlosung (36) und der Zu
satzlosung (22) ergibt dann unter 
Beachtung von (37) 

W = ~~ [(1 - ~2)2 - 0,122 

(ci e1 - dIll) + 0,142 (cl/l + dl el)], 

L---=::T----'--"'=~-------::;"c.-?"""--+_"-"!C'-'-='~---J'__'=tX worin die Funktionen ci und dl in 

~----a----~ 

Abb.7. 

(19), el und It in (20) angeschrie
ben sind. 

Auf dem Rande y = a (1] = 1) 
muB wegen der starren Einspan
nungsowohl die Durchbiegung als 
auch .deren erste Ableitungen nach 
x und y verschwinden. Bertick
sichtigt man von der Reihe nur das 

erste Reihenglied, so kann man eine strenge Einhaltung dieser Randbedingungen natiirlich 
nicht erwarten. Als Beispiel sei die Durchbiegung auf dem Rande y = a untersucht. Der erste 
Summand des obigenAusdrucks fiir W war bereits in Abb. 5 aufgetragen (ausgezogene Kurve). 
Die Summe der beiden restlichen Summanden ist in der gleichen Abb. 5 als gestrichelte 
Kurve eingezeichnet. Der Unterschied beider Kurven stellt den auftretenden Fehler dar; 
im Verhaltnis zur absoluten GroBe der einzelnen Summanden ist er nur gering. 

1 Vgl. z. B. C. Runge u. H. Konig: a. a. O. S.189. 
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Sind die Durchbiegungen bestimmt, so lassen sich daraus die Schnittkrafte in bekannter 
Weise ermitteln. Abb. 7 zeigt die Biegungslinien langs der beiden Symmetrieschnitte x = ° 
bzw. y = 0; weiterhin sind die Momentenlinien fiir die gleichen Mittelschnitte sowie fiir die 
Plattenrander x = a bzw. y = a aufgetragen. 

Aus Symmetriegriinden miissen die entsprechenden Werte auf symmetrisch liegenden 
Schnitten iibereinstimmen. So miiBten z. B. die beiden gezeichneten Biegungslinien sich voll
standig zur Deckung bringen lassen. Wie man erkennt, trifft dies nicht genau zu; der Grund 
hierfiir liegt in der bereits erwahnten Ungenauigkeit auf den Randern y = a. 

Von besonderem Interesse ist der Vergleich mit den auf anderen Wegen gewonnenen Er
gebnissen. Die groBte Durchbiegung in Plattenmitte betragt 0,0212. Lewe1 errechnet dafiir 
0,0184, Nadai2 0,0204 und Marcus3 0,0228; samtliche Zahlen sind darin auf den gleichen 

4 

Multiplikator P;; umgerechnet. 

Die Biegungsmomente in Plattenmitte ergeben sich zu M "'. M 11 = 0,0833 P a 2• Fiir die 
gleichen Werte gibt Marcus 0,0721, N adai 0,0888 und Hencky 4 0,092 p a 2 an. SchlieB
lich seien noch die groBten Momente in den Mitten der PlatteIirander verglichen. Die eigene 
Berechnung ergibt den Mittelwert -0,215 pa2, wahrend Marcus -0,189, Hencky -0,205 
und Nadai -0,206 pa2 ermittelt. Bei dem Vergleich dieser Zahlen fiir die Momente darf 

man allerdings nicht iibersehen, daB die Querdehnungszahl f1, = ~ samtlich verschieden 

groB angenommen wurde. Hencky fiihrte f1, zu 3/10 , Nadai zu 1/4 ein; der eigenen Berech
nung liegt f1, = 1/6 zugrunde, wahrend Marcus f1, = ° annahm. 

Zusammenfassend ist festzustellen, daB die Ergebnisse des Zahlenbeispieles sich gut in 
die bekannten Werte anderer Verfasser einordnen. Die aufzuwendende Rechenarbeit diirfte 
wesentlich geringer sein als nach den anderen Verfahren. 

1 Lewe, V.: Pilzdecken S.47. Berlin: W. Ernst & Sohn 1926. 
2 N adai, A.: Elastische Platten S.183. Berlin: Springer 1925. 
3 Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten 

S. 152. Berlin: Springer 1924. 
4 Hencky, H.: a. a. O. S.53. 

(Eingegangen am 30. 1. 42.) 
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