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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Einrichtung unserer bestehenden Fach- und Fortbildungs-
schulen bedingt es, dal einem fiir das praktische Leben so
bedeutungsvollen Unterrichtsgegenstande, wie ihn der Titel dieses
Buches nennt, nur verhiltnismiflig wenig Zeit gewidmet werden
kann und se der Schiiler schlieflich, nachdem er die Schule
verlassen hat, behufs weiterer Verarbeitung des in der Schule
Gehorten zum Selbstunterricht greifen muf.

Dem Schitler bereits in der Schule ein ftir seinen spiteren
Beruf geecignetes, sowie in seiner weiteren praktischen Titig-
keit verwendbares Material zu bieten, ist der Zweck der vor-
liegenden Arbeit.

Zum Verstindnis des in demselben Gebotenen ist die Kenntnis
der nur notwendigsten mathematischen Gesetze vorausgesetzt
und sind, um Schiiler und Leser beziiglich der auszufithrenden
Berechnungen zu unterstiitzen, in direkter Verbindung mit dem
Buche die einfachsten Regeln des allgemeinen Buchstabenrechnens
in elementarer Weise entwiekelt.

Wir hoffen, daB diese Verbindung vielen Lesern willkommen
sein wird, da dieselbe bei dem Durcharbeiten des Textes und der
Beispiele ein Nachschlagen jederzeit gestattet und so die Be-
strebungen des einzelnen, schnell vorwirtszukommen, begtinstigt.

Die in den einzelnen Kapiteln gegebenen Beispiele ent-
sprechen rein praktischen Verhiltnissen and méchten wir, da
sich ein Mangel gerade in dieser Beziehung oft recht fiihlbar
macht, den Herren Lehrern der Mechanik die vorliegende
Arbeit znr Benutzung fiir die Schiiler ihrer Lehranstalten hiermit
empfehlen.

" DaB der Text des Buches in der neuen Orthographie
gesetzt ist, um es fir Schulzwecke geeignet zu machen, mag
hiermit hervorgehoben werden.

Indem wir das Buch der Offentlichkeit tibergeben, richten
wir an die Leser desselben die hofliche Bitte, uns auf etwaige
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Mingel, auf Fehlendes oder wiinschenswerte Erweiterungen ge-
falligst aufmerksam machen und so unser Bestreben, in ge-
nanntem Sinne etwas Brauchbares zu bieten, unterstiitzen zu
wollen. Wir werden diesbeztigliche Fingerzeige stets mit bestem
Danke entgegennehmen.

Berlin, im April 1889. Weickert und Stolle.

Vorwort zur sechsten Auflage:

Die neue Auflage dieses Buches hat eine weitgehende Um-
arbeitung erfahren.

Ans verschiedenen Griinden erschien es daher zweckmiiflig,
das Buch in drei Teilen herauszugeben, deren erster, der vor-
liegende, als vorbereitender Teil die ,Arithmetik und Algebra«,
d. h. das allgemeine Buchstabenrechnen, behandelt.

Der zweite, in Vorbereitung befindliche Teil behandelt
die ,Allgemeine Mechanik®, wihrend der dritte die
»Angewandte Mechanik®, d. i das eigentliche praktische
Maschinenrechnen, umfafit.

Alle drei Teile sind durch die langjihrigen Erfahrungen
der Herausgeber auf dem Gebiete der Lebrpraxis der Neuzeit
entsprechend bearbeitet, namentlich sind zahireiche neue Bei-
spiele, die der Anregung befreundeter Bernfsgenossen ihre Ent-
stebung verdanken, eingeftigt worden.

Durch vielfache Berufsgeschifte aufgehalten, ist es den
Herausgebern leider nicht moglich gewesen, diese neue Auf-
lage frither fertigzustellen; sie hoffen aber, da mit der vor-
liegenden Auflage den alten Freunden des Buches sich zahl-
reiche ncue zugesellen werden, und daf es Schulzwecken zu
dienen noch mehr als bisher geeignet ist.

Berlin, im Mirz 1907. Weickert und Stolle.

Die siebente Auflage erschien im Oktober 1914.



Vorwort zur siebenten Auflage.

Die Einfihrung dieses Buches in hohere Fachschulen
fir Maschinenban und Elektrotechnik hat eine Neu-
bearbeitung desselben notwendig gemacht.

Diese Neubearbeitung ist infolge der erhdhten Anspriiche,
welche nunmehr an den Inhalt des Buches gestellf werden,
mit einer erheblichen Erweiterung des Textes verbunden.

Vielfachen Wiinschen aus Lebrerkreisen entsprechend, ist
dem ersten Teile ein Abschnitt tiber Geometrie angegliedert
worden, wodurch jedoch eine Spaltung des ersten Teiles in
zwei Binde bedingt war. Der erste Band enthdlt den Lehr-
stoff tiber ,, Arithmetik und Algebra“, fir den zweiten ist
zuniichst derjenige tiber ,Planimetrie, Stereometrie und
Trigonometrie“ vorbehalten.

Dem Inhalte des bisherigen ersten Teiles sind in dieser
neuen Auflage ,Quadratische Gleichungen“ und in einem
besonderen Anhange eine kurze Abhandlung tiber ,Dezimal-
briiche“ und die ,Teilbarkeit der Zahlen“ hinzugeftigt worden.

Wir hoffen, hiermit vielen uns in dieser Richtung vor-
getragenen Wiinschen gentigt zu haben.

Allen Herren Kollegen und auch den Freunden dieses
Buches, welche uns mit Anregungen und Ratschligen fiir die
Bearbeitung dieser siebenten Auflage entgegengekommen sind,
sagen wir an dieser Stelle unseren herzlichsten Dank. Fir
weitere Fingerzeige und Hinweise, welche dem Zweck der
Verbesserung dieses Buches dienen, danken wir hiermit im
voravs auf das beste.

Berlin, im Oktober 1914.

Weickert.



Vorwort zur neunten Auflage.

Mit dem Erscheinen dieser Auflage liegen von-dem mathe-
matischen Teile des ganzen Werkes

Praktisches Maschinenrechnen
in Einzelbdnden zur Zeit vor

I. Band: Arithmetik und Algebra.
II. Band: Planimetrie.
III. Band: Trigonometrie.

IV. Band: Stereometrie.

Die dringende Notwendigkeit des Neuerscheinens dieses
vorliegenden I. Bandes hatte zur Folge, dafl die alte Auflage
pur eine Uberarbeitung bzw. Durchsicht erfahren konnte.

Trotzdem war es moglich folgende Abschnitte neu aunf-
zunehmen:

Abgekiirztes Verfahren fiir das Ausziehen
der Quadratwurzel und

Bestimmung des Hauptnenners gewohnlicher
Briiche.

Diese Abschnitte mufBiten zunichst in den ,Anhang“ ver-
wiesen werden; bei der nichsten Neubearbeitung sollen sie an
richtiger Stelle erscheinen.

Auch bei dieser Gelegenheit wiedernm den Herren Fach-
kollegen und Freunden des Buches besten Dank ftir Ratschlige
und Anregungen.

Ganz besonderen Dank dem Herrn Verleger, welcher trotz
Teuerung und Papiernot nichts unversucht liel, um das Er-
scheinen dieses Bandes in der bhekannten, vornehmen Aus-
stattung zu ermdglichen.

Berlin, im November 1920.
A. Weickert.



Inhaltsverzeichnis.

Erster Teil.
I. Band.

Erster Abschnitt: Arithmetik.

Vorwort . . . . . . . . . e e e

I. Vorbegriffe.

Zweck der Arithmetik . . . . . . . .. .. ... ...
Gleichung und Ungleichung . . . . . . .. .. .. ..
Benannte und. unbenannte Zahlen . . . . ... . . ..
Gleichartige und ungleichartige GrofSen. Koeffizient

Der Koeffizient 1 . . . . . . . . ... .. ... ...
Bestimmte und unbestimmte Zahlen . . . . . . . . ..
GroBen-, Rechnungs- und Beziehungszeichen . . . . . .
Vorzeichen. Positive und negative Zahlen . . . . . . .
Algebraische und entgegengesetzte Zahlen . . . . . . .
Die Klammern . . . . . . . . . ...

II. Addition.
Summe . . . . . . .. e e e e
Reihenfolge der Glieder . . . . . . . . . . . ... ..
Regeln fir die Addition . . . . . . . . . ... .. ..
Auflosen der Klammern . . . . . . . . . .. ... ..

III. Subtraktion.
Differenz . . . . . . . ..o oL
Probe auf Richtigkeit . . . . . . . . .. .. ... ..
Verschiedenartigkeit des Subtrahenden . . . . . . . . .
Subtraktion einer Summe . . . . . . . . .. ... ..,

IV. Multiplikation.
Produkt . . . . .. ... .. 000,
Der Multiplikationspunkt . . . . . . . . . ... . ..
Reihenfolge der Faktoren . . . . . . . .. .. .. ..
Multiplikation einfacher Grégen . . . . . . . . . . ..
Begriff der Potenz . . . . . .. ... ...,

1S DU A WD DD e



VI

— VIII —

Seite
EinfluB der Vorzeichen . . . . . . . ... ... ... 21
Der Faktor Null . . . . . . ... ... ... .. 23
Multiplikation einer Summe mit einer Zahl . . . . . . . 24
Maultiplikation zweier Summen . . . . . . . . . . . .. 26
Besondere Fialle . . . . . . .. . ... ... e e e 28
. Division. -
Quotient . . . . . ... oL 30
Probe auf Richtigkeit . . . . . . . . ... ... ... 30
Besondere Fille . . . . . . . . ... ... ... .. 30
Einflu der Vorzeichen . . . . . . . .. . .. .. .. 31
Besondere Fille fiir Dividend und Divisor . . . . . . . 33
Division einer Summe durch eine Zahl . . . . . . . . . 35
Heraunsschreiben des gemeinschaftlichen Faktors . . . . 85
Division einer Summe durch eine andere Summe . . . . 39
Partial-Division . . . . . . . . . .. ... oL, 40
Division eines Produktes . . . . . . ... ... ... 44
Der algebraische Bruch . . . . . . . . . ... .. .. 44
Die algebraische gemischte Zahl . . . . . . . . . . .. 45
Das Rechnen mit algebraischen Briichen
Erweitern. Kiirzen . . . . . . . . . .. .. .. 46
Der Doppelbruch . . . . . . .. ... ... .. 48
Gleichnamigmachen. Hauptnenner*) . . . . . . . 49
Addition und Subtraktion . . . . .. . .. ... 53
Maultiplikation. Division . . . . . . . ... .. 56
Reziproke Werte . . . . . . ... .. ... .. 57
Division von ganzen Zahlén durch Briiche und um-
gekehrt . . . . . .. ..o o000 58
Besondere Werte . . . . . . . . ... ... ... .. 60
Potenzen.
Allgemeines . . . . . . . .. ... ..o, 60
Grundzahl oder Basis. Exponment . . . . . . . .. .. 61
Grundzahl und Exponent . . . . . . ... ... ... 61
Addition und Subtraktion gleichartiger Potenzen . . . . 62
Besondere Fiillle . . . ... .. .. ........ 63

Multiplikation von Potenzen mit gleichen Grundzahlen . 63
Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen . . . . 65
Verwandlung von Potenzen mit negativen Exponenten in

solche mit positiven Exponenten . . . . . . . . . .. 70

Potenzierung einer Potenz . . . . . . . . . .. .. .. 72

” eines Produktes . . . . . . ... . ... 73

" s Quotienten . . . . . . . ... ... 4

” einer Summe oder einer Differenz . . . . . 76
Gerade und ungerade Potenzen positiver und negativer

Zahlen . . . . . . . ..o e e 76

*) Siehe auch 3. 214.



VII. Wurzeln. Seite
A. Allgemeines . . . . . . . ... ... L. . 78
Begriff der Wurzel . . . . . . . ... ... ... 78
Beziehungen zwischen Wurzel und Potenz . . . . . . 80
Die Bruchpotenz . . . . . . . .. ... ... .. 81
Dus Rechnen mit Bruchpotenzen . . . . . . . . .. 83
Addition und Subtraktion gleichartiger Wurzeln . . . 85
Besondere Félle . . . . . ... . ... ...... 86
Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Exponenten 86
Radizierung eines Produktes . . . . .. ... ... 88
Division von Wurzeln mit gleichen Exponenten . . . 92
Radizierung eines Quotienten . . . . . . . . . . .. 94

» einer Potenz . . . . . .. .. .. ... 97
Potenzierung einer Wurzel . . . . . . . . . . ... 93
Radizierung B e e e e e e e e 100
Wiederholtes Radizieren derselben Zahl . . . . . . . 102
Gleichnamigmachen von Wurzeln . . . . . . . . .. 103

Multiplikation und Divison ungleichnamiger Wurzeln . 106
Fortschaffen der Wurzeln aus dem Nenner eines Bruches 108
Gerade und ungerade Wurzeln aus positiven und
negativen Zahlen . . . . . ... ... .. ... 112
Umwandlung beliebiger Zahlen in gleichwertige Wurzeln 113

B. Ausziehen der Quadrat- und Kubikwurzel.

Allgemeines . . . . . .. ... o0 114
Stellenzahl und Einteilung . . . . . . . . . . . .. 115
Ausziehen der Quadratwurzel.*)
Grundlage des Verfahrens . . . . . . . ... ... 116
Quadratwurzel aus ganzen Zahlen . . . . . . . . .. 117
» » Dezimalbriichen . . . . . . . .. 119
Ausziehen der Kubikwurzel.
Grundlage des Verfahrens . . . . . . .. ... .. 122
Kubikwurzel aus ganzen Zahlen . . . . . . . . .. 123
» » Dezimalbriichen . . . . . . . . .. 126
Quadrat- und Kubikwurzeln aus Brichen . . . . . . 128

Zweiter Abschnitt: Algebra.
VIII. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Allgemeines . . . . . . . ... .. e e e e e 130
Regeln Gber das Umformen der Gleichungen . . . . . . 131
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von
Gleichungen . . . . . . .. ... e e e e e e e 133
Grundform und Losung der Gleichung ersten Grades mit
einer Unbekannten . . . . .. ... . ..... 135

*) Siehe auch S. 210



— X -

Seite
Das Ordnen der Gleichungen und das Rechnen mit
Gleichungen . . . . . . . ... Lo 136
Gleichungen, welche Wurzeln enthalten . . . . . . .. 144
 Eingekleidete Gleichungen . . . . . . . . . . . .. .. 149
Das Umformen von Gleichungen aus der Praxis des
Rechmens . . . . . . . . . . .. .. ... ... 158

IX. Gleichungen zweiten Grades mit einer Unbekannten . . 169
A. Rein quadratische Gleichungen . . . . . . . . . .. 170
B. Gemischt quadratisché Gleichungen . . . . . . . .. 176

Grundform und Lésung . . . . . . . . . ... L. 176

Weitere Formen der Losung . . . . . . . . . ... 177

Beziehungen zwischen der geordneten, quudratischen
Gleichung und ibren Loésungen . . . . . . . . .. 184

X. Verhiltnisse und Proportionen.

Verhdltnisse . . . . . . . . ..o 185
Gleiche Verhdltnisse . . . . . . . . . .. .. .. .. 186
Verhiltnisgleichung. Proportion . . . . . . . . . . .. 187
Arithmetische Proportionen . . . . . . .. . . ... .. 188
Geometrische w e e e e e e e e e . . 189
Umformung einer Proportion . . . . . . . .. .. .. 191
Unmstellen der Glieder einer Proportion . . . . . . .. 193
Summen und Differenzen der Glieder einer Proportion . 194
Stetige Proportionen. Mittlere Proportionale . . . . . . 195
Fortlaufende Proportionen . . . . . . . . . . . .. .. 196
Multiplikation und Division von Proportionen . . . . . 198
Vierte Proportionale . . . . . . . . .. . ... ... 199
Anhang.

XI. Dezimalbriiche . . . . . . . . ... ..o 201
Addition und Subtraktion . . . . . . ... ... .. .. 202
Multiplikation . . . . . . . .. ..o 203
Division . . - - - - . . .0 o0 L. 204
Umrechnung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche und

umgekehrt . . . . . .. L0000 206

XII. Teilbarkeit der Zahlen . . . . . . . .. ... . ... 208
XIII. Abgekiirztes Verfahren fiir das Ausziehen der Quadrat-

warzel . . . . . oo oo e e e e e 210

XIV. Bestimmung des Hauptoenpers gewohnlicher Briiche . . 214

Was ist richtig, was ist falsch?l
Vgl. Seite: 34, 44, 48, 62, 71, 77, 114, 117, 123.

Yon Anfingern gerngemachte Fehler!
Vgl. Seite: 19, 34, 44, 48, 61, 62, 216.



Erster Abschnitt.

Arithmetik.

I. Vorbegriffe.

1. Zweck der Arithmetik. Alles, was man vermehren
oder vermindern kann, heiit Grofe. Man nennt die Lehre,
welche sich mit den GroBen beschiftigt, Gro0enlehre oder
Mathematik.

Einen besonderen Teil der Mathematik bildet die all-
gemeine Arithmetik, welche das Buchstabenrechnen und die
Algebra, d. i. die Lehre von den Gleichungen, umfafit. Mit
Hilfe der hier geltenden Gesetze werden unter Zubilfe-
nahme einfacher Groflenbezeichnungen die Beziehungen, welche
zwischen gegebenen Grifen stattfinden, auf das genaueste
bestimmt.

2. Gleichung und Ungleichung. Eine beliebige Grifie x
kann einer anderen beliebigen Grofe y entweder gleich oder
ungleich sein.

Ist die Grofe x gleich der Grife y, so schreibt man:

x=y (x gleich y)
und nennt die Verbindung der beiden gleichen Griofien x und
y durch das Gleichheitszeichen eine Gleichung*) Jede der
Grofen x und y heiit eine Seite der Gleichung.
Ist die GriBe x der Grile y nicht gleich, so schreibt man:

x>y (x gréBer als y), oder
x<y (x kleiner als y)

und nennt diese Verbindung der beiden Gréfen x und y durch
das Ungleichheitszeichen eine Ungleichung, jede der Grifen x

*) In Zahlen wiirde man schreiben:
8 = 8 (8 gleich 8).
12 > 8 (12 groBer als 8).
8 <7 12 (8 kleiner als 12).

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; 1. Teil, I. Band. 1
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und y eine Seite der Ungleichung und die Zeichen > oder
< Ungleichheitszeichen.*)
Zu beachten ist hierbei, daBl die Spitze des Ungleich-
heitszeichens stets der kleineren GrioBe zugekehrt sein muf.
Ist nicht genau festgestellt, welche der beiden Grofien die
griflere ist, so schreibt man:

xéy (x ungleich y).

In einer Gleichung bzw. Ungleichung kommen demnach
die Beziehungen, welche zwei oder mehrere Griofen zueinander
haben konnen, zum Ausdruck,

3. Benannte und unbenannte Zahlen. Eine Vergleichung
beliebiger Grioflen miteinander wird erst moglich, wenn Anzahl
und Art derselben bekannt sind. Die Anzabl wird durch eine
Zahlengrofe, die Art durch eine nihere Bezeichnung oder Be-
nennung bestimmt. Eine Zahl mit dazugeschriebener Be-
nennung des Gegenstandes heilit eine benannte Zahl. So
sind 15 M, 10 Pfg, 9 kg, 3 m, X dm, y km . .. . benannte
Zahlen. '

Eine Zahl ohne hinzugeftigte Benennung heifit eine un-

benannte Zahl. Die Zahlen 8, 7, 0,5, g, X, y....sind un-

benannte Zahlen.

Sollen demnach Grofien genau bestimmt werden, so muf
man sie als das Vielfache einer Einheit angeben.

4. Gleichartige und ungleichartige GroBen. Koeffizient.
Grollen, welche ein und dieselbe Einheit enthalten, werden
gleichartige Grofien genannt:

6 M und 5 M; 7 kg und 2 kg; 4 Pig und 10 Pig; 3 em
und 15 cm sind gleichartige Grofen.

Bei dem Buchstabenrechnen, bei welchem die Grofien stets
durch Buchstaben bezeichbnet werden, unterscheidet man eben-
falls gleichartige und ungleichartige Grolen.

Buchstabengrofien sind gleichartig, wenn sie genau
denselben Buchstaben oder dieselbe Buchstaben-Verbindung
enthalten; sie. sind ungleichartig, wenn die einzelnen Buch-
staben oder die Buchstabenverbindungen verschieden sind. So
sind z. B. die Grofien

3aund 7a; 2m und 8 m; 5x und 9 x gleichartig; ebenso

2xy, 5xy, 0,75 xy, gxy und (a4 b) xy,

*) In Zahlen wiirde man schreiben:
8 = 8 (8 gleich 8§).
12 > 8 (12 groBer als 8).
8 < 12 (8 kleiner als 12,
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denn in der letzten Zeile ist die allen Ausdriicken gemeinsame
Buchstabenverbindung = x y.
Die folgenden Grofen:

5a, 8y, 10be, 5mnp, n (x—y), 0,3 (d—e)

sind ungleichartig, da in denselben keinerlei Wiederholung
einer Buchstaben erbindung enthalten ist.

Die vor den Buchstaben stehende Zahl, also die-
jenige Zahl, welche angibt, wie oft eine Buchstabengrofie oder
Buchstabenverbindung genommen werden soll, heift Koeffizient.
Statt Koeffizient sagt man auch: Vorzahl

In den Zahlenausdriicken 4 a, 6 b, 3xy, 7abe,0,8mnop,

g(a—}-b——c) sind die Koeffizienten der Reihe nach: 4, 6, 3,

7, 0,8, 3-2;

Wihrend also bei den gleichartigen Buchstaben-
verbindungen die Buchstaben durchaus gleich sein miissen,
konnen die zugehorigen Koeffizienten verschieden sein.

5. Der Koeffizient 1. Besitzt eine Buchstabengrofie keinen
Koeffizienten, so hat man stets die Zahl 1 — Eins — als
solchen anzunehmen.

Der Koeffizient 1 wird jedoch nicht immer geschrieben;
man setzt statt 1.x kurz nur: x

h i
” l-abe » ” abca
X X
”" 1; » ” §)
” I(X+Y) ” » X+Y~

Es ist deshalb bei dem spiteren Rechnen nie zu ver-
gessen, daf eine ohne Koeffizienten erscheinende Buchstaben-
grofle stets den Koeffizienten 1 vor sich hat.

6. Zihlen. Natiirliche Zahlen. Geht man von der Zahl
1 auws und fiigt man zu dieser eine weitere 1 hinzn, zu der
so erhaltenen Zahl wiederum eine 1 und so weiter fort,
8o nennt man diesen Vorgang ,zihlen“. Die hierbei ent-
stehenden Zahlen 1, 2, 3, 4, 5..... sind di. natiirlichen
Zahlen.

Diese Art des Zihlens bezeichnet man im besonderen als
Yorwirtsziahlen. Geht man von einer groBeren Zahl aus
und nimmt man von dieser zundchst eine 1, von der so ent-
stehenden Zahl wiederum eine 1 weg usw., so nennt man das
Ruckwirtszihlen. Das Vorwirtszihlen kann man beliebig
weit fortsetzen; das Rickwartsziihlen ist nach unten hin be-
grenzt. Man erhiilt bei letzterem schlieBlich die Zahl 1;
nimmt man hiervon noch eine 1 fort, so entsteht die Zahl

1*
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Null. Die Reihe der natiirlichen Zahlen ist demnach nach
oben hin unbegrenzt; die untere Grenze wird von der Null
gebildet,

Eine Zahl gibt an, wie oft die Einheit — 1 — gesetzt
werden soll.

Demnach besteht z. B. die Zahl T aus sieben, die Zahi
50 aus fiinfzig, und sinngemiB eine Zahl a aus a Ein-
heiten usw. ‘

Es ist daher jede beliebige Zahl als ein Vielfaches der
Eins aufzufassen.

1. Bestimmte und unbestimmté Zahlen. Man unter-
schieidet weiter bestimmte und unbestimmte Zahlen.

Eine Zahl heift bestimmt, wenn die Anzahl ihrer Ein-
heiten zweifelsfrei festgestellt ist; bestimmie Zahlen werden
stets mit Ziffern bezeichnet.

Eine Zahl heit unbestimmt, wenn die Anzahl ihrer
Einheiten nicht genau festgestellt ist; unbestimmte Zahlen
werden stets mit Buchstaben bezeichnet.

Fir das Rechnen mit Buchstaben, im besonderen fiir das
technische Rechnen, benutzt man allgemein die Zeichen
des lateinischen und griechischen Alphabets.*)

1, 8, 15, 102, 1009 . . . . sind bestimmte Zahlen,
a,h,nm, x,y,e,6..... » unbestimmte ,

Der Unterschied zwischen einer durch Ziffern bezeichneten,
bestimmten Zahl und einer dureh einen Buchstaben bezeichneten,
unbestimmten Zahl ist mithin der, dal bei der ersteren die
Anzahl der Einheiten bekannt, bei der letzteren jedoch un-
bekannt ist.

Ein und dieselbe Buchstanengrifie kann daher den ver-
schiedensten natiirlichen Zahlenwerten entsprechen; eine mit
dem Buchstaben x bezeichnete Zahlengrofie kann dem Wert
5 oder 27 oder 0,25 oder { usw. entsprechen.

Trotz dieser Vieldeutigkeit einer Buchstabengriffie muf}
aber dieselhe bei Durchfilbrung einer einmal angefangenen
Rechnung stets ein und dieselbe Bedeutung bzw. ein und
denselben Wert als Zahlengrofie behalten.

8. Yorteile des Buchstabexrechnens. Vorstehend wurde
der Vorgang des Zahlens erklirt. Bildet man aus zwei be-
liebigen natiirlichen Zahlen eine neue dritte, so nennt man
das ,Rechnen®. Je nach der Art und Weise, wie aus zwei
gegebenen Zahlen eine dritte entsteht, unterscheidet man ver-
schiedene Rechnungsarten. Diese Rechnungsarten werden
wieder nach ganz bestimmten Gesetzen durchgefiihrt, die

*) Griechisches Alphabet siche Anhang I. Teil, II. und IIT. Band
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man als ,Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-
vision“ usw. besonders kennzeichnet. Mit bestimmten Zahlen
konnen sidmtliche Rechnungsarten ohne weiteres durchgefiihrt
werden, mit unbestimmten Zahlen kann man sie meistens nur
andeuten bzw. bis zu einem Punkte fiihren, von welchem ab
die unbestimmten Zahlen durch bestimmte ersetzt werden
niissen, um zu einem gewollten Ergebnis zu gelangen.

. Die aus zwei durch Buchstaben bezeichneten Zahlen ge
blldete neue Zahl erscheint im allgememen nicht als ein neuer
Buchstabe, sondern als ein Zahlenwert, in welchem die ge-
gebenen Buchstaben in einer der Rechnungsart entsprechenden
Weise zusammengesetzt und durch bestimmte Rechnungs-
zeichen, die sich beim Buchstabenrechnen herausgebildet
haben, miteinander verbunden sind.

Trotzdem bietet das Buchstabenrechnen den Vor-
teil, dall eine Ubersichtlichkeit des gegenseitigen Zu-
sammenhanges der verschiedenen Groflen erreicht
wird, wie sie das Rechnen mit bestimmten Zahlen nie
zu bieten geeignet ist. Auch treten die Regeln, nach
denen gewisse Rechnungsarten ausgeftihrt werden
miissen, fibersichtlicher und klarer hervor; umstind-
liche und wortreiche Erkldarungen bestimmter Gesetze
werden tiberfliissig.

9. GroBenzeichen, Rechuungszeichen und Beziehungs-
zeichen. Nach dem vorstehenden sind zum Rechnen mit be-
stimmten und unbestimmten Zahlen Gréfien-, Rechnungs-
und Beziehungszeichen erforderlich.

Als GroBlenzeichen fir Zahlen und Zahlenwerte benutzt
man Ziffern und Buchstaben.

Als Rechnungszeichen gelten:

=} das Zeichen der Addition; bedeutet: plus oder mehr.
-— - » Subtraktion;bedeutet: minusoder weniger.
” ” » Multiplikation; einfacher Punkt, bedeutet:
mal oder mulfipliziert mit.

Division; Doppelpunkt oder Bruchstrich,

oder» » n phedeutet: dividiert durch.

Als Beziehungszeichen gelten:
= das Gleichheitszeichen und
§ das Ungleichheitszeichen.

Jede geordnete Zusammenstellung von GrofBen-, Rechnungs-
und Beziehungszeichen nennt man eine Formel;: _)ede Formel
ist der Ausdruck eines mathematischen Gesetzeﬂ
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- 10. Vorzeichen. Positive und negative Zahlen, Das
Additionszeichen (-4~) und das Subtraktionszeichen (—) finden
auch noch Verwendung als Vorzeichen, um eine besondere
Eigenschaft der Zahlen zam Ausdruck zu bringen.
Man unterscheidet positive und negative Zahlen.
Positive Zahlen sind solche, welchen das Pluszeichen

(4) vorgesetzt ist:
2 3a axy
"[" 7 +§) +0a957 + a, + 4 +_n—.'

Negative Zahlen sind solche, vor welchen das Minus-

zeichen (—) steht:
7 6 n
—9>_§7 — 86, —x, ""*zza _'aTy

Zahlen, welche kein Vorzeichen besitzen, gelten stets
als positive Zahlen. Steht eine positive Zahl allein oder
zu Anfang eines Zahlenausdruckes, so 146t man das
Pluszeichen vor derselben weg.

So schreibt man statt: - 7 nur: 7,
L] _IT' a ” a,
» —+5b » Ob,
w +a-4+b , a-+b,
y +X—y » X—Y.

Umgekehrt mu man sich aber, namentlich bei dem nach-
folgend beschriebenen Auflosen der Klammern,*) immer daran
erinnern, dafl eine ohne Vorzeichen erscheinende Zahl
nur das Plus-Zeichen vor sich baben kann. Es ist also:

7ab nur <=Tab und niemals — 7ab,
3xy. » ==3Xxy ., » —3xy.

Das Minuszeichen darf jedoch in keinem Falle weg-
gelassen werden.

— 7ab ist und bleibt stets ==Tab,
-—3Xy » ” ” ” —3Xy-

11. Algebraische und entgegengesetzte Zahlen. Posi-
tive und negative Zahlen bezeichnet man gemeinschaftlich als
algebraische Zahlen; auch werden sie entgegengesetzte
Zahlen genannt.*¥)

% Vgl. 8. 11, Ziffer 18,

*+) Dieser Gegensatz a8t sich in vielfacher Form zum Ausdruck
bringen. Nimmt man z. B. Vermdgen als positiv (+) an, so muf der
Gegensatz: Schulden, also das, was vom Vermdgen abgezogen werden
muB, um die Schulden zu bezahlen, als negativ (—) gelten.

Bezeichnet man eine Drehbewegung (Kurbelbewegung), welche
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Eine Zahl wird entgegengesetzt genommen, indem
man ihr das entgegengesetzte Vorzeichen gibt.

Der entgegengesetzte Wert von +3 ist—38.

” ” » ” "l"a' » — 4.

” ” 7 ” —[5)x ” +5X

” B) 5 9 : "'—“c‘ ” +

» ” ” ” a—b n a+b-
” » ” » —x+y » X—y.

12. Absolute Zahlen. Zahlen ohne Vorzeichen und
ohne Benennung bezeichnet maa als absolute Zahlen. Man
sagt auch:

Unter dem absoluten Wert einer Zahl versteht man die

Anzahl ihrer Einheiten, ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens
der Zahl

13. Die Klammern. Soll die engere Zusammengehorig-
keit mehrerer Grofien, oder sollen bestimmte Rechnungsvorginge
zum besonderen Ausdruck gebracht werden, so wendet man die
Klammern an.

Man unterscheidet 3 Arten von Klammern:

{ ...} die geschweifte Klammer,
[...] die eckige oder Strich-Klammer und
(...) die runde oder Bogen-Klammer.

Bei gleichzeitiger Anwendung mehrerer dieser Klammern
ist es allgemein tiblich die Anordnung so zu treffen, dafl die
geschweifte Klammer zunichst die Strich-Klammer,
diese wieder die Bogen-Klammer umfafit.*)

a+b—(a—b); m— (@4 p)+ (r—9)
7x—[4y— By + 52z)— 3x]+ 8y.
x—{a—[bt(c—d)—(e+ D +g}

im Sinne des Uhrzeigers erfolgt, als (4), so muf die entgegengesetzte
Drehbewegung (Linksdrehung) als (—) gelten.

*) Jede andere Anordnung ist ebenfalls zulissiz. Uber die Be-
deutung der Klammern fiir das praktische Rechnen vgl, 8, 11, Ziffer 18.
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14. Summe. Die Addition algebraischer Zahlen 140t sich
darstellen durch die Gleichung:

5+9-+4+11=2),

at+b+n=x,

Die Grofien 5, 9 und 11 bzw. a, b und n lieilen Sum-
manden, Addenden oder Glieder, die Grofie 25 bzw. x
heiit Summe.

Allgemein sagt man, eine Summe besteht aus Gliedern.
In den vorstehenden beiden Gleichungen haben die Summen
links vom Gleichheitszeichen je 8 Glieder. Das zweite Glied
der ersten Summe heifit: -9, das erste Glied der zweiten
Summe heifit: -+ a. Jedes Glied ist mit seinem Vor-
zeichen zu nennen.

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nnr angedeutete, aber
nicht ausgeftthrte Addition, z. B.

3
7412; a-x; 5an-T7bgz —313(-—}—;91—1;,
nennt man ebenfalls eine Summe.

In jeder Summe werden die einzelnen Glieder durch die
freien Vorzeichen getrennt. Freie Vorzeichen sind solche,
die nicht in einer Klammer, oder nicht iiber bzw. unter einem
Bruchstriche stehén; es gelten mithin als Glieder trennende
Vorzeichen nur die, welche vor einer Klammer oder vor
einem Bruchstriche stehen. So heilt in der Summe

2a—[—7xy-|—(a—-.b+c)'+8xz+a—:l|]_—}—)+7
das erste Glied : | 2a,

in Buchstaben:

s dritte , : -+ (a—Db-+¢),
y vierte , : - 8xz und
y linfte , : - E%P-

15. Reihenfolge der Glieder. Bei der Addition be-
liebig vieler Zahlen ist es gleichgiiltig, in welcher Reihentolge
man die einzelnen Zablen addiert, denn es ist
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Ebenso ist ftir Buchstaben:

a+b+c=atc+b=

b4+atec=b+c4a=

¢-+a-+4b=1c-4 b a Beachte:
a+b=>b-+a.

Zahlenausdriicke wie die vorstehenden, in welchen séimt-
liche Glieder nur positive Vorzeichen besitzen, nennt man
kurzweg Summen.

Besitzen die Glieder einer Summe positive und negative
Vorzeichen, so nennt man die Summe eine algebraische
Summe.

Nach vollendeter Rechnung ordnet man die Buchstaben
oder Buchstabenverbindungen stets nach der Reihenfolge des
Alphabetes. So setzt man an Stelle von

’ x+a4+ec—d—b-4e-—z
den nach dem Alphabet geordneten gleichen Wert:
a—b+4c—d+4et+x—y;
an Stelle von

3a—9xy -+ 12a¢-—2xz -} 7abe schreibt man:
3a- 7abe -+ 12a¢c — 9xy — 2xuz.

16. Regeln fiir die Addition. Die bei der Addition
algebraischer Zahlenwerte zu beachtenden Regeln sind folgende:

A. Die Glieder der Summen sind gleichartig.¥)

a) Haben alle Glieder gleiche Vorzeichen, d. h. sind
sie simtlich positiv oder negativ, so addicrt man ihre
Koeffizienten, filgt der erhaltenen Summe die gleichartige Buch-
stabengrofie oder Buchstabenverbindung einmal unverindert
hinzu und gibt der Summe das allen Gliedern gememsame
Vorzeichen.

Beispiele:
—}—5—}-7—}—2—{—3-——1—17—17**)
+2x—i—6x—|—5x—(+2—}—6-,—5)x—-|—13x—13x
—9—6—3—12
___5yz_-3yz——8yz——-—16yz.

dkk
L et
¢ ¢

—6(a+b)—12(a+b)=——18(a+b);

*) Vgl. 8.2, Ziffer 4.
**) » ”» 6) » 10'

***)_% - 1.%; vgl. S. 8, Ziffer 5.
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b) Haben die Glieder verschiedene Vorzeichen, so addiert
man zuniichst alle Glieder mit positiven, dann alle Glieder mit
negativen Vorzeichen fiir sich, zieht die kleinere Summe
von der grofferen ab und gibt dem Reste das Vorzeichen
der groferen Summe.

Beispiele:
+5—-847—2+4+4—6=+416—11=-+5=5.
58 — 7X - 9x — 3x +4x =+ 18x — 10X = 4 8x = 8x.
— 10y 4-2y — 16y 4 8y + 9y = — 26y - 14y = — 12y.
3abc—8abe--12abc—abe+2abe=17abec—9abe==8abe.
SE—y)—TE—y)+10 x—y)—38(x—y)=
=1Ex—y)—10(x—y)=5x—7y)

B. Die Glieder der Summen sind ungleichartig.

Die Addition ungleichartiger Groflen kann man nur an-
deuten:

Ungleichartige GroBen werden addiert, indem man
dieselben mif ihren Vorzeichen in eine Reihe neben-
einander stellt.

Sollen die ungleichartigen Grofen

+a, —7b, 4 3ed, — 12mn, —9xyz
addiert. werden, so schreibt man kurz:
a—7b+43ed—12mn — 9xyz

17. Besondere Form der Addition. Sind sebr viele
Grofen zu addieren, so dafi deren Aufstellung in wagerechten
Reihen zn untibersichtlich wird, dann verfiahrt man wohl aunch
so, dal man vorhandene gleichartige GroBen mit ihren
Vorzeichen senkrecht untereinander stellt und addiert.
Sollen die Grofen

15a — 3b 4 4¢ — 8d 46+ 11x — 5a -+ 13y 4 8b — 16¢
~+9z - 14d 4 17 4 2y — 9y + 8z — 23 + 16a—Th —
— 15x 4-d :

addiert werden, so schreibt man:

15a—8b 4 4c— 8d-+11x+ 18y 92+ 6
— 5a+48b—16c+ 14d —15x 4 2y 4 8z -+ 17
-+16a — 7b + d — 9y — 23
268 —2b —12¢+ 7d— 4x+ 6y -+ 172 .
Aufgaben:*)
1. ; 2b+4-b; 6 .
2, gj-}f;;?;jé: 5b j——% +X9—1,>riu‘b+8b.

*) Die einzelnen Aufgaben sind innerhalb jeder Zeile durch ein
Semikolon (;) getrennt. Im allgemeinen schlieBt jede Zeile mit einer
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38.a42b{4a+b-4-5b+6a.

4. 27Tm+13n+416p+12n49p 4 6m; —8n — Tn—15n—30n.

5, —3x—8z—56x—9z—18x—10z; 16x413x —8x — 12x.

6. 22x } 8y — 14x —6y 4 9x — 8y -+ 20y.

7. 9+4+5a—38xy—~Tb—1248a —20xy -+ 22b —x 12,

8. 752 — 55b — 28d — 25g + 21a + 43b 4 87d — 25¢.

9. 1256x 4315y — 218z + 93z — 213y -+ 307z — 55x 4 8y — 396z
+4- 83y — 374x 4 192y | 186z

10. 3ac— 12ab — 9ab 4-Tac | 22ab.

11, —3mn-}5pq + 23x— 16pq + 2xy - 6x — Txy + 12ab -+

+20mn — 18pq -+ 32xy — x.
12. 4,6z — 0,92y 4 3,08y + 0,6z — 1,15x -+ 3,75x.
13. 0,75ab — 3,52 4 2,8bc — 7,8ab 4 9,2a — 3,6be.
14. 12,355mnp 4 20,475abc — 6,705 mnp 4- 3,965abe.
15. 4,23 x + 42,3y 0,423z — 423x — 4230y — 0,0423z.

18. Auflosen der Klammern. Enthilt eine Summe
Glieder, die in Klammern eingeschlossen sind, und sollen die
Rechnungen ausgefiihrt werden, welche die ver den Klammern
stehenden Vorzeichen andeuten, so milssen simtliche Klammern
entfernt, d. h. aufgelost werden. Die durch dieses Rechnungs-
verfahren entstehenden Zahlenausdriicke enthalten alsdann keine
Klammern mebhr.

Allgemein beginnt man mit dem Auflésen der inneren
Klammern, also, eine Anordnung der Klammern nach Ziffer 13,
S. 7) vorausgesetzt, mit dem Auflosen der Bogenklammern;
es folgt das Auflosen der Strich-Klammer, endlich das der
geschweiften Klammer. Bei dem Auflésen von Klammern,
gleichgtiltiz welcher Art, sind folgende Regeln zu beachten:

a) Steht ein Pluszeichen vor der Klammer, so
bleiben unter Weglassung dieses Pluszeichens und der
Klammer die Vorzeichen der Grofien in der Klammer
unveréindert.

b) Steht ein Minuszeichen vor der Klammer, so
erhalten unter Weglassung dieses Minuszeichens und
der Klammer die Grofilen in der Klammer entgegen-
gesetzte Vorzeichen.

1. Beispiel. a-}+(8b— 5¢).
Da ein Pluszeichen vor der Klammer stebt,
g0 bleibt dieses mit der Klammer einfach fort.
Das erste Glied in der Klammer: 3b hat nach
S. 6, Ziffer 10) stillschweigend ein Plus-
zeichen vor sich, welches nunmehr nach dem
Auflosen der Klammer zu schreiben ist.
Damit ergibt sich:
a-+3b—5ec.

Aufgabe. Greift eine Aufgabe auf die niichste Zeile iiber, so ist der
Text nach rechts eingeriickt.
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2. Beispiel*) 7x— (3a--2b) 4 (4z—7y).
Vor der ersten Klammer stebt ein Minus-
zeichen, mithin sind die Vorzeichen der
Grofien in der Klammer umzukehren: aus
- 3a wird —3a, aus — 2b wird 4 2b.
Die zweite Klammer, vor welcher ein Plus-
zeichen steht, ist wie in Beispiel 1) zu
behandeln. Damit ergibt sich:
7x—3a-2b-4z—T7y.
Alphabetisch geordnet:
—3a+42b+47x— Ty + 4z
3. Beispiel. —3n-—(—5y~+9)— (6x— 2a).
Bogenklammern aufgelst:
—3n+ 5y — 9 — 6x -+ 2a, oder:
—9+42a—3n—6x+ 5y.
. Beispiel. 7x — [4y — @y + 5z) — (5y — 32)).
Bogenklammern aufgelost:
7x — [4y — 3y — 5z — 5y -} 3z}
Strichklammer aufgelost:
7x—4y 4- 3y - 5z -}~ 5y — 3z, oder:
7x— 4y -+ 38y -+ 5y 4 5z — 3z
. Beispiel. =~ —[—(—a+6b)+4 (— 3m - 4n)]
Bogenklammern aufgelost:
—[a—6b— 3m - 4]
Strichklammer aufgelost:
—a-+6b—43m—4n.

6. Beispiel.  {a—[b -4 (e—d) — (e )4 g}.
Bogenklammern aufgelost:
fa—Tb+e—d—e—1+g)
Strichklammer aufgelost:
{fa—b—c+d+4e+f4g}.
Nun ist die geschweifte Klammer aufzulésen.
Da vor derselben kein Vorzeichen steht, so
ist ein Pluszeichen vor derselben anzu-
nehmen; mithin:
a—b—c+d+e4f+g
7. Beispiel. 5a—{3b—[(8a — 12b) | 16a] — 9b}.
Vor der Bogenklammer steht, da ein be-
sonderes Vorzeichen nicht angegeben ist,
ein Pluszeichen, mithin:

o

Al

*) Aus diesem und den folgenden Beispielen geht hervor, daB
das erste Glied ohne Vorzeichen in jeder Klammer so zu behandeln
ist, als ob ein Pluszeichen vor demselben stinde.
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5a— {3b—[8a—12b 4 16a] —9b} =

5a—{3b— 8a-12b— 16a — 9b} =

5a— 3b-}- 8a—12b-}16a 4 9b =
=29a—6b.

8. Beispiel. 23x—{[(18y —2x)—(142z-}-18y)}-22z]}
93x—{[ 18y —2x — 142—13y +222]}
23x—{ 18y—2x — 14z2—13y 422z |
23x— 18y+2x -+ 14z-413y —22z

=25x— 5y — 8.

Aus den vorstehenden Beispielen ist ersichtlich, daff Klam-
mern jeder Art, vor denen ein Pluszeichen steht, ohne
weiteres weggelassen werden konnen. Klammern, vor
denen ein Vorzeichen nicht steht, sind so zu behandeln, als
ob ein Pluszeichen vor ihnen stinde.

I

[t

Das Vorzeichen vor einer Klammer hat nur Einflu8 auf
die GroBen in dieser Klammer, niemals jedoch auf Grolen,
welche noch hinter dieser Klammer erscheinen.

Aufgaben:

1. 5y 4-(2a+7b); 9a+(12a—8b); 26m — (16n —4m -}- 3x).

2. 32a4-38b—(5a-+17b); a4+ b—(2a—3b)—(—13a-2b).

.(a+b—c¢c)—(@—b+c); Bx—5+3Bx—7—9x—11)
mtfa—@—x)+b); §—[x+(=a4n)—(=3+x)

m—[@—b)—(c—n)); a—(b—c)—[c—({b—a)]

(2a—38b)+(—4b—3a)—(6a—4b)— (—5b—2a)

4811—{15m—[19p—|—(22n+24m—l5p)+18m],—'34n}.

. 07— [(8a —5b)—(6b—a)]+ (6¢c—0,8) —[(12a — 8¢c) 4 2,4].

x—{y+E—F—z—uw)—[x—y—@—uj.

. 4Tx—[4y —Bx+5y) —(9y — 6x)] —[8x —(3x+4y)+

4+ Gx—2y)—(Tx—4y)] :

. 8a—[14b -+ 16¢ — (18b 4 24a — 30¢) — 14a] -} 26b — 2c.

. 8a—14b-}16¢c —[18b 4 24a — (30c — 14a) | 26b — 2c].

. 8a—14b - [16c — (18b 4 24a — 30¢) — 142} 26b] — 2c.

. 8a—{l4b+16c—[18b+24a—(30c—-l4a)]+26b-—2c}.

. 8a—{14b 4 16c — [18b {242 — (80¢c — 14a) 4 26b — 2¢]}.

. 8a—|14b - 16¢c — (18b {-24a) — (30c — 14a - 26b) — 2¢c).

. 8a-[l4b+16c — (18b 4 24a) — (30c — 14a) 4 26b] — 2c.

—
So®amTRw
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III. Subtraktion.

19. Differenz. Die Subtraktion algebraischer Zahlen 140t
sich darstellen durch die Gleichung:
25 —10=15,
in Buchstaben:
: n—p=x.

Die Grofie 25 oder n, von welcher subtrabiert wird, heift
Minuend, die Griofe 10 oder p, welche subtrahiert wird,
heiBt Subtrahend, und die Grofe 19 oder x heilit Differenz
oder Rest.

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber
nicht ausgefiihrte Subtraktion, z. B.

X m
8—6; m-—n; 9a—7b; ;__n—’*)
nennt man ebenfalls eine Differenz.

20. Subtraktion gleichartiger GroBen. Gleichartige
Grofen werden subtrahiert, indem man die Koeffizienten
subtrahiert und zu dem so erhaltenen Reste die gleichartige
Buchstabengréfie oder Buchstabenverbindung einmal unver-
indert hinzultigt. '

Beispiele: 15 —9=6; 6m—3m=(6—3)m=3m.
20xy — 9xy — 11 xy; 72%—67925%’.
17 (@ —b)— 3 (a — b) = 14 (a — b).

21. Probe auf Richtigkeit. Jede Subtraktion ist
richtig ausgefithrt, wenn sich bei der Addition des
Restes zum Subtrahenden der Minuend ergibt.#*)

Beispiele:

Ist 12— 7 =25, so muf 5+ 7 =12 sein.

y a—b=¢ , 4 cf+b=a ”

s 10x—6x=9x, so muf 9x46x=15x sein.
» 22ab—3ab.=19ab, , , 19ab-| 3ab=22ab , .

22. Verschiedenartigkeit des Subtrahenden. Bei der
Subtraktion gleichartiger Groflen sind 3 Fille moglich: Der
Subtrahend kann kleiner, gleich oder griofier als der
Minuend sein, z. B.:

12—T; 12--12; 12—15.

*) Eine Differenz kann als eine zweigliedrige Summe mit einem
negativen Gliede aufgefaft werden.

**) Kurz: Rest plus Subtrahend = Minuend.
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a) Ist der Subtrahend kleiner als' der Minuend, so kann
die Subtraktion ohne weiteres ausgefiihrt werden; man erhilt
in diesem Falle als Rest eine positive Zahl.

Beispiele:
12— 7=>5; 12ab-—3ab=29ab.

35§_18§:17§—; 7(m 4 1) — 5 (m +n) = 2 (m +-n).

b) Ist der Subtrahend gleich dem Minuend, so erhilt man
als Rest den Wert ,,Null. Man sagt alsdann, die beiden
Zahlen heben sich gegenseitig auf :

Beispiele: 12 —12=0; 14xy —14xy=0.
20 (x -y +12) — 20 (x -y +2) =0.
Die ,,Null“ ist daher als die Differenz zweier
gleich groBen Zahlen aufzufassen.

¢) Ist der Subtrahend griBer als der Minuend, so kann
die Subtraktion nur so weit ausgeftihrt werden, wie die Anzahl
der Einheiten des Minuenden hierzn ausreicht.

Geht man von der Differenz 12 —15 aus, so heilit das nach
dem Vorstehenden, es sollen 15 Einheiten von 12 Einheiten
weggenommen werden. Von 12 Einheiten lassen sich aber nur
12 Einheiten wegnehmen; es bleiben demnach von dem Sub-
trahenden 15 noch 3 Einheiten tibrig, welche erst von etwa
in derselben Rechnung neu erscheinenden, positiven Ein-
heiten weggenommen werden konnen.

Zu einem Ergebnis dieser Rechnung kommt man auf
folgende Weise:

Setzt man an Stelle der Zahl 1) die gleich grofle Summe
(12 -+ 3), so kann man schreiben:

12 — 15 =12 — (12 4 3).

Lost man die Klammer nach dem Minuszeichen auf, .so
folgt:*)

12 —15=12 — 12 — 3.

Da aber nach Vorstehendem 12 -— 12=0 ist, so bleibt
als Ergebnis der Differenz 12 — 15 die Zahl — 3 iibrig; es
ist also:

12—15=—3.
Hieraus ergibt sich:

Zieht man eine grofiere Zahl von einer kleineren
ab, so entsteht eine negative Zahl.*)

%) Vgl. 8. 11, Ziffer 18b.
*) I (1}
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Als Regel fur das Rechnen folgt: Man subtrahiere die
kleinere Zahl von der groferen und gebe dem Rest das Vor-
zeichen der grifleren Zahl. »

Beispiele:
8—14=—06; 3x—T7x=—14x
12abx —20abx — —8abx; 4292 — 51,
a a a

36 (1 - g) — 40 (i 4 g) = — 4 (I + g).
Die Reihe der negativen Zahlen ist die folgende:
—0, —1, —2, —3, —4, —5........ ...

Bringt man diese Reihe in Verbindung mit derjenigen der
positiven Zahlen; so erhidlt man die neue Reihe:
..... 451 448424140—=0—1~—2—-3—4—5.....oder
..... L5 +44+3424140—-1—-2—-3—4—5.. ..

War bereits unter b) die Entstehung der ,Null“ klar-
gelegt, so kann man hier hinzuftigen:

Die ,,Null® bildet die Grenze zwischen den posi-
tiven und negativen Zahlen.

23. Subtraktion ungleichartiger GriéBen. Die Sub-
traktion ungleichartiger Gréofien kann man nur andeuten,
indem man zwischen den Minuenden und den Subtrahenden
das Minuszeichen (—) setzt.

Soll z. B, 16xy von 25ab subtrahiert werden, so schreibt
man: 25ab — (4 16 xy).

Lost man die Klammer auf, so erhilt man:

25ab == 16xy.
Ist der Zallenwert 16xy negativ, so ergibt sich ent-

sprechend:
25ab — (— 16xy).

Lost man auch hier die Klammer auf, so folgt:
25ab =}= 16 xy.

Damit ergibt sich als Regel:

Ungleichartige Groflen werden subtrahiert, indem
man den Subtrahenden mit entgegengesetztem Vor-
zeichen rechts neben den Minuenden stellf.

24. Subtraktion einer Summe. Soll eine Summe von
einer Zahl oder einer anderen Summe subtrahiert werden, so
muB die zu subtrahierende Summe stets in Klammern gesetzt
werden.
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Beispiele: x — y subtrahiert von a gibt:¥)
a—@—y)=a—x+v.
b -}~ ¢ — d subtrahiert von a gibt:¥¥)
a—(b+c—d)=a—b—c+4d
6abc + 9xy — 3 n subtrahiert von 12abe—7xy gibt:
12abec—7xy — (6abe-}-9xy —3n)=
12abe—7xy—6abe—9xy-43n=
6abe—16xy -+ 3n.

Aus den vorstehenden Beispielen ist ersichtlich, daf zur
Ausfiihrang der angedeuteten Subtraktion nur die Klammern
aufzulosen sind, Damit ergibt sich als Regel:

Eine Summe wird von einer Zahl oder einer anderen
Summe subtrahiert, indem man jeden einzelnen Sum-
manden subtrahiert.

Beispiele: a-+b—(c—d-4+e)=a-fb—c4d—e.
n—m—x+y—z)=n—m-+|x—y-z

25. Besondere Form der Subtraktion. Praktisch ver-
fahrt man auch vielfach so, dall man die beiden Summen, nach
gleichartigen Grofen geordnet, untereinander schreibt, den
Gliedern der Subtrahenden-Summe entgegengesetzte Vorzeichen
gibt, und dann addiert.

1. Beispiel. Minuend: 12 —13a — 8x 3a
Subtrahend: — 7 4+ 82  —17x —2b
Vorzeichen entgegengesetzt: -+ — -+ -+
Rest oder Differenz: 19 — 164 9x 3a+42bh.
2. Beigpiel Minuend: 15—16a-}15b+20x — y
Subtrahend: 124 8a—30b— 9x43y
Vorzeichen entgegengesetzt: — — -+ + —
Rest: 83—24a445b429x —4y.
3. Beispiel. Minuend: . 5a—7b4+8c—6d-te
Subtrahend: 4a—9b-+48c—8d +2f—x
Vorzeichen entgegengesetzt: e e — 4
Rest: a+4+2b , —3d4-e—2f+4x.

4. Beispiel. —14b43c¢—27d+4 3—5g-+8x—"Ty
7a4+ 3b—5c— 8d—12+7g+48x
-+ 4+ 4+ = -

—7a—17b+8c—19d4+15—12g , —7Ty.

*) Vgl. 8. 11, Ziffer 18b.
**) n ” 6’ ” 10'
Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I Teil, I. Band. 2
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Aufgaben:
%. 5a—-(ial; 20x—(31b—7x; 19)b—-12—b—7.
. a— a—(—b); a+b—(a—D>b); 16 —(z-}5).
8. n—l—(n-|—1), x—1—(Q1+4x); x-}y— (x(———';))
4, 5m—4n— (6n+ 3m); 14—5b—-(18—8b)
5. 2ab—3bc—(—12ab—|—30xy—|—20bc)
6. 85m-+437n— (13m — 14n) — (9m — 8h).
7. —4xyz+43xy—(16yz+420xyz—12xy4-3xz).
8. 72a—-36nx+80gh—54nx+32nx-—90gh—|—369.
9. — a—(b+c)—x]—[m+(—a—x)——-(b—c)——x]

10. a—( —¢)—[c— (b—a)].

11. 2x—8z4[6y— (4x-|—3z)]— X —y—12z).

12. 638—45u-+421v—09w— 085-&-52u-{—65v+32w)
18. —05abc+}03cd—62ab—(0,4cd453abe)

IV. Multiplikation.

26. Produkt. Die Multiplikation algebraischer Zahlen
148t sich darstellen durch die Gleichung:
' 3.15=45,
in Buchstaben:
b.n=x.

Die Grofe 3 oder b, welche zu multiplizieren ist, heilit
Multiplikand, die GroBe 15 oder n, mit welcher multlp]mert
werden soll, heiBt Multiplikator, und die Grofe 45 oder x
heifit Produkt.

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber
nicht ausgefithrte Multiplikation, z. B. ,

7-6; a-b-¢; 7-a:-x-y-z; 12.(m--n),
nennt man ebenfalls ein Produkt.

Die Multiplikation 148t sich auf die Addition zurtickfiihren
fiir den Fall, daB eine Summe aus nur genau gleichen Addenden
besteht. Geht man von der Summe: 6 +646+6+46+46
aus, so schreibt man der Kirze halber den hier immer wieder-
kehrenden Addenden 6 nur einmal, und vor denselben, getrennt
durch den Multiplikationspunk, die bestimmte Zahl, welche
angibt, wie oft der Addend in der Summe vorkommt., Man
schreibt also:

6+6+646+46-+6=06-6.
at+atatatata=6-a

Ebenso ist umgekehrt:
6:5=5-+54+5-+5-45-}5 und entsprechend:
5.x=x-+x+x+4+x4x
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Es ist demnach die Multiplikation die abgekiirzte
Schreibweise ftir die Addition gleicher Addenden.

Multiplikand und Multiplikator nennt man Faktoren, wenn
mehr als 2 Grofen miteinander multipliziert werden sollen.
So sind in den Produkten:

3.7.5.16-120 und a-c:n-m-z
die durch die Multiplikationspunkte getrennten Grdfen ,Fak-
toren“. |
21. Der Multiplikationspunkt. Das Multiplikationszeichen,
der einfache Punkt, wird im allgemeinen zwischen un-
bestimmten Zahlen, also zwischen Buchstaben oder Buch-
stabenverbindungen, weggelassen; man schreibt

statt: a-b, kurz: ab und
. (a4+b)-c, , (atDbe
Dagegen mull der Punkt stets zwischen bestimmten
Zahlen stehen, um Verwechselungen zu vermeiden; es muf
also geschrieben werden: '

6 + 7 und nicht nur 6 7!

Sind bestimmte Zahlen und Buchstaben miteinander zu
multiplizieren, so pflegt man den Multiplikationspunkt ebenfalls
fortzalassen. So schreibi man:

statt 9-x kurz 9 x; statt 12.a-b.¢ kurz 12 abe.

Erscheinen die Faktoren nur als BuchstabengroBen,
so stelle man sie stets alphabetisch geordnet neben-
einander.

28. Reihenfolge der Faktoren. Die Reihenfolge, in
welcher Zahlen miteinander multipliziert werden, ist ganz
willkiirlich: : :

6-3—=3-6=18; a-b=Db"- a.

Sind, wie vorstehend, nur zwei Faktoren vorhanden, so
ist ein falsches Ergebnis, aufler bei einem Multiplikationsfehler,
nicht gat moglich. Bei mehr als zwei Faktoren ist jedoch auf
folgendes zu achten: Sind z. B. die Zahlen 2, 3 and 5 mit-
einander zu multiplizieren, so ist zunichst die 2 mit der 3,
und die hierbei erbaltene Zahl 6 alsdann mit der 5 zn multi-
plizieren, d. h.

2:-3-5=6-5=30.

Ein bei Anfingern immer wiederkehrender Fehler ist der,
daf erst dic 2 mit der 5, alsdann noch die 3 mit der 5 multi-
pliziert wird und schlieflich beide Ergebnisse addiert werden.
Die Rechnung stellt sich mit diesem Febler wie folgt:

2.8-5=2-543-5=10-+415=25.
Das ist natiirlich grundfalsch!
2‘



Nur die fortlaufende Multlpllkatlon eines Faktors
mit dem folgenden, anderen liefert ein richtiges Er-
gebnis:

2:5:7-9=10-7-9=170"+9 = 630.

Diese Rechnung l:iBt sich aber, da nach vorstehendem die
Reibenfolge der Faktoren willkiirlich ist, auch noch folgender-
maflen ausfihren:

2.5:7-9=2-9.7.5=18-7-5 = 126.5 = 630;
=5-7 9-2=35-9~2=315-2=630;
=056:9-2.7=145-2.7= 90-7 ==630;
=17:2.5.9=14.5-9= 70-9 =630 usw.

In Buchstaben erbilt man entsprechend:

a-b.ccd=abed=bacd=cabd=dabe=
—acdb=bdca=cdba=deba usw.

29. Multiplikation einfacher GroBen. Sind die Faktoren
einfache Groflen, so multipliziere man zunichst ihre Koetfi-
zienten und fiige dem erhaltenen Produkte die vorhandenen
Buchstaben, ohne einen einzigen wegzulassen, alphabetisch
geordnet, hinzu.

Beispiele:
6 x multipliziert mit 3y gibt 6x-3y =6-3.x-y = 18xy.
9ab " s 3ac , 9ab-3ac=9.3-ab.ac—

=27aabe.
17mn - 5x=85mnx; 3af- 5xz-2abg=30aabigxz.
2abe-3ac-4be- 5ac=120aaabbecccec.

Es ist hier beztiglich der Behandlung der Buchstaben sehr
wohl auf den Unterschied zwischen Addition und Multiplikation
za achten. Wiihrend bei der Addition jeder Buchstabe im Er-
gebnis der Rechnung nur einmal erscheint, ist bei der Multi-
plikation jeder Buckstabe so oft zu wiederholen, wie er in den
Faktorén der Aufgabe vorkommt. -

30. Begriff der Potenz. Die letzten drei Beispiele in
Ziffer 29) zeigen, dafl sich in den Produkten ein und dieselbe
Zahl mehrere Male als Faktor befindet, also mehrere Male mit
sich selbst multipliziert werden soll.

So erscheint z. B. in dem Produkte aaabbeccc die
Zahl a dreimal, die Zahl b zweimal und die Zahl ¢ viermal
als Faktor.

Der Kirze und besseren Ubersicht wegen bringt man die
wiederholte Multiplikation einer Zahl mit sich selbst dadurch
zam Ausdruck, dafl man die Zahl pnur einmal schreibt und
sie rechts oben mit einer anderen, gewdhnlich etwas kleiner
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geschriebenen Zahl versieht, welche angibt, wie oft die erste
Zahl mit sich selbst zu multiplizieren, also als Faktor zu
setzen ist.
Soll demnach a fiinfmal als Faktor gesetzt werden, so
schreibt man
nicht: a-a-a-a.a, sondern kurz: a®

Man nennt diese Schreibart eine Potenz. Ferner schreibt man

fir: 5-5-5 die Potenz: H3,
., 8:3:3.m-n , " 3%.n? und
y B-8-X XX » a®-x® usw.

_ Jede Potenz ist demnach die abgektrzte Schreib-
weise fiir ein Produkt, welches aus nur gleichen Fak-
toren bestéht.*)

Umgekehrt bedeutet nattirlich:

a* soviel wie a-a-a-.a.
xy%z® w XyYyZzL.
(a-l—b)2 o om (a+b) (a+b).
E—=y)? » & @E=0-E—=Y)-E—Y)
Die zweite Potenz einer Zahl nennt man deren Quadrat;
die dritte Potenz heifit Kubus.

31. EinfluB der Vorzeichen. Wihrend beim biirgerlichen
Rechnen die Vorzeichen der zu multiplizierenden Zahlen un-
beriicksichtigt bleiben, ist deren Einfluf auf das Ergebnis der
Multiplikation algebraischer Zahlen ganz besonders zu beachten.

Gebht man von der Multiplikation der beiden Zahlen 3 und
H aus, so sind mit Riicksicht auf die Vorzeichen vier Fille

moglich: _
D (4-8)-(+5)="7?

1) Die Aufgabe: (4 3)-(+ 5) kann nach der Erklirung
in Ziffer 26, Seite 18), nach welcher die Multiplikation anf die
Addition gleichet Addenten zurtickzufithren ist, dahin aufgefafit
werden, dafl der Faktor (4 5) dreimal positiv, also
dreimal als Addend genommen werden soll. Das ergibt:

H3) )=+ 5+ (9 + (495
Lost man auf der rechten Seite dieser Gleichung die
Klammern anf, so erhilt man:**)

*) Wie aus dem Addieren das Multiplizieren folgt, wenn die
Addenden genau gleich sind, S. 18, Ziffer 26), so folgt hier bei
genau gleichen Faktoren aus " dem Multlpllzxeren das Potenzieren.

**) Vgl. 8. 11, Ziffer 18a.
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(43)-(+5) =+545+5, d i
+3)- (49 =+ 15.
2) Die Aufgabe: (- 3) - (— 5) kann dahin anfgefalt werden,
daf der Faktor (— 5) dreimal positiv, also dreimal als
Addend genommen werden soll. Mithin:

+3)- (=8 =4+ (=5 +(—5+ (—5)

Lost man rechtseitigz die Klammern auf, so ergibt sich:
+3)(—=8)=—5—5—5, d i:
+3) (=5 =—15.

3) Dem Vorstehenden entsprechend ist die Aufgabe:

(— 8)- (-+ 5) dahin anfzufassen, dab der Faktor (4 5) drei-

mal negativ, also dreimal als Subtrahend .genommen
werden soll. Das ergibt:

=3 HF)=—H—(+5— (5.
®\uf der rechten Seite die Klammern aufgelost:
(—3)-(+5)=—5—5—5,d i:
(—38)-(45)-=—15.

4) Im gleichen Sinne ist in der Aufgabe (— 3).(—5) der
Faktor (— 5) dreimal negativ, also dreimal als Sub-
trahend zu nehmen. Das ergibt:

(—3)+ (— 8) = — (— 5) — (— ) — (— 5).

Nach dem Auflosen der Klammern auf der rechten Seite

der Gleichung erhilt man: *
(—38)-(—5)=+45+5-45, d i:
(—8)-(—3)=-+15.

~ Auf das Buchstabenrechnen angewandt, ergibt sich sinn-

gemiB:
(+ a)- (- b) = + ab.
(+2)- (—b)=—ab.
(—a): (- b)=—ab.
(— a)+ (— b) = - ab. _
In tibersichtlicher Zusammenstellung und nur auf die Vor-
zeichen bezogen erhilt man alsdann:

o= - =}== <}; in Worten: plus mal plus gibt plus,

do = -, ” plus , minas , minus,
o o ” minus ,, .plus , minus,
- ==, . minus ,, minus , plus

Hieraus lassen sich folgende Regeln ableiten:

a) Das Produkt zweier Faktoren mit gleichen Vor-
zeichen ist positiv.
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b) Das Produkt zweier Faktoren mit ungleichen
Vorzeichen ist negativ.

Auf eine groBere Anzahl von Faktoren angewandt, erfahren
diese Regeln die nachstehende Erweiterung:

¢) Das Produkt beliebig vieler positiver Faktoren
ist positiv, )

d) Das Produkt einer geraden Anzahl negativer
Faktoren ist positiv.

(—5):(—5)+(—5)- (— 5) = 625.

(—%)- (=0 (=) (=D (— D) (=T TTxx3
= X

e) Das Produkt einer ungeraden Anzahl negativer
Faktoren ist negativ. ‘
(— 6) - (— 6) - (— 6) =—216.
(—a) - (— a)-(—a)-(-—a)-(—a)=-—a-a-a-a-a=—a"’.

Beispiele:
(+ 80)- (+ 7)=+-210; (+ 25)-(— 6)=—150.
(—08)+ (- 15) = — 12 (— 15)- (— 12) = - 180.
(+8)- (- b) =+ ab; (— 6x)-(—8y) =+ 48xy.
(4 8ab)- (4- 9ab) = |- 27aabb = - 27a’b".
(— ab) . (—ac) = -+ aabe = 4-a’be.
(— 5a)-20be = — 100abe; 7a-(—10mn) == — 70amn.
(— xy) (— xy) (— xy) (— xy) = + XxXXyyyy = + x'y*
(—a)(—a)(—a)=—aaa=—al _
(— 1'x) (— ay) (— nxy) (— ay) (— anx) = — a®n®x%y*,
(— a) (4 b) (— o) (+ ) (— &) (— ) = + abodet.
(—x) (- b) (— y) (1) (—2) = — bnxyz.

82. Der Faktor Null. Multipliziert man eine Zahl oder
einen Zahlenausdruck mit Null, so ist auch das Produkt
= Null.

Beispiele:
5.0=0; a.0=20; 6abx-0=0.

Der Wert eines Produktes, in dem ein Faktor = Null
ist, ist ebenfalls — Null.

'3-9125-n-(a+b)-0.§_—_0!

Ist ein Produkt = Null, so kann jeder der Faktoren, aus
welchen das Produkt entstanden ist, = Naull sein.
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33. Multiplikation einer Summe mit einer Zahl. Ist
ein Faktor ein mehrgliedriger Zahlenausdruck — Summe,
Differenz — der andere aber eine einfache Zahl, so muf
ersterer stets in Klammern gesetzt werden.

Soll die Summe x 4 y — z mit a multipliziert werden, so
ist zu schreiben:

a-(x+y—z), oder (x+y—1z)-a.
Entsprechend schreibt man:
x-(9a+411b+3¢); (4xy 4 3xz—7)-6ab.

0,5-(2m — 8pq +-8); (a+ 2b— 3x)- g.

Der einfache Zahlenfaktor kann demnach sowohl vor als
anch hinter der Summe stehen.

a) Multiplikation mit einer positiven Zahl

Soll die Summe (a-+b-}c¢) mit der Zahl (4 d) mul-
tipliziert werden, so multipliziert man zunichst die einzelnen
Glieder mit dieser Zahl und addiert die so erhaltenen Produkte:

@4 b40)-(+ ) = (+ ) (+ O+ ) (+ D) (+0)-(+ .

Nach dem tiber den EinfluB der Vorzeichen in Ziffer 31,
S. 21) Gesagten erhilt man alsdann:

@+b+) (+d=-+a-d+(+b )+ (+ec-d).
Lost man rechtseitig die Klammern auf, so folgt:

(a+b-+ec)d=ad-}bd4 ed?
Hieraus ergibt sich als Regel:

Eine Summe wird mit einer positiven Zahl maltipliziert,
indem man die einzelnen Glieder der Summe, unter Bei-
behaltung ihrer Vorzeichen, mit dieser Zahl multipliziert
und die so erbhaltenen Produkte addiert**).

Beispiele:

1) a—b—0)-d=(+2) () +(—b)- (+-&) +(—0)- (+3),
=—4a-d+(—b-d)F(—e-d), d i:
=ad —bd—ecd

2) (5a+3b—3c)-4d=2>5a-4d | 8b.4d — 3e-4d, d. i:

=20ad 4 12bd — 12cd.

*) Vgl 8. 19, Ziffer 27.

*+) Da die bei diesen Multiplikationen erhaltenen Produkte hiufig
ungleichartige GrioSen sein werden, so beachte man das iiber Addition
ung Subtraktion derselben in Ziffer 16 und 23) Gesagte.

Vorhandene gleichartige Gréfien werden stets zusammengefalt.
Den Multiplikationspunkt zwischen Klammern 146t man im all-
gemeinen weg.
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Ist die Summe, wie im letzten Beispiel, eine
algebraische Summe*), und besitzen Multiplikand
und Multiplikator Koeffizienten, so ist bei der Multi-
plikation folgende Reihenfolge einzuhalten:

Erst berticksichtigt man das Ergebnis der zn
multiplizierenden Vorzeichen, dann multipliziert man
die Koeffizienten und zuletzt die Buchstaben bzw.
Buchstabenverbindungen.

3) 8x-(3ab — 4bec + 5c¢d) = 24abx——32bex+400dx
4) 2ab4-3n.(7x —4y — 52)="?
“Bei diesem Beispiel ist zunichst die Summe

(7x—4y—52) mit 3n zu multiplizieren und als-
dann das Ergebnis zn 2ab zu addieren:

2ab-3n.(7x — 4y + 5z) = 2ab 4 (21nx—12ny-}- 15nz).
=2ab -4 2lnx—12ny - 15nz.

5) 16x+5(@x — 7y 4 z) = 15x + 10x — 35y -} 5z
Fafit man auf der rechten Seite gleichartige
Grofen zusammen, so folgt:
15x+5(2x— 7y +2) = 25x — 35y + 5z
6) 2nx — 2ny 4+ n(8x — 5y + 7z)=
= 2nx — 2ny + 3nx — 5ny -} Tnz.
= 5nx — 7"ny -} 7nz.

7) 2xy -~ yz+n(b—c—|—x)=2xy yz-+4bn—en+4nx.
“=bn+4cn+4nx+4-2xy —yz
b) Multiplikation mit einer negativen Zahl
Ist die Summe (a 4 b 4 ¢) mit der Zahl (— d) zu mul-
tiplizieren, so erhidlf man entsprechend dem unter a) Ge-
sagten:

(at+b+-e)-(—d)= (+a) (—-d)+(+b) (—d)+(+0) (—d)y
d+(=b-d)+4(—c-d), ¢

a@a+b4e)-(—d) = —ad——bd—cd
Hieraus ergibt sich als Regel:

Eine Summe wird mit einer negativen Zahl multipliziert,
indem man die einzelnen Glieder der Summe, unter Um-
kehrung ibrer Vorzeichen, mit dieser Zahl multipliziert
und die so erhaltenen Produkte addiert.*¥)

*) Vgl 8. 9, Ziffer 15.

**) Umkehren der Vorzeichen heiBt, dieselben in die entgegen-
gesetzten verwandeln. Vgl. S. 7, Ziffer 11.
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Beispiele:
1) (a—b—e)(—d)=(+a) (— )+ (—b)-(—d)+
+ (—0):(—d).
=—ad - (hb- O+ (o,

= —ad~+}bd-+}cd
2).(5a+43b—38c¢): (—4d)=—>ba- 4d——3b -4d - 3c-4d.
= —20ad — 12bd 4 12cd.
3) —8x (3ab—4be--5cd)=—24abx{ 32bex—40cdx.
4) 15x —5@2x— 7y +12z)=15x — 10x 4 85y — 5z.
=5x 4 35y — bz
5) 30a—4.(2a}8b)45.(8a—12b)=7? ‘
Das zweite und dritte Glied dieser Aufgabe be-
dingen die Multiplikation einer Summe mit einer
Zahl. Dieselbe ist nach den Regeln unter a) und b)
auszufiihren:
30a—4-(2a-}+8b)45-(83a—12bh) =
30a —8a —32b - 15a — 60b = 37a — 92b.
6) 12x —3-[— 58y +4-(2x—9y) 4 16x] — 28y =?
Zunéchst ist die Bogenklammer auszamultiplizieren:
12x — 3.[— 5y + 8x — 36y |- 16x] — 28y.
Nun ist die Strichklammer auszumultiplizieren:
12x - 15y —24x 4 108y — 48x — 28y = — 60x -} 95y.

7) 3ab— 5a[b—4b(2a—|—c)—bc]—[2ab+4a(2b——c)
8ac] =
3ab—5a[b—8ab-—4bc—bc]—[2ab+8ab—4ac—
. — 8acj=
8ab — 5ab 4 40a®b 4 20abe 4 5abec —2ab—8ab |

-+ 4ac-4 8ac=
40a%b — 12ab | 25abe - 12ac.

34. Multiplikation zweier Summen. Eine Summe wird
mit einer anderen Summe multipliziert, indem man, unter Be-
riicksichtigung der Vorzeichen, jedes Glied der einen
Summe mit jedem Gliede der anderen Summe multipliziert und
die so erhaltenen Produkte addiert.

In diesem Falle sind beide Summen in Klam-
mern zu setzen.

Soll eine Summe (a4 b -} c) mit einer anderen Summe
(@ + e) multipliziert werden, so multipliziert man zunichst
(a<+b - c¢) mit (4 d) und weiter (a 4- b --¢) mit ({-e).

Die Ergebnisse dieser beiden Multiplikationen sind alsdann
zn addieren. Damit wird:

(a+b-4c¢) (4 d)=ad 4 bd - cd und ebenso:
(a-+b-4c)-(+ e)=ae-{-be4ce
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Addiert man die rechten Seiten der letzten beiden Glei-
chungen, so erhilt man:

(a+b+e)- (d+e)-—ad+bd+cd+(ae+be+ce),d i:
ad 4 bd 4 c¢d-{| ae-4befce.

Beispiele:

1) @+b+e)-(d—e)="?
Hier multipliziert man zuniichst (a 4 b -} ¢) mit
(4 d) und alsdann (a 4-b - c) mit (—e); das Er-
gebnis der zweiten Multiplikation ist von demjenigen
der ersten abzuziehen. Mithin:
(a+b-4o)- (d—e)—ad+bd+cd—(ae—|—-be—|—ce),d i
ad-}-bd4-ed—ae—be—ce.
2) (a—b—c¢)-(d—e)=ad —bd—ed —(ae—be—ce),d.i.:
=ad—bd—cd—ae-|be-}ce.

3) (2x — 3y + 5z)-(4a —2b) =
= 8ax — 12ay -}- 20az — 4bx -} 6by — 10bz.

4) (6ab—8bec)-(2xy — 3yz)=
=12abxy — 16bexy — 18abyz 4 24beyz

5) 2x —4y+462)-(7Tx —2y)=
= 14x®— 28xy | 42xz — 4xy | 8y?— 12yz.
= 14x? — 32xy -+ 42xz — 12yz 4 8y2
6) (83a+ 5b—2¢) (—3x-44yz+1) = —9ax— 15bx+
+ 6ex+ 12ayz-}-20byz—8eyz}3a4-5b—2e¢
7 (7a—2b-—-9) (3a—11b)=
=21a’ —63b——27a—77ab—}—22b’—{—99b
—2la%— 83ab — 27a + 22b? 4 99b.
8 (@t+btoatb—o=
a’+4 ab-}ac-}+ab-}-b?4be—ac—be—c?
—a“‘—’;—zab—l--b“‘—c2

9 (@a+4b)x—y)—(@—>b) (x4 y)=?
Diese Aufgabe ist gewissermafen in zwei Teile
zu zerlegen. Zunichst ist das Produkt (a-}b) (x—y)
zu bestimmen; von diesem ist alsdann das Produkt
(a—Db) (x+'y) zu subtrahieren. Letzteres ist da-
her in Klammern zu setzen!
(@a+b)E—y)—@—b) x4y =
=3aX -4 bx—ay—by—(ax —bx 4 ay—by).
Klammer aufgelost:
=ax-}bx—ay—by—ax-+4 bx—ay-} by.
Gleichartige Grofen zusammengefaft:
=—2ay -} 2bx.
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- 10) (2a4b)-(a—3b).(4a—5b)="?

Hier sind drei Summen miteinander zu multi-
plizieren. Man multipliziert zuniichst die beiden ersten
Summen und das sich hierbei ergebende Produkt
alsdann mit der dritten Summe.

(2a-+b)-(a—38b)=2a%2-} ab— 6ab—3b%=
= 2a%2—5ab—3b2

Das Produkt 2a% — 5ab — 3b? nunmehr mit der
dritten Summe (4a — 5b) multipliziert, ergibt:

(2a®’—5ab—3b?).(42a—5b) =
= 8a%®—20a’b — 12ab%— 10a’ -} 25ab? - 15b3
=8a®—30a’b 4+ 13ab 24 15b3.

Aufgaben:
T(a4b—c); 12(83x+4y—52+48n); a(x—y)
5x(3a4-8b—6¢c); 16abx(183mn — 20pq - 9gh).
(20a—|-—2b-3g)(-3lxyz), (16m + 3z — 4adg) (— 4dgh).
S5x—7(y+2); 12a—6(a—2b+ 3¢+ x).
—{—3b—7(2a—b)-—9(5b—-4a)
3a(4a-|5b)—6b(7a—9b); —3a.(4a —5b)46b(— 7a4-9Db).
(x—y) (¢4 d); (92— 3b) (5n+Tm)

(a+D)(e+4d); (a-Db)(c—d).

(a—b)(c+d); (@a—b)(c—d).
. (2a-3b) (4a—5b); (9x—T7y) 2y — 3x).
AL Gty —D@—yfo GHy-9@-y-a
x—y—2)(y—Xx—2); (x—y—2) 1y —x+2.
(4ab+9ac+l2bc)(2ab—|—3ac—6bc)
(9ac —2ad4-5bec — bd) (9ac 4 2ad —5be 4 bd).
(28— 7b) (9a — 5b) — (6a — 4b) (2a - 11b).
¥16. (4a—3b) (524 6b) — (224 3b) (6a — 4b) — (a — b) (2a —b).
(32— 4b) (6a -+ 5b) — (a — 3b) (5a - 6b) — (22 — b) (a — b).
4x—2y) (8x —62) (7x4-8); (x+1)(x+2) (x4 3).
-19. [(a-i—b)—}-(x—i- Y)] [(a—+Db) — (x +y)).

2a —4,3b) (5,4a — 2,4b); (—612x—|—133y)(—83c+912d)

(04m—35n+47u-55t)(13m+24n—32u+ 31).
: (a+b—c)(a-l—b)-i-(b—a-’rC)(b+<=)-|-(a—b+c)(a+°)
E—y+)Ex—-)—F—x4+)@F—-)—E+y—1) (x—y)

35. Besondere Fille bei der Multiplikation gleicher
Summen. Multipliziert man die Summe (a -+ b) mit sich selbst,
bildet man also das Produkt: (a -+ b)-(a - b), so erhilt man

(a-b) (a-{—b)——a2—|—ab—l—ab—{—b2 d. i:
a?-}-2ab 4 b%

Nach Ziffer 30, S. 21) ist aber (a 4-b) (2 4 b) = (a} b)2
Setzt man diesen Wert an die Stelle der linken Seite der vor-
letzten Gleichung, so erhilt man:

(a+b)“—a2+2n.b+h’

<

L

L}
O DN 00
v o
©

-«
o~ O

——
;P

&Kx[!:
DO 09 DO
o= o



Fihrt man dieselbe Rechnung fir die Differenz (a —b)
durch, so ergibt sich:

(a—b)?2=a?—2ab | b2
Setzt man die Summe (a -4 b) dreimal als Faktor, so folgt:

@D @AY =620 41 (4 dis
(a4 b)>=a®*43a*b |+ 3ab%4 b3,

Auf diese Weise. entstehen eine Reihe von Formeln,
welche bei weiteren Rechnungsarten vielfach Verwendung
finden. Dieselben sollen in iibersichtlicher Zusammenstellung
hier angefithrt werden:

1) (a-+b)>=a’-2ab--Db2

2) (a—b)?=a*—2ab b2

3) (a-+b) =a®} 3a%b -+ 3ab? 4 bd

4) (a— b)®*=a%—3a?b | 3ab?—b3

5) (a4 b)* =a*--4a%b {-6a’b® - 4ab®}-b*
6) (a +b)*=a’% 4 5a'b 4 10a®bh® 4 1Oa2b3—|— 5ab* 4 b5,
7)a b?=(a-b) (a—b)

8) a®+4-b®=(a+b) (a? —ab | b?).

9) a® —b3=(a—b) (a®*+ab 4 b?).
10) a* —b*=(a-}+b) (a®— a®b 4 ab? — b?).
11) a®—a®b 4 ab?—b3=(a?+ b* (a —b).

Die unter 1) und 3) angegebenen Formeln sind gut einzu-
prigen, da sie fir das Ausziechen der Quadrat- und Kubik-
warzel von besonderer Bedeutung sind. Auch wird es sich ftir
den Leser empfehlen, sémtliche Formeln auf ihre Richtigkeit
nachzupriifen.

% Aufgaben:
1. % - (x—7)7%
5 o ook &0 St Yy
3. (Ta—9b)?; (—24a—Tn)%; (m-n)(n—n).
4 (x4 1) (x=1)—(1+4x) 1 —x); Gx+8y) 4 @x—4y).
5. (2x+3y) (2x—- 3y); (3a—|—8b)’+(4a-|—6b)3——(5a-—10b)2
6. (x4y)% (m—n)¥; @+D% @x—3y)% (4ab+2be)
7. (i’;?a—43b)2 (05x—72y)=, (7,42 3,2b)%.
8 (a-Fbpf@E—b% &+ 4Ex—1D
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V. Division.

36. Quotient. Die Division algebraischer Zahlen L8t sich
darstellen durch die Gleichung:

T =%
in Buchstaben:

a
—==1Z,
n

Die, Zahl 18 oder a, welche durch eine andere zu divi-
dieren ist, heiit Dividend, die Zahl 6 oder n, durch welche
dividierd werden soll, heifit Divisor, und die Zabl 3 oder z
heifit Quotient.

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber
nicht ausgeftihrte Division, z. B.

§- M In, XY, é_abc. a—b*)
8’ 1,2’ n’ ab’ 18pqr x-+y ”
nennt man ebenfalls einen Quotienten.
317. Probe auf Richtigkeit. Jede Division ist richtig

ausgeftthrt, wenn Quotient und Divisor miteinander
multipliziert den Dividenden als Produkt{ ergeben®¥)

Beispiele:
12 .
Ist §=4, 80 mufl auch 4.3 =12 sein.

a
” K:‘c) ” » ” b.-c=a ”

12xyz .
» —4—}Zy—=3z, so mull aueh 3z-4xy=12xyz sein.

38. Besondere Fiille. Dividiert man eine Zahl darch
sich selbst, so erhilt man als Quotienten stetr den Wert 1.

Beispiele:
5 . a_ . a+4+b_ _ 3xy . 0
=0 7= =l 5xy=b =1

*) Aus der Schreibweise des Quotienten geht hervor, da8 derselbe
als ein ,Bruch* aufgefat werden kann. Der Dividend wird beim
Bruch zum ,Zihler%, der Divisor zum ,Nenner«

*¥) Kurz: Quotient mal Divisor = Dividend!
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Dividiert man eine Zahl durch 1, so erhilt man als
Quotienten stets die Zahl selbst.

Beispiele: _
5 ., a_ a-l—b 3xy .0
T—-B, T—-a,v +b —1—-—-—3xy, T-——-O.

Demnach kann man jede ganze Zahl als einen Bruch
auffassen, welcher den Nenner 1 besitzt.

Beispiele:
3 X X — 5abe
3_—__1_; X=7; x——y:—l—y; S5abe = T

39. EinfluB der Vorzeichen. Mit Riicksicht auf die
Vorzeichen sind bei der Division, #hnlich wie bei der Multi-
plikation, vier Fille moglich:

+15
)gs=7
5+ +15

——15

) Ty =
4)-—1-3__?

= ?

1) Sieht man zundichst von den Vorzeichen ab, so ist:

}3? = 5. Da hier simtliche Zahlen ohne Vorzeichen erscheinen,

so milssen sie nach Ziffer 10, S. 6) positiv sein. Damit
ergibt sich:

+15 )

Tg=+s

Die Richtigkeit l:ifit sich ohne weiteres nach Ziffer 87, S. 30)
beweisen, nach welcher ,Quotient mal Divisor gleich dem
Dividenden“ sein mufl. Fihrt man diese Probe aus, so folgt:

(+5)- (4 8) =+ 15.

‘Es ist also: ——a ===|= 5.

Auf gleiche Weise lifit sich die Richtigkeit der Fille
2 bis 4) nachpriifen:

—_bl:’f__a, denn: (— 5)(— 8) = -+ 15.
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— === b, denn: (— 5).-(+}8)=—15.

4) :—3=+5,

”

(+5)-(— 8) = —15.

Auf das Buchstabenrechnen angewandt, ergibt sich sinn-

gemil:

ﬂ—bz-l-b, denn: (+ b)-(+ a) =+ ab.

+a
e,
—ab

+a
—ab

—a

=—b,

— b,

”

”»

(—b)-(—a) =+ ab.
(—b)+(+2) =—abh.
(+b): (— 2) = — ab.

In ibersichtlicher Zusammenstellung und nur auf die Vor-
zeichen bezogen erhdlt man alsdann:

= : <} =+}=; in Worten: plas dureh plus gibt plus.

— — T mpm »

plus ” minus , minus.
minus plus , minus.
minus +, minus , plus.

Hieraus ergibt sich als Regel:
a) Der Quotient zweier Groflen mit gleichen Vor-
zeichen ist positiv.
b) Der Quotient zweier Grifien mit ungleichen Vor-
zeichen ist megativ.

T80 _ 4y denn: (+4) - (4 15) = + 60,

Beispiele:

-+ 15

+ 36
—6 " 0

— 69
-3,
_Jl_23 ’ U

— 120
'_j§‘=+107 ”

+18ab

_ga - 2b’ ”
—52mnp____ 4n, ,

(—6) - (— 6)=36.
(—8) « (23) = — 69.
(4 10)- (— 12) = — 120.
(— 2b)+ (— 9a) = } 18ab.

(—4n)-(4+13mp) = —52mnp.
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40. Division mit Buchstabenausdriicken. Mit Buch-
gtabenausdriicken ist eine Division, #hnlich der, wie sie mit
bestimmten Zahlen ansgefihrt wird, nur moglich, wenn der
Dividend ein Vielfaches des Divisors ist, d. h. wenn der
Dividend durch den Divisor ohne Rest teilbar ist.

Ist dies nicht der Fall, so gestaltet sich die Division im
allgemeinen schwierig. Man pflegt alsdann hiufig die Division
nur anzudeuten, indem man die in Betracht kommenden Grofen-
bezeichnungen in Bruchform schreibt.

Soll die Division von a — b durch a 4- b nur angedeutet
werden, 80 schreibt man:

a—b
a+b’

Bei der auf Seite 40 bis 43) gezeigten Partial-Division wird
aber die Schreibweise mit dem Doppelpunkte als Divisions-
zeichen notwendig; man schreibt fiir diesen Fall:

(a—Db):(a-Db).
Die beiden Summen miissen alsdann in Klammern gesetzt
werden. Hieraus ist ersichtlich,

daf die Anwendung des Bruchstriches als Divi-
sionszeichen die Klammern iiberfliissig macht.
Es ist also auf die Vorzeichen besonders zu achten!

41. Besondere Fille fiir Dividend und Divisor. Ist
der Dividend gleich dem Divisor, so heben sich die in den-
selben enthaltenen Zahlenausdriicke gegenseitig; der Quotient
wird hier stets = 1.

Beispiele:
7 3.5 ab
;7-_1, denn: 1.7=17; 3—.5_1, a—5=1'

ab(x—|—)_r2‘=1. 24+y+z—a

ab(s+y) ' xfyfz—a

Ist der Dividend ein Vielfaches des Divisors, so ist die

Division ohne weiteres moglich; dieselbe geht dann ohne Rest

auf. Haben hierbei Dividend und Divisor Faktoren gemeinsam,
so heben sich diese gegenseitig.

1,

Beispiele:

3.7 . .

—7-=3, denn hier hebt sich 7 gegen 7.
a-c

"c_‘=aa ” ” » n ©C n c.

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. . 3
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131:%)=4, denn hier hebt sich ab gegen ab.

2mnx 2 16xy® 4xy (m-4-n) (p—q) __
Sm’nx 3m’' 12yz 3z’ ®—q) “=m-n
ab(f4-g) a —16a  2a 8fmn 4n
ob(f+g 2 8b b’ —2fgm g’
—12abede  8be, 36a%b%cig 4abf

—gapd 2 ' —27abe’ghk  3chk’
x(a4-b)_a+b y@-4b) a—]-—b y@a+b)

mx m '’ y “afb

Sehr zu beachten ist hierbei, dal nur Faktoren gegen-
geitig gehoben (gestrichen) werden dirfen.

Niemals darf man einen Faktor gegen einen Sum-
manden heben.

Beispiele:

%1;79:—,;—1). Hier kann a gehoben werden, da
es im Dividenden und im Divisor als
Faktor erscheint.

2lmnp _ 3p

14mnx 2x
werden, da im Dividenden und Divisor
nur Produkte vorhanden sind.

Falsch: 6‘?'—: b_6 +b.

Richtig:

Richtig: Hier kann gekiirzt und gehoben

Hier darf a nicht gehoben

werden, da im Zihler eine Summe,
im Nenner aber ein Produkt steht,
b) 6-+b
Falseh: & (;‘+ ) 84D

Hier darf a ebenfalls nicht ge-

hoben werden, da es im Dividenden zum
Klammerausdrucke (a 4 b) und im
Divisor zum Produkte 7-a gehort.

Falsch: tytz_ z. Das ist ginzlich falsch!

Xy g o
Im Dividenden und im Divisor erscheinen
nur Summanden und nicht ein ein-
ziger Faktor!
Falsch: i’;x_?gy—fﬁ—Z—l' Gerade diese Art des Kiir-

zens wird von Anfingern mit Vorliebe
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ausgefibrt. Es soll deshalb hier beson-
ders gewarnt sein!¥)

Regel: Man darf niemals etwas aus einer Klammer
oder aus einer Summe heraus kiirzen, heben oder streichen!

Sind Dividend und Divisor so beschaffen, da die Division
nichbt ohne Rest moglich ist, so wird der Quotient eine Zahl,
welcher noch die Eigenschaft weiterer Division anhaftet. Eine
solche Zahl heifit ein Bruch.

Uber die beim Rechnen mit Briichen zm beachtenden
Regeln vgl. Seite 44 bis 59).

42. Division einer Summe durch eine Zahl., Ist der
Dividend eine algebraische Summe, der Divisor aber eine
ganze Zahl, so fuhrt man die Division aums, indem man
unter Berticksichtigung der Vorzeichen jedes Glied der
Summe durch diese Zahl dividiert und die so erhaltenen
Quotienten, entsprechend den bei dieser Division sich ergebenden
Vorzeichen, addiert.**)

Beispiele: A
m+n_m; D x4y _x_ ¥
—3+3’ a _a+a
ab+4ac-+ad ab 6 ac , ad
+a+ =2y 20 2 btetd
a{+b—e4+d a b ¢  d
=1 tiTi T3
_—.a—|—b+c—d_i_!)__g+d
—n " n n n'n
25axy - 10ax 25axy , 10ax
5ax T bax + 5ax_5y+2‘
12acig —4afg | 5igh 12acig  dalg + 5fgh
4abfg " 4abfg 4abfg ' 4abfg
3e 1 :
=% "5t 1ap

43. Herausschreiben des gemeinschaftlichen Faktors.
Vor der Besprechung der Division einer Summe durch eine
andere Summe soll hier das ,Herausschreiben oder Aus-

*) Uber die richtige Losung derartiger Aufgaben vgl. 8. 40,
Ziffer 44 A; Beispiele.

##) Erscheinen hierbei g1e1chart1ge GrbéBen, so werden dieselben
zusammengefaft.

3#
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klammern des gemeinschaftlichen Faktors“ erklirt
werden.

Ebenso oft wie der Fall eintritt, eine Summe mit einer
anderen Summe zu multiplizieren, kommt der umgekehrte Fall
vor: eine Summe in Faktorem zu zerlegenm, also in ein
Prodnkt zu verwandeln, :

In Ziffer 33a, S. 24) wurde eine Summe (a 4 b -} ¢) mit
einer Zahl d multipliziert; das ergab:

d-(a+4b-+4c)=ad-+4bd- cd.

Vertauscht man die Seiten dieser Gleichung, so erhilt man*):
ad+bd+4cd=d-(a+b-ec)

Entsprechend wtirde man erhalten:
DX —ny +nz=n-(x—y-z.

Hieraus lifit sich folgende Regel ableiten:

Besitzen mehrere durch Vorzeichen miteinander verbundene
Produkte einen oder mehrere Faktforen gemeinschaftiich, so
kann man diesen bzw. diese als sog. ,gemeinschaftlichen
Faktor herausschreiben® oder, wie man auch sagt: ,aus-
klammern¥.

Dies geschieht, indem man den gemeinschaftlichen
Faktor vor eine Klammer setzt und in diese Klammer
von allen mit dem gemeinschaftlichen Faktor be-
hafteten Gliedern das stellt, was sich nach Division
derselben durch den gemeinschaftlichen Faktfor ergibt.

A) Die Vorzeichen der einzelnen Glieder bleiben
hierbei zunichst unverindert.

a) Gegeben: 7x -} 7y; der gemeinschaftliche Faktor soll
herausgeschrieben werden. Derselbe ist — 7. Dividiert man
7x und 4 7y durch 7, so erhilt man x und | y. Der vor-
stehenden Regel gemil folgt alsdann:

Tx+ 7y =17+ y)*).
b) Gegeben: 5a— 5b. Gemeinschaftlicher Faktor = 5;
die Division durch diesen ergibt: a —b. Mithin:
5a—5b=5(a—bh)
¢) Gegeben: ab 4 ac. Die Produkte ab und ac haben

a als Faktor gemeinsam, a mu8 demnach ausgeklammert
werden. Das ergibt:

ab+4-ac=a(+ec).

*) Vgl. Ziffer 33a, 8. 24.

*#) Die Richtigkeit der Beispiele unter a, b und c) ist sofort er-
wiesen, wenn man die rechten Seiten der entstandenen Gleichungen
ausmaultipliziert.
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d) Sehr zu beachten sind hierbei diejenigen Glieder, welche
einen geschriebenen Koeffizienten nicht besitzen. Diese
Glieder sind stets als mit dem Koeffizienten 1 behaftet
zu betrachten.*)

Soll demnach aus 9am — m der gemeinschaftliche Faktor m
herausgeschrieben werden, so setze man zunichst:

9am —m=—=9%am —1.m,
Hieraus ergibt sich alsdann nach der vorstehenden Regel:
9am — 1lm =m (9a — 1),

Beispiele:

x+mx~+4nx=x(14+m-n).
6a--12ab — 54acx=6a(l 4 2b—9cx).
24bmpz — 32bny 4 8bn =8bn (3mz — 4y 4 1).
Die letzten beiden Beispiele zeigen, dal mehrere Faktoren
zugleich ausgeklammert werden konnen.

e) Dad auch Summen als gemeinschaftliche Faktoren
herausgeschrieben werden konnen, zeigen die folgenden

Beispiele:
x(a-b)—y@tb)=?

Der gemeinschaftliche Faktor ist (a -+ b). Mithin:
x(a+4b) — v (a4 b) = (a +b) (x — y).)
(x4 y)(8a - 5b) + (x+y) (a - 2b) =
(x4 y)-1Ba+5b)+ (a+2b)] =
(x+)-[38a+ 5b a4 2b) = (x +) 4a -+ Th).

f) Vielfach mtissen die Glieder einer Summe zum Zwecke
des Hersusschreibens des gemeinschaftlichen Faktors in be-
sonderer Weise zusammengefalit bzw. angeordnet werden.

Beispiele:
ac+ ad -+ be4bd="?
In dieser Summe lift sich aus dem ersten und zweiten
Gliede der Faktor a, aus dem dritten und vierten Gliede der
Faktor b herausschreiben:

ac+ad+betbd=a(c-4d)4b(cd).
Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist der gemein-
schaftliche Faktor (¢ -} d), mithin:

ac+4ad 4 be+ bd=(c+d)(a-b), oder
—(a+b) (o + &)

*) Vgl. Ziffer 5, 8. 8.
) » » 34, , 26
., 28, . 19.

**t)
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Dieselbe Aufgabe lifit sich noch in anderer Form lsen,
wenn man das zweite Glied mit dem dritten vertauscht. Setzt man

ac+ad-+be-bd=ac-+be-+ad-bd,

so erhilt man, wenn man wieder das erste und zweite, sowie
das driite und vierte Glied zusammenfafit:

ac+hbe+ad+bd=c@a+b+d a+b
= (a-b) (c - d).
ac—ad+bc—bd——a ¢ — d) 4 b (c —d), oder
c—d) (a-+h), d i:
=(a-}-b)(c— d)
ax+5y—3x—|—by=ax—-3x+5y—|—by, d i:
—x(a—8)+y (54 b |
2ax —3by —2bx 4 3ay = 2ax — 2bx-} 3ay — 3by, oder
=2x(a—b)4 3y (a—Dh), d. i:
=(a —Db) (2x 4 3y).

g) Ist ein Faktor nicht allen vorhandenen Gliedern
gemeinsam, so milssen diejenigen, welche den gemeinschaft-
lichen Faktor besitzen, zunichst vor dem Herausschreiben des-
selben entsprechend angeordnet werden.

Beispiele:
3a~+nb -} ne+4nd="?

Der gemeinsame Faktor n gehort nur zu den letzten - drei
Gliedern der gegebenen Summe; das erste Glied 3a muf} dem-
nach unverindert stehen bleiben. Damit ergibt sich:

8a4nb-+nec+nd=3a-4n-(bJec-4d.

12m-}-14ab—2lac =12m 4 7a (2b — 3e).

6z -+ (a—2b) 2x — 3y) + 5p 4 (a—2b) (3x —4y).
Ausdruck fir das Ausklammern geordnet:

5p -+ 6z -4 (a — 2b) (2x — 3y) 4 (a — 2b) (3x — 4y).
Gemeinschaftlicher Faktor der letzten beiden Glieder:
(a — 2b), folglich:

5p+ 624 (a — 2b) [(@x — 3y) + Bx — 4y)] =

5p+6z—l—(a——2b)[2x——3y—{—3x.—-4yj=

5p+6z-+ (a —2b) (5x — Ty).

B) Die Vorzeichen der einzelnen Glieder dndern
sichbeim Ausklammern des gemeinschaftlichen Faktors.

Steht vor dem ersten mehrerer Produkte, aus welchen
ein gemeinschaftlicher Faktor herausgeschrieben werden soll,
ein Minuszeichen, so setze man nach diesem Mmus-
zeichen zunichst eine Klammer, in die simtliche Produkte,
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welche den gemeinschaftlichen Faktor enthalten, mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen aufzunehmen sind.

Aus dem auf diese Weise gebildeten Klammer-
werte ist dann erst der gemeinschaftliche Faktor
herauszuschreiben.

Beispiele:
ac-+ad—be—bd=ac+ad— (be-}bd), d. i:
=a (¢ -+ d) — b (e 4 d), mithin:
= (¢ -4~ d) (a —b) oder _
= (a—b) (¢} ).
ac—ad—be+bd =ac—ad—(be—bd).
=a(c— d)—b(c—ad).
= (a — b) (¢ — d).
2ax —5ay +a—2bx -4 5by—b=
2ax—5ay—|—a— 2bx-—5by+b
a(2x—5y-+1) ——b 2x—5y+
=(@—Dhb)(2x— 5y+41)
x—yz—yatyb—x—(yztya—yb)=x—y@+a—1).
5ax—3by | 6bz=5ax —(3by — 6bz) =5ax—3b (y—22).
m—na—pb-+4ne=m—(na4nb—mne¢) =m-—n(a-}+b—ec).
Wie sehr sich ein Zahlenausdruck durch Faktorenzerlegung
vereinfachen ldfit, zeigt folgendes Beispiel:

axy —ay?—x%y - xy?+4 axz —ayz—x%z 4 xyz =
axy — ayy — XXy -} Xyy -+ axz — ayz — xxz -} xyz =
ay(x —y) — Xy —y) +az@x —y) —xz(x —y) =
(x—y) (ay—xytaz—xz)=E—y)ly@—x)+z@—3)]=
(x—y)[a—X(y+Z)] EF—y)@—x@F+z=
@—xE—y -+ 2

Aufgaben:

1. 7a+47b; 5y—52; am-4bm; nx—ny; gx — xz.

2. 4x—4,y—5y, ax — X; mx—nx+x

3. abx+aby—abz; x—{-x2 a®—a; 5¢—4ac-}-3be.

4, 25xy+30mn—45ab a(b+c)+d(b+c = (a4 d) (b4} o).
5. a(x —y) —b(Ex—y); (X+Y)(a+2b)+(x+Y)(3a—|—5b)

6. 7Ta} 18xy -7 xz-—-7a—{— x(2y + 32); 12m — 14ab <4 21ac.
7. ax—bx—{—cx—dx am—ap-+ax—ay-taz.

8. am+bm--cm n+bn-cn; 24ap — 36aq — 35rx — 42ry.
9. ac}ad4be- d-—a(c—f—d)—{—b(c—{—d)—(a—l-b)(c—i—d)
10. pr—ps—qr+qs 2ax+43bx —2ay—3

1. utcx—cy+d x—dy+ex—ey

12, 90x® — 25ax — 288bx - 80ab; 91x*—112mx -} 65nx — 80mn.
13. (x —y)(3a-44b) — (42— 5D) x—y)+(x—y)(2a—8b)

14. 7(a —2b)(2x — 3y) — 5(a — 2b) (3x — 4y).

44. Division einer Symme durch eine andere Summe.
Soll eine Summe darch eine andere Summe dividiert werden,

80 kann man zwei Wege einschlagen:
A) Den Weg der Faktorenzerlegung.
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Hierbei vereinfacht man die Zahlenausdrticke im Dividenden
und im Divisor dadurch, da8 man nach dem vorstehend an-
gegebenen Verfahren gemeinschaftliche Faktoren herausschreibt.
Erhalten hierbei Dividend und Divisor gleiche Faktoren, so
heben sich diese gegenseitig. (Vgl. Ziffer 41, S. 33.)

Beispiele:

93,—9b__9(a——b)__g__3_ ab—i—ac__a(b—l—c)_g.

3a—3b 3(a—b) 3 ' fb+fc  fb-t+e f
Aus diesen beiden Beispielen ist ersichtlich, daf man die

Summen im Dividenden und im Divisor erst in Produkte
verwandeln mufl, bevor man Faktoren heben oder kiirzen kann.

ab+4b? ab-+bb _ b(a4b) a-tb #
4by—Db® 4by—bb~ b(dy—Db) 4y—b
ax—a_a(x—1) x—1,

a—ay_a(l-—y)_l—y')
a®—a a’—a  a(a41l) = a
1—a2_12—a2*(1—l—a)(l—a)—l—a)

n—n?  n(l—mn) 1
8an-—3an® 3an(l—n) 3a

Aufgaben:

ax+bx—cx ps4qsfrs ax4x? 14a?—1Tab
az+bz—cz’ pn-+4qn4rn’ 3bx4cx’ 10ac—5bc
ac—bex—cz, 6ac+9bec —5¢? 5a®— 5ax

% —Sber—er 12adf I 18bdf — 10cdf’ a? —x?
3 6ac410bc+49ad415bd  bm-+am-+an+bn
: 6c24+9¢d—2¢—3d ’ 2ff2fx+a-tax’
4 4an —3bn—n?* = a?4-2ab4|b?—ct{| 2c¢d—d?

8amz — 6bmz — 2nmz’ a*42ac—b2+42bd 4 ct —d¥

Diese Rechnungsart erfordert jedoch sehr viel Ubung;
allgemeine Regeln lassen sich fiir dieselbe nur schwer geben,

B) Den Weg der Partial-Division.

Trotzdem die Partial-Division in der Praxis wenig ange-
wendet wird, soll sie an dieser Stelle, lediglich der Vollstindig-
keit halber, angefithrt werden. Hierbei verfihrt man, &hnlich
wie bei bestimmten Zahlen, folgendermafen:

Man ordnet die Glieder des Dividenden und des Divisors
in alphabetischer Reihenfolge und dividiert das erste Glied des
Dividenden durch das erste Glied des Divisors; das erhaltene
Resultat bildet das erste Glied des Quotienten.

Mit diesem Quotienten multipliziert man den ganzen
Divisor und subtrahiert das so erhaltene Produkt vom Divi-

¥ Vgl. 8. 33, Ziffer 40. Die Klammern fallen im Resultat fort.
**) » ) 29: 9 35; Formel 7.
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denden, Bleibt nach dieser Subtraktion ein Rest nicht
iibrig, so ist die Division hiermit beendet.

Entsteht aber ein Rest, so nimmt man von der Dividenden-
Summe neue Glieder herunter und dividiert nunmehbr das
erste Glied des Restes darch das erste Glied des Divisors.
Das erhaltene Resultat bildet das zweite Glied des Quotienten,
mit welchem man ebenfalls wieder den ganzen Divisor
multipliziert; das so erhaltene Produkt wird vom Dividenden
subtrahiert.

Solange noch Glieder aus der Dividenden-Summe herunter-
genommen werden konnen, ist das Verfahren im gleichen Sinne
fortzusetzen.

1. Beis P 1 el. Dividend. Dlvw Quotlent
ac—bc+ad— bd) (a—b)-—c
(ac —be . . Subtrahend+
— 4+ . Vorzeichen umgekehrt

,, N ad — b d  Rest oder neuer Dividend
ad—bd Subtrahend
— 4+ Vorzeichen umgekehrt

. »  Rest.

Als Erklirung fir den in Beispiel 1) dargestellten Rech-
nungsvorgang diene das folgende:
Man dividiert das erste Glied ac des Dividenden durch

das erste Glied a des Divisors; das ergibt: a—§=c. Dieses ¢

ist das erste Glied des Quotienten, mit welchem nun der ganze
Divisor (a — b) multipliziert wird;. das ergibt: ac — be. Dieser
Wert ist vom Dividenden zu subtrahieren, indem man gleich-
artige Glieder untereinander schreibt und entspr. Ziffer 25, S. 17)
die Vorzeichen umkehrt. Damit heben sich die ersten beiden
Glieder des Dividenden heraus. Jetzt nimmt man die tibrig
gebliebenen Glieder -+ ad —bd des Dividenden unter den
Subtraktionsstrich; sie bilden bier den Rest und damit zugleich
den neuen Dividenden. Dessen erstes Glied --ad dividiert
man durch das erste Glied a des Quotienten und erhilt:

_:_Zd == - d. Dieses - d bildet das zweite Glied des Quotienten,
mit welchem nun wiederum der ganze Divisor multipliziert wird;
das ergibt: ad — bd. Dieser Wert ist von dem vorhandenen
Rest + ad — bd zu subtrabieren, indem man gleichartige
Glieder untereinander schreibt und die Vorzeichen umkehrt.
Auch diese Glieder heben sich gegenseitiz auf und der Rest
der gesamten Division ist = Null. Die Division geht also auf.

In genan entsprechender Weise sind die folgenden Bei
spiele zu behandeln.




— 42 —

2. Beispiel. Dividend. Divis. Quotient.
(ac+bc-—ad bd) a+b)=c—d.
ac + c . . . ubtrahend

Vorzeichen umgekehrt

» 5 — ad — bd Rest oder neuer Dividend;
. . hierbei ist jetzt — ad
durch a zudividieren also:

—8d_ g

. . + a
+ —ad—bd Subtrahend
-+ Vorzeichen umgekehrt
.+ Rest.
3. Beispiel.
(85nx — 21xz+40ny — 24yz): (5n — 3z) = 7x 4 8y.
35nx _—i_21xz

" " 40ny —24yz
40ny — 24yz
+

4. Beispiel¥) (4x?412xy+9y?) : @x 4 3y) = .
. ;1xxil2xy 9yy): (@2x-}3y)=2x F3y.
xx

» + 6xy--9yy
6xy—+9yy

” ”
5. Beispiel.
(14af—21bf+7cf+6ag—9bg+3cg) (7£+3g)—2a-—-3b—|—c
14af - 6ag

. —2Ibff7cf , —9bg-|3eg

— 21bf —9hg
+ +
Y . T 3cg
+ 7ct ~+3cg
" 6. Belsplel
(§+10m—27mm+6mmm) 14— m)——2+3m—-6mm
— +
4+ 12m —27mm 4 6mmm
+12m— 3mm
+
n —2dmm-}6mmm

—24mm-—+-6mmm

n ”

¥) Die hier erscheinenden Potenzen sind der groSeren Deutlich-
keit wegen nochmals als einzelne Faktoren geschrieben.
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7. Beispiel.®)
é4x‘+4x'-—-29x—|—21) @x—3)=
4xxx+4xx—29x +21): (2x — 8) =2xx 4 5x—T.

4xxx —6xx =2x? 4 5x—1.
-+
» +10xx—29x+21
+10xx—15x
-+
n —14x421
—14x4-21
n n

8. Beispiel*) (6b*—be—c?+4-bx): (3b-|-c_—_-_

(6bb—be—ce+bx):(8b+4-¢ b—c.
6bb+2b TR Eb -0
s —3be—ce+bx
—3be —cec
+
” » Rest+ bx.

Die Division geht hier nicht auf; der Rest bx wire demnach noch
weiter durch (3b - c¢) zu dividieren. "Bricht man die Division hier ab,
go sind Rest und Divisor in Bruchform dem bis jetzt erhaltenen
Quotienten 2b — ¢ anzuhingen und heift letzterer nunmehr:

b
b_°+3b_x_c‘**)
ispiel.® 11—b-—1 b+4bb-4 bbb
9. Beispiel.®) 1( ) ib+ :t 3

b +bs
n+b
+b—bb
- +
. Dbb
bb—bbb
-+
bbb usw.

Wie man sieht, wird hier die Division nie aufgehen; man kann
dieselbe demnach unendlich weit fortsetzen.

Aufgaben :

(ac —be):(a—Db); (Bxy —4xz):(8y—42)
a’+2ab+b’) (a4 b); (m’—2mn—}—n’) (m — n).
(ac+ ad - bd): (a4 b); 15—%—211—8&’) (3 —2a).
(8ac+20bc4-6ad+ 15bd): (4c 4
(6ax+15bx —9cx | 8ay — 20by -—12cy) (3x-j-4y).
(12m2—51mn—24mp+54n*—{—48np) (3m — 6n).

O Ut L0 RO b

*) Die hier erscheinenden Potenzen sind der gréBeren Deutlich-
keit wegen noch:nals als einzelne Faktoren geschrieben.

*¥) Also genau wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen!
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7. (35a*-}24ab—15acH-4b®*—6bc):(5a42b).

8. (x*—y'—2yz—29:(x—y—2); &+¥):@x+y)

9. (a'+2ab--b*—c?):(a4+b—c).

0. (0,06x?-40,01xy—0,18xz—18,2y2-}13,57yz — 2,42%):(0,3x —
—52y+4+152)=02x-435y—16z.

45. Division eines Produktes. Ein Produkt wird durch
eine Zahl dividiert, indem man nur einen Faktor dividiert und
den erhaltenen Quotienten mit dem anderen Faktor multipliziert.

1

Beispiele:
9.6 9 '
_3____5.6.___3.6__18, oder auch:
-6 6
5 9.5_9 2=18

Auch hier machen Anfinger gern den gleichen Fehler wie
bei der Multiplikation,*) indem sie jeden Faktor des Produktes
durch die Zahl dividieren:

9.6 9 6

3 =g g=3-2=6.

Das ist natiirlich grundfalsch! Es darfnur 1 Faktor
dividiert werden.

ab_a b o

C ¢ c

6ab 36, ab_ b _
-——g————-—g°3b—-4ab, T-——H'a.—-l a=a. )
27mn 27 m

=_9_.E.n=3-1-n=3n.

m
m-x+1)  x+1

1 oI
46. Der algebraische Bruch. Bei dem Rechnen mit
Briichen, welche aus Buehstabengréfien bestehen, verfahre
man genau nach den ftir das Rechnen mit gewdhnlichen
Briichen aufgestellien Grundregeln, jedoch unter Be-
riicksichtigung der Vorzeichen.**¥)
Ein aus Buchstaben gebildeter Bruch besteht, genan wie
ein gewohnlicher Bruch, aus Zihler und Nenner, beide getrennt
durch den Bruchstrich.})

=m-1=m.

%) Vgl 8. 19, Ziffer 28.
** ., , 80, , 38 und 8. 8, Ziffer 5.
e .2, , 81 , ,8, , 3.

1) Faft man jeden Bruch als eine nur angedeutete Division auf
80 wird der Ziahler zum Dividenden und der Nenner zum
Divisor. (Vgl. S. 80, FuBnote.)
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Ein einfacher algebraischer Bruch hat die Form:
a_ax -+m —abe —p
b’ by’ —n’ Fxyz' —r
Fin zusammengesetzter algebraischer Bruch hat
die Form:

a+b m—n 38a-tf5b—7c
x—y' a—x-+4z" 6mn—9Yxz
Wihrend beim biirgerlichen Rechnen mit Briichen Vor-
zeichen im Zihler und Nenner nicht vorkommen, ist denselben
bei den algebraischen Briichen besondere Aufmerksamkeit zu
widmen.
Eine algebraische gemischte Zahl hat die Form:

X
a+§, a—X-——Z'

Bei der algebraischen gemischten Zahl kann der an
die ganze Zahl angehiingte Bruch sowohl ein positives als
auch ein negatives Vorzeichen besitzen. Die hier an-
genommene Zahl a mubl in jedem Falle eine.ganze Zahl sein.

47. Die algebraische gemischte Zahl. Eine gemischte
Zahl wird in einen gewidhnlichen Bruch verwandelt, indem man
die ganze Zahl mit dem Nenner des Bruches multipliziert, zu
dem so erbaltenen Produkte den Zihler des Bruches, seinem
Vorzeichen entsprechend, addiert und das Ganze durch den
Nenner des Bruches dividiert.

Beispiele:

2.341 7 2 3.5—2 13
SR e b =t
n_ 9m-+|n, X _ay—x
o= YT Ty
a—b xe—(a—b) —a4b-|ex
T c - ¢ .
xz2  x(z41)—xz_ xz-4+x—3%x2 X
XTI 1T 21 T zi i1
3 _4_3—4(a—|—b)__3~4a—4b
- a-+b ~ a4+b T a+b
a  (x+y)b—c)+a_ bx+by—ecx—cy+a
X_*_y"}_b—-c—_ b—e¢ - b—ec

*) Bei den aus bestimmten Zahlen gebildeten gemischten Zahlen
146t man das Vorzeichen zwischen der ganzen Zahl und dem Bruche
weg; man schreibt also

nicht: 3 4§ und 5 — %, sondern: 3% und 41!
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Wird eine gemischte Zahl in einen gewdhnlichen Bruch
verwandelt, so sagt man, dieselbe wird ,eingerichtet®.

Mufl mit gemischten Zahlen gerechnet werden,. so ist es
in jedem Falle zu empfehlen, dieselben vor Beginn der eigent-
lichen Rechnung einzurichten.

Aufgaben:
Es sind in gewbhnliche Briiche zu verwandeln:
L a+% h-}-:::%; SHILYRS P2 1—n-1—‘_"*_—n.
Lty ST xgy o b
~ity TtE=Y spogemH ddsh
4, 1-{—(“;*—:),, x—y—g—_%:; a—b+c—;:_};.

48. Erweitern eines Bruches. Ein Bruch wird er-
weitert, indem man Zihler und Nenner mit ein und der-
selben Zahl miltipliziert.

Beispiele:
5 5.3 15, 38 3.x a_ a'm
§~83 20 1 4.x b bm
5x—3y (5x—3y)-8a 40ax — 24ay
7 7b-8a 56ab

Das Erweitern der Briiche findet hauptsichlich Anwendung
beim Gleichnamigmachen derselben. (Vgl. Ziffer 52, S. 49.)

Einen besonderen Fall bildet das Erweitern eines Bruches
mit — 1.

3_38(=)_—38 a_a(=1
7T 17.(—1) =7 Tbh (=1
Aus den letzten beiden Bexsplelen geht hervor, daB

+38 — and 4+a —a
+ [ 7 + b

Man kann demnach die Vorzeichen im Zdhler und Nenner
eines Bruches in die entgegengesetzten verwandeln, ohne an
dem Wert des Bruches etwas zu #ndern.

Besitzen jedoch Zihler und Nenner eines Bruches be-
gondere Vorzeichen, so liBt man den Bruch nicht in dieser
Form stehen; man faft die Vorzeichen nach den Regeln in
Ziffer 89, S. 32) zu einem einzigen zusammen, welches als-
dann vor den Bruchstrich gesetzt wird.

1st.



Beispiele:
:T—g=—|—g; i——g=—g;
S S
P 2= D (D () -
—p—i-t4i
—(a+b)__ _aib®) _ 29ab__ 29a
+@—b)~ ~a—b ' —3B6be  36¢

49. Kiirzen oder Heben eines Bruches. Ein Bruch
wird gektirzt oder gehoben, indem man Zihler und Nenner
durch ein und dieselbe Zahl dividiert.

. Beispiele:
18 18:3 6 a a:n
397 39:3° 13’ ¢ o
25nxy  5n abe 1, a(x—y) a
35xyz 1z’ 5aben 50’ bx—y) b

Die letzten drei Beispiele zeigen, daf das Heben gleicher
Faktoren in Zihler und Nenner mit in Betracht kommt. Aunch
wird das in Ziffer 43, Seite 35) tiber das Herausschreiben
des gemeinschaftlichen Faktors Gesagte zu beachten sein.

Beispiele:
ax-+bx (a4b)x a4b a’+ab a(a}b) a4b
mx  mx  m " a’—ab a(a—b) a—b
(a+b)'_@+b@atb) _atb,.,
a?—b? (a4b)y(a—b) a—b"
a®—b®* (a—b)(a®fab4-b") a’®fab|-b®
T GEhE—=b  —  afb )

* Vgl. 8. 11, Ziffer 18a.
), o 33, , 40
***) » ” 29; ” 35; 1, 7 und 9.
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mx—m—x-41 mx—x—m-+41 x(m—1)—(m—1)
@—0" " @—=-DF ~  @-—17
m—-1)E—1) x—1
Tm—Dm—1) m—1
Durch das Kirzen oder Heben der Briiche liGt sich der
Wert jedes Bruches in kleineren Zahlen angeben.

Ein von Anfingern gern und viel gemachter Fehler ist
der, den Wert eines Bruches, dessen Zihler und Nenner sich
beim Ktirzen restlos heben, — Null zu setzen.

Bei'spiele:
24.7-39
Falsch: P iss=
24.7.39
12.14.13.3
6ab-14xy_0
Txy-12ab
6ab-14xy
7xy.-12ab
DaB bei restlosem Ktirzen das Ergebnis nur — 1 sein

kann, geht bereits aus den Erkldrungen in Ziffer 38, S. 30)
und Ziffer 41, S. 33) hervor!

50. Der Doppelbruch. In Ziffer 49) war das Beispiel
18 _ 18:3
39 39:3
angefithrt. Schreibt man Zibler und Nenner der rechten Seite
dieser Gleichung in Bruchform, so erhilt man:

0.
Richtig: 1.
Falsch:

Richtig: 1.

18
18:3 _ 3
30:3 39
3
in Buchstaben:
a
a:n_n
c:n ¢
n

Ein Bruch, dessen Zihler und Nenner wieder Briiche sind,
heifit ein Doppelbruch,
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Die Schreibweise des Doppelbruches deutet an, daB ein
Bruch durch einen anderen dividiert werden soll. Uber die
Ausfithrung dieses Rechnungsverfahrens ist in Ziffer 56, S. 57)
das Erforderliche nachzulesen.

51. Gleichnamige und ungleichnamige Briiche. Briiche
sind entweder gleichnamig oder ungleichnamig. Sie sind
gleichnamig, wenn sie genau denselben Nenner besitzen; sie
sind ungleichnamig, wenn dies nicht der Fall ist.

Gleichnamige Briiche sind:

3 17 13 21 a ¢  mn pq,
%,und 50 1 und TRy und b Xy und Xy’
fg X—y—2

nFm und ifm
Ungleichnamige Briiche sind:
5 3 38 27 a ©. Xyz .4 abe,

g und 7B und 5y und L YT )
_Is _Pa
iz und e

52. Gleichnamigmachen der Briiche. Ungleichnamige
Brtiche miissen, damit sie addiert oder subtrahiert werden
kbnnen, gleichnamig gemacht werden.

Ungleichnamige Briiche werden gleichnamig gemacht, in-
dem man ibren Hauptnenner feststellt.

Der Hauptnenner von bestimmten Zahlen ist diejenige
kleinste Zahl, in welcher sdmtliche Nenner gleichnamig zu
machender Brtiche bei der Division ohne Rest enthalten sind.

Sind z. B. die Zahlen 5 und 7 als Nenner gegeben, so
ist deren Hauptnenner == 35, denn die Division der Zahl 35
darch 5 und 7 gehi ohne Rest aaf.

Sind die Zahlen 4, 6 und 20 als Nenner gegeben, so ist
die Zahl 60 der Hauptnenner, denn 60 ist die kleinste Zahl,
in der 4, 6 und 20 ohne Rest enthalten sind. Fir die Nenner
3, 9, 7 und 14 ist 126 der Hauptnenner.

Ist der Hauptnenner bekannt, so dividiert man mit dem
Nenner jedes einzelnen Bruches in diesen Hauptnenner und
multipliziert mit der so erbaltenen Zahl den zu dem be-
treffenden Nenner gehorenden Zihler.

Die erhaltenen Produkte bilden alsdann die Zihler der
gleichnamig gemachten Briiche, deren gemeinschaftlicher Nenner
der Hauptnenner wird.

Bei Buchstabengréfen ist der Hauptnenner genau
ebenso die kleinste Zahl, in welcher simtliche Nenner bei
der Division ohne Rest enthalten sein mtissen.

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. 4
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Im Haaptnenner von einzelnen Buchstaben oder
von Buchstabenverbindungen darf jeder Buchstabe
oder jede Buchstabenverbindung nur einmal vor-
kommen.

Fiir die Nenner a und b ist das Produkt a - b, fiir die
Nenner a, b und c ist das Produkt a b ¢ der Hauptnenner.

Die Nenner 5ab, ac, ad, ae haben das Produkt Habede,
und die GroBen ab, (x-}y), 30 (m —n) den Zahlenwert
30-ab-(x 4+ y):(m—n) zum Hauptnenner.

1. Beispiel. Die Bruche—g und T7§ sollen gleichnamig

gemacht werden.

Der Hauptnenner ist = 36. Dividiert man mit dem
Nenner 9 des ersten Bruches in den Hauptnenner 36, so er-

gibt sich der Quotient %§=4. Multipliziert man mit dieser

4 den zugehorigen Zihler 5, und setzt man unter das erhaliene
Produkt 4.5=20 den Hauptnenner 36, so erhilt man an

Stelle des Bruches % den gleichwertigen Bruch 2—0

&
Verfihrt man mit dem zweiten Bruche i% auf gleiche
Weise, so erhiilt man den gleichwertigen Bruch % Die Briiche
g und —1—75 ergeben somit, gleichnamig gemacht, die Werte:
20 und A
36 36"
Im vorliegenden Falle ist demnach der Bruch % mit 4,

der Bruch T7§ mit 3 erweitert worden:

554 2 773 21,
9 9.4 36"12 12.3 36

2. Beispiel. Die Briiche % und % sollen gleichnamig

gemacht werden.
Der Hauptoenner ist = bd. Dividiert man mit dem Nenner
b des ersten Bruches in den Hauptnenner bd, so ergibt sich

der Quotient Ebg=d. Multipliziert man mit diesem d den

%) Vgl. 8. 46, Ziffer 48.
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zugehorigen Zihler a, und setzt man unter das erhaltene
Produkt ad den Hauptnenner bd, so erhdlt man an Stelle

des Bruches% den gleichwertigen Bruch ;_g.

Verfihrt man mit dem zweiten Brucheg auf gleiche
Weise, so erhilt man den gleichwertigen Bruch g(—‘; Die Brtiche
%und% ergeben somit, gleichnamig gemacht, die Werte:

ad und be
bd bd
Im vorliegenden Falle ist der Bruch % mit d, der Bruch

% mit b erweitert worden:

a_ad ad o b bde
b"b-.d—bd’ d

8. Beispiel. Die Briiche %, , und% sind gleich-

namig zu machen.

Der Hauptnenner ist, da jeder Buchstabe nur einmal in
demselben vorkommen darf = bdfh. Dividiert man mit
dem Nenner b des ersten Bruches in diesen Hauptnenner, so

erhilt man Egbg = dfh. Multipliziert man mit dfh den Zihler

a und schreibt man unter dieses Produkt den Hauptnenner, so
a
b

Verfahrt man mit den anderen Briichen in gleicher

erhilt man fiir den Bruch

adfh

bdfh’
Weise, so ergibt sich:
a adfh ¢ chfh,

b~ bdfh’ d~ bdfh’

den gleichwertigen Bruch

e _ebdh g_ ghdf
f bdfh’ b~ bdfh

4. Beispiel. Die Brliche 5—}?—5 und g— sind gleichnamig

zu machen,

Hauptnenner = (a — b) x. Denselben durch den Nenner

(a—b)-x
—b

des ersten Bruches dividiert, ergibt: =3x. Mit dieesm

x den Zihler 16 multipliziert, folgt:
4*
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16  16-x
a—b (a—b)-X
Den Hauptnenner durch den Nenner x des zweiten Bruches

dividiert, ergiht: (_a,_:xﬁz = (a —b). Mit diesem (a — b) den
Zibler 9 multipliziert, folgt =2 Ea — b; Mithin:

16x 9(a—bh)
a.TB—I_;:(a—b)x_l—x-(a—b)'
23 17
7(a-Fb) 9(a-tby
Hauptnenner =7-9.(a 4 b) =63 (a -+ b). Mithin:
23 17 23.9 17.7
7(a+b) 9(afb) 63(@a-F+b) 63(atb)
207 119

=6ww+5‘33@+m

5. Beispiel.

6. Beispiel. ‘l‘ n~{-~——
Hauptnenper = (m + n)-(x —y). Mithin:

7 + ___a’ 7 (X _ y) _I__ ( n) X
m+n ' x—y @Fn)E—y " @+ x—y)

. 13 7
7. Beispiel. ——— —n.
d P+q¢ P—4q
Hauptnenner = (p 4+ q)- (p — q) = p* — q%*) Mithin:
13 T _Bp—9 70+9
P+a p—q pP—q* PP

8. Beispiel. 9 18

a-—l—-b_m——n+y+z'
Hauptoenner = (a -+ b)-(m — n)- (y 4 z). Mithin:
1 9 + 18~ (m—n)(y+72)
aFb m—n y+z GFHm—n1) 0+
IS NN L ICEICE)
GFH@—0G+9 " @+ @—n(F+79

Aufgaben:
Es sind gleichnamig zu machen:
X md Y, 2D 2 md % Loyl
1. 4 und 5 3 F MM nd 10, 5 und v und =,

*) Vgl. 8. 29, Ziffer 35; 7.



2. — und —; 5, Y und 1; 3— und ¥
ab cd u v w’ pq q
a c 8 13 a a a a
3 x'—'yz, ﬁ und -3 3Tm und T—i’ 3—x, 2'—x, g; und 4—X
4 3a 5f x af Sed und 2 a h undi-
" 1w 8g MY 7y Ipg 12hb 3 4bcd 2beg 07
a+b a—b x y., 17x—4y 3y—5
3. o) und 5 2% und o TiiE und By
a—b b 5m—n 3m—35 1 1
6. b und a-b’ 12a wnd —go—; m+n und m—n
a+b a—b 8 5 . ¢ d
T a0 T e ™M= tarn ™eE oy
5a+17b 2a4-3b x-—1 8x—4 2x—1

ga—3p " 557y 5552 3x+3 Y exye

53. Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche.
Gleiehnamige Briche werden addiert oder subtrahiert, indem
man jhre Zghler addiert oder subtrahiert und der so er-
haltenen Zahl den gemeinschaftlichen Nenner unterschreibt.

Beispiele:

3 ., 8 348 11 g, 19 4 15,
BT~ 18 —1 =g os= =8
a, b a4b a b a—b
eTe = o T e e
5 4 5—4 1 17ab+b+c__17ab+b—l-c
r z z 2 8xy ' 8xy 8xy )
a—2b+a+3b=a——2b—{—a+3b=23+b**)
a-}b at+b a-tb a-+b’
a—2b a43b a—2b—(a{3b) a—2b-a—38b
a-+b afb a-b - a-+b -
—5b 5b

— __ )
a-t+b a-+b

In den letzten beiden Beispielen ist ‘das zweite Glied der
Aufgabe einmal positiv und einmal negativ. Es ist daher
fir den Verlauf der Rechnung besonders auf die Vor-
zeichen zu achten.

Wihrend bei dem positiven Vorzeichen der Zihler a-3b
ohne Vorzeicheniinderung auf den gemeinsamen Bruchstrich

*) Vgl. 8. 45, Ziffer 47.

**) Wie miifte dieser Ausdruck geschrieben werden, um ,a - b*
kiirzen zu kénnen?

***) Kann hier b gekiirzt werden? Beztiglich der Vorzeichen vgl.
S. 46, Ziffer 48.
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ibernommen wird, mufl derselbe bei dem negativen Vorzeichen
mit dem Minuszeichen tiber den gemeinsamen Bruchstrich
gestellt und in Klammern gesetzt werden. Wird die
Klammer alsdann aufgeldst, so indern sich die Vorzeichen.

Bei Brtichen mit negativen Vorzeichen vor dem
Bruchstrich ist also besondere Aufmerksamkeit ge-
boten!

3a+2b_2a+3b=3a—{—2b—(2a—|—3b)=

X X X
_3a4-2b—2a—38b a—b
T X T oox
4x—3y-+2z 2x48y—T7z | 3x}5y—2z
a—b = a—bD + a—b
4x—3y+22—(2x4-3y—Tz)+4-3x |- 5y—2z
a—b
4x—3y+22—-2x—8y -+ T7243x+45y—2z Bx—y+7T7z
a—b T T a—b
Aufgaben:
m 5 a a 3 6a  Ta 1
LI 7Y 3Ty mtis i tw
o, 9X_5x_3x " 17m_13m_ 2lm_19m

z 'z 7' 20y 20y+20y 20y°
2m-}5n , Tm—9n 1lm—8np atb a—b

3'X+Y+X+Y—X+Y’2—2

4 ac—by+ _x__3x-—-2y+b_5y——3b

’ a a a
11n 15b

54. Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche.
Ungleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem
man sie gleichnamig macht und dann wie gleichnamige
Briiche addiert oder subtrahiert.

Beispiele:
3 5 35 24435 59
R et

a ¢ ad be ad—be

b~ d bd bd ~ bd
x+x+y nxz+(x+y)y_nxz+xy+y”
y nyz nyz nyz
x x-+y abx—(x+4yy abx—xy—y?
y  ab - aby T Taby |
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6a—3b_ 3(9a-+5b) 5(6a—3b)

9a - 5b
5 3 15 15
3(9at5b)—5(6a—3b) 27a--15b—30a—} 15b
15 - 15 -
_—3a+430b_ 8(—a--10b) —a-10b
- 15 - 15 o 5 )

9 7 9a—7(@-fb) 9a—T7a—Th_ 2a—7b
(@a+ba ~  ala-Fb) — afab

atb a
6a -+ 3b 5b  (6a-3b)(2a—6b) | 5b-4a
4a ' 2a—6b 4a (22— 6h) =
__12a%-}-6ab—36ab—18b%4-20ab 12a®—10ab—18h?
4a(2a— 6b) T 8a™—24ab
2(6a®—5ab —9b%) 6a’—5ab—9h?
2 (4a*—12ab) ~ 4a®—12ab
6 4 7
3a—3—2a—2+4a—4=
6
“3@—1) °(a—1)+4(a—-1)
_24—24421 2l

12@—1)  12(a—1) 4(a—1)'
9a+7b__3b—53+1la—— 13b
3 4 12
_ 493+ 70)—3(8b—5a) 1-(11a—13b)
— - =
36a+28b—9b415a4-11a—13b
12 =

62a-46b  3la+3b
12 6
14+x 1—x 5 __(l-i—x)(1—}—1{)——(1-—-){)(1-—11)—}—5“‘)=

1—x 14x'1-—-x 1—x2

(1 4x—-(1-x%+5 1-{—2'x—{—x2—(1—2x+x2)+5_

- 1—x? 1—x2 o
1—]—2x—|—x2—1+2x—x +5 4x45

1 —x?

Aufgaben:

*) Vgl. 8. 29, Ziffer 35; 1, 2 und 7.
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17x —4y 3y—5x 13a—5b 7a-2b 3a
7x 11x 13y °’ 4 6 5.

. 8 5z 11y 1 1 1
4'"*+‘ e «ty e mtastee

2y
5. —+ +

3. +

3a+42b 5bd —2a—3d _*_,_
Xyz ¢ 4cd ! a——b
6a+3b 5b 1 1 a+4b
6. +2a b’ x+y+x—y’ a—b+a+b'
2m_ m  Sm+41 4m+44 5a4+T7b 2a+43b
'x—l x*—1" 1—-8m 5n—38 2a—3b 5a—17b
8 + 12x2—63y2' 3x?—2x+1 2x*43x-—4
) 13y 65xy ’ 4x —3 3x—6
S X+y ¥y X, a c
9‘a+b+a+b’~ x—|—a+x+b+x+c'
T8 5a+3 3a--2 2a 415
"2m—1) 4(m-—1) m+2 m-3 m2+5m—|—6'
7—15p 4+5p  12—5p, a4 6b 2a—2b
1. 4+n 4——n+ —n?’ 6a—3b 2b—4a+3'

55. Multiplikation von Briichen. Brliche werden mit-
einander multipliziert, indem man Zghler mit Zahler und
Nenner mit Nenner multipliziert.

Hierbei konnen Faktoren des Zihlers gegen gleiche
Faktoren des Nenners gekiirzt werden.

Beispiele:
93 53 15 6 3 18
88788 & 711 7T
ab e abe T7abe 16mnx_7-16-abcmnx__ 4bex
"¢ fg~ cig’ 6mn’ 14a.yz 6- 14mnay& - 8yz’

X (g_g ax m_x 3n _|_ 6an+27nx
y\b~ 0/ by ny 5y 7b llL ~35by ' 55yz
m_Pp '_‘LX_P,X am_ ap

) ( +b) qy+bn bq
Aufgaben:

a x 2n 9x 13 8 34 8a 15d 14b  2ax 5ax
3'¢ Tm'5y b d ¢’ 9b82g 3m’ 3 'Gbo
35abe 16qrs 24a 4y 5Sby, (SV 3a 4b
36pqr 3bacd’ 25b 8x bax’' 5

1.

)
4. 2a 3b) (3b ) (1 b+2c) (2+b_%'
2 §—§ )(4b+3a) (6b )(2b 33/
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56. Division zweier Briiche. Soll ein Bruch durch einen
anderen dividiert werden, so lasse man den Dividendenbruch
unverindert, kehre den Divisorbruch um und multipliziere als-
dann die beiden Briiche.*) Auch hier ist auf die Moglichkeit
des Kiirzens zu achten.

Beispiele:
47_49 4.9 98 o 0, 259 252 2
59 57 5.7 3 “F7TT8'27 89 36
ac¢c_ ad ad 14x 8x 14x.27y 21
b'd b'c be 9y 27y 8x.9y 4 °F

5ax 7pq _ Sax 1llrs  5barsx
9by 11rs ~ 9by 7pq 63bpqy

() (-3) = (D ()

_(ex4Db).d edx-4bd,,
T e-(bd—x)" bed—cx )

Aufgaben:

VY s e iee (Fw)(=0)

2mn 2mn 26xyz 39xyz 13ab*c 30xy?z

2 3 ‘3be’ 45pqr’ 40pqr 20x%y "52bec?n’

g A—matm m—3 4m 2 (@a—1) 7(1—a)

" 5a " 6y’ 2m m—2 (b—1)m'(b—1) m

4 9ab (¢c—d) 4ad(b—c), 5ab (m—n) 10ax (m—n)

" 8¢cd (a—b)'bac (b+d)’ 6xy(m-+mn) 3by (m-+n)’
5x  12ux 9u) 15x n am . a-4x ax-x?
Su " 3u  16x/ 320 mm+nfp a—x ax—=x*

6 5abc 40prx\ S5abcpx 2mn 18mnp .7pq

" \i2pqr 25bcx/  25bqr ' \Babe 3bcx/ Jab

. (12_12—"_ —§2X)=4+€.***)

57. Reziproke Werte. Aus Ziffer 56) ist ersichtlich, daB
ein neuer Bruch entsteht, wenn man Zihler und Nenner eines
gegebenen Bruches miteinander vertauscht. Diesen neu ent-

*) Einen Bruch umkehren heit, den Zihler zum Nenner und den
Nenner zum Zghler machen. Kehrt man den Bruch % um, so erhilt

4 b5a o, 1Xy
man 5. Den Bruch Txy umgekehrt, gibt: .

S5a
*) Vgl hierzu Ziffer 47, S. 45.
k) ” » 44B, S. 40.
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standenen Bruch bezeichnet man als den ,reziproken Wert“
des ersten.

Beispiele:
Der reziproke Wert von g ist %
X y
” ” ) noy oy
a “+n cd
N ” b3 ” —c_&'_ t EB
7.,2
b} ” 1} ”» 31’2- = § ist i
4,1
9 3 ) ” 4= T 1st 71
/ 1
bH) ” , gy L= -i » —z_
. 1 1000 8
3 " s 0,375 ist 0-3—75 = 375 =3
1 100 4
2 ” ” ,', 5,25 5’—23 = ggg = 5T
1, .3
1 ” ” Y ist 1 = 3.
1 x
” ” w ;,,—]::X.

Aus diesen Beispielen folgt: Um den reziproken Wert
einer gemischten Zahl zu erhalten, ist dieselbe vorher in
einen gewohnlichen Bruch zu verwandeln, Eine ganze Zahl
maf in einen Bruch mit dem Nenner 1 verwandelt werden,
bevor man ibren reziproken Wert bilden kann.*)

58. Division einer ganzen Zahl durch einen Bruch.
Soll eine ganze Zahl durch einen Bruch dividiert werden, so
kehre man den Bruch um und multipliziere die ganze Zahl
mit dem Zihler des neu entstandenen Bruches. Das erhaltene
Produkt ist durch den Nenner des neuen Bruches zu dividieren.

Beispiele:
5 T 12.7 84
= = [— R L
12.7 12 5 5 5 164
9 2 6 2 y % X%
M 1 S ¢ — — == R o —_— =
3.47——3.2 3 7= =% Xt ,Xy 3
g WYW o R mnxyz, n.7‘:1_b__120n\y
Wi e T Y  avwT Tavw ! 8xy  7ab

*) Vgl. S. 81, Ziffer 38,
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Aufgaben:

S5am .dmx 18np  82ax
1. 15mn: —3—{ 7ax.—4—y—, 12pt: 2 169.1:.———5b .
—m v ) 7(a+b)

2 (a—m): S TR )

59. Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen
Zahl. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert,
indem man den Zihler des Bruches mit dieser Zahl multi-
pliziert und den Nenner unverindert lift.

Beispiele:

9 4_98_20 a  ac 4p ., 4p-7_28p
i1°T 11510 b B 5r T 5r  Br
15mn x___15mn-7x_15-7-mnx 15mn
28xy  28xy- 28xy 4y °
3abe. 7pq _ 3abe-Tpq__ 3-Tabepq_ 7pq

9abe  9abe ~—  9abe = 3 °
Aufgaben:
7, 6x, 2m . 15xyz
1. <5 33,-7, @E'(— ); Bpqr 17prs.

32ab 11x 7x3
2T (x— y)-36(x-—y), 12y+4y ) 4ab.

() (ame) = (2at) (o).

60. Division eines Bruches durch eine ganze Zahl.
Ein Bruch wird dorch eine ganze Zahl dividiert, indem man
den Nenner des' Bruches mit dieser Zahl multipliziert
und den Zibler unverdndert 146t.

2. —Tz-‘ll;

Beispiele
g8 18 a a3 4_13-7_.'_1‘_1’_-_41’
30.5 150" b~ be' Br’' 8r.7 35r
22xyz _22xyz _ZL
“Fab o0%Y = 73p 838xy - 2lab
x+y S S0 .
Xx— (x—Y) @ty
Aufgaben:
9 . x_ . ab _ 12pq, x4y, . 15ab,
1. —7—.5, -};'.Z, —x—-.X, 311 6 —z———.z, Exy :2abe.
[} 2
2. 'gi;%:sya%x; 43";3’:(—6”); (fszlgp):(—4mn).

e ER R s T e e LU
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61. Zusammenstellung einiger besonderen Werte. Im
Anschlusse an die vorstehend besprochenen vier Grundrech-
nungsarten sollen einige Zahlenwerte, welche fir das spitere
praktische Rechnen von besonderer Bedeutung sind, in tiber-
sichtlicher Zusammenstellung aufgefiihrt werden:

1. 54+ 0=35; a-t0=a; x+y+0=x+y; 040=0
2.5—0=5; a—0=a; x+y—0——x+y, 0—0=0.

3.5.0=0; a-0=0; &+y - -0=0; 0-0=0.
5 . A Xy _ 7od
4, =% = 0 =% das Zeichen des

unendlich Grofen. Der Wert Null ist in jedem
anderen Zahlenwerte unendlick viele Male enthalten:
je kleiner der Nenner eines Bruches ist, um so
grofer ist der Wert des Bruches.
3. —iz ; i=0; x+y
0 [o ]
Nenner eines Bruches ist, um so kleiner ist der
Wert des Bruches.

0 0

=0, denn je gréfer der

8

0

6. 3—0, "5:0, m=0, aber:

7. %—0~1_5_7—-1oo—%_075_a_“_“+b,
d. h. Null dividiert durch Null ergibt ]eden beliebigen
Zahlenwert.

5 . a_ . x4y - .0
& 3=l =L 3y=L g=1
S5 B, XFY_ .9
9. 1—5’ =8 i =x-Y¥; 1_—.0.

Die Richtigkeit der vorstehenden Gleichungen folgt ohne weiteres
aus den Proben der Subtraktion und Division. Vgl. S. 14, Ziffer 21
und 8. 30, Ziffer 37.

VI. Potenzen.

62. Allgemeines. Auf S. 20, Ziffer 30) wurde bereits er-
klirt: Eine Potenz entsteht durch die wiederholte Multiplikation
ein und desselben Faktors; so schreibt man

statt 5-5-5-5 . ..... 10-mal, kurz: 5'° und
» XoX-XeX L. aDe s X

Der Ausdruck x" zeigt demnach allgemein an: die Zahl
x ist n-mal als Faktor zu setzen. Man nennt den Aus-
druck x® eine Potenz der Zahl x und sagt, man potenziere



X mit n, oder man habe x zur n-ten Potenz erhoben. Fiir
x" sagt man auch kurz: x hoch n.

Die Zahl x, welche potenziert wird, heilt Grundzahl
oder Basis; die Zahl n, mit welcher man potenziert, wird
Exponent der Potenz genannt.

63. Grundzahl oder Basis. Exponent. Grundzahl kann
jeder beliebige Zahlenausdruck sein. Die Grundzahl mug
in Klammern gesetzt werden, wenn dieselbe

1) eine Summe,
2) ein Produkt oder
3) ein Quotient (Bruch) ist.

Beispiel zu 1): Die zweite Potenz von
a-bb4cist=(a-+b-+c)?
Beispiel zu 2): Die dritte Potenz von
x-y ist=(xy)® und von 3-a-b-c-d=(3abecd)s
Beispiel zu 3): Die fiinfte Potenz von
2 ist= (£)5und von Oxyz __ 6xyZ)5‘
y y 7pqr 7pqr
Man achte beim Schreiben von Potenzen auf die Unter-

schiede von:
(a—]--b—}-c)2 und a-|—b—}—c2.
(x- }) w Xy

( ) N —oderX
y®

Wiihrend, wie vorstehend aufgefuhrt, links eine ganze
Summe, ein ganzes Produkt und ein ganzer Quotient
potenziert werden sollen, ist rechts nur je ein Buchstabe
mit dem gleichen Exponenten versehen!

" FEbenso wie die Grundzabl, kann auch der Exponent ein
ganz beliebiger Zahlenausdruck sein:

1
3. . 3. 0,25. . 3. (n—m).
a%y bn’ (O no=y Xa+b9 Yy @ m)1
"a—b
m(a-l-b)(x—y); zh+m  ygsw.

64. Grundzahl und Exponent. Namentlich von Anfingern
ist besonders zu beachten, dafl man Grundzahl und Exponent
niemals miteinander vertauschen darf, wie das bei
Addenden und Faktoren erlaubt ist*) (Vgl S.8, Ziffer 15
und S. 19, Ziffer 28).

*) Es bestcht nur ein einziger Fall, in welchem diese Ver-
tauschung moglich ist: 42 =24 =16
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Es ist also 3° niemals = 5% und entsprechend

xn __...nx; .
denn: 3% ist =3.8-3-3.8 =243 und
5% , =5 5.5 = 123!

Gleichzeitig soll auf einen anderen Febler hingewiesen
werden, der ebenfalls oft gemacht wird, ndmlich auf das Be-

streben, den Exponenten als Faktor vor die Grundzahl
zu setzen. So ist z. B.

a® nur =a-a-a und
niemals = 3.a. Denn es ist
3.anur =a - a-+a und pichts anderes!

65. Gleichartige Potenzen, Potenzen sind gleichartig,
wenn ihre Grundzablen und deren Exponenten genau gleich
sind.

So sind z B.: 3a® und 7a’ gleichartig, wihrend

3a® und 7a® nicht gleichartig sind.

66. Addition und Subtraktion gleichartiger Potenzen.
Potenzen kénnen nur addiert oder subtrahiert werden, wenn
sie gleichartig sind; man addiert oder subtrahiert alsdann wie
mit gewthnlichen Buchstabengrtfen,*)

Beispiele:
4a?-4 12a2=16a?; 15a%b% — 20a%h% = — 5a2b3
o 9x* 4 3n® —6x* — 5n% 4} 3x* - "Tn® = 6x* 4 5nd.
8(a4b)> —T7(a-+b)*49(a+b)2=>5(a-b)2
$ab® 4 2ab®=S;ab® | Arabd = frab®=0,9.ab3
x’y 2x% | 3x’y 5x%y — 8x%y 4 6x%y  3x%y
43_ 5 0 . , 20 T 20

T .

6x® — {8x — [4x* — (2x® 4 5x%) - 7x? —x?} 4-8x =

6x% — {8x — [4x* —2x* — 5x* 4 7x% —x%} -} 8x =
6x® —{3x —4x* - 2x* - 5xt — Tx? —x3} 4-8x =
6x® —3x 4 4x* —2x* — 5x* 4+ Tx?* - x¥ |- 8x =

7x% 4 5x — x* 4 5x%

In dieser Form lifit man jedoch ein Ergebnis, welches
Potenzen derselben Grundzahl mit verschiedenen Exponenten
enthiilt, nicht stehen; man ordnet in bestimmter Reihen-
folge. Schreibt man das Ergebnis in der Form:

—x* 4 7x8 4 5x? -} 5x,

*) Vgl 8. 9, Ziffer 16, A.
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so sagt man: die Summe sei nach fallenden Potenzen
von x geordnet. Schreibt man:

5x 4+ 5x% 4 7x® — x4,
50 sagt man: die Summe sei nach steigenden Potenzen
von x geordnet.

Aufgaben:

1. —6a%-}10a2— 12a% 4 4b* 4 14a® -+ 18bt.

. 8a%h — 12a?b?-4a%h — 14a%b? — 8ab? | 6x%y?

3a—7-1-10a—-7 — 5a~7 4 a%b.

— 3a?b — (Tab® - 3a’h) — (2ab? — 8a?h) — 3ash.

. 9amx? — 13 4 20ab%x — 4bwex® — (3bmex? |- Jamx? — 6
-+ 3abix).

67. Besondere Fille.

a) Jede Potenz der Grundzahl Eins ist wieder Eins.
t=1.1.1.1=1; 1¢=1; I*=1; 1°=1.

Jatb=1; 17-m=1.

Ut 0o B

b) Jede Potenz, deren Exponent Eins ist, ist gleich der
Grundzabl der Potenz.

31 =3, denn 8 soll einmal als Faktor gese’czt werden und: 1.3 =3.

=x » X

1001 ==100; (a-b)!=a - b; (y) 37; 01=0.

Es ist daher bei dem spiteren Rechnen mit Potenzen jede
Zahl, welcher kein besonderer Exponent beigeschrieben ist, als
mit dem Exponenten 1 behaitet zu betrachten; man kann
also auf diese Weise jeder Zah] die Form einer Potenz
mit dem Exponenten 1 geben,

3=3% x=x!; atb=(+b} _—(b)

c¢) Jede Potenz der Grundzahl Null ist wieder Null.

04=0.0-0-0=0; 0r=0; 0 =0; 0°=0.

Uber Potenzen, deren Exponent Null ist, siehe S. 67,
Ziffer 69D).

68. Multiplikation von Potenzen mit glelchen Grund-
zahlen. Sollen die beiden Potenzen 2% und 22 miteinander
multipliziert werden, so kann man, wenn man beide Potenzen
in ibre Faktoren zerlegt, schreiben:*)

28.22=2.2:2.2.2,

n » ” » ” s l.x=x

*) Vgl. 8. 21, Ziffer 30.
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Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder
als Potenz, so erhiilt man:

28.2% = 25,

Den Exponenten 5 der rechten Seite erhilt man aber auch,
wenn man die Exponenten 2 und 3 der linken Seite addiert.
Damit ergibt sich: :

28.2% == 23+2 =25,
Auf Buchstaben angewendet, folgt:
am. gd — am-l—n
Hieraus ergibt sich als Regel:
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden multipliziert,

indem man die einzelnen Exponenten addiert und die so erhaltene
Summe der gemeinsamen Grundzahl zum Exponenten gibt.*)

Beispiele:

32.33=82+3—=85==-3.3.3.3.3 = 243.
y3. 2=y3+2=y5' XM . xN.=— xm+n,
4%.4%. 4 = 48+2+1 — 46 — 4096.
a-ab.-a?=al+t5+9=g!8; hx.py.bhz = bx+7y+7
6a%.83a%.a=6-3.-a?.a%.al=6.3.a2+5+1 — 1838,
2b10.4h78=2.4 .10 6 = 8ht; xm.xn.x=—xm+n+1
5ab%c®.3a%bet- 2a3bte = 30alh7cS.’
6x %y?z. 3x*y%2%. 4xyPz 7= 72x%ytz 4
5a’b® — 3ab (2a®h — 6ab 4~ 4a2b?) 4 12a%bht =
=5a2b2——634b2+ 18a%b% — 12a°b* - 12a%bt =
.=28a%b? — 6a*bh2
n8+e. 8 -2 = n@+a)+G—2 — p3+ats—2a — ps—a
a4x—38y g8y—7x a4x-—3y—-|—8y—7x a—3x+5y**
b6x+2y hey—8x  pox+2ytéy—8x . pIxF6y
(a—b)-(a—b)* =(a—Dh)'- (a—b)® = (a— b1 +3=(a — b)*.

Aufgaben:
1.a’.a% x*.x%.x% & l.¢% a1.q; pm— 4. pr o
2, ax{-1.ax4-2.a%x 4 3 2n%.5n7; x7.y?,.x5.y%.y; ab.a%h®
3. 3b2x.9bx?; %n’m“.%n*mﬁ. 0,8ambn, 0,4a4bs,
4. 9a%x%y%.8x3y%.a4; 5a%x42%.7Ta%—1x 9a7x—9; 83—3b—2 Talhs,

*) In kiirzerer Fassung findet man wohl auch den Wortlaut:
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden multipliziert,
indem man die Exponenten addiert.

Nur mit Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann die
Multiplikation ausgefiihrt werden; diejenige mit Potenzen mit un-
gleichen Grundzahlen kann man nur andeuten:

x?.y% ist und bleibt: x2,y5.
**) Vgl 8. 56, Ziffer 55.
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_4gPta prs _ggmn pr gy —mtn pr ga—3n+im p2r—p
.(a+b).@a+b); &+ &+, PHa+0.(p+q+1)
.(a+4Db).3a; (ab*—a’b).6a*b% (px+1—px—~1) pn—x,

. (a*—2ab +b?).Ga’b3; (xm 4 xn), (ym — yn),

9, (a84-3ab?—Db3),(a®—Db?); (6a>—112b-}3b%.(9a%—3ab—2b2).
10. (3n% 4 7m*).(3n? — Tm?); (2a*x®--3biy?).(2a‘x® — 3bty?),
11 (3n¢— -fmnﬁ—}-%m*) (,Zm—f—%n% (x—1)%; 8x—8)8,

19 at .an 5h? .8b4 8nb 6n8’ _5a3b‘. a’x —d4y L a8y —Tr
"b2'bx’ 6 5 ' 4p* 9p>’ 8  6.m béx+dy bly—2x

0 = ® ¢

Umkehrung. a) Eine Zahl wird mit einer Summe
potenziert, indem man dieselbe mit den Summanden des
Exponenten einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen
miteinander multipliziert.

amtn = gm.qn

Beispiele:
95 —32+8—32.3%; ylydti=yd.y4 patb—pa.pp,
b8 = bt+4==b*. b*; b?=bi+l=Db7.b; bS==h2+6=Dh2.p"
x3+m+n=xs,xm,xn; Za.—-b—i—c:za.z—b.zc.
né—e=—=nite.pd—2—=npnd.p2.nb.n7 %,
(a—bp+z=(a—b)r-(a—b)%

b) Jede Potenz kann in Faktoren zerlegt werden, welche
Potenzen der gleichen Grundzahl sind und deren Exponenten
als Summe den Exponenten der gegebenen Potenz haben.

al=aﬂ—m.am.

69. Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen.
Hierbei sind, #hnlich wie bei der Subtraktion S. 14, Ziffer 22),
drei Fille zu unterscheiden: Der Exponent der D1v1sorp0tenz
kamn kleiner, gleich oder griofer als derjenige der Divi-
dendenpotenz sein.

* a) Der Exponent des Divisors ist kleiner als der
Exponent des Dividenden.

Soll die Potenz 3% durch die Potenz 3? dividiert werden,
so kann man, weon man beide Potenzen in ibre Faktoren zer-
legt, schreiben:

3* 3.3.3-3-3
3t 3.3

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder
als Potenz, so erhilt man:

—3.3.3%

*) Vgl 8. 33, Ziffer 41.
Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. 5
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Den Exponenten 3 auf der rechten Seite erhilt man aber
auch, wenn man den Exponenten 2 des Divisors vom Expo-
nenten 5 des Dividenden subfrahiert. Damit ergibt sich:

Auf Buchstaben angewendet, erhiilt man:

Hieraus folgt als Regel:

Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden dividiert,
indem man den Exponenten des Divisors (Nenners) von dem
Exponenten des Dividenden (Zihlers) subtrahiert und die so
erhaltene Differenz der gemeinsamen Grundzahl zum Exponenten
gibt.¥)

Beispiele:
2% 2.2.2
8.92 ___ —_ e —— .
2%:2 =5 =575 == 2, oder auch:

3. 2___2_3__ 3—2__o1 __
23:20 =yt T=2l=2,

x“

. — M —n. yloyv " ___ yn—1,
a":a" —==1a ; X"iX ‘l_x
9 7
X 8a a
39 —83__ 6. 3.30__3-9__v—6.°% oY ___ 4,
== =x% x*:1x’=x =X ,4a3_23352a
6a—8% 6 '
tp —8 . —7 ey 8 (= 7) e —847 —1
ba 8.23. ‘—2-;‘:—:;——'2d (¢ )—33. + —33. .
y+s aX '
a =ay+z—y____az; __‘1 ____ax——(y-—:):ax—'y-{—;..‘k:k)
ay ay— ¢
n3x-|—5
___n8x+5—(x-—2)=n3x+5—x+2=n2x+7,**)
nx—2
bm
———T=bm—(“"‘P+‘I)=bm—n—}-p—q_*{-':)
br—r+a

*) In kiirzerer Fassung findet man wohl auch den Wortlaut:
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden dividiert, in-
dem man die Exponenten subtrahiert.

Nur mit Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann die
Division ausgefiihrt werden; diejenige mit Potenzen mit ungleichen
frundzahlen kann man nur andeuten:

x?, -~ x2
x2:yb = 7 ist und bleibt: x2 s y5 = B
*¥) Bei diesen Beispielen ist der Exponent des Divisors (Nenners)

mehrgliédrig; hier eine Differenz bzw. eine Summe. Es ist in diesen
Fillen darauf zu achten, da8 mehrgliedrige Exponenten stets in



P AR R T y53—40:x8y15.

‘)4‘{) 7 0 6(3 4 5_4‘{ y

(b) (b) (b)J_a:(%) (g)m’(i)nz(é)m_n'
(a - b): (a - b)—2= (a - b +2 = (a - by'.

Aufgaben:

LA xS ome ptooy %t on? 5y 1228
. 3.5, x;) mge) pyy y5! a4y! n) 7y6) lsam'
0 20x P bn—2 mlOX+8 y|7 PL] ax+3
© 4x7’ bt ’ m3= ’ yn—l2’ zp—-q’ ax—2'

n3m+4_ 36x4p—12- 125b5n—3m a”.b’. x72y98

11‘..’m-—2’ 27x4——3p’ 075b3m—2n’ a?. b¥ xieye?

24 xty7z? pm+5q2n—7 x 7x15n-—7my12m—-17n (a+b)"
8x2yizb’ pm—3qn+6r9’ 105x5m+3ny2m—1n’ (a-{—b)h_?-
@f+b)~7 16t mP=F  b*@—1)s

C @D 44w ETY Pl -1y

b) Der Exponent des Divisors ist gleich dem Ex-
ponenten des Dividenden.
Sind die Exponenten im Dividenden (Zihler) und im
Divisor (Nenner) einander gleich, so kann man z B. schreiben:
35
2 __g5—5_30
35 3 3
Man erbilt also eine Potenz, deren Exponent Null ist.
Nach S. 30, Ziffer 38) ist aber auch:
35
—3—5——_—-. .. .=1.*)
Da in den letzsten beiden Gleichungen die linken Seiten
glench sind, so miissen auch die rechten Seiten gleich sem,**)
d. h. es mub:

30=1
sein. Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich:
_}in— == xn—n = xO == 1
X

Klammern zu setzen sind und dann nach den Regeln 8. 11, Ziffer 18)
zu verfahren ist.
*) Vgl. auch 8. 33, Ziffer 41.
*¥) Sind zwei GroBen einer dritten gleich, so sind sie auch
einander gleich.
5%
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Hieraus folgt als Regel:
Jede Potenz, welche Null zum Exponenten hat,
ist gleich der Zahl Eins.

Beispiele:
0
=1; (—7)°=1;% 1000000°=1; 0°=1; (E) =1.

a’=1; (a-b)?=1; (b) =1; (a+b)’=1; ( b) =1
Aufgaben:

L8 ox' @m—n* e4ott! s one o x
S A x¥ m—m¥ (4t 8’ p¥ y”

aﬂ
2. 3,125% 0,8°; a.a% b9.z% 3x% 4(a—b)°.
3. 69.(x+y); 10%(m—m); 10,50 -, Jo. B
H ) M 70’ m3’ no
¢) Der Exponent des Divisors ist grofer als der
Exponent des Dividenden.
Soll die Potenz 3% durch die Potenz 8° dividiert werden,
so erhdlt man nach dem vorstehenden:

32 - -
= g2 b =gt
Lost man die Potenzen in ihre Faktoren auf, so ergibt sich:
32 3.3 1 1

3~ 3.3.3.3.3  3.3.3 3%
Da die linken Seiten der letzten beiden Gleichungen gleich
sind, so milssen auch die rechten Seiten gleich sein, d h.
es mub

—3 1
3 = 33
sein. Auf Buchstaben angewendet, erhilt man sinngem#f:
1 **)
A _—
ax’

*) Um zu beweisen, daf (— 7:%==1 ist, kann man schreiben:

)
T e e R !
*+) Auch aus dem bisher iiber Potenzen Gesagten 146t sich die

Richtigkeit nachweisen. Geht man z. B. von der Potenz a™* aus, so
kann man dafiir den Gleichwert a0—x setzen, also:

a—x=a0—x, Eg ist aber entspr. S 66, Ziffer 69a):
0
a0-x=2_.  Nach 8. 67, Ziffer 69b) ist weiter:
a%=1 Mithin muB, da 0 —x=— x ist,

1 .
a—r=_— sein.
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Ist also der Divisorexponent grofiler als der Dividenden-
exponent, so entsteht eine Potenz mit negativem Expo-
nenten, die man jedoch, wie dic letzte Gleichung zeigt, in
eine solche mit positivem Exponenten verwandeln kann.

Hieraus folgt als Regel:

Jede Potenz mit negativem Exponenten ist gleich einem
Bruch, dessen Zihler Eins, und dessen Nenner die Grund-
zahl der Potenz mit positivem Exponenten ist.

Sieht man von den Exponenten ab, so istz—ll- der reziproke

Wert*) von a; infolgedessen kann man auch sagen:

Jede Potenz mit negativem Exponenten ist' gleich dem
reziproken Werte der Grundzahl mit positivem Expo-
nenten.

Beispiele:

33 1 1 1
8.6 .Y __93-6__9-8__ ~ __ _ - __ =~
313 T8 3 3 3% 3.8.3 27
8
%=x8~‘°=x—2=;1;_,—; 10‘2=%=ﬁ=0,01
bx =bx—(x+1)=bx—x—1=b-—1=l:1- Vg.L S. 63,
px+1 b! " b Ziffer 67b.
ar o _ 1 _ _ 3h*®
;ﬁ=ap P-q—g ngq_, 3a—-2b6f 3=an§.
4—3=11§=(;—4=0,015625; 10"7=i%—7=0,0000001.

5) =(3) =Ts=*5=
(3 = (5) = 15— 535 = 50625.

1N2 7V (2y 4
(35.) =(.2) =(_7_) — 5= 00816 .. ..

Aufgaben:
. n'  adx bP x77 m~% 9a—10 95’y —15,
. nlb: ang bp+q: xxs ) lll—s’ 33_0 ) 7x1syazg .

2. x%.x7 %,y 0.y T;am a0 g3 ;490815 ga8p -0,
—8m+n* at.b6 Balph~3c"

8. —72m+nB*’  a® b—%  4a5b7
4a---b8 az—m.bm—-Z 23—3.b—1
4. 2a_5b_.1; 3a—m.b1--m; 3am-4.b1—-m.

*) Vgl. 8. 57, Ziffer 57.
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70. Yerwandlung von Potenzen mit negativen Expo-
nenten in solche mit positiven Exponenten., Die Umkehrung
der Gesetze in Ziffer 69) ergibt folgendes:

a) Eine Zahl wird mit einer Differenz potenziert, indem
man dieselbe mit dem Minuenden und dem Subtrabenden des
Exponenten einzeln potenziert und die erste Potenz durch die
letztere dividiert.

Beispiele:
7 n 8a
gs—=g7-2=" . yn—4=‘-z_; gu—sb _ &
32 Zf)b
x+y X ¥ m
ax+y-—Z=a — = — bm—(u—p-l—q) — __b___
. a? a’? ! bll—P+q

v

8x+5 . m n
8x+5—(x—2) _n . m—3 _n—5 X V_

n x—21 X Y 35
n X Yy

b) Jede Potenz kann als Quotient zweier Potenzen der
gleichen Grundzahl dargestellt werden, in welcher der Dividend
irgendeine ganze Zahl, der Divisor aber die Differenz zwischen
dieser Zahl und dem Exponenten der gegebenen Potenz zum
Exponenten hat.

a®
a'= S

¢) Jeder Bruch, dessen Zihler die Zahl 1 und dessen
Nenner eine Potenz mit negativem Exponenten ist, wird
gleich einer ganzzahligen Potenz, deren Grundzahl diejenige
des Nenners und deren Exponent der positive LExponent des
Nenners ist.

Beispiele:
1 _3s_3.3.3—07%; 1 ¢35 1
3_—__ —_— . . = ), 6“'2_ = 611?1:] :l.
L gomy ol 100=10000; L

1
*) DaB g-:—g:i’)a ist, kann man auch folgendermaBen beweisen:
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1 i 1.;. 1 —1x- 1 — 2. 1 J— n
2= W == =1 (—_a-b)—‘z_(a'b) ; W—(a-*—b)

1 . L1111
@—5)72—-(311),31)81. 3n__2—— 3 'n_2-——3—'n

d) Bei einem Bruche kann man jede als Faktor vor-
kommende Potenz mit entgegengesetzt genommenem*¥) Ex-
ponenten aus dem Zihler in den Nenner, und umgekebrt, aus
dem Nenner in den Zihler bringen.

2%

Beispiele:
3—'2 53' 43 72 ) a—4 bn. x—m p—n
53N 7R o poaab o
6a=" 5b—% a—*b—r x7y" (a-b)~ (x—y)’
5b3 — 6ar ' x—"y-= abr’ x—y)~7 (a+b)®
Es sei hier hervorgehoben, dall diese Regel nur
fiir Faktoren und niemals fiir Addenden gilt. So ist z. B.:

—2 -3 —x -y

n m . a~ *—b

——‘;—‘_‘:by— niemals = ——T—‘}_'
a¥ — n°-+m

-2 —3 —X [y
n . m . a .b
Sondern nur - ist =——7-——1!
a*. by n“.m

Danach lifit sich jeder algebraische Ausdruck, welcher
Potenzen mit negativen Exponenten enthiili, derart umformen,
daf nur noch Potenzen mit positiven Exponenten in demselben
vorkommen. Das Rechnen mit negativen Exponenten wird
dadurch ginzlich vermieden.

Beispiele:

., 8 8 0 L 98
82 === VITI=g=g =
x—5 xl oyt gyt i 1
x—ll F—____Xs’ - == n :y 4:—4-
x—3b* b*y® 36a’h—* _ 3ac* a’h—*a—?b5 b
X?y—f»— x® ' 24a-1p3e—4~ 2p7! x‘7y5 x9y‘3—ax2y2'
a-® 1 —B8a gas: —4x—3y? 2y*
—a®  al® a—8 T —6xy—®  3x*
Aufgaben:
i a=%~* 22" 'e¢™? 6a’b %"  5a°b %

n? —_— _; —_ __’ N —
x4y % axy 12 9x— 8y~ 2a H3e— 8

¥) Vgl. 8. 56, Ziffer 55. Beachte die Schreibweise von Grundzahl
und Exponent!

*y Vel 8.7, Ziffer 11.
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7" 4y3z-—5 a3b4c6. 2—2x-—4nb—3. 33p—2q-—5 -8

2 9n®p ~4r -8 g =1 6p—°q ’ 3tp—3y— 2% )
g Ox'DPy® 85al0bB¢T  8aSTHS 14a%-7F 158 16(x4y)~°
10807 36x? yz’ 7p2E—9 g5pB—9x gp¥’ 2(x+y) "
4 37 as xsys béy® 6b70422.12b502__‘ aX— y.b2r--3s‘
R T YO Talxy* 2latx?y®? r—g g 4y—3rx
5 x"a. —9n_ 5a° 3y"4'y_3. g_n_s_—5nx+3.
T —6x’ =9 _5a—"% 4 '8’ 38° 6

1. Potenzierung einer Potenz. Soll eine Potenz 22
mit 2 potenziert werden, so ist nach der Erklirung der Potenz:
(2%)% = 28.28 — 28+5 — 28,

Den Exponenten 6 auf der rechten Seite erhilt man aber
auch, wenn man die Exponenten 3 und 2 auf der linken Seite
miteinander multipliziert. Damit ergibt sich:

(2%)% = 23-2 = 2,
Auf Buchstaben angewendet, erhilt man:
(x™)t = xm0,
Hieraus folgt als Regel:

Eine Potenz wird potenziert, indem man die einzelnen
Exponenten miteinander multipliziert und das so erhaltene
Produkt der Grundzahl zum Exponenten gibt.

Beispiele:
(8%)% =32.3%.3% = 3%+ = 3%="729; oder auch:
(8%)3=323=30=1729; (3%)2=23%2=3%=1729.
(a4)2 = a1 2% == as (bs) — bbn (xm)ﬂ . x8m (X )m —= xB.m,

(y2)%e = y10pq (@=4°=1z-* e_.z-24=_7,

724
(m—s)—6=m(—3).(—-6)=m+18=m18.

1
(xm)—n=x-—m.n_xmn’ [(a ) ]4_ a22-3.4 - 924,

[(bz y]x = h2VX == h¥2X — hyxZz — bryz ’!‘)

(xn—b)n—-s x(8—5)(8—8) — xan—ba—3n415 x16—b4a+an—38n
Aufgaben:

(38)5; (x8)m; (b2n)3m; (na-—z.’:; (p1)x+4; (an—2)n+7.
(xzn+5b)su—eb; (a—z)s; (p—9—"; [(asx)sy]h_
(((32)8)4)5; ((x—-z)—a)—b; (a2% —37)x-+57. (ghx+a7)py —2x,

(m10»—18B)Ba+12b ; (1158 +0b) 20— b,

—
.

oW N

*) Vgl. §.19, Ziffer 28.
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Umkehrung. Statt eine Zahl mit einem Produkt zu
potenzieren, kann man die Zahl mit den Faktoren des Produktes
nacheinander in beliebiger Reibenfolge potenzieren.¥)

Beispiele:
3" = (3% =9%3="729; 3°=(3%)?=27%=T720.
= ((29°) = (4?)" = 16 = 256.
= @) = (@9 = (@)
== (0%)% = (n¥)3; bBmn = (h3m)2n
72. Potenzierung eines Produktes. Soll das Produkt 5x
mit 8 potenziert werden, so kann man schreiben:
(5-x)®=5x-5x-5x=>5-5-5-x-x-x =53, x5,
Die rechte Seite dieser Gleichung erhilt man jedoch auch,
wenn man die Faktoren 5 und x des gegebenen Produktes

einzeln mit dem Exponenten 3 potenziert. Auf Buchstaben
angewendet, ergibt sich entsprechend:

(@.b)m=am.bm
Hieraus folgt als Regel:
Ein Produkt wird potenziert, indem man die Faktoren

des Produktes einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen
miteinander multipliziert.

Beispiele:
(6a)t = 6. a“——1296a4 (xy)“'==x"‘-y"‘.
(3xy)*=82%.x%.y gy ¥2% (2abe)® = 8adhiel
(5x-2y- 62)"’—(5\)2 2y)* (GL)2
-2%.6%- x?y?2% = 3600x%y %2
(mln)b (m4)5 n5_nl4 .5 nb_m20 nﬁ
(a x3 ___az 1.x3. 7.v1. 7_a14x2ly7
[2-x—y) 2P =2 (x—Y)* 2 =4 (x —y)%2".
Aufgaben:
L (abe)®; (5xyz)’; (Tpqrs)’; (Bxy); (m*n®)?%; (4x°y')
2. (2athlety; [(Batben?f’; (5atyaf)—3; [3e+mnp,
3. (5ab)2.(3ab)%; (2xy)®.(8xy)?.6xy.(6xy)%; (a~3b%)>
4. (x"sbz"’)"'s; (12a—%b%c8)%e,

Umkebrung. Potenzen mit gleichen Exponenten, aber
mit verschiedenen Grundzahlen werden multipliziert, indem

* Vgl 8. 19, Ziffer 28.
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man das Produkt der Grundzahlen mit dem gemeinsamen Ex-
ponenten potenziert. Hierbei ist das Produkt der Grundzablen
in Klammern zu setzen.

Beispiele:
63.23=(6-2)%=12%3=1728; B3.x*=(5.x)%
. yt=(x-y)®; 4°a’n®x®= (4anx)”

32 (a\b)z——(Sab)2 70 (xyz)"- a":(?axvz)

9} 2 l 9 (1) 1
GGG =Gzs) = 3 =1
GG @)= (a b )= (5i) = ( )
) \e) \d) T \w'ed] T \ved] — \d/°
Aufgaben:

1. 23.5%; 42,252 24 44,254 a¥.b¥%; ad.bd.c

x“—"y“—-“.z“—s (3ab)?. (5ab)?;  (2xyz)t.(3nm)L
L EF.E—% (Raf-3n):.(2a—3n)?%  (0,9)%.(0,7)%

(x4+y+2r.(x—y—2)° (10) (16) (24)

5mnY2 ( 9xyz \?, 3 . g
6—}{?) . lbmnp) 5 (3,28)%.(0,07).(2,105)%

T

3. Potenzierung eines Quotienten (Bruches). Soll

3 . . .
der Bruch i mit 3 potenziert werden, so kann man schreiben:

(§) _8383_333 3
4 4 4 4 4-4-4 43

Die rechte Seite dieser Gleichung erbilt man jedoch auch,
wenn man den Zihler 3 und den Neoner 4 des gegebenen

Bruches einzeln mit dem Exponenten 3 potenziert. Auf Buch-
staben angewendet, ergibt sich entsprechend:

m alll
(b) bm
Hieraus folgt als Regel:

Ein Bruch wird potenziert, indem man den Zihler und
den Nennver einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen
durcheinander dividiert.

Beispi(,le

_5 125 .
( 3* 27’ =m=g =B

1 111 1 .
Xn, v_n' (Vgl. S. 63, Ziffer 67a.)
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ab\x ax bx x2\n x2n a?bsxv 5 alOblbxb

(_~ = exax ! ( ) y?’“’ ( cd* ) = Terd

( ) 2°n? 4n? 3ab 8_33213b3 27a3p?
3m 3m?- 9m? \2c¢d/ T 2%c%d® ©  8cid’

(n—l—m __(u—l—m)2_n2+2mn-|—m2*)
n—m/ (—m)® 1n’—2mn-} m?
Aufgaben:
xyz)3n, 3abce)2, 2n3x\*4, a—%pt )’
( ) ( ) 5xyz) ! (4my“)’ n—%y-" )

()[BT G §fi>‘-
HOROROANCNCING

(33._2)2 (ab-z)——2 —lb—2 —3
A ) Gy (av?)?

Eine gemischte Zahl wird potenziert, indem man sie in
einen gewohnlichen Bruch verwandelt und dann wie einen
solchen potenziert.*¥)

33— () 72 49

(a+b) (ac+b) (ac—]—b)3 '03__'_33 c*b4-3ab%-b?

Beispiele

c3
__ 3y 8xz—3y) _ (8xz—3y)*
(2X ) ( (4z)?
_ 64x%2®> —48xyz - 9y?
o 1622

Umkehrung. Potenzen mit gleichen Exponeuten, aber
mit verschiedenen Grundzahlen werden dividiert, indem man
den Quotienten der Grundzahlen mit dem gemeinsamen Expo-
ncoten potenziert. lHierbei ist der Quotient der Grundzahlen
in Klammern zu setzen.

Beispiele:
28 2)3. an-_(a)n_ 936_(93 S s
3‘3_(? s 5=0G) 5= = =2

*) Vgl S. 29, Ziffer 85; 1 u. 2. Kann hier gekiirzt werden?
**) n " 45) ” 47'
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o _Te ot 8
@h°: “(”) ( ) 23 I Ortiaai-t iy )

(4xyz) . 4x}ra) ( ) o ___72
(20xy)?~ \20xy 5 % 25"

(36 mn)* 36mn) ( mu) e zn_n)“‘

Opa*  \9pgq

(x?—y%)n (x2 —y? [(_‘i:,l—l)_(x - )_2] (x — y)
(x+yr x—+y (x+y) ’
Aufgaben:
Q10016160 25072 184308 98845t
Tgs 33E 0 gess TGEL20F 97 15% 36+, 358
(3ab)* (5ab)®. (4 mn)® (4x’—9yl)°‘ (at+Db) (p q)"

= (24abx)?’ 25mnp;? (Za.bp) 2x-—3y) ; p—q)* ‘(a by
(R—bon (x4 yHr  05TC 183
fa=bu i  (x4ggE 09 061¥

74. Potenzierung einer Summe oder einer Differenz.

Eine Summe oder eine Differenz wird poteuziert, indem man

sie so oft mit sich selbst multipliziert, wie der Exponent Ein-
heiten besitzt.

Beispiele
(a-}—b)?_(a—{—b) (a4b)=a?—+ 2ab+} b2
x+4y—2’=x+y—2) (Y—H — ) (x+y—2)
0y Zarvidro atydiy
Aufgaben :*)
L(b—a} (y—x? +1)% (11—:()?; 3ab+c)“
3. 2
3 (X——i ; (3 y) 2)2- (2a3+3b4)2.
4. (a+Db)*+(a—D)% x+1) (X—l)3 (a+b+o)
75. Gerade und ungerade Potenzen positiver und nega-
tiver Zahlen. Je nachdem der Exponent einer Potenz eine

gerade oder ungerade Zahl ist, wird die Potenz eine gerade
oder ungerade Potenz genannt.

a) Jede gerade oder ungerade Potenz einer positiven
Zahl ist stets eine positive Zahl

*) Unter Beachtung der auf S. 29, Ziffer 35) gegebenen Formeln
ist die Ausrechnung dieser Auigaben leicht durchzufiihren.

Der Leser rechne auch die Aufgaben 1—3) mit dem Exponenten 3
durch.



—_ M —

Beispiele:

(40 = (+ 4 (+ 9 (+ 4 =+ 64,

(+2)* = (+2)-(+2)-(+2)-(+2) =+ 16.

(4 8)8 =} 243; 7%= 117 649. |
HFxP=—+x5 (+0°=x% (+xy) =x"y"

b) Jede gerade Potenz einer negativen Zahl ist stets
eine positive Zahl. (Vgl. S. 23, Ziffer 31, d.

Beispiele:
(—8)=(—3)(—38)=+9=09.
(=t =(—4)-(—4)-(— 4 (— 4 =+ 256 = 256,
(—a)!=(—2)(—2)(—2)(—a)
* Fabt man hier je 2 Faktoren zusammen, so erhilt man:
(o= a9 (haf=tarki=at
(—2)b =20 —
*) Aber: —2“-——64! Beachte die Fubnote!

¢) Jede ungerade Potenz einer negativen Zahl ist stets
eine negative Zahl. (Vgl. S. 23, Ziffer 31, e.)

*) Beziiglich der Schreibweise der Potenzen mit negativen Grund-
zahlen ist stets auf den Unterschied zu achten, welcher entsteht, je
nachdem die negative Grundzahl in Klammern gesetzt wird oder
nicht; z. B.:

(—x)? und: —x*?.
(—x)7 ist die abgekiirzte Schreibweise fiir:
(—x).(—x).(—Xx).(—x).(—x). (—x).(—x), withrend
—x7 die abgekiirzte Schreibweise fiir:
—X.X.X.X.X.X.X ist.

Im ersten Falle ist das Minuszeichen mit in die Klammer ein-
geschlossen, also auch mit zu multiplizieren; denn

die Grundzahl heifit (—x),
im zwelten Falle ist jedoch nur gesagt, da8
die Potenz x7? negativ zu nehmen ist.

Der Exponent bezieht sich im allgemeinen nur auf die Grund-
zahl der Potenz, welcher er unmittelbar angehort, und nicht auch
immer auf das Vorzeichen. Soll z. B. nach dem Vorstehenden be-
rechnet werden:

1) (— 8)3, soll also die negative Zahl 8 in die 3te Potenz erhoben
werden, 8o ist zu schreiben:
(—8)3=(—8).(—8) .(—8 =(+64).(— 8 =—512. Soll
2) — 84, also der negative Wert der 4ten Potenz von der Zahl 8
gebildet werden, so ist zu schreiben:
—84=-—8.8.8.8=—4096. Weiter gilt:
8) (— 5)¢=-}-15625 und:
4) —58=—15625.
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Beispiele:
(=8P = (=4 (=4 (=4 (—4) (= 4)=
4)t - (—4)=-4256-(—4) =—1024.
(—2)"-———32 (—3),=—27; (—4)"=—16384.
(—a)=(—2a)-(—2)-(—2)(—a) (—a)
FaBt man auch hier je 2 Faktoren zusammen, so er-
gibt sich:
(—a)P= (a7 (+a) (—a)=(Fa)- (—a) =—
Die Richtigkeit der in vorstehendem gegebenen Regeln
liBt sich ohne weiteres unter Anwendung der einfachen Multi-
plikationsgesetze nachweisen, wie dies zum Teil schon in den
gegebenen Beispielen geschehen ist.

Aufgaben:

L (—5% 6% (—9*% (—a)% (—b?% (=543~

2. (—4*+(—5Y 62—(—49% (—D'—(—2)>

8. (=5 (2% (=294 (= + (= +(—2°+ -2+ 1
4 n*4(—n3% pt4-(—pH P+ (—x)P—xt4(— ,h

5. (=5 (— 2% (—4*.(— 3% (—a)— (28 +2(— a)’—2(—a)’

o

(—n%)Y [(—n?%Y [(;ﬁ)’]“; (—n®)—3;  ab)?—(3ab)s
—b)s —b)? —n2)y 1
1. (__DS)_B; E_b;;;; (bs); E_;lg;s; (T}E'

VII. Wurzeln.

A. Allgemeines.

76. Begriff der Wurzel. Zerlegt man eine Zahl oder
einen Zahlenausdruck in mehrere gleiche Faktoren, so be-
zeichnet man das hierbei einzuschlagende Rechnungsverfahren
mit dem Ausdrucke ,Wurzelausziehen oder Radizieren®.
Jeden dieser gleichen Faktoren nennt man eine ,Wurzel®
aus der zerlegten Zahl

Zerlegt man eine Zahl in 2, 3 oder mehr gleiche Faktoren,
so erhiilt man entsprechend die 2te 3t oder eine hohere Wurzel,

Lost man die Zahl 9 in die beiden Faktoren 3.3 auf,
schreibt man also:

9—=3.3,

so sagt man, die Zahl 3 ist die zweite Wurzel aus der Zahl 9.
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Schreibt man
64—=4.4.4,
zerlegt man also die Zabl 64 in 3 gleiche Faktoren, so sagt
man, die Zahl 4 ist die dritte Wurzel aus der Zahl 64.
Setzt man
243=3.3-3-3.3,
so ist 3 die fiinfte Wurzel aus 243.

Das letzte Beispiel erhilli in richtiger Schreibweise die
Form:

5
4 V243 =3,
gelesen: funfte Warzel aus 243°— 3,

Das Zeichen V' (verzogenes r von dem lateinischen Wort:
radix — Wurzel) ist das Wurzelzeichen; der wagerechte
Strich desselben erstreckt sich stets ganz iiber den zu
radizierenden Zahlenausdruck. Die winkelartige Offnung
im senkrechten Teile des Wurzelzeichens dient zur Aufnahme
des Wurzelexponenten, der angibt, welche Wurzel aus der
unter dem wagerechten Strich stehenden Zahl gezogen werden soll.

Eine Wurzel ist richtig ausgezogen, wenn die Zahl,
welche die Wurzel bezeichnet, mit dem Wurzelexpo-
nenten potenziert die Zahl ergibt, welche unter dem
Waurzelzeichen steht. Ist also

5

V243 =3, so mub
3% =243 sein, was richtig ist, da
3> =3-3-3-3-3=243 ist.

Ist 13% =5, so mub 5%2=25 sein.
" 13/175‘_—_5, w o D3=125
" 14/16 =2 , , 24=16
L Vio—d, , , 45—1024 , usw.

Auf Buchstaben angewendet, erhilt man:

n
Ist ¥ a=x, so mul x® =a sein.

Hieraus folgt: Aus einer Zahl a die nt* Wurzel
ziehen, oder was dasselbe ist, eine Zahl a mit einer
Zahl n radizieren, heifit eine Zahl x suchen, welche
mit n potenziert wieder die Zahl a ergibt.
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Die zu radizierende Zahl a heift Radikand, die Zahl
n heiit Wurzelexponent und die Zahl x bildet die
gesuchte Wurzel Radikand kann jeder beliebige Zahlen-
ausdruck sein; der Exponent ist im allgemeinen eine ganze und
positive Zahl.

Die zweite Wurzel aus einer Zahl a heiit ,Quadrat-
wurzel%; man schreibt dieselbe kurz: V'a, d. h. ohne Ex-
ponenten.

Die dritte Wurzel nennt man anch ,Kubikwurzel“

77. Beziehungen zwischen Wurzel und Potenz. Geht
man von der Potenzgleichung: 5% =25 aus, so wurde nach
der Lehre von den Potenzén aus der Grundzahl 5 und dem
Exponenten 2 die neue-Zahl 25 gebildet. Befrachtet man die

2

vorstehende Wurzelgleichung: V25 =B, so erkennt man, daB
aus dem Radikanden 20 und dem Wurzelexponenten 2 die
neue Zahl 5 zu bilden ist.

Nun ist aber 25 =15.5=>5% Setzt man diese Potenz 52
an Stelle des Radikanden 25, so kann man auch schreiben:

2
) V52 =5,
Abnlich 16t sich bilden:

3 4 5
V53 =5; V6% = 6; V10% =10 usw.

Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich:
n

Var =a.

Hieraus folgt: Wird eine Zahl gleichzeitig mit ein
und demselben Exponenten potenziert und radiziert,
so bleibt die Zahl unverindert, d. h. Potenzieren und
Radizieren heben sich in diesem Falle gegenseitig anf.

Beispiele:
3 3 n
V*=x; V{+bP=a+b; V(ab)*=ab.
V({=r) —ims
z Tz
Dieses Gesetz findet seine Erweiterung in folgendem:
Geht man von der ganz beliebigen Gleichung

a=rx?
ans, und zieht man auf beiden Seiten dieser Gleichung die
2t* Wurzel, so erhilt man:

VieVil
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2_—...
Entsprechend dem vorstehenden Gesetz ist aber V x2? = x;

damit geht die vorletzte Gleichung tber in:
2

V§=x.

Potenziert man beide Seiten dieser Gleichung mit 2, so
ergibt sich:

2 . 2
(Va =x2
Nach der Ausgangsgleichung war aber auch:
a=x2

Sind jedoch in zwei Gieichungen die rechten Seiten gleich,
so miissen auch die linken gleich sein, folglich:

" (Va) —a
Ahnlich Lit sich bilden:
3 8
vz —a (a) =,

oder ganz allgemein:
n . n
(Va) =a.

Nach vorstehendem war aber auch:

B
Va—' == 8.
Da auch in den beiden letzten Gleichungen die rechten
Seiten gleich sind, muf

n n n
(Va) =Var=a
sein. Hieraus folgt:
Es ist gleichgtltig, ob man die ganze Wurzel
oder nur den Radikanden mit dem Wurzelexponenten

potenziert; in jedem Falle heben sich Potenzieren
und Radizieren gegenseitig auf.

78. Die Bruchpotenz. Aus den in Ziffer 76) abgegebenen
Erklirungen geht hervor, in welchem Zusammenhange Poten-
zieren und Radizieren miteinander stehen. Die nunmehr
folgenden, fir das Rechnen mit Wurzeln gegebenen Regeln
lassen sich leicht auf die entsprechenden, fiir die Potenzen
geltenden zuriickfuhren. Es dtrfte deshalb fir den Leser vor-
teilhaft sein, jedes Gesetz der Wurzellehre mit dem ent-
sprechenden der Potenzlehre zu vergleichen.

Es wird dies mit um so groferem Verstindnis geschehen,
wenn man sich der in der Praxis vielfach angewandten, zweiten
Schreibweise fiir einen Wurzelausdruck bedient.

weickert u. 8tolle, Maschinenrechnen; I, Teil, I. Band. [
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Es ist tblich, an Stelle der Wurzel die ,Bruchpotenz®
treten zu lassen; man setzt allgemein:
) | 1
VE - 8;.
DaB diese Gleichung richtig ist, 1:i06¢ sich beweisen wie folgt:
Gebt man von der Gleichung

n_ 1
Va=ar
aus und potenziert man beide Seiten mit n, so erhilt man:
n n 1I\n
(Va) = (a“) .
Das ergibt aber nach Ziffer 77 und 71):

1 n
a=a" =—a® =a'; folglich:
a=a.

. Da man auf beiden Seiten dasselbe Resultat erhilt, ist
die Ausgangsgleichung richtiz. Hieraus folgt:

Jede Wurzel aus einer Zahl ist gleich einer Potenz,
deren Exponent ein Bruch ist, dessen Zihler von dem
Potenzexponenten und dessen Nenner von dem Wurzel-
exponenten gebildet wird. So schreibt man z. B.:

3 . 4 . 21
Vo= n*; Vi=x% V16=16% Va=a" usw¥)

Befindet sich unter dem Wurzelzeichen eine Potenz, so0

findet das Gesetz allgemein seinen Ausdruck in der Gleichung:
m n
Vxi=xm,

Eine Bruchpotenz ist demnach eine Potenz, deren Exponent
ein Bruch ist; dieser Bruch selbst heiit ,Bruchexponent.*

Die Richfigkeit der letzten Gleichung wird ohne weiteres
durch folgendes Beispiel erwiesen. Es ist nach Ziffer 77):

2 —
Vat=a.
Wendet man die Schreibweise der Bruchpotenz an, so folgt:

2 2
—~ 3
Val=al—=a =a,

welche Rechnung dasselbe Resultat ergibt.

) *) Simtliche unter den Wurzelzeichen stehenden ZahlengriSen
besitzen stillschweigend den Exponenten 1, denn nach Ziffer 67b,
S. 63) ist:

n=n!; X =x; 16 = 16%; a = al usw.



Beispiele:
3 9 L 8
V' =47 =43 V78=7'=172
| Qp——
3 _ 6 3
Vit =x°% =12 VQ% =9t ot ot

-8

3
;}Fr_aT =a-”=$; V(X—y ’=(X—y)§~

Vb — byt =ab.pl.
3

Yy =VEy)® =@y =@yt =x-3.

VEY=6)'=6)

y y
Aufgaben:

Verwandle die Wurzeln in Bruchpotenzen:

1. 14/?‘; ;fﬁ; Vij; ;‘/F;e ;/F; :/W; v o
2 V'Z’%; 13/?; VYV xyzi n*m?z%; V-%
8 ]/(—)* ]/( ) VE=T VaFuee

%
4 ]/ (m 4n)3.a?; Va—“’ ]/——— V V at

Verwandle die Bruchpotenzen in Wurzeln:

1 1 1 1 - |
5 362; 64_15; 81%; 100%; 1000%; 25 2, x?; x% .
m

2
1 3 — - 2 3
6. x5 yh b an; an; @ 0 @yl

7. (a —b)%; (a.—{—b)%; (27x3y3)3; n_%; x-%.

9. Regeln fiir das Rechnen mit Bruchpotenzen. Fir
das Rechnen mit Bruchpotenzen sind genau dieselben Regeln
zu befolgen, welche fiir Potenzen, deren Exponenten ganze
Zahlen sind, gegeben wurden. So ist entsprechend

3 5
S. 62, Ziffer 66): 4n‘3+ 3n! —2n_§=5n%—5 Vo'
10::.“‘1—9:1“‘1—{—2:1“‘——611'n 3. Va“
» 64, ” 68): X’I-x%=x%+%__ i’___-v;s.

m P P
x® x4 ——-x"+
6*
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3 e
65, Ziffer 69a): ab:ab —at "t mat i —vyar

68,

70,

71,

72,

73,

78,

74,

69c):

70¢):

70d):

71):

72):

72):

73):

m P m_
an:at =an

~~
9
la]
b
!
9
u|E
¥
=B
Il
-
%
B
{:
1
E



S. 75, Ziffer 73): x—:=6)%= '/ (}’5,)".

—i_ (y) V(y)

+r 303 3 -1 -4

1.x“.x>; n .n°; a“.a "; Db .b—%; .y~%.

y
} 3 3 5 3 3 x17 n% ,1%
2.a%,a 2 vy 2.V _%_; .'n—%'; a_——ﬁ
5 5 .
VSV fyj? dabd e -~
0116 b5 xT.yP “} % T% @ +b)§

O ORI O ORI (COU§
5[(1 D, (‘ j Vx‘Vx;

80. Gleichartige Wurzeln, Wurzeln werden als gleich-
artig bezeichnet, wenn ihre Grundzablen und Exponenten
genau dieselben sind.

3 3
So sind z. B. 3V a® und 5V a® gleichartig, wihrend

3 .
8V 2% und 5V a? nicht gleichartig sind.
81. Addition und Subtraktion gleichartiger Wurzeln.
Waurzeln konnen nur addiert oder subtrahiert werden, wenn
sie gleichartig sind; man addiert oder subtrahiert alsdann wie
mit gewdhnlichen Buchstabengroﬁen
Beispiele:
. __ 8 8 8 s
2V_+3V‘> =5V2; 6Va+5Va—8Va—3Va-
9 Vab—|—81/ab—121/ab—1/ab+21/ab-—6Vab
5Vx+31/y—2vx-91/y__

_5V“_2instf‘ 9Vy 3;?—616/}7.



xV54yVE=(x+y) V5|
aV3 — V3=(a—1)-vV3.|
5 5 5 3
aVx—bVxteVx=(a—b+c) -Vx
xVp+a+yVp+q—8V p+a=+y—3)-Vp+a
Anfgaben.
1. 2V—_+9}/ab—l2]/ab ]/ab+8]/a.b+}/ab
2. 71/" (—61/_+5Vb—91/a—51/“
3, 121/_—a}/_—(}/a—81/b—7]/a)
4. 7]/———9}/ab+6]/ab—(—9]/ab+5]/ab+7}/—
v——ar+wmn+svx
6. an—- —2Vx—y+pl/x+y—5l/x+y
82. Besondere Fille.
a) Jede Wurzel aus Eins ist — Eins.
3 10 n
Vi=1; Vi=1; Vi=L1
b) Jede Wurzel aus Null ist = Null.
%=0; lgff)_=0; ;/6:0.

83. Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Expo-
nenten. Sollen die belden, den gleichen Exponenten 3 be-

(Vgl. S. 36, Ziffer 43, ¢ und d.

sitzenden Wurzeln: V5 und f miteinander maltipliziert
werden, so erhilt man, wenn man beide Wurzeln als Bruch-
potenzen schreibt:

VE.V =547k

Fiar die rechte Seite dieser Gleichung kann man aber
nach Seite 73, Ziffer 72) — Umkehrung — schreiben:

5% .75 =(5.7)%.

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so
erhilt man:

s s
V3Vi=0.nh



Verwandelt man die als Bruchpotenz erscheinende rechte
Seite dieser Gleichung nach Ziffer 78) wieder in eine Wurzel,
so ergibt sich:

3 3 3
V5-VT1=V5T.
Die rechte Seite dieser Gleichung erhilt man aber auch,

wenn man die Grundzahlen 5 und 7 als Faktoren unter eine
gemeinsame Wurzel bringt. Auf Buchstaben angewendet, folgt:

n . n . n .
Va.-Vb=Va-bh.
Hieraus ergibt sich als Regel:

Waurzeln mit gleichen Exponenten werden multipliziert,
indem man das Produkt der Radikanden mit dem gemein-
samen Wurzelexponenten radiziert. '

Beispiele:
8 3 3 3
Vz V5=V2 5—1/10, V? Vﬁ——VTﬁ—Vﬁ
V13 V15—1/195, V5 V7 V10_V—‘7 10_V350
VE-VE=VE-T; VE-VEB=Vnm-ab=Vabm-xI
3 8 = 3~__ 3___ 3 I 8 — 8 .
VE-Vb-Vac=Va’bc’, Vxiy . Vxy?=Vx%3 =xy.

S T T

VaI: Val—1 2, b? — Vi'—:—b-(a-!-b) (a—b)¥) =
=1/ (@—=b-@+b)-@@a—b) o
@t —V(:L—b)-(a—b)_
=V@a—b?*=@—bi=@—b) =a—b
Vz‘-VEG:V?%_ﬁVW):VWTm& .
V3-¥V12=V3-12=V36=6; V4 'V54=V216=6.
2Vx-4Vx=2-4¥x - x=8Vx?=8x
3 3 3
13/51_1‘1/4n2=l/2n-4n’=1/8.n“=2n.
(V24V8—2V34VT5).V6=V12+V48—2V 18-V 450.
B+VE)-4—V0)=124+4V6—3V6—V6i=
=124+V6—6=6-]V6.

*) Vgl 8. 29, Ziffer 35; 7.
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(9—2.-V11)- (174 6-V11) = 153 — 84. V11 +54. V11 —
—12.V11% =153 420.-V11 —12-11 =21 420-V'11.
(Vay—Vby+Vey)-Vy=Vay  —Vby*+Veys

@4V =2"42.2.V3L(/3) =44+4.V3}3=
=744V

Aufgaben:
3

LY3-VE VE-VE VI-YE Y- yim
L VEVER VY VETS VI Vi VR

3. 4]/9. Vb 5]3/5—8.71)—’; 2]/xy Sny 5]/x vy
Vzr:i-]/?‘;]/a-l-b-}/a—bﬂfga*— ; .
VEVE VEVE VIVEVE
@4+V3)-6—-V3; WV3+VH)-(Vis—1)
V2+Vs5—VD-V2—=V354+V)

BY6—5V10—2 V15 (2YV6+38 Vi0—4 VTI5)

3 38 3 3 3 3 8 8
(Ve—2v9) Gyi—ym): Gyi-avm) byis).
Va4V D) (Ve—V);(Va+VD—V ) (Va—Vb+V¢)

10. (Va2b+1/ab+vab=) (Va=b+1/ab yabe).
1. 6—-v2%s (—1+Vey ¥V34+vV2y (V5—-V3)s

84. Radizierung eines Produktes. Geht man von dem

zu radizierenden Produkt ¥'3.7 aus, so erhilt man unter An-
wendung der Schreibweise der Bruchpotenz:

V3. 7T=(3-77%.

~

® P N,

Fir die rechte Seite dieser Gleichung kann man aber nach
S. 73, Ziffer 72) schreiben:

@-nt=s8t.7%
Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so
ergibt sich:
V37=3t.7%

Verwandelt man in dieser Gleichung die Bruchpotenzen
wieder in Wurzeln, so erhilt man:

V3. 1=V3-V1.
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Die rechte Seite dieser Gleichung erbilt man aber auch,
wenn man die Faktoren 3 und 7 einzeln mit dem gegebenen
Exponenten radiziert. Auf Buchstaben angewendet, folgt:

n ll'_ n -
Va-b=Va-Vb.
Hieraus érgibt sich als Regel:

Die Wurzel aus einem Produkt wird gezogen, indem man
sie aus jedem Faktor einzeln zieht und die erhaltenen Wurzeln
multipliziert.

Hierbei sind folgende Fille zu beachten:

a) Die Faktoren des Produktes unter der Wurzel sind
derartig beschaffen, da man sie in Potenzen verwandeln kann,
deren Exponent gleich dem Wurzelexponenten oder ein ganzes
Vielfaches desselben ist. In diesem Falle 148t sich die Warzel
ohne weiteres ausziehen.

Beispiele:
V16.25 =V16-V25 =V42.V52=4.5—20.

V3681 =V36-V8l =V6°-V9?=6.9=54.
Va%b? = Va?.Vb?=a-b; Vxlyzi=xyu

3 3

3 3 8
V27.125 =V27-V125 =V 3%. V58 =8.5 = 15.

3 3 38 3

Ym?n® = Vm? - Vnl=m.n; V®ydzd=xys.

V36a’=V36-Va:=V62Val=6a.

4 ¢ 4 4 4 _

YV8lx*=V8l-Vx*=V3.Vxi=3x

VXy =V Vyt=xt.yt —x.5

8 8_ 8_____ _g B_n

Vxob® —Vx®.Vb% —=x".b® = x2.be,

3 3_ 3_ _g_ %

V6%a%=16%Vat=6°.a% = 6% a=236a

8 8 9

V27a%h% = V'3%a%h% = 3§a‘~7b§ = 3a%h?

4 4 4

V16(a+b)*=V16-V(a+b)* =2.(a -+ b).
3 4

V4a®h? - V8a%h® — V' 16a*b* = 23b + 2ab — 2ab = 2ab.

Aufgaben:

~

8 3 7 4
1. V81.121; V49.256; J'27.216; Va® Va®b®; Vx%ys
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6 4
2. ]/36 m*n®; ]/8x’y’ VY 32a10bn®x20; 81 (x-}-y — 2)%
8

3. F;o b5 cs; Vasznx; Vasa+38m; VP at4 2ab-4-bs

b) LiBt sich die Wurzel aus den Zahlenwerten nicht ohne
weiteres, wie unter a) gezeigt, ziehen, so zerlege man diese
Zahlenwerte derart in Faktoren, daB aus einzelnen derselben
die Wurzel gezogen werden kann.

Man sagt in diesem Falle, man habe einen oder
mehrere Faktoren vor die Wurzel geschafit.

Beispiele:
VI2=V4-3=V4.V3=V2:.V3=2.V3.
Vis5=V25-3=V5.V3=5.V3.

8 3 3 3 3
V5a=V2T-2=V27.V2=3V2.

3 3 3 3 3 3
5.V56=5-V8.7=5.-V8.V71=5-2.VT=10V7.

a’b?.n = Va® Vb Vn=ab-Vn.

Voxiy® =V5.Vx:-Vy® = V5.t .yt = xy°V5.

3 3 3 3 3
613/7-?=6Vmﬂ-m=61/m73‘-1/§=6mﬁ.
V98a4b°—1/49 2-a5.b%=V49-V2.Val. Vb8="7a%?* V2
VarF Vet s = Va Va =Vt = aV i)

V204 V246 =V 4.5+ V49.5 = 2V5 + 7V5 =9V5.
VI8 4+ V50 —V72=V9.2-4V25.-2—V36-2=
_3V“+5V§-6V§_2V'.
7V—-|—3V—+3V2—5V128_
_71/27 2+3V8 2+3V2—-5V64 2 =
=1 31/2-{—3 2V2+3V‘>-5 41/2_.
3 3 3 3 3
=21V2_+6V§+3V§——20V§—10V—
3
Vi125(x—y)2 = V125 V(x y)i= 1/58 V(x —y)2 = 5(x—7y).
Aufgaben: s 3
LV50; V4 Y200, Ve Vise; Vel Y
3 .
2. lafﬁg; Va®b; VxPyzd; Y64atbs; TY48; 9Y1I2
*) Vgl. S. 65, Ziffer 68; Umkehrung.
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] n 3
3. ab*Ya’b®; 4} a’bia; a2abintl; 2)32x3y°

VYT VE; VBV VIV
5. 10y 4a+ 4y 9a + 3 49a — 101/3Ta‘— 21/ 81a.

6. -2 2" 9a-|-3a1/a—21/F+

X D 4
7 V16a3b+}/4a‘ —}/E’_I;—V54a3b; Vax+3 — Y a%hx.

¢) Umkehrung von b): Ebenso wie man einen oder,
mehrere Faktoren eines Produktes vor die Wurzel schaffen
kann, ebenso kann man einen Faktor, der vor einer Wurzel
steht, unter die Wurzel schaffen., Hierbei ist der Faktor
mit dem Wurzelexponenten zu potenzieren.

Ist der unter die Wurzel zu schaffende Faktor eine Potenz,
so ist nach Ziffer 71, Seite 72) der Potenzexponent mit dem
Wurzelexponenten zu multiplizieren.

Beispiele:
3.V5=V38%.5=V9.5=V45.
5-V§=V5*-2=V25-2 = V'50.

3 3 3 3
2.V20 =72%-20 =V8-20 = V160.

4 4 4 4
3.V5=V3'5=V81-5=V405.

x - Vy=Vx%j; a-ln/i)_zlnfﬁ; 7.-Vxy =V 49xy.
3a.-Yb=V(32)% b=V3%.a%.b=V0a’b.
3 3

G+y) Vi=VEFN's @—a Vi=VE—o'
6-VE=V6"§=V36-§=V6-5=V30. '
b- V Vb Vb2 —V an.
n?. Vm—Vn2'2 m=Vn‘-m=Vm-n‘.

3 m m
x?. Vy —Vx“‘ S.y5=Vx%%  anVb=Varb,

4 4 4
at. Vas Va‘* t.a3=Va's. a”—Va“+3—Va‘°

LVIYEIVE LYIVE
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(a+b)~]/a_b— (a+b)2.(a—b)=V(a+b)(a_.b)=

a+b (a+Db)
— Vaz — b’.*)
Aufgaben:

8 8 3
L3.V7T; 2.V035; 2.Vy 1.V 2.V 8.Vy: 5.V 5.
4 ]
2.8.V%; 4.V2%; 02.7/0625; a.¥b; 3a.Vx; ab.Ve.
— _ s —_— —_
X 7x a 1 c
3.&.]/;-, 28..1/-2—&, b. F’ ab.Va—B, ab..l/;—s-
4
PRI VA SRR VA TS a_‘zf.]/iyj. 8 |/ bx
b a’ b3’ xy? abs’ b aly
abn ays
xyn'l' b'x’
_ atx 1 VT_:. a1 a—1,
5 (@ x)']/a.—x’ Ty ¥V ¥ a3V e
3.]/%4-2.]/%,

85. Division von Wurzeln mit gleichen Exponenten.

Soll V'5 durech V7 dividiert werden, so kann man nach dem
tber Bruchpotenzen Gesagten schreiben:

Vs st
VT 4t
Nach S. 75, Ziffer 73) — Umkehrang — ist aber
- (),
b N
Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder als

Wurzel und setzt man den erhaltenen Wert in die vorletzte
Gleichung ein, so ergibt sich:

V5_y/5.
141 1
Die rechte Seite der letzten Gleichung erhilt man aber

auch, wenn man den Quotienten der Radikanden durch den
gemeinsamen Wurzelexponenten radiziert.

*) Vgl. 8. 29, Ziffer 35; 1 und 7.
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Auf Buchstaben angewendet, erhilt man:
n n
Va_ |/ »
n —
Vb

Hieraus folgt als Regel:

Wurzeln mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem

man den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen
Wurzelexponenten radiziert.

Beispiele:
Y R evTes AL VI v —vir=s.
1/'2_1 21 = V3x 3x o
]} 3
-y n-v _ 81 81 %
Yoy Yry_ye 5= %=V7=3
Yy y V3 ‘
3 3
1/;6 a8 3 s 8 s
_3_= —a—4=]/a8-4'—l/a4='/a3 a.—_a]/a
‘/‘—4'
TF1 FES IR n__
Vi _)/E YT Y e
ny
Vny
V24 ]/24 ]/24 —_—.V32§=V§6=6.
Aufgaben.
3 __ 8_
L V2 YIN. Y3, YIS, Very Vgt
6 T{T, 8—_’ e _——1’ 3:
VEVE S Vi Ve
s s s o
l/16x Y 9at V', Vatbet Vix+y).at
3 ’ s+’ 3 ’ -
VY Um ys ywme VR

[

n m V a’btc?
VY Yy Ve Vyimti =y
3. : n ; m ; 3 *

VS v vEE

afbc 3



86. Radizierung eines Quotienten (Bruches). Soll der
Bruch § radiziert werden, so kann man entsprechend den vor-
stechenden Ausfihrungen schreiben:

V 5[5\t
8 \8
Nach Ziffer 73, S. 74) ist aber

()%
8 8’15

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder in
Waurzelform, so ergibt sich:

55 _VE
g8 V8
YE_7V5

8 v§

Auf Buchstaben angewendet, erbilt man:
n

V n_ °
Vb

Hierauns ergibt sich als Regel:

Die Wurzel aus einem Bruche wird gezogen, indem man
sic aus Zihler und Nenner einzeln zieht und die erhaltenen
Waurzeln durcheinander dividiert.

Hierbei ist beziiglich der Radikanden das zu beachten,

was in Ziffer 84, unter a, b und c¢) iiber Faktoren gesagt
warde.

Hieraus folgt:

<

o|®|

Beispiele:
36_V36_V6l_6 1/36_ V36 _
9 v vrE T 81 V81

S 25 ]/52 5 1
V025 =} too= 10t =T10—3 = 0%

3 3 3
- ]/27 vVerT v3s 3
V8

l/ 23
s 3 3 .
3

Voe = 21 3 s

1000 Y 10~ 10
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3_ 3_ 3 3
Va“ Va* Va*.a®_ aVal a‘s/
p= =3 = p b
Vb’ VB
4 12
]/3“_1/3“__34 8 _ 27, 1
atb® f__ %8 ab? ab® ' ab?
Va‘b“ a*b‘
]/ f V_ V1 % 05,
ax—1_a—2.b= a-a*—2—a*~!fa—?.bx
Va——ax—_—z—=l/ ax—2 =
a:x—l_ax—l+a~2,bx a—2h* g —2+2px
=V ax——z =Vax—2 :V ar -
. b‘__b*)
—Voar a
Aufgaben:

3 4
V~ V V036 V2ly; fua Visis
_ 3
2. ]/1.]/_1; V ]/18 ]/‘ ]/ R
a?bh? atc 2x+1 bs+y V PEEN d2n+12
V V Vac" St g9— ’ b6+4y.c2!—2'
4 -Vasx—;-a Vbsx+11 V V drt+2
N A+ 10 b7x+4'
Auch sind, wenn miglich, einzelne Radikanden in

Faktoren zu zerlegen, aus welchen sich die Wurzel ohne
weiteres ziehen ldfi.

Beispiele:
48 V48 _V16-3_4V3_4 ———?3—08-@-
125 Y125 V25.5 5V5 5Vs V5

*) Vgl S. 45, Ziffer 47 und 8. 71, Ziffer 70d.



— 96 —

3
V128 V128_V64 .2 V48 2 4V§
' V375 V125 3 Vss 5V3

3
ab Va5 Vas a2 a- Va" a Val
b3 _T Ty
Vbt V 5 bV Vb

Bei dem praktischen Rechnen init Wurzeln aus Brilchen
sind folgende Verfahren von Vorteil:

a) Ist der Nenner des Bruches, aus dem die Quadrat-
wurzel gezogen werden soll, keine Quadratzahl, so kann
man denselben zu einer solchen machen, indem man Zihler
und ‘Nenner des Bruches mit dem Nenmer multipliziert. Auf
diese Weise wird der Nenner zu einer Quadratzahl,
und umgeht man damit das Ausziehen einer Quadrat-
warzel,

—=0,8-

-
wl ol

3

Beispiele:
T_Y TN _ VT V71
11 7V 1111y 11711 ’

x? x>m Vx*m me

_— = = e ——-V

m m-m V p? m

a a-2b 2ab VZ2ab 1
Va=V&s= 61— 9y —gp ¥ 2ab

Va—[—b_ (a+b) (a—b) Va”—b’_l/a'z—b"
a—b !V (a—b)j(a—b) T @a—b? a—b

b) Bei dem Ausziehen der Kubikwurzel ist der Nenner
des Bruches auf die dritte Potenz zu bringen, also Zihler
und Nenner mit der ersten oder zweiten Potenz des Nenners
zu multiplizieren, je nachdem derselbe bereits in der zweiten
oder ersten Potenz vorbanden war.

Beispiele:
s s 3 \
o3
V§= :—73.;2212147_1/1;7 %1,147
VT
3 . 3 3 s
Xy _Vxyz_ nyz _ 1 —
Vﬁ— . =2 Vxyaz.

e
Vo



Aufgaben:

3 7 4 —
L)% Vﬁ; ]/;; Vi Ve
3
3 8
5 P— — .
e ]@; Vi VOls; 9]/_%;
3

TS V ]/ s%;; 3%_;.

a—x' m—p p Vi:*_j_;:
RN Ao e
YRR
=)/ 3+ 5+ 5 +3V 5 27]/2 V-
=4VE 27._1..1/2 27 Ve

6 VE+V5i— Vit V‘x+]/;m

87. Radizierung einer Potenz. Wendet man, um die
Wurzel aus einer Potenz zu ziehen, die Schreibweise der Bruch-

4
potenz an, so kann man z B. filr ;/ 77 setzen:

Ve S
V5P=5"=5"
Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder als
Waurzel, so erhilt man:

1 2 N
5 =V35 =V5.
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so
ergibt sich:
4
V5E=Vh.
Die rechte Seite dieser Gleichung erbdlt man aber auch,

wenn man den Wurzelexponenten 4 durch den Potenzexpo-
penten 2 dividiert und den Radikanden 5 durch den so er-

haltenen Quotienten %—= 2 radiziert:

i3 2
V5i=V5=V5di:
4
Vii=V5.

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. 7
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Auf Buchstaben angewendet, erhilt man:

m
m —n—_
V' —=Vx,

Hieraus folgt als Regel:

Die Wurzel aus einer Potenz wird gezogen, indem man
den Wurzelexponenten durch den Potenzexponenten dividiert
und die Grundzahl der Potenz mit dem erhaltenen Quotienten
radiziert.

Schreibt man die rechte Seite der letzten Gleichung als
Bruchpotenz, so ergibt sich:

m

=8~
ale

“__
Vr=x =x %

Dieses Ergebnis folgt aber auch ohne weiteres aus der
Erklirung der Bruchpotenz, nach welcher

m_. L

Vv X' — x™
ist. Die Radizierung einer Potenz ist mithin auf zwei ver-
schiedene Arten durchzufiibren und ergibt sich damit folgende
weitere Regel:

Die Wuarzel aus einer Potenz wird gezogen, indem man
den Potenzexponenten durch den Wurzelexponenten dividiert
und die Grundzahl der Potenz mit dem erhaltenen Quotienten
potenziert.

Beispiele:
8
T 2 _
18/_4 I =9 9=V9=V9=23, oder als Bruchpotenz
4 1
|t —ot =y _ys—vs_s
3 3
%) =1 a="Va, oder als Bruchpotenz:
Va3 % 1 3 3
=2’ =2’ =y3i=V3

*) Das Rechnen mit Bruchpotenzen diirfte in jedem Falle vor-
zuziehen sein.
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I’I/E-J = Vx, oder als Bruchpoters:
=x"

Sind Wurzelexponent und Potenzexponent gleich, so folgt:

4
T __ 1 _=*
]4/ ads T 1/43. =Va ) — a, oder als Bruchpotenz:
—at =at—a,

. s
88. Potenzierung einer Wurzel. Soll V'8 mit 2 potenziert
werden, so kann man schreiben:

3 _\2 3 3 __
(v8)'—=vE.v8
Fir die rechte Seite dieser Gleichung ergibt sich aber
nach Ziffer 83, Seite 86):

3 3 _ 3 3
V8.V8=V8.8=V8"
Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so
erhilt man:
3 2 3
(V8) =vgisy
Die rechte Seite der letzten Gleichung erhilt man aber

auch, wenn man den Radikanden mit dem Potenzexponenten
potenziert. Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich:

( m _)n m .
VX = VX n.**)
Hieraus folgt als Regel:

Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radikanden
mit dem Potenzexponenten potenziert und alsdann durch den
Wurzelexponenten radiziert.

Beispiele:
VB =V B =V B2 VT
V2 =Vt —at = a2
x O\ 4 x 4 \x 4 __
(V a) =V ab (Va ) =V ax
1
*) Schreibt man }/'a als Bruchpotenz, so erhilt man:

11
Va=V9,l =a'}=a.l = 8.
Vergleiche im iibrigen -hierzu 8. 80, Ziffer 77.
*¥) Vgl. auch hierzu 8. 81, Ziffer 77, letzte Gleichung.
7*



3

18 &
vy —V—“—y“ =y
be ab be e
( ) —anc—nb n“=.
3 1R % _}
(V8a°b8) V(Sa"b")“ V8*’a“‘b”—8 a’b =8"a’b=
= a?b- V8—2a2b

<D
2|

V) VG - Vva=Va
L) () ()’ () ) G
2 ) (62T (V=R) (V)
(V lfﬁ;‘ “) ( V12§1+b1;)) )
GG Y ()
5 (l/??)2 —211(13/?73)j+ (3&?):_5.(2.14/5‘2)2. B
c(Vvw) s (Vvess) s (V vermers).

89. Radizierung einer Wurzel. Soll die dritte Wurzel
ans der Quadratwurzel aus 5 gezogen werden, so erbilt man,
wenn man jede der Wurzeln als Bruchpotenz schreibt:

VV Vst = (5?)% — 5%.*)

*) Vgl. 8. 72, Ziffer 71




— 101 —

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder als
Warzel, so ergibt sich:

bV

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein,

so folgt:
3, 6
Vvs=Vs.

Die rechte Seite dieser Gleichung erhilt man aber auch,
wenn man die gegebenen Wurzelexponenten 3 und 2 mitein-
ander multipliziert; mithin:

Vis ViV

Auf Buchstaben angewendet, erhilt man:

Vis-V.

Hieraus folgt als Regel:

Die Wurzel aus einer anderen Wurzel wird gezogen, in-
dem man die beiden Wurzelexponenten miteinander multipliziert
und den Radikanden mit dem erhaltenen Produkte radiziert.

Beispiele:
VV64—-V64—V64—V2°—2
VV27._V27_V33 =3r—y73

12

VVzao__V.ass—m*—wf-—ﬁ—V«i
_._ ’— V a = Va, oder als Bruchpotenz

S B
Vv’zre:mﬂf-_-n%:ﬁ
Vid= Vn“—n —nt v

V‘: o 6 6 3 9 % s
Va3b9=Va3b"=Va3.Vb°=a‘-h"=a b? =
=Va-Vb=Va.b*
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VeV d ()=

"ab 3 2 2 1

Vat= a=(a2) =a’=al=a%)
9

‘/V a?x =) a%x® = ax®. Vax.

6 VE 12 12
VV—-X_-VVX l/x“’——l/ X V x-Vx'=V x.x.x!
12

=Vilii=1x
VisvievTs. Vvieevs
3 3, — 6 .
VZ V?—VVW—V?:?—_—Z’}:VE_**)
l/a Va—VV ad. a-—Va"—an: 18/ as %)

Aufgaben:

VVa VV alt; VV 4a®; VV32a‘° VVx% 5,
‘/V al%p?- io/Va b'; VVa 58 =1 VVa“b ST
l/ Vx, VaVa V32V4a V Vb
4,V81a2-V'§G;V81a2-i3/m; VZ.)/@.{_V-:l/_—T
5.9. Vs Ves+3. V12 Vi—8.Y 4./63
6.4.]3/6 V—+3 V9—1_/;;+2 V75 V'50.
7. IVF- V_D.VV’;E : VVDT:

90. Wiederholtes Radizieren derselben Zahl. Ist ein
and dieselbe Zahl mehrfach zu radizieren, so werden simtliche
Wurzelexponenten miteinander multipliziert; z. B.:

VV%=V§=% VVVa—

%) Kiirzer: Va®—Vab—a Vgl hierzu 8. 80, Ziffer 77.
**) Vgl. 8. 91, Ziffer 84c.
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Umkehrung. Man kann einen hohen Wurzelexponenten
in eine Reihe kleiner Faktoren zerlegen, welche als Wurzel-
exponenten fiir die einzeln und nacheinander auszuziehenden
Waurzeln gelten.

Beispiele:

6 |= Va.12 ——l/Va” oder:
Vat

3
3.2. T
e |= Va= ' VVa_, oder:

91. Gleichnamige Wurzeln.*) Wurzeln, welehe gleiche
Warzelexponenten besitzen, nennt man gleichnamig.

3 3 3

So sind z B. V5 und ¥'9 gleichnamig, wihrend V'a und
5—.
V'b .nieht gleichnamig sind.

92. Das Gleichnamigmachen von Wurzeln. Schreibt

3 __
man z. B. Va% als Bruchpotenz, so erhilt man:

3 5
Vas —a®-

Den Bruchexponenten § kann man nach Ziffer 48, Seite 46)
mit einer beliebigen Zahl ,erweitern®, d. h. Zihler und Nenner
mit ein und derselben Zahl multiplizieren. Erweitert man den
Bruch § z B. mit 2, so erhilt man:

5 &2 1
3.3 — 313.2 — 3,6.
Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so
ergibt sich:
3 5.2 10

Va—5=a3‘ =al.

*) Vgl. S. 85, Ziffer 80. Beacite den Unterschied zwischen
ngleichartig* und »gleichnamig“!
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Schreibt man die rechten Seiten dieser Gleichung wieder

als Wurzeln, so folgt:
6

3 3.2
Vat=Vabi=Val,

Erweitert man mit 3, so erhilt man entsprechend:

8 83 9
Va":]/ab"’:l/aw.
Auf Buchstaben angewendet, folgt sinngemif:

m__ omx
Va'=Var~
Hieraus folgt als Regel:
Wird eine Potenz radiziert, so konnen Wurzelexponent
und Potenzexponent mit ein und derselben Zahl multipliziert
werden, ohne dab sich der Wert der Wurzel indert.

Beispiele:
o 4 . [} - 8__
Vat=Vat=Va’=Valt— . ...,
3_ 6_ 9_ 12_
Vb =Vbi=Vbi=Vbt=.....
_ 4_ 4___ 3_* 6_.. 6__
V6*)=V6'=V36; V5=V5=V25.
4 [] 8

Vab*=Va*=Va®ht=Valb* = .. ...
4 8 12

VY = Vi ViiyS e . .. ., .

4

Schreibt man z. B. Va® als Bruchpotenz, so erhilt man:
;/Fz—-a%.

Der Bruchexponent § lifit sich durch 2 kilrzen.**) Das
ergibt:

<«
N

2

[} 3
at =a*?=—a?

 Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so
erhilt man:

S

-
®

-;/a_e= 4:
Schreibt. man die r.chten Seiten dieser Gleichung wieder
als Wurzeln, so folgt:

Vi Y VB — Vs

*) be=bl; 6=6'. Vgl 8,63, Ziffer 67; 1.
*) Vgl. 8. 47, Ziffer 49.

3

'-—-a'.

[ 4
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Auf Buchstaben angewendet ergibt sich sinngemiifi:

m _ lll:L___
Var=Va™,
Hieraus folgt als Regel:

Wird eine Potenz radiziert, so kinnen Wurzelexponent und
Potenzexponent durch ein und dieselbe Zahl dividiert werden,
ohne dafl} sich der Wert der Wurzel #ndert.

Beispiele:

9 8 0 2 4
Val®=Va!; Vb =Vb?; Vo*=Vn.

7 ab a
Vesdb=cb; Val=at; Vx*=Vx

10_ 16_ 24__ 2x_
Vas+Vat4+3.Val? —2.Var=
=Vat+Vat3.Va—2.Va=3-Va.

Auf den beiden vorstehenden Regeln tiber Multiplikation
bzw. Division von Wurzel- und Potenzexponent durch ein und
dieselbe Zahl beruht nun das Gleichnamigmachen von Wurzeln:

Wurzeln werden gleichnamig gemacht, indem man
sie auf denselben Wurzelexponenten bringt.

Dies geschieht, indem man ihnen als gemeinschaftlichen
Exponenten diejenige kleinste Zahl gibt, in welcher siimtliche
Wurzelexponenten der gleichnamig zu machenden Wurzeln bei
der Division ohne Rest enthalten sind.

Das Aufsuchen dieser kleinsten Zahl deckt sich im all-
gemeinen mit dem Rechnungsverfahren, welches zur Bestimmung
des Hauptnenners in Ziffer 52, Seite 49) angegeben wurde.

Ist diese kleinste Zahl gefunden, so wird dieselbe durch

jeden Wurzelexponenten einzeln dividiert und der zugehorige
Radikand mit dem erhaltenen Quotienten potenziert.

1. Beispiel.

3
V2 und V3 sollen gleichnamiz gemacht werden. Die
Wourzelexponenten 2 und 3 haben als kleinsten Exponenten
die Zahl 6 gemeinsam; beide Wurzeln miissen also den Ex-
ponenten 6 erhalten. Dividiert man mit dem ersten Exponenten
2 in diese 6, so erhilt man als Quotienten 3; mit dieser 3 ist
der Radikand 2 zn potenzieren. Damit wird:

6
V2=V2%
Verfdbhrt man mit dem zweiten Exponenten 3 in gleicher
Weise, so erhdlt man als Quotienten 2, mit welchem
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der Radikand 8 nunmehr zu potenzieren ist. Damit
erhdlt man:

3_ 6__
V3=V3:

Aus dem vorstehenden ergibt sich:

[ - 3’_ [ .
=V 2% und V3 =V3%
2. Beispiel:

3 4
¥4 und V'8 sind gleichnamig zn machen. Gemeinschaft-
licher Exponent— 12. Mithin:
12 4 12

V4—1/44 und V'8 =V'83.

Multipliziert man die gleichnamig gemachten Wurzeln des
1. Beispieles miteinander, 80 erh'ailt man:

Ve. V3—V23 1/32 V23 3-—1/8 9_1/72

Dividiert man die gleichnamig gemachten Wurzeln des
2. Beispieles durcbeinander, so erhilt man:

3 12

Ve V44 44 256 V1 r__
4 12 88 512 V075'
V8 V8

Aus diesen Beispielen folgt nunmehr die Regel tiber die

93. Multiplikation bzw. Division wungleichnamiger
Wurzeln. Ungleichnamige Wurzeln miissen erst gleichnamig
gemacht werden, bevor man sie miteinander multiplizieren bzw.
durcheinander dividieren kann.*)

Beispiele:

3 6 6 6
Va. l/_ V?*‘ Vat=Vat al= Va’“—l/o.“
4 12 12
Vx- Vx —-Vx3 1/;——th = Vx—5.

10 3__ 9_ 13
Vy W—Vy -V —Vy 2% Va. Vc.,——Va—Eé.
12 12

l/‘17 Vaa V(a )4 V(ab)s_ya‘zs ald — Vaw
= Vﬁ? = a“l/a—7.

6 6

Var. V al = V(a")3 V(a’)2 Vak.a¥ =V a%+.

* Vgl. 8. 86, Ziffer 83 und S. 92, Ziffer 85.
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12 12 12 12
Va?b VabQ——VaGb“ Vatb®=Va®. a*.b®. b =Va''b'L
VE VE V‘—VzT(’ VZ“ VF—VZE
24 24

V75 V— V77+V92° V95 V9——V7° V7. 1/7 +

—H/QT6 VW V§—V7_24+1/§5=7+V§3=
_7+9V9_7+9 3 =34

RS Vo I

V33
4 8 8 8
Ve Vs o a S b
V.—_:—g—: EIZVaG—“:Va?:V;.
a J—

a4
x xy Xy
V;_Va?'_ ay_’;}y_x
‘_f__;}_‘“ ax 2
a ax

6
53, 42 6 6
V—V“ V—:V—z V224 VT DV
V2 Ve

6

=V26=2.

Aufgaben:

1 3‘— 5“ 4 3__ 3‘_ 8_ 4
“Va.Va; Vx.Vx; Vm.Vn; Vy .V

12

e Vs ViV Vn“]/'%- va)/x.
f]f ye ]/~ ]/ VE VEVE

21/a3 ]/b 3]/9. Vb"’ 1/8.3 3Va }

1/63 yes. ]/67+V167 ;;16‘ Y165,

(o 4ve) . Ga—va) (asve).Gre —va).

- %) Vgl. S. 61, Ziffer 64, FuBnote *).

w

L

[y

*
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y_ 6 3 6
. Va©*  a)a.Va Var.Viy
c g 5 3 s °

Vax Va? VE

3 4 6

Va.Va.yas ]/x V_ m
8. T

’ 16

]/;.]/; ]/— Vx7. Vx

94. Fortschaffung der Wurzeln aus dem Nenner eines
Bruches. Erscheinen im Nenner eines Bruches Wurzeln, so
empfiehlt es sich dieselben fortzuschaffen. Dies geschieht
durch geeignetes Erweitern des Bruches derart, daf der
Radikand des Nenners zu einer Zahl wird, aus welcher man
die Wurzel ohne weiteres ziehen kann.

?) Der Nenner besteht aus einer einfachen Wurzel.

diesem Falle erweitert man den Bruch mit dem Nenner

selbst oder mit einem Wurzelwert, welcher den Radikanden zu
einer Quadrat-, Kubik- usw. Zahl macht.

Beispiele:
1_1.ve Ve Va2 1
Vi Vav: o 2z 2 Ve
7 7.
7=
2

_ 7-V§=7-V§ Vs =1~V“
O
_ 2 1/2 8 8.Vé 4
10 10-1/3 _10-1/3__10-1/‘ _2_.1/_
3.V5 3.V5.V5 3.0W5° 8.5 3 V5
12 12.V2  12.V2 12-1/5_2.1/-2~
Vis Vis-v2 Vse 6
54 54 54 9 9.V2 —
Vi VR e v 2 —WhVE
6 6 6 18 18-V6 —
—_ p——— = —_— = = = == . 6-
Vi VES V6 Ve 6 3V
3 3 3
92 02 2 3 3 _
d_2___ 2.2 2.V2 =2-12/_2= 3 V1T

3 3 3 E)
Vi VEVE Ve
a a-¥b  a.- Vb a.ll)/"f, 2 5

Vi VBVb VB

*) Vgl. 8. 96, Ziffer 86a.
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n n n
a. a.-Va-l a.Var-1 a.Va—-1 4.ya—1
;—:: n _ - E—] " _— » — == a —_—
Va Va.Va—1 Valts-1 Var
n
= Va1,
4 4 s
n n- V_ _n-Vn n-Vﬁ 1‘/—-
T 1 =3 el
Vo* Von? V— l/n4
b
a? a Va" a?. Vas a®-Va?
5= ==z = 5 == = a°.

ai

Va V?ﬁ Va‘s Yal
24+V3 _ (2+V‘)V§ _2V54V38.V5_2.V5LVis

V5 V5.V5 5 R
T VT_7 2 1.V2 2VT_ 14.V3.VT
vz 2 Ve Vi 2 T

=V2.VT=V14
Aufgaben:
1 1112 161 9 48 9 15

- f VI V3 Vs 2.¥3 5. ;/52 vy vy
1/~ 1/2 V") n x a Va a ]/a

2. =

y ’ — 3
Vi s ve Vs e Y e
3 n y b3 , a-+b - a?—b? x®-1
l/ﬂ5 V—_’ wa ]/a—}—b Va—b V41
. T— V6 12--V8 024V05 1+V6 Y12 %+V‘

1/2_’ 2y Vls ; Ve ’ +V3
Vi 7 1.V

b) Der Nenner besteht aus einer zweigliedrigen
Summe, in welecher das eine oder beide Glieder
Quadratwurzeln sind.

In diesem Falle verfihrt man folgendermaBen:

Steht im Nenner eines Bruches eine Summe, so erweitert
man den Bruch mit der Differenz,

steht im Nenner eines Bruches eine Differenz, so er-
weitert man den Bruch mit der Summe derselben Zahlen.
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Dieses Verfahren filhrt auf folgende allgemeine Berech-
nungen:

1. a+Vb).-a—Vb)=a’+a-Vb—a.Vb—(Vb)i=
= a?—D.¥)

2. (Va4b). (Va—b) =a—b2¥

3. VatVb).(Va—Vb)=a—hb¥

Beispiele:
1 1-3—V2) ~ 8-V2 3-V2 3-V2
3+V2 (3+V2)-(3-V3) s —(Vap 9-2 7
41 41-(14VB) 41«74 VE)
7—-V8 (1—VB8)-(714+V8) r—(V8e

41-(74V8 _

=='———Zg_j?g/ )===7-4~P/8.
13 13-(5—2V3) _ 18.(5—2V3) _
542V8  (54-2V3)-(5—2V3) 5°—(2V3)?

(5 —2V 3 -

= DELELI)

12 12.(743VE) _ 12.(743V5E)

7—3V5 (1—3VE)-(1+3V5)  49—9.5
12-(14+3V5) —
=———4—-—_3-(7+3V5).

1 1-a4Vb a4 Vb
a—Vb (a—Vb)-(a+Vh a'—b’
5 5.-(V7T—V2) 5 (VT —V2)

VTEVE ViV (VT—V3y (1)yp—2)e
50—V yr_ yp

7T—2
1+vV2  (14V2)-2+V2) 242V24V242
2 V2 @2—V2)-(24Ve) 22— 2p
_443V2  443V2
4—2 2

*) Vgl. 8. 29, Ziffer 35; 7.
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V24V6 _(V2+VE) (VB+VE) V16+V48--VI2+V36_
VE—V6 (V8—=V6)-(V8-+V6) Ve —We?
_ 44+4VB+2V346  10-46V3
- 8—6 - 2
5V§—3V5_(5V§—3V5)-(V3+V§_)=
VE—V3  (V5—V3)-(V5+V3)
5. V15 —3V25 4 5V9 —3VI5
= - =
2V15 —21535_1_§ VT
al/zf——blf'b___(al/z—-b[ﬁ)'(v;‘*“/_f_’_)_
Va—Vb  (Va—Vb).-(VatVb)
__aVa®*—bVab4-aVab—bVb?
= " =
_a’—b2 4 Vab-(a—h)
= 0 —
_(a+b@—b)+Vab-(a—bh)
= T —
__(at+b)(@a—b) , Vab.(a—b)*
- a—b + a—Db
n _ n-(V14n?4n) .
Vi+n?—n (@?‘-n)-(lfﬁtﬁ?+n>—
.—_—nf)f{i:;i;{;n):n-(l/l-:—{—?—{—n).
Vifa—Vi—a_(Vid4a—Vi—a)(V1ta—Vi—a)
Vitat+Vi—a (Vi4at+Vi=a) (V1+a—VI1—a)
_(Vita—Vi—a)®

=54 3V3.

) —atbivab

14+a—(1—a
(V1 ar—2.Vita-Vi—ad(V1—a)
o l4+a—1+4a -
_14a—2V1’—a’4+1—a 2—2Y1 3l
- 2a - 2a =
1 —V1—a?
= :

%) Vgl. 8. 85, Ziffer 42.
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Aufgaben: ,
L. 1 2 4 " 35
4—V¥ 14VY 54LY2 T8 T42¥Y3 1_2yY7
0 1 5 . 6+42¥3 24y2

n
V-V a4Vd VER-YTT Vi1 t—y2
3 V3+V2 VY3—VB. Wi+5YT syTs—2y
V3—vV2 Ve—Vv5' vVi+ys ' 3y20+4y8 "
4 aVF—bV?i' nYn4-mym a4+bYx  aYx—bYy,
Va—Vb’ Va+¥Vm ' c+d¥Vx cVz—d¥y
5 3V2 3% 3Y2—2V3 3V242V3
1+YE 1Y V3—v2  Vi4ye
g Vatx+Va—x  Vat+Vb Va—-Vb
Vatx—Va=x"  Va—Vb Vat+Vb
95. Gerade und ungerade Wurzeln auns positiven und
negativen Zahlen. Je nachdem der Exponent einer Wurzel
eine gerade oder ungerade Zahl ist, wird die Wurzel eine
gerade oder ungerade Wurzel genannt.

a) Jede gerade Wurzel aus einer positiven Zabhl ist so-
wobl positiv als auch negativ.

_ Beispiele:
V4 ist sowohl — <=2 als auch — =2, denn es ist:
(4-2)* =44 und ebenso (— 2)% ==} 4.%)

n
V8l = -+ 3, denn es ist: (4 3)*==81 und ebenso (— 3)* — 81.
16 4 4216 42 16
55 + Eon o now (+3) o5 n ” (_ 5) = g5
Vxf= __*'.'_ X% »oy (FX)P=x* w (—x%)P=1x%

S e
Via+bP=4(@+by; )

T8 2
y Xy
712 :i"_ 25

b) Jede gerade Wurzel aus einer negativen Zahl ist
weder positiv noch negativ.

Beispiele:
V 16 ist weder = -} 4 noch = — 4, denn es ist weder
(+4)?=—16, noch (— 4)?=—16.
V2x? st weder == 4 x noch = — x.

ldff(x — y)* ist weder = - (x — y) noch = — (x — y).

*) Vgl. S.76, Ziffer 75, a und b.
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Eine negative Zahl, aus welcher eine gerade Wurzel
unmbglich ist, nennt man eine imaginire Zahl.

Eine imaginire Zahl 148t sich demnach weder durch eine
positive, noch durch eine negative Zahl darstellen oder be-
zeichnen.

¢) Jede ungerade Wurzel aus einer positiven Zahl ist
nar positiv.

Belsplele
l/27 = 13, denn nur (4 3)® ist = -} 27.
1/32..+2, w o (+2)8%, =32
13/ xXP=x4 , , (+x9%, =4x
l?}(a———b)T ist nur = (a — b)2

d) Jede ungerade Wurzel aus einer negativen Zahl ist
nur negativ.

Beispiele:
3
V— 27 = —3, denn nur (— 8)% = (—8) (— 3) (—3)ist = —27.
V — 243 = — 3, denn nur (— 3)° ist = — 243.

6
V——a = —a’ = —a? denn nur

(— 2% = (— ) (= a%) (— a%) ist = —a%)")

96. Umwandlung beliebiger Zahlen in gleichwertige
Wurzeln. Nach dem auof Seite 80, Ziffer 77) tiber die ,Be-
ziehungen zwischenr Wurzel und Potenz“ Gesagten
ist es moglich, jede beliebige Zahl als eine Wurzel mit be-
liebigem Exponenten darzustellen.

Beispiele: \
x=Vxi= Vx" Vb ... ..., = Vxo
—-(VY)’-——-(Vy)“—(V N —-(Vy)“
RPN (l/n’)s = (Vn’)‘ == . ... = (Vn2)“'

W:(V @ — (/T

varr=(V vazw) = Var)"

*) Vgl. 8. 77, Ziffer 75c¢.
Weickert u. 8tolle, Maschinenrechnen: I. Teil, 1. I.and. ]




— 114 —

Unter Berticksichtigung der auf Seite 29, Ziffer 35;7) an-
gegebenen Formel:

a?’— b= (a4 b).-(a—Dh)
laBt sich mit Anwendung des vorstehenden jede Differenz in

eine Differenz von Quadraten und damit in ein Produkt ver-
wandeln.

Beispiele:

a—b=(Va)?—¥b):=FVatVb).-(Va—Vh).
3 6 4 6 4 [ 4
Vi—Vy=(x)—=(y)=Fx+Vy) Vx—Vy)

Beim Rechnen mit Wurzeln zu vermeidende Fehler.
Namentlich von Anflingern werden gern folgende Fehler gemacht:

Falsch: Va4 b*=a<=b.
Richtig: V'a? 1 b? ist und bleibt = Va?<}- b*!
3
Falsch: Va®—b®fet—=a—b-le.
3 3
Richtig: Va®—b®{ c? ist und bleibt = Va3 — b3 |- ¢?!
Falsch: V4+49-+436=V243°46*=2438-46=11.
Richtig: V4 49+ 36 ist nur =V49= 7!

B. Auszichen der Quadrat= und Kubikwurzel.*)

97. Allgemeines. Das Rechnungsverfahren, durch welches
man tlir eine gegebene Zahl diejenige Zahl bestimmt, von
welcher die gegebene die zweite Potenz oder das Quadrat ist,
bezeichnet man als das Ausziehen der Quadratwurzel aus
der gegebenen Zahl. Entsprechend bezeichnet man das Auf-
suchen derjenigen Zahl, welche mit 3 potenziert eine gegebene
Zahl bildet, als das Ausziehen der Kubikwurzel

Bei dem Wurzelausziehen kann die gesuchte Wurzel nicht
immer durchaus genau gefunden werden; in den meisten Fiillen

*) Vgl. die Tabellen im Anhange des III. Teiles dieses Buches.
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148t sich die Wurzel nur niherungsweise, jedoch immerhin mit
einer gewollten Genauigkeit bestimmen.

Eine Wurzel erhilt man stets genau, wenn der Radikand eine
Potenz ist, deren Exponent gleich dem Wurzelexponenten oder
ein Vielfaches desselben ist.

So lifit sich ans der zweiten Potenz einer Zahl die
Quadratwurzel, aus der dritten Potenz die Kubikwurzel, aus
der vierten Poténz die vierte Wurzel usw. genau bestimmen.

Eine Wurzel ist richtig ausgezogen, wenn die-
jenige Zahl, welche die Wurzel aus einer gegebenen
Zahl bildet, mit dem Wurzelexponenten potenziert,
die gegebene, unter dem Wurzelzeichen stehende Zah!
ergibt.

98. Stellenzahl und Einteilung zu radizierender, be-
stimmter Zahlen. Erhebt man einstellige Zahlen in die
zweite Potenz — in das Quadrat —, so bestehen die Resultate
aus ein- oder zweiziffrigen Zahlen; mithin muf umgekebrt
die Quadratwurzel aus einer ein- oder zweiziffrigen Zahl eine
einstellige Zahl ergeben.

Bildet man die Quadrate zweistelliger Zahlen, so sind
die Resultate drei- oder vierziffrig; mithin mufi umgekehrt
die Quadratwurzel aus einer drei- oder vierziffrigen Zahl eine
zweistellige Zahl sein.

Eine mehrstellige Zahl, aus welcher die Quadratwurzel
gezogen werden soll, wird von rechts nach links in Klassen
von je 2 Stellen eingeteilt, wobei die links stehende, letzte
und hochste Klasse auch nur eine Stelle erhalten kann. So
hat z. B. die Zah] 8/34/69|03, wenn sie zum Zwecke- des Aus-
ziehens der Quadratwurzel in Klassen geteilt wird, 4 Klassen.
Die Anzahl der Klassen bestimmt die Anzahl der Ziffern (Stellen)
der gesuchten Wurzel; mithin mufl die Quadratzahl aus 8346903
eine vierziffrige Zahl sein.

Erhebt man einstellige Zahlen in die dritte Potenz, so
bestehen die Resultate aus 1-, 2- und 3-ziffrigen Zahlen;
umgekehrt mul daher die Kubikwurzel aus derartigen Zahlen
einstellig werden.

Bildet man die dritten Potenzen zweistelliger Zahlen,
so werden die Resultate 4- 5- und 6-ziffrig; umgekebrt
mufl dempach die Kubikwurzel aus derartigen Zahlen zwei-
stellig werden.

Fiir das Ausziehen der Kubikwurzel teilt man die zu
radizierende Zahl von rechts nach links in Klassen von
je 3 Stellen, wobei die links stehende, hochste Klasse auch

8%*
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nur 2 oder nur 1 Stelle erhalten kann. So bat z. B. die
Zahl 8|346/903, wenn sie zum Zwecke des Ausziehens der
dritten Wurzel in Klassen geteilt wird, 3 Klassen; die gesuchte
Wurzel mul also, da auch hier jede Klasse eine Ziffer ftir
dieselbe liefert, eine dreiziffrige Zahl werden.

99. Quadrat- und Kubikzahlen sowie deren Wurzeln.
Zur Erleichterung des Ausziehens der Quadrat- und Kubik-
wurzeln folgen hier die Werte der zweiten und dritten Potenzen
bzw. Wurzeln der Zahlen von 1 bis 9:

Quadratzahl: n=—1]4]9]16]25]36]49]64]81.
Quadratwurzel — Vn=1]2{3| 4 |5|6| 7|80,

Kubikzahl: n=—1]8]27]64]125]|216|343|512]729.

3
Kubikwurzel=V5=1‘213l4| 5 l 6 l 7 \ 8 ‘ 9.

Ausziehen der Quadratwurzel.

100. Grundlage des Verfahrems. Bei dem Ausziehen
der Quadratwurzel geht man von der auf Seite 29, Ziffer 35; 1)
gegebenen Gleichung aus:

(a4 b)?=a%+ 2ab-4}- b2
Um aus der rechten Seite dieser Gleichung die Quadrat-
wurzel zo ziehen, ziehe man sie zunichst aus dem ersten
Gliede a?; dieselbe ist: ¥ a®—a. Dieses a bildet das erste
Glied der gesuchten Wurzel. Erhebt man a in das Quadrat

— a? und zieht man dieses a? von der rechten Seite der
Gleichung ab, so bleibt als Rest 2.a-b 4 b? tibrig.

Beispiel
Va’+2-.a-b+b*=a-b

a’=-4a?

2-a=2a | +2.a-b4b?
2.a-b= +2-a:b

4+ b2
b?= +b*
0

Nun bilde mar das doppelte Produkt des ersten Gliedes a
der Warzel — 2-a und dividiere mit 2.a in das erste Glied
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2-a-b des Restes; man erhilt dann als zweites Glied der
Wurzel den Wert 4 b. Mit diesem b multipliziere man den
Wert 2.a=2-.a-b, bilde ferner das Quadrat des zweiten
Gliedes b der Wurzel = b2 und subtrahiere 2-a-b und b?
von dem obigen Rest.

Der auf diese Weise entstehende Rest wird alsdann gleich
Null, und die gesuchte Wurzel ist genau = a - b*)

101. Quadratwurzel aus bestimmten, ganzen Zahlen.
Das Ausziehen der Quadratwurzel aus bestimmten Zahlen stiitzt
sich auf das vorstehende, allgemeine Verfahren.

a) Soll aus der Zahl 9025 die Quadratwurzel gezogen
werden, so teile man die Zahl von rechts nach links in
Klassen von je 2 Stellen, suche die der hochsten Klasse 90
niichstliegende, kleinere Quadratzahl — 81 und ziehe aus dieser
die Wurzel.**) Diese ist = 9. Nun setze man 9 = a, bilde
a?*=9%2=281 und ziehe 81 von 90 ab.

1. Beispiel,

ab

V9025 = 95.
al— 92= 81
2a= 2.9—18/92
2ab=2.9.5= 90
_ 25
b= 5= 25
0

Zun dem auf diese Weise entstehenden Rest 9 nehme man
die erste Stelle 2 der zweiten Klasse herunter und dividiere
mit 2a=2.9 =18 in die Zahl 92. Diese Division ergibt den
Quotienten 5, welcher die zweite Stelle der gesuchten Wurzel
bildet und = b gesetzt wird. Nun bilde -man das Produkt
2-2a:b==2.9.5=90, ziehe 90 von 92 ab und nehme zu

*) Man hiite sich zu rechnen:
Vatf-b'=a-lb. Das ist grundfalschl

Nur V(a - b_)"- ist =a—~h!
Ein Beispiel mit bestimmten Zahlen 1ift den groben Fehler am
besten hervortreten:
V36 + 64 =1)/62 - 82 ist niemals =6 -8 =14,

sondern  J/36 64 ist nur ==}100=10!
Vgl. hierzu Ziffer 96, S. 114.
**) Vgl. 8. 116, Ziffer 99.
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dem sich ergebenden Rest 2 die zweite Stelle 5 der zweiten
Klasse herunter, wodurch die Zahl 25 entsteht.

Bildet man jetzt b?= 5% =25 und subtrahiert man diese
25 von 25, so ergibt sich als Rest Null; die gesuchte Wurzel
ist die Zahl 93.

b) Geht nach der ersten Division durch 2-.a die Rechnung
nicht auf, sondern ergibt sich nach der Subtraktion von bZ ein
weiterer Rest, s0 nimmt man bei einer mehrklassigen Zahl die
erste Stelle der dritten Klasse zn diesem Rest herunter, be-
trachtet die beiden ersten Ziffern der bisher gefundenen
Wurzel zusammen als a, und dividiert mit dem neuen Pro-
dokt 2-a in den verher gebildeten Rest. Dieses Verfahren
wiederholt sich jedesmal, wenn von einer neuen Klasse die
erste Stelle heruntergenommen wird.

Entsprechend sind alsdann die 3, 4 oder 5 usw. ersten
Stellen der bisher gefundenen Wurzel als a zu beirachten,
mit welchen der jedesmal erforderliche nene Divisor 2.a zn
bilden ist.

Es ist dies im folgenden Beispiele durch die Stellung der
Buchstaben a und b tiber der gefundenen Wurzel == 2813
angedeutet,

2. Beispiel

a? — 92
23 = 2.2= 439
2ab= 2.2.8= 32
71
b% = 8% == _@_‘L Nun wird a =28 also:
24— 2.28= 56|72
2ab= 2.28.1= 56
169
b2 = 1% = 1 Mit a=281 folgt:
2a=— 2.281 =562| 1686
2ab= 2.281-3 = 1686
9
b= 3= 9
0

¢) Ergibt die Division eines Restes durch das Produkt 2-a
den Quotienten Null, so verfihrt man folgendermafen:
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a b
3. Beispiel. b
VTT10]25 = 105.
a%= 1°= 1
28 = 2.1=2] 1= Null mal!
Hier mul nun die ganze zweite
Klasse = 10 und die erste Stelle
der dritten Klasse = 2 herunter-
genommen werden, wodurch im
Rest die Zahl 102 entsteht; a wird
jetzt = 10, folglich 2a = 2.10
= 20, mit welcher 20 in die Zahl
. 102 zu dividieren ist.
2a= 2.10=20 102
2ab= 2.10.5= 100
25
b?= 5= 25
0

102. Quadratwurzel aus Dezimalbriichen. a) Ist die
Quadratwurzel aus einem Dezimalbruche zu ziehen, so kommt
bei der Einteilung in Klassen stets auf das Dezimalkomma
ein Klassenstrich zu stehen; alsdann werden die Ganzen des
Dezimalbruches von rechts nach links, die Dezimalstellen
von links nach rechts in Klassen von je 2 Stellen geteilt.

In der gefundenen Wurzel wird das Dezimalkomma stets
hinter die Zahl gesetzt, welche sich bei der Division
der letzten Klasse der Ganzen des Dezimalbruchs durch das

Produkt 2-a ergibt. a b
1. Beispiel. ,.LT_bT-
V'20{02,[56]25 — 44,75.
a% = 42= 16
2a = 2.4= 8 40
2ab= 2.4.4= 32
82
b? = 4% = 16 Mit a =44 folgt:
2a = 2.44 = 88| 665
2ab= 2.44.7= 616
496
b%= 7% = 49  Mit a =447 folgt:
2a= 2.447 = 894] 4472
2ab=2.447.5 = 4470
25

b? = 52 = 25
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2. Beispiel. — s b
P VO18]49 = 0,43.
16

2% = 4% =
2a —= 2.4 = 8 24
2ab== 2.4.3=—= 24
9
b2 — 32 _“_9_
0

In dem vorstehenden Beispiele ist die erste Klasse = 0,
aus welcher die Wurzel ebenfalls =0 ist. Das eigentliche
Ausziehen der Wurzel beginnt hier erst bei der zweiten Klasse
=18, zu welcher die nichstliegende, kleinere Quadratzahl — 16
ist; aus dieser ist die Quadratwurzel = 4. Von hier ab verliuft
die Rechnung genau wie in Ziffer 101a) angegeben.

. . ab
3. Beispiel V0,/06/76 = 0,26.
a2= 22= 4
929 — 2.9 — 4] 27

2ab= 2.2-6:: 24
—
b‘.’__: 62:2 36
—~5

Ftir das 3. Beispiel gilt sinngemidB dasselbe, was zu Bei-
spiel 2) gesagt wurde. Die erste Ziffer, welche hier in Betracht
kommt, ist die zweite Stelle der zweiten Klasse = 6; za dieser
ist die nichstliegende, kleinere Quadratzahl = 4, aus dieser die
Quadratwurzel = 2 usw.

. . - ab
4. Beispiel. ¥/ 0,00]00[01]69 === 0,0013.
a?— 12= 1
2a=  2.1= 6
2ab= 2.1.3= 6
9
b?— 3= 9
0

In dem 4. Beispiel bestehen die ersten drei Klassen aus
Nullen, welche als erste bis dritte Ziffer der zu bestimmenden
Waurzel je eine Null ergeben. Das eigentliche Wurzelausziehen
beginnt also hier erst mit der vierten Klasse, und zwar mit der
zweiten Stelle derselben — 1.

b) Ist eine Zahl, aus welcher die Quadratwurzel gezogen
werden soll, so beschaffen, daf die Rechnung nicht aufgeht, oder daf
wegen ungentigender Stellenzahl die Wurzel nicht gentigend genau
zu bestimmen ist, so werden, um weitere Dezimalstellen in der
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gesuchten Wurzel zu erhalten, die zum fortgesetzten Ausziehen
der Wurzel erforderlichen Klassen durch Nullenpaare ersetzt.
Soll ams 150 die Quadratwurzel gezogen werden, so setzt

man statt 150 die Zahl 150,0000...... Ebenso wiirde man fiir
5==15,000000...... fir 2 = 2,000000...... annehmen usw,
a b.
5. Beispiel ::-b..
ab ...
V'1[50,J00/00, ... = 12,247 ...,
al= 1
2a= 25
2ab = 4
10
b= 4
2a= 24| 60
2ab= 48
120
b?= . 4
2a = 244| 1160

usw.

Da man durch dieses Verfahren einer Wurzel beliebig
viele Dezimalstellen geben kann, so lift sich jede gewollte
Genanigkeit erreichen.

¢) Lift man die immerhin listigen Buchstabenrechnungen
fort, so stellt sich das Ausziehen der Quadratwurzel wie folgt:

6. Beispiel.

¥'3,0000. . ... = 1,73205....... .
1

220
14
60
49
34/110
102
80
9_
846|710
692
180
4
34640{176000
173200
28000
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Aufgaben : *)

Ly1e9s;  V676; Y 163216;  Y15129; )/ 25836889

- V/5499025;  )/5870888828164;  1/4401604; /9054081

- Y 1286544;  )/123454321;  )/B24591124900; /2277881
4

. Y 0,018689; 1/0,00056644; 3/25,0007000049; 1}/ 208827064576.
. 1/ 123456789;  1/99999999; /9999999,

YT Y Tiiin; /1020304050,

. V0,0102030405;  1/°0,00010002 ; }/'1,00010001.

no

w

-1 O U

Ausziehen der Kubikwurzel.

103. Grundlage des Verfahrens. Bei dem Ausziehen
der Kubikwurzel geht man von der aunf Seite 29, Ziffer 35; 3)
gegebenen Gleichung aus:

(a4 b)* = a® -+ 3a’h 4 3ab? |- b3
Soll aus der rechten Seite dieser Gleichung die 3t¢ Wurzel
gezogen werden, so ziehe man sie zunichst aus dem ersten

8
Gliede a3; dieselbe ist: 1 a®=a. Dieses a bildet das erste
Glied der gesuchten Wurzel. Erhebt man a in die 3t* Potenz
= a® und zieht man dieses a® von der rechten Seite der
Gleichung ab, so bleibt als Rest 3a?b - 3ab?-}- b® ibrig.

Beispiel: .
Va3 }-3a®b | 3ab?4b®=a-b
at = 1| a®
3a?= 3a%?| 4 3a’b | 3ab®~4-b?
3a’h = + 3a?b
- 8ab®4-b?
3ab? = -+ 3ab?
+ b
b3 = -+ b?
0

Nun bilde man das 3fache Quadrat des ersten Gliedes a
der gefundenen Wurzel = 3 - a® und dividiere mit 3-a? in das

*) Der Leser entnehme den Tabellen im III Teile dieses Buches
beliebige Quadratzahlen, ziehe die Quadratwurzeln aus denselben und
vergleiche sein Resultat mit den Werten der Tabelle.

Um die Probe auf die Richtigkeit der Rechnung zu machen, ist
die gefundene Wurzel mit sich selbst zu multiplizieren. Im letzten
Beispiel ist '3 = 1,78205.... Erhebt man 1,73205 in das Quadrat
s0 erhilt man: 2,9999972025, also einen Wert, welcher dem Radikanden
3 sehr nahekommt.
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erste Glied 3ab des Restes; man erhilt dann als zweites
Glied der Wurzel den Wert 4-b. Mit diesem b multipliziere
man den Wert 3-a2%=23.a%.b, bilde ferner das Produkt aus dem
3fachen ersten Gliede a der Wurzel und dem Quadrate des
zweiten Gliedes b = 3.a - b? und endlich noch die 3t¢ Potenz des
zweiten Gliedes b der Wurzel = b3,

Subtrahiert man die auf diese Weise erhaltenen Werte:
3a?b, 3ab?% b einzelnen in der im vorstehenden Beispiel an-
gegebenen Weise von dem ersten Rest, so wird der letzte Rest
gleich Null und die gesuchte Wurzel ist genan==a | b¥*)

104. Kubikwurzel aus bestimmten, ganzen Zahlen.
Das Ausziehen der Kubikwurzel aus bestimmten Zahlen stiifzt
sich auf das vorstehend angegebene, allgemeine Verfahren.
AufBler der Einteilung in Klassen von je 3 Stellen gelten
auch hier sinngemif die in Ziffer 101) gemachten Angaben.

a) Um aus der Zahl 185193 die Kubikwurzel zu ziehen,
teile man die Zahl von rechts nach links in Klassen ven je
3 Stellen, suche die der links stehenden, hichsten Klasse 185
niichstliegende, kleinere Kubikzahl = 125 und ziehe aus dieser
die 3't Wurzel **) Diese ist=5. Nun setze man 5 = a, bilde
a%=—5% =125 und ziehe 125 von 185 ab.

Zu dem auf diese Weise entstehenden Rest 60 nehme man
die erste Stelle 1 der zweiten Klasse herunter und dividiere
mit 3-a2=38.52=175 in die Zahl 601. Diese Division ergibt
die Zahl 7, welche die zweite Stelle der gesuchten Wurzel
bildet und = b gesetzt wird.

1. Beispiel. .
ab
V185|193 = 57.
as = 5= 125
3a?= 3.52=175]| 601
3a%b =38.5%.7= 525
769
3ab?=3.5.72= 735
243
b3 = 7= 343
0

*) Beachte auch hier das in der FuBnote auf S. 117 zu Ziffer 101)
Gesagte. Es ist
3

Y a® 4 b’ niemals =a b,
(

Nur Y (aFb)P st =—=a-b!
*% Vgl 8. 116, Ziffer 9.
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Nun bilde man das Produkt 3. a%-b = 3.5%. 7 = 525, ziehe
diese 525 von 601 ab und nehme zu dem entstehenden Rest 76
die zweite Stelle 9 der zweiten Klasse herunter. Von der
hierdurch entstandenen Zahl 769 subtrahiere man das Produkt
3ab®=3-.5-72="735, wobei sich der neze Rest 34 ergibt.
Fiigt man zu diesem die dritte Stelle 3 der zweiten Klasse
hinzu und subtrabiert man von der so entstandenen Zahl 343
den Wert b® = 7% = 343, so ergibt sich als letzter Rest Null.
Die gesuchte Wurzel ist also die Zahl 57.

b) Geht nach der ersten Division durch 3-a® die Rechnung
nicht auf, sondern ergibt sich nach der Subtraktion von b® ein
weiterer Rest, so nimmt man bei einer mehrklassigen Zahl die
erste Stelle der dritten Klasse zu diesem Rest herunter, be-
trachtet die beiden ersten Ziffern der bisher gefundenen
Waurzel zusammen als a, und dividiert mit dem neuen
Produkt 8-a? in den vorher gebildeten Rest. Dieses Ver-
fahren wiederholt sich jedesmal, wenn von einer neuen Klasse
die erste Stelle heruntergenommen wird.

Entsprechend sind alsdann die 3, 4 oder 5 usw. ersten
Stellen der bisher gefundenen Wurzel als a zu betrachten, mit
welchen der jedesmal erforderliche neuwe Divisor 3.a% zm
bilden ist.

Es ist dies im folgenden Beispiele durch die Stellung der
Buchstaben a und b tber der gefundenen Wurzel — 3275 an-
gedeutet.

2. Beispiel. a b

-

a
—_—
ab

3
V35[126]421[875 = 3275.%)
27

al= 3=
3at= 8.8'= 27|81
3a’h = 3.3%.2= 54
272
3ab?’= 3.3.-2'= 36
2366
bd = 28 = 8 Nun wird a = 32 also:

*) Dieses Beispiel zeigt, daf man bei der Division des jeweiligen

Restes durch 8a? vorsichtig sein mus,

Gleich bei dem ersten Rest soll mit 27 fn 81 dividiert werden;
das ergibt normal den Quotienten 3.

Hitte man jedoch mit 8 statt, wie geschehen, mit 2 gerechnet, so
wiirde sich an Stelle des Restes 272 der Rest 0 ergeben haben: Von
der nun herunterzunehmenden Zahl 2 wire dann 3ab? == 36 abzuziehen,
was einen negativen Wert ergibe. Das darf aber nicht sein.

Man iiberzeuge sich, indem man mit 8 rechnet!
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3a?=  3.32°— 307223584
3a’h= 3.32°.7= 21504
20802
3ab?= 3.32.7%= 4704
| 160981
b? = 7= 343 Mit a = 327 folgt:
g
3a?=  3.327% = 3207871606388
3a%h = 3.3272. 5= 1603935
24537
ah?=3.327.57= 24525
125
b = 5= 125
0

¢) Das folgende Beispiel soll zeigen, wie auBerordentlich
vorsichtig man bei der Wahl des Quotienten, welcher sich
durch die Division mit 8a? ergibt, sein muf.

3. Beispiel

3
¥V 23]149125 = 29.

= 2= 8
3a?== 3.27=12151

3a*h=3-22.9= 108
434

3ab?=3-2.9= 486
— 52

ab

Die Division von 151 dureh 12
wiirde normal den Quotienten 12
ergeben. Da jedoch die hier zu be-
stimmende, zweite Stelle b der ge-
suchten 3ter Wurzel nur eine ein-
ziffrige Zahl sein kann, so nehme
man zunichst als Quotienten die
hichste einziffrige Zahl, d. 1, 9, an,
Mithin:

Wie man sieht, wird der Rest
negativ. Der Quotient 9 ist
also noch zu gro! Man nehme
nun b =28 an,

Dann stellt sich die Rechnung
wie folgt:
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ab
s 3.
V' 238]149,125 = 285.
W= 2= 8
3a’=  3.2?= 12|15l
3a’h= 3.22.8= 96
554
3ab?= 8.2.82= 384
1709
b3 = 8% = 512 Mit a =28 folgt:
3at= 3.282=2352[11971
3ath—=3.282.5—= 11760
2112
3ab?=3.28.52 = 2100
125
b = 5% = 125

0

105. Kubikwurzel aus Dezimalbriichen. a) Ist die Kubik-
wurzel aus einem Dezimalbruche zu ziehen, so kommt bei der
Einteilung in Klassen stets auf das Dezimalkomma ein
Klassenstrich zu stehen; alsdann werden die Ganzen des De-
zimalbruches vonrechts nach links, die Dezimalstellen
von links nach rechts in Klassen von je 3 Stellen geteilt.

In der gefundenen Wurzel wird das Dezimalkomma stets
hinter die Zahl gesetzt, welche sich bei der Division
der letzten Klasse der Ganzen des Dezimalbruchs durch
das Produkt 3-a* ergibt.

1. Bejspiel. ) =P
V'461|889,[917 = 77,3.
at = 73 = 343
3a? = 3.7*=147|1188
Sath = 8.7°.7= 1029
71598
3ah?= 3.7.-7?= 1029
5699
bt = 7= 343
3a2=  8.772= 17787|53569
Sath= 3.77%.3= 53361
T 2081
3ab?= 3.77.82= 2079
a7
b? = 38 = 27

0
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b) Die Anwendung des Verfahrens auf Dezimalbriiche mit
Null Ganzen, mit der Erweiterung der Stellenzahl durch an-
gehiingte Nullen und zugleich aunf den Fall, daff die Division
mit 3-a? den Quotienten Null ergibt, zeigt das folgende
Beispiel. Im tibrigen ist das in Ziffer 102) tiber Quadrat-
wurzeln aus Dezimalbrtichen Gesagte sinngemdf zu beriick-
sichtigen.

2. Beispiel
Soll aus 0,08 die 3' Wurzel gezogen werden, so setze

man 0,08 = 0,080000000 . .. .. Damit wird:
a b
s
3 ab, .
1/0,/080[000[000 = 0,4308 . . . ..
a% == 4% = 64
3a? = 8.4%7 = 48] 160
3ah = 8.4%.3 = 144
160
Sab’== 3.4.3'= 108
520
b2 = 3% = 27
8a?=  3.43'= 5547&930-—-Nu111nnu

Hier mub nun die ganze
dritte Klasse = 000
und die erste Stelle der
vierten Klasse = 0
heruntergenommen
werden; a ist jefzt
=430 und wird damit
. . . 8a?=38.430% d. h
3a = 3.430%= 554700/4930000

3a%h =3-430%2.8 = 4437600
4924000
3ab?=3.430.8% = 82560
4841440
b= 83 = 512 Mit a=4308 folgt:
3a%=3-.43082=55676592| 48409280
usw.*)

*) Die Berechnung der 3ten Wurzel ist hier noch nicht beendet;
man konnte dieselbe beliebig weit fortsetzen. Dies geschieht ]edoch
aligemein nur bis zu so viel Stellen, wie solche zur Erzielung einer
gewissen Genauigkeit des Resultates erforderlich sind.
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Aufgaben :¥)
3 8 3 s 3
. V' 262144; v 405224 yi2167; V1381; V 10648.
3
2. V 91125; V 1191016 1/ 70021.7072 V 28233316125 V 42,875.

3. ]/12 326391 ; ]/0 001771561; ’VO 00007880599 ; ]/730 215675125,

106. Quadrat- und Kubikwurzeln aus Briichen. Soll
die Quadrat- bzw. Kubikwurzel aus einem echten oder unechten
Bruche gezogen werden, so verfahre man entweder nach dem
auf Seite 96, Ziffer 86, a und b) angegebenen Verfahren, oder
man verwandle den gewdhnlichen Bruch in einen Dezimal-
bruch.*¥)

Eine gemischte Zahl ist zum Zwecke des Radizierens ein-
zurichten.***)

1. Beispiel.
]/j_ 7.8 _V56_ V56
P esTygT 8

VI-veem.

2. Beispiel

3 — 8 fo— A
l/z_ 7.8 V448
g8~ ' 8.8° 8

Ve B
V§= V0,875,

*) Der Ubende soll sich des weiteren selbst beliebige Zahlen
wihlen! Vgl. FuBnote auf Seite 122.

*#) Ein gewdhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch verwandelt,
indem man den Zihler des Bruches durch den Nenner dividiert.
Soll z. B. der gewdhnliche Bruch § in einen gleichwertigen Dezimal-
bruch verwandelt werden, so ist zu rechnen, wie folgt:

8/7,000 = 0,875.
64

=g V50_0125 V56, oder

3 3
= %V&T&- 0,125 - V' 448, oder:

60

56
40
40
0

Geht die Division jedoch nicht auf, so ist dieselbe auf so viel
Dezimalstellen auszudebnen, wie zur Erzielung einer bestimmten Stellen-
zahl for die gesuchte Wurzel erforderlich sind.

*) Vol 8. 45, Ziffer 47.
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Aufgaben:
LV V%% ﬁ; Vil Vi, Vé, Vn, Vi
3

2V V?; V%«; Vi Vi V465ﬁ, V52034

Am Schlusse des IIL Teiles dieses Buches sind Tabellen
aufgefilhrt, welche die Quadrat- und Kubikwurzeln der Zahlen
von 0 bis 1000 enthalten. Dieselben seien hiermit besonderer
Beachtung empfohlen.

Wefckert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Tell, I. Band. 9



Zweiter Abschnitt,

Algebra.

VIIl. Gleichungen ersten Grades mit einer
Unbekannten.

107. Allgemeines. In den ,Vorbegriffen, Ziffer 1% war
bereits auf die Beziehungen, welche zwischen 2 Grofen statt-
finden, hingewiesen.

Eine Gleichung wird gebildet durch die Gegentiberstellung
zweier in ihrem Werte genau gleichen Grifien:

1 m = 100 em; oder: 1t = 1000 kg.
Es miissen also die Werte auf beiden Seiten des Gleichheits-
zeichens genau gleich sein; die diese Werte darstellenden
Zahlengrifien kinnen verschieden sein. Im Sinne der Algebra
versteht man unter einer Gleichung allgemein die Verbindung
gleichwertiger Grofien durch das Gleichheitszeichen.

Die rechts und links vom Gleichheitszeichen stehenden
GrifBenbezeichnungen nennt man entsprechend die rechte und
die linke Seite der Gleichung. Die einzelnen Grifen selbst
heiBen Glieder der Gleichung. So bildet in der Gleichung

18 4+12=30
die Summe 18 4 12 die linke und die Zahl 30 die rechte

Seite der Gleichung; die Zahlen 18, 4 12 und 30 bilden die
Glieder derselben. In der Gleichung

at+x=b—n-4p—s
stehen links vom Gleichheitszeichen 2, rechts von demselben
4 Glieder; das zweite Glied der rechten Seite heifit: — n.
Die Glieder einer Gleichung kénnen jedoch auch aus
Klammergrofien, Produkten, Briichen usw. bestehen, wie folgende
Gleichung zeigt:

x—(a )45 =ba—n—2E2
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In dieser Gleichung heifit
das 1'¢ Glied links: - 3x,

2] 2t i3] 9 — (a + n):

, 1% . rechts: 4+ b.(a —n),
2te J— X + a. ‘

” 3] ” m

Jedes Glied ist mit seinem Vorzeichen zu nennen; die
Glieder einer Gleichung werden, genan wie die Glieder einer
Summe, durch die freien Vorzeichen getrennt.*)

108. Regeln iiber das Umformen der Gleichungen.
Soll eine Gleichung unter Vornahme gewisser Rechnungsver-
fahren umgeformt werden, so ist ein und dasselbe Verfahren
stets mit beiden Seiten der Gleichung vorzunehmen.

Folgende Rechnungsverfahren kann man mit einer Gleichung
vornehmen, ohne dal sich die Gleichheit der Seiten
indert:

a) Die Seiten einer Gleichung konnen miteinander ver-
tauscht werden.

Ist 5=38 -2, so ist auch 3 | 2=25.
y a=b—e , , , b—c=a

b) Auf beiden Seiten einer Gleichung kann man ein und
dieselbe Zahl addieren bzw. subtrahieren.
Ist 4-4+83=9—2,s0ist auch4+347=9—247
md4+3—5=9—2—5
a=Dh, so ist auch atx=b-4x
und a—y==b—y.
¢) Beide Seiten einer Gleichung kann man mit ein und
derselben Zahl multiplizieren bzw. durch ein und dieselbe Zah]
dividieren.

Ist 8=2.4, so ist auch 3.8 =38.2.4 undgzgé_‘i_
n .

” n=p'q’ »on 9 a'n_—:a,.p.q 4y ;=p7q‘
a c

ya=bte, , , am—=p+omn, 2="FC

d) Beide Seiten einer Gleichung kann man mit ein und
derselben Zahl potenzieren bzw. durch ein und dieselbe Zahl
radizieren.

Ist 25 =55, so ist auch*) 258 = (5.5)% und V25 =V5.5.
¥ Vgl. 8. 8, Ziffer 14.

) . .61, , 63
9*
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It x=—a-b, so ist auch x*=(a-bh)> und ¥Vx =Va-b.

w o a=b+¢, ., a"=(b4-e) , Va=Vb+e

e) Ist die eine Seite einer Gleichung ein Produkt, so kann
man jeden Faktor desselben als Divisor auf die andere Seite
der Gleichung bringen. :

Ist 8.7 =21, so ist auch 3=—27—1 und 7=23—1.
a
¥ a':b‘crn n N K=c’ ” c_:b-

Z z
p M4D0)-x=132 , , , m+n=§7 ” x"'—‘m’

f) Ist die eine Seite einer Gleichung ein Quotient, so kann
man den Divisor desselben als Faktor auf die andere Seite
der Gleichung bringen.*)

Ist §4§ =9, so ist auch 36=9-.4.

X
” —=a 5 g » X=a-y.
m-+n a a a-p
—_— m nN==—- —_ —,
» T g omow -+ b P b

g) Jedes Glied der einen Seite einer Gleichung kann man
mit entgegengesetztem Vorzeichen auf die andere Seite der-
selben bringen.

Ist 849 =17, so ist anch 8=17—9, und 9=17—38.
, 54+11—8=6-47, s0 ist auch 5411 =673
und 511 —8—7=6
gy B=6-47—11<]-3 usw.

” a——b:c—{—g-, so ist auch a==c-|—(—21—+b
d d
undéza—b—c und c_a——b—éusw.
” n—(a+b)-c=;—{r—z,soistauchn=§—z-|-(a—|—b)-c
und;-.——n———(a—l—b)-cq-z
und—z=n——(a+b)-c—;usw.

¥ Vgl. 8. 30, Ziffer 37.
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h) Sidmtliche Glieder der einen Seite einer Gleichung kann
man mit entgegengesetzten Vorzeichen auf die andere Seite
bringen, wodurch in der neu entstandenen Gleichung eine Seite
zu ,Null¥ wird. Man sagt in diesem Falle, man habe die
Gleichung auf Null reduziert.

Ist 12 — 7 4 8 =6 4 2, 8o ist auch 12 — 743 —6—2=0.
w a+b—ec=d—e-+f, , ,, , atb—c—defpe—i=0.

i) Auf beiden Seiten einer Gleichung kann man die Vor-
zeichen der einzelnen Glieder in die entgegengesetzten ver-
wandeln. Man sagt in diesem Falle, man habe die ganze
Gleichung mit (— 1) multipliziert.

Ist 9—10+4+13=—11+45- 18, so ist auch

—9410—18=+411—5—18.
Ist a—b-+4c=d-—e, so ist auch
(a—b-+e)-(—1)=(d—e)-(—1) oder:
—a+t+b—ec=—d-+4e*

k) Aus den unter e bis h) angegebenen Regeln tiber das
Umformen von Gleichungen geht hervor, dall eine Grifie von
einer Seite einer Gleichung immer mit dem entgegen-
gesetzten Rechnungsverfahren auf die andere Seite
derselben geschafft wird, d. h.:

was auf einer Seite einer Gleichung
zum Addieren dient, kommt auf die andere zum Subtrahieren,

» Subtrahieren » . m » » Addieren,
» Multiplizieren ” " » ” » Dividieren,
, Dividieren " R w » » Multiplizieren.

Wiihrend ein Faktor bzw. ein Divisor ohne Vorzeichen-
inderung von einer Seite einer Gleichung auf die andere
gebracht wird, wird ein Glied stets mit entgegengeseztem
Vorzeichen heriibergeschafft. Glied bleibt Glied!

109. Addition von Gleichungen. Eine Gleichung wird
zu einer anderen Gleichung addiert, indem man sowohl die
linken Seiten als auch die rechten Seiten addiert und die so
erhaltenen Summen durch ein Gleichheitszeichen verbindet.

1. Beispiel. 547=9-+3..... 1)
84+11==174+2 ... .1I)
I410): 54+7484+11=9-484+17+2.

31 =31.

2, Beispiel. a+b4+p=n—m.... I
—q+x=r+4s-.-..1I)
I+1):a4+b+p—q+x=n—m-4r-s

*) Vgl. S. 25, Ziffer 33D.
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110. Subtraktion von Gleichungen. Eine Gleichung
wird von einer anderen Gleichung subtrahiert, indem man die
linke Scite der einen von der linken Seite der anderen, und
entsprechend die rechte Seite der einen von der rechten Seite
der anderen Gleichung subtrahiert. Die erhaltenen Differenzen
sind durch ein Gleichheitszeichen zu verbinden,

1. Beispiel. 54+7=9-43..... I)
8+11=17+2....1I)
I—I): 5F7—8—11=9F3—17—2.

—7T=—"1
2. Beispiel. a+b4p=n—m .... I
—q+x=r+4+s8..... 1I)

1—-I): a++b-+p+gq—x=n—m—r—s.

111. Multiplikation von Gleichungen. Eine Gleichung
wird mit einer anderen Gleichung multipliziert, indem man
sowohl die linken als auch die rechten Seiten miteinander
maultipliziert und die so erhaltenen Produkte durch ein Gleich-
heitszeichen verbindet.

1. Beispiel. 3-6=15..... D
- 4 30=3-10 ... 1)
I.II): 8-5.30=15-3-10.

450 = 450,
2. Beispiel. n+m=p-+4q.... I
a=b—ec ... I

I.II): @4 m)a=(p-+q) (b— c)*) oder:
ant+am=bp4bq—ep—ecq.

3. Beispiel a 3 m
B‘——Z——c—l—;. N I)
E_i——x=r——s R ()

e ) TR = (D) e

112. Division von Gleichungen. Eine Gleichung wird
darch eine andere Gleichung dividiert, indem man die linke
Seite der einen durch die linke Seite der anderen, und ent-
sprechend die rechte Seite der einen durch die rechte Seite
der anderen Gleichung dividiert, Die so erhaltenen Quotienten
sind durch ein Gleichheitszeichen zu verbinden.

*) Vgl S. 24, Ziffer 33.
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1. Beispiel. 7+9=10+46.... 1)
- 8=2-4...... 10
E[)'7+9_10+6
w 8 2.4

2=2.
2. Beispiel. a+b+x=n—m .... ]
p—aq=71+4s8..... 1))

_I‘)_a—l—b—}—x__n——m
/" p—q  r-s

3. Beispiel. a-+b

e pta . I

’;s=§ ....... In)

DR T e
3%3;§3=@+®§7

113. Grundform und Losung der Gleichung ersten
Grades mit einer Unbekannten. Das Rechnen mit Gleichungen
hat den Zweck, die Werte unbekannter Zahlengrofien zu be-
stimmen. Gleichungen, welche diesem Zwecke dienen, nennt
man Bestimmungsgleichungen.

Jede aus einer Gleichung zn entwickelnde Grofe heift die
unbekannte Grofle oder kurz: ,die Unbekannte“. Man be-
zeichnet dieselbe gewdhnlich mit den Buchstaben x, y oder z;
jedoch kann man auch jeden beliebigen anderen Buchstaben
wihlen.**)

Soll aus einer Gleichung der Wert einer Unbekannten x,
welche in derselben ein- oder mehreremal vorkommt, ent-
wickelt, d. h. soll die Gleichung nach x aufgelost
werden, so mufl man eine andere Gleichung bilden, welche
die Grofie x als Faktor nur zu einer Seite hat.

Die urspriingliche Gleichung mufl auf die allgemeine Form

a-X=>5h
gebracht werden, in welchem Falle unter a und b ganz beliebige

Zahlenausdriicke zu verstehen sind.
Aus dieser Gleichung wird der Wert der Unbekannten x

*) Vgl 8.57, Ziffer 56.
*+) , die Beispiele 1—29 in Ziffer 120, S. 158) und die vielen
Beispiele in den anderen Teilen des ganzen Buches.
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erhalten, indem man den Faktor von X, hier also a, als Divisor
auf die rechte Seite der Gleichung bringt.*)

Es wird alsdann:

Um dies zu erreichen, muB jede Gleichung geordnet werden.
Die Regeln tiber ,das Ordnen der Gleichungen“ sind in
Ziffer 114) zugleich in Verbindung mit vollkommen durch-
gerechneten Beispielen angegeben.

114. Das Ordnen der Gleichungen und das Rechnen
mit Gleichungen. Unter Anwendung der in Ziffer 108 bis 118)
tiber das Umformen von Gleichungen gegebenen allgemeinen,
und der bei den nachfolgend durchgerechneten Musterbeispielen
noch zu gebenden besonderen Regeln, lassen sich nunmehr die
Werte unbekannter Groflen aus Gleichungen bestimmen.

a) Jede Gleichung muB so umgeformt werden, daf die
Unbekannte x allein und mit positivem Vorzeichen auf
die linke Seite, alles andere aber auf die rechte Seite zu
stehen kommt. Die den Rechnungszeichen**) entsprechende Ver-
einigung aller Groflen auf der rechten Seite ergibt alsdann
den Wert der Unbekannten.

1. Beispiel x-13 =21 Soll x allein auf der linken
Seite der Gleichung bleiben,
so muB -+ 13 mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen, also
als — 13, auf die rechte Seite
gebracht werden. (Vgl. S.132,
Ziffer 108 g.) Damit ergibt
sich: :

x =21 — 13. Folglich:
x=8.

Probe:***) Um zu priifen, ob der fir x gefundene Zahlen-
wert 8 richtig ist, darf man denselben nur in der Aufgaben-
gleichung an die Stelle des Buchstabens x setzen; man erhilt
alsdann

8 + 13 =21. Mithin:
21 = 21.%%¥)

*) Vgl 8. 1382, Ziffer 108e.

**) » »” 57 ” 9‘
. %) s wird sich in jedem einzelnen Falle empfehlen, durch diese
einfache Probe die Richtigkeit der Losung festzustellen.

Ergeben sich in der Schlufzeile der Probe auf jeder Seite des
Gleichheitszeichens dieselben Zahlenwerte, so ist die fiir x gefundene
Losung richtig.
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2. Beispiel. x—20=19. Glied x allein auf die linke Seite:
‘ x =19+ 20. Mithin:

x = 39.
Probe: 39 — 20 =19. Folglich:
19=19.
3. Beispiel. x4+ n=m. Glied x allein auf die linke Seite:
=m — .

Probe: (m—mn)+4n=m oder:
m—n-n=m. Da sich links n hebt:
m=nm.
4. Beispiel® ,
3a4+x—5b+4+2=Tb—a-+4c+ 6. Glied x auf eine Seite:

x="7b—a+4c+6—3a45b—2 oder:
x=12b—4a-+4c -+ 4. Folglich:
x=—4a+412b+4c 4 4.

b) Enthilt das Glied mit der Unbekannten einen Faktor,
so stelit man dasselbe zunichst allein auf die linke, alle
anderen Glieder aber auf die rechte Seite der Gleichung,
Alsdann wird, um den Wert von X zu bestimmen, die rechte
Seite durch den Faktor von X dividiert.

5. Beispiel. 6x— 6 =18. Glied mit x auf eine Seite:
6x =18 4+ 6 oder:

6x = 24. Rechte Seite durch den Faktor 6
dividiert (vgl. 8. 182, Ziffer 108¢):

X = 26—4 Folglich:

x=4.
Probe: 6-4 — 6 = 18 oder:
24 — 6 — 18, Mithin:
18 =18.
6. Beispiel. a.-x4-b==¢. Glied mit x auf eine Seite:
a: X == ¢ — b. Rechte Seite durch a dividiert:
¢c—Db
X= .
a
e—b . .
Probe: a- a 4 b=-¢c. Oder nach Seite 59, Ziffer 59):

a-(c—b
( a—-—) +b==¢. Da sich a durch Kiirzen hebt:

¢—b -+ Db=c und da sich auch b hebt:
c=2¢C

*) Diejenigen Beispiele, zu welchen die ,Proben“ hier nicht
durchgerechnet sind, sollen vom Leser auf die Richtigkeit der an-
gegebenen Losungen gepriift werden.
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¢) Enthdlt eine Gleichung mehr als ein Glied mit der
Unbekannten, so schaffe man sidmtliche Glieder mit der Un-
bekannten auf die linke, alle tibrigen Glieder auf die rechte
Seite der Gleichung, wobei aul die Vorzeichen zu achten ist.
Alsdann schreibe. man auf der linken Seite die Unbekannte
als gemeinschaftlichen Faktor heraus*) Die rechte Seite
ist dann durch diesen Faktor der Unbekannten zu dividieren.

7. Beispiel. 8x — 5 =13 —7x. Glieder mit x auf eine Seite:

8x+4 7x =13+ 5. Gleichartige Glieder zu-
sammengefaft:

15x = 18. Faktor von x als Divisor auf die
rechte Seite:

8. Beispiel. ax=-c¢ —bx. Glieder mit x auf ejne Seite:

ax |+ bx=-=c. Jetzt x als gemeinschaftlichen Faktor
herausgeschrieben:

X-(a-b)=-—c. Faktor von x auf die rechte Seite:
c
atb
9. Beispiel. ax + bx ==¢ — dX. Glieder mit x auf eine Seite:

ax 4+ bxJ-dx=-ec. Jetst x als Faktor ausgeklammert:
x-(a-b - d)=-c. Faktor von x auf die rechte Seite:

X =

e
Tatbfd

d) Kommen in einer Gleichung Klammern vor, so lose
man simtliche Klammern auf, in welechen die Unbekannte
enthalten ist. Hierbei ist besonders auf die Vorzeichen zu
achten.™*)

10. Beispiel
5(x—7)+3(2x— 6)=2. Klammern aufgelost:
56x — 354 6x — 18 ==2. Glieder mit x auf eine Seite:
5x + 6x =218 4 35. Gleichartige GroBen

zusammengefaBt:
11x = 55. TFolglich:
X = % _ 5
IS TR

e) Stellt sich wiihrend des Bechnens heraus, dafl das Glied
mit x negativ wird. so miissen simtliche Glieder der

*) Vgl. 8. 35, Ziffer 43 A und B.
) o o 1L, 18
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Gleichung mit (— 1) multipliziert, oder was dasselbe ist: sdmt
liche Vorzeichen umgekehrt werden.*)

11. Beispiel. 9(2x — 7)=5(4x — 15). Klammern aufgeldst:
18x — 63 = 20x — 75.
18x — 20x = — 75 + 63.
—2x=—12. Vorzeichen umgekehrt:
2x =12.
x = 0.

f) Enthilt das Glied mit der Unbekannten einen Nenner,
so stelle man dasselbe zunichst allein auf die linke Seite
und multipliziere beide Seiten, oder was dasselbe ist: jedes
Glied der Gleichung mit diesem Nenner. Alsdann wird
die Rechnung fortgesetzt, wie bisher angegeben.

12. Beispiel. }8£ == 20. Beide Seiten mit Nenner 8 multipliziert:
8. % = 8:20. Oder nach Seite 59, Ziffer 59):
8-x
5 = 160. Da sich 8 durch Kiirzen hebt:
x = 160.
Probe : —l—g—-o ==20. Mithin:
20 = 20.

13. Beispiel. %4— 4=7 Glied mit x auf eine Seite:

X
=7 —4 oder:
8 oder
% — 3. BeideSeiten mit Nenner 6 multipliziert:
X .
6.6—:6-3, d. i.:

)X

2_ == 18. Mithin:
x = 18.

Man kann aber, um den Nenner fortzuschaffen, auch die
Regel aaf Seite 132, Ziffer 108f) anwenden!

*) Vgl 8. 133, Ziffer 108 i.
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14. Beispiel. 2-— (a-Lb)=c.

=c-+ (a4 b) oder:

. Divisor a als Faktor
=4 + b+e. auf die rechte Seite:

=(@a-4b-4ec)-a

MO M Db

15. Beispiel. 124 % = 28,

ix 98 _ 12 — 16, Nenner fortge-

10 schafft:
4x — 16 - 10,

X = }2-9 Folglich:

x = 40.

g) Sind in einer Gleichung mebrere Briiche vorhanden, so
mtissen simtliche Nenner fortgeschafft werden. Dies geschieht,
indem man jedes Glied der Gleichung mit dem Hauptnenner
aller vorkommenden Nenner multipliziert.*)

L. 3x 2x Hauptnenner = 20; jedes Glied
16. Beispiel. —— — =14, der Gleichung mit demselben
4 5 multipliziert:

3—2(-20—315-20:14-20.
4 9

15x — 8x == 280.
7x = 280.
x = 40.

17. Beispiel.

X X X X JedesGlied mit dem Haupt-
3 + 3 + i Tx— 712+ 5" nenner 60 multipliziert:

30x + 20x 4 15x = 420x — 42720 - 12x.
30x + 20x 4 15x — 420x — 12x = — 42720.

— 867x = — 42720. Vorzeichen umgekehrt:
367x = 42720.
42720

= —pm = 116343 =116,4032...

*) Vgl. S. 49, Ziffer 52.
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18. B L + X 9 Jedes Glied mitdem Haupt-
eispie == 4. nenner {(m-}-n),(m —
P +n m—I multlpllzfert_*— ) »
x(m—n)+4x(m-4n)=2m-(m—+n)-(m —n).
mxX —0X 4 mx—+nx = 2m(m?—n"). (Vgl. Seite 29,
2mx :—2m(m2—n2). Ziffer 35; 7):
2m(m?—n?
2m
x=m?—n2

h) Erscheint die Unbekannte im Nenner, so #ndert das an
den vorstehend aufgestellten Regeln nichts.

19. Beispiel. l‘;ﬂ =26. Nenner fortgeschafft:

130 = 26 X. Seiten vertauscht:

26x = 130.

__ 130

26

x==2.
. . 128
20. Beispiel. 9— 5 = 5. Nenner fortgeschafft:
9x — 128 = 5x.
9x — 5x =128,
4x = 128.
x = 32.

32 Hauptnenner = x; jedcs
21. Beispiel. — -|— 7=064 —— Glied mit demselben mul-
tipliziert:
6+7x=64x—-32.
7x—64x = — 32 —6,

-~ 57x =—238.
57x = 38.
s 382

57 3

22, Beispiel
13 13x — 24 37 10 Hauptnenner
3 I 5x bt _20 + —

3x = 60x; folglich:
7 18x — 24 37
-3"'60X+§'60x———3T-—'60 -60x +‘— 60x.

140x 4 156 = (13x — 24) 20 — 111x -+ 600.
140x + 156 = 260x — 480 — 111x - 600.
— 9x = — 36.
X =4,
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4x—7
14+-x '
4x — 7=8 (1 4 x). (Vgl Seite 24, Ziffer 33.)
4x—7=38 - 3x
4x—3x=8-41T.
x = 10.
2—b5x , 74+x  148—5x?
5x -+ 1_|_3——2x_3—|—"13x—10x2
Der Hauptnenner ist: (5x 4 1) 3 —2x) =3} 13x — 10x2
Samtliche Glieder der Gleichung mit demselben multipliziert:
(2—5x)3—2x)+ (74+x)(6x+1) =148 — 5x2— 2 (3 4 18x — 10x?).
6—15x—4x 4 10x24-85x4-5x2+} 74 x=148--5x*—6—26x {20 x%
Siamtliche Glieder mit x auf eine Beite:
10x2-5x24-5x2—20x%—15x —4x+85x x| 26x =148 —6—6—T.
' Da sich die Glieder mit x? heben, so folgt:

23. Beispiel. = 3. Nenner fortgeschafft:

24. Beispiel. 2.

43x = 129.
‘o129
X — E —3.

Die Beispiele 22 bis 24) sollen zeigen, daB iberall da, wo im
Zahler und Nenner der Briiche Summen oder Differenzen vorkommen,
diese beim Gleichnamigmachen in Klammern zu setzen sind. Dadurch
vermeidet man Vorzeichenfehler!

i) Die bis hierher aufgefithrien Regeln weisen in ihrem
Zusammenhange folgenden besten Weg zum Auflésen von
Gleichungen:

Man schaffe zunichst die Nenner fort, lose alle
Klammern auf*) und bringe sémtliche Glieder mit der
Unbekannten auf die linke, alle anderen Glieder
aber auf die rechte Seite der Gleichung. Alsdann
fasse man auf jeder Seite gleichartige Glieder zn-
sammen und dividiere die rechte Seite durch den
Faktor der Unbekannten. Wird die Unbekannte nega-
tiv, so ist die ganze Gleichung noch mit (—1) zuv
multiplizieren. '

115. Der Vollstindigkeit halber sollen hier noch einige
schwierigere Gleichungen folgen:
25. Beispiel _
(2a — 3b)x -+ 2ab=23(a—b)(6a —7b).
(2a — 3b) x - 2ab = 18a% — 18ab — 21ab - 21b*
(2a — 3b) x — 18a® — 39ab - 21D*.
_ 18a? —39ab +-21b?
- 2a — 3D

*) Die Reihenfolge hiangt von der Eigenart der Gleichung ab.
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26. Beispiel.
3 (a-+4b)—5x
=3.
a—b
3 (a4 4b) —5x=3(a—h).
—5x=3(a—Db)—3(a-4b).
— 5x=3a — 3b — 3a— 12h.

— 5x = — 15,
Xx=3Dh.
27. Beispiel.
2 __he
4a3xl’—+b.—_2a.
2 12
‘m:s—xb——-2a——b.

42 —b? = (2a—b) 3x.
3x — 4a% — bg. Mit Partialdivision nach
= 9a b Ziffer 4B, 8. 40:
3x=2a-}h.
2a+b
X=—g—

3 3
. 0 a* +b
28. Beispiel. a’4-b?=a —

2 __ 2 _ 27t b7
a’—ab 4 b?= 9%

a® 4 b
Ry 1)
Die rechte Seite dieser Gleichang ist aber nach S. 29,
Ziffer 35, Formel 8) = a -} b; mithin
2x = — (a4 h). Folglich:
a+4b
2

29. Beispiel
6x 4x
— 43 (a2 _ b2) —a(a + b) _+_ 5 Hauptnenner = ab.
a
6x-b-43-ab-(a®—b%*) =a-ab-(a+4b)+ 4x-a.
6bx — 4ax=a’b.(a-}Db)—3ab-(a?—b?
x (6b — 4a) = a%b -+ a’h? — 3a%b 4- 3ab?®
_——2a*b +32b2+3ab3 Partial-
- 6b — 4a * division:*)
x=0,5-ab?>+0,5-2%b=0,5-(ab?4ah).

*) Hierzu muB8 der Dividend nach steigenden Potenzen von a

geordnet werden, also:
(3ab® 4 ab?—2a%b): (6b—4a)=0,5.ab2-+ 0,5, a%h.
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30, Beispiel
l—)a;x +b*=a?+ %. Hauptnenner = abx.

a’4 abx-b?=abx.a?} b2
ab®x —a’bx="h?—a?
x(ab®—ad®b) = b? — a®
b?—a? b? —a?

X = abs—a’h  ab.(b’—a?)

1 L
~ab

Gleichungen, welche Wurzeln enthalten.

Erscheinen in einer Gleichung Wurzeln, so miissen auch
diese fortgeschafft werden. Die nachstehend durchgerechneten
Beispiele sollen das hierbei einznschlagende Rechnungsverfahren
angeben. '

116. Gleichungen mit nur einer Wurzel. Ist in der
Gleichung nur eine Wurzel vorhanden, so forme man die
Gleichung in der Weise um, daf die Wurzel allein auf der
linken Seite steht. Ein Faktor vor der Wurzel kommt als
Divisor auf die rechte Seite. Alsdann potenziere man beide
Seiten der Gleichung mit dem Wurzelexponenten.*)

1. Beispiel. _V_-?;( == 6. Beide Seiten mit 2 potenziert:
(V 3x)? = 6% Folglich:
3x = 36.
x =12, (Vgl 8. 80, Ziffer 77.)

m
2. Beispiel. Vx=3a. Beide Seiten mit m potenziert:
m m
(]/ }) == a®, Folglich:
X=am, (Vgl 8. 80, Ziffer 77)

*) Vgl. 8. 131, Ziffer 108d. -
Der Leser mache zu allen Beispielen die Probe!
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s
3. Beispiel. 7.V5x=285. Faktor 7 fortgeschafft:
3

V5x=25. Beide Seiten mit 3 potenziert:
8 8
(V5_x) =53 Folglich:

5x = 125.
x = 25.
4. Beispiel. V16 -+ x=0>5. Beide Seiten mit 2 potenziert:
(V16 +x)° =52
16 -} x = 25.
=25 —16.
x=29.
5. Beispiel. o
5—)/ 2 —1-=3 Wurel allcin auf linke Seite;
— V; — 1= —2. Vorzeichen umgekehrt:
l/ %—— 1=2. Beide Seiten mit 2 potenziert:
: | .
5 1 = 4. Nenner fortgeschafft:
x—2=8
X =10.

6. Beispiel.

m -+ V2 + nx=n. Wurzel auf linke Seite:
Vm?® + nX=n—m. Potenziert:
m? 4 nx = (n—m)2 (Vgl.8eite 29, Ziffer35;2.)
m?+4 nx=n?—2mn 4 m?
nx=n?— 2mn.
n? — 2mn
X=—,
n
__n(n—2m)
— - .
X=0n—2m.

X

7. Beispiel. 3. Vx—3a=23b. Faktor 3 fortgeschafft:
Vx —3a=m"b. Beide Seiten mit 2 potenziert:
(Vx—3a)*=n2
x—3a=>2
x=b?48a=38a-}b>

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band 10
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3
8. Beispiel. V2x 47 =25, Beide Seiten mit 3 potenziert:

'(sz F 7)3 = 58,

2z 4-7=125.
2x =125 — 7,
X = 59.

9. Beispiel.

3
n-Va—x +b=c. Wurzel allein auf linke Seite:
3
¢ —

b, Beide Seiten mit 3 poten-
n ziert:
c

o= ()
—x=(5) ==
== (55

Va—x=

10. Beispiel.

VE—9)-(x+15) 48 =x.
V(x—9)-(x+4 15) = x — 3. Mit 2 potenziert:
(x—9)- (x4 15) = (x — 3)% (Vgl. 8. 29, Ziffer 35;2)
x?—9x 4 15x — 135 =x*=—6x+} 9. Da sich x* auf
beiden Seiten hebt:
12x = 144,

x = 12.

11. Beispiel

V13 +4.Vx—1=05. Beide Seiten mit 2 potenziert:
1344-¥Vx—1=25. Wurzel auf eine Seite:

4.Vx—1=12
Vx —1=38. Beide Seiten mit 2 potenziert:
x—1=09,
x = 10.

117. Gleichungen, welche zwei Wurzeln enthalten.
Steht auf beiden Seiten einer Gleichung je eine Wurzel mit
demselben Exponenten, so potenziere man ohne weiteres beide
Seiten mit diesem Exponenten:
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12. Beispiel. V5x -+ 1=1V22-42x. Beide Seiten mit 2

v potenziert:
(VsxF1)" = (Vezi2x)°
5x+1=2242x.
3x = 21.
x=1"1.

. 3 3
13. Beispiel. V8x —5a=V¥x+ 3a.  Beide Seiten mit 8

potenziert:
3 8 3 8
(V3x——5a) =(Vx+3a) .
3x — 5a=x-3a
2x == 8a.
X = 4a.

14, Beispiel. Vax-J-b=7Vex-}d.  Beide Seiten mit m

potenziert:
ax+b=cx-4d.
ax —ex=d—h,
x(a—¢)=d~—bh
d—b>b
X= .
a—¢

15. Beispiel. ,
3.Y7—8x=05-.-7Y1—x.Beide Seiten mit 2

o potenziert:
B.V7i—=3x)'=(5-V1—x)"
9.(7—38x)=25-(1— x) (Vgl. 8.78, Ziffer 72.)

63 —27x =25 —2
— 2X ="— 38.
x = 19.

16. Beispiel. V36 Fx=18—Vx.
(V36 Fx)" = (18— Vx)" .
36 + x =324 — 36 ]/;__I_ x, (Vgl.-Seite29,

= Ziffer 35;1.)
x4 86 Vx—x— 324 — 36.

36 V'x =288
VX =8. Beide Seiten mit 2 potenziert:
(Vx)2 =8,
x == 64.

10*
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17. Beispiel.

2.Vx 42 —V4x — 3 = 1. Eine Wurzel auf die rechte Seite:
2.Vx+2 +2=1+4 V 4x— 3. Beide Seiten mit 2

potenziert:
@-ViFo)r=(01+Vex—3):>
4.(x+2)=1242.1.V4x—3 1+ 4x—3.
4x+8=142.Vix—3+4x—3.
Wurzel auf die linke Seite:

— 2.V 4x — 3 = — 10. Vorzeichen umgekehrt und
beide Seiten mit 2 potenziert:

4 (4x — 3) = 100.
16x-—12—-100
X=1.

Aus Beispiel 17) ist ersichtlich, dal, wenn zwei Wurzeln
auf ein und derselben Seite der Gleichung erscheinen, die eine
auf die andere Seite zu bringen ist. Welche, ist gleichgtitig!

18. Beispiel

2—2Vx 24 2Vx Beide Seiten durch 2
2_3Vz 5 13 V— dividiert:
1—V ; 14 Vx Hauptnenner =
23 543 ;
5—3Vx 513V ' Vfé(ﬁ Vi
A=V +3V)=01+V)(2—3Vx).
5—5Vx+L3Vx—8VxVx=2+2Vx—3Vx—3Vx.-Vx
Da sich auf beiden Seiten — 8/ x.) x hebt, so folgt, wenn man auf
jeder Seite die Glieder mit }J/x zusammenfaBt:

5 — 2 V'x = 2 — Vx. Gliedermitxauf eineSeite:

—2Vx4Vi=2-—5.
—VX=—38. Vorzeichen umgekehrt
-+ V'x = -} 3.Beide Seiten mit 2 potenziert:
(Vx)? =82
x=38%=09,

118. Gleichungen, welche drei Wurzeln enthalten.
Das in diesem Falle einzuschlagende Rechnungsverfabren zeigt
Beispiel 19).
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19.-Beispiel. V4X+13——Vx—|-7=1/; Beide Seiten

" potenziert:
VaxF13—VxF17)=(V3)>

) . w 1 f eine
4x+18—2.VIxF 13- Vx4 74 x4 7T=x Wourzeln suf ein

—2.V4x 418 . Vx4 T=—4x—20.
Mit Ziffer 83, S. 86) und Vorzeichen umgekehrt:
2.V(dx-418) - (x+7)=4x - 20.
2 -V4X2+41x+ 91=4x-§-20.
Beide Seiten potenziert:
4-(4x2 4 41x 4 91)=16x24-160x{-400.
16x? 4 164x + 364 = 16x24-160x-+}400.

Ordnen:

4 x = 36.
X ==9.

‘Eingekleidete Gleichungen.*)

119. Nicht immer sind die Gleichungen so unmittelbar
fertig zur Berechnung gegehen, wie das in den bisher durch-
gerechneten Beispielen gezeigt war. In den weitaus meisten
Fillen des praktischen Rechnens ist die zn bestimmende, un-
bekannte Grobe in Worte und Sitze eingebtllt, aus denen
heraus erst die zur Berechnung dienende Gleichung aufgestellt
werden mub. .

Bestimmte oder allgemeine Regeln fiir das Auflosen dieser
Gleichungen lassen sich nicht geben. Es muBl bei jeder ein-
zelnen Aufgabe vielmehr danach gestrebt werden, den Sinn
derselben richtig zu erfassen, um die in der Aufgabe gestellten
Bedingungen in Form einer Gleichung zum Ausdruck bringen
zu konnen.

1. Beispiel. Addiert man 432 zu einer unbekannten Zahl, so
erhilt man 950; wie heift die Zahl?

Losung: Bezeichnet man die unbekannte Zahl mit x, so erhilt
man, wenn man 432 zu derselben addiert: x-}-432. Diese Summe
soll = 950 sein. Das ergibt folgende Gleichung:

x - 432 = 950. Folglich:
X == 950 — 432. :
X == 518,

%) Auch ,Textgleichungen* genannt.
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2. Beispiel. Welche Zahl mu8 man von 1000 abziehen, um
die Zahl 365 zu erhalten?

Losung: Bezeichnet man die abzuziehende, unbekannte Zahl mitx,
80 ist die Differenz 1000 — x zu bilden, um die Zahl 365 als Gleich-
wert zu erhalten. Die aufzustellende Gleichung heifit also:
1000 — x = 365. Folglich:

— x = 365 ~ 1000.
x = 1000 — 365.
x = 635.

8. Beispiel. Welche Zahl ergibt mit 7 multipliziert 1262

Losung: Ist die gesuchte Zahl = x, so ergibt dieselbe mit 7
multipliziert das Produkt 7x. Dieses soll =126 sein. Mithin:

7x =126,

o126
=

x =18,

4. Beispiel. Welche Zahl mu8 durch 23 dividiert werden,
um 15 zu ergeben?

Losung: Setzt man die zu ermittelnde Zahl = x, so ergibt sich
X

bei der Division derselben durch 23 der Quotient Dieser muf

=15 sein. Folglich: - 2
X
23 = 15.
x=15.23.
X = 345.

5. Beispiel. Subtrahiert man 55 von dem 5fachen einer ge-
wissen Zahl, so erhilt man 45; wie heift die Zahl? ‘
" Losung: Ist die gesuchte Zahl — x, so ist das 5fache derselben
=5x. Davon 55 abgezogen, ergibt die Differenz 5x — 55. Diese
mus == 45 sein. Mithin:

5x — 55 = 45.
5x =100.
x = 20.

6. Beispiel. Das 2fache, 8fache und 7fache einer Zah!
addiert ergibt 96; wie heifit die Zahl?

Losung: Bezeichnet man die zu berechnende Zahl mit x, so ist
das 2fache derselben ==2x, das 8fache = 3x und das 7fache =7x.
Addiert man diese drei Werte und setzt die Summe = 96, so folgt:

2x -+ 83x - 7x=96.
x=_8

7. Beispiel. Subtrahiert man von dem 8ten Teil einer gewissen
7ahl den Bruch 4[s, so entsteht die Zahl 18. Wie heift die Zahl?

Losung: Bezeichnet man die zu bestimmende Zahl mit x, so ist

der 8te Teil derselben = -}g(- ; davon % abgezogen und die auf diese Weise
entstehende Differenz gleich 18 gesetzt, gibt:

X 4 18

8 5

x = 150,4.
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8. Beispiel. Von den Endpunkten einer 30000 m langen
Strecke fangen zwei Eisenbahnziige gleichzeitig an sich gegeneinander
zu bewegen. Der erste legt in jeder Sekunde einen Weg von 8 m, der
zweite einen Weg von 17 m zuriick: Nach wieviel Sekunden begegnen
sie einander?

Losung: Bezeichnet man die Anzahl der Sekunden mit x, so
legt der erste Zug in diesen x Sekunden = 8x Meter und der zweite
=17.x Meter Weg zuriick. Die Summe dieser beiden Wege muf
=30000 Meter sein. Mithin:

8x -}~ 17x =380000,
25x = 30000.
x = 1200 Sekunden, oder:
x =20 Minuten.

9. Beispiel. Zwei Automobile beginnen gleichzeitig sich auf
derselben Strecke in gleicher Richtung zu bewegen; sie hatten im Ruhe-
zustande einen Abstand von 45 km. Das vordere Automobil legt in
jeder Stunde einen Weg — 72,5 km, das hintere einen Weg — 95 km
zuriick,. Wieviel Stunden nach Anfang der Bewegung wird das zweite
Automobil das erste einholen?

Losung: Die Anzahl der gesuchten Stunden sei —=x., Das erste
Automobil durchliuft in diesen x Stunden einen Weg=172,5.x km,
das zweite einen Weg—195.x km. Mithin:

95x — 72,5x = 45.
92,5 x = 45.
x= 2 Stunden.

10. Beispiel. Ein Magazinverwalter vermehrte bei Arbeits-
beginn seinen Lagerbestand an Schrauben um 100 Stick. Im Laufe des
Tages gab er 195 Stiick heraus und legte zur Erginzung seines Be-
standes nach Arbeitsschluf wieder 265 Stiick hinzu. Als er nun die
Schrauben nachzghlte, fand er 970 Stiick. Wieviel Schrauben hatte
er zu Arbeitsbeginn am Lager?

Losung: Bezeichnet man den Bestand an Schrauben zu Beginn
der Arbeit mit x, so _hat er, nachdem er 100 Stiick hinzugefiigt, deren
x-}-100. Nimmt er davon 195 Stiick weg, so bleiben ihm x +- 100 — 195,
welche Anzahl nach Hinzulegen von 265 Stiick auf x + 100 — 195 - 265
anwiichst. Diese Summe muf gleich der nachgezihlten Stiickzahl 970
sein. Mithin:

x 4100 — 195 -+ 265 = 970.
x =970 — 170.
x = 800.

11. Beispiel. In einer Maschinenfabrik sind 2mal so viel Dreh-
binke als Hobelmaschinen und 4mal so viel Schraubstdcke als Dreh-
binke aufgestellt, zusammen 165 Stiick. Wieviel Stiick von jeder
Sorte sind vorhanden?

Losung: Bezeichnet man die Anzahl der Hobelmaschinen mit x,
so befinden sich in der Fabrik: x Hobelmaschinen, 2x Drehbinke und
4 .2x = 8x Schraubstdcke. Diese Stiickzahlen zusammen miissen = 165
sein. Mithin;

x + 2x + 8x =165.
x=15.
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Demnach sind vorbanden:

x Hobelmaschinen = 15 Stiick.
2x Drehbiinke = 30 ,
8x Schraubstocke =120

Zusammen == 165 Stiick.

12. Beispiel. Drei Personen, A. B. und C., sollen 72 Mark so
unter sich verteilen, da§ B. 2mal so viel als A. und C. 8mal so viel
als B. erhilt. Wieviel bekommt jeder?

Lésung: Setzt man die Summe, welche A. erhilt = x, so erhilt
B. das doppelte =2x und C. das 3fache von B.=3.2x = 6x; mithin
muB sein:
x+4+2x+6x="72
x=8. Folglich erhilt:
A.= x== 8 Mark.
B.=2x=16
C.=6x=48 ,
Zusammen = 72 Mark.

13. Beispiel. Ein Arbeiter kann eine bestimmte Arbeit in
12 Tagen fertigstellen, ein anderer leistet dasselbe bereits in 6 Tagen.
Wieviel Tage brauchen beide, wenn sie zusammen arbeiten?

Losung: Setzt man die zu leistende Arbeit=1, so schafft der
Arbeiter, welcher in 12 Tagen fertig wird, in einem Tage /1o dieser
Arbeit und entsprechend der andere in einem Tage !/s, also beide zu-
sammen in einem Tage = /12 4 /s = %12 = Y/, derselben. Setzt man
die Anzahl der Tage, welche beide zusammen zur Vollendung der
Arbeit brauchen = x, so folgt:

$-x=1
X
1
x = 4 Tage,

14. Beispiel. Einem Wasserbehilter flieBen in jeder Stunde
450 Liter Wasser zu und ebenso aus demselben 300 Liter ab. In wie-
viel Stunden werden sich in dem Behilter 2000 Liter Wasser an-
gesammelt haben, wenn bei Beginn des Zu- und Abfliefens beréits
800 Liter in demselben vorhanden waren?

Losung: Bezeichnet man die erforderliche Stundenzahl mit x, so
ist die gesamte zuflieBende Wassermenge == 450x Liter, die abflieBende
dagegen = 300x Liter. Die durch Zu- und Abflu entstehende Wasser-
menge ist demnach in Verbindung mit den bereits im Behilter befind-
lichen 800 Litern == 800 - 450x — 300x Liter. Diese Wassermenge
muB den geforderten 2000 Litern entsprechen. Mithin: -

800 4 450x — 300x = 2000.
150x = 1200.
x =8 Stunden.

Es werden sich also nach 8 Stunden 2000 Liter Wasser in dem Be-
hilter angesammelt haben.

15. Beispiel. Zur Fillung eines Wasserbehiilters sind 8 Zuflus-
vorrichtungen vorhanden. Durch die erste allein erfolgt die Fillung
in 2 Stunden, durch die zweite allein in 8 Stunden und durch die dritte
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allein in 6 Stunden. In wieviel Stunden wird der Behdlter gefillt
werden, wenn der ZufluB durch die drei Vorrichtungen gleichzeitig
erfolgt?

Losung: Setzt man den Inhalt des Behélters = 1 und die Anzahl
der erforderlichen Stunden = x, so flieft dem Behilter

durchdiel. Vorrichtungin1S8td. = 1 seines Inhalts, alsoinx Std. = x- §,

” » 2. ” »1 n =‘% ” b n nX =x'3‘;und
» » 3. » n 1 ” ='(1;' » n n nX g =X'% zu.
Samtliche drei Vorrichtungen ergeben demnach einen Gesamt-

zufluf =x.4 4 x.1-+x.}. Dieser muB gleich dem Inhalte 1 des
Behalters sein, Mithin:

y4+x-y+x-f=1
X X X
Ty Ty=1
3x 4+ 2x 4 x=6.
T +x=l Stunde.

Der Behilter wird demnach durch die 3 Vorrichtungen in einer
Stunde gefiillt.

16. Beispiel. Eine Wasserhebemaschine kann ein Stlick Land
in 20 Tagen entwissern, eine zweite braucht dazu 30 Tage und eine
dritte nur 15 Tage. Welche Zeit ist erforderlich, wenn die drei Ma-
schinen zusammen arbeiten?

Losung: Man setze die zu hebende Wassermenge =1. Da die
erste Maschine diese in 20 Tagen heben wiirde, so hebt sie in einem
Tage /20 derselben. Die zweite Maschine hebt entsprechend in einem
Tage /3o und die dritte Y15, alle drei zusammen also an einem Tage:

o1 1 1 3 2 4 .9 3 .

in x Tagen =%.x. Mithin muf
3 . o
%.x=l sein. Damit wird:
) x = 623 Tage.

17. Beispiel. Ein Meister nimmt einen Gehilfen an und ver-
einbart mit ihm fiir jeden Tag, den er arbeitet, eine bare Entschidigung
von 1 Mark. Arbeitet der Gehilfe nicht, so muB er dem Meister
60 Pfg. = 99190 Mark fiir Kost zahlen. Nach 80 Tagen halten sie Ab-
rechnung und es findet sich, da8 keiner dem anderen etwas schuldig
ist. Wieviel Tage hat der Gehilfe gearbeitet?

Losung: Setzt man die Tage, an welchen der Gehilfe gearbeitet
hat = x, so sind 80 — x die Tage, an welchen er nicht gearbeitet hat;
seine Entlohnung betrigt alsdann x.1 Mark und das Kostgeld ent-

sprechend (80 — x). %100 Mark. Da nun das Bargeld durch das Kost-
geld aufgezehrt sein soll, so muB

x.1—(80—x). % — 0 sein. Folglich:
_ (80—x).60

- 100

100x = 4800 — 60x.
x =30 Tage.
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Aufgaben:

1. x4-9=14; x—5=6; 4x=382; 06x=72.

2. 8x+4=13; 793—19x=14; 9x+1B3=Tx-49L

3. 39x —42=—24x}-168; 55x—28=4Tx+3.

4 5ax—2Ta=2ax-3a; 4fx—2{5=3x+4

5. nx=m; nx=a-+t+b; ptq=ax

6. a=nx-t+c¢; ax4b=c; ax-4bx=n; px-—qx=b.
7. ax —m=Dbx — x; m—nx—px—d.

8, 25---6x-413 —8x =43 —4x 417

9. 13484x—5-+-23—14x—97=20x 429 —10x.

10. 57x4+2—14x="T1x—28x421—-05x.
11. 7Tax—11ab+13ac=9ac—7ab 4 3ax.
12. 23— (11x — 3) — (Tx 4 8) = 45 — (24x — 9).
18, 4—[8— (@x-4T)]=—Tx+8— (4 —11x).
14, 3x— (5 — 2x) — (15+8x) =38 — (6x +-2) -+ [1 — (2x}-2)}
15. 7,2 —[25%x — (5,6 - 1,7x)] =8,1x — [3,2 — (0,8 — 0,1 X)].
16. 8(x49)=48; 7T@x—5=T77; 04@8—x)=8.
17. 0,6 (24 —x) = 32,4; 7(x+n)=21; n(x-+4m)=2mn.
18 8(xL1)=5(x—1); 1528—8x)=T7(11x—7)
19. 28—x)+4(x—5=6(x—3); Tx—3@2x+3)=2(x—18)
20. 5,05x — 505 (505 — 5,05x) = 50,5 — 50,5 (50,5 x — 5,05).
21, 5x —3(2x—+3)+8(5—2x)=Tx+6(x—4).
22, 3(2x—3) (4x—T) + 11 (x+2) =6x(2+4x) — (2 — 8x).
23. 2(x4-7) (3x —4) +[9 (2x 4-1) — 1] = 6x (x| 6).
24, 4[8x—5(T—4x)+9(6—3x)412x]="7(16x—2(7Tx—10)+4x—2].
25. 12ax-+3b(a—x)=5a(2x-Db).
26. 2a(4x —58) —2b (8x — 5a) = 3a(x + 8b) — 3b (x +4D).
27 $H [ G C x+2)+4)+6 +8}{—1=0.
28. —1— %{l 3 §+2>-}—2]+2}+2)_1
29. ax+b(x—c)_ac, nx—p(x+a)=an
30. (a+b)x+(a—b)x=ax+tb-+ec.
51, at+b)x—(@—b)x=bxta-ec
32, (5x L 7).(x—2)=@x—18).(x+17).
33. (a—x).(x—b)=(@b—x).(x—1).
34. (8x-15).(8x—16)}- (5x+ 8)t=(Tx — &)
35. (8—8X)2 4 (4 —4x)?=(9 — 5x)°.
3. @—x) (b—x)—x*=0; (a—x)(1—x)—x*+41=0.
37. @+x)(b+x)—(@—x)(b—x)=0. :
38. (a—x)(b—x)=(x+c¢)(x44d)
3. ¥ =5 5—35__40 1 8=5; %4—%:%.
10x 5x_ 25 X X X 5x
R e R LA S At A S
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52.

53

4.

55.

56.
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58.

59.

60,

61.

62.
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5x—120= "% i:;+3=.2_’5+4; 2x+3 =3432%
19  x x 11 b4 x
i—gty=3—3 3tI-g=gti—g
—b

__a?—Dbt x+4a 2x(a+b)
+5="50 ot

x;;7":2; 2x+3_05 2x—4l

18 +55 5 =9
ﬁ_x_ﬂ_lo_ x—1 l7—3x 17+4-x
S 2 5 11

11— 19 — x+3 x+47 11
ap 2D T8 xAT x4l

3 2
3x +2x+6_5+11x—37 6x3—4_2_18——4x+3

5x42  7x41_2x—1  5x—2 x+%  x4+3§ 4x+41
6 T3 = 35 T3 t=
7 45 45 3b
T=8 =15 ;+7._12- 5 =6s.
¢ b 32
a—o=b; at_=g¢ ——{—7_._64———-

x=x T2 e Tx e
1}(%_'_—2)——21(—{—1—_—.7—{—4(3—?}1{); b4
289 —38: a®t-ab
5x — 3 - ax—Db
7x4-16  x48 _ x, 6x-{—7 Tx—13__2x+4

91 4x—11 3’ +6x+‘-; 3
1+x__9_ x+412 _ x48, x+9__x+5
1—x— 7’ x+4 7 x—-V x—3 x—5
at+1_afx, 3x-+2 2x —5
b—1" b—x’ fa—5b 8a—3b
24x442 , 25x—32 _ (Tx -2
x4-1 + x—1  x*—-1~
21x 18x _ 6x2—108
2x—|—3_2x—3 4x*—9

2 2 1
x——1+ Tx—4 x—4 x—3 x-8 x+5

10a’—}—2lab——10b k. ax _ a?
X -—2a_5b, ‘b——l—b—x—l—r'

x 1 a b
_T_—b+~=a—b+abx; E—l—b':a’-{—ﬁ-

bx—a  a—1 &  x—a x+4b x+4c_2(b-—¢
B I et be T ac &b — ab

£—b=
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2x?—38x+45_ 2 ax*—bx4c_a .ax*—bx+tc_ ¢

8 o —2— T mx2—nx+p m’ mx*—nx4p p
13x5 |- 10x* 5 rrog | 30xt—xP

64, —m—+x =585x —‘]'————16—'
1 atb_ 1  a-—b

6. a+b+ x a—b ‘' x

Fingekleidete Gleichungen:

1. Subtrahiert man 59 von dem 6fachen einer Zahl, so erhalt
man 91; wie heifit die Zahl?
Loésung: 25.
2. Von welcher Zahl ist das 9fache um €6 groSer als 1237
Lésung: 21.

3. Addiert man den dritten Teil und die Hilfte einer gewissen

Zahl, so erhlt man 155; wie heilt die Zahl?
Lo6sung: 186.

4. Subtrahiert man den fiinften Teil einer Zahl von 23, dividiert.
den Rest durch 4 und addiert 11 zu dem Quotienten, so er-
hilt man 3; von der angenommenen Zahl; wie heift diese?

Losung: 35.

5. Von Berlin ging vor 4 Tagen ein FuBginger ab, welcher
tiglich 8 Meilen zuriicklegt. Ein zweiter folgt ihm auf
demselben Wege mit einer Marschleistung von 5 Meilen
pro Tag. In wieviel Tagen wird der zweite FuBginger den
ersten einholen?

Losung: In 6 Tagen,

6. Zwei Wagen fahren auf derselben Strecke einander entgegen.
Der eine legt stiindlich 4,75 km, der andere 5,25 km zuriick.
Nach wieviel Stunden fahren sie aneinander vorbei, wenn sie
gleichzeitig abfuhren und wurspriinglich 20 km voneinander
entfernt waren?

Losung: In 2 Stunden.

7. Von den Endpunkten einer geraden Strecke bewegen sich
zwei Korper aufeinander zu. Der erste beginnt seine Be-
wegung 8 Minuten frither als der zweite, legt in jeder Minute
5 m weniger zuriick als jener, und trifft nach 28 Minuten auf
der Mitte der Strecke mit ihm zusammen. Wieviel Meter
legt der erste Korper in jeder Minute zuriick?

Losung: 12,5 m.

8. Zwei Radfahrer fangen gleichzeitig an sich auf dem Umfange
eines Kreises von demselben Punkte aus, in derselben Richtung
zu bewegen. Der eine durchfihrt den Umfang in 3 Minuten,

der andere in 2 Minuten. Wieviel Minuten nach dem Anfange
der Bewegung treffen sie wieder zusammen?

Losung: Nach 6 Minuten.
9. Ein Graben von 700 m Lénge soll durch 2 Arbeiter ge-

reinigt werden. Der eine macht tiglich 25 m, der andere
45 m fertig. In wieviel Tagen wird die Arbeit beendet sein?

Losung: In 10 Tagen.



IQ.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Zum Ankauf einer Maschine miissen 4 Personen zusammen

7800 # aufbringen; es zahlen ihren Vermogensverhiltnissen
entsprechend: B. = 1080 .4 mehr als A.; C. hingegen 240 .4
weniger als B. und D. = 1560 .# mehr als C. Wieviel Mark
zahlte jeder?

Losung: A. =870 4; B.=1950 4; C.=1710 4 und
.= 3270 4.

Zur Fertigstellung einer gewissen Arbeit sind 2 Meister,
24 Gehilfen und 20 Lehrlinge erforderlich. Ein Lehrling
erhilt den 84. Teil des ganzen Lohnes, ein Gehilfe 1,05 4
mehr als ein Lehrling und ein Meister 0,6 46 mehr als ein
Gehilfe. Wieviel Mark betriigt das ganze Lohn?

Losung: 63 K.

An einer gemeinsamen Arbeit beteiligen sich Minner und
Frauen, zusammen 80 Personen. Ein Mann erhilt fir die
Schicht 2 .4, eine Frau nur 1,20 4 Lohn. Fiir alle zusammen
betriigt das Schichtlohn 124 .#. Wieviel Minner und wieviel
Frauen waren an der Arbeit betéiligt?

Ldsung: 35 Minner und 45 Frauen.

Um einen Wasserbehilter zu fiillen, braucht von 3 Zuflug-
offnungen die .zweite 2 Stunden weniger und die dritte
6 Stunden mehr als die erste. Die erste Offnung liefert in
gleicher Zeit halb so viel Wasser als die beiden anderen
zusammen. In welcher Zeit wird der Behilter durch die erste
Offnung allein gefiillt?

Losung: Io 6 Stunden.

Ein Beamter bezieht ein Jahresgehalt von 2530 4. Wie groB
wird sein jihrliches Einkommen, wenn er eine monatliche
Zulage von 15 4 erhilt?

Losung: 2710 4.

Ein Meister spart jeden Monat 75 4. Wie gro8 ist seine
Einnahme in jedem Vierteljabhr, wenn er im gleichen Zeit-
raume 750 £ ausgibt?

Losung: 975 K.

Von seinem jihrlichen Einkommen verwendet jemand den
4. Teil auf Lebensunterhalt, den 5. Teil auf Wohnungsmiete,
den 6. Teil auf Kleidung, den 8. Teil auf niitzliche Biicher,
den 10. Teil auf Nebenausgaben und eriibrigt dabei im Jahre
228 6. Wie hoch ist sein Jahres-Einkommen? :

Losung: 1440 4.

Drei Monteure kommen in ein bereits besetztes Gasthaus. Um
noch aufgenommen zu werden, bietet A. das Doppelte, B. das
Dreifache und C. das Vierfache des sonst iiblichen Preises.
Der Wirt willigt ein und erhilt auf diese Art 18 4. a) Wie
hoch ist der sonst iibliche Preis; b) wieviel bezahlte jeder
Monteur?

Losung: 8) 2 4. b) A, zahlt 4 .£; B. zahlt 6 £ und
C. zahlt 8 4.
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Warzelgleichungen i
1.2x=14xV3; xyY7T=124x; xYa—a=xyYb—bL

8 4 3
2.Vx=38; V=2 Vi=a; Vi‘+5—7 54 Yx=8.

3.a—Yx=W; 3+2Vx_5 ]/16—]—x_5 ]/7x—6+6__10

4. V8x—T=Vy4x—9; ]/5x—‘—1/4x+3
8Y7T—8x=5}y1—x.

5. VRx—DExf8)=2x—1; BVx—V?2).3V2x+2)=7V2

6. VEFx=4+Vx; VB —x=34+V8—x

o VE+4_Vx+8  2Vx+1__2Vx+43 5Yx46_
Vx+2 T Yx+5 3Yx—2 8Vx--5 2Yx-+1

8 x—Yax(l+x)F1—x=1; V37—7V5x+4=4.

9. V9x -2+ 4x—3=72Bx —11;
Vix+9—-yYx—1=VxJ]6.

10. 2V x4+ 543V x—T=)2x—19;
8Yx+38—2yVx—12=5)Vx—0.

1L Vx~64+Vx—-1=}Vx—9+Vx+6;
Vx-—7—{—]x—2—]/x—10.._]/x+5

12. VH+1+1—Vx—1, 1/4x—1_1/1_x=1

Das Umformen von Gleichungen aus der Praxis des
Rechnens.

120. Der Zweck, welcher mit dem Durchrechnen der folgen-
den Gleichungen verbunden ist, soll den Leser einmal daran ge-
wohnen, auch in jedem anderen Buchstaben als' eben gerade
in dem Buchstaben x die ,Unbekannte*- zu erblicken und das
andere Mal ibn mit dem Umformen von Gleichungen, wie sie
im praktischen Rechnen vorkommen, vertraut machen. Den
Grundsatz: ,Glied mit der Unbekannten auf die linke Seite®,
moge der Leser so lange festhalten, bis es ihm miglich ist,
die Unbekannte auch von der rechten Seite der Gleichung aus
zn entwickeln.

Da in den folgenden Beispielen die Unbekannte fast durch-
weg auf der rechten Seite der Gleichung erscheinen wird, so
kann man dieselbe durch einfaches ,Vertauschen der
Seiten® auf die linke Seite bringen.
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Die folgenden Beispiele sind dem Werke ,Praktisches
Maschinenrechnen“ entnommen und zwar den Binden:
Mechanik, VIL Auflage, 1919,
Eestigkeitslehre, VI. Auflage, 1908.
Beispiele:

1) Gegeben: s=v-t. Gesucht: t und v.
8 ==v.{. Seiten vertauscht:
Vet==s. Mit Ziffer 108¢, S.132):

t = S
V
.
A
2) Gegeben: P=F-k. Gesucht: F und k_
P=F k. Seiten vertauscht:
F.k =P. Mit Ziffer 108e, 8.132):
P
F = -l-(—z.
P
k haand F.

8) Gegeben: P-1=8.W.k,_
Gesucht: P; 1; W und k
P.1=8.W.k,. Mit Ziffer 108e, S. 132):

8- Wk, 8 Wk
T’ = .
Seiten in der Aufgabengleichung vertauscht:

8. W.k =P-1L Mithin:

b*

P=

"

_ P l P-1
vt
4) Gegeben: s——g— Gesucht: v und ¢
8= ‘7—2.—1;. Nenner fortgeschafft:
2.8=v-f. Seiten vertauscﬁt:
v.t=2.8 Mit Ziffer 108e, S, 132):
28 '

2s
Y
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5) Gegeben: V—Flv):é Gesucht: P; I; F und E.
V= BF I; Nenner fortgeschafft:
F.-E.v=P.l. Mithin: .......... e 3]
__P-1, P-1
“E-v E=y+

Seiten in Gleichung I) vertauscht:
P.-1=F.E.v. Folglich:

F.-E-v  F-E-v
P-————; 1= P
m-d.n
6) Gegeben: v= &0 Gesucht: d und n.
V= n:_d_n Neénner fortgeschafft:
— 60 & '

60.v=7m-d.n Seiten vertauscht:
7w-d.-n=60-v. Folglich:

60.v ' 60.v
d= ; n= .
m-n w-d
7) Gegeben: P-s=(.;2-R'37(t)'n
Gesuncht: P; s; Q; R; n
P.s=Q-. %ﬂ Nenner fortgeschafft:
30-P.-s=Q-R-~-n. Mithin: .......... 9]
P— Q-R-7n-n _Q-R-7%-n
30-8 s 8= 30-P °

Seiten in Gleichung I) vertauscht:
Q-R-w-n==30-P-.s Folglich:
Q§0P8~R30PS n?)()-P-is
" Rez-w’ Q-7-n Q-R.7’

cp 1T
8) Gegeben: P_RI-R,Z Q.

Gesucht: Q; R,; R,; r; r,.



_P-R R, Q-r-r,, Q-r-r,
Q— I T R PRR P Ry PR,
P-R,-R, PR, -R,

9) Gegeben: P =
Gesucht: P; R; Q; r; r,.

o ¥

P :% -rl—E—rl. ) Nenner fortgeschafft:
2.P-R=Q-(r, —r,). Mithin:,......... I
Q- (r,—r,), Q0 —r) ,_2-P-R
P="7x > B= 2.p r, —r,

Aus Gleichung I) folgt mit Ziffer 40, 3. 83) unter gleichzeitiger
Vertauschung der Seiten:

2.P-R

Q

r —-2 z -+ r,. Ferner:
2.P-R

B=—g

re-——z.g.R—Frl, oder;

I, —rI, = Mithin:

Mit Ziffer 108i, 8. 133):

10) Gegeben: vy=c¢-}p-t. Gesucht: ¢; p; t.
v=c¢-} p-t Seiten vertauscht:
e + p:t=v. Folglich: ................ I
¢e=v—p-t.
Aus Glelchung I) folgt mit Ziffer 108g, S. 132):
p-t=v—e¢. Mithin:

11) Gegeben: P-1=Q,-1, 4+ Q, -1,.
Gesucht: P; Q, und L.

*) Vgl. 8. 33, Ziffer 40.
Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. 11
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P-l=Q, -], +Q,-],. Mithin:
P=Q' '11 +Q2'lz
l L]
Seiten in der Aufgabengleichung vertauscht:

Q, -, +Q,-1,=P-1 Mit Ziffer 108, S.132):
Ql,=P-1—Q, -1,. Folglich:

Q= g_.l__?&_h Entsprechend:
1
Ql,=P.1—Q, -1,. Mithin:
L =P1—Q-1
? Q,
12) Gegeben: F_____P;-I}{—G Gesucht: k ; P; G.
F= P+ G- Nenner fortgeschafft:

k
F.-k =P~ G. Mithin:

kz=.l_’;]1;_G; P=F-k,—6G; G=F-k—P.

13) Gegeben: F=(ii—2—b-);ll- Gesucht: h; a; b.

F= (a +2M Nenner fortgeschafft:
2.F=(a-b)-h. Seiten vertauscht:
(a-+b).-h==2-F. Folglich: ............. 1)
he 2:F  Aus Gleichung I) mit
T a Ziffer 108¢, S. 132):
a+ b::z—il—F- Mithin:
2.F 2.F
a=— ————h —_— b, b == —h — Q.

14) Gegeben: F={—:2—n-(4-h+s). Gesucht: r; b; s.

F= l—‘—éf—t -(4-h --8). Nenner fortgeschafft:

2.F=r-n-(4-h-+}s). Mithin: ....... I
— _2___._—F —_—
= @ n+s)
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Vertauscht man in Gleichung I) die Seiten und multipliziert man
gleichzeitig die Klammer aus, so folgt:
4.her.w+|8.-r-w=2.F. Folglich:
4-h.r-n=2.F—s.r.7. Mithin:
. F_ S . l’ - T
h—2:F—s.
4.r.w

g-rt=2-F—4.h.r.m Folglich:

2. F—4.h.r.x

r.mw

» Entsprechend:

__;b‘-r——s-(‘r—-

15) Gegeben: F —h)-Gesucht: b;r;8;h

2
F= b-r— 82' (r— h)- Nenner fortgeschafft:
2-F=b-r—s.(r—h). Mithin: ., ..., I)

b-r=2 -F—J—- 8- (r—h). Folglich:
p_2.F+s.c—h)
r
In Gleichung I) die Klammer ausmultipliziert:
2:F=b-.r—s-.r-}-8-h Seiten vertauscht:
b.r—s.-r+s-h=2-F. MitZiffer 434, D; 8.36): .... I)
re(b—s)-+s-h=2.F. Mithin:
r-(b—s)=2.F—sg.h. Folglich:
r_____2.F——s.h.
b—s
Aus Gleichung II) folgt mit Ziffer 43 B, S. 39):
b:r—s-(r—h)=2.F*) Mithin:
—8-(r—h)=2-F—b.r, odermit Ziffer 108i, S. 133):
8:(r—h)=>b-r—2.F., Folglich:
o b.r—2.F
r—h
Aus Gleichung II) ergibt sich weiter:
s:h=2.F—b.r4s.r, di:
8-h=2.F —r-.(b—s). Mithin:
h___2.F———rs.(b—s).

*) Vgl. Gleichung T.
11*
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16) Gegeben: V=%-(G—}-g+4»U). Gesueht: h; U.

:..—:E_. (G _|_ g + 4. m) Nenmer fort-

geachafft:
6- V—h -G+ g+ 4-U). Mithin: .. ... I)
h— &V
G+z+4.U

Lost man in Gleichung I) die Klammer auf, so folgt:

6.V=G-htg-h-{-4-U-b. Glied mit U
auf die linke Seite unter Beriicksichtigung von Ziffer 1081, 8. 133):

4.U-h=6.V—6&. h—g h.. Folglich:

U= 4 h
L he
17) Gegeben: W:b 6h - Gesucht: b und h.
Lhe
= b Gh - Nenner fortgeschafft:
6:W =D>.h% Seiten vertauscht:
b-h?2=6-W. Mithin:..............I
b =§B—g- Aus Gleichung I folgt weiter:
h? — 6- W. Auf beiden Seiten die Quadrai-
b wurzel gezmgem:
VEE — 6_'bW. Mit Ziffer 77, S. 80):

i. Gesucht: v und e.
2-p

v?—¢®  Nenner fortgeschafft und Seiten

§=—5—

2.p * vertauscht:

v ——02——2 -p-s. Mithin: . . - D
._2 -p-8-} e’ Mit Ziffer 108d s. 181):.

=V 2.p-8s ¢’ Mit Ziffer 77, S. 80):
Vo5 e Aus Glelchung I) folgt
=V2-p-8+ €% Seiter:

%) Die noch fehlenden Werte entwickele der Leser selbst!

18) Gegeben: s = Y
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—c2=2.p-8—v? oder mit Ziffer 1081, S.133):
e?==v2—2.p.s Folglich:

c=Vv—2-p-s.

.12
19) Gegeben: s—_~c-t—|—p2t + Gesucht: ¢; p; t.¥)

P-t?  Glied mit ¢ auf die linke
s=C b5 Soite:

f—g — P t%. Rechte Seite eingerichtet nach
C-V=8—="5"" Ziffer 47, 8. 45):

2.8—p-t?
e t= ——21—)——— Mithin:
0= 2.8—p-t?
2.
Aus der Aufgabengleichung folgt weiter:
. i “n
P 2t =8 —¢+{. Nenner fortgeschafft.
p-tt=2-(s—e-t). Fvolglich:
2-8—c-t)
p = —————t.z—————--

In der Aufgabengleichung die Seiten vertauscht:

¢ t+ ~—— == 8. Nenner fortgeschafft und geordnet:**)

2 . Faktor p fortgeschafft nach
p-t +2'°'t—2's- Ziffer 108¢, S. 131):

t2 - 2- c—t— —2———8-- Mithin nach Ziffer 123, S. 177):
o Mit
t=— ot ( ) + =5z
74):
¢ 8 Bruche unter der

= — — + 2 + - Warzel gleich-
namig gemacht:

e——,—g' Briiche unter
hd o 4 : . der Wurzel
p— p p addiert:

*) Dieses und die folgenden Beispiele fihren bei der Entwick-

lung der Unbekannten auf ,quadratische Gleichungen“. Der
Leser lasse diesen Teil der Losung so lange unberiicksichtigt, bis er
sich mit den in Ziffer 121 bis 125) gegebenen Regeln iiber das Rechnen
mit Gleichungen zweiten Grades vertraut gemacht hat,

) Vgl S. 63, Ziffer 66.
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F] g3 Divisor p vor
t=._ﬁ+ l/(i_‘1 5. die Wurzel ge-

nommen:

t= E V07 —]— 4.8%
P
‘ . .d? [
20) Gegeben: < k, =P 4 G. Gesucht: d.
Bringt man d? allein auf die linke Seite, so folgt:

2B P46 wig zister 1084,
T - k 8. 181):

é_ (P+G) Aus 4 die
.-k

* Wurzel gezogen:
— _]/P+G
=2 -k,

21) Gegeben P—w I‘%] Gesucht: E; J; n; L
= 1—0 E-J Nenner fortgeschafft
n 1?
P.n-12=10.-E.J. Mithin: . . . . . . ., I
g BB o PaB  W0EJ
T 10.3 7 - 10.E’ T P2
Aus Gleichung I) ergibt sich weiter:
12= 10 E- J. Quadratwurzel gezogen:
10 E J

22) Gegeben: V=_.n-h-(R*4-r*J-R-.1).
Gesucht: R.*) .
Ve-l.m b (R4 24 R.1). Mithin:

3
3.V Glieder mit R auf
H——-_R"—-I—l‘ +R-r. linke Seite:
R4 R.r— ?’_‘1: 2 Mit Ziffer 123, 8. 177):
R = _r V( ) +__ 1-2 oder:
2

#*) Die fehlenden Werte entwickele der Leser selbst!



r r? 5 3.V Unter der
—— - .. Wurzelein-
R 2 * 4 NS gerichtet:
. Vﬁ —4r?2 3.V d
R=— 2 = 4 + -h’
— ——  Unter der
R— T + ‘/3-\7 3.r? Wurzel
=T 9L z- b 4 gleichnamig
gemacht:
Aus
5.V_9.72.,-.h Nenner
Re—2T1 Vl“. V=381 mh " e
2 - 4.7-h Waurzel
gezogen:
_or 1 /12-V——3-r"-n-h
R——gty] 0
- d8

23) Gegeben: P‘R=““’1”g-"'kd' Gesucht: d.
Nenner fortgeschafft und Seiten vertauscht:
7+ d% k;—=16-P.R. Mithin:

D
48 = 16 1 ‘R Auf beiden Seiten die
kg o 3te Wurzel gezogen.

3
16-P-R
d: R T
- Ky
n-d* n-P-1?
24) Gegeben: o = IR Gesucht: d.

Faktor d¢ allein auf die linke Seite:

«_04-P-u-1"" suf beiden Seiten die
10-7-E 4te Wurzel gezogen:

4,
d— 64.-P.n.1%
o 107 E

25) Gegeben: R=VP?4 Q> Gesucht: P und Q.
Beide Seiten der Aufgabengleichung in die 2. Potenz erhoben:

R?=P*+ Q% Mithip: . ... ..... D
P? == R*>— Q% Folglich, mit Ziff. 1084,8.131):
P =VR*—Q>2

Aus Gleichung I) folgt weiter:
Qi= R"’-:_PZ“ Mithin:
Q =VR*—P=
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26) Gegeben: R =V (G4 Q)*+ P2 Gesucht: P; G; Q.
' R =V(G-F Q)?-F P2 Beide Seiten in die

2. Potenz erhoben:
R?=(G 4 Q)+ P%. Mithin:. ...
P? =R?— (G 4 Q)% Folglich: -
P =VR*— (G Q)"
Aus Gleichung I) folgt weiter:
(G+Q)*==R*—P? 4. i mit Ziffer 35; 1, S. 29):
G*+2.G-Q+Q*=R?2—P? oder: .......... 1I)
G*4-2.G-Q=R?—P?>— Q% Mit Ziffer 123, 8. 177):
' G=—Q+VQ+R*—P*—Q? 4.1
G=—Q+ VR*_PL
In sinngeméBer Entwicklung folgt aus Gleichung II) fir Q:
Q=-——GiVR“——P2.

27) Gegeben: d =1,13-VF 1. Gesucht: F und £
Beide Seiten der Aufgabengleichung mit 2 potenziert:

d? = (1,13 - V'F -+ D)? d.i. mit Ziffer 72, S.73):

d?=1,13- (VF+§)%. Mithin:
d® =1,132. (F4f). Klammer ausmul-
tipliziert:
d?=1,13%-F -} 1,13%-f. Folglich:
p_— Lt &*—1las?F
R BT BTY

3 I
28) Gegeben: d=V 3000 - lj Gesucht: N und n.
n
Beide Seiten der Aufgabengleichung mit 8 potenziert:

d3 = 3000 - %. Mithin:

N_.ds;P- 3000 - N
=300 0T v
YAl
-29) Gegeben: d=12-‘/;. Gesucht: N und n.

Beide Seiten der Aufgabengleichung mit 4 potenziert:

di=(l2- l4/§-_)‘; d. i:



d* = 124. E Folglich:
n

d¢-n 12¢.N
N=pc B2="F—

IX. Gleichungen zweiten Grades mit einer
Unbekannten.

121. Allgemeines. Gleichungen mit einer Unbekannten,
welche die Unbekannte in keiner hoheren als in der zweiten
Potenz enthalten, bezeichnet man als Gleichungen zweiten
Grades oder als quadratische Gleichungen.

Man unterscheidet rein quadratische Gleichungen
und gemischt quadratische Gleichungen.

Rein quadratische Gleichungen enthalten die Unbekannte
nur in der zweiten Potenz. Z. B.:

2
X?=64; 7x?=448; 4x?-+ 10 = 46; %:12;

a?—x? a
2x?—15=—4x>49; nx’—p=s; T b

Gemischt quadratische Gleichungen enthalten die Unbekannte
in der zweiten und ersten Potenz. Z. B.:

x?4+ x=256; x?—4x=21; 15x% — 53x = 42;
x?4-2ax = 3a% x*— (2a—b)x | a?=2h%
Vielfach begegnet man Gleichungen, welche bei fitichtiger
Beurteilung als Gleichungen ersten Grades erscheinen, sich

jedoch beim Durchrechnen als Gleichungen zweiten Grades er-
weisen. So ist die Gleichung
124

4 X
x + 2 x
eine quadratische Gleichung, wie das aus der nachfolgenden
Rechnung hervorgeht:
4 x 12
5 + T=5 Hauptoenner = 2x:
8 4 x?=24. Mithin:
x2=16.
Es ist also bei der Losung allgemeiner Gleichungen mit
Vorsicht zu verfahren, .

*) Vgl. Beispiel 10, S. 172.
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A. Rein quadratische Gleichungen.

Fir die Losung rein quadratischer Gleichungen sind
im allgemeinen die Regeln zu beachten, welche vorstehend auf
Seite 131 bis 142) fiir das Umformen von Gleichungen ersten
Grades angegeben wurden.

Hierbei ist das Glied mit x? auf die linke Seite der
Gleichung zu bringen. Enthilt dieses Glied einen Faktor, so
ist dieser als Divisor auf die rechte Seite zu schaffen; alsdann
ist aus beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel zu ziehen.

122. Grundform und Ldsung der rein quadratischen
Gleichung. Geht man von der Grundform der rein quadra-
tischen Gleichung

x2=h,

aus, so gestaltet sich deren Losung wie folgt:

x?=Db. Faktor a fortgeschafft:
o D Auf beiden Seiten die Quadrat-
X2 —

a’ wurzel gezogen:

Vxi= V_E. Mithin:

X == V . (Vgl 8. 80, Ziffer 77.)

Nach Seite 112, Ziffer 95a) ist aber jede gerade Wurzel
aus einer positiven Zahl sowohl positiv als auch

negativ, mithin wird: .
X=+ VE
—7 a

Die Unbekannte erhilt demnach bei quadratischen
Gleichungen 2 Werte, und zwar:

=+V§ und x2=—‘/~§—.

1. Beispiel. x2% = 169. Auf beiden Seiten die Wurzel
gezogen:
x =+ V'169. Mithin:
x, =+ V169 =413

XQ:—V169=-13.
1. Probe: (-4 13)2=169.

(4 13) - (+ 13) = 169.
169 = 169.
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2. Probe: (— 13)2=169.
(—18).(— 18) =169. (Vgl. 8. 21, Ziffer 31.)

169 = 169.
2. Beispiel. 5x?=280. Faktor 5 auf die rechte Seite:
x? 80
=
x2=—16. Auf beiden Seiten die Wurzel
gezogen:
X=-+ V16. Folglich:
x=+F4,d h.:

x, = 4; x2~—4.

3. Beispiel. x?— 14 = 130. Glied x*allein auf linke Seite:
x2=130 4 14.
x?=144. Wurzel gezogen:
x = V144. Folglich:
X = + 12.
Probe: (4-12)2—14=130.
.+ 144 — 14 = 130.

130 = 130.
4. Beispiel. 3x?--7=101. Glied mit xS2 allein auf linke
eite:
3x?=101-}17.

8x?=108. Faktor 3 fortgeschafft:
x?=236. Wourzel gezogen:

x =+ 6.
5. Beispiel. 2x? — 15 =9 — 4x% Glieder xéxit x? auf linke
eite:
2x? 4 4x? =94 15.

6x? = 24.
x?2=14.
X =4 2.

Probe: 2.(—2)?—15 =9 —4. (—2)2
2.4—15=9—4.4.
8—15=9 — 16.
—7=—1.

6. Beispiel.
X-(x — 15) =3.(108 — 5x).  Klammern auf-

.gelost:
X2 —15%x =824 — 15x. Glieder mit x  auf

eine Seite:
x?— 15x 4 15x = 324.
x? = 824.
x==+18.
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7. Beispiel.
(4x—17)-(4x 4 7)=351. Klammern aufgeldst:
16x® — 28x 4 28x — 49 =351. Glieder mit x auf eine Seite:

16x? = 400.
x% =25,
x=+5.
- x* _ Jedes Glied mit Nenner 3
8. Beispiel. g'l"x? =12. ¢ multipliziert: e
2
3.%+3-x2=3-12.
x% -} 3x% = 36.
4x* = 36.
x2=09.
x=+3.
. 64
9, Beispiel X = . Nenner fortgeschafft:
x? = 64,
x =8,

4  x 12 gy = i
oo X __ 2@ ptnenner = 2x. Damit
10. Beispiel.  — 5 =" “jcdes Glied multipliziert:

4 X 12
-2 —|-—T2-2 =5 2x
8 4 x? = 24.
x* =16.
x=-+4
4 4 12
Probe: Z—l_?:?
142=
- 5 12 5x. 3
11. Beispiel Fx_‘—;:%—;' Hauptnenner = 12x:
5x 12 dx 3
F'12X+;'12x——4—'lzx—;'121{.

10x2 4 144 = 15x* — 36:
10x? — 15x% = — 36 — 144.

— 5x2=—180. Vorzeichen umgekehrt:
5x2=180.
x?=36.

x =+ 6.
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12. Beispiel.
15 — 10
7— o= 6 - + . Hauptnenner = x*:

7x2—(15—X)—6X2+(X+10) %)
7x? —154-x=6x*+4x-+410
7x*—6x? 4 x—x=10+415."
x?=25.
X =+ 5. (Mache die Probel)

P 14+x X425 Hauptnenner
13. Beispiel. =525 Ii_—(l——x).(x-—25);
A+4+x)-x—25)=x-+25) -(1—x)
x4+ x? — 25 — 25x = x 4 25 — x* — 25x%,
X +x?—25x — x4 x4 25x = 25 -} 25.

2x% = 50.
x? = 25.
X=+35.
14. Beispiel.
42 2 Beide Seiten mit 2
3 Ve—2 potenziert: **)
x-}-2 '
3 =i—3% Hauptnenner—=3.(x — 2):
E4+B-(x—2)=4-8. (VgL 8. 29, Ziffer 35; 7.
x?—4=12
x?=16.

x=-4. (Msche die Probel)

15. Beispiel x?==38242a%n% Auf beiden Sciten die
Wurzel gezogen:
x =+ V324a%.n% (VgL S. 88,
+ Ziffer 84 und
8. 97, Ziifer 87.)
x= 4 18an?

16. Beispiel.
ab — 5x®—x? Glieder mit x? auf linke Seite:

— 6x? = — ab. Vorzeichen umgekehrt:
6x%>=ab.
x?= g—tl.
6
ab
X= i .

*) Vgl. 8. 38, Ziffer 40.
) 146, , 117.

n n
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4x*=a'—2abJ-b% (VgL 8. 29,

17. Beispiel.
Ziffer 35; 2.}
4x*=(a—b)%
—h\?
Xe = (a 4 b) C]
1 8. 75,
x? — (a —b ’, (‘égi'ffer 73,
2 Umkehrung.)
a—b
X=- 3

18. Beispiel. ax®-}-n=Dbx®-} 1. Glieder Iélit x? auf ein
eite: :

ax?—bx?=m—n Jetzt x* ausklammern:
x’.(@a —b)=m —n, Faktor (a —b) fort-

geschafft:
g2 m—n
T a—b’
m-—n
X= .
+ a—b

19. Beispiel.
(x4 a)-(x — a) = (2a4-b)-b. Klammern anfgelost:
x?+ax—ax—a?=2ab -} b2
x?=a%+ 2ab -} b2

x?=(a}b)2
x=+ (a4b).
x,=a-h
x,=——a—h
b
3+ bx = Nenner fortgeschafft:

20. Beispiel. e X.
a4 bx=x:(b+ cx). Klammer aufgelost:
a-}bx=">bx -} ox% Glieder mit x auf

eine Seite:
bx —bx-—ex?=—a. Vorzeichen umgekehrt:
ex?=a,
x?= 3,.
C

X=-4

o
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21. Beispiel §+3=£}_§+“__ Haip:gsx::er
o a‘b2x+_ ab2X=T ab"’x—|— .':lb2

b?x? -} a®bh?=x* a’bt Gheder mit x auf
eine Seite:
b%x? — x? — a?pt — a?bh? Jetzt x* und auch
a?b® ausklammern:
x%. (b? — 1) = a%b?- (b* — 1).
X% — a*h?.(b*—1) Dasich (b® — 1)
(b —-1) hebt:
a?b?

= ab

II

e . a-+x X b Hauptnenner
22. Beispiel. a—-{:x:;i—b' _—_—I()a—x).(x—b):
(a41)-(x—b)=(x+b)-(a—x).
ax + x?—ab — bx=ax 4 ab —x*—bx.
ax+4x*—bx —ax-+}x*4-bx=ab 4 ab.
2x% = 2ab. BeideSeitendurch 2 dividiert:

x2=ab.
x =+ Vab.
Aufgaben:
1. x2=9604; =x®=5,5696; x?* ——529 8x2=157132
M H Y ’ 1089’ .
2. 17x2=1877; 5x?2=245; 0,3x2=<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>