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Vorwort zur ersten Auflage. 

Die Einrichtnng unserer bestehenden Fach- und Fortbildungs­
schulen bedingt es, daß einem fUr das praktische Leben so 
bedeutungsvollen Unterrichtsgegenstande, wie ihn der Titel dieses 
Buches nennt, nur verhältnismäßig wenig Zeit gewidmet werden 
kann und so der Schiller schließlich, nachdem er die Schule 
verlassen hat, behufs weiterer Verarbeitung des in der Schule 
Gehörten zum Selbstunterricht greifen muß. 

Dem Schüler bereits in der Schule ein fUr seinen späteren 
Beruf geeignetes, sowie in seiner weiteren praktischen Tätig­
keit verwendbares Material zu bieten, ist der Zweck der vor­
liegenden Arbeit. 

Zum Verständnis des in demselben Gebotenen ist die Kenntnis 
der nur notwendigsten mathematischen Gesetze vorausgesetzt 
und sind, um SchUler und Leser bez\lglich der auszuführenden 
Berechnungen zu unterst\ltzen, in direkter Verbindung mit dem 
Buche die einfa<:hsten Regeln des allgemeinen Buchstabenrechnens 
in elementarer Weise entwickelt. 

Wir hoffen, daß diese Verbindung vielen Lesern willkommen 
sein wird, da dieselbe bei dem Durcharbeiten des Textes und der 
Beispiele ein Nachschlagen jederzeit gestattet und so die Be­
strebungen des einzelnen, schnell vorwärtszukommen, begünstigt. 

Die in den einzelnen Kapiteln gegebenen Beispiele ent­
sprechen rein praktischen Verhältnissen und möchten wir, da 
sich ein Mangel gerade in dieser Beziehung ~ft recht fühlbar 
macht, den Herren Lehrern der Mechanik die vorliegende 
Arbeit zur Benutzung f\lr die SchUler ihrer Lehranstalten hiermit 
emJ1fehlen. 

Daß der Text des Buches in der neuen Orthographie 
gesetzt ist, um es f\lr Schulzwecke geeignet zu machen, mag 
hiermit hervorgehoben werden. 

Indem wir das Buch der Öffentlichkeit \lbergeben, ricuten 
wir an die Leser desselben die höfliche Bitte, uns auf etwaige 



- IV -

Mängel, auf Fehlendes oder wünschenswerte Erweiterungen ge­
fälligst aufmerksam machen und so unser Bestreben, in ge­
nanntem Sinne etw!ls Brauchbares zu bieten, unterstützen zu 
wollen. Wir werden diesbezügliche Fingerzeige stets mit bestem 
Danke entgegennehmen. 

Berlin, im April 1889. 'Veickert und Stolle. 

Vorwort zur sechsten Auflage; 

Die neue Auflage dieses Buches hat eine weitgehende Um­
arbeitUng erfahren. 

Aus verschiedenen Griinden erschien es daher zweckmäßig, 
das Buch in «frei Teilen herauszugeben, deren erster, der vor­
liegende, als vorbereitender Teil die "Arithmetik und Algebra", 
d. h. das allgemeine Buchstabenrechnen, behandelt. 

Der zweite, in Vorbereitung befindliche Teil behandelt 
die "All ge mein e Me c ha n i k", während der dritte die 
"Angewandte Mechanik", d. i. das eigentliche praktische 
Maschinenrechnen, umfaßt. 

Alle drei Teile sind durch die langjä.hrigen Erfahrungen 
der Herausgeber auf dem Gebiete der Lehrpraxis der Neuzeit 
entsprechend bearbeitet, namentlich sind zahlreiche neue Bei­
spiele, die der Anregung befreundeter Berllfsgenossen ihre Ent­
stehung verdanken, eingefügt worden. 

Durch vielfache Berufsgeschäfte aufgehalten, ist es den 
Heransgebern leider nicht möglich gewesen, diese neue Auf­
lage friiher fertigzustellenj sie hoffen aber, daß mit der vor­
liegenden Auflage den alten Freunden des Buches sich zahl­
reiche neue zugesellen werden, und daß es Schulzwecken zu 
dienen noch mehr als bisher geeignet ist. 

Berlin, im März 1907. Weickert und Stolle. 

Die siebente Auflage erschien im Oktober 1914. 
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Vorwort zur siebenten Auflage. 

Die Einführung dieses Buches in höhere Fachschulen 
fHr Maschinenbau und Elektrotechnik hat eine Neu­
bearbeitung desselben notwendig gemacht. 

Diese Neubearbeitung ist infolge der erhöhten Ansprüche, 
wrlche nunmehr an den Inhalt des Buches gestellt werden, 
mit einer erheblichen Erweiterung des Textes verbunden. 

Vielfachen Wünschen aus Lehrerkreisen entsprechend, ist 
dem ersten Teile ein Abschnitt tiber Geometrie angegliedert 
worden, wodurch jedoch eine Spaltung des ersten Teiles in 
zwei Bände bedingt war. Der erste Band enthält den Lehr­
stoff tiber l,Arithmetik und Algebra", für den zweiten ist 
zunächst derjenige tiber "Planimetrie, Stereometrie und 
Trigonometrie" vorbehalten. 

Dem Inhalte des bisherigen ersten Teiles sind in dieser 
neuen Auflage" Quadratisch e Gleich ungen" und in einem 
besonderen Anhange eine kurze Abhandlung über "Dezimal­
brüche" und die" Teilbarkeit der Zahlen" hinzugefügt worden. 

Wir hoffen, hiermit vielen uns in dieser Richtung vor­
getragenen Wünschen genügt zu haben. 

Allen Herren Kollegen und auch den Freunden dieses 
Buches, welche uns mit Anregungen und Ratschlägen für die 
Bearbeitung dieser siebenten Auflage entgegengekommen sind, 
sagen wir an dieser Stelle unseren herzlichsten Dank. Für 
weitere Fingerzeige und Hinweise, welche dem Zweck der 
Verbesserung dieses Buches dienen, dan ken wir hiermit im 
voraus auf das beste. 

Berlin, im Oktober 1914. 

Weickert. 
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Vorwort zur neunten Auflage. 

Mit dem Erscheinen dieser Auflage liegen von· dem mathe­
matischen Teile des ganzen Werkes 

Praktisches Maschine.nrechnen 

in Einzelbändcn zur Zeit vor 

1. Band: Arithmetik und Algebra. 
1I. Band: Planimetrie. 

III. Band: Trigonometrie. 
IV. Band: Stereometrie. 

Die dringende Notwendigkeit des Neuerscheinens dieses 
vorliegenden I. Bandes hatte zur Folge, daß die alte Auflage 
nur eine Überarbeitung bzw. Durchsicht erfahren konnte. 

'l'rotzdem war es möglich folgende Abschnitte neu auf­
zunehmen: 

Abgekürztes Verfahren für das Ausziehen 
der Quadratwurzel und 

Bestimmung des Hauptnenners gewöhnlicher 
BrHche. 

Diese Abschnitte mußten zunächst in den "Anhang" ver­
wiesen werden; bei der nächsten Neubearbeitung sollen sie an 
richtiger Stelle erscheinen. 

Auch bei dieser Gelegenheit wiederum den Herren Fach­
kollegen und Freunden des Buches besten Dank fHr Ratschläge 
und Anregungen. 

Ganz besonderen Dank dem Herrn Verleger, welcher trotz 
'l'euerung und Papiernot nichts unversucht ließ, um das Er­
scheinen dieses. Bandes in der bekannten, vornehmen Aus­
stattung zu ermöglichen. 

Berlin, im November 1920. 
A. Weickert. 
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Erster Abschnitt. 

Arithmetik. 

I. Vorbegriffe. 

1. Zweck der Arithmetik. Alles, was man vermehren 
oder vermindern kann, heißt Größe. Man nennt die Lehre, 
welche sich mit den Größen beschäftigt, Größenlehre oder 
Mathematik. 

Einen besonderen Teil der Mathematik bildet die all­
gemeine Arithmetik, welche das Buchstabenrecbnen und die 
Algebra, d. i. die Lehre von den Gleichungen, umfaßt. Mit 
Hilfe der hier geltenden Gesetze werden unter Zuhilfe­
nahme einfacher Größen bezeichnungen die Beziehungen, welche 
zwischen gegebenen Größen stattfinden, auf das genaueste 
bestimmt. 

2. Gleichung und Ungleichung. Eine beliebige Größe x 
kann einer anderen beliebigen Größe y entweder gleich oder 
ungleIch sein. 

Ist die Größe x gleich der Größe y, so schreibt man: 
x = y (x gleich y) 

und nennt die Verbindung der beiden gleichen Größ en x und 
y durch das Gleichheitszeichen eine Gleichung.*) Jede der 
Größen x und y heißt eine Seite der Gleichung. 

Ist die Größe x der Größe y nicht gleich, so schreibt man; 
x>y (x größer als y), uder 
x <y (x kleiner als y) 

und nennt diese Verbindung der heiden Größen x und y durch 
das Ungleichheitszeicben eine Ungleichung, jede der Größen x 

*) In Zahlen würde man schreiben: 
8 = 8 (8 gleich 8). 

12 > 8 (12 größer als 8). 
S <: 12 (8 kleiner als 12). 

Welckert u. S,tolle, Mascbinenrecbnen; I. Teil, I. Band. 
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und y eine Seite der Ungleichung und die Zeichen> oder 
< Ung leichheitszeichen.*) 

Zu beachten ist hierbei, daß die Spitze des Ungleich­
heitszeichens stets der kleineren Größe zugekehrt sein muß. 

Ist nicht genau festgestellt, welche der beiden Größen die 
größere ist, so schreibt man: 

x~y (x ungleich y). 

In einer . Gleichung hzw. Ungleichung kommen demnach 
die Beziehungen, welche zwei oder mehrepe Größen zueinander 
haben können, zum Ausdruck. 

S. Benannte und unbenannte Zahlen. Eine Vergleichung 
beliebiger Größen miteinander wird erst möglich, wenn Anzahl 
und Art derselben bekannt sind. Die Anzahl wird durch eine 
ZahlengTöße, die Art durch eine nähere Bezeichnung oder Be­
nennung bestimmt. Eine Zahl mit dazugeschriebener Be­
nennung des Gegenstandes heißt eine benannte Zahl. So 
sind 15 M, 10 Pfg, 9 kg, 3 m, x dm, y km .... benannte 
Zahlen. 

Eine Zahl ohne hinzugefügte Benennung heißt eine un-
. . 5 

benannte Zahl. DIe Zahlen 8, 7,0,5, 7' x, y .... sind un-

benannte Zahlen. 
Sollen demnach Größen gen au bestimmt werden, so muß 

man sie als das Vielfache einer Einheit angeben. 
4. Gleichartige und ungleichartige Größen. Koeffizient. 

Größen, welche ein und dieselbe Einheit enthalten, werden 
gleichartige Größen genannt: 

6 Mund 5 Mi 7 kg und 2 kgj 4 Pfg und 10 Pfgj 3 cm 
und 15 cm sind gleichartige Größen. 

Bei dem Buchstabenrechnen, bei welchem die Größen stets 
durch Buchstaben bezeichnet werden, unterscheidet man eben­
falls gleichartige und ungleichartige Größen. 

Buchstabengrößen sind gleichartig, wenn sie genau 
denselben Buchstaben oder dieselbe Buchstaben-Verbindung 
enthalten i sie. sind ungleichartig, wenn die einzelnen Buch­
staben oder die Buchstabenverbindungen verschieden sind. So 
sind z. B. die Größen 

3 a und 7 aj 2 mund 8 IDj 5 x und 9 x gleichartig; ebenso 
2 

2xy, 5xy, 0,75xy, sxy und (a+b) xy, 

*) In Zahlen würde man schreiben: 
8 = 8 (8 gleich 8). 

12 > 8 (12 größer als 8). 
8 < 12 (8 kleiner als 121. 
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denn in der letzten Zeile ist die allen Ausdrücken gemeinsame 
Buchstabenverbindung = x y. 

Die folgenden Größen: 
5. a, 8 y, 10 b c, 5 mn p, n (x-y), 0,3 (d-e) 

sind ungleichartig, da in denselben keinerlei Wiederholung 
einer Buchstaben erbindung enthalten ist. 

Die vor den Buchstaben stehende Zahl, also die­
jenige Zahl, welche angibt, wie oft eine Buchstabengröße oder 
Buchstabenverbindung genommen werden soll, heißtKoeffizient. 
Statt Koeffizient sagt man auch: Vor z a h l. 

In den Zahlenausdrücken 4 a, 6 b, 3 x y, 7 abc, 0,8 m n 0 p, 

~ (a + b - c) sind die Koeffizienten der Reihe nach: 4, 6, 3, 

2 
7, 0,8, S' 

Während also bei den gl e ich art i gen Buchstaben­
verbindungen die Buchstaben durchaus gl ei c h sein müssen, 
können die zugehörigen Koeffizienten verschieden sein. 

a. Der I{oeffizient 1. Besitzt eine Buchstabengröße keinen 
Ko~ffizienten, so hat man stets die l';ahl 1 - Eins - als 
solchen anzunehmen. 

Der Koeffizient 1 wird jedoch nicht immer geschrieben; 
man setzt statt 1· x kurz nur: x, 

" 1 . abc " ,) abc, 
x 

" y' 
x 

1·-
Y " " 

" 1·(x+y) " " x+y. 
Es ist deshalb bei dem späteren Rechnen nie zu ver­

gessen, daß eine ohne Koeffizienten erscheinende Buchstaben­
größe stets den Koeffizienten 1 vor sich hat. 

6. Zählen. Natürliche Zahlen. Geht man von der Zahl 
1 aus und fügt man zu dieser eine . weitere 1 hinzu, zu der 
so erhaltenen Zahl wiederum eine 1 und so weiter fort, 
so nennt man diesen Vorgang "zählen". Die hierbei ent­
stehenden Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 ..... sind di natürlichen 
Zahlen. 

Diese Art des Zählens bezeichnet man im besonderen als 
Vorwärtszählen. Geht man von einer größeren Zahl aus 
und nimmt man von dieser zunächst eine 1, von der so ent­
stehenden Zahl wiederum eine 1 weg usw., so nennt man das 
Rückwärtszählen. Das Vorwärtszählen kann man beliebig 
weit fortsetzen; das Rllckwärtszählen ist nach unten hin be­
grenzt. Man erhält bei letzterem schließlich die Zahl 1; 
nimmt man hiervon noch eine 1 fort, so entsteht die Zahl 

1* 
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Null. Die Reihe der natürlichen Zahlen ist demnach nach 
oben hin unbegrenzt; die untere Grenze wird von der Null 
gebildet. 

Eine Zahl gibt an, wie oft die Einheit - 1 - gesetzt 
werden soll. 

Demnach besteht z. B. die Zahl 7 aus sieben, die Zahl 
50 aus fUnfzig, und sinngemäß eine Zahl a aus a Ein­
heiten usw. 

Es ist daher jede beliebige Zahl . als ein Vielfaches der 
Eins aufzufassen. 

7. Bestimmte und unbestimmte Zahlen. Man unter­
sclieidet weiter bestimmte und unbestimmte Zahlen. 

Eine Zahl heißt bestimmt, wenn die Anzahl ihrer Ein­
heiten zweifelsfrei festgestellt ist; beetimmte Zahlen werden 
stets mit Ziffern bezeichnet. 

Eine Zahl heißt unbestimmt, wenn die Anzahl ihrer 
Einheiten nicht genau festgestellt ist; unbestimmte Zahlen 
werden stets mit Buchstaben bezeichnet. 

Für das Rechnen mit Buchstaben, im besonderen für das 
technische Rechnen, benutzt man allgemein die Zeichen 
des lateinischen und griechischen Alphabets. *) 

1, 3, 15, 102, 1009 .... sind bestimmte Zahlen, 
a, h, n, m, x, y, a, fJ • • • .. " unbestimmte " 

Der Unterschied zwischen einer durch Ziffern bezeichneten, 
bestimmten Zahl und einer dur.ch einen Buchstaben bezeichneten, 
unbestimmten Zahl ist mithin der, daß bei der ersteren die 
Anzahl der Einheiten bekannt, bei der letzteren jedoch un­
bekannt ist. 

Ein und dieselbe Buchstaoengröße kann daher den ver­
schiedensten natürlichen Zahlenwerten entsprechen; eine mit 
dem Buchstaben x bezeichnete Zahlen größe kann dem Wert 
5 oder 27 oder 0,25 oder t usw. entsprechen. 

Trotz dieser Vieldeutigkeit einer Buchstabengröße muß 
aber dieselbe bei DurChführung einer einmal angefangenen 
Rechnung stets ein und dieselbe Bedeutung bzw. ein und 
denselben Wert als Zahlengröße behalten. 

8. Vorteile des Buchstabenrechnens. Vorstehend wurde 
der Vorgang des Zählells erklärt. Bildet man aUB zwei be­
liebigen natürlichen Zahlen eine neue dritte, so nennt man 
das "Rechnen". Je nach der Art und Weise, wie aus zwei 
gegebenen Zahlen eine dritte entsteht, unterscheidet man ver­
~chiedene Rechnungsarten. Diese Rechnungsarten werden 
wieder nach ganz bestimmten Gesetzen durchgeführt, die 

*) Griechisches Alphabet siehe Anhang J. Teil, 11. und III. Banrl 
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man als "Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di­
vision" usw.besonders kennzeichnet. Mit bestimmten Zahlen 
können sämtliche Rechnungsarten ohne weiteres durchgeführt 
werden, mit unbestimmten Zahlen kann man sie meistens nur 
andeuten bzw. bis zu einem Punkte führen, von welchem ab 
die unbestimmten Zahlen durch bestimmte ersetzt werden 
müssen, um zu einem gewollten Ergebnis zu gelangen . 

. Die aus zwei durch Buchstaben bezeichneten Zahlen ge 
bildete neue Zahl erscheint im allgemeinen nicht als ein neuer 
Buchstabe, sondern als ein Zahlenwert, in welchem die ge­
gebenen Buchstaben in einer der Rechnungsart entsprechenden 
Weise zusammengesetzt und durch bestimmte Rechnungs­
zeichen, die sich beim Buchstabenrechnen herausgebildet 
haben, miteinander verbnnden sind. 

'l'rotzdem bietet das Buchstabenrechnen den Vor­
teil, daß eine Übersichtlichkeit des gegenseitigen Zu­
sammenhanges der verschiedenen Größen erreicht 
wird, wie sie das Rechnen mit bestimmten Zahlen nie 
zu bieten geeignet ist. Auch treten die Regeln, nach 
denen gewisse Rechnungsarten ausgeführt werden 
müssen, übersichtlicher und klarer hervor; umständ­
liche und wortreiche Erklärungen bestimmter Gesetze 
werden überflüssig. 

9. GrößenztHchen, Rechuungszeichen und Beziehungs­
zeichen. Nach dem vorstehenden sind zum Rechnen mit be­
stimmten und unbestimmten Zahlen Größen-, Rechnungs­
und Beziehungszeichen erforderlich. 

Als Größenzeichen fUr Zahlen und Zahlenwerte benutzt 
man Ziffern uud Buchstaben. 

Als Rechnungszeichen gelten: 

+ das Zeichen der Addition; bedeutet: plus oder mehr. 
" " "Subtraktion; bedeutet:minusoderweniger. 
" " " Multiplikation; einfacher Punkt, bedeutet: 

~+ 
Als 

" 

mal oder multipliziert mit. 

Division; Doppelpunkt oder Bruchstrich, 
" bedeutet: dividiert durch. 

Beziehu ngszeichen gelten: 

= das Gleichheitszeichen und 
§ das Ungleichheitszeichen. 

Jede geordnete Zusammenstellung von Größen-, Rechnungs­
und Beziehungszeichen nennt man eine Formel;' jede Formel 
ist der Ausdruck eines mathematischen Gesetzes. 
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10. Vorzeichen. Positive und negative Zahlen. Das 
Additionszeichen (+) und das Subtraktionszeichen (-) finden 
auch noch Verwendung als Vorzeichen, um eine besondere 
Eigenschaft der Zahlen zum Ausdruck zu bringen. 

Man unterscheidet positive und negative Zahlen. 
Positive Zahlen sind solche, welchen das Pluszeic.hen 

(+) vorgesetzt ist: 
2 3a axy + 7, +~f' + 0,95, + a, + 4' + -~. 

Negative Zahlen sind solche, vor welchen das Minus­
zeichen (-) steht: 

_ 9 _! - 86 _ x _ 6 y __ n_. 
'8' " , z' axy 

Zahlen, welche k ein Vor z e ich e n besitzen, gelten stets 
als positive Zahlen. Steht eine positive Zahl allein oder 
zu Anfang eines Zahlen ausdruckes, so läßt man das 
Pluszeichen vor derselben weg. 

So schreibt man statt: + 7 
" +a 

nur: 7, 
» 

" +5b " 
" +a+b » 

" +x-y " 

a, 
5 b, 
a+b, 
x-y. 

Umgekehrt muß man sich aber, namentlich bei dem nach­
folgend beschriebenen Auflösen der Klammern,*) immer daran 
erinnern, daß eine 0 h n e Vor z e ich e n erscheinende Zahl 
nur das Plus-Zeichen vor sich haben kann. Es ist also: 

7 ab nur + 7 a b und niemals - 7 ab, 
3xy. " +3xy" ,,-3xy. 

Das Minuszeicheu darf jedoch in keinem Falle weg­
gelassen werden. 

- 7 a b ist und bleibt stets - 7 a b, 
-3xy" " " ,,-3xy. 

11. Algebraische und entgegengesetzte Zahlen. Posi­
tive und negative Zahlen bezeichnet man gemeinschaftlich als 
algebraische Zahlen; auch werden sie entgegengesetzte 
Zahlen genannt. **) 

*) Vgl. S. 11, Ziffer 18. 
**) Dieser GegeIisatz liißt sich in vielfacher Form zum Ausdruck 

bringen. Nimmt man z. B. Vermögen als positiv (+) an, so muß der 
Gegensatz: Schulden, also das, was vom Vermögen abgezogen werden 
muß, um die Schulden zu bezahlen, als negativ (-) gelten. 

Bezeichnet man eine Drehbewegung (Kurbelbewegung), welche 
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Eine Zahl wird entgegengesetzt genommen, indem 
man ihr das entgegengesetzte Vorzeichen gibt. 

Der entgegengesetzte Wert von + 3 ist - 3. 
" " .,,, +a" -a. 
" " ,." - 5 x " + 5 x . 

. b +~. 
" " ,," c" c 
" " "" a - b ,,- a + b. 
" " ",; - x + y " x - y. 

12. Absolute Zahlen. Zahlen ohne Vorzeichen und 
ohne Benennung bezeichnet m&.l als absolute Zahlen. Man 
sagt auch: 

Unter dem absoluten Wert einer Zahl versteht man die 
Anzahl ihrer Einheiten, ohne Berücksichtigung des Vorzeichens 
der Zahl. 

13. Die Klammern. Soll die engere Zuaammengehörig­
keit mehrerer Größen, oder sollen bestimmte Rechnungsvorgänge 
zum besonderen Ausdruck gebracht werden, so wendet man die 
Klammern an. 

Man unterscheidet 3 Arten von Klammern: 

{ } die geschweifte Klammer, 
[ ] die eckige oder Strich-Klammer und 
( ) die runde oder Bogen-Klammer. 

Bei gleichzeitiger Anwendung mehrerer dieser Klammern 
ist es allgemein üblich die Anordnung so zu treffen, daß die 
geschweifte Klammer zunäcilst die Strich-Klammer, 
diese wieder die Bogen-Klammer umfaßt.*) 

a + b - (a - b)j m - (n + p) + (r - s). 
7x- [4y - (3y + 5z) - 3x] + Sy. 
x - { a - [b + (c - d) - (e + f)] + g }. 

im Sinne des Uhrzeigers erfolgt, als (+), so muß die entgegengesetzte 
Drehbewegung (Linksdrehung) als (-) gelten. . 

*) Jede andere Anordnung ist ebenfalls zulässig. Über die Be­
deutung der Klammern für das praktische Rechnen vgl. S. 11, Ziffer 18. 
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11. Addition. 

14. Summe. Die Addition algebraischer Zahlen läßt sicb 
darstellen durch die Gleichung: 

5+9+11 =25, 
in Buchstaben: 

a+ b+n=x. 
Die Größen 5, 9 und 11 bzw. R, bund n lieißen Sum­

manden, Addenden oder Glieder, die Größe 25 bzw. x 
heißt Summe. 

Allgemein sagt man, eine Summe besteht aus Gliedern. 
In den vorstehenden bei den Gleichungen haben die Summen 
links vom Gleichheitszeichen je 3 Glieder. Das zweite Glied 
der ersten Summe heißt: + 9, das erste Glied der zweiten 
Summe heißt: +a. Jedes Glied ist mit seinem Vor­
zeichen zu nennen. 

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nnr angedeutete, aber 
nicht ausgefl1hrte Addition, z. B. 

3 x II 
7+12; a+xj 5an+7bzj y·+riii' 

nennt man ebenfalls eine Summe. 
In jeder Summe werden die eiuzelnen Glieder durch die 

freien Vorzeichen getrennt. Freie Vorzeichen sind solche, 
die nicht in einer Iilammer, oder nicht iiber bzw. unter einem 
Bruchstriche stehen; es gelten mithin als Glieder trennende 
Vorzeichen nur die, welche vor einer Klammer oder vor 
einem Bruchstriche stehen. So heißt in der Summe 

2a+ 7xy+(a- b+c) + 8xz+ a+ b + 7 
.. 11 

das erste Glied: + 2a, 
" dritte" + (a - b + c), 
" vierte" + 8xz und 

fünfte + a + b. 
" " n 

15. Reihenfolge der Glieder. Bei der Addition be­
liebig vieler Zahlen ist es gleichgültig, in welcber Reibenfolge 
man die einzelnen Zahlen addiert, denn es ist 

3+.5+7=3+7+5= 
5+3+7=5+7+3= 
7 + a + 5 = 7 + 5 + 3, sämtlich = 15. 
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Ebenso ist für Buchstaben: 
a+b+c=a+c+b= 
b+a+c=b+c+a= 
c + a + b = c + b + a. Beachte: 

a+b=b+ a. 
Zahlenausdrücke wie die vorstehenden, in welchen Eämt­

liche Glieder nur positive Vorzeichen besitzen, nennt man 
kurzweg Summen. 

Besitzen die Glieder einer Summe positive und negative 
Vorzeichen, so nennt man die Summe. eine algebraische 
Summe. 

Nach vollendeter Rechnung ordnet man die Buchstaben 
oder Buchstabenverbindungen stets nach der Reihenfolge des 
Alphabetes. So setzt man an Stelle von 

x+a+c-d-b+e-z 

den nach dem Alphabet geordneten gleichen Wert: 

a - b + e - d + e + x - '-; 
an Stelle von 

3 a - 9xy + 12ac·- 2xz + 7 abc schreibt llIan: 
3a + 7abc + 12ac - 9xy - 2xz. 

16. Regeln für die Addition. Die bei der Addition 
algebraischer Zahlenwerte zu beachtenden Regeln sind folgende: 

A. Die Glieder der Summen sind gleichartig.*) 

a) Haben alle Glieder gleiche Vorzeichen, d. h. sind 
sie sämtlich positiv oder negativ, so addicrt man ihre 
Koeffizienten, fügt der erhaltenen Summe die gleichartige Buch­
stabengröße oder Buchstabenverbindung einmal unverändert 
hinzu und gibt der Summe das allen Gliedern gemeinsame 
Vorzeichen. 

Beispiele: 
+5+7+2+3=+17=17.**) . 
+ 2x + 6x + 5x = (+ 2 + 6 + 5)x = + 13x = 13x. 
- 9 - 6 - 3 - 12 = - 30. 
- 5yz - 3yz - 8yz = -16yz. 

b b b***) b 
-3-- 9--- = -13-. 

c c c c 
- 6 (a + b) - 12 (a + b) = -18 (a + b). 

*) V gl. S. 2, Ziffer 4. 

**) " » 6, " 1 O. 

***) _ ~ = - 1 . !:; vgl. S. 3, Ziffer 5. 
c c 
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b) Haben die Glieder verschiedene Vorzeichen, so addiert 
man zunächst alle Glieder mit positiven, dann alle Glieder mit 
negativen Vorzeichen für sich, zieht die kleinere Summe 
von der größeren ab und gibt dem Reste das Vorzeichen 
der größeren Summe. 

Beispiele: 
+5- 3 + 7 -2+4-6=+ 16-11 = +5 = 5. 
5x - 7x + 9x - 3x + 4x = + 18x - 10x = + 8x = 8x. 
-10y + 2y -16y + 3y + 9y = - 26y + 14y = -12y. 
3a b c-8ab c+ 12 a pc - ab c+ 2 abc = 17 abc-9 ab c =8abc. 
5 (x - y) - 7 (x - y) + 10 (x - y) - 3 (x - y) = 

= 15 (x - y) - 10 (x - y) = 5 (x - y). 

B. Die Glieder der Summen sind ungleichartig. 
Die Addition ungleichartiger Größen kann man nur an­

deuten: 
Ungleichartige Größen werden addiert, indem man 

dieselben mit ihren Vorzeichen in eine Reihe neben­
einander stellt. 

Sollen die ungleichartigen Größen 
+ a, -7b, + 3cd, -12mn, -9xyz 

addiert. werden, so schreibt man kurz: 

a - 7b + 3cd -12mn - 9xyz. 

l7. Besondere Form der Addition. Sind sehr viele 
Größen zu addieren, So daß deren Aufstellung in wagerechten 
Reihen zn unübersichtlich wird, dann verfährt man wohl auch 
so, daß man vorhandene gleichartige Größen mit ihren 
Vorzeichen senkrecht untereinander stellt und addiert. 
Sollen die Größen 

I5a - 3b + 4c - 8d + 6 + l1x ~ 5a + 13y + 8b - 16c 
+9z + 14d + 17 + 2y - 9y + 8z,,-- 23 + 16a-7b-

-15x+d . 
addiert werden, so schreibt man: 

15a-3b+ 4c- 8d+llx+13y+ 9z+ 6 
- 5a+8b-16c+14d-15x+ 2y+ 8z+17 
+ 16 a - 7 b + d 9 Y ~- 23 

26a-2b-12c+ 7d- 4x+ 6y+17z ". 

Autgaben:*) 
1. a+a+a+a; 2b+b; 6x+x. 
2. 2a+3a+6a; 5b+7b+9b+llb+8b. 

*) Die einzelnen Aufgaben sind innerhalb jeder Zeile durch ein 
Semikolon (;) getrennt. Iin allgemeinen schlieBt jede Zeile mit einer 
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3. a+2b+4a+ b +5b + 611.. 
4. 27m+13n+16p+12n+9p+6mj -8n-7n-15n-30n. 
5. - 3x - 5z - 5x - 9z -13x -10zj 16x + 13x - 8x - 12x. 
6. 22x+3y-14x-6y+9x - 8y+20y. 
7. 9 + 511.- 3xy-7b -12 +811. - 20xy+22b - x + 12. 
8. 75a - 55b - 28d - 25g + 21a + 43b + 87d - 25g. 
9. 125x+315y - 218z + 93z - 213y + 307z - 55x + 8y - 396z 

+ 83y - 374x + 192y + 186z. 
10.3ac-12ab-9ab+7ac+22ab. 
11. -3mn+5pq + 23x-16pq + 2xy + 6x - 7xy + 12ab + 

+ 20mn - 18pq + 32xy - x. 
12. 4,6z - 0,92y + 3,08y + 0,6z -1,15x + 3,75x. 
13-. 0,75ab - 3,511. + 2,3bc -7,8ab + 9,211.- 3,6bc. 
14. 12,355mnp + 20,475abc- 6,705mnp + 3,965a bc. 
15. 4,23 x + 42,3y + 0,423z- 423x - 4230y - O,0423z. 

18. Auflösen der Klammern. Enthält eine Summe 
Glieder, die in Klammern eingeschlossen sind, und sollen die 
Rechnungen ausgeführt werden, welche die ver den Klammern 
stehenden Vorzeichen andeuten, so müssen sämtliche Klammern 
entfernt, d. h. aufgelöst werden. Die durch dieses Rechnungs­
verfahren entstehenden Zahlenausdrücke enthalten alsdann keine 
Klammern mehr. 

Allgemein beginnt man mit dem Auflösen der inneren 
Klammern, also, eine Anordnung der Klammern nach Ziffer 13, 
S. 7) voralisge~etzt, mit dem Auflösen der Bogenklammern ; 
es folgt das Auflösen der Strich-Klammer, endlich das der 
geschweiften Klammer. Bei dem Auflösen von Klammern, 
gleichgültig welcher Art, sind folgende Regeln zu beachten: 

a) Steht ein Pluszeichen vor der Klammer, so 
bleiben unter Weglassung dieses Pluszeichens und der 
Klammer die VOl'zeichen der Größen in der Klammer 
unverändert. 

b) Steht ein Minuszeichen vor der Klammer, so 
erhalten uriter Weglassung dieses Minuszeichens und 
der Klammer die Größen in der Klammer entgegen­
gesetzte Vorzeichen. 

1 .. Beispiel. a+ (3b - 5c). 
Da ein Pluszeichen vor der Klammer steht. 
so bleibt dieses mit der Klammer einfach fort. 
Das erste Glied in der Klammer: 3b hat nach 
S. 6, Ziffer 10) stillschweigend ein Plus­
zeichen vor sich, welches nunmehr nach dem 
Auflösen der Klammer zu schreiben ist. 
Damit ergibt sich: 

a+3b - 5c . 

.Aufgabe. Greift eine .Aufgabe auf die nächste Zeile fiber, 80 ist der 
Text nach rechts eingerückt. 
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7x - (3a -- 2b) + (4z -7y). 
Vor der ersten Klammer steht ein Minus­
zeichen, mithin sind die Vorzeichen der 
Größen in der Klammer umzukehren: aus 
+ 3a wird -3a, aus - 2b wird +2b. 
Die zweite Klammer, vor welcher ein Plus­
zeichen steht, ist wie in Beispiel 1) zu 
behandeln. Damit ergibt sich: 

7x-3a+2b+4z-7y. 
Alphabeti~ch geordnet: 

- 3 a + '2 b + 7 x - 7 Y + 4- z. 
- 3n - (- 5y -t- 9) - (6x - 2a). 

Bogenklammern aufgelöst: 
-3n+5y-9-6x+2a, oder: 
- 9 +2a- 3n- 6x+5y. 
7x - [4y -(3y + 5z) - (5y - 3z)]. 

Bogenklammern aufgelöst: 
7x - [4.y - 3y - 5z - 5y + 3z]. 

Strichklammer aufgelöst: 
7x-4y+3y+5z+5y-3z, oder: 
7x- 4y + 3y + 5y + 5z- 3z. 
- [-(- a + 6b) + (- 3m + 4n)]. 

Bogenklammern aufgelöst: 
-[a-6b- 3m+4n]. 

Strichklammer aufgelöst: 
-a+ 6b+ 3m -4n. 

{a - [b + (c'- d) - (e + f») + g}. 
Bogenklammern aufgelöst: 

{a - fb + c- d - e-f] +g}. 
Strichklammer aufgelöst: 

{a- b - c+d+ e +f+g}. 
Nun ist die geschweifte Klammer aufzulösen. 
Da vor derselben kein Vorzeichen stebt, so 
ist ein Pluszeichen vor derselben anzu­
nehmen j mithin: 

a':"'" b - c + d + e + f + g. 
5a- {3b - [(8a -12b) + 16a] - 9b}. 

Vor der Bogenklammer steht, da ein be­
sonderes Vorzeichen nicht angegeben ist, 
ein 'Pluszeichen, mithin: 

*) Aus diesem und den folgenden Beispielen geht hervor, daß 
das erste Glied ohne Vorzeichen in jeder Klammer 80 zu beha.ndeln 
M, a.ls ob ein Pluszeichen vor demselben stände. 
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5a- {3b-[8a-12b+16aJ-9b}= 
5a-{3b- 8a+12b-16a -9b}= 
5a- 3b+ 8a-12b+16a +9b = 

=29a-6h. 

8. Beispiel. 23x- {[(18y-2x)-(14z+13y)+22z]) = 
23x-{[ 18y-2x - 14z-13y +22z]}= 
23x-{ 18y-2x- 14z-13y +22z 1= 
23x- 18y+2x + 14z+13y -22z = 

= 25 x - 5 y - 8 z. 

Aus den vorstehenden Beispielen ist ersichtlich, daß Klam­
mern jeder Art, vor denen ein Pluszeichen steht, ohne 
weiteres weggelassen werden können. Klammern, vor 
denen ein Vorzeichen nicht steht, sind so zu behandeln, als 
ob ein Pluszeichen vor ihnen stände. 

Das Vorzeichen vor einer Klammer hat nur Einfluß auf 
die Größen in dieser Klammer, niemals jedoch auf Größen, 
welche noch hinter dieser Klammer erscheinen. 

Aufgaben: 

1. 5y+(2a+7b); 9a+(12a-8b); 25m-(16n-4m+3x). 
2.32a+3b-(5a+17b); a+b-(2a-3b)-(-13a+2b). 
3. (a+ b-e)- (a- b+e); (Bx - 5) + (3x - 7) - (h-lI). 
4. m+ [a- (n -x)+ b]; 3 - [x + (-a+ n) - (- 3 + x)]. 
5. m - [Ca - b) - (e - n)]; a - (b - e) - [e - (b - a)). 
6. (2a - 3 b) +(- 4b-3a) - (6a-4b) - (- 5 b - 2a). 
7. 48n - {15m - [19p + (22n + 24m -15p) + 18m] -:-- 34n). 
8. 0,7 - [(8a - 5b)-(6b - all + (6e- 0,8) - [(12a- 8e) + 2,4J. 
9. x - {Y + [x - (y - z - u)]- [x - y - (z - u)]f. 

10. 47 x - [4y - (3x + 5y) -(9y - 6x)]- [8x - (3x +4y) + + (5x -2y) - (7 x - 4y)]. . 
11. 8a -[14b + 16e - (18b + 24a- 30c) -14a] + 26b - 2e. 
12. 8a-14b + 16e - [18b + 24a - (30c -14a) + 26b - 2e]. 
13. 8a-14b + [16e - (18b + 24a- 30e) - 14a+ 26b]- 2e. 
14. 8a - {14b + 16e - [18b + 24a- (30c -14a)] + 26 b - 2e}. 

15. 8a - {14b + 16e - [18b +24a- (30e - 14a)+ 26b - 2ell. 
16. 8a -[14b + 16e - (Hlb + 24a) - (30c - 14a+ 26b) - 2e]. 
l7.8a-(14b-t1ße-(18b+24a)-(30e-14a)+26b]-2e. 
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111. Subtraktion. 

19. Differenz. Die Subtraktion algebraischer Zahlen läßt 
sich darstellen durch die Gleichung: 

25-10=15, 
in Buchstaben: 

n-p=x. 
Die Größe 25 oder D, von welcher subtrahiert wird, heißt 

Minuend, die Größe 10 oder p, welche subtrahiert wird. 
heißt Subtrahend, und die Größe 15 oder x heißt Differenz 
oder Rest. 

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber 
nicht ausgeflihrte Subtraktion, z. B. 

8 - 6j m - nj 9a -7 bj ; - : ,*) 

nennt man ebellfalls eine Differenz. 

20. Subtraktion gleichartiger Größen. Gleichartige 
Größen werden subtrahiert, indem man die Koeffizienten 
subtrahiert und zu dem so erhaltenen Reste die gleichartige 
Buchstabengröße oder Buchstabenverbindung einmal unver­
ändert hinzu!ligt. 

Beispiele: 15-9=6; 6m-3m=(6-3)m=3m. 
. m m m 

20xy - 9xy= ll.x:Yi 72 -- 67 - = &-. 
P P P 

17 (a - b) - 3 (a - b) = 14 (a - b). 

21. Probe auf Richtigkeit. Jede Subtraktion ist 
richtig ausgefUhrt, wenn sich bei der Addition des 
Restes zum Subtrahenden der Minuend ergibt.**) 

Beispiele: 
Ist 12 - 7 = 5, so muß 5 + 7 = 12 sein. 
" a-b=c, " .. c+b=a " 
,,15x-6x=9x, so muß 9x+6x=15x sein. 
" 22ab-3ab.=19ab,,, " 19ab+3ab=22ab ". 

22. Verschiedenartigkeit des Subtrahenden. Bei der 
Subtraktion gleichartiger Größen sind 3 Fälle möglich: Der 
Subtrahend kann kleiner, gleich oder größer als der 
Minuend sein, z. B.: 

12 - 7; 12 -12; 12 -15. 

*) Eine Differenz kann als eine zweigliedrige Summe mit einem 
negativen Gliede aufgefaßt werden. 

**) Kurz: Rest plus Subtrahend = Minuend. 
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a) Ist der Subtrahend kleiner als' der Minuend, 80 kann 
die Subtraktion ohne weiteres ausgeführt werden; man erhält 
in diesem Falle als Rest eine positive Zahl. 

Beispiele: 
12 - 7 = 5; 12 ab - 3 ab = 9 ab. 

x x x 
35 y - 18 Y = 17 y; 7 (m + n) - 5 (m + n) = 2 (m + n). 

b) Ist der Subtrahend gleich dem Minuend, so erhält man 
als Rest den Wert "Null". Man sagt alsdann; die beiden 
Zahlen heben sich gegenseitig auf. 

Beispiele: 12 -12 = 0; 14xy -14xy = O. 
20 (x + y + z) - 20 (x; + y + z) = O. 

Die "Null" ist daher als die Differenz zweier 
gleich großen Zahlen aufzufassen. 

c) Ist der Subtrahend größer als der Minuend, so kann 
die Subtraktion nur so weit ausgefUhrt werden, wie die Anzahl 
der Einheiten des Minuenden hierzu ausreicht. 

Geht man von der Differenz 12 -15 aus,' so heißt das nallh 
dem Vorstehenden, es sollen 15 Einheiten von 12 Einheiten 
weggenommen werden. Von 12 Einheiten lassen sich aber nur 
12 Einheiten wegnehmen; es bleiben demnach von dem Sub­
trahenden 15 noch 3 Einheiten übrig, welche erst von etwa 
in derselben Rechnung neu erscheinenden, positiven Ein­
heiten weggenommen werden können. 

Zu einem Ergebnis dieser Rechnung kommt man auf 
folgende Weise: 

Setzt man an Stelle der Zahl 15 die gleich große Summe 
(12 + 3), so kann man schreiben: 

12 -15 = 12 -- (12 + 3). 
Löst man die Klammer nach dem Minuszeichen auf,. so 

folgt: *) 
12 - 15 = 12 - 12 - 3. 

Da aber nach Vorstependem 12 - 12 = 0 ist, so bleibt 
als Ergebnis der Differenz 12 - 15 die Zahl - 3 übrig; es 
ist also: 

12-15 =-3. 
Hieraus ergibt sich: 
Zieht man eine größere Zahl von einer kleineren 

ab, so entsteht eine negative ZabJ.**) 

*) V gl. S. 11, Ziffer 18 b. 
**) n n 6, 10. 
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Als Regel fUr das Rechnen folgt: Man subtrahiere die 
kleinere Zahl von der größeren und gebe dem Rest das Vor­
zeichen der größeren Zah1. 

Beispiele: 

8 - 14 = - 6; 3x - 7 x = - 4 x. 
m m m 

12abx-20abx=-8abxj 4--9-=-5-. 
a a a 

36 Cf + g) - 40 (f + g) = - 4 (f + g). 
Die Reihe der negativen Zahlen ist die folgende: 

- 0, - 1, - 2, - 3, - 4, - 5 .......... . 

Bringt man diese Reihe in Verbindung mit derjenigen der 
positiven Zahlen; so erhält man die neue Reihe: 
..... + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0 - 0 - 1 - 2 - 3 - 4 - 5 ..... oder 
..... +5+4+3+2+1+0-1-2-3-4-5 .... . 

War bereits unter b) die Entstehung der "N u ll" klar­
gelegt, so kann man hier hinzu fUgen : 

Die "Null" bildet die Grenze zwischen den posi­
tiven und negativen Zahlen. 

23. Subtraktion ungleichartilter Größen. Die Sub­
traktion ungleichartiger Größen kann man nur andeuten, 
indem man zwischen den Minuenden und den Subtrahenden 
das Minuszeichen (-) setzt. 

Soll z. B. 16xy von 25ab subtrahiert werden, so schreibt 
man: 25 ab - (+ 16 xy). 

Löst man die Klammer auf, so erhält man: 
25ab -16xy. 

Ist der Zahlenwert 16 xy negativ, so ergibt sich ent­
sprechend: 

25 ab - (-16 xy). 

Löst man auch hier die Klammer auf, so folgt: 

25 ab -1- 16 xy. 

Damit ergibt sich als Regel: 
Ungleichartige Größen werden subtrahiert, indem 

man den Subtrahenden mit entgegengesetztem Vor­
zeichen re c h ts neben den 1\1 i n ue n den stell t. 

24:. Subtraktion einer Summe. Soll eine Summe von 
einer Zahl oder einer anderen Summe subtrahiert werden, so 
muß die zu subtrahierende Summe stets in Klammern gesetzt 
werden. 
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Beispiele: x - y subtrahiert von a gibt:*) 
a - (x - y) = a - x + y. 

b + 0 - d subtrahiert von a gibt: **) 
a - (b + 0 - d) = a - b - c + d. 

6abc + 9 xy ... 3 n subtrahiert von 12 abc - 7 xy gibt: 
12abo-7xy - (6abo + 9xy -3n)= 
12 abc - 7 x y - 6 abc - 9 x y + 3 n = 

6 abc - 16 x Y + 3 n. 

Aus den vorstehenden Beispielen ist ersichtlich, daß zur 
Ausftlhrung der angedeuteten Subtraktion nur die Klammern 
aufzulösen sind. Damit ergibt sich als !legel: 

Eine Summe wird von einer Zahl oder einer anderen 
Summe subtrahiert, indem man jeden eInzelnen Sum­
manden subtrahiert. 

Beispiele: a + b - (c - d + e) = a + b - c + d - e. 
n - (m - x + y - z) = n - m + x - y + z. 

. 25. Besondere Form der Subtraktion. Praktisch ver­
fährt man auch vielfach so, daß man die beiden Summen, nach 
gleichartigen Größen geordnet, untereinander schreibt, den 
Gliedern der Subtrahenden-Summe entgegengesetzte Vorzeichen 
gibt, und dann addiert. 

1. Beispiel. Minuend: 12 -ISa - 8x Sa 
Subtrahend: - 7 + Ba - 17x -2b 

Vorzeichen entgegengesetzt: + ±- + 
Rest oder Differenz: 19 -16a 9x 3a+2b. 

2. Beispiel. Minuend: 15-16a+15b+20x- y 
Subtrahend: 12+ 8a-30b- 9x+3y 

Vorzeichen entgegengesetzt: + + 
~~--------------~-.~-------

Rest: 3 - 24a+ 45 b + 29x - 4y. 

3. Beispiel. Minuend: 5a-7b+8c-6d+e 
Subtrahend: 4a - 9b + 8c - 3d + 2f - x 

Vorzeichen entgegengesetzt: - + + _ + 
~~----------~------~--------~-Rest: a+2b. -Sd+e- 2f+x. 

4. Bei S pie 1. - 14 b + Sc - 27d + 3 - 5 g + 8 x - 7 Y 
7a+ 3b-5c- 8d-12+7g+8x 

+ + + 
-7a-17b+8c-19d+15-12g n -7y. 

*) Vgl. S. 11, Ziffer 18b. 
**) n n 6, " 10. 

Weickert u. Stolle, Mascbinenrecbnen; I. Tell, I. Band. 2 
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Aufgaben: 

1. 5a-2a; 20x-8x-7x; 9b ..... 12-b-7. 
2. a~(+b); a-(-b); a+b-(a-b); 16-(z+5). 
8. n-l-(n+l); x-l-(1+x); x+y-(x-y). 
4. 5m~4n-(6n+3m); 14-5b-(18-8b). 
5. 2ab - 3bc - (-12ab + 30xy + 20bc). 
6. 85m+87n....;.(13m-14n)-(9m -8b). 
7. - 4xyz+8xy - (16 yz+ 20 xyz -12 xy+8 xz). 
8. 72 a - 36 n x + 80 g h - 54 n x + 32 n x-90 g h + 36n. 
9. m-fa-(b + c) - x) - [m + (- a- x) - (b - c) -x). 

10. a - (h - c) - [c - (h - all. . 
11. 2 x- 8z+ [6 y - (4x+3z») - (x - y - z). 
12. 6,38 - 4,5 u + 2,1 v- 0,9 w - (0,8 8 t 5,2 u +6,5 v + 3,2 w). 
18. - 0,5 abc + 0,3 cd- 6,2 ab - (0,4 c + 5,3 abc). 

IV. Multiplikation. 

26. Produkt. Die Multiplikation algebraischer Zahlen 
läßt sich darstellen durch die Gleichung: 

3'15=45, 
in Buchstaben: 

b· n=x. 
Die Größe 3 oder b, welche zu multiplizieren ist, heißt 

Multiplikand, die Größe 1ä oder n, mit welcher multipliziert 
werden soll, heiß1i Multiplikator, und die Größe 45 oder x 
heißt Produkt. 

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber 
nicht ausgeflihrte Multiplikation, z. B. 

7·6j a·b,cj 7.a,x,y,zj 12.(m+n), 
nennt man ebenfalls ein Produkt. 

Die Multiplikation läßt sich auf die Addition zurtlckflibren 
ftlr den Fall, daß eine Summe aus nur gen au gleichen Addenden 
besteht. Geht man von der Summe: 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 
aus, so schreibt man der Ktlrze halber den hier immer wieder­
kehrenden Addenden 6 nur einmal, und vor denselben, getrennt 
durch den Multiplikationspunkt, die bestimmte Zahl, welche 
angibt, wie oft der Addend in der Summe v.orkommt. Man 
schreibt also: 

6 + 6+6 + 6+ 6+ 6 = 6·6. 
a+a+a+a+ a +a = 6'8. 

Ebenso ist umgekehrt: 

6· 5 = 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 und entsprechend: 
5·x=x+x+x+x+x. 
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Es ist demnach die Multiplikation die abgekürzte 
Schreibweise für die Addition gleicher Addenden. 

Multiplikand und Multiplikator nennt man Faktoren, wenn 
mehr als 2 Größen miteinander multipliziert werden sollen. 
So sind in den Produkten: 

3·7·5 ·16·120 und a· c· n· m· z 
die durch die Multiplikationspunkte getrennten Größen .Fak­
toren". 

27. Der Jloltiplikationspunkt. Das Multiplikationszeichen, 
der einfache Punkt, wird im allgemeinen zwischen u n -
bestimmten Zahlen, also zwischen Buchstaben oder Buch­
stabenverbindungen, weggelassen; man schreibt 

statt: a· b, kurz: ab und 
" (a + b) . c, " (a + b) e. 

Dagegen muß der Punkt stets zwischen bestimmten 
Zahlen stehen, um Verwechselungen zu vermeidenj es muß 
also geschrieben werden: . 

6 • 7 und nioht nur 6 7! 
Sind bestimmte Zahlen und Buchstaben miteinander zu 

multiplizieren, so pflegt man den MultiplikatioDspunkt ebenfalls 
fortzulassen. So schreibt man: 

statt 9· x kurz 9 Xj statt 12· a· b ·.c kurz 12 abc. 
Erscheinen die Faktoren nur als' Buchstabengrößen, 

so stelle man sie stets alphabetisch geordnet neben­
einander. 

28. Reihenfolge der Faktoren. Die Reihenfolge, in 
welcher Zahlen miteinander multipliziert werden, ist ganz 
willk tlrlicb: . 

6·3=3·6=18; a· b=b· a. 
Sind, wie vorstehend, nur zwei Faktoren vorhanden, so 

ist ein falsches Ergebnis, außer bei einem MuItiplikationsfehler, 
nicht gut möglich. Bei mehr als zwei Faktoren ist jedoch auf 
folgendes zu achten: Sind z. B. die Zahlen 2, 3 und 5 mit­
einander zu multiplizieren, so ist zunächst die 2 mit der 3, 
und die hierbei erhaltene Zahl 6 alsdann mit der 5 zu multi­
plizieren, d. h. 

2 . 3 . 5 = 6 . 5 = 30. 
Ein bei Anfängern immer wiederkehrender }I'ehler ist der, 

daß erst die 2 mit der 5, alsdann noch die 3 mit der 5 multi­
pliziert wird und schließlich beide Ergebnisse addiert werden. 
Die Rechnung stellt sich mit diesem Fehler wje folgt: 

2 . 3 . 5 = 2 • 5 + 3 . 5 = 10 + 15 = 25. 
Das ist natürlich grundfalsch! 
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Nur die fortlaufende Multiplikation eines Faktors 
mit dem folgenden, anderen liefert ein richtiges Er­
gebnis: 

2 • 5 . 7 . 9 = 10 . 7 • 9 = 70 . 9 = 630. 

Diese Rechnung läßt sich aber, da nach vorstehendem die 
Reihenfolge der Faktoren willklirlich ist, auch noch folgender­
maßen ausfUhren: 

2·5·7·9 = 2·9·7·5 = 18·7·5 = 126·5 = 630; 
=5·7·9·2' 35·9·2=315·2=630; 
= 5·9·2 . 7 = 45 . 2 . 7 = 90· 7 = 630 j 
= 7 ·2·5·9 = 14· 5·9 = 70· 9 = 630 usw. 

In Buchstaben erhält man entsprechend: 

a·b·c·d= abcd=bac d= ca b d = da bc= 
= a c d b = b dca = c d b a = d c b a usw. 

29. Multiplikation einfacher Größen. Sind die Faktoren 
einfache Größen, so multipliziere man zunächst ihre Koeffi­
zienten und füge dem erhaltenen Produkte die vorhandenen 
Buchstaben, ohne einen einzigen wegzulassen, alphabetisch 
geordnet, hinzu. 

Beispiele: 
6x multipliziert mit 3y gibt 6x·3y=6·3.x.y= 18xy. 
9ab" " 3ac " 9ab·3ac=9·3·ab·ac= 

= 27 aabc. 
17 mn . 5 x = 85 m n x j 3 a f . 5 x z . 2 a b g = 30 a a b f g x z. 
2abc· 3ac· 4bc-· 5ac=120aaabbcccc. 

Es ist hier bezUglich der Behandlung der Buchstaben sehr 
wohl auf den Unterschied zwischen Addition und l\lultiplikation 
zu achten. Während bei der Addition jeder Buchstabe im Er­
gebnis der Rechnung nur einmal erscheint, ist bei der Multi­
plikation jeder Buckstabe so oft zu wiederholen, wie er in den 
Faktoren der Aufgabe vorkommt. 

30. Begriff der Potenz. Die letzten drei Beispiele in 
Ziffer 29) zeigen, daß sich in deu Produkten ein und dieselbe 
Zahl mehrere Male als Faktor befindet, also mehrere Male mit 
sich selbst multipliziert werden soll. 

So erscheint z. B. in dem Produkte a a ab b c c c c die 
Zahl a dreimal, die Zahl b zweimal und die Zahl c viermal 
als Faktor. . 

Der Kl1rze und besseren Übersicht wegen bringt man die 
wiederholte Multiplikation einer Zahl mit sieh selbst dadurch 
zum Ausdruck, daß man die Zahl nur einmal schreibt und 
sie rechts oben mit einer anderen, gewöhnlich etwas kleiner 
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geschriebenen Zahl versieht, welche angibt, wie oft die erste 
Zahl mit sich selbst zu multiplizieren, also als Faktor zu 
setzen ist 

Soll demnach a fünfmal als Faktor gesetzt werden, so 
schreibt man 

nicht: a· a· a· a· a, sondern kurz: a 6• 

Man nennt diese Schreibart eine Potenz. Ferner schreibt man 
für: 5·5·5 die Potenz: 58, 

" 3·3·3· n· n" " 38 • n 2 und 
" a· a· x . x"x" " a l • x 8 usw . 

. Jede Potenz ist demnach die abgekürzte Schreib­
weise für ein Produkt, welches aus nur gleichen Fak­
toren. b.~~tl!Jt t*) 

Umgekehrt bedeutet natürlich: 
a! soviel wie a· a . a· a. 

xy2z8 " "xyyzzz. 
(a + b) 2 " ,,( a + b) . (a + b). 
(x - y)8 " ,,(x -y). (x -y). (x-y). 

Die zweite Potenz einer Zahl nennt man deren Quadrat; 
die dritte Potenz heißt Kubus. 

31. Einfluß der Vorzeichen. • Während beim bürgerlichen 
Rechnen die Vorzeichen der zu multiplizierenden Zahlen un­
berücksichtigt bleiben, ist deren Einfluß auf das Ergebnis der 
Multiplikation algebraischer Zahlen ganz besonders zu beachten. 

Geht man von der Multiplikation der beiden Zahlen 3 und 
5 aus, so sind mit Rücksicht auf die Vorzeichen vier Fälle 
möglich: 

1) (+3).(+5)=? 
2) (+3)·(-5)=? 
3) (-3).(+5)=? 
4) (- 3) • (- 5) = ? 

1) Die Aufgabe: C+ 3)· (+ 5) kann nach der Erklärung 
in Ziffer 26, Seite 18), nach welcher die Multiplikation auf die 
Addition gleicher Addenten zurückzuführen ist, dahin aufgefaßt 
werden, daß der Faktor (+ 5) dreimal positiv, also 
dreimal als Addend genommen werden soll. Das ergibt: 

(+ 3)· <+ 5) =+ (+ 5) + (+ 5) + (+ 5). 
Löst man auf der rechten Seite dieser Gleichung die 

Klammern auf, so erhält man: **) 

*) Wie aus dem Addieren das Multiplizieren folgt, wenn die 
Addenden genau gleicb sind, S. 18, Ziffer 26), 80 folgt hier bei 
genau gleichen Faktoum aus dem Multiplizieren das Potenzieren. 

**) Vgl. S. 11, Ziffer 18a. 
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(+3).(+5)=+5+5+5, d. i.: 
(+3)·(+5) =+15. 

2) Die Aufgabe: (+ 3) . (- 5) kann dahin anfgefaßt werden, 
daß der Faktor (- 5) dreimal positiv, also dreimal als 
Addend genommen werden soll. Mithin: 

(+ 3)·{- 5) = +(- 5) +(-5) + (- 5). 
Löst man rechtseitig die Klammern auf, so ergibt sich: 

(+ 3) . (- 5) = - 5 - 5 - 5, d. i.: 
(+3) ·(-5) = -15 .. 

3) Dem Vorstehenden entsprechend ist die Aufgabe: 
(- 3)· (+ 5) dahin aufzufassen, daß der Faktor (+ 5) drei­
mal negativ, also dreimal als Subtrahend .genommen 
werden soll. Das ergibt: 

(- 8). (+ 5) = - (+ 5) - (+ b)-(+ 5). 

ClAuf der rechten Seite die Klammem aufgelöst: 
(-3).(+5)=-5-5-5, d. i.: 
(- 3)· (+ 3) =-= -15. 

4) Im gleichen Sinne ist in der Aufgabe (- 3). (- 5) der 
Faktor (- 5) dreimal negativ, also dreimal als Sub­
trahend zu nehmen. Das ergibt: 

(-3) .(-5) = -(-5)-(-5)-(- 5). 
Nach dem Auflösen der Klammern auf der rechten Seite 

der Gleichung erhält man: • 
(-3).(-5)=+5+5+5, d. i.: 
(-3) ·(-5) = + 15. 

Anf das Buchstabenrecbnen angewandt, ergibt sich sinn­
gemäß: 

C+a)·C+b)=+ab. 
C+ a)· (--- b) = -ab. 
(-a)· (+ b) = - ab. 
(-a).(-b)=+ab. 

In Übersichtlicher Zusammenstellung und nur auf die Vor­
zeichen bezogen erhillt man alsdann: 
+. -1-= -t-; in Worten: plus mal plus gibt plus, 
+. ___ ,,, " plus " minus " minus, 
_. += -i" " minus" .plus " minus, 
..... _= +i" ': minus" minus " plus. 

Hieraus lassen sich folgende Regeln ableiten: 
a) Das Produkt zweier Faktoren mit gleichen Vor­

zeichen ist positiv. 
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b) Das Produkt zweier Faktoren mit ungleichen 
Vorzeichen ist negativ. 

Auf eine größere Anzahl von Faktoren angewandt, erfahren 
diese Regeln die nachstehende Erweiterung: 

c) Das Produkt beliebig vieler positiver Faktoren 
ist positiv. . 

d) Das Produkt einer geraden Anzahl negativer 
Faktoren ist positiv. 
(- 5). (- 5). (- 5)· (- 5) = + 625. 
(-x). (- x). (- x) .(-x). (-x). (- x) = + x·x ·x·x· x·x 

=+x8• 

e) Das Produk' einer ungeraden Anzahl negativer 
Faktoren ist negativ. 
(- 6). (- 6). (- 6) = - 216. 
(-a).(- a) ·(-a). (- a) .(-a) = -a.a·a·a·a=-~II. 

Beispiele: 
(+ 30). (+ 7) -.:. + 210j (+ 25). (- 6) = - 150. 
(-0,8).(+15)=- 12j (-15)·(-12)=+180. 
(+ a). (+ b) = + abj (- 6x). (- 8y) = + 48xy. 
(+ Sab). (+ 9ab) = + 27aabb·= + 27a2 b2• 

(- ab). (-ac) = + aabc = + albc. 
(- 5a)· 20bc = -lOOabcj 7a· (-10mn) = -70amn. 
(- xy) (- xy) (~xy) (- xy) = + xxxxyyyy = + x'y'. 
(- a)(- a)(- a) = - aaa= - a 8• . 

(- nx) (- ay){- nxy) (- ay) (-anx) = - a8n8xSy l. 

(- a) (+ b) (- c) (+ d) (- e) (- f) = + abcdef. 
(- x) (-+- b) (- y) (+ n) (- z) = - bnxyz. 

32. Der Faktor Null. Multipliziert man eine Zahl oder 
einen Zahlenausdruck mit Null, so ist auch das Produkt 
= Null. 

Beispiele: 
5.0=Oj a.O=O; 6abx·0=0. 

5 m 
(a+b)·O=Oj 7.0=0; n·O=Oj 0·0=0. 

Der Wert eines Produktes, in dem ein Faktor = Null 
ist, ist ebenfalls = Null. 

S· 9125· n· (a + b). O· ~ = 01 

Ist ein Produkt = Null, so kann jeder der Faktoren, aus 
welchen das Produkt entstanden ist, = Null sein. 
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SS. Multiplikation einer Summe mit einer Zahl. Ist 
ein Faktor ein mehrgliedriger Zahlenausdruck - Summe, 
Differenz - der andere aber eine einfacbe Zahl, so muß 
ersterer stets in Klammern gesetzt werden. 

Soll die Summe x + y - z mit a multipliziert werden, so 
ist zu schreiben: 

a· (x + y - z), oder (x + y - z) . a. 
Entsprechend schreibt man: 
x·(9a+ llb + Sc); (4xy + 3xz-7)· 6ab. 

5 
O,5·.(2m - 3pq + s); (a + 2b - 3x). S' 

Der einfache Zahlenfaktor kann demnach sowohl vor als 
auch hinter der Summe stehen. 

a) Multiplikation mit einer positiven Zahl. 
Soll die Summe (a + b + c) mit der Zahl (+ d) mul· 

tipliziert werden, so multipliziert man zunächst die einzelnen 
Glieder mit dieser Zahl und addiert die so erhaltenen Produkte: 

(a+ b+c).(+d)=(+a).{+d)+(+bH+d)+{+c).(+d). 

Nach dem tiber den Einfluß der Vorzeichen in Ziffer 31, 
S. 21) Gesagten erhält man alsdann: 

<a+ b + c). (+ d)= + a· d + C+ b .d)+C+c.d). 
Löst man rechtseitig die Klammern auf, so folgt: 

(a+ b +c)· d= ad + bd+ cd.*) 
Hieraus ergibt sich als Regel: 
Eine Summe wird mit einer positiven Zahl DlUltipliziert, 

indem man die einzelnen Glieder der Summe, unter Bei­
behaltung ihrer Vorzeichen, mit dieser Zahl multipliziert 
und die so erhaltenen Produkte addiert**). 

Beispiele: 

1) (a- b -c)·d={+a)·(+ d) +(- b). (+d)+{-c).(+d), 
=+a.d+(- b· d)+ (-c· d), d. i.: 
=ad-bd-cd. 

2)(5a+3b-3c).4d=5a.4d+Sb.4d-3c.4d, d. i.: 
= 20ad + 12bd - 12cd. 

*) Vgl. S. 19, Ziffer 27. 
**) Da die bei diesen Multiplikationen erhaltenen Produkte häufig 

ungleichartige Größen sein werden, so beachte man das über Addition 
und Subtraktion derselben in Ziffer 16 und 23) Gesagte. 

Vorhandene gleichartige Größen werden stets zusonlDlengefaßt. 
Den Multiplikätionspunkt zwischen Klammern läßt man im alle 

gemeinen weg. 
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Ist die Summe, wie im letzten Beispiel, eine 
algebraische Summe*), und besitzen Multiplikand 
und Multiplikator Koeffizienten, so ist bei der Multi­
plikation folgende Reihenfolge einzuhalten: 

Erst berücksichtigt man das Ergebnis der zu 
multiplizierenden Vorzeichen, dann multipliziert man 
die Koeffizienten und zuletzt die Buchstaben bzw. 
Buchstabenverbindungen. 

3) 8 x . (3 ab - 4 b c + 5 cd) = 24 ab x - 32 b c x + 40 c d x. 

4) 2ab + 3n· (7x - 4y - 5z) =? 
. Bei diesem Beispiel ist zunächst die Summe 

(7 x - 4 Y - 5 z) mit 3 n zu multiplizieren und als­
dann das Ergebnis zu 2 a b zu addieren: 

2ab + 3n· (7x - 4y + 5z) = 2ab + (21nx-12ny+ 15nz). 
=2ab+ 21nx-12ny+15nz. 

5) 15x + 5 (2x-7y+z) = 15x + 10x-35y+5z. 
Faßt man auf der rechten Seite gleichartige 

Größen zusammen, so folgt: 

15x + 5 (2x -7y + z) = 25x- 35y + 5z. 

6) 2nx - 2ny+n(3x-5y+7z)= 
= 2nx - 2ny + 3nx - 5ny + 7nz. 
= 5nx -7ny + 7nz. 

7) 2xy - yz+n (b - c + x) = 2xy-yz + bn- cn + llX. 

= bn+ cn +~x+ 2xy-yz. 
h) Multiplikation mit einer negativen Zahl. 

Ist die Summe (a + b + c) mit der Zahl (- d) zu mul­
tiplizieren, so erhält man entsprechend dem unter a) Ge­
sagten: 

(a+b+c)· (-d)=(+a). (-d)+(+b). (- d) +(+c). (-d), 
= - a· d + (- b· d) + (- c· d), d. i.: 

(a+ b +c)·(-d) = - 8<1- bd- C(l. 

Hieraus ergibt sich als Regel: 
Eine Summe wird mit einer negativen Zahl multipliziert, 

indem man die einzelnen Glieder der Summe, unter Um­
kehrung ihrer Vorzeichen, mit dieser Zahl multipliziert 
und die so erhaltenen Produkte addiert.**) 

*) Vgl. S. 9, Ziffer 15. 
**) Umkehren der Vorzeichen heißt, dieselben in die entgegen­

gesetzten verwandeln. Vgl. S. 7, Ziffer 11. 
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Beispiele: 
1) (a- b - c).(- d) = (+ a).(- d) + (- b). (- d) + + (- c).(- d). 

= - a· d + (+ b . d) + (+ c· d). 
=-ad+bd+cd. 

2). (5a+ 3b - 3c) .(- 4d) =- 5a·4d..,.... 3b·4d + 3c·4d. 
= - 20ad -12bd + 12cd. 

3) -8x (3ab-4bc+5cd)=-24abx+32bcx-40cdx. 
4) 15x - 5 (2x-7y + z)= 15x-l0x+ 35y- 5z. 

= 5x+ 35y -5z. 
5) 30a-4.(2a+8b)+5·(3a-12b)=? 

Das zweite und dritte Glied dieser Aufgabe be­
dingen die Multiplikation einer Summe mit einer 
Zahl. Dieselbe ist nach den Regeln unter a) und b) 
auszuführen: 

30a- 4· (2a + 8b) + 5· (3a -12b)= 
30a - 8a - 32·b + 15a - 60b = 37a - 92b. 

6) 12x - 3· [- 5y + 4· (2x - 9y) + 16x] - 28y =? 
Zunächst ist die Bogenklammer ausznmultiplizieren: 

12x- 3·[- 5y+ 8x- 36y+ 16x] - 28y. 
Nun ist die Strich klammer auszumultiplizieren: 

12x + 15y - 24x + 108y - 48x - 28y = - 60x + 95y. 
7) 3ab - 5a [b - 4b (2a + c) -:- bc] - [2ab + 4a (2b- c) 

- 8ac] = 
3ab - 5a [b- 8ab - 4bc - bc] - [2ab+8ab- 4ac­

-8ac]= 
3ab - 5ab + 40a2b + 20abc + 5 abc - 2ab - 8ab + 

40a2b-12ab + 25abc + 12ac. 
+4ac+8ac= 

34:. Multiplikation zweier Summen. Eine Summe wird 
mit einer anderen Summe multipliziert, indem man, unter Be­
rl1cksichtigung der Vorzeichen, jedes Glied der einen 
Summe mit jedem Gliede der anderen Summe multipliziert und 
die so erhaltenen Produkte addiert. . 

In diesem J.i'alle sind beide Summen in Klam­
me r n zu set zen. 

Soll eine Summe (a + b + c) mit einer anderen Summe 
(d + e) multipliziert werden, so multipliziert man zunächst 
(a + b + c) mit (+ d) und weiter (a + b +c) mit (+ e). 

Die Ergebnisse dieser beiden Multiplikationen sind alsdann 
zu addieren. Damit wird: 

(a + b + c). (+ d) = ad + bd + cd und ebenso: 
(a + b + c). (+ e) = ae + be + ce. 
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Addiert man die rechten Seiten der letzten beiden Glei­
chungen, so erhält man: 
(a+ b + c).(d + e) = ad + bd + cd +(ae+ be+ce), d.i.: 

=ad+ bd+cd+ae+ be+ce. 
Beispiele: 

1) (a+b+c).(d-e)=? 
Hier multipliziert man zunächst (a + b + c) mit 

(+ d) und alsdann (a + b + c) mit (- e)j das Er­
gebnis der zweiten Multiplikation ist von demjenigen 
der ersten abzuziehen. Mithin: . 

(a+ b+ c). (d-e) =ad+bd+cd-(ae+ be+ce),d.i.: 
=ad+bd+cd-ae-be-ce. 

2) (a-b-c). (d-e)=ad-bd-cd-(ae- be-ce),d.i.: 
=ad-bd-cd-ae+be+ce. 

3) (2x-3y+5z).(4a-2b)= 
= 8ax - 12ay + 20az - 4bx + 6by -10bz. 

4) (6ab-8bc).(2xy-~yz)= 
= 12abxy -16bcxy -18abyz + 24bcyz. 

5) (2x-4y+6z).(7x-2y)= 
= 14xB - 28xy + 42 xz - 4xy + 8y 2 -12 yz. 
= 14xll - 32xy + 42 xz -12yz + 8y 2. 

6) (3a+5b-2c) (-3x+4yz+ 1) = -9ax-15bx+ 
+ 6cx+ 12ayz+ 20byz-8cyz+ 3a+ 5b - 2c. 

7) (7a-2b-9) (3a-llb)= 
= 21a2 - 6ab- 27a-77ab + 22bll + 99b. 
= 21a2 - 83ab - 27a + 22bz + 99b. 

8) (a + b + c) (a + b - c) = 
= a2 + ab + ac+ ab + b2 + bc-ac- bc - c2• 

= a2 +2ab+ b2 _.c 2• 

9) (a+b)(x-y)-(a-b)(x+y)=? 
Diese Aufgabe ist gewissermaßen in zwei Teile 

zu zerlegen. Zunächst ist das Produkt (a+ b) (x-y) 
zu bestimmen; von diesem ist alsdann das Produkt 
(a - b) (x +'y) zu subtrahieren. Letzteres ist da­
her in Klammern zu setzen! 

(a+ b) (x-y)-(a- b) (x+y)= 
=ax+ bx-ay-by-(ax- bx+ay- by). 
Klammer aufgelöst: 
=ax+bx-ay-by-ax + bx - ay+ by. 
Gleichartige Größen zusammengefaßt: 
=-2ay+2bx. 
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10) (2 a + b) . (a - 3 b) . (4 a - Sb) = ? 

Hier sind drei Summen miteinander zu multi· 
plizieren. Man multipliziert zunächst die beiden ersten 
Summen und das sich hierbei ergebende Produkt 
alsdann mit der dritten Summe. 

(2a + b).(a- 3b).= 2a 2 + ab - 6ab - 3b 2 = 
=2a2 -5ab-3b2• 

Das Produkt 2 a 2 - 5 ab - 3 b 2 nunmehr mit der 
dritten S~mme (4 a - 5 b) multipliziert, ergibt: 

(2a2 -5ab-3b 2). (4a- Sb) = 
= 8a 3 -20a2 b -12ab2 -10a2b + 25ab 2 + 15b3• 

= 8a3 - 30a2b + 13ab 2 + 15b H• 

A.utgaben: 

i(}. 7(a+b-c); 12(3x+4y-5z+8n); a(x-y). 
2. 5x(3a+8b-6c); 16abx(13mn-20pq+9gh). 
3. (20a+2b-3g) (-31xyz); (16m+3z-4adg) (-4dgb). 

U. 5x-7(y+z),; 12a-6(a-2b+3c+x). 
5. 5a+3b-7(2a-b)-9(5b-4a) . 

• 6. 3a(4a+5b)-6b(7a-9b); -3a.(4a-5b)+6b(-7a+9b). 
7. (x-y) (c+d); (9a-3b) (5n+7m). 
8. (a+b)(e+d); (a+b) (e-d). 
9. (a - b) (e+d); (a- b) (e-d) . 

.,10. (2a+3b) (4a-5b); (9x-.7y) (2y-3x). 
411. (x+y-z) (x-y+z); (x+y-z) (x - y-z). 
112. (x - y - z) (y - x - z); (x - y - z) \y - X + z). 

13. (4ab+9ac+12bc) (2ab+3ac-6bc). 
14. (9ac - 2ad + 5 bc - bd) (9ac + 2ad - 5 bc + bd). 
15. (2a+7b)(9a-5b)-(6a-4b)(2a+11b). 

1116. (4a - 3b) (5a+ 6b) - (2a+ 3b) (6a - 4b) - (a - b) (2a- b). 
17. (3a - 4b) (6a+ 5b) - (a - 3b) (5a+ 6b) - (2a - b) (a - b). 
18. (4x - 2y) (3x - 6z) (7x + 8); (x + 1) (x + 2) (x + 3). 

-19. [(a+ b) + (x + y)] .l(a+ b) - (x + y)] . 
• 20. (3,2a-4,3b) (5,4a-2,4b); (- 61,2x+ l3,3y) (- 8,3c+9,l2d). 
){21. (0,4m - 3,5n + 4,7u - 5,5t) (1,3m + 2,4n - 3,2u + 5,3t) . 
.. 22. (a+ b - c) (a+ b)+ (b - a+c) (h +c)+(a - b+ c) (a+c). 
1(23. (x-y+ 1) (x-l)-(y-x+ 1) (y--1)-(x+y-l) (x-y). 

35. Besondere Fälle. bei der Multiplikation gleicher 
Summen. Multipliziert man die Summe (a + b) rpit sich selbst, 
bildet man also dasProdukt: (a + b)· (a + b), so erhält man 

(a+b)(a+b)=a2 +ab+ab+b 2, d.i.: 
. a 2 + 2ab + b2• 

Naeh Ziffer 30, S.21) ist aber (a + b) (a + b) = (a + b)'. 
Setzt man diesen Wert an die Stelle der linken Seite der vor­
letzten Gleichung, so erhält man: 

(a + br' = a2 +2ab + b2• 



- 29 -

Führt man dieselbe Rechnung fttr die. Differenz (a - b) 
durch, 80 ergibt sieh: 

(a- b)'=at -2ab+ b ll• 

Setzt man die Summe (a + b) dreimal als Faktor, so folgt: 

. (a + b) . (a + b). (a + b) = (all + 2 a b + b 2) . (a + b), d. L: 
(a + b)3 = a 3 + Salb + Sab 2 + b 3• 

Auf diese Weise. entstehen eine Reihe von Formeln, 
welche bei weiteren Rechnungsarten vielfach Verwendung 
finden. Dieselben sollen in übersichtlicher Zusammenstellung 
hier angeführt werden: 

1) (a+b)2=all +2ab+b2• 

2) (a - b)2= a2 _ 2ab + b2• 

3) (a+b)3=as +3a 2b+3ab 2 +b8• 

4) (a - b)3 = a 3 - 3a2b + 3ab 2 - b3. 
5) (a + b)' = a4 + 4asb + 6a 2b2 + 4ab3 + b'. 
6)(a + b)6 = a6 + 5a'b + 10a3b2 + 10a2b8 + 5ab' + bli• 

7) a2 -b2 =(a+b)(a-b). 
8) a3+b8 =(a+b)(a2 -ab+b2). 

9) aS-bS=(a-b) (a2 -1-ab+b 2). 

10) a'-b'=(a+b) (a3-a2b+ab2 -bB). 
11) aB - a2b + abI! - bS = (a2 + b2) (a - b). 

Die unter 1) und 3) angegebenen Formeln sind gut einzu­
prägen, da sie für das Ausziehen der Quadrat- und Kubik­
wurzel von besonderer Bedeutung sind. Auch wird es sieh für 
den Leser empfehlen, sämtliche Formeln auf ihre Richtigkeit 
nachzuprüfen. 

"AufgabeD: 

1. (x + y)2; (m - n)l; (x - y)l; (p + q)l. 
2. (a+l)2; (l-x)9; (-a-b)t; (2a+5b)'. 
3. (7a-9b)2; (-24a-7n)l; (m+n) (m-n). 
4. (x+ l)(x -1) - (1 +x)(l-x); (5x+ 3y)I+(2x - 4y)·. 
5. (2x+3y)(2x-3y); (3a+8b)2+(4a+6b)'-(5a-l0b)2. 
6. (x + y)'; (m - n)l; (p + 1)'; (2x - 3y)'; (4ab +2bc)'. 
7. (3,2a~4,3b)2; (O,h-7,2y)l; (7,4a+3,2b)8. 
8. (a+ b)3+(a-- b)'; (x+ 1)8+(x-l)3. 



- 30 -

v. Division. 

36. Quotient. Die Division algebraischer Zahlen läßt sich 
darstellen durch die Gleichung: 

18 
6=3, 

in Buchstaben: 
a -=z. n 

Die. Zahl 18 oder a, welche durch eine andere zu divi­
dieren ist, heißt Dividend, die Zahl 6 oder n, durch welche 
dividierd werden soll, heißt D i v iso r , und die Zahl 3 oder z 
heißt Quotient. 

Eine durch Zahlen oder Buchstaben nur angedeutete, aber 
nicht ausgeftihrte Division, z. B. 

3 0,7. m xY. 5abc 
S; 1,2' n; ab' lSpqr' 

nennt man ebenfalls einen Quotienten. 

a-b 
x+Y *), 

37. Probe auf Richtigkeit. Jede Division ist richtig 
ausgefl1hrt, wenn Quotient und Divisor miteinander 
multipliziert den Dividenden als Produkt ergeben.**) 

Beispiele: 

12 
Ist 3 = 4, so muß auch 4-·3 = 12 sein. 

a 
" j)=c, " " " " 

12xyz = 3z 
"4xy , so muß auch 3z· 4xy = 12xyz sein. 

38. Besondere Fälle. Dividiert man eine Zahl durch 
sich selbst, so erhält man als Quotienten stetf den Wert 1. 

Beispiele: 
5 a 
5=1; a=l; 3xy = l' 

3xy , 
o 
0=1. 

*) Aus der Schreibweise des Quotienten geht hervor, daß derselbe 
als ein "Bruch" aufgefaßt werden kann. Der Dividend wird beim 
Bruch zum "Zähler", der Divisor zum "Nenner". 

*.) Kurz: Quotient mal Divisor = Dividend! 
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Dividiert man eine Zahl durch 1, so erhält man als 
Quotienten stets die Zahl selbst. 

Beispiele: 

~=5" ~=a', a+b=a+b', 3xy_3xy' 0 1 1 1 1 - 'r=O. 

Demnach kann man jede ganze Zahl als einen Bruch 
auffassen, welcher den Nenner 1 besitzt. 

Beispiele: 
3 

3=-; 
1 

x 
X--' -1' 

x-y 
x-Y=--j 

1 
5 b _ 5abc 

a c--1-. 

39. Einfluß der Vorzeichen. Mit Rücksicht auf die 
Vorzeichen sind bei der Division, ähnlich wie bei der Multi­
plikation, vier Fälle· möglich: 

1) + 15= ? 
+ 3 

2) :::!- 15 = ? 
. - 3 

3) =-15 = ? 
. + 3 
4) -15= ? 

- 3 

1) Sieht man zunächst von den Vorzeichen ab, so ist: I; = 5. Da hier sämtliche Zahlen ohne Vorzeichen erscheinen, 

so müssen sie nach Ziffer 10, S. 6) positiv sein. Damit 
ergibt sich: 

+ 15 =-t- 5 + 3 . 

Die Richtigkeit läßt sich ohne weiteres nach Ziffer 37, S.30) 
beweisen, nach welcher" Quotient mal Divis~H gleich dem 
Dividenden" sein muß. Führt man diese Probe aus, so folgt: 

(+ 5)· (+ 3) = + 15. 

Es ist also: 
+15 
+3=+5. 

Auf gleiche Weise läßt sich die Richtigkeit der Fälle 
2 bis 4) nachprllfen: 

2) +~ =-5, denn: (- 5).(- 3) = + 15. 
- 3 
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-15 
3) +- 3=-5, denn: (-5)·(+3)=-15. 

4) 1;=+5, " (+5).(-3)=-15. 

Auf das Buchstabenrechnen angewandt, ergibt sich sinn­
gemäß: 

+ab 
+a =+b, denn: (+b)·C+a)=+ab. 

+ aab = _ b, " (- b). (- a) = + ab. 

" 
(- b).(+ a) = - ab. 

" 
(+ b)·(- a) = - ab. 

In ühersichtlicher Zusammenstellung und nur auf die Vor­
zeichen bezogen erhält man alsdann: 

+ : + = -I-; in Worten: plus durch plus gibt plus. 
-I- : - = -; j, " plus " minus" minus. 
-: + = -j" " minus" plus "minus. 
-: - = -1-;" " minus·" minus" plus. 

Hieraus ergibt sich als Regel: 
a) Der Quotient zweier Größen mit gleichen VOr­

zeichen ist positiv. . 
b) Der Quotient zweier Größen mit nngleichen V or­

zeichen ist negativ. 

Beispiele: 

t~~=+4, denn: <+4). (+15)=+60. 

+36 . 
_ 6 = - 6, " (- 6) . (- 6) = + 36. 

-69 
..L 23 = - 3, " (- 3) . (+ 23) =- - 69. 

I 

-120 
_12=+10,,, <+10)·(-12)=-120. 

+ 18ab = _ 2b,,, (- 2b).(- 9a) = + 18ab. 
-9a 

-52mnp 
+13mp =-4n,,, (-4n)·(+13mp)=-52mnp. 
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4:0. Division mit Buchstabenausdrücken. Mit Buch­
stabenausdrücken ist eine Division, ähnlich der, wie sie mit 
bestimmten Zahlen ausgeführt wird, nur möglich, wenn der 
Dividend ein Viellaehes des Divisors ist, d. h. wenn der 
Dividend durch den Divisor ohne Rest teilbar ist. 

Ist dies nicht der Fall, so gestaltet sich die Division im 
allgemeinen schwierig. Man pflegt alsdauu häutig die Division 
nur anzudeuten, indem man die in Betracht kommenden Größen­
bezeichnungen in Bruchform schreibt. 

Soll die Division von a - b durch a + b nur angedeuiet 
werden, so schreibt man: 

a-b 
a+b' 

Bei der auf Seite 40 bis 43) gezeigten Partial-Division wird 
aber die Schreibweise mit dem Doppelpunkte als Divisions­
zeichen notwendig; man schreibt flir diesen Fall: . 

(a - b) : (a + b). 
Die beiden Summen müssen alsdann in Klammern gesetzt 
werden. Hieraus ist ersichtlich, 

daß die Anwendung des Bruchstriches als Divi­
sionszeichen die Klammern überfllissig macht. 
Es ist also auf die Vorzeichen besonders zu achtenl 

4:1. Besondere Fille für Dividend und Divisor. Ist 
der Dividend gleich dem Divisor, so heben sich die in den­
selben enthaltenen Zahlenausdrlicke gegenseitig; der Quotient 
wird hier stets = 1. 

Beispiele: 

7 -- = 1, denn: 1· 7 = 7'; 
7 

ab(x +y) ~ l' 
ab(x+y) - , 

3·5 ab 
3.5=1; ab=1. 

x+y+z-a=l 
x+y+z-a • 

Ist der Dividend ein. Vielfaches des Divisors, so ist die 
Division ohne weiteres- möglich; 'dieselbe geht dann ohne Rest 
auf. Haben hierbei Divideud und Divisor Faktoren gemeinsam, 
so beben sich diese gegenseitig. 

Beispiele: 

3/ = 3, denn hier hebt sich 7 gegen 7. 

a· c 
-=&, 

c " " " " c 
" 

c. 

Weicll:ert u. Stolle, Jrfascblnenrechnen ö I. Teil, I. Band •. 
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l:aa: = 4, denn hier hebt sich ab gegen ab. 

2 mnx 2 16 xy2 = 4 xy . (m + n) (p - q) _ m + n 
3m2nx = 3m; 12yz 3z ' (p - q) - • 
ab(f+g) 11. -1611. 2a 8fmn 4n 
2b(f+g)=2"; 81)-=-l); -2fgm =-g-
-12abcde 3be 36a2 b2 cfg 4abf 

-8acd =2; -27abc 2ghk=-3chk' 

x(a+b)_a+b. y(a+b)=a+b', y(a+b) 
mx - m' y a + b = y. 

Sehr zu beachten ist hierbei, daß nur Faktoren gegen­
seitig gehoben (gestrichen) werden dl1rfen. 

Niemals darf man einen Faktor gegen einen Sum­
manden heben. 

Beispiele: 

6·a·b 6·b 
Richtig: Ta = T' Hier kann a gehoben werden, da 

es im Dividenden und im Divisor als 
Faktor erscheint. 

21mnp 3p Richtig: --- = - Hier kann gekürzt und gehoben 14mnx 2 x' 
werden, . da im Dividenden und Divisor 
nur Produkte vorhanden sind. 

Falsch: 6.;.~ b 6 t b. Hier darf a nicht gehoben 

werden, da im Zähler eine Summe, 
im Nenner aber ein Produkt steht. 

Falsch: 6· ~.1 b) = 6 t b. Hier darf" a ebenfalls nicht ge­

hoben werden, da es im Dividenden zum 
Klammerausdrucke (a + b) und im 
Divisor zum Produkte 7· a gehört. 

Falsch: x ++y + z = z. Dalil ist gänzlich falsch! 
x y 

Im Dividenden und im Divisor erscheinen 
nur Summanden und nicht ein ein­
ziger Faktor! 

5lx-36y . 
Falsch: 17x-18y = 3 - 2 = 1! Gerade diese Art des KUr-

zens wird von Anfängern mit Vorliebe 
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ausgef11hrt.. Es soll deshalb hier beson­
ders gewarnt seinl*) 

Regel:Jlan darf niemals etwas aus einer Klammer 
oder aus einer Summe heraus kürzen, heben oder streichen! 

Sind Dividend und Divisor so beschaffen, daß die Division 
nicht ohne Rest möglich ist, so wird der Quotient eine Zahl, 
welcher noch die Eigenschaft weiterer Division anhaftet. Eine 
solche Zahl heißt ein Bruch. 

Über die beim Rechnen mit Br11chen zu beachtenden 
Regeln vgI. Seite 44 bis 59). 

42. Division einer Summe durch eine Zahl. Ist der 
Dividend eine algebraische Summe, der Divisor aber eine 
ganze Zahl, so fI1hrt man die Division ans, indem man 
unter Berttcksichtigung der Vorzeichen jedes Glied der 
Summe durch diese Zahl dividiert und die so erhaltenen 
Quotienten, entsprechend den bei dieser Division sich ergebenden 
Vorzeichen, addiert. **) 

Beislliele: 

m+n=~+~. x+y =~+[ 
3 3 3' a a a' 

ab+ac+ad =ab + ac + ad=b+c+d. 
a a a a 

a+b-c+d=~+~_~+~ 
f f f f f' 

-a+b+c~d=~_~_!+~ 
-n n n n n 

25axy+10ax=25axy +10ax=s +2 
5ax Sax 5ax y . 

12 acfg - 4 afg + 5fgh = 12 acfg. ~~ + 5 fg~ _ 
4abfg 4 abfg 4 abfg 4 abfg-

=3C_!.+ 5h 
b b 4ab' 

43. Herausschreiben des gemeinschaftlichen Faktors. 
Vor der Besprechung der Division einer Summe durch eine 
audere Summe soll hier das »Herausschreiben oder Aus-

*) Über die richtige Lasung derartiger Aufgaben vgl. S. 40, 
Ziffer 44 A j Beispiele. 

**) Erscheinen hierbei gleichartige Größen, so werden dieselben 
zllsammengefa/3t. . 

S· 
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klammern des gemeinsc.haftlichen Faktors" erklärt 
werden. 

Ebenso oft wie der Fall eintritt, eine Summe mit einer 
anderen Summe zu multiplizieren, kommt der umgekehrte ItaH 
vor: eine Summe in Faktoren zu zerlegeD, also in ein 
Produkt zu verwandeln. 

In Ziffer 33a, S. 24) wurde eine Summe (a + b + c) mit 
einer Zahl d multipliziert; das ergab: 

d· (a + b + c) = ad + bd+ cd. 
Vertauscht man die Seiten dieser Gleichung, so erhält man *): 

ad+ bd+ cd= d·(a+ b + c). 
Entsprechend wtlrde man erhalten: 

nx-ny+nz=n. (x-y+z). 
Hieraus läßt sich folgende Regel ableiten: 
Besitzen mehrere durch Vorzeichen miteinander verbundene 

Produkte einen oder mehrere Faktoren gemeinschaftiich) so 
kann man diesen bzw. diese als sog. "gemeinschaftlichen 
Faktor herausschreiben" oderf wie man auch sagt: naus­
klammern". 

Dies geschieht, indem man den gemeinschaftlichen 
Faktor vor eine Klammer setzt und in diese Klammer 
von allen mit dem gemeinschaftlichen Faktor be­
hafteten Gliedern das stellt, was sich nach Division 
derselben durch den gemeinschaftlichen Faktor ergibt. 

A} Die Vorzeichen der einzelnen Glieder bleiben 
hierbei zunächst unverändert. 

a) Gegeben: 7 x + 7 y; der gemeinschaftliche Faktor soll 
herausgeschrieben werden. Derselbe ist = 7. Dividiert man 
7x und + 7y durch 7, so erhält man x und + y. Der vor­
stehenden' Regel gemäß folgt alsdann: 

7x+ 7y = 7 (x + y)**). 
b) Gegeben: 5a - 5b. Gemeinschaftlicher Faktor = 6; 

die Division durch diesen ergibt: a - b. Mithin: 
5a- 5b = 5 (a- b). 

c) Gegeben: ab + ac. Die Produkte ab und ae haben 
a als Faktor gemeinsam, a muß demnach ausgeklammert 
werden. Das ergibt: 

ab + ac= a(b + cl. 

*) V gl. Ziffer SS a, S. 24 . 
• *) Die Richtigkeit der Beispiele unter a, bund c) ist sofort er­

wiesen, wenn man die rechten Seiten der entstandenen Gleichungen 
ausmultipliziert. 
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d) Sehr zu beachten sind hierbei diejenigen Glieder, welche 
einen geschriebenen Koeffizienten nicht besitzen. Diese 
Glieder sind stets als mit dem Koeffizienten 1 behaftet 
zu betrachten.*) 

Soll demnach aus 9 am - m der gemeinschaftliche Faktor m 
herausgeschrieben werden, so setze man zunächst: 

9am-m=9am-l·m. 

Hieraus ergibt sich alsdann nach der vorstehenden Regel: 
9am -1m = m (9a-1). 

Beispiele: 

x+mx+nx=x(1 + m+n). 
6a + 12ab - 54acx = 6a (1 + 2b - 9cx). 
24bmnz - 32bny + 8bn = 8bn (3mz - 4y + 1). 

Die letzten beiden Beispiele zeigen, daß mehrere Faktoren 
zugleich ausgeklammert werden können. 

e) Daß auch Summen als gemeinschaftliche Faktoreb 
herausgeschrieben werden können, zeigen die folgenden 

Beispiele: 
x (a + b) - Y (a + b) =? 

Der gemeinschaftliche Faktor ist (8 + b). Mithin: 
x (a + b) - y (a + b) = (a + b) (x - y).**) 
(x + y) (3a T 5b) + (x + y) (a + 2b) = 
(x + y) 'l(3a + 5 b) + (a + 2b)] = 
(x + y). [3a + 5b + a + 2b] = (x + y) (4a + 7b). 

f) Vielfach mtlssen die Glieder einer Summe zum Zwecke 
des Hersusschreibens des gemeinschaftlichen Faktors in be­
sonderer Weise zusammengefaßt bzw. angeordnet werden. 

Beispiele: 
ac + ad + bc + bd =? 

In dieser Summe läßt sich aus dem ersten und zweiten 
Gliede der Faktor a, aus dem dritten und vierten Gliede der 
Faktor b herausschreiben: 

ac + ad + bc + bd - a (c + d) + b (c + d). 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist der gemein­

schaftliche Faktor (c + d), mithin: 
ac + ad + bc + bd = (c + d) (8 + b), oder 

= (a + b) (c + d).***) 

*) V gl. Ziffer 5, S. 3 . 
•• ) " ,,34,. 26. 

***). ,,28,. 19. 
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Dieselbe Aufgabe läßt sich noch in anderer Form lösen, 
wenn man das zweite Glied mit dem dritten vertauscht. Setzt man 

ae + ad + bc + bd = ac + bc + ad + bd, 

so erhält man, wenn man wieder das erste und zweite, sowie 
das dritte und vierte Glied zusammenfaßt: 

ac + hc + ad + bd = c (a + b) + d (a + b), d. L: 
= (a + b) (c + d). 

ae - ad + bc - bd = a (c - d) + b (c - d), oder 
= (c - d) (a + b), d. i.: 
= (a + b) (c - d). 

ax+5y-3x+ by = ax - 3x+ 5y + by, d. i.: 
= x (a - 3) + y (5 + b). 

2ax - 3 by - 2bx + 3ay = 2ax - 2bx + 3ay - 3by, oder 
=2x(a-b)+3y(a-b), d. i.: 
= (a -.b) (2x + 3y). 

g) Ist ein Faktor nicht allen vorhandenen Gliedern 
gemeinsam, so müssen diejenigen, welche den gemeinschaft­
lichen Faktor besitzen, zunächst vor dem Herausschreiben des­
selben entsprechend angeordnet werden. 

Beispiele: 
3a+nb +nc+nd=? 

Der gemeinsame Faktor n gehört nur zu den letzten' drei 
Gliedern der gegebenen Summe; das erste Glied 3a muß dem­
nach unverändert stehen bleiben. Damit ergibt sich: 

3a+nb +nc +nd = 3a+n. (b + c + d). 
12m+14ab-21ac = 12m + 7a(2b - 3c). 
6z + (a - 2b) (2x - 3y) + 5p + (a - 2b) (3x - 4y). 

Ausdruck für das Ausklammern geordnet: 
5p + 6z + (a - 2b) (2x - 3y) + (a - 2b) (3x - 4y). 

Gemeinschaftlicher Faktor der letzten beiden Glieder: 
(a - 2b), folglich: 

5p + 6z + (a - 2b) f(2x - 3y) + (31( - 4y)] = 
5p + 6z + (a - 2b) [2x - 3y + 3x.,.... 4YJ = 
5p + 6z + (a - 2b) (5x - 7y). 

B) Die Vorz-eichen der einzelnen Glieder ändern 
sich beim Ausklammern des gemeinschaftlichenFaktors. 

Steht vor dem ersten mehrerer Produkte, aus welchen 
ein gemeinschaftlicher Faktor herausgeschrieben werden soll, 
ein Minuszeiehen, so setze man naeh diesem Minus­
zeichen zunächst eine Klammer, in die sämtliche Produkte, 



- 39 -

welche den gemeinschaftlichen Faktor enthalten, -tnit ent­
gegengesetzten Vorzeichen aufzunehmen sind. 

Aus dem auf diese Weise gebildeten Klammer­
werte ist dann erst der gemeinschahliohe Faktor 
herauszusehreiben. . 

Beispiele: 
ao + ad - bo - bd = ac + ad - (be + bd), d. i.: 

= a (0 + d) - b (c + d), mitbin: 
= (c + d) (a -b) oder 
= (a - b) (c + d). 

ac- ad-bc+ bd = ac - ad-(bc- bd). 
== a (0 - d) - b (0 - d). 
= (a - b) (c - d). 

2ax- 5ay+a- 2bx+ 5by---, b == 
2ax -5ay + a- (2bx-5by + b) = 
a(2x-5y + 1)- b (2x- 5y+l) = 

= (a - b) (2x - 5y + 1). 
x-yz-ya+yb = x-(yz+ya-yb) =x-y(z+a-b). 
5ax- 3by+6bz= 5ax-(3by - 6hz) =5ax-3b(y-2z). 
m-na-nb+nc=m-(na+nb-nc) =m-n(a+b-o). 

Wie sebr sieh ein Zahlen ausdruck durch Faktorenzerlegung 
vereinfachen läßt, zeigt folgendes Beispiel: 
axy - ·ayll_ x2y + xyll + axz - ayz - xllz + xyz = 
axy - ayy - xxy +xyy + axz - ayz - xxz + xyz =_ 
ay(x - y) - xy(x - y) + az(x-y) -xz(x-y) == 
(x - y) (ay - xy+az-xz)=(x-y)[y(a-x)+z (a-x)] == 
~-~~-~~+~=~-~~~~(y+~== 
(a - x) (x - y) (y + z). 
A.ufgaben: 
1. 7a+7b; 5y-52;; am+bm; nx-ny; gx-xz. 
2. 4x-4; y-5y; ax-x; mx-nx+x. 
3.abx+aby-abz; x+x2 ; a2 -a; 5c-4ac+3bc. 
4. 25l:y+30mn - 45ab; atb +c)+ d (b + c) = (a+d) (b + cl. 
5. a(x - y) - b(x - y); (x +y)(a+2b)+(x+y)(3a+ 5b). 
6. 7a+ 18xy+27xz= 7a+9x(2y+3z); 12m -14ab+21ac. 
7. ax-bx+cx-dx; am-ap+ax-ay+az. 
8.am+bm+cmtan+bn+cn; 24ap - 36aq - 35rx - 42ry. 
9. ac+ad+ bc+ d= a(c+d)+ b (c+d) = (a+ b)(c+d). 

10. pr-ps-qr+qs; 2ax+3bx-2ay-3by. 
11. u+cx-cy+dx-dy+ex-ey. 
12. 90x' -25ax-288bx+80ab; 9lx l -1l2mx+65nx-80mn. 
13. (x-y) (3a+4b) - (4a - 5b) (x - y)+(x - y) (28 - 8b). 
14. 7(a....,...2b)(2x - 3y) - 5(a- 2b) (3x -4y). 

44. Division einer Sqmme durch eine andere Summe. 
Soll eine Summe durch eine andere Summe dividiert werden, 
80 kann man zwei Wege einschlagen: 

A) Den Weg der Faktorenzerlegung. 
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Hierbei vereinfacht man die Zahlenausdr11cke im Dividenden 
und im Divisor dadurch, daß man nach dem vorstehend an­
gegebenen Verfahren gemeinschaftliche Faktoren herausschreibt. 
Erhalten hierbei Dividend und Divisor gleiche Faktoren, 80 
heben sich diese gegenseitig. (Vgl. Ziffer 41, S. 33.) 

Beispiele: 

9a- 9b _ 9(a- b) -~-3' 
3a-3b-3(a-b)-3- , 

Aus diesen beiden Beispielen ist ersichtlich, daß man die 
Summen im Dividenden und im DiVisor erst in Produkte 
verwandeln muß, bevor man Faktoren heben oder kürzen kann. 

ab+b 2 _ ab+bb _ b(a+b) _ a+b * 
4by- b2 - 4by- bb -b (4y- b) - 4y- b' ) 

ax-a a(x-l) x-I 
---= =--.*) 
a-ay a(l-y) l-y 

a 2 -a_ a 2 -a _ a(a+ 1) __ a_.** 
l-a2 -12 -a2 -(I+a)(I-a)-I-a) 

n-n 2 n(l-n) 1 
San - 3an2 = 3an (1- n) = 3a' 

A.ufgaben: 
ax+bx-cx. ps+qs+rs. ax+x'. 14a'-7ab 

1. az+bz-cz' pn+qn+rn' 3bx+cx' IOac-5bc' 
ac-bcx-cz 6ac+9bc-5c l 5a ' -5ax 

2. 9bcz-cz; 12adf+18bdf-IOcdf; a"-xl' 
6ac+l0bc+9ad+15bd bm+am+an+bn 

3. 6c2+9cd-2c-3d ; 2f+2fx+a+ax' 
4an-3bn-n2 • al +2ab+b' -c'+2cd-d' 

4. 8amz-6bmz-2nmz' a2+2ac-b2+2bd+cl-dl' 

Diese Rechnungsart erfordert jedoch sehr viel Übung j 
allgemeine Regeln lassen sich für dieselbe nur schwer geben. 

B) Den Weg der Partial-Division. 
Trotzdem die Partial-Division in der Praxis wenig ange­

wendet wird, soll sie an dieser Stelle, lediglich der Vollständig­
keit halber, angeführt werden. Hierbei verfährt man, ähnlich 
wie bei bestimmten Zahlen, folgendermaßen: 

Man ordnet die Glieder des Dividenden und des Divisors 
in alphabetischer Reihenfolge und dividiert das erste Glied des 
Dividenden durch das erste Glied des Divisors; das erhaltene 
Resultat bildet das erste Glied des Quotienten. 

Mit diesem Quotienten multipliziert man den ganzen 
Divisor und subtrahiert das so m-haltene Produkt vom Divi-

*) V gl. S. 33, Ziffer 40. Die Klammern fallen im Resultat fort. 
**) " ,,29, " 35; Formel 7. 
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denden. Bleibt nach dieser Subtraktion ein Rest nicht 
übrig, so ist die Division hiermit beendet 

Entsteht aber ein Rest, so nimmt man von der Dividenden­
Summe neue Glieder herunter und dividiert nunmehr das 
erste Glied des Restes durch das erste Glied des Divisors. 
Das erhalteue Resultat bildet das zweite Glied des Quotienten, 
mit welchem man ebenfalls wieder den ga n zen Divisor 
multipliziert; das so erhaltene Produkt wird vom Dividenden 
subtrahiert. 

Solange noch Glieder aus der Dividenden-Summe herunter­
genommen werden können, ist das Verfahren im gleichen Sinne 
fortzusetzen. 

1. Beispiel. Dividend. Divis. Quotient. 
,.. ~-"""-

(ac-bc+ad-bd):' (a-b)=c+d. 
ac - bc . . . . . Subtrahend 

" 
+ ..... Vorzeichen umgekehrt 

" +. ad - b d Rest oder neuer Dividend 
+ ad - b d Subtrahend 

._+.L.-_ Vorzeichen umgekehrt 
" Rest. 

Als Erklärung für den in Beispiel 1) dargestellten Rech­
nungsvorgang diene das folgende: 

Man dividiert das erste Glied ac des Dividenden durch 

das erste Glied a des Divisors; das ergibt: ac = e. Dieses c 
a 

ist das erste Glied des Quotienten, mit welchem nun der ganze 
Divisor (a- b) multipliziert wird; das ergibt: ae - bc. Dieser 
Wert ist vom Dividenden zu subtrahieren, indem man gleich­
artige Glieder untereinander schreibt und entspr. Ziffer 25, S. 17) 
die Vorzeichen umkehrt. Damit heben sich die ersten beiden 
Glieder des Dividenden heraus. Jetzt nimmt man die übrig 
gebliebenen Glieder + ad - bd des Dividenden unter den 
Subtraktionsstrich; sie bilden hier den Rest und damit zugleich 
den neuen Dividenden. Dessen erstes Glied + ad dividiert 
man durch das erste Glied a des Quotienten 1lnd erhält: "t :d = + d. Dieses + d bildet das zweite Glied de.s Quotienten, 

mit welchem nun wiederum der ganze Divisor multipliziert wird; 
das ergibt: ad - bd. Dieser Wert ist von dem vorhandenen 
Rest + ad - bd zu subtrahieren, indem man gleichartige 
Glieder untereinander schreibt und die Vorzeichen umkehrt. 
Auch diese Glieder heben sieh gegenseitig auf und der Rest 
der gesamten DiVision ist = Null. Die Division geht also auf. 

In genau entsprechender Weise sind die folgenden Bei 
spiele zu behandeln. 
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" -ad- bd 

-ad-bd 
+ + 

" 

Rest oder neuer Dividend; 
hierbei ist jetzt - ad 
durch a zu dividieren also: 

- ad 
--=-d! 
+a­

Subtrahend 
Vorzeichen umgekehrt 
Rest. 

(35nx - 2hz + 40ny - 24yz): (5n - 3z) = 7x + 8y. 
35nx-2hz 

+ 
" 

• +40ny - 24yz 
+40ny-24yz 

+ 
4. Beispiel.*) . " (4x 2 +12xy+9yl) :(2x+3y)= 

(4xx + 12xy + 9yy): (2x + 3y) = 2x + 3y. 
4xx+ 6xy 

+ 6xy+9yy 
6xy+9yy 

" 5. Beispiel. 
(14af - 21 bf+ 7cf+ 6ag - 9bg+ Scg): (7f+Sg) = 2a - Sb+ c. 
14af +6ag 

" -21bf+7cf • -9bg+Scg 
-9bg -21bf 

+ 
+7cf 
+7cf 

" 

+ 

6. Beispiel. 
(8+10m-27mm+6mmm) :(4-m)=2+3m- 6mm. 
8- 2m 
+ 
+12m-27mm+6mmm 
+12m- 3mm 

+ 
" -24mm+6mmm 

-24mm+6mmm 
+ 

" " 
*) Die hier erscheinenden Potenzen sind der größeren Deutlich­

keit wegen nochmals als einzelne Faktoren geschriellen. 
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7. Beispiel.*) 
(4x3 +4xI - 29x+21): (2x - S) = 
(4xxx + 4xx - 29x + 21) : (2x - 3) = 2xx + 5x - 7. 
4xxx-6xx =2x2 +5x-7. 

+ 
n + lOxx - 29x+21 

+10xx-15x 
+ 

" -14xt21 
-14x 21 
+ 

n » 

8. Beispie1.*) (6b2 - bc- c2 + bx): (Sb +c) = 
(6bb- bc- cc+ bx): (Sb+c) =2b - c. 
6bb +2bc 

» -Sbc-cc+bx 
-Sbc-cc 
+ + 

n » Rest + bx. 

Die Division geht hier nicht auf; der Rest bx wäre demnach noch 
weiter durch (Sb t c) zu dividieren. Bricht man dIe Division hier ab, 
so sind Rest un Divisor in Bruchform dem bit! jetzt erhaltenen 
Quotienten 2b - c anzuhängen und heißt letzterer nunmehr: 

bx 
2b-c+ 3b + c'**) 

9. Beispiel.*) l:(I-b)=I+b+b~tb~b+ ... . 
I-b -1+b+b b + .. .. 

-+ 

» +bb 
+bb-bbb 

+ 
» 

Wie man sieht, wird hier die Division nie aufgehen; man kann 
dieselbe demnach unendlich weit fortsetzen. 

Aufgaben: 
I. (ac - bc): (a - b); (3xy - 4xz): (3y - 4z). 
2. (a2 +2ab+ b2): (a+ b); (m2 -2mn+n2): (m- n). 
3. (ac+bcfad+bd):(a+b); (15t2a-8a2):(3-2a). 
4. (8ac+20oc+6ad+15bd):(4e+ d). 
5. (6ax + 15bx - 9cx+ 8ay - 20by -12cy): (3x+4y). 
6. (12m2 - 51mn - 24mp + 54n2 + 48np): (3m - 6n). 

*) Die hier erscheinenden Potenzen sind der größeren Deutlich­
keit wegen noeh;na18 als einzelne Faktoren g.eschrieben. 

**) Also genau wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen! 
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7. (35a' +24ab-15ac+4b' - 6bc): (5a+2b). 
8. (Xl_yl- 2yz -Zl): (x - y - z); (x' + y,> : (%+y). 
9. (a'+ hb + b' - Cl): (a + b - cl. 

10. (0,06x' + O,Olxy - 0,18:xz -18,2yl + 13,57yz - 2,4z' ): (O,3x­
- 5,21 + 1,5.z) = 0,2 x + 3,5y -1,6z. 

45. Division eines Produktes. Ein Produkt wird durch 
eine Zahl dividiert, indem man nur einen Faktor dividiert und 
den erhaltenen Quotienten mit dem anderen Faktor multipliziert. 

Beispiele: 
9·6 9 . 
3=3.6=3.6=18; oder auch: 

9·6 6 
3=9'3=9.2=18. 

Auch hier machen Anfänger gern den gleichen Fehler wie 
bei der Multiplikation,*) indem sie jeden Faktor des Produktes 
durch die Zahl dividieren: 

9·6 9 6 
-=-·-=3·2=6. 3 3 3 

Das ist natürlich grundfalsch! Es darf nur 1 Faktor 
di vidiert werden. 

a.b=~.b=!?.a. 
c c c 

36ab 36 ab b *'" 9-="9· ab =4abj l)=j).a=1.a=a. ) 

27mn 27 m 
--=-·-·n=3·1·n=3n. 9m 9 m 
m.(x+l) = m. x + 1 =m.1=m. 

x+l x+1 

46. Der algebraische Bruch. Bei dem Rechnen mit 
Brtichen, welche aus Buehstabengrößen bestehen, verfahre 
man genau nach den ftir das Rechnen mit gewöhnlichen 
Brtichen aufgestellten Grundregeln, jedoch unter Be­
rücksichtigung der Vorzeichen. ***) 

Ein aus Buchstaben gebildeter Bruch besteht, genau wie 
ein gewöhnlicher Bruch, aus Zähler und Nenner, beide getrennt 
durch den Bruchstrich. t) 

*) Vgl. S. 19, Ziffer 28. 
*"')" "30, " 38 und S. 3, Ziffer 5 . 

•• *)" ,,21, " 31 " ,,31, • 39. 
tl Faßt man jeden Bruch als eine nur angedeutete Division auf 

80 wird der ZAhler zum Dividenden und der Nenner zum 
Divisor. (Vgl. S. 30, FWlnote.) 
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Ein einfacher algebraischer Bruch hat die Form: 
a. ax. +m. -abc. -p 
b' by' -n' +xyz' -r· 

Ein zusammengesetzter algebraischer Bruch hat 
die Form: 

a+b. m-n 3a+5b-7c 
x- y' a-x+z' 6mn-9xz· 

Während beim bürgerlichen Rechnen mit Brllooen Vor­
zeichen im Zähler und Nenner nicht vorkommen, ist denselben 
bei den algebraischen Brüchen besondere Aufmerksamkeit zu 
widmen. 

Eine algebraische gemischte Zahl hat die Form: 
x b 

a+~; a---. 
y x-z 

Bei der algebraischen gemischten Zahl kann der an 
die ganze Zahl angehängte Bruch sowohl ein positives als 
auch ein negatives Vorzeichen besitzen. Die hier an­
genommene Zahl a muß in jedem Falle eine.ganze Zahl sein. 

47. Ilie algebraische gemischte Zahl. Eine gemischte 
Zahl wird in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, indem man 
die ganze Zahl mit dem Nenner des Bruches multipliziert, zu 
dem so erhaltenen Produkte den Zähler des Brnches,seinem 
Vorzeichen entsprechend, addiert und das Ganze durch den 
Nenner des Bruches dividiert. 

Beispiele: 
2·3 + 1 7 2 3·5 - 2 13 

*) 3+!-= 2 =2"; 5- 3 = 3 =3· 
9+n _9m+n. x ay-x 

m --m--' a- y= y . 

a-b xc-(a-b) -a+b+cx 
x---= = . c c c 

xz x(z+l)-xz xz+x-xz x 
x- z + 1 = z+1 = z+1 =z+1" 

._3 __ 4=3-4(a+b) =3-4a-4b 
a+b a+b a+b· 

+ + a (x+y)(b-c)+a bx+by-cx-cy+a 
x y --= b-c b-c b-c 

.) Bei den aus bestimmten Zahlen gebildeten gemischten Zahlen 
läßt man das Vorzeichen zwischen der ganzen Zahl und dem Bruche 
weg; man schreibt also 

nicht: 3 + t und 5 -1. sondern: si und ·H! 
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Wird eine gemischte Zahl in einen gewöhnlichen Bruch 
verwandelt, so sagt man, dieselbe wird "eingerichtet". 

Muß mit gemischten Zahlen gerechnet werden,. so ist es 
in jedem Falle zn empfehlen, dieselben vor Beginn der eigent­
lichen Rechnung einzurichten. 

Aufgaben: 
Es sind in gewGhnliche Brüche zu verwandeln: 

b 8a 1 m m 
1. a+-j h+~b; x+-; 1--; 1--+-. c " c n m n 

4a-51>. x l +2xy+y2 (a-b)Z 
2.8+ 2a + 3b, x- x+y ; -lab--1. 

3 a-~' ~-8' 8e -3' 4a(b+2c)+4ab 
. x+y' 2a-b ' 5b-2c' z . 

4 1 + (a + b)l. a b + x - y 
. 4ab' x- y - b+c; a- c- m+ n' 

48. Erweitern eines Bruches. Ein Bruch wird er­
weitert, indem man Zähler und Nenner mit ein und d.er­
selben Zahl mültiplizi.ert. 

Beispiele: 

5 5 . 3 15 8 3 . x a a . m 
8:;=8-8=24; 4= 4.x; i)=b.m-

5x- 3y (5x - 3y)· 8a 40ax - 24ay 
7b = 7b·8a = 56ab • 

Das Erweitern der Brllche findet hauptsächlich Anwendung' 
beim Gleichnamigmachen derselben. (Vgl. Ziffer 52, S .. 49.) 

Einen besonderen Fall bildet das Erweitern eines Bruches 
mit - 1. 

3 3·(-1) -3 a a.(-1) -a 
'[=7.(-1)=-7; i)=b.( 1)=-b' 

Aus den letzten beiden Beispielen' geht. hervor, daß 

+3 -3 +a -&. + 7 = _ 7 uud + b = _ bist. 

Man kann demnach die Vorzeichen im Zähler und Nenner 
eines Bruches in die entgegengesetzten verwandeln, ohne an 
dem Wert des Bruches etwas zu ändern. 

Besitzen jedoch Zähler und Nenner eines Bruches be­
sondere Vorzeichen, so läßt man den Bruch nicht in dieser 
Form stehen; man faßt die Vorzeichen nach den Regeln in 
Ziffer 39, S. 32) zu einem einzigen zusammen, welches als­
dann vor den Bruchstrich gesetzt wird. 
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Beispiele: 
+5 . 5 
+8=+8; 

-5 5 
+8=-8; 

+x x. 
+y=+y' 

+ 5 5 
':"'-8=-8; 

- 5 5 
-8=+8' 

+x x. -=--, 
-y y. 

-x x -x x 
+y==-y; -y=+y' 

~+ - d+~+ - x=~+(_~)+(_~)+(+~)= 
b e -y -z bey z 

a d x x 
=j)-e-y+z'*) 

- (a + b) _ a + b **). 29 a b 29 a 
+(a-b)--a-b' -36bc--36c' 

49. Kürzen oder Heben eines Bruches. Ein Bruch 
wird gekUrzi oder gehoben, indem man Zähler und Nenner 
durch ein und dieselbe Zahl dividiert. 

Beispiele: 
18 18:3 6 
-=--=--' 
39 39:3 13' 
25nxy 5n 
35xyz =fi; 

a a:n 
c= c:n' 

abc 1 
5abcn = 50; 

a(x-y) a 
b(x-y) =j)' 

Die letzten drei Beispiele zeigen, daß das Heben gleicher 
Faktoren in Zähler lind Nenner mit in Betracht kommt. Auch 
wird das in Ziffer 43, Seite 35) über das Herausschreiben 
des gemeinschaftlichen Faktors Gesagte zu beachten sein. 

Beispiele: 
ax+bx_(a+b)x_a+b. aS+ab a(a+b) a+b 

mx -mx --m'. a S - ab a(a-b) a-b 

(a+b)1I (a+b)(a+b)_a+b***) 
all -b2 (a+b)(a-b)-a-b·· 

aS - b8 = (a- b)(a2 + ab+ b2) = a2 + ab + b2 .***) 
a 2 _b 2 (a+'b) (a-b) a+b· 

*) Vgl. S. 11, Ziffer 18a. 
**) " ,,83, " 40. 

***) n ,,2il, " 85; 1, 7 und 9. 
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mx-m-x+1 
(m _1)2 

mx-x-m+l x(m-l)-(m-l) 
~--'--~-:7-;"'---"-= 

(m - 1)2 (m - 1)2 
(rn-I) (x-1) x-I 

0= (m-l)(m-1) = m- r 
Durch das Kürzen oder Heben der Brllche läßt sich der 

Wed jedes Bruches in kleineren Zahlen Ilngeben. 
Ein von Anfängern gern nnd viel gemachter Fehler ist 

der, den Wert eines Bruches, dessen Zähler und Nenner sich 
beim Kllrzen restlos heben, = Null zu setzen. 

Beispiele: 

Falsch: 24·7·39 -= O. 
12·14·13·3 

, 24,7·39 
Richtig: 12.14.13.3 = 1. 

6ab·14xy 
Falsch: 7xy.12ab =0. 

R' ht· 6ab.14xy 1 
IC 19: 7xy.12ab = . 

Daß bei restlosem Kttrzen das Ergebnis nur = 1 sein 
kann, geht bereits aus den Erklärungen in Ziffer 38, S. 30) 
und Ziffer 41, S. 33) hervor I 

50. Der Doppelbruch. ,In Ziffer 49) war das Beispiel 
18 18:3 
39 - 39:3 

angeftlhrt. Schreibt man Zähler und Nenner der rechten Seite 
dieser Gleichung in Bruchform, so erhält man: 

in Buchstaben: 

18 
18: 3 "3 
39:3 =39' 

3" 

a 
a:n n -=-. c:n c 

n 

Ein Bruch, dessen Zähler und Nenner wieder Brllche sind, 
heißt ein Doppelbruch. 
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Die Schreibweise des Doppelbruches deutet an, .~aß ein 
Bruch durch einen anderen dividiert werden soll. Uber die 
Ausführung dieses Recbnungsverfahrens ist in Ziffer 56, S. 57) 
das Erforderliche nachzulesen. 

51. Gleichnamige und ungleichnamige BrUche. Brüche 
sind entweder gleichnamig oder ungleichnamig. Sie sind 
gleichnamig, wenn sie genau denselben Nenner besitzen; sie 
sind ungleichnamig, wenn dies nicht der Fall ist. 

Gleichnamige BrUche sind: 
3 17. 13 21. a c. mn pq. 
20· und 20' 4 und 4' bund b' xy und xy' 

fgx-y-z -+- und + . n m n m 
Ungleichnamige BrUche sind: 

5 3 38 27 a c x Y z und abc. 
8" und 7; 5 und 2; bund iI; pqr mn' 

rs pq 
-- und --. 
x+z m-n 

52. Gleichnamigmachen der BrUche. Ungleichnamige 
Brüche müssen, damit sie addiert oder subtrahiert werden 
können, gleichnamig gemacht werden. 

Ungleichnamige Brüche werden gleichnamig gemacht, in­
dem man ihren Hauptnenner feststellt. 

Der Hauptnenner von bestimmten Zahlen ist diejenige 
kleinste Zahl, in welcher sämtliche Nenner gleichnamig zu 
machender Brüche bei der Division ohne Rest enthalten sind. 

Sind z. B. die Zahlen 5 und 7 als Nenner gegeben, so 
ist deren Hauptnenner = 35, denn die Division der Zahl 35 
durch 5 und 7 geht ohne Rest auf. 

Sind die Zahlen 4, 6 und 20 als Nenner gegeben, so ist 
die Zahl 60 der Hauptnenner, denn 60 ist die kleinste Zahl, 
in der 4, 6 und 20 ohne Rest ~nthalten sind. Für die Nenner 
3, 9, 7 und 14 ist 126 der Hauptnenner. 

Ist der Hauptnenner bekannt, so dividiert man mit dem 
Nenner jedes einzelnen Bruches in diesen Hauptnenner und 
multipliziert mit der so erhaltenen Zahl den zu dem be­
treffenden Nenner gehörenden Zähler. 

Die erhaltenen Produkte bilden alsdann die Zähler der 
gleichnamig gemachten Brüche, deren gemeinschaftlicher Nenner 
der Hauptnenner wird. 

Bei Buchstabengrößen ist der Hauptnenner genau 
ebenso die kleinste Zahl, in welcher sämtliche Nenner bei 
der Division ohne Rest enthalten sein müssen. 

Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen; I. Teil, I. Band. 4 
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Im Hauptnenner von einzelnen Buchstaben oder 
von Buchstabcnverbindnngen darf jeder Buchstabe 
oder jede Buchstabenverbindung nur einmal vor­
kommen. 

Für die Nenner a und b ist das Produkt a • b, für die 
Nenner a, bund c ist das Produkt 8 b e der Hauptnenner. 

Die Nenner 5 ab, a c, a d, a e haben das Produkt f> abc d e, 
und die Größen ab, (x + y), 30 (m - n) den Zahlenwtrt 
30· ab· (x + y). (m - n) zum Hauptnenner. 

1. Bei s pie 1. Die Brüche ~ und 172' sollen gleichnamig 

gemacht werden. 
Der Hauptnenner ist = 36. Dividiert man mit dem 

Nenner 9 des ersten Bruches in den Hauptnenner 36, so er-

gibt sich der Quotient ~~ = 4. Multipliziert man mit dieser 

4 den zugehörigen Zähler 5, und setzt man unter das erhaltene 
Produkt 4· 5 = 20 den Hauptnenner 36, so erhält man an 

Stelle des Bruches % den gleichwertigen Bruch ~~. 

Verfährt man mit dem zweiten Bruche 172 auf gleiche 

Weise, so erhält man den gleichwertigen Bruch ~~. Die Brüche 

~ und 172 ergeben somit, gleichnamig gemacht, die Werte: 

20 21 
36 und ~6' 

5 
Im vorliegenden Falle ist demnach der Bruch 9 mit 4, 

der Bruch 172 mit 3 erweitert worden: 

5 1) • 4 20 7 7 . 3 21 * 
9=9--:4= 36' 12= 12·3 = 36") 

2. Bei s pie 1. Die Brüche i und i sollen gleichnamig 

gemacht werden. 
Der Hauptnenner ist = b d. Dividiert man mit dem Nenner 

b des ersten Bruches in den Hauptnenner b d, so ergibt sich 

der Quotient bbd = d. Multipliziert man mit diesem d den 

*) V gl. S. 46, Ziffer 48. 
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zugehörigen Zähler a, und setzt man unter das erhaltene 
Produkt a d den Hauptnenner b d, so erhält man an Stelle 

des Bruches i den gleichwertigen Bruch : ~. 

Verfährt man roit dem zweiten Bruche i auf gleiche 

Weise, so erhält man den gleichwertigen Bruch : ~, Die Brüche 

a c 
- und - ergeben somit, gleichnamig gemacht, die Werte: 
b d 

ad bc 
bd und bd' 

Im vorliegenden Falle ist der Bruch ~ mit d, der BruM 

c . b . d er nnt erweItert wor en: 

a a.d ad c c,b bc 
j)-·b.d=bd; d=d.b=bd· 

3. Beispiel. Die Brtlche i, i, T und ~ sind gleich­

namig zu machen. 

Der Hauptnenner ist, da jeder Buchstabe nur einmal in 
demselben vorkommen darf = b d f h. Dividiert man mit 
dem Nenner b des ersten Bruches in diesen Hauptnenner, so 

erhält man b ~f h = d f h. Multipliziert man mit d f h den Zähler 

a und schreibt man unter dieses Produkt den Hauptnenner, so 

erhält man fltr den Bruch ~ den gleichwertigen Bruch 

::: ~, Verfährt man mit den anderen Brtlchen in gleicher 

Weise, so ergibt sich: 
a adfh c cbfh e ebdh g gbdf 
j)=bdfh; (I=iidfh; T=bdlli; il=bdfh 

4. Beispiel. Die Brtlche ·J..!>-b und ~ sind gleichnamig a- x 
zu machen. 

Hauptnenner = (a - b) x, Denselben durch den Nenner 

B h d· 'd' 'bt (a-b),x M' d' des ersten ruc es lVI lert, ergl : b = x. lt leesm a-
x den Zähler 16 multipliziert, folgt: 

4* 
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16 16· x 
a- b =(a- b).x· 

Den Hauptnenner durch den Nenner x des zweiten Bruches 

dividiert, ergiht: (a - b) x == (a _ b). Mit diesem (a - b) den 
x 

Zähler 9 multipliziert, folgt: ~ = 9 t -:))-. Mithin: 
x x a-

~+~= 16x +9(a-b) 
a- b x (a- b)x x· (a-b)' 

5 B · . I 23 17 
. elspIe . 7 (a + b) 9 (a + b)' 

Hauptnenner = 7·9· (a +b) = 63 (a + b). Mithin: 
23 17 23 . 9 17 . 7 

7(a+b) 9(a+b)=63(a+b)-63(a+b)= 
207 119 

=63(a+b)-63(a+b) 

6. Beispiel. _+7 + ~_. 
m n x-y 

Hauptnenner == (m + n)· (x - y). Mithin: 
7 a 7 (x - y) a (m + n) 

m + n + x - y = (m + n) (x - y) + (m + n) (x -- y)' 

7 B · . I 13 7 . elSple. --- ----. 
p+q p-q 

Hauptnenner = (p + q). (p - q) = pi _ q2.*) Mithin: 
13 7 13 (p - q) 7 (p + q) 

p+q-p_q= p2_ q2 - p2_ q2' 

8 B · . I 1 9 + 18 - elspIe . -+b--- -+. a m-n y z 
Hauptnenner = (a + b). (m - n). (y + z). Mithin: 

1 9 18 (m - n)(y + z) 
a+ li- IQ - n + y+z= (a+ b) (m--':'n) (y+z) 

9 (a + b) (y + z) 18 (a +b) (m - n) 

~+~~-~~+~+~+~~-~~+~ 
Aufgaben: 

Es sind gleichnamig zu machen: 
Je y abc 

1. "4 und 20; 3' 5" und 16; 

*) Vgl. S. 29, Ziffer 35; 7. 

~ und ~. 
b y' 

1 1 
- und -. x y 
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2 1 d 1 x!... und~' x und 1. 
. ab un cd; u' v w' pq q 
abc 8 13 a a a a 

3. x y z' y z und -z; 3 mund 15 x; 3 x' 2 x' 5 x und 4 x' 

3a 5f x af 5cd 2 a h S 
4. 4b' 8g und 7y; 4bg' 12~h und 3; 4 bcd' 2bcg und 4' 

a+b d a-b x d y 17x-4y d 3y-5x 
5. -2- un -5-; a-b un c; lIx un 13Y-. 

a-b b 5m-n 3m-5 1 1 
6. -b- und a+b; 12a und -~; m+n und m-n 

a+b a-b 8 5 c d 
7. a- b und a + b; 3 (a+ l}und4 (a-l); d (a + b) und c Ca - b)" 

5a+7b 2a+3b x-1 3x-4 2x-1 
8. 2 a _ 3 bund 5 a - 7 b; 2 x +2' 3 x + 3 und 6 x + 6' 

53. Addition und Subtraktion gleichnamiger BrUche. 
Gleichnamige Brl1che werden addiert oder subtrahiert, indem 
man ihre Zähler addiert oder subtrahiert und der so er­
haltenen Zahl den gemeinschaftlichen Nenner unterschreibl 

Beispiele: 
3 8 3 + 8 11 19 4 15 * 
18+18=18=18; 6t-1t=3-3=~=5.) 

~+~=~~b; ~_~=a c b. 

5 4 5-4 1 17ab+b+c=17ab+b+c 
-Z-Z-=-z-=Z-; 8xy 8xy 8xy' 

a- 2~+~+3 b =a-2b+a+3 b =2 a+ ~** 
a+b a+b a+b a+b' ) 

a-2b a+3b a-2b-(a+3b) a-2b-a-3b 
a+f)- a+b = a+b a+b 

= -5~ __ ~***) 
a+b- a+b' 

In den letzten beiden Beispielen ist das zweite Glied der 
Aufgabe einmal positiv und einmal negativ. Es ist daher 
für den Verlauf der Rechnung besonders auf die Vor­
zeichen zu achten. 

Während bei dem positiven Vorzeichen der Zähler a + 3 b 
ohne Vorzeichenänderung auf den gemeinsamen Bruchstrich 

*) Vgl. S. 45, Ziffer 47 . 
•• ) Wie müßte dieser Ausdruck geschrieben werden, um "a + b· 

kürzen zu können? 
••• ) Kann hier b gekürzt werden? Bezüglich der Vorzeichen vgl. 

S. 46, Ziffer 48. 



- 54 -

Ubernommen wird, muß derselbe bei dem negativen Vorzeichen 
mit dem Minuszeichen Uber den gemeinsamen Bruchstrich 
gestellt und iu Klammern gesetzt werden. Wird die 
Kla.mmer alsdann aufgelöst, so ändern sich die Vorzeichen. 

Bei BrUchen mit negativen Vorzeichen vor dem 
Bruchstrich ist also besondere Aufmerksamkeit ge­
boten! 

3 a + 2 b 2 a + 3 b 3 a + 2 b - (2 a + 3 b) 
---------= 

x x x 
3a+2b-2a-3b a-b 

= =--. 
x 

4x-3y+2z _ 2x+3y-7z + 3x+5y-2z= 
a-b a-b a-b 

x 

h-~+b-~+~-~+~+~-b 
a-b 

4x-3y+2z--2x-3y+7z+3x+5y-2z 
a-b 

Aufgaben: 
m_E.. 5 a a+3 6a+7a a+l 

1. n n' y y; x x; lIx llx; z z' 
9x 5x 3x. 17m· 13m + 21m 19m 

2. -Z--Z--Z' 20y--20y 211y-20y' 
2m+5n + 7m-9n_11m - 8n. a+ b _ ß- b 

3. x + Y x + Y x + y' 2 2' 
ac-by+cx+b y. x 3x-2y+b 5y-3b 

4. -ac- ac ac' a- a ---a-' 

5 9a+ 3x _.?!.. 27 _ lln _ 15b 
. 4y 4y' P r+s r+s' 

54. Addition uud Subtraktion ungleichnamiger Brüche. 
Ungleichnamige Brüche werden addiert oder subtrahiert, indem 
man sie gleichnamig macht und dann wie gleichnamige 
BrUche addiert oder subtrahwrt. 

Beispiele: 

~ + ~ = 24 + 35 = 24 + -35 = 59 = 1 J • 
7 8 56 56 56 56 H 

a c ad bc ad-bc 
b-(f=bd-bd- bd 

~+ x+y =nxz +(x+y)y =nxz+xy +y2. 
y nz nyz nyz nyz 
x x+y abx-(x+y)y abx-xy- y 2 

y-aJ.)= . aby =-aby--' 
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9a+5b 6a-3b 3(9a+5b) 5(6a-3b) 
5 - 3 = 15 - 15 = 

3 (9a+5b)- [) (6a- 3b) 27a+ 15b- 30a+ 15b 
= 15 = 15 = 

- 3a+ 30b 3 (- a+ lOb) -a+ lOb 
=---15--= 15 = 5 . 

9 7 9a-7(a+b) 9a-7a-7b 2a-7b 
a+b-a-= (a+b)a = a(a+b) =a2 +ub· 

6a+3b+ 5b _(6a+3b)(2a-6b)+5b.4a_ 
4a 2a-6b- 4a(2a-6b) -

12a2+6ab-36ab -18b'+20ab 12a2 -10ab -18b2 
- =--:;:---,..--::-:---:--

4a (2a - 6b) 8a2 -'24ab 
2 (6a2 - 5ab - 9b 2) 6a2 - 5ab - 9b B 

= 2 (4a'-12ab) = 4a2 -12ab . 

6 _ 4 + 7 = 
3a-3 2a-2 4a-4 

647 
= 3 (a - 1) - 2 (a - 1) + 4 (a - 1) = 

24 - 24 + 21 21 7 
= 12 (a - 1) = 12 (~- 1) =4 (a -I)' 

9a+7b 3b-5a+lla-13b= 
3 4 12 

4(9a + 7b) - 3(3b - 5a) + 1· (11a -13b) 
= 12 = 

36a+28b -9b+ 15a+lla-13b 62 a+6 b 318+3 b 
=----12 12 6 

~_+x _l-x + __ 5_=(I+x)JI+x)-(1-x) (1-x)+5*)_ 
I-x l+x l-x2 l_x2 -

(1 +X)2_ (1 -x)2+5 1 +2x+x 2 - (1- 2x+x2) + 5 
= 1- x 2 = 1 - Xli = 

1+2x+x'-1+2x"":"x2 +5 4x+5 
= I-x' = I-x'· 

*) Vgl. S. 29, Ziffer 35; 1, 2 und 7. 
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3 ~+6d, 17x-4y 3y-Sx l.3a-Sb 7a-2b 3& 
'x 7x' 11x -rBy; --4-----6---5' 

4~+I.. 3x_~+11y, 1 1 1 1 1 1 
'pq q' 4z 2y 6x' X-+y+-Z; ab + ac +bc' 

5, ~+~+~, 3a+2b 5bd -2a-3d x v 
xyz xz z' c 4cd a-b+'(;' 

6 6a+3b+ 5b, _1_+ _1_. a+b+a-b 
· 4a 2a-6b' x+y x-y' a-b a+b' 

7 2m m. Sm+l 4m+4. 5a+7b 2a+3b 
'x-l-x9 -1' 1-3m-Sn-3' 2a-3b-Sa-=7b' 

7x 8y 12x2 -63y2 3x2-2x+l 2x2+3x-4 
8. 131 + s:X + 65xy; 4x - 3 3x - 6 

9 x+y+y+x. a + b c 
· a+b ab', x+a x+b+x+c' 

10 _7 ____ 3 __ . Sa+3_3a+2+~+15_ 
· 2(m-l) 4(m-l)' m+2 m+3 m2 +Sm+6' 

11 7-15E_4+Sp+12-=-~. a+6~_2a_=-2b+~ 
· 4+n 4-n 16-n2 ' 6a-3b 2b-4a S' 

53. Multiplikation von Brüchen. Brliche werden mit­
einander multipliziert, indem man Zähler mit Zähler und 
Nenner mit Nenner multipliziert. 

Hierbei können Faktoren des Zählers gegen gleiche 
Faktoren des Nenners gekürzt werden, 

Beispiele: 
5 3 5,3 15 6 3 18 
8'8=8,8=134; 7-'I1 = 77' 
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56. Division zweier Brüche. Soll ein Bruch durch einen 
anderen dividiert werden, so lasse man den Divideudenbruch 
unverändert, kehre den Divisorbruch um und multipliziere als­
dann die beiden Brliche.*) Auch hier ist auf die Möglichkeit 
des Klirzens zu achten. 

Beispiele: 
47494.9 '-H, 

:5: 9 = "5' 7" = 5 . 7 = 35; 
3k :4~= 25:~ = 25.! = 25 

8 2 8 9 36' 
a c a d ad, 14x, 8x _14x,27y _21_ 51 
j):(f= l).·c = bc' 9y '27y - 8x~ -4- 4' 

5ax 7pq 5ax llrs 55arsx 
9by:llrs=9by' 7pq=63bpqy' 

(x+~):(b_~)=(CX+b):(bd-X)=CX+b. __ d = 
c d c d c bd-x 

=(cx+b).d= cdx+b~**) 
c· (b d - x) b c d - c x' 

57. Reziproke Werte. Aus Ziffer 56) ist ersichtlich, daß 
ein neuer Bruch entsteht, wenn man Zähler und Nenner eines 
gegebenen Bruches miteinilDder vertauscht. Diesen neu ent-

·)Einen Bruch umkehren heißt, den Zähler zum Nenner und den 

Nenner zum Zähler machen, Kehrt man den Bruch { um, so erhält 

4 5a . 7xy 
man S' Den Bruch 7xy umgekehrt, gibt: 53' 

•• ) Vgl. hierzu Ziffer 47, S. 45 . 
• **) " " " 44B, S. 40. 
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standenen Bruch bezeichnet man als den "reziproken Wert" 
des ersten. 

Beispiele: 

Der reziproke Wert von ~ ist i. 
" " " 

" " " 

" " " 

" " '1 

" " 

" " 

" " 

" " 

x y 

" v " x' 
ä+n. cd 

" --- 1st ---. 
cd a+n 

3 1 _ 7 . t 2 
" ."2' - 2 IS 'l' 

4 4. 1 
" = fIst 4' 

z 1 
" z=l " 7: 

. 1 1000 8 
" 0,375 1st 0375 = 375 = 3' , 

1 100 4 
" 5,25 " 5,25 = 525 = 21' 

1. 3 3 
" glst 1 = . 

1 x 
" " "." x" 1 = x. 

Aus diesen Beispielen folgt: Um den reziproken Wert 
einer gemischten Zahl zu erhalten, ist dieselbe vorher in 
einen gewöhnlichen Bruch zu verwandeln! Eine ganze Zahl 
muß in einen Bruch mit dem Nenner 1 verwandelt werden, 
bevor man ihren reziproken Wert bilden kann."') 

58. Division einer ganzen Zahl durch einen Urucb. 
Soll eine ganze Zahl durch einen Bruch dividiert werden, so 
kehre man den Bruch um und multipliziere die ganze Zahl 
mit dem Zähler des neu entstandenen Bruches. Das erhaltene 
Produkt ist durch den Nenner des neuen Bruches zu dividieren. 

Beispiele: 

12:} = 12· ~= 125, 7 =~i= 16t. 

9 2 6 2 
3: 4t=3 :2= 3 '9=9=3; 

y z xz 
x:-=x·- =-. 

z y y 
uvw mn mnxyz 

xyz: mn = xyz, uvw.= uvw-; 
15n: 7ab = 120nxy. 

8xy 7 ab 

"') Vgl. S. 31, Ziffer 38. 
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Aufgaben: 
5am 3mx 18np 32ax 

1. 15mn:Tt; 7ax:4"Y; 12pt: sa; 16ax: 5by · 

a-m 3m 7(a+b) 
2. (a-m): -6y; (x+y):--; (x+5):---. x-y x-5 

59. lIultiplikation eines Bl'ucl1eS mit einer ganzen 
Zah 1. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert, 
indem man den Zähler des Bruches mit dieser Zahl multi­
pliziert und den Neuner unverändert läßt. 

Beispiele: 

_~_ . 3 = 9 . 3 == 27. ~. c = ac . 4 P . 7 = 4 P . 7 = 28 P 
11 11 11' b b' Sr Sr Sr' 

15mn . 7x = 15mn· 71 = 15· 7..:..mnx = 15 mn. 
28xy 28xy 28xy 4y 

3abc.2~= 3abc.7pq= 3·7 abcpq= 7pq. 
9abc 9abc 9abc 3 

Aufgaben: 
7 

1. 9.5; 
6x. 7. 2m 15xyz -.(-35)' --.17prs 5y , 9n ' 23pqr . 

1 32ab (11 x 5x2 7X3 ) 
2. a2 ·a; 27(x_y)·S6(x- y); 12y+4y2-SY ·4ab. 

3. (_X +a).(~ __ x)_(_a +x).(_X -a). 
a+x a-x a+x a-x 

60. Division eines Bruches durch eine ganze Zahl. 
Ein ·Bruch wird durch eine ganze Zahl dividiert, indem man 
den Nenner des' Bruches mit dieser Zahl multipliziert 
und den Zähler unverändert läßt. 

Beispiele: 
13 13 13 a a 4p'7_~ __ !I 
30: 5 =30.5=i50; j):c=bc; Sr' -Sr.7-35r· 

22xyz 22xyz 2z 
'7 ab : 33xy = 7ab.33xy = 21ab' 

x + y . x + _ (x + y) 1 
x - y . y - (x - Y) (I + y) - x - Y 

ab. x . 12 pq · 6p · -X-., 3n' , 

4axy 
Sbn : (- 6xy); 

x-y 
a+ b: (x-y); 

x+y 15ab 
--:Z; 16-: 2abc. z xy 

( 36mp) --9- :(-4mn~. 
. p 

a 
m -1: (m +1). 
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61. Zusammenstellung einiger besonderen Werte. Im 
Anschlusse an die vorstehend besprochenen vier Grundreeh­
nungsarten sollen einige Zahlenwerte, welche für das spätere 
praktische Rechnen von besonderer Bedeutung sind, in tiber­
sichtlicher Zusammenstellung- aufgeführt werden: 

1. 5+0=5; 11.+0=11.; x+y +O=x+y; 0+0=0. 
2.5-0=5; 11.-0=11.; x+y -'O=x+y; 0-0=0. 
3.5.0=0; 11..0=0; (x+y).o·=o; 0·0=0. 

4 5 ,11. X + y, d Z' h d . 0" = 00 ; "0 = 00 ; -0 - = 00 , as elC cn ~s 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

unendlich Großen. Der Wert Null ist in jedem 
anderen Zahlenwerte unendliclJ viele Male enthalten: 
je kleiner der Nenner eiues Bruches ist., um so 
größer ist der Wert des Bruches. 

~ = 0; ~ = 0; x + y = 0, denn J'e größer der 
00 00 00' 

Nenner eines Bruches ist, um so kleiner ist der 
Wert des Bruches. 

° ° ° "5=0; 8"=0; x+y=O, aber: 

° 1 x a+b - =0 =1 =5= 7 = 100 = '2--=075= 11.= = --, o 'y c 
d. h. Null dividiert durch Null ergibt jeden beliebigen 
Zahlenwert. 

5 11. x+y = l' ° -=1; -=1; -=1 
[) 11. x+y , ° . 
5 11. x+y -x+Y'; 0 
T=5; T=a; 1 T ,0. 

Die Richtigkeit der vorstehenden Gleichungen folgt ohne weiteres 
aus den Proben der Subtraktion nnd Division. ·Vgl. S. 14, Ziffer 21 
und S. 30, Ziffer 37. 

VI. Potenzen. 

62. Allgemeines. Auf S. 20, Ziffer 30) wurde bereits er­
klärt: Eine Potenz entsteht durch die wiederholte Multiplikation 
ein und desselben Faktors'; so schreibt man 

statt 5·5·5·5 ...... 10-mal, kurz: f)10 und 

" x·x·x·x ...... n- " " 
Der Ausdruck x· zeigt demnach allgemein an: die Zahl 

x ist n-mal als Faktor zu setzen. Man nennt den Aus­
druck x· eine Potenz der Zahl x und sagt, man potenziere 
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x mitn, oder man habe x zur n-ten Potenz erhoben. Für 
x R sagt man auch kurz: x hoch n. 

Die Zahl x, welche potenziert wird, heißt Grundzahl 
oder Basisj die Zahl n, mit welcher man potenziert, wird 
Exponent der Potenz genannt. 

63. Grundzahl oder Basis. Exponent. Grundzahl kann 
jeder beliebige Zahlenansdruck sein. Die Grundzahl muß 
in Klammern gesetzt werden, wenn dieselbe 

1) eine Summe, 
2) ein Produkt oder 
3) ein Quotient (Bruch) ist. 

Beispiel zn 1): Die zweite Potenz von 
a + b + c ist = (a + b + C)2. 

Beispiel zu 2): Die dritte Potenz von 
x·y ist = (xy)8 und von 3.a.~.c.d=(3abcd)8. 

Beispiel zu 3): Die fünfte Potenz von 

x . t (X)6 d 6xyz (6XYZ)O y IS = Y un von 7 p q r = 7 P q r . 

Man achte beim Schreiben von Potenzen auf die Unter, 
schiede von: 

(a + b + C)2 und a + b + c2• 
(x. y)3 " X . y3. 

(~)D . xl) oder~. 
y "y y5 

Während, wie vorstehend aufgeführt, links eine ganze 
Summe, ein ganzes Produkt und ein ganzer Quotient 
potenziert werden sollen, ist rechts nur je ein Buchstabe 
mit dem gleichen Exponenten versehen! 

Ebenso wie die Grundzahl, kann auch der Exponent ein 
ganz beliebiger Zahlenausdruck sein: 

1 
a 3; bn; cl"; nO.20; xa+b; yB,(n-rn); 

. a-b 

m(a+b)(X-Y)j Zn+rn usw. 

64. Grundzahl und Exponent. Namentlich von Anfängern 
ist besonders zu beachten, daß man Grundzahl und Exponent 
niemals miteinander vertauschen darf, wie das bei 
Addenden und Faktoren erlaubt ist.*) (Vgl. S.8, Ziffer 15 
und S. 19, Ziffer 28). 

*) Es besteht nur ein einziger Fall, in welchem diese Ver­
tauschung möglich ist: 4,' == 2' = 16. 



- 62 -

Es ist also 3 11 niemals = 53 und entsprechend 
x n " = nXj 

denn: 36 ist =3·3·3·3·3=243 und 
53 " = 5 5· 1) = 125! 

Gleichzeitig Boll auf einen anderen Fehler hingewiesen 
werden, der ebenfalls oft gemacht wird, nämlich auf das Be­
streben, den Exponenten als Faktor vor die Grundzahl 
zu setzen. So ist z. B. 

a 3 nur = a· a· a und 
niemals = 3 . a. Denn es ist 
3. a nur = a + a + a und nichts anderes! 

65. Gleichartige Potenzen. Potenzen sind gleichartig, 
wenn ihre Grundzahlen und deren Exponenten genau gleich 
sind. 

So sind z. B.: 3aß und 7a li gleichartig, während 
3aD und 7 a 9 nicht gleichartig sind. 

66. A.ddition und Subtraktion gleichartiger Potenzen. 
Potenzen können nur addiert oder subtrahiert werden, wenn 
sie gleichartig sind; man addiert oder subtrahiert alsdann wie 
mit gewöhnlichen Buchstabengrößen. *) 

Beispiele: 
4a 2 + 12a2 = 16a2 j 15a 2b3 - 20a2 b3 = - 5a2 bs. 
9x4 + 3n 3 - 6x4 - 5n311- 3x4 + 7n 3 = 6x4 + 5n3• 

3 (a + b)2 -7 (a + b)2 + 9 (a + b)2 = 5 (a + b)2. 
t ab 3 +} ah 8 = lrr ab3 + irr ab 3 = -i1ö ab:~ = 0,9. a ba• 
x3 y 2x3y 3x3 y 5x3 y - 8x8 y + 6x3y 3x Sy 
4--5-+10=. 20 =20~~' 
5a~ _ 7a8 + 11a3 + 4= 9a 3 + 4 
bol b4 b4 a bol a . 

6x 3 - {3x - [4x4 - (2x2 + 5x4) + 7x2] - X S} + 8x = 
6x3 - {3x - [4x4 - 2x 2 - 5x4 + 7x 2] - x3} + 8x = 

6x3 - {3x - 4x4 + 2x2 + 5x4 - 7x 2 - x3 } + 8x = 
6x 3 - 3x + 4x4 - 2x 2 - 5x4 + 7x 2 + x3 + 8x = 

7x3 + 5x - x4 + 5x2• 

In dieser Form läßt man jedoch ein Ergebnis, welches 
Potenzen derselben Grundzahl mit verschiedenen Exponenten 
enthält, nicht stehen; man ordnet in bestimmter Reihen­
folge. Schreibt man das Ergebnis in der Form: 

-x'+ 7x8 + 5x 2 + 5x, 

*) Vgl. S. 9, Ziffer 16, A. 
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so sagt man: die Summe sei nach fallenden Potenzen 
von x geordnet. Schreibt man: 

5x + 5x 2 + 7xa _ x4, 

so sagt man: die Summe sei nach steigenden Potenzen 
von x geordnet. 

Aufgaben: 

1. -6a2 +10a2 -12a3 +4b'+14a3 +18b'. 
2. 8a3 b - 12a2 b 2 +'4a 3b -- 14a2 b2 - 8a b3 + 6X2 y 2. 

3.3a- 7 +10a- 7 -5a- 7 -!-a2 b. 
4. - 3a2 b - (7 ab2 + 3aS b) - (2ab2 - 8a2 b) :- 3asb. 
5. 9arn x2 - 13 -!- 20absx - 4brn cx2 - (3brn cx2 -!- 9 arn x2 - 6 + 

+3ab'x). 

67. Besondere Fälle. 

a) Jede Potenz der Grundzahl Eins ist wieder Eins. 
1'=1.1.1.1=1; 16 =1; l x =1; 1°=1. 

x 

p+b = 1; ln-rn = 1. 

b) Jede Potenz, deren Exponent Eins ist, ist gleich der 
Grundzabl der Potenz. 

3 1 = 3, denn 3 soll einmal als Faktor gesetzt werden und: 1 . 3 = 3. 

Xl = X, "x"" " " " ,,1 . x = X. 

( Xy)l=yX_; 1001=100; (a+b)1=a+b; 01=0. 

Es ist daher bei dem späteren Rechnen mit Potenzen jede 
Zahl, welcher kein besonderer Exponent beigeschrieben ist, als 
mit dem Exponenten 1 behaftet zu betrachten; man kann 
also auf diese Weise jeder Zahl die Form einer Potenz 
mit dem Exponenten 1 geben. 

3=31; x=x1 ; a+b=(a+b)l j ab = (ba) 1. 

c) Jede Potenz der Grundzahl Null ist wieder Null. 
04=0.0.0.0=Oj OIl=Oj 0100=Oj 00=0. 

Über Potenzen, deren Exponent Null ist, siehe S, 67 ~ 
Ziffer 69 b ). 

68. Multiplikation von Potenzen mit gleichen Grund­
zahlen. Sollen die beiden Potenzen 23 und 22 miteinander 
multipliziert werden, so kann man, wenn man beide Potenzen 
in ihre Faktoren zerlegt, schreiben: *) 

23 .2 2 = 2·2·2·2·2. 

*) Vgl. S, 21, Ziffer 30. 
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Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder 
als Potenz, so erhält man: 

28 .2 2 = 2". 
Den Exponenten 5 der rechten Seite erhält man aber auch, 

wenn man die Exponenten 2 und 3 der linken Seite addiert. 
Damit ergibt sich: 

28 .2 2 =23+ 2 =2". 
Auf Buchstaben angewendet, folgt: 

am·aD=am+D 
Hieraus ergiht sich als Regel: 
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden multipliziert, 

indem man die einzelnen Exponenten addiert und die so erhaltene 
Summe der gemeinsamen Grundzahl zum Exponenten gibt.*) 

Beispiele: 
32.38 = 32 + 3 = 3" = 3·3·3·3·3 = 243. 
y3. y2 = y3+2 = y"; xm. xn.= xm+n. 
43 .4 2 .4= 43+ 2 + 1 = 46 = 4096. 
a. a5 • a9 = a1 + 5 + 9 = aH'; bx . by. bz = bx+y+z. 
6a 2 • 3a5 • a = 6·3· a 2 • aO • a 1 = 6.3. a2 + 5 + 1 = 18a8• 

2b 10 • 4b-6 = 2.4. b1o- 6 = Sb 4 ; xm . xn . X = xm + n + 1• 

5ab 2c3. 3a2 bc 4 • 2a3b4 c = 30aob 7c8,' 

6X-3y 2 Z ' 3x4y-3 Z 2. 4xy 5z-7 = 72x 2y 4 z-4. 

5a2 b2 - 3ab (2a3 b - 6ab + 4a2 b3) + 12a8 b4 = 
= 5a 2 b.2 - 6a4 b2 + 18a 2 b 2 -12a3 b 4 + 12a3 b4 = 
= 23a2 b 2 - 6a4 b 2• 

n3+11o. n5 - 2a = n(3+a)+(5-2a) = n3+a+5-2a = n8-11o. 
a4x-3y aSy-7x a4x-3y+8y-7x a- 3x + 5y 
b6X+2y' b4y-3x = b6x+2y+4y-3x = b3X + 6Y '**-) 
(a-b). (a- b)3 = (a- b)l. (a- b)3= (a- b)t+ 3 =(a - b)~. 

Aufgaben: 
1. a3 .a'; X6 .X2.X·; cX-1.ci ; dy-1.d; pm-4. pn-5. 

2. aX+l.ax+2.aix+3; 2n3.5n7; X7.y9. X6. y3.y; ab.aib'. 
. 1 1 

3.3b2x.9bx2 j Tn3m4.sn2m7j. O,8ambn .O,4a4b6• 

4. 9a3x4y5.8x3y2.a4j 5a2x+3.7a3-4x.9a7X-9j 8a- 8b-2 .7a6 b3• 

*) In kürzerer Fassung findet man wohl auch den Wortlaut: 
Potenzen mit ·gleichen Grundzahlen werden multipliziert, 
indem man die Exponenten addiert. 

Nur mit Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann die 
Multiplikation ausgeführt werden j diejenige mit Potenzen mit un­
gleichen Grundzahlen kann man nur andeuten:. 

Xl • y5 ist und bleibt: x2. y5. 
U) V gl. S. 56, Ziffer 55. 
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5. _4ap+q.br--s._2am+n.brj 3a-m+n.br.4a-8n+l>m.bllr-p 
6. (a+b).(a+b)j (X+y)3.(X+y)l j (p+q+r)'.(p+q+r). 
7. (a+b).Saj (ab'-a3b).6a'b1 j (pX+l-px-l).pn-x. 
S. (at - 2ab + bll). 6at b3 j (xm + xn). (ym - yn). 
9. (a8 +Sabt - b3).(al - bt)j (6a2-11 ab+Sb').(9a'-Sab-2b2). 

10. (Sn' + 7m'). (Snl -7m')j (2a'x l + Sb'yt). (2a'x lJ - Sb'y,). 
11. (-}n' - im n2 + lm') . (tm + -in2)j (x - 1)2 j (Sx - S)3. 

a'il an 5b' Sb' Sn' 6n8 Sa'b Salb' a3x-4y a8y-7)' 
12. f)i' b~j 15 . T j 4pll' 9p&j -S-'""6:ll; b6x+3Y . b4y-2x' 

Umkehrung. a) Eine Zahl wird mit einer Summe 
potenziert, indem man dieselbe mit den Summanden des 
Exponenten einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen 
miteinander multipliziert. 

am+n = am • AR. 

Beispiele: 
3~ = 32+8 = 32 • 3Bj y7 == yB+' = y8. y'j na + b = na • nb. 
b8 =b4+4 =b'.b'j b8 =b7 + 1=b 7 .bj b8=b2+6=b2·bß. 
x3+m+n = x8 • xm. xn; za-b+c = za. Z-b. zC. 
n8 - a = n3 + a . n5 - lI .. = n8 • na . n~. n- h • 

(a - b)U+2 = (a - b)u. (a - b)ll. 

b) Jede Potenz kann in Faktoren zerlegt werden, welche 
Potenzen der gleiche.a Grundzahl sind nnd deren Exponenten 
als Summe den Exponenten der gegebenen Potenz haben. 

aa = an - m • Am. 

69. Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen. 
Hierbei sind, ähnlich wie bei der Subtraktion S. 14, Ziffer 22), 
drei Fälle zn unterscheiden: Der Exponent der Divisorpotenz 
kann kleiner, gleich oder größer als derjenige der Divi­
dendenpotenz sein . 

• a) Der Exponent des Divisors ist kleiner als der 
Exponent des Dividenden. 

Soll die Potenz 3~ durch die Potenz 3!1 dividiert werden, 
so kann man, wenn man heide Potenzen in ihre 1!"'aktoren zer­
legt, schreiben: 

3~ 3·3·3·3·3 * --= =3·3·3· ) 
32 3·3 

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder 
als Potenz, so erhält man: 

311 

3'= SI. 

*) Vgl. S. SB, Ziffer 41. 
Welckert u. Stolle, MaacblneDreclID8D1 I. TeD, I. Band. 
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Den Exponenten 3 auf der rechten Seite erhält man aber 
auch, wenn man den Exponenten 2 des Divisors vom Expo­
nenten [) des Dividenden subtrahiert. Damit ergibt sich: 

35 
3' = 30--2 = 38• 

Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 
a,m 
_=a,m-D. 
an 

Hieraus folgt als Regel: 
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden dividiert, 

indem man den Exponenten des Divisors (Nenners) von dem 
Exponenten des Dividenden (Zählers) subtrahiert und die so 
erhaltene Differenz der gemeinsamen Grundzahl zum Exponenten 
gibt.*) 

Beispiele: 

28 : 22 = 23 = ~~ = 2, oder auch: 
2 2 2·2 
28 

23. 22 - _- 28 - 2_ 21 - 2 . -22 - - -. 

am xft 

am • an - __ ·am - n • xn • X -- - x n - 1 • . -an - ,. -x 1 -' 

x9 8a7 [\7 
_=X9 - S =X6 j X3:XO=x3-II=X-6j --8=2~=2a4. 
x8 4a ao 

Ga -8 6 . 
6a- s : 2a- 7 = __ ,,=_a- S -(-7) = 3a- 8 +7 = 3a- 1• 

2a-' 2 
81 +s aX - a1+.-1- as ' __ - aX-(Y-z) - aX -' '1+<.**) -aJ- -, aY-'-< - . 
n3x +5 __ = n3x+6 - (x - 2) = ns.: +6- x+2 = n2x +7.**) 
nX - lI 

_b~ = bm -(Il-p+q) = bm - a + p - q.**) 
bn - p+q 

*) In kürzerer Fassung findet man wohl auch den Wortlaut: 
Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden dividiert, in­
dem man die Exponenten subtrahiert. 

Nur mit Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann die 
Division ausgeführt werden; diejenige mit Potenzen mit ungleichen 
Grundzahlen kanu nlan nur andeuten: 

x~: y6 = x: ist und bleibt: x2 : y& = x~. yu ya 

**) Bei- diesen Beispielen ist der Exponent des Divisors (Nenners) 
mehrgliedrig; hier eine Differenz bzw. eine Summe. Es ist in diesen 
Fällen darauf zu achten, daß mehrgliedrige Exponenten stets in 
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,\ufgabe11: 

a.B XU mn pli: yD 
1. a6; XI; m26; pY; y5; 

20x P bD-2 m 10ll:+ 8 

2. 4X7;~; m3l1:' 

yl7 ZU all: + 3 

D-12; p-q; lI:-2' y Z a. 

n3m + 4 • 36x4p - 12. 1,25b5ll - Sm• a.U.b8. X 711y98 
3. n2m - 2 ' 27x4 - 3p ' 075b3m - 2D ' a 7 .bi ' x 86y'" , 

24x!y7z9 pm+5q2n-7rll: 7x15D-7IDy12m-17D (a+b)1 
4. 8x2Y!Zi; pm-3 qD+lir U; 105x&m+3D y2m-7a; (a+b)h-2' 

(a+b)-7 . 16(n+m)13-lI:. bll:(n-1)& 
5. (a+b)h-2' 4(n+m)6-X+1' b1- X(n_l)S 

b) Der Exponent des Divisors ist gleich dem Ex­
ponenten des Dividenden. 

Sind die Exponenten im Dividenden (Zähler) und im 
Divisor (Nenner) einander gleich, so kann man z. B. schreiben: 

3" _=35 - 5 =3°. 31> 

Man erhält also eine Potenz, deren Exponent Null ist. 
Nach S. 30, Ziffer 38) ist aber auch: 

3 5 
- -1*) ali -" .. - . 

Da in den letzten beiden Gleichungen die linken Seiten 
gleich sind, so müssen auch die rechten Seiten gleich sein, **) 
d. h. es, muß: 

30 =1 
sein. Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich: 

D 

X D-D 0 1 --x -x-x D - - -. 

Klammern zu setzen sind und dann nach den Regeln S. 11, Ziffer 18) 
zu verfahren ist. 

*) V gl. auch S. 33, Ziffer 41. 
**) Sind zwei Größen einer dritten gleich, -so sind sie aU<h 

einander gleich. 
5* 
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Hieraus folgt als Regel: 
Jede Potenz, welche Null zum Exponenten hat, 

ist gleich der Zahl Eins. 

Beispiele: 

7° = 1; (_7)° = 1;*) 1000000° = 1; 0° = 1; (~f = 1. 

aO=1; (a·b)0=1; (~f=1; (a+b)0=1; (a Xll bf=1. 

Aufgaben: 
a6. x". (m-n)". (p+q)"+l. a~. nO. XO 

1. a6' x"' (m-n)'" (p+q)l+'" aO' n&' yo' 
2. 3,125°; 0,8°; a'. aO; bO. zO; 3xOj 4(a - b)o. 

1 n° m3 
3. 6°. (x + y); 10° .. (n - m)O; 1°.5°: -70; -3; -0 . 

m n 

c) Der Exponent des Divisors ist größer als der 
Exponent des Dividenden. 

Soll die Potenz 32 durch die Potenz 311 dividiert werden, 
so erhält man nach dem vorstehenden: 

32 2-5 -3 
30 =3 =3· 

Löst man die Potenzen in ihre Faktoren auf, so ergibt sich: 
32 3·3 1 1 
311 = 3·3·3·3·3 = ---s.-3-=3 = 33' 

Da die linken Seiten der letzten heiden Gleichungen gleich 
sind, so müssen auch die rechten Seiten gleich sein, d h. 
es muß 

3-il-~ - 3i! 
sein. Auf Buchstaben angewendet, erhält man sinngemäß: 

a-x_~ **) 
- aX • 

*) Um zu beweisen. daß (-7,°=1 ist, kann man schreiben: 

(_ 7)0 = (_ 7)1- 1 = (-~ = - 7 = + 2. = + 1 
(_7)1 -7 7 . 

**) Auch aus dem bisher über Potenzen Gesagten läßt sich die 
Richtigkeit nachweisen. Geht man z. B. von der Potenz a-lI: aus, so 
kann man dafür den Gleichwert a O- x setzen, also: 

a-x=af}-x. Es ist aber entspr. S. 66, Ziffer 69a): 
a O 

a O- x = -. Nach S. 67, Ziffer 69b) ist weiter: 
3 X 

SO = 1. Mithin muß, da 0 - x = - x ist, 
1 

a-lI: =- sein. 
ax 
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Ist also der Divisorexponent größer als der Dividenden­
exponent, so entsteht eine Potenz mit negativem Expo­
nenten, die man jedoch, wie die letzte Gleichung zeigt, in 
eine solche mit positivem Exponenten verwandeln kann. 

Hieraus folgt als Regel: 
Jede Potenz mit negativem Exponenten ist gleich einem 

Bru c h, dessen Zähler Eins, und dessen Nenner die Grund­
zahl der Poteuz mit positivem Exponenten ist. 

Sieht man von den Exponenten ab, so ist!.. der reziproke 
a 

Wert*) von aj infolgedessen kann man auch sagen: 
Jede Potenz mit negativem Exponenten ist' gleich dem 

reziproken Werte der Grundzahl mit positivem Expo­
nenten. 

Beispiele: 

38. 36 = 33 = 38-6= 3-S=~= __ 1_ =~. 
. 36 38 3· 3 • 3 27 

x8 _ 8-10_ -2_ 1. 10- 2 - 1 1 
x 10 - X - X - xii' - 102 = 100 = 0,01. 

~ = bx -(x+l) = b,,-x-l = b- 1 = -.! =!... Vgl. S. 63, 
bx +1 b 1 b Ziffer 67b. 

aP 1 3ba 
-- =ap-p-q=a-q=-j 3a- 2 b6 f- 3=-. 
ap +q aq a 2fs 

1 1 1 
4- 3 = 4.8 = 64 = 0,015625j 10-7=107=0,0000001. 

( ; ) - 4 = ( ~ ) ~ = ~! = 5 116 = 5,0625. 

( 1)-2 ( 7 )- 2 ( 2 )2 4 
32- =:f = '7 = 49=0,0816 .... 

Aurgaben: 
n U a 8x - bP x- 7 m- s 9a- 10 21xl!y-lliz 

1. 16 ; 9x' b p + q ; Ji"'j -8' 3 -0; 7 18 32· n a x m a xyz 
2. Xl. x- 8; y-5 . y-7; a m. a -n ; z m+8 . z -4; 8a -Sb5 .8a3b -ll. 

_36(m+n)7X a&.b- 6 8a4b- s co 

3. _72(m+n)SX; ~b-5; 4aib'7"' 
4a-- 2 b8 a2 - m -bm-- 2 2a- s 'b- 1 

4 ----. • 
- 2 n. - CI b -- 1 ' 11 a - m • b1 -- m ' 8 a m - 4. b 1- m 

*) Vgl. S. 57, Ziffer 57. 
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70. Verwandlung von Potenzen mit negativen Expo­
nenten in solche mit positiren J<:Xpollcllten. Die Umkehrung 
der Gesetze in Ziffer (9) ergibt folgendes: 

a) Eine Zahl wird mit einer Differenz potenziert, indem 
man dieselbe mit dem Minuenden und dem Subtrahenden des 
Exponenten einzeln potenziert und die erste Potenz durch die 
letztere dividiert. 

x ffi v ll 

xm - B • ,,11-5 = 3 .. 5· 
• X Y 

b) Jede Potenz kann als Quotient zweier Potenzen der 
gleichen Grundzahl dargestellt werden, in welcher der Dividend 
irgend eine ganze Zahl, der Divisor aber die Differenz zwischen 
dieser Zahl und dem Exponenten der gegchencn Potenz zum 
Exponenten hat. 

c) Jeder Bruch, dessen Zähler die Zahl 1 und dessen 
Nenner eine Potenz mit negativem Exponenten ist, wird 
gleich einer ganzzahligen Potenz, deren G rundzabl diejenige 
des Nenners und deren Exponent der positive ·Exponent des 
Nenners ist. 

Beispiele: 

_1_=33 =3,3.3=27*)' _1_=6 2 =36' _1_=t1=1 
3-8 '6-2 '1- 1 • 

10~n . 1011 ; 10 ~4 = 104 = 10000; 10 ~7 = 10000000. 

1 3 
*) Daß - = 3 ist kann man auch folgendermaßen beweisen: 

3 -3 • 

_1_=_1_= 1. 3 3 = 31. 
3-3 1 1 

33 



71 

1 1 1 1 
a_n=anj l_ x =1 X j (a.b)_2=(a.b)2; (a+b)-n (a+b)ll 

1 . _ (3)2 b' 1 _ 1 1 1 h) 
(311)-2- n, a eI: 3n-2 -S'n-2= 3· n . 

d) Bei einem Bruche kann man jede als Faktor vor­
kommende Potenz mit entgegengesetzt genommenem **) Ex­
Jlonenten aus dem Zähler in den Nenner, und umgekehrt, aus 
dem Nenner in den Zähler bringen. 

Beispiele: 
3- 2 53 43 72 a- 4 bn x-ru p-n 
5 -:l = 3 2 ; 7 - 2 = 4 - 3; b - n - a4 ; pn = xßl • 

6a- n _5b- 3 • a- 4b- n _x7ym. (a+b)-S_{x-y)7 
51)3- 6an ' x- 7y-m-a 4 bn ' (x-y)-=--7-(a+b)s' 

Es sei hier hervorgehoben, daß diese Hegel nur 
für Faktoren und niemals für Addenden gilt. So ist z. B.: 

n- 2 +m- 3 a-X_b- Y 
niemals= Q ! 

aX _ bY n- +m3 

11- 2 0111- 3 • a-xob- Y , 
Sondern nur ~ y 1st = 2 a 0 

Bob n.1II 

Danach läßt sich jeder algebraische Ausdruck, welcher 
Potenzen mit negativen Exponenten enthält, derart umformen, 
daß nur noch Potenzen mit positiven Exponenten in demselben 
vorkommen. Das Rechnen mit negati"en Exponenten wird 
dadurch gänzlich vermieden. 

Beispiele: 

8 . 2 - 2 = ~ = ~ = 2' 92 • 3 - 4 = 92 = ~~ = 1· 
22 4' 34 81 

x - 5 X 11 yn - 4 y' . Y - 4 _ 1 __ -_=x6. ___ - __ -y 4 __ . 
X - 11 - x5 , yn - yn - - y4 
x- 3b4 b4y~ 36aOb- 4 3ac 4 a 3b- 4 a- 4 b 5 b 
x2 y-=5= X~ ; 24a- 1 b:J c -4= 2b 7 ; x- 7yo' X9y--.:::s= ax 2y 2' 

a- 8 1 -8a _4X- Sy 2 2y 4 

_as=-ä:16; a_ 8 -=-8a9 ; -6xy-2=3~4' 

Aufgaben: 

a-Ob- X 2aob- 1c- 2 

1. x- 4y -a' 4xOy-Iz-2' 

';') V gl. S. 56, Ziffer 55. Beachte die Schreibweise von Grundzahl 
und Exponent! 

**) V gl. S. 7, Ziffer 11. 
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7:x-'yS z-a a3 b'c6 2- 2 x-.ub- S 33p-2q -5s -S 
~ .. 

9nSp-'r-3' 3x-" 6p-9q 3'p-3y -2s5 • 

9x7b6y8 35alO b15c'. 8ah +3 14a2l - 7x ISa 16(x+y)-3 
3. 10asb7cö' 36x2 y'z' 7bl2x - II ' 25b13 - 9X ' 16b2 ; 2(x+y) u· 

a' aö x8y5 b5y' 6b7 c'ZIl 12b5c ll z aX - Y b2r -- 3a 

4. b9: b'; ,,:-zo; 7a'xy': 21a'x'y5; br -,: a41-h' 

x- 6 -9n 5a ll • 3y-4. y8. 2n 3 ._Snx+3 

5. -6:x; n-9; -5&-11' 4-'-8' S' 6 • 

71. Potenzlerung einer Potenz. Soll eine Potenz 28 
mit 2 potenziert werden, so ist nach der Erklärung der Potenz: 

(2 3)2 = 28 • 28 == 23+8 = 26• 

Den Exponenten 6 auf der rechten Seite erhält man aber 
auch, wenn man die Exponenten Sund 2 auf der linken Seite 
miteinander multipliziert Damit ergibt sich: 

(2 8)\1 = 28 • 1 = 26• 

Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 
(xm) D = xm. D. 

Hieraus folgt als Regel: 
Eine Potenz wird potenziert, indem man die einzelnen 

Exponenten miteinander multipliziert und das so erhaltene 
Produkt der Grundzahl zuin Exponenten gibt. 

Beispiele: 
(3\1)8==32 .32 .3 2 = 32+2+2 =30 =729j oder auch: 
(32)8 = 32.3 = 36 == 729j (3 3)\1 == 38 • 2 = 36 == 729. 
(a')2==a4.2=a8; (b6)D=b5D j (xm)8=x3m j (XD)ID=XD • ID• 

1 
(y2P)oQ == ylOpQ; (Z-4)G == Z-4.6 == Z-24 == Z2" 

(m -8)-8 = m(-8).(-6) = m+ lS = mlS, 
1 

(xm)-n = x- m.D = xmDj [(a2)8J4 = a 2 •S •4 = a2'. 

[(bZ) 1] X == ba:t'x = byZJ: = b:t'ltZ = bXY'.*) 
(X.D -0)',-3 = X(n-6)(a-S) == XaD - 6a-3n+15 = Xlll-lia+an-Sn 

A.ufgaben: 
l. (a3) 11; (xl}lD j (b2D)Sm j (na - 2)6 j (p1)X+4 j (aD - 2)D+'. 
2. (x2&+6b)S.-6b j (a-2)8 j (p-s)-n j [(aIiX)31J1s. 
3. «(a2)8)'Yj «x-2)-8)-Oj (a2x-3:t')Ü+5y,(aÜ+3Y)6:t'-2x. 

4. (mlOa-lSlo)h+12lo: (ml6a+9bpa-n . 

• ) Vgl. S. 19, Ziffer 28. 
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Umkehrung. Statt eine Zahl mit einem Produkt zu 
potenzieren, kann man die Zahl mit den Faktoren des Produktes 
nacheinander in beliebiger Reihenfolge potenzieren.*) 

Beispiele: 

36 = (32)~ = 98 = 729; 3 6 = (3 8)2 = 27 2 = 729. 

28 = (22}2)2 = (4,2Y = 162 = 256. 

a12 = (a 8)' = (a4)8 = (a2)'/-

nh = (n 3)1 = (n")3; b6mD = (b'JruFn. 

72. Potenzierung eines Produktes. Soll das Produkt 5 x 
mit 3 potenziert werden, so kann man schreiben: 

(5· x)S = 5x· 5x· 5x = 5·5·5· x· x· x = 53 . XII. 

Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man jedoch auch, 
wenn man die Faktoren 5 und X des gegebenen Produktes 
einzeln mit dem Exponenten 3 potenziert. Auf Buchstaben 
angewendet, ergibt sich entsprechend: 

(a.b)M=am.bm• 

Hieraus folgt als Regel: 
Ein Produkt wird potenziert, indem man die Faktoren 

des Produktes einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen 
miteinander multipliziert. 

Beispiele: 

(6a)' = 6'· a4 = 1296a4; (xy)m = xm.ym. 
(3xy)2 = 3 2 • Xli. y2 = 9X 2y 2 j (2abc)8 = 8a8 b3 c3• 

(5x. 2y. 6Z)2 = (5X)2. (2y)2. (Öz) 2 = 
= 5 2 .22 .62 • x'y2z' = 3600X2y 2Z2. 

(m4n)" = (m4)1\. n" = m4 • 6 .n" = m'lO·n". 
(allx8y) 7 = a2' 7. X3.7. yl.7 = a l 'x 21 y 7. 
[2.(X - y).zJ2 = 22 .(x - y)2' Z2 = 4 (x _ y)2 Z2 • 

.lutgaheu: 

1. (abc)&j (SxYZ)3; (7pqrs)D; (3:l:y)'; (m8n&)1; (4:x.6y~)3. 

2. (2a'b1c')'; [(3a1bc1)2JS; (5.J.l yzS)-·8; [s(a+b)m]S. 

3. (Sab)'. (Sab)'; (2x y)&. (3xy)'. 6xy. (6xy)'; (a - ab 2)2. 
4. (x- 8bz-8)-s; (12a -4b8c8)3D. 

Umkehrung. Potenzen mit gleichen Exponenten, aber 
mit verschiedenen Grundzahlen werden multipliziert, indem 

.) Vgl. S. 19, Ziffer 28. 
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man das Produkt der Grundzahlen mit dem gemeinsamen Ex­
ponenten potenziert. Hierbei ist das Produkt der Grundzahlen 
in Klammern zu setzen. 

Beispiele: 
68 .2 3 =(6.2)3 = 123= 1728; 53 .x3 =(5.x)8. 
xm ·• ym= (x. y)!" ; 4~a ~nbx 5 = (4aux)". 
3 2. (ab)2 = (3ab)2; 7°. (xyz)n. an = (7axyz)0. 

(~r· (~r· (~r = (~·~·~r= (}Y= ~.}=}. 
(~r· (~Y· (KY= (~·~·*Y= (~~dY= (jY· 
.A utga ben: 

1. 23 .53 j 42 .25 2 j 2~.4(.25tj a".b"; a~.b~.c~. 

2. xn-s.yn-s.zn-s; (3ab)2.(5ab)2 j (2xyz)'.(3nrn)'. 
3. (x+y)~.(X-y)2j (2a+311)2.(2a-3n)2j (0,5)2.(0,7)2. 

4. (x + y + Z)3. (x - Y - Z)'lj C30r· C76r· cs4r· 
5. ( 5rnn)2. ( 9xyz )2. , (3,25)3. (0,07p. (2,105)3. 

6xy 15mnp 

73. Potenzierung eines Quotienten (Bruches). Soll 

der Bruch ~ mit 3 potenziert werden, so kann man schreiben: 

( 3)3 333 3·3·3 3 3 
- == - . - . -- = -_._~ === -- • 
4 4 4 4 4·4·4 4,3 

Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man jedoch auch, 
weuu man den Zähler 3 und den Neuner 4 des gegebenen 
Bruches einzeln mit dem Exponenten 3 potenziert. Auf Buch­
staben angewendet, ergibt sich entsprechend: 

(i)1II = ::::. 

Hieraus fo1gt als Regel: 
Ein Bruch wird potenziert, indem man den Zähler und 

den Nenuer einzeln poteuziert ulld die so erhaltenen Potenzen 
durcheinander di\"idiert. 

Beispiele: 

'2):1 23 8 (3 =33 =27; 
_ _ _ rs ( 5)3 53 125 

2 - 28 --:- 8 - 1i>-g. 

( l)n In 1 
X = Xli = XII' (VgI. S. 63, Ziffer 67 a.) 
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( ab)X_ alt b~. (X2)1l_ ~2~. (a2bSx)ll= a 10bUxll 
c d - CX dx , Y 3 - Y 8n , cd' c ~ d 20 

( 2n)2 22n2 4n 2 (3ab)3 3 3a 3b3 27a3bs 

3m =3 2m9 = 9m2 ; 2cd =2 3c3(f3= 8c3ds' 

( n + m)2= (n + m)2 = n2 + 2mn + m2.*) 
n-m (u-m)2 n 2 -2mn+m 2 

Aufgaben: 

(2)' (XpYqZ)3n., 1. "3 ; (~abc)'j 
5xyz 

( 2n 3X )'; 
4my' 

( X-Y)3. 
x+y , 

G;Y . (~;y . G~r· 
(a -1b - 2)-:i 

(ab 2)3 

Eine gemischte Zahl wird potenziert, indem man sie in 
einen gewöhnlichen Bruch verwandelt und dann wie einen 
solchen potenziert.**) 

Beispiele: 

(3!)2= (~r =~:= ~. 
( ~)~ (ac+b)3_ (ac+b)3._ ar.c3+3a2c2b+3ab2c+b3 
a+ -- - 3 - 3 • 

C C C c 

( 2X _ ~r.)2 = (8xz - 3y)2 = (8xz - 3y)2 = 
4z 4z (4Z)2 

64 X 2 Z 2 - 48xyz + 9y 2 

- - 16z2 • 

Umkehrung. Potenzen mit gleichen Exponeuten, aber 
lIIit verschiedenen Grundzahlen werden dividiert, indem man 
den Quotienten der Grundzahlen mit dem gemeinsamen Expo­
nenten })otenziert. Hierbei ist der Quotient der Grundzahlen 
in Klammern zu setzen. 

BeisIlieie: 

i~= (~)3j an. = (~)Il. 
xn x' 

*) VgI. S. 29, Ziffer 35; 1 u. 2. Kann hier gekürzt werden? 
**) "45," 47. 
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Aufgaben: 

10' 1653 169" 2.)3.72' 18-1.305 283 .4:>' 
1. "2' ; 3;P' 39b ' 9~~04; 214: 153 ; 3ti'. 353' 
.) _0~:!))~ __ . "_j5a~)".J~!!~I)~ __ . ~~="~YJ". (~_+bt.(p_q)3. 
-. (~·1ahx)" (:!5Ulnp;~. (~abp)'" (2x -- Sy)" , (p-q)' (a+ b)" 

(nt _ b2in (X'l + y 3)2 0,57 4 1.83 3 

3. (ä-:'::'-t) ;;"" ; (x +7, i- ; 0,95-1' O,(j1 3' 

74. Potenzierung einer Summe Oller einer Differenz. 
Eine Summe oder eine Differenz wird ~tenziert, indem man 
sie so oft mit sich selbst multipliziert, wie der Exponent Ein­
heiten besitzt. 

Beispiele: 
(a + b) 2 = (a + b) . (a + b) = a 2 + 2 a h + b 2. 

(x + y - Z)3 = (X + y - z) . (x + r - z) . (X + y - z). 
(1 + X)4 = (1 + x). (1 + x). (1 + x). (1 + x). 

Aufgaben: *) 

1. (b - a)2; (y - x)2; (x + 1)2; (1 - xl'; (3ab + C)9. 

2. (2x+3y)2; (6x-5y)2 j (a+~-r; (~-br 
( 3a.)2 (X y)2 

3. x - 4'; 3" + 4" ; (a2 - b 2)2; (2a3 + 3b4)9. 

4. (a + b)3 + (a -- b)3; (x + 1)3 - (x - 1)3; (a + b + C)2. 

75. Gerade und ungerade Potenzen positiver und nega­
tiver Zahlen. Je nachdem der Exponent einer Potenz eine 
gerade oder ungerade Zahl ist, wird die Potenz eine gerade 
oder ungerade Potenz genannt. 

a) Jede gerade oder ungerade Potenz einer positiven 
Zahl ist stets eine positive Zahl. 

*) Unter Beachtung der auf S. 29, Ziffer 35) gegebenen Formeln 
ist die Ausrechnung dieser Auigaben leicht durchzuführen. 

Der Leser rechne auch die Aufgaben 1-3) mit dem Exponenten S 
durch. 
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Beispiele: 

(+ 4)8 = (+ 4).(+ 4).(+ 4) = + 64. 
(+ 2)4 = <+ 2).(+ 2).(+ 2).(+ 2) = + 16. 
(+3)"'=+243j 76 = 117649. 
(+X)3=+X 8 j (+X)6=X Oj (+xy)~=XOy~. 

b) Jede gerade Potenz einer negativen Zahl ist stets 
eine positive Zahl. (Vgl. S. 23, Ziffer 31, d.) 

Beispiele: 
(- 3)2= (-3).(- 3)=+9 = 9. 
( - 4) 4 = ( - 4) . (- 4) . (- 4) . (- 4) = + 256 = 256. 
(- a)' = (- a). (- a). (- a). (- a). 
Faßt man hier je 2 Faktoren zusammen, so erhält man: 
(- a)4 = (+ a 2).(+ a 2) = + a 2+2 = + a 4. 

(_ 2) 6 = + 2 6 = + 64. 
*) Aber: - 2 6 = - 64,! Beachte die Fußnote! 

c) Jefle ungerade Potenz einer negativen Zahl ist stets 
eine negative Zahl. (Vgl. S. 23, Ziffer 31, e.) 

*) Bezüglich der Schreibweise der Potenzen mit negativen Grund­
zahlen ist stets auf den Unterschied zu achten, welcher entsteht, je 
nachdem die negative Grundzahl in Klammern gesetzt wird oder 
nicht; z. B.: 

(_X)7 und: - x 7. 
(- x) 7 ist die abgekürzte Schreibweise für: 

(-x).(-lI:).(-x).(-x).(-x).(-x).(-x), während 
- x 7 die abgekürzte Schreibweise für: 

- x . x . x . x . x . x . x ist. 
Im ersten Falle ist das Minuszeichen mit in die Klammer ein­

geschlossen, . also auch mit zu multiplizieren; denn 
die Grundzahl heißt (-x), 

im zweiten Falle ist jedoch nur gesagt, daß 
die Potenz x 7 negativ zu nehmen ist. 

Der Exponent bezieht sich im allgemeinen nur auf die Grund­
zahl der Potenz, welcher er unmittelbar angehört, und nicht auch 
immer auf das Vorzeichen. Soll z. B. nach dem Vorstehenden be­
rechnet werden: 

1) (- 8) 3, soll also die negative Zahl 8 in die 3 te Potenz erhoben 
werden, so ist zu schreiben: 

(- 8)3= (- 8). (- 8). (-8) = (+64). (- 8) = - 512. Soll 
2) -8', also der negative Wert der 4ten Potenz von der Zahl 8 

gebildet werden, so ist zu schreiben: 
-8'=-8.8.8.8=-4096. Weiter gilt: 

3) (- 5)6 = + 15 625 und: 
4) -5 8 =-15625. 
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Beispiele: 

(- 4)~ = (- 4). (- 4). (- 4)· (- 4). (- 4) = 
= (- 4)4. (- 4) = + 256· (- 4) = -1024. 

(-2)~=-32; (-3)8=-27; (-4)1=-16384. 
(- a)/j = (- a). (- a). (- a). (- a). (- a). 

Faßt man auch hier je 2 Faktoren zusammen, so cr­
gibt sich: 

(-a)II=(+ a 2). (+a 2) .(- a) = (+a 4). (- a) =- a~. 

Die Richtigkeit der in vorstehendem gegebenen Regeln 
läßt sich ohne weiteres unter Anwendung der einfachen Multi­
plikationsgesetze nachweisen, wie dies zum Teil schon in den 
gegebenen Beispielen geschehen ist. 

Aufgaben: 
1. (_5)2; (_6)3; (-4)4; (-a)6; (_b)9; (-5)3+3 2• 

2. (_4)~+(_.)3; 6 3-(-4)1; (_7)2_(_2)6. 
3. (_5)3+(_2)~; (-2)6+(-2)~+(-2)'+(-2)3+-2)1+1. 

4. n l +(-n)3; p'+(_p)4; x 3 +(-x)3-x'+(- J~' 
,5. (_5)3.(_2)'; (_4)3.(_3)4; (-a)2_(2a)2+2(_ a)I-2(-a)l. 
6. (-n')'; [(_ni)a],; [(_n 2)"]6; (_n 2)_5; r ,ab)I-(3ab)". 

(_b)6 (-b)b (_n 2)' 1 
7. (_n 3)-&; (=-bfa; -b-s; (-n2]3; F )6' 

VII. Wurzeln. 

A. Allgemeines. 

76. Begriff der Wurzel. Zerlegt man eine Zahl oder 
einen Zahlenausdruck in mehrere gleiche Faktoren, so be­
zeichnet man das hierbei einzu8chlagende Rechnungsverfahren 
mit dem Ausdrucke "Wurzelausziehen oder Radizieren". 
Jeden dieser gleichen Faktoren nennt man eine "Wurzel" 
aus der zerlegten Zahl. 

Zerlegt man eine Zahl' in 2, 3 oder mehr gleiche Faktoren, 
so erhält man entsprechend die 2 te, 3 le oder eine höhere Wurzel. 

Löst man die Zahl 9 in die beiden Faktoren 3· 3 auf, 
schreibt man also: 

9=3.3, 

so sagt man, die Zahl 3 ist die zweite Wurzel aus der Zahl 9. 
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Schreibt man 
64 =4.4.4, 

zerlegt man also die Zahl 64 in 3 gleiche Faktoren, so sagt 
man, die Zahl 4 ist die dritte Wurzel aus der Zahl 64. 

Setzt man 
243 = 3 . 3 . 3 . 3 . 3, 

so ist 3 die fünfte Wurzel aus 243. 
Das letzte Beispiel erhält in richtiger Schreibweise die 

Form: 
Ii 

Y243 = 3, 
. . 

gelesen: fünfte Wurzel aus 243 = 3. 

Das Zeichen Y- (verzogenes r von dem lateinischen Wort: 
radix = Wurzel) ist das Wurzelzeichen; der wagerechte 
Strich desselben erstreckt sich stets ganz über ~.en zu 
radizierenden Zahlenausdruck. Die winkelartige Offnung 
im senkrechten Teile des Wurzelzeichens dient zur Aufnahme 
des Wurzelexponenten, der angibt, welche Wurzel aus der 
unter dem wagerechten Strich stehenden Zahl gezogen werden soll. 

Eine Wurzel ist richtig ausgezogen, wenn die Zahl, 
welche die Wurzel bezeichnet, mit dem Wurzelexpo­
nenten potenziert die Zahl ergibt, welehe unter dem 
Wurzelzeichen steht. Ist also 

Ist 

" 
" 

" 

5 

Y243 = 3, so muß 
3:; = 243 sein, was richtig ist, da 
3~ =3·3·3·3·3=243 ist. 

2 

}/25 =5, so muß 5 2 =25 sein. 
3 

Vl~5 =5, " " 
53 = 125 

" 4 

V1() =2, " " 2 4 = 16 
" 5 

YTIfü= 4, 
" " 4 6 = 1024 

" 
usw. 

Auf Buchstaben angewendet, erhält mau: 
n 

Ist Y a = x, so muß x n = asein. 

Hieraus folgt: Aus einer Zahl a die n t • Wurzel 
ziehen, oder was dasselbe ist, eine Zahl a mit einer 
Zahl n radizieren, heißt eine Zahl x suchen, welche 
mit n potenziert wieder die Zahl a ergibt. 
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Die zu radizierende Zahl a heißt Rad i k a n d , die Zahl 
n heißt Wurzelexponent und die Zahl x bildet die 
gesuchte Wurzel. Radikand kann jeder beliebige Zahlen­
ausdruck seinj der Exponent ist im allgemeinen eine ganze und 
positive Zahl. 

Die zweite Wurzel aus einer Zahl a heißt "Q u a d r at­
wurzel"j man schreibt dieselbe kurz: Va, d. h. ohne Ex­
ponenten. 

Die dritte Wurzel nennt man auch "Kubikwurzel". 

77. Beziehungen zwischen Wurzel und Potenz. Geht 
man von der Potenzgleichung: I) 2 = 25 aus, so wurde nach 
der Lehre von den Potenzen aus der Grundzahl 5 und dem 
Exponenten 2 die neue -Zahl 25 gebildet. Betrachtet man die 

2 

vorstehende Wurzelgleichung: V25 = 1), so erkennt man, daß 
aus dem Radikanden 21) und dem Wurzelexponenten 2 die 
neue Zahl I) zu bilden ist. 

Nun ist aber 25 = 5·5 = 1)2. Setzt man diese Potenz 5' 
an Stelle des Radikanden 25, so kann man auch schreiben: 

2 

V5 1l =5. 
Ähnlich läßt sich bilden: 

• I) 

V6'=6j V 106 = 10 usw. 
Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich: 

n 

"faD = a. 
Hieraus folgt: Wird eine Zahl gleichzeitig mit ein 

und demselben Exponenten potenziert und radiziert, 
so bleibt die Zahl unverändert, d. b. Potenzieren und 
Radizieren heben sich in diesem Falle gegenseitig auf. 

Beispiele: 
I) 3 n 

Vxil=xi V(a+ b)S = a + bj V (ab)n = ab. 

Ve i Y )'- = x z y. 

Dieses Gesetz findet seine Erweiterung in folgendem: 
Geht man von der ganz beliebigen Gleichung 

a=x ll 

aus, und zieht man auf beiden Seiten dieser Gleichung die 
2h Wurzel, so erhält man: 

2 2 

Va=Vx 'l • 
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Entsprechend dem vorstehenden Gesetz ist aber Y' x 2 = Xj 

damit geht die vorletzte Gleichung über in: 
2 

ya=x. 
Potenziert man beide Seiten dieser Gleichung mit 2, so 

ergibt sich: (:rar =x2• 

N ach der Ausgangsgleichung war aber auch: 
a=x2• 

Sind jedoch in zwei Gieiehungen die rechten Seiten gleich, 
so müssen auch die linken gleich sein, folglich: 

(Va) 2 = a. 
Ähnlich läßt sich bilden: 

(Vär =a; (vif =a, 
oder ganz allgemein: 

(Y'at=8. 
Nach vorstehendem war aber auch: 

D 

VaD =8. 
Da auch in den beiden letzten Gleichungen die rechten 

Seiten gleich sind, muß 

(Y'aY = Y' aD =a 
sein. Hieraus folg~: 

Es ist gleichgültig, ob man die ganze Wurzel 
oder nur den Radikanden mit dem Wurzelexponenten 
potenziert; in jedem Falle heben sich Potenzieren 
und Radizieren gegenseitig auf. 

78. Die Bruchpotenz. Aus den in Ziffer 76) abgegebenen 
Erklärungen geht hervor, in welchem Zusammenhange Poten­
zieren und Radizieren miteinander stehen. Die nunmehr 
folgenden, für das Rechnen mit Wurzeln gegebenen Regeln 
lassen sich leicht auf die entsprechenden, für die Potenzen 
geltenden zurückführen. Es dürfte deshalb für den Leser vor­
teilhaft sein, jedes Gesetz der Wurzellehre mit dem ent­
sprechenden der Potenzlehre zu vergleichen. 

Es wird dies mit um so größerem Verständnis geschehen, 
wenn man sich der in der Praxis vielfach angewandten, zweiten 
Schreibweise für einen W urzelausdrnck bedient. 

Welckert u. Stolle, Ma8chlnenrechnen; I. Teil, I. Band. 6 
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Es ist Ublicb, an Stelle der Wurzel die "Bruchpotenz" 
treten zu lassen; man setzt allgemein: 

• I 

Va=a·. 
Daß diese Gleichung richtig ist, läßt sich beweisen wie folgt: 
Geht man von der Gleichung 

n 1 

Va=all 

aus und potenzieri man beide Seiten mit n, so erhält man: 

Das ergibt aber nach Ziffer 77 und 71): 
I n -·n. - I 

a = 8 n = an = a ; folglich: 
a=8. 

. Da man auf beiden Seiten dasselbe Resultat erhält, ist 
die Ausgangsgleichung richtig. Hieraus folgt: 

Jede Wurzel aus einer Zahl ist gleich einerPotenz t 

deren Exponent ein Bruch ist, dessen Zähler von dem 
Potenzexponenten und dessen Nenner von dem Wurzel­
exponenten gebildet wird. So schreibt man z. B.: 

3 f. t n 1 

Yn=nti Vx=x"2"; Y16=16T ; Ya=a-; usw.*) 

Befindet sich unter dem Wurzelzeichen eine Potenz, BO 
findet das Gesetz allgemein seinen Ausdruck in der Gleichuug: 

m n 
YxI=xm• 

Eine Bruchpotenz ist demnach eine Potenz, deren Exponent 
ein Bruch ist; dieser Bruch selbst heißt ,.Bruchexponent." 

Die Richtigkeit der letzten Gleichung wird ohne weiteres 
durch folgendes Beispiel erwiesen. Es ist nach Ziffer 77): 

2 

Ya2 =a. 
Wendet man die Schreibweise der Bruchpotenz an, so folgt: 

2 2 
,,- "2" 1 r a2 = a c::: a = a, 

welche Rechnung dasselbe Resultat ergibt. 

. .) Sämtliche unter den Wurzelzeichen stehenden Zahlengrößen 
besib;en stillschweigend den Expollenten J, denn nach Ziffer 67 b, 
S. 63) ist: 

8 = a1 usw. 



Beispiele: 
:I 9 

JI49 =4T 

3 6 

VX 6 =:1: T 
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'-8 1 
ya::B= aT =a- II =-. 

a2 ' 

Yab = (ab)! =at.bi . 
S 3 

Vx Sy3 = V(X.y)3 = (x.y)! = {x.y)1 = x· y. 

Aufgaben: 
Verwandle die Wurzeln in Bruchpotenzen: 
'll S, Ii 9 

1. V3U j V216 j y&lj V nlj yXlj Vb16 j yYi7. 

2. ~j ~j -V xyz; ;n1m1z1j --,11. 
S D 
V (x - Y)'; V(.,---a-;-+"'"'b):-p-q. 

5 Ii -4 -9 -! 
4. Vem+n)l.a'; Va- 10 ; ~; Va-IG; Va<. 

Verwandle die Bruchpotenzen in Wurzeln: 

5. 36~; 64-1-; 811-; lOO1-; 10001-; 25-!; xt ; x!. 
12m 

6. x-}; y1; yl; aD; aD; an; (p.qri-; (x<y<)-f-. 

7. (a-b)t; (a+b)t; (27x' y 3)"S"; n--~; x-i. 

79. Regeln für das Rechnen mit Bruchpotenzen. Für 
das Rechnen mit Bruchpotenzen sind genau dieselben Regeln 
zu befolgen, welche fllr Potenzen, deren Exponenten ganze 
Zahlen sind, gegeben wurden. So ist entsprechend 

!I 3. a 3. 5 r-
S. 62, Ziffer 66): 4n"S" + 3 n"S" - 2n-5 = 5na = 5.1' n~· 

n D D D m 

lOam - 9am + 2am = 3am = 3 . Van• 

" 64, " 
68): xi.xi = xi-+t =xt = fi. 

6* 
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S. 65, Ziffer 69a): a\ : at = ai - i == at = a-l = lr a9• 

" 68, 

" 70, 

" 71, 

~ 1!. ~_R. 
an: a q = an q. 

1 1 
" 6ge): b --1 =0 2 =V3 _. 

b"l b2 

b-~=~=_l_. 
m n 

bn Ybm 

" 70e): _1_ =- x1= lr x3• 

x-i 
1 R. q 

- q ,j-_:e. = x = r xP. 
x q 

a - i1 z' ~ ZS 
• 70d): -=-=0-. 

Jl ~ 6 
Z -,,- alr Y all 

P q y-
(~)~ = eq = Yell = rl. 

d p q. P 

dq YdP d 
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S. 75, Ziffer 73): .: -(j)* = ~. 
y 

X:~(j)~_ V(jf 
yn 

Aufgaben: 

!- ! t 1 t -t -t -i -1 
1. x .x ; D .D ; a .a b . b ; y.y . 

t t ! 2. a . a .8 ; 

/) 

3. Y Cl. 

1 ' c Tl) 

! t n a 

-~ 
a 

t; 
·D 

! 
(a~. ( )i t' 51 . 
(a+b) 

4. (at)!; (xi)-i; (8. a)t; (64. Da)t; [(5~ )ir 
S , /) 

5. [(1 _ x)i]t; 0 0; Cdt, Y X! . Y x.-
- 1 1 Yx 7 

80. Gleichartige Wurzeln. Wurzeln werden als gleich­
artig bezeichnet, wenn ihre Grundzahlen und Exponenten 
genau dieselben sind. 

8 8 

So sind z. B. 3 Y~ und 5 YaA gleichartig, während 
8 

3 Ya! und 5 y"ä'i nicht gleichartig sind. 

81. Addition und Subtraktion gleichartiger Wurzeln. 
Wurzeln können nur addiert oder subtrahiert werden, wenn 
sie gleichartig sind; man addiert oder subtrahiert alsdann wie 
mit gewöhnlichen Buchstabengrößen. 

Beispiele: 
8 S 8 8 

2 V2 + 3 Y 2 == 5 V-2j 6 Ya + 5 Ya - 8 Ya = 3 Va· 
6 6 6 6 6 6 

9V ab + 8 Y ab -12 Yab - Y ab + 2Y ab = 6 Y ab: 
4, /) 4, /) 

5 yi' + 3Yy-2ll i' -9Yy = 
" 4, /) 11 • Il 

=5Vx -2Yx 1. 3Yy-9Vy =3Vx- 6Yy. 
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x Y5 + y JfS = (x + y) . ys. l (Vgl S. 36, Züfer 43, c und d. 
aY3 - Y3=(a-l).ff. J 

a a a ö 

aYx-bYx+cYx= (a-b+c).y'L 
xl" p+q+yYp+q-3Yp+q=(x+y-3)·Yp+q. 

A.ufgabe.: 
6 6 6 6 8 6 

1.2yab+9Yab-12Yab-yab+8Yab+V&1>. 
3 3 , 3 4 

2.7Va-(-6ya+5Yb...,-9ya-5Yc). 
3 

3. 12 Va - a Vb - (ya - 8 Yb - 7 Va). 
3 3 4 4 S 3 

4.7Va-9Yab+6Yab-(-9YSb+5Yab+7ya). 
a 3 5 3 

5. 3 x ymn - a Yx + 2 Y mD + 5 Y x. 
3 3 3 3 

6. n V x y- 2 yx=y + p Y x + y - 5 Y x + y. 

82. Besondere Fälle. 
a) Jede Wurzel aus Eins isf = Eins. 

n 

Yl=1. 
b) Jede Wurzel aus Null ist = Null. 

3 n 

YO=Oj vo=O. 

83. InItiplikation von Wurzeln mit gleichen Expo­
nenten. Sollen die beiden, den gleichen Exponenten 3 be-

3 3 
sitzenden Wurzeln: Y5 und Y7 miteinander multiplitiert 
werden, so erhält man, wenn man beide Wurzeln als Bruch­
potenzen schreibt: 

3 3 t . 1 
Y5· Y7 = 5 • T'i. 

Für die rechte Seite dieser Gleichung kann man aber 
nach Seite 13, Ziffer 72) - Umkehrung - schreiben: 

1 t t 
5'3'·7'3'=(5.7p. 

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so 
erhält man: 

s s 
Y5 . Y7 = (5 . 7)'1-. 
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Verwandelt man die als Bruchpotenz erscheinende reohte 
Seite dieser Gleichung nach Ziffer 78) wieder in eine Wnrzel, 
80 ergibt sich: 

11 3 11 

va· V7 = va:'f. 
Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aber auch, 

wenn man die Grundzahlen 5 und 7 als Faktoren unter eine 
gemeinsame Wurzel bringt. Auf Buchstaben angewendet, folgt: 

D D D 

ya.Yj)=Ya·b. 

Hieraus ergibt sich als Regel: 
Wurzeln mit gleichen Exponenten werden multipliziert, 

indem man das Produkt der Radikanden mit dem gemein­
samen Wurzelexponenten radiziert. 

Beispiele: 
I 3 3 3 

v2"·y'5 ..... Y2.5=rui Vf·YI3 =Y7·13 =Y91. 
, , , 11 11 11 5 6 

V13. V15 = Y195j YS· yif· YIO =«-7 ·10 = Y350. 
Il Il 11 J: x.x x 

Yä·Yb=Ya.bj rnm. Ya b ..... Ynln. ab= Yabmn. 
3338 38 8 

Va· Vb. Yac= Ya'bc; Yx'y. Yxy'= YX'Sy8= xy. 

111· V~=V~·~=V:~ =YI = 1. 

va b. Yall_b ll = va· b-.(-a-+-b)-(-a-_-b-)-*)-__ -
a+b a+b 

=~ b).(a+ b)·(a- b) =V(a-b).(a _ b)-
(a+b) . -

2 1 
=Y(a- b)' = (a - b)Y= (a - b) =a-b 

V2· Y50 = Y2-" 50 = VI00 = YI0 1 = 10. 
3 3- 3 

ya· Y12 = YS:-12 = Y36 = 6; Y4· Y54 == Y216 = 6. 

2Yi·4 yi =2·4 Vx.x=8Yx l =8x. 
838 3 

Y 2n . Y 4 n S = Y 2 n . 4 nt = Y 8. n ;I = 2 n. 

(V2+Y8-2Y3+ Y75). Y6= YI2+Y48-2V18+Y450. 
(3+ Y6).(4- Y6)=12+ 4 Y6-3' Y6 - Y6 11 = 

= 12+ V6 -6= 6+ Y6. 

*) Vgl. S. 29, Ziffer 35; 7. 
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(9 - 2· Yll). (17 + 6· Yll) = 153- 34· Vll + 54· vil­
-12· YW= 153+ 20·Vll-12.11 = 21+20·Vll. 

(vay- Vby + Vcy). Yy = Yayl! - Jtb y 2+ Vcy 2. 

(2 + Y3)' =2' + 2·2· V3+(V3)2 = 4+4.V3+ 3 = 

=7+4 V3. 
A.ufgabeD: 

8 8 S S 

l. V5. y'"5; V2' V32j V9' V3j VIO' YIOO. 
2. Vi· V16:x:; V3y2. Y12 y2 j Vb' Y3y . V6xy. 

8 & S ••• 

3. 4 Va . yb . 5 V 8 a 2 b'; 2 V :x: y . 3 V x Y . 5 V:x: t y '; 

84:. Radizierung eines Produktes. Geht man von dem 
zu radizierenden Produkt Y 3 • 7 aus, so erhält man unter An­
wendung der Schreibweise der Bruchpotenz : 

./- 1 
f 3 . 7 = (3 . 7) v. 

Für die rechte Seite dieser Gleichung kann man aber nach 
S. 73, Ziffer 72) schreiben: 

(3· 7)-t=3-t. 7-t. 

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so 
ergibt sich: 

Y3.7 =3t.d. 
Verwandelt man in dieser Gleichung die Bruchpotenzen 

wieder in Wurzeln, so erhält man: 

Vß.7=Y3· V7. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aber auch, 
wenn man die Faktoren 3 und 7 einzeln mit dem gegebenen 
Exponenten radiziert. Auf Buchstaben angewendet, folgt: 

D D D 

va:b = Ya . Vb. 
Hieraus ergibt sich als Regel: 
Die Wurzel aus einem Produkt wird gezogen, indem man 

sie aus jedem Faktor einzeln zieht und die erhaltenen Wurzeln 
multipliziert. 

Hierbei sind folgende Fälle zu beachten: 
a) Die Faktoren des Produktes unter der Wurzel sind 

derartig beschaffen, daß man sie in Potenzen verwandeln kann, 
deren Exponent gleich dem Wurzelexponenten oder ein ganzes 
Vielfaches desselben ist. In diesem Falle läßt sich die Wurzel 
ohne weiteres ausziehen. 

Beispiele: 

Y16·25 =VI6·y'25 =V42 ·V52 =4·5=20. 

Y36·81 =V36·V81 =V62 ·V9 2 =6·9=54. 
Y a 2 • b2 = Va2 • Vb 2 = a· bj V'Xl!y2z~ = xyz. 
S 3 S 3 S 

V27 ·125 = V27· V125 = V3s. V5 8 = 3·5 = 15. 
S 3 3 3~--=-~ 
YmSn8 = Vm 8 • VnS= m.n; Yx8 y 3 ZS=xyZ. 
V 36 a 2 = V 36· Y82 = V 6 \l • V a 11 = 6 a. 
, " " 
V81x' = V81·R = V3'· Vx' = 3x . 
• ,- .,- .,- 2 4 r x l1 y' = r x2 • ., y'=x:f.y:f=X.y2. 
8 8 8 fi 3n 

Vx8b3n=YX8.Vb3n=x""'.b8 =x'·bn• 

388 t t 
Y68a8 =V66 ·Yall =-6·a =6'·&=36a. 
8 8 Jl96_ 

Y 27a9 b6 = V38 a9 b6 = aS- a""'b-a- = 3a8 b2• 

• 4 4~~~ 
VI6(a+ b)' = V16· V(a+ b)' = 2· (a + b). 

3 4 

V 4at b2 + V8a8 bll - V16 a'b' = 2ab -r 2ab - 2ab = 2ab. 

Aufgaben: 
3 8 7 , 

l. V81.121; Y49.256; V27.2l6j Va'j Va18bU ; VX8yä. 
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S 6 , 

2. Y36m.n'j Y8xSySj y32alobUn'xlOj Y=81'-""(x-+-:--y-z"'"")8. 
6 x S 

3. Ya-IO. b·'c5; ya2x bu ; y"""'a3;-1l-:"+--;;:S-m; yall + 2ab+ bl. 

b) Läßt sich die Wurzel aus den Zahlenwerten nicht ohne 
weiteres, wie unter a) gezeigt, ziehen, so zerlege man diese 
Zahlenwerte derart in Faktoren, daß aus einzelnen derselben 
die Wurzel gezogen werden kann. 

Man sagt in diesem Falle, man habe einen oder 
mehrere Faktoren vor die Wurzel geschafft. 

Beispiele: 

Y12 = Y·-4·3 = VI· V3 = Y2 2 • Y3 = 2· Y3. 
V75 = Y25·3 = Y5 9 • Y3 = 5. y'3. 
S 3 3 S 3 

V 54 = Y 27·2 = Y 27· Y2 = 3 Y2. 
3 3 3 3 S S 

5· Y56 = 5· Y8·7 = 5· va· Y·'f = 5·2· n = Ion. 
Va2b2 .n=}'ai. Yb 2 • Yn =ab· yn. 
Y5X2 y6= Y5· YX 2 .Yy6 = Y5·d .yi= xy3Y5. 

3 S S 3 S 

6YID' = 6Yms:m = 6Y mS • Vm = 6m Ym. 
Y98a'b 8 =Y49·2·a'·b 6 = Y 49· Y2. Va'. Yb8 =7a2 b8 • Y2. 
x S x x xx x 

11 a x +3 = Ya"'·a3 = ya. Yal! = ai . Va8 = aYa8.*) 

Y20 + Y245 = Y4·5 + y'49.5 = 2Y5 + 7Y5 = 9VS. 
V18 + Y'50 - ffl = Y9-2 + Y25 .2 - y'36:2 = 

= 3Y2 + 5Y2 - 6Y2 = 2Y2. 
3 3 3 S 

7Y54+3Yl6+3Y2 -5V128 = 
3 S 3 

=7Y27.2+3Y8.2+3Y2-5Y64~ = 
3 3 S 3 

= 7·3Y2 + 3·2Y2 +3Y2 -5.4Y2= 
S S 8 S S 

= 21 V2 + 6Y2 + 3V2 - 20Y2 = lOY2. 
11 3 S 3 3 

YI25(x-y)8= Y125. Y(X_y)3= Y5 8 • y-'-(x-_-y:-O;:)s= 5(x-y). 

A.ufgaben: S 3 

l.YSO; l'24j V200j Y63j Yf8O; y81; yn. 
3 3 

2. 1f128; yliibj Y X'yzlj yMa'be; 7Y48; 9yrr2. 

*) Vgl. S. 65, Ziffer 68j Umkehrung. 
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6 n 3 
3. ab~Va7bH; 4Va.' blln ; Va2nb2n+l; 2V32xSy9. 

3 3 3 

4. V16+V250-V2; V24+V54-V6+V96. 
5. lOV 411. + 4 ffa + 3Y 4911. - lOV36a. - 2VSl a. 

6. 23aY;:+3ava-2yas+~~. 
3 3 x " 

7. Y 16a3 b + V 4a.2 b - V a.lb - V54a.3 b; V 11."+3 - Va'b-x, 

c) Umkehrung von b): Ebenso wie man einen oder. 
mehrere Faktoren eines Produktes vor die Wurzel schaffen 
kann, ebenso kann man einen Faktor, der vor einer Wurzel 
steht, unter die Wurzel schaffen. Hierbei ist der Faktor 
mit dem Wurzelexponenten zu potenzieren. 

Ist der unter die Wurzel zu schaffende Faktor eine Potenz, 
80 ist nach Ziffer 71, Seite 72) der Potenzexponent mit dem 
Wurzelexponenten zu multiplizieren. 

Beispiele: 

3· V5 = ~ = }"9:5 = V 45. 
5· V2 = ~ = V25· 2 = V50. 

3 3 3 3 

2· V20 = V2 3 • 20= Y8.2O = V160. 
4 4 4 4 

3· V5 =V3'· 5 = V81· 5 = V405. 
n n 

x· Vy = VX2yj a· Vb = VaDbj 7· -vxy = V 49xy. 

3a· Vb = V(3a)2. b = V3 2 • a i • b = V9a2 b. 
3 S 

(x +y). vZ" = V(x+y)~; (9- a). Vn = V(lI- a)3. n. 

6· vi = V6 2 .!= V36 .%= V6.5= V30. 

b· t1= ~= J!b2~a= tab. 
n2 • Vm = Vn2 • 2. m = l/n'. m = Vm. n'. 

3 S 3 JD JD 

Xli. V y~ = V x2 • 3. y6 = Y X 6y6 j anVb = V amnb. 
4 4 4 4 4 

a'. Vas = Va"'. a 3 = Va l6 • aB = Va18 + 3 = Val\). 

x 1/y 1/ x -. y ~='r -. y x y 
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(a+b). V:+: = JI(a+(~~~)-b) = -V (a+b)(&~ b)= 

= Va 2 -b' .·) 

.lurgabeD: 
8 8 8 

1. 8.y'"7; 2·VO,5; 2.Vt; 7.V~; 2·V25; 8.vI; 5.V,,"r. 
• s 

2.8. V!;!.Y-24; 0,2. VO,625j a. Vbj Ba. VXj ab. vc. 

8. a. V~; 2a·V~:; b. n; ab·Valb·; ab. Vacb' 
4 

a l • Vb6 ):; 
b a'y 

85. Division Ton Wurzeln .mlt gleichen Exponenten. 
Soll Y5 durch V7 dividiert werden, so kann man nach dem 
I1ber Bruchpotenzen Gesagten schreiben: 

V5 si 
V7 = 71 

Nach S. 7S, Ziffer 73) - Umkehrung - ist aber 

si .... (~)!. 
71 7 

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder al8 
Wtmel und setzt man den erhaltenen Wen in die Torletzte 
Gleichung ein, 80 ergibt sich: 

~=V~· 
Die rechte Seite der letzten Gleichung erhä.lt man aber 

auch, wenn man den Quotienten der Radikanden durch den 
gemeinsamen Wurzel exponenten radiziert. 

.) Vgl. S. 29, Ziffer 85j 1 und 7. 
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Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 

va=~a. 
D b 
Vb 

Hieraus folgt als Regel: 
Wurzeln mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem 

man den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen 
Wurzel exponenten radiziert. 

Beispiele: 

~!:= y1;=YT=2; ~1:8= Vl~8=Y16=Y42=4. 
V21 = 1121 = '/-3. Y3x = 11 3x = '/-3 ,/- r ') Y ',/- r Y. r 7 .. Y x x 

II 3 

1"-n • y _ yn. y _ ,r--: 
----=...- - - - y n, 

lf y Y 

Y81 1181 s_ 
-3-= r -=Y27=3. 
Y3 3 

Aufgaben: 
3 3 

1. Y24; Y120. YS125. Y15. Y87~. Y12~ 
ytf Y15 ' -8--' 

Yi' Y S~' s-· 
Y25 Y 9 1 rlr 

3 4 3 

Y16X Y9a4 Yx7 • ya~bc4 rJx+y).as 
2. yx ; -3-; -4-' -8--; 

ya 
ysa y Xl -yabe 

--. 
n ' yzs 
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86. Radiziernng eines Quotienten (Brnehes). Soll der 
Bruch t radiziert werden, so kann man entsprechend den vor­
stehenden Ausführungen schreiben: 

Y5 =(~)t 
8 8. 

Nach Ziffer 73, S. 74) ist aber 

(~)l = 57. 
8 8~ 

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder in 
Wurzelform, so ergibt sich: 

5t Y5 - = --. Hieraus folgt: 
8t Y8 
1f5=Vf) 
r 8 YS 

Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 
D ß 

-V a =Va 
b ß __ • 

Vb 
Hieraus ergibt sich als Regel: 
Die Wurzel aus einem Bruche wird gezogen, indem man 

sie aus Zähler und Nenner einzeln zieht und die erhaltenen 
Wurzeln durcheinander dividiert. 

Hierbei ist bezüglich der Radikanden das zu beachtent 

was in Ziffer 84, unter a, bund c) über Faktoren gesagt 
wurde. 

- 1 f 25 1 J52 5 1 
YO,25 = JI 100= r W=1O=2=0,5. 

3 3 3 

;33-~_v27_Y3S -~-15 
~- 8-;8 -h;s -2-'· 

3 3 

3 1/27 -V"3"3 3 
V 0,027 = JI IOOO = lOs = 10 == 0,3. 
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Auch sind, wenn möglich, einzelne Radikanden in 
Faktoren zu zerlegen, aus welchen sich die Wurzel ohne 
weiteres ziehen läßt. 

Beispiele: 

-V 4S-=V 48 =VTIf.3=4V3=!.V3=Og.V3. 
125 V125 V25·5 5V5 5 V5 ' V5 

.) Vgl. S. 45, Ziffer 47 und S. 71, Ziffer 70d. 
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3 8 3 3 S 3 

V128 = Y 128 = V 64·2 = V 43 .2 = 4 V2 = 08 . V~. 
375 S a :I a'!) 

V375 V12W V5 8 ·3 5V3 V3 
3 3 B 3 3 

-.R _Va 5 _VaS .a2 _a.V32 r 1)4- 3 - 3 - 8 

Vb~ Vb8-:}) b·Y!) 

a Va2 

b' tb ' 
Bei dem praktischen Rechnen init Wurzeln aus Brl1chen 

sind folgende Verfahren von Vorteil: 
a) Ist der Nenner des Bruches,aus dem die Quadrat­

wurzel gezogen werden soll, keine Quadratzahl, so kann 
man, denselben zu einer solchen machen, indem man Zähler 
und Nenner des Bruches mit dem Nenner multipliziert. Auf 
diese Weise wird der Nenner zu einer Quadratzahl, 
und umgeht man damit das Ausziehen einer Quadrat­
wurzel. 

Beispiele: 

-V ~7 V--=7:--:. 1:-::-1 
11= 11·11 

-VX2 = -Vx2.m=V~=xVm=~Vm. 
m m·m V m2 m m 

-.Fa 1/a.2b -'/2ab V2ab 1 ,;--r 2 b = r 2 b .2b = r 4 b 2 = 21) = 2l:i' r 2 a b. 

Va+ b = y(a+ b) (a- b)= -V a 2 _ b:= Va2 - b' . 
a-b (a-b)(a-b) (a-b) a-b 

b) Bei dem Ausziehen der Kubikwurzel ist der Nenner 
des Bruches auf die dritte Potenz zu bringen, also Zähler 
und Nenner mit der ersten oder zweiten Potenz des Nenners 
zu multiplizieren, je nachdem derselbe bereits in der zweiten 
oder ersten Potenz v6rhanden war. 

Beispiele: 
3 3 3 3 

-'/~=-V3. 72 = V147 = V14~ =.! l~147 r. 7 7.7 2 3 _ 7 7 • 
V 78 

3 3 3 S 

-./xy = "l/XY' z = Vxyz = Vxyz =.! Yxyz. r Z2 r Z2. Z 3 _ Z Z 
V Z8 
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A.ufgabeu: 

1. Vi· 5"' V'· 8' J/1; Vij; Y 2"i' 
3 

3 8 
2. v1; Ylfi y' 0,16; Vi 2SYij. 9 S; 

s 8 8 V- V7X. Vai rv· S. 7l'34; x. 
l' 5y' pi 

3 S 8 

•. ... /m ... /m ... ra-. .../----m- ... /x--y 
,., Sn; ;sn.,., a i ,., B-i' ,., m_p; ,., x+y' 

5. y'2 + Yi + Y 3i + Vi: = y'2 2 2 + Y1+ y~ + V:; = 

= Y4·~+·V~+V~·~+V~~·~= 
=2 ... /!+ ... f!+! ... /!+~ ... 1I=27"'f!=27 .1/1.2= 

,., 2 ,., '2 2'" 2 4'" 2' 4 J' '2 4'" 2.2 

= 27 11! = 27 . .!.. y"i' _ 27 . Y'2. 
4 ,., '4 4. 2 8 

6. yi + y 5-1-- YsH; yi+ n· y"'2iL 

87. Radizierung einer Potenz. Wendet man, um dIe 
Wurzel aus einer Potenz zu ziehen, . die Schreibweise der Bruch­

~ 

potenz an, so kann man z. B. fUr V52 setzen: 

~ .a 1 

Y52=54 =5Y • 

Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder als 
Wurzel, so erhält man: 

1 2 

SY=V51 =Y5. 
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so 

ergibt sich: 
~ 

Y52 =V·5. 
Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aber aucb, 

wenn man den Wurzelexponenten 4 durch den Potenzexpo­
nenten 2 dividiert und den Radikanden 5 durch den so er-

haltenen Quotienten ~ = 2 radiziert: 

4 4 2 
,/- YV- ,/-
r S 2 = 5 = r 5, d. i.: 

4 

Y52=Y5~ 
Weillkert u. Stolle. MBlchlnenrechnen; I. Tell. I. Band. 7 
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Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 
m 

m ß 

Vxß = Vx. 

Hieraus folgt als Regel: 
Die Wurzel aus einer P~tenz wird gezogen, indem man 

den Wurzel exponenten durch den Potenzexponenten dividiert 
und die Grundzahl der Potenz mit dem erhaltenen Quotienten 
radiziert. 

Schreibt man die rechte Seite der letzten Gleichung als 
Bruchpotenz, so ergibt sich: 

m .J. 
n m n 

y'x= x n =xm .*) 

Dieses Ergebnis folgt aber auch ohne weiteres aus der 
Erklärung der Bruchpotenz, nach welcher 

m ß 

VxD=Xm 
ist. Die Radizierung einer Potenz ist mithin auf zwei ver­
schiedene Arten durchzuführen und ergibt sich damit folgende 
weitere Regel: 

Die Wurzel aus einer Potenz wird gezogen, indem man 
den Potenzexponenten durch den Wurzelexponenten dividiert 
und die Grundzahl der Potenz mit dem erhaltenen Quotienten 
potenziert. 

Beispiele: 

f * 2 
,8'9 4 = vi} = V9 = V9 = 3, oder als Bruchpotenz: 
" ) 4 1 2 

l = g-S- = 9~ = v§1 = V9 = V32 = 3. 

I * 3 ~}3 = Va: = Va, oder als Bruchpotenz: 
,a ~ t 3_ 3_ 

= a = a = Val = Va. 

J 
-~ 2 

J-2" = Va = Va = V a, oder als Brnchpotcnz: 
"a t t 1 = a = a~ = Va.-

*) Das Rechnen mit Bruchpotenzen dürfte in jedem Falle vor­
zuziehen sein. 
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n 

-V xmJ = Vx~ oder als Bruchpote[l~: 
I =x~. 

Sind Wurzelexponent und Potenzexponent gleich, so folgt: 

-V a 4 J = ~a = Va*) = a, oder als Bruchpotenz: 

l=a4 =a1 =a. 
3 

88. Potenziernng einer Wurzel. Soll Vs mit 2 potenziert 
werden, so kann man schreiben: 

(VS)2 = VS. -VS. 
Für die rechte Seite dieser Gleichung ergibt sich aber 

nach Ziffer 83, Seite 86): 
3 3 3 3 

VS-· Vs = V8 ·8 =V82 • 

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so 
erhält man: 

iI :I 3 

(YS) = V 82.**) 
Die rechte Seite der letzten Gleichung erhält man aber 

auch, wenn man den Radikanden mit dem Potenzexponenten 
potenziert. Auf Buchstaben angewendet, ergibt sich: 

(m)n m 
Vi =VXB.**) 

Hieraus folgt als Regel: 
Eine Wurzel wii'd potenziert, indem man den Radikanden 

mit dem Potenzexponenten potenziert und alsdann durch den 
Wurzelexponenten radiziert. 

Beispiele: 

(Y2)3 = V23 = V2~ = 2· V 2. 

(vi)4 = Y a4 = at = a2• 

(Var=Va4 ; (Vay=Vax• 

1 

*) Schreibt man va als Bruchpotenz, so erhAlt man: 
1 t 
Ya=YRI =8.+=a 1 =a. 

Vergleiche im übrigen -hierzu S.80, Ziffer 77. 
**) Vgl. auch hierzu S. 81, Ziffer 77, letzte Gleichung. 

7* 
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( r-S )3 1f(3 ) 3 1f;l- 1f­t Va = r Va = r V a8 = r a. 

Aufgaben: 

3 16a - ~ (
12 )6 . V 9b4m-6 

89. Radizierung einer Wurzel. Soll die dritte Wurzel 
aus der Quadratwurzel aus 5 gezogen werden, so erhält man, 
,'Wenn man jede der Wurzeln als Bruchpotenz schreibt: 

13f- 1 3f- ()t *) r V5= r51 = 5~ =5l . 

*) Vgl. 8. 72, Ziffer 71 
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Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder als 
Wurzel, so ergibt sich: 

Setzt man diesen Wert in die vo~letzte Gleichnng ein, 
so folgt: 

3r-- 16; 

V V5 = V 5. 

Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aber auch, 
wenn man die gegebenen Wurzelexponenten 3 und 2 mitein­
ander multipliziert; mithin: 

s 8.2 b 

Vn=V~= -V~. 
Auf Buchstaben angewendet, erhält man: 

Hieraus folgt als Regel: 
Die Wurzel aus einer anderen Wurzel wird gezogen, in­

dem man die beiden Wurzelexponenten miteinander multipliziert 
und den Radikanden mit dem erhaltenen Produkte radiziert. 

Beispiele: 

1Y-- 3.2 6 6 

VV64 = V64: = V64 = V2° = 2. 

V-- 6 6 

V27=Y27=Y3 3 =3i =31=v ö. 
3 _ 12 _ 12 _ 4 3 _ Y4-

V25ö = Y256 = V 4' = 4H = 4
' 

= V 4. 
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1/C l( 6 ()1 2 V y'j16 = V a"'J = a2 ~ = a2 = a 1 = a.*) 

V Va27 xU = Va8 x6 = ax 2 • Vax. 
1 (-6- 1;-3- 12 12 12 12 12 

V Vx. v Vx. Yx lO = Vx. Vx. Yx 10 =V x· x· xlO 

12 

=VX12 =X. 

V 16 . Yn = Y16 . -V v n = 4 . V n. 
3 lY--

V2.Y2 = V V~=V23=2t=2!=V2'*'k) 
-- -24"8"-yr3-s- Vas 24 9 38 

a.Va= YaS .a=Va9 =a =a =Va3.**) 

90. Wiederholtes Radbieren derselben Zahl. Ist ein 
und dieselbe Zahl mehrfach zu radizieren, so werden sämtliche 
Wurzelexponenten miteinander multipliziert j z. B.: 

V 2 _ 

S 2.2.3 12 -V h Vn =Vll; V n-
3 3mn -V Ya=Va: 

lr-c.. 6 

*) Kürzer: V Va8 = n=a. Vgl. hierzu S.80, Ziffer 77. 
**) Vgl. S. 91, Ziffer 84c. 
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Umkehrung. Man kann einen hohen Wurzelexponenten 
in eine Reihe kleiner Faktoren zerlegen, welche als Wurzel­
exponenten fUr die einzeln und nacheinander auszuziehenden 
Wurzeln gelten. 

Beispiele: 

Y3-
3.2 

'-- Val2 = V a12, oder: 

2.8 1/8 
=Va12 =V ValZ. 

12 ~ 3.2.2 

=h V Va, oder: 

Va }Ir --
2.2.3 V3 

=Va= va:-
91. Gleichnamige Wurzeln.*) Wurzeln, welche gleiche 

Wurzelexponenten besitzen, nennt man gleichnamig. 
333 

So sind z. B. V5 und ·V9 gleichnamig, während Va und 
~ 

Vb. nif';ht gleichnamig sind. 

92. Das Gleichnamigmachen von Wurzeln. Schreibt 
3 

man z. B. V a~ als Bruchpotenz, so erhält man.: 

3_ t 
Va~ = a . 

Den Bruchexponenten t kann man nach Ziffer 48, Seite 46) 
mit einer beliebigen Zahl "erweitern", d. h. Zähler und Nenner 
mit ein und derselben Zahl multiplizieren. Erweitert man den 
Bruch t z. B. mit 2, so erhält man: 

5 5.2 10 
3 3.2 6 a =a =a. 

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so 
ergibt sich: 

3 5.2 10 

V a 5 = a s:2 = a '6-• 

• ) Vgl. S. 85, Ziffer 80. Beacnte den Unterschied zwischen 
"gleichartig" und "gleichnamig"! 
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Schreibt man die rechten Seiten dieser Gleichung wieder 
als Wurzeln, so folgt: 

8 S.2 6 

Va~= Y·a~·2 = Yalo• 

Erweitert man mit 3, so erhält man entsprechend: 
S 3.8 9 

Val} = V a l>·3= Va l6• 

Auf Buchstaben angewendet, folgt sinngemäß: 
rn rn.x 

VaD~ Vau ,x, 

Hieraus folgt als Regel: 
Wird eine Potenz radiziert, so können Wurzelexponent 

und Potenzexponent mit. ein und derselben Zahl multipliziert 
werden, ohne daß sich der Wert der Wurzel ändert. 

B eis pi cl e: 
~ 6 8 

Va3 =Va8 =Va9 = Va U = 
S ~ 9 U 

Vb*) = Vb' = Vb8 = Vb' = ..... 
~ 486 6 

V6*)=V6\!=V36i V5 =V52 =V25. 
, 6 8 

Vab'=Va2b'=Va8b6 =Va4tJ8= . 
~ 8 12 

Vx~y= VX 6y 2 =' VXVy 3 = ..•.•. 

4 

Schreibt man z. B. Va6 als Bruchpotenz, so erhält man: 
, 6 

Va6 =aT • 

Der Bruchexponent t läßt sich durch 2 kUrzen.**) Das 
ergibt: 

6:2 
6 - 3 

aT = a4 : 2 = a"2'. 

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, so 
erhält man: 

• 6:2 

R=a':2==al . 
Schreibt man die !'.~hten Seiten dieser Gleichung wieder 

als Wurzeln, so folgt: 
• ':2 2 

V a 6 == V a': '= V aB = V a a. 

*) b .... b1; 6-61• Vgl S.68, Ziffer 67; 1. 
**) Vgl. S.47, Ziffer 49. 
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Auf Buchstaben angewendet ergibt sich sinngcmäß: 
m m:x 

YaD= YaD:X. 
Hieraus folgt als Regel: 
Wird eine Potenz radiziert, so können Wurzelexponent und 

Potenzexponent durch ein und dieselbe Zahl dividiert werden, 
ohne daß sich der Wert der Wurzel ändert. 

Beispiele: 
9 S 10 12 4 

V a lll = R; Y'b 1ti = Vii\ V n8 = vi. 
1 Mb & 

Vc8li =c6 ; Va6 =a8 ; Vxb = vX-. 
10 16 24 2 x 

Ya6 + Yas + 3. Va 12 _ 2· V a X = 
=Va+ ya+3·ya-2. Va=3·Ya. 

Auf ,den· beiden vorstehenden Regeln fiber l\Iultiplikation 
bzw. Division von Wurzel- und Potenzexponent durch ein und 
dieselbe Zahl beruht nun das Gleichnamigmachen von Wurzeln: 

Wurzeln werden gleichnamig gemacht, illdem man 
sie auf denselben Wurzelexponenten bringt. 

Dies geschieht, indem man ihnen als gemeinschaftlichen 
Exponenten diejenige kleinste Zahl gibt, in welcher sämtliche 
Wurzelexponenten der gleichnamig zu machenden Wurzeln bei 
der Division ohne Rest enthalten sind. 

Das Aufsuchen dieser kleinsten Zahl deckt sich im all­
gemeinen mit dem Rechnungsverfahren, welches zur Bestimmung 
des Hauptnenners in Ziffer 52, Seite 49) angegeben wurde. 

Ist diese kleinste Zahl gefunden, so wird dieselbe durch 
jeden Wurzelexponenten einzeln dividiert und der zugehörige 
Radikand mit dem erhaltenen Quotienten potenziert. 

1. Beispiel. 
3 

Y2 und y'3 sollen gleichnamig gemacht werden. Die 
Wurzelexponenten 2 und 3 haben als kleinsten Exponenten 
die Zahl 6 gemeinsam; beide Wurzeln mtissen also den Ex­
ponenten 6 erhalten. Dividiert man mit dem ersten Exponenten 
2 in diese 6, so erhält man als Quotienten 3; mit dieser 3 ist 
der Radikand 2 zu potenzieren. Damit wird; 

6 

Y2=Y2 8• 

Verfährt man mit dem zweiten Exponenten 3 in gleicher 
Weise, so erhält man als Quotienten 2, mit welchem 
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der Radikand 3 nunmehr zu potenzieren ist. Damit 
erhält man: 

3 6 

V3 = 1/3 2• 

Aus dem vorstehenden ergibt sich: 
G 3 6 

112 = V2 3 und V3 = V32. 
2. Beispiel: 
3 4 

Y4 und VB sind gleichnamig zu machen. Gemeinschaft­
licher Exponent = 12. Mithin: 

3 12 4 12 

vI = V 4' und VB = Vr S3• 

Multipliziert man die gleichnamig gemachten Wurzeln des 
1. Beispieles miteinander, so erhält man: 

3 6 6 6 6 6 

V2. va =V23 • Y3 2 = Y2 3 • 32 = YS· 9= V72. 
Dividiert man die gleichnamig gemachten Wurzeln des 

2. Beispieles durcheinander, so erhält man: 
3 12 12 12 12 

y'I v41 1/44 1/256 1/1 12_ 

~=12_ = r 88= r 512 = r 2=VO,5. 
V8 Y8 3 

Aus diesen Beispielen folgt nunmehr die Regel liber die 

93. Multiplikation bzw. Division ungleichnamiger 
Wurzeln. Ungleichnamige Wurzeln mUsgen erst gleichnamig 
gemacht werden, bevor man sie miteinander multiplizieren bzw. 
durcheinander dividieren kann.*) 

Beispiele: 
3 6 G 6 6 6 

V'i. va = y'as . Va 2 = Ya37 = Vii+2= Ya~ 
4 6 12 12 12 12 

Yi.Yi =Yiii·Vx 2 =llx 3 'X 2 =Vx;. 
5 10 10 10 3 9 18 

VY·VZ=Vy6.VZ 2 =YY"Z2; ya-,Vc-r-VaOc 2• 

3 j, 12 12 12 12 

Ya? Va6 =V(a 7)'. V(a6)3 = y'a28 • a16 = Va43 = 
12 12 

=Va36~=a8Ya? 
3 6 6 6 6 

Vax. yr a1 = V(ax)S. V(aY) 2 = Va8x • a2y = Ya3x+2Y. 

*) V gl. S. 86, Ziffer 83 und S. 92, Ziffer 85. 
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t 3 12 12 12 12 

y' a2b. y' ab 2 = Ya6 b 3 • Ya4 b8 = Ya6 • a4 • b3 • b8 = Ya10l)TI. 
3 .( 5 00 00 00 00 

Yi. Vi. vz =Yz 20 .lfz1f>. yz 1\1 =YZ47• 

24 24 17 17 34 24 24 24 

Y7{)· V7. Y7 7 + Yg 20 • yg:J. Y9" =Y7°· yfi2. Y7 7 + 
34 34 34 24 34 

+ Y9 40 • Y9 10 • Y9" = Y7 24 + Y9f>1=7 + Y93 = 

= 7 + 9 Y 9 = 7 + 9 . 3 = 34. 

'" xy "'Y 

Ya=YaY =Vay =V"aY-'" 
Y xy a x • 

Ya Vax 
3 6 6 6 

V26·V4=~6·~ = V23.411=V22.42=V22.24=*) 
Y"2 y"2 2 

6 

=f2G=2. 
A.ufgaben: 

3 5 
1. ,r- ,r­r a . r a; 

4 3 3 6 4 

Vx . yx; Yill. Vnj yy- . vz. 
3 6 

6 9 12 J5 ,ja V-
2. VC'YCj yp.yq; YD' JI ~; ym. ~. 

3. Va·0; l/:'V~; -V~.Y6; ;X·Vi 
3 3 4 3 12 

4. 2Ya3. yb . 3ya . yb5j yas . aya . }'a5:" 
4 4 15 10 30 

5. Y63. Y6 3 • y6 7 + yW . yIF . Yl6lo. 

6. (Y6 + V4) . (Y3 - V2)j (ya + Via) . (y a3 - Va7 ). 

*) Vgl. S.61, Ziffer 64, Fußnote *). 
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'1 6 

YaU aya. ya 
7. -z-j -o-.-j 

8 6 

YiY2. YXiY. 
4 

Vax,! yas yxy 
3 4, 6 6 4, 3 

Va. Ya3 • ya6 

8. 8 12 ; 
Yi".yX5·Vii 
12 16 ij 

ya.ya yX5.Yx7 .Yi" 

94. Fortschaffong der W nrzeln aus dem Nenner eines 
Bruches. Erscheinen im Nenner eines Bruches Wurzehi, so 
empfiehlt es sich dieselben fortzuschaffen. Dies geschieht 
durch geeignetes Erweitern des Bruches derart, daß der 
Radikand des Nenners zu einer Zahl wird, aus welcher man 
die Wurzel ohne weiteres ziehen kann. 

~) Der Nenner besteht aus einer einfachen Wurzel. 
In diesem Falle erweitert man den Bruch mit dem Nenner 

selbst oder mit einem Wurzelwert, welcher den Radikanden zn 
einer Quadrat-, Kubik- usw. Zahl macht. 

Beispiele: 

1 1· Y2 Y2 V2 1 
V2 = Y 2 . Y 2 = (Y2)1 = "2 = 2' Y2. 
7 7 . YS 7 . YS 7 . Y S 7 

YS=YS.VS= (YS? =-8-=S'V[ 

~=~_~f2=Y2' ~=8.V6=i... -
Y"2 2 'Y6 6 3 y 6. 

10 10· V5 10· y5 10· Y.5 2 _ s:-Y5 = 3· V 5. Y 5 = 3. (V5)2 = 3·5 = 3"' Y 5. 

12 = 12.Y2_=12.Y2 12.Y2=2.Y2. 
Y18 YlS. Y2 Y36 6 

54 54 54 9 9 . Y2 -
Y72 Y36.2=6.Y2=Y2=-2-=4,5.Y2. 

6 6 6 18 18· Yti -
y:i= Y2.3*) = (. Y"6= Y"6= 6 =.3· Y6. 

!f 3. ~ 11 
383 

2 2.Y2 t 2.Y22 2.Y22 3_ 3_ 

'3=-a-~-' -=-3-=-2=Y22 =Y4. 
V2 ~Y22 Y23 

~= a·Y·l) =~Yb=~~=~.Vb. 
Vb Yb . Yb (yi))2 b b 

*) Vgl. S.96, Ziffer 86a. 
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n n n 

a. Y a U -1 a. Y an -1 a· Yan=t 
= ---- = ---- = 

n n 

n 

=Van - 1• 

4 , 4 

n n . -vn n . -vn n . vIi ;,-
4 _ = 4 _-4-="4-=-=-n-= n. 
Vn ß Yn'J.-vn Vn 4 

5 5 b 

a" a t • V a 8 a' . V a S a"t . vas 5 
-=----=--=--=R. 6 6 5 fJ a2 . 
Yä7 V a? . vas vaTI 

• 
2 + Y3 (2 + JI3). Y5 2·Y5+V3. trs 2· VS+ ffl 

V5 = Y5. V r, = 5 5 

7 Y7 7 2 7 . V2 2 V7 14· Y2. Y7 
l!~:2=Y2 'Y7-=-2-' -7-= 14 

=Y2·Y7=V14. 

Aufgaben: 
1 11 12 161 9 48 9 15 

1. li5; V29; va; V23; 2 .1/S-; ~ vil2; Vf; tri' 
S 3 

Y2 Vi" y-g- n x a Va R. Ya 
2. yS-; -3-; -4-; V-; -3-; -3 -; Y-; -3-' 

y-S- yIO x Yx Ya2 a yät 
n y b 3 a -+- b a" - b" x'-l 

3. ,7,r~; :r::;; ;,r-=; Va + b; Va =- b; Y x+Y 
r n5 r y3 r b 13 

7-VS 12+VS O,2+YO,!) I+YS +vn. !+Y-f 
4. Y2 ; 2Y2 ; -Vl,5 -; y~r 't Va 

vif 7 7 . y5 ,,r- 3. YS 2 
5. '3: -Vif; -3-: 5 . r *; -5-: Vs' 

b) Der Nenner besteht aus einer zweigliedrigeu 
Summe, in welcher das eine oder beide Glieder 
Quadratwurzeln sind. 

In diesem Falle verfährt man folgendermaßen: 
Steht im Nenner eines Bruches eine Summe, so erweitert 

man den Bruch mit der Differenz, 
steht im Nenner eines Bruches eine Differenz, so er­

weitert man den Bruch mit der Summe derselben Zahlen. 
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Dieses Verfahren fuhrt auf folgende allgemeine Berech­
nungen: 

1. (a+ Vb}(a- Vb)=a'+a. Vb -&. Vb -(Vb)'= 
= a9 _ b.*) 

2. (Va + b) . eVa - b) = a - b 2. *) 

3. (Va + Vb) . (Va - Vb) = a - b. *) 

Beispiele: 

1 1· (3-V2") 3-V2 3-V2 3- V2 
3+Y2-(3+V2).(3-V2) 32 _(Y2)2 9-2 7' 

41 41.(7+l/S) _41~7+VS)_ 
7-Y9=(7-V8).(7+Y8)- 72-(V8)' -

_ 41 . (7 + Vs) = 7 + '/8-
- 49-8 ,. . 

13 13· (5 - 2Va) 13· (5 - 2V3) 
- -

5 +2V3 (5+2V'3).(5-2V3) 5'-(2V3)2 
_ 13· (5 - 2 va) _ _ .r 
- 25-4.3 -5 2,. 3. 

12 12· (7 + 3V5) 12· (7 + 3V5) 
7-3V5 = (7-3V5).(7+3Y5) = 49-9·5 = 

= 12· (7 + 3VS) = 3.(7 + 3 v"5). 
4 

1 1 . (a + Vb) a + Vb 
--= =-2-' 
a - Vb (a - Vb) . (a + Vb) a - b 

5 _ 5·(V7-V2) _5.(Y7 - Y2)_ 
----c=-----: 

V7 + Y2 - (V7 + V2). (V7 - V2} - (Y7)'- (V2)2 -
5· (V7 - Y2) .r- .rn = 7 _ 2 = f 7 - f 2. 

1+Y2 (1+V2).(2+Y2) 2+2V2+Y2+2 
2 - Y2 = (2 - V2H2 + Y2) = 2'- (V2)2 = 

4+3V2 4+3V2 
=4"=-2=-2-' 

*) V gl. S. 29, Ziffer 35; 7. 
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V2 + VB (Y2 + V6) . (Y8+ Y6) Y16+Y48-Fv'I2 + V36 
Yl:l- V6 (Y8- Y6). (Y8+ Y6) (Y8)2_ (Yfj) 2 

= 4+4Y~~!Y3+6 = .. IO+26Y3=5+3t(~. 

5Y3-3Y5 (5Y3-3V5).(Y5+Y3) 
= 

Y 5 - Y 3 (Y5 - Y 3) . (Y 5 + V 3) 

5· m - 3Y25 + 5Y9 - 3m - -5-3 
= 2VlS -15 -t __ ~~ = ru. 

2 

aVä - bViJ (ava - by'b). (va + Vb) 
Va-Vb - (Y-a-ti-b).(Va+Y-b) = 

aVä2 - bVUb+av'ab - bVb 2 

a-b -

a 2 - b 2 + -val). (a - b) 
- a-b 

Ca + b) (a - b) + Yäb· (a - b) 
- a-b 
= (a+ b)(a-b) + v'ab.(a - b)*) = a + b-l- Vab. 

a-b a-b ' 

n n.(vT-t7+n) 
-

VI + n2 - n (VI +·n2--n). (VI + n2 + n) 

_ n·(V1+ß2 +n) _ ·(Vl+2 + ) - l+n 2 _n 2 -D n n. 

Vf+a- VI-a (Vl+a- vl-a):(vlTa- Yl a) 

.vI +a+ Vl-a =(Vl+a+ Vl-a).(Yl+a-Yl'-:;) = 

(vl=F"i - VI - a)2 
- l+a-(1-=8:)-

(Yr+a)2 - 2· vI+tt. Jfl-=a + (Vi-="i)2 
- l+a-l+a 
_ 1 + a - 2 V12=-7 + I - a _ 2 -- 2 VI - a 2 _ 

- 2n - 2a -
1 - Vf=a2 

a 

*) V gl. S. 35, Ziffer 42. 
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Aufgaben: 
1 I 23 41 74 35 

1. 4-YS; I+Y2; li+Y2; 7-Y8; 7+2YS; 7-2y7' 
1 n 5 6+2y'3 2+V'2 

2. yx-yy; n+y'ii; Y22-VI7; YS+l; 2-yif 
'i -va + Y2. y3ö- YI5. 7Y5 + 5y7 3Vß-2Y~ 
· YS-y2' V6-Y5' Y7+y5' 3Y20+4y8' 
4. aVii-bYa. nyn+mym a+ byX 'aVi-bvY 

yä-Yb' y'ii+ym; c+dyi; cyX-dvY' 
~ 3V'2 3V2 3V2-2y'3 3V'2+2y'3 
i>. 1+V2-1-Y2; 1/S-y2 - Y3+Y2 
6. ya + x + va=x. yä + Yb + Va - Vii 

ya+x-ya-x' Va- Yb yä+Yb' 
95. Gerade und ungerade Wurzeln aus positiven und 

negativen Zahlen. Je nachdem der Exponent einer Wurzel 
eine gerade oder ungerade Zahl ist, wird die Wurzel eine 
gerade oder ungerade Wurzel genannt. 

~) Jede gerade Wurzel aus einer positiven Zahl ist so-
1Vohl positiv als auch negativ. 

Beispiele: 
Y4 ist sowohl = + 2 als auch = - 2, denn es ist: 
(+ 2)' = + 4 und ebenso (- 2)' = + 4.*) , 

V81 = + 3, denn es ist: C+ 3)'=81 und ebenso (- 3)4 = 81. 

-V!~=±~ " "" (+if=!~" " (_~)I=!~. 
" 

b) Jede gerade Wurzel aus einer negativen Zahl ist 
weder positiv noch negativ. 

Beispiele: 
y -16 ist weder = + 4 noch = - 4, denn es ist weder (+ 4)2 = -16, noch (- 4)11 = -16. 
Y - x t ist weder = +x noch = - x. 
4 

y·-,--(x----,y),--,-' ist weder = + (x - y) noch = - (x - y). 

*) Vgl. S.76, Ziffer 75, a und b. 
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Eine negative Zahl, aus welcher eine gerade Wurzel 
unmöglich ist, nennt man eine imaginäre Zahl. 

Eine imaginäre Zahl läßt sich demnach weder durch eine 
positive, noch durch eine negative Zahl darstellen oder be­
zeichnen. 

c) Jede ungerade Wurzel aus einer positiven Zahl ist 
nur positiv. 

Beispiele: 
s 
V27 = + 3, denn nur (+ 3)8 ist = + 27. 
5 

V 32 = + 2, " " (+ 2)11 " = + 32. 
!I 

Vxl!=+x', " " (+X')8" =+XU • 
3 

Y~(a--b:-:)-=-II ist nur = (a - b)2. 

d) Jede ungerade Wurzel aus einer negativen Zahl ist 
nur negativ. 

Beispiele: 
8 

Y - 27=-3,dennnur (-3)8=(-3) (- 3) (-3)ist=-27. 
11 

V=-243 = - 3, denn nur (- 3)11 ist = - 243. 
a 6 

Y _a8 =- a"J" = _a2, denn nur 
(- a2)8 = (- a2) (- a2) (- a') ist = - a8.)*) 

96. Umwandlung beliebiger Zablen In glt'icbwertige 
Wurzeln. Nach dem auf Seite 80, Ziffer 77) über die "B e -
zieh u ngen zwisch en Wurze 1 und Po t en z" Gesagten 
ist es möglich, jede beliebige Zahl als eine Wurzel mit be­
liebigem Exponenten darzustellen. 

Beispiele: 
S 4 D 

.x=VX2 =Yx8 =Vx' ....... = VxD • 

8. D 

Y = (yyra = (Yy)8 = (Y y) •.... = (YY)a. 
3 Ii ., 

n' ==- (V n2)3 = (Y n2)11 = ...... = (Y n2)m. 

3 (V' S::=\' 12 Vx'= -V-x2,1. ==(VX2)'. 

~(a + b)8 = (V V(a +-b)8Y = (f (a+ b)SY, 

*) Vgl. S.77, Ziffer 75c. 
Welckert u. Stolle. MlIICblnellreebnen: I. Tell. I. lInd. R 



- 114 -

Unter Berücksichtigung der auf Seite 29, Ziffer 35; 7) an­
gegebenen Formel: 

a 2 - b' = Ca + b) - (a - b) 
läßt sich mit Anwendung des vorstehenden jede Differenz in 
eine Differenz von Quadraten und damit in ein Produkt wr­
wandeln. 

Beispiele: 

a - b = (Va)' - (VbY~ = (Vi + Vb) . (Va - Vb). 
3 6 4 6464 

Vi - Vy = (Vi) 2 - (Vy)2 = (VX'+ VJ) . (Vi - Vy). 

Beim Rechnen mit Wurzeln zu vermeidende Fehler. 
Namentlich von Anfängern werden gern folgende Fehler gemacht: 

Falsch: Ya 2 + b2 = a + b. 

Richtig: Y'a 2 + b2 ist und bleibt = Va' -I- b~ 1 
3 
~-~. 

Falsch: y' a8 - b3 + c3 = a - b + c. 
3 3~_~~ 

Richtig: -vas=- b8+ c8 ist und bleibt = Yaa - bll + c3 ! 

Falsch: Y 4 + 9 + 36 = Y 22 + 3 2 + 6 2 = 2 + 3 + 6 = 11. 

Richtig: V4 + 9 + 36 ist nur = Y 49 = 7! 

B. Ausziehen der Quadrat:: und Kubikwurzel.*) 

97. Allgemeines. Das Rechnungsverfahren, durch welches 
man tür eine gegebene Zahl diejenige Zahl bestimmt, von 
welcher die gegebene die zweite Potenz Qder das Quadrat ist, 
bezeichnet man als das Ausziehen der Quadratwurzel aus 
der gegebenen Zahl. Entsprechend bezeichnet man das Auf­
suchen derjenigen Zahl, welche mit 3 potenziert eine gegebene 
Zahl bildet, als das Ausziehen der Kubikwurzel. 

Bei dem Wurzelausziehen kann die gesuchte Wurzel nicht 
immer durchaus genau gefunden werden; in den meisten Fällen 

*) Vgl. die Tabellen im Anhange des UI. Teiles dieses Buches, 
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läßt sich die Wurzel nur näherungsweise, jedoch immerhin mit 
einer gewollten Genauigkeit bestimmen. 

Eine Wurzel erhält man stets genau, wenn der Radikand eine 
Potenz ist, deren Exponent gleich dem Wnrzelexponcnten oder 
ein Vielfaches desselben ist. 

So läßt sich aus der zweiten Potenz einer Zahl die 
Quadratwurzel, aus der dritten Potenz die Kubikwurzel, alls 
der' vierten Potenz die vierte Wurzel usw. genau bestimmen. 

Eine Wurzel ist richtig ausgezogen, wenn die­
jenige Zahl, welche die Wurzel aus einer gegebenen 
Zahl bildet, mit dem Wurzelexponenten potenziert, 
die gegebene, unter dem Wurzelzeichen stehende Zahl 
ergi bt. 

98. Stellenzahl und Einteilung zu radizierender, "be. 
stimmter Zahlen. Erhebt man einstellige Zahlen in die 
zweite Potenz - in das Quadrat -, so bestehen die Resultate 
aus ein- oder zweiziffrigen Zahlen; mithin muß umgekehrt 
die Quadratwurzel aus einer ein- oder zweiziffrigen Zahl eine 
einstellige Zahl ergeben. 

Bildet man die Quadrate zweistelliger Zahlen, so sind 
die Hefmltate drei- oder vierziffrig; mithin muß umgekehrt 
die Quadratwurzel aus einer drei- oder vierziffrigen Zahl eine 
zweistellige Zahl sein. 

Eine mehrstellige Zahl, aus welcher die Quadratwurzel 
gezogen werden soll, wird von rechts nach links in Klassen 
von je 2 Stellen eingeteilt, wobei die links stehende, letzte 
und höchste Klasse auch n1).r eine Stelle erhalten kann. So 
hat z. B. die Zahl 81341691°3, wenn sie zum Zwecke- des Aus­
ziehens der Quadratwurzel in Klassen geteilt wird, 4 KlasRcn. 
Die Anzahl der Klassen bestimmt die Anzahl der Ziffern (Stellen) 
der gesuchten Wurzel; mithin muß die Quadratzahl aus 8346903 
eine vierziffrige Zahl sein. 

Erhebt man einstellige Zahlen in die dritte Potenz, so 
bestehen die Hesultate aus 1-, 2- und 3-ziffrigen Zahlen; 
umgekehrt muß daher die Kubikwurzel aus derartigen Zahlen 
einstellig werden. 

Bildet man die dritten Potenzen zweistelliger Zahlen, 
so werden die Resultate 4-, 5- und 6-ziffrig; umgekehrt 
muß demnach die Kubikwurzel aus derartigen Zahlen zwei­
stellig werden. 

FUr das Ausziehen der Kubikwurzel teilt man die zu 
radizierende Zahl von rechts nach links in Klassen VOll 

je 3 Stellen, wobei die links stehende, höchste Klasse auch 
8* 
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nur 2 oder nur 1 Stelle erhaltell kann. So hat z. B. die 
Zahl 813461903, wenn sie zum· Zwecke des Ausziehens der 
dritten Wurzel in Klassen geteilt wird, 3 Klassen; die gesuchte 
Wurzel muß' also, da auch hier jede Klasse eine Ziffer für 
dieselbe liefert, eine dreiziffrige Zahl werden. 

99. Quadrat- und Kubikzahlen sowie deren Wurzeln. 
Zur Erleichterung des Ausziehens der Quadrat- und Kubik­
wurzeln folgen hier die Werte der zweiten und dritten Potenzen 
bzw. Wurzeln der Zahlen von 1 bis 9: 

Quadratzahl: n = 11419116125136149164181. 

Quadratwurzel = V n = 1 121 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 I 9. 

Kubikzahl: n = 11812716411251216134315121729. 

Kubikwurzel = ;0 = 1 12! 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9. 

Ausziehen der Quadratwurzel. 

100. Grundlage des Verfahrens. Bei dem Ausziehen 
der Quadratwurzel geht man von der auf Seite 29, Ziffer 35; 1) 
gegebenen Gleichung aus: 

(a + b)2 = a'+ 2ab+ b 2• 

Um aus der rechten Seite dieser Gleichung die Quadrat­
wurzel zu ziehen, ziehe man sie zunächst aus dem ersten 
Gliede a 2 ; dieselbe ist: V a 2 = a. Dieses a bildet das erste 
Glied der gesuchten Wurzel. Erhebt man a in das Quadrat 
= a' und zieht man dieses a 2 von der rechten Seite der 
Gleichung ab, so bleibt als Rest 2· a . b + b 2 übrig. 

Beispiel. 

V a 2 + 2 . a . b + b 2 = a + b. 
a2 =+.a2 

=='---;--;--:::-----: 
2·a=2a 1 +2·a.b+b 2 

2·a·b= +2·a·b 
+b2 

b2 = + b2 

o 

Nun bilde man das doppelte Produkt des ersten Gliedes a 
der Wurzel = 2· a und dividiere mit 2· a in das erste Glied 
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2· a· b des Restes; man erhält dann als zweites Glied der 
Wurzel den Wert + b. Mit diesem b multipliziere man den 
Wert 2· a = 2 . a . b, bilde ferner das Quadrat des zweiten 
Gliedes b der Wurzel = b2, und subtrahiere 2· a· bund b2 

von dem obigen Rest. 
Der auf diese Weise entstehende Rest wird alsdann gleich 

Null, und die gesuchte Wurzel ist genau = a + b.*) 

101. Quadratwurzel aus bestimmten, ganzen Zahlen. 
Das Ausziehen der Quadratwur~el aus bestimmten Zahlen stutzt 
sich auf das vorstehende, allgemeine Verfahren. 

a) Soll aus der Zahl 9025 die Quadratwurzel gezogen 
werden, so teile man die Zahl von re c h t s na chi in k 8 in 
Klassen von je 2 Stellen, suche die der höchsten Klasse 90 
nächstliegende, kleinere Quadratzahl = 81 und ziehe aus dieser 
die Wurzel.**) Diese ist = 9. Nun setze man 9 = a, bilde 
a 2 = 92 = 81 und ziehe 81 von 90 ab. 

1. Beispiel. 
• b 

v' 90125 = 9 5. 
a 2 = 9 2 = 81 
2a= 2.9=181 92-

2 a b = 2 . 9 . 5 = 90 

b2 = 
25 
25 

° Zu dem auf diese Weise entstehenden Rest 9 nehme man 
die erste Stelle 2 der zweiten Klasse herunter und dividiere 
mit 2a = 2·9 = 18 in die Zahl 92. Diese Division ergibt den 
Quotienten 5, welcher die zweite Stelle der gesuchten Wurzel 
bildet und = b gesetzt wird. Nun bilde' man das Produkt 
2 . a . b = 2 . 9 . 5 = 90, ziehe 90 von 92 ab und nehme zu 

*) Man hüte sich zu rechnen: 

Y aB+})"i -= a+ b. Das ist grundfalsch! 

Nur Y (a -:- b)2 ist = a + b! 
Ein Beispiel mit bestimmten Zahlen läßt den groben Fehler am 

besten hervortreten: 

Y36 + 64 = Y6 2 + 82 ist niemals = 6 + 8 = 14, 

sondern Y36+64 ist nur =YIOO=lOI 
Vgl. hierzu Ziffer 96, S. 114. 

**) Vgl. S. 116, Ziffer 99. 
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dem sich ergebenden Rest 2 die zweite Stelle 5 der zweiten 
Klasse herunter, wodurch die Zahl 25 entsteht. 

Bildet man jetzt b ll = 52 = 25 und subtrahiert man diese 
25 von 25, so ergibt sich als Rest Null; die gesuchte Wurzel 
ist die Zahl 95. 

b) Geht nach der ersten Division durch 2· a die Rechnung 
nicht auf, sondern ergibt sich nach der Subtraktion von b2 ein 
weiterer Rest, so nimmt man bei einer mehrklassigen Zahl die 
erste Stelle der dritten Klasse zu diesem Rest herunter, be­
trachtet die beiden ersten Ziffern der bisher gefundenen 
Wurzel zusammen als a, und dividiert mit dem neuen Pro­
dukt 2· a in den vorher gebildeten Rest. Dieses Verfahren 
wiederholt sich jedesmal, wenn von einer neuen Klasse die 
erste Stelle heruntergenommen wird. 

Entsprechend sind alsdann die 3, 4 oder 5 usw. ersten 
Stellen der bisher gefundenen Wurzel als a zu betrachten, 
mit welchen der jedesmal erforderliche neue Divisor 2· a zu 
bilden ist 

Es ist dies im folgenden Beispiele durch die Stellung der 
Buchstaben a und b fiber der gefundenen Wurzel = 2813 
angedeutet. 

2. Beispiel. 

a'l= 
2a= 

2ab= 

b2 = 

2a= 
2ab= 

22 = 
2·2= 

2·2·8= 

8~=-= 

2·28= 
2·28·1 = 

a b -• b. -ab .. 

V7i91129169 = 2813. 
4 

4139 
32 

---n-
64 Nun wird a = 28 also: 

56172 
56 
169 

b 2 = 12 = .1 Mit a = 281 folgt: 
2a = 2·281 = 562;-1 -:-:16=86-=-

2ab= 2·281·3= 1686 
9 
9 
o 

c) Ergibt die Division eines Restes durch das Produkt 2· a 
den Q u 0 ti e n t e n Null, so verfährt man folgendermaßen: 
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a b 

3. Beispiel. 
1/ITfo125 = 105. 

a 2 = 12= 1 
2a= 2· 1 =2iT=Null mal! 

Hier muß nun die ganze zweite 
Klasse = 10 und die erste Stelle 
der dritten Klasse = 2 herunter­
genommen werden, wodurch im 
Rest die Zahl 102 entsteht; a wird 
jetzt = 10, folglich 2a = 2·10 
= 20, mit welcher 20 in die Zahl 
102 zu dividieren ist. 

2a = 2 ·10 = 20 102 
100 2ab= 2·10·5= 

25 
25 
o 

102. Quadratwurzel aus Dezimalbrüchen. a) Ist die 
Quadratwurzel aus einem Dezimalbruche zu ziehen, so kommt 
bei der Einteilung in Klassen stets auf das Dezimalkomma 
ein Klassenstrich zu stehen; alsdann werden die Ganzen des 
Dezimalbruches von rechts nach links, die Dezimalstellen 
von links nach rechts in Klassen von je 2 Stellen geteilt. 

In der gefundenen Wurzel wird das Dezimalkomma stets 
hinter die Zahl gesetzt, welche sich bei der Division 
der letzten Klasse der Ganzen des Dezimalbruchs durch das 
Produkt 2· a ergibt. a b 

1. Beispiel. 

a 2 = 

2a= 
2ab= 

7'b'. 
-'-
& b .• 

V20102,156125 = 44,75. 
4 2 = 16 

2·4= 81 40 
2·4·4= 32 

-s2 
4 2 = 16 Mit a=44 folgt: 

2·44 = 88/ 665 
2·44·7= 616 

496 
b2 = 72 = 49 Mita=447 folgt: 

2a = 2·447 = 8941 4472 
2ab=2·447·5= 4470 

25 
25 
o 



2. Beispiel. 

8 2 = 
2a= 

2ah = 

b2 = 

120 -

a b 

YO,118149 = 0,43. 
4 2 = 16 

2·4= 8! 24 
2·4·3= ' 24 

--9 

32 = 9 
-0 

In dem vorstehenden Beispiele ist die erste Klasse = 0, 
aus welcher die Wurzel ebenfalIs = 0 ist. Das eigentliche 
Ausziehen der Wurzel beginnt hier erst bei der zweiten Klasse 
= 18, zu welcber die nächstliegende, kleinere Quadratzahl = 16 
ist; aus dieser ist die Quadratwurzel = 4. Von hier ab verläuft 
die Rechnung gen au wie in Ziffer 10la) angegeben. 

3. Beispiel. 

a 2 = 
2a= 

2ab= 

2 2 = 
2·2= 

2·2·6== 

a b 

YO,106176 = 0,26. 
4 

41 27 
24 
36 
36 
o 

Fl1r das 3. Beispiel gilt sinngemäß dasselbe, was zu Bei­
spiel 2) gesagt wurde. Die erste Ziffer, welche bier in Betracht 
kommt, ist die zweite Stelle der zweiten Klasse = 6; zu dieSer 
ist die nächstliegende, kleinere Quadratzahl = 4, aus dieser die 
Quadratwurzel = 2 usw. 

4. Beispiel. 
a 2 ,= 

2a= 
2ab= 

ab 

YO,IOOIOO!01169 = 0,0013. 
12 = 1 

2·1= 2fG 
2·1·3= 6 

32 = 

-9 
H 

-0 

In dem 4. Beispiel bestehen die ersten drei Klassen aus 
Nullen, welche als erste bis dritte Ziffer der zu besnmmenden 
Worzel je eine Null ergeben. Das eigentliche Wurzelausziehen 
beginnt also hier erst mit der vierten Klasse, und zwar mit der 
zweiten Stelle derselben = 1. 

b) Ist eine Zahl, aus welcher die Quadratwurzel gezogen 
werden soll, so beschaffen, daß die Rechnung nicht aufgeht, oder daß 
wegen ungenügender SteHenzahl die Wurzel nicht genügend genau 
zu bestimmen' ist, so werden, um weitere Dezimalstellen in der 
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gesuchten Wnrzel zu erhalten, die zum fortgesetzten Ausziehen 
der Wurzel erforderlicben Klassen durch Nullenpaare ersetzt. 

Soll aus 150 die Quadratwurzel gezogen werden, so setzt 
man statt 150 die Zabl 150,0000. . . . .. Ebenso wUrde man für 
5 = 5,000000 ...... f\ir 2 = 2,000000 . . . . .. annehmen usw. 

5. Beispiel. 
ab. 

Ab •. --ab ... 

a 2 = 
2a= 

2ab= 

YI150,!OO!00i ... = 12,247 ...• 
1 

b2 = 
2a= 

2ab= 

2]5 
4 
10 
4 

241 60 
48 
120 

b 2 = 4 
2a = 2441 1160 

usw. 
Da man durcb dieses Verfabren einer Wurzel beliebig 

viele Dezimalstellen geben kann, so läßt sich jede gewollte 
Genauigkeit erreichen. 

c) Läßt man die immerhin lästigen Buchstabenrechnungen 
fort, so stellt sich das Ausziehen der Quadratwurzel wie folgt: 

6. Beispiel. 
V3,0::-:0C-::-0-:-0-. -•• -.-. = 1,73205 .......• 

1 
21 20 

14 
60 
49 

341110 
102 
80 

9 
3461710 

692 
180 

4 
346401176000 

173200 

28000 
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Aufgaben: *) 

1. Y1225; V676; yI632f6; y'T5i29; 
2. Y5499025; Y5878888828164; Y 4401604; 
3. Y1236544; Y123454321j Y824591124900j 

4 

Y25836889. 
Y9054081. 

Y227,7881. 

4. yo,öf368li j Y 0,00056644 ; Y 25,0007000049 j y=20=88=2=70=6:-:"4I)=-=7'"""6. 
5. Y123456789 j Y99999999 j y9"99999[ 
6. Yl111111111; YUlllll; YI020304050. 
7. YO,0102030405; YO,00010002; Y 1,00010001. 

Ausziehen der Kubikwurzel. 

103. Gruudlage des Verfahreus. Bei dem Ausziehen 
der Kubikwurzel geht man von der auf Seite 29, Ziffer 35; 3) 
gegebenen Gleiohung aus: 

(a + b)~ = a8 + 3a2b + 3ab 2 + bl • 

Soll aus der reohten Seite dieser Gleiohung die 3te Wurzel 
gezogen werden, so ziehe man sie zunäohst aus dem ersten 

s 
Gliede a 8 ; dieselbe ist: Y a 3 = a. Dieses a bildet das erste 
Glied der gesuohten Wurzel. Erhebt man a in die 3te Potenz 
= aB und zieht man dieses a8 von der rechten Seite der 
Gleichung ab, so bleibt als Rest 3a l b + 3abt + bl übrig. 

Beispiel: 
3 
Y~a--s -:+-3:::-a---'2=b-+~3:-a-;-b--2 +--;---'b=--s = a + b. 

a8 = + a3 

S a 2 = 7S =-Ca 2"""""1;-+-:--:S:-a""'2-:-b ---'+"'---::-3-a""""'b 2"""""+--:---:b'"s 
Sa2b = + Sa2 b 

-='------:---;::---;-n-
+Sab 2 +b 8 

Sab2 = + 3ab 2 

+b3 

b8 = + b8 

o 
Nun bilde man das Sfache Quadrat des ersten Gliedes a 

der gefundenen Wurzel = 3· a' und dividiere mit 3· a2 in das 

*) Der Leser entnehme den Tabellen im III. Teile dieses Buches 
beliebige Quadratzahlen, ziehe die Quadratwurzeln aus denselben und 
vergleiche sein Resultat mit den Werten der Tabelle. 

Um die Probe auf die Richtigkeit der Rechnung zu machen, ist 
die gefundene Wurzel mit sich selbst zu multiplizieren. Im letzten 
Beispiel ist Y3 = 1,73205 ... , Erhebt man 1,73205 in das Quadrat 
so erhält man: 2,9999972025, also einen Wert, welcher dem Radikanden 
3 sehr nahekommt. 
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erste Glied 3a2 b des Restes; man erhält dann als zweites 
Glied der Wurzel den Wert + b. Mit diesem b multipliziere 
man den Wert 3· a 2 = 3 . a 2 • b, bilde ferner das Produkt aus dem 
3fachen ersten Gliede a der Wurzel und dem Quadrate des 
z.weiten Gliedes b = 3· a . b 2, und endlich noch die 31e Potenz des 
zweiten Gliedes b der Wurzel = bB• 

Subtrahiert man die auf diese Weise erhaltenen Werte: 
3al b, 3ab 2, bS einzelnen in der im vorstehenden Beispiel an­
gegebenen Weise von dem ersten Rest, so wird der letzte Rest 
gleich Null und die gesuchte Wurzel ist genau = a + b.*) 

104. Kubikwurzel aus bestimmten, ganzen Zahlen. 
Das Ausziehen der Kubikwurzel aus bestimmten Zahlen stützt 
sich auf das vorstehend angegebene, allgemeine Verfahren. 
Außer der ,Einteilung in Klassen von je 3 Stellen gelten 
auch hier sinngemäß die in Ziffer 101) gemachten Angaben. 

a) Um aus der Zahl 185193 die Kubikwurzel zu ziehen, 
teile man' die Zahl von rechts nach links in Klassen von je 
3 Stellen, suche die der links stehenden, höchsten .Klasse 185 
nächstliegende, kleinere Kubikzahl = 125 und ziehe aus dieser 
die 3te Wurzel.**) Diese ist = 5. Nun setze man 5 = a, bilde 
aB = 53 = 125 und ziehe 125 von 185 ab. 

Zu dem auf diese Weise entstehenden Rest 60 nehme man 
die erste Stelle 1 der zweiten Klasse herunter und dividiere 
mit 3· a ll = 3.52 = 75 in die Zahl 601. Diese Division ergibt 
die Zahl 7, welche die zweite Stelle der gesuchten Wurzel 
bildet und = b gesetzt wird. 

1. Bllispiel. 
's ab 

V1851193 = 57. 
a S = 58 = 125 

3a2 = 3.52 =75 I 601 
3all b = 3.5 2 .7 = 525 

3ah' = 3·5·7' = 
769 
735 
343 
343 
-0-

*) Beachte auch hier das in der Fußnote auf S. 117 zu ZifferlOl) 
Gesagte. Es ist 

3 

ya3 + b' niema18=a+ b. s ' 
Nur 'V(a+b)" ist =a+bl 

.*) Vgl. S. 116, Ziffer 99. 
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Nun bilde man das Produkt 3 . a 2 • b = 3.52 • 7 = 525, ziehe 
diese 525 von 601 ab und nehme zu dem entstehenden Rest 76 
die zweite Stelle 9 der zweiten Klasse herunter. Von der 
hierdurch entstapdenen Zahl 769 subtrahiere man das Produkt 
3ab'=3.5·72 =735, wobei sich der neue Rest 34 ergibt. 
Fügt man zu diesem die dritte Stelle 3 der zweiten Klasse 
hinzu und subtrahiert man von der so entstandenen Zahl 343 
den Wert b8 = 78 = 343, so ergibt sich als letzter Rest Null. 
Die gesuchte Wurzel ist also die Zahl 57. 

b) Geht nach der ersten Division durch 3 . a 2 die Rechnung 
nicht auf, sondern ergibt sich nach der Subtraktion von b8 ein 
weiterer Rest, so nimmt man bei einer mehrklassigen Zahl die 
erste Stelle der dritten Klasse zu diesem Rest herunter, be­
trachtet die beiden ersten Ziffern der bisher gefundenen 
Wurzel znsammen als a, und dividiert mit dem neuen 
Produkt 3· a 2 in den vorher gebildeten Rest. Dieses Ver­
fahren wiederholt sich jedesmal, wenn von einer neuen Klasse 
die erste Stelle heruntergenommen wird. 

Entsprechend sind alsdann die 3, 4 oder 5 usw. ersten 
Stellen der bisher gefundenen Wurzel als a zu betrachten, mit 
welchen der jedesmal erforderliche neue Divisor 3· a 2 zu 
bilden ist. 

Es ist dies im folgenden Beispiele durch die Stellung der 
Buchstaben a und b fiber der gefundenen Wurzel = 3275 an­
gedeutet. 

2. Beispiel. 

3ab'= 

38 = 

3.32 = 
3.32 .2= 

a b 

11 b 

3 ab 

V35112614211875 = 3275.*) 
27 

27181 
54 
27.2 

36 
2366 

8 Nun wird a = 32 also: 

*) Dieses Beispiel zeigt, daß man bei der Division des jeweiligen 
Restes durch 8a2 vorsichtig sein muß. 

Gleich bei dem ersten Rest soll mit 27 In 81 dividiert werden; 
das ergibt normal den Quotienten 3. 

Hätte man jedoch mit 8 statt, wie geschehen,mit 2 gerechnet, so 
würde sich an Stelle des Restes 272 der Rest 0 ergeben haben; Von 
der nun herunterzunehmenden Zahl 2 wäre dann 3ab2 = 36 abzuziehen, 
was einen negativen Wert ergäbe. Das darf aber nicht sein. 

Man überzeuge sich, indem man mit 8 rechnet! 
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3a 2 = 3.322 = 3072123584 
3a 2b= 3.32 2 .7= 21504 

---
20802 

3ab 2= 3·32·7'= 4704 
160981 

b3 = 73 = 343 Mit a = 327 folgt: 
3a2 = 3 . 327~ = 32078711606388 

3a2b = 3.327 2 .5 = 1603935 
24537 

3ab 2.= 3·327·5' = 24525 

125 
125 
o 

c) Das folgende Beispiel soll zeigen, wie außerordentlich 
vorsichtig man bei der Wahl des Quotienten, welcher sicb 
durch die Division mit 3a2 ergibt, sein muß. 

3. Beispiel. 

3 ab 

)/2311491125 = 29. 
a'l = 28 = 8 

3n\! == 3.2 2 = 12:151 Die Division von 151 dureh 12 
würde normal den Quotienten 12 
ergeben. Da jedoch die hier zu be­
stimmende, zweite Stelle b der ge­
suchten 3ten Wurzel nur eine ein­
zitfl'ige Zahl sein kann, so nehme 
man zunächst als Quotienten die 
höchste einziffrige Zahl, d. i. 9, an. 
Mithin: 

3a~b=3·22·9= 108 
434 

3ab 2=3.2· 92 = 486 

- 52 Wie man sieht, wird der Rest 
negativ. Der Quotient 9 ist 
also noch zn groB! Man nehme 
nun b=8 an. 
Dann stem sich die Rechnung 
wie folgt: 



3,3= 23 = 

126 
ab -3 ab. 

V231149i125 = 285. 
8 

3a'= 3.2 2 = 121151 
96 3a 2b= 3.22 .8= 
554: 
384: 
1709 

bS = 83 = 512 Mit a = 28 folgt: 
3a' = 3.282 = 2352111971 

3a2b=3·28 2 ·5= 11760 
2112 

3ab 2 = 3·28 .5 2 = 2100 
125 
125 
-0-

105. Kubikwurzel aus Dezimalbrüchen. a) Ist die Kubik­
wurzel aus einem Dezimalbruche zu ziehen, so -kommt bei der 
Einteilung in Klassen stets auf das Dezimalkomma ein 
Klassenstrich zu stehen; alsdann werden die Ganzen des De­
zimalbruches von rechts nach links, die Dezimalstellen 
von links nach rechts in Klassen von je 3 Stellen geteilt. 

In der gefundenen Wurzel wird das Dezimalkomma stets 
hinter die Zahl gesetzt, welche sich bei der Division 
der letztrn Klasse der Ganzen des Dezimalbruchs durch 
das Produkt 3· a ~ ergibt. 

n b 
1. Beispiel. Sau. 

a S = 
3a2 = 

3a2 b = 

3ab 2 = 

bS = 
3a2 = 

3a2b= 

3ab 2 = 

bS = 

y' 4611889,1917 = 77,:3-
73 = 343 

3.72=14711188 
3-7 2 .7= 1029 

1598 
3.7.7 2 = 1029 

5699 
78 = 343 

3.77 2 = 17787153569 
3.77 2 .3= 53361 

2081 
3·77·3'= 2079 

27 
33 = 27 

0 
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b) Die Anwendung des Verfahrens auf Dezimalbrliche mit 
Null Ganzen, mit der Erweiterung der Stellen zahl durch an­
gehängte Nullen und zugleich auf den Fall, daß die Division 
mit 3· a 2 den Quotienten Null ergibt, zeigt das folgende 
Beispiel. Im übrigen ist das in Ziffer 102) liber Quadrat­
wurzeln aus Dezimalbrlichen Gesagte sinngemäß zu berück­
sichtigen. 

2. Bei s pie 1. 
Soll aus 0,08 die 3te Wurzel gezogen werden, so setze 

man 0,08 = 0,080000000 ..... Damit wird: 

3ab~ = 

b3 = 
3a2 = 

43 = 

3.4 2 = 
3.4 2 .3= 

33 = 

3.432 = 

3a 2 = 3 . 430 2 -= 
3a 2b - 3 . 430 2 • 8 = 

• b 

ab. 

3 :b .. 
VO,!080!000!000 = 0,4308 ..... 

64 
481160 

144 
160 

108 
520 

27 
5547!4930 = Null mal! 

Hier muß nun die ganze 
dritte Klasse == 000 
und die erste Stelle der 
vierten Klasse = 0 

heruntergenommen 
werden; a ist jetzt 
= 430 und wird damit 
3a2 = 3 . 430 2, d. h. 

554 700!4930000 
4437600 
4924000 

3ab 2 = 3.430.8 2 = 82560 
4841440 

b8 = 83 = 512 Mit a = 4308 folgt: 
3a2 = 3.4308 2 = 55676592! 48409280 

usw.*) 

*) Die Berechnung der 31en Wurzel ist hier noch nicht beendet; 
man könnte dieselbe beliebig weit fortsetzen. Dies geschieht jedoch 
allgemein nur bis zu so viel Stellen, wie solche zur Erzielung einer 
gewissen Genauigkeit des Resultates erforderlich sind. 



Aufgaben :"') 
.s 

1. Y262144; 
s 
Y405224; 
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8 S 3 11 

s 
Y1331; 

2. y' 91125; Y1l91016; Y7002~7072; y=2~=~3=3=31:;-::6-::-:12=5; 
8 S 11 3 

ß 

YI0648. 
s 

Y42,875. 

3. Y 12,326391; y' 0,001771561; V 0,000078805119; y=73=0,""'21"""5""'67=5"""12=5. 

106. Quadrat- und Kubikwurzelu aus Brüchen. Soll 
die Quadrat- bzw. Kubikwurzel aus einem ecbten oder unechten 
Bruche gezogen werden, so verfahre man entweder nach dem 
auf Seite 96, Ziffet 86, a und b) angegebenen Verfahren, oder 
man verwandle den gewöhnlicben Bruch in einen Dezimal­
bruch.**) 

Eine gemischte Zahl ist zum Zwecke des Radizierens ein­
zurichten. ***) 

1. Beispiel. 
1f7 1['7:8 Y56 Y56 1 - - -JI - = JI ~- = - -= = - =- -8 YS6 = 0,125· VS6, oder 

8 8· 8 V8 11 8 

V~ =YO,875. 

2. Bei s pie I. 
s 

,s,!= -j'/7. 8 2 = Y 448 =.!~ 448.- 0 125. ~ 448 
V 8 r 8. 82 8 8 ' , 

1Y7 8 __ 

V 8= VO,875. 

oder: 

*) Der Übende soll sich des weiteren selbst beliebige Zahlen 
wählen! Y gl. Fußnote auf Seite 122. 

**) Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch verwandelt, 
indem man den Zähler des Bruches durch den Nenner dividiert. 

Soll z. B. der gewöhnliche Bruch t in einen gleichwertigen Dezimal­
bruch verwandelt werden, so ist zu rechnen, wie folgt: 

817,000 =:z 0,875. 
64 

llO 
56 

40-
40 

-0-

Geht die Division jedoch nicht auf, so ist dieselbe auf so viel 
Dezimalstellen auszudehnen, wie zur Erzielung einer bestimmten Stellen­
?ahl fdr die gesuchte Wurzel erforderlich sind. 

***) VgL S.45, Ziffer 47. 
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Aufgaben: 
1. Yt; YH. S1, YT; Yl}TI· nr, y5": 

"3, Yi; VA· T2", Vi'!· 
3 3 3 3 3 3 3 

2. Yl. s, Y}; y'fi. "ß, Y f4; y'143'. 
51lr, Y465lb Y52034H~ 

Am Schlusse des III. Teiles dieses Buches sind Tabellen 
aufgeführt, welche die Quadrat- und Kubikwurzeln der Zahlen 
von 0 bis 1000 enthalten. Dieselben seien hiermit besonderer 
Beachtung empfohlen. 

Welckert u. Stolle. Maschinenrechnen; I. Tell, r. Band. 9 



Zweiter Abschnitt. 

Algebra. 

VIII. Gleichungen ersten Grades mit einer 
Unbekannten. 

107. Allgemeines. In den "Vorbegriffen, Ziffer 1" war 
bereits auf die Beziehungen, welche zwischen 2 Größen statt­
finden, hingewiesen. 

Eine Gleichung wird gebildet durch die Gegenüberstellung 
zweier in ihrem Werte genau gleichen Größen: 

1 m = 100 cm; oder: 1 t = 1000 kg. 
Es müssen also die Werte auf beiden SEliten des Gleichheits­
zeichens genau gleich sein; die diese Werte darstellenden 
Zahlengrößen können verschieden sein. Im Sinne der Algebra 
versteht man unter einer Gleichung allgemein die Verbindung 
gleichwertiger Größen durch das Gleichheitszeichen. 

Die rechts und links vom Gleichheitszeichen stehenden 
Größenbezeichnungen nennt man entsprechend die re c h t e und 
die linke SeUe der Gleichung. Die einzelnen Größen selbst 
heißen Glieder der Gleichung. So bildet in der Gh~icbung 

18+ 12=30 
die Summe 18 + 12 die linke und die Zahl 30 die rechte 
Seite der Gleichung; die Zahlen 18, + 12 und 30 bilden die 
Glieder derselben. In der Gleichung 

a+x=b-n+p-s 
stehen links vom Gleichheitszeichen 2, rechts von demselben 
4: Glieder; das zweite Glied der rechten Seite heißt: - n. 

Die Glieder einer Gleichung können jedoch auch aus 
Klammergrößen, Produkten, Brüchen usw. bestehen, wie folgende 
Gleichung zeigt: 

x x+a 
3x - (a + n) + 5" = b· (a - n) ------m-. 
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In dieser Gleichung heißt 
das 1 te Glied links: + 3 x, 
"2t.,, " - (a + n), 
,: 1" " rechts: + b· (a - n), 

2te _ x+a. 

" "" m 
Jedes Glied ist mit seinem Vorzeichen zu nennen; die 

Glieder einer Gleichung werden, genau wie die Glieder einer 
Summe: durch die freien Vorzeichen getrennt.·) 

108. Regeln fiber das Umformen der Gleichnngen. 
Soll eine Gleichung unter Vornahme gewisser Rechnungsver. 
fahren umgeformt werden, so ist ein und dasselbe Verfahren 
stets mit beidan Seiten der Gleichung vorzunehmen. 

Folgende Rechnungsverfahren kann man mit einer Gleichung 
vornehmen, ohne daß sich die Gleichheit der Seiten 
ändert: 

a) Die Seiten einer Gleichung können miteinander ver· 
tauscht werden. 

Ist 5 == 3 + 2, so ist auch 3 + 2 = S. 
"a=b-c,,,,, " b-c=a. 

b) Auf beiden Seiten einer Gleichung kann man ein und 
dieselbe Zahl addieren bzw. subtrahieren . 

. Ist 4 + 3 = 9 - 2, so ist auch 4. + 3 + 7 = 9 - 2 + 7 
und 4 + 3 - 5 = 9 - 2 - 5. 

a = b, so ist auch a + x = b + x 
und a-y=b- y. 

c) Beide Seiten einer Gleichung kann man mit ein und 
derselben Zahl multiplizieren bzw. durch ein und dieselbe Zahl 
dividieren. 

Ist 8 = 2 . 4, so ist auch 3· 8 = 3 . 2 . 4 

,. n = p . q, " " " a·n=a·p·q 

8 2·4 
und -=-. 

5 5 
n p. q 

-" -::=-. y y 

"a=b+c" " " 
a.n=(b+c).n" a b+c i=-x-' 

d) Beide Seiten einer Gleichung kann man mit ein und 
derselben Zahl potenzieren bzw. durch ein und dieselbe Zahl 
radizieren. 

Ist 25 = 5·5, so ist auch**) 258 = (5·5)8 und Y25 == Y5· 5. 

*) V gl. S. 8, Ziffer 14 . 
• *) " ,,61, " 63. 

9* 
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3 ~ 

Ist x = a, b, so ist auch xl! = (a. b)2 und Yx = Va-=-b. 
m m 

" a=b+c,,,,,,, an=(b+c)n" Va=Vb+e. 
e) Ist die eine Seite einer Gleichung ein Produkt, so kann 

man jeden Faktor desselben als Divisor auf die andere Seite 
deI: Gleichung bringen. 

Ist 3,7 = 21, so ist auch 

a = b.c,,, " " 

21 21 
3='[ und 7=3' 

a 
i)= c, " 

a 
-=b. 
c 

" (m+n).x = z, " " 
+ z z 

" m n = x' " x = m + n' 

f) Ist die eine Seite einer Gleichung ein Quotient, so kann 
man den Divisor desselben als Faktor auf die andere Seite 
der Gleichung bringen.*) 

Ist 346 = 9, so ist auch 36 = 9 . 4. 

x 
" y = a, " "" x = a . y. 

m+n a a a·p 
" -p-=i)'" " " m+n=i),p=T' 

g) Jedes Glied der einen Seite einer Gleichung kann man 
mit entgt'gt'ngesetztem VOr'Leichen auf die andere Seite der­
selben bringen. 
Ist 8 + 9 = 17, so ist auch 8 = 17 - 9, und 9 = 17 - 8. 
" 5+11-3=6+7, so ist auch 5+11=6+7+3 

und 5 + 11 - 3 - 7 = 6 
" 5 = 6 + 7 - 11 -1- 3 usw. 

" a - b = c +~, so ist auch a = c + ~ -I- b 

d d 
ood~=a-b-coodc=a-b-~~~ 

" n - (a + b). c =~-z, so ist auch n= ~ - z -I- (a+ I).e 
y y 

x 
und - = n - (a + b) . c -I- z 

y 
x 

und - z = n - (a + b)· c - usw. 
y 

") Vgl. S. 30, Ziffer 37. 
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h) Sämtliche Glieder der einen Seite einer Gleichung kann 
man mit entgegengesetzten Vorzeichen auf die andere Seite 
bringen, wodurch in der Deu entstandenen Gleichung eine Seite 
zu "Null" wird. Man sagt in diesem Falle, man habe die 
Gleichung auf Null reduziert. 
Ist 12 - 7 + 3 = 6 + 2, so ist auch 12 - 7 + 3-6-2 = O. 
" a+b-c=d-e+f,,,,, 1/ a+b-c-d+e-f=O. 

i) Auf bei den Seiten einer Gleichung kann man die Vor­
zeichen der einzelnen Glieder in die entgegengesetzten ver­
wandeln. Man sagt in diesem Falle, man habe die ganze 
Gleichung mit (- t) multipliziert. 

Ist 9 - 10 + 13 = - 11 + 6> + 18, so ist auch 
-9+ 10-13=+ 11-5-18. 

Ist a - b + c = d - e, so ist auch 
(a - b + c). (-1) = (d - e). (-1) oder: 

- a + b - c = - d + e."') 
k) Aus den unter e bis h) angegebenen Regeln über das 

Umformen von Gleichungen geht hervor, daß eine Grölle von 
einer Seite einer Gleichung immer mit dem entgegen­
gesetzten l1echnungsverfahren auf die andere Seite 
derselben geschafft wird, d. h.: 

was auf einer Seite einer Gleichung 
zum Addieren dient, kommt auf die andere zum Subtrahieren, 

• Subtrahieren " Addieren, 
" Multiplizieren" " """ Dividieren, 
• Dividieren" "" " Multiplizieren. 

Während ein Faktor bzw. ein Divisor ohne Vorzeichen­
änderung von einer Seite einer Gleichung auf die andere 
gebracht wird, wird ein Glied stets mit entgegengeseztem 
Vorzeichen herübergeschafft Glied bleibt Glied! 

109. Addition von Gleichungen. Eine Gleichung wird 
zu einer anderen Gleichung addiert,· indem man sowohl die 
linken Seiten als auch die rechten Seiten addiert und die so 
erhaltenen Summen durch ein Gleichheitszeichen verbindet. 

L Beispiel. 5 + 7 = 9 + 3 ..... 1) 
8 + 11 = 17 + 2 . . . . 11) 

I+Il): 5+7+8+11=9+3+17+2. 
31 = 31. 

2. Beispiel. a+b+p=n-m .... I) 
- q + x = r + s . . . . . II) 

*) Vgl. S. 25, Ziffer SSb. 
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110. Subtraktion Ton Gleichungen. Eine Gleichung 
wird von einer anderen Gleichung subtrahiert, indem man die 
linke Seite der einen von der linken Seite der anderen, und 
entsprechend die rechte Seite der einen von der rechten Seite 
der amIeren Gleichung subtrahiert. Die erhaltenen Differenzen 
sind durch ein Gleichheitszeichen zu verbinden. 

1. Beispiel. 5 + 7 9 + 3 ..... I) 
8 + 11 = 17 + 2 .... 11) 

I-lI): 5 + 7 - 8 - 11 = 9 + 3 - 17 - 2. 
-7=-7. 

2. Beispiel. a + b + p = n - m .... I) 
- q + x = r -I- s. . . . . 1I) 

I-li): a+ b -I-p+q -x=n - m-r-s. 

111. Multiplikation Ton Gleichungen. Eine Gleichung 
wird mit einer anderen Gleichung multipliziert, indern man 
sowolll die linken als auch die rechten Seiten miteinander 
multipli7Jert und die so erhaltenen Produkte durch ein Gleich­
heitszeichen verbindet. 

1: Beispiel. 3·5 = 15 ... " I) 
. 30 = 3·10 ... u) 

1.11): 3·5·30=15·3·10. 
450 = 450. 

2. Beispiel. n+m=p+q. '" I) 
a = b - c .... 11) 

1.11): (n + m) a = (p + q) (b - c)*) oder: 
an + am = b p + bq - c p - c q. 

3. Beispiel. a 3 m 
f)-I=c+ o .... I) 

x+y --=r-s .... 11) 
z 

I. II): (~-~). x: y = (c + :). (r - s).*) 

112. Division von Gleichungen. Eine Gleichung wird 
durch eine andere Gleichung dividiert, indem man die linke 
Seite der einen durch die linke Seite der anderen, und ent­
sprechend die rechte Seite der einen durch die rechte Seite 
der anderen Gleichung dividiert. Die so erhaltenen Quotienten 
sind durch ein Gleichheitszeichen zu verbinden. 

*) V gl. S. 24, Ziffer 33. 
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1. Beispiel. 7 + 9 = 10 + G . . I) 
8=2·4 .... ll) 

I\.7+9=~+6 
IV' 8 2·4 . 

2=2. 

2. Bei s pie 1. 3 + b + x = n - m . I) 
P - q = r + s . . ll) 

!):3+ b+x=n-m. 
II p-q r+s 

3. Beispiel. a+b 
-=p+q ..... I) 

n 
r-s x 
-=- ....... II) 

m y 
I) a+b r-s x 
II : -- : --= (p + q): -, oder: n m y 

a+ b ._~=(p+q) .• t). 
n r-·s x 

113. Grundform und Lösung der Gleichung ersten 
Grades mit einer Unbekannten. Das Rechnen mit Gleichungen 
hat den Zweck, die Werte unbekannter Zahlengrößen zu be­
stimmen. Gleichungen, welche diesem Zwecke dienen, nennt 
man Bestimmungsgleic hungen. 

Jede aus einer Gleichung zu entwickelnde Größe heißt die 
unbekannte Größe oder kurz: "die Unbekannte". Man be­
zeichnet dieselbe gewöhnlich mit den Buchstaben x, y oder z; 
jedoch kann man auch jeden beliebigen anderen Buchstaben 
wählen.**) 

Soll aus einer Gleichung der Wert einer Unbekannten x, 
welche in derselben ein- oder mehreremal vorkommt, ent­
wickelt, d. h. soll die Gleich ung nach x auf gelöst 
werden, so muß man eine andere Gleichung bilden, welche 
die Größe x als Faktor nur zu einer Seite hat. 

Die ursprüngliche Gleichung muß auf die allgemeine Form 
a·x=b 

gebracht werden, in welchem Falle unter a und b ganz beliebige 
Zahlenausdrücke zu verstehen sind. 

Aus dieser Gleichung wird der Wert der Unbekannten X 

*) Vgl. S.57, Ziffer 56. 
**) " die Beispiele 1-29 in Ziffer 120, S. 158) und die vielen 

Beispiele in den anderen Teilen des ganzen Buches. 
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erhalten, indem man den Faktor von x, hier also a, als Divisor 
auf die rechte Seite der Gleichung bringt."') 

Es wird alsdann: 
b x=-. a 

Um dies zu erreichen, muß jede Gleichung geordnet werden. 
Die Regeln ttber "das Ordnen der Gleichungen" sind in 
Ziffer 114) zugleich in Verbindung mit vollkommen durch­
gerechneten Beispielen angegeben. 

114. Das Ordnen der Gleichungen und das Rechnen 
mit Gleichungen. Unter Anwendung der in Ziffer 108 bis 113) 
ttber das Umformen von Gleichungen gegebenen allgemeinen, 
und der bei den nachfolgend durchgerechneten Musterbeispielen 
noch zu gebenden besonderen Regeln, lassen sich nunmehr die 
Werte unbekannter Größen aus Gleichungen bestimmen. 

a) Jede Gleichung muß so umgeformt werden, daß die 
Unbekannte x allein und mit positivem Vorzeichen auf 
die linke Seite, alles andere aber auf die rechte Seite zu 
stehen kommt. Die dEm Rechnungszeichen"'''') entsprechende Ver­
einigung aller Größen auf der rechten Seite ergibt alsdann 
den Wert der Unbekannten. 

1. Beispiel. x + 13 = 21. Soll x allein auf der linken 
Seite der Gleichung bleiben, 
so muB+ 18 mit entgegen­
gesetztem Vorzeichen, also 
als - 13, auf die rechte Seite 
gebracht werden. (V gl. S. 132, 
Ziffer 108 g.) Damit ergibt 
sich: 

X = 21 - 13. Folglich: 
x=8. 

Probe:***) Um zu prüfen, ob der flir x gefundene Zahlen­
wert 8 richtig ist, darf man dens.elben nur in der Aufgaben­
gleichung an die Stelle des Buchstabens x setzen; man erhält 
alsdann 

8 + 13 = 21. Mithin: 
21 = 21.***) 

*) Vgl. S. 132, Ziffer 108e. 

**) " " 5, " 9. 
***) Es wird sich in jedem einzelnen Falle empfehlen, durch diese 

einfache Probe die Richtigkeit der Lösung festzustellen. 
Ergeben sich in der Schluf.lzeile der Probe auf jeder Seite des 

Gleichheitszeichens dieselben Zahlenwerte, so ist die für x gefundene 
Lösung richtig. 
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2. Beispiel. x ~ 20 = 19. Glied x allein auf die linke Seite: 
X = 19 + 20. Mithin: 
x=39 .. 

Probe: 39 - 20 = 19. Folglich: 
19= 19. 

3. Beis.piel. x + n = m. Glied x allein auf die linke Seite: 
x=m-n. 

Probe: (m"':"n) +n = moder: 
m - n + n = m. Da sich links n hebt: 

m=m. 
4. Beispiel.*) 

3a + x - 5b + 2 = 7b - a + c + 6. Glied x auf eine Seite: 
x=7b-a+c+6-3a+5b-2 oder: 
X = 12b - 4a + c + 4. Folglich: 
x=-4a+12b+c+4. 

b) Enthält das Glied mit der Unbekannten einen Faktor, 
BO stellt man dasselbe zunächst allein auf die linke, alle 
anderen Glieder aber auf die rechte Seite der Gleichung. 
Alsdann wird, um den Wert von x zu bestimmen, die rechte 
Seite durch den Faktor von x dividiert. 

5. Beispiel. 6x - 6 = 18. Glied mit x auf eine Seite: 
6x = 18 + 6 oder: 
6x = 24. Rechte Seite durch den Faktor 6 

dividiert (vgl. S. 132, Ziffer 108 e): 
24 

x = 6' Folglich: 

x=4. 
Probe: 6·4 - 6 = 18 oder: 

24 - 6 = 18. Mithin: 
18 = 18. 

6. Beispiel. a· x + b = c. Glied mit x auf eine Seite: 
a· X = c - b. Rechte Seite durch a dividiert: 

c-b 
X=--' 

a 
c-b 

Probe: a· --+ b = c. Oder nach Seite 59, Ziffer 59): a 
a· (c. - b) + b _- c. D 'eh d h K h b a Sl a ure ürzen e t: 

a 
c - b + b = c ~nd da sich auch b hebt: 

c=c. 

*) Diejenigen Beispiele, zu welchen die "Pro ben 11 hier nicht 
durchgerechnet sind, sollen vom Leser auf die Richtigkeit der an­
gegebenen Lösungen gepriift werden. 
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c) Enthält eine Gleichung mehr als ein Glied mit der 
Unbekannten, so schaffe man sämtliche Glieder mit der Un­
bekannten auf die linke, alle Ubrigen Glieder auf die rechte 
Seite der Gleichung, wobei aol die Vorzeichen zo achten ist. 
Alsdann schreibe. man auf der linken Seite die Unbekannte 
als gemeinschaftlichen Faktor heraus.*) Die rechte Seite 
ist dann durch diesen Faktor der Unbekannten zu dividieren. 

7. Beispiel. 8x - 5 = 13 -·7x.. Glieder mit x aufeineSeite: 
8x+ 7x = 13 + 5. Gleichartige Glieder zu­

sammengefaßt : 
15x = 18. Faktor von x als Divisor auf die 

rechte Seite: 
18 6 

X= 15 =5= I!. 

8. Beispiel. ax = c - bx. Glieder mit x auf eine Seite: 
ax + bx = c. Jetzt x als gemeinschaftlichen Faktor 

herausgeschrieben: 
x· (a + b) = c. Faktor von x auf die rechte Seite: 

C 
X=---' 

a+b 

9. Beispiel. ax+bx=c-dx. GliedermitxaufeineSeite: 
ax + bx + dx = c. Jetzt x als Faktor ausgeklammert: 
X • (a + b + d) = c. Faktor von x auf die rechte Seite: 

c 
x=a+b+d' 

d) Kommen in einer Gleichung Klammern vor, so löse 
man sämtliche Klammern auf, in welchen die Unbekannte 
enthalten ist. Hierbei ist besonders auf die Vorzeichen zu 
achten.**) 

10. Beispiel. 
5 (x -7) + 3 (2x - 6) = 2. Klammern aufgelöst: 

5x - 35 + 6x - 18 = 2. Glieder mit x auf eine Seite: 
5x + 6x = 2 + 18 + 35. Gleichartige Größen 

zusammengefaßt: 
llx = 55. Folglich: 

X= 5~= 5. 
11 

e) Stellt sich während des Rechnens heraus, daß das Glied 
mit x negativ wird. so müssen sämtliche Glieder der 

*) V gl. S. 35, Ziffer 43 A und B. 
**) " ,,11, " 18. 
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Gleichung mit (-1) multipliziert, oder was dasselbe ist: sämt 
liehe Vorzeichen umgekehrt werden. *) 

11. Beispiel. 9 (2x - 7) = 5 (4x -15). Klammem aufgelöst: 
18x - 63 = 20x - 75. 

18x-20x = -75 + 63. 
- 2 X = - 12. Vorzeichen umgekehrt: 

2x= 12. 
x=6. 

f) Enthält das Glied mit der Unbekannten einen Nenner, 
so stelle man dasselbe zunächst allein auf die linke Seite 
und multipliziere beide Seiten, oder was dasselbe ist: jedes 
Glied der Gleichung mit diesem Nenner. Alsdann wird 
die Rechnung fortgesetzt, wie bisher angegeben. 

12. Beispiel. 
x 
8" = 20. Beide Seiten mit Nenner 8 multipliziert: 

x 
8'"8 = 8 . 20. Oder nach Seite 59, Ziffer 59): 

8· X = 160. Da sich 8 durch Kürzen hebt: 
8 

x = 160. 

Probe: 160 = 20. 
8 
20 = 20. 

13. Beispiel. ~ + 4 = 7. 

Mithin: 

Glied mit x auf eine Seite: 

X '6 = 7 - 4 oder: 

~ = 3. BeideSeiten mit Nenner 6 multipliziert: 

6 . ~ = 6 . 3, d. i.: 

~~ = 18. Mithin: 
6 
X= 18. 

Man kann aber, um den Nenner fortzuschaffen, auch die 
Regel auf Seite 132, Ziffer 108f) anwenden! 

*) Vgl. S. 133, Ziffer 108 i. 
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14. Beispiel. ~ - (a + b) = c. 
a 

x 
- = c + (a + b) oder: a 

~ - a + b + c Divisor a als Faktor 
a - . auf die rechte Seite: 

x =(a+b+c).a. 

4x 
15. Beispiel 12 + 10 = 28. 

4x 
10 = 28 - 12 = 16. 

4x = 16 ·10. 
160 

x = T' Folglich: 

x=40. 

Nenner fortge­
schafft: 

g) Sind in einer Gleichung mehrere Brtlche vorhanden, so 
müssen sämtliche Nenner fortgeschafft werden. Dies geschieht, 
indem man jedes Glied der Gleichung mit dem Hauptnenner 
aller vorkommenden Nenner multipliziert.*) 

3x 2x Hauptnenner = 20; jedes Glied 
16. Beispiel. "4 - 5 = 14. der Gleichung mit demselben 

multipliziert: 
3x 2x 
"4 . 20 - 5 . 20 = 14 . 20. 

15x - 8x = 280. 
7x = 280. 
x=40. 

17. Beispiel. 

~ + ~ +~ = 7x-712 +~. JedesGliedmit~ell?-~aupt-
2 3 4 5 nenner 60 mulhpllZlert: 

30x + 20x + 15x = 420x - 42720 + 12x. 
30x + 20x + 15x - 420x-12x = - 42720. 

- 367 x = - 42 72Q. Vorzeichen umgekehrt: 
367x = 42720. 

X = 4~~;0 = 116tH = 116,4032 ... 

*) V gl. S. 49, Ziffer 52. 
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x x Jedes Glied mit dem Haupt-
18. Beispiel. -+ +--=2m. nenner (m+n).(m-n) 

m n m - n multipliziert: 
x(m-n)+x(m+n) = 2m.(m+ n). (m -n). 
mx-nx+mx+nx=2m(m 2 -n'''). <Y&l. S~ite 29, 

2mx =-2m (m 2 _n 2). Ziffer 30; 7): 
2m (m 2-n2) 

X= ' • 
2m 

x=m 2 -n 2• 

h) Erscheint die Unbekannte im Nenner, so ändert das an 
den vorstehend aufgestellten Regeln nichts. 

19. Beispiel. 
130 - = 26. Nenner fortgeschafft: 

X 

130 = 26x. Seiten vertauscht: 
26x = 130. 

130 
x= 26' 

x=5. 

20. Beispiel. 9 - 128 = 5. Nenner fortgeschafft: 
X 

9x-128=5x. 
9x- 5x = 128. 

4x = 128. 
x=32. 

6 32 Hauptnenner = x; jedes 
21. Beispiel. - + 7 = 64 --. Glied mit demselben roul-

x X tipliziert: 
6 + 7 X = 64 X - 32. 

7x-64x=-32-6. 
-57x=-38. 

57x = 38. 
38 2 

X=-=-· 
57 3 

22. Beispiel. 

7..+ 13 = 13x - 24 _ 37 + 10. Hauptnenner 
3 5x 3x 20 X = 60x; folglich: 

7 13 13x - 24 37 10 
3"' 60x + 5x' 60x = -sx-. 60x - 20' 60x + X· 60x. 

140x + 156 = (13x - 24) 20-111x + 600. 
140x + 156 = 260x- 480 -ll1x + 600. 

-9x=-36. 
x=4. 
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4x-7 
1 + x = 3. Nenner fortgeschafft: 

4x - 7 = 3 (1 + x). (Vgl. Seite 24, Ziffer 33.) 
4x-7 = 3 + 3x. 

4x-3x=3+7. 
x = 10. 

. . 2-5x 7+x 148-5x2 

24. BeIspIel. 5x + 1 + 3 _ 2x = 3 +13x -10x2 - 2. 

Der Hauptnenner ist: (5:x: + I) (3 - 2x) = 3 + 13x -10x l • 

Sämtliche Glieder der Gleichung mit demselben multipliziert: 
(2 - 5x) (3 - 2x) + (7+x) (5x + 1) . 148 - 5x2 _ 2 (3 + 13x -IOx!). 
6-15:x:-4x + 10x2+35x+5x2+7 +:x: = 148·-5x2-6-26x+20x2• 

Sämtliche Glieder mit x auf eine Seite: 
10x'+5x2 +5x 2-20x2 -15x -4x+35x+x+26x = 148-6-6-7. 

Da sich die Glieder mit x 2 heben, so folgt: 

43x= 129. 
• 129 
X= 43 =3. 

Die Beispiele 22 bis 24) sollen zeigen, daß überall da, wo im 
Zähler und Nenner der Brüche Summen oder Differenzen vorkommen, 
diese beim Gleichnamigmachen in Klammern zu setzen sind. Dadurch 
vermeidet Dlan VorzeichenCehlerl 

i) Die bis hierher aufgeführten Regeln weisen in ihrem 
Zusammenhange folgenden besten Weg zum Auflösen von 
Gleichungen: 

Man schaffe zunächst die Nenner fort, löse alle 
Klammern auf*) und bringe sämtliche Glieder mit der 
Unbekannten auf die linke, alle anderen Glieder 
aber auf die rechte Seite der Gleichung. Alsdann 
fasse man auf jeder Seite gleichartige Glieder zu­
sammen und dividiere die rechte Seite durch den 
Faktor der Unbekannten. Wird die Unbekannte nega­
tiv, so ist die ganze Gleichung noch mit (-1) zu 
m ultiplizi eren. . 

115. Der Vollständigkeit halber sollen hier noch einige 
schwierigere Gleichungen folgen: 

25. Beispiel. 
(2a - 3b) x + 2ab = 3 (a - b) (6a - 7b). 
(2a- 3b) x + 2ab = 18a2 -18ab - 21ab + 21b'. 

(2a - 3b) x = 18a2 - 39ab + 21 b2• 

18a2 - 39ab + 21 b2 
x= . 

2a-3b 

*) Die Reihenfolge hängt von der Eigenart der Gleichung ab. 
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26. Beispiel. 

3 (a + 4 b) - 5 x = 3. 
a-b 

3 (a + 4 b) - 5 x = 3 (a - b). 
- 5 x = 3 (a - b) - 3 (a + 4 b). 
- 5x=3a- 3b - 3a-12b. 
-5x=-15b. 

x=3b. 
27. Beispiel. 

4a2 
- b2 + b = 2a. 

3x 
4a2 __ b 2 

3x =2a- b. 

4a2 - b 2 = (2a - b) 3x. 
3x = 4a2 - b2 • Z~~lff't Partialdsivision nach 

2 a - bier 44 B, • 40: 

3x=2a+ b. 
2a+b 

x=-3-' 

a:!+ bS 

28. Beispiel. a 2 + b2 = ab - -9--' 
.. x 

. aB + b3 

a 2 -ab+b2=---. 
2x 
a 8 + b8 

2x=-a2 _ab+b 2 ' 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach S. 29, 
Ziffer 35, Formel 8) = a + b j mithin 

29. Beispiel. 

2x = - (a + b). Folglich: 
a+b 

x=--2-' 

6x 4x a + 3 (a 2 - b 2) = a (a + b) + b' Hauptnenner = ab. 

6 X • b + 3 . ab· (a 2 - b 2) = a . ab· (a + b) + 4 X • a. 
6bx - 4ax = a 2 b· (a + b) - 3ab· (a 2 - b2) 

X (6b - 4a) = aSb + a 2b2 - 3asb + 3ab 3 

X _ - 2a3 b + a 2b2 + 3ab 3 Partial-
- 6b - 4a . division:*) 

X = O,5·a b2+O,5.a 2b=O,5 .(ab 2+a 2b). 

*) Hierzu muß der Dividend nach steigenden Potenzen von a 
geordnet werden, also: 

(3a b' + a9 b2 - 2a3b): (6b - (8) = 0,5. ab2 + 0,5. atb. 
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30. Beis pi e1. 

~ + b2 = a 2 +~. Hauptnenner = abx. 
bx ax 

a 2 + abx. b 2 = abx. a 2 + b2• 

ab 3 x - a 8 bx = b2 _ a 2• 

x(ab8-a8 b) = b2 _ a 2• 

b ll _a2 b'-"a2 
X= = . 

abS-a3 b ab. (b 2_a2) 

1 
X= ab' 

Gleichungen, welche Wurzeln enthalten. 

Erscheinen in einer Gleichung Wurzeln, so müssen auch 
diese fortgeschafft werden. Die nachstehend durchgerechneten 
Beispiele sollen das hierbei einzuschlagende Rechnungsverfabren 
angeben. . 

116. Gleichungen mit nur einer Wurzel. Ist in der 
Gleichung nur eine Wurzel vorhanden, so forme man die 
Gleichung in der Weise um, daß die Wurzel allein auf der 
linken Seite steht. Ein Faktor vor der Wurzel kommt als 
Divisor auf die rechte Seite. Alsdann potenziere man beide 
Seiten der Gleichung mit dem Wnrzelexponenten.*) 

1. Beispiel. V3x = 6. Beide Seiten mit 2 potenziert: 

(V 3X)2 = 6 2• Folglich: 
3x= 36. 

X = 12. (V gl. S. 80, Ziffer 77.) 

m 

2. Beispiel. vi = a. Beide Seiten mit m potenziert: 

(V-i)m = am. Folglich: 

x = am• (Vgl. S. 80, Ziffer 77.) 

*) V gl. S. 131, Ziffer 108 d. 
Der Leser mache zu allen Beispielen die Probe! 
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s 
7· Y5x = 35. Faktor 7 fortgeschafft: 

s 
Y5X = 5. neide Seiten mit 3 potenziert: 

(VSx-r = 58. Folglich: 
5x = 125. 
x=25. 

4. Beispiel. Y16 + x = 5. Beide Seiten mit 2 potenziert: 
(V 16 + X)2 = 52. 

16+x=25. 
x=25-16. 
x=9. 

5. Beispiel. 

5 - V ~ 1 = 3. Wurzel allein auf linke Seite: 
2 

- 1 r ~ _ 1 = _ 2. Vorzeichen umgekehrt: JI 2 n-= 1 = 2. Beide Seiten mit 2 potenziert: 

x . 
2" -1 = 4. Nenner fortgeschafft: 

x-2=8 . 
.x = 10. 

6. Beispiel. 
m + V m 11 + n x = n. Wurzel auf linke Seite: 

Yin l + nx = n - m. Potenziert: 
mll + nx = (n - m)2. (VgI.Seite29,Ziffer35;2.) 
mt + llx=n 2 - 2mn +mt• 

nx=n9 - 2mn. 
n2 _ 2mn 

x=----
n 

n(n-2m) 
x= . 

n 
x=n-2m. 

7. Beispiel. 3· Y x- 3a = 3b. Faktor 3 fortgeschafft: 

y x - 3a = b. Beide Seiten mit 2 potenziert: 
(v'x-3a)2 ='b ll• 

x-3a=b\l. 
x=b2 +3a=3a+b 2• 

Weickert u. Stolle. lIIaachinenrechnen; I. Teil, I, Band 10 
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s 
8. Beispiel. V7"2-x-+,-------=:7 = 5. Beide Seiten mit 3 potenziert: 

(V2X+7f =58. 

9. Beispiel. 
s 

2x+ 7 = 125. 
2x=125-7. 
x=59. 

n· Va - x + b = C. Wurzel allein auf linke Seite: 
s __ c-b . . . 
Va - x = --. Belde Selten mIt 3 poten-

n ziert: 

a_x=(C n b)8. 
_x=(C n b)8 -8. 

( c - b)8 
x=a- -n- . 

10. Beispiel. 

V(x - 9) . (x + 15) + 3 = x. 
V(x - 9). (x + 15) = x - 3. Mit 2 potenziert: 

(x - 9)· (x + 15) = (x - 3)2. (Vgl. S. 29, Ziffer 35; 2.) 
x2 - 9x + 15x -135 = x 2 ~ 6x + 9. Da sich x2 auf 

heiden Seiten bebt: 

11. Beispiel. 

12x = 144. 
x = 12. 

V 13 + 4 . V x --=-t = 5. Beide Sehen mit 2 potenziert: 

13 + 4: • Y x 1 = 25. Wurzel auf eine Seite: 
4:. Vx-1 = 12. 

V x - 1 = 3. Beide Seiten mit 2 potenziert: 
x-l=9. 

x= 10. 

117. Gleichungen, welche zwei Wurzeln enthalten. 
Steht auf beiden Seiten einer" Gleichung je eine Wurzel mit 
demselben Exponenten, so potenziere man ohne weiteres beide 
Seiten mit diesem Exponenten: 
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V 5 x + 1 = V 22 + 2 x. Beide Seiten, mit 2 
potenziert: 

(V 5x + 1)2 = (V 22 + 2X)2. 
5x + 1 = 22 + 2x. 

3x = 21. 
x=7. 

3 3 ,---
13. Beispiel. V 3x - 5a = Y x + 3a. Beide Seiten mit 3 

potenziert: 

(V3x-5aY =(Vx+3äY. 
3x - 5a = x + 3a. 

2x = 8a. 
x= 4a. 

JII JII 

14. Beispiel. V ax + b = Y~c-x+-d. Beide Seiten mit m 
potenziert: ' 

15. Beispiel. 

ax+ b = ex+d. 
ax -cx= d- b. 

x (a - c) = d - b. 
d-b 

X=--. a-c 

3 . V 7 - 3 x = 5 . V 1 - x. Beide Seiten mit 2 
potenziert : 

(3. V7 - Tx)2 = (5. Vl- X)2. 
9· (7 - 3x) = 25 . (1 - x). (Vgl. S. 73, Ziffer 72.) 

e3-27x=25-25x. 
-2x=-38. 

x= 19. 

16. Beispiel. V36+x=18-Vx. 
(Y36 + X)2 = (18 - VX-)2. 

36 + x = 324 - 36 Yx + x. <V:gl.Seite29, 
Zlffer 85; 1.) 

x + 36 vi - x = 324 - 36. 
36 vi = 288. 

vi = 8. Beide Seiten mit 2 potenziert: 
(Vi)2 = 8 2• 

x= 64. 
10· 
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17. Beispiel. 

2· V x + 2 - V 4x - 3 = 1.' Eine Wurzel auf die rechte Seite: 
2· Vx + 2 = 1 + V4x-3. BeideSei~enmit2 

potenZlert: 
(2. Vx + 2)2 = (1 + V4x - 3)2. 

4 .(x+ 2) = 12 + 2 ·1· V4x- 3 +4x-3. 
4x + 8 = 1 + 2 . V 4x - 3 + 4x - 3. 

Wurzel auf die linke Seite: 
- 2· V 4x - 3 == -10. Vorzeichen umgekehrt und 

beide Seiten mit 2 potenziert: 
4 (4x- 3) = 100. 
16x - 12 == 100. 

x=7. 

Aus Beispiel 17) ist ersichtlich, daß, wenn zwei Wurzeln 
auf ein und derselben Seite der Gleichung erscheinen, die eine 
auf die andere Seite zu bringen ist. Welche, ist gleichgUltigl 

18. Beispiel. 

2 - 2 'Vi. 2 + 2 vi' Beide Seiten durch 2 
2 - 3 Vx = 5 + 3 Yx. dividiert: 

1 - vi 1 + Yx Haup!nenner = _ 
---=- == . (2-SVx )(5+3Vx); 
2 - 3 Vx 5 + 3 Vx folglich: 

(1 - Yx) (5 + 3 Vi) = (1 + Vi) (2 - 3 Vi). 
5-5Vx+3Yx-3'Vi.Yx=2+2Vx-3Vx-3 vi. vI. 
Da sich auf beiden Seiten - 8 Vi. Vi hebt, so folgt, wenn man auf 

jeder Seite die Glieder mit yi zusammenfaßt: 

5 - 2 vi' = 2 - Yx. GliedermitxaufeineSeite: 

- 2 yi' + vi = 2 - 5. 
- vi' = - 3. Vorzeichen umgekehrt: 

+ vi = + 3. Beide Seiten mit 2 potenziert: 
(Vi)2 = 82• 

x==3 2 =9. 

118. Gleichungen, welche drei Wurzeln enthalten. 
Das in diesem Falle einzuschlagende Rechnungsverfahren zeigt 
Beispiel 19). 
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19.· Beispiel. YTx + 13 - V x + 7 = fi. Beide ~eiten 
poteIlZlert : 

(V 4x + 13 - Vx+ 7)9= (Vi) 9. 

4~+13-2. V 4x+13. Vx+7+x+7=x. Wurzeln.auf eine 
SeIte: 

-2· V 4x+ 13· Vx+ 7=-4x-20. 
Mit Ziffer 83, S. 86) und Vorzeichen umgekehrt: 

2· V(4x+ 13)· (x+ 7)=4x+ 20. 
2· V 4x2 + 4lx+ 91 ===4x+ 20. 

Beide Seiten potenziert: 
4· (4x 2 + 4lx + 91)= 16x9+160x+400. 
16x2 + 164x + 364 = 16x9+160x+400. 

. Ordnen: 
4x=36 . 
. x=9. 

-Eingekleidete Gleichungen. *) 

119. Nicht immer sind die Gleichungen so unmittelbar 
fertig zur Berechnnng gegeben, wie das in den bisher durch­
gerechneten Beispielen gezeigt war. In den weitaus meisten 
Fällen des praktischen Rechnens ist die zu bestimmende, un­
bekannte Größe in Worte und Sätze eingehüllt, aus denen 
heraus erst die zur Berechnung dienende Gleichung aufgestellt 
werden muß .. 

Bestimmte oder allgemeine Regeln für das Auflösen dieser 
Gleichungen lassen sich nicht geben. Es muß bei .1e4er ein­
zelnen Aufgabe vielmehr danach gestrebt werden, den Sinn 
derselben richtig zu erfassen, um die in der Aufgabe gestellten 
Bedingungen in Form einer Gleichung zum Ausdruck bringen 
zu können. 

1. Beispiel. Addiert man 432 zu einer unbekannten Zahl, so' 
erhält man 950 j wie heißt die Zahl? 

Lösung: Bezeichnet man die unbekannte Zahl mit x, .80 erhält 
man, wenn man 432 zu derselben addiert: x + 432. Diese Summe 
soll = 950 sein. Das ergibt folgende Gleichung: 

x + 432 = 950. Folglich: 
x = 950 -432. . 
x=518. -

*) Auch "Textgleichungen" genannt. 
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2. Beispiel. Welche Zahl muß man von 1000 abziehen, um 
die Zahl 365 zu erhalten? 

LösuDe;:Bezeichnet man die abzuziehende, unbekannte Zahl mitx, 
110 ist die Differenz 1000 - x zu bilden, um die Zahl 365 als Gleich­
wert zu erhalten. Die aufzustellende Gleichung heißt also: 

1000 - x = 365. Folglich: 
- x = 365 -1000. 

x = 1000 - 365. 
x=631>. 

3. Beispiel. Welche Zahl ergibt mit 7 multipliziert 126? 
Lösung: Ist die gesuchte Zahl = x, so ergibt dieselbe mit 7 

multipliziert das Produkt 7 x. Dieses soll = 126 sein. Mithin: 
7x= 126. 

126 
x=T' 
x=18. 

4. Beispiel. Welche Zahl muß durch 23 dividiert werden, 
um 15 zu ergeben? 

LÖ'sung: . Setzt man die zu ermittelnde Zahl = x, so ergibt sich 

bei der Division derselben durch 23 der Quotient :3' Dieser muß 
= 15 sein. Folglich: 

x 
23= 15. 
x=15.23. 
x=345. 

5. Beispiel. Subtrahiert man 55 von dem 5fachen einer ge­
wissen Zahl, 80 erhält man 45 j wie heißt die Zahl? 

. Lösung: Ist die gesuchte Zahl.=x, so ist das 5 fache derselben 
= I> x. Davon 55 abgezogen, ergibt die Differenz 5 x-55. Diese 
muß .... 45 sein. Mithin: 

I>x-55=45. 
5x=100. 

x=20. 

6. Beispiel. Das 2 fache, 3fache und 7fache einer Zahl 
addiert ergibt 96; wie heißt die Zahl? 

Lösung: Bezeichnet man die zu berechnende Zahl mit x, so ist 
das 2fache derselben = 2x, das 3fache = 3x und das 7fache = 7x. 
Addiert man diese drei Werte und setzt die Summe -- 96, 80 folgt: 

2x+3x+7x= 96. 
x=8. 

7. Beispiel. Subtrahiert man von dem 8ten Teil einer gewissen 
7.ahl den Bruch 'li, so entsteht die Zahl 18. Wie heißt die Zahl? 

Lösung: Bezeichnet man die zu bestimmende Zahl mit x, so ist 

der 8te Teil derselben =~; davon i abgezogen und die auf diese Weise 

l'ntstehende Differenz gleich 18 gesetzt, gibt: 
x 4 
8-5=18. 

x = 150,4. 
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8. Beispiel. Von den Endpunkten einer 30000 m langen 
Strecke fangen zwei Eisenbahnzüge gleichzeitig an sich gegeneinander 
zu bewegen. Der erste legt in jeder Sekunde einen Weg von 8 m, der­
zweite einen Weg von 17 m zurück: Nach wieviel Sekunden begegnen 
sie einander? 

Lösung: Bezeichnet man die Anzahl der Sekunden mit x, so 
legt der erste Zug in diesen x Sekunden = 8x Meter und der zweite 
= 17 . x Meter Weg zurück. Die Summe dieser beiden Wege mull 
= 30000 Meter sein. Mithin: 

8x + 17x = 30000. 
25x = 30000. 

x = 1200 Sekunden, oder: 
x = 20 Minuten, 

9. Beispiel. Zwei Automobile beginnen gleichzeitig sich auf 
derselben Strecke in gleicher Richtung zu bewegen; sie hatten im Ruhe­
zustande einen Abstand von 45 km. Das vordere Automobil legt in 
jeder Stunde einen Weg = 72,5 km, das hintere einen Weg = 95 km 
zurück. Wie viel Stunden nach Anfang der Bewegung wird das zweite 
Automobil das erste einholen? 

Lösung: Die Anzahl der gesuchten Stunden sei=x. Das erste 
Automobil durchläuft in diesen x Stunden einen Weg = 72,5 . x km, 
das zweite einen Weg = 95 . x km. Mithin: 

95x - 72,5x=45. 
22,5x = 45. 

x = 2 Stunden. 

10. Beispiel. Ein Magazinverwalter vermehrte bei Arbeits­
beginn seinen Lagerbestand an Schrauben uni 100 Stück. Im Laufe des 
Tages gab er 195 Stück heraus und legte zur Ergänzung seines Be­
standes nach Arbeitsschlull wieder 265 Stück hinzu. Als er nun die 
Schrauben nachzählte, fand er 970 Stück. Wie viel Schrauben hatte 
er zu Arbeitsbeginn am Lager? 

L'ösung: Bezeichnet man den Bestand an Schrauben zu Beginn 
der Arbeit mit x, BO hat er. nachdem er 100 Stück hinzugefügt, deren 
x + 100. Nimmt er davon 195 Stück weg, so bleiben ihm x + 100 - 195, 
welche Anzahl nach Hinzulegen von 265 Stück auf x + 100 - 195 + 265 
anwächst, Diese Summe muß gleich der nachgezählten Stückzahl 970 
sein. Mithin: 

x+lOO -195+265=970. 
x=970 -170. 
x=800. 

11. Beispiel In einer Maschinenfabrik sind 2mal so viel Dreh­
bänke als Hobelmaschinen und 4mal so viel Schraubstöcke als Dreh­
bänke aufgestellt, zusammen 165 Stück. Wieviel Stück von jeder 
Sorte sind vorhanden? 

Lösung: Bezeichnet-man die Anzahl der Hobelmaschinen mit x, 
so befinden sich in der Fabrik: x Hobelmaschinen, 2x Drehbänke und 
4. 2x = 8x Schraubstöcke. Diese Stückzahlen zusammen müssen = 165 
sein. Mithin: 

x + 2x + 8x= 165. 
x= 15. 
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Demnach sind vorhanden: 
x Hobelmaschinen = 15 Stück. 

2x Drehblnke 80 
8x Schraubstöcke = 120 

Zusammen = 165 Stück. 

12. Beispiel. Drei Personen, A. B. und C., sollen 72 Mark so 
unter sich verteilen, daß B. 2mal so viel als A. und C. 3mal so viel 
als B. erhält. Wieviel bekommt jeder? 

Lösung: Setzt man die Summe, welche A. erhält = x, so erhält 
B. das doppelte = 2 x und C. das 3 fache von B. = 3 . 2 x = 6 x; mithin 
muß sein: 

x+2x + 6x= 72. 
x = 8. Folglich erhält: 

A. = x = 8 Mark. 
B.=2x=16 " 
C.=6x=48 

Zusammen = 72 Mark. 

13. Beispiel. Ein Arbeiter kann eine bestimmte Arbeit in 
12 Tagen fertigstelIen, ein anderer leistet dasselbe bereits in 6 Tagen. 
Wieviel Tage brauchen beide, wenn sie zusammen arbeiten? 

Lösung: Setzt man die zu leistende Arbeit = I, so schafft der 
Arbeiter, welcher in 12 Tagen fertig wird, in einem Tage 1/12 dieser 
Arbeit und entsprechend der andere in einem Tage 1/6, also beide zu­
sammen in einem Tage = 1/12 + 116 ...:.... 8/U = 1/. derselben. Setzt. man 
die Anzahl der Tage, welche beide zusammen zur Vollendung der 
Arbeit brauchen = x, so folgt: 

-1-. x =1. 
x 
"4=1. 
x=4 Tage. 

14. Beispiel. Einem Wasserbehälter fließen in jeder Stunde 
450 Liter Wasser zu und ebenso aus demselben 300 Liter ab. In wie­
viel Stunden werden sich in dem Behälter 2000 Liter Wasser an­
gesammelt haben, wenn bei Beginn des Zu- und AbHießens bereits 
800 Liter in demselben vorhanden waren? 

Lösung: Bezeichnet man die erfordediche Stundenzahl mit x, so 
ist die gesamte zufließende Wassermenge = 450 x Liter, die abfließende 
dagegen = 300x Liter. Die durch Zu- und Ab1luß entstehende Wasser­
menge ist demnach in Verhindung mit den bereits im Behälter befind­
lichen 800 Litern = 800 + 450 x - 300 x Liter. Diese Wassermenge 
muß den geforderten 2000 Litern entspre~hen. Mithin:' 

800 + 450 x - 300 x = 2000. 
150x= 1200. 

x = 8 Stunden. 
Es werden sich also nach 8 Stunden 2000 Liter Wasser in dem Be­

hälter angesammelt haben. 

15. Beispiel. Zur Füllung eines Wasserbehälters sind 3 Zufluß­
vorrichtungen vorhanden. Durch· die erste allein erfolgt die Füllung 
in 2 Stunden, durch die zweite allein in S Stunden und durch die dritte 
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allein in 6 Stunden. In wieviel Stunden wird der Behälter gefüllt 
werden, wenn der Zufluß durch die drei Vorrichtungen gleichzeitig 
erfolgt? 

Lösung: Setzt man den Inhalt des Behälters = 1 und die Anzahl 
der erforderlichen Stunden = x, so fließt dem Behälter 
durch die!. Vorrichtung fn 1 Std. = i seines Inhalts, also in x Std. = x· i, 

" 2. " 11 1 "=-?t,, " "x • =x·tund 
" • -3. ,,1 " =t " "x " =x·t zu. 

Sämtliche drei Vorrichtungen ergeben demnach einen Gesamt­
zu fluß = x ·1 + x • 1 + x • t. Dieser muß gleich dem Inhalte 1 des 
Bf.lhälters sein. Mithin: 

x • t + x . t + x • ! = 1. 
x x x 
2+T+{f=1. 
3x+2x+x=6. 

x = 1 Stunde. 
Der Behälter wird demnach durch die 3 Vorrichtungen in einer 

Stunde gefüllt. 

16. Beispiel. Eine Wasserhebemaschine kann ein Stück Land 
in 20 Tagen entwässern, eine zweite braucht dazu 30 Tage und eine 
dritte nur 15 Tage. Welche Zeit ist erforderlich, wenn die drei Ma­
schinen zusammen arbeiten? 

Lösung: Man setze die zu hebende Wassermenge = 1. Da die 
ente Maschine diese in 20 Tagen heben würde, so hebt sie in einem 
Tage 1/20 derselben. Die zweite Maschine hebt entsprechend in einem 
Tage l/ao und die dritte 1/15, alle drei zusammen also an einem Tage: 

1 1 1 8 2 4 .93 . 
20 + 30+ 15 = 60 + 60 + 60 =60 =20; folghch: 

in x Tagen = 230 . x. Mithin muß 

3 l' D . . d 20 . x = seIn. amlt WIr : 

x = 69/3 Tage. 
17. BeispieL' Ein Meister nimmt einen Gehilfen an und ver­

einbart mit ihm für jeden Tag, den er arbeitet, eine. bare Entschädigung 
von 1 Mark. Arbeitet der Gehilfe nicht, so muß er dem Meister 
60 Pfg. = 6°/100 Mark für Kost zahlen. Nach 80 Tagen halten sie Ab­
rechnung und es findet sich, daß keiner dem anderen et.was schuldig 
ist. Wie viel Tage hat der Gehilfe gearbeitet.? 

Lösung: Setzt man die Tage, an welchen der Gehilfe gearbeitet 
hat = x, so sind 80 - x die Tage, an welchen er nicht gearbeitet hat; 
seine Entlohnung beträgt alsdann x. 1 Mark und das Kostgeld ent­
sprechend (80 - x) . 80/100 Mark. Da nun das Bargeld durch das Kost­
geld aufgezehrt sein soll, so muß 

x • 1 -- (80 - x) . 160~ = O· sein. Folglich: 

(80-x) .60 
X=-W-O-· 

100x = 480P -- 60x. 
x=30 Tage. 
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A.ufgaben: 

1. x+9=14; x-5=6; 4x=32; 0,6x=7,2. 
2. 3x+4=13; 793-19x=14; 9x+13=7x+91. 
3. 39x-42=24x+168; 5,5x-29=4,7x+3. 

4. 5ax-27a=2ax+3a; 4fX-2n=3tx+i-
5. nx=m; nx=a+b; p+q=ax. 
6. a=nx+c; ax+b=c; ax+bx=n; px-qx=b. 
7. ax-m=bx-x; m-nx=px-q. 
8. 25+6x+ 13 - 8x=43 - 4x+7. 
9. 13 + 34,x-5+23 -14x- 97 =20x+29-10x. 

10. 5,7x+2-1,4x=7,lx-2,8x+2,1-0,5x. 
11. 7ax-11ab+ 13ac= 9ac-7ab+ 3ax. 
12. 23- (11 x - 3J- (7x+ 8) =45- (24x - 9). 
13. 4-[3 - (2x+7)]=-7x+8- (4 -l1x). 
14. 3x- (5 - 2x) - (15+8x)=3-(6x+2)+ [1- (2x + 2)]. 
15. 7,2 - [2,5x- (5,6 + 1,7x)] =3,lx- [3,2 - (0,8-0,lx)]. 
16. 8 (x+3) =48; 7 (8x- 5)= 77; 0,4 (28 - x) = 8. 
17. 0,6 (24-x) =32,4; 7(x+n)=21; n(x+m)=2mn. 
18. 3(x+ 1) =5(x -1); 15 (23 - 8x)= 7 (l1x-7). 
19. 2 (3 -x) +4 (x - 5)= 6 (x - 3); 7x- 3 (2x+ 3)= 2 (x -18). 
20. 5,05 x - 505 (505 - 5,05 x) = 50,5 x - 50,5 (50,5 x - 5,05). 
21. 5x- 3 (2x+3) +8 (5 -2x}=7x+ 6 (x- 4). 
22. 3 (2x- 3) (4x-7) + 11 (x+2) =6x(2+4x)- (2- 8x). 
23. 2{x+ 7) (3x-4)+ [9 (2x+ 1) -1]= 6x (x+6). 
24. 4[8x-5(7-4x)+9(6-3x)+12xl=7(16x-2(7x-l0)+4x-2]. 
25. 12ax+3b(a-x)=5a(2x+b). 
26. 2a (4x- 5a) - 2b (3x- 5a) = 3a (x + 8b) - 3b (x +4b). 

27. ~ 1+ [1C1-(x+2)+4)+6]+81- 1 =0. 

28. -i (i {i [}(i+ 2) +2] + 2} +2) = 1. 

29. ax+b(x-c)=ac; nx-p(x+a)=an. 
30. (a+b)x+(a.-b)x=ax+b+c. 
31. (a+b)x-(a-b)x=bx+a+c .. 
32. (5x + 7). (x - 2) =.(3x - 13). (x + 17). 
33. (a-x). (x- b)=(ab-x). (x-I). 
34. (8x+ 15). (3x-16)+ (5x + 3)'=(7x - 8)'. 
35. (8- 3X)2+ (4 - 4X)2= (9 - 5X}2. 
36. (a-x) (b - x) - x 2 =0; (a-x) (1- x) - x'+ 1 =0. 

ß.~+~~+~-~-~~-~~~ 
38. (a-x) (b-x)=(x+c)(x+d). 

x 5x x 
39. "7=5; "'3=40; 5"+3=5; 

'0 10x_ 5x_25. x x 
... 3 2 - 6' 4"-5=3; 4x+9_~~. 

5 - 4 
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3x 
41. 5x - 120= 5; ~+3=2x+4' 

4 9' 
2x+ 3x _S+ 5X. 4 - 2 

2x-41 x-4 
9 +-5-=9. 

45 6 x + 3 _ 10 _ 3 x-I. 17 - 3 x _ 6 = 17 +- x. 
'11- 2' 5 11 

11-x 19-x x+3_x+-7+- 4 _x+11. 
46. x+-3-= -2-; 2 3 - 4 

47 3 + 2 x + 6 _ 5 + 11 x - 37. 6 x - 4 _ 2 = 18 - 4 x + 3 
x 5 - 2' 3 3' 

48 5xt2 + 7Xi 1=2\ 1 + 5X 2 2; xt~ + xti=4xt1, 

49. 7:=3; i!=15; ~+7=12; 3xb=68. 

50. a--x
C =b; a+~=e' !+7=64- 32, 

x ' x x 
10 9 1 2 5 8 11 

51 -X=X-+'2; 4- 3x - 6x =7-X--2x' 

52. 14(x+2) -2x+l=7+4(3-!-x); 8 64 =16. 
x -x 

53 ~-9=8' a2+ab_ b =a. 
5x-3 ' ax-b 

7x+16 _ x+8 ~ 6x+7 + 7x-13 _2x+4, 
54, 21 4x-1l-3' 9 6x+iI- 3 

55. II+ x =9; X++142=X+31; X+93=X+55, 
-x x x- x- x-

a+l a+x 3x+2 2x-5 
56. b-l=b-x; 4a-5b=8a-3b' 

24x+42 + 25x-32 (7x-2)iI, 
57. x+l x-I x'-1 

21x 18x 6x2-108 
58. 2x:+-S-2x-S= 4x2-9 ' 

1 1 221 2 I 
59. x-l+x-5=x-4; x-4-x-S=x-3-x+5' 

10a9 +21ab-l0b2 2 -5b' ax+ b _ + a2 
60. x a - , b - x b ' 

x 1 a b 
61. --b+-b=a-b+abx; -b +b9 =a9+_. a- a x ax 

bx-a a-l a x-a+x+b_x+e_2(b-e). 
62. ---;b+-b-=x-I); be ae ab - ab 
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63. .ax'-bx+c c 
mXI-nx+p=p 

134. 

65. 

Eingekleidete Gleichungen: 
1. Subtrahiert man 59 von dem 6fachen einer Zahl, so erhält 

man 91; wie heißt die Zahl? 
Lösung: 25. 

2. Von welcher Zahl ist das 9 fache um {6 größer als 123? 
Lösung: 2l. 

3. Addiert man den dritten Teil und die Hälfte einer gewissen 
Zahl, so erhält man 155; wie heißt die Zahl? 

Lösung: 186. 
4. Subtrahiert man den fünften Teil einer Zahl VOll 23, dividiert. 

den Rest durch 4 und addiert 11 zu dem Quotienten, so er­
hält man 1/7 von der angenommenen Zahl; wie heißt diese? 

Lösung: 35. 

5. Von Berlin ging vor 4 Tagen ein Fußgifnger ab, welcher 
täglich 3 Meilen zurücklegt. Ein zweiter folgt ihm auf 
demselben Wege mit einer Marschleistung .von 5 Meilen 
pro Tag. In wieviel Tagen wird der zweite Fußgänger den 
ersten einholen? 

Lösung: In 6 Tagen, 

13. Zwei Wagen fahren auf derselben Strecke einander entgegen. 
Der eine legt stündlich 4,75 km, der andere 5,25 km zurück. 
Nach wieviel Stunden fahren sie aneinander vorbei, wenn sie 
gleichzeitig abfuhren und ursprünglich 20 km voneinander 
entfernt waren? 

Lösung: In 2 Stunden. 

7. Von den Endpunkten einer geraden Strecke bewegen sich 
zwei Körper aufeinander zu. Der erste beginnt. seine Be­
wegung 8 Minuten früher als der zweite, legt in jeder Minute 
5 m weniger zurück als jener, und trifft nach 28 Minuten auf 
der Mitte der Strecke mit ihm zusammen. Wieviel Meter 
legt der erste Körper in jeder Minute zurück? 

Lösung: 12,5 m. 

8. Zwei Radfahrer fangen gleichzeitig an sich auf dem Umfange 
eines Kreises von demselben Punkte aus, in derselben Richtung 
zu bewegen. Der eine dnrchfährt den Umfang in 3 Minuten .. 
der andere in 2 Minuten. Wieviel Minuten nach dem Anfange 
der Bewegung treffen sie wieder zusammen? 

Lösung: Nach 6 Minuten. 

!l. Ein Graben von 700 m Länge soll durch 2 Arbeiter ge­
reinigt werden. Der eine macht täglich 25 m, der andere 
45 m fertig. In wie\·iel Tagen wird die Arbeit beendet sein? 

Lösung: In 10 Tagen. 
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10. Zum Ankauf einer Maschine müssen 4 Personen zusammen 
. 7800 vii aufbringen; es zahlen ihren Vermögensverhältnissen 
entsprechend: B. = 1080 vii mehr als A.; C. hingegen 240 vii 
weniger als B. und D. = 1560 vii mehr als C. Wie viel Mark 
zahlte jeder? 

Lösung: A. = 870 ..11; B. = 1950..11; C. = 1710 J(, und 
D. = 3270..11. 

11. Zur Fertigstellung einer gewissen Arbeit sind 2 Meister, 
24 Gehilfen und 20 Lehrlinge erforderlich. Ein Lehrling 
erhält den 84. Teil des ganzen Lohnes, ein Gehilfe 1,05 .4(, 
mehr als ein Lehrling und ein Meister 0,6 J(, mehr als ein 
Gehilfe. Wieviel Mark beträgt das ganze Lohn? 

Lösung: 63 .4(,. 

12. An' einer gemeinsamen Arbeit beteiligen sich Männer und 
Frauen, zusammen 80 Personen. Ein Mann erhält für die 
Schicht 2 ~, eine Frau nur 1,20.M. Lohn. Für alle zusammen 
beträgt das Schichtlohn 124..11. Wieviel Männer und wieviel 
Frauen waren an der Arbeit beteiligt? 

Lösung: 35 Männer und 45 Frauen. 

13. Um einen Wasserbehälter zu füllen, braucht von 3 Zufluß­
öffnungen die zweite 2 Stunden weniger. und die dritte 
6 Stunden mehr als die erste. Die erste Öffnung liefert in 
gleicher Zeit halb so viel Wasser als die beiden anderen 
zusammen. In welcher Zeit wird der Behälter durch die erste 
Öffnung allein gefüllt? 

Lösung: In 6 Stunden. 

14. Ein Beamter bezieht ein Jahresgehalt von 2530 J(,. Wie groß 
wird sein jährliches Einkommen, wenn er eine monatliche 
Zulage von 15 A erhält? 

Lösung: 2710 .4(,. 

15. Ein Meister spart jeden Monat 75..11. Wie groß ist seine 
Einnahme in jedem Vierteljahr, wenn er im gleichen Zeit­
raume 750 .11 ausgibt? 

Lösung: 975 J(,. 

16. Von seinem jährlichen Einkommen verwendet jemand den 
4. Teil auf Lebensunterhalt, den 5. Teil auf W ohnuogsmiete, 
den 6. Teil auf Kleidung, den 8. Teil auf nützliche Bücher, 
den 10. Teil au.f Nebenausgaben und erübrigt dabei im Jahre 
228 ..11 •. Wie hoch ist sein Jahres-Einkommen? ' 

Lösung: 1440 A. 

17. Drei Monteure kommen in ein bereits besetztes Gasthaus. Um 
noch aufgenommen zu werden, bietet A. das Doppelte, B. das 
Dreifache und C. das Vierfache des sonst üblichen Preises. 
Der Wirt willigt ein und erhält auf diese .Art 18.4(,. a) Wie 
hoch ist der sonst übliche Preis; b) wieviel bezahlte jeder 
Monteur? 

Lösung: a) 2.11. b) A. zahlt 4 A; B. zahlt 6 J(, und 
C. zahlt 8 ..11. 
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WarzelglelehoDgen I 

1. 2x = 1 + xy3"j xY7 = 12 + Xj xVi - a = xyil - b. 
S 4 8 

2. yx=3j yx=2j yx=aj YX+5=7j 5+yx=8. 
88· 

3. a-Vx=bj 3+2yi'=5j YI6+x=5; Y7x-6+6=10. 
8 S 

4. V3x 7=Y4x-9j 1/5x-7=Y4X+ilj 
3 y7=3x = 5y' 1 x. 

5. y' (2x -1)(2x +3) =2%-1; (3 Yi-V2). (3 y2X+2) =7 ~ 

6. y'a~+x=4+ Vxj Y9il-x=3 + Y48-x. 

7. Vx+4= YX+8. 2Vx+l = 2Y~+3. 5Yx+~ _ 3 
yx+2 yx+5' 3Vx-2 3yx--5' 2yx+l- . 

. 8. x-yax(1+x)+l-x=lj V37 -7Y5x+4=4. 

9. Y9x-2+Y4x 3=Y25x-llj 
Y4x+9-~=Yx+6. 

10.2Yx+5+3Yx-7=Y25x 79; 
3Yx+3-2Yx-12=5Yx-9. 

11. yx ...... 6+yx-l=yx-9+yx+6; 
y'x-7 + yx- 2- yx 10 -: y'x+5. 

~. 8 3 S 

12. y2i+l+1=y'x Ij Y4x-l-Yl-x=l. 

Das Umformen von Gleichungen aus der Praxis des 
Rechnens. 

120. Der Zweck, welcher mit dem Durchrechnen der folgen­
den Gleichungen verbunden ist, soll den Leser einmal daran ge­
wöhnen, auch in jedem anderen Buchstaben als' eben gerade 
in dem Buchstaben x die "Unbekannte'" zu erblicken und das 
andere Mal ihn mit dem Umfomlen von Gleichungen, wie sie 
im praktischen Rechnen vorkommen, vertraut machen. Den 
Grundsatz: "Glied mit der Unbekannten auf die linke Seite", 
möge der Leser so lange festhalten, bis es ihm möglich ist, 
die Unbekannte auch von der rechten Seite der Gleichung aus 
zu entwickeln. 

Da in den folgenden Beispielen die Unbekannte fast durch­
weg auf der rechten Seite der Gleichung erscheinen wird, so 
kann man dieselbe durch einfaches "Ver tau 8 c he n der 
Sei t e n" auf die linke Seite bringen. 
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Die folgenden Beispiele sind dem Werke "Praktisches 
Maschinenrechnen" entnommen und zwar den Bänden: 

Mechanik, VII. Auflage, 1919. 
Festigkeitslehre, VI. Auflage, 1908. 

Beispiele: 

1) Gegeben: s = v· t. Gesucht: t und v. 
s = V· t. Seiten vertauscht: 

v· t = s. Mit Ziffer 108e, S. 132): 

t=~. 
V 

S 
V=t' 

2) Gegeben: P = F· k.. Gesucht: Fund k •. 
P = F . k. Seiten vertauscht: • 

F· kz = P. Mit Ziffer 108e, S.132): 
p 

F=-. 
kz 

P 
k =-. 

I F 

3) Gegeben: P·I = 8· W . kb• 

Gesucht: Pi 1; Wund kb• 

P . 1 = 8 . W· kb• 

8·W.kb 
p= I ; 

Mit Ziffer 108e, R 132): 

8·W·kb 
1= P . 

Seiten in der Aufgabengleichung vertauscht: 

8· W . kb = p.1. Mithin: 

P·I 
W=--; 

8·kb 

v· t 
4) Gegeben: s = 2' Gesucht: v und t. 

v· t 
s=-. 

2 
2·s=v·t. 
v· t = 2· s. 

2· 8 
V=T; 

Nenner fortgeschafft: 

Seiten vertauscht: 
Mit Ziffer lORe, S.132): 

2,8 
t=-. 

V 
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P ·1 
5) Gegeben: v = F. E' Gesucht: Pj Ij Fund E. 

P ·1 
y = F. E' Nenner fortgeschafft: 

F·E.y=P-l. Mithin: ................ 1) 
p.} P·I 

F= E.Y; E= F.Y· 

Seiten in Gleichung I) vertauscht: 

P -l = F· E· v. Folglich: 

F·E·y . F·E·y 
P=-l-; 1= p . 

)'t. d· n 
6) Gegeben: v = 60 . Gesucht: d und n. 

)'t·d·n 
v= 60 Nenner fortgeschafft: 

60 . v = )'t . d . n. Seiten vertauscht: 

Folglich: 

60·v 
n . d . n = 60 . Y. 

60·y d- . 
- )'t·n' B==--. 

)'t·d 

R·)'t·n 
7) Gegeben: p. s = Q. 30 . 

Gesucht: Pj si Q; R; n. 

R·)'t·n 
p.s=Q. 30 . Nenner fortgeschafft: 

30 ; P . s = Q. R . )'t . n. Mithin: .......... 1) 

Q. R'1&' n 
P= SO,s ; 

Q.R.)'t.n 
S= SO.p • 

Seiten in Gleichung I) vertauscht: 

Q . R . )'t. n = 30 . P . s. Folglich: 

SO·p·S SO·p·S 
Q = R . )'t. n;' R =Q . )'t. n ; 

SO·p·s 
n= • 

Q·R.)'t 

r . r 
8) Gegeben: P = R1 • R . Q. 

1 2 

Gesucht: Qj R1 j ~ j r; j r2 • 
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Q r 1 -rll 
9) Gegeben: P = 2' R . 

Gesucht: Pj Rj Qj r1 ; r,. 

P _ Q.~ -r2 *) 
-, 2 R' Nenner fortgeschafft: 

2· p. R = Q. Crl - r2 ). Mithin: .......... I) 

p=Q.(rt-r\l). R=Q·(rt-r\l). Q=2.P~. 
2·R' 2·P' r l -r2 

Aus Gleichung I) folgt mit Ziffer 40, 8. 33) unter gleichzeitiger 
Vertauschung der Seiten: 

2·P·R 
r l - r ll = Q . Mithin: 

2·P·R 
r 1 = Q + r 2 • Ferner: 

2·P·R 
- r2 = Q - rl' Mit Ziffer 108i, S.133): 

2·P·R 
r2 = - Q + ru oder: 

2·P·R 
r 2 =r1 --Q-· 

10) Gegeben: v = c + p. t. Gesucht: c.-j Pi t. 
v = c + P . t. Seiten vertauscht: 

C + P . t = v. Folglich: .•••........••.. I) 

C=V-p·t. 
Aus Gleichung I) folgt mit Ziffer 108g, S.132): 

P . t = V - c. Mithin: 

y-C 
p=--; 

t 
y-C 

t=--. 
p 

11) Gegeben: P·l = Ql ']1 + ~ ']2' 

Gesucht: Pi Ql und ]2' 

*) V gl. S. 33, Ziffer 40. 
Weickert u. Stolle, Maschinenrechnen: I. Tell, I. Band. 11 
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P ·1= ~ .11 + QIl • i\1' Mithin: 

P _ QI . I1 + Q\l • 1\1 
- 1 • 

Seiten in der Aufgabengleichung vertauscht: 
QI .11 + Q2 ·ll = p.1. Mit Ziffer 10Sg, S.132): 

Qj 11 = P . 1- Q2 .1\1' Folglich: 

Q _P·I-Q2·12 
l - I . Entsprechend: 

1 

Q.l .12 = P ·1- Ql .11 , Mithin: 

~ =P ·1- Ql lt. 
Q2 

P+G 
12) Gegeben: F = k-' Gesucht: k.j Pj G. 

z 

F = P + G. Nenner fortgeschafft: 
k. 

F.k.=P+G. Mithin: 

k _P+G. P F k G 
z - F' =. z- ; 

(a+b).h 
13) Gegeben: F = --2-' Gesucht: hj aj b. 

F = (a + b). h. Nenner fortgeschafft: 
2 

2· F = (a + b). h. Seiten vertauscht: 
(a+ b).h=2.F. Folglich: ............. I) 

h - 2. F Aus Gleichung I) mit 
- a + b' Ziffer lOSe, S.132): 

2·F 
a + b = h' Mithin: 

a = 2 hF - b; b = 2 hF - a. 

r . :n; 
14) Gegeben: F = 2' (4. h + s). Gesucht: rj hj s. 

r· :n; 
F = 2' (4· h + s). Nenner fortgeschafft: 

2.F=r.:n;.(4.h+s). Mithin: ....... 1) 

2.F r= . 
:n;·(4·h+s} 
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Vertauscht man in Gleichung I) die Seiten und multiplizieIt man 
gleichzeitig die Klaml!1er aus, so folgt: 

4 • h . r . n + 8 • r • n = 2 . F. Folglich: 

4 . h • r • n = 2 . F - 8 • r . n. ~Iithin: 

h = 2. F- s • r . n. Entsprechend: 
4.r.'1t 

8 • r . n = 2 . F - 4 . h . r • n. Folglich: 

2. F- 4. h. r. n 
8=-------

r. n 

b . r - s . Cr - h) 
15) Gegeben: F = 2 . Gesucht: bj r; 8; h . 

. b.r-s·(r-h) 
F = 2 . Nenner fortgeschafft: 

2· F = b· r - 8· (r - h). Mithin: .•.•.. J) 

b.r=2·F+s.(r-h). Folglich: 

b = 2 • F + s . (r - h) . 
r 

In Gleichung Il die Kla~mer ausmultipliziert: 

2 . F = b . r - s . r + s . h. Seiten vertauscht: 

b· r - s· r + s· h = 2 ·F. Mit Ziffer 43A, b; S. 36): .... 11) 

r· (b - s) + s· h = 2· F. Mithin: 

r· (b - s) = 2· F - s· h. Folglich: 

2 .F- s. h 
r= b-s 

Aus Gleichung 11) folgt mit Ziffer 43 B, S. 30): 

b· r - s· (r - h) = 2 . F.*) Mithin: 

- s· (r - h) = 2 . F - b . r, oder mit Ziffer 108i, S. 133): 

s· (r - h) = b· r - 2· F. Folglich: 

b.r-2.F 
8= r-h 

Aus Gleichung 11) ergibt sich weiter: 

s . h = 2 . F - b . r + s . r, d. i.: 
s· h = 2· F - r· (b - s). Mithin: 

h = 2 . F - r . (b - s) • 
s 

*) VgI. Gleichung I. 
11* 
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h 
16) Gegeben: V=6·(G+g+4-U). Gelucbt: hjU. 

h ~G + "11 N elllJllft fort-V="jj'- g+4·1\I). aff u gesch t: 

6.V=lr-(G+g+4.UJ>. Mithin: ..... I) 

h= . G. v . 
G+g+4. U 

Löst man in Gleichung I) die Klammer auf,. 80 folgt: 

Ci· V = G . h + g. h + 4 . ur· h. Glied mit U 
auf die linke Seite unter Berücksichtigung von Ziffer I08i, S. 133): 

·4· U·· h = 6 • V - G: h - g. h.. Folglich: 

U = 6. V - G. -h - g • h .*) 
4:.h 

b. b2 

17) Gegeben: W=-6-· 

b. b2 

W=-6-· 

6·W=b·h 2• 

b·h 2 =6· W. 

b_~lV. 
- h 2 

Gesucht: b uno h. 

Nenner fortgeschafft: 

Seiten vertauscht: 

Mithin: ...........••... I) 

Aus Gleichung I): felgt weiter: 

h 1I _ 6 . W. Auf beiden Seiten w.e Quadrat-
- b wurzel gezmgen: 

l'1l2 = -V6~W. Mit Ziffer 77~ R8O): 

'tfW 
h= 1/ ~~. 

. v2 _ c2 

18) Gegeben: s=-2--' Gesucht: y und c . . p 
8 = V 2 - C 2 • Nenner fortgeschafft und Seiten 

2 . P vertauscht: 
yl-c2 =2.p.s. Mithin: •.....• 1) 

v 2 = 2· p. 8 + Cll• Mit Ziffer l08d, S. 131):. 

V v 2 = Y2. p. 8 + c2• Mit Ziffer 77, S.80): 
,/ 2 + e' Aus Gleichung I) folgt 

V = r • p. S • weiter: 

':') Die noch fehlenden Werte entwickele der Leser selbst! 
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- C 2 = 2 . p • s - VII, oder mit Ziffer 108i, S.133): 
0 2 = vl! - 2 • P • S. Fol!,lich: 

C = Y V2 - 2 . p . S. 

p. t ll 

19) Gegeben: s = c· t + -2-' Gesucht: Oj Pi t.*) 

s = o. t + p . t ll• Glied mit c auf die linke 
2 Seite: 

c t s p . t ll Rechte Seite eingerichtet nach 
. = - -2-' Ziffer 47, S. 4.')): 

2 '8-P . tl! 
c· t = 2 . Mithin: 

2.s-p ·ta 
c= . 

2·t 
Aus der Aufgabengleichung folgt ",eiter: 

p. t' < -- = S - 0 • t. Nenner fortge.'1chafft. 
2 

p. t2 = 2· (8 - C • t). Folglich: 

2· (8 - C .t) 
p= t 2 • 

In der Aufgabengleichung die Seiten vertauscht: 

p. t 2 
C • t + 2- = s. Nenner fortgeschafft und geordnet:**) 

p • t 2 + 2 . c . t = 2 . 8. 
Faktor p fortgeschafft nach 
Ziffer 108 c, S. 131): 

2·c·t 2,8 
t 2 + --- = --. Mithin nach Ziffer 123, S. 177): 

p p 

t= -~+ y(~r + 2;S. Mit 
Ziff. 73, 
S.74): 

c ye 2 2. S Bruche unter der 
t = - - + - + --. Wurzel gleich-

p - pli P namig gemacht: 

C 1 f c2 4. Sll· Brüche unter 
t = - - + r - + --. der Wurzel 

p - p2 pli addiert: 

*) Dieses und die folgenden Beispiele führen bei der Entwick­
lung der Unbekanntfln auf .quadratische Gleichungen". Der 
Leser lasse diesen Teil der Lösung so lange unberücksichtigt, bis er 
sich mit den in Ziffer 121 bis 125) gegebenen Regeln über da.s Rechnen 
mit Gleichungen zweiten Grades vertraut gemacht hat. 

**) V gl. S. 63, Ziffer 66. 
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Divisor p vor 
die Wurzel ge.· 

nommen: 

. n.d l • 

20) Gegeben: -4-· kz = P + G~ Gesucht: d. 

Bringt man dB allein auf die linke Seite, so. folgt: 

d2 = 4· (P + G). Mit Ziffer I08d, 
n· k S. 131): 

~ 

d - "Ir 4· (P+G) Aus 4 die - r n. k' • Wurzel gezogen: 
z 

10 E· J 
21) Gegeben: P == n· V· Gesucht: Ei J; Dj 1. 

10 E·J P = -. --. Nenner fortgeschafft: 
n 12 

p. n .12 = 10· E· J. Mithin: ••..... I) 

P·n·P P·n·P 
E = l1r='1- j J = lO.E j 

lO·E·J 
n==-p-IQ • . . 

Aus Gleichung I) ergibt sich weiter: 
10·E·J }2 = . Quadratwurzel gezogen: 

P·D 
1= YlO.E.J. 

P·n 

1 
22) Gegeben: V=3'.n.h.(Jt2 +r2 +R.r). 

Gesucht: R.*) 
1 . 

V = . 3' . '" . h • (RI + r 2 + R . r). Mithin: 

3 • V Rl + 2 + R Glieder mit R auf 
n. h = r • r. linke Seite: 

R2 + R. r = 3· V _ r'. Mit Ziffer 123, S. 177): 
n·h 

R=- ~ + Y(~r+!·.~-r2, oder: 

*) Die fehlenden Werte entwickele der Leser selbst! 



167 

r 1/r2 2 3.Y Unter ~er R=- ~+ r --r +--. Wurzelem-
2 - 4 7/:. h gerichtet: 

R=-~+ lfr2 -4r2 +3.Y d.i.: 
2- r 4 7/:.h' 

Unter der 
r V3. Y 3 ·r2 Wurzel 

R = - 2" + 7/:. h - -4-' gleichnamig 
gemacht: 

Aus 
r V12 .V -3.rz.7/:.h Nen~er 

R=-- + . 4 die 
2 -- 4· 7f. h Wurzel 

gezogE'n: 

R = __ ~~ + !~ .1!Er. V - 3 . r 2 • 7f • 11. 
2-2 lf·h 

Gesucht: d. 

Nenner fortgeschafft und Seiten vertauscht:. 

u· d3 • kd = 16· p. R. Mithin: 

dS = 16· p. R. Auf beiden Seiten die 
TC, kd 3te Wurzel gezogen. 
3 

(l= VIf ~'I!. 
n;. kd 

,.·d4 n·P·P 
24) Gegeben: -64 = -fo~' Gesucht: d. 

Faktor d' allein auf die linke SE'ite: 
64· p. n ·l~ d4 = ~--_._---. 

10·1[ . E 

1 / 64~If~.Il~~f2 
d= r----· IO·n· E 

Auf beiden Seiten die 
4te Wurzel gezogen: 

25) Gegeben: R =Vp2~:F(rl~ Gesucht: P und Q. 

Beide Seiten der Aufgabengleichung in die 2. Potenz erhoben: 

R2 = CVli2~-Q2? Mit Ziffer 77, S. 80): 
H2=P2+Q2. l\Iithin: ... , .... : I) 
1'2 == R2 - Q2. Folglich,mit Ziff.l08d,S.131): 
p =yjp_Q2. 

Aus Gleichung I) folgt weiter: 
Q2= R 2 _ 1'2. Mithin: 

Q = Y fF=-~p'!. 
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26) Gegeben: R =V(G+Q)2+p2. Gesucht: Pj Gj Q. 
R - Y(G + Q)2 + P2. Beide Seiten in die 

2. Potenz erhoben: 
R2 = (G + Q)2 + pt. Mithin: ..•... I) 
p2 = R2 _ (G + Q)2. Folglich:· 

p = VR2 -0'- (G + Q)2. 
Aus Gleichung I) folgt weiter: 

(G + Q)2 = R2 - p2, d. i. mit Ziffer 35; 1, S. 29): 
G2 + 2 . G . Q + Q.2 = R2 _ p2, oder: .......... II) 

G2 + 2. G· Q = R2 - p2 - Q2. Mit Ziffer 123, S. 177): 

G=_Q+VQ2+R2_P2_Q2, d. i. 

G = - Q ± YR2 _ P2. 
In sinngemäßer Entwicklung folgt aus Gleichung II) für Q: 

Q=-G+ YR2_P2. 

27) Gegeben: d = 1,13' VF + f. Gesucht: Fund f. 
Beide Seiten der Aufgabengleichung mit 2 potenziert: 

d2 = (1,13' YJi' + f)2, d.i. mit Ziffer 72, S. 73): 

d2 = 1,13 2. (YF + f)2. Mithin: 
d2 = 1,13 2 • (F + f). Klammer ausmul­

tipliziert: 
d2 = 1,13 2 • F + 1,13 2 • f. Folglich: 

d 2 -1,13 2 • f d 2 -1,13 2 • F 
F= 1 2 ; f= 1 2 • 

,13 ,ffi 

3 r ---

28) Gegeben: d = V 3000 .~. Gesucht: N und n. 
n 

Beide Seiten deI: Aufgabengleichung mit 3 potenziert: 

N 
d S = 3000· -. ~Iithin: 

n 

d8 ·n 
N = 3000'; 

3000·N 
n=---. . dS 

.. 'lN 
.29) Gegeben: d = 12· V -. Gesucht: N und n. 

n 

Beide Seiten der Aufgabengleichung mit 4 potenziert: 

dt =(12. v:r, d. i.: 
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N 
d' = 12'.-. 

n 
Folglich: 

d'·n 
N = 12' • 

12'· N 
n=~ •. 

IX. Gleichungen zweiten Grades mit einer 
Unbekannten. 

121. Allgemeines. Gleicbungen mit einer Unbekannten, 
welche die Unbekannte in keiner höheren als in der zweiten 
Potenz enthalten, bezeichnet man als Gleichungen zweiten 
Grades oder als quadratische Gleichungen. 

Man unterscheidet rein quadratische Gleichungen 
und gemischt quadratische Gleichungen. 

Rein quadratische Gleichungen enthalten die Unbekannte 
nur in der zweiten Potenz. Z. B.: 

2x 2 -15=-4x2 +9; nx 2 -p=sj 

Xli 
3=12j 

all_xli a 
x2 -b-=j)' 

Gemischt quadratische Gleichungen enthalten die Unbekannte 
in der zweiten und ersten Potenz. Z. B.: 

x2 +x=56j x t -4x=21; 15xll -53x=42j 
x ll +2ax=3all j x2 -(2a-b)x+a2 =2b ll, 

'l leUach begegnet man Gleichungen, welche bei flUchtiger 
Beurteilung als Gleichungen ersten Grades erscheinen, sich 
jedoch beim Durchrechnen als Gleichungen zweiten Grades er­
weisen. So ist die Glejchung 

!+~= 12*) 
x 2 x 

eine quadratische Ghiichung, wie das aus der nachfolgenden 
Rechnung hervorgeht: 

4: x 12 - + -- = - . Hauptnenner = 2x: 
x 2 x· 
8 + XII = 24. Mithin: 

x'=16. 
Es ist also bei der Lösung allgemeiner Gleichungen mit 

Vorsicht zu verfahren. 

*) Vgl. Beispiel 10, S. 172. 
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A. Rein quadratische Gleichungen. 

Für die Lösung rein quadratischer Gleichungen sind 
im allgemeinen die Regeln zu beachten, welche vorstehend auf 
Seite 131 bis 142) für das Umformen von Gleichungen ersten 
Grades angegeben wurden. 

Hierbei ist das Glied mit Xli auf die linke Seite der 
Gleichung zu bringen. Enthält dieses Glied einen Faktor, so 
is~ dieser als Divisor auf die rechte Seite zu schaffen; alsdann 
ist ans beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel zu ziehen. 

122. Grundform und Lösong der rein quadratischen 
Gleichung. Geht man von der Grundform der rein quadra­
tischen Gleichung 

ax 2 = b. 

aus, so gestaltet sich deren Lösung wie folgt: 

a x 2 = b. Faktor a fortgeschidft: 

2 b Auf beiden Seiten die Quadrat-
X = a. wurzel gezogen: 

yX2 = -v;. Mithin: a 

X = Vb. (Vgl. S.80, Ziffer 77.) a 
Nach Seite 112, Ziffer 95a) ist aber jede gerade Wurzel 

aus einer positiven Zahl sowohl positiv als auch 
negativ, mithin wird: 

X=+ .. /b. - r a 

Die Unbekannte erhält demn~ch bei quadratischen 
Gleichungen 2 Werte, und zwar: 

Xl =+Y b und Xli =-Vb. a a 

1. Beispiel. Xli = 169. Auf beiden Seiten die Wurzel 
gezogen: 

x=±Y169. Mithin: 

~. =+ Y169 = + 13. 
x2 =-V1G9=-13. 

1. Probe: c+ 13)2 = 169. 
c+ 13). (+ 13) = 169. 

169 = 169. 
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2. Probe: (- 13)2 = 169. 
(- 13)· (- 13) = 169. (Vgl. S. 21, Ziffer 31.) 

169 = 169. 

2. Beispiel. 5 x 2 = 80. Faktor 5 auf die rechte Seite: 
2 80 

X =5' 
x 2 = 16. Auf heiden Seiten die Wurzel 

gezogen: 

X = ± ri6. Folglich: 
x=+4, d. h.: 

Xl = + 4; - xI! =.- 4. 

3. Beispiel. x2 - 14 = 130. Glied xl! allein auf linke Seite: 
x2 = 130 + 14. 
x2 = 144. Wurzel gezogen: 

X = + YI44-. Folglich: 
x=+ 12. 

Probe: c+ 12)2-14 = 130. + 144-14 = 130. 
130 = 130. 

4. Beispiel. 3x2 ....... 7 = 101. Glied mit x 2 allein auf linke 
Seite: 

3x2 = 101 + 7 .. 
3x' = 108. Faktor 3 fortgeschafft: 

x2 = 36. Wurzel gezogen: 
x=+ 6. 

5. Beispiel. 2x2 - 15 = 9 - 4x 2• Glieder mit x9 auf linke 
Seite: 

2x2 + 4x2 = 9 + 15. 
6x2 = 24. 

x 2 =4. 
x=+2. 

Probe: 2· (-2)2 -15 = 9 - 4. (- 2)2. 
2·4-15 =9-4·4. 

8-15=9 -16. 
-7=-7. 

6. Beispiel. 
x· (x - 15) = 3· (108 - 5x). Klammern auf­

.gelöst: 
x2 -15x = 324 -15x. 

x2 - 15x + 15x = 324-. 

Glieder mit x auf 
eine Seite: 

x 2 = 324. 
x=+ 18. 
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7. Beispiel. 
(4x-7) .(4x+ 7)=351. 

10x' - 28x + 28x - 49 = 351. 
16x2 =400. 

x2 = 25. 
x=+5. 

2 

8. Beispiel. ~ + x 2 = 12. 

x2 
3·-+3.x2 =3.12. 

3 
x2 + 3x2 = 36. 

4x 2 = 36. 
x 2 = 9. 
x=+3. 

64 

Klammem aufgelöst: 
Glieder mit x auf eine Seite: 

Jedes Glied mit Nenner 3 
multipliziert: 

9. Beispiel. x = -. Nenner fortgeschafft: x 
x2 = 64. 
x=+8. 

10 B' . I 4 + x 12 Hauptnenner = 2x. Damit 
. eIS pIe . X 2 = X· jedes Glied multipliziert: 

4 . x 12 
X· 2x + 2' 2x = X . 2 x. 

8 +x2 = 24. 
x 2 = 16. 
x=+4. 

4 4 12 
Probe: 4" + "2 = 4' 

1+2=3. 
3=3. 

" 5x+ 12 5x. 3 
11. BeIspIel. 6 X = 4 - X· Hauptnenner=12x: 

5x 12 5x 3 
6· 12x + x .12x=4·12x-x·12x. 

10x2 + 144 = 15x2 - 36: 
10x' - 15x' = - 36 - 144. 

- 5 x2 = -180. Vorzeichen umgekehrt: 
5x 2 = 180. 

x2 = 36. 
x=+6. 
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12. Beispiel. 
15 - x x+ 10 

7 - 2 = 6 + 2' Hauptnenner=x2; x x 
7x2 - (15 - x) = 6x 2 + (x + 10). *) 

7x2 -15 + X= 6x 2 +x+ 10. 
7x2 - 6x2 + X - X = 10 + 15 .. 

x 2 = 25. 
x = + 5. (Mache die Probe!) 

13 B · . I 1 + x _ x + 25 Hauptnenner 
• e18ple. 1-x-x-25' =(1-x).(x-25): 

(1 + x) . (x - 25) = (x + 25) . (1 - x). 
x + x2 - 25 - 25x = x + 25 - Xl - 25x. 

x+x2-25x-x+x2 +25x = 21) + 25. 
2x2 = 50. 
x 2 = 25. 
x=+5. 

14. Beispiel. 

... /X=F2 _ 2! Beide Seiten mit 2 
fl -T--3- - Y:I:. 2·- potenziert:**) 

x+2 4 
--- = -. --2' Hauptnenner= 3. (x - 2): 3 x:-

(x +2:))-(x - 2) = 4 -3. (VgL S. 29, Ziffer 35; l.) 
x2 -4=12-

15. Beispiffl 

16. Beispiel. 

x 2 = 16. 
x =+ 4. (Mache die Probel) 

x2 = 324 a2 n'. Auf beiden Seiten die 
Wurzel gezogen: 

x = + Y·"--S24,-.-=II-.n--=-'. (Vgl. S.88, 
- Ziffer 84 und 

X= + 18an2• 

S. 97, Ziffer 87.) 

ab - 5x! = x 2• Glieder mitx2 auf linke Seite: 
- 6x2 = - ab. Vorzeichen umgekehrt: 

6x2 = ab. 
2_ ab 

x -6' 

x=+ 1~. - V -6-

*) V gl. S. 33, Ziffer 40. 
**) • • 146, 117. 
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18. Beispiel. 
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4xt = al - 2ab + b2• 

4x2 = (a - b)'. 

(VgL S. 29, 
Ziffer 35; 2.) 

" (a-b)' X"= 4 • 

2_ (a-b)' 
X - 2 • 

a-b X=+--. - 2 

(Vgl. S. 75, 
Ziffer 73, < 

Umkehrung.) 

a x 2 + n = b Xl + rt. Glieder mit Xl auf eine 
< Seite: 

ax 2 - bx 2 = ill - n. Jetzt Xl ausklammern: 
X2 • (a - b) = m - n. Faktor (a - b) fort­

geschafft: 
ill-n x 2 = __ . 
a-b 

lrm=n 
x=+r &=1)' 

19. Beispiel. 

(x + a). (x - a) = (2a+b).b. Klammern aufgelöst: 
x 2 +ax- ax- a 2 = 2ab + bl!. 

x 2 = a 2 + 2ab + b2• 

x2 =(a+b)!. 
x=+(a+b). 

Xl = a+ b. 
x2 =-a-b. 

a+bx 
20. Beispiel. b +cx' = x. Nenner fortgeschafft: 

a + bx =.x, (b + cx). Klammer aufgelöst: 
a + bx = bx + axl!. Glied~r mit. X auf 

eme Seite: 
bx - bx - cx 2 = - a. Vorzeichen umgekehrt: 

cx 2 = a. 
a x 2 _-

- c' 

x=+ .. ~. -re 
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x a x ab 2 Hauptnenner 
21. Beispiel a + i = aJ)2 + x' = ab'x: 

x b2 + a b2 x bl! + ab 2 b2 -·a x -·a x=-·a x -·a x. 
a x ab 2 x 

b'x2 + a 2 b' = x2 + a2b~. Glie.der m!t x auf 
eIDe Selte: 

b2X~ _ x 2 = a2b( _ a2 b2. Jetzt x9 und auch 
a 2 b 9 ausklammern : 

X'· (b 2 -1) = a 2b'· (b' -1). 
2 _ a2 b2 • (b 2 - 1) Da sich (bi-I) 

X - (b2 -1)' hebt: 

x 2 = a2 b2• 

x=+ ab. 

• . 1 a + x x + b Hauptnenner 
22. BelspIe . a-x=x-b' =(a-x).(x-b): 

(a+ x). (x - b) = (x + b).(a- x). 
ax + x2 -ab - bx = ax+ ab _x2 _ bx. 

ax+xll-bx-ax+xl!+bx = ab + ab. 

A.ufgaben: 

1. Xl = 9604; 

2x2 = 2ab. Beide Seiten durch 2 dividiert: 
xl! = ab. 
x=+ Yib. 

;Xl = 5,5696; 1_ 529. 
x -1089' 3x'=57132. 

2. 17x2 =1377; 5x2=245; 0,3x2 =6,075; 0,09x2 =0,6084. 
3. n.x'=p; bx'=25a' b 8c'; 5x'+9=134; 659-9x2 =83. 
4. 79 -7x2 = 16; 8x' - 0,75 = 0,53; 7x· - 8 = 9x" -10. 
5. x 2 =4a"-8ab+4b2 ; ax'+b=cx'+d; nx2+a=ax2 +n. 
6. (x-15)x=(108-5x)3; (x+5)(2x-l0)=78. 
7. (x - a) (x+a)=b (2a + b); (x + a) (x- b)= Ca-x) (b+x). 
8. a[3x' - 4a(3a - 11 b)] = b [2x' + 3b (17a - 6b)]. 
9. 2a [(x + 3a)(x - Sa) - 10b2] = 3b[(x - b)(x + b) - ISa']. 

10. (2x+ 5)(1 - Sx) - (2x - 5)(1 + Sx) = - 98. 

11. X42 +x2=20', 12 +~_ 7x + 18 =0' 2x _~= 2x _ S5 
x S 6 x ' 5 x S 3x' 

aBx b ax b' aB b' b2x 
12. b-ax=O; b2=a3x; X--ax=ax-a-· 

3 3x2-11+74-2x'_10. 11x-25 13x-5 
1. 8 12 - , 55-5x-65~' 

14. :~ + ~ = 3Xx ~\; :: =:: = ~; bX --=-2ax =2ax"txb + 1. 

15 ~+3_~-3_~. x+5 5x-3 x-5 5x+3 
. x+4 4-x -3.' x-5-5x+3=x+5-5x-S' 
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Y20x l -70x +294=5x-7. 

V36- Yxl + 40=5. 

B. Gemischt quadratische Gleichungen. 

123. Grundform und Lösung der gemischt quadratischen 
Gleichung. Jede gemischt quadratische Gleichung 'muß, bevor 
man zur Lösung schreiten kann, auf die Grundform 

xll+ax=b 
gebracht werden, in welcher das Glied mit der zweiten Potenz 
der Unbekannten stets den Koeffizienten 1 besitzt.*) 

Eine auf diese Form gebrachte, gemischt quadratische 
Gleichung heißt "geordnet". 

Um zur Lösung dieser Grnndgleichung zu gelangen, mUßte, 
wie bei den rein quadratischen Gleichungen, auf beiden Seiten 
die Quadratwurzel gezogen werden. Das wUrde jedoch zu 
keinem Resultat führen, da in ,dieser Gleichung die linke, maß­
gebende Seite ein im algebraischen Sinne vollkommenes 
Quadrat nicht ist. Mau verfährt hier folgendermaßen: 

Eine algebraische Summe besteht aus mindestens 2 Gliedern, 
z. B.: a+ bj m-nj x+p. 

Erhebt man die letzte Summe in die zweite Potenz, so 
erhält man entsprechend S. 29, Ziffer 35j 1): 

(X+p)1I =x2 + 2pX+pll. 
Aus der Zusammensetzung der rechten Seite dieser Gleichung 

ist ersichtlich, daß zu dem vollkommenen Quadrate einer zwei­
gliedrigen Summe 3 Glieder gehören. 

Die Gleichung Xl + ax = b besitzt aber auf der linken 
Seite nur 2 Glieder. Es muß deshalb, um auf der linken Seite 
die Wurzel restlos ziehen zu können, ein drittes Glied hinzu­
gefügt werden, welches so beschaffen ist, daß es die linke 
Seite zu einem vollkommenen Quadrat ergänzt. Dies geschieht 
auf folgende Weise: An Stelle der Gleichung 

XII + a· x = b kann man schreiben: 
a Setzt man hierunter das voll-

X \I + 2 . "2 . x**) + .. = b. k~mm.ene Quadrat einer zwei­
t ghedrIgen Summe, z. B. : 

xll +2·p·x +pll=(x-r-PY', 
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so ist sofort ersichtlich, daß jetzt die linken Seiten der beiden 
letzten Gleichungen in bezug auf ein vQllkommenes Quadrat 
übereinstimmen bis auf das fehlende dritte Glied in der 
vorletzten Gleichung. 

Dem Aufbau der letzten Gleichung entsprechend wird 
dieses dritte Glied p2 gebildet von dem Quadrate des 
zweiten Faktors p des zweiten Gliedes; es ist also 
sinngemäß in der vorletzten Gleichung das fehlende dritte 
Glied zu ergänzen durch den Wert: 

(~r· 
Addiert man diesen Wert (;) I auf beiden Seiten der 

gemischt quadratischen Gleichung 
a 

x I + 2 . 2" • x = b, so erhält man *) 

a I (a) I + (a)' ode.r, auf dtll linken Seite 
Xl + 2 . 2" X -r 2" = b 2" zum Quadrat zusammen-

gefallt: 

( a) 9 (a).9 Zieht !pan auf beiden 
x + -2 = b + -2 .• S~iten die Wurzel, 80 

Wird: 

x + i = + -V b + (ir· Hieraus folgt: 

x=-;+ V (~r +b ..... 1) 

In bezug auf die Lösung der Grundgleichung ist folgendes 
zu merken: 

In einer· geordneten, gemischt quadratischen 
Gleichung ist der Wert der Unbekannten gleich dem 
entgegengesetzt genommenen**) halben Fak,tor des 
Gliedes mit x, vermehrt oder vermindert um die 
Quadratwurzel aus dem Quadrate des halben Faktors 
l'on x und der rechten Seite der Gleichungl 

Die rechte Seite der Gleichung kommt hierbei so 
unter die Wurzel, wie sie in der geordneten Aufgaben­
Gleichung erscheint! 

124. Weitere Formen der Lösuug. Erhält durch V Dr­
zeichenändernng die geordnete, gemischt quadratische Gleichung 
die Form: 

x9 -ax==- b, 

*) V gl. S. 181, Ziffer 108 b. 
**) " " 6, " 11. 

Wel ctert n. Stolle. Jfuch1Demechnen; I. Tell, I. Band. 12 
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so ist nach dem Satze in Ziffer 123) ohne weiteres: 

x=+i+Var-b .... 11) 

Ist beim Rechnen mit bestimmten Zahlen der Faktor 
von x eine ungerade Zahl, so empfiehlt sich die Anwendung 
der Lösung in folgender Form: 

+a+Ya2 +4b x = 2 .•••••• 111) 

Die doppelten Vorzeichen in Gleichung III) sind entspreehend . 
den in Gleichung I u. II) angegebenen zu verwenden, je nachdem 
a und b positiv bzw. negativ sind. 

Im übrigen gelten für die Lösung gemischt quadratischer 
Gleichungen ebenfalls die auf S. 131 bis 142) angegebenen 
Regeln fiber das Umformen der Gleichungen ersten Grades mit 
einer Unbekannten. 

23. Beispiel. x2 + 6x. = 40. Hier ist im Sinne der Lösung I): 
a=+6 und b=+40. Mithin: 

x=-i+ V(~)2+40 oder: 

x = - 3 + Y3 2 + 40. Mithin: 

X = - 3 + Y 49. Folglich: 
x = - 3 + 7. Damit wird: 

Xl =-D+7=4. 
x2 =-3-7=-10. 

1. Probe mit Xl = 4: x 2 + 6 . x = 40. 
(4)2 + 6·4 = 40. 

16 + 24 = 4:0. 
40 = 40. 

2. Probemit~ =-10: x2 +6.x= 40. 
(-10)2+ 6· (-10) = 40. 

+ 100- 60 = 40. 
40=40. 

24. Beispiel. x2-16x= - 63. HieristsinngemäBa=-16 
und b = - 63. Es ist also 
nach Lösung II) zu rechnen: 

16 1/ (16)2 x=+2"+ r 2" -63. 

x=+8+ -';82 -63. 
X= 8 + Y64- 63. 
x = 8 + 1. Folglich: 
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Xl = 8+1 = 9. 
x2 = 8 -1 = 7.*) 

25. Beispiel. x2 -10x = 200. Hier ist a. = - 10 und b = + 200. Für diese Vorzeiehen­
kombination ist eine besondere' 
Lösung nicht angegeben. Es 
ist daher entsprechend dem 
Wortlaute des SatZes in 
Ziffer 123, S. 177) zu ver­
fahren. Damit wird: 

10 V(10)2 x= 2+ "2 +200. 

X = 5 + Y 5' + 200. 
x=5+ Y225. 
x = 5 + 15. Folglich: 

Xl = 5 + 15 = 20. 
Xi = 5 - 15 = - 10. 

26. Beispiel. x2+ 18x = - 80. Aueh hier ist nach dem Wort­
laute desSatzesS.l77,Ziffer 123) 

zu rechnen! 

27. Beispiel. 

X=_128 + V (~)2 _ 80. 

x=-9+Y9 2 -80. 
x=-9+1. 

Xl =-8.­
x2 =-10. 

x 2 + 3 X = 10. Hier ist a = 3, also eine ungerade 
Zahl. Mithin nach Lösung III): 

- 3 + Y3 2+ 4 ·10 X= • 
2 

-3+ Y49 
X=-~"," 

2 

1. Lösung: -3+7 X= . 
2 

+4-
Xl =-2-=2. 

-10 . 
x2 =-2-=-5. 

*) Mache zu allen Beispieitln die Probe! 
12* 
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27. Beispiel. Xi + 3x = 10. Nach Lösung I) würde sichergehen: 

x=-.~+ V(~r+l0. 
3 1 r9 Gemischte Zahl 

x=--+ J' -+10. unterderWurzel 
2 - 4. eingerichtet: 

X = - ~ + ~. (V gl. S.94, Ziffer 86.) 
2. Lösung: 2 - 4 

3 7 
X = - 2 ± 2' Folglich: 

4 
x1 =+2=2. 

10 
x2 =-2=-5. 

Die 2. Lösung zeigt, daß das Verfahren nach Lösung II!) ein­
facher ist. Das Rechnen mit Brüchen vor und unter der Wurzel fällt 
dabei vollständig weg. 

28. Beispiel. 15x ~ 3x2 = -150. Gleichung ordnen: 
- 3x2 + 15x = -150. Vorzeichen umkehren: 

29. Beispiel 

3 X 2 - 15 X = 150. Faktor 3 von Xl fortschaffen, 
also jedes Glied durch 3 

dividieren: 
X 2 - 5 X = 50. Nach Lösung II!) wird jetzt 

unter Berücksichtigung der 
V orzeicheu; 

+ 5 + Y 52 + 4·50 
X= - • 

2 

+5 -I- Y225 
X= • 

2 
5 + 15 

X= 2 

20 
Xl =2=10. 

-10 
x2 =-2-=-5.*) 

(x - 3)· (x - 8) = O. Klammern aufgelöst: 
x2 - 3x - 8x + 24 = O. 

X 2 - 11 X = - 24. 
Nun weiter nach Lösung IU) unter Berücksichtigung der V.or­

zeichenl 

.) Mache zu allen Beispielen die Probe I 
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SO. Beispiel. x9 + i· x = 40. Hier ist a=i, also i = i·*) 
Da b == + 40 ist, so ist nach 

Lösung I} zu rechnen: 

X . -:+ V (:r+ 40. 

2 -V 4 Gemischte 
X = ---+ -+40. Zahl unter 

6 - 36 der Wurzel 
eingerichtet: 

X = _ ~ + 1 /,.....,4-+-:-· -=-36"'-.-4-0. 
6- Y 36 

x = -~ +V 1444. 
6- 36 
2 38 

X = - 6" + 6' Folglich: 

36 
Xl =+6=6. 

40 
Xs =-6=-6t. 

31. Beispiel. 3x9 - 5x = 2. 

9 52 
.X -s,x=s· 

Faktor 3 von x' fortgeschafft: 

N' 5 1 a 5 un lBt a == 8' a so 2" == 6" 

*) Vgl. S.59, Ziffer 60. 

Mithin: 

5 .. r(5)92 
x=6+ Y6" +3' 

5 .. 1-25 2 Unter der Wur-
x = - + y - + -. zel gleichnamig 

6 - 36 3 gemacht: 

x = ! + .. f 25 + 24, 
6 - Y 36 36 

5 'V49 x=6"+ 36' 

57 
x=6"+6"' 

12 
Xl ="6=2. 

2 1 
X =--:=0--' 

9 6 3 
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x + 1 3x + 11 Hauptnenner = 
x-2- 4x-7 lx-2).(4x-7): 32. Beispiel. 

(x + 1). (4x - 7) = (3x + 11). (x - 2). Klammern 
aufgelöst: 

4x2 + 4x-7x-7 = 3x 2 + 11x - 6x-22. 
4x2+4x-7x-3x9-l1x+6x = - 22+ 7. 

x2 -8x=-15. 
Nun weiter nach Lösung II) I 

33. Beispiel. 

3 . V 7 + 2 x 2 = 5 . Y 4 x - 3.*) Beide Seiten mit 2 potenziert: 

9· (7 + 2x 2) = 25· (4x - 3). 
63 + 18x2 = 100x -75. 

18x2 - 100x = - 138. Jedes Glied durch 2 dividiert: 
9x2 - 50x = - 69. Faktor von x2 fortgeschafft: 

2 50 69 
X -9,x=-9' 

Nun weiter nach S. 178, Ziffer 124); Lösung 11. 

34. Beispiel. 

x2 _ (a- b). x = 3ab +6b 2• Der Faktor von x ist hier 
= (a - b), der halbe Faktor 

a- b D . . d 
= -2-' amlt WIr: 

x=+a 2 b+ V(~r +3ab+6b2• 

x = a 2 b + y(a ~ b)2 + Sab + 6b2. 

x=a-b+ lf(a-b)2+4(3ab+6b2). 

2 - r 4 

x= a-b + lfa2-2ab+b2+12ab+24b2. 
2 -- r 4 

x=a-b+ lfa2 +10ab+25b2. 
2 - r 4 

x=a-b+ lf(a+5b)2, 
2 - r 4 

x=a-b+a+5b, 
2 - 2 

*) Vgl. S.73, Ziffer 72. 
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Xl = a-b-!;a+ 5b = 2a t 4b = a + 2b. 

a--b-a-5b -6b 
x2 = 2 =-2- =-3b. 

Auf das Durchrechnen weiterer Beispiele soll' bier ver­
zichtet werden. Es geht aber aus sämtlichen Beispielen tiber 
quadratische Gleichungen zur Gentige hervor, daß man vor 
allem mit dem Umformen und Auflösen der Gleichungen ersten 
Grades mit einer Unbekannten vertraut sein muß. Es seien 
daher die Regeln auf Seite 131 bis 142) und dje Regeln tiber 
das Rechnen mit Brüchen auf Seite 44 bis 59) wiederholt be­
sonderer Beachtung empfohlen. 

Aufgaben: 

1. x2 +2x=35j x 9 +4x=8j x9 +12x=45j x 2 +15x=154. 
2. x2 -11x=12j x2 -12x=-35j x9 -9x=190j x 2 -x=552. 
3. x2 +2ax=bj x ll -4rx=sj x2-4ax~9bg-4a2. 
4. x9 - ax + ab = b 2 j x 2 _ (a- b) X= ab; XII - b2 = (2x - &)a. 

11 + 4 29 2 + 7 3 9 5 1 5. x 5"x=.; x 20 x =1O; x -"6x=-"6' 

6. 2xll + 3x = 2; 3x2 -l1x = 104; 5x9 + 8x = 12. 
7.9x2 +17x=310; 120x2 +58x=45; 15xll -53x=42. 
8.6x2-5ax+a2 =0; 4x2 -4ax+a2 =b2 j ax2 -2bx=c. 
9. ax2 - (1- a2) x=a; (x-4) (x - 3)=0; (x - 5) (x + 7)=0. 

10. (2x + 3) (3x + 5) = 260; (2x - 15) (3x - 8) = - 154. 
11. (x+a) (x-b)=a2 - x2; (x-a) (x+b) +x2 +(b+c) x+bc=O. 
12. (a + x) (b - x) + (1 +ax) (1- bx)=(a+ b) (1 +x2). 

13 x-8_~~. x =x-3. _x_=~~ 
· x+2-2x+lO' 2(x-3) x-I' x2 +1 a2 +bll ' 

14 X2~=~X_. ~ __ 1_=~. _6 ___ 3_=~. 
· a9 +b2 all -b2 ' x x+1 12' x+3 x+l 4 

15 _a __ x + b. x - a _ ~ = l' a - x + x - b _ 5 2 
· x - b - 2x - a' b x - a 'x - b a - x - , . 

16 2ax2 - a _ (2a9 + bll) x= b3 • ab XII =a2 + b9 .t ~ 
· ax-b a2 a3 ' x-I x-I' 

1~ x-I ,r-
17. r --33=-3-; x-3Vx=4j 45-14 r x+x=O. 

18. (50 + Vx): (x - Vx)=11: 4; YSx- 5 + Vx + 6 =9. 

19. V2x-6=5-Yx+4j Yx-~+~x=Y6-x. 
20. Va-x+Vx+b=Va+bj Va-x+Yb-x=Va-+""b"'--;2""x. 

21. lf~x-a+ lf,x+b =2j 4.1f~-b _ lf~-4a=3 r x + b r 2x - a r X·- 4a r x - b 
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125. Beziehungen zwischen der geordneten, quadra­
tischen Gleichung und ihren Lösungen Xl und x,. Wieder­
holt wurde bei dem vorstehend durchgefUhrten Rechnen mit 
Gleichungen darauf hingewiesen, bezuglich der für die Un­
bekannte errechneten Werte die Probe zu machen. FUr jede 
geordnete, quadratische Gleichung kann das auch noch 
auf folgende Weise geschehen. 

Die Lösungen der geordneten, quadratischen Gleichung 

x2 + 12x = 45 sind: 
Xl = 3; ~ = -15. 

Addiert man die Werte von Xl und x\l, so erhält man: 

Xl + x2 == 3 - 15 = -12. 
Das ist aber der entgegengesetzt genommene Faktor des 

Gliedes mit x. 
Hieraus ergibt sich als Regel: 
In jeder geordneten, quadratischen Gleichung ist 

die Summe der Lösungen Xl und xI! gleich dem ent­
gegengesetzt genommenen Faktor des Gliedes mit x. 

Multipliziert man die Werte von Xl und x, miteinander, 
so erhält man: 

Xl ; x9 = 3 . (- 15) = -·45. 
Das ist aber der entgegengesetzt genommene Welt der 

rechten Seite der Gleichung. 
Hieraus folgt als weitere Regel: 
In jeder geordneten, quadratischen Gleichung ist 

das Produkt der Lösungen Xl und ~ gleich dem ent­
gegengesetzt genommenen Werte der rechten Seite 
der Gleichung. 

Diese Beziehungen sind an sämtlichen vorstehend durch­
gerechneten, gemischt quadratischen Gleichungen nachzuprUfen! 

Man ist aber weiter an Hand dieser Regeln in der Lage, 
sofort jede quadratische Gleichung aufzustellen, deren Lösungen 
bekannt sind. 

Sind die Lösungen einer Gleichung 

Xl = + 9 und ~ = + 7, so ist 
Xl + XI! = + 9+7=+16 und Xl' XI! = (+ 9). (+7)=+63. 

Mithin heißt die geordnete, quadratische Gleichung, zu 
welcher diese Lösungen gehören: 

x2 -16x=-63. 
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x. Verhältnisse und Proportionen. 

126. A.llgemeines. Vergleicht man zwei Zahlenwerte in 
bezug auf ihre Größe miteinander, so findet man das Ver­
hältnis, in welchem sie zueinander stehen. Man kanu z. B. 
die Frage aufwerfen: in welchem Verhältnis stehen Einnahme 
und Ausgabe oder, in welchem Verhältnis stehen die Wege 
zweier mit verschiedener Geschwindigkeit fahrender Eisenbahn­
zUge zueinander; man kann also fragen: wie verhalten sich 
1000 .A zu 800 .A, oder: 275 km zu 225 km? 

Man kann nur gleichartige Größen miteinander ver­
gleichen; man kanu also nicht fragen: wie verhalten si('h 8 .16 
zu 24 km? 

Auch unbenannte Zahlen, sowie Buchstabengrößen, lassen 
sich in ein Verhältnis zueinander bringen. 

127. Verhältnisse. Die Vergleichung zweier Zahlen kann 
auf zweierlei Art vorgenommen. werden. Geht man z. B. von 
den Zahlen 9 und 3 aus, so kann man fragen, 

a) um wieviel Einheiten ist die erste Zahl größer als 
die andere und findet die Antwort, indem man 3 von 9 abzieht. 
Die Differenz 

9-3 
nennt man ein arithmetisches Verhältnis; das Ergebnis 6 
heißt Differe nz. 

Erhält man als Ergebnis des arithmetischen Verhältnisses 
a-b den Wert c, so ist c die Differenz. 

b) Fragt man, wievielmal so groß ist die erste Zahl 
als die zweite, so findet man die Antwort, indem man 9 durch 
3 dividiert. Den Quotienten 

9 3' oder 9: 3 

nennt man ein geometrisches Verhältnis; das Ergebnis 3 
heißt Exponent. 

Erhält man als Ergebnis des geometrischen Verhältnisses 
x: y den Wert z, so ist z der Exponent. 

Verhältnisse zwischen benannten Zahlen*) sind nur dann 
möglich, wenn die Benennungen gleich sind, oder die eine auf 
die andere zurtlckgeftlbrt werden kann, z. B.: 

9 ~I-3 Mj 8 m:4 cm; 5 kg:l00 g . 

• ) V gl. S. 2, Ziffer 3. 
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Zwischen gleichartigen Größen können Verhältnisse 
stets gebildet werden, so zwischen Linien, zwischen Flächen, 
zwischen Raumgrößen usw. Z. B.: 

8m-2m; 10m2 :5m 2 ; 12m8 :4m8 ; 9kg-3kg. 
Addiert und subtrahiert man gleichzeitig zu einem Zahlen­

werte ein und dieselbe Größe, so bleibt entsprechend Ziffer 22 b, 
Seite 15) der Zahlenwert unverändert, z. B.: 

15+3- 3= 15. 
n+x-x =n. 

a - b + m - m = a - b. 
An Stelle des arithmetischen Verhältnisses a - b kann 

man m~thin nach vorstehendem schreiben: 
a - b = a - b + m - m, also auch 
a - b = a + m - (b + m) und 
a - b = a - m - (b - m)*). Hieraus folgt: 

Ein arithmetisches Verhältnis lindert sich nicht, wenn 
man zu den Gliedern desselben ein und dieselbe Zahl ad. 
diert bzw. von den Gliedern ein und dieselbe Zahl subtrahiert.· 

Da weiter 
a a . m a : m**) . 
-b = -b- = b-- ,oder In anderer Form ·m :m 

a : b = a· m : b· m = ~ : .!!.. ist, so folgt: 
m m 

Ein geometrisches Verhältnis ändert sich nicht, wenn 
man die Glieder desselben mit ein und derselben Zahl mul· 
tipliziert bzw. durch ein und dieselbe Zahl dividiert. 

Beispiele. 
11-8= 11 + 5-(8 +5) = 11-4-(8- 4). 

4 6 
4·: 6=4·3: 6·3 = 2: 2· 

Multipliziert man die Glieder eines Verhältnisses mit ein 
und derselben Zahl, so sagt man, man habe das Verhältnis 
erweitert, dividiert man die Glieder eines Verhältnisses durch 
ein und dieselbe Zahl, so ist das Verhältnis gekürzt worden**). 

128. Gleiche Verhältnisse. 
Ist 11 - 8 = 3 und 

19 - 16 = 3, so ist auch 
11 - 8 = 19 - 16***). 

*) Vgl. S. 16, Ziffer 24. 
"'''') .. ,,46, " 48 u. 49. 

***) Sind in 2 Gleichungen die rechten Seiten gleich, so sind auch 
die linken Seiten gleich. 
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b = 0 und 
n = 0, so ist auoh 
b = m - n. 
5 = 3 und 
2 = 3, so ist auch 
5 = 6 : 2. 
b= mund 

c d = m, so ist auch 
a b = c d. 

Aus dem vorstehenden folgt: 
Zwei arithmetische Verhältnisse sind gleich, wenn sie 

gleiche Differenzen, zwei geometrische Verhältnisse sind gleich, 
wenn sie gleiche Exponenten haben. 

Auf ähnliche Weise ergibt sich folgendes: 

Ist 9 - 6 15 - 12 und 
8 - 5 = 15 - 12, so ist auch 
9 - 6 = 8 - 5. 

Ist a - b = x - y und 
c - d = x -. y, so ist auch 
a - b = 0 - d. 

Ist 9 3 = 15 5 und 
12 4 = 15 5, so ist auch 
9 3 = 12 4· 

Ist a b y z und 
c d = y z, so ist auch 
a h= c d. 

Aus dem vorstehenden folgt: 
Zwei Verhältnisse, welche demselben dritten Verhältnisse 

gleich sind, sind untereinander gleich. 

129. Verhältnisgleichung oder Proportion. Die Ver­
bindung zweier gleicher arithmetischer bzw. geometrischer Ver­
hältnisse durch das Gleichheitszeichen nennt man eine Ver­
hältnisgleichung oder eine Proportion. 

Beispiele. 
18 -12 = 9 - 3. 

9 : 3 = 12: 4. 
Auf Buchstaben angewandt, kann man schreiben: 

a - b = c - d. 
m : n = x : y. 

Die erste der vorstehenden vier Proportionen wird gelesen: 
18 verhält sich zu 12 wie 9 zn 3 

und die letzte in gleicher Weise: 
m verhält sich zu n wie x zu y. 
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Die einzelnen Zablellgrößen: 18, 12, 9 u~d 3, sowie die 
Buchstabengrößen: m, n, x und y nennt man Glieder der 
Proportion. Es besteht demnach ein Verhältnis an sich aus 2t 
eine Proportion aus 4 Gliedern. . . 

In den Proportionen 

a-b = c-d und 
a:b=c:d 

heißen a und c Vorderglieder, bund d Hintergliedert 
a und d Außenglieder, bund c Innenglieder, a und e 
bzw. bund d sind gleichliegende oder homologe Glieder. 

Begegnet man bei Durchfithrung einer Berechnung einer 
Proportion von der Form . 

8 m : 2 ~ == 12 mll : 3 mll, 

so darf man die Benennungen der Glieder fortlassen und da· 
durch die Proportion in eine solche mit unbenannten Zahlen 
verwandeln: 

-8: 2 = 12: 3. 

Schreibt man die letzte Proportion in Bruchform : 

8 12 
2" == 3' 

so können die Verhältnisse dieser geometrischen Proportion 
als zwei gleichwertige BrUche angesehen werden, fHr 
welche die auf ·Seite 44 bis 59) angegebenen allgemeinen 
Regeln tiber das Rechnen mit BrUchen sinngemäße Anwendung 
finden. 

130. Arithmetische Proportionen. Eine Gleichung 
zwischen zwei arithmetischen Verhältnissen nennt man eine 
arith m etische Proportion. 

Addiert man auf beiden Seiten der arithmetischen Proportion 

m-n=p-q 
die Summe (n + q), 80 erhält man: 

m-~+~+~==p-q+~+~~~~ 
m - n + n + q == p - q + n + q. Folglich: 

m+q-p+n, d. h.: 

In jeder arithmetischen Proportion ist die Summe 
der Aussenglieder gleich der Summe der Innenglieder. 

*) Vgl. S. 11, Ziffer 18. 
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Bei spie le. 

Ist 12 - 9 = 17 - 14, so ist auch *) 
12 + 14 = 9 + 17. 

Ist a - b = x - y, so ist auch 
a+y=b+x. 

Umgekehrt läßt sich aus einer Gleichung zwischen zwei 
Summen von je zwei Gliedern eine arithmetische Proportion 
bilden, indem man die Glieder der einen Summe zu Außen­
gliedern, diejenigen der anderen zu Innengliedern macht. 

Beispiele. 

Ist 6 + 0,8 = 1,5 + 5,3, so ist auch: 
6 - 1,5 = 5,3 - 0,8. 

Ist m + n = x + z, so ist auch: 
m-x=z-n. 

In einer arithmetischen Proportion kann man die 
äußeren und inneren Glieder vertauschen. 

Beispiele. 
Ist 9-5=6-2, so ist auch: 

2-5=6-9 
9-6=5-2 
2-6=5-9. 

Ist c - d = x - y, so ist auch: 
y-d=x-c 
c-x=d-y 
y-x=d-c. 

131. Geometrische Proportionen. Hauptregel. Eine 
Gleichung zwischen zwei geometris.chen Verhältnissen nennt 
man eine geometrische Proportion. 

Multipliziert man beide Seiten der geometrischen Pro­
portion 

a:b=c:d 
mit dem Produkte b· d, so erhält man: 

a: b. b· d = c : d. b· d. oder, was dasselbe ist: 

~ . b . d = ~ . b . d. Hieraus folgt **): 

a·d=b·c. 

*) Vgl. S. 132, Ziffer 108g. 
**) " ,,59, " 59 u. S. 47, Ziffer 49. 
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Hieraus ergibt sich als Hauptregel fUr das Rechnen mit 
geometrischen Proportionen: 

In jeder geometrischen Proportion ist das Pro· 
dukt der Außen glieder gleich dem Produkte der Innen· 
glieder. 

Die" letzte Gleichung a·d=b·c nennt man Produkten· 
gleichung. 

Beispiele. 
Ist 8 : 2 = 12 : 3, so ist auch: 

8 . 3 = 2 ·12· 
Ist m : n = p : q, so ist auch: 

m· q = n . p. 
Mit Hilfe dieses wichtigen Satzes kann man jede 

Proportion auf ihre Richtigkeit prufen und ein un­
bekanntes Glied derselben berechnen. 

1. Beispiel. Bezeichnet man das unbekannte Glied mit X, so 
findet man aus der Proportion 

x: 5 = 12 : 3 unter Anwendnng obigen Satzes: 
3.x=5.12 und damit: 

x=o.12=20. 
3 

Probe: 20:5=12:3. Folglich: 
20.3= 12.5. 

60=60. 

2. Beispiel. 12:x=7i: 2i· 
1.; . X = !. 12. 

!.12 
X= 15 • 

2 

30 30·2 
x= 15=15 =4. 

2 

Umgekehrt läßt sich aus einer Gleichung zwischen zwei 
Produkten von je zwei Faktoren eine geometrische Proportion 
bilden, indem man die Faktoren des einen Produktes zu Außen­
gliedern, diejenigen des anderen zu Innengliedern macht. 

Beispiele. 
Ist 3 

3 
9 

6 = 2 . 9, so ist auch: 
2 = 9 : 6. 
3 = 6 : 2. 

Ist a . b = m . n, so ist auch: 
a : m = n : b. 
n:a=b:m. 
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Es läßt sich aber auch aus zwei gleichen Produkten, von 
denen jedes mehr als zwei Faktoren enthält, eint geometrische 
Proportion bilden, indem man jedes Produkt in zwei Haupt­
fak toren zerlegt, wie das nachstehend gezeigt ist. 

Beispiel. 
Gegeben die gleichen Produkte 3 m x und 4 n y. Durch 

geeignete Zerlegung jedes dieser Produkte in die beiden Faktoren 

3m . x und 4n· y bzw. 3x· mund 4y· n 

erhält man folgende Proportionen: 

3m : 4n = y : x. 
4n : 3m = x : y. 
3x : 4y = n : m usw. 

132. Umformung einer Proportion. Aus der Proportion 
m:n=p:q 

folgt nach dem Vorstehenden: 
m·q=n·p. 

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit einer be­
liebigen Zahl a, 80 erhält man: 

a· m· q = a· n . p. 

Aus dieser Produktengleichung lassen sich nunmehr fol­
gende Proportionen bilden: 

a·m:a· n=p:q, 
m: n =a·p:a·q, 

a· m: n = a . p : q und 
m: a . n = p: a· q, d. h.: 

In jeder geometrischen Prop ortion kann man das 
erste und zweite Glied, das dritte und vierte Glied, 
die Vorderglieder sowie die Hinterglieder mit ein und 
derselben Zahl multiplizieren. 

Genau so läßt sich nachweisen, daß man in jeder geo­
metrischen Proportion die genannten Glieder durch ein und 
dieselbe Zahl dividieren darf. 

Beispiele. 
Multiplikation: 

3 : 4= 9: 12. 
2·3 : 2·4 = 9 : 12. 

3 : 4 = 4·9 : 4·12. 
5·3 : 4 = 5·9 : 12. 

3 : 7·4 = 9 : 7 ·12. 

Division: 

S 12 - 10 : 15. 
S : 2 : 12: 2 = 10: 15. 

S: 12 =10:5:15:5. 
8: 2 : 12 = 10 : 2 : 15. 

S : 12: 3 = 10 : 15 : 3. 
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Die vorstehenden Sätze lassen sich zusammenfassen wie folgt: 
In jeder geometrischen Proportion können die 

Glieder eines Verhältnisses, oder homologe Glieder, 
mit ein und derselben Zahl multipliziert oder durch 
ein und dieselbe Zahl dividiert werden. 

Eine Erweiterung erfahren die vorstehenden Sätze durch 
nachstehenden Satz: 

In einer geometrischen Proportion kann man sämtliche 
Glieder mit ein und derselben Zahl multiplizier,en und 
potenzieren bzw. durch ein und dieselbe Zahl dividieren 
und radizieren. 

Beispiele. 

Verhält sich 10: 5 = 6 : 3, so verhält sich auch: 
3· 10 : 3·5 = 3 . 5 : 3·3. 

10 2 : 52 = 62 : 32• 

10 5 6 3 
10: 10 = 10: 10' 

S S 8 8 

VI0:Y5 =V6:V3. 
Verhält sich a: b = c: d, so verhält sich auch: 

n·a:n:b=n·c:n·d. 
am:blll=cm:dlll, 
abc d x:-x=X-:x' 

• D n n 

Ya:Vb =Yc:V([ 
133. Folgerungen. Aus Ziffer 131) folgt unmittelbar: 
1) Man findet ein äußeres Glied einer geometrischen Pro­

portion, indem man die inneren Glieder miteinander multipli­
ziert und durch das andere äußere Gli4Ml dividiert 

. b·c b·c 
Verhält sich a: b = c: d, so ist: a == -d und: d = -. . a 
Beispiel. 3: 6 = 2,5: x. 

X . 6.2,5 =5. 
3 

2) Man finde' ein inneres Glied einer geometrischen Pro­
portion, indem man die äußeren Glieder miteinander multipli­
ziert und durch das andere innere Glied dividiert. 

a·d a·d 
Verhält sich a: b == c: d, so ist: b = -c- und: C = b' 
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12: 4 =X: 5, 
12·5 

x=-4-=15. 

3) In den beiden Proportionen 

a:b =m: n und 
"a:b=x:n 

sind die ersten, zweiten und vierten Glieder einander gleich. 
Nach der vorstehenden Folgernng 2) ergibt sich aus der ersten 
Proportion: 

und aus der zweiten: 

a·n 
X=-b • 

Aus den letzten beiden Gleichungen, deren rechte Seiten 
einander gleich sind, folgt mithin 

m=x, d. h.: 

Sind in zwei Proportionen drei Paar gleich­
liegende Glieder*) gleich, so sind auch die vierten 
Glieder gleich. 

134-. Umstellen der Glieder einer Proportion. 1) In 
jeder geometrischen Proportion kann man die Glieder der 
Verhältnisse miteinander vertauschen**). 

Verhält sich 8: 2 = 68 : 17, so verhält eich auch 2: 8 = 17 : 68, 
denn es ist: 2· 68 = 8 . 17 und ebenso: 8 . 17 = 2 . 68. 
Verhält sich a: b = c: d, so verhält sich auch b: a = d : c, 
dena es ist: b . c = a . d und ebenso: a . d = b . c. 

2) Führt man diese Umstellungen Doch weiter fort, indem 
man die inneren Glieder unter sich, oder die äußeren Glieder 
unter sich, oder die inneren Glieder mit den äußeren vertauscht, 
so läßt sich jede Proportion in 8 verschiedenen Formen 
aufstellen, ohne daß die Gleichheit der Verhältnis SI' 
verloren geht. 

*) Vgl. S. 188, Ziffer 129. 
**) " ,,189, " 130. 

Welckcrt u. Stolle, Maschinenrechnen; L Tell, J. Band. 13 
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1. Beispiel. 
Geht man von der Proportion a: b = c : d 

folgende Formen möglich: 

1) a: b = c: d, denn a . d = b . c 
2) a: c = b : d, " a . d = c . b 

aus, so sind 

3) d:b=c:a, d·a=b·c ." 
4) d: c = b : a, " d . a = c . b 
5) b: a = d : c, ,. b· c = a . d 
6) b: d = a: c, " b· c = d· a 

In allen Proportionen ist 
das Produkt der äußeren 
Glieder = dem Produkt 
der inneren Glieder, näm-

lieh: a· d = b . c. 
7) c: a = d: b, " c· b = a· d 
8) c: d = a: b, " c . b = d . a 

2. Beispiel. 

1) 4: 6 = 10: 15, denn: 4·15= 6·10 Auch hier ist 
2) 4: 10= 6: 15, 4 ·15 = 10· 6 in allen Pro-

" portionen das 3) 15 : 6=10: 4, 
" 15· 4= 6 ·10 Produkt der 

4) 15: 10 = 6 : 4, 
" 15· 4= 10. 6 äußeren 

5) 6: 4 = 15: 10, 
" 6 ·10 = 4·15 Glieder = 

6) 6: 15= 4: 10, 6 ·10 = 15· 4 dem Produkt 
" der inneren 7) 10 : 4 = 15: 6, 
" 10· 6= 4·15 Glieder, näm-

8) 10: 15 = 4 : 6, 
" 

10· 6 = 15· 4 lieh = 60! 

135. Summen und Differenzeu der Glieder einer 
Proportion. 1) In jeder geometrischen Proportion verhält 
sich die Summe oder die Differenz der bei den ersten 
Glieder zum ersten oder zweiten Gliede, wie die Summe 
oder Differenz der beiden letzten Glieder zum dritten oder 
vierten Gliede. 

Verhält sich a : b = c : d, so verhält sich auch: 
(a + b) : a = (e + d) : c. 

Beispiel 

(a + b) : b= (c + d) : d. 
(a - b): a = (e - d): c. 
(a - b) : b = (c - d) : d. 

6: 2 = 15: 5. 
(6 + 2) : 6 = (15 + 5) : 15. 

8 : 6 = 20 : 15.*) 

2) In jeder geometrischen Proportion verhält sich die 
Summe der Glieder eines Verhältnisses znr Differenz derselben 
Glieder, wie die Summe der Glieder des anderen Verhält­
nisses zur Differenz dieser Glieder. 

*) Mache die Probe 1 
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Verhält sich a: b = c: d, so verhält sich auch: 
(a +'b): (a - b) = (c + d): (c - d). 

Beispiel. 
9: 3 = 15: 5. 

(9 + 3) : (9 - 3) = (15 + 5) : (15 - 5). 
12: 6 = 20 10*). 

13G. Stetige Proportionen. Mittlere Proportionale. 
Sind in einer Proportion die Innen glieder oder die Außenglieder 
gleich, so nennt man die Proportion eine stetige. 

Beispiele. 

Arithmetisch: 6 - 4 = 4 - 2. 
8-5 = 11- 8. 
a-x=x -b. 
y-m=n -y. 

Geometrisch: 12 : 6 = 6 : 3. 
10 : 5 = 20 : 10. 
m : z = z : n. 
x:m=n :x. 

Jedes der beiden gleichen Glieder einer stetigen Propor­
tion heißt die mittlere Proportionale zwischen den heiden 
anderen Gliedern. 

In der Proportion 

12-8=8-4 

ist 8 die mittlere arithmetische Proportionale, kurz: 
das arithmetische Mittel zwischen 12 und 4; in der Pro­
portion 

a:b=b:c 

ist b die mittlere geometrische Proportionale, kurz: 
das geometrische Mittel zwischen a und c. 

Aus der stetigen arithmetischen Proportion 

a-x==x-b 

folgt nach S. 188, Ziffer 130) zunächst: 

a + b = x + x, oder auch 
a + b = 2· x. Mithin: 

a+b 
x=-2' d. h. 

*) Mache die Probel 
13* 
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Das arithmetische Mittel zwischen zwei Zahlen ist 
gleich der halben Summe dieser Zahlen*). 

Aus der stetigen geometrischen Proportion 
a:x=x:b 

folgt nach S. 190, Ziffer 131) zunächst: 
a· b = x2• Mithin**): 

x=~ d. h. 

Das geometrische Mittel zwischen zwei Zahlen ist 
gleich der Quadratwurzel aus dem Produkte dieser Zahlen. 

Beispiele. 
Arithmetisch: 18 - x = x - 4. 

2 . x=18+4. 
x= 18+4 =11. 

2 
Geometrisch: 12 x = x : 3. 

x2= 12 . 3 
x =Y36 +6. 

137. Fortlaufende Proportioneu. Eine fortlaufende 
Proportion entsteht durch die Verbindung von drei oder mehr 
gleichen geometrischen Verhältnissen durch das Gleichheitszeichen. 

Beispiele. 
6 : 3 = 8 : 4 = 10: 5. 
a:b=m:n= x:z, 

*) 1) Das arithmetische Mittel zwischen 2 Zahlen wird ge­
funden, indem man deren Summe durch 2 dividiert. 

Das arithmetische M.ittel zwischen 5 und 7 ist = .'i t 7 = I; = 6 j 

a+b 
" " " " a" b " =-2-' 

2) Das arithmetische Mittel zwischen 3 Zahlen wird ge­
funden, indem man deren Summe durch 3 dividiert, 

Das arithmetische Mittel zwischen 7,9 und 17 ist= 7+93+17 =11; 

x+y+z 
" " " "x, Y'" z ,,= --3-' 

3) Aus vorstehendem ist ersichtlich, daß man zur Bestimmung 
des arithmetischen Mittels aus beliebig vielen Zahlen, deren Summe 
durch die jeweilige Anzapl der vorhandenen Zahlen dividieren muß, 

Gegeben die Zahlen: a, b, c, d, x, y, 

A 'th M'tt 1 a+ b+c+d+x + y 
rl m. 1 e = 6 ' 

**) Vgl. S. 80, Ziffer 77. 
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Ist, wie vorstehend: 
a m x 
l)=n=-Z' 

so kann man jedes dieser drei unter sich gleichen Verhält­
nisse einem beliebig angenommenen Werte k gleich setzen, und 
man erhält: 

a m x 
-=kj -=kj -=k ....... I) 
b n z 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

a =b .k, 
m=n·k und 
x =z·k. 

Addiert man die letzten drei Gleichungen, so ergibt sich*): 

a + m + x = b . k + n . k + z . k oder**) 
a + m + x = k· (b + n + z). Mithin: 
a+m+x k 
b+ n +z . 

Setzt man an Stelle von k die Gleichwerte aus Gleichung I) 
ein, so erhält man: 

a+m+x a m x 
b+n+z =l)=n=Z-' 

In anderer Form kann man dafür schreiben: 

(a + m + x) : (b + n + z) = a: b = m : n = x : z, d. h.: 

In jeder fortlaufenden Proportion verhält sich die 
Summe aller Vorderglieder zur Summe aller Hinter­
glieder, wie das Vorderglied jedes einzelnen Ver­
hältnisses zn seinem Hintergliede. 

Beispiele: Aus der laufenden Proportion 
6 : 3 = 8 : 4 = 10: 5 folgt: 

a) (6+8+10):(3+4+5)=6:3; d. i.: 
24 12 = 6: 3, 

was richtig ist, da nach Seite 190, Ziffer 131) 

24: . 3 = 12: 6 ist. 

b) (6+8+10):(3+4+5)=10:5 oder 
24 12 = 10 : 5. Folglich: 

24 . 5 = 12 . 10. 

*) Vgl. S. 133, Ziffer 109. 
**) " " 36, " 43 A, a. 
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Die fortlaufenden Proportionen 
6 : 3 = 8 : 4 = 10 : 5 und 
a:b=m:n=x:z 

kann man auch in folgender Form schreiben: 
6 : 8 : 10 = 3 : 4: 5 und 
a:m: x = b:n:z. 

Jede Seite der in dieser Form geschriebenen fortlaufenden 
Proportion heißt ein fortlaufendes Verhältnis. 

Aus den fortlaufenden Proportionen 
6 : 8 : 10: .... = 3: 4 : 5 : .... und 
a:m: x: .... = b:n:z: .. .. 

lassen sich noch ,folgende Proportionen ableiten: 
6 + 8 + 10 + .... : 6 = 3 + 4 + 5 + .... : 3, oder 
6 + 8 + 10 + .... : 8 = 3 + 4 + 5 + .... : 4. 
a + m + x + .... : a = b + n + z + .... : b, " 
a+m+ x+ .... :x=b+n+z+ .... :z 

u. s. w. 
Hieraus folgt: 
In einer fortlaufenden Proportion verhält sich die 

Summe der Glieder des einen, Verhältnisses zu einem 
seiner Glieder, wie .die Summe der Glieder des an­
deren Verhältnisses zum homologen Gliede. 

Die Richtigkeit des vorstehenden Satzes geht ob ne weiteres 
aus den ersten beiden der letzten vier Proportionen hervor. 

138. Multiplikutioll und Division von Proportionen. 
1) Multipliziert man die gl ei c h li e gen den G li e der 

mehrerer Proportionen miteinander, so bilden deren Produkte 
eine neue Proportion. 

Es ist die Proportion a: b = c : d zu multiplizieren 
mit der ,,' m : n = p: q. 

Gleichstellige Glieder sind bier a und m, bund n, c und p, 
d und q. Multipliziert man diese miteinander, so folgt: 

a . m : b . n = c· p : d . q. 

Beispiel. Es sind zu multiplizieren die Proportionen: 

9: 3 = 12: 4. 
16: 8 = 6: 3. 

2 : 5 = 10 : 25. Das ergibt: 
9.16·2: 3 ·8·5 = 12·6·10: 4·3·25 oder: 

288: 120 = 720: 300. 

Probe: 288·300 = 120·720. 
86400 = 86400. 
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Man sagt in diesem Falle, man habe die Proportionen 
znsammengesetzt. 

2) Dividiert man die gleichliegenden Glieder zweier 
Proportionen durcheinander, so bilden deren Quotienten eine 
neue Proportion. . 

Die Proportion a: b = c : d dividiert durch 
" " m:n. p: q 

ergibt nach dem Vorstehenden die neue Proportion: 

abc d 
m:·n=p:q· 

Beispiel. 108: 72 = 135: 90 dividiert durch 
54 : 8 = 27 : 4 ergibt: 

108,72 135,90 d • 
sI's= 21'4 0 er. 

2 : 9 = 5 : 22,5. 
Probe. 2·22,5 = \} , 5, 

45 = 45, 
Man sagt in diesem Falle, man habe die Proportionen 

durcheinander dividiert, 

139. Vierte Proportionale. Das letzte Glied einer geo­
metrischen Proportion nennt man die vierte Proportionale 
zu den drei ersten Gliedern. In der Proportion 

a: b = p: x, . . , , I) 
ist x vierte Proportionale zu a, bund p. 

Durch Vertauschung der Innenglieder geht die letzte Pro­
portion über in 

a : p = b : x , " , , Il) 
Die Proportionen I und Il ergeben die Produktengleichung 

a, x = b· p, 
ans welcher fUr x folgt: 

b·p 
x =-----. 

a 
Bei Bestimmung der' .ierten Proportionale ist auf die 

Reihenfolge der Glieder zu achten. . Entsprechend der Pro­
portion I) ist x die vierte Proportionale 2.U 3, bund p und 
entsprechend der Proportion Il) zu a, p und b. 

Die erste Größe a ist der Nenner des Bruches ~_.P.; man 
a 

muß also, wenn man von dem Werte fUr x ausgeht, mit dem 
Nenner anfangen. 

Weiter folgt aus den Gleichungen 1 und Il),. daß die 
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vierte Proportionale zu dreiZahlen gleich einem Quotienten 
ist, dessen Dividend aus dem Produkte der zweite~ und 
dritten Zahl, und dessen Divisor aus der ersten Zahl besteht. 

Beispiele. 
Ist die Gleichung x = n· p gegeben, so ist x die vierte Pro-

portionale zu m, ~ und p. m 
Die vierte Proportionale x zu den Zahlen 3, 8 und 15 ist: 

x= ~.15 = 40. 
3 

Probe. 3·x =8· 15, d i.: 
3·40 = 8· 15. 

120 = 120 . 
.lurgaben: 

!.us tolgenden Proportionen ist die Unbekannte zu berechnen: 

1. 4:S=24:xj . 12:x=S2:48j x:12=24:6j 3:x=9:15. 
2. 10,5:;'= 15: 7j 0,95: 1,75= 11,4 :Xj 14,95: 46,15 =27,83:x. 

5 2 
S. '6: x = 3: 7; x: 2! = S!- : 5i; 1\ : 51- = S-} : x. 

4.25:15={56-3x):xj 74:{51-2x)=98:7x. 
5. 9: 5 =(4+ x): (4-x)j (x+ 5):(Sx-7)=(2x+l):(6x-ll). 

10a n n r 
6. a:x=b: Cj 5ab: Sbc=-S ': Xj -:-=-:X. 

m r 8 

7 5 10 
7. "4ab:sbc=x:scdj 2a3 :5a1 b=8ab2 :x. 

111 
8. x:i=a:a2j (a-b):a+b=(2a2-2b2):x. 

ab2 alb 1 
9. {2a+b):x=(6a+3b):5j c:x=Sc3:10bc' 

6 ab 4n9 Sb2 a+ baI_bI (a- b)9 
10. 5c2 :bc=lOac: Xj a_b:ab=x:ac-
11. {a+b):(a-b)=x: (~-D. 

12. ~:+ ::: (1+;) = (1-~) :X. 

( Ra_'ba ) (a3+ b3 )' 
13.. R="-b - ab: a + b + ab = 1 : x. 

14. (6a2 +ab-12b2): (14a2+31ab + 15b') = (3a'-7ab+4b2):x. 
15.3:x=x:12j 5:x=x:2j 7:(x-'l)=(x-l):28. 
16. PI : P2 = PI : P2 j bestim)ll.e erst PI, dann P2. 
17 P: p = G: g; bestimme erst p, dann g. 
18. MI: M2 = PI : P2 j bestimme erst Mt, dann PI. 
19. P:kb=W:lj bestimme erst,W, dann k b. 

20. 1\1. v : MI . VI = P : PI j bestimme erst V, dann MI-



Anhang. 

XI. Dezimalbrüche. 

Allgemeines. 

1. Geht man von der allgemein üblichen Schreibweise 
eines Dezimalbruches, z. B. 

375,2489 ..... 
aus, so bezeichnet man die Ziffern links vom Dezimalkomma 
als'die "ganzen Stellen" oder kurz als "die Ganzen", die 
Ziffern rechts vom Komma als die "Dezimalstellen" oder 
kurz als die "Dezimalen". 

Man liest einen Dezimalbruch, indem man die Ziffern links 
vom Komma als ganze Zahl ausspricht und die Ziffern rechts von 
demselben als den Zähler eines echten Bruches angibt, dessen 
Nenner aus einer 1 mit so viel angehängten Nullp,n besteht, 
wie der Dezimalbruch Dezimalstellen hat. Demnach bezeichnen 
die Ziffern rechts vom Komma in der ersten Dezimalstelle 
die Zehnliel, in der zweiten die Hundertstel, in der 
dritten die Tausendstel usw. 

Vom Komma ausgehend, werden die Dezimalstellen von 
links nach rechts, die Ganzen von rechts nach links bewertet 
bzw. gezählt. Sind keine Ganzen vorhanden, so setzt man 
links vom Komma eine Null, z. B.: 

0,84631 ..... 

2. Jede Ziffer eines Dezimalbruches erhält das Zehn­
fache ihres Wertes, wenn das Dezimalkomma um eine Stelle 
von links nach rechts gerückt wird; sie erhält den zehnten 
Teil ihres Wertes, wenn das Dezimalkomma um eine Stelle 
von rechts nach links gerlickt wird. 

3. Der Zähler eines Dezimalbruches muß stets 80 viel 
Ziffern besitzen, wie der Nenner Nullen aufweist. Hat der 
Zähler weniger Ziffern, so ergänzt man die fehlenden durch 
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Nullen, welche man rechts vom Komma vor die bereits vor­
handenen Ziffern des Zählers schreibt; z. B.: 

7 9 
5 100 = 5,07; 1000 = 0,009. 

4. Ein Dezimalhruch verändert seinen Wert nicht, wenn 
rechts vom Komma an bereits vorhandene Dezimalen eine be­
liebige Anzahl Nullen angehängt wird; z. B.: 

0,75 = 0,750 = 0,75 000. 
Umgekehrt kann man an derselben Stelle beliebig viele 

Nullen weglassen, ohne den Wert des Dezimalbruches zu 
ändern; z. B.: 

8,600 = 8,60 = 8,6. 

5. Dezimalbrüche sind gleichnamig oder ungleich­
namig, je nachdem sie gleich viel oder ungleich viel 
Dezimalstellen besitzen. 

Ungleichnamige DezimalbrUche werden gleichnamig ge­
macht, indem man dieselben durch Anhängen von Nullen 
rechts an die Dezimalstellen auf gleich viel Dezimalstellen 
bringt; z. B.: 

0,42 und 3,82 675 gleichnamig gemacht ergeben: 
0,42000 und 3,82675. 

Addition und Subtraktion. 

6. Schreib regel : Komma senkrecht unter Ifomma! 
Man addiert oder subtrahiert Dezimalbrüche, indem man 

sie so untereinander stellt, daß Komma unter Komma zu stehen 
kommt. Damit kommen auch Einer unter Einer, Zehner unter 
Zehner usw., Zehntel unter Zehntel, Hundertstel unter Hun­
dertstel usw. zu stehen. Nach dieser Anordnung addiert oder 
subtrahiert man wie mit ganzen Zahlen. Das Komma im Re­
sultate steht senkrecht unter der Kommareihe der einzelnen 
zu addierenden bezw. zu subtrahierenden DezimalbrUche. 

Beispiel. 53,86 ... 
124,047 .. 

0,2385 . 
4829,1 ... , 

7,65439 
68423,186 .. 

0,02 ... 

73 438,10 589. 
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Wollte man hierbei die Brliehe gleichnamig machen, so 
könnte man an Stelle der Punkte Nullen setzen. Das ist jedoch 
bei der Addition, wenn auf sorgfältige Schreibweise ge~ 
achtet wird, nicht nötig. Zu empfehlen ist aber die Schreib­
weise mit Nullen bei der Subtraktion. 

Beispiel. 6 354,280000 
- 357,240852 

5997,039148. 

Multiplikation. 

7. Ein Dezimalbruch wird mit 10, 100, 1000 usw. multi­
pliziert, indem man das Komma um so viele Stellen nach 
rechts rückt, wie der Multiplikator Nullen hat. Fehlende 
Stellen werden durch Nullen ergänzt. 

Beispiele. 

10·3,28=32,8; 100· 52,24=5224; .10000·5,7623=57623. 
1000·6,32 = 6320; 100.8,475 = 847,5; 1000·0,01 = 10. 

10000.23,54 = 235400; 100000·0,00000012 = 0,012. 

8. Ein Dezimalbruch wird mit einer beliebigen, ganzen 
Zahl multipliziert, ind~m man zunächst ohne Rücksicht auf 
das Komma verfährt wie mit ganzf!n Zahlen und dann im 
Resultate von rechts nach links so viel Stellen abschneidet, 
wie der Dezimalbruch Dezimalstellen besitzt. 

Beispiel. 86,4029 . 243 

2592087 
3456116 

1728058 

20995,9047. 

9. Ein Dezimalbruch wird mit einem anderen Dezimal­
bruche multipliziert, indem man zunächst ohne Rücksicht auf 
das Komma verfährt wie mit ganzen Zahlen und dann im Re­
sultate von rechts nach links so viel Stellen abschneidet, wie 
beide Dezimalbrüche zusammengenommen Dezimalstellen be­
sitzen. 



Beispiele. 

8,056 . 14,65 
40280 

48336 
32224 
8056 
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0,000473 
0,0021 

47~ 
946 

118,02040. 0,0000009933. 

Auch hier werden, wie aus dem zweiten Beispiele er­
sichtlich, fehlende Stellen durch Nullen ersetzt. 

Division. 

10. Ein Dezimalbruch wird durch 10, 100, 1000 usw. 
dividiert, indem man das Komma um so viele Stellen nach 
links rlickt, wie der Divisor Nullen hat. Fehlende Stellen 
werden durch Nullen ergänzt. 

Beispiele. 

48,57: 10 = 4,85.7; 48,57: 100 = 0,4857. 
48,57: 1000 = 0,04857; 48,57: 10000 = 0,004857. 

0,01: 10 = 0,001 1 0,6: 10000 = 0,00006. 
3,06 : 1 000 000·= 0,00000306. 

11. Ein Dezimalbruch wird durch eine beliebige, ganze 
Zahl dividiert, indem Jllan zunächst verfährt wie bei der 
Division ganzer Zahlen. Nimmt man die letzte Stelle der 
Ganzen des Dezimalbruches in den Rest herunter, so ist nach 
vollzogener Division dieses Restes durch die ganze Zahl im 
Resultate das Komma zu setzen. Alsdann geht nach Herunter­
nahme der ersten Dezimalstelle in den Rest die Division wie 
mit ganzen Zahlen weiter. 

Beispiel. 3484,215: 9 = 387,135. 
27 
78 

72 
64 

63 

Diese <I bildet die letzte Stelle der Ganzen 
in dem zu teilenden Dezimalbruche. 
64: 9 = 7! Hinter diese 7 im Resultate muß 
nun das Dezimalkomma gesetzt werden! 
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12 Jetzt weiter wie mit ganzen Zahlen: 
9 
31 
27 

45 
45 

° 
12. Ist bei dieser Division die ganze Zahl größer als die 

Ganzen des zu teilenden Dezimalbruches, oder hat der Dezimal­
bruch "Null" Ganze, so erhält das Resultat ebenfalls "Null" 
Ganze. 

Beispiele. 19,68768 : 64 = 0,30762. 
192 

487 
448 

396 
384-
128 

128 

° 
0,625 : 5 = 0,125. 

5 
12 
10 

25 
25 

0. 

0,06852: 12 = 0,00571. 
60 

85 
84 

12 
12 

O. 

13. Hat der zu teilende Dezimalbruch zu wenig Dezimal­
stellen, um ein genügend genaues Resultat zu gewähren, so 
hängt man schon vor Beginn der Division rechts so viel Nullen 
an, wie zur Erzielung eines genügend genauen Resultates er­
forderlich sind. So schreibt man 

statt 439,5: 16 ohne weiteres: 
439,50000 : 16 = 27,46875.*) 

14. Ein Dezimalbruch wird durch einen anderen Dezimal­
bruch dividiert, indem man zunächst den Divisor zu einer 

*) Der Leser führe diese Division selbst aus! 
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ganzen Zahl macht. Dies geschieht, indem man in demselben 
das Dezimalkomma nach rechts bis hinter die letzte Dezimale 
rlickt. Gleichzeitig muß aber im Dividenden das Dezimalkomma 
um ebensoviel Stellen nach rechts gerlickt werden. Damit 
ist dieser Fall auf den unter 11) behandelten zurlickgeflihrt: 
einen Dezimalbruch durch eine beliebige ganze Zahl zu divi­
dieren. 

Beispiele. 

51,75:0,15 5175: 15= 345. 
12,8 : 1,6 - 128: 16 = 8. 

1,8 : 0,225 = 1800 : 225 = 8. 
3,87: 1,8 38,7: 18 = 2,15. 

0,0387 : 0,45 - 3,87: 45 = 0,086. 
477: 0,9 - 4770: 9 = 530. 

17,3875: 6,35 = 1738,75: 635 = 2,738. 
0,1: 0,001 = 100: 1 = 100. 

15. Eine' ganze Zahl wird durch einen Dezimalbruch divi­
diert, indtm man durch Versetzen des Kommas nach rechts 
den Divisor zur ganzen Zahl macht. An den Dividenden 
(d. i. die zu teilende, ganze Zahl) hängt man so viel Nullen 
an, wie der Dezimalbruch Dezimalstellen besitzt. Auf diese 
Weise entstehen zwei ganze Zahlen, deren Division als bekannt 
vorausgesetzt wird. 

Beispiele. 

1638: 1,82 = 163800: 182 = 900. 
84: 0,75 - 8400: 75 = 112. 

549 : 0,005 = 549000 : 5 = 109800. 
19: 1,853 = 19000: 1853 = 10,253. 
12: 0,004 = 12000: 4 -:- 3000. 

Umrechnung von gewöhnlichen Brüchen in Dezimal­
brüche und umgekehrt. 

16. Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch 
verwandelt, indem man den Zähler durch den Nenner dividiert. 
Soll z. B. der gewöhnliche Bruch 7/R in einen Dezimalbruch 
verwandelt werden, so schreibt man nacb Ziffer 13): 

7,000: 8 = 0,875. 
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Bei der Umwandlung eines echten Bruches erhält man 
stets "N u 11" Ganze. Geht wie vorstehend die Division auf, 
so entsteht ein endlicher Dezimalbruch. 

Geht die Division nicht auf, so kehren in vielen Fäilen 
bei fortgesetzter Division eine oder mehrere Ziffern in gleich­
mäßiger Reihenfolge wieder; es entsteht der unendliche oder 
periodische Dezimalbruch. Die regelmäßig wiederkehren­
den Ziffern nennt man die Periode; man bezeichnet sie durch 
einen wagerechten Strich über den Periodenziffern. 

17. Beginnt die Periode gleich in der ersten Dezimal­
stene, so nennt man den Dezimalbruch einen rein perio­
dischen. 

Beispiele. 

r./u = 5: 9 = 0,555 
2/37 = 2 : 37 = 0,054054 .. 

Beginnt die Periode in einer späteren Dezimalstelle, so 
Dennt man den Dezimalbruch einen ge m i s c h t per i 0 -

dischen. 

Beispiele. 

r./12 = 5: 12 = 0,41666 .... . 

u/u = 49 : 55 = 0,8909090 ... . 

Die vor der Periode stehenden Ziffern bezeichnet ma:n 
als Vorziffern. 

18. Ein endlicher Dezimalbruch wird in einen ge­
wöhnli()hen Bruch verwandelt, indem man dem Dezimalbruch 
seinen natürlichen Nenner gibt und dann bis auf die kleinsten 
Zahlen herunterkürzt. 

Beispiele. 

° 75 - 7r./ _ 8/ • 
. , - 100-·" 

9 t!25 - 9 625,' - nr./ • ,v . - 1000 -- ~I .8' 

0,125 = 12~/l000 = 1/8, 
0,0025 = U/IOOOO = l/tOO ' 

19. Ein rein periodischer Dezimalbruch wird in 
einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, indem Dlan die Periode 
zum Zähler eines Bruches macht, dessen Nenner aus so viel 
Neu ne n besteht, wie die Periode Ziff'ern hat. 
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Beis pie le. 

O 8181 - 811 - 9/ • 0 882 - 882/ -- 981 , • • • • - 99 - 11 , , • • • - ,999 - 111· 

0,054 ... = U/999 = 2/37 • 

20. Ein gemischt periodischer Dezimalbruch wird 
in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, indem man zunächst 
von sämtlichen Ziffern hinter dem Komma bis einschließlich 
der letzten Ziffer der ersten Periode die Vorziffern abzieht. 
Die so erhaltene Zahl macht man zum Zähler eines Bruches, 
dessen Nenner aus so viel Neunen besteht, wie die Periode 
Stellen hat, an welche Neunen noch so viel Nullen angehängt 
werden, wie Vorziffern vorhanden sind. 

Beispiele. 

0,4f6 

0,890 

0,4318 

416-41 375 5 
=-9~= 900 =12· 

890 -8 882 49 
= -99-0 -= 990 = 55· 

4318 - 43 4275 19 
- 99--00- = 9900 - 44· 

XII. Teilbarkeit der Zahlen. 

t. Eine Zahl ist durch eine andere Zahl teilbar, 
wenn bei der Division der ersteren durch die letztere 
kein Rest bleibt. 

Bei der Division mit bestimmten Zahlen, besonders beim 
KUrzen von BrUchen, ist es von Vorteil auf den ersten Blick 
zu erkennen, ob eine beabsichtigte Division ohne bleibenden 
Rest möglich ist. 

2. Die folgenden Regeln enthalten die Kennzeichen der 
Teilbar.keit. 

a) durch 

b) durch 

Eine Zahl ist teilbar: 
2, wenn sie eine gerade Zahl ist, oder 

wenn die letzte Ziff.er eine Null ist; 
3, wenn ihre Quersumme*) durch 3 teil­

bar ist; 

*) Die Quersumme einer Zahl wird gebildet, indem man die 
einzelnen Ziffern der Zahl zusammenzählt. Die Quersumme von 



c) durch 

d) durch 

e) durch 

f) durch 

g) durch 

h) durch 
i) durch 

1:) durch 
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4, wenn die beiden letzten Ziffern, als Zahl 
gelesen,*) durch 4 teilbar oder Nullen 
sind; 

5, wenn die letzte Ziffer eine 5 oder eine 
Null ist; 

6. wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist, 
und wenn die letzte Ziffer eine gerade 
Zahl oder eine Null ist j 

7, wenn die Differenz zwischen der von den 
drei letzten Ziffern gebildeten Zahl und 
der von den vorstehenden Ziffern gebildeten 
durch 7 teilbar ist**); 

8; wenn die drei letzten Ziffern, als Zahl 
gelesen,***) durch 8 teilbar oder Nullen 
sind; 

9, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist; 
10, wenn die letzte Ziffer eine Null ist; 
11, a) bei dreisteIligen Zahlen: wenn die 

Summe der ersten und letz'ten Ziffer 
gleich der Ziffer in der Mitte ist it) 

35847 ist=3+5+8+4+7=271 Nun ist 27 durch 3 restlos teil­
bar, folglich ist es auch die ganze Zahl: 35847 : 3 = 11 949. 

Bei Dezimalbrüchen bleibt das Dezimalkomma unberücksichtigt. 
Die Quersumme von 928,163 ist=9+2+8+1+6+3=29! 

*) Die Zahl 97 3 1 5 96 ist durch 4 teilbar, weil die letzten heiden 
Ziffern 9 und 6, als Zahl gelesen, die Zahl 96 ergeben, welche ohne 
Rest durch 4 teilbar ist. Folglich: 9731596 : 4 = 2432899. Man 
kann der vorgelegten Zahl 9 7 3 1 5 Q 6 n ach li n k s hin beliebig 
viele Ziffern vorsetzen: sie bleibt dnrch 4 teilbar! 

135724697310 9 6: 4 = 3 3 9 31174328991 

**) Die Zahl 725 7432 ist durch 7 teilbar, da 
7257 - 432 = 6 8 2 5 restlos durch 7 teilhar ist. Folglich: 
7257432:7=1036776! 
Die Zahl 1 064 ist durch 7 teilbar, da 

064- 1 = 6 3 restlos durch 7 teilbar ist. Folglich: 
1064:7=152! 

.**) Die Zahl 18928 ist durch 8 teilbar, weil die letzten 3 Ziffern 
9, 2 und 8, als Zahl gelesen, die Zahl 928 ergeben. welche restlos 
durch 8 teilbar ist; folglich ist es auch die ganze Zahl: 18928: 8 
= 2366. Auch hier kann man der vorgelegten Zahl na chI i n k s 
hin beliebig viele Ziffern vorsetzen: sie bleibt durch 8 teilbar! 

3579618928: 8=447 45 23 661 

t) Die Zahl 275 ist durch 11 teilbar, weil die erste Ziffer 2 
und die letzte Ziffer I) zusammengezählt die Mittelziffer 7 ergeben: 
2 7 5: 1 1 = 25. Andere durC4h 7 teilbare Zahlen sind z. B.: 1 8 7 ; 
8 9 1; 4 9 5 usw. 

Weickert u. Stolle. Maschinenrechnen; I. Tell, I. Band. 14 
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(J) bei mehrstelJigen Zahlen: wenn die 
S.umme der an gerader Stelle stehenden 
Ziffern gleich ist der Summe der an un­
gerader Stelle stehenden, oder wenn 
diese beide Summen die Differenzen 11, 
22, 33 usw. ergeben; *) 

1) durch 25, wenn sie auf 25, 50, 75 oder 00 endigt; 
m) durch 125, wenn sie auf 125, 250, 375, 500, 625 

750, 875 oder 000 endigt. ' 

XIII. Abgekürztes Verfahren für das Aus= 
ziehen der Quadratwurzel. 

1. Bei diesem abgekürzten Verfahren bleibt zunächst das 
in Ziffer 98, Seite 115) über das Einteilen der zu radizierenden 
Zahlen in Klassen von je 2 Stellen Gesagte bestehen. 

Neu an dem abgekürzten Verfahren ist, daß die 
Stellen doer Klassen nicht einzeln heruntergenommen 
werden, sondern daß immer dann, wenn durch Division 
mit 2·a ein neues b zu bestimmen ist, eine ganze Klasse 
auf einmal heruntergenommen wird. 

Ist z. B. aus 625 die Quadratwurzel zu ziehen, so ge· 
schieht dies nach dem abgekürzten Verfahren in folgender Weise: 

Man suche die der höchsten Klasse 6 nächstliegende, 
kleinere Quadratzahl = 4 und ziehe aus dieser die Wurzel 
= 2, welche 2 hinter das Gleichheitszeichen geschrieben wird. 
Die 4 ist von 6 abzuziehen; Rest = 2. Zu dieser 2 

V~125 = 25. 

~112215 
225 
o 

wird jetzt die ganze zweite Klasse = 25 heruntergenommen, 
wodurch unter dem Subtraktionsstrich die Zahl 225 entst~ht. 

*) 611105: Summe der geradstelligen Ziffern = 1 + 1 + 5 = 7, 
" "ungeradstelligen. = 6 + 1 + 0 = 7; 

beide Summen sind gleich; folglich ist die Zahl 6 1 1 1 05 durch 11 
teilbar: 611105: 11 = 55555! 
1 35802 37: Summe der geradstelligen Ziffern = 3 + 8 + 2 + 7 = 20, 

" "ungeradstelligen" = 1 + 5 + 0 + 3 = 9. 
Die Differenz beider Summen ist = 2 0 - 9 = 1 1, folglich ist die 

ganze Zahl 13580237 durch 11 teilQar: 13580237:11=1234567! 
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In diese 225 mUßte nun mit 2· a, also mit dem Dop­
pelten von dem, was hinter dem Gleichheitszeichen 
steht, d. i. 2·2 = 4, dividiert werden. Das ergäbe aber 
eine viel zu hohe Zahl, nämlich: 46! 

Man darf daher, um dies zu vermeiden, bei dem abge­
kürzten Verfahren nur 

mit -! in 22 dividieren, 
was in der Rechnung am besten dadurch augenscheinlich ge­
macht wird, daß man von der Zahl 225 die letzte Ziffer 5 
durch ein sichtbares Zeichen: "L" trennt. 

Alsdann ergibt sich bei der Division von 2 2 durch 4 der 
Quotient 5, welcher hinter die 2 im Resultat und, etwas kleiner, 
auch hinter den Divisor 4 geschrieben wird. Letzterer wird 
damit zu 4 5, welche Zahl mit dem Quotienten 5 multipliziert 
2 2 5 ergibt. Zieht man diese 2 2 5 von dem Rest 2 2 5 ab, so 
wird der neue Rest = 0 und die Quadratwurzel aus 6 2 5 ist = 2 5. 

2. Bei einer Zahl mit mehr als 2 Klassen ist zu ver­
fahren, wie das folgende Beispiel zeigt*): 

Die nächstkleinere Quadratzahl zu 7 ist = 4, aus dieser 
die Wurzel = 2, welche hinter das Gleichheitszeichen zu 
schreiben ist. 4 von 7 abgezogen, Rest = 3. Zu diesem die 
ganze zweite Klasse 91 heruntergenommen, läßt unter dem 
Subtraktionsstrich die Zahl 391 entstehen. Davon die 1 durch 
Labgetrennt 

V 7191129169 = 2813. 
4 

'4sf3911 
384 

56117 2~ 
561 

562311686~ 

16869 
-0--

uI!d mit dem Doppelten von dem, was hinter dem 
Gleichheitszeichen steht, d. i. 2·2 = 4, in 39 dividiert, 
gibt den Quotienten 8. Diese 8 in das Resultat und, kleiner 
geschrieben, hinter den Divisor 4; jetzt: 8·48 = 384 von 
391 abgezogen. Rest = 7, zu welchem die ganze dritte Klasse 
29 heruntergenommen wird. Dadurch entsteht die Zahl 729, 
welche, nachdem die letzte Stelle 9 abgetrennt ist, durch das 

*) V gl. 2. Beispiel S. 118. 
14* 



- 212 -

Dopp'elte von dem, was hinter dem Gleichheitszeichen 
steht, d.i. 2.28=56, zu teilen ist. Quotient =1, welcher 
in das Resultat und, kleiner geschrieben, hinter den 
Divisor 56 gesetzt wird, wodurch die Zahl 561 entsteht. 1 mal 
561 = 561 von 729 abgezogen, Rest 168, zu welchem die 
ganze vierte Klasse 69 heruntergenommen wird, so daß die 
Zahl 16869 entsteht usw. 

Zu beachten ist also: 
Jedesmal, nachdem eine neue Klasse herunter­

genommen wurde, ist nach erfolgtem Abtrennen der 
letzten Ziffer mit dem Doppelten von dem, was hinter 
dem Gleichheitszeichen steht, zu dividieren. 

1. Beispiel. 
Y--=-9 7=15"-4""'-::16--=-01;--4 =213"'""'7=-=11:-C:-6 = 987654. 

81 ' 
1881165,4 

1504 
19671 1506!2.. 

13769 
197401 12 \:) 1 4,2 

118476 
19752511066631Z. 

987625 
1 9 7 5 3 0'1 79 0 1 2 1,6 

7901216 
o 

2. Beispiel*). 
VIJl °12 5 = 105. 

1 
2:1~ Null maI! 

• Bier muß nnn die ganze dritte 
Klasse = 25 heruntergenommen 
werden, wodurch die Zahl 1021) 
entsteht. 5 abtrennen und durch 
das Doppelte von ,dem, was 
hinter dem Gleichheitszeichen steht, 
d. i. jetzt 2· 10 = 20 dividieren. 

206
1
102e 1025 
-0-

*) Vgl. 3. Beispiel S.119. 
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.. S. Bei Dezimalbrüchen ist das Verfahren das gleiche. 
Uber Einteilung in Klassen und Stellung des Kommas vgl. Bei­
spiele in Ziffer 102, Seite 119 bis 121). 

1. Beispiel. 

2. Beispiel. 

Y85174,17 6 = 92,6 
81 

182147l! 
364 

184611 ° 7~ 
11076 

° 
~~----,--,-c-

VO,11311 0144 = 0,362. 
9 

66141 tQ 
396 

7221144l! 
1444 
-0-

3. Beispiel. 
YO,10610 °12 5 = 0,245. 

4 

4. Beispiel. 

44120 tQ 
176 

485124 2~ 
2425 
-0-

yr-:O""-::,I 0=0=1 00=1 0=9=17;-;;3:0:14--:-4 = 0,00312. 
9 
6117~ 

61 
6221124!! 

1244 
-0-
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XIV. Bestimmung des Hauptnenners 
gewöhnlicher Brüche. 

1. Auf Seite 49, Ziffer 52) wurde über das Gleich­
namigmachen gewöhnlicher BrUche und das damit ver­
bundene Aufsuchen des Hauptnenners, das an dieser 
Stelle Erforderliche bereits mitgeteilt. ' 

Der Hauptnenner wurde dort als die kleinste Zabl be­
zeichnet, in welcher sämtliche Nenner der gleichnamig zu 
machenden Brüche bei der Division ohne Rest enthalten sind. 

Zur Bestimmung des Hauptnenners finden verschiedene 
Verfahren Anwendung, welche sämtlich auf eine Faktoren­
zerleguug hinauslaufen. Man zerlegt hierbei die Nenner der 
gleichnamig zu machenden Brüche in ihre sogenannten Prim­
faktoren*), von denen sich wiederholende Faktoren nach ge­
wissen Regeln gestrichen werden, d. h. unberücksichtigt bleiben. 

Das Produkt der stehengebliebenen Primfaktoren 
ist alsdann der Hauptnenner. 

Die folgenden Beispiele sollen zwei Verfahren erläutern, 
welche am sichersten zum Ziele führen, d. h. den Hauptnenner 
zweifelsfrei zu bestimmen ermöglichen. 

2. Es seien die Brüche 

1 3 2 7 13 
4' 8' 9' 12 und 20 

gegeben; die Nenner sind alsdann 

4, 8, ~, 12 und 2~ 

Zerlegt man diese Zahlen in ihre kleinsten Primfaktoren, 
so erhält man: 

4=2·2 
8=2·2·2 
9=3·3 

12 = 2·2·3 
20 = 2·2· 5. 

Man erkennt aus dieser Aufstellung, daß sich 'die Prim­
faktoren 2 und 3 wiederholen; 5 erscheint nur einmal. 

Als Regel über das "Streichen" gleicher, also sich 
wiederholender Primfaktoren gilt folgendes: 

*) Primzahlen, hier also Primfaktoren, sind Zahlen, welche nur 
durch 1 bzw, durch sich selbst teilbar sind: 

1,2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 , ... , , .' 
Der Leser setze die Reihe bis 200 fort! 
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Man läßt gleiche, also sich wiederholende Primfaktoren 
nur an der Stelle stehen, an welcher sie am häufigsten vor­
kommen, an allen anderen Stellen wird derselbe Primfaktor 
durchstrichen, auch an denen, an welchen er ebenso häufig 
vorkommt, wie an der zum Stehenlassen gewäblten Stelle. 
Andere gleiche Primfaktoren, die an verschiedenen Stellen 
nur je einmal vorkommen, werden bis auf einen durch­
strichen. Ein nur· einmal überhaupt vorkommender Prim­
faktor bleibt immer stehen. 

Das Produkt der nicht durchstrichenen Prim­
faktoren ist alsdann der Hauptnenner. 

Um in den Beispielen das Durchstreichen der Zahlen zu 
vermeiden, sind die zu streichenden Primfaktoren durch 
schwachen, die stehenbleibenden durch fetten Druck unter­
schieden. 

1. Beispiel. 
Gegeben die Nenner: 4, 8, 9, 12 und 20. Zerlegt man 

dieselben, wie bereits vorstehend ausgeführt, in ihre kleinsten 
Primfaktoren, so erhält man: 

4=2·2 
8=2·2·2 
9=3·3 

12=2·2·3 
20 = 2·2·5. 

Der Primfaktor 2 kommt am häufigsten, hier dreimal, 
bei der 8 vor, bleibt also dreimal stehen. Alle anderen 2 
werden gestricheIi. Aus demselben Grunde bl6iben die zwei 
Primfaktoren 3 bei der 9 stehen; die 3 bei der 12 wird 
gestrichen. Der Primfaktor 5 kommt nur einmal vor, bleibt 
also stehen. Damit bleiben nur die Primfaktoren 

2·2·2; 3·3 und 5 
stehen, deren Produkt 

2 . 2 . 2 . 3·· 3 . 0 == 360 
der Hauptnenner ist. 

2. Bei s 1> iel. 
Gegeben die Nenner: 4, 8, 9, 24 und 36. 
Deren Zerlegung in die kleinsten Primfaktoren ergibt: 

4=2·2 
8=2·2·2 
9=3·3 

24 = 2·2·2·3 
36 = 2· 2 . 3 . 3. 
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Der Primfaktor 2 erscheint hier bei der 8 und 24 je 
dreimal. AD einer Stelle bleiben also die drei 2 stehen, 
z. B. bei der 8; an allen anderen Stellen wird die 2 ge­
strichen. Der Primfaktor 3 erscheint bei der 9 und 36 je 
zweimal; an einer Stelle sind die zwei 3 zu streichen, 
z. B. bei der 36, ebenso der Primfaktor 3 bei der 24. Es 
bleiben also ungestrichen die Primfaktoren 

2·2·2 und 3·3 
deren Produkt 

2 . 2 . 2 . 3 . 3 == 72 

der Hauptnenner ist. 

3. Das vorstehend beschriebene Verfahren bietet jedoch 
Anfängern Schwierigkeiten insofern, als gewöhnlich ein Prim­
faktor, oder auch mehrere, zuviel bzw. zuwenig gestrichen 
werden. Ein durchaus sicheres Verfahren ist das folgende: 

, Sind wiederum die Nenner 4, 8, 9, 12 und 20 gegeben, 
so schreibe man dieselben in der nachstehenden Anordnung auf 

4·8·9·12·20 

und dividiere sämtliche Zahlen durch einen kleinsten Prim­
faktor, z. B. durch 2. Diese 2 wird vor den senkrechten Strich 
gesetzt, die Quotienten kommen unter den wagerechten Strich. 
Geht die Division durch 2 bei einer Zahl, wie z. B. bei 9, 
nicht auf, so wird diese Zahl (9) unverändert unter den 
wagerechten Strich geschrieben: 

4·8·9·12·20 

2 2·4·9· 6·10 

Nun dividiert man die unter dem Strich stehende Zahlen­
reihe nochmals durch einen kleinsten Primfaktor, vielleicht 
durch 3, wobei diese 3 ebenfalls vor den senkrechten Strich 
und jede Zahl, bei welcher die Division nicht restlos aufgeht, 
immer wieder unverändert hingeschrieben wird: 

4·8·9·12·20 

2 2·4·9· 6 ·10 
3 2·4·3· 2 ·10 
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Die zweite Zahlenreihe unter dem wagerechten Strich läßt 
sich bei gleicher Schreibweise weiter durch 2 teilen: 

4·8·9·12·20 

2 2·4·9· 6·10 
3 2·4·3· 2·10 
2 1·2·3· 1· 5 

Teilt man die dritte Zahlenreihe bei gleicher Schreibweise 
nacheinander noch durch 2, 3 und 5, so erhält man: 

4·8·9·12·20 

2 2·4·9· 6·10 
3 2·4·3· 2·10 
2 1·2·3· 1· 5 
2 1·1· 3· 1· 5 
3 1·1·1· 1· 5 
5 1·1·1· 1· 1 

Wie aus der letzten Aufstellung hervorgeht, wird die 
Division so lange fortgesetzt, bis in der letzten wagerechten 
Zahlenreihe nur noch die Quotienten 1 erscheinen. 

Das Produkt aller links vom senkrechten Strich stehenden 
Primfaktoren 

2·3·2·2·3·5= 360 

ist der Hauptnenner. 

1. Beispiel. 

Gegeben die Nenner: 6, 9, 10, 15, 18, 25. 

6·9·10·15·18·25 

2 3·9· 5·15· 9·25 
3 1·3· 5· 5· 3·25 
3 1·1· 5· 5· 1·25 
5 1·1· 1· 1· 1· 5 
5 1·1· 1· 1· 1· 1 

Hauptnenner: 2·3·3· {). 5 = 4-50. 
Dieses Verfahren läßt sich, fall~ die Nenner dazu geeignet 

sind, erheblich vereinfachen. 
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2. Beispiel. 
Es sind folgende Brlicbe gegeben: 

37915237 
4' 8' 10' 2' 12' 3' "5 und 6' 

Wie groß ist der Hauptnenner? 
Man ordnet die Nenner am besten so an, daß man mit 

dem größten beginnt*): 

12·10·8·6·5·4·3·2 

Die Nenner: 2, 3, 5 sind als reine Primfaktoren, die 
Nenner: 4 und 6 mit ihren Primfaktoren 2 und 3 bereits in 
den großen Nennern: 8, 10 und 12 enthalten. Es ist also 
nur die Zerlegung der letzteren in Primfaktoren erforderlich. 
Damit stellt sich die Rechnung wie folgt: 

12·10·8·6·5·4·3·2 

2 6· 5·4 
2 3· 5·2 
2 3· 5·1 
3 1· 5·1 
5 1· 1·1 

Hauptnenner: 2·2·2·3·5 = 120. 
Die Ermittlung des Hauptnenners war eigentlich schon 

mit der Aufstellung 

12·10·8·6·5·4·3·2 

2 6· 5·4 
2 3· 5·2 

beendet. Die in der zweiten wagerechten Zahlenreihe stehen­
den Primfaktoren 3·5· 2 nach links vor den senkrechten Stricq 
zu nehmen, ist Zeitverschwendung. 

Befinden sich daher in der letzten wagerechten Reihe 
Zahlen, welche Primfaktoren nicht mehr gemeinsam haben, 
also durch Division nicht mehr + außer auf 1 + verkleinert 
werden können, so werden, um den Hauptnenner zu bestimmen, 

*) Das ist jedoch keine Notwendigkeitj jede andere Anordnung 
führt zu demselben Ergebnis. 
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die Zahlen der senkrechten Reihe mit denen der letzten wage­
rechten Reihe multipliziert. 

3. Beispiel. 
Gegeben die Nenner: 6, 8, 9, 12, 24, 30, 36 und 48. 

48·36·30·24·12·9·8·6 

2 24·18·15 
2 12· 9·15 
3 4· 3· ;; 

Hauptuenner: 2· 2·3·4·3· ;; = 720. 
Der Leser nehme nun beliebige BrUche an und Ube 

namentlich das letzte Verfahren! 
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Zweiter Band: Die wissenschaftliche Ausbildung. 
1. Teil: Mathematik und Naturwissenschaft. Bearbeitet von 

R. Kramm, K. Ruegg und H. Winkel. Mit 369 Textfiguren. 
(388 S.) 1923. Gebunden 7 RM. 

2. Teil: Fachzeichnen, Maschinenteile, Technologie. Be­
arbeitet von W. Bender, H. Frey, K. Gotthold und H. Guttwein. 
Mit 887 Textfiguren. (420 Sol 1923. Gebunden 8 RM. 

Dritter Band: M.aschinenlehre. Kraftm a schin en, EI ekt ro­
technik. Werkstatt-Förderwesen. Bearbeitet von H. Frey, 
W. Gruhl, R. Häuchen. Mit 390 Textabbildungen. (324 S.I 1925. 

Gebunden 12 RM. 
Der vierte Band wird die Betriebsführung behandeln. 

Lehrbuch der Mathematik. Für mittlere technische Fachschulen 
der Mascbinenindustrie. Von Professor Dr. R. Neuendorß', Oberlehrer 
an der Staatlichen Höheren Schiff- und Maschinenbauschule, Privat­
dozent an der Universität Kiel. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 
262 Textfiguren. (280 S.) 1919. Gebunden 7.35 RM. 

Trigonometrie Idr Maschinenbauer und Elektrotechniker. Ein Lehr­
und Aufgabenbuch Idr den Unterricht und zum Selbststudium. Von 
Professor Dr. Adolf Heß, Winterthur. Vierte, unveränderte Auf­
lage. (Unveränderter Neudruck.) Mit 112 Textfiguren. (148 S.) 1922. 

3 RM. 

Plagimetrie mit einem Abriß über die Kegelschnitte. Ein Lehr- und 
Ubungsbuch zum Gebrauch an Technischen Mittelschulen. Von Pro­
fessor Dr. Adolf HeB, Winterthur. Zweite Auflage. Mit 207 Text­
figuren. (159 S.) 1920. 2.50 RM. 

Analytische Geometrie für Studierende der Technik und 
zum Selbststudium. Von Professor Dr. Adolf HeB, Winterthur. 
Mit 140 Abbildungen. (17:1 S.) 1925., 7.50 RM. 

A.ngewandte darstellende Geomet.rie insbesondere für Ma­
schinenbauer. Ein methodisches Lehrbuch Idr die Schule sowie 
zum Selbstunterricht. Von Studienrat Karl Kelser, Leipzig. Mit 
187 Abbildungen im Text. (164 S.) 1925. 5.70 RM. 
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