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Die Integralkurven einer gewéhnlichen
Differentialgleichung erster Ordnung
in der Umgebung rationaler
Unbestimmtheitsstellen.

Von
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Einleitung: Aufgabe und Methode.
Briot und Bouquet und vor allen Dingen Poincaré') haben die
Differentialgleichung

r az+by+e(x,y) lab ) ; _ -
D) ¥~ rviey e T0 90, 00=ypi0,0)=0

in der Nihe des Urprungs untersucht. Dabei wurde vorausgesetzt, dal
¢ und vy in Potenzreihen entwickelbar sind, deren niedrigste Glieder

1) Vgl die in der Enzyklopadie II, A, 4a zitierten Arbeiten.
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mindestens von zweiter Ordnung sein sollen. Fiir die Losungen erhilt
man konvergente Reihen. Insbesondere hat Poincaré nachgewiesen, dafB
die Losungen der Differentialgleichung
Y= ‘yto(zy)
z+y(z,y)
Reihen sind, die nach Potenzen von x und x* fortschreiten. Aus diesen
Entwicklungen wurde nachgewiesen, daB in der Nihe des Ursprungs die
Gestalt der reellen Integralkurven einer solchen Differentialgleichung mit
reellen Koeffizienten &hnlich ist der Gestalt der Integralkurven von

(A4 nicht ganzzahlig und positiv)

,__az+by
T exztdy
(mit Ausnahme der Fille, die durch Koordinatentransformation auf den
Fall b=¢ =0, a = — d zuriickgefiihrt werden konnen).

Bendixson ?) bestimmte die Gestalt der Integralkurven von Differential-
gleichungen von der Form:

(1a) "y =azx+by+ o (x, y)

und gab eine Methode an, die es ermoglicht, auch diese Integralkurven

durch Reihen darzustellen. Er zeigte auBerdem, daB man die Gleichung
Pz, 9). — —

(2) Y= 0y P(0,0)=@(0,0)=0

auf solche Differentialgleichungen zuriickfiihren kann, wenn man voraus-

setzt, daB P und @ in konvergente Potenzreihen entwickelbar sind.

Mit Hilfe dieser Methode konnen demmach die Integralkurven der
Differentialgleichung (2) in der Nahe des Ursprungs sowohl qualitativ als
auch quantitativ bestimmt werden dadurch, dall sie auf Gleichungen von der
Form (1) und (1a) zuriickgefiihrt wird. Da aberin (1) und (1a) ¢{z, y)
und y(x, y) als Potenzreihen vorausgesetzt sind, konnen nur die sogenannten
Briot-Bouquetschen Transformationen z = (a +b%)¢& und y==(c+dn)é
zur Reduktion verwendet werden. Dadurch wird diese Reduktion etwas
uniibersichtlich, zumal eine geometrische Veranschaulichung der vorgenom-
menen Transformationen fehlt und deshalb der Zusammenhang der Diffe-
rentialgleichung (2) mit den daraus abgeleiteten Gleichungen von der Form
(1) und (1a) kaum mehr erkennbar ist.

In der vorliegenden Arbeit war nun das Bestreben, zur Bestimmung
der Gestalt der Integralkurven von (2) ein direktes geometrisches Ver-
fahren anzugeben. Zum Nachweis, dafB dieses Verfahren immer zum Ziele
fiihrt, braucht man aber allgemeinere Transformationen von der Form
y=u(z)z" und y=2"®. Es ist deshalb nétig, in den Differential-

#) Stockholmer Ofversigt 1898.
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gleichungen (1) und (1a) die Voraussetzung, daB ¢(z,y) und y(z,y)
Potenzreihen sein sollen, fallen zu lassen.

Von dieser Voraussetzung machte sich auch Perron?) in einer Arbeit
frei, in der er nachwies, daB die Gestalt der Integralkurven von (1) durch
die linearen Glieder bestimmt ist, wenn nur

]1 ¥ (fll{ y) — 3 }1/) (x{y) —_
AR w oyl T el (g
y—>0 y—>0

ist; in Spezialfallen aber nur dann, wenn ein 7, >1 existiert, so daB

lin%) m‘ﬁ,(%’f‘y) o= lim} ‘ wr@’y) o=
z-> 17 To > { 1o {To
a2y el +ly rre @iyl

ist. Die dabei verwandte Methode ist in der Hauptsache funktionen-
theoretischer Art.
AuBerdem behandelte Kuhn*) die Differentialgleichung (1) unter der

Voraussetzung, dall die beiden Grenzwerte lim T—_;(—xf y.,) und lim Yfffﬁg
z—>0 5+ y* z>0 54+ Y
y—>0 y—>0

endlich sind. In dieser Arbeit wird ein direktes geometrisches Verfahren
zur Gewinnung der Gestalt der Integralkurven angewandt. Und zwar
erhilt man die allgemeinen Integralkurven durch Abschétzung (majori-
sierende und minorisierende Differentialgleichungen), die ausgezeichneten
Integralkurven aber durch das Cauchysche Polygonverfahren.

In der vorliegenden Arbeit soll nun ein direktes Verfahren fir die
Differentialgleichung (2) ausgebaut
werden. Es kommt aber nicht die
von Kuhn gebrauchte Abschétzung

Verzweigungs- Zut Anwendung, sondern eine von

pUnk? Dehn vorgeschlagene ,Methode der

Randsingularitdten®. Dabei betrach-
tet man im Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung eine aus differen-
tilerbaren Kurvenstiicken zusam-

@s mengesetzte, geschlossene Kurve, die

Fig. 1. einen Bereich 9B einschlicBt (Fig.1).
Liegt die Integralkurve durch einen
Punkt ¢ des Randes in der Nihe dieses Punktes ganz auBerhalb des Be-

% 0. Perron, Uber die Gestalt der Integralkurven .,.. Math. Zeitschrift 15 (1922),
16 (1923).

*) P. Kuhn, Uber die Gestalt der Integralkurven einer gewéhnlichen Differential-
gleichung erster Ordnung in der Umgebung gewisser singulaier Punkte. Inaugural-
dissertation, Frankfurt a. M. 1923.

S~ Queljpunkt

1724




Unbestimmtheitsstellen von Differentialgleichungen. 295

reiches B, so nennen wir @ einen Quellpunkdt fiir diesen Bereich. Liegt die
Integralkurve durch einen Punkt ¥ in der Nahe von V ganz innerhalb des
Bereiches 8B, so nennen wir diesen Punkt einen Verzweigungspunkt. Quell-
punkte und Verzweigungspunkte nennen wir die Randsingularitdten fiir den
Bereich. Ist die Anzahl dieser Randsingularititen endlich, so kann man aus
der gegenseitigen Anordnung der Quell- und Verzweigungspunkte Schliisse auf
den Verlauf der Integralkurven im Innern des Bereiches ziehen. Mit wenigen
Ausnahmen (vgl. § 2) werden daher alle Integralkurven aus den Eigenschaften
des Feldes der Differentialgleichung und den allgemeinen Eigenschaften der
Integralkurven, mit anderen Worten also mit Hilfe der Polygonmethode er-
halten. Deshalb ist es nicht nétig, P(x, y) und @ (=, y) als Potenzreihen
vorauszusetzen. Es geniigt zu wissen, daB es um den Ursprung herum
einen Bereich B gibt, in welchem P und @ ,algebroid“ sind. Darunter
soll verstanden werden, daf in B P und @ eindeutig und stetig und vom
Ursprung aus durch Polynome approximierbar sind, und daB auBerdem
jede Gerade, die nicht durch den Ursprung geht, in B mit P =0 bzw.
@ =0 nur eine endliche Anzahl von Schnittpunkten hat. Die Approxi-
mation durch die Polynome muBl so sein, daB die Zusatzfunktionen gegen-

iiber den Gliedern héchster Ordnung der Polynome noch klein sind;
d. h. wenn

Plz,y)= 3 auzriy*+o(z,y),

i+EEm
Q(z,9)= 23 baxiy*+vy(x,y)
i+kEn
ist, so mul sein:
A CI D P I C7Y))

a0 lzl™ly™ s+ yl"

Im allgemeinen geniigt es, P und @ durch homogene Polynome P, und @,
zu approximieren; es wird sich zeigen, daB die Gestalt der Integralkurven
durch die homogenen Polynome bestimmt ist, sobald nur ¢ und u» den
obigen Bedingungen geniigen. In Spezialfillen muBl zum Teil iiber die
Zusatzfunktionen ¢ und y, zum Teil iber die Approximationspolynome
mehr vorausgesetzt werden, um auch hier Bestimmtes iiber die Gestalt
der Integralkurven aussagen zu konnen.

AuBlerdem wird vorausgesetzt, da im Bereich B der Ursprung der
einzige Schnittpunkt der Kurven P(z,y)=0 und @(z,y)=0 Iist.
SchlieBt man demnach den Ursprung durch einen beliebig kleinen Kreis K
aus B aus, so entsteht ein Bereich B’ mit nur reguliren Punkten der
Differentialgleichung. Von einem Punkt von B’ aus kann also eine Inte-
gralkurve mit Hilfe des Cauchyschen Polygonverfahrens so lange fort-

gesetzt werden, als sie im Bereich B’ bleibt. Ein innerer Punkt von %’
Mathematische Annalen. 99. 15
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kann also nicht letzter Punkt einer Integralkurve sein. Die Integralkurve
miindet dann in die singuldre Stelle ein, wenn mit Hilfe des Polygon-
verfahrens festgestellt werden kann, daB sie mit jedem noch so kleinen
Kreis um den Ursprung Punkte gemeinsam hat.

Waihrend nun Bendixson die Differentialgleichung (2) auf ,Normal-
differentialgleichungen zuriickfithrt, wird hier die Umgebung der singu-
liren Stelle vom Ursprung aus in ,Normalbereiche“, deren Uberdeckung
mit Integralkurven bekannt ist, eingeteilt. Natiirlich werden sich in den
komplizierten Fillen die Grenzen dieser Bereiche den Integralkurven an-
schmiegen, so daB diese Untersuchungen gleichzeitig das Verhalten der
hoheren Differentialquotienten der Integralkurven in der Néhe der singu-
liren Stelle klarlegen. Deshalb ist auch der letzte Abschnitt dieser Arbeit
der quantitativen Bestimmung der Integralkurven gewidmet. Es wird darin
gezeigt, wie die Ergebnisse der Untersuchungen von Poincaré und Bendixson
ganz natiirlich aus dieser qualitativen Methode hervorgehen. Dabei tritt
auch die Verwandtschaft dieser geometrischen Methode mit der analyti-
schen Methode von Bendixson klar zutage.

Das Hauptziel der vorliegenden Untersuchungen ist aber nicht die
quantitative Bestimmung der Integralkurven, die schon in ganz einfachen
Beispielen auf komplizierte und uniibersichtliche Rechnungen fiihren kann,
sondern die Bestimmung der gestaltlichen Verhéltnisse in der Umgebung
der singuldren Stelle. Nun sind die, unter noch allgemeineren Voraus-
setzungen topologisch méglichen Uberdeckungen bzw. ihre topologisch in-
varianten Bestandteile von Brouwer®) bestimmt worden. Es handelt sich
also hier darum, festzustellen, ob Brouwers ,erster* oder ,zweiter Haupt-
fall“ vorliegt und welches im ersten Fall die Anordnung der ,elliptischen,
sparabolischen“ und ,hyperbolischen“ Sektoren ist. Diese Sektoren sind
nicht identisch mit den oben erwiahnten ,Normalbereichen*, lassen sich
aber aus denselben zusammensetzen.

(Uber die fritheren Arbeiten berichtet Painlevé in der Enzyklopadie
II, A, 4a, und auch Bieberbach in der ,Theorie der Differentialgleichungen®.)

§ 1.

Ausgezeichnete Richtungen; Einteilung.

Es wird sich im folgenden ergeben, daf die Integralkurven, die in
die singuldre Stelle einmiinden, entweder Spiralen sind oder im Ursprung
eine bestimmte Tangente besitzen. Wir fragen also: Gibt es stetig diffe-

%) L. E. J. Brouwer, ,,On continuous vector distributions on surfaces“. Proceedings
of the Koninklijke Akademie van Wetenschapen te Amsterdam, 1909/10.
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rentiierbare Funktionen z==xz(t), y = y(¢), die in der Umgebung des
Ursprungs Losungen von (2) sind und die auBlerdem die Eigenschaft
haben, daB fiir einen Parameterwert z.B. =0, 2(0)=0 und y(0)=0
ist. Bezeichnet man

dx
x, (O) = 'ET £=0
so sollen p und ¢ nicht gleichzeitig Null sein. Da die Funktionen der

Differentialgleichung
dy __ P(z.y) _ Pu(z,y)+9¢®Y) .

mit p, y'(0)= d—y i mit ¢,

dx =~ (Z y) Qn(x:y>+y)(x,y) ’
P, = 3 agziy*, Q.= 2 bigpziy*
i+k=m i+k=n

geniigen, ist

y(t) _Pla@),yt) Pu(x@),yd)+e(xd),ywd)
2’ (8)  Qzx(t),yt)) Qu(z(t),y@))+y(x(®),y@)

oder
¥y () (@, +vw)=2"(t)(P,+ o),
( Q, +le"+|yl ) L)
| +ly|
_ ol p ™™ e g
7 <t’" Pt ™ m ml"‘+1y1"‘> v
Fiir t —0 ist

.1 . " k ,
lim @ =lim ¥ b, %Y= 3 bypiet=Q,(p,9),

i+k=n
. 1 . Xt
hm—n?Pm=hm,2 “ikTyk S ayp'¢¥=P,(p,q);
¢ i+k=m t° 1 i+k=m
ferner nach Voraussetzung:

Y&y im 2y
(=" +]y" 2™+ g™

LaBt man also in der obigen Gleichung ¢ gegen Null gehen, so erhdlt man

eine Gleichung zur Bestimmung von —%, d. h. derjenigen Richtungen, lings

derer Integralkurven in die singulire Stelle einmiinden konnen. Diese
Richtungen werden ausgezeichnete Richtungen genannt; ihre Bestimmungs-
gleichung, G (p, ¢) =0, charakteristische Gleichung.

Wir haben drei Fille zu unterscheiden:

(3) m>n, G(p,q)=4qQ,(p,q9)=0,
(4) m<n, G(p,¢)=pP,(p,q)=0,
(5) m=mn, G(p,g)=9Q,(p.9)—-pP,(p.q1=0.

15*
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Setzt man %= %, und bildet die Funktion

y(u, )= %((%—Z% — u (Feldrichtung — Richtung der Ursprungsgeraden),
so sieht man ohne weiteres, dall der Zahler von (u,0) identisch
ist mit der Funktion G (1, %). Die ausgezeichneten Richtungen sind also
diejenigen Richtungen, auf denen in der Ndhe des Ursprungs die Feld-
richtung mit der Ursprungsgeraden zusammenfillt.

Ist m 4n, dann ist G'(p,q) ein homogenes Polynom (n -+ 1)-ten
bzw. (m -+ 1)-ten Grades. Es gibt also im allgemeinen nur endlich viele
ausgezeichnete Richtungen, und zwar hochstens (n+1) bzw. (m +1).
Nur im Falle m=n kann G (p, ¢) identisch verschwinden, wenn nimlich

9Q,(p.9)=pP,(p,9)
ist. Dies ist der Fall, wenn

Qo= by, = 0; Ay 1,1 = bo - Ay, = bn-i+1,1’—1

1sb.

Je nach der Beschaffenheit der charakteristischen Gleichung werden
mm folgenden drei Typen unterschieden:

1. Sondertypus: G(p,q)=0.

2. Definiter Typus: G (p,q) definit; keine (reellen) ausgezeichneten
Richtungen.

3. Nichtdefiniter Typus: G(p,¢) indefinit; es gibt eine bestimmte,
endliche Anzahl von (reellen) ausgezeichneten Richtungen.

Wie man aus der Form von G(p, ¢) leicht erkennt, kann auch der
zweite Typus nur im Falle m = n auftreten.

§ 2.

Sondertypus.

Zur Behandlung des Sondertypus wird zunidchst keine geometrische
Methode angewandt; in diesem Fall gehe man in die Differentialgleichung
(2) ein mit der Briot-Bouquetschen Transformation y = wzx. Dadurch
erhdlt man:

P(z,uz) Py(x,ux)+¢(z,ux)
Q(z,uzx) Qu(z,ux)+y(z,uzx)’

o — Po—u@uto—uy

ux+u=

z(Qn+v)
Nun ist in unserm Fall:
P —u@, =0,
also
" p—uy

(22

Tz (Qn +"/’)
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Ferner sind nach Voraussetzung die Funktionen:

di(x,u):i’Lxx’,,ui) und q/(z’u)zi(x?’:‘i‘)

fiir x = 0 stetig. Also ist:

(6) ur___r_r‘P(w,u)—u Vw,w) _ P (x,u)~u¥(z,u)
x<Q”—(z—;Tq—L})+ Y’(x,u)) o (I () + ¥ (w,w))

Da b,, = 0 ist, ist

G ) byt e b by wn =TT ()
ein Polynom von hochstens (n—1)-tem Grad in .

Setzt man iiber @ und ¥ nicht mehr voraus, als daf sie fiir z = 0
verschwinden, so kann man keine allgemeinen Schliisse iiber die Gestalt
der Integralkurven ziehen. Ich will zunichst voraussetzen, daB @ und ¥
den Faktor x enthalten, Es ist also:

D(x,u)=2F(x,u); Y(z,u)=zG(x,u),

wobei F(0,u) und G (0,u) stetige und beschrinkte Funktionen von u
seien. Die Differentialgleichung (6) nimmt dann die Form:

T Ou)+xG(x,u)

(7) i F(z,u)—uG(z,u)

an. Fir 2 =0 verschwindet der Nenner dieses Bruches nur an den
Stellen, an denen II(%) =0 ist, also an hochstens (n—1) Punkten. Jeder
andere Punkt der %-Achse ist ein regulirer Punkt der Differentialgleichung,
bestimmt also eindeutig eine Integralkurve. In der (zy)-Ebene miindet
also lings jeder reguliren Richtung eine und nur eine Integralkurve in die
singulére Stelle ein. Dabei werden als singulire Richtungen diejenigen
bezeichnet, deren Richtungskoeffizienten w, die Gleichung IT(u) =0 be-
friedigen.

Um die Verhéltnisse in der Ndhe der y- Achse zu untersuchen, wende
man auf die Differentialgleichung die Transformation x=wvy an und
verfahre entsprechend.

Um zu sehen, wie sich die Integralkurven in der Nihe der singuldren
Richtungen verhalten, betrachte man die entsprechenden Singularititen in
der (z,u)-Ebene. An einer solchen Stelle verschwindet der Nenner von
(7). Verschwindet der Zshler nicht zugleich, so geht durch diesen Punkt
eine Integralkurve, die dort die u-Achse zur Tangente hat. Durchsetzt
diese Integralkurve die u-Achse gleichzeitig, so miindet in der (x,¥)-
Ebene lings dieser Richtung ebenfalls nur eine Integralkurve ein. Bleibt
aber diese Integralkurve zuniéchst in einer Halbebene, z. B. # > 0, so ist
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in der (z,y)-Ebene diese singulire Richtung fiir z > 0 Riickkehrtangente
einer Integralkurve, wihrend fiir # < 0 keine Integralkurve lidngs dieser
Richtung einmiindet.

Wenn aber in einem solchen Punkt Zéhler und Nenner gleichzeitig
verschwinden, so haben wir hier eine neue Unbestimmtheitsstelle. Diese
gehort entweder zu den spétei zu behandelnden Typen oder wiederum zum
Sondertypus. In diesem Fall kommen aber, da

I(u) = (u— )" I, (u); I, (u,) + 0

ist, im Nenner Glieder von der Ordnung ¥ <n —1 vor. Wenn man
demnach durch die Briot-Bouquetschen Transformationen immer wieder
auf den Sondertypus gefiihrt wird, so kommt man nach endlich vielen
Schritten zu einer Differentialgleichung, die auf der Ordinatenachse nur
regulire Punkte enthélt. Damit ist der Sondertypus erledigt, bzw. auf
spiter zu behandelnde Probleme zuriickgefiihrt.

Es wurde allerdings bis jetzt vorausgesetzt, dal die Funktionen &
und ¥ den Faktor z enthalten. Ich werde im folgenden nun zeigen, daB
man topologisch dasselbe Kurvenbild erhdlt, wenn man nur voraussetzt,
daB eine Zahl r > (0 existiert, so dal

D (z,u)=|1z1" F(a,u),"
V(z,u)=2"G(x,u)

ist und F(0,%) bzw. G (0, %) stetige und beschrinkte Funktionen von u
sind. Die Differentialgleichung (6) erhdlt dann die Form:
F(z,u)—uG(z,u)  Z(z,u)

8 - - = N
(8) * " (I (u)+2" G (x,u)) 2177 N (z, u)

Der Fall r >1 ist erledigt; ist 7 < 1, so ist die u-Achse Integralkurve, aber in
ihrer Umgebung ist die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf keine Variable
befriedigt. In Anlehnung an das Vorhergehende werden die Punkte (0, ;),
fir die I7(u;) =0 ist, als singuldre Punkte der u-Achse, alle andern als
regulire Punkte bezeichnet. Ich werde nun, und zwar mit Hilfe der Me-
thode der Randsingularititen zeigen, daBl durch jeden reguliren Punkt (0, %,)
auBer dem singulirem Integral noch ein regulires Integral hindurchgeht,
in der (=, y)-Ebene also lings jeder reguldren Richtung eine und nur eine
Integralkurve in die singuldre Stelle einmiindet.

Da II (u,) =+ ist, gibt es um den Punkt (0, %,) einen konvexen Be-

reich B, in dem
M

1-

' < -
x

%) Im folgenden soll unter 2" immer | ‘21"| verstanden werden.



Unbestimmtheitsstellen von Differentialgleichungen. 231

ist. Die beiden Parabeln (siehe Fig. 2):
u, () = u, + gx’ und  u, (@) =wu, — %!x’
begrenzen also mit einer passenden Geraden x = einen Bereich S:
Uy 2> U > U, 0<z<0,

der ganz in B liegt und auf seinem Rande nur in den Punkten A (4, u, (9))
und B(4, u,(4)) Randsingularititen und zwar Quellpunkte besitzt. Be-
trachtet man nun die Integralkurve durch einen Punkt X, (2,, u,(z,))
bzw. X, (x,, u,(%,)), so wissen wir,
da diese Integralkurve in § eine ein-
deutige Funktion von z ist, daB sie
im Bereich § nur zu 8olchen Punkten
gelangen kann, deren Abszisse grofler
ist als die Abszisse z, bzw. z, des Ein-
trittspunktes. Es ist also nicht mog-
lich, daB8 die Integralkurve durch X,
den Bereich 8 in X, verlafit, weil
sonst sowohl x, > z,, als auch z, <z,
sein miite. Also verlassen die Inte-
gralkurven durch X, und X, den Bereich S in Punkten ¥, und Y, von
AB. Bewegt sich X, auf u, von 4 gegen P, so bewegt sich Y, auf A B
von A gegen B, ohne den Punkt B zu erreichen. Also ist ein Punkt ¥
bestimmt durch:

Fig. 2.

Y=1lmY,.
X,>P
Die Integralkurve durch Y geht durch den Punkt P und beriihrt dort
die u-Achse. Es ist zu zeigen, daf dies die einzige Integralkurve durch
P ist. Aus der obigen Abschétzung von |u’| geht hervor, dal jedes re-
gulire Integral durch P im Bereich S verlaufen muB. Nun bilde man
durch die Transformation % — u,=v«” den Bereich S auf ein Rechteck
der (2, v)-Ebene ab. Durch diese Transformation geht die Differential-
gleichung (8) iiber in:

. Z(x,u)
oot r—1 _ r—1
vartovra N w®
, Z(x,u) )
VE =y T Y= f(z,v).

Die Integralkurve PY habe die Gleichung v = v(z), eine benachbarte
die Gleichung v =7 (z). Dann ist:
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v'e =f(z,v)

vx =f(x,0).

Also (v —5) 2= 1(2,0) — f(2,) = (v — 7) S (, v)
v zwischen v und 7.
Nun ist:
if @ (Z(zw)
. 7<N(x,u)>x -
also:
0
-‘,)%(0, V)= —r.
Demnach gibt es einen Bereich 0 < x < d,, in welchem
of ) -
) d?(x, U) ~ ‘TQ, 0 = ()

ist. Also 1st in diesem Bereich:

v (v-9)

4
w V-0 T

w(z)=v(z) — 5(z).

Nun sind von der Kurvenschar

die Geraden 1 = 0 und « = 0 die einzigen
Integialkurven durch den Punkt (0, 0),
wihrend alle anderen asymptotisch an diese
Geraden herangehen. Deshalb ist auch

Fig. 3.

limw(x){:oo, wenn w(4,) 40 ist.
z->0

Das heifit aber fiir die (z, %)-Ebene, daB alle Kurven durch die Nach-
barpunkte von Y, die nicht auf PY liegen, den Bereich S verlassen,
also nicht durch P gehen. PY ist also das einzige regulire Integral
durch P. Also miindet in der (z,y)-Ebene lings jeder reguliren Richtung
durch den Ursprung eine und nur eine Integralkurve in die singulire
Stelle ein. Singuldre Richtungen kommen nur in endlicher Anzahl vor.
Die Integralkurven in ihrer Umgebung erhilt man durch das Studium
der betrefienden Singularitdten der (u,z)-Ebene. Da r < 1 ist, kann in
diesem Fall der Sondertypus nicht auftreten, weil die charakteristische
Gleichung nicht identisch verschwindet. Léngs dieser Richtungen miinden
entweder keine, endlich viele oder unendlich viele Integralkurven in die
singuldre Stelle ein. Um dieses Kurvenbild zu erhalten, haben wir als
hinreichende Bedingungen erkannt:



Unbestimmtheitsstellen von Differentialgleichungen. 233

1. Die charakteristische Gleichung muB identisch befriedigt sein.

2. Die Zusatzfunktionen miissen klein werden wie eine Potenz von z, deren
Exponent hoher ist als der Grad des homogenen Approximationspolynoms.

Perron®) hat an einem Beispiel, das wir sogleich angeben werden,
gezeigt, daB die erste Bedingung ohne die zweite nicht ausreichend ist,
dieses Kurvenbild zu erzwingen.

Beispiele.

1. Beispiel ohne eine singuldre Richtung:

, y+o=y)

V= vt

Léngs jeder Ursprungsgeraden miindet eine und nur eine Integral-
kurve in die singulire Stelle ein, wenn

lim £2%:9) (®y) _ lim v@y) 0
;-::g x7+y7 z:g x7'+y1‘
und r > 1 ist. Bei dem Beispiel von O. Perron
22
g e
S
lg(z?+y*%)

is6 r=1; die Integralkurven sind Spiralen, die sich asymptotisch dem
Ursprung néhern.
2. Beispiel mit einer singuliren Richtung, lings der keine Integral-
kurve in den Ursprung einmiindet:
’ Pt
y =
Durch die Briot-Bouquetsche Transformation erhilt man:

22+ u?=c%
sich auf einen Punkt zusammenziehende, lemniskatenartige Kurven 4. Grades,
deren Achse die x-Achse ist. In der Richtung der Achse miindet keine
Kurve in den Ursprung ein.

3. Beispiel mit einer singuldren Richtung, lings der zwei Integral-
kurven in den Ursprung einmiinden :

2
x" —u=-c:

lings der x-Achse miinden zwei Parabeln in die singulire Stelle ein.
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4. Beispiel mit einer singuldren Richtung, lings der unendlich viele
Integralkurven in den Ursprung einmiinden (Fig. 4):

' y2_6x2y+x4
y = 2y —3xb

Fig. 4.

§ 3.
Der definite Typus.

Beim definiten Typus gibt es um den Ursprung einen Kreis, in dem
die Feldrichtung nie mit der Ursprungsgeraden durch diesen Punkt zu-
sammenfillt; im Innern dieses Kreises sind also die Integralkurven ein-
deutige Funktionen des Winkels ¢ der Ursprungsgeraden gegen die
x-Achse?). Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so geht der Kreis der
(2, y)-Ebene iiber in ein Rechteck A BC D der (r, p)-Ebene. Diesen

Bereich teile man durch die Geraden r — ;IL— (n=-1,2,38,...) in verschie-

dene Bereiche. Trennt man die Strecke AB (r=0) durch irgendeine
dieser Geraden vom Rechteck 4 BC D ab, so entsteht ein Bereich

) Der analytische Beweis dieses Satzes bietet keine Schwierigkeiten und ist
deshalb hier weggelassen.
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1
2 Srs(n); 0<9<2a,

in welchem nach dem Polygonverfahren die Integralkurve vollstandig
konstruiert werden kann.

Ich werde nun zeigen, daB die Integralkurve durch einen Punkt
X,(7,0) das Rechteck A BCD in einem Punkt ¥, von BC oder CD

verlassen mufl. Trennt man namlich durch die Grade rzni A B vom
0

Rechteck ab, so kann die Integralkurve durch X, verfolgt werden bis zu
threm Austritt aus dem neuen Bereich. Geschieht dies in einem Punkt Y
von B C oder C D, so ist der
Beweis erbracht. Andernfalls
geschieht es in einem Punkt

g

1
P, (To’ %) . Dann trenne man %

~
V\Po
AB durch die nichste Gerade \ o T

r = 1 ab und mache die-

ny+ 1 - ~
selbe Fallunterscheidung. Ent- !
weder istnunder ausgesprochene ) i <
Satz richtig, oder man erhilt o v 0

. 1 . .
auf jeder Geraden -- - einen Fig. 5.
Ny -+ v

Punkt P, ( ey (p) Die Argumente ¢, bilden dann eine monoton

wachsende Folge, die nach oben beschrirkt ist, also einen bestimmten
Grenzwert @ besitzt. Diese Integralkurve wiirde also durch den Punkt (0, @)
stetig ergénzt; in der (z,y)-Ebene hitte also diese Kurve im Ursprung
eine bestimmte Tangentenrichtung tg @, was wider die Voraussetzung ist.
Die Integralkurve durch den Punkt X (r,, 0) verliBt also den Be-

reich A BCD in einem Punkt ¥, von BC oder CD. Liegt ¥, auf BC,
so ist er identisch mit einem Punkt X, auf 4 D. Die Integralkurve durch
X, (r,,0) bestimmt vielleicht auf B C einen neuen Punkt

Y,(ry, 27) = X, (7‘2, 0)
usw. Ebenso ist

X, (14, 0) == Y, (7,, 2).

Die Integralkurve durch Y, bestimmt eventuell auf 4 D den Punkt
X (r,0)=Y_,(r,,27)

usw. Zu jedem Punkt X (r,, 0) gehort also eine unendliche Folge von
Punkten X,(r,,0), wobei die 7, eine monotone Folge bilden. Sind zwei
7, einer Folge einander gleich, so sind notwendigerweise alle gleich; sind
zwel voneinander verschieden, so sind notwendigerweise auch alle vonein-
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ander verschieden. Es kann demnach in der (z, y)-Ebene geschlossene
Integralkurven geben, die den Ursprung einschliefen; alle andern winden
sich unendlich oft um die singulére Stelle herum. Es konnen also fol-
gende Fille eintreten:

1. Alle Integralkurven sind geschlossen (Wirbel).
Beispiel: ¢y’ = — % (konzentrische Kreise).

2. In hinreichender Néhe des Ursprungs gibt es keine geschlossenen
Integralkurven; diese sind Spiralen und nadhern sich asymptotisch dem
Ursprung (Strudel).

Beispiel : y' = —2;; (logarithmische Spiralen).

3. In beliebiger Nihe des Ursprungs gibt es noch geschlossene Kur-

ven, denen sich andere asymptotisch nihern. (Strudel mit Grenzzyklen.)
2y (et y)sin

Beispiel®): y' = . ®HY 4der in Polarkoordinaten:

——y+x(x“+y’)sinm

r 3. 1
5— = 7r?S8Iln e
r

Als Grenzzyklen treten auf die Kreise r = ,//—];J—l .

Dabei nahern sich die Spiralen von innen und von auBlen den Kreisen
mit ungeradem £ im Sinne des Uhrzeigers, den Kreisen mit geradem k
im entgegengesetzten.

Diese drei Fille sind die einzigen topologischen Moglichkeiten, die
beim definiten Typus und, wie sich spiter ergeben wird, in jedem Fall,
bei dem keine Integralkurve mit bestimmter Tangentenrichtung in die
singulire Stelle einmiindet (Brouwers ,zweiter Hauptfall“), vorkommen
konnen. Es gibt jedoch keine allgemeine Methode, die es ermdglicht, bei
einer vorgegebenen Differentialgleichung zu entscheiden, welcher der drei
Fille vorliegt. Im folgenden wird gezeigt werden, dafl die Entscheidung
zwischen den topologischen Moglichkeiten immer getroffen werden kann,
sobald es Integralkurven gibt, die mit bestimmter Tangentenrichtung in
die singuldre Stelle einmiinden (Brouwers ,erster Hauptfall“).

§ 4.
Die Behandlung des nicht-definiten Typus.
Beim nicht-definiten Typus kommt eine endliche Anzahl von aus-

gezeichneten Richtungen vor, lings welchen ihrer Bestimmung nach In-
tegralkurven in die singuldre Stelle einmiinden kénnen. Anstatt nun die

%) Siehe Bieberbach, Differentialgleichungen.
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ganze Umgebung der singuldren Stelle auf einmal zu betrachten, teile ich
diesen Bereich durch passende Ursprungsgeraden in verschiedene sektor-
formige Teilbereiche ein, die entweder eine oder keine ausgezeichnete Rich-
tung enthalten.

Ist 4,04 ein Bereich ohne eine ausgezeichnete Richtung, so geht
die Integralkurve durch einen Punkt P
auf 04 in geniigender Néhe von O
durch einen Punkt @ von O A, und
umgekehrt. Der Beweis ist dem im
§ 3 vollsténdig analog (dem Sek-
tor 4,0 A entspricht dort die ganze
Umgebung der singuléren Stelle).
Diese Bereiche sind demnach regu-
lair mit Integralkurven iiberdeckt.
Die Gestalt der Integralkurven in
der Néhe der singuldren Stelle ist
also im wesentlichen bestimmt durch
ihr Verhalten in den, die ausge-
zeichneten Richtungen umgebenden
Bereichen.

Weiterhin ist klar, daB eine Integralkurve durch den Punkt P, von
der ich nachweisen kann, daB sie in dem, eine ausgezeichnete Richtung
einschlieBenden Sektor AO B in die singulére Stelle einmiindet, dort diese
ausgezeichnete Richtung beriihren muB. Denn wihlt man anstatt des
Sektors 40 B einen anderen Sekter 4’0 B’ mit kleinerem Offnungswinkel,
der die ausgezeichnete Richtung ebenfalls einschlieBt, so wissen wir, daB
in hinreichender Nahe des Ursprungs diese Integralkurve in diesem Sektor
verlaufen muB, denn nur in diesem Sektor kann eine Integralkurve, die
im Sektor 40 B bleibt, in den Ursprung einmiinden. Die Integralkurve
bleibt also in hinreichender Néhe des Ursprungs in einem beliebig kleinen,
die ausgezeichnete Richtung umgebenden Sektor, d. h. sie berithrt im Ur-
sprung die ausgezeichnete Richtung.

Um die Gestalt der Integralkurven in den, die ausgezeichneten Rich-
tungen umgebenden Bereichen zu finden, mache ich die zu untersuchende
ausgezeichnete Richtung zur z-Achse. Ich werde dann zwei Arten von
ausgezeichneten Richtungen unterscheiden:

1. Die regulire ausgezeichnete Richtung (allgemeiner Fall).

2. Die singulire ausgezeichnete Richtung. Die z-Achse wird dann
singuldre ausgezeichnete Richtung genannt, wenn y — 0 zugleich die charak-
teristische Gleichung G (z, y) =0 und @, (x, y) =0 befriedigt, wenn also
Q(», y) = 0 im Ursprung die z-Achse beriihrt. Dementsprechend kommen

Fig. 6.
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dann in beliebiger Néhe der ausgezeichneten Richtung und gleichzeitig in
beliebiger Néhe des Ursprungs zur ausgezeichneten Richtung senkrechte
Feldrichtungen vor. Ist die letzte Bedingung nicht befriedigt, so wird die
x-Achse regulire ausgezeichnete Richtung genannt. Es kann leicht nach-
gewiesen werden, dal durch Einfilhrung einer neuen g-Achse es nicht
moglich ist, eine singulire Richtung in eine reguldre iiberzufiihren und
umgekehrt. Es handelt sich hier also um Merkmale der ausgezeichneten
Richtungen, die gegen Koordinatentransformationen invariant sind.

Bei den reguléren ausgezeichneten Richtungen will ich wiederum zwei
Arten unterscheiden:

a) Die einfache, regulire ausgezeichnete Richtung, die man als ein-
fache Wurzel der charakteristischen Gleichung erhilt.

b) Die mehrfache, reguldre ausgezeichnete Richtung, die man als
mehrfache Wurzel der charakteristischen Gleichung erhalt.

Diese einzelnen Arten werden im folgenden der Reihe nach behan-
delt werden.

§ 5.
Die Umgebung einer einfachen, reguliren ausgezeichneten Richtung.
Es sei y =0 eine regulire ausgezeichnete Richtung. Da in diesem
Fall @ (z,y)=0 im Ursprung die x-Achse nicht beriihrt, gibt es einen
Bereich 0AB
—e<V—u<ge 0Lz,

in welchem iiberall mit Ausnahme des Punktes (0,0) @ (z, y) # 0 ist. Bildet
man aulerdem die im § 1 eingefiihrte Funktion v (u, z) ®), die die Differenz von
Feldrichtung und Richtung der Ursprungsgeraden darstellt, so ist 3 (0,0)=0,
wenn die x- Achse ausgezeichnete Richtung ist. Ist sie aber eine einfache, regu-

lare ausgezeichnete Richtung, so ist aulerdem Z—Z(O, 0)= 0. Die obigen
GroBen & und 8 konnen nun so klein gew#hlt werden, dafl auch im ganzen
Bereich OAB “Z‘Z“} (%, ) 4= 0 ist. Dann ist y (4 ¢, 0) 2= 0; also kann ¢ noch

go bestimmt werden, daB w(+ e, 2)40 ist fir 0 <z L. Auf den
Schenkeln O 4 und O B stimmt also die Feldrichtung nie mit der Geraden-
richtung iiberein, ebensowenig auf der Strecke 4 B. Der Bereich O 4B
kann also hochstens in den Punkten 4 und B Randsingularititen ent-
halten. Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden:

% In der (x, u)-Ebene lautet die Differentialgleichung: 'z +u =y’ (x, )

w9 B _p(z,)
° x

x
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0
1. ££(0,0)>0.
Dann ist: (e, ) >0,
w(—e, x)<0.

Der Bereich O A B (Fig. 7) ist frei von Randsingularititen. Trennt man nun
die singulire Stelle O durch eine Gerade A4,B, (x=0J,) vom Bereich
OAB ab, so entsteht ein Bereich A, B, BA, der nur regulire Punkte
der Differentialgleichung enthdlt, und in dem die Integralkurven ein-
deutige Funktionen von z sind. Nach bekannter SchluBweise kann man
also die Integralkurven von einem Punkt des Randes dieses Bereiches
durch den Bereich hindurch konstruieren bis
zu einem andern Randpunkt. Die Integral-
kurve durch den Punkt X, (mit der Ab-
szisse z,) des nicht-geschlossenen Strecken-
zugs A, ABB, kann im betrachteten Be-
reich nur zu solchen Punkten gelangen,
deren Abszissen kleiner sind als z,; daraus
folgt, daB sie den Bereich nur in einem
Punkt von A, B, verlassen kann. Denn ver-
lieBe sie den Bereich in einem Punkt X,
mit der Abszisse x,, der auf dem obigen Streckenzug lige, so wire sowohl
z, >, als auch 2, > z,. Also hat die Integralkurve durch X, mit der
Strecke A, B, noch einen Punkt gemeinsam, so klein auch J, sein mag.
Sie miindet also in den Ursprung ein und beriihrt dort die x- Achse (§ 4).

A

Fig. 7.

Ist also % (0,0)> 0, so miindet jede Integralkurve durch einen Punkt

des Randes von O 4 B mit wagrechter Tangente in die singulare Stelle ein.
0
2. 52(0,0) < 0.
Dann ist: p(e, ) <0,
w{—e, ) > 0.

Der Bereich O AB besitzt in den Punkten 4 und B Quellpunkte.
In diesem Fall gibt es eine und nur eine Integralkurve, die in diesem
Bereich in die singulire Stelle einmiindet (Beweis siehe § 2).

Ist m > n und ist die - Achse regulire ausgezeichnete Richtung, so ist:

y)(u, 0) = —Uu.
2
Also: —a—:’;}(0,0)z——l.

In diesem Falle miindet also lings der z-Achse immer nur eine Integral-
kurve in die singuldre Stelle ein.
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Betrachtet man nun den Winkelraum zwischen zwei aufeinander-
folgenden, einfachen, reguliren ausgezeichneten Richtungen, so konnen je
nach der Beschaffenheit der diese Richtungen umgebenden Bereiche drei
Fille eintreten (vgl. § 4):

1. Fall. Lings jeder ausgezeichneten Richtung miinden unendlich viele
Integralkurven in die singuldre Stelle ein.

Die Integralkurven sind in der Nahe des Ursprungs blattformig ge-
schlossene Kurven (Fig. 8).

2. Fall. Léngs einer ausgezeichneten Richtung miinden unendlich viele
Integralkurven, langs der anderen nur eine in die singuldre Stelle ein.

Die Integralkurven besitzen eine ,Grenzkurve“ (Fig. 9).

3. Fall. Léngs jeder ausgezeichneten Richtung miindet nur eine Inte-
gralkurve in die singuldre Stelle ein.
Die Integralkarven besitzen zwei Grenzkurven (Fig. 10).

Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10.

Diese dre: Fille bilden die fiir alle Uberdeckungen charakteristischen
Elemente.

Beispiele.

1. r__ay+0(z,y)

Y == xQ:H(x,y)'; a=+0 und 1.

lim 2&9 iy EE0

0 | Zl+1Y] o >0 [z|+ |y -
y->0 y—>0

y(u,0)=(a—1)u.
0
2(0,0)=a—1.
Fiir die Umgebung der y-Achse tritt an Stelle von @ sein reziproker
Wert % .

Ist @ >0, so ist entweder ¢ —1 >0 und —]a—— 1 <0, oder um-
gekehrt (Knoten, 2. Fall).
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Ist @ < 0, so ist sowohl (¢ —1) < 0 als auch (% — 1) < 0 (Sattel,
3. Fall).

" Yy o
2 Y = i@ —9) @ =2y)"

) ~ U
y(u, @)= 51 Juyd—w)(i—2u)
— oo fiir z < 0.

Largs der y-Achse miindet nach 8. 239 nur eine Integralkurve in den
Ursprung ¢in, links von der y-Achse ist die Uberdeckung sattelférmig,
rechts. knotenformig (2. und 3. Fall).

3 Y 2zx—y)(2z+y)
: Y = s@—2y) (a+2y)’

Charakteristische Gleichung: 3 zy(z?-+ y2)=0.

_ u(2-u)(2+u)
Wt ®) = 1 25wy (14 2w)

oy g —
2% 0,0)=3>0.

Vertauscht man z mit y und umgekehrt, so geht die Gleichung in
sich selbst iiber. Also haben die Integralkurven in der Umgebung der
y-Achse dieselbe Gestalt wie in der Umgebung der z-Achse.

Die Uberdeckung zeigt in jedem Quadranten blattfsrmig geschlossene
Kurven (1. Fall).

§ 6.
Die Umgebung einer mehrfachen, reguliren ausgezeichneten Richtung.

Auch in diesem Falle kann ein Bereich O AB konstruiert werden,
der hochstens in den Punkten A und B Randsingularitdten besitzt. Man
braueht nur ¢ und § so klein zu wahlen, da vy (%, 0) im Intervall |u| <«
nur fir = 0 verschwindet, und dall y (4 ¢, )40 ist fiir 0 Lz <L6.

Da aber a—"p—(0,0)=0 ist, ist es nicht notig, daB, wenn A4, bzw. B,
du

Quellpunkt ist, auch B, bzw. A, dieselbe Eigenschaft hat; wir haben also
drei Fille zu unterscheiden:

1. Der Bereich O A B ist frei von Randsingularititen. Nach 8. 239
miinden die Integralkurven durch simtliche Punkte des Randes mit wag-
rechter Tangente in den Ursprung ein.

‘Mathematische Annalen, 99. 16
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2. Der Bereich 0 4B hat in 4 und B je einen Quellpunkt (Fig. 11). Nach
S. 281 gibt es mindestens eine Integralkurve OY, die im Bereich 0 A B
in die singuldre Stelle einmiindet. Gibt es eine davon verschiedene In-
tegralkurve OY, die in den Ursprung einmiindet, so miinden simtliche
Integralkurven durch die Punkte der Strecke YY mit wagrechter Tan-
gente in den Ursprung ein. Entweder gibt es also nur eine Integral-
kurve OY, die in die singuldre Stelle einmiindet, oder unendlich viele,
die von zwei Grenzkurven OY und OY eingeschlossen werden; eine
andere Moglichkeit ist nicht vorhanden. Das Problem der Entscheidung wird
spiter behandelt.

3. Der Bereich O AB hat nur in einem Eckpunkt, z. B. dem Punkt 4,
einen Quellpunkt (Fig. 12). Die Integralkurve durch einen Punkt X, (z,, ez, )
verlilt den Bereich in einem Punkt Y,, dessen Abszisse groBer ist als z,,

A
X 7 X7
0 B 0 > x
— ) Y \ y
Fig. 11. Fig. 12.

also notwendigerweise in einem Punkt von AB oder OB. Bewegt sich
nun X, auf 40 von A gegen O, so bewegt sich ¥, auf 4BO von 4
gegen O. Es konnen dann zwei Fille eintreten:

a) lim ¥, =0; es miindet keine Integralkurve aus OAB in die

;>0
singuldre Stelle ein.

b) lim ¥, = Y < 0; simtliche Integralkurven durch die Punkte des
2,»0

Randstiickes OY, das den Punkt A nicht enthélt, miinden mit wagrechter
Tangente in die singuldre Stelle ein.

Eine andere Moglichkeit gibt es nicht. Die Entscheidung wird in § 8
geliefert.

§7.
Die Umgebung einer singuliren ausgezeichneten Richtung.

Im vorliegenden Fall beriihrt @ (2, y)=0 die z-Achse; es ist also
Q,(z,0)=0. AuBerdem ist G(z,0) =0, also auch v (0,0)==0. Man

kann aber eine Zahl ¢ so bestimmen, daB fiir —« gu=%§ ¢ die Ge-
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rade y =0 die einzige Nullstelle der Funktionen G(z,y) und @Q,(z, y)
ist. Dann ist auch

v(e,0)+0 und y(—¢,0)5F0.
Algo kann ¢ so gewihlt werden, da8 fiir 0 < <6 die Funktionen @ (z, ¢x)
und @(z, — ¢x), ebenso y(e, ) und y(— ¢, ) nicht verschwinden. Der
so definierte Bereich OAB (Fig 13) besitzt demnach auf seinen Schenkeln
OA und OB keine Randsingularititen,
und auBerdem kommt auf ihnen keine
zur y-Achse parallele Feldrichtung vor.
Randsingularitdten entstehen hochstens
in den Punkten 4 und B und in den
Punkten Q,, @,, ..., @, der Strecke AB,
in denen @(z,y) verschwindet. Man
kann nun annehmen, daf diese Punkte @),
auf solchen Zweigen von @Q(z,y)=0
liegen, die im Ursprung die z-Achse be-
rilhren, denn alle anderen Punkte @,
kénnen durch Verkleinerung von & zum Fig. 13.
Wegfall gebracht werden. Nun schneide
man den Bereich O A B lings dieser durch die Punkte ¢, gehenden Kurven-
zweige von Q(z,y)=0 auf. Es entsteht dadurch eine endliche Anzahl
von Teilbereichen, die nur in den Eckpunkten auf 4B Randsingularititen
(und zwar Quellpunkte) besitzen konnen. Es konnen demnach folgende
drei Fille eintreten:

1. Ein Teilbereich hat keine Randsingularititen.

2. Ein Teilbereich hat einen Quellpunkt.

3. Ein Teilbereich hat zwei Quellpunkte.

Da im Innern dieser Teilbereiche @ (x,y) nie verschwindet, sind
darin die Integralkurven eindeutige Funktionen von z. Die Uberlegungen
des vorigen Paragraphen lassen sich also vollsténdig iibertragen. Demnach
ist das Problem, die Gestalt der Integralkurven im Bereich O AB zu
finden, iibergefiihrt in das Problem, zu entscheiden, ob ein Bereich mit
einem oder mit zwei Quellpunkten auf die eine oder die andere, in § 6
dargestellte Art mit Integralkurven iiberdeckt ist.

§8.
Das Entscheidungsproblem.
Um die Gestalt der Integralkurven in einem, die z-Achse als aus-
gezeichnete Richtung umgebenden Sektor weiter zu untersuchen, werde ich

im folgenden diesen Sektor durch krummlinige Grenzen weiter einengen,
16*
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resp. zerlegen. Die Grenzen dieser Gebiete miissen sich den Integralkurven
niher anschmiegen als die Tangente. So werden wir zunichst auf das
Problem gefiihrt, die Kriimmungsverhéltnisse der Integralkurven in einem
Sektor zu untersuchen. Liegt eine Integralkurve fiir kleine 2 unterhalb
jeder Parabel y = x*, » < », und oberhalb jeder Parabel y =z7, » >9,,
so nennen wir », die ,Kriimmungsordnung“ dieser Integralkurve. Liegt
eine Integralkurve fiir kleine 2 unterhalb jeder Parabel y — 27, so nennen
wir ihre Kriimmungsordnung Unendlich. Liegt eine Integralkurve von der
Kriimmungsordnung », fiir kleine 2 unterhalb jeder Parabel y=wuz", u > u,
und oberhalb jeder Parabel y—=wux", w < w,, so nennen wir %, ihr
»KriimmungsmaB“. Liegt sie unterhalb jeder Parabel y = uwx™, so nennen
wir ihr Krimmungsma Null; wir nennen es Unendlich, wenn sie ober-
halb aller dieser Parabeln liegt. Haben Integralkurven die Kriimmungs-
ordnung 1, und beriihren sie die z-Achse, so ist ihr Kriimmungsma8 not-
wendigerweise gleich Null (vgl. § 10, 1. Beispiel).

Um nun festzustellen, welche Kriimmungsordnungen iiberhaupt vor-
kommen koénnen, gehe ich in die Differentialgleichung (2) ein mit dem
Ansatz y = 2”@, Dadurch erhélt man:

(9) br i Ples) v Qs
dx 2" Q(x,x")1gx

Verzichtet man zundchst einmal auf diejenigen Integralkurven der
(2, y)-Ebene, deren Kriimmungsordnung sehr gro8, also gréfler als eine
feste Zahl N ist, so hat man die Differentialgleichung (9) zu untersuchen
in einem Bereich
1<»<N; 0Lz,

Insbesondere soll festgestellt werden, ob es auf der v-Achse, die sich als
Integralkurve ergeben wird, solche Punkte (0, »;) gibt, durch die noch
andere Integralkurven hindurchgehen konnen. Diese Werte »; sind dann
die moéglichen Kriimmungsordnungen.

Zu diesen Untersuchungen geniigen die urspriinglichen Voraussetzungen
iiber P(z,y) und @Q(x,y) nicht. Um nicht zu wenig vorauszusetzen,
nehme ich zunéchst an, da P und @ in der Umgebung des Ursprungs
in konvergente Potenzreihen entwickelbar sind. Es ist also:

P(z,y)= X a,zy*; Pz, z7) = Ya,zt,

Q(x,y)= 3 b, xiyk; Q(x, 2"V = X b, aitkr.
Unter diesen Voraussetzungen kann man den Quotienten der Differential-
gleichung (9) mit einer bestimmten Potenz von z kiirzen. Zu diesem

Zweck muf festgestellt werden, welcher Exponent der Summen P(z, z*)
und @ (z, x¥) jeweils der kleinste ist. Diese Exponenten sind von der
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Form ¢ -+ kv, haben also im Intervall 1 <» < 8 ihren kleinsten Wert
bei » =1, ihren groBten bei » = N. Nun konnen fiir ein bestimmtes »
dieses Intervalls nur diejenigen Exponenten den kleinsten Wert haben,
deren Minimum kleiner ist als das Maximum M irgend eines Exponenten;
es kommen also nur die in Betracht, fiir die
i+k< M,
also nur eine endliche Anzahl (Fig. 14). Das ganze Intervall kann also
in endlich viele Teilintervalle geteilt werden, die so beschaffen sind, daB
man im Innern eines solchen Intervalls aus der Summe @, 2%t%* eine
bestimmte Potenz x7:tX:* heraus-
ziehen kann. Die Werte »,, die diese
Einteilung bewirken, werden aus line-
aren Gleichungen erhalten; diese »; r
sind also rational. Ebenso erhdlt man ~
fiir 3 b,, «***> eine solche Einteilung.
Uberlagert man diese beiden Eintei- !
lungen, so erhélt man eine endliche |
Anzahl rationaler »;, die das Intervall o
Kleinster : klainster

|

[

|

|

€A

e ——4

es=3

Ey=Z

1 < » £ Ninsolche Teilintervalleteilen, A Erponent | Exponent
in denen man aus Y a,, xit*” eine % erv o2
Potenz 2 = 21+ &>, aus 3 b,, xi+s
eine Potenz ¢ = gJ:+E:* herausziehen
kann. Ich werde nun zeigen, daf} es
im Innern eines solchen Teilintervalls hochstens einen Wert » geben kann,
der Kriimmungsordnung von Integralkurven sein kénnte. Als iiberhaupt
mogliche Kriimmungsordnungen haben wir dann die Menge dieser ratio-
nalen Einteilungspunkte und die ebenfalls endliche Menge dieser noch zu
bestimmenden inneren Punkte.

Um den eben ausgesprochenen Satz zu beweisen, betrachte ich die
Differentialgleichung (9) in einem solchen Teilintervall. Darin ist:

7 2 3N

Fig. 14.

P(z,z”) =x% Ya, z+t~a;  Q(x,x”) =% 3 b, zitkr—a,

Also:
(10) Yo B D a2t E gt Y gt
zat g 3 bttt e
Ist e, <e;+4»—1, so kann dieser Quotient mit x% gekiirzt werden,
andernfalls mit x%+*-1. Dadurch erhilt man:
(z,7) .
v = x%c—vﬁx’ r=1; %(OaV)f: b, +0.
Ich werde nun zeigen, daB es nur an den Punkten (0,»), an denen
3(0,»)=0 ist, vorkommen kann, daB eine von der »-Achse verschiedene
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Integralkurve Punkte mit derselben gemeinsam hat. Dies ist evident, wenn
7 >1 ist; denn in diesem Fall ist in allen Punkten, in denen 8 (0, )= 0
ist, die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf » als unabhéngig Variable
befriedigt. Ist dagegen r =1, so strebt die dabei auftretende partielle
Ableitung nach 2 gegen Unendlich wie Ig . Trotzdem geht durch diesen
Punkt keine von & = 0 verschiedene Integralkurve.
Denn um diesen Punkt gibt es einen Bereich
(Fig. 15) 'v —»,i <¢, 0 L2 <6 <1, in dem
1

v/

&

’ ¢ . :
x|lgz! = gz

v
Die Integralkurve durch einen Punkt P(z,v)
dieses Bereiches bleibt also zwischen den Kurven
der beiden Scharen

v=C+4clg|lge und »=C-—clg lgz ,

die durch den Punkt P gehen, geht also nicht
durch den Punkt (0, »,).

Es konnen also nur in solche Punkte (0, ») Integralkurven einmiinden,
fir die 8(0,»)=0 ist. Nun verschwindet (0, ») nicht identisch (die
v-Achse ist also Integralkurve der Differentialgleichung (10)), denn es ist

fir e, -<<e, Ly —1 3(0,7)=asx + 0,
el

Fig. 15.

fir e, >e,+7v—1 3(0,v)= —wby,g,+0 fir 1<r< A4,
fiir e, = 624—)' —1 S(O,V)Ea,]]xl—-‘l’bhxi,
0,7)=0 fir »= 05
8(0,7) = = k.

Demnach ist es nur im letzten Falle, wenn also
e,=J +Kv=dJd,—14+v K,+1)=e+7» -1,

also J,=4J, —1 und K, = K, -1 ist, moglich, daB 3 (0, ») eine Null-
stelle im Innern des betrachteten Intervalls besitzt. Die so erhaltenen
Werte von » sind rational im Bereich der Koeffizienten von P und @,
wihrend die anderen rational im Bereich der ganzen Zahlen sind. Jeden-
falls gibt es auf der »-Achse nur eine endliche Anzahl von Punkten, in
die Integralkurven einmiinden kénnen. Dies bedeutet fiir die (2, y)-Ebene,
daB jede Integralkurve, die oberhalb der Parabel y = ¥ bzw. unterhalb
der Parabel y = — a¥ langs der z-Achse in die singuldre Stelle ein-
miindet, eine eindeutig bestimmte Kriimmungsordnung hat. Die Anzahl
der dabei méglichen Kriimmungsordnungen ist endlich

Bis jetzt wurden nur diejenigen Integralkurven beriicksichtigt, deren
Kriimmungsordnung unterhalb einer festen Schranke N bleibt. Es frigt
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sich nun, wie man eine solche Schranke N bestimmen kann. Da P und
Q als teilerfremd vorausgesetzt wurden, enthalten nicht beide zugleich den
Faktor y. Zwei Fille sind zu unterscheiden:

1. P(z,y)= 23 a,, «*y* enthalte den Faktor y nicht; dann gibt es
in dieser Summe Glieder von der Form a,,2’, und unter diesen ein Glied
@,0x9, dessen Exponent ¢ von allen diesen Exponenten r der kleinste ist.
Geht man in (2) ein mit der Transformation y = u(x)ze+1, so erhilt
man, wenn man noch mit x¢ kiirzt:

o G0t 2R (z,u)
2Q(w,uxt¥Y)

Diese Differentialgleichung ist aber in bezug auf « als unabhingige Variable
reguldr fiir # = 0. Also gibt es in einem Bereich |%| < A keine Integral-
kurven, die mit der u-Achse Punkte gemeinsam haben und nicht mit ihr
zusammenfallen. Fiir die (z, y)-Ebene bedeutet dies, daB in einem Be-
reich — daetr <y < Axet1 keine Integralkurven in die singulire Stelle
einmiinden. Die obere Schranke N kann also gleich ¢ 4 1 gesetzt werden.

2. P(z,y) enthalte den Faktor y; dann enthilt ihn @Q(z, y)
= 3 b, x¥y* nicht. Also gibt es in dieser Summe ein Glied b,oz¢, wo
o wieder die Minimaleigenschaft hat. Geht man nun mit derselben Trans-
formation y = wxe+*1 in (2) ein, so erhdlt man:

r_ Px,uet?)— (o4 1) ua?Q (v, ua®t?)

u
22t1Q (x, uz?tl)

Nun enthdlt @ (z, wxe*1) den Faktor x2; also der zweite Bestandteil des
Zihlers den Faktor z22. Der erste enthalte den Faktor /. Es sind nun
drei Fille zu unterscheiden:

a) 1> 2p; der Bruch kann mit x2¢ gekiirzst werden. Dadurch er-
hélt man:
u,_—(e+1)u(beo+le<x,u>)

(bt By (z,w)

Nach § 5 ist in der (x, u)-Ebene die xz-Achse die einzige Integralkurve
dieser Differentialgleichung, die in einem Bereich |u| < 4 Punkte mit der
u-Achse gemein hat, ohne mit ihr zusammenzufallen. In der (z, y)-Ebene
ist also die z-Achse die einzige Integralkurve, die aus dem Bereich
— Azerr <y < Axett in die singulire Stelle einmiindet. Auch hier kann
N =041 gesetzt werden.

b) 1< 2p; dal=J-+ K(o+1) < 2p ist. ist notwendigerweise K =1

und /41 < ¢. Der Bruch kann mit z? gekiirzt werden; dadurch erhélt man:
, ay; utuzB (x,u)

p2o—l+1 (b, g R, (x, u)) '
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Diese Differentialgleichung kann nach § 5 in einem Bereich [u| < 4,

0 <« < 6 untersucht werden. Ist %’—1 < 0, 80 erhilt man topoldgisch das-
e0 '
selbe Ergebnis wie im Fall a). Ist dieses Verhéltnis aber positiv, so miin-
den alle Integralkurven durch den Rand des Bereiches — A zet1 <y < A xet,
0 <z £ J in diesem Bereich in die singulire Stelle ein. Wendet man an-
statt der Transformation y — wze+1irgendeine andere y = uaeté (¢ >1)
an, so findet man, daB diese Integralkarven die Kriimmungsordnung Unend-
lich besitzen, sich also der - Achse néher anschmiegen als irgendeine Parabel.
1
(Beispiel: y = i—y Losungen: y=ce "—) Setzen wir auch hier N=p +1,

3
so schlieBen wir nur Integralkurven unendlich hoher Kriimmungsordnung aus,

¢) I=2p; also J=9—1; K=1. In diesem Fall wende man die
Transformation y = wxzett (¢ >1) an. Aus dem zweiten Teil des Zihlers
kann dann der Faktor z2¢t+i-! herausgezogen werden, aus dem ersten der
Faktor z/+et?= g2e+i-1, Also kann mit diesem Faktor gekiirzt werden.
Dadurch erhdlt man:
u(aJl—(9+i)beo) +uzB, (z,u)
x (b90+ zR, (z,u))

U =

.o, a ‘ .
Nun wihle man 7 so grol, dafl der Quotient —~———-- - ¢° negativ wird;

dann treten dem Fall a) analoge Verhiltnisse ein. Die Zahl o 4 ¢ wihle
man dann als obere Schranke N.

Jetzt ist diese Schranke N in allen Fallen so bestimmt, daB nur
die Integralkurven mit unendlich hoher Kriimmungsordnung ausgeschlossen
werden. Aus diesen Untersuchungen sehen wir auch zugleich, dafl die An-
zahl der iiberhaupt moglichen Kriimmungsordnungen endlich ist; denn
unterhalb N sind es nur endlich viele und oberhalb N hochstens noch die
Ordnung co. Wir konnen nach dem Vorhergehenden auch immer fest-
stellen, ob solche Integralkurven von der Kriimmungsordnung Unendlich
vorkommen; es handelt sich also im weiteren nur noch um die Integral-
kurven mit endlicher Kriimmungsordnung ».

Es sei nun », der Wert einer solchen méglichen Kriimmungsordnung.
Um das Kriimmungsma@ der Integralkurven von der Ordnung », fest-
zustellen, gehe man in die Differentialgleichung (2) ein mit dem Ansatz:
y =wu(x)x”. Dadurch erhdlt man:

P(z,uz™) L u (P, cu)y+ P R (x,w))
foTQ(x,ﬁl&;}ij Ctm 90’2(.i’g"(;/,)—|--Vac;‘=R2 w,w)

(11) w =

wobei P, und P, Polynome in # sind. Es sind nun zwei Fille zu unter-
scheiden:
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1. |, > 1, —1; die Bedingungen des § 2 (Sondertypus, vgl. Gl (8))
sind befriedigt. Zu jedem Wert u, fiir den P, (u) = 0 ist, gehort eine und
nur eine Integralkurve. Da in den in § 6 und § 7 konstruierten Bereichen
keine zur y-Achse parallele Feldrichtung vorkommt, ist in den jetzt zu
untersuchenden Fillen P, (%) immer von Null verschieden.

Dieser Fall tritt insbesondere immer dann ein, wenn die Zahl »,
nicht aus den Exponenten, sondern aus den Koeffizienten der Differential-
gleichung berechnet wurde. Denn nach Seite 245/246 ist dann:

P(z,uz”)=2z%(as, g, u% + 2" B, (x, u)),
Q(z, uzn)=z%(bs, g, uf + x2 Ry(2, u)).
Setzt man diese Werte in (11) ein und beachtet dabei, daBl e, =e,+», — 1,

a . .
vy, — Ni1E und K, — K, + 1 ist, so erhilt man:
J. K,
I L N e L
xe‘+1(bJ K, uB2 Lzt R )

wl’Rl—xlﬂvl uz™ 1R,

x(bhxaux’-}—;cl;li'?) )

Es ist also: [,—1=0, l,=4, oder I,=1,4» —1. Folglich 1st
in diesem Falle stets: ! >0, und damit I, >1,—1. Ferner ist
P,(u) = b;, g, uE:, verschwindet also nur fir ¥ =0. Wir haben dem-
nach das Ergebnis, daB jedesmal, wenn eine Parabel mit irrationaler
Kriimmungsordnung », Schmiegungsparabel einer Integralkurve ist, lings
jeder Parabel der Schar y=px” (p=+0) eine und nur eine
Integralkurve in die singulire Sielle einmiindet. (Gleichzeitig sieht
man, was fiir spiter wichtig ist, daB fiir s<[u|§N, 0< 2L die

partielle Ableitung %%, einer Ungleichung: Iaa—’ < ~ geniigt.) (Man ver-
gleiche auch § 10, 8. Beispiel.)

2. 1,<1l,—1; nur lings der Parabeln y:=u,x», fiir deren Koeffi-
zienten u; das Polynom P, (u) verschwindet, konnen Integralkurven in die
singulire Stelle einmiinden. Es gibt also nur eine endliche Anzahl solcher
Parabeln, die Schmiegungsparabeln von Integralkurven sein konnen.

Ebenso wie vorhin diejenigen Integralkurven speziell behandelt wurden,
deren Kriimmungsordnung Unendlich ist, werden nun auch diejenigen
speziell untersucht, deren Kriimmungsordnung », zwar endlich, deren
Kriimmungsma8 % aber Null oder Unendlich ist. Durch die Transfor-
mation y=u2* wird eine Kurve y = cz” abgebildet in eine Kurve
# = ¢z~ und umgekehrt. Eine Kurve vom Kriimmungsma Null und
der Kriimmungsordnung », wird demnach abgebildet in eine Kurve, die
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durch den Punkt (0, 0) geht, sich aber dort ndher an die u-Achse an-
schmiegt als irgendeine Parabel u = cz”. Mit Integralkurven dieser Art
haben wir uns aber vorhin beschéftigt und haben gefunden, da8 es, so oft
solche auftreten, einen Bereich 0 <z < Awuett, 0 <u < 6 gibt, der frei
von Randsingularititen ist. In der (z, y)-Ebene begrenzen also in diesem
1
- 1
Fall die Parabeln . =dx* und y = <}11—)0+1xm+e_ﬁ == cx”t* einen Be-
reich ohne Randsingularititen. Um also zu untersuchen, ob Integralkurven
vom Kriimmungsmal Null vorkommen, geniigt es, festzustellen, ob die
Parabel y = 6« mit einer Parabel y = c2”+* einen Bereich ohne Rand-
singularitdten bildet (6 und & hinreichend klein). (Diese Feststellung wird
nach unseren Voraussetzungen durch algebraische Methoden erledigt.)
(Vgl. §10, 1. Beispiel.)
Um auf Integralkurven vom KriimmungsmaB Unendlich zu untersuchen,
wende man die Transformation y::—bx”l an. Ohne weiteres erhilt man

als entsprechendes Ergebnis, daf solche Integralkurven nur dann vor-
kommen, wenn die Parabeln y— Nza* und y =caz»~¢ (N hinreichend
groB und ¢ hinreichend klein) einen Bereich ohne Randsingularitaten bilden.

Zusammenfassend haben wir das Ergebnis, dal} auch das Kriimmungs-
maf der Integralkurven eindeutig bestimmt, und zwar null, endlich oder
unendlich ist.

Mit der Bestimmung der Schmiegungsparabel kennt man die Ge-
stalt der Integralkurven in den erledigten Sonderfillen (Sondertypus,
Kriimmungsordnung Unendlich, KriimmungsmaB Null und Unendlich).
Es bleibt eine endliche Anzahl von Parabeln y = », 2" iibrig, die
Schmiegungsparabeln von Integralkurven sein konnen und in deren Um-
gebung wir die Gestalt der Integralkurven noch nicht kennen. Zur
weiteren Untersuchung gehe man nun in die urspriingliche Differential-
gleichung ein mit dem Ansatz y = w, 2" + 2@, bestimme wiederum die
singuléren Punkte (0, »,) der »-Achse und wende dann die Transformation
y=u, "+ u(z)x* an, um die singuldren Punkte (0, u,) der u-Achse
zu bestimmen. Dabei konnen alle, aber auch nur die Fille wieder ein-
treten, die bei den einfacheren Transformationen unterschieden wurden.
Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, wenn man nicht auf einen der
obigen Sonderfille gefiihrt wird. In diesem Fall kennen wir aber die
Gestalt der Integralkurven in der Umgebung der Schmiegungsparabel.
Die andern Schmiegungsparabeln kénnen wir auf beliebig viele Glieder
genau bestimmen,

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun an das eigentliche Ent-
scheidungsproblem herangehen. Es handelt sich dabei darum, die Gestalt
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der Integralkurven in einem, die z-Achse als ausgezeichnete Richtung um-
gebenden Sektor, oder einem Teilbereich davon (siehe § 7), zu untersuchen.
Zu diesem Zweck stelle man zunichst fest, ob es im Innern dieses Be-
reiches Parabeln gibt, an die sich Integralkurven anschmiegen kdénnen.
AuBerdem untersuche man, ob es Integralkurven von der Kriimmungsord-
nung Unendlich oder auch vom KriimmungsmaB Null oder Unendlich gibt.
Gibt es im Bereich eine unendliche Anzahl solcher Schmiegungsparabeln,
so haben wir den Fall des Sondertypus; es miinden also in diesem Be-
reich unendlich viele Integralkurven in die singuldre Stelle ein. Andernfalls

n
haben wir nur eine endliche Anzahl solcher Parabeln. Es sei n = > u, 2"
i=1
eine davon. Um die Gestalt der Integralkurven in ihrer Umgebung zu
finden, wendet man auf die Differentialgleichung (2) die Transformation
n—1
y == u,x* + u(x)z» an. Die Differentialgleichung der neuen (z,u)-
=1
Ebene hat dann im Punkt (0, w,) eine singuldre Stelle. Da aber die
Parabel % im Innern eines Bereiches liegt, in welchem keine zur
y-Achse parallele Feldrichtung vorkommt, gibt es einen Bereich
0<z<d; |u—wu,|<e, in welchem der Nenner der neuen Differential-
gleichung nicht verschwindet. Diese Parabel 5 ist also das Analogon einer
reguliren, ausgezeichneten Richtung (vgl. § 5). Als neue Differentialgleichung

erhilt man:
n—1
w =y — Yuy it — v uxnl

=1

Die rechte Seite dieser Differentialgleichung ist aber die Funktion Feld-
richtung minus Parabelrichtung, die in Anlehnung an das Vorhergehende
mit ¥, (u,2) bezeichnet werden soll. Es ist also:

L3
warr=V (u,z); ux= ﬁ;’;(nﬂ_’:”) =y, (u,x).

Nun sind drei Fille zu unterscheiden:
1. %(un, 0)> 0; lings dieser Parabel miinden unendlich viele In-

tegralkurven in die singulire Stelle ein (vgl. § 5).

9, s (u,, 0) < 0; nach § 5 gibt es nur eine Integralkurve, die lings

ou
dieser Parabel einmiindet.
3. %(u”, 0) = 0; diese Parabel ist das Analogon einer mehrfachen,

reguliiren ausgezeichneten Richtung. Deshalb versuche man, die Schmiegungs-
parabel niher zu bestimmen. Ist dies nicht moglich, weil es kein weiteres »
gibt oder das KriimmungsmaB Null oder Unendlich ist, so kann man nach
dem Vorhergehenden die Gestalt der Integralkurven in der Umgebung
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dieser Parabel ermitteln. Andernfalls sei 5, = % 4 u,,, ’»*1 eine Nahe-
rungsparabel hoherer Ordnung. Fiir die Umgebung dieser Parabel haben
wir dieselben Fallunterscheidungen zu machen. Es ist nun zu zeigen, daB
dieses Verfahren zum Ziele fiithrt, daB man also nach einer endlichen An-
zahl von Schritten zu einer Schmiegungsparabel kommen muBl, die einer
einfachen, reguliren ausgezeichneten Richtung entspricht.

Oyn of

Setzt man y’' = f(z,y), so ist 5;(% x)= g & Ist nun
a{%}(u,O) in der Umgebung von u=wu, eine stetige Funktion von u,
so ist ,

limi’ix:— lima—fxzwn,
y=m %Y y=y %Y
>0 z-»0

denn die Kurven 7, und 5 gehoren zu demselben Wert »,. Durch die
Transformation y == 54 uwz*»+ erhélt man also eine Funktion v, , , (%, ),

deren Ableitung
0¥nts

A
ou '(un+l’0}-,)n—yn+1<0

ist. Léngs dieser Parabel miindet also nur eine Integralkurve in den
Ursprung ein (§ 5). In diesem Falle fiihrt also schon der zweite Schritt
zum Ziel.
Im andern Falle ist %12" (u,0) in der Umgebung von % = u, unstetig.

Nun ist

o o QP =Pz Z(z,y)

oy Q° N(z,y)’

n—1

Setzt man y = Ywux" 4 u(z)a™, so geht Z(z,y) iber in z"J(z,u),

=1
N(z,y) inz’ S,R(@x, u). Dabei sind 3 (z, %) und N (z, ») stetige Funktionen
der Variablen, die fiir x = 0 nicht identisch verschwinden. Insbesondere
ist N (0, w,) &= 0, und s unabhéngig von n. Wenn also ?;’i (#,0) bei u=1u,
unstetig ist, so mufl notwendigerweise s > und (0, »,) =0 sein. Nun

ist lim =y . Da aber N(z,u) wie 2’ verschwindet, mull Z(z, #)
y=y Y
z>0

ebenfalls wie z’ verschwinden. Es ist also [Z(z,#) < Cz’. Man be-
stimme nun in der (z,y)-Ebene diejenigen Gebiete im betrachteten
Bereich, firr die [Z(z, y)! < Cz® ist. In einem dieser Gebiete mu meine
Niherungsparabel 5 liegen, vorausgesetzt, daBl ich in hinreichender Néhe
des Ursprungs bleibe. Die Kurven, die dieses Gebiet begrenzen, seien
y, und y,. Dann ist |Z(z,y,)| =|Z(»,y,)| = Cz’. Auf Grund dieser
Gleichungen kénnen y, und y, in allgemeine Potenzreihen entwickelt werden.
Dadurch erhdlt man y, = Y a,2¢ und y, = Y b,xz*. Da g, und y, nicht
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identisch sein konnen, kénnen diese Entwicklungen auch nur in endlich
vielen Gliedern miteinander iibereinstimmen. Man kann also n so groB
wihlen, da fiir s <n a,= b, und o, = o; ist, wihrend entweder g, und o,
oder g, und b, voneinander verschieden sind. Da nun # zwischen y, und y,
liegt, ist notwendigerweise u; = @, = b;; v, = ¢, = o, fiir < n. Es sei nun
e,=69, (Ist ¢, > o, resp. o, > g,, so setze man a, =0 resp. b, =0.)
Dann ist @, +b,. Ist nun », =g, so liegt u, zwischen @, und b,. Alle
n—1

Kurven y= 3 u,x* - ux’s, deren Parameterwert « zwischen a, und b, liegt,
=1

verlaufen also zwischen y, und y,; fiir sie ist also Z(z, y) ==z’ 3 (=, u).

n
Ist aber », > g,, so liegen die Nachbarkurven von # = 3 u x* ebenfalls
=1 l

zwischen y, und y,, weil die Differenz |y — y,| oder |y — y,| klein wird

wie aen, wihrend die Differenz zweier Nachbarkurven klein wird wie a”x.
n—1

Setzt man also y= Y wu,xz* -+ wxz’, wo n geniigend groB ist, so hat
i=1

Z(z,y) den Faktor z". Also wird %% (u, 0) in der Umgebung von u = u,
eine stetige Funktion von %. Nach dem Vorhergehenden entspricht dann
n+1 o
die Parabel #n = 3 u,z* notwendigerweise einer einfachen, reguliren aus-
=1 ‘
gezeichneten Richtung, lings der eine und nur eine Integralkurve in die
singulire Stelle einmiindet. Damit ist nachgewiesen, da man in allen
Féllen nach einer endlichen Anzahl von Schritten entweder zum Sonder-
typus oder zu solchen Schmiegungsparabeln kommt, die einfachen, regu-
laren, ausgezeichneten Richtungen entsprechen.

Damit ist das Entscheidungsproblem gelost. Die Losung erfolgt durch
die Beatimmung der ,Normalbereiche“. Darunter verstehen wir Bereiche,
die durch Parabeln von der Form y = > u;z" begrenzt sind, und in denen

a) alle Integralkurven,

b) eine Integralkurve,

¢} keine Integralkurven
in die singuldre Stelle einmiinden. Durch paarweises Zusammensetzen dieser
Normalbereiche erhdlt man die Brouwerschen Sektoren®) als topologisch
invariante Grundelemente fiir das Integralkurvenfeld. Der Bereich c) hat
dabei die Eigenschaft, daB er, mit einem andern Bereich zusammengesetzt,
dessen Charakter nicht &ndert. Besteht die Umgebung der singuliren Stelle
nur aus Bereichen c), so liegt der ,zweite Hauptfall“ vor. Wird der Be-
reich a) mit einem gleichartigen zusammengenommen, so erhiilt man den
welliptischen Sektor“ (Fig. 8); wird er mit b) zusammengenommen, so
erhilt man den ,parabolischen Sektor“ (Fig. 9); wird b) mit einem gleich-
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artigen zusammengenommen, so erhélt man den ,hyperbolischen Sektor-
(Fig. 10). Es ist also moglich, die Reihenfolge und Anordnung der topo-
logischen Grundelemente zu bestimmen.

Da es sich bei der praktischen Durchfithrung nur darum handelt, ob
aus einem Bereich endlich oder unendlich viele Integralkurven in die
singuldre Stelle einmiinden, geniigt es also, nach Bereichen ohne Rand-
singularitdten zu suchen; denn nur in diesem Fall kann es nach obigem
vorkommen, dafl aus einem Bereich unendlich viele Integralkurven in den
Ursprung einmiinden. Die Begrenzungen sind Parabeln von der Form
y=2ux".

Es wurde zunéchst vorausgesetzt, daB P und @ Potenzreihen sind,
doch brauchte man fiir das Entscheidungsproblem nur ein endliches Polynom
zu beriicksichtigen. Die Uberlegungen gelten daher fiir alle Funktionen
P und @, die in der Ndhe des Ursprungs durch ein Polynom geniigend
hohen Grades approximierbar sind.

§9.
Quantitative Auswertung der Methode.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, daB man mit Hilfe der
Methode der Randsingularitéiten und der allgemeinen Transformationen
jeweils die Gestalt der Integralkurven bestimmen kann. Ich werde nun
noch zeigen, dafl diese Methoden auch eine analytische Darstellung der-
selben ermoglichen, wenn man voraussetzt, da P(z,y) und @(z, y) kon-
vergente Potenzreihen sind.

Es wurde schon darauf hingewiesen, dal man die Naherungsparabeln
auf beliebig viele Glieder genau bestimmen kann, wenn nicht einer der
-Sonderfalle“ eintritt. Als Sonderfille wurden bezeichnet:

1. Der Fall des Sondertypus, bei dem, mit Ausnahme einer endlichen
-1

Anzahl, jede Parabel der Schar #(z, p) =”2uix"i—f—px" Schmiegungs-
=

parabel einer und nur einer Integralkurve ist. Es ist ohne weiteres klar,
daB man auch hier von jeder Parabel das ndchste Glied mit Hilfe der
Transformationen

n—1 n—1
y=uzit+cxr+ 2@ und y= Juz" +cxnu(x)rn
=1 i=1

bestimmen kann. Dabei ist zu beachten, daB sich die ,singuliren“ Parabeln
eventuell auf mehrere Arten fortsetzen lassen. Diese Schmiegungsparabeln
lassen sich demnach auch beliebig genau bestimmen.

2. Der Fall der unendlich hohen Kriimmungsordnung.
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3. Der Fall des KriimmungsmaBes Null oder Unendlich, der aber
auf den Fall unendlich hoher Kriimmungsordnung zuriickgefiihrt wurde.

Wir haben demnach zwei Typen von Integralkurven zu unterscheiden:

n
a) solche, deren Schmiegungsparabel 5 = > w,x* auf beliebig viele
i=1
Glieder bestimmt werden kann;
b) solche, die sich an eine Schmiegungsparabel y = Z”’u,.x”i niher
i=1

anschmiegen als irgendeine Parabel héherer Ordnung.

Betrachtet man nun Integralkurven vom ersten Typus, so wissen

wir, daB man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer Parabel
n

7, = > u;xz* kommt, die einer einfachen, reguliren, ausgezeichneten Rich-

=1
Pz, y)

Q(=,y)

n—-1 '

ein mit der Transformation y = Y u, 2% 4 (u(x) — u,) s, so gehen P
i=1

tung entspricht. Geht man also in die Differentialgleichung gy’ =

und @ iiber in Reihen von der Form J f;(u)x*, wobei die f; Polynome
in % sind und die ¢; sich ganzzahlig linear aus den Exponenten »,,%,,...,¥,
zusammensetzen. Da aber die Parabel #, einer reguldren ausgezeich-
neten Richtung entspricht, wissen wir auBerdem, daB in der Reihe
Q(z,y)=2a'{ay+ xf,(u)+ ...} das erste Glied @, eine von Null
verschiedene Konstante ist. Es ist demnach moglich, den Ausdruck

~—————— - wiederum in eine Reihe zu entwickeln, in der die Ex-
ap+ ™ f (u)+...
ponenten von z ebenfalls ganzzahlig linear aus »,,, ..., », zusammen-

gesetzt und deren Koeffizienten f(u) wiederum Polynome in % sind.
Bildet man nun die Funktion ¥, (u,x), die die Differenz Feldrichtung

minus Richtung der Parabel y = Eluix”i + (u(x) — u,)z"» darstellt, so
erhdlt man : =

Y, (u,z)=2zaf (u)+xfrg, (u)+x7h,(u)+ ... .
Die Differentialgleichung in der (u, «)-Ebene lautet dann

warn=Y (u,z)=af,(u)+ zfg,(u)+ x7h,(u)4 ...
oder

(12) u' —zonf, (u) + xbrg, (u) + xmh, (u)+....

wobei auch die Exponenten o, 8, ... ganzzahlig linear aus »,,%,,...,»,
zusammengesetzt sind. Um »_,, zu erhalten, geht man in die Differential-
gleichung (12) ein mit dem Ansatz % = vz?. Dadurch erhilt man:

v’ 2é 4 doad-! = zonf, (vad) + ahrg, (vad) +-xrnh, (vad) + . ...
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Da die Parabel 7, einer einfachen reguliren ausgezeichneten Richtung ent-
spricht, beginnt f (%) mit einem linearen Glied cu. Es ist also:

(18) vl = —doxt-l| cvx“':+d+x“':f,{(vxd) —{—xﬁn'gn('vxd) +....

Nach § 8 wird nun die Zahl d=w,, , —», entweder aus den Koeffi-
zienten von (13) oder aus den Exponenten bestimmt. Erhélt man sie
aber aus den Koeffizienten, so wissen wir nach Seite 249, da jede Parabel
y=rm,+ca*s+» (¢ = 0) Schmiegungsparabel einer und nur einer Integral-
kurve ist.

Nehmen wir nun an, die Parabel 7, sel schon so beschaffen, da sie
die Schmiegungsparabel nur einer Integralkurve ist, so wird offenbar die
Differenz d aus den in der obigen Differentialgleichung vorkommenden
Exponenten berechnet und die Parabel 7, ., entspricht wiederum einer
einfachen reguliren ausgezeichneten Richtung, lings der nur eine Integral-
kurve in die singuldre Stelle einmiindet. Ist dabei », nicht selber Losung
der Differentialgleichung, so gibt es in (13) Glieder von der Form a,z%,
und unter diesen Gliedern ein Glied ax*, dessen Exponent i, von allen
Exponenten A;, der kleinste ist. Dann ist nach § 8

’ ’
d=1, —«,, wenn o< —1,

oder d=1,+1, N 0y > — 1 ist.

Da sich nun 4, und o, ganzzahlig linear aus », »,, . .., », zusammen-
setzen, konnen wir dasselbe iiber d und hiermit auch iiber »,, , aussagen.
Weil aber die Parabel 5, ,, dieselben Eigenschaften hat, wie #,, so folgt
hieraus, daf », ,, ganzzahlig linear aus »,,%,,...,%,,, und damit aus

V), Pgy - .., ¥, zusammengesetzt ist. Also sind alle Exponenten »; der
@ '
Reihe 3 u;x* ganzzahlig linear aus » ,#,, ..., v, zusammensetzbar.
i=1
Sind nun v, »,, ..., », rational, so haben die Zahlen (1,%, ...%,) ein

groBtes gemeinschaftliches Mafl o. Alle Exponenten der Reihe Zw’u,.x"f ,

=1
wo die », monoton wachsen, sind also ganzzahlige Vielfache von o; mit-
hin ist lim »,= co.
i>®

Sind aber die Exponenten »,,%,,...,», nicht alle rational, so kann
man annehmen, », sei die erste und damit die einzige irrationale Zahl;
denn nach Seite 249 entspricht jede solche Parabel y =, _, -~ ca** (¢=+0)
einer einfachen reguliren ausgezeichneten Richtung, lidngs der nur eine
Integralkurve in die singulire Stelle einmiindet. Also sind nach dem

Vorhergehenden alle Exponenten der Reihe Zw u,x* ganzzahlig linear durch
i=1

Vs s, ..., v, darstellbar. Ist also o das groBite gemeinschaftliche MaB
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der Zahlen (1,%,...»,_,), so ist », =¢o-+ kv, wobei 7 und %k ganze
Zahlen unabhingig von v, sind. Setzt man fiir »_ einen rationalen Nihe-
rungswert ¥ ein, so erhdlt man fiir », den rationalen Niherungs-

wert ¥, =10+ k»,. Da nun lim ¥, = oo ist, ist auch lim », = cc.
m->w m-> o

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, dal die Parabel 4, einer einfachen,
reguliren ausgezeichneten Richtung entspricht, lings der nur eine
Integralkurve in die singulire Stelle einmiindet. Schmiegen sich nun
an 7, unendlich viele Integralkurven an, so kann 7, Integralkurve
sein. In der Gleichung (13) gibt es dann kein Glied von der Form
az™; es ist also nicht moglich, die Zahl d aus den Exponenten zu
berechnen. Wird sie aber aus den Koeffizienten berechnet, so schmiegt
sich an jede Parabel y =1, 4 cax*»» (¢ 4= 0) eine und nur eine Integral-
kurve an; dieser Fall ist also auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt.
LaBt sich aber d auch nicht aus den Koeffizienten berechnen, so schmiegen
sich nach § 8 die Integralkurven an die Parabel 7, niher an, als an jede
andere Parabel.

Ist aber 7, nicht Integralkurve, so wird »,,, entweder aus den
Exponenten oder aus den Koeffizienten berechnet. Werden alle », aus den
Exponenten berechnet, so ist nach der vorhergehenden Uberlegung », ein
ganzzahliges Vielfaches vom gréBten gemeinschaftlichen MaB ¢ der Zahlen
(1,9, 74 ..., %,). Ist aber »_ ein Exponent, der aus den Koeffizienten
berechnet wird, so ist

fir t<m »v,=ko (k positive ganze Zahl),
fir ¢>m v, =keo-+1», (k und ! ganze Zahlen).

Also ist auch hier lim », = cc.
>

Die bisherigen Ergebnisse kénnen wir folgendermafBlen zusammen-
fassen: Wird die Schmiegungsparabel einer Integralkurve hinreichend weit
bestimmt, so erhilt man eine Reihe 3] u z*. Mit zunehmendem ¢ wachsen
dabei die Exponenten ; iiber jede Schranke und alle Exponenten »; sind
entweder ganzzahlige Vielfache einer rationalen Zahl ¢ oder sind linear
darstellbar durch eine Irrationalitit.

®
Nun werde ich zeigen, daB, wenn die Reihe 3 u;2* konvergiert, die
i=1

Kurve ¢ (z) = ﬁ' u;x* Losung der Differentialgleichung ist. Aus Glei-
i=1

chung (13) erhélt man durch Multiplikation mit x*» die Funktion Feld-
richtung minus Parabelrichtung:

Y, (v,z)=0'a%0 = —dogmat fcpgantd 4,

=@t fy .y (0) + afrog, (o) +

Mathematische Annalen. 99. 17
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Daraus ersieht man, daf

€ppy =V, —1 ist, wenn v ., —1<0a +d
oder

0, =0, +d, wenn v, ., —12>e,+d st
Hieraus folgt nun, daB der niedrigste Exponent o, (m >n) in ¥, (u, x)

entweder », — 1 oder &, + v, — v, ist. Also ist ”lllr)nw «,, = 0.

Fiir die Feldrichtung lings der Parabel 7, erhdlt man aus der ur-
spriinglichen Differentialgleichung y’ = f(x, y) eine Reihe, die nach den
Voraussetzungen innerhalb der Konvergenzkreise von P und @ konvergiert,
bis 7, die Kurve @ (z, y) =0 schneidet. Diese Reihe stimmt aber nach
dem Vorhergehenden mit #,, in allen Gliedern iiberein, deren Exponenten
kleiner als ¢, sind. Da nun lim e, = oo ist, ist auch lim ¥, (,,,2)=0,

folglich: me ne

@® m>x®
= f(=, lim 5,,) — lim ¥(z,,, z) = f(x, im ,) = f(2, ¢ ().
m—> o m-» o m—> o
Die Integralkurve @ (z) wird also in diesem Fall durch eine Reihe 3 u,z"i
dargestellt, die so lange konvergiert, bis ¢ (z) den Konvergenzbereich von
P und @ verliBit oder die Kurve @ (z, y) = 0 schneidet.

Da wir wissen, daB in allen Fallen lim »,= oo ist, so folgt, daB
i>®

immer, wenn eine Integralkurve @ (x) einer analytischen Differentialglei-
chung y’ = f(z, y) von einer Unbestimmtheitsstelle aus in eine Potenz-
reihe entwickelbar ist,  (x) die Grenzlage der Naherungsparabeln 7, ist
und daB die dadurch erhaltene Reihe fiir ¢ (z) innerhalb des Konvergenz-
bereiches von P und @ so lange konvergiert, als ¢'(z) endlich ist.

Wie nun aus einfachen Beispielen hervorgeht, lassen sich aber nicht
alle Integralkurven von der singulédren Stelle aus in Potenzreihen entwickeln.
Ich werde nun zeigen, dall diese Entwicklung nach steigenden Potenzen
nur ein Spezialfall einer analytischen Darstellung ist, mit deren Hilfe
man alle in die singulidre Stelle einmiindenden Integralkurven einer ana-
lytischen Differentialgleichung erfassen kann. Es wird sich ergeben, daf
man fiir die Losungen der Differentialgleichung (12) Reihenentwicklungen
angeben kann. Damit ist eine Moglichkeit gegeben, alle Integralkurven
darzustellen, mit Ausnahme derjenigen, bei denen das KriimmungsmaB
Null oder Unendlich auftritt. Wendet man in diesem Fall die Trans-

n—1 n—1 1
u; HACE S T) (w) x*» bzw. Y = 2 uixT'i . m x¥s an (Vgl
ie

formation y =
1

=

S.249/250), so erhélt man fiir 3—2 eine Differentialgleichung vonder Form(12).
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In diesem Fall erhdlt man die Integralkurve der (z,y)-Ebene in der
n~1 n-1
Parameterform z= R(u), y= Y u,x% + uax* bzw. Swzx" + %x’n.
=1 i=

Zu diesem Zweck nehme ich zundchst an, daB in der Transformations-
gleichung y=wu, "+ u,a" 4 ...+ (u(2) —u,)z’» alle Exponenten
rational seien. Ist dann ¢ das groBte gemeinschaftliche Ma8 der Zahlen
(1,»,...,%,), und setzt man Z = z¢, so erhdlt man in der Differential-
gleichung (12) nur ganzzahlige Exponenten. Schreibt man der Einfachheit
halber statt Z wieder x und statt u wieder y, so lautet diese Differential-
gleichung:

yl fi (y)+ (x y) — f(x ?/)

Dabei ist £,(0)=0; f;y (0)=¢ <4 0; m > 1. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kann man annehmen, dal f,(y)=cy ist; denn ist dies bei
Zugrundelegung der Differentialgleichung (12) noch nicht der Fall, so tritt
es jedenfalls bei der Differentialgleichung (13) ein. Die zu betrachtende
Differentialgleichung hat demnach die Form:

(14) =L+ EED iz, ).

x x
Betrachtet man nun einen Bereich B: 0 <z <La; [y <b, in welchem

o

f, (z, y) regular ist, so geniigt darin die partielle Ableltung einer Un-
\af, M__of _ Mo .
gleichung: j 70 2 < M. Also ist in B: : — i < 5?; < xm b i Fiir

die folgende Untersuchung miissen wir @ noch durch die Ungleichung

lel
a<g3p einschrinken,

Um nun eine Integralkurve durch den singuliren Punkt zu erhalten,
nehme man, wie bei der Methode der sukzessiven Approximation, eine
Naherungskurve 7, (z), etwa #, ()= 0. Dann wird eine Integralkurve y
dargestellt durch y = #, + u; also:

171’+u'=f(x,171+u)=f(x: "71)+u'; (z, ’71)‘]‘ ;:yf(x n) ..

Um die zweite Naherungskurve 7, zu erhalten, konnte man den Zusatz u,
bestimmen aus der Differentialgleichung:

UM +ul=f(x: 771)+u1g(x’ ;).

Entwickelt man aber = (x 7,) nach Potenzen von z und begniigt sich

auch hier mit dem ersten Glied, so erhdlt man zur Bestimmung von wu,
die Differentialgleichung:
17*
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(15> u{=f(x,’71)—77{+u1—c,,,-1°)
x
Da die erste Niherungskurve im Ursprung die x-Achse beriihrt, enthilt der
Ausdruck 7, (z) sicher den Faktor . Nach (14) ist dann fiir 0 <z <a
|[f(z, ) — 9 | £ A-"Z‘V—_-v. Man kann demnach die Zahl @ so klein wihlen,
X

1
daB sie den obigen Bedingungen geniigt, und daf auBerdem fir 0 <z < a
’ b [ c’ 3 t
(=, 771)—’71|<‘2"x—m 18%.
Betrachtet man nun das Paar von Geraden |u,|—= 1), so sieht man

aus Gleichung (15), daf auf diesen im Bereich B wu, dasselbe Vorzeichen
hat wie %, ¢. Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:

2%}

P

L—2¢, 020 / @,y,)

I S

Fig. 16. Fig. 17.

1. ¢< 0. Der Bereich (u, < —g; 0 < <a besitzt auf seinem Rand

zwei Quellpunkte (Fig. 16). Es gibt nur eine Integralkurve u,(z), die in
den Ursprung einmiindet. Die Zusatzfunktion u, (z) ist demnach eindeutig
bestimmt. Fiir sie gilt in B die Abschitzung:

. b
!’“1(5”)!-_<—’2~

2. ¢ > 0. Der obige Bereich ist frei von Randsingularititen (Fig. 17).
Alle Integralkurven durch den Rand des Bereiches laufen durch den Ur-
sprung. Es gibt demnach unendlich viele Zusatzfunktionen, die man mit 7,
zusammennehmen kann. Dies stimmt iiberein mit dem Ergebnis der quali-
tativen Untersuchung, da unendlich viele Integralkurven in die singulire
Stelle einmiinden, wenn in der Umgebung des Ursprungs g positiv ist.

10) Diese Methode hat auch Bendixson zur quantitativen Bestimmung der Inte-
gralkurven angewandt.
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Um eine Integralkurve eindeutig zu bestimmen, mufl eine weitere Rand-
bedingung angegeben werden. Will man z. B. die Integralkurve durch
den Punkt (a, ¥,) <{y1 = —;—>, 80 bestimme man u, so, daf die Néherungs-

kurve 7, durch diesen Punkt hindurchgeht. Alle weiteren Zusatzfunk-

tionen werden dann so bestimmt, daB sie fiir # = a verschwinden. (Hat
aber die zu bestimmende Integralkurve mit der Strecke z —=a, |y, | < i

keinen Punkt gemeinsam, so kann man durch Verkleinerung von @ immer
erreichen, daB sie diese Strecke schneidet.)

Ist nun 9, =0, so ist im Bereich B |n,| < %, Die zweite Zusatz-

funktion u,(x) erhdlt man nun aus der Differentialgleichung

(16) = (e, ) =0 +
und der Bedingung u,(0) =0, wenn ¢ <0,
bzw. u,(a) =0, wenn ¢ > 0 ist.
Nun folgt aus Gleichung (15):
=l 4w = flx, ) +
x

Also:

f(#, 1) — 3 =1 (2, m) — fl&, 1) — wy

=(’79“171)a*£(x 1) — Uy (,;_n_u (Z;( s’71)—;c;n‘)

b M baM _blc|
[F(@ 99) — 3| < |2y | m-léé“ﬁ'“éEoT’" Tam

Aus Gleichung (16) folgt jetzt, daB fiir 0 <2 < a auf dem Geradenpaar

| 4y | = 7 das Vorzeichen von u, iibereinstimmt mit dem Vorzeichen von ¢ u,.

3

2

Die Zusatzfunktion u, («), die gemdB den obigen Bedingungen bestimmt
wird, geniigt also der Ungleichung |, (z)| < g Folglich ist

3b
|5 ()| = | na (%) + uy (¢ )’gfs
bleibt also fiir 0 <« <@ im Bereich 8.
Wird das Verfahren fortgesetzt, so findet man, daB || < 2% ist.

Denn ist dies der Fall fiir alle s <n, so ist |7, ,, | g(i;n—l)i’. Die

Kurve 7, ., verliuft also fiir 0 <« < a im Bereich B. Den Zusatz u,, ,
erhélt man aus der Differentialgleichung

c
Un+1= (%, Pns1) — N1+ Untt s
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Nun ist:
N1 == n -+ Up = f(&, 1n) + u,,xi;ﬁ,
(%, Mns1) = nsr = F(2, n1) — (2, 9,) — u, xfm
T, 7,) —

of
6_1/( "

=u, (jg(w M) — xi,,,)

Da nun 7, und %, im Bereich B verlaufen, verlauft darin auch 7,; also

= (s 1 = 1)

gle

gilt fiir %(x, 7,) die friihere Abschitzung. Es ist also:

| M b M b ¢
(@ 0n) = M [ S| S5 Son iy < gniiome

Also stimmt fir 0 <z <a auf dem Geradenpaar |u, ,|=- b das

gnt+l
Vorzeichen von wu,.; iiberein mit dem Vorzeichen von cu,,,. Die
Zusatzfunktion « ., (x), die gemiB den vorgeschriebenen Bedingungen
bestimmt wird, geniigt also der Ungleichung

|un+1 )i < 2ﬂ+1 ‘

Daraus folgt, daB fir 0 <« < a die Folge 7,, 75, ..., %, ... absolut und
gleichmaBig gegen eine Grenzkurve n konvergiert. Diese Grenzkurve ist
notwendigerweise Integralkurve, denn es ist

limwu,=0;
> >

folglich ist fiir 2 > 0

lim (f(z, ) —5;)=0,  lim f(z,5)=f(z, 1) =n" = limn,.
AuBlerdem geniigt die Funktion () nach der Art ihrer Entstehung den
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen.

Es wird also hier eine Integralkurve einer analytischen Differential-
gleichung mit einer Unbestimmtheitsstelle im Ursprung nach Ldsungen
linearer Differentialgleichungen entwickelt, fiir die der Ursprung ebenfalls
eine Unbestimmtheitsstelle ist, aber weiterhin im allgemeinen auch eine
wesentlich singuldre Stelle fiir einen der Koeffizienten. Das ¢-te Glied
geniigt der Differentialgleichung

[
w = f (2 m) — ]+ %%,

x
[ fe
m sm

u,=el e [f(z.m)—nlda

also ist



Unbestimmtheitsstellen von Differentialgleichungen. 263

Dabei ist bei dem Hauptintegral die obere Grenze z; die untere Grenze
ist fiir alle ¢ gleich Null, wenn ¢ < 0 ist. Sie ist fiir alle s >1 gleich a,
wenn ¢ > 0 ist; fiir ¢ =1 muB sie so gewdhlt werden, daB die Kurve ,
durch den Punkt (a, y,) geht, dessen Integralkurve man bestimmen will.
Demnach ist

° qc
n=-e I N(fle,m) —m;)dx, wenn ¢ <0 ist,

und

for i,
n =1, et Y(f(a,m) —n)dx fir ¢>0.

Hieraus sieht man ohne weiteres, daf im Spezialfall m =1 und ¢ <0
alle Naherungskurven #; und damit auch 7 durch Potenzreihen darstell-
bar sind.

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, daB die Exponenten »,, 7,, ..., 7,
rational seien. Ich werde nun durch die Methode der sukzessiven Ap-
proximation nachweisen, dafl jede Integralkurve ¢(z), die sich an eine

n
Niherungsparabel y = Zu.x"i mit irrationalem v, anschmiegt, als Reihe

nach Potenzen von z¢ und x’» (0 gemeinschaftliches MaB von 1,»,, ..., v, _))

darstellbar ist.

Die Existenz dieser Integralkurve ist in § 8 nachgewiesen. Wir wissen
ferner, daB man von der zugehdrigen Niherungsparabel beliebig viele
Glieder bestimmen kann, und da8 in ihrer Umgebung fiir 0 <z <L a die

partielle Ableitung — ~—£ der Ungleichung L—‘ < — geniigt. Man kann also

n~—1

eine Naherungsparabel 7, finden, so daf fiir 0 gx LdLa

[ (x) — 5y] L oM
ist. Setzt man dann

i 171'=f(.’17, 770)’
80 18t

@ =0 = (2, 9) = (@, 1) = (9 — 7,) 2-(2, ),

M °
o' — /| S @M = Ma2¥-1,

lp—n,| <~
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Daraus folgt
lp — ’hl < Tgi
Also
Jim (@ —9,) =0,
= il—lfg N

Wird also bei der Bestimmung der Naherungsparabeln ein Exponent
aus den Koeffizienten der urspriinglichen Differentialgleichung berechnet,
so sind die entsprechenden Integralkurven in Reihen nach Potenzen von
¢ und z* (o rational, 1 irrational) entwickelbar. Der einfachste Fall

dieser Art ist die Differentialgleichung (14) fiir m =1. Es ist also:
(17) y="L+f (2, y).

Ist ¢ < 0, so kann die Schmiegungsparabel der die x-Achse beriihrenden
Integralkurve beliebig genau bestimmt werden. Die dabei auftretenden
Exponenten sind ganzzahlig. Die vorhergehende Uberlegung zeigt, da im
vorliegenden Fall diese Integralkurve als Potenzreihe in a dargestellt
werden kann (siehe auch 8. 263).

Ist ¢ >0 und nicht ganzzahlig, so konnen die N&herungsparabeln
ebenfalls beliebig genau bestimmt werden. Dabei wird man notwendiger-
weise zum Sondertypus gefiihrt, bei dem ¢ als Exponent auftritt. In diesem
Fall sind also die Integralkurven in Reihen nach Potenzen von z und z°
entwickelbar.

Ist ¢ >0 und ganzzahlig, so ist es mdglich, daBl die Naherungs-
parabeln beliebig genau bestimmt werden konnen. Die Integralkurven
sind dann als Potenzreihen in z darstellbar <y' = ny_“l‘j’f; y=cx’+ x3\) .

/

Bei der Bestimmung der Niherungsparabeln kann man aber auch auf den
Fall unendlichen KriimmungsmaBes gefiihrt werden. In diesem Fall sind

2
die Integralkurven in der Parameterform darzustellen <y’ _ 2yte ;

L 1 £X
r=ce%, y=—dac2>.

Aus Beispielen ist ersichtlich, daB es auch im Falle m > 1 vorkommen
kann, daB einzelne Integralkurven durch Potenzreihen darstellbar sind;
dies sind jedoch nur Spezialfille der in diesem Abschnitt hergeleiteten
Darstellungsméglichkeit.

DaB es vorkommen kann, daBl eine nach der Methode von § 8 be-
stimmte Potenzreihe keine Integralkurve darstellt, zeigt das Beispiel

y' 2%%2 Fiir alle Integralkurven mit Ausnahme der y-Achse erhilt
man als n-te Naherungskurve die Parabel y= 27:’(2 — 1)l xt.

=2
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Die Voraussetzung, dal P(z,y) und @(x,y) Potenzreihen sind,
wurde nur zur Bestimmung der Exponenten der Potenzreihen gebraucht.
Zum Konvergenzbeweis fiir das hier angegebene Approximationsverfahren
geniigt es, vorauszusetzen, daB die Funktion f,(x,y) die Lipschitzsche
Bedingung

.. |fa(w’y‘z)_fe(x’y1>l._—<-(y«z”‘y1)M
befriedigt.

§ 10.

Beispiele '*).
1. Beispiel.
r__Yyt+O(zy) |
T z+y+H(z,y)

m———~—9(x’y) = lim _H@y) - = (; r, > 1
7o 7o 0 1o | g | To ’ 0 .
230 |24y 230 12l +1yl

hat im Punkte A einen Quellpunkt.

, " (1—v)—pa® ! fo—yo* 1 H

Ry (@) .
=7 ; »
& =’ lgz (z+2"+ H)
Mégliche Kriimmungsordnung fiir 1 <» <7y nur »=1. Also
—u? _I...Q_ﬂ.
—yr: U=
=uTs x-+ux+ H

Mogliches KriimmungsmaB: » = 0 (wie auch auf Seite 244 fiir diesen Fall
gefolgert wurde).

Nun begrenzen die Geraden y=—ceax, =0 und die Parabel
y = — x% einen Bereich ohne Randsingularititen. Also gibt es unendlich
viele Integralkurven von der Kriimmungsordnung 1 und dem Kriimmungs-
maf Null.

Um die Integralkurven zu erhalten, deren Kriimmungsordnung groBer
als 7, ist, wende man die Transformation y = u(z)z™ an. Dadurch
erhdlt man

(1l —ry) —ryua 14

”
’ o
w= __ x

— Ty —-

wtua®+ H
Nach § 5 gibt es nur eine Integralkurve, die im Bereich || <1 in die
singulire Stelle (0, 0) einmiindet. Also miindet in der (x, y)- Ebene im

11) In den folgenden Beispielen beschrinken wir uns auf die qualitative Be-
stimmung der Integralkurven. Thre analytische Darstellung ist meist kompliziert und
uniibersichtlioh.
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Bereich |y| < 2 (Fig. 18) nur eine Integralkurve in den Ursprung ein.
Wenn iiber ® und H nicht mehr vorausgesetzt wird, kann man nur aus-
sagen, daB die Krimmungsordnung dieser Integralkurve groBer als r, ist.
Sind aber 6 und H Potenzreihen, so 148t sich dieses Integral am Ursprung
in eine Potenzreihe nach x entwickeln.

2. Beispiel.

y = yly—=*) (y+e®) _ y'—aly
—x® —x8 *

Charakteristische Gleichung zy®= 0. Die y-Achse ist einfache, regulire
ausgezeichnete Richtung,

langs der nur eine Integral- 4
kurve in den Ursprung
einmiindet (§ 5) **). Die
x- Achse ist dreifache, regu-
ldre ausgezeichnete Rich-
tung. Der Bereich OAB
(x> 0) hat zwei Quell-
punkte(Fig. 19),derBereich ]
OA'B’ (z < 0) ist frei von

Randsingularititen. T
g |
. ‘y.zra
/ .
———e - - z
\Q‘<y"zrb
Fig. 18. Fig. 19.
2% — gzt v’
y=z"; v'="= -

T s
Mogliche Kriimmungsordnung » = 2.
y=u(z)z*; u’=———‘u(u2__122+21? :

Mogliche KrimmungsmaBle %#=0, +1. Nach § 5 gehen durch den
Punkt (0, 0) der (x, u)- Ebene unendlich viele Integralkurven, durch die
Punkte (0, +-1) dagegen auBer der u-Achse je nur eine. Also sind die
Parabeln y = + «* Schmiegungsparabel je einer Integralkurve, wihrend sich
an die z-Achse unendlich viele anschmiegen, deren Kriimmungsordnung
unendlich ist. Fiir < 0 schmiegen sich dagegen je unendlich viele Inte-

gralkurven an die Parabeln an.

%) In Fig. 19 und einigen der folgenden Figuren ist versehentlich die y-Achse
nicht als Integralkurve eingezeichnet worden.
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3. Beispiel.
y2+q376

x4t

y' ="

Charakteristische Gleichung xy?=0. Léngs der y-Achse miindet nach
§ 5 nur eine Integralkurve in die singuldre Stelle ein. Die z-Achse ist
zweifache, regulire ausgezeichnete Richtung, die sowohl fiir >0 als
auch 2 < 0 von einem Bereich mit einem Quellpunkt umgeben wird.
Durch & = —z, 9 = — y geht die Differentialgleichung in sich iiber. Die
Integralkurven sind demnach zentrisch-symmetrisch. Es geniigt also,- ihre
Gestalt fiir # > 0 zu untersuchen.

AY
Y
41* A
A, A N
\ "
/ S =~ P>
] N
- N
N
51 B 57 A
Fig. 20. Fig, 21.
y-—x“" v’mx2v+ax6_ym3+v
= ; —_ 7 T

xetviga
Mégliche” Kriimmungsordnung » = 3.
u?—-3u+ta

— 3. .
Yy=uzx’; U o

Nun sind drei Fille zu unterscheiden:
a) a>%; u?— 3u -+ a ist definit.

Es gibt keine Schmiegungsparabeln, folglich keine Integralkurven, die aus
diesen Bereichen in den Ursprung einmiinden (Fig. 20).

b) a <%; y(u, 0) = u®— 3u + a hat zwei Nullstellen u, und u,.

Es sei dabei —aa%(ul, 0)>0; dann ist Z—Z(uz, 0)< 0. Also schmiegen
sich unendlich viele Integralkurven an die Parabel y —u,2® an und nur
eine an die Parabel y = u,2® (Fig. 21).
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c) az%; u"’—3u—l—%=<u—§>2.

2

Die Parabel y = gaﬁ entspricht einer doppelten ausgezéichneten Richtung;

also wende man die Transformation y = %x" -+ 2*@ an; dadurch erhilt man

yr e (B=p)+a”7®

zlgx

Mogliche Kriimmungsordnung nur » = 8. Daher

y=<g+u>w3;

ry

\

/ >

W\

By '8

Fig. 22.

4. Beispiel.

x

mogliches Kriimmungsmal nur
u=0. Nun begrenzen die Parabeln

y=<%+6>x3undy=§x3 + a*
mit der Geraden x = J, einen Be-
reich ohne Randsingularitdten. Also

gibt es unendlich viele Integral-
kurven, die sich an die Parabel

Yy =—g—x3 anschmiegen (Fig. 22).

(Da diese Parabel selbst Losung
der Differentialgleichung ist, han-
delt es sich hier um eine integrier-
bare Riccatische Gleichung.)

2

y=-

Charakteristische Gleichung y® = 0. Die z-Achse ist singulire ausgezeich-
nete Richtung. Die sie umgebenden Bereiche zerfallen durch y = 0 fiir
x>0 in zwei Bereiche mit je zwei Quellpunkten, fiir < 0 in zwei Be-

reiche mit je einem Quellpunkt.

x> —pg? 1
=z*; =7 e
y ’ z? gz
T . 3
Mogliche Kriimmungsordnung » = 5 -
. 1 —%u?‘
y=uz'; uw=-—"— (x>0).

Mogliche Kriimmungsmale u = =+ ]/%
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u

also miindet léngs jeder dieser Parabeln eine Integralkurve in die singulire
Stelle ein.

Nun ist

Fiir x < 0 setze man { = —z; n=y; dann ist
3
c2 —1—u?
QR S P 2
W=y n=ust; o w wE

Es gibt also keine Schmiegungsparabeln fiir # < 0, also auch keine Inte-
gralkurven, die aus diesem Bereich in die singuldre Stelle einmiinden.
5. Beispiel.

3
’ xr

?/Z—?-

Charakteristische Gleichung y?= 0. Die z-Achse ist singulédre, ausgezeich-
nete Richtung. Die sie umgebenden Bereiche zerfallen in je zwei Bereiche
mit einem Quellpunkt.

3 2v—1
—x —vx
_x’l‘- v,—,,,_.___v——.?
4 ’ 2% 1ga
Mégliche Kriimmungsordnung » = 2.
—uz? o= T2
y= ’ - uT :

Da der Zihler definit ist, gibt es fiir > 0 keine Schmiegungsparabeln;
also gibt es auch keine Integralkurven, die fiir >0 in den Ursprung
einmiinden. Fiir # << 0 verhilt es sich ebenso, da durch £ =—2, =y
die Gleichung in sich iibergeht. Das Beispiel zeigt, dafi die Figur des
Wirbels oder des Strudels nicht ein charakteristisches Merkmal fir den
definiten Typus ist, sondern daf} sie auch beim nichi-definiten Typus
auftreten kann.
6. Beispiel.
re —(y=2) (y+a®) 2y —2®) (2y+2?) _ —4yt4Sytat—e
zy zy

Charakteristische Gleichung zy?= 0. Nach § 5 miindet lings der y-Achse
nur eine Integralkurve in die singulére Stelle ein. Die z-Achse ist singu-
lire ausgezeichnete Richtung; sie wird umgeben von Bereichen, die durch
y=0 in je zwei Teilbereiche mit einem Quellpunkt zerfallen (Fig. 23).

y

_4x4v+5x4+2v_x8__vz2v
y=z"; v'=

x‘zv+1 lg:t:

Méogliche Kriimmungsordnung » = 4.
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,_ 7—417—4u2+ Su?xt— 4utzt

y=uzx*; u' =

Da (—1 — 4u®) definit ist, gibt es fiir

ux

> 0 keine Schmiegungsparabeln.

Fir < 0 verhilt es sich ebenso. Also miinden lings der xz-Achse keine

Integralkurven in die singulire Stelle ein.

Y

A, A
N~

U }—)x
L~

5 5

Fig. 23.
7. Beispiel.

(e mrten(g-atoeh)
Y (y—o?) (y—o* £ 2a%) (y—a*—22") "~ y*

L yimfatytatoat
—3zxy?+ 3x‘y—x“—4x6y—i;'4'§v”'

Charakteristische Gleichung
xy?=0. Langs der y-Achse
miindet nach § 5 nur eine
Integralkurve in die singuldre
Stelle ein. Die a-Achse ist
singuldre ausgezeichnete Rich-
tung. Die sie umgebenden Be-
reiche zerfallen fir >0 in
zwei Bereiche mit je zwei
Quellpunkten und zwei Be-
reiche mit je einem Quellpunkt;
fiir < 0 in zwei Bereiche
ohne Randsingularitdten und
zwei Bereiche mit je einem
Quellpunkt (Fig. 24).
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yws e Bl
lgz 3 by x* Tk
Im Zghler kommen als Exponenten, die am kleinsten werden kénnen, nur
in Betracht die Exponenten 2%, 2+ » und 4. Sie sind einander gleich
fiir » = 2; also ist » =2 die einzige moégliche Kriimmungsordnung.
o 2. ' u?'—2u+1+zR (x,u)
Y=uxs U= i T3ut 1 3u—1)_2%(du—4)"

Mégliches KriimmungsmaB also nur % =1. Nun entspricht aber die
Parabel y = x? noch einer singuldren ausgezeichneten Richtung. Also wende
man die ndchst hohere Transformation an:
r (2" + %) (¥ —a?) - 2:{:{—1}9&"‘1

x2¥ (x¥ + 229) (2” — 24%) Igx z¥lgx

y=z+a*; v

Mogliche Kriimmungsordnung » = 3.

_ . y . (w+1)(u=1) 2+8ux
y==a’Fuz’; u Tuzb(ut2)(u—2) et
Mogliches Kriimmungsmal » = + 1. Als Naherungsparabeln erhilt man
also y, =2+ 2® und y,=x® —2® Diese Parabeln entsprechen ein-
fachen, reguldren ausgezeichneten Richtungen. Nach § 5 miindet fiir
x> 0 lings jeder Parabel eine Integralkurve in die singulire Stelle ein,

dagegen fiir < 0 lings jeder Parabel unendlich viele.

8. Beispiel.
r__ ng“—i-z"‘ ¥
=

Charakteristische Gleichung
(Y2 —1)2y?=0. Liings der

y-Achse miindet nach § 5 nur A

eine Integralkurve in die sin-

gulére Stelle ein. Die z- Achse

ist singulire ausgezeichnete g >z
Richtung. Die sie umgeben-

den Bereiche zerfallen fiir "

>0 in zwel Bereiche mit
je einem Quellpunkt, fiir
2 < 0 in zwei Bereiche ohne

Randsingularititen (Fig. 25). Fig. 25.
— Ve r__ ('/g_,‘,)zz”ﬁr
y=z";, v = 27 g o .

Mogliche Kriimmungsordnungen » =% und » = 2, weil 1 < 2 < g ist.
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. (V—é—-g—>u”+1
y=uzx’; U=-—--— .
’ ux

Daher Kriimmungsmaf
U = i T
1/ i -2
da aber die Parabeln
j: e x

/i

selbst Integralkurven sind, sind es nach § 5 die einzigen Integralkurven

von der Kriimmungsordnung %

N , x? (4 2v2)
=UuUXr : u = .= L= -———,
y ’ ux2‘/2 +1 U

Diese Differentialgleichung ist in jedem Punkt (0, » 40) regulir. Also
gehort zu jedem % eine Integralkurve. Es gibt also Integralkurven von
der Kriimmungsordnung }2, und zwar so, daB zu jedem von Null ver-
schiedenen KriimmungsmaB % eine und nur eine Kurve gehort (vgl. S. 249).
In diesem Fall sind simtliche Integrale am Nullpunkt in Potenzreihen
entwickelbar.

(Eingegangen am 19. 12. 26.)
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Der Umfang der dritten Auflage dieser Monographie ist trotz allen Strebens nach
Knappheit nicht unbetrichtlich gewachsen; die meisten Kapitel, insbesondere die
iiber Fluorescenz der Gase und iiber Kristallphosphore, konnten nicht nur durch
Ergéinzungen vervollstindigt, sondern muBten ganz neu bearbeitet werden. Dabei
| ist iiberall nach gi6Bter Vollsténdigkeit in der Beschreibung der experimentellen
i Ergebnisse gestrebt, doch war es nicht zu vermeiden, auch die theoretischen Deu-
| tungen stérker zu betonen, was um so wiinschenswerter schien, als das Buch jetzt
§ in die Sammlung ,Struktur der Materie“ eingereiht worden ist. Sehr stark wurde
auch die Zahl der Abbildungen vermehrt, wodurch an vielen Stellen
das Verstdndnis erleichtert wird.
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in 3 Banden:

Band I:

Liniengeometrie — Grundlegung der Geometrie —
Zum Erlanger Programm. Herausgegeben von
R. Fricke und A. Ostrowski. (Von F.Klein mit
erginzenden Zusitzen versehen) Mit einem Bildnis.

XII, 612 Seiten. 1921. Neudruck 1925. RM30.—

Band II:

Anschauliche Geometrie, Substitutionsgruppen und
Gleichungstheorie. Zur mathematischen Physik.
Herausgegeben von R. Fricke und H. Vermeil. (Von
F. Klein mit erginzenden Zusitzen versehen) Mit
185 Textfiguren. VI, 714 Seiten. 1922. Neudruck 1925.

RM 33—
Band III:

Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunk~
tionen, hyperelliptische und Abelsche Funk-
tionen, Riemannsche Funktionentheorie wund
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene
Verzeichnisse. Herausgegeben von R. Fricke.
H. Vermeil u. E. Bessel-Hagen. (Von F.Klein mit
erginzenden Zusitzen versehen) Mit 138 Textfiguren.

IX. 774 Seiten und 36 Anhangseiten. 1923. RM30.—

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.
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