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Vorwort zur ersten Auflage.

Die vorliegende Arbeit, welehe in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die
zweite Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war — in be-
schrinkterem Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst
anderwirts zusammengestellt zu finden — urspriinglich nur fir die
Zuhorer meines Vortrags iber Elasticititslehre bestimmt, mit dem
Ziele, ihnen die erfahrungsméssigen Grundlagen der technischen
Elasticitits- und Festigkeitslehre zu bieten, ohne hierzu die fiir die
Vorlesung verfiigbare Zeit (3 Stunden im Sommersemester), welche
mit Ricksicht auf die Behandlung der schwierigen Aufgaben dieses
Gebiets an und fiir sich knapp bemessen erscheint, in Anspruch
nehmen zu miissen. Wiederholten Anregungen schliesslich Folge
leistend, iibergebe ich dieselbe mit den hierdurch bedingten Er-
weiterungen der Oeffentlichkeit.

Sie geht davon aus, dass es in erster Linie auf die Er-
kenntniss des thatsidchlichen Verhaltens der Materialien
ankommt.

In Gemissheit dieses Standpunktes war zunichst der unan-
schauliche Begriff des Elasticitdtsmoduls fallen zu lassen. Selbst
wenn man von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Ver-
haltens der Stoffe hochst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht,
nach der unter Elasticititsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist,
welche ein Prisma vom Querschnitte 1 um seine eigene Linge aus-
dehnen wiirde, falls dies ohne Ueberschreitung der Elasti-
cititsgrenze moglich wire, so erweist sich der Umstand, dass
der als Mass der Elasticitit fiir die Betrachtungen und Rechnungen
geschaffene Elasticitdtsmodul umgekehrt proportional der Elasti-
citat ist, als ausserordentlich stérend. Durch Einfiihrung des
Dehnungskoefficienten (§ 2), dessen Grosse in geradem Ver-
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héltnisse zur Forménderung steht, ldsst sich dieser Uebelstand auf
einfache Weise beseitigen. Demgemiss sind simmtliche Rechnungen
und Erorterungen mittelst des Dehnungskoefficienten durchgefiihrt.
Die Gewinnung von Massen fiir den Dehnungsrest und fir die
Federung, d. i die eigentliche Elasticitdt zum Unterschied von
dem Masse fiir die Gesammtdehnung, ist damit ohne Weiteres
gesichert.

An die Stelle des der Anschauung unzuginglichen Schub-
elasticititsmoduls tritt der Schubkoefficient (§ 29), dessen Be-
deutung unmittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt.

Sodann war der mit der Lingsdehnung (Zusammendrickung)
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1)
und deren Einfluss (§ 7, § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82
u. s. w.) mehr Beachtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen
pflegt; zumal in weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht,
dass die Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen innerhalb gewisser Spannungsgrenzen allgemein giltig
sei, gleichgiltig, ob ausser der Zug- oder Druckkraft, welche in
Richtung der Stabachse wirkt, auch noch Krifte senkrecht zu
Letzterer thitig sind oder nicht.

Ferner mussten aus der meist ganz unbeachtet gelassenen
Thatsache, dass die eben erwihnte Proportionalitidt iiberhaupt
nicht fiir alle der Technik wichtigen Materialien vorhan-
den ist, die ndthigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft
beispielsweise zu fiir das dem Maschinenbau unentbehrliche und
daselbst so vielfach verwendete Gusseisen, bei dem die Dehnungen
rascher wachsen, als die Spannungen; fir das als Kraftiiber-
tragungsmittel so wichtige Leder, bei welchem das Umgekehrte
stattfindet u. s. f. (insbesondere § 2, § 20, Ziff. 4, S. 85 u. £, § 22,
Ziff. 2, § 26, S. 113, Fussbemerkung 1, § 35 und § 36, § 40, § 41,
§ 56, S. 324 u. f, § 58, S. 344, Fussbemerkung, u. s. w.).

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Werth legen zu
sollen auf die Klarstellung von Begriffen, wie Festigkeit (§ 3),
Proportionalitits- und Elasticititsgrenze (§ 2, § 4), Knick-
belastung (§ 23), Zerknickungskoefficient (§ 26), zulissige
Anstrengung (§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) u. s. w., sowie
auf die Beseitigung von eingebiirgerten Irrthiimern. Wie oft wird
beispielsweise die Berechnung auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung
massgebend ist (§ 40, § 52); wie allgemein ist bei Ermittlung des
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Dehnungskoefficienten (Elasticititsmoduls) aus Biegungsversuchen
der Einfluss der Schubkraft vernachlissigt worden (§ 22, Ziff. 1,
§ 52, Ziff. 2b); wie verbreitet ist die Auffassung der unbedingten
Giltigkeit der Gleichung der einfachen Zug- und Druckfestigkeit,
nach welcher es nur auf die Grosse des Querschnittes ankommt
(89, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, dass die Druckfestigkeit
bei Materialien, wie weichem Stahl u. s. w., die Fliess- oder Quetsch-
grenze ist (§ 11, Schluss; § 27, Ziff. 1, S. 122 w. s. f.).

Die bedeutende Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit
des Gusseisens von der Querschnittsform war soweit fest-
zustellen, dass sie rechnungsmissig beriicksichtigt werden kann
(§ 20, § 22, Ziff. 2).

Das immer dringender gewordene Bedirfniss, die Anstren-
gung auf Drehung beanspruchter Koérper von nichtkreis-
formigem Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu konnen,
als dies bisher moglich war, verlangte eine eingehende Behandlung
der hierher gehorigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49,
§ 50, § 52, Fussbemerkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die
Nothwendigkeit, Form#nderungen in’s Auge zu fassen, die bisher
bei Beurtheilung der Materialanstrengung ganz unbeachtet gelassen
worden waren (§ 34, Ziff. 3).

Dem Umstande, dass die zuldssige Schubspannung zur zu-
lassigen Normalspannung ziemlich hiufig nicht in dem Verhiltnisse
steht, wie dies die Elasticititslehre ermittelte (Gleichung 101, 102
[§ 31, Gleichung 5 und 6]), habe ich — wie bereits in meinen
Maschinenelementen 1880 gethan (S. 11, S. 205 u. f. daselbst) —
durch Einfihrung des Anstrengungsverh&ltnisses Rechnung
getragen (o, in § 48, Ziff. 2, auch §, in § 45 Ziff. 1).

Die Ausserachtlassung der schon urspringlich vorhan-
denen Krimmung der Mittellinie bei auf Biegung bean-
spruchten Korpern erschien nicht mehr in dem Masse zuldssig,
wie dies bisher bei Berechnung von Kettenhaken und dergleichen
ziemlich allgemein iiblich war. Wenn auch die Endergebnisse der
mit Riicksicht hierauf in § 54 angestellten Erérterungen nichts
Neues bieten, so diirfte doch der hierbei eingeschlagene Weg zur
Gewinnung eines besseren Einblicks in die Anstrengungsverhiiltnisse,
sowle dazu beitragen, dass Mancher, welcher bisher die urspriing-
liche Kriimmung nicht beriicksichtigte, sie mindestens schitzungs-
weise bei Wahl der zuldssigen Anstrengung in Betracht zieht.
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In § 60 war die Anstrengung der elliptischen Platte zu
bestimmen; ausserdem waren bisher nicht beachtete Einflisse fest-
zustellen. Weitergehende Ermittlungen mussten namentlich bei
den grossen Schwierigkeiten, welche hierauf beziiglichen Versuchen
begegnen, zunichst unterbleiben.

Gern hitte ich Versuche der in § 56 behandelten Art in
grosserem Umfange, sowie auch solche zu § 5T durchgefiihrt. Da
mir aber weder fiir meine Lehrthitigkeit, noch fiir meine Versuchs-
arbeiten ein Assistent zur Verfigung steht, und der eigenen Arbeits-
kraft durch die Natur eine Grenze gezogen ist, auch die ibrigen
Mittel sehr knapp bemessen sind, so musste wenigstens vorerst
Beschrinkung geiibt werden. Dieselbe Bemerkung hat auch Gel-
tung fiir andere Abschnitte, insbesondere fiir § 61.

Im Ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die
Bediirfnisse der mitten in der Ausfiihrung stehenden Ingenieure
bestrebt, die einzelnen Entwicklungen so viel als thunlich
fiir sich allein verstidndlich durchzufihren und den hierzu
erforderlichen mathematischen Apparat unter Heran-
ziehung von Versuchen nach Moglichkeit zu beschriénken.
Dass sich auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer
grossen Wichtigkeit gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise be-
handelt zu werden pflegen, recht klar und dazu fruchtbringender,
als es bisher geschehen ist, erértern lassen, davon diirften beispiels-
weise die 8§ 33, 34 und 43, S. 220 u. f, sowie § 52, Ziff. 2,
Zeugniss ablegen. Die Thatsache, dass die vor vier Jahrzehnten
von de Saint Venant gegebene Losung der Torsionsautgabe —
ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge — nur ganz vereinzelt
Eingang in die technische Literatur gefunden hat, diirfte vorzugs-
weise in dem Mangel an verhiltnissmissiger Einfachheit der zur
Losung fihrenden Rechnungen begriindet sein.

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze
zu halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend
gestaltet, als urspriinglich geplant war, wodurch iibrigens die An-
schauung iiber die wirklichen Vorginge, tber das thatstichliche
Verhalten des Materials eine Beeintréichtigung nicht erfihrt. Es
erschien dies um so mehr zulissig, "als seit Abschluss der ersten
Lieferung das v. Tetmajer’sche Werk: ,Die angewandte Elasti-
citits- und Festigkeitslehre“ mit einer Fiille von Beobach-
tungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe auch des Verfassers
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Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1889, S. 452 bis 455 und S. 473 bis 479) und iiberdies
die werthvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele und
Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemiiss in meine
Maschinenelemente gehérig dahin verweisen zu sollen.

Mo6ge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schritt in
neuer Richtung sein soll, zur Férderung der Technik und damit
der Industrie beitragen, indem sie die Bedeutung der Erkenntniss
des thatsichlichen Verhaltens der Materialien klarlegt und indem
aus ibr erhellt,

dass es nicht geniigt, von dem Satze der Proportionalitit
zwischen Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze
Gebdude der Elasticitit und Festigkeit auf mathematischer Grund-
lage aufzubauen,

dass es vielmehr fiir den Konstrukteur — namentlich, wenn
er in voller Erkenntniss der wirklichen Verhsltnisse die Abmes-
sungen festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter
Formen halten will — nothwendig erscheint, immer und immer
wieder die Voraussetzungen der einzelnen Gleichungen, welche er
beniitzt, im Spiegel der Erfahrungen, soweit solche vorliegen, sich
zu vergegenwirtigen, und die auf dem Wege der Ueberlegung,
der mathematischen Ableitung gewonnenen Beziehungen hinsichtlich
des Grades ihrer Genauigkeit zu beurtheilen, soweit dies bei dem
jeweiligen Stande unserer Erkenntnisse iiberhaupt méglich ist,

und dass da, wo die letzteren und die Ueberlegung — Auf-
suchung und Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen — nicht
ausreichen, in erster Linie durch den Versuch Fragestellung an
die Natur zu erfolgen hat.

Stuttgart, den 30. September 1889.
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Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten — ab-
gesehen von der Umarbeitung des Abschnittes tiber die platten-
formigen Korper — in der Hauptsache durch Erginzungen, ent-
sprechend einer Vermehrung des Textes um 56 Seiten. Beschrin-
kung in dieser Hinsicht zu iiben, erschien schon deshalb angezeigt,
um dem Buche das Eindringen in weitere Kreise zu sichern, wozu
gehort, dass der Preis desselben eine gewisse Grenze nicht iiber-
schreitet. Hierin lag auch der Grund, der veranlasste, davon ab-
zusehen, die urspriingliche Idee, eine Anzahl von Aufgaben nebst
Lésungen aufzunehmen, zur Ausfihrung zu bringen.

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage
massgebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in
dieser Beziehung nichts hinzuzufiigen habe. Dass die Ersetzung
des Elasticititsmoduls durch den Dehnungskoefficienten nicht ohne
Bemingelung abgehen wiirde, war vorauszusehen. Demgegeniiber
kann ich nur auf die Arbeit selbst, insbesondere auf die Fuss-
bemerkung zu § 2, verweisen, welche durch Uebernahme einer
bereits in der zweiten Auflage meiner Maschinenelemente gegebenen
Darlegung erginzt worden ist. Im Laufe der Zeit wird sich von
selbst entscheiden, ob die Begriffe ,Elasticititsmodul“ und ,Schub-
elasticititsmodul das Feld behaupten oder ob die Begriffe
»,Dehnungskoefficient” und ,Schubkoefficient an deren Stelle
treten werden.

Im Ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Auf-
nahme seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, dass ich nicht
umhin kann, fir die ausserordentliche Férderung, welche hierin
liegt, zu danken. Die Arbeitskraft des Einzelnen ist eine be-
grenzte und das Arbeitsfeld des Maschineningenieurwesens ein so
ausgedehntes, dass der Einzelne selbst nur einen kleinen Beitrag
durch das in seinen Arbeiten enthaltene Neue zu leisten vermag,
infolgedessen dieses der entschiedenen Forderung durch die Fach-
genossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner und damit
ein erheblicher werden.

Stuttgart, den 1. Juni 1894.
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Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechneri-
scher Erginzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchs-
ergebnissen und den hierzu gehérigen Darlegungen in Zahl, Wort
und Bild ergéinzt worden. Ich halte es fiir zweckmadssig, den
Leser geistig Theil nehmen zu lassen an den wesentlichen Einzel-
heiten des Versuchs und ihn auf diese Weise zu befihigen, sich
nach Moglichkeit ein eigenes, auf die thatséchlichen
Verhaltnisse gegrindetes Urtheil zu bilden. Dem jungen
Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum Bewusstsein, dass
es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem grossen Theil
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt,
sondern dass er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst
hinsichtlich der Feststellung seiner erfahrungsmissigen Grundlagen
noch in lebhafter Entwicklung begriffen ist.

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlasste nicht
blos der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vergl. Vorwort
zur ersten Auflage), sondern auch der Umstand, dass in mathe-
matischer Hinsicht ausfiihrliche und vorziigliche Werke vorliegen:
die Arbeiten von Grashof, Keck, Miiller-Breslau, Ritter,
Weyrauch, Winkler u. A.

Eine vorurtheilsfreie Ueberpriifung des Standes der Elasticitiits-
und Festigkeitslehre zeigt, dass die physikalische Seite gegeniiber
der mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht er-
heblich zuriickgeblieben war. Damit hingt es dann auch theil-
weise zusammen, dass mancher der an und fir sich richtigen, aber
nicht auf ausreichend sicherer physikalischer Grundlage ruhenden
mathematischen Entwicklungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder
gar der Unbrauchbarkeit gemacht werden konnte. Andererseits liess
man bei der mathematischen Bearbeitung Aufgaben von grosser
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praktischer Bedeutung so gut wie unbeachtet, oder man sah bei
ihrer Einkleidung in das mathematische Gewand von Wesentlichem
ab, liess wohl auch im Laufe der Rechnung mehr oder minder
weitgehende Vernachldssigungen eintreten, ohne dann die Ergeb-
nisse durch den Versuch einer Priifung und nothigenfalls einer
Berichtigung zu unterziehen.

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch
zwischen Wissenschaft und Praxis. Man tibersah dabei allerdings,
dass eine Wissenschaft, die im Widerspruch steht mit der Wirk-
lichkeit, d.h. mit dem, was thatsichlich ist, oder deren Folgerungen
zu solchen Widerspriichen fiihren, nicht den Anspruch machen
kann, wirklich Wissenschaft zu sein, mindestens nicht in Beziehung
auf diejenigen Punkte, welche der Wirklichkeit zuwiderlaufen. Wo
ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und Praxis in die Erscheinung
tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung meist sehr bald, dass ent-
weder die Annahmen, die Grundlagen, von denen die wissenschaft-
liche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft waren, oder dass die
Schlussfolgerungen mit Mingeln behaftet sind.

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehr-
thitigkeit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes
Theil dazu beizutragen, dass solche Gegensitze verschwinden?).
Wissenschaft und ausfilhrende Technik miissen naturgemiss Hand
in Hand gehen. Wo dieser Zustand nicht besteht, da muss von
beiden Seiten mit Eifer und Ausdauer daran gearbeitet werden,
ihn herbeizufithren. Wer in dieser Richtung kriiftig strebt, wird
sehr bald zu der Erkenntniss gelangen, dass den Ingenieurwissen-
schaften in erster Linie eine Sicherung und Erweiterung ihrer er-
fahrungsmissigen Grundlagen, d. h. eine besondere Pflege ihrer
physikalischen und chemischen Seite, noththut. Die Mathematik
wird hierbei nicht nur ein sehr oft ausserordentlich werthvolles
Hilfsmittel sein, sondern sie wird h#ufig das Werkzeug bilden,
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntniss iberhaupt
unerreichbar bliebe.

Die ausfithrende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet; sie ldsst sich
nicht — wie wohl zuweilen gemeint wird — durch das Schlag-

1) Vergl. z B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361
und 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269.
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wort von dem Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten,
die wissenschaftlichen Darlegungen zu studiren und zu ver-
werthen, vorausgesetzt, dass diese die Anforderung der Klarheit
und geniigender Einfachheit befriedigen. Sie weiss ihr Interesse,
welches die volle Beachtung der Wissenschaft verlangt, wohl wahr-
zunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie, wenn ihr von wissen-
schaftlicher Seite Darlegungen geboten werden, durch deren Be-
folgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und oft recht
weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausfiihrende Technik
zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. Jeder Verstoss,
den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei der
Ausfiithrung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten
und in irgend einer Form Strafe nach sich zu ziehen. In der
hieraus folgenden Nothwendigkeit, moglichst zuverléssig zu arbeiten,
liegt auch einer der Griinde, weshalb schon seit lingerer Zeit die
Technik und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht blos manche
in das Gebiet der Physik und Chemie gehorige Zahl genauer fest-
gestellt haben, als dies von der Physik beziechungsweise der Chemie
selbst geschehen ist, sondern dass sie auch manches bisher ber-
haupt nicht Erkannte aufgefunden sowie manchen in’s Dunkle ge-
hiilllten Vorgang aufgeklirt, und ganz wesentlich zur Entwicklung
und Férderung dieser Wissenschaften an sich beigetragen haben.
Ein weiterer Grund dafiir, dass die Technik der Wissenschaft an
sich hdufiger vorauseilt, als man anzunehmen pflegt, ist dadurch
gegeben, dass ihr Aufgaben entgegengebracht werden, die sie
Iosen muss — mdoglichst vollkommen, namentlich auch in wirth-
schaftlicher Beziehung —, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes
stiitzen zu konnen. Die deutsche Industrie und die technischen
Staatsbetriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise grosse
Anzahl von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich
arbeiten, wie vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht
vermuthet wird.

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage
gelungen ist, zur Klarstellung schwebender oder aufgeworfener
Fragen (vergl. z. B. den Inhalt von § 4 und § 5, ferner 8. 116 u.f,,
S.192 u. f, 8.211 w. £, S. 470 u. f, u. s. w.), zur Vertiefung un-
serer Erkenntnisse auf dem Gebiet der Elasticitit und Festigkeit
beizutragen, muss ich dem wohlwollenden Urtheil der Fachgenossen
zur Entscheidung anheimstellen. Gern hitte ich noch Weiteres auf-
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genommen, aber die starke Inanspruchnahme durch die unmittelbare
Berufsthitigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die Errichtung eines
Laboratoriums fiir Maschineningenieure gesellt hat, im Zusammen-
hange damit, dass das Buch schon seit lingerer Zeit vergriffen ist,
nothigten zur Beschréinkung.

Stuttgart, Anfang Januar 1898.

Vorwort zur vierten Auflage.

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer grosseren
Anzahl von Ergiinzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten
des Buches (vergl. z. B. § 13, Ziff. 3, § 22, Ziff. 4 u.s. w.), durch
Aufnahme eines neuen (achten) Abschnittes: , Allgemeine Beziehun-
gen tiber Spannungen und Formiénderungen im Innern eines elasti-
schen Korpers“ erweitert. Hierzu veranlasste in erster Linie der
Umstand, dass ich seit Erscheinen der dritten Auflage infolge des
wachsenden Umfanges der mir sonst obliegenden Verpflichtungen
u. A. auch die Vorlesung iiber Elasticititslehre abgegeben habe.
In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem Polytechnikum
mit besonderer Riicksichtnahme auf die dem Maschinenkonstrukteur
sich bietenden Aufgaben zur Einfithrung gelangte, habe ich in den
21 Jahren, wihrend der ich ihn gehalten, auch das gegeben, was
der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme in das Buch ist
bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vorwort zur ersten
Auflage ausgesprochen, dasselbe urspriinglich nur fiir die Zuhérer
dieses Vortrages bestimmt war.

Ich weiss recht wohl, dass die Anzahl derjenigen Studirenden
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen
tiber den Spannungs- sowie Forminderungszustand, und insbeson-
dere den aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschiftigen
pflegen, verhiltnissmissig gering ist, und bin der Ueberzeugung,
dass dies auch voraussichtlich so bleiben wird, ohne dass hierin ein
schwerwiegender Nachtheil fiir die Technik erblickt werden kann.
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Es setzt dies allerdings voraus, dass sich eine, wenn auch kleine,
Minderzahl erfolgreich mit Bearbeitung des hier zur Erérterung
stehenden Gebietes befasst. Der grossen Mehrzahl der mitten in
der Ausfiilbrung stehenden Ingenieure, welche auf den Gebieten
des wirthschaftlichen Lebens leitend oder auch noch schépferisch
thiitig sein miissen, liegen andere Aufgaben ob'), und bei der Be-
grenztheit der Arbeitskraft des Einzelnen einerseits und angesichts
der ungeheuren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird
die Arbeitstheilung zur Nothwendigkeit.

Diese Verhiltnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit
meinen Zuhorern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu
den allgemeinen Gleichungen der Elasticititslehre fithren. Der
zukiinftige Ingenieur muss — auch wenn er keine Neigung hat,
an der Entwicklung der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieur-
wesens mitzuarbeiten —, die allgemeinen Grundlagen der Gebiete,
die er studirt, ausreichend kennen. Im vorliegenden Sonderfalle
heisst dies, dass ihm die allgemeinen Gleichungen der Elasticitsits-
lehre, wenn sie ihm in der Literatur entgegentreten, nicht fremd
sein diirfen. Er soll — wenn auch nur in beschrinktem Sinne —
ein Urtheil dartiber haben, wie sicher oder unsicher die Grund-
lagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen aufbauen, und
ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein brauch-
bares Ergebniss fiir das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Es ist
fiir den ausfiihrenden Ingenieur nicht selten ausserordentlich wichtig,
ein Urtheil, wenn auch nur einigermassen, dariiber zu haben, was
man iberhaupt nicht, oder doch nicht sicher weiss, gegebenenfalls
nicht sicher ermitteln kann.

Ausserdem kommt in Betracht, dass eine strenge Behandlung
verschiedener, fiir die ausfiilhrende Technik wichtiger Aufgaben
von den allgemeinen Gleichungen der Elasticititslehre auszugehen
oder doch auf sie zuridckzugreifen hat, wenn auch nur, um zu
prifen, ob die gemachten Annahmen mit ihnen in Widerspruch
stehen oder nicht. Es sei hier erinnert an die Aufgaben der
Drehungselasticitit, deren strenge Losung allerdings bisher nur fiir
wenige der in Betracht kommenden Querschnitte ausreichend ge-
lungen ist, sowie an die Aufgaben, bei denen Normal- und Schub-

1y Vergl. z. B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des
Verfassers.
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spannungen in den Querschnitten stabférmiger Korper gleichzeitig
auftreten, an die Aufgaben, welche plattenformige Korper und
Gefisse vielfach bieten, u. s. w.

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen
achten Abschnittes hétten gestiitzt werden konnen, so habe ich
dies doch absichtlich unterlassen, weil ich es fiir den Ingenieur
als werthvoll erachte, jede Untersuchung fiir sich soweit selbst-
stindig durchzufiihren, als es die Verhiltnisse gestatten und als im
Einzelfalle zweckmissig erscheint, und zweitens, weil ich der
Ueberzeugung bin, dass die Elasticitit und Festigkeit am erfolg-
reichsten zunichst in der Weise studirt wird, dass man von den
einfachen Fillen ausgeht und unter Benutzung der hierbei ge-
wonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortschreitet. Ich
halte dieses Vorgehen auch dann fiir richtig, wenn der Studirende
iiber gute Kenntnisse auf dem Gebiete der hsheren Mathematik
verfiigt. Die Auffassung, dass der wissenschaftliche Gang bei der
Behandlung der Elasticitits- und Festigkeitslehre auch fiir den
Ingenieur vom Allgemeinen zum Besonderen zu fithren habe, ver-
mag ich nicht zu theilen. Derjenige Studirende, welcher beim
erstmaligen Studium des Gebietes zundchst die seinem Verstind-
niss niher liegenden Sonderfille mit den verschiedenen Abweichun-
gen von den Voraussetzungen, welche die Elasticititslehre bei
ibren allgemeinen Entwicklungen nothwendiger Weise machen
muss, grindlich studirt hat und sodann fortschreitend schliesslich
bis zur Klarheit iiber die allgemeinen Beziehungen der Elasticitiits-
lehre gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel
einen weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben, als
derjenige, welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Ins-
besondere wird dies zu Tage treten, wenn es sich um die Ver-
wendung der Kenntnisse auf dem Gebiete des Ingenieurwesens,
also um das Konnen gegeniiber den tausendfiltigen Aufgaben
handelt, die das Leben fortgesetzt bietet.

Stuttgart, Anfang September 1901.
C. Bach.
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Erster Abschnitt.

Die einfachen Fille der Beanspruchung gerader stabférmiger
Korper durch Normalspannungen (Dehnungen).

Einleitung.
§1. Formiinderung. Spannung.

Der gerade stabformige Koérper, Fig. 1, welchen wir uns als
Kreiscylinder vorstellen wollen, besitze die Linge / und den Durch-

messer d, also den Querschnitt f =%d2' Der-

selbe werde jetzt — Fig. 2 — von zwel ziehen- ’g?t
den Kriften PP ergriffen, welche gleichméssig :
iiber die beiden Endquerschnitte vertheilt angreifen ;
und deren Richtung mit der Stabachse zusammen- 5
fallt. Thre Grosse liege unterhalb der Grenze, bei it
welcher eine Aufhebung des Zusammenhanges des ;
Stabes, ein Zerreissen des letzteren, eintreten e
wiirde; sie halten sich demnach an dem Stabe 5

das Gleichgewicht. Fig.1. Fig. 2.

Unter der Einwirkung dieser Kriifte
a) vergrossert sich die Linge des Stabes von [ auf [,
d.h.um |, —1=1
und

b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf

dy, d. h. um d—d,=d.

Es findet also gleichzeitig eine Ausdehnung in Richtung
der Stabachse und eine Zusammenziehung (Kontraktion) senk-
recht zu derselben statt. Die Letztere erweist sich ibrigens weit
kleiner als die Erstere (vergl. § 7). Die Aenderung der Form,
welche der Korper durch die ihn ergreifenden Kriifte PP erfihrt,

ist hiernach eine doppelte, wenn auch verschieden grosse.
Bach, Elasticitit. 4. Aufly 1



9 Einleitung.

Wirken die beiden Krifte PP nicht ziehend, wie in Fig. 2
angenommen, sondern driickend auf den als kurz vorausgesetzten
Korper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende
Forménderung

a) in einer Verkiirzung der Linge des Cylinders von / auf

ly, also um A=1—1,
und
b) in einer Vergrosserung des Durchmessers des Cylin-
ders von d auf d,, also um d=d, —d.
Es findet somit gleichzeitig eine Zusammen-
g driickung in Richtung der Cylinderachse und eine
1~ Ausdehnung senkrecht zu derselben, eine Quer-
4 ‘i“ dehnung, statt. .
{ Der Vergleich dieser bei der Druckwirkung auf-
-+ tretenden Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung
7 sich einstellenden zeigt, dass die Umkehrung der Kraft-
Fig. 3. richtung auch die Forménderungen umkehrt. Wird die
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der
driickenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge
—+ P eine positive Ausdehnung in Richtung der Stabachse und

- negative - senkrecht zur -
— P eine negative Ausdehnung in Richtung der Stabachse und
- positive - senkrecht zur -

Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Krifte PP
das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten
desselben liegenden Stabtheile werden infolge des Vorhandenseins
dieser dusseren Kriifte mit gewissen, iiber den Querschnitt ver-
theilten Kriften auf einander einwirken. Diese inneren Krifte,
bezogen auf die Flicheneinheit, heissen Spannungen, und zwar
Zugspannungen, Spannungen im engeren Sinne, positive
Spannungen, wenn die #usseren Krifte ziehend wirken (Fig. 2),
oder Druckspannungen, Pressungen, negative Spannungen,
wenn die Husseren Kriifte driickend thitig sind (Fig. 3).

Insoweit zum Ausdruck gebracht werden soll, dass diese inneren
Krifte senkrecht zum Querschnitt, d. h. senkrecht zu den Flichen-
elementen, in denen sie wirken, gerichtet sind, werden sie als
Normalspannungen bezeichnet.

Unter den Voraussetzungen gleichmissiger Vertheilung der
Krifte PP iber die beiden Endquerschnitte des Stabes und



§ 2. Dehnung. Dehnungskoefficient. Proportionalititsgrenze. Fliessgrenze. g

durchaus gleichartiger Beschaffenheit des Stabmaterials wird auch
die Spannung fiir die einzelnen Theile des in Betracht gezogenen
Stabquerschnittes, d. h. fiir die einzelnen Flichenelemente desselben,
gleich gross sein. DBezeichnen wir dieselbe mit o, so erscheint sie
bestimmt durch die Gleichung

o f'""""l)

Streng genommen miisste hierin f denjenigen Querschnitt be-
deuten, welchen der Stab thatsichlich besitzt, wihrend er durch P
belastet ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) bei b) sahen, sindert sich
unter Einwirkung der dusseren Krifte nicht blos die Linge, son-
dern auch der Durchmesser des Kérpers und damit auch der Quer-
schnitt. Unter Umstéinden kann diese Querschnittséinderung, welche
abhidngt von der verhiltnissmissigen Grosse der Belastung und der
Art des Materials, von Bedeutung werden. Aus diesem Grunde
ist es nothwendig, festzuhalten, dass die Gleichung 1 die Span-
nung ¢ bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt
liefert, sofern, wie oben angenommen, / den Querschnitt des un-
belasteten Stabes bezeichnet.

§ 2. Dehnung. Dehnungskoefficient. Proportionalitiitsgrenze.
Fliessgrenze.

Die absolute Grosse 4 der Lingeninderung (vergl. § 1, a) hingt
ab von der urspriinglichen Linge ! des Stabes. Um sich fiir Zwecke
der Rechnung von dieser Abhingigkeit zu befreien, pflegt man die
auf die Lingeneinheit bezogene Lingeninderung

anzugeben. Diese verhéltnissméssige (specifische) Lingen-
inderung ¢ wird dann kurz mit Dehnung bezeichnet, und zwar
als positive oder negative, je nachdem es sich um Verlingerung
(durch eine Zugkraft) oder um Verkiirzung (durch eine Druck-
kraft) handelt.

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt
fiir den Fall, dass die urspriingliche Linge [ nicht eine sehr kleine
Grosse ist, voraus: es sei die Dehnung an allen Stellen der
Strecke [ gleich gross.

1%
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Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung & und
der zugehorigen Spannung ¢ (vergl. § 1) pflegt angenommen zu
werden, dass innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitit
zwischen ihnen bestehe, entsprechend der Gleichung

g=a0, . . . . . . . . D
worin

_e_A1_2f
a—d——lo_—lP.....3)

eine innerhalb der erwihnten Belastungsgrenzen konstante Er-
fahrungszahl bedeutet, ndmlich diejenige Zahl, welche angiebt,
um welche Strecke ein Stab von der Lénge 1 bei einer
Belastung gleich der Krafteinheit (Kilogramm) auf die
Flicheneinheit (Quadratcentimeter) seine Linge #ndert,
oder kurz: die Aenderung der Lingeneinheit, d. h. die
Dehnung, fir das Kilogramm Spannung. Diese Erfahrungs-
zahl sei demgemiss als Dehnungskoefficient bezeichnet.

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als
Produkt aus Spannung und Dehnungskoefficient, und die Aenderung
des urspringlich / langen Stabes

i=aql),

sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs-
koefficient, d. i. )

1) Dieser Ausdruck entspricht ganz demjenigen, welcher sich fiir die Aus-
dehnung eines Stabes darch die Wirme oder auch fiir die Zusammenziehung in
Folge Abkithlung ergiebt, wie folgende Betrachtung deutlich zeigt.

Ein Stab von der Lange /, und der Temperatur ¢, wird auf die Temperatur ¢,
gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um

@, (L~ ta) I

sofern «, den Lingenausdehnungskoefficienten durch die Wirme, d. h. die Zu-
nahme der Langeneinheit fir 19 Erwirmung, bedeutet.

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, dass in seinen Querschnitten die
Spannung o, herrscht, besitzt in diesem Zustande die Linge /,. Durch Ver-
mehrung der Belastung steigt die Spannung auf ¢, Hierbei dehnt sich der
Stab aus um

« (o, — aa) b

worin « den oben erdrterten Dehnungskoefficienten bedeutet.
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o= . . .. ... .4

o

Der reciproke Werth von e wird als Elasticititsmodul be-
zeichnet. Ueber die diesem Begriff gegebene Deutung vergleiche
das in der Fussbemerkung S. 4 u. f. Gesagte.

‘Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle dgs Temperaturunterschiedes ¢,—¢,
der Spannungsunterschied ¢, — ¢, und an die Stelle des Lingenausdehnungs-
koefficienten durch die Wirme der Dehnungskoefficient. Beide Erfahrungszahlen
sind hierbei allerdings als unverinderlich vorausgesetzt, wenigstens innerhall
dieser Temperatur- beziehungsweise Spannungsunterschiede.

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in der tech-
nischen Literatur ganz allgemein blich gewesen, nicht mit dem Dehnungs-
koefficienten «, sondern mit dem reciproken Werthe desselben, d. h. mit %,
zu rechnen, und fiir diesen den Begriff des Elasticititsmoduls einzufiihren.
Derselbe ist dann erklirt worden als diejenige Kraft, welche ein Prisma vom
Querschnitt 1 um seine eigene Lénge ausdehnen wiirde, falls dies ohne Ueher-
schreitung der Elasticititsgrenze moglich wire. (So z. B. Weisbach, Lelr-
buch der Ingenieur- und Maschinenmechanik, 1. Band, 5. Auflage, S. 386, u. A.;
Reuleaux sagt in der vierten Auflage seines Konstrukteurs, S.1: ,Elasticitits-
modul ist diejenige Spannung, bei welcher ein prismatischer, in
seiner Lingenrichtung beanspruchter Kérper um seine ganze Linge
ausgedehnt oder zusammengepresst wird [eine solche Forminderung als
moglich vorausgesetzt].“) Dies liefert fiir das schmiedbare Eisen rund 2600000 kg.
Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilogramm auf ein schmied-
eisernes Prisma von 1 gem Querschnitt wirkend vorzustellen. In Wirklichkeit
wiirde bei etwa 1500 kg schon die Proportionalititsgrenze, innerhalb welcher
iberhaupt die Gleichungen 2 bis 4 fir schmiedbares Eisen als giltig angenommen
werden dirfen, iberschritten und voraussichtlich bei 4000 kg der Stab bereits
zerrissen sein! Wie man sich die Zusammendriickung eines Korpers um seine ganze
Lange vorstellen soll, darf unerértert bleiben.

Verfasser ist der Amnsicht, dass eine solche, mit dem thatsichlichen Ver-
halten des Materials nicht im Einklang stehende Begriffshestimmung hochst be-
denklich erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringendsten Zwang, oder ohne
durchschlagende Nitzlichkeitsgrinde als zulissig bezeichnet werden kann. Seines
Erachtens muss der Grundbegriff der ganzen Elasticitats- und Festigkeitslehre,
d. 1. nach dem hisherigen Standpunkt dieses Theiles der Mechanik die Erfahrungs-
zahl, welche Dehnung und Spannung verbindet, so erklirt werden, wie es dem
thatsiachlichen Verhalten des Materials entspricht, damit dieser Grund-
begriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in Fleisch und Blut @iber-
gehen. Das ist fir den mitten in der Ausfihrung stehenden, za raschen Ent-
schliissen veranlassten Techniker cine Nothwendigkeit. Die Bedeutung von « als
Zunahme der Lingeneinheit fir das Kilogramm Spannung ist eine so einfache
und natiirliche, dass, wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht kime,
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Die Spannung, bis zu welcher hin die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, fiihrt
den Namen Proportionalititsgrenze. Je nachdem es sich hier-
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Propor-
tionalititsgrenze gegeniiber Zug bezw. Druck in Betracht. o pflegt
innerhalb dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also
unabhingig von der Griosse und dem Vorzeichen von ¢ voraus-
gesetzt zu werden. Inwieweit diese Voraussetzung zutreffend ist,
dariiber giebt das in § 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft.
Bemerkt sei jedoch schon hier, dass es nur eine Minderzahl von
Stoffen ist, fiir welche innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Pro-
portionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, und
dass demzufolge die grosse Mehrzahl der Kérper auch keine Pro-
portionalititsgrenzen besitzt.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes iiber das Gesetz,
nach dem sich Dehnungen und Spannungen #ndern, greifen wir
zur bildlichen Darstellung.

es nicht erklirlich erscheinen wiirde, dass der unanschauliche Begriff des
Elasticititsmoduls — dieses bleibt er, auch wenn andere Erklirungen als die
oben besprochene aufgestellt werden — mnicht schon lingst von der technischen
Literatur iiber Bord geworfen ist.

Der Umstand, dass es an einzelnen Stellen fir Rechnungszwecke be-

L1 . .
quemer erscheint, an Stelle von ¢ mit — zu rechnen, wobei ibrigens wieder
«
die Macht der Gewohnheit und zwar ganz erheblich einwirkt, berechtigt noch
lange nicht dazu, —1-— zum Grundbegriff der Elasticitits- und Festigkeitslehre zu
[¢4

machen, deren Aufgabe doch schliesslich darin besteht, das wirkliche Verhalten
des Materials gegeniiber der Einwirkung #dusserer Kriifte klarzulegen, und nicht
blos der Rechnung, sondern namentlich auch der Anschauung mog-
lichst zugédnglich zu machen.

Weiter kommt in Betracht, dass die Zahl, welche Dehnungen und Span-
nungen verbindet, naturgemiss ein Mass fir dic Forméinderung des Materials
zu bilden hat, und zwar derart, dass sie, je nachgiebiger ein Stoff ist, um so

grosser sein muss. Nun ist aber der Elasticititsmodul, d. h. —1~, umgekehrt
[{4

proportional der Grisse der Lingeninderung, sodass einem Material, welches
eine grossere Dehnung ergiebt, dessen Nachgiebigkeit also bedeutender ist, ein
kleinerer Elasticititsmodul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft recht
unbequem, namentlich fir dep, der sich mit dem Material selbst zu be-
schiftigen hat. Der Dehnungskoefficient « dagegen steht in geradem Verhalt-
nisse zar Forminderung, ist also thatsichlich ein direktes Mass derselben.
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Auf der Abscissenachse O X, welche senkrecht angenommen
sein soll, werden die Belastungen P aufgetragen, auf der wag-
rechten Ordinatenachse O Y die durch

diese Belastungen veranlassten Ausdeh- % /{3
nungen 4. Um diejenigen Verhiltnisse, B A /@4 8
welche hier zundchst klargestellt werden &=~ 1\79

sollen, recht deutlich hervortreten zu
lassen, werde ein Korper aus zihem g
Schmiedeisen (Flusseisen) zu Grunde ge- |
legt und der Massstab fiir die Dehnungen
verhiltnissmissig sehr gross gewihlt. Wir
erhalten die in Fig. 1 dargestellte Schau- ¢ % %% %
linte OQABC. Fir den Dbeliebigen Fig. 1.

Punkt Q ist OQ, = Q,Q die Belastung P

und 0Q, == Q,Q die zugehorige Verlingerung i.

Wie ersichtlich, verlduft die Linie bis zum Punkte A4 als
Gerade, entsprechend dem Umstande, dass von der Belastung
P =0 bis P= 04, Proportionalitit zwischen Belastungen (Span-
nungen) und Verlingerungen (Dehnungen) besteht. Bei hcherer
Belastung (iiber P = OA, hinaus) beginnt die Verlingerung rascher
zu wachsen: die Schaulinie 18st sich tangential von der Geraden
0 Q A nach der Ordinatenachse OY hin. Von B an verlduft sie
(auf eine lingere Strecke) fast parallel zu dieser, wie zunichst
angenommen werden moge, entsprechend einem ausserordentlich
starken Wachsthum der Verlingerungen bei sehr geringer Steigerung
der Belastung: der Stab streckt sich. Der Eintritt des Streckens
zeigt sich beispielsweise bei den Materialpriifungsmaschinen mit
Waghebel durch Fallen desselben, bei den Maschinen mit Messung
der Belastung durch Quecksilbersiule (Amsler-Laffon) durch
Sinken der Letzteren u. s. w. Der Stab streckt sich unter einer
Belastung, die héufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei welcher
das Strecken begann. Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges
in solechen Fillen niher, so zeigt sich z. B. fiir zihes Flusseisen
ein ziemlich plstzlicher Abfall bei B und darauffolgendes lang-
sames Ansteigen, etwa wie in Fig. 1 durch die gestrichelte
Linie BDE angedeutet ist. Nicht selten wird ein wiederholter
Abfall und darauffolgendes Ansteigen beobachtet.

Die Linie der Verlingerungen weist hiernach zwei ausgezeich-
nete Stellen 4 und B auf. Bei 4 geht die Proportionalitit zwischen

=
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Belastungen und Verlingerungen zu Ende: die der Belastung

P=04,= 4,4 entsprechende Spannung ¢ = ? ist demnach die

Proportionalititsgrenze. In B beginnt der Stab sich verhiltniss-
méssig sehr stark zu strecken, gewissermassen zu fliessen: die
Spannung, welche der zum Punkte 5 gehorigen Belastung
P = OB, = B,B entspricht, wird deshalb als Streck- oder Fliess-
grenze bezeichnet.

Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des
Streckens des Korpers ein Zusammenquetschen desselben. Man
spricht dann von Fliess- oder Quetschgrenze und versteht
darunter diejenige Druckspannung, bei welcher das Material ver-
hiltnissméssig rasch nachgiebt, ohne dass Zerstorung eintritt.

Wie bereits erwihnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitéits-
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch-
‘oder Fliessgrenze zu bemerken.

Die Fliessgrenze und die Proportionalititsgrenze werden nicht
selten als nahe bei einander liegend ermittelt, so z. B. bei
weichem Stahl.

8 3. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. Querschnittsverminderung.
Bruchdehnung. Arbeitsyermogen.

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im Folgenden
zunichst nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet
schliesslich eine Trennung desselben, ein Zerreissen (Zer-
brechen) statt.

Denken wir uns den in § 2 erwihnten Schmiedeisenstab in
eine Materialpriifungsmaschine eingespannt, welche die Linie der
Verlingerungen selbstthiitig aufzeichnet derart, dass die Belastungen
die senkrechten Abscissen bilden, wihrend die Verlingerungen A
die zugehorigen wagrechten Ordinaten liefern, und sodann die Be-
lastung allmghlich bis zum Zerreissen gesteigert, so erhalten wir
die Schaulinie OBCEF") in Fig. 1. Hierbei sind die Verlingerungen
im Verhiltniss viel kleiner als in Fig. 1, § 2 gew#hlt. Infolge

1) Zuverlissiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung lasst sich
die Dehnungslinie dadurch festlegen, dass fir verschiedenc Belastungen die zu-
gehorigen Verlingerungen bestimmt und damit die erforderlichen Punkte fir die
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dieses kleinen Massstabes fiir die Werthe von 4 16st sich die Deh-
nungskurve erst spéter von der Achse OX (Achse der Belastungen).
Sie lauft alsdann eine Strecke nahezu wagrecht?) und steigt hier-
auf langsam an bis zum Punkte E. Von dieser Verlingerung
A= OF,, welche die der Messung unterworfene Stabstrecke un-
mittelbar bei der Belastung P= E, E ergiebt, wird angenommen, dass
sie sich gleichmissig tiber die ganze Linge dieser Strecke vertheilt.

Nachdem diese Verlingerung OF, eingetreten ist, beginnt der
Stab an einer Stelle sich einzuschniiren, also hier seinen Quer-

X &
|
I N
| \
I §
e I
Rl |
|
|
|
|
|
|
I
I
)
: g, 5 9
Fig. 1.

schnitt stirker zu vermindern, Fig. 2 (vergl. auch Fig. 8 auf Tafel I).
Die Belastung P, welche von jetzt an zu weiterer Verlingerung
erforderlich ist, nimmt ab, bis sich schliesslich der Stab bei
)= OF, trennt?). Die Belastung im Augenblicke des Zerreissens
ist FLbF << E,E.

Kurve erlangt werden. Nach Ueberschreitung der Streckgrenze verfilirt man
dabei zweckmiissig derart, dass jeweils die Belastung abgelesen wird, bei welcher
eine angenommene Verlingerung eintritt. Nach einiger Uebung lisst sich auf
diese Weise die Dehnungslinie bis in die Nihe des Bruches mit ausreichender
Genauigkeit feststellen. Eine gewisse Unsicherheit pflegt nur an den in Fig. 1
durch Strichelung hervorgehobenen Stellen, d.i. auf der Strecke B C (vergl. § 2,
Fig. 1) und in der Nihe des Braches zu bestehen.

1) Das in § 2 besprochene Sinken der Belastung mit Eintritt des Fliessens
pflegen die fblichen Vorrichtungen zum selbstthitigen Aufzeichnen der Ver-
lingerungen nicht darzustellen.

%) Es ist noch nachzuweisen, ob der Grosstwerth der Belastung des Stabes
genau mit dem Beginn der Einschnirung zusammenfillt. Fir die Nothwendig-
keit eines solchen Nachweises spricht die Beobachtung, dass zuweilen bei zihem
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Die grosste zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes
erforderlich gewesene Kraft Fy E = P4, wird als Bruchbelastung
bezeichnet!). Die Spannung, welche dieser zum Zerreissen
nothigen Belastung entspricht, heisst Zugfestigkeit. Dieselbe
ist hiernach unter der Voraussetzung gleich-
méssiger Lastvertheilung iiber den Querschnitt

Bruchbelastung

Fig. 2. K =
*  Stabquerschnitt

Hierbei erhebt sich die schon zu Gleichung 1, § 1 beriihrte
Frage, mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu theilen ist:
Soll der urspriingliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige
Querschnitt gewéhlt werden, den der Stab in dem Augenblicke
besass, in welchem die Bruchbelastung wirkte? Streng genommen
wire der letztere Querschnitt in die Rechnung einzufiihren, da
der Quotient durch gleichzeitig vorhandene Grossen gebildet
werden sollte. Dieser Querschnitt ist jedoch schwer zu ermitteln.
Thatsdchlich benutzt man den ersteren Querschnitt als Nenner
und erhilt in

P
K =—"™< . . . . . . .1

die Zugfestigkeit, bezogen auf den urspringlichen Stab-
querschnitt?). Da hiernach f zu gross eingefiihrt wird, so er-
scheint die durch Gleichung 1 bestimmte Zugfestigkeit zu klein,
was im Sinne des Zweckes der anzustellenden Festigkeitsrechnungen
zu liegen pflegt. Bei manchen Stoffen kann der Betrag dieses%
klein bedeutend sein, bei anderen verschwindet er.

u-

Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronce, die Erscheinung mehr oder minder
grosser Einschnirung an mehreren Stellen des Stabes nach einander auftritt; es
bilden sich gewissermassen Knoten, bis schliesslich der Bruch an der zuletzt und
am stirksten eingeschniirten Stelle erfolgt.

1) Liegt Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Augenblicke
des Bruches, d. h. von P= I, } zu unterscheiden, so muss das ausdriicklich her-
vorgehoben werden. In der Regel wird nur P, ==E, E angefiihrt und als
Bruchbelastung bezeichnet.

%) Der Ermittlang der Zugfestigkeit den Werth P = K, I und den Quer-
schnitt, welchen der Stab an der eingeschnirten (kontrahirten) Stelle (Fig. 2)
besitzt, zn Grande zu legen, muss als unzulissig bezeichnet werden, wenn Bruch-
belastung und Bruchquerschnitt nicht gleichzeitig, sondern nach einander vor-
handen sind.



§ 3. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. 11

Die ibliche Materialprifungsmaschine mit Waghebel beispiels-
weise ldsst den Eintritt der hochsten Belastung dadurch erkennen,
dass nach Ueberschreitung derselben der Waghebel zu sinken be-
ginnt, je nach dem Material mehr oder minder rasch.

Der grossere Theil der Konstruktionsstoffe liefert Schaulinien,
welche Wachsthum der Spannungen bis zum Zerreissen aufweisen.
Dann fallen die Punkte £ und F' (Fig. 1) zusammen. Vergl. hier-
iiber z. B. § 4, Fig. 8, 16, 17, 18 und 19?).

Wird der Querschnitt des Stabes an der Bruchstelle (an der
Stelle der Einschniirung, Fig. 2) mit f, bezeichnet, so findet sich in

w:umi;ﬁ )

die Verminderung des Querschnittes an der Bruchstelle in
Hunderttheilen des urspriinglichen Querschnittes, die Bruchzu-
sammenzichung oder Bruchkontraktion, oder kurz die Zusammen-
ziehung, Einschniirung oder Kontraktion genannt. Klarer und
schirfer erscheint die Bezeichnung Querschnittsverminderung
des zerrissenen Stabes, da f, an dem zerrissenen Stabe ge-
messen wird.

Bezeichnet /, die Linge, welche das urspriinglich / lange Stab-
stick nach dem Zerreissen besitzt, wobei man sich vorstellt, der
Bruch erfolge in der Mitte von /%), so wird in

L, —1
g=100-" — . . . . . . .3

die Verlingerung der der Messung unterworfenen Stabstrecke in
Hunderttheilen der urspriinglichen L#nge, die Dehnung des zer-

1) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der spiteren Erdrte-
rangen i{tber Festigkeit lasst deutlich erkennen, dass die durch den Versuch be-
stimmten Zugfestigkeiten abhingen miissen von den Umstinden, unter denen der
Versuch durchgefithrt wurde, und von den Voraussetzungen, welche bei der
Ermittlong gemacht worden sind. Dasselbe gilt auch fir die spiter zu er-
orternde Druckfestigkeit. Es giebt keine thatsichlich bestimmte Zug-
oder Druckfestigkeit, welche als vollstindig losgeldst von diesen
Umstinden und Voraussetzungen angesehen werden darf.

?) Ueber das Vorgehen, wenn dieses nicht der Fall ist, vergl. Fuss-
bemerkung S. 105.
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rissenen Stabes, die Bruchdehnung oder auch kurz die
Dehnung erhalten').

Die mechanische Arbeit, welche das Zerreissen des urspriing-
lich 7 langen Stabes, dessen Verlingerungen der Dehnungslinie
OBCEF zu Grunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die Grosse
der Fliche O BCEFF,. Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der
grossten Belastung gemiss der Zugfestigkeit wird durch die Fliche
OBCEE, gemessen. Nach Aufnahme dieser Arbeit ist die der Zug-
festigkeit entsprechende Widerstandsfihigkeit des Stabes erschopft;
denn nach Ueberschreitung des Punktes E sinkt die Widerstands-
fihigkeit, der Stab schniirt sich ein und die mechanische Arbeit,
wie sie durch die Fliche FFF,E; bestimmt erscheint, wird in der
Hauptsache auf die ortliche Forminderung an der Einschniirungs-
stelle verwendet, also vorzugsweise nur von demjenigen Material
verbraucht, welches an der sich zusammenziehenden Stelle vor-
handen ist?). Die mechanische Arbeit, welche die Dehnung des
cylindrischen Stabes bis zum Eintritt der Bruchbelastung P, fir
die Kubikeinheit der urspriinglichen Stabmasse fordert, wird als
Arbeitsvermogen des Materials bezeichnet. Seine Grosse ergiebt
sich zu
__Flache OBCEE,

A 7

4)

Kilogrammmeter fiir das Kubikcentimeter Material, sofern die Be-
lastungen P in kg, die Verlingerungen A in m aufgetragen, der
Querschnitt / in qem und die Stablinge ! in em eingefiihrt
werden.

Angaben von Zahlenwerthen fiir Zugfestigkeit, Querschnitts-
verminderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermogen u. s. w., welche
die fir den Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden
Materialien liefern, finden sich in des Verfassers Maschinenelementen
im ersten Abschnitt unter ,E. Koefficienten der Elasticitit und
Festigkeit” (8. Aufl,, 8. 39 bis 103).

) Da [, nach dem Zerreissen des Stabes gemessen wird, so enthilt es nur
die bleibende Verlingerung in sich, wird also kleiner sein miissen, als die Ver-
lingerung, welche die Dehnungslinic Fig. 1, giltig fir die gesammten Verlinge-
rangen, liefert.

%) YVon dem Ausnahmefall, dass sich der Stab an mehreren Stellen nach
einander einschniirt, darf abgesehen werden.
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§ 4. Lingeninderungen verschiedener Stoffe.
Gesammte, bleibende und federnde Liingenénderungen.
Elasticitiitsgrenze.

1. Versuche mit Gusseisen.

Gusseisenkorper I.

(Druck.)

Wir nehmen einen aus z#hem, grauem Gusseisen, wie es zu
Maschinentheilen Verwendung findet, hergestellten und abgedrehten
Cylinder, unterwerfen ihn in einer senkrechten Priifungsmaschine
der Druckprobe.

Die vorher stattgehabte Messung ergiebt:

Durchmesser des Cylinders . . . . . . . = 8,00 em
Querschnitt - - N —Z— 8 = 50,27 gem
Linge - - . . .o 62,15 cm

Linge der mittleren Strecke, fiir welche die
Zusammendriickung bestimmt werden soll, d. i.
die Messlinge . . . . . . . . . . 1=50,00 em)

Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Cylin-
der wird abwechselnd in Zeitriumen von 1,5 Minuten zunichst
mit der Kraft P = 10000 kg belastet und bis auf P == 0 entlastet?).
Hierbei ergeben sich aus den Beobachtungen die nachstehend zu-
sammengestellten Zahlen.

1) Die Messlinge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner
zu wahlen als die Stablinge, um die Unregelmissigkeiten auszuscheiden, welche
in der Nihe der Druckflichen auftreten (vergl. § 13, § 14).

2) Fine vollstindige Entlastung des in der Priifuangsmaschine senkrecht
stehenden Cylinders ist, streng genommen, nicht moglich, da er durch das eigene
Gewicht, sowie in seinem mittleren Theile durch das Gewicht des oberhalb an-
gesetzten Theiles der Messvorrichtung belastet wird. Diese Belastung betrigt im
vorliegenden Falle fir den mittleren, d. h. in der halben Hoéhe liegenden Quer-

schnitt rund 17 kg, entsprechend ~5(1)7W =0,34 kg/qem. Sie wurde hier vernach-
K

lissigt; bei spiteren Versuchen wird sie Beriicksichtigung erfahren.
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Temperatur unveréinderlich 16,3° C.

Belastung in kg Linge der Zusammendriickungen in /59, cm
P Stabstrecke in | gesammte ’gbleibende sich wieder
P o="x om N N vex)‘heril,lde
1 2 3 4 | 5 | 6
0 0 l — — —
10000 198,9 — 112708(? 13,86
075 0,75 13,11
{
0 0 —_—
1200
10000 198,9 l— % 13,94
0.89 0,89 13,05
0 0 —
1200
10000 198,9 {— i%’é)(? 14,00
1-00 1,00 13,00
0 0 - i
1200 i
|
10000 | 1989 | 1— % 14,03 |
1 04 1,04 12,99
0 0 l— {
1200
10000 198,9 l— —i%% 14,03
1.04 1,04 12,99
0 0 l— =2
1200

Wie hieraus ersichtlich, erfihrt der Cylinder durch die erst-
malige Belastung mit P = 10000 kg auf die Erstreckung von

50 em eine Zusammendriickung von A = 1T32§§_ cm. Nach der
hieran sich schliessenden Entlastung zeigt sich noch eine Verkiirzung

. 0,75 . . . .
um l=—12—’0~0— em. Der Cylinder hat also infolge der einmaligen
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Belastung eine bleibende Zusammendriickung um diesen Betrag
erlitten. Die sich wieder verlierende, d. h. federnde Zu-
13,86 —0,75 _ 13,11

1200 1200
Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P =

sammendriickung betrigt hiernach

10000 kg ergiebt die gesammte Zusammendriickung zu = 2-— 13,94 em, die

1200
} 0,89 . 13,94 — 0,89
bleibende zu 1200 und die federnde zu 1900 —
13,05 . .
200 ™ Hiernach ist gewachsen:

13,94 — 1386 __ 0,08

die gesammte Zusammendriickung um

1200 = 1200 °©
. 0,89 —0,7 0,14
- bleibende - 1900 = 1500

dagegen hat abgenommen:

13,11 — 13,05 _ 0,06
1200 1200 ™

die federnde Zusammendriickung um

Die fernere Wiederholung des Wechsels zwischen Belastung
mit P=10000 kg und Entlastung fiihrt schliesslich zu dem Er-
gebniss, dass sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die
gesammten, bleibenden und federnden Zusammendriickungen nicht

mehr oder — mit Riicksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer
Messungen — doch nur noch unerheblich #indern. Ihre Endwerthe
betragen
14, 03 .1 04 , 12 99
#= 1500 ° F=Ta00 © P =00 ©

Wir unterwerfen jetzt den Cylinder einem Belastungswechsel
zwischen P == 20000 kg, entsprechend

__ P _ 20000
) 50,27

=397,9 kg/qem

und P = 0 mit dem Erfolg, dass der erste Wechsel

3042 po 306 1 g 2136

»=T500 = 1200 ™ — 71200 ™
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ergiebt und dass der elfte Wechsel zu den Endwerthen

27,25
1200 ™

81,20 o 39

=~ 1200 ™ ~ 1200 ™ A==

A
fiihrt. Temperatur steigt wihrend des 12 maligen Belastungs-

wechsels von 16,3 auf 16,4° C., also um /,° C.
Der Belastungswechsel zwischen P = 30000 kg, entsprechend

30000
~ 50,21

= 596,8 kg/qem

und P = 0 liefert zu Anfang die Zahlen

4248
= 1200 ™

= 1900 ™ 1200

48,66 s 618

yh cm, A—=2

nach zwolfmaliger Wiederholung, welche noch immer eine geringe
Neigung zum Wachsen der gesammten Zusammendriickungen er-
kennen lisst, die Werthe

4950 p 149 Ly 4201
= 1200 ™ = 7200 = 1200 ™

2

Temperatur bleibt wihrend des ganzen Versuchs unversinderlich
16,4° C.

Aus dem Vorstehenden erkennen wir Folgendes.

Es sind dreierlei Lingeninderungen zu unterscheiden: die
gesammte, die bleibende und die federnde Lingeninderung.

Werden fiir den untersuchten Gusseisencylinder die Endwerthe
ins Auge gefasst, so betrigt die bleibende Léngeninderung

2

bei 6=198,9kg/qem 100=17,4°, derGesammtlingenéinderung

14,03
395
S =399 - grop100=127- - -
o=5968 - - 100—151- - -

49,50
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Gusseisen.

§ 4. Langeninderungen verschiedener Stoffe.

Je grosser die Belastung des Stabes, um so bedeutender fillt

die bleibende Liingeninderung aus; sie beginnt bei dem unter-

suchten Gusseisen schon fiir sehr kleine Belastungen.

Die federnden Léngenénderungen bleiben um so mehr hinter
den gesammten zuriick, je stirker der Korper belastet wird. Wir
sehen, dass die Aenderungen, welche die Cylinderlinge infolge

der Belastung erfahren hat, um so vollstindiger verschwinden, je

weniger gross sie waren.
0

Clehse der Buoammendesichungen

————————————— +-1198,9

3979

596,8

Jedem Korper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Ein-
wirkung #Husserer Krifte eine Aenderung seiner Gestalt zu er-
fahren und mit dem Aufhéren dieser Einwirkung die erlittene
Forménderung mehr oder minder vollstindig wieder zu verlieren.
Insoweit er die erlittene Forminderung wieder verliert, d. h. zuriick-
federt, wird er als elastisch bezeichnet. Ist die Riickkehr in die

urspriingliche Form eine vollstéiindige, so spricht man von ,voll-
kommen elastisch®. Bei den vorstehend besprochenen Versuchen

ist die federnde Lingeninderung diejenige, welche hiernach als

die elastische gelten kann.
Bach, Elasticitit. 4. Aufl.
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Stellen wir die fiir den untersuchten Gusseisencylinder ge-
wonnenen Ergebnisse in Fig. 1, S. 17, bildlich dar derart, dass zu
den Belastungen oder Spannungen als senkrechten Abscissen (nach
abwirts gehend, da es sich um Druckspannungen handelt,) die je-
weils erhaltenen Endwerthe der Zusammendriickungen als wagrechte
Ordinaten aufgetragen werden, so erhalten wir den strichpunk-
tirten (—.—.— ) Linienzug als Linie der gesammten Zu-
sammendriickungen, den gestrichelten (— — ——) als Linie
der bleibenden und den ausgezogenen als Linie der federnden
Zusammendrickungen. Deutlich erhellt aus dieser Darstellung,
dass die Zusammendriickungen, sowohl die gesammten als auch die
federnden — jedenfalls innerhalb der Spannungsgrenze, bis zu
welcher sich die Untersuchung erstreckt hat — stirker wachsen
als die Belastungen, dass also bei dem untersuchten Gusseisen
Proportionalitit zwischen ihnen nicht besteht. Ebenso scharf zeigt
dies die folgende Zusammenstellung, welche in den Spalten 3, 5
und 7 die Unterschiede der Zusammendriickungen fiir das Fort-
schreiten der Belastung um je 10000 kg angiebt.

Zusammendriickungen auf 50 cm in /54, cm
Belan;tungsstufe gesammte bleibende federnde
g/qem Unter- Unter- Unter-
schied schied schied
1 2 | 3 4 5 6 7
0 0 ! 0 0
| 1403 1,04 12,99
0 und 198,9 | 14,03 ‘ 1,04 12,99
17,17 2,91 14,26
0 - 397,9| 31,20 3,95 27,25
. 18,30 3,54 14,76
0 - 5968 | 4950 | 7,49 42,01

Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2 bestimmten
Dehnungskoefficienten e« unter Zugrundelegung der federnden
Zusammendrickungen’) fir die 3 Belastungsstufen in der
iiblichen Weise, so findet sich:

1) Sofern im Spiteren nicht ausdriicklich etwas Anderes bemerkt wird,
sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Spannungen
immer die federnden (elastischen) Dehnungen zu Grunde gelegt werden.
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fiir die Belastungsstufe O und 10000 kg

12,99 1 B L,
“771200.50 10000:50,27 918800

fir die Belastungsstufe 10000 und 20000 kg
27,25 —12,99 1 1

o == - _N — 1)
1200.50 (20000 — 10000) : 50,27 837000 7
fir die Belastungsstufe 20 000 und 30 000 kg
v 42,01 — 217,25 1 1

J— 1
1200.50 (30000 — 20 000) : 50,27 ~ 808 600 )

In Sonderfillen kann Veranlassung vorliegen, neben dem so bestimmten
Dehnungskoefficienten auch noch denjenigen fiir die gesammten Dehnungen oder
die Dehnungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung noth-
wendig: etwa Dehnungskoefficient der Federungen, Dehnungskoefficient der ge-
sammten Dehnungen und Dehnungskoefficient der Dehnungsreste oder der bleiben-
den Dehnungen.

1) Wie ersichtlich, kommt dieses Verfahren darauf hinaus, dass die Kurve
der Dehnungen OP, P, P;, Fig. 2, durch gerade Strecken ersetzt wird, die Sehnen

I3
T T T y 0
| [ i
| | 1 9
[ | I
i ! j///’
j
I ! iy,
| | 4 J—
| & ay; %
| I ’ gl
I (A 4
@l ay
w ;/ Y
I V4
| // ___________ b,
! 7 % 2
| /// -
: P4
| /4/
i
I /
____________________ 6
KA 3
% ©
Fig. 2.

derselben bilden. Beispielsweise ist fiir die Stufe der Spannungen o, und oy,
denen die Dehnungen & und &, entsprechen,

& — &

== —-

0y — 6
Der so ermittelte Dehnungskoefficient « ist dann gleich der Tangente des
Winkels, unter welchem die betreffende Sehne gegen die 6-Achse geneigt erscheint.
Je kleiner man die Strecken, d. h. je niedriger man die Héhe der betreffenden

25{-
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d. i. ausgesprochen wachsend mit héher liegender Spannungsstufe,
d. h. mit zunehmender Spannung.

Hiernach ist festzustellen, dass durch Gleichung 2, § 2, d. h.
durch &= a0, worin & als Konstante gilt, der Zusammenhang
zwischen den Dehnungen ¢ und den Spannungen ¢ fiir das unter-
suchte Material nicht zum Ausdruck gebracht wird.

Legt man das allgemeinere Gesetz (vergl. S. 79 u. f.)

e=ad™ . . . . . . . .1

zu Grunde und wihlt man fiir das gepriifte Gusseisen

1

W , m = 1,0685,

o ==

setzt also

1 1,0685
1320000 ° - - - - 2

& ==

so zeigt folgende Zusammenstellung:

Spannungsstufe Federung auf 50 cm in /59 cm
in kg/qem beobachtet berec}é}f% nach

0 und 198,9 12,99 12,99

0 - 3979 21,25 21,25

0 - 5968 42,01 42,03

Spannungsstufe wihlt, um so genauer erhilt man e fiir diese Strecke. Schliess-
L de
lich ist «=r

Mit weit weniger Anniherung an die Wirklichkeit wird « in Fallen starker
Abweichung von der Proportionalitit zwischen ¢ und ¢ firr die hoheren Spannungs-
stufen bestimmt, wenn man jeweils auf die Anfangsbelastung (hier 0) zuriickgeht.
Dies wire beispielsweise fiir die dritte Belastungsstufe

& 42,01 1 1

Q= — =

o, 120050 596,8 852400’

entsprechend der Tangente des Neigungswinkels des Fahrstrahls OP; gegen die
o-Achse. Die so bestimmten Werthe des Dehnungskoefficienten geben dann kein
richtiges Bild iber die Verinderlichkeit von e.
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eine sehr gute Uebereinstimmung zwischen dem, was beobachtet
wurde, und dem, was die Rechnung liefert.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen in Fig. 1
16st sich schon bei kleinen Spannungen von der senkrechten Ab-
scissenachse, um sich nach der Achse der Zusammendriickungen
zu krimmen. Das vorliegende Gusseisen, in dem Zustande, in
welchem es sich befindet, erweist sich demnach selbst fiir diese
kleinen Spannungen nicht als vollkommen elastisch.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen kann insofern
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft dariiber
giebt, welche bleibende Zusammendriickung bei einer bestimmten
Inanspruchnahme des Kérpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke
liesse sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben fiir die federn-
den Zusammendriickungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine
Beziehung zwischen Spannung und bleibender Zusammendriickung
feststellen.

In der Regel muss von den Konstruktionen gefordert werden,
dass bleibende Forminderungen so gut wie nicht auftreten oder
wenigstens eine gewisse Grenze nicht iberschreiten. Dement-
sprechend kann man in der Linie der bleibenden Zusammen-
drickungen (vergl. Fig. 1) einen Punkt, den wir Z nennen wollen,
annehmen, bis zu welchem hin die bleibenden Zusammendriickungen
als verschwindend oder doch geniigend klein erscheinen; man er-
hilt dadurch in dem zugehérigen Hohenabstand einen Spannungs-
grenzwerth, unterhalb dessen die bleibenden Zusammendriickungen
vernachlédssigbar sind. Diese Spannung kann in Uebereinstimmung
mit bisheriger Auffassung als Elasticititsgrenze bezeichnet
werden.

Wie klar ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur
des Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometri-
schen Ort — die Linie der bleibenden Zusammendriickungen —
fest; seine Lage auf dieser Linie erscheint, sofern die bleibenden
Zusammendriickungen nicht verschwindend klein sind, zu einem
bedeutenden Theile von dem personlichen Ermessen desjenigen
abhingig, der tiber die hochstens noch fiir zulissig erachtete Grosse
der bleibenden Zusammendriickung zu entscheiden hat. Dass
hierbei auch der besondere Zweck des Gegenstandes, um den
es sich handelt, Einfluss nehmend auftreten kann, ist selbstver-
stindlich.
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Ganz das Gleiche, was hier zunichst hinsichtlich Zusammen-
drickungen gesagt worden ist, gilt auch in Bezug auf Ausdeh-
nungen, weshalb in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein
von Dehnungen (positive und negative) gesprochen werden soll.

Die Vermengung der Elasticititsgrenze mit der Pro-
portionalititsgrenze, indem man ausspricht: die Elasticitiits-
grenze ist diejenige Spannung, bis zu welcher die Dehnungen
nach dem Entlasten vollstindig oder doch nahezu ganz wieder
verschwinden, d. h. sich also das Material vollkommen oder doch
nahezu vollkommen elastisch verhilt, und ferner, dass innerhalb
der Elasticititsgrenze Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen bestehe, erscheint hiernach mindestens im Allgemeinen
unzuldssig. Sie lduft selbst in den meisten derjenigen Fille, in
welchen Proportionalitiit zwischen Dehnungen und Spannungen be-
steht, darauf hinaus, dass durch das mehr oder minder willkiir-
liche Festlegen des oben genannten Punktes Z auf der Linie der
bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste, gleichzeitig der
Linie der Federungen oder auch der Gesammtdehnungen, falls
man diese zur Grundlage nehmen will, vorgeschrieben wird, auf
welche Strecke sie mit einer Geraden zusammenzufallen hat, oder
dass dem Punkte Z der Dehnungsrest-Linie dieselbe Abscisse
aufgezwungen wird, welche der Endpunkt der geraden Strecke
in der Kurve der Federungen bezw. der Gesammtdehnungen
besitzt.

Gusseisenkorper IL

(Druck.)

Material: graues, zéihes Roheisen, wie es zu Maschinentheilen
Verwendung findet, in Form eines Hohleylinders, der innen sorg-
filtig ausgebohrt und aussen abgedreht ist.

Aeusserer Durchmesser . . . . . . . . . 20,50 cm
Innerer Durchmesser . . . . . . . . . . 1854 -
Mittlere Wandstirke . . . . . . . . . . 0,98 -
Querschnitt . . . . . .%(20,52— 18,54%) = 60,1 qem
Lange . . . . . . . . . . . . . . . 100,00 cm

Messldnge . . . . . . . . . . . . . . 1500 -
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Der Cylinder, welcher bereits vorher mehrfach Druckversuchen
bis reichlich 1000 kg/qem Belastung unterworfen worden war, wurde
in einer senkrechten Priifungsmaschine der Druckprobe unterzogen.
Die Belastung und Entlastung wurde dabei — ganz wie beim
Gusseisenkérper I — jeweils so oft wiederholt, bis die gesammten,
bleibenden und federnden Zusammendriickungen sich nicht mehr
dnderten. Die Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im Fol-
genden zusammengestellt.

Spannungsstufe Zusammendriickungen auf 75 ¢cm Linge in !/g, cm

kg/qem gesammte bleibende federnde
0 und 166 7,12 0,12 7,60
0 - 333 16,07 0,19 15,88
0 - 499 24,19 0,19 24,60
0 - 666 33,65 0,23 33,42
0 - 832 42,61 0,27 42,34
0 998 51,67 0,36 51,31

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen-
driickungen

fir den Spannungsunterschied O und 166 kg/qem 7,60

- - - 166 - 333 8,28

- - 333 - 499 - 8,72

- - 499 - 666 - 8,82

- - - 666 - 832 - 8,92

- - - 832 - 998 - 8,91
zeigen also — ganz in Uebereinstimmung mit dem fiir den Guss-
eisenkérper I Gefundenen — namentlich zu Anfang ausgeprigt

stirkere Zunahme als die Spannungen.

Die bleibenden Zusammendriickungen sind hier weit kleiner,
was eine Folge davon ist, dass der Cylinder bereits vorher mehr-
fach stark belastet worden war.

Werden zur Priifung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1
ausgesprochenen Gesetzmissigkeit die mittelst der Methode der
kleinsten Quadrate bestimmten Werthe

1

1381700 0 ™= 1,0663

o =
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in die Rechnung eingefiihrt, wird also

. 1 1,0663
€= 1381700 ° ce 3

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung:

Spannung Federung auf 75 em in Y5, cm
o beobachtet berec(}irlx'etg nach Unterschied
166 kg/qem 7,60 769 | —001 d.s. 0,139,
333 - 15,88 15,94 +0,06 - 0,38-
499 - 24,60 24,54 — 0,06 - 0,24 -
666 - 33,42 33,38 —0,04 - 0,12-
832 - 4234 4232 —0,02 - 005 -
998 - 51,31 51,38 +0,01 - 0,14 -

Die Uebereinstimmung der Werthe in der zweiten und dritten
Spalte muss ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden.

CQohoe dov Busammenduiickungen

0

166

333

499

666

51998

1200

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange
zu den Spannungen als senkrechten Abscissen die Federungen als
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wagrechte Ordinaten aufgetragen und dadurch die durch Kreuze
hervorgehobenen Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve
ist die durch Gleichung 3 bestimmte Linie. Wie ersichtlich, treffen
die durch Beobachtung erhaltenen Punkte fast ganz genau auf
diese Linie,.

Gusseisenkérper IIT,

Material wie unter I und II bezeichnet, durch Bearbeitung am
prismatischen, der Messung unterworfenen Theile von der Guss-
haut befreit.

Querschnitt des mittleren prismatischen Theiles 6,99.7,00=48,9 qem

Linge - - - - 54,5 cm
Messlinge . . . . . . . . . . . . . . . . bo0 -
Gewicht . . . . . . . . . . . . . . . . . 2955 kg

Belastung und Entlastung wurden — ganz wie im Fall I
und II — so oft gewechselt, bis die gesammten, bleibenden und

federnden Dehnungen sich nicht mehr &nderten.
Der vorher noch nicht belastet gewesene Korper wurde zu-
néchst in einer senkrechten Maschine auf

Zug

beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der Zugkraft der
Maschine entlastet, sodass sein Querschnitt in der Mitte nur noch
belastet war von dem halben Eigengewicht und von dem in Be-
tracht kommenden Theile der Messvorrichtung.

Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen-
gewicht und durch den Antheil des Gewichts der Messvorrichtung
betrug rund 21 kg, entsprechend

21
489

= 0,43 kg/qem.



26 Einleitung.

1. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unveréinderlich 19,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen aunf 50 em in Vg cm

gesammte , kg/qem gesammte ‘ bleibende federnde

21 und 1000[ 0,43 und 2045 | 0,575 h 0,00 0,575
21 - 5000 043 - 102,25 | 3,405 ’ 0,105 3,30
\
J
|
\

21 - 10000 | 043 - 204,50 | 17,55 0,565 6,985

21 - 15000 0,43 - 306,75 | 12,405 1,385 | 11,02

21 - 20000 0,43 - 409,0 | 18255 2,82 15,435
|

Der Versuch wird wiederholt.

2. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverinderlich 19,1° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 50 cm in /g, cm
gesammte kg/qem gesammte | bleibende | federnde
21 und 500 | 0,43 und 10,22| 0,245 | 0,00 0,245
21 - 1000 043 - 2045| 059 0,00 0,59
21 - 5000 | 0,43 - 10225| 3,37 0,01 3,36
21 - 10000 |043 - 2045 | 7,106 | 0,02 7,085
21 - 15000 | 0,43 - 306,75 11,14 0,035 11,105
21 - 20000 043 - 4090 | 1465 | 010 | 15365

Hiernach ergiebt die zweite Versuchsreihe eine ganz be-
deutende Herabminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge
des Umstandes, dass der Korper bereits einmal den Belastungen
ausgesetzt gewesen ist. Ungefihr den Betriigen entsprechend, um
welche die bleibenden Dehnungen zuriickgegangen sind, erscheinen
die gesammten Dehnungen kleiner. Die federnden Dehnungen
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haben sich nur wenig gelindert, wie folgende Zusammenstellung
erkennen lisst:

1. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435

2. Versuch 0,59 3,36 7,085 11,105 15,365

Unterschied <+ 0,015 + 0,06 —+0,100 40,085 — 0,070
in% 26 1,8 1,4 0,8 0,45.

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme
der Federung. Bei Beurtheilung dieser Ausnahme muss im Auge
behalten werden, dass das Material bei dem zweiten Versuch
bereits allen Belastungen bis 20000 kg (409 kg/qem) vorher unter-
worfen gewesen war, infolgedessen, wie schon bemerkt, seine Neigung
zu bleibenden Forménderungen vermindert worden ist. Sein Zu-
stand erscheint deshalb nicht mehr als der gleiche, wie bei der
ersten Versuchsreihe. Erwartet darf werden, dass der Unterschied
in den Federungen verhiltnissmissig um so kleiner ausfillt, je
mehr sich die Beanspruchung der Endbelastung nihert, die bereits
vorher wirksam gewesen war. Das zeigen aber auch die Zahlen,
welche den Unterschied in Hunderttheilen angeben.

Ferner darf bei Beurtheilung des Unterschiedes nicht iber-
sechen werden, dass die Beobachtung nur bis zur Feststellung der
Zahlen der zweiten Decimalreihe reicht, dass also nur bis 0,01 ab-
gelesen werden kann, und dass die hierbei auftretenden Unsicher-
heiten, sofern noch der Grad der Genauigkeit, mit welcher die
belastende Kraft bestimmt werden kann, Beriicksichtigung findet,
bei kleinen Belastungen 1°/, recht erheblich iiberschreiten kénnen.

Werden fiir die Koefficienten « und m der Gleichung 1 solche
Werthe eingefiihrt, dass

fm Ly

1338 000

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Lingenéinderungen
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der
beiden Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergiebt sich:
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Spannungsstufe in kg/qem | Versuchsmittelwerth riifcg};.efl Unterschied
0,43 und 10,22 0,245 0,269 -+ 0,024
043 - 2045 0,58 0,580 0,000
045 - 102,25 3,33 3,357 + 0,027
048 - 2045 7,085 7,122 + 0,087
043 - 306,75 11,06 11,054 — 0,006
0,43 - 409,0 15,40 15,007 — 0,303

Die Uebereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerthen
und den berechneten Grossen befriedigt hier, namentlich bei der
untersten und der obersten Belastungsstufe, nicht ganz.

Der Korper wird hierauf in einer senkrechten Priifungs-
maschine auf

Druck

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Maschine
entlastet, so dass als Belastung des mittleren Querschnittes sein
halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen Theiles der
Messvorrichtung verbleibt, zusammen 24 kg, entsprechend

24
zgj—g— — 0749 kg/qcm.
Die Ergebnisse, welche die zunichst durchgefiihrten zwei Ver-
suchsreihen lieferten, sind im Folgenden zusammengestellt.
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3. Versuchsreihe. 4. Versuchsreihe.
Temperatur nahezu un- |Temperatur nahezu un-
Belastungsstufe in kg verdnderlich 19,3° C. | verinderlich 19,2° C.
Zusammendriickungen | Zusammendriickungen
auf 50 cm in /g, cm auf 50 em in /g, cm
8 D 8 D
£ E < E | 8| ¢
gesammte kg/qem g 2 g g 2 g
% kS 3 2 | 2| 3
opn = =1 an =~ =
24u. 3024/049u. 61,84] — | — | — | 2,05/000| 205
24u. 5024/0,491.102,74| 3,75 | 0,285 3,465 3,45/0,00 345

941.10024/0,491.204,99| 8,11 | 1,095| 7,015] 17,02/0,00| 7,02
241.15024 |0,491.307,24|12,75 | 2,02 (10,73 | 10,75|0,00] 10,75
241.20024|0,49 1.409,49 [ 17,555 3,005 14,55 | 14,48 0,00| 14,48
241.25024|0,49 1.511,74 (22,335 4,01 [18,325| 18,34(0,09| 18,25

Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zu-
sammendriickungen, was zu erwarten stand, nachdem der Kérper
vorher Zugbelastungen ausgesetzt worden war. Wihrend der
darauf folgenden Belastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende
Zusammendriickungen nur noch bei der hichsten Belastung beob-
achtet. Die federnden Zusammendriickungen stimmen gut iiberein,
wie die folgende Zusammenstellung erkennen lisst.

3. Versuchsreihe 3,465 7,015 10,73 14556 18,325

4, - 345 7,02 1075 1448 18,25
Unterschied — 0,015 + 0,015 0,02 — 0,07 — 0,075
in %, 0,4 02 0,2 0,5 0,4

Werden fiir die Zahlen ¢ und m der Gleichung 1 die Werthe

1

= S 15000 und m = 1,035

eingefiihrt, also

. 1 1,085
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gesetzt und sodann die hiermit berechneten Zusammendriickungen
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammen-
driickungen der beiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, so
findet sich:

Spannungsstufe in kg/qem | Versuchsmittelwerth iifc(};??g Unterschied
0,49 und 61,84 2,05 204 | —001
0,49 - 102,74 3,46 3,46 0,00
049 - 204,99 7,02 7,09 0,07
0,49 - 307,24 10,74 10,78 0,04
049 - 409,49 14,515 14,52 +0,005
049 - 511,74 18,288 18,297 | 0,009

Die Uebereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerthen
und den berechneten Grossen muss als eine gute bezeichnet werden.

In Fig. 4, S. 31 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vor-
gange fir den ersten Zug- und fiir den ersten Druckversuch (Ver-
suchsreihe 1 und 3) die Linienziige der gesammten, bleibenden
und federnden Dehnungen eingetragen: Zugspannungen nach oben,
positive Dehnungen nach rechts und Druckspannungen nach unten,
negative Dehnungen nach links. Fig. b giebt die gleiche Dar-
stellung fiir den zweiten Zug- und fir den zweiten Druckversuch
(Versuchsreihe 2 und 4).

Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. 4 ins Auge,
so zeigt sich, dass die Linie der Federungen auf der Zug-
seite zu Anfang, d. h. in der Ndhe des Koordinatenanfangs,
also fiir kleinere Spannungen, etwas steiler verlduft als
auf der Druckseite. Fiir grossere Spannungen kehrt sich
das Verhiltniss um. Zu dem gleichen Ergebniss fiihrt eine
scharfe Betrachtung von Fig. 5.

Das Gleiche lehren auch die Gleichungen

1 1,083

=1338000° giltig fiir Zugbelastung . . 4)

&

und
1 1,035

=1088000° - Druckbelastung . 5)

&
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Aus ihnen folgt, dass die Federung fiir die Spannung 1 betrigt

] 1
gegenl‘iber Lug m s

" 1
gegeniiber Druck 1013000 ’

also im letzten Falle erheblich mehr als im ersten.

w00 b7
/ vl

306,7: -§I ——————————————— o
%f 5 /‘@N

! 7
204,50 Ft-——=—mmmm = >
§ | [
5y ! /7
8 2
! 4
102,3} —————— g
3
s
—¢ Ochoc der Dusammenduiichungen 23 Ochoe der Dehinungen +&

102,74

204,99

307,24

409,49

511,74

i

MBS o
£600-50 0,0006108

Fig. 4.

Fir Spannungen grosser als 1 wird der grossere Exponent
1,083 auf rasches Wachsthum der durch Zugkrifte veranlassten

Federungen hinwirken. Aus
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1 S8 1 5035
1 338 000 1 043 000
ergiebt sich die Spannung
0=1179,4 kg/qem,

nach deren Ueberschreitung die Federungen gegentiber Zugkriften
grosser werden als diejenigen gegeniiber Druckbelastungen.

_________ g5
409,0 f—~———————=— 80080

204,5

102,25 ——~—~

20451
-£ 10,22 +€

61,84

402, 7%

204,99

307,24

409,49

———————————————————————————————————— 5,74
! 18,25 4
L ittt €= 5oy = 0006083 == — = — —~ —

Fig. 5.
Die gemachte Feststellung, betreffend den anfiinglich steileren

Verlauf der Linie der Federungen gegeniiber Zugkriften, wider-
spricht dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht
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auch den Werthen der Koefficienten o und m, welche Verfasser
frither fiir einen gezogenen Gusseisenstab in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 250, Gl 9, sowie in der
6. Auflage seiner Maschinenelemente, S. 687, verdffentlicht hat.
Eine dahin gehende Untersuchung hat dazu gefiihrt, dass hinsicht-
lich dieses Gusseisenstabes sich ein Irrthum eingeschlichen hat,
sodass dieser Widerspruch entfillt. Es muss zunéichst dahingestellt
bleiben, ob die bezeichnete Feststellung allgemeine Giltigkeit fiir
Gusseisen besitzt, oder nur fiir den untersuchten Korper gilt?).
Durch Versuche aus neuester Zeit hat Verfasser Anhalt dafiir, dass
in der Mehrzahl der Fille bei Gusseisen ein anfinglich steilerer
Verlauf der Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, dass vielmehr
fir kleine Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so ver-
lauft wie die Druck-Dehnungslinie. Die sich ergebenden Ab-
weichungen diirften — jedenfalls zu einem Theile — auf den schon
frither vom Verfasser festgestellten Umstand zuriickzufiihren sein,
dass das gegenseitige Verhidltniss zwischen Zug- und
Druckelasticitit bei Gusseisen stark beeinflusst wird da-
von, ob und in welchem Maasse der untersuchte Korper
vorher belastet worden war. In dieser Hinsicht seien noch
die folgenden Versuchsergebnisse mitgetheilt.
Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete

Gusseisenkorper ITL

wurde einem Druck von P=90000 kg, d. i 1841 kg/qem,
15 Minuten lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zu-
sammenstellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da
bei der Hohe der Belastung die Skala des Instrumentes fiir eine
Messlinge des Korpers von 50 em nicht mehr ausreichte, so wurde
eine kiirzere Messlinge und zwar /=15 ecm — in der Mitte der
fritheren liegend — gewdhlt.

H Um tiber diesen Punkt sowie iiber einige andere Verhaltnisse Klarheit zu
schaffen, hat Verfasser dem Reglerungsbaufithrer Berner, Assistenten der Ma-
terialpriffungsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung gegeben,
Elasticititsversuche mit Gusseisen und Flusseisen derart durchzufihren, dass ein
und derselbe Korper der Zug- und Druckprobe unterworfen wird, wie
in § 8 niher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche werden voraus-
sichtlich im Taufe des Jahres 1902 zur Verdffentlichung gelangen.

Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 3
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Temperatur sehwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

. Z driick f 15
Belastungsstufe in kg smmen il;lu(}]//ﬁton%ji au o

gesammte kg/qem gesammte ibleibende federnde

24 und 5024 | 049 und 102,74| 0,96 0,00 | 0,96

24 - 10024 | 049 - 20499 2,00 0,00 | 2,00
24 - 20024 | 049 - 40949| 4,15 000 | 4,15
24 - 30024|049 - 61399 6375 | 004 | 6335
24 - 40024 | 049 - 81849| 861 0,065 | 8,545

24 - 50024 | 0,49
24 - 60024 | 0,49
24 - 70024 | 049

1022,99 [ 10,92 0,10 | 10,82
122748 | 13265 | 0,14 | 13125
1431,98 | 15,66 021 1545

Werden fiir die Koefficienten « und m der Gleichung 1 solche
Werthe eingefiihrt, dass

1 1,052
Teiroo0® 0 o 9

F—

und werden sodann die hieraus berechneten Zusammendriickungen
mit den beobachteten verglichen, so ergiebt sich die folgende Zu-
sammenstellung.

Spannungsstufe in kg/qem | Versuchswerth Iie;}fc}é??té Unterschied
0,49 und 102,74 0,960 0,963 + 0,003
049 - 204,99 2,00 1,995 — 0,005
049 - 409,49 415 4,187 — 0,013
049 - 613,99 6,335 6,336 +0,001
049 - 81849 8,545 8,575 0,030
049 - 1022,99 10,82 10,814 — 0,006
049 - 122748 13,125 13,136 +0,011
049 - 143198 1545 15,449 — 0,001

Auch hier ist die Uebereinstimmung der beobachteten und der
auf Grund der Gleichung 6 berechneten Zusammendriickungen eine
sehr gute.
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Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, dass durch vor-
1 1
1043000 “™ 1217000
vermindert, 7 dagegen von 1,085 auf 1,052 vergrossert wird. Hier-
durch wird die Federung gegeniiber Druck (Gleichung 5 und 6)

der Federung gegeniiber Zug (Gleichung 4) genihert.

hergegangene starke Druckbelastung & von

Gusseisenkirper IV,

Material von dem gleichen Guss, wie Korper III bearbeitet.

Querschnitt des mittleren prismatischen
Theiles = . . . . . . . . . . 699.700=489qem
Gewicht . . . . . . . . . . . . . . . . 2981 kg

Zug.

Nach vorhergegangener Belastung mit 40 000 kg entsprechend
818 kg/qem, was bei Gusseisen fiir Zug als Ueberlastung bezeichnet
werden muss, wurde der Koérper den aus folgender Zusammen-
stellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen.

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C.

Belastungsstufe in kg Federnde Ausdtla}mu:ien auf 50 cm in

gesammte kg/qem beobachtet Il::gﬁc}&?t,? Unterschied

21 und 500 |043 und 1022 0,33 0,326 | — 0,004
21 - 1000 043 - 2045| 0695 | 0,711 |+ 0016
21 - 2000 043 - 4090| 1,53 1,636 | -+ 0,006
21 - 3000 043 - 6135| 241 2405 | — 0,005
21 - 4000 (043 - 81,80 3295 | 3304 | -+ 0,009
21 - 5000|048 - 102,25 4,185 | 4226 | - 0,041
21 - 10000 043 - 20450| 8,96 9,072 | + 0,112
- 21 - 20000 0,43 - 409,00| 19,49 19,457 | — 0,033

Die Uebereinstimmung der beobachteten Federungen mit den

auf Grund der Gleichung
3*
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1 1,1

= 1150000 ° R

berechneten muss als eine befriedigende bezeichnet werden.

Der Vergleich der Zahlenwerthe in Gleichung 7 mit den-
jenigen in Gleichung 4 zeigt, dass sich fiir den vorher tiberlasteten
Korper sowohl « als auch m grésser ergeben haben.

Druck.

Nach vorhergegangener Belastung durch 90000 kg, ent-
sprechend 1841 kg/qem.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

. Federnde Z driick f
Belastungsstufe in kg edernde uSamee];l/ riickungen au
15 em in Y5, cm

gesammte kg/qem beobachtet nziiec(};lleg Unterschied

24 und 5024 {049 und 102,74 1,012 | 1,024 | + 0,012

24 - 10024 1049 - 20499| 2122 | 2115 | —0,007
24 - 20024 | 049 - 40949| 4445 | 4373 | —o0,072
24 - 30024 0,49 - 61399| 6,80 6,687 | — 0,113
24 - 40024 1049 - 81849] 9,11 9,039 | — 0,071
24 - 50024 |049 -102299| 11,47 | 11,420 — 0,050
24 - 60024 |0,49 -122748| 13,845 @ 13,824  — 0,021

24 - 70024 (049 - 1431,98| 16,245 | 16,247 | -+ 0,002

Eine Priifung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier,
dass die aus

_ 1 1,048

= 1124000 8)

berechneten Werthe befriedigend mit den beobachteten tiberein-
stimmen.

Der Vergleich von Gleichung 7 mit Gleichung 8 bestitigt so-
dann die oben gemachte Feststellung, dass die Linie der Federungen
auf der Zugseite in der Nihe des Koordinatenanfanges etwas steiler
verlduft als auf der Druckseite.
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Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle des
Gusseisenkérpers IIT (s. Gl. 4 und 5). Es steht dies damit in
Uebereinstimmung, dass auch bei Letzterem durch vorherige starke
Belastung der Unterschied vermindert wurde (s. Gl. 5 und 6).

Zusammenstellung der fir die besprochenen 4 Gusseisen-
korper erhaltenen Elasticititsgleichungen:

Fiir Zug,
wenn vorher nicht belastet
1 1,083
N 1 ol
(Korper III) €= 1338000 ye e e e 4)

wenn vorher stark belastet

. _ 1 1,1
(Kérper 1V) ¢= 110000 * © - © - - 1)
Fiir Druck,
wenn vorher nicht belastet
. . 1 1088 .
(Kérper I) ¢ = 1350000 ° e e e D)

wenn vorher noch nicht durch Druck belastet

- S ST
(Kérper III) ¢ = 1043000 ° Y )
wenn vorher stark durch Druck belastet
. _ 1 1,052
(Kérper III) ¢= 1917000 ° I )
o . 1 1,048
(Korper IV) €= 1194000 ° S - ).

Wie bereits oben bemerkt, muss es zunéchst noch dahingestellt
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhiltniss zwischen
Zug- und Druckelasticitit, allgemeine Giltigkeit haben oder ob sie
nur fir die untersuchten Gusseisenkoérper Geltung besitzen.

Bei Beurtheilung der fir ¢ und m der Gleichung 1 gewon-
nenen Zahlenwerthe ist tiberdies im Auge zu behalten, dass sie
sich unter der Voraussetzung ergeben, das Material sei auf der



38 Einleitung.

Messlinge ! von gleicher Beschaffenheit und gleich dicht, es seien
also bei prismatischer Form des Versuchskorpers vom Querschnitt f

sowohl die Spannung ¢ = ]‘£ als auch die Dehnung ¢ = —j— an allen
Stellen der Strecke gieich gross. Dass diese Voraussetzung,
namentlich bei gegossenen Korpern von grosserem Querschnitt,
welche Hoblstellen im Inneren besitzen konnen und auch hinsicht-
lich der Dichte Veréinderlichkeit zu zeigen pflegen derart, dass
dieselbe von aussen nach innen abnimmt, im Allgemeinen nicht —
jedenfalls nicht streng — erfiillt sein wird, liegt bei der Natur
solcher Gussstiicke auf der Hand.

Im Allgemeinen ist festzuhalten, dass der Dehnungskoefficient
auch mit der Beschaffenheit des Gusseisens ganz erheblich schwankt
und zwar viel stirker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahl.
In neuester Zeit durchgefiihrte Versuche mit Gusseisen von hoher
Festigkeit (hochwerthiges Gusseisen), ferner mit Gusseisen, welches
fiir Hartguss bestimmt, und mit solchem, welches durch ganze oder
theilweise Abschreckung in Hartguss iibergefilhrt worden war, ge-
wihren einen lehrreichen Einblick nach dieser Richtung hin. So
fand sich beispielsweise fiir das hochwerthige Gusseisen (durch-
schnittliche Zugfestigkeit bis rund 2400 kg/qem, durchschnittliche
Biegungsfestigkeit unbearbeiteter Quadratstibe bis rund 4400 kg/qem)
bei der Zugprobe der Dehnungskoefficient der Federung

Spannungsstufe Dehnungskoefficient

160,1 und 480,3 kg '1“1%00—0
480,3 - 8005 - ?9‘771366
800,5 - 1120,7 - W;gm
1120,7 - 1440,9 - W;ﬁo‘
14409 - 17611 - ’571'5%66

Das zu Hartguss bestimmte Gusseisen zeigt kleinere Werthe,
wihrend das Gusseisen, wie es fiir gewohnlich zu gutem Maschinen-
guss Verwendung findet, erheblich grossere Werthe und besonders
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zihes Gusseisen noch grossere Werthe besitzt. Fig. 6, welche
die Linienziige der gesammten Dehnungen, und Fig. 7, welche
diejenigen der federnden Dehnungen, je in /i em fiir 15 em
Messlinge giltig, enthélt, lassen dies deutlich an der mehr oder
minder grossen Steilheit des Verlaufs erkennen.

2641

Acboe dez Spannungen

-1

o3

3 F
TN
NNE
; =4

480,3 HIB!
4l
3822

2355,
19,1
160,1

| ! Achne der gesammben Defrruingen

Fig. 6.

Der Hartguss ergab bei der Zugprobe weit kleinere und
weniger verinderliche Dehnungskoefficienten, z. B.

Spannungsstufe Dehnungskoefficient
13,3 und 133,0 kg/qem W
1330 - 2661 - ﬁn})_o(ﬁ
266,1 - 5322 Tml)oo_(f
1

532,2 - 1983 10000
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Hiernach hat das Abschrecken des Gusseisens einen sehr
grossen Einfluss auf die Grosse des Dehnungskoefficienten?).

1 s

Alchoe der Spannungen
T
|

8

3

8005
764,

573

s
wo03;

382,

23

191,
1604

Achse der federnden Dehmungen

Fig. 7.

1) Fir schmiedbaren Stahl dagegen sind bis jetzt nur unerhebliche Unter-
schiede des Dehnungskoefficienten festgestellt worden, wenn er im gehirteten und
ungehirteten Zustand untersucht wird. Stribeck ermittelte fiir Gussstahl, wie er
von den deutschen Waffen- und Munitionsfabriken in Berlin zu Stahlkugeln fir
Lager verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Cylindern (Mess-
linge 32 mm):

1 . s
1. a= 5197000 Cylinder ungehirtet,
1 . .
2. = 3198000 in Oel gehartet.
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Hinsichtlich weiterer Einzelheiten, namentlich iiber die Elasti-
cititsverhiltnisse der nur einseitig abgeschreckten Stibe muss auf
des Verfassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereins deutscher
Ingenieure 1899, 8. 857 u. f. (Hartguss) und 1900, S. 409 u.f.
(hochwerthiges Gusseisen) verwiesen werden?).

Fiir die Dehnungslinie bis zum Bruch ergiebt sich bei Guss-
eisen, wie es fiir gewdhnlich zu gutem Maschinenguss verwendet
wird, die Kurve OG in Fig. 8?). Fir andere Gusseisensorten
ergeben sich Linien von dem gleichen Verlaufe. Das
Arbeitsvermdgen (§ 3) wird demnach bei Gusseisen @
durch eine Fliche von der Gestalt OG G, gemessen. '
Thre Grosse — etwa 0,08 kgm/cem fiir das in den Fig. 6
und T als gewdhnliches Gusseisen bezeichnete Material
und etwa 0,14 kgm/cem fir das daselbst genannte hoch-
werthige Gusseisen — betréigt nur einen sehr kleinen
Bruchtheil von der Fliche, welche z. B. das Arbeits-
vermdgen des Flusseisens (Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8  Fig.&.
sind in demselben Massstab gezeichnet).

Querschnittsverminderung und Bruchdehnung sind selbst bei
zihem Gusseisen so gering, dass fiir gewohnlich eine Bestimmung
unterbleibt.

2. Versuche mit Flusseisen.
Rundstab 1.

Wir unterwerfen den aus zihem Flusseisen hergestellten Stab
in einer liegenden Priifungsmaschine der Zugprobe.

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles 2,007 cm

Querschnitt - - - - 3,16 qem
Messlinge . . . . . . . . . . . . .1500 cm.
o ! I
3., a= 91702000 ° Cylinder in Wasser gehirtet.

Dagegen ergab sich die Proportionalilitsgrenze, welche im Falle Ziff. 1
zwischen 5500 und 6000 kg/qem lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kg/qem. In
dhnlichem Masse zeigte sich die Elasticititsgrenze nach oben verschoben (Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 73 u. f)

1) Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 der vom Vereine deutscher
Ingenieure herausgegebenen Mittheilungen @ber Forschungsarbeiten auf
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901.

2) In dieser Darstellung ist genau bestimmt die Hoéhe (,G und der Verlauf
der Linie OG, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches miissen die
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Stab
wird zundchst mit P = 1000 kg und sodann abwechselnd mit
P = 3000 kg belastet und bis auf P = 1000 kg entlastet').” Hieran
schliesst sich der Belastungswechsel P = 1000 und 5000 kg, sowie
P =1000 und 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und
Entlastung so lange gewechselt, bis sich die gesammten, die blei-
benden und die federnden Verlingerungen nicht mehr #nderten.
Dazu ist auch hier schon zu Anfang mehrmaliger Belastungs-
wechsel erforderlich.

Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenriumen
von 3 Minuten.

Temperatur schwankt zwischen 17,6 und 17,8° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15cm in /499 cm

gesammte kg/qem gesammte | bleibende| federnde

1000 und 3000 kg | 3165 und 9494 | 461 | 017 | 4,44
1000 - 5000 - | 3165 - 15823 | 921 | 022 | 899
1000 - 6000 - 3165 - 18987 | 11,90 | 063 | 11,27

Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas
rascher als die Spannungen, denn es betrigt
fir die erste Stufe von 2000 kg die Federung
2000 - - -
1000 - - -

4,44
8,99 — 4,44 =455
11,27 — 8,99 = 2,28.

zweite - -
dritte - -

Instrumente zum Messen der Verlingerungen abgenommen werden, damit sie
durch den Bruch nicht beschidigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung
der Verlingerungen in der Nihe des Bruches nicht mehr genau erfolgen, was
durch Strichelung in Fig. 8 angedeutet ist.

') Wenn ein Stab in liegender Maschine der Priffung unterworfen wird,
und man entlastet ihn vollstindig, d.h. bis die in der Einspannvorrichtung ge-
haltenen Stabképfe sich zu losen beginnen, so liegt die Gefahr vor, dass die
Anzeigen der Messeinrichtung (hier Spiegelapparat, vergl. Fig. 4, § 8, S. 102, 108
u. f.) ungenau werden. Das lisst sich dadurch vermeiden, dass man mit der Ent-
lastung nicht bis Null zuriickgeht, sondern einen erheblichen Betrag dariiber
bleibt. Hierfir wurde im vorliegenden Falle P==1000 kg gewihlt, entsprechend
- 1000

3,16

Beim Entlasten ist die Vorsicht zu gebrauchen, dass man jeweils etwas
unter die Anfangsbelastung, d.1i. hier 1000 kg zuriickgeht und alsdann vorwirts
schreitend auf dieselbe einstellt.

= 316,5 kg/qem.
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In Fig. 9 sind die Ausdehnungen nach L R

dem in Fig. 1 u. f. gegebenen Vorgange ein- %7
getragen, und zwar von ¢==316,5 kg/qem
an gerechnet (vergl. Fussbemerkung S. 42).

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt
der Waghebel der Maschine auf seine Unter-
lage; beim Nachspannen verschwindet die
Skala in den beiden Spiegeln der Mess-
vorrichtung: die Fliess- oder Streck-
grenze (§ 2) ist erreicht. Sie liegt dem-
gemiss bei

6850
o= 316 2168 kg/qem.

Nach dieser Feststellung wird der Stab  sus
entlastet und hierauf der Versuch, wie vor-
her durchgefithrt, wiederholt. Dabel er-

+£

giebt sich i

ig. 9.
far den Belastungswechsel 1000/3000 1000/5000 1000/6000 kg
die Federung. . . . . 4,50 9,01 11,28
somit Unterschied . . . 4,51 2,217

also die Federung nur wenig wachsend mit der Spannung.

Mit der Federung 4,50 fiir die erste Belastungsstufe der zweiten
Versuchsreihe findet sich der durch Gleichung 3, § 2 bestimmte
Dehnungskoefficient zu

45 . 1
1000. 15 (949,4 — 316,5) 2109700

o ==

Bei erneuter Steigerung der Belastung iiber 6000 kg hinaus ist
die Streckgrenze — durch Sinken des Waghebels auf seine Unter-
lage — jetzt bei P==6500 kg zu beobachten, entsprechend

6500
0= m = 2057 kg/qcm.

Nachdem durch Nachspannen eine Verlingerung der Mess-
strecke /=15 cm um 0,14 cm erfolgt ist, beginnt der Waghebel
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wieder zu steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, dass die
inneren Krifte, mit welchen der Stab der Verlingerung widersteht,
die Grosse von 2057 kg/qem wieder erreicht haben und zu iiber-
schreiten anfangen. Bei Fortsetzung des Nachspannens steigt die
Belastung stetig, bis sie mit P == 11840 kg ihren Grésstwerth
erreicht (vergl. § 3, Fig. 1). Alsdann sinkt der Waghebel — nach-
dem er vorher einige Zeit hindurch eingespielt hatte —, der Stab

i
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i 46mm Yorlamgerung aMf/ﬁriSDmm i Aehoe der Vorkingerungern.

Fig. 10.

beginnt sich einzuschniiren (vergl. § 3) und schliesslich erfolgt der
Bruch an der stark eingeschniirten Stelle unter rund P = 8700 kg!)

Belastung, entsprechend ¢ = 8100 _ 2753 kg/qem.

3,16

In Fig. 10 ist der Verlauf der Linie der gesammten Dehnungen,
wie sie sich fir den untersuchten Flusseisenstab bei dem zweiten
Versuch ergab, unter Zugrundelegung der Messlinge von urspriing-
lich 15 cm, eingetragen. Derselbe ist nicht unabhingig von der
Geschwindigkeit, mit welcher die Belastung gesteigert, d. h. von
der Raschheit, mit welcher der Stab gedehnt wird.

Die Zugfestigkeit betragt

., 11840
R="316

= 3747 kg/qem.

') Eine genaue Feststellung dieser Belastung begegnet Schwierigkeiten.
(Vergl. Fussbemerkung S. 8 und 9.)
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Die Messung des mittleren Durchmessers des Bruchquerschnittes

% 1,23* = 1,19 qem (vergl. § 3);

somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnittsverminderung

liefert 1,23 cm, entsprechend f, =

3,16 —1,19

¥=100""515

= 62,39,

Nach dem Bruche zeigt das mittlere, urspriinglich 20 em lange
Stabstiick 25,48 cm; infolgedessen ergiebt sich nach Gleichung 3,
§ 3 die Bruchdehnung zu

25,48 — 20,0

¢ =100 30,0

- 27,4 0/0.

Das nach Massgabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte Arbeits-
vermogen betrigt 4 = 6,76 kgm/cem.

Rundstab II,
Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles 2,495 ecm
Querschnitt - - - - 489 qem
Messlénge . . . . . . . . . . . . .1500 em.

Der Stab, welcher aus ausgeglilhtem Material besteht und
vorher mnoch keiner Priifung unterworfen ist, wird in derselben

Weise wie Rundstab I gepriift und liefert folgende Ergebnisse:

Versuchsreihe 1.

Temperatur schwankt zwischen 17,0 und 17,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in 1/,p cm
gesammte kg /qem gesammte bleibende | federnde
1000 und3000kg | 204,5und 613,5| 2,99 0,05 2,94
1000 - 5000 - |2045 - 10225| 598 0,11 5,87
1000 - 17000 - (2045 - 14315] 895 0,16 8,79
1000 - 9000 - 2045 - 18405| 1192 | 021 1,11
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Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Versuchsreihe 2.

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,4° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in Y/ em
gesammte kg/qem gesammte bleibende federnde
1000 und 3000kg | 204,5und 6135| 2,93 0,00 2,93
1000 - 5000 - 12045 - 10225| 5,89 0,02 5,87
1000 - 7000 - 204,56 - 14315 8,85 0,06 [ 8,79
1000 - 9000 - |2045 - 18405| 11,80 0,09 11,71

Hiernach betragen die gesammten Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8,95 11,92
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97

2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 11,80
Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95

Die federnden Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,94 5,81 8,79 11,71
Unterschied 2,94 2,93 2,92 2,92

2. Versuchsreihe 2,93 5,87 8,79 11,71
Unterschied 2,93 2,94 2,92 2,92

Mit Riicksicht auf den Grad der Genauigkeit, mit welcher bei
den Priifungsmaschinen die Einstellung auf eine bestimmte Be-
lastung erfolgen und mit welcher sodann die Dehnung selbst er-
mittelt werden kann, sowie in Anbetracht des Einflusses der nicht
ganz fernzuhaltenden kleinen Temperaturinderungen!) — hier um

) Bei dem verwendeten Messinstrument, dessen in Betracht kommende
Theile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den Temperaturinderungen
rascher folgen als der verhiltnissmissig dicke Versuchsstab (vergl. Fig. 4, S. 102),
dussert sich der Einfluss der kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise,
dass eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen zu erwarten steht. That-
sachlich zeigt sich auch eine solche Abnahme. Vergl. anch das in §8, S.110
Gesagte.
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0,2° C. — wihrend einer Versuchsreihe, darf die Unverinderlich-
%238 = 1840,5 kg/qem als wirklich
vorhanden angesehen werden. Fig. 11, welche mit den bei der ersten
Versuchsreihe gewonnenen Ausdehnungen hergestellt wurde, be-
stitigt dies.

Mit der Federung 2,93 folgt nach Glei- et

100015 0,0007507——41

chung 3, § 2: 4s4zgr7-______>_«7
_ 2,93 I
7 1000.15 (613,0—204,5) 2094000

keit der Federungen bis ¢=

it
I
|

o

4345

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich
fir die zweite Versuchsreihe weit geringer
als bel der ersten, was zu erwarten war,

Bei Steigerung der Belastung iiber %:%*
P =9000 kg hinaus zeigt sich plotzliches
Sinken des Waghebels der Maschine bei
P =10500 kg; die Streckgrenze wurde so-

. . 6}~
mit bel

10500
VN 2147 kg/qem
2045
erreicht.
Um die Kraft festzustellen, welcher der . 1
sich streckende Stab unmittelbar nach Sinken Fig. 11.

des Waghebels das Gleichgewicht hilt, wird

die Wage stetig entlastet, bis wieder FEinspielen stattfindet?).

Dies tritt ein bei P = 9900 kg, d.i. fiir 6 = ig%(g) = 2025 kg/qem.
?

Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstandsfihig-

keit des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, welche auch den Be-

lastungsabfall von 10 500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen lisst. Nach

Erreichung der Belastung von 11000 kg, d. 1. %Q = 2249 kg/qem,
?
fallt der Waghebel zum zweiten Male plétzlich, und zwar auf
P = 9800 kg, entsprechend %%%O = 2004 kg/qgem. Bei dem nun
!

1) Im Falle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht.
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folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie
Fig. 12 deutlich angiebt.
P tritt bei 17050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit

max

17 050

K. ="4g9
Die Belastung hilt sich ziemlich lange auf dieser Hohe, wie
ebenfalls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, welche
unmittelbar vor dem Bruche und nach weitgehender Einschnii-

N

= 3487 kg/qem.

00491
247

o -3487 fig fqom

2005 --—-

femm oo POOY e

wund 51mm Vorfimgerung aufyf =150mm

Fig. 12.
rung des Bruchquerschnittes beobachtet werden konnte, betrigt
P =13500kg, d.i. 2761 kg/qem.
Da f, = % 1,54* = 1,86 qem, so liefert Gleichung 2, § 3 die
Querschnittsverminderung

4,89 —1,86

ey ) —_— 0
p=100="1g 629,

und wegen [, = 323,7 bei 250 mm urspriinglicher Linge findet
sich nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung

3237 — 250

—_ 0
550 = 290
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3. Versuche mit Flussstahl.

Rundstab.

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles

Querschnitt
Messlinge .

49

2,00 em
3,14 qem

15,00 em.

Der Stab wird in einer liegenden Priifungsmaschine der Zug-
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und
Entlastung, so oft, bis sich die gesammten, bleibenden und federn-
den Dehnungen nicht mehr #ndern.

Die Ablesungen der Lingeninderungen erfolgen in Zeitriumen

von 3 Minuten.

Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5°C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in Y0 cm
gesammte kg/qem gesammte | bleibende federnde
Unter- Unter-
schied schied
1000und 3000  318,5 und 955,4| 4,47 47| 000 | 4474
1000 - 5000 3185 - 1592,4| 9,19 42| 0925 | go4| 447
1000 - 7000 3185 - 2220,3| 13,73 ¥°%| o030 | 1343  #4Y
1000 - 9000|3185 - 2866,2| 18,49 | 76| o057 | 17,92| 44
1000 - 110003185 - 35032 23,28 4T9| 088 | 22,40 448
1000 - 13000/318,5 - 4140,1| 27,88 490 100 | 26,88| 448
1000 - 14000 3185 - 4458,6| 30,19 231| 107 | 2012 2:24
1000 - 15000 3185 - 47771 33,74 | 9P

Nachdem P ==15000 kg eingestellt ist,
plotalich, so dass die Streckgrenze bei

sinkt der Waghebel

15000

erreicht ist.

Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 4
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Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Belastung wie-
der zu steigen und erlangt mit P = 22720 kg ihren Grosst-

+

440,41 -+

35032}

3554

38,5

+E

29,12
PR o - L2, U7 P -
P A Jop05 000t L
O

Fig. 13.

werth; alsdann sinkt der Wag-
hebel, der Stab beginnt sich
einzuschniiren und schliesslich
erfolgt der Bruch.

Wie die letzte Spalte der
Zusammenstellung der Ausdeh-
nungen zeigt, wachsen die Fede-
rungen bis P = 14000 kg unter
Beriicksichtigung des thatséich-
lich erreichbaren Genauigkeits-
grades recht befriedigend in
gleichem Verhaltniss wie die
Spannungen'). Fig. 13, welche
nach dem Vorgange von Fig. 1
u. f. die Schaulinien der ge-
sammten, bleibenden und fe-
dernden Dehnungen enthilt, be-
stitigt dieses Ergebniss. Wir
haben demgemiiss Proportiona-
litit jedenfalls bis zur Span-
nung

= L;T(i%o = ~ 4459 kg/qem.

Da auf der folgenden Be-
lastungsstufe P == 15000 kg
die Erscheinung des Fliessens
eintrat, so ist anzunehmen, dass
die Proportionalitit sich nur
unerheblich iber P = 14000 kg
hinaus erstreckt haben wird,
weshalb die Proportionali-
titsgrenze als nur wenig ober-

halb 4459 kg/gem liegend angenommen werden kann?).
8iq g )

1) Die gesammten Ausdehnungen thun dies weniger.
2) Scharf tritt hier die Unzulissigkeit hervor, die Begriffe der Proportio-
nalitits- und Elasticititsgrenze (vergl. S. 21 und 22) mit einander za vermengen.
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4,48
WOO— cnm
Federung auf 15 ¢m bei 2000 kg Belastungsunterschied nach
Gleichung 3, § 2 zu

Der Dehnungskoefficient berechnet sich mit

_ 448.314 1 _
7T 1000.15.2000 2133000

«

Die Streckgrenze ist bei

15000

anzunehmen.

Die Zugfestigkeit betrigt

22720
Die durch Gleichung 2, § 3 bestimmte Querschnittsvermin-
derung ergiebt sich, da

T

Sy i 1,512 = 1,79 qem,

zu

3,14—1,79 ..
AT R

v =100
und die Bruchdehnung nach Gleichung 3, § 3 mit /, = 238 auf
200 mm urspriingliche Linge

238 — 200

¢ =100 200

- 190/0 .

Ueber die Ergebnisse der Untersuchung von Stahlguss hat
Verfasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898,
S. 694 u. f. berichtet.

Die Erstere liegt hier nahe bei 44569 kg, wihrend die Letztere, aufgefasst als die-
jonige Spannung, bis zu welcher die bleibenden Forminderungen Null oder doch
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vergl. die Werthe in der Spalte der

bleibenden Ausdehnungen).
4*
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4. Versuche mit Kupfer.

Rundstab I.

Material: weiches Kupfer.

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles . . . 2,502 em
Querschnitt - - - - % 2,502 = 4,92 qem
Messléinge. . . . . . . . . . . . . . . . 10,00 em.

Die Priifung erfolgte zuniichst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt,
und wurde sodann wiederholt. Die Ergebnisse sind im Folgenden
zusammengestellt.

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
Temperatur Temperatur
16,8 bis 17,1° C. 17,4 bis 17,5° C.

Ausdehnung auf Ausdehnung auf
10 em in Vg cm | 10 cm in Yjge cm

Belastungsstufe in kg

[} 3} Q L3
= = @ -~ D
| E JE. [E=|E_ 5. |E™
gesammte kg/qem E~ 2% 8 ||E8~12%|%§
g 12 I3~|E |2 [E-
w0 = & ) = &

750 und 1500 | 152,4 und 304,9 | 1,41 1,32 (0,00 | 1,32
750 - 92250 | 152,4 - 457,3|3,18 2,68 (0,00 | 2,68
750 - 3000 | 1524 - 609,8|5,38 4,11 0,04 | 4,07

750 - 3750 (152,4 - 7162,2(8,05 2,52 5,53 (5,68 0,15 | 5,53

o o
o Ot =
Lo Lo

[\
S W
Or Ot O

N
>~

In Fig. 14 sind die Schaulinien, welche sich hiernach fir die
gesammten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der
1. Versuchsreihe ergeben, dargestellt.

Wie ersichtlich, stellen sich bei der ersten Versuchsreihe blei-
bende Dehnungen ausserordentlich friith und tiberhaupt von be-
deutender Grosse ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen
treten die bleibenden Dehnungen ganz in den Hintergrund, eine
Folge davon, dass der Stab schon einmal den Belastungswechseln
ausgesetzt gewesen ist.

Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht
nicht; denn es betragen die Unterschiede
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der gesammten Aus- der federnden Aus-
dehnungen dehnungen
bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1,77 2,20 2,67 1,30 1,35 1,40 1,48
- -2 - 1,32 1,36 1,43 1,67 1,32 1,36 1,39 1,46,

d. h. ausgepriigt wachsend mit den Spannungen.

762,2

S|
F

609,

4573

!
3049

1524

Fig. 14.

Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene
Gesetzmiissigkeit zu Grunde gelegt und werden dabei die Koeffi-
cienten « und m so gewdhlt, dass fiir die erste Versuchsreihe

_ 1 1,008
&= m [} .. ... 9)
und fiir die zweite Versuchsreihe
em L g

1 865 000
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so zeigt folgende Zusammenstellung:

Federungen auf 10 ecm in /44 cm
Spfmul:l n/gsstufe 1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
in kg/qem
beobachtet nziiecgﬁeg beobachtet nl;ilifc(}:ie;o
152,4 und 3049 | 1,30 1,30 1,32 1,32
1524 - 4573 | 265 2,66 2,68 2,69
1524 - 6098 | 4,05 4,07 4,07 4,09
1524 - 762,2 5,53 5,52 5,53 5,62

eine befriedigende Uebereinstimmung zwischen Beobachtung und
Rechnung.

Der Unterschied in den Zahlenwerthen der Koefficienten «
und m der Gleichungen 9 und 10 lisst den Einfluss der vorher-
gegangenen Belastung auf die Federung deutlich erkennen.

Ueber die Anzahl der Spannungswechsel, welche jeweils er-
forderlich waren, um festzustellen, dass sich die gesammten, die
bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr dndern, giebt
die folgende Zusammenstellung Auskunft. Ebenso dariiber, wie
sich die Ausdehnungen bei dem erstmaligen Wechsel (Anfangs-
werthe) von denjenigen bei dem letzten Wechsel (Endwerthe)
unterscheiden.

1. Versuchsreihe
Spannungsstufe Z%hl der Anfangswerthe Endwerthe
in kg/qem mﬁ?n'
gs-
wechsel A Ao la—aoa A=
/304,9 2 1,41 0,11 1,30 | 1,41 0,11 1,30
152 4513 | 5 | 300 | 041 | 263 | 318 | 053 | 265
152,4/6098 | 7 | 513 | 1,16 | 897 | 538 | 1,33 | 4,05
152 4/762,2 1 7,60 2,15 5,45 8,05 2,52 5,53
2. Versuchsreihe
152,4/304,9 2 1,32 0,00 1,32 1,32 0,00 1,32
152,4/457,3 2 2,68 0,00 | 2,68 | 2,68 | 0,00 | 2,68
152,4/60978 4 413 0,03 4,10 | 4,11 0,04 4,07
152,4/762,2 4 5,60 0,07 5,53 5,68 0,15 5,53
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Die weitere Untersuchung des Stabes fiihrte zur Erlangung
der Dehnungslinie Fig. 15, sowie zur Feststellung:
der Zugfestigkeit

10980
— = 9939
K, 192 2232 kg/qem,
der Querschnittsverminderung
4,92 — 1,89
"lr/f =100 W— = 61,6 0/0 y

da
T

A ) 1,55 =1,89 qem,

und der Bruchdehnung auf 200 mm

2022 — 200 .,
oy = 46,1%.

¢ =100

—

52mm @mﬂdﬂwm&fﬂ@m ’
Fig. 15.

-0=2252 figfyom|

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug
rund 8200 kg, entsprechend

0= % = 1667 kg/qem.

Eine Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 2 erkldrt und wie
wir sie bei Flusseisen und bei Flussstahl kennen lernten, besitzt
hiernach das Kupfer nicht.

Das Arbeitsvermogen gemdss Gl 4, § 3, ergiebt sich zu
A="1T,11 kgm/cem.
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~ Rundstab II.

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als
Stab I, bereits einmal bis ¢ = 964,4 kg/qem beansprucht gewesen.

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles. 1,99 em
Querschnitt - - - - . 3,11 gem
Messldénge . . . . . . . . . . . . . . 10,00 em.

Die Untersuchung fiihrt ganz wie beim Rundstab I zu dem
Ergebniss, dass die federnden Ausdehnungen rascher wachsen als
die Spannungen, entsprechend

_ 1 1,093

Nachdem fiir den Rundstab I ausfiihrliche Besprechung statt-
gefunden hat, wird es gentigen, die folgende Zusammenstellung
anzufiihren.

Spannungsstufe Federnde Ausdehnung in Yy cm

kgqem beobachtet berec(lﬁl.ehnach
160,75 und 321,5 1,40 1,40
160,75 - 482,25 2,89 2,81
16075 - 643,0 439 4,39
160,75 - 803,75 5,95 5,94
160,75 - 9646 7,53 7,53

Die Uebereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was Gleichung 11 liefert, muss als eine sehr gute be-
zeichnet werden.

5. Versuche mit Bronce.
Rundstab I,
Material: gegossene Bronce, vorher noch nicht belastet.

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theiles 2,20 em
Querschnitt - - - - 3,80 gem
Messlinge . . . . . . . . . . . . . 15,00 cm.
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Die Prifung wurde in der gleichen Weise, wie unter Ziff. 3

angegeben, durchgefiihrt mit den aus folgender Zusammenstellung
ersichtlichen Zahlenergebnissen.

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,6° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in Y/;g90 cm
gesammte kg/qem gesammte bleibende | federnde
750 und 1500 | 197,4 und 394,7 3,31 0,07 3,24
0 - 2250 1974 - 5921| 661 0,09 6,52
750 - 3000 1974 - 7895 10,33 0,48 9,85

Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen.
Wird

1 1,098

¢ = 733800 ° 12)

gesetzt, so ergeben sich die Federungen

nach Gleichung 12 . . . . . . . 324 653 9,85
gegeniiber den beobachteten Werthen 3,24 6,52 9,85,

also in guter Uebereinstimmung.
Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /490 cm
gesammte kg/qem gesammte | bleibende | federnde
150 und 1500 | 197,4 und 394,71 3,30 0,01 3,29
0 - 2250 11974 - 5921 6,60 0,01 6,59
750 - 8000 1974 - 7895 | 9,89 0,03 9,86

Somit betragen die Unterschiede

in den gesammten Ausdehnungen 3,30 3,30 3,29
federnden - 3,29 3,30 3,27

d. i. in Beriicksichtigung aller Verhiltnisse nahezu so gut wie Un-
verinderlichkeit. Hiernach zeigt der Broncestab, fiir welchen die
erste Versuchsreihe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorher-
gegangener Belastung Proportionalitit zwischen Dehnungen und
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Spannungen. Mit der Federung 3,29 fiir das Material in dem Zu-
stande, in welchem es sich wihrend der zweiten Versuchsreihe
befindet, bestimmt sich der Dehnungskoefficient nach Gleichung 3,
§2 zu

. 3,29 . 1

~ 15000.197,4 " 900000

o

Wird die Belastung weiter gesteigert, so stellt sich schliesslich
der Bruch bei 7500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit

7500

k=350

= 1974 kg/qem.

1974 fg gem

o=

Omm Verlanger
Wfargcm

Fig. 16.

Die Querschnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3 ergiebt
sich, da

F,=-"208" = 3,40 qem,

T 4
zu
. 3,80 — 3,40 o
v =100 ~ 380 10,59,
und die Bruchdehnung auf 20 em nach Gleichung 3, § 3
. 212,0—-200

Ueber den Verlauf der Linie der gesammten Dehnungen giebt
Fig. 16 Auskunft.
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Wie ersichtlich, besitzt die untersuchte Bronce gleich dem
untersuchten Kupfer keine Streckgrenze.

Rundstab IIL.
Material ganz wie bei Stab L

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theils 1,99 em
Querschnitt - - - - 3,11 qem
Messléinge . . . . . . . . . o L. 15,00 cm.

Priifung wie Stab I jedoch ohne Wiederholung des Versuchs.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 15 ¢m in Y/,4y cm

gesammte kg /qem gesammte \ bleibender ‘ federnde
750 und 1500 | 2412und 482,3| 3,98 1 0,02 3,96
750 - 2250 |2412 - 7235| 8,99 0,93 8,06
750 - 3000 | 2412 - 964,6| 1781 565 | 12,18

Hiernach wachsen die Dehnungen, ganz wie in Versuchs-
reihe 1 des Stabes I, rascher als die Spannungen.
Ferner ergiebt sich

6600 ¥
KZ-—— ‘éjT = 2090 kg,qcm,
s
3,11 ——-1,91°
4 7 - 311—2871
w e 100 A’&T‘“"’ — 100 T - 77‘ /0,
¢ =100 —%ﬂ = 8,1Y.

Eine grosse Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers
iiber Bronce sowohl bei gewdhnlicher als auch bei hoheren
Temperaturen finden sich verdffentlicht in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 354, 1900, S. 1745 u. f.%),
1901, S. 1477 u. f.

1) Mittheilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens, Berlin 1901, Heft 1.
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6. Versuche mit Messing.

Rundstab (Messingguss).

Durchmesser des mittleren cylindrischen Theils 2,20 ecm
Querschnitt - - - - 3,80 qem.

Priifung genau wie bei Broncestab I (Ziff. 5).

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Temperatur15,4—15,6° | Temperatur 14,8 —15,1°
Belastungsstufe in kg

Ausdehnung auf 15 ¢cm | Ausdehnung auf 15 em

in ! in 1 ,
In */9gp CI2 in 1/1099 cm
Q o [ D
ot ] -2 @
e = § | B | £ E |G
gesammte g/qem g ,_E f;’ 5 ,_5 g
b | = < B | = £

500u. 1000 131,6 u. 263,2 | 2,57 [ 0,21 | 2,36 | 2,44 | 0,00 | 2,44
500u. 1500 | 131,6 u. 394,7 | 5,34 | 0,54 | 4,80 | 4,91 | 0,00 | 4,91
500u. 2000 | 131,6 u. 526,3 | 8,61 | 1,24 | 7,37 | 7,39 | 0,02 | 7,37

Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab
war vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher
als die Spannungen, denn es betragen die Unterschiede

der gesammten Dehnungen der federnden Dehnungen

257 2,77 3,27 2,36 2,44 2,57

Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die
Gleichung

. 1 1,085
Sie liefert die Federungen 2,36 4,82 7,36
wihrend die Beobachtung ergab 2,36 4,80 7,37

Die zweite Versuchsreihe (Stab war vorher durch die Be-
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen)
liefert die Unterschiede
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der gesammten Dehnungen der federnden Dehnungen

244 247 248 244 247 246

also nahezu Unverénderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Ueber-
einstimmung mit dem, was fiir Bronce festzustellen war.

Der Dehnungskoefficient fiir das Material in dem Zustand, in
welchem sich dasselbe wihrend der Durchfiihrung der zweiten Ver-
suchsreihe befand, ergiebt sich bei Zugrundelegung der Federung
von 2,46 nach Gleichung 3, § 2

246 1
“=15000.131,6 802000

o

1671fiq/qcm

G =

190mm Velangerung auf {=150mm.

Fig. 17.

Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche er-
giebt fiir den Verlauf der Linie der gesammten Dehnungen Fig. 17
und

. 6350
K= 580 1671 kg/qem,
3,80 — - 2,00°
47 3,80 — 3,14
—_ = ~————-—’ ! — 40
w =100 550 100" 17,4%,
. 226 —200 .,

Eine Streckgrenze ist nicht vorhanden.
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7. Versuche mit Leder.

Fir einen frither schon vielfach belasteten Riemen von 6,44 qem
Querschnitt ergaben Zugversuche Folgendes. Einstellung erfolgte
von 3 zu 3 Minuten.

Spannungsstufe in kg/qem Federnde Dehnung in mm
3,88 und 11,65 5,5
388 - 194 10,0
3,88 - 272 14,0

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung ab.
Unter Zugrundelegung einer urspriinglichen Messlinge des
Riemens von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung

o 1 0,7
ESER T 0 e 14)
worin die Zahlenwerthe abgerundet worden sind.
Gleichung 14 liefert fir die Ausdehnungen

5,6 mm gegen 5,5 mm beobachtet
10,1 - - 10,0 - -
141 - - 14,0 - -

Diese Uebereinstimmung ist mit Riicksicht auf die vorge-
nommene Abrundung der Zahlenwerthe in Gleichung 14, sowie in
Anbetracht des bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Form-
anderungen des Leders iussert, und auf den an anderer Stelle ein-
gegangen werden soll, recht befriedigend.

In Fig. 18 ist die Linie der gesammten Dehnungen fiir einen
anderen, vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie
kehrt der Achse der Belastungen ihre hohle Seite zu, kriimmt sich
demnach entgegengesetzt, wie die Linie der Dehnungen bei Guss-
eisen, Kupfer, Bronce, Messing u. s. w.?)

Fig. 19 zeigt die Linie der gesammten Verlingerungen fiir
einen neuen Riemen von urspriinglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm

) Kautschuk verhalt sich gegeniiber Zugbelastung umgekehrt wie Leder
(vergl. S. 128 IFussbemerkung); die Dehnungen wachsen weit stirker als die
Spannungen.
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mittlerer Stdrke, entsprechend f = 4,96.0,60 = 3,224 qem, auf
500 mm urspriinglicher Linge. Die Belastungen wurden anfangs je
um 25 kg gesteigert, spiter je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte

Fig. 18.

der Bruch unter 760 kg Belastung, wobei unmittelbar vorher die
Linge der Messstrecke des gesammten Riemens zu 602,2 mm ge-
messen worden war. Unmittelbar nach dem Zerreissen zeigte die
Messstrecke, durch Aneinanderstossen der Bruchflichen hergestellt,

102,2mm Yerlingerung auf £ =500mm

F77?‘A7A77‘7“_"»___7_77 T ‘_77v7>'_>A7'—77
3

S

o

I

&2

€ 8

el v

i =

P

& ;

R 1

2l

ol Achoe der Verlimgerungen

Fig. 19.

520 mm, 40 Stunden spéter 516,8 mm, 10 Tage darauf 515,6 mm
und 23 Tage spiter 515 mm.

Bei Beurtheilung der Spannungen darf die weitgehende Ver-
minderung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht ausser
Acht gelassen werden. So betrigt beispielsweise bei P = 400 kg
die Breite 47,5 mm und die Stirke 6,0 mm, also f=4,75.0,60
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= 2,85 qem gegen urspriinglich 3,224 qem. Mit dem urspriing-
lichen Querschnitt ergiebt sich somit die Spannung

400

= "3924

= 124 kg/qem,

dagegen mit dem Querschnitt, der thatséichlich unter der Belastung
P = 400 kg vorhanden war,

400
6= 28 140 kg/qem.
Bei P = 600 kg war f = 4,66.0,59 = 2,75 qem
P=100 - - f=459.059=270 -

Da das Reissen des Riemens unerwartet bei P = 760 kg ein-
trat, so war f=2,70 qem der letzte der bestimmten Querschnitte
des gespannten Riemens.

Je nachdem nun dieser Werth /= 2,70 qem oder der urspriing-
liche Querschnitt /= 3,224 qem zur Ermittlung der Zugfestigkeit
in Rechnung gestellt wird, ergiebt sich diese zu

760
bezw.
760

Aechnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile u. dergl.?)

8. Versuche mit Korpern aus reinem Cement,
Cementmdartel, Beton.

Die zahlreichen, vom Verfasser mit solchen Kérpern durch-
gefilhrten Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die friiheren

1) Siehe hieriber die Ergebnisse der vom Verfasser durchgefiihrten Ver-
suche in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, 8,221 u.f.,
S5.241 u.f, S.891 und 892, oder auch ,Abhandlungen und Berichte® 1897,
S.5w f, S.59 uf
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Veroffentlichungen hingewiesen werden muss’), ergeben ausnahms-
los, dass die Zusammendriickungen rascher wachsen als die Span-
nungen.

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innerhalb der fiir die
ausfihrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen

beispielsweise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen,
in denen die Zahlenwerthe abgerundet sind.

Korper aus reinem Cement.

S=W10000‘1’09 15)
Korper aus Cementmortel.

1 Cement, 1!, Donausand: &= mo‘l‘u 16)?)
r - 3 - ¢ = Wlooﬁ"m .17
1 - 4 - &= mo}’" . 18)?)

Korper aus Beton.

1 Cement, 2!/, Donausand, 5 Donaukies:
6= ?9@%66 e 19)

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 18935, S. 489 u. f., 1896,
S. 1881 u. f, 1897, S. 248 u. f.; oder ,Abhandlungen und Berichte® 1897,
S. 280 u. f., S. 268 u. f, S. 289 u. f.

2) Bs ist von Interesse zu beachten, wie ausgepriigt sich der Einfluss des
Sandzusatzes auf die Grosse der Exponenten m und die Grdsse von e« #ussert.
Darin liegt iiberhaupt ein Vortheil der Beziehung 1, dass ihre beiden
Koefficienten ¢« und m sehr empfindlich sind gegeniiber Verschieden-
heiten in der Zusammensetzung des Materials (Gusseisen, Kupfer,
Bronce, Messing, Cementmértel, Beton, Granitu.s.w.), sowie gegen-
iber den Verschiedenheiten des Zustandes, in welchem es sich
jeweils in dem untersuchten Korper befindet (z. B. ob vorher ausgegliht,
ob kalt bearbeitet, oder vorher belastet u. s. w.). Es erscheint wahrscheinlich,
dass durch genaue Feststellungen in dieser Richtung in manche Materialien
Einblicke erlangt werden konnen, die bisher auf physikalischem Wege sich nicht
gewinnen liessen,

C. Bach, Elasticitit. 4. Aufl, I5)
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1 Cement, 2!/, Eggingersand, 5 Kalksteinschotter:

. 1 1,157

1 Cement, 5 Donausand, 6 Donaukies:

. 1 1,187
¢= 580000 ° T2 )

1 Cement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter:

o 1 1,161 \
&= mﬂ e e e 22/)

1 Cement, 5 Donausand, 10 Donaukies:

. 1 1,157
¢ = 517000 ° 1))

1 Cement, 5 Eggingersand, 10 Kalksteinschotter:

_ 1 1,207
£ = 367000 ° R §)

9. Versuche mit Granit.

Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche liefern

bei Zug Dehnungslinien, wie z. B. in Fig. 20 dargestellt
- Druck - - - - - =21

Hiernach kehrt die Linie der gesammten und der federnden
Zusammendrickungen (Fig. 21) der Achse der Spannungen zu-
niichst ihre erhabene Seite und spiter ihre hohle Seite zu, d. h. zu
Anfang wachsen die Zusammendriickungen rascher als die Span-
nungen und spiter langsamer. Die Linienziige besitzen demnach
Wendepunkte; sie liegen oberhalb der fiir die ausfihrende Technik
in Betracht kommenden Spannungsgrenze, die gegeniiber Druck
bei etwa 40 kg/qem angenommen werden darf. Innerhalb dieser
Grenzen fand sich, wenn die Zahlen abgerundet werden,
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" I . 1 1,152
fiir Granitkérper I (Druck) &= 950000 ° . 25)
- - T - e L g0 26)
340000 )
o 1 1,374
- - I (Zug) &= 535000 ° . 27)

Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten
Federungen wiedergeben, dariiber giebt die in der Fussbemerkung
angefithrte Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich der weiteren
Einzelheiten verwiesen werden darf!).

10. Versuche mit Marmor.

Querschnitt des mittleren prismatischen Theiles 9,115.9,13=83,2 qem

Lénge - - - - 54 em
Messlénge . . . . . . . . . . . . . . . . bOcm
Gesammtlinge des Korpers. . . . . . . . . . T145cm
Gewicht des Korpers. . . . . . . . . . . . 11715kg.

Der Korper wird zuniichst in einer stehenden Priifungsmaschine
auf Druck beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der
Druckkraft der Maschine entlastet, so dass als Belastung des
mittleren Querschnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht
des oberen Theiles der Messvorrichtung verbleiben, zusammen
813?2 = 0,22 kg/qem.

Hieran schliesst sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten
stehenden Maschine, ganz wie dies bei dem Gusseisenkdrper ITI
(S. 25 u. f.) beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren
Querschnitts durch das halbe Eigengewicht und durch den Antheil
des Gewichts der Messvorrichtung betrigt hierbei rund 15 kg, d.1i.

15
833 — 0,19 kg/qem.

rund 18 kg, entsprechend

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f. oder auch
des Verfassers ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 281 u. f.
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Der Zugversuch wird wiederholt.
Darauf folgt abermals Druckbelastung u. s. w., wie dies aus
den folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse erhellt.

1. Yersuchsreihe.

Druck.

Der Korper war vorher mit rund 6000 kg belastet, ent-
sprechend 72,1 kg/qem.

Temperatur 20,0° bis 20,1° C.

Belastungsstufen Zusammendriickungen in /5o ¢em auf 50 em
gesammte \ kg/qem gesammte ‘ bleibende l federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 | 4,10 025 3,85
18 - 4018 | 022 - 4829 7,265 | 0315 6,95
18 - 6018 | 022 - 72,33| 10035 | 033 9,705

Die Unterschiede der Federungen sind
3,85 3,10 2,155,

sie nehmen also ausgeprigt ab mit wachsender Spannung. Der
Marmor verhilt sich hiernach umgekehrt, wie z. B. das Gusseisen.

2. Yersuchsreihe,
Zug.
Der Koérper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet,
entsprechend 24 kg/qem.
Temperatur 20,0° C.

Belastungsstufen Dehnungen in /g ¢m anf 50 em
gesammte ‘ kg/qem gesarﬁmte ‘ bleibende ‘ federnde

‘ | !
15 und 300 | 0,19 wnd 361 [ 082 0,085 ! 0,735
15 - 600 | 0,19 - 121 1,935 | 0,115 1,820
15 - 900 | 0,19 - 1082 | 3365 0,18 3,185
15 - 1200 | 0,19 - 1442 | 496 0,215 47745

Eine Wiederholung des Versuchs — 3. Versuchsreihe — crgab
nahezu die gleichen federnden Dehnungen.
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Die Unterschiede der Federungen
0,735 1,085 1,365 1,560

zeigen deutlich Zunahme der Dehnungen mit wachsender Spannung.

4, Versuchsreihe,

Druck.
Temperatur 20,0° bis 20,1° C.

Belastungsstufen Zusammendriickungen in /g em auf 50 cm
gesammte ’ kg/qem gesammte ’ bleibende federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 | 7,77 3,205 4475
18 - 4018 | 0,22 - 48,29 11,63 3,795 7,835
18 - 6018 | 022 - 1233 | 1454 4125 | 10415

Die grossen bleibenden Zusammendriickungen sind die Folge
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zu-
sammendrickungen zeigen grossere Werthe als Versuchsreihe 1.
Doch hat sich daran, dass sie langsamer als die Spannungen
wachsen, nichts gedndert. Denn es betragen die Unterschiede

4475 3360  2,580.

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender von ein-
ander als bei der Versuchsreihe 1.

5. Versuchsreihe.

Druck.
Temperatur 20,1° C.

Belastungsstufen Zusammendriickungen in /g, cm auf 50 cm
gesammte ’ kg/qem gesammte ' bleibende ’ federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 | 4,185 | 0,025 4,16
18 - 4018 | 0,22 - 48,29 7,54 0,05 7,49
18 - 6018|022 - 7233 | 10,30 0,09 10,21

Die bleibenden Zusammendriickungen ergeben sich jetzt klein;
die federnden haben sich ebenfalls etwas verindert, sie sind aber
noch etwas grosser als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse
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ist zu beachten, dass sich die Federung der obersten Stufe der-
jenigen gendhert hat, welche bei der 1. Versuchsreihe erhalten
wurde; dort waren die Unterschiede

3,85 3,10 2,155,
hier betragen sie 4,16 3,33 2,12

Eine Wiederholung des Versuchs — 6. Versuchsreihe — ergab
die gleichen federnden Zusammendriickungen.

G g HT¥5 _ 00001582
1200t 8003 " T

900} ———————
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In Fig. 22 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchs-
reihe (Zug) und die federnden Zusammendriickungen der 5. Ver-
suchsreihe in der mehrfach erérterten Weise eingetragen und die
so erhaltenen Punkte verbunden. Der so erlangte Linienzug hat
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die Eigenthiimlichkeit, dass er der Achse der Spannungen auf der
Zugseite seine erhabene, dagegen auf der Druckseite seine hohle
Seite zukehrt. Fir ¢=0 darf nach dem Verlauf der beiden
Kurvenzweige mit Anndherung eine gemeinschaftliche Tangente

angenommen werden.

Werthe von «,

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet fiir die einzelnen
Belastungsstufen. (Vergl. S. 19, insbesondere auch die Fuss-

bemerkung daselbst.)

Druck.
- | B (6)
Sp'a,nnungsstufe 1. Versuchsreihe b Ve? Versuchs-
in kglqem suchsreihe reihe
. i 3,85 1 _ 1 1 1
0,22 und 2425 ' §60750 24,95 — 0,22 187200 | 161100 | 173300
6,95 — 3,85 1 _ 1 1 1
2425 - 4829 600,50 48,29 24,25 — 232600 214600 216600
9,705 — 6,95 1 _ 1 L R
4829 - 235 |00 50 712,33 — 48,29 261800 | 219500 | 265 100
Zug.
Sp‘anDUﬂgSSthe 2. (8.) Versuchsreihe
in kg/gem
) 0,735 1 _ 1
0719 und 3,01 600.50 3,61 _ 0719 139600
1,82 — 0,735 1 _ 1
3,61 - 7,21 600.50 721 —361 99500
3,185 — 1,82 1 1
721 - 10,82 600.50 1082 —7.21 79800
4,145 — 3,185 1 _ 1
10,82 - 14:,42 600 .50 14742 _ 10782 69200
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11. Versuche mit Sandstein.

Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche ergaben fiir Sand-
stein im urspriinglichen Zustande ausnahmslos, dass die Dehnungen
weit rascher wachsen als die Spannungen. Da grundsitzlich Neues
hierbei nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Versffent-
lichungen des Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1899, S. 1402; 1900, S. 1169 u. £.1).

§ 5. Gesetz der Lingeninderungen. Vollkommenheit und Grosse
der Elasticitit. Gesetz der elastischen Dehnung. Einfluss der Zeit.
Elastische Nachwirkung.

1. Gesetz der Léngendnderungen.

Wie wir in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner
Achse durch Zug oder Druck beanspruchten Korper dreierlei
Aenderungen der Linge desselben zu unterscheiden:

1. die gesammte Lingeninderung 2,
2. - Dbleibende - A,
3. - federnde - A—A=a"

Ein Blick auf Fig. 1, §4, in welcher die Linien der ge-
sammten (— - — - —), der bleibenden (— — — —) und der federn-
den Lingeninderungen (—) eingetragen sind, lehrt, dass zur Fest-
stellung des Zusammenhanges zwischen diesen drei Arten von
Lingensinderungen und den zugehérigen Spannungen im Allge-
meinen drei Funktionen erforderlich sind:

2 :fl (6)7 A :f‘.’ (6)7 A" :f3 (G)

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesammten, die
zweite diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der federn-
den Lingensinderungen.

1y Mittheilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gehiete des Ingenieur-
wesens 1901, Heft 1.
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Friher pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu be-
stimmen und sie zur Grundlage der Elasticitits- und Festigkeits-
lehre zu machen. Dass dies unter Umstéinden zu recht groben
Fehlern fihren musste, liegt auf der Hand. Deshalb ging Ver-
fasser dazu iiber, 4’ und damit auch A"=21—1" in der Weise zu
bestimmen, wie dies in § 4 mehrfach besprochen worden ist (vergl.
z. B. daselbst Ziff. 1, Gusseisenkérper I): man wechselt fiir jede
Spannungsstufe Belastung und Entlastung so oft, bis die gesammten,
bleibenden und federnden Dehnungen sich nicht mehr #ndern, und
erhilt so fir die betreffende Spannungsstufe in A" die Federung,
d. h. die eigentliche elastische Dehnung, welche der Korper unter
den Verhiltnissen, unter denen die Untersuchung stattfindet, auf-
weist!). Es erscheint deshalb richtiger, die Funktion f;(¢) als das

!) Die Bestimmung von Masszahlen fir die Federung, d. h. fir die Elasti-
citit, welche bei mehr oder minder rasch aufeinanderfolgenden Spannungsinde-
rungen vorhanden ist, wurde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 1886
aufgenommen. Seines Wissens waren dies die ersten derartigen Versuche. Als
Material wurden zunichst diejenigen Stoffe gewahlt, fiir welche das Bediirfniss
nach dem bezeichneten Elasticititskoefficienten am dringendsten war: Lederriemen,
Hanf- und Drahtseile. Ueber einen Theil dieser Versuche ist in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 bis 225, S. 241 bis 245, S. 891
und 892, (oder auch ,Abhandlungen und Berichte* 1897, S.5 u.f., S. 59 und 60)
berichtet. Daselbst findet sich u. A. angegeben, dass in manchen Fillen die
Federung nicht viel mehr als die Hilfte der gesammten Dehnung betrigt, tibrigens
in hohem Masse eine Funktion der Spannung ist (mit Zunahme der letzteren ab-
nimmt) und dass sie anch von der Zeit abhingt. Bis dahin war ganz allgemein
mit einem konstanten Dehnungskoefficienten oder Elasticititsmodul gerechnet
worden. Die genannten Versuche wiesen beispielsweise nach, dass der Dehnungs-
koefficient der Federung, d. i. die Federung der Lingeneinheit fir das Kilogramm
Spannung, betrug:

fiir einen neuen Lederriemen

1 bei der Spannungsstufe ¢; = 7,5 und ¢, = 18,75 kg/qem

1250
1?196 L ; 6y ==18,75 und ;= 30,0 -
fir einen gebrauchten Lederriemen
égls—a bei der Spannungsstufe ¢; = 7,2 und ¢, = 21,6 kg/qem
36% . ; 6,=216 - o,—360 -
1

% - - 6, =360 - o,=504 -
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Elasticititsgesetz anzusehen und sie zur Grundlage der Elasticitéits-
lehre zu nehmen.

Die zweite Funktion f;(¢), welche die Linie der bleibenden
Lingendnderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann
zur Beurtheilung des Materials an sich oder auch des Zustandes
herangezogen werden, in dem sich das Letztere in dem untersuchten
Korper befindet. Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft

Dabei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich wihrend der
Zeit von 1,5 Minuten, welche zur Vornahme der Messungen erforderlich wurde.

Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden vorher
kriftig gestreckt), lieferte unter Umstinden fir die gesammte, d. h. bleibende
und federnde Dehnung Werthe, welche den Dehnungskoefficienten von rund
1(1)6 ergaben.

Spater hat sich auch Hartig aof den Standpunkt des Verfassers gestellt
und ist dafiir eingetreten, dass die federnde Dehnung bestimmt werde. Doch
muss dem von Hartig im Civilingenieur 1893, S. 126 Bemerkten gegeniiber
hervorgehoben werden, dass es im Allgemeinen nicht ausreichend ist, der Be-
stimmung des Elasticititsgesetzes nur einen einmaligen Spannungswechsel unmittel-
bar vorhergehen zu lassen. Fiir manche Materialien, z. B. Stahl von grosser Festigkeit,
ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, fir welche der Dehnungskoefficient be-
stimmt zu werden pflegt, meist Giberhaupt nicht néthig, diesen vorbereitenden
Spannungswechsel auszufithren; fir Materialien dagegen wie Gusseisen (vergl.
7. B. § 4, Ziffer 1), zéhes (ausgeglithtes) Flusseisen, Kupfer, Bronce, Messing,
Beton u. s. w., also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dergl.,, erweist sich
der einmalige Wechsel meist als durchaus ungentigend.

Das Verfahren, die — fiir die Untersuchungen oft recht unerwiinschten und
Zeitaufwand verursachenden — bleibenden Dehnungen dadurch zu beseitigen,
dass man den Versuchskérper von vornherein weit fiber die Spannung hinaus
belastet, mit welcher das Material spiter im Gebrauchsstiick beansprucht wird,
d. h. dass man ihn vorher tberlastet, liuft — je nach der Hohe der vorherigen
Belastung — unter Umstinden auf eine Misshandlung des Materials hinaus.
Jedenfalls wird dasselbe hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem mehr
oder weniger verschieden ist, in welchem sich das normal behandelte Material
in den eigentlichen Gebrauchsstiicken befindet; withrend doch die Untersuchung
des Materiales zu dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den Ge-
brauchsstiicken moglichst richtig beurtheilen zu kénnen. Ziemlich hiufig er-
widert das fiberlastet gewesene Material diese Behandlung durch elastische Nach-
wirkung (§ 5, Ziff. 4), indem es sich dem urspringlichen Zustand wieder nihert,
also den verlisst, fir welchen die ermittelten Zahlen gelten.

Die Zahlenwerthe in den Gleichungen 4 bis 8, S. 37, lassen deutlich den
Einfluss der vorhergegangenen Belastungen bei Gusseisen erkennen, noch empfind-
licher pflegen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. Man erhalt fir solche
Stoffe nach vorhergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich ausser-
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dariiber ertheilt, welche bleibende Dehnung bei einer gewissen
Belastung des Korpers zu erwarten steht, kann sie tiberdies noch
weitere Bedeutung erlangen, worauf bereits S. 21 hingewiesen wor-
den ist?).

2. Mass der Vollkommenheit und der Grisse der Elasticitiit.

Wie bereits S. 17 bemerkt, wohnt jedem Korper die Eigen-
schaft inne, unter der Einwirkung #usserer Krifte eine Aenderung
der Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhoren dieser Einwirkung
die erlittene Form#nderung mehr oder minder vollstindig wieder
zu verlieren. Insoweit er die erlittene Forminderung wieder ver-
liert, d. h. insoweit sein Material zuriickfedert, wird er als elastisch
bezeichnet. Ist die Riickkehr in die urspriingliche Form eine voll-
stindige, so spricht man von ,vollkommen elastisch®.

Hieraus erhellt, dass der Grad der Vollkommenheit der
Elasticitit eines Korpers oder kurz der Elasticitdtsgrad des-
selben zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten:

__ federnde Dehnung
#= gesammte Dehnung’

wenn nur die Lingeninderung eines auf Zug oder Druck bean-
spruchten Korpers ins Auge gefasst wird. Hiernach wiirde bei-
spielsweise der in § 4 unter Ziff. 1 besprochene Gusseisenkorper I1T

ordentlich stark von denjenigen unterscheiden kounnen, die das gleiche Material
im urspringlichen Zustande lieferte.

Vergl. anch Fussbemerkung 2, S. 65, sowie diejenige S. 86 und 87.

Der gemachte Einwand gegen das Verfahren entfillt natirlich in den
Fillen, in welchen das Material auch in den Gebrauchsstiicken vorher iiberlastet
wird, was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Forméinderungen spiter
von ihnen fernzuhalten.

!) Die Erkenntniss der Gesetze der bleibenden Forméinderungen bildet in
der Hauptsache eine Aufgabe der mechanischen Technologie. Erst in neuerer
Zeit ist derselben die ihr gebithrende Werthschiitzung zu Theil geworden (Tresca,
dem wohl die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des Fliessens fester Kérper zu
verdanken sind, Kick: Gesetz der proportionalen Widerstinde und seine An-
wendungen 1885, sowie die spiteren Veroffentlichungen Kick’s, Rejto: die innere
Reibung der festen Korper, 1897 u. s. w.).
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auf der mit P =20000 kg schliessenden Belastungsstufe folgende
Elasticititsgrade aufweisen:

bei der ersten Versuchsreihe

—ig:g—%— =~ 0,845,

bei der zweiten
—igﬁ—% =~ 0,996,

bei der dritten
—;gﬁg—g =~ 0,826,

bei der vierten
T34 =~ 0%

Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf
der obersten Belastungsstufe einen Elasticititsgrad auf

bei der ersten Versuchsreihe von

ggz — ~ 0,687,
?
bei der zweiten
2722- — ~ 0,974,
?

Je niedriger die Spannung liegt, mit welcher die Belastungs-
stufe abschliesst, umsomehr pflegt unter sonst gleichen Verhiltnissen
sich u der Einheit zu n#hern. Die Spannung, bis zu welcher hin
w==1 ist oder sich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann
nach Massgabe des S.21 und 22 Gesagten als Klasticititsgrenze
bezeichnet werden.

Dieses Mass der Vollkommenheit der Elasticitit eines
Korpers ist zu unterscheiden von dem Mass der Grosse der
Elasticitit, als welches die Federung der Lingeneinheit fiir das
Kilogramm Spannung oder allgemein fiir das Kilogramm Spannungs-
unterschied angesehen werden kann. So wird beispielsweise von
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dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen, sowie von den
beiden in der Fussbemerkung S. 74 angefiihrten Riemen zu sagen
sein, dass die Groésse ihrer Elasticitit oder kurz ihre Elasticitiit
mit wachsender Spannung abnimmt. Damit wird eben ausge-
sprochen, dass die Federung, d. 1. die Grosse der Elasticitit fir
das Kilogramm Spannung (Spannungsunterschied) um so kleiner
ausfillt, je hoher die Spannungsstufe (vergl. S. 19, Fussbemerkung)
liegt, d.h. in der Sprache des gew¢hnlichen Lebens, je stirker
der Riemen angespannt ist. In gleicher Weise wird man von
einem Gusseisenkorper (vergl. z. B. § 4, Ziff. 1, Gusseisenkérper II,
S. 22 u. f.), einem Kupferstab (vergl. z. B. § 4, Ziff. 4, Rundstab I
und II, S. 52 u. f.), einem Betonkorper u. s. w. sagen, dass die
Grosse seiner FElasticitit, kurz seine Elasticitit mit wachsender
Spannung zunimmt. Bei Besprechung der Elasticitit von Koérpern
aus Cementmortel, mit verschiedenem Sandzusatz, wie solche in
§ 4, Ziff. 8 angefiihrt sind, wird man festzustellen haben, dass die
Elasticitiat mit (iiber 1!/, Theilen hinaus) wachsendem Sandzusatz
unter sonst gleichen Verhiltnissen zunimmt, dass beispielsweise
Cementmortel mit 3 Theilen Sandzusatz mehr Elasticitit zeigt als
solcher mit 1,5 Theilen Sand?).

1) Foppl, der Nachfolger auf dem Lehrstuhle Bauschinger’s, verficht im
Centralblatt der Bauverwaltung 1897, S. 102 und 103 unter mehrfacher Bezug-
pahme auf die Arbeiten des Verfassers folgende Begriffserklirungen:

»1) Elasticitit ist allgemein die Fahigkeit eines Korpers, Forminderungs-
arbeit in umkehrbarer Weise aufzuspeichern.

2) Vollkommen elastisch verhalt sich ein Kérper bei einem gewissen
Vorgange, wenn man die ihm durch dussere Kriifte zugefiihrte Forminderungs-
arbeit vollstindig wieder in Form von mechanischer Energie aus ihm zuriick-
gewinnen kann.

3) Der Grad der Elasticitit eines nicht vollkommen elastischen Korpers
wird durch das Verhiltniss der in umkehrbarer Weise aufgespeicherten zu der
gesammten ihm bei dem betrachteten Vorgange durch die dusseren Krafte zu-
gefiihrten Energie bestimmt“ w. s. w., und sagt sodann weiter: ,Als einen wesent-
lichen Vorzug betrachte ich es iibrigens, dass der Elasticititsmodul oder der
Bach’sche Dehnungskoefficient bei meiner Begriffsfeststellung gar nicht vorkommt,
Niemand kann dariiber im Zweifel sein, dass es dem herrschenden Sprachgebrauche
durchaus zuwiderliuft, wenn man den Kautschuk als sehr, Bausteine als weniger
und Eisen oder Stahl als noch weniger elastisch bezeichnen wollte oder umge-
kehrt. Herr —n kann meiner Ansicht nach zu einer solchen Folgerung aus den
Bemerkungen Bach’s und Bauschinger’s nur deshalb gelangen, weil sich beide
nicht die Mithe nahmen, das, was sie unter Elasticitit verstanden, in scharfer
Fassung auszusprechen u. s. w.“
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3. Allgemeineres Gesetz der elastischen Dehnung.

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen-
hanges zwischen der Dehnung ¢, die stillschweigend als vollkommen
elastisch vorausgesetzt wird, und der zugehorigen Spannung ¢ an-
genommen zu werden, dass innerhalb eines gewissen Spannungs-
gebietes, das nach oben durch die positive Spannung ¢’ und nach
unten durch die negative Spannung ¢” begrenzt werden moge, Pro-
portionalitéit zwischen ¢ und o bestehe, entsprechend der Gleichung

se=ac. . . . . . . 282

Hierin wird dann e« als eine innerhalb dieser beiden Grenz-
spannungen ¢’ (Proportionalititsgrenze gegeniiber Zug) und ¢” (Pro-
portionalititsgrenze gegeniiber Druck) gleichbleibende, somit von
der Grosse und dem Vorzeichen von ¢ oder ¢ unabhingige Er-
fahrungszahl angesehen.

Diese angenommene Gesetzmissigkeit zwischen ¢ und o, be-
kannt unter dem Namen ,Hooke’sches Gesetz“, wurde bis vor
kurzer Zeit noch in weiten Kreisen als allgemein giltig angesehen ).

Verfasser glaubt, da er abweichender Meinung ist, im Interesse der Klar-
stellung die Foppl’sche Aeusserung hier anfiihren zu sollen. Fir ihn besteht kein
Zweifel dariiber, dass es in der That dem herrschenden Sprachgebrauch, und
zwar nicht blos in den Kreisen der Ingenieure entspricht, den Kautschuk als sehr
elastisch, Bausteine als weniger elastisch u. s. w. zu bezeichnen. Diejenigen,
welche eine solche Auffassung aus den bisherigen Arbeiten des Verfassers ge-
folgert haben, waren hierzu voll berechtigt. Von der Grosse der Elasticitit eines
Materials zu sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Bediirfniss vor (man
vergl. die oben S. 78 angefiihrten Beispiele, oder man denke an die vielen Fille,
in denen der Ingenieur bei der Auswahl von Material darauf bedacht sein muss,
dass es ausreichende Elasticitit besitzt w. s. w.). In Bezug auf den Elasticitiits-
grad kann das weniger gesagt werden.

Ob die obigen, auf den Begriff der Forminderungsarbeit sich stiitzenden
Erklirungen, fir welche ein wesentlicher Vorzug darin liegen soll, dass in ihnen
die Erfahrangszahl, welche Spannungen und elastische Dehnungen mit einander
verbindet und die sonst als die erfahrungsmissige Grundlage der gesammten
Elasticitatslehre gilt, nicht vorkommt, als die Sache fordernd wirken und sich
einbiirgern werden, kann ruhig der Entwicklung der Elasticititslehre &iberlassen
bleiben. Verfasser glaubt deshalb es unterlassen zu diirfen, niher darauf ein-
zugehen.

) Dass dies selbst in den Kreisen der Physiker bis vor kurzem der Fall
gewesen zu sein scheint, erhellt aus einer Arbeit von Thompson in Wiede-
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Das in §4 niedergelegte Erfahrungsmaterial, welches noch be-
deutend hitte vermehrt werden konnen, wire nicht Néthigung vor-
handen, Beschrinkung zu iiben, beweist deutlich, dass fir die
Mehrzahl der Stoffe Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen nicht besteht, und dass somit das Hooke’sche Gesetz
in der That nur fiir eine Minderzahl von Baustoffen des Ingenieur-
wesens, zu denen allerdings die hervorragend wichtigen Materialien :
Schmiedeisen und Stahl gehéren, als zutreffend angenommen
werden kann; aber im Allgemeinen auch nur mit Anniherung.
Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl fiihrt eine scharfe Priifung
nicht selten zu dem Ergebniss, dass die Dehnungslinie von ¢ =0
an eine Kurve, wenn auch eine sehr flache ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, dass das Bediirf-
niss sich einstellte, den Dehnungskoefficienten & (oder seinen reci-
proken Werth, den Elasticititsmodul £), als Funktion der Spannung o
zu kennen, oder auch eine Beziehung zwischen & und ¢ aufzu-
suchen, welche die Versuchsergebnisse befriedigt').

mann’s Annalen der Physik und Chemie 1891, S. 555 u.f.: ,Ueber das Gesetz
der elastischen Dehnung®. Er sagt daselbst: ,Meines Wissens hat bis jetzt
jeder fir selbstverstdndlich gehalten, dass das alte Gesetz giltig sei, und es ist
nie versucht worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen.“ Dass dies nicht ganz
zutreffend, dass vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntniss in der That er-
heblich weiter vorgeschritten war, ergiebt sich aus den Darlegungen des Ver-
fassers in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u, f. oder
in ,Abhandlungen und Berichte* 1897, S. 289 u. f.

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, welches von Winkelmann
unter Mitwirkung einer grosseren Anzahl von Physikern herausgegeben wird,
heisst es im ersten Band (1891), S. 218: ,Dieses Gesetz ist schon von Hooke,
und zwar in der Form ,Ut tensio, sic vis* ausgesprochen worden, in die heutige
Redeweise iibersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Verinderung, zwischen Ver-
anderung und elastischer Kraft besteht Proportionalitit. Schon ans dem Um-
stande, dass man es hier meist mit kleinen Verinderungen zu thun hat, kénnte
man nach dem Principe, dass kleine Wirkungen sich einfach addiren, auf jene
Proportionalitit schliessen, und die Erfahrung bestdtigt sie durch-
aus, vielleicht mit Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler Stoffe
(z. B. Kautschuk).“

1) Bis dahin stellte Verfasser die Verinderlichkeit von & dadurch fest und
thut dies zum Theil auch heute noch, dass er die elastischen Lingenéinderungen
fir verschiedene Belastungsstufen ermittelt und dafiir ¢ berechnet.

‘Wenn sich auf dem Wege der Beobachtung ergeben hat,

a) dass fir die aufeinanderfolgenden Spannungswechsel mit gemeinschaft-
licher Anfangsspannung:
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W. Schiile ermittelte auf Grund des thm vom Verfasser 1896
zur Verfiigung gestellten Versuchsmaterials, gewonnen in den Jahren
1885 bis 1896, dass die Gleichung

e=ac" . . . . . . 1§49

gute Uebereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschrinkte sich
dabei auf Gusseisen, Granit, Korper aus Cement, Cementmortel
und Beton gemiss den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26
in des Verfassers ,Abhandlungen und Berichte“, S. 291 u. f., und
gemiss dem zugehorigen Versuchsmaterial.

Die Priifung des Verfassers fithrte zu dem Ergebniss, dass —
wenigstens fiir die durch das vorliegende Versuchsmaterial ge-
deckten Gebiete — Gleichung 1, § 4 die gesuchte Gesetzmissigkeit
innerhalb der fiir die ausfiihrende Technik in Betracht kommenden
Spannungsgebiete befriedigend zum Ausdruck bringt?). Ein grosser

¢, und ¢y die Dehnung &,
0, - 03 - - 29
6 - o - - &
betrigt, so liefert die Rechnung
& & — & & — &

als y “2':—_-'—, “3= 9
Gy — Gy 63 — Gy 6y — 03

oder
b) dass fir die aufeinanderfolgenden Spannungswechsel mit steigender
Anfangsspannung:
6, und oy die Dehnung ¢,
6 - O3 - - (s2)s
O3 - 06y - - (e3)

betriigt, so findet sich

& P (29) P (&)

o = ] 2= ) 3 .
0y — 01 03 — 03 0y — 3

Als Beispiele des Verfahrens nach a) konnen angesehen werden: die Er-
mittlung von e fir den Gusseisenkorper I, § 4, Ziff. 1, S. 19, den Marmorkérper
§ 4, 7Ziff. 10, S. 72 u. s. w.; als Beispiele des Verfahrens nach b) die Bestimmung
von « fir die beiden in der Fussbemerkung, S. T4 erwihnten Riemen.

Dass beide Verfahren — je nach dem Material — fiir die gleiche Belastungs-
stufe zu verschiedenen Werthen des Dehnungskoefficienten fihren konnen, ist
unter Ziff. 4, Fusshemerkung S. 86 und 87 hervorgehoben.

1) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an an-
derer Stelle (,Abhandlungen und Berichte® 1897, 8. 294) bemerkt hat, nimlich,
dass das Zutreffen der Beziehung ¢ = «¢o™ nach Massgabe des von ihm Gesagten

C. Bach, Elasticitit, 4. Aufl. 6



82 Einleitung.

Theil der in § 4 aufgenommenen Versuchsergebnisse lag damals
noch nicht vor. Um so lehrreicher ist es, festzustellen, dass, wie
die Bemerkungen in §4 zu den Gleichungen 2 bis 27 zeigen,
auch die spiteren Untersuchungen von Gusseisen, Kupfer, Bronce,
Messing u. s. w. die Brauchbarkeit der Gleichung 1, § 4 bestitigen®).
Nur eine einzige Ausnahme hat sich bisher dem Verfasser bei
seinen Versuchen ergeben, auf die spiter niher eingegangen
werden soll.

Fir m =1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2 iiber.
Das Hooke’sche Gesetz bildet somit einen Sonderfall der
durch Gleichung 1, § 4, bestimmten Gesetzmissigkeit. Die
Abweichung des Exponenten m von der Einheit bringt

ausdriicklich beschrinkt erscheint: zunichst auf das Gebiet, welches durch das
vorgelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhiltnisse,
welche Spannungen liefern, die innerhalb der fir die ausiibende Technik in Be-
tracht kommenden Grenzen liegen. Die Nothwendigkeit der zweiten Beschrankung
erhellt schon ohne Weiteres — ganz abgesehen von Anderem — aus dem Vor-
handensein von Wendepunkten in den Linienziigen fir Granit (vergl. Fig. 21,
§ 4, oder auch ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S.283 u.f.: Fig. 2, 8, 4
und H). Inwieweit die erste Beschrinkung Berechtigung hat, wird durch weitere
Versuche, namentlich auch mit anderen Stoffen festzustellen sein. Bei der grossen
Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Eigenschaften "erscheint es
wahrscheinlich, dass das elastische Verhalten aller Materialien durch eine ein-
fache mathematische Funktion @berhaupt nicht genau zum Ausdruck gebracht
werden kann.

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elasticitit der Materialien,
hervorgeht, handelt es sich fir ihn in erster Linie nicht um Auffindung eines
neuen Gesetzes, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das thatsiichliche
Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, dass die Beziehung
§=q0, welche nur fir eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser Grenzen
zutreffend erscheint, nicht mehr als allgemein giltiges Gesetz angesehen (vergl. in
dieser Hinsicht auch Fussbemerkung S. 79 und'80) und ohne Weiteres zur Grund-
lage der gesammten Elasticitits- und Festigkeitslehre gemacht wird. Die An-
forderungen, welche die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies — wenig-
stens in verschiedenen Fillen der Anwendung — heute nicht mehr. Sollte sich
das thatsichliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgend eine andere
Funktion zwischen ¢ und ¢ ausreichend genau zum Ausdruck bringen lassen,
welche noch dazu den Vortheil bote, fiir die Entwicklungen, betreffend die Er-
mittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung beanspruchten Korpern,
bequemer zu sein als s =«o¢™, so wiirden meines Erachtens Wissenschaft und
austibende Technik die Aufstellung einer solchen Funktion willkommen heissen.

1) Vergl. auch die Darlegungen Schiile’s in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, 8. 855 u. f. sowie die Fussbemerkung Ziff, 2, S. 85.
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die Verdnderlichkeit der Dehnungen zum Ausdruck. Fir
m >>1 wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen, fiir
m <1 langsamer. Je grosser die Abweichung des Exponenten m
von der Einheit ist, um so mehr wolbt sich die Dehnungskurve
Gleichung 1, § 4 gegen die ¢-Achse, also dieser ihre hohle Seite
zukehrend, wenn m =1, und hohl gegen die ¢-Achse, wenn m < 1.

Der Koefficient ¢ hat die Bedeutung der Dehnung
fir die Spannung 1.

Aus Gleichung 1, § 4, folgt

& m—1
3; _—maoao y
d. 1. die Tangente des Winkels, unter welchem die durch Gleichung 1,
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die ¢-Achse geneigt ist.
Fir m =1, was z. B. fir Gusseisen der Fall, und ¢=0
ergiebt sich
de
="
d. h. die Dehnungskurve hat im Koordinatenanfang die o¢-Achse
zur Tangente, gleichgiltig wie gross « und m, sofern nur m > 1.
Fiir m << 1, was z. B. bel Leder zutrifft, findet sich mit 0 =0

ds o«
%—mal—m_oo7

d. h. die sAchse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls
unabhiingig von den Sonderwerthen von e« und m.

Wir wiirden also beispielsweise fiir Gusseisen erhalten, dass
die Dehnungskurve in senkrechter Richtung durch den Koordinaten-
anfang geht!), und fiir Leder, dass diese Kurve in wagrechter
Richtung den Koordinatenanfang verlassend emporsteigt.

Gerade mit Riicksicht auf diese Eigenschaft der Kurve Glei-
chung 1, § 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch fiir verhltniss-
miissig kleine Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen

1) Fiir den ersten Augenblick kann diese Folgerung wohl befremden, nament-
lich wenn man sich an dic Darstellungen mit iibertrieben grossem Massstabe
fir die Dehnungen hilt. Wenn heispielsweise fir Schmiedeisen die Linie ¢ =ao

als Gerade dargestellt wird, welche gegen die ¢-Achse unter

6*

mit ¢ =

1
2000 000
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fir den Gusseisenkérper III, indem die unterste Spannungsstufe
bei Versuchsreihe 1 mit ¢ = 20,45 kg/qem, bei Versuchsreihe 2
mit ¢ == 10,22 kg/qem abschliessend angenommen wurde. Fig. 5, § 4
lasst erkennen, dass die beobachteten kleinen Dehnungen in der
That auf starke N#herung an die o-Achse hindeuten; der Grad
der Genauigkeit, mit welchem die Lingensnderungen bei so kleinen
Spannungen festgestellt werden konnen, ist jedoch nicht sehr weit-
gehend, weshalb dieser Ermittlung eine durchschlagende Bedeutung
nicht zuerkannt werden kann. Versuche mit Gusseisen aus neuester
Zeit lassen es fraglich erscheinen, ob die ¢-Achse im Koordinaten-
anfang thatsichlich Tangente an der Dehnungslinie ist.

Wie S. 81 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, §4, in guter
Uebereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in
grosser Anzahl durchgefiihrten Elasticititsversuche bis auf eine einzige
Ausnahme und diese bildet der in § 4 unter Ziff. 10 behandelte
Marmorksrper. Fig. 22, §4 zeigt, dass hier die Dehnungslinie der
o-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf der Druckseite
ihre hohle Seite zukehrt. Demgemiiss miisste der Exponent m in der
Gleichung 1, § 4 fir die Zugseite grosser als 1 und fir die Druck-
seite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf der Zugseite
wire die o-Achse im Koordinatenanfang Tangente an der Dehnungs-
linie, auf der Druckseite miisste dies die e-Achse sein. Da ein
solcher Verlauf der Dehnungskurve aus dem Gebiete der Zug-
spannungen in das Gebiet der Druckspannungen nicht angenommen
werden kann, — wie ersichtlich, ist der Verlauf der beiden Linien-

einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies einer
Vergrosserung der Dehnungen auf das 1000 000 fache. In Verbindung mit einer
so gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich g—f=0 far 6==0 vor-
c
zustellen. Anders liegt die Sache, wenn man den Massstab nicht ibertreibt,
sich also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die ¢-Achse gezogen
1

denkt, d = = ist.
enkt, dass dessen Tangente 9000 600 ist

Ueberdies wendet sich die Kurve nach Verlassen des Koordinatenanfangs

ausserordentlich rasch; denn wihrend fiir =0 ?
lo

=0, ergiebt sich fiir das Guss-
de 1
de 1338000’
heblich mehr, als der Neigung der Geraden entspricht, die gemiss ¢ = «¢ fiir
Schmiedeisen gelten wiirde.

d.i. er-

eisen III nach Gleichung 4, § 4 fir ¢=1 kg/qem bereits
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ziige in Fig. 22 vielmehr derart, dass im Koordinatenanfang eine
gemeinschaftliche Tangente zu erwarten ist — so muss geschlossen
werden, dass fir den untersuchten Marmor die Gleichung 1, § 4,
nicht als zutreffend erscheint.

Verfasser muss es unter Bezugnahme auf das S. 81 und 82,
Fussbemerkung, Gesagte zunichst dahingestellt sein lassen, ob sich
im Laufe der Zeit noch andere Ausnahmen zu der einen bis jetzt
ermittelten gesellen werden'); ebenso, ob es iberhaupt gelingen
wird, eine geniigend einfache Funktion ausfindig zu machen,
welche das elastische Verhalten aller Materialien genau zum Aus-
druck bringt?).

4. Einfluss der Zeit. Elastische Nachwirkung.

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Korper — allerdings
in verschiedenem Grade — die Eigenschaft inne, unter der Ein-
wirkung #usserer Kriifte eine Aenderung der Gestalt zu ecrfahren
und mit dem Aufhoren dieser Einwirkung die erlittene Form-
inderung mehr oder weniger vollstindig wieder zu verlieren. Eine
klar zu Tage liegende Folge dieser Eigenschaft ist es, dass der
Korper bei plotzlicher Einwirkung der Krifte oder bei plstzlicher
Entlastung in Schwingungen versetzt wird. Aus diesem Zustande

1) Nach den Mittheilungen, welche Winkler im Civilingenicur 1878, S. 81
u. f. @ber die Ergebnisse seiner Versuche mit Kautschuk macht, wirde sich dieses
Material shnlich wie Marmor verhalten: auf der Zugseite wachsen die Dehnungen
weit rascher als die Spannungen, auf der Druckseite dagegen nehmen die Zu-
sammendriickungen langsamer zu als die Pressungen.

?) Die Zeitschrift fir Mathematik und Physik (begriindet von Schlémilch)
bringt im Schlussheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke ,Zum
Gesetz der elastischen Dehnungen®, welche u. A. cine zeitgemiisse Zusammen-
stellung der bis jetzt vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhangig-
keit zwischen Dehnungen und Spannungen enthalt. Aus derselben geht hervor,
dass das Potenzgesetz ¢ = «om bereits im Jahre 1729 von Bulffinger fir die
Zugelasticitit in Vorschlag gebracht worden war und dass es 1822 auch
Hodgkinson aufgenommen hatte. Das Ergebniss der his jetzt vorliegenden
rechnerischen Untersuchungen von Mehmke besteht darin, dass — soweit diese
reichen — das Potenzgesetz die Beziehung zwischen Spannungen und Deh-
nungen im Ganzen genauer zum Ausdruck bringt als das parabolische Gesetz
e=uac¢ 4 be®



86 Einleitung.

geht er, indem die Schwingungen kleiner und kleiner werden, nach
mebr oder minder langer Zeit in den Ruhezustand iiber.

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Ent-
lastung des Korpers allmiblich erfolgt, wenn also derartige
Schwingungen nicht beobachtet werden, erweist sich die Form-
inderung im Allgemeinen nicht unabhéingig von der Zeit. Die durch
eine bestimmte Belastung erzeugbare Forminderung bedarf zu ihrer
Ausbildung einer gewissen, zuweilen kurzen, unter Umstéinden aber
auch sehr langen Zeit. Beispielsweise wird ein Stab aus hartem
Werkzeugstahl schon unmittelbar nach allmihlich erfolgter Be-
lastung die tiberhaupt durch diese erreichbare Dehnung aufweisen,
wihrend ein belasteter Lederriemen nach Monaten, ja selbst nach
Jahren noch L#ngenzunahmen, wenn auch immer kleiner werdende,
zeigt. In Fillen letzterer Art fihrt die Zeit asymptotisch zum End-
zustand.

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich der Entlastung: der
allméhlich entlastete Stab n#hert sich dem urspriinglichen Zustande
— je nach der Art des Materials — mit verschiedener Greschwin-
digkeit, um so langsamer, je grosser die erlittene Forminderung
war und je linger sie angedauert hatte.

Diese Erscheinung der allm#hlichen Ausbildung und der
allmahlichen Riickbildung der Forminderungen wird elastische
Nachwirkung genannt. Sie beeintriichtigt namentlich dadurch,
dass sie das Verhalten des untersuchten Korpers unter einer neuen
Belastung von den Belastungen oder Entlastungen abhingig macht,
denen er vorher unterworfen war, die Genauigkeit der Beob-
achtungen bei Versuchen zur Bestimmung der Forméinderungen
mehr oder minder. Insbesondere bei wechselnden Belastungen kann
dieselbe zu eigenthiimlichen Abweichungen fiihren, entsprechend
einem gleichzeitigen, beiderseits mit verinderlicher Geschwindigkeit
erfolgenden Verlaufe entgegengesetzter Aenderungen, oder kurz ent-
sprechend einem Uebereinanderlagern von Nachwirkungen?).

) Hiermit hingt es auch zusammen, dass die Federung (§ 4) bei manchen
Korpern verschieden erhalten wird, je nachdem man die Untersuchung, wie in
der Fussbemerkung S. 80 und 81 unter a) oder unter b) angegeben ist, durchfihrt.
Besonders stark tritt dieser Unterschied bei Riemen auf. Beispielsweise fand
sich fiir einen Ledertreibriemen, der in der Weise geprift wurde, dass fur jede
Belastungsstufe mit Belastung und Entlastung so oft gewcchselt wurde, bis sich die
gesammten, die bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr &nderten:



§ 5. Einfluss der Zejt. Elastische Nachwirkung. 87

Dieser Einfluss der Zeit auf die Forménderungen, wie auch
auf die Festigkeit!) des Stoffes macht es nothwendig, dass im All-
gemeinen den Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die
erforderlichen Angaben iber die Zeit beigefiigt werden.

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, dass die im § 4 erorterten
Langendnderungen, sowie die aus ihnen ableitbaren Masszahlen der
Gesammtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. b. die
Dehnungskoefficienten streng genommen Funktionen der Zeit sein
miissen. Praktische Bedeutung erlangt diese Abhéngigkeit von
der Zeit jedoch erst fiir solche Stoffe, bei denen die elastische
Nachwirkung von Erheblichkeit ist (vergl. § 10 unter Hanfseile,
sowie Fussbemerkung S. 74). Von hervorragender praktischer

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Belastungsstufe | federnde Ausdehnung | Belastungsstufe ffedernde Ausdehnung

50 und 150 kg 6,0 mm 50 und 150 kg 55 mm
150 - 250 - 36 - 50 - 250 - 10,0 -
250 - 350 - 2,7 - 50 - 350 - 140 -

Wir erkennen Folgendes:

Far die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg liefert die erste Versuchs-
reihe eine um 6—5,5=0,5 mm grossere Federung als die zweite Versuchsreihe.

Fir die Belastungsstufe 150 und 250 kg liefert die erste Versuchsreihe un-
mittelbar 3,6 mm Federung, wihrend die Ermittlung aus der zweiten Versuchs-
reihe durch Bildung des Unterschiedes 10,0—5,5 zu 4,5 mm fithrt, also mehr ergiebt.

Fiir die dritte Belastungsstufe 250 und 850 kg'liefert die erste Versuchsreihe
unmittelbar 2,7 mm Federung, wihrend die zweite Versuchsreihe zu 14,0—10,0
=4 mm fithrt.

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsreihe ergiebt 6,0 -+ 3,6 + 2,7
=123 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Versuchsreihe.

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch
meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst Gusseisen ist nicht frei
hiervon. Da ein Eingehen an dieser Stelle zu weit fihren wirde, so muss sich
Verfasser hier auf diese Feststellung beschrinken.

1) Beispielsweise werden Stibe aus Schmiedeisen, Lederriemen u.s. w., sehr
rasch zerrissen, einen grosseren Werth fir die durch Gleichung 1, § 3 bestimmte
Festigkeit liefern, als wenn das Zerreissen langsam erfolgt. Dagegen pflegen im
letzteren Falle Dehnung und Querzusammenziehung grosser auszufallen; die zur
Ausbildung der Forminderungen gelassene Zeit ist eben bedeutender. (Vergl.
auch § 10.)

Siehe auch die Angaben tber das Kiirzerwerden der beiden Bruchstiicke
eines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf S. 63, oben.
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Bedeutung wird der Einfluss der Zeit auf die Aus- und Riickbildung
der Forménderung, z. B. beim Riemenbetrieb, und damit auf die
Grosse der iibertragbaren mechanischen Arbeit bei grosseren Gre-
schwindigkeiten, wie in des Verfassers Maschinenelementen, 8. Auf-
lage (1901), S. 321 und 322, S. 343 bis 345 dargelegt ist.

Bei Prifung von Leder, das fiir das Maschineningenieurwesen
eine grosse Bedeutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so
stark zu sein, dass sich die Frage aufdringt, ob es iiberhaupt be-
rechtigt ist, die elastischen Dehnungen in zwei Theile zu zerlegen,
von denen der erste als plotzlich oder doch sehr rasch eintretend
und wieder verschwindend angeschen, wihrend der andere als
nachwirkend, d.h. als allméhlich mit abnehmender Geschwindigkeit
verlaufend aufgefasst wird. Dass hierin — streng genommen —
eine Willkiirlichkeit liegt, bedarf keiner Erorterung.

I. Zug.

Die auf den geraden stabformigen Kérper wirkenden Husseren
Kriifte ergeben fir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fillt, und welche diese zu ver-
lingern strebt.

§ 6. Gleichungen der Zugelasticitiit und Zugfestigkeit.
1. Es bedeute fiir den prismatischen Stab

P die ziehende Kraft,

J die Grosse des urspriinglichen Stabquerschnittes,

! die urspriingliche Linge des Stabes,

4 die Verlingerung, welche der Stab durch die Einwirkung der
Kraft P erfihrt,

£ = % die Dehnung (§ 2),

o den Dehnungskoefficienten (§ 2),

o die Spannung, welche durch die Belastung P hervorgerufen
wird, und die mit der Dehnung s verkniipft ist, bezogen auf
den urspriinglichen Querschnitt (§ 1),
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k, die zuldssige Anstrengung des Materials gegeniiber Zugbean-

spruchung.

Dann ist nach Gleichung 1, § 1
P=gf . . . . . . . .1
P<bkyf. . . . ... .2

Unmittelbar aus dem Begriff des Dehnungskoefficienten folgt

P
i=alo=al~— . . . . . . 3
7 )

2. Diese zunichst nur fiir prismatische Stibe entwickelten
Beziehungen werden dann auch auf gerade stabférmige Korper
von verinderlichem Querschnitte tibertragen.

Es bezeichne, Fig. 1,
P die Kraft, welche den Koérper auf Zug in Anspruch nimmt,
f die Grosse des beliebigen, um « von der einen Stirnfliche

abstehenden Querschnittes,
fo den Kkleinsten Stabquerschnitt,

{ die Linge des Stabes vor der Dehnung,
. die Zunahme der Stablinge in Folge der Ein-

wirkung der Kraft P,
¢ die Dehnung im Querschnitt f,
6= ? die Spannung im Querschnitt f,

e den Dehnungskoefficienten,
k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zugbean-
spruchung.

Die Dehnung ¢ ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als
verinderlich aufzufassen, weshalb in Bezug auf die Grossen / und
A der Bestimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift getroffen werden
muss, dass die Stablinge unendlich klein, also im vorliegenden
Falle dz ist. Wird die Lingeninderung, welche dz erfihrt, mit
Adx bezeichnet, so folgt

__ dds
&= dx

Dann gelten ausser der Gleichung 1 die folgenden Beziehungen:
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P<kfy, -« « . « . . .4

l 7
/'L=jedx=P5ad—'.z. . . . . . B
0 0 f

Ist « unverinderlich, was bei Spannungen innerhalb der Pro-
portionalititsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenden Material
eine solche iiberhaupt eigenthiimlich (§ 2), so darf « vor das In-
tegralzeichen gesetzt werden.

Die Voraussetzungen, welche den vorstehenden Beziehungen 1
bis 5 zu Grunde liegen, sind in manchen Fillen der Verwendung
sehr unvollkommen erfillt. Mit Ricksicht auf diesen Umstand
seien sie kurz zusammmengestellt.

1. Die &dusseren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Zugkraft.

2. Auf die Mantelfliiche des Stabes wirken Krifte nicht.

3. Der Einfluss des Eigengewichtes des Stabes kommt nicht in
Betracht.

4. Die Dehnungen und die Spannungen sind in allen Punkten
eines beliebigen Stabquerschnittes gleich gross und senkrecht
zu letzterem gerichtet. (Gleichmissige Vertheilung der Zug-
kraft iiber den Querschnitt?).)

5. Die Form des Querschnittes ist gleichgiltig.

Soll das eigene Gewicht G des Kérpers beriicksichtigt
werden, so ergiebt sich fir den obersten Querschnitt von der

Grosse f; in Fig. 1

P+ G P+ @
0O— —— k>——
.f1 f— .fl

Von dem Querschnitte / (im Abstande 2) bis zu dem um dx
davon entfernten Querschnitt lindert sich die Gesammtzugkraft f ¢

) Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der Fille weit unvollkommener
erfillt, als man anzunehmen pflegt. So ist z. B. — streng genommen — diberall
da, wo die dussere Kraft in den Stab eintritf, gleichmiassige Vertheilung der
Spannungen iiher den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird dabei
der Grad der Ungleichmissigkeit sehr verschieden sein kénnen.
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um y fdz, sofern y das specifische Gewicht des Stabmaterials be-
deutet. Hieraus folgt

d(fo)=rfda.

Wird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben
zunehmen zu lassen, dass ¢ fir alle Querschnitte den gleichen

Bei den Schrauben, Fig. 2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den
Schaft {iber; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf an-
schliesst, werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fasern mehr zur Ueber-
tragung herangezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schraube
Fig. 83 wird diese Ungleichmissigkeit noch bedeutender sein missen als bel
Schraube Fig. 2, weil bei der ersteren zunéchst nur ein Theil des Umfanges zum
Eintritt der Kraft herangezogen wird.

e VI
B A
]

O
B

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Bei der Kraftibertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der Keil
oder Splint gegen die angenihert rechteckige Fliche bcef. Die Beanspruchung
der beiden Kreisabschnitte abf und ¢de im Querschnitt # # muss dabei eine
ungleichmissige derart sein, dass die Spannungen in den dem Keilloche, d.h. b f
und ce am nichsten gelegenen Flichenclementen grésser ausfallen als in den
nach dem Umfange, d. h. nach e und d hin gelegenen Elementen.

‘Weitere Beispiele ungleichmissiger Spannungsvertheilung finden sich in des
Verfassers Maschinenelementen, z. B. 8. 124, Fig. 64; 8. 161, Fig. 114 (8. Auflage).

Mit Ricksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt-
aufgaben, die Form der Probestibe so zu wilhlen, dass die Zugkraft moglichst
gleichméssig tiber die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren
Stitckes vertheilt wird (vergl. § 8).
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Werth £, hat, so ergiebt sich
k,df =y fda,

und hieraus

znf=1ki”~+c;.

z

Fir « =0 muss semmn /=P : £k, d. h.

P
Cl—_—IﬂT‘

z
Hiermit wird schliesslich in

7

Pk
- 2 A
J . e )

das Gesetz erhalten, nach dem der gezogene Stab als Kérper
gleichen Widerstandes zu formen wire.

3. Beispiel der Zugelasticitit mit Riicksicht auf den Einfluss
der Temperatur.

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits-
iibertragung wird von Stangen getragen, welche je um 2/ von
einander abstehen. Die Aufhiéngepunkte 4 und B, Fig. 5, liegen
in gleicher Hohe.

Mit welcher Pfeilhéhe 2 muss der Draht bei der Sommer-
temperatur ¢ ausgelegt werden, damit im Winter bei der niedrigsten
Temperatur ¢, die Spannung ¢, nicht tberschritten wird?

Vergleiche auch den Kinfluss der Hinderung der Querzusammenziehung
§ 9, Ziff. 1.

Bei Staben mit veridnderlichem Querschnitt, Fig. 1, kinnen die Span-
nungen in den simmtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche
Richtung haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird aller-
dings in die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen
werden beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Quer-
schnittes liegenden Flichenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes
besitzen, somit geneigt gegen die Stabachse sein miissen.
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Es sei

H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel O und

S - - - - - - - beliebigen Punkte P,
bestimmt durch die Koordinaten # und y, gespannt ist,

L die Pfeilhshe €O, d. i. der Hohenabstand zwischen dem
Scheitel O und der durch die Aufhingepunkte 4 und B
bestimmten Wagrechten,

q=/fr das Gewicht der Lingeneinheit des Drahtes vom Quer-
schnitt / und dem spec. Gewicht y.

Unter der Voraussetzung, dass der Draht vollkommen biegsam
sei und nach einem so flachen Bogen durchhiingt, dass das Gewicht

des Drahtstiickes von der Linge OP it Annsherung gleich dem
Produkte aus ¢ und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h.
gleich ga gesetzt werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6

.
D et |

Fig. 6.

N
Ssin g=¢q.0P=c~oqz
S cos g = H.
Somit

& d
9= =y
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wie auch

1 ga?
B e |
y= )

da die Integrationskonstante wegen y =0 bei « =0 zu Null wird.
Die Drahtkurve ist hiernach mit der Anniherung, welche der
Rechnung zukommt, eine Parabel, fiir welche

_qr _ gl
h—2 oder H = oY 8)
sowie
g 9% |2
y—gﬁ—h(l)
2h

Die Linge OB =s ergiebt sich aus

= [ [ e e o2 ] o

7

=5(1—+—2%m‘*ﬁ) dle[l—i—-%(%)z].. )

Mit der Temperatur der Luft wird sich die Linge des Drahtes
4dndern, damit auch nach Gleichung 9 die Pfeilhohe des Bogens und

mit dieser nach Gleichung 8 die Spannung o=£ des Drahtes.

J

Je mehr die Temperatur sinkt, um so hoher steigt die Bean-
spruchung des Materials. Die Letztere werde, da es si¢h um einen
flachen Bogen handelt, mit Anniherung als gleich gross in allen

Punkten des Drahtes aufgefasst und zwar gleich }}—I— gesetzt.

Nehmen wir an, dass die Grossen H, 4, s und o, welche bei
der Temperatur ¢ gelten, bei der niedrigsten Temperatur ¢, die
Werthe Ho, ko, s, und o, besitzen. Steigt die Temperatur von ¢,
auf ¢, so vermindert sich infolge der Verlingerung des Drahtes
aus Anlass der Ausdehnung des Drahtes durch die Wirme die
Spannung von ¢, auf o. Diese Verminderung der Spannung wirkt
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gleichzeitig zuriick auf die elastische Dehnung. Der Zusammen-
hang zwischen den einzelnen Grossen lisst sich leicht feststellen,
wenn man zundichst die Lingensdnderung infolge der Spannungs-
tinderung und sodann diejenige infolge der Temperaturinderung in
Betracht zieht. Das giebt, sofern «, den Wirmeausdehnungskoeffi-
cienten bedeutet,

s=g[l+ald—a)[l+e, t—t)=cos[l+alc—da)
+a,t—)]".

Unter Beachtung von Gleichung 9 folgt hiermit

s—l(l—i—z ]:g)[l—l—a(o‘-—o‘o)—f-aw(t—-to)]
2 k)
=~ l 1+§7+“(6_60)+“w(t_t0) ,

und unter Beachtung von Gleichung 8, nach welcher

ql2 _f7l2_7l2

W= B = e 2a’
__;/l? _;/l2
h'—_é? oder 6=57

1) Zu demselben Ergebniss gelangt man, wenn man sich ein Stiick spannungs-
losen Draht von der Linge 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung ¢ und sodann
der Spannung o, unterworfen, so steigt seine Linge auf 1+ o bezw. 1 + «op.
Demnach gilt bei Unverinderlichkeit der Temperatur

s 1+ ac oder s — s 1+ «o
?0 1+ «oy ~ 14 as,

und bei Steigerung der Temperatur von ¢, auf 7, wobei die Lingeneinheit um
«,, (t—t,) zunimmt

s 14+«
T %1 4«

(L e (] =0 [t — e P 1+ 6, (0]
s=rvsy [l —ea(ep— o)) [L+ e, —1)

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben lisst.
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ergiebt sich

1728 y
8‘—-——<\Jl[1 +FO_—02'+‘C¢ (A2‘h““0'0) +0¢w(t——to)]
2 A
— 11+ 2%

3 ,[1 A28 3
}L?’—TZ—P [—6‘ 70_02 +lxw(t'—t0)’—ago]h=_4:a7’l4' 10%)

Hieraus ldsst sich die gesuchte Pfeilhshe berechnen.

Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall berticksichtigt
werden, dass der Draht noch durch auf ihm héingenden Schnee
belastet wird, so lisst sich dies leicht dadurch bewerkstelligen,
dass y oder ¢ =fy entsprechend héher in die Rechnung einge-
filhrt wird.

Will man die — unter den gewchnlichen Verhéltnissen iibrigens
ausserordentlich geringe — Biegungsbeanspruchung, welche der
Draht infolge der Durchbiegung erfihrt, feststellen, so kann das
am einfachsten in der Weise geschehen, dass man den Kriimmungs-
halbmesser ¢ fiir den Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach
Beziehung 7

., 2H
rP=—y

q

ist, als Halbparameter zu

== . . . . .. .. 1
0= )

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 8, § 16 und
Gleichung 11, § 16, die Biegungsanstrengung fiir den 2 e dicken
Draht zu

1) Grashof hat diese Aufgabe in seiner 1878 erschienenen Theorie der
Elasticitit und Festigkeit S. 46 und 47 behandelt, dabei jedoch den Einfluss der
Spannungsinderung auf die Drahtlinge ausser Acht gelassen und kommt infolge-
dessen fiir 2 zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst Wehage
im Civilingenieur 1879, S. 619 u. f. aufmerksam und gab daselbst die vollkommene
Losung.
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_qe__ref_r ¢

ST uH T @ H o Hif 12)
bestimmt, also unabhéngig von der Spannweite.
Fiir
y=0,008, a«= —ﬁ(—%@—, H:f=1000 kg/gem, ¢=0,2 cm

ergiebt sich beispielsweise

0,008 0,2
- ? b J e /
G, 11000 3,5 kg/qem.
2200000

§ 7. Mass der Zusammenziehung. Kriifte senkrecht zur
Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung.

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur
in der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich-
zeitig eine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Betrigt
die durch Gleichung 1, § 2 bestimmte Dehnung &, so werden die
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammen-
ziehungen, bezogen auf die Lingeneinheit, d. s. die verhiltniss-

missigen Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich % als gleich

gross betrachtet und durch

&

Sq:-ﬁl)
gemessen. Die Grosse m pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende
Konstante aufgefasst zu werden, sodass hiernach die verhaltniss-
missige Zusammenziehung !/, bis !f; der Dehnung betrigt.

Der in Fig. 1 dargestellte Wiirfel, bestehend aus durchaus
gleichartigem (isotropem) und Proportionalititsgrenze (§ 2) besitzen-
dem Material, werde innerhalb der letzteren zundchst nur in Rich-
tung der x-Achse auf Zug (durch P, P)) in Anspruch genommen.
Die in dieser Richtung eintretende Dehnung sei durch ¢ und die

C. Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 7



98 1. Zug.

hiermit verkniipfte Spannung durch ow::—j:— bezeichnet. Nach
Massgabe des Erorterten betrigt dann:
in Richtung der y-Achse

die verhiltnissmissige Zusammenziehung %Z, die Spannung O,
in Richtung der z-Achse

&
. . . e . x . .
die verhiltnissmassige Zusammenziehung P die Spannung O.

8x J i &x

[ X a P
z

Fig. 1.

Wird der Wiirfel nur in Richtung der y-Achse (von P, P )
gezogen und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlasste

&
Dehnung und Spannung ¢, beziehungsweise o, = 7‘" genannt, s

findet sich:

in Richtung der z-Achse
die verhaltnissmissige Zusammenziehungiﬂ, die Spannung O,
m
in Richtung der z-Achse
die verhéltnissmissige Zusammenziehungj’t, die Spannung O.
m
Wird schliesslich der Wiirfel nur in Richtung der z-Achse auf
Zug in Anspruch genommen (durch P,, P) und die hiermit in
dieser Richtung verkniipfte Dehnung durch ¢ , die Spannung durch

&
2z oo

¢, = — gemessen, so miisste betragen:
o
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in Richtung der z-Achse
die verhiltnissmissige Zusammenziehung _fi, die Spannung O,
m

in Richtung der y-Achse

die verhiltnissm#ssige Zusammenziehung —* , die Spannung O.

m
Wirken die Krifte P, P, P P P, P, gleichzeitig, so betrigt
die resultirende Dehnung

. . g, ¢
in Richtung der z-Achse &=¢ — ¥
m
g, +¢
Sy =g S g
m
& ¢
- - - 2= - 53=52— © Y
' m
woraus unter Beriicksichtigung, dass
—_— _— p— 1
&g, =0, s, =ao, g, =ao, . . . 3)Y
folgt
o +0 & o + o
s =0 (o‘m*«,ﬂ_-” ”) oder —vi~=6x—. y ?
m « m
o,~+a & c
szza(o‘y— ? “”) oder — =o‘y—_ﬂ .4
m « m
o +o & g, +o0
ame [ ST ot B g
m m

Die Beziehungen 4 lehren, dass die Proportionalitit,
welche bei dem ausschliesslich in der Richtung seiner
Achse gezogenen Stabe nach Massgabe der Gleichungen 2,
§ 2, und 3 dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und

1) Besitzt das Material keine Proportionalititsgrenze, so wird der Dehnungs-
koefficient « nicht konstant, sondern eine Funktion von ¢ oder ¢ sein. Es wiirde
dann heissen missen etwa:

&, =0 G5 &, =ty 0,, &, ==0;0,.

Hierin wiirden je nach der Verschiedenheit der Spannungen ¢, 6, o, die
Dehnungskoefficienten e, @y e3 verschieden grosse Werthe aufweisen, d. h. ; & ¢y
wiirden Funktionen von ¢ oder & sein.

7%‘»
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Spannungen — unter der Voraussetzung, dass « konstant —
vorhanden ist, zu bestehen aufhort, sobald auch Krifte
senkrecht zur Stabachse den Kborper ergreifen. Die
resultirende Dehnung wird durch soleche Zugkrifte ver-
mindert; sind Druckkrifte senkrecht zur Stabachse thitig,
so wird die resultirende Dehnung vergrossert.

In Anbetracht, dass derartige Krifte eine mehr oder minder
grosse Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, er-
kennen wir, dass Erschwerung oder theilweise Hinderung
der Zusammenziehung (Kontraktion) des Stabes (senk-
recht zu dessen Achse) die Dehnung (in Richtung der
Achse) verringert und damit bei solchen Materialien,
welche im Falle des Zerreissens eine erhebliche Quer-
zusammenziehung erfahren, auch die Festigkeit erhéht,
wie Versuche nachweisen!) (§ 9, Ziff. 1).

1) Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, welche sich
auf die Ergebnisse der von Kirkaldy vor rund 40 Jahren angestellten Versuche
stitzt, tber die § 9, Ziff. 1 berichtet ist, s. Zeitschrift des Vereines deutscher

o 6 K Y.
T A
U OR@,
| } ]
Fig. 2.

Ingenieure 1880, S. 285 u. f. Trotzdem findet man bis in die neuere Zeit Ver-
suche, welche den Einfluss der Erschwerung der Zusammenziehung vollstindig
ausser Acht lassen. So z. B. pflegte man — wie Verfasser bereits in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 478 darzulegen veranlasst war
— zur Feststellung des Werthes der Lochungen von Blechen in der Weise vor-
zugehen, dass man die Zugfestigkeit von ungelochten Blechstreifen a, Fig. 2, in
Vergleich stellte mit derjenigen von gebohrten und gelochten Blechstreifen &, c, d.
Hierbei ergiebt sich, sofern eine Verletzung des Materials nicht stattgefunden
hat, dass die Zugfestigkeit von &, ¢ und d grosser ist als diejenige von a, was
nach Massgabe des Erorterten naturgemiss erwartet werden muss. Die Festig-
keitsergebnisse der mit Stiben @ angestellten Zugversuche, wobei die mit der
Lingsdehnung verkniipfte Querzusammenziehung sich ungehindert ausbilden kann,
koénnen eben nicht ohne Weiteres in Vergleich gestellt werden mit den Festigkeits-
ergebnissen, welche Zugversuche mit den Stiben b, ¢, d liefern, da hier die Quer-
zusammenziehung eine mehr oder minder stark gehinderte ist.
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§ 8. Zugproben.

Den Zugproben werden die Metalle, auf welche sich das Nach-
stehende zunidchst nur bezieht, in Form von Rundstdben

Fig. 1.

oder in Form von Flachstiben

Fig. 2.

Fig. 3.

unterworfen.
Die Form der Probestibe muss so gewihlt werden und die

zum Einspannen in die Prifungsmaschine benutzten Vor-
richtungen miissen so beschaffen sein, dass die Zugkraft mog-
lichst gleichformig iiber die Querschnitte des der Messung unter-
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worfenen mittleren Stiickes, d. i. die Messlinge, des Probekorpers
vertheilt wird.

Der letzteren Bedingung lisst sich bei Rundstiben durch die
Kugellagerung (Fig. 1), bei Flachstiben durch Befestigung mittelst

[

L)
|
t |
/ l | I\\
/ 1 e\
/ | | \
/ | | 1 \
/ | | i
/ | I \
// I | \\
/ I | \
/ t | | \
/ | | | | \
/ | | \
/ . | \
A S S PR W
/ [ |
| | | \
/ | ‘ !
&y 3 | 13 i AVES
r - i
T
o ;
+ | ==
Fig. 4.

Loch und Bolzen (Fig.3) oder durch Einlegen der mit gefristen
Nuthen versehenen Enden in Gebisskeile (Fig. 2) entsprechen. Die
Herstellung der Flachstiibe fordert jedoch unter allen Umstinden
besondere Sorgfalt, wenn der aufgestellten Bedingung geniigt
sein soll.
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In Bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man die auf-
gestellte Bedingung dadurch zu erfiillen, dass man das prismatische
Mittelstiick des Stabes etwas linger macht als die Messlinge, und
dass man die Querschnitte des Stabes von dem Mittelstiick nach
den Einspannstellen hin zunehmen lisst, wie dies Fig. 4 fiir den
Rundstab deutlich erkennen ldsst. (Vergl. auch Fussbemerkung
S. 90 und 91.)

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Ver-
suche setzt voraus, dass diese unter den gleichen Verhiltnissen
durchgefiihrt worden sind. Wie aus dem in §9 und § 10 Er-
orterten hervorgeht, gehdrt hierzu, dass die Stibe gleiche oder
wenigstens geometrisch #hnliche Querschnitte besitzen und im All-
gemeinen gleich lange Zeit den Versuchen unterworfen werden.

Die der Messung unterzogene Strecke /, die Messlédnge, pflegt
— insoweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3
bestimmten Bruchdehnung handelt — zu 200 mm angenommen und
das mittlere Stiick um wenigstens 20 mm linger, d. h. { + 20 mm
prismatisch gehalten zu werden.

Wird fir den Rundstab von 20 mm Durchmesser — wie in
Deutschland, Oesterreich, Schweiz u. s. w. iiblich — /=200 mm
zu Grunde gelegt, dann fordert die in § 9, Ziff. 3 (S. 135) aus-
gesprochene Bedingung fiir einen Rundstab von d mm Durchmesser
als Messlinge

d
1—200%——10d B O
und fiir einen Flachstab von f qmm Querschnitt die Messlinge

z:200_’/7’_,:11,31/7. )

3
ek 20?
Bei der grossen Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt
zu werden:
a) die Bruchbelastung P
K, (§3),
b) der Querschnitt f, an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein-
schniirung, Fig. 2, § 3, sofern eine solche eintritt),

(§ 3) und damit die Zugfestigkeit

max
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¢) die Linge [, welche das urspriinglich / lange Stabstiick nach
dem Zerreissen besitzt.

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3 die
Zugfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt.

Die Ermittlung nach b ergiebt durch Gleichung 2, § 3 die
Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes.

Die Feststellung nach ¢ liefert durch Gleichung 3, § 3 die
Bruchdehnung.

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunichst die ganze Stab-
strecke mehr oder minder gleichmissig bis zum Eintritt der Bruch-
belastung, dann folgt dic Einschniirung des Stabes — falls eine
solche iiberhaupt eintritt —, die mit einer verhéltnissméssig grossen
Ausdehnung an dieser besonderen Stelle verkniipft ist. Es setzt
sich hiernach die durch Gleichung 3, § 3 gemessene Dehnung im
Allgemeinen zusammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis
zum Eintritt der Bruchbelastung und aus der Dehnung an der
Einschniirungsstelle, vermindert um die Verkiirzung, welche aus
Anlass der mit dem Zerreissen erfolgten Entlastung des Stabes
eintritt. Wird zundchst angenommen, der Bruch erfolge in der
Mitte der Strecke /, so ergiebt Gleichung 3, § 3 bei vorhandener
Einschniirung einen um so grisseren Werth fiir ¢, je kleiner 7 ist!).
Im Allgemeinen gehért hiernach zur Angabe von ¢ auch die Grosse
von . Geht der Bruch ausserhalb der Mitte vor sich — was in
der Regel der Fall —, so wird ¢ um so kleiner ausfallen, je mehr
die Bruchstelle an das Ende von ! riickt?).

1) Wie oben bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Oester-
reich w. s. w. ! nach Massgabe der Gleichung 1 bzw. 2 zu wihlen. In Frankreich
ist es @blich geworden, [ kleiner zu nehmen, nimlich = 7,285 d, bzw. [ = 8,2 /7;
infolgedessen ergeben sich im Allgemeinen grossere Werthe fiir die Bruchdehnung
des gleichen Materials, somit liefert ein und dasselbe Material, in Deutschland
mit /=10 d und in Frankreich mit /="7,235 d geprift, an letzterer Stelle eine
grossere Bruchdehnung, erscheint also hier, wenn ¢ als Mass der Zihigkeit angeselien
wird, ziher. Es muss dies im Auge behalten werden, wenn man die Angaben
iiber die Bruchdehnung (Zihigkeit) des Materials aus den verschiedenen Lindern
vergleichen will. In Nordamerika wird vielfach die Messlinge noch kleiner ge-
wiihlt als in Frankreich.

?) Mit Riicksicht auf diesen Uebelstand und sonstige Unsicherheiten hat
man in Bezug auf die Messung von /, folgende Vorschriften vercinbart:

Die Dehnung ist auf zwei entgegengesetzten Seiten des Rundstabes so zu
messen, dass beiderseits auf jedem der Bruchstiicke von dem Ende der Mess-
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Ein solches Mass kann, streng genommen, nicht als richtiges
bezeichnet werden. Trotzdem ist es heute noch iiblich, die Deh-
nung in dieser Weise zu messen und die erhaltene Grosse bei der

linge bis zur Bruchstelle gemessen und aus den zwel Summen der zusammen-
gehorigen Stiicke das Mittel genommen wird.

Erfolgt der Bruch ausserhalb des mittleren Dritttheils der Messlinge, so
ist der Versuch auszuschliessen oder das folgende Verfahren anzuwenden.

Die Messlange / ist von 10 zu 10 mm einzutheilen, Fig. 5 (s. die unterhalb
stehenden Zahlen).

BMBNUOIETESE S L 1|0 12

N !

VWRIBNTHISMIONGT1098 T6 5|4 d 2t

i

Fig. 5.

Es erfolge der Bruch im Querschnitt 4 4. Von der Bruchstelle ausgehend,
werden zuniichst die Theilstriche nach links und rechts hin neu bezeichnet, so,
wie iber der Figur eingeschrieben ist. Sodann wird links die Linge zwischen
den Theilstrichen 1 bis 10 gemessen und zu ihr 40+ 61 addirt; hierauf rechts
die Entfernung der Theilstriche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu ent-
nehmende Strecke 3 bis 10 hinzugefiigt. Die Summe der so erhaltenen beiden
Grossen ergiebt /,. Hiernach ist

[, = [Liange zwischen den Theilstrichen 1 bis 10 (links vom Bruch) +- (60 + 41)]

~+ [Linge zwischen den Theilstrichen O bis 8 (rechts vom Bruch) +

Liange zwischen den Theilstrichen 8 bis 10 (links vom Brach)].
Wiirde im vorliegenden Falle die Lange / nicht 200 mm, sondern 100 mm
betragen, so wiirde sein
l, = [Lange zwischen den Theilstrichen 1 bis 5 (links vom Bruch) + (40 + 61)]
-+ [Linge zwischen den Theilstrichen O bis 3 (rechts vom Bruch) -+
Linge zwischen den Theilstrichen 8 bis 5 (links vom Bruch)].

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, dass die Lingeniinde-
rungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen Verlauf haben, den
Stab nahezu so ausgemessen, als wenn der Bruch in der Mitte erfolgt wiire.

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark zusammen-
gezogen hat (vergl. die Fussbemerkung Ziff. 2, S. 9 und 10), so verliert aller-
dings das angegebene Verfahren an Werth.

Die Eintheilung der Strecke / wie auch die Bestimmung von /, nach dem
Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des Stabes vorzunehmen.

Bei Flachstiben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden Schmal-
seiteﬁ, als auch auf einer Breitseite zu messen und das Mittel aus den heiden
ersteren Messungen, sowie das Ergebniss der letzteren getrennt anzugeben.

(Vergl. hiermit das S. 137 oben unter f Gesagte.)
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Beurtheilung der Giite des Materials zu Grunde zu legen’). Rich-
tiger wiirde es sein, wie auch von Hartig vorgeschlagen wurde,
diejenige Dehnung zu bestimmen, welche im Augenblicke des

Um die Verianderlichkeit der Dehnung, iiberhaupt die Forminderung zu
zeigen, welche ein der Zugprobe unterworfener Flachstab aufweist, wurde die in
Fig. 6 (Taf. I) wiedergegebene Zusammenstellung gefertigt. Auf zwei nach Fig. 2
hergestellten Flachstidben aus Flussstahl von genau 60 mm Breite und 12 mm
Starke waren durch Liangs- und Querlinien im Abstande von 10 mm Quadrate
von 10 mm Seitenlinge gezeichnet worden. Alsdann wurde der eine Stab der
Zugprobe unterworfen. Derselbe erfuhr hierbei die aus Fig. 6 deutlich ersicht-
liche Formanderung. Der Riss erfolgte an einer Stelle, welche durch eine der
eingerissenen Querlinien etwas verletzt worden war.

Es betrug
die Bruchbelastang P, . . . . . . . . . . . . 37460 kg,
der urspringliche Querschmitt /. . . . . . . 6.1,2="72qem,
der Bruchquerschnitt f, . . . . . . . . .482.0,94=453 qem,
die Dehnung auf 100mm . . . . . . . . . . . 27,5 mm.
Demnach
die Zugfestigkeit K, . 37742@— = 5203 kg,
R
die Querschnittsverminderung ¢ . . .100 7’2;3’53 =37Y%,
?
die Dehnung ¢ . . . . . . . . .100 127’;’&;100= 27,6 %,.

Fig. 7 (Taf. I) zeigt einen Schweisseisen- und Fig. 8 einen Flusseisen-
Rundstab nach dem Zerreissen. Die Verschiedenheit der Oberfliche der Stibe
kennzeichnet die beiden Materialien.

Fig. 9 und 10 (Taf. II) geben zwei Stibe von Aluminiumbronce wieder,
welche beide nach Angabe 909, Kupfer enthalten sollen.

Fig. 11 (Taf. II) ldsst einen Broncestab (gegossen) und Fig. 12 einen
Messingstab (gegossen) erkennen.

Die Priifung dieser Stibe hat ergeben:

Stab Fig. 9  Stab Fig. 10  Stab Fig. 11 Stab Fig. 12
Durchmesser . 1,50 cm 1,50 cm 1,99 em 1,97 em
Querschnitt . . 1,77 gem 1,77 qem 3,11 qem 3,05 gem
Zugfestigkeit . 3983 kg/qgem 8282 kg/qem 2090 kg/qem 1472 kg/qem
Bruchdehnung 64%,auf100mm 50°, auf 100mm 8,19/, auf200mm 11,5%,2uf200mm
Querschnitts-
verminderung —- — 7,7% 15,7%%,.
) Die Beschaffenheit des Materials wird im Allgemeinen beurtheilt nach den
fir K,, ¢ und y erhaltenen Werthen. Dem Arbeitsvermdgen (§ 3) ist ein be-
sonderes Gewicht namentlich in den Fallen einzuriumen, in welchen es sich um
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Auftretens des grossten Zugwiderstandes oder unmittelbar vor Be-
ginn der Einschniirung vorbanden ist. Es wire dies die Grosse
OE, in Fig. 1, § 3. Da es mit den iiblichen Priifungsmaschinen
schwer hilt oder wenigstens umsténdlich ist, die Dehnung in dem
bezeichneten Augenblick genau festzustellen, so fehlt zunichst noch
die Aussicht, dass diese Grosse als Mass der Dehnung allgemein
angenommen werden wird. Fille, wie sie nicht selten zu ver-
zeichnen sind, dass der gezogene Stab sich an einer Stelle ein-
schniirt, hierauf eine noch weiter wachsende Belastung vertrigt,
dann an einer zweiten Stelle eine Einschniirung erfihrt und in
dieser bei sinkender Belastung zerreisst, wiirden verlangen, dass
das Dehnungsmass unmittelbar vor Beginn der ersten Einschnii-
rung genommen wird.

Ueber die Abhingigkeit der Dehnung ¢ von den Abmessungen,
insbesondere vom Durchmesser bei gleichen Werthen von / u. s. w.
s. §09.

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben unter a bis ¢
angegebenen Ermittlungen noch die Bestimmung

d) der Lingensinderungen (§ 4 und § 5) und aus ihnen zutref-
fendenfalls,

e) des Dehnungskoefficienten (§ 2, § 4, Ziff. 1, Fussbemerkung
S. 19, § 5, Ziff. 3, Fussbemerkung S. 80 und 81) und der
Proportionalititsgrenze oder der Koefficienten ¢ und m der
Gleichung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3),

f) der Fliess- oder Streckgrenze (§ 2),

g) der Elasticititsgrenze (§ 4, Ziff. 1, S. 21) und der Dehnungs-
reste (§ 4, Ziff. 1, S. 22, § 5, Ziff. 1),

h) der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des Ar-
beitsvermogens (§ 3).

Widerstandsfahigkeit gegeniiber dynamischen Wirkungen (lebendigen Kriften)
oder gegeniiber den Einwirkungen von Spannungen handelt, welche durch stark
wechselnde Belastungen oder durch grosse Temperaturunterschiede veranlasst
werden.

Da fir ein bestimmtes gleichartiges Material das Arbeitsvermdgen mit
Anniherung proportional dem Produkt aus Zugfestigkeit und Dehnung gesetzt
werden darf, so kann auch dieses Produkt an Stelle des Arbeitsvermégens als
ein Mass der Materialgiite angesehen werden. (Vergl. des Verfassers Maschinen-
elemente, 8. Aufl. (1901), S. 78 und 79.)
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Einrichtungen zum Messen der Lingendnderungen
bei Zug und Druck.

Zur Bestimmung der Léngeninderungen hat Bauschinger
den aus Fig 4, S. 102, ersichtlichen Apparat ausfihren lassen, der
zu den besten gehort, welche fir den Zweck benutzt werden
konnen.  Derselbe setzt Einspannung des Versuchsstabes in
liegender Maschine voraus.

Der zu untersuchende Stab wird an den Enden 4 und B der
Strecke AB, fir welche die Lingeninderungen bestimmt werden
sollen, durch die Reissnadel mit zwei leichten Querrissen versehen.
In die Ebene des einen Querrisses, etwa bei 4, legen sich pressend
die Stahlschneiden der beiden schraubstockartig verbundenen Backen
CC, die damit am Versuchsstabe festgeklemmt werden. Diese
Backen bilden die Triger zweier rechts und links vom Versuchs-
stab befindlichen senkrechten Achsen, auf denen unten kleine Rollen
(aus Hartgummi) vom Halbmesser » sitzen, wihrend sie oben stell-
bare Spiegel tragen, wie dies in der Abbildung angedeutet ist.
An die kleinen Rollen legen sich federnde Stahlblitter D E, deren
Schneiden durch Krifte G G, ausgetibt mittelst Stellschrauben, in
den Querriss des anderen Endes B der Messlinge gedriickt werden.
Damit nun bei einer Aenderung der Messlinge ! die beiden kleinen
Rollen von den Stahlblittern D E mitgenommen werden, sind diese
auf dem Riicken da, wo sie die Hartgummirollen beriihren, mit
feinem Schmirgelpapier belegt. FEiner stetig erfolgten Lingen-
dnderung 4 des Stabes wird unter diesen Umstiinden eine Drehung
der Rollen und damit auch der Spiegel um den Winkel « ent-
sprechen, derart, dass 4 =ear ist. Mit den Fernrshren FF sieht
man durch die Spiegel auf den im Abstande L aufgestellten Mass-
stab HJJH. Waren die Spiegel bei Beginn des Versuchs so ein-
gestellt, dass man mit dem Fernrohr die Stelle J des Massstabs
sah, so wird bei einer Drehung des Spiegels um « der Beobachter
mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle H des Massstabes
sehen, welche dadurch bestimmt ist, dass

JH =a= L tg2e.
Damit ergiebt sich

A reo

a - Ltg2a
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r

h=a L tg 2 3)
woraus fiir kleine Werthe von «, wenn mit Annéherung

e 1

tg2e¢ 2
gesetzt wird,

r
l=a oL 4)

Somit erscheint der Apparat als ein Fiihlhebel, dessen kleiner
Arm gleich dem Halbmesser » der Rolle und dessen grosser Arm
gleich der doppelten Entfernung des Massstabes von dem Spiegel
ist. Fir »=23500 mm und L =3500 mm ergiebt sich somit
die Uebersetzung 3,500:2.3500 wie 1:2000. Bei Eintheilung
der Skala des Massstabes derart, dass die Theilstriche um
4 mm von einander entfernt sind, hat demmnach der Theilstrich-

abstand auf dem Massstabe den Werth von 5*(1)6« mm fir die

Lingensnderung, und da im Gesichtsfelde des Fernrohrs '/, Theil-
strichabstand noch mit ausreichender Sicherheit geschiitzt werden
1

kann, so geht in diesem Fall die Messung auf 5000 d. i. bei

=150 mm gleich der Messldnge.

1
750 000

Um zu beurtheilen, mit welcher Anniherung die Gleichung 4
zutreffend ist, sei folgende Zusammenstellung angefiigt:

a= 1° 290 30 40 5o
= 0,4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949
tg 2
0,5 — tg(; =0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051
o

Fehler in %, =004 0,16 036 066 1,02

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 4 nach
Moglichkeit gering erhalten, so muss der Spiegel bei Beginn des
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Versuchs ungefihr so eingestellt werden, dass der grosste in Be-
tracht zu ziehende Werth von @ etwa zur einen Hilfte links von J
und zur andern rechts von J zu liegen kommt. Dann bleibt, da
der Gesammtdrehungswinkel der Rolle und des Spiegels kleiner
als 4° zu sein pflegt, der Fehler kleiner als 0,16, Durch Be-
nutzung von Fehlertabellen ldsst sich der nach Gleichung 4 er-
mittelte Werth tiberaus leicht berichtigen, in der Regel ist dies
jedoch nicht nothig?).

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung der
Verliangerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskérpers. Das
arithmetische Mittel wird als die Verlingerung des Stabes ange-
sehen. Die Messung auf nur einer Seite wiirde in den meisten
Fillen zu Irrthiimern fiihren: einmal weil sich die Manteloberfléiiche
— deren Dehnung doch allein durch den Apparat gemessen wird —
nicht an allen Stellen um gleich viel dehnt, zweitens weil das Ver-
suchsstiick mit dem aufgeklemmten Messinstrument einschliesslich
des letzteren nicht selten kleine Bewegungen erfihrt.

Fir genauere Elasticitéitsbeobachtungen ist es ganz wesentlich,
dass Temperaturinderungen wihrend eines Versuches moglichst
vollstindig vermieden werden?), namentlich deshalb, weil die diinnen
Stahlblitter D E viel rascher die neue Temperatur annchmen als
der Versuchsstab, und der so entstehende Unterschied in dem
Wirmezustand das Ergebniss des Versuchs — selbst wenn der
Stab aus dem gleichen Material bestinde wie die Stahlblitter DE —
erheblich beeintrichtigen kann. Man muss sich eben immer ver-

gegenwirtigen, dass bei dem Wéarmeausdehnungskoefficienten von

1 . 1
rund 80000 und dem Dehnungskoefficienten von rund 2000 000

1) Die Gleichung 4 wiirde genau richtige Werthe ergeben, wenn der Mass-
stab HJJH nicht gerade, sondern nach einem Kreishogen gekriimmt wire.

%) Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst heute
noch viel zu wenig Beachtung zu Theil. Dabei reicht es nicht aus, dass man
die Temperatur im Versuchsraum wahrend einer Untersuchung méglichst un-
veriinderlich erhalt. Fine Beriihrung mit der Hand, ein Anhauchen, ein Luft-
zug w. s. w. dussern ihren die Genauigkeit der Messung herabsetzenden Einfluss.
Im Falle einer solchen Stérung des Wirmezustandes ist es angezeigt, zu warten
bis der Apparat in Hinsicht auf seinen Warmezustand zu ausreichender Ruhe ge-
langt ist. Dies gilt namentlich auch unmittelbar nach dem Ansetzen des Spiegel-
apparates, weil hierbei Erwirmungen durch die Berihrung mit den Hinden ein-
zutreten pflegen, die erst durch Abkiihlung wieder verschwinden miissen.
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die Verlingerung durch 1° C. Temperaturzunahme gleich derjenigen
ist, die durch 25 kg/qem Spannung herbeigefihrt wird. Selbst
1,° C. Temperaturunterschied entspricht noch 2,5 kg/qgem Span-
nungsunterschied.

Die Sicherheit der Messung hingt natirlich davon ab, dass
die Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von
Massen durch Mitnahme mittelst Reibung unbedingt ein Gleiten
eintreten muss — allerdings verschwindend klein, wenn die Be-
schleunigung oder die Massen verschwindend klein sind —, so
muss bei genauen Elasticititsmessungen, namentlich wenn es sich
um eine genaue Bestimmung der bleibenden Dehnungen handelt,
mit grosster Sorgfalt auf ganz allméhliche Steigerung der Belastung
oder Verlingerung geachtet werden!).

Der Bauschinger’sche Spiegelapparat kann auch zur Ermitt-
lung der Zusammendrickung von Kérpern benutzt werden, doch
zieht Verfasser vor, hier eine andere, fiir stehende Prifungs-
maschinen geeignete Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen
Fig. 13 bis 15 zeigen dieselbe, wie sie zur Bestimmung der Elasti-
citit von Korpern aus Cement, Cementmortel, Beton, Sandstein
u. s. w. in den Abmessungen: rund 250 mm Durchmesser?) und
1000 mm Hohe?) seit rund 8 Jahren benutzt worden ist und heute
noch Verwendung findet.

Die Versuchskorper sind durch Hobeln mit genau parallelen
Stirnflichen (Druckflichen) zu versehen, sodass bei der vorhandenen

1) Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu treffen pflegt,
wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen Lingeninderungen die bleibenden
Dehnungen genau festgestellt werden sollen, ist viel zu wenig beachtet, was den
Verfasser veranlasst, ihn hier besonders hervorzuheben. Erst durch volle Be-
achtung desselben werden Instrumente, welche die Dehnung oder Zusammen-
driickung der Versuchskdrper unter Zuhilfecnahme der Reibung als Uebertragungs-
mittel messen, zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung und Ent-
lastung verwendbar.

) Verwendet man zu Elasticititsversuchen mit Betonkérpern Prismen von
Querschnitten bis etwa 12 ¢m Seite und 15 ¢m Messlinge, wie dies bis zur Auf-
nahme der Untersuchung der Elasticitit des Beton durch den Verfasser geschehen

war, so konnen die Versuche bei der Ungleichartigkeit des Materials — man
denke an die einzelnen Schottersticke (Steine, Ziegelbrocken, Kiesel bis Apfel-
grosse) — wenigstens im Allgemeinen nicht zu Ergebnissen fithren, die mit aus-

reichender Genauigkeit auf die praktischen Anwendungen, d. h. auf auszufithrende
Betonbauten tbertragen werden darfen.
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Fig. 14.

C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl,
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Kugellagerung der Druckplatten der Maschine (vergl. Fig. 13) eine
gleichmissige Druckvertheilung, soweit sie iiberhaupt zu erreichen
ist, erwartet werden darf.

Die Messvorrichtung, vergleiche Fig. 13 und 14, besteht aus
dem oberen Ring 4 4 und dem unteren Ring BB, welche je durch 4
im rechten Winkel zu einander stehende Schrauben am Versuchs-
korper festgestellt werden, und zwar um ! (bei Betonkorpern
u. dergl. in der Regel gleich 750 mm) iibereinander.

Fig. 14 und 15 zeigen die eigentliche Messvorrichtung. Er-
folgt eine Zusammendriickung des Versuchskdrpers, so wird der
obere Endpunkt der Stange C, die ibre Linge beibehilt, gegen-
iiber dem Ringe A4 und dem daran befestigten Messinstrument
um den Betrag der Verkiirzung nach oben riicken; dadurch dreht
sich der Hebel DEF um seine bei I/ gelegene Achse und nimmt
durch das auf dem segmentartigen KEnde F befestigte diinne
Metallbéindchen das Rollchen G mit, auf dessen Achse der an
einer Bogenskala entlang laufende Zeiger sitzt. Dieser trigt am
Ende nicht eine Spitze, sondern ist hier flach gehalten und mit
einem radialen, deutlich sichtbaren Strich versehen. Die Ueber-
setzungsverhéltnisse sind bei dem einen Instrument des Verfassers
(ausgefiihrt von C. Klebe in Minchen) so gewihlt, dass 1 mm
Zusammendriickung des Versuchskérpers 300 mm Weg auf der

Fig. 15.
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Bogenskala entsprechen. Da nun hier !/, mm noch abgelesen
werden kann, so erfolgt die Messung der Zusammendriickung der
urspriinglich /="T50 mm langen Strecke bis auf !/;4 mm, d. i

Fig. 16.

1
3000.750 2250000
driickung gemessen wird.

der Strecke, auf welcher die Zusammen-
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Bei einem zweiten Instrument (ausgefihrt von Ludw. Tes-
dorpf in Stuttgart) entspricht !/; mm Zusammendriickung des unter-
suchten Korpers einem Skalenweg von 300 mm, das ist 600 Mal mehr.

Fig. 17.

Da nun auf der Skala noch !/, mm abgelesen werden kann, so
erfolgt die Messung der Zusammendriickung der urspriinglich !
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langen Strecke auf ﬁ mm, d.i. bel !==500mm, fir welche

Messlinge das Instrument meist benutzt wird, auf von L

1
3000000

Fir = 750 mm wiirde sich ergeben.

1
4500 000

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die
Mitnahme des Rollchens G durch ein diinnes Metallbindchen, und
an dem zweiten tiberdies die Anordnung von Kugelzapfen an
den Enden der Stange C, die zum Zwecke thunlichster Fern-
haltung des Einflusses von Temperaturinderung aus Holz besteht
(vergl. das S. 110 hinsichtlich des Einflusses der Temperatur-
dnderungen Gesagte, insbesondere auch Fussbemerkung 2 daselbst).
Die iibliche von Durand-Claye angewendete') Uebertragung
erfolgt in der Weise, dass das Rollchen G verzahnt ist, ebenso
das segmentartige Ende F' des Hebels DEF. Gegen die Ver-
wendung eines Zahngetriebes sprach zundchst die Absicht, den
Korper abwechselnd zu belasten und zu entlasten. Der ge-
ringste todte Gang wiirde sich hierbei stérend erweisen miissen.
Ferner sprach dagegen die Erwigung, dass beim Zahngetriebe das
thatsichliche Uebersetzungsverhéltniss von der Zahnform abhiingt,
und dass bei der Kleinheit der Zahnabmessungen, wie sie gewiihlt
werden miissen, nicht darauf gerechnet werden darf, dass die Zahn-
form so scharf ausgefiihrt wird, um das Uebersetzungsverhiltniss
genau gleich zu erhalten. Diese Griinde hatten den Verfasser
schon frither bei anderer Gelegenheit veranlasst, ein diinnes Metall-
band zur Uebertragung zu wihlen?).

Die Beriihrung der senkrechten Stange ¢ mit dem von ihr
bewegten Hebel wird durch eine Feder gesichert.

Solcher Messinstrumente werden auch hier immer zwei und
zwar so verwendet, dass sie einander gegeniiberliegen. Auf diese
Weise geschieht die Messung der Verkiirzung jeweils auf zwei

) Vergl. Fussbemerkung S. 118.

®) Vergl. dessen Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von Platten in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, Fig. 9 und 10,
oder auch die Schrift: ,Versuche tber die Widerstandsfahigkeit ebener Platten,
Berlin, S. 4, Fig. 9 und 10 oder ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 112,
Fig. 90 und 91.
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einander gegeniiberliegenden Seiten. Als Zusammendriickung gilt
das arithmetische Mittel aus beiden Verkiirzungen.

Verfasser beniitzt diese Messvorrichtung auch zur Ermittlung
der Zugelasticitit. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied
lediglich darin, dass, wihrend bei Druckbelastung der Zeiger auf
der Bogenskala von unten nach oben sich bewegt, er bei Zug-
belastung von oben nach unten schwingt. Dadurch lisst es sich
in bequemer Weise ermdoglichen, dass ein und derselbe Kérper
der Zug- und der Druckprobe unterworfen und dabei die
Dehnung bezw. die Zusammendrickung mit denselben In-
strumenten genau auf die gleiche Erstreckung gemessen
werden kann. Will man vom Zug- zum Druckversuch oder von
diesem zum Zugversuch iibergehen, so bedarf es jeweils nur der
Versetzung des Korpers mit den angeschraubten Instrumenten aus
der Zug- in die Druckmaschine, bezw. aus der Letzteren in die
Erstere. Fig. 16 zeigt den Koérper (Marmor) mit dem zweiten der
Instrumente in der Zug- und Fig. 17 in der Druckmaschine?).

1) Die Befestigung des obern und untern Rahmens ist in der Darstellung
(fir die photographische Aufnahme) mit nur drei Schrauben gegeben. Im All-
gemeinen ist die Befestigung mit 4 Schrauben vorzuziehen, wobei dann am obern
und untern Rahmen die links und rechts von der mittleren Stellschraube vor-
handenen Locher fir die Stellschrauben zu benutzen sind.

Fig. 18.

Nach Wissen des Verfassers war Durand-Claye der Erste, welcher in der
Weise, wie es oben hesprochen ist, die Zusammendriickung von Kérpern be-
stimmte; allerdings ist das Verfahren noch ein wenig genaues. Fig. 18 giebt das
Durand-Claye’sche Instrament wieder (Annales des ponts et chaussées, 1888,
XV, Taf. 12, Fig. 9, Text XVI, S. 193 u. f.).
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Neben dem Bauschinger’schen Spiegelapparat steht und
diesem fiir stehende Priifungsmaschinen vorzuziehen ist der Spiegel-
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens,
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf.

§ 9. Einfluss der Form des Stabes.

Die Aufstellungen in § 6 enthalten nur die Grosse f des
Stabquerschnittes; die Form desselben wire hiernach voll-
stindig gleichgiltig. Thatsiichlich ist sie es jedoch nicht, wenn
auch ihr Einfluss nicht bedeutend erscheint. Sein Vorhandensein
erhellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, schon aus folgender
Erwigung.

Den Entwicklungen der iiblichen Gleichungen fir die Zug-
elasticitit und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgefiihrt sind,
liegt zunichst die Voraussetzung zu Grunde, dass die Dehnungen
und Spannungen in allen Punkten des Stabquerschnittes gleich
gross sind, dass sich alle Fasern, aus denen der Stab bestehend
gedacht werden kann, ganz gleich verhalten und nicht gegenseitig
auf einander einwirken. KEs #ndert an jenen Gleichungen nichts,
ob eine Kraft P — gleichmissig vertheilt — getragen wird von
einem Stab, dessen Querschnitt 10 qem betrigt, oder von 1000
Stiben von je 1 qmm Querschnitt. In dem einen Fall ist
S =10 gem, in dem anderen f = 1000 . 0,01 = 10 qem, d. h. in
beiden Fillen gleich. In Wirklichkeit aber — immer gleichmissige
Vertheilung der Last und gleiches Material vorausgesetzt —
werden sich die 1000 Metallfiden von je 1 qmm Querschnitt un-
abhingig von einander (senkrecht zur Achse) zusammenziehen
konnen; sie werden, wenn sie sich vorher gerade beriihrten, die
Berithrung infolge der mit der Dehnung (Belastung) verkniipften
Zusammenziehung aufgeben. Die einzelnen Fasern des Stabes von

Bei der Einseitigkeit der Messung werden sich hiufig recht erhebliche
Ungenauigkeiten eingestellt haben. Zum Theil lassen sich dieselben unmittelbar
aus den’ von Durand-Claye verdffentlichten Zahlen erkennen. Die senkrechte
Stange des Instruments, auf deren unverinderlicher Linge die Messung beruht,
war aus Metall und deshalb sehr empfindlich gegen Temperaturdnderungen.
(Vergl. 8.110, insbesondere auch Fussbemerkung 2.) Uebertragung der Bewegung
erfolgte durch verzahnten Sektor und Zahnrad. Uebersetzungsverhaltniss: 1:100.
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10 qem Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhingigkeit
nicht; sie wirken senkrecht zur Achse auf einander ein. Das Er-
gebniss dieser Einwirkung aber muss ein verschiedenes sein, je
nach der Form des Querschnitts, es wird ein anderes sein bei
einem kreisformigen, als bei einem langgestreckt rechteckigen oder
einem I-formigen, es wird ein anderes sein bei einem diinnwandi-
gen Hohleylinder, als bei einem Volleylinder u. s. w. Dass aber
die bezeichnete seitliche Einwirkung Dehnung und Festigkeit
beeinflusst, ergiebt sich aus den Betrachtungen, welche in § 7 an-
gestellt wurden.

Derselbe Gedankengang fiihrt zu dem Ergebniss, dass auch die
Grosse der Abmessungen bei einer und derselben Querschnittsform
— streng genommen — nicht ganz gleichgiltig sein wird.

Versuchsergebnisse.

1. Einfluss der Stabform, welche der Querschnittsverminderung

(Zusammenzichung) hinderlich ist.

Kirkaldy stellte vor rund 40 Jahren Zerreissversuche mit
Rundeisenstdben nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stibe Fig. 2 sind
entstanden aus Cylindern Fig. 1 je durch Eindrehen einer schmalen
Nuthe auf den Durchmesser d, die Stibe Fig.3 aus solchen Fig. 1
durch Abdrehen auf den Durchmesser d.

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Die Ergebnisse dieser Versuche sind umstehend zusammen-
gestellt.

Sie zeigen die fiir den ersten Augenblick schlagende Eigen-
thiimlichkeit, dass die Festigkeit bei den nach Fig. 2 eingedrehten
Stidben weit grosser ist als bei den nicht eingedrehten. Versuche,
welche in Woolwich mit Stahlstangen (von 1%/;" engl. Stirke und
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mit einer den Durchmesser auf 3,” vermindernden Ausrundung
versehen) angestellt worden sind, sowie Versuche von Vickers
u. A. bestitigen das von Kirkaldy Gefundene.

‘ Zugfestigkeit | Querschnitts-

Material Form des Stabes K, (Gl 1, § 8) | verminderung

| in kg/qem |y (Gl 2, §3)
Low Moor. Fig. 1, D =254 em 4560 51,007,
Walzeisen, - 2, d=185 - 6420 8,03 -
hirteste Sorte - 3, d=185 - 4920 49,23 -
Govan. Fig. 1, D=254 cm 5025 40,719,
Geschmiedetes -2, d=1/18 - 6910 | 13,17-
Walzeisen - 8 d=1,18 - 5020 | 36,02-
Fig. 1, D =259 em 4040 47,389,
V‘g‘l’:;zen -2, d=180 - 4950 21,27 -
3, d=180 - 4360 46,91 -

Die Erklirung ergiebt sich unmittelbar aus dem in § 7 Ge-
sagten. Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern,
welche durch den kleinsten Querschnitt 60, Fig. 2, gehen; gleich-
zeitig tritt eine Zusammenziehung senkrecht hierzu ein. Das bei
aa aa an den kleinsten Querschnitt sich anschliessende Material
setzt dieser Zusammenziehung Widerstand entgegen, d. h. iibt in
senkrechter Richtung zur Achse des Stabes Zugspannungen auf die
durch den kleinsten Querschnitt gehenden und gespannten Lings-
fasern aus, welche Zugspannungen, wie die Gleichungen 4 in § 7
lehren, eine Verminderung der L#ngsdehnung zur Folge haben.

. . ., T .
Demnach greift das bei aa aa an den Querschnitt — d? anschliessende

4

Material, indem es der Ausbildung der Zusammenziehung, sowie
der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, gewissermassen unter-
stiitzend gegeniiber dem kleinsten Querschnitt ein und erhoht
dessen Festigkeit. Dass die Zusammenziehung gehindert wurde,
dariiber geben die Werthe fiir ¢ deutlich Auskunft.

Hieraus folgt im Allgemeinen fiir die genannten Materialien:
Erschwerung oder theilweise Hinderung der Zusammen-
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ziehung senkrecht zur Stabachse (Querschnittsvermin-
derung) verringert die Dehnung in Richtung der letzteren
und erhoht die Zugfestigkeit.

Zur Untersuchung des Einflusses der Linge der Eindrehung
sowie der Ausrundung der letzteren hat Verfasser folgende Versuche
mit Rundstiben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material
von bemerkenswerther Gleichartigkeit hergestellt, ausgefihrt.

Flusseisen Scheisseisen

Zug- Quer- Zug- Quer-
Stabform festigkeit | schnitts- De};m;.ng festigkeit | schnitts-
K, (Gl 1,| vermin- " K, (Gl.1,! vermin-
NN 100mm ) 2,0,
§38) in | derung y (GL3, §3) § 3) in | derung v
kg/qem | (GL.2,§3)]* kg/qem | (GL2, §3)

Dehnung
auf
100 mm ¢
(G1.3, §3)

|
49239 | 66°, | 339 | 3664 | 349 | 289

Fig. 4 4242 | 66 - 36 - 3674 | 27 - 24 -
4281 65 - 33 - 3676 | 28 - 26 -

Durchschnitt} 4254 | 66°, | 34°, | 3670 | 30°, | 269

4428 | 629 — 3738 | 139, —
Fig. 5 4380 65 - — 3701 12 - —
4447 | 63 - — 3622 | 10 - —
Durchschnitt| 4418 63 %)y — 3687 129/, —
5082 | 559 — 4154 | 259 -
Fig. 6 4935 | 55 - — 4029 | 21 - —_
5031 | b4 - — 3925 | 24 - _—

Durchschnitt] 5016 | 559, — 4036 | 239, —
Fig. 7 5894 | 509, — 4474 | 149, —

Die eingedrehten Flusseisenstibe rissen simmtlich in der Mitte
der Eindrehung oder in der Nihe derselben; gleich verhielten sich
die Schweisseisenstibe nach Fig. 6 und 7. Die Schweisseisenstibe
nach Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe der Fig.8 am Ende der
Eindrehung unter Bildung eines grosseren Spaltes, wie in der Ab-
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bildung angedeutet ist. Dadurch erklirt sich die vergleichsweise
geringe Querschnittsverminderung. Die scharfe Eindrehung fiihrt
also hier beim Schweisseisen zum Bruch, bei dem zihen Flusseisen
dagegen nicht. Der nachtheilige Einfluss, welchen die Ungleich-
formigkeit der Spannungsvertheilung in dem Bruchquerschnitt des
Schweisseisenstabes dussern muss (vergl. Fussbemerkung, S. 90 bis
92), wird fast ganz aufgehoben durch den Einfluss der Hinderung der
Querzusammenziehung; denn die Festigkeit ist im Falle der Stab-
form Fig. 4 nahezu die gleiche wie im Falle der Stabform Fig. 5.

: =

—F e —— 5 — |
= ' ¥

] | -
b a0t 1 ] !
W 2040 ago e e 80 == = = = — e i)~ a2 P

Fig. 4.

Bei dem Flusseisen iiberwiegt in dem Querschnitte der scharfen
Eindrehung der Einfluss der gehinderten Querzusammenziehung,
eine Folge der grossen Zihigkeit des Materials. Die Fig. 5a,
5b, 6a und 6b auf Taf. III geben die photographischen Bilder der

Probestibe nach dem Zerreissen und zwar

Fig. ba einen Flusseisenstab  nach Fig. 5,

- Bb -  Schweisseisenstab - 5,
6a -  Flusseisenstab - - 6,
- 6b -  Schweisseisenstab 6.

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse
zeigen, dass bei einer Eindrehungslinge von 25 mm der Kinfluss
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der gehinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist,
dass er dagegen mit Abnahme dieser Linge rasch wichst. Im
Uebrigen bestiitigen sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses
Ausgesprochene vollstindig.

Der Letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung
unterworfene Strecke der Probestibe — Fig. 1 bis 3 in § 8 —
kiirzer gewdhlt werden muss, als der prismatische Theil derselben.
Man hat sich eben zu sichern, dass ein solcher Einfluss innerhalb
der der Beobachtung unterworfenen Strecke nicht mehr Geltung
erlangen kann.

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die
Festigkeit von Stiben aus nicht zihem Material hat Verfasser
Versuche mit grauem Gusseisen angestellt, und zwar unter Zu-
grundelegung

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren cylin-
drischen Theils 2 cm,
b) der Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser der Eindrehung

2 em bei 2,9 em Stabstirke,

¢) der Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser der Eindrehung

2 em bei 2,9 em Stabstirke.

Die Ergebnisse mit den 10 Stiben, hergestellt bei demselben
Guss aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen.

Stabform a b e

(Fig. 4) (Fig. 5) (Fig. 7)

J 1557 1446 1508

Zugfestigkeit 1551 1583 1350
- 1417

Durchschnitt 1545 14711 1436

Der Bruch erfolgte bei den Stiben a (Fig. 4) innerhalb des
cylindrischen Theiles, bei den Stiben b (Fig.5) am Ende der
Eindrehung, d. h. da, wo der 20 mm starke Cylinder aus dem
29 mm dicken heraustritt, und bei den Stiben ¢ (Fig. 7) in der
Mitte der Eindrehung.

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stibe
mit Eindrehung etwas geringer als diejenige der glatten Stibe,
Fig. 4. Der Einfluss, welchen die Ungleichférmigkeit der Span-
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nungsvertheilung iiber den Bruchquerschnitt dussert, tiberwiegt den
hier nicht bedeutenden Einfluss der gehinderten Querzusammen-
ziehung. Ein erheblicher Unterschied der durchschnittlichen Festig-
keiten fiir die Stabform b (Fig.5) und ¢ (Fig. 7) ist nicht vor-
handen.

Zusammenfassang.

Bei Stiben mit Eindrehungen, wie erdrtert, wird die Zug-
festigkeit, d. h.

Bruchbelastung
Querschnitt

beeinflusst
1. von der Ungleichformigkeit der Vertheilung der Spannungen
iber den Querschnitt in dem Sinne, dass die Festigkeit
Verminderung erfihrt (vergl. auch § 6, S. 90 bis 92, Fuss-
bemerkung),
2. von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne,
dass die Festigkeit erhoht wird.

Bei zihem Material, wie es als Flusseisen, Schweisseisen u. s. w.
gegeben sein kann, tiberwiegt der Einfluss Ziff. 2 namentlich dann,
wenn die Eindrehung sehr kurz ist (Fig. 2, Fig. 7); die Zugfestig-
keit ist dann bedeutend grosser als diejenige prismatischer Stibe
(Fig. 4).

Bei Material, welches eine merkbare Querschnittszusammen-
ziehung im Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Roh-
eisen, scheint der Einfluss Ziff. 1 das Uebergewicht zu erlangen;
die durchschnittliche Festigkeit ergiebt sich etwas kleiner als bei
prismatischer Form, doch ist der Unterschied sehr gering.

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von
Material kommt auch in Betracht, dass bei zidhen Stoffen die am
stirksten angestrengten Fasern — ohne zu reissen — nachgeben,
wodurch die weniger stark beanspruchten mehr zur Uebertragung
herangezogen werden.

Hieraus folgt, dass in Bezug auf die Zugfestigkeit von Kor-
pern mit Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt
werden kann: sie ist grosser oder kleiner als diejenige von pris-
matischen Kérpern aus dem gleichen Material. Es erscheint un-
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statthaft, das fir ein zihes Material gewonnene Ergebniss ohne
Weiteres auf ein weniger zihes oder ein sprdédes zu iibertragen
und umgekehrt!).

2. Einfluss der Ldnge und des Durchimessers.

In Bezug hierauf, sowie hinsichtlich des Einflusses der Quer-
schnittsform hat der Chefingenieur Barba in Creusot umfassende
Versuche anstellen lassen, die in der Hauptsache von Coureaun
und Biguet durchgefihrt wurden (Barba, Mémoires et compte

") In neuerer Zeit trifft man in der technischen Tagesliteratur auf die Be-
griffe ,scheinbare“ und ,wahre“ Zugfestigkeit. Da es sich hierbei einer-
seits um Fragen handelt, die nicht blos in grundsiitzlicher Hinsicht von Bedeutung
sind, sondern denen auch eine recht erhebliche Bedeutung fir die ausfithrende
Technik innewohnt, und da andererseits die ganze Unterscheidung durch den
Einfluss der Stabform auf die Zugfestigkeit begriindet wird, so darf der Gegen-
stand an dieser Stelle nicht wohl unerértert bleiben.

Die beiden Begriffe haben ihren Ausgang genommen von einem Aufsatze,
den der Vorstand des mech.-technischen Laboratoriums an der techn. Hochschule
Minchen, Prof. Dr. Féppl, in der Thonindustrie-Zeitung 1896, S. 145 und 146
unter dem Titel: ,Scheinbare und wahre Zugfestigkeit des Cements®
veroffentlicht hat. Féppl war damals der Meinung, dass der oben erdrterte Ein-
fluss der Stabform bisher unbemerkt geblieben sei. (Vergl. dagegen Fussbemerkung
8.100 u.f., sowie S.120 u. f.) Unter ,wahrer* Zugfestigkeit wird die Festigkeit aus-
reichend langer Prismen verstanden, withrend mit ,scheinbarer“ diejenige von ein-
gekerbten Korpern, wie ein solcher in Fig. 9, 8. 127, dargestellt erscheint, gemeint
ist. Diese Abbildung giebt die ibliche Form (,Achterform*) der Cementprobe-
korper wieder, wie sie zum Zwecke der vergleichenden Priifung des Cementes
benutzt wird. Um die Ungleichformigkeit der Lastvertheilung iiber den Quer-
schnitt zu zeigen, liess Foppl Kautschukkérper von der Form Fig. 9 herstellen
und mit feinen Strichen senkrecht zar Zugrichtung versehen. Unter Einwirkung
der Zugkraft gehen diese Striche mit Ausnahme des in den mittleren Querschnitt
fallenden Symmetriestrichs in Kurven iiber derart, dass diese dem mittleren Strich
die erhabene Seite zukehren, entsprechend einer starken Zunahme der Dehnung
nach aussen. Zum Zwecke ziffernmissiger Bestimmung der Ungleichférmigkeit
der Dehnung iber den Querschnitt liess Foppl an zwei Kautschukkérpern in
der Mitte je zwei um ungefshr 1 mm von einander abstehende feine Querstriche
und sodann noch 7 Striche in Richtung der Achse mit Tusche ziehen: den einen
zusammenfallend mit der Stabachse, die ibrigen links und rechts im Abstande
von 4, 8 und 11,5 mm. Fir diese urspringlich 1 mm langen Fasern wurden nun
die Dehnungen des belasteten Korpers ermittelt, und zwar

im Abstande 0 4 8 11,5 mm von der Achse
zu 24 34 53 100,
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rendu des travaux de la Société des Ingénieurs Civils 1880,
S. 682—T14). Die wesentlichen Ergebnisse finden sich im Folgen-
den unter A und B, sowie in Ziff. 3 unter A, B und C wieder-
gegeben.

Unter D, Ziff. 3 sind die aus neuerer Zeit stammenden Er-
gebnisse der von Bauschinger in Bezug auf den Einfluss der
Gestalt der Probestidbe durchgefiihrten Zugversuche zusammengestellt

wenn die Dehnung im Abstande 11,5 mm gleich 100 gesetzt wird. Foppl be-
merkt hierzu: ,Das Verhdltniss zwischen der Dehnung am Rande zum Mittel-
werth aller Dehnungen stellt sich hiernach auf etwa 2,1. Fir einen ersten an-
geniiherten Versuch wird man hiernach aunehmen diirfen, dass auch die wahre
Zugfestigkeit des Cementes etwas iber doppelt so gross, wie die scheinbare
(in dem vorher angegebenen Sinne dieses Wortes) zu schiitzen ist.“ Hiernach
wiirde also die Zugfestigkeit prismatischer Stibe von Cement reichlich das
Doppelte von derjenigen betragen, welche fir gewdhnlich durch die Proben er-
mittelt wird. In der That bemerkt auch Féppl: ,Sobald ein Ingenieur,
der die Berechnung einer aus Cement hergestellten Konstruktion
auszufiithren hat, den Werth der Zugfestigkeit des
Cements nothig hat (z. B. bei der Berechnung von
Betonbricken, Futtermauern u. s. w.), darf man ihm
nicht die scheinbare Zugfestigkeit angeben, da er
sonst die Festigkeit des Materials unterschiitzen
wiirde, sondern die erheblich hohere wahre Zug-
festigkeit, auf die es bei diesen Anwendungen allein
ankommt. Es hat daher immerhin ein erhebliches
Interesse fir den Fabrikanten, auch die wahre
Zugfestigkeit seines Fabrikats zu kennen.®

Durch den ersten dieser zwei Sitze wird dem Ergebnisse
des Versuchs mit den Kautschukkérpern und den daran ge-
kniipften Folgerungen eine schwerwiegende Riickwirkung auf
die zulassige Zuginanspruchnahme des Cements, gegeniiber Fig. 9.
welcher Beanspruchungsart die grosste Vorsicht an und fiir
sich angezeigt erscheint, eingerdumt. Dieser Umstand, in Verbindung mit der
Thatsache, dass seit jener Zeit bereits in mehreren Aufsiitzen die wirkliche Zug-
festigkeit des Cementmértels als bedeutend grosser aufgefasst wird wie diejenige,
welche die ibliche Priffung des Cements liefert, néthigt darzulegen, dass es fir
die ausfihrende Technik nicht zulissig ist, derart erhohte Zugfestigkeiten fir
Cementmortel in Rechnung zu stellen.

Zunichst folgt schon aus dem oben vorgefihrten Versuchsmaterial, wonach
7. B. Flusseisen im Falle kurzer Eindrehung eine weit hohere Zugfestigkeit liefert,
wihrend Gusseisen eine kleine Verminderung zeigt, dass ein ziffernmissiger
Schluss von der Dehnung eines Kautschukkorpers auf die Zugfestigkeit eines
heliebigen Materials — ohne Eingehen auf die Eigenart desselben — wie er oben
angefithrt worden ist, als unzuliissig bezeichnet werden muss.
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(Mittheilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der
k. technischen Hochschule in Miinchen, 1892, Heft XXI).

Er muss aber auch noch aus einem anderen Grunde zu Ergebnissen fithren,
welche unrichtig sind.

Der Schluss setzt voraus, dass die Spannungen proportional den Dehnungen
sind. Das trifft nun fir Kautschuk durchaus mnicht zu. Nach Versuchen von
Winkler (Civilingenieur 1878, S. 81 w. f) ergiebt sich fiir Kautschuk

& — &
G & o=
Gy — 0y
0 0
1
0,5 0,046 1(;’9
6,7
1,0 0,121 :
15 0,207 8
2,0 0,316 46
3,0 0,548 43
40 0,859 3i2
. 29
5,0 1,309 :
L
6,0 1,794 :

Hiernach wichst der Dehnungskoefficient « von der ersten Spannungsstufe

1. 1 . -
10,9 bis auf 21 d. 1. etwa um das Hfache. Bei einer

solechen Verinderlichkeit des Verhiltnisses zwischen Dehnungen
und Spannungen erscheint es nicht mehr zuldssig, einen ziffern-
méssigen Schluss zu ziehen, der Proportionalitit zwischen Deh-
nungen und Spannungen voraussetzt. Gerade der Umstand, dass
bei Kautschuk die Dehnungen viel rascher wachsen als die Span-
nungen, hat zur Folge, dass die Ungleichféormigkeit der Spannungs-
vertheilung bedeutend geringer ist, als sie nach Massgabe des oben
Bemerkten ermittelt wurde. Bereits aus diesem Grunde allein miisste man
zu einer sehr starken Ueberschitzung der Zugfestigkeit des Cementes, dessen
Dehnungskoefficient weit weniger verinderlich ist als derjenige des Kautschuks,
gelangen, wenn man dieselbe gemiss den Darlegungen Fppl’s 2,1 mal so gross
nehmen wiirde, wie sie sich bei den iblichen Cementproben ergiebt.

Die ganze Frage schien dem Verfasser fir das Ingenieurwesen wichtig
genug, um Versuche auszufithren, durch welche die Zugfestigkeit von geniigend

bis zur letzten von
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In Einzelheiten weichen die Ergebnisse der Barba’schen
Versuche von denjenigen der Bauschinger’schen Untersuchungen

langen prismatischen Stiben aus Cementmértel, d. h. also dessen, wahre“ Zug-
festigkeit, unmittelbar festgestellt wird. Demgemiss wurden Korper in grésserer
Zahl von einer Form, #hnlich der in Fig. 16, § 8 dargestellten, sowie von der
Form Iig. 9 angefertigt und zwar in einer grossen Cementfabrik mit der dem
Zwecke entsprechenden Sorgfalt. Die Durchschnittsergebnisse sind in der folgenden
Zusammenstellung enthalten. Weshalb auch Druckversuche in dieselbe aufgenommen
worden sind, wird aus dem Spiteren hervorgehen.

Zusammensetzung der Versuchskérper: 1 Cement, 8 Sand
Alter - - 28 Tage.

99, Wasser, Mischung |9/,%, Wasser, Mischung des
des Mortels mit der Mortels mit der Kugel-
Hand mischtrommel

Spee. Gewicht l Zugfestigkeit Spec. Gewicht ’ Zugfestigkeit

{
Zugkorper i

a) Achterform, Fig. 9,
Querschnitt: D gem 2,33 36,8 kg/qem 2,36 38,6 kg/qem

b) Prismatische Form,

Fig. 16, § 8, Quer-

schnitt: 50 qem 2,22 17,35 - 2,29 251 -
Druckks rper Spec. Gewicht | Druckfestigkeit | Spec. Gewicht | Druckfestigkeit
a) Wirfel von 50 qem
Querschnitt 2,28 285 kg/qem 2,32 292 kglqem

b) Cylinder von rund
25 ¢cm Durchmesser

(rund 480 gem Quer-
schnitt) und rund
25 ecm Hohe 2,23 165 - 2,25 203 -

Die specifischen Gewichte wurden durch Wigen in der Luft und im
Wasser bestimmt.

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Zugfestigkeit der prismatischen
Stabe Fig. 16, § 8 (ohne Einkerbung) bedeutend kleiner ist als die-
jenige der Korper mit der Achterform Fig. 9. Es stehen sich die Zahlen
36,8 und 17,35 bezw. 38,5 und 25,1 kg/qem gegeniiber.

Dieser Unterschied ist nun allerdings nicht auf Rechnung der Stabform zu
setzen, sondern er erscheint als eine Folge davon, dass Cementkorper von 50 qem
Querschnitt eben nicht so dicht und nicht so vollkommen gemischt ausfallen
als solche von 5 qem Querschnitt, die iiberdies diesen Querschnitt nur an einer

einzigen Stelle besitzen. Dass Cementkorper von grosserem Querschnitt unter
C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 9
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etwas ab. Es diirfte dies vorzugsweise davon herriihren, dass die
von Materialungleichheiten veranlassten Abweichungen hiufig be-

sonst gleichen Verhiltnissen in der That eine geringere Widerstandsfihigkeit auf-
weisen als solche mit kleinerem Querschnitt, das zeigen die Ergebnisse der in die
Zusammenstellung aufgenommenen Druckversuche. Obgleich fir kreiscylindrische
Versuchskorper, deren Hohe gleich dem Durchmesser ist, nach S. 149 und 150, so-
wie S.153 eine etwas grossere Druckfestigkeit zu erwarten steht als fir Wiirfel,
ergaben hier die Cylinder mit 480 qem Querschnitt eine bedeutend kleinere Druck-
festigkeit als die Wirfel mit 50 qem Querschnitt; es stehen sich die Zahlen 165
und 285, bezw. 203 und 292 gegeniiber. Wenn sich nun der Einfluss des
grosseren Querschnittes bei Druckversuchen so ausgeprigt zeigt, so darf er bei
Zugversuchen in noch héherem Masse erwartet werden, wie die oben an-
gegebenen Zahlen auch nachweisen; denn gegeniiber Zugbeanspruchung werden
sich naturgemdiss geringere Dichte und Unvollkommenheit der Mischung des
Cementmortels der Regel nach einflussreicher erweisen missen als gegeniiber
Druckbeanspruchung. Recht deutlich zeigt sich der Einfluss der grésseren Voll-
kommenheit des Mischens des Mortels bei Vergleich des spec. Gewichts und der
Zugfestigkeit der Zugkérper mit grosserem Querschnitt: 2,22 bezw. 17,35 und
2,29 bezw. 25,1. Dabei kann nicht verkannt werden, dass die Herstellung der
Probekérper in der Cementfabrik mit einer Sorgfalt erfolgte, welche von der-
jenigen, mit welcher auf der Baustelle gearbeitet zu werden pflegt, kaum erreicht
werden dirfte.

Fassen wir das Vorstehende zusammen, so muss ausgesprochen werden,
dass es fiar die ausfihrende Technik — wenigstens bis auf Weiteres —
nicht nur nicht riathlich erscheint, mit hoheren Zugfestigkeits-
zahlen zu rechmen, als sie bei den dblichen Zugversuchen mit
Cementmortel erhalten werden, sondern dass es vielmehr angezeigt
ist, weit niedrigere zu wihlen.

Es empfiehlt sich ausserdem, im Auge zu behalten, dass die ibliche Zug-
probe mit Cementkorpern in erster Linie eine vergleichende Giteprobe des
Cementes sein, nicht aber Zugfestigkeitszahlen liefern soll, welche ohne Weiteres
auf die Ausfihrungen iibertragen werden konnen. In Bezug auf die Beschaffung
von Erfahrungsmaterial fir die Letzteren glaubt Verfasser angesichts des Irrthums,
der hier bloszulegen war, betonen zu sollen, was er bereits friher an anderer
Stelle (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 417, S. 489, Fuss-
bemerkung) hervorgehoben hat: die Versuche sind in der Regel unter
solchen Verhaltnissen anzustellen, wie sie bei den wichtigeren
technischen Anwendungen vorzuliegen pflegen, sodass die er-
mittelten Erfahrungszahlen auf diese mit ausreicheunder Sicherheit
ibertragen werden kénnen.

Versuche mit Kautschukkérpern kénnen ausserordentlich lehrreich sein: in
erster Linie, um die Art der Forminderungen zu zeigen, die unter gewisser Be-
lastung bei gegebener Korperform eintritt, wie z. B. im Falle der Zughelastung
beim Korper Fig. 9, um dem Auge erkennen zu lassen, dass die Dehnung von
innen nach aussen zunimmt. Wird jedoch ein ziffernmissiger Schluss auf die
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deutend grosser sind als die Unterschiede, welche die Verschieden-
heit der Gestalt bedingt.

A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Durchmesser d,
ebenso sind die der Messung unterworfenen Stabstrecken !
verschieden lang und zwar derart, dass /:d konstant.

Die Versuchsstibe wurden aus gleich starken Stangen heraus-
gearbeitet.

Gleiche Dauer der einzelnen Versuche wurde mit Sorgfalt
erstrebt.

Die angegebenen Werthe sind je die Durchschnittszahlen aus
einer Versuchsreihe.

Grosse der Spannungen beabsichtigt, so muss die starke Verinderlichkeit des
Verhiltnisses zwischen Dehnungen und Spannungen bei Kautschuk in Rechnung
gezogen werden. Bei Uebertragung auf andere Materialien ist sodann iiberdies
deren Eigenart im Vergleich zu Kautschuk zu beriicksichtigen. Dazu gesellen
sich die Einfliisse, wie sie im vorliegenden Falle zu beriicksichtigen waren: die-
jenigen der Dichte, der Querschnittsgrosse, der Herstellung u. s. w.

Soll die Zulassigkeit der Hoherwerthung der Zugfestigkeit des Cementes
fiir auszufihrende Bauten nachgewiesen werden, so muss dies durch Versuche
mit Kérpern und unter Verhiltnissen geschehen, welche denjenigen der thatsich-
lichen Ausfihrung geniigend entsprechen.

Schliesslich sei noch erwihnt, dass bereits Durand-Claye 8 Jahre friher
in: den Annales des ponts et chaussées, 1888, II, S. 173 bis 211, ziemlich ein-
gehend — allerdings auch nicht einwandfrei — mit dem zur Erorterung stehenden
Verhalten von Cement- und Steinkdrpern sich beschiftigt hat. Daselbst finden
sich auch (Taf. 12) die erwishnten Forménderungslinien, welche sich auf den
Kautschukkorpern zeigten, mit denen Durand-Claye gleichfalls gearbeitet
hatte. Ein weiterer Aufsatz von demselben Verfasser findet sich in der gleichen
Zeitschrift 1895, S. 604 u.f. Durand-Claye gelangte dabei zu dem Ergebniss,
dass die wahre Zugfestigkeit des Cementes um 509, grosser sei als diejenige
der Achterform, wihrend Foppl auf ein Mehr von 1109/, kam, wie oben an-
gegeben wurde.

Tm Uebrigen ist gegeniiber dem Begriff ,wahre Zugfestigkeit® ganz
allgemein das in der Fussbemerkung 2, S. 10 Hervorgehobene festzuhalten.
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Rundstiibe aus Flusseisen,

E = | Dureh- Stab- | Ver- |Festig- Querschnittsver- | Ver- Dehnung
5 g messer | strecke | hilt- | keit mmder;n_gf l?ﬁgg b—1
- I [ | miss | K, |p==1002_20 ), G |9=100
z E’ cm cm 1 |y gioem %o cm %o
1| 069 | 50 4220 69,3 164] 32,8
2 | 1,035 | 15 42000 69,0 249| 33,2
31 1,380 | 100 4210 69,7 330| 330
4| 1125 125 ||, 4170 686 418| 335
51 2010 150 |[““%4160| 69,2 508| 33,6
6 | 2415 | 175 4090 69,7 580| 33,2
7 | 2,760 | 20,0 4000| 68,8 6,60 33,0
8 | 3,106 | 225 3960 69,5 1,65 34,0
Durchschnitt 4130 69,2 33,3

Rundstibe aus Flussstahl.

E % Durch- Stab- | Ver- |Festig- Querschnittsver- Ver- Dehnung
5 2| messer | strecke | hilt- | keit mmder;m_gfb liﬂgg —100 I,—1
CiF d l niss | K, |y=100-" 7 [h—1 p= !
Z E cm cm L:d kg/qem %o cm %o
1] 0,690 5,0 6480 36,5 1,00 20,0
2 | 1,035 () 6490 38,0 1,41 18,8
31 1,380 | 10,0 6390 374 1,82 18,2
4 | 1,125 | 125 6330 38,4 2,27 18,1
5 | 2010 | 150 |(7%* 6350 31,8 270| 18,0
6 | 2415 | 175 6200 35,8 3,117 18,1
712770 | 20,0 6320 34,4 3,90 19,5
8 | 3,106 | 225 nicht ermittelt
Durchschnitt 6360 36,1 18,6

Die Versuchsergebnisse zeigen :

@) eine, wenn auch nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit
mit wachsendem Durchmesser,

) Unabhingigkeit der Querschnittsverminderung v vom Durch-
messer,
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7) Unabhéngigkeit der Dehnung ¢ vom Durchmesser d und der
Linge I, sofern das Verhiltniss /: d das gleiche bleibt.

B. Die Versuchsstéibe besitzen verschiedene Durchmesser,
dagegen sind die der Messung zu Grunde gelegten Stab-
strecken gleich lang.

Durch- Stab-

. o . |Verlinge- Dehnung
Nu;nmer messer | strecke FeStII(’-gkelt rung l,— 1| Bemer-
es d ! z l,—1 ¢ =100 7| kuneen
Versuchs g
cm cm kg/qem cm %
1 20 | 100 | 3700 | 3,75 315 Fluss.
2 1,0 | 100 | 3690 | 3,05 30,5 ' :fl
3 05 | 100 | 3760 2,50 25,0 >
1 20 | 10,0 | 5930 | 2,59 259 | Dl
2 1,0 | 100 | 5940 | 2,10 21,0 t“isl
3 05 100 | 6000 | 1,70 o o
1 \ \

Diese Versuchsergebnisse lehren, dass die Dehnung ¢ bei
gleicher Grosse der Stabstrecke, welche der Bestimmung zu Grunde
gelegt wird, in ziemlichem Masse abhiingt von dem Durchmesser d
und zwar derart, dass sie wichst mit zunehmendem Durchmesser.

Nach dem Ergebniss 4,y entfillt diese Abhiingigkeit bei glei-
chem Verhiltniss {: d.

Hieraus folgt, dass bei Forderung einer bestimmten
Dehnung ¢ fiir eine bestimmte Stablinge ! ein gewisser
Durchmesser d vorgeschrieben sein muss. Sind die Durch-
messer verschieden, so haben sich die Messlingen zu
verhalten wie diese.

3. Einfluss der Querschnittsform.

A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Querschnitts-
form, jedoch gleichgrosse Querschnittsfliche.

Die angegebenen Werthe sind die Mittel aus je einer Reihe
von Versuchen mit derselben Querschnittsform.
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Festigkeit | Querschnittsve;mjl;erung Dehnunlg»_ l
Querschnittsform K, ¥ =100 7——17 ¢ =100 -Lf
kg/gem %o %o
Rundstab . . . . 4150 58,3 32,1
Quadratstab . . 4110 51,3 33,1
Flachstab . . . 3960 56,5 36,0

Hieraus erhellt, dass rechteckige Querschnitte bei
gleicher Grosse bedeutendere Dehnung ergeben als
Rundstibe.

B. Aus Versuchen mit 1 ecm starken Flachstiben

ergab sich

bei der Breite von 1 2 3 4 5 6 7T 8em
die Dehnung auf 10 em zu 31,0 34,0 35,0 37,2 39,0 40,8 38,5 34,5,
d.h. am grossten bei dem Querschnittsverh#ltniss 1:6.

Die Festigkeit betrug durchschnittlich 3870 kg.

C. Die Flachstibe haben verschiedene Breite.

Nummer | Stirke Breite Verhilt- [Festigkeit Dehnung ;
des a b niss K, ¢ = 100L—:— Bemer-
Versuchs bra ¢ kungen
cm cm kg/qem %
1 | 1,015 | 2000 | 1,98 | 4270 295 Pl
2 | 0995 | 598 | 602 | 4130 35,0 :
3 | 1,007 | 9980 | 981 | 4020 40,0 ersen
1 | 1,310 | 2000 | 1,53 | 2400 51,5
2 | 1,308 | 5980 | 457 | 2380 55,2 Kupfer
3 | 1,313 | 9990 | 761 | 2315 59,0

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite
etwas ab (vergl. auch A).



§9. Einfluss der Querschnittsform. 135

Hierbei ist nicht ausser Acht zu lassen, dass dieser Einfluss
moglicher Weise von der Einspannung herrithren kann, und dass
es tiberhaupt nicht leicht ist, bei verhéltnissmissig breiten Stiben
eine gleichmissige Vertheilung der Zugkraft tiber den Quer-
schnitt zu sichern.

Wir schliessen aus den im Vorstehenden niedergelegten Ver-
suchsergebnissen, dass Ergebnisse von Zugversuchen, streng
genommen, nur dann unmittelbar verglichen werden
konnen, wenn die Versuchsstibe, sofern sie nicht die-

selben Abmessungen besitzen, wenigstens geometrisch
dhnlich sind.
Mess-  Querschnitts-

I Querschnitt
inge  abmessung
Gelten fiir 2 Rundstibe
die Grossen . . . . [ & d, dy j}:—Z— dy?, f;»:%df
und fiir 2 Flachstibe die
Grossen . . . . . L L ab ayby fi=a, b, fi=uayb,

so findet sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten
Dehnungen fiir Rundstibe

llzlgzdl:d2:1/2d,“’:‘/%dle/ﬁl/g

und fiir Flachstibe mit Ann#herung
lI:ZQ:Palb,:Va_be =V?1_Vj_a

Der Satz, welcher soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit der
Ergebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der in
§ 10 ausgesprochenen Erginzung dahingehend, dass auch die Ge-
schwindigkeiten, mit welchen die Versuche durchzufiihren sind, aus-
reichend iibereinstimmen miissen, gleichfalls fiir alle anderen Bean-
spruchungsarten.

D. Versuche mit Rund- und Flachstiben aus Fluss-
und Schweisseisen.

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Einflusses der Form
der Probestéibe zu folgenden Ergebnissen.
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a)

b)

I Zug.

Der Dehnungskoefficient (e, Gleichung 3, § 2), wie er
durch die tiblichen Messungen an der Oberfliche der Stibe
erhalten wird, ist bei Rundstiben etwas kleiner als bei Flach-
stiben aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstiben
etwas kleiner als bei diinnen und tiberhaupt bei grosseren
Querschnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren
Querschnitten. Alle diese Unterschiede sind jedoch nur gering
und werden durch zufillige, von Materialungleichheiten her-
riihrende Abweichungen weit tibertroffen.

Die Zugfestigkeit (K, Gleichung 1, § 3) erscheint von der
Querschnittsform nicht beeinflusst.

¢) Die Querschnittsverminderung (v, Gleichung 2, § 3) ist

d)

bei Flachstiben von der Form und Groésse des Querschnittes
unabhiingig. Stirkere Rundstibe geben etwas kleinere Werthe
fiir dieselbe als schwichere aus dem gleichen Material, doch
ist der Unterschied nicht bedeutend.

Die Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3), gemessen fiir eine be-
stimmte urspriingliche Linge, ist von der Querschnittsform,
von dem Verhiltniss der Breite zur Dicke bei Flachstiben,
also davon, ob der Querschnitt iiberhaupt kreisrund oder
rechteckig ist, nicht abhingig; aber sie wachst mit der
Grosse f des Querschnittes derart, dass

g=a-+blf

gesetzt werden kann, worin die Koefficienten a und & wesent-
lich von der Beschaffenheit des Materials abhiingen.

Vergleichbare Ergebnisse fiir die Dehnung (¢, Gleichung 3,
§ 3) werden erhalten, wenn man die Messlinge der Probe-
stibe proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt
wihlt. Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von
20 mm Stirke und 200 mm Messlinge ergiebt sich die pro-
portionale Linge eines Probestabes vom Querschnitt / gleich

3 -
200 S 11,3V f Millimeter,

i 2
4.20

sofern f in qmm eingesetzt wird.
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f) Das in der Fussbemerkung S. 105 zuerst angegebene Ver-
fahren zur Messung der Dehnung erscheint geniigend genau,
so lange die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der
Messldnge von den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind
Rundstibe auf zwel entgegengesetzten Seiten, Flachstibe auf
einer Breitseite zu messen.

g) Querschnittsverminderung (v, Gleichung 2, § 3) und
Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen-
hang.

h) Proportionalitdts- und Streckgrenze konnen auch dann,
wenn die Probestibe sorgfiltigst ausgeglilht worden sind, in
einem und demselben Eisenstiick oder in Stiicken der nim-
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein,
dass dagegen alle anderen Einflisse, diejenigen der Form
und der Grosse des Querschnittes, falls sie tiberhaupt vor-
handen sind, verschwinden.

Wird die Proportionalititsgrenze von zerrissenen Stiben
gleichen Materials bestimmt, so ergiebt sie sich nahezu gleich
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch urspriinglich
gelegen war. Dieses interessante Ergebniss lassen die folgen-
den, fir 3 Paar Flachstibe giltigen Zahlen deutlich erkennen.

Urspriinglich Nach dem Zerreissen
Bezeichnung
des Dehnungs- Proportionali-|  Streck- | Dehnungs- |Proportionali-
Probestabes | koefficient tatsgrenze gronze koefficient | COUSgrenze
kg/qem ke/qem keg/qem
IV 1a |ooat | 2350 | 2460 || 2700
* 2230000 2280000
1 1
- - 9
IV 2e¢ 9080 000 1000 1670 5160000 2700
1 1
07c 9130000 1840 2130 9990000 2800
1 1
1 - 1
16a 3170000 2230 2370 9515 000 2930
1 1
S 9 —
16d 5150000 1290 2230 5910000 | 2910
\
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§ 10. Versuchsergebnisse iiber den Einfluss der Zeit auf Festigkeit,
Dehnung und Querschnittsverminderung.

Von neueren Untersuchungen, welche den schon lingst be-
kannten, auch in § 5, Ziff. 4 bereits erdrterten Einfluss der Zeit-
dauer des Versuchs nachweisen, seien die folgenden angefiihrt.

Versuchsreihen mit Rundstiben von 1,6 cm Stirke aus

Flusseisen.
Dauer des Versuchs Testigkeit K, Dehnung, gemessen auf 10 ¢m
2.5 Minuten 3935 kg 329,
(fs) - 3720 - 34 -

(Barba, Mémoires et compte-rendu des travaux de la Société des
Ingénieurs Civils, 1880, S. 710.)

Feinkorneisen.
Dauer des Versuchs Festigkeit K, Dehnung ¢ Festigkeit X, Dehnung ¢

Rasch zerrissen 4990 kg 22 9 4340 kg 23,39,
Langsam zerrissen 4493 - 25,2 - 3770 - 28,8 -

Gewohnliches Puddeleisen.

Dauer des Versuchs Festigkeit K,  Dehnung ¢

Rasch zerrissen 3720 kg 30,4 9,
Langsam zerrissen 3516 - 35,23 -

Harter Wolframstahl.
Dauer des Versuchs  Festigkeit K, Festigkeit K, Festigkeit K,

Rasch zerrissen 14350 kg 13270 kg 11359 kg
Langsam zerrissen 12300 - 11339 - 10230 -
Dehnung 1 bis 1,5,
(Goedicke, Oest. Zeitschrift fiir Berg- u. Hiittenwesen 1883, S. 578.)

Hiernach ergeben rascher durchgefihrte Versuche eine
grossere Festigkeit, sowie eine kleinere Dehnung wund
(nach Versuchen des Verfassers) in der Regel auch eine klei-
nere Querschnittsverminderung. Dadurch erklirt es sich,
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dass die Priifung eines -und desselben Materials, welche an der
einen Stelle sehr rasch durchgefiihrt worden ist, daselbst unge-
niigende Dehnung und Querschnittsverminderung ergiebt, an einer
zweiten Stelle, langsamer vorgenommen, die bedungene Dehnung
und Querschnittsverminderung aufweist.

Leder.
Dauer des Versuchs Festigkeit K,
1 Stunde 26 Minuten 301 kg
166 Tage 200 -

(George Leloutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables
métalliques, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hieriiber in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, 8. 8T1.
Daselbst finden sich auch Mittheilungen iiber das asymptotische
Wachsthum der Verlingerung mit der Dauer der Belastung, sowie
iiber das dementsprechende Verhalten bei Entlastung.)

Versuche des Verfassers iiber den Einfluss der Zeit auf die
Festigkeit des Leders bestitigen das von Leloutre Gefundene.
Vergleiche auch den dritten in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen.

Hanfseile.

Die urspriinglich 750 mm lange, der Beobachtung unterworfene
Strecke eines 5D mm starken Seiles aus badischem Schleisshanf,
welches nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt,
nachdem diese Belastung 10 Minuten gewirkt hat, die Linge
788,4 mm. Das Seil bleibt lingere Zeit hindurch derselben An-
strengung ausgesetzt.

Es betrigt nach 10 Minuten 1 T 26 50 82 120 Std.
die Seillinge  7T88,4 789,7 791,8 793,2 794,56 95,8 796,5mm

entsprechend einer
weiteren Verlidnge-

rung um 0 1,3 34 48 61 74 81 -
Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet.
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Es betriigt unmittelbar nach der Entlastung nach 34 Stunden
die Seillinge 791,9 mm 790,8 mm
entsprechend einer

Verkiirzung um 46 - 5,7 -

(Des Verfassers Versuche iiber die Elasticitit von Treibriemen und
Treibseilen in der Zeitschrift desVereines deutscher Ingenieure 1887,
S.221 u. f)

Hieraus folgt, dass die Gesammtdehnung, der Dehnungsrest
wie auch die Federung Funktionen der Zeit sind.

In sebr anschaulicher Weise lisst sich der Einfluss der Ge-
schwindigkeit, mit welcher das Zerreissen erfolgt, zeigen durch
Verwendung von selbstzeichnenden Festigkeitsmessern mit Feder-
belastung.

(Hugo Fischer, Dingler’s polyt. Journal 1884, Bd.251, S.337 u.f.)

Nach Massgabe des im Vorstehenden enthaltenen Materials
wird behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon
auszugehen sein, dass auch die Geschwindigkeit bei der Durch-
fihrung der Versuche entsprechend gewesen sein muss (vergl.
Schluss von § 9). Dabei ist, wie bereits in § 5, Ziff. 4, hinsicht-
lich des Einflusses der Zeit bemerkt wurde, die Art des Stoffes im
Auge zu behalten. Beispielsweise wird ein Stab aus hartem Stahl
ausserordentlich rasch zerrissen werden miissen, soll ein Einfluss
der Zeit auf das Ergebniss hervortreten. Dagegen wird sich dieser
bei einem Lederriemen auch noch im Falle lingerer Versuchsdauer
feststellen lassen.

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Priifungsergebnisse setzt
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang,
dass der Einfluss der Zeit ein unmerklicher, oder es muss die Ge-
schwindigkeit, mit welcher die Dehnung erfolgt, wenigstens an-
genshert die gleiche Grosse besitzen.

Von Bauschinger ausgefiihrte Versuche iiber den Einfluss
der Zeit bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach
dessen Mittheilung zu dem KErgebnisse gefiihrt, dass bei Fluss-
und Schweisseisen, bei Kupfer, bei Messingblech und bei Bronce-
guss ein Einfluss der Zeit oder der Geschwindigkeit, mit welcher
die Dehnung vorgenommen wird, nicht oder kaum merklich ist
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innerhalb der Grenzen, in denen diese Versuche durch-
gefiithrt worden sind. Bei Messingguss ist er sehr gering und
wird, wenn iberhaupt vorhanden, leicht durch zufiillige Ungleich-
missigkeiten des Materials verdeckt; ebenso bei Zinkguss und
Gusseisen. Bel Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe der Deh-
nungslinie (vergl. § 3, Fig. 1, 8.9, § 8, 8. 107) sowohl als auch
bei der Bruchbelastung (E; E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar,
nicht aber an der Dehnung (¢, Gl 3, §3) und Querschnitts-
verminderung (v, Gl. 2, § 3). Bei Blei (Guss- und Walzblei) ist
der Einfluss der Zeit unsicher gegeniiber dem Verlaufe des Arbeits-
diagrammes, unverkennbar an der Bruchbelastung und kaum be-
merkbar an der Bruchdehnung. Am grossten erwies sich der in
Rede stehende Einfluss bei gegossenem Zinn. (Mittheilungen aus
dem mechanisch-technischen Laboratorium der k. technischen Hoch-
schule in Miinchen, 1891, Heft XX.)

Die Dauer dieser Bauschinger’schen Versuche z. B. mit
den 4 Flusseisenstiben betrug nach Ueberschreiten der Streck-
grenze und unter Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min,,
17 Min., 22 St. 32 Min,, 22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten,
d. s. Zeitriume, von denen der kleinste noch bedeutend grosser
erscheint als derjenige, innerhalb dessen sich bei Flusseisen der
Einfluss der Dauer des Versuchs durch die Priifungsergebnisse
tiberhaupt deutlich #ussert; sie liegen somit ausserhalb des Ge-
bietes, welches fiir die obigen Darlegungen wie auch fir diejenigen
des § b, Ziff. 4, in Betracht kommt. Bei Beachtung dieses Um-
standes klirt sich der Widerspruch auf, welcher zwischen den
Ergebnissen der Bauschinger’schen Versuche und dem oben
Angefiihrten zu bestehen scheint.
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II. Druck.

Die auf den geraden stabformigen Kérper wirkenden &usseren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fillt und welche diese zu ver-
kiirzen strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so be-
deutend vorausgesetzt, dass der Fall der Knickung (§ 23) nicht
vorliegt.

§ 11. Forminderung. Druckfestigkeit.

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfihrt der Stab unter Ein-
wirkung der Druckkraft gleichzeitig eine Zusammendrickung
in Richtung der Achse und eine Vergrosserung der Querschnitte,
eine Querausdehnung. Die Umkehrung der Spannungsrichtung
hat auch eine Umkehrung der Forminderungen zur Folge.

Dementsprechend werden fiir den auf Druck in Anspruch ge-
nommenen Korper die zur Beurtheilung nothigen Beziehungen sich
durch Umkehrung der im Bisherigen fiir Zugbeanspruchung auf-
gestellten Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf
§ 12 zu verweisen ist.

Wir erhalten so — indem wir zum Theil friiher Bemerktes
wiederholen — die Grossen:

negative Dehnung, d. i. die auf die Einheit der urspriing-

lichen Linge / bezogene Verkiirzung,

Dehnungskoefficient gegeniiber Druck, d. i. die Verkiirzung

eines Stabes von der urspriinglichen Linge 1 bei der
Belastung von 1 Kilogramm auf die Flacheneinheit,
oder kurz: die Verkirzung der Lingeneinheit fiir das
Kilogramm Pressung,

und fiir den Fall, dass diese Zahl bis zu einer gewissen
Pressung konstant ist, in der letzteren die

Proportionalititsgrenze gegeniiber Druck,

Elasticititsgrenze gegeniiber Druck, d. i. diejenige Druck-

spannung, bis zu welcher hin das Material sich als voll-



C. Bach, Elasticitat. 4. Aufl,

Taf. IV,
Fig. 1, § 11.

Fig. 2, § 11.
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kommen oder doch nahezu als vollkommen elastisch
erweist,

Fliess- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung,
bei welcher das Material verhéltnissmissig rasch nach-
giebt, ohne dass Zerstérung eintritt.

Hinsichtlich dieser Grossen gelten sinngemdss dieselben Be-

merkungen, welche in § 2 tber sie fiir den ‘Fall gemacht worden
sind, dass es sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt.

Wird die Belastung des in eine Priifungsmaschine gespannten
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schliesslich ein Augenblick
ein, in welchem der Widerstand des gedriickten Koérpers aufhort,
der Belastung das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand er-
scheint tiberwunden: das Prisma wird zerdriickt, d.h. mehr oder
minder vollstandig zertriimmert, wie z. B. harte Gesteine, oder es
wird zerquetscht, d. h. sein Material weicht nach der Seite aus,
fliesst seitlich ab, wie z. B. Blei. Streng genommen wird in beiden
Fillen der Widerstand dadurch iiberwunden, dass das Material
nach der Seite ausweicht: im ersteren Falle erfolgt diese Aus-
weichung nach vorhergegangener oder gleichzeitiger Zertrimmerung,
im letzteren dagegen behilt der weiche, bildsame Stoff seinen Zu-
sammenhang bei.

Beobachten wir einen dem Zerdriicken ausgesetzten Sandstein-
wiirfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelfliichen
Platten sich ablosen, welche in der Mitte stirker sind als nach
den in die Druckflichen verlaufenden Réndern hin. Im Innern
dagegen bilden sich zwei pyramidale Bruchstiicke aus, wie dies
Fig. 1 (Taf. IV) deutlich erkennen lisst; die Platten, welche sich
seitlich losten, sind hierbei weggenommen. Man erkennt, wie das
Material von den beiden Stirnflichen aus je in pyramidaler Form
in das Innere gedriickt worden ist. (Vergl. auch § 13, Ziff. 2,
a, D.) Werden die Druckplatten der Priifungsmaschine einander
noch weiter genihert, so pflegt sich der Zusammenhang der beiden
Pyramiden durch Abschiebung zu lésen.

Ein dem Zerdriicken ausgesetzter Bleicylinder baucht sich zu-
nichst aus, wie Fig. 2 (Taf. IV) zeigt, und geht schliesslich bei
fortgesetzter Naherung der Druckplatten in eine immer diinner
werdende Scheibe iiber. Urspriinglich besass der wiedergegebene
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Cylinder einen Durchmesser und eine Héhe von je 80 mm; sein
Mantel war durch 7 Parallelkreise in Abstinden von je 10 mm und
7;850 = 10,05 mm
in 200 Quadrate eingetheilt. Fig. 2 stellt den Cylinder dar, nach-
dem er auf 64 mm, d. i 0,8 seiner urspriinglichen Hohe zusammen-
gedriickt ist. Wie ersichtlich, haben sich die Hohen der beiden
End- oder Stirnschichten am stirksten vermindert: von 10 mm auf
6,5 mm, d. h. um 35%, gegen 20%, durchschnittliche Verringerung,
entsprechend einer 'Bewegung des Materials in das Innere des
Korpers, von wo aus der Stoff nach dem Umfange zu ausweicht.
Diese Einwiirtsbewegung des Materials in der Richtung des Druckes
ist offenbar in der Mitte der Druckfliche am stirksten und nimmt
nach aussen ab, infolgedessen erscheint auch die Druckvertheilung
iiber den Querschnitt — jedenfalls wihrend des Fliessens — nicht
mehr als gleichmissig, sondern derart ungleichférmig, dass die
Pressung von innen nach aussen abnimmt?).

Fig. 3 und 4 (Tafel V) geben einen Bleiwiirfel wieder, welcher
urspriinglich 80 mm Seitenlinge besass und dessen 6 Begrenzungs-
ebenen je in 64 gleiche Quadrate eingetheilt worden waren. Fig. 3
zeigt den Aufriss des auf 64 mm zusammengedriickten Korpers
und lisst deutlich die Figuren erkennen, in welche die kleinen
Quadrate iibergegangen, sowie den Umstand, dass auch hier die
beiden Stirnschichten am meisten zusammengepresst oder richtiger,
dass deren Material zum Theil in das Innere gedriickt worden ist.
Der Grundriss (Fig. 4), die Hilfte des Wiirfels darstellend, giebt
die eigenthiimliche Wolbung wieder, welche die urspriinglich ebenen
vier Seitenflichen bei der Zusammendriickung angenommen haben.

Die 3 in Fig. 5 (Tafel V) dargestellten Bruchstiicke gehoéren
Gusseisencylindern von verschiedener Hohe an. Auch hier ist zu-
nichst eine Ausbauchung zu beobachten, welche schliesslich in
Zerstorung iibergeht. Die hoheren Cylinder (40 mm bei 19,9 mm
Durchmesser) schieben sich ab, die niederen (19,8 mm Hohe bei

durch 25 senkrechte Gerade in Abstinden von je

1) Es hingt dies zusammen mit dem Einflusse der Reibung zwischen Druck-
platte der Versuchsmaschine und Stirnfliche des gepriften Korpers (vergl. § 14).
Die oben erwihnte Druckvertheilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial,
welches sich zwischen Zapfen und Lagerschale befindet (vergl. Fussbemerkung
S. 148).



C. Bach, Flasticitat. 1. Aufl,

Taf. V.

Fig. 4, § 11 (Grundriss).

Fig. 3, § 11 (Aufriss).



C. Bach, Elasticitat, 4. Auil. Taf. V1.

Fig. 6, § 11.

Fig. 7, § 11.
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19,8 mm Durchmesser) erfahren die aus der Figur ersichtliche
eigenartige Zertrimmerung. (Vergl. § 13, Ziff. 1 a.)

Zshes Flusseisen in geniigend kurzen Stiicken verhilt sich
dhnlich wie Blei. Die Versuchscylinder nehmen fassartige Gestalt
an, ohne dass eine Zerstérung eintritt.

Fig. 6 und 7 (Taf. VI) stellen zwei verschiedene Seitenfliichen
eines Broncewiirfels dar, welcher, bevor er der Druckprobe unter-
worfen wurde, durch Hobeln mit ebenen Flichen versehen worden
war. Die Gestaltung, weleche die Seitenflichen unter Einwirkung
des Druckes gegen die Stirnflichen angenommen haben, ist eine
eigenartige, die inneren Strukturverhiltnisse nach aussen iiber-
tragende und deshalb ausserordentlich lehrreich. Der Umstand, dass
die vom Hobelstahl herriihrenden, urspriinglich genau wagrechten,
also parallel zu den Stirnflichen laufenden Striche noch deutlich
zu sehen sind, lisst die Form#nderungen noch deutlicher hervor-
treten, als es sonst der Fall sein wiirde.

Die Belastung, bei welcher der Widerstand des gedriickten
Koérpers tiberwunden wird, dieser also der Zertriimmerung verfillt
oder in dem geschilderten Sinne nach der Seite abfliesst, heisst
Bruchbelastung. Die Pressung, welche dieser Belastung, die
mit P bezeichnet werden mag, entspricht, wird Druckfestig-
keit genannt. Dieselbe ist hiernach

Bruchbelastung ]

K= Stabquerschnitt

In der Regel pflegt man als Nenner den urspriinglichen Quer-
schnitt / des Stabes in die Rechnung einzufiihren und erhilt dann in

K Pmaa: 1)
- f . . . . . . .

die Druckfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt (vergl. das in § 3 iiber die Zugfestigkeit Bemerkte).

Korper aus Materialien, welche unter Einwirkung der Druck-
belastung nach der Seite ausweichen, ohne dass hierbei eine Zer-
stérung eintritt, vergrossern ihren Querschnitt; infolgedessen wichst

die zu weiterer Zusammendriickung erforderliche Kraft. In solchen
C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 10
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Fillen ist es selbstverstiindlich unzulidssig, die am Ende einer
weitgetriebenen Zusammendriickung beobachtete Kraft P durch
den urspriinglichen Querschnitt zu dividiren und in diesem Quo-
tienten ein Mass der Widerstandsfihigkeit des Materials erblicken
zu wollen.

Diese erscheint gegeniiber den Zwecken der Konstruktion er-
schopft, sobald das Abfliessen nach der Seite beginnt; die Druck-

festigkeit ist dann die Fliess- oder Quetschgrenze.

§ 12. Gleichungen der Druckelasticitit und Druckfestigkeit.

1. Es bedeuten fiir den prismatischen Stab

P die auf Druck wirkende Kraft,

J die Grosse des urspriinglichen Stabquerschnitts,

! die Linge des Stabes vor Einwirkung der Kraft,

4 die Verkirzung, welche der Stab durch P erfihrt,

—s =il' die negative Dehnung, d.i. die verhiltnissmassige
Zusammendriickung oder Verkiirzung,

e den Dehnungskoefficienten gegeniiber Druckbeanspruchung,
d. i. die Verkiirzung der Lingeneinheit fiir das Kilogramm
Spannung,

— ¢ die Spannung, welche mit der Dehnung — ¢ verkniipft ist,
also durch P hervorgerufen wird,

k die zuldssige Anstrengung des Materials gegeniiber Druck-

beanspruchung.
Dann gilt
P=—gf,. . . . . . . .1
P<kf, . . . . . . . .2
» ,
A= —ealo=al—. . . . . . . 3
+ )

2. Fiir einen gedriickten Stab mit verdinderlichem Quer-
schnitt, entsprechend der Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkiirzung
hinwirkender Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst
eingefiihrten Grossen f; und « zu den Beziehungen
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P<lhfy, . . « . . . . .4
© 4

1:1)5-"’-.......5
Oaf )

Die Voraussetzungen, welche diesen Gleichungen zu Grunde
liegen, sind:
1. Die #usseren Krifte ergeben fir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Druckkraft.
2. Auf die Stirnflichen des Stabes wirken nur senkrecht gegen
dieselben gerichtete Krifte.

Auf die Mantelfliiche des Stabes wirken Krifte nicht.

4. Der Einfluss des Eigengewichtes des Kérpers kommt nicht
in Betracht.

5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, dass
der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.

6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des
beliebigen Querschnittes gleich gross. (Gleichméssige Ver-
theilung der Druckkraft iiber den Querschnitt.)

7. Die Form des Querschnittes ist gleichgiltig.

8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfillt wird, ist die Linge
oder Hohe des Stabes ohne Einfluss.

&

§ 13. Druckversuche.
Einfluss der Gestalt des Korpers auf die Druckfestigkeit.

Der Probekorper muss so in die Priifungsmaschine eingespannt
werden, dass die Druckkraft sich moglichst gleichmissig tiber den
Querschnitt vertheilt. Zur Erfillung dieser Bedingung wird die
eine der beiden Druckplatten der Einspannvorrichtung moglichst
leicht beweglich angeordnet (Kugellagerung, vergl. § 8, Fig. 13);
ausserdem werden die Probekorper je mit zwei mdoglichst genau
parallelen, ebenen Druckflichen (durch Hobeln — erforderlichen-
falls mit Diamantstahl — oder durch Abdrehen auf der Planscheibe)
versehen. Das zuweilen noch gebrauchte Verfahren, die Befriedi-
gung der letzteren Forderung dadurch zu umgehen, dass zwischen

Druckplatte und Probekorper nachgiebige Scheiben, wie z. B. Blei-
10*
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platten, gelegt werden, erscheint unzulissig. Dieses bildsame, unter
der hohen Pressung wie dicke Flissigkeit sich verhaltende Material
wird bei Probekérpern aus einigermassen festen und dichten Stoffen,
wie Eisen, Basalt u. dergl. herausgequetscht, also nicht nur nichts
niitzen, sondern vielmehr zu einer ungleichmiissigen Vertheilung
des Druckes iiber die Stirnfliche Veranlassung geben!), bei Probe-
korpern aus pordsen oder Vertiefungen besitzenden Steinen u. dergl.
iiberdies in die Poren sowie Vertiefungen eindringen und auf
Sprengung hinwirken, also zu dem reinen Vorgange des Zerdriickens
andere Wirkungen hinzufiigen.

Die in § 11 besprochenen Erscheinungen beim Zerdriicken der
Korper treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf, wenn
die Probewiirfel mit ihren parallelen, ebenen Stirnflichen gleich-
méssig und unmittelbar an den Druckplatten anliegen. '

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die
Gestalt des Korpers gleichgiltig erscheinen, sofern nur nicht der
Fall der Knickung (§ 23) vorliegt. Thatstichlich entspricht dies
jedoch nicht der Wirklichkeit: die Querschnittsform ist nicht ganz
gleichgiltig, ganz besonders aber beeinflusst die Hohe des Korpers
dessen Druckfestigkeit, wobei die in § 14 erérterte Hinderung der
Querdehnung an den Stirnflichen einflussnehmend auftritt. In
dieser Beziehung geben die nachstehenden Versuchsergebnisse deut-

lich Auskunft.

1. Die Belastung trifft die ganze Stirnfliiche des Probekirpers.

a) Versuche des Verfassers mit Gusseisen
(vorziiglicher Beschaffenheit).

Cylinder aus einem und demselben Gusseisen-Rundstab, der
bei 2,00 em Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von
1860 kg/qem ergeben hatte.

1) Vergleiche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower,
betreffend die Vertheilung des Zapfendrucks bei geschmierten Traglagern iiber
die Lange des Zapfens. Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach
den Stirnflichen hin ab, zuerst langsam und spiter ziemlich rasch. (S. des Ver-
fassers Maschinenelemente im vierten Abschnitt unter ,2. Tragzapfen®, 2. (1892)
bis 8. (1901) Auflage, in letzterer S. 404 u. f.)~

Vergleiche ferner im Centralblatt der Bauverwaltung 1899, S.590 und 591;
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen von Martens gegenither Foppl
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Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen.

: 7 Durch- Quer- V Drucl{festigkeit
Verssehsr ) HOhe T nessor | schmitt | nach 611, § 11
s om qem kg/qem
1 [ 400 | 199 | 311 7232
2 1,98 1,98 | 3,08 7500
3 1,00 1,99 | 311 8579

Die Druckfestigkeit wichst hiernach mit abnehmen-
der Hohe der Versuchskérper.

Sie betrigt fir den Fall, dass die Hohe des Cylinders gleich
dem Durchmesser desselben ist, das

7500
1860

= ~v 4 fache

der Zugfestigkeit?!).

Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstiicke sind
in Fig. 5 (Tafel V) dargestellt.

Prismen von kreisfésrmigem und von quadratischem
Querschnitt aus einem und demselben Gusseisen-Rundstab, dessen
Zugfestigkeit zu 2082 kg/qem ermittelt worden war.

Quer- | Durch- | Quadrat- Hoh Quer- | Druckfestigkeit
schnitts- | messer seite | schnitt | nach GL 1, §11

form cm cm cm qem kg/qem

O 1,70 — 1,70 | 2,217 1711

0 — | 1,70 |1,70| 2,89 7509

in der Frage der Verwendung weicher Kérper oder von Schmiermaterial zwischen
Druckplatte und Versuchskoérper.
1 Bei dem hochwerthigen Gusseisen, welches S. 238 mit B, bezeichnet ist,
fand sich fir Kreiscylinder von 2 ¢m Durchmesser und 2 cm Hohe
1. Druckfestigkeit == (8710 + 8714 + 8762) : 3 = 8728 kg/qem
= 8728 : 2535 = 3,44 . Zugfestigkeit.
2. Druckfestigkeit = (8133 + 8101 + 8048) : 3 = 8094 kg/qem
= 8094 : 2334 = 3,46 . Zugfestigkeit.
3. Druckfestigkeit = (8032 + 8127 + 8035) : 3 = 8081 kg/qem
= 8081 : 2261 == 3,57 . Zugfestigkeit.
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Die Druckfestigkeit ergiebt sich demnach fir den
kreisformigen Querschnitt etwas

grosser als fiir den
quadratischen.

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein.

(Mittheilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium

der konigl. polytechnischen Schule in Miinchen. 6. Heft.
Miinchen 1876.)

Bauschinger stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen
Versuche (s. unten) und derjenigen Anderer fiir die Druckfestigkeit

die Gleichung
aAmi
K=(a+ﬂ}7f)]/7f. L
4

auf, giltig fir Prismen, bei denen

h<<bHa, sofern a*=f, d.i. a =V7.
Hierin bedeutet

f den Querschnitt des Prisma in qem,

» den Umfang dieses Querschnittes in cm,
% die Héhe des Prisma in em,

K die Bruchbelastung in kg/qem,
o und g Konstante, welche von der Art des Materials abhingen.

Bauschinger hilt iibrigens die einfachere Gleichung

K:(a+ﬂ~y—{)~g LD

4

fir ausreichend; nur wenn die Ergebnisse der Versuche von Ron-

delet und Vicat einbezogen werden sollen, erscheint es n&thig,
auf Gleichung 1 zuriickzugreifen.
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A. Prismen von rechteckigem Querschnitt, hergestellt aus
einer und derselben Platte von sehr feinem graublauen

Schweizer Sandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

Quer- | Druckfestigkeit X in kg/qem
No. Seite @ | Seite 4 | Hohe £ | schnitt |-
ab beobachtet | berechnet
em em em gem Gl. 1, § 11 |nachGl.3,§13
1 2 3 4 b 6 7
1 995 | 985 | 96 | 98,01 680 666
2 |100 | 985 | 97 | 9850 685 663
3 60 | 58 | 57 | 3510 670 670
4 | 52 | 52 | 505 | 21,04 690 666
o| 48 | 47 | 1,1 | 2256 | 1950 1805
6 | 50 | 46 | 11 | 2300 | 1910 | 1818
7| 44 | 97 | 11 | 4268 | 2140 2273

Die Versuche No. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren
Querschnitt als quadratisch angesehen werden darf und deren Hohe
angendhert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werthe der
Spalte 6 fir diese 4 Versuche lassen erkennen, dass Wiirfel von
verschiedener Grosse, jedoch aus gleichem Material her-
gestellt, die gleiche Druckfestigkeit besitzen.

Die Versuche No. 5 und 6 beziehen sich auf Prismen mit an-
genithert quadratischem Querschnitt und einer Hohe, welche weit
kleiner ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der
Spalte 6 lehren, dass die Druckfestigkeit unter sonst
gleichen Verhiltnissen mit abnehmender Hohe wachst.

Das Ergebniss des Versuches No. 7, verglichen mit den Kr-
gebnissen, welche fiir No. 5 und 6 erlangt wurden, zeigt, dass die
Druckfestigkeit unter tbrigens gleichen Verhiltnissen
mit wachsender Grundfliche zunimmft.

Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. III, S. 10 der Mittheilungen),
wobei die Hohe % die Seiten nicht iiberschreitet, berechnen sich
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die Grossen « und g der Gleichung 1 zu ¢ =310 und g =346,

sodass diese iibergeht in

K:(310—i—346ﬁ)“/]/'—f. )
h U
4

Die Uebereinstimmung der hieraus ermittelten und in der

1

Spalte
eine recht gute.

B. Prismen, wie unter A.

Druckrichtung parallel zum Lager.

eingetragenen Werthe mit den beobachteten (Spalte 6) ist

Quer- | Druckfestigkeit K in kg/qem
No. Seite @ | Seite & | Hohe ~ | schnitt
ab beobachtet berechnet
em em om qem GL 1, § 11 |nachGl.4,§13
1 2 3 4 5 6 7
1 10,0 9,9 29,5 99 444 371
2 10,0 9,8 9,71 98 602 588
3 66 | 65 | 475 | 429 676 684
4 4,8 4,6 14 22,08 1540 1337
5 4,7 10,0 14 47,00 1850 1767

Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. I, S. 9 der Mittheilungen),
wobei die Hohe % die Querschnittsabmessungen bedeutend iiber-
schreitet, ergiebt sich & = 262 und g = 320, also

K= (262 —+ 320 g)

4)
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C. Prismen von kreisférmigem und von rechteckigem
Querschnitt, hergestellt aus feinkérnigem gelben Bunt-
sandstein (Heilbronn).

Druckrichtung parallel zum Lager.

Quer- | pyreh- | Seite | Seite | Hohe b4 | b hnet
N i 2 beob- erechne
No. [schnitts| megser | 4 b A i i acel?tet ‘GI_E)_’——__,
form bezw. a b . GL 7
cm cm cm cm qem 1(}117511 bezw. 6 ‘
1|2 | 5| 4| 5 | 6 7 8 | 9 10

— 19,25 19,18 (36,3 84,91 | 381 | 31T | 387

92 | — | — 3625 6647 | 451 | 418 | 407
— 1905 917 1245 82,99 | 440 | 436 | 44
922 | — | — 12,20| 66,76 | 463 | 473 | 473

— 19,20 922 | 273| 84,82 | 790 | 54 | 55

9,15 — | — | 290 65,75 | 806 | 133 | 729

O Ot W O
coooono

Aus 18 solchen Versuchen (Tab.V, S.11 der Mittheilungen)
wird unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur
Bestimmung der Werthe ¢ und g8 in Gleichung 1 erhalten

fir die rechteckigen Prismen:

K=(347+121K[J]/Zf .. .. B

fir die Kreiscylinder:

K:(369+115VJ—)]/U, 6)
RIY =
4
fir simmtliche Prismen:
K:(358+118V/'L7) Ig b

4
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Im Ganzen erweist sich hiernach der Einfluss der Querschnitts-
form auf die Festigkeit kurzer Prismen — im Gegensatz zu dem-
jenigen der Hshe — als nicht bedeutend.

¢) Versuche des Verfassers mit Blel.

Cylinder aus einem und demselben Gussbleikérper durch
Drehen hergestellt.

. Durch- } Quer- | Spec. Baﬁzﬁf iil;sklfd/gtcet:i,a?ei
No. Hohe . i
messer | schnitt | Gewicht . ausweicht,
moch nieht |y ceitlich
cm cm gem ausweicht abfliesst

1 7,05 3,625 | 9,76 11,37 46 51
2 3,41 3,53 9,79 11,36 59 69
3 1,01 3,48 9,51 11,35 105 126

Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser die Be-
lastung, welche das Blei ertriigt, ohne nach der Seite auszuweichen,
von 46 kg/qem auf 105 kg/qem, wenn die Hohe des Cylinders von
7,05 em auf 1,01 em vermindert wird.

Gussblei in Wiirfeln von rund 8 em Seitenlinge ertrug Be-
lastungen von 50 kg/qem; mit 72 kg/qem belastet, wich dasselbe
fortgesetzt, wenn auch sehr langsam, aus.

Gussblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 cm
und deren Stirke 1,5 cm, vertrug eine Belastung von 100 kg/qem;
bei 150 kg/qem wich das Material sehr langsam nach der Seite aus.

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht
wesentlich anders als Gussblei.

Aus den angefiihrten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme
der Druckfestigkeit bei Abnahme der Hohe der Blei-
korper.

(S. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885,
S. 629 u. f.)
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2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Theil der Quer-
schnittsfliche des Probekiorpers.

a) Versuche von Bauschinger.

Mittheilungen u. s. w., 6. Heft, 1876, S. 13 u. f.

D. Wiirfel mit einer durch Abschrigung der Kanten
verkleinerten Stirnfliche.

e o

N (R
X
|
.
]
b
i
:
]
h'd

Fig. 1.

Material wie oben unter A bezeichnet.
Druckrichtung senkrecht zum Lager.

Ab- Druckfestigkeit K

Wiirfelquerschnitt Stirnfliche in kg/qem
b} schri- Be- bezogen auf
é Hohe gung lastang |  den den
= xroy ! ! 1 Quer- Quer-
Z h a b ab abge- a b a'b P schnitt | schnitt
rundet ab a'd!
em em cm qem cm em | qem kg Piadb | P:a'ld)

1! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

19,8 [10,1 | 9,9 100,0/1:1|8,0 |7,9 63,2 51000 510 | 80T

2007198199 970 2:1/7,9 180 63245000 460 | 712
319,71 9,95/ 9,9 | 985 3:1 8,05 8,05 64,8 45500 460 | 702
4]9,8510,0 | 9,75 975/ 1:2 6,2 |6,0 37,234500| 350 | 921
5/9,9010,1 10,051015 2:2 6,3 6,2539,4 35000 345 | 888
6{9,8010,1 | 9.8 | 99,0/ 3:2 6,2 6,0 37,232000 325 | 860
709,80 9,9 10,0 | 99,0/ 4:2/59 16,1 36,0 31500 320 | 875

8(9,7510,0 | 9,8 | 980 1:3 44 |42 18523000 235 | 1243
0{975 995 99 | 985 2:3142 |42 |17,620500 210 | 1165
10{9.7510,0510.0 1005 3:3 44 42 |18523000 230 | 1243
11]9.8510,10 9.75 98,3 5:3 |

4,25 4,1 |17,4 19700 200 | 1132

1 |
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Der Bruch erfolgt immer in der Weise, dass von der kleinen
Druckfliche aus eine Pyramide in das Innere des Probestiickes
hineingetrieben und das umliegende Material auseinander ge-
sprengt wurde.

Bei den Versuchen 1 bis 3 war die Stirnfliche von durch-
schnittlich 98,5 qem (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qem
(Spalte 9); die Festigkeit, welche bei Wiirfelgestalt z. B. nach dem
unter 1, b, A, 2 angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6 daselbst) be-
triigt, sinkt beispielsweise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie auf
den Querschnitt abd bezogen wird, und steigt auf 702 bei Beziehung
auf den Querschnitt a'd’. Hiernach wiirde sich die Druckfestigkeit
eines solchen Kérpers (Fig. 1) zu gross ergeben, wenn man, von
der an Wiirfeln ermittelten Festigkeit ausgehend, die Flache ab
der Rechnung zu Grunde legt, und zu klein, wenn die Fliche a'd’
in die Rechnung eingefiihrt wird. Dieses vorauszusehende Ergeb-
niss tritt um so schirfer hervor, je kleiner die Stirnfliche a'?'.
Fiir Versuch No. 11 erscheint die aus Versuchen mit Wiirfeln ge-
wonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits vermindert auf
200 kg, andererseits vergrossert auf 1132 kg, je nachdem die Bruch-
belastung durch ab oder o'’ dividirt wird.

Der Einfluss des Abschrigungsverhiltnisses (Spalte 6) lisst
sich zwar deutlich erkennen, wie ein Vergleich der Versuche
1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 11 je unter sich lehrt, ist jedoch nicht
sehr bedeutend.

E. Wiirfel aus dem unter A genannten Material.

Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit den-
jenigen der Wiirfel zusammenfallen und deren Kanten den Wiirfel-
kanten parallel laufen, nur auf einen Theil der Stirnfliche tiber-
tragen.

S
N
N
!
2
|
¥
4

Fig. 2,

Stahlprisma (von 39 mm Héhe) nur auf einer Seite.
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. Wiirfelquerschnitt Stahlprisma | Bruchbe- D"i“nckfemfm]fei‘
Hohe lastung kgl
No. h a b ab 2 2 P Piab | P:2?
em | em | cm ~ gem | em gem kg kg kg
1] 238 4|5 |6 7 8 9 10
1 1965100 19,9 1990 3,9 | 1521 | 16000 162 | 1052
2 19,70 9,85/9,9 | 97,5 5,7 | 32,49 | 30000 | 308 923
3 19,75/10,0 | 9,85|98,6| 7,8 | 60,84 | 47000 477 112

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, dass von
der Stirnfliche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere
des Prisma getricben und das umliegende Material auseinander
gesprengt wurde.

Stahlprismen auf beiden Stirnflichen.

LTJ

Fig. 3.

Hohe Wiirfelquerschnitt Stahlprisma B;;ZE}:E; Dri“ncifgls(;icglln‘eitr )
No. ¥ a b oab | = 22 r Piab | P:2

cm cm cm | qem | cm qem kg kg kg
1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
1197 19,9 [10,0)199,0] 5,7 | 32,49 16000 162 492
2 975965 99 955 78| 60,84 | 36000 377 | 592

bemerkenswerth. Wird nach Gleichung 3

Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der
Druck auf beide Stirnflichen durch die Stahlprismen wirkt.
Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders

K= (310 ~+ 346 V—kf—) I/Q
v
4
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fir ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich
dem der Stahlprismen und dessen Hohe gleich der Wiirfelhthe ist,
d.h., da dann V=2 und w =4z,

K:310—|—346V%,

so ergiebt sich

fiir Versuch 1 K =310+ 346 5,1

9
(F

T =513,
8

- 2 K =310 - 346 975

= H81.

Diese Werthe unterscheiden sich von den beobachteten Grossen
492, bezw. 592 nur um wenig. Hiernach hitte also das Material,
welches dasjenige Prisma umschliesst, das im Innern des gepriiften
Wiirfels erhalten wird, wenn man sich die Seitenflichen der auf-
gesetzten Stahlprismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Ein-
fluss auf die Druckfestigkeit. Dieses auffallende Ergebniss, welches
Bauschinger auch durch Versuche mit Granit angenihert bestitigt
fand, diirfte sich durch die verhiltnissméssig geringe Zugfestigkeit
des Materials erkliren lassen. Mit demselben steht in Ueberein-
stimmung, dass unter D die Zunahme des Werthes # in dem Ab-
schrigungsverhéltniss @:y (Spalte 6) bei gleichbleibender Grosse
von y nur einen untergeordneten Einfluss besitzt. Bei den Ver-
suchen No. 8 bis 11 daselbst wichst # von ungefihr 1 bis 5 cm;
die Druckfestigkeit #indert sich hierbei nur unbedeutend.

F. Wird dic eine Stirnfliche des Wiirfels (hier die untere)
vollstindig, dagegen die andere nur iber eine kleinere, im All-

ity
S
- -
2 N
F .7 g
| Hars" ,
| i A
s T :a,—-—-b"
1 Jp ot S
| .
2
Fig. 4.

gemeinen einseitig gelegene Fliche, welche in Fig. 4 durch Strich-
lage hervorgehoben ist, belastet, so gilt nach Bauschinger — zu-
néichst immer nur fir Sandstein —
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K=

Hierin bedeutet:

3
a, b,
Kol/alr bll .

159

8)

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Wiirfels in der schraf-
firten Flidche, bezogen auf die Flicheneinheit der letzteren,

K, die Druckfestigkeit fir den Fall, dass die Belastung iber
die ganze Stirnfliche gleichmissig vertheilt ist.

b) Versuche des Verfassers.

Material: Buntsandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

je—— oL — -»¥
P L
j /(’

s

e Y \:

Fig. 5.

Stahlprisma nur auf einer Seite.

(Versuchsreihe, je 8 bis 5 Korper) 1

Seite a durchschnittlich 6,46
- b - 6,03
Hohe 4 - 6,00

Breite z des Prisma 6,03
Bruchbelastung auf 1 gem

des Querschnittes a & 653
Bruchbelastung auf 1 qem

des Querschnittes 62z 653

2 3
10,04 10,01
9,99 10,01
9,89 9,85
25 20
232 188
926 943

4 5 6
10,02 9,99 9,96 cm
10,03 9,95 10,02 -
982 984 984 -
15 10 05 -

?

156 120 102kg

1044 1193 2050 -

Fig. 6, Taf. II, zeigt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie
ersichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, dass von der Stirn-
fliche der Stahlplatte aus ein keilférmiger Kérper in das Innere
des Versuchswiirfels getrieben und so das umliegende Material aus-

einander gesprengt wurde.
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3. Die Belastung trifft einen Kérper mit gewdidlbter Oberfliiche
(Kugel, Cylinder).

Die hier vorliegende allgemeine Aufgabe: Ermittlung der Be-
anspruchung und der Formiinderung zweier beliebig gestalteter
Kérper, welche gegen einander gedriickt werden und sich dabei
nur in einem sehr kleinen Theile ihrer gewdlbten Oberflichen be-
rithren, ist trotz ihrer grossen Schwierigkeiten einer strengen Losung
zuginglich, wie zuerst Hertz (1881) gezeigt hat!). Ausgehend von
den Voraussetzungen:

1. die Stoffe beider Korper sind in allen Punkten nach allen
Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop),

2. zwischen Dehnungen und Spannungen besteht Proportiona-
litdst, der Dehnungskoefficient « besitzt gegeniiber Druck
denselben Werth wie gegeniiber Zug,

3. die Grosse der Druckfliichen, in denen sich die Korper unter
Einwirkung der Belastung infolge ibrer Elasticitit beriihren,
ist sehr klein gegeniiber den Oberfliichen der Korper,

4. in den Druckflichen wirken nur Krifte, welche senkrecht zu
diesen gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen glatte,
also reibungsfreie Oberflichen),

und den allgemeinen Gleichungen der Elasticititslehre (vergl. Ab-
schnitt VIII) gelangt Hertz zu den im Nachstehenden zusammen-
gestellten Ergebnissen.

a) Zwel Kugeln
werden mit der Kraft P gegen einander gedriickt. Es seien
r, 7y die Halbmesser der beiden Kugeln,
o, a3 - Dehnungskoefficienten der Stoffe, aus denen die Kugeln
bestehen,
my my die Zahlen, durch welche das Verhiltniss der Lings-
dehnung zur Querzusammenziehung bei diesen Stoffen
gemessen wird (§ 7, § 14).
Dann betrigt:
die Strecke y, um welche sich die beiden Kugeloberflichen unter
der Belastung P einander nihern (Summe der Zusammen-

1) H.Hertz, Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 155 u. f. oder auch Verhandlungen
des Vereins zur Beforderung des Gewerbfleisses in Preussen 1882, S. 449 u. f.
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driickungen an beiden Oberflichen — S.183 bei Hertz — also
strenggenommen nicht die Aenderung von 7, - 7y),

o=V [l = ol [ 0) 0

der Halbmesser a¢ der Druckfliche

3
1
3 “l(l—m)ﬂﬂ
a — gp 1

1 —1)

e 10)
4 1 1
m*_’_,_;
7 7
die grosste Pressung ¢,  in der Mitte der Druckfliche
P
G — 1,5 W’ e e e 11)

d. i. 1,5mal so gross als bei gleichmissiger Vertheilung des
Druckes P iiber die Beriihrungsfliche.
Mit

”ll,—:m?:?n a1:a2=a

geht Gl. 11 nach Einfilhrung von « aus Gl 10 tber in

3 2
11 8 ol ey
e e R R T 118)
maxr 7T 2 2( 1)
a®[1——
m
und fiir m:lg 1
3
S’P(1 1)*
o =O,388'/f;(l_,_#). . 11w
max o 7‘1 e
Mit
10
my = Myg= 5 und Q==

3

1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, dass selbst erhebliche Abweichungen hin-
sichtlich der Grosse von m (vergl. § 7) einen bedeutenden Einfluss auf das Ergeb-
niss nicht dussern; dies gilt auch fiir die folgenden Gleichungen.

C. Bach, Elasticitit. 4, Aufl. 11
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folgt aus den Gleichungen 9 und 10

’ 11
y:L%VPmﬂA+v).... 9a)
71 Ty
a:lgyvlpal... .. . . 10a)

o

b) Kugel und ebene Platte.
Mit 7, =7 und ry =oco folgt aus Gl 11la

g 123 P
max 7T 2 a2 (1 ——15)2 2
m

2
P=—§)~n3a2 (1——L) 63 92

,m/2 max

somit

und nach Einfiihrung des Kugeldurchmessers d =2r

P=Fkd, . . . . . . . 19

wenn

n3 1 2
k=~——a2(1—ﬁ) e . . . . . 13)

¢) Zwei Cylinder,

parallel liegend und von der Linge I, werden so stark gegen-
einander gepresst, dass auf die Léngeneinheit die Kraft P: 7 ent-
fallt, gleichmissige Vertheilung der Belastung P iiber die Linge
vorausgesetzt. Ks seien

7, r, die Halbmesser der beiden Cylinder,

o; o - Dehnungskoefficienten,

my m, - bereits unter ¢ bezeichneten Zahlenwerthe.

Die Breite 6 der durch die Belastung erzeugten Berithrungs-
fliche betrigt
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b=4]/;[7 ( 1)+a2( 2),. . 14)

7'2
die grosste Pressung in der Mitte der Beriihrungsfliche
4 P
n bl’

Gma:z:

15)

. 4 .o . .
d. i ;mal so gross als bei gleichmissiger Druckvertheilung.

Fiir gleiches Material, d. h. fiir

m1:m2:m 0t1=0!2:0£
wird
1
i 2
b=4]/ill) - “1" ... . l4a)
__+_
7y Tg

Die Bestimmung der Strecke, um welche sich die beiden
Cylinderoberflichen einander nihern, unterléisst Hertz, indem er
bemerkt, dass sie nicht allein abhéingig von den Vorgéingen an
der Druckstelle ist, sondern wesentlich bedingt wird durch die
Form des ganzen Korpers (a. a. O. S. 187).

d) Cylinder und ebene Platte.

Mit ;=17 und r, = oo ergiebt sich aus Gl 14a

6—4]/ (1——7)$ A 1))

und damit aus Gl. 15

o — V P
" 2ne (1 ——1{) Ir
m

11*
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Nach Einfiihrung des Cylinderdurchmessers d =2 r

P=1klda . . . . . . . 16)
sofern
1
]C:ﬂlx(l——?)o‘;m. . V)
m

Die Gleichungen 10 und 11, 14 und 15 werden zur Zeit viel-
fach, namentlich im Bauingenieurwesen als solche angesehen, welche
die unmittelbare Ermittlung der zulissigen Belastung P ermég-
lichen, indem man fiir e sowie m die den betreffenden Materialien
eigenthiimlichen Werthe und fiir ona. die grosste, noch fiir zuldssig
erachtete Spannung gegeniiber Druck einsetzt!).

Nun liegen aus neuester Zeit ausgedehnte und griindliche
Versuche von Stribeck mit Stahlkugeln vor?), durch welche u. A.
nachgewiesen wird, dass bei vorziiglicher Ausfihrung der Kugeln
und ihrer Laufflichen (beiderseits geharteter Stahl) die zuldssige Be-
lastung fiir ebene Laufflichen noch zu P =50 d? gewihlt werden
darf, sofern an der Druckstelle nur rollende Reibung auftritt. Nach
Massgabe der Gl. 12 und 13 entspricht diese Belastung mit

1
O — ~= T~~~ )

2120000

welchen Werth Stribeck fiir das Stahlmaterial der Kugel bestimmte,
und mit

m— 10
=3
zufolge
so="" 1 g _gzpg
— 6 2120000 97 Onaa

1) Vergl. z. B. Zeitschrift des Hannover’schen Ingenieur- und Architekten-
vereins 1894, S. 131 u. f,

?) Stribeck, Mittheilungen aus der Centralstelle fir wissenschaftlich-
technische Untersuchungen, Heft 1, Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1901, S. 78 u. f., sowie Schwinning, am gleichen Ort,
S.3832 u. f,, ferner Stribeck, Glaser’s Annalen fiir Gewerbe und Bauwesen, 1901,
Bd. 49, No. 577.
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einer Druckspannung von

0,,, = 37450 kgfqem.

Diese Zahl geht weit iiber das hinaus, was man bisher als
zuldssige Anstrengung angesehen hat, selbst wenn beriicksichtigt
wird, dass im vorliegenden Falle nicht die grosste Pressung, son-
dern die betreffende Hauptdehnung als massgebend anzusehen ist
(§ 48, § 67 und 68).

Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die
Proportionalititsgrenze fiir den in Wasser gehirteten Stahl zu rund
9000 kg/qem (die Elasticitatsgrenze lag noch ein wenig tiefer).
Dieser Werth wére unter Beriicksichtigung, dass im mittleren
Element der Berihrungsfliche zwischen Kugel und Platte drei
Hauptspannungen

o 0,8 ¢

maxr max

08¢

max
vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur

Oberfliiche nach Gl 1, § 67 mit m = %

«(1—2.08.03).0

max

=052eac0

max?

also nur das 0,52 fache der Zusammendriickung betrigt, welche
die Pressung o, fiir sich allein erzeugen wiirde, auf

%0593=~17300kg
b

zu erhohen. Diese Grosse fithrt (Gl 12 und 13) zu

1

h— -
6 2120000°

(1—0,3%)7. (17800) = ~ 5,

somit
P=5d?

gegeniiber P = 50 d? durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h.
wird in der Hertz’schen Gleichung 11 in Verbindung mit 10
fir die grosste Druckspannung diejenige Zahl eingefihrt, welche
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der Zusammendriickung an der Proportionalititsgrenze, die hier
noch oberhalb der Elasticititsgrenze liegend festgestellt worden
ist, entspricht und die noch eine hohere Anstrengung liefert, als
man nach bisheriger Auffassung fiir zuldssig erachtet, so ergiebt
sich die zuldssige Belastung P der Kugeln zu einem Zehntel
derjenigen, die durch unmittelbaren Versuch noch als
zulassig festgestellt worden ist.

Daraus folgt, dass die Hertz’schen Gleichungen nicht
in der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der
zulissigen Belastung P benutzt werden konnen, d. h. dass
der Werth % der Gleichung 12 nicht aus Gl 13 berechnet,
sondern dass diese Belastung nur durch unmittelbare
Versuche bestimmt werden kann. Dass diese Versuche unter
solchen Verhéltnissen anzustellen sind, die denjenigen entsprechen,
unter welchen die Kugeln in den betreffenden Konstruktionen sich
befinden, ist selbstverstiandlich.

Das Bemerkte gilt in noch erhchtem Masse fiir Cylinder schon
deshalb, weil bei denselben das Material in denjenigen Elementen
der Druckfliche, welche nach den Stirnflichen zu gelegen sind,
am Ausweichen nach diesen hin weniger stark gehindert ist, als in
dem mittleren Theile des Cylinders.

Sodann ist in Bezug auf die Verwendung der Hertz’schen
Gleichungen noch folgender Punkt im Auge zu behalten.

Werden gehdrtete Stahlkugeln unter steigender Belastung
gegen einander gepresst, so tritt zunichst ein die Druckfliche um-
gebender Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, welchen
noch weniger als ein Zehntel der Belastung entspricht, bei welcher
die Kugel auseinanderbricht!). Meridianrisse treten erst spiter auf.

Das Entstehen der Umfangsrisse ist die Folge von Zugspan-
nungen, welche sich nach dem Umfange der Druckfliche hin ein-
stellen. Auch ohne scharfe Rechnungen anzustellen, erkennt man,

5 Fir gute Kogeln bis etwa 1'/," engl. (81,8 mm) Durchmesser ist
P==550d? bis 700 d? als Belastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung
eintritt. Grenzzahlen: 7/ (22,2 mm) Kugeln brechen erst bei P = 38000 bis
40000 kg, entsprechend P == rund 8000 d?, wihrend der erste Sprung bereits
bei 2700 kg, also bei 550 d? eintrat. 1'/'" (31,8 mm)-Kugeln, deren Bruch-
belastung nar P = 8500 d? = rund 35000 kg war, zeigten die hohe Sprung-
belastung von 1000 d? = 10000 kg. (S. die in der Fusshemerkung 2, S. 164
angegebenen Quellen.)
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dass am Rande der Druckfliche — man denke sich zwei gleiche
Kugeln scharf zusammengepresst und die ebene kreisfsrmige Druck-
fliche iibertrieben gross — schon gewissermassen infolge der starken
Abbiegung, welche hier die Flichenelemente erfahren, Zugspan-
nungen wachgerufen werden miissen. In der That pflegen auch in
Kugellagern stark iiberlastete Kugeln durch Absplittern kleiner
Theilchen unbrauchbar zu werden, nicht aber durch Bruch.

Fiir die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die ge-
hirtete Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugefiihrt wird, giebt
Hertz eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur fiir das am
starksten gedriickte Flichenelement durchgefiihrt. Er sagt, nach-
dem er iiber das Verhalten plastischer Korper gesprochen hat (S.167):
»Schwieriger ist es, die Erscheinung in sproden Korpern, wie hartem
Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen, in welchen eine Ueber-
schreitung der Elasticititsgrenze nur als Entstehung eines Risses
oder Sprunges, also nur unter dem Einflusse von Zugkriiften auf-
tritt.  Von dem oben betrachteten Elemente, als von einem all-
seitig komprimirten, kann ein solcher Sprung nicht ausgehen, und
es ist bei unserer heutigen Kenntniss von der Festigkeit sproder
Korper iiberhaupt nicht méglich, genau dasjenige Element zu be-
stimmen, in welchem die Bedingungen fiir das Zustandekommen
eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst auftreten. Indessen
zeigt eine eingehendere Diskussion so viel, dass in Kérpern, welche
in ihrem elastischen Verhalten dem Glase oder hartem Stahle
dhnlich sind, bei weitem die stirksten Zugkrifte in der Oberfliche
und zwar am Rande der Druckfliche auftreten?).”

') Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Hirte eines Materials den Vor-
schlag macht, aus ihm zwei Kérper herzustellen und ihre Oberflichen dabei so
zu wihlen, dass die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfliche kreis-
formig ausfillt, sodann (S. 193) bestimmt: ,Die Hirte eines Korpers wird ge-
messen durch den Normaldruck auf die Flicheneinheit, welcher im Mittelpunkte
einer kreisformigen Druckfliche herrschen muss, damit in einem Punkte der
Korper die Spannungen eben die Elasticititsgrenze erreichen“, und dann spiter
bemerkt (S. 195): ,im Glase und allen Zhnlichen Koérpern besteht die erste
Ueberschreitung der Elasticitidtsgrenze in einem kreisformigen Sprunge, der in der
Oberfliche am Rande der Druckellipse entsteht®, ohne festzustellen, in welchem
Punkte des Korpers die Elasticititsgrenze tiberschritten wird — der mittlere
Punkt der Druckfliche ist es eben nicht — und von welchen Grossen die
Spannung in diesem Punkte beeinflusst wird, sowie welche Bezichungen zwischen
diesen Grossen bestehen, so tritt hier mindestens eine Liicke zu Tage; man gelangt
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Vorbehaltlich der Priifung durch Versuche wird man gut thun,
anzunehmen, dass die Zugspannung, welche am Rande der Druck-
fliche sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zug-
festigkeit, z. B. bei Gusseisen, Granit (Gelenkbriicken, deren
Gelenke aus Granit bestehen) u. s. w., die zuldssige Druckbelastung
beeinflussen, d. h. diese herabdriicken kann.

Wie sich aus dem Vorstehenden ergiebt, ist die entwerfende
und ausfihrende Technik gendthigt, die Koefficienten %
der Gleichungen 12 und 16, welche von ihr schon seit
langer Zeit auf Grund von gewissen Annahmen entwickelt
worden waren, nach wie vor durch unmittelbare Ver-
suche festzustellen.

Mit Riicksicht hierauf und in Anbetracht, dass den &lteren
Betrachtungen, die zu den Gleichungen 12 und 16 fiihrten, schon

damit auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. Ob diese zur
Aufklirung der Thatsache, dass Versuche mit verschieden gekrimmten Korpern
aus gleichem Material keine tbereinstimmenden Pressungen fiir die Elasticitéits-
grenze und somit keine ibereinstimmenden Werthe fiir die Hirte des gleichen
Materials ergaben, beitragen wird, mag zuniichst dahingestellt bleiben.

Hinsichtlich der Versuche, die Harte auf dem von Hertz vorgeschlagenen
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Auerbach in
Wiedemann’s Annalen verwiesen.

In Bezug auf die Harteprifung von Kugeln s. die in der Fussbemerkung 2,
S. 164 angegebenen Verdffentlichungen. Stribeck sagt hieriiber: ,Werden
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegeneinander gedriickt, so
bildet sich eine kreisformige Druckfliche aus, deren Halbmesser ¢ mm betrigt.
Léasst man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfliche

3
zunichst nach Massgabe von JP%2¢ (vergl. GL 10) ,und die durchschnittliche
3
Pressung ¢ = —% entsprechend J/P zu. Aber schon nach Ueberschreitung der
n

Proportionalititsgrenze #ndert sich die Abhingigkeit von P in dem Sinne, dass
die Druckfliche rascher und demgemiss die Pressung langsamer zunimmt, und
zwar solange, bis sich schliesslich die Druckfliche im gleichen Verhiltniss wie
die Kraft sndert und demzufolge die Pressung konstant bleibt. Diese konstante
Pressung, die sich auch durch eine Steigerung der Belastung bis zum Eintritt
des Bruches nicht mehr vergrossern lisst, wird die Druckhirte oder kurz die
Hirte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) genannt. Sie ergiebt sich
fiir gute Kugeln aus gehirtetem Gussstahl zwischen 780 und 850 kg/qgmm. Von
kleinen Kugeln wird man die gréssere Hirte, von 2" (50,8 mm)- Kugeln noch
etwa T80 erwarten dirfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weicher werden,
nimmt die Pressung, nachdem sie ihren grossten Betrag erreicht hat, sogar
Wwieder ab¥.



§13. Druckversuche. 169

wegen ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden
muss, sel im Nachstehenden der Fall, dass Kugeln gegen einander
gepresst werden, Fig. 7, in der &lteren Weise behandelt.

Infolge der Zusammendriickbarkeit des Materials beriihren
sich die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer
kleinen Kreisfliiche gemiss der in iibertriebenem Masse gegebenen
Darstellung Fig. 8, wobei wir die mittlere der drei Kugeln, welche
gleichen Durchmesser besitzen, ins Auge fassen wollen.

g
Ey

Fig. 7.

Fir den beliebigen Punkt C der urspriinglichen Kreislinie
MCA sei die Zusammendrickung in Richtung der Belastung

& =71 —cos ¢ —» (1 — cos ¢) = r(cos ¢ — cos o) ,
woraus bei Beachtung, dass
cos g = V1 —sin’g

und ¢ sowie ¢, sehr kleine Winkel sind, also

COS(p:NV l—¢* =~1— (;—
2
oS (g =~1-— <p20 )
folgt
_ 49— ¢
x=7r--—
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Unter der Voraussetzung, dass sich diese Zusammendriickung
gleichmiissig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, finde sich die
verhéltnissméssige Zusammendriickung in C

& (P02 _ (p2
T e
welcher die Normalspannung
. (pn2 . (p2
T 2.

entsprechen wiirde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfiillt wire
und Krifte senkrecht zur Richtung von 2 nicht einwirkten.
Letzteres erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser, welche
im Punkt ¢’ in Richtung der Belastung gedacht werden kann,
durch das sie umschliessende Material bei der Zusammendriickung
gehindert ist, sich quer zu dehnen. Dieser seitliche Zusammen-
hang mit dem Material wird auch eine gleichmissige Fortpflanzung
der Zusammendriickung der Faser durch die Kugel hindurch hin-
dern. Infolge dieser Umstinde muss der Ausdruck fir ¢ mit
einem aus Versuchen zu bestimmenden Berichtigungskoefficienten
multiplicirt werden, der ganz allgemein den Abweichungen Rech-
nung zu tragen hat, welche zwischen der Wirklichkeit und den
gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller Wahrscheinlichkeit
nach ist ¥ mit ¢ verénderlich, wohl auch sonst noch von den
Umstéinden beeinflusst. Nichtsdestoweniger wurde der Koefficient ,
um die Rechnung iiberhaupt und einfach durchfiihren zu konnen,
als Konstante angenommen und ihre mittlere Grosse bis zur Er-
mittlung durch Versuche auf etwa 3 geschitzt.

Damit ergiebt sich

. (p02 I (P2
G—lpT......IS)
Den grossten Werth erlangt o fiir ¢ =0, d.i. in der Mitte,

2

Gmaw = w%w '

Der Gleichgewichtszustand bedingt

Yo

¥o
P=56'2’"¢-rd¢= e ’&S (40" —¢")gdg = %%“r“’,

o
0 0
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woraus mit

2
(po-:‘/—lf—am C o 19)
P="uet rr="T_que d* . . . 20)
w ma 4:w max
P=%kd* . . . . . . . 2]
sofern

J— n 2 5

k 4w“5maz .22

Gleichung 21 stimmt mit Gleichung 12 vollstindig dberein.
In shnlicher Weise lisst sich auch die Entwicklung fiir den
Cylinder durchfiihren. Sie fihrt zu

P=klid, . . . . . . . 23

wenn ! die Lénge des Cylinders ist und P die Gesammtbelastung
fir den Cylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebniss, wie
oben in Gleichung 16 ausgesprochen. Fiir den Werth £ der
Gleichung 23 ergiebt sich der Ausdruck

3
k:0,941/‘”m R 7
Y

Dabei ist jedoch die Grosse von k ebensowenig aus Glei-
chung 22 bezw. 24 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 13 oder
17 zu geschehen hat, 4 ist vielmehr durch Versuche unmittelbar
zu bestimmen, wie S. 166 und 168 angegeben wurde.

Dass die Gesetzmissigkeit, wie sie in den Gleichungen 22
bezw. 24 fiir £ zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann,
genau zu sein, folgt aus dem Gange der Rechnung.

Eine Beziehung fiur die grosste am Rande der Druckfliche
auftretende Zugbeanspruchung liefert die Anniherungsrechnung
ebensowenig wie die Hertz’schen Entwicklungen; doch lasst, wie
schon oben angedeutet, Fig. 9 deutlich erkennen, dass infolge der
starken Abbiegung, welche die Korperelemente am Rande der
Druckfliche (bei 4) erfahren, bedeutende Zugspannungen auftreten
werden, die bei sproden Materialien zu dem beobachteten Kreis-
sprung (8. 166) fiihren konnen.
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§ 14. Hinderung der Querdehnung.

Wie wir in § 11 sahen, wird der Widerstand, welchen ein auf
Druck in Anspruch genommener Korper leistet, schliesslich da-
durch tiberwunden, dass das Material nach der Seite hin ausweicht.
Daraus folgt, dass der Widerstand an sich uniiberwindbar erscheint,
wenn das Material gehindert wird, nach der Seite auszuweichen,
d. h. wenn geniigend grosse Druckkrifte auf die Mantelfliichen
wirken.

Dieser Satz gilt nicht blos fiir feste, sondern auch fiir flissige
Kérper. Denken wir uns beispiclsweise einen geniigend festen
Hohleylinder, zum Theil gefiillt mit Wasser, auf dem ein gegen
die Cylinderwandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie
stark wir auch — innerhalb der Widerstandsfihigkeit des Hohl-
cylinders — den Kolben belasten, das nach allen Seiten hin am
Entweichen gehinderte Wasser trigt die Belastung, weist also trotz
seiner tropfbar fliissigen Natur unter diesen Umstinden eine grosse
Widerstandsfihigkeit gegen Druck auf.

Die Erscheinung ist eine #hnliche, wie die in § 7 erérterte.
Dort handelt es sich um den Einfluss gehinderter Zusammenziehung,
hier um denjenigen der Hinderung der Querdehnung, welche die
Druckkraft zur Folge haben wiirde, wenn Krifte auf die Mantel-
fliche senkrecht zur Achse nicht thitig wiren. Die in § 7 ent-
haltenen Gleichungen gelten in sinngemiisser Weise auch hier.
Insbesondere folgt daraus, dass die Beziehung

&
0= — oder ¢ = a0,
24

‘welche bei dem nur in Richtung der Achse gedriickten Stab
zwischen der Spannung — o (Pressung) und der Dehnung — e
(Kiirzung), sowie dem Dehnungskoefficienten o gegeniiber Druck-
beanspruchung besteht, nicht mehr giltig ist, sobald auch Krifte
senkrecht zur Stabachse angreifen’). Solche Krifte wirken bei den
Versuchskorpern in der Regel auf die Stirnfliichen; sie rithren hier
ber von der Reibung, welche bei der Pressung zwischen Druck-

1) Damit hiingt es dann auch zusammen, dass die zulissige Druckanstrengung
im Falle gehinderter Querdehnung grésser genommen werden darf. Die in Fig. 1
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platte der Priifungsmaschine und Stirnfliiche des Probekérpers durch
das Bestreben des letzteren, sich quer auszudehnen, wachgerufen
wird. Infolge dieser Reibung, welche die volle Reinheit der Er-
scheinung der Druckelasticitit und Druckfestigkeit mehr oder
weniger beeintrichtigen muss?), betrigt die Querdehnung in der
Mitte des Probekorpers mehr als an den Stirnflichen, wie die Fig. 2,
Taf. IV, 3 und 4, Taf. V, deutlich erkennen lassen; ferner muss
infolge der an den Stirnflichen vorhandenen Hinderung der Quer-
dehnung die Druckfestigkeit niederer Korper sich grosser ergeben
als diejenige hoherer Korper, bei denen der Einfluss dieser Hinde-
rung um so mehr zuriicktritt, je grosser die Hohe ist.

Ist ¢ die durch eine Druckkraft in Richtung der Stabachse
veranlasste Zusammendriickung fiir die Linge 1, so wird die hier-
mit verkniipfte Querdehnung & nach allen zur Achse senkrechten
Richtungen als gleichgross angesehen und bezogen auf die Liéingen-
einheit, gemessen durch

E=—. . . . . . . . D

Fir ein und dasselbe Material pflegt man die Grosse m in
Gleichung 1, § 7 und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das

auf Druck beanspruchte Bleischeibe vom Durchmesser d == 35 mm und der
Hohe =10 mm wirde nach den Versuchen § 13 Ziff. 1¢ eine Belastung von

|
y
- d -

Fig. 1. Fig. 2.

125 kg/qem nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 vertieft ein-
gelegt, sodass das Blei nach der Seite nicht ausweichen kann, vertrigt die
doppelte Belastung und mehr.

1) Da die Korper, welche Druckversuchen unterworfen werden, verhiltniss-
miissig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Querdehnung durch
unmittelbare Messung derselben fir die verschiedenen Querschnitte leicht zu
verschiedenen Werthen fihren kénnen. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen
die Messlinge ausreichend kleiner als die Stablinge, somit diese entsprechend gross
withlen miissen.
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Verhiltniss der Dehnung (in Richtung der Stabachse) zur Zu-
sammenziehung (senkrecht zur Achse) bei Zugbeanspruchung gleich
zu setzen dem Verhiltniss der verhiltnissmissigen Zusammen-
driickung zur Querdehnung bei Druckbeanspruchung.

(Vergl. § 7.)

§ 15. Theorien der Druckfestigkeit.

Ueber den Vorgang des Zerdriickens sind zwei Hauptan-
schauungen geltend gemacht worden.
Die dltere, von Coulomb herriihrende, denkt

8 sich nach Massgabe der Fig. 1 das Zerdriicken
i durch Abschieben erfolgend und dabei die Druck-
/ kraft P in zwei Seitenkrifte
/K i P sin «, wirkend in der Gleitungsebene,
Sk P cos e, senkrecht dazu,

zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten fiir
das Quadratcentimeter mit K, (Schubfestigkeit)
bezeichnet, so findet sich, sofern f den Querschnitt des Prisma
bedeutet:

Fig. 1.

Psina=K f

8

cos e
P _ g 2
f TFsin2e’

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 &
am grossten ausfillt, d. i, wenn & = 45° womit nach Einfiihrung
der Druckfestigkeit

P
K= —
S
sich ergiebt
K=2K,

d. h. die Druckfestigkeit miisste gleich dem Doppelten der Schub-
festigkeit sein.

Diese Theorie wurde spiter durch Hereinziehung der von
P cos a veranlassten Reibung erginzt.

Die zweite Anschauung fasst die Querdehnung ins Auge (§ 11)
und nimmt an, dass das Zerdriicken stattfinde, wenn dieselbe so
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gross geworden, wie die Lingsdehnung beim Zerreissen im Falle
von Zugbeanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit welcher die
Lingsdehnung drei- bis viermal so gross angenommen werden darf,
wie die Querdehnung, findet sich auf diesem Wege die Druck-
festigkeit gleich dem Drei- bis Vierfachen der Zugfestigkeit, was
beispielsweise fiir das Gusseisen § 13, Ziff. 1a, mit Annsherung zu-
treffen wiirde.

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erforder-
liche Bestiitigung erfahren.

Eine befriedigende Theorie der Druckfestigkeit wiirde diese
jedenfalls als Funktion der Hohe geben miissen (§ 13), und wenn
sie vollkommen sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) ein-
zuschliessen haben.

IIL. Biegung.

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden Kriifte
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben fiir jeden Querschnitt
ein Kriftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht.

§ 16. Gleichungen der Biegungsanstrengung und der elastischen
Linie unter der Voraussetzung, dass die Ebene des Kriiftepaares
den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen schneidet.

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der
durch Fig. 1 dargestellten Sachlage aus- und in folgender Weise
vorzugehen.

Der bei A als eingespannt vorausgesetzte Balken AB ist am

freien Ende B durch

‘_-—j;JJ————Z——~>l
B e Y e -
Qe
e — x Tl |
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die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher angenommen wird, dass
sie in die Richtung der einen Hauptachse des Stabquerschnittes
falle. (Ueber das Kennzeichen der beiden Hauptachsen -eines
Querschnittes vergl. § 21, Ziff. 1.) Die Kraft P ergiebt dann fir
den beliebigen, um =z von A abstehenden Querschnitt CC ein
Kriftepaar, dessen Moment P (I — &) ist und dessen Ebene den
Querschnitt senkrecht schneidet, sowie eine in die Querschnitts-
ebene fallende Kraft P. Die Letztere wird als nicht vorhanden
angesehen und damit die oben als Voraussetzung der einfachen
Biegung hingestellte Bedingung, dass sich die dusseren Krifte fiir
jeden Querschnitt durch ein Kréftepaar ersetzen lassen, dessen
Ebene den Letzteren rechtwinklig schneidet, erfillt.
Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 4

M, das Moment des biegenden Kriftepaares hinsichtlich des in
Betracht gezogenen Querschnittes,

7 den Abstand eines Flichenstreifens df = zdy im letzteren
von derjenigen Hauptachse, welche senkrecht zur Ebene des
Kriiftepaares steht, d. i. hier 00O (Fig. 4),

O = [y’ df = [1?zdy das Trigheitsmoment des Quersehnittes
hinsichtlich dieser Hauptachse,

¢, den grossten positiven Werth von ¢ (Abstand der am stirksten
gezogenen oder gespannten Faser),

e; den grossten negativen Werth von 4 (Abstand der am stirksten
gedriickten Faser),

e = e; == ¢,, sofern der Querschnitt so beschaffen ist, dass beide
Abstinde gleich gross sind,

¢ die durch M, im Abstand , d.h. im Flichenstreifen df = zdq
hervorgerufene Spannung,

k, bezw. k die zulissige Anstrengung des Materials auf Zug
bezw. Druck,

z und y die Koordinatén des beliebigen Punktes O der elasti-
schen Linie, d. h. der Kurve, in welche die urspriinglich
gerade Stabachse bei der Biegung iibergeht, bezogen auf das
aus Fig. 2 ersichtliche Koordinatensystem,

¢ den Kriimmungshalbmesser der elastischen Linie in dem be-
liebigen Punkte O,

o den Dehnungskoefficienten, d. i. die Aenderung der Lingen-
einheit fir das Kilogramm Spannung.
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Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie
Fig. 2 erkennen ldsst. Infolgedessen werden zwei urspriinglich
parallele, um dz = 00, von cinander abstehende Querschnitte CC
und C;C,, Fig. 1, Fig. 3, diesen Parallelismus verloren haben und
einen gewissen Winkel OMO; mit einander einschliessen. Dass
sie eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben, wird vorausgesetzt.
Die oberhalb einer gewissen Faserschicht, welche sich in 00, dar-
stellt, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb gelegenen
verkiirzt. Ist ¢ der Abstand des Punktes A/, in welchem sich die

Fig. 2. Fig. 4. Fig. 3.

Durchschnittslinie der beiden Querschnitte projicirt, von dem Punkt
O, also der Kriimmungshalbmesser der jetzt gekrimmten Stab-
achse, d. h. der elastischen Linie im Punkte O, so findet sich fiir
den in Betracht gezogenen Querschnitt COC die verhéltnissmissige
Dehnung & im Abstand 4 von der Geraden OO (Fig. 4) aus der
Erwigung, dass die Strecke PP, = CC,= 00, = dx infolge der
Biegung iibergegangen ist in PP, also
=EE=Ph PR etn gy n oy
PP, 00, 0 4

Die hiermit verkniipfte Spannung ¢ ergiebt sich unmittelbar
aus dem Begriff des Dehnungskoefficienten ¢ nach Gleichung 2,
§2 zu
sl g

sofern Krifte senkrecht zur Stabachse auf die Faserschicht nicht

einwirken (vergl. § 7 und § 14).
C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 192
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Die so im Inneren des Stabes durch das Moment M, wach-
gerufenen Krifte miissen sich mit diesem im Gleichgewicht be-
finden. Dazu gehort, dass die algebraische Summe dieser inneren
Krifte in Richtung der Stabachse gleich Null, und dass sie ein
Moment liefern, welches gleich und entgegengesetzt M, ist.

Die erste Forderung giebt, wenn der im Abstande 7 liegende
und in Fig. 4 durch Strichlage hervorgehobene Flichenstreifen
von der Breite z und der Hohe d 7 mit df bezeichnet wird,

JSodf=0, . . . . . . . 3

genommen iiber den ganzen Querschnitt. Mit Ricksicht auf Glei-
chung 2, sowie in Anbetracht, dass ¢ fiir simmtliche Streifen eines
und desselben Querschnittes den gleichen Werth be31tzt findet sich
aus Gleichung 3

j%qdfzo. Y

Unter der Voraussetzung, dass der Dehnungskoefficient o fiir
alle Punkte des Querschnittes gleich gross, also unabhiingig von der
Grosse und dem Vorzeichen der Spannung o oder der Dehnung &
ist, folgt

Sndf=0, . . . . . . . b
d. h. die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen
den Werth Null besitzen, die sogenannte ,neutrale Achse“ oder
,Nullachse“, geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und
ist, da die Ebene der Husseren Krifte den letzteren in der einen
Hauptachse schneidet, die andere Hauptachse desselben.
Die zweite Bedingung liefert

Jodf .q=M, . . . . . . . 6)

und nach Massgabe der Gleichung 2 unter der unmittelbar vorher
beziiglich & ausgesprochenen Voraussetzung

M=o ar,

woraus mit
Spdf=0e, . . . . . . .0

d. 1. das Triagheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf OO,
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1Mb=2, l
®o
8)
1 M, ]
e "o

Der reciproke Werth des Kriimmungshalbmessers, d. h. die
Kriimmung, ist hiernach proportional dem Dehnungskoefficienten e,
dem biegenden Moment M, und umgekehrt proportional dem Trig-
heitsmoment ©.

Mit der Annsherung, mit welcher der allgemein giltige

Ausdruck
dy\* %
]
42y )
da?
ersetzt werden darf durch
1 d*y
= e
; o 9
dy\® o e .
was wegen 1 dol = ~v1 zulissig erscheint fir Durchbiegungen
des Stabes, die klein sind im Verhéltniss zur Stablinge, findet sich
0 d%
= o
M, e 10)

Der Ersatz von % in Gleichung 2 durch die rechte Seite

der zweiten der Gleichungen 8 fiihrt zu

M,
_ S §)
o ) n

Hiernach sind die Spannungen propor-

tional dem Abstande der Flichenelemente von _,""T
der Nullachse, wie in Fig. 5 dargestellt ist. :.‘,‘—-
Damit ergiebt sich die grosste Zugspannung Yo
o, fir den grossten positiven Werth von 7, d. i. nach a—
Fig. 4 fir =+, zu Fig. 5.
dlng‘ e, L. .12

12%
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die grosste Druckspannung o, fiir den grossten negativen Werth
von 7, d. i fir g=—e, zu

62 —_ @ e), 13)
sodass
j‘[b jl/“[b
]Cz :>: ) 2 k> —@“ €9,
oder 14)
Mbglcz—a Mb;’kg.
€1 62

§ 17. Trigheitsmomente.

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle
ihrer Benutzung die Kenntniss des betreffenden Trigheitsmomentes
voraus. Hinsichtlich der Berechnung desselben sei Folgendes
bemerkt.

Ist
O das Trigheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die

Schwerpunktsachse 0 O, Fig 1, also @ = [¢’df = [¢*2zdy,

i
sk
1 47

@
b-— —a _-*7

<}

O, das Trigheitsmoment desselben Querschnittes in Bezug auf
die Achse QQ, welche im Abstande a zu OO parallel liuft,
demnach @, =[(y+ a)}df,

S die Grosse des Querschnittes,

so ergiebt sich

O =f(+afdf=[rdf+2afgdf+a[df

und unter Beachtung, dass
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Jrdf=0 Sndf=0 Jaf=f
6, =0+df . . . . . . . 1)

Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, dass das Trigheits-
moment in Bezug auf die Achse QQ gleich ist dem Triig-
heitsmoment hinsichtlich der zu QQ parallelen Schwer-
punktsachse O O, vermehrt um das Produkt aus Quer-
schnittsfliche und Quadrat des Abstandes der beiden
Achsen, ldsst sich oft mit Vortheil Gebrauch machen.

1. Rechteck, Fig. 2.

Fig. 2.

Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Seite 4 B betrigt

n
(.ﬁ =*bh3
e/
0

folglich in Bezug auf die um —% davon abstehende Schwerpunkts-

achse 00

1 s h\? 1., .
O=0,—df= 5 b h®— (/2) bh —126k . 2)
und
o 6 1 R
P S bR . . . . . .3
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2. Dreieck, Fig. 3.

Fiir die Achse QQ
h
—\ .2 % zl 3
@l—yx (bh)dx 4bh.
0

Fiir die um g h davon abstehende Schwerpunktsachse O O

L (2.1 1.,
0= bl (Bh) 5 b 366h . .9

Fir die Schwerpunktsachse O () wegen g==rsin ¢, z=27 cos ¢

+ r K
2 T

@=S ’l]Zdﬂ"“LJ s1n2gpcos2tpdcp=Tr4
—r 0
T
@—64d. )
o 1

=T P——d . . . . B
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4. Ellipse, Fig. 5.

Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem
sie umschliessenden Kreis vom Radius ¢ und beide Querschnitte
in unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse O O geschnitten.
Das Trigheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhilt sich nach
Gleichung 2 zu demjenigen des Ellipsenstreifens, wie

oo

Folglich ergiebt sich das auf O O bezogene Trigheitsmoment der
Ellipse nach Gleichung 5 zu

T o [P =T i
@—64(2a)(a)—4ab !

5. Zusammengesetzte Querschnitte.

a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6.

h
Mem—— = — 440 ———

Fig. 6.

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus

dem liegenden Rechteck 14.2 =28 qem,

- Dreieck % 1.1=05 -
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dem stehenden Rechteck 1.(12,06 —2—1)=9,05 qem

- liegenden Rechteck 28.1=28 -
Die Lage der Schwerpunktsachse O O bestimmt sich aus
28 % -+ 0,5 (2—l— %) +9,05.(2+-9,05.0,5)+-2,8.(12,056 — 0,5)
b= 28 10,5+ 9,06 + 2,8 =2,99 om

und das Trigheitsmoment in Bezug auf diese Achse nach Mass-
gabe der Gleichungen 2, 4 und 1 zu

1
O =(5140.2,0°+14.2(299 — 1)
+l1 L1099 —233)p
g6l g1 1299 =3,
219,05 -+ 1.9,05 (6,025 — 2,99
28 142,81 (11,55 — 2,99 = 500,7 em

b) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9.

Bei zusammengesetzten, inshesondere unregelmissig begrenzten
Querschnitten pflegt das folgende, von Mohr angegebene zeich-
nerische Verfahren rascher zum Ziele zu fithren, als der Weg der
Rechnung.

Die Querschnittsfliche von der Grosse f (im Falle des ge-
wihlten Beispiels Querschnitt einer Eisenbahnschiene) wird parallel
zur Achse, in Bezug auf welche das Trigheitsmoment gesucht
werden soll, in eine Anzahl Streifen zerlegt; hierauf trigt man die
Querschnitte £, /o fs . . . . fio dieser Streifen als Strecken £, =01,
fo=12, ;=23 . ... fiy=910 auf einer zur genannten Achse
parallelen Geraden auf (Fig. 8) und stellt sich diese Flichen als
Schwerkrifte vor, welche in den Schwerpunkten der Streifen an-

greifen; konstruirt mit dem symmetrisch zu 010 gelegenen und

~

von dieser Linie um s abstehenden Punkt O als Pol Krifte- und

2
Seilpolygon, Fig. 8, bezw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9)
der #ussersten Polygonseiten 1 ¢ und 10 ¢ wird alsdann — wie
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ohne Weiteres aus der Natur des Seilpolygons folgt — ein Punkt
der gesuchten Schwerlinie CD erhalten, wihrend die von dem
Scilpolygon 123 . . . . 10 und den beiden Polygonseiten 1 C und
10 € eingeschlossene Fliche F (in Fig. 9 durch Strichlage, von
links nach rechts ansteigend, bezeichnet) mit f multiplicirt das
Trigheitsmoment beztiglich der Schwerachse C'D liefert.

e — — 1 — a——arD
1
Fig. 7. __|1lz|8llxlsle §19 10
T iT-n RN !
::;Z"—_j_lTa,]]w | | : !
I b l: } P\
SR RREE
LR
Q@ !
| ! | l] | | | !
FRI RS
%::::: 5“4.“5 6 l" ‘
. <
Fig. 9. \\\g
$9
Beweis:

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, welchen wir uns
herausgeschnitten denken, wirken in der Richtung C'1 die Kraft
Sy, in der Richtung 12 die Kraft S, und senkrecht abwirts die
Schwerkraft /;. Dieselben ergeben in Bezug auf den Durchschnitts-
punkt A der Geraden C'1 mit der beliebigen, zur Richtung der
Streifen und der Schwerpunktsachse C D parallel laufenden Achse
@15 die Momentengleichung

Fioy=H.AB,,



186 III. Biegung.

sofern S, in der eigenen Richtungslinie nach B, verlegt und hier
in seine Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft

zerlegt wird.
Durch Multiplikation mit «; findet sich

—T=2H.Flache A1l B;=f.Fliche A1 B,.

In ganz gleicher Weise folgt fiir den Knotenpunkt 2
fg xgg :f. Flache Bl 2 .BQ,
fiir die folgenden Knotenpunkte

Jaas'=f . Fliche B, 3 B;,

Fioa2, —f . Fliche B, 10 By,

Nun ist das Trigheitsmoment @; des ganzen Querschnitts in
Bezug auf die Achse AB,, — streng genommen allerdings nur
unter Voraussetzung unendlich schmaler Streifen —

O,=fia’ +faxd +faad + . ...+ foal,
= f.(Fliche A1 B, + Fliche B, 2 By + Flache B, 3 B;+ . . .
—+ Fliche By10 By,)
=f.Fliche 415 10 CB,,

und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse CD nach Gleichung 1
@ == @1 “_‘f a2.

Unter Beachtung, dass Fliche ACB,,=a® (wegen £ ACB
=909, wird



@=7. (Fliche 41510 CB, — Fliche ACB,)

§ 17. Triigheitsmomente,

—=7.Fliche 1510C=f.F,,

wie das Mohr'sche Verfahren voraussetzt.
Fiir die Achse EE||CD ist, wie nach Massgabe des Erorterten
ohne Weiteres klar, das Trégheitsmoment

/- (F, ~ Fliche CEG),

187

d. h. gleich dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der
beiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flichen.

6. Zusammenstellung.

Trigheitsmoment Sel kt Grosse des
Querschnittsform CAWerpuniis- Querschnittes
® abstand f
h—-u-ﬂ
‘ } T o — 4 e
3 647 =7 4
81
:4—-d.——n -
‘ : 7 d w
7 ELYS TR . e g9
S F grd—dt) | e= p (@ d)
e —

i\

.‘é 1 T a3b e==a mab

| Q 4

VD 4

< 1(a3b—a3b) e=a w(ab—ayby)
7 b 4 0 Yo [URg)
Ry I -
5V3 3V38 , 7o
‘%E “i6 b*=0,540*| ¢=0,866b 5 b =260
whn o
3{--%1 0,54 0* e=1b 2,6 5
. e
2 4
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sl Grosse des
Querschnittsform Trigheitsmoment Schwerpunkts- Querschnittes
® abstand f
1 h
_ 3 _
12 bk ¢=r bh
1 y/
15 (0 By i) o=y b h — by hy
1 [A2s—+(b—s)s?] 6= L3 hs—+(b—s)s
12 2
h
- F 6= 5
o N 1 1
% gt y 5 bk
€9 — é*
e , — b+26, k)
< N 1 b40h 402 b5, 3 b-b,
S LR A A7
T b+0b, 3
s B
7Zx 00069 4+ |7 = 2124 e
oo e;=0,288 d 8

Ueber die beiden Haupttrigheitsmomente eines Querschnittes

vergl. § 21, Ziffer 1.
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§ 18. Fiille bestimmter Belastungen.

1. Der Stab (vergl. Fig. 1, § 16, Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende

cingespannt, am freien Ende mit P belastet. _Ausserdem trigt

derselbe eine gleichmdissig tiber seine Linge U vertheille Belastung
Q=pl

Fir den beliebigen Querschnitt C'C, welcher um # von der
Einspannstelle absteht, ergiebt sich
(l— ) _

M,=P(l—a)+p-5

Den grossten Werth erlangt M, fir #= 0, nimlich

2
max (Mb)zPl—i—%z(P—i—g) L
Demnach findet nach den Gleichungen 14, § 16, die stirkste An-
strengung im Querschnitt der Einspannungsstelle A statt.
Zur Festellung der elastischen Linie ergiebt sich mit Glei-
chung 10, § 16

o

&y (1 — 2y

2

und fiir Materialien, fiir welche der Dehnungskoefficient ¢ kon-
stant ist — Gleichung 10, § 16 gilt zunéchst auch nur fir solche —,
sowie unter der Voraussetzung der Unveréinderlichkeit des Trag-
heitsmomentes ©

QEIJZ:P (lw———)+p~ (l*w—lw“—l—fi) -+ C,

a dz 3
sofern die Integrationskonstante C genannt wird. Dieselbe bestimmt
sich aus folgender Erwigung. Mit der Bezeichnung der Ein-
spannung verkniipft man den Begriff, dass an der Einspannstelle
die elastische Linie (in Fig. 2, § 16, 4A0B) von der urspriinglich
geraden Stabachse (4X) berithrt wird!), d. h.

1) Ueber die Zulissigkeit dieser nur ausnahmsweise thatsichlich ganz er-
fillten Voraussetzung vergleiche § 53,
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fir 2 =0 ist dl:o.
dx

Damit folgt € =0, sodass

dy _ « A T N P AN
d,v_@[P(l 2)+2(l lx+3 z . 1)

Hieraus lisst sich fir jeden beliebigen Punkt der elastischen
Linie der Winkel berechnen, welchen die Tangente an letzterer
in dem betreffenden Punkt mit der wurspriinglich geraden Stab-
achse einschliesst. Beispielsweise findet sich fiir das freie Ende B,
Fig. 2, § 16, dieser Winkel 8 mit z =1 zu

o
=50 3

P+

und angenihert, da es sich nur um sehr kleine Werthe von g zu
handeln pflegt,
[24

F=30

P+%R.....m

Aus Gleichung 1 folgt unter Beachtung, dass
fir £ =0 auch y =0,

die Gleichung der elastischen Linie

_e|Pl &)l pl, 2 2\,
y—@[2(l 3)+—4(l 3Zx+6 Z . 3)

Die Durchbiegung 3 des freien Endes betrigt, da hierfir

x =1,

e (P pl, « (P  Q),
= ( —+ )l— (3+8)l...4)
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2. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 1. Er ist belastet
durch die gleichmdissig iiber thn vertheilte Last Q = p (a + b) = pl
und durch die im Punkte C angreifende Kraft P.

Q
5 B

a=pb 4

a
=P+

Fir den um # vom Auflager 4 abstehenden Querschnitt ist
das biegende Moment
’ Q

_ 2 _(pl @), _r2
M=Az—p B) -—(P S 2)'” 2

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke AC=a einen grossten
Werth fiir

P—[zf+~§—=px
P !
xZ*Q—b—I'-?:
sofern
l
a>?-

Der gesuchte Querschnitt konnte hiernach nur in der grosseren der
beiden Strecken a und & liegen, und zwar zwischen der Balken-
mitte und dem Angriffspunkt C' der Kraft P, vorausgesetzt, dass.
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Lol ey Lo 2a—l_a—b
0 @ 00T TSTTey T T
pazpt

d. h. dass die iiber die Strecke a gleichmissig vertheilte Last
grosser ist als der Auflagerdruck in 4.
Fir den Fall, dass

P _a—b
Q= 26"’
liegt der durch die Biegung am stéirksten beanspruchte Querschnitt
im Angriffspunkte C der Kraft P.
Demnach ergiebt sich,

£ a—b

, d. 1. fiir den Querschnitt C

max (M,) = (P%ﬁ— QA) a — Z)_ajz ( P Q_)“b; 5)

2 2 2/ 1
wenn
P_a—b P, 1
) 2F’d i fir o= Qb+"
N—(pb QL _p (P, 4
max(ﬁ[b)—-(Pl—l—Q)(Qb—l—?) 9 (Qb+2
_(plt QL
m(P[+2)2Q.. .. . . . 6
Fir Q=0 wird
max(Mb)=P% a
und wenn
-
max (M,) = %—l )
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Fir P=0 wird
Q! I
Zur Bestimmung der elastischen Linie innerhalb der Strecke
AC ergiebt sich nach Gleichung 10, § 16,

O dy x?
T e e ATy

und unter der Voraussetzung der Unveréinderlichkeit von « und ©%)
(vergl. Ziff. 1)

_Ody_ 1 . 1 s
adw~2Ax_pr+Cl
(0] 1 1
-——a—y:’g.A.zs_ﬁpﬁ‘i—i‘Clm—‘_Cg-

Wegen
y=0 fir =0 wird ¢;=0.

Fiir die Strecke B C findet sich entsprechend

o dy, 2
Ta dep BaTPY
Od 1 1 ,
L TR
®

1 1 ! "
g =g Bul—ggpat - Ca+ O
0.

C// —_—

1y Fiir den Fall, dass @ stark oder auch plotzlich verinderlich ist, wie dies
z. B. bei Wellen von Kraftmaschinen, Dynamomaschinen u. s. w. hiufig auftritt,
empfiehlt sich die zeichnerische Bestimmung der elastischen Linie auf Grund des
Mohr’schen Satzes, dass die elastische Linie eines geraden Stabes, der auf
Biegung beansprucht wird, als eine Seilkurve aufgefasst werden darf. S. die
dahingehende Arbeit Ensslin’s iiber ,Die Durchbiegung ungleich starker Wellen®
in Dingler’s polytechnischem Journal 1901, Band 316, Heft 22.

Ueber das Bediirfniss, die Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel
zu bestimmen, unter denen die elastische Linie der Welle in den Lagern gegen
den Horizont geneigt ist, vergl. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt
unter ,B. Achsen und Wellen® (1892, S. 817 u. f, S. 824 u. f.; 1901, S. 434 u. f,,

S. 441 u. £).
C. Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 13
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Die Senkung im Punkte C muss fiir beide ‘Strecken gleich
erhalten werden, d. h.

LIPS S ~Llpp_ 1w
6Aa o1 be +Cla—6Bb—24pb —~+ C'b.

Ferner muss der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte C
der Strecke AC gleich dem negativen Werth des Neigungswinkels

der elastischen Linie im Punkte C der Strecke BC sein, d. h.
1

gl e i tpp il w_go
2Aa, 6pa—}—01— 2Bb+6pb C'.

Nach Beseitigung von € und C' mittelst der beiden letzten
Gleichungen findet sich

fiir die Strecke AC

Ol ) 1 41
oz(‘81 dx)———.?Ax_pr
— (8 ac——y)=——Aa:3——L zt
: 6 24
o ab(a+20) QP e«
m= P+ Gl
fir die Strecke BC e 9)
0] d 1 , 1
;(ﬂ“’" 3%:)=?B“3“€W13
1

(0] 1
;(ﬂawx—y1)=33xl3—2—4p 2t

. ab2a—+-0) QP «
b= (P 61 +24)5‘

Die Durchbiegung y' im Angriffspunkte C der Kraft P ergiebt
sich zu

. P+ad \a?d? «
y“(P+ 840 931 0 10)
Fiir den Fall, dass
{
a=—>5b=—

?7
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folgt
2 2
p—h—t= (P30S 5, 1)
. 5 e &
und sofern Q =0
pPp
B=16"5" 1)
, PP

3. Der Stab ist beiderseits wagrecht eingespannt, Fig. 2, und
belastet durch die gleichmdissig tiber ihn vertheilte Last Q=pl,
sowie durch die in der Mitte C angreifende Kraft P.

Wie bereits unter Ziff. 1 erortert, wird mit der Bezeichnung
der Einspannung der Begriff verkniipft, dass die elastische Linie

Fig. 2.

an der Einspannstelle die urspriinglich gerade Stabachse zur Tan-
gente hat. Die vorausgesetzte Einspannung in 4 und B bedingt
hiernach, dass die gerade Stabachse 4B die elastische Linie ACB
in A und B beriihrt. Inwieweit sich dies thatsiichlich erreichen
lasst, dariiber wird in § 53 das Nothige erortert werden. Be-
merkt sei jedoch schon hier, dass nur in sehr seltenen Fillen von
wirklicher Einspannung in dem bezeichneten Sinne gesprochen
werden kann.

Bei der Symmetrie der Belastung geniigt es, nur die Hilfte AC
des Stabes in Betracht zu ziehen.

13+
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An der Einspannstelle A4 wirken auf den Balken

ein Kriftepaar vom Momente M,

- Auflagerdruck A= g —+ g .

Fiir den beliebigen, um # von der Einspannstelle 4 abstehen-

den Querschnitt ist das biegende Moment

— pa’
Mb—MA—i—A.x-—T

Hiermit liefert die Gleichung 10, § 16

O d'y pa?
Y dar =M,+ Az — 5

b

woraus unter Voraussetzung, dass « und © unverdnderlich sind,

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Be-
festigungsweise der Stabenden, d. h. wegen
W0 fir p—
El; =0 fiir a= 0,
ebenfalls gleich Null.
Die unbekannte Grosse des Momentes M, ergiebt sich durch
die Erwigung, dass fir
! dy _

x= =0

sein muss, aus der Gleichung

1 1 (P Q B
O=M,5 +2(2+2)4 13

zu

MA:~(8+iQé) S )
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also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie er-
wartet werden musste.

Hiermit das biegende Moment im Abstande z von 4

Pl Q\ [P, Q 2
M, = — (?—i-ﬁ) + (54—2) a—E.

Fir die Stabmitte = % folgt

Pl Q
M=?+%w.....m

d. i. absolut genommen —éQ—i— weniger, als das Moment M, an der

Einspannstelle.

Da M, fiir die Mitte C positiv ist, so muss das Moment fiir
einen Querschnitt zwischen 4 und C Null sein, entsprechend einem
Wendepunkt der elastischen Linie. (In Gleichung 8, § 16, wird
o = oo fiir ﬂ[b:O)

Fiir den Fall, dass Q =0, ergiebt sich das Moment

Pl

im Punkte 4 zu — g
Pl
- - C - + g’

- Abstande x=—i~ (Wendepunkt) 0.

Fir den Fall, dass P =0, wird das Moment

. _Q__p

im Punkte A4 19— 13
, o _ , »l

- ¢ oy T g
Abstande &= 0,2113 I (Wendepunkt) 0.

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten durch noch-
malige Integration des fiir den ersten Differentialquotienten er-
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langten Ausdruckes unter Beachtung, dass fir =0 auch y =0

e 1. ., 1,6, pa
Y=g MP+ Al —5

Hieraus findet sich die grosste Durchbiegung y' fiir w=é zu

o Qe I
y—(P—i—2)@192. S 1))

§ 19. Korper von gleichem Widerstande.

Korper dieser Art sind so geformt, dass die Belastung in
simmtlichen Querschnitten eines und desselben Korpers die gleiche
Grosstspannung  hervorruft.  Unter Bezugnahme auf die Be-
ziehungen 14, § 16, heisst dies, dass fiir simmtliche Querschnitte

— __20
k,= R bezw. £ }

6 )

konstant ist. Daraus folgt, dass die Querschnitte mit A/, sich der-
art andern miissen, dass der Quotient

M

® 0]
b, bezw. M, : —

1 €9

fir alle Querschnitte gleich bleibt.
Hiermit fithrt Gleichung 8, § 16, zu

1_ M M1k
[ o 6 _@_ 31_ _(31’7
€

woraus ersichtlich, dass im Falle eines konstanten Abstandes e,
und bei Unverinderlichkeit von « die elastische Linie zum Kreise
wird.
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1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Korper mit recht-
eckigem Querschnitt von Kkonstanter Breite b ist am freien Ende
durch P belastet, Fig. 1.

Fig. 1.

Fiir den um « von A abstehenden Querschnitt betrigt

. 1 z (0] 1
Mb:P(l—.Z'), @=ﬁbzg, 61'—:62:?, ;l—:Fl)z?.
Folglich
k,= Pl( [—a) == konstant,

—b2?

6
woraus mit | — @ = @,

6P 6P

3 Ty

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Be-
grenzung EBD nach einer Parabel zu gestalten, fir welche BA
die Hauptachse, B der Scheitel und E (D) ein zweiter Punkt ist,
dessen Lage bestimmt erscheint durch

—— = _h__1_/6P

AE=AD =2 2 ks

Die Durchbiegung y' am freien Ende ergiebt sich unter Zu-
grundelegung des Koordinatensystems xy (vergl. Fig. 2, § 16)
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nach Gleichung 8 und 10, § 16, unter Beachtung des S. 198
unten Bemerkten aus

dy ek, « k, ak, 2a /czVi

= 1 _J6p T wll—a
2 2)ist—

n 2 3
y,:a(wpm Vi—a 4 2APE , _16PI

bm b T bk

sofern « als unverinderlich betrachtet und im Auge behalten wird,
dass fiir

d
2=0 d%:o y=0,

zu

1)

Fir den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab

Gleichung 4, §18
, a PB 4P

1 3
1—26h

d. i. genau die Hailfte des Werthes von Gleichung 1.

Nach Massgabe der vorstehenden Rechnung wiirde der Quer-
schnitt im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses
natiirlich unzulissige Ergebniss ist die Folge der Vernachlissigung
der Schubkraft.

Unter ,Biegung und Schub“ wird in § 52 das zur Feststellung
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Er-
forderliche bemerkt werden.
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2. Der Stab wie unter 1, jedoch von konstanter Hoéhe h, Fig. 2.

Fig. 2.

Fir den um #, vom freien Ende B abstehenden Querschnitt
ergiebt sich

1 h 0] 1
MbZ,P.Z'l, Ozﬁ}b32, €1=L’2=—2—, _erzgllﬁz,
k _ Pa _ konstant,
’ Lhzz
6
6P
T TERY

d. h. die Begrenzungslinien BC und BD sind Gerade, deren Lage
durch
— b 3P

AC=AD= 5=

bestimmt wird.
Die elastische Linie ist nach Massgabe der Gleichung
1 k, ,

—=ag—=2a

Q € /b
infolge der konstanten Hohe des Stabes ein Kreis vom Halbmesser

b
®T 24k,
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Die Durchbiegung y' am freien Ende B wird daher

l? 2 3
, o 8P

=2, * e

2)

d.i. 1,5bmal so gross, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4,
§ 18) unter sonst gleichen Verhiltnissen bei konstanter Breite
sein wiirde.

Vergleiche Schlussbemerkung zu Ziff. 1.

3. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 3, und ist durch
die im Punkte C angreifende Kraft P belastet.

——— f - _,'

———
s¢ - 5¢
a s s
e ) F
Ho-— - e —— b
p

Fig. 3.

Der Theil AC verhilt sich wie ein bei C eingespannter und
bei A4 durch P% belasteter Stab, der Theil BC wie ein bei C

a

] belasteter Balken (Fall wie

eingespannter und bei B mit P

bei Ziff. 1 und 2).
Ist der Querschnitt kreisformig, so findet sich fiir den be-
liebigen, um @ von A4 abstehenden Querschnitt der Strecke AC

N O a
Mb——PZ.Z', 61—3—2—2.
Damit wird
P—gz
k, = == konstant,
Vis
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__32Pb
o wk,l *

23

d. i. die Gleichung einer kubischen Parabel, fiir welche A C die
Hauptachse, 4 der Scheitel ist und deren Ordinate im Querschnitt
bei ¢ durch die Gleichung

/82 Pab
¢ = ]/ wk,l
bestimmt wird.

Da sich fiir die Strecke B C ein ganz entsprechendes Ergeb-
niss findet, so besteht der gesuchte Koérper A B aus zwei nach
kubischen Parabeln, welche sich im Querschnitt bei ¢ schneiden,
geformten Umdrehungskérpern.

Vergleiche Schlusshemerkung zu Ziff. 1.

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16 gemachten
Voraussetzungen und ihre Zulissigkeit.
Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf Grund
des Gesetzes c=a o™,

Die Voraussetzungen, welche in § 16 zur Bestimmung der
Biegungsanstrengung, Gleichung 14, fiihrten, sind:

1. Die auf den geraden stabfésrmigen Korper wirkenden susseren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur ein Kriftepaar,
dessen Ebene den Querschnitt in einer der beiden Haupt-
achsen senkrecht schneidet.

2. Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden
kann, wirken nicht auf einander ein, sind also unabhingig
von einander.

3. Die urspriinglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben
eben.

4. Der Dehnungskoefficient ist fiir alle Fasern gleich gross, also
auch unabhingig von der Grosse und dem Vorzeichen der
Dehnungen oder Spannungen.

Diese Annahmen treten am deutlichsten vor das Auge, wenn
wir uns einen Korper so ausgefiihrt und beansprucht denken, dass
sie erfillt sind. Zu dem Zwecke stellen wir uns vor, der Stab
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bestehe aus einzelnen, von einander unabhéingigen, urspriinglich
gleich langen Fasern, etwa wie die Fig. 1 und 2 (Durchschnitt)
erkennen lassen. Mit dem einen Ende seien dieselben im Boden
AB Dbefestigt, mit dem anderen an der
Platte CD. Die Letztere, welche wir uns
gewichtslos denken wollen, werde in der
Mittelebene von einem Kriftepaar P P,
dessen Moment M, = Pa ist, ergriffen.
Sie dreht sich infolgedessen um eine
Achse EE. Die links von dieser ge-
legenen Fasern werden gedehnt, die rechts
davon befindlichen erfahren eine Verkiir-
zung. Von den gedriickten Fasern werde
vorausgesetzt, dass sie sich nach der Seite
hin nicht ausbiegen. Die Auffassung der
Fasern als vollkommen gleicher Spiral-
federn, etwa wie in Fig. 3 gezeichnet,
wird diese Vorstellung erleichtern.

Fig. 2. 000 [o]

00000000000 Wie ohne Weiteres ersichtlich, sind
0000 000088

899 | 29 bei dieser Sachlage die Verlingerungen

°?°u9i bezw. Verkiirzungen der Fasern propor-
L J tional dem Abstande von der Achse EE.
7 %

Bedeutet 4 die Léingeninderung,
welche die urspriinglich / langen und im
Abstande g von der Achse EE gelegenen
Fasern erfahren haben, so ist

die verhdltnissmissige Léngeninderung,
d. h. die Dehnung im Abstande 4. Wird

A bip. 5 diese Grosse im Abstande 1 mit & be-
zeichnet, so findet sich

Hiermit ist eine Spannung
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verkniipft, welcher bei dem Querschnitt f; der im Abstande 74 ge-
legenen Fasern eine Kraft

8'
"foz’a_’]fo

entspricht.
Die Gesammtheit dieser inneren Krifte muss sich mit den
dusseren Kriften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen muss sein:
die algebraische Summe dieser inneren Kriifte in Richtung

der Stabachse gleich Null, d. h.
Sofy=3"1/,=0,

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Krifte
gleich dem Moment des Kriftepaares Pa = M,, d. h.

Sofo.q=23 Z So' = M,
Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unverénderlich-
keit von «

Sfon=0,

d. h. die Nullachse EE geht durch den Schwerpunkt simmtlicher
Faserquerschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Glesammt-
querschnittes.

Die zweite Bedingungsgleichung fiihrt unter der soeben ge-
nannten Voraussetzung, « betreffend, und bei Beachtung, dass
Sfff =0, zu

’

&

m,==-0.

Betrigt der Abstand 4 der am stirksten gezogenen Fasern e,
der am stirksten gedriickten — ¢,, so erfahren diese Fasern die
Spannungen

&
0y — — (2% beZW. Oy =— — — eg,
o

woraus folgt
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und hiermit

©
:Gl“?’_‘ M:—"Gg—_'.
1

M

b

Bei Beriicksichtigung, dass

0, << k, — o<k,
folgt
- 0O _, 06
M, -k, o M, —k ;
1 2
oder
ﬁl]} Mb
lazzael, k= —e,

d.s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 14.

Wir bemerken — wie hervorgehoben sei —, dass bei der vor-
ausgesetzten Sachlage die Stabachse gerade bleibt, dass also das
Kriftepaar PP mit dem Momente Pa eine Kriimmung derselben
nicht veranlasst.

An die Stelle der Kriimmungsachse, welche sich im Kriim-
mungsmittelpunkt projicirt, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen
CD und ABY).

‘Weiter bemerken wir, dass hier die Ebene CD aufhort, senk-
recht zur Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen.

Die Beziehung 1, § 16, welche fiir den gebogenen Stab, Fig. 2,
§ 16, unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, dass die

1) Der Winkel 3, den beide Ebenen mit einander einschliessen, lisst sich
durch folgende Erwigung leicht feststellen.

M,
Es betrigt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse Fb und die

M,
Dehnung dieser Faser ' = « Wb , somit die Lingensinderung der urspriinglich
! langen Faser im Abstande 1 von der Nullachse
M,
b
“o

d.i. aber auch gleich das Mass des Drehungswinkels der einen Ebene gegen die
andere, also

M,

t//=rc~é£l...........1)
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Querschnitte senkrecht zur gekriimmten Mittellinie stehen, gilt eben
auch dann, wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur missen dann
die einzelnen Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen,
dass ihre Ebenen sich simmtlich in derselben Geraden schneiden,
welche den Durchschnitt der Ebenen AB und CD bildet.

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen
AB und CD gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand
des Schwerpunktes desselben iiber AB. ¢ hat dann hierbei aller-
dings nicht mebr die Bedeutung des Kriimmungshalbmessers, son-
dern bezeichnet den Abstand der Schwerachse EE von der Durch-

schnittslinie der Ebenen 4B und CD. Eine Ersetzung von L
0

d*y

da?

durch ==

ist dann natiirlich unzulissig.

1. Was nun zunichst die Voraussetzung unter 1 betrifft,
dass die auf den Stab wirkenden #usseren Kriafte fiir

8 s

|
1 x
1
|
i !
|
|
t
@Il L
]

Tig. 4.

jeden Querschnitt nur ein Kriftepaar liefern, so ist festzu-
stellen, dass dieselbe nicht erfiillt zu sein pflegt. Die Erzeugung
des biegenden Momentes erfordert Krifte, welche nur ganz aus-
nahmsweise, etwa wie im Falle der Fig. 1, wobei die Stabachse
gerade bleibt, oder im Falle der Fig. 4 fir den mittleren Theil
AB, der dann wegen M, = konstant nach einem Kreise gekriimmt
ist, nicht mehr als ein Kriftepaar ergeben. In der Regel ist immer
eine Schubkraft vorhanden (vergl. Einleitung zu § 16), deren Ein-
fluss allerdings in vielen Féllen in den Hintergrund tritt.
Hinsichtlich der Fille, in denen die Schubkraft Bedeutung
erlangt, muss auf ,Biegung und Schub® in § 52 verwiesen werden.

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung an-
belangt, dass die Fasern eine gegenseitige Wirkung auf
einander nicht ausiiben, so erkennt man sofort, dass dieselbe
fir einen aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfiillt ist. Wie
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wir in § 1, bezw. § 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung
in Richtung der Stabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu der-
selben, also eine Verminderung des Faserquerschnittes, und mit
der Verkiirzung eine Querdehnung, demnach eine Vergrosserung
des Faserquerschnittes. Diese Forménderungen senkrecht zur Stab-
achse sind um so bedeutender, je mehr die Dehnungen (positive
wie negative) in Richtung der Fasern betragen. Da nun hier
diese Lingsdehnungen mit dem Abstande von der Nullachse in
absoluter Hinsicht zunehmen, so werden die von der letzteren
weiter abstehenden Fasern sich quer auch mehr zusammenziehen,
bezw. mehr dehnen wollen, als die unmittelbar benachbarten und
nach der Nullachse hin gelegenen. Infolgedessen werden diese
der angestrebten Querzusammenziehung, bezw. Querdehnung zu
einem Theile hinderlich sein. Dieser gegenseitige Einfluss der
Fasern senkrecht zu ibrer Richtung muss nach dem Fritheren (§ 7,

bezw. 14) die Beziehung o‘=%, also im Falle der Unverénder-

lichkeit von e die Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen beeintréchtigen und die Festigkeit etwas erhohen (§ 9,
Ziff. 1, bezw. § 14).

Ausserdem werden aber auch die fest mit einander verbun-
denen Fasern noch dadurch auf einander einwirken miissen, dass
sich die weiter von der Nullachse abstehenden mehr ausdehnen
bezw. verkiirzen und deshalb gegeniiber den unmittelbar benach-
barten, dieser Achse niher gelegenen, ein Gleitungsbestreben haben.

In Bezug auf den gegenseitigen Einfluss
der Fasern werden sich verschiedene Quer-
schnittsformen verschieden verhalten (vergl.
auch § 9). Vergleichen wir beispielsweise
den rechteckigen Querschnitt (Fig. 5) mit

-
dem |—-formigen Fig. 6, so erkennt man g4 i& a
sofort, dass die auf der Linie GG liegenden H Fig. 6.
Fasern des ersteren von ihren benachbarten — gl gy
inneren Fasern mehr beeinflusst werden
miissen, als die in gleichem Abstand liegenden Fasern BCCB des
anderen Querschnittes. Diese sind eben zum grossten Theile nach
innen frei.

Wird z. B. aus einem und demselben Material ein Stab vom
Querschnitt Fig. 5 und ein solcher vom Querschnitt Fig. 6 her-
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gestellt, alsdann fiir beide auf Grund der Gleichung

die bei der Bruchbelastung eintretende grosste Faserspannung o
ermittelt, so muss sich fiir den ersteren Stab ein etwas grosserer
Werth, d. h. eine etwas grossere Biegungsfestigkeit ergeben als fiir
den letzteren.

Aus dem Erorterten folgt weiter beispielsweise fir die breit-
basige Eisenbahnschiene, Fig. 7, dass die im Kopfe des Quer-
schnittes zusammengedringte Masse der Dehnung (positiven wie
negativen) einen verhiltnissmissig (im Vergleich zu dem, was bei
den Entwicklungen im § 16 vorausgesetzt wird) grosseren Wider-
stand entgegensetzt als das Material in dem breiten, wenig hohen
Fuss, und dass infolgedessen die thatsiichliche Nullachse ober-
halb der horizontalen Schwerpunktsachse des Querschnittes gelegen
sein muss. Wird der Letztere so bestimmt, dass diese Achse in
halber Hohe liegt, so kann hiernach der Querschnitt nicht als ganz
zweckmissig bezeichnet werden, namentlich dann nicht, wenn der
Fuss sehr breit ist. In solchem Falle muss die wagrechte Haupt-
achse des Querschnittes entsprechend tiefer als in halber Hohe
sich befinden. Hierdurch erkldrt sich auch eine verhiltnissmissig
grossere Widerstandsfihigkeit starkkopfiger Stahlschienen u.s. w.
sowohl gegeniiber gewdhnlicher Biegungsbeanspruchung als auch
gegenitber Schlagproben.

Fig. 8.

Je mehr sich die Querschnittsfliche in zwei schmale, der Null-
achse parallele Streifen zusammendringt, Fig. 8, um so geringer
wird der gegenseitige Einfluss der Fasern aufeinander, um so zu-
treffender erscheinen unter sonst gleichen Verhiltnissen die Be-
ziehungen, welche auf Grund der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt

wurden.
C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 14
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Ueberblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses
der Fasern Gefundene, so erkennen wir, dass im Allgemeinen die
Anstrengungen k,, bezw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 14,
§ 16, ergeben, nicht mehr den Charakter der reinen Zug- bezw.
Druckbeanspruchung besitzen, und dass es deshalb im Allgemeinen
als richtig erscheint, bei Ermittlung der Abmessungen eines auf
Biegung in Anspruch genommenen Stabes als zulissige Anstrengung
des Materials Werthe einzufiihren, welche aus Biegungsversuchen
gewonnen wurden. Inwieweit es zutreffend ist, wenn an Stelle
dieser Biegungsanstrengung die aus Zugversuchen abgeleitete
Grosse k, gesetzt wird, muss — streng genommen — durch Ver-
gleichung der Ergebnisse von Zug- und von Biegungsversuchen
fir jedes Material festgestellt werden. Der Beschreitung dieses
Weges konnen sich allerdings in manchen Fillen sehr erhebliche
Schwierigkeiten entgegenstellen.

Bei zusammengesetzten Korpern, wie Gittertrigern u. s. w.,
welche so konstruirt sind, dass die einzelnen Theile fast nur Zug
und Druck erfahren, ist naturgemiss mit %, und % (falls nicht
Knickung in Betracht kommt) zu rechnen.

3. Was die oben unter 3 aufgefiihrte Voraussetzung an-
langt, dass die Querschnitte eben bleiben, so ist festzu-
stellen, dass auch sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, welche
mit dem biegenden Moment unvermeidlich verkniipft zu sein pflegt,
wirkt auf Krimmung der urspringlich ebenen Querschnitte hin
(vergl. ,Biegung und Schub“ in § 52). Doch scheint, soweit das
bis heute vorliegende Material ein Urtheil gestattet, die Annahme
des Ebenbleibens der Querschnitte bei ausschliesslich oder wenig-
stens in entschieden vorwiegender Weise auf Biegung beanspruchten
Stiben, welche aus einem Material bestehen, fir welches die Vor-
aussetzung Ziff. 4 erfiillt ist, zulissig zu sein.

Fiir einen Stab aus weichem Bessemerstahl von 140 mm Hohe
und 55 mm Breite und 1200 mm Linge, welcher sich bei einer
Auflagerentfernung von 1000 mm um 2415 mm durchgebogen
hatte, ohne zu brechen, stellte Bauschinger fest, dass bei dieser
ganz bedeutenden Durchbiegung die urspriinglich ebenen Quer-
schnitte eben, sowie senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren,
und die Linge der frither geraden, 1000 mm langen elastischen
Linie sich nicht gedindert hatte.
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Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stiiben
aus Schmiedeisen fiihrten zu dem gleichen Ergebniss.

Wie es sich mit dem Ebenbleiben der Querschnitte bei
Materialien verhilt, welche Proportionalitit zwischen Dehnungen
und Spannungen tiberhaupt nicht aufweisen, muss zunichst noch
dahingestellt bleiben. Immerhin scheint nach dem, was bis heute
geschlossen werden kann, auch hier die Annahme des Eben-
bleibens wenigstens mit Annéherung zuldssig zu sein (vergl. Fuss-

bemerkung 2, S. 232 und 233).

4. Die Voraussetzung 4, dass der Dehnungskoefficient e
konstant ist, also gleich fiir Zug und fir Druck, sowie
unabhingig von der Grésse der Spannungen oder Deh-
nungen, erscheint nach Massgabe der in § 4 niedergelegten Ver-
suchsergebnisse und der hierauf beziiglichen Darlegungen in § 5,
nur fir manche Materialien, beispielsweise fiir Schmiedeisen und
Stahl, zuldssig. Bei Gusseisen z. B. ist sie dagegen nicht zu-
treffend; hier wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen.
Dasselbe ist der Fall bei Kupfer; auch bei Legirungen desselben,
wie Bronce, Messing u. s. w. wird rascheres Wachsthum der Deh-
nungen beobachtet. Gleich verhilt sich Sandstein, Granit, Cement-
mortel, Beton u. s. w.

Nach Massgabe des Gesagten werden fiir einen auf Biegung
beanspruchten Stab aus Gusseisen unter der Annahme, dass die
Querschnitte eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit
dem Abstande 7 von der Nullachse wachsen, nicht aber die
Spannungen; letztere miissen vielmehr langsamer zunehmen, ent-
sprechend dem Umstande, dass ¢ in ¢==¢:a mit wachsender
Dehnung (Spannung) zunimmt (vergl. z. B. S.19). Fig. 9 veran-
schaulicht dies unter Voraussetzung starker Beanspruchung des
Stabes. Fir die beliebig um 4 von der in X sich projicirenden
Nullachse!) abstehende Faserschicht sei P P, die Dehnung und PP,
die Spannung; dann ist fir Gusseisen der geometrische Ort aller
Punkte P, eine gegen die Achse der g gekriimmte in D,XP,Z,
sich projicirende Fliche, wenn auch die Punkte P, auf der durch

1) Dass diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes
geht, folgt unmittelbar aus dem, was S. 178 und S. 205 in Bezug auf die Gleichung
Sndf =0, bezw. 3 fyn =0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten unter der
Voraussetzung, dass der Dehnungskoefficient « konstant ist.

14%
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die Nullachse gehenden Ebene D, XZ, liegen. Bei Proportionalitit
zwischen ¢ und ¢, d.h. auf Grund der gewshnlichen Biegungsgleichung
<]

:o‘*,

M

b

wiirde sich die Spannungsvertheilung nach Massgabe der gestrichelt
eingetragenen Geraden DOZ gestalten. Wie ersichtlich, weicht
die Spannungsvertheilung, wie sie sich unter Beriicksichtigung der
Verinderlichkeit der Dehnungen mit den Spannungen ergiebt, be-
deutend ab von derjenigen, welche unter der {iiblichen Voraus-
setzung der Unverdnderlichkeit von ¢ gewonnen wird. Die Ab-
weichung ist — unter der Voraussetzung grosserer Beanspruchung —

2,————~

[P
|

hinsichtlich der Lage der Nullachse derart, dass das
Material auf der Seite der grosseren Dehnung, der gros-
seren Nachgiebigkeit (der geringeren Festigkeit) zur
Uebertragung des Momentes einen grosseren Querschnitt
bietet, als auf der anderen Seite, und in Bezug auf die
Zunahme der Spannungen zeigt sich, dass das nach
der Nullachse hin gelegene Material besser ausgenutzt
wird, indem die Spannungskurve der senkrechten Ab-
scissenachse ihre hohle Seite zukehrt, also die Span-
nungen nicht mit der ersten Potenz von 4 zunehmen,
sondern langsamer wachsen. Beides hat zur Folge, dass
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die Widerstandsfihigkeit eines solchen Balkens gegen-
tiber Biegung grosser sein muss, als es die ibliche
Biegungsgleichung erwarten lidsst. Infolgedessen liefern die
Gleichungen 12 und 14, § 16, die Zugspannungen grosser, als sie
thatséichlich sind. Ein und dasselbe Gusseisen muss deshalb bei
Biegungsversuchen eine hohere Festigkeit ergeben als bei Zug-
versuchen, wenn dieselbe auf Grund der Gleichung 12, § 16 be-
rechnet wird.

Aus dem Erorterten folgt dann weiter, dass Stiibe mit Quer-
schnitten, bei denen sich das Material nach der Nullachse hin
zusammendringt, widerstandsfahiger sein miissen, als nach Glei-
chung 14, § 16 zu schliessen ist. Beispielsweise wird ein Stab
mit kreisformigem Querschnitt eine grossere Bruchbelastung, be-
stimmt nach Gleichung 12, § 16, liefern miissen als ein Stab mit
quadratischem Querschnitt, dieser wird dagegen eine grossere
Biegungsfestigkeit aufzuweisen haben, als der I-formige Querschnitt
. s, w.h).

Will man den Einfluss der Verinderlichkeit der Elasticitit
mit der Spannung schirfer verfolgen, so hat das unter Zugrunde-
legung der Glesetzmassigkeit zu geschehen, welche zwischen ¢ und ¢
besteht. Im Nachfolgenden soll das in Kiirze ausgefiihrt und dem-
gemiéss

der durch Biegung in Anspruch genommene Stab
auf Grund des Gesetzes

s=a0c?)

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden.

1) Hiermit stehen die Ergebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f.
durchgefithrten Biegungsversuche mit Gusseisen in voller Uebereinstimmung.
Siche Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S.193 u. f,, S. 221 u. f,
S.1089 u. f., oder auch ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 60 u. f, sowie
§ 22, Ziff. 2 dieses Buches.

?) Wie Verfasser bei Verédffentlichung, betreffend die Aufstellung des Elasti-
cititsgesetzes s = «¢™ in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897,
S.248 u. f. am Schlusse ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage
gewonnen, um an Entwicklungen heranzutreten, welche sich die Aufgabe zu stellen
haben, die Anstrengung von solchen auf Biegung oder Drehung beanspruchten
Kérpern zu ermitteln, fir deren Material Proportionalitit zwischen Dehnungen
und Spannungen nicht besteht. Verfasser hoffte, durch diese Hervorhebung noch
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a) Allgemeine Gleichungen.

Wir gehen von der zu Anfang des § 16 dargestellten Sach-
lage aus.

Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P be-
lastete prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft.
Hierdurch werden zwei urspringlich parallele, um dz = 00, von

Fig. 10. Fig. 11.

einander abstehende Querschnitte CC und C,C;, Fig. 1, § 16, sowie
Fig. 10 und 11, sich unter einem gewissen Winkel CMC', gegen

besonders zu dahingehenden Arbeiten anzuregen. In der That erwies sich diese
Erwartung als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur
Ensslin eine Arbeit vorgelegt, welche sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund
des Gesetzes s ==ew¢™ und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung
heanspruchten gusseisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschiftigte,
und in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, Nummer vom 14. August
1897, S. 941 u. f. behandelt Latowski die gleiche Aufgabe unter Anwendung
der allgemeinen Sitze auf Granitbalken. Beide Arbeiten gelangen in der Haupt-
sache zu den gleichen Ergebnissen. Fine weitere Darlegung von Latowski
s. Zeitschrift des dsterr. Ingenieur- und Architektenvereins 1898, S.56, und am
gleichen Ort, S.249, den Aufsatz von W. Carling.

Vergl. auch die Arbeit von L. Geusen in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S.463 u.f., sowie S.516; ferner die Arbeit von
Fr.Engesser am gleichen Ort, S.903 u.f.: ,Widerstandsmomente und Kernfiguren
bei beliebigem Form#nderungs- und Spannungsgesetz®.
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einander neigen. Dass sie eben bleiben, werde vorausgesetzt; mit
welcher Berechtigung, ergiebt sich aus dem am Schlusse von
Ziff. 3, S. 211 Bemerkten.

Die oberhalb einer gewissen Linie, welche mit zz bezeichnet
sein moge, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb
liegenden zusammengedriickt. Demgemdss sind im Querschnitt ober-
halb 2z Zugspannungen o, und unterhalb z2 Druckspannungen o,
wachgerufen worden, fir welche im Allgemeinen die Beziehungen
gelten

s=qa,0 !
121 9
l

Wird der Abstand des Punktes M, in welchem sich die Durch-
schnittslinie der beiden Querschnitte projicirt, von der Linie z,
in welcher die Spannungen gleich Null sind und die deshalb
~Nullachse“ genannt werden soll, mit ¢ bezeichnet, so ergiebt
sich fiir den Querschnitt COC die verhéltnissméssige Dehnung im
Abstande 4 von zz zu

SZPPl’_—iPAPl _rr .

PP, PP, 0 0

Infolgedessen findet sich fiir die beliebige um 4 von der Null-
achse zx abstehende Faserschicht

auf der Zugseite

f=a 0" =T oder 0, = (JL) '

[ o0

. , 3)
auf der Druckseite

1
m n n M2

f— =1 - o‘=(~4)

2% 0 d ;0

und fiir die #Hussersten, um e; bezw. ¢, von der Nullachse ab-
stehenden Fasern, sofern deren Dehnungen mit & bezw. & und
deren Spannungen mit ¢; bezw. o, bezeichnet werden,
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woraus durch Division

IIT. Biegung.

a; e m

0y €

4)

my
mg

5)

Das Gleichgewicht zwischen dem &usseren biegenden Moment
M, — von dem Einfluss der Schubkraft P werde abgesehen —
und den inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kriften verlangt,
sofern der im Abstande g liegende und in Fig. 10 durch Strich-
lage hervorgehobene Flichenstreifen mit df bezeichnet wird,

und

M, =fo‘z af. 'r]—l—fad df.q.
0 0

€1

jdzdf—j?o'd df =20

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3

€1

o=f|
|

7

1

(247

0

L
-1

o]

1

7

o0

1

050

B

_df

1

NGRS
) gfi"’?df,
5

und mit Riicksicht auf die Gleichung 4, sowie Gleichung 5
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Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand ¢, die Lage der
Nullachse. Sie zeigt, dass dieselbe hier abhingt von der Grosse
der Spannung o;, also von der Grésse des biegenden Momentes.
Da nun dieses fiir die verschiedenen Querschnitte des Stabes ver-
schieden ist, so muss bei gleichbleibender Belastung der-
selben die Nullachse ihre Lage von Querschnitt zu Quer-
schnitt dndern. Wird die Belastung des Balkens eine
andere, d.h. indert sich die belastende Kraft P, so ver-
schiebt sich auch die Nullachse in den auf Biegung
beanspruchten Querschnitten.

Bei Voraussetzung von Proportionalitit zwischen Dehnungen
und Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhingig
von der Spannung; sie fiel mit der einen Hauptachse zusammen;
sie #nderte sich deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und
auch nicht mit der Belastung, wie dies hier der Fall ist.

Infolge der Abhingigkeit der Lage der Nullachse, d.h. der
Grosse e, von dem biegenden Moment, muss Gleichung 7 zur Be-
stimmung herangezogen werden. Dieselbe ergiebt unter Bertick-
sichtigung der Gleichungen 3 und 4

1‘,1 1

1\™ o1+ 1 s 14—
() o [
0 Y]

o0 214

€ 1 g 1
14— 0. 1+—
jn df+—iSn "df

e my e my

1

und nach Ersetzung von o, durch den Werth Gleichung 5
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1
- m 1
M =i5,71+?1df—+—(i‘l)m2ol7z§ﬂl+mzdf. . 9)

e my

Fir den Fall der Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen, d. h. fir

o, =0,=c und m —=my=1

geht Gleichung 9 iiber in
_9 ‘ 2 : 2
1 .

0 0

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck
das Tragheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die Haupt-
achse O O bedeutet.

b) Rechteckiger Querschnitt.

Fiir einen rechteckigen Querschnitt von der Breite & und der
Hohe h=e,+¢, gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung,
dass df = bdy, iiber in

0, m+1 o 1 o my i mg -+ 1
m 1 2 7’1— T
M, =— 5571 ' dn+(~) o™ b\g ™ dy.

0y €4

e v v

Fir die Integralwerthe wird erhalten

€ €

1 my+1 1 mg -+ 1
ﬂ?ldﬂ :—Lel 17"1 ququeQ 27"2
)
my + 1 my 1 ’
0
e ey
~ my 41 2my 41 p mo+1 2my + 1
N odp—— T p o dp— g M
- 1 — .. | 1
2my+1 ’ 2my+1

0 0
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Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen

1 my mg + 1

o — (m,) my — my [m1 (my + 1)]m—m (e1 ) T 10)

a, my (my + 1) es
oder
-
e, _ ey [my(m+1) - (T
P { Qg [ml (mg + 1)] g } . 1D
Aus der zweiten Gleichung wird
1
bl e TR,
Mb—dlb‘?aml—i—lel_l_(ag el) 27)12—%—16l egk
und nach Beseitigung von o; mittelst der Gleichung 10
1 mg me + 1 J
. E?_ My — Mg m (7)’&2 4+ 1) Mmy— My e my—mg 1
M, = (al) i [mg (wzl+1)] b (eg ) l2m1—i—1
my—+ 1 e,l . 12)

Tl ) @m 1) o)

Sind fir ein bestimmtes Material die Werthe o; @, m; und m,
bekannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Werth
€

von ¢, das Verhiltniss — = ¢, womit die Lage der Nullachse

€9

bestimmt erscheint; denn es ist

A l=g+1
€3
e +e __h
e _(’)_Fl—e2
0y = h und e, =" ed
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Durch Einfilhrung von ¢ und ¢, in Gleichung 12 erhdlt man
den Werth des Biegungsmomentes, welches in dem betrachteten
Querschnitt die Zugspannung o, im Abstande e, hervorruft.

Mit dem angenommenen Werthe von ¢, (gleich der zulissigen
Zuganstrengung) ergiebt Gleichung 5 die grosste Druckspannung os.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der
Spannungsvertheilung iiber den Querschnitt ist auf die Gleichungen
3 und 4 zuriickzugehen, nach denen

1 1

my 7 ‘mg
o= |2 a=all)"

Fig. 9, S. 212, giebt ein solches Schaubild fiir Materialien,
z. B. Gusseisen (vergl. das auf S. 211 bis 213 zu dieser Abbildung
Bemerkte).

Wie oben erkannt wurde, hingt die Lage der Nullachse in
dem prismatischen Stab, Fig. 2, § 16, von der Grosse des biegen-
den Momentes fiir den betreffenden Querschnitt ab!). Denkt man
sich den Stab stark belastet, so zeigt sich, bei néherer Verfolgung,
dass ein um so grosserer Theil des Querschnittes an der Ueber-
tragung der Zugspannungen, gegeniiber welchen das Gusseisen,
der Sandstein, der Granit u.s. w. weniger widerstandsfahig sind,
Theil nimmt, je grosser das biegende Moment ist: Die Nullachse
riickt aus der Mitte des Querschnittes nach der Druckseite hin,
wie in Fig. 9 angenommen ist?). Je nach den Zahlenwerthen,

1) Eine kritische Besprechung iiber ,die bis jetzt vorliegenden Ver-
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen Achse
im gebogenen Stab aus Stein und Gusseisen® von E. Roser findet sich
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 205 u. f., und dazu
gehorig: die hieran sich schliessende Auseinandersetzung am gleichen Ort, S. 871
und 372.

%) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stirksten beanspruchten
Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus der Mitte gelegen ist, er-
giebt sich fir Stoffe wie Gusseisen und Sandstein u. s. w. nicht sehr gross. Sie
betrigt — soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht — gegen den Bruch
hin noch keine 109/, der Hohe des rechteckigen Querschnitts.

Indem man z B. fir ein und dasselbe Gusseisen durch Zugversuche den
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestigkeit,
durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendriickungen und Druck-
spapnungen, durch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen gehorigen
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welche die Grossen «;m,; @y m, der Beziehungen 2 besitzen, kann
die Nullachse zu Anfang, d.h. fiir kleinere Beanspruchung nach
der Zugseite hin aus der Mitte gelegen sein und erst mit Steigerung
der auf Biegung wirkenden Last durch die Mitte nach der Druck-
seite hin sich bewegen.

Die auf S. 212 erorterte Abweichung der Spannungsvertheilung
fallt demnach um so grosser aus, je stirker die Beanspruchung

wird. Die gewohnliche Biegungsgleichung M, = o © wird des-
e

halb um so weniger zutreffende Ergebnisse liefern, je mehr sich
die Anstrengung derjenigen beim Bruche nihert.

5. Zusammenfassung.

Bedeutet
k, die im Allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zu-
lassige Anstrengung des Materials,
¢ den Abstand der am stirksten angestrengten Faser des auf
Biegung in Anspruch genommenen Stabes,
so wird nach Massgabe des unter 2 und 4 Erkannten an Stelle
der Beziehungen 14, § 16, zu setzen sein

0)
- 13)

Durchbiegungen und schliesslich die Bruchbelastung feststellt, erhilt man das zu
einer Prifung nothige Versuchsmaterial. Durch die Zug- und Druckversuche
sind ¢, m; ¢ m, der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen bestimmt,
welche bei dem Biegungsstab fiir gewisse Belastungen erwartet werden dirfen.
Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversuch unmittelbar gemessen worden
sind, so ist eine Vergleichung, d. h. eine Priifung gegeben. Eine zweite Priifung
ermdglicht der Umstand, dass aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei
den Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt worden ist. Das setzt aller-
dings voraus, dass die Werthe e, m; aym, fir geniigend hoch gesteigerte Be-
lastungen, d. h. dass insbesondere e, m; noch fir Zugkrifte bestimmt worden
sind, die nahe an diejenige Belastung heranreichen, welche das Zerreissen her-
beifihrt.

Der Natur der Sache nach sind der vorstehend angedeuteten Untersuchung
die gesammten Dehnungen, Zusammendriickungen und Durchbiegungen zu Grande
zu legen.

Statt des Potenzgesetzes kann nun eine andere Funktion za Grunde gelegt
werden, welche den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen aus-
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Hierin ist £, — streng genommen fiir alle Materialien —
abhingig von der Querschnittsform. Von grosserer Be-
deutung wird diese Abhingigkeit — wie das vorliegende Versuchs-
material schliessen lisst — jedoch erst bei solchen Materialien, fiir
welche der Dehnungskoefficient @ verinderlich ist (Gusseisen); bei
Materialien mit konstantem e (Schmiedeisen, Stahl) tritt sie zuriick.

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Glei-
chung 10, § 16, liefert fir den Fall, dass e« konstant ist, befrie-
digende Ergebnisse. Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu,
so kann bei starker Beanspruchung des Materials der Unterschied
zwischen Rechnung und thatsichlichem Ergebniss erheblich aus-
fallen?t).

Streng genommen wéren fir Stibe aus Materialien mit ver-
dnderlichen Dehnungskoefficienten die in §§ 16, 18 und 19 ge-
gebenen Entwicklungen unter Beachtung der zwischen ¢ und o
bestehenden Gesetzmaissigkeit (Gl 1, § 4, S. 20) durchzufiihren,
wie es beispielsweise oben fir Gusseisen geschehen ist. Die Riick-
sicht auf die erforderliche Einfachheit unserer technischen Rech-
nungen hilt jedoch im Allgemeinen zur Zeit noch davon ab, in
dieser Weise vorzugehen; nur in denjenigen Fillen, in welchen
die Anforderungen der Technik das bisherige Verfahren nicht mehr
gestatten, wird die strengere Rechnung anzulegen sein. Hinsicht-
lich des vom Verfasser vor rund 15 Jahren eingeschlagenen An-
ngherungsweges, der Verinderlichkeit von o bei Gusseisen Rech-
nung zu tragen, sei auf § 22, Ziff. 2 verwiesen.

reichend genau zum Ausdruck bringt wnd die Durchfiihraung der Rechnungen
ermdglicht.
S. 241 u. f. ist die zweite Prifung ohne Zuhilfenahme einer Funktion auf
graphischem Wege durchgefiihrt.
1) Nach Gleichung 14, § 18,
, e« P
Y=18 9
kommt es beziglich der Durchbiegung y' eines in der Mitte mit I’ belasteten
Stabes nur auf das Trigheitsmoment ® des Querschnittes an; infolgedessen es
z. B. gleichgiltig erscheint, ob bei einem Querschnitte, wie Fig. 6, § 17, die breite
oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und ! die gleichen
Werthe besitzen. Thatsichlich erweist sich bel gusseisernen Trigern wegen der
Veranderlichkeit von « die Durchbiegung im letzteren Falle entschieden grésser
als im ersteren. (Vergl. des Verfassers Arbeit ,Die Biegungslehre und das Guss-
eisen® in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1838, S. 224, oder
auch ,Abhandlungen und Berichte® 1897, S. 72 und 73.)
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§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der Voraus-
setzung, dass die Ebene des Kriiftepaares keine der beiden Haupt-
achsen des Querschnittes in sich enthiilt.

1. Hauptachsen eines Querschnities. Haupttrdigheitsmomente.

In der Flache, Fig. 1, sei O ein beliebiger Punkt derselben,
OX und OY ein rechtwinkliges, sonst jedoch in ersterer beliebig
gelegenes Achsenkreuz; die Koordinaten des mit dem Flichen-
punkte P zusammenfallenden Flichenelementes df seien « und y.
Dann ist das Triagheitsmoment der Fliche

in Bezug auf die X-Achse O = [ 12 df,
- S Y - = [adf

Fig. 1.

und hinsichtlich der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse ge-
neigten Geraden OO, von welcher P, demnach auch df um
z=y cos ¢ — & sin ¢ absteht,

O=[22df = [(y cos ¢ — 2 sin ¢)* df
O=0_ co8 g+ 0O sin>¢ —2Zsingcosg, . . 1)

sofern

Z=faydf. . . . . . . .2
Auf der Achse OO werde nun von O aus die Strecke

0Q=r ———]/—-1@— aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen
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Punktes Q in Bezug auf OX und OY die Bezeichnung & und 7
ertheilt, sodass

E=rcos ¢ 7 =1 sin ¢.
Aus Gleichung 1 folgt dann mit Riicksicht darauf, dass

1

»2

0=

1=0,7" cos’ p +- O »*sin’ ¢ — 2 Z +* sin ¢ cos ¢,
1=06,8+06019—2Z&1.

Diese Beziehung zwischen den Ver#nderlichen § und ¢ ist die
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische
Ort aller derjenigen Punkte Q, welche erhalten werden, wenn auf
jeder durch O moglichen Geraden die Wurzel aus dem reciproken
Werthe des fiir diese Gerade sich ergebenden Trigheitsmomentes
aufgetragen wird, als Ellipse, mit O als Mittelpunkt, d. i. die so-
genannte Trigheitsellipse. Nun sind in einer Ellipse zwei
senkrecht aufeinander stehende Achsen vorhanden — die grosse
und die kleine Achse —, fiir welche das Glied mit dem Produkt
der beiden Koordinaten verschwindet. Dies tritt ein, wenn Z = O.
Werden demnach diese beiden Achsen zu Achsen der « und der y
gewihlt, so wird der Ausdruck Gleichung 2 zu Null

Ferner ist bekannt, dass die grosse Halbachse der Ellipse der
grosste und die kleine Halbachse der kleinste der méglichen Werthe
von » ist. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als
die beiden Hauptachsen der Fliche fiir den Punkt O bezeichnet.
Sie sind nach Massgabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch

Z=faydf=0
und

@, = Max,, O,=Min. oder O, = Min,, 0, = Max.

Dieser kleinste und dieser grosste Werth unter den Trigheits-
momenten, welche sich fiir alle Geraden ergeben, die durch den
Punkt O in der Ebene der Fliche gezogen werden konnen, heissen
die beiden Haupttrigheitsmomente der Fliche fiir den Punkt O
derselben.
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Werden die beiden Haupttriigheitsmomente mit @, und @, be-
zeichnet, so findet sich das Trégheitsmoment @ fiir eine beliebige
durch O gehende Gerade, welche mit der Achse des Haupttrigheits-
momentes @, den Winkel ¢ einschliesst, nach Gleichung 1 zu

O=0,co8’ p+0O,sin’g. . . . . . 3
Besitzen @, und 0@, gleiche Grosse, so folgt
O =0,=0,,

d. b. die Triagheitsmomente fir alle durch O moglichen Geraden
sind einander gleich. Die Trigheitsellipse geht dann in einen
Kreis iiber.

Das Vorstehende gilt fiir einen beliebigen Punkt der Fliche.
Dementsprechend hat eine Fliche unendlich viele Hauptachsen und
Haupttragheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den
Haupttrigheitsmomenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen,
so sind hierunter die entsprechenden Grossen fiir den Schwerpunkt
des Letzteren verstanden.

2. Biegungsanstrengunyg.

Wir wihlen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2
zu Achsen der ¥ und z. O, gelte als das Trigheitsmoment in
Bezug auf die Hauptachse OY und O, als dasjenige hinsichtlich

der Hauptachse OZ. Ferner sei OM, die Paarachse des biegen-
den Kriftepaares vom Momente M,, d. h. diejenige Gerade, welche
in O senkrecht zur Paarebene steht, mit ihrer Grosse OM, das
Moment M, darstellt und derart eingetragen wird, dass von M,

nach O hin gesehen das Moment M, rechts drehend erscheint. Die
C. Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 15
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zur Krimmungsachse, weleche um ¢ von O absteht, parallele Null-
achse besitze die Lage NN, schliesse also mit OY den Winkel ¢
ein, wihrend OM, um B gegen OY geneigt ist.

Nach Gleichung 2, § 16, ist die Spannung ¢ in dem Flichen-
element df, dessen Lage durch y und z bestimmt ist

m 1 zeosp —ysing
” .

1
0=
@ @ e

Je die Summe der Momente, welche diese Spannung fiir alle
Flachenelemente in Bezug auf die y- und die z-Achse ergiebt,
muss sich im Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des
Kriftepaares M,, d. i. mit

M, cos B, bezw. M, sin f.
Folglich

11[bcosﬂ=fddf.z=§% ZCOS(pQ_ysm(pzdf,

Mbsinp=—fadf.y=—§% Zcos"’;yS‘“"’ydf

Unter Voraussetzung der Unverinderlichkeit des Dehnungs-
koefficienten @ und unter Beachtung, dass OY und OZ die Haupt-
achsen des Querschnittes sind, fir welche die Grosse Z (Gleichung 2)
verschwindet, ergiebt sich

CoS ¢ M,

1
Mbcosﬂ=a_e ©,cos ¢ oder 0 =a—@—bcosﬂ,
1
. 1 . sin ¢ M,
M, smﬂz;& @, sin ¢ oder 0 = e——sin B,
2
und hieraus
o
tg(p:—@—;tgﬂ, B 3

1 V cos’f  sin®pB
—Q— = Mb @12 + @22 3 . . . . 5)‘
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_ 1 _ cos? 13 sin’ ﬂ
o= p M, V N )
oder

GZ% Zcosp —ysing M(zcosﬁ__ysmﬂ. o

4 o, 6,

Die Gleichung 6 geht in die Gleichung 11, § 16, iiber, wenn
g=0,

d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zu-
sammenfillt, oder

wenn @) = 0, =0,

d. h. wenn die Haupttrigheitsmomente und damit alle Tragheits-
momente gleich sind, was beispielsweise zutrifft fiir den Kreis, das
gleichseitige Dreieck, das Quadrat, iiberhaupt fiir alle regelmissigen
Vielecke, fiir den kreuzférmigen Querschnitt bei gleichen Ab-
messungen der Rippen u. s. f.

Fig. 3.

Fir den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen

G)lz—-mllgbk's O, = 112 b*h

aus Gleichung 4
h 2
tgy= (7) tg 8.

Die grosste Spannung o, wird auftreten im Punkte E, fir

welchen z=05h, y=—0,00
15*
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6 M, [cosf | sin ﬂ)
Gmaz = bh h b

und mit Riicksicht auf § 20, Ziff. 5

6 M, [cosp sin §
( b )

8)

b=

3. Durchbiegung.

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die
Querschnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet,
plegt nur insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Um-
stinden der Stab gehindert sein kann, sich in der Richtung zu
bewegen, in welcher er sich durchbiegen will, wodurch Zusatzkrifte
wachgerufen werden. Denken wir uns beispielsweise einen 7 langen
Stab von dem in Fig. 4 gezeichneten Querschnitt an einem Ende

Fig. 4.

eingespannt und am anderen Ende mit P belastet, so ergiebt sich
fir die senkrechte Belastungsebene O P die horizontale Paarachse
OM, = M, =PIl Unter der Voraussetzung, dass der winkelférmige
Querschnitt gleiche Schenkel besitzt, werden die beiden Haupt-
achsen OY und OZ unter 45° gegen den Horizont geneigt sein.
Bezeichnet nun @; das Trigheitsmoment in Bezug auf die eine
Hauptachse OY und O, dasjenige hinsichtlich der zweiten Haupt-
achse 0Z, so folgt die Lage der Nullachse NN nach Gleichung 4
unter Beachtung, dass § = 45°. Da die Krimmungsachse parallel
zu NN lauft, so ergiebt sich die Durchbiegungsrichtung in der zu
NN senkrechten Geraden OB. Hiermit wird sich das eine Ende
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des Stabes unter Einwirkung der vertikalen Belastung P in der
Richtung O B durchbiegen.

Wenn nun zwei solche Stibe miteinander verbunden sind,
wie z. B. Fig. b erkennen ldsst, so wird diese Durchbiegung in-
folge der Verbindung mehr oder minder vollstindig gehindert, d.h.
auf die beiden Stibe wirkt noch je eine horizontale, nach innen
gerichtete Kraft H, welche unter Umstéinden, namentlich dann, wenn

8 &

Fig. 5.

sie nicht durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht — und
damit auch auf Verdrehung hinwirkt —, die Anstrengung des
Materials wesentlich beeinflussen kann.

Unter der Annahme, dass die Abweichung der Triger in
horizontaler Richtung durch ihre Verbindung vollstindig gehindert
wird, wiirde sich H aus der Erwigung ergeben, dass die Durch-
biegungsrichtung mit OP zusammenfallen muss. Damit dies ein-
tritt, miisste £ Y ON = ¢ = 45° sein, also nach Gleichung 4

.
tg40°=5:tgﬂ,

0]

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse OC lieferte in
der zu ihr Senkrechten O D die Richtung der Belastung (fiir verti-
kale Durchbiegung) und damit in PD die gesuchte Horizontal-
kraft H.
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§ 22, Biegungsversuche.
1. Biegungsversuche im Allgemeinen.

Biegungsversuche werden in der Regel nach Massgabe der
Fig. 1, § 18, angestellt und zwar derart, dass die Belastung P in
der Mitte des Stabes angreift. Mit der Genauigkeit, mit welcher
das Eigengewicht desselben vernachlissigt werden darf, ergiebt
sich alsdann fiir den mittleren Querschnitt die Durchbiegung '
der Mittellinie des Stabes nach Gleichung 14, § 18, zu

, o PP

L T

und die Spannung o, der um ¢ von der Nullachse abstehenden
und am stirksten gespannten Fasern nach Gleichung 7, § 18, und
Gleichung 12, § 16, zu

Pl
0y = Z—é‘é’l,

unter den Voraussetzungen, welche zu diesen beiden (leichungen
fiihrten: Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhingigkeit des
Dehnungskoefficienten « von der Grosse und dem Vorzeichen der
Spannungen oder Dehnungen.

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P ge-
hérigen Durchbiegung 3 ldsst sich fiir einen bestimmten Stab der
Dehnungskoefficient

® '

oder auch dessen reciproker Werth (Elasticititsmodul)

1 $® P

« 480 y

innerhalb des Spannungsgebietes, fiir welches « als unverénderlich
angesehen werden kann, ermitteln.
Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein iiblich gewesen,

o, bezw. - in dieser Weise zu bestimmen, gleichgiltig, wie gross
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die Hohe des Stabes im Verhiltniss zur Entfernung der Auflage
war. Ist sie verhiltnissmissig bedeutend, so verliert die Glei-
chung 14, § 18, an Genauigkeit, da die Durchbiegung des Stabes
nicht blos von dem biegenden Moment, sondern auch von der
Schubkraft abhingt. Die Vernachlissigung des Einflusses der

Schubkraft liefert o zu gross und % zu klein. Wie Verfasser in

der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S.222 u. f.
erstmals nachgewiesen hat, betrigt der hierdurch begangene Fehler

in Fillen stattgehabter Ermittelung des Werthes % iiber 30%.

Diese Ausserachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es
gewesen, welche zu dem Irrthum Veranlassung gegeben hat, dass

der Elasticititsmodul, d. i. % fiir Biegung entschieden geringer sei

als fir Zug und Druck!). Die Erwigung des in § 20 unter 2
Erorterten fiihrt iibrigens ohne Weiteres zu der Erkenntniss, dass
genaue Biegungsversuche und strenge Rechnung « eher ein wenig

. 1
kleiner, also . eher etwas grosser als Zug- und Druckversuche

liefern miissen.

Unter Umstéinden kann der nach Gleichung 14, § 18, er-
mittelte Werth von « noch durch einen anderen Einfluss ungenau
geworden sein. Infolge der Durchbiegung gleitet die Stabober-
fliche auf den Auflagern; hierdurch werden Reibungskrifte wach-
gerufen, welche auf die Grosse des biegenden Momentes je nach
den Verhéltnissen mehr oder minder abéndernd einwirken. (Vergl.
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 8. 224 u.f.)

Im vierten Abschnitt unter ,Biegung und Schub (§ 52), sowie
unter ,Zug, Druck, Biegung“ (§ 46, Ziff. 1), wird auf den Einfluss
der Schubkraft, bezw. der zuletzt erwihnten Reibung niher ein-
zugehen sein.

Die Beobachtung der Belastung P___, bei welcher der Bruch
des durchgebogenen Stabes erfolgt, fiihrt mittelst der Gleichung

) Hiernach ist auch die &ltere Angabe zu beurtheilen, dass der Elasticitéts-
modul fir Biegung um etwa ein Zehntel geringer als fir Zug und Druck zn
wihlen sei.
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K="
zur Biegungsfestigkeit K, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt.

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig-
keit sei Nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei
zéhes und nicht zihes Material unterschieden werden soll.

a) Zahes Material, wie z. B. Flusseisen.

Der der Biegungsprobe unterworfene Kérper, den wir uns der
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, dass die Spannung
in der #ussersten Faser gerade der Proportionalititsgrenze ent-
spricht. Dann erfolgt die Spannungsvertheilung im Querschnitt
nach Massgabe der Fig. 1. Steigern wir die Belastung derart, dass
in den #ussersten Fasern die Streck-, bezw. Quetschgrenze iiber-
schritten wird, so geben die aussen gelegenen Fasern verhiltniss-
missig rasch nach!). Die nach innen gelegenen Fasern werden da-
gegen verhiltnissmissig stark zur Uebertragung des biegenden
Momentes herangezogen: die Spannungsvertheilung gestaltet sich
etwa, wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Verhiltnisse fir Zug und
Druck vorausgesetzt®?). Sie weicht weit ab von derjenigen in

1) Vergl. die Dehnungslinien § 4, Fig. 10 und 12 (S. 44 bezw. 48). Dieses
Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien schliessen lassen,
da die nach aussen liegenden Fasern durch die benachbarten inneren, noch nicht
iiber die Streck- und Quetschgrenze hinaus beanspruchten Fasern im Fliessen eine
gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erhohung der Widerstandsfihigkeit
erfahren. Biegungsversuche mit Stiben, deren Material bei Zugversuchen
Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also sehr deutlich die Fliessgrenze
hervortreten lisst, ergeben keine derart ausgeprigte Streck- oder Quetschgrenze;
es wird eben zuniichst nur in der Mitte des Stabes und hier wieder nur in der
dussersten Faserschicht die dieser Grenze entsprechende Spannung eintreten.

%) Es ist von Interesse zu beachten, dass, wie Versuche Bauschinger’s
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stiben aus zihem Stahl
oder Schmiedeisen (Fluss- oder Schweissmaterial) selbst bei sehr weit getriebener
Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens Lisst sich
dies mit grosser Anniherung aussprechen. Dieses Verhalten — bei einer Span-
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Fig. 1, welche bei Entwicklung der oben angegebenen Gleichung
fir K, vorausgesetzt wurde. Durch weitere Erhéhung der Be-
lastung wird diese Abweichung noch gesteigert werden. In dem
Masse, wie die Durchbiegung vorschreitet, also die gezogenen
Fasern gedehnt, die gedriickten verkiirzt werden, beginnt auch
noch die Querzusammenziehung der ersteren und die Querdehnung
der letzteren cine Aenderung der Querschnittsform des Stabes im

Fig. 1. Fig. 2.

mittleren Theil herbeizufiithren derart, dass sie trapezformig wird:
auf der Zugseite nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wichst
sie. Ein Bruch tritt meist tberhaupt nicht ein: nur eine grosse
Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine Héhe, welche
bei der Beurtheilung mittelst der Gleichung

zu Biegungsfestigkeiten fithrt, die nach den vorstehenden Dar-
legungen — der Versuch lebrt das Gleiche — mehr oder minder weit
iiber die Zugfestigkeit des gleichen Materials hinausgehen miissen.

Streng genommen lduft dieses Verfahren darauf hinaus, dass
man die Dehnungslinie bis zum Eintritt der grossten Belastung

nungsvertheilung, wie in Fig. 2 dargestellt — lisst vermuthen, dass auch bei
Materialien, bei welchen Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen
iitberhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Annaherung wird
vorausgesetzt werden dirfen, insoweit es sich um den Einfluss eines biegenden
Momentes handelt.
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als Gerade ansieht, also beispielsweise im Falle der Fig. 1, § 3
auf S.9 (giltig fir Flusseisen) die Kurve O BCE als gerade Linie

auffasst.

b) Material, wie z. B. Gusseisen, Granit, Sandstein

und dergl.

Biegungsversuche mit Korpern aus solchen Stoffen fiihren zum
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer thatsiichlichen
Bruchbelastung moglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser
Materialien einen gleichmissigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8)
als zihe Materialien, wie Flusseisen (§ 4, Fig. 10 und 12), bei
denen an der Fliessgrenze eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt.
Die Forminderung, welche der Stab bis zum Bruche erleidet, ist
eine weit geringere.

Infolge dieser Umstéinde gestatten die Ergebnisse von Biegungs-

Bruchversuchen .mit Kérpern von solchen Materialien — trotz der
Verinderlichkeit-von ¢ — in der einen oder anderen Hinsicht
meist eher einen — wenn auch beschrinkten — Schluss auf die

Widerstandsfihigkeit eines Korpers innerhalb der tiblichen An-
strengung als die Krgebnisse von Biegungs-Bruchversuchen mit
zihen Korpern. (Vergl. die Spannungsvertheilung § 20, Fig. 9,
mit derjenigen in Fig. 2, hier.) Immerhin miissen solche Schliisse
auch hier mit grosser Vorsicht und mit Riicksicht auf die wesent-
lichen Einfluss nehmenden Verhiltnisse gezogen werden (vergl.
S. 221, oben); es sei denn, dass man die Verinderlichkeit von e«
in der Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung beriicksichtigt
(vergl. Fussbemerkung 2, S. 220 bis 222).

2. Abhéiingigkeit der Biegungsfestigkeit des Gusseisens
von der Querschnittsform.

Nach § 20, Ziff. 4 muss Gusseisen infolge der Veriinderlich-
keit des Dehnungskoefficienten gegeniiber den Konstruktions-
materialien, welche innerhalb gewisser Spannungsgrenzen konstante
Dehnungskoefficienten besitzen, ein abweichendes Verhalten bei
Biegungsversuchen zeigen; namentlich muss trotz der vergleichs-
weise geringen Forminderungen, welche Gusseisen erfihrt, die
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Biegungsfestigkeit K,, berechnet auf Grund der Gleichung 12,
§ 16,

M, = K, _Z—
wesentlich grosser sich ergeben als die Zugfestigkeit und in be-
deutendem Masse abhingig sein von der Querschnittsform.

In diese Verhiltnisse gewihren die vom Verfasser angestellten
Versuche Einblick. Ausfithrlich ist hieriiber berichtet in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 bis 199,
S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094, 1889, S. 137 bis 145.

Die im Folgenden je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten
Versuchskorper sind aus dem gleichen Material bei einem und
demselben Gusse hergestellt worden.

Gusseisen A,

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit.

1445 —+ 1355 -+ 1409 —+ 1377

Zugfestigkeit = 4

== 1396 kg

Zugfestigkeit = 1369 + 13??3 + 1355 ==1342 -

K, = 1369 kg.
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Biegung.

47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit.

Biegungsfestigkeit -
P, 64/
Querschnitts- K= 1o 4 51 2
No. bezw. Bemerkungen
form in Theilen —
absolut der 4. /e
in kgiqem | 7, ofestigkeit 31 2
1 2 3 4 5 6
1 1979 1,45 1,43
2 2081 1,62 1,49
lllils z]erreisst die
3 2016 | 152 | 149 | e
unverletzt.
4 2395 1,75 1,70
- I3 -
) M 2312 1,73 1,70
o 30n
6 @ 2905 2,12 2,05
- 30
HlZ ik
(B T | 2020 | 214 2,06
"i —655— n
8 «@; 3218 | 235 2,31
N
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Die in der bezeichneten Weise ermittelte Biegungs-
festigkeit iiberschreitet hiernach die fiir dasselbe Guss-
eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr
sich das Material verhédltnissméissig nach der Nullachse
hin zusammendrangt. (Vergl. § 20, Ziff. 4.)

Fig. 8.

Die hiernach festgestellte Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit
K, von der Querschnittsform und der Zugfestigkeit K, ldsst sich
mit guter Anniherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung

Hierin bedeutet

2, den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der
Nullachse gelegenen Theiles der Querschnittsfliche von dieser
Schwerlinie, Fig. 3,

uo einen Koefficienten, der im vorliegenden Falle (vergl. die
Werthe der Spalte 4 und b, S. 236) gewiihlt werden darf
a) fiir diejenigen Querschnitte, welche oben und unten durch

eine wagrechte Gerade begrenzt sind, wie No. 1, 2, 3, 4,

5 und 7, etwa —g—= 1,2,

b) fir die beiden Querschnitte No. 6 und 8, welche oben und
unten nicht durch wagrechte Gerade begrenzt sind, bei
denen — streng genommen — nur eine einzige Faser

—é—: 1,33,

Ueber den Einfluss der Gusshaut auf w, vergl. Ziff. 3, Schluss

am stirksten gespannt ist, etwa
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Gusseisen B, von hoher Festigkeit.

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Querschnitt kreisférmig, 86 mm Durchmesser.

Zugfestigkeit = (1893 + 1847 + 1805 + 1846) : 4 = 1848 kg.
Biegungsfestigkeit = (4321 + 4148 + 4073 + 3930 + 4295+- 3903
~+ 4513 + 3920) : 8 = 4139 kg = 2,24 . Zugfestigkeit.

Gusseisen B, von hoher Festigkeit').
Biegungsstibe von 30 mm Quadratseite mit Gusshaut.

Zugstibe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet.

Material 1.

Zugfestigkeit = (2535 + 2312 +- 2334) : 3 = 2394 kg.
Biegungsfestigkeit = (4294 —+ 4347+ 4305) : 3 = 4315 kg =
1,80 . Zugfestigkeit?). Mgt
Arbeitsvermogen = (0,120 + 0,126 —+- 0,132) : 3 = 0,126 kg/cem.

Material 2.

Zugfestigkeit = (2379 + 23564 + 2261) : 3 = 2331 kg.
Biegungsfestigkeit = (4392 - 4442 —+- 4472) : 3 = 4430 kg =
1,90 . Zugfestigkeit?).
Arbeitsvermogen = (0,142 +- 0,136 +- 0,116) : 3 = 0,131 kgm/ccm.

Ueber die Abnahme der Zugfestigkeit dieses Gusseisens fiir
Temperaturen bis 570° C. findet sich berichtet in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mittheilungen
iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens,
Heft 1, S. 61 u. f)

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 409 uw. f. (Mit-
theilungen itber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin,
Heft 1, S. 49.)

?) Diese Verhéltnisszahlen 1,8 und 1,9 sind ganz erheblich grosser als sie
sich fir gewdhnliches Maschinen-Gusseisen ergeben (Quadratische Biegungsstibe
mit Gusshaut, kreisformige Zugstibe ohne Gusshaut).
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Gusseisen C.

Zugstibe bearbeitet, Biegungsstab unbearbeitet

(also mit Gusshaut).

Zugfestigkeit 1510 kg,
Biegungsfestigkeit 2114 kg,
Verhiltniss beider 2114:1310=1,61:1.

Gusseisen D.

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

a) Querschnitt: Fig. 6, §17.
Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die ge-
driickte.

Beim Biegungsversuch reisst die schmale Flansche, die breite
bleibt unverletzt.

Zugfestigkeit 1418 kg,
Biegungsfestigkeit 2077 kg,
Verhiltniss beider 2077 :1418=1,46:1.

b) Quadratischer Querschnitt:

)
T30

Biegungsfestigkeit 2539 kg,
Verhaltniss 2539 :1418 =1,78: 1.
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Zugfestigkeit K, =

III. Biegung.

3. Einfluss der Gusshaut.

Gusseisen E.,

Zugstibe (3 Stick) bearbeitet.
Biegungsstibe (14 Stick), zum Theil bearbeitet (5 Stiick),
zum Theil unbearbeitet (9 Stiick).

1560 +- 1586 -+ 1640

= 1595 kg.
3 g
Biegungsfestigkeit K, = Z“g e
rschnitts-
No. Qumfsc s Stibe bearbeitet Stabe unbearbeitet
orm
absolut |in Theilen| absolut |in Theilen
in kg/gem| von K, |inkg/qem| von K,
1 2 3 4 5 6
1 ) 2165 | 1,73 | — | —
T30
oo
2 I ’//// — — 2295 1,44
1
s
3 3 — — 2390 1,50
¢
_#-60 -
4 i : 2254 | 1,41 — —
i
T
-
5| o .y — — | 2026 | 121
T +
&

Der Vergleich der Spalten 4 und 6 zeigt deutlich, dass die
Biegungsfestigkeit der bearbeiteten, also von der Guss-
haut befreiten Stibe entschieden grosser ist als diejenige

der unbearbeiteten Stibe.

Das Vorhandensein der Guss-
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haut wirkt demnach auf Verminderung der Biegungs-
festigkeit hin.

Diese Erscheinung ldsst sich erkliren einmal durch den Ein-
fluss etwa vorhandener Gussspannungen und zweitens dadurch,
dass der Dehnungskoefficient fiir das Gusshautmaterial geringer ist,
wie derjenige fiir das weiter nach dem Innern des Stabes zu ge-
legene Gusseisen'). Fiir die letztere Erklirung spricht insbesondere
die Beobachtung, dass die Durchbiegungen, namentlich die
bleibenden, bei den bearbeiteten Stiben verhiltniss-
missig weit grosser sind als bei den unbearbeiteten. Die
geringere Nachgiebigkeit der an und fiir sich am stirksten bean-
spruchten dusseren Fasern hat zur Folge, dass die Festigkeit der
inneren Fasern weniger ausgentitzt wird').

Die Grosse des hiermit festgestellten Einflusses der Gusshaut
auf die Biegungsfestigkeit hingt jedenfalls auch z. B. davon ab,
ob die Gussstiicke in frischem Sand oder in getrockneten Formen
gegossen werden. Unter Umstéinden wird dieser Einfluss sehr be-
deutend werden konnen?).

Demgemiiss ergiebt sich der Koefficient w, der Gleichung 1
fir unbearbeitete Stibe kleiner als fiir bearbeitete. Den Werthen
in Spalte 6 wiirde ein Werth y, im Mittel reichlich 1 entsprechen,
d. i. nahezu s kleiner als fir die bearbeiteten Stabe.

4. Versuche zur Klarstellung des Zusammenhangs zwischen Zug-
und Biegungsfestigkeit von Gusseisen, und der Spannungs-
vertheilung iitber den Querschnitt des gebogenen Stabes.

Zu diesen Versuchen wurden von Gusseisen bei dem gleichen
Guss (aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, so-
weit sich dies iberhaupt erreichen ldsst, hergestellt:

1) Den vom Verfasser aus Biegungsversuchen in der Mitte der achtziger
Jahre gezogenen Schluss, dass die Gusshaut einen kleineren Dehnungskoefficienten
besitze als das weiter nach dem Stabinnern gelegene Material, haben unmittelbar
Zugversuche, iiber welche er in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1899, S. 857 u. f. (Mittheilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des
Ingenieurwesens, Heft 1, S. 1 u. f) berichtet, bestatigt.

?) Hieraus folgt, dass nur bearbeitete Stibe der Prifung unterworfen werden
sollten, falls man Zahlen erhalten will, welche unter sich mit Berechtigung ver-

glichen werden konnen.
C.Bach, Elasticitit. 4. Aufl. 16
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Cylinder von 90 mm Durchmesser und rund 950 mm Linge,
Quadratische Stibe von 90 mm Seite - - 1100 - -

Durch Bearbeitung dieser Korper auf der Drehbank bezw.
Hobelmaschine fand Ueberfithrung derselben in Cylinder von 80 mm
Durchmesser, bezw. in quadratische Stiibe von 80 mm Seiten-
linge statt.

Von den Cylindern wurden sodann Stiicke in der Linge von
ungefihr 320 mm abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je
4 Rundstibe von 20 mm Durchmesser im mittleren Theile heraus-
gearbeitet. Das jeweils verbleibende Cylinderstick von rund
620 mm Linge wurde zu Druckversuchen verwendet.

Die quadratischen Stibe dienten den Biegungsuntersuchungen.

Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und da-
bei — ohne Zuriickgehen auf die erste Belastungsstufe — jeweils
die gesammte Lingeninderung bezw. Durchbiegung festgestellt.

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungs-
versuchen wurden die Verlingerungen, bezw. Zusammendriickungen
und Durchbiegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen.

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgetheilt.

a) Zugversuche.

Belastungsstufe Ge_sammte Verlangerungen Unterschied der
in kg/qem i Hrooo CI? auf 10 om Verlingerungen
8/ Linge 8 g
159,15 und  318,3 2,14 985
159,15 - 4715 4,99 o
159,15 -  636,6 8,83 239
159,15 - 7958 14,15 g
159,15 - 9549 21,60 1
159,15 - 11141 33,31 9997
159,15 - 127132 55,58 ’

Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu
K = 1315 kg/qem.

Diejenige von zwei anderen Stiben zu

1289 und 1273 kg/qem.
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b) Druckversuche.

243

Belastungsstufe (?resammte .Zusammen- Unterschied der
. driickungen in Y,y em anf .
in kg/gem 929.0 om Zuasammendriickungen
0,46 und 2984 2,13 ~
2,50
046 - 5968 4,63 ,
0,46 895,2 7,20 g‘? [
0,46 - 11936 10,45 729
046 - 15319 14,54 g,og
046 - 17904 18,51 5’29
046 - 20888 92410 o
0,46 - 23872 51,08 ) 0’98
046 - 26856 41,20 5’13
0,46 - 29840 56,72 15,5

c) Biegungsversuche.

Stabbreite & = 8,01 ecm, Stabhthe A= 8,005 cm.
Entfernung der Auflager /== 1000 mm.
Belastung erfolgt in der Mitte durch die Kraft P.

Belastung P 0,25 Pl ) Gesammte Durch- Untersclhied der

1 biegungen der Stabachse | Durchbiegungen
kg Eb I in der Mitte in mm in mm
500 146,1 0 .
1000 2922 0,355 8’3?‘;
2000 584,4 1,227 0995
3000 876,6 2,226 1,166
4000 1168,8 3,392 1’438
5000 1461,0 4,830 ges
6000 1753,2 6,698 o i

7000 2045,4 9,143 ’

16*
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Der Bruch erfolgt bei P = 7380 kg. Die fiir Proportionalitéit
zwischen Dehnungen und Spannungen giltige Gleichung auf S. 232
wiirde liefern

25,7380
K, = i

& +8,01.8,005°

= 2157 kg/qem.

d) Prifung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse.

Es liegt nahe, die Prifung in der Art auszufiihren, dass auf
die Entwicklungen 8. 214 u. f. zuriickgegriffen und ermittelt wird:
aus den Zugversuchen o, und my

- - Druckversuchen o, - m,
- GL 11 (8.219) mit o, =1315 kg/qem die Lage der
Nullachse,

- GL 12 (S.219) die Grosse des biegenden Momentes,
welches mit ¢, = 1315 kg den Bruch herbeifiihren
wiirde.

Dieses Moment wire sodann mit dem thatsichlichen Bruch-
moment

.I.Zi :¥ .1380 — 184500 kg . em

zu vergleichen.

Die Beschreitung dieses Weges filhrt zuniichst zu der Er-
kenntniss, dass das Potenzgesetz &= oo™ fir die gesammten
Dehnungen bis zum Bruch den thatsichlichen Verlauf der
Dehnungslinie weder bei Zug noch bei Druck zutreffend genug zum
Ausdruck bringt. In Fig. 4 sind auf Grund der unter a und b an-
gegebenen Versuchsergebnisse zu den Spannungen als wagrechte
Abscissen die jeweils erhaltenen Dehnungen als senkrechte Or-
dinaten aufgetragen und dadurch die ausgezogenen Kurven erhalten
worden: 0Z,Z gilt fir Zug und OE,ED fir Druck.

Der Linienzug, wie ihn das Potenzgesetz mit

1
"~ 24956000000 ’

oy

my = 2,623,

1

= 20000000 ’ my = 1,491

2P
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liefert, ist strich-punktirt eingetragen. Man erkennt deutlich, dass,
wenn auch die Werthe von e, m,;, bezw. «; my anders als geschehen

a %
i
i/

Fig. 4.

gewiihlt werden, bedeutende Abweichungen der beiden Linienziige
bestehen bleiben.

Unter diesen Umstéinden verzichten wir auf die Benutzung
des Potenzgesetzes, sowie auf die Heranziehung einer anderen
Funktion und verfahren in einer anderen, schon von W. Schiile
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angedeuteten Weise. Die in Fig. 4 ausgezogene Kurve OZ,Z liefert
fir o,=1315kg = AZ in der Ordinate OA die zugehorige
Dehnung Unter der Voraussetzung, dass der Stabquerschnitt bei
der Biegung eben bleibt!), ergiebt die Linie 0Z,Z die Vertheilung
der Zugspannungen von der durch O gehenden Nullachse bis zu
der am stiirksten gespannten Faser in A. Die Grosse der Fliche
0 AZ bildet unter Beriicksichtigung der Breite des rechteckigen
Querschnittes das Mass fiir die Summe der inneren Krifte auf
der Zugseite. Da nun diese Summe, welche mit N bezeichnet sei,
gleich sein muss der Summe der inneren Kriifte auf der Druck-
seite (GL 6, S. 216), so ist auf letzterer eine Fliche OBE =
Fliche O AZ abzugrenzen, was sich mittelst des Polarplanimeters
ziemlich rasch ausfihren lisst. BE ist alsdann die grosste Span-
nung, welche auf der Druckseite eintritt, wenn die grosste Span-
nung auf der Zugseite AZ = 1315kg/qem betriigt. Die zeich-
nerische Darstellung liefert die grosste Druckspannung BE =

. 2270 — 1315
2 1. i ————
2210 kg/qem, d. i um 100 1315

= T3, grosser als die
grosste Zugspannung.
Die Nullachse ist in dem rechteckigen Querschnitt von der

Hohe AOB so gelegen, dass die Abstinde von aussen
ee=0A4 und =08

betragen. Dies giebt, da der fir die Dehnungen — zunichst ohne
Riicksicht auf die Hohe des Stabquerschnittes — gewihlte Mass-
stab in der urspringlichen Zeichnung Fig. 4 zur Strecke OA
=20,3 cm und zur Strecke OB =14, cm, also zu AB=20,3
~+14,7=35,0 em gefiihrt hat, bei der Querschnittshshe A=28,005 cm

8,005 s

= 20,3 —— 35,0 = 4,64 cm,
8,005

= 14,7 3-6— = 3,36 cm.

Die Nullachse liegt somit im Augenblick des Bruches
um 0,64 cm, d.i. um 89, der Querschnittshéhe aus der
Mitte nach der Druckseite hin.

1) Vergl. Fussbemerkung S. 232 und 233.
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Sind S, und S, die Schwerpunkte der beiden Flichen 0AZ
bezw. OBE, so findet sich zunichst in der Strecke y der Ab-
stand, in welchem die beiden resultirenden Innenkrifte N wirkend
anzunehmen sind, und damit das Moment der inneren Krifte
gleich Ny.

Aus der Zeichnung entnehmen wir unter Beriicksichtigung,
dass die Stabbreite 8,01 em betrégt,

8,005
35,0

N=237160 kg y=21,0 = 4,8 em,

folglich
Ny =31160. 4,8 = 178368 kg . cm.

Das Moment der #usseren Krifte, welches zum Bruche fiihrte,
betrug — wie oben ermittelt — 184500 kg . em. Somit findet sich
der Unterschied zwischen diesem Bruchmoment und dem Moment
der inneren Krifte, wie es in Vorstehendem festgestellt worden
ist, zu

184500 — 178368

J— 0
100 184500 = 3,3°%.

Dieser Unterschied hilt sich nicht blos innerhalb der Grenzen
der Abweichungen, welche in solchen Fillen zu erwarten sind,
sondern er muss sogar als recht klein bezeichnet werden. Hier-
nach erscheint die Spannungsvertheilung im Querschnitt
des gebogenen gusseisernen Stabes im Augenblick des
Bruches und damit auch der Zusammenhang zwischen der
Biegungsfestigkeit und der Zugfestigkeit klargestellt.
Man erkennt, dass in dem gebogenen Stabe wesentlich
héhere Zugspannungen nicht auftreten, als sie der un-
mittelbare Zugversuch liefert.

Fiir ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungs-
moment, etwa fiir ein solches, das o, = 4, Z, liefert, welchem Werthe
dann gemiss der Gleichgewichtsbedingung, dass Fliche 04,7,
= Fliche OB, E, sein muss, die Druckspannung ¢,= FE,B; ent-
spricht, verschiebt sich wegen des flacheren Verlaufs der
Drucklinie OFE, E gegeniiber demjenigen der Zuglinie 0 Z,Z
die Nullachse nach der Mitte hin, fir noch kleinere
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Momente kann sie aus der Mitte des rechteckigen Quer-
schnittes nach der Zugseite hin gelegen sein’).
Beispielsweise findet sich

fir 0, = 1000 kg/qem
o, = 1388 kg/qem e =427 cm e; = 3,73 cm,

somit die Nullachse um 0,27 em, d.i. 3,49, der Hohe aus der
Mitte nach der Druckseite gelegen,

fir o, = 500 kg/qem,
o, = 525 kg/qem e,=23,71T em e; = 4,23 em,

somit die Nullachse um 0,23 cm, d.i. 2,9°, der Hoéhe aus der
Mitte nach der Zugseite gelegen.

Umn fiir kleine Momente, welche auch nur geringe Spannungen
(Dehnungen) geben, die Lage der Nullachse auf dem zeichnerischen
Wege ausreichend genau feststellen zu konnen, miissen bei den
Zug- und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendriickungen
fiir geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungs-
stufen ermittelt und muss fir die Dehnungen ein grosserer Mass-
stab gewihlt werden, als dies im Falle der Fig. 4 geschehen ist,
mit welcher nur die Aufgabe zu lésen war, die Verhiltnisse fiir
den Bruch zu untersuchen.

Zur weiteren Klarstellung sind Versuche mit verschiedenen
Gusseisensorten, mit Steinen, Beton u.s. w. durchzufiihren; ebenso
wird der Einfluss zu ermitteln sein, den Wechsel der Belastungen
(Spannungen) #ussert.

1) Diese Feststellung giebt nicht nur eine weitgehende Aufklirung itber die
Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Koérpern, deren Material stark ver-
éinderlichen Dehnungskoefficienten besitzt, wie Gusseisen, Sandstein, Beton u. s. w.,
sondern sie beleuchtet auch die Mittheilungen, welche in neuerer Zeit hinsichtlich
der Lage der Nullachse bei Biegungsbalken aus solchen Stoffen gemacht worden
sind. Je nach der verhiltnissmissigen Grosse des biegenden Momentes konnte
man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder minder weit ausser-
halb gelegen ermitteln, ohne damit der eigentlichen Erkenntniss der Spannungs-
vertheilung iber den Querschnitt niher zu kommen. Ueber diese giebt Fig. 4,
S. 245, vollen Aufschluss.
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IV. Knickung.

§ 23. Wesen der Knickung.

Es sei 4B, Fig. 1, ein prismat<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>