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Vorwort. 
Das vorIiegende Buch iiber Gasdynamik geht auf eille Vortragsreihe 

zuriick, die der Verfasser im Sommer 1940 in Gottingen anf Veranlassung 
von CARL WIESELSBERGER fUr das Aachener Aerodynamische lnstitut 
gehalten hat. Dem Gedachtnis dieses leider so friih verstorbenen Kollegen 
moge es gewidmet sein. 

Zweck des Buches ist es, eine zusammenfassende Darstellung zu 
geben fiir die in zahlreichen Zeitschriftenaufsatzen verstreuten neueren 
theoretischen Untersuchungen iiber die Gasstromung bei hohen Ge­
schwindigkeiten; der EinfluB der Kompressibilitat wird hierbei wesent­
lich und es kommen vollig andere Gesetze als in der gewohnlichen Aero­
dynamik und Hydrodjnamik ins Spiel. Die aktuelle Bedeutung dieses 
verhaltnismaBig jungen Zweiges der Stromungslehre fiir Luftfahrt und 
Ballistik liegt auf der Hand. In erster Linie wendet'sich das Buch an 
die im praktischen Forschungsbetrieb stehenden lngenieure und tech­
nischen Physiker sowie an Studierende der Aerodynamik, urn ihnen die 
zeitraubende und oft miihsame Durcharbeitung des Originalschrifttums 
zu ersparen oder \1U erleichtern. Dieser Zielsetzung entsprechend wurde 
soweit als moglich eine anschauliche, dem ingenieurmaBigen Denken an­
gepaBte Darstellungsweise erstrebt. 

Wie der Titel "Theoretische Einfiihrung" ausdriickt, erstreckt sich 
der lnhalt lediglich auf die theoretisch-mathematische Behandlung der 
Probleme. Die experiment ellen und meBtechnischen Fragen bleiben 
auBer Betracht. Weitere Beschrankungen liegen in der Voraussetzung 
stationarer Stromung und in der Vernachlassigung der Reibung und 
Warmeleitung. Dagegen werden wir uns nicht auf die ebene Stromung 
beschranken, sondern auch die achsensymmetrische Stromung als den 
praktisch wichtigsten Sonderfall der raumlichen Stromung ausfiihrlich 
erortern. 

FUr freundliche Mithilfe bei den Korrekturen danke ich den Herren 
Prof. Dr. J. LENSE, Dozent Dr. habil. A. NAUMANN und Prof. Dr. 
H. PETERS sowie Frau Dr. E. LENSE. Bei der Durchsicht des Manuskripts 
sowie bei der Herstellung der Zeichnungen und der Durchfiihrung von 
Zahlenrechnungen haben mir meille Assistenten Dr .-lng. H. POSOH, Dipl.­
lug. C. HEINZ und Dipl.-Ing. K. W. BRUOKER wertvolle Dienste geleistet. 
Besonderer Dank gebiihrt dem Springer-Verlag, der von Anfang an 
meinen Plan verstandnisvoll gefordert und trotz der kriegsbedingten 
Schwierigkeiten das Buch in verhiUtnismiiBig kurzer Zeit lind in dcr 
iiblichen vorzliglichen Ausstattung herausgebracht hat. 

Aachen, im November 1942. 
B. SAUER. 
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Einleitnng. 
Wenn die Stromungsgeschwindigkeit eines Gases im Vergleich zur 

Schallgeschwindigkeit klein ist, kann man das Gas als inkompressibel 
betrachten. Die Aerodynamik fallt bei dieser die mathematische Be­
handlung sehr vereinfachenden Annahme zusammen mit der Hydro­
dynamik der volumenbestandigen Fliissigkeiten. Wir werden sehen, daB 
der durch Vernachlassigung der Kompressibilitat des Gases in der Konti­
nuitatsgleichung hervorgerufene Fehler unter 1 v. H. bleibt, wenn die 
Stromungsgeschwindigkeit etwa 1/7 der Schallgeschwindigkeit des ruhen­
den Gases, also fur Luft von Atmospharendruck und 15° C etwa 50 [m/s], 
nicht iibersteigt. 

Bei groBeren Geschwindigkeiten, d. h. bei Zunahme des Verhaltnisses 
der Stromungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit, wird der Ein­
fluB der Kompressibilitat auf den Stromlinienverlauf immer starker und 
nach V'berschreitung der Schallgeschwindigkeit treten VOllig neue Er­
scheinungen auf. Insbesondere pflanzen sich Storungen dann nicht mebr 
in das ganze Stromungsfeld, sondern nur in ein sich stromabwarts er­
streckendes Teilgebiet aus und zu den stetigen Geschwindigkeits- und 
Druckanderungen kommen gewisse unstetige Zustandsanderungen, 
die sog. "VerdichtungsstoBe", hinzu. Der mathematische Grund fUr 
dieses wesentlich verschiedene Verhalten der "UnterschalI"- und ,;Ober­
schallstromungen" liegt darin, daB die Potentialgleichung im Unterschall­
gebiet ebenso wie bei inkompressiblen Medien yom elliptischen, im tJber­
schallgebiet dagegen yom hyperbolischen Typus ist. 

Fur die Aerodynamik der "kompressiblen Stromungen", die man 
vielfach auch kurz als "Gasdynamik" bezeichnet, werden im vorliegen­
den Buch die grundlegenden theoretischen Zusammenhange behandelt 
und die fiir den Praktiker wichtigsten mathematischen Theorien und 
zeichnerisch-rechnerischen Naherungsmethoden entwickeltl. Zur Ver-

1 Als kurze Einfiihrungen in die Gasdynamik seien genannt: ACKERET, J.: 
Handbuch der Physik, VII, S.289-342. Berlin 1927 (kurz "ACKERET"). -
BusEMANN, A.: Handbuch der Experimentalphysik, IV 1, S.341-,460. Leipzig 
1931. - PRANDTL, L.: Abril3 der Stromungslehre, S. 180-218, Braunschweig 1931 
(kurz "PRANDTL") und Z. angew. Math. Mcch. 16 (1936), S. 129-142. - DURAND, 
W. J.: Aerodynamic Theory, III H, S. 209-252. Berlin 1935. - Aul3erdemfinden 
sich zusammenfassende Berichte in den Atti dei Convegni 5 (1936), R. Accademia 
d'Italia (kurz "Voltakongrel3"). 

Sauer, Gasdynamik. 1 



2 Grundbegriffe. 

einfachung werden hierbei ahnlich wie in der gewohnlichen Aerodynamik 
der inkompressiblen Stromungen einige einschrankende V oraussetzungen 
getrofien, namlich: 

(a) Beschrankung auf wirbelfreie Stromungen (Potentialstromungen), 
(b) Vernachlassigung der Reibung des stromenden Gases, 
(c) Vernachlassigung der Schwerkraft und sonstiger auBeren Krafte, 
(d) Beschrankung auf stationare Vorgange, 
(e) Beschrankung auf adiabatische Zustandsanderungen mit um­

kehrbar eindeutiger Beziehung zwischen Druck und Dichte des stromen­
den Gases, abgesehen von den unstetigen, mit Entropiezunahme ver­
bundenen VerdichtungsstoBen. 

In § 20 werden wir die V ora ussetzung (a) fallen lassen und einige all­
gemeineBeziehungen fiir kompressible Stromungenmit Wirbelnherleiten. 

Praktische Anwendung findet die Aerodynamik der kompressiblen 
Stromungen vor· aHem in der BaHistik fiir die GeschoBbewegung und 
in der Flugtechnik fiir die Bewegung schneller Flugzeuge bzw. Flug­
zeugteile (Luftschrauben)·, auBerdem auch im Maschinenbau fUr die 
Stromungen in Dampfturbinen. Da im Zuge der modernen Entwicklung 
sowohl die GeschoBgeschwindigkeit wie auch die Flugzeuggeschwindig­
keiten immer groBer geworden ist, hat in gleichem MaBe die Wichtig­
keit der Aerodynamik der kompressiblen Stromungen fUr den Ballistiker 1 

und den Flugzeugbauer zugenommen. 
In erster Linie werden wir ebene und achsensymmetrische raumliche 

Stromungen behandeln, daneben aber auch allgemeinere raumliche Stro­
mungen, wie sie bei schlanken und spitzen Drehkorpern unter kleinem 
Anstellwinkel vorkommen. 

1. Abschnitt: 

Grundbegriffe. 
Ausgehend von der EULERschen Bewegungsgleichung werden die 

stromungsdynamis.chen und thermodynamischen Grundbegriffe ent­
wickelt und zur Untersuchung der einfachsten FaIle (eindimensionale 
Rohrstromung, Quell- und Wirbelstromung) herangezogen. AuBerdem 
wird die Potentialgleichung fiir das allgemeine raumliche Problem und 
fiir die Spezial£aHe der achsensymmetrischen raumlichen und der ebenen 
Stromung hergeleitet. 

§ 1. Grundgleichungen der Stromung. 
1. EULERsche Bewegungsgleichung. Impulssatz. Wir wenden das 

Grundgesetz der Mechanik: "Kraft = Masse x Beschleunigung" auf ein 

1 CRANZ, C.: Ballistik, Erganzungsband, S.I-58. Berlin 1936. 



Grundgleichungen der Stromung. 3 

}Iassenteilchen des stromenden Gases an und erhalten bei Vernachlassi­
gung der Reibung und Schwerkraft gematl den Voraussetzungen (b) 
und (c) der Einleitung die EULERsche Bewegungsgleichung 1: 

diU 
g dt = - grad p. (I) 

Hierbei ist tv der Vektor del' Stromungsgeschwindigkeit, t die Zeit, e die 
Dichte und p der Druck. 

Bei Beschrankung auf stationare Vorgange nach Voraussetzung (d) 
sind tv, e und p lediglich Funktionen des Ortes. Wir fiihren rechtwinklig 
kartesische Ortskoordinaten x, y, zein und bezeichnen die entsprechen­
den Geschwindigkeitskomponenten mit WI' W2' W3 (Abb. 1), die GroBe der 
Geschwindigkeit mit w. Der Beschleulligungsvektor eines stromenden 
Gasteilchens ist dann gegeben durch 

und die Vektorgleichung (1) liiBt sich zerlegen in die drei Komponenten_ 
gleichungen z 

OWl, OWl, OWl 1 op 
WI ax -:- 1('2 oy ,- W3 Tz =Q OX ' 

OW2 OW2 01['2 1 op 
WI ax + W 2 oy + 103 OZ = - I] oy' /~3_7 

: W1 L--/Wg 
'Z 0103 OW3 . oW3 1 op 

WI ax + W 2 oij ,- 103 az = -- '2 OZ . A ' ~P_~_-_~J----------·Y 

Die drei Ausdriicke der linken Seite Y 
konnen in del' Form 

d Abb, 1. Komponenten des Geschwin-
tv grad WI bzw. tv grad w2 bzw. \1) gra wa digkeitsvektors. 

geschrieben und daher im Vektor tv . V tv zusammengefaBt werden. Mit 
Beriicksichtigung del' Identitiit 

102 

tv . V tv = rot tv x tv -7- grad '2 

erhalt man daher die Vektorgleichullg 

102 1 
grad -2 + rot \1) x tv = ~ - grad p. 

'2 
(1 *) 

Ebenso wie in del' Ael'odynamik del' inkompressiblen Medien folgt auf 
del' EULERschen Gleichung der Impulssatz fUr stationare Stromungen I: 

Del' ImpulsfluB durch oino raumfeste Kontrollflache ist gleich dem 
Druckintegral auf del' Kontl'ollflaohc. 

1 Vgl. z. B. I'RANDTL-'l'IETJENS: Hydro- und Aeromechanik, Bd. J, S.101 
bzw. S.221. Berlin 1929. 

1* 



4 Grundbegriffe. 

2. Kontinuitatsgleichung Wld Bedingung der WirbeHreiheit. FUr ein 
singularitatenfreies, d. h. keine Quellfl'n und ~enken enthaltendes Raum· 
gebiet wird die Konstanz der Masse des stromenden Gases durch die 
"Kontinuitiitsgleichung" 

div (eto) = 0 (2) 

ausgedruckt, die sich in der gewohnlichen Aerodynamik mit e = const 
zu div to = 0 spezialisiert. 

Die in Voraussetzung (a) der Einleitung geforderte Wirbelfreiheit ist 
durch die Bedingung 

rot to = 0 (3) 

gegeben, welche die Dichte e nicht enthiilt und in gleicher Weise fur 
kompressible und inkompressible Stromungen gilt. 

In rechtwinkligen Koordinaten folgt aus G1. (2) und (3) 

o 0 0 
ox (eWl) + oy (ew2) + oz (ewa) = 0, (2*) 

(3*) 

3. BERNOULLIsche GleichWlg. Die EULERsche Gleichung (1 *) speziali. 
siert sich mit G1. (3) zu 

• WI 1 
grad 2" = -e- grad p, (4) 

d. h. die Fliichen p = const sind identisch mit den Fliichen W = const, 
der Druck ist also eine Funktion p (w) des Geschwindigkeitsbetrags. Diese 
Funktion ergibt sich durch Integration der mit G1. (4) gleichwertigen 
Differentialgleichung 

dp 
wdw + - =0, e (4*) 

die als "BERNOuLLIsche Gleiehung" bezeichnet wird und in. der Druck 
und Dichte durch eine als vorgegeben zu betrachtende, je nach <fer Art 
des Gases verschiedene "Adiabatengleichung" 

p=p(e), e=e(p) (5) 

verknupft zu denken. sind. 
Statt in der Differentialform (4*) wird die BERNOULLIsche 'Gleichung 

vielfach auch in der Integralform 
-
P 

1 (Ui2 - w2) + (!!:L = 0 (4**) 
Y • e(p) 

p 

benutzt, wobei U;, p und ebenso w, p irgend zwei zusammengehorige 
Werte der Geschwindigkeit und des Druckes sind. 



Thermodynamische Grundbegriffe. 5 

Bei inkompressiblen Medien vereinfacht sich Gl. (4**) mit e == const zu 
o 0 _ _ 

2 w 2 + p = t w 2 + p, 

bei kompressiblen Stromungen dagegen laBt sich das "Druckintegral" 

(/& erst nach Vorgabe der Adiabatengleichung (5) auswerten. 

Eine wichtige Rolle bei allen gasdynamischen Untersuchungen spielt 
die GroBe 

c = ~I/dp . 
·dl] 

(6) 

Sie hat die Dimension einer Geschwindigkeit und ist vermoge Gl. (5) eine 
Funktion von (! bzw. p oder auch mit Rucksicht auf Gl. (4) eine Funktion 
von w. Allf S. 39 werden wir c als Schallgeschwindigkeit d. h. als Fort­
pflanzungsgeschwindigkeit kleiner Storungen erkennen und wollen da­
her c schon jetzt als Schallgeschwindigkeit bezeichnen. 1m inkompres-

"iblen Fall ist ~~ = 0 und C = 00, kleine Storungen breiten sich hier 

momentan auf den ganzen Raum aus. 
Die bisherigen Betrachtungen gelten fur beliebige Adiabatenglei­

chungen (5). Sie werden in § 2 durch Ubergang zur Adiabatengleichung (8) 
der vollkommenen Gase spezialisiert, wobei Gl. (6) in die bekannte Schall­
geschwindigkeitsformel (15) ubergeht. 

§ 2. Thermodynamische Grundbegriffe. 
1. ZustandsgleicblUlg und AdiabatengleicblUlg der vollkommenen 

Gase. Bei vollkommenen Gasen sind Druck p, Dichte e und absolute 
Temperatur T verknupft durch die Zustandsgleichung (7) 

p = RIJ(! T ; (7) 

g = 9,81 [mjs2] ist die Schwerebeschleunigung, also IJ(! = Y [kg;m3] das 
,;pezifische Gewicht, R[mjO] die sog.Gaskonstante. 

Die Adiabatengleichung (5) fur Zustandsanderungen ohne Warme­
leitung spezialisiert Rich bei vollkommenen Gasen zur POISsoNschen 
Gleichung 

(8) 

Hierbei beziehen sich p, e, T auf einen beliebigen Ausgangszustand und 
k = cplcv ist das Verhaltnis der spezifischen Warmen bei konstantem 
Druck bzw. konstantem Volumen. cp und Cv sind Konstante. 

Bei Einfiihrung des mechanischen Warmeiiquivalents 

J "'" 427 [mkgjCal] 
besteht die Beziehung 

(9) 
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fur Luft ist im folgenden zugrunde gelegt 

R = 29,21 [m!'], k = 1,405. 

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik gibt die Energiebilanz 

JdQ = Jc.dT + pd (lfge) , (10) 

wobei l/ge das Volumen und dQ die zugefiihrte Warmemenge in [Cal] 
fiir 1 kg Gewicht des Gases ist. 

dQ ist kein vollstandiges Differential. Man erhalt jedoch durch Divi­
sion mit Tunter Berucksichtigung von Gl. (1) das vollstandigeDifferential 

dQ dT pdT de 
JdS=J'ji =JCVT + Td(l/g(!) =JcVT-R-e' (Il) 

woraus sich mit Hil£e von Gl. (7) und (9) das Integral 

{ dQ R (' J S = J - = -- In :L) + const 
. T k-l ek 

(12) 

ergibt. Die Ji'unktion S ist eine Zustandsfunktion, d. h. bis auf eine ad­
ditive Konstante durch zwei der Zustandsv€'l"anderlichen p, e, T be­
stimmt und heiSt Entropie. 

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt 

dS ;;;;; 0, (13) 

d. h. die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt niemals abo Bei 
adiabatischen Zustandsanderungen, die wir bis auf weiteres ausschlieBlich 
betrachten, gilt in Gl. (13) infolge Gl. (8), (9) und (12) das Gleichheits­
zeichen, die Entropie bleibt hier also konstant. 

2. p(w) und c(w) fiir vollkommene Gase. Durch Einsetzen von (8) in 
die BERNoULLISche Gleichung (4**) kommt nach einer einfachen Rech­
nung die grundlegende Formel von DE SAINT-VENANT und WANTZEL 

k-1 k-1 

w2 = ~~Po [1_(1!...')T) = w' [1-\'1!...)TJ. k-l eo Po max Po . . ' 

(14) 

Dabei bezieht sich hier und im folgenden der Zeiger Null stets auf den 
Ruhezustand W = 0 (Ruhedruck Po, Ruhedichte eo usw.); uber Wmax 

vgl. Gl. (16). 
Aus Gl. (6), (8) und (7) folgt fur die Scballgeschwindigkeit die be­

kannte Formel 

p (P) k-1 
c2 = k....! - k = kp/e = kgRT, eo Po, 

aus der sich mittels Gl. (14) die weitere Beziehung 

Po k-l k-l k-l., 
c2 = k-;;- --')- w2 = kg RTo - -')- w2 = -9,- (winax _w2 ) 

ergibt· , 

- ~ (. Q ~I 
[ 

,..,l {. -, ) OJ -t :.1-- L I'1tJ .~ ... - 4 . 
~ ,~'i/." 

p!o 9- { . 

(15) 

(15*) 

I 
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Durch Gl. (14) und (15*) sind der Druck P und die ortliche Schall­
geschwindigkeit c als Funktionen der Stromungsgeschwindigkeit w dar­
gestellt; P hangt auBerdem noch vom Ruhedruck Po und der Ruhe­
dichte eo ab, c dagegen nur von dem Verhaltnis po/eo oder, was nach 
Gl. (7) auf dasselbe hinauslauft, von der Ruhetemperatur To. 

Die Stromungsgeschwindigkeit w kann nach Gl. (14) von w = 0 bei 
p = Po an nicht unbegrenzt, sondern nur bis zur Hochstgeschwindigkeit 

Wmax =1/ _2Jc_ Po (16) 
k -1 eo 

anwachsen, die fur p = 0, also bei Ausstromen ins Vakuum, erreicht 
wird. 

Die Schallgeschwindigkeit chat nach Gl. (15*) im Ruhezustand 
w = 0 den Hochstwert 

C -c -l!kPo-l/kgRT _~I!k-1W (17) 0-- max -, eo - / 0 - "-2 max 

und sinkt mit zunehmendem w bis auf c = 0 fUr w = Wmax ' 

FUr die sog. "kritische Geschwindigkeit" 

lj~ 1 Ilc-=-l '-2 
w* = c* = V k + le~ = / k + i Wmax = ~ k + 1 Co (18) 

sind nach Gl. (15*) Stromungs- und Schallgeschwindigkeit einander 
gleich; Druck, Dichte und Temperatur nehmen die "kritischen" Werte an 

k 1 

(' 2 \ki 2 ')- 2 p* =lc--tl i - Po' e* = (k + 1 k--l eo, T* = lc + 1 To· (19) 

Man beachte, daB c* und Wmax lediglich vom Verhaltnis po/eo, d. h. 
lediglich von der Ruhetemperatur To abhiingen. Fur Luft (k = 1,405) 
mit To = 288 0 hat man 

Wmax == 757 [m/s] , 
U· 

~~ ,= 2,437. 
c 

3. ll'lAcHsche Zahl. Die Stromungsgeschwindigkeit w laBt sich dimen­
sionslos machendurchBezug entweder auf dieortliche Schallgeschwindig­
keit coder auf die kritische Geschwindigkeit C*. Wir benutzen hierbei 
die Bezeichnungen 

JJI,= wlc, J.l1* = wlc* (20) 

und nennen J.l1 nach E. MACH (vgl. S. 34, FuBnote) die MAcHsche Zahl 
der Stromung. 

Da c* konstant ist, c sich aber mit w andert, ist J.l1* zu w proportional, 
il1 dagegen nicht. Nach Gl. (15*) und (18) sind w, M und M* verkniipft 
durch 

*2 _ 102 _ ~± 1) 1If~ 
M ~., C*2 - (k-l) 1If2 + 2 ' 

2 M*2 2102 
M2 - ---~ -~~------~~-~-- - -----~----

- (k + 1) - (k - 1) M*2 - (k + 1) C*2 - (k -1) 102 . 

(21) 
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Mit Hilfe diese:.: Beziehungen foIgt aus GJ. (14) 

[k 1 k k l ~_ '-I 2 k-l-r k+l lk~l 
p - 2 M + 1 - (k + 1) _ (k _ 1) M*2 j , 

M"~:+:rl-(~)>-;j. M'~k-'-.[(~)':'-11 I (22J 

Vg1. zu G1. (21) und (22) die Zahlentafell und 2 (S. 11 und 57). 
Die kritische Geschwindigkeit trennt die Bereiche der Unter- und 

Vberschallgeschwindigkeiten. Man hat 

im Unterschall: 0;;;;; W < c*, o ;;:;; M < 1, 0;;:;; M* < 1 ; 

im Vberschall: c* < W ;;;;; wmax , 1 < M ;;:;; 00, 1 < M* ;;:;; V~ + ~ . 

In der gewohnlichen Aero~ynamik der inkompressiblen Stromungen 
ist c = 00 (vg1. S. 5) und demnach M = M* = 0; die inkompressiblen 
Stromungen erscheinen dadurch als Grenzfall der kompressiblen Unter­
schallstromungen. 

4. Abnliehkeitsbetraehtung. Die grundlegende Bedeutung der MAcH­
schen Zahl zeigt sich in folgender.AhnliQhkeitsbetrachtung: 

Vorgegeben sei eine bestimmte Gasstromung, d. h. ein Losungssystem 
der Grundgleichungen (l) bis (3). Wir gehen hierauf zu einem geome­
trisch ahnlichen Modell iiber, indem wir alle Abmessungen mit einem 
konstanten Faktor ml verandern. Es entsteht nun die Frage: Lassen 
aich auch fiir die Geschwindigkeit ttl, den Druck p und die Dichte (! 

konstante Faktoren 'lnw, mp und me so wahlen, daB die Grundgleichungen 
(1) bis (3) erfiillt bleiben und demnach ein zu der vorgegebimen Stromung 
ahnliches Strombild entsteht 1 

Die G1. (2), (3) liefern fur die konstanten Faktoren-keine einschran­
kenden Bedingungen, aus G1. (1 *) dagegen erhii.lt man die Forderung 

m! = mp/ma, mw = limp. - V mQ 

Da nach G1. (6) auch die Schallgeschwindigkeit c sich mit dem Faktor 

V1mp = mw multipliziert, hat man als Bedingung ahnlicher Stromungen 
me 

die "Obereinstimmung' der MAcHschen Zahlen M = ~ fiir je zwei ent-

sprechende Punkte der Ausgangsstromung und der Modellstromung. 

Ahnlichkeitsbetrachtungen dieser Art! sind fiir das MeBwesen unent­
behrlfch, da sie Messungen am naturlichen Gegenstand durch Modell­
messungen zu ersetzen gestatten und die Anzahl der erforderlichen Mes-

1 VgI. z. B. ACKERET: S. 294-296. 
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sungen auf ein MindestmaB einschranken. AuBerdem fiihren sie zu einer 
sachgemii.Ben Darstellung der Ergebnisse in dimensionslosen Verander­
lichen. 

5. Geometriscbe Darstellung der Funktion p(w). Die Kurve p =p(w) 
(Abb.2) beginnt nach Gl. (14) auf der p-Achse mit dem Ruhedruck Po 
und falIt standig bis auf p = 0 fiir P 
die Maximalgeschwindigkeit Wmax ' M~O 

Nach Gl. (4*) ist T w~12gJ(io-i) 
rip 

tgi= -d~ = we, 123) 

d. h.: Die Neigung del' p(w)-Kurve 
gibt die Stromdichte we an. 

Po 
I 

Die Differentiation von Gl. (23) 
liefert mit Beriicksichtigung von 
Gl. (6) und (23) 

* -c-~ -~---1 
M=oo 

~--------~~w.-ma-x----~-~-~-~---W 

Abb.2. p(w)-Kurve. 

dtgT de dp w2 1 >0.. 1< 1 
--- = n .L W - -. = e (1 - --) = 0 (1 - 11:(2) = 0 fur lJ!1

1 
= I (24) 

dw "I dp dw c2 " I 
<0 >1 

Daraus folgt fiir beliebige Adiabatengleichungen (5): 
1m Unterschallbereich 0;;:;; w < c* weist die p(w)-Kurve mit der 

hohlen Seite nach unten, im Uber­
schallbereich c* < w ;;:;; W max nach 
oben; der Ubergangspunkt w = c* 
ist ein Wendepunkt. 

Bei ebenen Stromungen liegen 
aIle Geschwindigkeitsvektoren ttl in 
derselben Ebene, d. h. bei geeigneter 

~ 11>1 

Stellung des Koordinatensystems ist 
durchwegsw3 = O. Inderw1 , w2-Ebene, 
die wir Geschwindigkeitsebene oder 
auch Hodographenebene nennen wol. 
len, hat man als Unterschallbereich 
(M < 1) die Kreisflache VW: + w~ < c* 
und als Uberschallbereich (M > 1) das 

Ringgebiet c* < I w; + w ~ :S: wmax 

/ ...... ----..,\ 

/ M<1 \ 
I 
\ 
\ 

/ 
/ 

J 
I 

I 

v=wz 

u~w., 

(vgl. GrundriB von Abb.3). Tragt Abb.3. Druckberg fUr ebene Stromuugen. 

man iiber jedem Punkt WI' w2 des 
Unter- und Uberschallbereichs der Geschwindigkeitsebcnc gemaB 
Gl. (14) den Druck p auf, so entsteht del' "Druckberg", d. h. eine 
Dl'eh£lache mit del' p(w)-Kurve als Meridian und der p-Achse als Dreh­
achse (Abb. 3). Der Breitenkreis w = c* trennt die positiv gekriimmte 
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Bergkuppe des Unterschalls von dem negativ gekriimmten BergfuB deE 
"Oberschalls. 

6. Druckintegral und Warmeinhalt fill' vollkommene Gase. Der Warme· 
inhalt (Enthalpie) fiir 1 kg Gewicht eines vollkommenen Gases wird durch 

i = cpT (25) 
definiert. Mit Hilfe von Gl. (7), (9) und (8) hat man 

Jdi = Jc dT = J!!E.. (d P _ J!... d )' = ~ dp ('1 _.J!.d e ) 
p g R e e2 e Op - Ov gee d P 

__ k_dp (' 1 _ -.!.) _ dp 
-k-lge, k -ge' 

d. h. bei adiabatischen Zustandsanderungen sind der Warmeinhalt i und 
das in der BERNoULLI~chen Gleichung (4**) vorkommende Druckintegral 
durch die einiache Beziehung 

p 

J (i - io) = ~ {d 'P 
g e 

P, 

(26) 

verkniipft. Die BERNoULLISche Gleichung geht dadurch in den Energie­
satz iiber 

;: + J (i - io) = O. (27) 

Nach Gl. (27) kann man im p, w-Diagramm (vgl. Abb. 2) die w-Achse 
auch nach dem Warmeinhalt i eichen, wodurch das p,w-Diagramm ZUlli 

p,i-Zustandsdiagramm wird. 

§ 3. Stromlinienverlauf bei Unter- und 
tThersehallgesehwindigkeit. 

1. Stromdichte. MaBgebend fiir den im folgenden zu untersuchenden 
Stromlinienverlauf ist die Abhangigkeit der Stromdichte ew yom Druck 'P 
bzw. der Stromungsgeschwindigkeit w. Fiir die durch Division mit e*w* 
dimensionslos gemachte Stromdichte f) ergeben sich aus Gl. (8), (22) 
und(19) die Beziehungen 

/ k + 1 k+l 

f) = ~ = tl (-2 )k-l (J!...')~ -Ji 1 _ ( 1!..')k--;/ 
e* w* k - 1 Po' Po 

-2-' . (28) 

- i(k + l)k+l M 
= II -2- k-l' (k-l ) k+l. ' 

-2- M2 +1 2 (k-l) 

die fiir Luft (k = 1,405) graphisch in Abb. 4 und zahlenmaBig in Zahlen­
tafel 1 dargestellt wird; vgl. hierzu auch die Beziehung (21) zwischen 
M und M*. 
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Zahlentafell fiir Luft (k = 1,405). 
. Stromdichte e bei Unter- und Uberschallgeschwindigkeit. 

Un terschall bereich: Uberschallbereich: 

P.. 
p, 

I iII 1 

I 1 

1,000 0,000 

I 

0,998 0,054 
0,996 0,077 
0,990 0,120 
0,980 0,170 
0,970 0,208 
0,960 0,241 
0,950 0,271 
0,940 0,298 
0,920 0,347 
0,900 0,390 
0,890 0,367 
0,860 0,468 
0,830 0,522 
0,800 0,573 
0,760 0,638 
0,750 0,653 
0,700 0,731 
0,650 0,808 
0,600 0,885 

M* 

0,000 

0,059 
0,083 
0,131 
0,186 
0,228 
0,264 
0,295 
0,324 
0,376 
0,422 
0,443 
0,503 
0,557 
0,608 
0,672 
0,687 
0,762 
0,833 
0,902 

I QW I e=­I Q*W· 

I 

I 
0,000 

0,094 
0,130 
0,212 
0,289 
0,351 
0,404 
0,451 
0,489 
0,558 
0,617 
0,642 
0,712 
0,770 
0,817 
0,872 
0,883 
0,932 
0,966 
0,988 

- ·-----k [------ ---.---- ---

( 2 )k-1 
k --!-1 11,000 ],000 1,000 

I 

= 0,527 i 
I 

" p, 

k 

(F! I)k-l 
= 0,527 

, 

I .11 i 

1,000 I 
I 
I 

I ew 
M* I e= eOW'; 

1,00 ° I 1,000 

~-.--- ---~--_I~_~-
0,500 1,045 1 1,07 3 0,998 
0,450 1,131 1,10 5 0,987 
0,400 1,221 4 0,964 1,17 
0,350 1,319 1,24 5 0,930 
0,300 1,430 1,31 9 0,883 
0,250 1,559 1,39 8 0,826 
0,200 1,708 1,48 4 0,745 
0,150 1,898 1,58 I 0,646 
0,100 2,157 1,69 8 0,520 
0,080 2,304 1,75 3 0,458 
0,060 2,484 1,81 6 0,387 
0,050 

1 2,602 1,85 
0,040 2,748 1,89 
0,020 3,211 2,00 
0,010 [3,699 2,08 
0,008 

1 3,863 2,11 
0,006 4,079 2,14 
0,004 4,394 2,16 

3 0,347 
5 0,302 
4 0,195 
9 0,124 
2 0,108 ° 0,085 
8 0,067 

0,002 ! 4,967 2,22 4 0,042 
- --- --- ---

I f~ 
! 
: 

0,000 'Xl 

+1 
-1 0,000 

I =2,4 
i 

37 • 

Nach Gl. (23) und (24) ist 
de de 
-d = 0 fiir M = 1 und-d 

P 
/1* M PO 
o 1,0;-----__ _ 

w u 
0,5 

0,9 
0,5 0.8 

0,7 
0,6 

==:: 0 flir M 5 1. Dement­
sprechend wachst die Strom­
dichte e im Unterschallbe­
reich von e = 0 bis emax 

= 1 und sinkt im Uberschall­
bereich von emax = 1 wieder 
bis auf e = 0; zu jedem 
Zwischenwert der Strom-

1,0 1 0,5 

1,5 

dichte gehoren zwei Ge- 2,'1'1 

schwindigkeiten, .namlich ei­

4" 
43 
42 

2 0,1 

O~~~TTTTTTTTTTTTrr~ 
o 0,1 0,2 0,3 0,11 0.5 0.6' 0.7 0.8 0.9 1,0 @ 

ne Unterschall- und eine 
OberschaUgeschwindigkeit. 

Abb.4. Stromdichte e als Funktion von pip, , 111 bz\\". 
M* ffir Luft (I~ = 1,405). 
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2. Eindimensionale Stromung. Wir betrachten die· Stromung durch 
eine Diise oder eine Rohre mit geradliniger Achse und machen hierbei 
die fUr viele Zwecke ausreichende vereinfachende Annahme, daB die 
Abweichung der Geschwindigkeitsrichtung von der Achse vernachHissigt 
werden dad und daB in jeder zur Achse senkrechten Querschnittsebene 
die GroBe der Geschwindigkeit, also auch Druck, Dichte usw. kon·stant 
sind. Bei rueser sog. "hydraulischen Behandlung" der Stromung wird 
das Problem eindimensional; an Steile des Geschwindigkeitsvektors ttl 

geht lediglich die GroBe w derGeschwindigkeit in die Untersuchung ein. 
Uber die Abweichungen der einrumensionalen Naherung vom tatsach· 
lichen Stromungsyerlauf vgl. S. 92 und 118. 

Bei stationarer Stromung ist fUr aIle Querschnitte die DurchfluB· 
masse Q in der SAkunde konstant, die veranderliche Querschnittsflache J 

w 11<1 

~ 
nimmf zu -
~ 

~ 
nimmfab -
~ 

11>1 

~ -
~ 

~ -
~ 

und Q, e, w sind also verknupft 
durch die Kontinuitatsgleichung 

Q = few = const. (29) 

FUr inkompressible Stromun· 
gen (e = const) folgt aus Gl. (29; 
die triviale Tatsache, daB die Ge· 
schwindigkeit w mit wachsendm 
Querschnittsflache abnimmt und 
umgekehrt. Bei kompressibiell 

Abb.5. Geschwindigkeitsverlauf bei Unter· und Stro"mungen (f) veranderlich) is1 
1l'berschaligeschwindigkeit. . 0:: 

der Zusammenhang weniger ein· 
fach. Rier ergibt sich durch logarithmische Differentiation von Gl. (29: 

df + de + dw = ° 
few 

und mit Rilfe vonGI. (4*)und(6) erhiilt man die Gleichung von HUGONIO'J 

j =d:r(:r -11 =d;(M2_ 1). (30 

Sie besagt (Abb. 5): 

a) 1m UnterschaIlbereich (M <1) nimmt ebenso wie im GrenzfaIl del 
illkompressibletl Stromung die Geschwindigkeit bei sich erweiternden: 
Querschnitt ab und bei sich verengendem Querschnitt zu. 

b) 1m UberschaIlbereich (M > 1) entspricht umgekehrt einer Quer. 
schnittserweiterung eine Geschwindigkeitszunahme und einer Verengun~ 
eine Geschwindigkeitsabnahme. 

c) Die kritische Geschwindigkeit (M = 1) kann nur fur df = 0, d. h 
fUr extreme und zwar wegena) und b) nur fUr kleinste Querschnitts 
flachen erreicht werden. Umgekehrt folgt aus df =0 entweder M =] 

)der dw = 0, d. h. im engsten Querschnitt wird entweder die kritischE 
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Geschwindigkeit erreicht oder die Geschwindigkeit hat einen Ex­
tremwert. 

Die Anderung der Geschwindigkeit und des Druckes ffir die einzelnen 
Querschnitte einer vorgegebenen Diise oder Rohre ist durch die mit 
Gl. (29) gleichwertige Bedingung 

je = je = const (31) 

bestimmt. Wenn fiir einen Anfangsquerschnitt I die Stromdichte e vor­
gegeben wird, liefert zu jedem weiteren Querschnittj Gl. (31) die Strom­
dichte e und Gl. (28) bzw. Abb.4 oder Zahlentafel 1 die MAcHsche 
Zahl M und den Druck pjpo. 

.. ':"A .. :.:.:"':.: .. : 
... j ............ (a~ 

- --Co), aH " - -------------

--_I ------ f,,!!!! _ ___ . ____ ._._._ 

Abb.6. Geschwindigkeits- und Druckvcrlauf in einer Lavaldiise. 

3. Anwendung auf Lavaldiisen. Von besonderer praktischer Wichtig­
keit sind die nach dem Schweden DE LAVAL benannten Lavaldiisen, bei 
denen sich der Querschnitt zuerst verengt und dann wieder erweitert. 
Vorbehaltlich einer strengen zweidimensionalen Behandlung (vgl. S. 92 
und 118) wenden wir hier die hydraulische Betrachtungsweise der Ziff. 2 
S. 12 auf die Lavaldiisen an (Abb. 6): 

Die maximale DurchfluBmasse Qmax ergibt sich offenbar ffir e = emax 

= 1 bei j = j min' also fiir die Durchstromung des engsten Querschnitts 
mit der kritischen Geschwindigkeit w = c* (M = 1). Dabei sind die 
beiden in Abb. 6 durch die Kurven la) und Ib) dargestellten Stromungs­
verliiufe moglich: Bei (a) geht die Stromung von hohem Druck im Unter­
schall zn kleinem Druck im Vberschall oder wieder zu hohem Druck im 
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Unterschall, bei (b) von kleinem Druck im Uberschall zu hohem Druck 
im Unterschall oder wieder zu kleinem Druck im Uberschall. 

Bei kleinerer DurchfluBmenge Q < Qmax wird der engste Querschnitt 
und die ganze Diise entweder mit Unter- oder mit Uberschallgeschwindig­
keit durchstromt; auf den eraten Fall beziehen sich die gestrichelten, auf 
den zweiten Fall die pUnktierten Kurven in Abb. 6. Als Grenzfalle fiir 
Q = 0 hat man im Unterschallbereich die Ruhe (- gestrichelte Geraden 
in Abb.6 -) und im Uberschallbereich die Stromung mit Maximal­
geschwindigkeit bei verschwindendem Druck (- punktierte Geraden in 
Abb.6 -). 

Bei gro.Berer Durchflu.Bmenge Q > Qmax ist eine adiabatische Durch­
stromung der ganzen ]Jiise unmoglich. Hier tritt emax = 1 nicht am 
engsten Querschnitt, sondern rechts oder links von ihm ein und fiir M 
und 'P ergeben sich Kurven in dem schraffierten Bereich von Abb. 6. 
Diesen in Abb.6 strichpunktierten Kurven entspricht eine an dem zu 
e = 1 gehOrenden Querschnitt umkehrende Stromung, die sich natiirlich 
physikalisch nicht realisieren la.Bt. Wie sich spater zeigen wird (vgl. 
S.68), konnen durch Verdichtungssto.Be Teile der in Abb.6 strich­
pUnktierten Kurven pliysikalische Realitat erhalttm. 

4. Stromlinienverlauf der 2· und 3·dimensionaien Stromung. 1m drei­
dimensionalen Fall der allgemeinen raumlichen Stromung betrachten 
wir die durch eine kleine geschlossene Kurve hindurchgehenden Strom­
linien. Sie erzeugen eine im allgemeinen gekriimmte Stromrohre, welche 
unter der Voraussetzung stationarer Stromung zeitlich unveranderlich 
ist unddas im Innern stromende Gas wie eine feste Rohre einschlie.Bt. 
Auf hinreichend enge Stromrohren kann man die hydraulischen ein­
dimensionalen Ergebnisse unmittelbar iibertragen: Einer Verengung 
(bzw. Erweiterung) einer Stromrohre entspricht im Unterschall eine 
Zunahme (bzw. Abnahme) und im Uberschall eine Abnahme (bzw. Zu­
nahme) der Stromungsgeschwindigkeit, wie dies in Abb.5 schematisch 
dargestellt ist; in einem kleinsten Querschnitt wirdendweder die kritische 
Geschwindigkeit erreicht oder die Geschwindigkeit hat einen Extremwert. 

1m zweidimensionalen Fall der ebenen Stromung gelten die analogen 
Aussagen, wenn man an Stelle der Stromrohren die von benachbarten 
Stromlinien begrenzten Stromstreifen betrachtet. 

Man beachte, daB bei den adiabatischen reversiblen Zustandsande­
rungen jede Stromung auch in umgekehrter Richtung durchlaufen werden 
kann; denn die Grundgleichungen (1 *), (2) und (3) bleiben erfiillt, wenn 
man durchwegs ttl durch (-ttl) ersetzt. Bei den spater hinzukommenden 
VerdichtungsstoBen (vgl. § II) ist eine solche Umkehrung nicht mehr 
mogIich. 

Um den EinfluB der Kompressibilitat bei kleinen MAcHschen Zahlen 
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abzuschatzen, entwickeln wir die erste Gl. (22) nach Potenzen von M2 
und erhalten bei gleichzeitiger Berucksichtigung von Gl. (8) 

JZ.. = 1 _ !:..... M2 -L • • • .£ = 1 _ JI2 -+- ••• 
Po 2 . 'eo 2 . 

Hiernach gibt, wenn man die Entwicklung mit M2 abbricht, "~2 die 

relative Dichteanderung oder mit anderen Wort en den Fehler, den man 
in der gew6hnlichen Aerodynamik bei der Kontinuitatsgleichung durch 
die Annahme konstanter Dichte begeht. Der Fehler bleibt unter 1 vH fur 

11[2 
2 < 0,01, also M < 0,14, 

d. h. fur Luft unter Atmospharendruck und 15° C (c = 340 [m/s]) etwa 
bis zur Geschwindigkeit w = 48 [m/s], und wachst bis zu 4 vH bei 
Geschwindigkeiten von rd. 100 [m/s]. 

5. Beispiele: QueUe, Senke und Wirbel. Zur Anwendung betrachten 
wir die einfachsten Beispiele kompressibler Stromungen; 

a) QueUe und Benke in raumlicher und ebener Btromung (Abb. 7). 
Die Stromlinien sollen geradlinig sein und ein Bundel bzw. Buschel 

mit dem Scheitel A bilden. AuBerdem soIl die Geschwindigkeit w auf 
jeder Kugel bzw. jedem Kreis urn A konstant sein. Bei Einfuhrung eines 
Polarkoordinatensystems mit dem Nullpunkt A sind dann w, (2, p U'lW. 

ledigIich Funktionen des Radiusvektors r und 
die Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreiheit ist 
von vornherein erfullt. Die Kontinuitats­
gleichung (2) spezialisiert sich beim raum­
lichen bzw. ebenen Problem zu 

d ew ew 
dr ((2w) = -2 r bzw. r 

Die Integration liefert 

r 2 = const bzw. r = canst 
QW QW ' 

Abb. 7. Quelle (Senke) iu raum­
Ucher oder ebener Striimung. 

was sich auch unmittelbar aus der Forderung konstanter DurchfluB­
menge durch die konzentrischen Kugeln bzw. Kreise urn den Nullpunkt 
ergibt. Mit Hilfe von Gl. (28) kommt 

/ , )k+l 
1/ (k - 1 M2 , 1 k-l 

,. . .2- ,-! . I v = 2 beim raumlichen Problem. 
r = O· --------xr---- mIt I v = 1 beim ebenen Problem. (32) 

Nach S. 11 hat der Ausdl'uck auf del' l'echten Seite undinfolgedessen 
auch rein Minimum fur M = 1, also 

v ·1'(1~1.'1\~:~ rmin = 0' 2) , 
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so daB Gl. (32) ubergeht in 

V(~- 1 M2 1- _~ \~~~ 
V v k + 1 k + 1) . \ v = 2 beiml'aumlichen Problem, (33 

r - r mit 
- min' M I v = 1 beim eb~men Problem. 

Die durch Gl. (33) gegebene" Quellstromung" oder "Senkenstromung' 
existiert nur auBerhalb der Kugel bzw. des Kreises r = rmin' An Stell 
der punktformigen QueUe und Senke der inkompressiblen Stromung,trit 
hier also ein kugel- bzw. kreisformiger Kern, in dessen Inneres die Strti 
mungnichtfortgesetztwerdenkann (Abb. 7). Am Kern wird die kritisch 
Geschwindigkeit (M = 1) erreicht und im ganzen Stromungsfeld auBer 
halb des Kerns hat 'man entW'eder standig abnehmende Geschwindig 
keiten bis zu M =0 fUr r = 00 (reine Unterschallstromung) oder standi, 
zunehmende Geschwindigkeiten bis zu J! = 00 fur r = 00 (reine Ubm 
schallstromung). Man findet hierbei das in Abb. 5 dargestellte typisch 
Verhalten der Stromlinien bei Unter- und Uberschallstromung bestatig 
und uberzeugt sich leicht, daB ein Durchgang durch die Schallgeschwiu 
digkeit mit Abb. 5 unvertraglich ware. 

Ausschnitte aus Quell- und Senkenstromungen kommen in konische 
Rohren und Dusen vor (vgl. Abb. 18, 19). 

b) Wirbel in ebener Strom,ung (Abb. 8). Die Stromlinien sollen kOlJ 
zentrische Kreise mit dem Mittelpunkt A sein und die Geschwindigkeit j 

Abb.8. Wirbel in ebener Stromung. 

so daB Gl. (34) ubergeht in 

wieder nur von r abhangen. Dann ist di 
Kontinuitatsgleichung (2) von vornherei 
erfullt und die Bedingung Gl. (3) de 
Wirbelfreiheit spezialisiert sich genau s 
wie im inkompressiblen Fall zu 

const const 
r=-U;-=M*' 

Mit Hilfe von Gl. (21) kommt 

(k _. 1) 1112 + 2 
r2 = C (k + 1) .J12 (3L 

Fur M = 00 hat der Ausdruck auf d{ 
rechten Seite ein Minimum, also 

., Ok-l 
rinin = k+l' 

r2 = r~n ( 1 + (k-~)11f2)' (31 

Auch die durch Gl. (35) gegebene ebene "Wirbelstromung" existiel 
nur auBerhalb des vom Kreis r=rmin begrenztel1 Kerns (Abb. 8). D 
Geschwil1digkeit nimmt mit zunehmel1dem Radius fortgesetzt abvc 
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ill = 00 am Kern bei r =rmin bis zu M =0 bei r = 00. Bei 

wird die kritische Geschwindigkeit (M = 1) durchschritten, das Stro­
mungsfeld zerfiillt demnach in den dem Kern anliegenden Vberschall­
bereich r min ~ r < r* und den sich ins Unendliche erstreckenden Unter­
schallbereich r > r*. . 

Fur jeden von zwei benachbarten Stromlinien begrenzten Strom­
streifen ist in Vbereinstimmung mit S. 12 die Querschnittsflache 
und die Geschwindigkeit konstant, die HUGONIOT-Gleichung (30) wird 
also durch df = dw = 0 erfullt. 

§ 4. Potentialgleie,hung. 
1. Potentialgleichung der allgemeinen raumlichen Stromung. Aus der 

Bedingung 01. (3) der Wirbelfreiheit £olgt die Existenz einer nur vom 
Ort abhangigen Potentialfunktion f{J (x, y, z), aus der man mittels Gra­
dientbildung den Geschwindigkeitsvektor 

a~ a~ a~ 
h:>=gradf{J; w1 =ax' w 2 =ay' wa=az (36) 

erhalt. Infolgedessen bezeichnet man bekanntlich die wirbelfreien Stro­
mungen auch als Potentialstromungen. 

Aus G1. (2) und (36) folgt 

0= (eWl)X+ (e w 2)Y+ (ewa)z = e (f{Jxx + f{Jyy+ f{Jzz) +exf{Jx+eyf{Jy+ezf{Jz, (37) 

wobei die unteren Zeiger x, y, z partielle Differentiation bedeuten. Aus 
G1. (4*) und (6) erhalt man 

do () 0 (W2 
dn = ~ dp = - - wdw = - -=- d -) 

<: dp c2 c2 2' 

also 

(!z = -2Qc2 (f{J~ + f{J~ + f{J~)z' 

Durch Einsetzen von G1. (38) in G1. (37) ergibt sich die Potentialgleichung 

f{Jxx ( 1 - :2~) + f{Jyy \ 1 - :f) + f{Jzz ( 1 - ~~') 
(39) 

-2 ~Y~Z_2 ~zf{Jx_2m f{JxCfy_O 
f{Jyz -- -C2- f{JzX-·C2- -r xy -i;2 - . 

Man beachte, daB c2 in der Potentialgleichung (39) nicht konstant, 
sondern nach S. 5 eine Funktion von w 2 = f{J~ + f{J~ + f{J~ ist; insbeson-

Sauer. Gasdynamik. 2 
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dere gilt nach Gl. (15*) fUr vollkommene Gase 

2 k-l( 2 2 2 " 
C = -2- wmax -<pa;-CPy-CPz) 

Da die Ableitungen von cP in nichtlinearen Verbindungen wie z. B. 
2 . 

CPa;a; f{!a; vorkommen, ist die Potentialgleichung (39) eine nichtlineare Diffe-
c2 

rentialgleichung. 1m Grenzfall c = 00 der inkompressiblen Stromung 
spezialisiert sie sich zur linearen 
Potentialgleich ung 

CPa;a; +. cPyy + cpzz = 0 

der gewohnlichen Aerodynamik. 
Zuweilen werden wir diePoten­

tialgleichung zweckmaBiger in Zy-
Abb.9. Zylinderkoordinaten. linderkoordianten x, r, W (Abb. 9) 

schreiben. An Stelle von Gl. (36) und (37). hat man dann 

Of{! orp 1 orp 
wl = ax' w2 = ar' W3 = r oro' (36*) 

1 1 
(ewl)x + r (re W 2), + r (e W3)w- 0 (37*) 

und an Stelle von Gl. (38) kommt 

_ (! (. 2 + 2 + 1 2) (! I" 2 12) 
ea; - - 2c2 ,cpa; cpr r2 CPw a;' er = - 2c2 \ cpa; + cpr + ;:2CPw , ' 

(! (2 2 1 2) 
ew = - 2c2 ?a; + cpr + ;2 cpw w' 

l (38*) 

I 
woraus sich durch Einsetzen in Gl. (37*) die Potentialgleichung in Zylin­
derkoordinaten 

CPxx 11 ~ rp~) + m (1 - rp~) + rpww (1 - cP;:' ) 
\ c2 rrr c2 r2 r2c2 

2. Potential und Stromfunktion der achsensymmetrischen raumlichen 
Stromung. Der wichtigste Sonderfall der raumlichen Stromung ist diE 
achsensymmetrische raumliche Stromung, wie sie z. B. bei axial ange· 
blasenen Drehkorpern vorkommt. Wirbenutzen hier die soebell 
eingefiihrten Zylinderkoordinaten und lassen die x-Achse mit der Sym· 
metrieachse der Stromung zusammenfallen. Der Geschwindigkeits. 
vektor 1U hangt dann nicht mehr vom Drehwinkel w, sondern lediglicl! 
von x, r ab und liegt stets in einer Meridianebene (= Ebene durch di{ 
x-Achse). Infolgedessen ist die Stromung in allen Meridianebenen die 
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selbe und braucht nur in einer festen Meridianebene untersucht zu 
werden. 

Wir benutzen bei der achsensymmetrischen Stromung stets die Be­
zeichnungen WI = U, W 2 = v. Da die dritte Komponente W3 identisch 
verschwindet und u, v sowie gJ Funktionen lediglich von x, r sind, 
spezialisiert sich Gl. (39*) zu 

gJxx (1 - ~n + gJrr (1 - ~~ ) - 2 gJxr gJ~;r + gJ;. = O. (40) 

Ebenso wie Gl. (39) und (39*) ist auch Gl. (40) eine nichtlineare 
Differentialgleichung, aber nicht mehr mit drei, sondern nur noch mit 
zwei unabhangigen Veranderlichen x, r. 

Die Kontinuitatsbedingung Gl. (37*) spezialisiert sich zur Gleichung 

o 0 
ox (re u ) + or (rev) = 0 

und wird durch den Ansatz 

reu = a '/fJr> rev = - a'/fJx (a = const) 

befriedigt, so daB man bei der Normierung a = eo das grundlegende 
Gleichungssystem 

1 eo 
n = gJx = --;: Q '/fJ,., 

1 Qo 
v =gJr = ---;: Q '/fJx; 

(41) 
'2 

w2 = n2 -;- V 2 = gJ~ + gJ: = (~;) ('/fJ~ + '/fJ~) 
erhalt. Es definiert die sog. Stromfunktion '/fJ(x,r), zu der es im allge­
meinen raumlichen Fall kein Analogon gibt. 

Die Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreiheit 

liefert dann 

er l'/fJxx + '/fJrr) - r l'/fJx ex + '/fJrer) - e "I),. = O. (42) 

An Stelle von Gl. (38) erhalt man aus 

er = - (r~oJ [e ('/fJx'/fJxr + '/fJr'/fJrr) - (er + ~) ('/fJ~ + 1/I;)j , 
2* 
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deren Auflosung 
, 2 

ex = _ ( ~) _ 'ljJx 'ljJxx + 'IjJ, 'ljJxr , 

!?,,!?O 1- (,,~oor ('ljJi + 'IjJ;) 

;' ~ __ (,;:r'l'~ : (:).-~;:: +l':) 
"!?O 

argibt. Duroh Einsetzen in Gl. (42) folgt fiir die Stromfunktion 'IjJ die 
niohtlinea,re Differentialgleiohung 

[ ( )2] . ')2' 1 !?o 2 II ( !?o 21' 
'ljJxx - ,,,!?C 'IjJ, + 'IjJ" -"!?C 'ljJx_ 

+ 2 (r~ollr 'ljJxr 'ljJx'IjJr - ~ = 0, 
, 2 

wObei(:~) e~e Funktion von W oder naoh Gl. (41) eine Funktion von 

1 (2 "). 
"I 'IjJ~+ 'IjJ, 1St. 

3. Potential und Stromfunktion der ebenen Stromung. Die raumliche 
Stromung wird zur ebenen Stromung, wenn die z-Komponente Wa des 
Geschwindigkeitsvektorq identisch verschwindet und die Stromung in 
allen Ebenen z = const dieselbe ist. Die Stromung braucht dann nur 
in der x, y-Ebene untersucht zu werden. 

Wir bezeichnen bei der ebenen Stromung die x- und y-Komponente 
des Geschwindigkeitsvektors ebenso wie im a('hsensymmetrischen raum­
lichen Fall mit Wl =U, W2=V. Da u,v sowie ffJ lediglich Funktionen 
von x, y sind, spezialisiert sich Gl. (39) zur nichtlinearen Differential­
gleichung 

ffJxz (1 - ffJ~) + ffJlIlI (1 - 91~) - 2 ffJzll ({Ix ({III = 0 (44) 
02 , ,02 02 

mit den zwei unabhangigen Veranderlichen x, y. 
Gl. (44) unterscheidet sich von Gl. (40), abgesehen vom Wechsel der 

Bezeichnung y und r, nur durch den Wegfall des letzten Gliedes 91r. Wir 
" werden spater sehen (vgl. S. 46 und 138), daB del" Wegfall dieses Gliedes 

fiir die Integration der Potentialgleichung von groBer Tragweite ist. 
Auch bei der ebenen Stromung existiert eine Stromfunktion 'IjJ. An 

Stelle der Gl. (41), (42) und (43) des raumlichen achsensymmetrischen 
Falls treten hier die Beziehungen 

!?o eo 
U =({Iz=Q''ljJlI' v =({I1I = -1i'IjJz; 

2 2' 2 2 + 2 (!?o)2 ( • + 2) W = U T V = ({Iz ffJ'II = Q' 'ljJ1Il 'IjJ'II' 

(45) 
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e ("Pxx + "Pyy) - (ex"Px + (}Y"Py) = 0, 

I (I?o 2 ,-I r (1?0)2" I (1?0)2 'Pxx ,I - lec) "Pyi + "Pyy 1- I?C "Px + 2 gc "Pxu"Px"Pu = 0, 
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(46) 

(47) 

wobei(1?0)2 eine Funktion von W oder nach G1. (45) eine Funktion von eo 
"P~ + "P~ ist. 

Sowohl im ebenen wie im achsensymmetrischen raumlichen Fall 
haben die Kurven "P=const nach G1. (41) bzw. (45) in jedem Punkt 
den Geschwindigkeitsvektor als Tangente und sind daher die Stromlinien 
der Stromung. Sie stehen senkrecht zu den Potentiallinien f/J = const. 
Greift man aus dem kontinuierlichen rechtwinkligen Kurvennetz der 
Stromlinien und Potentiallinien die diskreten Kurven 

f/J = f/Jo, f/J = f/Jo -!- S, f/J = f/Jo + 2 s, 

"P = "Po + 2 s, 

heraus, wobei f/Jo, "Po und die 
"Maschenweite" S beliebige 
Konstanten sind, so ergibt 
sich ein i. a. krummliniges 
Rechtecksnetz (Abb. 10). 
Bei fortgesetzter Verenge­
rung dieses Netzes durch 
den GrenzprozeB c -+ 0 
strebt das Seitenverhaltnis 
der Rechtecksmaschen dem 

Abb.lO. Potential- und Stromlinien der ebenen oder 
achsensymmetrischen raumlichen Striimung. 

von Punkt zu Punkt veranderlichen Grenzwert zu: 

l eo im raumlichen achsensymmetrischen Fall, 
I~) = er 

8", s-+ 0 leo e im ebenen Fall. 

Wir betrachten die DurchfluBmasse Q in der Zeiteinheit zwischen 
zwei Stromlinien "P ="Pa und "P ="Pb im ebenen Fall bzw. zwischen den 
beiden Umdrehungsfliichen der Stromlinien "P ="Pa und "P ="Pb im riium­
lichen achsensymmetrischen Fall. Aus den Linienintegralen 

BB 

Q = J e (udy - vdx) bzw. Q = J 2 rne (udr - vdx) 
A A 

zwischen irgend zwei Punkten A, B der beiden Stromlinien ergibt sich 
mit Hilfe von G1. (45) bzw. (41) 

R B 

Q = Ieo d1f' = 1;>0 ("Ph -'Pa.) bzw. Q = 12neod"P = 2neo ("PI! -"Pa) , 
A A 
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d. h.: In beiden Fallen ist die DurchfluBmenge bis auf einen unwesent. 
lichen konstanten Faktor gleich der Differenz 1pb - 1pa. 

Bei der inkompressiblen Stromung werden wegen !?o = const = 1 
!? 

samtliche Rechtecksmaschen quadratisch. Hierbei spezialsieren, sich in 
der Ebene die Beziehungen G1. (45) zu den CAUCHy·RIEMAN:Nschen 
Gleichungen 

fjJx =1py, fjJy = -1px 

und die Differentialgleichungen (44) und (47) zu den LAPLACESchen 
Gleichungen 

fjJxx + fjJyy = 0, 1pxx + 1jJyy = O. 

Als Beispiel seien Potential und Stromfunktion fiir die ebene Quell. 
stromung und die Wirbelstromung (vgl. S. 15) angegeben: 

In Polarkoordinaten T, 0) hat die ebene Quell. oder Senkenstromung 
die Stromfunktion 

1jJ = const. 0) = const. arc tg yjx . 

und die Wir belstromung das 'Potential 

fjJ = const. 0) = cbnst. ar~tg yjx. 

1\'Iit Hilfe von G1. (45) folgt hieraus fiir die ebene Quellstromung 

. I 2 2 const. 
we = eo l1jJx + 1pv = -r-

und fiir die Wirbelstrbmung 
const. 

w = yfjJ~ + fjJ~ = ~r-
in Dbereinstimmung mit S. 15 und 16. 

II. Abschnitt: 

Linearisierte Stromung~ 
In diesem Abschnitt werden die von der ungestorten Parallelstromung 

nur wenig abweichenden Stromungen behandelt, wie sie bei spitzen und 
schlanken, unter kleinem Anstellwinkel angeblasenen Profilen oder Dreh· 
korpern vorkommen. An Stelle der strengen nichtlinearen Potential~ 
gleichung wird eine erheblich vereinfachte linearisierte Potentialgleichung 
zugrunde gelegt. 

§ 5. Linearisierung der Potentialgleichung. 
1. Voraussetzung fiir die Linearisierung. Wir bezeichnen mit to und (j; 

den Geschwindigkeitsvektor und das Potential der in Richtung der 
positiven x·Achse verlaufenden ungestorten Grundstromung und setzen 
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fiir die entsprechenden GroBen to, fIJ der zu untersuchenden gestorten 
Stromung (Abb. 11) 

It) = ttl + to'; Wl = W 4- w;, W2 = w;, W3 = w~ ; 
fIJ = q; + fIJ' = wx + fIJ', 

I (48) 

wobei weine gegebene Konstante ist und w:' w;, w~ bzw. fIJ' als Funktionen 
von x, y, z zu betrachten sind. 

Die in diesem ganzen Abschnitt zugrunde gelegte Voraussetztlllg, daB 
sich die zu untersuchende Stromung von der Grundstromung nach GroBe 
und Richtung des Geschwindig­
keitsvektors nur wenig unter­
scheidet, soIl folgendermaBen pra­
zisiert werden: 

Die zweiten und hoheren Po-
tenzen der kleinen GroBen WI', Abb. 11. Gesohwindigkeitsvektor der gestiirten 

Striimung. 
w.:, w: und demgemaB auch von 
fIJ/ u~d den Ableitungen von fIJ' werden vernachlassigt. 

Bei Beriicksichtigung dieser Voraussetzung hat man fiir den Geschwin­
digkeitsbetrag w und die Schallgeschwindigkeit c der gestorten Stromung 

w2 = (w + W)2 + W~2 + w? = w2 + 2 w w; , 
c2=k~- k-l w2 = k~- k-l w2_(k_1)ww'=c2_(k_l)ww' eo 2 (10 2 I , 

und daher 

w=w + w' c =c - k-l ~w' M =":!!.. = M [1 + (1 + k-l .M2)Wi] (49) 
" 2 c" c 2 W' 

wenn mit c und if die Schallgeschwindigkeit und die MAoHSche Zahl der 
Grundstromung bezeichnet werden. 

AuBerdem ergibt sich aus der BERNouLLISchAn Gl. (4*) die wichtige 
Naherungsbeziehung fiir den tiber- bzw. Unterdruck gegeniiber der 
Grundstromung 

w 

Jp=p-p=-jewdw=-ew(W-W)=-eww; (50) 
w 

oder nach Division mit dem Staudruck der Grundstromung in dimen­
sionsloser Darstellung 

-~ = -2 ~~. (50*) 
12 -2 W 

"2 10 

Die oben prazisierte Voraussetzung wird naherungsweise erfiillt bei 
der Stromung um spitze und schlanke Korper mit kleinem Austell­
winkel. Die Umgebung etwaiger Staupunkte muB allerdings ausgeschlossen 
werden, da dort wegen w; ~ --w die GroBe w;nicht mehr als klein 
gegeniiber w betrachtet werden kann. 
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2. Durchffihrung der Linearisierung. Auf Grund der Voraussetzungen 
von S. 23 vereinfacht sich die Potentialgleichung (39) bzw.' (39*) der 
allgemeinen raumlichen Stromung zu 

IJlzz (1 - M2) + lJlyy + IJlzz = 0 (51) 

fiir rechtwinklige Koordinaten und zu 
-- 1 ~r 

IJlZil (1 - M2) + IJlrr + T2 IJlwQ) ...!... r = 0 (51 *) 

fiir Zylinderkoordinaten. 
Fiir achsensymmetrische raumliche Stromungen geht Gl. (40) iiber in 

-- ~r 
lJlilil (I-M2) + IJlrr + r = 0 (52) 

und fiir ebene Stromungen erhalt man aus Gl. (44) (vgl. hierzu auch 
S.90). 

lJlilil (1 - M2) + lJlyy = O. (53) 

Die vereinfachten Gl. (51) bis (53) sind im Gegensatz zu den strengen 
Gl. (39), (40), (44) lineare Differentialgleichungen. Wir bezeichnen daher 
die auf den Voraussetzungen der S. 23 begriindete Naherung als "Lineari­
sierung" und die entsprechende 'Stromung als "linearisierte Stromung". 
Wegen der Linearitat der Differentialgleichungen (51) bis (53) gelten 
sie sowohl fiir das GesamtpotentiallJl als auch fiir das Zusatzpotential 

I .-
IJl =1Jl-1Jl· 

Die linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung (51) bis (53) 
sind fiir M < 1 (Unterschall) yom elliptischen und fiir M > 1 (Uberschall) 
yom hyPerbolischen Typus (vgl. S.44). Hierauf beruht das wesentlich 
verschiedene Verhalten der Unter- und Uberschallstromungen. 

1m folgenden untersuchen wir die linearisierte Stromung zunachst fiir 
Unter- und dann fUr Uberschallgeschwindigkeit; Durchgange durch die 
Schallgeschwindigkeit sind bei der Linearisierung nicht erfaBbar. 

§ 6. Linearisierte ebene Unterschallstromung. 
1. Affine Beziehung zwischen der kompressiblen und inkompressiblen 

ebenen Stromung. Nach L. PRANDTLl fiihren wir die elliptische Differen­
tialgleichung (53) 

a2~k __ a2~k 
- (1 - M2) + - = 0 
(J'xl: aylc 

fiir das ZusatzpotentiallJl~ bei kompressibler Stromung mittels der Trans­
formation 

(54) 

1 PRANDTL, L.: Journ. of Aeronant. Research Inst., Tokyo Imp. Univ. n. 65 
(1930), S. 14; vgl. auch GLAUERT, H.: Proc. Roy. Soc. A, 118 (1928), S.113 sowie 
PISTOLESI, E.: VoltakongreB, S.283-326. 
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in die LAPLACESche DifferentialgIeichung 
d2 rp; d2rp; 
a~ + ~ =0 Xi Y'i 

fiir das Zusatzpotential cP~ bei inkompressibler Stromung uber, wobei A 
eine zunacbst willkiirlicbe Konstante bedeutet. Hieraus folgt die 
PRANDTLScbe Regel (Abb. 12): 

Aus einer vorgegebenen inkompressiblen Stromung in einer Xi, Vi­
Ebene erbalt man eine Iinearisierte kompressible Unterscballstromung 

Yi 

r , 
I, 

Vi 

Pi r£-.l....!:...--f--f''t-J 

!Jk 

T 

~ 
1'<--,--,---+="+-1 

Xi 

Abb.12. PRANDTLsche Affinverzerrung. 

in einer xk, Yk-Ebene, wenn man die Xi, Vi-Ebene gema.B G1. (54) affin 
verzerrt, d. h. die v-Koordinate jedes Punktes im Verhaltnis VI-M2: 1 
vergro.Bert, und gleichzeitig das Zusatzpotential cP~ mit einem beliebigen 

konstanten Faktor ~ multipliziert. 
/. 

Wenn wir, wie fruber verabredet, fur WI' w 2 wieder u, v scbreiben, 
ergibt sicb in affin entsprecbenden Punkten Pi, P,.. fur die zugeordneten 
Gescbwindigkeitsvektoren (Abb. 12) 

ui ~ drp~ =), dtp~. = AU;., 
aXi ax!, 

v;: ~ arpi = A atpk dYk = ,j. ~-, VA" 
aYi aYk dYi J'l-M- (55) 

vi Iv _ Il~ i. 
{}i = tg {}i = --=- = ,~-~= =- = -,'" - Uk' 

'l 11-"1'[2 U 11- M2 . 

d. h.: In affin entsprecbenden Punkten Pi, Pk steben die Anstellwinkel 
{};, {}k im konstanten Verbaltnis A:{1=M2. 

2. QueU-Senken-Verfahren fUr Profilstromungeu. Auf Grund del' 
Transformation G1. (54) geben die Potentiallinien CPi = const der Xi, Vi­
Ebene durcb die affine Verzerrung Vi: Vk = }/I-M2: 1 in die Potential­
linien CPk = const del' xk> Yk-Ebene uber; die zu den Potentiallinien senk­
recbten Stromlinien dagegen sind nicht zueinander affin. Wenn man 
rlaher aus einer vorgegebenen inkompressiblen Umstromung eines schlan. 
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ken Profils (IIi) nach Gl. (54) eine kompressible Stromung herleitet, so 
ist fiir die Ermittlung des entsprechendenProfils (II~,) eine llahere Unter­
suchung erforderlich. 

Wir kniipfen hierbei an das in der geW'ohnlichen Aerodynamik viel 
benutzte Quell-Senken-Verfahren an, bei dem die durch ein Profil (IIi) 
hervorgerufene inkompressible Zusatzstromung durch eine geeignete 
kontinuierliche Verteilung von Q:Iellen und Senken auf der x-Achse 
ersetzt wird. FUr das Zusatzpotential f{Ji hat man dann die bekannte 
Int~graldarstellung 

b 

qJ~ = 21:n; J f(~) In f(Xi - ~)2 + y~ d~ (56) 

a 

mit f(~) als Quellstarke je Langeneinheit. 
Durch die Tranl?formation Gl. (54) ergibt sich aus Gl. (56) fiir die 

entsprechende kompressible Stromung 
b 

qJ~ '2!). J J(~) In V(Xk _~)2 + P2Ykd~ mit 0 < p2 = I-M2 < 1. (57) 
a 

Der Ansatz Gl. (57) gilt im Bereich der linearisierten Naherung auch 
fiir schief gestellte Profile, wenn man fiir die Ober- und Unterseite des 
Profils verschiedene Quell-Senken-Verteilungen zugrunde legt. Dabei 
ist allerdings vorauszusetzen, daB die in Anstromrichtung verlaufende 
Gerade durch die Spitze im Innern des Profils liegt. 

Durch Differentiation nach xk und y" folgen die Geschwindigkeits­
komponenten 

welche fiir ?Jk -+ 0 den Grenzwerten 
b 

( ') __ 1 Jfmd~ 
Uk 0 - 2:n;A xI; -~ , 

a 

zustreben. 
, Das 'uneigentliche Illtegral (U~)o ist durch den Hauptwert 

definiert. (vi)o ergibt sich mit der Substitution (Abb. 13) 

R = PYle , d~ = Rled'TJ = PYle d 
le sin 'TJ sin 'TJ sin2 'TJ 'YJ 

(58) 
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aus der Beziehung 

3. Inkompressible und kompres .. 
sible Umstromung von Profilen. Nach 
S.26 erhalt man folgende Beziehun­
gen zwischen der inkompressiblen und 

ill 

'Y" _I 

T 

kompressiblen Umstromung von Pro- /' 
filen 1 :i----"'-~--+---4', '--d-J.~-'-_~----~"-'---'--

a) 1 nkompressible 1knd kompres _ ~ Xk - ~ • ! 

sible Umstromung desselben Profils: Abb.13. Eriiluterung zur Integraidarstellung 

fJ = A. Fur eine vorgegebene Profil- von V'k' 

kurve mit der Gleichung 
y" = F(Xk)· 

folgt aus GI. (582) die Quell-Senken-Belegung 
2i., 2}, _ dF 

!(Xk) = 7J (Vk)O = 7J u dx" ' 

welche durch die nachtragliche Normierung 

A={3 
von {3 unabhangig wird. 

Aus G1. (581) folgt dann fur die Zusatzgeschwindigkeit in der x­
Richtung 

(60) 

a 

Nach G1. (50) ist der Zusatzdruck (L1 p)o proportional zu (u~)o und andert 
sich daher ebenfalls nach dem Faktor If{3. 

Da der grundlegende Ansatz G1. (57) auch fiir schiefgestellte Profile 
gilt, hat man zusammenfassend folgendes Ergebnis: 

Aus einer inkompressiblen Umstromung eines schlanken Profils erhalt 
man eine linearisierte kompressible Unterschallstromung urn dasselbe 
Profil mit demselben Anstellwinkel durch die affine Transformation 
(G1. 54) mit A. = VI - M2. Der Zusatzdruck L1 p und die Zusatzgeschwin­
digkeit u' werden hierbei langs des Profils im Verhaltnis yl - M2: 1 
vergroBert. 

Als nnmittelbareFolgerung dieses Satzes ergibt sich,daB die bekannten 
Formeln fur Auftrieb A und Widerstand W eines Profils der Lange I 

A=eur, W=o (61) 

1 Vgl. l':RANDTL: S.207-21O. 
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mit Zirkulation r = f tud5 ebenso wie fiir inkompressible Stromungel 
auch fiir kompressible Unterschallstromungen geIten. Durch weiter 
gehende potentialtheoretische Untersuchungen 1 liiBt sich nachweisen 
daB Gl. (61) auch fiir die nichtlinearisierte strenge Theorie in Kraft bleibt 

b) I nkomtpressible und komtpressible ProfilstrOmung mit derselben Druck 
verteilung: A = 1. Mit A. = I ergibt sich aus (5Bt) fiir aIle Werte VOl 

f3 dieselbe Geschwindigkeit 

a 

und nach Gl. (50) dann auch derselbe Druck, wenn man die Funktionf(~ 
festhiilt. Nach Gl. (582) folgt fiir das Profil 

und wir haben zusammenfassend das Ergebnis: 
Aus einer inkompressiblen Umstromung eines schlanken Profils erhin' 

man eine linearisierte kompressible Unterschallstromung mit derselbeJ 
Druckverteilung durch die affine Transformation Gl. (54) mit A. = I 
Das Profil wird hierbei senkrecht zur Anstromrichtung im Verhaltnil 
1 : yl - 21:f2 zu einem schlankeren Profil zusammengedriickt und de! 
Anstellwinkel im gleichen Verhaltnis verkleinert. 

4. Abklingen von Storungen bei inkompressibler und kompressiblel 
Stromlmg. Um die Stromung in groBer Querentfernung vom Profil Zl 

untersuchen, betrachten wir nebel 
den affin entsprechenden Punktel 
Pi' P" mit 

Xi = xk, Yi = Yk yf--=-:-M2 

auch die gleichliegenden Punkte Pir! 
Xi< Pic mit 

Xig = Xi = Xk, Abb.14. Affin entsprechende nnd gleich­
liegende Pnnkte. 

Yig = yi/yI-M2 = Yk 

der inkompressiblen und kompressiblen Stromung (Abb. 14). 
In den beiden vorher betrachteten Fallen a) und b) hat man nacl 

Gl. (55) fiir affin eiltsprechende Punkte 

L1 'L1 . _ '. ',_ I I: lit"=- .M2 bei a) d. h. mit). = P. 
Pk : p, - Uk, u~ - I I bei b) d. h.mit ). = 1. (62 

Fi:ir die inkompressible Zusatzstromung gilt in Punkten groBer Quer 

~-FRANKL, E. und M. KELDYSCH: Bull. Acad. 81c, UR8S. (1934), S.561-601 
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entfernung, da sie dort durch eine Doppelquelle auf der x-Achse ersetzt 
W'~rden kann, 

(Llpi)co: (LlPig)"" = u;: u~ = ;~ : yl~g = (~r = 1 1 Xj2 (63) 

Durch Vergleich von Gl. (62) und (63) erhiHt man fiir die Drucke in 
gleichliegenden Punkten groBer Querentfernung 

- -3/2 
(1 - M2) hei a) d. h. fiir geometrisch 

. gleiche Profile 
- -1 

(1 - M2) bei b) d. h. fiir Profile mit glei-
cher Druckverteilung. 

(64) 

Nach Aussage a) von Gl. (64) klingt die StOrung durch ein vorge­
gebenes Profil im kompressiblen Fall im Verhiiltnis 1: (1- M2)312 lang­
samer ab als im inkompressiblen Fall: im Grenz£all M -+1 der An-

---_.- ,---------- --- .---------------- -~ 
....------, ~---~ ------------------------ --------: ~ ,;----------------' --------------- ---------~ ~-----., , I ! , I ' 

~~~~ 
M=O O<M<1 M=1 M>1 

A bb. 15. Inkompressible uud liuearisierte kompressible Strilmung Jangs einer welligen Wand 
(vgl. PRANDL, S.209). 

niilierung an die kritische Geschwindigkeit und bei "Oberschallgeschwin­
digkeit M > 1 (vgl. § 8) klingen die Storungen iiberhaupt nicht mehr ab, 
sondern pflanzen sich ins Unendliche mit voller Starke fort (vgl. Abb. 15). 

o. Beispiel: Ebene Stromung lings einer welligen Wand. Als analy­
tisch einfaches Beispiel betrachten wir die Stromung langs einer welligen 
Wand 1 (Abb. 15) und gehen dabei aus von einer inkompressiblen Stro­
mung mit dem Zusatzpotential 

'l~ Y.,: 
x -~""-

cpi=acos2n-.i.·e l 
l 

welches offenbar die LAPLACESche Di££erentialgleichung erfiillt. Aus 

y. 
o ' a X' - 2n T vi = .5!!:. = -- 2n -l cos 2n -l' • e 
°Yi 

erhiilt man fiir die Strom1inien die Differentialgleichung 

d I -2n Yi 
Yi Vi 2 n a 2 Xi T 

d-=-= -_-cos n-'e 
Xi ii, u l l 

1 PRANDTL: S. 209 und J. ACKERET: Helv. phys. Acta 1 (1928), S.301-322. 
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Die Integration liefert mit 'Iii ~ const = 'Yo angenahert 

2 Yo 
a :c. - n-

. 2" l 'Yi = - it sm 1(; l . e 

die Stromlinien sind also Wellenlinien von der Wellenlange lund eineJ 
mit dem Abstand 'Yo von der a;.Achse exponentiell abklingenden Aw 
schlag. 

Wenn man die StromlinieQl. (65) mit 'Yo =0 durch eine feste Wan 
ersetzt, stellt unser Beispiel die inkompressible Stromung langs dies~ 
Wand dar. FUr die kompressible Stromung langs derselben Wand h13 
man gemiU3 Absatz a) von S. 27 und Gl. (54) 

'--Yk 
I I :c -2nn-AP-

({!k = r.:-- a cos 2 1(; 2 . e l 
~l-.Ma l 

woraus fiiI' die Stromlinien angenahert folgt 

-2nVI-J12 Yo 
a':Ck l 

'Yk = - -=- sIn 2 1(; - • e 
u l 

(6t 

In 'Obereinstimmung mit S. 29 zeigt die Gegeniiberstellung von Gl. (6i 
und (66) das langsamere Abklingen bei der kompressiblen Unterscharl 
stromung (0 < M < 1) gegeniiber dem inkompressiblen .Fall (M = ( 
und die Ausbreitung der Storung ohne Abklingen bei der Annaherun 
an die kritische Geschwindigkei~ (M = 1). 'Ober die Behandlung dt 
Beispiels fiiI' 'Oberschallgeschwindigkeit (M > 1) vgl. S.41; beziiglic 
der nichtlinearisierten strengen Losung vgl. S.91. 

§ 7. Linearisierte ranmliche Unterschallstromung. 
1. Affine Beziehung zwischen der kompressiblen und der, inkompre! 

siblen raumlichen Stromung. An Stelle von G1. (54) hat man im RaUl 
die Transformation 

Xi = a;k' 'Hi = 'Yk yI-M2, Zi = Zk V1--M2; ({!~ =A({!i, (6~ 

d. h.: Der Raum wird beim 'Obergang von der inkompressiblen Zl 

kompressiblen Stromung senkrecht zur a;·Achse im Verhaltnis yI-M2: 
affin auseinandergezerrt und das Zusatzpotential ({!~ mit einem beliebige 
konstanten Faktor IjA multipliziert. 

In Zylinderkoordinaten (vgl. S. 18) ist die affine Verzerrung gegebe 
durch 

a;j = a;k' Tj = TkyT - .1J..i2, Wi = Wk' (6~ 
FiiI'die Geschwindigkeit gilt an Stelle von G1. (55) sowo.b.l in kartesische 
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als auch in Zylinderkoordinaten 
I , , ).. I , }. I 

w li = AW,k' W2i = ]ll:"":'j'j{2 W,k' wai =]/ I-M2 w3", 

1 .---~ A 
{}i = w VW;i2 + W;i 2 = Vl~~~ (}k • 

(69) 

Hierbei ist {} wie in der Ebene der Winkel des Geschwindigkeitsvektors 
gegen die x-Achse. 

2. Quell-Senken-Verfabren fill Strornungen urn Drehkorper. Das auf 
S. 26 fUr ebene Profilstromungen benutzte Quell-8enken-Verfahren HiBt 
sich in ahnlicher Weise auf raumliche Stromungen umDrehkorperl uber­
tragen. Hierbei muB fur schiefe Anstromung zur Quell-Senken-Belegung 
noch eine Doppelquellen-Belegung der x-Achse hinzugenommen werden. 

a) Axiale Anstromung. Wir gehen von der Potentialgleichung (52) 
der linearisierten achsensymmetrischen raumlichen Stromung aus und 
erhalten an Stelle von G1. (56) und (57) die Integraldarstellungen 

b b 

cp~ = - 4~ J?(~f~~~~ri2' cp~, = -- 4~}.r I(Xkf (ii2d! {J2rl (70) 
a a 

mit 0 < fJ2 = 1 - M2 < 1 und A = AI . 

Durch Differentiation folgen die Geschwindigkeitskomponenten 
I, 

, 1 J (x,,-f;)f(f;)df; 
uk = 4Jd [(Xk - f;)2+p2 r%]3/;' 

a 

welche fur rk ~ 0 den Grenzwerten 
b 

, 1 J'±f(f;)df; 
(Uk)o = 47/;/.1 (xl; - f;)2 , 

a 
zustreben. 

(71) 

Das uneigentliche Integral (u~)oist durch denselben GrenzprozeB wie bei 
G1. (58) definiert; hierbei ist in G1. (71) das Pluszeichen fiir a;;;;; ~ < Xl;-C; 

nnd das Minuszeichen fiir x" + c; < ~ ;;;;; b zu nehmen. (v~)o ergibt sich 
vermoge der Substitution G1. (59) mit rIc statt y" aus 

~ ~ 

, _ ~~ J~(1]) f3 r"d1] __ 1_ f'f( ) sin d ~ _I_ 
v" - 4 'I . 2 R:l - 4 'I 'rJ 'rJ 'rJ 2 'I f(x). :rtA sm 1] k 7/;A rk • :'l:A rk o ~ 

b) Schiefe Anstromung. Die Achse des Drehkorpers soIl nach wie vor 
mit der x-Achse zusammenfallen, die Grundstromung mit dem Geschwin-

1 v. KARMAN, TH.: Abh. aus dem Aerodyn. lnst. Aachen 6 (1927). S.3-17 
und C. FERRARI: Aerotecnica 17 (1937), S.507-518. 
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digkeitsvektol' W verlii.uft jetzt abel' nicht axial, sondern unter dem An­
stellwinkel # gegen die x-Achse und parallel ZUli Meridianebene ro = O. 
DerVektor to hat demnach in Zylinderkoordinaten die Komponenten 

WI = W cos # = W, WI = w sin # cos Q) = W {} cos Q), 

W3 = -w sin # sin Q) = - wi} sin Q) 

und als Potential del' Grundstromung kommt 

'ij = w (x + #'1' cos Q)). 

(72) 

Diesem Potential iiberlagert sich zunachst das Zusatzpotential fP~ del' 
axialen Anstromung gemaB Absatz a) sowie ein weiteres Zusatzpoten­
tial fP~' welches die 'I'-Komponente des Geschwindigkeitsvektors to del' 
Grundstromung an del' Oberflache des Drehkorpers aufheben muB. Beide 
Zusatzpotentiale fP~' fP~ geniigen del' Potentialgleichung (51 *) del' linea­
risierten allgemeinen raumlichen Stromung. 

Auch das zweite Zusatzpotential fP~ konnen wir aus einem bekannten 
Ansatz del' gewohnlichen Aerodynamik entwickeln: 

Bei inkompressibler Stromung denken wir uns die :t-Achse niit senk­
recht gestellten Doppelquellen in der Ebene Q) = 0 belegt. FUr das 
Potential diesel' Doppelquellen hat man die Integraldarstellung 

(73) 

a 

mit m(~) als Moment je Langeneinheit. 
Durch die Transformation Gl. (67) bzw. (68) ergibt sich aus Gl. (73) 

fiir die entsprechende kompressible Stromung 
b 

,,1 ,'m (~)d~ ., 111. 
CPk =4n).Il{3'1'1.;CosQ) [(Xk-~)B+p2r.tr/. Ill1tl'o=1'o , (74) 

a 

fiir jedes del' beiden Zusatzpotentiale fPk' fP'k geben wir also in Gl. (70) 
bzw. (74) del' Konstanten il einen besonderen Wert ill bzw. ilIl, 

Wegen del' Analogie des Integrals fP'k in Gl. (74) und des Integrate 
fiir v~ in Absatz a) hat man fiir '1'1.; -+ 0 den Grenzwert 

woraus durch Dif~erentiation nach x" bzw. rl; 

/I cos co dm(xk ) /I cosw (76,' 
('1.£):)0 = 2n).LI r",p dxl,; (v",)o = - 2n).Ilr1:p m(xk) 

folgt. Hierbei ist ebenso wie im achsensymmetriscben Fall '1.£, v an StellE 
von WI' WI geschrieben, da die dritte Geschwindigkeitskomponente W: 

fUr die Untersuchung belanglos ist. 
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Die Forderung, daB die radialen Komponenten der Grundgeschwin­
digkeit iU und der zweiten Zusatzgeschwindigkeit tt.l~ = grad cp~ sich 
an der Ober£lache des Drehkorpers aufheben sollen, liefert auf Grund 
van Gl. (72) und (76) die Bedingung 

__ m(xk ) 

w{} = 2n)lIrlJ3 , (77) 

die in jedem Punkt del,' Drehkorperoberflache erfiillt sein muB. 

3. Inkompressible und kompressible Umstromung von Drehkorpern: 
,11 = 1, i/I = lIP. Fiir einen yorgegebenen Drehkorper mit der Meridian­
gleichung 

rl.; = F(Xk) 

folgt aus Gl. (71 2) die Quell-Senken-Belegung 

!(Xk) = 2 n)/rk (v~)o = 2 n )/F(Xk) ddF xk 

und aua Gl. (77) die Doppelquellen-Belegung 

m(xk) = 2 nAIl pw{}r'k = 2 nAIl pW{}F2(Xk)' 

Die Belegungen werden von P unabhiingig durch die nachtragliche 
Normierung 

Al = I, All = liP 
und liefern dann fiir die Zuaatzgeschwindigkeiten in der x-Richtung die 
ebenfalls von P unabhiingigen Ausdriicke 

b 

, 1 I' ±f(~)d~ " COBW dm(xk ) 
(Uk)O = 4n (x -_~)2' (Uk)O = 2nr ~-. 

• k I.; I.; 

(78) 

a 

Zusammenfassend haben wir sonach folgendes Ergebnis: 
Aus einer inkompressiblen Umstromung eines schlanken Drehkorpers 

erhiilt man eine linearisierte kompressible Unterschallstromung um den­
selben Drehkorper mit demselben Anstellwinkel durch die affine Trans­
formation Gl. (67) mit Al = lfiir dasZusatzpotentialp' undAIl = INl M2 
fiir das Zusatzpotentialp". Der Zusatzdruck L1 p und die Zusatzgeschwin­
digkeit u' + u" bleiben hierbei an der Ober£lache des Drehkorpers un­
geandert. 

Ebenso wie auf S. 27 folgt hieraus, daB auch die raumliche Unter­
schallstromung keinen Widerstand liefert. 

4. Abklingen von Stromungen bei inkompressibler lIDd kompressibler 
raumlicher Stromung. Ahnlich wie in S. 29 konnen wir in groBer Quer­
entfernung vom Drehkorper die Quell-Senken-Verteilung durch eine 
Doppelquelle auf der x-Achse und die Doppelquellen-Verteilung durch 
eine zur x-Achse senkrechte Doppelquelle in der Ebene w=O ersetzen. 

Sauer Gasdynamik. 3 
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Die erste Doppelquelle liefert die zu Gl. (63) analoge Beziehung 

A A I I 1 1 ( Yk) 3 1 
(LJ Pi)",,: (LJ Pig)"" = 'Ui : Uig = ----"T: -. = -;-:- = (1 _ M2)'/; (79) 

Y. Y,g Yt • 

die quergestellte zweite Doppelquelle gibt wegen (u")",,=O fiir x=O 
keinen Beitrag zu tL1 p)"". Analog zu Gl. (64) kommt mit IV = 1 

(L1Pk)"": (L1Pi~)"" = (1-M 2t'/,· (SO) 

Nach Gl. (SO) klingt die Storung durch einen vorgegebenen Dreh­
korper im kompressiblen Falliangsamer ab als im inkompressiblen Fall 
und zW'ar im gleichen Verhaltnis 1: (1 - jj 2t'/· wie beim ebenen 
Problem (vgl. S. 29). 

6. Anwendung auf die Stromung um Tragfiiigel und Rumpf; Die Stro­
mung um den Trag£liigel kann in geniigendem Abstand von den Fliigel­
enden als eben, der Rumpf in grober Naherung als Drehkorper betrachtet 
werden. Nach Ziff. 2 S. 27 und Ziff. 3 S. 33 vergroBert die Kompres­
sibilitat die 'Obergeschwindigkeit und den 'Oberdruck am Tragfliigel im 
Verhaltnis y1 - M2: 1, am Rumpf dagegen nicht. Infolgedessen fUhrt 
die Kompressibilitat nur am Tragfliigel, nicht aber am Rumpf zu einer 
friiheren AblOsung der Grenzschicht und die Gefahr der Annaherung an 
die kritische Geschwindigkeit ist am Tragfliigel groBer als am Rumpf. 

§ 8. Linearisierte ebene Uberschallstromung. 
1. Allgemeine Losung der Potentialgleichung. Fiir V'berschall­

strb'mungen (M> I) ist die linearisierte Potentialgleichung (53) 
(}2'1/ _ (}2rp' 
ax2 (M2 - I) - (}y2 = 0 

fiir das der Grundstromung zu iiberlagernde Zusatzpotential <p' yom 
hyperbolischen Typus und laBt sich daher nicht wie bei Unterschall· 
stromungen durch eine reelle Mfintransformation (vgl. S.24) auf die 
LAPLACESche Differentialgleichung zuriickzufiihren. Sie hat, wie man 
durch Einsetzen leicht bestatigen kann, das allgemeine Integral 

'P' =fdy-xtga) +/2(Y + xtga), (Sl) 

"vobei der sog. MAcHSche 1 Winkel a durch 

. - 1 C 1 
SIn iX == ==< Jf w 

definiert wird. 

bzw. 
- 1 

tgiX =--. YM2 1 
(82) 

A und /2 sind willkiirliche Funktionen der einen Veranderlichel1 

1 MACH, E.: Sitzungsber. derWiener Akad.lIa 95 (1887), S. 164; 98 (1889), 
S. 1310 und 105 (1896). S.605. 
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y =f x tg IX und mussen jeweils aus den Randbedingungen des gestellten 
Problems bestimmt werden (vgl. S. 37 und 45). 

Aus Gl. (SI) ergeben sich durch Differentiation nach x bzw. y die 
Komponenten der Zusatzgeschwindigkeit 

u' = (i2 - A) tg a, v' == A + 12 ; 
die Punkte bedeuten Differentiation nach y =f x tg ix. 

(S3) 

2. MAcnscbe Linien und MAcHscber Winkel. Die heiden Parallel-
geradensoharen 

y - xtg;X = const, 

y + xtg IX = const, 

die gegen'den Anstromvek-
tor iii unter dem Winkel ± iX / x. 

geneigt sind, nennt man ............ >>k:c '-. 
MACHsohe Linien; sie er- /', '</, ........ , . ./ /x4J'-" 
zeugen das geradlinige /. ''', // 

MAcHSche Netz der lineari- Abb.16. Geradliniges MACHSches Netz der Iinearisierten 
sierten "Oberschallstromung t)'berschallstromung. 
(Abb.16). Die Richtungen der MACHSchen Linien sollen kurz MACH­
sche Richtungen heiBen. 

Fiir die Projektionen des Oeschwindigkeitsvektors to = to + to' (vgl. 
S. 23) auf die MAcHSchen Linien (Abb. 17) erhaIt man mit Beriick­
sichtigung von Gl. (S3) 

p = (1,£ + u') cos IX -v' sin;X = u cos;X -2A sin iX, 
q = (1,£ + u') cos iX + v' sin ;X = u cos ;X + 2!~ sin iX. 

Langs der MAcHSchen Linien 
der ersten (bzw. zweiten) Schar ist 
y-xtgix und!l' A (bzw. y + xtga 
und !2' j.J konstant, es gilt also der 
Satz (Abb. 18): 

Die Projektionen p (bzw. q) sind 
konstant langs einer MACHSchen 
Linie der ersten (bzw. zweiten) 
Schar. 

Der MAcHSche Winkel ;X steht Abb.17. Projektionen des Geschwindigkeits. 
mit 10 und c in der durch Gl. (82) vektors auf die MACHSchen Llnien. 

gegebenen Beziehung, wonach die Projektion des Geschwindigkeits­
vektors senkrecht zu einer MAcHSchen Richtung stets gleich der Schall­
geschwindigkeit ist (Abb. 16). Ebenso wie c ist auch IX eine durch die 
jeweilige Adiabatengleichung (5) bestimmte Funktion von w. 

3* 
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Fiir die Adiabatengleichung der vollkommenen Gase ergibt sich die 
Funktion ii(w) nach Gl. (15*) aus 

(2) 

. _ (;2 k-l wkax- w2 

SIn 2(X = =- = --, ~=--
w2 2 w2 

Wir betrachten ii und waIs Po-
) larkoordinaten und erhalten 

(2 durch "Obergang zu den recht­
winkligen Koordinaten u = w 
cos ;X, v = w sin ii die Gleichung 
_ k-l . _ _ 
v 2 = -2- [wm~x - (U 2 +v2)], 

aus der mit Riicksicht auf 
Gl. (18) die grundlegende Be­
ziehung folgt 

Abb.18. Konstanz von p (bzw. q) lii.ngs einer MACH­
schen Linie der ersten (bzw. zweiten) Schar. 1(2 v2 

1.IJ2 +--;;;i= 1; (84) 
max C 

d. h.: Bei Zugrundelegung der Adiabatengleichung der vollkommenen 
Gase ist die Kurve w = w(ii) eine Ellipse mit den Halbachsen wlJl1l.X 

I 

und c*; wir werden sie kurz 
Adiabatenellipse nennen (Ab­
bildung 19), 

In den Abb. 19 und 20 sind 
'u die Querstriche iiber w, eX und v 

weggelassen, da wir die Bilder 
spater auch fiir die nichtlineari­

Abb.19. Adiabatenellipse der voIlkommenen Gase. sierte strenge Theorie (vgl. S. 97) 
benutzen. 

c" 
i 

,_,_ ,_._._.J._, 

~Wmax 

Mit Hilfe der Adiabatenellipse Gl. (84) kann man zu jedem Punkt P' 
des ringformigen 'Uberschallbereichs der Geschwindigkeitsebene (vgl. 

S.9) die MAOHSchen Richtungen folgen­
dermaBen finden (Abb. 20): 

Man legt den Mittelpunkt der Adia­
batenellipse in den Mittelpunkt des Ring­
bereichs, so daB die Ellipse in ihren Schei­
teln die beiden Begrenzungskreise w = c* 
und w = wmax des Ringbereichs beriihrt, 
unddrehtdieEllipse so lange, bissie durch 
den Endpunkt P'des gegebenen Geschwin­
digkeitsvektors to hindurchgeht. In den 
beiden so bestimmten Stellungen der Adia-

. batenellipse sind die groBen Ellipsenach­
Abb. 20. Konstruktion der MAcHschen sen parallel zu den zu to gehorigen MACH­
Richtungen fiireinen vorgegebenen Ge- schen R., ichtungen. 

schwindigkeitsvektor. . 
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Fiir die Maximalgeschwindigkeit U'max wird a = ° und fiir die kritische 

Geschwindigkeit c* ist ;X =~. Das MAOHsche Netz klappt hierbei in 

eine einzige Geradenschar parallel bzw. senkrecht zum Geschwindigkeits­
vektor ttl zusammen. 

Man beachte, daB nach Gl. (18) das Achsenverhaltnis 

wmax ; c* = V~ + ~ 
der Adiabatenellipse nur von k, d. h. von der Art des Gases, nicht aber 
von den Ruhewerten Po, eo, To abhangt. Infolgedessen kann man bei 
geeigneter Verfiigung iiber den MaBstab, z. B. indem man c* als Einheit 
nimmt und demgemiiB W durch M* ersetzt, mit einer ein fiir allemal 
festen Adiabatenellipse auskommen. Fiir Luft (k = 1,405) ist nach 
S. 11 das Achsenverhiiltnis wmax ; c* = 2,437. 

3. Linearisierte Stromung an 
einer flachen Ecke. Ais einfach­
stes Beispiel behandeln wir die 
Stromung an einer £lachen Ecke E 
(Abb. 21), an der die in der posi­
tiven x-Richtung ankommende 
Grundstromung um den kleinen 
Winkel LI# abgelenkt werden 
solI. LI# wird positiv fiir kon­
vexe und negativ fiir konkave 
Ecken gerechnet. Durch Zusam­
menfassen von zwei derartigen 
Stromungen ergibt sich die axiale 
oder schiefe Stromung um einen 
spitzen Keil. 

Die geforderten einfachen 
E. 

Randbedingungen lassen sich er- Abb.21. Hnearisierte Dberschallstromung an 
einer Ecke. 

fiillen, indem man in Gl. (81) setzt 

f {= 0 fiirf x tga < y 12 = 0 fiir die ganze Ebene. 
1 = _ (y _ x tg a) U Ll & \ x tg a> y' 

Dann kommt nur die von del' Ecke E stromabwarts laufende MAoHsche 
Linie m der ersten Schar ins Spiel und aus Gl. (83) folgt 

u' =0) 
I stromaufwarts von m, 

v' = 0 

u' = + LI# u tg eX I 
, A _ I stromabwarts von m; 

v=-LJ#U 

(85) 

d. h.; Stromaufwarts von m bleibt die Grundstromung ungestort, strom-
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abwarts von m uberlagert sich eine konstante Zusatzstromung. Wegen 
v' v' 
--~-=-LlU 
'u+'u' U 

erzeugt diese Zusatzstromung eine um den Winkel Ll f} abgelenkte 
Parallelstromung; fiir den Zuwachs des Geschwindigkeitsbetrags hat 
man nach Gl. (49) 

Ll w = u' = u tg IX Ll f}. 

Der konstante Zusatzvektor to' steht wegen 
u' -,.. == -tg (X 
v 

(85*) 

senkrecht zur MACHschen Linie m. Infolgedessen kann der Geschwindig­
keitsvektor to der abgelenkten Stromung aus fiJ und ;X unmittelbar kon­
struiert werden; denn das Dreieck ABO (vgl. Abb.21) ist durch die 
Seite A B = w = u, den Winkel -< A = Ll f} und die zu m senkrechte 
Richtung der Seite B 0 vollstandig bestimmt. 

Die Orthogonalitat von to' und m ergibt sich auch aus der physika­
lischen 'Oberlegung, daB langs m ein konstanter Drucksprung vorliegt 
und demnach grad p, also nach der EULERscben Gl. (1) auch der Be­
schleunigungsvektor und der zu ihm proportionale Zusatzvektor to' auf 
der MAcHschen Linie m senkrecbt stehen mussen. AuBerdem folgt 
die Orthogonalitat auch unmittelbar aus S. 35: Beim 'Oberschreiten 
der MAcHschen Linie m langs einer MACHschen Linie der anderen 
Schar bleibt die Projektion q des Geschwindigkeitsvektors auf m 
ungeandert, der Zuwachsvektorto' muB also senkrecht zu mgerichtet sein. 

Aus der linearisierten BERNoULLIschen Gl. (50) erhalt man mit Hilfe 
von Gl. (85*) fiir den Druckunterschied vor und hinter der MAcHschen 
Linie m 

(86) 

mit dem Staudruck q =~U2 der Grundstromung. Nach Gl. (85*) und(86) 

hat man an einer konvexen Ecke (Ll f}> 0) eine Geschwindigkeitszu­
nahme und Druckabnahme, an einer konkaven Ecke (Ll f}< 0) eine Ge­
schwindigkeitsabnahme und Druckzunahme. Die MAcHsche Linie mist 
daher im ersten Fall eine "Verdiinnungslinie" und im zweiten Fall eine 
"Verdichtungslinie". Wir werden in den Bildern Verdunnungslinien 
stricheln und Verdichtungslinien dunn durchziehen. 

4. Fortpflanzung schwacher Storungen; Storungslinien und Schall­
geschwindigkeit. Wie an dem Beispiel der Stromung an einer flachen 
Ecke bzw. einem spitzen Keil zu sehen ist, pflanzen sich in einer 
'Oberschallstromung schwacbe Storungen, wie sie die linearisierte Theorie 
zu erfassen gestattet, liings der vom StOrungsort E ausgehenden MAOH­
schen Linien stromabwarts fort und klingen hierbei nicht abo Die MAcH-
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schen Linien haben daher als "Storungslinien" eine unmittelbare physi­
kalische Bedeutung. Die duroh die Fortpflanzung der Storung bewirkten 
Dichteanderungen machen die MACHschen Linien photographisch er· 
fa.l3bar (TOPLERSche Schlierenmethode, vgl. Abb.88). 

Au.l3erhalb des Wirkungsbereichs, der von den beiden vom StOrungs­
ott stromabwarts gehenden MAcHschen Linien begrenzt wird (Abb. 22), 
ist die Storung ohne jeden Einflu.l31• Dieses ,/ 
Verhalten der fiberschallstromungen ist 
grundverschieden von dem Verhalten der ungesftjrf ges!iJrf 

Unterschallstromungen; bei diesen wirkt [ 

wie im Grenzfall der inkompressiblen 
Stromung eine Storung auf das ganze unges!O"r' 

Stromungsfeld stromauf- und stromabwarts 
ein, klingt aber mit zunehmender Entfer-

Abb.22. EinfluBgebiet elner St6-
nung abo Wir werden auf diesen Unterschied, rung In der lInearislerten 'Ober-
d d 11 ' schallstr6mung. er urch den hyperbolischen bzw. e ip-
tischen Typus der Potentialgleichung bedingt; ist, bei der Charakte· 
ristikentheorie (vgl. S.44) noch ausfiihrlich zuriickkommen. 

Nunmehr sind wir auch imstande, die in Gl. (6) eingefiihrte Geschwin­
digkeit c als Fortpflanzungsgeschwindigkeit schwacher Storungen 
("Schallgeschwindigkeit") zu erkennen 2: 

Wd' 

Abb.23. Ausbreitung einer schwachen Sttirung in einer Unter- bzw. 'Oberschallstromung. 

Wir denken uns wieder von einem festen Punkt E eine zeitlich un· 
veranderliche schwache Storung ausgehen, wie sie etwa durch eine flache 
Ecke.oder einen spitzen Keil hervorgerufen wird. Die StOrung pflanzt 
sich relativ zum stromenden Gas nach allen Richtungen mit einer kon­
stanten Geschwindigkeit fort, die wir zunachst mit c bezeichnen wollen. 
Die Storung wird zu einer Zeit 't' auf dem Umfang eines Kreises ange· 

--~- ----

1 Vgl. FuBnote S. 34. 
2 Vgl. auch PRANDTL: S.182. 
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kommen sein, dessen Radius -rc ist und dessen Mittelpunkt vom raum­
festen Storungszentrum Eden Abstand -rtlJ ~.iii hat (Abb. 23). 

FUr w < c, d. h. wenn die Stromungsgeschwindigkeit kleiner ist als 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Storung, erfiillt das Kreissystem 
die ganze Ebene, die Storung gelangt also nach hinreichend langer Zeit 
zu jedem Punkt. Fiir w > c dagegen erfiillen die Kreise einen du~ch 

. - c 
SIn IX = = 

w 

bestimmten Winkel 2 eX, die Storungen bleiben also auf diesen Winkel 
beschrankt. Da wir nun aber aus dem Vorangehenden wissen, daB bei 
"Oberschallgeschwindigkeit die Fortpflanzungslinien der Storungen die 
MACHschen Linien sind, muB eX = ex und demnach c = c gesetzt werden, 
die in G1. (6) definierte Geschwindigkeit c ist also gleich der Fortpflan­
zungsgeschwindigkeit c kleiner Storungen. 

Derselbe Gedankengang liegt folgender 'Oberlegung zugrunde: 
Wir gehen von der stationaren Stromung um eine Ecke E zu einer 

instationaren Stromung' iiber, indem wir ein mit der Grundstromung 
starr verbundenes Bezugssystem beniitzen. In diese~ Bezugssystem 
ist das anstromende Gas in Ruhe, wiihrend das Storungszentrum E 
mit der Geschwindigkeit - tlJ sich fortbewegt. Nach S. 35 und Abb. 16 
ist dann w sin (X = c die Fortschreitungsgeschwindigkeit der von E aus­
gehenden Storungsfront in der Grundstromung. 

5. Linearisierte Umstromung eines BchIanken Profils. Wir unter­
suchen jetzt die "Uberschallstromung um ein spitzes und schlankes Profil. 
lndem wir dieses durch ein Polygon annahern, wird die Aufgabe auf die 

Stromung an fla­
chen Ecken (vgl. 
S. 37) zuriickge-

~r-----37<" 
~ 1/ // ' -' 

".~ .. ~ fiihrt. Die vorder-
-- ste Ecke, die mit 

~~~ dem Grundvektor tlJ 
angestromt wird, = .. -~\ """ lU 

_ . ~.' .~~~,,: . '. und die hinterste 
~ ~--\------~ \ . ___ "_'_' __ '_'~'\ ~~ __ .'\~'" '. Ec~:, an der dIe 

\ \\ . '. ~. __ Stromung parallel 
~. . .'-...~~~- zu til abgehen solI, 

-.-- --'.----~ sind inAbb. 24 kon-
Abb.24. Linearisierte tJ'berschallstriimung urn ein Profil. kaveEcken, die zwi-

schenliegenden Ecken dagegen konvex. Infolgedessen gehen von der 
Vorder- und Hinterecke Verdichtungslinien, von den Zwischenecken 
Verdiinnungslinien aus. 
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Fur jede Ecke des Profils ergibt sich aus G1. (S6) der Druckzuwachs, 
z. B. 

Hierbei ist der Knickwinkel Ll fJ4 wie vorher positiv fUr Verdunnung und 
negativ fUr Verdichtung gerechnet; der Staudruck liM und der MAcHsche 
Winkel IX34 beziehen sich auf die Parallelstromung langs der voran­
gehenden Polygonseite 34. Bei Beschrankung auf kleine GroBen erster 
Ordnung konnen wir liM und IXM durch die entsprechenden Werte Ii und (X 

der Grundstromung ersetzen und haben dann 

Llpi=-2qtgIXLliti mit i=1,2,3, ... 

Durch Addition ergibt sich hieraus fUr jede Polygonstrecke an der Ober­
seite bzw. Unterseite des Profils die gesamte Druckdifferenz Ll Po bzw. 
Llpu = ELl Pi gegenuber der Grundstromung: 

Llpo = -2 qtg (X ito, Llpu = + 2 qtg ex itu, (87) 

wobei ito, fJu den in ublicher Weise positiv bzw. negativ gezahlten Anstell­
winkel der betreffendenPolygonseite bedeutet (ito = +Eiti' itu= -.Eiti). 

Beim Grenzubergang yom Polygon zum stetig gekrummten Profil 
bleibt G1. (S7) unverandert bestehen, wenn. man unter it den ortlichen 
Anstellwinkel der Profiltangenten versteht. 

Fur die Stromung hinter dem Profil hat man it = 0, folglich Ll P = 0 
und w = w. Die Stromung geht sonach hinter dem Profil ungestort 
weiter, die Storung beschrankt sich also auf den Bereich zwischen den 
von der Vorder- undHinterecke stroma bwarts laufendenMAcHschenLinien 
und klingt in diesem Bereich nicht ab (vg1. S. 29). Die Stromlinien des 
Storungsbereichs sind kongruent und gehen aus dem Profil durch Parallel­
verschiebung in Richtung der MACHschen Linien hervor. Als Anwendung 
ist in Abb. 15 die Uberschallstromung langs einer welligen Wand sowie 

der Grenzfall der Stromung mit der kritischen Gesch windigkeit (IX = ;) 

dargestellt (vg1. S. 29). Uber die strenge Behandlung von Profilstro­
mungen vg1. S. 126. 

Die Umstromung eines ProWs kann statt durch Grenzubergang aus 
der Umstromung eines Polygons auch unmittelbar aus G1. (SI) her­
geleitet werden mit 

J=O 
111 

im ungestorten Bereich, 

. 12 = 0 in der ganzen Ebene. 
= 1 (y-x tg;X) im gestorten Bereich, 

Aus G1. (83) folgt dann 

u' = 0, Vi = 0 im 'ungestorten Bereich, . . 
u' = - 1 tg (X, Vi = f im gestorten Bereich. 

Die Funktion 1 (y - x tg;X) ist durch den ortlichen Anstellwinkel it des 
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vorgegebenen Profils bestimmt vermoge 

l:. = ::. = ± {} (- fUr Oberseite, + fUr Unterseite), 
U u 

wonach durch Einsetzen von 

u'=±utga{} 

in die BERNOULLIsche 
ergibt. 

Gl. (50) sich von neuem die Beziehung Gl. (87 

6. Auftrieb nnd Widerstand fiir linearisierte mersehallstromnngen I 
Wahrend nach S. 27 bei Unterschallstromungen ebenso wie im Grendai 
der inkompressiblen Stromung kein Widerstand auf tritt, Iiefert bei "ObeI 
schallstromungen die Druckverteilung liings des ProWs neben dem AuJ 
trieb senkrecht zur Anstromrichtung auch einen Widerstand entgegell 
gesetzt der Anstromrichtung, den man als "Wellenwiderstand" zu b€ 
zeichnen p£legt. Dieses grundsatzlich verschiedene Verhalten der UnteI 

L1W 
und "Oberschallstromungen hang 
eng mit der versehiedenen Ar 
der Ausbreitung von Storungel 
nach S. 29 zusammen. 

trberschallprofile haben stet 
eine schade Vorder- und HinteI 
kante und eine dadurch eindeut~ 
bestimmte Profilsehne von de 
Lange L (Abb. 25). Wir bezeieh 

Abb.25. Zerlegung des Druckes in Auftrieb und nen mit 1) den Anstellwinkel de 
Widerstand. Profilsehne und setzen fUr di 

ortliehen Anstellwinkel an der Profilober- bzw. unterseite 

{}o = {} + {}'o, {}u = {} + {}'u, (88 

wobei {}~ und {}~ im selben 8inne wie der Anstellwinkel 1) gezahlt wird 
Die Grundformel (87) liefert dann fUr die Ober- bzw. Unterseite de 
ProWs 

Llpo = - 2qtga (-:& + {}~), Llpu = + 2qtgii (# + {}u'). (8~ 
Dureh Integration liber die Ober- und Unterseite des ProWs erMl 

man den gesamten Auftrieb und Widerstand 
S. So 

A = f LI Pu cos {}u d8u - f LI Po cos {}o d80 ' 

o 0 

Su So 

W = f LI Pu sin {}ud8u - JLI Po sin {}od80 ' 

o 0 

1 ACKERET, J.: Z. Flugtechn. Motorluftsch.16 (1925), S. 72-74; ferner .A 
BUSEMANN: VoltakongreB, S.328-360. - v. KARMAN, TH.: Voltakongrell 
S.222-277 und H. SCHLICHTING: Luftf.-Forschg. 13 (1936) S.320-335. 
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wobei dso, dsu die Bogenelemente und SOl Su die Gesamtbogenlangen del' 
Ober- und Unterseite sind. 

In linearer Naherung k6nnen wir setzen 

dso = dsu = Langenelement dl der Profilsehne, 

cos -&0 = cos -&u = cos -&~ = cos -&~ = cos {j = 1, 

sin -&0 = -&0' sin -&u = {}!" sin -&~ = -&~, sin -&~ = -&~, sin-& ={t, 

So = Su = L 

und erhalten dann aus G1. (90) die Naherungsgleichungen 
[, [, 

A = I (,1 Pu -- ,1 Po) dl, W = f(,1pu Vu -- LJpo -&0) dl, 

aus denen durch Einsetzen von G1. (89) 

L 

A = 2 q tg ex f [21J --1- (-&~ + (j~)] dl, 
o 
L L 

W = 2 q tg a J (-&~ + -&~) dl = 2 q tg IX .f[2 {j2 + 27J (-&1; + -&~) (91) 
o 

folgt. 
1st nun y=yu(l) bzw. y=yo(l) die Gleichung des Profils in einem 

rechtwinkligen Koordinatensystem mit del' Profilsehne als l-Achse, so 
hat man 

L JJ L L 

{j~=dyu, {j~=_dyo, also J-&;,'dl=Jdyu=O. J-&~dl=--Jdyo=O. 
dl dl 0 0 0 0 

Durch Einsetzen in G1. (91) ergeben sich dann mit Benutzung der 
Bezeichnungen 

L L 

B2U = i I -&'~ dl ~ 0, B 20 = l (-&'~ dl ~ 0 (92) 

o 0 

fur die Beiwerte von Auftrieb und Widerstand die endgultigen Formelll 

A -
ca = Lq = 4 tg ex 1J, 

TV -
Cw = C = 4 tg 0; [{}2 + } (B2U + B 20 )]. 

q 

(93) 

Die Integrale B2U' B20 hangen nicht vom Anstellwiukel ab, sondern 
sind allein von der geometrischen Gestalt des Profils bedingt und ver­
schwinden nur fiir das geradlinige Profi1. Zusammenfassend folgt del' 
Satz: 

Bei festem Anstellwiukel und fester MAcHscher Zahl haben alle mer­
schallprofile denselben Auftriebsbeiwert. Der Widerstandsbeiwert hangt 
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von der Gestalt des Profils ab und ist am kleinsten fiir das geradlinigl 
Profil, welches sich dadurch als bestes Uberschallprofil erweist. 

AuBerdem ergibt sich aus G1. (93), daB die Gleitzahl cw/ca nur von 
Anstellwinkel und der geometrischen Gestalt des Profils, nicht aber VOl 

der MACHSchen Zahl abhiingig ist. • 
Beim Anstellwinkel 7) = ° liefel't in der linearisierten Stromung jede 

Profil den Auftriebsbeiwert Ca = 0, wahrend der Widerstandsbeiwert c, 
nur fiir das geradlinige Profil verschwindet; vg1. hierzu die entsprechen 
den Aussagen der stl'engen Theorie in § 19 S. 129. 

7. Charakteristikentheorie der hyperboliscben Differentialgleicbungen 
Wir schicken folgende Begriffe und Satze aus del' Theorie del' pal'tiellel 
Differentialgleichungen 1 voraus und nehmen an, daB die erforderlichel 
Stetigkeits- und Dlfferenzierbarkeitsbedingungen erfiillt sind: 

a) Die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung zweite 
Ordnung 

~ ~ ~ ~ 
a (x, y) ox2 + 2 b (x, y) oxoy + C (x, y) 0 y2 + P (x, y) ox 

(94 orp + q (x, y) oy + r (x, y) cp + 8 (x, y) = ° 
heiBt elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch fiir ac - b2 > 0, = I 

oder < 0. 
b) 1m hyperbolischEm Fall sind durch 

III der x, y-Ebene 

B 

Q' 

II 

A 

ady2 - 2bdxdy + cdx 2 = ° (9ii 

zwei reelle Kurvenscharen definiert, die man di 
Charakteristiken oder charakteristischen KUI 
ven der Differentialgleichung (94) nennt. 

c) Existenzsatz: 

P' 

Wenn langs eines nicht charakteristischel 
Kurvenstiicks A B die Werte der Funktion ~ 

P und ihrer ersten Ableitungen gegeben sind, dam 
ist das Integral cp der Differentialgleichung (94 
in dem ganzen Charakteristikenviereck A P B( 

eindeutig festgelegt (Abb. 26). Vorausgesetz 
ist hier bei, daB j ede der beiden Charakteristiken 

Abb.26. ErJauterung zum Exi· 
stenzsatz der Charakteristiken- scharen d.as Viereck AP BQ schlicht iiberdeckt 

theorie. d) Aus dem Existenzsatz folgt unmittelbar 

1 HORN, J.: Einf. in die Theorie der part. Diffgl., Sammlung Schubert Bd. I 
(1910), Sammlung Giischen, S. 92-187. - WEBSTER,A. G.: Part. Diffgl. dermatb 
Physik, deutsche Bearb. von SZEGii, Leipzig und Berlin 1930. - Vgl. ferne 
STEICHEN, A.: Diss. Gottingen 1909 und C. PREISWERK: Diss. Techn. Hochschul, 
Ziirich 1938. 
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Eine Anderung del' Anfangswerte cp, ~:, ~: in einem kleinen Teil­

hogen A A' del' Kurve A B pflanzt sich lediglich in den schmalen Zonen 
AP P'A' und AQQ'A' fort, wahrend im ubrigen Teil des Charakte­
ristikenvierecks A P BQ keine Anderung eintritt. Die Charakteristiken 
erscheinen hiernach als Fortpflanzungslinien fur Storungen in den 
Anfangswerten. 

Die Anwendung del' Charakteristikentheorie auf die linearisierte Po­
tentialgleichung (53) del' ebenen U'berschallstromung liefert folgende 
einfachen Zusammenhange: 

a) Die Bedingung ac-b2 ~ 0 spezialisiert sich zu 1 - M2 ~ 0; in~ 
folgedessen ist in U'bereinstimmung mit del' auf S. 24 eingefuhrten Be­
zeichnung die linearisierte Potentialgleichung bei Unterschall elliptisch 
und bei U'berschall hyperbolisch. 

b) Die Charakteristiken sind nach Gl. (95) durch 
dy 1 _ 

(M2-1) d y2_dx2= 0, also dx= ±VM2 =:":1 = ±tgLX (95*) 

definiert und sind daher mit den MAcHschen Linien identisch. 
c) Existenzsatz: 
Wenn langs eines nicht mit einer MAcHschen Linie zusammenfallen-

den Kurvenstucks A B die Geschwindigkeitsvektoren ItJ (-- also u = ::, 

v = ~: und demnach auch cp bis auf einen beliebigen konstanten Anfangs­

wert in A -) vorgege ben sind, dann ist It) (- also u = ~:, v= ~: und 

bis auf eine additive Konstante auch cp-) in dem ganzen von vier MAcH­
schen Linien begrenzten Paral­
lelogramm AP BQ eindeutig 
festgelegt (Abb.27). 

Del' Beweis dcs Existenz­
satzes ergibt sich hier durch fol­
gende elementare Konstruktion 
(Abb.27): 

R sei ein belie biger Punkt des 
MAcHschen Parallelogrammes, 
LundM die mit R auf derselben A 

MACHschen Linie del' erst en Abb.27. Konstruktion der linearisierten Stromung 

bzw. zweiten Schar liegenden in einem MACHschen Paralieiogramm. 

Punkte der Kurve A B. Nach S. 35 (vgl. Abb. 18) mussen dann 
ItJL, ItJR dieselben Projektionen auf die MACHschen Linien der zwei­
ten Schar und ItJM, ItJR dieselben Projektionen auf die MAcHschen 
Linien del' ersten Schar besitzen. Infolgedessen kann ItJR aus den beiden 
Projektionen auf die MAcHschen Linicn konstruiert werden. 
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d) Aus dem Existenzsatz ergibt sich der strenge Beweis fiir den au 
S. 39 bereits besprochenen Sachverhalt, wonach sich kleine Storungm 
Hings der MACHSchen Linien fortpflanzen und daher lediglich auf del 
Bereich einwirken, der von den beiden vom Stromungsort stromabwart: 
laufenden MACHschen Linien eingeschlossen wird. 

§ 9. Linearisierte raumliche Uberschallstromung. 
1. Diskussion der Potentialgleichung; MAcHsche Kegel. Das Poten 

tial qJ der allgemeinen linearisierten raumlichen tlberschallstromnng ge 
niigt der Differentialgleichung (51 *) 

a2rp (M 2 -1) _ a2rp --.! a2rp _1 arp - 0 
ax2 ar2 r2 aw2 r ar-

und ist eine Funktion der drei Veranderlichen x, r, £o. Das allgemeinl 
Integral von Gl. (51 *) laBt sich nicht in geschlossener Form wie bein 
ebenen Problem (vgl. S.34) angeben. Wir konnen aber die gesuchtl 
Funktion qJ der drei Veranderlichen x, r, £0 durch zwei Funktionen q, 
und X, die nur von den zwei Veranderlichen x, r abhangen, ausdriicken 
Zu diesem Zwecke zerlegen wir das Gesamtpotential epenso wie bei de 
Unterschallstromung (vgl. S. 31) durch den Ansatz 

qJ (x, r, (0) ="ip + qJ' (x, r) + qJ" (x, r, (0). (96 

Dabei ist wieder 'ip = w (x + 1) r cos (0) das Potential der Grundstromung 
qJ' (x, r) das achsensymmetrische Zusatzpotential und 

qJ" = X (x, r) cos £0 (97 

das bei gestorter Achsensymmetrie noch hinzukommende zweite Zusatz 
potential. . 

Durch Einsetzen von G1. (96) und (97) in Gl. (51 *) ergibt sich 
,.- ,1, - 11 

[({Jxz(M2-1) -qJrr --qJ,] +cos £0 [Xzz (M2-1)-Xrr- - Xr + -aX] = 0 r r r 
woraus durch Nullsetzen der beiden Klammerausdriicke fiir qJ' die Poten 
tialgleichung (52) des achsensymmetrischen Problems 

a2rp' (M2 _ 1) _ a2rp' _!. arp' = 0 
ax2 ar2 r ar 

und fiir X die lineare Differentialgleichung 

a2 X (M2-1) _ aa X _! ox +! = 0 
ax2 ar2 r ar r2X (98 

folgt. 
Die G1. (52) und (98) unterscheiden sich durch das letzte Glied bz~ 

die beiden letzten Glieder von der Potentialgleichung (53) der ebene: 
tiberschallstromung. Dieser Unterschied verhindert, daB imRaum ei 
ahnlich einfacher geometrischer Zusammenhang besteht, wie er fiir di 
ebene Stromung durch Abb. 18 und 27 ausgedriickt wurde. 
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Sowohl die Differentialgleichung (52) fiir cp' als auch die Differential­
gleichung (98) fiir X hat die MAcHSchen Linien der x, r-Ebene 

r - x tg IX = const, r + x tg (i = const 

als charakteristische Kurven. Die von einem Punkt der x-Achse aus­
gehenden MACHschen Linien erzeugen einen Drehkegel um die x-Achse 
mit dem MACHSchen Winkel ;X als halbem {jffnungswinke1. Diese MACH­
schen Kegel begrenzen in derselben Weise die Wirkungsbereiche von 
Storungen wie die von dem Storungszentrum stromabwarts laufenden 
MACHschen Linienpaare beim ebenen Problem (vg1. Abb. 22). 

2. Quell-Senken-Verfahren fiir raum.liche tiberschallstromungen. 
Nach v. KARMAN und TSIENI iibertragen wir das auf S. 31 fiir raumliche 
Unterschallstromungen entwickelte Quell-Senken-Vedahren formal ana­
log auf 'Oberschallstromungen, indem wir G1. (10) und (14) ersetzen 
clurch 

z-Pr 
, 1 J f (~) d~ cp = -,/ ... mit (32 = jj2 1 > 0, 

4n f (x _ ~)2 _ jJ2r2 
(99) 

o 

(100) 

Diese lntegraldarstellungen befriedigen, wie man durch Einsetzen 
bestatigen kann, die Potentialgleichung (52) bzw. (98). Wahrend bei G1. 
(70) und (74) die lntegrationsgrenzen a, b konstant wat~n, ist bei G1. 
(99) und (lOO) nur die untere Grenze konstant (- etwa a= 0-), die 
obere Grenze dagegen von x und r abhangig. Dies beruht wieder auf 
dem verschiedenen Verhalten der Ausbreitung von Storungen bei Unter­
und 'Oberschallgeschwindigkeit. 1m letzten Fall breitet sich nach S. 39 
jede von einem Punkte ~ der x-Achse 
ausgehende Storung lediglich im In­
nern des stromabwarts laufenden 
MAcHschen Kegels 

r 1 
-- :s;: tg ii = -:-
x-~ - {J Abb.28. Integrationsbereich bei 1l'ber­

schallgesch windigkeit. 

aus, auf einen Aufpunkt x, r des Stromungsfeldes wirken also nur SUi­

rungen ein, die von Punkten ~ ;;;; x - pr der x-Achse ausgehen (Abb. 28). 

3. Linearisierte Umstromung eines Drehkegels. Wenn wir in (99) und 
(lOO) 
.f(~)=~'i', m(~)=~'m' mit j'=const, m'=const, ~;::;;o 

1 v. KARMAN, TH. und N. B. MOORE: Trans.Amer. Soc. mech. Engr. (Juni 
1932). - TSIEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences 5 (1938), 8.480-483. 
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setzen, also die Quellstarke fund das Moment m stromabwarts propor­
tional mit ~ wachsen lassen, ergibt sich nach Ausfiihrung der Qua­
draturen 1 

q/ = L [¥ X2-{J2;2 - x Wr Q':01 (_Z-\] , 4n, ',- ?' {J r..} 

m' ( I/( Z )2 ' ~ (' Z )1 X = 8 n x r p r - 1 - fJ r m:t (£01 '[J r J. 
Durch Differentiation nach x bzw. r erhalt man mit denselben Be­

zeichnungen wie auf S. 31,32 fur die x- und r-Komponenten der Zu­
satzgeschwindigkeiten 

u' = - L m:t Q':of (f;-J. v' = ~! V ( /r r -1 , 

u"= :: cos co V (pZr r -1, (102) 

v"= -~'P.cosco [-!!- 1/(;:")2 --~ + m:tQ':ol (-!!-)']. 
8n {Jr r {Jr, {Jr 

Der Geschwindigkeitsvektor ist hiernach nur von xjr und co abhangig, 
d. h. er bleibt konstant fiir jede durch den Anfangspunkt E gehende 
Gerade ("konisches Stromungsfeld"). 

DieKonstanten/',m' lassen sich so wahlen, daB die Geschwindigkeits­
vektoren einen vorgegebenen, unter dem kleinen Anstellwinkel 0. ange­
blasenen Drehkegel mit dem kleinen Offnungswinkel 2 {}' beriihren, daB 
also durch Gl. (102) die linearisierte "Oberschallstromung um einen Dreh­
kegel geHefert wird. Zu diesemZweck haben wirahnlichwie auf 8.31,33 
die Randbedingungen 

v' 
tg{}'==--, 

w + u' 
w {} cos co = - v" 

zu erfullen. 8ie Hefern mit xjr = ctg {}' nach kurzer Rechnung 

l' tg19o' 
--=-----,--------:--:--

4nw ycotgB 190' - pa + tg19o' 2ft: [of (C0119o') , 

m' {J 

4nwi = cotgO'¥cotg2 190' - p2 + {Ji 2(t: [oj (CO~O') 

(103) 

(104) 

Nach Festlegung der Konstanten /' und m' gemaB Gl. (104) folgt aus 
Gl. (50*) fiir den durch Division mit dem Staudruck der Grundstromung 
dimensiQnslos gemachten "Oberdruck am Kegel 

LI p 2 u' 2 u" l' (cotg 0') m' cosco ¥ ---=-=--=----=-=--=m:rQ':of --_- ---=-;; cotg2{}'-P2 (105) 
~W2 w W 2nw (J 2nw{J . 
2 

1 FERRARI, C.: Aeroteonica 17 (1937). S. 507-518. 
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1m Giiltigkeitsbereich der linearisierten Theorie kann man in erster 
Naherung 

( cotg'W ' 1 - (' 1 mr~of, 7-)~ I2rr~of(&,p) =In f}' ---r In 2 ,lnp~ --lnf}'=ln:;r)' 
,--'---,--'- 1 -----~ 1 

11 cotg2 f} __ p2 ~ -&' 11·-- (Pf}) = 7f' 

ersetzen und erhalt dann aus Gl. (104) und (105) die genaherten Formeln 
f' f}'2 m' jJ f}'2 -

4~~ = I--f}'2 lnf}' = {}'2, Snwf} 1 _ &12[J21nf}' = Pf}'2, 

LI Y _ ') f}'21 (..!..) -- 4 -f} f}' - - 2 - ~ n f}' cos W . ew , 
2' 

Daraus folgt in Ubereinstimmung mit dem entsprechenden auf S. 33 fUr 
Unterschallstromungen gewonnenen Ergebnis: 

Bei der linearisierten Oberschallstromung um einen Drehkegel ist die 
Druckverteilung an der Kegeloberflache nur vom Offnungswinkel 2fJ' 
und Anstellwinkel {j des Kegels, nicht aber von der MAcHschen Zahl 
abhangig. 

Man beachte den Unterschied zwischen der ebenen Stromung um 
einem flachen Keil (vgl. S. 37) und der raumlichen Stromung um einen 
schlanken Drehkegel: 

Beim Keil sind die Stromlinien parallele Geraden mit Knicken an 
den von der Keilkante stromabwarts laufenden MAcHschen Linien (vgl. 
Abb. 21). Beim Kegel sind die 
Stromlinien stromabwarts des 
von der Kegelspitze ausgehen­
den MAcHschen Kegels in je­
der Meridianebene w = const 
gekriimmte Kurven, die sich 
am MACHschen Kegel tangen­
tial, d. h. ohne Knick, an die 
geradlinigen Stromlinien der 

E 

Grundstromung ansetzen und Abb.29. Linearisierte axiale Dberschal!striimung urn 
einen Drehkegel. 

stromabwarts sich dem um-
stromten Kegel asymptotisch nahern (Abb.29), 

DaB die Stromlinien am MACHschen Kegel keinen Knick haben, ergibt 

sich nach Gl. (102) aus v' + v" = 0 fii~ x - pr = O. Durch Entwicklung 

von u' +u" nach Potenzen von x--pr erhiilt man aus Gl. (102) 

u'+u"=' ,Ll2rr~of(I + X--=-(31') + m'cosw 1"(1 + x.-}t:)2_ 1 
4n (31' 4n (31' 

=c nt~co~w-=f'1/2(x--::-~!J (1 + .. 'J, 
4n fir 

Sauer, Gasdynalnik. 4 
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FUr r = const liefert diese Formel den Druckverlauf im Stromungsfeld 
Hings einerzur Kegelachse parallelen Geraden (Abb. 30). Wahrend bei 

p~ 
~ 
-·~·x 

Keil \ Kegel 

Abb.30. Druckverteilung langs einer x-Parallel en 
bei der linearisierten tJ'berschallstrornung urn Keil 

und Kegel. 

der ebenen Stromung um einen 
Keil der Druck plotzlich yom 
konstanten Wert der Grund­
stromung auf den konstanten 
Wert hinter der MACHschen 
Linie ansteigt, erfolgt der Druck­
anstieg beim Kegel nach einer 
Kurve, die mit senkrechter 
Tangente beginnt und sich 
schnell dem Endwert am Kegel 
annahert. 

4. Linearisierte Umstromung eines beliebigen zugespitzten Drehkorpers. 
Die Umstromung eines beliebigen zugespitzten Drehkorpers (achsial 
oder schief angeblasene GeschoBspitze) laBt sich durch 'Oberlagerung 
konischer Stromungen folgendermaBen naherungsweise erzeugen 1 : 

Die beiden zunachst unbe-
f(;, 
bzw. 

. m(;J 
kannten, nachtraglich aus der 
Gestalt des vorgegebenen 
Drehkorpers zu bestimmenden 
Kurven/=/(;) und m =m(;) 
der Quell-Senken -Verteilung 
bzw. Doppelquellen -Vertei­
lung werden durch Polygone 
F1 F2F3 • •. bzw. M1 M2 M3 ••• 

ersetzt gedacht, deren Eck­
(IT--'--~_';;:::-i~_._i~-L_i>-~x punkte beide Male dieselben 

"'(2) 
(3) 

Abb.31. Polygonale Quell-Senken- bzw. Doppel­
quellen-Verteilung. 

M Abszissen ;1 = 0, ;2' ;3" .. 
haben (Abb. 31). Analytisch 
heiBt dies,daBI(~),m(;) durch 
'Oberlagerung der Linearfunk­
tionen 

11 = (; -- ;1)1;, 
12= (~-;2)/~, 
13= (;--;3)/~, 

m1= (~-;I)m; 
m2= (;--;2)m: 
m3= (~-;3)m' 

3 

fur ~ ~;1' 
fUr ~ ~;2' 
fUr ~ ~ ;3' 

entstehen mit den 110ch unbestimmten Konstanten Ik bzw. mi: = tg a/.:. 

1 v. KARMAN, TH. und N. B. MOORE: Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. (Juni 
1932). - TSIEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences5 (1938), S.480-483. - FERRARI, 
C.: Aerotecnica 17 (1937), S.507-518. 
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Jedes der linearen Funktionspaare stellt nach S.48 ein konisches 
Stromungsield dar. Nach GI. (102) ergibt sich £iiI' irgend einen Au£­
punkt xjr 

u'=-~ ~f~mr~oi (x--=-~), v'= f3 ~ f~I' (X -~fk)2_1,1 
4n ~ fJr' -in...... fJr I 

k=l k=l 

/I _ cos w.;"" "I ('X ~ -~k ')2 I 
U - 4n 2,.,' mk. -----;;;- --1, 1(106) 

v" ~- ji:~ imF:"l/(X _ ~k~)2 --~~ +Wt~of(X~~~)I; I' 

8n k=l l fJr r {Jr pr 

hierbei ist iiber alle ~k< X -pr zu summieren, d. h. iiber alle Punkte ~k 
die stromaufwarts der durch den Au£punkt xjr gehenden MAcHschen 
Linie liegen (vgI. Abb. 28). 

Die zunachst unbestimmt angesetzten Konstanten f~, m~ miissen 
jetzt so £estgelegt werden, daB durch GI. (106) angenahert die Stromung 
um den vorgegebenen 
Drehkorper unter dem 
vorgegebenen Anstell­
winkel -:g, gegeben wird. 
Zu diesem Zwecke grei£en 
wir einige Punkte xljr v 
x2jr2, xajra, ... der Meri­
diankurve des Drehkor­
pers in der Ebene co = 0 
in hinreichend enger Auf­
einandedolge,sonst aber 

beliebig, heraus und be- Abb.32. Linearisierte tJ'berschallstrornnng urn einen zuge-
zeichnen die Neigungs- spitzten Drehkorper. 
winkel der Tangenten dieser Punkt mit {}~ (Abb.32). 

Die Punkte ~k (vgI. Abb. 31) wahlen wir gemaB 

~l=O, ~2=xl--~rlctg;X=xl--f3rl' ~a=X2-jJr2' 

und verlangen, daB in den Aufpunkten Xdri der Geschwindigkeitsvektor 
in die Richtung der Meridiantangente fallt. Aus den Randbedingungen 
GI. (103) mit {}~ an Stelle von {}' erhiilt man mit Beriicksichtigung von 
GI. (106) die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten f~: 

L {I I} =--= tg {}' . 
4nw' I 

4~W {2,1} + 4~w {2,2} = tg {}~, 
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und fiir die Konstanten mk: 
m; 1 

--=[l,l] = - , 
Snw {} fJ 

_ m; [2,1] + _ m; [2,2] = ~ 
Snw {} SnW {} fJ 

wobei die Abkiirzungen 

benutzt sind. 
Aus den linearen Gleichungssystemen (107) und (108) lassen sich die 

Unbekanntenjk bzw. mk einzeln nacheinander berechnen, da die jeweils 
erste Gleichung nur die eine Unbekannte f: bzw. m; und jede folgende 
Gleichung genau eine weitere Unbekannte enthalt. 

Nach Berechnung der fk und mk folgt aus Gl. (50*) fiir denU'berdruck 
in den Punkten Xdri des Drehkorpers die zu Gl. (105) analoge Beziehung 

k-i k-i 

~'! =._1_ " fk Wr@:of (Xi:;:-~k) -- cos~ "mkl/(Xi-~k)2 -1 (109) 
ew2 2nw~ Rr' 2nw"";;;" , p-' . 
'2 k-l P' , k-l r, 

Man beachte, daB die einfache Beziehung Gl. (87), wonach der U'ber­
druck zum ortlichen Anstellwinkel# proportional ist, bei der raumlichen 
Stromung nicht mehr gilt. Die Ursache hierfiir liegt darin, daB der 
Geschwindigkeitsvektor sich im Raume nicht in der einfachen, durch 
Abb. 18 und 27 dargestellten Weise, sondern nach einem verwickelteren 
Ge~etz andert (vgl. Abb.941 

Die analoge U'bertragung des hier entwickelten Naherungsverfahrens 
auf die Umstromung von Drehkorpern mit Unterschallgeschwindigkeitl 
bietet keine grundsatzliche Schwierigkeit. Die praktische Durchfiihrung 
wird jedoch bei Unterschallgeschwindigkeit erheblich miihsamer; an 
Stelle der linearen Gl. (107) und (108), aus denen die Unbekannten einzeln 
der Reihe nach berechnet werden konnen, treten namlich line are Glei­
chungssysteme, bei denen jede einzelne Gleichung samtliche Unbekannten 
enthii,lt. Darin zeigt sich erneut das verschiedene Verhalten der Potential­
gleichungen yom hyperbolischen Typus fiir U'berschall- und yom eHip­
tischen Typus fiir Unterschallstromungen. 

U'ber die Ermittlung strenger, nicht linearisierter Uberschallstro­
mungen um einen axial angeblasenen Drehkorper vgl. S. 144. 

1 v. KARMAN, TH.: Abh. aus dem Aerodyn. lnst. Aachen 6 (1927), S.3-17 
Ulid C. FERRARI: Aerotecnica 17 (1937), S.507-51S. 

\. 
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III. Abschnitt: 

Nichtlinearisierte Stromung an Ecke und Kegel: 
VerdichtungsstoB. 

Nachdem wir im letzten Abschnitt die ebene trberschallstromullg an 
einer flachen Ecke und die raumliche trberschallstromung an einem 
flachen Kegel in linearisierter Naherung untersucht haben, wenden wir 
uns jetzt zu den entsprechenden Problemen in strenger, nicht lineari­
sierter Behandlung. Neben stetigen Verdiinnungen und Verdichtullgen 
treten hierbei auch unstetige "VerdichtungsstoBe" auf, die fiir das Ver­
standnis der kompressiblen Stromungen von grundlegender Bedeutung 
sind. Je nach dem Knickwinkel der Ecke bzw. dem (jffnungswinkel des 
Kegels bleibt die gestorte Stromung entweder eben so wie in der lineari­
sierten Theorie im trberschallbereich oder erstreckt sich in den Unter­
schallbereich hinein. 

§ 10. Stetige Verdlinnungsstromung 
an einer konvexen Ecke. 

1. Veranschaulichung durch Grenziibergang. Bei der linearisierten 
Umstromung einer flachen konvexen Ecke (vgl. S. 37 und Abb. 21) ergab 
sich eine Ablenkung der Grundstromung um den Winkel Ll {} liings der 
von der Ecke IE ausgehenden MAcHschen Linie m 1 (Abb. 33). Wenn wir 
nun die abgelenkte Parallelstromung, 
deren MAcHsche Zahl M2 groBer ist 
als die MAcHsche Zahl M 1 der Grund­
stromung, abermals um den Winkel 
L1 {} an der Ecke E ablenken, so er­
folgt diese Ablenkung jetzt liings 
der zu M2 gehorigen MAcHschen 
Linie m2. Fur die entsprechenden 
MAcHschen Winkel "'1> "'2 folgt aus 
.M2 > Ml die Ungleichung (vgl. 

Abb.33. Wiederholte Abienkung einer 
Abb. 33). Paralieistr6mung. 

"'2 ~ - - ,1 {j < ""2 < "'1' 

d. h. die MAcHsche Linie m2 liegt stromabwarts der MAcHschen Linie mI. 

Wiederholt man diese Ablenkung um den Winkel LI {} an der Ecke E 
n-mal, so ergibt sich mit dem GrenzprozeB Ll {j-+ 0, n -+ 00 eine konti­
nuierliche Verdunnungsstromung, bei der die Grundstromung insgesamt 
um einen beliebigen endlichen Winkel {} = nLl {j abgelenkt wird. Die 
linearisierte Theorie fiihrt auf diese Weise durch einen einfachen Grenz-
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prozeB zur strengen Behandlung der nicht linearisierten Stromung an 
einer konvexen Ecke. 

Diese durch Grenziibergang entwickelte Stromung beginnt mit der 
ungestorten Grundstromung bis zur l\fAcHschen Linie in (Abb. 34). Hier­

an schlieBt sich eine stetige Verdiin­
nung bis zueiner MACHschen Linie tn, 
hinter der die Stromung wieder als Pa­
rallelstromung mit entsprechend hohe-­
rer Geschwindigkeit und kleinerem 
Druck abflieBt. In dem Winkelraum 
zwischen iii und mist jede Gerade 
durch die Ecke E MAcHsche Liuie und 
langs jeder dieser MACHSchen Linien ist 
der Geschwindigkeitsvektor 10 nach 

Abb.34. Stetlge Verdiinnungsstromung GroBe und Richtung konstant. Die 
an einer konvexen Ecke. Stromlinien sind daher ahnliche Kur-

yen mit der Ecke E als Ahnlichkeitszentrum und setzen sich tan­
gential an die geradlinigen. Stromlinien stromaufwarts von iii und 
stromabwarts von man. . 

2. Analytische Behandlnng des Problemsl • Da der Geschwindig­
keitsvektor ltJ langs jeder Geraden· durch· E konstant ist, fiihren 

WIT Polarkoordinatep. r,w mit E als Null-
iD-t punkt ein (Abb. 35). 

,/,'/, 

Abb.35. Erliuterung der Bezeich-

Dann sind die Geschwindigkeitskompo­
nenten 

ocp 
u(w) --:- or' 

1 ocp 
v(w) --:- -­r ow (110) 

in Richtupg der Radien und senkrecht zu 
den Radien Funktionen nur der einen Ver­
anderlichen 00, fiir das Potential ffJ hat man 
also den Ansatz 

ffJ=r·tJ>(w). (111) 

nungen. Das Problem reduziert sich hierdurch auf 
die Bestimmung der Funktion tJ>(w), die ebenso wie u und v nur die 
eine Veranderliche 00 enthalt und demgemaB aus einer gewohnlichen 
statt partiellen Differentialgleichung gefunden werden kann. Zu dieser 
gewohnlichen Differentialgleichung gelangt man durch die Bedingung 

1 ocp 
V= row= c, (112) 

1 MEYEB, TH.: Diss. Gottingen 1908. Vgl. auch A. HIBSCH in A. STO­
DOLA: Dampf- und Gasturbinen, VI. Auflage (1924), S.805-809. 
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welche den aus § 8 S.35 (vgl. Abb. 16) bekannten Sachverhalt aus­
druckt, daB die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur MACH­
schen Richtung stets gleich der Schallgeschwindigkeit ist. 

Aus Gl. (112) ergibt sich nach Einsetzen von Gl. (15*) 

.!. (Of{! \ 2 = c2 = k -::- I w' ~k - ...!. f(Of{!\) 2 -L.!. (Of{!) 2-1 
r2 ow) 2 max 2 or I r2 ow 

, ' 

und unter Berucksichtigung von Gl. (111) 

~ + ~ (j>'2 (fJ2 = w2 max' (113) 

wobei der Strich gewohnliche Differentiation nach w bedeutet. 
Wie man durch Einsetzen leicht bestatigt, hat Gl. (113) die parti­

kulare Losung 

(fJ = wmax sin (V~ + ~ w), 
woraus nach Gl. (111) fur das Potential 

<P=WmaxrSin(V~+~ w) (114) 

und nach Gl. (110) mit Rucksicht auf Gl. (18) fur die Geschwindigkeit 
-' - - ,-- ) . Ik-I Ik-I 

U=WmaxSln (l/--w) v=c*cos(I/-_w 
k+1 ' Jk+1 

(115) 

folgt. 
Fur w=o wird u=O, v=c*, d. h. die Zahlung des Winkels W beginnt 

an der die Stromlinien senkrecht schneidenden MAcHschen Linie ni, an 
der gerade die kritische Geschwindigkeit c* erreicht wird (vgl. Abb. 35). 
Nachtraglich kann man naturlich die Verdunnung statt an mauch an 
irgendeiner stromabwarts von iii liegenden MAcHschen Linie beginnen 
lassen, was einer Anstromungsgeschwindigkeit iii > c* entspricht. 

Aus Gl. (115) folgt fur die GroBe der Geschwindigkeit 

W 2 =U2 +V2 =C*2/ k +....!. sin2 ('l/k Iw)' +cos2(1/k Iw)l= 
Ik-l k+l Ik+l/ 

= c*21 1 + _2_ sin2 (l/lk I w) 1 
I k-I k+1 / 

und mit Hilfe von Gl. (21) 

__, (k+l)_2COS2 (l/k-l w) 
M"~ I) k 2 I 'in' (]I~ +: '" ), M', ~~)oo:4C;~) (116) 

Fur den Druck komnit aus Gl. (22) 
k 

~ = ik ; I . ~:2~(-V--~ I w) k-l 

~ , k + I , 

(117) 
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Der MAcHsche Winkel IX ist durch 

tg IX = ~ = l/k 1 ctg 'l/k 1 W.) 
.U . k + 1 \ k + 1 

(118) 

bestimmt, woraus dann auch der Neigungswinkel der Stromlinien 

n 
i}=IX+w- 2 

berechnet werden kann. Der Zusammenhang zwischen p, w und i} lii.6t 
sich jedoch einfacher durch Grenzubergang aus der linearisierten Druck­
gleichung. (86) herleiten, W'obei sich die Differentialgleichung 

dp e~ - = - 2q tg IX = - -=c (119) 
d.D 0,,[2-1 

ergibt, die mit Rucksicht auf G1. (4*) auch in der Form 
dw w 
dD = w tg IX = 1---= (119*) 

}M2_1 

geschrieben werden kann. Nach Division durch die Konstante c* kommt 
mit Hilfe von G1. (21) 

dM* 1/ 1- ~=--! M*2 
-- - M* r k+ 1 

dD - ~ M*2~1 

woraus man durch Integration unter der Anfangsbedingung 
M* = 1 die Beziehung 

c 1 
2 i} = arc cos I k - (k + 1) "'*2 i 

I "'~ I 
L " 

+I/k + l. arc cos [k -- (k --1) M*2] ----n 
k-I 

i} = 0, 

(119**) 

m fur die Funktion M* = M* ({}) erhiilt. 

~~ / Fur die Stromlinien hat m .• an die Diffe-
/ rentialgleichung (Abb. 36) 

/ / 1 drl/k+I (Ilk-I ) .. / / r dw = ctg IX = r k _ 1 tg ~ k+l W ' 
dw 0\; W sie lii.6t sich durch Trennung der Variablen 

. ~/ integrieren m.it dem.Ergebnis 
~ k+l 

Abb.36. Herleituug der D;ferential- r = r [cos (1/~ + ~ w.1J- k - 1 . (120) 
gleichung der Stromlinien. 

Wie auf S. 54 vorausgesehen, sind die Stromlinien iihnliche Kurven in 
bezug auf E. 

Nach G1. (117) und (116) wird p= ° und M = 00 fUr 

_:!. /k+l _Cl _ _:.: 
W max - 2 t k -I' 'U'max - wmax 2' (121) 
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Zahlentafe12 fiir Luft (k = 1,405). 

Stromung mit UberschaUgeschwindigkeit.' 
, 

I 
I I I Ie - _QW /1["] OJ [e] IX [0] I pip, JI I .11' TIT, 

_ - Q* w· 

1000 ° 0,00 i 90,00 I 0,527 1,000 1,000 0,832 1,000 
999 1 23,72 I 67,28 0,477 1,084 1,068 0,808 0,994 
998 2 30,04 I 61,96 0,449 1,133 1,107 0,794 0,986 
997 3 34,82 1 58,18 0,424 1,178 1,141 0,781 0,976 
996 4 38,88 55,12 0,401 1,220 1,173 0,768 0,965 
995 5 42,34 i 52,66 0,381 1,258 1,201 0,757 0,953 
994 6 45,42 : 50,58 0,363 1,295 1,227 0,747 0,940 
993 7 48,30 i 48,70 0,345 1,332 1,253 0,736 0,926 
992 8 50,93 ! 47,07 0,329 1,366 1,276 0,726 0,912 
991 9 53,46 I 45,54 0,313 1,401 1,299 0,716 0,897 
990 10 55,84 ; 44,16 0,298 1,435 1,322 I 0,706 0,882 
989 11 58,16 ! 42,84 0,284 1,470 1,344 0,696 0,865 
988 12 60,38 I 41,62 0,270 1,505 1,366 0,686 0,849 
987 13 62,49 I 40,51 0,257 1,539 1,387 0,676 0,832 
986 14 64,52 39,48 0,245 1,572 1,407 0,667 0,815 
985 15 66,53 38,47 0,233 1,608 1,428 0,657 0,797 
984 16 68,47 37,531 0,221 1,641 1,448 0,647 0,779 
983 17 70,33 36,67 0,210 1,675 1,467 0,638 0,762 
982 18 72,18 35,82 0,199 1,710 1,486 0,628 0,743 
981 19 73,98 35,02 0,189 1,744 1,504 0,619 0,725 
980 20 75,74 34,26 0,179 1,779 1,523 0,609 0,707 
979 21 77,49 33,51 0,170 I 1,815 1,541 0,600 i 0,689 
978 22 79,20 32,80 0,161 1,850 1,559 0,591 0,670 
977 23 80,90 32,10 0,153 1,884 1,576 0,582 0,653 
976 24 82,55 31,45 0,145 1,918 1,592 0,573 0,635 
975 25 84,20 30,80 0,137 1,954 1,609 0,564 0,617 
974 26 85,81 30,19 0,130 1,989 1,625 0,555 0,600 
973 27 87,42 29,58 0,123 2,025 1,641 0,546 0,582 
972 28 89,02 28,98 0,116 2,062 1,657 0,537 0,564 
971 29 90,58 28,42 0,110 2,098 1,673 0,529 0,547 
970 30 92,12 27,88 0,104 2,135 1,688 0,520 0,530 
969 31 93,66 27,34 0,097 2,174 1,704 0,511 0,512 
968 32 95,18 26,82 0,092 2,214 1,720 0,502 0,494 
967 33 96,68 26,32 0,086 2,251 1,735 0,493 0,477 
966 34 98,20 25,80 0,080 2,296 1,752 0,483 0,459 
965 35 99,67 25,33 0,075 2,339 1,767 0,474 0,442 
964 36 101,13 24,87 0,071 2,378 1,781 0,466 0,426 
963 37 i 102,58 24,42 0,066 2,422 1,795 0,457 0,410 
962 38 104,02 23,98 0,062 2,466 1,810 0,448 0,394 
961 39 ; 105,46 23,54 0,058 2,508 1,824 0,440 0,379 
960 40 106,88 23,12 0,054 2,550 1,837 0,432 0,364 
959 41 108,30 22,70 0,051 2,595 1,851 I 0,423 0,349 
958 42 109,71 22,29 0,047 2,640 1,864 0,415 0,335 
957 43 111,11 21,89 0,044 2,689 1,878 0,406 0,320 
956 44 112,51 21,49 0,041 2,734 1,891 0,398 0,306 
955 45 113,89 21,11 0,038 2,778 1,903 I 0,390 0,294 
954 46 115,27 20,73 . 0,036 2,826 1,917 0,382 0,281 
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I 
I 

I I I I 
TIT. \ e ~ ;W s D['] w [0] ",[,] pip, I ill ill * I I I I Q w' 

953 47 116,63 20,37 0,033 2,873 1,928 0,374 0,269 
952 48 118,00 20,00 0,031 2,920 1,939 0,367 0,257 
951 49 119,36 19,64 0,029 2,968 1,951 0,359 0,246 
950 50 120,71 19,29 0,027' 3,021 1,963 0,351 0,234 
949 51 122,07 18,93 0,025 3,074 1,975 0,343 0,222 
948 52 123,41 18,59 0,023 3,131 1,987 0,335 0,211 
947 53 124,74 18,26 0,021 3,188 1,999 0,327 0,200 
946 54 126,03 17,97 0,019 3,350 2,012 0,319 0,188 

870,68 129,32 219,32 0,00 0,000 00 2,437 0,000. 0,000 

beiLuft (k= 1,405) also fiir Wmax = 219,32°, {}max = 129,32°. Die Ver· 
diinnungsstromung um eine Eeke ins Vakuum erfiillt infolgedessen nieh1 
den ganzen freien Raum, sondern endet mit W= Wmax ' An der Grenz{ 
W=Wmax ist u=wmax' v=O, d. h. die Linie W=Wmax ist zugleieh MACH· 

sehe Linie und Stromlinie. 
In Zahlentafel 2 sind fiir Luft (k= 1,405) zusammengehOrige Wert{ 

.Q ~ *.J'..... f,;l_ (!W I' b von 'U', W, IX, , M, M , T und 17 - ** zusammengeste It, ii er di{ 
Po 0 (! W 

Bedeutung von 8 in Zahlentafel 2 vgl. S. 112. 

3. Geschwindigkeitsbild M* = M*{{}). Wir stellen fiir die kontinuier' 
liehe Verdiinnungsstromung um eine Eeke E die Anderung der Stro· 

Abb.37. GeschwindigkeitsbiJd der Stromlinien. 

mungsgeschwindigkeit ttl langs einer Stromlinie dar, indem wir in eine! 
zweiten Ebene, der sog. "Gesehwindigkeitsebene" (oder Hodographen. 
ebene) von einem festen Nullpunkt 0 aus die Gesehwindigkeitsvektoren It 
auftragen (Abb. 37). Die Endpunkte p' dieser Vektoren besehreiben eim 
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Kurve, die punktweise eindeutig auf die vorgegebene Stromlinie bezogen 
ist und als "Geschwindigkeitsbild" (oder Hodograph) der Stromlinie 
bezeichnet werden solI. Da Iangs jeder Geraden durch die Ecke E der 
Geschwindigkeitsvektor Itl nach GroBe und Richtung konstant ist, haben 
aIle Stromlinien dasselbe Geschwindigkeitsbild. 

Den Stromlinien des kontinuierlichen Verdiinnungsbereichs von der 
kritischen Geschwindigkeit c* bei m bis zur Maximalgeschwindigkeit Wmax 

bei m entspricht das Geschwindigkeitsbild von A' mit Itl = c* bis zu B' 
mit Itl = Itlmax' wozu nach Gl. (121) der Zentriwinkel -t A' 0 B' = f}max 

gehOrt. Bezieht man die Geschwindigkeit auf c* als Einheit, so wird 

OA'= 1 nnd nach Gl. (18) OB' = l/k+l nnd M*=M*(f}) ist die Glei-
. V k--l 

chung des Geschwindigkeitsbildes in Polarkoordinaten. 
1m vorigen Absatz haben wir die Funktion M* (f}) analytisch 

bestimmt; einige Funktionswerte sind in Zahlentafel 2 angegeben. 
Wesentlich einfacher und eleganter 
laBt sich das Geschwindigkeitsbild 
jedoch nach PRANDTL und BUSE-
3fANN mit Hilfe geometrischer tJber­
legungen diskutieren: 

a) Wir denken uns die kontinuier­
Iiche Verdiinnungsstromung wie auf 
S. 53 wieder durch Grenziibergang 
aus unendlich vielen kleinen unste­
tigen Verdiinnungen entstanden. Da 
nun bei einer kleinen unstetigen 
Verdiinnung nach S.38 der Vek­
tor des Geschwindigkeitszuwachses 
senkrecht auf der zugehorigen MACH- Abb.38. Richtungsfeld des Geschwindig-

schen Linie steht und beim Grenz- keitsbildes. 

iibergang der Geschwindigkeitszuwachs in die Richtung der Tangente 
des Geschwindigkeitsbildes faUt, erhalt man den Satz: 

Die Tangente t' in einem Punkt P' des Geschwindigkeitsbildes steht 
senkrecht auf der durch den entsprechenden Punkt p. der StromIinie 
hindurchgehenden MAcHschen Linie m. 

b) Auf S. 36 wurde die Adiabatenellipse mit den Halbachsen Wmax, c* 
eingefiihrt. Stellt man diese Ellipse auf einen Punkt P' des fiberschall­
Ringgebietes der Geschwindigkeitsebene ein, so liegt nach S. 36 die groBe 
Achse parallel zur entsprechenden MAcHschen Linie und wegen a) dem­
nach die kleine Achse parallel zur Tangente t' des Geschwindigkeitsbilde~ 
in P'. Dies fiihrt zu folgender Erzeugung des Geschwindigkeitsbildes 
(Abb.38): 

Die mit Linienelementen parallel zur kleinen Achse ausgestattete 
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Adiabatenellipse mit den Halbachsen wmax' c* wird urn den Nullpunkt 0 
der Geschwindigkeitsebene gedreht und erzeugt hierbei ein Richtungsfeld 
in dem ringformigen Uberschallgebiet. Die Geschwindigkeitsbilder sind 
die Integralkurven dieses Richtungsfeldes. 

Jeder Innenpunkt P' des lJberschallgebietes wird zweimal von del 
Adiabatenellipse erfaBt (vgl. Abb. 20), d. h. das lJberschallgebiet wird 

kmfIx von dem Richtungsfeld doppelt 

Abb.39. Erzeugung des Geschwindigkeits-

iiberdeckt. Alle Integralkurven sind 
kongruent bzw. spiegelbildlich und 
gehen durchDrehung umO mit oder 
ohne Umklappung an einer Geraden 
durch 0 auseinander hervor. 

c) Das in b) durchDrehung einer 
Ellipse erzeugte Richtungsfeld laBt 
sich auch auf folgende Weise gewin­
nen (Abb. 39): Man teilt jede Sehne 
FG des auBeren Begrenzungskreises 
kmax des Uberschall-Ringgebiets im 
konstanten Verhaltnis 

bildes als Rollkurve. FG FP' 2 ( *) ~ : = Wmax : .wmax-c =A 

und ordnet dem Teilpunkt P' die Richtung der Sehne zu. Fiihrt man 
diese Konstruktion fUr aIle von einem festen Punkt F des Kreises kmax 

ausgehenden Sehnen durch, so liegen die entsprechenden Teilpunkte P' 
auf einem Kreis k, der aus kmax durch ahnliche Verkleinerung im Ver­
haltnis A: 1 in bezug auf F als Ahnlichkeitszentrum hervorgeht und in F 
den Kreis kmax und im Gegenpunkt H den inneren Begrenzungskreis k· 
des lJberschallgebiets beriihrt. Die Linienelemente der Punkte P' deE 
Kreises k liegen auf den Geraden F P' und infolgedessen senkrecht zu dell 
Verbindungslinien HP'. DieselbenLinienelemente ergeben sich, wenll 
man den Kreis k am Kreisk* abrollt; denn hierbei bewegt sich jedel 
Punkt P' in senkrechter Richtung zur Verbindungslinie HP' mit dem 
augenblicklichen Drehzentrum H der Rollbewegung. Die Integralkurvell 
des Richtungsfeldes sind d~her identisch mit den bei der Abrollung von l 
an k* von den Punkten p' des Rollkreises k beschriebenen Bahnkurven 
die in der Kinematik unter dem Namen Epizykloiden bekannt sind. Wi1 
haben hiermit folgendes Ergebnis: 

Das Geschwindigkeitsbild ist eine Epizykloide, welche durch auBerm 
Abrollen eines Kreises vom Durchmesser wmax - c* an dem inneren Be· 
grenzungskreis k* des Uberschall-Ringgebiets entsteht. Der kritischer 
Geschwindigkeit w=c* entspricht die Spitze A' und der Maximal· 
geschwindigkeit W = Wmax der Scheitel B' der Epizykloide. 
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4. Zeichneriscbe Bebandlung des Problems. Mit HiHe der im vorigen 
Abschnitt als Geschwindigkeitsbild der Stromlinien gefundenen Epizy­
kloide kann man die auf S. 56 durchgefiihrte analytische Behandlung des 
Problems durch eine zeichnerische Behandlung ersetzen: 

Die Epizykloide, die sich in einfacher Weise als Rollkurve konstru­
ieren liiBt, sei vorgegeben und von der Spitze A' bis zum Scheitel B' 
in mehrere kleine Teilbogen zerlegt. Jeder Teilpunkt P' liefert dann 
nach Abb. 31 durch die Epizykloidentangente t' in P' und die zu ihr 
senkrechte MAcHsche Linie m ein zusammengehoriges Wertesystem m, 
IX, #, w; die Tangentenrichtung liiBt sich hierbei nach Abb.38 durch 
Einstellen der Adiabatenellipse auf den Teilpunkt P' genau bestimmen. 

Bezeichnet man mit P;, P~, P~, ... die Teilpunkte auf der Epizy. 
kloide und mit mv m2 , ma, . . . die entsprechenden MAcHschen Linien, 
so erhiilt man eine gute zeichnerische Niiherung fiir die Stromiinien, weilll 
man diese zwischen je zwei aufeinanderfolgenden MAcHschen Linien mi' 

mi+l durch Geraden ersetzt, die zur Halbierenden des Winkels <J.P~OPi+1 
parallel laufen. 

Tritt an Stelle del' Adiabatengleichung (8) del' vollkommenen Gase 
irgendeine andere Adiabatengleichung (5), so ist die Adiabatenellipse 
durch eine entsprechende andere Adiabatenkurve M*=M*(IX) zu er­
setzen. 

§ 11. Verdichtungssto6 an einer konkaven Ecke. 
1. Zustandekommen des VerdichtungsstoBes. Nachdem in § 10, aus· 

gehend von der linearisierten Theorie, mittels eines Grenziiberganges die 
Verdiinnungsstromung um eine konvexe Ecke in strenger, nicht lineari-
sierter Behandlung entwickelt wurde, sollnun m 
die entsprechende Aufgabe fiir die Verdich­
tungsstromung um eine konkave Ecke er­
ortert werden l . 

Hierbei ergibt sich sofort ein grundsiitz­
licher Unterschied: Bei del' stetigen Verdiin­
nung divergiE'ren die MACHschen Linien in del' 
Richtung del' Stromung von del' Anfangslinie m 
bis zur Endlinie m (vgl.Abb. 34). BeidemVer­
such, eine analoge stetige Verdichtungsstro- Abb.40. Physikalisch unbrauch· 

bare riickIaufige Verdichtung. 
mung zu konstruieren, zeigt sich, daB die 
MAcHschen Linien entgegengesetzt der Stromungsrichtung divergieren. 
Dadurch crgibt sich cin physikalisch nnmogIiches Stromungsbild 

1 MEYER, TH.: Diss. Gottingen 1908. V gl. auch A. HIRSCH in A. STODOLA: 
Dampf. und Gasturbinen. II. Aun. (1924), S. 805-809. - BUSEMANN, A.: Vortrage 
aus dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929. Herausgeg. von GILLES, RoPF 
und v. KARl\I.'\N, S. 162. B€'rlin 1930. 
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(Abb. 40), bei dem die Stromung zwischen den MAcHschen Linien m, m 
riicklaufig ist. Die Stromlinien zwischenm und m sind dabei iden· 
tisch mit den Stromlinien [Gl. (120)J der Verdiinnungsstromung, wer· 
den jedoch riickwarts durchlaufen und setzen sich an die geradell 
Stromliniender ankommenden uud abgehenden Parallelstromung gegen· 
laufig an. . 

An Stelle dieser physikalisch unmoglichen stetigen Verdichtung wer­
den wir im Folgenden einen unstetigen "Obergang von der ankommenden 
zur abgehenden Parallelstromung durch einen sog. VerdichtungsstoB 
kennen lernen, der langs einer zwischen iii und m verlaufenden StoBlinie 
erfolgt. Die Geschwindigkeit nimmt an der StoBlinie plOtzlich ab, wah­
rend Druck und Dichte plOtzlich anwachsen. Physikalisch hat man natiir­
lich diese momentane, unstetige Zustandsanderung, auf deren Moglich­
keit bereits RIEMANN1 hingewiesen hat, lediglich als ldealisierung einer 
sich sehr schnell vollziehenden stetigen Zustandsanderung zu betrachten. 

1m Gegensatz zu den bisher ausschlieBlich betrachteten stetigen und 
adiabatischen Stromungen ist die unstetige Zustandsanderung beim Ver­
dichtungsstoB nicht mehr adiabatisch, sondern mit einer Entropiezu­
nahme verbunden. Der Stromungsverlauf ist infolgedessen nach dem 
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (vgl. S.6) nicht umkehrbar, 
d. h. unstetige VerdiinnungsstoBe sind unmoglich. 

Bei einer von TH. V. KARMAN und E. PREISWERK entwickelten Ana­
logie 2 zwischen der kompressiblen Gasstromung und der Wasserstromung 

in offenen Gerinnen entspricht dem 
VerdichtungsstoB der sog. Wasser· 
sprung. 

2. Grundgleichungen des Ver· 
dichtungsstoBes. Zunachst setzen 
wir folgende Bezeichnungen fest 
(Abb. 41): 

, StoBwinkel (J = Winkel der StoB. 
Abb. 41. Bezeichnungen beim VerdichtungsstoLl. . . d' An .. . h 

lIme 8 gegen Ie stromrlC tung, 

p, 1], T, 11." ... } Z d { vor der StoBlinie 8, 

P~ r; 11 '" =. ustan swerte hinter der StoBlinie 8, 't:' ,to, ... 

Ablenkungswinkel {} = Winkel von lU gegen m, 
~n' ~t} = Komponenten von {l~ senkrecht bzw. parallel zur StoBlinies. 
W n, wt to 

AuBerdem verabreden wir, daB die StoBlinien in den Bildern starker 

1 Vgl. Z. B. RIEMANN, B. und H. WEBER: Die part. Diffgl. der math. Physik, 
Bd.2, S. 503. Braunschweig 1919. . 

2 V. KARMAN, TH.: Z. angew. Math. Mech. 18 (1938), S. 49-56 und E. PREIS-

WERK: Diss. Techn. Hochsch. Zurich 1938. 
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als die MAcHschen Verdichtungslinien (vg1. S. 38) durchgezogen werden 
Bollen. 

Zur Herleitung der Grundgleichungen des VerdichtungsstoBes legen 
wir einen Bereich des Stromungsfeldes zugrunde (Abb. 42), der von zwei 
Stromlinien und je einer Parallelen zur StoB­
linie stromaufwarts und stromabwarts be­
grenzt ist. 

Die Kontinuitatsgleichung liefert 

(122a) 

Aus dem Impulssatz folgt in Richtung senk­
recht zur StoBlinie 

(!Wn2 + p = ew~+p (122b) 

und in Richtung parallel zur StoBlinie Abb.42. Erlauterullg zur Her· 
leitung der Stol3gleichungen. 

AA "-

gWI! Wt = e WnWt· 
SchlieBlieh hat man noeh nach Gl. (27) den Energiesatz 

J .+ 1 ("+ .') J" 1 (A."+"") ~ 2g wn wi = ~ + 2 I} WnW i . 

Aus Gl. (122a) und (122e) ergibt sieh 
die wichtige Beziehung 

(123) 

to 

(122c) 

d. h.: Die zur StoBlinie par allele Ge­
schwindigkeitskomponente bleibt beim 
VerdichtungsstoB ungeandert. Dies fiihrt 
zu einer einfaehen geometrisehen Be­
ziehungzwischen to, to, (J und if (Abb. 43). 

Abb.43. Geometrische Beziehllng 
zwischen Ill, til, a lind {}. 

~Iit Beriicksiehtigung von Gl. (123) vereinfaeht sieh der Energiesatz zu 

J . + I, J" 1 A., 
. ~ ?w,,= ~+ -2 wn· 

-I} I} 
(122d) 

Aus Gl. (122a) und (122b) erhalt man fiir die.Anderungen ..1p= 11 -p, 
..1 (! = e -(!~ ..1wn = wn -wn der Zustandswerte vor und hinter dem Ver· 
diehtungsstoB 

, eLlp A" eLlp A LIp A 

W,,= -Q LIe' Wn = (f-Lle' wnwn=Llo' LJP=--(!WIt ..1wn · (124) 

Denkt man sieh die Stromung sowohl vor als auch hinter dem Ver-
dichtungsstoB adiabatiseh in den Ruhezustand iibergefiihrt, so kommt 

J . J' + 1 ( ., + ") J'" J" I "-., .') 
.10 .. .~ ') w" Wi ,10 = .. ~ + 9 (11';" + Wi , 

-I) -I} 

also mit Beriieksiehtigung von G1. (122d) Bowie von G1. (25) und (7) 

Po Po - == A, 
!!o eo 

(125) 
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d. h.: Der Ruhewarmeinhalt io, die Ruhetemperatur To und das Ver· 
haltnis von Ruhedruck Po und Ruhedichte eo andern sich beim Ver· 
dichtungssto6 nicht. 

Nach Gl. (18) folgt dann weiter, da6 auch die kritische Geschwindig. 
keit c* und die Maximalgeschwindigkeit wmax fiir die adiabatischen Zu 
standsanderungen vor und hinter dem Verdichtungssto6 dieselben sind 

3. Berechnung des VerdichtungsstoBes. Mit Berucksichtigung der aU! 
Gl. (25), ('1) und (9) folgenden bzw. aus Abb. 43 ablesbaren Beziehunger 

1. 
p 

I/O 

35 

30 

25 

au 

15 

10 

5 

Jgi= ~_.'£ 
k-l !?' 

-=- k P wn {};;; n 
Jg~=k-le' tga =,wt ' tg(a- )=wt 

lassen sichdie Grundgleichungen (122: 
nach einiger Rechnung1 umformen iT 

LIp 
LIp p +"'2 
LIe = k-+LIe , 

e 2' 

ULle __ tga_ 
e - tg(a-D)' 

(126a 

(126c, 

Aus diesen Gleichungen kann may 
~./ •. .rl zup, e, W und entweder LI p oder LI/ 

, oder f} die ubrigen Gro6en berechnen 
./ I 

,~.//"Ai;q"aIe II d. h.: Der Verdichtungssto6 ist voll 
, standig festgelegt, wenn man die Zu 
. I 

o I. standsgro6en. p, e, W vor dem Stol 
'-40f---11f-"""ar--"""ar--"""'1r--"""s--.J,6-'" und au6erdem entweder die Druck 

Abb.44. Hugoniot·Kurve und Adiabate. zunahme LI p oder die Dichtezunahmt 
Lie oder denAblenkungswinkelf} kennt 

A 

Durch Gl. (126a) ist 1.. als Funktion von ~ bestimmt gemaB 
p !? 

p ___ e =k-l(l+ p)(e --1). (127 
p !? 2. P e . 

Die Diagrammdarstellung dieser Funktion hei6t HUGONIOT-Kurv4 
(Abb.44). 

A '" 

Mit 1.. nimmt auch g, standig zu bis zum Grenzwert 
'P (! 

(:)max=! +~ (128 

1 v. K..i.BMAN, TH.: VoltakongreB. S.249. 
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/-. 

fUr L -+ 00, die HUGONIOT-Kurve hat also eine lotrechte Asymptote. 

Fur tuft (k=1,405) ist (e)' ~ 6, d. h. Luft kann durch einen Ver-
(! max 

dichtungsstoB hochstens auf das Sechsfache verdichtet werden. 
Zum Vergleich ist in Abb. 44 strichpunktiert auch die Adiabate 

p = (,ef' 
PJ! 

eingezeichnet. Da Gl. (126a) durch den GrenzprozeB Ll p -+ 0, Ll e -+ 0 
in die der Adiabatenbeziehung zugrundeliegende Differentialgleichung 

dp = k E-
de e 

iibergeht, haben die HUGONIOT-Kurve und die Adiabate im Anfangspunkt 
.A /'. 

k = .f. = 1 dieselbe Tangente. 1m weiteren Verlauf steigt dann aber die 
p e 
HUGONIOT-Kurve steiler an als die Adiabate, d. h.: DasVerhaltnis J!... und e 
demnach auch die Temperatur T wachsen fUr gleiche Dichteanderungen 
beim VerdichtungsstoB schneller als bei der adiabatischen Zustands­
anderung. 

Aus Gl. (126a), (126b) und (14) ergibt sich nach einfacher Rechnung1 

. [(k-1)+(k+1) :](!C-1) 
tnn2 a =-------'.[ .. 1---- - , 

4k [(~)T -1] 
(129) 

wahrend man aus Gl. (126a) und (126c) unmittelbar 

t a= (k-1)p+(k+l)p tg(a---f)) 
g (k -1) p + (k + 1) P 

(130) 

erhalt. Sowohl mittels Gl. (129) als auch mittels Gl. (130) liiBt sich der 
StoBwinkel a berechnen und zwar bei Gl. (129) aus p, p und dem Ruhe­
druck Po vor dem VerdichtungsstoB bzw. aus p, p und dem Ablenkungs­
winkel f} bei Gl. (130). 

Zur Berechnung der ZustandsgroBen hinter dem VerdichtungsstoB 
aus ihren Endwerten und Ruhewerten vor dem StoB und dem StoB­
winkel a dienen die Formeln 

1 MEYER, TH.: Diss. Gottingen 1908; vg!. auch A. HIRSCH in A. STODOLA: 

Dampf- und Gasturbinen, 1. Auf!. (1924), S.805-809. 

Sauer, Gasdynamik. 5 
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A k + 1 e 1 - ( for- 1 

oe = k-1eo' (O')k-l' (133 
_0 1 + etg2 (J' -=--

eo 
T 

1 + etg2(J'-
T = To [4 k sin2!!. _ (k _1)2 (1 .L 4 k sin2!!.)!.1 (134 
To 1 __ '!... (k+I)2 k + 1 I (k _1)2 ToJ' 

To 

Da im folgenden nur Gl. (131) benutzt wird, beschranken wir uns au 
die Herleitung dieser FormeI und iiberlassen die Herleitung der iibrigel 
Beziehungen aus den Grundgleichungen (122) dem Leser. Durch Ein 
set zen von 

1 k p J . J . 1 (2 ") -k--I- = ~ = ~O-2- wn+Wt , g - (} g 

~ k P J'" J . ~ A 2 A 2) 
g k -1 e = ~ = ~o - 2g (wn + Wt 

in Gl. (122b) ergibt sich 

[ 2 + J k - 1 . k - 1 ( 2 + 2)J e Wn g-k-~o - 2k Wn Wt 

A [A 2 J k - 1. k - 1 A 2 A 2)1 
= e Wn + g -r ~o - 2k ( Wn + Wt J 

Mit Beriicksichtigung von Gl. (122a), (123) und 

c* = 1/ 2 k P; = 1/2 ~ 1 J i 
, k + 1 eo .. g k + 1 0 

kommt dann wellier 

A [2 k + 1 *2 k - 1 2 2)11 
Wn Wn + 2,k c - 2 k (wn + Wt c 

_ [ A. 2 + k + 1 *2 k - 1 A. 2 2l 
- Wn Wn 2lC" c - 2lC" (Wn + we) 

woraus nach Division mit wn - Wn die Behauptung LGI. (131)J folgt. 
Mit Riicksicht auf Gl. (124) laBt sich Gl. (131) umformen in 

LIp _ *2 k -1 2 
LIe - c - k + 1 Wt (135 

4. Senkrechter Verdlchtungssto8. Der bisher betrachtete allgemein' 
oder schiefe VerdichtungsstoB speziaiisiert sich mit Ablenkungswinke 

{}= 0 und StoBwinkel (1= ~ zum senkrechten VerdichtungsstoBl. Die 

ser entsteht beispielsweise bei der eindimensionalen Stromung durc] 

1 Vgl. HUGONIOT, H.: Journ. ee. polyt. 58 (1889), S. 80. Ferner STODOLA, A. 
Dampf- und Gasturbinen, S. 68. Berlin 1922. 
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em zylindrisches Rohr konstanten Querschnitts, wenn stromabwarts 
em hOherer Druck als stromaufwarts vorgegeben ist (Abb. 45). 

::::~:~~;;~~~~~?::~B:~"e,:~:~ =::I~ 
,vegen GJ. (123) laBt slOh aus dem 
senkrechten der schiefe Verdichtungs- Abb.45. Senkrechter VerdichtnngsstoB. 

stoB durch Dberlagerung einer beliebigen zur StoBlinie parallel en Stro­
mung mit hlt = Wt herleiten. 

Der senkrechte VerdichtungsstoB ist durch die Zustandswerte vor dem 
StoB vollstandig bestimmt. Die Zustandswerte hinter dem StoB lassen 
sich z. B. als Funktionen der Geschwindigkeit w und Dichte e vor dem 
StoB ausdrucken gemaB 

Jp=e w2 (l_c*:), Lle=e(1~:-1), JiJT=2w:(1~c*:). (136) 
W ,c gp \ w 

Die einfache Herleitung dieser Formeln aus den Grundgleichungen bleibe 
clem Leser uberlassen. 

Durch Ubergang von C*2 zu c2 nach G1. (21) erhalt man aus G1. (136) 
die Beziehungen 

2 (! w2 (' 1 ) 1 - ~ I 
LI p = k-+T ,,1 - .1112,' iJ e = e k - 1 + _1 ' (137) 

2 k w2 ( 1" 12 . M2 I 
JiJT= (k+1)2 gj; 1-.1112 )(1+ k .1112)' 

welche fur hohe Uberschallgeschwincligkeiten (M --+ (0) zu clen Nahe­
rungsformeln 

2ow2 2e 2k w2 

j P = k +t' iJ Q = k-l' J LI T = (kTfj2 ge (138) 
fuhren. p 

Die G1. (131) bis (134) spezialisieren sich beim senkrechten Verdich­
tungsstoB zu 

Q i k-lj 
.... ~ ~+~ !l.-jl-(!l.-) , 

eo k - 1 eo(!o' I 

4 k '1' ' 

(141) 

(142) 

5* 
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Nach Gl. (139) folgt aus w > c* notwendig w < c*, d. h. der senk­
rechte VerdichtungsstoB fiihrt stets von "Ober- zu Unterschallgeschwin. 
digkeit. Beim schiefen VerdichtungsstoB dagegen, der durch "Oberlage. 
rung einer beliebigen Stromung tut= rot entsteht, kann hinter der StoB­
linie sowohl Dnter- als auch "Oberschallgeschwindigkeit herrschen. 

Durch den senkrechten VerdichtungsstoB erfahren die Untersuchungen 
auf S.14 iiber eindimensionale Rohrstromungen eine wesentliche Er· 
ganzung: 

Bei hinreichend hohem Druck am Ende des Rohres karin sich unter· 
halb des engsten Querschnitts ein VerdichtungsstoB ausbilden, der die 
"Oberschallstromung in eine Unterschallstromung iiberfiihrt. Hierbei 
springt in Abb. 6 die der "Oberschallstromung zugeordnete ausgezogime 
oder punktierte Druckkurve in A plotzlich bis zu einer der strichpunk. 
tierten Druckkurven an und setzt sich dann in emit dieser Druckkurve 
fort; das analoge Verhalten gilt fiir den Geschwindigkeitsverlauf. Auf 
diese Weise erhalten, wie bereits auf S. 14 angekiindigt, Teile der in 
Abb. 6 strichpunktierten Kurven physikalische . Realitat und es werden 
dadurch auoh zwischen (a) imd (b) liegende Druoke unterhalb de~ engsten 
Querschnitts erreichbar. 

o. Fortpflanzungsgesehwindigkeit von VerdiehtungsstoBen nnd Grenz­
iibergang zu kleinen Verdiehtungen. Ebenso wieim SchluBabsatz von Ziff. 4, 
S. 40 beziehen wir uns auf ein mit der Grundstromung fest verbundenes 
Koordinatensystem. Dann breitet sich in dem gegeniiber diesem Koordi­
natensystem ruhenden Gas die unstetige Verdichtung mit der Geschwin­
digkeit -tu .. aus und das von der Verdichtung erfaBte Gas stromt mit der 
Geschwindigkeit-(tu .. -ton) nacho Die Geschwindigkeit w .. ist hierdurch 
als Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer unstetigen Verdichtung ge­
deutet. Die umgekehrte Annahme, wonach das verdichtete Gas als 
ruhend betrachtet wird, ist unzulassig, da sich dann in dem ruhenden 
Gas eine unstetige Verdiinnung ausbreiten wiirde, was wegen der hiermit 
verbu'ndenen Entropieabnahme (vgl. S. 73) dem zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik widerspricht. . 

~ 

WegenR. > 1 und wegen des im Vergleich zur Adiabate steileren 
I? 

Anstiegs der HUGONIOT-Kurve (vgl. Abb. 44) folgt aus Gl. (124) 

w 2 >Ap>dp=c2 
.. AI? dl? ' 

d. h.: Die Fortp£lanzungsgeschwindigkeit Wn unstetiger Verdichtungen 
ist groBer als die Schallgeschwindigkeit c, mit der sich unendlich kleine 
Verdichtungen oder Verdiinnungen ausbreiten 1 . 

1 Vgl. z. B. RIEMANN, B. und H. WEBER: Die part. Diffgl. der ma.th. Physik, 
Bd. 2, S. 503. Bra.unschweig 1919. 
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In engel' Beziehung hiermit steht del' Satz: 
Del' StoBwinkel (J ist stets groBer als der zur gleichen Anstromgeschwin­
digkeit w gehorige MAcHsche Winkel iX. 

Del' Beweis rlieser Behauptung folgt aUB G1. (126b), wonach 
. IJ P Q + Ll 12 1 c2 • 

51n2 (J = -._-- - ~ - = 8111 2 iX 
.dQ Q 102 ? w2 

gilt (vgl. hierzu auch S. 71 und Abb. 48). 

Beim Grenziibergang LI P --+0 zu unendlich kleinen, d. h. stetigen 
Verdichtungen ergibt Rich aus Gl. (126a, b) und der dritten G1. (124) 

Wn --+C, 

wahrend die letzte Gl. (124) \yegen LI Wt = 0 in die BERNOULLI8che 
Gleichung 

dp 
"" "- Wn dWn ~_-c - W dw 

Q 

libergeht. 

§ 12. StoBpolarendiagramm. 
1. Definition und Gleichung der StoBpolaren. Zur Dal'stellullg der 

Beziehungen zwischen den physikalischen undgeometrischen GroBen beim 
VerdichtungsstoB sind verschiedelle Diagramme eingefiihrt worden. So 
kann man beispielsweise nach dem Vorgang von TH. MEYER1 auf Grund 
von G1. (129) und (130) Knrventafeln entwerfen fiir die Beziehungen 
zwischen p!Po, P /Po' a und fJ. Eine besonders anschauliche und iiber­
sichtliche Darstelhmg bietet das StoBpolarendiagramm von A. RUSE­
:\IANN2, das wir hier entwickeln 
und im folgenden ausschlieBlich 
benutzen wollen. 

In del' u, v-Geschwindigkeits­
ebene werden zu einemfesten Ge­
sch windigkeitsvektor III = 0 P VOl' 

dem Verdichtungssto13 die 00 1 

v 

'~ 

moglichen, von dem Sto13winkel a ,;;-;;;;;'O'O ..... --+--;.... .... '+--1(--~ u 
als Parameter abhangigen Ge-
schwindigkeitsvektoren IV hinter 
(lem Verdichtungssto13 von dem 
festen Anfangspunkt 0 aus auf­

r-------l, 

I. 
Abb.46. StolJpolare. 

getragen. Die von den Bndpunkten P der Vektoren ro erzeugte Kurve 

1 MEYER, TH.: Diss. Giittingen 1908. Vgl. auch HIRSCH, A. ill A. STODOLA: 
Dampf- und Gasturbinen, VI. Aufl. (1924), S.805-809. - ACKERET: S.331. 

2 Bt;SE"IANN, A.: Vortrage aUf; dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929. 
Hersg. yon Gru,Es, HOPF unrl y. KiK\I.b", S. 162. Berlin 1930. 
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solI als die zu 1'0 gehOrige StoBpolare bezeichnet werden (Abb.46). Sie 
zeigt gemii.B Abb. 43 die geometrischen Beziehungen zwischen 1'0, fU, a 
und D. 

Legt man die u-Achse des Koordinatensystems in den Vektor 1'0, dann 
hat man (vgl. Abb. 46) 

A A 

A • '" • v U-u 
Wt= Wt = u cos a, Wn = tt SIn a, Wn = U SIn a--, tga = -;;:- . 

cos a v 

Durch Einsetzen in Gl. (131) ergibt sich 

A lc-l 
u2 sin2 a-uvtg a - 0*2 __ - u2 cos2 a - k+ 1 ' 

u2tg2a A k-l u2 
1 + tg2a - u v tg a = 0*2 - k +1 1 + tg2 a ' 

U2(U--:;t)2 

v2 + (u - U)2 

und schlieBlich nach einfacher Umformung 

v 2 -+-- U-u =(U-u)2 u--[(;*2 2 ] (' (;*2) 
u k+l ' u 

(143) 

als Gleic4ung der StoBpolaren in. den Koordinaten U, v der Punkte p. 
Man sieht, daB die StoBpolare durch die Konstanten u und c*, d. h. durch 
die Geschwindigkeit vor dem StoB und die beim StoB ungeandert hlei­
be:nde kritische Geschwindigkeit vollstandig bestimmt ist. 

y 
2. Geometrische Eigenschaften der 

StoBpolaren. Nach (143) ist die StoB. 
polare eine Kurve dritter Ordnung 
mit der u-Achse als Symmetrieachse. 
Wegen v -+ ± 00 fUr 

,,(;*2 2 
u=-U+k+lu=OA. 

-'-,;? __ ~~~...."...~~£..-~~_ hat sie die Parallele zur v-Achse 
U durch den Punkt A als Asymptote 

(Abb.47). 

Abb.47. Erzeugung der StoBpoIaren aIs 
Cartesisches Blatt. 

Die beiden Schnittpunkte mit 
der u-Achse 

u =U= OP, 

sind reziprok bezuglich des Kreises 
W= c*. Dieser Kreis schneidet dem­
nach die StoBpolare und zerlegt sie 
in zwei Teile, denen Verdichtungs­
st6Be mit Unter- bzw. VberschaIl-
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geschwindigkeit w nach dem Stol3 entsprechen (vgl. S.68). Dem 
Punkt Q ist der zu I1J gehOrige senkrechte VerdichtungsstoB zugeordnet. 

Die Stol3polare HWt sich als "Cartesisches Blatt" folgendermal3en 
punktweise konstruieren (Abb.41). 

Vber den Durchmessern Q A und Q P schlagt man die Kreise kt, le2. 

Von einem beliebigen Punkt B von leI wird das Lot BF auf die u-Achse 
gefallt und die VerbindungsIinie BQ gezogen, welche den Kreis le2 in 0 
schneidet. Der Schnittpunkt P von BF und 0 P ist ein Punkt der 
Stol3polaren; denn nach Konstruktion ist 

v : F P = QF: F B, 

also in Vbereinstimmung mit Gl. (143) 

V- 2 = "2. QJ!'2 = J!P2. QF2 = Fp. QF 
F82 QF·FA • FA' 

Der Ausgangspunkt P der Stol3polaren ist Doppelpunkt des Carte­
sischen Blattes; die Fortsetzung iiber den Doppelpunkt hinaus zur 
Asymptote hin hat keine physikalische Bedeutung. 

Fiir P -+ P ergibt sich als Grenzfall des Verdichtungsstol3es die un­
endIich kleine adiabatische Verdichtung. Der Stol3winkel a mul3 hierbei 
nach S. 69 in den MAcHschen Winkel IX iibergehen, d. h. die Doppel­
pUnkttangenten der Stol3polaren bilden mit der u-Achse den Winkel 
:n: 2" - IX (Abb. 48). Daraus folgt eine neue Bestatigung der auf S. 69 her-

geleiteten Ungleichung a > IX. 

Der kritische Winkel {}" ist der 
Winkel der Tangente aus 0 an die 
StoBpolare (Abb. 48). Der zuge­
hOrige Beriihrungspunkt T teilt die 
StoBpolare in die Bogen T P und 0 

TQ. Fiir {} < {}" ergeben sich zwei 

p 
u 

Schnittpunkte mit der StoBpola- Abb.48. MAoHscher Winkel", und kritischer 
Winkel Ok' 

ren; die Erfahrung zeigt, daB bei 
der Str6mung an einer Eckemitdem Winkel {}derjenige Verdichtungsstol3 
tatsachlich eintritt, der dem im Bogen P T liegenden Schnittpunkt pent­
spricht. FUr {} > {}k existiert kein Schnittpunkt mitder StoBpolaren. In die­
sem Fall, der bei einem hinreichend stumpfen Hindernis vorliegt, kann da­
her die Ablenkung nicht durch einen von der Ecke E des Hindernisses aus­
gehenden VerdichtungsstoB verwirklichJi werden. Es bildet sich vielmehr 
bereits bei einem stromaufwarts liegenden Punkt Vein VerdichtungsstoB 

aus, langs dessen gekriimmter StoBfront aIle Winkel q von ~ bis IX und 

demgemaB die den samtlichen Punkten der StoBpolaren von Q iiber T 



72 Nichtlinearisierte Striimung an Ecke und Kegel; VerdichtungsstoB. 

bis P entsprechenden Zustande vorkommen (Abb. 49). In diesem Sinne 
hat nicht nur der dem senkrechten VerdichtungsstoB zugeordnete PunktQ 

v 

Abb. 49. VerdichtungsstoB an spitzem und 
stumpfem Hindernis . 

sondern der ganze Bogen Q T 
der StoBpolaren ebenso physi­
kalische Realitat wie der Bogen 
P T (vgl. hierzu auch S. 78). 

3. Aufbau des Sto8polaren­
diagramms. Das StoBpolaren­
diagramm (Abb. 50) enthalt zu 
mehreren Punkten des "OberschaIl­
bereichs c*<uS:wmaxderu-Achse 
die zugehOrigen StoBpolaren. Fiir 
u "'''' C * entartet die StoBpolare in 

einen Punkt Q* (vgl. Abb. 41) und fur u = Wmax geht sie in einen Kreis 
uber. AIle ubrigen StoBpolaren liegen im Innern dieses Kreises 
und umschlieBen den Punkt Q*. 

Abb.60. StoBpolarendlagramm fUr Luft (k ~ 1,406) (nach A. BU8BMANN) 
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Aus dem StoBpolarendiagramm HiBt sich zu jedem StoB- oder Ab­
lenkungswinkel unmittelbar die Anderung der Geschwindigkeit ablesen. 
Die Anderung desDruckes ergibt sich hierauf mit Hilfe der gestrichelten 
"Ruhedruckkurven", die wir auf S. 77 besprechen werden, Bowie mit 
Hilfe des auf S. III entwickelten Charakteristikendiagramms. 

§ 13. Geometrische und thermodynamische Beziehungen 
beim VerdichtungsstoB. 

1. Abflachung des Druckbergs und Entropiezunahme. Die stetigen, 
adiabatischen Zustandsanderungen vor und hinter dem Verdichtllngs­
stoB lassen sich unter Voraussetzung ebener Stri:imungen nach S.9 
(vgl. Abb. 3) durch Druckberge darstellen. Aus den Gleichungen 

k-l k-l 

U2+V2=W~axll-(~)kl u2+ v2=W~xrl-(~J'c! (144) 

dieser beiden Druckberge folgt: 
Der Druckberg hinter dem StoB entsteht aus dem Druckberg vor dem 

StoB durch affine Verzerrung parallel zur p-Achse im Verhiiltnis Po: Po. 
Das Verzerrungsverhaltnis Po:Po werden wir auf S.76 berechnen. 

Hier wollen wir vorlaufig nur einen allgemeinen Zusammenhang 
zwischen dem Verhiiltnis Po: Po und der mit jedem VerdichtungsstoB 
verbundenen Entropiezunahme S --S herleiten. 

Durch Integration der Definitionsgleichung (11) yom Ruhezustand 
vor bis zum Ruhezustand hinter dem StoB erhalt man mit Beriicksich­
tigung von Gl. (125) 

J(S --8) = Jcv In (~:) -- R In ~ !:) = Rln (:t) = Rln (~:). (145) 

Ifiernach muB wegen !o =1= 1 (vgl. S.75) eine Entropieanderung ein-
po . 

treten und, da nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine 
Entropieabnahme verboten ist, folgt S- S >0 und Po: Po >1, d. h.: 

Beim VerdichtungsstoB nimmt die Entropie zu und der Druckberg 
wird in dem durch die Entropiezunahme gemaB Gl. (145) festgelegten 
Vcrzerrungsvcl'hiHtnis Po: po >1 abgeflacht. 

Ais praktisch wichtige Folgerung ergibt sich hieraus, daB zu gleichen 
Geschwindigkeiten hinterdein VerdichtungsstoB kleinere Driicke gehoren 
als vorher. 

2. Geometrische Deutung der Grundgleichungen des Verdichtungs­
stoles. Mit HiHe der Druckberge lassen sich die Grundgleichungen des 
VerdichtungsstoBes anschaulich-geometrisch deuten 1 (Abb. 51): 

1 BUSEMANN, A.: Vortrage aus dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929, 
Hrsg. von GILLES, HOFF und v. KARMAN, S.162. Berlin 1930. 



74 Nichtlinearisierte Stromung an Ecke und Kegel; VerdichtungsstoB. 

Wir legen die u-Achse parallel zur StoBlinie und haben dann 

u =-c: Wt, V = W n . 

Nach Gl. (123) ist u == U, d. h. die den Zustanden unmittelbar vor und 
hinter dem VerdichtungsstoB entsprechenden Punkte P, P der beiden 
Druckberge liegen in einer zur v, p-AufriBebene parallelen Schnittebene 
u = it = const. Die von dieser Ebene aus denbeiden Druckbergen aus-

p geschnittenenKurven sind derDeut­

U=Wt 

p 

.-----1 V=%, 

Abb.51. Geometrische Deutung des Ver­
dichtungsstoBes mitteIs der Druckberge. 

lichkeit halber in Abb. 51 nicht im 
AufriB eingetragen, sondern unter­
halb des Grundrisses gesondert an­
gegeben. 

Nach Gl. (4*) hat man fiir die 
Schnittkurven die Gleichungen 

P 
2 'd ? 

Wn + f.J!. = --- wi = const 
2 . (! 2 ' 

Po 
~ 

P 

~~ + 11 = -- wj =const. 

Po 

Hieraus folgt wie in Gl. (23) 

dp 
tg T= --aw = (!W", 

It 

.A. __ d p _ A/' 

tg T - ------;.- - (!Wn 
dWn 

und nach Grundgleichung (122a) 

T = T. (146) 

Fiir die Abschnitte der die 
Schnittkurven in P bzw. P beriih­
renden Tangenten auf der p-Achse 
erhalt man 

8 = P + w" tg or = P + !? w!, 

'8 = P + w" tg T = p + ew~ 
und nach Grundglei.chung (122b) 

8=8. (147) 

Aus Gl. (146) und (147) ergibt sich der Satz: 
Die Zustande unmittelbar vor und hinter dem VerdichtungsstoB wer­

den in der Schnittebene Wt= Wt = const der beiden Druckberge durch die 
Beriihrpunkte der gemeinsamen Tangente dargestellt. 
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Hieraus folgt der fUr den vorhergegangenen Absatz noch aus­
stehende Beweis, daB der Ruhedruck und die Entropie sich beim Ver-

dichtungsstoLl tatsachlich andern. Fu~ ~o = 1 wurden namlich die beiden 
pc 

Druckberge und damit auch die beiden Schnittkurven sowie die Punkte 
P, P zusammenrucken und die unstetige Verdichtung in den Grenzfall 
der stetigen Verdichtung ubergehen. 

Zu einem festen Punkt P des Ausgangsdruckbergs erhalt man aIle 
moglichen zugeordneten Punkte P, indem man von P aus die gemein­
samen Tangenten an den Ausgangsdruckberg und die unendlich vielen 
affin abgeflachten Druckberge legt, d. h. fUr das von P ausgehende Tan­
gentenbuschel des Ausgangsdruckbergs die Beruhrpunkte auf den affin 
abgeflachten Druckbergen ermittelt. Diese Punkte bilden eine in der 
Tangentenebene des Punktes P liegende Kurve, deren GrundriLI in der 
u, v-Ebene offensichtlich die dem Vektor Iv zugehOrige StoBpolare ist. 

3. Spezialisierung fUr vollkommene Gase. Bei voIlkommenen Gasen 
spezialisieren sich die Gleichungen del' Schnittkurven der Drnckberge 
mit den Ebenen Wt = Wt = const Zll 

W1~ = winax 11 -
I 

mit den Abkiirzungen 

W~ax == w~ax -- wi , 

Hieraus folgt: 

~ __ W~>1 
,~ -- I ",,--. Wmax --

Die Schnittkurven entstehen im FaIle del' vollkommenen Gase aus 
den Meridianen del' Drllckberge, indem man diese in der wn-Richtung im 

2k 

Verhaltnis A: 1 und in del' p-Richtung im Verhaltnis A 1.:-1: 1 affin zu-
sammendruckt. 

Wegen del' affinen Beziehung liegen ebenso wie die Wendepunkte 
W, Jlr del' Meridiane auch die Wendepunkte W', W' del' Schnittkurven 
(vg1. Abb. 51) lotrecht ubereinander. Fur die gemeinsame Abszisse c*' 
del' Punkte J'V', fir' hat man 

* '~ C*2 W~ax *2 _ winax - wi *2 _ *2 _ _C"':. 2 
c "= J.2 = winax C- -;I;:~-- c = C winax Wt 

und demnach nach G1. (18) 

'2 2 k -1 ., 
c* = c* -k+lWi. 
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Durch Gegeniiberstellung mit G1. (131) und (124) folgt weiter 

*'2 A LI P 
C = 'IOn Wn = ::re ' (14 

wodurch die geometrische GroBe c*' eine physikalische Deutung erhii! 
AuBerdem liefert G1. (148) wegen Wn >wn die Ungleichungen 

Wn > c*', wn < c*', 

d. h.: P liegt rechts von WI, P links von W' (vg1. Abb. 51). 
Beim senkrechten VerdichtungsstoB (Wt = Wt = 0) ist c*' = c*, w~ 

= wmax und die Schnittkurven fallen mit den Meridianen der Druc 
berge zusammen. 

4. Berechnung des Ruhedruckverhaltnisses Po: Po. Wiihrend nal 
G1. (125) beim VerdichtungsstoB der Ruhe-W iirmeinhaltio, die Ruh 

temperatur To und das Verhaltnis Po von Ruhedruck zu Ruhedich 
eo 

erhalten bleiben, verkleinert sich sowohl der Ruhedruck Po als auch d 
Ruhedi~hte e~ in einem bestimmten Verhiiltnis. Das VerkleinerungsYf 

haltnis po = eo wurde auf S. 73 als Verzerrungsverhaltnis fiir die A 
Po eo 

flachung des Druckbergs gedeutet und soIl jetzt aus den Bestimmun~ 
stiicken des StoBes, z. B. der Geschwindigkeit vor dem StoB und de 
StoBwinkel, berechnet werden. 

Zunachst laBt sich das Ruhedruckverhaltnis durch den Temperah 
und Dichtesprung am VerdichtungsstoB selbst ausdriicken auf Grm 
der Formel 

po = (~ )k-=-l . (. Q) ... 
Po 1 j . e 

(14 

Sie ergibt sich aus del' bereits auf S. 73 benutztenDefinitionsgleichung (1 

d1' de 
J dS = J Cv T - R e 

Wahrend wir abel' auf S. 73 das Integral vom Ruhezustand vorl 
zum Ruhezustand nach dem VerdichtungsstoB gebildet hatten, ini 
grieren wir jetzt iiber die .Anderung vom Zustand unmittelbar vorl 
unmittelbar nach dem StoB und erhalten dabei 

J (8 -- S) = J Cv In ( ~: ) - R In ( !) , 
woraus mittels G1. (145) und (9) die zu beweisende Beziehung G1. (14 
folgt. 

Wir formen G1. (149) um in 

po = (~)\ k-=-l . (' . .§) (. T')- k-=-l (e .) 
Po l' 0 e To eo . 



Geometrische und thermodynamische Beziehungen beim VerdichtungsstoB. 77 

llnd erhalten auf Grund von Gl. (133) und (134) sowie mit Hilfe del' 
Adiabatengleichung (8) nach elementarer Rechnung 

po _ k + 1 
--.'k--I 
Po 

" k-l, h-

I +- ctg2 (J ( E.) I:- ,I k-·1 
Po' 

7,:-·1 l,: 

Il-(E.) 
I ,Po 

1.'-1 

,--- - . - -. Ie-I 1 

: 4k S,IllZ.." _ (~-=-~l\, 2 (1 ...L 4, k,' sln':,(J) (' f.., )-k-l, k-l 
l(k+l)2 k+11 I (k-1)2,Poi 

! 
1(150) 

Ersetzt man hierin E.. nach Gl. (22) durch M hzw . .Jl*, so wird dureh 
Po A 

Gl. (150) das gesuehte RuhedruckverhiHtnis :0° als Funktion von M, a 

hzw. ))11*, (J gegeben. 

Fur den senkrechten Verdichtungs.stoB ( (J = i) spezialisiert sieh 

G1. (150) zu 
, Ie-I, k 

A ' 1 i1-(12.)I:-:"-1 
po _~±..~ (E..\7: . ' Po 

k-1 1 
Po - k: -1 ,Po I I--,ik-., _(E..\Th--l 

IU,'+W Po) J 

bzw. nach EinfUhrung von M bzw. M* an Stelle von E.. zu 
Po 

po = k tJ .112 \1-':'1 k: ~' 1 - k~1 
Po k ..-: 1 - I k - 1 

'2'- J[Z . .1' 1 ! kM2 -' -2' 

2" k-l 1 

= M* k-l ,~k'-tl .M*21k-i 

k-1 I 
JI*2 - k"J::-T i 

(151) 

(152) 

Es empfiehlt sich, die komplizierte Formel (150) durch eine geeignete 
zeichnerische Darstellung zn ersetzen. Zu diesem Zwecke wird das StoB-

/'. 

polarendiagramm durch HinznfUgung del' , ,Ruhedruckkurven" 122 = const. 
, ~ 

ergiinzt (vg1. die gestrichelten Kurven in Abb. 50), so daB dann zu jedem 
tInrch einen Pnnkt im StoBpolarelldiagramIIl gekennzeiclmeten Verdich· 

A 

tungsstoB das zugeordnete Ruhedruckverhiiltnis 'E.,o unmittelbar abge-
A Po 

lesen werden kaun. Die Knrven P.!:! = const k6nnen dadurch gewonnen 
Po 
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werden, daB man auf einzelnen StoBpolaren, d. h. fUr gewisse fes 

Werte 1.., nach Gl. (150) das Verhaltnis po berechnet und zwischen df 
Po Po ,,-' 

so ermittelten Punkten mit bekannten Werten po in geeigneter Wei: 
Po 

interpoliert. 

Ebenso wi'e die StoBpolaren ~mschlieBen auch die Ruhedruckkurv( 

denPunktQ* (vgl. Abb.4 7). FUr Po = I entartet die Ruhedruckkurve Zl 
A Po ' 

Strecke Q* A, fUr po = 0 geht sie ebenso wie die StoBpolare des Pun] 
Po 

tesA in einen Kreis liber. 
"-

In einem verhaltnismaBig groBen Gebiet ist Po "'" I ; vgl. z. B. das i 
Po A. 

Abb. 50 schraffierte Gebiet des StoBpolarendiagramms mit ~o > 0,99! 
Po 

~Ian wird in diesem Gebiet die Ruhedruckanderung durch den Verdicl 
tungsstoB im allgemeinen vernachlassigen, die Zustandsanderung alf 
angenahert als adiabatisch betrachten konnen. 

5. DruckerhOhung vor einem Staupunkt in Uberschallstromung. Al 
S. 71 War bereits von der trberschallstromung urn ein stumpfes Hindern 
dieRede, dessen Ablenkungswinkel {} groBer ist als der kritische Winkel-o 
Hierher gehort insbesondere die trberschallstromung vor einem Stm 

/ 
--"v+.~ 

punkt S an einem quergestellte 
Flachenelement (Abb.52). In dl 
Umgebung des Staupunktes S bi 
det sich Unterschallstromung au 
die stromaufwarts durch einen Ve: 
dichtungsstoB gegen das mit trbe; 
schallgeschwindigkeit anstromend 
Gas abgegrenzt wird. 

Die theoretische Untersuchun 
Abb. 52. VerdichtungsstoB voreinem Staupunkt. des vor dem Staupunkt eintretende 

VerdichtungsstoBes begegnet wege 
des zunachst unbekannten Verlaufs der StoBlinie groBen mathemi 
tischen Schwierigkeiten. Die Druckerhohung auf der Symmetrieachf 
von der Grundstromung liber den VerdichtungsstoB bei V bis ZUl 

Staupunkt S kann jedoch in einfacher Weise berechnet werden 1; 

Wir bezeichnen wiedel' mit p und M > I den Druck und die MAOHsch 
Zahl der Grundstromung, ferner mit P den Druck unmittelbar hinter del 
VerdichtungsstoB beim Punkt V auf der Symmetrieachse und mit Po de 
Ruhedruck hinter dem VerdichtungsstoB, der sich an dem Staupunkt . 

1 I'RANDTL: S.21O-212 und ACKERET: S.334. 
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tatsaehlieh einstellt. Dann ist naeh G1. (152) und (22) 

~o _ ~ • ~ _ ~±-! M2 r (k + 1)2 M2 ]k~l 
P - Po P - 2 l4kM2-2(k-l) . (153) 

Der gesamte Druekanstieg 
A A) A A. (} w2 ) 
Po--P=" (p -p + (Po- p) = T (ni + n2 (154) 

setzt sieh aus dem unstetigen Druekanstieg fl;2 ~ beim VerdiehtungsstoB 

im Punkt V und dem stetigen, adiabatisehen Druekanstieg fl;2 n2hinter 

dem VerdiehtungsstoB von V bis zum Staupunkt S zusammen. Aus 
G1. (137) erhalt man fUr den unstetigen Anteil 

(M>I). (155) 

Fur den stetigen TeiI setzen wir mit Benutzung von G1. (8) und (14) 

. (-1?.L) . (flo \) = (po _ p) . k k 1 
~ w2 \ fl Po Po 
2 

1 

und erhalten aus G1. (152) und (140) mit Hil£e der Substitution G1. (22) 

_ 17 0 - p _ ~±~ [ (k + 1)2 M2 ]k~l 
n2 _.g- - k 4kM2-2(k-l) 

2 w 2 

4 kj}f2 - 2 (k -1) 
k(k + 1).Llf2 (M > 1). 

Dadureh ist n l , n2 als n 
Funktion von M und 2 

1(156) 

I 

demnaeh gemaB G1. (154) --==--=-_-==-.: 
der gesamte Druekan- ... ------

" ~/" n, 
stieg als Funktion der 1 .". /' 

MACHsehen Zahl M > 1 ;"-,. 
dd S d k fl 2 I ..... · ....... ..!!2 

un es tau rue s"2 w / -'-'_._0_'_'_0_'_,_ 
I -0-._._._-

der Grundstromung ge- 0 2 3 'I M 

geben (Abb. 53). Abb.53. Stetiger und unstetiger Anteil des Druckanstiegs 
Bei Anstromung mit vor einem Staupunkt. 

Untersehallgesehwindigkeit tritt naturgemaB kein VerdiehtungsstoB auf. 
Der Staudruek ist dann gleieh dem Ruhedruek Po der Grundstromung 
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und an Stelle von G1. (153) tritt G1. (22), an Stelle von G1. (155) nnd 
(156) hat man 

. k k. 

n1 =O, n2=Po=P=·~l( -lM2+I)k-l_1! (J.1f<1). (157) 
(! 2 kJf 2 i _w .. 
2 

Fur M = 1 Hefern G1. (155), (156) und (157) dieselben Werte 

n - ° n -.!. [(k_-+..!)k~l - 1· 
1-, 2- k 2 

Die Formeln (155), (156) ftir Uberschallstromung und (157) fUr Dnter­
schallstromung sind von praktischer Wichtigkeit fUr die Druck- bzw. 
Geschwindigkeitsmessung mit einem Pitotrohr. 

§ 14. Verdichtungssto.B und stetige Verdichtungsstromung 
an einem axial angeblasenen Drehkegel. 

1. Gegenllberstellung der Uberschallstromung urn Keil und Kegel. 
Unter Vorwegnahme der im folgenden hergeleiteten Ergebnisse schicken 
wir zunachst eine lediglich qualitative Betrachtung voraus iiber den 
Unterschied zwischen der ebenen Stromung an einem Keil nnd del' raum-

Kel1 Kegel 

Abb.54. Gegeniiberstellnng ,der ll"berschallstromung um Keil und Kegel. 

lichen Stromung an einem Drehkege1. Die Anstromungsoll axial nnd 
mit Uberschallgeschwindigkeit erfolgen und der halbe Oftnungswinkel {} 00 

des Keils bzw. Kegels solI kleiner sein als der kritische Winkel 
(vgl. S. 1). 

Die ebene Stromnng urn einen Keil (Abb. 54 links) hat nach § 11 auf 
jeder der beiden Keilseiten einen schiefen VerdichtnngsstoB. Die StoB­
linien sind Geraden nnd gehen von der Keilkante nach beiden Seiten 
hin ins Unendliche. Die Grundstromnng wird an den StoBlinien um den 
halben Keilwinkel {} 00 unstetig abgelenkt nnd verlanft dann weiter als 
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reine Parallelstromung mit Uberschallgeschwindigkeit parallel zu den 
beiden Keilseiten. 

Die raumliche achsensymmetrische Stromung um einen Drehkegel 
(Abb. 54 rechts) enthalt einen VerdichtungsstoB an einem zum umstromten 
Kegel koaxialen StoBkegel mit dem zunachst noch unbekannten StoB­
winkel a >() 00 als halbem Offnungswinkel. Am StoBkegel wird die 
Grundstromung wie beim Keil um einen konstanten Winkel {j' abgelenkt, 
der jedoch kleiner ist als der halbe Offnungswinkel {j 00 des umstromten 
Kegels. DemgemaB sind die Stromlinien hinter dem StoBkegel gekriimmt 
Llnd nahern sich dem Llmstromten Kegel asymptotisch. Hierbei tritt eine 
zusatzliche Verdichtung ein, die stetig und adiabatisch verlauft und zn 
der es beim KeiI kein Analogon gibt. Diese stetige Verdichtung kann 
unter Umstanden zu einer Verminderung der Stromungsgeschwindigkeit 
bis in den Unterschallbereich hinein fiihren. Ebenso wie die Strom­
linien sind auch die MAcHschen Linien des Uberschallbereichs ge­
kriimmt un::! gehen durch Ahnlichkeitstransformation mit der Kegel­
spitze E als Ahnlichkeitszentrum auseinander hervor. 

Die auf S. 49 entwickelte linearisierte Theorie gibt die Verhaltnisse bei der 
Umstromung des Kegels qualitativ und fiir Offnungswinkel bis zu etwa 
2 {joo = 30° auch quantitativ in guter Annaherung wieder (vgl. Abb. 29). 
Sowohl in der linearisierten Naherungstheorie als auch bei der strengen 
Behandlung des Problems hat man ein "konisches Stromungsfeld" mit 
konstantem Geschwindigkeitsvektor nach GroBe und Richtung langs 
jeder Geraden durch die Kegelspitze E, die Stromlinien sind also ahnliche 
Kurven mit E als Ahnlichkeitszentrnm und Geschwindigkeitsbetrag und 
Druck sind konstant fiir die ganze Oberflache des umstromten Kegels. 
An Stelle des StoBkegels tritt jedoch in der linearisierten Theorie der 
MAcHSche Kegel mit der Spitze E und an Stelle des Ablenkungswinkels {j' 

hat man ein tangentiales Ansetzen der Stromlinien; der unstetige Druck­
anstieg des VerdicbtungsstoBes wird durch eine sehr schnell verlaufende 
stetige Druckanderung angenahert (vgl. Abb. 30). Ein Durchgang durcb 
die kritiscbe Gescbwindigkeit in den Unterschallb~reicb binein ist in der 
linearisierten Theorie naturgemaB ausgeschlossen. 

2. Zuriickfiihrung der 'Potentialgleichung auf eine gewohnliche 
Differentialgleichung. Ahnlich wie bei der ebenen stetigen Verdiinnungs­
stromung an einer konvexen Ecke (vgl. S. 54) laBt sich auch bei der 
raumlichen achsensymmetrischen stetigen Verdichtungsstromung an 
einem Drehkegel die Potentialgleichung auf eine gewohnliche Differen­
tialglcichung zuriickfiihren. 

Wir benutzen die Polarkoordinaten: 
r = Radiusvektor von der Kegelspitze E aus, 

w = Winkel gegen die Kegelachse, 
Sauer, Gasdynamik. 6 
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y = Winkel der Meridianebenen gegen eine feste Meridianebene al 
Nullebene 

und bezeichnen mit u, v die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors I 
in Richtung des Radiusvektors und senkrecht dazu (Abb. 55). 

Wegen der Achsensymmetrie und der Voraussetzung eines konische 
Stromungsfeldes (vgl. S. 81) sind u, v ]'unktionen lediglich der eine 

--------.-

Veranderlichen w, die Untersuchun 
braucht also nur in einer Meridiall 
ebene durchgefiihrt zu werden. Di 
Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreihei 

1 au 1 a 
*r ow - r or (rv) = 0 

spezialisiert sich zu 
du 

v= dw (158 
Abb.55. Erliiuterung der Bezeichnungen. 

und die Kontinuitatsbedingung (.2 

liefert 

a 2 1 a ctgw 
~ (ou) + - nu + - :;- (ev) + - ev = 0 
ur - r I:; r uW r 

2Qu sin w + d~ (ev sin w) = o. (159 

/' Die Gl. (158) und(159)las 
sen sich auch durch folgend 
unmittelbar anschauIichel 
"Oberlegungen gewinnen: 

a) Da auf den Kegel] 
OJ = const der Geschwindig 
keitsbetrag w und der Druck: 

w ._1-._._._. ___ ._._ konstant ist, muB grad p unl 
nach der EULERschen Bew€ 

.-\bb.56. Anderung des Geschwindigkeitsvektors. 
gungsgleichung (1) dann aucj 

der Vektor dlt) des Geschwindigkeitszuwachses senkrecht auf den G£ 
raden durch die Kegelspitze E stehen. Aus dies em geometrischen Zu 
sammenhang (Abb. 56) folgt 

w cos (w - {}) = (w + dw) cos (w -- {} -- d{}), 

was nach Einsetzen von 

u = w cos (w --- {}), v· --w sin (w-{)) 

sogleich auf Gl. (158) fiihrt. 

1l6( 

b) Die Kontinuitatsbedingung liefert fiir den Gasstrom zw: 
schen dem umstromten Kegel und der durch Rotation einer Stromlini 
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um die Kegelachse entstehenden Umdrehungsflache die Forderung 
(Abb.57) 

r27& sin (I) • w . sin ((I) - {)). e 
= r'27&sin (w + dw) . (w + dw) . sin (w + dw -- {) - ,d{)) . (e + de), 

woraus sich mit HtHe des Sinus­
satzes fiir das in Abb. 57 schraf­
fierte Dreieck 

r sin (w -- fJ + dw - dfJ) 
? = sin(;-=--fJ=/TfJ)-

nnd unter Berticksichtignng von G1. 
(160) nach einIacher Rechnung clie 
G1. (159) ergibt. 

Mittels der gemaB G1. (15*) um- Abb.57. Erlauterung der Kontinuitats-
bedingung. 

geformten BERNOULLISchen G1. (4*) 

geht 

dp do 
0= wdw+ - =udu+ vdv+ C2~ g g 

=== ud'll + v dv + k 2 llW~ax '" - (u2 +v2) 1 dee 

G1. (159) tiber in 

~ 2u+vctgw+- (we .----U2--V2)-v u-+v- =0 k - 1 ( , d V)' , ( d u dV) 
2 dw max dw dw ' (161) 

woraus man durch Einsetzen von G1. (158) fiir u die gewohnIiche Diffe­
rentiaIgIeichung zweiter Ordnung erhaItl: 

d2 U[k+l(d1t)2 k-l( n2 ')1 (u 2 
') I -2 -,,- ------ 1-,-- = (k-1)u\I---:;--

dw 2 winax dw, 2 W UIaX " ,winax 162 

k -1 ( u~ ') du ku (d U)2 k -1 (d U 3 I( ) + -2- ,1 --- wiIIax ctg w d (I) - winax- d w" - - 2w~~~ ctg w d OJ) . 

Da durch 
cp(r, w) = ru(w) 

das Potential der achsensymmetrischen konischen Stromung gegeben 
ist, Iiefert G1. (162) zugleich mit u(w) auch das Potential q;(r,w), d. h. die 
PotentialgIeichung (39) ist auf die gewohnIiche Differentialgleichung (162) 
znriickgefiihrt. 

Wie BUSEMANN 2 streng bewiesen hat, ist es unmoglich, die parallel 
zur Kegelachse ankommencle Grundstromung ohne Knick der Strom-

1 TAYLOR, dJ.lulld .J. tJ. MACI'OLL: Prul'. Roy. SOl'. A. 139 (19~), S.278 
bis 311. 

2 BUSEMANN, A.: Z. angew. Math. Mech. 9 (1929), i::l.496-498 und Lufo 
19 (1942), S. 137-144. Vgl. ferner BOURQUARDT, M. F.: Comptes rendus Paris 
194 (1932), S.846. 

6* 
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linien in die stetige Verdichtungsstromung um den Kegel iiberzufiihren. 
Die notwendige Knickung der Stromlinien muG durch einen Verdich­
tungsstoG bewerkstelligt werden. 

3. Geschwindigkeitsbild der Stromlinien. Durch rechnerische oder 
zeichnerische Integration der gewohnlichen Differentialgleichung (162) 
laBt sich der StromHnienverlauf und der ani umstromten Kegel herr­
schende konstante Druck ermitteln, wenn die Anfangsbedingungen unter 
Beriicksichtigung der Grundgleichungen des VerdichtungsstoGes gewiihlt 
werden. Wesentlich einfacp.er als dieser von ~ . .l. TAYLOR und J. W. 
MACCOLL 1 beschrittene Weg ist nach dem Vorgang von A. BUSEMANN2 

die Zuriickfiihrung des Problems auf das Geschw'indigkeitsbild cler Strom­
lin~en, wie wir dies in ahnlicher Weise auch bei der ebenen Verdiinnungs­
stromung um eine Ecke durchgefiihrt haben (vg1. S.58). Da der Ge­
schwindigkeitsvektor langs jeder Geraden durch die Kegelspitze konstant 
bleibt, hat man wieder fiir aIle Stromlinien einer Meridianebene dasselbe 
Geschwindigkeitsbild. 

Zur Ermittlung des Geschwindigkeitsbildes fiihren wir an Stelle von 
U, v nach G1. (160) die Polarkoordinaten w, ff des Geschwindigkeits­
vektors ein. Die G1. (158) und (161) gehen dann iiber in 

dw 
d # + w tg (OJ - ff) = 0, 

( k + 12k - 1 2 ). ( f)) dw k - 1 2 . 2) 
-2- W -2-Wmax, sm OJ- d#+ 2- w (w max -W 

rsin#doo ] 
'lsinoo d# + cos (OJ --~ ff) = 0, 

.-.-.-.-.-.-.~ 

woraus durch Elimination von d{) 

folgt 

dw 

. d# 
wsm(oo-#)ClW 

doo - . w2 sin2 (00 _ #) (163) 
l-k_ 1 • 

--(Winax- W)2. 
2 

Fiir die Bogenlange 8 des Ge, 
schwindigkeitsbilcles hat man (vgl. 
Abb.56) 

dw 
d8= \dttJ\ = Si"n(oo-D)' 

wahrend dOJ dem Winkel benach 
barter Normalen bzw. benach 

Abb.58. GeschWindigkeitsbild der Stromlinien. barter Tangenten des Geschwin 

-~~TAYLOR, 4.1: und J. W. MACCOLL: Proc. Roy. Soc. A. 139 (19~), S. 271 

-311. 
~ Vgl. FuBnote 2 S. 83. 
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digkeitsbildes gleich ist. Daher liefert Gl. (163) den Krummungsradius 
sin {} 

ds 
R= dw 

w ---­
sin w 

w2 sin2 (w - {}) 
1---------

~1(W·2 _w2) 
2 max 

q 
h2 (164) 

1 - -----------' ---
k=_!(w' _W2) 

2 max 

des Geschwindigkeitsbildes, wobei h und q die in Abb.58 angegebene 
Bedeutung haben. 

Auf Grund von Gl. (164) liiBt sich das Geschwindigkeitsbild aus sich 
beriihrenden kurzen Kreisbogen mit beliebiger Genauigkeit konstruieren 
(Abb.58): 

Del' erste Kreisbogen A P ist auf Grund del' Anfangsbedingungen 
iv,{}, OJ = a am StoBkegel durch den An£angspunkt A, den 
Normalenwinkel a und den aus Gl. (164) zu berechnenden Krummungs­

radius R = A if festgelegt; if und P muss en oberhalb von A liegen, 
da {} zunimmt und 0) abnimmt. Dureh die im Endpunkt P des ersten 
Kreisbogens sich ergebenden Werte w, q und h ist nach Gl. (164) del' 
Krummungsradius fur den in P tangential anzusetzenden zweiten. Kreis­
bogen bestimmt. Das Verfahren liiuft analog weiter bis zum Endpunkt B, 
del' durch w={} gekennzeichnet ist, d. h. dessen Normale durch den 
~ullpunkt 0 del' Geschwindigkeitsebene hindurchgeht. 

_-\.us 'dem Geschwindigkeitsbild (Abb. 58) ist {) als Funktion von w 
festgelegt und liiBt sich in das Stromungsfeld del' Meridianebene (Abb. 54 
reehts) iibertl'agen. Dadurch wil'd die Mel'idianebene mit einem Rich­
tungs£eld uberzogen und die Stl'omlinien konnen aus dies em Richtungs­
feld durch gl'aphische Integration gefunden werden. 

4. Festlegung der Anfangsbedingungen durcb. den VerdichtungsstoB. 
Naehdem im vol'angehendem Absatz die stetige Vel'dichtungsstromung 
urn den Kegel el'ledigt wul'de, 
mussen wil' jetzt noch den Vel'­
dichtungsstoB, durch den die An­
fangsbedingungen del' stetigen 
Vel'dichtungsstl'omung festgelegt 
werden, niiher untel'suehen. Wir 
benutzen hierbei das in § 12 ein- if-...;;.;j,,--'-----'----:::..-"--=..;;...-"---L-~w o 
gefiihrte StoBpolal'endiagl'amm. 

a) Zunachst nehmen wil' den 
StoBkegel als gegeben an und 
·Abb.59). 

Abb.59. Ermittlung des umstriimten Kegels bei 
vorgegebenem StoBkegel. 

suchen hierzu den umstromten Kegel 

--+ 
Dureh den Gesehwindigkeitsvektol' jlJ = OW del' Gl'undstl'omung ist 

die StoBpolal'e (..2) und dul'eh den vol'gegebenen StoBwinkel w = a del' 
_-\l1fangspul1kt A auf del' StoBpolal'en festgelegt (vgl. hiel'zu auch 
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Abb.46). Ausgehend von diesem Anfangspunkt A kann dann das Ge­
schwindigkeitsbild gezeichnet werden. Der durch w={} gekennzeich­
nete Endpunkt B des Geschwindigkeitsbildes liefert den gesuchten 
umstromten Kegel mit dem halben cJffnungswinkel co = D= D 00. 

b) Die umgekehrte Aufgabe, zu einem vorgegebenen, mit bekannter 
1Jberschallgeschwindigkeit to axial angestromten Kegel den zugehorigen 

* c 

B 

Sto13kegel zu finden, wird durch 
Interpolation auf die voran­
gehende einfachere Aufgabe zu­
riickgefiihrt (Abb. 60): 

Man konstruiert zu mehre­
ren, l!-uf der Sto13polaren (1:) be­
liebig angenommenen Anfangs­
punkten A die Geschwindig­

--....... '--------....... -~ ....... -w keitsbilder, deren Endpunkte B 
Abb.60. Ermittlung des StoJ3kegels bei vor- el·ne Kurve (A) erzeugen. Auf (A) gegebenem umstriimten Kegel. 

wird dann der dem gegebenen 
halben. cJffnungswinkel D 00 des zu umstro.menden Kegels zugeordnete 
Punkt B aufgesucht, worauf man riickwarts langs des in B endenden 
Geschwindigkeitsbildes zu einem bestimmten Anfangspunkt A auf der 
Sto13polaren (1:) gelangt. Durch diesen Punkt A sind der Sto13winkel a 
und die Anfangsbedingungen der stetigen Verdichtungsstromung fest­
gelegt. Neuerdings hat A. BUSEMANN 1 die Kurve (A) naher untersucht. 

Wir bezeichnen mit Dk den Winkel der Tangente aus 0 an die Kurve (A) 
und mit T den Beriihrpunkt. Der Winkel Dk hat fiir die Umstromung 
des Kegels die analoge Bedeutung wie der auf S. 71 (vgl. Abb.48) ein­
gefiihrte gleichbezeichnete kritische Winkel fiir die Umstromung des 
Keils. Fiir {}< {}k ergeben sich zwei Schnittpunkte mit der Kurve (A), 
von denen jedoch nur der auf dem Bogen WT liegende Punkt B physi­
kalische Bedeutung hat. Fiir D >{)k existiert keine Stromung der bisher 
betrachteten Art; der 8toBkegei riickt stromaufwarts und deformiert 
sich dabei zu einernicht mehr konischen Drehflache, wodurch der konische 
Charakter auch der stetigen Verdichtungsstromung hinter dem Verdich­
tungsstoB zerstort wird: 

Die Anstromung des Kegels erfolgt voraussetzungsgemaB mit Ober­
schallgeschwindigkeit. Das Geschwindigkeitsbild der stetigen Verdich· 
tungsstromung hinter dem Verdichtungssto13 kann jedoch entweder ganz 
auBerhalb oder ganz innerhalb des (in Abb. 60 strichpunktierten) Kreises 
W= c* liegen oder auch von diesem Kreis durchsetzt we!lien; d. h.: Die 
Stromung hinter dem Sto13kegel ist eine reine Oberschall- oder eine reine 
Unterschallstromung oder geht von tlberschall. zu Unterschallgeschwin­
digkeit liber. 

1 A. BUSEMAMM: Lufo 19 (1942), S. 132-144. 
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1m vorhergehenden Abschnitt wurden fur die nichtlinearisierte Stro. 
mung bei besonders einfachen Randbedingungen (Keil und Kegel) strenge 
IIllalytische Losungen gefunden. Der vorliegende letzte und umfang. 
reichste Abschnitt des Buches ist der nichtlinearisierten Stromung bei 
allgemeinen Randbedingungen gewidmet. An Stelle strenger analYGischer 
Losllngen werden wir nns im allgemeinen mit rechnerischen oder zeichne­
rischen Naherungsverfahren begniigen mussen. Die mathematischen 
Schwierigkeiten sind bei den Untersch3JIstromungen (ellipti~che Poten­
tialgleichung) erheblich groBer als bei den "Oberschallstromungen (hyper­
bolische Potentialgleichung), fiir welche die Charakteristikentheorie zu 
.sehr einfachen Naherungsverfahren fiihrt. 

Wir beschriinken uns im folgenden zunachst auf ebene Stromungel1. 
Lediglich im Ietzten Teil des ~\bschnitts ist von raumlichen Stromungen 
die Rede. 

§ 15. Berechnung von Stromungen durch Iteration oder 
durch Potenzentwicklung des Potentials. 

1. Iterationsverfahren nach RAYLEIGH und JANZEN fiir Unterschall­
stromungen1• Die Potentialgleichung (44) der ebenen Stromung wird um­
geformt in 

gJxx + gJyy = ~- ( gJxx gJ~ + gJYll rp; + 2 gJXY gJxgJlI) , (165) 

wobei infolge von Gl. (15*) 
2 -2 1 .. -- 1 

c =c ----;]- (W2-_-w2), W2 =gJx2 +gJ1I2 

zu setzen ist und w und c die Stromungsgeschwindigkeit bzw. Schall. 
geschwindigkeit der ungestorten Grundstromung bedeutet. 

Fiir die inkompressible Stromung (c= (0) verschwindet die rechte 
Seite von Gl. (165), wodurch Rich Gl. (165) zur LAPLAcEschen Differen­
tialgleichung 

gJ.,,, + gJ!JY = 0 (166) 

spezialisiert. 
Fiir "nahezu inkompressible" Stromungen, d. h. fiir Unterschallstro­

mungen, hei denen iiberall die Stromungsgeschwindigkeit klein ist im 

1 .JANZEN,O.: Physik.Z.14(1913),S.639.- Lord RAYLEIGH: Philos.Mag.32 
(1916), S. 1 und Scient. Papers 6. S.402. 
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Vergleich zur Schallgeschwindigkeit, ist die rechte Seite von Gl. (165: 
zwar nicht genau Null, jedoch dem Betrage nach klein. Hierauf beruh1 
folgendes von RAYLEIGH und JANZEN entwickelte Iterationsverfahreri 

a) Die 1. Niiherung g;dx,y) wird auf Grund dervorgegebenen Rand. 
bedingungen mit den iiblichen Hilfsmitteln der Potential- bzw. Funk 
tionentheorie aus der Potentialgleichung (166) der inkompressiblen Stro 
mung bestimmt. 

b) Durch Einsetzen der 1. Niiherung g;1 (x, y) in die rechte Seite vor 
Gl. (165) ergibt sich eine Funktion Fl (x, y). 

c) Die 2. Niiherung g;2(X,y) wird auf Grund der vorgegebenen Rand· 
bedingungen als Losung der aus Gl. (165) folgenden Differentialgleichun~ 

g;xx+ g;yy = Fdx,y) 

berechnet. Diese Differentia,lgleichung ist linear und daher einfacher all 
die nichtlineare strenge Potentialgleichung (165). 

Das Verfahren liiBt sich im Prinzip in analoger Weise zu beliebiger 
weiteren Niiherungen fortsetzen, wobei die Frage der Konvergenz VOl 

Fall zu Fall untersucht werden muB. Der Rechenaufwand ist sehr er 
heblich 'und steigert sich bei jeder weiteren Niiherung. 

RAYLEIGH und JANZEN haben das Verfahren auf die kompressibll 
Umstromung des Kreises angewandt. Es zeigte sich, daB die Iterationer 
nur solange konvergierten, als an keiner Stelle die kritische Geschwindig 
keit erreicht wurde; das Verfahren lieferte also nur die reine Unterschall 
stromung urn den Kreis. 

Das Versagen des Verfahrens bei Uberschallgeschwindigkeit hat keinel 
physikalischen, sondern einen rein formal-mathematischen Grund; dl 
namlich die Gleichungen des Iterationsprozesses durchwegs yom ellip 
tischen Typus sind, konnen sie nicht zur Losung der hyperbolischeI 
PotentialgleichuI).g der "Uberschallstromungen fiihren. 

H. J. TAYLOR! hat das Iterationsverfahren mechanisiert mit Hilfl 
der folgenden elektrischen Analogie: 

Die Gleichungen des elektrischen Stroms in einer leitenden Schich 
von der veranderlichen Dicke h: 

av av 
ax -- - aq, ay = -- ar; 

aw 
hr, 

aw --- hq ax - ay= 

(q, r = Komponentl:\p des Stromdichtevektors, a . spezifischer Wider 
stand, V = elektrisches Potential, W = elektrische Stromfunktion) wer 

1 TAYLOR, G. J. und C. F. SHARMAN: Proe. Roy. Soc. A 121 (1928), S. 194.­
TAYLOR, G. J.: Z. angew. Math. Meeh. 10 (1930), S. 334-345 und Voltakongrell 
S.198-214. 
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den den Gl. (44) del' kompressiblen Stri5mung 
or or 
ox = n, o'J =, v ; 

o~ Q o~ e 
ax = -- eo v. oy ~ eo U 

gegenubergestellt. Die beiden moglichen Zuordnungen 

rp = V, If' === lV; u = - aq, v = - ar : 

bzw. 

'l 

'lo 
u-- hq, 

89 

~ V= --hr 
eo 

e 0 
rp = W, lp = -- V; ·It = c h r , v = -- - hg , Q-~ u = a r , e: v = -- aq 

liefern dann zwei Analogien, bei denen die Dicke h del' leitenden Schicht 
nnrl die Dichte Q des stri5menden Gases durch 

h=,!Ia 
eo 

wrkniipft werden mussen. 

bzw. h= f!.o..a 
Q 

Mit Hilfe diesel' Analogien lassen sich die langwierigen rechnerischen 
Iterationen durch eine geeignete elektrische Apparatur mechanisieren. 
Hierbei benutzt man GI. (165) zweckmaBig in del' Umformung 

1165*) 

mit 

o k -1 w2 - W2) 1 0 - k-1 _ " 
-=- = (1 - -9- -----;:z-- k-l ,c- 'c2 --- ') (W L _u,.2), w2 = cp;+cpy2, (167) 
Q ,;.J tJ ... 

wobei sich e, tv und c wieder auf die Grundstromung beziehen. Das 
mechanisierte Iterationsverfahren verlauft dann folgendermaBen: 

a) Die 1. Naherung CPl (x, y) ist bei konstanter Schichtdicke h durch 
die Stromlinien des elektrischen Modells experimentell gegeben und ist 
identisch mit del' 1. Kaherung CPl bei RAYLEIGH und JANZEN. 

b) Zur 1. Naherung CPl wird Ih aus GI. (167) berechnet. 
c) Die 2. Naherung CP2( x, y) wird mit del' jetzt veranderlichen Schicht-

d · k h 'll (x, Y) b h Qo . d . t 11 b t' t IC e = --' - a zw .. = ( -) a Wle er expenmen e es Imm . 
eo Ql x, Y 

Sie stellt eine Losung del' aus G1. (165*) durch Einsetzen von Q=Ql(X,y) 
sich ergebenden linearen Differentialgleichung dar und ist nicht identisch 
mit del' 2. Naherung bei RAYLEIGH und JANZEN, welche sich durch 
Einsetzen nicht nur von Ql(X,y) sondeI'll auch von CPtix,y) in die rechte 
~cite von GI. (165*) ergibt. 

Ein wesentlicher Vorteil de::; experimentellen elektrischen Verfahrens 
yon TAYLoRgegenuber dem rein rechnerischen Verfahren von RAYLEIGH 
und JANZEN besteht darin, daB del' Arbeitsaufwand beim Ubergang zu 
hoheren Niiherllngen nicht zllnimmt, sondern stets gleich bleibt. 
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2. Iterationsverfahren naeh PRANDTL. Wahrend im vorhergehenden 
Absatz von der inkompressiblen Stromung ausgegangen wurde, soIl 
jetzt nach PRANDTLI die linearisierte Stromung als 1. Naherung eine~ 
Iterationsverfahren benutzt werden, wodurch sich bei erheblich von Null 
abweichenden MAcHSchen Zahlen von vornherein eine bessere An­
passung an die gesuchte strenge Losung ergibt. 

Die ungestorte Grundstromung nehmen wir wieder parallel ZUl 

x-Achse an mit der Stromungsgeschwindigkeit to =u, der Schallgeschwin-

digkeit c und der MACHschen Zahl M = ~. AuBerdem setzen wir wit: 
c 

auf S.23 
cP = ~ + cP' = U x + cP' ; u = u + u', v = v' 

und formen unter Beriicksichtigung von 
- Ie - 1 - - Ie - 1 -- , ',-

c2= C2_-2- (CPx2 + cpl-w2) =c2-- -2- [(u + CPx)2+ cP~ -u2] 

die Potentialgleichung (44) urn in 

fP~x r (k + 1) -- '+ ~+~ '"+ Ie -~ '2-11 
--,- U CPt 2 cpx 2 CPY J 

(1-M2) ' +' - -L:~YI·.(k-1)- ,+Ie-~ 't+~+~ 211(168\ CPxx CPYY-l I ii,2 ucpx 2 cpx 2 cP ) 

1 +2fP_TU [u cP~ + cP~ cp;]. 
()2 

Bei Beschrankung auf kleine Storungen und demgemaB Beriicksichti­
gung nur der Glieder 1. Ordnung in den Ableitungen von cP' ergibt sicb 
aus Gl. (168) die bereits im Abschnitt II erorterte linearisierte Potential. 
gleichung 

(1 - M2) cP~x + CP~y = o. (53; 
Nimmt man dagegen noch die Glieder zweiter Ordnung hinzu, so erhal1 
man die genauere Gleichung 

(1-M2) CP~x+ CP~Y= -~ [(k+ 1)cp; CP~r + (k-1) cP~ CP~Y + 2 cP; CP~y], (169; c . 

wahrend bei Beriicksichtigung auch der Glieder dritter Ordnung diE 
strenge Differentialgleichung (168) bestehen bleibt. 

Die Iteration verlauft nun folgendermaBen: 
a) Die 1. Naherung cP; (x, y) wird aus der linearisierten Differential 

gleichung (53) gemaB Abschnitt II ermittelt. 
b) Durch Einsetzen der 1. Naherung cP; (x, y) in die rechte Seite vor 

Gl. (169) ergibt sich eine Funktion F 1 (x, y). 
c) Die 2. Naherung CP: (x, y) wird als Losung der aus Gl. (169) folgender 

linearen Differentialgleichung 

(1 - M2) cP~x + CP~y = Fl (x, y) 
berechnet. 

1 PRANDTL, L.: VoltakongreJ3, S.180. 
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d) Fur .die weiteren Iterationen muG die strenge Gl. (168) verwendet 
werden, da die in der rechten Seite von Gl. (169) auftretenden Starungs. 
glieder bereits von hoherer als zweiter Ordnung sind. Durch Einsetzen 
der 2. Naherung P; lX, y) in die rechte Seite von Gl. (168) ergibt sich eine 
Funktion F 2 (x, y) und die 3. Niiherung P3 (x, y) erhiilt man hierauf als 
Losung der aUB Gl. (168) folgenden linearen Differentialgleichung 

(1 - M2) P:.x + P~y = F2 ( X, y) : 
usw. fiir hohere Naherungen. 

1st P; von der GroBenordnullg c, dann enthalt p~ auch Glieder mit c2, 

die nach d) berechnete 3. Niiherung dagegen nicht nur Glieder mit c3, 

sondern aurh Glieder mit hoheren Potenzen von c. Zur Vereinfachung 
der Rechnung und zur besseren Trennung der GroBenordnungen empfiehlt 
es sich, fUr die 3. Nahel'llng nur die Glieder bis einschlieBlich c3 zu beruck· 
sichtigen und analog bei den h6heren Niihenmgen zu verfahren. Das Ver· 
fahren liefert dann bei jeder Iteration genau ein weiteres Glied in der 
Potenzentwicklung del' Losnng nach clem Storungsparameter c. 

In del' angegebenen Fassung ,nlrde das Verfahren von H. GORTLERl 
entwickelt llnd auf die Stronnmg langs einer welligen \-Vand (linearisierte 
Naherung vgI. S. 29 lind 41 Bowie Abh. 15) sowie zwiflchen zwei welligen 
Wanden angewandt, wohei sich , -, / --, 

/ ' , 
Konvergenz auch bei Durchgiin- I 11:>1 \ 11<:1 / 11:>1 \ 

gen durch diekritische Geschwin- I I, i I 

digkeit einstellte (Abb. 61). ~~ 
Neuerdings haben W. HA~TZ· Abb.Gl. Nichtlinearisierte Stromung langs welliger 

SOHE und H. WENDT 2 ein weite. Wand (nach H. GORTLER). 

res VOIl del' PRAN[)TLSchen ~aherung ausgehendes Verfahren all· 
gegeben, bei dem die Stromfunktion nach einem Parameter ent· 
wickelt wird, del' die Abweichung des Profils vom nichtallgestellten 
Streckenprofil kennz{'idlllet. 

3. Potenzcntwickhmg beim Durchgang durch dic Scballgeschwindig­
keit. Bei der "eindimensionalen Stromung" durch Dusen (vgl. S. 13) 
ergab sich der Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit im 
engsten Dusenquerschnitt. Bei del' zweidimensionalen strengen Behand· 
lung des Problems tritt HUll die Frage auf, langs welcher Kurve in del' 
Nahe des engsten Quel'schnitts die kl'itische Geschwindigkeit tatsiichlich 
erreicht wird und del' Vbergang von der Untel'schallstromllng zul' Ober. 
schallstrOllltlng erfolgt. 

Zul'. Beantwortnng diesel' Frage wurde von TH. MEYER 3 lintel' del' 

I GORTLER, H.: Z. angew. Math. l\JeC'h.20 (1940), S.254-262. 
~ HANTZSCHE, 'V. und H. WENDT: Z. angew. Math. Mech.22 (1942), S.72-Sti. 
3 MEYER, TH.: Diss. G6ttingen 1908. Vgl. auch HIRSCH, A. in A. STODOLA: 

.Dampf. und Gasturbinen, Vr. Aufl. (1924), S.805-809. 



92 Xichtlinearisierte Stromung fUr allgemeine Randbedingungen. 

Annahme einer zur x-Achse symmetrischen Stromung fur das Potential f{! 
der Doppelreihenansatz 

rp = alOx + a20x2 + ao2y2 + u3ox3 + a12x y2 + a 40x' + a 22x2y2 + ao4'!1 
--:-- asox5 + a 32~.3y2 + a14x y4 -+- ... 

zngrunde gelegt. Aus ihm: ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten 

11, =, UlO + 2 a20 x + 3 a3O x2 + a12y2 + 4 u4ox3 + 2 a22xy2 + 5 asox' 
-+- 3 U 32X2y2 + a14y4 + .. " 

v =02 a02Y+ 2 u12xy -+- 2 a22x2y + 4u04y3 + 2a32x3y+ 4a14xy3+ . . '. 

Setzt man auBerdem im N ullpunkt x = y = 0 die kritische Geschwindigkeit 

'u. .=-= c*, v = 0 

und langs der x-Achse eine lineare Zunahme derGeschwindigkeit, also 

u = c* (l + x) 
voraus, so ist 

a30 = a40 = aso = ... =, o. 
Bei Abbrechen der Potenzentwicklung fUr f{! nach den Potenzen 

sechsten Grades bleiben neun freie Koeffizienten iibrig, die sich durch 
Einsetzen in die Potentialgleichung (44) unter Berucksichtigung von 

c2 = k t 1 C*2 __ k 2 1 (tt2 + v2) 

mittels Koeffizientenvergleichung bestimmen lassen. Durch Auswahl 
zweier zur x-Achse spiegelbildlicher Stromlinien erhalt man eine Dusen-

~f~ 
- ----- __ ./1'>1. ----e--~--._----:._.- _= _ 119 _\ ... 3~ __ _ 

l 

~ 
Abb.62. Dmchgange durch die kritisclie Geschwindigkeit in einer Lavalduse 

(nnch H. J. TAYLOR nnd H. GORTLER). 

stromung, welche an einer in der Umgebung des engsten Querschnitts 
von der einen Dusenwand zur anderen verlaufenden Kurve von Unter­
schall- in Dberschallgeschwindigkeit iibergeht (Abb. 62 links). 

In ahnlicher Weise untersuchte H. J. TAYLOR 1 Diisenstromungen mit 
Symmetrie zur x- uhd zur y-Achse. Hierbei herrscht langs der Diisen­
achse durchwegs Unterschallgeschwindigkeit, wahrend an den Diisen­
wanden zwei Uberschallbereiche auftreten (Abb. 62 rechts). H. GORTLER2 

hat die Moglichkeit eines analytischen Dbergangs von den zur y­
Achse symmetrischen TAYLORS chen zu den unsymmetrischen MEYER­
schen Losungen diskutiert. 

1 TAYLOR, G. J.: Aeronaut. Research Comm. Rep. and Mem. Nr.1381. 
London 1930. 

2 GORTLER, H.: Z. angew. Math. Mech.19 (1939), S.325-337. 
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§ 16. Potential und Stromfunktion in del' 
Geschwindigkeitsebene. 

1. Ubergang von der Stromungsebelle zur Geschwindigkeitsebene. 1m 
Abschnitt II wurde die Potentialgleichung der kompressiblen Stromung 
durch Vernachlassigung gewisser Glieder linearisiert; die sich ergebende 
lineare Differentialgleichung war demgemaB nur naherungsweise giiltig 
und zwar fUr Stromungen, die von rIer Parallelstromnng nm wenig 
abwichen. 

Bei Beschrankung auf die ebene Stromung werden wir jetzt eille 
andere Moglichkeit del' Linearisierung kennen lernen. Sie beruht nicht 
auf irgendwelchen Vernachlassigungen, sondern auf Transformationen 
des Potentials und der Stromfunktion von den Ortskoordinaten x, Y 
(Stromungsebene) anf die Geschwindigkeitskoordinaten u, v bzw. w, {j 

(Geschwindigkeitsebene); die sich hier ergebenden linearen Differential­
gleichungen sind streng giiltig auch fUr belie big stark von der Parallel­
stromung abweichende Stromungen. 

Es gibt zwei Transformationen 1, welchedie geforderte Linearisiernng 
leisten: 

a) die MOLENBRoEK-Transformation, bei der als Funktionen der Ge­
schwindigkeitskoordinaten Potential und Stromfunktion selbst benntzt 
werden, 

b) die LEGENDRE-Transformation, bei der in der Geschwindigkeits­
ebene an Stelle von Potential und Stromfunktion "konjugiertc" Poten­
tial- und Stromfunktionen treten. 

Auf beiden Transformationen lassen sich Verfahren zur Ermittlu.ng 
kompressibler Stromungen begriinden (§§ 17.18). Da eine analoge 
Linearisierung fiir raumliche Stromungen nicht moglich ist, gelten diese 
Verfahren nur fUr die Ebene. 

2. Linearisierung mittels MOLENBRoEK-Transformattoll. Wie auf 
S. 58 einzelne Kurven der Stromungsebene in die Geschwindigkeitsebene 
abgebildet wurden, fiihren wir jetzt fUr den ganzen betrachteten zwei­
dimensiollalen ebenen Stromungsbereich das "Geschwindigkeitsbild" 
ein (Abb. 63): Jedem Punkt P des in Frage stehenden Bereichs del' 
Stromungsebene wird der Endpunkt P' des vom Nullpunkt 0 der Ge­
schwindigkeitsebene anfgetragenen Geschwindigkeitsvektors \t1 zuge­
ordnet. 

1 MULJ;;NBRO.l<]K, P.: Al'eh. Ma.th. PhYR .. (~runert Hopp~, Reihe 2, Ed. 9 (1890), 
K 157. - TSCHAPLIGIN, A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau, Math. Phy~. 21 
(1904), S. 1-121. - RIABOUCHINSKI, D.: C. l'. Sci., Paris 194 (1932), S. 12'15. -
DEMTSCHENKO, B.: Ebenda 194 (1932), S. 1218 und 1720 Bowie Pub!. Math. Univ. 
Belgrade 2 (1933). H. Sri. - STEICHES. A.: Diss. Gottingen 1909. 
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Wir setzen hier und im folgenden stets voraus, daB die punktweis€ 
Zuordnung zwischen Stromungsfeld und G€schwindigkeitsbild umkehr· 
bar eindeutig ist, daB also sowohl jedem Punkt P ein bestimmter Punkt pi 
als auch jedem Pnnkt P' ein und nur ein Punkt P entspricht. Dann 
y v bildet sich jede Kurve del (f Stromungsebene wieder in 

eine Kurve und jedes zwei­
P., dimensioI\ale Flachenstiick 

wieder in ein Flachenstiick 
abo Ausnahmefalle, bei de-

o x U nen das zweidimensionale 
Abb.63. Stromungsfeld und Geschwindigkeitsbild. G€schwindigkeitsbild in 

eine Kurve bzw. einen Punkt entartet, wie bei der Stromung um eine 
konvexe Fcke (vgl. S. 58) bzw. der ungestOrten Parallelstromung, bleiben 
yon der Betrachtung ausgeschlossen. 

Aus den Definitionsgleichungen (45) des Potentials rp und der Strom­
funktion tp einer ebenen Stromung folgt 

o 
drp = udx + vdy, dtp = -=- (-_. t,dx + ttdy) 

-Qo ' 

Hnd durch Auflosen nach dx, dy: 

d x = ----;-.!.. 2 ('ttdq; -. eo vd tp') =..!. (cos {} ,IN> _eo sin {} dtp) 
n 2 + v I} 10 ""'f' I} , 

I, eo ') 1 ( eo ) d y:- u2 --i-- v:i ( 1,drp + --;; ud tp = 10 sin {} drp +--;; cos {} dtp . 
I '" ,\ '" 

(170) 

Infolge der vorausgesetzten umkehrbar eindeutigen Zuordnung von P 
und P' kann man x,y und rp,tp als Funktionen der Geschwindigkeits­
koordinaten w, {} auffassen. Durch Einsetzen von 

dx= xwdw + x,<fl{), 
drp = rpwdu' + rp~d {}, 

dy= ywdw+ yudU, 

dtp = tpwdw + tpodU 

in Gl. (170) und Gleichsetzen der Koeffizienten von dw bzw. d {} auf 
heiden Seiten der Gleichungen ergibt sich dann 

x", = - cos rpw - - sm tpw, x () = - cos rpl} - -sm tp&, 1 (' {} I}o· {}) 1 (' {} eo· {} ) I w, f! 10 \ I} 
. " (171) 

Yw =..!.. (sin {} Tw+ eo cos {} tpu.)\, Y H = .!.. (sin {} rp 0 + ~cos {} tp,~ \.1 
w \ (! , W , e ) 

Die Integrierbarkeitsbedingungen von G1. (I7l) 

xw& = x&W, Yw/} = YfJu' 
liefern mit Beriicksichtigung der aus der BERNOuLLIschen Gl. (4*) folgen­
den Beziehung 

(172) 
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fiir gJ nnd 1p nach einfacher Rechmmg 
1£.2\ 1p i.' 
-1-. 

c2 ) 10 ' 

Qo 
!Pil .~ g VJljJw· 

Aus den Integrierbarkeitsbedingungen von G1. (173) 

(173) 

folgt schlieBlich bei abermaliger Beriicksichtigung von G1. (172) einerseits 
nacho Elimin(),tion von 1p die Potentialgleichung 

(174) 

und andererseits nach Elimination von f{J die Stromfunktionsgleichung 
von TSCHAPLIGIN 1 

( w2. . W2) 
w21pww -+- W . 1 -+- c2 ) 1pw -+- ( 1 -- C2, 1p iJ 0 = O. (175) 

Wie bereits S. 93 angekiindigt war, sind die transformierte Potential­
gleichung (174) und die transformierte Stromfunktionsgleichung (175) 
lineare Differentialgleichungen im Gegensatz zu den entsprechenden 
nichtlil).earen Differentialgleichungen (44) und (47) in den Ortskoor­
dinaten x, y; die Schallgeschwindigkeit c ist in G1. (174) und (175) eine 
E'unktion von w, wiihrend c in G1. (44) lmd (47) als Funktion von gJ~+q;~ 
bn\'. vonljJ~ + 1p~ aufzufassen war. 

3. Linearisierung mittels Legendre.Transformation. Eine zweite Mog­
lichkeit cler Linearisierung bietet die in der Theorie der partiellen Diffe­
rentialgleichungen grundlegende, narh LEGENDRE bellannte Beriihrungs­
transformation 

(176) 

durch die an Stene des Potentials gJ in Abhiingigkeit von den Ortskoor­
dinaten x, y das "konjugierte Potential" <P als Funktion der Geschwinclig­
keitskoordinaten n, v eingefiihrt ,Yird. Wir verzichten auf ein tieferes 
Eindringen in die mathematischen Zusammenhiinge uncl beschranken 
nns auf die formale Anwendung der LEGENDRE-Transformation: 

Unter Beriicksichtigung von GI. (45) folgt aus G1. (176) 

d<P = nd x-+- vd y - dq -+- xdn -+- ydv = xcl1[ -+- ydl', 

woraus sicb die mit GJ. (176) gleichwertigen Beziehungen 

x ''-co <PI(' !fc~ <Pi" (I = n1>u + (1),, 1> 
ergeben. ~-lus G1. (17fi*) erhiilt man dann weiter 

(176*) 

1 TSCHAPLIGIN, ('. A.: \riss. A.nn. Cniy. Jloskau. }lath. Phys.21 (1904), 
~. 1--121. 
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und durch Auflosung nach du, dv 

1 
du= N((/Jvvdx- (/Juvdy) , 

mit der Abktirzung 

N = (/Juu (/Jvv -- iP~". 

Der Vergleich von Gl. (177) mit den aus Gl. (176) folgenden Differential61 

du = !Pxxdx + !Pxydy, dv = !Pxydx + !pyydy 

liefert fUr die zweiten Ableitungen von !P und ifJ die Beziehungen 
1 1 1 

!Pxx == N (/Jvv, !pyy = N (/Juu, !pxy =-N (/Juv' (178 

Mit Hilfe von Gl. (176) und (178) geht die Potentialgleichung (44) il 
die lineare Differentialgleichung 

( V2)' (' u2 2uv 
1 - C2 (/Juu + 1 -- (2) (/Jvv + C2 (/Juv = 0 

tiber, die in Polarkoordinaten w, {} die Form 

( 
W2 (" w2 

w2 (/Jww + w 1-:-- C2) (/Jw + 1- - \(/J{}{} = 0 

annimmt. 
In analoger Weise laBt sich die Stromfunktionsgleichung (47) durch di 

LEGENDRE-Transformation 

bzw. 
q. 1pY' r = --1px, lJI =.co x1px + y1py - '1/) (180 

x=-lJIn y=lJIq , 1p=qlJlq +rlJlr -lJI (180* 

in die lineare Differentialgleichung 

('I (J,02 2') ITt + (I eo=- 2) ITI 2 ~~_ )Tf - 0 
, - (J,2C2Q, rqq - (J,2C2r, r ,r - (J,2C2 qr r q1 - (181 

verwandeln, wobei (J,o eine Funktion von q2+ r2 ist (vgl. S. 21). 
(J,C 

Die Veranderlichen q, r sind die Komponenten des Stromdicht{ 

vektors e~ 1tJ, d. h. die LEGENDRE~Transformation Gl. (180) fUhrt vo 

der Stromungsebene nicht zur Geschwindigkeitsebene, sondern zu 
Stromdichteebene. Nachteilig ist hierbei, daB mlch Gl. (23) sowohl ir 
Unter- wie im Uberschallbereich das Interval! 0 ;;;;: ew < e*w* durcb 
laufen wird (vgl. Abb. 2). 

4. MAcHsch.es Kurvennetz; Grenzlinien der adiabatisch.en Stromun~ 
Wir betrachten den Uberschallbereich einer vorgegebenen ebenen Stri: 
mung in der x, y-Ebene und den zugeordneten Bildbereich in der u, ~ 

Ebene. In jedem Punkt P des x, y-Bereichs sind zwei MAcHsche Riel­
tungen bestimmt, die mit dem dortigen Geschwindigkeitsvektor ItJ de 

MACHschen Winkel eX = arc sin ~ < n2" einschlieBen. Die Integralkurve 
w 
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dieses den :1:, y-Bereich doppelt iiberdeckenden Richtungsfeldes hei.6en 
MAoHSche Kurven, das von den beiden MACHschen Kurvenscharen er­
zeugte Kurvennetz soIl kurz als MACHsches Netz bezeichnet werden. 1m 
u, v-Geschwindigkeitsbild entsprechen den MAcHschen Richtungen und 
Kurven und dem MACHSchen Netz die 
sog. Hauptrichtungen und Haupt­
kurven und das sog. Hauptnetz. 

In ahnlicher Weise hatten wir be­
reits in del' linearisierten Naherungs­
theorie des Abschnitts II MAcHSche 
Richtungen und Linien und ein MACH­
sches Netz (vgl. S. 35) eingefUhrt; da­
bei wurde abel' an Stelle des von Punkt 
zu Punkt veranderlichen ortlichen Ge-
sch windigkeitsvektors ttl del' kon-

/ 

- - - - #acnsche /,inien 
----Slromlinien 

Abb.64. Durchgangslinie durch die kri· 
tische Geschwindigkeit. 

stante Vekor m del' Grundstromung benutzt, so daB man in del' 
ganzen :1:, y-Ebene dieselben MAcHschen Richtungen hatte und dem­
gemaB als MACHSches Netz ein geradliniges Parallelogrammnetz erhielt. 
In del' bier zu erorternden strengen Theorie dagegen wird das MACHsche 
Netz von zwei beliebigen Kurvenscharen erzeugt und es entsteht die 
Frage nach den Begrenzungslinien 
des krummlinigen MAcHschen Kur­
vennetzes. 

Ais Begl'enzungslinien konnen 
auftreten: 

a) die Durchgangslinie durch die 
kritische Geschwindigkeit, d. h. die 
Trennungslinie des Unter- und 
Oberschallbereichs (Abb. 64); 

- - - - #acnscne linien 
---- Sfromlinien 

Abb.65. Grenzlinie der adiablltischen 
Stromung. 

b) etwaige Hiillkurven del' beiden MACHSchen Kurvenscharen, die wir 
kurz als Grenzlinien del' adiabatischen Stromung bezeichnen wollen 
(Abb.65). 

An del' Durchgangslinie durch die kritische Geschwindigkeit ist 

LX = ~; die beiden MAcHschen Richtu:ngen fallen daher zusammen: und 

die MAOHschen Kurven haben Riickkehrpunkte, wahrend die Stromlinien 
die Durchgangslinie ohne Singularitat senkrecht zu den Riickkehrtan­
genten del' MAcHschen Kurven durchsetzen. 

An den Grenzlinien, auf deren Auftreten erstmals W. TOLLMIEN 1 

1 TOLLMIEN, W.: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937), S. 117-136 und 21 (1941), 
S. 140-152 u. S. 308. Vgl. auBerdem RINGLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20 
(1940), S. 185-198 und Deutsche Mathematik 5 (194-0), S.377-384 sowie Gu­
DERLEY, G,: Zeitschr. angew. Math. Mech. 22 (1942), S. 121-126. 

Sauer, Gasdynamik. 7 
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hinge wiesen und ffir die er neuerdings eine strenge Theorie entwickelt hat 
geht die adiabatische Stromung von einem Blatt der nach Art eine 
RIEMANNSchen Flache mehrfach iiberdeckten Stromungsebene zu einell 
anderen Blatt iiber. Die eine MACHsche Kurvenschar beriihrt definitions 
gemaB die Grenzlinie, wahrend die andere MACHsche Kurvenschar un4 
die Stromlinien nicht beriihren, sondern mit Riickkehrpunkten auf da 
andere Blatt iibergehen. Natiirlich ist diese "analytische Fortsetzung' 
der Stromung durch Um£lanschen an der Grenzlinie auf ein anderes Blat 
physikalisch nicht realisierbar. Die physikalische Bedeutung der Grenz 
linien und die Fortsetzbarkeit einer Stromung iiber die Grenzliniel 
hinaus hat G. GUDERLEyl untersucht. Ein Beispiel ffir das Auftretel 
einer Grenzlinie haben wir bereits bei der Quellstromung (vgl. S. 15 
kennengelernt; die Grenzlinie war dort der Grenzkreis r = r min de 
Quellkerns und fiel mit der Durchgangslinie durch die kritische Ge 
schwindigkeit zusammen. 

Mit Hilfe der MOLENBRoEK-Transformation (vgl. S. 94) kommt mal 
nach F. RINGLEB 2 zu einer einfachen analytischen Darstellung des MACH 
schen Netzes bzw. Hauptnetzes und der Grenzlinien der adiabatischel 
Stromung: 

Es sei y= y(x) eine MAcHsche Kurve oder Grenzlinie und ds da 
Linienelement dieser Kurve. Dann ist (dy cos {} - dx sin {}) die Pro 
jektion des Linienelements ds auf die zum Geschwindigkeitsvektor 11 

senkrechte Richtung und nach Definition des MAcHSchen Winkels (vgl 
Abb. 16) hat man 

C • ±dycosD-dxsinD 
-;; = sm IX = ds -

oder umgeformt 
c2 

2 (dx2 + d y2) = (dy cos {} - ax sin {})2. 
w 

Nach Einsetzen von Gl. (170) ergibt sich 

-drp2- 1-- ..!!d1jJ2 ' 0 c2 
(' C

2
) /2 2 

w 2 w 2 /2 2 

oder 

I C2 0 (' C
2

) /26 0] l c2 2 i C
2

) /25 ] 
:W2 rp:w - 1 -- w2 (i21jJw dw2.+ w2 rpf) - \1 - w2, (i21jJf) d{}2 

l C2 (C2) /25 ] + 2 w 2 rpw rpff - 1 -- w2 (i21jJw1jJff dw d{} = O. 

),Iit Beriicksichtigung der IntegrierbarkeitsbedingungenGI. (173) folg 
hieraus nach kurzer Rechnung 

l(~- ~2) dw2-d{}2n(~- ~2) rp&-rp~] = o. 
1 GUDERLEY, G.: Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), S.121-126. 
2 RINGLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20 (1940), S. 185-198 und Dtscb 

Math. 5 (1940), S.377-384. 
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Das Nullsetzen des erst en Faktors liefert die Differentialgleichung fur 
die beiden Kurvenscharen des Hauptnetzes 

d{} = + - - - 1 dw 1 I w2 

- W (;2 
(182) 

und durch Ruckgang zur x, y-Ebene die Differentialgleichungen des 
MAcHschen Netzes, wahrend man durch Nullsetzen des zweiten Faktors 
die Grenzlinien bzw. deren Geschwindigkeitsbild erhalt: 

(183) 

Gl. (182) ist naturgemaB identisrh mit der auf S. 56 gefundenen 
Beziehung Gl. (1l9*) und hat daher bei vollkommenen Gasen Epizy­
kloiden als Integralkurven (vgl. S. 60 und 112). 

Man kann die Grenzlinien auch als den geometrischen Ort der Punkte 
des Uberschallbereichs des Stromungsfeldes mit unendlich groBer Be­
ilchleunigung der stromenden Gasteilchen definieren: 

Aus Gl. (170) ergibt sich mit 1p= const, also d1p = 0 fur ein Linien­
element da einer Stromlinie 

------- 1 1 
da = VdX2 + dy2 = w drp = w (rpw dw + rpvdfJ). 

Da langs einer Stromlinie w und {} durch 

d1p = 1pllJdw + 1p&d{} = 0 
verknupft sind, liiBt sich do umformen in 

'Pu,'/f!o-'P &'/f!w 
da= dw, 

W!p& 

woraus mit Hilfe von Gl. (173) nach kurzer Rechnung 

do = w~w [(~ - t!2) rpd -- rp~ 1 dw 

folgt. Die Tangentialbeschleunigung 
dw dw w2 rpw 

!Ii = da w = [(~ - ~2)rpJ -rp~1 
wird daher in der Tat unendlich groB fiir aIle Punkte der Grenzlinien 
Gl. (183), wobei rpw = rp,9= Owegen der geforderten punktweise umkehrbar 
eindeutigen Zuordnung zwischen Stromungsfeld und Geschwindigkeits­
bild (vgl. S. 94) ausgeschlossen bleibt. 

5. Geometrische Konstruktion neuer Stromungsfelder durch Linear­
verbindung. Wegen der Linearitat der transformierten Potential­
gleichung (174) bzw. (179*) ergeben sich aus den Potentialfunktione:r. 
zweier gegebener Stromungen durch die Linearverbindung 

rp = A1rpl (w, {}) + A2rp2 (w, {}) bzw. l/J = A.1l/J1 (w, {}) + A.2l/J2 (w, {}) 

7* 
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mit den beliebigen Konstanten AI' A2 einfach unendlich viele neue Poten­
tial£unktionen (Parameter AI :A2). Dieselbe Linearverbindung gilt nach 
Gl. (111) bzw. (116*) auch fUr die Ortskoordinaten, also 

X = AIXI +A2X 2 , Y=A1Yl +A2Y2' (18i 

Dies liefert folgende einfache geometrische Konstruktionl (Abb. 66): 

Abb.66. Linearverbindung von Stromungsfeldern. 

Vorgegeben seien zwei Stromungsfelder, deren Punkte PI,PZ sich 
umkehrbar eindeutig durch gleiche Geschwindigkeitsvektoren \tJ I = \tJ 2 
entsprechen. Die Verbindungsstrecken PI P2 werden in einem beliebigen, 
aber konstanten Teilverhaltnis Al :A2 iunen oder auGen geteilt. Ordnet 
man daun jedem Teilpunkt P den Geschwindigkeitsvektor \tJ = \tJI= \tJ 2 
der Ausgangspunkte P1>P2 zu, so bestimmen diese Vektoren eine neue 
kompressible Stromung. 

Aile auf diese Weise miteinander "linearverbundenen" Stromungs­
felder haben dasselbe Geschwindigkeitsbild. Es entsprechen sich daher 
die Unterschallbereiche, die Dberschallbereiche und die Durchgangslinien 
durch die kritische Geschwindigkeit. Dagegen werden die Grenzlinien 
im allgemeinen nicht ineinander iibergefiihrt, sondern der Grenzlinie, 
an der zwei Blatter eines Stromungsfeldes zusammenhangen, ist in den 
linearverbundenen Stromungsfe1dern im allgemeinen eine schlichte, 
d. h. im Innern eines Blattes verlaufende Kurve zugeordnet. 

Bei8piel: Wirbelquelle. 

Zur Verdeutlichung betrachten wir die Linearverbindung einer Quell­
stromung und Wirbelstromung (vgl. S. 15). Jedem Kreis kl der Quell­
stromung entspricht ein Kreis k2 der Wirbelstromung mit demselben 
W= const, wobei die Punkte PI' P2 mit gleichen Geschwindigkeits­
vektoren \tJ1> \tJ 2 jeweils zu senkrechten Kreisradien M I P 1> M 2 P 2 gehoren 
(vgl. Abb. 66). Die Teilpunkte P liegen wieder auf einem Kreis k und die 
dem Betrage nach konstanten Geschwindigkeitsvektoren \tJ der Punkte P 
sind gegen den Kreis k unter einem konstanten Winkel geneigt. Die so 
erzeugte neue Stromung solI kurz Wirbelquelle bzw. Wirbelsenke heiGen. 

1 SAUER, R: Z. angew. Math. Meeh.21 (1941) S.313-315. 
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Bei der reinen Quelle erstreckt sich der "Oberschallbereich vom Durch­
gangskreis durch die kritische Geschwindigkeit bis ins Unendliche. Der 
Durchgangskreis ist zugleich Grenzlinie, d. h. Beruhrlinie des MACHschen 
~etzes, und die Stromung flanscht an ihm auf ein zweites Blatt uber, 
welches von der Unterschallstromung bis ins Unendliche ausgefiillt wird. 

Beim reinen Wirbel ist del' "Oberschallbereich ringformig und wird 
auBen von der Durchgangslinie dul'ch die kritische Geschwindigkeit und 
innen von der Grenzlinie abgeschlossen. Da die Stromung an der Grenzlinie 
die Maximalgeschwindigkeit (M = (0) erreicht, ist der ganze "Oberschall­
bereich beim Erreichen del' Grenzlinie erschopft. Der Unterschallbereich 
geht von der Durchgangslinie durch die kritische Geschwindigkeit bis ins 
Unendliche. 

Abb.67. WirbeJqueUe. 

Bei der Wirbelquelle (Abb. 67) hat man im Ausgangsblatt wiederum 
einen ringformigen 'Oberschallbereich, an den sich auBen der bis ins 
Unendliche reichende Unterschallbereich anschlieBt. Die Geschwindig­
keit an der Grenzlinie ist kleiner als die Maximalgeschwindigkeit; die 
Stromung flanscht daher auf ein zweites Blatt der Stromungsebene ube,r, 
wo sie die Maximalgeschwindigkeit erst im Unendlichen erreicht. 

Weitere einfache Beispiele kann man mit der von W. TOLLMIEN 1 

gefundenen "Spiralstromung" bilden. Bei dieser Stromung existiert ein 
System konzentrischer und kongruenter logarithmischer Spiralen, fur 
welche jeweils sowohl die GroBe der Geschwindigkeit als auch der Winkel 
gegen den Geschwindigkeitsvektor konstant ist. Eine der logarithmischen 
Spiralen ist Grenzlinie, eine andere ist Durchgangslinie durch die kri­
tische Geschwindigkeit. 

§ 17. Anwendungen der Molenbroek-Transformation 
auf die Berechnung ebener Stromungen. 

1. Unterschallstromungen bei geradlinig approximierter Adiabate. An 
Stelle der strengen Behandlung des Problems tritt hier eine Naherung, 

1 TOLLMIEN, W.: Z. angew. Math. Mech.17 (1937) S.117-136.- SAUER, R.: 
Z. angew. Math. Mech. 21 (1941), S. 313-315. 
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indem nach C. A. TSCHAPLIGW1 und TSIEN 2 die Adiabate in der.!, p-
e 

Ebene durch ihre Tangente in dem der Grundstromung entsprechenden 
Punkt.A ersetzt wird (Abb. 68). Diese Annahme kann als nachsteinfache 
Verbesserungder Voraussetzung e = const der inkompressiblen Stromung 
geIten und ermoglicht, wie sich im folgenden zeigen wird, die Zuriick­
fiihrung des Problems auf die CAUCHy-RIEMANNSchen Differentialglei-

p chungen der inkompressiblen Stro-
mung, wodurch die Hilfsmittel der 
Funktionentheorie zuganglich werden. 

Wir beziehen p, e und c wieder auf 
die Grundstromung und haben dann 
fur die Neigung der Adiabate in A 

[d ~Se)L = - rl [::]A = - e2c2. 
Hieraus folgt als Gleichung cler Tan­

~----~--~----------~1 gente 
([ 

Abb.68. Ersatz der Adiabate dUfch eine p - Ii = c2e2 (~ -! ).; (185) 
Tangente. '" '" 

sie wird der weiteren Betrachtung als Adiabatengleichung an Stelle von 
G1. (5) bzw. (8) zugrunde gelegt. 

Die Adiabatengleichung (185) Iiefert fiir die Schallgeschwincligkeit 

2 _ dp _ -2 ( e )2 c - --c -
de e. 

oder 

(186) 

wah rend aus der BERNouLLIschen G1. (4**) 

2 -2 ·-2 -2 (1 1 .) 
w -w =c e "(?2-- "i/ (187) 

und demgemaB 

c2 = w2+ (C2 _W2) , -=- = l-~--, - = I + ~_-.-- (188) ( e )2 w2 - ii;2 ( e)2 w2 - 1:02 

e c2 e c2 

folgt. 
Da wir in § 18 fiir Dberschallstromungen ein einfacheres Verfahren 

kennen lernen werden, beschranken wir uns hier auf die Annahme w< c, 
d. h. die Grundstromung solI eine Unterschallstromung sein. Unter dieser 

1 TSCHAPLIGIN, C. A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys.21 (1904). 
S.I-121. 

2 TSIEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences 6 (1939), S. 399-407. - Vgl. auch 
BUSJilMANN, A.: Z. angew. Math. Mech.17 (1937), S. 73-79., 
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Voraussetzung lassen sich Gl. (187) und (188) um,formen in 

222(11) 
W = Co eo Qii - e6, ' (187*) 

C2=W2+C~, (~_)2= I_ W :, (-eo)2=I+w:, 
eo () e C" 

(188*) 

wobei sich eo und Co auf den der geradlinigen Adiabate Gl. (185) entspre­
chenden Ruhezustand beziehen. 

Durch Gl. (188*) ist ein vollig anderes Verhalten als bei der wirklichen 
Adiabate Gl. (8) der vollkommenen Gase gegeben. 1m Gegensatz zu 
Gl. (15*) wachst die Schallgeschwindigkeit vom Ruhewert Co an mit zu­
nehmender Stromungsgeschwindigkeit w und erreicht den Zustand der 
"kritischen Geschwindigkeit" erst mit w=c= 00; die Forderung w>c 

fiihrt auf ein imaginares~. Infolgedessengibtesnur Unterschallgeschwin-
eo 

digkeiten und zwar, wie aus Gl. (185) und (187) mit p= 0 folgt, nicht 
bis zur "kritischen Geschwindigkeit" W= 00, sondern lediglich pis zur 
Maximalgesch windigkeit 

wmax = cl/(;e + 1)2-- (1- ~). 
Wir gehen nun zur Herleitung des Naherungsverfahrens iiber, das 

auf dem Ersatz der wirklichen Adiabate Gl. (8) durch die Tangente 
Gl. (185) beruht: 

Mit Beriicksichtigung von Gl. (188*) spezialisiert sich Gl. (173) zu 

und vereinfacht sich durch die Substi­
tution 

l ---W2 dw 
dw= /1---- c2 W 

(189) 

fUr die Geschwindigkeit zu den OAUCHY­

RI.EMANNSchen Differentialgleichungen 

CPw = -1jJ{}, cp{) = 1jJw' 

Infolgedessen ist cp + i1jJ eine analy­
tische Funktion von OJ --- iH bzw. 
von eW - iO . 

W 
cp{}=-=1jJw 

1/ w2 

v 

,1--2" 
C 

u 

Setzt man also (Abb. 69) 
Abb. 69. Erlauterung der Bezeichnungen. 

Q= U+iV=coe w + itl = Weill, W=coew=1IU2+ V2, 
so hat man 

cp+ i1jJ=F (U -iV) =F(Q), 

cp-i1jJ=F(U + iV) = F(Q); 
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hierbei bedeutet das Ringelzeichen jeweils den konjugiert komplexel 
Ausdruck und fiir W folgt aus Gl. (188*) und (189) die Beziehung 

2 cow 4c2W 
W = I ,w= o. (100 

Co + lcoz + W Z 4 co2 - W2 
Die x, y-Ebene und die U, V-Ebene sind verkniipft durch die au 

GI. (171) mit Beriicksichtigung von Gl. (188*) nach kurzer Rechnun 
sich ergebenden Beziehungen. 

dx= ~e(I-4::2)d~-;2(1+ 4::2)d1jJ, 

dy= ;2 (1- 4::2) d<p+ ~2 (1 + 4::2) d1jJ, 

die sich komplex zusammenfassen lassen in 

dz = dx + idy = 1_ d F (Q) -- -4[J 2 iF(Q). (191 
!) Co 

Wir haben somit folgendes Ergebnis: 
Bei Zugrundelegung einer geradlinigen Adiabate Gl. (185) laBt sic 

zu jeder analytischen Funktion F (Q) eine ebene Unterschallstromun 
durch Quadraturen herleiten. Die Ortskoordinaten x, y des StromungE 
feldes ergeben sich aus GI. (191) als Funktionen von W und {}, der wahr 
Geschwindigkeitsbetrag w folgt aus Gl. (190). 

Falls man die Randbedingungen aus der z-Ebene in die Q-Ebene vo 
vornherein iibertragen kann, wie dies bei freien Oberflachen bekanntlic 
gelingt, ist die analytische Funktion F (Q) durch die Randbedingunge 
in der Q.-Ebene funktionentheoretisch festgelegt. Wenn dagegen di 
Randbedingungen in der Q-Ebene nicht als gegeben vorausgesetzt werde 
diirfen, wie dies z. B. bei der Frage nach der Umstromung eines Profil 
der Fall ist, verfahrt man folgendermaBen: 

Man bestimmt zunachst funktionentheoretisch die inkompressibl 
UJIlstromung des vorgegebenen Profils (ll) und setzt 

[J = wirkliche GeSchwindigkeit}. . 
F( n) kIP te t' 1 der inkompresslblen Umstromung.von (II) . 

• ,s = omp exes 0 n la 

Aus Gl. (191) ergibt sich dann die kompressible Umstromung eines von (D. 
mehr odeI' weniger abweichenden Profils (II'). Durch systematisch 
Anderung des Ausgangsprofils sucht man schlieBlich zu e:rreichen, da 
das Profil (II') in hinreichender Annahening mit dem vorgegebenen Prof 
zusammenfallt. 

tiber bemerkenswerte Zusammenhange mit der Theorie der Minima. 
flachen vgl. die grundlegende Arbeit von TSOHAPLIGIN 1 . 

1 T80HAPLIGIN, C. A.: Wiss. Ann. Univ. Mosk&u. M&th. Phys.21 (1904 
S.I-121. 
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2. Uberschallstromungen bei geradlinig approximierter Adiabate. Ob­
wohl fUr eine Ubertragung des ROeben entwickelten Verfahrens von 
Unter- auf Uberschallstromungen kein praktisches Bediirfnis vorliegt, 
sollen einige theoretisch bemerkenswerte Beziehungen fiir Uberschall­
stromungen mit geradliniger Adiabate erwahnt werden!. 

Falls die Grundstromung eine Uberschallstromung ist, wird das Glied 
c2 . :W2 in Gl. (188) negativ und an Stelle der erst en Gl. (188*) tritt 

c2 = w2-w~nin. (192) 

Wahrend es also auf S. 103 nur Unterschallgeschwindigkeiten gab, exi­
"tieren jetzt nur Uberschallgeschwindigkeiten. 

An Stelle des ringformigen Uberschallbereichs c* < W :s;; wmaxder voll­
kommenen Gase (vgl. S.9) liefert Gl. (192) den ganzen AuBenbereich 
des Kreises W= Wmin als Uberschallbereich im Geschwindigkeitsbild. Die 
Adiabatenellipse Gl. (84) der vollkommenen Gase entartet in ein Parallel­
geradenpaar vomAbstand 2Wmin, welches den Begrenzungskreis W= Wmin 
des Uberschallbereichs beriihrt. Ebenso gehen die Epizykloiden, die sich 
S.60 als Geschwindigkeitsbild der Stromlinien bei der Verdiinnungs­
stromung urn eine Ecke ergeben hatten, in die Tangenten des Kreises 
W= Wmin iiber. Der gekriimmte Teil der Stromlinien (vgl. Abb. 34 und 37) 
schrumpft infolgedessen zu einem Punkt ein, d. h. die stetige Verdiinnung 
entartet zu einer unstetigen Verdiinnung langs einer MAcHschen Linie. 
Diese unstetigen Verdiinnungen ebenso wie die entsprechend sich er­
gebenden unstetigen Verdichtungen sind hier im Gegensatz zu den wirk­
lichen VerdichtungsstoBen der vollkommenen Gase adiabatisch-isen­
tropisch. 

3. Potenzentwicklung in der Geschwindigkeitsebene. Nachdem in den 
vorhergehenden Absatzen die Adiabatenkurve durch eine Gerade nahe­
rungsweise ersetzt worden war, wenden wir uns jetzt zur strengen 
Losung der linearen Differentialgleichung (174) bzw. (175) mittels Po­
tenzentwicklungen fiir das Potential oder die Stromfunktion in der Ge­
schwindigkeitsebene. Eingehende Untersuchungen hieriiber, allerdings 
mit Beschrankung auf Unterschallgeschwindigkeit, finden sich bei C. 
A. TSCHAPLIGIN 2; neuerdings haben F. RINGLER 3 und C. FERRARI4 das 
Verfahren fUr den praktischen Gebrauch zugangIich gemacht. Die 
nachfolgende Darstellung schlieBt sich an RINGLER an. 

1 BUSEMANN, A.: VoltakongreB, S.353. 
2 TSCHAPLIGIN, C. A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys.21 (1904), 

S. 1-12l. 
3 RINGLEB, F.: Z. angew. Math. Mech.20 (1940), S. 185-198 und Dtsch . 

.Jlath.5 (1940), S.377-384. 
4 FERRARI, C.: Aerotecn.18 (1938), S.400-411. 
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Bei der inkompressiblen Stromung folgt aus der komplexen Dal 
steHung des Potentials 

n=o 
mit' = we-ii} fiir 'IjJ die Potenzentwicklung 

'IjJ = wp ,~own [an cos (n + p) i} + bn sin (n+ p) i}] 1 

f 
(19~ 

= .2 WV (av cos v i) + bv sin vi}) 
V=p 

mit v= p+n; der erste Exponent v= p:2:0 solI eine beliebige ganze ode 
nicht ganze Zahl sein, der Punkt ,= 0 ist demzufolge regular oder ei' 
Verzweigungspunkt. 

FUr die kompressible Stromung machen wir den zu G1. (193) analoge 
Ansatz 

(194 
V=p 

wobei die an Stelle der Potenzen wV tretenden Funktionen Qv (w) au 
Grund von GI. (115) zu bestimmen sind: . 

Nach Einsetzen eines Einzelgliedes Qvcos vi) bzw. Qv sin vi} laBt sicl 
auf der linken Seite von GI. (115) der Faktor cos vi} bzw. sin vi} VOl 

ziehen und durch Nullsetzen des anderen, von i} freien Faktors ergib 
sich fiir Qv die gewohnliche Differentialgleichung 

w2 Q;. + w (1 + ::) Q~ ~ v2 (I ~ ::) Qv = 0, 
die sich mit Berticksichtigung von 

umformen laBt in 

? k-l 
c2 = cO~~2W2 

w2 (I ~ Aw) Q: + w (1 ~ BW2) Q~ ~ v2 (1-- Cw2) Qv = 0; (195 

hierbei bedeuten die Striche Ableitungen nach w und zur Abkiirzung is 
gesetzt 

A_k-~ B=k-3 C-~+~ 
- 2 C02 ' 2 C0 2 ' - 2 C02 

mit der Schallgeschwindigkeit Co des ruhenden Gases. 
Durch die Substitution 

Qv = wVJv (w2) 

geht G1. (195) in eine hypergeometrische Differentialgleichung fiir J.(w2 

tiber, die von TSOHAPLIGIN an Stelle von GI. (195) benutzt wird. 
Nach der Theorie der linearen gewohnlichen Differentialgleichungel 

hat GI. (195) eine Losung von der Form 
Qv = Cv WV + Cv + 1 WV + 1 + c., + 2 WV c- 2 + . . . (196 
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Nach Einsetzen von G1. (196) in G1. (195) liefert die Koeffizientenver­
gleiehung 

Cv + 1 = c1' + 3 = Cv + 5 = ... = 0 ; 

Cv bleibt belie big und kann etwa dnrch cv= 1 normiert werden, fiir die 
anderen Koeffizienten kommt 

1 v A(v + 2) (v + 1) + B (v + 2) - C1,2 
Cv + 2 = - c~ "4 cV ' Cv + 4 = (v + 4)2 _1,2 Cv + 2 ••• 

gemaB der allgemeinen Rekursionsformel 

A(v + 2 0') (v + 20' - 1) + B(v + 20') - Cv2 

C V + 2 a + 2 = (V + 2 0' + 2)2 _1,2 Cv + 2 a' 

Die Reihe G1. (196) fiir Qv konvergiert fiir aile w < Wrnax , d. h. im 
ganzen Unter- und "Oberschallbereich mit AusschluB der Maximal­
geschwindigkeit. Da sich wegen der Linearitat von G1. (175) die TeiI­
lOsungen Qv cos v{) bzw. Qv sin v{} linear iiberlagern lassen, hat man fiir 
die Linearkombination G1. (194) schlieBlieh folgenden Satz: . 

Jede gleichmaBig konvergente Reihe G1. (194), in der die Funk­
tionen Qv selbst durch die gleichmaBig konvergenten Reihen G1. (196) 
definiert sind, stellt die Stromfunktion 1p einer ebenen kompressibler. 
Stromung dar. Das zugehorige Potential ({I und die Ortskoordinaten x, Y 
ergeben sich aus G1. (173) und (171) mittels Quadraturen. 

Mit Co ~ 00 geht die kompressible Stromung in eine inkompressible 
und die Funktion Qv(w) in WV iiber. Infolgedessen lassen sieh die inkom­
pressiblen Stromungen folgendermaBen zu kompressiblen Stromungen 
verallgemeinerll : 

OC) 

Eine inkompressible Stromfunktion 1p(i) = .,2wV(aveosv{}+ bv sinv {}) 
V=p 

liefert eine zugeordnete kompressible Stromfunktion 1p(k), wenn man unter 
Beibehaltung der Koeffizienten av, bv die Potenzen w" dureh die in 
Gl. (196) definierten Funktionen Qv(w) ersetzt. Vorausgesetzt ist hierbei, 

. daB die so bestimmte Potellzreihe Gl. (194) fiir 1p(k) gleiehmaBig kon­
vergiert. 

Wahrend die Potenzentwieklungen von RAYLEIGH und JANZEN (vgl. 
S. 88) nur auf reine Untersehallstromungen fiihrten, kann man mit den 
hier besproehenen Potenzentwieklungen aueh Stromungen mit Dureh­
gang dureh die kritisehe Gesehwindigkeit erfassen. 

Beispiel: DoppelqueUe 1. 

Die inkompressible Doppelquelle ist bekanntlieh durch das komplexe 
Potential 

F(z) = ((I(i) + i 1p(i) = 2. 
z 

1 RINGLEB, F.: Z. angew. Math. Mech.20(1940). 



108 Nichtlinearisierte Stromung fiir allgemeine Randbedingungen. 

gegeben, das sich mit Hilfe der komplexen Geschwindigkeit 

'f} dF 1 
we-~ =-=--

dlz Z2 

umformen liiBt in 
i 

g;(i) + i"l,<i) = w%e -"2 (H:.:) • 

FUr die Stromfunktion der inkompressiblen Doppelquelle folgt hieram 

'IjJ(i) = -w% cos~ 
2 

Die entsprechende kompressible Stromung, die wir kurz als kompres, 
sible Doppelquell«;l bezeichnen wollen, ist nach der vorhergehenden Vor, 
schrift durch die .stromfunktion ' 

'IjJ(k) = _Q% cos : 

gekennzeichnet. Hierbei hat man nach Gl. (1 96}"mit v= Y2 bei Beschriin 
kung auf die drei erst en GIieder ._-

Q% ~ w% [I - ~ (~r + 0,00969 (~)l 
woraus sich nach (Gl. 171) die Ortskoordinaten in ,der Parameter 
darstellung 

_ + 1 eO[2(Q' + Q%). {} + 2 (-Q' Q%). 3{}] x- -- y, - SlD- - %-- SlD-
_ 2e • 2w 2 3 _ 2w 2,' 

1 eo [2 (Q' + Q%) {} 2 (-Q' Q% ') 3 {}j Y=--- tl -2 cos-+- tL -- cos-2 e _ 72 W 2 3 72 2 W 2 

ergeben. 
Ebenso wie die kompressible QueUe und der kompressible Wirbel (vgl 

S. 15) existiert auch die Doppelquelle nur auBerhalb einer Grenzlinie, il 
deren Inneres eine adiabatische Fortsetzung nicht mogIich ist. 

§ 18. Charakteristikenverfahren von PRANDTL und 
BUSEMANN fiir ebene tTherschaJIstromungen. 

1. Reziproke Beziehung zwischen MAcHschem Neb und Hauptnetz 
Die linearisierte Theorie der ebenen "Oberschallstromung (vgl. § 8) fuhr 
auf anschauliche Weise zur strengen Theorie, wenn man die Stromuni 
nicht im ganzen Bereich mit einer konstanten Grundstromung lineari 
siert, sondern fiir die Umgebung jedes Punktes eine "beriihrende", VOl 

Ort zu Ort veranderliche linearisierte Stromung benutzt. An Stelle de 
konstanten Grundgeschwindigkeitsvekto~s iV, der konstanten SchaU 
geschwindigkeit c und des konstanten MACHSchen Winkels ;X treten darn 
die ortlieh veranderliehen Werte w, c, ~ und an Stelle des geradlinigel 
MAcHschen Parallelogramm-Netzes ergibt sich das bereits S. 97 bespro 



Charakteristikenverfahren fiir ebene Uberschallstromungen. 109 

chene, im allgemeinen krummlinige MAcHsche Kurvennetz. Es liegt im 
Gegensatz zur linearisierten Theorie nicht von vornherein fest, sondern 
kann erst nach Ermittlung del' ortlichen Stromungsgeschwindigkeit 
bestimmt werden. 

Ebenso wie in der linearisierten Theorie (vgl. S.39) sind auch hier 
die MAcHschenLinien" Storungslinien" , langs denen sich kleine Storungen 
fortpflanzen (vgl. hierzu auch S. 114). Das Ein£luBgebiet einer Storullg 
wird wieder von den beiden yom Storungsort stromabwarts laufenden 
MAcHschen Linien begrenzt, die jetzt aber im allgemeinen nicht mehr 
wie in Abb. 22 geradlillig, sondern gekrummt sind. 

Bei Festhaltung an del' Fordel'ung einer punktweise umkehrbar ein­
dentigen Zuordnung zwischen Stromungsfeld (x, y-Ebene) und Geschwin­
digkeitsbild (u, v-Ebene) entspl'echen nach S. 97 den MAcHschen Kurven 
bzw. dem MAcHschen 
Netz die Hauptknr-
yen bzw. das Haupt­
netz des Geschwin­
digkeitsbildes. Die 
linearisierte Theol'ie 
(vgl. S. 36, Abb. 18), 
jeweils auf die Um­
gebung eines Punktes 
des Stromungsfeldes Abb.70. Abbildllng (IPI' ~IA.CHschcn Knrvcn auf die Hauptkurven. 

angewandt, liefert unmittelbar folgellden Satz (Abb. 70): 
Del' Geschwindigkeitsvektor IU andert sich langs einer MAcHschen 

Kurve del' einen Schar senkrecht zu den MAcHschen Kurven del' anderen 
Schar. Die Tangenten del' zugeol'dneten Hauptknrve des Geschwindig-

Abb.71. Reziproke Bczichung zwischen dem :l'IA.CHschen Netz und Hauptnetz. 

keitsbildes stehen also sellkrecht zu den Tangenten der MAcHschen 
Kurven der anderen Schar. 

Hieraus ergibt sich fUr das MAcHsche Netz und das Hauptnetz eine 
reziproke Beziehung (Abb. 71), die auch sonst bei Fragen der Differential­
geometrie und del' Mechallik eine R~lle spielt: 

Jeder Tangente des einen Netzes entspricht eine senkrechte Tangente 
des ,mderen Netzes. Die "Liingstangenten" einer Knrve des einen Netzes 
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stehen senkrecht zu den "Quertangenten" der zugehorigen Kurve des 
anderen Netzes. 

Wegen des Senkrechtstehens zu den MAcHSchen Richtungen kann 
man die Richtungen der Hauptkurven beiZugrundelegung der Adiabaten­
gleichung (8) der vollkommenen Gase mittels der Adiabatenellipse nach 
S.36 konstruieren. Bei Einstellung der AdiabateneHipse auf einen 
Punkt P' des "Oberschall-Ringbereichs ist die kIeine Ellipsenachse jeweils 
parallel zur Tangente einer der beiden durch P' hindurchgehenden Haupt: 
kurven. Die Hauptkurven sind demnach identisch mit den auf S. 58 
ermittelten Bildkurven der Stromlinien bei der Umstromung einer kon­
vexen Ecke, womit folgender Satz bewiesen ist (vgl. auch Gl. (182) auf 
S. 99): 

1m FaIle· der vollkommenen Gase sind die Hauptkurven kongruente 
EpizykIoiden, welche den Kreis W= wmax beriihren und auf dem Kreis 
w=c* Rlickkehrpunkte haben. 

Man beachte, daB das Hauptnetz ein fiir allemal fest vorliegt, wahrend 
das MAcHsche Netz erst nach Vorgabe von Randbedin~ngen bestimmt 
ist (vgl. S. 115). 

2. Haupttangentenkurven des Druekbergs. Die Hauptkurven des Ge­
schwindigkeitsbildes stehen in einer auch fiir beJiebige Adiabatenglei­
chungen (5) giiltigen ejnfachen differentialgeometrischen Beziehung zum 
"sattelf6rmigen" Teil des Druckbergs (vgl. Abb. 3) liber dem merschall­
Ringgebiet. 

In jedem Punkt einer "sattelformigen" Flache gibt es zwei die Flache 
durchsetzende sog. Haupttangenten. Sie sind identisch mit den Wende­
tangenten der Kurven, die aus der gegebenen Flache durch Ebenen aus­
geschnitten werden. Die Haupttangenten erzeugen auf der Flache ein 
zweifaches Richtungsfeld, dessen Integralkurven in der Differential­
geometrie unter der Bezeichnung als Haupttangentenkurven eine wichtige 
Rolle spielen. 

Wir betrachten nun einen Punkt P' einer Hauptkurve (vgl. Abb. 37 
rechts) und legen die u-Achse senkrecht zur Tangente t' von P'. Die 
,u-Achse bildet dann mit dem Radiusvektor ttl den MAcHschen Winkel <l 

und als Ordinate von P' hat man daher v = W sin <l = c. Die Lotebene 
u = const liber der Tangente t' schneidet den Druckberg gemaB Gl. (4*) 
nach der Kurve . 

11 

v2 = _,·d'P + const 
2 • (} , 

woraus analog zu Gl. (23) und (24) <l:urch zweimaliges Differenzieren 

~~= -e(l-~) 
folgt. Die Bedirigung v= c des Berlihrungspunktes P' ist also gleich-
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d2p 
bedeutend mit der Wendepunktbedingung dv2 = 0 der Schnittkurve 

p= p(v) und auf Grund der vorangestellten Definition der Haupttan­
gentenkurven hat man den Satz: 

950 

960 

97() 

f()UO -mTrtrt.l-l.U 

Abb.72. Charakteristikendiagramm fur Luft (k = 1,405) (nach PRANDTL und BUSEMANN). 

Die Haupttangentenkurven des sattelformigen Teiles des Druckbergs 
haben die Hauptkurven im Vberschall-Ringgebiet der Geschwindigkeits­
ebene zum GrundriB. 

3. Cbarakteristikendiagramm. Zur Darstellung des Hauptnetzes dient 
das sog. Charakteristikendiagramm1 (Abb. 72). Es besteht bei vollkom­
menen Gasen aus kongruenten und gespiegelten Epizykloidenbogen des 

1 PRA:NDTL, L. und A. BUSEMANN: STODOLA-Festschrift, Zurich 1929, S.499. 
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V'berschall-Ringgebiets, die durch. Drehung um Vielfache eines festm 
Winkels (z. B. 8=20 in Abb. 72) auseinander hervorgehen und gegen 
laufig bezif£ert sind. Die gezeichneten Epizykloiden erzeugen ein krumm 
liniges Vierecksnetz mit konzentrischen Kreisen und Radien als Dia 
gonalen. Den Kreisen sind konstante Ziffernsummen 8 der Epizy 
kl?iden und den Radien konstante Zifferndifferenzen d zugeordnet. 

Da langs der Kreise jeweils der Geschwindigkeitsbetrag w und de 
Druck p, langs der Radien dagegen die Geschwindigkeitsrichtung kOI1 
stant ist, lassen sich die Geschwindigkeitsbetrage und Drucke nach 
und die Richtungswinkel -& des Geschwindigkeitsvektors nach d eicher 

Wenn die Ziffern der Epizykloiden wie in Abb. 72 nach Drehwinkel 
von 20 fortschreiten und fiir w = c* die Zif£ernsumme 8 = 1000 gewahl 
wird, bestehen langs der Epizykloide 600 zwischen Ziffernsumme 
Zifferndifferenz d und dem Ablenkungswinkel -& in Graden (vgl. S.5 
Zahlenta£el 2) die Beziehungen 

d = -& + 200, 8 = 1000--&, 8min= 1000- -&max. 

Diese Ziffernsummen 8 sind in der ersten Spalte der Zahlentafel 2 eir 
getragen. 

DasCharakteristikendiagramm bildet zusammenmit dem StoBpolarer 
diagramm (Abb.50) das wesentliche Hilfsmittel fiir die im folgende 
hergeleitete Naherungskonstruktion ebener V'berschallstromungen b« 
vorgegebenen Randbedingungen. Da nach S. 71 (vgl. Abb. 48) die Stoi 

polare im Doppelpunkt den Radiusvektor unter dem Winkel ~ -

schneidet, beriihren sich dort die StoBpolare und die Hauptkurve. Ma 
kann Bogar noch weitergehend zeigen, daB auch in den Kriimmunge 
V'bereinstimmung besteht. Hieraus folgt das praktisch wichtige Ergebni 
daB der Ersatz der fiir unstetige Zustandsanderungen geltenden Stof 
polaren durch die beriihrenden, stetige Zustandsanderungen liefelllde 
Kurven des Charakteristikendiagramms in weiten Grenzen mit ausre 
chender Annaherung zulassig ist. 

Bei der Herstellung des Charakteristikendiagramms kann man d 
Epizykloiden entweder als Rollkurven konstruieren (vgl. S. 60) od« 
punktweise aus Zahlentafel 2 (vgl. S. 57) errnitteln, indem man zusan 
mengehorige Wertepaare der Polarkoordinaten M* und -& auftragt. 

4. Zusammenhang mit der Charakteristikentbeorie der byperboliscb~ 
Differentialgleicbungen. Die gewonnenen Ergebnisse sollen jetzt in Zl 
sammenhang gebracht werden mit der Charakteristikentheorie der hype 
bolischen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (vgl. S. 44 

a) Ebenso wie bei den Jinearen unterscheiden wir auch bei den nich 
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung dur( 
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ac - b2~0 den elliptischen und hyperbolischen Fall. Hierbei ist die 
Differentialgleiehung in der Form 

( a2f{ a2f{ a2q: art a'r 
Fax2 , ay2' ?Fiay' a:r' a~ll' cp, x, y) = 0 

vorausgesetzt und a, b, c durch 
aF aF 

a = a(~~)' 2 b = ~ (aa:t;) , 
definiert. Dann ist auch die strenge, nichtlineare Potentialgleichung (44) 
der ebenen Stromung im Unterschallbereieh elliptisch und im "Oberschall. 
bereich hyperbolisch wegen 

( 1_~)/I_CPt)_(CPxCPy)2 =1_w2 >0. 
c2 \ c2 , c2 c2 < 

b) Wenn wir auch die Definition der Charakteristiken auf nichtlineare 
Differentialgleichungen ubertragen, hat man im "Oberschallbereich wieder 
l'eelle Charakteristiken, die gemaB Gl. (95) durch 

( CP~)d 2 I (1 (P~)d 2+ ,)CPxf{Yd d 0 ]-- YT ~--- X _~~- X Y= 
c2 c2 c2 

, (197) 

gegeben sind. 
Dabei zeigt sich aber ein wesentlicher Unterschied gegenuber der 

linearisierten Theorie: Wahrend die Koeffizienten der Charakteristiken· 
gleichung bei Gl. (95) bekannte Ortsfunktionen bzw. bei Gl. (95*) sogar 
Konstante sind, hangen sie bei Gl. (197) nieht nur von den Ortskoor­
dinaten x, y, sondern aueh von dem gesuehten Potential abo Die Chao 
rakteristiken lassen sieh daher in der strengen Theorie nicht von vorn­
herein, sondern erst nach Ermittlung des Potentials aus den vorgesehrie­
benen Randbedingungen angeben. 

Die Charakteristiken, Gl. (197), sind identiseh mit den MAcHschen 
Kurven. Dies folgt unmittelbar aus dem entsprechenden Satz der lineari­
sierten 'l'heorie, wenn man nach S.108 die von Punkt zu Punkt verander­
Iiehe "berUhrende" linearisierte Stromung betraehtet. 

Die Charakteristiken der Stromfunktionsgleichung (47) sind durch 

[1-- (:~)2 1f!] dy2+ [1-- (:~)21f~] d x2 - 2 (:~)2 tpx1fy dxdy= 0 
gegeben und infolge von Gl. (45) mit den Charakteristiken, Gl. (197), der 
Potentialgleichung (44) identisch. 

Die durch AnW'endung der MOLENBROEK-Transformation bzw. 
LEGENDRE-Transformation gewonnenen Differentialgleichungen (174), 
(175) bzw. (179), (181) des Potentials und der Stromfunktion liefern alII' 
dieselben Charakteristikengleichung 

v2 ' u2 Ut· 
11- -) dv2 -l- (1-~- )du2 ---2-dudv= 0 I, c2 , C 2 c2 (198) 

Sauer, Gasdynamik. 8 
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in kartesischen Geschwindigkeitskoordinaten tt, v bzw. 
2 ' 

(~2 -1) dw2- w2df}2 ,= 0 (198* 

in polaren Geschwindigkeitskoordinaten w, f). 
Durch Vergleich von Gl. (198*) mit (182) erkennt man, daB die durc] 

Gl. (198) bzw. (198*) definierten Charakteristiken identisch sind mit del 
Hauptkurven des Geschwindigkeitsbildes, denen im Stromungsfeld di, 
MAOHschen Kurven entsprechen. Dasselbe folgt auch unmittelbar au 
der Reziprozitatsbeziehung des MAcHschen Netzes und des Hauptnetze 
(vgl. S. 109), da die Bedingung 

dv dx 
du= -dy 

fur das Senkrechtstehen reziproker Linienelemente sofort Gl. (197) h 
(198) transformiE'rt. 

c) Existenzsatz. Da die transformierten Differentialgleichungen (174) 
(175) fiir rp,'IjJ bzw. (179), (181) fiir 4),Plinear sind, laBt sich auf sie del 
Existe~zsatz c) von S. 45 (vgl. Abb. 26) anwenden. Hiernach ist, wem 
wir etwa von Gl. (174) ausgehen, das Potential rp(w,fJ.) in einem Vierecl 
des Hauptnetzes des Geschwindigkeitsbildes bestimmt, falls rp samt del 
ersten Ableitungen langs einer Diagonalkurve k' dieses Vierecks vor 
gegeben wird. Mit Hilfe von Gl. (173) und (171) laBt sich hierau: 
x= x (w,f}), y= y(w,f}) in dem zugeordneten l\fAOHschen Viereck del 
Stromungsfeldes durch Quadraturen finden. Wir setzen hierbei voraus 
daB das MAcHSche Viereck nicht von der Grenzlinie (vgl. S. 97) durch 
setzt wird. 

Der Diagonalkurve k' des Hauptnetzvierecks entspricht eine Diagonal 
kurve k des zugeordneten MACHSchen Vierecks. Wenn die Geschwindig, 
keitsverteilung langs k vorgegeben wird, ist dadurch auch die Kurve k 
sowie bis auf eine unwesentliche additive Konstante das Potentiallangs k 
als Funktion von w, f} samt den ersten Ableitungen bekannt. Der Exi, 
stenzsatz liefert somit folgendes der linearisierten Theorie analog~ 
Ergebnis: 

Wenn langs eines nicht mit einer MACHSchen Linie zusammenfallender, 
Kurvenstiicks A B die Geschwindigkeitsvektoren \tJ vorgegeben sind: 
dann ist It! in dem ganzen, hn allgemeinen krummlinigen MAcHSchen 
Viereck iiber der Diagonale AB festgelegt, vorausgesetzt daB das Viereck 
nicht von der Grenzlinie der adiabatischen 'Oberschallstromung durch· 
sehnitten wird. 

Auf S. 116 werden wir den Existenzsatz noeh durch eineNaherungs­
konstruktion anschaulich-geometrisch plausibel maehen. 

d) Aus dem Existenzsatz folgt ebenso wie S. 46 der strenge Nachweis 
fur die Fortpflanzung kleiner Storungen langs der MAcHschen Linien. 
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o. NItherungskonstruktion ebener Stromungsfelder zu vorgegebenen 
Anfangsbedingungen. Der Grundgedanke der Konstruktion ist folgender: 
Das Hauptnetz des Geschwindigkeitsbildes liegt ein fiir allemal fest. Das 
zugeordnete MACHsche Netz des Stromungsfeldes wird auf Grund der 
S. 109 erlauterten reziproken Beziehung, ausgehend von den gegebenen 
Anfangsbedingungen, konstruiert. Dureh das MACHsche Netz ist dann 
der ortliche Geschwindig­
keitsvektor und somit die 
gesuchte Stromung voII­
standig bestimmt. 

----J~' u----

~~~ ~~t~~ 
Q=w 
I I ~ I 

I- I : ~ 
I I I I 

~ 
Fiir die Durchfiihrung 

der Konstruktion ersetzen 
wir dasMACHsche Netz und 
das zugeordnete Hauptnetz 
durch Streckenzugnetze mit Abb.73. Reziproke Streckenzugnetze. 

folgender reziproker Beziehung (Abb. 73): 
Jedem Streckenzug des einen Netzes entspricht eine zu ihm strecken­

weise senkrechte Querseitenfolge des anderen Netzes und jedem Viereck 
ein zu ihm seitenweise senkrechtes Vierkreuz. Durch Drehung des einen 
der beiden Netze urn 900 entsteht. die bekannte reziproke Beziehung der 

A 
10.________-' . ...... 1 

8 

'-. 

6 

7 

'. 3 '\ , 
,y 
~B 10 

.\bb.74. Kon,truktion reziproker Netze aus gegebenen Anfangsbedingungen. 

graphischen Statik zwiscben Krafteplan und Lageplan eines obenen 
Facbwerks. 

Wie auf S. 114 soIl nun als Anfangsbedingung die VerteiIung der Ge­
scbwindigkeit langs einer von einer MAcHschen Linie verscbiedenen 
Kurve AB des Stromungsfeldes vorgegeben sein. Die nach dem Existenz­
satz im MAcHschen Viereck iiber der Diagonale AB festgelegte Stromung 
kann dann durch folgende Naherungskonstruktion ermittelt werden 
(Abb. 74): 

a) Die Kurve AB wird durcb einen ~treckenzug und die kontinuier­
liche Gescbwindigkeitsverteilung langs A B durch eine diskontinuierliche, 
streckenweise konstante Verteilung ersetzt, d. h. jeder Strecke des 
StreckenZllgsA Bwird ein gewisser Geschwindigkeitsvektor \1J zugeordnet. 

8* 
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b) Die langs des Streckenzugs A B vorgegebenen Vektoren Itl werden 
ins Geschwindigkeitsbild 'libertragen, wodurch sich ein Streckenzug A' B' 
ergibt (Punkte 1-4 in Abb. 74;). 

c) Die von den Punkten des Streckenzugs A' B' des Geschwindigkeits. 
bildes ausgehenden Hauptkurven (Epizykloiden) bilden ein krummlinige~ 
Vierecksnetz iiber dem Streckenzug A I B' als Diagonale und mit dell 
Schnittpunkten der Epizykloiden als Knotenpunkten (Punkte 1-10 ill 
Abb.74). 

d) Das von Epizykloidenbogen erzeugte krummlinige Vierecksnet2 
wird durch das Streckenzugnetz der Sehnen ersetzt. 

e) Zu dem in d) genannten Sehnennetz laBt sich in eindeutiger Weise: 
iiber dem vorgegebenen Streckenzug A B des Stromungsfeldes als Dia· 
gonale schrittweise Masche fiir Mascheein senkl-echtes reziprokes Strek 
kenzugnetz konstruieren (Maschen 1-10 in Abb. 74). 

Die so konstruierten, im Sinne von Abb. 73 reziproken Streckenzug. 
netze stellen als Ersatz des MAcHschen Netzes und Hauptnetzes diE 
gesuchte Stromung naherungsweise dar. Jeder Masche des MAcHscher 
Streckenzugnetzes ist ein Knotenpunkt des reziproken Netzes des Ge 
schwindigkeitsbildes und demgemaB ei~ konstanter Geschwindigkeits 
vektor \t1 zugeordnet. Der Grenziibergang mit kleiner und kleiner wer 
denden Maschenseiten fiihrt zu einer anschaulich-geometrischen Er 
lauterung des auf S. 114 bewiesenen Existenzsatzes. 

Die Naherungskonstruktion laBt sich sinngemaB auch an andere Rand 
bedingungen anschlieBen, wie die Beispiele aufS.117-121 zeigen werden 

Wichtig fiir die praktische Durchfiihrung ist folgende Schematisie 
rung der Konstruktion: 

Urn das Hauptnetz im Geschwindigkeitsbild nicht jedesmal nel 
zeichnen zu miissen, benutzt man das ein fiir allemal vorliegende Cha 
rakteristikendiagramm (vgl. Abb. 72), indem man den MaBstab durc) 
Wahl von c* als Einheit, d. h. durch Messung der Geschwindigkeitel 
inM*, normiert und die Randbedingungen in Aripassung an die Maschen 
weite des Charakteristikendiagramms approximiert: 

a), b), c) Die Randwerte \t1 werden durch die Radienvektoren de 
nachstgelegenen Knotenpunkte im Charakteristikendiagramm ersetz1 
Es treten dann auch im ganzen weiteren Konstruktionsgang nur Knoten 
punkte und Epizykloiden auf, die im Charakteristikendiagramm g€ 
zeichnet vorliegen. 

d), e) Bei der Konstr~tion des reziproken Netzes im Stromungsfell 

kann man, statt Lote zu den kurzen Epizykloidensehnen zu errichter 
zur Erzielung einer groBeren Genauigkeit die Adiabatenellipse benutze 
(vgl. S. 110): BeiEinstellung auf denMittelpunkt einer Maschenseite d{ 
Charakteristikendiagramms ist die kleine Ellipsenachse angenahert ~ 
raHel zu dieser Seite und die reziprok entsprechende Strecke des MAC! 
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schen Streckenzugnetzes kann daher parallel zur groBen Ellipsenachse 
angenommen werden. 

Die tJbersicht wird erleichtert, welID man die Maschen des MACH­
schen Streckenzugrietzes mit den beiden Ziffern der im zugeordneten 
Punkt des Charakteristikendiagramms sich schneidenden Epizykloiden 
versieht (Abb.75). Nachbarmaschen, welche Nachbarknotenpunkten 

/r-;;---;r- __ 
1- ___ ,195 // 

- 575->.. 
/ 585 -;<. _ 385 -

,;<.395/ - .,// ........... . ......,../' ..... 
(/595'';></ 585 -X 575 -> 
,395,/" 385 ....-"'..... .97.'i ..... 
'( 595', ........ ..... ................. .,/// 

,38S _ x-::. 585 ~ 'Y 

'--;:- 595" 375 __ 

\\ n, "~~ 
'-----

Abb.75. Bezifferung der Nctzmaschen, 

des Charakteristikendiagramms entsprechen, haben dann eine del' beiden 
Ziffern gemeinsam. Wenn in Stromungsrichtung die gemeinsame Ziffer 
wiichst (bzw. fallt), handelt es sich urn eine Verdichtungslinie (bzw. Ver­
dunnungslinie). Die Verdichtungslinien sollen wie fruher durchgezogen, 
die VerdiinnungRlinien gestrichelt werden. 

6. Beispiele. a) Stromung liings einer festen Wand. Die in § 10 durch 
Grenzubergang aus der linearisierten Theorie entwickelte Uberschall­
,;:t.romung an einer Ecke laBt sich auf eine einseitig durch eine beliebige 
krummlinige Wand begrenzte t1berschallstromung verallgemeinem. Die 

580 
1/00 //580 --___ _____ 360 

Abb.76. (Jberschallstriimung Iangs einer festen Wand . 

.\IAcHschen Linien bleiben dabei geradlinig, gehen abel' nicht mehr von 
dem festenEckpunkt E (vgl. Abb. 34), somlern jeweils von den verander­
lichen Punkten der Wand aus (Abb. 16). Sie divergieren bei Verdunnung 
nnd konvergieren bei Verdichtung. 1m Gegensatz zur Umstromung del' 
Ecke sind hier auch stetige Verdichtungen moglich, niimlich in del' Urn-
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gebung der Wand bis an die von den Verdichtungslinien umhiillte 
Grenzlinie. 

Die Stromlinien sind "Parallelkurven" bezuglich der MAoHSchen 
Linien, jedoch nicht mehr ahnliche Kurven wie beider'Eckenumstromung 
(vgl. Abb. 34) oder parallele kongruente Kurven wie bei der linearisierten 
Naherung (vgl. Abb. 24 und Abb. 15 rechts). Sie haben aIle dieselbe 

d=180 
z,'///If/l/l/////f%(//I/f///////4 

/ " 
,/ "-

~ 
1/00/ 390 ,,570 
,/ 390 

o -==----
Abb.77. Reflexion einer lIUCHschen Linie an einer Wand. 

Epizykloide als gemeinsames Geschwindigkeitsbild. In diese Epizykloide 
entartet das sonst flachenhafteHauptnetz und dlts auf S.1l5 entwickelte 
allgemeine Naherungsverfahren spezialisiert sich gema.B Abb. 76; bei 
Einschrumpfen der Wand auf einem festen Eckpunkt E ergibt sich im 
wesentlichen die auf S. 61 beschriebene Konstruktion. Die zweite Schar 
der MAoHSchen Linien geht weder bei der Wand- noch bei der Ecken-

Abb.78. Ebene tl"berschall·Quellstromung zwischen zwei Wanden. 

stromung in die Konstruktion ein, da der Geschwindigkeitsvektor langs 
der MAcHSchen Linien der ersten Schar konstant ist. 

b) Striimung zwischen zwei jesten Wanden. Wir wenden uns jetzt 
zur strengen zweidimensionalen Behandlung der ebenen "Oberscball. 
stromung durch Diisen und erganzen dadurch die vorlaufigen eindimen­
sionalen Betrachtllngen von S. 12 und 13. 
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Als Randbedingungen haben wir die als bekannt angenommene Ge­
schwindigkeitsverteilung langs eines Anfangsquerschnitts und die Rich­
tungen der Geschwindigkeit langs der Diisenwande, die durch die im 
Charakteristikendiagramm vorkommenden nachstgelegenen diskreten 
Richtungen angenahert werden. 

Eine MAcHsche Linie, die eine gerade Stelle der Wand trifft, wird so 
reflektiert, daB der Geschwindigkeitsvektor ttl nach Uberschreiten der 
reflektierten MAcHschen Linie wieder mit der Wandrichtung iiberein­
stimmt (Abb. 11). Die Zifferndifferenz d bleibt hierbei konstant. Wie 
man sich mit Hilfe von Abb. 71 klarmachen kann, wird eine Verdichtungs­
linie wieder als Verdichtungslinie und eine Verdiinnungslinie alB Ver­
diinnungslinie reflektiert. 

Abb.79. n,allmliche O"berschall- Qnellstromung in einem konischen Rohr. 

Abb.78 zeigt eine nach der Naherungskonstiuktion von S. 115 er­
mittelte Quellstromung zwischen geradlinigen divergierenden Wanden. 
Da die Quellstromung streng berechnet werden kann (vgl. S. 15), eignet 
sich dieses Beispiel zur Feststellung der sehr hohen Genauigkeit des 
Naherungsverfahrens. In Abb. 79 ist vergleichsweise die nach S. 15 
berechnete raumliche Quellstromung in einem divergierenden konischen 
Rohr dargestellt; die Geschwindigkeitszunahme erfolgt hier naturgemaB 
erheblich schneller als im ebenen Fall. Mit Hilfe der am Rand ange­
gebenen Druckzahlen kann man die Geschwindigkeitszunahme in beiden 
Diisen vergleichen. 

c) Erganzung einer Duse auf pamlleles Ausstromen. Wenn eine 
yIAcHsche Linie die Wand nicht an einer glatten Stelle, sondern an einem 
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Knick trifft, wird sie wieder nach Abb. 17 so reflektiert, daB der Ge 
schwindigkeitsvektor \tJ nach Uberschreiten der reflektierten Linie paralle 
zur Wand ist. Falls nun im besonderen der Knick so bemessen ist 
daB \tJ schon nach Uberschreiten der einfallenden MAcHschen Linie di, 
Wandrichtung annimmt, wird der reflektierte Strahl ausgelOscht. Durcl 

Abb.80. Erganzung einer ebenen DiiBe auf paralleles Ausstromen. 

wiederholtes Anbringen derartiger Knicke kann man nacheinander alII 
MAcHschen Linien beseitigen und erhiilt dadurch eine auf paralleles Aus 
stromen korrigierte Duse. 

Ein Beispiel ist in Abb. 80 dargestellt; als Ausgangsstromung WUrdi 

hierbei die ebene Uberschall- Quellstromung von Abb. 78 zugrunde gelegt 
Das Verfahren wird gewohnlich in der Weise angewandt, daB mal 

aus einer Schlierenaufnahme der zu korrigierenden Duse die Verdunnungs 
linien empirisch entnimmt und hierauf entweder, wie oben angegeben 
die Konstruktion rein zeichnerisch durchfUhrt oder an Stelle der schritt 
weisen zeichnerischen Richtungsbestimmungen der korrigierten Wall( 
die Zahlentafel 2 fUr den Zusammenhang zwischen dem MACHSchel 
Winkel a und dem Stromlinienwinkel {} benutzt. 

d) AU88tromen gegen Unterdruck. An Stelle der Stromung zwischel 
£esten Wanden soU jetzt die Stromung im £reien Strahl untersuch' 
werden. Wir setzen hierbei voraus, daB der AuBendruck kleiner ist ali 
der Druck des ausstromenden Gases; uber den komplizierteren Fall de: 
Ausstromens gegen Uberdruck, wobei VerdichtungsstoBe an der Dusen 
mundung auftreten, vgl. S. 127, Beispiel c. 

Als Randbedingungen haben wir die als bekannt vorausgesetzte Ge 
schwindigkeitsverteilung im Ausgangsquerschnitt und den durch del 
AuBendruck bestimmten konstanten Geschwindigkeitsbetrag an de 
£reien Oberflache; er wird durch den im Charakteristikendiagramn 
Dachstgelegenen Kreis 8 =const angenahert. 

Eine MACHsche Linie, die eine freie Strahlgrenze trifft, wird se 
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reflektiert, daB der Geschwindigkeitsvektor Itl nach tJberschreiten der 
reflektierten )'1AcHschen Linie wieder den urspriinglichen absoluten Be­
trag el'hiilt (Abb. 81). Die Ziffernsumme 8 bleibt hierbei konstant. Wie 
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A1J1J.81. Reflexioll ci]ll'r ~IAcHSehen Unie all ciner frciell Strahlgrcn7.l'. 

man sich aus Abb. 81 klarmachen kann, wird eine Verdiinnungslinie als 
Verdichtungslinie reflektiert und umgekehrt. 

Abb. 82 zeigt eine nach S. 115 konstruierte Ausstromung eines Parallel­
"trahls gegen Unterdruck. Von den Ecken der Miindung gehen so viele 
Verdiinnnngslinien am, wie der Ubergang zu dem vorgegebenen enter-

9911 
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Abu.82. Austritt dnes Parallelstrahls aus einer cbenen DiiS{' gegru Vntenlruek 
(naeh A. BUSEMANN). 

(lrnck all der freien Oberflache erfordert. Das Stromungsbild wiederholt 
~ich periodisch. 

Bei hinreichend starkem Unterdruck iiberschneiden sich die an der 
Strahlgrenze reflektierten l\1AcHschen Linien VOl' dem Erreichen der 
Symmetrieachse und erzeugen dadurch eine Grenzlinie der adiabatischen 
Stromung (vgl. S. 97); infolgedessen treten in diesem Fane Verdichtungs­
"ViBe anf. 

§ 19. Ebene Uberschallstromungen mit Verdichtungssto./len. 
1. Erganzung des Charakteristikenverfahrens durch Hinzunahme des 

stoBpolarendiagramms. Die Untersuchungen in § 18 bezogen sich aus­
,.;chlieBlich auf ::;tetige adiabatische Zustandsanderungen: sie sollen hier 
auf Stromungen mit VerdichtungsstoBen verallgemeinert werden, wie sie 
bei _~blenkungen an konkaven Ecken sowie in del' Umgebung der Grenz­
linien der adiabatischen Stroml1ng entstehen). 
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Wahrend bei dem in § 11 betrachteten einfachsten Fall die unstetige 
Verdichtung langs einer geradlinigen StoBlinie mit konstantem Sprung 
der Geschwindigkeit, Dichte, Entropie usw. eintritt, hat man im allge­
meinen Fall mit einer gekriimmten StoBlinie zu rechnen. Fiir jedes 
Linienelement dieser StoBlinie sind dann die in §§ 11---J3 entwickelten 
StoBgesetze anzuwenden, wobei sich StoB- und Ablenkungswinkel und 
demzufolge auch der Geschwindigkeits-, Dichte-, Entropiesprung usw: 
von Ort zu Ort andern. Hieraus wird sich die Tatsache ergeben, daB 
eine Potentialstromung an einer gekriimmten StoBlinie notwendig in eine 
nicht mehr wirbelfreie Stromung iibergeht (vgl. S.125); praktisch werden 
wir allerdings in vielen Fallen die Stromung auch hinter der StoBlinie 
mit ausreichender Genauigkeit als Potentialstromung behandeln konnen. 

Urn dem Charakteristikenverfahren von PRANDTL und BUSEMANN 

(vgl. § 18) trberschallstromungen mit VerdichtungsstoBen zuganglich zu 
machen, muB zum Charakteristikendiagramm das im gleichen Geschwin: 

digkeitsmaBstab gezeichnete StoB­
polarendiagramm (vgl. S.72 und 77) 

" __ P... hinzugenommen werden: 
----, p_ - - - Po Das StoBpolarendiagramm liefert 

(Abb. 83) entweder 

--
~ 

til , {}, PH 
Po 

A 

oder 
Abb.83. Erlii.uterung zur Anwendung des 

StoBpolarendiagramms. ~ Po 
\1.1,0',-
. Pi! 

zu vorgegebenen 

zu vorgegebenen 

\1.1, a 

ttl,f}, 

Aus dem Charakteristikendiagramm erhalt man zum Endpunkt Pvon ttl 
die Ziffernsumme 8, zu der man aus Zahlentafel 2 (vgl. S. 57) das Druck· 
verhaltnis p/Po entnimmt. Um den Druck p hinter dem StbB durch den 
Ruhedruck Po vor dem StoB auszudriicken, bildet man 

" A A 

P_P.po 
--;;:.,- -, 
Po po Po 

wobei sich das Ruhedruckverhaltnis Po/Po mit Hilfe der im StoBpolaren. 
diagramm gestrichelten Linien ergibt. 

In einem verhaltnismaBig groBen Gebiet des StoBpolarendiagramm~ 
"-

kann mit ausreichender Genauigkeit ~ = 1 gesetzt werden (vgl. S. 78); 
Po 

nach Gl. (145) hat man dann keine merkliche Entropiezunahme, 
also praktisch eine adiabatische Zustandsanderung. AuBerdem sei daran 
erinnert, daB wegen der trbereinstimmung in Tangente und Kriimmung 
(vgl. S. 112) die StoBpolaren bei schwachenStoBen durch dieKurven deE 
Charakteristikendiagramms ersetzt werden konnen. 
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2. Zusammentreffen von Sto6· 
linien und MAcHschen Linien. Die 
Anwendung des durch Hinzuna.hme 
des StoBpolarendiagramms erganz­
ten Charakteristikenverfahrens be­
ruht auf del' Losung del' im folgen. 
den zusammengestellten Grund­
aufgaben fur die Re£lexion, das 
Durchkreuzen und Einholen von 
StoBlinien (Abb. 84). 

In Abb. 84 ist jeweils oben da.s 
Str6mungsfeld und darunter das 
Geschwindigkeitsbild dargestellt.. 
Die StoBlinien und zugeordneten 
StoBpolaren sind stark ausgezogEm, 
die MAcHschen Verdiinnungslinien 
und die entsprechenden Haupt­
kurven dunn gestrichelt, die 
"Wirbelschichten", an denen Str6-
mungen mit verschiedenem Ge­
schwindigkeitsbetrag aneinander 
vorbeigleiten, durch Doppellinien 
angedeutet. 

Wir behandeln nun die einzel­
nen Grundaufgaben 1 : 

a) Reflexion einer StofJlinie an 
einer Wand. Gegeben sind mit der 
einfallenden StoBlinie die Strij­
mungen 1, 2, denen im Geschwin­
digkeitbild die gleichbeziffertell 
Punkte 1, 2 entsprechen; Punkt 2 
liegt auf ~er StoBpolaren des Punk­
tes 1. Vom Punkt 2 aus geht man 
auf der StoBpolaren dieses Punktes 
weiter bis zum Schnittpunkt 3 mit 
dem Strahl 01; durch 3 ist der re­
flektierte VerdichtungsstoB fest­
gelegt. 

Wenn die gegebene StoBlinie 
zu steil eil1fallt, existiert keil1 re­
eller Schnittpllnkt 3, die verlangte 

1 Vgl. PREISWERK, F..: Diss. Techn. 
Hochsch. Ziirirh 1938. 

.., \ 
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Grenzpedingung ist dann nicht erfullbar. Bei schwachen Verdichtungs. 
stoBen kann man die StoBpolaren durch Hauptkurven ersetzen und 
Abb. 84a spezialisiert sich zu Abb. 77. 

b) Reflexion einer StofJlinie an einer freien Strahlgrenze. Gegeben sind 
wie bei a) die Stromungen bzw. Punkte 1, 2. Der einfallende Verdich· 
tungsstoB wird als stetige Verdunnung reflektiert, der im Geschwindig­
keitsbild die vom Punkt 2 ausgehende Hauptkurve entspricht. Del 
Endpunkt 3liegt auf dem Kreis, dessen Radius 03= w durch den vor­
gegebenen AuBend;ruck bestimmt ist. 

Bei schwachen VerdichtungsstoBen spezialisiert sich Abb. 84b 'zu 
Abb.81. ' 

c) Durchkreuzen zweier StofJlinien. Gegeben sind mit den beiden 
ankommenden StoBlinien die Stromungen 1, 2, 3 und die entsprechenden 
gleichbezifferten Punkte im Geschwindigkeitsbild; die Punkte 2 und 3 
liegen auf der StoBpolaren des Punktes 1. Die Konstruktion erfolgt 
mittels der vom Punkt 2 bzw. 3 ausgehenden StoBpolaren 24 bzw. 35. 
Die Endpunkte 4,5 mussen auf demselben Strahl durch 0 liegen und 
denselben Drurk liefern. Den Punkten 4, 5 entsprechen dann zwei Stro· 
mungen gleichen Drucks und gleicher Geschwindigkeitsrichtung, die HingE 
der in Abb. 84c durch eine Doppellinie dargestellten Wirbelschicht mit 
einem Sprung im Geschwindigkeitsbetrag aneinander vorbeigleiten. 

Bei Symmetrie gegenuber 01 werden die Stronlungen 4 und 5 mit· 
einander identisch und die Wirbelschicht verschwindet. 

Wenn eine der beiden einfallenden StoBlinien in eine MAcHsche Linie 
entartet, gilt dasselbe auch fUr eine der beiden StoBlinien nach del 
Durchkreuzung; die zugeordneten StoBpolaren spezialisieren sich dabej 
zu Hauptkurven. 

d) Einholen zweier StofJlinien. Gegeben sind mit den beiden an­
kommenden StoBlinien die' Stromungen bzw. Punkte 1,2,3; Punkt 2 
liegt auf der StoBpolaren von 1, Punkt 3 auf der StoBpolaren von 2. Dit: 
Konstruktion erfolgt mittels der StoBpolaren bzw. Hauptkurve 34 und 
der Fortsetzung cler von 1 ausgehenden StoBpolaren uber Punkt 2 hinam 
bis zu Punkt 5. Die End.punkte 4,5 mussen wie bei c) auf demselben 
Strahl durch 0 liegen und denselben Druck Hefern; die zugeordneten 
Stromungen gleiten wieder langs einer Wirbelschicht aneinander voruber. 

Wie bei c) kann eine der beiden ankommenden StoBlinien zu eineI 
NlAcHschen Linie und die entsprechende StoBpolare zu einer Hauptkurv€ 
entarten. 

Von grundsatzlicher Wichtigkeit ist die durch Unstetigkeit des Ge­
scllwindigkeitsbetrags hervorgerufene Wirbelschicht, die nach c) und d; 
beim Zusammentreffen von StoBlinien miteinander oder von StoBlinieI' 
und MACHschen Linien ausgelOst wird. Da eine stetig gekrummte StoB· 
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linie sich unrcll Grenziibergang aus clem wiederllolten Zusammentrefien 
von StoBlinien mit MAcHschen Linien ergibt (vgl. Abb. 86), so erMlt 
man dnrch fortgesetzte Anwendung der Konstrnktion d) immer neue 
Wirbelschichten, die schlieBlich beim Grenziibergang das ganze Stro­
mungsfeld stromabwarts del' StoBlinie erfiillen. Hierans folgt del' bereits 
anf S. 122 angekiindigte Satz: 

Eine Potentialstr6mung geht an einer gekriimmten Stof3linie in eine von 
Wirbelschichten durchzogene, also nicht mehr wirbeljreie Stromung iiber. 

In § 20 werden wir dies en Sntz streng beweisen und daR Wirbelfeld 
naher untersuchell. 

Del' Geschwindigkeitssprung an del' Wil'belschicht wird bei c) lind d) 
sehr gering, wenn die eine der beiden ankommenden StoBlinien sich zu 

Abb.8;;. Uuersdmlbtriimullg mil eill geradlilliges Profil (llarh A. BUSE}IA:'I:'I). 

einer l\fAcHschen Linie spezialisiert. Infolgedessen werden wir beim Zu­
sammentreffen einer StoBlinie und einer MAcHschen Linie die Wirbel­
schicht in den folgenden Beispielen vernachlassigen. AuBerdem ist bei d), 
wenn eine del' beiden allkommenden StoJ3linien zu einer MACHschen Linie 
entartet, del' Geschwindigkeitsunterschied in den Stromungen 3 und 4 
so gering, daB wir auch die MAcHsche Linie zwischen den Gebieten 3 und 4 
vernachliissigen konnen, so daB schlieBlich die drei Stromungen 3, 4 und [) 
in eine einzige verschmelzen. 

3. Beispiele. a) Oberschallstr6mung um ein geradliniges Projil. AI" 
l~andbedingungen hat man stromaufwarts die vorgegebene Grundstro-

mung, der im Oharakteristikendiagramm der Punkt (~~;) entsprechen 

mage, ferner langs des Profils die Geschwindigkeitsrichtung und strom­
abwarts cbenfalls die Geschwindigkeitsrichtung, die naturgemaB parallel 
zur Grundstromung angenommen wird (Abb. 85). 

Auf del' Oberseite des Profils ergibt sich vorne eine stetige Verdiinllung 

von (~~~l auf (~~r) mittels Oharakteristikendiagramm und hinten eill 
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VerdichtungsstoB von (~~r) auf (~~~'~) mit Po = 0,970 mittels StoBpo· 
" Po 

larendiagramm. Auf der Unterseite kommt vorne ein Verdichtungssto£ 

von (~~~) auf (~~~:~) mit :: = 0,97? und hinten eine stetige Verdun· 

nung von (505,2) auf (593,2). 
393,2 \393,2, 

Hinter dem Profil folgt hieraus fUr den Geschwindigkeitsbetrag obel] 
8 = 986,6 und unten 8 = 986,4, d. h. von der Hinterkante geht strom­
abW'arts eine Wirbelschicht aus. Der Druck zu beiden Seiten der Wirbel-

/ 

/" 

• 

/ 
/ 

4~098 
Po ' 

/ 
/ 

_\bb.86. V"berschallstriimung urn ein llicht geradJiniges Profil (nach A. BUSE1L\.NN). 

schicht kann mit ausreichender Genauigkeit als gleich betrachtet werden. 
Auf der oberen Seite hat man namlich nach Zahlentafel 2 zn '8 = 986,6 

das Druckverhiiltnis .~ = 0,252, also 
Po 

p = p . Po = ° 252 . ° 970 = ° 244 
Po Po Po ' , " 

wiihrend auf der unteren Seite zus = 986,4 das Druckverhiiltllis! =0,250, 
1)0 

also 

folgt. 

p = ! . Po = 0,250 . 0,972 = 0,243 = i 
Po Po Po Po 
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b) UberschallstriYmung um ein nicht gemdliniges Profil. Wir wenden 
uns jetzt zur strengen Behandlung der auf S. 40 in linearisierter Naherung 
besprochenen Uberschallstromung um ein nicht geradliniges Pro£il 
(Abb.86). 

Die Randbedingungen sind dieselben wie bei a). Auf der Ober- und 
auf der Unterseite des Profils hat man zunachst vorne einen mittels StoB­
polarendiagramm zu konstruierenden VerdichtungsstoB, dann langs des 
Profils stetige Verdunnungen, die sich wie bei der Stromung langs einer 
festen Wand ergeben (vgl. Abb. 76), und schlieBlich hinten nochmals 
einen VerdichtungsstoB, der wie bei a) ein zur Grundstromung paralleles 
Abstromen bewirkt. 

Die geradlinigen Verdunnungslinien treffen auf die von der Vorder­
kante und Hinterkante des Profils ausgehenden StoBlinien. Hierbei ist 
jedesmal die Grundkonstruktion d) von S. 124 mit den auf S. 125 an­
~ege benen Vernachlassigungen d urchzufiihren. 

992 992 992 

Abb.87. Austritt eines Par"llelstrahls aus cil1erebenen Diise gegel1 Uberdruck (nach A. BUSEMANN). 

Beim Grenzubergang zum stetig gekrummten Profil werden auch die 
vorderen und hinteren StoBlinien ("Kopfwelle" und "Schwanzwelle") 
stetig gekrummte Kurven und an Stelle der Potentialstromung treten 
hinter den StoBlinien wirbelige Stromungen, deren Wirbelstarke alIer­
dings in dem vorliegenden Beispiel vernachlassigbar klein ist. 

c) Ausstromen gegen Uberdruck. Die Randbedingungen sind dieselben 
\Vie im Beispiel d) von S. 121 mit dem Unterschied, daB jetzt der AuBen­
druck groBer ist als der Druck des ausstromenden Gases (Abb. 87). 

Von den Ecken der Dusenmundung gehen VerdichtungsstoBe aus, die 
sich nach Grundaufgabe c) von S.124 durchkreuzen und nach Grundauf­
gabe b) an den freien Strahlgrenzen als stetige Verdunnungen reflektiert 
werden. Der weitere Verlauf ist dann derselbe wie beim Austritt eines 
Parallelstrahls gegen Unterdruck (vgl. Abb. 82). 

Bei dem in Abb. 87 dargestellten Beispiel ist die Ruhedruckanderung 
hei den von del' Dusenmundung ausgehenden VerdichtungsstoBen ver­
nachlassigt. Wegen del' Symmetrie zur Dusenachse tritt beim Durch­
kreuzen del' StoBlinien keine Wirbelschicht auf. 
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In Abb.88 sind zwei Schlierenaufnahmen (vgl. S.39) angegebel 
Aufnahme (a) zeigt die ebene Stromung um ein Kreisbogenprofil, fii 
welche in Abb.86 die Konstruktion durchgefiihrt worden war. Kop 
welle und SchwanzW'elle sowie mehrere vom Profil ausgehende MAcHscb 
Liniensind deutlich zu erkennen, ebenso das MAcHsche Netz der Grum 
stromung. In Aufnahme (b) sieht man den von der Spitze eines axil 
angestromten Kegels ausgehenden drehsymmetrischen Verdichtungssto 
(vgl. Abb. 54 rechts). Die von der Kegeloberfliiche ausgehenden MACI 

(a) Abb.88 . Schlierenaufnahmen. (b) 

schen Linien werden wegen ihrer geringen Intensitat VOlli MACHSch! 
Netz der Grundstromung verdeckt. Die Aufnahmen wurden vom Aer 
dynamischen Institut Aachen freundlicherweise zur Verfiigung gestelJ 

4. Auftrieb und Widerstand fUr Oberschallstromungen in strenger B 
handlung. Wiihrend auf S.42 die Druckverteilung an einem ProfiJ 
linearisierter Niiherung betrachtet wurde. sollen jetzt die entspreche 
den Beziehungen der strengen Theorie zusammengestellt werden 1. D 
praktisohe Bedeutung der strengen Formeln ist nur gering, da in Anb 
tracht der anderweitigen Vernachliissigungen, insbesondere der vernac 
liissigten Reibung in der Grenzschicht, die Verschiirfung der linearisiertl 
Theorie keinen nennenswerten Gewinn bringt. Wir werden deshalb i 
folgenden die Herleitung der Formeln unter Weglassung der Zwische 
rechnungen nur kurz andeuten. 

Wir sehen zuniichst von VerdichtungsstoBen ab und ersetzen d 
linearisierte Gl. (87) durch die aus Gl. (119) folgende strenge Druc 
gleichung 

1 BUSEiUANN, A.: VoltakongreB, S.328-360. 
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o 0 

/. (12 w 2 dfj LIp = - 2qtg IXd{) = - ~ 
.. . 1'M2-I' 

o 0 

wobei zwischen (!> w, M und {} die auf S. 56 auseinandergesetzten Be­
ziehungen bestehen. 

Dureh Entwieklung des Integrals in eine Potenzreihe naeh {} kommt 

LIp = q (± 01 {} + O2 {}2 ± Os {}3 + .. ·)~O (199) 
mit 

o = 2 _ 0 = U}j·2 -_~-±~ M' , 
1 JlM2 -I' 2 2(M2-I)2 

jjlr~_-i_~ (M2+ 5+7 k-2 k2f 
0 3 = __ l_~__ 2(k+ 1)_ 

(M2 - 1) 'I, (200) 

+ -4 k' ±~ + !!~=-J!_k-=-=~j + HM2 - W 
24 (k + 1) . 

-------(M2 -1)'/. 

Hierbei bezieht sieh die MAcHsehe Zahl M und der Staudruek q auf die 
Grundstromung. Der Neigungswinkel {} wird wieder in derselben Weise 
wie der Anstellwinkel des Tragfliigels gezahlt; das Plus- bzw. Minus­
zeiehen in G1. (199) gilt fur die Unterseite bzw. Oberseite des Profils, 
ebenso wie in G1. (89). 

Wenn an Stelle einer stetigen adiabatisehen Verdiehtung ein Ver­
diehtungsstoB mit demselben Ablenkungswinkel {} tritt, ergibt sieh mit 
Hilfe der StoBbeziehung die Potenzentwicklung 

LI Pstoss = q (± 0 1 {} + O2 {}2 + (03 -D) fj3 + ... ) >0 (201) 
mit 

~±2 .M4 \5-3k(M2 _ 6- 2k)2 _ k2 + ~j 
12 4· 5 - 3 k 5 - 3 k 

D =-------- ---(:M2-=-1)'/; --------- ~ O. (202) 

Die Faktoren 01,02,03 sind fur alle vollkommenen Gase mit 1 :;;;'k 
;;:;;:1,667 bemerkenswerter Weise positiv, wahrend der Faktor D auch 
negativ werden kann. Die Gegenuberstellung von G1. (199) und (201) 
zeigt eine Abweichung erst in den Gliedern dritter Ordnung. AuBerdem 
beachte man, daB bei der Ruckkehr zur Ausgangsrichtung die Druck­
anderung LI P gemaB G1. (199) wegen der Reversibilitat der adiabatischen 
Znstandsanderungen wieder verschwindet, wahrend bei der Druckande­
rung LlPstoss gemaB G1. (201) das irreversible Glied mit dem Faktor D 
bestehen bleibt. 

Aus den Druckformeln (199) bzw. (201) lassen sieh ahnlieh wie in der 
linearisierten Theorie Auftrieb und Wellenwiderstand bereehnen. Die 
Berueksichtigung der haheren Glieder in den Potenzreihen erfordert jetzt 
aber eine entspreehende Genanigkeit aueh bei der Integration der Drucke 

Sauer, Gasdynamik. 9 
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langs des Profils. Infolgedessen muB zwischen denBogenelementen dso, dsu 

der Profilober- und -unterseite und deren Projektionen dl auf die Profil­
sehne sowie zwischen den Gesamtbogenlangen Sp, Su und der Profiltiefe L 
(vgl. Abb.89) unterschieden werden, d. h. wir durfen die strengen 
Formeln (90) nicht mehr durch Naherungsformeln wie auf S. 43 ersetzen. 

Nach langerer Rechnung ergeben sich aus den Druckformeln (199), 
(201) fUr Auftriebs- und Widerstandsbeiwert folgende Potenzentwick­
lungen nach dem Anstellwinkel {} gegen die Profilsehne: 

Ca = [(B1U + B 10 ) 01 + (B2U - B 20 ) O2 + (B3U + B30 ) (03--? 01)J 

+ [(Bou -+- Boo) 01 + (BlU - B 10 ) O2 + 3 (B2U + B 20 ) (03-~- 01)J 7J 
+ [3 (BJU + B 1o ) (03-t 01)J 7J2 + 2 (03--}01) 7J3 
_ D 1- f};~u + I f}vu 13 + f}~o -I f}voJ-=-L 

. 2 2, (203) 

Ow = [(BAU + B 2o) 01 + (B3U - Bao) O~ + (B4U + B 40 ) (03 - -t 01)J 

+ [2 (Blu + B 10) 01 + 3 (B2U - B 2o ) O2 + 4 (B3U + Baa) (03 -t 01)J 7J 
+ [(Bou + Boo) 01 + 3 (BIU - B 10 ) O2 + 6 (B2U + B 20 ) (03 -i 01)J 7J2 

+ [4 (B1U + B 10 ) (03 -i 0l)J 7]3 + 2 (03 -t 0 1) 7J4 

_ D I f}~u + I f}vu l 3 + f};o -1f}vo I 3 17J . 
L 2 2 j 

Hierbei ist angenommen, wie dies verniinftigen Tragflugelprofilen 
entspricht, daB nur an der Vorderkante VerdichtungsstoBe auftreten, und 
zwar unten bzw. oben mit den Ablenkungswinkeln {}ru> {}vo. Der untere 
VerdichtungsstoB ist nur fUr positives {}vu, der obere nur fUr negatives {}vo 

vorhanden; dementsprechend ist in den Formeln (203) 

f}~u + I f}vu 13 _ f f}~u fUr f}vu> 0 
~---Io f}vu<O' 

f};o - I f}1'O 13 _ I 0 fUr f}vo > 0 
2 -If};o f}vo:<'O' 

Die in Gl. (203) vorkommenden GraBen Bnu, Bno (n=O, 1, 2, ... } 
sind in Verallgemeinerung von Gl. (92) durch die Integrale 

'-------L------

Abb. S9. Sicheiformiges Kreisbogenprofil. 

Su 

Bnu = 1J ({}~)n dsu , 

o 
So 

Bno = ~ J ({}~)n dso 

o 

definiert und hangen demgemaB nur von der geometrischen Gestalt des 
Profils abo 

Die Auftriebs- und Widerstandsformeln (93) der linearisierten Theorie 
ergeben sich aus Gl. (203) durch Abbrechen mit 7J bei Ca und mit {j2 bei Cw 
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Ais Beispiel betrachten wir die trberschallstromung um ein sichel­
fOrmiges Kreisbogenprofil (Abb. 89): 

Aus den dimensionslosen Pfeilhohen 

()o=~, bu=j~ 
erhalt man die Ablenkungswinkel an der Vorderkante 

{}vu= #-4()u, {}vo= iJ-4bo 

und fiir die geometrischen GroBen BM , Bm, mit geradem n 
B I 8 ... , B-1 + 8 .\;z ou= +auu, 00- SUo, 
B_1 6 IF B_1 6 b' 

2U - 11 u, 20 - 11 0, 

B - 64,.\;4 B _ 64, .N. 
4u - b u" , 40 - :;- uo , 

die Bn", Bno mit ungeradem n sind hier wie fUr aUe zur Hochachse 
symmetrischen Profile gleich Null. Man beachte, daB im Gegensatz zur 
Formel (93) der linearisierten Theorie der Auftriebsbeiwert Ca fUr Anstell­
winkel "{) = 0 in der strengen Theorie nicht verschwindet. 

5. Profilpaare mitverschwindendem Widerstand 1. Wahrend ein Einzel­
profil sowohl in der linearisierten Naherung (vgl. S.40) als auch in der 
strengen Theorie (vgl. S. 126) bei trberschallstromung einen Wellenwider­
stand hervorruft, kann man Profilpaare .konstruieren, fiir welche hei 
Anstellwinkel Null der Wellenwiderstand verschwindet. 

Solche Profilpaare Hegen offenbar vor: 
a) wenn von den AuBenseiten der Profile keine MAcHschen Linien 

ausgehen, 
b) wenn die MAcHschen Linien zwischen den beiden ProWen sich 

gegenseitig auslOschen, so daB die Stromungsgeschwindigkeit des zwischen 
die beiden Profile eintretenden Parallelstrahls gleich der Austritts­
geschwindigkeit ist, 

c) wenn keine VerdichtungsstOBe vorkommen. 
Man hat dann namlich auf den AuBenseiten des Profilpaares keinen 

mer- oder Unterdruck und im Zwischengebiet des Profils ergibt sich bei 
Anwendung des Impulssatzes (vgl. S. 3) keine resultierende Druckkraft , 
also weder Auftrieb noch Widerstand. 

Die Forderung a) ist erfiillt, wenn die AuBenseiten der Profile unter 
dem Anstellwinkel Null angestellte Gerade sind. Die gekriimmten Innen­
seiten des Profilpaares miissen wegen c) vorne und hinten "unendlich 
diinn" sein, d. h. die geradlinigen AuBenseiten beriihren. Um b) zu 
befriedigen, nimmt man das Profilpaar symmetrisch zur Hochachse und 
korrigiert nachBeispiel c) vonS.120 fUr eine beliebig vorgegebene unge­
storte trberschallgeschwindigkeit im mittleren Querschnitt einen eben-

1 BrsEMANN, A.: VoltakongreB, S.328-360. 

9* 
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falls beliebigen Anfangsbogen auf paralleles Ausstromen (Abb. 90). Die 
Innenseiten der Profile konnen als die Wande einer ebenen "Venturidiise" 
betrachtet werden, welche einen mit Oberschallgeschwindigkeit ein­

tretenden Parallel-
. . / / strahl bis zum eng-

~~' I'" \ \\/'\>/ //// // // sten Querschnitt auf x' . I\\x'",/ / / 
, ,,' I '. 'x' \, 'x Ii'"~ / ,/ / / geringere Oberschall-

, ,/\/ ;' ~>,/"/..'~',>/ ,,,/ • • • 

_-- . ',-' . -!<--i-.:.-';-..::... .. -'.t-~:---'(-._ geschwmdIgkelt ab-
/' /" i\ I ,'\/',/)."/", 

/ ,/, y,' ,X \: ,> /; /"/", bremst und hernach /./' /:" ';,,' . / ';, ):/ '>" ~eder auf .die. E~-
/ ' . . !, , trlttsgeschwmdigkelt 

beschleunigt. 
Abb.90, Profilpaar mit verschwindendem Widerstand 

(nach A. BUSEHANN). Man beachte, daB 
die Forderung des 

verschwindenden Wellenwiderstands nur fiir den Anstellwinkel Null 
und die bei der Konstruktion der Profilinnenseiten zugrundegelegte 
Anblasgeschwindigkeit erfiillt ist. 

§ 20. Ebene und raumliche Stromungen mit Wirbeln. 
1. Aerodynamiscbe und tbermodynamiscbe Grundgleicbung. In § 19 

wurde festgestellt, daB.eine ebenePotentialstromungan einergekriimmten 
StoJUinie in eine nicht mehr wirbelfreie Stromung iibergeht. Dieses Er­
gebnis soil jetzt analytisch streng begriindet und gleichzeitig'auch auf 
raumliche Stromungen sowie auf Stromungen mit Unterschallgeschwin­
digkeit hinter der StoBlinie verallgemeinert werden. Das Problem wurde 
erstmals 'von L. ~ROCCOl behandelt, die folgenden Untersuchungen 
schlieBen sich jedoch an eine freundlicher Weise zur Verfiigung gestellte 
briefliche Mitteilung von W. TOLLMIEN 2 an, durch welche die Entwick­
lungen vereinfacht werden. 

Wir ,gehen aus von der allgemeinen EULERSchen Bewegungsglei­
chung (1 *) 

w2 1 
grad 2" + rot ~u X ttl = - e grad p, 

der Kontinuitatsgleichung (2) 

div (ettl) = 0 

und der aus Gl. (12) folgenden Entropiegleichung 
k-l S 

P --JS-
iC=/(S) ==e R = e Cv , 
I! 

(204) 

1 CROCCO, L.: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937), S. 1-7, und Aerotecn. 17 
(1937), S.519-534. 

2 TOLLmEN, A.: Lufo 19 (1942), S. 145-147. 
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die fUr isentropische Zustandsanderungen mit S = const in die Adiabaten­
gleichung (8) ubergeht. 

AuEerdem set zen wir einen fUrdie ganze Stromung konstantenRuhe­
Warmeinhalt voraus und benutzen die Energiegleichung (14) in der Form 

k P w2 w" ___ + __ max 
k-l e 2 --2' (205) 

die sich aus Gl. (14) und (16) durch Elimination von Po ergibt, sowie die 
Gl. (15) bzw.(15*) 

2 k p k -1., 0) c = - = -- (W" - w· e 2 max 

fur die Schallgeschwindigkeit. 
Aus Gl. (204) und (205) folgt 

1 1 

Q = l k 2 k 1 (W~ax -- w2) J Ie - 1 • 1- k =- 1 , (206) 

k 1 

P = [k 2 k 1 (W~ax - w2) J"; - i . 1- ic=-i 

und danach 
f ie 1 1 

~ grad p = i- grad t[\ k 1 (w:Uax - W2)] k -1 I -)'=-::--1[ 

Ie . k 

= __ !.. _1_ 1- k -=-1: [k -.....! (w" _ w2) I Ie - 1 gradl e k - 12k max j _ 

__ !.. 1- k -=-- i [k -.....!(W2 _ W2)] k -=-- 1 grad ~2 e 2k max 2 

1., grad! w2 

= - 2 k (wi'nax - W2) -'-j - grad 2 . 

Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1 **) kommt unter Beriick­
sichtigung von Gl. (204) und (15*) die "Wirbelgleichung" 

rot to X to = 2\ (w~ax - w2) grad lnl = :~ grad (J S) . (207) 

Auf Grund der Wirbelgleichung hat S =1= const notwendig rot Iu =1= 0 
und umgekehrt rot to = 0 notwendig S = const zur Folge; wir haben 
damit den wichtigen Satz: 

Eine Stromung, die nicht im ganzen Stromungsfeld isentropisch ist, 
kann nicht wirbelfrei sein, ist also keine Potentialstromung. Umgekehrt 
ist eine Potentialstromung stets isentropisch und daher reversibel. 

Dieser Satz enthiilt die angekundigte strenge Begriindung fUr das 
bereits in § 19 plausibel gewonnene Ergebnis, daB eine Parallelstromung 
an einer gekrummten StoBlinie in eine nicht mehr wirbelfreie Stromung 
verwandelt wird; denn nach Gl. (150) andert sich der Ruhedruck Po und 
nach Gl. (145) auch die Entropie Slangs der StoBlinie al;:; Funktion des 
StoBwinkels a. 
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Durch skalare Multiplikation von Gl. (207) mit ttl kommt 

ttl gradJ = 0, ttl grad S = 0; (208) 

d. h. J = ~ und S sind konstant langs jeder Stromlinie, andern aber im 
(! 

allgemeinen den Wert der Konstanten von Stromlinie zu Stromlinie. Mit 
anderen Worten: 

Die betrachtete Stromung ist zwar nicht im ganzen Stromungs­
bereich, wohl aber langs jeder Stromlinie adiabatisch und isentropisch. 

Ebenso wie die EULERSche Bewegungsgleichung (I **) soIl nun auch 
die Kontinuitatsgleichung (2) umgeformt werden: 

Nach G1. (206) hat man 
1 1 1 

div (ettl) = (k 2/)"-1 J - k-l div l (winax - w2) k-1 ttl] 

_ (k -1)k~1_1 __ J-~1 (w2 _ w2) k~1 ttl g'radJ 
2k k-l max , 

80 daB die Kontinuitatsbedingung (2) mit Be~iicksichtigung von G1. (208) 
in 

div [(W~ax - w2) k~1 ttl] = 0 (209) 
iibel'geht. 

Die Wirbeigieichung (207) und die Kontinuitatsgleichung (209) bilden 
die Grundlage fiir die weitere Untersuchung der nicht wirbelfreien kom­
pressiblen Stromungen. Sie gelten natiirlich nur fiir stetige Zustands­
anderungen, also fiir Stromungsverlaufe zwischen aufeinanderfolgenden 
VerdichtungsstOBen. 

1m folgenden werden die Betrachtungen auf ebene und auf achsen­
symmetrische raumliche Stromungen spezialisiert. Zur Vereinfachung 
der Formeln benutzen wir hierbei die dimensionslose Stromungsgeschwin­
digkeit 

tv m=--, 
Wmax 

w = ~- = M* J k - I 
Wmax k +- I' 

und die dimensionslose SchaUgeschwindigkeit 

0= __ c 
Wmax 

so daB G1. (207), (209) und (15*) zu ersetzen sind durch 

1 
rot m X m = IT (1- Wa) grad InJ, 

div [m (1- W2)k-=-1] = 0, 

k-l 
02 = -2- (1- W2). 

(207*) 

(209*) 

(15**) 
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2. Ebene Stromungen mit Wirbeln. Fiir ebene Stromungen wird die 
Kontinuitatsgleichung (209*) durch den Ansatz 

1 I U (1 - W2) k-l = ~;, 
1 (~I~ 

- V (1 - W2) k-l = ~~ I 
befriedigt. Die hierdurch definierte "Stromfunktion" "P(x, y) liefert mit 
tp = const die Stromlinien und spezialisiert sich bei wirbelfreien, also 
isentropischen Stromungen nach G1. (206) mit 

also 

1 

(1 -- W2) k-l = ae (a = const) , 

O'IjJ . 
-= -anY AX ~ , 

zu der auf S.20 eingefiihrten Stromfunktion, abgesehen von einem be­
langlosen konstanten Faktor; es ist somit gelungen die Stromfunktion tp 
von wirbelfreien auf nicht wirbelfreie Stromungen zu verallgemeinern. 

Die Wirbelgleichung (207*) gibt die beiden Komponentengleichungen 

_(OV _ OU) V =_1 (1- W2)dlnJ('IjJ)o'IjJ 
o x 0 y 2 k d'IjJ 0 x ' 

( OV _OU) U=_l (I_W2)dlnLi'IjJ)o'IjJ.· 
ax oy 2 k d'IjJ 0 y , 

hierbei ist berucksichtigt, daB/langs jeder Stromlinie konstant und dem­
gemaB eine Funktion von"P ist. Druckt man V bzw. U mittels G1. (210) 

durch ~: bzw. ~: aus, so erhalt man die Gleichung 
k 

oV _ 0 U __ 1 (1- W2) k--1dlnJ ('IjJ) 
ax oy-2k d'IjJ (211) 

Durch Umformung von G1. (211) suchen wir nun eine Differential­
gleichung fur die Stromfunktion "P zu gewinnen: 

Aus G1. (210) ergibt sich 
1 k 

oV -k-l 'IjJ'. -k-10(WB) 
ox = -"Pxx (1- W2) - k-=-i (1- W2) --ax-

und weiter mit Hilfe von G1. (15**) 
1 1 

~_(I_W2)k-loV = +~ O(WB)= _V(1_WB)k-1 o(W2) (212) 
AX "Pxx 2 C2 ax "Pxx 2 C2 ox . 

Analog kommt 
1 1 

k-loU 'IjJ a (W2) U (1- W2)k-l O(W2) 
(1 __ W2) oy="PYY+2Jaay="Pyy+ 2C2- ()y' (213) 
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o (W2) 0 ( W2) . 
Zur Umformung von ~ und --ay- benutzen Wlr 

2 

W2 = U2 + V2 = (l - W2) - k-l (1J'~ + 1J'~) , 
2 

W2 (1- W2) k-l = 1J'~ + 1J';, 

woraus durch· Differentiation nach x 

f(l- W2) k'-:l_ : w; (1- W2) - ~~~] 0 ~~:1 

(1- W2)k'-:I('1 __ 2_ ~)~ (W2) = (1- W2)k":'l (1- W2) 0(W2) 
k-ll-W2 ox 0 2 ox 

, 1 " 

= 2 (1J';1J'zz + 1J'y1J'Zy) = 2 (1- W2) k-l (- V1J'zz+ U1J'Zy)' 

also 

(1 - W2) k-=-l (1 _ ~2) 0 ~:2) = 2 (- V1J'zz + U 1J'Zll) 

und ana.log durch Differentiation· nach y 

k-=-l ( W2) 0 (W2) . (1- W2) 1 - 02 --ay- = 2 (- V1J'Zy + Utpyy) 

folgt. 
Die vier Gl. (212) bis (215) Hefern 

1 

__ (1-- W2)k-l (OV _ OU) 
ox oY, 

(214) 

(215) 

= "Pxx + "Pyy + 02 ~ W2 (V2"Pxz + U21J'yy -- 2 U V"PZy) 

1 = 02_W2 [(C2-U2) "Pxx+ (C2- V2)"Pyy-2 UV"PxyJ. 

Durch Einsetzen von Gl. (211) ergibt sich schlieBlich nach kurzer Rech­
nung fUr die Stromfunktion 1J' .die gesuchte Differentialgleichung 

( U2) 'V21 UV 
"Pxx .. 1 -- 02 + "Pyy (1 - 02) - 2 Q2"PXY 

_ ~ (W2 -1)' (1- W2) ~~~ d Inf(",) 
- 2 k .02 11", 

I 
1(216) 

I 
sie spezialisiert sich im isentropischen, wirbelfreien Sonderfall mit 
f = const zur Stromfunktionsgleichung (47) von S.2l. 

3. Achsensymmetrische raumliche Stromungen mit Wirbeln. FUr 
achsensymmetrische raumliche Stromungen schreiben wir die Konti­
nuitatsgleichung (209*) in Zylinderkoordinaten: 

1. 1 

~ frU (1- W2) k-l] + ~ [rv (1- W2) k-l] = 0 ox, or 
L _ 
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und befriedigen sie durch den zu Gl. (210) analogen Ansatz 
1 

rU(l-W2)k-1=~:: ' 
1 

-rV (1- W2)k-1 = ~: . 

An Stelle von Gl. (211) kommt 
I.; 

a v _ au _ ~ 1 _ W2) 1.;-1 d In f (rp) 
a x ar - 2 k ( d 1j! 
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(217) 

(218) 

und nach langerer, zu S. 136 analoger Rechnung an Stelle von Gl. (216) 
die Differentialgleichung 

( U2 V2 U V 1j!r 
tpxx I -- 02 ) + tprr ( I - 02 ) -- 27]2- tpxr --- r 

= ;~(~: -1)(1--- W2)!~~dl~~(1j!) . 

(219) 

1m Sonderfall der wirbelfreien Stromung spezialisiert sich, wieder 
abgesehen von einem belanglosen konstanten Faktor, die durch Gl. (217) 
definierte Stromfunktion tp zu der auf S. 19 eingefuhrten Stromfunktion 
und die Differentialgleichung (219) zu Gl. (43). 

§ 21. Charakteristikenverfahren fur achsensymmetrische 
raumliche Uberschallstromungen. 

1. Geometrisehe Deutung der Potentialgleiehung. Wir wenden uns 
jetzt wieder zur Potentialstromung, also wirbelfreien und isentropischen 
Stromung zuruck und versuchen, das in § 18 und § 19 fiir ebene Uber­
schallstromungen entwickelte Charakteristikenverfahren auf raumliche 
achsensymmetrische Uberschallstromungen zu ubertragen 1. Von prak­
tischer Bedeutung ist das raumliche Problem in der Ballistik fUr die 
Untersuchung des Widerstands von Geschossen und in cler Windkanal­
MeBtechnik fur die Herstellung drehsymmetrischer Uberschalldusen. 

Das Charakteristikenverfahren fiir die Ebene beruht nach § 18 auf 
der Tatsache, daB dem mit den Randbedingungen veranderlichen MACH­
schen Netz der Stromungsebene ein festes, von den Randbedingungen 
unabhangiges Hauptnetz im Geschwindigkeitsbild entspricht. Ana­
lytisch bedeutet dies, daB die nichtlineare Potentialgleichung (44) 
durch die Legendre-Transformation (176) in die lineare Differential­
gleichllng (179) iibergefUhrt werden kann. Eine analoge Linearisie-

1 Uber eine Verallgemeinerung auf nahezu achsensymmetrische Uberschall­
stromungen vgl. R. SAUER: Lufo 19 (1942), S. 148-152. W. TOLLMllii~ be­
handelt achsensymmetrische Striimungen mit stetig verteilten Wirbeln, E. Gu­
DERLEY wendet das Charakteristikenverfahren noch allgemeiner an. 



138 Nichtlinearisierte Stromung fiir allgemeine Randbedingungen. 

rung ist weder. im allgemeinen noch im achsensymmetrischenraumlichel 
Fall moglich; die Legendre-Transformation verwandelt hier namlich di 
Potentialgleichung (40) in die abermals nichtlineare Differentialgleichun 

-(1-~) (/)uu + (1 - ::) (/)00 +2 :: (/)uv + v ~v ((/)uu(/)vv - (/)!v) = o. 
ul Man sieht, daB das letzte Gli~1i 

,. f I in dem die Potentialgleichung (4C 
I sich von Gl. (44) unterscheide1 
I die Lineadsierung verhindert. 

Um trotzdem zu einem prak 
tisch brauchbaren Charakteristi 

--, kenverfahren auch im achsen 
a; 

symmetrischen raumlichen Fa] 
zu gelangen, solI zunachst ein 
anschaulich-geometrische Deu 

a; tung der Potentialgleichung (4(] 
Abb.91. Beriihrsysteme des MAOHSchen Netzes. entwickelt werden 1: 

Wegen der Achsensymmetrie kann die Untersuchung auf eine fest 
Meridianebene (x,r-Ebene) beschrankt bleiben. Wie auf S. 108 ersetzel 
wir die Stromungin der Umgebung eines jeden zu betrachtendel 

Punktes A durch die dort "beriihrende' 
linearisierte Stromung und fiihren dem 
gemaB in der Umgebung vonA an Stell 
des strengen, krummlinigen MAcHSchel 
Netzes das geradlinige Beriihrsystell 
ein (Abb. 91); d. h. wir beziehen di 
Umgebung von A auf ein festes karte 
sisches t'YJ -Koordinatensystem mi 
dem Punkt A als Nullpunkt und de: 

-_, stromabwarts weisenden MAOHsche: 
a; 

Tangenten inA alsKoordinatenachser 
AuBerdem benutzen wir neben der 

urspriinglichen x,r-System noch da 
von den Winkelhalbierenden des ~,~ 
Systems erzeugte rechtwinklige x', y 

Abb.92. Koordinatentransiorma,tlon. Koordinatensystem (Abb. 92). Hierbf 
bestehen die Beziehungen 

t = ~ (~--t-) = _._1_ (x' sin (X - y' cos (X) I s- 2 cos(x sm (X sm 2(X , 
• I 

x' t 1. (" + I ) I 'YJ = cos (X - s- = sin 2(X X sin (X y cos (X. . 

(22( 

1 Vgl. hierzu auch FERRARI, C.: Aerotecn.16 (1936), S.121-130, und I 
(1937), S.507-518, sowie Atti di Torino 72 (1936/37), S.14O-163 .. 
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Wir transformieren nun die Potentialgleichung (40) zunachst auf das 
x', y'-System und dann auf das ~''I1-System. Nach Weglassen des letzten 
Gliedes geht Gl. (40) in die ebene Potentialgleichung (44) iiber und 
andert daher wie diese beim t)bergang zu einem anderen rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Gestalt nicht. Man hat also 

1 ox' 02rp 1 Oy') 02rp _~ orp orp ~~ !. orp = 0 r (Orp)2] I" (orp' 21 

- c2 . OX'2 +" - c2 "oy'2 c2 ox' oy' ox' oy' + r or . 

Da die x' -Achse mit der Stromungsrichtung in A zusammentallt, redu­
ziert sich im Punkt A diese Differentialgleichung mit 

orp orp (orp)2jc w2 
-0 ,=w, -0 ,=0, 1-- -0' .= 1-2"=-ctg2 ex x y x c- c 

zu der einfacheren Beziehung 
02rp 021( 1 orp 

ctg2 ex oxl2 -ay'2 = r or' (221) 

Fiir die weitere Transformation auf das schiefwinklige ~''I1-Koordinaten­
system erhalt man aus Gl. (220) die Differentiationsregeln 

o 1 '. 0 . 0 10 0 
ox' = sin ~ ( sm ex o~ + sm ex (1)) = 2 cos a ( o~ + 01]) , 

~ = -;-!. - ('- COM i + cos 1\ ~) = -~- (- i + i), 
oy' SIll 2a , o~ Of) 2 SIll a o~ 01], 

durch deren zweimalige Anwendung 
02cp 1 (02rp 02rp 02rp ) 
ox' 2 = 4cos 2 (X 0 ~2 + 01]2 + 2 0~01], ' 

021( 1 (02rp 02rp 02CP) 
aY'2 = 4sin2 a 0~2 + 01]2 _. 2 0~01] 

folgt. Durch Einsetzen in Gl. (221) 
ergibt sich schlieBlich die Gleichung 

02 rp sin2 a 0 rp 
o~o1]=-r-or' (223) 

die gemaB ihrer Herleitung nur 
im betrachteten Punkt A fUr das 
dort beriihrende ~''I1-System gilt. 

FUr die beabsichtigte geome­
trische Deutung fUhren wir jetzt 
den Geschwindigkeitsvektor \t) eines 

(222) 

Pu kt P d U b Abb. 93. 
n es er mge ung von Projektionen des Gpschwindigkeitsvektors. 

A ein. Die Komponellten von Itl 

im x', y'-System bezeichnen wir mit '11', v' und die Projektionen von 
IV parallel bzw. senkrecht zur ~- und 1'}-Achse mit p,q bz\\". P'" qll 
(Ahh.93). 
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Aus Gl. (222) folgt dann 

alP I I • 
o~ = "U cos <X - V sm <X = 'I), 

alP I + I • 0'1] = u cos <X v sm <X = q, 

so daB Gl. (223) gleichwertig ist mit den Bedingungen 

Hierbei ist das Differential dp der Zuwachs, den die Projektioll 
PA = WA cos eX des Geschwindigkeitsvektors to A im festen E, 17-System de~ 
Punktes A erfahrt beim "Obergang zu einem Nachbarpunkt G auf del 

l' 
i 

!1-~--~.-

~'ty~.~a / 

".1.. 
'. ~$. , 

" ......... , 
Abb.94. Anderung der Gesehwindigkeit lings der MAcHlIchen Linien beim riumlichen Problem, 

17-Achse mit der Koordinate 0,17; ebenso bedeutet dq den Zuwachs 
der Projektion qA = WA cos eX beirn "Obergang zu einem Nachbarpunkt 13 
auf der E-Achse mit der Koordinate dE (Abb. 94). Wir haben somit 
folgende Deutung gewonnen: 

Bei derraumlichen achsensymmetrischen "Oberschallstromung andert 
sich beirn Fortschreiten langs einer MAOHSchen Linie die Projektion des 
Geschwindigkeitsvektors auf die festgehaltene Ausgangstangente der an­
deren MAOHSchen Linie um das durch Gl. (224) bestirnmte Differentialdp 
bzw.dg. 

"Ober die Anderung der zu den MAcHSchen Linien senkrechten Ge­
schwindigkeitsprojektionen Pn, gn sagt die Potentialgleichung (223) un­
mittelbar nichts aus. 

Zur Verdeutlichung seien die entsprechenden Beziehungen fur das 
ebene Problem gegenubergestellt: Da in der Ebene daB letzte Glied der 
Potentialgleichung (40) fehlt, treten an Stelle von Gl. (223) und (224) die 
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einfacheren Beziehungen 
a2 r 

a~ali =0, dp=dq=O. 

Sie enthalten die schon auf S. 35 gewonnene Aussage (Abb. 95): 
Bei der ebenen Uberschallstromung bleibt beim Fortschreiten langs 

einer MAOHSchen Linie die Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf 
die £estgehaltene Aus-

III 
gangstangente der an - / 
derenMAoHschenLinie c/~'----
in erster Ordnung un- / 

.. d t h gean er. ./ (~ 
Wegendp=dq=O kk-), 

sind beim ebenen Pro- ".J ./ 
blem die Richtungen ----.----.~ 
del' Hauptkurven des B ·'· ..... e 
Geschwindigkeitsbildes Abb.95. Ander ling dcr Geschwindigkeit Hings dCT MACHschen 

Linien beim ebenen Problem. 
senkrecht zu den zuge-
ol'dneten MAoHSchen Richtungen (vgl. S.110) und infolgedessen in jedem 
Punktdel' u, v-Ebene ein fUr aHemal bestimmt. Beimachsensymmetl'ischen 
raumlichen Problem dagegen sind die Hauptrichtungen wegen dp -+ 0, 
dq -+ 0 auf Grund von Gl. (224) auch von Elementen des Stromungs­
feides abhangig. Infolgedessen andert sich mit den Randbedingungen del' 
Stromung nicht nul' das MACIIsche Netz des Stromungs£eldes, sondern 
3,uch das Hauptnetz des Geschwindigkeitsbildes, wie dies bel'eits eingangs 
1US dem Versagen der Linearisiel'1lng mittel;;; LEGENDRE-Transformation 
~rkennbar war. 

y v 

o x 0 u 
Abo. 9G. Zllgeordnete Streckcnzngllctze beim riinmlichen Problem. 

2. Naherungskonstruktion achsensymmetrischer raumlichel' Stl'O­
mngsfeldel' zu vorgegebenen Allfangsbedingungell. Wie auf S. 115 so 
'setzen wir auch hier das MAcHSche Netz und das zugeordnete Haupt­
)t.z durch Streckenzngnetze. lin Gegensatz zu S. 115 ist jetzt aber das 
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Hauptnetz nicht von vornherein gegeben, sondern muB Schritt fUr Schrit1 
zusammen mit dem MAcHschen Netz konstruiert werden. Da auBerden 
die einfache reziproke Orthogonalbeziehung nicht mehr besteht, solleI 
nunmehr die Knotenpunkte des Hauptnetzes nicht wie auf S. 115 del 
Maschen, sondern den Knotenpunkten des MACHschen Netzes zuge 
ordnet werden. 

FUr die beiden durch entsprechende Knotenpunkte aufeinandel' be 
zogenen Streckenzugnetze fiihren wir folgende Bezeichnungen el' 
(Abb.96): 

p. \ I i\IAcHschen Netzes, 
~ J = zugeordnete Knotenpunkte des 

Pi I Hauptnetzes, 

".Wilr 1 ,. f = Mittelpunkte der Seiten 
Mile 

I Pi Ple des MAcHSchen Netzes, 

I P~ P~ des Hauptnetzes, 

d$i7c bzw. dfJile = Langen der Seiten PiPk des MAcHSchen Netzes, 

rikl I Mile im x,r-System, 
I = Koordinaten der Seitenmitten I ' . 

Vile Mile 1m u,v-System, 
--+ 

tXile = MAcHScher Winkel zum Geschwindigkeitsvektor ltJile = OM~le. 
Die Zuordnung der beiden Streckenzugnetze wird durch folgelll 

V orschriften definiert: 

a) Von den beiden zum Punkt M;k des Hauptnetzes gehOiigen MAc 
schen Richtungen ist die eine parallel zur entsprechenden Seite Pi' 
von der Lange d$;le bzw. dfJile desMAcHschen Netzes, auf der anderen lie 
die Projektion dqile bzw. dpile del' Seite P~ P~ des Hauptnetzes. 

b) Die GraBen dpile, dq;k' d$ile' d.fJuc' rile, vi1~ und tXile sind verkniiJ 
durch die Beziehungen Gl. (224). 

Die auf diese Weise einander zugeordneten Streckenzugnetze lass 
sich ahnlich wie die reziproken Streckenzugnetze des ebenen Proble; 
(vgl. S.115) bei vorgegebenen Anfangsbedingungen schrittweise KnotE 
punkt fUr Knotenpunkt konstruieren, wobei allerdings die Konstn 
tionen im einzelnen etwas verwickelter sind und zusatzliche Rechnun~ 
erfordern. Die Konstruktion beruht im wesentlichen auf der wiederho11 
Durchfiihrung folgender Grundaufgabe (Abb. 96) : 

Vorgegeben sind zwei diametrale Knotenpunkte P 1: P 2 einer Mas( 
des MAcHschen N etzes und die zwei entsprechenden Knotenpunkte P;, 
des Hauptnetzes; gesucht sind die Nachbarknotenpunkte P3 ' P~. 

Bei der Lasung dieser Aufgabe ist zunachst klar, daB nach Festlegl 
des Punktes P; die Punkte M;", M~3 und damit die zu diesen Punk 
gehorigen MAcHSchen Richtungen, folglich also auch der Punkt P 3 1 

die Langen d$23' dr;13' dp13' dq23 sowiedie Punkte M 13, M 23 bestin 
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sind. Daher sind aIle in Gl. (224) vorkommenden GroBen Funktionen del' 
beiden einzigen Unbekannten ~£a' va (= Koordinaten des Punktes P~) 
und die Beziehungen Gl. (224) lassen sich als Bestimmungsgleichungen 
fiir die Berechnung diesel' beiden Unbekannten auffassen. Die Berech­
nung kann folgendermaBen durch Iteration geschehen: 

1. N iiherung; PP) wird mittels del' MAoHschen Richtungen in den 
vorgegebenen Punkten P;, P~ statt in den noch unbekannten Punkten 
Jf;3' M: 3 konstruiert. Dann werden zu den durch den Punkt PJI) be­
stimmten Langen d~~!), dr;~!), r~!), r~~) und den zu den Punkten P;, P: 
gehorigen GroBen Vv V2, "'v "'2 aus Gl. (224) die Projektionen dPW, dq~!) 
berechnet. Sie legen, jeweils aufgetragen in del' einen MAoHschen Rich­
tung zu P; bzw. P:, den Punkt P,P) des Hauptnetzes fest. 

2. Niiherung: P!2) wird mittels derMAoHschen Richtungen zu M;~I), 
jlf'(I) und P'(2) mittels d [:(2) d'YI(2) r(2) r(2) v(l) v(l) ",(1) ",(1) gefunden 

28 3 S;23' ·113' 13' 23' 13' 23' 13' 23 • 

3. und weitere Niiherungen: analog. 

3. Beispiele. a) Ausstrihnen aus einer drehsymmetrischen Diise. Wir 
iibertragen das auf S. 121, Absatz d) (vgl. Abb. 82) behandelte Problem 
von del' ebenen auf die achsensymmetrische raumIiche Stromung, d. h. 
wir behandeln den Austritt eines 
Parallelstrahls aus einem Drehzy­
linder gegen Unterdruck (Abb. 97). 

Die Anfangsbedingungen sind 
bei Abb. 82 und 97 dieselben; Ver­
dichtungsstoBe treten nicht auf. 
Wahrend in Abb. 82 die MAOH­
schen Linien bis ZUl' gegenseitigen 
Uberschneidung geradlinig sind, 
hat man in Abb. 97 von vornherein 
gekriimmte MAoHSche Linien, ab­

Abb. 97. Austritt eines ParalIeIstrahIs aus einer 
gesehen von del' j eweils ersten drehsymmetrischen Diise gegen Unterdruck. 

Linie. 
In del' Umgebung des Rohrrandes vereinfachen sich die Beziehungen 

Gl. (224) mit d~ -+0 bzw. dr; -+0 zu den Gleichungen dq = 0 bzw. 
dp = 0 des ebenen Problems. Infolgedessen kann dort die raumliche 
achsensymmetrische Stromung in jeder Meridianebene durch die ebene 
Stromung mit denselben Randbedingungen ersetzt werden; d. h.: Die 
Beziehung zwischen den Winkeln, unter denen die MAoHschen Linien 
vom Rand ausgehen, einerseits und del' Geschwindigkeit und dem Druck 
andererseits ist im Raum dieselbe wie in del' Ebene. 

b) Uberschallstromung um eine axial angeblasene GeschofJspitze. Die 
auf S. 127, Absatz b) (vgI.Abb.86) behandelte 1)berschallstromung urn 
ein nicht geradliniges Profil hat als achsensymmetrisch-raumliches Ana-
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logon die "Oberschallstromung um eine axial angeblasene GeschoBspitze 
(Abb.98). 

Ais GeschoBspitze ist ein Ogival genommen mit Ogivalradius = 5,295 
Kaliber. Die von der Spitze ausgehende gekriimmte StoBlinie muB mit 

Abb.98. Db]r3challstromung um eine axial angeblasene GeschoBspitze. 

Hilfe des StoBpolarendiagramms punktweise konstruiert werden, derart, 
daB in jedem konstruierten Punkt einerseits die eine Bedingung Gl. (224) 
und andererseits die Grundgleichungen des VerdichtungsstoBes erfiillt 
sind. Ebenso wie beim ebenen Problem bleiben auch hier die Wirbel· 
bildungen hinter dem VerdichtungsstoB vernachliissigt. 

Oruck 

0,5-

WI-

0,3 -

0,2 

"<:" 
',...... /ineorisiert 

0, 11 

0 5 

........ 
L-----~----~~----~!-~-'~~~~~---~.r~cmx 

10 15 ~, 

Abb.99. Gegeniiberstellung der Druckverteilung bei strenger Behandlung und bei 
linearisierter Naherung. 

Bei Gegeniiberstellung des hier gewonnenen strengen Ergebnisses mi1 
dem Ergebnis bei Anwendung des auf S. 50 beschriebenen Verfabrens del 
linearisierten Naherung zeigt sich eine hinlangliche trbereinstimmung ir 
der Druckverteilung langs des Meridians (Abb. 99); die Drucke sind ir 
Abb. 99 durch Division mit dem Staudruck der Grundstromung dimen 
sionslos gemacht. 
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