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Vorwort.

Das vorliegende Buch iiber Gasdynamik geht auf eine Vortragsreihe
zuriick, die der Verfasser im Sommer 1940 in Géttingen auf Veranlassung
von CARL WIESELSBERGER fiir das Aachener Aerodynamische Institut
gehalten hat. Dem Gedichtnis dieses leider so frith verstorbenen Kollegen
moge es gewidmet sein. :

Zweck des Buches ist es, eine zusammenfassende Darstellung zu
geben fiir die in zahlreichen Zeitschriftenaufsitzen verstreuten neueren
theoretischen Untersuchungen iiber die Gasstrémung bei hohen Ge-
schwindigkeiten ; der EinfluBl der Kompressibilitit wird hierbei wesent-
lich und es kommen véllig andere Gesetze als in der gewohnlichen Aero-
dynamik und Hydrodynamik ins Spiel. Die aktuelle Bedeutung dieses
verhiltnismiBig jungen Zweiges der Stromungslehre fiir Luftfahrt und
Ballistik liegt auf der Hand. In erster Linie wendet sich das Buch an
die im praktischen Forschungsbetrieb stehenden Ingenieure und tech-
nischen Physiker sowie an Studierende der Aerodynamik, um ihnen die
zeitraubende und oft mithsame Durcharbeitung des Originalschrifttums
zu ersparen oder zu erleichtern. Dieser Zielsetzung entsprechend wurde
soweit als méglich eine anschauliche, dem ingenieurméBigen Denken an-
gepafite Darstellungsweise erstrebt.

Wie der Titel ,, Theoretische Einfahrung* ausdriickt, erstreckt sich
der Inhalt lediglich auf die theoretisch-mathematische Behandlung der
Probleme. Die experimentellen und meBtechnischen Fragen bleiben
auBer Betracht. Weitere Beschrinkungen liegen in der Voraussetzung
stationdrer Stromung und in der Vernachldssigung der Reibung und
Wirmeleitung. Dagegen werden wir uns nicht auf die ebene Strémung
beschrinken, sondern auch die achsensymmetrische Stromung als den
praktisch wichtigsten Sonderfall der rdumlichen Strémung ausfiihrlich
erortern.

Fiir freundliche Mithilfe bei den Korrekturen danke ich den Herren
Prof. Dr. J. LeNsE, Dozent Dr. habil. A. NauvmMaNN und Prof. Dr.
H. PrTERS sowie Frau Dr. E. LENSE. Beider Durchsicht des Manuskripts
sowie bei der Herstellung der Zeichnungen und der Durchfithrung von
Zahlenrechnungen haben mir meine Assistenten Dr.-Ing. H. P6scn, Dipl.-
Ing. C. HEINZ und Dipl.-Ing. K. W. BRUCKER wertvolle Dienste geleistet.
Besonderer Dank gebiihrt dem Springer-Verlag, der von Anfang an
meinen Plan verstdndnisvoll gefordert und trotz der kriegsbedingten
Schwierigkeiten das Buch in verhidltnismaBig kurzer Zeit und in der
iiblichen vorziiglichen Ausstattung herausgebracht hat.

Aachen, im November 1942,
R. SAUER,
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Einleitung.

Wenn die Stromungsgeschwindigkeit eines Gases im Vergleich zur
Schallgeschwindigkeit klein ist, kann man das Gas als inkompressibel
betrachten. Die Aerodynamik fallt bei dieser die mathematische Be-
handlung sehr vereinfachenden Annahme zusammen mit der Hydro-
dynamik der volumenbestdndigen Fliissigkeiten. Wir werden sehen, dafl
der durch Vernachlissigung der Kompressibilitit des Gases in der Konti-
nuitatsgleichung hervorgerufene Fehler unter 1 v.H. bleibt, wenn die
Stromungsgeschwindigkeit etwa 1/, der Schallgeschwindigkeit des ruhen-
den Gases, also fiir Luft von Atmosphérendruck und 15° C etwa 50 [m/s],
nicht tibersteigt.

Bei groferen Geschwindigkeiten, d. h. bei Zunahme des Verhéaltnisses
der Stromungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit, wird der Ein-
fluB der Kompressibilitdt auf den Stromlinienverlauf immer starker und
nach Uberschreitung der Schallgeschwindigkeit treten véllig neue Er-
scheinungen auf. Insbesondere pflanzen sich Stérungen dann nicht mehr
in das ganze Strémungsfeld, sondern nur in ein sich stromabwérts er-
streckendes Teilgebiet aus und zu den stetigen Geschwindigkeits- und
Druckinderungen kommen gewisse unstetige Zustandsinderungen,
die sog. ,,Verdichtungsst6Be, hinzu. Der mathematische Grund fiir
dieses wesentlich verschiedene Verhalten der ,,Unterschall“- und ,,Uber-
schallstromungen‘‘ liegt darin, da@ die Potentialgleichung im Unterschall-
gebiet ebenso wie bei inkompressiblen Medien vom elliptischen, im Uber-
schallgebiet dagegen vom hyperbolischen Typus ist.

Fiur die Aerodynamik der ,kompressiblen Stromungen‘, die man
vielfach auch kurz als ,,Gasdynamik‘ bezeichnet, werden im vorliegen-
den Buch die grundlegenden theoretischen Zusammenhéinge behandelt
und die fiir den Praktiker wichtigsten mathematischen Theorien und
zeichnérisch-rechnerischen Néherungsmethoden entwickelt!. Zur Ver-

1 Als kurze Einfithrungen in die Gasdynamik seien genannt: ACKERET, J.:
Handbuch der Physik, VII, S.289—342. Berlin 1927 (kurz ,,ACKERET). —
Busemaxny, A.: Handbuch der Experimentalphysik, IV 1, 8. 341—460. Leipzig
1931. — Pranp7trL, L.: Abrifl der Stromungslehre, S. 180—218, Braunschweig 1931
(kurz ,,PRANDTL®) und Z. angew. Math. Mech. 16 (1936), S. 129—142. — DURAND,
W. J.: Aerodynamic Theory, III H, 8. 209—252. Berlin 1935. — Auflerdem finden
sich zusammenfassende Berichte in den Atti dei Convegni 5 (1936), R. Accademia
d’Italia (kurz ,,VoltakongreB).

Sauer, Gasdynamik. 1



2 Grundbegriffe.

einfachung werden hierbei dhnlich wie in der gew6hnlichen Aerodynamik
der inkompressiblen Strémuigen einige einschréinkende Voraussetzungen
getroffen, namlich:

(a) Beschriankung auf wirbelfreie Stromungen (Potentialstromungen),

(b) Vernachlissigung der Reibung des strémenden Gases,

(e) Vernachlissigung der Schwerkraft und sonstiger 4ufleren Krifte,

(d) Beschrinkung auf stationidre Vorginge,

(e} Beschrankung auf adiabatische Zustandsiénderungen mit um-
kehrbar eindeutiger Beziehung zwischen Druck und Dichte des stromen-
den Gases, abgesehen von den unstetigen, mit Entropiezunahme ver-
bundenen VerdichtungsstéBen.

In § 20 werden wir die Voraussetzung (a) fallen lassen und einige all-
gemeine Beziehungen fiir kompressible Stromungen mit Wirbeln herleiten.

Praktische Anwendung findet die Aerodynamik der kompressiblen
Strémungen vor allem in der Ballistik fiir die GeschoBbewegung und
in der Flugtechnik fiir die Bewegung schneller Flugzeuge bzw. Flug-
zeugteile (Luftschrauben), auBerdem auch im Maschinenbau fiir die
Strémungen in Dampfturbinen. Da im Zuge der modernen Entwicklung
sowohl die GeschoBgeschwindigkeit wie auch die Flugzeuggeschwindig-
keiten immer gréBer geworden ist, hat in gleichem Mafle die Wichtig-
keit der Aerodynamik der kompressiblen Strémungen fiir den Ballistiker?!
und den Flugzeugbauer zugenommen.

In erster Linie werden wir ebene und achsensymmetrische rdumliche
Strémungen behandeln, daneben aber auch allgemeinere raumliche Stro-
mungen, wie sie bei schlanken und spitzen Drehkoérpern unter kleinem
Anstellwinkel vorkommen.

I. Abschnitt:

Grundbegriffe.

Ausgehend von der EuLERschen Bewegungsgleichung werden die
stromungsdynamischen und thermodynamischen Grundbegriffe ent-
wickelt und zur Untersuchung der einfachsten Fille (eindimensionale
Rohrstrémung, Quell- und Wirbelstrémung) herangezogen. AuBerdem
wird die Potentialgleichung fiir das allgemeine raumliche Problem und
fiir die Spezialfille der achsensymmetrischen raumlichen und der ebenen
Stréomung hergeleitet.

§ 1. Grundgleichungen der Stromung.

1. EviLersche Bewegungsgleichung. Impulssatz. Wir wenden das
Grundgesetz der Mechanik: , Kraft = Masse x Beschleunigung‘ auf ein

1 CraNz, C.: Ballistik, Ergdnzungsband, S.1—58. Berlin 1936.




Grundgleichungen der Strémung. 3

Massenteilchen des stromenden Gases an und erhalten bei Vernachléssi-
gung der Reibung und Schwerkraft gemdB den Voraussetzungen (b)
und (c) der Einleitung die EULERsche Bewegungsgleichung?:

div
0 77 = —grad p. (1)

Hierbei ist 1o der Vektor der Stromungsgeschwindigkeit, ¢ die Zeit, o die
Dichte und p der Druck.

Bei Beschriankung auf stationire Vorgénge nach Voraussetzung (d)
sind 1o, ¢ und p lediglich Funktionen des Ortes. Wir fiihren rechtwinklig
kartesische Ortskoordinaten x, y, z ein und bezeichnen die entsprechen-
den Geschwindigkeitskomponenten mit w;, w,, ws (Abb. 1), die GroBe der
Gteschwindigkeit mit w. Der Beschleunigungsvektor eines strémenden
Gasteilchens ist dann gegeben durch

dv  dwdz  dwdy  dwdz ow , 0w 0w

di owdt " dydt ozdi om W1 gy Mg, Ws

und die Vektorgleichung (1) 146t sich zerlegen in die drei Komponenten.
gleichungen

VA
ow; 0w, | 0w, 10p
W1 gy MGy T, T T G w
Ow, ow, ow, 10p | 45
—f 1 —— —_— = = |
Yige T2y T WG, 09y’ T
Oy dwy w12 .
"1 5y w2ay "W, T oo 5,’4 ; i
JS |
Die drei Ausdriicke der linken Seite /y
konnen in der Form z
Abb. 1. Komponenten des Geschwin-
v grad w,; bzw. v grad w, bzw. 10 grad w, digkeitsvektors.

geschrieben und daher im Vektor 1 * ¥/ v zusammengefaBt werden. Mit
Beriicksichtigung der Identitit

2
Vi =rotw x v +grad%
erhilt man daher die Vektorgleichung
2
grad% +rot v x v :——%gradp. (1%)

Ebenso wie in der Aerodynamik der inkompressiblen Medien folgt auf
der EurLErschen Gleichung der Impulssatz fiir stationire Strémungen?:

Der Impulsflu durch eine raumfeste Kontrollfliche ist gleich dem
Druckintegral auf der Kontrollfliche.

! Vgl. z. B. Pra~pTL-TIETJENS: Hydro- und Aeromechanik, Bd.I, S. 101
bzw. 8.221. Berlin 1929.

1*



4 Grundbegriffe.

2. Kontinuititsgleichung und Bedingung der Wirbelfreiheit. Fiir ein
singularitatenfreies, d. h. keine Quellen und Senken enthaltendes Raum-
gebiet wird die Konstanz der Masse des stromenden Gases durch die
,, Kontinuitdtsgleichung*

div (ptv) =0 (2)

ausgedriickt, die sich in der gewShnlichen Aerodynamik mit p = const
zu div v = 0 spezialisiert.
Die in Voraussetzung (a) der Einleitung geforderte Wirbelfreiheit ist
durch die Bedingung
rot 1o =0 (3)

gegeben, welche die Dichte g nicht enthilt und in gleicher Weise fiir
kompressible und inkompressible Stromungen gilt.
In rechtwinkligen Koordinaten folgt aus Gl. (2) und (3)

0 0 0

Ery (owy) + 3y (ewy) + 3 (0wg) =0, (2%)
Ow, ow, ow;  dw; dw, dw,
w = w0 69

3. BErNouLLIsche Gleichung. Die EvLERsche Gleichung (1*) speziali-
siert sich mit Gl. (3) zu

. 2
grad %« = ~% grad p, (4)

d. h. die Flachen p = const sind identisch mit den Flichen w = const,
der Druck ist also eine Funktion p(w) des Geschwindigkeitsbetrags. Diese
Funktion ergibt sich durch Integration der mit Gl. (4) gleichwertigen
Differentialgleichung

wdw + ’%” =0, (4%)
die als ,,BERNouLLIsche Gleichung* bezeichnet wird und in der Druck
und Dichte durch eine als vorgegeben zu betrachtende, je nach der Art
des Gases verschiedene ,,Adiabatengleichung*

p=7pl), ¢=e(® ®)

verkniipft zu denken.sind.
Statt in der Differentialform (4*) wird die BERNoULLIsche Gleichung
vielfach auch in der Integralform

7
P

benutzt, wobei w, p und ebenso w, p irgend zwei zusammengehorige
Werte der Geschwindigkeit und des Druckes sind.



Thermodynamische Grundbegriife. 5

Beiinkompressiblen Medien vereinfacht sich Gl. (4**) mit ¢ = const zu
2 2 S St B
bei kompressiblen Stromungen dagegen laBt sich das ,,Druckintegral‘
ap_ erst nach Vorgabe der Adiabatengleichung (5) auswerten.

o(p)

Eine wichtige Rolle bei allen gasdynamischen Untersuchungen spielt
die GroBe

c= I/Z::Z . (6)

Sie hat die Dimension einer Geschwindigkeit und ist vermége Gl. (5) eine
Funktion von g bzw. p oder auch mit Riicksicht auf Gl. (4) eine Funktion
von w. Aaf 8. 39 werden wir ¢ als Schallgeschwindigkeit d. h. als Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit kleiner Stérungen erkennen und wollen da-
her ¢ schon jetzt als Schallgeschwindigkeit bezeichnen. Im inkompres-

d . . . .
siblen Fall ist d{;— =0 und ¢ = oo, kleine Stérungen breiten sich hier

momentan auf den ganzen Raum aus.

Die bisherigen Betrachtungen gelten fiir beliebige Adiabatenglei-
chungen (5). Sie werden in § 2 durch Ubergang zur Adiabatengleichung (8)
der vollkommenen Gase spezialisiert, wobei Gl. (6) in die bekannte Schall-
geschwindigkeitsformel (15) {ibergeht.

§ 2. Thermodynamische Grundbegriffe.

1. Zustandsgleichung und Adiabatengleichung der vollkommenen
Gase. Bei vollkommenen Gasen sind Druck p, Dichte ¢ und absolute
Temperatur 7' verkniipft durch die Zustandsgleichung (7)

p=RgoT; (7)
g9 = 9,81 [m/s?] ist die Schwerebeschleunigung, also go = y [kg/m?] das
spezifische Gewicht, R[m/%] die sog. Gaskonstante.

Die Adiabatengleichung (5) fiir Zustandsinderungen ohne Wirme-
leitung spezialisiert sich bei vollkommenen Gasen zur Poissonschen
Gleichung

%
P ey T
;o) tE ®
Hierbei beziehen sich p, g, 7T auf einen beliebigen Ausgangszustand und
k = cyfc, ist das Verhaltnis der spezifischen Wirmen bei konstantem
Druck bzw. konstantem Volumen. ¢, und ¢, sind Konstante.
Bei Einfithrung des mechanischen Wirmedquivalents
J = 427 [mkg/Cal]
besteht die Beziehung
R=1J(c,—c); 9)
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fiir Luft ist im folgenden zugrunde gelegt
R =29,27 [m/'], k= 1,405.
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik gibt die Energiebilanz
JadQ = Jc,dT + pd(l/g), (10)
wobei 1/go das Volumen und d@ die zugefiihrte Wirmemenge in [Cal]
fir 1 kg Gewicht des Gases ist.

d@Q ist kein vollstandiges Differential. Man erhilt jedoch durch Divi-
sion mit 7' unter Beriicksichtigung von Gl.(7) das vollstindige Differential

dQ \
Jd8 =J 2% = Jo, T + L (/g0 va—~—R— (11)
woraus sich mit Hilfe von Gl (7) und (9) das Integral
aQ R
IS =J f i (QL) + const (12)

ergibt. Die Funktion § ist eine Zustandsfunktion, d. h. bis auf eine ad-
ditive Konstante durch zwei der Zustandsveranderhchen p,0, T be-
stimmt und heiBt Entropie.
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt

dS8 =0, (13)
d. h. die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt niemals ab. Bei
adiabatischen Zustandsinderungen,die wir bis auf weiteres ausschlieBlich
betrachten, gilt in Gl. (13) infolge Gl. (8), (9) und (12) das Gleichheits-
zeichen, die Entropie bleibt hier also konstant.

2. p(w) und ¢(w) fiir vollkommene Gase. Durch Einsetzen von (8) in
die BErNoULLIsche Gleichung (4**) kommt nach einer einfachen Rech-
nung die grundlegende Formel von DE SAINT-VENANT und WANTZEL

2k _p P\ 2\ (14)
2 27 fo (£ & — o _[EZ\ &
o =gt ] e
Dabei bezieht sich hier und im folgenden der Zeiger Null stets auf den
Ruhezustand w = 0 (Ruhedruck p, Ruhedichte g, usw.}; iiber wy,y
vgl. Gl. (16).
Aus Gl. (6), (8) und (7) folgt fiir die Schallgeschwindigkeit die be-

kannte Formel
E—1

02—k”°< | = kplo = kg RT, (15)
Qo \Po,
aus der sich mittels Gl. (14) die weitere Beziehung
k—1 k—1 E—1 «
=D T = kg RTy— 5 w? =5 —w?) (15%)
erglbt (
— 4
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Durch Gl. (14) und (15*) sind der Druck p und die 6rtliche Schall-
geschwindigkeit ¢ als Funktionen der Stromungsgeschwindigkeit w dar-
gestellt; p hingt auBerdem noch vom Ruhedruck p, und der Ruhe-
dichte g, ab, ¢ dagegen nur von dem Verhiltnis p,/o, oder, was nach
Gl. (7) auf dasselbe hinauslduft, von der Rubetemperatur 7',

Die Stromungsgeschwindigkeit w kann nach Gl. (14) von w = 0 bei
p = p, an nicht unbegrenzt, sondern nur bis zur Hochstgeschwindigkeit

Wmax :]//k2—fl Z: (16)
anwachsen, die fir p = 0, also bei Ausstromen ins Vakuum, erreicht
wird. _

Die Schallgeschwindigkeit ¢ hat nach Gl. (15*) im Ruhezustand
w = 0 den Hochstwert

60 = Cmax = |/ }% ]/kJRT = ’”“lwm (17)

und sinkt mit zunehmendem w bis auf ¢ = 0 fiir w = wy,,.
Fiir die sog. ,kritische Gesch'windigkeit“
[2k p k—1 -
ek =1/ 2R Do ]/ —
wr=c E+1 o0, ]Ic+lw‘"ax 'k+1
sind nach Gl. (15%) Stromungs- und Schallgeschwindigkeit einander
gleich ; Druck, Dichte und Temperatur nehmen die , kritischen* Werte an
k 1
2 i 2 Vet 2
= e o=l f e Tr= g T (19)
Man beachte, daB ¢* und wy,,y lediglich vom Verhéltnis /oo, d. h.
lediglich von der Ruhetemperatur 7', abhingen. Fiir Luft (k = 1,405)
mit 7', = 288° hat man

Winax = 757 [mfs], 155 2,437

(18)

*
3. MacHsche Zahl. Die Stromungsgeschwindigkeit w148t sich dimen-
sionslos machen durchBezug entweder auf die értliche Schallgeschwindig-
keit ¢ oder auf die kritische Geschwindigkeit ¢*. Wir benutzen hierbei
die Bezeichnungen
M =wlc, M*=wc* (20)
und nennen M nach E. Macu (vgl. S. 34, Fulinote) die MacHsche Zahl
der Stromung.
Da c* konstant ist, ¢ sich aber mit w 4ndert, ist M* zu w proportional,
M dagegen nicht. Nach Gl. (15*) und (18) sind w, M und M* verkniipft
durch
w? (k + 1) M?
B e |
2 M*2 2 w?
T+ D) —(k—1)M** T (k1) c*—(k—1)u? l

(21)
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Mit Hilfe dieser Beziehungen folgt aus Gl. (14)

. k A
Do k_—'_l M2 —‘-l]:l= k+1 k%l
» ) ‘ L R
k—1 k—1
’G+1 v 2 [1po\%
M — [1 m(p‘)) } . M= k—__—l[(;g) —1 ]

Vgl. zu Gl. (21) und (22) die Zahlentafel 1 und 2 (S. 11 und 57).
_ Die kritische Geschwindigkeit trennt die Bereiche der Unter- und
Uberschallgeschwindigkeiten. Man hat

imUnterschall- 0= w<e* 0=M<1, 0 M*<1;
im Uberschall: ¢* <w < wp,y, 1< M < ©, 1<M*£Vk+1

In der gewdhnlichen Aerodynamik der inkompressiblen Strémungen
ist ¢ = oo (vgl. S. 5) und demnach M = M* = 0; die inkompressiblen
Strémungen erscheinen dadurch als Grenzfall der kompressiblen Unter-
schallstromungen.

4. Ahnlichkeitshetrachtung. Die grundlegende Bedeutung der MAcH-
schen Zahl zeigt sich in folgender Ahnlichkeitsbetrachtung :

Vorgegeben sei eine bestimmte Gasstrémung, d. h. ein Lisungssystem
der Grundgleichungen (1) bis (3). Wir gehen hierauf zu einem geome-
trisch ahnlichen Modell iiber, indem wir alle Abmessungen mit einem
konstanten Faktor m, verindern. Es entsteht nun die Frage: Lassen
sich auch fiir die Geschwindigkeit v, den Druck p und die Dichte g
konstante Faktoren 7, my, und m, so wihlen, daB die Grundgleichungen
(1) bis (3) erfiillt bleiben und demnach ein zu der vorgegebenen Strémung
dhnliches Strombild entsteht ?

Die Gl. (2), (3) liefern fiir die konstanten Faktoren keine einschrin-
kenden Bedingungen, aus Gl. (1*) dagegen erhilt man die Forderung

My = Mp[My, My = V%
Da nach Gl. (6) auch die Schallgeschwindigkeit ¢ sich mit dem Faktor
1 /mp

o = My multipliziert, bat man als Bedingung dhnlicher Stromungen

die Ubereinstimmung der Macuschen Zahlen M =% fiir je zwei ent-

sprechende Punkte der Ausgangsstrémung und der Modellstromung.
Ahnlichkeitsbetrachtungen dieser Art! sind fiir das MeBwesen unent-

behrlich, da sie Messungen am natiirlichen Gegenstand durch Modell-
messungen zu ersetzen gestatten und die Anzahl der erforderlichen Mes-

1 Vgl z. B ACKERET: 8. 294—296.
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sungen auf ein MindestmaB einschrédnken. AufBlerdem fiihren sie zu einer
sachgemiBen Darstellung der Ergebnisse in dimensionslosen Verinder-
lichen.

5. Geometrische Darstellung der Funktion p(w). Die Kurve p =p(w)
(Abb. 2) beginnt nach Gl. (14) auf der p-Achse mit dem Ruhedruck p,
und fallt sténdig bis auf p =0 fir ,
die Maximalgeschwindigkeit wyoy.

Nach Gl. (4%) ist

‘og'r:——gzwg, (23)

s

d. h.: Die Neigung der p(w)-Kurve
gibt die Stromdichte wp an.

Die Differentiation von Gl. (23)
liefert mit Beriicksichtigung von

Gl. (6) und (23) Abb. 2. p(w)-Kurve.
>0 <1

digt . dod w? }

e —orwg =0l =) =o(— M 1 Z o tir M{: . (24)
<0 >1

Daraus folgt fiir beliebige Adiabatengleichungen (5):

Im Unterschallbereich 0 < w < c¢* weist die p(w)-Kurve mit der
hohlen Seite nach unten, im Uber-
schallbereich ¢* < w =< wp,, nach
oben; der Ubergangspunkt w = c*
ist ein Wendepunkt.

Bei ebenen Stromungen liegen
alle Geschwindigkeitsvektoren tv in ' V=W
derselben Ebene, d. h. bei geeigneter
Stellung des Koordinatensystems ist
durchwegs w, =0. Inderw,,w,-Ebene,
die wir Geschwindigkeitsebene oder
auch Hodographenebene nennen wol-
len, hat man als Unterschallbereich
(M < 1) die Kreisflache ]@i{-ﬁ <c*
und als Uberschallbereich (M > 1) das
Ringgebiet c¢* < jw; P < Wiy
(vgl. Grundri von Abb. 3). Tragt
man iiber jedem Punkt w,, w, des
Unter- und Uberschallbereichs der Geschwindigkeitsebene gemif
Gl (14) den Druck p auf, so entsteht der ,,Druckberg®, d.h. eine
Drehflache mit der p(w)-Kurve als Meridian und der p-Achse als Dreh-
achse (Abb. 3). Der Breitenkreis w = ¢* trennt die positiv gekrimmte

u=w,

Abb. 3. Druckberg fiir ebene Strémungen.
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Bergkuppe des Unterschalls von dem negativ gekriimmten Bergfufl des
Uberschalls.

6. Druckintegral und Wirmeinhalt fiir vollkommene Gase. Der Wirme-
inhalt (Enthalpie) fir 1kg Gewicht eines vollkommenen Gases wird durch

v =¢,T (25)
definiert. Mit Hilfe von GI. (7), (9) und (8) hat man

o _gbefir PN w dp pde
sz_Jc,,dT_JgR(g _deg)_cp_%gg(1-? 3
__k dp/ 1\ dp
_k——lge(\ k>_ge’

d. h. bei adiabatischen Zustandsinderungen sind der Warmeinhalt  und
das in der BErNoULLISchen Gleichung (4**) vorkommende Druckintegral

durch die einfache Beziehung

D
..y Llidp
J (1 —1y) = g_{ o (26)
po
verkniipft. Die BERNoULLIsche Gleichung geht dadurch in den Energie-

satz iiber
5=+ J(1—ip =0. (27)

Nach Gl. (27) kann man im p, w-Diagramm (vgl. Abb. 2) die w-Achse
auch nach dem Wirmeinhalit 7 eichen, wodurch das p,w-Diagramm zum
p,i-Zustandsdiagramm wird.

§ 3. Stromlinienverlaut bei Unter- und
Uberschallgesechwindigkeit.

1. Stromdichte. MaBgebend fiir den im folgenden zu untersuchenden
Stromlinienverlauf ist die Abhéngigkeit der Stromdichte pw vom Druck
bzw. der Stréomungsgeschwindigkeit w. Fiir die durch Division mit g*w*
dimensionslos gemachte Stromdichte @ ergeben sich aus Gl (8), (22)
und (19) die Beziehungen

3 k1
S L
@=951§2*=/ =1 (o) ) ()
3

k+l
k—1

(28)

k+1 M

1/(k+1 .
=y (—42_ >’“‘1 F—1 bl
(TM2+1>2(’°“1’

die fiir Luft (k = 1,405) graphisch in Abb. 4 und zahlenmaBig in Zahlen-
tafel 1 dargestellt wird; vgl. hierzu auch die Beziehung (21) zwischen
M und M*.
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Zahlentafel 1 fir Luft (k = 1,405).
- Stromdichte ® bei Unter- und Uberschallgeschwindigkeit.

Unterschallbereich: Uberschallbereich:
P . _ow » . _ ow
o M M O= v -~ M | M 0= jigr
k |
e vom
1,000 0,000 0,000 0,000 k1 1,000 © 1,000 i 1,000
= 0,527 ! |
0,998 0,054 0,059 0,094 0,500 1,045 1,073 0,998
0,996 0,077 0,083 0,130 0,450 1,131 1,105 0,987
0,990 0,120 0,131 0,212 0,400 1,221 | - 1,174 0,964
0,980 0,170 0,186 0,289 0,350 1,319 1,245 0,930
0,970 0,208 0,228 0,351 0,300 1,430 1,319 0,883
0,960 0,241 0,264 0,404 0,250 1,559 1,398 0,826
0,950 0,271 0,295 0,451 0,200 1,708 1,484 0,745
0,940 0,298 0,324 0,489 0,150 1,898 1,581 0,646
0,920 0,347 0,376 0,558 0,100 2,157 1,698 0,520
0,900 0,390 0,422 0,617 0,080 2,304 1,753 0,458
0,890 |0,367| 0443 | 0,642 0,060 |2484| 1,816 | 0,387
0,860 0,468 0,503 0,712 0,050 2,602 1,853 0,347
0,830 |0522| 0557 | 0,770 0,040 |2,748| 1,805 | 0,302
0,800 | 0,573| 0,608 | 0,817 0,020 [3211] 2,004 | 0,19
0,760 0,638 0,672 0,872 0,010 3,699 | 2,089 0,124
0,750 | 0,653 | 0,687 | 0,883 0,008 3,863 2112 | 0,108
0,700 0,731 0,762 0,932 0,006 4,079 2,140 0,085
0,650 0,808 0,833 0,966 0,004 | 4,394 2,168 0,067
0,600 0,885 0,902 0,988 0,002 ‘ 4,967 2,224 0,042
k i ! -
(2 )& |
BTl 1,000 1,000 1,000 |
= 0,527 | |
Nach Gl.(23) und (24) ist e
46 de

-— =0 fir M =1 und o~ g
w

dw

> 0 fir M S 1. Dement- %
sprechend wéchst die Strom-

dichte @ im Unterschallbe- i
reich von @ = 0 bis Oy,
=1 und sinkt im Uberschall-
bereich von @, = 1 wieder

bis auf @ = 0; zu jedem (5
Zwischenwert der Strom-
dichte gehdren zwei Ge- e O T
schwindigkeiten, ndmlich ei- 007 02 3 4% 05 46 47
ne Unterschall- und eine Abb.4. Strom%ilclltfeﬁr@ Izjéitl‘(\;;nitilogogin p/Dy , M bzw.
Uberschallgeschwindigkeit. '
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2. Eindimensionale Stromung. Wir betrachten die Strémung durch
eine Diise oder eine Rohre mit geradliniger Achse und machen hierbei
die fiir viele Zwecke ausreichende vereinfachende Annahme, daB die
Abweichung der Geschwindigkeitsrichtung von der Achse vernachlissigt
werden darf und daB in jeder zur Achse senkrechten Querschnittsebene
die GroBe der Geschwindigkeit, also auch Druck, Dichte usw. konstant
sind. Bei dieser sog. ,,hydraulischen Behandlung* der Strémung wird
das Problem eindimensional; an Stelle des Geschwindigkeitsvektors v
geht lediglich die Grofe w der Geschwindigkeit in die Untersuchung ein.
Uber die Abweichungen der eindimensionalen Niherung vom tatsich-
lichen Stromungsverlauf vgl. S. 92 und 118.

Bei stationdrer Stromung ist fir alle Querschnitte die Durchflufi-
masse @ in der Sekunde konstant, die verdnderliche Querschnittsfliche j
und @, o, w sind also verkniipft

w | Mer M1 durch die Kontinuitdtsgleichung

Q = fow = const.  (29)

nimmf zv «.“_“‘:% %“_4“.“ Fir inkompressible Stromun-
e e | €1 (0 = const) folgt aus Gl. (29

i Ly, die triviale Tatsache, daf die Ge-

nimmt ab —_— - schwindigkeit w mit wachsender
P B Querschnittsfliche abnimmt und

umgekehrt. Bei kompressiblen
Strémungen (g verénderlich) ist
der Zusammenhang weniger ein.
fach. Hier ergibt sich durch logarithmische Differentiation von Gl. (29

Abb. 5. Geschwindigkeitsverlauf bei Unter- und
Uberschallgeschwindigkeit. -

df  do  dw

und mit Hiife von Gl. (4*)und (6) erhilt man die Gleichung von HugoN101
df dwl|/w\? ’ dw 9

7:;“\?) —1':-1;(M —1). (30

Sie besagt (Abb. 5):

a) Im Unterschallbereich (M < 1) nimmt ebenso wie im Grenzfall dex
inkompressiblen Stréomung die Geschwindigkeit bei sich erweiternden
Querschnitt ab und bei sich verengendem Querschnitt zu.

b) Im Uberschallbereich (M > 1) entspricht umgekehrt einer Quer:
schnittserweiterung eine Geschwindigkeitszunahme und einer Verengung
eine Geschwindigkeitsabnahme.

¢) Die kritische Geschwindigkeit (M =1) kann nur fiic df =0, d.h
fiir extreme und zwar wegen .a) und b) nur fiir kleinste Querschnitts
flichen erreicht werden. Umgekehrt folgt aus df =0 entweder M =1
der dw=0, d.h. im engsten Querschnitt wird entweder die kritische



Stromlinienverlauf bei Unter- und Uberschallgeschwindigkeit. 13

Geschwindigkeit erreicht oder die Geschwindigkeit hat einen Ex-
tremwert.

Die Anderung der Geschwindigkeit und des Druckes fiir die einzelnen
Querschnitte einer vorgegebenen Diise oder Rohre ist durch die mit
Gl. (29) gleichwertige Bedingung

fO =fO = const (31)

bestimmt. Wenn fiir einen Anfangsquerschnitt f die Stromdichte & vor-
gegeben wird, liefert zu jedem weiteren Querschnitt f Gl. (31) die Strom-
dichte @ und Gl. (28) bzw. Abb. 4 oder Zahlentafel 1 die Macmsche
Zahl M und den Druck p/p,.

Abb. 6. Geschwindigkeits- und Druckverlauf in einer Lavaldiise.

3. Anwendung auf Lavaldiisen. Von besonderer praktischer Wichtig-
keit sind die nach dem Schweden DE LAVAL benannten Lavaldiisen, bei
denen sich der Querschnitt zuerst verengt und dann wieder erweitert.
Vorbehaltlich einer strengen zweidimensionalen Behandlung (vgl. S. 92
und 118) wenden wir hier die hydraulische Betrachtungsweise der Ziff. 2
S. 12 auf die Lavaldiisen an (Abb. 6):

Die maximale Durchflufimasse @, ergibt sich offenbar fiir @ = @,
=1 bei f= fin, also fiir die Durchstromung des engsten Querschnitts
mit der kritischen Geschwindigkeit w = ¢* (M = 1). Dabei sind die
beiden in Abb. 6 durch die Kurven (@) und (b) dargestellten Strémungs-
verldufe moglich : Bei (@) geht die Stromung von hohem Druck im Unter-
schall zu kleinem Druck im Uberschall oder wieder zu hohem Druck im
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Unterschall, bei (b) von kleinem Druck im Uberschall zu hohem Druck
im Unterschall oder wieder zu kleinem Druck im Uberschall.

Bei kleinerer DurchfluBmenge @ << @, wird der engste Querschnitt
und die ganze Diise entweder mit Unter- oder mit Uberschallgeschwindig-
keit durchstrémt ; auf den ersten Fall beziehen sich die gestrichelten, auf
den zweiten Fall die punktierten Kurven in Abb. 6. Als Grenzfille fiir
@ = 0 hat man im Unterschallbereich die Ruhe (— gestrichelte Geraden
in Abb.6 —) und im Uberschallbereich die Strémung mit Maximal-
geschwindigkeit bei verschwindendem Druck (— punktierte Geraden in
Abb. 6 —). '

Bei groBerer DurchfluBmenge @ > @, ist eine adiabatische Durch-
stromung der ganzen Diise unmoglich. Hier tritt &, =1 nicht am
engsten Querschnitt, sondern rechts oder links von ihm ein und fiir M
und p ergeben sich Kurven in dem schraffierten Bereich von Abb. 6.
Diesen in Abb. 6 strichpunktierten Kurven entspricht eine an dem zu
6 =1 gehérenden Querschnitt umkehrende Strémung, die sich natiirlich
physikalisch nicht realisieren 148t. Wie sich spéiter zeigen wird (vgl.
S. 68), kénnen durch VerdichtungsstéBe Teile der in Abb. 6 strich-
punktierten Kurven physikalische Realitit erhalten.

4, Stromlinienverlauf der 2- und 3-dimensionalen Stromung. Im drei-
dimensionalen Fall der allgemeinen rdumlichen Strémung betrachten
wir die durch eine kleine geschlossene Kurve hindurchgehenden Strom-
linien. Sie erzeugen eine im allgemeinen gekriimmte Stromrshre, welche
unter der Voraussetzung stationdrer Strémung zeitlich unveridnderlich
ist und ‘das im Innern stromende Gas wie eine feste Rohre einschlieft.
Auf hinreichend enge Stromrohren kann man die hydraulischen ein-
dimensionalen Ergebnisse unmittelbar iibertragen: Einer Verengung
(bzw. Erweiterung) einer Stromrohre entspricht im Unterschall eine
Zunahme (bzw. Abnahme) und im Uberschall eine Abnahme (bzw. Zu-
nahme) der Stromungsgeschwindigkeit, wie dies in Abb. 5 schematisch
dargestellt ist; in einem kleinsten Querschnitt wirdendweder die kritische
Geschwindigkeit erreicht oder die Geschwindigkeit hat einen Extremwert.

Im zweidimensionalen Fall der ebenen Strémung gelten die analogen
Aussagen, wenn man an Stelle der Stromrdhren die von benachbarten
Stromlinien begrenzten Stromstreifen betrachtet.

Man beachte, daB bei den adiabatischen reversiblen Zustandsénde-
rungen jede Strémung auch in umgekehrter Richtung durchlaufen werden
kann; denn die Grundgleichungen (1*), (2) und (3) bleiben erfiillt, wenn
man durchwegs 1 durch (—1v) ersetzt. Bei den spéter hinzukommenden
VerdichtungsstéBen (vgl. § 11) ist eine solche Umkehrung nicht mehr
méglich.

Um den EinfluB der Kompressibilitiat bei kleinen Macuschen Zahlen
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abzuschitzen, entwickeln wir die erste Gl. (22) nach Potenzen von M2
und erhalten bei gleichzeitiger Beriicksichtigung von Gl. (8)
» Foye oo £
RZl-——gsz s .go—«l 5 T .
12
Hiernach gibt, wenn man die Entwicklung mit M2 abbricht, J2i die

relative Dichteinderung oder mit anderen Worten den Fehler, den man
in der gewohnlichen Aerodynamik bei der Kontinuitédtsgleichung durch
die Annahme konstanter Dichte begeht. Der Fehler bleibt unter 1 vH fiir
%I—Z < 0,01, also M < 0,14,

d. h. fiir Luft unter Atmosphirendruck und 15° C (¢ = 340 [m/s]) etwa
bis zur Geschwindigkeit w = 48 [m/s], und wichst bis zu 4 vH bei
Geschwindigkeiten von rd. 100 [m/s].

5. Beigpiele: Quelle, Senke und Wirbel. Zur Anwendung betrachten
wir die einfachsten Beispiele kompressibler Strémungen:

a) Quelle und Senke in rdumlicher und ebener Stromung (Abb. 7).

Die Stromlinien sollen geradlinig sein und ein Biindel bzw. Biischel
mit dem Scheitel 4 bilden. AuBerdem soll die Geschwindigkeit w auf
jeder Kugel bzw. jedem Kreis um 4 konstant sein. Bei Einfithrung eines
Polarkoordinatensystems mit dem Nullpunkt 4 sind dann w, g, p usw.
lediglich Funktionen des Radiusvektors » und '
die Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreiheit ist \
von vornherein erfillt. Die Kontinuitéts-
gleichung (2) spezialisiert sich beim raum-
lichen bzw. ebenen Problem zu

A

. d ow ow
Die Integration liefert
const const
7= —— bzw. r = —— , Abb. 7. Quelle (Senke) in rdum-
4 ow licher oder ebener Stromung.

was sich auch unmittelbar aus der Forderung konstanter Durchfluf3-
menge durch die konzentrischen Kugeln bzw. Kreise um den Nullpunkt
ergibt. Mit Hilfe von GI. (28) kommt

O \ / " {» = 2 beim riumlichen Problem, (32
reEvYT % ™%y =1 beim ebenen Problem. )
Nach 8. 11 hat der Ausdruck auf der rechten Seite und infolgedessen

auch 7 ein Minimum fiir M =1, also

7‘,1;]]-,1 =0 I(/ilj;:—:—: 3
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so daB Gl. (32) tibergeht in

]/ k—1,m 2 )k~1
, ) —— TET1 mit | ¥ = 2 beim riumlichen Problem, (33
7" = Tmin M ! | » =1 beim ebenen Problem.

Die durch Gl.(33) gegebene,, Quellstrémung*‘ oder,,Senkenstromung’
existiert nur auBerhalb der Kugel bzw. des Kreises r = 7. An Stell
der punktformigen Quelle und Senke der inkompressiblen Strémung trit
hier also ein kugel- bzw. kreisférmiger Kern, in dessen Inneres die Stré
mung nicht fortgesetzt werden kann (Abb. 7). Am Kern wird die kritisch
Geschwindigkeit (M =1) erreicht und im ganzen Stromungsfeld auBer
halb des Kerns hat man entweder stindig abnehmende Geschwindig
keiten bis zu M =0 fiir r = oo (reine Unterschallstrémung) oder stindi,
zunehmende Geschwindigkeiten bis zu M = co fiir 7= 0o (reine Uber
schallstrémung). Man findet hierbei das in Abb. 5 dargestellte typisch
Verhalten der Stromlinien bei Unter- und Uberschallstromung bestiitig
und iiberzeugt sich leicht, daB ein Durchgang durch die Schallgeschwin
digkeit. mit Abb. 5 unvertriglich wire.

Ausschnitte aus Quell- und Senkenstrémungen kommen in konische
Roébren und Diisen vor (vgl. Abb. 78, 79).

b) Wirbel in ebener Stromung (Abb. 8). Die Stromlinien sollen kor
zentrische Kreise mit dem Mittelpunkt 4 sein und die Geschwindigkeit «
wieder nur von r abhiangen. Dann ist di
Kontinuitétsgleichung (2) von vornherei
erfilllt und die Bedingung Gl. (3) de
Wirbelfreiheit spezialisiert sich genau s
wie im inkompressiblen Fall zu

const const

r = —w— = —7”7
Mit Hilfe von Gl. (21) kommt
oo =D M2 3

(k+1) 112 -
Fir M = oo hat der Ausdruck auf de
rechten Seite ein Minimum, also
. E—1
Tmin = C -7
so dafl Gl. (34) tbergeht in

Abb. 8. Wirbel in ebener Strémung.

o
(7c——1)M2)'

Auch die durch GI. (35) gegebene ebene ,,Wirbelstromung** existie:
nur auflerhalb des vom Kreis 7 =r_;, begrenzten Kerns (Abb.8). D
Geschwindigkeit nimmt mit zunehmendem Radius fortgesetzt ab vc

r?=ri (1 + (3¢
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M = > am Kern bei r =ry;, bis zu M =0 bei r=oc. Bei

r¥ = Tmin ]/%‘j—:i
wird die kritische Geschwindigkeit (M =1) durchschritten, das Stré-
mungsfeld zerfillt demnach in den dem Kern anliegenden Uberschall-
bereich 7, <7 < r* und den sich ins Unendliche erstreckenden Unter-
schallbereich 7 > r*.

Fiir jeden von zwei benachbarten Stromlinien begrenzten Strom-
streifen ist in Ubereinstimmung mit S.12 die Querschnittsfliche
und die Qeschwindigkeit konstant, die Hueoxior-Gleichung (30) wird

also durch df =dw =0 erfiillt.

§ 4. Potentialgleichung.

1. Potentialgleichung der allgemeinen riumlichen Stromung. Aus der
Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreiheit folgt die Existenz einer nur vom
Ort abhingigen Potentialfunktion ¢ (2, ¥, z), aus der man mittels Gra-
dientbildung den Geschwindigkeitsvektor

o¢ 09 _ 99

??_x ’ ’w2 - a_y' sy Wg = E (36)
erhélt. Infolgedessen bezeichnet man bekanntlich die wirbelfreien Stré-
mungen auch als Potentialstromungen.

Aus Gl. (2) und (36) folgt

0= (owy),+ (sz)y + (oWs)e =0 (Pus+ Pyy + ‘Pzz) Qs P +0yPy 0Pz (37)

wobei die unteren Zeiger z, y, z partielle Differentiation bedeuten. Aus
Gl. (4*) und (6) erhilt man

w=grade; w, =

also
4 2 Ty o 4 v 2y 2
0= 350z T Py T @)r 0= —5a (P2 T @y + Py,
. ) ‘ (38)
0:=—5g Pz T @y + @2
Darch Einsetzen von Gl. (38) in Gl. (37) ergibt sich die Potentialgleichung

o

‘Pm(l _‘%};\) "“‘Pyy(l "'f—zy) +‘Pzz(1 —‘Z‘;E)

Py ¥ PP Pz ¥
— 20, 10 2 g, T 2, P =

(39)

Man beachte, daB ¢? in der Potentialgleichung (39) nicht konstant,
sondern nach 8.5 eine Funktion von w? =g+ ¢, + @; ist; insbeson-
Sauer, Gasdynamik. 2
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dere gilt nach Gl (15*) fiir vollkommene Gase

k—1 N 2
= P (wlznax —“%2:—‘ v — )

Da die Ableitungen von ¢ in nichtlinearen Verbindungen wie z. B.
Pory (£ vorkommen, ist die Potentialgleichung (39) eine nichtlineare Diffe-

rentlalglelchung. Im Grenzfall ¢= oo der inkompressiblen Strémung
spezialisiert sie sich zur linearen

Potentialgleichung
> ' Pzz + Qyy T Pz =0

\ 5 der gewohnlichen Aerodynamik.
Zuweilen werden wir die Poten-

A z 1
L—""'—’] ‘ tialgleichung zweckmaBiger in Zy-
Abb, 9. Zylindefkoordinaten. linderkoordianten z, 7, ( Abb. 9)

schreiben. An Stelle von Gl. (36) und (37) hat man dann
op 0 10
W= Ve g Y=g, (36%)
. 1 1

(owy), + T (rowy)r + - (ows)e =0 (37*)

und an Stelle von Gl. (38) kommt
o [ 2 1, 2 2 1,
0z = —'2‘55(% + ot ;wpw) 0 =—2%(% +or +;?%-) ’ l
\ . z . Iy (38%)
woraus sich durch Einsetzen in Gl. (37*) die Potentialgleichung in Zylin-
derkoordinaten

/ 2
[ 72 ’I’ 6 (39*)
PrPo %'P Puly | Pr(y o Po) :
—2 @ 7‘;(}2 2 Qo 7‘26;: — 2 @ 2 + 77(1 + m}) =0
ergibt.

2. Potential und Stromfunktion der achsensymmetrischen riumlichen
Stromung. Der wichtigste Sonderfall der rdumlichen Strémung ist die
achsensymmetrische rdumliche Strémung, wie sie z. B. bei axial ange-
blasenen Drehkorpern vorkommt. Wir benutzen hier die soéber
eingefithrten Zylinderkoordinaten und lassen die x-Achse mit der Sym-
metrieachse der Stromung zusammenfallen. Der Geschwindigkeits.
vektor 1 hingt dann nicht mehr vom Drehwinkel w, sondern lediglich
von z, r ab und liegt stets in einer Meridianebene (= Ebene durch die
x-Achse). Infolgedessen ist die Strémung in allen Meridianebenen die-
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selbe und braucht nur in einer festen Meridianebene untersucht zu
werden.

Wir benutzen bei der achsensymmetrischen Stromung stets die Be-
zeichnungen w; =u, w,=v. Da die dritte Komponente w, identisch
verschwindet und u,v sowie @ Funktionen lediglich von z,r sind,
spezialisiert sich Gl. (39*) zu

(pxa;(l—“f—;>+‘{0rr(1iqz—;)_z‘pm(pizq}r—f'(p%:o' (40)

/

Ebenso wie Gl (39) und (39%*) ist auch Gl. (40) eine nichtlineare
Differentialgleichung, aber nicht mehr mit drei, sondern nur noch mit
zwei unabhéngigen Verdnderlichen , r.

Die Kontinuitdtsbedingung Gl. (37*) spezialisiert sich zur Gleichung

0 0
35 (row) + 5. (row) =0
und wird durch den Ansatz
QU = G Y,, TOV = — a1, (¢ = const)

befriedigt, so daB man bei der Normierung @ = g, das grundlegende
Gleichungssystem

1
r

1
u:(Px:T Y, V=@ = —7

o |
S ]QQ

Y s r
(41)

. 2 2 Qp ) 2 2 2
w2:u2"7‘7)2:¢x+¢r:(9_;') ('Px+'#’r)
erhdlt. Es definiert die sog. Stromfunktion y(x,7), zu der es im allge-

meinen rdumlichen Fall kein Analogon gibt.
Die Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreiheit

du ov
Frit Pl
liefert dann
O Yoy + Ypr) — 7 (Yo 00 + Wr0r) —oyr = 0. (42)

An Stelle von Gl. (38) erhilt man aus

)

2
0

o . [ 0o .1 —
die Gleichungen

0p \2 2 2
Qg == -~ (7‘96) 0 WuWuu + Wrur) — Qu (tp“’ Tl

0 \ 2 it o 2 N
o = — (7,—905) [Q (WaWor + Yr Prr) — (@T + 7) (pz + 1/)”)} >

PAJ
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deren Auflosung
% _ _(ﬁg)?‘ Vo Yoz + Yr Yor
4

2
ree 1'—«<ﬂ’-) (2 + ¥2)

rec

. ‘ 4 M_l.( 2 4 ‘2)
o _ ﬁ—(' 90)2%}: Yer + Pr Py p ka'?"l{)rﬁ

roc 2
DO - e

rec
ergibt. Durch Einsetzen in Gl. (42) folgt fir die Stromfunktion y die
nichtlineare Differentialgleichung
%)\2, - | 00\
- I (43)

Qo \2 (2
+2(,Téoz> %wxfpr——f=0,

wobei(%})2 eine Funktion von w oder nach Gi. (41) eine Funktion von
Lo oo
7 (Yz+ yr) ist.

3. Potential und Stromfunktion der ebenen Strémung. Die raumliche
Stromung wird zur ebenen Stromung, wenn die z-Komponente w; des
Geschwindigkeitsvektors identisch verschwindet und die Strémung in
allen Ebenen z = const dieselbe ist. Die Strémung braucht dann nur
in der @, y-Ebene untersucht zu werden.

Wir bezeichnen bei der ebenen Strémung die - und y-Komponente
des Geschwindigkeitsvektors ebenso wie im achsensymmetrischen raum-
lichen Fall mit w;=w, wy=v. Da w%,v sowie @ lediglich Funktionen
von %, y sind, spezialisiert sich Gl. (89) zur nichtlinearen Differential-
gleichung

Paa (1 — %) + Pu (1 — Z%) — 2 2P =0 (44)

mit den zwei unabhéngigen Verénderlichen =, y.
Gl. (44) unterscheidet sich von Gl. (40), abgesehen vom Wechsel der

Bezeichnung y und r, nur durch den Wegfall des letzten Gliedes ?;—’. Wir
werden spéter sehen (vgl. S. 46 und 138), dal der Wegfall dieses Gliedes
fiir die Integration der Potentialgleichung von groBler Tragweite ist.
Auch bei der ebenen Stromung existiert eine Stromfunktion . An
Stelle der Gl. (41), (42) und (43) des rdumlichen achsensymmetrischen

Falls treten hier die Beziehungen

4 9
'u"—(Px”“’éo"/’y: v =@, = %Wx,:
Qo (49)

2 2 2 2 2
w? = w? - vt =gy +%=(?> W & ¥a)
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0 (Wag + Wyy) — (@Y + 0y ) =0, (46)
[ 00\2 o 0o \2
1— (E%) ’/’xr +2 (?2) Yoy Yoy =0, (47)

Wobei(i—‘(’;)2 eine Funktion von w oder nach Gl. (45) eine Funktion von

Yyr

1 — (5_2)2%‘ + Pyy

L

vz + 1y ist.

Sowohl im ebenen wie im achsensymmetrischen rdumlichen Fall
haben die Kurven y =const nach Gl. (41) bzw. (45) in jedem Punkt
den Geschwindigkeitsvektor als Tangente und sind daher die Stromlinien
der Stromung. Sie stehen senkrecht zu den Potentiallinien ¢ = const.
Greift man aus dem kontinuierlichen rechtwinkligen Kurvennetz der
Stromlinien und Potentiallinien die diskreten Kurven

P=00 @ =P "6, Q=@ T2&, "1 P=Yp, Y=y +¢,
Y=y + 2, -
heraus, wobei ¢, 9, und die =% 777%*8

»,Maschenweite‘‘ ¢ beliebige

Konstanten sind, so ergibt ‘

sich ein i. a. krummliniges —— A V=yore
Rechtecksnetz (Abb. 10). | 75y

Bei fortgesetzter Verenge- 3 ! ¥=9p
rung dieses Netzes durch ———-wsﬂ'\\ '

den Grenzprozel &— 0 LT

strebt das Seitenverhiltnis Abb. 10. Potential- und Stromlinien der ebenen oder
achsensymmetrischen rédumlichen Strémung.

der Rechtecksmaschen dem ‘

von Punkt zu Punkt veridnderlichen Grenzwert zu:

) ‘ & im riumlichen achsensymmetrischen Fall,
() =l
oo = g

‘ o im ebenen Fall.

Wir betrachten die DurchfluBmasse @ in der Zeiteinheit zwischen
zwei Stromlinien y =y, und =1, im ebenen Fall bzw. zwischen den
beiden Umdrehungsflichen der Stromlinien ¢ =1, und y =1, im rdum-
lichen achsensymmetrischen Fall. Aus den Linienintegralen

B B
Q= fg (udy —ovdx) bzw. @ = f2rytg (udr — vd )
A A
zwischen irgend zwei Punkten A, B der beiden Stromlinien ergibt sich
mit Hilfe von Gl. (45) bzw. (41)
B

: B
Q = Joody = 09 (, —pa) bzw. Q= [2mpedy = 2700 () —Ya),
4 A
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d. h.: In beiden Fillen ist die Durchflufmenge bis auf einen unwesent-
lichen konstanten Faktor gleich der Differenz ), — ;.

Bei der inkompressiblen Strémung werden wegen %: const =1

simtliche Rechtecksmaschen quadratisch. Hierbei spezialsieren sich in
der Ebene die Beziehungen Gl. (45) zu den CavcmY-RIEMANNschen
Gleichungen :
Pz =%y Pur= —Ys
und die Differentialgleichungen (44) und (47) zu den LarLacEschen
(leichungen , ' '
Poz + Py =0, YPaz + 9y, =0.
.. Als Beispiel seien Potential und Stromfunktion fiir die ebene Quell-
strémung und die Wirbelstromung (vgl. S. 15) angegeben:
In Polarkoordinatén r, w hat die ebene Quell- oder Senkenstromung

die Stromfunktion

y = const. w = const. arc tg y/z
und die Wirbelstrémung das Potential
¢ = const. @ = const. arc tg y/x.

Mit Hilfe von Gl. (45) folgt hieraus fiir die ebene Quellstromung

const.

R
und fiir die Wirbelstromung

- > const.
w= V‘P; toy="4
in Ubereinstimmung mit S. 15 und 16.

II. Abschnitt:
Linearisierte Stromung.

‘In diesem Abschnitt werden die von der ungestérten Parallelstromung
nur wenig abweichenden Strémungen behandelt, wie sie bei spitzen und
schlanken, unter kleinem Anstellwinkel angeblasenen Profilen oder Dreh-
kérpern vorkommen. An Stelle der strengen nichtlinearen Potential-
gleichung wird eine erheblich vereinfachtelinearisierte Potentialgleichung
zugrunde gelegt.

§ 5. Linearisierung der Potentialgleichung.
1. Voraussetzung fiir die Linearisierung. Wir bezeichnen mit 1 und ¢
den Geschwindigkeitsvektor und das Potential der in Richtung der
positiven z-Achse verlaufenden ungestorten Grundstrémung und. setzen

v
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fir die entsprechenden Grofien v, ¢ der zu untersuchenden gestérten
Strémung (Abb. 11)

W=+ w=w-+w,
¢=p+¢ =vz+g, |
wobei w eine gegebene Konstante ist und w,, w,, w, bzw. ¢’ als Funktionen
von &, ¥,z zu betrachten sind.

Die in diesem ganzen Abschnitt zugrunde gelegte Voraussetzang, daB
sich die zu untersuchende Stromung von der Grundstrémung nach Grofe
und Richtung des Geschwindig-

Wy =W, Wy=W,; [

(48).

keitsvektors nur wenig unter- 0 o | Ve ‘W
. . ey 1 2

scheidet, soll folgendermafen pré- W A

zisiert werden: | _ \,

IR
- w wy

Die zweiten und hoheren . Po-
tenzen der kleinen Groflen w/,
w,, w, und demgemi auch von
¢ und den Ableitungen von ¢’ werden vernachlassigt.
Bei Beriicksichtigung dieser Voraussetzung hat man fiir den Geschwin-
digkeitsbetrag w und die Schallgeschwindigkeit ¢ der gestérten Strémung

Abb. 11. Geschwindigkeitsvektor der gestorten
Stromung.

w2=(w+w)?+w?+w?=w+2ww,

RN S St SRR ) SN Lt ¥t S AR S-S MR [ Pu
c —Leo 5w —kgo g W (k—1)ww, = c?—(k—1)ww,
und daher .
— , - k—1gy . w o o k—1 = \w]
w=i -+, 0=5— 52 By =;=M[1+(1 +——2—M>—_—}, (49)
[ w

wenn mit ¢ und M die Schallgeschwindigkeit und die Macasche Zahl der
Grundstromung bezeichnet werden.

AuBerdem ergibt sich aus der BerNoULLIschen Gl. (4*) die wichtige
Niherungsbeziehung fiir den Uber- bzw. Unterdruck gegeniiber der
Grundstrémung

w
Ap=p—p= —(gwdw = —ow(w—w) =—gww (50)
w
oder nach Division mit dem Staudruck der Grundstrémung in dimen-
sionsloser Darstellung
Ap

— 2%, (50%)
2 w
*2~ w
Die oben prazisierte Voraussetzung wird nabherungsweise erfiillt bei
der Stromung um spitze und schlanke Kérper mit kleinem Anstell-
winkel. Die Umgebung etwaiger Staupunkte mu8 allerdings ausgeschlossen
werden, da dort wegen w ~—w die Gréfe w’ nicht mehr als klein
gegeniiber w betrachtet werden kann.
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2. Durchfiihrung der Linearisierung. Auf Grund der Voraussetzungen
von 8. 23 vereinfacht sich die Potentialgleichung (39) bzw. (39*) der
allgemeinen riumlichen Stromung zu

Pz (]___M2) + @yy + Pz =0 (61)
fiir rechtwinklige Koordinaten und zu
—_ 1 ,
G (1L — W2 + Grr + 75 Puo + & =0 (51%)

fir Zylinderkoordinaten.
Fiir achsensymmetrische riumliche Strémungen geht Gl. (40) iiber in

Pus (1 —H2) + @y + 22 =0 (52)

und fiir ebene Stromungen erhilt man aus Gl. (44) (vgl. hierzu auch
S. 90). N
Poz (1 — M%) + @y, =0. (63)

Die vereinfachten Gl.(51) bis (53) sind im Gegensatz zu den strengen
Gl. (39), (40), (44) lineare Differentialgleichungen. Wir bezeichnen daher
die auf den Voraussetzungen der S. 23 begriindete Naherung als ,,Lineari-
sierung** und die entsprechende Stromung als , linearisierte Strémung*.
Wegen der Linearitat der Differentialgleichungen (51) bis (53) gelten
sie sowohl fiir das Gesamtpotential @ als auch fiir das Zusatzpotential
¢ =¢—9p.

Die linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung (51) bis (53)
sind fiir 77 < 1 (Unterschall) vom elliptischen und fiir 7 >1 (Uberschall)
vom hyperbolischen Typus (vgl. S. 44). Hierauf beruht das wesentlich
verschiedene Verhalten der Unter- und Uberschallstrémungen.

Im folgenden untersuchen wir die linearisierte Stromung zunéchst fiir
Unter- und dann fiir Uberschallgeschwindigkeit; Durchgéinge durch die
Schallgeschwindigkeit sind bei der Linearisierung nicht erfaBbar.

§ 6. Linearisierte ebene Unterschallstromung.
1. Affine Beziehung zwischen der kompressiblen und inkompressiblen
ebenen Stromung. Nach L. PRaNDTL! fithren wir die elliptische Differen-
tialgleichung (53)

9y - e
— e =
7 (11— M2 + P 0

fiir das Zusatzpotential g, bei kompressibler Stromung mittels der Trans-
formation
w=ap, Y=y |1 —M% @ =Ap (54)

1 l;RANDTL, L.: Journ. of Aeronant. Research Inst., Tokyo Imp. Univ. n. 65
(1930), S. 14; vgl. auch GrLauert, H.: Proc. Roy. Soc. A, 118 (1928), S. 113 sowie
PistorEs1, E.: Voltakongrefl, S.283—326.
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in die LaprLacesche Differentialgleichung

*g;  Pg;

oz 'y}

fir das Zusatzpotential g; bei inkompressibler Stromung tiber, wobei 4

eine zunichst willkiirliche Konstante bedeutet. Hieraus folgt die
Pranprische Regel (Abb. 12):

Aus einer vorgegebenen inkompressiblen Stromung in einer ;, ;-

Ebene erhilt man eine linearisierte kompressible Unterschallstrémung

=0

Yi K/

A

13

g

g

1@

Xy

Ly

Abb.12. PRANDTLsche Affinverzerrung.

in einer zy, y;-Ebene, wenn man die z;, y-Ebene gemdB Gl. (54) affin
verzerrt, d. h. die y-Koordinate jedes Punktes im Verhéltnis ]/1 —Mz2:1
vergréBert, und gleichzeitig das Zusatzpotential g; mit einem beliebigen

konstanten Faktor—/}— multipliziert.

Wenn wir, wie frilher verabredet, fir w,, w, wieder u, v schreiben,
ergibt sich in affin entsprechenden Punkten P;, P; fiir die zugeordneten
Geschwindigkeitsvektoren (Abb. 12)

ulfax,»_;“%}*l k> t
’l){ . a(P,; . alpl/c dy].: . ,,,/:', . v' | 55
! Yi oyr dy:  V1—a ©7 i (55)
‘U/' A ;7]; ;~
h=tgdh === — = U4,
¢ g Yi 2 "—M*u '1i— 2 * l

d.h.: In affin entsprechenden Punkten P;, Py stehen die Anstellwinkel

¥, 9 im konstanten Verhiltnis 2:]’ 1— M2

2. Quell-Senken-Verfahren fiir Profilstromungen. Auf Grund der
Transformation Gl. (54) gehen die Potentiallinien @;=const der x;, y;-
Ebene durch die affine Verzerrung ¥;:yx = J1-—M2:1 in die Potential-
linien @;, = const der ;, y;-Ebene iiber; die zu den Potentiallinien senk-
rechten Stromlinien dagegen sind nicht zueinander affin. Wenn man
daher aus einer vorgegebenen inkompressiblen Umstromung eines schlan.-
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ken Profils (I1;) nach Gl. (54) eine kompressible Strémung herleitet, so
ist fiir die Ermittlung des entsprechenden Profils (/1,) eine nihere Unter-
suchung erforderlich.

Wir kniipfen hierbei an das in der gewohnlichen Aerodynamik viel
benutzte Quell-Senken-Verfahren an, bei dem die durch ein Profil (/1))
hervorgerufene inkompressible Zusatzstromung durch eine geeignete
kontinuierliche Verteilung von Quellen und Senken auf der x-Achse
ersetzt wird. Fiir das Zusatzpotential ¢; hat man dann die bekannte
Integraldarstellung

. ,
.1 e o
% =132 J FE Iny(zm — &2 + yi dé (56)

mit f(§) als Quellstirke je Léngeneinheit.
Durch die Transformation Gl. (54) ergibt sich aus Gl. (56) firr die
entsprechende kompressible Strémung

b
o =§%Jf(§)an(xk—§)2 +fyidémit 0< f2=1—M2<1. (57)

Der Ansatz Gl. (57) gilt im Bereich der linearisierten Naherung auch
fiir schief gestellte Profile, wenn man fiir die Ober- und Unterseite des
Profils verschiedene Quell-Senken-Verteilungen zugrunde legt. Dabei
ist allerdings vorauszusetzen, daf die in Anstrémrichtung verlaufende
Gerade durch die Spitze im Innern des Profils liegt.

Durch Differentiation nach z; und y; folgen die Geschwindigkeits-
komponenten

b b
1 (f&) (zp —§aE . Py f(§)d¢
Y = Qn_}.f(xk—‘f)z + By BT Tyzlf(xk—5)2 + By
a .

a
welche fiir y,—> 0 den Grenzwerten

b
’ 1 d& , 1
(wido = 537 [25F . (ukdo = 3 B (& (58)

a
zustreben.
Das -uneigentliche Integral (), ist durch den Hauptwert

b Tp—¢ b
f@AE [ [fOdE  [f(Hag
o, — € —zlfi{ o, —§& §—m

X a a Tt €
definiert. (), ergibt sich mit der Substitution (Abb. 13)

By; _ Ridy _ BY%
— P g Redn _ TV g
sin % sin sin2 5

(59!

k



no
=1

Linearisierte ebene Unterschallstréomung.
aus der Beziehung

. By nf () ¥4 8 K B
=2 i 7 = 327/ g7 f @)

3. Inkompressible und kompres-
sible Umstromung von Profilen. Nach
S. 26 erhilt man folgende Beziehun-
gen zwischen der inkompressiblen und
kompressiblen Umstromung von Pro-
fileni: \'r._g,a..,iz;‘i

a) Inkompressible und kompres- z%-§
sible Umsiromung desselben Profils: abb.13. Erlsuterung zur Integraldarstellung
f=4. Fir eine vorgegebene Profil- von vt
kurve mit der Gleichung

Y. = F (xk) ’
folgt aus Gl. (58,) die Quell-Senken-Belegung
24, 24 dF

f(=g) =% (V8)o =7;“%L; ,

welche durch die nachtrigliche Normierung

A=§
von f unabhingig wird.
Aus GL (58,) folgt dann fiir die Zusatzgeschwindigkeit in der z-
Richtung

D= gLy 108 0

Nach Gl. (50) ist der Zusatzdruck (4 p), proportional zu (), und éndert
sich daher ebenfalls nach dem Faktor 1/8.

Da der grundlegende Ansatz Gl. (57) auch fiir schiefgestellte Profile
gilt, hat man zusammenfassend folgendes Ergebnis:

Aus einer inkompressiblen Umstrémung eines schlanken Profils erhilt
man eine linearisierte kompressible Unterschallstrémung um dasselbe
Profil mit demselben Anstellwinkel durch die affine Transformation
(Gl. 54) mit 4 = ]/1 - M2. Der Zusatzdruck A pund die Zusatzgeschwm
digkeit «’ werden hierbei lings des Profils im Verhéltnis }/1 — 21
vergroBert.

Als unmittelbare Folgerung dieses Satzes ergibt sich,daB die bekannten
Formeln fiir Auftrieb 4 und Widerstand W eines Profils der Lange 1

A=gul, W=0 (61)

1 Vgl. PranprL: 8. 207—210,
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mit Zirkulation I' = f tod3 ebenso wie fiir inkompressible Stromunge:
auch fiir kompressible Unterschallstrémungen gelten. Durch weiter
gehende potentialtheoretische Untersuchungen? 1dBt sich nachweisen
daB GL. (61) auch fiir die nichtlinearisierte strenge Theorie in Kraft bleibt

b) Inkompressible und kompressible Profilstromung mit derselben Druck
vertetlung: A = 1. Mit 4 = 1 ergibt sich aus (58,) fiir alle Werte vor
B dieselbe Geschwindigkeit

, 1 (f(&)d
b= [0
a
und nach GL. (50) dann auch derselbe Druck, wenn man die Funktion f(§
festhdlt. Nach Gl. (58,) folgt fiir das Profil
oy

- 1@ ae

"7’%’:= (VK)o = gf(xk), also y, = F(a) =

&l

a(

und wir haben zusammenfassend das Ergebnis:

Aus einer inkompressiblen Umstromung eines schlanken Profils erhal
man eine linearisierte kompressible Unterschallstrémung mit derselber
Druckverteilung durch die affine Transformation Gl. (54) mit 1 =1
Das Profil wird hierbei senkrecht zur Anstrémrichtung im Verhaltni
1:)1 — M? zu einem schlankeren Profil zusammengedriickt und de:
Anstellwinkel im gleichen Verhéltnis verkleinert.

4. Abklingen von Storungen bei inkompressibler und kompressible:
Stromung. Um die Strémung in grofer Querentfernung vom Profil zt
untersuchen, betrachten wir neber

b W 5 den affin entsprechenden Punkter
A ¥ P;, P, mit
A o =x, Y=y, J1—M*?
auch die gleichliegenden Punkte P
Zi 7 P & mit
Abb. 14. Affin entsprechende und gleich- Ty = &y = Xy,

liegende Punkte. .
= yz/ Vl M 2= Yr

der inkompressiblen und kompressiblen Stromung (Abb. 14).

In den beiden vorher betrachteten Fillen a) und b) hat man nacl
Gl. (55) fir affin entsprechende Punkte
[1: V1 — 372 beia) d. h. mit 2 = B, (62
f1 bei b) d.h. mit 4 =1.
Riir die inkompressible Zusatzstrémung gilt in Punkten groBier Quer

! FRANKE, E. und M. KeLpysca: Bull. Acad. Sde. URSS. (1934), 8. 561—601

Apy; Api = wy: s =
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entfernung, da sie dort durch eine Doppelquelle auf der z-Achse ersetzt
wérden kann,

PR 1 1 'Y\ 2 1
A N = U Uy = = o] == 63
Ap)w: Apie = wissy = ige = () = g (@)

Durch Vergleich von Gl. (62) und (63) erhilt man fiir die Drucke in
gleichliegenden Punkten grofer Querentfernung

/

? bei a) d. h. fir geometrisch
 gleiche Profile

' (1 —M2)—1 bei b) d. h. fiir Profile mit glei-
cher Druckverteilung.

Nach Aussage a) von Gl. (64) klingt die Stérung durch ein vorge-

gebenes Profil im kompressiblen Fall im Verhéltnis 1: (1— M?)3'2 lang-

samer ab als im inkompressiblen Fall: jm Grenzfall ¥ —>1 der An-

J(l——]l—lz)—3

(AP o (APig)e = (64)

Abb. 15, Inkompressible und linearisierte kompressible Strémung lings einer welligen Wand
(vgl. PRANDL, 8. 209).

niherung an die kritische Geschwindigkeit und bei Uberschallgeschwin-
digkeit M > 1 (vgl. § 8) klingen die Storungen iiberhaupt nicht mehr ab,
sondern pflanzen sich ins Unendliche mit voller Stirke fort (vgl. Abb. 15).

5. Beigpiel: Ebene Stromung lings einer welligen Wand. Als analy-
tisch einfaches Beispiel betrachten wir die Stromung langs einer welligen
Wand?! (Abb. 15) und gehen dabei aus von einer inkompressiblen Strs-
mung mit dem Zusatzpotential

-
’ X, a7
goi=acos2n77”‘6 L,
welches offenbar die Larracgsche Differentialgleichung erfiillt. Aus

i’ —2n %
v{:%:»«Qn%cos2nxli-e l
| Oyi
erhélt man fir die Stromlinien die Differentialgleichung
y‘
. ’ _— 2 —z
%:”_fz__i‘)i_“_cos2nfi.e "7
% U % 1 l

1 PRANbTL: S. 209 und J. ACKERET: Helv. phys. Acta 1 (1928), S. 301—322.
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Die Integration liefert mit y; ~ const = y, angenihert

—2r Yo
Y= — = gin g -e v (6¢
u l
die Stromlinien sind also Wellenlinien von der Wellenlinge ! und eines
mit dem Abstand y, von der x-Achse exponentiell abklingenden Au:
schlag.

Wenn man die Stromlinie G1. (65) mit y,=0 durch eine feste Wan
ersetzt, stellt unser Beispiel die inkompressible Strémung lings dies
Wand dar. Fiir die kompressible Strémung léngs derselben Wand hs
man gemi Absatz a) von S. 27 und Gl. (54)

, 1 9 z, 2x) 1— ylk
—=———acos 27k ,
QP = s O 1 7 ce
woraus fiir die Stromlinien angenahert folgt
—2ayl— 2 Yo
yk=—isin2n£l‘l-e l (6¢€
U

In Ubereinstimmung mit S. 29 zeigt die Gegeniiberstellung von GL. (6
und (66) das langsamere Abklingen bei der kompressiblen Unterschal
stromung (0 << M << 1) gegeniiber dem inkompressiblen -Fall (M = (
und die Ausbreitung der Stérung ohne Abklingen bei der Annéherun
an die kritische Geschwindigkeit (M = 1). Uber die Behandlung de
Beispiels fiir Uberschallgeschwindigkeit (M > 1) vgl. S.41; beziiglic
der nichtlinearisierten strengen Lésung vgl. S. 91.

§ 7. Linearisierte riumliche Unterschallstromung.

1. Affine Beziehung zwischen der kompressiblen und der. inkempres
siblen riumlichen Stromung. An Stelle von Gl. (54) hat man im Raw
die Transformation

=, Y=y, )l —M?2, z =z )1 —M? ¢;=2Ap;, (6
d.h.: Der Raum wird beim Ubergang von der inkompressilﬂ_eplt
kompressiblen Strémung senkrecht zur z-Achse im Verhéltnis 1 —M2:
affin auseinandergezerrt und das Zusatzpotential ¢; mit einem beliebige
konstanten Faktor 1/A multipliziert.

In thnderkoordmaten (vgl. S. 18) ist die affine Verzerrung gegebe
durch

go=a, n=r)1—M @ =0, (6¢

Fiir die Geschwindigkeit gilt an Stelle von Gl. (55) sowohl in kartesische
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als auch in Zylinderkoordinaten
’ ’ ’ A ’ ’ A . ’
W= Awy, wy = ]/T__ﬁ Wops Wy = Vj;‘__—jl;g W » '
X (69)
’19"1, == ]/w)@z + w3t2 = VT M2 'ﬂk ‘
Hierbei ist ¢ wie in der Ebene der Winkel des Geschwindigkeitsvektors
gegen die z-Achse.

2. Quell-Senken-Verfahren fiir Stromungen um Drehkorper. Das auf
S. 26 fiir ebene Profilstrémungen benutzte Quell-Senken-Verfahren 148t
sich in &hnlicher Weise auf raumliche Strémungen um Drehkérper! iiber-
tragen. Hierbei muB fiir schiefe Anstromung zur Quell-Senken-Belegung
noch eine Doppelquellen-Belegung der z-Achse hinzugenommen werden.

a) Awziale Anstromung. Wir gehen von der Potentialgleichung (52)
der linearisierten achsensymmetrischen réumlichen Strémung aus und
erhalten an Stelle von Gl. (56) und (57) die Integraldarstellungen

b b
QR D L. S S G (). S
%_ﬁ‘“’Jl( —or e BTt e (10

a

mit 0<p2=1—M2<1 und A=4".
Durch Differentiation folgen die Geschwindigkeitskomponenten

b

v ] (xk—S)f()dé . Py &
BT gl [, — e g UET m! [z, — +ﬁ“]’/’

a
welche fiir ., — 0 den Grenzwerten

’ 1 [ f(Edé / 1
(uk)o = 4;}»[] (mk___s)z s (’”k)o = Q_n[f,,*kf(xk) (71)
zustreben.

Dasuneigentliche Integral (ug),ist durch denselben Grenzproze wie bei
Gl. (58) definiert ; hierbei ist in Gl. (71) das Pluszeichen fiir ¢ < E<ay—e
und das Mmuszelchen fir 2, +& <& <b zu nehmen. (v;), ergibt sich
vermdge der Substitution Gl. (59) mit 7, statt y, aus

‘52 " f ﬂ?‘kdn 1 [1 1
; = sin ndy — -
U = Tail sin®n B} T 4milr, F(n) sindn 24,117. 7, f(2).
0 0

b) Schiefe Anstromung. Die Achse des Drehkérpers soll nach wie vor
mit der z-Achse zusammenfallen, die Grundstromung mit dem Geschwin-

! v. KARMAN, TH.: Abh. aus dem Aerodyn. Inst. Aachen 6 (1927), S. 3—17
und C. FERRARI: Aerotecnica 17 (1937), S.507—518.
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digkeitsvektor v verlauft jetzt aber nicht axial, sondern unter dem An-

stellwinkel J gegen die z-Achse und parallel zur Meridianebene o = 0.

Der Vektor 1w hat demnach in Zylinderkoordinaten die Komponenten
Wy =weos P =w, w,=wsin Jcosw =wY cos w, 72)

wy = —wsin #sinw = —wd sin w
und als Potential der Grundstrémung kommt
@ =w (z + Jr cos w).

Diesem Potential iiberlagert sich zunachst das Zusatzpotential ¢y der
axialen Anstromung gemiB Absatz a) sowie ein weiteres Zusatzpoten-
tial @i, welches die »-Komponente des Geschwindigkeitsvektors v der
Grundstromung an der Oberfliche des Drehkérpers aufheben muB. Beide
Zusatzpotentiale ¢, ¢, geniigen der Potentialgleichung (51*) der linea-
risierten allgemeinen rdumlichen Stromung.

Auch das zweite Zusatzpotential p; konnen wir aus einem bekannten
Ansatz der gewdhnlichen Aerodynamik entwickeln:

Bei inkompressibler Strémung denken wir uns die 2-Achse mit senk-
recht gestellten Doppelquellen in der Ebene w =0 belegt. Fiir das
Potential dieser Doppelquellen hat man die Integraldarstellung

v b
! '—1* Tr; COS {ﬁ:——m‘gfﬁ%érf]’/» (73)
. a
mit m (&) als Moment je Léingeneinheit. -

Durch die Transformation Gl. (67) bzw. (68) ergibt sich aus Gl. (73)

fiir die entsprechende kompressible Strémung

AL By cos w L m@at
Ve = g qadl P ’ (), — &)+ B2rilh

a

mit A =A7;  (74)

fiir jedes der beiden Zusatzpotentiale ¢y, @ geben wir also in Gl. (70)
bzw. (74) der Konstanten A einen besonderen Wert A? bzw. AL,

Wegen der Analogie des Integrals @y in Gl. (74) und des Integrals
fiir v, in Absatz a) hat man fiir 7, — 0 den Grenzwert

()0 = 57 22175 ™(): (75)

woraus durch Differentiation nach x; bzw. 7;

cos dm(a:k) " cosw

(Ug)o = 2ailrf dw, ° Vi)o = — gym (%) (76,

folgt. Hierbei ist ebenso wie im achsensymmetrischen Fall , v an Stelle
von w,, w, geschrieben, da die dritte Geschwindigkeitskomponente w.
fiir die Untersuchung belanglos ist.
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Die Forderung, daB die radialen Komponenten der Grundgeschwin-
digkeit i und der zweiten Zusatzgeschwindigkeit wj = grad ¢; sich
an der Oberfliche des Drehkérpers aufheben sollen, liefert auf Grund
van Gl. (72) und (76) die Bedingung

m(x,)
wﬁ 27111[,.2‘3 ’ (77)

die in jedem Punkt der Drehkérperoberfliche erfiillt sein mus.

3. Inkompressible und kompressible Umstrémung von Drehkorpern:
Al =1,MT=1/B. Fiir einen vorgegebenen Drehkorper mit der Meridian-
gleichung
Ty = F (%)
folgt aus Gl. (71,) die Quell-Senken-Belegung
Jlw) = 2ailn, () = 27 FE (@)
und aus Gl. (77) die Doppelquellen-Belegung
m(zy) = 2 wA Bwdri = 2x A BwF2 (xy).
Die Belegungen werden von f unabhéngig durch die nachtrigliche
Normierung
M=1, M =1/
und liefern dann fir die Zusatzgeschwindigkeiten in der z-Richtung die
ebenfalls von § unabhingigen Ausdriicke
b

N e IGL

cosw Am(zy)
(Ug)o = in (x, — )2

(W) = 2ar, dw,

(78)

Zusammenfassend haben wir sonach folgendes Ergebnis:

Aus einer inkompressiblen Umstréomung eines schlanken Drehkorpers
erhilt man eine linearisierte kompressible Unterschallstrémung um den-
selben Drehkorper mit demselben Anstellwinkel durch die affine Trans-
formation GI. (67) mit A7 = 1£iir das Zusatzpotential ¢’ und A/ =1/}1—nm?
tiir das Zusatzpotential ¢”’. Der Zusatzdruck 4 pund die Zusatzgeschwin-
digkeit «’ +u'' bleiben hierbei an der Oberfliche des Drehkérpers un-
gedndert.

Ebenso wie auf S. 27 folgt hieraus, dafl auch die raumhche Unter-
schallstromung keinen Widerstand liefert.

4. Abklingen von Strijmungen bei inkompressibler und kompressibler
riumlicher Stromung. Ahnlich wie in 8. 29 kénnen wir in groBer Quer-
entfernung vom Drehkorper die Quell-Senken-Verteilung durch eine
Doppelquelle auf der z-Achse und die Doppelquellen-Verteilung durch
eine zur z-Achse senkrechte Doppelquelle in der Ebene w=0 ersetzen.

Sauer Gasdynamik. 3
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Die erste Doppelquelle liefert die zu Gl. (63) analoge Beziehung
CAp) . — i =L L (1
(AP)w: (APig)e = Ui: Uy = T < yi) = A=’ (79)
die quergestellte zweite Doppelquelle gibt wegen (u’),=0 fir 2=0
keinen Beitrag zu (4p).. Analog zu Gl. (64) kommt mit A' =1

(AP w: (ADig) 0 = (1 — M. (80)

Nach Gl. (80) klingt die Stérung durch einen vorgegebenen Dreh-
kérper im kompressiblen Fall langsamer ab als im inkompressiblen Fall
und zwar im gleichen Verhéltnis 1:(1 — 32~ wie beim ebenen
Problem (vgl. S.29).

5. Anwendung auf die Stromung um Tragfliigel und Rumpf. Die Stro-
mung um den Tragfliigel kann in geniigendem Abstand von den Fliigel-
enden als eben, der Rumpf in grober Niaherung als Drehkérper betrachtet
werden. Nach Ziff. 2 S. 27 und Ziff. 3 S. 33 vergréBert die Kompres-
sibilitit die Ubergeschwindigkeit und den Uberdruck am Tragfliigel im
Verhéltnis Y1 — M2:1, am Rumpf dagegen nicht. Infolgedessen fiihrt
die Kompressibilitat nur am Tragfliigel, nicht aber am Rumpf zu einer
fritheren Ablsung der Grenzschicht und die Gefahr der Anndherung an
die kritische Geschwindigkeit ist am Tragfliigel groBer als am Rumpf.

§ 8. Linearisierte ebene Uberschallstromung.

1. Allgemeine Losung der Potentialgleichung. Fiir Uberschali-

stromungen (M > 1) ist die linearisierte Potentialgleichung (53)

29’ — 229’

ot (M —1) — Gz =0
fir das der Grundstrémung zu tiberlagernde Zusatzpotential ¢’ vom
hyperbolischen Typus und 1d8t sich daher nicht wie bei Unterschall-
stromungen durch eine reelle Affintransformation (vgl. S.24) auf die
LarracEsche Differentialgleichung zuriickzufithren. Sie hat, wie man
durch Einsetzen leicht bestitigen kann, das allgemeine Integral

¢ =fily—ztga) +foly +2tga), (81)
wobei der sog. Macusche! Winkel & durch
c - 1

_c -
~_E_<1 bzw. tga = = (82)

.= 1
sm o = —
M

(=

definiert wird.
f; und f, sind willkiirliche Funktionen der einen Verénderlicher

1 MacH, E.: Sitzungsber. der Wiener Akad. ITa 95 (1887), S. 164; 98 (1889),
S. 1310 und 105 (1896). S. 605.
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y F x tg o und miissen jeweils aus den Randbedingungen des gestellten
Problems bestimmt werden (vgl. S. 37 und 45).

Aus Gl (81) ergeben sich durch Differentiation nach x bzw. y die
Komponenten der Zusatzgeschwindigkeit

’“':(fz"‘f;)tg&: ”'=f1 ‘l‘fz? (83)
die Punkte bedeuten Differentiation nach y T x tg .

9. Macnasche Linien und Macuscher Winkel. Die beiden Parallel-
geradenscharen

y —  tg o = const, . ’\ B %/ )
y + xtg o = const, ;><<\ - \\E\ =
. - P

die gegen den Anstrémvek- - % W /\/)//( S
tor 1w unter demWinkel +« . ~J@ SR TE
geneigh sind, nennt man . 7 . P L
Macusche Linien; sie er- T N, \ﬁ
zeugen das geradlinige P S

Macmsche Netz der lineari- Abb. 16, Geradliniges MacHsches Netz der linearisierten
sierten Uberschallstrémung Uberschallstromung.

(Abb. 16). Die Richtungen der Macmschen Linien sollen kurz MacH-
sche Richtungen heilen.

Fiir die Projektionen des Geschwindigkeitsvektors v = 1o + mw’ (vgl.
S. 23) auf die MacHschen Linien (Abb.17) erhdlt man mit Beriick-
sichtigung von Gl. (83)

p=(u+u')cosa—v sina = ﬁcoso_c——2flsin&,
q = (@ +w) cosx + v sina = % cos & + 2 fysin .

Langs der Macuschen Linien )
der ersten (bzw. zweiten) Schar ist P
y—atgaundfy, f; (bzw. y + xtga N A~ .
und f,, f,) konstant, es gilt also der = m ,f
Satz (Abb. 18): v

Die Projektionen p (bzw. ¢) sind I (A PR
konstant lings einer MacHschen T~
Linie der ersten (bzw. zweiten) _— N
Schar. _ \7/ (2)

Der Macmsche Winkel & steht’

__ . Abb. 17. Projektionen des Geschwindigkeits-
mit w und c in der durch Gl (82) vektors auf die MACHschen Linien.

gegebenen Beziehung, wonach die Projektion des Geschwindigkeits-
vektors senkrecht zu einer MacHschen Richtung stets gleich der Schall-
geschwindigkeit ist (Abb. 16). Ebenso wie ¢ ist auch « eine durch die
jeweilige Adiabatengleichung (5) bestimmte Funktion von w.

3*
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Fiir die Adiabatengleichung der vollkommenen Gase ergibt sich die
Funktion a(w) nach Gl. (15*) aus

2w
Wir betrachten & und w als Po-
larkoordinaten und erhalten
durch Ubergang zu den recht-
winkligen Koordinaten % = w
cos &, v =w sin & die Gleichung
_ k—1 - -

v =5 [wmax — (¥ +07)],
aus der mit Riicksicht auf
Gl. (18) die grundlegende Be-

! ziehung folgt
Abb. 18. Konstanz von p (bzw. ¢) 1ings einer MACH- ' —g -5
schen Linie der ersten (bzw. zweiten) Schar. u + v 1: (84,:
Yhmax  c*2 O’

d.h.: Bei Zugrundelegung der Adiabatengleichung der vollkommenen
Gase ist die Kurve w = () eine Ellipse mit den Halbachsen wiy,y
und c*; wir werden sie kurz
Adiabatenellipse nennen (Ab-
bildung 19),

In den Abb. 19 und 20 sind
die Querstriche iiber w, a und v
weggelassen, da wir die Bilder
spéater auch fiir die nichtlineari-
sierte strenge Theorie (vgl. S. 97)
: benutzen.

Mit Hilfe der Adiabatenellipse Gl. (84) kann man zu jedem Punkt P’
des ringformigen Uberschallbereichs der Geschwindigkeitsebene (vgl.

S.9) die MacHschen Richtungen folgen-
dermafen finden (Abb. 20):

Man legt den Mittelpunkt der Adia-
batenellipse in den Mittelpunkt des Ring-
bereichs, so daB die Ellipse in ihren Schei-
teln die beiden Begrenzungskreise w = ¢*
und w = wy,, des Ringbereichs beriihrt,
und dreht die Ellipse so lange, bis sie durch
den Endpunkt P’ des gegebenen Geschwin-
digkeitsvektors v hindurchgeht. In den
beiden so bestimmten Stellungen der Adia-
“batenellipse sind die groBen Ellipsenach-

Abb. 20. Konstruktion der MacHschen Sen parallel zu den zu v gehérigen MacH-

Richtungen fiir einen vorgegebenen Ge- :
schwindigkeitsvektor. schen Blchtungen-

Abb. 19. Adiabatenellipse der vollkommenen Gase.
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Fir die Maximalgeschwindigkeit w,,,, wird & =0 und fiir die kritische

Geschwindigkeit ¢* ist « :g. Das Macasche Netz klappt hierbei in

eine einzige Geradenschar parallel bzw. senkrecht zum Geschwindigkeits-
vektor W zusammen.
Man beachte, daB nach Gl. (18) das Achsenverhiltnis

Wiax © €F = 1/1]%
der Adiabatenellipse nur von %, d. h. von der Art des Gases, nicht aber
von den Ruhewerten p,, g4, Ty abhéingt. Infolgedessen kann man bei
geeigneter Verfiigung iiber den MaBstab, z. B. indem man c¢* als Einheit
nimmt und demgemdf w durch M* ersetzt, mit einer ein fiir allemal
festen Adiabatenellipse auskommen. Fir Luft (k=1,405) ist nach
S. 11 das Achsenverbiltnis wp,y : ¢* = 2,437.

3. Linearisierte Stromung an s
einer flachen Ecke. Als einfach-
stes Beispiel behandeln wir die
Strémung an einer flachen Ecke #
(Abb. 21), an der die in der posi-
tiven z-Richtung ankommende
Grundstromung um den kleinen
Winkel A8 abgelenkt werden
soll. 49 wird positiv fiir kon-
vexe und negativ fiir konkave
Ecken gerechnet. Durch Zusam-
menfassen von zwei derartigen
Stromungen ergibtsich die axiale
oder schiefe Strémung um einen
spitzen Keil.

Die geforderten einfachen K '
Randbedingungen lassen sich er- Abb.21. Linearlseiieggf gx:-schallstrﬁmung an
filllen, indem man in Gl. (81) setzt

=0 . atga <
h =—(y—atga)udd furlx tg o > 3;,
Dann kommt nur die von der Ecke & stromabwirts laufende Macrusche
Linie m der ersten Schar ins Spiel und aus Gl. (83) folgt

fo = 0 fiir die ganze Ebene.

A 0
u, o } stromaufwirts von m, !
v = |
X 8
W=+ A9 utgal ) | (85)
_ stromabwirts von m; |
vV=—4%% | J

d. h.: Stromaufwirts von m bleibt die Grundstromung ungestort, strom.-
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abwirts von m iberlagert sich eine konstante Zusatzstréomung. Wegen
LN yY

w U m
erzeugt diese Zusatzstromung eine um den Winkel 4% abgelenkte
Parallelstromung; fiir den Zuwachs des Geschwindigkeitsbetrags hat
man nach Gl. (49)

Aw=u =utga 49. (85%)
Der konstante Zusatzvektor 1’ steht wegen

’l—JT = — tg o
senkrecht zur MacHschen Linie m. Infolgedessen kann der Geschwindig-
keitsvektor fv der abgelenkten Strémung aus v und & unmittelbar kon-
struiert werden; denn das Dreieck 4 BC (vgl. Abb. 21) ist durch die
Seite A B = w = u, den Winkel <t 4 = 49 und die zu m senkrechte
Richtung der Seite BC vollstindig bestimmt.

Die Orthogonalitét von v’ und m ergibt sich auch aus der physika-
lischen Uberlegung, daB lings m ein konstanter Drucksprung vorliegt
und demnach grad p, also nach der EuLeRschen GI. (1) auch der Be-
schleunigungsvektor und der zu ihm proportionale Zusatzvektor v’ auf
der Macmschen Linie m senkrecht stehen miissen. Auferdem folgt
die Orthogonalitit auch unmittelbar aus S.35: Beim Uberschreiten
der Macuschen Linie m lings einer MacHschen Linie der anderen
Schar bleibt die Projektion ¢ des Geschwindigkeitsvektors auf m
ungeéindert, der Zuwachsvektor v’ muB also senkrecht zu mgerichtet sein.

Aus der linearisierten BERNoULLIschen Gl. (50) erhalt man mit Hilfe
von Gl. (85*) fiir den Druckunterschied vor und hinter der Macuschen
Linie m

Ap = —outgadd=—2qtga A (86)
mit dem Staudruck ¢ =%&,2 der Grundstromung. Nach Gl. (85*) und (86)

hat man an einer konvexen Ecke (4¥>> 0) eine Geschwindigkeitszu-
nahme und Druckabnahme, an einer konkaven Ecke (48<0).eine Ge-
schwindigkeitsabnahme und Druckzunahme. Die MacHsche Linie m ist
daher im ersten Fall eine ,,Verdiinnungslinie* und im zweiten Fall eine
,Verdichtungslinie*. Wir werden in den Bildern Verdiinnungslinien
stricheln und Verdichtungslinien diinn durchziehen.

4. Fortpflanzung schwacher Storungen; Storungslinien und Schall-
geschwindigkeit. Wie an dem Beispiel der Stromung an einer flachen
Ecke bzw. einem spitzen Keil zu sehen ist, pflanzen sich in einer
Uberschallstrémung schwache Storungen, wie sie die linearisierte Theorie
zu erfassen gestattet, lings der vom Storungsort F ausgehenden MACH-
schen Linien stromabwirts fort und klingen hierbei nicht ab. Die MAcH-
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schen Linien haben daher als ,,Storungslinien‘ eine unmittelbare physi-
kalische Bedeutung. Die durch die Fortpflanzung der Stérung bewirkten
Dichteinderungen machen die MacHschen Linien photographisch er-
faBbar (ToPLERsche Schlierenmethode, vgl. Abb. 88).

AuBerhalb des Wirkungsbereichs, der von den beiden vom Stérungs-
ort stromabwiérts gehenden Macuschen Linien begrenzt wird (Abb. 22),

ist die Stérung obne jeden Einfluf!. Dieses P
Verhalten der Uberschallstromungen ist

grundverschieden von dem Verhalten der  ungestirt gestort
Unterschallstromungen; bei diesen wirkt e % N
wie im Grenzfall der inkompressiblen & z
Stromung eine Stérung auf das ganze  ugestr’ gestort

Strémungsfeld stromauf- und stromabwérts
ein, klingt aber mit zunehmender Entfer- Abb.22. Tinfludgebiet einer Sto-
nungab. Wir werden auf diesen Unterschied, rung in der linearisierten Uber-
der durch den hyperbolischen bzw. ellip- + schallstromung.
tischen Typus der Potentialgleichung bedingt ist, bei der Charakte-
ristikentheorie (vgl. S. 44) noch ausfiibrlich zuriickkommen.

Nunmehr sind wir auch imstande, die in Gl. (6) eingefiihrte Geschwin-
digkeit ¢ als Fortpflanzungsgeschwindigkeit schwacher Stérungen
(s,Schallgeschwindigkeit®*) zu erkennen?:

Abb. 23. Ausbreitung einer schwachen Storung in einer Unter- bzw. Uberschallstrémung.

Wir denken uns wieder von einem festen Punkt E eine zeitlich un-
verinderliche schwache Stérung ausgehen, wie sie etwa durch eine flache
Ecke oder einen spitzen Keil hervorgerufen wird. Die Stérung pflanzt
sich relativ zum stromenden Gas nach allen Richtungen mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit fort, die wir zunéichst mit ¢ bezeichnen wollen.
Die Stérung wird zu einer Zeit 7 auf dem Umfang eines Kreises ange-

L Vgl. Fuinote S. 34.

2 Vgl. auch PranprL: S.182.
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kommen sein, dessen Radius 7¢ ist und dessen Mittelpunkt vom raum-
festen Storungszentrum E den Abstand 7 = 7iv hat (Abb. 23).

Fiir w < ¢, d. h. wenn die Strémungsgeschwindigkeit kleiner ist als
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Storung, erfiillt das Kreissystem
die ganze Ebene, die Stérung gelangt also nach hinreichend langer Zeit
zu jedem Punkt. Fiir w > ¢ dagegen erfilllen die Kreise einen durch

sin § = <

. w

bestimmten Winkel 2x, die Stérungen bleiben also auf diesen Winkel
beschrinkt. Da wir nun aber aus dem Vorangehenden wissen, daf bei
Uberschallgeschwindigkeit die Fortpflanzungslinien der Stérungen die
Macaschen Linien sind, muB & = & und demnach & = ¢ gesetzt werden,
die in Gl. (6) definierte Geschwindigkeit ¢ ist also gleich der Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit ¢ kleiner Stérungen.

Derselbe Gedankengang liegt folgender Uberlegung zugrunde:

Wir gehen von der stationiren Strémung um eine Ecke E zu einer
instationdren Strémung iiber, indem wir ein mit der Grundstromung
starr verbundenes Bezugssystem beniitzen. In diesem Bezugssystem
ist das anstromende Gasin Ruhe, wihrend das Storungszentrum E
mit der Geschwindigkeit — 1 sich fortbewegt. Nach S. 35 und Abb. 16
ist dann w sin &« = ¢ die Fortschreitungsgeschwindigkeit der von E aus-
gehenden Stérungsfront in der Grundstrémung.

5. Linearisierte Umstromung eines schlanken Profils. Wir unter-
suchen jetzt die Uberschallstrémung um ein spitzes und schlankes Profil.
Indem wir dieses durch ein Polygon annahern wird die Aufgabe auf die
Stromung an fla-
chen Ecken (vgl.

\,/\\_ + 8. 387) zuriickge-
_ ~——— fiihrt. Die vorder-
© .. ste Ecke, die mit

dem Grundvektor 1
angestromt  wird,

und die hinterste
/—-———————7
Ecke, an der die

)h._ﬁ Stromung parallel

zu v abgehen soll,

‘ sind in Abb. 24 kon-
Abb. 24. Linearisierte Uberschallstromung um ein Profil. kave Eoken’die ZWi-

schenliegenden Ecken dagegen konvex. Infolgedessen gehen von der
Vorder- und Hinterecke Verdichtungslinien, von den Zwischenecken
Verdiinnungslinien aus.
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Riir jede Ecke des Profils ergibt sich aus Gl. (86) der Druckzuwachs,

z. B.
Apy = — 2 g3 tg 03449,

Hierbei ist der Knickwinkel A4, wie vorher positiv fiir Verdiinnung und
negativ fiir Verdichtung gerechnet; der Staudruck g, und der MacHsche
Winkel «,, beziehen sich auf die Parallelstrémung lings der voran-
gehenden Polygonseite 34. Bei Beschrankung auf kleine Groflen erster
Ordnung kénnen wir g, und &, durch die entsprechenden Werte g und &
der Grundstréomung ersetzen und haben dann

Ap, = —2qtgadd, miti=1,2,3, ...
Durch Addition ergibt sich hieraus fiir jede Polygonstrecke an der Ober-

seite bzw. Unterseite des Profils die gesamte Druckdifferenz A p, bzw.
Ap, = X Ap; gegeniiber der Grundstrémung:

Ap,=—2qtgad,, Ap,= +2qtga by, (87)
wobei &, ¢, denin iiblicher Weise positiv bzw.negativ gezéhiten Anstell-
winkel der betreffenden Polygonseite bedeutet (3, =+2'¢;, #,=—2d).

Beim Grenziibergang vom Polygon zum stetig gekriimmten Profil
bleibt Gl. (87) unverindert bestehen, wenn, man unter & den &rtlichen
Anstellwinkel der Profiltangenten versteht.

Fiir die Strémung hinter dem Profil hat man & = 0, folglich Ap=0
und w = w. Die Stromung geht sonach hinter dem Profil ungestért
weiter, die Stérung beschrinkt sich also auf den Bereich zwischen den
von derVorder- undHinterecke stromabwirts laufenden MacaschenLinien
und klingt in diesem Bereich nicht ab (vgl. S. 29). Die Stromlinien des
Stérungsbereichs sind kongruent und gehen aus dem Profil durch Parallel-
verschiebung in Richtung der Macuschen Linien hervor. Als Anwendung
ist in Abb. 15 die Uberschallstrdmung lings einer welligen Wand sowie

der Grenzfall der Stromung mit der kritischen Geschwindigkeit (& = 5)

dargestellt (vgl. S.29). Uber die strenge Behandlung von Profilstrs-
mungen vgl. S. 126. (

Die Umstrémung eines Profils kann statt durch Grenziibergang aus
der Umstromung eines Polygons auch unmittelbar aus Gl. (81) her-
geleitet werden mit

J =0 im ungestorten Bereich,
fi fo = 0 in der ganzen Ebene.

I = f(y—=x tg &) im gestorten Bereich,
Aus Gl. (83) folgt dann

#' =0, v =0 1im ungestérten Bereich,

W =—ftga, v =f im gestérten Bereich.

Die Funktion f (y —  tg «) ist durch den értlichen Anstellwinkel ¥ des
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vorgegebénen Profils bestimmt vermoge

l_ =¥ = 4+ ¢ (— fiir Oberseite, -+ fiir Unterseite),
Uy

wonach durch Einsetzen von

o =t+utgad
in die BErNoULLIsche Gl. (50) sich von neuem die Beziehung Gl. (87
ergibt. ‘

6. Auftrieb und Widerstand fiir linearisierte Ubersehallstromungen!
Wihrend nach S. 27 bei Unterschallstromungen ebenso wie im Grenzfal
der inkompressiblen Stromung kein Widerstand auftritt, liefert bei Uber
schallstromungen die Druckverteilung langs des Profils neben dem Aui
trieb senkrecht zur Anstromrichtung auch einen Widerstand entgegen
gesetzt der Anstrémrichtung, den man als ,,Wellenwiderstand zu be
zeichnen pflegt. Dieses grundsitzlich verschiedene Verhalten der Untex
und Uberschallstromungen hing
eng mit der verschiedenen Ar
der Ausbreitung von Storunge
nach S. 29 zusammen.

Uberschallprofile haben stet
eine scharfe Vorder- und Hinter
kante und eine dadurch eindeuti
bestimmte Profilsehne von de
Lénge L (Abb. 25). Wir bezeich
nen mit 9 den Anstellwinkel de

Abb. 25. Zerlegung des Druckes in Auftrieb und

Widerstand. Profilsehne und setzen fiir di
ortlichen Anstellwinkel an der Profilober- bzw. unterseite
=0 + ¥, Oy=19 + &y, (88

wobei 9, und 9, im selben Sinne wie der Anstellwinkel ¢ gezihlt wird
Die Grundformel (87) liefert dann fiir die Ober- bzw. Unterseite de
Profils
Ap, = —2qtga (9 + &), Ap,= +2¢tga (9 +9,). (89
Durch Integration tiber die Ober- und Unterseite des Profils erhil
man den gesamten Auftrieb und Widerstand

Su SO

A= pru cos B,ds, —pro cos 9, ds,,
A .

Su 5 (90

W = [Ap,sin O,ds, — [Ap,sin §,ds,,
0 o

1 AckmRET, J.: Z. Flugtechn. Motorluftsch. 16 (1925), S.72-74; ferner A
BusEMANN: VoltakongreB, S.328—360. — v. KArmAN, TH.: Voltakongref
S.222—277 und H. ScELICETING: Luftf.-Forschg. 13 (1936) S. 320—335.
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wobei ds,, ds,, die Bogenelemente und 8,, §, die Gesamtbogenlingen der
Ober- und Unterseite sind.

In linearer Ndherung konnen wir setzen

ds, = ds, = Lingenelement dl der Profilsehne,

cos 9, = cos ¥, = cos ¥, = cos &, = cos I =1,

sin 9, = 9,, sin ¥, = 9, sin ¥, = J,, sin 9, = 95, sind =4,
S,=8,=1L

und erhalten dann aus Gl. (90) die Naherungsgleichungen
L L
A:‘[(Afpu—‘l]po)dl: W:./(Apuﬁu”’dpoﬁo)dly
/]

[

aus denen durch Einsetzen von Gl. (89)

L
A=2qtga[[29 + (9, + 9)]dl,

L L _ ,

W=2gtga (9 +0)dl=2qtga [[28 +27 (0 +0) OV

0 v
+ (92 + )1 dl
folgt. ‘

Ist nun y=y, () bzw. y =y, () die Gleichung des Profils in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem mit der Profilsehne als I-Achse, sc
hat man

. Ay, dy, Lo i L L
By = — Ty — T also fﬂu dl = fdyuzo. fﬁo dl= — fdyo =0,
0 o [ [
Durch Einsetzen in Gl. (91) ergeben sich dann mit Benutzung der
Bezeichnungen
L L

Bzu=%fﬁ’;: il =0, Bzoz-};[ﬁ’; >0 (92)

tiir die Beiwerte von Auftrieb und Widerstand die endgiiltigen Formeln

e A atgi g, |
ug o (93)

Gw=z::4tg“ [9% + § (Byy + By)l- ’
q

Die Integrale B,,, B,, hingen nicht vom Anstellwinkel ab, sondern
sind allein von der geometrischen Gestalt des Profils bedingt und ver-
schwinden nur fiir das geradlinige Profil. Zusammenfassend folgt der
Satz:

Bei festem Anstellwinkel und fester Macmscher Zahl haben alle Uber-
schallprofile denselben Auftriebsbeiwert. Der Widerstandsbeiwert héngt
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von der Gestalt des Profils ab und ist am kleinsten fiir das geradlinig
Profil, welches sich dadurch als bestes Uberschallprofil erweist.

AuBerdem ergibt sich aus Gl. (93), daB die Gleitzahl ¢,/c, nur von
Anstellwinkel und der geometrischen Gestalt des Profils, nicht aber vo:
der MAcHschen Zahl abhingig ist. '

Beim Anstellwinkel ¢ = 0 liefert in der linearisierten Stromung jede
Profil den Auftriebsbeiwert ¢, = 0, wihrend der Widerstandsbeiwert c,
nur fiir das geradlinige Profil verschwindet; vgl. hierzu die entsprechen
den Aussagen der strengen Theorie in § 19 S. 129.

7. Charakteristikentheorie der hyperbolischen Differentialgleichungen
Wir schicken folgende Begriffe und Satze aus der Theorie der partielles
Differentialgleichungen?® voraus und nehmen an, daB die erforderliche:
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillt sind:

a) Die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung zweite
Ordnung

2p o%p % op
alz, 9) 5 + 20 (@ 9) g +0(@8) 5y + P (2.9) 5 |

. (94
Fa@ 5L+ (9 p +s(ay) =0 |

heiBt elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch fiir ac —b%2 > 0, =

oder < 0.
b) Im hyperbolischen Fall sind durch

ady? —2bdady + cdz®> =0 (98

in der x, y-Ebene zwei reelle Kurvenscharen definiert, die man di
Charakteristiken oder charakteristischen Kur
ven der Differentialgleichung (94) nennt.
c) Existenzsatz: , ‘
Wenn lings eines nicht charakteristische:
. Kurvenstiicks 4 B die Werte der Funktion ¢
- und ihrer ersten Ableitungen gegeben sind, dam
ist das Integral ¢ der Differentialgleichung (94
in dem ganzen Charakteristikenviereck 4 P B(
J eindeutig festgelegt (Abb. 26). Vorausgesetz
Abb. 26. Erl;utemng Jum Exi. ist hierbei, da8 jede der beiden Charakteristiken
stenzsatz der Charakteristiken- scharen das Viereck 4 PBQ schlicht iiberdeckt
theorte. d) Aus dem Existenzsatz folgt unmittelbar

1 HornN, J.: Einf. in die Theorie der part. Diffgl., Sammlung Schubert Bd. !
(1910), Sammlung Géschen, S. 92—187. — WEBSTER, A. G.: Part. Diffgl. der math
Physik, deutsche Bearb. von SzEcd, Leipzig und Berlin 1930. — Vgl. ferne
STEICHEN, A.: Diss. Gottingen 1909 und C. PREISWERK: Diss. Techn. Hochschul
Zirich 1938.
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L dp . . .
Eine Anderung der Anfangswerte g, g%, a—(f; in einem kleinen Teil-

bogen A 4’ der Kurve A B pflanzt sich lediglich in den schmalen Zonen
APPA und AQQ'A’ fort, wihrend im iibrigen Teil des Charakte-
ristikenvierecks A P B keine Anderung eintritt. Die Charakteristiken
erscheinen hiernach als Fortpflanzungslinien fiir Stérungen in den
Anfangswerten.

Die Anwendung der Charakteristikentheorie auf die linearisierte Po-
tentialgleichung (53) der ebenen Uberschallstrémung liefert folgende
einfachen Zusammenhinge:

a) Die Bedingung ac-—b% Z 0 spezialisiert sich zu 1 — M2 Z0;
folgedessen ist in Uberelnstlmmung mit der auf S. 24 elngefuhrten Be-
zeichnung die linearisierte Potentialgleichung bei Unterschall elliptisch
und bei Uberschall hyperbolisch.

b) Die Charakteristiken sind nach Gl. (95) durch

(M2-—1) dy?—dx2=0, also %: 4= j—lﬁ = 4 tga (95%)
definiert und sind daher mit den MacHschen Linien identisch.

¢) Existenzsatz:

Wenn léngs eines nicht mit einer MacHschen Linie zusammenfallen-

o

den Kurvenstiicks A B die Geschwindigkeitsvektoren v (— also = 5,

v = g—q; und demnach auch ¢ bis auf einen beliebigen konstanten Anfangs-

wert in 4—) vorgegeben sind, dann ist tp (—alsou = g%, Q= %und

bis auf eine additive Konstante auch ¢—) in dem ganzen von vier MacH-
schen Linien begrenzten Paral.
lelogramm AP BQ eindeutig
festgelegt (Abb. 27).

Der Beweis des Existenz-
satzes ergibt sich hier durch fol-
gende elementare Konstruktion
(Abb. 27):

R sei ein beliebiger Punkt des
Macrschen Parallelogrammes,
Lund M diemit R auf derselben
Macaschen Linie der ersten Apb.27. Konstruktion der linearisierten Stromung
bzw. zweiten Schar liegenden in einem MACHschen Parallelogramm.
Punkte der Kurve 4 B. Nach S.35 (vgl. Abb. 18) miissen dann
vy, 1y dieselben Projektionen auf die Macmschen Linien der zwei-
ten Schar und 1oy, Wy dieselben Projektionen auf die Macmschen
Linien der ersten Schar besitzen. Infolgedessen kann vy aus den beiden
Projektionen auf die MacHschen Linien konstruiert werden.
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d) Aus dem Existenzsatz ergibt sich der strenge Beweis fiir den au
S. 39 bereits besprochenen Sachverhalt, wonach sich kleine Stérunge:
lings der Macmschen Linien fortpflanzen und daher lediglich auf dei
Bereich einwirken, der von den beiden vom Strémungsort stromabwirt:
laufenden Macuschen Linien eingeschlossen wird.

§9. Linearisierte riumliche Uberschallstromung.

1. Diskussion der Potentialgleichung; Macasche Kegel. Das Poten
tial @ der allgemeinen linearisierten raumlichen Uberschallstrémung ge
niigt der Differentialgleichung (51%)

Py —

e A T Tk
und ist eine Funktion der drei Verénderlichen z, 7, w. Das allgemein
Integral von Gl. (51%) 148t sich nicht in geschlossener Form wie bein
ebenen Problem (vgl. S.34) angeben. Wir konnen aber die gesucht
Funktion ¢ der drei Verinderlichen #,r, w durch zwei Funktionen ¢
und y, die nur von den zwei Verdnderlichen z, r abhéingen, ausdriicken
Zu diesem Zwecke zerlegen wir das Gesamtpotential ebenso wie bei de
Unterschallstromung (vgl. S. 31) durch den Ansatz

¢ (e, 0)=9+¢ (1) +¢" (z,7,0). (96

Dabei ist wieder ¢ = w (x -+ § r cos w) das Potential der Grundstrémung
¢’ (=,7) das achsensymmetrische Zusatzpotential und

" =y (x,7) cos w (97

das bei gestérter Achsensymmetrie noch hinzukommende zweite Zusatz

potential.
Durch Einsetzen von Gl. (96) und (97) in Gl. (51%) ergibt sich

(s (B2—1) = @y — - 7] + €08 0 [ (2—1)— ity — 2 7 + 1 2] = 0

woraus durch Nullsetzen der beiden Klammerausdriicke fiir ¢’ die Poten
tialgleichung (52) des achsensymmetrischen Problems

¢ 1) 8913 _

o W) =5 =35 =

und fiir y die lineare Differentialgleichung

2y #y 1oy 1

\ s =l —5i—13, +H2=0 (98
folgt.

Die Gl. (52) und (98) unterscheiden sich durch das letzte Glied bzw
die beiden letzten Glieder von der Potentialgleichung (53) der ebene:
Uberschallstrémung. Dieser Unterschied verhindert, daB im Raum ei
dhnlich einfacher geometrischer Zusammenhang besteht, wie er fiir di
ebene Stromung durch Abb. 18 und 27 ausgedriickt wurde.
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Sowohl die Differentialgleichung (52) fiir ¢' als auch die Differential-

gleichung (98) fiir y hat die MacHschen Linien der z,r-Ebene
r—x tg & = const, r -+ xtg & = const

als charakteristische Kurven. Die von einem Punkt der z-Achse aus-
gehenden MacHschen Linien erzeugen einen Drehkegel um die z-Achse
mit dem MacHschen Winkel x als halbem Offnungswinkel. Diese MAcH-
schen Kegel begrenzen in derselben Weise die Wirkungsbereiche von
Stérungen wie die von dem Stérungszentrum stromabwirts laufenden
Macuschen Linienpaare beim ebenen Problem (vgl. Abb. 22).

2. Quell-Senken-Verfahren fiir riwmliche Uberschallstromungen.
Nach v. KirMAN und TstEN? {ibertragen wir das auf S. 31 fiir rdumliche
Unterschallstromungen entwickelte Quell-Senken-Verfahren formal ana-
log auf Uberschallstrémungen, indem wir Gl. (70) und (74) ersetzen
durch

x—-ﬁr
z—-ﬁr
y = Il;z Eh« Jﬂaﬁ%’ @' = ycosm. (100)

Diese Integraldarstellungen befriedigen, wie man durch Einsetzen
bestitigen kann, die Potentialgleichung (52) bzw. (98). Wihrend bei Gl.
(70) und (74) die Integrationsgrenzen a, b konstant waren, ist bei Gl.
(99) und (100) nur die untere Grenze konstant (— etwa a=0—), die
obere Grenze dagegen von x und r abhingig. Dies beruht wieder auf
dem verschiedenen Verhalten der Ausbreitung von Stérungen bei Unter-
und Uberschallgeschwindigkeit. Im letzten Fall breitet sich nach S. 39
jede von einem Punkte & der z-Achse z/r
ausgehende Storung lediglich im In-
nern des stromabwirts laufenden

"3

Macuschen Kegels 4 ENE
1 IS SN SR . z
stga= 7 Abb. 28. Integrationsbereich bei Uber-
t—§ B schallgeschwindigkeit.

aus, auf einen Aufpunkt z,7 des Strémungsfeldes wirken also nur Sté-
rungen ein, die von Punkten & <z — Br der 2-Achse ausgehen (Abb. 28).

3. Linearisierte Umstromung eines Drehkegels. Wenn wir in (99) und
(100)
I )—5 f', m(=¢&-m' mit f'=const, m'=const, & =0

1 v. KigMAN, TH. und N. B. MoorE: Trans.Amer. Soc. mech. Engr. (Juni
1932). — TsiEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences 5 (1938), S.480—483.
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setzen, also die Quellstirke f und das Moment m stromabwirts propor-
tional mit £ wachsen lassen, ergibt sich nach Ausfilhrung der Qua-
draturen?

¢ = af—[]/x2~/3272~x9(r@0f < )]
1= g"n[x Vﬂwlhﬂr It Gof (E)J

Durch Differentiation nach x bzw. r erhilt man mit denselben Be-
zeichnungen wie auf §. 31,32 fiir die 2- und r-Komponenten der Zu-
satzgeschwindigkeiten

(101)

vo L), oo 18 F
u'= Tcosw VF 1
W N (2 T |

Der Geschwindigkeitsvektor ist hiernach nur von z/r und w abhingig,
d. h. er bleibt konstant fiir jede durch den Anfangspunkt E gehende
Gerade (,,konisches Stromungsfeld®).

DieKonstanten f’,m’ lassen sich so wihlen, dafl die Geschwindigkeits-
vektoren einen vorgegebenen, unter dem kleinen Anstellwinkel 3§ ange-
blasenen Drehkegel mit dem kleinen Offnungswinkel 2 9 berithren, daf
also durch Gl. (102) die linearisierte Uberschallstrémung um einen Dreh-
kegel geliefert wird. Zu diesem Zweck haben wir dhnlich wie auf S.31,33
die Randbedingungen

tg ) ==———, WHhcosw——1" (103)
w4+ u
zu erfiillen. Sie liefern mit x/r = ctg 9’ nach kurzer Rechnung
o tgd’ o
dmw V cotg? & — B + tgd” Ar Cof <02t—§ ’9,) ,
, . b (104)
m__ p

4708 ootg ) cote? 0 — Bt -+ 2 Ur Gof (OO_tgi’)
B

Nach Festlegung der Konstanten f’ und m’ gemif Gl. (104) folgt aus
Gl. (50*) fiir den durch Division mit dem Staudruck der Grundstromung
dimensignslos gemachten Uberdruck am Kegel
A 2 ’ 177

p ATu_2_z_¢ =——QI @i(cotgﬁ> mcosw
ow? w w J;

) kg . (0

1 FERRARI, C.: Aerotecnica 17 (1937), S. 507—518.
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Im Giiltigkeitsbereich der linearisierten Theorie kann man in erster
Néherung

o ()~ 0o

ﬁ) )= m#+In2 - lnﬁ~ —Ind _1n(0—1).
Jcotg? & —p2 ~ ] 1 (B¥): ~ 5,
ersetzen und erhilt dann aus Gl. (104) und (105) die geniherten Formeln

N S | R
4zw 1—97 Ind ' 8awd 11— 92R2Ind ’
dp

= =292In (5{) — 499 cos w.

Daraus folgt in Ubereinstimmung mit dem entsprechenden auf S. 33 fiir
Unterschallstromungen gewonnenen Ergebnis:

Bei der linearisierten Uberschallstromung um einen Drehkegel ist die
Druckverteilung an der Kegeloberfliche nur vom Offnungswinkel 21’
und Anstellwinkel 9 des Kegels, nicht aber von der Macuschen Zahl
abhéngig.

Man beachte den Unterschied zwischen der ebenen Strémung um
einem flachen Keil (vgl. 8. 37) und der riumlichen Stromung um einen
schlanken Drehkegel:

Beim Keil sind die Stromlinien parallele Geraden mit Knicken an
den von der Keilkante stromabwirts laufenden Macuschen Linien (vgl.
Abb. 21). Beim Kegel sind die
Stromlinien stromabwérts des
von der Kegelspitze ausgehen-
den Macauschen Kegels in je-
der Meridianebene w = const
gekriimmte Kurven, die sich
am MacHschen Kegel tangen-
tial, d. h. ohne Knick, an die
geradlinigen Stromlinien der
Grundstrémung ansetzen und Abb.29. Linearisierte axiale Uberschallstrémung um

. einen Drehkegel.
stromabwirts sich dem um-
stromten Kegel asymptotisch nihern (Abb. 29).
Daf die Stromlinien am Macrschen Kegel keinen Knick haben, ergibt

sich nach Gl. (102) aus o'+ o' = 0 fiir & — /§r = 0. Durch Entwicklung
von %'+ u"' nach Potenzen von z—fr erhélt man aus Gl. (102)

u/-{—u”:»——r{é‘)lr@oi(l /)’ ﬂ7)+ 1o oS l (1 + rnﬁﬂv’) 1
7 ro
_ m’cosw —f’ ’5@——/#)
T 4m fr

Sauer, Gasdynamik. 4
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Fiir » = const liefert diese Formel den Druckverlauf im Stromungsfeld
lings einer zur Kegelachse parallelen Geraden (Abb. 30). Wéhrend bei
» » ' der ebenen Stromung um einen

Keil der Druck plétzlich vom
/ P konstanten Wert der Grund-
/ P stromung auf den konstanten
: Wert hinter der Macmschen
Linie ansteigt, erfolgt der Druck-
anstieg beim Kegel nach einer
Kurve, die mit senkrechter

N | Hegel Tangente beginnt und sich

\\ \ schnell dem Endwert am Kegel

Abb. 80. Druckverteilung lings einer z-Parallelen annahert.
bei der linearisierten Uberschallstromung um Keil
und Kegel.

4. Linearisierte Umstromung eines beliebigen zugespitzten Drehkorpers.
Die Umstrémung eines beliebigen zugespitzten Drehkérpers (achsial
oder schief angeblasene GeschoBspitze) laBt sich durch Uberlagerung
konischer Strémungen folgendermafBien niherungsweise erzeugen!:

Die beiden zunichst unbe-

7 @ kannten, nachtriglich aus der
m(g) /(7) Gestalt des vorgegebenen
A Drehkorpers zu bestimmenden
,53// fﬁ; Kurven f=f(&) und m =m (&)
/ ; - der Quell-Senken -Verteilung
L)y,
> ‘ ") ‘ bzw. Doppelquellen - Vertei-
™) i g lung werden durch Polygone
| WAl p R, ... baw, My M, .

&, ersetzt gedacht deren Eok-
N\x punkte beide Male dieselben
® Abszissen &=0, &, &, ...
haben (Abb. 31). Analytlsch
(){) heiBt dies,daBf(£),m (&) durch

Abb. 31. Polygonale Quell-Senken- bzw. Doppel- Uberlagerung der Llnearfunk-
quellen-Verteilung.

{
A ig' 152 ¥ 153

™) ] o3

-

, tionen
f12(5>~§1)f;, ml_(g §l)ml fllI' 52.51,
f2:(§%§2)f;1 mz*(&”‘“ég) ; fur 5252,
fs=(E—&) ], mg=(E—&;)m ; fir £ =&,

entstehen mit den noch unbestimmten Konstanten f; bzw. m; = tg ;.

! v. KirmAx, Ta. und N. B. MoORE: Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. (Juni
1932). — TsIEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences5 (1938), S.480—483. — FERRARI,
C.: Aerotecnica 17 (1937), S. 507—518.
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Jedes der linearen Funktionspaare stellt nach S. 48 ein konisches
Stromungsfeld dar. Nach Gl. (102) ergibt sich fiir irgend einen Auf-
punkt z/r

n

L e (Em o s

_ — V -~ = - V —_— —_—

u Méfkﬂr@ni( [ |, =D fkl( e ) 1,
k=1 k=1

, cosaw S — Ep2

W= M| (5 5’”) 1, (106)
k=1 "

v Beosw YHW e —Epy jx—&k 2 (L’:é’i) :

v = B2 N T | TSR (T TN ) L 9ol | ;
e Sl (5w

hierbei ist iiber alle &, < & — 7 zu summieren, d. h. iiber alle Punkte &,
die stromaufwirts der durch den Aufpunkt z/r gehenden MacHschen
Linie liegen (vgl. Abb. 28).

Die zunichst unbestimmt angesetzten Konstanten fj, m; miissen
jetzt so festgelegt werden, dal durch Gl. (106) angenihert die Strémung

uTs/?L? 7

um den vorgegebenen
Drehkorper unter dem
vorgegebenen  Anstell-
winkel ¢ gegeben wird.
Zu diesem Zwecke greifen
wir einige Punkte x/r,, 7
Ty Fafrs, . . . der Meri- &0
diankurve des Drehkor-

pers in der Ebene w=10

in hinreichend enger Auf-
einanderfolge, sonst aber

beheblg’ heraus und be- Abb. 32. Linearisierte Uberschal_lgtrt}mung um einen zuge-
zeichnen die Neigungs- spitzten Drehkorper.

winkel der Tangenten dieser Punkt mit 9; (Abb. 32).
Die Punkte &, (vgl. Abb. 31) wihlen wir gemafl

§=0, &=ua,- retga=ua-—fry, E=x,—fry, ...
und verlangen, daf in den Aufpunkten x;/r; der Geschwindigkeitsvektor
in die Richtung der Meridiantangente fallt. Aus den Randbedingungen

Gl. (103) mit 9; an Stelle von ¢’ erhélt man mit Beriicksichtigung von
Gl. (106) die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten f;:

I o
o 1) = tg ) l
I i , (107)
ey ey -, |

4%
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und fiirr die Konstanten my,:

wobei die Abkiirzungen

il =7 ](?.;_ﬁf 1+ tg 8 AeGof (”"Z;‘f’"‘;‘) /

[i, k] = ﬁf"”’“ﬁlj 14 A (Eoi( 5 fk)

benutzt sind.

Aus den linearen Gleichungssystemen (107) und (108) lassen sich die
Unbekannten f;, bzw. my, einzeln nacheinander berechnen, da die jeweils
erste Gleichung nur die eine Unbekannte f’ bzw. m’ und jede folgende
Gleichung genau eine weitere Unbekannte enthélt.

Nach Berechnung der f; und m; folgt aus Gl. (50*) fiir den Uberdruck
in den Punkten z;/r; des Drehkorpers die zu Gl. (105) analoge Beziehung

__.-_Z‘fk A Co f(x’ __‘EL) — %%;imk‘/( o ‘Ek) —1. (109)
=1 :

Man beachte, dal die einfache Beziehung Gl. (87), wonach der Uber-
druck zum Ortlichen Anstellwinkel 4 proportional ist, bei der raumlichen
Stromung nicht mehr gilt. Die Ursache hierfiir liegt darin, daB8 der
Geschwindigkeitsvektor sich im Raume nicht in der einfachen, durch
Abb. 18 und 27 dargestellten Weise, sondern nach einem verwickelteren
Gesetz dndert (vgl. Abb. 94

Die analoge Ubertragung des hier entwickelten Niherungsverfahrens
auf die Umstrémung von Drehkoérpern mit Unterschallgeschwindigkeit?
bietet keine grundsitzliche Schwierigkeit. Die praktische Durchfiihrung
wird jedoch bei Unterschallgeschwindigkeiﬁ erheblich miithsamer; an
Stelle der linearen Gl. (107) und (108), aus denen die Unbekannten einzeln
der Reihe nach berechnet werden kénnen, treten niamlich lineare Glei-
chungssysteme, bei denen jede einzelne Gleichung simtliche Unbekannten
enthilt. Darin zeigt sich erneut das verschiedene Verhalten der Potential-
gleichungen vom hyperbolischen Typus fiir Uberschall- und vom ellip-
tischen Typus fiir Unterschallstrémungen.

Uber die Ermittlung strenger, nicht linearisierter Uberschallstrs-
mungen um einen axial angeblasenen Drehkorper vgl. S. 144,

H

1 v. KARMAN, TH.: Abh. aus dem Aerodyn. Inst. Aachen 6 (1927), S.3—17
und C. FERRARI: Aerotecnica 17 (1937), S.507—518.

A
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III. Abschnitt:

Nichtlinearisierte Stromung an Ecke und Kegel :
VerdichtungsstoB.

Nachdem wir im letzten Abschnitt die ebene Uberschallstromung an
einer flachen Ecke und die raumliche Uberschallstromung an einem
flachen Kegel in linearisierter Naherung untersucht haben, wenden wir
uns jetzt zu den entsprechenden Problemen in strenger, nicht lineari-
sierter Behandlung. Neben stetigen Verdiinnungen und Verdichtungen
treten hierbei auch unstetige ,,Verdichtungsst6Be‘‘ auf, die fiir das Ver-
stindnis der kompressiblen Strémungen von grundlegender Bedeutung
sind. Je nach dem Knickwinkel der Ecke bzw. dem Offnungswinkel des
Kegels bleibt die gestorte Stromung entweder ebenso wie in der lineari-
sierten Theorie im Uberschallbereich oder erstreckt sich in den Unter-
schallbereich hinein.

§ 10. Stetige Verdiinnungsstromung
an einer konvexen Ecke.

1. Veranschaulichung durch Grenziibergang. Bei der linearisierten
Umstréomung einer flachen konvexen Ecke (vgl. S. 37 und Abb. 21) ergab
sich eine Ablenkung der Grundstromung um den Winkel 44 lings der
von der Ecke E ausgehenden Macrschen Linie m, (Abb. 33). Wenn wir
nundie abgelenkte Parallelstrémung, m,
deren MacHusche Zahl M, groBer ist ey M2
als die MacHsche Zahl M, der Grund- !
strémung, abermals um den Winkel
A9 an der Ecke E ablenken, so er-
folgt diese Ablenkung jetzt lings
der zu M, gehorigen MacHschen
Linie m,. Fir die entsprechenden
Macnschen Winkel «,, «, folgt aus
M, > M, die Ungleichung (vgl. ) ,

Abb. 33. Wiederholte Ablenkung einer
Abb. 33) Parallelstromung.

2 AP <y < ay,

d. h. die Macnsche Linie m, liegt stromabwirts der Macuschen Linie m,.

Wiederholt man diese Ablenkung um den Winkel A an der Ecke E
n-mal, so ergibt sich mit dem GrenzprozeB 49—~ 0, n —> oo eine konti-
nuierliche Verdiinnungsstromung, bei der die Grundstrémung insgesamt
um einen beliebigen endlichen Winkel & = n4 abgelenkt wird. Die
linearisierte Theorie fiihrt auf diese Weise durch einen einfachen Grenz-
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prozeB zur strengen Behandlung der mcht linearisierten Stromung an
einer konvexen Ecke. :
Diese durch Grenziibergang entwickelte Strémung beginnt mit der
ungestorten Grundstrémung bis zur Macaschen Linie m (Abb. 34). Hier-
an schlieBt sich eine stetige Verdiin-
nung bis zu einer Macuschen Linie m,
hinter der die Stromung wieder als Pa-
rallelstrémung mit entsprechend hihe-
rer Geschwindigkeit und kleinerem
Druck abflieBt. In dem Winkelraum
zwischen m und m ist jede Gerade
durch die Ecke E Macasche Linie und
léngs jeder dieser MacHschen Linien ist
der Geschwindigkeitsvektor v nach
Abb. 34. Stetige Verdiinnungsstrémung GréBe und Richtung konstant. Die
an einer konvexen Ecke. Stromlinien sind daher dhnliche Kur-
ven mit der Ecke E als Ahnlichkeitszentrum und setzen sich tan-
gential an die geradlinigen Stromlinien stromaufwérts von m und
stromabwiirts von m an.

2. Analytische Behandlung des Problems!. Da der Geschwindig-
keitsvektor m lings jeder Geraden durch- E konstant ist, fithren
wir Polarkoordinaten 7,0 mit E als Null-
punkt ein (Abb. 35).

Dann sind die Geschwindigkeitskompo-
nenten
1 %’i
"

u(w) = %i;, v(w) =

in Richtung der Radien und senkrecht zu
den Radien Funktionen nur der einen Ver-
anderlichen o, fiir das Potential ¢ hat man
also den Ansatz

(110)

Q)

=rD(w). (111)
Abb. 35, Erlduterung der Bezeich-
nungen. Das Problem redumert sich hierdurch auf

die Béstimmung der Funk‘mon ®(w), die ebenso wie % und v nur die
eine Veranderliche @ enthilt und demgemiB aus einer gewdhnlichen
statt partiellen Differentialgleichung gefunden werden kann. Zu dieser
gewohnlichen Differentialgleichung gelangt man durch die Bedingung

=L _ o (112)

r ow

! MEYER, TH.: Diss. Gottingen 1908. Vgl. auch A. HirscH in A. Sto-
poLA: Dampf- und Gasturbinen, VI. Auflage (1924), S. 805—809.
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welche den aus §8 S.35 (vgl. Abb. 16) bekannten Sachverhalt aus-
driickt, daB die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur MAcH-
schen Richtung stets gleich der Schallgeschwindigkeit ist.

Aus Gl (112) ergibt sich nach Einsetzen von Gl. (15*)

1 %)2: ekl kol (ﬁf\)ﬂrl 3_"’)2
r\do, 2 Tmax 2 or r2\0w/ |
und unter Beriicksichtigung von Gl. (111)
—% D"+ PP = Wy, (113)

wobei der Strich gewohnliche Differentiation nach o bedeutet.
Wie man durch Einsetzen leicht bestatigt, hat Gl. (113) die parti-

kuldre Losung
D = wy,, sin <VE w) ,
kE+1

woraus nach Gl. (111) fiir das Potential

@ = Wipax T SN <]/]]%—_;—i w) (114)
und nach Gl. (110) mit Riicksicht auf Gl. (18) fiir die Geschwindigkeit
U == Wpyy SIN (]/:___{__1 o], v=c*cos (]/%—:—i 60) (115)

folgt.

Fiir =0 wird =0, v=c*, d. h. die Z&hlung des Winkels o beginnt
an der die Stromlinien senkrecht schneidenden MacHschen Linie m, an
der gerade die kritische Geschwindigkeit ¢* erreicht wird (vgl. Abb. 35).
Nachtriglich kann man natiirlich die Verdiinnung statt an 7 auch an
irgendeiner stromabwirts von 7 liegenden MacHschen Linie beginnen
lassen, was einer Anstromungsgeschwindigkeit w > ¢* entspricht.

Aus Gl. (115) folgt fiir die GroBe der Geschwindigkeit

w?=u? 4 12 = 0*2; +ism2(]/k"_1 >+co (]/E+_—_; )}:

= e e ()
und mit Hilfe von Gl. (2 )

(Ic+1)——2cosz(VEw)

Mr2=1+ == sin® /k:—"_—_i w ), M2—~~v*f— S (116)
(] E+1 ) cosa(] __w>
Fiir den Druck kommt aus Gl. (22)
%
Do _ k41 L 1 it
: { i ), : (117)
cos ] 1))
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Der Macrmsche Winkel « ist durch

= =C

bestimmt, woraus dann auch der Neigungswinkel der Stromlinien

19:0:—]—0)—%

berechnet werden kann. Der Zusammenhang zwischen p, w und ¢ laBt
sich jedoch einfacher durch Grenziibergang aus der linearisierten Druck-
gleichung: (86) herleiten, wobei sich die Differentialgleichung

dp ow?

ergibt, die mit Riicksicht auf Gl. (4*) auch in der Form
dw w
%zwtga:ﬁl—z—::l (119*)

geschrieben werden kann. Nach Division durch die Konstante ¢* kommt
mit Hilfe von Gl. (21)

; F—1 1.,

/1— 27 1 M2
LN e =

d'ﬁ M*g___l_

woraus man durch Integration unter der Anfangsbedingung ¢ = 0,
M*=1 die Beziehung

[ 1,
2ﬁ=arccos1k—(k+l)ﬂ—ﬁi l
o ! (119*%)
+ | /”:_WLi arc cos [k — (k— 1) M*?]—x
27» tir die Funktion M* = M*(§) erhalt.
« / Fiir die Stromlinien hat man die Diffe-
/ rentialgleichung (Abb. 36)
/ ! ar =
+1 k—1 .
d;i/ rim=otga= |y (| el
<
7 sie 148t sich durch Trennung der Variablen
£ / integrieren mit dem Ergebnis
77 . _ kaa
' - - F—1
Abb. 36. Herleitung der Differential- r=r |cos U/ k—1 w)] . (120)
gleichung der Stromlinien. E+1

Wie auf S. 54 vorausgesehen, sind die Stromlinien dhnliche Kurven in

bezug auf E.
Nach Gl (117) und (116) wird p=0 und M = oo fiir

41 7
= % ]/l,-:—-j__—li » Pmax = Omax 3> (121)

O max
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Zahlentafel 2 fiir Luft (k = 1,405).
Stromung mit Uberschallgeschwindigkeit.’

a7

!

T
l

|

s ST el 5 °] 2/7e M o Do, =22
| i ‘ | v
! ‘ ;
1000 | 0 0,00 | 90,00 | 0,527 | 1,000 | 1,000 | 0,832 | 1,000
999 1 23,72 ' 67,28 | 0,477 | 1,084 | 1,068 | 0,808 | 0,994
998 | 2 30,04 | 61,96 | 0,449 | 1,133 | 1,107 | 0,794 | 0,986
997 3 34,82 | 58,18 | 0,424 | 1,178 | 1,141 | 0,781 | 0,976
996 4 38,88 !55,12 0,401 | 1,220 | 1,173 | 0,768 | 0,965
995 5 42,34 | 52,66 | 0,381 | 1,258 | 1,201 | 0,757 | 0,953
994 6 45,42 1 50,58 | 0,363 | 1,205 | 1,227 | 0,747 | 0,940
993 7, 48,30 . 48,70 0,345 [ 1,332 | 1,253 | 0,736 | 0,926
992 8 50,93 | 47,07 | 0,329 | 1,366 | 1,276 | 0,726 | 0,912
991 9 53,46 | 45,54 | 0,313 | 1,401 | 1,299 | 0,716 | 0,897
990 10 55,84 44,16 | 0,298 | 1,435 | 1,322 | 0,706 | 0,882
989 11 58,16 | 42,84 | 0,284 | 1,470 | 1,344 | 0,696 0,865
988 12 60,38 | 41,62 | 0,270 | 1,505 | 1,366 | 0,686 0,849
987 13 62,49 | 40,51 | 0,257 | 1,539 | 1,387 | 0,676 | 0,832
986 14 64,52 | 39,48 | 0,245 | 1,572 | 1,407 | 0,667 | 0,815
985 15 66,63 | 38,47 | 0,233 | 1,608 | 1,428 | 0,657 | 0,797
984 16 68,47 . 37,53 | 0,221 | 1,641 | 1,448 | 0,647 | 0,779
983 |, 17 70,33 | 36,67 | 0,210 | 1,675 | 1,467 | 0,638 | 0,762
982 18 72,18 | 35,82 | 0,199 | 1,710 | 1,486 | 0,628 | 0,743
981 19 73,98 !35,02 0,189 | 1,744 | 1,504 | 0,619 | 0,725
980 . 20 75,74 | 34,26 | 0,179 | 1,779 | 1,523 | 0,609 | 0,707
979 | 21 77,49 | 33,51 | 0,170 | 1,815 [ 1,541 | 0,600 | 0,689
978 | 22 79,20 | 32,80 | 0,161 | 1,850 | 1,559 | 0,591 | 0,670
977 . 23 80,90 | 32,10 0,153 | 1,884 | 1,576 | 0,582 | 0,653
976 | 24 1 82,55 | 31,45 | 0,145 | 1,918 | 1,592 | 0,573 | 0,635
975 | 25 | 84,20 | 30,80 | 0,137 1,954 | 1,609 | 0,564 | 0,617
974 26 | 8581 | 30,19 0,130 1,989 | 1,625 0,555 | 0,600
973 | 27 | 8742 | 29,58 | 0,123 | 2,025 | 1,641 | 0,546 | 0,582
972 | 28 ¢ 89,02 | 28,98 | 0,116 | 2,062 | 1,657 | 0,537 | 0,564
971 | 20 90,58 | 28,42 | 0,110 | 2,098 | 1,673 | 0,529 | 0,547
970 1 30 ., 92,12 | 27,88 | 0,104 | 2,135 | 1,688 | 0,520 | 0,530
969 31 | 93,66 | 27,34 | 0,097 | 2,174 | 1,704 | 0,511 | 0,512
968 32 9518 | 26,821 0,092 2214 1,720 | 0,502 | 0,494
967 33 96,68 | 26,32 0,086 | 2,251 1,735 | 0,493 | 0,477
966 34 98,20 | 25,80 | 0,080 2,296 | 1,752 0,483 | 0,459
965 35 . 99,67 | 2533 0,075 2,339 | 1,767 | 0,474 | 0,442
9%4 . 36 | 101,13 | 24,87 | 0,071 | 2,378 | 1,781 | 0,466 | 0426
963 | 37 102,58 | 24,42 | 0,066 2,422 | 1,795 | 0,457 | 0,410
962 | 38 104,02 | 23,98 | 0,062 | 2,466 | 1,810 | 0,448 | 0,394
961 | 39 . 10546 | 23,54 J 0,058 | 2,508 | 1,824 | 0,440 | 0,379
960 40 106,88 | 23,12 | 0,054 | 2,550 | 1,837 | 0,432 | 0,364
90 | 4l 108,30 | 2270 | 0,051 2,595 | 1,851 | 0,423 | 0,349
958 42 1 109,71 | 22,29 | 0,047 | 2,640 | 1,864 | 0,415 | 0,335
957 | 43 T 1ILI1 | 21,89 0,044 | 2,689 | 1,878 | 0,406 0,320
956 . 44 1 112,51 | 21,49 | 0,041 | 2,734 | 1,891 | 0,398 | 0,306
955 | 45 | 113,89 | 21,11 J 0,038 | 2,778 | 1,903 | 0,390 | 0,204
94 | 46 | 11527 | 20,73 | 0,036 2,826 | 1,917 | 0,382 | 0,281
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s 81 ayl al’l | ploe | M M* | mT, @=Q‘;’—:z;
953 47 116,63 | 20,37 | 0,033 | 2,873 | 1,928 | 0,374 | 0,269
952 48 118,00 | 20,00 | 0,031 | 2,920 | 1,939 | 0,367 | 0,257
951 49 119,36 | 19,64 | 0,029 | 2,968 | 1,951 | 0,359 | 0,246
950 50 120,71 | 19,29 | 0,027 | 3,021 | 1,963 | 0,351 | 0,234
949 51 122,07 | 18,93 | 0,025 | 3,074 {1,975 | 0,343 | 0,222
948 52 123,41 | 18,59 | 0,023 | 3,131 | 1,987 | 0,335 | 0,211
947 53 124,74 | 18,26 | 0,021 | 3,188 | 1,999 | 0,327 | 0,200
946 54 126,03 | 17,97 | 0,019 {3,350 | 2,012 | 0,319 | 0,188
870,68 | 129,32 | 219,32 | 0,00 | 0,000 | o |2,437 | 0,000 | 0,000

bei Luft (k=1,405) also fir wy,y = 219,32°, Fpax = 129,32°. Die Ver.
diinnungsstrémung um eine Ecke ins Vakuum erfiillt infolgedessen nicht
den ganzen freien Raum, sondern endet mit w=wy,x. An der Grenze
= Wy 18t U= 1wy, v=0, d. h. die Linie @ =,y ist zugleich MacH.
sche Linie und Stromlinie.

In Zahlentafel 2 sind fiir Luft (k= 1,405) zusammengehdorige Werte

von ¥, w, &, pﬁ, M, M*, Tl und @ = % zusammengestellt; iber die
0 0
Bedeutung von s in Zahlentafel 2 vgl. S. 112.

3. Geschwindigkeitshild M* = M*(9). Wir stellen fiir die kontinuier-
liche Verdiinnungsstrémung um eine Fcke E die Anderung der Stré.

Abb. 37. Geschwindigkeitsbild der Stromlinien.

mungsgeschwindigkeit tv lings einer Stromlinie dar, indem wir in einer
zweiten Ebene, der sog. ,,Geschwindigkeitsebene‘* (oder Hodographen.
ebene) von einem festen Nullpunkt O aus die Geschwindigkeitsvektoren ft
auftragen (Abb. 37). Die Endpunkte P’ dieser Vektoren beschreiben eine
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Kurve, die punktweise eindeutig auf die vorgegebene Stromlinie bezogen
ist und als ,,Geschwindigkeitshild“ (oder Hodograph) der Stromlinie
bezeichnet werden soll. Da lings jeder Geraden durch die Ecke E der
Geschwindigkeitsvektor 1o nach GroBe und Richtung konstant ist, haben
alle Stromlinien dasselbe Geschwindigkeitsbild.

Den Stromlinien des kontinuierlichen Verdiinnungsbereichs von der
kritischen Geschwindigkeit ¢* bei m bis zur Maximalgeschwindigkeit wy,,
bei m entspricht das Geschwindigkeitsbild von A’ mit w = c¢* bis zu B’
mit 1= 1tv,,,, wozu nach Gl. (121) der Zentriwinkel < 4’0 B’ =&,
gehort. Bezieht man die Geschwindigkeit auf c* als Einheit, so wird
0A4’=1 und nach Gl. (18) OB’ — ‘I/.’Izj% und M*—= M*(9) ist die Glei-

chung des Geschwindigkeitsbildes in Polarkoordinaten.

Im vorigen Absatz haben wir die Funktion M*($) analytisch
bestimmt; einige Funktionswerte sind in Zahlentafel 2 angegeben.
Wesentlich einfacher und eleganter
146t sich das Geschwindigkeitsbild
jedoch nach PRANDTL und BUSE-
vANN mit Hilfe geometrischer Uber-
legungen diskutieren:

a) Wirdenken uns die kontinuier-
liche Verdiinnungsstromung wie auf
S. 53 wieder durch Grenziibergang
aus unendlich vielen kleinen unste-
tigen Verdiinnungen entstanden. Da
nun bei einer kleinen unstetigen
Verdiinnung nach S.38 der Vek-
tor des Geschwindigkeitszuwachses _
senkrecht auf der zugehdrigen MACH-  Abb. 38. Richtungsfeld des Geschwindig-
schen Linie steht und beim Grenz- keitsbildes.
iibergang der Geschwindigkeitszuwachs in die Richtung der Tangente
des Geschwindigkeitsbildes fallt, erhdlt man den Satz:

Die Tangente ¢’ in einem Punkt P’ des Geschwindigkeitsbildes steht
senkrecht auf der durch den entsprechenden Punkt P der Stromlinie
hindurchgehenden Macuschen Linie m.

b) Auf S. 36 wurde die Adiabatenellipse mit den Halbachsen wy,y, ¢*
eingefiihrt. Stellt man diese Ellipse auf einen Punkt P’ des Uberschall-
Ringgebietes der Geschwindigkeitsebene ein,so liegt nach S. 36 die groBe
Achse parallel zur entsprechenden Macuschen Linie und wegen a) dem-
nach die kleine Achse parallel zur Tangente ¢’ des Geschwindigkeitsbildes
in P'. Dies fithrt zu folgender Erzeugung des Geschwindigkeitsbildes
(Abb. 38):

Die mit Linienelementen parallel zur kleinen Achse ausgestattete

lfmax
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Adiabatenellipse mit den Halbachsen wy,s, ¢* wird um den Nullpunkt G
der Geschwindigkeitsebene gedreht und erzeugt hierbei ein Richtungsfeld
in dem ringformigen Uberschallgebiet. Die Geschwindigkeitsbilder sind
die Integralkurven dieses Richtungsfeldes.

Jeder Innenpunkt P’ des Uberschallgebietes wird zweimal von der
Adiabatenellipse erfaBt (vgl. Abb. 20), d.h. das Uberschallgebiet wird
von dem Richtungsfeld doppelt
iiberdeckt. Alle Integralkurven sind
kongruent bzw. spiegelbildlich und
gehen durch Drehung um O mit oder
ohne Umklappung an einer Geraden
durch O auseinander hervor.

¢) Das in b) durch Drehung einer
Ellipse erzeugte Richtungsfeld 1aBt
sich auch auf folgende Weise gewin-
nen (Abb. 39): Man teilt jede Sehne
F @ des duBeren Begrenzungskreises
kmax des Uberschall-Ringgebiets im
konstanten Verhéltnis

k max.

Abb. 39. Erzeugung des Geschwindigkeits- :

bildes als Rollkurve. FG:FP' =2 Wax" (,wmax i C*) =1
und ordnet dem Teilpunkt P’ die Richtung der Sehne zu. Fiihrt man
diese Konstruktion fiir alle von einem festen Punkt F des Kreises ky,,
ausgehenden Sehnen durch, so liegen die entsprechenden Teilpunkte P’
auf einem Kreis %, der aus ky,, durch dhnliche Verkleinerung im Ver-
héltnis A:1 in bezug auf F als Ahnlichkeitszentrum hervorgeht und in ¥
den Kreis %y, und im Gegenpunkt H den inneren Begrenzungskreis &*
des Uberschallgebiets beriihrt. Die Linienelemente der Punkte P’ des
Kreises k liegen auf den Geraden F' P’ und infolgedessen senkrecht zu den
Verbindungslinien HP’. Dieselben Linienelemente ergeben sich, wenn
man den Kreis & am Kreis £* abrollt; denn hierbei bewegt sich jeder
Punkt P’ in senkrechter Richtung zur Verbindungslinie HP’ mit dem
augenblicklichen Drehzentrum H der Rollbewegung. Die Integralkurven
des Richtungsfeldes sind daher identisch mit den bei der Abrollung von %
an k* von den Punkten P’ des Rollkreises & beschriebenen Bahnkurven,
die in der Kinematik unter dem Namen Epizykloiden bekannt sind. Wiz
haben hiermit folgendes Ergebnis:

Das Geschwindigkeitsbild ist eine Epizykloide, welche durch suBeres
Abrollen eines Kreises vom Durchmesser wy,,.— ¢* an dem inneren Be-
grenzungskreis k* des Uberschall-Ringgebiets entsteht. Der kritischer
Geschwindigkeit w=c* entspricht die Spitze 4’ und der Maximal
geschwindigkeit w = wy,,, der Scheitel B’ der Epizykloide.
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4. Zeichnerische Behandlung des Problems. Mit Hilfe der im vorigen
Abschnitt als Geschwindigkeitsbild der Stromlinien gefundenen Epizy-
kloide kann man die auf S. 56 durchgefiihrte analytische Behandlung des
Problems durch eine zeichnerische Behandlung ersetzen:

Die Epizykloide, die sich in einfacher Weise als Rollkurve konstru-
ieren 1B, sei vorgegeben und von der Spitze A’ bis zum Scheitel B’
in mehrere kleine Teilbogen zerlegt. Jeder Teilpunkt P’ liefert dann
nach Abb. 37 durch die Epizykloidentangente ¢#' in P’ und die zu ihr
senkrechte Macasche Linie m ein zusammengehoriges Wertesystem o,
a, 3, w; die Tangentenrichtung 148t sich hierbei nach Abb. 38 durch
Einstellen der Adiabatenellipse auf den Teilpunkt P’ genau bestimmen,

Bezeichnet man mit P/, P, P, ... die Teilpunkte auf der Epizy-
kloide und mit m,, m,, mg, . . . die entsprechenden MacHschen Linien,
so erhélt man eine gute zeichnerische Ndherung fiir die Stromlinien, wenn
man diese zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Macuschen Linien m;.
m;_., durch Geraden ersetzt, die zur Halbierenden des Winkels <t P;OP; ,
parallel laufen.

Tritt an Stelle der Adiabatengleichung (8) der vollkommenen Gase
irgendeine andere Adiabatengleichung (5), so ist die Adiabatenellipse
durch eine entsprechende andere Adiabatenkurve M*= M*(a) zu er-
setzen.

§ 11. VerdichtungsstoB an einer konkaven Ecke.

1. Zustandekommen des VerdichtungsstoBes. Nachdem in § 10, aus-
gehend von der linearisierten Theorie, mittels eines Grenziiberganges die
Verdiinnungsstrémung um eine konvexe Ecke in strenger, nicht lineari-
sierter Behandlung entwickelt wurde, soll nun
die entsprechende Aufgabe fiir die Verdich-
tungsstromung um eine konkave Ecke er-
ortert werden?.

Hierbei ergibt sich sofort ein grundsatz-
licher Unterschied: Bei der stetigen Verdiin-
nung divergieren die MacHschen Linien in der
Richtung der Strémung von der Anfangslinie m
bis zur Endlinie 7 (vgl. Abb. 34). Bei dem Ver-
such, eine analoge ste‘olge_ Verdichtungsstro- Ag:;:gﬁ c’i!fg;ﬁ‘é‘é‘%“&&‘ﬁ%’i%‘;&“
mung zu konstruieren, zeigt sich, dafi die
Macaschen Linien entgegengesetzt der Stromungsrichtung divergieren.
Dadurch orgibt sich ein physikalisch wnmégliches Stromungsbild

1 MEYER, TH.: Diss. Gottingen 1908. Vgl. auch A. Hirscu in A. STopoLA:
Dampf- und Gasturbinen. II. Aufl. (1924), S. 805—809. — BUSEMANN, A.: Vortrige
aus dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929. Herausgeg. von GILLEs, HorF
und v. KAruAN, S. 162, Berlin 1930.
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(Abb. 40), bei dem die Strémung zwischen den Macaschen Linien m, m
riickliufig ist. Die Stromlinien zwischen m und m sind dabei iden-
tisch mit den Stromlinien [Gl. (120)] der Verdiinnungsstrémung, wer-
den jedoch riickwirts durchlaufen und setzen sich an die geraden
Stromlinien der ankommenden uud abgehenden Parallelstrémung gegen-
laufig an. h

An Stelle dieser physikalisch unméglichen stetigen Verdichtung wer-
den wir im Folgenden einen unstetigen Ubergang von der ankommenden
zur abgehenden Parallelstromung durch einen sog. VerdichtungsstoB
kennen lernen, der langs einer zwischen m und m verlaufenden StoBlinie
erfolgt. Die Geschwindigkeit nimmt an der Stolinie plétzlich ab, wih-
rend Druck und Dichte plétzlich anwachsen. Physikalisch hat man natiir-
lich diese momentane, unstetige Zustandsinderung, auf deren Moglich-
keit bereits R1EMANN! hingewiesen hat, lediglich als Idealisierung einer
sich sehr schnell vollziehenden stetigen Zustandsinderung zu betrachten.

Im Gegensatz zu den bisher ausschlieBlich betrachteten stetigen und
adiabatischen Stromungen ist die unstetige Zustandséinderung beim Ver-
dichtungssto nicht mehr adiabatisch, sondern mit einer Entropiezu-
nahme verbunden. Der Strémungsverlauf ist infolgedessen nach dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (vgl. S.6) nicht umkehrbar,
d. h. unstetige VerdiinnungsstéB8e sind unméglich. '

Bei einer von TH. v. KArMAN und E. PREISWERK entwickelten Ana-
logie? zwischen der kompressiblen Gasstromung und der Wasserstromung
in offenen Gerinnen entspricht dem
Verdichtungssto der sog. Wasser-
sprung.

. Grundgleichungen des Ver-
dichtungsstoBes. Zunichst setzen
wir folgende Bezeichnungen fest
(Abb. 41):

Abb. 41. Bezeichnungen beim VerdichtungsstoS. St(?BWlIlkGl g : Wlnke_l dfﬂ‘ Stof-
linie s gegen die Anstrémrichtung,

p,0 T, o, ... vor der StoBlinie s,
P 0 T tv, .. } = Zustandswerte{ hinter der StoBlinie s,

Ablenkungswinkel ¢ = Winkel von 1 gegen 1,

v ..
:,;)n, %t} = Komponenten von {l‘% senkrecht bzw, parallel zur StoBlinie s.
ny

AuBerdem verabreden wir, dal die StoBlinien in den Bildern stirker

1 Vgl. z. B. RiemanN, B. und H. WEBER: Die part. Diffgl. der math. PhySlk

Bd. 2, S.503. Braunschweig 1919.
* v, KARMAN, TH.: Z.angew. Math. Mech. 18 (1938), S. 49—56 und E. PREIs-

wERK: Diss. Techn. Hochsch. Zirich 1938.
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als die Macuschen Verdichtungslinien (vgl. S. 38) durchgezogen werden
sollen.

Zur Herleitung der Grundgleichungen des VerdichtungsstoBes legen
wir einen Bereich des Stromungsfeldes zugrunde (Abb. 42), der von zwei
Stromlinien und je einer Parallelen zur StoB-
linie stromaufwirts und stromabwirts be-
grenzt ist.

Die Kontinuitétsgleichung liefert

ow, = é\"zn' (122&}

Aus dem Impulssatz folgt in Richtung senk-
recht zur Stoflinie

ANy ~
ow,® + P =0 wptp (122D) ,
I - .42. Enlsut .
und in Richtung parallel zur StoBlinie A g Zur Her
NN A
0W, Wy = 0 W Wy (122¢)

SchlieBlich hat man noch nach Gl. (27) den Energiesatz
. 1 2 9 o 1 ~ao ~N2
Ti 4 g () = I8 L (@ ).
Aus GI1.(122a) und (122¢) ergibt sich
die wichtige Beziehung
Wy = Wy, (123)

d. h.: Die zur StoBlinie parallele Ge-
schwindigkeitskomponente bleibt beim
VerdichtungsstoB ungedndert. Dies fiihrt
zu einer einfachen geometrischen Be-
ziehung zwischen v, v, o und § (Abb. 43).

Mit Berticksichtigung von Gl. (123) vereinfacht sich der Energiesatz zu

Ji gy wi = T 5 B (1224)

Aus Gl. (122a) und (122b) erhélt man fiir die Anderungen Ap= 3 —p,
Ao=¢g —o, Aw,=w,—w, der Zustandswerte vor und hinter dem Ver-

dichtungsstof}

., @dp ., edp o dp
W=y Tg wn:;;ﬂ, Wal oy = 7o Ap=-—ow,Adw,. (124)

Abb. 43. Geometrische Beziehung
. ~
zwischen 1o, v, o und 9.

Denkt man sich die Strémung sowohl vor als auch hinter dem Ver-
dichtungsstol adiabatisch in den Ruhezustand iibergefiihrt, so kommt

. . 1 R o ~ ~ 1 ., )
P 20(?0,}—{— wy), Ji,=Ji + 5q (0, + wy),
also mit Beriicksichtigung von Gl. (122d) sowie von Gl. (25) und (7)

iy =1y, To=1T, P (125)

e
% 00
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d. h.: Der Ruhewdrmeinhalt ¢, die Ruhetemperatur 7, und das Ver.
héltnis von Ruhedruck p, und Ruhedichte g, dndern sich beim Ver
dichtungsstoB nicht.

Nach Gl. (18) folgt dann weiter, daB auch die kritische Geschwindig.
keit ¢* und die Maximalgeschwindigkeit w,,, fiir die adiabatischen Zu.
standsinderungen vor und hinter dem Verdichtungsstofl dieselben sind

3. Berechnung des VerdichtungsstoBes. Mit Beriicksichtigung der aus
Gl. (25), (7) und (9) folgenden bzw. aus Abb. 43 ablesbaren Beziehunger

e ~N
~ W w
Jgi=p5+, Jg@zk,_———%, tgo =5 tglo—d) =3
i lassen sichdie Grundgleichungen (122’
,,:_ nach einiger Rechnung?! umformen ir
] Ap
3 I ap_ PT2 (126a
N | A 0 - ng ’
R , e+
b |
35_: { A4 P = sz sin? ¢ T—Z‘é (126b
1 |
] o+ 4de tgo
20 | =
] | e tg(c—9)° (126¢
157 } Aus diesen Gleichungen kann maxy
1 * zu p, g, w und entweder Ap oder A
70 : oder ¢ die iibrigen GroBen berechnen
. /. 40’,}, sate | d.h.: Der VerdichtungsstoB ist voll
d ﬂ ! i stindig festgelegt, wenn man die Zu
] : ¢ standsgroBen p, o, w vor dem Stol
A 1 T T T T

0 1 2 3 % 5 & ¢ und auBerdem entweder die Druck
Abb. 44. Hugoniot-Kurve und Adiabate. 2zunahme 4 p oder die Dichtezunahme
' Agoder denAblenkungswmkelt? kennt

Durch Gl. (126a) ist gals Funktion von = bestimmt gemal

2%_@_:70___ 1 2) E 1. 127
4 e 2 ( T p (Q ) (
Die Diagrammdarstellung dieser Funktion heilt HuconioT-Kurvi
(Abb. 44),

~

\/Ilt nimmt auch g standig zu bis zum Grenzwert

o) k! 128
<-9—)max— k—1 (

1 v, KArMAN, TH.: VoltakongreB, S.249.
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/\

fir 2 —+ oc, die Hugontor-Kurve hat also eine lotrechte Asymptote.

Far Luft (k=1,405) ist ( ?> ~ 6, d. h. Luft kann durch einen Ver-
\ © /max

dichtungsstoB hochstens auf das Sechsfache verdichtet werden.
Zum Vergleich ist in Abb. 44 strichpunktiert auch die Adiabate

~ MK

P _ (2

£=(3)
eingezeichnet. Da Gl. (126a) durch den Grenzprozef Ap —0, 49 —0
in die der Adiabatenbeziehung zugrundeliegende Differentialgleichung

d_p_kp

de "o
ubergeht haben die HugontoT-Kurve und die Adiabate im Anfangspunkt
r_ -D- =1 dieselbe Tangente. Im weiteren Verlauf steigt dann aber die
Hueonrtor-Kurve steiler an als die Adiabate, d. h.: DasVerhaltnis —g und

demnach auch die Temperatur 7' wachsen fiir gleiche Dichtesinderungen
beim VerdichtungsstoB schneller als bei der adiabatischen Zustands-

anderung. ,
Aus Gl. (126a), (126b) und (14) ergibt sich nach einfacher Rechnung?!

[k—=D+E+D 7 J('s~1>
Sin?o— (129)

4k Kf;’ )ki'l—- 1}

wihrend man aus Gl. (126a) und (126 ¢) unmittelbar

_k—=1p k1D oo
o= T I w0 (130)
erhilt. Sowohl mittels Gl. (129) als auch mittels Gl. (130) 146t sich der
StoBwinkel ¢ berechnen und zwar bei Gl. (129) aus p, p und dem Ruhe-
druck p, vor dem VerdichtungsstoB bzw. aus p, p und dem Ablenkungs-
winkel ¢ bei GI. (130).
Zur Berechnung der ZustandsgréBen hinter dem Verdichtungsstofl
aus ihren Endwerten und Ruhewerten vor dem Sto8 und dem StoB-
winkel ¢ dienen die Formeln

k—1

Wy ?/Bn =c* - ](‘__—}—_i w‘g’, (131)
%; iii( ) 4lcsm2>g. <]Z:I__}>z<l %g) (p%)}%l s

1 MEYER, Tw.: Diss. Gottingen 1908; vgl. auch A. HirscH in A. Stopora:
Dampf- und Gasturbinen, I. Aufl. (1924), S. 805—809.

Sauer, Gasdynamik. 5
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] <9>k~—1
& k1 2
g:k+ 2. S (133
% 1o 1 . (2\°T

+etgto |5

T
1 2o 5
P N aksints 1\ dksinto) T 13
Ty T l(k+1>2—<k+l>< '(k—ﬁ)ﬁ}' e
T,

1 —

[}

Da im folgenden nur Gl. (131) benutzt wird, beschranken wir uns au
die Herleitung dieser Formel und iiberlassen die Herleitung der iibrige:
Beziehungen aus den Grundgleichungen (122) dem Leser. Durch Ein
setzen von '

1 2 p_ 4. . 1 ., .
?k_———l 0 ;Jz»_Jzo—zg(wn-{—fwt) s
1 ¥ p ~ R P
7;:—1%:%:%0*2—9 (wn + wi)
in Gl (122b) ergibt sich ,
k'—‘l. k’_l 2 2
o [wi+ gt i —F 5 i )|

o F—1. k—1 ny  ~s
= | WAoo g (Bt )|

Mit Beriicksichtigung von Gl. (122a), (123) und

r— |/ 2k P —/9gk=1 g
il (s il el v AL

kommt dann weicer

~ k41 F—1, ,
Wn [w;+ %% 6*2—_‘—210_ (wn‘l‘wg)}‘

~ k41 k—1 L

woraus nach Division mit w, — w, die Behauptung | Gl. (131)] folgt.
Mit Riicksicht auf Gl. (124) 1468t sich Gl. (131) umformen in

4 k—1
Z% = C*Z—k ¥ th2_
4. Senkrechter VerdichtungsstoB. Der bisher betrachtete allgemein
oder schiefe VerdichtungsstoB spezialisiert sich mit Ablenkungswinke

9 =0 und StoBwinkel o= g—

ser entsteht beispielsweise bei der eindimensionalen Strémung durc!

(135

zum senkrechten Verdichtungssto!. Die

1 Vgl. Hueonior, H.: Journ. éc. polyt. 58 (1889), S. 80. Ferner STopOLA, A.
Dampf- und Gasturbinen, S.68. Berlin 1922.
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ein zylindrisches Rohr konstanten Querschnitts, wenn stromabwirts
ein hoherer Druck als stromaufwiérts vorgegeben ist (Abb. 45).

Die Grundgleichungen des senk-
rechten VerdichtungsstoBes ergeben
sich aus Gl. (122) mit ) s i

/,

w=w=0, w,=w, W,=w ;
wegen Gl. (123) 1Bt sich aus dem
senkrechten der schiefe Verdichtungs-
stoB durch Uberlagerung einer beliebigen zur StoBlinie parallelen Stro-
mung mit 1o, = 1, herleiten.

Der senkrechte Verdichtungsstof ist durch die Zustandswerte vor dem
StoB vollstandig bestimmt. Die Zustandswerte hinter dem Stof lassen
sich z. B. als Funktionen der Geschwindigkeit w und Dichte o vor dem

StoB ausdriicken gemél
0*2 w2

2 . / *4
Ap = ou? <1m—>, do=e(m—1), JAT:27§(1_%—4>. (136)

7

Abb.45. Senkrechter VerdichtungsstoB.

wZ
Die einfache Herleitung dieser Formeln aus den Grundgleichungen bleibe

dem Leser iiberlassen.
Durch Ubergang von ¢*2 zu ¢2 nach Gl. (21) erhilt man aus Gl. (136)

die Beziehungen

1
1] ——
20 w?/ 1 M2
Ap:%fl(l'ﬂ?)’ Ade=epv 1 l
‘ “r T 137)
2k w? 1Y/ 1
JAT:(WZZ%(“W(;HHW)’ l

welche fiir hohe Uberschallgeschwindigkeiten (M —» o0) zu den Nihe-
rungsformeln

Ap=22" " fo— 22 JAT—

20 w? 2k w
EF1 F—1’

fiihren. (kDo
Die Gl. (131) bis (134) spezialisieren sich beim senkrechten Verdich-
tungsstoB zu

(138)

wi = c*2, (139)
~ L k=1 2k 4 k—1
z_k:z_l(g)’“ LI A ;_k+1‘ E+1
Po k—1\p, (k + 1)? Do ,,h,k__l _k_, (140)
(___ M2 1)1;—1
2
. T
o k4+1loiy (2
2 ) J (14D)
4k P
T (k+1p T,
A (142)
T
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Nach Gl (139) folgt aus w > ¢* notwendig % <= ¢*, d.h. der senk-
rechte VerdichtungsstoB fiihrt stets von Uber- zu Unterschallgeschwin-
digkeit. Beim schiefen VerdichtungsstoB dagegen, der durch Uberlage-
rung einer beliebigen Stréomung v,= i, entsteht, kann hinter der StoB-
linie sowohl Unter- als auch Uberschallgeschwindigkeit herrschen.

Durch den senkrechten VerdichtungsstoB erfahren die Untersuchungen
auf S.14 iber eindimensionale Rohrstrémungen eine wesentliche Er-
ginzung: :

Bei hinreichend hohem Druck am Ende des Rohres kann sich unter-
halb des engsten Querschnitts ein Verdichtungssto ausbilden, der die
Uberschallstrémung in eine Unterschallstromung iiberfiihrt. Hierbei
springt in Abb. 6 die der Uberschallstrémung zugeordnete ausgezogene
oder punktierte Druckkurve in 4 plétzlich bis zu einer der strichpunk-
tierten Druckkurven an und setzt sich dann in C mit dieser Druckkurve
fort; das analoge Verhalten gilt fiir den Geschwindigkeitsverlauf. Auf
diese Weise erhalten, wie bereits auf S. 14 angekiindigt, Teile der in
Abb. 6 strichpunktierten Kurven physikalische Realitdt und es werden
dadurch auch zwischen (a) und (b) liegende Drucke unterhalb des engsten
Querschnitts erreichbar.

5. Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Verdichtungssté8en und Grenz-
iibergang zu kleinenVerdichtungen. Ebenso wie im Schiu8absatz von Ziff. 4,
S. 40 beziehen wir uns auf ein mit der Grundstrémung fest verbundenes
Koordinatensystem. Dann breitet sich in dem gegeniiber diesem Koordi-
natensystem ruhenden Gas die unstetige Verdichtung mit der Geschwin-
digkeit —1v,, aus und das von der Verdichtung erfafite Gas stromt mit der
Geschwindigkeit — (v, —9,) nach. Die Geschwindigkeit w, ist hierdurch
als Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer unstetigen Verdichtung ge-
deutet. Die umgekehrte Annahme, wonach das verdichtete Gas als
ruhend betrachtet wird, ist unzuléssig, da sich dann in dem ruhenden
Gas eine unstetige Verdiinnung ausbreiten wiirde, was wegen der hiermit
verbundenen Entropieabnahme (vgl. 8. 73) dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik widerspricht. '

Wegen 2 >1 und wegen des im Vergleich zur Adiabate steileren

Anstiegs der Hucoxtor-Kurve (vgl. Abb. 44) folgt aus Gl. (124)
dp_ dp
2 2P — 2
Wy~ > Ao > 0 c?,
d. h.: Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit w, unstetiger Verdichtungen
ist groBer als die Schallgeschwindigkeit ¢, mit der sich unendlich kleine
Verdichtungen oder Verdiinnungen ausbreiten?.

1 Vgl. z. B. RigMaNN, B. und H. WEBER: Die part. Diffgl. der math. Physik,
Bd. 2, 8.503. Braunschweig 1919.
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In enger Beziehung hiermit steht der Satz:
Der StoBwinkel ¢ ist stets grofer als der zur gleichen Anstromgeschwin-
digkeit w gehorige MacHsche Winkel a.

Der Beweis dieser Behauptung folgt aus Gl. (126b), wonach
dpo+4de 1 c?

— Qin2 A
S = s — = sin?a
do 0 w? 7 w?

gilt (vgl. hierzu auch 8. 71 und Abb. 48).
Beim Grenziibergang 4p —0 zu unendlich kleinen, d.h. stetigen
Verdichtungen ergibt sich aus Gl. (126a, b) und der dritten Gl. (124)

4 d
L PP w0, g>a,
Ao 0 o "

wahrend die letzte Gl.(124) wegen Aw;=0 in die BERNovLLIsche

Gleichung

sin? g =

0
> |3

== —w, dw, = — w dw

tibergeht.

§ 12. StoBpolarendiagramm.

1. Definition und Gleichung der StoBpolaren. Zur Darstellung der
Beziehungen zwischen den physikalischen und geometrischen Gréfien beim
Verdichtungsstol sind verschiedene Diagramme eingefiihrt worden. So
kann man beispielsweise nach dem Vorgang von Ta. MEYER! auf Grund
von Gl (129) und (130) Kurventafeln entwerfen fiir die Beziehungen
zwischen p/p,, p /py, 0 und 9. Eine besonders anschauliche und iiber-
sichtliche Darstellung bietet das StoBpolarendiagramm von A, Buse-
MANN2, das wir hier entwickeln
und im folgenden ausschlieflich
benutzen wollen.

In der %, v-Geschwindigkeits-
ebene werden zu einemfesten Ge-
schwindigkeitsvektor w =0 Pvor
dem Verdichtungsstofl die oo!
moglichen, von dem StoBwinkel ¢
als Parameter abhingigen Ge-
schwindigkeitsvektoren 1 hinter
dem Verdichtungsstol von dem Abb. 46. StoBpolare.
festen Anfangspunkt O aus auf-

getragen. Die von den Endpunkten P der Vektoren 1 erzeugte Kurve

I MEYER, TH.: Diss. Gottingen 1908. Vgl. auch HirscH, A. in A. Stopora:
Dampf- und Gasturbinen, VI. Aufl. (1924), S.805—809. — ACKERET: S.331.

2 BusemaNN, A.: Vortrige aus dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929.
Hersg. von GIiLres, Hopr und v. K4irmiw, S.162. Berlin 1930.
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soll als die zu v gehérige StoBpolare bezeichnet werden (Abb. 46). Sie
zeigt gemiB Abb. 43 die geometrischen Beziehungen zwischen v, v, ¢
und 9.

Legt man die u-Achse des Koordinatensystems in den Vektor v, dann
hat man (vgl. Abb. 46)

A~ . ~ B . 2,'\ #u—ﬁ\
W= Wy=UCOSO, W,=USINOC, wn:usmo‘k——,tga————;—.
Ccos o v

Durch Einsetzen in Gl. (131) ergibt sich

. ~ & —1
u?sin® 0 —uvtgo=c**—g T [ WP eosta,

utglo PSS el SUCS

Tftghe  UVBO=C— T T tgio>

uz(u___a)z . k—1 u 2

~Ns . . ~as u(‘u'>—“u' —c ~o | . Ahe
v+ (u— ) ) 1w

und schlieBlich nach einfacher Umformung

6*2 2

Ul o ey B

N P
u}:(u-u) (fu -7) (143)
als Gleichung der Stonolaren in den Koordinaten #, ¥ der Punkte P.
Man sieht, daB die Sto8polare durch die Konstanten % und c*, d. h. durch
die Geschwindigkeit vor dem Sto8 und die beim StoB ungedndert blei-
bende kritische Geschwindigkeit vollsténdig bestimmt ist.

i 2. Geometrische Eigenschaften der
! StoBpolaren. Nach (143) ist die StoB-
| polare eine Kurve dritter Ordnung
| mit der u-Achse als Symmetrieachse.
{ Wegen % —> -+ oo fiir

|

|

2 c*2
=4 + U= 04
hat sie die Parallele zur 'v-Achse
¥ durch den Punkt A als Asymptote
(Abb. 47).
Die beiden Schnittpunkte mit
der u-Achse

A ~  C¥?
“=u==0P, U:7:0Q

sind reziprok beziiglich des Kreises
w=c*. Dieser Kreis schneidet dem-
nach die StoBpolare und zerlegt sie
in zwei Teile, denen Verdichtungs-
Abb. 47. Brzougung der StoSpolaren als i 5B6 mit Unter- baw. Uberschall-

I
|
|
l
!
|
!
|
i
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geschwindigkeit @ nach dem StoB entsprechen (vgl. S.68). Dem
Punkt @ ist der zu 1 gehorige senkrechte Verdichtungssto zugeordnet.

Die StoBpolare 148t sich als ,,Cartesisches Blatt* folgendermafien
punktweise konstruieren (Abb. 47).

Uber den Durchmessern @4 und @ P schligt man die Kreise k;, ks.
Von einem beliebigen Punkt B von k, wird das Lot BF auf die u-Achse
gefillt und die Verbindungslinie B@ gezogen, welche den Kreis k&, in C
schneidet. Der Schnittpunkt P von BF und CP ist ein Punkt der
Stofpolaren; denn nach Konstruktion ist

5 .FP—QF:FB,
also in Ubereinstimmung mit Gl. (143)

FP*- QFF FP-QF*  __, QF

2 — — L2
B QF - FA F4-

Der Ausgangspunkt P der StoBpolaren ist Doppelpunkt des Carte-
sischen Blattes; die Fortsetzung iiber den Doppelpunkt hinaus zur
Asymptote hin hat keine physikalische Bedeutung.

Fiir P — P ergibt sich als Grenzfall des VerdichtungsstoBes die un-
endlich kleine adiabatische Verdichtung. Der Stofwinkel ¢ muf hierbei
nach S.69 in den Macuschen Winkel & iibergehen, d.h. die Doppel-
punkttangenten der StoBpolaren bilden mit der w-Achse den Winkel

721 — & (Abb. 48). Daraus folgt eine neue Bestéitigung der auf S. 69 her-

geleiteten Ungleichung ¢ > «.
Der kritische Winkel ¢, ist der
Winkel der Tangente aus O an die
StoBpolare (Abb. 48). Der zuge-
horige Beriihrungspunkt 7' teilt die
Stonoiare in die Boégen 7' P und
TQ. Fir 9 < ¥, ergeben sich zwei
Schnittpunkte mit der StoBpola-  Abb.4s. MAcHscleg}' Winkel & und kritischer
. . . inkel 9.
ren; die Erfahrung zeigt, daB bei
der Stromung an einer Ecke mit dem Winkel } derjenige Verdichtungsstof3
tatsichlich eintritt, der dem im Bogen PT liegenden Schnittpunkt P ent-
spricht. Fiir 9 > ¢, existiert kein Schnittpunkt mitder StoBpolaren. In die-
sem Fall,der bei einem hinreichend stumpfen Hindernis vorliegt, kannda-
herdie Ablenkung nicht durch einen von der Ecke E des Hindernisses aus-
gehenden VerdichtungsstoB verwirklicht werden. Es bildet sich vielmehr
bereits bei einem stromaufwirts liegenden Punkt V ein VerdichtungsstoB

aus, lings dessen gekriimmter StoBfront alle Winkel o von;lbis & und

demgemaB die den sémtlichen Punkten der StoBpolaren von @ iiber 7'
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bis P entsprechenden Zustéinde vorkommen (Abb. 49). In diesem Sinne
hat nicht nur der dem senkrechten Verdichtungsstof zugeordnete Punkt()

v=E

Abb. 49. VerdichtungsstoB an spitzem und
stumpfemn Hindernis.

sondern der ganze Bogen QT
der Stofipolaren ebenso physi-
kalische Realitit wie der Bogen
P T (vgl. hierzu auch S. 78).

3. Aufbau des StoBpolaren-
diagramms. Das Stofipolaren-
diagramm (Abb. 50) enthilt zu
mehreren Punkten desUberschall-
bereichs ¢*<<u <wyader u-Achse
die zugehorigen StoBpolaren. Fiir
w==c* entartet die StoBpolare in

einen Punkt Q* (vgl. Abb. 47) und fiir % == wy,, geht sie in einen Kreis
iiber. Alle iibrigen StoBpolaren liegen im Innern dieses Kreises

und umschlieBen den Punkt @*.
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Aus dem StoBpolarendiagramm 148t sich zu jedem StoB- oder Ab-
lenkungswinkel anmittelbar die Anderung der Geschwindigkeit ablesen.
Die Anderung des Druckes ergibt sich hierauf mit Hilfe der gestrichelten
.,Ruhedruckkurven*, die wir auf S. 77 besprechen werden, sowie mit
Hilfe des auf S. 111 entwickelten Charakteristikendiagramms.

§13. Geometrische und thermodynamische Beziehungen
beim VerdichtungsstoB.

1. Abflachung des Druckbergs und Entropiezunahme. Die stetigen,
adiabatischen Zustandsinderungen vor und hinter dem Verdichtungs-
stofl lassen sich unter Voraussetzung ebener Strémungen nach S.9
(vgl. Abb. 3) durch Druckberge darstellen. Aus den Gleichungen

, k=1,
i P\ ~ ~ ;
uz‘{‘”z:w%ax{l“(zfo)h}, u? - D2 = wh,y

7

JE 4

o/

L
dieser beiden Druckberge folgt:
Der Druckberg hinter dem Stof entsteht aus dem Druckberg vor dem
StoB durch affine Verzerrung parallel zur p-Achse im Verhiltnis py: Dy.
Das Verzerrungsverhéltnis p,:9, werden wir auf S.76 berechnen.
Hier wollen wir vorldufig nur einen allgemeinen Zusammenhang
zwischen dem Verhiltnis p,:7, und der mit jedem VerdichtungsstoB

m3[Re>

verbundenen Entropiezunahme S —8 herleiten.

Durch Integration der Definitionsgleichung (11) vom Ruhezustand
vor bis zum Ruhezustand hinter dem Sto erhdlt man mit Beriicksich-
tigung von Gl. (125)

G To) 2o\ _ Qo) _ 'ﬂ)
J(S—8) = Je,In (To) R1n (?0) — RIn (30) — Rln (% . (145)
Hiernach mull wegen Do 2 (vgl. S.75) eine Entropieédnderung ein-

Po

treten und, da nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine
Entropieabnahme verboten ist, folgt S—8>0 und Po:De>1, d. h.:

Beim Verdichtungssto nimmt die Entropie zu und der Druckberg
wird in dem durch die Entropiezunahme gemifl Gl. (145) festgelegten
Verzerrungsverhiltnis pg: po >1 abgeflacht.

Als praktisch wichtige Folgerung ergibt sich hieraus, daB zu gleichen
Geschwindigkeiten hinter dem Verdichtungssto8 kleinere Driicke gehoren
als vorher.

2. Geometrische Deutung der Grundgleichungen des Verdichtongs-
stoBes. Mit Hilfe der Druckberge lassen sich die Grundgleichungen des
Verdichtungsstofes anschaulich-geometrisch deuten® (Abb. 51):

1 BUSEMANN, A.: Vortrige aus dem Gebiete der Aerodynamik. Aachen 1929,
Hrsg. von Girres, Hopr und v. KArMAN, S.162. Berlin 1930.
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Wir legen die #-Achse parallel zur StoBlinie und haben dann
»=wy, U= w,.
Nach GL (123) ist » = %, d. h. die den Zusténden unmittelbar vor und
hinter dem VerdichtungsstoB entsprechenden Punkte P, P der beiden
Druckberge liegen in einer zur v, p-AufriBebene parallelen Schnittebene
% = % = const. Die von dieser Ebene aus den beiden Druckbergen aus-

? geschnittenen Kurven sind der Deut-
T lichkeit halber in Abb. 51 nicht im
AufriB eingetragen, sondern unter-
halb des Grundrisses gesondert an-
T gegeben. '
) \ Nach GL (4*) hat man fir die
P 4 Schnittkurven die Gleichungen
R 2 ?dp .
Wy — wr __
_2_+ /—E—- - —t = const,
Do
~ o é\d/\ 2
wn P __ wi __
=5 - fg—__ = const.

Do

Hieraus folgt wie in Gl. (23)

* dp

S

§ t T=-—-—73—= 0W,,

3 g dw, oWy,

e d D A~
tg T = ‘—*.‘27\?_ == an

u=my Wy,

p und nach Grundgleichung (122a)

T=7T. (146)
Fiir die Abschnitte der die

Schnittkurven in P bzw. P beriih-
renden Tangenten auf der p-Achse

erhilt man
. V= . 2
4 Wha “n s=p—+w,tgT=p-+ ow},
Abb. 51. Geometrische Deutung des Ver- T ~ c_- ~~o
dichtungsstoBes mittels der Druckberge. = P + Wy, tg T P "{" QW

und nach Grundgleichung (122b)
’ : §=3. (147)

Aus Gl. (146) und (147) ergibt sich der Satz:
Die Zustinde unmittelbar vor und hinter dem Verdichtungsstol wer-

den in der Schnittebene w, = w, = const der beiden Druckberge durch die
Beriihrpunkte der gemeinsamen Tangente dargestellt.



p—

Geometrische und thermodynamische Beziehungen beim VerdichtungsstoB. (9

Hieraus folgt der fir den vorhergegangenen Absatz noch aus-
stehende Beweis, daBl der Ruhedruck und die Entropie sich beim Ver-

dichtungsstol tatsidchlich &ndern. Piir 2o _ 1 wiirden niimlich die beiden

c
Druckberge und damit auch die beidenpSchnittkurven sowie die Punkte
P, P zusammenriicken und die unstetige Verdichtung in den Grenzfall
der stetigen Verdichtung iibergehen.

Zu einem festen Punkt P des Ausgangsdruckbergs erhilt man alle
méglichen zugeordneten Punkte P, indem man von P aus die gemein-
samen Tangenten an den Ausgangsdruckberg und die unendlich vielen
affin abgeflachten Druckberge legt, d. h. fiir das von P ausgehende Tan-
gentenbiischel des Ausgangsdruckbergs die Berithrpunkte auf den affin
abgeflachten Druckbergen ermittelt. Diese Punkte bilden eine in der
Tangentenebene des Punktes P liegende Kurve, deren Grundrif} in der
u, v-Ebene offensichtlich die dem Vektor v zugehorige Stolipolare ist.

3. Spezialisierung fiir vollkommene Gase. Bei vollkommenen Gasen
spezialisieren sich die Gleichungen der Schnittkurven der Druckberge
mit den Ebenen w; = i, = const zu

k-1 i k1.

L (2] = e 122 (2) T
Po . ! Po .
o k—1

) k—1 f A\
Wy, = Winag!1 (ﬂ ) O = e [1 o (_?j k ’
Pol Pt

L
mit den Abkiirzungen

2 2
Wp = Wingg ,

[=>

’9 o 9 . Wmax -
Wiax = Wmax— Wi, A= 5 >1.
max

Hieraus folgt:

Die Schnittkurven entstehen im Falle der vollkommenen Gase aus
den Meridianen der Druckberge, indem man diese in der w,-Richtung im

2k

Verhédltnis 2:1 und in der p-Richtung im Verhéltnis A%=1:1 affin zu-
sammendriickt.

Wegen der affinen BeZIehung liegen ebenso wie die Wendepunkte
W, " der Meridiane auch die Wendepunkte W’, 7" der Schnittkurven
(vgl. Abb. 51) lotrecht iibereinander. Fiir die gemeinsame Abszisse ¢*

der Punkte W’, "’ hat man

c*? w2 w2 —w c*2
o2 — o ‘max c*2 — max T 7 (.*2 —c* - W
’ Wnax Winax
und demnach nach GI. (18)
Cc*'2 — ¥ __ ]LT;I
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Durch Gegeniiberstellung mit Gl. (131) und (124) folgt weiter
/ ~ 4
c¥2 — w, Wy, = A——g N (]_4
wodurch die geometrische Gréfle ¢*’ eine physikalische Deutung erhal
AuBerdem liefert Gl. (148) wegen w, >, die Ungleichungen

w, >c*,  w,<c¥,
d. h.: P liegt rechts von W', P links von W’ (vgl. Abb. 51).
Beim senkrechten VerdichtungsstoB (w, = i, =0) ist ¢* = c*, wy,
= Wpax Und die Schnittkurven fallen mit den Meridianen der Druc
berge zusammen.

4. Berechnung des Ruhedruckverhiltnisses py: p,. Wihrend na
Gl. (125) beim VerdichtungsstoB der Ruhe-Wérmeinhalt 7,, die Ruh

temperatur T und das Verhéltnis ? von Rubedruck zu Ruhedich

0
erhalten bleiben, verkleinert sich sowohl der Ruhedruck p, als auch d
Ruhedichte g, in einem bestimmten Verhéltnis. Das Verkleinerungsve
héltnis 22 — 2° wurde auf S.73 als Verzerrungsverhéltnis fiir die A

Do Qo )
flachung des Druckbergs gedeutet und soll jetzt aus den Bestimmung

stiicken des Stofles, z. B. der Geschwindigkeit vor dem StoB und de
StoBwinkel, berechnet werden. .

Zunéchst 1a6t sich das Ruhedruckverhaltnis durch den Temperatt
und Dichtesprung am VerdichtungsstoB selbst ausdriicken auf Grw

der Formel
1

~ T\~ ~

Po__ (—_Y—1.(Q
P <?'> (0) ' (4
Sie ergibt sich aus der bereits auf S. 73 benutzten Definitionsgleichung (1

. a7 d

JdS = Jec, 7 — ?9 ,
Wahrend wir aber auf S. 73 das Integral vom Ruhezustand vor 1
zum Ruhezustand nach dem VerdichtungsstoB gebildet hatten, int

grieren wir jetzt iiber die Anderung vom Zustand unmittelbar vor |
unmittelbar nach dem Sto8 und erhalten dabei

~ i\v‘ ' /Q\
J(§—8) =Je,In (7) — RIn (-e-> ,
woraus mittels Gl. (145) und (9) die zu beweisende Beziehung Gl. (14
folgt.

Wir formen Gl. (149) um in
1

B R

o[>

i
T

0
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und erhalten auf Grund von Gl. (133) und (134) sowie mit Hilfe der
Adiabatengleichung (8) nach elementarer Rechnung

oo '(150)

dbainte (koL thsinto) (p e
‘»IA:+ 0 \k+1 ( T (k—1)2 (E)

Ersetzt man hierin £ nach Gl. (22) durch M bzw M*, so wird durch

Do
Gl. (150) das gesuchte Ruhedruckverhaltnis £ ;D— als Funktion von M, ¢

0

bzw. M*, o gegeben.

Sk

Fiir den senkrechten Verdlchtungsstoﬁl = \, spezialisiert sich

Gl. (150) zu
Jo—

—

k

1 yll_~<_p_‘>Tik~1
> Bl \— i Do
Po _ Fi_l,(ﬁ\k_ . N (151)
Po ’ P/ L (ﬁ)T]k—__l‘
{k+ 1) Po i
bzw. nach Einfilhrung von M bzw. M* an Stelle vonp£ zu
0
B L A .
~ IR/ L e L —
Po B) k—1 | 3 k—1
=\, =7 - I I A
A e T N \kML —_—
' (152)
2k k—1 1
=1 |1 == M*?
=M+ | kF
M*2 ]Y:',l |
B k1

Es empfiehlt sich, die kompiizierte Formel (150) durch eine geeignete
zeichnerische Darstellung zu ersetzen. Zu diesem Zwecke wird das Sto8-

polarendiagramm durch Hinzufiigung der,,Ruhedruckkurven‘ 20— const.

0
erginzt (vgl. die gestrichelten Kurven in Abb. 50), so dafl dann zu jedem
durch einen Punkt im StoBpolarendiagramm gekennzeichneten Verdich-

tungsstoB das zugeordnete Ruhedruckverhiltnis £° unmittelbar abge-

~ o
lesen werden kann. Die Kurven ¢ — const kénnen dadurch gewonnen
0
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werden, dal man auf einzelnen StoBpolaren, d.h. fir gewisse fes
Werte %, nach Gl. (150) das Verhiltnis £° berechnet und zwischen de
0

Do ~
so ermittelten Punkten mit bekannten Werten %’ in geeigneter Wei
0

interpoliert.

Ebenso wie die StoBpolaren umschlieen auch die Rubhedruckkurve
den Punkt@* (vgl. Abb. 47). Fir % =1 entartet die Ruhedruckkurve z1

o
Strecke @*4, fir % =0 geht sie ebenso wie die StoBpolare des Pun!
0
tes A in einen Kreis iiber.

In einem verhiltnismaBig groBen Gebiet ist g‘—’ ~1;vgl z. B. das i
0 A
Abb. 50 schraffierte Gebiet des StoBpolarendiagramms mit g"> 0,99

0
Man wird in diesem Gebiet die Ruhedruckénderung durch den Verdicl
tungsstoB im allgemeinen vernachléissigen, die Zustandséinderung al
angenihert als adiabatisch betrachten kénnen.

5. Druckerhghung vor einem Staupunkt in Uberschallstromung. At
S. 71 war bereits von der Uberschallstrémung um ein stumpfes Hindern
die Rede, dessen Ablenkungswinkel & gréBer ist als der kritischeWinkel 4
Hierher gehort insbesondere die Uberschallstrémung vor einem Stat
punkt § an einem quergestellte
/ Flachenelement (Abb. 52). In de
Umgebung des Staupunktes S bi
det sich Unterschallstrémung au
//// die stromaufwirts durch einen Ve:
' V//////// dichtungsstoB gegen das mit Ube:
' schallgeschwindigkeit anstrémend
Gas abgegrenzt wird.

Die theoretische Untersuchun
Abb. 52. VerdichtungsstoB voreinem Staupunkt. des vor dem Staupunkt eintretende
VerdichtungsstoBes begegnet wege
des zunidchst unbekannten Verlaufs der StoBlinie groBen mathems:
tischen Schwierigkeiten. Die Druckerh6hung auf der Symmetrieachs
von der Grundstromung iiber den VerdichtungsstoB bei V bis zw

Staupunkt § kann jedoch in einfacher Weise berechnet werden?:

Wir bezeichnen wieder mit p und 3 >1 den Druck und die MacHsch
Zahl der Grundstrémung, ferner mit p den Druck unmittelbar hinter der
VerdichtungsstoB beim Punkt V auf der Symmetrieachse und mit p, de
Ruhedruck hinter dem VerdichtungsstoB, der sich an dem Staupunkt .

v

1 PranDTL: S.210—212 und AckERET: S. 334.
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tatsichlich einstellt. Dann ist nach Gl. (152) und (22)

N A 1
Po__ o P _k+1

( (k + 1) M2 1:_

2 %
s = o= 2 MgoE e (153)
Der gesamte Druckanstieg
Py D= (b —p) + (po— ) = 92 (n, + m) (154)

setzt sich aus dem unstetigen Druckanstleg . wl belmVerdlchtungsstOB
im Punkt V und dem stetigen, adlabatlschen Druckanstleg——— nyhinter

dem Verdichtungsstol von V bis zum Staupunkt S zusammen. Aus
G1. (137) erhdlt man fiir den unstetigen Anteil

B — 4
- ‘}2\} (M >1). (155)

Fiir den stetigen Teil setzen wir mit Benutzung von GI. (8) und (14)

2“%;_?’:@22»-2) R /_93\):._ (@_ﬁﬁ) k=1
%wz Do Do, _%wg \e, Do Do/ k
: 27
1
1

und erhalten aus Gl. (152) und (140) mit Hilfe der Substitution Gl. (22)

me o Po—p k1M (A1) MR G |
2T g Tk [k —2(k—T) ]
2" (156
4 kMR —2 (k—1)
k(b £ 1) (M >1). !
Dadurch ist n,,n, als ’21_

Funktion von M und
demnach gema 8 GI. (154)
der gesamte Druckan-
stieg als Funktion der
Macuschen Zahl M >1

und des Staudrucks —g w?

-

der Grundstrémung ge- . 7 3 el
\
geben (Abb 53/' Abb. 53, Stetiger und unstetiger Anteil des Druckanstiegs
Bei Anstri)’mung mit vor einem Staupunkt.

Unterschallgeschwindigkeit tritt naturgemé kein Verdichtungsstof auf.
Der Staudruck ist dann gleich dem Ruhedruck p, der Grundstrémung
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und an Stelle von Gl. (153) tritt GI. (22), an Stelle von Gl. (155) und

(156) hat man
k

Po—p 2 |/k—1 | |
ny =0, nz:é_;;:“p[(TMurl)% A LY

Fir M =1 liefern Gl. (155), (156) und (157) dieselben Werte

k
2 [(k+ ey
nl':'o’ n2::—k“|:<"’2’*)k 1—1! .

Die Formeln (155), (156) fiir Uberschallstrémung und (157) fiir Unter-
schallstromung sind von praktischer Wichtigkeit fiir die Druck- bzw.
Geschwindigkeitsmessung mit einem Pitotrohr.

§ 14. VerdichtungsstoB und stetige Verdichtungsstromung
an einem axial angeblasenen Drehkegel.

1. Gegeniiberstellung der Uberschallstromung um Keil und Kegel.

Unter Vorwegnahme der im folgenden hergeleiteten Ergebnisse schicken

wir zunéchst eine lediglich qualitative Betrachtung voraus iiber den
Unterschied zwischen der ebenen Strémung an einem Keil und der rdum-

Abb. 54. Gegeniiberstellung der Uberschallstromung um Keil und Kegel.

lichen Strémung an einem Drehkegel. Die Anstromung soll axial und
mit Uberschallgeschwindigkeit erfolgen und der halbe Oftnungswinkel ¢ ,,
des Keils bzw. Kegels soll kleiner sein als der kritische Winkel
(vgl. 8. 1).

Die ebene Stromung um einen Keil (Abb. 54 links) hat nach § 11 auf
jeder der beiden Keilseiten einen schiefen VerdichtungsstoB. Die Sto8-
linien sind Geraden und gehen von der Keilkante nach beiden Seiten
hin ins Unendliche. Die Grundstrémung wird an den StoBlinien um den
halben Keilwinkel ¢ unstetig abgelenkt und verlduft dann weiter als



Verdichtungsstof an einem axial angeblasenen Drehkegel. 81

reine Parallelstromung mit Uberschallgeschwindigkeit parallel zu den
beiden Keilseiten.

Die rdumliche achsensymmetrische Stromung um einen Drehkegel
(Abb. 54 rechts) enthalt einen Verdichtungsstoll an einem zum umstrémten
Kegel koaxialen StoBkegel mit dem zunidchst noch unbekannten Stof3-
winkel ¢ >¥, als halbem Offnungswinkel. Am StoBkegel wird die
Grundstrémung wie beim Keil um einen konstanten Winkel 9’ abgelenkt,
der jedoch kleiner ist als der halbe Offnungswinkel ¢, des umstromten
Kegels. Demgemi 3 sind die Stromlinien hinter dem StoBkegel gekriimmt
und ndhern sich dem umstrémten Kegel asymptotisch. Hierbei tritt eine
zusitzliche Verdichtung ein, die stetig und adiabatisch verlduft und zu
der es beim Keil kein Analogon gibt. Diese stetige Verdichtung kann
unter Umstédnden zu einer Verminderang der Stromungsgeschwindigkeit
bis in den Unterschallbereich hinein fithren. Ebenso wie die Strom-
linien sind auch die MacHschen Linien des Uberschallbereichs ge-
kriimmt und gehen durch Ahnlichkeitstransformation mit der Kegel-
spitze E als Ahnlichkeitszentrum auseinander hervor.

Dieauf S. 49 entwickelte linearisierte Theorie gibt dieVerhéltnisse beider
Umstromung des Kegels qualitativ und fiir Offnungswinkel bis zu etwa
2 9. ~ 30° auch quantitativ in guter Annéiherung wieder (vgl. Abb. 29).
Sowohl in der linearisierten Naherungstheorie als auch bei der strengen
Behandlung des Problems hat man ein ,konisches Stromungsfeld‘‘ mit
konstantem Geschwindigkeitsvektor nach Gréfie und Richtung lings
jeder Geraden durch die Kegelspitze E, die Stromlinien sind also dhnliche
Kurven mit E als Ahnlichkeitszentrum und Geschwindigkeitsbetrag und
Druck sind konstant fiir die ganze Oberfliche des umstromten Kegels.
An Stelle des StoBkegels tritt jedoch in der linearisierten Theorie der
Macusche Kegel mit der Spitze B und an Stelle des Ablenkungswinkels 9
hat man ein tangentiales Ansetzen der Stromlinien ; der unstetige Druck-
anstieg des VerdichtungsstoBes wird durch eine sehr schnell verlaufende
stetige Druckénderung angenahert (vgl. Abb. 30). Ein Durchgang durch
die kritische Geschwindigkeit in den Unterschallbereich hinein ist in der
linearisierten Theorie naturgemil ausgeschlossen.

2. Zuriickfiihrung der Potentialgleichung auf eine gewohnliche
Differentialgleichung. Ahnlich wie bei der ebenen stetigen Verdiinnungs-
stromung an einer konvexen Ecke (vgl. S.54) 1Bt sich auch bei der
rdumlichen achsensymmetrischen stetigen Verdichtungsstrémung an
einem Drehkegel die Potentialgleichung auf eine gewohnliche Differen-
tialgleichung zuriickfihren.

Wir benutzen die Polarkoordinaten:

r = Radiusvektor von der Kegelspitze £ aus,
w = Winkel gegen die Kegelachse,

Sauer, Gasdynamik. 6
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y = Winkel der Meridianebenen gegen eine feste Meridianebene al
Nullebene

und bezeichnen mit u, v die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors 1

in Richtung des Radiusvektors und senkrecht dazu (Abb. 55).

Wegen der Achsensymmetrie und der Voraussetzung eines konische
Strémungsfeldes (vgl. S. 81) sind %, v Funktionen lediglich der eine
Veranderlichen w, die Untersuchun
braucht also nur in einer Meridiar
ebene durchgefithrt zu werden. Di
Bedingung Gl. (3) der Wirbelfreihei

1 0u 10
T e a0 =0
spezialisiert sich zu
du
V= o (158

Abb. 55. Erlduterung der Bezeichnungen.

und die Kontinuititsbedingung (2

2 1 0 ctgw
=5 (0%) + —ou+ 5o (ev) + 1 ov=
liefert
d .
29usinw—|—a—5(gvsmw):0. (159

Die Gl. (158) und (159)las
sen sich auch durch folgend
unmittelbar  anschauliche;
Uberlegungen gewinnen :

a) Da auf den Kegel
w = const der Geschwindig
keitsbetrag w und der Druck -
konstant ist, muf} grad p un
nach der Eurerschen Bewe
gungsgleichung (1) dann auc.
der Vektor div des Geschwindigkeitszuwachses senkrecht auf den Ge
raden durch die Kegelspitze E stehen. Aus diesem geometrischen Zv
sammenhang (Abb. 56) folgt

wcos (w— &) = (w+ dw) cos (0 — 9 —d),

was nach KEinsetzen von

Abb. 56. Anderung des Geschwindigkeitsvektors.

u=wecos(w--9), v=-—wsin(w—1»9) (16¢
sogleich auf Gl. (158) fiihrt.

b) Die Kontinuitdtsbedingung liefert fir den Gasstrom zw
schen dem umstromten Kegel und der durch Rotation einer Stromlinj
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um dJdie Kegelachse entstehenden Umdrehungsfliche die Forderung
{Abb. 57)

rrsinm-w-sin(w- ¢)-9

= ¢'2gsin (0 + dw) - (w+ dw)  sin (0 + do~ - - d9) - (0 + dp),

woraus sich mit Hilfe des Sinus-
satzes fir das in Abb. 57 schraf-
fierte Dreieck

sin (0 — & + do —dJ)

’
7T sin(e — 9 —d o)
und unter Beriicksichtigung von Gl.
(160) nach einfacher Rechnung die
Gl. (159) ergibt.
Mittels der gemaB3 Gl. (15%) um-  Abb.57. Erlauterung der Kontinuitéits-
geformten BERNOULLIschen GI. (4%) eqingune.

O:wdw—{—(—[gj:udu_’_@dv_{_czfl_g

0
k—1
= udu+vdv-+ —5—

geht Gl. (159) iiber in

k—1 : dwv R [ du dv R
5 (2%—}— vetgw - d—a)) (Wiax — u2~—v2)~—v(ud—w -+ zc—l—a) =0, (161)

| ¢

) . do
Whax - (u? “?”Uz)]

woraus man durch Einsetzen von Gl. (158) fiir « die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung erhélt?:

Ayl k+1 /du\2 k— u? ! ; u?
Tk 2*%7‘ (d_) S (1 e Jj = (k— Du(l— *5’*”) |
W7 |2 Wpax \ OO, Ymax | ' " max | l(162
; Ic——-l(l u? " du Mku ‘d w2 k—l ¢ d_7_1,\3 ( )
R L L i r ) I AP A

Da durch

p(r, w) = ru(w)

das Potential der achsensymmetrischen konischen Stromung gegeben
ist, liefert Gl. (162) zugleich mit « (w) auch das Potential ¢(r,w), d. h. die
Potentialgleichung (39) ist auf die gewohnliche Differentialgleichung (162)
zuriickgefiihrt.

Wie BUSEMANN ? streng bewiesen hat, ist es unmdoglich, die parallel
zur Kegelachse ankommende Grundstromung ohne Knick der Strom-

! TAYLO]LQ. _E und . k’/ Maccorn: Proe. Roy. Soc. A. 139 (]9%), S. 278
bis 311.

* BuseMANN, A.: Z. angew. Math. Mech. 9 (1929), S.496—498 und Lufo
19 (1942), S. 137—144. Vgl. ferner BouvrquarpT, M. F.: Comptes rendus Paris
194 (1932), S. 846.

6*
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linien in die stetige Verdichtungsstrémung um den Kegel iiberzufithren.
Die notwendige Knickung der Stromlinien mufl durch einen Verdich-
tungsstoB bewerkstelligt werden.

3. Geschwindigkeitshild der Stromlinien. Durch rechnerische oder
zeichnerische Integration der gewdhnlichen Differentialgleichung (162)
1aBt sich der Stromlinienverlauf und der am umstromten Kegel herr-
schende konstante Druck ermitteln, wenn die Anfangsbedingungen unter
Beriicksichtigung der Grundgleichungen des VerdichtungsstoBes gewihlt
werden. Wesentlich einfacher als dieser von §. J. Tavror und J. W.
MaccorL?! beschrittene Weg ist nach dem Vorgang von A. BUSEMANN?
die Zuriickfithrung des Problems auf das Geschwindigkeitsbild der Strom-
linien, wie wir dies in dhnlicher Weise auch bei der ebenen Verdiinnungs-
stromung um eine Ecke durchgefiihrt haben (vgl. S. 58). Da der Ge-
schwindigkeitsvektor 1ings jeder Geraden durch die Kegelspitze konstant
bleibt, hat man wieder fiir alle Stromlinien einer Meridianebene dasselbe
Geschwindigkeitshbild.

Zur Ermittlung des Geschwindigkeitsbildes fithren wir an Stelle von
w, » nach GI. (160) die Polarkoordinaten w, ¢ des Geschwindigkeits-
vektors ein. Die Gl (158) und (161) gehen dann iiber in

dw
io+wtg (w— ) =0,

k+1 E—1 ., . dw k—1  , -
(T w?— 5 Wmax ) sin (0 —9) 75+ —5— W (Wyax — w?)
sind dw
. [sinw 75 +eos(w--- 19)} =0,
woraus durch Elimination von d4
folgt
. ad
dw wsm(w~19)(—i—z—u ) \
do | _w?sin? (0 — &) -+ (163
k”%_—l (W nax ——’w)2

Fiir die Bogenlinge s des Ge:
schwindigkeitsbildes hat man (vgl.
Abb. 56)

dw

ds = |dw|= G "8
wihrend dew dem Winkel benach
barter Normalen bzw. benach

barter Tangenten des Geschwin

Abb. 58. Geschwindigkeitsbild der Stromlinien.

"1 Tavrom, q_[ und J. l§f Maccorr: Proc. Roy. Soc. A. 139 (19%9), 8. 27¢
—311.
2 Vgl. FuBnote 2 8. 83.
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digkeitsbildes gleich ist. Daher liefert GI. (163) den Kriimmungsradius

sin ¥
W
po s sme '
T do w?sin? (0 — &) - 02 (164)
Th—1, . o —F—1, . —
—5 (Pmax— ") “g Whnax— %)

des Geschwindigkeitsbildes, wobei & und ¢ die in Abb. 58 angegebene
Bedeutung haben.

Auf Grund von Gl. (164) 148t sich das Geschwindigkeitsbild aus sich
beriihrenden kurzen Kreisbogen mit beliebiger Genauigkeit konstruieren
(Abb. 58):

Der erste Kreisbogen A P ist auf Grund der Anfangsbedingungen
w, 9§, @ = o am StoBkegel durch den Anfangspunkt 4, den
Normalenwinkel ¢ und den aus Gl. (164) zu berechnenden Kriimmungs-
radius R = A4 I festgelegt; M und P miissen oberhalb von A liegen,
da & zunimmt und @ abnimmt. Durch die im Endpunkt P des ersten
Kreisbogens sich ergebenden Werte w, ¢ und A ist nach Gl. (164) der
Kriimmungsradius fiir den in P tangential anzusetzenden zweiten Kreis-
bogen bestimmt. Das Verfahren lauft analog weiter bis zum Endpunkt B,
der durch w=1 gekennzeichnet ist, d.h. dessen Normale durch den
Nullpunkt O der Geschwindigkeitsebene hindurchgeht.

Aus 'dem Geschwindigkeitsbild (Abb. 58) ist ¢ als Funktion von w
festgelegt und 148t sich in das Strémungsfeld der Meridianebene (Abb. 54
rechts) iibertragen. Dadurch wird die Meridianebene mit einem Rich-
tungsfeld tiberzogen und die Stromlinien kénnen aus diesem Richtungs-
feld durch graphische Integration gefunden werden.

4. Festlegung der Anfangsbedingungen durch den VerdichtungsstoS.
Nachdem im vorangehendem Absatz die stetige Verdichtungsstrémung
um den XKegel erledigt wurde,
miissen wir jetzt noch den Ver-
dichtungsstof, durch den die An-
fangsbedingungen der stetigen
Verdichtungsstrémung festgelegt
werden, niher untersuchen. Wir
benutzen hierbei das in §12 ein-
gefuhr’oe Stonolarendlagramm. Abb. 59. Ermittlung des umstromten Kegels bei

a) Zunichst nehmen wir den vorgegebenem Stobkegel.
StoBkegel als gegeben an und suchen hierzu den umstrémten Kegel
:Abb. 59). L

Durch den Geschwindigkeitsvektor v =OW der Grundstromung ist
die StoBpolare () und durch den vorgegebenen StoBwinkel & =g¢ der
Anfangspunkt A4 auf der StoBpolaren festgelegt (vgl. hierzu auch

3 w
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Abb. 46). Ausgehend von diesem Anfangspunkt 4 kann dann das Ge-
schwindigkeitsbild gezeichnet werden. Der durch w=1 gekennzeich-
nete Endpunkt B des Geschwindigkeitsbildes liefert den gesuchten
umstrémten Kegel mit dem halben Offnungswinkel w = 9= 9.

b) Die umgekehrte Aufgabe, zu einem vorgegebenen, mit bekannter
ﬁ'berschallgesehwmdlgkelt v axial angestromten Kegel den zugehdrigen
StoBkegel zu finden, wird durch
Interpolation auf die voran-
gehende einfachere Aufgabe zu-
riickgefithrt (Abb. 60):

Man konstruiert zu mehre-
ren, auf der Stofipolaren (X) be-
liebig angenommenen Anfangs-
punkten 4 die Geschwindig-
keitsbilder, deren Endpunkte B
eine Kurve (1) erzeugen. Auf (A)
wird dann der dem gegebenen
halben, Offnungswinkel 9., des zu umstrémenden Kegels zugeordnete
Punkt B aufgesucht, worauf man riickwirts lings des in B endenden
Geschwindigkeitsbildes zu einem bestimmten Anfangspunkt 4 auf der
StoBpolaren () gelangt. Durch diesen Punkt A sind der StoBwinkel ¢
und die Anfangsbedingungen der stetigen Verdichtungsstromung fest-
gelegt. Neuerdings hat A. Busemax~? die Kurve (/) niaher untersucht.

Wir bezeichnen mit 9 den Winkel der Tangente aus Oan die Kurve ()
und mit 7' den Berithrpunkt. Der Winkel ¢, hat fiir die Umstromung
des Kegels die analoge Bedeutung wie der auf S. 71 (vgl. Abb. 48) ein-
gefilhrte gleichbezeichnete kritische Winkel fir die Umstromung des
Keils. Fir 9< ¢, ergeben sich zwei Schnittpunkte mit der Kurve (),
von denen jedoch nur der auf dem Bogen W7 liegende Punkt B physi-
kalische Bedeutung hat. Fiir & >, existiert keine Strémung der bisher
betrachteten Art; der StoBkegel riickt stromaufwirts und deformiert
sich dabei zu einernicht mehr konischen Drehfldche, wodurch der konische
Charakter auch der stetigen Verdichtungsstromung hinter dem Verdich-
tungsstoB zerstért wird.

Die Anstromung des Kegels erfolgt voraussetzungsgema mit Uber-
schallgeschwindigkeit. Das Geschwindigkeitsbild der stetigen Verdich-
tungsstromung hinter dem Verdichtungssto3 kann jedoch entweder ganz
auBerhalb oder ganz innerhalb des (in Abb. 60 strichpunktierten) Kreises
w=c* liegen oder auch von diesem Kreis durchsetzt werden; d. h.: Die
Strémung hinter dem StoBkegel ist eine reine Uberschall- oder eine reine
Unterschallstromung oder geht von Uberschall- zu Unterschallgeschwin-
digkeit iiber.

1 A. Busemamm: Lufo 19 (1942), S. 132—144.

Abb. 60. Ermittlung des StoB8kegels bei vor-
gegebenem umstromten Kegel.



IV. Abschnitt.

Nichtlinearisierte Stromung fiir allgemeine
Randbedingungen.

Im vorhergehenden Abschnitt wurden fiir die nichtlinearisierte Stro-
mung bei besonders einfachen Randbedingungen (Keil und Kegel) strenge
analytische Losungen gefunden. Der vorliegende letzte und umfang-
reichste Abscbnitt des Buches ist der nichtlinearisierten Stromung bei
allgemeinen Randbedingungen gewidmet. An Stelle strenger analyischer
Losungen werden wir uns im allgemeinen mit rechnerischen oder zeichne-
rischen Néherungsverfahren begniigen miissen. Die mathematischen
Schwierigkeiten sind bei den Unterschallstromungen (elliptische Poten-
tialgleichung) erheblich groBer als bei den Uberschallstromungen (hyper-
bolische Potentialgleichung), fiir welche die Charakteristikentheorie zu
sehr einfachen Naherungsverfahren fiihrt.

Wir beschrianken uns im folgenden zunichst auf ebene Strémungen.
Lediglich im letzten Teil des Abschnitts ist von rdumlichen Strémungen
die Rede.

§ 15. Berechnung von Stromungen durch Iteration oder
durch Potenzentwicklung des Potentials.

1. Iterationsverfahren nach RayrLeren und Janzen fiir Unterschall-
stromungen'. Die Potentialgleichung (44) der ebenen Stromung wird um-
geformt in

] . . .
Pz T Pyy = oy (@re Pz + Puy Py + 2 Quy (Px‘Py) s (165)

wobei infolge von Gl. (15%)

-1 :
2 2 T T . = 2 :
o= 5 (W —u?), wi=g@t A+ <Py2

zu setzen ist und w und ¢ die Stromungsgeschwindigkeit bzw. Schall-
geschwindigkeit der ungestérten Grundstrémung bedeutet.

Fiir die inkompressible Stromung (¢= c0) verschwindet die rechte
Seite von Gl. (165), wodurch sich Gl. (165) zur Larraceschen Differen-
tialgleichung

P -+ Pyy = 0 (166)
spezialisiert.

Fiir , nahezu inkompressible* Strémungen, d. h. fir Unterschallstro-
mungen, bei denen iberall die Stromungsgeschwindigkeit klein ist im

1 Janzen, O.: Physik.Z. 14 (1913), 8. 639. — Lord RayreicH: Philos. Mag. 32
(1916), 8.1 und Scient. Papers 6. S. 402.
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Vergleich zur Schallgeschwindigkeit, ist die rechte Seite von Gl. (165
zwar nicht genau Null, jedoch dem Betrage nach klein. Hierauf beruhi
folgendes von RayLEIGH und JANZEN entwickelte Iterationsverfahren

a) Die 1. Naherung ¢, (x,y) wird auf Grund der vorgegebenen Rand.
bedingungen mit den iiblichen Hilfsmitteln der Potential- bzw. Funk.
tionentheorie aus der Potentialgleichung (166) der inkompressiblen Stré.
mung bestimmt.

b) Durch Einsetzen der 1. Néaherung ¢, (z,y) in die rechte Seite vor
Gl. (165) ergibt sich eine Funktion F,(zx,y).

¢) Die 2. Naherung g, (x,y) wird auf Grund der vorgegebenen Rand.
bedingungen als Losung der aus Gl. (165) folgenden Differentialgleichung

‘sz"— Pyy = Fl(x, y)

berechnet. Diese Differentialgleichung ist linear und daher einfacher al:
die nichtlineare strenge Potentialgleichung (165).

Das Verfahren 148t sich im Prinzip in analoger Weise zu beliebigex
weiteren Niherungen fortsetzen, wobei die Frage der Konvergenz vor
Fall zu Fall untersucht werden mufl. Der Rechenaufwand ist sebr er
heblich und steigert sich bei jeder weiteren Néherung.

RavLEIGH und JANZEN haben das Verfahren auf die kompressible
Umstromung des Kreises angewandt. Es zeigte sich, daB die Iterationer
nur solange konvergierten, als an keiner Stelle die kritische Geschwindig
keit erreicht wurde ; das Verfahren lieferte also nur die reine Unterschall
stromung um den Kreis.

Das Versagen des Verfahrens bei Uberschallgeschwindigkeit bat keiner
physikalischen, sondern einen rein formal-mathematischen Grund; d:
namlich die Gleichungen des Iterationsprozesses durchwegs vom ellip
tischen Typus sind, kénnen sie nicht zur Losung der hyperbolischer
Potentialgleichung der Uberschallstrémungen fiihren.

H. J. TavLor! hat das Iterationsverfahren mechanisiert mit Hilf
der folgenden elektrischen Analogie:

Die Gleichungen des elektrischen Stroms in einer leitenden Schich
von der verdnderlichen Dicke A:

v av
3= 9% Gy or;
oW oW

oz = M ay hq

(g, 7 = Komponenten des Stromdichtevektors, o = spezifischer Wider
stand, ¥ = elektrisches Potential, W= elektrische Stromfunktion) wer

1 TAvLOR, G. J.und C. F. SHARMAN: Proc. Roy. Soc. A 121 (1928), S. 194. —
TAYLOR, G. J.: Z. angew. Math. Mech. 10 (1930), S. 334—345 und Voltakongrefi
S. 198—214.
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den den Gl. (44) der kompressiblen Strémung

I _ I
ax‘“’ oy

Iy 2 Iy _ e
a{y/_:gg v, ay*—-go U

gegeniibergestellt. Die beiden moglichen Zuordnungen

4}9: V’ 1/):: W, ’I,L::———O'q’ Y= —0r: éoul:‘ hq, “g—o"lJ:"‘h’r
bzw.

R . e, e
p=W, p=—V; wu==hr, v=—-hq, oy L0 0 V= 04

liefern dann zwei Analogien, bei denen die Dicke % der leitenden Schicht
und die Dichte o des stromenden Gases durch
h=26 baw. h=%s
Qo 9

verkniipft werden miissen.

Mit Hilfe dieser Analogien lassen sich die langwierigen rechnerischen
Iterationen durch eine geeignete elektrische Apparatur mechanisieren.
Hierbei benutzt man Gl. (165) zweckméaBig in der Umformung

1
Yzz + @py = o (02 Pz + 0 yPy) (165%)

1
0 k—1 w? —w? ;- 0 - k—1 — 2
;_‘ == [ 1 Ty T )k €2 2 — 5 (W2 —u?), w2 = Pato,2, (167)

wobei sich g, w und ¢ wieder auf die Grundstromung beziehen. Das
mechanisierte Iterationsverfahren verlduft dann folgendermafen:

a) Die 1. Naherung ¢, (z,) ist bei konstanter Schichtdicke % durch
die Stromlinien des elektrischen Modells experimentell gegeben und ist
identisch mit der 1. Ndherung ¢, bei RAYLEIGH and JANZEN.

b) Zur 1. Naherung ¢, wird g, aus Gl. (167) berechnet.

c) Die 2. N éiherung @, (2, y) wird mit der jetzt verdnderlichen Schicht-

dicke b — 2 5w 1 — o (i" 0 ° wieder experimentell bestimmt.
1{Z,

Sie stellt eine Losung der aus Gl. (165*) durch Einsetzen von 9=, (x, )
sich ergebenden linearen Differentialgleichung dar und ist nicht identisch
mit der 2. Naherung bei RavLEiGH und JANZEN, welche sich durch
Einsetzen nicht nur von g, (,y) sondern auch von ¢, (x,%) in die rechte
Seite von GI. (165%) ergibt.

Ein wesentlicher Vorteil des experimentellen elektrischen Verfahrens
von TAYLOR gegeniiber dem rein rechnerischen Verfahren von RavLEIGH
und JANZEN besteht darin, dafl der Arbeitsaufwand beim Ubergang zu
hdheren Niherungen nicht zunimmt, sondern stets gleichbleibt.
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2. Iterationsverfahren nach Pranprr. Wihrend im vorhergehenden
Absatz von der inkompressiblen Stromung ausgegangen wurde, soll
jetzt nach PRANDTL! die linearisierte Strémung als 1. Ndherung eines
Iterationsverfahren benutzt werden, wodurch sich bei erheblich von Null
abweichenden Macmschen Zahlen von vornherein eine bessere An-
passung an die gesuchte strenge Losung ergibt.

Die ungestorte Grundstréomung nehmen wir wieder parallel zur
x-Achse an mit der Stromungsgeschwindigkeit w—=wu, der Schallgeschwin-

digkeit ¢ und der Macuschen Zahl M=%, AuBerdem setzen wir wie

auf S.23

4

p=@+¢ =ur+¢; u=utu, v=10
und formen unter Beriicksichtigung von
- E—1 — - k—1 _ - , /s —
F=c (gt ot ) = [+ )+ ¢ — ]

die Potentialgleichung (44) um in

o k+1 ,. k—1
Tl e g+ S e+ el
[
— , -l . k=1, k+1
U )Gt =) + 1) i+ T g Tyt || (169
| 20w g+ i i)

Bei Beschrankung auf kleine Stérungen und demgemé 3 Beriicksichti-
gung nur der Glieder 1. Ordnung in den Ableitungen von ¢’ ergibt sich
aus Gl (168) die bereits im Abschnitt IT erorterte linearisierte Potential-
gleichung

(1 — M) gy, + @)y = 0. (53
Nimmt man dagegen noch die Glieder zweiter Ordnung hinzu, so erhilt
man die genauere Gleichung
(=302 @p @y = =5 b+ 1)@z @e+ (k1) @2 0+ 20, @215 (169)
withrend bei Beriicksichtigung auch der Glieder dritter Ordnung die
strenge Differentialgleichung (168) bestehen bleibt.

Die Iteration verlauft nun folgendermaBlen:

a) Die 1. Ndherung ¢ (x,y) wird aus der linearisierten Differential
gleichung (53) gemi 3 Abschnitt IT ermittelt.

b) Durch Einsetzen der 1. Nédherung ¢ (x,y) in die rechte Seite vor
Gl. (169) ergibt sich eine Funktion F,(x,y).

c) Die 2. Néherung ¢/ (2, y) wird als Lésung der aus Gl. (169) folgender
linearen Differentialgleichung

(1 — M) @, + ¢, =Fi(2,9)
berechnet.

1 PRANiS:fL, L.: VoltakongreB3, S. 180.
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d) Fir die weiteren Iterationen muf die strenge Gl. (168) verwendet
werden, da die in der rechten Seite von Gl. (169) auftretenden Storungs-
glieder bereits von hoherer als zweiter Ordnung sind. Durch Einsetzen
der 2. Nitherung ¢, (x,%) in die rechte Seite von Gl. (168) ergibt sich eine
Funktion F, (z,y) und die 3. Nidherung gs(®,y) erhdlt man hierauf als
Lasung der aus Gl. (168) folgenden linearen Differentialgleichung

(1 M2 @ + @y = Fal,9) :
usw. fir hohere Naherungen.

Ist ¢ von der GroBenordnung e, dann enthilt ¢, auch Glieder mit ¢,
die nach d) berechnete 3. Naherung dagegen nicht nur Glieder mit &,
sondern auch Glieder mit hoheren Potenzen von e. Zur Vereinfachung
der Rechnung und zur besseren Trennung der Gréfenordnungen empfiehlt
es sich, fiir die 3. Naherung nur die Glieder bis einschlieBlich & zu beriick-
sichtigen und analog bei den hoheren Niherungen zu verfahren. Das Ver-
fahren liefert dann bei jeder Iteration genau ein weiteres Glied in der
Potenzentwicklung der Losung nach dem Stérungsparameter e.

In der angegebenen Fassung wurde das Verfahren von H. GORTLER?!
entwickelt und auf die Stromung lings einer welligen Wand (linearisierte
Niherung vgl. S. 29 und 41 sowie Abb. 15) sowie zwischen zwei welligen

Wanden angewandt, wobel sich JERaN S~

N . : . \ /
Konvelgen/,‘ aucbi bei Durchga}n- I Ms1 Mer St
gen durch die kritische Geschwin-  / / / |
digkeit einstellte (Abb. 61). A,

Neuerdings haben W. HANTZ- avb.61. Nichtlinearisierte Stromung lings welliger
scig und H. WENDT? ein weite- Wand (nach H. GURTIER).
res von der PraxDrTLschen Niaherung ausgehendes Verfahren an-
gegeben, bei dem die Stromfunktion nach einem Parameter ent-
wickelt wird, der die Abweichung des Profils vom nichtangestellten
Streckenprofil kennzeichnet.

3. Potenzentwicklung beim Durchgang durch die Sehallgeschwindig-
keit. Bei der ,eindimensionalen Stromung* durch Disen (vgl. S.13)
ergab sich der Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit im
engsten Diisenquerschnitt. Bei der zweidimensionalen strengen Behand-
lung des Problems tritt nun die Frage auf, lings welcher Kurve in der
Nihe des engsten Querschnitts die kritische Geschwindigkeit tatsédchlich
erreicht wird und der Ubergang von der Unterschallstrémuang zur Uber-
schallstromang erfolgt.

Zur Beantwortung dieser Frage wurde von TH. MEYER® unter der

GORTLER, H.: Z. angew. Math. Mech. 20 (1940), 8. 254-—262.
Hawnrzscre, W. und H. WeNDT: Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), S. 72—8¢.
MEevYER, Ti.: Diss. Gottingen 1908. Vgl. auch HirscH, A. in A. StopoLa:
Dampf- und Gasturbinen, VI. Aufl. (1924), S.805—809.

1
2
3
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Annahme einer zur z-Achse symmetrischen Stromung fiir das Potential ¢
der Doppelreihenansatz
P = Gy + Up2% - Gal® + Ag®® - AT Y + AaoT - Bog®y? - Gy
- 5@ - agtty? - aggyt
zugrunde gelegt. Aus ihm ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten
% ==y + 2 amaé + B ag®® + a1y° + 4 @12° + 2 G wy® -+ 5 a5t
‘ 3 and®yP + apyt+ o,
v==2agY + 2 @1y - 2 Ago@%y - 4 gy y® 4 2 @52y - day, Y- - -
Setzt manauBerdem im Nullpunkt = y = 0 die kritische Geschwindigkeit
u=1c*, v=0
und lings der x-Achse eine lineare Zunahme der Geschwindigkeit, also
u=c*(l 4 x)
voraus, so ist
By == OQgq = Azp=" "+ = 0.

Bei Abbrechen der Potenzentwicklung fiir ¢ nach den Potenzen
sechsten Grades bleiten neun freie Koeffizienten iibrig, die sich durch
Einsetzen in die Potentialgleichung (44) unter Beriicksichtigung von

2 — k_“)':_l c*2 - k_;_l (u2 + v2)

mittels Koeffizientenvergleichung bestimmen lassen. Durch Auswahl
zweier zur z-Achse spiegelbildlicher Stromlinien erhilt man eine Diisen-

M - L /‘/>1 S i o

Abb. 62, Durchginge durch die kritische Geschwindigkeit in einer Lavaldiise
(nach H. J. TAYLOR und H. GORTLER).

stromung, welche an einer in der Umgebung des engsten Querschnitts
von der einen Ditsenwand zur anderen verlaufenden Kurve von Unter-
schall- in Uberschallgeschwindigkeit iibergeht (Abb. 62 links).

In dhnlicher Weise untersuchte H. J. TAYLOR! Diisenstrémungen mit
Symmetrie zur z- und zur y-Achse. Hierbei herrscht lings der Diisen-
achse durchwegs Unterschallgeschwindigkeit, wihrend an den Diisen-
winden zwei Uberschallbereiche auftreten (Abb. 62 rechts). H. GORTLER?
hat die Moglichkeit eines analytischen Ubergangs von den zur y-
Achse symmetrischen TAYLORschen zu den unsymmetrischen MEYER-
schen- Losungen diskutiert. '

1 TAYLgl;;, G. J.: Aeronaut. Research Comm. Rep. and Mem. Nr. 1381.
London 1930.
* GORTLER, H.: Z. angew. Math. Mech. 19 (1939), S. 325—337.
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§ 16. Potential und Stromfunktion in der
(eschwindigkeitsebene.

1. Ubergang von der Stromungsebene zur Geschwindigkeitsebene. Im
Abschnitt II wurde die Potentialgleichung der kompressiblen Strémung
durch Vernachlissigung gewisser Glieder linearisiert; die sich ergebende
lineare Differentialgleichung war demgemifl nur niherungsweise giiltig
und zwar fir Stromungen, die von der Parallelstromung nur wenig
abwichen.

Bei Beschrankung auf die ebene Stromung werden wir jetzt eine
andere Moglichkeit der Linearisierung kennen lernen. Sie beruht nicht
auf irgendwelchen Vernachldssigungen, sondern auf Transformationen
des Potentials und der Stromfunktion von den Ortskoordinaten z, y
(Stromungsebene) auf die Geschwindigkeitskoordinaten u, v bzw. w, ¢
(Geschwindigkeitsebene); die sich hier ergebenden linearen Differential-
gleichungen sind streng giiltig auch fiir beliebig stark von der Parallel-
stromung abweichende Stromungen.

Es gibt zwei Transformationen !, welche die geforderte Linearisierung
leisten:

a) die MOLENBROEK-Transformation, bei der als Funktionen der Ge-
schwindigkeitskoordinaten Potential und Stromfunktion selbst benutzt
werden,

b) die LeGENDRE-Transformation, bei der in der Geschwindigkeits-
ebene an Stelle von Potential und Stromfunktion , konjugierte* Poten-
tial- und Stromfunktionen treten.

Auf beiden Transformationen lassen sich Verfahren zur Ermittlung
kompressibler Strémungen begriinden (§§17,18). Da eine analoge
Linearisierung fiir riumliche Strémungen nicht moglich ist, gelten diese
Verfahren nur fir die Ebene.

2. Linearisierung mittels MoLeENBrRoOEK-Transformation. Wie auf
S. 58 einzelne Kurven der Stromungsebene in die Geschwindigkeitsebene
abgebildet wurden, fithren wir jetzt fiir den ganzen betrachteten zwei-
dimensionalen ebenen Stromungsbereich das ,,Geschwindigkeitsbild*
ein (Abb. 63): Jedem Punkt P des in Frage stehenden Bereichs der
Stromungsebene wird der Endpunkt P’ des vom Nullpunkt O der Ge-
schwindigkeitsebene aufgetragenen Geschwindigkeitsvektors w zuge-
ordnet.

! Monknsrokk, I.: Arch. Math. Phys., Grunert Hoppe, Reihe 2, Bd. 9 (1890),
S. 157, - Tscmaruiery, A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau, Math. Phys. 21
(1904), S. 1—121. — Rr1aBoucHINsKI, D.: (. r. Sci., Paris 194 (1932), S. 1215. —
DrmTscHENKO, B.: Ebenda 194 (1932), S. 1218 und 1720 sowie Publ. Math. Univ.
Belgrade 2 (1933). 8. 85. — STEICHEN. A.: Diss. Gottingen 1909.
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Wir setzen hier und im folgenden stets voraus, dafi die punktweise
Zuordnung zwischen Stromungsfeld und Geschwindigkeitsbild umkehr-
bar eindeutig ist, daf also sowohl jedem Punkt P ein bestimmter Pankt P’
als auch jedem Punkt P’ ein und nur ein Punkt P entspricht. Dann
bildet sich jede Kurve der
Stromungsebene wieder in
eine Kurve und jedes zwei-
dimensionale Flichenstiick
wieder in ein Flichenstiick
ab. Ausnahmefille, bei de-

Y z 0 % nen das zweidimensionale

Abb. 63. Stromungsfeld und Geschwindigkeitsbild. Geschwindigkeitsbild in
eine Kurve bzw. einen Punkt entartet, wie bei der Stromung um eine
konvexe Ecke (vgl. S. 58) bzw. der ungestérten Parallelstrémung, bleiben
von der Betrachtung ausgeschlossen.

Aus den Definitionsgleichungen (45) des Potentials ¢ und der Strom-
funktion p einer ebenen Stromung folgt

dp = udzx + vdy, dy = — (— vdz 4 udy)
und durch Auflésen nach dz, dy:
1 . .
dx:u—,z,—vz(ud(p——%gﬂdw):E(cosﬂd¢~—%°—s1n19dy)>, \
| ) : (170)
dy= .z (vd(p+ udq,) (sinﬂd(p—}—%cosﬁdw). ‘
WA
Infolge der vorausgesetzten umkehrbar eindeutigen Zuordnung von P
und P’ kann man z,y und ¢,y als Funktionen der Geschwindigkeits-
koordinaten w, ¥ auffassen. Durch Einsetzen von
da= xwd’w -+ Z;:d’t?. dy: ?/wdu'+ yﬁdﬁ"
dop = g.duw + pd P, dy =y, dw + p,dd

in GL (170) und Gleichsetzen der Koeffizienten von dw bzw. d¥ auf
beiden Seiten der Gleichungen ergibt sich dann

T, = 71‘(00819’ (PZU“Q-oSinﬂ u)u)\ y Xy =
\ (171)

|'~ Si*‘

(\cos ﬁrpl,m ~@1n ) ng),i

\sm P, —i— ——cos 9 1/),9) l
Die Integrierbarkeitsbedingungen von Gl. (171)

1
Yo = (SInﬁ¢u+—cosﬁ 1/)“) Yy =

Ly = Lows Yws = You
liefern mit Berticksichtigung der aus der BERNouLLIschen Gl. (4*) folgen-
den Beziehung
7 (2) = — B B we = 2 (172)
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fiir @ und  nach einfacher Rechnung
0 w2 i
<0 ( 1 - 4

4 D
Fw =" ?)7;’ o = ;()'”’Ww- (173)

Aus den Integrierbarkeitsbedingungen von Gl. (173)
Py = Pou Yws == Yo
folgt schlieBlich bei abermaliger Berticksichtigung von Gl. (172) einerseits
nach. Elimination von y die Potentialgleichung

) o ) [y
1 Er ol D

w22

,-5;) Psp=0 (174)

und andererseits nach Elimination von ¢ die Stromfunktionsgleichung
von TScHAPLIGIN!

WPy + W ( I+

w? w?

/

)WZ(r+(1—

Wie bereits S. 93 angekiindigt war, sind die transformierte Potential-
gleichung (174) und die transformierte Stromfunktionsgleichung (175)
lineare Differentialgleichungen im Gegensatz zu den entsprechenden
nichtlinearen Differentialgleichungen (44) und (47) in den Ortskoor-
dinaten #, y; die Schallgeschwindigkeit ¢ ist in Gl. (174) und (175) eine
Funktion von w, wihrend ¢ in Gl. (44) and (47) als Funktion von g+ ¢,
bzw. von y; -1, aufzufassen war.

3. Linearisierung mittels Legendre-Transformation. Eine zweite Mog-
lichkeit der Linearisierung bietet die in der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen grundlegende, nach LEGENDRE benannte Beriihrungs-
transformation

W= gr, gy, P w2t Yo, @, (176)
durch die an Stelle des Potentials ¢ in Abhéngigkeit von den Ortskoor-
dinaten «,y das ,,konjugierte Potential** @ als Funktion der Geschwindig-
keitskoordinaten u,v eingefithrt wird. Wir verzichten auf ein tieferes
Eindringen in die mathematischen Zusammenhidnge und beschréinken
uns auf die formale Anwendung der LEGENDRE-Transformation:

Unter Beriicksichtigung von Gl. (45) folgt aus Gl. (176)

d® = udx + vdy—dg + zdu -+ ydv = zdu -+ ydv,
woraus sich die mit Gl. (176) gleichwertigen Beziehungen
r=0,, y=0, ¢=ud,+ 0, D (176%)
ergeben. Aus GL (176*) erhalt man dann weiter
de= Oy, du+ D,dv, dy—=D,du}+ D, dv

! TscaarniciN, (. A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys. 21 (1904),
S. 1—121.
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und durch Auflésung nach du, dv
du— & (Bpda— Budy), dv=g(— Pyuds+ Dydy) (T
mit der Abkiirzung
N= Quu ¢vv ‘m
Der Vergleich von Gl. (177) mit den aus Gl. (176) folgenden Differentiale:
d%—%xd“’-l- (Pa:ydy: d”—‘(nydx‘*‘ ‘Pyydy

liefert fiir die zweiten Ableitungen von @ und @ die Beziehungen

1 1 1
Yoz = Doy Py = N Puis Py = — 5 Puo- (178

Mit Hilfe von GI. (176) und (178) geht die Potentialgleichung (44) i
die lineare Differentialgleichung

2 2
(1——)%”(1—-12) Dy 4“5 P =0 (17¢
iiber, die in Polarkoordinaten w, 9 die Form
2 ! 2
w2¢ww+w(1f»%)¢w+(1—3\¢w:o (179*

annimmt.
In analoger Weise 148t sich die Stromfunktionsgleichung (47) durch di
LecENDRE-Transformation
q=vy,, =y FY=ap.+yyp,—y (180
bzw.

r=—Y, y=Y¥, p=q¥,+r¥,—V¥ (180*

in die lineare Differentialgleichung

(1—92024) -|—(—Q—2°Zr2)‘l’ 2&’ﬁqr‘1’ —o (18l

verwandeln, wobei -é—"c eine Funktion von ¢2-472ist (vgl. S. 21).

Die Verdnderlichen ¢,r sind die Komponenten des Stromdichte
vektors f i, d. h. die LEcENDRE-Transformation GI. (180) fihrt vo

der Stromungsebene nicht zur Geschwindigkeitsebene, sondern zu
Stromdichteebene. Nachteilig ist hierbei, daf nach Gl. (23) sowohl i
Unter- wie im Uberschallbereich das Intervall 0 < pw << p*w* durch
laufen wird (vgl. Abb. 2).

4. Macusches Kurvenneiz; Grenzlinien der adiabatischen Stromung
Wir betrachten den Uberschallbereich einer vorgegebenen ebenen Str¢
mung in der z, y-Ebene und den zugeordneten Bildbereich in der u, 1
Ebene. In jedem Punkt P des z, y-Bereichs sind zwei Macusche Rict
tungen bestimmt, die mit dem dortigen Geschwindigkeitsvektor w de

Maocsschen Winkel & = arc sin £< 7; einschlieBen. Die Integralkurve
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dieses den z, y-Bereich doppelt iiberdeckenden Richtungsfeldes heiBen
MacHsche Kurven, das von den beiden Macaschen Kurvenscharen er-
zeugte Kurvennetz soll kurz als MacHsches Netz bezeichnet werden. Im
u, v-Geschwindigkeitsbild entsprechen den MacHschen Richtungen und
Kurven und dem Macaschen Netz die
sog. Hauptrichtungen und Haupt-
kurven und das sog. Hauptnetz.

In dhnlicher Weise hatten wir be-
reits in der linearisierten Néherungs-
theorie des Abschnitts II MacHsche
Richtungen und Linien und ein MACH-
sches Netz (vgl. S. 35) eingefithrt; da- “__";{/””/’Sf./".’ Linten
bei wurde aber an Stelle des von Punkt romnen . o
zu Punkt veridnderlichen 6rtlichen Ge- Abb- 64£is]c)t?erc?}%@?}%&«‘i‘ﬁéﬁgﬁ‘éfﬁ die k-
schwindigkeitsvektors w der kon-
stante Vekor o der Grundstrémung benutzt, so daB man in der
ganzen x, y-Ebene dieselben Macuschen Richtungen hatte und dem-
gemiB als Macasches Netz ein geradliniges Parallelogrammnetz erhielt.
In der hier zu erérternden strengen Theorie dagegen wird das MacHsche
Netz von zwei beliebigen Kurvenscharen erzeugt und es entsteht die
Frage nach den Begrenzungslinien
des krummlinigen Macuschen Kur-
vennetzes.

Als Begrenzungslinien konnen
auftreten:

a) die Durchgangslinie durch die  — — — __ spacasepe Linien
kritische Geschwindigkeit, d.h. die =~ ——=—— Skom/inien
Trennungslinie des TUnter- und Abb. 65. Grenzlinie der adiabatischen

N . Stromung.
Uberschallbereichs (Abb. 64); )

b) etwaige Hiillkurven der beiden MacHschen Kurvenscharen, die wir
kurz als Grenzlinien der adiabatischen Strémung bezeichnen wollen
(Abb. 65). '

An der Durchgangslinie durch die kritische Geschwindigkeit ist

&= g; die beiden Macmschen Richtungen fallen daher zusammen und

die MacHschen Kurven haben Riickkehrpunkte, wihrend die Stromlinien
die Durchgangslinie ohne Singularitat senkrecht zu den Riickkehrtan-
genten der Macaschen Kurven durchsetzen.-

An den Grenzlinien, auf deren Auftreten erstmals W. Torrmiex?!

1 TorrmieN, W.: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937), S. 117—136 und 21 (1941,
S. 140—152 u. S. 308. Vgl. auBerdem RingLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20
(1940), S. 185—198 und Deutsche Mathematik 5 (1940), S. 377—384 sowie GU-
DERLEY, G,: Zeitschr. angew. Math. Mech. 22 (1942), 8. 121—126.

Sauer, Gasdynamik.

7
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hingewiesen und fiir die er neuerdings eine strenge Theorie entwickelt hat
geht die adiabatische Strémung von einem Blatt der nach Art eine
Riemannschen Fliche mehrfach iiberdeckten Stromungsebene zu einen
anderen Blatt iiber. Die eine MacHsche Kurvenschar beriihrt definitions
gemiB die Grenzlinie, wihrend die andere Macasche Kurvenschar une
die Stromlinien nicht beriihren, sondern mit Riickkehrpunkten auf da
andere Blatt iibergehen. Natiirlich ist diese ,,analytische Fortsetzung'
der Strémung durch Umflanschen an der Grenzlinie auf ein anderes Blat
physikalisch nicht realisierbar. Die physikalische Bedeutung der Grenz
linien und die Fortsetzbarkeit einer Strémung iiber die Grenzlinie:
hinaus hat G. GUDERLEY! untersucht. Ein Beispiel fiir das Auftrete:
einer Grenzlinie haben wir bereits bei der Quellstrémung (vgl. S. 15
kennengelernt; die Grenzlinie war dort der Grenzkreis r—ry, de
Quellkerns und fiel mit der Durchgangslinie durch die kritische Ge
schwindigkeit zusammen.

Mit Hilfe der MoLENBROEK-Transformation (vgl. S. 94) kommt mas
nach F. RINGLEB 2 zu einer einfachen analytischen Darstellung des Maca
schen Netzes bzw. Hauptnetzes und der Grenzlinien der adiabatische
Stromung :

Es sei y=y(x) eine Macasche Kurve oder Grenzlinie und ds da
Linienelement dieser Kurve. Dann ist (dy cos ¥ —dx sin 4) die Pro
jektion des Linienelements ds auf die zum Geschwindigkeitsvektor n
senkrechte Richtung und nach Definition des MacHschen Winkels (vgl

'!L:: ) )
. dy COS 19—— dxsl]l'l?
= 8ln &« = - l

L
w
oder umgeformt
;z‘: (da2 -+ dy?) = (dy cos F —dasin §)%
Nach Einsetzen von Gl. (170) ergibt sich
Lapr—(1-2)Bayr=0
w? (p—( T w? 92 Y=

oder

2|5 1= S8 awas—o
+ [@?’w%-( - m) g,ww%} wdd=0.
Mit Beriicksichtigung der Integrierbarkeitsbedingungen Gl. (173) folg
hieraus nach kurzer Rechnung
11 11y,
KEE — ;);) dw2—d'l92] K?—— ;05) Qi “—‘97142;] =0.

1 GUDERLEY, G.: Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), S.121—126.
2 RiNeLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20 (1940), S. 185—198 und Dtsch
Math. 5 (1940), S. 377—384.

c2 ) é2' 2 . c? . ! c2 93
;,,E‘Pw~<1 ";@) %'Pw} dw? + [,;72%—{1 — u}) g%]dﬁz

L
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Das Nullsetzen des ersten Faktors liefert die Differentialgleichung fiir
die beiden Kurvenscharen des Hauptnetzes

2

9=+ 1 -1 dw (182)
w [

und durch Riickgang zur z,y-Ebene die Differentialgleichungen des
Macuschen Netzes, wihrend man durch Nullsetzen des zweiten Faktors
die Grenzlinien bzw. deren Geschwindigkeitsbild erhélt:
Lyw? o .
(pw:i-—l‘%— 1 @,. (183)

w

Gl. (182) ist naturgemiB identisch mit der auf S.56 gefundenen
Beziehung Gl. (119*) und hat daher bei vollkommenen Gasen Epizy-
kloiden als Integralkurven (vgl. S. 60 und 112).

Man kann die Grenzlinien auch als den geometrischen Ort der Punkte
des Uberschallbereichs des Strémungsfeldes mit unendlich groBer Be-
schleunigung der strémenden Gasteilchen definieren:

Aus GI. (170) ergibt sich mit y= const, also dy = 0 fiir ein Linien-
element do einer Stromlinie

S 1

w w

(pwdw + @ydd).
Da lings einer Stromlinie w und ¢ durch

dy =y, dw + p,dd =0
verkniipft sind, 146t sich do umformen in
dO' — PCuYor—¢ :‘)ww dw

wyY ¢
woraus mit Hilfe von Gl. (173) nach kurzer Rechnung

1 1 1 5 o
folgt. Die Tangentialbeschleunigung
dw dw w2 Qw
AT de T 1y ., L]
(; — u?) @y — (pwj
wird daher in der Tat unendlich groB fiir alle Punkte der Grenzlinien
Gl. (183), wobei ¢,, = ¢ y= 0 wegen der geforderten punktweise umkehrbar

eindeutigen Zuordnung zwischen Strémungsfeld und Geschwindigkeits-
bild (vgl. S. 94) ausgeschlossen bleibt.

3

5. Geometrische Konstruktion neuer Stromungsfelder durch Linear-
verbindung. Wegen der Linearitdt der transformierten Potential-
gleichung (174) bzw. (179*) ergeben sich aus den Potentialfunktionen
zweier gegebener Stromungen durch die Linearverbindung

@ =@y (w, §) + Aoy (w, 9) bzw. P =1,D; (w, F) + 4,D, (w, 9)

7*
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mit den beliebigen Konstanten 4,, 4, einfach unendlich viele neue Poten-
tialfunktionen (Parameter A,:4,). Dieselbe Linearverbindung gilt nach
GL (171) bzw. (176*) auch fiir die Ortskoordinaten, also

T =M@+ Aatty, Y =My + A¥s. (18¢
Dies liefert folgende einfache geometrische Konstruktion® (Abb. 66):

Abb. 66. Linearverbindung von Stromungsfeldern.

Vorgegeben seien zwei Stromungsfelder, deren Punkte Py, P, sich
umkehrbar eindeutig durch gleiche Geschwindigkeitsvektoren 1v,= v,
entsprechen. Die Verbindungsstrecken P, P, werden in einem beliebigen,
aber konstanten Teilverhiltnis 4;:4, innen oder auBen geteilt. Ordnet
man dann jedem Teilpunkt P den Geschwindigkeitsvektor v = 9, = tv,
der Ausgangspunkte P, P, zu, so bestimmen diese Vektoren eine neue
kompressible Stromung.

Alle auf diese Weise miteinander ,linearverbundenen‘ Stromungs-
felder haben dasselbe Geschwindigkeitsbild. Es entsprechen sich daher
die Unterschallbereiche, die Uberschallbereiche und die Durchgangslinien
durch die kritische Geschwindigkeit. Dagegen werden die Grenzlinien
im allgemeinen nicht ineinander iibergefiihrt, sondern der Grenzlinie,
an der zwei Blitter eines Stromungsfeldes zusammenhéngen, ist in den
linearverbundenen Stromungsfeldern im allgemeinen eine schlichte,
d.h. im Innern eines Blattes verlaufende Kurve zugeordnet.

Beispiel: Wirbelquelle,

Zur Verdeutlichung betrachten wir die Linearverbindung einer Queli-
stromung und Wirbelstromung (vgl. S.15). Jedem Kreis k; der Quell-
stromung entspricht ein Kreis &, der Wirbelstrémung mit demselben
w==const, wobei die Punkte P;,P, mit gleichen Geschwindigkeits-
vektoren 1v,, v, jeweils zu senkrechten Kreisradien M, P,, M, P, gehoren
(vgl. Abb.66). Die Teilpunkte P liegen wieder auf einem Kreisk und die
dem Betrage nach konstanten Geschwindigkeitsvektoren v der Punkte P
sind gegen den Kreis k unter einem konstanten Winkel geneigt. Die so
erzeugte neue Stromung soll kurz Wirbelquelle bzw. Wirbelsenke heiflen.

1 SAUER, R.: Z. angew. Math. Mech. 21 (1941) S.313—315.
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Bei der reinen Quelle erstreckt sich der Uberschallbereich vom Durch-
gangskreis durch die kritische Geschwindigkeit bis ins Unendliche. Der
Durchgangskreis ist zugleich Grenzlinie, d. h. Beriihrlinie des MAcHschen
Netzes, und die Strémung flanscht an ihm auf ein zweites Blatt tiber,
welches von der Unterschallstromung bis ins Unendliche ausgefiillt wird.

Beim reinen Wirbel ist der Uberschallbereich ringférmig und wird
auBen von der Durchgangslinie durch die kritische Geschwindigkeit und
innen von der Grenzlinie abgeschlossen. Da die Strémung an der Grenzlinie
die Maximalgeschwindigkeit (M = c0) erreicht, ist der ganze Uberschall-
bereich beim Erreichen der Grenzlinie erschopft. Der Unterschallbereich
geht von der Durchgangslinie durch die kritische Geschwindigkeit bis ins
Unendliche.

Abb. 67. Wirbelquelle.

Bei der Wirbelquelle (Abb. 67) hat man im Ausgangsblatt wiederum
einen ringférmigen Uberschallbereich, an den sich auBen der bis ins
Unendliche reichende Unterschallbereich anschlieft. Die Geschwindig-
keit an der Grenzlinie ist kleiner als die Maximalgeschwindigkeit; die
Strémung flanscht daher auf ein zweites Blatt der Stromungsebene iiber,
wo sie die Maximalgeschwindigkeit erst im Unendlichen erreicht.

Weitere einfache Beispiele kann man mit der von W.Torrmrex?
gefundenen ,,Spiralstrémung*‘ bilden. Bei dieser Stromung existiert ein
System konzentrischer und kongruenter logarithmischer Spiralen, fir
welche jeweils sowohl die GroBe der Geschwindigkeit als auch der Winkel
gegen den Geschwindigkeitsvektor konstant ist. Eine der logarithmischen
Spiralen ist Grenzlinie, eine andere ist Durchgangslinie durch die kri-
tische Geschwindigkeit.

§ 17. Anwendungen der Molenbroek-Transformation
auf die Berechnung ebener Stromungen.
1. Unterschallstrémungen bei geradlinig approximierter Adiabate. An
Stelle der strengen Behandlung des Problems tritt hier eine Néherung,

! TorrmIEN, W.: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937) S. 117—136. — SAUER, R.:
Z. angew. Math. Mech. 21 (1941), S. 313—315.
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indem nach C. A. TsomapLicin? und Tsien? die Adiabate in der%, p-

Ebene durch ihre Tangente in dem der Grundstrémung entsprechenden
Punkt A4 ersetzt wird (Abb. 68). Diese Annahme kann als nichsteinfache
Verbesserung der Voraussetzung o = const der inkompressiblen Stromung
gelten und ermdglicht, wie sich im folgenden zeigen wird, die Zuriick-
fithrung des Problems auf die CAvcHY-RIEMANNschen Differentialglei-
? chungen der inkompressiblen Strs-
mung, wodurch die Hilfsmittel der
Funktionentheorie zugénglich werden.

Wir beziehen p, o und ¢ wieder auf
die Grundstrémung und haben dann

T A fir die Neigung der Adiabate in 4
dp . =gldp]
ﬁ ot =~ [ai; =~ @
} 7 Hieraus folgt als Glelchung der Tan-
+ gente
% .
Abb,68. Ersatz der Adiabate durch eine p— ﬁ = E2é2 (—}- ———i-) ; (185)
Tangente. 0 e

sie wird der weiteren Betrachtung als Adiabatengleichung an Stelle von
Gl. (5) bzw. (8) zugrunde gelegt.
Die Adiabatengleichung (185) liefert fiir die Schallgeschwindigkeit
- - afif
de 2,
oder
¢? 02 = ¢%p% = const, (186)

wihrend aus der BerNoULLIschen Gl. (4**)
—y g1 1)
ot = 3 P ) (187)
und demgeméif

t g (R—i?) (2 (é.)z: W v gg
=t (¢ wx(é)#l (&) =145 ass)

folgt.

Da wir in §18 fiir Uberschallstromungen ein einfacheres Verfahren
kennen lernen werden, beschrinken wir uns hier auf die Annahme w<Cc,
d. h. die Grundstromung soll eine Unterschallstromung sein. Unter dieser

1 Tscmarricin, C. A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys. 21 (1904),
S.1—121.

2 TSIEN, SHUE-SHEN: J. Aeron. Sciences 6 (1939), S. 399—407. — Vgl. auch
BusgMANN, A.: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937), S.73—79.,
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Voraussetzung lassen sich Gl. (187) und (188) umformen in
1 1
-0090(9 5 (187%)

2 2
62:w2+c;,(> 1 -~ (%) 142, (188

wobei sich g, und ¢, auf den der geradhmgen Adiabate Gl. (185) entspre-
chenden Ruhezustand beziehen.

Durch Gl. (188%) ist ein vollig anderes Verhalten als bei der wirklichen
Adiabate Gl (8) der vollkommenen Gase gegeben. Im Gegensatz zu
Gl. (15*) wichst die Schallgeschwindigkeit vom Ruhewert ¢, an mit zu-
nehmender Stréomungsgeschwindigkeit w und erreicht den Zustand der
,kritischen Geschwindigkeit* erst mit w=c¢= oo; die Forderung w>¢

fithrt auf ein imaginéres g Infolgedessengibt esnur Unterschallgeschwin-

0
digkeiten und zwar, wie aus Gl. (185) und (187) mit p=0 folgt, nicht
bis zur ,kritischen Geschwindigkeit*“ w= oo, sondern lediglich bis zur

Maximalgeschwindigkeit
o w2
N p v
(Erp-(-5)

Whpax = €

Wir gehen nun zur Herleitung des Nédherungsverfahrens iiber, das
auf dem Ersatz der wirklichen Adiabate Gl.(8) durch die Tangente
Gl. (185) beruht:

Mit Beriicksichtigung von Gl. (188%) spezialisiert sich Gl. (173) zu

w? Yo

I w

und vereinfacht sich durch die Substi- v
tution
. w? dw
dw = ] 1——= — (189)

fir die Geschmndlgkelt zu den CAUCHY-
Riemannschen Differentialgleichungen
Po="Ys, Qo= Y, < 7
Infolgedessen ist @ -+ iy eine analy-
tische Funktion von w — 19 bzw. w
von e® %%
Setzt man also (Abb. 69)
Q=U+iV=ce? "= We®, W=cpe>= 1024 V2,
so hat man

Abb. 69. Erlduterung der Bezeichnungen.

g+iy=FU—iV)=F(Q).
¢g-—iy=F(U+iV)=F(Q);
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hierbei bedeutet das Ringelzeichen jeweils den konjugiert komplexe:
Ausdruck und fir W folgt aus Gl. (188*) und (189) die Beziehung

. 2e¢ow 4 W
T oo+ Vet +w?’ T dei—WE
Die x, y-Ebene und die U, V-Ebene sind verkniipft durch die au

Gl. (171) mit Beriicksichtigung von GIl. (188*) nach kurzer Rechnun
sich ergebenden Beziehungen,

Uy w2 14 w2
dx= —vﬁ(lﬁ&})dq?—w(lﬂ— 46—0§>d1p,
|4 w2 U we
dy= Wz(lha—c})d‘;v’f‘ —W‘z<1 + m) dy,

die sich komplex zusammenfassen lassen in

(19¢

dz—=dzt idy:%dmg)——z%—z iF(0). (191

Wir haben somit folgendes Ergebnis:

Bei Zugrundelegung einer geradlinigen Adiabate Gl. (185) laft sic
zu jeder analytischen Funktion F () eine ebene Unterschallstromun
durch Quadraturen herleiten. Die Ortskoordinaten z,y des Stromungs
feldes ergeben sich aus Gl. (191) als Funktionen von W und ¢, der wahr
Geschwindigkeitsbetrag w folgt aus Gl. (190).

Falls man die Randbedingungen aus der z-Ebene in die £2-Ebene vo
vornherein iibertragen kann, wie dies bei freien Oberflichen bekanntlic
gelingt, ist die analytische Funktion F(£2) durch die Randbedingunge
in der £-Ebene funktionentheoretisch festgelegt. Wenn dagegen di
Randbedingungen in der 2-Ebene nicht als gegeben vorausgesetzt werde
diirfen, wie dies z. B. bei der Frage nach der Umstrémung eines Profil
der Fall ist, verfahrt man folgendermaBen:

Man bestimmt zundchst funktionentheoretisch die inkompressibl
Umstrémung des vorgegebenen Profils (/7) und setzt

©Q = wirkliche Geschwindigkeit
F(£2) = komplexes Potential
Aus Gl. (191) ergibt sich dann die kompressible Umstrémung eines von (/i
mehr oder weniger abweichenden Profils (/7). Durch systematisch
Anderung des Ausgangsprofils sucht man schlieBlich zu erreichen, da
das Profil (/7") in hinreichender Anniherung mit dem vorgegebenen Prof
zusammenfallt.

Uber bemerkenswerte Zusammenhinge mit der Theorie der Minima.
flachen vgl. die grundlegende Arbeit von TSCHAPLIGIN.

} der inkompressiblen Umstrémung.von (II).

1 TsomaPLiciN, C. A.: Wiss. Ann, Univ. Moskau. Math. Phys.21 (1904
S. 1—121.
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2. Uberschallstromungen bei geradlinig approximierter Adiabate. Ob-
wohl fiir eine Ubertragung des soeben entwickelten Verfahrens von
Unter- auf Uberschallstromungen kein praktisches Bediirfnis vorliegt,
sollen einige theoretisch bemerkenswerte Beziehungen fiir Uberschall-
strémungen mit geradliniger Adiabate erwihnt werden?.

Falls die Grundstrémung eine Uberschallstromung ist, wird das Glied
¢?—w?in Gl. (188) negativ und an Stelle der ersten GI. (188%) tritt

02 = w?—wly, . (192)

Wihrend es also auf S. 103 nur Unterschallgeschwindigkeiten gab, exi-
stieren jetzt nur Uberschallgeschwindigkeiten.

An Stelle des ringférmigen Uberschallbereichs ¢* < w < wy, der voll-
kommenen Gase (vgl. S.9) liefert Gl. (192) den ganzen AuBenbereich
des Kreises w= wy,, als Uberschallbereich im Geschwindigkeitsbild. Die
Adiabatenellipse Gl. (84) der vollkommenen Gase entartet in ein Parallel-
geradenpaar vom Abstand 2wy, ,welches den Begrenzungskreis w=w p;,
des Uberschallbereichs bertihrt. Ebenso gehen die Epizykloiden, die sich
S. 60 als Geschwindigkeitsbild der Stromlinien bei der Verdiinnungs-
stromung um eine Ecke ergeben hatten, in die Tangenten des Kreises
W= Wy, tiber. Der gekriimmte Teil der Stromlinien (vgl. Abb.34 und 37)
schrumpft infolgedessen zu einem Punkt ein, d. h. die stetige Verdiinnung
entartet zu einer unstetigen Verdinnung lings einer Macuschen Linie.
Diese unstetigen Verdiinnungen ebenso wie die entsprechend sich er-
gebenden unstetigen Verdichtungen sind hier im Gegensatz zu den wirk-
lichen Verdichtungsstofen der vollkommenen Gase adiabatisch-isen-
tropisch.

3. Potenzentwicklung in der Geschwindigkeitsebene. Nachdem in den
vorhergehenden Absitzen die Adiabatenkurve durch eine Gerade nihe-
rungsweise ersetzt worden war, wenden wir uns jetzt zur strengen
Lésung der linearen Differentialgleichung (174) bzw. (175) mittels Po-
tenzentwicklungen fiir das Potential oder die Stromfunktion in der Ge-
schwindigkeitsebene. Eingehende Untersuchungen hieriiber, allerdings
mit Beschrinkung auf Unterschallgeschwindigkeit, finden sich bei C.
A. TscHAPLIGIN 2; neuerdings haben F. Rine¢LEB3 und C. FERRARI? das
Verfahren fiir den praktischen Gebrauch zuginglich gemacht. Die
nachfolgende Darstellung schlieBt sich an RINGLEB an.

! BusEMANN, A.: VoltakongreB, 8. 353.

2 TscHAPLIGIN, C. A.: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys. 21 (1904),
S. 1—121.

® RivcrLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20 (1940), S.185—198 und Dtsch.
Math. 5 (1940), 8. 377—384.

* FERRARI, C.: Aerotecn. 18 (1938), S.400—411.
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Bei der inkompressiblen Strémung folgt aus der komplexen Da
stellung des Potentials

(p_{_iw:é‘pg’cncn

mit § = we-** fiir v die Potenzentwicklung

p=w? 3 w" [a, cos (n + p) &+ b, sin (n+ p) 9] ]
L =0 (198
= 3w’ (a,cos v &+ b, sinvd) [

Y=19p '
mit = p-+n; der erste Exponent »=p >0 soll eine beliebige ganze ode
nicht ganze Zahl sein, der Punkt (=0 ist demzufolge regulir oder ei
Verzweigungspunkt.

Fiir die kompressible Stromung machen wir den zu Gl. (193) analoge:
Ansatz

w:i’Qv (w) (@, cos ¥& -+ b, sin v), (194
v=p

wobei die an Stelle der Potenzen w” tretenden Funktionen @, (w) au
Grund von Gl. (175) zu bestimmen sind:

Nach Einsetzen eines Einzelgliedes @, cos v& bzw. @, sin v$ 148t sicl
auf der linken Seite von Gl. (175) der Faktor cosv¢ bzw. sin v vor
ziehen und durch Nullsetzen des anderen, von ¢ freien Faktors ergib
sich fiir @, die gewohnliche Differentialgleichung

2 2
w? Q) + w(l +%) Q,——v? (1 ~%)e.=o,
die sich mit Beriicksichtigung von
= c;— k_—2“_1 w?

umformen 148t in

w?(l—Au?) Q) +w(l— Bw?) Q,— *(1—Cw?@Q,=0; (195
hierbei bedeuten die Striche Ableitungen nach w und zur Abkiirzung is
gesetzt
k+1

k—1 _k—3 k41
2 ¢y?

=T B=wee OF
mit der Schallgeschwindigkeit ¢, des ruhenden Gases.

Durch die Substitution

Qv = wvf p (w2)

geht GI. (195) in eine hypergeometrische Differentialgleichung fiir f,( w?
iiber, die von TSCHAPLIGIN an Stelle von Gl. (195) benutzt wird.

Nach der Theorie der linearen gewohnlichen Differentialgleichunger
hat Gl. (195) eine Losung von der Form :

Q= c,w” ¢y W’ Ty o’ T I (196
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Nach Einsetzen von Gl (196) in Gl. (195) liefert die Koeffizientenver-
gleichung

Cp1=Cg=0Cy5="""=0;
¢, bleibt beliebig und kann etwa durch ¢, =1 normiert werden, fiir die
anderen Koeffizienten kommt

1 v A@+2) (v +1) + By + 2)— 9

cv+2:~Ech’ Cy 4= (v + 42— 2 Cppo

gemif} der allgemeinen Rekursionsformel
A(v+2a)(v+i2o'——l) 4 By +20)— Crv?

Cyp2042="" """~ 6,_}?27,”15’)21‘1,2——“7 (Y

Die Reihe GI. (196) fiir @, konvergiert fiir alle w <wy,, d.h. im
ganzen Unter- und Uberschallbereich mit Ausschluff der Maximal-
geschwindigkeit. Da sich wegen der Linearitit von Gl. (175) die Teil-
losungen @, cos v bzw. @, sin v linear iiberlagern lassen, hat man fiir
die Linearkombination Gl. (194) schlieBlich folgenden Satz: '

Jede gleichmifBig konvergente Reihe Gl. (194), in der die Funk-
tionen @), selbst durch die gleichmaBig konvergenten Reihen GI. (196)
definiert sind, stellt die Stromfunktion i einer ebenen kompressiblern
Strémung dar. Das zugehorige Potential ¢ und die Ortskoordinaten z, y
ergeben sich aus Gl. (173) und (171) mittels Quadraturen.

Mit ¢, — oo geht die kompressible Stromung in eine inkompressible
und die Funktion @, (w) in w” iiber. Infolgedessen lassen sich die inkom-
pressiblen Strémungen folgendermaflen zu kompressiblen Stromungen
verallgemeinern:

Y+ 26°

Eine inkompressible Stromfunktion ¢¥ = 3 w”(a, cosv® -+ b, sinv 9)

v=p
liefert eine zugeordnete kompressible Stromfunktion ¢®, wenn man unter
Beibehaltung der Koeffizienten a,, b, die Potenzen w” durch die in
Gl. (196) definierten Funktionen @, (w) ersetzt. Vorausgesetzt ist hierbei,
. daB die so bestimmte Potenzreihe Gl. (194) fiir y* gleichmiBig kon-
vergiert.
Wihrend die Potenzentwicklungen von RaYLEIGH und JANZEN (vgl.
S. 88) nur auf reine Unterschallstrémungen fiithrten, kann man mit den
hier besprochenen Potenzentwicklungen auch Strémungen mit Durch-
gang durch die kritische Geschwindigkeit erfassen.

Beispiel: Doppelquelle?.
Die inkompressible Doppelquelle ist bekanntlich durch das komplexe
Potential

F(z) = ¢V L1 w(i) —

@ | —

! RiNeLEB, F.: Z. angew. Math. Mech. 20 (1940).
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gegeben, das sich mit Hilfe der komplexen Geschwindigkeit

. dF 1
—td
we T diz T 22
umformen 1Bt in
i
P 4590 = g ~ T THD

Fiir die Stromfunktion der inkompressiblen Doppelquelle folgt hieraus
P = —w* cos%.

Die entsprechende kompressible Stromung, die wir kurz als kompres.
sible Doppelquelle bezeichnen wollen, ist nach der vorhergehenden Vor.
schrift durch die Stromfunktion -

; §
PP = — @y, cos -

gekennzeichnet. Hierbei hat man nach Gl.( 196):mit v= 15 bei Beschrin
kung auf die drei ersten Glieder

) 1 /w\2 wt
~ k|l — = had
Qyz w [1 3 (00) -+ 0,00969 (%) },

woraus sich nach (Gl 171) die Ortskoordinaten in der Parameter
darstellung

r= 4~ Q°[ (Qyz+2Quy;> + (Q:/z Q%)sm?’—;—al,
y= “*l—-g-o-[ (Qyz +Q%) cos g + —z— (Qyz —-ﬁ/) cos 3-;}
ergeben.
Ebenso wie die kompressible Quelle und der kompressible Wirbel (vgl
S. 15) existiert auch die Doppelquelle nur auBerhalb einer Grenzlinie, i1
deren Inneres eine adiabatische Fortsetzung nicht méglich ist.

§ 18. Charakteristikenverfahren von PrRANDTL und
Busemany fiir ebene Uberschallstromungen.

1. Reziproke Beziehung zwischen Macuschem Netz und Hauptnetz
Die linearisierte Theorie der ebenen Uberschallstrémung (vgl. § 8) fiihr
auf anschauliche Weise zur strengen Theorie, wenn man die Stromun;
nicht im ganzen Bereich mit einer konstanten Grundstromung lineari
siert, sondern firr die Umgebung jedes Punktes eine ,,berithrende‘, vo!
Ort zu Ort verdnderliche linearisierte Stromung benutzt. An Stelle de
konstanten Grundgeschwindigkeitsvektors o, der konstanten Schall
geschwindigkeit ¢ und des konstanten Macuschen Winkels « treten dam
die ortlich verdnderlichen Werte w, ¢, « und an Stelle des geradlinige
Macuschen Parallelogramm-Netzes ergibt sich das bereits S. 97 bespro
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chene, im allgemeinen krummlinige Macusche Kurvennetz. Es liegt im
Gegensatz zur linearisierten Theorie nicht von vornherein fest, sondern
kann erst nach Ermittiung der ortlichen Stromungsgeschwindigkeit
bestimmt werden.

Ebenso wie in der linearisierten Theorie (vgl. S.39) sind auch hier
die MacHschen Linien ,,St6rungslinien®, langs denen sich kleine Stérungen
fortpflanzen (vgl. hierzu auch S. 114). Das EinfluBgebiet einer Storung
wird wieder von den beiden vom Stérungsort stromabwirts laufenden
Macaschen Linien begrenzt, die jetzt aber im allgemeinen nicht mehr
wie in Abb. 22 geradlinig, sondern gekriimmt sind.

Bei Festhaltung an der Forderung einer punktweise umkehrbar ein-
deutigen Zuordnung zwischen Stréomungsfeld (z, y-Ebene) und Geschwin-
digkeitsbild (%, v-Ebene) entsprechen nach S. 97 den MacHschen Kurven
bzw. dem Macaschen o
Netz die Hauptkur- J T
ven bzw. das Haupt- ‘ ~—
netz des Geschwin- /
digkeitsbildes.  Die
linearisierte Theorie
(vgl. 8. 36, Abb. 18),
jeweils auf die Um-
gebung eines Punktes
des Strb’mungsfeldes Abb. 70. Abbildung der MAcHschen Kurven auf die Hauptkurven.
angewandt, liefert unmittelbar folgenden Satz (Abb. 70):

Der Geschwindigkeitsvektor w &ndert sich lings einer MacHschen
Kurve der einen Schar senkrecht zu den Macuschen Kurven der anderen
Schar. Die Tangenten der zugeordneten Hauptkurve des Geschwindig-

Abb. 71. Reziproke Bezichung zwischen dem MACHschen Netz und Hauptnetz.

keitsbildes stehen also senkrecht zu den Tangenten der MacHschen
Kurven der anderen Schar.

Hieraus ergibt sich tiir das Macusche Netz und das Hauptnetz eine
reziproke Beziehung (Abb. 71), die auch sonst bei Fragen der Differential-
geometrie und der Mechanik eine Rolle spielt:

Jeder Tangente des einen Netzes entspricht eine senkrechte Tangente
des anderen Netzes. Die ,Lingstangenten* einer Kurve des einen Netzes
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stehen senkrecht zu den ,,Quertangenten‘‘ der zugehorigen Kurve des
anderen Netzes.

Wegen des Senkrechtstehens zu den Macuschen Richtungen kann
man die Richtungen der Hauptkurven beiZugrundelegung der Adiabaten-
gleichung (8) der vollkommenen Gase mittels der Adiabatenellipse nach
S. 36 konstruieren. Bei Einstellung der Adiabatenellipse auf einen
Punkt P’ des Uberschall-Ringbereichs ist die kleine Ellipsenachse jeweils
paralle]l zur Tangente einer der beiden durch P’ hindurchgehenden Haupt-
kurven. Die Hauptkurven sind demnach identisch mit den auf S.58
ermittelten Bildkurven der Stromlinien bei der Umstrémung einer kon-
vexen Ecke, womit folgender Satz bewiesen ist (vgl. auch Gl. (182) auf
S. 99):

Im Falle der vollkommenen Gase sind die Hauptkurven kongruente
Epizykloiden, welche den Kreis w= wp,, beriihren und auf dem Kreis
w=c* Riickkehrpunkte haben.

Man beachte, da das Hauptnetz ein fiir allemal fest vorliegt, wihrend
das Macusche Netz erst nach Vorgabe von Randbedingungen bestimmt
ist (vgl. S.115).

2. Haupttangentenkurven, des Druckbergs. Die Hauptkurven des Ge-
schwindigkeitsbildes stehen in einer auch fiir beliebige Adiabatenglei-
chungen (5) giiltigen einfachen differentialgeometrischen Beziehung zum
,,sattelférmigen* Teil des Druckbergs (vgl. Abb. 3) iiber dem Uberschall-
Ringgebiet.

In jedem Punkt einer ,,sattelformigen‘‘ Fliche gibt es zwei die Fliche
durchsetzende sog. Haupttangenten. Sie sind identisch mit den Wende-
tangenten der Kurven, die aus der gegebenen Fliche durch Ebenen aus-
geschnitten werden. Die Haupttangenten erzeugen auf der Fliche ein
zweifaches Richtungsfeld, dessen Integralkurven in der Differential-
geometrie unter der Bezeichnung als Haupttangentenkurven eine wichtige
Rolle spielen.

Wir betrachten nun einen Punkt P’ einer Hauptkurve (vgl. Abb. 37
rechts) und legen die u-Achse senkrecht zur Tangente ¢’ von P’. Die
u-Achse bildet dann mit dem Radiusvektor 1o den MacHschen Winkel «
und als Ordinate von P’ hat man daher » = wsin &« = ¢. Die Lotebene
% = const iiber der Tangente ¢ schneidet den Druckberg gemil3 Gl. (4*)

nach der Kurve
»

=— ’d?p—f— const,

(S

woraus analog zu GI. (23) und (24) durch zweimaliges Differenzieren

d2p 22
= —e1-5)

folgt. Die Bediﬁgung v=c des Berithrungspunktes P’ ist also gleich-
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a2 .
bedeutend mit der Wendepunktbedingung Zﬁ?; = 0 der Schnittkurve

p=p(») und auf Grund der vorangestellten Definition der Haupttan-
gentenkurven hat man den Satz:

Abb. 72. Charakteristikendiagramm fiir Luft (¢ = 1,405) (nach PRANDTL und BUSEMANN).

Die Haupttangentenkurven des sattelformigen Teiles des Druckbergs
haben die Hauptkurven im Uberschall-Ringgebiet der Geschwindigkeits-
ebene zum Grundrif.

3. Charakteristikendiagramm. Zur Darstellung des Hauptnetzes dient
das sog. Charakteristikendiagramm?! (Abb. 72). Es besteht bei vollkom-
menen Gasen aus kongruenten und gespiegelten Epizykloidenbdgen des

lri;;t;ND;‘L, L. und A. BusemaNN: Stopora-Festschrift, Ziirich 1929, S.499.



112 Nichtlinearisierte Stromung fiir allgemeine Randbedingungen.

Uberschall-Ringgebiets, die durch, Drehung um Vielfache eines feste
Winkels (z. B. £e=2°? in Abb. 72) auseinander hervorgehen und gegen
laufig beziffert sind. Die gezeichneten Epizykloiden erzeugen ein krumm
liniges Vierecksnetz mit konzentrischen Kreisen und Radien als Dia
gonalen. Den Kreisen sind konstante Ziffernsummen s der Epizy
kloiden und den Radien konstante Zifferndifferenzen d zugeordnet.

Da lings der Kreise jeweils der Geschwindigkeitsbhetrag w und de
Druck p, lings der Radien dagegen die Geschwindigkeitsrichtung kon
stant ist, lassen sich die Geschwindigkeitsbetrdge und Drucke nach
und die Richtungswinkel & des Geschwindigkeitsvektors nach d eicher

Wenn die Ziffern der Epizykloiden wie in Abb. 72 nach Drehwinkel
von 29 fortschreiten und fiir w=c¢* die Ziffernsumme s=1000 gewih!
wird, bestehen lings der Epizykloide 600 zwischen Ziffernsumme
Zifferndifferenz d und dem Ablenkungswinkel # in Graden (vgl. S.5
Zahlentafel 2) die Beziehungen

d=9+200, 5=1000—3, spp=1000—Fp,y.

Diese Ziffernsummen s sind in der ersten Spalte der Zahlentafel 2 eir
getragen. -
DasCharakteristikendiagramm bildet zusammen mit dem StoBpolarer
diagramm (Abb. 50) das wesentliche Hilfsmittel fiir die im folgende
hergeleitete Naherungskonstruktion ebener Uberschallstrémungen be
vorgegebenen Randbedingungen. Da nach 8. 71 (vgl. Abb. 48) die Stof

polare im Doppelpunkt den Radiusvektor unter dem Winkel g —

schneidet, beriihren sich dort die StoBpolare und die Hauptkurve. Ma
kann sogar noch weitergehend zeigen, daB auch in den Kriimmunge
Ubereinstimmung besteht. Hieraus folgt das praktisch wichtige Ergebni
daB der Ersatz der fiir unstetige Zustandsinderungen geltenden Stof
polaren durch die beriihrenden, stetige Zustandsinderungen liefernde
Kurven des Charakteristikendiagramms in weiten Grenzen mit ausre
chender Anndherung zuléssig ist.

Bei der Herstellung des Charakteristikendiagramms kann man d
Epizykloiden entweder als Rollkurven konstruieren (vgl. S.60) od
punktweise aus Zahlentafel 2 (vgl. S. 57) ermitteln, indem man zusan
mengehérige Wertepaare der Polarkoordinaten M* und ¢ auftragt.

4. Zusammenhang mit der Charakteristikentheorie der hyperbolische
Differentialgleichungen. Die gewonnenen Ergebnisse sollen jetzt in Zt
sammenhang gebracht werden mit der Charakteristikentheorie der hype
bolischen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (vgl. S. 44

a) Ebenso wie bei den Jinearen unterscheiden wir auch bei den nich
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung durc
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ac—b2Z0 den elliptischen und hyperbolischen Fall. Hierbei ist die
Differentialgleichung in der Form
2¢  o2g % o¢g 0O¢ e
F(ﬂé’ 87/2 dx oy’ oa’ 9y’ ¢ @ y) =0
vorausgesetzt und a, b, ¢ durch
oF . oF oF

= e 20T ey 0T g
(5] owgy) 2[5
definiert. Dann ist auch die strenge, nichtlineare Potentialgleichung (44)
der ebenen Stromung im Unterschallbereich elliptisch und im Uberschall-
bereich hyperbolisch wegen
P2 n PoPy\? w?
1B Sz
b) Wenn wir auch die Definition der Charakteristiken auf nichtlineare
Differentialgleichungen tibertragen, hat man im Uberschallbereich wieder
reelle Charakteristiken, die gema8 Gl. (95) durch

W =D)agpr (1 -D)aee 2" awiy =0 nom

gegeben sind.

Dabei zeigt sich aber ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der
linearisierten Theorie: Wahrend die Koeffizienten der Charakteristiken-
gleichung bei Gl. (95) bekannte Ortsfunktionen bzw. bei Gl. (95%) sogar
Konstante sind, hingen sie bei GIl. (197) nicht nur von den Ortskoor-
dinaten z, y, sondern auch von dem gesuchten Potential ab. Die Cha-
rakteristiken lassen sich daher in der strengen Theorie nicht von vorn-
herein, sondern erst nach Ermittlung des Potentials aus den vorgeschrie-
benen Randbedingungen angeben.

Die Charakteristiken, Gl. (197), sind identisch mit den Macuschen
Kurven. Dies folgt unmittelbar aus dem entsprechenden Satz der lineari-
sierten Theorie, wenn man nach S.108 die von Punkt zu Punkt verinder-
liche ,,beriihrende* linearisierte Stromung betrachtet.

Die Charakteristiken der Stromfunktionsgleichung (47) sind durch

[1——<~> wJde +‘1— ) VY dx~~2< ) Yoy dxdy=0

gegeben und infolge von Gl. (45) mit den Charakteristiken, GL.(197), der
Potentialgleichung (44) identisch.

Die durch Anwendung der MOLENBROEK-Transformation bzw.
LEGENDRE-Transformation gewonnenen Differentialgleichungen (174),
(175) bzw. (179), (181) des Potentials und der Stromfunktion liefern alle
dieselben Charakteristikengleichung

(12 )(lﬁ' (1~~——)du2 2% dude=0 (198)

Sauer, Gasdynamik. - 8
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in kartesischen Geschwindigkeitskoordinaten u, v bzw.
. w2 B .
(zz' — 1) dw?— w2d 92 =0 (198*

in polaren Geschwindigkeitskoordinaten w, .
Durch Vergleich von Gl. (198*) mit (182) erkennt man, da8 die durel

Gl. (198) bzw. (198*) definierten Charakteristiken identisch sind mit de;
Hauptkurven des Geschwindigkeitsbildes, denen im Strémungsfeld di
Macaschen Kurven entsprechen. Dasselbe folgt auch unmittelbar au
der Reziprozititsbeziehung des Macuschen Netzes und des Hauptnetze
(vgl. S. 109), da die Bedingung

dv dz

du™ " dy
fir das Senkrechtstehen reziproker Linienelemente sofort GI. (197) it
(198) transformiert.

c) Ewistenzsatz. Da die transformierten Differentialgleichungen (174)
(175) fir g,y bzw. (179), (181) fir @,¥ linear sind, 148t sich auf sie de:
Existenzsatz c) von S. 45 (vgl. Abb. 26) anwenden. Hiernach ist, wem
wir etwa von Gl. (174) ausgehen, das Potential ¢ (w,?9) in einem Vierecl
des Hauptnetzes des Geschwindigkeitsbildes bestimmt, falls ¢ samt der
ersten Ableitungen lings einer Diagonalkurve %' dieses Vierecks vor
gegeben wird. Mit Hilfe von Gl. (173) und (171) laBt sich hierau
z=2x (w,?), y=y(w,¥) in dem zugeordneten MacHschen Viereck de:
Strémungsfeldes durch Quadraturen finden. Wir setzen hierbei voraus
daB das Macusche Viereck nicht von der Grenzlinie (vgl. S. 97) durch
setzt wird.

Der Diagonalkurve &’ des Hauptnetzvierecks entspricht eine Diagonal
kurve k des zugeordneten MacHschen Vierecks. Wenn die Geschwindig.
keitsverteilung lings & vorgegeben wird, ist dadurch auch die Kurve &
sowie bis auf eine unwesentliche additive Konstante das Potential langs %
als Funktion von w,?¥ samt den ersten Ableitungen bekannt. Der Exi.
stenzsatz liefert somit folgendes der linearisierten Theorie analoge
Ergebnis:

Wenn lidngs eines nicht mit einer MAcHschen Linie zusammenfallender
Kurvenstiicks 4 B die Geschwindigkeitsvektoren v vorgegeben sind,
dann ist v in dem ganzen, im allgemeinen krummlinigen MacHschen
Viereck iiber der Diagonale A B festgelegt, vorausgesetzt dafl das Viereck
nicht von der Grenzlinie der adiabatischen Uberschallstrémung durch-
schnitten wird.

Auf S. 116 werden wir den Existenzsatz noch durch eine Néherungs-
konstruktion anschaulich-geometrisch plausibel machen.

d) Aus dem Existenzsatz folgt ebenso wie S. 46 der strenge Nachweis
tiir die Fortpflanzung kleiner Storungen langs der MacHschen Linien.
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5. Niherungskonstruktion ebener Stromungsfelder zu vorgegebenen
Anfangsbedingungen. Der Grundgedanke der Konstruktion ist folgender:
Das Hauptnetz des Geschwindigkeitsbildes liegt ein fiir allemal fest. Das
zugeordnete MacHsche Netz des Stromungsfeldes wird auf Grund der
S. 109 erlduterten reziproken Beziehung, ausgehend von den gegebenen
Anfangsbedingungen, konstruiert. Durch das MacHsche Netz ist dann

der ortliche Geschwindig- \%
T
L

keitsvektor und somit die
gesuchte Stréomung voll-
standig bestimmt.

Fir die Durchfithrung h '
der Konstruktion ersetzen Z’,J,,_,.L——J
wir das MacHsche Netz und
das zugeordnete Hauptnetz
durch Streckenzugnetze mit
folgender reziproker Beziehung (Abb. 73):

Jedem Streckenzag des einen Netzes entspricht eine zu ihm strecken-
weise senkrechte Querseitenfolge des anderen Netzes und jedem Viereck
ein zu ihm seitenweise senkrechtes Vierkreuz. Durch Drehung des einen
der beiden Netze um 90° entsteht die bekannte reziproke Beziehung der

Abb. 73. Reziproke Streckenzugnetze,

Abb. 74. Konstruktion reziproker Netze aus gegebenen Anfangsbedingungen.

graphischen Statik zwischen Kréifteplan und Lageplan eines ebenen
Fachwerks.

Wie auf S. 114 soll nun als Anfangsbedingung die Verteilung der Ge-
schwindigkeit lings einer von einer MacHschen Linie verschiedenen
Kurve AB des Stromungsfeldes vorgegeben sein. Die nach dem Existenz-
satz im MAcHschen Viereck iiber der Diagonale 4 B festgelegte Stromung
kann dann durch folgende Néaherungskonstruktion ermittelt werden
{Abb. 74):

a) Die Kurve 4 B wird durch einen Streckenzug und die kontinuier-
liche Geschwindigkeitsverteilung ldngs A B durch eine diskontinuierliche,
streckenweise konstante Verteilung ersetzt, d.h. jeder Strecke des
Streckenzags.4 Bwird ein gewisser Geschwindigkeitsvektor v zugeordnet.

8%
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b) Die langs des Streckenzugs 4 B vorgegebenen Vektoren rv werden
ins Geschwindigkeitsbild tibertragen, wodurch sich ein Streckenzug A’ B’
ergibt (Punkte 1—4 in Abb. 74).

¢) Die von den Punkten des Streckenzugs 4’ B’ des Geschwindigkeits.
bildes ausgehenden Hauptkurven (Epizykloiden) bilden ein krummliniges
Vierecksnetz iiber dem Streckenzug A’B’ als Diagonale und mit den
Schnittpunkten der Epizykloiden als Knotenpunkten (Punkte 1-—10 in
Abb. 74).

d) Das von Epizykloidenbogen erzeugte krummlinige Vierecksnets
wird durch das Streckenzugnetz der Sehnen ersetzt.

e) Zu dem in d) genannten Sehnennetz 148t sich in eindeutiger Weise
itber dem vorgegebenen Streckenzug 4 B des Stromungsfeldes als Dia.
gonale schrittweise Masche fiir Masche ein senkrechtes reziprokes Strek.
kenzugnetz konstruieren (Maschen 1—10 in Abb. 74).

Die so konstruierten, im Sinne von Abb. 73 reziproken Streckenzug:
netze stellen als Ersatz des Macmschen Netzes und Hauptnetzes die
gesuchte Stromung niherungsweise dar. Jeder Masche des MacHscher
Streckenzugnetzes ist ein Knotenpunkt des reziproken Netzes des Ge
schwindigkeitsbildes und demgemif ein konstanter Geschwindigkeits
vektor v zugeordnet. Der Grenziibergang mit kleiner und kleiner wer
denden Maschenseiten fithrt zu einer anschaulich-geometrischen Er
lduterung des auf S. 114 bewiesenen Existenzsatzes.

Die Naherungskonstruktion 148t sich sinngemé 8 auch an andere Rand
bedingungen anschlieen, wie die Beispiele aufS.117—121 zeigen werden

Wichtig fir die praktische Durchfithrung ist folgende Schematisie
rung der Konstruktion:

Um das Hauptnetz im Geschwindigkeitsbild nicht jedesmal nen
zeichnen zu miissen, benutzt man das ein firr allemal vorliegende Cha
rakteristikendiagramm (vgl. Abb. 72), indem man den MaBstab durcl
Wahl von c¢* als Einheit, d. h. durch Messung der Geschwindigkeite:
in M*, normiert und die Randbedingungen in Anpassung an die Maschen
weite des Charakteristikendiagramms approximiert:

a), b), ¢) Die Randwerte 1w werden durch die Radienvektoren de
nachstgelegenen Knotenpunkte im Charakteristikendiagramm ersetz
Es treten dann auch im ganzen weiteren Konstruktionsgang nur Knoten
punkte und Epizykloiden auf, die im Charakteristikendiagramm ge
zeichnet vorliegen. '

d), e) Bei der Konstruktion des reziproken Netzes im Stromungsfel
kann man, statt Lote zu den kurzen Epizykloidensehnen zu errichter
zur Erzielung einer grofleren Genauigkeit die Adiabatenellipse benutze

(vgl. 8. 110): BeiEinstellung auf den Mittelpunkt einer Maschenseite de
Charakteristikendiagramms ist die kleine Ellipsenachse angenidhert pe
rallel zu dieser Seite und die reziprok entsprechende Strecke des Mact
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schen Streckenzugnetzes kann daher parallel zur grofien Ellipsenachse
angenommen werden.

Die Ubersicht wird erleichtert, wenn man die Maschen des MACH-
schen Streckenzugnetzes mit den beiden Ziffern der im zugeordneten
Punkt des Charakteristikendiagramms sich schneidenden Epizykloiden
versieht (Abb. 75). Nachbarmaschen, welche Nachbarknotenpunkten
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Abb. 75. Beziiferung der Netzmaschen.

des Charakteristikendiagramms entsprechen, haben dann eine der beiden
Ziffern gemeinsam. Wenn in Stromungsrichtung die gemeinsame Ziffer
wichst (bzw. fillt), handelt es sich um eine Verdichtungslinie (bzw. Ver-
diinnungslinie). Die Verdichtungslinien sollen wie frither durchgezogen,
die Verdiinnungslinien gestrichelt werden.

6. Beispiele. a) Stromung lings einer festen Wand. Die in § 10 durch
Grenziibergang aus der linearisierten Theorie entwickelte Uberschall-
stromung an einer Ecke 148t sich auf eine einseitig durch eine beliebige
krummlinige Wand begrenzte Uberschallstrémung verallgemeinern. Die

irgo” -7 s
Z 390

5

Abb. 76. Uberschallstromung lings einer festen Wand.

Macnschen Linien bleiben dabei geradlinig, gehen aber nicht mehr von
dem festen Eckpunkt £ (vgl. Abb. 34), sondern jeweils von den verinder-
lichen Punkten der Wand aus (Abb. 76). Sie divergieren bei Verdiinnung
und konvergieren bei Verdichtung. Im Gegensatz zur Umstrémung der
Ecke sind hier auch stetige Verdichtungen méglich, ndmlich in der Um-
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gebung der Wand bis an die von den Verdichtungslinien umhiillte
Grenzlinie.

Die Stromlinien sind ,,Parallelkurven‘ beziiglich der MacHschen
Linien, jedoch nicht mehr dhnliche Kurven wie bei der Eckenumstromung
(vgl. Abb. 34) oder parallele kongruente Kurven wie bei der linearisierten
Néiherung (vgl. Abb. 24 und Abb. 15 rechts). Sie haben alle dieselbe
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Abb. 77. Reflexion einer MACHschen Linie an einer Wand.

Epizykloide als gemeinsames Geschwindigkeitsbild. In diese Epizykloide
entartet das sonst flichenhafte Hauptnetz und das auf S.115 entwickelte
allgemeine Naherungsverfahren spezialisiert sich geméd Abb. 76; bei
Einschrumpfen der Wand auf einem festen Eckpunkt E ergibt sich im
wesentlichen die auf S. 61 beschriebene Konstruktion. Die zweite Schar
der MacHschen Linien geht weder bei der Wand- noch bei der Ecken-
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ADbb. 78. Ebene Uberschall- Quellstromung zwischen zwei Wanden.

stromung in die Konstruktion ein, da der Geschwindigkeitsvektor lings
der Macuschen Linien der ersten Schar konstant ist.

b) Stromung zwischen zwei festen Winden. Wir wenden uns jetzt
zur strengen zweidimensionalen Behandlung der ebenen Uberschall-
strémung durch Diisen und ergénzen dadurch die vorlaufigen eindimen-
sionalen Betrachtungen von S. 12 und 13.
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Als Randbedingungen haben wir die als bekannt angenommene Ge-
schwindigkeitsverteilung lings eines Anfangsquerschnitts und die Rich-
tungen der Geschwindigkeit lings der Disenwinde, die durch die im
Charakteristikendiagramm vorkommenden néchstgelegenen diskreten
Richtungen angenidhert werden.

Eine Macasche Linie, die eine gerade Stelle der Wand trifft, wird so
reflektiert, daB der Geschwindigkeitsvektor v nach Uberschreiten der
reflektierten MacHschen Linie wieder mit der Wandrichtung iiberein-
stimmt (Abb. 77). Die Zifferndifferenz d bleibt hierbei konstant. Wie
man sich mit Hilfe von Abb.77 klarmachen kann, wird eine Verdichtungs-
linie wieder als Verdichtungslinie und eine Verdiinnungslinie als Ver-
diinnungslinie reflektiert.

Abb. 79. Riaumliche Uberschall-Quellstrémung in einem konischen Rohr.

Abb. 78 zeigt eine nach der Niherungskonstruktion von S.115 er-
mittelte Quellstrémung zwischen geradlinigen divergierenden Wénden.
Da die Quellstromung streng berechnet werden kann (vgl. S. 15), eignet
sich dieses Beispiel zur Feststellung der sehr hohen Genauigkeit des
Niherungsverfahrens. In Abb. 79 ist vergleichsweise die nach S.15
berechnete rdumliche Quellstromung in einem divergierenden konischen
Rohr dargestellt; die Geschwindigkeitszunahme erfolgt hier naturgemif
erheblich schneller als im ebenen Fall. Mit Hilfe der am Rand ange-
gebenen Druckzahlen kann man die Geschwindigkeitszunahme in beiden
Diisen vergleichen.

¢) Erginzung einer Dise auf paralleles Ausstromen. Wenn eine
Maocnsche Linie die Wand nicht an einer glatten Stelle, sondern an einem
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Knick trifft, wird sie wieder nach Abb. 77 so reflektiert, dafl der Ge
schwindigkeitsvektor 1 nach Uberschreiten der reflektierten Linie paralle
zur Wand ist. Falls nun im besonderen der Knick so bemessen ist
daB 1 schon nach Uberschreiten der einfallenden Macuschen Linie di
Wandrichtung annimmt, wird der reflektierte Strahl ausgel6scht. Durel

Abb. 80. Erginzung einer ebenen Diise auf paralleles Ausstromen.

wiederholtes Anbringen derartiger Knicke kann man nacheinander all
Macuschen Linien beseitigen und erhélt dadurch eine auf paralleles Aus
strémen korrigierte Diise. ’

Ein Beispiel ist in Abb. 80 dargestellt; als Ausgangsstrémung wurd
hierbei die ebene Uberschall- Quellstromung von Abb. 78 zugrunde gelegt

Das. Verfahren wird gewdhnlich in der Weise angewandt, daB mai
aus einer Schlierenaufnahme der zu korrigierenden Diise die Verdiinnungs
linien empirisch entnimmt und hierauf entweder, wie oben angegeben
die Konstruktion rein zeichnerisch durchfiihrt oder an Stelle der schritt
weisen zeichnerischen Richtungsbestimmungen der korrigierten Wanc
die Zahlentafel 2 fiir den Zusammenhang zwischen dem MacHscher
Winkel &« und dem Stromlinienwinkel ¢ benutzt.

d) Ausstromen gegen Unterdruck. An Stelle der Stromung zwischer
festen Winden soll jetzt die Stréomung im freien Strahl untersuch
werden. Wir setzen hierbei voraus, daBl der AuBendruck kleiner ist al
der Druck des ausstrémenden Gases; iiber den komplizierteren Fall de:
Ausstromens gegen Uberdruck, wobei VerdichtungsstéBe an der Diisen
miindung auftreten, vgl. S. 127, Beispiel c.

Als Randbedingungen haben wir die als bekannt vorausgesetzte Ge
schwindigkeitsverteilung im Ausgangsquerschnitt und den durch dex
AuBendruck bestimmten konstanten Geschwindigkeitsbetrag an de
freien Oberfliche; er wird durch den im Charakteristikendiagramn
pichstgelegenen Kreis s =const angenihert.

Eine Maocmusche Linie, die eine freie Strahlgrenze trifft, wird s
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reflektiert, dafl der Geschwindigkeitsvektor w nach Uberschreiten der
reflektierten MacHschen Linie wieder den urspriinglichen absoluten Be-
trag erhilt (Abb. 81). Die Ziffernsumme s bleibt hierbei konstant. Wie

$=970
-
< 5w
- - 80
%% oW 390
e

ALb.81. Reflexion ciner MacHschen Linie an einer freien Strahlgrenze.

man sich aus Abb. 81 klarmachen kann, wird eine Verdiinnungslinie als
Verdichtungslinie reflektiert und umgekehrt.

Abb. 82 zeigt eine nach S. 115 konstruierte Ausstrémung eines Parallel-
strahls gegen Unterdruck. Von den Ecken der Miindung gehen so viele
Verdiimnungslinien aus, wie der Ubergang zu dem vorgegebenen Unter-

Abb.82. Austritt cines Parallelstrahls aus einer cbenen Diise gegen Unterdruck
(nach A. BUSEMANN).

druck an der freien Oberfliche erfordert. Das Stromungsbild wiederholt
sich periodisch.

Bei hinreichend starkem Unterdruck iiberschneiden sich die an der
Strahlgrenze reflektierten MacHschen Linien vor dem Erreichen der
Symmetrieachse und erzeugen dadurch eine Grenzlinie der adiabatischen
Stromung (vgl. 8. 97); infolgedessen treten in diesem Falle Verdichtungs-
stoBe auf.

§19. Ebene Uberschallstromungen mit VerdichtungsstoBen.

1. Erginzung des Charakteristikenverfahrens durch Hinzunahme des
StoBpolarendiagramms. Die Untersuchungen in § 18 bezogen sich aus-
schlieBlich auf stetige adiabatische Zustandséinderungen; sie sollen hier
auf Stromungen mit VerdichtungsstéBen verallgemeinert werden, wie sie
bei Ablenkungen an konkaven Ecken sowie in der Umgebung der Grenz-
linien der adiabatischen Strémung entstehen).
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Waihrend bei dem in § 11 betrachteten einfachsten Fall die unstetige
Verdichtung lings einer geradlinigen StoBlinie mit konstantem Sprung
der Geschwindigkeit, Dichte, Entropie usw. eintritt, hat man im allge-
meinen Fall mit einer gekriimmten StoBlinie zu rechnen. Fir jedes
Linienelement dieser StoBlinie sind dann die in §§ 11—13 entwickelten
StoBgesetze anzuwenden, wobei sich Stof- und Ablenkungswinkel und
demzufolge auch der Geschwindigkeits-, Dichte-, Entropiesprung usw.
von Ort zu Ort 4ndern. Hieraus wird sich die Tatsache ergeben, daB
eine Potentialstrémung an einer gekriimmten StofBlinie notwendig in eine
nicht mehr wirbelfreie Strémung iibergeht (vgl. S.125); praktisch werden
wir allerdings in vielen Fillen die Stromung auch hinter der Stoflinie
mit ausreichender Genauigkeit als Potentialstromung behandeln kénnen.

Um dem Charakteristikenverfahren von PRANDTL und BUSEMANN
(vgl. § 18) Uberschallstrémungen mit VerdichtungsstéBen zugénglich zu
machen, mufl zum Charakteristikendiagramm das im gleichen Geschwin-

digkeitsmaBstab gezeichnete  Stof3-
polarendiagramm (vgl. S.72 und 77)
_ 4 hinzugenommen werden:
"™  Das StoBpolarendiagramm liefert
(Abb. 83) entweder

w, 9,2 zu vorgegebenen 1w, ¢
Po

. oder
Abb. 83. Erlduterung zur Anwendung des ~

StoBpolarendiagramms. ﬁ) .0, _@ - vorgegebenen W, 9.
Do

Aus dem Charakteristikendiagramm erhilt man zum Endpunkt Pvon tv
die Ziffernsumme §, zu der man aus Zahlentafel 2 (vgl. S. 57) das Druck-
verhiltnis /P, entnimmt. Um den Druck 7 hinter dem StoB durch den
Ruhedruck p, vor dem Sto8 auszudriicken, bildet man

P_DP. b
Po Po  Po

wobei sich das Ruhedruckverhéltnis 7/p, mit Hilfe der im StoBpolaren.
diagramm gestrichelten Linien ergibt.
In einem verhéltnisméBig groBen Gebiet des Stofpolarendiagramms

kann mit ausreichender Genauigkeit 22 —1 gesetzt werden (vgl. S. 78);
D

0
nach Gl. (145) hat man dann keine merkliche Entropiezunahme.
also praktisch eine adiabatische Zustandséinderung. Auflerdem sei daran
erinnert, daB wegen der Ubereinstimmung in Tangente und Kriimmung
(vgl. S. 112) die StoBpolaren bei schwachen Sté8en durch die Kurven des
Charakteristikendiagramms ersetzt werden kénnen.
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2. Zusammentreffen von Stof-
linjen und Macuschen Linien. Die
Anwendung des durch Hinzunahme
des StoBpolarendiagramms ergénz-
ten Charakteristikenverfahrens be-
ruht auf der Losung der im folgen-
den zusammengestellten Grund-
aufgaben fiir die Reflexion, das
Durchkreuzen und Einholen von
StoBlinien (Abb. 84).

In Abb. 84 ist jeweils oben das
Strémungsfeld und darunter das
Geschwindigkeitsbild dargestellt.
Die StoBlinien und zugeordneten
StoBpolaren sind stark ausgezogen,
die Macuschen Verdiinnungslinien
und die entsprechenden Haupt-
kurven diinn gestrichelt, die
,,Wirbelschichten*, an denen Stro-
mungen mit verschiedenem Ge-
schwindigkeitsbetrag aneinander
vorbeigleiten, durch Doppellinien
angedeutet.

Wir behandeln nun die einzel-
nen Grundaufgaben?:

a) Reflexion einer Stofilinie an
etner Wand. Gegeben sind mit der
einfallenden Stoflinie die Stro-
mungen 1, 2, denen im Geschwin-
digkeitbild die gleichbezifferten
Punkte 1, 2 entsprechen; Punkt 2
liegt auf der StoBpolaren des Punk-
tes 1. Vom Punkt 2 aus geht man
auf der Stofipolaren dieses Punktes
weiter bis zum Schnittpunkt 3 mit
dem Strahl O1; durch 3 ist der re-
flektierte Verdichtungsstol fest-
gelegt.

Wenn die gegebene StoBlinie
zu steil einfillt, existiert kein re-
eller Schnittpunkt 3, die verlangte

1 Vgl. PREISWERK, I.: Diss. Techn.
Hochsch. Zirich 1938.

84. Reflexion. Durchkreunzen und Einholen von StoBlinien.

Abb.
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Grenzbedingung ist dann nicht erfiillbar. Bei schwachen Verdichtungs-
stofen kann man die StoBpolaren durch Hauptkurven ersetzen und
Abb. 84a spezialisiert sich zu Abb. 77

b) Reflexion einer Stofilirie an einer freien Strahlgrenze. Gegeben sind
wie bei a) die Stromungen bzw. Punkte 1, 2. Der einfallende Verdich-
tungsstoB wird als stetige Verdiinnung reflektiert, der im Geschwindig-
keitsbild die vom Punkt 2 ausgehende Hauptkurve entspricht. Der
Endpunkt 3 liegt auf dem Kreis, dessen Radius O3=w durch den vor-
gegebenen AuBendruck bestimmt ist.

Bei schwachen VerdichtungsstoBen spezmhswrt s1ch Abb. 84b zu
Abb. 81.

¢) Durchkreuzen zweier Stoflinien. Gegeben sind mit den beiden
ankommenden Stoflinien die Strémungen 1, 2, 3 und die entsprechenden
gleichbezifferten Punkte im Geschwindigkeitsbild; die Punkte 2 und 3
liegen auf der StoBpolaren des Punktes 1. Die Konstruktion erfolgt
mittels der vom Punkt 2 bzw. 3 ausgehenden StoBpolaren 24 bzw. 35.
Die Endpunkte 4, 5 miissen auf demselben Strahl durch O liegen und
denselben Druck liefern. Den Punkten 4, 5 entsprechen dann zwei Stré-
mungen gleichen Drucks und gleicher Geschwindigkeitsrichtung, die langs
der in Abb. 84c¢ durch eine Doppellinie dargestellten Wirbelschicht mit
einem Sprung im Geschwindigkeitsbetrag aneinander vorbeigleiten.

Bei Symmetrie gegeniiber O1 werden die Stromungen 4 und 5 mit-
einander identisch und die Wirbelschicht verschwindet. :

Wenn eine der beiden einfallenden StoBlinien in eine MacHsche Linie
entartet, gilt dasselbe auch fiir eine der beiden StoBlinien nach der
Durchkreuzung; die zugeordneten Stofpolaren spezialisieren sich dabej
zu Hauptkurven.

d) Einholen zweier Stoflinien. Gegeben sind mit den beiden an-
kommenden StoBlinien die‘Strtimungen bzw. Punkte 1,2,3; Punkt 2
liegt auf der StoBpolaren von 1, Punkt 3 auf der StoBpolaren von 2. Die
Konstruktion erfolgt mittels der Stofipolaren bzw. Hauptkurve 34 und
der Fortsetzung der von 1 ausgehenden StoBpolaren iiber Punkt 2 hinaus
bis zu Punkt 5. Die Endpunkte 4,5 miissen wie bei c) auf demselben
Strahl durch O liegen und denselben Druck liefern; die zugeordneten
Stromungen gleiten wieder lings einer Wirbelschicht aneinander voriiber.

Wie bei ¢) kann eine der beiden ankommenden StoBlinien zu einer
MacHschen Linie und die entsprechende StoBpolare zu einer Hauptkurve
entarten.

Von grundsitzlicher Wichtigkeit ist die durch Unstetlgkelt des Ge-
schwindigkeitsbetrags hervorgerufene Wirbelschicht, die nach ¢) und d
beim Zusammentreffen von StofBlinien miteinander oder von StoBlinier
und MAcHschen Linien ausgeldst wird. Da eine stetig gekriimmte Stof.
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linie sich durch Grenziibergang aus dem wiederholten Zusammentreffen
von StoBlinien mit Macnschen Linien ergibt (vgl. Abb. 86), so erhélt
man durch fortgesetzte Anwendung der Konstruktion d} immer neue
Wirbelschichten, die schlieflich beim Grenziibergang das ganze Stro-
mungsfeld stromabwirts der StoBlinie erfilllen. Hieraus folgt der bereits
auf S.122 angekiindigte Satz:

Eine Potentialstromung geht an einer gekriimmien Stoplinie in eine von
Wirbelschichten durchzogene, also wicht mehr wirbelfreie Stromung diber.

In § 20 werden wir diesen Satz streng beweisen und das Wirbelfeld
ndher untersuchen.

Der Geschwindigkeitssprung an der Wirbelschicht wird bei ¢) und d)
sehr gering, wenn die eine der beiden ankommenden Stoflinien sich zu

L6970
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Abb. 85. Uberschallstromung um ein geradliniges Profil (nach A. BUSEMANX).

einer MacHschen Linie spezialisiert. Infolgedessen werden wir beim Zu-
sammentreffen einer Stofilinie und einer Macuschen Linie die Wirbel-
schicht in den folgenden Beispielen vernachléssigen. Auflerdem ist beid).
wenn eine der beiden ankommenden Stofllinien zu einer MacHschen Linie
entartet, der Geschwindigkeitsunterschied in den Strémungen 3 und 4
so gering, daf wir auch die Macusche Linie zwischen den Gebieten 3 und 4
vernachldssigen konnen, so dafi schlieflich die drei Strémungen 3, 4 und 5
in eine einzige verschmelzen.

3. Beispiele. @) Uberschallstromung wm ein geradliniges Profil. Als
Randbedingungen hat man stromaufwirts die vorgegebene Grundstrs-

mung, der im Charakteristikendiagramm der Punkt (ggg) entsprechen

moge, ferner lings des Profils die Geschwindigkeitsrichtung und strom-
abwiirts cbenfalls die Geschwindigkeitsrichtung, die naturgemiB parallel
zur Grundstrémung angenommen wird (Abb. 85).

Auf der Oberseite des Profils ergibt sich vorne eine stetige Verdiinnung

von (ggg) auf (gg?\) mittels Charakteristikendiagramm und hinten ein
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Verdichtungsstol von (ggi’) auf (ggg’g) mit Po = 0,970 mittels Stofipo-
Y Do

larendiagramm. Auf der Unterseite kommt vorne ein Verdichtungsstof:

393, 393,2
505,2 (593,2
nung von (393’2) auf (393,2).
Hinter dem Profil folgt hieraus fiir den Geschwindigkeitsbetrag oben
$=986,6 und unten § = 986,4, d. h. von der Hinterkante geht strom-

abwérts eine Wirbelschicht aus. Der Druck zu beiden Seiten der Wirbel-

von (593) auf (505’2) mit%‘l = 0,972 und hinten eine stetige Verdiin:
’ 0

Abb. 86. Uberschallstrémung um ein nicht geradliniges Profil (nach A. BUSEMANN).

schicht kann mit ausreichender Genauigkeit als gleich betrachtet werden.
Auf der oberen Seite hat man nimlich nach Zahlentafel 2 zu 5= 986,6

das Druckverhéltnis 2~ =0,252, also

Do
P_ P P 9252.0,970 = 0,244,
Do Po Do
wihrend auf der unteren Seite zus — 986,4 das Druckverhéltnis £ =0,250,
. Po
also
P_ P P 02500072 = 0,243 ~ £
Do DPo Po Do

folgt.
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b) Uberschallstromung wm ein nicht geradliniges Profil. Wir wenden
uns jetzt zur strengen Behandlung der auf S. 40 in linearisierter Néherung
besprochenen Uberschallstromung um ein nicht geradliniges Profil
(Abb. 86).

Die Randbedingungen sind dieselben wie bei a). Auf der Ober- und
auf der Unterseite des Profils hat man zunéchst vorne einen mittels Stof3-
polarendiagramm zu konstruierenden VerdichtungsstoB, dann lings des
Profils stetige Verdiinnungen, die sich wie bei der Strémung lings einer
festen Wand ergeben (vgl. Abb. 76), und schlie8lich hinten nochmals
einen Verdichtungsstof, der wie bei a) ein zur Grundstrémung paralleles
Abstromen bewirkt.

Die geradlinigen Verdiinnungslinien treffen auf die von der Vorder-
kante und Hinterkante des Profils ausgehenden Stof8linien. Hierbei ist
jedesmal die Grundkonstruktion d) von S. 124 mit den auf S. 125 an-
gegebenen Vernachlassigungen durchzufiihren.

Abb. 37. Austritt eines Parallelstrahls aus einerebenen Diise gegen Uberdruck (nach A, BUSEMANN).

Beim Grenziibergang zum stetig gekriimmten Profil werden auch die
vorderen und hinteren StoBlinien (,,Kopfwelle* und ,,Schwanzwelle‘)
stetig gekriimmte Kurven und an Stelle der Potentialstrémung treten
hinter den Stoflinien wirbelige Stromungen, deren Wirbelstirke aller-
dings in dem vorliegenden Beispiel vernachlissigbar klein ist.

¢) Ausstromen gegen Uberdruck. Die Randbedingungen sind dieselben
wie im Beispield) von S. 121 mit dem Unterschied, daB jetzt der AuBen-
druck groBer ist als der Druck des ausstromenden Gases (Abb. 87).

Von den Ecken der Disenmiindung gehen Verdichtungsstoe aus, die
sich nach Grundaufgabe ¢) von S.124 durchkreuzen und nach Grundauf-
gabe b) an den freien Strahlgrenzen als stetige Verdiinnungen reflektiert
werden. Der weitere Verlauf ist dann derselbe wie beim Austritt eines
Parallelstrahls gegen Unterdruck (vgl. Abb. 82).

Bei dem in Abb. 87 dargestellten Beispiel ist die Ruhedruckénderung
bei den von der Diisenmiindung ausgehenden VerdichtungsstéBen ver-
nachlissigt. Wegen der Symmetrie zur Diisenachse tritt beim Durch-
kreuzen der StoBlinien keine Wirbelschicht auf.
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In" Abb. 88 sind zwei Schlierenaufnahmen (vgl. S.39) angegebe:
Aufnahme (a) zeigt die ebene Stromung um ein Kreisbogenprofil, fi
welche in Abb. 86 die Konstruktion durchgefithrt worden war. Kop
welle und Schwanzwelle sowie mehrere vom Profil ausgehende MacHsch
Linien sind deutlich zu erkennen, ebenso das MacHsche Netz der Grunc
stromung. In Aufnahme (b) sieht man den von der Spitze eines axi:
angestromten Kegels ausgehenden drehsymmetrischen Verdichtungssto
(vgl. Abb. 54 rechts). Die von der Kegeloberfliche ausgehenden Mact

(a) Abb. 88. Schlierenaufnahmen. (b)

schen Linien werden wegen ihrer geringen Intensitit vom MacHsche
Netz der Grundstrémung verdeckt. Die Aufnahmen wurden vom Aer
dynamischen Institut Aachen freundlicherweise zur Verfiigung gestell

4. Auftrieb und Widerstand fiir Uberschallstromungen in strenger B
handlung. Wahrend auf S. 42 die Druckverteilung an einem Profil
linearisierter Naherung betrachtet wurde. sollen jetzt die entspreche
den Beziehungen der strengen Theorie zusammengestellt werden!. D
praktische Bedeutung der strengen Formeln ist nur gering, da in Anh
tracht der anderweitigen Vernachlissigungen, insbesondere der vernac
lissigten Reibung in der Grenzschicht, die Verschirfung der linearisiert
Theorie keinen nennenswerten Gewinn bringt. Wir werden deshalb i
folgenden die Herleitung der Formeln unter Weglassung der Zwische
rechnungen nur kurz andeuten.

Wir sehen zunichst von VerdichtungsstéBen ab und ersetzen d
linearisierte Gl. (87) durch die aus Gl. (119) folgende strenge Druc
gleichung

1 Busemaxy, A.: VoltakongreB, S. 328—360.
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o 9
' o w2d
=—{(2qtg add = — Qw_i,

Ap . g« JVM2—1

4 0

wobei zwischen g,w, M und 4 die auf S.56 auseinandergesetzten Be-
ziehungen bestehen.
Durch Entwicklung des Integrals in eine Potenzreihe nach ¢ kommt

Ap=9(+C, 9+ 0@ L Cy P+ --)20 (199)
mit
C _ 2 o rr—2p kMt
vk -1 201 —1y
kL 5T — 242 |
o |
5 wr— e , ' (200)
AR 28R L1 A —8k—3| s i 40
+ 24 (k + 1) e 3). ’
(G —1yh |

Hierbei bezieht sich die Macusche Zahl M und der Staudruck g auf die
Grundstrémung. Der Neigungswinkel ¢ wird wieder in derselben Weise
wie der Anstellwinkel des Tragfliigels gezahlt; das Plus- bzw. Minus-
zeichen in Gl. (199) gilt fiir die Unterseite bzw. Oberseite des Profils,
ebenso wie in Gl. (89).

Wenn an Stelle einer stetigen adiabatischen Verdichtung ein Ver-
dichtungsstol mit demselben Ablenkungswinkel ¥ tritt, ergibt sich mit
Hilfe der StoBbeziehung die Potenzentwicklung

Apstosszg(i010+02"9‘2“!'(03__1))793'{‘"') >0 (201)
mit ‘

g M

k1 '5#:§_k( M2~6~2k)2_ k2 +1J
4 »‘ 5—3k 5—3k -
o ”""(—;-Mté’:_'vii)ﬁlar T e T < 0 . (202)
Die Faktoren C,,C,,C; sind fiir alle vollkommenen Gase mit 1 <k
<1,667 bemerkenswerter Weise positiv, wihrend der Faktor D auch
negativ werden kann. Die Gegeniiberstellung von Gl. (199) und (201)
zeigh eine Abweichung erst in den Gliedern dritter Ordnung. AuBerdem
beachte man, daBl bei der Riickkehr zur Ausgangsrichtung die Druck-
anderung A p gemiB Gl. (199) wegen der Reversibilitdt der adiabatischen
Zustandsdnderungen wieder verschwindet, wihrend bei der Druckande-
rung Apgoss gemiB Gl (201) das irreversible Glied mit dem Faktor D
bestehen bleibt.
Aus den Druckformeln (199) bzw. (201) lassen sich dhnlich wie in der
linearisierten Theorie Auftrieb und Wellenwiderstand berechnen. Die
Beriicksichtigung der héheren Glieder in den Potenzreihen erfordert jetzt

aber eine entsprechende Genauigkeit auch bei der Integration der Drucke

Sauer, Gasdynamik. 9
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langs des Profils. Infolgedessen mull zwischen denBogenelementen ds,, ds,,
der Profilober- und -unterseite und deren Projektionen d! auf die Profil-
sehne sowie zwischen den Gesamtbogenlangen 3, S, und der Profiltiefe L
(vgl. Abb. 89) unterschieden werden, d.h. wir diirfen die strengen
Formeln (90) nicht mehr durch Naherungsformeln wie auf S. 43 ersetzen.

Nach lingerer Rechnung ergeben sich aus den Druckformeln (199),
(201) fiir Auftriebs- und Widerstandsbeiwert folgende Potenzentwick-
lungen nach dem Anstellwinkel ¢} gegen die Profilsehne:

6o = [(Byu + Byo) O1+ (Bay — By) Uy + (Bygy + Bg,) (C3— 7 C1)]
+ [(Bou + Bpo) O+ ( 1u—‘Blo)02+3( 2ut By) (C3— % Y19
+[3 (Bm4~Bm) (C3—3 Cy)] 192+2(0 —3Cy) &

i Do i 0 i
th ¢ +2, | + ; ],

O = [(Bzu+ Bzo) 01+ (Bau : 30)0 + 4u+ B4o) (0 ”——01)]
+ [2 (B + Byo) 01+3(Bzu By) Oy + 4 (Byu+ By) (C3— C1)] 9

(203)

—f"[Bou‘l“Boo) C ‘["3( 10) 0 +6( 2u+B20)(03_%01)] -52
+ [4 (B + Bio) (C3— )] P+ 2(Cs—5C) 9

vu+ lﬁvu\3 vo vol i
—D 3 + 5 Jﬁ-

L

Hierbei ist angenommen, wie dies verniinftigen Tragfliigelprofilen
entspricht, daB nur an der Vorderkante VerdichtungsstoBe auftreten, und
zwar unten bzw. oben mit den Ablenkungswinkeln #,,, 9,,. Der untere
VerdichtungsstoB ist nur fiir positives @,,, der obere nur fiir negatives ,,
vorhanden ; dementsprechend ist in den Formeln (203)

= ur 5
2 |0 ! ﬂru < 0
1950 — 191,0 |3 [0 il f 19
_ =), fir
2 | P50 | 79@0 s

Die in Gl. (203) vorkommenden GrdBen B,,, B, (n=0,1,2, -}
sind in Verallgemeinerung von Gl. (92) durch die Integrale

Abb. 89. Sichelférmiges Kreisbogenprofil. L

definiert und héingen demgemaB nur von der geometrischen Gestalt des
Profils ab.

Die Auftriebs- und Widerstandsformeln (93) der linearisierten Theorie
ergeben sich aus Gl. (203) durch Abbrechen mit 9 bei ¢, und mit 92 bei ¢,
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Als Beispiel betrachten wir die Uberschallstrémung um ein sichel-
formiges Kreisbogenprofil (Abb. 89):
Aus den dimensionslosen Pfeilhohen
9y =1o, 9, =1v
L L
erhilt man die Ablenkungswinkel an der Vorderkante
D=0 —40,, Fp=10—49,
und fiir die geometrischen Gré8en B,,, B,, mit geradem n
By, =1 ’!“%éfu « Byp=1 +%5;,
By, = 184, , B,, = 1£4,,

— 64 57 — b4 §t.
B4u— ()T(Su) B4o_‘—60:

die B,,, B,, mit ungeradem n sind hier wie fiir alle zur Hochachse
symmetrischen Profile gleich Null. Man beachte, dafl im Gegensatz zur
Formel (93) der linearisierten Theorie der Auftriebsbeiwert ¢, fiir Anstell-
winkel 9#=0 in der strengen Theorie nicht verschwindet.

5. Profilpaare mit verschwindendem Widerstand !. Wahrend ein Einzel-
profil sowohl in der linearisierten Néiherung (vgl. S. 40) als auch in der
strengen Theorie (vgl. S. 126) bei Uberschallstromung einen Wellenwider-
stand hervorruft, kann man Profilpaare konstruieren, fiir welche bei
Anstellwinkel Null der Wellenwiderstand verschwindet.

Solche Profilpaare liegen offenbar vor:

a) wenn von den AuBenseiten der Profile keine MacHschen Linien
ausgehen,

b) wenn die Macuschen Linien zwischen den beiden Profilen sich
gegenseitig ausloschen, so dafl die Strémungsgeschwindigkeit des zwischen
die beiden Profile eintretenden Parallelstrahls gleich der Austritts-
geschwindigkeit ist,

¢) wenn keine Verdichtungsstéfe vorkommen.

Man hat dann nidmlich auf den AuBenseiten des Profilpaares keinen
Uber- oder Unterdruck und im Zwischengebiet des Profils ergibt sich bei
Anwendung des Impulssatzes (vgl. 8. 3) keine resultierende Druckkraft,
also weder Auftrieb noch Widerstand.

Die Forderung a) ist erfiillt, wenn die Auflenseiten der Profile unter
dem Anstellwinkel Null angestellte Gerade sind. Die gekriimmten Innen-
seiten des Profilpaares miissen wegen ¢) vorne und hinten ,,unendlich
diinn* sein, d.h. die geradlinigen Auflenseiten beriihren. Um b) zu
befriedigen, nimmt man das Profilpaar symmetrisch zur Hochachse und
korrigiert nach Beispiel ¢) von S.120 fiir eine beliebig vorgegebene unge-
storte Uberschallgeschwindigkeit im mittleren Querschnitt einen eben-

1 BuseMaNY, A.: VoltakongreB, S. 328—360.
9*
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falls beliebigen Anfangsbogen auf paralleles Ausstromen (Abb. 90). Die
Innenseiten der Profile kénnen als die Winde einer ebenen ,,Venturidiise
betrachtet werden, welche einen mit Uberschallgeschwindigkeit ein-
» I © tretenden Parallel-

N N ——— strahl bis zum eng-
/ sten Querschnitt auf

geringere Uberschall-
geschwindigkeit ab-
bremst und hernach
wieder auf die Ein-
trittsgeschwindigkeit

beschleunigt.

Abb. 90. Profilpaar mit verschwindendem Widerstand
(nach A. BUSEMANN). Man beachte, daf

die Forderung des
verschwindenden Wellenwiderstands nur fiir den Anstellwinkel Null
und die bei der Konstruktion der Profilinnenseiten zugrundegelegte
‘Anblasgeschwindigkeit erfiillt ist.

§ 20. Ebene und riumliche Stromungen mit Wirbeln.

1. Aerodynamische und thermodynamische Grundgleichung. In §19
wurde festgestellt, daB eine ebene Potentialstrémungan einergekriimmten
StoBlinie in eine nicht mehr wirbelfreie Strémung iibergeht. Dieses Er-
gebnis soll jetzt analytisch streng begriindet und gleichzeitig auch auf
rdumliche Strémungen sowie auf Stromungen mit Unterschallgeschwin-
digkeit hinter der StoBlinie verallgemeinert werden. Das Problem wurde
erstmals von L. CRocco! behandelt, die folgenden Untersuchungen
schlieBen sich jedoch an eine freundlicher Weise zur Verfiigung gestellte
briefliche Mitteilung von W. TorLLMIEN? an, durch welche die Entwick-
lungen vereinfacht werden.

Wir .gehen aus von der allgemeinen EuLERschen Bewegungsglei-
chung (1%)

w? 1
grad§ +rot w X v =— Egradp,
der Kontinuitdtsgleichung (2)
div (pv) = 0
und der aus Gl. (12) folgenden Entropiegleichung

%‘:f(S)EC '=e°v, (204
0

1 Crocoo, L.: Z. angew. Math. Mech. 17(1937), S. 1—7, und Aerotecn. 17
(1937), 8. 519—534.
2 ToLLMIEN, A.: Lufo 19 (1942), S. 145—147.
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die fiir isentropische Zustandsinderungen mit §= const in die Adiabaten-

gleichung (8) iibergeht.
AuBerdem setzen wir einen fiirdie ganze Stromung konstanten Ruhe-
Wirmeinhalt voraus und benutzen die Energiegleichung (14) in der Form
Eop | w? oyl

=1 ta="75> (205)

die sich aus Gl. (14) und (16) durch Elimination von p, ergibt, sowie die
Gl. (15) bzw.(15%)
Y4 kE—1 2 2
A=k raE e (Winax — w?)
fiir die Schallgeschwindigkeit.

Aus GI. (204) und (205) folgt

k—1 2 2ﬁk~ Ic—l—l
2=179% (Wmax — W )J - f ’ (206)

I

p="3p (s )| o

und danach

F—1 e — o
oL (wfnax ‘—wz)} k 1f k

k ’ .
-_:_ﬁl._._l_ fﬁk—l{k_—l 2 }k-lgmdf

—i— grad p= % grad {

ok—1 276_(wmax’—w2)
.
1 ,—y—k—1 , — w?
—5f 1l—2‘k‘(wmax~w2)}k ' grad 5
1, grad f w?
= 5 e — 09 Y graa

Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1**) kommt unter Beriick-
sichtigung von Gl. (204) und (15*) die ,,Wirbelgleichung*

rot o X = 21—k (Wmax — w?) gradIn f = Icizfz grad (JS).  (207)

Auf Grund der Wirbelgleichung hat S+ const notwendig rot 1 = 0
und umgekehrt rot v = 0 notwendig S = const zur Folge; wir haben
damit den wichtigen Satz:

Eine Strémung, die nicht im ganzen Strémungsfeld isentropisch ist,
kann nicht wirbelfrei sein, ist also keine Potentialstrémung. Umgekehrt
ist eine Potentialstromung stets isentropisch und daher reversibel.

Dieser Satz enthélt die angekiindigte strenge Begriindung fiir das
bereits in § 19 plausibel gewonnene Ergebnis, daB eine Parallelstrémung
an einer gekriimmten StoBlinie in eine nicht mehr wirbelfreie Stromung
verwandelt wird; denn nach Gl. (150) dndert sich der Ruhedruck 5, und
nach Gl. (145) auch die Entropie S lings der StoBlinie als Funktion des
StoBwinkels o.
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Durch skalare Multiplikation von Gl. (207) mit 1 kommt
wgradf =0, wgrad§=0; (208)
d.h. f== ? und 8 sind konstant lings jeder Stromlinie, éndern aber im

allgemelnen den Wert der Konstanten von Stromlinie zu Stromlinie. Mit
anderen Worten:

Die betrachtete Stromung ist zwar nicht im ganzen Strémungs-
bereich, wohl aber lings jeder Stromlinie adiabatisch und isentropisch.

Ebenso wie die EvLERsche Bewegungsgleichung (1**) soll nun auch
die Kontinuitédtsgleichung (2) umgeformt werden:

Nach GI. (206) hat man

P — L L

div (otv) = <*A)H [ Fldiv [(w'fmx — w?) 1y

a

E—1 =T =
- ( 2% )k lz:'l'f 1 (whax — w?) o grad f,
so daB die Kontinuitédtsbedingung (2) mit Beriicksichtigung von Gl. (208)
in L A
div [(wﬁlax — w?) k1 J =0 (209)
iibergeht.

Die Wirbelgleichung (207) und die Kontinuitétsgleichung (209) bilden
die Grundlage fiir die weitere Untersuchung der nicht wirbelfreien kom-
pressiblen Stromungen. Sie gelten natiirlich nur fiir stetige Zustands-
anderungen, also fiir Stromungsverldufe zwischen aufeinanderfolgenden
Verdichtungsstofen.

Im folgenden werden die Betrachtungen auf ebene und auf achsen-
symmetrische riaumliche Stromungen spezialisiert. Zur Vereinfachung
der Formeln benutzen wir hierbei die dimensionslose Strémungsgeschwin-
digkeit

We " W= gk

Wmax Wmax kL1

und die dimensionslose Schallgeschwindigkeit
[4

Wmax

so daB Gl. (207), (209) und (15*) zu ersetzen sind durch

rot B X B = 5 (1 — W2 grad In (207%)
T 1
div |8 (1 — W2 1| — ¢, (209%)

2 = ]f,__l 1 — W“’) (15**)
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2. Ebene Stromungen mit Wirbeln. Fiir ebene Strémungen wird die
Kontinuititsgleichung (209%) durch den Ansatz
1

U1 w1 =2 )
a |210)
=5 |

befriedigt. Die hierdurch definierte ,,Stromfunktion® y(x,y) liefert mit
y = const die Stromlinien und spezialisiert sich bei wirbelfreien, also
isentropischen Strémungen nach Gl. (206) mit
1
(1-—W¥*—1=gqap (a= const),

also

zu der auf S. 20 eingefithrten Stromfunktion, abgesehen von einem be-
langlosen konstanten Faktor; es ist somit gelungen die Stromfunktion
von wirbelfreien auf nicht wirbelfreie Stromungen zu verallgemeinern.

Die Wirbelgleichung (207*) gibt die beiden Komponentengleichungen

ov U, 1 dInf (y) dy
”(ax ay)V—*k(l”Wz) dp 9w’
24 dInf(p)oy ~
(\ ox ay) U— (1 — W9 Tdy 9y’

hierbei ist beriicksichtigt, daB f langs jeder Stromlinie konstant und dem-
gemif eine Funktion von y ist. Driickt man V bzw. U mittels Gl. (210)

durch gl—i bzw. v aus, so erhilt man die Gleichung

oy
.
oV oU 1 k—1dln f ()
— P, — 2 —J A
e oy —as W) iy (211)

Durch Umformung von GI. (211.) suchen wir nun eine Differential-
gleichung fiir die Stromfunktion y zu gewinnen:
Aus Gl. (210) ergibt sich

1 k
av == =19 (WY
oz Wxx(l—“Wz) *j(_ (1_W2) (300
und weiter mit Hilfe von Gl (15**)
1 1
=gy (W2 V(1 — W2k—1g(We
e Ty e A, VOO (019

Analog kommt
1
—19U a(W) U (1— W2)i—1 3 (W?)
L Yyyt 3 02 Bu — y

(1-—w2)
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2 2
Zur Umformung von 0 éj) und 9 (aI;’ ) benutzen wir

Wee U2 V2= (1— W2 © ' (y3+9l),
. g F e
W2(1—W3)" "=y, + vy,
woraus durch Differentiation nach z=

2 k—1

{(1 — w2y m]

2 2

o (W2
oz

(W2

= 2 W2\ (W
(1 W5t l(l—k——ll——WH ox (I"Wz) (1ﬁ_> oz
1
= 2 (Ys Y2z + YyYPay) =2 (1 — Wz) ( Ve + Uyyy),
also
1
3 w w
T T L TR,
und analog durch Differentiation nach y
i (1 W) 2.0
A=W (1— ) S =2 (Vo + Upy) (219)
folgt. :
Die vier G‘rl (212) bis (215) liefern
ov. ol
a2
= You +%y+02 wa (Vo + Ulyyy — 2U V)

1
= gr—jyz (C—U) g+ (C*— V3 py, — 2 U Vi, ]

Durch Einsetzen von Gl. (211) ergibt sich schlieBlich nach kurzer Rech-
nung fiir die Stromfunktion v die gesuchte Differentialgleichung

Uz V2 uv
'sz(l—"ﬁi>+'/’yy(1_672)—2 oz Yoy i
- \(216)
k+1
1 /W2 ) —dIn
=alE— 1oy Y

sie spezialisiert sich im isentropischen, wirbelfreien Sonderfall mit
f = const zur Stromfunktionsgleichung (47) von S. 21.

3. Achsensymmetrische riumliche Stromungen mit Wirbeln. Fiir
achsensymmetrische rdumliche Strémungen schreiben wir die Konti-
nuititsgleichung (209*) in Zylinderkoordinaten :

s 1. 1
S lrU (1 Wz)k*1}+m PV (1— W2 =i — ¢
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und befriedigen sie durch den zu Gl. (210) analogen Ansatz
1

PU1—yi1 2%

- |
(217)
1 3 |
—rV (=)= 2t \
An Stelle von Gl. (211) kommt
ov. U r L_ d lnf
e " =3 (LW iy (218)

und nach langerer, zu S. 136 analoger Rechnung an Stelle von Gl. (216)
die Differentialgleichung

I : dlnf (v | (219)
=s5z(e—1)(1 WZ)H e

Im Sonderfall der wirbelfreien Stromung spezialisiert sich, wieder
abgesehen von einem belanglosen konstanten Faktor, die durch Gl. (217)
definierte Stromfunktion y zu der auf S. 19 eingefiihrten Stromfunktion
und die Differentialgleichung (219) zu Gl. (43).

§ 21. Charakteristikenverfahren fiir achsensymmetrische
riumliche Uberschallstromungen.

1. Geometrische Deutung der Potentialgleichung. Wir wenden uns
jetzt wieder zur Potentialstromung, also wirbelfreien und isentropischen
Strémung zuriick und versuchen, das in § 18 und § 19 fiir ebene Uber-
schallstromungen entwickelte Charakteristikenverfahren auf rdumliche
achsensymmetrische Uberschallstromungen zu iibertragen!. Von prak-
tischer Bedeutung ist das ridumliche Problem in der Ballistik fiir die
Untersuchung des Widerstands von Geschossen und in der Windkanal-
MeBtechnik fiir die Herstellung drehsymmetrischer Uberschalldiisen.

Das Charakteristikenverfahren fiir die Ebene beruht nach § 18 auf
der Tatsache, daB dem mit den Randbedingungen veranderlichen MacH-
schen Netz der Stromungsebene ein festes, von den Randbedingungen
unabhéngiges Hauptnetz im Geschwindigkeitsbild entspricht. Ana-
lytisch bedeutet dies, da die nichtlineare Potentialgleichung (44)
durch die Legendre-Transformation (176) in die lineare Differential-
gleichung (179) iibergefithrt werden kann. Eine analoge Linearisie-

1 Uber eine Verallgemeinerung auf nahezu achsensymmetrische Uberschall-
stromungen vgl. R. Saver: Lufo 19 (1942), S.148—152. W. TOLLMIEN be-
handelt achsensymmetrische Strémungen mit stetig verteilten Wirbeln, . Gu-
DERLEY wendet das Charakteristikenverfahren noch allgemeiner an.
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rung ist weder im allgemeinen noch im achsensymmetrischenriumliche:
Fall moglich; die Legendre-Transformation verwandelt hier nimlich di
Potentialgleichung (40) in die abermals nichtlineare Differentialgleichun

/ 2 2 1 2
[(15) Pt (1) Pt 25 Bt o (P — Bi) =0,

Man sieht, dal das letzte Gliec
in dem die Potentialgleichung (4C
sich von Gl. (44) unterscheidel
die Linearisierung verhindert.
Um trotzdem zu einem prak
tisch brauchbaren Charakteristi
, kenverfahren auch im achsen
symmetrischen riumlichen Fal
zu gelangen, soll zunichst ein
anschaulich-geometrische Deu

7z tung der Potentialgleichung (4C
Abb. 91. Beriihrsysteme des MAcCHschen Netzes. entwickelt werden?:

r

Wegen der Achsensymmetrie kann die Untersuchung auf eine fest
Meridianebene (,r-Ebene) beschrinkt bleiben. Wie auf S. 108 ersetze:
wir die Stromung in der Umgebung eines jeden zu betrachtende
7 Punktes 4 durch die dort,,beriihrende'

linearisierte Strémung und fithren dem

| gemif in der Umgebung von 4 an Stell

I des strengen, krummlinigen MAcHsche:

{ p  Netzes das geradlinige Beriihrsyster

' ein (Abb. 91); d. h. wir beziehen di

| Umgebung von A auf ein festes karte

sisches §&,77-Koordinatensystem mi

dem Punkt 4 als Nullpunkt und de

— —, stromabwirts weisenden MacHsche:

Tangenten in A alsKoordinatenachser

Auflerdem benutzen wir neben derx

urspriinglichen #,7-System noch da

von den Winkelhalbierenden des &,7

~& Systems erzeugte rechtwinklige «’,y

Abb. 92. Koordinatentransformation. Koordina’tensyStem (Abb. 92)- Hierbe
bestehen die Beziehungen

. 1 x y 1 ) ’
5‘—2_(58?«*53):&112“ (2’ sin &« — y' cos o), '
y / L (22(
77:>cosoc_—5 ~ sin 24 («'sina + y' cos ). ‘

! Vgl. hierzu auch FErrari, C.: Aerotecn. 16 (1936), S.121—130, und ]
(1937), S.507—518, sowie Atti di Torino 72 (1936/37), S.140—163.
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Wir transformieren nun die Potentialgleichung (40) zunéchst auf das
¥, y'-System und dann auf das &,7-System. Nach Weglassen des letzten
Gliedes geht Gl. (40) in die ebene Potentialgleichung (44) iiber und
andert daher wie diese beim Ubergang zu einem anderen rechtwinkligen
Koordinatensystem die Gestalt nicht. Man hat also

[ 99\
. <8m’

Bl
6?/’)‘3%_2 dp 0¢ &9 1a¢_0
¢

o Rawayaway Tror
Da die #'-Achse mit der Stromungsrichtung in 4 zusammenfillt, redu-
ziert sich im Punkt 4 diese Differentialgleichung mit

0z¢

o0x'2

o op
ax/""‘ws ay/'_‘

09 \?/ — Tf — 2
0, 1 »—(ﬂ—,)/cg— 1 — o = —cotgia
zu der einfacheren Beziehung
0%¢p g 10¢ .
ctgzzx Freh a—yTz = — 5. (221)
Fiir die weitere Transformation auf das schiefwinklige &,%-Koordinaten-
system erhalt man aus Gl. (220) die Differentiationsregeln

0 1 /. 0 . 0 1 0 0
sr = smas oG bsnag ) s (E by |
% 1 osad peosad|— st (2 0y, |

3y~ sin2al %% +eosag) = 5gna ( E Ey) ’
durch deren zweimalige Anwendung
2y 1 (%9 | %9 0% 1%
3 = Tt g T o T 25537)0 ]
Oy _ 1 (Fe, Pe o B¢
0y 4sin2qx (852 on? - “35317)

\

|
|
folgt. Durch Einsetzen in Gl. (221) |
ergibt sich schlieBlich die Gleichung |
?p  sinfadg |
o= o (223) | g
die gemaB ihrer Herleitung nur A%: »
im betrachteten Punkt A fiir das ’
dort beriihrende &,7-System gilt.
Fir die beabsichtigte geome-
trische Deutung fithren wir jetzt
den Geschwindigkeitsvektor 1w eines

' Abb. 95,
Punktes P der Umgebung VO Projektionen des Geschwindigkeitsvektors.

4 ein. Die Komponenten von 1w

im ', y'-System bezeichnen wir mit «’, v’ und die Projektionen von
w parallel bzw. senkrecht zur &  und 5-Achse mit p,¢ bzw. p,, g,
(Abb. 93).
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Aus Gl. (222) folgt dann

oy .
== =u'cosx—v sinx=m,

0¢
W
a—n_u cosa + v'sinx = gq,

so daB Gl. (223) gleichwertig ist mit den Bedingungen

dp=SiI:a’l) d’)), ]
sin?o (224
dg =% e, J

Hierbei ist das Differential dp der Zuwachs, den die Projektior
Pa=wy cos & des Geschwindigkeitsvektors v 4 im festen &,7-System des
Punktes 4 erfihrt beim Ubergang zu einem Nachbarpunkt C auf der

Abb.94. Anderung der Geschwindigkeit 1dngs der MACHschen Linien beim réumlichen Problem.

n-Achse mit der Koordinate d#; ebenso bedeutet dg den Zuwachs
der Projektion g, = w, cos & beim Ubergang za einem Nachbarpunkt B
auf der &-Achse mit der Koordinate d£ (Abb. 94). Wir haben somit
folgende Deutung gewonnen:

Bei der rdumlichen achsensymmetrischen Uberschallstrémung dndert
sich beim Fortschreiten lings einer Macmschen Linie die Projektion des
Geschwindigkeitsvektors auf die festgehaltene Ausgangstangente der an-
deren Macmschen Linie um das durch Gl. (224) bestimmte Differential dp
bzw. dg.

Uber die Anderung der zu den Macuschen Linien senkrechten Ge-
schwindigkeitsprojektionen p,, ¢, sagt die Potentialgleichung (223) un-
mittelbar nichts aus.

Zur Verdeutlichung seien die entsprechenden Beziehungen fir das
ebene Problem gegeniibergestellt: Da in der Ebene das letzte Glied der
Potentialgleichung (40) fehlt, treten an Stelle von Gl. (223) und (224) die
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einfacheren Beziehungen
¢
R T
Sie enthalten die schon auf S. 35 gewonnene Aussage (Abb. 95):
Bei der ebenen Uberschallstrsmung bleibt beim Fortschreiten langs

dp=dq=0.

einer MacHschen Linie die Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf
die festgehaltene Aus- 0
gangstangente der an- / p
deren MacHschen Linie Ge— /»/
in erster Ordnung un- 7/ g/
gedndert. /"« ;,/f
Wegendp=dq=10 4% 0 /s ~ .
sind beim ebenen Pro- ™S ~s
blem die Richtungen \‘\/
der Hauptkurven des ~¢
GeschWindigkeitSbildes Abb. 95, Anderung der Geschwindigkeit 1angs der MACHschen
senkrecht zu den zuge- Linien beim ebenen Problem.
ordneten MAcHschen Richtungen (vgl. S.110) und infolgedessen in jedem
Punktder u,»-Ebene ein fiir allemal bestimmt. Beim achsensymmetrischen
raumlichen Problem dagegen sind die Hauptrichtungen wegen dp + 0,
dg+# 0 auf Grund von Gl (224) auch von Elementen des Stromungs-
feldes abhingig. Infolgedessen éndert sich mit den Randbedingungen der
Stromung nicht nur das Macusche Netz des Stromungsfeldes, sondern
auch das Hauptnetz des Geschwindigkeitsbildes, wie dies bereits eingangs
aus dem Versagen der Linearisierung mittels LEGENDRE-Transformation
srkennbar war.

Yy v

=
Yo, I
ol
1 A/ U

Abb. 96. Zugeordnete Streckenzugnetze beim rdumlichen Problem.

2. Niherungskonstruktion achsensymmetrischer riumlicher Stré-
wngsfelder zu vorgegebenen Anfangshedingungen. Wie auf S. 115 so
'setzen wir auch hier das Macasche Netz und das zugeordnete Haupt-
»tz durch Streckenzugnetze. Im Gegensatz zu S. 115 ist jetzt aber das
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Hauptnetz nicht von vornherein gegeben, sondern muf Schritt fiir Schritf
zusammen mit dem MacHschen Netz konstruiert werden. Da auBerden
die einfache reziproke Orthogonalbeziehung nicht mehr besteht, soller
nunmehr die Knotenpunkte des Hauptnetzes nicht wie auf S. 115 der
Maschen, sondern den Knotenpunkten des MacHschen Netzes zuge
ordnet werden.

Fiir die beiden durch entsprechende Knotenpunkte aufeinander be
zogenen Streckenzugnetze fithren wir folgende Bezeichnungen el
(Abb. 96):
| MAcHschen Netzes,

Py

= dnete Knot kte des

P;| augeordnete ToTenpIELe | Hauptnetzes,

M, ) ) des M ,
Ll — Mittelpunkte der Seiten | P; P, des MacHschen Netzes

M | | P; P, des Hauptnetzes,
d&y, bzw. dn;, = Lingen der Seiten P; P, des MacHschen Netzes,

7 M, im z,r-System
vk [ = Koordinaten der Seitenmitten | My Y ’
v | | My, im w,v-System,

&;; = MacHscher Winkel zum Geschwindigkeitsvektor wy, = OM;,»..

Die Zuordnung der beiden Streckenzugnetze wird durch folgenc
Vorschriften definiert:

a) Von den beiden zum Punkt M;; des Hauptnetzes gehorigen Mac
schen Richtungen ist die eine parallel zur entsprechenden Seite P;.
von der Linge d&;, bzw. dr;; desMacHschen Netzes, auf der anderen lie
die Projektion dg;;, bzw. dpy, der Seite P; Py des Hauptnetzes.

b) Die GroBen dpy, dgy, d&y, ANy, Tigs v und oy, sind verknii
durch die Beziehungen Gl. (224).

Die auf diese Weise einander zugeordneten Streckenzugnetze lass
sich dhnlich wie die reziproken Streckenzugnetze des ebenen Proble:
(vgl. 8.115) bei vorgegebenen Anfangsbedingungen schrittweise Knote
punkt fiir Knotenpunkt konstruieren, wobei allerdings die Konstrt
tionen im einzelnen etwas verwickelter sind und zusétzliche Rechnung
erfordern. Die Konstruktion beruht im wesentlichen auf der wiederholf
Durchfithrung folgender Grundaufgabe (Abb. 96):

Vorgegeben sind zwei diametrale Knotenpunkte P,, P, einer ’V,[aS(
des MacHschen Netzes und die zwei entsprechenden Knotenpunkte P/,
des Hauptnetzes; gesucht sind die Nachbarknotenpunkte P, P;.

Bei der Losung dieser Aufgabe ist zunéchst klar, dafl nach Festleg
des Punktes P, die Punkte M , M, und damit die zu diesen Punk
gehorigen Macschen Rlchtungen folghch also auch der Punkt Pj1
die Lingen d&,;, dny,, dpys, dgys sowie die Punkte My, My, bestm
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sind. Daher sind alle in Gl. (224) vorkommenden Gréfen Funktionen der
beiden einzigen Unbekannten u,,v; (= Koordinaten des Punktes P))
und die Beziehungen Gl. (224) lassen sich als Bestimmungsgleichungen
fiir die Berechnung dieser beiden Unbekannten auffassen. Die Berech-
nung kann folgendermafien durch Iteration geschehen:

1. Ngherung; PO wird mittels der MacHschen Richtungen in den
vorgegebenen Punkten P, P, statt in den noch unbekannten Punkten
M., M, konstruiert. Dann werden zu den durch den Punkt P be-
stimmten Lingen d&D), dy), rl), 7) und den zu den Punkten P;, P,
gehorigen GroBen vy, v,, &y, a4, aus Gl. (224) die Projektionen dp(l), dg(l
berechnet. Sie legen, jeweils aufgetragen in der einen Maomschen Rich-
tung zu P, bzw. P, den Punkt P/ des Hauptnetzes fest.

2. Néherung: P{® wird mittels der MacHschen Richtungen zu M (D,
MV und P mittels d&@, dy®, r®), 2, (), o), o), ag? gefunden.

3. und weitere Ndiherungen: analog.

3. Beispiele. a) Ausstromen aus einer drehsymmetrischen Diise. Wir
iibertragen das auf S. 121, Absatz d) (vgl. Abb. 82) behandelte Problem
von der ebenen auf die achsensymmetrische rdumliche Strémung, d. h.
wir behandeln den Austritt eines
Parallelstrahls aus einem Drehzy-
linder gegen Unterdruck (Abb. 97).

Die Anfangsbedingungen sind
bei Abb. 82 und 97 dieselben; Ver-
dichtungsstofle treten nicht auf.
Wihrend in Abb. 82 die Macs-
schen Linien bis zur gegenseitigen
Uberschneidung geradlinig sind,
hat man in Abb.97 von vornherein
gekriimmte MacHsche Linien, ab- e '

i . Abb. 97. Austritt eines Parallelstrahls aus einer
gesehen von der jeweils ersten * drehsymmetrischen Diise gegen Unterdruck.
Linie.

In der Umgebung des Rohrrandes vereinfachen sich die Beziehungen
Gl (224) mit d&—0 bzw.dn —0 zu den Gleichungen dg = 0 bzw.
dp =0 des ebenen Problems. Infolgedessen kann dort die rdumliche
achsensymmetrische Strémung in jeder Meridianebene durch die ebene
Stromung mit denselben Randbedingungen ersetzt werden; d. h.: Die
Beziehung zwischen den Winkeln, unter denen die Macuschen Linien
vom Rand ausgehen, einerseits und der Geschwindigkeit und dem Druck
andererseits ist im Raum dieselbe wie in der Ebene.

b) Uberschallstromung um eine axial angeblasene Geschofspitze. Die
auf S. 127, Absatz b) (vgl. Abb.86) behandelte Uberschallstrsmung um
ein nicht geradliniges Profil hat als achsensymmetrisch-rdumliches Ana-
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logon die Uberschallstrémung um eine axial angeblasene GeschoBspitze
(Abb. 98).

Als GeschoBspitze ist ein Ogival genommen mit Ogivalradius = 5,295
Kaliber. Die von der Spitze ausgehende gekriimmte StoBlinie mufl mit

Abb. 93. Ubarschallstromung um eine axial angeblasene GeschoBspitze.

Hilfe des StoBpolarendiagramms punktweise konstruiert werden, derart,
daB in jedem konstruierten Punkt einerseits die eine Bedingung Gl. (224)
und andererseits die Grundgleichungen des VerdichtungsstoBes erfiillt
sind. Ebenso wie beim ebenen Problem bleiben auch hier die Wirbel
bildungen hinter dem VerdichtungsstoB vernachlissigt.

Druck
05t

\
\sg'eng

1 x
0 5 0 % =3 %o

Abb.99, Gegeniiberstellung der Druckverteilung bei strenger Behandlung und bei
linearisierter Naherung.

Bei Gegeniiberstellung des hier gewonnenen strengen Ergebnisses mif
dem Ergebnis bei Anwendung des auf S. 50 beschriebenen Verfahrens der
linearisierten Niherung zeigt sich eine hinlingliche Ubereinstimmung ir
der Druckverteilung lings des Meridians (Abb. 99); die Drucke sind ir
Abb. 99 durch Division mit dem Staudruck der Grundstrémung dimen.
sionslos gemacht.
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