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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Die Mechanik nimmt im technischen Unterrichte eine Mittel-
stellung ein zwischen den vorbereitenden Gegenstdnden — Mathe-
matik, darstellender Geometrie und Physik — und den eigentlich tech-
nischen, den verschiedenen Ausgangsfichern. Thr Studium bereitet
erfahrungsgeméaBl dem Anfénger gewisse Schwierigkeiten, die sich ins-
besondere dann einstellen, wenn der Studierende in die Lage kommt,
selbstéindig mechanische Aufgaben von der Art, wie sie die technische
Praxis stellt, 1osen zu miissen. Und gerade hierbei kann sich erst er-
weisen, ob die Lehren der Mechanik in ihrer ganzen Bedeutung er-
faBt worden sind oder nicht. Mit der Aneignung und Wiedergabe der
allgemeinen Satze ist es nicht getan; so einfach diese Séatze auch schei-
nen mogen, so schwierig ist es fiir den Anfénger, ihre Tragweite zu er-
fassen und sie auf die mannigfachen Fragen, die die Natur und die
technische Praxis stellt, richtig anwenden zu lernen; wenn irgendwo,
so gilt hier das alte Leibnizsche Wort, dall die Natur zwar einfach
in ihren Prinzipien, aber unermeBlich reich in deren Anwendung ist.

Zur Uberwindung der hierbei auftauchenden Schwierigkeiten soll
das vorliegende Buch einen Weg weisen. Es will in knapper Form
unter Vermeidung alles irgend Entbehrlichen und unter fortgesetzter
Bezugnahme auf die Anwendungen die einfachsten und wichtigsten
Lehren der Mechanik in einem Umfange darbieten, wie sie (ungeféhr)
von den Studierenden unserer technischen Hochschulen verlangt wer-
den. Auf die axiomatische Begriindung des Gegenstandes ist dabei
bewuBt vollstindig verzichtet worden. Zur weiteren Pflege der An-
wendungen und zur Einiibung des Lehrstoffes méchte ich hier auch
auf die im gleichen Verlage erschienenen ,,Aufgaben aus der tech-
nischen Mechanik* (drei Bénde) von F. Wittenbauer hinweisen.
Eine Ubersicht iiber die Literatur, die eine ausfiihrlichere Behand-
lung der in diesem Buche oft nur in knappen Worten gestreiften Einzel-
fragen enthdlt, ist am Schlusse zusammengestellt.

GroBle Sorgfalt wurde auf die genaue Formulierung der Lehr-
sitze und Angabe ihrer Geltungsbereiche angewendet. Um die Briicken
zu den Anwendungen zu schlagen, sind vielfach, meist unter An-
filhrung der verschiedenen auftretenden Moglichkeiten, Hinweise fiir
den Ansatz von einfachen Aufgaben eingeschaltet worden. Ich habe
mich nicht gescheut, bei solchen Angaben auch scheinbar selbstver-
standliche Dinge auszusprechen, wenn dadurch eine Forderung des
Verstandnisses fir die Anwendbarkeit der entwickelten Lehren er-
wartet werden konnte. Was der Ingenieur von einer ,,Mechanik®,
die ihm von Nutzen sein soll, verlangt, sind Regeln und Anweisungen,
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die ihm zeigen, wie er im einzelnen Falle vorzugehen hat; mit sol-
chen ist in diesem Buche nicht gespart worden.

In dem ganzen Buche sind ferner die rechnerischen und zeich-
nerischen Methoden — alle sind praktischen Bediirfnissen entsprungen
— unter Angabe ihrer Anwendungsbereiche nebeneinander behandelt
worden. Das Verstdndnis der sachlichen Gleichwertigkeit der Aus-
sagen in beiden Darstellungsarten zu erreichen, ist eine fiir den Unter-
richt in der Mechanik wichtige Frage.

Die Bezeichnung fiir die heute in dieser Wissenschaft verwende-
ten Begriffe ist keineswegs einheitlich — die hier verwendeten sind
im Einklang mit den auch sonst meist in Gebrauch stehenden und
wenigstens bis zu einem gewissen Grade eingebiirgerten gewahlt worden.

Die Lehren der Mechanik kénnen am einfachsten und natiirlichsten
in die Gesamtheit unseres Wissens eingeordnet werden, wenn man
sich auf den Boden einer verniinftigen realistischen Weltansicht stellt,
die im Grunde, ob ausgesprochen oder nicht, die ganze Naturwissen-
schaft beherrscht und besonders fir die Technik als unentbehrlich
bezeichnet werden darf. Trotz aller begriindeten erkenntnistheore-
tischen Bedenken und Einwinde halte ich es fiir ausgeschlossen, die
einfiihrende Vorlesung aus der technischen Mechanik auf Grund
eines anderen Standpunktes praktisch erfolgreich zu entwickeln.

Was die Gliederung des Stoffes anlangt, so wurde insbesondere
im Hinblick auf die Bediirfnisse unserer technischen Hochschulen
die althergebrachte Einteilung in Statik, Kinematik und Dyna-
mik beibehalten. Fiir die Auswahl und die Art der Darstellung war
— unter Ausschaltung aller persénlichen Anspriiche — vorwiegend
der eine Gesichtspunkt malgebend, unserer studierenden dJugend
nittzlich zu sein, fir die dieses Buch als Ergénzung der an der Hoch-
schule gehorten Vorlesungen und Ubungen in erster Linie bestimmt
ist. Wegen des tiberwiegend praktischen Inhaltes wendet es sich jedoch
auch an die fertigen Ingenieure, denen es fiir eine Reihe von Fragen,
die sich mit den einfachen Mitteln der ,,starren‘* Mechanik 16sen lassen,
die hierzu notwendigen Lehrsidtze und Methoden in gedrdngter Kiirze
darbieten will.

Prag, am 16. November 1922.
Th. Poschl.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die giinstige Aufnahme, die das ,,Lehrbuch der Technischen Mecha-
nik* bei seinem ersten Erscheinen gefunden hat, lieB erkennen, daB
seine Herausgabe die Anforderungen und Bediirfnisse des Mechanik-
unterrichtes an den technischen Hochschulen im wesentlichen zutreffend
beurteilt hat. Die zweite Auflage ist vollstdndig umgearbeitet und durch
Ausschaltung manches Unzureichenden und durch mancherlei Ergén-
zungen — wie ich annehmen darf — auch verbessert worden.

Von dem Hilfsmittel der Vektorrechnung ist jetzt in stirkerem Male
Gebrauch gemacht als bei der ersten Auflage. Einige Abschnitte sind
neu geschrieben worden, wie die iiber Kinematik der ebenen Bewegung,
und einige sind ganz neu hinzugekommen, wie die iiber die Mayor-
Misessche Abbildung und ihre Anwendung in der Raumstatik, iiber
Schwingungen und Stabilitdt und iiber dynamische Kréafteplane. Diese
Dinge haben iibrigens auch bei der Bearbeitung der inzwischen im
gleichen Verlage erschienenen sechsten Auflage der ,,Aufgaben aus
der Technischen Mechanik Bd.I von F. Wittenbauer, auf die schon
im Vorwort zur ersten Auflage als erginzenden Ubungsbehelf hinge-
wiesen wurde, entsprechende Beriicksichtigung erfahren.

Den vielen Kollegen und Fachgenossen, die mich fiir diese Neu-
auflage auf wiinschenswerte Ergdnzungen und Verbesserungen auf-
merksam gemacht haben, sage ich auch an dieser Stelle aufrichtigen
Dank. Auch aus den Kreisen der jungen Kommilitonen, fir die dieses
Buch in erster Linie bestimmt ist, ist mir eine Reihe von AuBerungen
und Wiinschen zugegangen, die ebenfalls, soweit dies irgend moglich
war, Beriicksichtigung fanden.

Die unausgesetzt fortschreitende Entwicklung unseres technischen
Hochschulwesens enthélt als einmiitige Forderung die weitere Aus-
gestaltung und Vertiefung des Unterrichtes in der technischen Mechanik
als der fiir die gesamte Technik grundlegenden Wissenschaft. Moge
das vorliegende Werk in seiner neuen Auflage dieser Forderung fiir den
Bereich, den es zu erfassen sucht, gerecht werden und den Studierenden
und Ingenieuren bei der Erlernung der grundlegenden Probleme und
Methoden ein zuverlissiger Fiihrer sein!

Karlsruhe, Neujahr 1930.
Th. Péschl
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Einleitung.
I. Allgemeines und Grundbegriffe.

1. Mechanik als Naturwissenschaft. Die Hauptaufgabe der theore-
tischen Naturwissenschaften, zu denen die Mechanik in ihrem vollen
Umfange gehort, besteht darin, den Zustand, in dem sich die
Kérper unserer Aullenwelt befinden, und die Verdnderungen, die
diese Korper erleiden, iibersichtlich und gesetzméfBig zu ordnen und
durch Mafl und Zahl zu beschreiben. Voraussetzung fiir die Erfiillbar-
keit dieser Aufgabe ist die aus einer jahrhundertelangen Entwicklung
stammende Erfahrung, dall es solche Gesetze gibt, denen gemafl diese
Verdnderungen verlaufen, und dall es moglich ist, alle Erscheinungen,
die wir in der Natur beobachten, aus solchen Gesetzen zu verstehen
und zu ,.erkliren. Die Losung der angegebenen Aufgabe hat zur Aus-
bildung eines Systems von Begriffen gefiihrt, die in den Naturgesetzen
in bestimmter Weise miteinander verkniipft werden und die diese
Erscheinungen mit den Hilfsmitteln der mathematischen Analyse zu
verfolgen gestatten.

Die einfachsten dieser Verdnderungen sind jene, bei denen die Korper
ihrer geometrischen und physikalischen Beschaffenheit nach gleich
bleiben und nur ihren Bewegungszustand im Raume verdndern.
Zu ihrer Kennzeichnung in dem angedeuteten Sinne wurde schon
frithzeitig der Begriff der Kraft eingefiihrt, ein Begriff, der in der
Folge in mannigfacher Weise ausgestaltet und auf alle Erscheinungen
erweitert wurde, in denen es auf die Untersuchung der Bewegungen
von Korpern oder ihrer Teile u. dgl. ankommt; auf diesem Begriff und
einer Reihe daraus abgeleiteter Begriffe hat sich die Wissenschaft der
Mechanik als besonderer Zweig der Physik entwickelt. Zur vor-
laufigen Kennzeichnung des Gegenstandes, die es weiterhin mit dem
eigentlichen Inhalt zu erfiillen gilt, kénnen wir also sagen:

Die Mechanik ist also die Lehre von den Bewegungen
der Kérper und von den Kréften.

2. Bewegung. Bezugsystem. Koordinaten. Fiir die Untersuchung der Be-
wegungen der Kdrper ist es zunédchst erforderlich, dafl wir Mittel besitzen,
um uns im Raume zurechtzufinden, d.h. die Lage der Kérper in
irgendeiner Weise zu kennzeichnen. Diese Kennzeichnung ist stets nur
in bezug auf einen oder mehrere andere Kérper —die Bezugskoérper —
moglich und geschieht durch Angabe einer geeigneten Anzahl von
Bestimmungsstiicken; um sie praktisch auszufiihren, denken wir uns
mit diesen Bezugskérpern — dem sog. Bezugssystem — etwa ein
System von rechtwinkeligen Koordinatenachsen fest verbunden und

Poschl, Mechanik. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

haben dann die Aufgabe, die Lage des Korpers gegen dieses Koordinaten-
system, und zwar durch Angabe von passend gewéhlten Bestimmungs-
stiicken (Strecken, Winkeln u. dgl.) festzulegen; diese Bestimmungs-
sticke heillen dann die Koordinaten des betreffenden Korpers. Fiir
die Messung der Léngen dienen Mafistédbe, und von diesen setzen wir
voraus, daf sie in allen Koordinatensystemen — gleichgiiltig, wie diese
zueinander auch bewegt sein mdgen — und nach allen Richtungen
eine feste Lange beibehalten sollen.

Die Koordinaten sind bei einer Bewegung verdnderliche GrofBen.
Von der Beschreibung einer Bewegung im Sinne der Mechanik
spricht man erst dann, wenn die Koordinaten fiir alle Werte der
Zeit fir ein gewisses Zeitintervall durch irgendeine Vorschrift fest-
gelegt sind, wenn also eine Verkniipfung der Koordinaten mit der
Zeit hergestellt ist, oder anders ausgedriickt, wenn sich die Koordi-
naten als Funktionen der Zeit angeben lassen.

Die Zeit wird dabei — fiir die Zwecke dieses Buches —
als eine unabhéngig und stetig verdnderliche Grofie ein-
gefiihrt, von der die Anderungen anderer GroéBen, insbe-
sondere der oben erwdhnten Koordinaten, abhédngig ge-
macht werden koénnen.

Die beiden Grundbegriffe jeder exakten Wissenschaft, Raum und Zeit, er-
scheinen somit naturgemiB auch als die obersten Grundbegriffe der Mechanik:
die Erscheinungen, mit denen sich diese beschéaftigt, vollziehen sich im Raum
und in der Zeit. Wie wenig die obigen Festsetzungen iiber diese beiden ,,Kate-
gorien unseres Denkens* Naturnotwendigkeiten, geschweige denn Denknotwendig-
keiten sind, zeigt die neueste Entwicklung des allgemeinsten Zweiges der theore-
tischen Physik, der Relativitdtstheorie, auf Grund welcher sie als weit-
gehende Einschrinkungen erscheinen, die im Wesen der Dinge in keiner Weise
begriindet sind. Diese Theorie hat auch fiir die gewohnliche (Galilei-Newtonsche)
Mechanik, wie wir sie hier treiben, wichtige grundlegende Einsichten geliefert.
— Bei der Darlegung der Lehren der Mechanik tritt deutlich der eigentiimliche
Zirkel zutage, in dem sich jeder befindet, der sie zu lehren oder zu lernen unter-
nimmt und der darin liegt, dal man eigentlich schon die ganze Mechanik kennen
miifite, um ihre Grundlagen zu entwickeln. Man denke etwa an die Messung der
Zeit, die recht verwickelte Instrumente — die Uhren — erfordert, zu deren Auf-
bau und Regulierung mannigfache Kenntnisse aus der Mechanik nétig sind, und
dhnlich, wenn auch viel einfacher, liegen die Verhiltnisse bei der Léngen-
messung. — Im folgenden wird daher vieles als bekannt angenommen — aus
dem téiglichen Leben oder aus der Schule — was eigentlich noch ausfiithrlicher
Erérterung bediirfte.

3. Aufgabe der Mechanik. Die Aufgabe der Mechanik ist jedoch
mit einer solchen ,,Beschreibung®, die auch auf mannigfache andere
Art (z. B. etwa kinematographisch) erfolgen kénnte, keineswegs er-
schopft, diese Aufgabe besteht vielmehr darin, die Gesamtheit der
Bewegungen gesetzméBig zu erfassen und zu ordnen; das Streben
nach logischer Ordnung ihres Tatsachenmaterials hat die Mechanik
mit anderen Wissenschaften durchaus gemeinsam. In der Mechanik
geschieht diese Ordnung durch Angabe des Kraftgesetzes, das der
betreffenden Bewegung (oder, wie wir sehen werden, einer Klasse von
Bewegungen) zugehoért. Der Kraftbegriff selbst griindet sich auf die
Tatsache, dafl die Koérper der AuBlenwelt Wirkungen auf-



Allgemeines und Grundbegriffe. 3

einander ausiiben, die von verschiedenen Umstédnden, von
Bedingungen physikalischer oder chemischer Natur u. dgl
abhingen und weiter darauf, daBl diese Wirkungen gemessen und
zahlenm&Big als Funktionen der Koordinaten, der Zeit und
anderer aus diesen abgeleiteten Gréfen (z. B. der Geschwindig-
keit) dargestellt werden kénnen.

Die Vorstellung einer Kraft wird erleichtert durch Ankniipfung an gewisse
mit eigenen Empfindungen verbundene Erfahrungen des téglichen Lebens (Tragen
eines Gewichtes, Uberwindung eines Widerstandes oder dgl.), fiir die man passend
das Wort ,,Kraftsinn‘‘ geprigt hat. Mit dem Begriffe Kraft verbinden wir stets
die Vorstellung einer Tendenz, die einen Korper in Bewegung zu setzen oder
seine Bewegung abzuindern strebt. Dieser Kraftsinn wird — in richtiger Weise
ausgebildet — dem Ingenieur in vielen Fillen das ,,Einfiihlen® in das betreffende
Problem erleichtern; doch empfiehlt es sich, die einzelnen Probleme stets im
Zusammenhange mit den allgemeinen Regeln und Gesetzen zu betrachten, die
in der Mechanik aufgestellt werden.

Die Aufgabe der Mechanik besteht also darin, einerseits die Hilfs-
mittel anzugeben, die man fiir die Beschreibung der Bewegungen im
oben angedeuteten Sinne verwendet, und andererseits Regeln und An-
weisungen zu schaffen, um die Bewegungen im Zusammenhange mit
dem jeweils zugehorigen Kraftgesetz zu studieren. Dabei ergeben sich
von selbst zwei verschiedene Arten von Problemen: entweder es ist
die Bewegung (durch Beobachtungen oder dgl.) gegeben und das Kraft-
gesetz zu ermitteln, oder es ist umgekehrt das Kraftgesetz bekannt
und die Bewegungen zu bestimmen, die diesem zugehoren.

Die Lehre von den Kriften wird uns zunéchst mit deren zweck-
méfiger zeichnerischer und rechnerischer Darstellung bekannt machen
und auf die Frage der Zusammensetzung von Kréften fithren, wo-
bei sich als fiir die Anwendung in der Technik wichtigster Sonderfall
der des Gleichgewichtes ergeben wird. Diese Fragen machen den
Inhalt der Statik aus. Wir wollen sie den weiteren Entwicklungen
voranstellen.

Durch die Einfithrung des Kraftbegriffes finden gleichzeitig auch
die Forderungen der Einfachheit und der ZweckmaBigkeit, die
bei der Ordnung eines Tatsachenmaterials fiir alle Begriffshestimmungen
und Methoden an die Spitze zu stellen sind, ihre Erfiilllung.

4. Einteilung der Mechanik. Die Einteilung der Mechanik ist nach
verschiedenen Gesichtspunkten moglich, und zwar:

a) Nach der Beschaffenheit der Korper. In der ,,Mechanik
der starren Korper oder der ,,Stereomechanik werden die Kérper
(mit gewissen Ausnahmen) als starr, d. h. die Entfernungen ihrer
Teile voneinander als unverdnderlich angenommen. Der starre
Korper erweist sich deshalb als verhdltnisméfBig einfach, weil zur
Kennzeichnung seiner Lage eine endliche, und zwar kleine Zahl von
Koordinaten erforderlich ist. Mit diesem Teil beschiftigt sich das vor-
liegende Lehrbuch.

Fir andere Arten von Aufgaben ist es notwendig, von diesem Bilde
des starren Korpers abzugehen, es zu erweitern; dies fithrt dann
zur Elastizitdts- und Festigkeitslehre (d.i. die Mechanik der

1*
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im gewohnlichen Sinne festen Korper) einerseits und zur Mechanik
der fliissigen und gasformigen Koérper (Hydro- und Aero-
mechanik) andererseits.

Die Giiltigkeit der mechanischen Grundgesetze, die wir im fol-
genden aufstellen werden, wird durch die Art des Mediums, auf das
wir sie anwenden, nicht beeinflullt, lediglich die Form ihrer Anwen-
dung ist fiir verschieden beschaffene Medien verschieden.

b) Nach der Beschaffenheit der Probleme unterscheiden
wir in der Mechanik der starren Korper:

1. Die Statik, d.i. die Lehre von der Zusammensetzung der Kréfte
und vom Gleichgewichte (2). Bei den meisten Aufgaben treten die
Krifte als unverianderliche GroBen auf; unter Umstédnden werden sie
auch als verinderlich betrachtet, in der Statik sind sie dann aber nur
Funktionen der Koordinaten allein. Eine Abhangigkeit von der Zeit
tritt dabei nicht auf.

II. Die Bewegungslehre oder Kinematik befalit sich mit den
geometrischen Hilfsmitteln (Wahl geeigneter Koordinaten u. dgl.), die
fir die Beschreibung der Bewegungen nétig sind. Dabei begegnen wir
den beiden wichtigen Begriffen Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung. Genauer gesagt, handelt es sich in der Bewegungslehre um die
Beschreibung der Bewegung ohne Riicksicht auf die einwirkenden
Krifte, und zwar entweder fiir einen bestimmten Zeitpunkt oder fiir
ein bestimmtes Zeitintervall.

I11. Die Dynamik behandelt die allgemeine Aufgabe der Mechanik,
die Bewegung der Korper unter der Wirkung der Kréfte zu untersuchen,
d.h. die Bestimmung der Koordinaten als Funktionen der Zeit, wie
sie durch die auf die Koérper einwirkenden Krifte bedingt sind.

Ahnliche Unterscheidungen gelten natiirlich auch fiir die Mechanik der elasti-
schen, fliissigen und gasférmigen Korper.

5. Grundeinheiten, Dimensionen, MaBsysteme. Der Forderung, fiir
alle Erscheinungen, die gesetzmaBig zu erfassen Aufgabe der Mechanik
ist, zahlenmaBige Beziehungen anzugeben, kénnen wir nur geniigen,
indem wir fiir alle eingefiihrten GroéBen gewisse Einheiten festlegen,
in denen wir sie messen wollen; denn jedes Messen ist nur ein Ver-
gleichen mit gewissen als Einheiten gewdhlten Dingen gleicher Art.
Diese Einheiten sind im Grunde vollkommen willkiirlich; sie miissen
nur so beschaffen sein, dal wir sie stets mit entsprechender Genauigkeit
herstellen kénnen und da8 sie — soweit menschliche Einsicht nur
irgend beurteilen kann und physikalische Messungen irgendwelcher Art
dies bestéiitigen — ihre Gréfle beibehalten. Die verschiedenen Begriffe,
die wir in der Mechanik anwenden, machen die Einfiihrung verschie-
dener Kinheiten notwendig, da sie Dinge verschiedener Art sind;
man sagt, sie haben verschiedene Dimensionen. In der Physik
wird jedoch (nach C.F.GauB, 1777—1855, und W.Weber, 1804—1890)
gezeigt, dafl sich alle vorkommenden GréBen durch drei von ihnen
ausdriicken lassen, fiir welche die Einheiten, die sog. Grundeinhei-
ten, willkiirlich gewéhit werden kénnen. Fiir welche Groflen man
die Einheiten als Grundeinheiten einfithren soll, wird wieder nur
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durch die Forderungen der Einfachheit und ZweckmiBigkeit ent-
schieden; sie miissen selbstverstindlich voneinander unabhingig sein.
Die Einheiten fiir alle anderen GroBen werden dann als (aus diesen
Grundeinheiten) abgeleitete Einheiten bezeichnet.

Da wir Raum und Zeit als grundlegende Begriffe eingefiihrt haben,
werden wir die fiir sie geltenden Einheiten auf jeden Fall als zwei der
Grundeinheiten festsetzen. Als Lingeneinheit dient das Meter [m],
wihrend die Flichen- und Raumeinheit daraus abgeleitet sind: das
Quadratmeter [m2?] und Kubikmeter [m3] und ihre Vielfachen nach
unten und oben, die jedem aus dem téglichen Leben wohl vertraut
sind. Als Zeiteinheit dient die Sekunde mittlerer Sonnenzeit
[s], d.i. der 24 x60x60ste Teil des mittleren Sonnentages, und
ihre Vielfachen nach oben, die Minute [min], Stunde [h], Tag und
Jahr.

Wenn es nur auf ihre Sonderart ankommt, wird die Dimension
einer GréBe nur durch EinschlieBung eines sie kennzeichnenden Buch-
stabens in eckige Klammern angedeutet, also etwa fiir die Linge [L],
fir die Zeit [T]; es ist notwendig, die Dimension bei allen physi-
kalischen und mechanischen Rechnungen, und zwar gleich in den
verwendeten Einheiten hinzuzuschreiben. Die Umrechnung in die Viel-
fachen oder Teile der Einheiten derselben Gréfien (z. B. von m in km
bei Lingen, von s in h bei Zeiten) geschieht dann durch Division bzw.
Multiplikation mit dem betreffenden Zahlenfaktor.

Es ist klar, daB in jeder Gleichung zu beiden Seiten nur Gréflen
gleicher Art stehen konnen; daher gibt die Beachtung der Dimension
sofort ein erstes Kennzeichen — eine erste Kontrolle — fiir die Richtig-
keit eines Ansatzes: diein einer Gleichung additiv nebeneinander
stehenden GroBen miissen gleiche Dimension haben. Der
Wert dieser Auffassung reicht jedoch noch viel weiter; in vielen Fillen
gelingt es, die Form physikalischer Gesetze ohne Rechnung durch
bloBe ,,Dimensionsbetrachtungen® anzugeben.

Nicht so unmittelbar naheliegend wie bei Raum und Zeit ist es,
fir welche mechanische Grofie man die Einheit als dritte Grundeinheit
einfiihren soll.

6. Das technische MaBsystem. Kilogramm als Krafteinheit. Der
Begriff der Kraft ist, wie schon erwidhnt, aus dem Gefithle der An-
strengung hervorgegangen, die wir beim Heben einer Last oder der
Uberwindung irgendeines Widerstandes fiihlen; die Stirke dieser Emp-
findung kann als das erste, allerdings noch wenig exakte Maf3 der
Kraft dienen. Aus diesem unbestimmten MafBe, das uns unser Muskel-
gefiihl gibt, konnte erst dadurch die Grundlage fiir ein exaktes, wissen-
schaftlich brauchbares Mafl geschaffen werden, dafl man fir die zu
hebende Last das Gewicht des betreffenden Korpers setzte und er-
kannte, daf} sich andere Dinge gleicher Art (wie der Zug einer Feder,
der Druck eines Gases oder Dampfes auf einen Kolben oder die bei
der Berithrung zweier Korper auftretenden Krifte u. dgl.) mit Hilfe
der Waage (und zwar der gewohnlichen Hebelwaage) mit solchen
Gewichten vergleichen lieen.
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In der Technik wird (wie im téglichen Leben) als dritte Grund-
einheit die Einheit fiir die Kraft gewdhlt, und zwar das Kilo-
gramm [kg], d.i. das Gewicht eines Metallstiickes (Prototyps) von
bestimmter GréBe an einem bestimmten Orte unter der Wirkung einer
,,hormalen Schwerebeschleunigung (¢ = 9,80665 ms—2), das in Paris
aufbewahrt wird und von dem alle Staaten getreue Kopien besitzen.
Urspriinglich war 1kg definiert als Gewicht der Masse von 1dm?3
reinen Wassers von 4° C unter der Wirkung der normalen Schwere-
beschleunigung. Das Dimensionszeichen fir die Kraft sei [K]. Die
GroBe des Gewichtes jedes Korpers éndert sich (wegen der Anderung
der Schwerebeschleunigung) mit dem Orte auf der Erde — da diese
Anderung aber nur gering ist, so wird in der Technik darauf keine
Riicksicht genommen.

In der Technik ist fiir das Kilogramm als Krafteinheit auch die
Bezeichnung ,,Kil vorgeschlagen worden, um sie von dem Kilogramm
als Masseneinheit zu unterscheiden; doch hat sich diese bisher noch
nicht einzubiirgern vermocht.

AuBer dem kg haben noch Teile und Vielfache davon besondere Namen und
Bezeichnungen erhalten, so z. B.

0,00l kg =1 Gramm = 1g,
0,01 kg = 1 Dekagramm = 1 dkg,
1000 kg = 1 Tonne = 1t,

10000 kg = 1 Waggon = 1 W = 10t.

Die Einheit fir die Kraft ist die dritte Einheit des technischen
MaBsystems, dessen zwei erste Glieder die Einheiten fiir die Lange
und Zeit sind. Aus diesen Grundeinheiten kénnen, wie oben gesagt,
die Einheiten fiir alle anderen GréBen abgeleitet werden (abgeleitete
Einheiten).

7. Das dynamische Grundgesetz. Masse. Gewicht. Der heutigen tech-
nischen Mechanik liegt das Galilei-Newtonsche System zugrunde;
dieses ist auf einer Anzahl von Grundsitzen axiomatischen Charakters
aufgebaut, die zum ersten Male von J. Newton (1643—1727) formuliert
wurden, ihre heutige Bedeutung aber erst viel spater erhalten haben.
Die Newtonsche Auffassungsweise wurde indessen schon durch G. Ga-
lilei (1564—1642) vorbereitet, von dem wir umfangreiche Erérterungen
iiber die Grundbegriffe der Mechanik besitzen.

Die im Abschnitt 6 erwidhnte Bestimmung der GréBle einer Kraft
mittels der Waage gibt ndmlich noch keinerlei Aufschluf3 dariiber,
welche Wirkung eine solche Kraft (Anziehung, Feder, Gasdruck) an
einem Korper, der sich bewegen kann, hervorbringt. Die Er-
fahrung zeigt zunéchst nur, daf} jede derartige Einwirkung von dem
Korper selbst abhingt und von einer Anderung des Bewegungs-
zustandes des Korpers begleitet ist; wir haben vorerst zu erkldren,
was darunter zu verstehen ist.

Die einfachste Bewegungsform, die man sich vorstellen kann, ist
die, bei der sich alle Punkte des Korpers in parallelen (kongruenten)
Bahnen bewegen und in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegen ; eine
solche Bewegung nennt man eine gleichférmige und den Weg in
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1 s nennt man die Geschwindigkeit (Bezeichnung ¢, »). Unter Be-
wegungszustand (Geschwindigkeitszustand) versteht man den In-
begriff der fiir jeden Zeitpunkt definierten Geschwindigkeiten aller
seiner Punkte. Von einer Anderung des Bewegungszustandes eines
Koérperpunktes spricht man, wenn sich seine Geschwindigkeit nach
GroBe oder Richtung #ndert; das MaB fiir die Anderung der Ge-
schwindigkeit in der Zeiteinheit nennt man Beschleunigung (Be-
zeichnung b). Beide konnen, wie wir spiter sehen werden, gemessen
und durch Lidngen und Zeiten dargestellt werden; ihre Einheiten sind
daher aus den Léngen- und Zeiteinheiten ableitbar und haben folgende
Dimensionen:

[v] = [Geschwindigkeit] = [LT-1], [b]= [Beschleunigung] = [LT2].

Die GroBe der Bewegungsénderung, also der Beschleunigung
(die z. B. eine Feder an einem Korper hervorbringt), ist nun erfahrungs-
gemil durch die GroBe der Federkraft (Ausreckung der Feder, An-
spannung) bedingt, und zwar ist sie dieser Kraft K [kg] direkt pro-
portional. Dies wird durch einen Versuch bestitigt, bei dem man die
Feder (unter moglichster Ausschaltung aller Widerstinde) auf den
Kérper wirken laft und die entsprechende Beschleunigung miBt;
bringt man dann auf den gleichen Korper 2, 3. .. solcher Federn an,
so beobachtet man, daf} die entsprechenden Beschleunigungen 2-, 3- . ..
mal so groB wie die zuerst erhaltenen sind. Nun dndern wir den Ver-
such in der Weise ab, daBl wir ein und dieselbe Feder nehmen, aber die
Stoffmenge des Korpers (z. B. die Eisenmenge) verindern. Man be-
obachtet dann, dafl mit zunehmender Menge die entstehende Be-
schleunigung abnimmt, und zwar ist die Beschleunigung der Stoff-
menge verkehrt proportional.

Aus beiden Versuchen folgt unmittelbar die Beziehung

(1)

wobei m eine GroBe ist, die der Stoffmenge des Kérpers, also natiirlich
auch dessen Gewicht proportional ist, aber doch nicht
mit dem Gewicht identisch sein kann; es hitte sonst diese
Gleichung gar keinen Sinn, da eine Kraft [K] nicht dem Produkt einer
Kraft (Gewicht) und einer Beschleunigung gleich sein kann. Die Gréie m
wird die Masse des Korpers genannt; sie ist eine dem betreffenden
Korper eigentiimliche GroBe, deren Dimension (im technischen Maf-
system) aus (1) unmittelbar folgt, da

\m— Kb,

K=mb oder b= K/m,

(2)
also ist

[Kraft] .
[Beschleunigung]

[m] = Masse — [LIT:] — [KLT?].

Die Masse ist also im technischen MafBsystem aus den anderen
GréBen abgeleitet (dhnlich wie z. B. Geschwindigkeit aus Weg und
Zeit usw.).
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Was den Zusammenhang der Masse m mit dem Gewicht G des
Korpers betrifft, so erinnern wir an die Beobachtungstatsache, daBl
die ,,Schwerkraft, d.i. ja das Gewicht, allen Koérpern (an einem be-
stimmten Punkt der Erdoberfliche) die gleiche Beschleunigung (und
zwar etwa g = 9,81 ms—2) erteilt; wir erhalten daher die Beziehung:

6 =mg | )

Als Einheit der Masse werden wir folgerichtig jene Stoffmenge
ansprechen, die durch die Kraft von 1kg die Beschleunigung 1 ms—2
erhdlt. Da das Gewicht G dem Korper nicht die Beschleunigung 1,
sondern g = 9,81 ms~2 erteilt, so hat ein 9,81 kg schwerer Kdorper
die Masse 1[kgm=1s2]; denn nach Gl. (3) ist m =1 fiir @ = 9,81 kg
und g = 9,81 ms—2; ein Korper, der 1kg schwer ist, hat die Masse

1 1
981 A T(—)kgm—1 82,

Die Gl. (1) ist das sog. dynamische Grundgesetz (IL. Newton-
sches Gesetz, 1686); es bildet die Grundlage der ganzen Entwick-
lung der Dynamik und besagt: Durch die GréBe der einwirken-
den Kraft und die Masse des Koérpers, auf den sie wirkt,
ist dessen Beschleunigung v6llig bestimmt; die Beschleuni-
gung ist proportional der Kraft und verkehrt proportional
der Masse und erfolgt [wie bei der spidter folgenden Erweite-
rung der Gl. (1) auf Vektorform noch genauer erklirt werden wird]
in der Richtung der einwirkenden Kraft.

Dieses Gesetz gilt zundchst nur fiir Korper, deren Ausdehnungen klein sind,
also fiir Punktkorper, oder, anders ausgedriickt, wenn Drehbewegungen
keine Rolle spielen. Uber seine Erweiterung fiir endliche Korper siehe TIT. Teil:
Dynamik.

Von der Tatsache, dafl die Masse einen vom Gewichte vollig
verschiedenen physikalischen Begriff darstellt, kann man sich durch
folgende (von E. Mach, 1838—1916, angegebene) einfache Versuche
unmittelbar iiberzeugen:

. Zum Heben zweier gleicher Lasten G, G muf}

! ihr Gewicht iiberwunden werden, was wir durch

w die Muskelanstrengung wahrnehmen koénnen.

Kniipft man beide Gewichte an die Enden einer
T l Schnur und fiihrt diese um eine Rolle (Abb. 1), so

2

widerstehen sie jeder Bewegungsinderung (Be-

schleunigung) nur durch ihre Masse. Wollen wir s
6¢[] []é beide Massen z.B. im Sinne des Pfeiles in Be- _>".J
wegung setzen, so empfinden wir deutlich die . ,
Kraft, die wir dazu aufwenden miissen, und die
Anstrengung wird um so gréBer sein, je groBler die Massen der Korper
sind und je rascher wir die Kérper in Bewegung setzen wollen. —
Oder: ein groBles Gewicht, an einem Faden als Pendel (Abb. 2) auf-
gehingt, kann mit geringer Miihe in einer kleinen Fadenablenkung
neben der Gleichgewichtslage erhalten werden ; die Kraft, die (bei kleiner
Ablenkung) das Pendel in die Gleichgewichtslage zuriickzieht, ist sehr

Abb. 1.
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gering; trotzdem empfinden wir einen bedeutenden Widerstand, wenn
wir das Gewicht rasch seitlich bewegen oder in seiner Bewegung an-
halten wollen.

Die Masse ist also, obwohl dem Gewichte proportional,
doch ein vom Gewichte verschiedenes bewegungsbestim-
mendes Merkmal; sie hingt von der stofflichen Beschaffen-
heit des Kérpers ab und ist eine jedem Korper eigentiimliche
feste GroBe.

Jede in Bewegung befindliche oder in Bewegung zu setzende Masse
beeinfluflt diese Bewegung vor allem durch ibre Tragheit; auBerdem
ist jede Masse schwer, d.h. Angriffstelle von Anziehungskréften
aller anderen Massen. (Fiir einen Korper in der Nahe der Erde kommt
nur die Anziehung der Erde selbst in Frage, die wir eben als das Ge-
wicht bezeichnen.) Beide Eigenschaften, d. h. Tragheit und Schwere
sind immer vorhanden, und nur unter bestimmten Voraussetzungen
und fiir bestimmte Zwecke kann von der einen oder anderen — in
gewissen Fillen auch von beiden — abgesehen werden.

Der Ubergang von der statischen Methode der Kraftmessung,
die sich auf den Vergleich von Kraften mit Hilfe der Waage griindet,
zur dynamischen oder kinetischen, fir die das dynamische Grund-
gesetz den Ausgangspunkt bildet und die die entstehenden Beschleuni-
gungen zur Messung heranzieht, ist fiir die gesamte Entwicklung der
Mechanik von grundsétzlicher Bedeutung geworden (9).

8. Das physikalische MaBisystem. Kilogramm als Masseneinheit. Die
Beschleunigung der Schwere g héngt erfahrungsgemafl von dem Ort
auf der Erdoberfliche und von der Héhe iiber dieser ab, es muf3 daher
in Gl. (3) mindestens einer der Gré8en @ oder m dieselbe Veranderlich-
keit zugeschrieben werden. Im Hinblick auf das dynamische Grund-
gesetz (1), das dieselbe Beziehung fiir beliebige Krifte, Massen und
Beschleunigungen ausdriickt, wird in der Mechanik der Faktor m als
konstant und das Gewicht G zufolge der Gl. (3) als mit g verdnderlich
angenommen.

Die Masse wird als eine jedem Korper eigentiimliche
Konstante eingefithrt, die sein Verhalten gegeniiber Krif-
ten, die auf Anderung seines Bewegungszustandes hin-
zielen, kennzeichnet.

Ahnlich wie fiir Lingen und Zeiten ist die Konstanz der Masse als eine Nahe-

rung anzusehen, die bei einer allgemeineren Auffassung der Naturerscheinungen
(Relativitatstheorie) nicht aufrechterhalten werden kann.

Bei Korpern von endlichen Abmessungen sind, wie im III. Teil
niher ausgefiihrt wird, aufler der Masse noch andere Gréfen als be-
stimmend fiir ihr dynamisches Verhalten einzufithren (Tréigheits-
momente, Zentrifugalmomente).

Dieser Festsetzung der Unverinderlichkeit der Masse gegeniiber ist es
nicht folgerichtig, wenn im technischen MaBsystem als dritte Grund-
einheit die Hinheit fir die Kraft und nicht die fiir die Masse ge-
nommen wird. Ein gewichtiger Grund hierfiir liegt in der besonderen
Rolle, die die Statik in der gesamten Technik und in ihren geschicht-
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lichen Anfiangen spielt, die sich nur mit Kraften befafiten und die Be-
wegungserscheinungen génzlich auller acht lief. Im Gegensatz hierzu
tragt das physikalische Maflsystem dieser Konstanz der Masse dadurch
Rechnung, daBl es als dritte Grundeinheit die Masse des in 6 be-
schriebenen Prototyps als Masseneinheit einfithrt. Ungliicklicher-
weise wird aber die Einheit der Kraft im technischen und die Einheit
der Masse im physikalischen System durch dasselbe Wort — Kilo-
gramm — bezeichnet, und dies ist einer der Hauptgriinde fiir die
Verwirrung, die vielfach noch immer in dieser grundsatzlichen Frage
herrscht.

9. Uber das Messen von Massen und Kriften. In 6 wurde schon
auf den Vergleich von Kréften (insbesondere von Gewichten) mit Hilfe
der gewchnlichen Hebelwaage hingewiesen; wir sprechen in diesem
Falle von der statischen Methode der Kraftmessung. Da die
Massen der Korper ihren Gewichten proportional sind, so kann fiir
einen bestimmten Ort der Erde die Hebelwaage ebensowohl
zum Messen — d.h. Vergleichen — von Gewichten wie auch von
Massen dienen: nimmt man das als Einheit gewéhlte Vergleichstiick
als Masse, so vergleicht man Massen miteinander, nimmt man es als
Gewicht, so handelt es sich um den Vergleich von Gewichten.

Ein anderes Hilfsmittel zur statischen Messung von Kréften ist
die Federwaage; bei dieser wird die Zusammendriickung oder Aus-
reckung einer Feder als MafB fir die GréBe der einwirkenden Kraft
genommen; die Federwaage wird durch die als Einheit angenommene
Kraft — 1kg Gewicht — geeicht’“. Nur wird dieses Gewicht, das
wir an einem Orte der Normalschwere als 1 kg bezeichnen, an einem
anderen Ort mit anderem g eine andere Zusammendriickung ergeben,
also ein anderes Gewicht zeigen. An Orten mit groBerem ¢ (in tiefen
Schiachten oder am Pol) wird die Zusammendriickung gréfer sein als
an Orten mit kleinerem g (auf Bergspitzen oder am Aquator).

Man beachte jedoch: wenn man die wegen des verdnderlichen Wertes
von ¢ erforderlichen Korrektionen kennen wiirde, so kénnte man die
Federwaage ebensowohl zur Messung von Massen verwenden, wie auch
die Hebelwaage zur Messung von Gewichten — und zwar auch an
verschiedenen Punkten der Erde. (Dies ist nicht wesentlich anders als
etwa die Temperaturkorrektionen an Mafistiben und Uhren fiir genaue
Langen- und Zeitmessungen.)

Von dieser statischen MeBlmethode ist die dynamische zu unter-
scheiden, bei der die Masse des gewdhlten Normalkérpers als Massen-
einheit und jene Kraft als Krafteinheit genommen wird, die jenem
Korper die Beschleunigung 1 ms=2 erteilt. Die Masse irgend welcher
anderer Korper bestimmt man dann, indem man diese Krafteinheit
auf sie wirken l4fit und die entstehende Beschleunigung b miBt; wegen
der Gl. (2) ist dann der Kehrwert 1/b die gesuchte Masse. — Ebenso
wird die Kraft an irgendeiner Stelle eines Kraftfeldes (das von an-
ziehenden Massen herrithrt) oder einer Feder oder eines gespannten
Fadens dadurch gemessen, dafl man die gewihlte Masseneinheit an die
betreffende Stelle des Feldes bringt oder auf sie die Feder oder den
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gespannten Faden wirken 148t, und wieder die entstehende Beschleuni-
gung b (aus Lidngen- und Zeitmessungen) ermittelt; diese ist dann wegen
der Gl (1) gleich der dort wirkenden Kraft. Wenn dann die Kraft an
jeder Stelle des Feldes bestimmt ist, dann 148t sich, wie im IT. Teil ndher
erliutert wird, aus der Gl. (1) die endliche Bewegung des Korpers
durch Integration, die analytisch oder numerisch oder zeichnerisch
geleistet werden kann, ermitteln.

Die Hauptsache ist nun die Aussage, dal die nach diesen beiden
Methoden gefundenen GroBlen — die nach der statischen Methode
mittels der Waage gefundene (oder durch Fallversuche festgestellte)
schwere Masse — und die nach der dynamischen Methode gefundene
trige Masse — tatséchlich dieselben GréBen sind und vollstindig
miteinander iibereinstimmen. Diese Aussage ist gar nicht selbstversténd-
lich, sie ist vielmehr in ihrer vollen Bedeutung fiir die hier nur skizzierte
Grundlegung der Mechanik erst vor ganz kurzer Zeit, und zwar durch
die Entwicklung der allgemeinen Relativititstheorie hervorgetreten.

10. Zusammenstellung der Dimensionen wund Einheiten im tech-
nischen und physikalischen Mafisystem. Die folgende Tafel enthélt eine
Ubersicht iiber die wichtigsten in der Mechanik auftretenden GréBen
mit ihren Dimensionen und Einheiten. Den meisten von ihnen
werden wir erst im Laufe der spiteren Betrachtungen begegnen. Die
Unterscheidung in der Reihe mit der Bezeichnung , Art“ — Skalar
oder Vektor — kommt in Kapitel IT zur Sprache.

Von den zwischen den gleichartigen Grofen bestehenden Beziehun-
gen, die sich unmittelbar aus den getroffenen Festsetzungen ergeben,
merken wir hier noch die folgenden an:

Kraft . . . . . . 1kg = 9,81.105 Dyn,
Arbeit . . . . . 1kgm = 9,81.107 Erg = 9,81 Joule,
Leistung . . . . 1kgms~! = 9,81 Watt = /,; PS, 1 PS = 736 Watt.

11. Triigheitsgesetz. Inertialsysteme. Das dynamische Grundgesetz (1)
zeigt nun (da sicher m = 0), daf} die Aussage K = 0 notwendig mit
b = 0 verkniipft ist; d.h. bei fehlenden Kriften bewegt sich
der Korper gleichférmig in gerader Bahn? Diese Aussage ist
das Tragheitsgesetz der Newtonschen Mechanik (I. Newton-
sches Gesetz); die Bahn eines solchen, von duBleren Kriften freien
Korpers nennt man eine Tragheitsbahn.

Dabei tritt nun folgende grundsitzliche Schwierigkeit auf. Die Aus-
sage, dafl sich ein Korper gleichférmig in einer Geraden bewegt, hat
naturgemdfl — wie jede derartige Aussage — nur dann einen Sinn,
wenn man sie auf ein bestimmtes Koordinatensystem bezieht. Jede
solche Trigheitsbahn wird, von einem anderen Koordinatensystem aus
betrachtet, irgendwie gekriimmt oder mit verdnderten Geschwindig-
keiten durchlaufen erscheinen ; wenn das Tragheitsgesetz im ersten System
erfiillt war, braucht dies im zweiten nicht mehr der Fall zu sein. Nur
in Koordinatensystemen, die sich gegeneinander geradlinig und gleich-
férmig bewegen, werden Trégheitsbahnen immer wieder als solche
(allerdings jedesmal mit verdnderter Geschwindigkeit durchlaufen) er-
scheinen,
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Dieser Sachverhalt scheint darauf hinzudeuten, daB in der Natur
bestimmte Koordinatensysteme ausgezeichnet sind, in denen das Trég-
heitsgesetz gilt, gegeniiber anderen, denen diese Eigenschaft nicht
zukommt. Die Frage ist nun, wie haben wir ein Koordinatensystem
anzunehmen, und welche Gewidhr haben wir dafiir, daB ein solches
ausgezeichnetes System ein Inertialsystem (inertia = Trégheit) ist ?
Newton hat diese Frage damit beantwortet, dafi er das Vorhandensein
eines absoluten Raumes angenommen hat, in dem das Trégheits-
gesetz gelten soll. Heute miissen wir sagen, dafl es kein physikalisches
Hilfsmittel, keine Beobachtung und keinen Versuch gibt, der dazu
dienen koénnte, die Entscheidung zugunsten irgendeines besonderen
Systems zu treffen, das dann als Trigheitsystem zu gelten hitte.
Wenn wir trotzdem fiir die Zwecke der rechnerischen Beherrschung der
Bewegung der Himmelskoérper ein mit dem Fixsternhimmel ver-
bundenes Koordinatensystem als Inertialsystem einfithren, so geschieht
dies nur aus Griinden der Einfachheit und ZweckméBigkeit, eine dar-
iiber hinausgehende Behauptung hat man in dieser Annahme nicht zu
erblicken. Der giinstige Erfolg dieser Einfithrung liegt in dem Um-
stande, dafl die Masse des Fixsternsystems ungeheuer grofl gegen die
Massen der Himmelskorper (Planeten, Monde, Kometen) ist, deren Be-
wegungen unserer Beobachtung und Rechnung zuginglich sind.

Aus den gleichen Griinden wird fiir die Bewegung der Korper auf
der Oberfliche der Erde, soweit sie sich nur iiber kleine Réume und
Zeiten erstrecken und kleine Werte der Geschwindigkeiten enthalten,
mit hinreichender Genauigkeit die Erde selbst als solches Trigheit-
system (Inertialsystem) eingefiihrt.

12. Arten der Krifte. Wechselwirkung., Die Krifte, mit denen wir
es in der Mechanik zu tun haben, konnen nach verschiedenen An-
sichtspunkten voneinander unterschieden werden.

a) Je nach der Art und Weise, wie die Wirkungen der Korper auf-
einander, die wir unter dem Bilde von Kriften auffassen, verteilt sind,
unterscheiden wir Massenkrifte oder Raumkrafte, die iiber die
ganze Ausdehnung der Koérper, also rdumlich verteilt, anzunehmen sind
(Anziehungskréfte, Gravitation, Fliehkraft) und Flichenkrifte, die
nur bei unmittelbarer Beriihrung der Korper zustande kommen und ihren
Sitz an den Grenzflichen des Kérpers haben (Driicke der Korper auf-
einander bei Berithrung, Auflager- und Stiitzkrafte, Reibung, Dampf-
druck usw.) oder als innere Krifte (Spannungen) an den Grenz-
flichen jedes Raumteiles im Innern der Korper auftreten und deren
Zusammenhang zu einem Ganzen herstellen. Die Erkenntnis der ge-
meinsamen Natur dieser aus ganz verschiedenen Erscheinungen her-
geleiteten Einfliisse hat erst die Ausdehnung der Mechanik auf die
»gestiitzten und , gefithrten Systeme ermdglicht, die den Gegen-
stand der technischen Anwendungen bilden.

Zur Vereinfachung gewisser Betrachtungen werden gelegentlich
auch Einzelkrifte, die in einzelnen Punkten der Oberfliche auf die
Kérper einwirken, als Oberflichenkrifte eingefithrt, doch muB man
sich dariiber klar sein, daf gerade diese in der elementaren Mechanik
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am meisten verbreitete Annahme die weitestgehende Idealisierung
darstellt.

b) Eine weitere wichtige Unterscheidung ist die zwischen einge-
pragten und Auflagerkraften (Reaktionskriften). Zu den ersteren
rechnen wir die unmittelbar vorgegebenen, in all ihren Bestimmungs-
stiicken bekannten Krafte, wie Gewichte, die Lasten unserer Bau-
werke, Federkrifte, Treibkrafte der Maschinen (Dampfdruck) u. dgl.
Nun kommen aber in der Technik und in der Natur niemals einzelne
Korper mit eingepriagten Kréaften allein vor, sondern stets nur in Ver-
bindung oder Beriihrung mit anderen, auf die sie sich stiitzen; es ist
ein wichtiger, fiir die Behandlung der gefiihrten und gestiitzten
Systeme grundlegender Gedanke, jeden derartigen Einfluf}, der geo-
metrisch als gewisse Bedingung erscheint, stets wieder als Kraft [und
zwar als Flichenkraft im Sinne der Unterscheidung a)] einzufiihren,
und zwar so, wie es durch die besondere Art der Stiitzung gekenn-
zeichnet ist (woriiber in 33 genauere Angaben folgen).

Eine besondere Stellung nimmt bei dieser Unterscheidung die Reibung
ein, die als eine in die Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene fallende
Flachenkraft eingefithrt wird. Bei relativer Ruhe der sich stiitzenden Kérper
spricht man von Haftreibung, sonst von Bewegungsreibung. Die Haftreibung,
die i.a. nach GroBe, Richtung und Sinn als Unbekannte eingefithrt werden muB,
ist eine Auflagerkraft, wihrend die Bewegungsreibung bis zu einem gewissen
Grade bestimmt ist, nimlich stets der Richtung der Bewegung entgegenwirkt,
und den eingepriagten Kriften zugezéhlt wird.

Ein wichtiger Grundsatz, der in den Anwendungen immer wieder
zur Verwendung kommt, ist das sogenannte Wechselwirkungs-
prinzip oder der Satz der Gleichheit von Wirkung und Ge-
genwirkung (III. Newtonsches Gesetz). Er besagt, daB die
Krifte in der Natur nur paarweise auftreten, da also mit jeder Kraft,
die auf einen Korper einwirkt, notwendig eine gleich groBe und
entgegengesetzt gerichtete Kraft auf einen andern verkniipft ist
(z. B. die Anziehung der Sonne auf die Erde ist gleich und entgegen-
gesetzt der der Erde auf die Sonne, ebenso der Druck eines Kérpers
auf den Tisch dem des Tisches auf den Kérper usw.). Die eigentliche
Bedeutung dieses Prinzipes kann erst vollstindig erkliart werden, wenn
die Begriffe , Reaktionskraft” und ,,Tridgheitskraft eingefiihrt sind.

Dieser Satz von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung gilt nicht
nur fir Krifte, sondern — nach Einfithrung des Begriffes des starren Kérpers —
auch fiir Kraftpaare oder Momente: Jedem auf einen Kérper einwirkenden
Moment entspricht ein gleich grofles und entgegengesetztes auf einen zweiten
Kérper: z. B. ist in einem Flugzeug das auf die Luftschraube ausgeiibte Dreh-
moment gleich gro und entgegengesetzt dem auf den Flugdrachen wirkenden.

Das Wechselwirkungsprinzip gestattet auch, wie E. Mach gezeigt
hat und wie hier im AnschluBl an 9 noch bemerkt werden mag, eine
von der Kraft selbst unabhéngige Definition des Massenbegriffs. Man
denke sich zwei Korper von allen ibrigen Wirkungen isoliert und nur
ihrer gegenseitigen Anziehung ausgesetzt, also etwa an zwei sehr langen
Faden nebeneinander aufgehidngt und durch gespannte Gummischniire
miteinander verbunden. Die Massen der beiden Kérper verhalten sich
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dann umgekehrt wie die Beschleunigungen, die sie sich bei Loslassung
erteilen. Wenn eine der Massen als Einheit genommen wird, so kann
auf diese Weise jede andere bestimmt werden.

13. Bemerkungen iiber die Beschaffenheit der Aufgaben der Mechanik
und ihrer Behandlung. Um irgendeine Erscheinung der Natur — wozu
wir auch die der Technik rechnen — im Hinblick auf die dabei auf-
tretenden mechanischen (oder physikalischen) Vorgédnge theoretisch zu
untersuchen, ist stets eine geeignete Idealisierung erforderlich; man
versteht darunter die Erfassung der charakteristischen Merkmale und
Eigenschaften und die Abstreifung alles Unwesentlichen und Zufalligen.
Diese Unterscheidung ist dabei keineswegs immer eindeutig moglich
und hat auch, wie die Geschichte der Wissenschaft lehrt, im Laufe der
Zeit vielfache Anderungen erfahren. Der Zweck der Idealisierung ist
der, ein Bild der Wirklichkeit herzustellen, das einerseits einfach genug
ist, um die Anwendung der Methoden der Mathematik zur Festlegung
zahlenméfBiger Beziehungen zu ermdglichen und andererseits doch so
weitreichend ist, dall die charakteristischen Ziige der Krscheinung
getreu wiedergegeben werden. Der Ausbau hinsichtlich der behandelten
Probleme, sowie auch die Erweiterung hinsichtlich des AusmaBes der
in Betracht gezogenen Umsténde macht den Fortschritt der Wissen-
schaft aus.

Die Notwendigkeit der Idealisierung bringt es mit sich, dal iiber
das Verhalten der betrachteten Korper und tiber die zu erfassenden
Umstédnde in jedem einzelnen Falle (bzw. fir jede Klasse von Er-
scheinungen) gewisse Annahmen gemacht werden miissen. Es liegt
nicht nur im Sinne der Wissenschaftlichkeit, sondern ist auch fiir die
Ubersicht und fiir die Beurteilung des gesamten Tatsachenmaterials
wichtig, dal diese Annahmen als solche hervorgehoben und woméglich
an die Spitze gestellt werden; dabei ist es giinstig, sich klarzumachen,
wie weit sie im einzelnen der Wirklichkeit entsprechen. Ob die An-
nahmen fiir die Darstellung einer Erscheinung ausreichen, wird nach-
traglich durch Vergleich des Ergebnisses mit den dieselbe Erscheinung
betreffenden Beobachtungstatsachen entschieden.

Bei der Behandlung irgendeines mechanischen Problems kénnen
wir demgemafl folgende drei Schritte unterscheiden:

Der Ansatz, d.i. die Aufstellung der fiir ein Problem geltenden
Gleichungen, ist der erste Schritt. Diese Gleichungen (auch Unglei-
chungen in gewissen Fillen) sind in der Statik der starren Korper
gewdhnliche lineare Gleichungen in den Kréiftekomponenten, in der
Statik nichtstarrer (z. B. Faden, Seile, Stiabe, Platten usw.) und in
der Dynamik Differentialgleichungen; ihre Auflésung, die — je nach
der Aufgabe —, in verschiedener Weise, analytisch, graphisch oder
numerisch erfolgen kann, bildet den zweiten Schritt. Jedes Resultat
ist endlich noch zu diskutieren — dritter Schritt; fiir das volle Ver-
stindnis einer Losung ist es wichtig, sich klarzumachen, wie sie sich fir
besondere (z. B. extreme) Werte der gegebenen GroBen (Léngen, Krafte,
Reibungszahlen usw.) verhilt. Diese Diskussion wird natiirlich bei den
Aufgaben, mit denen wir uns beschéftigen werden, stets ganz einfach
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ausfallen, kann aber doch schon hier als Vorbereitung fiir die Be-
handlung verwickelterer Fille von Nutzen sein.

Was nun die Quellen betrifft, aus denen die Mechanik ihre Ansétze und
Ergebnisse gewinnt, so zeigt ihre Entwicklung, dal dabei sowohl aprioristische
als auch empirische Elemente in Frage kommen. Schon der Ansatz eines dyna-
mischen Problems 148t dies deutlich erkennen, wie sich z. B. aus dem Inhalt
des dynamischen Grundgesetzes mb = K ergibt. Der Begriff der Beschleunigung
ist aus einer Verkniipfung der Begriffe Raum und Zeit hervorgegangen und
gehort gewil der reinen Mathematik an. Auf der rechten Seite steht die gesamte
einwirkende Kraft, und diese wird sich als bestimmte Funktion von anderen
physikalischen, bei der Bewegung auftretenden GrofBien, wie z. B. von der Zeit,
von Langen, Geschwindigkeiten, Dichten usw. darstellen; die Ausdriicke fiir diese
Krifte sind teilweise unmittelbar durch physikalische Messungen gewonnen
(Fallgesetze, Reibungs-, Widerstandsgesetze usw.), teilweise mittelbar aus Be-
obachtungen erschlossen worden (Gravitationsgesetz usw.); die Form dieser
Funktionen ist also — wenigstens zum Teil -— empirischer Natur. Gerade in
dieser, im dynamischen Grundgesetz enthaltenen eigentiimlichen Verkniipfung
kommt der zweifache Charakter der Begriffsbildungen der Mechanik deutlich
zum Ausdruck. Die (durch Auflésung bzw. Integration) gewonnenen Ergebnisse,
die mit Hilfe solcher ,,Ansitze‘‘ abgeleitet werden, miissen natiirlich der nach-
traglichen Priifung durch die Erfahrung Stich halten. Sobald also Merkmale
physikalisch gegebener Kérper in Betracht kommen — und mit solchen hat sich
die Technik zu beschéftigen —, sind die betreffenden Anséitze und Aussagen
sicher unter Mitwirkung der Erfahrung gewonnen. — Fiir das Verstindnis der
Mechanik, die sich (teilweise schon in ihren Grundlagen) als eine eigentiimliche
Verbindung von mathematischen Begriffsbildungen und aus der Erfahrung ge-
wonnenen Aussagen darstellt, ist die Auffassung des Unterschiedes der Herkunft
ihrer Ansitze und Ergebnisse duBerst férderlich.

II. Vektoralgebra.

14. Skalare, Vektoren, Beiwerte. Nur jene Dinge konnen zum Gegen-
stande einer exakten Wissenschaft gemacht werden, die gemessen und
zahlenméBig ausgedriickt werden koénnen, also im Sinne der Mathematik
GroBen sind. In der Mechanik (und Physik) haben wir es mit drei
Arten von solchen Gréfen zu tun, die voneinander wohl zu unter-
scheiden sind:

a) Skalare sind solche, die durch einen in bestimmten MaBeinheiten -
(Dimensionen) ausgedriickten Zahlenwert vollstindig gekennzeichnet
sind. Hierzu gehéren z.B. Masse, Arbeit, Leistung (auch die Tem-
peratur gehért hierher), ihre Einheiten wurden schon in 10 angegeben.
Fiir Skalare gelten dieselben Rechengesetze wie fiir alle iibrigen ,,be-
nannten‘‘ Zahlen.

b) Vektoren, d. s. solche, denen auBler der (in einem bestimmten
MaBstabe ausgedriickten) Gréfie noch eine Richtung im Raume
(Orientierung) zukommt. Fiir sie sind auch die Bezeichnungen ge-
richtete Groflen, Strecken, Segmente (auch ,,Stibe*) in Ge-
brauch. Beispiele sind: Kraft, Kréftepaar, Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung, Bewegungsgrofle (Impuls), Winkelgeschwindigkeit, Moment der
Bewegungsgrofle (Drall, Impulsmoment), Winkelbeschleunigung, Gra-
dient, Wirbel u. dgl.

Fiir Vektoren sind die folgenden Merkmale wesentlich: 1. eine be-
stimmte Richtung, 2. ein bestimmter Sinn in dieser Richtung, der



Vektoralgebra. 17

am einfachsten durch einen angesetzten Pfeil angedeutet wird, und
3. eine bestimmte Grofe, die der Betrag des Vektors heilit.

Ein Vektor wird geometrisch durch das von einem Anfangspunkt A4
zu einem Endpunkt B reichende Stiick einer geraden Linie dargestellt,
die Gerade selbst ist jedoch innerhalb des zugehérigen Parallelen-
biindels unwesentlich, und ebenso kann auch der Anfangspunkt auf
jeder Geraden beliebig verschoben werden (Abb. 3).

Dieser allgemeine Vektorbegriff mufl zur Darstellung der im Fol-
genden zu behandelnden Beziehungen gewisse

Einschrankungen erfahren, die von Fall zu Fall 7
angegeben werden. —
Was die Bezeichnung anlangt, so werden K-8
Vektoren gew6hnlich durch einen einzigen Buch- 9
Abb. 3.

staben bezeichnet und zwar entweder durch K, v
(lateinische Buchstaben, iiberstrichen, mit der
Aussage K-Vektor!) oder durch &, v (gotische Buchstaben, ohne Strich).
Der Betrag wird in beiden Fallen durch die zugehorigen lateinischen
Buchstaben allein, also durch K, v ... dargestellt. Im folgenden wird
die erste dieser Bezeichnungsweisen verwendet.

Die Ausdrucksweise ,,die Kraft ist ein Vektor* will nur besagen, daB die
Kraft die genannten Kennzeichen eines Vektors besitzt und ihr daher das Bild
eines Vektors zugeordnet werden kann. Der Wert dieser Zuordnung, die durch-
aus nicht die einzig mogliche ist, erweist sich mit all ihren Folgerungen einer-
seits durch die Ubereinstimmung dieser Folgerungen mit den Erfahrungen, an-
dererseits wieder durch ihre besondere ZweckmiBigkeit und Einfachheit.

¢) Als Beiwerte (Koeffizienten, Ziffern, Zahlen) bezeichnet man
unbenannte (dimensionslose skalare) Gréfen, die bei verschiedenen
Anléssen eingefithrt und passend benannt werden (z. B. Reibungszahl,
StoBzahl, AusfluBizahl, Einschniirungszahl, Beiwert des Auftriebs und
des Luftwiderstandes u. dgl.).

Nicht alle in der Mechanik betrachteten Eigenschaften der Korper kénnen
durch diese GroBen allein dargestellt werden, gewisse Begriffshildungen verlangen
die Einfithrung von VektorgréBen héherer Art, der sog. Tensoren (Tensoren
2. Stufe, Dyaden), z. B. fithrt das Studium der Trigheits- und Elastizititseigen-

schaften der Kérper auf solche GroBen. Fiir die Zwecke des vorliegenden Buches
kann jedoch auf ihre explizite Einfithrung verzichtet werden.

Wir gehen nun dazu iiber, die einfachsten Rechenregeln fiir Vek-
toren (Vektoralgebra) kennen zu lernen, die fiir die folgenden Ent-
wicklungen von grundlegender Bedeutung sind.

15. Addition und Subtraktion von Vektoren. Zerlegung. Fiir die
Addition von Vektoren gilt das Parallelogrammgesetz:

Je zwei Vektoren K, und K, bestimmen eindeutig einen
Vektor K, ihre Summe, auchresultierender Vektor, Summen-
vektor oder Mittelvektor genannt, die durch die Diagonale
des iiber K; und K, errichteten Parallelogramms gegeben
ist. In Zeichen

K.+ K,—K. @)

Péschl, Mechanik. 2. Aufl. 2
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Dieser ,,geometrischen Addition* (Abb. 4) kommen folgende Eigen-
schaften zu: .
1. Die Summe K ist unabhéngig von der Reihenfolge, in der man

die Einzelvektoren K, und K, aneinanderfiigt
¥ K=K, +K,=K,+K,.

(Vertauschbarkeitsatz, kommutatives Ge-
setz der Addition.) Sind die Vektoren
parallel, so geht die geometrische Addition
in die algebraische iiber.

2. Die Addition der Summe von K,
und K, zu K, gibt dasselbe Ergebnis wie
die Addition von K. . zur Summe von K,

2 und K, also

s _ — — — — —
ﬁk// (Ky + Ky) + Ky = K, + (K, + Ky)
7 (assoziatives Gesetz der Addition).

Die Summe von drei Vektoren, die
nicht in einer Ebene liegen, ist die Diagonale des iiber ihnen errich-
teten Parallelepipeds (Abb. 5). Allgemein schreiben wir fiir die Summe
von 7 beliebigen Vektoren

Abb. 4.

Diese Summe K ergibt sich, da zur Ermittlung der Summe von zwei
Vektoren offenbar die Zeichnung eines Dreieckes geniigt, als Schluf}-
linie des Streckenzuges, den man durch Aneinanderreibung dieser
Vektoren in beliebiger Folge erhilt; sie
ist vom Anfangspunkt des ersten zum End-
punkt des letzten hin gerichtet. Féllt das
Ende des letzten mit dem Anfang des
ersten Vektors zusammen, dann ist die
Summe Null. Der Vektor Null ist also
jener, bei dem der Endpunkt mit dem An-
fangspunkt zusammenfillt.

Der Betrag der Summe ist stets kleiner
als die Summe der Betrige der Kompo-
nenten oder hichstens gleich dieser, also

t=1

Abb. 5.

und das Gleichheitszeichen gilt offenbar nur, wenn alle Vektoren
zueinander parallel sind.

Subtraktion. Sind umgekehrt K und K, gegeben, so gibt es einen
Vektor z, firden K, + 7 = K, alsoz = K — K, = K + (— K,) = K,,
und dieser heilt die (geometrische) Differenz von K und K.
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Der Vektor __K_.l bedeutet dabei dasselbe wie I?l mit entgegen-
gesetztem Pfeil.

Fiir beliebig viele Vektoren der angegebenen Art (z. B. von Kriften durch
einen Punkt) sind in dem Parallelogrammgesetz und seinen Folgerungen alle
Aussagen enthalten, die die Zusammensetzung und Zerlegung betreffen. Fiir
GroBen jedoch, die nicht die Beschaffenheit von Vektoren dieser Art haben,
z. B. fiir die auf einen starren Korper wirkenden Krifte, die zueinander parallel
oder beliebig im Raume verteilt sind, sind fiir die Ausfithrung einer derartigen
»Addition*“ noch weitere Festsetzungen notwendig, insbesondere mufl der Begriff

des starren Korpers eingefithrt werden, auf dem sich dann die ,,starre®
Mechanik aufbaut (vgl. I. Teil).

Zerlegung. Umgekehrt ergibt sich nach Abb. 4 und 5 unmittel-
bar, dal jeder Vektor K eindeutig in folgender Weise zerlegt werden

kann: a) in zwei Teilvektoren K und K2 nach beliebigen, mit X in
einer Ebene liegenden Rlchtungen (Abb. 4), b) in drei Teilvektoren

K,, K,, K5 nach drei gegebenen, voneinander und von K unabhin-
gigen Richtungen im Raume (Abb. 5). Diese Teilvektoren heiflen auch
Komponenten des gegebenen Vektors. Die Zerlegung ergibt sich
durch Zeichnung des Parallelogramms bzw. Parallelepipeds nach den
gegebenen Richtungen.

Damit sind die Fille eindeutiger Zerlegung eines Vektors in
Vektoren, die alle durch denselben Punkt gehen, erschopft. Wird Zer-
legung nach mehr als zwei bzw. drei Richtungen durch einen Punkt
verlangt, so kommen Unbestimmtheiten ins Spiel,
die durch besondere Festsetzungen behoben wer-
den miissen. T, x)=cc

16. Projektionssatz. Unter der Projektion 4
eines Vektors K auf eine Achse z versteht man
das auf x gemessene Stiick X zwischen den FuB-

punkten der Senkrechten, die vom Anfangs- und Endpunkt von K
auf x gefillt werden, also wenn 47 (K, x) = a, so ist (Abb. 6)

Abb. 6.

‘X:Kcosoc.‘ (N

Fir o = 0 ist X = K, fiir « =72 ist X = 0.

Werden also die Winkel von K gegen die zueinander rechtwinkligen
(x, y, 2)-Achsen bzw. mit (a, B, y) bezeichnet, so sind die Projektionen

von K gegeben durch
X =Kcosa, Y = K cosf, Z =K cosvy, (8)
und da cos?« + cos?f + cos?2y =1, so ist
K =71X*+ ¥2+ 2. 9)

Man beachte, dall nur im Falle rechtwinkliger Achsen die Pro-
jektionen auf diese Achsen mit den Komponenten nach ihnen zu-
sammenfallen.

9%
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Fiir die Projektion von K auf eine Gerade g, die durch ihre Rich-
tungswinkel (4, u, ») gegen die Achsen (z, y, 2) gegeben ist (Abb. 7),
also fiir K cos, erhalten wir folgenden Ausdruck: Der Winkel & der

beiden Geraden g (4, u, ») und K (o, B, y) ist nach einer bekannten
Formel der analytischen Geometrie gegeben durch

cos & = cosacos A + cos fcosu 4 cosy cosv, (10)

woraus sich durch Multiplikation mit K und Beniitzung der Gln. (8)
der folgende Ausdruck fiir die Projektion von K auf ¢ ergibt

K' =Kcos® = XcosA-+ Y cosp+ Zcosv. (11)
Durch Verwendung des Projektions-
z Y begriffes kann das Gesetz der Addition
('!‘75/3’7) von Vektoren in eine Form gebracht
werden, die bei allen rechnerischen An-
// gAuy) wendungen beniitzt wird, aber dasselbe
ro %% bedeutet wie das ohne Beziehung auf ein
/1; Koordinatensystem gegebene Parallelo-
s K grammgesetz. Aus Abb. 4 ist nimlich
Z x unmittelbar zu sehen, daB fiir jede be-
0 liebige Richtung z die Gl. (4) der folgen-
Abb. 7. den Aussage gleichwertig ist
X, +X,=X;
oder allgemein fiir # Vektoren X, " K—Z, R I?m deren Projektionen auf
x mit X, X,, ..., X, bezeichnet werden
n
Xl—i—Xz—f—n-J,—X,LEZ,’X,;:X;1 (12)
i=1

diese Gleichung macht den Inhalt des Projektionssatzes fiir die
Acbse z aus und da diese vollstindig willkiirlich ist, so kénnen wir
diesem die Form geben:

__ Die Projektion X der Summe K von n Vektoren K, K,, ...

K, auf irgendeine Richtung x im Raume ist gleich der
Summe der Projektionen X;, X,,..., X, der Einzelvektoren
auf diese Richtung.

Ein Vektor wird in der Ebene durch zwei, im Raume durch
drei Bestimmungsstiicke festgelegt; als solche kénnen seine Projek-
tionen nach ebensoviel Achsen eines beliebigen Koordinatensystems
dienen. In Ubereinstimmung damit ist die Vektorgleichung (5) in
der Ebene zwei, im Raume drei Gleichungen vom Typus (12) fiir
ebenso viele Achsenrichtungen gleichwertig, die dann lauten

i=1 %

n n
22X, =X, _lYizY, _zl’zl:z, (13)
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wenn in leichtverstindlicher Ausdrucksweise die Projektionen von K,
auf die Achsen (w, y, 2) mit (X,, Y;, Z;) bezeichnet werden.
Die Richtung der Summe K ist durch die drei Gleichungen gegeben

cosa = X/K, cosfi = Y/K, cosy = Z|K, (14)

wobei K = J X2 + Y2 + Z? ist.

Die Aussage, daB ein Vektor durch zwei oder drei Bestimmungstiicke ge-
geben ist, kann auch so gedeutet werden, da$ die Einfithrung des Vektorbegriffes
nur eine kurze Ausdrucksweise fiir solche, durch zwei oder drei solche Bestim-
mungstiicke gegebene Groflen ist. In dieser Zuordnung sind auch analytisch
die oben angefiihrten Kennzeichen fiir Vektoren enthalten.

Der Betrag der Summe K von nur zwei Vektoren K, und K, und

ihre Lage gegen K, und K, ergibt sich auch unmittelbar (d.h. ohne Bezug-
nahme auf ein Achsensystem) durch die aus der Trigonometrie als
Kosinus- und Sinussatz bekannten und im folgenden oft benutzten
Beziehungen (Abb. 4}):

K*= K%+ K5+ 2K, K,cos a, (15)

K,:K,: K=sina,:sina, :sina; (16)

terner gibt der Projektionsatz fiir die Richtung von K unmittelbar
K =K, cos o, + K,cosa,. (17)

17. Multiplikation von Vektoren. Arbeits- und Momentenprodukt.
Wiahrend die geometrische Addition zweier Vektoren nur auf eine
Weise ausfiihrbar ist, kennen wir zwei Arten von Produkten, die beide
fiir die Mechanik von Wichtigkeit sind: a) das skalare, innere oder
Arbeitsprodukt und b) das vektorielle, 4ulere oder Momenten-
produkt. Wir geben die Erklirungen wieder sogleich in der Form,
wie sie spater wiederholt gebraucht werden.

a) Das Arbeitsprodukt A zweier Vektoren K(X,Y,7) und
s (x, 9, 2) ist gegeben durch das Produkt der Betrige der beiden Vek-
toren? in den Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels 4, also

durch K scos?. Das innere Produkt der beiden Vektoren K und s

bezeichnen wir durch einfaches Nebeneinanderschreiben K s, ohne
Punkt dazwischen. Klammern sollen (wie auch beim dufleren Produkt)
nicht zum Produktsymbol selbst gehéren, sondern werden nur bei
mehreren Faktoren zur Zusammenfassung verwendet.

Fiir das innere Produkt gilt das kommutative Gesetz: K 5 = 5 K.
Durch Heranziehung der oben beniitzten GI. (10), in der wir

cos o = cos f = cosy =

Zz
K b

cos A =-

K’
X
- cos i =

K7

2z
z. COS Yy = —-
s s

1 Die Bezeichnungen sind im Hinblick auf die spéiter zu gebenden Anwen-
dungen gewihlt. — Skalare GréBen wie das Arbeitsprodukt werden weiterhin
mit starkeren geraden Lettern bezeichnet, z. B. A. Fiir die Masse wird jedoch
auller M auch das kleine m verwendet.
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zu setzen haben, ergibt sich

A=Ks=Kscosd =Xa+ Yy+2Zz. (18)

Dieses Produkt ist eine von den Vektoren und ihrer Lage gegen-
einander allein abhéngige skalare Grole, es kann auch als Produkt
jedes Vektors mit der Projektion des andern auf ihn erklirt werden.
Fiir ¢ = z/2 ist A =0, d. h. die beiden Vektoren K, s stehen auf-
einander senkrecht, wenn

Ks=Xa+Yy+2Zz=0. (19)
Fiir das innere Produkt gilt das ,,distributive Gesetz
(K, + K,) 5= K5 + K,5 . (20)

Bezeichnen oy, oy, @ die Winkel von K, K, und K gegen 5, so folgt
nach der Definition des inneren Produktes fiir die rechte Seite der
Gl. (20) '

K5+ K,5 = K;cosay s + Kycosags = Kcosas = (K, + K,) 5.

Bei der wichtigsten Anwendung dieses Satzes bedeuten K,;, K, Krifte und s
eine Verschiebung; der Satz besagt dann, dafl die Arbeit der Summe einer
Kraftegruppe gleich der Summe der Arbeiten der Einzelkrafte
bei jeder Verschiebung des gemeinsamen Angriffspunktes ist.

b) Unter dem Momentenprodukt (auch &dufleres oder vektorielles
Produkt genannt) zweier von O ausgehender Vektoren* r und K, die den
Winkel 9 miteinander einschlie[ifm, verstehen wir einen Vektor M,
der auf der Ebene von r und K senkrecht steht und dessen Betrag
gleich der Fliche des von 7 und K als Seiten gebildeten Parallelo-
gramms ist

M=rKsind, (21)
in Zeichen

M=7xK (22)

Es ist also M =0, wenn 7 = 0, oder K = 0, oder sin 9 = 0 oder 7, d.h.
wenn einer der Vektoren 7 und K verschwindet oder diese gleiche oder
entgegengesetzte Richtung haben.

Eine besondere Festsetzung ist notig tiber die Richtung, in der M

— senkrecht zur Ebene von r und K — aufzutragen ist. Fir diese
Festsetzung ist eine bestimmte Zuordnung dreier im Raume aufein-
ander senkrechter Richtungen erforderlich. Wir treffen hier die Ver-
abredung, M nach jener Seite der Ebene von r und K aufzutragen,
von der aus gesehen 7 auf kiirzestem Wege durch Drehung im Gegen-
sinn des Uhrzeigers mit K zur Deckung gebracht werden kann, und

* Dic Bezeichnungen sind wieder im Hinblick auf die spiter zu gebenden
Anwendungen gewihlt.
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haben damit ein sog. ,,Rechtssystem‘ gewihlt. In Ubereinstimmung
damit wihlen wir auch das Cartesische Koordinatensystem (z, y, 2),
wo es gebraucht wird, als Rechtssystem.

Diese Bezeichnung rithrt davon her, daf die Richtung des ersten und zweiten
Faktors ¥ und K in GI. (22) und des Produktvektors M in dieselbe gegenseitige
Lage gebracht werden wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten
Hand in gespreizter Haltung. Der Name Rechtssystem ist auch gewahit worden
im Anschluf an den Begriff der rechtsgingigen Schraube, bei der die Drehung
in der Ebene senkrecht zur Schraubenachse dem Ubergang des ersten Vektors
in den zweiten auf kiirzestem Wege und die Bewegung lings dieser Schrauben-
achse der Richtung des Produktes zugeordnet ist. Im Gegensatz hierzu kennzeich-
nen Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der linken Hand und eine Links-
schraube ein sog. Linkssystem.

Das Vektorprodukt ist daher nicht kommutativ, es kommt auf
die Anordnung an, in der die beiden Faktoren 7, K aufeinanderfolgen,
und zwar ist

(Fx K) = — (KXT). (23)

Wenn in irgend einem Cartesischen Koordinatensystem die Vek-

toren 7 und K die Komponenten (z, %, 2z) und (X, Y, Z) haben, dann

ergibt sich fiir den Betrag von M
M = rKsin® = rK J1 — cos?d

= Y@+ 2+ 2)(X2+ Y24 22) — (@ X + yY + 22)2

= Vwz = 2Y)? + X —xZ)? + (Y — yX)?

Als die Komponenten von M nach den Achsen bezeichnen wir die
Ausdriicke

M,=yZ—2Y, M,=2X —xZ, M,=xY—yX, (24
da sofort erkennbar ist, daB der __Vektor L z
mit diesen Komponenten auf 7 und K senk- “FxX
recht steht, denn es ist 7 M =0 und \ NV Y

fritheren tragen wir M senkrecht zur
Ebene 7, K so auf, daB die drei Vek-

toren r, K, M (in dieser Folge!) ebenso zu-
einander liegen wie die positiven Rich-
tungen z, y, z des gewéhlten Achsensystems
(Abb. 8). (Man beachte, daB diese Fest-
setzung ganz unabhéngig ist von der Art des Abb. 8.
gewahlten Achsensystems.)

Auch fiir das Momentenprodukt gilt das ,,distributive Gesetz*

K M = 0. — In Ubereinstimmung mit dem \\)(*
\

T X (Ky+ Ky) = (r X Ky) + (F X Kp), (25)
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dessen geometrische Bedeutung #dhnlich wie die des entsprechenden
bei der skalaren Multiplikation leicht einzusehen ist. Wir legen hierzu
am einfachsten den Vektor 7 senkrecht zur Zeichenebene und beach-

ten, daB die Betrige der Vektoren 7 X K, und 7 x K, durch die

Flachen dargestellt sind, die durch r und Rl und 7 und K, gebildet
werden (Abb. 9); von ihrer Summe ist zu zeigen, dafl ihr Betrag der

Fliche iiber 7 und K, + K, gleich ist. Verwandeln wir namlich die
Parallelogramme iiber 7, K, und 7, K, durch Projektion der Endpunkte
von K, und K, auf die Zeichen-

7x (i Hy L -

4\”/ %) ebene in flichengleiche Rechtecke,
A dann sind die Vektoren 7 x K, und
PN - 7 x K, den Projektionen von K;
;o X —

_ /‘r ! und K, proportional, und daher ist
7 X Hzh | / auch ihre Summe dem Produkte
\\i j a r X (K, + K,) proportional.

\“‘\\\ o Die wichtigste Anwendung dieses
?’—4 —>#;*4; Satzes liegt in dem sog. Momenten-
satz, der besagt, dall das Moment
", einer Summe von Vektoren in be-
Abb. 9 zug auf einen Punkt gleich ist der

Summe der Momente dereinzelnen
Vektoren (18).

18. Anwendungen. a) Moment eines Vektors K in Bezug auf
eine Achse und in bezug auf einen Punkt. Bisher haben wir
angenommen, dafi die

i ¢ Vektoren samtlich durch
A ; denselben Punkt hin-
\ durchgehen. Wenn dies

jedoch nicht der Fall ist,
s0 brauchen wir ein Mittel,
das uns gestattet, einen
beliebig gegebenen Vektor
in Bezug auf ein Achsen-
system festzulegen. Das
einfachste derartige Hilfs-
mittel wird gerade durch
dasMomentenprodukt
oder kurz Moment ge-
geben, das z. B. fiir eine
Kraft das MaB der Drehwirkung um eine Achse oder um einen
Punkt darstellt.

Wir WOEGII zunichst erkldren, was unter dem Moment M, eines
Vektors K, der durch den Punkt 4 geht, in Bezug auf eine Achse z
zu verstehen ist (Abb. 10). Wir projizieren K auf eine Ebene (0, z, y),

die zur z-Achse senkrecht steht, erhalten K’ und fillen auf K’ von O
das Lot, dessen Lange p sei; dann verstehen wir unter dem Moment

4=
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von K um die z-Achse den Ausdruck

M,=K'p=2f, (26)
wenn f die Fliche des schraffierten Dreiecks in der z-y-Ebene bedeutet.
Sind wieder (X, Y,Z) die Komponenten von K nach den Achsen,

OZ =7 der Ortsvektor von 4 mit den Koordinaten (z, y, z), so folgt
durch Betrachtung der in Abb. 11 gezeichneten Umlegung

M, = =@+ X)(y+Y) —day — XY —yX = @Y —yX).
Fiigen wir noch die Momente von K |y A

um die z- und y-Achsen hinzu, so er-
halten wir fiir die Momente von K um £ - V

die Achsen z, y, z gerade die drei sym-
metrisch gebauten Ausdriicke (24).
Da rsind = ¢, dem Abstand des s :
Vektors K von O gesetzt werden kann, RS S g .
so erhdlt man

M =rKsind = Kgq, (27)

Abb. 11.

und man bezeichnet M als das Mo-
ment von K um den Punkt O. Der Vektor M steht auf der durch 7
und K bestimmten Ebene senkrecht, sein Betrag ist gleich dem Pro-
dukte aus K und dem von O auf K gefillten Lot ¢. Die Projek-
tion von M auf irgendeine Achse durch O ist gleich dem
Momente von K um diese Achse.

Uber die Richtung, nach der M aufzutragen ist, gelten die in 17b)
getroffenen Festsetzungen: M liegt also so zu 7 und K wie die Achse
Oz zu Oz und O y. Fir den hier gewéhlten Drehsinn, bei dem — von
Oz aus gesehen — y zur Linken von x liegt, erscheint ein Moment
dann als positiv, wenn es im Gegensinn des Uhrzeigers, und als
negativ, wenn es in dessen Sinn dreht.

Wichtig ist die Umkehrung dieser Zuordnung, dall ndmlich durch K
(der ohne nihere Bestimmung als ein Vektor durch O angenommen
werden miilte) und M auch die Lage von K im Raume (d.h. seine
Wirkungslinie) festgelegt ist.

b) Momentensatz. Der Umstand, dal die Ausdriicke (27) firr die
Komponenten des Momentes in den Kriftekomponenten (X, Y, Z)
linear sind, und daf sich nach dem Projektionsatze die Komponenten
der Summe K einer beliebigen Anzahl von Vektoren K K, ...K,
gleichfalls linear zusammensetzen, fiihrt auf einen einfachen Zusammen-
hang des Momentes von K um irgendeine Achse des Raumes mit den
Momenten der Einzelvektoren um dieselbe Achse, wenn diese Einzel-
vektoren durch denselben Punkt 4 hindurchgehen. Mit der bisher ver-

wendeten Bezeichnung der Komponenten von K, (X 10 Y1, Z;)usw. und
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von (Miz, M1y, M,,) fir die Komponenten von Ml usw. ur}il (x, ¥, 2)
als Koordinaten von 4 folgt z. B. fir das Moment von K; um die
z-Achse

M,,=2Y,—yX,,
ebenso fiir das Moment von E2 um diese Achse
My,=2Y,—yX,
usw. fiir alle vorhandenen Vektoren. Da nach dem Projektionssatze (12)

22X, =X, YY;=Y, YZ;=Z% die Komponenten der Summe
= > K, nach den Achsen sind, so folgt durch Addition

My, + My, + - - ':I.%Miz-:x(yl_{_ Yot o) =y (X + X+ - +)

=zY —yX=M,, (28)

dem Momente der Summe K um die z-Achse.

Da die Lage der z-Achse in keiner Weise bevorzugt ist, so folgt
der Momentensatz mit folgendem Wortlaut:

Das Moment der Summe K einer beliebigen Anzahl von
Vektoren I?l, I?z, e En, die durch denselben Punkt A4 gehen,
um jede beliebige Achse des Raumes, ist gleich der Summe
der Momente der Einzelvektoren um diese Achse.

Werden also firr einen beliebigen Punkt- O des Raumes fiir die
durch einen Punkt 4 hindurchgehenden n Vektoren K, K, ..., K,
die Momentenvektoren M v Mo, ..., M, gezeichnet, so stellt deren
Summe

J— J— J— [ — p—
My+My~+-- -+ M, =M= M, (29)
t=1
d. h. die Schlufllinie des Polygons der Momentenvektoren M, ..., M,

das Moment des Vektors K (= Z,K) um O dar. Der Momentensatz

bringt, wie ersichtlich, nichts anderes als das distributive Gesetz des
Vektorproduktes zum Ausdruck (s. 17b).

Ein Sonderfall des Momentensatzes ist folgende Aussage: Wenn
die gegebene Achse a den Summenvektor K schneidet (das Moment
von K um a also Null ist), so ist auch die Summe der Momente der
Teilvektoren um @ gleich Null.

Der Momentensatz gilt auch noch, wie sich spéter ergeben wird,
wenn der gemeinsame Punkt 4 im Unendlichen liegt, die Krifte also
alle zueinander parallel sind.

c¢) Geschwindigkeit bei der Drehbewegung eines Kérpers
um eine Achse. Wenn sich ein Kérper mit der Winkelgeschwindig-
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keit @ um eine Achse @ dreht (Abb. 12), so steht der Vektor der Ge-
schwindigkeit v eines beliebigen Punktes 4 auf der Ebene durch 7
und @ senkrecht und ist vom Betrage r w sin¢. Wir schreiben daher,
indem wir die Zuordnung wie zuvor festsetzen

v=o X 7| (30)

19. Produkte von drei Vektoren. Von Produkt-
bildungen von drei Vektoren sind die wichtigsten
die beiden fol-genden:

a) Der Ausdruck K, (K, X K,) bedeutet, wie
man sofort erkennt, den Rauminhalt des von
den drei Vektoren K, K,, K, gebildeten Parallel-
epipedes. Das Vektorprodukt K, x 1?3 ist gleich
der GroBe der von K, und K gebildeten Fliche, Abb.12.
und das skalare Produkt des zugehérigen Vektors

mit K, bedeutet das Produkt aus jener Fliche und der Hohe des
genannten Parallelepipedes. Aus dieser Bedeutung ergibt sich un-
mittelbar die Richtigkeit der folgenden zyklischen Vertauschungen

Ky (Kyx Ky) = Ky(K; X Ky) = Ky (K X K. (31)

Bezeichnen (X, Y;, Z,) die Komponenten von IZ, (fir 2 =1, 2, 3),
so erhalten wir auch
X, Y2,
EI(E2XE3) =X, Y2, |. (32)
X, Y, Z,

Man beachte, dafl bei dieser Deutung der Rauminhalt des Parallel-
epipedes mit einem Vorzeichen behaftet erscheint; es ist dabei

EI(E2XI?3) = _El(f3xl?2) , usw.

b) Als zweites Beispiel diene der sog. Entwicklungsatz:

E1>< (sz Ez) = K, (E’)k—l) — K, (K1E2) . (33)

Da der Vektor (K, X Kj) sowohl auf K, als auch auf K, senkrecht
steht, so liegt der Vektor K; X (K, X K,) in der Ebene von K, und

K, 1Bt sich also jedenfalls durch K, und K, darstellen, indem diese
Vektoren mit passenden skalaren Faktoren multipliziert und addiert
werden. Dal} diese Faktoren gerade die in der Gl. (29) angegebenen
Werte (K, K;) und — (K, K,) haben, ergibt sich am einfachsten durch
Ausrechnung der Komponente des linksstehenden Produktvektors
etwa nach der z-Richtung des Achsensystems; diese Komponente
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hat den Betrag
Vi(Xo Yy — X3 Yy) ~ 2y (2, Xy — Z3X,) .
Erweitern wir diesen Ausdruck durch die beiden sich aufhebenden
Glieder X, X, X, — X; X, X,, so folgt
XZ(‘XSXI + Y3 Yl + Z3Z1) _ 'X3(X1X2 + Yl Y2 + Z1Z.‘2)
= Xz(fa E1) — Xa(jg] Kz) :
Da dies fiir jede beliebige Richtung gilt, so ist dadurch die Richtigkeit

der GL (33) erwiesen.
Weitere Entwicklungen iiber Vektoren folgen in jenen Abschnitten,

in welchen sie besondere Verwendung finden.



Erster Teil.

Statik der starren Kérper.

 Dieser Teil behandelt die rechnerischen und zeichnerischen Me-
thoden fiir die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften und
das Gleichgewicht an starren Korpern, ferner die Theorie der Stiitzung,
der Fachwerke und der Reibung fester Korper, sowie einiges aus der
Theorie der Seil- und Stiitzlinien.

I. Kriftegruppe durch einen Punkt.

20. Mittelkraft und Gleichgewicht. Auflagerkraft. In der technischen
Mechanik und allen ihren Anwendungen hat es sich als vorteilhaft
erwiesen, die Krifte als wirklich bestehende Dinge anzusehen und
den Umstand unmittelbar zu verwerten, dall sie gerade jene Kenn-
zeichen besitzen, die wir oben als den Vektoren eigentiimlich erkannt
haben: GroBe, Richtung, Sinn. Nachdem die Zulissigkeit dieser Zu-
ordnung Kraft — Vektor und die Richtigkeit aller daraus ableitbaren
und fiir die Beurteilung des ,Kraftespiels in unseren Bauwerken
und Maschinen wichtigen Folgerungen festgestellt ist, laufen alle hier-
her gehorigen Entwicklungen auf die Anwendung der in 15 bis 19
gegebenen Aussagen hinaus. Die Summe einer beliebigen Anzahl von
Kriften einer Kriftegruppe durch einen Punkt 4 oder die Mittel-
kraft ist durch die SchluBlinie des Streckenzuges gegeben, der
durch Aneinanderreibung der gegebenen Krifte in beliebiger Folge
entsteht; diesen Streckenzug bezeichnet man als Krafteck. Hat diese
SchluBlinie die Lange Null, fallt also der Endpunkt der letzten mit dem
Anfangspunkt der ersten Kraft zusammen, dann sprechen wir von
Gleichgewicht.

Fir das Gleichgewicht zweier Krifte (wie wir in der Folge kurz
statt Gleichgewicht eines Korpers unter dem Kinflusse zweier Krifte
sagen wollen) ist sonach notwendig und hinreichend, da$ diese gleich
groB und entgegengesetzt sind. Drei Krifte im Gleichgewicht miissen,
aneinandergefiigt, ein geschlossenes Dreieck bilden usw. Die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Gleichgewicht ‘einer
rdumlichen Kraftegruppe K; (X;, Y,, Z,), ¢ = 1,2, .. ., n) durch einen
Punkt lauten daher

i=1 i=1 i=1
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und im besonderen fiir die ebene Kraftegruppe durch einen Punkt

1
X=3X,=0, Y=3Y,=0. (35)

=1 i=1 ]

Bei den Anwendungen liegt die Fragestellung nun fast immer so,
daB nicht alle einwirkenden Kréafte als ,,eingepriagt (im Sinne der
Erklirung in 12b) gegeben sind, und daf} die betrachteten Korper
nicht unter dem Einflusse dieser eingeprigten Krifte (Gewichte,
Lasten der Bauwerke, Winddruck, Federkrifte, Seilkrafte usw.) fiir
sich allein im Gleichgewichte sind. Dagegen kommt andererseits hinzu,
daf die Lage des gemeinsamen Angriffspunktes aller Krifte und spater-
hin die Lage der betrachteten Korper, die wir als Angriffsobjekte der
eingepragten Krifte zu betrachten haben, nicht voéllig frei sind, son-
dern dafBl immer der Angriffspunkt 4 und diese Kérper in gewisser
Weise unterstiitzt oder gefiithrt sind, da sie stets mit anderen in
Beriihrung sind, wodurch die Gesamtheit der méglichen Lagen fiir das
Gleichgewicht gewisse Einschrinkungen erleidet. Um den Einfluf} dieser
Unterstiitzungen bzw. Fithrungen auf die méglichen Gleichgewichts-
lagen oder auf die fiir eine bestimmte Gleichgewichtslage erforderlichen
eingepragten Krafte zu beriicksichtigen, dient die auch fiir alles Fol-
gende wichtige Bemerkung, dafl alle derartigen Einfliisse stets
wieder unter dem Bilde von Kréaften in Rechnung gestellt
werden. Fiir glatte Berihrungsflichen, die wir zuniichst zu
betrachten haben, ist der Einflul zweier Kérper aufeinander lediglich
als eine in der Richtung der Normalen zur gemeinsamen Be-
rithrungsebene der Kérper liegende Kraft anzusehen, da doch in diese
Ebene selbst, wegen der vorausgesetzten Glattheit der Berithrungs-
flachen, kein Teil dieser Kraft fallen kann. Diese in der Richtung der
Normalen liegende Kraft nemnt man die Auflagerkraft N oder
Auflagerreaktion oder Fihrungskraft; ihre Grofie ist zu-
nichst unbekannt und wird erst durch die Gln. (34) oder (35)
fiir die unter Hinzunahme von N zu den eingeprigten Krif-
ten erginzte Krédftegruppe bestimmt.

Fiir ebene Kréaftegruppen kénnen dann nur die folgenden zwei
Fille eintreten. a) Eine Bedingung, d.h. fiir die Lage von 4 ist
eine Kurve C vorgeschrieben. Da zur Angabe von A auf der Kurve
eine Koordinate etwa der Abstand von einem festen Punkt der Kurve
oder dgl. ausreicht, und in (35) zwei Gleichungen zur Verfiigung stehen,
erkennt man unmittelbar, dal durch diese Gleichungen sowohl die
Lage von 4 als auch die Gréfle der unbekannten Auflagerkraft N der
Fiihrungskurve C' bestimmt sind. Ist dagegen die Gleichgewichtstelle
vorgeschrieben, so liefern die Gln. (35) die unbekannte Auflagerkraft N
und die zur Herstellung des Gleichgewichts zu der gegebenen hinzu-
zufiigende Kraft.

Diese ,,Abzahlung® der Unbekannten und der verfiigbaren Glei-
chungen gibt unmittelbar Aufschlufl iiber die eindeutige Lésbarkeit
jeder Aufgabe, und hat in jedem Falle, wo diese Losbarkeit zweifelhaft
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ist, der eigentlichen Losung vorauszugehen. In der Statik spricht man
von statischer Bestimmtheit, wenn die Anzahl der Unbekannten
gleich der der verfiigharen Gleichgewichtsbedingungen ist, sonst von
statischer Unbestimmtheit.

In den beiden vorhin genannten Formen treten die Gleichgewichts-
aufgaben in der Statik auf: bei der ersten handelt es sich um die Auf-
suchung von Gleichgewichtstellungen — man nennt sie Stellungs-
aufgaben —, bei der zweiten ist die Gleichgewichtstellung von vorn-
herein gegeben und es sind die Krifte zu bestimmen, die Gleichgewicht
herstellen.

In den folgenden Anwendungen ist bei den Kréften der die vektorielle
Beschaffenheit kennzeichnende Querstrich der Einfachheit halber meist fort-
gelassen. Von den beiden folgenden Beispielen ist das erste eines der ersten, das
zweite eines der zweiten Art.

Beispiel 1. Uber zwei glatte Stifte 4 und B lauft ein Faden, der an den
Enden mit den Gewichten P und @ und dazwischen mit G belastet ist. Man be-
stimme die Gleichgewichtslage der Schnur und gebe die Bedingungen dafiir an,
daB Gleichgewicht moglich ist.

Der Punkt O ist unter dem Einflusse der drei Krifte P,Q,G im Gleich-
gewichte, die daher ein geschlossenes Dreieck bilden miissen; dadurch ist die Lage
der Schnur und die von O bestimmt. — Mit den Bezeichnungen der Abb. 13
ist p = htga, ¢ = htg f, daher aus dem Kraftedreieck

P tge  sinacosf  G®4- Q% — P?

q  tgf  sinpcosa  GEFP?_— Q2
Gleichgewicht ist nur méglich, sobald cos « > 0 und cos g > 0, d. h. es miissen
Zahler und Nenner des Bruches positiv sein.

Beispiel 2. Schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel «, auf ihr ein kleiner
Korper vom Gewichte G, das wir als eine lotrecht nach unten gerichtete Kraft

Ag E__C “ B 00
@ ? p .
0
4
(/4
P
U G G
Abb. 13. Abb. 14.

ansehen kénnen. Die Gln. (35) geben fiir die Kraft K zur Herstellung des Gleich-
gewichts und fir die Normalkraft N

K =@Gsina, N =G cosa, (36)
die man auch unmittelbar aus dem zugehorigen Kriftedreieck abliest (Abb. 14).

b) Zwei Bedingungen. Da durch zwei Bedingungen, also durch
zwei Kurven die Lage eines Punktes in der Ebene schon vollstindig
gegeben ist (und zwar durch ihren Schnittpunkt oder ihre Schnitt-
punkte), so bleiben nur die beiden Auflagerkrifte als Unbekannte
iibrig, zu deren Bestimmung die zwei Gln. (35) tatsichlich ausreichen.
Derartige Probleme treten dann auf, wenn an den Korper zwei ge-
wichtslose Féiden oder Stabe angeheftet oder angelenkt sind, deren
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andere Enden festliegen. Die Auflagerkrifte werden in diesem Falle
durch Krifte gegeben sein, die in der Richtung der betreffenden
Fiden (oder Stébe) anzunehmen sind; wir nennen sie die Seilkrafte
oder Stabkrafte und sprechen von Zugkriften, wenn sie das be-
treffende Seilstilck zu verlangern, von Druckkréaften, wenn sie es
zu verkiirzen streben.

Das zeichnerische Kennzeichen fiir den einen oder andern Fall
bekommen wir, wenn wir die unbekannten Seilkrifte durch Pfeile
darstellen, die wir immer vom Angriffspunkte weggerichtet
eintragen und das zugehorige Kréftedreieck mit jenem Umlaufsinn
versehen, den die eingeprigte Kraft vorschreibt: stimmen dann fiir
eine Seilkraft die beiden so zusammengehérigen Pfeile iiberein, dann
haben wir Zug, im anderen Falle Druck. Die drei moglichen Fille,
die dabei auftreten konnen, sind in Abb. 15a), b), c¢) dargestellt.
S, in a), S, in a) und c¢) sind Zugkrifte, S; in b) und c¢), S, in b)
Druckkrafte (diese sind im Kréiftedreieck gestrichelt angegeben).

Abb. 15.

Selbstverstindlich kann bei Auftreten von Zugkriaften der betreffende
Bauteil ein Seil oder ein Stab sein, wihrend bei Druckkréften ein
steifer Stab erforderlich ist.

Krifte von der Art, wie die hier in Seilen oder Stiben durch &duBere, ein-
geprigte Krifte hervorgerufenen ,inneren Krifte* oder ,,Spannungen sind
maBgebend fiir den inneren molekularen Zusammenhang der Kérper. DaB fiir
vollkommen biegsame Seile oder in den Gelenken reibungslos aneinandergefiigte
Stédbe die inneren Krifte in die Richtung der Stabachsen fallen, erkennt man,
wenn man die Kraft ermittelt, die an einem abgeschnittenen Stiick zur Her-
stellung des Gleichgewichtes anzubringen ist, und von den Voraussetzungen der
vollstindigen Biegsamkeit usw. Gebrauch macht.

Werden diese Uberlegungen fiir mehrere Punkte durchgefiihrt,
die durch (gewichtslos) gedachte Seile oder Stdbe miteinander ver-
bunden sind, dann werden die zugehorigen Kraftecke vorteilhaft gleich
so angeordnet, daB sie lings der Krifte in diesen Verbindungstiicken
aneinanderliegen, so dafB jede solche Kraft in diesem ,Krafteplan®
nur einmal vorkommt. Die weitere Anwendung dieses Vorganges
tithrt auf eine Figur, die unter der Bezeichnung Seileck bekannt
ist und fiir die sog. ebenen Kriftegruppen besondere Wichtigkeit
besitzt (s. II. Kapitel).

Beispiel 3. Zwei Gewichte K; und K, sind durch zwei Faden A0, Ed
an einem Punkt O aufgehiingt, zwischen 4 und B wird ein leichter Stab AB
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eingelegt; man finde die Glelchgerchtslage des Stabes und die Krifte 7'; und
T, in den Fiden und 7' im Stab (Abb. 16).

Sei § der Punkt, der in der Gleichgewichtslage lotrecht unter O liegt, dann
folgt aus der Ahnlichkeit der Kriftedreiecke (rechts) mit den im ,Lageplan®
(links) auftretenden Dreiecken

K _ 1 X, _ 1
T T  a,’
also
Kia;=K,yay;

diese Gleichung bestimmt die Gleichgewichtslage des Stabes. Aus den ersten
zwei Gln. folgt auch

KK, o+ e
T K,+K, 1

1%y

Lay 4 a,) :

T =K, =K, = — (K1 + Ky)

l
und ahnlich 7, und 7',.
21. Seileck als Gleichgewichts-
fignr. Durch die im vorigen Ab-
schnitte erhaltenen Ergebnisse kén-
nen die Kréfte, die in jedem Stiicke

Abb. 16. Abb. 17.

eines unter eingeprigten Kriften im Gleichgewichte befindlichen Seiles
auftreten, dessen Gestalt bekannt ist, durch Zeichnung von Krifte-
dreiecken ermittelt werden. Das Seil wird nach Anbringung der
Krifte so behandelt, als ob es starr wire (Erstarrungsprinzip).

Fiir jeden Kraftangriffspunkt P, (s =1, 2,...) muB sich das aus
den drei Kriften gebildete Dreieck schlieBen, deren Wirkungslinien
durch ihn hindurchlaufen (Abb. 17); diese Kréfte sind die eingepragten
K; und die Seilkrifte in den Stiicken, die P; mit den Nachbarpunkten
verbinden. Da die Seilkrifte, die durch ein Seilstiick auf die beiden
Punkte iibertragen werden, die dieses verbindet, gleich gro und ent-
gegengesetzt sein miissen, wird man die Kraftedreiecke fiir alle Punkte
P; so zusammenlegen (wie auch schon in 20 geschehen), daB im
Krifteplan jede Seilkraft nur einmal vorkommt. Bezeichnen
wir mit T, die Kraft auf P; in Richtung P; P, usw., dann ist
Tiy= =Ty, Tyy= — Ty usw.

Aus der Betrachtung der Abb. 17 ergibt sich unmittelbar, da nur

Poschl, Mechanik. 2. Auil. 3
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die Gr6Be einer Kraft I—ﬁ:z vorgegeben werden kann, sobald die Form

des Seileckes und die Richtungen der Kréfte K, bekannt sind —
die GroBen der anderen Kriafte und auch die der Seilkrafte sind dann

festgelegt. Wenn dagegen die GroBen und Richtungen aller K; und
die Richtung einer Seileckseite bekannt sind, so sind dadurch die Form
des ganzen Seileckes und die Seilkriafte bestimmt.

Das in 20 angegebene Kennzeichen liefert in Abb. 17 Zug fir alle Teile des

Seiles. Wiirde in der gezeichneten Lage z. B. K in umgekehrter Richtung wirken,
dann miiten die Seilkrifte T'y,, 7’5, Druck ergeben, wiahrend T4 ein Zug bleiben
miite, das Gleichgewicht in der gezeichneten Form der Seillinie wire daher

unméglich. Werden jedoch alle Krifte K,...K, in ihrer Richtung umgekehrt,
dann haben wir in allen Seilstiicken Druck und Gleichgewicht kann wieder
stattfinden; man spricht in diesem letzteren Falle von einer Drucklinie oder
Stiitzlinie.

Sind die Endstiicke frei, so miissen in ihnen die Krifte T,
bzw. Ty, wirken, damit das ganze betrachtete Seil im Gleichgewicht
sein kann; sind sie an zwei Punkten F,, F, befestigt, dann sind die
Auflagerkrifte in diesen Punkten gerade durch die im ersten und letz-
ten Stiick wirkenden Seilkrifte gegeben.

Fir ein geschlossenes Seileck fithrt die Anwendung dieser Satze
auf gewisse (notwendige und hinreichende) Bedingungen, die die ein-
geprigten Krifte und die Gestalt des Seiles im Falle des Gleich-
gewichtes zu erfiillen haben, und die aus der Betrachtung der Abb. 18,
die ein geschlossenes Seilviereck darstellt, unmittelbar abzulesen sind:

a) Das Krafteck der eingeprigten Krifte mufl geschlossen sein.

b) Es muf} ein Punkt P
existieren, so daB jede

Seite des Seilecks P; P, .,

zur Verbindungslinie PQ),
von P mit jenem Punkte
@; parallel ist, in dem
K, und K, ., aneinander-
stoBen.

Dadurch haben wir ein
Verfahren gewonnen,
dessen Wirksamkeit weit
iiber das Gebiet der

Gleichgewichtsfiguren
von Seilen hinausreicht,
und das das wesentliche

Abb. 18. Hilfsmittel fiir die graphi-
sche (geometrische) Theo-
rie der ebenen Kriftegruppen darstellt (s. 25 bis 30).

Eine #hnliche Darstellung von Vektoren (durch Ansetzen an einen Punkt
P) werden wir spiter bei den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
planen wiederfinden (s. II. Teil).

Bei den Anwendungen sind die Krifte K; in den meisten Fillen
Gewichte, also parallel zueinander und im Krifteplan daher in eine

\ e

Ay
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Gerade zusammenfallend. Mittels des Projektionsatzes fiir die Senk-
rechte zu dieser Geraden folgt sofort:

Wenn die auf ein (unausdehnbares und vollkommen biegsames)
Seil wirkenden Kréafte parallel sind, so sind die Projek-
tionen der Seilkrifte auf die zu diesen Kraften senkrechte
Richtung iiberall gleich. Uberdies liegt in diesem Falle die
Gleichgewichtslinie des Seiles in einer Ebene.

Die beiden fiir die Praxis wichtigsten Falle, die hierbei auftreten
konnen, sind durch die beiden folgenden Beispiele gekennzeichnet.

22. Parabolische Kettenlinie. Das Seil einer gleichférmigen
Héangebriicke sei in gleichen wagerechten Zwischenriumen a [m]

¥

Abb. 19.

mit gleichen Gewichten @ [kg] belastet; man ermittle die Gleich-

gewichtsform. Das Mittelstiick O P, sei wagerecht angenommen, die
z-Achse damit zusammenfallend, dann sind nach den Bezeichnungen
der Abb. 19 die Koordinaten der einzelnen Lastpunkte

= q/2 = a/2 = 3a/2,
Pl{xl a/ ’ Pz{wZ a/ + a a/
y1=0, Yo = atgoy,
= 2
P3{w3 baf usw.
Yz = a(tgoy + tgoy)

und demgemaf fiir den n-ten Punkt
Yo = albgoy +tgoy - - -+ tgo,_y).

Aus dem zugehorigen Kriafteplan folgt, wenn H, 7',...7T, die Krifte
LA
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in den einzelnen Seilstiicken sind

G 2¢ n—1)@
tgoq:T{, tgocQ:F, t‘ga’n—lzf"H -

daher sind die Koordinaten des n-ten Punktes [da 1+24+.--4+n—1
__n(n—1)
RSy
z, = (2n —1)a/2,
P, q —1 (37)
homag(LF 24 fn—1)=a s 2Ol

durch Ausscheidung von n folgt daraus
_ G 2y ta2 x,—0a2 G a;—(af2)
Yn=%5q a a T H 2a
Die Punkte P, liegen sonach auf einer Parabel (in Abb. 19 punktiert).
Die Konstante H wird dadurch bestimmt, dafl die Lage irgend-

eines Punktes P des Parabelastes vorgeschrieben wird, z. B. fir P,
selbst: z, = b, y ,= f, dann ist

(38)

— (e)2)?
2af )

Die Seilkraft im n-ten Stiick ergibt sich unmittelbar aus dem
Krifteplan

b2
H=6¢2= (39)

T, =V H?+n2@. (40)

LiBt man die Lastpunkte P, immer niher aneinanderriicken, also
a fortgesetzt abnehmen, und verkleinert hierbei auch den Wert von @,
so daB jedoch G/a = p kg/m (das als Belastung auf 1 m der wagrechten
Projektion — also langs einer Strecke verteilt — gedeutet
werden kann), endlich bleibt, so folgt fiir lim ¢ =0 aus Gl (38),
wenn wir die Zeiger weglassen, fiir die Seilkurve die Parabelgleichung
in der gewohnlichen Form
2
y:%ixz, wobei Hz%. (41)
(Diese Parabel ist in Abb. 19 voll ausgezogen.)
Aus Gl. (37) folgt auch, wie man durch Ausrechnung leicht be-
statigt
Ga
Ynir — 2Yn + Yny = H (42)

wo links nach Division durch a? der ,,zweite Differenzenquotient steht;
fiir lim e —0 und Gja —p geht diese Gleichung in die Differential-
gleichung

d?y ' P

i =Y T (43)
iiber, deren Integral fiir p/H = konst. (unter den zugehorigen Rand-
bedingungen = 0 und ¢ = 0 fiir x = 0) die Gl. (41) gibt.
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Die Seilkraft an irgendeiner Stelle a der parabolischen Ketten-
linie ist [entweder aus dem Kréfteplan oder durch den Grenzithergang
lim @ — 0 aus Gl. (40)] gegeben durch

S p2pt S —
T=71H+ prat = ]/7”71],T + p?a? :%Vb4+4f2x2. (44)

Beispiel 4. Man ermittle den Durchhang f und die Scheitelkraft H einer
flachen Kettenlinie von der Lange 21/, die gleichformig mit p kg/m auf die
wagrechte Projektion belastet und zwischen zwei gleich hoch liegenden Punkten
A4, B in der Entfernung 2b ausgespannt Yy
ist (Abb. 20). T

i A
Die Lange des Parabelbogens O A4 ist M} 1 -
b b o o 1 I
vy, — rz 2d ;
lﬁflery dx_fl/lJr(H) v Abb. 20.
0 0

wenn wir annehmen, daB der grofite Wert des neben 1 stehenden Gliedes p b/H
gegen 1 klein ist, so kénnen wir die Quadratwurzel in eine Taylorsche Reihe ent-
wickeln und beim zweiten Gliede abbrechen; wir erhalten dann angenéhert

b

N 1 /pay? B p? xs}b— pz/ﬁ
lNﬂl+?<7”d’”‘[‘”+?ﬁ?0_b+2H2 3
0

Daraus rechnen wir

o
H=pb VG(TTI)) (45)
und aus der Parabelgleichung (41)

_pb_ ; Y66 (0 —1). (49)

Die Seilkraft an einer beliebigen Stelle x ergibt sich mit derselben Anniherung
nach Gl. (44) ]
_m)14+ 22 oy L
TfHVlJr-sz HL1+? s onk
ihr grofter Wert tritt an den Enden 4, B fir x = 4 b auf.

23. Bei der gemeinen Kettenlinie wird das Seil in gleichen Abstan-
den ¢ lings seiner eigenen Lédnge mit gleichen Gewichten G be-
lastet. Ganz ebenso wie im vorigen Beispiel erhdlt man die Gleich-
gewichtsform des Seiles durch Zeichnung der aufeinanderfolgenden
Kriftedreiecke im Krafteplan, wobei aber jetzt 1dngs der einzelnen
Seilstiicke die Lange ¢ aufzutragen ist, um jeweils zum néchsten
Lastpunkt zu kommen. Dabei ist die Kraft im tiefsten Seilstiicke H
zuniichst wieder unbekannt, zu ihrer Festlegung ist eine weitere Be-
dingung (Festlegung des Endpunktes oder dgl.) erforderlich.

Wollte man zur Aufsuchung der Gleichung der Seilkurve wie
zuvor vorgehen, so kime man zu unbequemen Summationen, die man
vermeidet, wenn man sogleich eine lings der ganzen Seillinge gleich-
formig verteilte Last voraussetzt, wie sie dem gleichférmigen
schweren Seil zukommt: gkg/m sei der auf den laufenden Meter
der Seillinge entfallende Betrag. Die Gesamtbelastung auf dem Stiicke
s = Py P bis zum Punkte P, in dem die Seilkraft T heiflen moge,
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ist daher ¢s, und aus dem in Abb. 21 gezeichneten Kréftedreieck lesen
wir unmittelbar ab

Tcosep =H, Tsing=gs. 47)

Da die Seilkraft 7' die Richtung der Tangente zur Seilkurve hat,
80 erhalten wir durch Division unmittelbar die ,,Differentialgleichung
der Seilkurve*

tgtpzﬁg:d—x oder 4y = —, (48)

Abb. 21.

an jeder Stelle proportional der Bogenlinge ist, ist die gemeine
Kettenlinie gekennzeichnet. Die Integration liefert

yzaﬁoi%. (49)
Es ist ndmlich
tg¢=g§—’=y’ =Gin—, 14yi=1+ @irﬁ%:@vﬁf,

und die Bogenldnge vom Scheitel P, an gerechnet
z x
s=f1/T—T—y'2 dxzf@bi%dw=a@in%. (50)
0 0

Die Gl. (48) ist somit identisch befriedigt. Die x-Achse liegt um die
Strecke @ unter Py(x =0, y = a). Aus diesen Gleichungen fliefit
auch die Beziehung s? + a? = y2, und da nach dem Krifteplan
@+ H2=T2, also s+ a®=(T/g?=y (51)
ist, so folgt ‘
T=qy, (52)
d.h. die Seilkraft in jedem Punkte P ist durch das Gewicht eines
bis zur z-Achse reichenden, frei herabhingenden Seilstiickes gegeben.
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Die Seilkraft H im tiefsten Punkte ist, wie gesagt, wieder durch
die Angabe der Koordinaten eines Punktes @ (x =0, y = h) fest-
gelegt, durch den die Kettenlinie hindurchgehen soll, und folgt durch
Auflosung der fiir @ geltenden Gl. (47): » =a€ojb/a nach a.

Aus Gl. (48) folgt auch

QS SCLUS
T Hdx  Hcosg ' (53)
24, Beispiele. Beispiel 5. Ein gleichformiges Seil von gegebener Lénge
27 =120 m ist zwischen zwei in derselben Wagrechten liegenden Punkten 4
und B, die in der Entfernung 2 b = 100 m voneinander liegen, ausgespannt. Man
ermittle den Parameter der Kettenlinie, in der das Seil durchhingt, und die Seil-

kraft im Scheitel.
Schreibt man in der Gleichung fiir die Lénge der Kettenlinie fiir den Punkt 4

l=10aGinbja
bja = u, also @ = bju, so erhilt man
Ginu L
w b

Da lund b gegeben sind, so hat man jenen Wert zu suchen, der dieser Gleichung
geniigt, was am einfachsten (angendhert) durch Benutzung der Tafeln® fiir die
Funktion @inu% und Aufzeichnung eines Schaubildes geschehen kann. Hat man
den Wert gefunden, der dieser Gleichung geniigt — er sei %, —, so ist der gesuchte
Parameter

@ =b/u, und weiter ist H=uagq.

Fiir die angegebenen Zahlenwerte ist [/b = 1,2, und man findet u, = 1,065, also
_50m
~ 1,065
Die Hohe der Aufhingepunkte iiber der Leitlinie ergibt sich zu

h=Va* +12~1762m
und daher ist der Durchhang in der Mitte

f=h—a=292m.

Beispiel 6. Bestimme den Durchhang f und die Scheitelkraft H einer flachen
Kettenlinie, die die Linge 2! und die Entfernung der Aufhingepunkte 2b hat
und mit g kg/m belastet ist.

Man beachte, daB3 der Parameter a durch Verkiirzung der Linge der Ketten-
linie immer gréfer wird. Nimmt¢ man daher in der Gleichung der Kettenlinie a

gegeniiber dem groBten vorkommenden Werte von z sehr groB an, und setzt
demgemi

a ~4Tm.

s

2w

y = Sin = ~
a

so wird dhnlich wie in Beispiel 4 die Lénge angenihert gegeben durch
b b
g 1 22 b
_ rge~s | 110 2 B lge—p 2 22,
z_f11+y da ftuﬁgaddz bt s
0 0

1 8. das ,,Taschenbuch fiir Bauingenieure®, ,,Taschenbuch fiir Maschinen-
bau®, ,,Hitte u. dgl.
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daraus ergibt sich

b /b
= - =qua = o
a bl/ﬁ(l—b) und H=gqu qbl 5 —10)

Sodann folgt aus der Gleichung fiir die Kettenlinie y = @ €of (2/a), indem man
nur die quadratischen Glieder in der Entwicklung beibehilt
b2
l=u« <1 —+ ﬂ)
und daher ist der Durchhang

B2 ) R
f:h_a:%:—é—}Gb(l_‘b);

fist also durch denselben Ausdruck (46) gegeben wie bei der parabolischen Ketten-
linie, was deshalb klar ist, weil durch die angegebene Vernachlissigung die gemeine
Kettenlinie gerade durch eine Parabel ersetzt wird.

Beispiel 7. Die Gleichungen der Seilkurve in natiirlicher Dar-
stellung. Als natiirlich mit einer ebenen Kurve verbundene Richtungen be-
zeichnet man die der Tangente ¢ und der Normalen %. Das Wort ,,natiirlich*
soll heiBlen: der Kurve selbst eigentiimlich, frei von jeder Bezugnahme auf ein
Achsensystem.

Betrachtet man in Abb. 22 ein Stiick einer Seillinie und sind 7’ und 7" + d 7'
die Seilkrifte an den Enden eines Teilchens von der Lange ds, gds die eingeprégte
Kraft auf dieses Stiick, ¢ der
Winkel gegen die Normale %, so
lauten die Gleichgewichtsbe-
dingungen fiir die Richtungen

tund — 7
aT .
a5 = ising,
T 1)
gdscosp T% = g cosp.

Die erste besagt, dal die Kom-
ponente ¢ dssin¢g einer Zu-
nabhme d7 der Seilkraft ent-
sprechen muf}, die zweite, daB
die Komponente g d s cos ¢ durch
den in Richtung % entfallenden
Betrag der Seilkrifte aufgenom-
men werden mubB.

Die Division der beiden

gds Gleichungen liefert
Abb, 22. ar
Tdg tg g
und gibt integriert, wenn fiir ¢ == 0, 7 = H sein soll:
InT= —1Incosep+InH oder 7T = Hjcos ¢ (55)
ganz unabhéngig von ¢. — Sodann folgt aus der zweiten der Gln. (54)
gs— Tdy H ﬂf
gecosg g cos®g
und integriert, wenn fiir s = 0, ¢ = 0 ist
s = gtg gp=atgp, (56)

eine REigenschaft der gemeinen Kettenlinie, die nach den frither gegebenen
Gln. (48), (49) und (50) unmittelbar bestéitigt werden kann.
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Beispiel 8. Der Kreisbogen als Seillinie. Die eben gefundenen Be-
ziehungen gestatten unmittelbar die Beantwortung der Frage, nach welchem
Gesetz die Belastung einer Kurve verteilt sein muf}, damit diese nach einem
Kreise durchhéngt.

(GemiB der Definition fiir den Kriimmungshalbmesser 7 einer Kurve erhalten
wir mittels der Gln. (54) und (55)

ds T H

== = --.— . = konst.,
dp qecosp qcos? e
und daher ist
H 1 -
=7 Ccostg (57

das gesuchte Verteilungsgesetz. Man beachte, daB fir ¢ = 7/2 die Belastung
q = oo wird. Die Konstante H ist durch den Wert ¢, von ¢ im tiefsten Punkte
(9 = 0) bestimmt: H = g, 7.

II. Ebene Kriiftegruppen.

25. Summe einer ebenen Kriiftegruppe. Fiir die Mechanik aus-
gedehnter Kérper, wie sie in der Technik zur Behandlung kommen,
erweist es sich als notwendig, iiber die bisherige Annahme ,punkt-
férmiger* Kriftegruppen hinauszugehen und allgemeinere Verteilungen
der Krifte zu betrachten. Um zunichst fiir eine ,,ebene Kréftegruppe®,
d.i. eine solche, bei der die Wirkungslinien der Krifte nicht durch
einen Punkt gehen, sondern irgendwie in der Ebene verteilt sind, zu
dem Begriff ihrer ,,Summe zu gelangen, ist eine Festsetzung iiber
die Beschaffenheit des Korpers notwendig, der ihr als Triger dient.
Die einfachste Annahme ist die des starren Korpers; d.h. alle
Teile sollen unverinderliche Entfernung voneinander haben und diese
auch bei Einwirkung beliebig groBer Krifte unveréindert behalten.
Annidhernd sind solche Korper durch die im gewdhnlichen Sinne
festen Korper verwirklicht.

Diese Annahme fithrt zu zwei wichtigen Folgerungen (von denen
die erste nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten oder sonstwie be-
wiesen werden kann): 1. Die Unwesentlichkeit des sog. Angriffspunktes
einer Kraft, d.h. zwei gleich groBe und gleich gerichtete Krifte auf
derselben Wirkungslinie sind
gleichwertig, und 2. Je zwei
Krifte konnen summiert wer-
den, und zwar wenn sich die
Wirkungslinien im Endlichen
schneiden nach dem Parallelo-
grammgesetz (15), wenn sie
sich im Unendlichen schneiden
(d. h. parallel sind) durch
einen sogleich anzugebenden
Kunstgriff. Schneiden sie sich
im Endlichen, so werden
beide Krifte an den gemeinsamen Schnittpunkt (gleichgiiltig ob dieser
dem Kérper angehort oder nicht) verschoben und wie iiblich summiert.

Sind sie parallel, wie K, und K, in Abb. 23, so fiige man zwei beliebige
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gleich grofle und entgegengesetzt gerichtete Krafte P, — P in einer be-
liebigen Transversalen hinzu und bilde die Summen Q,= K, + P,
@, = K2 — P, dann ist

Q+Q=K,+K,=K, und E

(58)

wodurch die GroBe von K als algebraische Summe von K, und K,
gegeben ist. Die Ahnlichkeit der beiden in Abb. 23 gleichmiBig schraf-
fierten Dreieckspaare liefert sogleich die Beziehung

B=0=D e [Kp = Ko, (59)

K, P

was nichts anderes ist als der Momentensatz fiir irgendeinen Punkt
von K. Durch (58) und (59) sind GréBe und Ort der Summe K der

beiden parallelen Krafte K; und K, gegeben.

Wihrend also die Zeichnung des Kréftedreiecks fiir parallele Krifte
unméglich wird, behalten der Projektions- und der Momentensatz auch
in diesem Falle unveréndert ihre Geltung, worauf ihr grofier Wert fiir
die Statik der ebenen Kriftegruppen beruht.

26. Methode des Seilecks. Das eben beschriebene Verfahren wiirde
bei einer gréBeren Anzahl von Kréften uniibersichtlich werden, und

0V /r/
I Y%
% TN
2 : Zz o
v
g'/l’
(Lageplan) Abb. 24. (Krifteplan)

wird daher praktisch durch das folgende ersetzt, wobei die schon in 21
besprochene Seileckfigur herangezogen wird. Das Verfahren ist durch
Abb. 24 gegeben. Griofie und Richtung der Summe K einer Anzahl
von Kriften ist, wie man unmittelbar durch Zeichnung der aufeinander-
folgenden Kriftedreiecke erkennt, durch die SchluBlinie des Kraftecks
gegeben, das seitlich als eine besondere Figur — Kréfteplan —
angelegt wird; es gibt also fiir n Krifte jedenfalls fiir die GréBe und
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Richtung der Summe die Vektorgleichung

_ _ _ n_
K=K+ K, +---+ K,=J3K,|. (60)

s
Il
—

Zur Festlegung der Lage von Kim Lageplan (links) ist die Kenntnis
eines Punktes der Wirkungslinie von K notwendig, der sich in fol-
gender Weise ergibt. Man wihle im Krifteplan einen Punkt P als Pol
und zerlege jede Kraft K,, K,,... usw. in zwei Teilkrifte, die nach
den Verbindungslinien der Eckpunkte 0, 1, 2,... mit P wirken, also
nach den Bezeichnungen der Abb. 24

Ky=To+ Ty, Ky=—T,+T,, Ky=—Ty+T,,
Ky= —Ty+ Ty
dann folgt zunéchst
K=K + K, + K, + K, = To + T}, (61)
Soll jede Kraft K, durch je zwei solche Teilkrafte — i-_l, T, tatsichlich

ersetzt werden, so miissen sich diese im Lageplan auf K, schneiden
und zu den bez. Kréiften des Kréfteplans parallel sein. Man wéhle

daher auf K ; einen beliebigen Punkt I und ziehe nacheinander die
Parallelen zu den Strahlen des Kraftecks, wodurch man das ,,Seileck®

I, 11,111, IV und im Schnitt von 7' und 7', einen Punkt der Summe K
erhilt, da sich die anderen Teilkrifte paarweise tilgen. Man erkennt
unmittelbar, dafl der in Abb. 24 stark gezogene Linienzug die Gleich-
gewichtsfigur eines Seiles darstellt, das in den Punkten I, 11, I1I, IV

durch die Krafte K, K,, K, K, belastet ist und dessen Endstrahlen
in irgendwelchen Punkten 4 und B befestigt sind.

Dieses Verfahren bleibt auch fiir parallele Kréfte unverédndert in
Geltung, nur fallt fiir solche das Krafteck 0, 1, 2,... in eine einzige
Gerade zusammen,

Ein besonderes Seileck ergibt sich, wenn man den Pol P, dessen Lage ja
vollstandig willkiirlich ist, mit dem Anfangspunkt O des Krifteplans zusammen-
fallen 1aBt. Die einzelnen Seilstrahlen ﬁ, @, 0-3_, ... geben dann offenbar die

Teilsummen K,, K, + K, K, + K, + K,,... an, und das zugehérige Seileck
enthilt in seinen Seilstrahlen gerade die Wirkungslinien dieser Teilsummen.
Solche Seilecke werden als Mittelkraftlinien bezeichnet und in der Baumechanik
verwendet.

7. Kriftepaar und Moment. Die einzige Ausnahme, bei der das
Verfahren des Seilecks nicht zu einer bestimmten Summe fiihrt, tritt
ein, wenn zwei gleich grofle, entgegengerichtete Krifte zusammen-
zusetzen sind, die ein sogenanntesebenes Kraftepaar bilden (Abb. 25).
Das Krafteck fiir solche Krafte ist zwar geschlossen, die ersten und
letzten Strahlen des Seilecks fiir irgendeinen Pol P sind aber parallel
zueinander. Also wird das gegebene Kraftpaar K, — K mit Hilfe der

Seileck-Konstruktion durch zwei andere Krifte 7, — T, ersetzt, die
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wieder ein ebenes Kraftepaar bilden, das dem urspriinglichen gleich-
wertig ist. Die Ahnlichkeit der beiden schraffierten Dreiecke in Abb. 25
liefert sofort die Gleichung

Ka=Tob= M|. (62)

Das Produkt K« wird als das Moment M des Kraftepaares
bezeichnet; bildet man die Summe der Momente der beiden Krifte

K, — K dieses Paares fiir irgendeinen Punkt der Ebene, so erhalt
man immer diesen Wert. Wir zahlen dieses Moment positiv, wenn
sein Drehsinn der positive ist (wie in Abb. 25), sonst negativ. Aus
der Gl. (62) kénnen wir daher schliefien, daf aus dem gegebenen Krifte-
paar (je nach der Wahl der Punkte P und I) oc® weitere Kriftepaare
abgeleitet werden konnen, die alle mit den gegebenen gleichwertig sind,

pa wofiir lediglich die Gleichheit
der Momente(einschlieBlich des
Vorzeichens!) maligebend ist.

Abb. 25. Abb. 26.

Hat man die Summe aus einer Kraft K und einem Kriftepaar vom
Momente M zu bilden (Abb. 26), so geniligt es, M durch zwei Krifte
K, — K darzustellen, so da M = Ka, also a = M/K wird. Durch
Verdrehung dieses Kraftepaares in die Lage nach Abb. 26 ergibt sich
mittelbar, dall das Hinzutreten des Kréftepaares eine Parallelverschie-
bung von K um den Abstand @ = M/K mit sich bringt, und zwar
— im Sinne von K gesehen — nach rechts, wenn M positiv ist.

Ferner folgt unmittelbar: Beliebig viele Kriftepaare in der
Ebene geben wieder ein Kraftepaar, dessen Moment der
algebraischen Summe der Momente der gegebenen Krifte-
paare gleich ist.

8. Zeichnerische Bedingungen fiir Gleichgewicht. Wenn zu den
vier Kriften der Abb. 24 eine Kraft K’ hinzugefiigt wird, die ihre
Summe K aufhebt, so sind offenbar die fiinf Krifte Kl, oo Ky, K’
im Gleichgewichte. Aus dem Krafteplan ergibt sich, daB dle Krafte
mit ihren Pfeilen aneinandergefiigt, ein gcsohlossoncs Krafteck
bilden, wihrend das Seileck so beschaffen ist, daB — fiir alle
Krifte—je zwei Seilstrahlen sich auf der zugehérigen Kraftwirkungs-
linie schneiden, das Seileck also selbst ebenfalls eine geschlossene
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Figur bildet (21). Durch Erweiterung auf eine beliebige (endliche)
Zahl von Kriften ergibt sich unmittelbar die Aussage:

Eine ebene Kriftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn
sowohl das zugehorige Krafteck als auch das zugehérige
Seileck fiir irgendeinen und daher fiir jeden beliebigen
Pol P geschlossene Figuren sind.

Das SchlieBen des Kraftecks bedeutet das Nullwerden
der Summe der Krafte, das SchlieBen des Seilecks das
Verschwinden der Momente; fiir Gleichgewicht mufl beides
erfiillt sein.

29. Mannigfaltigkeit der Seilecke fiir eine bestimmte Kriftegruppe.
Ist das Krafteck fiir eine bestimmte Kraftegruppe mit einer bestimmten
Reihenfolge der Krifte festgelegt, so gibt es noch oo? Seilecke, die
dazu gezeichnet werden kénnen und die, wie leicht einzusehen, alle
auf dieselbe Mittelkraft filhren miissen. Denn es kann einerseits der
Pol P des Seilecks jede beliebige der oc? Lagen in der Ebene ein-
nehmen, andrerseits (wenn der Pol festliegt) noch ein beliebiger Seil-
strahl des Seilecks auf co! Arten gewéhlt werden. Erst dann sind alle
anderen Seilstrabhlen bestimmt.

a) Seilecke fiir denselben Pol. Die eben erwihnte, in der
Wahl der ersten (oder irgendeiner anderen) Seileckseite liegende Willkiir
fithrt zu oc! verschiedenen Seilecken, deren entsprechende Seiten
paarweise parallel sind. Die Schnittpunkte des ersten und letzten

Seilstrahls liegen fiir alle Seilecke auf der Wirkungslinie der Summe K
der Kraftegruppe.

b) Fiir Seilecke, die fiir verschiedene Pole gezeichnet werden
konnen, gilt der folgende Satz: Entsprechende Seiten zweier
Seilecke, die zwei beliebigen Polen P, P’ des Krafteckes
(Abb. 27) zugehoéren, schneiden sich in Punkten a,b, ¢ usw.,
die auf einer zu PP’ parallelen Geraden gliegen; diese nennt
man die zu P, P’ gehorige Polare (oder Culmannsche Gerade).
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Die Richtigkeit dieses Satzes folgt durch Betrachtung der ,,voll-
stindigen Vierecke in Abb. 27, die paarweise zueinander &hnlich
sind, wie z. B. das Viereck O K, P’ P rechts zu I I' b a links. In beiden
Vierecken sind fiinf Seiten zueinander parallel, daher sind (wie leicht
einzusehen) auch die sechsten Seiten parallel, also ab|PP’; in
dhnlicher Weise folgt b¢||P P, ¢d||P P usw., d.h. die Punkte
a,b,c,d... liegen in einer zu PP’ parallelen Geraden g.

30. Seileck durch drei Punkte. Die Kenntnis dieses Satzes erméglicht
es, ein Seileck durch drei gegebene, nicht in einer Geraden liegende
Punkte A4, B,C zu legen, eine Aufgabe, die in den Anwendungen

Abb. 28,

(36, Dreigelenk) auftritt. Zur eindeutigen Kennzeichnung dieser Auf-
gabe ist dabei notig, die Zuordnung der Seilstrahlen zu den Punkten
A, B, C festzulegen, d.h. festzusetzen, es soll etwa der erste Strahl
des gesuchten Seileckes durch A, der zweite durch B, der letzte
durch C gehen.

Die Lisung der Aufgabe geschieht nach Zeichnung des Krafteckes
durch zweimalige Anwendung des eben bewiesenen Satzes nach folgen-
der Vorschrift, die firr eine beliebige Anzahl von Kréften entsprechend
zu erginzen ist (Abb. 28):

1. Es wird P beliebig gewahlt und das zugehorige Seileck I, 11, 111
gezeichnet, dessen erster Strahl durch A geht.

2. Durch 4 wird die ,,Polare“ g, beliebig angenommen, am ein-
fachsten mit 4 I zusammenfallend, ferner das Seileck I, II', III' so
gezeichnet, dall der Strahl I, II’ durch B geht. Die zugehorige ,,Pol-

verschiebung* ist PP’ ||g;.
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3. Durch 4 und B wird eine zweite Polare g, gelegt und ein drittes
Seileck so gezeichnet, daB dessen letzter Seilstrahl durch C und den
Schnittpunkt s des entsprechenden Strahles des zweiten Seileckes.

mit g, geht, die zugehorige Polverschiebung ist P’ P | g,. Das Seileck
111", 117, I" (in dieser Folge zu zeichnen!) ist das gesuchte und P’
der zugehorige Pol.
Andere Losung:
Sind zunéachst nur zwei
Krafte K,, K, vorge-
geben, so zeichnen wir
ihre Summe K, und es
lauft die Aufgabe, das
Seileck durch die drei
Punkte 4, B, C zu legen,
auf die folgende elemen-

targeometrische Frage
hinaus (Abb. 29): Ge-
geben drei Gerade K,
K,, K, die sich in einem
Punkte O schneiden,
und drei Punkte A, B, Abb. 29,

C'; es ist ein Dreieck zu

zeichnen, dessen Seiten durch je einen Punkt A, B, ¢ hindurchgehen
und sich paarweise auf den gegebenen Geraden K., K,, K schneiden.

Die in Abb. 29 dargestellte Losung ergibt sich am einfachsten
durch die folgende rium-
liche Deutung: K, K, K
seien die drei Achsen eines
Dreikants und 4, B, C drei
Punkte in den KEbenen
dieses Dreikants in axono-
metrischer Projektion. Die
Spuren der durch 4, B, C
gelegten Ebene bilden das
gesuchte Seileck. Man lege
zuerst durch A und B eine
beliebige Ebene und zeichne
ihre Spuren [I11—I, I—I1,
II—III. Die Spur II—III
schneidet die Gerade 4 B Ll
in einem Punkt M, und M e
mit ¢ verbunden gibt den
durch C gehenden Strahl I1'—11I’ des gesuchten Seilecks. Die anderen

Strahlen II'—B und III'—A miissen sich auf K, (in I) schneiden.

In Abb. 30 ist diese Konstruktion fiir die Krifte K,, K, unter
Anwendung derselben Bezeichnungen wie in Abb. 29 wiederholt.

g

Abb. 30.
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Beziiglich der Anwendungen dieser Konstruktionen, die leicht fiir
eine beliebige Anzahl von Kriften erweitert werden kénnen, insbeson-
dere fiir das Dreigelenk vgl. 36, Beispiel 18.

31. Rechnerische Bedingungen fiir das Gleichgewicht einer ebenen
Kriftegruppe. Die rechnerische Ermittlung der Summe einer Gruppe
von n Kriften Ky, ..., K, in der Ebene erfordert die Einfiihrung eines
Bezugsystems O, x, y. Selen (X,, Y,) die Komponenten von K; (2 =1,
2,...,n) nach diesen Achsen und =z, y, die Koordinaten eines belie-
bigen Punktes von K;, dann ist

Y, —y: X, =M, (63)
das Moment von K, in Bezug auf O (oder in Bezug auf die z-Achse).
Die GroBen X, Y, M, konnen unmittelbar als die , Koordinaten des
Kraftvektors K, betrachtet werden. Durch Angabe des Momentes M,
und der Komponenten X;, ¥, ist die ,,erkungshme“ der Kraft K fest-
gelegt. Fiigt man in O je zwei Kriifte — K, K; hinzu, dann erhalt
man n Krafte Kl, .. .,Kn in O und » Momente Ml, ..., M, um O; die
Addition der Krafte in O liefert eine Kraft >/ K K und die der Mo-
mente ein Moment > M, = M.

Die vektorielle Addition der Krafte K;, die frither im Krafteplan
geleistet wurde, ist gleichwertig mit der Addition der Komponenten nach
zund y;esistalso Y X, = X, MY, = Y. Die Gleichung der Wirkungs-
linie der Summe der gegebenen Kréftegruppe lautet

xY —yX =M,

sie liegt zur Kriftesumme K in O parallel, im Abstande M/K von
ihr entfernt, und zwar rechts von K, wenn M positiv ist (27).

Wenn insbesondere K +0, M =0 ist, so ist K in O bereits die
Summe der gegebenen Krafte; dies tritt offenbar fiir alle Koordinaten-

systeme ein, deren Anfangspunkte O auf K liegen. — Ist K = 0, M = 0,
so ist die gegebene Kréftegruppe einem Kriftepaare vom Momente M
gleichwertig.

Wenn endlich K =0 und M =0, so haben wir Gleichgewicht
und erhalten den Satz:

Eine ebene Kraftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn
die Summen der Komponenten der Krifte nach zwei be-
liebigen Richtungen und die Summe der Momente um
irgendeinen Punkt O der Ebene verschwinden. In Zeichen:

X=X, =0, Y=3Y¥,=0,
i = i=1

n " (64)
M EZMZ =Y, —y,X;)=0.

Wenn namlich die Bedingungen X = 0, Y = 0 fiir irgendein Paar
von Achsen in der Ebene erfiillt sind, so besteht die gleiche Bedingung
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auch fiir jede andere Gerade der Ebene als Achse, wie man durch Pro-
jektion auf diese Gerade leicht feststellt. Und wenn M die Summe der
Momente fiir den Punkt O ist, dann ist sie fiir einen Punkt O’ mit den
Koordinaten (a, b)

M=M+bX—a¥, (65)

wenn daher die Gln. (64) erfillt sind, so ist auch M’ = 0 fiir jeden
anderen Punkt O’ der Ebene.

Die drei ,,Gleichgewichtsbedingungen (64) gestatten, drei un-
bekannte Grofen zu bestimmen. Sind bei einer vorgegebenen Aufgabe
ebenso viele Unbekannte vorhanden, so reichen die Gln. (64) aus,
und wir haben ein ,,statisch bestimmtes* System vor uns. Ist die Zahl
der Unbekannten grofler als die Zahl der zur Verfiigung stehenden
Gleichungen, so spricht man von ,statisch unbestimmten® Systemen.
Zu deren Behandlung reicht die Statik der starren Kérper nicht aus,
es miissen weiter reichende Hilfsmittel, und zwar die der Elastizitats-
theorie herangezogen werden. — Die Unbekannten selbst sind ent-
weder, und zwar dann, wenn die Gleichgewichtstellung nicht bekannt
ist, Lagenkoordinaten des Kérpers (Lingen, Koordinaten, Winkel
u. dgl.) oder Auflagerkrafte, die der Art der Auflagerung entsprechend
einzufiihren sind. Bei statisch bestimmten Systemen kénnen Auflager-
krafte nur bei Vorhandensein von eingeprigten Kriften auftreten.

32. Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Die Zerlegung einer Kraft K
in Teilkréafte ist nur in den folgenden Fillen eindeutig bestimmt.

a) Zerlegung in zwei Teilkrdfte, deren Richtungen gegeben
sind und sich auf K schneiden. Liegt der Schnittpunkt der zwei Kriifte,
in die K zerlegt werden soll, im Endlichen, so ergeben sich die Teil-
kréfte durch Zeichnung des Krifte-
dreiecks nach Abb.4. Wenn jedoch ,
der Schnittpunkt ins TUnendliche
fallt, die zu suchenden Teilkrifte T
also zur gegebenen Summe parallel ™ :_
sind, dann versagt diese einfache ;. | .7 ,;'f
Zerlegung, und es miissen diese Teil- 74 '
krifte auf andere Weise, etwa mit < @ B ]
Hilfe des Seilecks durch Umkehrung e
der in 26 gegebenen Konstruktion YRR "
oder durch Rechnung gefunden wer- Abb. 31.
den. Hierzu nehme man in Abb. 31

02 =K und ziche mit Hilfe eines s beliebig gewihlten Poles P die
Parallelen zu den Strahlen P 0 und P2 durch einen auf K willkiirlich
gewihlten Punkt III. Diese treffen die gegebenen Wirkungslinien in
I und II, und die Parallele zu I—II durch P schneidet auf 02 die
Teilkrifte 4 und B aus. Und zwar ist im Kriifteplan 4 jene Strecke

auf K, fiir welche die Parallelen zu den Verbindungstrahlen der End-
punkte mit P sich im Lageplan auf der Wirkungslinie 4 schneiden,

es ist also 01 — A. Ebenso ist 12 = B. Diese Methode ist auch
Poschl, Mechanik. 2. Aufl. 4
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dann ohne weiteres anwendbar, wenn die Summe einer Gruppe
von Parallelkriften K, in zwei parallele Teilkriifte 4 und B zu
zerlegen ist.

Ein Weg, diese Zerlegung ohne Seileck zeichnerisch durchzufiihren,
ist in Abb. 32 dargestellt. Man trage K auf der eigenen Wirkungs-

linie (in einem passend gewidhlten MaBstabe) auf
| und ziehe durch die Endpunkte zwei beliebige
Parallele. Jede Diagonale in dem so entstehenden
Parallelogramm schneidet auf K die Teilkrifte 4
A 7 und B aus; die Verwertung der Ahnlichkeit der ent-

Al stehenden Dreiecke fithrt unmittelbar zum Beweis

! A 8 fir die Richtigkeit dieser Konstruktion, und zwar

L }5 auf den Momentensatz fir einen auf 4 und B ge-
) legenen Momentenpunkt.

o Mit Hilfe dieses Momentensatzes fiir einen Punkt

Abb. 82. auf B oder A ergeben sich nach den Bezeichnungen
der Abb. 31 die Teilkrifte aus der Forderung der
Gleichwertigkeit (Aquivalenz) durch Rechnung in der Form

b
!

A=K%, B=Kj|, A+B=K. (66)

b) Zerlegung in drei Teilkrédfte nach drei Wirkungslinien,
die nicht durch einen (im Endlichen oder Unendlichen liegenden) Punkt

gehen.
Sind g, g, g5 in Abb. 33a) die gegebenen Geraden, nach denen die

gegebene Kraft K zu zerlegen ist, und bezeichnet man die gesuchten

Abb. 33.

Krifte in diesen Linien mit K. L. K, K 3 S0 hat man nur zu beachten,
daB die Summe K,; = K, + K, durch den Schnitt S von ge und g,

hindurchgehen mufi. Da aber K23 + K = K sein soll, hat man K
nach g, und der Verbmdungshme g von T (Schnitt von K und g,)

und § zu zerlegen, um zunéichst K, und K, und durch weitere Zer-

legung von K, nach den Rlchtungen g, und g4 auch K, und K, selbst
zu erhalten.
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Jede Zerlegung in mehr als drei Teilkrafte ist unbestimmt und
erfordert jeweils weitere Festsetzungen.

Beispiel 9. Man zeige, daB die Zerlegung b) auf dreifache Weise ausfithrbar
ist und daB sich dabei immer dieselben Werte fiir K, K, und K, ergeben.

33. Auflagerkriifte. Formen der Auflager. Fiir die in der technischen
Mechanik vorkommenden Probleme, die stets gestiitzte bzw. ge-
fithrte Korper betreffen, handelt es sich nicht nur um die Auffindung
der Gleichgewichtslagen, sondern aulerdem noch um die Ermitt-
lung der auftretenden Auflagerkrafte, die durch gegebene ein-
gepragte Krifte (Lasten) hervorgerufen werden. In vielen Fallen ist
die Gleichgewichtslage von vornherein gegeben, und es handelt sich
dann nur um die Bestimmung von Auflagerkriften. Fiir jede Auf-
lagerstelle ist zur Kennzeichnung der an ihr entstehenden Auflager-
kraft D im allgemeinen die Angabe von drei GréBen (X, Y, M) er-
forderlich, in den fir die Anwendung Wichtigen Fallen erniedrigt sich
jedoch diese Anzahl auf eins oder zwei. In Abb. 34 1) bis 22) ist eine

g i é’L ”f" J.
9) Ao

77)

E 4

Abb. 34.

Ubersicht iiber die auftretenden Moglichkeiten gegeben; es sind dies
im wesentlichen die folgenden Fille:

I. D durch eine GriBe gegeben.

a) Bewegliche Auflagerung. Die Abb. 34 1) bis 4) gelten fiir die
Stiitzungen (Berithrungen) glatter Kérper, die dadurch gekenn-
zeichnet sind, daB in der Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene

keinerlei Krifte auftreten koénnen: D ist also in allen diesen
Fallen senkrecht zur gemeinsamen Beriihrungsebene an-
zusetzen. 5) und 6) geben solche Formen dieser Auflagerung, wie sie
technischen Ausfilhrungen entsprechen, und zwar nennt man 5) ein
Gleitlager, 6) ein Rollenlager.

4*
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b) Pendelstitze nach 7) und 8), technische Ausfiihrung nach 9):
D ist in der Richtung der Stiitze anzunehmen.

¢) Gleithiilse (Ringlager, Halslager) nach 10): D fallt in die Nor-
male zur Verschiebungsrichtung der Hiilse.

1I. D durch zwei GréBen gegeben.

d) Gelenk nach 11) und 12), technische Ausfithrung nach 13). Der
Gelenkdruck wird durch zwei Teilkrifte, etwa nach der Wagrechten
und Lotrechten (X, Y), angegeben.

e) Die Doppelstiitze nach 14), die

f) Eckenstiitzung nach 15) und

g) die Stitzung in einem Zapfen (FuBlager) nach 16) ver-
halten sich statisch wie Gelenke.

III. Feste Stiitzungen. Da die Zahl der Gleichgewichtsbedin-
gungen drei betrigt, so bedeutet das Hinzutreten einer dritten Auflager-
bedingung bereits die vollkommene Festlegung des Korpers.

h) Ein Gelenk und ein bewegliches Auflager nach 17).

i) Dreifache Pendelstitzung nach 18) und 19); die Zerlegung
einer Kraft nach diesen drei Stiitzen ist moglich, wenn die Richtungen
dieser drei Stiitzen nicht durch einen Punkt hindurchgehen. Ist diese
Bedingung nicht erfiillt, so erhalten wir eine ,,wackelige* (labile) Stiit-
zung nach 20) und 21), die bei technischen Ausfiihrungen zu vermeiden
ist (vgl. 43).

k) Die Einspannung nach 22) kann als Grenzfall von 17) fiir
ineinanderriickende Stiitzpunkte angesehen werden und wird statisch
durch die drei Groflen X, ¥, M, d. h. zwei Komponenten und ein Moment
gekennzeichnet,.

Die Einfithrung jeder weiteren Auflagerbedingung bringt fiir den
einzelnen Korper bereits eine ,,statische Unbestimmtheit mit sich,
und zwar spricht man von dulerer statischer Unbestimmtheit, wenn
diese von tberzdhligen Auflagerbedingungen herriihrt; von innerer
statischer Unbestimmtheit jedoch dann, wenn diese Unbestimmtheit
schon bei der Tragkonstruktion ,,ohne Auflager besteht, was z. B. bei
Fachwerken (III. Kap., 37) dann eintritt, wenn die Zahl der Stabe
groBer ist, als zur Verbindung der Knoten zu einem starren Ganzen
unbedingt erforderlich wére.

Sind die Auflagerkréfte mit einer der Art der einzelnen Auflager
entsprechenden Zahl von Unbekannten eingefiihrt, so folgt deren
Bestimmung durch die Forderung, dal diese Unbekannten zu-
sammen mit den eingepragten Kriaften (Lasten) eine Gleich-
gewichtsgruppe bilden. Dabei kommen rechnerisch die Gleich-
gewichtsbedingungen (64), zeichnerisch die in 28 gegebenen Verfahren
zur Anwendung. Ist die Gleichgewichtstellung unbekannt, so kommt
i.a. fur die Losung nur die Rechnung, bei bekannter Gleich-
gewichtstellung dagegen kommen beide Methoden in Frage.

34. Beispiele. In Beispiel 3 ergibt der Momentensatz fiir O unmittelbar
die Bedingung K; a; = K, a, fir das Gleichgewicht des Stabes. Ebenso kann
man die Beziehungen 7! = K,a, = K, a,aus dem Momentensatz fiir die in
4 bzw. B angreifenden Krifte um O ablesen.



Ebene Kriftegruppen. 53

Beispiel 10. Ein Stab A B stiitzt sich auf zwei unter a, § geneigte glatte
Ebenen (Abb. 35); gegeben ist ferner AS =«, SB =15 Man ermittle den
Winkel ¢ fiir Gleichgewicht.

Fingepragt ist hier nur das im Schwerpunkte S angreifende Gewicht G. Die

Auflagerkriifte D, D, stehen zu den Ebenen senkrecht, die Gleichgewichtstellung
ist durch die Bedingung gekennzeichnet, da8}
G durch deren Schnittpunkt O hindurch-
geht. Aus

o8 = @sin(p —a)  bsin(p+f)
folgt dann unmittelbar
__actga —betgf
CE="""Fp
und aus dem Kriftedreieck
D, = @sinf/sin (a + B),
D, = G'sina/sin (o« + ) . Abb. 85.
Beispiel 11. Freiaufliegender Trager mit K, ..., K, belastet, wie z. B.

Abb. 38a fiir drei Krifte. Die Auflagerkrifte A, B, die beide lotrecht gerichtet
sind, ergeben sich rechnerisch mit Hilfe des Momentensatzes fiir die Punkte Bund 4

(67)

| 1= 1
A=YKa, B= ;YK (l—a))
S PEE o)
zeichnerisch durch Ermittlung der Summe mit Hilfe des Seilecks und Zerlegung
nach 32. Beziiglich der Bedeutung des Seilecks als Momentenlinie s. 35.
Beispiel 12. Als Zweigelenk bezeichnet man einen in zwei Gelenken 4, B

gestiitzten Korper (Abb. 36); es ist das einfachste Beispiel eines einfach (duflerlich)
statisch unbestimmt gestiitzten Korpers. Die Gelenkkrifte in 4 und B sind
durch vier Komponenten (X, ¥;), (X,, ¥5)
dargestellt. Die drei Gleichgewichtsbedin-
gungen

22X, =X, +X,+ Kcosa =0,

2Y, =Y, +Y,+ Ksina =0,

M, =Ka+Y,l=0
geben

K

Yo=—Ka/l,

Y, = —Ksina + Ka/l,
aber nur Abb. 36.

X, + Xy=—Kcos a,
sie reichen daher nicht aus, um alle vier Komponenten der Gelenkkrifte zu be-
stimmen. Fiir die in der Verbindungslinie A B liegenden Komponenten erhalten
wir nur den Wert ihrer Summe, aber nicht die einzelnen Summanden. Geometrisch

zeigt sich diese Unbestimmtheit darin, daB die Zerlegung von K in zwei Teil-
krafte, die durch 4 und B laufen, fiir alle moglichen Zerlegungen (je nach Wahl
von O auf K auf dieselben Werte von X, + X,, Y,, Y, fiihrt; diese Groflen
(X; + X, ¥y, ¥,) nennt man Invarianten in bezug auf alle diese moglichen
Zerlegungen.

Beispiel 13. Das Geriist des in Abb. 37 gezeichneten fahrbaren Krans ist
um eine Saule drehbar, an welche es sich in dem Zapfen B und dem lotrechten

Halslager A4 stiitzt; der Kran ist mit der Nutzlast é und dem Gegengewicht G
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belastet. Die Saule ist auf einen Wagen aufgesetzt, der auf einer Schiene lauft,
wihrend das Geriist oben mittels einer Rolle zwischen zwei [_-Tragern gefiihrt
wird.

Steht der Kran parallel den Schienen, A_bb. 3_7a, d_anri sind die auf Lias Gertist
wirkenden Krifte so zu bestimmen, daB K =@ - G, H in 4 und D in B sich
in einem Punkte schneiden und ein geschlossenes Dreieck bilden. — Wird der
Kran um /2 herausgeschwenkt (Abb. 37b), dann hat man zunichst die Auf-
lagerkrafte in den Schienen: unten H’, V und oben H’ unter der Wirkung der

Belastung K = Q + @ zu ermitteln, wobei

V=K=Q+0@, H'h=Ka, also H =Kalh;

Abb. 37.

sodann hat man das Gleichgewicht des Auslegers fiir sich zu betrachten, der in 4
und B gestiitzt und auBer durch K noch durch A’ in C belastet anzusehen ist.
Der Projektionsatz fiir die Wagrechte und der Momentensatz fiir C geben die Gln.
H;hy, — Hyh, = Ka , Hy—Hy,=H = Ka/h.
Ihre Auflésung nach H,, H, liefert

_h—bhy a _h—bh; a

=g g & wd He=y 755

Die Auflagerkrifte auf das Krangeriist sind dann — H, in 4 und — H, — Vin B.
Beachte, dafl dann auch der Wagen unter der Wirkung der wagrechten Krifte
— Hyin B — H,in 4 und H’ an der unteren Schiene und der lotrechten Krafte — ¥

in B und V an der unteren Schiene im Gleichgewichte ist.

K.

35. Biegungsmoment und Querkraft. Die Bestimmung der Auf-
lagerkrifte fithrt zunéchst zur Kenntnis jener Kréfte, mit welchen die
belastete Tragkonstruktion auf die sie unterstiitzenden Koérper wirkt;
sie ist aber auch notwendig, um die Inanspruchnahme des ,, Trigers"
selbst in allen seinen Teilen zu untersuchen. Jede Tragkonstruktion,
die in der Technik Verwendung findet, sei es ein Dachstuhl, eine
Briicke, ein Kran, Fahrzeug u. dgl. m., mull so durchgebildet werden,
daf} der innere Zusammenhang der einzelnen Teile bei allen auftreten-
den Belastungen gesichert ist, oder mit anderen Worten, da an keiner
Stelle der Tragkonstruktion die Festigkeit des Materials iiberschritten
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wird. Zur Entscheidung dieser Frage ist vor allem notwendig, die
Krifte zu kennen, mit denen irgend ein Teil der Konstruktion ,,bean-
sprucht ist. In welcher Art diese Belastung durch die ,,inneren Krafte*
(Spannungen) des Materials aufgenommen wird, kénnen wir hier nicht
erortern; das hingt vor allem von der Form und Art des Korpers,
von der Art der Belastung und der Auflagerung ab. Wir miissen uns
vielmehr auf die Aufgabe der Statik beschrinken, fiir gerade stab-
formige Korperodereinfache Trager dieéduBeren Kriafte anzugeben,
nit denen ein beliebiger Querschnitt eines solchen Trégers ,,belastet ist.

Der Gedanke, der zur Beantwortung dieser Frage fiihrt, ist ganz
shnlich dem zur Bestimmung der Auflagerkrifte verwendeten. Wir

A 4 Kz /G A &
s Ny J0 BN—- z,

a a; 7
) 51 Sz Ms

N D) e A

7 7 _ e
b) <. 2 T 7 ‘ Z S,

c): %,

2

Abb. 38.

erhalten die auf einen Querschnitt s; (Abb. 38a) eines stabférmigen
Korpers oder ,,Triagers“ wirkenden Krifte, wenn wir uns etwa den
rechten Teil abgetrennt denken und die Summe der auf den Quer-
schnitt wirkenden inneren Krifte durch die Festsetzung bestimmen,
daf diese zusammen mit den eingeprigten Kraften eine Gleichgewichts-
gruppe bilden.

Fiir den lotrecht belasteten und wagrecht gelagerten Trager nach
Abb. 38a ist die in der Stabachse liegende ,,Normalkraft® Null, auf
den Querschnitt ,wirkt” nur eine Querkraft @, die gleich ist der
Summe der auf einer Seite, z. B. links vom Querschnitt liegenden
Krifte, und ein Biegungsmoment M, das gleich dem Momente der
ebenfalls links von s; wirkenden Krifte um die Querschnittsmitte ist.
Dabei sind zundchst die Auflagerkrifte 4, B in der gewdhnlichen
Weise (zeichnerisch mittels des Seileckes, rechnerisch durch den
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Momentensatz) zu bestimmen und weiterhin wie eingeprigte Krifte —
wie die Lasten K; selbst — zu behandeln. Damit ergibt sich fir den

durch die Einzelkrifte K. " K,, K belasteten Triger fiir den
Schnitt s,: die Querkraft @, = 4, und das Biegungsmoment M ;=4 z,,

@, = 4 — K, und das Biegungsmoment
My =4z, — K, (xy — )

(die Belastung dieser Schnitte ist in Abb. 38d herausgezeichnet) und
fiir den Schnitt s, durch das ,,n-te Feld*

29 82' ’ 59

n—1
Qn=4—23K;, (68)
t=1
n—1
— Ay — K (vy — a) = @y + S Kya,. (69)
i=1 =1

In der Baumechanik, wo diese Begriffe gerade von diesem ein-
fachen Belastungsfall ausgehend entwickelt worden sind, wird dabei
das Biegungsmoment dann als positiv bezeichnet, wenn es im Sinne
des Uhrzeigers wirkt; dieser Festsetzung sind wir auch hier gefolgt.

Die Aufzeichnung von @, als Funktion von z, liefert die Quer-
kraftlinie, ,,Q-Linie*, nach Abb. 38¢, die fiir den Fall von Einzel-
lasten eine unstetige, treppenartige Kurve ist, deren Ordinate an
jeder Laststelle um den Betrag der betreffenden Kraft ,,springt‘‘; man
kann daher fiir den Fall der Belastung durch Einzelkréfte eigentlich
nur von einer Querkraft ,knapp links“ oder ,knapp rechts
von der Last sprechen.

Die Verteilung des Momentes, die ,,Momentenlinie‘‘, ,,. M-
Linie*, ergibt sich in einfacher Weise aus dem Seileck, das zur Er-
mittlung von A4, B gedient hat. Die Ahnlichkeit der schraffierten
Dreiecke in Abb. 38b und ¢ liefert in der Tat unmittelbar, wenn die
»Polweite, d. i. die Entfernung des Poles P von der Lotrechten, in
der alle Krifte K; im Krafteplan liegen, mit H bezeichnet wird (H hat
die Dimensionen einer Kraft!)

A:H=mn,:2,, daher Az, =M, =Hu,. (70)

Die Strecke 7, im Seileck ist daher fiir alle Werte von « ein Maf fir
das Biegungsmoment an dieser Stelle. Fiir den Schnitt s, folgt ganz
ahnlich

My = Az, — Ky (2, —ay) = Hp, (71)

wobei 7, als Differenz zweier Strecken erscheint, die einzeln das Mo-
ment von 4 und K, um den Querschnitt s, angeben, usw.

Die Fldache zwischen den einzelnen Seilstrahlen und dem Schluf3-
strahle, die Momentenlinie (in Abb. 38b stark umrandet), gibt
mithin sofort die ganze Verteilung der Biegungsmomente an. Der
groBte Wert von 7 entspricht dem gréBten auftretenden Bie-
gungsmomente, das also bei Einzellasten in der Regel unter
einer Last auftritt (es kann auch vorkommen, dafl ein Strahl des
Seilecks zur SchluBllinie parallel lduft, dann ist in dem betreffenden
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Felde das Biegungsmoment konstant). Die Kenntnis dieses gréBten
Wertes ist wichtig fiir die Bestimmung der Abmessungen des Trigers;
die Stelle, an der er auftritt, nennt man den Bruchquerschnitt
und das gréBite Moment das Bruchmoment. —

Diese Begriffe iibertragen sich unmittelbar auf den Fall beliebiger
(stetiger oder unstetiger) Belastung ¢ = ¢(§) langs des Tragers,
etwa nach Abb. 39. Durch Teilung der ganzen Trégerlinge in schmale
Streifen und Vereinigung der in den N 8
einzelnen Streifen wirkenden, ausge- (A S g-Linie r
breiteten Lasten zu FEinzellasten, die
in den Mittelpunkten (Schwerpunkten) 78 At
der einzelnen Lastenstreifen angreifen, EFG A
kann man begrifflich sogleich den eben “”q
besprochenen Fall wieder herstellen __
und erhilt dadurch Querkraft- und Mo- Abb. 39.
mentenlinie durch Ausfithrung der be-
treffenden Summationen, die dabei in Integrationen iibergehen.

Die Querkraft an der Stelle x ist demnach, wenn wir die Integra-
tionsvariable mit & bezeichnen, eine Funktion von z, und zwar

z I
Q:A-qu(rf)d5=~[3—;!q(§)d§] (72)

und das Biegungsmoment an dieser Stelle x ergibt sich ebenfalls als
eine Funktion von z, und zwar ist

M=Aw~qu<5)(x—§>d§=w+qu@)sczs. (73)

Zwischen Querkraft und Biegungsmoment besteht nun ein wichtiger
Zusammenhang, der sich durch Differentiation der Gl. (73) nach z er-
gibt. Es folgt ndmlich nach der bekannten Regel fiir die Differentiation
eines Integrals nach der oberen Grenze und mit Riicksicht auf (72)

aM

dx

=0+ 20 1 g@e =0 —q@a + @),
daher

am
ar_y, (14)

d.h. die Ableitung des Momentes nach x ist gleich der
Querkraft an der betreffenden Stelle.

Da die Querkraft fiir Einzellasten unter den Lasten unstetig ist, folgt
daraus in Ubereinstimmung mit dem friiher Bemerkten, daB die Mo-
mentenlinie unter den Einzellasten als Funktion von 2 zwar stetig ist,
aber einen Knick (unstetige Anderung des Differentialquotienten)
erfahrt, und zwar ist die GréBe des Knickes ein MafB fiir den Sprung
in der Querkraft, d. h. fiir die betreffende Einzellast. Der grofite Wert
von M ergibt sich dort, wo  durch Null geht, d.i. also fiir Einzel-
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lasten z. B. in Abb. 38 jedenfalls unter einer Last oder auf der Strecke

zwischen zwei benachbarten Lasten.
Aus den Gln. (72) und (74) ergibt sich durch nochmalige Differen-

tiation

a0 a2 m dg
= und somit | -5 = == —gq|. (75)
Umgekehrt erhilt man daraus durch Integration
Tz
M=—[[q@dzde+Cx+C, (76)
00

wobei C und €’ Integrationskonstante sind; d.h. der Ubergang von
der gegebenen ,,Belastungskurve® ¢ (z) zur M-Linie mittels des Seil-
ecks (wie er etwa in Abb. 38 fiir Einzelkrifte ausgefithrt ist), kommt
auf die Ausfithrung einer zweifachen Integration hinaus; umgekehrt
erhélt man die g-Linie aus der M-Linie durch zweimalige Differentiation.

Da der zweite Differentialquotient im wesentlichen die Kriim-
mung der Kurve M angibt, so besagt die Gl. (75) wegen des negativen
Vorzeichens von ¢, dafl die M-Linie fiir positive (d. h. nach unten
gerichtete) Belastungen ¢ gegen die «x-Achse konkav, fir nega-
tive ¢ konvex gekriimmt ist.

Von praktischer Wichtigkeit ist insbesondere der Fall ¢ = konst.,
d. h. die gleichfé6rmige Belastung tber ein Stiick oder den ganzen
Trager; aus den Gln. (72) und (73) folgt, dafl hierfiir die Querkraft
geradlinig und das
Biegungsmoment in
Form einer Parabel
verlauft.

Von den Gln. (74) und
(75) wird in der Festigkeits-
lehre bei der Berechnung
der Durchbiegungen der
Tréiger eine weitreichende
Anwendung gemacht (Mohr-
scher Satz).

Beispiel 14. Einseitig
eingespannter Tréger,
durch XKrifte K; be-
lastet, Abb. 40. Die Ein-
spannung wird durch An-
bringung einer Auflagerkraft
A und eines FEinspann-
momentes M, verwirklicht.
Aus den Gleichgewichtsbedin-
Abb. 40. gungen ergibt sich mit den

Bezeichnungen der Abb. 40a

n
A=Kyt Kyt = 5K, Mo=,z"‘1Kfai. (77)
i= i=

Die @-Linie und die M-Linie sind in b) und ¢) eingetragen. Die M-Linie erhalt
man wieder unmittelbar durch das Seileck fiir einen beliebigen Punkt P als Pol,
und beweist ganz so wie frither, dal die lotrechten Ordinaten der Seileckfliche
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den Biegungsmomenten an der betreffenden Stelle proportional sind. So ergibt
gich fiir den Schnitt s — s aus den beiden Paaren von dhnlichen Dreiecken, die in
der Abb. gleichsinnig schraffiert sind, fir zwei Krifte K;, K,

M=K,z +EK2s=H(n+n)=Hn, (78)
insbesondere ist My = H 7,

Beispiel 15. Der Trager von der Linge [ sei von v =a bis 2 =a + 26
mit gkg/m belastet (Abb. 41). Die Auflagerkrifte werden mittels des Seilecks
gefunden, wobei die gleichformig verteilte Last durch ihre Summe 2bg im
Mittelpunkte der gleichférmigen Last ersetzt werden kann. Durch Rechnung
finden wir

A=2bg(l—a—0b)l,
B=2bg(a+b)/l.

Ferner erhalten wir nach den

Gln. (68) und (69)

von 2 = 0 bis z =a:
=4, M,=A4z, b)

von x =« bis x =a + 2b:
Q=4—q@—a),
My=Axz—q(x—a)?/2,

von £ =0b bis z =1[:
Q=4—2bg=—B5,
My,= —B(l— ).

Die @-Linie ist hier stetig,
da keine Einzellasten vorkom-
men; daher beriihrt auch hier
die Linie des Biegungsmomen-
tes, die unter der gleichfér-
migen Last ein Parabelstiick Abb. 41.
ist, und auBerhalb davon aus
Stiicken von geraden Linien besteht, die beiden Seilstrahlen, die zur Bestimmung
von A und B gedient haben.

Wenn lings des Trigers auller Einzelkriften auch Biegungsmomente ein-
wirken wiirden, so wiirde die M-Linie entsprechende Unstetigkeiten aufweisen.
Dieser Fall ist aber praktisch nicht von Wichtigkeit.

a)

36. Mehrere Korper. Dieselben Sitze, die wir im vorhergehenden
tiir den einzelnen Korper gefunden haben, finden sinngemife Anwen-
dung, wenn es sich um das Gleichgewicht mehrerer, sich auf-
einander stiitzender Koérper handelt. Auller den eingepragten Kriften
sind an allen Stitzpunkten entsprechend der Art der Stiitzung die
Auflagerkrifte anzubringen, und zwar immer paarweise nach dem
Wechselwirkungssatze. Sind # Kérper vorhanden, dann gibt es 3%
Gleichgewichtsbedingungen, durch die 3 » unbekannte GréBen (Lagen-
koordinaten und Stiitzkrifte) bestimmt werden konnen. Wenn die
Lagen aller Kérper von vornherein bekannt sind, kann zur Ermittlung
der Auflagerkrifte entweder die rechnerische oder auch — was meist
vorteilhafter ist — die zeichnerische Methode angewendet werden;
bei unbekannten Lagen fithrt in der Regel nur die Rechnung zum
Ziele.



60 Statik der starren Korper.

Beispiel 16. Die Achse einer Walze ist durch ein Seil mit einem festen
Punkte O verbunden, auf die Walze stiitzt sich ein Brett OB vom Gewicht G,
Abb. 42.

Die Auflagerkrifte D, und D, und die Seilkraft T ergeben sich unmittelbar
durch Zeichnung der Kraftedreiecke fiir die beiden im Gleichgewicht befindlichen

A 0. L0 Kraftegruppen (@ D, D;) und
) (— Dy, Dy, T).
Beispiel 17. Vier gleiche ge-

b) .
: o I T

Abb. 42, Abb. 43.

lenkig verbundene Stibe von der Linge ! sind nach Abb. 43 in 4 und B ge-
lenkig gelagert (A B =2 L) und in C, D, E mit den Kriften K, K,, K symme-
trisch belastet. Man ermittle die Winkel « und g fiir Gleichgewicht.

Die Krifte in den Stiben sind als Unbekannte S, T einzufithren, dann liefern
die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Punkte D und C

D)y 2Tsinf=—K,, also T=-—K,/2sinf (Druck)
{S cosa=Tcosfl, , 8= —K,;cosf/2sinfcosa (Druck)
Tsinf — Ssine = K .

Durch Einsetzen von T und S in die letzte Gleichung folgt als Gleichgewichts-
bedingung .
tga 2K+ K,
tgf K,
Zur Berechnung der Winkel o und f selbst ist diese Gleichung mit der geometrischen
Gleichung fir die Spannweite L = [ (cos o + cos ) zu verbinden.

Abb. 44.

Beispiel 18. Das Dreigelenk besteht aus zwei Kérpern 1, 2, die mit-
einander durch ein Gelenk € verbunden sind, und von denen jeder auBerdem
durch ein weiteres Gelenk 4 und B fest gelagert ist. Die Summen der Krafte

K, und K,, die auf die beiden Korper 1 und 2 wirken, sind gegeben, man ermittle
die Gelenkkréfte 4, B, C, Abb. 44.
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Den 2 x 3 == 6 unbekannten Komponenten der Gelenkkrifte entsprechen
ebenso viele Gleichgewichtsbedingungen, die Aufgabe ist daher (im allgemeinen)
statisch bestimmt. Thre Losung kann auf verschiedene Arten erhalten werden.

a) Zeichnerisch durch Bestimmung der Auflagerkrifte, die jede Kraft

K, und K, fiir sich allein hervorrufen wiirden. Wire z. B. K, allein da, so wiirden

in den Gelenken B und C nur Krifte in der Richtung BC auftreten kénnen, wo-
durch mittels des Schnittpunktes O; auch die Richtung und Gréfie der Kom-

ponente A’ von A und des entsprechenden Teiles ET’ von C bestimmt sind.
Dasselbe gilt fir das alleinige Vorhandensein von X,, das die Komponenten
B und C” liefern wiirde. Die gesamten Gelenkdriicke 4, B, C sind durch die
vektoriellen Summen der entsprechenden Komponenten gegeben, 4 = 4’ + 07,
B = (" 4 B” Abb. 44D.

b) Eine zweite Methode besteht in der Anwendung des in 30 angegebenen
Verfahrens, das zu K; und K, gehorige Seileck zu zeichnen, welches durch die
drei Punkte 4, B, C hindurchgeht. Die Richtungen der Seilstrahlen und die
in ihnen wirkenden Krifte geben die gesuchten Gelenkkrifte.

¢) Rechnerisch werden die Gelenk-
krifte durch die Gleichgewichtsbedingungen
der beiden Korper fir ein System zueinan-
der rechtwinkeliger Achsen gefunden.

Sind beide Korper des Dreigelenks be-
lastet, dann geht man so vor, dafl man fir
jede Kraft einzeln die in den Gelenken auf-
tretenden Krifte bestimmt; die gesamten
Gelenkkrifte ergeben sich dann wegen des
linearen Charakters der Gleichgewichts-
bedingungen durch Addition. _

Wenn die Belastung nur aus lotrechten =~ =<

e
Kriften besteht (wie in Abb. 45), so erhilt Abb. 45.

man fiir die links wirkende Last K zunichst
die lotrechten Komponenten der Gelenkkrafte (hier mit 4, B bezeichnet) durch

Zerlegung
A=K(l—p)ll, B=Kpll=V, (79
wihrend der Momentensatz fiir den Punkt €, auf den rechten Kérper angewendet,
unmittelbar die Beziehung liefert
Hh= Bb, also H=Bb/h=Kpb/lh, (80)
durch die auch die wagrechten Komponenten bestimmt sind.

A S S B
A, )
* i . :/fz
= ; '
ai
|
o
d

Abb. 46.

Beispiel 19. Gerber-Triger. Ein auf drei Auflagern 4, B, C ruhender
ssdurchlaufender* oder ,kontinuierlicher* Triger wire auferlich statisch une
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bestimmt, da die Auflagerkrifte durch die Gleichgewichtsbedingungen allein
nicht bestimmbar sind. Wenn ein solcher Triger jedoch (Abb.46) durch ein
Gelenk D in zwei Korper geteilt wird, so kommt die Bedingung hinzu, daf} in D
kein Biegungsmoment auftreten kann; der Momentensatz fiir den linken Tréger
um D gibt dann unmittelbar 4 = K, p/a, wodurch dann auch B und C voll-
stindig bestimmt sind.

Zeichnerisch geschieht die Bestimmung der Auflagerkrifte in der Weise,
daB zunichst mit dem willkiirlich gewéhlten Pol P ein Seileck a, I, 11, ¢ gezeichnet,
sodann D auf diesen Linienzug nach d hinunterprojiziert und d mit ¢ verbunden,
bis b unter B verlingert und von da der Strahl b ¢ gezogen wird. Die Parallelen
durch P zu @b und bc¢ liefern dann im Kréifteplan auf der Lotrechten die

Stiitzkrifte Z, E C. Die Momentenfliche ist in Abb. 46 schraffiert und mit den
Vorzeicher: versehen, die jeweils den Drehsinn der Momente angeben.

Beachte, daB die Differenzen K; — 4 und B+ C — K, gleich groB sind
und die in D auftretende, lotrecht gerichtete Gelenkkraft bedeuten.

III. Ebene Fachwerke.

3. Bedingungen fiir die Starrheit eines Fachwerkes. Cremonaplan.
Unter einem Fachwerk versteht man ein aus starren ,,Stiben‘‘ oder
,,Gliedern‘ bestehendes Gebilde, bei dem diese Stédbe in den ,,Knoten‘
durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden sind. Wenn ein
derartiges Gebilde als Schema fiir ein technisch verwendbares Bau-
werk dienen soll, so muBl dieses zunichst in sich die erforderliche
Starrheit (Stabilitdt) besitzen und fir die aufzubringenden Be-
lastungen eine entsprechend einfache Berechnung zulassen. Fiir die
Berechnungsweise, mit der wir uns hier beschiftigen, erweist es
sich als zweckmiflig, die Lasten entweder von vornherein in den
Knotenpunkten anzunehmen oder sie jeweils nach statischen Gesetzen
auf die beiden der Laststelle zundchst liegenden Knoten zu verteilen.
Als Lasten kommen in Betracht: Nutzlast, Eigengewicht, Schnee-
und Winddruck. Jeder einzelne Knoten wird dann unter dem Ein-
flusse der auf ihn wirkenden ,,Last’ und jener Stabkréifte im Gleich-
gewicht gehalten, die in den Richtungen der in ihm zusammentreffenden
Stabe iibertragen werden. Die Ermittlung dieser Stabkrafte ist fiir die
,,Dimensionierung® der Stdbe notwendig, und ist das Problem, das
wir hier zu behandeln haben.

Das einfachste Fachwerk, das mdéglich ist, erhalten wir, wenn wir
etwa eine der Abb. 15 durch Hinzunahme eines dritten Stabes 4 B
erginzen, und beliebige Krifte K,, K,, K, in den drei Knotenpunkten
I,11,11I wirken lassen (Abb. 47); diese Krifte sollen nur der einen
Bedingung geniigen, eine Gleichgewichtsgruppe zu bilden (wenn eine
davon eine ,,Last ist, dann sind die beiden andern die nach den be-
kannten Regeln zu bestimmenden Auflagerkrafte). Um die Stabkrifte zu
ermitteln, zeichnen wir fiir jeden Knoten I, I1, 111 das Kriftedreieck,
das jedesmal die in dem betreffenden Knoten zusammentreffenden
Stabkrafte (2,3 inl; 3, 1 in I1; 1, 2 in I1I) liefert'. Die drei Krafte-

1 Der Kiirze halber werden im folgenden die Stabkrifte einfach durch die
Nummer des betreffenden Stabes bezeichnet.
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dreiecke konnen sodann aneinander geschoben und zu einem ,,Cre-
monaschen Krafteplan® (nach L. Cremona, 1830—1903) vereinigt
werden (wie es in Abb. 47b geschehen ist), der schon alle Kennzeichen
aufweist, die wir spiterhin fiir solche Kraftepline wiederfinden werden;

Abb. 47.

wir heben zunichst davon hervor, dal sich die beiden Figuren a und b
durch Parallelismus zusammengehoriger Linien entsprechen, und zwar
derart, daB je drei durch einen Punkt gehenden Linien links ein Drei-
eck rechts entspricht und umgekehrt, ferner dafi jede Kraft K, und
jede Stabkraft 1, 2, 3 im Krifteplan nur einmal vorkommt. Die
linke Figur, welche die geometrische Gestalt des Fachwerks gibt,
nennt man den Lageplan.

Auf Grund dieser Beziehung wird die Kraft in einem Stabe des Lageplans
durch die dazu parallele Strecke des Krifteplans gegeben. Diese Beziehung ist
aber nicht vollstindig umkehrbar, wie etwa aus dem unten folgenden Beisp. 21
mit Abb. 52 zu entnehmen ist, da den Endpunkten der Krifte K,, K,. .. in b) keine
geschlossenen Polygone in a) entsprechen wiirden. Man kann die Figuren jedoch
zu solchen mit einer fiir alle Punkte und Linien geltenden ,,Reziprozitat
ausgestalten, wenn man in dem Krifteplan einen Pol P und ein zugehoriges
Seileck hinzunimmt; auf diese Weise erhalt man die sog.reziproken Krifte-
pline. — Es laBt sich ferner zeigen, dafl eine notwendige Bedingung dafir, daf
eine Figur von Punkten und diese verbindenden Geraden eine reziproke besitzt,
ist, daB die Figur die Orthogonalprojektion eines ebenen Vielflachs ist. Auf die
interessanten geometrischen Entwicklungen, die sich hier anschlieflen, kénnen
wir nicht eingehen

Die einfachste Bildungsweise eines Fachwerkes besteht darin,
von einem Dreieck I, II, III auszugehen und das Fachwerk durch
Hinzunahme von je zwei weiteren Stében fiir jeden weiteren Knoten
»aufzubauen®. Zur gegenseitigen Festlegung der Lagen dieser drei
Punkte I,11,I11 sind drei Stibe erforderlich. Vier Knoten wiirden
dann fiinf Stédbe erfordern, und allgemein wire die kleinste notwendige
Stabzahl fiir #» Knoten

s=2n—3|. (81)

Auf diese Beziehung wird man auch durch Abzidhlung der Koordi-
naten der einzelnen Punkte gefiihrt. Die Festlegung von n Punkten in
der Ebene wiirde 2 n ,,Bedingungen'‘ erfordern; soll das entstehende
Gebilde aber nur in sich starr sein — ohne gleichzeitig mit der Bezugs-
ebene fest verbunden zu sein —, so muB es die Freiheiten einer starren
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Scheibe haben, das sind drei (zwei Verschiebungen nach zwei Rich-
tungen in der Ebene und eine Drehung um eine dazu senkrechte Achse).
Wenn daher zwischen den 2n Koordinaten der » Punkte 2n — 3
geeignete Bedingungen eingefiithrt werden, so besitzt das Punktsystem
die Beweglichkeit einer starren Scheibe. Gl. (81) gibt also auch nach
dieser Abzéhlung die Zahl der notwendigen Stdbe.

Das Gleichgewicht dieser n Punkte wiirde das Bestehen von 22
Bedingungen verlangen; da die eingeprégten Krifte, die eine ebene
Kriftegruppe darstellen, aber fiir sich im Gleichgewichte sind, was
drei Gleichungen erfordert, so bleiben 27 — 3 unabhingige Glei-
chungen zur Bestimmung von ebensoviel Stabkraften iibrig. Daraus
sieht man, daB} jedenfalls zunéchst fiir Fachwerke von der angegebenen
einfachen Art die statische Bestimmtheit mit der kinematischen
zusammenfillt. Solche Fachwerke bezeichnen wir als einfache
Fachwerke, sie sind also durch die Eigenschaft gekennzeich-
net, ,,aus Dreiecken aufbaubar und abbaubar®“ zu sein. Fach-
werke, die diese Eigenschaft nicht besitzen, nennt man zusammen-

gesetztl.

Wenn s >2n — 3, so hat man es mit einem innerlich statisch un-

bestimmten System zu tun. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist in Abb. 48 dar-

2 gestellt. Das Viereck mit beiden Diagonalen enthilt

c offenbar einen ,,iiberzihligen Stab® (s = 6,n = 4).

Wir wiirden statische Bestimmtheit erhalten, wenn wir

5 irgendeinen Stab, etwa den Stab 4 B weglassen wiirden;

o wenn die Linge dieses Stabes (zwischen den Mit-

D B telpunkten der Gelenke) nicht genau gleich der Entfer-

Abb. 48. nung dieser beiden Punkte wére, so miifiten durch

ihn (auch bei fehlenden Lasten) in allen Staben

Krifte auftreten, entsprechend dem Umstande, dafl der Stab entweder ver-

kiirzt oder verlingert werden miite, um zwischen 4 und B Platz zu finden. Ist er zu

kurz, so wird er die Punkte 4, B zusammenziehen, und zwar mit Kriften S, — S, die

durch seine elastischen Eigenschaften bedingt sind; die dadurch in allen Staben

hervorgerufenen Stabkrifte werden § proportional sein. Dall ein solcher Stab

die Verteilung der Stabkrifte auch im belasteten Zustande beeinflussen wird,

liegt auf der Hand. Wenn ein solches iiberbestimmtes Fachwerk urspriinglich

von inneren Spannungen frei wire, wiirden auch durch ungleichméaBige Er-

wirmung solche Spannungen entstehen. Auf die weitere Behandlung solcher

Systeme, die Hilfsmittel aus der Elastizitatslehre verlangt, konnen wir hier
nicht eingehen.

Ein Fachwerk, bei dem die Gl. (81) erfiillt ist und das in sich starr
ist, wird durch drei Auflagerbedingungen mit einer festen Ebene ver-
kettet, so daB also zur vélligen Festlegung der » Knoten tatsichlich
2n — 3 + 3 = 2 n Bedingungen erforderlich sind. Es werden jedoch
manchmal auch Tragkonstruktionen verwendet, die fiir sich (ohne Auf-

1 Die Bezeichnung in der Literatur ist nicht einheitlich. Im folgenden werden
die Dreiecksfachwerke als einfach, die Fachwerke mit Grundfigur als zu-
sammengesetzt bezeichnet. Eine Unterscheidung dieser beiden Arten ist niitzlich
und kénnte auch durch die Bezeichnung erster und zweiter Art geschehen.
Manchmal werden alle statisch bestimmten Fachwerke als einfach, die statisch
unbestimmten als zusammengesetzt bezeichnet u. dgl. mehr.
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lager) nicht starr sind, und es ist klar, daf} fiir jeden Stab, der dem
Fachwerk zur Starrheit in sich fehlt, eine weitere Auflagerbedingung
hinzukommen mufl. Derartige Konstruktionen sind also nichtstarre
Fachwerke, die erst durch die Auflagerung starr werden.

Beispiel 20, Abb. 49 liefert ein hierher gehoriges Beispiel. Fiir die Trag-
konstruktion allein ist n = 10, s = 15, jedoch sind 5 Auflagerbedingungen (ein

D 6

Gelenk A, ein verschiebliches Auf-
lager B, zwei Stabe C, D) vor-
handen, so daB wieder 1545
= 20 = 2 n, wodurch die zur Fest-
legung notwendige Zahl erreichtist.

38. Einfache Fachwerke.
Im  vorhergehenden  Ab-
schnitte haben wir erkannt,
daB die Gl (81) jedenfalls
eine notwendige Bedingung "%
fiir statisch bestimmte Fach- Abb. 49.
werke darstellt. Fiir einfache
Dreieckfachwerke ist diese Bedingung fiir die kinematische und stati-
sche Bestimmtheit auch hinreichend.

Zu jedem Knoten eines einfachen Fachwerkes denken wir uns das
zugehorige Krafteck gezeichnet; wegen der Bildungsweise des Fach-
werkes gibt es wenigstens einen Knoten (tatsichlich muf es immer
wenigstens zwei solche geben), von dem nur zwei Stibe ausgehen wie

Abb. 50.

etwa I in Abb. 50. Durch die Aufbauordnung (oder wie man auch sagen

kann: Abbauordnung) ist in der Regel eine bestimmte Reihenfolge der

Knoten gegeben, in der man vorzugehen hat. In Abb. 50 ist I, 11,

II1, IV... diese Reihenfolge. Jeder Knoten wird nun durch einen
Poschl, Mechanik. 2. Aufl. 5
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Schnitt abgetrennt, isoliert und fir ihn das Krafteck gezeichnet;
dies ist, wie nochmals hervorgehoben werden moge, bei Dreieck-
fachwerken immer méglich, da jeder Schnitt nur immer zwei neue
unbekannte Stabkrafte hinzubringt. Die so erhaltenen Kraftecke
sind in der Abb. 50 zunichst einzeln gezeichnet, wobei dieselbe Vor-
zeichenregel fiir die Stabkrifte zu beachten ist, die schon in 20 auf-
getreten ist. Urspriinglich werden die Pfeile fiir alle Stabkrafte von
den Knoten weggerichtet eingezeichnet; der durch die eingeprigte
Kraft in dem Krafteck des betretfenden Knotens festgelegte Um-
laufungssinn entscheidet sodann tiber das Vorzeichen der betreffenden
Stabkraft: Ubereinstimmung der Pfeile bedeutet Zug, Nichtiiberein-
stimmung Druck. Die Druckkrafte sind in den Krafteplanen der Ab-
bildungen durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

Nun kommt der fiir die Anlage des Krafteplans entscheidende Schritt.
Die auf die oben beschriebene Weise erhaltenen Kraftedreiecke kénnen
so aneinandergeschoben werden, dafl die paarweise auftretenden Stab-
krifte tbereinander zu liegen kommen, so daf} tatsdchlich jede Stab-
kraft nur einmal gezeichnet zu werden braucht. Die Bedingung, daBl die
eingeprigten Krifte mit den Auflagerkriften fir sich (ohne Stab-
kréifte) eine Gleichgewichtsgruppe bilden miissen, fithrt dann von
selbst, wenn dieses Verfahren bis zum letzten Knoten fortgefiithrt wird,
zu einer geschlossenen Figur. Die Seiten des Kraftedreieckes fir
den letzten Knoten — der wieder ein zweifacher ist — sind {ibrigens
nach ,,Auflésung‘‘ der vorherigen im Krafteplan schon vorhanden und
geben, da sie ein geschlossenes Dreieck bilden miissen, eine Kontrolle
fir die Richtigkeit der Zeichnung.

Es 1a6t sich demnach unmittelbar einsehen, daBl jedenfalls fiir jedes
einfache Fachwerk ein solcher ,,Cremonaplan® gezeichnet werden
kann. Hierzu ist die Einhaltung gewisser Regeln notwendig, die hier
sogleich im Zusammenhange mit einigen die praktische Ausfiithrung
betreffenden Bemerkungen angegeben werden:

1. Die eingepragten Krafte (Nutzlasten, Gewichte, Winddruck usw.)
sind zusammen mit den Auflagerdriicken so anzubringen, dal} sie eine
Gleichgewichtsgruppe bilden.

Jedes Fachwerk dient in der Technik als Tragkonstruktion, ist daher in
bestimmten Punkten aufzulagern; die Auflagerung geschieht in einzelnen Knoten
des Fachwerkes, und fiir die Bestimmung der an ihnen auftretenden Stiitzkrifte
wird unter Beachtung der in 33 gegebenen Moglichkeiten die ganze Fachwerk-

figur als starre Scheibe betrachtet. Weiterhin werden die Auflagerkrifte und
Lasten vollkommen gleichartig behandelt.

2. Im Kréfteplan sind die simtlichen dufleren Krifte (also Lasten
und Auflagerkrifte!) in der Reihenfolge aneinanderzufiigen, wie die
Knoten, an denen die Krafte angreifen, am Umfange der Fach-
werkfigur aufeinanderfolgen.

Diese Regel 148t sich bei den meisten der praktisch verwendeten Fachwerke
unmittelbar einhalten, denn diese bestehen aus einem Obergurt, einem Untergurt

und aus Diagonalen, die diese verbinden, und die Krifte greifen nur an auBen
liegenden Knoten an. In jenen Fillen, wo eine eingeprigte Kraft an einem
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Gelenk im Innern der Fachwerkfigur angreift, lassen sich die Stabkrifte eben-
falls zeichnerisch ermitteln, nur mul dann auf die (unten folgende) Forderung 5.
verzichtet werden?!.

3. Die Ermittlung der Stabkrafte hat an einem der (bei Dreieck-
fachwerken stets vorhandenen) Knotenpunkte zu beginnen, von denen
nur zwei unbekannte Stabkrafte ausgehen, und ist der Abbauordnung
entsprechend fortzusetzen.

4. Die Kraft in einem Stabe, der zwei am Umfange aufeinander-
folgende Knoten verbindet, ist im Kréafteplan durch jenen Punkt zu
zeichnen, in dem die an jenen Knoten angreifenden Krifte anein-
ander angesetzt sind.

5. Jede duBlere Kraft und jede Stabkraft darf im Kréafteplan nur
einmal vorkommen (nur bei Dreieckfachwerken erfiillbar!).

6. Die simtlichen Krafte, die im Lageplan durch einen Punkt gehen,
bilden im Kréfteplan ein geschlossenes Vieleck, und

7. die Krifte in den Stidben, die im Fachwerk ein Dreieck bilden,
gehen im Krafteplan durch einen Punkt.

8. Die Reihenfolge, in der die Krifte in g)
den Kraftecken aufeinanderfolgen, entspricht K
dem Sinne beim Umlaufen um den betreffen-

AN

den Knoten. Dabei ist die Wirkungslinie fiir > 77
jede an einem Umfangsknoten angreifende ;
Kraft von der Fachwerkfigur nach auBien H
gerichtet oder von aullen einwirkend anzu- 8 J
nehmen.

Z.B. ist in Abb. 51 die Kraft K nicht nach a), £ \
sondern nach b) einzufithren. 4 A 51 77

9. Einer symmetrischen Fachwerkfigur
und Belastung entspricht ein symmetrischer Krifteplan, wobei die
Symmetrieachsen um 7/2 gegeneinander verdreht sind.

Fir die Anwendung dieser Regeln mégen die beiden folgenden ein-
fachen Beispiele dienen (in den Krifteplanen sind, wie bisher, Zug-
krafte durch volle Linien, Druckkrifte gestrichelt angedeutet).

Beispiel 21. Der Briickentriger nach Abb. 52a ist in IJ und IV mit den
Kriften K, K, belastet, in I wagrecht beweglich und in VI gelenkig gelagert. —
"Wir haben es mit einem einfachen Fachwerk zu tun (s = 9, n = 6); nach Ermitt-
lung der Auflagerdriicke 4, B entsteht durch Zeichnen der Kraftedreiecke fiir
die Knoteninderdurch I, I1,. ..,V gegebenen Reihenfolge der Krifteplan Abb. 52b.

Beispiel 22. Das Krangeriist mit den Abmessungen nach Abb. 53a ist
bei 4 in fester Einspannung gelagert (wobei nur Drehungen um wagrechte Achsen,
nicht um die Lotrechte behindert sein sollen), rechts an einem Ausleger mit der
(groBten) Nutzlast @ = 6 t, links mit dem Gegengewichte @ = 5,273 t belastet.
Die Grofe des Gegengewichtes wird dabei etwa durch die Forderung bestimmt,
daB das groBte auftretende Biegungsmoment an der Einspannung der Kransiule
fir den belasteten und unbelasteten Kran gleich gro (und entgegengesetzt
gerichtet) ausfillt. Diese Forderung fithrt hier auf ¢-5,8 — G-3,3 = G-3,3 und
damit auf den angegebenen Wert von G.

! Dies folgt auch aus der allgemeinen Theorie der reziproken Figuren, die
hier nicht entwickelt werden kann.

5%
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Die Bestimmung der Auflagerkrifte des belasteten Krans liefert ¥V = 11,27 t,
M = 17,4 tm nach links herum fiir den belasteten, nach rechts fiir den unbelasteten
Kran.

Da die Krifte @, G und das Moment M zunéchst nicht an Knoten angreifen,
miissen sie erst durch solche Krifte ersetzt werden, die dies tun; dies geschieht,

o
a) M
A A, K 8
------ a
2
....... a, s /1’7
jg 7 V7 4 LV 8 w
K 8
; 3| Ss5
h o s
i
o S| 6 v
s
Abb. 52. X,

wie schon erwéhnt, fiir jede Kraft durch Aufteilung auf jene beiden Knoten, die
der betreffenden Kraft zunichst liegen. Dieser Vorgang liefert an Stelle von

Q die Krifte K, =711t in I, K,=111tin III,
G ”» s K4 =6,57¢t ,, VII, K5 = 1,29 t,, VIII N
M, ., K,—39t, V, Ki——K,, VII

in den gezeichneten Richtungen.
(Inwieweit die von diesen ,,Ersatzlasten‘ hervorgerufenen Stabkriifte mit
den von den urspriinglichen erzeugten iibereinstimmen, mufl durch eine besondere

Abb. 53.

Untersuchung entschieden werden; in erster Naherung darf jedenfalls angenom-
men werden, dal — von den Biegungen abgesehen — die Zug- und Druckkrifte
in den Stében in beiden Fallen nicht merklich voneinander abweichen werden.)

Fiir diese so gefundenen Krifte K,, K,,. .., K¢ wird das Krafteck gezeichnet,
und die Stabkrifte werden durch ,,Auflosung der Knoten in der durch I, I1,
III, ..., VIII gegebenen Reihenfolge ermittelt.

Uber die Abinderung obiger Regeln fiir belastete Innenknoten s. 40.
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39. Rittersche Schnittmethode. Zur rechnerischen Ermittlung der
Stabkrafte denken wir uns von einem Fachwerk irgendein zusammen-
hangendes Stiick durch einen die Knoten vermeidenden ,,Schnitt‘
abgetrennt und an den Schnittstellen der getroffenen Stibe die Stab-
krafte als dulere Krifte angebracht; dann erhélt man durch Anwen-
dung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die auf das abgetrennte Fach-
werkstiick einwirkende Kriftegruppe, welche aus den &duBeren Kriften
und den Stabkraften in den geschnittenen Stében besteht, fiir jeden
solchen Schnitt drei Gleichungen, aus denen ebenso viele unbekannte
Stabkrifte ermittelt werden konnen. Um eine bestimmte Stabkraft
zu finden, braucht man den Schnitt nur so zu fithren, dal der be-
treffende Stab durch den Schnitt getroffen wird, und wenn aufler
diesem nur zwei weitere Stdbe mitgeschnitten werden, so gibt der
Momentensatz fiir den Schnittpunkt dieser letzteren sofort eine Glei-
chung, aus der die gesuchte Stabkraft folgt; fiir die Diagonale zwischen
parallelen Gurten ist an Stelle des Momentensatzes der Projektionssatz
fiir die zu den Gurten senkrechte Richtung zu verwenden. Wihrend
also bei der zeichnerischen Methode alle vorhergehenden Knoten gelost
werden miissen, um zu einer bestimmten Stabkraft zu gelangen, liefert
die Rechnung (in der Regel) die Kraft in jedem Stabe durch eine
einzige Gleichung.

Dieses Verfahren werden wir auch fiir zusammengesetzte Fachwerke
anzuwenden haben, fiir welche der Dreieckabbau unméglich ist, sowie
auch fiir Fachwerke mit belasteten inneren Knotenpunkten.

Beispiel 23. Fir das Fachwerk Abb. 52 ergibt sich fiir den Schnitt s—s

gemif der Gleichgewichtsbedingung fiir die auf den linken Teil wirkenden Krifte
nach der Lotrechten

A— K, + S5cosa =0, S; = — (4 — K;)/cos a, (Druck)
ferner der Momentensatz fiir den Punkt IV
Aay—K;(a;—as) —8h=0, und daraus Sg=[4 ay— K, (a; —a,)}/h (Zug)
usw.

40. Fachwerke mit belasteten Innenknoten. Die in 38 gegebenen
Regeln miissen teilweise abgeédndert und erweitert werden, wenn es
sich um Fachwerke handelt, die belastete innere Knoten enthalten,
wie dies z. B. bei den Anwendungen im Kranbau vorkommt, Dieser
Fall 148t sich jedoch auf den friiheren zuriickfiihren durch Einfiihrung
idealer Stiabe und idealer Gelenke. Dabei ist folgender Weg
einzuschlagen: Von dem belasteten Innenknoten wird in der Richtung
der betreffenden Knotenlast K ein idealer Stab i gezogen, der von
dem Knoten bis zum Umfang der Fachwerkfigur reicht, und wird dort
in einem idealen Knoten an den Fachwerkstab angeschlossen, den
er trifft; an diesem idealen Knoten wird die Last in der urspriinglichen

GroBe und Richtung als neue Kraft K’ (= K) angesetzt, wihrend die

Innenkraft K entfernt wird. Diese Kraft K’ wird gerade so behandelt
wie die schon urspriinglich am Fachwerkumfang wirkenden, wogegen
die Belastung des inneren Knotens durch die Kraft in dem hinzu-
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gefiigten idealen Stab ersetzt wird. Dadurch wird neuerdings eine be-
stimmte Ordnung fiir die &uBleren Krafte geschaffen, die durch die
Innenlast zunichst verloren schien. Die Kraft in dem Stabe, in
dem das ideale Gelenk eingesetzt wird, kommt dann im Krifteplan
zweimal (natiirlich von gleicher GréBe!) vor, hierzu kommt noch die
Kraft im idealen Stab und die zusétzliche Knotenlast. Die Ausfithrung
dieses Gedankens moge an Hand der beiden folgenden Beispiele ver-
folgt werden.

Beispiel 24. Fachwerk nach Abb. 54 in den Innenknoten II, III mit den
Kriften K, K belastet. Die Auflagerkrifte in I, IV sind 4 = B = K. Die idealen

Abb. 54.

Stabe II II', 111 I1I’ fithren zu den idealen Knoten I’ I1I’, an denen die Lasten
K’, K’ angebracht werden. Der Schnitt s—s fiihrt sofort zur Kenntnis der Stab-
krifte in 1, 4, 3’. Die Zeichnung des Krifteplanes mittels der Krafte K/, K’, B, 4
und der Knoten in der Reihenfolge I, II, I1I geschieht nun ganz so wie friiher.
Wegen der Symmetrie geniigt die Aufzeichnung einer Hilfte, Abb. 54b.
Beispiel 25. Das Krangeriist nach Abb. 55 ist im Knoten VII mit der Last
@ =4t und in I mit dem Gegengewicht G = 3t belastet, ferner an dem innen-

Abb. 55.

liegenden Zapfen B = IV und an dem die Kransiule umschlieBenden Halslager 4
gestiitzt. Nach Bestimmung der Auflagerdriicke 4 und B wird B bis zum Umrif3
verlangert, der ideale Stab i = B B’ eingesetzt und in VI’ die neue Kraft B’

(= B) angebracht. Durch diesen idealen Stab ¢ wird die Fachwerkfigur erginzt




Ebene Fachwerke. 71

und der Krifteplan fiir die Kriifte G, B, Q.4 genau nach den fritheren Regeln
gezeichnet. Die Knoten sind wieder in der Folge beziffert, in der das Fachwerk
aufgel6st wird. Die Stabkréafte 6 und B=1¢ kommen im Krafteplan je zweimal vor.

41. Zusammengesetzte Fachwerke. Wihrend bei Dreieckfachwerken
die Frage nach der Starrheit unmittelbar beantwortet werden kann,
verlangt deren Erledigung bei nicht einfachen Fachwerken eine be-
sondere Untersuchung. DaB aufler den Dreieckfachwerken andere
stabile Fachwerke iiberhaupt moglich sind, zeigt z. B. der in Abb. 56
dargestellte Briickentrager, fiir den n == 12, s = 21 und die Gl. (81)
mithin erfiillt ist. Trotzdem ist der Dreieckabbau nur bis zu der stark
ausgezogenen Figur fortsetzbar; diese lalt eine weitere Auflosung auf
dieselbe Art nicht zu, da von jedem ihrer Knoten drei Stdbe ausgehen.
Eine solche Figur, die von einem Fachwerke iibrig bleibt, wenn man
alle ihre ,zweistibigen Knoten‘* wegnimmt, fiir die also nach dem
Dreieckschema keine weitere Vereinfachung mehr moglich ist, nennt
man die Grundfigur des Fachwerks. In dem Beispiel der Abb. 56

Abb. 56.

ist fiir diese Grundfigur n = 9, s = 6; sie enthilt also jedenfalls keine
iberzéhligen Stébe.

Wenn eine solche Figur als Bestandteil einer Tragkonstruktion in
Betracht kommen soll, so muf sie a) in sich starr (stabil) sein und
muB b) die Ermittlung der Stabkréifte aus den Knotenlasten zulassen.
Beide Forderungen stehen in engstem Zusammenhange miteinander,
wie durch Heranziehung kinematischer Betrachtungen gezeigt werden
kann, worauf wir indessen hier nicht eingehen kénnen.

Will man die Stabkrifte in der gezeichneten sechseckigen Grund-
figur berechnen, an deren Knoten irgendwelche Kréfte angreifen mégen,
g0 geht dies, wie man sogleich sieht, durch einen Schnitt nicht, wohl
aber durch zwei Schnitte, von denen jeder dieselben zwei Stabe ¢, k
und auBlerdem nur noch je zwei andere Stébe trifft. Durch Bildung
der Momente um die Schnittpunkte dieser letzteren Paare erhilt man
zwei Gleichungen, aus denen die zwei Stabkréifte in ¢ und & gerechnet
werden kénnen.

Beispiel 26. Die Grundfigur der Abb. 56a sei durch die drei Krifte K, K,
2 K belastet; fiihrt man die beiden Schnitte s;—s;, und s,—s, und nimmt die



72 Statik der starren Korper.

Momente um O; bzw. O,, so erhilt man
S, =2K (Zug),
Sl =8;a, 8; =8; =8,lla=2Klla (Zug).

(Bei der vorausgesetzten Form sind tibrigens die beiden Schnitte unnétig, da
sich §; = 2 K fiir den Knoten I unmittelbar ablesen 148t, weil die Stibe 8 und 9
auf der Kraft 2 K senkrecht stehen.) Damit kénnen auch alle anderen Stab-
krafte gerechnet oder gezeichnet werden; sie lassen sich zu dem in Abb. 55b
gegebenen Krifteplan zusammenschlieBeri, in dem allerdings die Stabkrafte
in den sich iibergreifenden Stiaben zweimal vorkommen, wie S, = 85, 85 = S5.
8; = 8. Durch Zerlegung von 8, ergibt sich S, und S; usw., womit der Kréfte-
plan gegeben ist. Dem ,,idealen Gelenk‘ im Innern der Grundfigur entspricht
das Umfangsechseck des Kréfteplans.
Beispiel 27. In dem Fachwerk nach Abb. 57 mit den drei parallelen Stiben
1, 2, 3 fuhrt ein lotrecht gefithrter Schnitt s—s zur Kenntnis der Stabkraft S,
71 im Stab 4; damit wird die Zeichnung
i ol des Krifteplans méglich.
| Beispiel 28. Bei dem Fachwerk
2 Abb. 58a gelingt es durch einen ring-
% formigen Schnitt s einen Teil des Fach-
Y werks herauszuschilen, der nur drei
(nicht durch einen Punkt gehende) Stiabe
1, 2, 3 trifft. Ist die Summe der auf den
herausgetrennten Teil wirkenden Krifte

’ K gegeben, dann ergeben sich durch

3 Zerlegung von K nach diesen drei Stiben
Abb. 57. (nach 32b) die darin auftretenden Stab-
krafte.

Der Krifteplan ist in Abb. 58b gegeben. Die punktierten Linien dienen nur
zur Bestimmung der Stabkrifte 1,2, 3 mittels des Schnittes s. Sodann kann
ausgehend von O fiir den Knoten I das Kriftedreieck und weiter der ganze Krafte-
plan gezeichnet werden.

|
|
|
|
|
1
1
T
i

Abb. 58.

Aufgaben von dieser Art kénnen auch nach der ,,Methode des unbestimmten
MaBstabes* gelést werden. Man zeichnet fiir irgendeinen dreistibigen Knoten,
etwa V in Abb. 58, das Krafteck in beliebiger GroBe und erginzt den Krafteplan
fiir die iibrigen Knoten, wodurch man die anderen Krafte durch bestimmte

Strecken dargestellt erhilt; da K bekannt ist, ist damit der MaBstab fir den
ganzen Krifteplan nachtraglich festgelegt.

Beispiel 29. Der zusammengesetzte Polonceau-Dachstuhl besitzt eine
Grundfigur, die in Abb. 59 durch stirkere Linien hervorgehoben ist. Fiir den
aus abnehmbaren Dreiecken bestehenden Teil, d.i. fiir die Stibe I bis 6 148t
sich der Krifteplan in gewohnlicher Weise zeichnen. Fiir die Grundfigur wird
mit Hilfe des Schnittes s—s etwa die Kraft im Stab 14 durch Rechnung be-
stimmt, indem man die Momente um den Knoten VIII nimmt; man findet mit
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den in der Abbildung gegebenen Abmessungen und Lastwerten
8p.t-33m=35t57m—1t(43+29+1,4)m, S, =344t (Zug).

Wird diese Stabkraft mafBstiblich in den Kréfteplan (Abb.59b) eingetragen,
dann kann dieser in der durch die Zahlen IV...VIII gegebenen Folge ohne
weiteres vervollstindigt werden.

Abb. 59.

42. Stabvertauschung. Eine andere Methode fiir die Berechnung von
zusammengesetzten Fachwerken (insb. ihrer Grundfiguren), die manch-
mal in einfacher Weise zum Ziele fihrt, ist die (von L. Henneberg
herrithrende) Stabvertauschung. Wenn es gelingt, ein solches zu-
sammengesetztes Fachwerk mit der Stabzahl s = 2 n — 3 dadurch auf
ein einfaches zuriickzufiihren, daB man einen Stab p herausnimmt und
dafiir zwischen zwei anderen Knoten einen neuen Stab ¢ einsetzt,
ohne die sonstige Gestalt des Fachwerks zu verindern und ohne daf
das Fachwerk seine Starrheit verliert, dann wende man zur Ermittlung
der Stabkrifte folgende Schritte an:

a) Nach vollzogener Vertauschung ermittle man die Stabkréfte in
allen Staben unter den gegebenen Lasten, sie seien

S, =0 in p, S, in ¢, S; in den iibrigen Stédben <.

b) Auf das ,,vertauschte Fachwerk lasse man an den Endpunkten
des Stabes p in der Richtung von p zwei gleich grole und entgegen-
gesetzte Zugkrifte von der GroBle 1 wirken, denke sich die fritheren
Lasten entfernt und berechne abermals die Stabkrifte; es moge sich
ergeben

1 in p, Sy in g, S; in den 1,
oder wenn man lings p statt der Kraft 1 die Kraft A kg wirken 146t,
Ain p, A8y in g, AS! in den 1,

wobei dann 87, §i’ reine Zahlenfaktoren sind.

¢) LaBt man nun beide Belastungen gleichzeitig wirken, so addieren
sich wegen der linearen Beschaffenheit der Gleichgewichtsbedingungen
die Stabkrifte in allen Stidben, und diese werden

Ain p, S, + A8, in ¢, 8;+ 28] in den 3.
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d) Die Entfernung des hinzugefiigten Stabes g geschieht nun
durch die Forderung, A so zu bestimmen, dafl die Kraft im Stabe ¢
verschwindet, also

S, -+ 148, =0, oder A= —8,/8y,
so dal} die gesuchten Stabkréfte sind
S; 8¢
N
wodurch die Kréfte in allen Stdben gefunden sind.

43. Wackelige Fachwerke. Eine Tragkonstruktion oder Stiitzung
bezeichnet man als wackelig, wenn sie in sich oder in ihrer Verbin-
dung mit den Auflagern kleine Bewegungen ohne Anderung der Stab-
langen zuldft, genauer gesagt, wenn Bewegungen mdglich sind, bei
denen sich die Stablingen nur um GréBen hoherer Ordnung im Ver-
gleich zu den Wegstrecken dndern. Ein einfaches Beispiel fiir ein solches
Fachwerk ist ein Dreieck, dessen Seiten in eine Gerade zusammen-
fallen; auch die labilen Stiitzungen 20 und 21 in Abb. 34 gehoren hier-
her. DaB eine solche ,infinitesimale’ Beweglichkeit (wie natiirlich
auch eine endliche) zu vermeiden ist, erhellt daraus, daf} bei Belastung
solcher beweglicher Knoten sehr grofie (theoretisch unendlich groBe)
Krifte in den angrenzenden Stidben auftreten miiliten; so kann in dem
Fachwerk der Abb. 60 die Belastung von
C durch die Stibe 1, 2 nur dadurch auf-
genommen werden, dall in diesen sehr
groBle Krifte auftreten. In anderer Form
kann man dieses Vorkommnis auch da-

—8,/8; in p, 0 in ¢, : 87 in den iibrigen Stiben ¢,

7 3 l 5 durch ausdriicken, daB man beachtet,
2K daB infinitesimale Beweglichkeit auftritt,
Abb. 60, wenn die Lénge eines Stabes einen klein-

sten oder groflten Wert annimmt, der
unter den gegebenen Umstdnden moglich ist (fiir die gestreckte
Lage der Stébe 7 und 2 in Abb. 60 erhilt die Linge von 3 einen
grofiten Wert).

Fiir das Vorhandensein infinitesimaler Beweglichkeit kann man auch
ein analytisches Kriterium in Form des Verschwindens einer gewissen
Determinante angeben, in der die Stablingen als Funktionen der
Koordinaten der Knoten vorkommen, was hier nur erwiahnt bleiben
moge (A. Foppl).

Wir kénnen nunmehr die Entwicklungen dieses Kapitels in fol-
gende Aussage zusammenfassen:

Von dem Ausnahmsfalle der Wackeligkeit abgesehen,
sind Dreieckfachwerke mit s=2%—3 Stiben stets stabil und
statisch bestimmt. Fiir zusammengesetzte Fachwerke, bei
denen diese Bedingung ebenfalls erfiillt ist, verlangt die
Entscheidung der Frage der Starrheit und der statischen
Bestimmtheit eine besondere Untersuchung. Im ersten
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Fall 148t sich die ganze graphische Berechnung des Fach-
werkes auf die Auflésung zweistibiger Knoten zuriick-
fihren. Im zweiten ist meist der rechnerische Weg einzu-
schlagen, der auf der Verwendung eines oder mehrerer
Ritterscher Schnitte beruht, wéhrend der zeichnerische
nur in gewissen Sonderfdllen gangbar ist.

IV. Raumliche Kriiftegruppen.

44. Summe einer riumlichen Kriftegruppe. Fiir die Zusammen-
setzung von Kraften, die im Raume beliebig verteilt sind, ist, wie auch
in der Ebene, die Vorstellung des verbindenden starren Korpers we-
sentlich. Die einfachste Form, in der man die Summe einer raum-
lichen Kriftegruppe darstellen kann, erhdlt man auf folgende Weise:
Von den gegebenen Kraften sei K; an A, (Abb. 61) als Vertreter aus-
gewahlt. Manwihleirgendeinen PunktO _
des Raumes als Bezugspunkt und ,,ver- ;{
lege® oder ,,reduziere” K, nach O hin; 1
dies geschieht dadurch, daf in O zwei
gleich grofle und entgegengesetzt ge-
richtete Krifte K; — K; angesetzt
werden, die fiir sich die Summe Null
geben und daher nicht stéren, die je- )
doch mit der gegehenen Kraft K, in \Y E /i
A; zu der Kraft K; in O und dem ~ '
Kriftepaare vom Momente M i =1; X K ;
zusammengefallt werden konnen; 7,
bedeutet dabei den Ortsvektor OA,.
Der Vektor M, wird nach den in 17 und 18 getroffenen Festsetzungen
mit dem Pfeil nach jener Seite hin aufgetragen, daB fiir eine gegen den
Pfeil von M, blickende Person das zugehérige Kriftepaar im positiven
Sinn (d.i. im Gegensinn des Uhrzeigers) dreht.

Nachdem diese Verlegung nach O hin fiir alle Krafte K, ausgefiihrt
ist, stellt sich die Aufgabe ein, alle K, in O und alle M, in O zusammen-
zusetzen. Da die K; alle durch einen Punkt (0) gehen, ist ihre geo-
metrische Addition nach dem Parallelogrammgesetz unmittelbar erlaubt
und fiihrt auf einen Vektor K, der durch die Gleichung bestimmt ist

&

— n __
K=2XK,. (82)

i=1
Ebenso fithrt eine geometrische Addition aller M, zu einem Vektor M,
in Zeichen

— n o ___. n —
My=3M,=3('; X K;), (83)
i1 i=1

dessen Richtung im allgemeinen nicht mit der von K iibereinstimmen
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wird ; der Winkel zwischen beiden sei ¢. Dabei beachte man, dal K
von der Wahl des Bezugspunktes O unabhingig, M dagegen von O
abhangig ist, was durch den angesetzten Zeiger 0 zum Ausdruck
gebracht ist.

DaB die Vektoren M, durch geometrische Addition zusammengesetzt werden
konnen, kann man sich auch klar machen, indem man zwei Kraftepaare in ge-

neigten oder parallelen Ebenen annimmt und zeigt, daBl ihre Zusammensetzung
durch die der zugeordneten Vektoren ersetzt werden kann.

Wir kénnen also sagen: Kriaftepaare werden summiert, in-
dem man die ihnen zugeordneten Vektoren im Raume
geometrisch addiert. Umgekehrt kann jeder Momenten-
vektor in beliebig viele Teilvektoren zerlegt werden, die
selbst Kraftepaare mit den entsprechenden Freiheiten
(Willkiirlichkeit der Groéfle von Kraft und Abstand bei Erhaltung des
Produktes — einschlieBlich des Vorzeichens!) darstellen.

Zur weiteren Zusammensetzung von K und M, wird M, in zwei
Teile M, M’ zerlegt, so dal} also My = M + M’ gesetzt werden kann,
wobei M HK M’ 1 K liegt, dann kann (umgekehrt wie frither bei der
Reduktion) M’ in zwei Krifte K, — K zerlegt und zu einer Parallel-

verschiebung von K verbraucht werden.
Hierfiir rechne man aus M’ = K a die Gréfle dieser Parallelverschie-

bung a aus: a=M'/K und erhilt dann durch Zusammenfassung von o
und K in O eine Verschiebung von K in einer senkrecht zu M’ durch K
gelegten Ebene; dies fithrt auf die Kraft K in 4; in diese Gerade kann
auch M als freier, zu K paralleler Vektor hineingelegt! werden.

Ein solches Gebilde, das aus einer Einzelkraft K und einem parallel
dazu liegenden Momente M besteht, nennt man eine Dyname und

die auf die angegebene Art gefundene Wirkungslinie von K die Zentral-
achse der Kraftegruppe.

Die Summe einer rdumlichen Kriaftegruppe fithrt daher
auf eine Dyname (K, M).

Durch Rechnung kénnen die die Dyname bestimmenden Grofen
in folgender Weise ermittelt werden: Wir denken uns die Reduktion
fiir den Punkt O ausgefiihrt und erhalten dadurch die folgenden Werte

fiir die Komponenten der Kraft K und des Momentes ¥,

X=X, My= 3 (y;Z; — 2, Yy),
K\Y=23Y, My \M,=3X—y2), (84)
Z =231, lMZZZ(xin‘—*%Xi)-

Dann ist zunéichst
K=7X*+ ¥2+ 2°. (85)

Um die Gleichung der Zentralachse zu erhalten, beachten wir, daB diese
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durch die Bedingung bestimmt ist, daB fiir jeden ihrer Punkte K und M
in eine Gerade fallen. Wenn daher &, 7, { die laufenden Koordinaten
eines Punktes 4 der Zentralachse sind, so haben die Komponenten des

Momentenvektors M’ fiir ihn die Werte [vgl. Gl. (63)]
M,=M,+CY—nZ,
My=M,+§Z —(X, (86)
M, =M,+nX —¢7Y.

Sollen die Vektoren M’ und K parallel sein, so miissen nach Einfiihrung
eines Proportionalititsfaktors A die Gleichungen bestehen

M,=1X, M,=1Y, M,=i%,

woraus nach Entfernung von A die Gleichungen der Zentralachse in
den laufenden Koordinaten &, #, { hervorgehen

X Y Z

Der Betrag von M folgt durch Projektion von Z_lif_o auf die Rich-
tung K

N

XM, + Y M, +2M,

M = Mycosp = %

(88)

45. Gleichgewicht einer riumlichen Kriiftegruppe. Wie zuvor werden
wir eine riumliche Kréftegruppe als im Gleichgewichte befindlich

bezeichnen, wenn fiir jeden Reduktionspunkt O sowohl K = 0 als
auch M, = 0 wird; da bei der oben besprochenen Zuriickfiihrung einer
réumlichen Kriiftegruppe auf eine Dyname die Kraft K offenbar fiir
alle Reduktionspunkte O den gleichen Wert erhilt und M die Pro-
jektion von M, auf K darstellt, so folgt, daB, wenn die Bedingungen

K =0, My,=0 fir einen Reduktionspunkt O im Raume erfiillt sind,
sie von selbst und identisch auch fiir jeden anderen bestehen miissen.
In rechtwinkeligen Koordinaten geschrieben lauten diese Gleich-
gewichtsbedingungen

JXEZXiz(), M,=2(y;Z; —2;Y;)=0,
1Z52Zi =0, M,=(x;Y;—y;X;)=0,

wenn (X, Y,,Z,) die Teilkrifte von K; nach den Achsen z, v,z und
(%, ¥;, 2;) die Koordinaten eines Punktes 4, auf K, sind.

Beispiel 30. Fiir ein sog. Kraftkreuz, d.i. fiir zwei windschiefe Krifte

K, K, mit dem kiirzesten Abstand a = A, A4, 148t sich die gleichwertige Dyname
— ihre Summe — unmittelbar angeben. Man zeichne in Abb. 62 von irgend-

einem Punkte O: K, + K, = K und zerlege K, in 4, und K, in 4, je in zwei
Komponenten parallel und senkrecht zu K ; die zu K parallelen Teile K, cos ¢, und
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K, cos o, fassen wir zur Summe K zusammen, welche @ im Verhiltnis teilt [Gl. (59)]
a, K, cos ay sinoy cosay  tgoy
ay, K;cosa, sina,cosa; tga,

s+ ay=a,

wenn dabei auch der Sinussatz [Gl. (16)] benutzt wird. Die beiden anderen
Komponenten K,sino«; und K,sin o, geben ein Kriftepaar, da wieder nach den
Kraftedreiecken K, sina, = K,sina, ist. Der diesem Kréftepaar zugeordnete
Momentenvektor M ist parallel zu K gerichtet, und sein Betrag ergibt sich (wobei
abermals der Sinussatz benutzt wird) zu

Kysina _ K, K.

M=K,asina;, =K, a % :~K—2asinoc. (90)

Durch K und M ist die mit K;, K, gleichwertige Dyname gegeben.

Umgekehrt lassen sich mehrfach unendlich viele solche Kraftkreuze K, K,
angeben, die zur selben Dyname (K, M ) fithren, oder, mit anderen Worten, die
Dyname (K, M) 18t sich in mannigfacher Weise in die zwei Krifte eines Kraft-
kreuzes zerlegen: Durch Wahl von K, ist das zugehdrige K, bestimmt. Man

/ /(z s oLy
Abb. 62.

braucht nur die obige Konstruktion in umgekehrter Reihenfolge auszufithren.

Rechnet man Rauminhalt ¥ des Parallelepipedes, das durch die Kanten K, a, K,
bestimmt ist, so folgt
V=K Kyasina=MK, (91)

d. h. der Rauminhalt aller so erhaltenen Parallelepipede, die allen méglichen
Zerlegungen entsprechen, ist eine Invariante. Der Rauminhalt des durch K, a, K,
bestimmten Tetraeders (Vierflachs) betrigt ¥/, V. B

Die Wahl von K, ist ganz frei — bis auf die Einschrinkung, daB K, die
Zentralachse g nicht schneiden darf, da dann die Zerlegung unbestimmt wiirde.
Diese fiir die Zerlegung ausgeschlossenen Linien nennt man Nullinien und
ihre Gesamtheit ein Nullsystem, und versteht darunter den Inbegriff aller
eine Gerade g schneidenden Geraden. Auf die interessanten geometrischen Eigen-
schaften dieses Gebildes und ihren weiteren Nutzen fiir die Theorie der rium-
lichen Kraftegruppen und dariiber hinaus koénnen wir hier nicht eingehen.

Wir kénnen also sagen: fiir simtliche Kraftkreuze, die einer gegebenen Dyname
gleichwertig sind, ist der Rauminhalt des durch sie bestimmten Tetraeders eine

feste Zahl, die nur von K und M abhéingt.

46. Arten der Stiitzungen. Beispiele. Die Probleme der Raumstatik
sind ganz dhnlich denjenigen, die in der Ebene auftraten, nur ist zu
beachten, da alles entsprechend der hsheren Dimensionenzahl ver-
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wickelter wird; der Zahl drei der Gleichgewichtsbedingungen in der
Ebene entspricht im Raum die Zahl sechs usw. Fir die Einsicht in
die auftretenden Beziehungen ist es sehr férderlich, sich zu jedem
Problem der Ebene das zugehérige im Raum zu suchen, eine Aufgabe,
die sich durchfiihren 146t und den Inhalt der folgenden Betrachtungen
bilden wird, die jedoch diese Aufgabe keineswegs vollstindig erledigen
sollen.

Wie in der Ebene haben auch im Raume nur gestiitzte Korper
technische Bedeutung. Beziiglich der Arten der Stiitzungen gelten ganz
ahnliche Angaben, wie sie in 33 gemacht wurden, die nur wegen ihrer
Geltung fiir den Raum sinngemafl erweitert werden miissen. Einige
der dabei zu unterscheidenden Fille enthélt Abb. 63.

1) 2)

5) 6) 7)

Abb. 63.

I. D durch eine Grélle gegeben. Dieser Fall tritt auf bei der
Beriihrung zweier glatter Korper nach 1., bei beweglicher Auflage-
rung u. dgl. wie bei ebenen Stiitzungen.

II. D durch zwei GréBen gegeben. Beispiel: das Halslager
nach 2.

III. D durch drei Gréllen gegeben. Beispiele: 3. das rdum-
liche Gelenk (Kugelgelenk, Kugellager), 4. die gelenkige Stiitzung
durch drei Stébe, 5. die Eckenstiitzung, 6. das Fulllager.

IV. Vonfesten Stiitzungen ist in 7. die rdumliche Einspannung
angedeutet, die den Korper unverschieblich festlegt und in statischer
Hinsicht durch sechs Groen (X, Y, Z; M,, M,, M,) gekennzeichnet ist.

Zur Losung der Gleichgewichtsaufgaben werden fiir jede einzelne
Stittzung die zugehérigen Auflagerkrifte je nach der Art der Stiitzung
angebracht und fir sie im Verein mit den eingeprégten Kriiften (den
Lasten) die sechs Gleichgewichtsbedingungen in der Form (89) an-
gesetzt; aus diesen koénnen sechs unbekannte Groflen (Lagenkoordi-
naten und Auflagerkrifte) ermittelt werden; ist die Stiitzung so be-
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schaffen, daBl mehr als sechs Unbekannte auftreten, so erhilt man
ein rdumlich-statisch-unbestimmtes System.

Beispiel 31. Ein Tirfliigel vom Gewichte G, dessen Achse unter dem
Winkel « gegen die Lotrechte geneigt ist (Abb. 64), wird durch eine senkrecht

zu ihrer Ebene in 4 angreifende Kraft K aus der lotrechten Ebene um einen
Winkel ¢ herausgedreht. Man suche die
Beziehung zwischen K und ¢, und die
in den beiden als Gelenke anzusehenden
Tiirangeln auftretenden Auflagerkrifte.
Gegeben sind ferner 04 =a, 08 =1,
OB, =0B,=b.

Da die Gelenkkrifte durch B; und B,
laufen, liefert die Momentengleichung um
die Z-Achse unmittelbar die gesuchte
Beziehung zwischen K und ¢; die Teil-

krifte von K und G nach den Achsen
x, ¥, 2 sind (beachte, da} die z-Achse wag-
recht ist)

K (Kcosgp, —Ksing, 0),

G (0, Gsina, — @G cosa)
mit den Angriffspunkten A (asin ¢,
acos ¢, 0) und S (Isin g, cos @, 0). Die
letzte der Gln. (89) gibt dann

Ka=@lsinasing.

__ Werden noch die Komponenten der Gelenkkrifte in By und B, namlich
D, (Xy, Y,,2,) und D, (X,, Yy, Z,) und die Koordinaten ihrer Angriffspunkte
B,(0,0,b), B,(0,0, —b) eingefithrt, so liefern die iibrigen Bedingungen (89)
finf Gleichungen zur Bestimmung der sechs Unbekannten. Z; und Z, bleiben

einzeln unbestimmt, es ergibt sich nur ihre Summe Z; 4 Z, = G cos «, shnlich
wie beim ebenen Zweigelenk in 34, Beispiel 12.

Abb. 64.

4%7. Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Wie in der Ebene, gibt es auch
im Raume im wesentlichen nur zwei Fille, in denen die Zerlegung
einer Kraft K in Komponenten in eindeutiger (statisch bestimmter)
Weise moglich ist.

a) Die Zerlegung von K in drei Komponenten, die durch

einen Punkt 4 auf K gehen und nicht in einer Ebene liegen:
die Komponenten sind durch die Kanten des Parallelepipedes gegeben,

das iilber K nach diesen Richtungen gezeichnet werden kann (wie in
Abb. 5).

Die zeichnerische Ausfiihrung erfordert die Anwendung eines Ab-
bildungsverfahrens der gegebenen Raumfigur; das bekannteste ist die
Orthogonalprojektion auf zwei Ebenen mit darauffolgender Um-
legung in die Zeichenebene. Fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens
in der Statik ist das entscheidende, dafl dabei die vektorielle Addition
der Krifte im Raum ersetzt wird durch die vektorielle Addition ihrer
beziiglichen Projektionen auf zwei Projektionsebenen.

Beispiel 32. Auf diese Weise konnen z. B. die Stabkrifte in einem aus
drei Stidben 1, 2, 3 gebildeten Geriiste (Abb. 65) bestimmt werden, das durch K
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belastet ist. Im AufriB ergibt sich unmittelbar: K = K,” 4 L,”, daraus
durch das Herabloten auf die Mittellinie zwischen 2 und 3”: L,” und weiter
L} = K4 + K4 Aus zwei Projektionen sind die wahren Grofen der Krifte

leicht erhiltlich.
K, Beispiel 33. Einen éahnlichen
Aufbau zeigt auch dasin Abb. 66 dar-
gestellte Stabgeriist, hei dem durch

Zerlegung von K zuerst die Stab-
krafte in 1, 2, 3, sodann weiter durch
Zerlegung der Stabkraft in 3 die Stab-
krifte in 4, §, 6 folgen.

Die Ausfithrung dieser Zer-
legung ist auch bei beliebigen
Richtungen der Kréfte ohne wei-
teres moglich; selbstverstdndlich

Abb. 65. Abb. 66.

wird man sich in allen Fillen die Vorteile besonderer Lagen zunutze
machen.

Diese Eindeutigkeit bleibt auch bestehen, wenn der gemeinsame
Schnittpunkt ins Unendliche riickt, K also in drei zu K parallele Kom-
ponenten zerlegt werden soll, die natiirlich nicht in einer Ebene liegen
diirfen.

Beispiel 34. Eine dreieckige Platte vom Gewichte @ hingt wagrecht an
drei lotrechten Schniiren, die an den Ecken 4, B, C befestigt sind; wie grof sind

die in diesen wirkenden Krafte K;, K, K, ?
Mit den Bezeichnungen der Abb. 67 ergibt
sich durch Zerlegung

K,=Gb/(a+Db),

Ky, + K;=Gal(a+D)
und durch abermalige Zerlegung des zwei-
ten Teiles

Ky =Gaq/(a+b)(p+4q,
Ki=Gap/la+b)(p+4q-
S kann als der ,,Mittelpunkt* dreier Massen
betrachtet werden, die in den Ecken der

Dreiecksplatte angebracht und bzw. K,, Abb. 6
K,, K; proportional sind.

b) Die Zerlegung von K in sechs Teilkrafte K;...Kg, von
deren Wirkungslinien nicht mehr als drei in einer Ebene
liegen und nicht mehr als drei durch einen Punkt gehen.

Poschl, Mechanik. 2. Aufl. 6
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Fir den einfachsten Fall, wo drei von den sechs gegebenen Linien
durch einen Punkt 4 gehen und die anderen drei in einer Ebene &

liegen, ist die Losung sehr einfach. Man suche den Schnitt S von K
mit der Ebene ¢ und zerlege K in zwei Teilkriifte, von denen die eine K,
in der Richtung SA liuft, die andere K, in ¢ liegt. Die Zerlegung
von K nach den drei Linien durch 4 und von K, nach den drei Linien
in e (nach 32b) liefert die gesuchten sechs Krifte.

DaB diese Zerlegungsaufgabe auch bei allgemeiner Lage der sechs
Linien bestimmt ist, erkennt man durch folgende einfache Abzihlung.

Die Bedingungen, da$ die Summe der sechs gesuchten Krifte K, .. ., K,
mit der gegebenen Kraft K gleichwertig ist, werden durch die Glelch
heit der Projektion von K mit der Summe der Projektionen von K Leers K ¢

nach drei Achsen, und durch die Gleichheit der Momente von K mit

der Summe der Momente von K, ..., K¢ um drei Achsen des Raumes
ausgedriickt. Dies sind zusammen sechs Gleichungen fiir die sechs

Unbekannten K, ..., Ks Diese Methode macht somit die Auflésung
von sechs linearen Gleichungen mit sechs Unbekannten notwendig,
was im allgemeinen (unter den gemachten Voraussetzungen) eine
bestimmte Losung liefert, wenn auch die wirkliche Auflosung dieser
Gleichungen eine beschwerliche Aufgabe sein mag.

Vereinfacht wird die Ausfithrung der Zerlegung durch passende
Wahl der Achsen, um die man die Gleichheit der Momente ansetzt.
Wenn es eine Gerade gibt, die fiinf der gegebenen Linien schneidet,
so liefert die Gleichheit der Momente fiir diese Gerade als Achse dic

sechste Kraft K durch eine Gleichung mit K, als einziger Unbe-
kannten. Es ist jedoch im allgemeinen nicht mdglich, eine solche
Gerade zu ziehen. Indessen gibt es immer zwei Gerade, die vier
gegebene Linien im Raume schneiden. Durch drei beliebige, sich nicht
schneidende Gerade ist ndmlich eine Regelschar zweiten Grades be-
stimmt: jede vierte Linie schneidet diese Fliche in zwei Punkten (die
auch imagindr sein konnen), durch die zwei Strahlen der konjugierten
Schar hindurchgehen; diese zwei Strahlen schneiden auch die drei
Linien, von denen wir ausgingen, schneiden somit vier der gegebenen
Linien. Die Momentengleichungen fiir diese beiden geben zwei lineare
nicht-homogene Gleichungen fiir die iibrig bleibenden zwei Krifte.
Die zeichnerische Durchfiihrung dieses einfachen Gedankenganges ist
im allgemeinen recht umstéandlich, doch treten manchmal leicht ersicht-
liche Vereinfachungen ein. So lassen sich im folgenden Beispiele die
beiden Schnittgeraden, von denen jede dieselben vier von den gegebenen
Linien trifft, unmittelbar angeben, wodurch eine wesentliche Verein-
fachung der Losung gewonnen ist.

Beziiglich der Anwendungen beschrinken wir uns auf den Fall, in
dem die Festlegung eines Korpers durch sechs Stiabe geschieht, durch
die dieser mit dem festen Bezugsystem verbunden ist. Die in diesen
Stiaben auftretenden Krifte sind dann die Unbekannten, die es zu
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bestimmen gilt. Ahnlich wie in der Ebene ist auch im Raum die ein-
deutige Losung der Zerlegungsaufgabe mit der unverschieblichen Fest-
legung (und zwar unverschieblich auch im infinitesimalen Sinne!) des
betrachteten Korpers verkniipft.

Es mége nur noch bemerkt werden, dafl dhnliche Zerlegungen wie a) und b)
auch fir ein gegebenes Kraftepaar M moglich sind.
Beispiel 35. Die Platte in Abb. 68 ist durch sechs Stédbe I...6 gestiitzt

und durch die Kraft K belastet. Die beiden Geraden, die vier von den sechs
Staben, und zwar 1, 2, 3, 4 schneiden, lassen sich unmittelbar angeben: sie sind
g, und g,. Setzt man um sie die Gleich-
heit der Momente fiir K einerseits, fiir
die Stabkrifte 5§ und 6 andererseits an,
so erhdlt man zwei lineare Gleichungen,
aus denen S; und Sg berechnet werden
kénnen.

48. Abbildung rdumlicher Krifte-
gruppen auf die Ebene. Die bisher
tiir die Statik der raumlichen Krafte-
gruppen angegebenenzeichnerischen
Verfahren erfordern die Heran-
ziehung der Methoden der dar-
stellenden Geometrie, insbesondere
die der orthogonalen Projektion.
Diese Methoden zeichnen sich durch
ihre Anschaulichkeit aus und lassen i
sich iiber ihren sonstigen Verwen- Abb. 68.
dungsbereich unschwer auf die
Fragen tibertragen, die in der Raumstatik hinsichtlich der auftretenden
Krifte zu behandeln sind. Neben diesen — und ihnen in mancher
Hinsicht iiberlegen — ist in den letzten Jahren durch B. Mayor,
R. v. Mises, K. Federhofer u. a. ein Abbildungsverfahren angegeben
worden, das sich in Ingenieurkreisen zunehmender Beliebtheit erfreut
und von dem hier wenigstens die grundlegenden Konstruktionen dar-
gestellt werden sollen.

Bei diesem Verfahren werden die co® Vektoren K durch einen

Punkt O des Raumes auf die co® ,,gebundenen® Vektoren K* (d. s.
Vektoren in vorgeschriebenen Wirkungslinien, wie die Kréfte) in der

Ebene abgebildet. Sind (X, Y, Z) die Komponenten der Vektoren K

im Raume und (X*, Y*, M*) die Koordinaten der Krifte K* in der
Ebene (nach 31), so erfolgt die Abbildung gem&B den Gleichungen

(K-~ K*) |X*=X, Y*=Y, M*=cZ| (92)

Den so dem geg_ebenen Vektor K in der Ebene zugeordneten, gebun-
denen Vektor K* nennen wir den Bildvektor oder kurz das Bild
des gegebenen.
Die z- und y-Komponenten des gegebenen und des Bildvektors
stimmen also iiberein, und weiter ist das Moment des Bildvektors pro-
6%
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portional der z-Komponente des gegebenen. Die Konstante ¢ (== 0)
muBl zur Herstellung der richtigen Dimensionen in der dritten der
Gln. (92) eingefithrt werden, sie wird als Abbildungskonstante
bezeichnet.

Um fiir einen Vektor K sein Bild K* zu erhalten, denken wir uns K
durch seinen Grundrifl K’ und seinen Aufril K'' gegeben (Abb.69) und
beachten, dafl die Komponenten von K’ nach den zwei Richtungen x
und y der Ebene die Betriage X und Y, und die Projektion K’ auf die
lotrechte Achse z den Betrag Z besitzt. Der Bildvektor K* von K
ergibt sich dann durch folgende Konstruktion: Man mache O* f = ¢
parallel zu «, ziehe T ||K” und durch 7 die Parallele zu K'.
Diese Parallele ist der Tréger des Bildvektors K*, und sein Betrag
ist K'.

Um zu beweisen, daBl der so gefundene Bildvektor K* dem ge-
gebenen K tatsichlich durch die Gln. (92) zugeordnet ist, nennen wir
p den senkrechten Abstand des Bildvektors K* vom Anfangspunkt
des Achsenkreuzes x*, y* der Bildebene, ¢ den Neigungswinkel von K
gegen die GrundriBebene, o und § die Neigungswinkel von K’ und K"
gegen die z-Achse (Abb. 69d). Dann ist zunéchst

K' = Kcosp = Zctg o,
und da
O*T = ctgf,
p= O*T - cosa = c tgf cosa,

so finden wir fiir das Moment
von K* um O*

M*=pK' =pZctgp

b) H'=Hcos@

5 - 7. = cZtgfcosactgy.
7 x Nun ist aber nach Abb. 69d
tgB = tg@/cosa oder tgfcosxctgp =1
und daher
x* M*=cZ,

wie die dritte GL. (92) verlangt.
Diese Konstruktion wird nur unmég-
Abb. 69. lich fir alle K, die auf der Grundrif3-
ebene senkrecht stehen; nach den Gln. (92)
werden diese Vektoren auf die oot Kraftepaare der KEbene ab-

gebildet.

Aus der angegebenen Konstruktion folgt unmittelbar, daf die Bilder
aller Vektoren, die in einer Geraden g liegen, in dieselbe Wirkungs-
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linie g* fallen; denn ¢g* héingt nur von den Richtungen der Projektionen
¢’ und g¢”, nicht aber vom Betrage K ab.

Ist das Bild K* eines Vektors gegeben, so erhidlt man die beiden
Projektionen K’ und K" durch Umkehrung der angegebenen Kon-
struktion.

Bei der Anwendung dieser Abbildung werden insbesondere die in
den folgenden Beispielen entwickelten Eigenschaften benutzt, auf die
wir uns hier beschrinken miissen.

49. Anwendungen. Beispiel 36. Um eine Kraft K (wie in Abb.5) nach
drei Richtungen g,, g,, g5 im Raume zu zerlegen, die sich auf X schneiden, zeichnen
wir die Bilder K* und ¢¥, g¥, g% und zerlegen K* nach diesen drei Geraden in
der Ebene wie in 32b. Die Zerlegung im Raume ist damit auf diese bekannte
Zerlegungsaufgabe in der Ebene zuriickgefiihrt.

Beispiel 37. Die Bilder aller Vektoren K, die einer Ebene & parallel sind,
gehen durch einen Punkt Z, der der ,,Bildpunkt* der Ebene genannt wird.

Dieser Bildpunkt £ der Ebene ¢ wird erhalten, indem man die Bilder K¥, K¥
von zwei beliebigen, in ihr gelegenen liegenden Vektoren K., K, aufsucht und
zum Schnitt £ bringt. Da sich jeder andere Vektor K der Ebene in der Form

K=K, + pK,
darstellen 148t, so gelten auch die Gleichungen
X*=1X,+uX,, Y*=AY,4+uY,, M*=c¢(AZy+ nZ),
und diese besagen, dafl die Bilder aller dieser Vektoren durch einen Punkt (&)

hindurchgehen.

Beispiel 38. Die Bilder K¥, K¥ zweier Vektoren K, K,, die aufeinander
senkrecht stehen, sind durch die Eigenschaft verkniipft, da} das Bild des einen
durch den ,,Antipol” des anderen mit Bezug auf den Grundkreis
vom Halbmesser ¢ hindurchgeht.

Der ,,Antipol* einer Geraden g* mit Bezug auf den Kreis ¢ liegt auf der Nor-
malen zu g* durch den Mittelpunkt O* des Kreises, jenseits von O, und sein Ab-
stand ¢ von O ist mit dem Abstand p der Geraden g* von O* durch die Bedin-
gung verkniipft: pq = c2 _ _

Sind (X, Yy, Z,) und (X,, Y,, Z,) die Komponenten von K, und K, so lautet
die Bedingung des Senkrechtstehens

K Ky=X X, + Y, Y, + Z,Z,=0
oder in den Bildkoordinaten geschrieben
* *
xpxr vryy

0. (93)

Die Gleichung von K¥ in den laufenden Koordinaten z, y lautet
e Y¥— yX¥=M¥*,

daraus ergeben sich zuniichst die Koordinaten des FuBpunktes des von O auf K
gefallten Lotes

_ My o Aruy

ERSEED FEMR N CAE £l

(FuBpunkt) 2y

und weiter die des Antipols (nach der obigen Erklirung)

. — c? 2 Y¥ ¢t 2 X3
(Antipol von K¥) & = —u, Ej = — MfL , = — yl? = Mfl
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Setzt man diese Werte fiir z, y in die Gleichung von K¥ ein, die so lautet
oYY —yX¥= M},

so findet man, daB diese zufolge der Bedingung des Senkrechtstehens Gl. (93)
identisch erfiillt ist. K# geht daher durch den Antipol von K%, und ebenso geht
K¥ durch den Antipol von K.

Beispiel 39. Um einen Vektor K im Raume abzubilden, ist nach 18a
auBer der Angabe von K noch die Angabe des Momentenvektors von K um O,
also von M =7 x K erforderlich. Zur Abbildung von K im Raume brauchen
wir daher auBer dem Bilde K* von K auch das Bild #* von M. Nach dem friiheren
werden wir — mit Beriicksichtigung der Dimension — dem Bilde des Vektors M
die folgenden Koordinaten zuordnen

X#= T2 oy J‘f M*— M,. (94)

Um M* zu erhalten, haben wir daher so vorzugehen: Wir brauchen den Orts-
vektor eines beliebigen Punktes 4 von K und wihlen hierfiir am einfachsten den

Spurpunkt g, von K in der GrundriBebene (Abb. 70). Der Einfachheit halber
lassen wir ferner — wie bisher — die Bild-
( z ebene mit der GrundriBebene zusammen-

\ fallen. Das Bild des Vektors Og, fallt
\ i dann mit seinem Grundril zusammen.

\ Zeichnet man auBerdem das Bild K*
\ von K, und beriicksichtigt man, daB M
.\. " sowohl auf K wie auf DT],, senkrecht steht,
so muB nach Beisp. 38 das Bild M*
von M sowohl durch den Antipol e,
von K als auch durch den Antipol von
O ¢, mit Bezug auf den Kreis ¢ gehen;
d. h. M* geht durch e, und steht auf

. O g senkrecht.

= Nun handelt»_es sich noch darum,
den Betrag von M* anzugeben. Dazu be-
rechnen wir den Betrag der in die Bild-
ebene fallenden Komponente M’ von M
und erhalten mittels der Gln. (92) und

wegen p-0 ¢, = c?
M — XL e — 4 cO 9 _pK' O'gs K'-O'gy (95)

c ¢ 0 e,

Zieht man daher in Abb. 70 die Geraden O'M’ | (T-g—,c und K’ M’ ] 5,,7,,,. 80
ist NAOOK' M ~ A O egy (in der Abb. 70 schraffiert), und aus dieser Ahn-
lichkeit folgt

M:K =0g,:0¢,.

Durch die angegebenen Senkrechten ist daher M und damit das Bild M* von M
vollstandig bestimmt.

Eine Kraft im Raume (oder irgend ein Raumvektor) wird daher durch zwei
Vektoren der Bildebene abgebildet. — Die Summe einer Kriftegruppe im Raume

wird erhalten, indem die Bilder K¥* und M* aller Krifte je fiir sich summiert
werden, wofiir je ein gewohnliches Seileck in der Ebene dient. Bei diesem Ab-
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bildungsverfahren verlangt daber die Summation einer raumlichen Kriftegruppe
die Zeichnung zweier Seilecke, also ganz elementare Hilfsmittel, wie sie aus der
Statik der ebenen Kriftegruppen bekannt sind. Zu bemerken ist jedoch, daB
bei dieser Abbildung die Anschaulichkeit der Raumfiguren, die bei der ortho-
gonalen Projektion noch zum gréBten Teil erhalten bleibt, verloren geht.

50. Bemerkungen iiber Raumfachwerke. Wenn schon fiir ebene Fach-
werke — wie im IIL. Kapitel an mehreren Beispielen erlautert, aller-
dings nicht in allen Einzelheiten dargelegt wurde — verschiedene Arten
(,,Strukturen‘‘) von Fachwerken mdoglich sind, so kann es nicht tiber-
raschen, daB die moglichen Gestalten fiir Raumfachwerke noch weit
mannigfaltiger ausfallen werden. Diesen vermehrtenMannigfaltigkeiten
gegeniiber miissen wir uns hier auf ganz wenige Bemerkungen be-
schranken.

Die kleinste Stabzahl s, die fiir die starre Verbindung von n Knoten-
punkten erforderlich ist, ergibt sich durch eine Abzdhlung, dhnlich
wie in der Ebene. Zur gegenseitigen Festlegung von drei Knoten
braucht man drei Stibe, und jeder folgende Knoten wird durch drei
weitere Stibe an die vorhandenen angeschlossen. Zur gegenseitigen
starren Verbindung von n Knoten brauchen wir daher mindestens
Stdbe in der Anzahl

§=3n—6. (96)

Die einfachste Bildungsweise des Raumfachwerkes besteht gerade
in dem Aufbau aus lauter solchen ,,dreistdbigen‘ Knoten. Ahnlich wie
in der Ebene ist fiir derartige Fachwerke (wenn von dem Ausnahmefall
der ,,Wackeligkeit‘‘ abgesehen wird) von vornherein mit ihrer Starrheit
auch iiber ihre statische Bestimmtheit entschieden, da fiir ihre Be-
rechnung kein anderer Vorgang in Betracht kommt als die fortgesetzte
Anwendung der in 47a) gegebenen Zerlegung einer Kraft nach drei
Richtungen des Raumes. Solche Fachwerke miissen sinngemifB als
Vierflach-(Tetraeder-)Fachwerke bezeichnet werden.

Raumfachwerke dieser Art kommen jedoch nur selten zur Anwen-
dung. Die meisten der in Kuppeln, Tirmen usw. verwendeten Fach-
werke sind Flechtwerke und Netzwerke, das sind Dreiecknetze,
die iiber einen ringformigen Teil einer Fliche (Kugel, Zylinder u. dgl.)
ausgebreitet sind. Sofern diese als Ganzes nicht schon an sich starr
sind, miissen sie erst durch entsprechende Versteifungen oder Ver-
mehrung der Auflagerbedingungen zu stabilen Konstruktionen gemacht
werden. Fiir die statische Berechnung stehen die Gleichgewichtsbedin-
gungen (89) und die in 47 gegebenen Zerlegungssitze zur Verfiigung,
wobei man sich wieder die Vorteile zunutze machen wird, die aus be-
sonderen Lagen entspringen. Zur graphischen Berechnung solcher
Raumfachwerke kann auch das in 48 und 49 angegebene Abbildungs-
verfahren mit groflem Vorteil herangezogen werden. Auf Einzel-
heiten dieses umfangreichen Gebietes kann hier nicht eingegangen
werden.
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V. Massenmittelpunkt.

51. Mittelpunkt paralleler Krifte. Fir die hier zu gebenden Ent-
wicklungen ist eine weitere Einschrankung des bisher benutzten Vektor-
begritfes erforderlich, die darin besteht, daf3 die Vektoren nunmehr an
bestimmte Punkte des Raumes oder eines Raumstiickes gebunden an-
zunehmen sind. Wir sprechen dann von angehefteten oder Feld-
vektoren. Das wichtigste Beispiel dieser Art von Vektoren tritt auf,
wenn es sich um Krifte handelt, die an bestimmten Punkten ihrer
Wirkungslinien ,,angeheftet” sind; dies ist bei den Massenkréaften
der Fall, wozu auch die Gewichte gehéren; das sind die Anziehungs-
krafte der Erde auf die von Materie erfiillten Raumelemente. Kenn-
zeichnend fir Krafte dieser Art ist gerade ihre ,,raumhafte Verteilung.

Die Gewichte der einzelnen Teile des betrachteten Kérpers setzen
wir als zueinander parallel und alle lotrecht nach abwirts gerichtet
voraus. Die Existenz des Mittelpunktes dieser parallelen Krifte
folgt dann aus folgendem Satze:

Die Summe K von beliebig vielen parallelen Kréaften K,
mit festgegebenen Angriffspunkten 4,im Raume geht (K 40
vorausgesetzt) bei beliebigen Richtungen dieser Kréfte
durch einen festen Punkt S hindurch, der durch die K,
und die Koordinaten der A, (x;, ¥, %, bestimmt ist. S nennt
man den Mittelpunkt der gegebenen Krifte.

Einen solchen Mittelpunkt kann es nur fiir solche Kriftegruppen geben,
die eine Einzelkraft als Summe besitzen, also auller bei parallelen nur noch fir
ebene Kriftegruppen, die nicht einem Kréaftepaare gleichwertig sind; doch hat
er nur im ersteren Falle weiterreichende Bedeutung.

zZ W) Nach dem Wortlaut des obigen
W K Satzes wird die Addition der lotrech-

5 -7 ten Krifte bei beliebiger Lage des

/./‘/ Punkthaufens A4; ersetzt durch die Ad-

o #oevZy) dition  der entsprechend gedrehten

= SE8) Krifte bei fester Lage des Korpers;
beides kommt offenbar auf dasselbe

A% iz hinaus, die letztere Auffassung verein-

Abb. 71. facht aber nicht nur den Beweis des

Satzes, sondern wird auch bei der zeich-

nerischen Aufsuchung von Mittelpunkten, wie wir sie alsbald kennen
lernen werden, tatsdchlich immer in Anwendung gebracht.

Die Grofie der Summe der parallelen Krifte ist dann fiir alle Rich-

_ [ —
tungen dieser Kréfte die gleiche: K = 3} K,. Bezeichnet man die ge-
i=1
meinsamen Richtungskosinus fiir eine beliebige Richtung der Krifte
(Abb. 71 mit (4, u, v), dann sind fiir diese Richtung die Komponenten von
K, (X;,=AK;,, Y, =pk;, Z;=vK,)
und die ihrer Summe

K(X=1K, Y=pK, Z=vK.
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Sei also zundchst (¢, 7, {) ein beliebiger Punkt auf K, dann folgt aus

der Gleichheit der Momente von K und der Summe aller K etwa um
die z-Achse
M, =Y, -y, X)=E8Y —nX,
also
ud K, — A K, y;=uKE&— 21Ky
und daraus

Ke—XZKiw  Kn—2Kiy:  KE—XKiz (97)

A " v
indem wir sogleich den dritten Ausdruck anfiigen, der durch Bildung
der Momente um die x- oder y-Achse noch hinzutritt: es sind dies die

Gleichungen der Wirkungslinie von K. Fiir jede andere Rich-
tung (4, u’, ¥') wiirde sich eine analoge Kette von Ausdriicken (97), mit
(A, @', v') in den Nennern ergeben. Fiir einen Punkt S (&, #, {), der die
Zahler dieser Gleichungen zu Null macht, bestehen die Gl. (97) offenbar
tiir beliebige (4, u, v), dieser Punkt gibt also den gemeinsamen Schnitt-

punkt der K fiir alle Richtungen (4, u, »). Es ist dies der gesuchte
Mittelpunkt S, und seine Koordinaten sind

=Y K;x/K, 77:2Ki?/i/Ka =2 K;z/K. (98)

Aus dieser Betrachtung sieht man, dafl der Punkt § gar nicht
von der Orientierung des Kérpers im Schwerfelde abhingt; fiir seine
Bestimmung ist der Richtungcharakter der K, ganz unwesentlich, und
es kann jedes K durch irgend eine skalare GroBe ersetzt werden, die K,
proportional ist. Sind K Gewichte, so sind solche skalare GréSen gerade
die Massen m; zufolge des dynamischen Grundgesetzes Gl (1) oder

(3). Setzen wir daher K, = m; g, K= Mg, wobel M = X'm, ist, dann
gehen dadurch die Gln. (98) in die folgenden iiber

&= Ym,a, /M, n = > m;y; /M, E=2m;z/M.| (99)

Demgemill bezeichnet man S auch als Massenmittelpunkt. Der
Zugrundelegung des technischen MafBsystems mit der Kraft als der
gegebenen und der Masse als der abgeleiteten Gréfle entspricht seine
Einfiilhrung in der eben dargelegten Weise. Hin von der Richtung
befreiter Ausdruck wie m; x; wird auch als statisches Moment
der Masse m; beziiglich der y-z-Ebene (bei ebenen Massenverteilungen
beztiglich der y-Achse) bezeichnet.

Der Punkt S, der auch kurz als Schwerpunkt bezeichnet wird,
ist vom gewihlten Koordinatensystem (0, z, ¥, z) unabhéngig, d. h. man
gelangt immer zu demselben Punkt, wie dieses auch gewahlt wird.
Diese Unabhingigkeit wird dazu beniitzt, um die Wahl der Achsen
fiir eine gegebene ., Massengruppe‘‘ so anzuordnen, dafl die Ausfithrung
der Summation in den Gln. (99) so einfach als irgend moglich wird.
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Den Gln. (99) liegt die Annahme einzelner — diskreter — Massen
zugrunde, Fir eine kontinuierliche Massenverteilung treten an
Stelle der Massen m, die Massenelemente d m und an Stelle der Summe
das iiber die gegebenen Massen erstreckte bestimmte Integral. Wird

auch jetzt wieder fdm = M gesetzt, so folgt

3 =fmdm/M, n= fydm/l\/l, ¢ zfzdm/M. (100)

Fir ebene Massenbelegungen ist § schon durch zwei Koordinaten
(£, ) allein bestimmt.

52. Hilfsséitze. Fir die Ermittlung des Schwerpunktes von ge-
gebenen Linien, Flichen oder Korpern erweisen sich die folgenden
einfachen Hilfssdtze als niitzlich:

a) Gruppensatz: Der Mittelpunkt eines Systems von
Kraften (Massen, Linien, Flachen, Réaumen) kann auch so ge-
funden werden, dafl man eine beliebige Anzahl der Krifte
Massen usw.) zu Gruppen zusammenfalt, von jeder solchen
Gruppe einzeln den Mittelpunkt sucht und von allen diesen
den Gesamt-Mittelpunkt bestimmt.

Auf diesem Satze beruht die Anwendbarkeit der zeichnerischen
Methoden z. B. fiir die aus einzelnen Teilflichen zusammengesetzte
Flache, wobei die Teilflichen so gewidhlt werden, dal ihre Schwer-
punkte von vornherein angegeben werden kénnen.

Der Beweis fir diesen Satz folgt einfach aus dem linearen Charakter
der Gln. (99). Bezeichnet man die einzelnen Gruppen mit 1,2,...,
also mit X, X,,... die iiber die einzelnen Gruppen erstreckten Sum-
men, mit &;, &,,... die x-Koordinaten der Einzelmittelpunkte usw.,
80 kann man die erste dieser Gleichungen auch so schreiben

MéE = Smx; = Symye; + Symya; + - - -
und dies ist auch
= (2am;) & + (2hm) &+ -

und ebenso fiir #, £, womit der Beweis erbracht ist.

b) Symmetralensatz. Besitzt eine Belegung (Linie, Fliche
oder Koérper) eine Symmetrieebene bzw. Symmetrielinie, so
liegt der Schwerpunkt auf dieser.

Ist z. B. die y z-Ebene eine Symmetrieebene, so bedeutet dies, dal3
jedem m; in A, (x;, y,, 2,) ein gleiches m; in dem zu dieser Ebene sym-
metrisch gelegenen Punkte A4}, (— x,, ¥, 2,) entspricht, es ist daher

ME == Mma;, =0, also £&=0,

d.h. § liegt in der y z-Ebene.

Eine durch 8§ gehende Ebene (oder Gerade) nennt man eine Schwer -
ebene (oder Schwerlinie). Werden die normal zu einer Schwerebene
(bzw. Geraden) gemessenen Abstinde mit p; bezeichnet, so ist also das



Massenmittelpunkt. 91

Kennzeichen fiir eine Schwerebene (Schwerlinie)

Dm;p; =0, (101)
Selbstversténdlich ist nicht jede Schwerebene (oder -Linie) notwendig
eine Symmetrieebene (oder -Linie).

Fir raumhafte Massenverteilungen mit drei Symmetrieebenen und
ebene Massenverteilungen mit zwei Symmetrielinien liegt der Schwer-
punkt in deren Schnittpunkt; fiir solche Flachen und Kérper ist
also der Schwerpunkt als bekannt anzusehen.

¢) Einen Anhaltspunkt fir die Lage des Schwerpunktes liefert die
folgende Betrachtung: Man denke sich den Korper (oder die Fliache
oder Linie), dessen Schwerpunkt man bestimmen will, so durch eine um
ihn berithrend herumgelegte Ebene umbhiillt, dafl er immer auf einer
Seite dieser Ebene bleibt; auf diese Weise entsteht der , kleinste konvexe
(besser gesagt: nirgends konkave) Kérper®, der den gegebenen Kérper
umschlieBt; ebenso erhilt man fiir eine ,,ebene Massenverteilung® die
kleinste konvexe Fliche durch Herumfiihrung einer Geraden. (Sie ist
z. B. fiir das Profil in Abb. 72 durch Punktierung angedeutet.) Dann
gilt der Satz:

Der Schwerpunkt ir-
gendeiner Massenbelegung
liegt innerhalb des klein-
sten konvexen Korpers,
der um die Belegung her-
umgelegt werden kann.

Setzt man nimlich etwa ¢
in der ersten der Gln. (99) Abb. 72,

M & = ¥m; x; auf der rechten

Seite an Stelle aller x; einmal das gréfite auftretende x;, also @max.
dann wird die rechte Seite offenbar vergrofert, und das andere Mal
fiir alle z; das kleinste, xyin, so wird sie verkleinert; daher ist

M Zpin < M & < M Zmax,

also

Zmin < § < Zmax;
da dies fiir jede Richtung O x gilt, so liegt in dieser Gleichung der
Beweis fiir den oben ausgesprochenen Satz. —

d) Die Gln. (99) und (100) bestimmen auch dann einen bestimmten
Punkt 8, wenn die Massen m; ihre Lagen zueinander im Laufe der
Zeit dndern; die Bedeutung des so definierten ,,Massenmittelpunktes‘
wird erst in der Dynamik (III. Teil) hervortreten. Man sieht sogleich
aus der Gestalt dieser Gleichungen, da S nur fiir einen starren
Kérper ein in diesem fester Punkt ist. —

e) Gleichférmige Verteilungen. Wir wollen nunmehr die
Gln. (100) fiir die Ermittlung des Schwerpunktes fiir einzelne vor-
gegebene Linien, Flichen und Kérper ansetzen; dabei machen wir die
Annahmegleichférmiger (homogener) Verteilungen, d.h. die Linien-
(4,), Flachen- (u,), oder Raumdichte (1) soll jeweils eine Konstante
sein. Aus den Gln. (100) fallt dann jedesmal diese Dichte heraus, da
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wir setzen konnen

a) fiir Linien: dm = y, dl; M = ‘ulfdl = 1,

b) fir Flichen: dm = y,dF; M = u, de = U, F,

¢) fir Riume: dm = pu,dV; M=,u3de:,u3V,
indem wir mit ! die Lange der gegebenen Linie, mit F' die Fliche, mit
V den Rauminhalt bezeichnen. Dadurch wird auch noch das Merkmal
der Dichte von den Gln. (100) abgestreift und der Schwerpunkt mit

dem (geometrischen) Mittelpunkt der betreffenden Figuren identisch.
Die Gln. (100) nehmen in den drei angefithrten Fallen die Formen an

a) firr Linien: &= [adl/l, n=[ydljl, = [zdl]l, | (102)

b) fiir Flichen: & = [« dF|F, n= [ydF|F, &= [2dF|F,| (103)
¢) fir Réume: &= [ad V|V, 5= [yd V|V, t=[2aV|V.| (104)

Bei ebenen Linienziigen und Flichen ist in den Gln. (102) und
(103) eine der drei Gleichungen entbehrlich.

53. Mittelpunkt ven Linien. a) Fiir einen gleichférmigen Linien-
zug, der sich aus geraden Stiicken zusammensetzt, liegen die Teil-
schwerpunkte fir alle Stiicke in deren Mitten, und ihr Gesamtschwer-
punkt ist identisch mit dem Schwer-
punkt des Linienzuges. Auf diese
Weise ist das Problem fiir den
kontinuierlichen Linienzug zuriick-
gefithrt auf die Bestimmung des
Schwerpunktes einzelner Punkte
(Gruppensatz). Die zeichnerische
Durchfithrung geschieht nach dem
in b4e gegebenen Verfahren.

b) Fiir eine ebene krumme
Linie, die etwa wiein Abb. 73 vor-
gezeichnet gegeben ist, ist es prak-
tisch, den Vorgang zur Ermittlung
des Schwerpunktes in folgender
Weise abzuéndern: Die Gln. (99)
lassen sich, wenn & + 9 = g, ; + y; =7, gesetzt wird, fir jede be-
liebige krumme Linie in die eine Vektorgleichung zusammenfassen

n
o=/ 1—’/" ) (105)
i=1
Teilt man die ganze krumme Linie in n gleiche Stiicke [, = I/n und
denkt sich die Lénge I, jedes Stiickes in dessen Mittelpunkt vereinigt,
dann kénnen wir schreiben

— 1 . P 7
o= =12, (106)
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wobel p eine passend gewdhlte Zahl (> 1) ist, die eingefithrt wird, um
nicht die geometrische Addition mit den Strecken 7; selbst ausfithren
zu miissen (was einen sehr groBen Zeichenraum einnehmen wiirde),
sondern nur mit gewissen Bruchteilen von r;. Setzen wir insbesondere
p = n, machen also die Anzahl der Teile n gleich der ,,Verjiingungs-
zahl” p, dann folgt wieder

0= (107)

[

L.
ijr

= %
=

Die geometrische Addition der Strecken 7,/n fiihrt also unmittelbar
zu 0 = 0 S und damit zu dem gesuchten Schwerpunkt.

Wenn jedoch die Gestalt der krummen Linie durch eine Gleichung
in einfacher Form angebbar ist, ist der rechnerische Weg vorzuziehen.

c) Kreisbogen vom Halbmesser r und dem Zentriwinkel
2 & (Abb. 74). Wegen der Symmetrie reicht eine der Gl. (102) zur
Angabe von S (&, 0) hin. Aus der Ahnlichkeit der in Abb. 74 schraf-
fierten Dreiecke folgt dl:dy = r:x, also

§~%fxdl—afrdy*—~—b—— reina (108)

wenn b = 2 rsin« die Sehne und 7 = 2 r « die Linge des Kreisbogens
bedeuten. Fir die Halbkreislinie
(o = m/2) ist insbesondere

§=2~06366r. (109)

Fiir einen flachen Kreisbogen mit
der ,,Pfeilhohe & erhialt man daraus .
durch Entwicklung von sine mnach 0
Potenzen von «, da ¢ — h = 7 cos «,
h=1r(l —cosa)~ra?2,

NI R

oder
(110) Abb. 74.

r o2 h

SN Ty

d. h. der Schwerpunkt S liegt (etwa) um A/3 vom Scheitel 4 entfernt.

54. Mittelpunkt von Flichen. I. Ebene Flachen. a) Dreieck.

Der Schwerpunkt S (&, %) liegt im Schnitt der drei ,,Mittellinien®,

die Schwerlinien sind, auf jeder im ersten Héhendrittel von der Basis

gemessen. Sind die Koordinaten der Eckpunkte in bezug auf irgendein
Achsensystem in der Ebene (,, ¥,; s, ¥s; %3, ¥3), S0 ist auch

&= (v + @y + ®3)[3, n=(y1+ g+ y)/3. (111)

b) Trapez (Abb. 75). Die Verbindungslinie der Mittelpunkte MN
der parallelen Seiten ist eine Schwerlinie. Zur Bestimmung von S (£, #)
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auf dieser Linie zieht man eine Diagonale, ctwa AC, dann erhalt man
die Ordinate # aus den Ordinaten der Schwerpunkte S,, S, der beiden
so entstehenden Dreiecke (Gruppensatz)

a+b, _ahh | bh 2h b oa+2b L
M=yt s 1T 40 TEATW
daher
nn' = (@+2b)[(2a + b); (112)

daraus folgt die in Abb. 75 angegebene Konstruktion durch Auftragen

von b und a auf den Verlingerungen der beiden parallelen Seiten: Man
macht 4 ¥ =b, CF = a, dann schneidet die Verbindungslinie E F

die Schwerlinie M N im gesuchten Schwerpunkte S.
Die Konstruktion benétigt einen Raum, der iiber die Fliche hinaus-
reicht. Will man innerhalb der Fliche bleiben, so ziehe man nach

Abb. 76a die Parallelen in den Hohen %/3 und 2 /3 und die Linien B D
und @ H, dann liefert ihr Schnittpunkt s die Héhenlage von S,
D % ¢

..

n/s -]

Abb. 76.

Aus der Ahnlichkeit der beiden schraffierten Dreiecke folgt namlich
n—h/3 _h—n—h/3

573 a3

und daraus
__h a+2b
77_—_3_7_*_71) 5

wie verlangt.

Oder man ziehe (Abb. 76b) die Linien €' G und B J, dann gibt deren
Schnittpunkt s ebenfalls die Hohenlage des Schwerpunktes S der
Trapezfliche an.

c) Fiir das (allgemeine) Viereck ABCD sind mehrere Konstruk-
tionen des Schwerpunktes bekannt. Man erhilt ihn entweder durch
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Zerlegung in zwei Paare von Dreiecken mit Hilfe der beiden Diagonalen
oder nach der in Abb. 77 (ohne Beweis) gegebenen Konstruktion, die
nur das Ziehen von Parallelen und keine Teilung verlangt. Durch die
Parallelen zu den Diagonalen entsteht
ein Parallelogramm & F G H, dessen
Ecken mit dem Diagonalenschnittpunkt
M verbunden werden. Die Schnittpunkte
J, K, L, N dieser Linien mit den Seiten
des Vierecks mit den gegeniiberliegen-
den Ecken £, F, G, H verbunden, geben
vier Schwerlinien; ebenso ist die Ver-

bindungslinie M P der Diagonalen-
schnittpunkte der beiden beniitzten
Vierecke eine Schwerlinie. Abb. 77.

d) Fiir ein beliebiges Vieleck liefert
die Zerlegung in Dreiecke den Schwerpunkt S als Mittelpunkt der
Schwerpunkte dieser Dreiecke (Gruppensatz).

e) Zusammengesetzte (Triger-) Querschnitte werden durch
passend gefiihrte Schnitte in Teile zerlegt, deren Schwerpunkte un-
mittelbar angebbar sind. Der gesuchte Schwerpunkt ergibt sich ent-
weder rechnerisch nach den Gln. (103) oder zeichnerisch nach der
Methode des Seilecks.

Beispiel 40. Die Fliche in Abb. 78 wird durch die beiden Schnitte a—b
und ¢—d in drei Rechtecke zerlegt, deren Flichen F,, F,, F'3 auf parallelen Vek-

toren an den beziiglichen Mittel- a
punkten ‘angesetzt werden. Hierzu , 3
.

ist ein bestimmter FlichenmaB- : '—7;9/";
stab zu wihlen (etwa 10 cm?—1cm) 5 st
und die Summe jener Vektoren | A
mittels des Seilecks zu bestimmen. L’/ v a) P
Fir jede Richtung dieser Krifte A8 b R
gibt die Wirkungslinie ihrer Summe —';_.'.f?f'j_z— FETERANN
eine Schwerlinie an. Es geniigt da- | $2 72 |\ 1\ RN
her, diese Summe fir zwei Rich- |&| & N\ L AN
tungen zu bilden, der Schnitt der 2 c | NN o f 2 '3
Wirkungslinien der Summen ist | P77 "\
der gesuchte Schwerpunkt. In der | : L&—;’f— S
Regel werden behufs einfacher L id. 7317
Zeichnung der Seilecke die beiden — <<_ |\ !

Y

Richtungen unter /2 zueinander
gewahlt, doch ist manchmal (etwa Abb. 78.

wenn die Teilschwerpunkte nahe-

zu in einer Geraden liegen) ein anderer Winkel (/4 oder 72/6) aus zeichnerischen
Griinden vorzuziehen.

Dasselbe Verfahren wird auch angewendet, wenn es sich um die
angendherte Bestimmung des Schwerpunktes einer beliebigen krumm-
linig begrenzten Fliche handelt, deren Umrifl analytisch nicht in
einfacher geschlossener Form darstellbar ist. Man zerlegt dann die
gegebene Fliche (Abb. 79) durch parallele, am besten gleichweit ent-
fernte Schnitte in Teilflaichen, die man angendhert als Rechtecke
oder Trapeze auffassen und durch Krifte in den Teilschwerpunkten
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8. . .8, ersetzen kann. Die Summe dieser Krifte, die wieder durch ein
Seileck erhalten werden kann, liefert wie friiher fiir jede gemeinsame
Richtung der Krifte eine Schwerlinie.

Fir Flichen und Begrenzungen, die nach einfachen analytischen
Gesetzen verlaufen, ist auch hier die Rechnung vorzuziehen.

Abb. 79. Abb. 80.

f) Kreissektor (Abb. 80). Durch Zerlegung in lauter kleine gleiche
Dreiecke ergibt sich sein Schwerpunkt als identisch mit dem Gesamt-
schwerpunkt der Schwerpunkte dieser Dreiecke. Die letzten erfiillen
aber gleichférimg einen Kreisbogen vom Halbmesser 2 7/3, der Sehne
2 b/3 und der Liange 2 1/3, daher kénnen wir nach Gl. (108) unmittelbar
schreiben

. 2rb 2 rsina
f=3,=3"% - (113)
Fir die Halbkreisfliche ist & = #/2 und daher
4r
§=g_~042447. (114)

g) Flichen mit Ausnehmungen werden so behandelt, daf der
Schwerpunkt §, (z,, ¥;) der vollen Fliche F; und der Schwerpunkt
S, (%5, ys) des ,,Loches” F, ermittelt wird. Der Schwerpunkt der
Differenzfliche F = F, — F, ergibt sich sodann durch die Gln.

Fixy—Fyzy _Fiy —Fy, (115)

E="p _p, - N="F —F, °

die aus den Gln. (99) dadurch hervorgehen, dafl die nicht vorhandene
Fliache mit negativem Vorzeichen genommen wird. Die zeichnerische
Ermittlung benutzt dieselbe Tatsache, indem sie die Kraft, die der
nicht vorhandenen Fliche entspricht, in entgegengesetzter Richtung ein-
fihrt. In Abb. 81 ist dies fiir die Fliche eines Vollkreises durchgefiihrt,
die mit einem rechteckigen Loche versehen ist. Da die Verbindungslinie
von S, und S, eine Schwerlinie ist, so folgt der gesuchte Schwerpunkt S,
wie in Abb. 81 angedeutet, durch ein Seileck (I, II, III).
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Beispiel 41. Guldinsche Regel. Die Kenntnis des Schwerpunktes einer
ebenen Kurve oder Fliche kann dazu dienen, die Oberfliche und den Raum-
inhalt der Drehfliche bzw. des Drehkorpers zu ermitteln, die von der betreffen-
den Kurve oder Fliche als Meridian erzeugt wird. Die Oberfliche des Teiles

Abb. 81. Abb. 82.

der Drehfliache, die durch Drehung einer Kurve y = y (%) um die z-Achse
durch den Winkel & entsteht (Abb. 82), ist gegeben durch
(2)
0=z [yds=anl, (116)
@
wenn 7 den Abstand des Schwerpunktes der gegebenen Kurve von der Dreh-
achse, { die Linge der Kurve bedeutet und die Integrationsgrenzen die End-
punkte (1) und (2) der gegebenen Meridiankurve sind. Fir den Rauminhalt
des Drehkorpers erhilt man analog (Abb. 83)
(2)
V=2a[ydF =ay'F, (117)
(¢)]
wenn 7’ der Abstand des Schwerpunktes der Fliche F von der Drehachse ist,
die von der Meridiankurve, der Achse und den Endordinaten

X durch (1) und (2) eingeschlossen wird. Fiir die volle Um-
drehung ist & = 2 zu setzen. Im besonderen folgt nach den
Gln. (109) und (116) fir die s 2

Obertliche einer Vollkugel
der bekannte Wert

0_=2nﬂrn=4rzn,
7

und ebenso nach (114) und o ..
(117) far den Rauminhalt
2 einer Vollkugel

2
V2 4rrin 4 . LL/

Abb. 83. v e A Abb. 84.

II. Drehflichen. Von riumlichen Flachen beschrinken wir uns
hier auf die Schwerpunktbestimmung von Drehflichen; da der
Schwerpunkt aus Symmetriegriinden auf der Drehachse liegt, geniigt
zu seiner Bestimmung die Angabe der Entfernung O § = £ von einem
festen Punkte O der Achse. Sei ds das Bogenelement des Meridians
(Abb. 84), so ist das Element der Oberfliche dF = 2 y ds, und nach

Poschl, Mechanik, 2. Aufl. 7
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Gl. (103) folgt

(118)

(1)

Beispiel 42. Fur die Oberfliche der Kugelzone verwendet man am besten
Polarkoordinaten x = 7 cos ¢, y = rsin ¢, ds = rd¢ und erhilt (Abb. 85)

@3
fcos psingdg
—yh _Teotgy—cosiey 7
f=r Ps T2 cos ¢y —cos p, 2 (cos gy + cos 75)
fsin pdo
%1
_at 119
- 9 : ( )

Der Schwerpunkt der Oberfliche der Kugelzone und auch der Kugelkappe (¢, =r)

liegt also in der Mitte ihrer Hohe.
Beispiel 43. Der Schwerpunkt eines

geraden Kegel- oder Pyramidenmantels

2

/.

Abb. 86.

liegt auf der Achse im ersten Hohendrittel (von der Basis gerechnet); der
Kegelmantel kann namlich aus lauter kleinen Dreiecken gebildet angesehen
werden, und fir alle Dreiecke liegen die Schwerpunkte in dieser Héhe.

55. Mittelpunkt von Korpern. a) Fir Pyramide und Kegel mit
beliebiger Grundfliche liegt der Schwerpunkt im ersten Viertel
der Hohe, von der Grundfliche aus gerechnet. Die Verbindungslinie
der Spitze mit dem Mittelpunkte der Grundfliche (der nach 54d zu
bestimmen ist) ist eine Schwerlinie.

b) Fir Drehkoérper ist der Schwerpunkt S durch seine Entfer-
nung O § = & (Abb. 86) von einem festen Punkte O der Achse gegeben.
Nach GI. (104) ist dann, da dV = y2 z dx,

(2) Z,
f zdV f zy2de

__ () T
£=15 : (120)

[dav fzzym
1) 2
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Beispiel 44. Fiir den Rauminhalt einer Kugelzone (Abb. 87) zwischen
den Parallelkreisen in den Abstinden a; und a, von O ist zu setzen: 2% + y2 = r?,
nach Ausfithrung der Integration in GI. (120) folgt

3 (a;+ ay) (27 —af —aj)

= a2
UL R @ gt (12h
—X X
Abb. 88,
Fiir den Rauminhalt der Kugelkappe ist @, = », daher
8 (r4ay? ‘
&= % m . (122)

Beispiel 45. Den Kugelausschnitt (Abb. 88) vom Halbmesser 7 und der
Entfernung o des grofiten Kreises von O denken wir uns in lauter kleine Kegel
zerlegt, deren Schwerpunkte alle die Entfernung 3 7/4 von O haben. Der Schwer-
punkt des Kugelausschnittes ist dann identisch mit dem der Oberfliche dieses
»Kugelabschnittes“ und daher nach Gl. (119)

1/3a 3 3
4::_2_<Ta+fr>=~8—(r—|—a). (123)

VI. Theorie der Reibung.

56. Einfiilhrung der Reibungskraff. A. Haftreibung. Auf Grund
der bisher getroffenen Annahmen war die gegenseitige Einwirkung der
Kérper bei Beriihrung als eine in der Richtung der Normalen wirkende
Kraft anzusehen. Fir eine Reihe von Problemen erweist sich diese
Annahme als ausreichend, wihrend sie zahlreichen anderen Tatsachen
gegeniiber zu Widerspriichen fithrt. So bleibt z. B. ein auf einer Ebene
liegender schwerer Kérper auch im Gleichgewichte, wenn man diese
Ebene neigt, sofern diese Neigung nur eine gewisse Grenze nicht iiber-
schreitet, und dergleichen mehr. Tatsachen dieser Art (von technischen
Erscheinungen sei vor allen auf die Widerstinde bei der Bewegung
der Zapfen in den Lagern der Maschinen und bei der Rollbewegung
der Fahrzeuge hingewiesen) lassen sich durch Einfiihrung von Normal-
kriften allein nicht erkliren und fithren mit Notwendigkeit dazu,
aufler dem normalen auch noch einen tangentialen, d. h. in der gemein-
samen Tangentialebene liegenden Teil fiir die gegenseitige Einwirkung
der Koérper aufeinander anzunehmen. Diesen tangentialen Teil der

T*
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gegenseitigen Einwirkung der Korper aufeinander bezeichnet man als
Reibungskraft oder kurz als Reibung, und spricht von Haftrei-
bung bei relativer Ruhe, und von Bewegungsreibung bei Vor-
handensein einer relativen Bewegung der Koérper gegeneinander. Rei-
bung tritt immer auf, wenn sich Kérper unter Druck be-
riihren. Die Haftreibung ist als Teil der unbekannten Auflager-
(Reaktions-)kraft selbst eine solche, wihrend die Bewegungsreibung
wegen ihrer teilweisen Bestimmtheit — sie wirkt offenbar immer der
relativen Bewegung entgegen — und weil sie bei der Bewegung
Arbeit verbraucht, als eingeprigte Kraft anzusehen ist. Nach der
Art dieser Bewegung unterscheidet man eine gleitende, rollende
und bohrende Reibung. Ferner spricht man je nach der Beschaffen-
heit der Korper von Reibung fester, fliissiger und gas-
formiger Korper; zwischen ,trockener Reibung® (d. i. Rei-
bung fester Koérper ohne Zwischentreten einer Fliissigkeitsschicht)
einerseits und ,,Fliissigkeits- und Gasreibung® andererseits be-
stehen wesentliche Unterschiede, die sich auch in den Gesetzen auflern,
die fiir sie Geltung haben.

Als Ursache dieser Reibungskraft ist in allen Féallen die physi-
kalische Beschaffenheit der beriihrenden Flichen anzusehen (die wie
gesagb, stets durch irgendwelche eingepriagte Krifte gegeneinander
geprefit angenommen werden), und zwar ist naturgemaf die Rauhig-
keit dieser Flidchen fiir die gesamten Reibungserscheinungen bestim-
mend. Der Umstand, dafl wir kein geeignetes Mittel besitzen, den
,,Grad der Rauhigkeit® mit hinreichender Schéirfe zu kennzeichnen,
und zwar so zu kennzeichnen, dafl die Wiederherstellung derselben
Flachenbeschaffenheit auch nur mit einiger Bestimmtheit moglich ist,
ist die Ursache fiir die groBe Unsicherheit, die sidmtlichen Zahlen-
angaben, die sich auf die Reibung beziehen, heute noch anhaftet.

Die oben erwihnte Beobachtung an der schiefen Ebene enthilt
trotz ihrer Einfachheit schon die wesentlichen Eigenschaften dieser Er-
scheinung und fithrt auf eine einfache Aussage iiber die Gréfe der
Reibungskraft, die ungeachtet ihrer Méngel fiir das ganze Gebiet der
trockenen Reibung die allein mafigebende geblieben ist.

Bezeichnet man mit R die auf den Korper vom Gewicht G parallel
zur schiefen Ebene nach oben wirkende, durch Reibung entstehende
Kraft (die in derselben Weise wirkt wie K in Abb. 14) und N die
Normalkraft, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen (ihnlich wie
in Beispiel 2)

R=@Gsina, N =@ cosa,
und daraus folgt firr jedes «

R
tgo=+. (124)

Nun lehren die Beobachtungen, wie oben gesagt, daBl Gleichgewicht
immer moglich ist, sobald der Winkel o der schiefen Ebene gegen die
Wagrechte kleiner bleibt als ein bestimmter Grenzwinkel g,, oder
tg o = tg g9 = f,, indem wir fiir die Tangente dieses Grenzwinkels g,



Theorie der Reibung. 101

das Zeichen f, einfiihren; daraus folgt mit Benutzung der zuvor erhal-
tenen Gleichung unmittelbar

IR|</,N. } (125)

Die Zahl f, = tg g, bezeichnet man als die Reibungszahl fir
die Haftreibung und g, als den zugehdrigen Reibungswinkel,
beide héngen von der Beschaffenheit der in Berithrung befindlichen
Koérper ab. Die Reibung vermag mithin den Eintritt des Gleitens der
Koérper nach unten zu verhindern, solange ihr Betrag nicht gréBer zu
sein braucht als das fy-fache der betreffenden Normalkraft N. Wenn
jedoch zur Herstellung des Gleichgewichtes ein groBerer Betrag als
fo IV erforderlich wire, so tritt Abwirtsbewegung ein. Im vorliegenden
Falle ist die Richtung der auftretenden Reibung bestimmt, doch lassen
sich leicht Falle angeben (Beispiel 46), wo die Richtung zunichst
unbestimmt bleibt und erst durch die eingepriagten Krifte festgelegt
wird, d. h. der Ausdruck (125) bezieht sich nur auf den absoluten
Betrag und gibt keine Aussage iiber die Richtung der Haftreibung
in der gemeinsamen Berithrungsebene (was durch die Doppelstriche
bei B in Gl (125) angedeutet ist). Genau der gleiche Sachverhalt
gilt nun tiberhaupt fiir alle Fille, in denen Haftreibung ins Spiel tritt,
so dafl wir zu den folgenden Aussagen gefithrt werden:

I. Die Haftreibung tritt immer gerade in solcher Gréfie
auf, als erforderlich ist, um ein Gleiten der Korper gegen-
einander zu verhiiten, kann aber nicht iiber einen gewissen
Grenzbetrag hinaus anwachsen. Wenn also ohne Uberschreitung
dieses Grenzbetrages das Gleichgewicht der Kérper durch Anbringung
der Reibungskrifte hergestellt werden kann, so tritt es auch tat-
séchlich ein.

II. Die absolute GriéBle dieses Grenzbetrages hingt von
der Beschaffenheit der Korper (g,) und von der GréBe der
auftretenden Normalkraft N ab und ist durch GL (125) (mit
dem Gleichheitszeichen!) gegeben.

Als Hauptunterschied gegen die bisher erhaltenen Ergebnisse tritt
dabei folgende Besonderheit auf. Bei fehlender Reibung ergeben sich
fir Gleichgewicht immer ganz bestimmte Werte (fiir jede Kraft
einer oder hochstens endlich viele) fiir die Kréfte, bzw. fiir die Lagen-
koordinaten der Korper. Bei Vorhandensein von Reibung sind es da-
gegen immer ganze Bereiche fiir die moglichen Gleichgewichtslagen,
oder fiir die eingeprigten Krifte, die Gleichgewicht herzustellen ver-
mogen. Dies kommt daher, weil die GréBe der auftretenden Reibung
nicht durch eine Gleichung, sondern durch eine Ungleichung (125)
geregelt wird.

Der Reibungswinkel g, hat iibrigens eine unmittelbar anschau-
liche Bedeutung. Denkt man sich um die Normale zweier in Beriihrung
befindlicher rauher Korper einen Drehkegel mit dem halben Offnungs
winkel g, gelegt, so geben die Erzeugenden dieses Kegels die Grenzlagen
tiir die eingepriigten Krifte an, fiir die Gleichgewicht der Korper ein-
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treten kann. Liegt die eingepriagte Kraft aullerhalb dieses ,,Reibungs-
kegels®, dann ist Gleichgewicht nicht méglich. Die Verwendung fiir die
Losung von Reibungsaufgaben wollen wir sogleich an einfachen Bei-
spielen erldutern, bei denen stets f, als bekannt vorausgesetzt wird.

Beispiel 46. Auf einer rauhen schiefen Ebene (x > g,) liegt der Korper
vom Gewichte @, man bestimme die Kraft K parallel zu ihr fiir Gleichgewicht
(Abb. 89). Ohne Inanspruchnahme der Reibung war die notwendige Kraft
K, = G sina. Macht man K < K,, so wird der Korper nicht sofort abzurutschen
N o beginnen, sondern es wirkt diesem

4 Sinken nach der Aussage I die Rei-
bung R, — aufwirts gerichtet — ent-
gegen und ist imstande, von K, den
Betrag Ry = fo N = Gtg ggcosa zu
iitbernehmen — mehr nicht. Fir die
Grenze sei K= K, und es ist dann

; K, + R, =Gsinoa= K, 4 Gtggycosa,
daher

_ysin (@ — gg)
Abb. 89. Ky =6= cos @

Umgekehrt hort das Gleichgewicht auch nicht sofort auf, wenn man K von K,
aus zunehmen 1468t, es kommt dann vielmehr von selbst die Reibung B, — nach
unten gerichtet — zur Wirkung, und fithrt in der Grenze K = K, zu der Gleichung

sin (& + @o)

— R, —Gsino =K, — =G
K, y =Gsina =K, —Gtgg,cosa, also K,=0¢ P

Bezeichnet daher K irgendeinen zwischen K; und K, liegenden Wert, so ist stets
Gleichgewicht méglich, sobald
M,@SKggsiw,iﬁﬁ. (126)
€OS Qg = COS Qg
Fiir die Kraft K im Gleichgewichtsfalle ergibt sich also ein endlicher Bereich
von Werten, nicht eine einzige Losung — als
Folge der Ungleichung (125). Der zugehorige
Krafteplan ist in Abb. 89b angefiigt — aus ihm
ergeben sich dieselben Ausdriicke fir K, und K,.
Die Grenzwerte der Summe der eingepragten Krifte
G + K, und G + K, fallen in die Erzeugenden des
Reibungskegels. o
Beispiel 47. Der Stab AB (Abb.90) wird
in € durch das Seil 7' gehalten und stiitzt sich bei
p A an eine rauhe Wand (g,). Fiir die Belastung K
ST des Stabes fallt der Schnitt S von K und der

\ \Lﬂk ! Seilkraft 7 innerhalb des Reibungskegels und

3 macht eine solche Zerlegung moglich, dafi die

\!( Summe K -+ T sell_)st innerhalb des Reibungs-

K K kegels liegt. Fir K tritt also Gleichgewicht tat-

Abb. 90 sichlich ein —, dagegen wire fiir K’ und K” kein
Gleichgewicht mdoglich.

Beispiel 48. Die Leiter A B (Abb. 91) stiitzt sich auf einen rauhen Boden
und an eine rauhe Wand, man ermittle die Belastungen, firr die Gleichgewicht
besteht. MaBigebend ist hier der gemeinsame (schraffierte) Teil der beiden Rei-
bungskegel fiir die Beriithrungsstellen 4 und B. Fiir die Kraft K ist hier nicht
nur eine, sondern es sind unendlich viele Zerlegungen moglich — entsprechend

~|
%

|
BN
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den siamtlichen Punkten der Strecke a b; welche davon tatsichlich eintritt, 148t

sich rein statisch nicht entscheiden. K’ ist die Grenzlage, fiir die die Reibungen
an Boden und Wand die groBtmoglichen Werte haben, also beide voll ausgeniitzt

werden, und K’ liegt sicher auBerhalb des Gleichgewichtsbereiches.

Beispiel 49. Die Fithrungsleiste in Abb. 92, die lings der Schiene s durch
die lotrechte Kraft K bewegt werden soll, wird sich jedenfalls bei Einwirkung
von K an den Stellen 4 und B an die Schienen anlegen und dort Reibung erzeugen.

B
s I~~~
K" K K K" K K
Abb. 91. Abb. 92

Zeichnet man die Reibungskegel, so gibt der gemeinsame Teil den Bereich, fiir
den ein ,,Klemmen® eintritt, mit welchem Worte hier das Gleichgewicht

bezeichnet wird. Fiir K ist mithin Gleichgewicht maoglich, K’ ist die Grenzlage
und K’ wiirde die Leiste bewegen.

Bei Aufgaben, in denen die Gleichgewichtstellung rauher Kérper
gesucht wird, sind zu den Auflagerkriften an allen Berihrungs-
stellen die Reibungen in den beziiglichen Tangentialebenen hinzuzu-
nehmen und fiir die so erweiterte Kraftegruppe die Gleichgewichts-
bedingungen anzusetzen. — Die Grenzlagen ergeben sich durch Ver-

wendung des Gleichheitszeichens in Gl. (125): B = f, N.

Beispiel 50. Ein gleichformiger Stab 4 B von der Linge 27 (Abb. 93)
und dem Gewichte ¢ ist in 4 in einem reibungslosen Gelenk gehalten und stiitzt
sich bei B an eine lotrechte rauhe (f,)
Wand e. Wie groB ist der gréfite Winkel
O fir Gleichgewicht? — Die Momente
um die Lotrechte z durch 4 geben, wenn
OB =r, 0A= a gesetzt wird

Nrsin® = fyNcosOa

und daraus folgt

tg® = foa/r = f,ctgo .

Die Grenzlagen des Gleichgewichtes sind
unabhéngig von @. Die anderen fiinf
Gleichgewichtsbedingungen geben die
finf GroBen D (X, Y,Z), N, R fiir jede S
Lage des Stabes innerhalb des Gleich- A
gewichtsbereiches B, B’, entsprechend Abb. 93.

4+ 6. In den Grenzlagen B, B’, tiir die

nur vier Unbekannte vorhanden sind, nidmlich X, ¥,Z, N — die Reibung er-
reicht ihren Grenzwert fy N -— zeigt man leicht, daB die beiden Momenten-
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gleichungen fiir die #- und y-Achse auf dieselbe Gleichung fiir die Normalkraft N
. al
2+ foa®

fithren, wihrend die Projektionsgleichungen nach den drei Achsen die Kom-
ponenten X, ¥, Z der Gelenkkraft D liefern.

B. Bewegungsreibung. Wahrend die Haftreibung in der Regel
zunichst nach GroBe und Richtung unbestimmt ist — fiir ihre Grofe
ist nur ein Grenzwert festgelegt —, ist die Bewegungsreibung eine
Kraft, die naturgemi8 stets der Bewegung entgegenwirkt; ihre Grofie
wird an jeder Stelle der an der Reibungstelle herrschenden Normal-
kraft proportional gesetzt, wobei sich der Proportionalitatsfaktor 7,
die Reibungszahl fiir Bewegung, kleiner herausstellt, als die
der grofiten Haftreibung fiir dieselben Stoffe; dies ist auch sehr ver-
sténdlich, weil bei der Bewegung das Ineinandergreifen der Flichen-
rauheiten der Korper behindert wird. Wir erhalten damit die folgende
Aussage:

IIT. Die Bewegungsreibung ist immer eine der Bewe-
gung entgegengerichtete Kraft; ihre GroBe héangt auBer
von dem Material der Korper vor allem von der Gréfe
der Normalkraft N zwischen den Korpern ab und steigt
(etwa) proportional mit dieser

E={N| wobei (f < fo) - (127)

Beispiel 51. Die Verschiedenheit der Aussagen fiir Haft- und Bewegungs-
reibung 1aB8t sich durch folgenden Versuch deutlich machen, der von E. Meyer
angegeben wurde. An einem Koérper, der auf einer rauhen Ebene ruht, denken
wir uns einen zur Ebene parallelen schwachen Gummifaden befestigt, der fir
sich nicht stark genug sein soll, die zur Uberwindung der Haftreibung notwendige
Kraft auf den Korper zu itbertragen, durch den allein es also nicht maoglich ist,
den Koérper in Bewegung zu setzen. Wird jedoch der Korper lings der Ebene
in einer Richtung senkrecht zum Faden bewegt, so ist an Stelle der Haftreibung
die Bewegungsreibung getreten, die entgegen der Bewegung gerichtet ist und es
gelingt mittels des Gummifadens leicht, und zwar durch eine beliebig kleine Kraft,
den Korper aus seiner Bahn seitlich abzulenken. Die Summe aus der bewegenden
Kraft und der kleinen seitlichen Fadenkraft ist gegen die erstere etwas geneigt
und in der Richtung dieser Summe wird fernerhin das Gleiten eintreten; ist diese
Summe wieder konstant und gleich f&, so erfolgt auch das Gleiten in der ab-
gelenkten Richtung gleichférmig. — Aus einem ahnlichen Grunde kann ein Kraft-
wagen bei Beschleunigung oder beim Bremsen leichter seitlich ausgleiten als bei
gleichméfiger Fahrt, weil dann auch in der Fahrtrichtung ein Gleiten vor-
handen ist.

Will man mit diesem Ansatze (127) rechnen, so kommt es wieder
wesentlich auf die Kenntnis von f an. Dabei tritt nun folgender Sach-
verhalt zutage. Fiir ,,trockene Reibung‘‘ fithrt dieser Ansatz zu Er-
gebnissen, die die Beobachtungen recht gut wiedergeben; es ist jedoch
wegen der Einwirkung der Korper aufeinander infolge der Zerstérung
der Beriihrungsflachen praktisch unméglich, fiir irgendeine kontinuier-
liche Bewegung trockene Reibung zuzulassen. Man ist vielmehr genétigt,
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zur Verminderung der Reibung und zur Vermeidung der abschleifen-
den Wirkungen auf die Oberflichen Schmiermittel zu verwenden;
dann tritt aber an die Stelle der trockenen Reibung die Schmier-
mittelreibung, und diese ist nicht ein Problem der ,starren®
Mechanik, sondern der Hydromechanik. Dort wird gezeigt (was hier
nur ohne Beweis angegeben werden kann), daf bei groBler Geschwindig-
keit und kleinen Drucken die Reibung, die bei der Bewegung zweier
Korper mit der relativen Geschwindigkeit U gegeneinander auftritt,
dieser Geschwindigkeit und der GroBle der benetzten Fliche F direkt
und der Dicke » der Fliissigkeitsschicht verkehrt proportional gesetzt
werden kann, also

|R=»FU/n| (128)

# bedeutet das ,,Zahigkeitsmal* oder die ,,Reibungszahl® der Fliissig-
keit. Der Ansatz, den man firr den ,,Widerstand* gefunden hat, der
sich der Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit oder einem Gas
entgegensetzt, ist von &hnlicher Art, nur kommt bei groBerer Ge-
schwindigkeit U nicht in der ersten, sondern einer héheren Potenz
(A~ 2) vorl,

Wir miissen uns hier darauf beschrinken, auf die Unterschiede hinzu-
weisen, die in den Ansitzen fiir die trockene Reibung einerseits und der
Flussigkeitsreibung andererseits bestehen, und zwar soll diese Gegen-
iiberstellung im Zusammenhange mit einer kurzen Ubersicht iiber die
Ergebnisse geschehen, die in der Reibungsfrage, insbesondere beztiglich
der Gleitreibung iiber die Ansdtze (125) und (127) hinaus vorliegen;
wegen ihrer Einfachheit werden diese heute nahezu allein verwendet,
sind aber genaueren Versuchen gegeniiber nur als erste Anndherungen
an die wirklich beobachteten Verhiltnisse zu betrachten.

57. Hauptergebnisse der Versuche iiber die Reibung. Nach den
Gln. (125) und (127) werden die Reibungszahlen (f, und f) nur ab-
hangig gemacht vom Material (mit eingeschlossen von der Beschaffen-
heit der Oberflichen), und die Reibung selbst auBerdem noch lediglich
von der Normalkraft, mit der die Korper aufeinander geprefit werden;
nach diesem Ansatz wird die Reibung insbesondere unabhingig voraus-
gesetzt von der Grofle der Berithrungsflichen und von der Geschwin-
digkeit.

a) Die GréBle von f, und f kann nur durch unmittelbare physi-
kalische Messung bestimmt werden, wobei als miBlich der schon er-
wihnte Umstand auftritt, dall wir nur in ganz unvollkommener Weise
imstande sind, die Oberflichenbeschaffenheit zu beschreiben. Die
Worte ,,trocken‘ und ,,geschmiert* erweisen sich fiir eine solche Kenn-
zeichnung als viel zu ungenau und verursachen die groBen Spielrdume
in den Angaben der folgenden Zahlentafel, die nur als ungefihre
Anhaltspunkte aufzufassen sind:

1921 Siehe des Verfassers ,,Lehrbuch der Hydraulik®. Berlin: Julius Springer
3.
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Reibungszahlen.
fo (Haftreibung) f (Bewegungsreibung)
Stotfpaar e- mit e- mit
trocken schgmiert!Wasser trocken sch%niert |  Wasser

Stahl auf Eisen . .| 0,15 | 0,1 — | 0,10 0,009 r —
FluBeisen auf Gul- ‘

eisen oder Bronze| 0,18 0,1 — 0,16 0,01 | —
FluBeisen auf ! !

Schweifleisen . .| 0,5 0,13 0,65 0,44 | — ‘ 0,22
Metall auf Holz . .|0,6—0,5| 0,1 —  10,5—0,2,0,08—0,02| 0,26—0,22
Holz auf Holz. . .| 0,65 0,2 0,7 0,4—0,2 } 0,16—0,04 0,25
Leder auf Metall |

(Dichtungen) . .| 0,6 0,25 0,62 025 ¢ 0,12 | 0,36
Holz auf Stein . .| bis 0,7 0,4 — 0,3 ‘ — i —
Stahl auf Eis . . .| 0,027 — — 0,014 — | —

Aus den Versuchen hat sich u.a. auch ergeben, dafi Koérper aus
gleichem Material groBere Reibungszahlen ergeben, als solche aus
verschiedenem. Die Versuche wurden frither durch Verwendung einer
schiefen Ebene oder eines belasteten Schlittens ausgefiihrt, wobei die
Ingangsetzung und die gleichférmige Bewegung beobachtet wurden.
Vertauschung des Materials der Unterlage und des Gleitkorpers éndert
die Verhiltnisse wesentlich.

b) Diese Zahlentafel soll auch den Einflul der Oberflachen-
beschaffenheit zum Ausdrucke bringen. Zunichst haben sorgfiltige
Versuche gezeigt, dafl die Reibungserscheinung bei sorgfaltiger Glat-
tung, Reinigung und Trocknung fiir eine Reihe von Stoffen (z. B.
Messing) nahezu vollstindig verschwindet, insofern, als sich eine untere
Grenze des zum Eintritt der Bewegung nétigen Neigungswinkels der
Versuchsebene nicht angeben l46t. Ferner ist darauf hinzuweisen, daB
bei Verwendung von Schmiermitteln die Reibungszahlen fiir alle Stoffe
merklich gleich werden, weil dann eben die Reibung des Schmiermittels
seinerseits die ganze Erscheinung beherrscht. Die Schmiermittel wirken
reibungsvermeidend in folgender Reihe: Talg, trockene Seife, Schweine-
fett, Olivenol.

Weiter entnimmt man aus den Zahlenwerten, dafl die Verwendung
von Wasser (in der Regel) eine Vergroferung der Reibung mit sich
bringt, weshalb Wasser nach diesen Versuchen als Gegen-Schmier-
mittel anzusprechen ist. Man hat demnach vorgeschlagen, die Fliissig-
keiten hinsichtlich der Reibung in zwei Klassen zu teilen: in aktive,
die eine Verminderung der Reibung herbeifithren konnen (wozu die
Fette und Ole gehiren) und in inaktive (dazu gehéren Benzin, Am-
moniak, Terpentin), die diese Eigenschaft nicht besitzen; das Wasser
vermag aktiven Flilssigkeiten die Eigenschaft der Aktivitdt zu nehmen.

Feinere Untersuchungen haben auch ergeben, dafl schon ganz
diinne Flissigkeitschichten (Flissigkeitstilme), Haute oder Trépif-
chen, die sich um Staubpartikel bilden, die Gréfie der Reibung von
Grund aus verdndern kénnen.

Obwohl es, wie gesagt, nicht moglich ist, an dieser Stelle in eine
Begriindung der Gesetze einzugehen, soll das Verhalten der trockenen



Theorie der Reibung. 107

und Flissigkeitsreibung durch eine Gegeniiberstellung der Haupt-
merkmale deutlich gemacht werden.

GemédB den allgemeinen theoretischen Ansétzen ergibt sich die
Reibungskraft pro Flicheneinheit bei:

trockener Reibung Flissigkeitsreibung
proportional der Normalkraft, unabhéngig von der Normalkraft,
unabhéngig von der Geschwindigkeit, | proportional der Geschwindigkeit,
abhangig von der Rauhigkeit der Gleit- | unabhangig von der Rauhigkeit der
flichen, benetzten Flachen,
groBer fiir den Anfang der Bewegung. | gleich Null fiir den Anfang der Be-
wegung.

Daraus ist zu verstehen, daB sich Widerspriiche gegen die Be-
obachtungen ergeben miissen, wenn die Ansétze der trockenen Reibung
tiir die Erscheinungen der Schmiermittelreibung verwendet werden;
trotzdem geschieht dies heute bei technischen Rechnungen noch
nahezu ausschlieflich.

¢) Abhdngigkeit des f von der Geschwindigkeit. Die alteren
Versuche, die nur kleinere Geschwindigkeiten betrafen, zeigten entweder
vollstindige Unabhingigkeit von der Geschwindigkeit (wie es der
elementaren Theorie entspricht) oder erst ein méiBiges Ansteigen bis
zu einem Hochstwert und darauf folgenden Abfall. Fir groflere Ge-
schwindigkeiten wurden umfangreiche Versuche insbesondere im Inter-
esse der Eisenbahntechnik ausgefiihrt; als Ergebnis dieser Versuche
wurde fiir die Reibung zwischen dem umlaufenden Rad und dem
Bremsklotz oder zwischen dem festgebremsten Rad und der Schiene
(durch Poirée und Bochet) fiir Geschwindigkeiten V = 14 bis 80km/h
eine Formel aufgestellt, die vom Verein deutscher Eisenbahnverwal-
tungen auf Grund der Versuche von Wichert bis V = 90 km/h
in der folgenden Form zur Annahme gelangte

1+0,0112V
f=fo 10,067 ° (129)
mit f, = 0,45 fiir trockene und f, = 0,25 fiir nasse Reibungsflichen.
Diese Gleichung gibt eine nach P
Abb. 94 verlaufende Kurve.
(Diese Zahlen lassen die oben

fir Wasser erwahnte Eigen- T*_
02

schaft, die Reibung unter ge-
wissen Verhiltnissen zu ver- ﬂr

| (f/’oc,(r
groBern, nicht erkennen.) In L <

besonders grofBem MafBstabe
wurden derartige Versuche auch
in England (durch Galton)aus-
gefiihrt. Abb. 94.
Die Abnahme von f mit zu-

nehmender Geschwindigkeit ist leicht zu verstehen, da die Oberflachen,
deren Beschaffenheit durch die Reibungszahl beschrieben werden soll,
um so rascher abgeschliffen und geglittet werden, je groBer V ist.
Doch kommen auch Fille vor, in denen f mit wachsender Geschwindig-
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keit zunimmt, z. B. fiir Leder auf Eisen, ein Fall, der in der
Maschinentechnik wegen seiner Anwendung auf Riemenscheiben und
Dichtungen von Wichtigkeit ist.

d) Sonstige Einfliisse. Des weiteren zeigt sich die Reibungszahl
abhingig von der Struktur des Materials (Faserrichtung von Holz,
Walzrichtung bei Walz-
efla eisen), von der Beriih-
’ rungsdauer, da eine
|f g gewisse Zeit notwendig
Antriebscherite it bis die Unebenheiten
s ineinander eindringen;
== von dem Druck auf
die Flacheneinheit
der berithrenden Fla-
chen, was auch leicht
verstandlich ist, da bei
groBen Drucken die
Koérper Forménderun-

gen erleiden.

e) Beiden neueren
Versuchen zur Er-
mittlung der Reibungs-
gesetze wurden meistens

Reibrider benutzt, und zwar entweder Kegelrider (H. Bonte 1915)
oder Stirnrider (G. Sachs 1924). Die von G. Sachs verwendete An-
ordnung ist in Abb. 95 schematisch wiedergegeben. Die Versuchs-
rider A und B bestehen aus dem zu untersuchenden Stoffpaar.
Das Rad 4 wird angetrieben, und das Rad B, dessen Achse in einer
Gabel C drehbar ge-

lagert ist, wird unter

einer  verdnderlichen,

durch das Gewicht &

bewirkten Kraft NV gegen

A gedriickt. Die von

R A auf B ibertragene
oot Reibungskraft R wird
\ 1P ~Jo =§ als Umfangskraft am
1 Rade H, iiber das ein
Y _TTTTTTTTTAYTT N Seilherumgelegt ist, dy-
0 v namometrisch gemessen,
Abb. 96. und zwar als Differenz

zwischen den Kriften

am Ende des Seils, d.i. dem Gewicht G und der Federkraft F. Abb. 96
zeigt das wichtigste Ergebnis dieser Versuche, das darin besteht, dal die
Reibungskraft nicht mehr durch den Coulombschen, sondern durch den

erweiterten Ansatz R=R,+ [, N (130)

dargestellt werden muB}, der als Schaulinie eine nicht durch O gehende

T
S

=
S

~
=
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[in der Abb. mit (R) bezeichnete] gerade Linie ergibt. Wird daher
die Reibungszahl wie beim Coulombschen Ansatz R = fy N definiert,
so ergibt sich f; nicht mehr unabhingig von &, sondern in der Form

fo=fo+ 2o, (131)

nimmt also einen hyperbolischen Verlauf (in Abb. 96 gestrichelt ein-
getragen), der auch schon von H. Bonte festgestellt wurde.

Diesemn verwickelten Sachverhalt gegeniiber steht die heutige
Theorie der Reibung, die eines der wichtigsten Fragengebiete der ge-
samten Technik betrifft, jedenfalls auf einer sehr elementaren Stufe.
Es ist nur in den groBen inneren Schwierigkeiten des Problems be-
griindet, da man mit den einfachen Ansétzen durchkommen mufte
und mit einem Zahlenmaterial, das zwar vielfach aus sorgfiltigen Ver-
suchen hervorgegangen ist, das aber — der fehlenden Reproduzierbar-
keit der Versuchsbedingungen halber — doch als unzureichend an-
zusehen ist.

58. Einige technische Reibungsprobleme. a) Zapfen. Fiir ruhende
zylindrische Zapfen, die mit dem umgebenden Lager in enger Be-
rithrung sind (Abb. 97), kénnte man die Reibung durch Addition der
Teilreibungen d R auf die einzelnen Flichenelemente
berechnen, wenn die Verteilung der Krifte dN
langs des Zapfenumfanges bekannt wire. Wird die
Reibungszahl als konstant angenommen, so kann
das zur Uberwindung der simtlichen am Umfange
des Zapfens vom Halbmesser r auftretenden
Haftreibungen dR = fydN notwendige Zapfen-
reibungsmoment allgemein in der Form ange-
setzt werden

My=[rdR=jyr [dN; AbD- 97
dabei ist das Integral als gewdéhnliche (nicht-vektorielle) Summe
aller dieser Teilkrifte d N aufzufassen. Solange man die Kriftevertei-
lung nicht anzugeben vermag, kann von dieser Summe nur gesagt
werden, dafl sie groBer als die Gesamtbelastung @ des Zapfens sein
mul, da die Summe der Seiten fiir ein Krafteck immer gréBer (genau

gesagt: niemals kleiner) ist als die Lénge der SchluBlinie. Setzt man
daher

SN =«Q, wobei a>1, und afy =/,
wobei f, die Zapfenreibungszahl heiBt, so folgt

M, =f,7Q. (132)

Wenn das Lager sehr spannt, der Zapfen also von dem Lager eng
umschlossen wird, so kann das zur Drehung erforderliche Moment
sehr grofl werden, wobei @ selbst beliebig klein sein kann.

Auch beim , leichtlaufenden* Zapfen (mit trockener Reibung) ergibt
sich eine Gleichung von derselben Form dadurch, daB man eine Be-
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rithrung zwischen Zapfen und Lager lings einer Erzeugenden annimmt
(Abb. 98). In diesem Falle hat man Normalkraft und Reibung nur an
einer Stelle und findet fiir die Gleichgewichtstellung ein ,,Auflaufen‘
des Zapfens im Gegensinn der Drehung des Zapfens; die Gleich-
gewichtsbedingung nach der Lotrechten gibt

N+R-0,
und das Zapfenreibungsmoment wird
My=@Qrsing=f7Q=nr@,

wobei jetzt sin p = f, gesetzt wurde. ¢ wird
also in der Gleichgewichtslage einen Kreis vom
Halbmesser r, = rsing = f,r berithren —
den sog. Reibungskreis. Fir Haftreibung
Abb. 98. (also relative Ruhe des Zapfens gegen das
Lager) wire M, <r,@Q, und die an der Be-

rithrungsstelle auftretende Kraft @ schneidet den Reibungskreis.

In der Technik wird die Gleichung (132) auch zur Berechnung der
,,geschmierten Zapfenreibung verwendet, obwohl dabei, wie schon
hervorgehoben, ganz andere Verhéltnisse herrschen und die Gleichung
durch einen Ausdruck von der Form (128) ersetzt werden miifite; und
zwar kann fir groBe Geschwindigkeiten und kleine Driicke fiir das
Reibungsmoment bei einem Zapfen von der Linge ! und der benetzten
Mantelfliche F = 2z r 1, wenn noch A die mittlere Dicke der Fliissig-
keitschicht bedeutet,

M, =x%2x+21U/[h (133)

gesetzt werden; fiir kleine Geschwindigkeiten und groBe Driicke er-
geben sich verwickeltere Ausdriicke. Die Summe der auf den Zapfen
wirkenden Krifte und Reibungen muf} fir die Gleichgewichtstellung
des Zapfens eine der Belastung @ entgegengesetzt gleiche Kraft lotrecht
nach oben ergeben, die ebenfalls von der Zihigkeit » des Schmier-
mittels und der Umfangsgeschwindigkeit U abhingen wird. Die weitere
Ausfiithrung dieses Ansatzes ergibt in besserer Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen (auch beziiglich der Stellen grofiter Abnutzung in den
Lagern) eine Verschiebung des Zapfens gegen das Lager im Sinne des
Wellenumlaufs. Durch Ausscheidung von » U/ aus den Gleichungen
tir M, und @ folgt ein Ausdruck, der zwar wieder in der Form (132)
angesetzt werden kann, in dem aber f, keine Konstante mehr ist,
sondern abhéngig gefunden wird 1. von der ,mittleren Lagerbelastung
auf die Flacheneinheit”, d.i. bei Tragzapfen (Belastung senkrecht
zur Zapfenachse) von der GroBe p =Q/2rl, bei Stitzzapfen (Belastung
parallel zur Zapfenachse) von der Grélle p = Q/r2m; 2. von der
Umfangsgeschwindigkeit U des Zapfens; 3. von der Art und dem
Material des Lagers und des Zapfens. Einen Uberblick iiber den Ver-
lauf von f, fir die ,,Beharrungstemperaturen’ des Lagers von 20°
AufBlentemperatur gibt Abb. 99. Als Abszissen sind die Umfangsgeschwin-
digkeiten U, als Ordinaten die Reibungszahlen f aufgetragen. Die Kurven
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beziehen sich auf konstante Belastung fiir die Flidcheneinheit der Pro-
jektion der Lagerfliche, und zwar fir @/ld = 1, 3 und 5 kg/ecm?2 An
einzelnen Punkten sind die Werte der entsprechenden Beharrungs-
temperaturen hinzugeschrieben. Bei den Versuchen von Stribeck,
die fiir diese technisch auflerordentlich wichtige Frage von grofitem
Werte sind und denen auch die Abb. 90 entnommen ist, hat sich tibri-
gens auch ergeben, dafi sich fiir den Grenzfall U = 0 die ,,Reibungszahl
der Ruhe‘* unabhéngig von der Pressung und nahezu unabhingig von
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Abb. 99.

der Temperatur herausstellt (und zwar ~ 0,14). In der Nihe von
U = 0 erfolgt also ein starker Anstieg von f, (dieser Teil der Kurven ist
in der Abbildung nicht eingetragen). Als Anhaltspunkte kénnen bei
ununterbrochener Schmierung fiir Stahl auf Weifimetall die Zahlen-
werte gelten: f, = 0,01 bis 0,04.

Eine ausfiihrlichere Behandlung dieser Frage an der Hand des vor-
liegenden Versuchsmaterials gibt die Hydrodynamik.

b) Riemen und Seil. Eine andere wichtige Anwendung der Rei-
bung betrifft die Bewegungsiibertragung durch Riemen- und Seil-
scheiben. Um in die hier bestehenden Verhiltnisse Einblick zu ge-
winnen, sehen wir zunichst von einer Bewegung vollstindig ab und
betrachten die Reibung eines eine feststehende Trommel oder Walze
langs eines endlichen Stiickes umschlieBenden Riemens oder Seiles
(Abb. 100). Hierbei mufl wegen der Reibung die Kraft im Seile von der
Auflaufstelle 4 an der Lastseite (@) bis zur Ablaufstelle B an der Kraft-
seite (K) kontinuierlich zunehmen. Das Gesetz fiir diese Zunahme be-
kommen wir, wenn wir beachten, da3 nach den Gleichgewichtsbedin-
gungen der Unterschied der Seilkrifte d S an den Enden eines Elementes
gerade gleich sein muf der lings dieses Elementes auftretenden Reibung

dS8=dR = f,dN,
wahrend sich fiir die Richtung senkrecht zum Seil ergibt
dN =28 sin%{) ~ Sdy;
es ist also
dS = S8f,dey, und daraus S=Cébr,
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wenn C eine Integrationskonstante ist. Wenn diese Gleichung fiir die
Stelle 4 angewendet wird, so ist zu setzen ¢ = 0, C = @, und sie ergibt
dann fiir die Ablaufstelle B (¢ = o)

K =Qe?, (134)

wahrend die gesamte am Umfang auftretende Reibung die GroBe hat
R=K—Q=Q(e*—1)= K (¢o* — 1)]elo>. (135)

Abb. 100.

Durch Auftragen von § fiir jeden Winkel ¢ von einem festen Punkte P
aus erhilt man als ,,Krafteplan® eine logarithmische Spirale (Abb. 100b),
aus der man tiir jeden Winkel ¢ die zugehorige Seilkraft S ablesen kann.

Beispiel 52. Beieinem Riemen- oder Seiltrieb wird die Haftreibung zwischen
Riemen oder Seil und Scheibe dazu benutzt, um auf der Achse der Scheibe vom
Halbmesser r ein Drehmoment zu iibertragen, das zum Heben eines Gewichtes G,
zum Antrieb einer Arbeitsmaschine u. dgl. dienen kann. Soll dies erreicht werden,
so mull das Moment der am Umfange der Scheibe (Abb. 101) auftretenden Rei-
bung R dem belastenden Moment & r, mindestens gleich sein; aus

Zlehend | K 5 Br=zGr
folgt nach GI. (135)
L
eo* — 17 r b1
= - R gL ,,.efoa,‘___,
“Seheibe ' A sciriebene 17 g eh* 1
G
[N Damit also eine Bewegungsiiber-
Abb. 101. tragung stattfinden kann, ist

mindestens die Kraft @ im ge-

zogenen und mindestens die Kraft K im ziehenden Riemenstiick notwendig.
Beispiel 53. Ahnliche Beziehungen gelten fiir die Bandbremse, wie sie
bei Kraftwagen, Fordermaschinen usw. angewendet wird. Auch hier wird die
GroBe der am Umfang aufzubringenden und hier als vorgegeben zu betrachtenden
Reibung B durch besondere Forderungen bestimmt, wie durch die Linge des
Auslaufweges u. dgl. Das Band wird an die Scheibe mittels eines Hebels nach
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Abb. 102 gepreBt; in den Bezeichnungen dieser Abb., die eine Differential-
bremse darstellt, folgt die notwendige Kraft H am Handhebel aus dem Mo~
mentensatze fiir den Drehpunkt O des Hebels:

Hh=EKk—Qq
und nach Gl (135)
:Rlefna_t .
h(e**— 1)

¢) Keil. Die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte am Keil er-
geben sich aus den bekannten Gleichungen fiir die schiefe Ebene, wobei
wir die Kraft K wagrecht annehmen wollen.
Aus Abb.103 finden wir die notwendige «H——,—»H
Kraft fiir das ,,Anheben* des Keiles mit I

fo=1g 00
Koosa=Qsina 4 fy N = @ sina
+ tg oo (Ksina -+ Q cos a)

und daraus

A=

—

- Sin (o 0
K= Qo™ —Qtg(a+o). (136 AU
Wenn es sich nicht darum handelt, die &
Last zu heben, sondern nur auf der schiefen [
Ebene im Gleichgewichte zu ,halten®, so Abb. 102.
kann hierzu die Haftreibung nach dem
frither Gesagten ausgeniitzt werden; diese ist dann nach oben gerichtet
anzunehmen, wodurch im Ergebnis — g, statt - g, zu stehen kommt.
Es ist daher die ;,Kraft zum Halten®

K = Qtg(x— go). (137)

Fiir o < gy wird K’ < 0, d. h. es wire eine nach rechts, also im Sinne
der Abwirtsbewegung des Korpers gerichtete Kraft nétig, um die
Haftreibung zu iiberwinden. Diese Eigenschaft bezeichnet man als
Selbstsperrung oder
Selbsthemmung.

Beispiel 54. Bei den
Anwendungen des Keiles
wird die Anordnung so ab-
gedndert, wie es Abb. 104 Z»g;
zeigt. Die schiefe Ebene I A
wird beweglich angeordnet
und soll dazu dienen, durch
eine auf sie wirkende Kraft
K den auf ihr liegenden,
mit @ belasteten Korper 2, Abb. 103.
der selbst in lotrechter Rich-
tung gefithrt wird, anzuheben. An allen Berithrungsstellen treten Reibungen auf,
die alle der relativen Bewegungsrichtung entgegen wirken, fiir das ,,Anheben®
mithin die aus der Abb. zu entnehmenden Richtungen haben. Mit Hilfe der
Definitionsgleichungen fiir die Reibungen an den Stitzflichen: R = N tgop,
Poschl, Mechanik. 2. Aufl. 8
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By = N,tgo;, E,= Nytgo, entnimmt man dem Kriafteplan Abb. 104b (oder
direkt aus den Gleichgewichtsbedingungen) die Gleichungen

Nl—:Ncosoc—Rsinoc:Ngﬁ("ig),
cos @
7, = N si _ ysin(e+o)
N,=Nsina+ Rcosau =N cosg
N,
R r
(Iﬁ,ez)g‘z [
5"0597
0, v v b,
of |5\,

Abb. 104.

ferner fiir das Gleichgewicht beider Kérper zusammen

sin(oc—}—g)_[_Ncos(oc—l—g) Nsin(oc—l—g+gl)

K=Ny+ B =N cos g cos tg 0= c0S @ €S g,
Q=N,—R,—nesletoto)
COS 0 COS 0y
und daraus endlich
K=¢Q sin (¢ 4+ @ + 01) cos @, (138)

cos (o + @ + 05) cosg

Um die zum ,,Halten der Last @ nétige Kraft K’ zu bekommen, sind die Rei-
bungen, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Vorzeichen der g, ¢;, 0, um-
zukehren, so daB man findet

sin (x — @ — 0;) 008 gy

cos (0 — @ — gg) cos gy’

K =

und die Bedingung fiir Selbstsperrung K’ << 0 ergibt hier
xa<e+o- (139}
Insbesondere folgt fiir ¢ = g; = 0,:
K =Qtg(at20),
K =Qtg{a—29). (140)

Beispiel 55. Keilnut. In
manchen Féllen der Kraftiiber-
tragung, durch Réder u. dgl., er-
weist es sich als wiinschenswert,
die Reibung zwischen zwei Kor-
pern kiinstlich zu vergroBern; dies

Abb. 105. geschieht durch Anbringung einer

keilformigen Vertiefung zwischen

den Korpern, einer Keilnut. Sei (Abb. 105) der Neigungswinkel der Keilebenen
2o und die Belastung @, dann sind die Krifte N auf die Seitenflichen des
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Keiles gegeben durch
Q=2N (sina+ fycosa), also N =@/2(sina- f,cosa),

mithin ist die zur Uberwindung der Reibung notwendige Kraft (senkrecht zur
Zeichenebene gerichtet):

K=2f,N=@Qf/(sina+ fycosa)=fQ, f=fo/(sina+focosa), (141)

und fir kleine a ist f/ > f,. Durch die Anbringung einer
Keilnut wird die Reibungszahl von f; auf f,/(sin o + f, cos «)
erhoht, z. B. fir « = 15, f, = 0,1 folgt /' = 0,384.

Beispiel 56. Gewdlbe als Keilsystem. Fir das
statische Verhalten eines Gewolbes ist die Mitwirkung der
Reibung in simtlichen Trennungsfugen wesentlich. Denken
wir uns ein Keilsystem etwa
von der in Abb. 106 gezeich-
neten Anordnung, durch die
eingeprigten Krafte K, K,, ...
belastet, so miissen fiir Gleich-
gewicht die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sein:

1. Je drei Krifte K,
D; 1, D; missen im Gleich-
gewichte sein, d. h. durch
einen Punkt gehen und ein ge-
schlossenes Dreieck bilden. Abb. 106.

2. Die Normalkrifte zwi-
schen den Korpern miissen wirkliche Druckkrafte (und nicht Zugkrifte) sein,
die die Beriihrungsflichen im Innern durchsetzen.

3. Die gesamten Berithrungskrafte Dy, Dy,... diirfen von den beziiglichen
Normalen auf die Trennungsflichen um nicht mehr als den Reibungswinkel ab-
weichen.

Es muB sich also zu dem Krafteck der Lasten 1?1, 1?2,. .. ein Pol P so finden
lassen, daB das zugehorige Seileck, welches durch die Krifte D, Dy,. .. gebildet
wird — das man auch als Stiitzlinie des Gewolbes bezeichnet — die Bedin-
gungen 1., 2., 3. erfiillt. —

d) Schraube. Die fiir die schiefe
Ebene erhaltene GI. (136) gibt auch das
Gesetz fiir das Gleichgewicht an der
Schraube an. Wir setzen dabei eine
flachgéngige oder Bewegungs-
schraube voraus, und fiir sie eine gleich-
formige Verteilung der Belastung @ auf
die simtlichen mit dem Muttergewinde
in Beriihrung stehenden Schraubengénge.
Der Kraft H am Arme 4 (Abb. 107) ent-
spricht eine Kraft K am Umfang des Abb. 107.
Schraubenkérpers, beide sind durch den
Momentensatz um die Schraubenachse miteinander verkniipft: Hh = K 7.
Wenn wir nun die Schraube auf die Ebene abgewickelt denken, so er-
halten wir eine Reihe von schiefen Ebenen iibereinander, auf denen
gleichférmig verteilt, wie wir annehmen wollen, die lotrechte Last Q
ruht. Die Gl. (136) liefert daher unmittelbar die Schraubengleichung

H=Krlh=Qtg (x+ o) r/h. (142)
8*
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Flachgingige Schrauben werden erzeugt durch Herumfiihren eines
Rechteckes ldngs einer Schraubenlinie. Nimmt man an Stelle des
Rechteckes ein Dreieck, so erhilt man die scharfgingigen Schrau-
ben, die wegen der dabei auftretenden gréBeren Reibung als Befesti-
gungschrauben Verwendung finden.

e) Seilsteifheit. Schiefe Ebene, Keil und Schraube bezeichnet
man als einfache Maschinen und rechnet zu diesen auch den
Hebel, die Rolle und das Wellrad. Die Gleichgewichtsbedingungen
fiir diese letzteren werden einfach durch den Momentensatz geliefert,
wie ja gerade der Hebel in der Geschichte der Mechanik den Aus-
gangspunkt fir den Begriff des Momentes gebildet hat. Die Rollen
werden oft nicht einzeln verwendet, sondern zu mehreren Stiicken
in Flaschenziigen vereinigt.

Fir die Seilsteifheit, d.i. den Widerstand des Seiles bei Rolle
und Wellrad, sind empirische Formeln angegeben worden. Die Seil-
steifheit ist nicht eine Erscheinung der Reibung in dem Sinne, wie wir
diesen Begriff bisher verwendet haben, sie riithrt vielmehr von der
unvollkommenen Biegsamkeit des Seiles, die eine Folge der
inneren, molekularen Spannungen und der Reibung zwischen den
einzelnen Drahten und Litzen ist, aus denen das Seil besteht.

Um diese unvollkommene Biegbarkeit ohne Inanspruchnahme der
Elastizitatslehre zahlenméfig einzuschétzen, sucht man einen Ansatz
fiir die Differenz der Seilspannungen an den beiden Enden eines um
eine Rolle herumgelegten Seiles zu gewinnen. Der Widerstand, den
das steife Seil der Biegung entgegensetzt, kann so erkliart werden, dafl
bei dem Herumfiihren des Seiles um die Rolle vom Halbmesser r; der
Kraftarm auf r, — § verkleinert und der Lastarm auf r, + & ver-
grofert angesetzt wird; der Momentensatz liefert dann

K(ry—&)=Q(rn+ &, daher K=Q<1+gf) (143)

wenn & als klein betrachtet wird. Der Teil 2 @ &/r, gibt dann ein Maf}
fir die Grofe der Seilsteifheit.

Fir Hanfseile rechnet man mit 2 & = 0,03 d2 bis 0,06 d2, fiir
Drahtseile (wofiir weniger Versuche vorliegen) mit etwa 2 & = 0,06 d2
bis 0,09 d2, je nach der Herstellungsart und dem Stoff der Seile. In
Gl. (143) und in diese Angaben sind d und 7 in cm einzusetzen.

Wird auch die Zapfenreibung an der Rolle beriicksichtigt, so kommt
ihr Moment lastvergréBernd hinzu, und da dieses Moment nach Gl. (132)
einer Umfangskraft M/r; = 2 f, Q r/r; (die Belastung des Zapfens kann
bei parallelen Seilen ~~ 2@ gesetzt werden) entspricht, so erhalten wir

K=Q(l+ X +2h7)=te >0, (144)

wobei £ =1+ 25127 " als Rollenziffer bezeichnet wird.

"1 1

Beispiel 57. Bei dem gemeinen oder Produkt-Flaschenzug nach
Abb. 108 werden je » Rollen in einer ,,Flasche‘ untereinander oder nebeneinander
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angeordnet, die obere Flasche wird befestigt, an der unteren hingt die Last Q.
Ein Seil ist in der gezeichneten Weise um die Rollen herumgefiihrt, ein Ende ist
an der oberen Flasche angeheftet, auf das andere wirkt die Kraft K ein.

Bei fehlenden Widerstinden (¢ = 1) ist die Spannung 8
im Seile tiberall gleich, d.h. § = K, und da die Last an 27
Seilen hiingt, so folgt fiir Gleichgewicht 278 =@ =2n K,

also
K=@/2n. (145)

Mit Beriicksichtigung der Widersténde (Seilsteifheit und Zapfen-
reibung) wire fiir » = 2 nach Abb. 108 zu setzen

K:C‘Sp S4:CS39 S3=CSZ, S2:C‘Sl
und daher
Q=8+ 8 +8+8=0+5+62+8)8, K=08,

woraus durch Ausscheidung von 8, folgt

oe-n .
K= C4 1 Q5
und ahnlich fiir 2 # Rollen
. CZn (C — 1)
K= L (146)

59. Roll- und Bohrreibung. a) Auch bei der Roll-
reibung gehen wir von der Erfahrungstatsache aus,
daB — abgesehen vom Luftwiderstand — eine ge- ¢
wisse Kraft notwendig ist, um die Bewegung eines Abb. 108.
Rades oder einer Walze tiber eine wagrechte Unterlage
zu bewirken (beim Rad erfolgt die Belastung mittels einer Achse, bei
der Walze liegt sie unmittelbar auf dem Korper der Walze auf); diese
Kraft ist durch die auftretende Rollreibung bedingt, und diese riihrt
davon her, daBl sich das Rad an der jeweiligen Beriihrungstelle ein
wenig abplattet, in diesem Zustande in die Unterlage einsinkt, und
aus der so entstehenden Vertiefung wihrend der Bewegung gewisser-
mafen fortwihrend wieder herausgehoben wird, und die Einsenkung
entgegen der Festigkeit des Materials fortgesetzt neu hervorgerufen
werden mufl. Die erzeugten Vertiefungen wer-
den allerdings zum Teil wieder zuriickgehen,
aber wegen der bleibenden Forménderungen
des Materials erfolgt diese Riickbildung mit
geringeren Druckkriften, und daher bleibt als
UberschuB8 ein Moment iibrig (M in Abb. 109),
das der Drehung um den momentanen Be-
rithrungspunkt entgegenwirkt; dieses wird
als Rollreibungsmoment bezeichnet. Na-
tirlich wird dieses Moment um so kleiner sein, Abb.109.
je weniger stark die Forménderungen (insbe-
sondere die bleibenden) der Korper sein werden, d. h. aus je hirterem
Stoff die Korper bestehen.

Die GroBe dieses Rollreibungsmomentes wird auBer von den Stoffen,
aus denen Rad und Unterlage bestehen, im wesentlichen von der Be-
lastung @ des Rades abhéngen. Die im Momentenprodukt vorkommende
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Lange kann dann als jene Strecke gedeutet werden, um die die Auf-
lagerkraft der Schiene gegen den Berithrungspunkt B nach vorwirts
(im Sinne der Bewegungsrichtung) verschoben ist (Abb. 109). Die Linge
dieser Strecke f, nennt man die Rollreibungszahl und schreibt

My=1,Q. (147)

f2 hat im Gegensatz zu den anderen Reibungszahlen die Dimensionen
einer Lange. Wird dieses Moment durch 2 Krafte Ram Arme 7 (r = Halb-
messer des Rades) dargestellt, so kann man schreiben M, = R r und
erhélt

R=Qhr, (148)

und man kann auch sagen, dafl die zur Bewegung eines Rades not-
wendige Kraft der Belastung direkt und dem Halbmesser des Rades ver-
kehrt proportional ist. Rollen tritt nur ein, wenn dieses R unterhalb
des groBten Wertes der an der Berithrungstelle méglichen Haftreibung
liegt, also wenn R < f,Q, oder fy/r < f,.

Fiir die GroBe von f, mogen die folgenden Zahlenangaben dienen:

Eisenbahnrider auf Schienen f, = 0,05cm,

Pockholz auf Pockholz = 0,05 ,,
Ulmenholz auf Pockholz = 0,08 ,,
Gummirdder auf Wiesengrund =1 bis 1,5 cm.

Der Umstand, daB8 die Rollreibung wesentlich kleiner austillt als
die Gleitreibung, wird bei den Kugellagern verwertet; neuere Ver-
suche haben gezeigt, daBl f, dabei nicht als konstant zu betrachten
ist, sondern mit zunehmender Belastung abnimmt, dagegen von der
Geschwindigkeit in weiten Grenzen unabhingig ist.

b) Bohrreibung tritt bei der Beriihrung rauher Kérper auf, die
sich um ihre gemeinsame Normale drehen kénnen oder gedreht werden.
Die unter Druck einander berithrenden Kérper werden sich tatséchlich
etwas abplatten und sich nicht in einem Punkte, sondern in einer
kreisformigen Fliache beriihren. Den bei der Drehung um die Normale
auftretenden Widerstand kann man wieder als der Bewegung ent-
gegenwirkendes Moment M4 in der Form ansetzen

My = 1@, (149)

wenn f; die Bohrreibungszahl bedeutet, die vom Material und vom
mittleren Radius der Beriithrungsfléiche abhingt und wieder die Dimen-
sion eine Lénge hat.

VII. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten.

60. Aussage des Prinzips fiir die Kriiftegruppe durch einen Punkt.
Das Prinzip der virtuellen Arbeiten oder Prinzip der vir-
tuellen Verschiebungen ist ein aus den Gesetzen fiir die Addition
von Kriften am starren Kérper gewonnener allgemeiner Ansatz, der
(ahnlich wie das d’Alembertsche Prinzip, davon aber ganz unabhéngig)
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in den einfacheren Féllen wohl auf Grund jener Entwicklungen ab-
leitbar, in seinem weitesten Umfange jedoch nicht vollstindig beweisbar
ist. Diesem Sachverhalt wird durch die Bezeichnung ,,Prinzip‘ Rech-
nung getragen, die hier andeuten soll, daB es iiber das unmittelbar Be-
wiesene hinaus als richtig anzusehen ist und sich in allen seinen Folge-
rungen restlos bewdhrt hat. Dieses Prinzip ist zugleich eines der
schonsten und bedeutungsvollsten Ergebnisse der Mechanik und hat
nicht nur fiir die Statik der starren, sondern auch der elastischen
Koérper, insbesondere in der Statik der Baukonstruktionen (bei denen
die elastischen Forménderungen als virtuelle Verschiebungen be-
trachtet werden) und auch fir die Formulierung der Gleichungen der
Dynamik der Systeme groBe Bedeutung erlangt.

Um zu einem analytischen Ausdruck fiir dieses Prinzip zu gelangen,
betrachten wir zunichst eine Kraft K mit den Komponenten (X, Y, Z)

und eine kleine Verschiebung ds eines auf ihr liegenden Punktes A,
die nach den drei Richtungen eines rechtwinkligen Achsenkreuzes die
Komponenten (6z, 0y, 6z) haben soll. Als Arbeit von K bei dieser

Verschiebung 0s bezeichnen wir nach der Definitionsgleichung (18) des
Arbeitsproduktes den Ausdruck

0A=Kdos=Kdscosd=X0bx + YOy + Z0z. (150)

Verschiebungen dieser Art, wie wir sie hier betrachten, sind also
nicht etwa Wirkungen oder Folgen der einwirkenden Kriftegruppe,
sondern nur gedachte Lagendnderungen der Punkte und Korper,
die nur so beschaffen sein miissen, daB sie die geometrischen oder
physikalischen Bedingungen der Fiihrungen und Auflagerungen nicht
verletzen. Derartige Verschiebungen werden daher als virtuell (virtus
= Fahigkeit, Moglichkeit) bezeichnet.

Das Beiwort virtuell ist im Hinblick auf die weitreichende Bedeutung des
Prinzips eigentlich zu eng gefait. Es sollte nimlich damit, wie gesagt, zum Aus-
druck gebracht werden, daBl nur Verschiebungen zugelassen werden, bei denen
die einzelnen Korper ihren geometrischen Zusammenhang und die Auflagerbedin-
gungen (Verbindungen, Berithrungen usw.) bewahren. Wir werden sehen, daB
Verschiebungen dieser besonderen Art einzufiihren sind, wenn die Gleichgewichts-
stellung gefunden werden soll. Fiir die Aufsuchung der Auflagerkrafte kénnen
jedoch die Verschiebungen ganz beliebig erfolgen, gegebenenfalls auch die
Unterstiitzungen oder Fithrungen durchdringend.

Aus der Form der Gl. (150) folgt sofort die Richtigkeit des fol-
genden (iibrigens schon in 17 ausgesprochenen) Hilfsatzes: Wenn

die n Krafte K,, K,, ..., K, durch einen Punkt O hindurch-
gehen (Kraftbiindel) und K = YK, ihre Summe ist, so ist
fiir jede Verschiebung ds von O die Arbeit von K gleich der
Summe der Arbeiten der I?, Denn es ist die Arbeit von K, wenn
9 = 3 (K, ds), weil X = 3 X, usw.

(SAEIZ(gzKascosﬁ:Xax-}— Y(Sy-{—Zé.z

— (IX)Su -+ (S V) oy + (32)0x = 3oa. | 1OV
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Daraus folgt weiter: Wenn die Krifte K, eine Gleichgewichts-
gruppe bilden, also K =0 ist, so ist die Summe der von

den K; bei jeder beliebigen Verschiebung ds vonOgeleisteten
Arbeit gleich Null. .

Dies ist der Ausdruck des ,,Prinzips fiir den Fall des , Krafte-
biindels”; fiir dieses ist es also eine unmittelbare Folge der gewdhn-
lichen Gleichgewichtsbedingungen der Statik. Fir das Kriftebiindel
besteht daher das Prinzip nur in einer verinderten Formulierung des
Satzes liber die geometrische Addition der Krifte und bringt daher
keinen unmittelbaren Gewinn. Da die dx, 0y, dz willkiirlich sind, so
folgt aus 6 A = 0 unmittelbar X =0, ¥ = 0, Z = 0, d. h. die Gleich-
gewichtsbedingungen in der gewohnlichen Form.

61. Begriindung des Prinzips fiir starre Korper. Die eigentliche
Bedeutung des Prinzips beruht darauf, dafl es auch fiir beliebige
ebene und rdumliche Gleichgewichtsgruppen gilt, d. h. firausgedehnte
starre Korper (und nach angemessener Erweiterung auch fiir nicht-
starre, worauf wir hier aber nicht eingehen). Fiir den einzelnen starren
Korper kénnen wir es in folgender Form aussprechen:

Wenn ein starrer Koérper im Gleichgewichte ist, so ist
die Summe der Arbeiten der eingepragten Kréafte bei jeder
virtuellen Verschiebung des Korpers gleich Null

Das Wort virtuell soll jetzt lediglich andeuten, dafl es sich um eine
mégliche, mit der Starrheit des Korpers vertrigliche Verschiebung
handelt, i. a. also um eine solche, bei der der Kérper als Ganzes be-
liebig verschoben und verdreht wird.

Um durch Verwendung dieses Prinzips die Gleichgewichtsbedin-
gungen des starren Korpers zu erhalten, werden wir in dhnlicher Weise
vorgehen wie bei der Kraftegruppe des Punktes
und zuerst eine beliebige Bewegung einer ebenen
Scheibe voraussetzen, die als Triager der Krafte-
gruppe dient. Es ist leicht einzusehen und wird
in der Bewegungslehre ausfiihrlicher dargelegt,
daB jede ebene Bewegung durch die Schiebungen
(Translationen) dx, 0y irgend eines Punktes O
des Korpers parallel zu zwei zueinander senk-
rechten Richtungen «, ¥ in Verbindung mit
einer Drehung d¢ um den Anfangspunkt des

Abb. 110. Koordinatensystems O dargestellt werden kann,
welche GroBen wir simtlich als beliebig klein
ansehen konnen. Die Verschiebungen eines Punktes 4, (z,, y,) sind

dann (Abb. 110)

duy = 0z — 3,89,

=5
6vi=§y+xi5(p;l (152)

die Arbeit der Kraft, deren Wirkungslinie durch A4; hindurchgeht, ist
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daher ist die Summe der Arbeiten aller Krifte, da dz, dy und d¢
tir alle Krifte dieselben sind

304;,=(2X,)0x+ (2 Y;) 0y + [ X (w; ¥y —9: X)) 09
Fiir eine Gleichgewichtsgruppe, fiir die also
X=23X;=0, Y=23Y,=0 M=23@Y —yX)=0 (15%)

ist, folgt also fiir beliebige Werte der dx, dy, dg¢

’ZéAiEXthﬁL Y6y+M6¢p=o.‘ (155)

Umgekehrt liefert das Bestehen dieser Gleichung firr willkiirliche
Werte von dz, dy und d¢ die bekannten Gleichgewichtsbedin-
gungen (154).

Dasselbe Verfahren wiirde fiir den Fall des im Raume frei beweg-
lichen starren Koérpers die Darstellung der Verschiebungen dwu;, v,
dw; eines Kraftangriffspunktes A, nach drei Achsen =, y, z mittels der
drei Schiebungen 0z, dy, 0z lings ®, v,z und der drei Drehungen
Oy, 0y, 0p um z, ¥, 2z in der Form ergeben

Su; = 0x + 2,0y —y,09
dv; = Oy + ;09— 20y . (156)
dw; = 0z +y;0p —ua; 0%

Bilden wir nun die Arbeit 4; der Kraft K, (X, Y,,Z;) und ad-
dieren iiber alle Krafte K;, so erhalten wir den Ausdruck

0Ad= 304, = Xbx+ Yoy + Zéz+ M 0w+ M, 0y + M, 69, (157)

wobei
X:_:ZXZ',... Mw'—“Z(yZZZ——z,Y,),..

und 3d4; ist vermiége der bekannten Gleichgewichtsbedingungen
(X =0 usw.) fiir alle virtuellen Bewegungen des starren Korpers
gleich Null; und umgekehrt, wenn 64 = 0, so folgen daraus die Gleich-
gewichtsbedingungen des starren Korpers.

Aus diesen Betrachtungen tritt die Richtigkeit des folgenden Satzes
hervor, der die Einsicht in die Natur der hier auftretenden Beziehungen
wesentlich zu férdern geeignet ist: Die Anzahl der Bewegungs-
moglichkeiten (oder Freiheitsgrade) ist identisch mit der
Anzahl der notwendigen Gleichgewichtsbedingungen; diese
kénnen auch als Bedingungen gegen Verschiebung und gegen
Drehung bezeichnet werden. —

Um das Prinzip zu beweisen, kann man auch unmittelbar das fir
den einzelnen Punkt erhaltene Krgebnis heranziehen und auf den
Kérper iibertragen, der dann als ein Punkthaufen zu betrachten ist.
Wie auch die inneren Krifte beschaffen sein mogen, so mufl man doch
annehmen, daf} sic im Kérper stets paarweise von gleicher Gré8e und
entgegengesetzter Richtung auftreten; sie bilden also jedenfalls fiir
den ganzen Korper genommen eine Gleichgewichtsgruppe, und wir
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konnen zeigen, dal} fiir je zwei paarweise gleiche und entgegengesetzt

gerichtete Krifte J, —J die Arbeit bei jeder virtuellen Verschiebung
verschwindet. Fiir eine Schiebung 6z ist das Verschwinden der
virtuellen Arbeiten evident. Fiir eine Drehung 0 um die z-Achse, die

wir durch den Vektor d¢ darstellen kénnen, sind die Verschiebungen
der Angriffspunkte A4,, 4, denen nach Abb. 111 die Ortsvektoren
7., r, entsprechen sollen nach Gl. (30)

Aép 88, = 0pX7y, 08, = O X 7y.

d,= 0T, Mithin ist die Summe der Arbeiten der
beiden Krifte J und —.J

JOs, — J0sy, = J[0@ X 7] — J[0g X Ty
und nach GL (31):

7 S [Ty x J]—[Tyx JT,
Abb. 111,

T dpr7

und dies ist offenbar gleich Null, weil die

beiden Produkte die Momente von J und —J um die z-Achse dar-
stellen.

Durch diese Betrachtung wird es verstindlich, dall die Arbeit der
dufleren Krifte von der der inneren vollstindig getrennt werden kann
und im Gleichgewichtsfalle jede fiir sich verschwindet. Man kann auch
sagen, das Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir starre Korper besteht
gerade in der Aussage, dal die Summe der Arbeiten der inneren
Krafte fiir sich allein verschwindet, woraus auch das Ver-
schwinden der Arbeiten der dulleren Krafte folgt.

Um die Aussage des Prinzips auf einen gestiitzten Korper und
sodann auch auf mehrere sich gegenseitig stiitzende Korper zu tber-
tragen, haben wir an jedem Korper 1. die eingeprigten Krifte und
2. die Auflagerkrifte zwischen ihm und den festen Auflagern (Ge-
lenken usw.) und zwischen den Kérpern untereinander anzubringen.
Wenn wir dem System aller dieser Kérper, als Ganzes betrachtet, eine
solche Verschiebung erteilen, daf die Auflager nicht verlassen werden
{die Auflagerkrifte also keine Arbeit leisten, und wenn Reibungen
vorhanden sind, kein Gleiten parallel zu den Stiitzflichen zugelassen
wird), so werden dabei die unter 2. genannten Auflagerkrifte die Arbeit
Null leisten. Wir kénnen daher das Prinzip so aussprechen:

Erteilt man einem im Gleichgewicht befindlichen System
von Korpern, die sich gegenseitig stiitzen, solche Ver-
schiebungen, dafl die gegenseitigen Berithrungen erhalten
bleiben (und dafl bei Auftreten von Reibungen keine Ar-
beiten der Reibungskréafte auftreten), so ist die Summe der
Arbeiten der eingepriagten Kriafte fir sich gleich Null

Wir fiigen noch hinzu, dall das Verschwinden der virtuellen Ar-
beiten auch eine hinreichende Bedingung fiir das Gleichgewicht einer
Kriftegruppe darstellt, so daBl auch die Umkehrung gilt: Wenn die
Summe der Arbeiten einer Kréaftegruppe bei jeder virtuellen
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Verschiebung der Koérper verschwindet, so ist die Krafte-
gruppe im Gleichgewicht.

62. Die Form des Prinzips fiir Gewichte als eingepriigte Kriifte. Fiir
den technisch wichtigsten Fall sind die eingepriagten Krafte die Ge-
wichte der einzelnen Korper und lotrecht gerichtete Lasten; nehmen
wir die gemeinsame Richtung der Krifte als z-Achse, dann haben wir
zu setzen: X; =0, ¥, =0, Z, =G,;, und in dem Ausdruck fiir das
Prinzip der virtuellen Arbeiten treten nur die Verschiebungen dz; ein;
es kommt also

204, =G0z, =0; (158)

da die Hohenlage des Schwerpunktes des ganzen Systems durch Gl. (98)
gegeben ist

2 Gz : 2 G0z
C: ZG, , s0 1st (SC = - Z*GT 5 (159)
und der Ausdruck des Prinzips reduziert sich auf die Aussage
‘65 =0 oder XG0z = 0.| (160)

In diesem besonderen Fall besagt also das Prinzip: Ein System von
sich stiitzenden Kérpern, die lediglich unter dem Einflul}
von Gewichten stehen, ist im Gleichgewichte, wenn sich
bei irgendeiner virtuellen Verschiebung die Héhenlage des
Schwerpunktes nicht #andert. Wenn sich der Schwerpunkt bei
der Verschiebung itberhaupt bewegt, so kann er sich nur in wagrechter
Richtung bewegen.

Die Gl (160) kann auch in integrierter Form geschrieben werden:

DG z; = konst. (161)

Die GroBe G;z; bezeichnet man auch als die zugehérige poten-
tielle Energie oder Energie der Lage: Fir Gleichgewicht ist
daher die potentielle Energie konstant, d. h. sie #ndert sich bei einer
virtuellen Verschiebung der Korper nicht.

Die Verbindungen der Korper untereinander konnen dabei ganz
heliebige sein, nur diirfen sie bei der Verschiebung nicht gelost werden.

63. Anwendungen. Fiir den freien Korper gibt das Prinzip ebenso
viele voneinander unabhéngige Gleichungen, als der Korper Freiheits-
grade besitzt; aus diesen Gleichungen kénnen — je nach der Frage —
entweder die Gleichgewichtstellung oder die fiir Gleichgewicht not-
wendigen Krafte ermittelt werden. Fir einen gestiitzten Korper
scheiden ebenso viele Freiheitsgrade aus, als Auflagerbedingungen hin-
zutreten, und die virtuellen Verschiebungen, die diese Auflager-
bedingungen nicht verletzen, geben stets ebenso viele Gleichungen,
als unbekannte Koordinaten oder unbekannte Kréfte iibrigbleiben.
Wird die Anzahl der Auflagerbedingungen grofler als die Anzahl der
Freiheitsgrade, so erhilt man ein statisch-unbestimmtes System, wie
wir schon in 33 durch eine andere Art der Abzahlung festgestellt
haben.
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Bei verbundenen Systemen mit einem Freiheitsgrad und bei
mehreren symmetrisch angeordneten Koérpern, die sich wie solche mit
einem Freiheitsgrad verhalten (Beispiel 64), reicht die einmalige An-
wendung des Prinzips zusammen mit den ,,geometrischen Bedin-
gungen‘* des Problems hin, um die Gleichgewichtstellung oder die zur
Herstellung des Gleichgewichts notwendige Kraft zu ermitteln. — Die
geometrischen Bedingungen bestehen etwa in der konstanten Lénge
eines die Korper verbindenden Fadens, eines Stabes u. dgl.; derartige
Verbindungen werden durch die Koordinaten ihrer Endpunkte aus-
gedriickt und geben differenziert die Bedingungen, die zwischen den
Anderungen der Koordinaten — d.h. eben den virtuellen Verschie-
bungen — bestehen.

Das Prinzip kann jedoch auch dazu dienen, die Auflagerkrafte,
und zwar jede einzelne Komponente der Auflagerkrifte, fir sich zu
bestimmen. Hierzu denke man sich zunéchst die Gleichgewichtstellung
in der vorhin dargelegten Weise gefunden und verschiebe den Kdérper
oder das System von Koérpern neuerlich in der Weise, da alle Auf-
lagerbedingungen erfiillt bleiben bis auf die eine, fiir welche die Auf-
lagerkraft ermittelt werden soll. Die Anwendung des Prinzips fiir diese
Verschiebung gibt eine Gleichung, in der die betreffende Auflager-
kraft als einzige Unbekannte auftritt und daher errechnet werden
kann. Eine Gelenkkraft oder die in einer Eckenstiitzung (33) auf-
tretende Kraft wird in der Ebene durch zwei Komponenten bestimmt
und verlangt die zweimalige Anwendung des Prinzips fiir zwei
Verschiebungen, da jede Komponente fiir sich ermittelt werden muf.

Zur Kennzeichnung der Art und Weise, wie das Prinzip anzuwenden
ist, mogen die folgenden einfachen Beispiele dienen. Die ersten von
ihnen betreffen die sog. einfachen Maschinen, an denen das Prinzip
zuerst — allerdings in ganz spezieller Form — erkannt wurde.

Beispiel 58. Hebel. Die Drehung ¢ um den Drehpunkt O des Hebels
AO B liefert fiir Gleichgewicht die Gleichung (Abb. 112)

Kadpcosa 4+ Qbdpcosf =0, d. h. {Kk:Qq , (162)

wenn mit %k und ¢ die Lote von O auf

die Wirkungslinien von K und @ be-
zeichnet werden.

Abb. 112. Abb. 113.

Beispiel 59. Schiefe Ebene nach Abb. 113. Die Verschiebung der beiden
Gewichte Gy und G, um 6z, und 2z, in lotrechter Richtung liefert die GIl. (160)

G102, + G, 82, =0,
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und da 6z, = dssinay, dz, = — Jssina,, so folgt
Gysiney = Gy sina, .
Beispiel 60. Fiir die Robervalsche Waage nach Abb. 114 gilt die Be-
ziehung P a = @ b unabhingig von den Stellen, an denen die Gewichte hingen.
Bezeichnen 6z, 6z, die lotrechten Verschiebungen der Waagebalken bei

einer virtuellen Drehung ¢, bei der die um O, O; drehbaren Hebel mit den Ver-
bindungstiben ein Gelenkparallelo-

gramm bilden und die Waagetische A a g 5

wagrecht bleiben, so erhilt man nach o,,—’f" B 6 N __ Sz

dem Prinzip die Gleichung P _4,_—Q_ﬁ 2
- 1

Péz;+Qb2,=0,

die wegen 8z, = adgp, 6z, = —bd¢
unmittelbar auf die Beziehung Abb. 114.
Pa = Qb fiihrt.

Beispiel 61. Flaschenziige. a) Bei dem im Beispiel 57 besprochenen
gemeinen Flaschenzug bringt die Verschiebung der Kraft K um das Stiick
Js eine Verschiebung der Last @ um das Stiick ds/2n hervor, wenn = die
Anzahl der Rollen in einer Flasche ist; das Prinzip liefert daher (fiir { = 1)
unmitbtflbar die (ohne Beriicksichtigung der Widerstinde geltende) Gl. (145):
K =@/2n.

b) Fiir den Potenzflaschenzug nach Abb. 115 bringt die Verschiebung
von K um ds eine Verschiebung von 4, um ds/2, von 4, um &s/4 usf. hervor,
so daB bei n ,,beweglichen Rollen (ohne Widerstinde) die Gleichung folgt

K = Q/2n.

Beispiel 62. Gleichgewicht zweier Koérper mit
den Gewichten @,, G5, von denen nach Abb. 116 G, in
einer lotrechten Fiithrung beweglich und durch ein diinnes
Seil iiber eine Rolle mit G; verbunden ist. In der durch
das Prinzip gelieferten Gleichung
G102 + G302, = 0 besteht zwi-
schen 2z; und z,, also auch zwischen
0z, und 8z, ein geometrisch be-
dingter Zusammenhang, der durch
die konstante Linge ! des Fadens
gegeben ist; es ist

&,—”/ %01

2B+ a? = (I — z)? []
und daraus durch Differentiation 6’
2502, = — (Il —2,) 02 G, %
= —J2 +a?dz.
Abb. 115. Durch Ausscheidung von dz; und Abb. 116.

62, aus den beiden Gleichungen
folgt Gy2, = G, )23 + a? oder G coso =G, welche Gleichung sich auch un-
mittelbar hitte anschreiben lagsen. Daraus folgt fiir die Gleichgewichtstellung

2y =Gha/ V&7 — G2, 1—2 =Ga/JGi—G3.
Damit eine reelle Gleichgewichtstellung existiert, mul G, > G,, I >a sein.
Beispiel 63. Gewichtsausgleichung. Eine Kurve ¢ von der Form
r = r (p) ist so zu bestimmen, daB ein auf ihr verschiebbares Gewicht ¢, den damit
durch eine Schnur von der Linge I verbundenen, um eine wagrechte Achse dreh-
baren Stab von der Linge AB = a vom Gewichte G,(4S = s) in jeder Lage
im Gleichgewichte halt (Abb. 117). — Das Prinzip liefert sofort

@62 + G, 82, =0 oder integriert: G, 2; 4 G52, = konst.
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Nach den Bezeichnungen der Abb. 117 ist
a? + % — (I — r)2
2ah )

Setzt man dies ein, so erhilt man, wenn der Punkt C (r = 0) auf der gesuchten
Kurve liegen soll

Zy=rcosQ, 2y=h—scosP=h—s

r 2 2 2 2 .
Gureosg+ @ [h—s TEEUEN g [y R R

2ah 2ah
und daraus folgt die Gleichung der gesuchten Kurve

Diese Kurve 1a83t sich iibrigens auch unmittelbar durch Beniitzung der Gleichung
G, 2, + Gy 2, = konst. punktweise konstru-
ieren.
Beispiel 64. Stabverbindung des Bei-
- spiels 17. Werden die Entfernungen der Punkte
,‘Zf C, D, E in Abb. 43 von der Wagrechten durch
die Punkte 4, B mit 2, z;, z bezeichnet, so
;\0 liefert das Prinzip fir die Hebung von D
in lotrechter Richtung um 6z, und von C, E
um dz die Gleichung

G 2K8z+ K82, =0.

Wenn ferner a die Lénge der Stibe und
A B = 2L ist, so folgt

z=asino, z =a(sino + sinf),
daher

dz=acosada, 0z =a(cosada - cosBp),

Abb. 117,

und die vorhergehende Gleichung nimmt die Form an:
(2K + K,)cosada 4 K cos f=0.

Ferner folgt aus AB=2L=2a(cos o cos ) durch Differentiation
sinado -+ sin 6 = 0;
wenn man aus beiden die von Null verschiedenen Grofen d«, 3 ausscheidet,
erhilt man dieselbe Gleichung wie in Beispiel 17
tga 2K+ K,
tgp K, ’
Beispiel 65. Fir das Gleichgewicht eines an
eine Wand und eine Mauerecke gestiitzten Stabes

AB =1, der nach Abb. 118 bei A mit G belastet
ist, folgt fiir die Gleichgewichtstellung, wenn z die
Hohe von A iiber der festen Wagrechten durch C be-
zeichnet: 6z=0. Da z=1cos ¢ — actg ¢, also
0z =[—lsin ¢ 4- afsin? p]d¢p = 0, so erhilt man
daraus (da dg = 0)

o—
Abb. 118. sing = V%

Um die Kraft D; in C zu berechnen, betrachten wir die Drehung des Stabes
um den Winkel d¢ von B A nach B A’ aus dieser nunmehr bekannten Gleich-
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gewichtstellung heraus, dann ist die Summe der Arbeiten der Krafte bei dieser
Verschiebung

@ .
D, §iﬁ&6¢ — G@ldpsing =0
und daraus

l @ /7
in? . 3 .
D, Gasmqp sin¢_G]/a

Ebenso ergibt sich durch Ansatz der Arbeiten bei der Drehung des Stabes durch
den Winkel d¢ von 4 B nach A” B” um C

a a
Dy - - e ingp =
2Sin(p6<pcos<p G(l Sin(p)étpsm(p 0,
woraus

Dy, = G ctg .



Zweiter Teil.

Kinematik der starren Kaorper.

Dieser Teil behandelt die Grundbegriffe der Bewegungslehre: Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung, die zunéchst fiir den ein-
zelnen Punkt definiert und in verschiedenen Koordinaten ausgedriickt
werden. Im Anschlusse daran folgen die elementaren Hilfsmittel fiir
die Darstellung der Bewegung des starren Korpers, wobei als technisch
wichtigster Sonderfall die ebene Bewegung des einzelnen Korpers
(der Scheibe) und mehrerer verbundener Kérper mit einem Freiheits-
grad (die in vielen technischen Anwendungen bei den zwanglaufigen
Getrieben vorkommt) besonders hervortritt.

I. Bewegung des Punktes.

64. Geschwindigkeit in Cartesischen Koordinaten. Geschwindigkeits-
plan. Es wurde schon in der Einleitung hervorgehoben, daB die gleich-
formige Bewegung eines Korpers in gerader Linie in bezug auf ein
,, Iragheitsystem® — d.i. also eine ,, Tragheitsbewegung — dadurch
gekennzeichnet ist, da auf den Korper keinerlei Krafte wirken; die
nicht-gleichformigen Bewegungen werden dagegen mit Kréften in
Zusammenhang gebracht, die die Abweichungen von den Trigheits-
bewegungen hervorrufen. Zur anschaulichen Kennzeichnung des Be-
wegungszustandes dienen die Begriffe Geschwindigkeit und Be-
schleunigung, die nur Beziehungen zwischen Raum- und Zeitgrofen
sind, jedoch keinerlei Abhéngigkeit von der Beschaffenheit des be-
wegten Korpers selbst (insbesondere von seiner Masse) aufweisen.

Zunéchst beschrdnken wir uns auf den Fall, dafl der bewegte Kérper
entweder kleine Abmessungen hat und von vornherein als Punkt
betrachtet werden kann, oder sich so bewegt, dafl alle seine Punkte
kongruente Bahnen beschreiben; man erkennt unmittelbar, daf dieser
Fall vorliegt, sobald der Korper zu sich selbst parallel bleibt, also
Drehbewegungen des Korpers um im Endlichen liegende Achsen aus-
geschlossen sind. Fir einen so bewegten Koérper ist durch die Bewegung
eines einzelnen Punktes auch die Bewegung jedes anderen festgelegt.
So kann z. B. die Bewegung eines Eisenbahnzuges fiir gewisse Betrach-
tungen unter dem Bilde der Bewegung eines einzelnen Punktes dar-
gestellt werden, wobei freilich von der Bewegung der Réader und von
dem verdnderlichen Einfluf§ der Drehung der Wagen in den Gleis-
kriilmmungen vorerst abgesehen werden muf}; diese ,,sekundéren Er-
scheinungen miissen sodann besonders untersucht werden.
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Die Bewegung eines Punktes wird erst dann im Sinne der Mechanik
als beschrieben angesehen, wenn nicht nur die Bahnkurve festgelegt
ist, sondern wenn zu jedem Punkt dieser Bahnkurve auch noch die
Zeit gegeben ist, zu der er von dem Kérperpunkte gedeckt wird; in der
Sprache der Mathematik heiBt dies, daBl etwa die drei Cartesischen
Koordinaten z, %, z eines solchen Punktes fiir alle Werte der Zeit
eines bestimmten Intervalls durch Gleichungen von der Form gegeben
sind

s=cl), y=y@©, ==z20); (163)

diese Gleichungen bezeichnet man als die Bewegungsgleichungen
in integrierter Form, oder kurz als die endlichen Bewegungs-
gleichungen des Punktes; sie konnen als die Parameterdar-
stellung der Bahnkurve angesehen werden, wobei das Besondere
darin besteht, daB die Zeit selbst der Parameter ist; sie kénnen auch
in die ihnen gleichwertige Vektorgleichung zusammengefafit werden

r=70 (=7 +2+ ). - (164

Die Geschwindigkeit » gibt das MaB der Anderung dieser
Koordinaten z, ¥,z mit der Zeit an. Sie ist selbst ein Vektor,
v, und ihre Komponenten v,, v,, v, nach den Achsen sind durch die
ersten Ableitungen der drei Funktionen (163) nach der Zeit gegeben

U:c=:i=d"(t), Uv:y::‘](t)r UZZZ':Z'(t), (165)

wobei wir von der Bezeichnung der Zeitableitungen durch iiber die
Funktionszeichen gesetzte Punkte Gebrauch machen; genauer konnen
die Gln. (165) in der Form geschrieben werden

a4+ At)—x (t)

v, = lim Tt , USW.; (166)

At—>0
wir sprechen von Geschwindigkeiten als Zeitableitungen der Koordi-
naten dann, wenn diese Grenzwerte bestehen. In eine Vektorgleichung
zusammengefaflt lauten die Gln. (165)

. dr @ -
v=11m—7271—=7‘(t) . o=V 402+ ). (167)

At 41

Der Vektor v hat an jeder Stelle eine Richtung, die durch die Ver-
héltnisse dx:dy:dz gegeben ist, also mit der Tangente zur Bahn-
kurve iibereinstimmt (Abb. 119).

Wenn wir die Vektoren # fiir alle Punkte der Bahn von einem festen
Punkte, P, aus auftragen, so erhalten wir eine Kurve, die man als
Geschwindigkeitsplan, v-Plan (Hodograph der Geschwindigkeit)
fir die betrachtete Bewegung bezeichnet, und die einen Uberblick iiber
den Verlauf der Geschwindigkeit wihrend der ganzen Bewegung gibt.
P heit der Pol des Geschwindigkeitsplanes. Fiir Bewegungen in
gerader Linie wiirde der v-Plan in eine Gerade durch P ausarten;

Poschl, Mechanik, 2. Aufl, 9
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bei diesen empfiehlt es sich daher, die Geschwindigkeiten als Funk-
tion des langs der Bahn zuriickgelegten Weges aufzutragen.

Die Dimension der Geschwindigkeit ist [L7-1], ihre Einheit im
technischen MaBsystem: 1 m/s; sie ist aus der Léngen- und Zeiteinheit
abgeleitet. Im physikalischen MaBsystem ist ihre Einheit 1cm/s.

b) G-Plan Durch das Herein-
7’ spielen der Zeitabhingig-
keit findet auch der gerade
fiur viele Aufgaben der
Technik besonders hervor-
tretende wirtschaftliche
Gesichtspunkt eine ange-
messene Beriicksichtigung,
was spaterhin in der Dy-
namik noch deutlicher her-
vortreten wird (97).

65. Beschleunigung.
Ganz &dhnlich wie die
. Geschwindigkeit » als
Grenzwert der vektoriellen Anderung von 7 eingefiihrt wurde, defi-
nieren wir die Beschleunigung b als Grenzwert des Quotienten aus der
vektoriellen Anderung Av von v und der Zeit A¢, in der diese Ande-
rung erfolgt; wenn wir noch die Definition fiir ¥ nach GIl. (167) ver-
wenden, kénnen wir also schreiben

b=lim 20 =5 =7 (). (168)
4¢t—0

a) r-Plan

Abb.119.

b ist also ein Vektor mit den Komponenten

o (A —w () .. dv, dv, .
b, —Altlfo T —AltJEO—A—t— =7 = Ve» USW,,
also
by=10,()=&(t), b,=0,()=9(), b,=0,()=2(t), | (169)
und es ist b= }/l)—i—ﬂ%_—@ .

74 b) v-Plan

c) &-Plan

Abb. 120.

Wenn v die Geschwindigkeit in 4 (Abb. 120) ist, so ist die Ge-
schwindigkeit »" nach der Zeit 41, also in 4’, durch die Gleichung

b R
gogeben v =54 Ao, (170)
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daher liegt der Vektor A v, sowie auch A v/4 t in der Grenze fiir At —> 0
in der Ebene, die durch zwei benachbarte Bahntangenten bestimmt

ist; b liegt also in der Schmiegungsebene des betreffenden Punktes
der Bahnkurve (d.i. die Grenzlage der Ebene zweier benachbarter
Tangenten) und ist stets nach der hohlen Seite dieser Bahnkurve
gerichtet, kann aber im iibrigen jede beliebige Grofie und Richtung
haben.

Die hier gegebene Definition der Beschleunigung b ist ganz analog
der in 64 gegebenen Definition der Geschwindigkeit »: derselbe Schritt,
der von 7 zu v fiihrte, fiihrt von » zu &. Daraus ergibt sich sofort
der Satz:

Die Geschwindigkeit, mit der der Geschwindigkeits-
plan (Hodograph) fiir irgendeine Bewegung eines Punktes
durchlaufen wird, ist gleich der Beschleunigung der Be-
wegung.

Tragt man den Beschleunigungsvektor b von einem festen Punkte @
aus auf, so erhdlt man den Beschleunigungsplan, b-Plan (zweiter

Hodograph), @ nennt man den Pol des b-Planes.
Wir werden diese Sétze, die besonders fir die ebene Bewegung
von Wichtigkeit sind, bei den Anwendungen unmittelbar verwerten.
Die Dimension der Beschleunigung ist [L7-2], ihre Einheit im
technischen MaBsystem 1 m/s? und im physikalischen 1 cm/s2.

66. Die Bewegungsgleichungen der Punktmechanik. Ehe wir dazu
ibergehen, diese Begriffe auf besondere Bewegungen anzuwenden, ist
es am Platze, eine Bemerkung iiber die Form und den Ansatz der
Bewegungsgleichungen der Punktmechanik einzuschalten. Unter
,,Punkten® verstehen wir hier, wie schon friiher erwihnt, solche
Korper, deren Bewegung unter dem Bilde eines einzelnen Punktes
dargestellt werden kann; diese Korper sind dann entweder an sich
klein oder so bewegt, daBl Drehungen keine Rolle spielen. Exakter
gesprochen handelt es sich dabei, wie spéiter noch bewiesen werden
wird, einfach um die Bewegung des Schwerpunktes der betreffenden
Korper.

Da bei derartigen Bewegungen der bewegte Korper selbst nur durch
seine Masse (m) wirkt, die als skalarer Faktor in der Bewegungs-
gleichung erscheint, so kommt es auf dasselbe hinaus, ob wir von Be-
schleunigung oder Kraft bzw. von Kinematik oder Dynamik
reden. Wesentlich ist nur die Deutung der beiden Glieder der Bewe-
gungsgleichung, die erklarender Bemerkungen bedarf.

Zunichst ist zu sagen, daB die Giiltigkeit der Newtonschen Bewe-
gungsgleichung, die uns schon in GI. (1) fir die lineare Bewegung
begegnet ist, wesentlich weiter reicht, als dort angegeben ist. Sie er-
streckt sich ndmlich auch auf die zugehorige Aussage in Vektorform

b=v=Km=5,, (171)

%
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die die Grundlage aller folgenden Betrachtungen ausmacht. Diese
Gleichung besagt also, daf die vektorielle Anderung des Ge-
schwindigkeitsvektors » in der Zeiteinheit in der Rich-
tung der eingepridgten Kraft K (oder Beschleunigung b,)
erfolgt und dieser Kraft proportional (bzw. mit der ein-
gepriagten Beschleunigung identisch) ist. In dieser Gleichung bedeutet
die linke Seite b die zweite Ableitung des Ortsvektors 7 nach der Zeit ¢,
ist also ein durch eine ganz bestimmte Operation aus 7 abgeleiteter
Ausdruck, den wir genauer als die kinematisch definierte Be-
schleunigung bezeichnen wollen. Die rechte Seite b,, die wir die
eingeprigte Beschleunigung nennen, enthélt die anderen bei
der Bewegung auftretenden veradnderlichen Grofen 7, v und ¢ und
auBerdem gewisse Konstante, die bei jedem besonderen Problem be-
stimmte Zahlenwerte besitzen. Die obige Gleichung stellt sich also im
allgemeinen in der vektoriellen Form dar

b=v=7=0,(r,7,1 )
oder in Komponenten geschrieben, fir den Raum
b,=0,=%=10,,(%,9.2,0,,0,,0,, 1), Usw. (173)
und fiir die Fbene
by=0,==% = b, (X,9,v,, v,,1), usw. (174)

Die Gl. (171) ist keineswegs eine nichtssagende Identitit; sie bietet
uns vielmehr die Moglichkeit, alle vorkommenden Bewegungen aus
gewissen eingeprigten Beschleunigungen b, zu bestimmen und hin-
sichtlich des jeder von ihnen eigentiimlichen Ausdrucks fiir diese Be-
schleunigung 6, zu unterscheiden und in eine gewisse Ordnung zu
bringen. Hierzu bemerken wir vor allem, daf sich viele Bewegungen,
und zwar gerade jene, die uns am meisten vertraut sind, durch ein-
fache Ausdriicke fiir die zweiten Differentialquotienten der Koordi-

naten nach der Zeit — also eben der Beschleunigungen 6 — dar-
stellen lassen. Zu diesen Bewegungen gehéren z. B. die Bewegungen
im Schwerefeld der Erde und die Zentralbewegungen der Planeten um
die Sonne; fiir jene kann (in erster Niherung) ein nach GroBe und
Richtung konstant bleibender Wert der Beschleunigung angesetzt
werden; diese erfolgen nach dem Newtonschen Anziehungs-
gesetze, das besagt, daB die anziehende Beschleunigung proportional
dem Kehrwert des Quadrates der Entfernung der Planeten von der
Sonne ist. Aus diesen Aussagen kann — zusammen mit gewissen Fest-
setzungen iiber einen Anfangszustand — der ganze Verlauf der
Bewegung durch den ProzeBl der Integration abgeleitet werden.
Diese Auffassung, deren Ursprung auf die klassischen Fallversuche
von Galilei zuriickgeht, soll weiterhin fiir alle Bewegungen maBgebend
sein: Der Ausdruck der Beschleunigung in Abhidngigkeit
von den anderen bei der Bewegung auftretenden verdnder-
lichen GroBien (r,v,f) kennzeichnet die Art der betrach-
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teten Bewegung. (Wenn kein Irrtum moglich, verwenden wir
weiterhin auch fiir die eingeprigte Beschleunigung einfach den Buch-
staben b.)

Der einfachste Fall, der uns dabei zundchst entgegentritt, ist der,
daB die Beschleunigung b (oder ihre Komponenten b,,b,,b,) als
Funktion der Zeit ¢ allein bekannt ist. GemdB der Definition von &
ergeben sich Geschwindigkeit und Koordinaten — indem wir den
fritheren Gedankengang umkehren - durch zweimalige Integration
(Quadratur). Dieser Fall tritt aber praktisch selten auf; bei den meisten
Anwendungen hingt b von den anderen Verdnderlichen 7 und » (ent-
weder einzeln oder von beiden) ab. Und zwar ist diese Abhingigkeit
derart, daB sie sich zumeist als eine Summe von einzelnen Gliedern
anschreiben 148t, deren jedes eine bestimmte duBere (oder eingeprigte)
Einwirkung wiedergibt. Dieser Summe, die physikalisch die gemeinsame
Wirkung aller dieser Einflisse bedeutet, entspricht geometrisch die
vektorielle Addition ; die gesamte eingepréigte Beschleunigung erscheint
somit als Summe einzelner Ausdriicke, von denen jedem eine ganz
bestimmte Bedeutung zukommt, ein Vorgang, den man passend als
,,Zerschneiden der Natur und nachherige Zusammenfiigung® bezeich-
net hat.

So ordnet sich einerseits begrifflich die Addition der eingepragten
Beschleunigungen den schon frither aufgestellten Gesetzen der vek-
toriellen Addition der Krifte unter, andererseits gewinnen wir physi-
kalisch die Moglichkeit, jedes Bewegungsproblem zu verstehen als
eine Summenwirkung von einzelnen eingepriagten Beschleunigungen,
von denen jede ihr Entstehen gewissen physikalischen oder geometri-
schen Bedingungen verdankt. Gerade dieser Vorgang wird in den fol-
genden einfachen Beispielen deutlich hervortreten.

Bei der Integration der Bewegungsgleichungen treten Integra-
tionskonstante auf, und zwar zwei fiir jede Koordinate. Diese Kon-
stanten sind durch Anfangs- oder Randbedingungen zu bestim-
men, denen die Integrale zu geniigen haben und anzupassen sind. Die
tatsichlich eintretende Bewegung wird also bedingt durch die ein-
geprigten Beschleunigungen und durch die Festsetzung eines gewissen
Anfangszustandes.

67. Geradlinige Bewegung des Punktes. Fiir die geradlinige Punkt-
bewegung geniigt die Angabe einer Koordinate, man sagt, die Bewe-
gung hat einen Freiheitsgrad; wir legen die gerade Bahnkurve
in eine Koordinatenachse und lassen die Zeiger der Einfachheit
halber fort.

a) Die gleichformige Bewegung ist gekennzeichnet durch den
Ansatz: b= = 0. Es folgt » = konst. = ¢ und z = ¢ ¢, wenn ¢ den
konstanten Wert der Geschwindigkeit bedeutet und etwa fiir ¢ =0
auch x = 0 sein soll. Zur anschaulichen Darstellung werden diese Glei-
chungen v = ¢ und z =ct als Geschwindigkeit-Zeit- (v-{-) und
Weg-Zeit- (z-1-) Linie dargestellt (Abb. 121); die Neigung der letz-
teren ist ein MaB fiir die Geschwindigkeit tg o = x/t = konst. = c.
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Beispiel 66. Die gleichférmige Geschwindigkeit eines Korpers ist ¢ m/s, wie
grof3 ist die Geschwindigkeit C in km/h? Es ist

C km/h = ¢-60-60/1000 = 3,6-c  (c inm/s). (175)

Fiir einen D-Zug mit C = 108 km/h ist ¢ = 30 m/s.

Beispiel 67. Die im Eisenbahnbetriebe verwendeten graphischen Fahr-
plane enthalten die Weg-Zeit-Linien fiir die einzelnen Ziige, deren wirkliche
Bewegung dabei durch ihre mittlere ersetzt wird, die L

von Station zu Station als gleich- 1 Gesch] et
, formig behandelt wird. Die Nei- = !
Ul Gesohw-Zejt-L. gung der einzelnen Linien ist je- e
§ weils ein Maf fiir diese mittlere U
¢ c Geschwindigkeit. Den Aufent- |
: ¢ halten in den Stationen ent- !
0Ly 7 sprechen zur ¢-Achse parallele
Linienstriche. — Man entwerfe <
1 einen solchen Fahrplan fiir irgend- 4V
Z w;],z'l*’ g eine Strecke eines Kursbuches. y 1
0 :{J ¥ . b) Gleichformig be- %,

i schleunigte Bewegung: 7
Abb. 121. b= v =konst. Wird fiir Abb.122.
t=0cetwav =19, und x=10
vorgeschrieben, so liefert die zweimalige Integration der Gleichung

v = b = konst.:

TR .

LN
0*{>§
R

v=uvyF+ bt, x=10vot+ 308 = (v,+ v)¢/2. (176)

Die Schaulinien sind in Abb. 122 gegeben. Die Geschwindigkeit-Zeit-
Linie ist eine Gerade, die Weg-Zeit-Linie eine Parabel, wobei

tgf=@w—w)/t=0b, tgay=1vy, tga=v.
Aus den Gln. (176) folgt durch Ausscheidung von ¢

v=0v+2bzx. (177)

Fir b =g = 9,81 m/s? ergeben sich daraus die Gesetze des freien
Falles (ohne Widerstéinde).

Beispiel 68. Wurf nach aufwéarts: Wenn die Richtungen von v» und
b = konst. einander entgegengesetzt sind, so erhélt man eine gleichformig
verzdgerte Bewegung; die hierfiir geltenden Gleichungen folgen aus (176),
wenn das Vorzeichen von b umgekehrt wird. Insbesondere folgen fir b= —g
die Gesetze fiir den ,,Wurf nach aufwarts«

v=19,—gt, x=uv,t—3g12, vP=10}—2¢gx. (178)

Die zur Erreichung des hochsten Punktes erforderliche Steigzeit T und die
Steighohe H erhilt man hieraus fir v =0

T—vlg, H=ui/2g. (179)

H wird auch als Geschwindigkeitshéhe bezeichnet. Nach Erreichen der
hochsten Stelle seiner Bahn fillt der Koérper wieder gleichformig beschleunigt
nach abwarts.

Diese beiden Fille a) und b) sind Sonderfille des folgenden:
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¢) b ist eine Funktion von =z allein: & =b (x). In diesem
Falle liegt es nahe, auch v als Funktion von z anzusehen; da x selbst
wieder eine Funktion von ¢ ist, so hat man
dv__dvdx _ dv __ 1 dv?

Bl e L b,

und daraus folgt, wenn fiir x = 0: v = v, sein soll, durch Integration

x
v — ot =2 [b(x)de. (180)
0

Wenn wir also von der Beschleunigung wissen, da8 sie von der Koordi-
nate (dem ,,Wege*) z allein abhangt, so 146t sich ein Integral der
Bewegungsgleichung % = b () allgemein [d.h. fir beliebige Funk-
tionen b (x)] angeben, und zwar ist durch Gl. (180) die Geschwindigkeit
v als Funktion des Weges bestimmt: v = v (z). Aus dieser Gleichung
folgt durch Multiplikation mit m/2 das sog. Energieintegral der
Bewegung des Massenpunktes; den links auftretenden Ausdruck mv2/2
bezeichnet man als kinetische KEnergie T, den rechtsstehenden

z x
fmb(x)dx=fK(x)dw als mechanische Arbeit A, und nennt
]

0
— A =U die potentielle Energie. Wird die Konstante m vZ/2
= Ty = h gesetzt, so ist die Gl. (180) mit einer der folgenden Formen
gleichwertig

| T—To=A oder T+U=h.]| (181)

Die Bedeutung des Energieintegrals wird in der Dynamik noch stérker
hervortreten (III. Teil).

Setzt man weiterhin v =v () =d«/d¢, so kann die Gl. (180) aber-
mals durch Trennung der Verénderlichen integriert werden und gibt

-4

|
dx
ltzfv»(;) = t(z) ‘ (182)

0

dt = dw also

= @

wenn fiir { = 0: & = 0 verlangt wird; durch Auflésung dieser Gleichung
nach z ergibt sich dann « = z (), wodurch die Integration vollendet ist.

Beispiel 69. Freier Fall aus grofler Héhe. Die Fallbewegung eines
Korpers aus groBer Hohe gegen die Erde erfolgt nach dem Newtonschen Gravi-
tationsgesetze, das aussagt, dafl sich irgend zwei Korper gegenseitig mit einer
Kraft anziehen, die ihren Massen direkt, dem Quadrat der Entfernung ihrer
Mittelpunkte = umgekehrt proportional und nach der Verbindungslinie dieser
Mittelpunkte gerichtet ist; die hierbei als Proportionalitatsfaktor auftretende
Gravitationskonstante hat fiir das verwendete MaBsystem einen bestimmten
Zahlenwert und eine leicht angebbare Dimension. Wenn wir zum Ausdruck bringen,
daB die Beschleunigung an der Erdoberfliche (d. h. fiir + = R) ¢ ist, so kénnen
wir zur Ausschaltung der Massen und der Gravitationskonstante die Proportion
ansetzen

b:g = 1/22:1/R?, also b = gR?x2.
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Sei ¢ die Entfernung des Ausgangspunktes vom Erdmittelpunkt und v, =0,
dann ist die Geschwindigkeit v an der Stelle « nach Gl. (180) gegeben, wobei
b= — g R%/a*(weil b nach den abnehmenden z zu gerichtet ist), und die Grenzen
gleich ¢ und z zu setzen sind

1 1
2 — 2
v?2=2¢gR <x )

a

v B% _ _]/%Q_Rzl/a;z
dt a f =«
k4 x
dx a | X
=} — = — [ —_ da-
fv(x) V2gR2J l @ —x dw;
a a

dabei.ist Wieder beriicksichtigt, daB x mit wachsendem ¢ kleiner wird, dx also
negativ sein mufBl. Durch die Substitution x = a cos? ¢ folgt endlich

l//é_‘(:;R—z t = arc cos V:zz + m . (183)

Diese Gleichung ist nicht nach x auflosbar. Um ein Bild iiber den Verlauf der
Bewegung zu erh.al.ten, ist in Abb. 123 die #-z-Linie aufgezeichnet, und diese
gibt, von der #-Linie aus gesehen, auch unmittelbar die x-t-Linie. Beachte die
Zunabhme der Geschwindigkeit (oder von tga«) vom
b4 Anfang A bis zum Ende £ der Bewegung!

Wiirde der Korper aus dem Unendlichen zur Erde
fallen (@ = ), dann wiirde fiir die Geschwindigkeit
beim Auftreffen auf die Erde fiir 2= R=6,37-10°m

folgen -
Ve=r = J29R ~ 11180 m/s.

Fiir ein aus dem Weltraum zur
Erde fallendes Meteor wird aller-
dings die Geschwindigkeit durch
die Lufthiille der Erde erheblich
abgebremst, bleibt aber gleichwohl
auBerordentlich grofl, woraus sich
die beobachteten grofen Eindringe-
tiefen der Meteore erklaren.
Beispiel 70. Einfache har-
monische Schwingung. Die auf
den Korper A4 wirkende Beschleu-
nigung b sei stets gegen einen festen
(Anf279)  Pnkt O gerichtet (Abb. 124a) und

Ti —

!A x der Entfernung 04 = x direkt
Abb. 1 - proportional

.123. L 156

(das negative Vorzeichen wieder deshalb, weil b im Sinne der abnehmenden x
gerichtet ist); die Beschleunigung entspricht also einer Kraft nach Art eines
elastischen Fadens oder einer Feder, die allerdings bei der Linge Null die Feder-
kraft Null ergeben sollen. Wenn etwa fiir x=a, v,= 0 sein soll, so liefert Gl. (180)

Daraus folgt weiter

und nach Gl (182)

z
v? = — 2w2fxdx=w2(a2—~x2),
a

v = 4 o Ja? — a2,

also



Bewegung des Punktes. 137

wobei das -+-Zeichen fiir die Bewegung nach rechts, das —-Zeichen fiir die Be-
wegung nach links Geltung hat. Aus v = dx/dt folgt dann, wenn fiir ¢ =0,
z = a sein soll,

z
1 dzx 1 x
b= - — -——— = —arccos -—,
o) ja2—22 @ a
a
also
r=qcoswt, v= »«awsinwtl, =—aolcoswt=—w?z. (I185)
Eine solche Bewe- S — R B
gung nennt man eine a) e Lo =,
. S & H
einfache harmo- pA 3 - y R
7

nische Schwin-
gung. Die durch diese Gleichungen z
gegebenen Kurven, namlich die z-f- - -
Linie, v-t-Linie und b-t-Linie sind in
Abb. 124b eingetragen.

Aus der Form dieser Ausdriicke
ersieht man, daB immer nach Ablauf
der Zeit

|7 =27/0] (186)

dieselben Werte von z, v, b wieder-
kehren. Diese Zeit nennt man die
periodische Zeit oder kurz die
Periode oder auch aus einem spater
noch  deutlicher hervortretenden
GrundedieDauerderEigenschwin- -
gung: sie ist vom Ausschlag @ unab-
hingig und allein durch die Kon-
stante o bestimmt, die in dem Aus-
druck fur die Beschleunigung (als w?2)
vorkommt. — Unter der Frequenz
(Haufigkeit) p versteht man die
Schwingungszahl in 1s, und da
also p7 =1, so ist

|[p=1T=0p2=.| (187)

Unter der Kreisfrequenz eines

Schwingungsvorganges versteht man die Anzahl der Schwingungen in 2=z
Sekunden. Nach GI (187) ist diese gegeben durch

‘w:an=2n/T;\ (188)

Abb. 124.

die in der Bewegungsgleichung auftretende Konstante w stellt also unmittelbar
die Kreisfrequenz dar. In Beispiel 78 wird gezeigt, daB diese Kreisfrequenz nichts
anderes ist als die Winkelgeschwindigkeit eines auf einem Kreise vom Durch-
messer 2 ¢ umlaufenden Punktes, dessen Projektion auf einen Durchmesser gerade
diese einfache harmonische Schwingung ergibt.

Viele von den in der Technik betrachteten Schwingungsvorgingen von Syste-
men mit einem Freiheitsgrad sind von dieser einfachen Art und zeigen dieselben
Eigenschaften.

Beispiel 71. Wenn die Beschleunigung als Funktion des Weges nicht durch
einen analytischen Ausdruck, sondern (wie man sagt) empirisch gegeben ist,
wie z.B. die Dampfkraft durch das ,,Indikatordiagramm® als Funktion des
Kolbenweges oder die der sog. Tangentialkraft einer Dampfmaschine ent-
sprechende Beschleunigung als Funktion des Kurbelweges r{, so empfiehlt es
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sich, die durch die GIn. (180) und (182) gegebenen Operationen, die die endliche
Bewegungsgleichung x = x (f) liefern, zeichnerisch auszufithren; dies ist in
Abb. 125 fiir eine periodische Bewegung von der eben angedeuteten Art aus-
gefiihrt, die im Maschinenbetriebe vorkommt: Die Kurve b(x) ist gegen die
Z,-Achse so angenommen, wie sie etwa der Tangentialkraft (oder Drehkraft) einer
einfachwirkenden Dampfmaschine entspricht. Damit die Bewegung periodisch wird,
also nach Zuriicklegung eines bestimmten Weges (etwa einer Kurbelumdrehung)
die Geschwindigkeit den gleichen Wert erreicht wie zuvor, muB b selbst diese Periode
haben, und iiberdies muB das in Gl (180) auftretende Integral, iiber diese Weg-
periode erstreckt, Null geben; d. h. die z-Achse ist so zu verlegen, dal die Flichen-
stiicke der b-Linie iiber und unter der z-Achse gleich gro8 ausfallen. Die Kon-
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/AN |
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NN :

v |
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'A,b bz, JEAR

a Umin), % ! 5/Umal) x
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Abb. 125.

stante v, ist den Anfangsbedingungen entsprechend zu wéhlen (wir werden in
der Dynamik der Maschine sehen, daf hierbei eine eigentiimliche Schwierigkeit
vorliegt), dann liefert die Ausfithrung der Integration nach Gl. (180) »? als Funktion
von z, wodurch auch » (z) und 1/v (2) gegeben sind. Die Fliche dieser letzteren
Kurve, vom Anfangspunkt gemessen, liefert nach Gl. (182) ¢t = #(x) und damit auch
x = x (t), wobei die Wegachse wagrecht gerichtet ist. Bei Ausfithrung dieser
Konstruktion ist darauf zu achten, daB fiir alle vorkommenden Gréfen verschie-
dener Art (b, v%, v, 1/v,t) passende Mafstibe gewihlt werden, die von der an-
gestrebten Genauigkeit abhingen und eine angemessene Unterbringung auf der
verfﬁgbaren Zeichenfliche zulassen.

Bemerkung iber die graphische Integration. Fiir die hier
und in allen dhnlichen Fillen notwendige Ermittlung der Fléache,
die zwischen einer empirisch gegebenen Kurve, der z-Achse und
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zwei begrenzenden Ordinaten eingeschlossen wird, sind verschiedene
Verfahren im Gebrauch: entweder man benutzt hierfiilr einen der
dazu geeigneten Apparate, ein Planimeter, einen Integraphen,
oder man zeichnet die Kurve auf ein Millimeterpapier und erhilt
die Fliche durch Abzéhlung der Quadrate zwischen je zwei ent-
sprechend nahe gewahlten Ordinaten. Eine einfache und sehr verwend-
bare Methode zur angendherten Ermittlung der Integralkurve K
einer gegebenen Kurve % besteht in der graphischen Integra-
tion, die in Abb. 126a und b in zwei Anwendungsformen dargestellt
ist. Die Integralkurve K einer gegebenen Kurve % ist definitionsgemaf3
gegeben durch

v ay
Y=6fydx, d.h. dY =ydz, oder 2= Y-

Die Ordinate y der gegebenen Kurve % gibt daher im wesent-
lichen die Tangentenneigung von K an der betreffenden Stelle z.

Abb, 126,

Um diesen Zusammenhang zeichnerisch zu verwerten, teilt man die
Fliche zwischen & und der z-Achse in eine entsprechende Anzahl von
Streifen (nicht notwendig von derselben Breite) parallel zur y-Achse.
Bei schwach gekriimmten Kurven wird man die Streifen breit, bei
stirker gekriimmten schmiler wihlen; die Randordinaten lege man
stets durch die Maxima und Minima von k. Sodann zieht man
nach Abb. 126a in jedem Streifen eine ,Mittelordinate’ y = MM,
so dal y Az (nach guter Schitzung) die Fliche des betreffenden
Streifens darstellt. (In Abb. 125a sind die schraffierten Fliachen
paarweise gleich gemacht.) Dann wahlt man einen ,,Pol” P auf der

z-Achse (O P = H = Polweite), projiziert M nach M", verbindet P

mit M’ und zieht ON |PM"; dann setzt man N'N =AY und findet
aus der Ahnlichkeit von AON'N und APOM'" die Beziehung

AY: Az =y:H, yAx=HAY

und

|f=Sydz=H3IAY=HY, (189)
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d.h. die Ordinate Y der so stiickweise entstehenden Kurve K gibt,
mit H multipliziert, fiir jede Stelle = die Fliche der Kurve k. (In den
Abb. 126a und b ist an Stelle von AY nur Y geschrieben.)

Bei dieser Art der graphischen Integration, die man ,,Integration durch mittlere
Ordinaten nennt, wird die gegebene Kurve durch eine Stufenkurve ersetzt, die
mit ihr an jeder einzelnen Streifengrenze gleichen Inhalt bat; an den Streifen-
grenzen sind aber die Ordinaten der gegebenen (k) und der Stufenkurve verschieden.
Die durch Zeichnung gefundene Integralkurve K und die genaue Integralkurve,
die gesucht wird, haben daher an den Streifengrenzen gleiche Ordinaten (weil die
Flichen selbst richtig erfaBt sind), aber nicht die gleiche Neigung (weil die durch
Zeichnung gefundene Integralkurve K in jedem Streifen eine Neigung hat, die der
mittleren Ordinate entspricht, wihrend die Neigung der richtigen Integralkurve
an der Streifengrenze durch die Endordinate gegeben ist). Die durch dieses Ver-
fahren gefundene Integralkurve K ist ein Sehnenpolygon der richtigen. Wenn
es nur auf den gesamten Inhalt eines Flichenstiickes ankommt, ist dieses Ver-
fahren zu empfehlen.

Wenn aber die Integralkurve in ihrem ganzen Verlauf ermittelt werden soll,
so ist die ,,Integration durch mittlere Abszissen* vorzuziehen, die in Abb. 126b
dargestellt ist. Bei dieser wird in jedem der Streifen, in welche die Flache der ge-
gebenen Kurve k geteilt wurde, eine ,,mittlere Abszisse” so eingepaBt, daB die
gleichsinnig schraffierten Dreieckspaare @V, M und M U, R inhaltsgleich sind.
Die gegebene Kurve & wird auf diese Weise durch eine Stufenkurve ersetzt, die in
jedem Streifen zwei Stufen zeigt, wobei die Endstufe auf gleicher Hohe liegt wie
die Anfangstufe im folgenden. Die Stufenkurve hat daher mit der gegebenen k
an jeder Streifengrenze gleichen Inhalt und gleiche Ordinate, daher hat die durch
den gleichen Zeichnungsvorgang wie zuvor gefundene Integralkurve K mit der
richtigen an jeder Streifengrenze sowohl gleiche Ordinaten (weil die Flachen von k&
und der Stufenkurve gleich sind) als auch gleiche Neigung (weil an den Streifen-
grenzen auch die Ordinaten von k und der Stufenkurve iibereinstimmen). Die
nach diesem Verfahren gefundene Integralkurve K ist ein Tangentenpolygon
zu der richtigen, wobei iiberdies die Beriihrungspunkte auf den Grenzordinaten
liegen und durch das Verfahren exakt geliefert werden. In dieses Tangenten-
polygon 1aBt sich die richtige Integralkurve mit viel groBerer Genauigkeit ein-
zeichnen als um das Sehnenpolygon in Abb. 126a.

d) b ist eine Funktion von v allein: bzb(v)zg—:’. In

diesem Falle folgt durch Trennung der Verénderlichen (wenn fiir
¢t =0, v = v, verlangt wird)
v
dv
t:. mzt(v) (190)

Vo

und durch Umkehrung » = v (t) = (—g— , woraus sich (wenn fir ¢ = 0,

z = 0 sein soll) unmittelbar

?
@ = [v(t)dt 91)
0

als die Gleichung fiir die Bewegung in endlicher Form ergibt.
Man kann auch (&hnlich wie in Fall ¢) » als Funktion von « erhalten,

indem man ansetzt
dv

dv
7t =V = s
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daraus folgt, wenn fiir = 0, v = v, sein soll

vdv R
fb(v) = (192)

und daraus durch Umkehrung » = v ().

Die Abhingigkeit der Beschleunigung (oder Kraft) von der Ge-
schwindigkeit kommt vor bei der Bewegung von Korpern unter dem
EinfluB des Widerstandes des umgebenden Mittels (Luft oder
Wasser). Wie jeder Korper, der mit anderen in Beriihrung ist, von
diesen an den Beriihrungsstellen Druck- und Reibungskrafte erfihrt,
so wird auch ein in Luft oder Wasser bewegter Korper durch die
umgebende Fliissigkeit solche Druck- und Reibungskrifte erfahren,
die teils die Bewegung unserer Fahrzeuge hindernd beeinflussen, teils
zu Nutzzwecken dienen, wie der ,,Auftrieb‘‘ bei den Flugzeugen. Sehen
wir von dieser niitzlichen Verwertung ab, so haben wir uns im wesent-
lichen auf die Erfahrung zu stiitzen, dafl man zur gleichférmigen Be-
wegung eines Korpers in Luft oder Wasser dauernd eine Kraft nach
vorwirts aufwenden muB, und dies deutet darauf hin, daf die Summe
der Druck- und Reibungskrifte auf den bewegten Korper im wesent-
lichen eine Kraft im Gegensinne zur Bewegungsrichtung ergibt;
von diesem Widerstand zeigen die Messungen, dal er auler von der
Dichte und Zihigkeit des Mittels und der GroBe und Form des Korpers
im wesentlichen — und darauf kommt es hier allein an — von der
Geschwindigkeit abhingt, und zwar hat sich ergeben, daBl die Be-
obachtungen in den meisten Fillen befriedigend dargestellt werden
konnen, wenn der Widerstand mit dem Quadrat der Geschwindig-
keit wachsend angenommen wird. Wir konnen dann fir die diesem
Widerstande entsprechende Beschleunigung setzen: b,, = — ko2, wo-
bei k die erstgenannten Eigenschaften (Dichte und Zahigkeit des Mittels,
GroBe und Form des Korpers) in sich enthilt (Naheres hieriiber siehe
Hydraulik). Dieser Ansatz wird meist verwendet, wenn es sich um
die Beriicksichtigung des Widerstandes des umgebenden Mittels handelt;
bei kleinen Geschwindigkeiten begniigt man sich jedoch mit dem
linearen Ansatz fiir die Geschwindigkeit: b, = — kv, weil dies eine
grofBe Vereinfachung der Rechnung bedeutet, und in vielen Féllen aus-
reichende Ergebnisse liefert.

Beispiel 72. Der Widerstand, den ein Korper bei seiner Bewegung erfihrt,
ist der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional angenommen, b,, = — kv;

man bestimme die Bewegung, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v, gegeben ist.
Die Bewegungsgleichung Tautet

dv
(*l—t = bw =—Fkov s
dv . dx .
daraus folgt > = kdt, also durch Integration v = v,e"*t = i und weiter

als endliche Bewegungsgleichung

x = 2)7: (1 — e~ %),
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Beispiel 73. Freier Fall mit Beriicksichtigung des Luftwider
standes. Wenn auBer der Beschleunigung g der Schwere noch der Luftwider-

stand mit der Beschleunigung b, = — kv? wirkt, so haben wir unter Beriick-
sichtigung des in 66 Gesagten zu setzen
d
b=T=g—bo=g—ko* (193)
und erhalten mit der abkiirzenden Bezeichnung k/g = 1/c?
dt — dv 1 dv__ ic du
Tg—kvr g 1—(vc)? g l4u’
indem wir weiter vjc = —4iu, dv= —icdu (i =} — 1) einfilhren. Daher ist
(wenn fiir t =0, v=0, =0 ist)
_ e —gt9t_ 1Y,
b= garctgu, u = tg c ¢’
daraus folgt '
_ Oy 80 g8t Singte
v=gte— - =g = Cofg tfe (194)
und aus v = dz/dt endlich (wenn fiir { =0, x = 0 sein soll)
c? gt
= -1 .
z p og Cof P (195)
Aus Gl. (192) ergibt sich auch direkt v = v (x); denn es ist
v
vdzx 1 g — kov? 1 v?
=" =—_— =—-—In(l1—=
z fg—-kvz 2k1n< g > 2kln< c2>
0
und daraus durch Umkehrung
v=c[l — e-202/e*]", (196)

eine Gleichung, die sich auch aus den vorhergehenden durch Elimination von ¢ ergibt.

Firt—> o wirdv=¢ = V_gﬁ, d. h. nach theoretisch unendlich langer (praktisch
oft jedoch nur wenige Sekunden betragender) Zeit nahert sich v dem konstanten

v

X
a)
v-¢-Linie %)

c v i
0 !

) ety 7 {L i %

0 ¢ ¢ g 2

Abb. 127,

Wert ¢, der im wesentlichen durch den Beiwert % in dem Ansatz fiir den Luft-
widerstand bedingt ist; die Bewegung nihert sich demnach asymptotisch,
d.h. fiir ¢ - oo, einer gleichférmigen Bewegung mit dieser Grenzgeschwin-
digkeit c.
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Um dies auch aus den Gleichungen abzuleiten, rechnen wir zunéichst aus
Gl. (194)

edtle — g—gt/c 1 — e—29t/c

limyv=Ilime¢-———— = =
evtle | g—atle i 1 - e 29t

> t>c

und ebenso folgt aus Gl. (195)
. c? . 1 c? 1
lim z = — lim ln?(e“ﬂ—i— e=9t°) v 7 l:ln—2— +In e”/"}

t>c g t>o
[ | c2gt c? 1
N_ln?+?—_?ln§+ct.

Daher ergibt sich auch fiir den Weg asymptotisch — d. h. fiir groBe ¢ — die fiir
die gleichférmige Bewegung geltende Gleichung z, 4 ¢¢. In Abb. 127a, b ist die
v-t-Linie und die z-t-Linie fiir dies¢ Bewegung eingetragen.

68. Weitere integrable Bewegungsaufgaben. Wenn b eine beliebige
Funktion der drei Argumente z, v, ¢ ist, so 1afit sich die Integration
der Bewegungsgleichungen nicht allgemein durchfiihren. Es gibt je-
doch noch einige Fille, die praktisch wichtige Bewegungsformen be-
treffen und die vollstindig gelost werden kénnen; mit ihnen befassen
sich die folgenden Beispiele.

Beispiel 74. Gedimpfte harmonische Schwingung. Wenn auBler
der ,,Federkraft“ — w? = (wie in Beispiel 70) noch ein der Bewegung entgegen-
gerichteter Widerstand — eine Diampfung — vorhanden ist, die hier (wenn es
sich um kleine Geschwindigkeiten handelt, nach 67d) der Geschwindigkeit v =&

proportional und in der Form b, = — 21 v angenommen werden soll, so lautet
die Bewegungsgleichung
=—wlx—2iv, oder #¥+21%4 w?x=0 (197)

2 A nennt man die Dampfungskonstante. Die Integration wird geleistet durch
den Ansatz: x = 4 e** und liefert fiir p die quadratische Gleichung
p?+2Ap+ w? =0, deren Wurzeln sind: p,,, = — 4 & A2 — w?.
Die vollstindige Losung lautet daher
z=A,e1t | A e?s?,
worin A, und A, die Integrationskonstanten bedeuten. Fiir die Art der ein-

tretenden Bewegung sind die Zahlenwerte von A und w mafBgebend; hierbei sind
folgende Fille zu unterscheiden:

a) Schwache Dimpfung A < w; wir setzen J A2 — w? = ¢» und erhalten

ePuat — g = At gkivt _ ot (cosvt 4+ isinv ),

so daf
@ =e "4, + A;)cosvt + i (4, + Ay)sinwt].

Um die Losung in reeller Form zu erhalten, miissen wir 4, und 4,, die willkiir-
lich sind, als konjugiert-komplexe GroBen annehmen und setzen

4, =1(a, — ap1), Ay =% (ay + a51),
wobei a; und a, reell sind. Fithren wir zwei weitere Konstante a, ¢ mittels der
Gleichungen ein

A, + A, =a,=asing, 1(4, — A4,)=a,=acose,

so erhilt man als endliche Bewegungsgleichung

z=ae *sin(wt+e), (198)

wobe @ und ¢ die Integrationskonstanten sind.
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Da der Sinus zuerst nach der Zeit ¢ = — ¢/» und sodann nach jeder Halb-
periode
T _ = _ 7
2 v _]/wz_lz (199)

die Grenzen -+ 1 annimmt und dazwischen je einmal verschwindet, so verliuft x
zwischen den beiden durch die Gleichungen = = + a e *?! gegebenen Kurven
(Abb. 128). e~%!nennt man den Dampfungsfaktor.

Die Periode T' erscheint im Ver-
x gleich zur ungedimpften Schwin-
gung mit demselben Werte von w
vergrdBert, d. h.die Schwingungen
verlaufen beider gedimpften Schwin-
gung langsamer. Die aufeinander:
folgenden Maxima und Minima treten
ein, sobald

i:ae’“[—— Asin (vt + ¢)
+vecos(vi+4 &)]=0,
Abb. 128. d. h. fiir alle ¢, fiir die
tg(vi+ ¢) = /2
ist. Wenn diese Gleichung etwa fiir ¢ =’ befriedigt ist, so trifft dasselbe zu fiir
die Werte

, T , T , T
v, t’+?, 2=, t+3‘2~,...

Die diesen Zeiten entsprechenden Wege sind

“HATR Gin (vt + €) usw.,

2, = ae 't sin(wt'+¢e), z=—ae
und es folgt fiir das Verhédltnis je zweier aufeinanderfolgender Aus-
schliage (abgesehen vom Vorzeichen)

72 ... = konst. = e;'T/2 H (200)

dies nenntmandasDimpfungs-
verhdltnis und den natiir-
lichen Logarithmus davon, also
In@ —Inx,=A4T/2 (nach
Gaufl) das logarithmische
Dekrement; wir erhalten also
das Ergebnis, daB die logarith-
¢ mische ,,Abnahme‘‘ der Schwin-
gungawege eine lings des
ganzen  Schwingungsverlaufes
konstante GroBe besitzt.
b) Starke Dampfung 1>, VA2 — w? > 0. Die Weg-Zeit-Linie wird
dargestellt durch

Abb. 129.

z = Ale("l_”“a_‘“a)t + 4, o(—itVE—at)e (201)

Da beide Exponenten der e-Funktionen reell sind und lim z — 0, so ver-
t->oo

liuft die Bewegung ohne Schwingungen asymptotisch gegen die Lage z = 0.

Die besondere Form der z-¢-Linie hiingt von dem Werte der Geschwindigkeit

v, fiir £ = 0 ab; je nachdem v, %— 0 ist, erhélt man die drei in Abb. 129 gegebenen

Formen.
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¢) Fir den Ubergangsfall A = o erhalt man die vollstindige Losung durch
eine Grenzbetrachtung in der Form

@ =(4+ Bt)ye ", (202)

x verliuft hier ebenfalls ohne Schwingungen gegen Null.

Die hier und in Beispiel 70 betrachteten Fille bezeichnet man auch als ,,freie*
Schwingungen des Punktes.

Beispiel 75. Erzwungene Schwingung. Resonanz. Wir wollen an-
nehmen, daB auBler der,,Federkraft — w? x und der,,Dampfungskraft* — 2 4 v noch
eine mit der Zeit periodisch verdnderliche eingeprigte Kraft vorhanden sei,
die also in einem bestimmten ,,Rhythmus® auf den schwingungsfahigen Punkt-
korper einwirkt. Derartige periodische Krifte spielen nicht nur im Gebiete der
technischen Mechanik eine grofe Rolle (man denke an die Bewegungen, die durch
die periodisch verlaufenden Massenkrifte von Maschinen in diesen selbst und
in Gebiuden oder Fahrzeugen aller Art auftreten, in denen Maschinen eingebaut
sind), sie sind auch fiir alle anderen Zweige der Physik, wie Akustik, Elektrizitats-
lehre (Radiotechnik), Optik usw. von auBerordentlicher Bedeutung.

Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir die periodische Kraft als mit der
Zeit sinusformig verinderlich annehmen, also fiir die Beschleunigung etwa R sin v ¢
setzen, so daB die Bewegungsgleichung die Form annimmt

#4228+ %2x=Rsinvt. (203)

Dieser Ansatz rechtfertigt sich dadurch, dall man jede beliebige periodisch
verdnderliche Kraft in eine nach trigonometrischen Funktionen der Vielfachen
von » ¢ fortschreitende Reihe entwickeln und den EinfluB jedes einzelnen Gliedes
dieser Reihe untersuchen kann. Das von ¢ abhingige Glied in der Bewegungs-
gleichung (203) nennt man Stérungsglied, und » ist die Kreisfrequenz der Stérung.

Wenn in einem Kraftwagen der Motor liuft, nehmen wir Erschiitterungen
wahr, die im ,,Tempo* der Motorbewegung erfolgen. Aus allen derartigen Er-
scheinungen schlieBen wir, daBl die eintretende Bewegung ebenfalls eine mit ¢
periodisch verinderliche sein wird, und zwar von derselben Kreisfrequenz » wie
die der ,.erregenden‘ oder ,eingeprigten‘‘ Kraft; wir setzen daher, indem wir
die ,,Phasenlage’ dieser erzeugten Schwingung gegen die erregende Beschleuni-

gung offen lassen
x=2z, =Csin(vt —a), (204)

wobei C und o« jedoch nicht willkiirliche Integrationskonstante, sondern durch
die Differentialgl. (203) selbst bestimmt sind. Soll der Ansatz (204) die Gl. (203)
identisch erfiillen, so miissen die Koeffizienten von sin (v ¢ — «) und cos (vt — a)
zu beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen; hierzu setzen wir in Gl. (203)
rechts »¢ = (¥t — o) + o und erhalten:

—92Csin (Wt —a)+24vCcos (¥t — o) + %2 Csin (vt — )
= R[sin (¥t — «) cos a + cos (v — «) sin «],
daraus flieflen durch Vergleich der Koeffizienten von sin (v ¢ — «) und cos (v — «)
die Gleichungen
(w? —v2)C = R cos a
2490 = Rsina
oder endlich
R 2y

= , tg o = .
V(wz_v2)2+422v2 J w? — p2

(205)

Es ergibt sich fir x, = 2, () tatsichlich eine einfache harmonische
Schwingung von derselben Kreisfrequenz », wie sie die ,,erregende Schwingung
hat; diese beiden durchschreiten aber ihre Nullwerte nicht gleichzeitig; vielmehr
tut dies fiir @ > » die eintretende Schwingung immer spiter als die erregende
(o0 > ?{ !2, sie ist, wie man sagt, ,,in der Phase gegen die erregende Schwingung
zuriick®.

Poschl, Mechanik, 2. Aufl. 10
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Zu dieser ,,partikuliren‘’ Losung nach Gl. (204), die keine willkiirliche Kon-
stante enthilt, ist noch die Losung (196) der zugehérigen ,,homogenen* Gl. (195)
hinzuzufiigen, mittels welcher die zwei Anfangsbedingungen, die der Aufgabe
zugehoren, erfillt werden konnen. Diese ,iiberlagerte freie Schwingung klingt
aber rasch ab, und im weiteren Verlaufe bleibt nur die erzwungene Schwingung
(204) im Tempo der erregenden Schwingung iibrig. ,

Diskussion der erhaltenen Lo&sung. Betrachten wir erregende Schwin-
gungen mit verschiedenen Kreisfrequenzen », d. h. lassen wir » etwa von 0 bis o
wachsen, so zeigt Gl. (205), daB C bei gegebenen R, w, 1 am gréBten wird, wenn
der Nenner seinen kleinsten Wert annimmt, d. h. fiir »2 = o2 — 2 A2. Nicht fiir
diesen Wert von », sondern fiir » = w, wenn also die erregende Schwingung im
selben Rhythmus erfolgt wie die ungedédmpfte harmonische Schwingung, spricht
man von Resonanz; fir A =0, und v = 0 wird sogar C'= o, was ein iiber-
méBiges Anwachsen der Schwingungen anzeigt. Die Abhangigkeit des Wertes C'
von v ist in Abb. 130a dargestellt; fir v = ist Cy_w = R/2Aw, fir

Yy = }"aﬂ‘ — 27 < o erhiillt man den groBten Wert von C, und es ist, wie man
durch Einsetzen dieses Wertes aus (205) unmittelbar abliest,

¢ L £ >C

"E oyt 20ferr T
Die Abhéngigkeit des Winkels o von v ist durch Abb. 130b gegeben, die die bild-
liche Darstellung der zweiten Gl. (205)
ist; fir v =0 ist « =0, fir v = w:
o =m/2; fir vy = w:a=m.

Aus diesen Ergebnissen miissen wir
schlieBen, daB jedes ,,schwingungs-
fahige System‘‘ sehr stark durch perio-
dische Krifte beeinflulbar ist, deren
Periode mit seiner Schwingungszahl
iibereinstimmen, oder dieser nahe kom-
men. So koénnen Briicken unter dem
Gleichtritt taktmaBig marschierender
Truppenkérper gefahrdet werden, wenn
«| das Marschtempo mit der Schwingungs-
zahl der elastischen Hauptschwingung

b) E i der Briicke iibereinstimmt. Ebenso
an 7 konnen Wellenbriiche bei Maschinen

x . auftreten — und sind tatséichlich be-

i iz ! obachtet worden —, wenn ihre Dreh-

0 Lt - zahl mit der eigenen Schwingungszahl

' der Welle iibereinstimmt.

Abb. 130. Man erkennt daraus, wie wichtig es

ist, die Schwingungszahlen der Bau-

werke, Decken, Maschinenwellen, Gestelle u. dgl. zu kennen, und in der Tat sind be-

sondere Verfahren zu ihrer Bestimmung bekannt (s. Dynamische Festigkeitslehre).

Diese Schwingungszahlen der eigenen elastischen Schwingungen bezeichnet man

als Bigenschwingungszahlen oder als Eigenwerte der zugehérigen Be-
wegungsgleichung.

Ein Beispiel, bei dem diese Erscheinung in gréftem AusmaBe zur Anwendung
kommt, ist die drahtlose Telegraphie und Telephonie, bei der die Resonanz zwischen
einer erregenden elektrischen Schwingung und der ,,elektrischen* Eigenschwin-
gung eines ,,Schwingungskreises” verwertet wird. Eines der interessantesten
Resonanzprobleme bietet iibrigens auch die Stimme des Menschen und der Tiere dar.

Beispiel 76. Schwingungen nach dem quadratischen Wider-
standsgesetzl, In der Bewegungsgleichung des Beispiels 73 ist das Wider-
standsglied — 2 A v wegen der auftretenden ersten Potenz der Geschwindigkeit
g0 beschaffen, daB es die Richtung des Widerstandes von selbst entgegen der

1 Vgl. Phys. Z. Bd. 29, S. 938. 1928.
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von v einfithrt, d.h. diese Bewegungsgleichung gilt unmittelbar fir den Hin-
und Riickgang der Schwingung.

Wenn dagegen — aufler der elastischen Kraft — ein Widerstand einwirkt,
dessen GréBe an jeder Stelle dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist,
so muB man die Umkehrung der Richtung des Widerstandes bei Umkehrung der
Bewegungsrichtung, also bei Umkehrung des Vorzeichens von v, besonders zum
Ausdruck bringen. Die Bewegungsgleichung ist demgemaB in der Form anzu-
schreiben (die Konstanten sind mit Riicksicht auf die folgenden Rechnungen
gewshlt)

b=0b=—2a2x + ko?, (206)

wobei das obere Vorzeichen fiir den Riickgang (d.1i. gegen die Stelle x = 0 hin),
das untere Vorzeichen fiir den Hingang (d.i. von der Stelle « = 0 weg) gelten
soll. In diesem Fall liegt es (ahnlich wie in 67c) nahe, auch die Geschwindigkeit
als Funktion von z zu betrachten und demgemifl die Bewegungsgleichung in der

Form anzuschreiben
: lﬁ$2k02=~2a2x. (207)

2 dx

Dies ist eine lineare Differentialgleichung in ¢?, und ihr Integral 146t sich, wenn

fiir £ = z,, v = 0 sein soll, fiir den Riickgang in der Form anschreiben:

o % oy Ty xo)e—zk(x"_x—) ) (208)

Die Stellen » = 0 geben die z-Koordinaten der auftretenden Umkehrpunkte
,, %y, 23 usw. an. Diese Bedingung (v = 0) 1a8t sich auch in der Form schreiben

2k %o _ Ckal_ - .. y=2hx =nf1+2kx)
1+2kxy” 1-4+2kay ' 110
Zeichnet man daher (Abb. 131) die yo Iz,
Kurve

y=2kx—In(1+4+2kz), (209)

indem man als Abszisse die Grofe & x
auftrigt, so sind je zwei aufeinander-
folgende Werte von z die Abszissen,
die zu den gleichen Werten von y ge- 45
héren. Aus dieser Kurve sind daher,
sobald der Anfangswert x, gegeben
ist, die fiir die aufeinanderfolgenden
Umkehrpunkte.geltenden Werte % x,

k x, usw. unmittelbar in der aus der kg ke,
Abbildung ersichtlichen Weise zu ent- ok
nehmen. &

Zur angeniherten Berechnung der . b hx
Umkehrpunkte entwickle man dieinv ~%’ 4 95 50 35
auftretende Exponentialfunktion fiir Abb. 131.

x = x, nach Potenzen von x, — x und
setze darin = #;; dann erhilt man, wenn man in der Klammer als erste Nahe-
rung nur die Glieder zweiter Ordnung beriicksichtigt, nach einigen leichten Kiir-

zungen %, = — &,. Geht man mit dieser Niaherung in die Glieder dritter Ord-

nung in der letzten Gleichung, so erhilt man als zweite Naherung den Ausdruck
1 —2

vy = BEa v (210)

— gy —a 0
°l+—§—kx0

der auch fiir die folgenden Umkehrpunkte gilt und diese fur nicht zu groBe &
mit ausreichender Naherung zu berechnen gestattet.

Die Dauer der aufeinanderfolgenden Schwingungen 148t sich nur angenihert
berechnen; als x-t-Linie (bzw. kx-at-Linie) ergibt sich die in Abb. 132 ge-

10*
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zeichnete Kurve. Wir erhalten also wieder einen schwingungsihnlichen Verlauf,
nur sind die aufeinanderfolgenden Schwingungsdauern 7', Ty, T'p,... nicht
gleich, sondern nehmen zu, und auch das Gesetz iiber die Konstanz des logarith-

mischen Dekrements der Schwingungen behilt seine Giiltigkeit nicht

kx  mehr.
69. Krummlinige Bewegung in der Ebene in Cartesischen

Koordinaten. Die Darstellung der Geschwindigkeit und Be-
schleunigung in Cartesischen Koordinaten w», y eignet sich
insbesondere dann, wenn durch die Beschaffenheit des vor-

gelegten Problems eine Be-

925 vorzugung bestimmter fester
UL 2 3 ﬁ‘s\{i 7 &3 ot Richtungen im Raume ge-
T ocl, N/ T, >t geben erscheint. Bei den Be-

_eura g kz, za?’e z}ﬁz\éj: wegungen im Schwerefeld der

L Erde in der Nihe der Erd-
-95 kruste,dasangenéhert,,gleich-
Abb. 132. formig® (homogen) ist, und

an allen Stellen lotrechte
Richtung der Beschleunigung ergibt, wird die Wahl dieser Koordi-
naten nahe gelegt. In allen Fallen zeigt sich, daB durch Verwen-
dung der dem Problem sich anschmiegenden oder diesem ,ange-
paBten Koordinaten die rechnerische Behandlung wesentlich er-
leichtert, in manchen Fiallen praktisch {iberhaupt erst ermoglicht wird.
— Der Ansatz des Problems geschieht immer in der Weise, daf} die

raum-zeitlichen Ausdriicke fiir die Beschleunigung bin diesen Koordi-
naten den gegebenen — ,eingeprigten’ — Komponenten der Be-
schleunigung (als Funktionen von w, ¥, v,, v,, t) gleichgesetzt werden.
Beispiel 77. Schiefer Wurf im luftleeren Raume. Da der Beschleuni-
gungsvektor § der Schwere in allen Punkten A der Bahn lotrecht nach abwirts
i gerichtet ist, legen wir etwa
%, die y-Achse ebenfalls lot-
recht, und zwar nach auf-
_ wirts, die ax-Achse wag-
U recht (Abb. 133a). Die Be-
schleunigungen nach der -
und y-Achse sind dann

by=v, =0,
bv = ’[)y = -4, (211)
und daraus

v, = konst. = vycos a0 = &,

o

v, = konst. — gf = v,sin «
—gt=1y, (212)
indem wir die Geschwindigkeit in O fiir { = 0 von der Grofle v, und unter dem

Winkel « gegen die Wagrechte geneigt annehmen. Die Koordinaten , y sind (wenn
fir =0, =0, y = 0 sein soll)

Abb. 133.

z=uvgtcosa, y=1uvtsina—3%ge*. (213)

Die Bahn ist eine Parabel, wie sich durch Ausscheidung von ¢ aus diesen Glei-
chungen ergibt. Fiir ihren hochsten Punkt S ist v, = 0, also die ,,Steigzeit
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bis dahin nach Gl. (212): T = vy sin «/g, die ,, Wurfhohe* H und die ,,Wurfweite*
W nach Gl. (213):

2 ind 2 gin 2
vns2u; ® W:"x(,=m=”°m; 3
Der Geschwindigkeitsplan (Abb. 133b) ist das Stiick einer lotrechten Linie

in Verbindung mit dem ,,Pole* P. Es ist fiir jede Stelle P v = #. Die Grofe der
Geschwindigkeit ist nach Gl (212) und Benutzung von GI. (213)

vi=w; vy =] — 29y

H=yuon= (214)

ist also nur abhingig von der Hohe y iiber der Wagrechten.

Als Anwendung dieser einfachen Formeln beantworten wir noch die Frage
nach jenem Winkel o, unter dem mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit v,
geworfen oder geschossen werden muB, um ein bestimmtes Ziel Z (z, y) zu erreichen.
Hierzu benutzen wir die durch Elimination von ¢ aus den Gln. (213) hervorgehende
Parabelgleichung in der Form

y=atga — (1+tg2a)a?/4h, worin h=122/2¢g

gesetzt ist; dies ist eine quadratische Gleichung fiir tg o und liefert die Wurzeln
1 -
tgoz:-;;[2h-_}—V4h2~4hy-a:2]- (215)

Man erhilt also im allgemeinen zwei Werte, einen Flachwurf oder Flachschuf3
(Kanone) und einen Steilwurf oder Steilschufi (Haubitze oder Mérser); nur wenn
die Quadratwurzel imaginir wird, wenn also 4h% — 4k y — 22 < 0, kann das
gegebene Ziel (x, y) mit gegebenem v, (oder k) nicht erreicht werden. Fiir die
Punkte der ,,Grenzparabel“ 4 k2 — 4 h y — 2* = 0, deren Lage leicht eingezeichnet
werden kann, fallen die beiden moglichen Wurfparabeln zusammen, diese Punkte
konnen daher nur durch eine einzige Flugbahn erreicht werden.

70. Natiirliche Zerlegung: Tangential- und Normalbeschleunigung.
Zu jeder (ebenen) Kurve gibt es zwei mit ihr ,,natiirlich* (d. h. ohne
Beziehung auf ein von der Kurve unabhéngiges Achsenkreuz) ver-
bundene Richtungen: die Tangente und Normale. Die Zerlegung
von b nach diesen liefert die Tangentialbeschleunigung &, und
Normalbeschleunigung b,. Ahnlich wie bei rechtwinkligen Koordi-
naten, bei denen die Komponenten von b durch die ersten Ableitungen
der Geschwindigkeiten oder durch die zweiten der Koordinaten defi-
niert sind, lassen sich auch b, und b, durch einfache Ausdriicke defi-
nieren, die wir am besten direkt an Hand der Abb. 120 berechnen.
Hierzu driicken wir den vektoriellen Zuwachs 4 v von v durch die

Komponenten nach der Tangente A » und Normale Aw zur Bahn aus,

Av=Au+ Aw,
dividieren durch At und machen At— 0, dann folgt
b=b,+b,. (216)

Nun ist, wenn 494 der sog. Kontingenzwinkel, d.h. der Winkel
der Tangenten an die Bahnkurve in aufeinanderfolgenden Punkten ist,
v cos 4% — v v — Av dv

b, =lim ———— " = lim = lim —f = —
e At i At At = dt

1¢-»0
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v sin 48 .
— =9 lim (
At At>0

. 4d 22
= o?lim —— = —,
it>0 48 0

. 49 As
b = lim o i)
wenn g = AK den Krimmungshalbmesser und ds das Bogen-

element bedeutet, da ds/dt = v. Die Grofle

A9 dd
Im —=-—=w 217)
A4t>0 At dt (

bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit, d. i. das MaB der
Anderung des Winkels ¢ der Tangente (oder Normale) gegen eine
feste Richtung in der Ebene in der Zeiteinheit. Wir kénnen daher
auch v = gw setzen und erhalten

o

_dv _ dw

_-ZZ}—¥U%’ b’VL:

=pw:=900. (218)

:QIe

-

Wir konnen daher die vektorielle Anderung von v, d.i. eben die

Beschleunigung b, darstellen durch einen ,,tangential gerichteten* Teil b,,
der nur die Anderung der GréBe von v angibt und einen ,,normal gerich-
teten* Teil b, = vw, der dadurch entsteht, daBl v mit der Winkel-
geschwindigkeit @ gedreht wird: die Richtung von b, ist zu v senkrecht,
und zwar in der Drehrichtung der Tangente um /2 gegen v verdreht.
Von besonderer Wichtigkeit ist, da8 b, durch die Geschwindigkeit » und
den Kriimmungshalbmesser o der Bahn allein bestimmt ist und mit
seinem Pfeil nach dem Kriimmungsmittelpunkt K hin gerichtet ist,
wihrend b, jeden beliebigen positiven oder negativen Wert annehmen
kann.

Die Dimension von o ist [1/7], ihre Einheit 1/s.

Durch einen dhnlichen Schritt, wie aus der Geschwindigkeit die
Beschleunigung, erhalten wir aus der Winkelgeschwindigkeit die Win -
kelbeschleunigung 4, die von 0 verschieden ist, wenn o verinder-
lich ist

. w(t+At)~og(t) dw . d*d

A=1lim —— = =0= "7

=4, 219
dt->0 at ( )

ihre Dimension ist [1/7?], ihre Einheit 1/s2. Bei der Drehung um einen
festen Punkt ist insbesondere

. A . . p2
by=v=ro=1r =14, bn:7:rw2=v(u.

(220)

Beispiel 78. Fir die gleichférmige Bewegung im Kreise vom Halb-
messer 7 mit der Geschwindigkeit v = konst. ist ds = rd®, daher (Abb. 134)
ds ad
v = b T r T rw = konst., also auch & = konst.
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Die Umlaufzeit 7' folgt aus

2ar=0vT, T=""= (221)

Statt der Winkelgeschwindigkeit verwendet man in der Praxis gewohnlich die
Drehzahl n und versteht darunter die Umlaufzahl in 1 min; sie folgt
durch Berechnung des Weges in 1s: Der Weg in 1 min ist 2z n, daher in
15:27720/60 =v =1rw, und

¥ 7
an 30
= == A
® =5, oder = - (222) ‘
)75 !
Fiir eine Umdrehung in 1s, oder eine volle Schwingung ) " L‘" x
(oder einen anderen periodischen Vorgang) in ls wird z
auch die Bezeichnung 1 Hertz verwendet.
Die Beschleunigung ist gegeben durch
2
by =0, bn:—z;—=rwz=vw, Abb. 134,

ist also stets nach dem Mittelpunkte gerichtet, und muf natiirlich auf irgendeine
Weise auf den bewegten Punkt itbertragen werden.

Die Projektion dieser Beschleunigung auf irgendeinen Durchmesser, z.B.
O z, ist gegeben durch b, =b,cos % = — r w2 cos ¥ = — »? x, und dies ist das
fir die harmonische Schwingung kennzeichnende Gesetz: Die Projektion A’
des gleichférmig im Kreis bewegten Punktes 4 auf irgendeine Gerade
tithrt daher eine einfache Schwingung aus, deren Periode nach Beisp. 70 gleich 2 /o,
also gleich der Umlaufszeit der Kreisbewegung ist.

Beispiel 79. Schiefer Wurf mit Luftwiderstand (ballistisches Problem).
Nimmt man zur Beschleunigung g des Schwerefeldes den ,,Luftwiderstand‘ als
eine Beschleunigung von der GréSe —kv? hinzu, in jedem Punkte tangential
zur Bahn und zu 7 entgegengesetzt gerichtet, so erhalt man die endlichen Gleichun-
gen fiir die Bewegung am einfachsten, wenn man die beiden Zerlegungsarten kom-
biniert, die wir bis jetzt kennen
gelernt haben; dies entspricht auch
ganz natirlich der Kombination
des lotrechten (von der Bahnkurve
unabhingigen) Schwerefeldes mit
dem Luftwiderstand, der in
jedem Punkte in der Tangente
wirkt, die der Kurve selbst an-
gehort. Setzen wir die Projektions-

gleichungen fiir die Beschleuni-
gungen nach 2z und nach =
(Abb. 135) an, so erhalten wir

dv
g = OV g0
b, =17, 7 kv?cos &, |
v? dd !
by =—=—v—= s
. = 9cos @ (
Dividiert man beide Gleichungen durcheinander und setzt v = v./cos @, so folgt
t_dv, bk _d8
] g cos3d O’

eine Gleichung, die unmittelbar integriert werden kann und

1 2k a9
E + T m = konst.
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liefert, wobei die Konstante durch v, = v, = v, cos &, fiir & = &, bestimmt ist.
Aus dieser Gleichung ist v, als Funktion von & bestimmt: v, = v, ($#), daher kennt

man auch
v =0, (#)/cos ¥ =v (9);

aus der Gleichung fiir b,
ad
v(b‘)ﬁ = —gcos?d,
ergibt sich
1 »(9)
‘g cos® 49,

o 1 { (9
b= ‘?fcosﬁdﬁ’
also ¢ =¢(9#) und durch Umkehrung & = & (¢). Weiter folgt aus & = vcosd,

y = vsin ¢

dxz = v(H) cosﬁdt:——;-vz(z?)dﬁ, dy:—%vz(ﬁ) tgddd,

dt = —

und daraus

x=—%fvz(z9)dﬁ+konst., y— ~%f1;2(19) tg #dd + konst.,  (223)

wodurch z = z(#), y =y () und wegen & = & (¢) auch z =z (1), y = y (1),
also die endlichen Bewegungsgleichungen bekannt sind. Da sich die Integrale in
endlicher Form nicht auswerten lassen, empfiehlt sich die Anwendung der graphi-
schen Integration wie in Beispiel 71. Eine genauere Betrachtung der Formeln
zeigt, daB die Bahn fiir einen endlichen Wert « = x, eine lotrechte Asymptote

hat und die Geschwindigkeit sich fiir {— oo der Grenzgeschwindigkeit |g/k
néhert.

71. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten.
Flichengeschwindigkeit. Wenn die Polarkoordinaten eines bewegten
Punktes 7 und ¢ sind, so zerlegen wir die Komponenten der Geschwin-
digkeit v wieder nach den Richtungen, die diesen Koordinaten ent-
sprechen, d.i. die Richtung des positiven Fahrstrahls und die Richtung
des zunehmenden Polarwinkels; man beachte, dafl diese Richtungen bei
der Bewegung verdnderlich sind. Die entsprechenden Geschwindigkeits-
komponenten seien v, und v,,. Da die Komponenten des Bogenelementes
ds nach diesen beiden Richtungen dr und r dg sind, so ist unmittelbar
zu setzen

V=04V, U=T, Vp=r@=ro. (224)

Dieselben Ausdriicke erhélt man auch, wenn man die Geschwindigkeits-
komponenten v,, v, in Cartesischen Koordinaten auf die Richtungen r
und senkrecht zu r projiziert und die Polarkoordinaten einfiihrt. v, (] 7)
gibt die Anderung der Gré8e von 7, v, (L 7) entspringt aus dem Um-
stande, daB r mit der Winkelgeschwindigkeit & gedreht wird, und gibt
die Anderung der Richtung von 7 (Abb. 136).

Wir erhalten damit die im folgenden oft zur Anwendung gelan-
dr
dt

gende Regel: Die vektorielle Zeitableitung 7 =7 eines be-
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liebigen Vektors 7 besteht aus 2 Teilen: dem Teil 7 in
Richtung von 7, der von der GréBendnderung von r her-
rithrt, und dem Teil ro =17 ¢ senk-
recht zu r, dessen Richtung sich aus
r durch Drehung um #/2im Sinn von
o ergibt und der davon herriihrt,
daBl r mit der Winkelgeschwindig-
keit w = ¢ gedreht wird.

Diese Regel, auf den Geschwindigkeits-
vektor v angewendet, fithrt gerade auf die
in 70 abgeleiteten Beschleunigungskompo-
nenten b, und b,.

Ebenso fithrt die zweimalige Differentia-
tion von x =rcos¢p und y =rsin¢ und Abb. 136.
Projektion von z und % auf die Richtungen
parallel und senkrecht zu 7 auf die folgenden Ausdriicke fiir die Be-
schleunigung

— — — bT:;*r[pzy ’
b=5b,+b,, .. .. 1d . 225
T lbq,:r(p—]-2r<p:767t—(rz<p).| (225)
Denn es ist
T=rcos® —rsin@ ¢, g=rsin@-rcosypq¢,

Z=rcos@ —2rsin @ ¢ — rsin ¢ H — rcos p ¢?
y=rsing -4 2rcos ¢ @ + rcos ¢ § —rsin ¢ @2
und b, =wcos ¢+ ysing, by, = —sing+ jcosy,

und diese stimmen, wie leicht zu sehen, mit den Gln. (225) iiberein.

Diese Gleichungen kénnen aber auch unmittelbar durch Anwen-
dung der Regel fiir die Anderung der Vektoren v, und v, gewonnen
werden: In die Richtung 7 fillt die Anderung der Grofle von v,, also
. dv,
Ur =0
v, im positiven Sinne von o entsteht: v, = r ¢2, aber mit dem Minus-

zeichen, da die Richtung des so gedrehten Vektors v, von 4 gegen Ohin,

’U(p

“dt

=7, aulerdem der Teil, der durch Drehung des Vektors

also im Sinne der negativen 7 weist. Ebenso senkrecht zu 7:v, =

_drg)

dt
von der Richtungsinderung von v, herriihrend, also b, =rp + 27 ¢
wie zuvor.

Als Flachengeschwindigkeit # bezeichnet man die in der
Zeiteinheit vom Fahrstrahl r iberstrichene Fliche. Da die
zwischen zwei Fahrstrahlen 7 und 7’ =7 + Ar liegende Fliche Af
(bis auf kleine GroBen zweiter Ordnung, die vernachlissigt werden

=17+ r ¢ von der Gréfendnderung von v,, und v,0=r¢
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konnen) durch Af = trdgpr = }r2 Adp gegeben ist, so folgt

TV (226)

Die Flachengeschwindigkeit (beziiglich 0) ist daher durch
das halbe Moment der Geschwindigkeit um O gegeben.

In rechtwinkeligen Koordinaten wirde unmittelbar folgen
n=13%(xy—yx), und in ,natirlichen 5 = 1vp, wenn p die
Léange des von O auf » gefillten Lotes bedeutet.

72. Zusammenstellung der bisher erhaltenen Formeln:

Ebene (;Bel-l Cartesische l Natiirliche Polarkoordi-
Bewegung Zmi(r)lg Koordinaten (z,y) | Koordinaten (s,p) | naten (r, @)
Gescllig;ndlg- ’ {vz B T —" C?s * o= ds (i.d. Tangente fvr= " )
V,=Yy=0vsIno d der Bahn) 11)lp=:7'(]7
(0 =<, )
Beschleuni- ; 3 b,=0,=Z=bcosf L dv |by,=7F—r@?
n bi=b=5=0"" A
gung b, =b,=j=Dbsinp ds |by=r§+2i¢
2
(B =< ) by = Ll s,
"Te rdi ()
(0 = Kriimmungs- 2dn
halbmesser) =rat
Flachenge- | # | n=%(x§—yd) n="%vp n==%r¢
schwindigkeit i (p = LotvonOaufv)
(= % Moment
der Geschw.)

73. Zentralbewegung. Die Keplerschen Gesetze. Der Wert der ,,an-
gepaBiten Koordinaten‘ fiir die rechnerische Behandlung eines Problems
tritt besonders deutlich bei der Verwendung von Polarkoordinaten fiir
die Zentralbewegungen hervor. Die Zentralbewegungen sind da-
durch gekennzeichnet, daB fiir sie die Beschleunigung stets durch
einen festen Punkt F hindurchgeht. Da die durch die Zentral-
beschleunigung verdnderte Geschwindigkeit immer in der durch die
anfingliche Geschwindigkeit und O bestimmten Ebene liegt, so folgt
sofort, daf} die Bahnen bei den Zentralbewegungen ebene Kurven sind.
Die Bewegungen der Planeten um die (rubend gedachte) Sonne und
die Bewegungen der Elektronen um die Atomkerne sind Beispiele solcher
Bewegungen.

Ist die Zentralbeschleunigung anziehend, so ist die hohle
(konkave) Seite der Bahn dem Zentralkorper zugewendet, sonst die
erhabene (konvexe).

Da nach der Definition die ganze Beschleunigung b in die Richtung

von 7 fillt, so ist 59" =0, daher 5 =konst. =C/2, und es folgt un-
mittelbar der Satz:
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Bei allen Zentralbewegungen (wie auch das Gesetz fiir die Be-
schleunigung im {ibrigen beschaffenist) ist die Flachengeschwindig-
keit konstant,d. h.der Fahrstrahlr iberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flachen. Auch die Umkehrung dieses Satzes ist
richtig: Wenn wir von einer Bewegung wissen, daB sie mit konstanter
Flachengeschwindigkeit erfolgt, so ist sie eine Zentralbewegung.

Die Zentralbewegungen besitzen besondere Bedeutung firr die Ge-
schichte der Mechanik und Astronomie, da an sie anschliefend die
mannigfaltigen Methoden ausgebildet wurden, die das grofe Gebidude
der modernen analytischen Mechanik ausmachen. Insbesondere haben
sie auch in der neuzeitlichen Atomphysik eine ungeahnte Anwendung
gefunden. J.Kepler (1571—1630) hat auf Grund des ihm vorliegenden
Beobachtungsmaterials von Tycho de Brahe (1546—1601) im Jahre
1609 und 1619 die heute nach ihm benannten Gesetze der Planeten-
bewegungen ausgesprochen. Diese Keplerschen Gesetze lauten:

1. Die Bahnkurven der Planeten sind Ellipsen, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Die Fahrstrahlen, die die Sonne mit den einzelnen
Planeten verbinden, iiberstreichen in gleichen Zeiten
gleiche Flachenrdume (d.h. die Flachengeschwindigkeit ist eine
— fiir jeden Planeten andere — Konstante).

3.Der Quotient des Kubus der groflen Achse der Ellipse
zum Quadrat der zugehorigen Umlaufzeit hat fir alle
Planeten den gleichen Wert.

An der Hand dieser Gesetze ist dann 1. New ton (1642—1727)
zu dem Begriff der universellen Gravitation gefithrt worden, der
mit zu den groBten naturwissenschaftlichen Entdeckungen der Neu-
zeit gehort. Die wesentlichsten Schritte dieser Entdeckung konnen
wir mit den bisher entwickelten Hilfsmitteln durch einfache Rech-
nungen wiedergeben.

Zunichst folgt aus dem 2. Keplerschen Gesetze bereits, dal b, = 0,
daB also die ganze Beschleunigung in der Richtung der Verbindungs-
linjie Sonne-Planet, also des Vektors 7 liegt. Sei Cf2 die ,,Flichen-
konstante®, d. i. die konstante Flichengeschwindigkeit:

1 .. 1 . dep C

n=gre=g0. abe == 0 (227)

so konnen wir mit Hilfe dieser Gleichung den Ausdruck fir b, um-
formen, indem wir r als Funktion von ¢ ansehen und d¢ eliminieren.
Wir schreiben

d=

dann ist zunichst

0

2
02:;.2_{_72@92:02[( d(p> +,1_} (229)
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1 2 (1
@ (7>d(p ae

r=—Cy T TF i

Ferner ist

und damit folgt die sog. Binetsche Gleichung fiir die Beschleunigung

e {dz ) 1} . (230)

o
by=F—rit=—

Nach dem 1. Keplerschen Gesetze sind » und ¢ durch die Ellipsen-
gleichung verbunden, denn die Bahnen sollen Ellipsen sein; ihre Glei-
chung lautet in Polarkoordinaten, wenn p den Parameter (= Ordinate
im Brennpunkte) und ¢ = efa (<< 1) die numerische Exzentrizitit
(¢ = lineare Exzentrizitit = halbe Entfernung der Brennpunkte,
@ = halbe grofle Achse) bedeutet

N 2 1 1 ecosg,
T 14 ecosg oder rp p

gehen wir damit in die Binetsche Gl. (230), so kommt

@ G) 1

1
gt + R

r

und daher
b, = — S 231)
r -2; 2’ (
Werden also die beiden ersten Keplerschen Gesetze — aus den

Beobachtungen erschlossen — als richtig angenommen, so folgt daraus
schon, daf3 die auf die Planeten (die dabei stets als Punkte betrachtet
werden) wirkende Beschleunigung eine anziehende und rein-radiale
ist, und daB ihre GroSe dem Quadrat der Entfernung Sonne-Planet
umgekehrt proportional ist.

Aus dem dritten Gesetz folgt endlich, daBl C?/p fiir alle Planeten
denselben Wert hat, die Beschleunigung b, also das universelle,
d.i. fir alle Planeten giiltige Gesetz (231), in dem C2?/p = konst. ist,

befolgt.
Die Umlaufszeit 7' rechnen wir uns aus der Formel fiir dic Flachen-
geschwindigkeit % =1 =5, woraus

2 2 2
dt = df; also T:fdt =gJar=5r.

wobei die Integration iiber die ganze Ellipse zu erstrecken ist und
F = a bx ihre Fliche bedeutet.

Nun ist nach Abb. 137a

20 =1y + 1= Tigog) T Tpem = g
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Ferner ist
b=T7a?>—e* =a 1/17;755 = P_ ,
Ji—¢g
daher die Umlaufzeit
2, 2 . 2l p?
T=gF=gabn=7 = e (232)
Abb. 137.
Bilden wir daher nach dem Wortlaut des 3. Gesetzes
=2 @ yonst., und setzen © = dath =
=T Lty onst., und setzen .= k=4,
so erhalten wir endlich
b= — (233)

worin A fiir alle Planeten denselben Wert hat.

Nimmt man umgekehrt das Newtonsche Gesetz (233) als gegeben
an, so folgen daraus die Keplerschen durch Umkehrung dieser Be-
trachtungen. Zunédchst ist nach den Gln. (231) und (230) r = r (¢)
durch die Differentialgleichung gegeben

1
d? <4>
r 1 A 1 .
e _{_?:52:5, (234)
indem wir A/C? = 1/p einfithren; von dieser Gleichung ist 1/p eine
Partikularlésung und

1 1 £
F = T peos(e— @) (235)
die allgemeine Losung mit ¢ und ¢, als Integrationskonstanten; fiir
&£ < 1 ergeben sich Ellipsen (fiir ¢ = 0 Kreise), fiir e =1 Parabeln,
fur ¢ > 1 Hyperbeln als Bahnkurven. Wird der Polarwinkel vom
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Perihel gezahlt, dann ist ¢;=0 zu setzen. Durch ahnliche Schliisse
wie zuvor folgen auch die iibrigen Aussagen der Keplerschen Gesetze.

74. Anwendungen. Beispiel 80. Der Geschwindigkeitsplan der Pla-
netenbewegung ist ein Kreis, bezogen auf einen exzentrisch liegenden

Punkt P als Pol.
Bilden wir die Ableitung der Ellipsengleichung in Polarkoordinaten nach ¢,

also von
)
d{— .
1 r) __ esing

P do p 7
setzen wir dann diese Ausdriicke in die Gl. (229), so ergibt sich die Abhingigkeit
der Geschwindigkeit v von ¢ in der Form

Cz

=

Ak s , so folgt

1
r

2

[1-+ &2+ 2¢cos g]. (236)

Diese Gleichung hat die Form des Kosinussatzes. Tragt man in Abb. 137b vom
Pole P des Geschwindigkeitsplanes die Strecke & C/p = P M senkrecht zur grofien
Achse der Ellipse auf, legt um M einen Kreis mit dem Halbmesser C'/p und zieht
von M eine Senkrechte zu A S, so erhilt man das Dreieck PMV, das bei M
den Winkel = — ¢ einschlieft. Mit Hilfe des Kosinussatzes ergibt sich fiir die

Seite PV gerade der in Gl. (236) gefundene Ausdruck, wodurch die Kreisform
des Geschwindigkeitsplanes erwiesen ist.
Driicken wir noch in GL.(236) das Glied ¢ cos ¢/ p mittels der Ellipsengleichung
durch r aus, setzen also
£CO8 @

L1
=
so erhalten wir schlieBlich
c2ri 2 2 2 cxr2 1 — 2 2 17 -
vz=—[ +e ]:~L-—~ EJZJ[—-—"&”‘ (237)

pl p T pl p L7 P Ur

d. h. die Geschwindigkeit v an jeder Stelle der Bahn hingt in dieser Weise von
der Lange des Fahrstrahls r ab; diese Gleichung ist, wie wir spiter noch sehen
werden, die Energiegleichung fiir die elliptische Bewegung.

Aus dem Flichensatz folgt itbrigens unmittelbar die Gleichung

,
VP =V Ty, oOder vfv, = 7y/7y,

d. h. der Pol P teilt den Durchmesser des Kreises, der den Geschwindigkeitsplan
darstellt, im umgekehrten Verhiltnisse, wie S die grofie Achse der Bahnellipse.

Beispiel 81. Unter welchen Bedingungen ist die Bahnkurve eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel?

Wie schon hervorgehoben, stellt die Gleichung % = -;7 + L8P fire <1
Ellipsen, fiir ¢ = 1 Parabeln und fiir ¢ > 1 Hyperbeln dar, und es entsteht die
Frage, unter welchen Bedingungen sich jede dieser Kurven als Bahnkurve heraus-
stellt. Wir wollen diese Frage insofern vereinfachen, als wir zeigen, daf die Ge-
schwindigkeit v; im Perihel fiir die Art der entstehenden Bahnkurve mafBgebend
ist. Da fir ¢ = 0, 1/r; = (1 4 ¢)/p, erhalten wir fiir r = r; nach Gl. (237)

X .[2 1] [2 1—e] 72 1—e _1-+e
V=l ———|=A|——— =1 — =] .
roa 7 p Ur, o ry

Wir erhalten daher

Ellipsen
Parabeln wenn e =1 , d.h. wenn v = l/ — ist.
Hyperbeln > >
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Wenden wir dieses Ergebnis auf die Erde als Anziehungszentrum und einen
Punkt nahe ihrer Oberfliche an, so konnen wir fiir ihn b = g = A/R? setzen,
also 1 = ¢ R?, und finden

Vzr—; =J2¢9 R~ 11180m/s.
1

Je nachdem die Geschwindigkeit v, die der Punkt parallel zur Erdoberfliche
besitzt, kleiner, gleich oder gréler als dieser Wert ist, entsteht eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel. Fiir ¢ = 0 ergibt sich ein Kreis als Bahn; die zugehdrige Ge-

schwindigkeit wire v, = V—:—“ = Vg R ~ 8000 m/s.
1

Beispiel 82. Bestimmung des Bahnkegelschnitts aus Anfangs-
lage und Anfangsgeschwindigkeit. Wenn in einem Punkte 4 die Geschwin-

digkeit v und auBerdem die Anziehungsbeschleunigung b bekannt sind, so ist
damit der zugehorige Bahnkegelschnitt festgelegt. Um ihn zu erhalten, beachten
wir, daf} die Normalbeschleunigung b, nur von v und dem Kriimmungshalbmesser
o in A abhingt, b, = v*/p, woraus

o =1v?b,. (238)

Durch das bei V rechtwinkelige Dreieck BV C'in Abb. 138 ist daherg — €A = AK
bestimmt. Wendet man ferner die bekannte Konstruktion fiir den Kriimmungs-

mittelpunkt K fiir die Ellipse in umgekehrter Folge an, zieht also KD 54,
DE | AK, dann ist E der Schnittpunkt
der Normalen mit der groBen Achse; die
Verbindungslinie SE gibt ihre Lage, und
die Ubertragung des Winkels o auch den
anderen Brennpunkt S’; schlieBlich ist die

Summe 84 + A8 = 2a, die grofie Achse
der Ellipse.

Beispiel 83. Die Keplersche Glei-
chung. Zur Ableitung der endlichen
Gleichung fiir die Zeitabhingigkeit der
Bewegung, die als Keplersche Glei-
chung bezeichnet wird, betrachten wir
auller der ,,wirklichen Bewegung® in der
Bahnellipse auch die Bewegung eines
ideellen, ,,begleitenden Punktes“ A’ auf
dem Umfange des iiber der groflen
Achse beschriebenen Kreises (Abb. 137a),
der mit A auf derselben Normalen zu
dieser liegt. Den bei O auftretenden ,,exzen-
trischen Winkel* bezeichnen wir mit %, und setzen das Bogenelement des Kreises
in der Form an do = a du. Die Projektionen der Geschwindigkeiten, v und #’,
mit denen sich 4 auf der Ellipse und 4’ am Kreise bewegen, auf die groe Achse
sind gleich grof; es ist also auch (nach Abb. 137b)

Abb. 138.

’

, o ¢ .
vsinu = —singp, oder Vv =-——".
P

Aus den Definitionsgleichungen v = ds/dt, v" = do/dt entnehmen wir

_ds_ do_ adi

’U—’U v

dt

und erhalten mittels der vorhergehenden Gleichung

ap sinu
dt = — ——
¢ sing
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Weiter erhilt man aus dem Umstande, dal der Umkreis der Ellipse im Ver-
haltnis a/b dhnlich ist,
rsingpa/b=asinu,
also
rsin ¢ = bsinu
und weiter (Abb. 137)
rcos g = a({cosu — &) .

Daraus rechnen wir, da b= a J1 — &

V1 — e?sinu

cosUu — &

tg @ =
und finden nach einer leichten Umrechnung,

. t J1 — &2si F1 — e?si
sin ¢ — g @ _ 1 —é&%sinu _ e*sinu

V1 +tg2e V(cosu — €)%+ (1 — &%) sin?u 1—ccosu

Damit wird

__ 7
CJ1— &

Fihrt man darin noch @ = p/(1 — ¢) ein und setzt

CYT— e23/p2 =n,

ndt=(1— ecosu)du

dt (1 —ecosu)duw.

so erhilt man

und daraus durch Integration mit der Anfangsbedingung » = 0 fir ¢ =0,

nt=u— gsinu (239)

als die gesuchte Gleichung. Da u (ebenso wie p) die Lage des bewegten Planeten
auf der Ellipse kennzeichnet, so ist durch diese Gleichung auch die ,,wirkliche
Bewegung‘‘ dargestellt.

Integriert man die Gl (239) iiber einen ganzen Umlauf und bezeichnet die
Umlaufzeit mit 7', so folgt

nT=2n oder n=2x/T.
n bezeichnet die sog. ,,mittlere Bewegung* oder die Anzahl der Umldufe in 2 7 s.

V5. Gezwungene oder gefiihrte Bewegung des Punktes. Wie wir in
der Statik im wesentlichen nur das Gleichgewicht gestiitzter Korper
betrachteten, so kommt es in der Bewegungslehre bei den technischen
Anwendungen nur auf Untersuchung von gefiithrten oder gezwun-
genen Bewegungen an. Bei der Bewegung des Punktes liegt dann der
Fall so, daB} dieser ,,gezwungen‘ wird, sich auf einer Leitkurve oder
Leitfliche zu bewegen; um zu den Bewegungsgleichungen zu ge-
langen, haben wir eine ganz dhnlich geartete Erweiterung vorzunehmen
wie in der Statik: Der Einflufl einer glatten Leitkurve oder Leit-
flache) wird durch eine ,,Zwangskraft* bzw. eine ,,Zwangsbeschleu-

nigung® b, in Rechnung gesetzt, die zur Tangente der Leitkurve
oder Tangentialebene der Leitfliche) senkrecht steht; bei rauher
Leitkurve oder Leitfliche) kommt noch die Reibungskraft bzw.
Reibungsbeschleunigung bz hinzu, die nach den Aussagen von
48B in der Form by = f|b,| anzusetzen ist, und stets entgegen der
Richtung der Bewegung (also entgegengesetzt zu v) wirkt. Da jetzt
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nicht mehr — wie bei der freien Bewegung — die wirkliche Be-
schleunigung b mit der gegebenen, eingeprigten iibereinstimmt,
so empfiehlt es sich, fiir diese ein eigenes Zeichen, b,
einzufithren. Die wirkliche Beschleunigung b ist
dann bei glatter Fihrung durch die Summe
von b, und b,, bei rauher Fiihrung auBerdem
noch durch by gegeben. Wir erhalten daher in

natiirlicher Darstellung fiir glatte ebene Leit-
kurven (Abb. 139)

Abb. 1389,
L ~ btz%zvg—ig:b,sinw,
b=b,+ b, d.h. . (240)
bnz%zbecoszp +b,,

und fiir rauhe Leitkurven (Abb. 140) mit b, = /b,

v (241)
o

b, =

=b,cosyp + b,;

dabei ist b, in der Richtung der positiven Normalen positiv zu

zéhlen; wenn ¢ = 00, ist auf der Normalen willkiirlich eine Richtung
als die positive festzulegen.

In diesen Gleichungen tritt die Zwangsbeschleu-
nigung b, (bzw. die Zwangskraft oder der Druck
der Fiihrung D = M b,) als neue Unbekannte
auf, ganz so wie in der Statik die Auflagerkraft;
demgegeniiber ist zu beachten, daB die Gestalt
der Kurve vorgegeben ist, so daBl die Aufgabe
allgemein lsbar bleibt, und zwar kommt hier von
den die Gestalt der Kurve kennzeichnenden GréBen Abb. 140,
nur der Kriimmungshalbmesser p in Betracht. Die
erste Gl (240) gibt das eigentliche Bewegungsgesetz v = v (f) oder
v = v (s) usw., wihrend die zweite b, liefert

2

b, == % — b, cos . (242)

Die Stellen, wo die Leitkurve keinen EinfluB auf die Bewegung des
Punktes ausiibt, sind durch b, = 0 gekennzeichnet. Wenn die Leit-
kurve eine einseitige Fiihrung darstellt (wenn etwa der Punkt an
einem Faden aufgehiingt ist oder sich in einer Rinne bewegt), dann sind
durch b, =0 die Stellen bezeichnet, in denen der Punkt die Bahn
verlassen kann; bei allseitigem Zwang (Perle an einer starren Stange

Pischl, Mechanik. 2. Aufl. 11
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oder in einem Rohr) sind durch die Stellen b, = 0 die Punkte gekenn-
zeichnet, in denen ein Druckwechsel eintritt, sobald der Punkt diese
Stelle durchlauft.

4 A z Fir die Bewegung des Punktes auf einer
beliebig gestalteten glatten Kurve im Schwere-
felde 148t sicher die erste der Gln. (240) all-
gemein (d.h. bei beliebiger Form der Leit-
_ kurve) integrieren. Es ist nimlich mit b, = ¢
nach Abb. 141:

_dv_ dv__ 1d(»?

b= =v5 =5 45 — 950y,
1 .
Abb. 141, 7d(vz) =gsinyds = gdy,
so daB
=29y +C, oder ®-— vi=2g(y — %), (243)

wenn wir v = v, fir y = y, vorschreiben; d.h. die Geschwindigkeit
an irgendeiner Stelle ist durch y allein bestimmt und von der Form
der Bahn ganz unabhéngig; an allen Stellen, die in derselben Wag-
rechten liegen (y = konst.), ist die Bahngeschwindigkeit v gleich gro8.
Legt man die z-Achse in der Héhe y, = ¢2/2 ¢ iiber die Ausgangslage,
dann gilt einfach

v =2gy, (244)

d. h. der Betrag von v ist an jeder Stelle gleich der Geschwindigkeit,
die beim freien Fall durch die Hohe y erreicht wird.
76. Anwendungen. Beispiel 84. Fall auf einer rauhen Ebene unter

dem Winkel « gegen den Horizont (Abb. 142).
Nach den Gln. (240) folgt b, = g cos «

btzvd—v

ds:g(smoc—fcosoc),

wenn daher fir s =0: v =1, ist, so
kommt

v =10} -+ 2g(sina — f cos ) s.

Abb. 142, Zieht man durch O iber 4,, wobei

A,0=1%/2¢g, eine Gerade, die unter

dem Reibungswinkel o’ (f = tg ¢’) gegen die Wagrechte geneigt ist, so ergibt die
vorhergehende Gleichung

02229[223—+ssina—tgg’scosa]:Zgy’,
d.h. die Geschwindigkeit v in A ist gleich der Fallgeschwindigkeit durch die
Hohe y’ lotrecht itber A bis zur x’-Achse.

Beispiel 85. Fiir die Fallbewegung auf der glatten schiefen Ebene
gelten die Gleichungen des 