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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 
Die Mechanik nimmt im technischen Unterrichte eine Mittel

stellung ein zwischen den vorbereitenden Gegenstanden - Mathe
matik, darstellender Geometrie und Physik- und den eigentlich tech
nischen, den verschiedenen Ausgangsfachern. Ihr Studium bereitet 
erfahrungsgemaB dem Anfanger gewisse Schwierigkeiten, die sich ins
besondere dann einstellen, wenn der Studierende in die Lage kommt, 
selbstandig mechanische Aufgaben von der Art, wie sie die technische 
Praxis stellt, losen zu mussen. Und gerade hierbei kann sich erst er
weisen, ob die Lehren der Mechanik in ihrer ganzen Bedeutung er
faBt worden sind oder nicht. Mit der Aneignung und Wiedergabe der 
allgemeinen Satze ist es nicht getan; so einfach diese Satze auch schei
nen mogen, so schwierig ist es fUr den Anfanger, ihre Tragweite zu er
fassen und sie auf die mannigfachen Fragen, die die Natur und die 
technische Praxis stellt, richtig an wenden zu lernen; wenn irgendwo, 
so gilt hier das alte Leibnizsche Wort, daB die Natur zwar einfach 
in ihren Prinzipien, aber unermeBlich reich in deren Anwendung ist. 

Zur Uberwindung der hierbei auftauchenden Schwierigkeiten soU 
das vorliegende Buch einen Weg weisen. Es will in knapper Form 
unter Vermeidung alles irgend Entbehrlichen und unter fortgesetzter 
Bezugnahme auf die Anwendungen die einfachsten und wichtigsten 
Lehren der Mechanik in einem Umfange darbieten, wie sie (ungefahr) 
von den Studierenden unserer technischen Hochschulen verlangt wer
den. Auf die axiomatische Begrundung des Gegenstandes ist dabei 
bewuBt vollstandig verzichtet worden. Zur weiteren Pflege der An
wendungen und zur Einubung des Lehrstoffes mochte ich hier auch 
auf die im gleichen Verlage erschienenen ,Aufgaben aus der tech
nischen Mechanik" (drei Bande) von F. Wittenbauer hinweisen. 
Eine Ubersicht tiber die Literatur, die eine ausfiihrlichere Behand
lung der in diesem Buche oft nur in knappen Worten gestreiften Einzel
fragen enthalt, ist am Schlusse zusammengestellt. 

GroBe Sorgfalt wurde auf die genaue Formulierung der Lehr
satze und Angabe ihrer Geltungsbereiche angewendet. Urn die Brucken 
zu den Anwendungen zu schlagen, sind vielfach, meist unter An
fuhrung der verschiedenen auftretenden Moglichkeiten, Hinweise fUr 
den Ansatz von einfachen Aufgaben eingeschaltet worden. Ich habe 
mich nicht gescheut, bei solchen Angaben auch scheinbar selbstver
standliche Dinge auszusprechen, wenn dadurch eine Forderung des 
Verstandnisses fUr die Anwendbarkeit der entwickelten Lehren er
wartet werden konnte. Was der Ingenieur von einer ,Mechanik", 
die ihm von Nutzen sein soU, verlangt, sind Regeln und Anweisungen, 
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die ihm zeigen, wie er im einzelnen Faile vorzugehen hat; mit sol
chen ist in diesem Buche nicht gespart worden. 

In dem ganzen Buche sind ferner die rechnerischen und zeich
nerischen Methoden - alle sind praktischen Bediirfnissen entsprungen 
- unter Angabe ihrer Anwendungsbereiche nebeneinander behandelt 
worden. Das Verstandnis der sachlichen Gleichwertigkeit der Aus
sagen in heiden Darstellungsarten zu erreichen, ist eine fiir den Unter
richt in der Mechanik wichtige Frage. 

Die Bezeichnung fiir die heute in dieser Wissenschaft verwende
ten Begriffe ist keineswegs einheitlich - die hier verwendeten sind 
im Einklang mit den auch sonst meist in Gebrauch stehenden und 
wenigstens his zu einem gewissen Grade eingebiirgerten gewahlt worden. 

Die Lehren der Mechanik konnen am einfachsten und natiirlichsten 
in die Gesamtheit unseres Wissens eingeordnet werden, wenn man 
sich auf den Boden einer verniinftigen realistischen Weltansicht stellt, 
die im Grunde, ob ausgesprochen oder nicht, die ganze Naturwissen
schaft beherrscht und besonders fiir die Technik als unentbehrlich 
bezeichnet werden darf. Trotz aller begriindeten erkenntnistheore
tischen Bedenken und Einwande halte ich es fiir ausgeschlossen, die 
einfiihrende Vorlesung aus der technischen Mechanik auf Grund 
eines anderen Standpunktes praktisch erfolgreich zu entwickeln. 

Was die Gliederung des Stoffes anlangt, so wurde insbesondere 
im Hinblick auf die Bediirfnisse unserer technischen Hochschulen 
die althergebrachte Einteilung in Statik, Kinematik und Dyna
mik beibehalten. Fiir die Auswahl und die Art der Darstellung war 
- unter Ausschaltung aller personlichen Anspriiche - vorwiegend 
der eine Gesichtspunkt maBgebend, unserer studierenden Jugend 
niitzlich zu sein, fiir die dieses Buch als Erganzung der an der Hoch
schule gehorten Vorlesungen und Ubungen in erster Linie bestimmt 
ist. Wegen des iiberwiegend praktischen Inhaltes wendet es sich jedoch 
auch an die fertigen Ingenieure, denen es fiir eine Reihe von Fragen, 
die sich mit den einfachen Mitteln der ,starren" Mechanik lOsen lassen, 
die hierzu notwendigen Lehrsatze und Methoden in gedrangter Kiirze 
darbieten will. 

Prag, am 16. November 1922. 

Th. Posch!. 



V orwort zur zweiten Aufiage. 

Die giinstige Aufnahme, die das ,Lehrbuch der Technischen Mecha
nik" bei seinem ersten Erscheinen gefunden hat, lieB erkennen, daB 
seine Herausgabe die Anforderungen und Bediirfnisse des Mechanik
unterrichtes an den technischen Hochschulen im wesentlichen zutreffend 
beurteilt hat. Die zweite Auflage ist vollstandig umgearbeitet und durch 
Ausschaltung manches Unzureichenden und durch mancherlei Ergan
zungen- wie ich annehmen dar£ - auch verbessert worden. 

Von dem Hilfsmittel der Vektorrechnung ist jetzt in starkerem MaBe 
Gebrauch gemacht als bei der ersten Auflage. Einige Abschnitte sind 
neu geschrieben worden, wie die iiber Kinematik der ebenen Bewegung, 
und einige sind ganz neu hinzugekommen, wie die iiber die Mayor
Misessche Abbildung und ihre Anwendung in der Raumstatik, iiber 
Schwingungen und Stabilitat und iiber dynamische Krafteplane. Diese 
Dinge haben iibrigens auch bei der Bearbeitung der inzwischen im 
gleichen Verlage erschienenen sechsten Auflage der ,Aufgaben aus 
der Technischen Mechanik" Bd. I von F. Wittenbauer, auf die schon 
im Vorwort zur ersten Auflage als erganzenden Ubungsbehelf hinge
wiesen wurde, 'entsprechende Beriicksichtigung erfahren. 

Den vielen Kollegen und Fachgenossen, die mich fiir diese Neu
auflage auf wiinschenswerte Erganzungen und Verbesserungen auf
merksam gemacht haben, sage ich auch an dieser Stelle aufrichtigen 
Dank. Auch aus den Kreisen der jungen Kommilitonen, fiir die dieses 
Buch in erster Linie bestimmt ist, ist mir eine Reihe von AuBerungen 
und Wiinschen zugegangen, die ebenfalls, soweit dies irgend moglich 
war, Beriicksichtigung fanden. 

Die unausgesetzt fortschreitende Entwicklung unseres technischen 
Hochschulwesens enthalt als einmiitige Forderung die weitere Aus
gestaltung und Vertiefung des Unterrichtes in der technischen Mechanik 
als der fiir die gesamte Technik grundlegenden Wissenschaft. Mage 
das vorliegende Werk in seiner neuen Auflage dieser Forderung fiir den 
Bereich, den es zu erfassen sucht, gerecht werden und den Studierenden 
und Ingenieuren bei der Erlernung der grundlegenden Probleme und 
Methoden ein zuverlassiger Fuhrer sein! 

Karlsruhe, Neujahr 1930. 

'rh. Poschl. 
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Einleitung. 
I. Allgemeines und Grundbegriffe. 

1. Mechanik als Naturwissenschaft. Die Hauptaufgabe der theore
tischen Naturwissenschaften, zu denen die Mechanik in ihrem vollen 
Umfange gehort, besteht darin, den Zustand, in dem sich die 
Korper unserer AuBenwelt befinden, und die Veranderungen, die 
diese Korper erleiden, iibersichtlich und gesetzmaBig zu ordnen und 
durch MaB und Zahl zu beschreiben. Voraussetzung fiir die Erfiillbar
keit dieser Aufgabe ist die aus einer jahrhundertelangen Entwicklung 
stammende Erfahrung, daB es solche Gesetze gibt, denen gemaB diese 
Veranderungen verlaufen, und daB es moglich ist, alle Erscheinungen, 
die wir in der Natur beobachten, aus solchen Gesetzen zu verstehen 
und zu ,erklaren". Die Losung der angegebenen Aufgabe hat zur Aus
bildung eines Systems von Begriffen gefiihrt, die in den Naturgesetzen 
in bestimmter Weise miteinander verkniipft werden und die diese 
Erscheinungen mit den Hilfsmitteln der mathematischen Analyse zu 
verfolgen gestatten. 

Die einfachsten dieser Veranderungen sind jene, bei denen die Korper 
ihrer geometrischen und physikalischen Beschaffenheit nach gleich 
bleiben und nur ihren Bewegungszustand im Raume verandern. 
Zu ihrer Kennzeichnung in dem angedeuteten Sinne wurde schon 
friihzeitig der Begriff der Kraft eingefiihrt, ein Begriff, der in der 
Folge in mannigfacher Weise ausgestaltet und auf aile Erscheinungen 
erweitert wurde, in denen es auf die Untersuchung der Bewegungen 
von Korpern oder ihrer Teile u. dgl. ankommt; auf diesem Begriff und 
einer Reihe daraus abgeleiteter Begriffe hat sich die Wissenschaft der 
Mechanik als besonderer Zweig der Physik entwickelt. Zur vor
laufigen Kennzeichnung des Gegenstandes, die es weiterhin mit dem 
eigentlichen Inhalt zu er£iillen gilt, konnen wir also sagen: 

Die Mechanik ist also die Lehre von den Bewegungen 
der Korper und von den Kraften. 

2. Bewegung. Bezugsystem. Koordinaten. Fiir die U ntersuchung der Be
wegungen der Korper ist es zunachst erforderlich, daB wir Mittel besitzen, 
urn uns im Ra ume zurechtzufinden, d. h. die Lage der Korper in 
irgendeiner Weise zu kennzeichnen. Diese Kennzeichnung ist stets nur 
in bezug auf einen oder mehrereandere Korper-die Bezugskorper
moglich und geschieht durch Angabe einer geeigneten Anzahl von 
Bestimmungsstiicken; urn sie praktisch auszufiihren, denken wir uns 
mit diesen Bezugskorpern - dem sog. Bezugssystem - etwa ein 
System von rechtwinkeligen Koordinatenachsen fest verbunden und 
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haben dann die Aufgabe, die Lage des Korpers gegen dieses Koordinaten
system, und zwar durch Angabe von passend gewahlten Bestimmungs
stticken (Strecken, Winkeln u. dgl.) festzulegen; diese Bestimmungs
stucke heiBen dann die Koordina ten des betreffenden Korpers. Fur 
die Messung der Langen dienen Ma B stab e, und von die sen setzen wir 
voraus, daB sie in allen Koordinatensystemen- gleichgtiltig, wie diese 
zueinander auch bewegt sein mogen - und nach allen Richtungen 
eine feste Lange beibehalten sollen. 

Die Koordinaten sind bei einer Bewegung verander lie he GroBen. 
Von der Beschreibung einer Bewegung im Sinne der Mechanik 
spricht man erst dann, wenn die Koordinaten fUr alle Werte der 
Zeit fUr ein gewisses Zeitintervall durch irgendeine Vorschrift ·fest
gelegt sind, wenn also eine Verknupfung der Koordinaten mit der 
Zeit hergestellt ist, oder anders ausgedruckt, wenn sich die Koordi
naten als Funktionen der Zeit angeben lassen. 

Die Zeit wird dabei- fur die Zwecke dieses Buches
als eine unabhangig und stetig veranderliche GroBe ein
geftihrt, von der die Anderungen anderer GroBen, insbe
sondere der oben erwahnten Koordinaten, abhangig ge
macht werden konnen. 

Die heiden Grundbegriffe jeder exakten Wissenschaft, Raum und Zeit, er
scheinen somit naturgemaB auch als die obersten Grundbegriffe der Mechanik: 
die Erscheinungen, mit denen sich diese beschaftigt, vollziehen sich im Raum 
und in der Zeit. Wie wenig die obigen Festsetzungen tiber diese heiden ,Kate
gorien unseres Denkens" Naturnotwendigkeiten, geschweige denn Denknotwendig
keiten sind, zeigt die neueste Entwicklung des allgemeinsten Zweiges der theore
tischen Physik, der Relativitatstheorie, auf Grund welcher sie als weit
gehende Einschrankungen erscheinen, die im W esen der Dinge in keiner Weise 
begriindet sind. Diese Theorie hat auch fur die gewohnliche (Galilei-Newtonsche) 
Mechanik, wie wir sie hier treiben, wichtige grundlegende Einsichten geliefert. 
- Bei der Darlegung der Lehren der Mechanik tritt deutlich der eigentiimliche 
Zirkel zutage, in dem sich jeder befindet, der sie zu lehren oder zu Iemen unter
nimmt und der darin Iiegt, daB man eigentlich schon die ganze Mechanik kennen 
miiBte, um ihre Grundlagen zu entwickeln. Man denke etwa an dieMessung der 
Zeit, die recht verwickelte Instrumente - die Uhren - erfordert, zu deren Auf
bau und Regulierung mannigfache Kenntnisse aus der Mechanik notig sind, und 
ahnlich, wenn auch vie! einfacher, liegen die Verhaltnisse bei der Langen
messung. - Im folgenden wird daher vieles als bekannt angenommen - aus 
dem taglichen Leben oder aus der Schule - was eigentlich noch ausfiihrlicher 
Erorterung bediirfte. 

3. Aufgabe der Mechanik. Die Aufgabe der Mechanik ist jedoch 
mit einer solchen ,Beschreibung", die auch auf mannigfache andere 
Art (z. B. etwa kinematographisch) erfolgen konnte, keineswegs er
schopft, diese Aufgabe besteht vielmehr darin, die Gesamtheit der 
Bewegungen gesetzmaBig zu erfassen und zu ordnen; das Streben 
nach logischer Ordnung ihres Tatsachenmaterials hat die Mechanik 
mit anderen Wissenschaften durchaus gemeinsam. In der Mechanik 
geschieht diose Ordnung durch Angabc des Kraftgesetzes, das der 
betreffenden Bewegung (oder, wie wir sehen werden, einer Klasse von 
Bewegungen) zugehort. Der Kraftbegriff selbst grtindet sich auf die 
Tatsache, daB die Korper der AuBenwelt Wirkungen auf-
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einander ausiiben, die von verschiedenen Umstandcn, von 
Bedingungen physikalischer oder chemischer Natur u. dgl. 
abhangen und weiter darauf, daB diese Wirkungen gemessen und 
zahlenmaBig als Funktionen der Koordinaten, der Zeit und 
anderer aus diesen abgeleiteten GraBen (z. B. der Geschwindig
keit) dargestellt werden konnen. 

Die Vorstellung einer Kraft wird erleichtert durch Ankniipfung an gewisse 
mit eigenEn Emp~\ndungen verbundene Erfahrungen des taglichen Lebens (Tragen 
eines Gewichtes, Uberwindung eines Widerstandes oder dgl.), fiir die man passend 
das Wort ,Kraftsinn" gepragt hat. :Mit dem Begriffe Kraft verbinden wir stets 
die Vorstellung einer Tendenz, die einen Korper in Bewegung zu setzen oder 
seine Bewegung abzuandern strebt. Dieser Kraftsinn wird - in richtiger Weise 
ausgebildet- dem Ingenieur in vielen Fallen das ,Einfiihlen" in das betreffende 
Problem erleichtern; doch empfiehlt es sich, die einzelnen Probleme stets im 
Zusammenhange mit den allgemeinen Regeln und Gesetzen zu betrachten, die 
in der :Mechanik aufgestellt werden. 

Die Aufgabe der Mechanik besteht also darin, einerseits die Hilfs
mittel anzugeben, die man fiir die Beschreibung der Bewegungen im 
oben angedeuteten Sinne verwendet, und andererseits Regeln und An
weisungen zu schaffen, urn die Bewegungen im Zusammenhange mit 
dem jeweils zugehorigen Kraftgesetz zu studieren. Dabei ergeben sich 
von selbst zwei verschiedene Arten von Problemen: entweder es ist 
die Bewegung (durch Beobachtungen oder dgl.) gegeben und das Kraft
gesetz zu ermitteln, oder es ist umgekehrt das Kraftgesetz bekannt 
und die Bewegungen zu bestimmen, die diesem zugehoren. 

Die Lehre von den Kraften wird uns zunachst mit deren zweck
maBiger zeichnerischer und rechnerischer Darstellung bekannt machen 
und auf die Frage der Zusammensetzung von Kraften fiihren, wo
bei sich als fiir die Anwendung in der Technik wichtigster Sonderfall 
der des Gleichgewichtes ergeben wird. Diese Fragen machen den 
Inhalt der Statik aus. Wir wollen sie den weiteren Entwicklungen 
voranstellen. 

Durch die Einfiihrung des Kraftbegriffes finden gleichzeitig auch 
die Forderungen der Einfachheit und der ZweckmaBigkeit, die 
bei der Ordnung eines Tatsachenmaterials fiir aile Begriffsbestimmungen 
und Methoden an die Spitze zu stellen sind, ihre Erfiillung. 

4. Einteilung der Mechanik. Die Einteilung der Mechanik ist nach 
verschiedenen Gesichtspunkten moglich, und zwar: 

a) Nach der Beschaffenheit der Korper. In der ,Mechanik 
der starren Korper" oder der ,Stereomechanik" werden die Korper 
(mit gewissen Ausnahmen) als starr, d. h. die Entfernungen ihrer 
Teile voneinander als unverander lich angenommen. Der starre 
Korper erweist sich deshalb als verhaltnismaBig einfach, weil zur 
Kennzeichnung seiner Lage eine endliche, und zwar kleine Zahl von 
Koordinaten erforderlich ist. Mit diesem Teil beschaftigt sich das vor
liegende Lehrbuch. 

Fiir andere Arten von Aufgaben ist es notwendig, von diesem Bilde 
des starren Korpers abzugehen, es zu erweitern; dies fiihrt dann 
zur Elastizitats- und Festigkeitslehre (d. i. die Mechanik der 
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im gewohnlichen Sinne festen Korper) einerseits und zur Mechanik 
der fliissigen und gasformigen Korper (Hydro- und Aero
mechanik) andererseits. 

Die Giiltigkeit der mechanischen Grundgesetze, die wir im fol
genden aufstellen werden, wird durch die Art des Mediums, auf das 
wir sie anwenden, nicht beeinflul3t, lediglich die Form ihrer Anwen
dung ist fiir verschieden beschaffene Medien verschieden. 

b) Nach der Beschaffenheit der Probleme unterscheiden 
wir in der Mechanik der starren Korper: 

I. Die Statik, d. i. die Lehre von der Zusammensetzung der Krafte 
und vom Gleichgewichte (2). Bei den meisten Aufgaben treten die 
Krafte als unveranderliche Grol3en auf; unter Umstanden werden sic 
auch als veranderlich betrachtet, in der Statik sind sie dann aber nur 
Funktionen der Koordinaten allein. Eine Abhangigkeit von der Zeit 
tritt dabei nicht auf. 

II. Die Bewegungslehre oder Kinematik befal3t sich mit den 
geometrischen Hilfsmitteln (Wahl geeigneter Koordinaten u. dgl.), die 
fiir die Beschreibung der Bewegungen notig sind. Dabei begegnen wir 
den heiden wichtigen Begriffen Geschwindigkeit und Beschleuni
gung. Genauer gesagt, handelt es sich in der Bewegungslehre um die 
Beschreibung der Bewegung ohne Riicksicht auf die einwirkenden 
Krafte, und zwar entweder fiir einen bestimmten Zeitpunkt oder fiir 
ein bestimmtes Zeitintervall. 

III. Die Dynamik behandelt die allgemeine Aufgabe der Mechanik, 
die Bewegung der Korper unter der Wirkung der Krafte zu untersuchen, 
d. h. die Bestimmung der Koordinaten als Funktionen der Zeit, wie 
sie durch die auf die Korper einwirkenden Krafte bedingt sind. 

Ahnliche Untcrscheidungen gelten naturlich auch fiir die Mechanik der elasti
schen, fliissigen und gasf6rmigen Korper. 

5. Grundeinbeiten, Dimensionen, Ma6systeme. Der Forderung, fiir 
alle Erscheinungen, die gesetzmal3ig zu erfassen Aufgabe der Mechanik 
ist, zahlenmal3ige Beziehungen anzugeben, konnen wir nur geniigen, 
indem wir fiir alle eingefiihrten Grol3en gewisse Einhei ten festlegen, 
in denen wir sie messen wollen; denn jedes Messen ist nur ein Ver
gleichen mit gewissen als Einheiten gewahlten Dingen gleicher Art. 
Diese Einheiten sind im Grunde vollkommen willkiirlich; sie miissen 
nur so beschaffen sein, dal3 wir sie stets mit entsprechender Genauigkeit 
herstellen konnen und dal3 sie - soweit menschliche Einsicht nur 
irgend beurteilen kann und physikalische Messungen irgendwelcher Art 
dies bestatigen - ihre Grol3e beibehalten. Die verschiedenen Begriffe, 
die wir in der Mechanik anwenden, machen die Einfiihrung vcrschie
dener Einheiten notwcndig, da sie Dinge verschiedener Art sind; 
man sagt, sie haben verschiedene Dimensionen. In der Physik 
wird jedoch (nach C.F.Ga ul3, 1777-1855, und W.We her, 1804-1890) 
gezeigt, dal3 sich alle vorkommenden Grol3en durch drei von ihnen 
ausdriicken lassen, fiir welche die Einheiten, die sog. Grundeinhei
ten, willkiirlich gewahlt werden konnen. Fiir welche Grol3en man 
die Einheiten als Grundeinheiten einfiihren soll, wird wieder nur 
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durch die Forderungen der Einfachheit und ZweckmiiBigkeit ent
schieden; sie miissen selbstverstandlich voneinander unabhangig sein. 
Die Einheiten fiir alle anderen GroBen werden dann als (aus diesen 
Grundeinheiten) a bgelei tete Einheiten bezeichnet. 

Da wir Raum und Zeit als grundlegende Begriffe eingefiihrt haben, 
werden wir die fiir sie geltenden Einheiten auf jeden Fall als zwei der 
Grundeinheiten festsetzen. Als Langeneinheit dient das Meter [m], 
wahrend die Flachen- und Raumeinheit daraus abgeleitet sind: das 
Quadratmeter [m2] und Kubikmeter [m3] und ihre Vielfachen nach 
unten und oben, die jedem aus dem taglichen Leben wohl vertraut 
sind. Als Zeiteinheit dient die Sekunde mittlerer Sonnenzeit 
[s], d. i. der 24x60x60ste Teil des mittleren Sonnentages, und 
ihre Vielfachen nach oben, die Minute [min], Stunde [h], Tag und 
Jahr. 

Wenn es nur auf ihre Sonderart ankommt, wird die Dimension 
einer GroBe nur durch EinschlieBung eines sie kennzeichnenden Buch
stabens in eckige Klammern angedeutet, also etwa fur die Lange [L ], 
fiir die Zeit [T]; es ist notwendig, die Dimension bei allen physi
kalischen und mechanischen Rechnungen, und zwar gleich in den 
verwendeten Einheiten hinzuzuschreiben. Die Umrechnung in die Viel
fachen oder Teile der Einheiten derselben GroBen (z. B. von m in km 
bei Langen, von sinh bei Zeiten) geschieht dann durch Division bzw. 
Multiplikation mit dem betreffenden Zahlenfaktor. 

Es ist klar, daB in jeder Gleichung zu heiden Seiten nur GroBen 
gleicher Art stehen konnen; daher gibt die Beachtung der Dimension 
sofort ein erstes Kennzeichen- eine erste Kontrolle- fiir die Richtig
keit einesAnsatzes: die in einer Gleich ung addi tiv ne beneinander 
stehenden GroBen miissen gleiche Dimension haben. Der 
Wert dieser Auffassung reicht jedoch noch viel weiter; in vielen Fallen 
gelingt es, die Form physikalischer Gesetze ohne Rechnung durch 
bloBe ,Dimensionsbetrachtungen" anzugeben. 

Nicht so unmittelbar naheliegend wie bei Raum und Zeit ist es, 
fiir welche mechanische GroBe man die Einheit als dritte Grundeinheit 
einfiihren soll. 

6. Das technische MaJlsystem. Kilogramm als Krafteinheit. Der 
Begriff der Kraft ist, wie schon erwahnt, aus dem Gefiihle der An
strengung hervorgegangen, die wir beim Heben einer Last oder der 
Uberwindung irgendeines Widerstandes fiihlen; die Starke dieser Emp
findung kann als das erste, allerdings noch wenig exakte MaB der 
Kraft dienen. Aus diesem unbestimmten MaBe, das uns unser Muskel
gefiihl gibt, konnte erst dadurch die Grundlage fiir ein exaktes, wisse!l
schaftlich brauchbares MaB geschaffen werden, daB man fiir die zu 
hebende Last das Gewicht des betreffenden Korpers setzte und er
kannte, daB sich andere Dinge gleicher Art (wie der Zug einer Feder, 
der Druck eines Gases oder Dampfes auf einen Kolben oder die bei 
der Beriihrung zweier Korper auftretenden Krafte u. dgl.) mit Hilfe 
der Waage (und zwar der gewohnlichen Hebelwaage) mit solchen 
Gewichten vergleichen lieBen. 
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In der Technik wird (wie im taglichen Leben) als dritte Grund
einheit die Einheit fiir die Kraft gewahlt, und zwar das Kilo
gramm [kg], d. i. das Gewicht eines Metallstiickes (Prototyps) von 
bestimmter GroBe an einem bestimmten Orte unter der Wirkung einer 
,normalen" Schwerebeschleunigung (g = 9,80665 ms-2), das in Paris 
aufbewahrt wird und von dem alle Staaten getreue Kopien besitzen. 
Urspriinglich war 1 kg definiert als Gewicht der Masse von 1 dm 3 

reinen Wassers von 4° C unter der Wirkung der normalen Schwere
beschleunigung. Das Dimensionszeichen fiir die Kraft sei [K]. Die 
GroBe des Gewichtes jedes Korpers andert sich (wegen der Anderung 
der Schwerebeschleunigung) mit dem Orte auf der Erde - da diese 
Anderung aber nur gering ist, so wird in der Technik darauf keine 
Riicksicht genommen. 

In der Technik ist fiir das Kilogramm als Krafteinheit auch die 
Bezeichnung ,Kil" vorgeschlagen worden, urn sie von dem Kilogramm 
als Masseneinheit zu unterscheiden; doch hat sich diese bisher noch 
nicht einzubiirgern vermocht. 

Auller dem kg haben noch Teile und Vielfache davon besondere Namen und 
Bezeichnungen erhalten, so z. B. 

0,001 kg = 1 Gramm = 1 g, 
0,01 kg = 1 Dekagramm = 1 dkg, 
1000 kg = 1 Tonne = 1 t, 

10000 kg= 1 Waggon = 1 W = 10 t. 

Die Einheit fiir die Kraft ist die dritte Einheit des technischen 
MaBsystems, dessen zwei erste Glieder die Einheiten fiir die Lange 
und Zeit sind. Aus diesen Grundeinheiten konnen, wie oben gesagt, 
die Einheiten fiir alle anderen GroBen abgeleitet werden (abgeleitete 
Einhei ten). 

7. Das dynamische Grundgesetz. Masse. Gewicht. Der heutigen tech
nischen Mechanik liegt das Galilei-Newtonsche System zugrunde; 
dieses ist auf einer Anzahl von Grundsatzen axiomatischen Charakters 
aufgebaut, die zum ersten Male von J. Newton (1643-1727) formuliert 
wurden, ihre heutige Bedeutung aber erst viel spater erhalten haben. 
Die Newtonsche Auffassungsweise wurde indessen schon durch G. Ga
lilei (1564-1642) vorbereitet, von dem wir umfangreiche Erorterungen 
iiber die Grundbegriffe der Mechanik besitzen. 

Die im Abschnitt 6 erwahnte Bestimmung der GroBe einer Kraft 
mittels der Waage gibt namlich noch keinerlei AufschluB dariiber, 
welche Wirkung eine solche Kraft (Anziehung, Feder, Gasdruck) an 
einem Korper, der sich bewegen kann, hervorbringt. Die Er
fahrung zeigt z1miichst nur, daB jede derartige Einwirkung von dem 
Korper selbst abhangt und von einer Anderung des Bewegungs
zustandes des Korpers begleitet ist; wir haben vorerst zu erklaren, 
was darunter zu verstehen ist. 

Die einfachste Bewegungsform, die man sich vorstellen kann, ist 
die, bei der sich alle Punkte des Korpers in parallelen (kongruenten) 
Bahnen bewegen und in gleichen Zeiten gleiche W ege zuriicklegen; eine 
solche Bewegung nennt man eine gleichformige und den Weg in 
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l s nennt man die Geschwindigkeit (Bezeichnung c, v). Unter Be
wegungszustand (Geschwindigkeitszustand) versteht man den In
begriff der fUr jeden Zeitpunkt definierten Geschwindigkeiten aller 
seiner Punkte. Von einer Anderung des Bewegungszustandes eines 
Korperpunktes spricht man, wenn sich seine Geschwindigkeit nach 
GroBe oder Richtung andert; das Ma13 fur die Anderung der Ge
schwindigkeit in der Zeiteinheit nennt man Beschleunigung (Be
zeichnung b). Beide konnen, wie wir spater sehen werden, gemessen 
und durch Langen und Zeiten dargestellt werden; ihre Einheiten sind 
daher aus den Langen- und Zeiteinheiten ableitbar und haben folgende 
Dimensionen: 

[v] = [Geschwindigkeit] = [LT-1], [b] = [Beschleunigung] = [LT-2]. 

Die GroBe der Bewegungsanderung, also der Beschleunigung 
(die z. B. eine Feder an einem Korper hervorbringt), ist nun erfahrungs
gema13 durch die GroBe der Federkraft (Ausreckung der Feder, An
spannung) bedingt, und zwar ist sie dieser Kraft K [kg] direkt pro
portional. Dies wird durch einen Versuch bestatigt, bei dem man die 
Feder (unter moglichster Ausschaltung aller Widerstande) auf den 
Korper wir ken la13t und die entsprechende Beschleunigung mi13t; 
bringt man dann auf den gleichen Korper 2, 3 ... solcher Federn an, 
so beobachtet man, daB die entsprechenden Beschleunigungen 2-, 3- ... 
mal so gro13 wie die zuerst erhaltenen sind. Nun andern wir denVer
such in der Weise ab, daB wir ein und dieselbe Feder nehmen, aber die 
Stoffmenge des Korpers (z. B. die Eisenmenge) verandern. Man he
obachtet dann, daB mit zunehmender Menge die entstehende Be
schleunigung a bnimm t, und zwar ist die Beschleunigung der Stoff
menge verkehrt proportional. 

Aus heiden Versuchen folgt unmittelbar die Beziehung 

lx = mb oder b = K/m,l (l) 

wobei m eine GroBe ist, die der Stoffmenge des Korpers, also natiirlich 
auch dessen Gewicht proportional ist, aber doch nicht 
mit dem Gewicht identisch sein kann; es hatte sonst diese 
Gleichung gar keinen Sinn, da eine Kraft [ K] nicht dem Produkt einer 
Kraft ( Gewicht) und einer Beschleunigung gleich sein kann. Die GroBe m 
wird die Masse des Korpers genannt; sie ist eine dem betreffenden 
Korper eigentiimliche GroBe, deren Dimension (im technischen Mail
system) aus (1) unmittelbar folgt, da 

(2) 
also ist 

[ ] == M _ [Kraft] _ [____!____ -j _ [KL-1 T2] m - asse - [B hi . ] - LT 2 - • esc eumgung -

Die Masse ist also im technischen Ma13system aus den anderen 
Gro13en a bgelei tet (ahnlich wie z. B. Geschwindigkeit a us Weg und 
Zeit usw.). 
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Was den Zus-ammenhang der Masse m mit dem Gewicht G des 
Korpers betrifft, so erinnern wir an die Beobachtungstatsache, daB 
die ,Schwerkraft", d. i. ja das Gewicht, allen Korpern (an einem be
stimmten Punkt der Erdoberfliiche) die gleiche Beschleunigung (und 
zwar etwa g = 9,81 ms-2) erteilt; wir erhalten daher die Beziehung: 

(3) 

Als Einhei t der Masse werden wir folgerichtig jene Stoffmenge 
ansprechen, die durch die Kraft von 1 kg die Beschleunigung 1 ms-2 

erhiilt. Da das Gewicht G dem Korper nicht die Beschleunigung 1, 
sondern g = 9,81 ms-2 erteilt, so hat ein 9,81 kg schwerer Korper 
die Masse 1 [kgm-1 s2]; denn nach Gl. (3) ist m = 1 flir G = 9,81 kg 
und g = 9,81 ms-2; ein Korper, der 1 kg schwer ist, hat die Masse 

1 1 
. 9,81 ~ 10 kgm-1 s2. 

Die Gl. (1) ist das sog. dynamische Grundgesetz (II. Newton
sches Gesetz, 1686); es bildet die Grundlage der ganzen Entwick
lung der Dynamik und besagt: Durch die GroBe der einwirken
den Kraft und die Masse des Korpers, auf den sie wirkt, 
ist dessen Beschleunigung vollig bestimmt; die Beschleuni
gung ist proportional der Kraft und verkehrt proportional 
der Masse und erfolgt [wie bei der spiiter folgenden Erweite
rung der Gl. (1) auf Vektorform noch genauer erkliirt werden wird] 
in der Richtung der einwirkenden Kraft. 

Dieses Gesetz gilt zunachst nur fiir Korper, deren Ausdehnungen klein sind, 
also fiir Punktkorper, oder, anders ausgedriickt, wenn Drehbewegungen 
keine Rolle spielen. 'Ober seine Erweiterung fiir endliche Korper siehe III.Teil: 
Dynamik. 

Von der Tatsache, daB die Masse einen vom Gewichte vollig 
verschiedenen physikalischen Begriff darstellt, kann man sich durch 
folgende (von E. Mach, 1838-1916, angegebene) einfache Versuche 
unmittelbar iiberzeugen: 

Zum Heben zweier gleicher Lasten G, G muB 
ihr Gewicht iiberwunden werden, was wir durch 
die Muskelanstrengung wahrnehmen konnen. 
Kniipft man beide Gewichte an die Enden einer 
Schnur und fiihrt diese urn eine Rolle (Abb. 1), so 
widerstehen sie jeder Bewegungsiinderung (Be
schleunigung) nur durch ihre Masse. Wollen wir 

G beide Massen z. B. im Sinne des Pfeiles in Be- ~ 

Abb. 1. wegung setzen, so empfinden wir deutlich die Abb. 2_ 

Kraft, die wir dazu aufwenden miissen, und die 
Anstrengung wird urn so gr6Ber sein, je gr6Ber die Massen der Korper 
sind und je rascher wir die Korper in Bewegung setzen wollen. -
Oder; ein groBes Gewicht, an einem Faden als Pendel (Abb. 2) auf
gehiingt, kann mit geringer Miihe in einer kleinen Fadenablenkung 
ne ben der Gleichgewichtslage er hal ten werden; die Kraft, die (bei kleiner 
Ablenkung) das Pendel in die Gleichgewichtslage zuriickzieht, ist sehr 
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gering; trotzdem empfinden wir einen bedeutenden Widerstand, wenn 
wir das Gewicht rasch seitlich bewegen oder in seiner Bewegung an
halten wollen. 

Die Masse ist also, obwohl dem Gewichte proportional, 
doch ein vom Gewichte verschiedenes bewegungsbestim
mendes Merkmal; sie hangt von der stofflichen Beschaffen
heit des Korpers ab und ist eine jedem Korper eigentiimli'che 
feste GroBe. 

Jede in Bewegung befindliche oder in Bewegung zu setzende Masse 
beeinfluBt diese Bewegung vor allem durch ihre Tragheit; auBerdem 
ist jede Masse sch wer, d. h. Angriffstelle von Anziehungskraften 
aller anderen Massen. (Fiir einen Korper in der Nahe der Erde kommt 
nur die Anziehung der Erde selbst in Frage, die wir eben als das Ge
wicht bezeichnen.) Beide Eigenschaften, d. h. Tragheit und Schwere 
sind immer vorhanden, und nur unter bestimmten Voraussetzungen 
und fiir bestimmte Zwecke kann von der einen oder anderen - in 
gewissen Fallen auch von heiden - abgesehen werden. 

Der Ubergang von der sta tisch en Methode der Kraftmessung, 
die sich auf den Vergleich von Kraften mit Hilfe der Waage griindet, 
zur dynamischen oder kinetischen, fiir die das dynamische Grund
gesetz den Ausgangspunkt bildet und die die entstehenden Beschleuni
gungen zur Messung heranzieht, ist fiir die gesamte Entwicklung der 
Mechanik von grundsatzlicher Bedeutung geworden (9). 

8. Das physikalische Mallsystem. Kilogramm als Masseneinheit. Die 
Beschleunigung der Schwere g hangt erfahrungsgemiiB von dem Ort 
auf der Erdoberfliiche und von der Hohe tiber dieser ab, es muB daher 
in Gl. (3) mindestens einer der GroBen G oder m dieselbe Veriinderlich
keit zugeschrieben werden. Im Hinblick auf das dynamische Grund
gesetz (1), das dieselbe Beziehung fiir beliebige Krafte, Massen und 
Beschleunigungen ausdriickt, wird in der Mechanik der Faktor m als 
konstant und das Gewicht G zufolge der Gl. (3) als mit g veriinderlich 
angenommen. 

Die Masse wird als eine jedem Korper eigentiimliche 
Konstan te eingefiihrt, die sein Ver hal ten gegen ii ber Kraf
ten, die auf Anderung seines Bewegungszustandes hin
zielen, kennzeichnet. 

Ahnlich wie fiir Langm und Zeiten ist die Konstanz der Masse als eine Nahe
rung anzusehen, die bei einer allgemeineren Auffassung der Naturerscheinungen 
(Re!ativitatstheorie) nicht aufrechterhalten werden kann. 

Bei Korpern von endlichen Abmessungen sind, wie im III. Teil 
naher ausgefiihrt wird, auBer der Masse noch andere GroBen als be
stimmend fur ihr dynamisches Verhalten einzufiihren (Triigheits
momente, Zentrifugalmomente). 

Dieser Festsetzung der Unveranderlichkeit der Masse gegeniiber ist es 
nicht folgerichtig, wenn im technischen MaBsystem als dritte Grund
einheit die Einheit fiir die Kraft und nicht die fiir die Masse ge
nommen wird. Ein gewichtiger Grund hierfiir liegt in der besonderen 
Rolle, die die Statik in der gesamten Technik und in ihren geschicht-
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lichen Anfangen spielt, die sich nur mit Kraften befaBten und die Be
wegungserscheinungen ganzlich auBer acht lieB. Im Gegensatz hierzu 
tragt das physikalische MaBsystem dieser Konstanz der Masse dadurch 
Rechnung, daB es als dritte Grundeinheit die Masse des in 6 be
schriebenen Prototyps als Masseneinheit einfiihrt. Ungliicklicher
weise wird aber die Einheit der Kraft im technischen und die Einheit 
der Masse im physikalischen System durch dasselbe Wort - Kilo
gramm - bezeichnet, und dies ist einer der Hauptgriinde fiir die 
Verwirrung, die vielfach noch immer in dieser grundsatzlichen Frage 
herrscht. 

9. Uber das Messen von Massen und Kraften. In 6 wurde schon 
auf den Vergleich von Kraften (insbesondere von Gewichten) mit Hilfe 
der gewohnlichen Hebelwaage hingewiesen; wir sprechen in diesem 
Falle von der statischen Methode der Kraftmessung. Da die 
Massen der Korper ihren Gewichten proportional sind, so kann fiir 
einen bestimmten Ort der Erde die Hebelwaage ebensowohl 
zum Messen - d. h. Vergleichen - von Gewichten wie auch von 
Massen dienen: nimmt man das als Einheit gewahlte Vergleichstuck 
als Masse, so vergleicht man Massen miteinander, nimmt manes als 
Gewicht, so handelt es sich urn den Vergleich von Gewichten. 

Ein anderes Hilfsmittel zur statischen Messung von Kraften ist 
die Federwaage; bei dieser wird die Zusammendriickung oder Aus
reckung einer Feder als MaB fiir die GroBe der einwirkenden Kraft 
genommen; die Federwaage wird durch die als Einheit angenommene 
Kraft - 1 kg Gewicht - ,geeicht". Nur wird dieses Gewicht, das 
wir an einem Orte der Normalschwere als l kg bezeichnen, an einem 
anderen Ort mit anderem g eine andere Zusammen~riickung ergeben, 
also ein anderes Gewicht zeigen. An Orten mit groBerem g (in tiefen 
Schachten oder am Pol) wird die Zusammendriickung groBer sein als 
an Orten mit kleinerem g (auf Bergspitzen oder am Aquator). 

Man beachte jedoch: wenn man die wegen des veranderlichen Wertes 
von g erforderlichen Korrektionen kennen wiirde, so konnte man die 
Federwaage ebensowohl zur Messung von Massen verwenden, wie auch 
die Hebelwaage zur Messung von Gewichten - und zwar auch an 
verschiedenen Punkten der Erde. (Dies ist nicht wesentlich anders als 
etwa die Temperaturkorrektionen an MaBstaben und Uhren fiir genaue 
Langen- und Zeitmessungen.) 

Von dieser statischen MeBmethode ist die dynamische zu unter
scheiden, bei der die Masse des gewahlten Normalkorpers als Massen
einheit und jene Kraft als Krafteinheit genommen wird, die jenem 
Korper die Beschleunigung l ms-2 erteilt. Die Masse irgend welcher 
anderer Korper bestimmt man dann, indem man diese Krafteinheit 
auf sie wirken laBt und die entstehende Beschleunigung b miBt; wegen 
der Gl. (2) ist dann der Kehrwert 1/b die gesuchte Masse. - Ebenso 
wird die Kraft an irgendeiner Stelle eines Kraftfeldes (das von an
ziehenden Massen herriihrt) oder einer Feder oder eines gespannten 
Fadens dadurch gemessen, daB man die gewahlte Masseneinheit an die 
betreffende Stelle des Feldes bringt oder auf sie die Feder oder den 
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gespannten Faden wirken lii.Bt, und wieder die entstehende Beschleuni
gung b (a us Langen- und Zeitmessungen) ermittelt; diese ist dann wegen 
der Gl. (l) gleich der dort wirkenden Kraft. Wenn dann die Kraft an 
jeder Stelle des Feldes bestimmt ist, dann laBt sich, wie im II. Teil naher 
erlautert wird, aus der Gl. (1) die endliche Bewegung des Korpers 
durch Integration, die analytisch oder numerisch oder zeichnerisch 
geleistet werden kann, ermitteln. 

Die Hauptsache ist nun die Aussage, daB die nach diesen heiden 
Methoden gefundenen GroBen - die nach der statischen Methode 
mittels der Waage gefundene (oder durch Fallversuche festgestellte) 
schwere Masse_- und die nach der dynamischen Methode gefundene 
trage Masse - tatsachlich dieselben GroBen sind und vollstandig 
miteinander iibereinstimmen. Diese Aussage ist gar nicht selbstverstand
lich, sie ist vielmehr in ihrer vollen Bedeutung fiir die hier nur skizzierte 
Grundlegung der Mechanik erst vor ganz kurzer Zeit, und zwar durch 
die Entwicklung der allgemeinen Relativitatstheorie hervorgetreten. 

10. Zusammenstellung der Dimensionen und Einheiten im tech
nischen und physikalischen Mallsystem. Die folgende Tafel enthalt eine 
Dbersicht iiber die wichtigsten in der Mechanik auftretenden GroBen 
mit ihren Dimensionen und Einheiten. Den meisten von ihnen 
werden wir erst im Laufe der spateren Betrachtungen begegnen. Die 
Unterscheidung in der Reihe mit der Bezeichnung ,Art" - Skalar 
oder Vektor - kommt in Kapitel II zur Sprache. 

Von den zwischen den gleichartigen GroBen bestehenden Beziehun
gen, die sich unmittelbar aus den getroffenen Festsetzungen ergeben, 
mer ken wir hier noch die folgenden an: 

Kraft . . . . 1 kg = 9,81.105 Dyn, 
Arbeit . . . . . 1 kgm = 9,81.107 Erg = 9,81 Joule, 
Leistung . . . . 1 kgms-1 = 9,81 Watt = 1 / 75 PS, 1 PS = 736 Watt. 

11. Triigheitsgesetz. lnertialsysteme. Das dynamische Grundgesetz (l) 
zeigt nun (da sicher m =!= 0), daB die Aussage K = 0 notwendig mit 
b = 0 verkniipft ist; d. h. bei fehlenden Kraften bewegt sich 
der Korper gleichformig in gerader Bahif{ Diese Aussage ist 
das Tragheitsgesetz der Newtonschen Mechanik (I. Newton
sches Gesetz); die Bahn eines solchen, von auBeren Kraften freien 
Korpers nennt man eine Tragheitsbahn. 

Dabei tritt nun folgende grundsatzliche Schwierigkeit auf. Die Aus
sage, daB sich ein Korper gleichformig in einer Geraden bewegt, hat 
naturgemaB - wie jede derartige Aussage - nur dann einen Sinn, 
wenn man sie auf ein bestimmtes Koordinatensystem bezieht. Jede 
solche Tragheitsbahn wird, von einem anderen Koordinatensystem aus 
betrachtet, irgendwie gekriimmt oder mit veranderten Geschwindig
keiten durchlaufen erscheinen; wenn das Tragheitsgesetz im ersten System 
erfiillt war, braucht dies im zweiten nicht mehr der Fall zu sein. Nur 
in Koordinatensystemen, die sich gegeneinander geradlinig und gleich
formig bewegen, werden Tragheitsbahnen _immer wieder als solchc 
(allerdings jedesmal mit veranderter Geschwindigkeit durchlaufen) er
scheinen. 
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Dieser Sachverhalt scheint darauf hinzudeuten, daB in der Natur 
bestimmte Koordinatensysteme ausgezeichnet sind, in denen das Trag
heitsgesetz gilt, gegenuber anderen, denen diese Eigenschaft nicht 
zukommt. Die Frage ist nun, wie haben wir ein Koordinatensystem 
anzunehmen, und welche Gewahr haben wir dafiir, daB ein solches 
ausgezeichnetes System ein Inertialsystem (inertia = Tragheit) ist? 
Newton hat diese Frage damit beantwortet, daB er das Vorhandensein 
eines absoluten Raumes angenommen hat, in dem das Tragheits
gesetz gelten soU. Heute mussen wir sagen, daB es kein physikalisches 
Hilfsmittel, keine Beobachtung und keinen Versuch gibt, der dazu 
dienen konnte, die Entscheidung zugunsten irgendeines besonderen 
Systems zu treffen, das dann als Tragheitsystem zu gelten hatte. 
Wenn wir trotzdem fur die Zwecke der rechnerischen Beherrschung der 
Bewegung der Himmelskorper ein mit dem Fixsternhimmel ver
bundenes Koordinatensystem als Inertialsystem einfuhren, so geschieht 
dies nur aus Grunden der Einfachheit und ZweckmaBigkeit, eine dar
uber hinausgehende Behauptung hat man in dieser Annahme nicht zu 
erblicken. Der gunstige Erfolg dieser Einfuhrung liegt in dem Um
stande, daB die Masse des Fixsternsystems ungeheuer groB gegen die 
Massen der Himmelskorper (Planeten, Monde, Kometen) ist, deren Be
wegungen unserer Beobachtung und Rechnung zuganglich sind. 

Aus den gleichen Grunden wird fur die Bewegung der Korper auf 
der Oberflache der Erde, soweit sie sich nur uber kleine Raume und 
Zeiten erstrecken und kleine Werte der Geschwindigkeiten enthalten, 
mit hinreichender Genauigkeit die Erde selbst als solches Tragheit
system (Inertialsystem) eingefuhrt. 

12. Arten der Krafte. Wechselwirkung. Die Krafte, mit denen wir 
es in der Mechanik zu tun haben, konnen nach verschiedenen An
sichtspunkten voneinander unterschieden werden. 

a) Je nach der Art und Weise, wie die Wir kung en der Korper auf
einander, die wir unter dem Bilde von Kraften auffassen, verteilt sind, 
unterscheiden wir Massenkrafte oder Raumkrafte, die uber die 
ganze Ausdehnung der Korper, also raumlich verteilt, anzunehmen sind 
(Anziehungskrafte, Gravitation, Fliehkraft) und Flachenkrafte, die 
nur bei unmittelbarer Beruhrung der Korper zustande kommen und ihren 
Sitz an den Grenzflachen des Korpers haben (Drucke der Korper auf
einander bei Beruhrung, Auflager- und Stutzkrafte, Reibung, Dampf
druck usw.) oder als innere Krafte (Spannungen) an den Grenz
flachen jedes Raumteiles im Innern der Korper auftreten und deren 
Zusammenhang zu einem Ganzen herstellen. Die Erkenntnis der ge
meinsamen Natur dieser aus ganz verschiedenen Erscheinungen her
geleiteten Einflusse hat erst die Ausdehnung der Mechanik auf die 
,gestutzten" und ,gefuhrten" Systeme ermoglicht, die den Gegen
stand der technischen Anwendungen bilden. 

Zur Vereinfachung gewisser Betrachtungen werden gelegentlich 
auch Einzelkrafte, die in einzelnen Punkten der Oberflache auf die 
Korper einwirken, als Oberflachenkrafte eingefuhrt, doch muB man 
sich daruber klar sein, daB gerade diese in der elementaren Mechanik 
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am meisten verbreitete Annahme die weitestgehende Idealisierung 
darstellt. 

b) Eine weitere wichtige Unterscheidung ist die zwischen einge
pragten und Auflagerkraften (Reaktionskraften). Zu den ersteren 
rechnen wir die unmittelbar vorgegebenen, in all ihren Bestimmungs
stucken bekannten Krafte, wie Gewichte, die Lasten unserer Bau
werke, Federkriifte, Treibkrafte der Maschinen (Dampfdruck) u. dgl. 
Nun kommen aber in der Technik und in der Natur niemals einzelne 
Korper mit eingepragten Kraften allein vor, sondern stets nur inVer
bindung oder Beruhrung mit anderen, auf die sie sich stutzen; es ist 
ein wichtiger, fUr die Behandlung der gefuhrten und gestutzten 
Systeme grundlegender Gedanke, jeden derartigen EinfluB, der geo
metrisch als gewisse Bedingung erscheint, stets wieder als Kraft [ und 
zwar als Flachenkraft im Sinne der Unterscheidung a)] einzuflihren, 
und zwar so, wie es durch die besondere Art der Stutzung gekenn
zeichnet ist (woruber in 33 genauere Angaben folgen). 

Eine besondere Stellung nimmt bei dieser Unterscheidung die Rei bung 
ein, die als eine in die Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene fallende 
Flachenkraft eingefiihrt wird. Bei relativer Ruhe der sich stiitzenden Ki:irper 
spricht man von Haftrei bung, sonst von Bewegungsreibung. Die Haftreibung, 
die i. a. nach GroBe, Richtung und Sinn als Unbekannte eingefiihrt werden mull, 
ist eine Auflagerkraft, wahrend die Bewegungsreibung his zu einem gewissen 
Grade bestimmt ist, namlich stets der Richtung der Bewegung entgegenwirkt, 
und den eingepragten Kraften zugezahlt wird. 

Ein wichtiger Grundsatz, der in den Anwendungen immer wieder 
zur Verwendung kommt, ist das sogenannte Wechselwirkungs
prinzip oder der Satz der Gleichheit von Wirkung und Ge
genwirkung (III. Newtonsches Gesetz). Er besagt, daB die 
Krafte in der Natur nur paarweise auftreten, daB also mit jeder Kraft, 
die auf einen Korper einwirkt, notwendig eine gleich groBe und 
entgegengesetzt gerichtete Kraft auf einen andern verknupft ist 
(z. B. die Anziehung der Sonne auf die Erde ist gleich und entgegen
gesetzt der der Erde auf die Sonne, ebenso der Druck eines Korpers 
auf den Tisch dem des Tisches auf den Korper usw.). Die eigentliche 
Bedeutung dieses Prinzipes kann erst vollstandig erklart werden, wenn 
die Begriffe ,Reaktionskraft" und ,Triigheitskraft" eingeflihrt sind. 

Dieser Satz von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung gilt nicht 
nur fiir Krafte, sondern - nach Einfiihrung des Begriffes des starren Ki:irpers -
auch fiir Kraftpaare oder Momente: Jedem auf einen Ki:irper einwirkenden 
Moment entspricht ein gleich gro13es und entgegengesetztes auf einen zweiten 
Ki:irper: z. B. ist in einem Flugzeug das auf die Luftschraube ausgeiibte Dreh
moment gleich groJ3 und entgegengesetzt dem auf den Flugdrachen wirkenden. 

Das Wechselwirkungsprinzip gestattet auch, wie E. Mach gezeigt 
hat und wie hier im AnschluB an 9 noch bemerkt werden mag, eine 
von der Kraft selbst unabhangige Definition des Massenbegriffs. Man 
denke sich zwei Korper von allen iibrigen Wirkungen isoliert und nur 
ihrer gegenseitigen Anziehung ausgesetzt, also etwa an zwei sehr langen 
Faden nebeneinander aufgehangt und durch gespannte Gummischnure 
miteinander verbunden. Die Massen der beiden Korper verhalten sich 
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dann umgekehrt wie die Beschleunigungen, die sie sich bei Loslassung 
erteilen. Wenn eine der Massen als Einheit genommen wird, so kann 
auf diese Weise jede andere bestimmt werden. 

13. Bemerkungen iiber die Beschaffenheit der Aufgaben der Mechanik 
und ihrer Behandlung. Urn irgendeine Erscheinung der Natur- ~wozu 

wir auch die der Technik rechnen - im Hinblick auf die dabei auf
tretenden mechanischen (oder physikalischen) Vorgange theoretisch zu 
untersuchen, ist stets eine geeignete Ide ali s i e rung erforder lich; man 
versteht darunter die Erfassung der charakteristischen Merkmale und 
Eigenschaften und die Abstreifung alles Unwesentlichen und Zufalligen. 
Diese Unterscheidung ist dabei keineswegs immer eindeutig mi:iglich 
und hat auch, wie die Geschichte der Wissenschaft lehrt, im Laufe der 
Zeit vielfache Anderungen erfahren. Der Zweck der Idealisierung ist 
der, ein Bild der Wirklichkeit herzustellen, das einerseits einfach genug 
ist, urn die Anwendung der Methoden der Mathematik zur Festlegung 
zahlenmii.Biger Beziehungen zu ermi:iglichen und andererseits doch so 
weitreichend ist, daB die charakteristischen Ziige der Erscheinung 
getreu wiedergegeben .werden. Der Ausbau hinsichtlich der behandelten 
Probleme, sowie auch die Erweiterung hinsichtlich des AusmaBes der 
in Betracht gezogenen Umstande macht den Fortschritt der Wissen
schaft aus. 

Die Notwendigkeit der Idealisierung bringt es mit sich, daB iiber 
das Verhalten der betrachteten Ki:irper und iiber die zu erfassenden 
Umstande in jedem einzelnen Falle (bzw. fiir jede Klasse von Er
scheinungen) gewisse Annahmen gemacht werden miissen. Es liegt 
nicht nur im Sinne der Wissenschaftlichkeit, sondern ist auch fiir die 
Ubersicht und fiir die Beurteilung des gesamten Tatsachenmaterials 
wichtig, daB diese Annahmen als solche hervorgehoben und womi:iglich 
an die Spitze gestellt werden; dabei ist es giinstig, sich klarzumachen, 
wie weit sie im einzelnen der Wirklichkeit entsprechen. Ob die An
nahmen fur die Darstellung einer Erscheinung ausreichen, wird nach
traglich durch Vergleich des Ergebnisses mit den dieselbe Erscheinung 
betreffenden Beobachtungstatsachen entschieden. 

Bei der Behandlung irgendeines mechanischen Problems ki:innen 
wir demgemaB folgende drei Schritte unterscheiden: 

Der Ansatz, d. i. die Aufstellung der fiir ein Problem geltenden 
Gleichungen, ist der erste Schritt. Diese Gleichungen (auch Unglei
chungen in gewissen Fallen) sind in der Statik der starren Ki:irper 
gewi:ihnliche lineare Gleichungen in den Kraftekomponenten, in der 
Statik nichtstarrer (z. B. Faden, Seile, Stabe, Platten usw.) und in 
der Dynamik Differentialgleichungen; ihre Aufli:isung, die- je nach 
der Aufgabe -,in verschiedener Weise, analytisch, graphisch oder 
numerisch erfolgen kann, bildet den zweiten Schritt. Jedes Resultat 
ist endlich noch zu diskutieren- dritter Schritt; fiir das volle Ver
standnis einer Li:isung ist es wichtig, sich klarzumachen, wie sie sich fiir 
besondere (z. B. extreme) Werte der gegebenen Gri:iBen (Langen, Krafte, 
Reibungszahlen usw.) verhalt. Diese Diskussion wird natiirlich bei den 
Aufgaben, mit denen wir uns beschaftigen werden, stets ganz einfach 
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ausfallen, kann aber doch schon hier als Vorbereitung fiir die Be
handlung verwickelterer Faile von Nutzen sein. 

Was nun die Quellen betrifft, aus denen die Mechanik ihre Ansatze und 
Ergebnisse gewinnt, so zeigt ihre Entwicklung, daB dabei sowohl aprioristische 
als auch empirische Elemente in Frage kommen. Schon der Ansatz eines dyna
mischen Problems laBt dies deutlich erkennen, wie sich z. B. aus dem Inhalt 
des dynamischen Grundgesetzes m b = K ergibt. Der Begriff der Beschleunigung 
ist aus einer Verkniipfung der Begriffe Raum und Zeit hervorgegangen und 
gehort gewiB der reinen Mathematik an. Auf der rechten Seite steht die gesamte 
einwirkende Kraft, und diese wird sich als bestimmte Funktion von anderen 
physikalischen, bei der Bewegung auftretenden GroBen, wie z. B. von der Zeit, 
von Langen, Geschwindigkeiten, Dichten usw. darstellen; die Ausdriicke fiir diese 
Krafte sind teilweise unmittelbar durch physikalische Messungen gewonnen 
(Fallgesetze, Reibungs-, Widerstandsgesetze usw.), teilweise mittelbar aus Be
obachtungen erschlossen worden (Gravitationsgesetz usw.); die Form dieser 
Funktionen ist also - wenigstens zum Teil -- empirischer Natur. Gerade in 
dieser, im dynamischen Grundgesetz enthaltenen eigentiimlichen Verkniipfung 
kommt der zweifache Charakter der Begriffsbildungen der Mechanik deutlich 
zum Ausdruck. Die (durch Auflosung bzw. Integration) gewonnenen Ergebnisse, 
die mit Hilfe solcher ,Ansatze" abgeleitet werden, miissen natiirlich der nach
traglichen Priifung durch die Erfahrung Stich halten. Sobald also Merkmale 
physikalisch gegebener Korper in Betracht kommen - und mit solchen hat sich 
die Technik zu beschaftigen -, sind die betreffenden Ansatze und Aussagen 
sicher unter Mitwirkung der Erfahrung gewonnen. - Fiir das Verstandnis der 
Mechanik, die sich (teilweise schon in ihren Grundlagen) als eine eigentiimliche 
Verbindung von mathematischen Begriffsbildungen und aus der Erfahrung ge
wonnenen Aussagen darstellt, ist die Auffassung des Unterschiedes der Herkunft 
ihrer Ansatze und Ergebnisse aul3erst fOrderlich. 

II. Vektoralgebra. 
14. Skalare, Vektoren, Beiwerte. Nur jene Dinge konnen zum Gegen

stande einer exakten Wissenschaft gemacht werden, die gemessen und 
zahlenmaBig ausgedruckt werden konnen, also im Sinne der Mathematik 
GroBen sind. In der Mechanik (und Physik) haben wir es mit drei 
Arten von solchen GroBen zu tun, die voneinander wohl zu unter
scheiden sind : 

a) Skalare sind solche, die durch einen in bestimmten MaBeinheiten 
(Dimensionen) ausgedruckten Zahlenwert vollstandig gekennzeichnet 
sind. Hierzu gehoren z. B. Masse, Arbeit, Leistung (auch die Tem
peratur gehort hierher), ihre Einheiten wurden schon in 10 angegeben. 
Fiir Skalare gelten dieselben Rechengesetze wie fiir alle iibrigen ,be
nannten" Zahlen. 

b) Vektoren, d. s. solche, denen auBer der (in einem bestimmten 
MaBstabe ausgedriickten) GroBe noch eine Richtung im Raume 
(Orientierung) zukommt. Fiir sie sind auch die Bezeichnungen ge
richtete GroBen, Strecken, Segmente (auch ,Stabe") in Ge
brauch. Beispiele sind: Kraft, Kraftepaar, Geschwindigkeit, Beschleuni
gung, BewegungsgroBe (Impuls), Winkelgeschwindigkeit, Moment der 
BewegungsgroBe (Drall, Impulsmoment), \Vinkelbeschleunigung, Gra
dient, Wirbel u. dgl. 

Fiir Vektoren sind die folgenden Merkmale wesentlich: 1. eine be
stimmte Richtung, 2. ein bestimmter Sinn in dieser Richtung, der 
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am einfachsten durch einen angesetzten Pfeil angedeutet wird, und 
3. eine bestimmte GroBe, die der Betrag des Vektors heiBt. 

Ein Vektor wird geometrisch durch das von einem Anfangspunkt A 
zu einem Endpunkt B reichende Stuck einer geraden Linie dargestellt, 
die Gerade selbst ist jedoch innerhalb des zugehorigen Parallelen
biindels unwesentlich, und ebenso kann auch der Anfangspunkt auf 
jeder Geraden beliebig verschoben werden (Abb. 3). 

Dieser allgemeine Vektorbegriff muB zur Darstellung der im Fol
genden zu behandelnden Beziehungen gewisse 
Einschrankungen erfahren, die von Fall zu Fall 
angegeben werden. 

Was die Bezeichnung anlangt, so werden 
Vektoren gewohnlich durch einen einzigen Buch-
staben bezeichnet und zwar entweder durch K, v 
(lateinische Buchstaben, iiberstrichen, mit der 

Abb. 3. 

Aussage K-Vektor !) oder durch Sf, I.J (gotische Buchstaben, ohne Strich). 
Der Betrag wird in heiden Fallen durch die zugehorigen lateinischen 
Buchstaben allein, also durch K, v . .. dargestellt. Im folgenden wird 
die erste dieser Bezeichnungsweisen verwendet. 

Die Ausdrucksweise ,die Kraft ist ein Vektor" will nur besagen, daB die 
Kraft die genannten Kennzeichen eines Vektors besitzt und ihr daher das Bild 
eines Vektors zugeordnet werden kann. Der Wert dieser Zuordnung, die durch
aus nicht die eiJ?:zig magliche ist, erweist sich mit all ihren Folgerungen einer
seits durch die Ubereinstimmung dieser Folgerungen mit den Erfahrungen, an
dererseits wieder durch ihre besondere ZweckmaBigkeit und Einfachheit. 

c) Als Beiwerte (Koeffizienten, Ziffern, Zahlen) bezeichnet man 
unbenannte (dimensionslose skalare) GroBen, die bei verschiedenen 
Anlassen eingefiihrt und passend benannt werden (z. B. Reibungszahl, 
StoBzahl, AusfluBzahl, Einschniirungszahl, Beiwert des Auftriebs unrl 
des Luftwiderstandes u. dgl.). 

Nicht aile in der Mechanik betrachteten Eigenschaften der Karper kannen 
durch diese GraBen allein dargestellt werden, gewisse Begriffsbildungen verlangen 
die Einfiihrung von VektorgraBen haherer Art, der sog. Tensoren (Tensoren 
2. Stufe, Dyaden), z. B. fiihrt das Studium der Tragheits- und Elastizitatseigen
schaften der Karper auf solche GraBen. Fiir die Zwecke des vorliegenden Buches 
kann jedoch auf ihre explizite Einfiihrung verzichtet werden. 

Wir gehen nun dazu iiber, die einfachsten Rechenregeln fiir Vek
toren (Vektoralgebra) kennen zu lernen, die fiir die folgenden Ent
wicklungen von grundlegender Bedeutung sind. 

15. Addition und Subtraktion von V ektoren. Zerlegung. Fiir die 
Addition von Vektoren gilt das Parallelogrammgesetz: 

J e zwei Vektoren K 1 und K 2 bestimmen eindeu tig einen 
Vektor K, ihre Summe, auch resultierenderVektor, Summen
vektor ode~ Mittelvektor genannt, die durch die Diagonale 
des iiber K 1 und K 2 errichteten Parallelogramms gegeben 
ist. In Zeichen 

(4) 

Poschl, Mechanik. 2. Auf!. 2 
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Dieser ,geometrischen Addition" (Abb. 4) kommen folgende Eigen
schaften zu : 

1. Die Summe K_jst unabhiingig von der Reihenfolge, in der man 
die Einzelvektoren K 1 und K 2 aneinanderfiigt 

y K = K 1 + K 2 = K 2 + K 1 . 

(Vertauschbarkeitsatz, kommutatives Ge
setz der Addition.) Sind die Vektoren 
parallel, so geh t die geometrische Addition 
in die algebraische iiber. 

2. _.Pie A~dition der Summe von K 1 

und K 2 zu K 3 gib_!_ dasselbe Ergebnis "ie 
die Addition von K 1 zur Sum me von K 2 

)lf.::=:::::::::==t:~--.x und K 3, also 

Abb.4. (assoziatives Gesetz der Addition). 
Die Summe von drei Vektoren, die 

nicht in einer Ebene liegen, ist die Diagonale des iiber ihnen errich
teten Parallelepipeds (Abb. 5). Allgemein schreiben wir fiir die Summe 
von n beliebigen Vektoren 

I K1 + K2 + • • • + Kn = .i K; = K ·I 
,=1 

(5) 

Diese Summe K ergibt sich, da zur Ermittlung der Summe von zwei 
Vektoren offenbar die Zeichnung eines Dreieckes geniigt, als SchluB
linie des Streckenzuges, den man durch Aneinanderreihung dieser 

Vektoren in beliebiger Folge erhiilt; sie 
f{ ist vom Anfanjrspunkt des ersten zum End

punkt des letzten hin gerichtet. Fiillt das 
Ende des letzten mit dem Anfang des 
ersten Vektors zusammen, dann ist die 
Summe Null. Der Vektor Null ist also 
jener, bei dem der Endpunkt mit dem An
fangspunkt zusammenfallt. 

Abb. 5. Der Betrag der Summe ist stets kleiner 
als die Summe der Betrage der Kompo

nenten oder hochstens gleich dieser, also 
n 

K < K1 + K2 + · · · + Kn ==' .2 K;, (6) 
i=l 

und das Gleichheitszeichen gilt offenbar nur, wenn alle Vektoren 
zueinander parallel sind. 

Subtraktion. Sind umgekehrt K und K 1 gegeben, so gibt es einen 
Vektorx,fiirdenK1 + x = K, also x = K- K 1 = K + (- K1) = K2, 

und dieser heiBt die (geometrische) Differenz von K und K 1 . 
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Der Vektor -K1 bedeutet dabei dasselbe w1e K 1 mit entgegen
gesetztem Pfeil. 

Fiir beliebig viele Vektoren der angegebenen Art (z. B. von Kriiften durch 
einen Punkt) sind in dem Parallelogrammgeset.z und seinen Folgerungen alle 
Aussagen enthalten, die die Zusammensetzung und Zerlegung betreffen. Fiir 
GroBen jedoch, die nicht die Beschaffenhdt von Vektoren dieser Art haben, 
z. B. fiir die auf einen starren Korper wirkenden .Kriifte, die zueinander parallel 
oder be lie big im Raume verteilt sind, sind fiir die Ausfiihrung einer derartigen 
,Addition" noch weitere Festsetzungen notwendig, insbesondere muB der Brgriff 
des starren Korpers eingdiihrt werden, auf dem sich dann die ,starre" 
Mechanik aufbaut (vgl. I. Teil). 

Zerlegung. Umgekehrt ergibt sich nach Abb. 4 und 5 unmittel
bar, daB jeder Vektor K eindeutig in folgender Weise zerlegt werden 

- - -
kann: a) in zwei Teilvektoren K 1 und K 2 nach beliebigen, mit K in 
einer_Ebene liegenden Richtungen (Abb. 4), b) in drei Teilvektoren 
K 1, K2, K 3 nach drei gegebenen, voneinander und von K unabhan
gigen Richtungen im Raume (Abb. 5). Diese Teilvektoren heiBen auch 
Komponenten des gegebenen Vektors. Die Zerlegung ergibt sich 
durch Zeichnung des Parailelogramms bzw. ParaJlelepipeds nach den 
gegebenen Richtungen. 

Damit sind die Faile eindeu tiger Zerlegung eines Vektors in 
Vektoren, die aile durch denselben Punkt gehen, erschopft. Wird Zer
legung nach mehr als zwei bzw. drei Richtungen durch einen Punkt 
verlangt, so kommen Unbestimmtheiten ins Spiel, 
die durch besondere Festsetzungen behoben wer
den mussen. 

16. Projektionssatz. Unter der Projektion ~~~==;:::.::::=:=t-x 
I 

eines Vektors K auf eine Achse x versteht man 
das auf x gemessene Stuck X zwischen den FuB-

Abb.6. 

punkten der Senkrechlen, die vom Anfangs- und Endpunkt 
auf x gefailt werden, also wenn 1::: (K, x) = <X, so ist (Abb. 6) 

I X = K cos IX ·I 
Fur <X= 0 ist X= K, fiir <X =n/2 ist X= 0. 

von K 

(7) 

Werden also die Winkel von K gegen die zueinander rechtwinkligen 
(x, y, z)-Achsen bzw. mit (<X, fJ, y) bezeichnet, so sind die Projektionen 
von K gegeben durch 

X= K cos IX, Y = K cosfJ, Z = K cosy, (8} 

und da cos 2 <X + cos 2 fJ + cos 2 y = 1, so ist 

K = y X 2 + P + Z 2 • (9) 

Man beachte, daB nur im Faile rechtwinkliger Achsen die Pro
jektionen auf diese Achsen mit den Komponenten nach ihnen zu
sammenfailen. 

2* 
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Fur die Projektion von K auf eine Gerade g, die durch ihre Rich
tungswinkel (.A, fl, v) gegen die Achsen (x, y, z) gegeben ist (Abb. 7), 
also fur K cos ff, erhalten wir folgenden Ausdruck: Der Winkel {} der 
heiden Geraden g (.A, fl, v) und K (oc, {3, y) ist nach einer bekannten 
Formel der analytischen Geometrie gegeben durch 

cos {} = cos oc cos .A + cos fJ cos fl + cosy cos v, (10) 

woraus sich durch Multiplikation mit K und ~enutzung der Gln. (8) 
der folgende Ausdruck fur die Projektion von K auf g ergibt 

z 

I K' = K cos{} = X cos.A + Y cos fl + Z cos v ·I (ll) 

Durch Verwendung des Projektions
begriffes kann das Gesetz der Addition 
von Vektoren in eine Form gebracht 
werden, die bei allen rechnerischen An

g(A,u:v) wendungen benutzt wird, aber dasselbe 
bedeutet wie das ohne Beziehung auf ein 
Koordinatensystem gegebene Parallelo
grammgesetz. Aus Abb. 4 ist namlich 

~oE::---------=x unmittelbar zu sehen, daB fur jede be
0 

Abb. 7. 

liebige Richtung x die Gl. (4) der folgen
den Aussage gleichwertig ist 

X1 +X2=X; 

oder allgemein fur n Vektoren K 11 K 2 , • •• , Kn, deren Projektionen auf 
x mit X 11 X 2 , ••• , Xn bezeichnet werden 

1

1
x 1 + X 2 + ... + Xn- _i;x,..= X; I 

•=1 
(12) 

diese Gleichung macht den Inhalt des Projektionssatzes fiir die 
Achse x aus und da diese vollstandig willkurlich ist, so konnen wir 
diesem die Form geben: 

Die Projektion X der Summe K von n Vektoren K 1, K 2, •• • , 

Kn auf irgendeine Richtung x im Raume ist gleich der 
Summe der Projektionen X1, X2, ... , Xn der Einzelvektoren 
auf diese Richtung. 

Ein Vektor wird in der Ebene durch zwei, im Raume durch 
drei Bestimmungsstucke festgelegt; als solche konnen seine Projek
tionen nach ebensoviel Achsen eines beliebigen Koordinatensystems 
dienen. In Ubereinstimmung damit ist die Vektorgleichung (5) in 
der Ebene zwei, im Raume drei Gleichungen vom Typus (12) fiir 
ebenso viele Achsenrichtungen gleichwertig, die dann lauten 

l_i;;_·: _x_i -_x_,_i_~_Y_;_=_Y_, _i;;_: z_i = z, I (13) 
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wenn in leichtverstandlicher Ausdrucksweise die Projektionen von Ki 
auf die Achsen (x, y, z) mit (Xi> Yh Zi) bezeichnet werden. 

Die Richtung der Summe Kist durch die drei Gleichungen gegeben 

cosiX=XfK, cos{J= Y/K, cosy=Z/K, (14) 

wobei K = fX2 + Y2 +Z2 ist. 

Die Aussage, daB ein Vektor durch zwei oder drei Bestimmungstucke ge
geben ist, klitnn auch so gedeutet werden, daB die Einfiihrung des VektorbegriffEs 
nur eine kurze Ausdrucksweise fiir solche, durch zwei oder drei solche Bestim
mungstiicke gegebene GriiBen ist. In dieser Zuordnung sind auch analytisch 
die oben angefiihrten Kennzeichen fiir Vektoren enthalten. 

Der Betrag der Summe K von nur zwei Vektoren K 1 und K 2 und 
- -

ihre Lage gegen K 1 und K 2 ergibt sich auch unmittelbar (d. h. ohne Bezug-
nahme auf ein Achsensystem) durch die aus der Trigonometric als 
Kosinus- und Sinussatz bekannten und im folgenden oft benutzten 
Beziehungen (Abb. 4): 

K 2 = Ki + K~ + 2 K 1 K 2 cos 1X , 

K1 : K 2 : K = sin IX 2 : sin IX1 : sin IX; 

(15) 

(16) 

ferner gibt der Projektionsatz fiir die Richtung von K unmittelbar 

K = K1 cos IX1 + K2 cos IX2. (17) 

17. Multiplikation von V ektoren. Arbeits- und Momentenprodukt. 
Wahrend die geometrische Addition zweier Vektoren nur auf cine 
Weise ausfiihrbar ist, kennen wir zwei Arten von Produkten, die beide 
fiir die Mechanik von Wichtigkeit sind: a) das skalare, innere oder 
Arbeitsprodukt und b) das vektorielle, auBere oder Momenten
produkt. Wir geben die ErkHirungen wieder sogleich in der Form, 
wie sie spater wiederholt gebraucht werden. 

a) Das Arbeitsprodukt A zweier Vektoren K (X, Y, Z) und 
8 (x, y, z) ist gegeben durch das Produkt der Betrage der heiden Vek
toren1 in den Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels {}, also 

durch K s cos{}. Das innere Produkt der heiden Vektoren K und 8 

bezeichnen wir durch einfaches Nebeneinanderschreiben K s, ohne 
Punkt dazwischen. Klammern sollen (wie auch heim auBeren Produkt) 
nicht zum Produktsymhol selhst gehoren, sondern werden nur hei 
mehreren Faktoren zur Zusammenfassung verwendet. 

Fur das innere Produkt gilt das kommutative Gesetz: K 8 = 8 K. 
Durch Heranziehung der oben beniitzten Gl. (10), in der w1r 

X Y Z 
cos IX = K ' cos fJ = K ' cosy = K ' 

, X 
COS II.= ·s, cos II.= JL. 

'" 8 . 

z 
cosv = --

8 

1 Die Bezeichnungen sind im Hinblick auf die spater zu gebenden Anwen
dungen gewahlt. - Skalare GriiBen wie das Arbeitsprodukt werden weiterhin 
mit starkeren geraden Lettern bezeichnet, z. B. A. Fur die Masse wird jedoch 
auBer M auch das kleine m verwendet. 
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zu setzen haben, ergibt sich 

A = K 8 = K s cos{} = X x + Y y + Z z . (18) 

Dieses Produkt ist eine von den Vektoren und ihrer Lage gegen
einander allein abhangige skalare GroBe, es kann auch als Produkt 
jedes Vektors mit der Projektion des andern auf ihn erklart werden. 
Fiir {} = n/2 ist A = 0, d. h. die heiden Vektoren K, 8 stehen auf
einander senkrecht, wenn 

Ks=Xx+ Yy+Zz=O. (19) 

Fiir das innere Produkt gilt das ,distributive Gesetz" 

(K1 + K 2)8 = K 1 8 + K 2 8. (20) 

Bezeichnen rx1, rx2, rx die Winkel von K 1, K 2 und K gegen 8, so folgt 
nach der Definition des inneren Produktes fiir die rechte Seite der 
Gl. (20) 

K 1 s + K 2 s = K 1 cosrx1 s + K 2 cosct.2 s = Kcosct.s = (K1 + K 2)8. 

Bei der wichtigsten Anwendung dieses Satzes bedeuten K1, K 2 Krafte und 8 
-eine Verschiebung; der Satz b€sagt dann, daB die Arbeit der Summe einer 
Kraftegruppe gleich der Summe der Arbeiten der Einzelkrafte 
bei jeder Verschiebung des gemeinsamen Angriffspunktes ist. 

b) Unter dem Momentenprodukt (auch auBeres oder vektorielles 
Produkt genannt) zweier von 0 ausgehender Vektoren* r undK, die den 
Winkel {} miteinander einschlieBen, verstehen wir einen Vektor M, 
der auf der Ebene von r und K senkrecht steht und dessen Betrag 
gleich der Flache des von r und K als Seiten gebildeten Parallelo
gramms ist 

M = rKsin {}, (21) 
in Zeichen 

(22) 

Es ist also M = 0, wenn r = 0, oder K = 0, oder sin{}= 0 oder n, d. h. 
wenn einer der Vektoren r und K verschwindet oder diese gleiche oder 
entgegengesetzte Richtung haben. 

Eine besondere Festsetzung ist notig iiber die Richtung, in der M 
- senkrecht zur Ebene von r und K - aufzutragen ist. Fiir diese 
Festsetzung ist eine bestimmte Zuordnung dreier im Raume aufein
ander senkrechter Richtungen erforderlich. Wir treffen hier die Ver
abredung, M nach jener Seite der Ebene von r und K aufzutragen, 
von der aus gesehen i auf kiirzestem Wege durch Drehung im Gegen
sinn des Uhrzeigers mit K zur Deckung gebracht werden kann, und 

* Die Bezeichnungen sind wieder im Hinblick auf die spater zu gebenden 
Anwendungen gewahlt. 
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haben damit ein sog. ,Rechtssystem" gewahlt. In Ubereinstimmung 
damit wahlen wir auch das Cartesische Koordinatensystem (x, y, z), 
wo es gebraucht wird, als Rechtssystem. 

Diese Bezeichnung riihrt davon her, daB die Richtung des ersten und zweiten 
Eaktors f und l{ in GI. (22) und des Produktvektors Min dieselbe gegenseitige 
Lage gebracht werden wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger dn rechten 
Hand in gespreizter Haltung. Der Name Rechtssystem ist auch gewahlt worden 
im AnschluB an den Begriff der rechtsgangigen Sc~raube, bei der die Drehung 
in der Ebene senkrecht zur Schraubenachse dem Ubergang des erstPn Vcktors 
in den zweiten auf kiirzestem Wege und die Bewegung langs dieser Schrauben
achse der Richtung des Produktes zugeordnet ist. Im Gegensatz hierzu kennzeich
nen Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der linken Hand und eine Links
schraube ein sog. Linkssystem. 

Das Vektorprodukt ist daher nicht kommut~iv, es kommt auf 
die Anordnung an, in der die heiden Faktoren r, K aufeinanderfolgen, 
und zwar ist 

(rxK) =- (Kxr). (23) 

Wenn in irgend einem Cartesischen Koordinatensystem die Vek
toren r und K die Komponenten (x, y, z) und (X, Y, Z) haben, dann 
ergibt sich fUr den Betrag von M 

M = r K sin~= r K fl- cos2 1f 

= Y (x2 + y2 + z2) (X2 + Y2 + Z 2) - (xX + y Y + zZ)2 

= f(yZ- zY) 2 -t(zX- xZ)2 + (xY- yXji· 

Als die Komponenten von M nach den Achsen bezeichnen w1r die 
Ausdriicke 

jM.,= yZ -zY, Mv=zX-xZ, 

da sofort erkennbar ist, daB der Vektor 
mit diesen Komponenten auf r und K senk- M=rx 7( 

r_~cht steht, de~n es ist r M = 0 und \ 
K M = 0. - In Ubereinstimmung mit dem ~ 
friiheren tragen wir M senkrecht zur \ 
Ebene r, K so auf, daB die drei Vek- \ 
toren r, K, M (in dieser Folge !) ebenso zu- ' 

z 

y 

einander liegen wie die positiven Rich- ~-~-~--~ 
tungen x, y, z des gewahlten Achsensystems 
(Abb. 8). (Man beachte, daB diese Fest
setzung ganz unabhangig ist von der Art des 
gewahlten Achsensystems.) 

Abb. 8. 

Auch fUr das Momentenprodukt gilt das ,distributive Gesetz" 

X 

(25) 
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dessen geometrische Bedeutung ahnlich wie die des entsprechenden 
bei der skalaren Multiplikation leicht einzusehen ist. Wir legen hierzu 
am einfachsten den Vektor r senkrecht zur Zeichenebene und beach-

- -
ten, daB die Betrage der Vektoren r X 1!_1 und r X K 2_ durch die 
Flachen dargestellt sind, die durch r und K 1 und r und K 2 gebildet 
werden (Abb. 9); von ihrer Summe ist zu zeigen, daB ihr Betrag der 

Flache tiber r und K 1 + K 2 gleich ist. Verwandeln wir namlich die 
Parallelogramme tiber r, K1 und r, K2 du~ch Proje~tion der Endpunkte 

Abb.9. 

von K 1 und K 2 auf die Zeichen
ebene in flachengleiche Rechtecke, 
dann sind die Vektoren r X K 1 und 

- -r X K 2 den Projektionen von K 1 

und K 2 proportional, und daher ist 
auch ihre Summe dem Produkte 

- -
r-:- X (K 1 + K 2) proportional. 

Die wichtigste Anwendung dieses 
Satzes liegt in dem sog. Momenten· 
satz, der besagt, daB das Moment 
einer Summe von Vektoren in be
zug auf einen Punkt gleich ist der 
Sum me der Momente der einzelnen 
Ve ktoren (18). 

18. Anwendungen. a) Moment eines Vektors Kin Bezug ltnf 
eine Achse und in bezug auf einen Punkt. ,Bisher haben wir 

angenommen, daB die 
z Vektoren samtlich durch 

denselben Punkt hin
durchgehen. Wenn diefi 

~+--1------f.--,L-----+----. jedoch nicht cler Fall ist. 
so brauchen wireinMitteL 
clas uns gestattet, einen 
belie big gegebenen Vektor 
in Bezug auf ein Achsen
system festzulegen. Das 
einfachste derartige Hilfs
mittel wird gerade clurch 
clasMomen ten prod uk t 

Abb. 10. oder kurz Moment ge-
geben, das z. B. fur einc 

Kraft das MaB der Drehwirkung um eine Achse oder um cinen 
Punkt darstellt. 

Wir wo.!_!en zunachst erklaren, was unter dem Moment 1~Iz eines 
Vektors K, der durch den Punkt A geht, in Bezug auf eine Achse z 
zu verstehen ist (Abb. 10). Wir projizieren K auf eine Ebene (0, x, y), 
die zur z-Aehse senkrecht steht, erhalten K' und fallen auf K' von 0 
das Lot, dessen Lange p sei; dann verstehen wir unter dem Moment 
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von K urn die z-Achse den Ausdruck 

Mz = K'p = 2/', 

25 

(26) 

wenn f' die Flache des schraffierten Dreiecks in der x-y-Ebene bedeutet. 

Sind wieder (X, Y, Z) die Komponenten von K nach den Achsen, 
~ 

OA = r der Ortsvektor von A mit den Koordinaten (x, y, z), so folgt 
durch Betrachtung der in Abb. 11 gezeichnetcn Umlegung 

iM. = /' = i(x +X) (y + Y)- ixy- iXY- yX = i(xY- yX). 

Fiigen wir noch die Momente von K 
urn die x- und y-Achsen hinzu, so er-
halten wir fiir die Momente von K urn 
die Achsen x, y, z gerade die drei sym
metrisch gebauten Ausdriicke (24). 

Da r sin{}= q, dem Abstand des 

Vektors K von 0 gesetzt werden kann, 
so erhalt man 

M = rKsinf} = Kq, (27) 

und man bezeichnet Jlii als das Mo-

X 

Abb. 11. 

ment von K urn den Punkt 0. Der Vektor M steht auf der durch 1' 

und K bestimmten Ebene senkrecht, sein Betrag ist gleich dem Pro
dukte aus K und dem von 0 auf if gefallten Lot q. Die Proj ek
tion von M auf irgendeine Achse durch 0 ist gleich dem 
Momente von K urn diese Achse. 

Uber die Richtung, nach_<ler M aufzutragen ist, g~ten die in 17b) 
getroffenen Festsetzungen: M liegt also so zu r und K wic die Achse 
0 z zu 0 x und 0 y. Fur den hier gewahlten Drehsinn, bei dem -von 
0 z a us gesehen - y zur Linken von x liegt, erscheint ein Moment 
dann als positiv, wenn es im Gegensinn des Uhrzeigers, und als 
negativ, wenn es in dessen Sinn dreht. 

Wichtig ist die Umkehrung dieser Zuordnung, daD namlich durch K 
(der ohne nahere Bestimmung als ein Vektor durch 0 angenommen 

- -
werden miiDte) und M auch die Lage von K im Raume (d. h. seine 
Wirkungslinie) festgelegt ist. 

b) Momentensatz. Der Umstand, daD die Ausdriicke (27) fiir die 
Komponenten des Mornentes in den Kraftekomponenten (X, Y, Z) 
linear sind, nnd daD sich nach dem Projektionsatze di~Kornponen~n 
der Summe K einer beliebigen Anzahl von Vektoren K 1 , K 2, •• . , K, 
gleichfalls linear zusammensetzen, fiihrt auf einen einfachen Zusammen-
hang des Momentes von K urn irgendeine Achse des Raurnes mit den 
Momenten der Einzelvektoren urn dieselbe Achse, wenn diese Einzel
vektoren durch denselben Punkt A hindurchgehen. Mit der bisher ver-

wendeten Bezeichnung der Komponenten von K 1 (X 1 , Y 1 , Z 1) usw. und 
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von (M1 a;, M 111 , M 1 z) fiir die Komponenten von M 1 usw. u~ (x, y, z) 
als Koordinaten von A folgt z. B. fiir das Moment von K 1 urn die 
x-Achse 

M 1z = xY1 - yX1, 

ebenso fiir das Moment von K 2 urn diese Achse 

M2z=XY2-yX2 

usw. fiir alle vorhandenen Vektoren. Da nach dem Projektionssatze (12) 
2) Xi= X, ..I) Yi = Y, ..l)Zi = Z die Komponenten der Summe 
- -
K =..I) Ki nach den Achsen sind, so folgt durch Addition 

n 
M1z + M2Z + ... = ..l)Miz = x(Y1 + y2 + ... ) -y(Xl + x2 + ... ) 

i=l 

= xY- yX= M"' (28) 

dem Momente der Summe K urn die z-Achse. 
Da die Lage der z-Achse in keiner Weise bevorzugt ist, so folgt 

der Momentensatz mit folgendem Wortlaut: 
Das Moment der Summe K einer beliebigen Anzahl von 

- - -
Vektoren K 1, K 2, .. . , Kn, die durch denselben PunktA gehen, 
urn jede beliebige Achse des Raumes, ist gleich der Summe 
der Momente der Einzelvektoren urn diese Achse. 

Werden also fiir einen beliebigen Punkt 0 des Raumes fiir die 
durch einen Punkt A hindurchgehenden n Vektoren K 1, K 2, ••• , Kn 
die Momentenvektoren M 1, M 2, ... , Mn gezeichnet, so stellt deren 
Sumrne 

~~Ml + M2 + • • • + Mn --_l;M~ = M ,
1
1 

•=1 
(29) 

d. h. die SchluBiinie des Polygons der Momentenvektoren M 1 , ... , M n 

n ·-
das Moment des Vektors K ( = 2.., Ki) urn 0 dar. Der Momentensatz 

i=l 
bringt, wie ersichtlich, nichts anderes als das distributive Gesetz des 
Vektorproduktes zurn Ausdruck (s. 17b). 

Ein Sonderfall des Momentensatzes ist _!olgende Aussage: Wenn 
die gegebene Achse a den Surnrnenvektor K schneidet (das Moment 
von K urn a also Null ist), so ist auch die Surnme der Mornente der 
Teilvektoren urn a gleich Null. 

Der Momentensatz gilt auch noch, wie sich spater ergeben wird, 
wenn der gemeinsarne Punkt A irn Unendlichen liegt, die Krafte also 
aile zueinander parallel sind. 

c) Geschwindigkeit bei der Drehbewegung eines Korpers 
urn eine Achse. Wenn sich ein Korper mit der Winkelgeschwindig-
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keit w urn eine Achse a dreht (Abb. 12), so steht der Vektor der Ge
schwindigkeit v eines beliebigen Punktes A auf der Ebene durch r 
und w senkrecht und ist vom Betrage r w sin#. Wir schreiben daher, 
indem wir die Zuordnung wie zuvor festsetzen 

(30) 

19. Produkte von drei Vektoren. Von Produkt
bildungen von drei Vektoren sind die wichtigsten 
die heiden fol-genden :_ _ 

a) Der Ausdruck K 1 (K2 X K 3) bedeutet, wie 
man ·Sofort erkennt, den Rauminhalt des von - -- -
den drei Vektoren K 1, K 2, K 3 gebildeten Parallel-

- -
epipedes. Das Vektorprodukt K 2 X K 3 ist gleich o 

- -
der GroBe der von K 2 und K 3 gebildeten Flache, 
und ~as skalare Produkt des zugehorigen Vektors 

Abb.l2. 

mit K1 bedeutet das Produkt aus jener Flache und der Hohe des 
genannten Parallelepipedes. Aus dieser Bedeutung ergibt sich un
mittelbar die Richtigkeit der folgenden zyklischen Vertauschungen 

Bezeichnen (X;, Y;, Z;) die Komponenten von K; (fiir i = l, 2, 3), 
so erhalten wir auch 

xl Yl zl 
K1 (K2 xK3)= X 2 Y2 Z2 

Xs Y3Z3 

(32) 

Man beachte, daB bei dieser Deutung der Rauminhalt des Parallel
epipedes mit einem Vorzeichen behaftet erscheint; es ist dabei 

K1 (K2 X K 3) = - K1 (K3 X K 2), usw. 

b) Als zweites Beispiel diene der sog. Entwicklungsatz: 

(33) 

Da der Vektor (K2 X K 3 ) ~wohl_auf !_2 als auch auf K 3 se~recht 

steht, so liegt der Vektor K 1 X (K2 X K 3) in der Ebene von K 2 und 
- - -
K 3, laBt sich also jedenfalls durch K 2 und K 3 darstellen, indem diese 
Vektoren mit passenden skalaren Faktoren multipliziert und addiert 
werden. _DaE diese Fak~r~ gerade die in der Gl. (29) angegebenen 
Werte (K3 K1) und- (K1 K 2 ) haben, ergibt sich am einfachsten durch 
Ausrechnung der Komponente des linksstehenden Produktvektors 
ctwa nach der x-Richtung des Achsensystems; diese Komponentc 
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hat den Betrag 

Y1 (X2 Y3 - X 3 Y2) --- Z1 (Z2 X 3 - Z3 X 2) 0 

Erweitern wir diesen Ausdruck durch die heiden sich aufhebenden 
Glieder X 1 X 2 X 3 - X 1 X 2 X 3, so folgt 

~~~+~~+~~-~~~+~~+~~ 

= X 2 (K3 K 1)- X 3 (K1 K 2 ) 0 

Da dies fUr jede beliebige Richtung gilt, so ist dadurch die Richtigkeit 
der Gl. (33) erwieseno 

Weitere Entwicklungen iiber Vektoren folgen in jenen Abschnitten, 
in welchen sic besondere Verwendung findeno 



Erster Teil. 

Statik der starren Korper. 
Dieser Teil behandelt die rechnerischen und zeichnerischen Me

thoden fiir die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften und 
das Gleichgewicht an starren Korpern, ferner die Theorie der Stiitzung, 
der Fachwerke und der Reibung fester Korper, sowie einiges aus der 
Theorie der Seil- und Stiitzlinien. 

I. Kraftegruppe durch einen Punkt. 
20. Mittelkraft und Gleichgewicht. Auflagerkraft. In der technischen 

Mechanik und allen ihren Anwendungen hat es sich als vorteilhaft 
erwiesen, die Krafte als wirklich bestehende Dinge anzusehen und 
den Umstand unmittelbar zu verwerten, daB sie gerade jene Kenn
zeichen besitzen, die wir oben als den Vektoren eigentiimlich erkannt 
haben: GroBe, Richtung, Sinn. Nachdem die Zulassigkeit dieser Zu
ordnung Kraft-+ Vektor und die Richtigkeit aller daraus ableitbaren 
und fiir die Beurteilung des ,Kraftespiels" in unseren Bauwerken 
und Maschinen wichtigen Folgerungen festgestellt ist, laufen aile bier
her gehorigen Entwicklungen auf die Anwendung der in 15 bis 19 
gegebenen Aussagen hinaus. Die Summe einer beliebigen Anzahl von 
Kraften einer Kraftegruppe durch einen Punkt A oder die Mittel
kraft ist durch die SchluBlinie des Streckenzuges gegeben, der 
durch Aneinanderreihung der gegebenen Krafte in beliebiger Folge 
entsteht; diesen Streckenzug bezeichnet man als Krafteck. Hat diese 
SchluBiinie die Lange Null, fallt also der Endpunkt der letzten mit dem 
Anfangspunkt der ersten Kraft zusammen, dann sprechen wir von 
Gleichgewicht. 

Fiir das Gleichgewicht zweier Krafte (wie wir in der Folge kurz 
statt Gleichgewicht eines Ki:irpers unter dem Einflusse zweier Krafte 
sagen wollen) ist sonach notwendig und hinreichend, daB diese gleich 

,\ 

groB und entgegengesetzt sind.' Drei Krafte im Gleichgewicht miissen, 
aneinandergefiigt, ein geschlossenes Dreieck bilden usw. Die not
wendigen und hinreichend~ Bedingungen fiir das Gleichgewicht •einer 
raumlichen Kraftegruppe Ki (X;, Y;, Z;), (i = 1, 2, ... , n) durch einen 
Punkt lauten daher 

'
x =i:xi = o, 

i=l 

n 
Y =.J}Y; = 0, 

i=l 
z =ZZ; = o,l 

i=l I 
(34) 
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und im besonderen fiir die ebene Kraftegruppe durch emen Punkt 

Y =i'Yi = o.l 
i~l 1 

(35) lx =ixi = o, 
i~ 1 

Bei den Anwendungen liegt die Fragestellung nun fast immer so, 
daB nich t a lie einwirkenden Krafte als ,eingepriigt" (im Sinne der 
Erkliirung in 12b) gegeben sind, und daB die betrachteten Korper 
nicht unter dem Einflusse dieser eingepriigten Krafte ( Gewichte, 
Lasten der Bauwerke, Winddruck, Federkriifte, Seilkriifte usw.) fiir 
sich allein im Gleichgewichte sind. Dagegen kommt andererseits hinzu, 
daB die Lage des gemeinsamen Angriffspunktes aller Kriifte und spater
hin die Lage der betrachteten Korper, die wir als Angriffsobjekte der 
eingepriigten Kriifte zu betrachten haben, nicht vollig frei sind, son
dern daB immer der Angriffspunkt A und diese Korper in gewisser 
Weise unterstiitzt oder gefiihrt sind, da sie stets mit anderen in 
Beriihrung sind, wodurch die Gesamtheit der moglichen Lagen fiir das 
Gleichgewicht gewisse Einschriinkungen erleidet. Urn den EinfluB dieser 
Unterstiitzungen bzw. Fiihrungen auf die moglichen Gleichgewichts
lagen oder auf die fiir eine bestimmte Gleichge"ichtslage erforderlichen 
eingepriigten Krafte zu beriicksichtigen, dient die auch fiir alles Fol
gende wichtige Bemerkung, daB alle derartigen Einfliisse stets 
wieder unter dem Bilde von Kraften in Rechnung gestellt 
Werden. Fur gla tte Beriihrungsfliichen, die wir zunachst zu 
betrachten haben, ist der EinfluB zweier Korper aufeinander lediglich 
als eine in der Rich tung der N ormalen zur gemeinsamen Be
riihrungsebene der Korper liegende Kraft anzusehen, da doch in diese 
Ebene selbst, wegen der vorausgesetzten Glattheit der Beriihrungs
flachen, kein Teil dieser Kraft fallen kann. Diese in der Richtung der 
Normalen liegende Kraft nennt man die Auflagerkraft N oder 
Auflagerreaktion oder Fiihrungskraft; ihre GroBe ist zu
nachst unbekannt und wird erst durch die Gln. (34) oder (35) 
fur die un ter Hinzunahme von N zu den eingepragten Kraf
ten ergiinzte Kriiftegruppe bestimmt. 

Fiir ebene Kriiftegruppen konnen dann nur die folgenden zwei 
Faile eintreten. a) Eine Bedingung, d. h. fiir die Lage von A ist 
eine Kurve 0 vorgeschrieben. Da zur Angabe von A auf der Kurve 
eine Koordinate etwa der Abstand von einem festen Punkt der Kurve 
oder dgl. ausreicht, und in (35) zwei Gleichungen zur Verfiigung stehen, 
erkennt man unmittelbar, daB durch diese Gleichungen sowohl die 
Lage von A als auch die GroBe der unbekannten Auflagerkraft N der 
Fiihrungskurve 0 bestimmt sind. Ist dagegen die Gleichgewichtstelle 
vorgeschrieben, so liefern die Gin. (35) die unbekannte Auflagerkraft N 
und die zur Herstellung des Gleichgmvichts zu der gegebenen hinzu
zufiigende Kraft. 

Diese ,Abzahlung" der Unbekannten und der verfiigbaren Glei
chungen gibt unmittelbar AufschluB tiber die eindeutige Losbarkeit 
jeder Aufgabe, und hat in jedem Falle, wo diese Losbarkeit zweifelhaft 
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ist, der eigentlichen Losung vorauszugehen. In der Statik spricht man 
von statischer Bestimmtheit, wenn die Anzahl der Unhekannten 
gleich der der verfugharen Gleichgewichtshedingungen ist, sonst von 
statischer Unhestimmtheit. 

In den heiden vorhin genannten Formen treten die Gleichgewichts
aufgahen in der Statik auf: hei der ersten handelt es sich urn die Auf
suchung von Gleichgewichtstellungen - man nennt sie Stellungs
a ufga ben -, hei der zweiten ist die Gleichgewichtstellung von vorn
herein gegeben und es sind die Krafte zu hestimmen, die Gleichgewicht 
herstellen. 

In den folgenden Anwendungen ist bei den Kriiften der die vektorielle 
Beschaffenheit kennzeichnende Querstrich der Einfachheit halber meist fort
gelassen. Von den beiden folgenden Beispielen ist das erste eines der ersten, das 
zweite eines der zweiten Art. 

Beispiel I. Uber zwei glatte Stifte A und B liiuft ein Faden, der an den 
Enden mit den Gewichten P und Q und dazwischen mit G belastet ist. Man be
stimme die Gleichgewichtslage der Schnur und gebe die Bedingungen dafiir an, 
daB Gleichgewicht moglich ist. 

Der Punkt 0 ist unter dem Einflusse der drei Kriifte P, Q, G im Glrich
gewichte, die daher ein geschlossenes Dreieck bilden miissen; dadurch ist die Lage 
der Schnur und die von 0 bestimmt. - Mit dm Bezeichnungen der Abb. 13 
ist p = h tg oc, q = h tg {J, daher aus dem KraftedreiEck 

p tgoc sin oc ros{J G2 + Q2- p2 
q = tg{J = sin fJ cos oc = G2 + P2 - Q2 · 

Gleichgewicht ist nur moglich, so bald cos oc > 0 und cos fJ > 0, d. h. es miissen 
Zahler und Nenner des Bruches positiv sein. 

Beispiel 2. Schiefe Ebene mit dem Nrigungswinkel oc, auf ihr ein kleiner 
Korper vom Gewichte G, das wir als eine lotrecht nach unten gerichtete Kraft 

0 

p 

d 

Abb. 13. Abb. 14. 

ansehen konnen. Die Gin. (35) geben fiir die Kraft K zur Herstellung des Gleich
gewichts und fiir die N ormalkraft N 

K =Gsinoc, N = G cosoc, (36) 

die man auch unmittelbar aus dem zugehi:irigen Kriiftedreieck abliest (Abb. 14). 

b) Zwei Bedingungen. Da durch zwei Bedingungen, also durch 
zwei Kurven die Lage eines Punktes in der Ehene schon vollstandig 
gegehen ist (und zwar durch ihren Schnittpunkt oder ihre Schnitt
punkte), so hleihen nur die heiden Auflagerkrafte als Unhekannte 
iihrig, zu deren Bestimmung die zwei Gln. (35) tatsachlich ausreichen. 
Derartige Prohleme treten dann auf, wenn an den Korper zwei ge
wichtslose Faden oder Stabe angeheftet oder angelenkt sind, deren 
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andere Enden festliegen. Die Auflagerkrafte werden in diesem Faile 
durch Krafte gegeben sein, die in der Richtung der betreffenden 
Faden (oder Stabe) anzunehmen sind; wir nennen sie die Seilkrafte 
oder Stabkriifte und sprechen von Zugkriiften, wenn sie das be
treffende Seilstiick zu verlangern, von Druckkraften, wenn sie es 
zu ver kiirzen stre ben. 

Das zeichnerische Kennzeichen fiir den einen oder andern Fall 
bekommen wir, wenn wir die unbekannten Seilkrafte durch Pfeile 
darstellen, die wir immer vom Angriffspunkte weggerichtet 
eintragen und das zugehorige Kraftedreieck mit jenem Umlaufsinn 
versehen, den die eingepragte Kraft vorschreibt : stimmen dann fiir 
eine Seilkraft die heiden so zusammengehi:irigen Pfeile iiberein, dann 
haben wir Zug, im anderen Falle Druck. Die drei mi:iglichen Falle, 
die dabei auftreten ki:innen, sind in Abb. l5a), b), c) dargestellt. 
S1 in a), S 2 in a) und c) sind Zugkrafte, S1 in b) und c), S 2 in b) 
Druckkriifte (diese sind im Kriiftedreieck gestrichelt angegeben). 

A B r: 82 

b) r c c) 

St ~ )o; 
d) 

c 
11 11 

K A 8 )/ 

Abb. 15. 

Selbstverstandlich kann bei Auftreten von Zugkraften der betreffende 
Bauteil ein Seil oder ein Stab sein, wahrend bei Druckkriiften ein 
steifer Stab erforderlich ist. 

Krafte von der Art, wie die hier in Seilen oder Staben durch auBere, ein
gepragte Krafte hervorgerufenen ,inneren KriiJte" oder ,Spannungen" sind 
maBgebend fiir den inneren molekularen Zusammenhang der Korper. DaB fiir 
vollkommen biegsame Seile oder in den Gelenken reibungslos aneinandergefiigte 
Stabe die inneren Krafte in die Richtung der Stabachsen fallen, erkennt man, 
wenn man die Kraft ermittelt, die an einem abgeschnittenen Stiick zur Her
stellung des Gleichgewichtes anzubringen ist, und von den Voraussetzungen der 
vollstandigen Biegsamkeit usw. Gebrauch macht. 

Werden diese Dberlegungen fiir mehrere Punkte durchgefiihrt, 
die durch (gewichtslos) gedachte Seile oder Stabe miteinander ver
bunden sind, dann werden die zugehi:irigen Kraftecke vorteilhaft gleich 
so angeordnet, daB sie langs der Krafte in diesen Verbindungstiicken 
aneinanderliegen, so daB jede solche Kraft in diesem ,Kriifteplan" 
nur einmal vorkommt. Die weitere Anwendung dieses Vorganges 
fiihrt auf eine Figur, die unter der Bezeichnung Seileck bekannt 
ist und fiir die sog. ebenen Kraftegruppen besondere Wichtigkeit 
besitzt (s. II. Kapitel). 

Beispiel 3. Zwei Gewichte K 1 und K 2 sind durch zwei Faden AO, BO 
an einem Punkt 0 aufgehangt, zwischen A und B wird ein Ieichter Stab AB 
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eingelegt; man finde die Gleichgewichtslage des Stabes und die Krafte T1 und 
T 2 in den Faden und Tim Stab (Abb.l6). 

Sei S der Punkt, der in der Gleichgewichtslage lotrecht unter 0 liegt, dann 
folgt aus der Ahnlichkeit der Kraftedreiecke (rechts) mit den im ,Lageplan" 
(links) auftretenden Dreiecken 

also 

K 1 a 1 =K2 a 2 ; 

diese Gleichung bestimmt die Gleichgewichtslage des Stabes. Aus den ersten 
zwei Gln. folgt auch 

T = K ~ = K ~ = __!!_1K2 a1 + a2 = (K + K) a1a2 • 
1 l 2 l K 1 + K 2 l 1 2 l(a1 + a2)' 

und ahnlich T1 und T 2• 

21. Selleck als Gleichgewichts
figur. Durch die im vorigen Ab
schnitte erhaltenen Ergebnisse kon
nen die Krafte, die in jedem Stiicke 

Abb. 16. Abb.l7. 

eines unter eingepragten Kraften im Gleichgewichte befindlichen Seiles 
auftreten, dessen Gestalt bekannt ist, durch Zeichnung von Krafte
dreiecken ermittelt werden. Das Seil wird nach Anbringung der 
Krafte so behandelt, als ob es starr ware (Erstarrungsprinzip). 

Fiir jeden Kraftangriffspunkt Pi (i = I, 2, ... ) muB sich das aus 
den drei Kraften gebildete Dreieck schlieBen, deren Wirkungslinien 
<!_urch ihn hindurchlaufen (Abb. 17); diese Krafte sind die eingepragten 
Ki und die Seilkrafte in den Stiicken, die Pi mit den Nachbarpunkten 
verbinden. Da die Seilkrafte, die durch ein Seilstiick auf die beiden 
Punkte iibertragen werden, die dieses verbindet, gleich groB und ent
gegengesetzt sein miissen, wird man die Kraftedreiecke fiir aile Punkte 
Pi so zusammenlegen (wie auch schon in 20 geschehen), daB im 
Kriifteplan jede Seilkraft nur einmal vorkommt. Bezeichnen 
wir mit T12 die Kraft auf Pi in Richtung P 1 P 2 usw., dann ist 
T12 = - T21, T23 = - T32 usw. 

Aus der Betrachtung der Abb. 17 ergibt sich unmittelbar, daB nur 
Posch!, Mechsnik. 2. Auf!. 3 
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die GroBe einer Kraft Ki vorgegeben werden kann, sobald die ]'orm 
des Seileckes und die Richtungen der Kriifte Ki bekannt sind
die GraBen der anderen Kriifte und auch die der Seilkriifte sind dann 
festgelegt. Wenn dagegen die GraBen und Richtungen aller Ki und 
die Richtung einer Seileckseite bekannt sind, so sind dadurch die Form 
des ganzen Seileckes und die Seilkriifte bestimmt. 

Das in 20 angegebene Kennzeichen liefert in Abb. 17 Zug fiir aile Teile des 
Seiles. Wiirde in der gezeichneten Lage z. B. K3 in umgekehrter Richtung wirken, 
dann miillten die Seilkrafte T32, T34 Druck ergeben, wahrend T23 ein Zug bleiben 
miillte, das Gleichgewicht in der gezeichneten Form der Seillinie ware. daher 
unmi.iglich. Werden jedoch aile Krafte K1 •. . k 4 in ihrer Richtung umgekehrt, 
dann haben wir in allen Seilstiicken Druck und Gleichgewicht kann wieder 
stattfinden; man spricht in diesem letzteren Faile von einer Drucklinie oder 
Stiitzlinie. 

Sind die Endstiicke frei, so miisse:p. in ihnen die Kriifte T01 

bzw. T 54 wirken, damit das ganze betrachtete Seil im Gleichgewicht 
sein kann; sind sie an zwei Punkten F v F 2 befestigt, dann sind die 
Auflagerkriifte in diesen Punkten gerade durch die im ersten und letz
ten Stuck wirkenden Seilkriifte gegeben. 

Fiir ein geschlossenes Seileck fiihrt die Anwendung dieser Siitze 
auf gewisse (notwendige und hinreichende) Bedingungen, die die ein
gepriigten Kriifte und die Gestalt des Seiles im Faile des Gleich
gewichtes zu erfiillen habcn, und die aus der Betrachtung der Abb. 18, 
die ein geschlossenes Seilviereck darstellt, unmittelbar abzulesen sind: 

a) Das Krafteck der eingepriigten Kriifte muB geschlossen sein. 
b) Es muB ein Punkt P 

existieren, so daB jede 
Seite des Seilecks P; Pi+ 1 

zur Verbindungslinie PQ; 
von P mit jenem Punkte 
Qi parallel ist, in dem 
Ki und Ki+ 1 aneinander-

Tq1 stoBen. 
Dadurch haben wir ein 

Verfahren gewonnen, 
dessen Wirksamkeit weit 
iiber das Gebiet der 

Gleichgewichtsfiguren 
von Seilen hinausreicht, 
und das das wesentliche 

Abb. 18. Hilfsmittelfiir die graphi-
sche (geometrische) Theo

rie der e benen Kriiftegruppen darstellt (s. 25 bis 30). 
Eine ahnliche Darstellung von Vektoren (durch Ansetzen an einen Punkt 

P) werden wir spater bei den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs
planen wiederfinden (s. II. Teil). 

Bei den Anwendungen sind die Kriifte Ki in den meisten Fallen 
Gewichte, also parallel zueinander und im Krafteplan daher in eine 
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Gerade zusammenfallend. Mittels des Projektionsatzes fiir die Senk
rechte zu dieser Geraden folgt sofort : 

Wenn die auf ein (unausdehnhares und vollkommen hiegsames) 
Seil wirkenden Krafte parallel sind, so sind die Projek
tionen der Seilkriifte auf die zu diesen Kriiften senkrechte 
Richtung iiherall gleich. Uherdies liegt in diesem Faile die 
Gleichgewichtslinie des Seiles in einer Ehene. 

Die heiden fiir die Praxis wichtigsten Fiille, die hierhei auftreten 
konnen, sind durch die heiden folgenden Beispiele gekennzeichnet. 

22. Parabolische Kettenlinie. Das Seil einer gleichformigen 
Range hriicke sei in gleichen wagerechten Zwischenriiumen a (m] 

!I 

G 
G 

Abb. 19. 

H 

b) : --~~Jf!)jfP 71/ ~ ~~/ /' 
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mit gleichen Gewichten G [kg] helastet; man ermittle die Gleich
gewichtsform. Das Mittelstiick 0 P 1 sei wagerecht angenommen, die 
x-Achse damit zusammenfallend, dann sind nach den Bezeichnungen 
der Ahh. 19 die Koordinaten der einzelnen Lastpunkte 

p
2
{x2 = a/2 +a= 3af2, 

Y2 = atgal, 

P {
x3 = 5af2 

3 usw. 
y3 = a(tga1 + tga2) 

und demgemiiB fiir den n-ten Punkt 

p { Xn = (2n- l) a/2, 

n Yn=a(tga1 +tga2 +···+tgan_ 1). 

A us dem zugehorigen Kriifteplan folgt, wenn H, T 1 ••• T n die Kriifte 
3* 
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in den einzelnen Seilstucken sind 

G 
tg 1)(1 = H' 

2G 
tgl)(2 = H' 

(n -l)G 
tg l)(n-1 = · -H-- ; 

daher sind die Koordina ten des n-ten Punktes [ da 1 + 2 + · · · + n - 1 

~--= l)l 
2 J 

1 Xn = (2 n - 1) a/2, ) 
Pn G Gn(n-l) 

Yn = a H ( 1 + 2 + · · · + n - 1) = a H ~2---
(37) 

durch Ausscheidung von n folgt daraus 

Yn = a 2~ Xn ~ aj2 __:_n ~-~- = ; x; --::2(:/2)2 (38) 

Die Punkte P n liegen sonach auf einer Parabel (in Abb. 19 punktiert). 
Die Konstante H wird dadurch bestimmt, daB die Lage irgend

eines Punktes P des Parabelastes vorgeschrieben wird, z. B. fUr P n 

selbst: Xn = b, y n= f, dann ist 

b2 - (a/2) 2 
H =G ----······ 

2 af (39) 

Die Seilkraft 1m n-ten Stuck ergibt sich unmittelbar aus dem 
Krafteplan 

(40) 

LaBt man die Lastpunkte P n immer naher aneinanderrucken, also 
a fortgesetzt abnehmen, und verkleinert hierbei auch den Wert von G, 
so daB jedoch Gja = p kg/m (das als Belastung auf 1m der wagrechten 
Projektion - also langs einer Strecke verteilt - gedeutet 
werden kann), endlich bleibt, so folgt fiir lim a--+ 0 a us Gl. (38), 
wenn wir die Zeiger weglassen, fiir die Seilkurve die Parabelgleichung 
in der gewohnlichen Form 

wobei (41) 

(Diese Parabel ist in Abb. 19 voll ausgezogen.) 
Aus Gl. (37) folgt auch, wie man durch Ausrechnung leicht be

statigt 
Ga 

Yn+1 - 2 Yn + Yn-1 = H ' (42) 

wo links nach Division durch a 2 der ,zweite Differenzenquotient" steht; 
fiir lim a--+ 0 und Gja-+ p geht diese Gleichung in die Differential
gleichung 

d2y = 1" = }!_ 
dx 2 Y H (43) 

uber, deren Integral fur pjH = konst. (unter den zugehorigen Rand
bedingungen y = 0 und y' = 0 fUr x = 0) die Gl. (41) gibt. 
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Die Seilkraft an irgendeiner Stelle x der parabolischen Ketten
linie ist [ entweder a us dem Krafteplan oder durch den Grenziibergang 
lim a-+ 0 a us Gl. (40)] gegeben durch 

T = {I12 + p2;;2 = V~1~4+ ;; x2 = it yV+4J2 x2. (44) 

Beispiel 4. Man ermittle den Durchhang f und die Scheitelkraft H einer 
flachen Kettenlinie von der Lange 2l, die gleichfiirmig mit p kgjm auf die 
wagrechte Projektion belastet und zwischen zwei gleich hoch liegenden Punkten 
A, B in der Entfernung 2 b ausgespannt 
ist (Abb. 20). 

Die Lange des Parabelbogens 0 A ist 
b b 

l = Jrr+1;12 dx = J v;;(~xrdx; 
0 0 

B 
y 

A 

X 

Abb.20. 

wenn wir annehmen, daB der griiBte Wert des neben l stehenden Gliedes p bjH 
gegen l klein ist, so kiinnen wir die Quadratwurzel in eine Taylorsche Reihe ent
wickeln und beim zweiten Gliede abbrechen; wir erhalten dann angenahert 

b 

z~J[l+ ~e;n 2Jdx=[x+2~2 ~3J:=b+2~2 ~3 • 
0 

Daraus rechnen wir 

H=pbv6(l~-b) 
und aus der Parabelgleichung (41) 

p b2 l 
t=~= -f6b(l-b). 

2H 2 

(45) 

(46) 

Die Seilkraft an einer beliebigen Stelle x ergibt sich mit derselben Annaherung 
nach Gl. (44) 

1 ~--p2-;J2 [ l p2 x2l . 
T = H V l + 7i2- !'::::1 H l + 2 -lf2 J ' 

ihr griiBter Wert tritt an den Enden A, B fiir x = ± b auf. 

23. Bei der gemeinen Kettenlinie wird das Seil in gleichen Abstan
den c langs seiner eigenen Lange mit gleichen Gewichten G be
lastet. Ganz ebenso wie im vorigen Beispiel erhalt man die Gleich
gewichtsform des Seiles durch Zeichnung der aufeinanderfolgenden 
Kraftedreiecke im Krafteplan, wobei aber jetzt langs der einzelnen 
Seilstiicke die Lange c aufzutragen ist, urn jeweils zum nachsten 
Lastpunkt zu kommen. Dabei ist die Kraft im tiefsten Seilstiicke H 
zunachst wieder unbekannt, zu ihrer Festlegung ist cine weitere Be
dingung (Festlegung des Endpunktes oder dgl.) erforderlich. 

Wollte man zur Aufsuchung der Gleichung der Seilkurve wie 
zuvor vorgehen, so kame man zu unbequemen Summationen, die man 
vermeidet, wenn man sogleich eine langs der ganzen Seillange gleich
formig verteilte Last voraussetzt, wie sie dem gloichformigen 
schweren Seil zukommt: qkg/m sei der auf den laufenden Meter 
der Seillange entfallende Betrag. Die Gesamtbelastung auf dem Stucke 
s = P 0 P bis zum Punkte P, in dem die Seilkraft T heiJ.len moge, 
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ist daher q 8, und aus dem in Abb. 21 gezeichneten Kriiftedreieck lesen 
wir unmittelbar ab 

T coscp = H, T sincp = q8. (47) 

Da die Seilkraft T die Richtung der Tangente zur Seilkurve hat, 
so erhalten wir durch Division unmittelbar die ,Differentialgleichung 
der Seilkurve" 

t _ qs _ dy 
gcp- H- dx oder 

, 8 

y=--a· (48) 

wenn Hjq =a gesetzt wird. Durch diese Eigenschaft, daB die Ableitung 

; 

q_ 0 
X 

Abb. 21. 

an jeder Stelle proportional der Bogenlange ist, ist die gemeine 
Kettenlinie gekennzeichnet. Die Integration liefert 

y = a !foj _::_. (49) 
a 

Es ist namlich 

dy , t:>::• X tg m = - = y = -.:;>tll-r dx a' 1 + y' 2 = 1 + 6in2 : = !foj2 : , 

und die Bogenlange vom Scheitel P 0 an gerechnet 
z z 

8 = J Y I + y'2-dx = J !fof : dx = a Sin : . (50) 
0 0 

Die Gl. (48) ist somit identisch befriedigt. Die x-Achse liegt um die 
Strecke a unter P0 (x = 0, y =a). Aus diesen Gleichungen flieBt 
auch die Beziehung 8 2 + a 2 = y 2, und da nach dem Krafteplan 

q2 82+H2 =T2, also 82 +a2 =(T/q)2 =y2 (51) 

ist, so folgt 
T= qy, (52) 

d. h. die Seilkraft in jedem Punkte P ist durch das Gewicht eines 
his zur x-Achse reichenden, frei herabhangenden Seilstiickes gegeben. 
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Die Seilkraft H im tiefsten Punkte ist, wie gesagt, wieder durch 
die Angabe der Koordinaten eines Punktes Q (x = b, y =h) fest
gelegt, durch den die Kettenlinie hindurchgehen soll, und folgt durch 
Aufli:isung der fiir Q geltenden Gl. (47): h =0.<£oj b/a nach a. 

Aus Gl. (48) folgt auch 

y" 
q ds 

H dx 

q 
(53) H cos rp • 

24. Beispiele. Beispiel 5. Ein gleichformiges Seil von gegebener Lange 
2l = 120m ist zwischen zwei in derselben Wagrechten liegenden Punkten A 
und B, die in der Entfernung 2 b = 100m voneinander liegen, ausgespannt. Man 
ermittle den Parameter der Kettenlinie, in der das Seil durchhangt, und die Seil
kraft im Scheitel. 

Schreibt man in der Gleichung fUr die Lange der Kettenlinie fur den Punkt A 

l =a 6in bja 

bja = u, also a = bju, so erhalt man 

6in u l 
u b" 

Da lund b gegeben sind, so hat man jenen Wert zu suchen, der dieser Gleichung 
genugt, was am einfachsten (angenahert) durch Benutzung der Tafeln1 fur die 
Funktion @lin u und Aufzeichnung eines Schaubildes geschehen kann. Hat man 
den Wert gefunden, der dieser Gleichung genugt - er sei u1 -, so ist der gesuchte 
Parameter 

a = bju1 und weiter ist H =a q • 

. Fur die angegebenen Zahlenwerte ist l/b = 1,2, und man findet u1 = 1,065, also 

50m 
a= 1,065 ~ 47m. 

Die Hohe der Aufhangepunkte tiber der Leitlinie ergibt sich zu 

h = l a 2 + l2 ~ 76,2 m 

und daher ist der Durchhang in der Mitte 

I = h - a = 29,2 m. 

Beispiel6. Bestimme den Durchhang fund die Scheitelkraft Heiner flachen 
Kettenlinie, die die Lange 2 l und die Entfernung der Aufhangepunkte 2 b hat 
und mit q kgjm belastet ist. 

Man beachte, daB der Parameter a durch Verkiirzung der Lange der Ketten
linie immer gri:iBer wird. Nimmt man daher in der Gleichung der Kettenlinie a 
gegeniiber dem groBten vorkommenden Werte von x sehr groB an, und setzt 
demgemaB 

~· X X y' = ~tn- ~ ~ 
a a 

so wird ahnlich wie in Beispiel 4 die Lange angenahert gegeben durch 
b b 

l = J )1 + y12 d x ""'J !1 + _l_ x 2J d x ~~ b + ~ ; 
L 2 a 2 6 a 

0 u 

1 S. das ,Taschenbuch fUr Bauingenieure", ,Taschenbuch fiir Maschinen
ba u", ,H iitte" u. dgl. 
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daraus ergibt sich 

a=bV6(lb__b) und 

Sodann folgt aus der Gleichung fUr die Kettenlinie y =a [of (x1a), indem man 
nur die quadratischen Glieder in der Entwicklung beibehiilt 

l = ({ ( 1 + -~-) 
\ 2 a 

und daher ist der Durchhang 

I= h -a = _b_~ = _!_ f6 b(l= b-)· 
2a 2 ' 

I ist also durch dense! ben Ausdruck (46) gegebm wie bei der parabolischen Ketten
linie, was deshalb klar ist, wei! durch die angegebene Vernachliissigung die gemeine 
Kettenlinie gerade durch eine Parabel ersetzt wird. 

Beispiel 7. Die Gleichungen der Seilkurve in naturlicher Dar
stellung. Als naturlich mit einer ebenen Kurve verbundene Richtungen he-
zeichnet man die der Tangente T und der Normalen n. Das Wort ,natiirlich" 
soil hei13en: der Kurve selbst eigentumlich, frei von jeder Bezugnahme auf ein 
Aehsensystem. 

Betrachtet man in Abb. 22 ein Stuck einer Seillinie und sind T und rr+([IJ' 
die Seilkriifte an den Enden eines Teilchens von der Lange d8, {j_d8 die eingepriigte 

Kraft auf dieses Stuck, rp der 
n Winkel gegen die Normale n, so 

qds 
Abb.22. 

Iauten die Gleichgewichtsbe
~ingungen fiir die Richtungen 
t und - n 

dT . f ({8 = q Sill rp, 

(54) 
ll 'P 

T -1 = q cos rp • 
(,8 

Die erste besagt, da/3 die Kom
ponente q d8 sin rp einer Zu
nahme d T der Seilkraft ent
sprechen mu/3, die zweite, da/3 
die Komponente q d8 cos rp durch 
den in Richtung n entfallenden 
Betrag der Seilkriifte aufgenom
men werden mu/3. 

Die Division der heiden 
G!eichungen liefert 

dT 
T drp = tg 'P 

und gibt integriert, wenn fur rp = 0, T = H sein soli: 

In T = -In cos rp +In H oder T = Hfcos rp (55) 

ganz unabhiingig von q. - Sodann folgt aus der zweiten der Gin. (54) 

Tdrp H drp 
rl8= ~-=- -.-

q COS 'J' q COS" rp 

und integriert, wenn fur 8 = 0, rp = 0 ist 
H 

s = - tg 'f! = a tg m , q • 1 
(56) 

eine Eigenschaft der gemeinen Kettenlinie, die nach den fruher gegebenen 
Gin. (48), (49) und (50) unmittelbar bestatigt werden kann. 



Ebene Kraftegruppen. 41 

Beispiel 8. Der Kreis bogen als Seillinie. Die eben gefundenen Be
ziehungen gestatten unmittelbar die Beantwortung der Frage, nach welchem 
Gesetz die Belastung einer Kurve verteilt sein mu.B, damit diese nach einem 
Kreise durchhiingt. 

Gema.B der Definition fiir den Kriimmungshalbmesser r einer Kurve erhalten 
wir mittels der Gin. (54) und (55) 

ds T H 
r = - = ~~ = --··-- = konst., 

d rp q cos rp q cos2 rp 
und daher ist 

H 1 
q = r cos2 rp (57) 

das gesuchte Verteilungsgesetz. Man beachte, da.B fUr rp = n/2 die Belastung 
q = oo wird. Die Konstante H ist durch den Wert q0 von q im tiefsten Punkte 
(rp = 0) bestimmt: H = q0 r. 

II. Ebene Kraftegruppen. 
25. Summe einer ebenen Kraftegruppe. Fur die Mechanik aus

gedehnter Korper, wie sie in der Technik zur Behandlung kommen, 
erweist es sich als notwendig, tiber die bisherige Annahme ,punkt
formiger" Kriiftegruppen hinauszugehen und allgemeinere Verteilungen 
der Krafte zu betrachten. Um zunachst fur eine ,ebene Kraftegruppe", 
d. i. eine solche, bei der die Wirkungslinien der Krafte nicht durch 
einen Punkt gehen, sondern irgendwie in der Ebene verteilt sind, zu 
dem Begriff ihrer ,Summe" zu gelangen, ist eine Festsetzung tiber 
die Beschaffenheit des Korpers notwendig, der ihr als Trager dient. 
Die einfachste Annahme ist die des starren Korpers; d. h. aile 
Teile sollen unveranderliche Entfernung voneinander haben und diese 
auch bei Einwirkung beliebig groBer Krafte unverandert behalten. 
Annahernd sind solche Korper durch die im gewohnlichen Sinne 
festen Korper verwirklicht. 

Diese Annahme fUhrt zu z:wei wichtigen Folgerungen (von denen 
die erste nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten oder sonstwie be
wiesen werden kann): l. Die Unwesentlichkeit des sog. Angriffspunktes 
einer Kraft, d. h. zwei gleich groBe und gleich gerichtete Krafte auf 
derselben Wirkungslinie sind 
gleichwertig, und 2. Je zwei 
Krafte konnen summiert wer
den, und zwar wenn sich die 
Wirkungslinien im Endlichen 
schneiden nach dem Parallelo
grammgesetz (15), wenn sie 
sich im Unendlichen schneiden 
(d. h. parallel sind) durch 
einen sogleich anzuge ben den 
Kunstgriff. Schneiden sie sich 
im Endlichen, so werden 

Abb. 23. 

beide Krafte an den gemeinsamen Schnittpunkt (gleichgUltig ob dieser 
dem Korper angehort oder nicht) verschoben und wie ublich summiert. 

Sind sie parallel, wie K1 und K2 in Abb. 23, so fuge man zwei beliebige 
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gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Krafte P, -_!in ~ner h~
liehigen Transversalen hinzu und hilde die Summen Q1 = K 1 + P, 
- - -
Q2 = K 2 - P, dann ist 

Q1 +Q2 =:K1 +K2 =K, und IK1 +K2 =KI, (58) 

wodurch die GroBe von K als algehraische Summe von K 1 und K 2 

gegehen ist. Die Ahnlichkeit der heiden in Ahh. 23 gleichmaBig schraf
fierten Dreieckspaare liefert sogleich die Beziehung 

(59) 

was nichts anderes ist als der Momentensatz fur irgendeinen Punkt 
von K. Durch (58) und (59) sind GroBe und Ort der Summe K der 

- -
heiden parallelen Krafte K 1 und K 2 gegehen. 

Wahrend also die Zeichnung des Kraftedreiecks fUr parallele Krafte 
unmoglich wird, behalten der Projektions- und der Momentensatz auch 
in diesem Faile unverandert ihre Geltung, worauf ihr groBer Wert fUr 
die Statik der ebenen Kriiftegruppen beruht. 

26. Methode des Seilecks. Das eben beschriebene Verfahren wlirde 
hei einer groBeren Anzahl von Kriiften unubersichtlich werden, und 

(Lageplan) Abb. 24. 

wird daher praktisch durch das folgende ersetzt, wohei die schon in 21 
hesprochene Seileckfigur herangezogen wird. Das Verfahren ist durch 
Ahb. 24 gegeben. GroBe und Richtung der Summe K einer Anzahl 
von Kraften ist, wie man unmittelhar durch Zeichnung der aufeinander
folgenden Kraftedreiecke erkennt, durch die SchluBlinie des Kraftecks 
gegeben, das seitlich als eine besondere Figur - Krafteplan -
angelegt wird; es gibt also fUr n Krafte jedenfalls fiir die GroBe und 
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Richtung der Summe die Vektorgleichung 

I
K = K1 + K2 ;. • • + fi~=.l-Kil· 

•=1 
(60) 

Zur Festlegung der Lage von Kim La~eplan (links) ist die Kenntnis 
eines Punktes der Wirkungslinie von K notwendig, der sich in fol
gender Weise ergibt. Man wahle im Krafteplan einen Punkt Pals Pol 
und zerlege jede Kraft K 1, K 2, ••• usw. in zwei Teilkrafte, die nach 
den Verbindungslinien der Eckpunkte 0, 1, 2, ... mit P wirken, also 
nach den Bezeichnungen der Abb. 24 

dann folgt zunachst 

K = K1 + K 2 + K 3 + K 4 =To+ T4 • (61) 

Soll jede Kraft K; durch je zwei solche Teilkrafte- T;_1 , T; tatsachlich 
ersetzt werden, so miissen sich diese im Lageplan auf K; schneiden 
und zu den_ bez. Kraften des Krafteplans parallel sein. Man wahle 
daher auf K 1 einen beliebigen Punkt I und ziehe nacheinander die 
Parallelen zu den Strahlen des Kraftecks, wodurch man das ,Seileck" 
I, II, III, IV und im Schnitt von T~ und T4 einen Punkt der Summe K 
erhalt, da sich die anderen Teilkrafte paarweise tilgen. Man erkennt 
unmittelbar, daB der in Abb. 24 stark gezogene Linienzug die Gleich
gewichtsfigur cines Seiles darstellt, das in den Punkten I, II, III, IV 

- - -
durch die Krafte Kv K 2, K 3, K 4 belastet ist und dessen Endstrahlen 
in irgendwelchen Punkten A und B befestigt sind. 

Dieses Verfahren bleibt auch fiir parallele Krafte unverandert in 
Geltung, nur fallt fiir solche das Krafteck 0, 1, 2, ... in cine einzige 
Gerade zusammen. 

Ein besonderes Seileck ergibt sich, wenn man den Pol P, dessen Lage ja 
vollstandig willkiirlich ist, mit dem Anfangspunkt 0 des Kriifteplans zusammen-
fallen lallt. Die einzelnen Seilstrahlen 01, 02, 03, ... geben dann offenbar die 
Teilsummen K1 , K1 + K2, K1 + K2 + K3, ••• an, und das zugehi:irige Seileck 
enthalt in seinen Seilstrahlen gerade die Wirkungslinien dieser Teilsummen. 
Solche Seilecke werden als Mi ttelkraftlinien bezeichnet undin der Baumechanik 
verwendet. 

27. Kraftepaar und llloment. Die einzige Ausnahme, bei der das 
Verfahren des Seilecks nicht zu einer bestimmten Summe fiihrt, tritt 
ein, wenn zwei gleich groBe, entgegengerichtete Krafte zusammen
zusetzen sind, die ein sogenanntes e benes Kraftepaar bilden (Abb. 25). 
Das Krafteck fiir solche Krafte ist zwar geschlossen, die ersten und 
letzten Strahlen des Seilecks fiir irgendeinen Pol_! sini aber parallel 
zueinander. Also wird das gegebene Kraftpaar K, - K mit Hilfe der 
Seileck-Konstruktion durch zwei andere Kriifte T0, - T0 ersetzt, die 
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wieder ein ebenes Kriiftepaar bilden, das dem ursprunglichen gleich
wertig ist. Die Ahnlichkeit der beiden schraffierten Dreiecke in Abb. 25 
liefert sofort die Gleichung 

(62) 

Das Produkt K a wird als das Moment 11'! des Kriiftepaares 
hezeichnet; bildet man die Summe der Momente der beiden Krafte 
K, - K dieses Paares fur irgendeinen Punkt der Ebene, so erhalt 
man immer diesen Wert. Wir zahlen dieses Moment positiv, wenn 
sein Drehsinn der positive ist (wie in Abb. 25), sonst negativ. Aus 
der Gl. (62) konnen wir daher schlieDen, daD a us dem gegebenen Kriifte
paar (je nach der Wahl der Punkte P und J) oc3 weitere Kriiftepaare 
abgeleitet worden konnen, die alle mit den gegebenen gleichwertig sind, 

1 

Abb. 25. 

wofur lediglich die Gleichheit 
der Momente( einschlieDlich des 
Vorzeichens !) maDge bend ist. 

Abb. 26. 

Hat man die Summe aus einer Kraft K und einem Kraftepaar vom 
Momente M zu bilden (Abb. 26), so genugt es, M durch zwei Kriifte 
·- -
K,- K darzustellen, so daB M = Ka, also a= MjK wird. Durch 
Verdrehung dieses Kraftepaares in die Lage nach Abb. 26 ergibt sich 
mittelbar, daD das Hinzutreten des Kraftepaares eine Parallelverschie-
bung von K urn _cl_en Abstand a = M / K mit sich bringt, und zwar 
- im Sinne von K gesehen- nach rechts, wenn M positiv ist. 

Ferner folgt unmittelbar: Belie big viele Kraftepaare in der 
Ebene ge ben wieder ein Kriiftepaar, des sen Moment der 
algebraischen Summe der Momente der gegebenen Kriifte
paare gleich ist. 

28. Zeichnerische Bedingungen fiir Gleichgewicht. W enn zu den 
vier Kraften der Abb. 24 eine Kraft K' hinzugefUgt wird, die ihre 
Summe K aufhebt, so sind offenbar die fiinf Krafte Kv ... , K4, K' 
im Gleichgewichte. Aus dem KriiJteplan ergibt sich, daB die Krafte, 
mit ihren Pfeilen aneinandorgefugt, oin goschlossones Krafteok 
bilden, wahrend das Seileck so beschaffen ist, daD - fur aile 
Krafte-je zwei Seilstrahlen sich auf der zugehorigen Kraftwirkungs
linie schneiden, das Seileck also selbst ebenfalls eine geschlossene 
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Figur bildet (21). Durch Erweiterung auf cine beliebige (endliche) 
Zahl von Kraften ergibt sich unmittelbar die Aussage: 

Eine ebene Kraftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn 
sowohl das zugehorige Krafteck als auch das zugehorige 
Seileck fiir irgendeinen und daher fiir j eden belie big en 
Pol P geschlossene Figuren sind. 

Das SchlieBen des Kraftecks bedeutet das Nullwerden 
der Summe der Krafte, das SchlieBen des Seilecks das 
Verschwinden der Momente; fiir Gleichgewicht muB beides 
erfiillt sein. 

29. Mannigfaltigkeit der Seilecke fiir eine bestimmte Kriiftegruppe. 
Ist das Krafteck fiir eine bestimmte Kraftegruppe mit einer bestimmten 
Reihenfolge der Krafte festgelegt, so gibt es noch oo3 Seilecke, die 
dazu gezeichnet werden konnen und die, wie leicht einzusehen, alle 
auf dieselbe Mittelkraft fiihren miissen. Denn es kann einerseits der 
Pol P des Seilecks jede beliebige der cx; 2 Lagen in der Ebene ein
nehmen, andrerseits (wenn der Pol festliegt) noch ein beliebiger Seil
strahl des Seilecks auf oo1 Arten gewahlt werden. Erst dann sind alle 
anderen Seilstrahlen bestimmt. 

a) Seilecke fiir denselben Pol. Die eben erwahnte, in der 
Wahl der ersten (oder irgendeiner anderen) Seileckseite liegendc Willkiir 
fiihrt zu oo1 verschiedenen Seilecken, deren entsprechende Seiten 
paarweise parallel sind. Die Schnittpunkte des ersten und letzten 

Seilstrahls liegen fiir alle Seilecke auf der Wirkungslinie der Summe K 
der Kraftegruppe. 

b) Fiir Seilecke, die fiir verschiedene Pole gezeichnet werden 
konnen, gilt der folgende Satz: Entsprechende Seiten zweier 
Seilecke, die zwei belie bigen Polen P, P' des Krafteckes 
(Abb. 27) zugehoren, schneiden sich in Punkten a, b, c usw., 

die auf einer zu P P' parallelen Geraden g liegen; diese nennt 
man die zu P, P' gehorige Polare (oder Culmannsche Gerade). 
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Die Richtigkeit dieses Satzes folgt durch Betrachtung der ,voll
standigen" Vierecke in Abb. 27, die paarweise zueinander ahnlich 
sind, wie z. B. das Viereck 0 K 1 P' P rechts zu I 1' b a links. In heiden 
Vierecken sind fiinf Seiten zueinander parallel, daher sind (wie Ieicht 
cinzusehen) auch die sechsten Seiten parallel, also a b II P P'; in 
ahnlicher Weise folgt b-e II p P', Cd II p P' usw., d. h. die Punkte 
a, b, c, d ... liegen in einer zu P P' parallelen Geraden g. 

30. Seileck durch drei Punkte. Die Kenntnis dieses Satzes ermoglicht 
es, ein Seileck durch drei gegebene, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte A, B, C zu legen, eine Aufgabe, die in den Anwendungen 

\ 
\ 
\ 

' \ ., \ 
·-...:.' II 

0 

Abb. 28. 

(36, Drcigelenk) auftritt. Zur eindeutigen Kennzeichnung dieser Auf
gabe ist dabei notig, die Zuordnung der Seilstrahlen zu den Punkten 
A, B, C festzulegen, d. h. festzusetzen, es soli etwa der erste Strahl 
des gesuchten Seileckes durch A, der zweite durch B, der letzte 
durch C gehen. 

Die Losung der Aufgabe geschieht nach Zeichnung des Krafteckes 
durch zweimalige Anwendung des eben bewiesenen Satzes nach folgen
der Vorschrift, die fiir eine beliebige Anzahl von Kraften entsprechend 
zu erganzen ist (Abb. 28): 

1. Es wird P beliebig gewahlt und das zugehorige Seileck I, II, III 
gezeichnet, dessen erster Strahl durch A geht. 

2. Durch A wird die ,Polare" g1 beliebig angenommen, am ein
fachsten mit A I zusammenfallend, ferner das Seileck I, II', III' so 
gezeichnet, daB der Strahl I, II' durch B geht. Die zugehorige ,Pol-
verschiebung" ist P P' II h 
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3. Durch A und B wird eine zweite Polare g2 gelegt und ein drittes 
Seileck so gezeichnet, daB dessen letzter Seilstrahl durch C und den 
Schnittpunkt s des entsprechenden Strahles des zweiten Seileckes 
mit g2 geht, die zugehorige Polverschiebung ist P' P" II g2• Das Seileck 
III", II", I" (in dieser Folge zu zeichnen!) ist das gesuchte und P" 
der zugehorige Pol. 

Andere Losung: 
Sind zunachst nur zwei 
Krafte Kv K 2 vorge-
geben, so zeichnen wir 
ihre Summe K, und es 
liiuft die Aufgabe, das 
Seileck durch die drei 
Punkte A, B, C zu legen, 
auf die folgende elemen
targeometrische Frage 
hinaus (Abb. 29): Ge-
geben drei Gerade K 1, 

K 2, K, die sich in einem 
Punkte 0 schneiden, KT 
und drei Punkte A, B, 
C ; es ist ein Dreieck zu 

K 

··::-. 

II 

Abb. 29. 

zeichnen, dessen Seiten durch je einen Punkt A, j!, Cj__ hiE:durchgehen 
und sich paarweise auf den gegebenen Geraden K 1 , K 2, K schneiden. 

Die in Abb. 29 dargestellte Losung ergibt sich am einfachsten 
durch die folgende raum- /lll' 

- - - /.'\ 

liche Deutung: K 1 K 2 K /1 \ 
seien die drei Achsen eines I // / \ 
Dreikants und A, B, C drei .·······... / I \ 

/ I ' Punkte in den Ebenen ····... / . . \M 
dieses Dreikants in axono- ··.>/ / . ... ·· .. .· ' 

metrischer Projektion. Die / 
Spuren der durch A, B, C 
gelegten Ebene bilden das 
gesuchte Seileck. Man lege 
zuerst durch A und B eine 
belie bige Ebene und zeichne 
ihre Spuren 11I-I, I-11, 
11-I11. Die Spur 11-11I 
schneidet die Gerade A B 
in einem Punkt M, und M 
mit C verbunden gibt den 

Abb. 30. 

durch C gehenden Strahl II'-111' des gesuchten Seilecks. Die anderen 
Strahlen 11'-B und 111'-A miissen sich auf K1 (in I) schneiden. 

In Abb. 30 ist diese Konstruktion fiir die Krafte K1, K2 unter 
Anwendung derselben Bezeichnungen wie in Abb. 29 wiederholt. 
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Bezuglich der Anwendungen dieser Konstruktionen, die leicht fUr 
eine beliebige Anzahl von Kriiften erweitert werden konnen, insbeson
dere fur das Dreigelenk vgl. 36, Beispiel IS. 

31. Rechnerische Bedingungen fiir das Gleichgewicht einer ebenen 
Kraftegruppe. Die rechnerische Ermittlung der Summe einer Gruppe 

-· --· 
von n Kraften K 1 , ••. , Kn in der Ebene erfordert die Einfiihrung cines 
Bezugsystems 0, x, y. Seien (Xi, Yi) die Komponenten von Ki (i = 1, 
2, ... , n) nach diesen Achsen und x,, Yi die Koordinaten eines belie
bigen Punktes von K;, dann ist 

x, Y;- Yixi = Mi (63) 

das Moment von K; in Bezug auf 0 (oder in Bezug auf die z-Achse). 
Die GroBen X;, Y;, Mi konnen unmittelbar als die ,Koordinaten des 
Kraftvektors K/' betrachtet werden. Durch Angabe des Momentes M; 
und der Komponenten Xi, Y; ist die ,Wirku~sl~ie" der Kraft K 1 fest
gelegt. Fugt ~an in ()_ je zwei Krafte - K;, Ki hinzu, dann erhalt 
man nKrafte K 1 , ... ,Kn inO und nMomente M 1 , •. . ,Mn umO; die 

- --
Addition der Krafte in 0 liefert eine Kraft 2) K; = K und die der Mo-
mente ein Moment 2) Mi = M. 

Die vektorielle Addition der Krafte Ki, die fruher im Krafteplan 
geleistet wurde, ist gleichwertig mit der Addition der Komponenten nach 
X und y; es ist also 2) xi = X, 2) yi = Y. Die Gleichung der Wirkungs
linie der Summe der gegebenen Kraftegruppe lautet 

xY-yX=M, 

sie liegt zur Kraftesumme K in 0 parallel, im Abstande MjK von 
ihr entfernt, und zwar r~chts von K, wenn M positiv ist (27). 

Wenn insbesondere K =!= 0, M = 0 ist, so ist K in 0 bereits die 
Summe der gegebenen Krafte; dies tritt off en bar fUr alle Koordinaten-
systeme ein, deren Anfangspunkte 0 auf K liegen.- Ist K = 0, M =!= 0, 
so ist die gegebene Kraftegruppe einem Kraftepaare vom Momente M 
gleichwertig. 

Wenn endlich if= 0 und M = 0, so haben wir Gleichgewicht 
und erhalten den Satz: 

Eine ebene Kraftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn 
die Summen der Komponenten der Krafte nach zwei be
liebigen Richtungen und die Summe der Momente urn 
irgendeinen Punkt 0 der Ebene verschwinden. In Zeichen: 

lx =:ixi =, o, y =--= i yi = o .I 
i=l i = 1 

(64) 
n n 

M- .I)M; --- 2}(x; Yi- y;Xi) = 0. 
i=l i=l 

Wenn namlich die Bedingungen X= 0, Y = 0 fur irgendein Paar 
von Achsen in der Ebene erfullt sind, so besteht die gleiche Bedingung 
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auch fiir jede andere Gerade der Ebene als Achse, wie man durch Pro
jektion auf diese Gerade Ieicht feststellt. Und wenn M die Summe der 
Momente fiir den Punkt 0 ist, dann ist sie fur einen Punkt 0' mit den 
Koordinaten (a, b) 

M' = M + bX- a Y, (65) 

wenn daher die Gln. (64) erfullt sind, so ist auch M' = 0 fiir jeden 
anderen Punkt 0' der Ebene. 

Die drei ,Gleichgewichtsbedingungen" (64) gestatten, drei un
bekannte Gri:iBen zu bestimmen. Sind bei einer vorgegebenen Aufgabe 
ebenso viele Unbekannte vorhanden, so reichen die Gln. (64) aus, 
und wir haben ein ,statisch bestimmtes" System vor uns. Ist die Zahl 
der Unbekannten gri:iBer als die Zahl der zur VerfUgung stehenden 
Gleichungen, so spricht man von ,statisch unbestimmten" Systemen. 
Zu deren Behandlung reicht die Statik der starren Ki:irper nicht aus, 
es mussen weiter reichende Hilfsmittel, und zwar die der Elastizitats
theorie herangezogen werden. - Die Unbekannten selbst sind ent
weder, und zwar dann, wenn die Gleichgewichtstellung nicht bekannt 
ist, Lagenkoordinaten des Ki:irpers (Langen, Koordinaten, Winkel 
u. dgl.) oder Auflagerkrafte, die der Art der Auflagerung entsprechend 
einzuf\ihren sind. Bei statisch bestimmten Systemen ki:innen Auflager
krafte nur bei Vorhandensein von eingepragten Kraften auftreten. 

32. Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Die Zerlegung einer Kraft K 
in Teilkrafte ist nur in den folgenden Fallen eindeutig bestimmt. 

a) Zerlegung in zwei Teilkrafte, deren Richtungen gegeben 
sind und sich auf K schneiden. Liegt der Schnittpunkt der zwei Krafte, 
in die K zerlegt werden soil, im Endlichen, so ergeben sich die Teil
krafte durch Zeichnung des Krafte- · 

~ dreiecks nach Abb. 4. Wenn jedoch 1 / 
der Schnittpunkt ins Unendliche · .. 
fallt, die zu suchenden Teilkrafte 1 ,_,':~?~iT 
also zur gegebenen Summe parallel ··-... .. +,,-'' // i 
sind, dann versagt diese einfache I· ··-..... ./ 1 
Zerlegung, und es mussen diese Teil- ! ···-... fir j I . 
::iti!ed:Su~e~:~~~e d:~~eu~t:~r:; F:~::. · i ~-·.: :~ 
der in 26 gegebenen Konstruktion ~~~ K !a 
oder durch Rechnung gefunden wer- Abb. s1. 
den. Hierzu nehme man in Abb. 31 
0 2 = K und ziehe mit Hilfe eines~eliebig gewahlten Poles P die 
Parallelen zu den Strahlen P 0 und P 2 durch einen auf K willkfulich 
gewahlten Punkt III. Diese treffen die gegebenen Wirkungslinien in 
I und II, und die Parallele zu I-II durch P schneidet auf 02 die - - -
Teilkrafte A und B aus. Und zwar ist im Krafteplan A jene Strecke 
auf K, ffu welche die Parallelen zu den Verbindungstrahlen der End
punkte mit P sich irh Lageplan auf der Wirkungslinie A schneiden, 
es ist also Ol = A. Ebenso ist l2 = jj. Diese Methode ist auch 

Posch!, Mechsnlk. 2. Aufl. 4 
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dann ohne weiteres anw~ndbar, wenn die Summe einer Gru;rpe 
von Parallelkraften Ki in zwei parallele Teilkrafte A und B zn 
zerlegen ist. 

Ein Weg, diese Zerlegung ohne Seileck zeichnerisch durchzufiihren, 
ist in Abb. 32 dargestellt. Man trage K auf der eigenen Wirkungs

I 
i 
t·········· ... 
I 
i 
~A 
I K 
i / 
k/ 
j"· ... 

i 

I 
i 
i 

··-... ···;~ 
A / , 

~""'""' I 
/ ~8 

! 
I 8 

i ·--.......... i 

linie (in einem passend gewahlten Ma.Bstabe) auf 
und ziehe durch die Endpunkte zwei beliebige 
Parallele. J ede Diagonale in dem so entstehenden 
Parallelogramm schneidet auf K die Teilkrafte A 
und B aus; die Verwertung der Ahnlichkeit der ent
stehenden Dreiecke fiihrt unmittelbar zum Beweis 
fiir die Richtigkeit dieser Konstruktion, und zwar 
auf den Momentensatz fiir einen auf A und B ge
legenen Momentenpunkt. 

Mit Hilfe dieses Momentensatzes fiir einen Punkt 
auf B oder A ergeben sich nach den Bezeichnungen 
der Abb. 31 die Teilkriifte aus der Forderung der 

Gleichwertigkeit (Aqnivalenz) durch Rechnung in der Form 

i ·······j 
Abb. 32. 

IA=K-f, B=K~l· A+B=K. (66) 

b) Zerlegung in drei Teilkrafte nach drei Wirkungslinien, 
die nicht durch einen (im Endlichen oder Unendlichen liegenden) Punkt 
gehen. 

Sind g1, g2, g3 in Abb. 33a) die gegebenen Geraden, nach denen die 
gegebene Kraft if zu zerlegen ist, und bezeichnet man die gesuchten 

b) 

l~ 
0 

Abb. 38. 

Kriifte in diesen Linien mit K 1, K 2, K 3, so hat man nur zu beachten, 
da.B die Summe if23 = K2 + K3 durch den Schnitt S von g2 und g3 

hindurchgehen mu.B. Da aber K23 + K1 =if sein soll, hat man K 
nach g1 und der Verbindungslinie g von T (Schnitt von K und g1) 

nnd S zu zerlegen, urn zunachst K1 und K23 und durch weitere Zer
legung von K 28 nach den Richtungen g2 und g3 auch K 2 und K 3 selbst 
zu erhalten. 



11) 10) &g~~D ,Z I X 
D 

Ebene Kraftegruppen. 

Abb. 34. 

51 

111) ~D 

X 

Dbersicht iiber die auftretenden Moglichkeiten gegeben; es sind dies 
im wesentlichen die folgenden Falle: 

I. D durch eine GroBe gegeben. 
a) Bewegliche Auflagerung. Die Abb. 34 1) bis 4) gelten fiir die 

Stiitzungen (Beriihrungen) glatter Korper, die dadurch gekenn
zeichnet sind, daB in der Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene 
keinerlei Krafte auftreten konnen: D ist also in allen diesen 
Fallen senkrecht zur gemeinsamen Beriihrungsebene an
zusetzen. 5) und 6) geben solche Formen dieser Auflagerung, wie sie 
technischen Ausfiihrungen entsprechen, und zwar nennt man 5) ein 
Gleitlager, 6) ein Rollenlager. 

4* 
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b) Pendelstutze nach 7) und 8), technische Ausflihrung nach 9): 
D ist in der Richtung der Stutze anzunehmen. 

c) Gleithulse (Ringlager, Halslager) nach 10): i5 fallt in die Nor
male zur Verschiebungsrichtung der HUlse. 

II. D durch zwei Gr6Ben gegeben. 
d) Gelenk nach ll) und 12), technische Ausflihrung nach 13). Der 

Gelenkdruck wird durch zwei Teilkrafte, etwa nach der Wagrechten 
und Lotrechten (X, Y), angegeben. 

e) Die Doppelstiitze nach 14), die 
f) Eckenstutzung nach 15) und 
g) die Stutzung in einem Zapfen (FuBlager) nach 16) ver

halten sich statisch wie Gelenke. 
III. Feste Stutzungen. Da die Zahl der Gleichgewichtsbedin

gungen drei betriigt, so bedeutet das Hinzutreten einer dritten Auflager
bedingung bereits die vollkommene Festlegung des Korpers. 

h) Ein Gelenk und ein bewegliches Auflager nach 17). 
i) Dreifache Pendelstutzung nach 18) und 19); die Zerlegung 

einer Kraft nach diesen drei Stutzen ist moglich, wenn die Richtungen 
dieser drei Stutzen nicht durch einen Punkt hindurchgehen. Ist diese 
Bedingung nicht erflillt, so erhalten wir eine ,wackelige" (labile) Stut
zung nach 20) und 21), die bei technischen Ausflihrungen zu vermeiden 
ist (vgl. 43). 

k) Die Einspannung nach 22) kann als Grenzfall von 17) fUr 
ineinanderruckende Stutzpunkte angesehen werden und wird statisch 
durch die drei GroBen X, Y, M, d. h. zwei Komponenten und ein Moment 
gekennzeichnet. 

Die Einflihrung jeder weiteren Auflagerbedingung bringt flir den 
einzelnen Korper bereits eine ,statische Unbestimmtheit" mit sich, 
und zwar spricht man von auBerer statischer Unbestimmtheit, wenn 
diese von uberzahligen Auflagerbedingungen herruhrt; von innerer 
statischer Unbestimmtheit jedoch dann, wenn diese Unbestimmtheit 
schon bei der Tragkonstruktion ,ohne Auflager" besteht, was z. B. bei 
Fachwerken (III. Kap., 37) dann eintritt, wenn die Zahl der Stabe 
groBer ist, als zur Verbindung der Knoten zu einem starren Ganzen 
unbedingt erforderlich ware. 

Sind die Auflagerkrafte mit einer der Art der einzelnen Auflager 
entsprechenden Zahl von Unbekannten eingeflihrt, so folgt deren 
Bestimmung durch die Forderung, daB diese Unbekannten zu
sammen mit den eingepragten Kraften (Lasten) eine Gleich
gewichtsgruppe bilden. Dabei kommen rechnerisch die Gleich
gewichtsbedingungen (64), zeichnerisch die in 28 gegebenen Verfahren 
zur Anwendung. Ist die Gleichgewichtstellung unbekannt, so kommt 
i. a. fUr die Losung nur die Rechnung, bei bekannter Gleich
gewichtstellung dagegen kommen beido Methoden in Frage. 

34. Beispiele. In Beispiel 3 ergibt der Momentensatz fiir 0 unmittelbar 
die Bedingung K 1 a1 = K 2 a2 fiir das Gleichgewicht des Stabes. Ebenso kann 
man die Beziehungen T l = K1 a1 = K 2 a2 a us dem Momentensatz fiir die in 
A bzw. B angreifenden Krafte urn 0 ablesen. 
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Beispiel 10. Ein Stab A B stiitzt sich auf zwei unter rt., f3 geneigte glatte 
Ebenen (Abb. 35); gegeben ist ferner AS= a, SB =b. Man ermittle den 
Winkel rp fiir Gleichgewicht. · 

Eingepragt ist hier nur das im Schwerpunkte S angreifende Gewicht iJ. Die 
Auflagerkriifte 151' 152 stehen zu den Ebenen senkrecht, die Gleichgewichtstellung 
ist durch die Bedingung gekennzeichnet, daB 
G durch deren Schnittpunkt 0 hindurch
geht. Aus 

0 S _ a sin ( rp - rt.) _ b sin ( rp +fJ) 
- -sin_e~. __ - -8illf3--

folgt dann unmittelbar 

a ctgrt.- b ctg f3 
ctg rp = a+ b ' 

und aus dem Kraftedreieck 

D1 = G sin{J jsin (rt. + {J), 

D2 = Gsine~.jsin (rt. + fl). 

~'~. : '-a· . 
. <---;I" ··. Dz :x: 

Dt: ! 

(J 

Abb. 35. 

Beispiel 11. Freiaufliegender Trager mit K 1, •• • ,Kn belastet, wie z. B. 
Abb. 38a fiir drei Krafte. Die Auflagerkriifte A, B, die beide lotrecht gerichtet 
sind, ergeben sich rechnerisch mit Hilfe des Momentensatzes fiir die Punkte BundA 

/ - 1 n - 1 n I· I A- f f K,a,, B - l f K;(l- a,) , (67) 

zeichnerisch durch Ermittlung der Summe mit Hilfe des Seilecks und Zerlegung 
nach 32. Beziiglich der Bedeutung des Seilecks als l\Iomentenlinic s. 35. 

Beispiel 12. Als Zweigelenk bezeichnet man einen in zwei Gelenken A, B 
gestiitzten Korper (Abb. 36); es ist das einfachste Beispiel eines einfach (auBerlich) 
statisch unbestimmt gestutzten Kiirpcrs. Die Gclenkkriifte in A und B sind 
durch vier Komponenten (X1, Y1 ), (X2, Y2) 

dargestellt. Die drei Gleichgewichtsbedin
gungen 

geben 

I: x, = X1 + X 2 + K cose~. = o, 
I: Y, = Y1 + Y 2 + K sine~. = 0, 

I;M,=Ka+ Y 2 l=0 

Y2 = -Kafl, 

Y1 = -- K sine~.+ Kajl, 
aber nur 

xl + X 2 = - K cos e~.; 
Abb. 36. 

sie reichen daher nich t a us, urn aile vier Komponenten der Gelenkkrafte zu be
stimmen. Fiir die in der Verbindungslinie AB liegenden Komponenten erhalten 
wir nur den Wert ihrer Summe, aber nicht die einzelnen Summanden. Geometrisch 
zeigt sich diese Unbestimmtheit darin, daB die Zerlegung von K in zwei Teil
kriifte, die durch A und B laufen, fiir aile moglichen Zerlegungen (je nach Wahl 
von 0 auf K auf dieselben Werte von X1 + X 2, Yv Y2 fiihrt; diese GroBen 
(X1 + X 2, Y1, Y2) nennt man In varian ten in bezug auf aile diese moglichen 
Zerlegungen. 

Beispiel 13. Das Geriist des in Abb. 37 gezeichneten fahrbaren Krans ist 
urn eine Saule drehbar, an welche es sich in dem Zapfen B und dem lotrechten 
Halslager A stiitzt; der Kran ist mit der Nutzlast Q und dem Gegengewicht G 
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belastet. Die Siiule ist auf einen Wagen aufgesetzt, der auf einer Schiene liiuft, 
wiihrend das Geriist oben mittels einer Rolle zwischen zwei [-Triigern gefiihrt 
wird. 

Steht der Kran parallel den Schienen, Abb. 37 a, dann sind die auf das Geriist 
wirkenden Kriifte so zu bestimmen, daB K = Q + G, H in A und J5 in B sich 
in einem Punkte schneiden und ein geschlossenes Dreieck bilden. - Wird der 
Kran urn n/2 herausgeschwenkt (Abb. 37b), dann hat man zuniichst die Auf
lagerkriifte in den Schienen: unten H', V und oben H' unter der Wirkung der 
Belastung K = Q + G zu ermitteln, wobei 

H'h = Ka, also H' = Kajh; 

_'/. __________________ _ 

Abb. 37. 

I 
i b) 

i 
~K=Q+G 

sodann hat man das Gleichgewicht des Auslegers fiir sich zu betrachten, der in A 
und B gestiitzt und auBer durch Knoch durch li' in 0 belastet anzusehen ist. 
Der Projektionsatz fiir die Wagrechte und der Momentensatz fiir 0 geben die Gin. 

H1 h1 - H 2 h" = Ka, H 1 - H 2 = H' = Kajh. 

Ihre Aufli:isung nach HvH2 liefert 

h- h2 a h- h1 a 
H 1 = ----- ··· K und H 2 = -- -- --K. 

hl - h2 h hl - h2 h 

Die Auflagerkriifte auf das Krangeriist sind dann- H 1 in A und- H 2 - V in B. 
Beachte, daB dann auch der Wagen unter der Wirkung der wagrechten Kriifte 
- H2 in B - H1 inA und H' an der unteren Schiene und der lotrechten Kriifte - V 
in B und Van der unteren Schiene im Gleichgewichte ist. 

35. Biegungsmoment und Querkraft. Die Bestimmung der Auf
lagerkrafte fiihrt zunachst zur Kenntnis jener Krafte, mit welchen die 
belastete Tragkonstruktion auf die sie unterstiitzenden Korper wirkt; 
sie ist aber auch notwendig, urn die Inanspruchnahme des ,Tragers" 
selbst in allen seinen Teilen zu untersuchen. Jede Tragkonstruktion, 
die in der Technik V crwendung findet, sei es ein Dachstuhl, eine 
Briicke, ein Kran, Fahrzeug u. dgl. m., muB so durchgebildet werden, 
daB der inncre Zusammenhang der einzelnen Teile bei allen auftreten
den Belastungen gesichert ist, odor mit anderen Worten, daB an keiner 
Stelle der Tragkonstruktion die Festigkeit des Materials iiberschritten 
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wird. Zur Entscheidung dieser Frage ist vor allem notwendig, die 
Kriifte zu kennen, mit denen irgend ein Teil der Konstruktion ,bean
sprucht" ist. In welcher Art diese Belastung durch die ,inneren Krafte" 
(Spannungen) des Materials aufgenommen wird, konnen wir hier nicht 
erortern; das hangt vor allem von der Form und Art des Korpers, 
von der Art der Belastung und der Auflagerung ab. Wir miissen uns 
vielmehr auf die Aufgabe der Statik beschranken, fiir gerade stab
formige Korper oder einfache TragerdieiiuBerenKrafteanzugeben, 
mit denen ein beliebiger Querschnitt eines solchen Triigers ,belastet" ist. 

Der Gedanke, der zur Beantwortung dieser Frage fiihrt, ist ganz 
ahnlich dem zur Bestimmung der Auflagerkrafte verwendeten. Wir 

d) Al=ttQ1 
xt 

111 
s1 

l·,riJ:, 
~.xz s2 

e) 

C) 

---H-- -:.! 
Abb.38. 

erhalten die auf einen Querschnitt 8 1 (Abb. 38a) eines stabformigen 
Korpers oder ,Tragers" wirkenden Krafte, wenn wir uns etwa den 
rechten Teil abgetrennt denken und die Summe der auf den Quer
schnitt wirkenden inneren Krafte durch die Festsetzung bestimmen, 
daB diese zusammen mit den eingepragten Kraften eine Gleichgewichts
gruppe bilden. 

Fiir den lotrecht belasteten und wagrecht gelagerten Trager nach 
Abb. 38a ist die in der Stabachse liegende ,Normalkraft" Null, auf 
den Querschnitt ,wirkt" nur eine Querkraft Q, die gleich ist der 
Summe der auf einer Seite, z. B. links vom Querachnitt liegenden 
Krafte, und ein Biegungsmoment M, das gleich dem Momente der 
ebenfalls links von 8 1 wirkenden Krafte um die Querschnittsmitte ist. 
Dabei sind zunachst die Auflagerkriifte A, B in der gewohnlichen 
Weise (zeichnerisch mittels des Seileckes, rechnerisch durch den 
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Momentensatz) zu bestimmen und weiterhin wie eingepragte Krafte
wie die Lasten Ki selbst - zu behandeln. Damit ergibt sich fiir den 

- - -
durch die Einzelkrafte K 1, K 2, K 3 belasteten Trager fiir den 

Schnitt 8 1 : die Querkraft Q1 =A, und das Biegungsmoment M 1 =A x1, 

8 2 : , Q2 =A- K 1 und das Biegungsmoment 
M 2 =A x 2 - K 1 (x2 -- a1) 

(die Belastung dieser Schnitte ist in Abb. 38d herausgezeichnet) und 
fiir den Schnitt 8n durch das ,n-te Feld" 

(68) 
i=1 

n-1 n-1 
M .. =Ax .. -L)Ki(x .. - a;)= Q .. x., + 2 K; a;. (69) 

i=1 i=1 

In der Baumechanik, wo diese Begriffe gerade von diesem ein
fachen Belastungsfall ausgehend entwickelt worden sind, wird dabei 
das Biegungsmoment dann als positiv bezeichnet, wenn es im Sinne 
des Uhrzeigers wirkt; dieser Festsetzung sind wir auch hier gefolgt. 

Die Aufzeichnung von Q., als Funktion von x., liefert die Quer
kraftlinie, , Q-Linie", nach Abb. 38c, die fiir den Fall von Einzel
lasten eine unstetige, treppenartige Kurve ist, deren Ordinate an 
jeder T:aststelle um den Betrag der betreffenden Kraft ,springt"; man 
kann daher fiir den Fall der Belastung durch Einzelkrafte eigentlich 
nur von einer Quer kraft ,knapp links" oder ,knapp rech ts" 
von der Last sprechen. 

Die Verteilung des Momentes, die ,Mom en tenlinie ", ,M
Linie", ergibt sich in einfacher Weise aus dem Seileck, das zur Er
mittlung von A, B gedient hat. Die Ahnlichkeit der schraffierten 
Dreiecke in Abb. 38b und c liefert in der Tat unmittelbar, wenn die 
,Polweite", d. i. die Entfernung des Poles P von der Lotrechten, in 
der alle Krafte K; im Kriifteplan liegen, mit H bezeichnet, wird (H hat 
die Dimensionen einer Kraft!) 

A: H = 'fh: x1 , daher Ax1 = M 1 = H 'fJI· (70) 

Die Strecke 'f} 1 im Seileck ist daher fiir alle Werte von x ein MaB fiir 
das Biegungsmoment an dieser Stelle. Fur den Schnitt 8 2 folgt ganz 
ahnlich 

(71) 

wobei 'f} 2 als Differenz zweier Strecken erscheint, die einzeln das Mo
ment von A und K 1 um den Querschnitt 8 2 angeben, usw. 

Die Flache zwischen den einzelnen Seilstrahlen und dem SchluB
strahle, die Momentenlinie (in Abb. 38b stark umrandet), gibt 
mithin sofort die gauze V erteilung der Biegungsmomente an. Der 
groBte Wert von 'f) entspricht dem groBten auftretenden Bie
gungsmomente, das also bei Einzellasten in der Regel unter 
einer Last auftritt (es kann auch vorkommen, daB ein Strahl des 
Seilecks zur SchluBlinie parallel lauft, dann ist in dem betreffenden 
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Felde das Biegungsmoment konstant). Die Kenntnis dieses groBten 
Wertes ist wichtig fiir die Bestimmung der Abmessungen des Tragers; 
die Stelle, an der er auftritt, nennt man den Bruchquerschnitt 
und das groBte Moment das Bruchmoment. -

Diese Begriffe iibertragen sich unmittelbar auf den Fall beliebiger 
(stetiger oder unstetiger) Belastung q = q (;) langs des Tragers, 
etwa nach Abb. 39. Durch Teilung der ganzen Triigerlange in schmale 
Streifen und V ereinigung der in den 8 
einzelnen Streifen wirkenden, ausge- A 
breiteten Lasten zu Einzellasten, die 
in den Mittelpunkten (Schwerpunkten) 
der einzelnen Lastenstreifen angreifen, 
kann man begrifflich sogleich den eben 
besprochenen Fall wieder herstellen +---~------ _ z ____ ----+ 

und erhiilt dadurch Querkraft- und Mo- Abb. 39. 

mentenlinie durch Ausfiihrung der be-
treffenden Summationen, die dabei in Integrationen iibergehen. 

Die Querkraft an der Stelle x ist demnach, wenn wir die Integra
tionsvariable mit ; bezeichnen, eine Funktion von x, und zwar 

X l 

Q = A - j q (;) M = - [B - j q (;) MJ (72) 
0 X 

und das Biegungsmoment an dieser Stelle x ergibt sich ebenfalls als 
eine Funktion von x, und zwar ist 

X X 

M =Ax- J q (~) (x- ~) M = Qx + J q(~) $ M. (73) 
0 0 

Zwischen Querkraft und Biegungsmoment besteht nun ein wichtiger 
Zusammenhang, der sich durch Differentiation der Gl. (73) nach x er
gibt. Es folgt namlich nach der bekannten Regel fiir die Differentiation 
cines Integrals nach der oberen Grenze und mit Riicksicht auf (72) 

dM dQ 
-~- = Q + d- X + q (x) X = Q - q (x) X + q (x) X, (X X 

daher 

(74) 

d. h. die Ableitung des Momentes nach x ist gleich der 
Querkraft an der betreffenden Stelle. 

Da die Querkraft fiir Einzellasten unter den Lasten unstetig ist, folgt 
daraus in Ubereinstimmung mit dem friiher Bemerkten, daB die Mo
mentenlinie unter den Einzellasten als Funktion von x zwar stetig ist, 
aber einen Knick (unstetige Anderung des Differentialquotienten) 
erfahrt, und zwar ist die GroBe des Knickes ein MaB fiir den Sprung 
in der Querkraft, d. h. fur die betreffende Einzellast. Der groBte Wert 
von M ergibt sich dort, wo Q durch Null geht, d. i. also fiir Einzel-
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lasten z. B. in Abb. 38 jedenfalls unter einer Last oder auf der Strecke 
zwischen zwei benachbarten Lasten. 

Aus den Gin. (72) und (74) ergibt sich durch nochmalige Differen
tiation 

dQ 
dx =- q, . I d2 M dQ I und som1t ([X2 = JX = - q . (75) 

Umgekehrt erhalt man daraus durch Integration 
tete 

M = - J J q (x) dx dx + G x + G', (76) 
0 0 

wobei G und G' Integrationskonstante sind; d. h. der Ubergang von 
der gegebenen ,Belastungskurve" q (x) zur M-Linie mittels des Seil
ecks (wie er etwa in Abb. 38 fiir Einzelkratte ausgefiihrt ist), kommt 
auf die Ausflihrung einer zweifachen Integration hinaus; umgekehrt 
erhalt man die q-Linie aus der M-Linie durch zweimalige Differentiation. 

Da der zweite Differentialquotient im wesentlichen die Kriim
mung der Kurve M angibt, so besagt die Gl. (75) wegen des negativen 
Vorzeichens von q, dail die M-Linie fiir positive (d. h. nach unten 
gerichtete) Belastungen q gegen die x-Achse konkav, fiir nega
tive q konvex gekriimmt ist. 

Von praktischer Wichtigkeit ist insbesondere der Fall q = konst., 
d. h. die gieichformige Beiastung tiber ein Stuck oder den ganzen 
Trager; aus den Gin. (72) und (73) folgt, dail hierfiir die Querkraft 
a) geradlinig und das 

Biegungsmoment in 
Form einer Para bel 
verlauft. 

b) 

c) 
1Jo 

Abb. 40. 

Von den Gln. (74) und 
(75) wird in der Festigkeits
lehre bei der Berechnung 
der Durchbiegungen der 
Trager eine weitreichende 
Anwendung gemacht (Mohr
sober Satz). 

Beispiel 14. Einseitig 
eingespann ter Trager, 
dureh Kriifte K; hP· 
lastet, Abb. 40. Die Ein
spannung wird durch An
bringung einer Auflagerkraft 
A und eines Einspann
momentes M 0 verwirklicht. 
A us den Gleichgewichtsbedin
gungen ergibt sich mit den 
Bezeichnungen der Abb. 40a 

n n 
A= K1 + K2 +···=I: Ki, M0 =I: K;ai. (77) 

i=l i= 1 
Die Q-Linie und die M-Linie sind in b) und c) eingetragen. Die M-Linie erhiilt 
man wieder unmittelbar durch das Seileck fiir einen beliebigen Punkt P als Pol, 
und beweist ganz so wie frillier, daB die lotrechten Ordinaten der Seileckflache 
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den Biegungsmomenten an der betreffenden Stelle proportional sind. So ergibt 
sich fiir den Schnitt 8 - 8 aus den heiden Paaren von ahnlichen Dreiecken, die in 
der Abb. gleichsinnig schraffiert sind, fiir zwei Krafte K 1, K 2 

M = K 1 x1 + K 2 x2 = H (111 + 1J2) = H 'Y/• 

insbesondere ist M 0 = H 'Y/o. 

(78) 

Beispiel 15. Der Trager von der Lange l sei von x =a bis x =a+ 2 b 
mit q kgfm belastet (Abb. 41). Die Auflagerkrafte werden mittels des Seilecks 
gefunden, wobei die gleichf6rmig verteilte Last durch ihre Summe 2 b q im 
Mittelpunkte der gleichf6rmigen Last ersetzt Werden kann. Durch Rechnung 
finden wir 

A=2bq(l-a-b)jl, 

B=2bq(a+b)jl. 

Ferner erhalten wir nach den 
Gin. (68) und (69) 

von x = 0 bis x = a: 

Q1 =A, M 1 =Ax, b) 
von x = a bis x = a + 2 b: 

Q2 =A- q (x- a), 

M 2 =Ax-q(x-a)2 j2, 

von x = b bis x = l: 
Q3 = A - 2 b q = - B, 

M 3 = - B (l -- x). 

Die Q-Linieisthierstetig, 
da keine Einzellasten vorkom
men; daher beriihrt auch hier 
die Linie des Biegungsmomen
tes, die unter der gleichf6r
migen Last ein Parabelstiick 
ist, und auBerhalb davon aus 

B 

0 
·· .. 

----p 

·P 

Abb. 41. 

Stiicken von geraden Linien besteht, die heiden Seilstrahlen, die zur Bestimmung 
von A und B gedient haben. 

Wenn langs des Tragers auBer Einzelkraften auch Biegungsmomente ein
wirken wiirden, so wiirde die M-Linie entsprechende Unstetigkeiten aufweisen. 
Dieser Fall ist aber praktisch nicht von Wichtigkeit. 

36. Mehrere Korper. Dieselben Satze, die wir im vorhergehenden 
fiir den einzelnen Korper gefunden haben, finden sinngemaBe Anwen
dung, wenn es sich um das Gleichgewicht mehrerer, sich auf
einander stii.tzender Korper handelt. AuBer den eingepragten Kraften 
sind an allen Stutzpunkten entsprechend der Art der Stutzung die 
Auflagerkrafte anzubringen, und zwar immer paarweise nach dem 
Wechselwirkungssatze. Sind n Korper vorhanden, dann gibt es 3 n 
Gleichgewichtsbedingungen, durch die 3 n unbekannte GraBen (Lagen
koordinaten und Stutzkrafte) bestimmt werden konnen. Wenn die 
Lagen aller Korper von vornherein bekannt sind, kann zur Ermittlung 
der Auflagerkrafte entweder die rechnerische oder auch -- was meist 
vorteilhafter ist -- die zeichnerische Methode angewendet werden; 
bei unbekannten Lagen fuhrt in der Regel nur die Rechnung zum 
Ziele. 
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Beispiel 16. Die Achse einer Walze ist durch ein Seil mit einem fest~n 
Punkte 0 verbunden, auf die Walze stiitzt sich ein Brett OB vom Gewicht G, 
Abb. 42. 

Die Auflagerkriifte D1 und D2 und di~ Se~lkraf~ T er~eben ~ich un~itt.elbar 
durch Zeichnung der Kraftedreiecke fiir dte betden 1m Glewhgewwht befmdhchen 

// 

a) // 

D1 T q Krii!!eg~pp~n ({i, D, D1) und 
Do 

Abb. 42. 

1 (- Dt• D2, '1'). 
h) Beispiel 17. Vier gleiche ge-

~ 0 T 
T 
f1 

(J 

··2f..··· 

Abb. 43. 

lenkig verbundene Stiibe von der Lange l sind nach Abb. 43 in A und B ge
lenkig gelagert (A B = 2 L) und in 0, D, E mit den Kriiften K, K 1, K symmc
trisch belastet. Man ermittle die Winkel c;: und {3 fiir Gleichgewicht. 

Die Kriifte in den Stiiben sind als Unbekannte S, T einzufiihren, dann liefern 
die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Punkte D und 0 

D) 2 T sin {3 = - Ku also T = - K 1 j2 sin{J (Druck) 

0) {S cos a= T cos {3, , S = - K 1 cos {3 /2 sin{J cos cx: (Druck) 

T sin f3 - S sincx: = K . 

Durch Einsetzen von T und S in die letzte Gleichung folgt als Gleichgewichts
bedingung 

Zur Berechnung der Winkel c;: und fJ selbst ist diese Gleichung mit der geometrischen 
Gleichung fiir die Spannweite L = l (cos c;: +cos {3) zu verbinden. 

b) 
0 

Abb. 44. 

Beispiel 18. Das Dreigelenk besteht aus zwei Korpcrn 1, 2, die mit
einander durch ein Gelenk 0 verbunden sind, und von denen jeder auBerdem 
durch ein weiteres Gelenk A und B fest gclagert ist. Die Summon der Kriiftc 
K1 und K2, die auf die heiden Kiirper I und 2 wirken, sind gegeben, man ermittle 
die Gelenkkriifte A, B, C, Abb. 44. 

B 
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Den 2 X 3 = 6 unbekannten Komponenten der Gelenkkrafte entsprechen 
ebenso viele Gleichgewichtsbedingungen, die Aufgabe ist daher (im allgemeinen) 
statisch bestimmt. Ihre Losung kann auf verschiedene Arten erhalten werden. 

a) Zeichnerisch durch Bestimmung der Auflagerkrafte, die jede Kraft 
K1 und K2 fiir sich allein hervorrufen wiirden. Ware z. B. K1 allein da, so wiirden 
in den Gelenken B und C nur Krafte in der Richtung BC auftreten konnen, wo· 
durch mittels des Schnittpunktes 0 1 auch die Richtung und GroBe der Kom
ponente if von A und des entsprechenden Telles 0' von 0 bestimmt sind. 
Dasselbe gilt fiir das alleinige Vorhandensein von K2, das die Komponenten 
B" und 0" liefern wiirde. Die gesamten Gelenkdriicke A, B, 0 sind durch die 
vektoriellen Summen der entsprechenden Komponenten gegeben, A= A' + C", 
li = fY + B" Abb. 44 b. 

b) Eine zweite Methode besteht in der Anwendung des in 30 angegebenen 
Verfahrens, das zu K1 und J4. gehorige Seileck zu zeichnen, welches durch die 
drei Punkte A, B, C hindurchgeht. Die Richtungen der Seilstrahlen und die 
in ihnen wirkenden Krafte geben die gesuchten Gelenkkrafte. 

c) Rechnerisch werden die Gelenk
krafte durch die Gleichgewichtsbedingungen 
der heiden Korper fiir ein System zueinan
der rechtwinkeliger Achsen gefunden. 

.:.v_ 

Sind beide Korper des Dreigelenks be
lastet, dann geht man so vor, daB man fiir II 
jede Kraft einzeln die in den Gelenken auf
tretenden Krafte bestimmt; die gesamten 
Gelenkkriifte ergeben sich dann wegen des 
linearen Charakters der Gleichgewichts- 11 
bedingungen durch Addition. .. · a· - -- -b 

Wenn die Belastung nur aus lotrechten :.., - -- -----------------l--
Kraften besteht (wie in Abb. 45), so erhalt 
man fiir die links wirkende Last K zunachst 

Abb. 45. 

die lotrechten Komponenten der Gelenkkriifte (hier mit A, B bezeichnet) durch 
Zerlegung 

A=K(l-p)/l, B=Kpfl=V, (79) 
wahrend der Momentensatz fiir den Punkt 0, auf den rechten Korper angewendet, 
unmittelbar die Beziehung liefert 

H h = B b, also H = B b I h = K p b I l h , ( 80) 
durch die auch die wagrechten Komponenten bestimmt sind. 

Abb. 46. 

'--~~~---
.-~\pP 
/'!-' 

Kt S //~-/ 
/ ,' 

/ 
/ / 

( 
{;,/ 

Kz )-',' 

Beispiel 19. Gerber-Trager. Ein auf drei Auflagern A, B, C ruhender 
,durchlaufender" oder ,kontinuierlicher" Trager ware auBerlich statisch un• 
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bestimmt, da die Auflagerkrafte durch die Gleichgewichtsbedingungen allein 
nicht bestimmbar sind. Wenn ein solcher Trager jedoch (Abb. 46) durch ein 
Gelenk D in zwei Korper geteilt wird, so kommt die Bedingung hinzu, daB in D 
kein Biegungsmoment auftreten kann; der Momentensatz fiir den linken Trager 
urn D gibt dann unmittelbar A = K 1 pja, wodurch dann auch B und 0 voll
standig bestimmt sind. 

Zeichnerisch geschieht die Bcstimmung der Auflagerkrafte in der Weise, 
daB zunachst mit dem willkiirlich gewahlten Pol P ein Seileck a, I, II, c gezeichnet, 
sodann D auf diesen Linienzug nach d hinunterprojiziert und d mit a verbunden, 
bis b unter B verlangert und von da der Strahl b c gezogen wird. Die Parallelen 
durch P zu a b und b c liefern dann im Krafteplan auf der Lotrechtcn die 
Stiitzkrafte A, B, C. Die Momentenflache ist in Abb. 46 schraffiert und mit den 
Vorzeichen versehen, die jeweils den Drehsinn der Momente angeben. 

Beachte, daB die Differenzen K1 - A und B + 0- K 2 gleich groB sind 
und die in D auftretende, lotrecht gerichtete Gelenkkraft bedeuten. 

III. Ebene Fachwerke. 
37. Bedingungen fiir die Starrheit eines Fachwerkes. Cremonaplan. 

Unter einem Fachwerk versteht man ein aus starren ,Stiiben" oder 
,Gliedern" bestehendes Gebilde, bei dem diese Stiibe in den ,Knoten" 
durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden sind. Wenn ein 
derartiges Gebilde als Schema fiir ein technisch verwendbares Bau
werk dienen soli, so muB dieses zuniichst in sich die erforderliche 
Starrheit (Stabilitiit) besitzen und fiir die aufzubringenden Be
lastungen eine entsprechend einfache Berechnung zulassen. Fur die 
Berechnungsweise, mit der wir uns hier beschaftigen, erweist es 
sich als zweckmiiBig, die Lasten entweder von vornherein in den 
Knotenpunkten anzunehmen oder sie jeweils nach statischen Gesetzen 
auf die heiden der Laststelle zuniichst liegenden Knoten zu verteilen. 
Als Lasten kommen in Betracht: Nutzlast, Eigengewicht, Schnee
und Winddruck. Jeder einzelne Knoten wird dann unter dem Ein
flusse der auf ihn wirkenden ,Last" und jener Stabkrafte im Gleich
gewicht gehalten, die in den Richtungen der in ibm zusammentreffenden 
Stiibe iibertragen werden. Die Ermittlung dieser Stabkriifte ist fiir die 
,Dimensionierung" der Stiibe notwendig, und ist das Problem, das 
wir hier zu behandeln haben. 

Das einfachste Fachwerk, das moglich ist, erhalten wir,. wenn wir 

etwa eine der Abb. 15 durch Hinzunahme eines dritten Stabes A B 
ergiinzen, und beliebige Kra.fte Kv K 2, K 3 in den drei Knotenpunkten 
I, II, III wirken lassen (Abb. 47); diese Kriifte sollen nur der einen 
Bedingung geniigen, eine Gleichgewichtsgruppe zu bilden (wenn eine 
davon eine ,Last" ist, dann sind die heiden andern die nach den be
kannten Regeln zu bestimmenden Auflagerkrafte ). Urn die Stabkrafte zu 
ermitteln, zeichnen wir fiir jeden Knoten I, II, III das Kraftedreieck, 
das jedesmal die in dem betreffenden Knoten zusammentreffenden 
Stabkrafte(2, 3 inl; 3, lin II; l, 2 inlll) liefertl. Die drei Kriifte-

1 Der Kiirze halber werden im folgenden die Stabkrafte einfach durch die 
Nummer des betreffenden Stabes bezeichnet. 
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dreiecke ki:innen sodann aneinander geschoben und zu einem ,Cre
monaschen Krafteplan" (nach L. Cromona, 1830-1903) vereinigt 
werden (wie es in Abb. 47b geschehen ist), der schon alle Kennzeichen 
aufweist, die wir spaterhin fiir solche Krafteplane wiederfinden werdcn: 

Abb. 47. 

wir heben zuniichst davon hervor, daB sich die beiden Figuren a und b 
durch Parallelismus zusammengehi:iriger Linien entsprechen, und zwar 
derart, daB je drei durch einen Punkt gehenden Linien links ein Drei
eck rechts entspricht und umgekehrt, ferner daB jede Kraft K; und 
jede Stabkraft 1, 2, 3 im Kriifteplan nur einmal vorkommt. Die 
linke Figur, welche die geometrische Gestalt des Fachwerks gibt, 
nennt man den Lageplan. 

Auf Grund dieser Beziehung wird die Kraft in einem Stabe des Lageplans 
durch die dazu parallele Strecke des Krafteplans gegeben. Diese Beziehung ist 
aber nicht vollstandig umkehrbar, wie etwa aus dem unten folgenden Beisp. 21 
mit Abb. 52 zu entnehmen ist, da den Endpunkten der Kriifte K 1, K 2 ••• in b) keine 
geschlossenen Polygone in a) entsprechen wiirden. Man kann die Figuren jedoch 
zu solchen mit einer fiir aile Punkte und Linien geltenden ,Reziprozi tat" 
ausgestalten, wenn man in dem Krafteplan einen Pol P und ein zugehoriges 
Seileck hinzunimmt; auf diese Weise erhalt man die sog. reziproken Krafte
plane. - Es Ial3t sich ferner zeigen, daB eine notwendige Bedingung dafiir, daB 
eine Figur von Punkten und diese verbindenden Geraden eine reziproke besitzt, 
ist, daB die Figur die Orthogonalprojektion eines ebenen Vielflachs ist. Auf die 
interessanten geometrischen Entwicklungen, die sich hier anschliel3en, konnen 
wir nicht eingehen 

Die einfachste Bildungsweise eines Fachwerkes besteht darin, 
von einem Dreieck I, II, III auszugehen und das Fachwerk durch 
Hinzunahme von je zwei weiteren Staben fiir jeden weiteren Knoten 
,aufzubauen". Zur gegenseitigen Festlegung der Lagen dieser drei 
Punkte I, II, III sind drei Stabe erforderlich. Vier Knoten wiirden 
dann fiinf Stabe erfordern, und allgemein ware die kleinste notwendige 
Stabzahl fur n Knoten 

(81) 

Auf diese Beziehung wird man auch durch Abzahlung der Koordi
naten der einzelnen Punkte gefiihrt. Die Festlegung von n Punkten in 
der Ebene wiirde 2 n ,Bedingungen" erfordern; soll das entstehende 
Gebilde aber nur in sich starr sein - ohne gleichzeitig mit der Bezugs
ebene fest verbunden zu sein -, so muB es die Freiheiten einer starren 
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Scheibe haben, das sind drei (zwei Verschiebungen nach zwei Rich
tungen in der Ebene und eine Drehung urn eine dazu senkrechte Achse). 
Wenn daher zwischen den 2 n Koordinaten der n Punkte 2 n- 3 
geeignete Bedingungen eingefiihrt werden, so besitzt das Punktsystem 
die Beweglichkeit einer starren Scheibe. Gl. (81) gibt also auch nach 
dieser Abzahlung die Zahl der notwendigen Stabe. 

Das Gleichgewicht dieser n Punkte wiirde das Bestehen von 2n 
Bedingungen verlangen; da die eingepragten Krafte, die eine ebene 
Kraftegruppe darstellen, aber fiir sich im Gleichgewichte sind, was 
drei Gleichungen erfordert, so bleiben 2 n- 3 unabhangige Glei
chungen zur Bestimmung von ebensoviel Stabkraften iibrig. Daraus 
sieht man, daB jedenfalls zunachst fiir Fachwerke von der angegebenen 
einfachen Art die statische Bestimmtheit mit der kinematischen 
zusammenfallt. Solche Fachwerke bezeichnen wir als einfache 
Fachwerke, sie sind also durch die Eigenschaft gekennzeich
net, ,aus Dreiecken aufbaubar und abbaubar" zu sein. Fach
werke, die diese Eigenschaft nicht besitzen, nennt man zusammen
gesetztl. 

Wenn s > 2 n- 3, so hat man es mit einem innerlich statisch un
bestimmten System zu tun. Ein einfaches Beispiel hierfur ist in Abb. 48 dar-

A gestellt. Das Viereck mit heiden Diagonalen enthalt 
C offenbar einen ,uberzahligen Stab" (s = 6, n = 4). 

<- "" Wir wurden statische Bestimmtheit erhalten, wenn wir 
"' v irgendeinen Stab, etwa den Stab AB weglassen wiirden; 

wenn die Lange dieses Stabcs (zwischen den Mit-
D B telpunkten der Gelenke) nicht genau gleich der Entfer-

Abb. 48. nung dieser heiden Punkte ware, so muBten durch 
ihn (auch bci fchlenden Lasten) in allen Staben 

Krafte auftreten, entsprechend dem Umstande, daB der Stab entweder vcr
kurzt oder verlangert werden muBte, urn zwischen A und B Platz zu finden. Ist er zu 
kurz, so wird er die Punkte A, B zusammenziehen, und zwar mit Kraften S, - S, die 
durch seine elastischen Eigenschaften bedingt sind; die dadurch in allen Staben 
hervorgerufenen Stabkrafte werdcn S proportional sein. DaB ein solcher Stab 
die Verteilung der Stabkrafte auch im belasteten Zustande beeinflussen wird, 
liegt auf der Hand. Wenn ein solches uberbestimmtes Fachwerk urspriinglich 
von inneren Spannungen frei ware, wiirden auch durch ungleichmaBige Er
warmung solche Spannungen entstehen. Auf die weitere Behandlung solcher 
Systeme, die Hilfsmittel aus der Elastizitatslehre verlangt, konnen wir bier 
nicht eingehen. 

Ein Fachwerk, bei dem die Gl. (81) erfiillt ist und das in sich starr 
ist, wird durch drei Auflagerbedingungen mit einer festen Ebene ver
kettet, so daB also zur volligen Festlegung der n Knoten tatsachlich 
2 n- 3 + 3 = 2 n Bedingungen erforderlich sind. Es werden jedoch 
manchmal auch Tragkonstruktionen verwendet, die fiir sich (ohne Auf-

1 Die Bezeiebnung in der Literatur ist nicht einheitlich. Im folgenden werden 
die Dreiecksfachwerkc als einfach, die Fachwerke mit Grundfigur als zu
sammengesetzt bezeichnet. Eine Unterscheidung dieser heiden Arten ist niitzlich 
und k6nnte auch durch die Bezeichnung erster und zweiter Art geschchen. 
Manchmal werden aile statisch bestimmten Fachwerke als einfach, die statisch 
unbestimmten als zusammengesetzt bezeichnet u. dgl. mehr. 
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lager) nicht starr sind, und es ist klar, daB fiir jeden Stab, der dem 
Fachwerk zur Starrheit in sich fehlt, eine weitere Auflagerbedingung 
hinzukommen muB. Derartige Konstruktionen sind also n i c h t starr e 
Fachwerke, die erst durch die Auflagerung starr werden. 

Beispiel 20, Abb. 49 liefert ein hierher gehOriges Beispiel. Fur die Trag
konstruktion allein ist n = 10, 8 = 15, jedoch sind 5 Auflagerbedingungen ( ein 
Gelenk A, ein verschiebliches Auf- G 
lager B, zwei Stabe 0, D) vor
handen, so daB wieder 15 + 5 
= 20 = 2 n, wodurch die zur Fest
legung notwendige Zahl erreicht ist. 

38. Einfache Fachwerke. 
Im vorhergehenden Ab
schnitte haben wir erkannt, 
daB die Gl. (81) jedenfalls B 
cine notwendige Bedingung 
fiir statisch bestimmte Fach- Abb. 49. 

werke darstellt. Fiir einfache 
Dreieckfachwerke ist diese Bedingung fiir die kinematische und stati
sche Bestimmtheit auch hinreichend. 

Zu jedem Knoten eines einfachen Fachwerkes denken wir uns das 
zugehorige Krafteck gezeichnet; wegen der Bildungsweise des Fach
werkes gibt es wenigstens einen Knoten (tatsachlich muB es immer 
wenigstens zwei solche geben), von dem nur zwei Stabe ausgehen wie 

8 

Abb. 50. 
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etwa I in Abb. 50. Durch die Aufbauordnung (oder wie man auch sagen 
kann: Abbauordnung) ist in der Regel eine bestimmte Reihenfolge der 
Knoten gegeben, in der man vorzugehen hat. In Abb. 50 ist J, II, 
III, IV ... diese Reihenfolge. Jeder Knoten wird nun durch emen 

P6schl, Mechanik. 2. Auf!. 5 
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Schnitt a bgetrennt, isoliert und fUr ihn das Krafteck gezeichnet; 
dies ist, wie nochmals hervorgehoben werden mi:ige, bei Dreieck
fachwerken immer mi:iglich, da jeder Schnitt nur immer zwei neue 
unbekannte Stabkrafte hinzubringt. Die so erhaltenen Kraftecke 
sind in der Abb. 50 zunachst einzeln gezeiehnet, wobei dieselbe Vor
zeichenregel fiir die Stabkrafte zu beachten ist, die schon in 20 auf
getreten ist. Urspriinglich werden die Pfeile fiir alle Stabkrafte von 
den Knotcn weggerichtet eingezeichnet; der durch die eingepragte 
Kraft in dem Krafteck des betreffenden Knotens festgelegte Um
laufungssinn entscheidet sodann iiber das Vorzeichen der betreffenden 
Stabkraft: Ubereinstimmung der Pfeile bedeutet Zug, Nichtiiberein
stimmung Druck. Die Druckkrafte sind in den Kraftepliinen der Ab
bildungen durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. 

Nun kommt der fiir die Anlage des Krafteplans entscheidende Schritt. 
Die auf die oben beschriebene Weise erhaltenen Kriiftedreiecke ki:innen 
so aneinandergeschoben werden, daB die paarweise auftretenden Stab
krafte iibereinander zu liegen kommen, so daB tatsachlich jede Stab
kraft nur einmal gezeichnet zu werden braucht. Die Bedingung, daB die 
eingepragtcn Krafte mit den Auflagerkraften fiir sich (ohne Stab
krafte) eine Gleichgewichtsgruppe bilden miissen, fiihrt dann von 
selbst, wenn dieses Verfahrcn bis zum letzten Knoten fortgefiihrt wird, 
zu einer geschlossenen Figur. Die Seiten des Kraftedreieckes fiir 
den letzten Knoten - der wieder ein zweifacher ist -- sind iibrigens 
nach ,Aufli:isung" der vorherigen im Krafteplan schon vorhanden und 
geben, da sie ein geschlossenes Dreieck bilden miissen, eine Kontrolle 
fiir die Richtigkeit der Zeichnung. 

Es HiBt sich demnach unmittelbar einsehen, daB jedenfalls fiir jedes 
einfache Fachwerk ein solcher ,Cremonaplan" gezeichnet werden 
kann. Hierzu ist die Einhaltung gewisser Regeln notwendig, die hier 
sogleich im Zusammenhange mit einigen die praktische Ausfiihrung 
betreffenden Bemerkungen angegeben werden: 

l. Die eingepragten Krafte (Nutzlasten, Gewichte, Winddruck usw.) 
sind zusammen mit den Auflagerdriicken so anzubringen, daB sie eine 
Gleichgewichtsgruppe bilden. 

Jedes Fachwerk dient in der Technik als Tragkonstruktion, ist daher in 
bestimmten Punkten aufzulagern; die Auflagerung geschieht in einzelnen Knoten 
des Fachwerkes, und fur die Bestimmung der an ihnen auftretenden Stutzkrafte 
wird unter Beachtung der in 33 gegebenen Miiglichkeiten die ganze Fachwerk
figur als starre Scheibe betrachtet. Weiterhin werden die Auflagerkrafte und 
Lasten vollkommen gleichartig behandelt. 

2. Im Krafteplan sind die samtlichen iiuBcren Krafte (also Lasten 
und Auflagerkrafte !) in der Reihenfolge aneinanderzufiigen, wie die 
Knoten, an denen die Krafte angreifen, am Umfange der Fach
wer kfigur aufeinanderfolgen. 

Diese Regel IaBt sich bei den meisten der praktisch verwendeten Fachwerke 
unmittelbar einhalten, denn diese bestehen aus einem Obergurt, einem Untergurt 
und aus Diagonalen, die diese verbinden, und die Krafte greifen nur an auBen 
liegenden Knoten an. In jenen Fallen, wo eine eingepragte Kraft an einem 



Ebene Fachwerke. 67 

Gelenk im Innern der Fachwerkfigur angreift, lassen sich die Stabkrafte eben
falls zeichnerisch ermitteln, nur muB dann auf die (unten folgende) Forderung 5. 
verzichtet werden1 . 

3. Die Ermittlung der Stabkrafte hat an einem der (bei Dreieck
fachwerken stets vorhandenen) Knotenpunkte zu beginnen, von denen 
nur zwei unbekannte Stabkrafte ausgehen, und ist der Abbauordnung 
entsprechend fortzusetzen. 

4. Die Kraft in einem Stabe, der zwei am Umfange aufeinander
folgende Knoten verbindet, ist im Krafteplan durch jenen Punkt zu 
zeichnen, in dem die an jenen Knoten angreifenden Krafte anein
ander angesetzt sind. 

5. Jede auBere Kraft und jede Stabkraft darf im Krafteplan nur 
einmal vorkommen (nur bei Dreieckfachwerken erfiillbar !). 

6. Die samtlichen Krafte, die im Lageplan durch einen Punkt gehen, 
bilden im Krafteplan ein geschlossencs Vieleck, und 

7. die Krafte in den Staben, die im Fachwerk ein Dreieck bilden, 
gehen im Krafteplan durch einen Punkt. 

8. Die Reihenfolge, in der die Kriifte in 
den Kraftecken aufeinanderfolgen, entspricht 
dem Sinne beim Umlaufen urn den betreffen
den Knoten. Dabei ist die Wirkungslinie fiir 
jede an einem Umfangsknoten angreifende 
Kraft von der Fachwerkfigur nach auBen 
gerichtet oder von auBen einwirkend anzu
nehmen. 

Z. B. ist in Abb. 51 die Kraft K nicht nach a), 
sondern nach b) einzufiihren. 

9. Einer symmetrischen Fachwerkfigur 
Abb. 51. 

und Belastung entspricht ein symmetrischer Krafteplan, wobei die 
Symmetrieachsen urn n/2 gegeneinander verdreht sind. 

Fur die Anwendung dieser Regeln mogen die beiden folgenden ein
fachen Beispiele dienen (in den Krafteplanen sind, wie bisher, Zug
krafte durch voile Linien, Druckkrafte gestrichelt angedeutet). 

Be is pie I 21. Der Briickentrager nach Abb. 52 a ist in II und IV mit den 
Kraften K1, K2 belastet, in I wagrecht beweglich und in VI gelenkig gelagert. -

'Wir haben es mit einem einfachen Fachwerk zu tun (s = 9, n = 6); nach Ermitt
lung der Auflagerdriicke A, B entsteht durch Zeichnen der Kraftedreiecke fiir 
die Knoten in der durch I, II, . .. , V gegebenen Reihenfolge der Krafteplan Abb. 52b. 

Beispiel 22. Das Krangeriist mit den Abmessungen nach Abb. 53a ist 
bei A in fester Einspannung gelagert (wobei nur Drehungen um wagrechte Achsen, 
nicht um die Lotrechte behindert sein sollen), rechts an eincm Auslcgcr mit der 
(groBtcn) Nutzlast Q = 6 t, links mit dem Gegengewichte G = 5,273 t belastet .. 
Die GroBe des Gegengewichtes wird dabei etwa durch die Forderung bestimmt,. 
daB das groBte auftretende Biegungsmoment an der Einspannung der Kransaule 
fiir den belasteten und unbelasteten Kran gleich groB (und entgegengesetzt 
gerichtet) ausfallt. Diese Forderung fiihrt hier auf Q· 5,8 - Q. 3,3 = Q. 3,3 und 
damit auf den angegebenen Wert von G. 

1 Dies folgt auch aus der allgemeinen Theorie der reziproken Figuren, die 
hier nicht entwickelt werden kann. 

5* 
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Die Bestimmung der Auflagerkriifte des belasteten Krans liefert V = 11,27 t, 
M = 17,4 tm nach links herum fiir den belasteten, nach rechts fiir den unbelasteten 
Kran. 

Da die Krafte Q, G und das Moment M zuniichst nicht an Knoten angreifen, 
miissen sie erst durch solche Kriifte ersetzt werden, die dies tun; dies geschieht, 

8.) 
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Abb. 52. 
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wie schon erwiihnt, fiir jede Kraft durch Aufteilung auf jene beiden Knoten, die 
der betreffenden Kraft zunachst liegen. Dieser Vorgang liefert an Stelle von 

Q die Kriifte K 1 = 7,11 t in I, K 2 = 1,11 tin Ill, 

G " 
M, 

K 4 = 6,57 t , VII, 

K 3 = 3,96 t , V, 

in den gezeichneten Richtungen. 

K 5 = 1,29 t , VIII, 

K 6 = -K3 , VIII 

(lnwieweit die von diesen ,Ersatzlasten" hervorgerufenen Stabkriifte mit 
den von den urspriinglichen erzeugten iibereinstimmen, muB durch eine besondere 
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Untersuchung entschieden werden; in erster Naherung dar£ jedenfalls angenom
men werden, daB - von den Biegungen abgesehen - die Zug- und Druckkriifte 
in den Staben in beiden Fallen nicht merklich voneinander abweichen werden.) 

Fiir diese so gefundenen Krafte K1, K 2, ••• , K 6 wird das Krafteck gezeichnet, 
und die Stabkrafte werden durch ,Auflosung" der Knoten in der durch I, II, 
Ill, ... , VIII gegebenen Reihenfolge ermittelt. 

Uber die Abanderung obiger Regeln fUr belastete Innenknoten s. 40. 
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39. Rittersche Schnittmethode. Zur rechnerischen Ermittlung der 
Stabkriifte denken wir uns von einem Fachwerk irgendein zusammen
hangendes Stiick durch einen die Knoten vermeidenden ,Schnitt" 
abgetrennt und an den Schnittstellen der getroffenen Stabe die Stab
krafte als auBere Krafte angebracht; dann erhalt man durch Anwen
dung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die auf das abgetrennte Fach
werkstiick einwirkende Kraftegruppe, welche aus den auBeren Kraften 
und den Stabkraften in den geschnittenen Staben besteht, fiir jeden 
solchen Schnitt drei Gleichungen, aus denen ebenso viele unbekannte 
Stabkriifte ermittelt werden konnen. Urn eine bestimmte Stabkraft 
zu finden, braucht man den Schnitt nur so zu fiihren, daB der be
treffende Stab durch den Schnitt getroffen wird, und wenn auBer 
diesem nur zwei weitere Stabe mitgeschnitten werden, so gibt der 
Momentensatz fiir den Schnittpunkt dieser letzteren sofort eine Glei
chung, a us der die gesuchte Stabkraft folgt; fiir die Diagonale zwischen 
parallelen Gurten ist an Stelle des Momentensatzes der Projektionssatz 
fiir die zu den Gurten senkrechte Richtung zu verwenden. Wiihrend 
also bei der zeichnerischen Methode alle vorhergehenden Knoten gelost 
werden miissen, urn zu einer bestimmten Stabkraft zu gelangen, liefert 
die Rechnung (in der Regel) die Kraft in jedem Stabe durch eine 
einzige Gleichung. 

Dieses Verfahren werden wir auch fiir zusammengesetzte Fachwerke 
anzuwenden haben, fiir welche der Dreieckabbau unmoglich ist, sowie 
auch fiir Fachwerke mit belasteten inneren Knotenpunkten. 

Beispiel 23. Ftir das Fachwerk Abb. 52 ergibt sich ftir den Schnitt s-s 
gemiiB der Gleichgewichtsbedingung ftir die auf den linken Teil wirkenden Krafte 
nach der Lotrechten 

A - K1 + S5 cos rx = 0 , (Druck) 

ferner der Momentensatz fur den Punkt IV 

usw. 

40. Fachwerke mit belasteten Innenknoten. Die in 38 gegebenen 
Regeln miissen teilweise abgeandert und erweitert werden, wenn es 
sich urn Fachwerke handelt, die belastete innere Knoten enthalten, 
wie dies z. B. bei den Anwendungen im Kranbau vorkommt. Dieser 
FalllaBt sich jedoch auf den friiheren zuriickfiihren durch Einfiihrung 
idealer Stabe und idealer Gelenke. Dabei ist folgender Weg 
einzuschlagen: Von dem belasteten Innenknoten wird in der Rich tung 
der betreffenden Knotenlast K ein idealer Stab i gezogen, der von 
dem Knoten bis zum Umfang der Fachwerkfigur reicht, und wird dort 
in einem idealen Knoten an den Fachwerkstab angeschlossen, den 
er trifft; an diesem ideal en Knoten wird die Last in der urspriinglichen 
GroBe und Rich tung als neue Kraft K' ( = K) angesetzt, wahrend die 
Innenkraft K entfernt wird. Diese Kraft K' wird gerade so behandelt 
wie die schon urspriinglich am Fachwerkumfang wirkenden, wogegen 
die Belastung des inneren Knotens durch die Kraft in dem hinzu-
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gefiigten idealen Stab ersetzt wird. Dadurch wird neuerdings eine be
stimmte Ordnung ftir die auBeren Krafte geschaffen, die durch die 
Innenlast zunachst verloren schien. Die Kraft in dem Stabe, in 
dem das ideale Gelenk eingesetzt wird, kommt dann im Krafteplan 
zweimal (nattirlich von gleicher GroBe!) vor, hierzu kommt noch die 
Kraft im idealen Stab und die zusatzliche Knotenlast. Die Ausfiihrung 
dieses Gedankens moge an Hand der heiden folgenden Beispiele ver
folgt werden. 

Beispiel 24. Fachwerk nach Abb. 54 in den Innenknoten II, Ill mit den 
Kriiften K, K belastet. Die Auflagerkriifte in J, IV sind A = B = K. Die idealen 
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Abb. 54. 

Stiibe II II', III Ill' ftihren zu den idealen Knoten II' Ill', an denen die Lasten 
K', K' angebracht werden. Der Schnitt 8-8 fiihrt sofort zur Kenntnis der Stab
kriifte in I, 4, 3'. Die Zeichnung des Kriifteplanes mittels der Kriifte K', K', B, A 
und der Knoten in der Reihenfolge I, II, III geschieht nun ganz so wie friiher. 
Wegen der Symmetrie geniigt die Aufzeichnung einer Hiilfte, Abb. 54 b. 

Beispiel 25. Das Krangeriist nach Abb. 55 ist im Knoten VII mit der Last 
Q = 4 t und in I mit dem Gegengewicht G = 3 t belastet, ferner an dem innen-
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Abb. 55. 
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liegenden Zapfen B =IV und an dem die Kransiiule umschlie13enden Halslager A 
gestiitzt. Nach Bestimmung der Auflagerdriicke A und B wird B bis zum Umri13 
verliingert, der ideale Stab i = B B' eingesetzt und in VI' die neue Kraft B' 
( = B) angebracht. Durch diesen idealen Stab i wird die Fachwerkfigur erganzt 
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und der Krafteplan fiir die Krafte G, if', Q, A genau nach den friiheren Regeln 
gezeichnet. Die Knoten sind wieder in der Folge beziffert, in der das Fachwerk 
aufge!Ost wird. Die Stabkriifte 6 und B = i kommen im Krafteplan j e zweimal vor. 

41. Zusammengesetzte Fachwerke. Wahrend bei Dreieckfachwerken 
die Frage nach der Starrheit unmittelbar beantwortet werden kann, 
verlangt deren Erledigung bei nicht einfachen Fachwerken eine be
sondere Untersuchung. DaB auBer den Dreieckfachwerken andere 
stabile Fachwerke iiberhaupt moglich sind, zeigt z. B. der in Abb. 56 
dargestellte Briickentrager, fiir den n = 12, 8 = 21 und die Gl. (81) 
mithin erfiillt ist. Trotzdem ist der Dreieckabbau nur bis zu der stark 
ausgezogenen Figur fortsetzbar; diese laBt eine weitere Auflosung auf 
dieselbe Art nicht zu, da von jedem ihrer Knoten drei Stiibe ausgehen. 
Eine solche Figur, die von einem Fachwerke iibrig bleibt, wenn man 
alle ihre ,zweistabigen Knoten" wegnimmt, fiir die also nach dem 
Dreieckschema keine weitere V ereinfachung mehr moglich ist, nennt 
man die Grundfigur des Fachwerks. In dem Beispiel der Ahb. 56 
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Abb. 56. 
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ist fiir diese Grundfigur n = 9, 8 = 6; sie enthalt also jedenfalls lwine 
ftberzahligen Stabe. 

Wenn eine solche Figur als Bestandteil einer Tragkonstruktion in 
Betracht kommen soU, so muB sie a) in sich starr (stabil) sein und 
rnuB b) die Ermittlung der Stabkrafte aus den Knotenlasten zulassen. 
Beide Forderungen stehen in engstem Zusammenhange miteinander, 
wie dureh Heranziehung kinematischer Betrachtungen gezeigt werden 
kann, worauf wir indessen hier nicht eingehen konnen. 

Will man die Stabkrafte in der gezeichneten sechseckigen Grund
figur berechnen, an deren Knoten irgendwelche Kriifte angreifen mogen, 
so geht dies, wie man sogleich sieht, durch einen Schnitt nieht, wohl 
aber durch zwei Sehnitte, von denen jeder dieselben zwei Stiibe i, k 
und auBerdem nur noch je zwei andere Stabe trifft. Dureh Bildung 
der Momente urn die Schnittpunkte dieser letzteren Paare erhiilt man 
zwei Gleichungen, aus denen die zwei Stabkriifte in i und lc gerechnet 
werden konnen. 

Beispiel 26. Die Grundfigur der Abb. 56a sei durch die drei Krafte K, K, 
2 K belastet; fiihrt man die heiden Schnitte s1-81 und 8 2-82 und nimmt die 
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Momente urn 0 1 bzw. 0 2, so erhalt man 

Si, = 2 K (Zug), 

8 7 = 8 6 = S 2 l/a = 2 K lfa (Zug). 

(Bei der vorausgesetzten Form sind iibrigens die heiden Schnitte unnotig, da 
sich 8 2 = 2 K fiir den Knoten I unmittelbar ablesen lai3t, wei! die Stabe 8 und 9 
auf der Kraft 2 K senkrecht stehen.) Damit konnen auch aile anderen Stab
krafte gerechnet oder gezeichnet werden; sie lassen sich zu dem in Abb. 55b 
gege ben en Krafteplan zusammenschliei3eri, in dem allerdings die Sta bkrafte 
in den sich iibergreifenden Staben zweimal vorkommen, wie 8 2 = S~, 8 6 = S~. 
8 7 = SG. Durch Zerlegung von 8 2 ergibt sich 8 4 und 8 5 usw., womit der Krafte
plan gegeben ist. Dem ,idealeh Gelenk" im Innern der Grundfigur entspricht 
das Umfangsechseck des Kriifteplans. 

Beispiel 27. In dem Fachwerk nach Abb. 57 mit den drei parallelen Staben 
1, 2, 3 fiihrt ein Iotrecht gefiihrter Schnitt 8-8 zur Kenntnis der Stabkraft 84 

11 im Stab 4; damit wird die Zeichnung 
,.,.....------......:....__ ____ ~ des Krafteplans moglich. 

Beispiel 28. Bei dem Fachwerk 
Abb. 58a gelingt es durch einen ring
formigen Schnitt 8 einen Teil des Fach
werks herauszuschalen, der nur drei 

K (nicht durch einen Punkt gehende) Stabe 
1, 2, 3 trifft. Ist die Summe der auf den 
herausgetrennten Teil wirkenden Krafte 
K gegeben, dann ergeben sich durch 
Zerlegung von K nach diesen drei Staben 

Abb. 57. (nach 32b) die darin auftretenden Stab
kriifte. 

Der Krafteplan ist in Abb. 58b gegeben. Die punktierten Linien dienen nur 
zur Bestimmung der Stabkriifte 1, 2, 3 mittels des Schnittes 8. Sodann kann 
ausgehend von 0 fiir den Knoten I das Kraftedreieck und weiter der ganze Krafte
plan gezeichnet werden. 

I 

8 
~,_~----------------~--~~/{ 

Abb.58. 

Aufgaben von dieser Art konnen auch nach der ,Methode des unbestimmten 
Mai3stabes" gelost werden. Man zeichnet fiir irgendeinen dreistabigen Knoten, 
etwa V in Abb. 58, das Krafteck in beliebiger GroBe und erganzt den Krafteplan 
fiir die iibrigen Knoten, wodurch man die anderen Krafte durch bestimmte 
Strecken dargestellt erhiilt; da K bekannt ist, ist damit der Mai3stab fiir den 
ganzen Krafteplan nachtraglich festgelegt. 

Beispiel 29. Der zusammengesetzte Polonceau-Dachstuhl besitzt eine 
Grundfigur, die in Abb. 59 durch starkere Linien hervorgehoben ist. Fiir den 
aus abnehmbaren Dreiecken bestehenden Teil, d. i. fiir die Stabe 1 bis 6 liii3t 
sich der Krafteplan in gew6hnlicher Weise zeichnen. Fiir die Grundfigur wird 
mit Hille des Schnittes 8-8 etwa die Kraft im Stab 14 durch Rechnung be
stimmt, indem man die Momentc urn den Knoten VIII nimmt; man findet mit 
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den in der .Abbildung gegebenen .Abmessungen und Lastwcrten 

S 14 t·3,3m = 3,5 t·5,7 m- l t· {4,3 + 2,9 + 1,4} m, S 14 = 3,44 t (Zug). 

Wird diese Stabkraft maBstablich in den Krafteplan (.Abb. 59 b) eingetragcn, 
dann kann dieser in der durch die Zahlen IV ... VIII gegebenen Folge ohnc 
weiteres vervollstandigt werden. 

:-< ... ··-···· ··-- -----------~7---·-· ... ··-------~ 

Abb. 59. 

42. Stabvertauschung. Eine andere Methode fiir die Berechnung von 
zusammengesetzten Fachwerken (insb. ihrer Grundfiguren), die mauch
mal in einfacher Weise zum Ziele fiihrt, ist die (von L. Henneberg 
herriihrende) Stabvertauschung. Wenn es gelingt, ein solches zu
sammengesetztes Fachwerk mit der Stabzahl s = 2 n- 3 dadurch auf 
ein einfaches zuriickzufiihren, daB man einen Stab p herausnimmt und 
dafiir zwischen zwei anderen Knoten einen neuen Stab q einsetzt, 
ohne die sonstige Gestalt des Fachwerks zu verandern und ohne daB 
das Fachwerk seine Starrheit verliert, dann wende man zur Ermittlung 
der Stabkrafte folgende Schritte an: 

a) Nach vollzogener Vertauschung ermittle man die Stabkrafte in 
allen Staben unter den gegebenen Lasten, sie seien 

s~ = 0 in p, s~ in q, S~ in den iibrigen Staben i. 

b) Auf das ,vertauschte" Fachwerk lasse man an den Endpunkten 
des Stabes p in der Richtung von p zwei gleich groBe und entgegen
gesetzte Zugkrafte von der GroBe 1 wirken, denke sich die friiheren 
Lasten entfernt und berechne abermals die Stabkriifte; es moge sich 
ergeben 

1 in p, S~ in q, S~' in den i, 

oder wenn man langs p statt der Kraft 1 die Kraft A kg wirken laBt, 

A in p, A S~' in den i , 

wobei dann S~, Si' reine Zahlenfaktoren sind. 
c) LaBt man nun beide Belastungen gleichzeitig wirken, so addieren 

sich wegen der linearen Beschaffenheit der Gleichgewichtsbedingungen 
die Stabkrafte in allen Staben, und diese werden 

A in p, S~ + J.S~' in q, Si + A Si' in den i. 
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d) Die Entfernung des hinzugefiigten Stabes q geschieht nun 
durch die Forderung, A. so zu bestimmen, daB die Kraft im Stabe q 
verschwindet, also 

S~ + A.S~' = 0, oder A.= -S'/S" q q' 

so daB die gesuchten Stabkrafte sind 

S'/S" . - q q Ill p, 0 in q, 
1 1 II I s: S~' I 

s~s~ : 8a 
m den iibrigen Staben i, 

wodurch die Krafte in allen Stahen gefunden sind. 
43. Wackelige Fachwerke. Eine Tragkonstruktion oder Stiitzung 

bezeichnet man als wackelig, wenn sie in sich oder in ihrer Verbin
dung mit den Auflagern kleine Bewegungen ohne Anderung der Stab
langen zulaBt, genauer gesagt, wenn Bewegungen mi:iglich sind, bei 
denen sich die Stablangen nur urn Gri:iBen hi:iherer Ordnung im Ver
gleich zu den Wegstrecken andern. Ein einfaches Beispiel fiir ein solches 
Fachwerk ist ein Dreieck, dessen Seiten in eine Gerade zusammen
fallen; auch die labilen Stiitzungen 20 und 21 in Abb. 34 gehi:iren hier
her. DaB eine solche ,infinitesimale" Beweglichkeit (wie natiirlich 
auch eine endliche) zu vermeiden ist, erhellt daraus, daB bei Belastnng 
solcher beweglicher Knoten sehr groBe (theoretisch unendlich groBe) 
Krafte in den angrenzenden Staben auftreten miiBten; so kann in dem 

Fachwerk der Abb. 60 die Belastung von 
C durch die Stabe 1, 2 nur dadurch auf
genommen werden, daB in diesen sehr 
groBe Krafte auftreten. In anderer Form 
kann man dieses Vorkommnis auch da
durch ausdriicken, daB man beachtet, 

2 !( daB infinitesimale Bewcglichkeit auftritt, 
Abb. 60. wenn die Lange cines Stabes einen klein-

sten oder gri:iBten Wert annimmt, der 
unter den gegebenen Umstiinden mi:iglich ist (fiir die gestreckte 
Lage der Stiibe 1 und 2 in Abb. 60 erhiilt die Lange von 3 einen 
groBten Wert). 

Fiir das Vorhandensein infinitesimaler Beweglichkeit kann man auch 
ein analytisches Kriterium in Form des Verschwindens einer gewissen 
Determinante angebe'n, in der die Stablangen als Funktionen der 
Koordinaten der Knoten vorkommen, was hier nnr erwiihnt bleiben 
mi:ige (A. Fi:ippl). 

Wir ki:innen nunmehr die Entwicklungen dieses Kapitels in fol
gende Aussage zusammenfassen: 

Von dem Ausnahmsfalle der Wackeligkeit abgesehen, 
sind Dreieckfachwerke mits=2n-3 Staben stets stabil und 
statisch bestimmt. Fiir zusammengesetzte Fachwerke, bei 
den en diese Bedingung e benfalls erfiill t ist, verlangt die 
Entscheidung der Frage der Starrheit und der statischen 
Bestimmtheit eine besondere Untersuchung. Im ersten 
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Fall laBt sich die ganze graphische Berechnung des Fach
werkes auf die Auflosung zweistabiger Knoten zuriick
fiihren. Im zweiten ist meist der rechnerische Weg einzu
schlagen, der auf der Verwendung cines oder mehrerer 
Ritterscher Schnitte beruht, wahrend der zeichnerische 
nur in gewissen Sonderfallen gangbar ist. 

IV. Raumliche Kraftegruppen. 
44. Summe einer raumlichen Kraftegruppe. Fur die Zusammen

setzung von Kraften, die im Raume beliebig verteilt sind, ist, wie auch 
in der Ebene, die Vorsteilung des verbindenden starren Korpers we
sentlich. Die einfachste Form, in der man die Summe einer raum
lichen Kraftegruppe darstellen k~nn, erhiilt man auf folgende Weise: 
Von den gegebenen Kraften sci K; an A; (Abb. 61) als Vertreter aus
gewahlt. Man wahleirgendeinenPunkt 0 
des Raumes als Bezugspunkt und ,ver-
lege" oder ,reduziere" K; nach 0 hin; 
dies geschieht dadurch, daB in 0 zwei 
gleich groBe und entgegengesetzt ge
richtete Krafte K;, - K; angesetzt 
werden, die fiir sich die Summe Null 
geben und daher nicht storen, die je
doch mit der gegehcnen Kraft K; in 
A; zu der Kraft K; in 0 und dem 
KriiftepaarevomMomenteM;=r; X K; 
zusammengefaHt werden konnen; r; 
bedeutet dabei den Ortsvektor OA;. 

Abb.61. 

Der Vektor M; wird nach den in 17 und 18 getroffenen Festsetzungen 
mit dem Pfeil nach jener Seite hin aufgetragen, daB fiir eine gegen den 
Pfeil von M; hlickende Person das zugehorige Kriiftepaar im positiven 
Sinn (d. i. im Gegensinn des Uhrzeigers) dreht. 

Nachdem diese Verlegung nach f!__ hin fiir aile Krafte K; ausgefiihrt 
ist, steilt sich die Aufgabe ein, aile K; in 0 und aile M; in 0 zusammen
zuF:>etzen. Da die Ki aile durch einen Punkt (0) gehen, ist ihre geo
metrische Addition nach dem Parailelogrammgesetz unmittelbar erlaubt 
und fiihrt auf einen Vektor k: der durch die Gleichung bestimmt ist 

n~ 

K = _2 K;. 
i~l 

(82) 

Ebenso fiihrt eine geometrische Addition ailer M; zu einem Vektor M 0 

in Zeichen 
_ n __ n _ 

.M0 =.2M;== .2 (r; X K;), (83) 
i~l i~l 

dessen Richtung im ailgemeinen nicht mit der von K iibereinstimmen 
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wird; der Winkel zwischen heiden sei cp. Dabei beachte man, daB K 
von der Wahl des Bezugspunktes 0 unabhangig, M dagegen von 0 
abhangig ist, was durch den angesetzten Zeiger 0 zum Ausdruck 
gebracht ist. 

DaB die Vektoren Mi durch geometrische Addition zusammengesetzt werden 
konnen, kann man sich auch klar machen, indem man zwei Kraftepaare in ge
neigten oder parallelen Ebcnen annimmt und zeigt, daB ihre Zusammensetzung 
durch die der zugeordneten Vektoren ersetzt werden kann. 

Wir konnen also sagen: Kraftepaare werden summiert, in
dem man die ihnen zugeordneten Vektoren im Raume 
geometrisch addiert. Umgekehrt kann j eder Momenten
vektor in beliebig viele Teilvektoren zerlegt werden, die 
selbst Kraftepaare mit den entsprechenden Freiheiten 
(Willkiirlichkeit der GroBe von Kraft und Abstand bei Erhaltung des 
Produktes - einschlicBlich des Vorzeichens!) darstellen. 

Zur weiteren Zusammensetzung von K und M 0 wird M 0 in zwei 

Teile M, M' zerlegt, so daB also M 0 = ~M + M' gesetzt werden kann, 
wobei M II K,_ M' ..L K liegt, dar:'_l kan~ (umgekehrt wie friiher bei der 
Reduktion) M' in zwei Kraftc K, - K zerlegt und zu einer Parallel
verschiebung von K verbraucht werden. 

Hierfiir rechne man aus M' = K a die GroBe dieser Parallelverschie
bung~ aus: a=M'/K und erhalt da~n durchZusammenfassung von~ 
und Kin 0 eine Verschiebung von Kin einer senkrecht zu M' durch K 
gelegten Ebene; dies fiihrt auf die Kraft K in A; in diese Gerade kann 
auch M als freier, zu K paralleler Vektor hineingelegtl werden. 

Ein solches Gebilde, da~us einer Einzelkraft K und einem parallel 
dazu liegenden Momente M besteht, nemit man eine Dyname und 
die auf die angegebene Art gefundene Wirkungslinie von K die Zentral
achse der Kriiftegruppe. 

Die Summe einer raumlichen Kraftegruppe fiihrt daher 
auf eine Dyname (K, M). 

Durch Rechnung konnen die die Dyname bestimmenden GroBen 
in folgender Weise ermittelt werden: Wir denken uns die Reduktion 
fiir den Punkt 0 ausgefiihrt und erhalten dadurch die folgenden Werte 
fUr die Komponenten der Kraft K und des Momentes .2lf0 

I
X=2)X;, 

K Y=2) Y;, 

Z=2)Zi, 

Dann ist zunachst 

_ f M, = ~ (y; Z; - zi Yi) , 

M 0 1 M 11 : .2, (zi Xi- yiZ;), 

Mz - 2) (x; Yi- Y; X;) . 

(84) 

(85) 

Urn die Gleichung der Zentralachse zu erhalten, beachten »ir, daB diese 
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durch die Bedingung bestimmt ist., daB fUr jeden ihrer Punkte K und M 
in eine Gerade fallen. Wenn daher ~' Yj, (; die laufenden Koordinaten 
eines Punk~es A de:__Zentralachse sind, so haben die Komponenten des 
Momentenvektors M' fUr ihn die Werte [vgl. Gl. (63)] 

M~ = M., + C Y - YJ Z , l 
111~ = M 11 + ~ Z - C X, 

M~ = Mz + YJ X - ~ Y. 

(86) 

Sollen die V ektoren M' und K parallel sein, so mussen nach Einftihrung 
eines Proportionalitatsfaktors }. die Gleichungen bestehen 

M~ = A X, M~ = A Y, M~ = A Z, 

woraus nach Entfernung von A die Gleichungen der Zentralachse m 
den laufenden Koordinaten ~' 17, C hervorgehen 

JYix -t__£J- 1J Z M. + t;:- ~X M~±!J :~1_ !_ (87) 

Der Betrag von ~M folgt dureh Projektion von M 0 auf die Rich

tung K 

(88) 

45. Gleichgewicht einer raumlichen Kraftegruppe. Wie zuvor werden 
wir eine raumliehe Kraftegruppe als im Gleiehgewichte befindlich 
bezeichnen, wenn fur j eden Reduktionspunkt 0 sowohl K = 0 als 
auch .M0 = 0 wird; da bei der oben besprochenen ZuriickfUhrung einer 
Taumlichen Kraftegruppe auf eine Dyname die Kraft K offenbar fiir 
aile Reduktionspunkte 0 den gleichen Wert eThalt und M die PTo
j~ktion von M 0 auf K daTstellt, so folgt, daB, wenn die Bedingungen 
K = 0, M 0 = 0 fUr einen Reduktionspunkt 0 im Raume erftillt sind, 
sie von selbst und identisch auch fliT jeden anderen bestehen mussen. 
In rechtwinkeligen KoOTdinaten geschrieben Iauten diese Gleich
gewichtsbedingungen 

_ JX =.})X;= 0, 

K=OlY .J)Y;_O, 
Z -.l}Z; -0, 

1
M.,=.J)(y;Z;- Z; Y;) = 0' 

M 0 = 0 M 11 .J)(z;X; -- x;Z;) _ 0, 

Mz -.l}(x; Y;-y;X;)- 0, 

(89) 

wenn (X;, Y;, Zi) die Teilkrafte von K; nach den Achsen x, y, z und 

(x;, y;, z;) die Koordinaten eines PunkteR A; auf K; sind. 

Beispiel 30. Fiir ein sog. Kraftkreuz, d. i. fiir zwei windschiefe Krafte 
K;_, K2 mit dem kiirzesten Abstand a= A1 A2 laBt sich die gleichwertige Dyname 
- ihre Summe - unmittelbar angeben. Man zeichne in Abb. 62 von irgend-
einemPunkteO: K1 + K2 = K und zerlege K1 in A1 und K2 in A2 je in zwei 
Komponenten parallel und senkrecht zu K; die zu K parallelen Teile K1 cos o:1 und 
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K 2 cos oc2 fassen wir zur Summe II zusammen, welche aim Verhaltnis teilt [Gl. (59)] 

a I K 2 cos oc2 sin oci cos oc 2 tg oci 
---------------- ai +a2 =a, 
a 2 - K 1 cos oci - sin oc2 cos oci - tg oc2 ' 

wenn dabei auch der Sinussatz [Gl. (16)] benutzt wird. Die heiden anderen 
Komponenten KI sin oc1 und K 2 sin oc2 geben ein Kraftepaar, da wieder nach den 
Kraftedreiecken KI sin IX1 = K 2 sin IX2 ist. Der diesem Kraftepaar zugeordnete 
Momentenvektor Mist parallel zu II gerichtet, und sein Betrag ergibt sich (wobei 
abermals der Sinussatz benutzt wird) zu 

(90) 

Dnrch II und M ist die mit Kv K 2 gleichwertige Dyname gegeben. 
Umgekehrt lassen sich mehrfach unendlich viele solche Kraftkreuze K 10 K 2 

angeben, die zur selben Dyname (K, M) fiihren, oder, mit anderen Worten, die 
Dyname (K, Jfi) lallt sich in mannigfacher Weise in die zwei Krafte eines Kraft
kreuzes zerlegen: Durch Wahl von II1 ist das zugehorige K2 bestimmt. Man 

braucht nur die obige Konstruktion in umgekehrter Reihenfolge auszufiihren. 
Rechnet man Rauminhalt V des Parallelepipedes, das durch die Kanten II1, U, K2 
bestimmt ist, so folgt 

V = K 1 K 2 asincx = M K, (91) 

d. h. der Rauminhalt aller so erhaltenen Parallelepipede, die allen moglichen 
Zerlegungen entsprechen, ist eine Invariante. Der Rauminhalt des durch K.l, a, K2 
bestimmten Tetraeders (Vierflachs) betragt '/• V. 

Die Wahl von K1 ist ganz frei - bis auf die Einschrankung, daB K1 die 
Zentralachse g nicht schneiden darf, da dann die Zerlegung unbestimmt wiirde. 
Diese fiir die Zerlegung ausgeschlossenen Linien nennt man N ullinien und 
ihre Gesamtheit ein Nullsystem, und versteht darunter den Inbegriff aller 
eine Gerade g schneidenden Geraden. Auf die interessanten geometrischen Eigen
schaften dieses Gebildes und ihren weiteren Nutzen fiir die Theorie der raum
lichen Kraftegruppen und dariiber hinaus kiinnen wir bier nicht eingehen. 

Wir konnen also sagen: fiir samtliche Kraftkrcuze, die ciner gegebenen Dyname 
gleichwertig sind, ist der Rauminhalt des durch sie bestimmten Tetraeders eine 
feste Zahl, die nur von K und Jfi abbiingt. 

46. Arten der Stiitzungen. Beispiele. Die Probleme der Raumstatik 
sind ganz ahnlich denjenigen, die in der Ebene auftraten, nur ist zu 
beachten, daB alles entsprechend der hoheren Dimensionenzahl ver-
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wickelter wird; der Zahl drei der Gleichgewichtsbedingungen in der 
Ebene entspricht im Raum die Za.hl sechs usw. Fur die Einsicht in 
die auftretenden Beziehungen ist es sehr fi:irderlich, sich zu jedem 
Problem der Ebene das zugehi:irige im Raum zu suchen, cine Aufgabe, 
die sich durchfiihren liiBt und den Inhalt der folgenden Betrachtungen 
bilden wird, die jedoch diese Aufgabe keineswegs vollstiindig erledigen 
so lien. 

Wie in der Ebene haben auch im Raume nur gestutzte Ki:irper 
technische Bedeutung. Bezuglich der Arten der Stiitzungen gelten ganz 
ahnliche Angaben, wie sie in 33 gemacht wnrden, die nur wcgen ihrer 
Geltung fiir den Raum sinngemaB erweitert werden miissen. Einige 
der dabei zu unterscheidenden Falle enthalt Abb. 63. 

7) ; ]]~3; z /////?!jj 

k y "' / -- / 
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//.~, //. 

JJ 
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I. D durch eine GroBe gegeben. Dieser Fall tritt auf bei der 
Beruhrung zweier glatter Ki:irper nach 1., bei beweglicher Auflage
rung u. dgl. wie bei ebenen Stutzungen. 

II. D durch zwei Gri:iBen gegeben. Beispiel: das Halslager 
nach 2. 

III. D durch drei Gri:iBen gegeben. Beispiele: 3. das raum
liche Gelenk (Kugelgelenk, Kugellager), 4. die gclenkige Stutzung 
durch drei Stabe, 5. die Eckenstutzung, 6. das FuBlager. 

IV. Von festen Stutzungen ist in 7. die raumliche Einspannung 
angedeutet, die den Ki:irper unverschieblich festlegt und in statischer 
Hinsicht durch sechs Gr6Ben (X, Y, Z; 1}!"', My, Mz) gekennzeichnet ist. 

Zur Li:isung der Gleichge,vichtsaufgaben worden fiir jede einzelne 
Stutzung die zugehorigen Auflagerkriifte je nach der Art der Stutmng 
angebracht und fiir sie im Verein mit den eingepragten Kriiften (den 
Lasten) die sechs Gleichgewichtsbedingungen in der Form (89) an
gesetzt; a us diesen ki:innen sechs unbekannte Gri:iBen (Lagenkoordi
naten und Auflagerkrafte) ermittelt werden; ist die Stutzung so be-
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schaffen, da13 mehr als sechs Unbekannte auftreten, so erhalt man 
ein raumlich-statisch-unbestimmtes System. 

Beispiel 31. Ein Tiirflugel vom Gewichte G, dessen Achse unter dem 
Winkel 01: gegen die Lotrechte geneigt ist (Abb. 64), wird durch eine senkrecht 
zu ihrer Ebene in A angreifende Kraft K aus der lotrechten Ebene um einen 

X 

Abb. 64. 

z Winkel cp herausgedreht. Man suche die 
/,D1 Beziehung zwischen K und rp, und die 

/ in den heiden als Gelenke anzusehenden 
Tiirangeln auftretenden Auflagerkrafte. 

!I 

Gegeben sind ferner 0 A= a, OS= l, 
OB1 =0B2 =b. 

Da die Gelenkkrafte durch B1 und B2 

laufen, liefert die Momentengleichung um 
die Z-Achse unmittelbar die gesuchte 
Beziehung zwischen K und rp; die Teil-
krafte von K und G nach den Achsen 
x, y, z sind (beachte, daB die x-Achse wag
recht ist) 

K (K cos cp , - K sin cp, 0) , 

G (0, Gsin01:, - G cos01:) 

mit den Angriffspunkten A (a sin rp, 
a cos cp, 0) und S (l sin rp, l cos rp, 0). Die 
letzte der Gln. (89) gibt dann 

Ka = Gl sinasinrp. 

Werden noch die Komponenten der Gelenkkrafte in B1 und B2, namlich 
DdX1 , Y1 ,Z1) und D2 (X2 , Y2,Z2) und die Koordinaten ihrer Angriffspunkte 
BdO,O,b), B2 (0,0, -b) eingefiihrt, so liefern die iibrigen Bedingungen (89) 
fiinf Gleichungen zur Bestimmung der sechs Unbekannten. Z1 und Z 2 bleiben 
einzeln unbestimmt, es ergibt sich nur ihre Summe Z1 + Z 2 = G cos a, ahnlich 
wie beim ebenen Zweigelenk in 34, Beispiel 12. 

47. Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Wie in der Ebene, gibt es auch 
im Raume im wesentlichen nur zwei Faile, in denen die Zerlegung 
einer Kraft K in Komponenten in eindeutigcr (statisch bestimmter) 
Weise moglich ist. 

a) Die Zerlegung von K in drei Komponenten, die durch 

einen Punkt A auf K gehen und nicht in einer Ebene liegen: 
die Kompo~enten sind durch die Kanten des Parallelepipedes gegeben, 

das iiber K nach diesen Richtungen gezeichnet werden kann (wie in 
Abb. 5). 

Die zeichnerische Ausfiihrung erfordert die Anwendung eines Ab
bildungsverfahrens der gegebenen Raumfigur; das bekannteste ist die 
Orthogonalprojektion auf zwei Ebenen mit darauffolgender Um
legung in die Zeichenebene. Fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens 
in der Statik ist das entscheidende, da13 dabei die vektorielle Addition 
der Kriift.e im Raum ersetzt wird durch die vektoriellc Addition ihrcr 
beziiglichen Projektionen auf zwei Projektionsebenen. 

Beispiel 32. Auf diese Weise k6nnen z. B. die Stabkrii.fte in einem aus 
drei Staben 1, 2, 3 gebildeten Geriiste (Abb. 65) bestimmt werden, das durch K 



Raumliche Kraftegruppen. 81 

belastet ist. Im AufriB ergibt sich unmittelbar: K" = ~" + L/', daraus 
durch das Herabloten auf die Mittellinie zwischen 2' und 3': L1' und weiter 
Li = K~ + K~. Aus zwei Projektionen sind die wahren GraBen der Krafte 

1' 

Abb. 65. 

c" 
K" 

... 1 

Ieicht erhaltlich. 
Beispiel 33. Einen ahnlichen 

Aufbau zeigt auch das in Abb. 66 dar
gestellte Stabgeriist, hei dem durch 
Zerlegung von K zuerst die Stab
krafte in 1, 2, 3, sodann weiter durch 
Zerlegung der Stabkraft in 3 die Stab
krafte in 4, 5, 6 folgen. 

Die Ausfiihrung dieser Zer
legung ist auch bei beliebigen 
Richtungen der Krafte ohne wei
teres moglich; selbstverstandlich 

Abb. 66. 

wird man sich in allen Fallen die V orteile besonderer Lagen zunutze 
machen. 

Diese Eindeutigkeit bleibt auch bestehen, wenn der gemeinsame 
Schnittpunkt ins Unendliche riickt, K also in drei zu K parallele Kom
ponenten zerlegt werden soll, die natiirlich nicht in einer Ebene liegen 
diirfen. 

Beispiel 34. Eine dreieckige Platte vom Gewichte G hangt wagrecht an 
drei Iotrechten Schniiren, die an den Ecken A, B, C befestigt sind; wie groB sind 
die in diesen wirkenden Krafte K1, K2, K3 ? 
Mit den Bezeichnungen der Abb. 67 ergibt 
sich durch Zerlegung 

K 1 =Gbj(a+b), 

K2+K3 =Gaf(a+b) 

und durch abermalige Zerlegung des zwei
ten Teiles 

K2 = Gaqf(a +b) (p + q), 

K3 = Gapf(a+ b) (p + q). 

S kann als der ,Mittelpunkt" dreier Massen 
betrachtet werden, die in den Ecken der 
Dreiecksplatte angebracht und bzw. Kp 
K 2, K 3 proportional sind. 

Abb. 61. 

b) Die Zerlegung von K in sechs Teilkrafte K 1 .• • K 6 , von 
deren Wirkungslinien nicht mehr als drei in einer Ebene 
liegen und nicht mehr als drei durch einen Punkt gehen. 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 6 



82 Statik der starren Korper. 

Fiir den einfachsten Fall, wo drei von den sechs gegebenen Linien 
durch einen Punkt A gehen und die anderen drei in einer Ebene c 

liegen, ist die Losung sehr einfach. Man suche den Schnitt S von K 
mit der Ebene c und zerlege K in zwei Teilkriifte, von denen die eine K1 

-- -
in der Richtung SA liiuft, die andere K 2 in c liegt. Die Zerlegung 
von K 1 nach den drei Linien durch A und von K 2 nach den drei Linien 
in c (nach 32 b) liefert die gesuchten sechs Kriifte. 

DaB diese Zerlegungsaufgabe auch bei allgemeiner Lage der sechs 
Linien bestimmt ist, erkennt man durch folgende einfache Abziihlung. 

- -
Die Bedingungen, daB die ~umme der sechs gesuchten Kriifte K 1 , ••• , K 6 

mit der gegebenen Kraft K gleichwertig ist, werden durch die Gleich-
- - -

heit der Projektion vonK mit der Summe derProjektionen vonKv ... ,K6 

nach drei Achsen, und durch die Gleichheit der Momente von K mit 
der Summe der Momente von Kv ... , K 6 urn drei Achsen des Raumes 
ausgedriickt. Dies sind zusammen sechs Gleichungen fiir die sechs 

- -
Unbekannten Kv ... , K 6 • Diese Methode macht somit die Auflosung 
von sechs linearen Gleichungen mit sechs Unbekannten notwendig, 
was im allgemeinen (unter den gemachten Voraussetzungen) eine 
bestimmte Losung liefert, wenn auch die wirkliche Auflosung dieser 
Gleichungen eine beschwerliche Aufgabe sein mag. 

Vereinfacht wird die Ausfiihrung der Zerlegung durch passende 
Wahl der Achsen, urn die man die Gleichheit der Momente ansetzt. 
Wenn es eine Gerade gibt, die fiinf der gegebenen Linien schneidet, 
so liefert die Gleichheit der Momente fiir diese Gerade als Aehse die 

- -
sechste Kraft K 6 durch eine Gleichung mit K 6 als einziger Unbe-
kannten. Es ist jedoeh im allgemeinen nich t moglich, eine solche 
Gerade zu ziehen. Indessen gibt es immer zwei Gerade, die vier 
gegebene Linien im Raume schneiden. Durch drei beliebige, sich nicht 
sehneidende Gerade ist niimlich eine Regelschar zweiten Grades be
stimmt: j ede vierte Linie schneidet diese Fliiche in zwei Punkten (die 
auch imaginiir sein konnen), durch die zwei Strahlen der konjugierten 
Schar hindurchgehen; diese zvvei Strahlen schneiden auch die drei 
Linien, von denen wir ausgingen, schneiden somit vier der gegebenen 
Linien. Die Momentengleichungen fiir diese heiden geben zwei lineare 
nicht-homogene Gleichungen fiir die iibrig bleibenden zwei Kriifte. 
Die zeichnerische Durchfiihrung dieses einfachen Gedankenganges ist 
im allgemeinen recht umstiindlich, doch treten manchmalleicht ersicht
liche V ereinfachungeh ein. So lassen sich im folgenden Beispiele die 
beiden Schnittgeraden, von denen jede diesel ben vier von den gegebenen 
Linien trifft, unmittelbar angeben, wodurch eine wesentliche Verei:t).
fachung der Losung gewonnen ist. 

Beziiglich der Anwendungen beschriinken wir uns auf den Fall, in 
dem die Fest1egung eines Korpers durch sechs Stiibe geschieht, durch 
die dieser mit dem festen Bezugsystem verbunden ist. Die in diesen 
Staben auftretenden Krafte sind dann die Unbekannten, die es zu 
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bestimmen gilt. Ahnlich wie in der Ebene ist auch im Raum die ein
deutige Losung der Zerlegungsaufgabe mit der unverschieblichen Fest
legung (und zwar unverschieblich auch im infinitesimalen Sinne !) des 
betrachteten Korpers verkniipft. 

Es miige nur noch bemerkt werden, daB ahnliche Zerlegungen wie a) und b) 
auch fUr ein gegebenes Kraftepaar M miiglich sind. 

Beispiel 35. Die Platte in Abb. 68 ist durch sechs Stabe 1 ... 6 gestutzt 
und durch die Kraft K belastet. Die heiden Geraden, die vier von den sechs 
Stabcn, und zwar 1, 2, 3, 4 schneiden, lassen sich unmittelbar angeben: sie sind 
g1 und g2• Setzt man urn sie die Gleich
heit der Momente fur K einerseits, fur 
die Stabkrafte 5 und 6 andererseits an, 
so erhalt man zwei lineare Gleichungen, 
aUS denen 8 5 und 8 6 berechnet Werden 
kiinnen. 

48. Abbildung raumlicher Krafte
gruppen auf die Ebene. Die bisher 
fiir die Sta tik der raumlichen Krafte
gruppen angegebenenzeichnerischen 
Verfahren crfordern die Heran
ziehung der Methoden der dar
stellenden Geometric, insbesondere 
die der orthogonalen Projektion. 
Diese Methoden zeichnen sich durch 
ihre Anschaulichkeit aus und lassen !gz 
sich tiber ihren sonstigen Verwen- Abb. 68. 

dungsbereich unschwer auf die 
Fragen iibertragen, die in der Raumstatik hinsichtlich der auftretenden 
Krafte zu behandeln sind. Neben diesen - und ihnen in mancher 
Hinsicht iiberlegen - ist in den letzten Jahren durch B. Mayor, 
R. v. Mises, K. Feder hofer u. a. ein Abbildungsverfahren angegeben 
worden, das sich in Ingenieurkreisen zunehmender Beliebtheit erfreut 
und von dem hier wenigstens die grundlegenden Konstruktionen dar
gestellt werden sollen. 

Bei diesem Verfahren werden die oo 3 Vektoren K durch einen 
Punkt 0 des Raumes auf die oo 3 ,gebundenen" Vektoren K* (d. s. 
Vektoren in vorgeschriebenen Wirkungslinien, wie die Krafte) in der 
Ebene abgebildet. Sind (X, Y, Z) die Komponenten der Vektoren K 
im Raume und (X*, Y*, M*) die Koordinaten der Krafte K* in der 
Ebene (nach 31), so erfolgt die Abbildung gemaB den Gleichungen 

IX*= X, Y*= Y, M*= cZ!. (92} 

Den so dem gegebenen Vektor K in der Ebene zugeordneten, gebun
denen Vektor K* nennen wir den B il d v e k tor oder kurz das B i I d 
des gegebenen. 

Die x- und y-Komponenten des gegebenen und des Bildvektors 
stimmen also iiberein, und weiter ist das Moment des Bildvektors pro-

6* 
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portional der z-Komponente des gegebenen. Die Konstante c ( + 0) 
muB zur Herstellung der richtigen Dimensionen in der dritten der 
Gin. (92) eingefiihrt werden, sie wird ais Abbiidungskonstante 
bezeichnet. 

Urn fiir einen Vektor K sein Biid K* zu erhaiten, denken wir uns K 
durch seinen GrundriB K' und seinen AufriB K" gegeben (Abb. 69) und 
beachten, daB die Komponenten von K' nach den zwei Richtungen x 
und y der Ebene die Betriige X und Y, und die Projektion K' auf die 
Iotrechte Achse z den Betrag Z besitzt. Der Biidvektor K* von K 
ergibt sich dann durch foigende Konstruktion: Man mache 0* I = c 
parallel zu x, ziehe I T II K" und durch T die Par allele zu K'. 
Diese Parallele ist der Trager des Bildvektors K*, und sein Betrag 
ist K'. 

Um zu beweisen, daB der so gefundene Biidvektor K* dem ge
gebenen K tatsachlich durch die Gin. (92) zugeordnet ist, nennen wir 
p den senkrechten Abstand des Bildvektors K* vom Anfangspunkt 
des Achsenkreuzes x*, y* der Biidebene, rp den Neigungswinkei von K 
gegen die GrundriBebene, a und fJ die Neigungswinkel von K' und K" 
gegen die x-Achse (Abb. 69d). Dann ist zuniichst 

z g" 

____________ !!" ;(' 

K' = K cos rp = Z ctg rp, 

und da 

O*T = ctg{J, 

p= O*T. COSO(= c tg{J COSO(' 

so finden wir fiir das Moment 
von K* urn 0* 

M* = pK' = pZctg rp 

= C Z tg{J COS 'X ctg rp . 

Nun ist aber nach Abb. 69d 

y" 
C) 

0~~~~--~~~ 

tg fJ = tg rp f cos a oder tg fJ cos a ctg rp = 1 

und daher 
M*= cZ, 

/ 

Abb. 69. 

werden diese V ektoren 
gebildet. 

wie die dritte Gl. (92) verlangt. 
Diese Konstruktion wird nur unmog

Iich fiir alle K, die auf der GrundriB
ebene senkrecht stehen; nach den Gin. (92) 

auf die oo1 Kraftepaare der Ebene ab-

Aus der angegebenen Konstruktion foigt unmittelbar, daB die Biider 
aller Vektoren, die in einer Geraden g liegen, in dieselbe Wirkungs-
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linie g* fallen; denn g* hangt nur von den Richtungen der Projektionen 
g' und g", nicht ~er vom Betrage K ab. 

Ist das Bild K* eines Vektors gegeben, so erhalt man die heiden 
Projektionen K' und K" durch Umkehrung der angegebenen Kon
struktion. 

Bei der Anwendung dieser Abbildung werden insbesondere die in 
den folgenden Beispielen entwickelten Eigenschaften benutzt, auf die 
wir uns hier beschranken miissen. 

49. Anwendungen. Beispiel 36. Urn eine Kraft K (wie in Abb. 5) nach 
drei Richtungen g1, g2, g3 im Raume zu zerlegen, die sich auf K schneiden, zeichnen 
wir die Bilder K* und g[, g't, g'{ und zerlegen K* nach diesen drei Geraden in 
der Ebene wie in 32b. Die Zerlegung im Raumc ist damit auf diese bekannte 
Zerlegungsaufgabe in der Ebene zuriickgefiihrt. 

Beispiel 37. Die Bilder aller Vektoren i[, die einer Ebene s parallel sind, 
gehen durch einen Punkt E, der der ,Bildpunkt" der Ebene genannt wird. 

Dieser Bildpunkt E der Ebene s wird erhalten, indem man die Bilder Kf, K't 
von zwei beliebigen, in ihr gelegenen liegenden Vektoren JG, if;. aufsueht und 
zum Schnitt E bringt. Da sich jeder andere Vektor K der Ebene in der Form 

K = AK1 + ttK2 
darstellen laBt, so gelten auch die Gleichungen 

X*=AX1 +ttX2 , Y*=AY1 +ttY2 , 

und diese besagen, daB die Bilder aller dieser Vektoren durch einen Punkt (E) 
hindurchgehen. 

Beispiel 38. Die Bilder Kf, K't zweier VektorenK1,K2, die aufeinander 
senkrecht stehen, sind durch die Eigenschaft verkniipft, daB das Bild des einen 
durch den ,Antipol" des anderen mit Bezug auf den Grundkrcis 
vom Halbmesser c hindurchgeht. 

Der ,Antipol" einer Geraden g* mit Bezug auf den Kreis c liegt auf der Nor
malen zu g* durch den Mittelpunkt 0* des Kreises, jenseits von 0, und sein At
stand q von 0 ist mit dem Abstand p der Geraden g* von 0* durch die Bedin-
gung verkniipft: p q = c2 • _ _ 

Sind (X1, Y1, Z1) und (X2, Y2, Z2 ) die Komponenten von K 1 und K 2, so lautet 
die Bedingung des Senkrechtstehens 

K1 K 2 ==X1 X 2 + Y 1 Y 2 +Z1 Z 2 =0 

oder in den Bildkoordinaten geschrieben 

X*X* Y*Y* MfMt-
1 " + 1 " + --c-2-- 0. 

Die Gleichung von Kf in den laufenden Koordinaten x, y lautet 

X Yf- yXf = Jrlf, 

(93) 

daraus ergeben sich zunachst die Koordinaten des FuBpunktes des von 0 auf Kt 
gefallten Lotes 

(FuBpunkt) 
Y[Mf 

Xr = X*2 +~- Y*2' 
1 1 

und weiter die des Antipols (nach der obigen Erklarung) 

(Antipol von Kf) 
c2 c2 Y* 

~1 = - Xr 1Ji = - -Mf1 ' 
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Setzt man diese Werte fiir x, y in die Gleichung von Ki ein, die so lautet 

xYt- yXt= Mt, 

so findet man, daB diese zufolge der Bedingung des Senkrechtstehens Gl. (93) 
identisch erfiillt ist. Kt geht daher durch den Anti pol von K'f", und ebenso geht 
K'f" durch den Antipol von ~-

Beispiel 39. Urn einen Vektor Kim Raume abzubilden, ist nach 18a 
auBer der Angabe von K noch die Angabe des Momentenvektors von K um 0, 
also von M = r X K erforderlich. Zur Abbildung von K im Raume brauchen 
wir daher auBer dem Bilde K* von K auch das Bild M* von M. Nach dem friiheren 
werden wir - mit Beriicksichtigung der Dimension - dem Bilde des Vektors M 
die folgenden Koordinaten zuordnen 

X *- M~ 
- ' c 

Y*= ~1.' 
c 

(94) 

Urn M* zu erhalten, haben wir daher so vorzugehen: Wir brauchen den Orts
vektor eines beliebigen Punktes A von K und wahlen hierfiir am einfachsten den 
Spurpunkt gk von K in der GrundriBebene (Abb. 70). Der Einfachheit halber 

M" 
~ 
' \ I ' 
I \ 
I ' 
I \ 
I ' 
I \ 

: \ 
I ' 

: \ 
I ' 

z 

X 

Abb. 70. 

lassen wir ferner - wie bisher- die Bild
ebene mit der GrundriBebene zusammen-
fallen. Das Bild des Vektors 0 Uk faiit 
dann mit seinem GrundriB zusammen. 
Zeichnet man auBerdem das Bild K* 
von K, und beriicksichtigt man, daB M 
sowohl auf K wie auf 0 gk senkrecht steht, 
so muB nach Beisp. 38 das Bild M* 
von M sowohl durch den Antipol e. 
von K als auch durch den Antipol von 
0 gk mit Bezug auf den Kreis c gehen; 
d. h. M* geht durch ek und steht auf 
0 gk senkrecht. 

Nun handelt es sich noch darum, 
den Betrag von 1'fi* anzugeben. Dazu bc
rechnen wir den Betrag der in die Bild-
ebene fallenden Komponente M' von M 
und erhalten mittels der Gin. (92) und 
wegen p·O'-ek = c2 

-~--- Z. 0' K' 0' K'-0' 
M' = T X*2 + Y*2 = _ _fl-" = E __ ____(1"_ = -=-~Cfr:_- (95) 

c c c 0' ek 

Zieht man daher in Abb. 70 die Geraden b'.fi' ..l 0' gk und K' JW ..l gk ek '·· so 
ist !::, 0' K' M',...., !::, 0' ek gk (in der Abb. 70 schraffiert), und aus dieser Ahn
lichkeit folgt 

M': K' = 0' gk : 0' e • . 

Durch die angegebenen Senkrechten ist daher M' und damit das Bild M* von M 
vollstandig bestimmt. 

Eine Kraft im Raume (oder irgend ein Raumvektor) wird daher durch zwei 
Vektoren der Bildebene abgebildet. -Die Summe einer Kraftegruppe im Raume 
wird erhalten, indem die Bilder K;* und M;* aller Krafte je fiir sich summiert 
werden, wofiir je ein gewohnliches Seileck in der Ebene dient. Bei diesem Ab-
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bildungsverfahren verlangt daher die Summation einer raumlichen Kraftegruppe 
die Zeichnung zweier Seilecke, also ganz elementare Hilfsmittel, wie sie aus der 
Statik der ebenen Kraftegruppen bekannt sind. Zu bemerken ist jedoch, daB 
bei dieser Abbildung die Anschaulichkeit der Raumfiguren, die bei der ortho
gonalen Projektion noch zum groBten Teil erhalten bleibt, verloren geht. 

50. Bemerkungen iiber Raumfaehwerke. Wenn schon fiir ebene Fach
werke - wie im III. Kapitel an mehreren Beispielen erlautert, aller
dings nicht in allen Einzelheiten dargelegt wurde - verschiedene Arten 
(,Strukturen") von Fachwerken moglich sind, so kann es nicht iiber
raschen, daB die moglichen Gestalten fiir Raumfachwerke noch weit 
mannigfaltiger ausfallen werden. Diesen vermehrtenMannigfaltigkeiten 
gegeniiber miissen wir uns hier auf ganz wenige Bemerkungen be
schranken. 

Die kleinste Stabzahls, die fiir die starre Verbindung von n Knoten
punkten erforderlich ist, ergibt sich durch eine Abzahlung, ahnlich 
wie in der Ebene. Zur gegenseitigen Festlegung von drei Knoten 
braucht man drei Stabe, und jeder folgende Knoten wird durch drei 
weitere Stabe an die vorhandenen angeschl.ossen. Zur gegenseitigen 
starren Verbindung von n Knoten brauchen wir daher mindestens 
Stabe in der Anzahl 

(96) 

Die einfachste Bildungsweise des Raumfachwerkes besteht gerade 
in dem Aufbau aus lauter solchen ,dreistabigen" Knoten. Ahnlich wie 
in der Ebene ist fiir derartige Fachwerke (wenn von dem Ausnahmefall 
der ,Wackeligkeit" abgesehen wird) von vornherein mit ihrer Starrheit 
auch iiber ihre statische Bestimmtheit entschieden, da fiir ihre Be
rechnung kein andeter Vorgang in Betracht kommt als die fortgesetzte 
Anwendung der in 47a) gegebenen Zerlegung einer Kraft nach drei 
Richtungen des Raumes. Solche Fachwerke miissen sinngemaB als 
Vierflach- (Tetraeder-) Fach wer ke bezeichnet werden. 

Raumfachwerke dieser Art kommen jedoch nur selten zur Anwen
dung. Die meisten der in Kuppeln, Tiirmen usw. verwendeten Fach
werke sind Flechtwerke und Netzwerke, das sind Dreiecknetze, 
die iiber einen ringformigen Teil einer Flache (Kugel, Zylinder u. dgl.) 
ausgebreitet sind. Sofern diese als Gauzes nicht schon an sich starr 
sind, miissen sie erst durch entsprechende Versteifungen oder Ver
mehrung der Auflagerbedingungen zu stabilen Konstruktionen gemacht 
werden. Fiir die statische Berechnung stehen die Gleichgewichtsbedin
gungen (89) und die in 47 gegebenen Zerlegungssatze zur Verfiigung, 
wobei man sich wieder die Vorteile zunutze machen wird, die aus be
sonderen Lagen entspringen. Zur graphischen Berechnung solcher 
Raumfachwerke kann auch das in 48 und 49 angegebene Abbildungs
verfahren mit groBem V orteil herangezogen werden. Auf Einzel
heiten dieses umfangreichen Gebietes kann hier nicht eingegangen 
werden. 
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V. Massenmittelpunkt. 
51. Mittelpunkt paralleler Krlifte. Fiir die hier zu gebenden Ent

wicklungen ist eine weitere Einschriinkung des bisher benutzten Vektor
begriffes erforderlich, die darin bcsteht, daD die Vektoren nunmehr an 
bestimmte Punkte des Raumes oder eines Raumstiickes gebunden an
zunehmen sind. Wir sprechen dann von angehefteten oder Feld
vektoren. Das wichtigste Beispiel dieser Art von Vektoren tritt auf, 
wenn es sich urn Kriifte handelt, die an bestimmten Punkten ihrer 
Wirkungslinien ,angeheftet" sind; dies ist bei den Massenkriiften 
der Fall, wozu auch die Gewich te gehi:iren; das sind die Anziehungs
kriifte der Erde auf die von Materie erfiillten Raumelemente. Kenn
zeichnend fiir Kriifte dieser Artist gerade ihre ,raumhafte" Verteilung. 

Die Gewichte der einzelnen Teile des betrachteten Ki:irpers setzen 
wir als zueinander parallel und aile lotrecht nach abwiirts gerichtet 
voraus. Die Existenz des Mittelpunktes dieser parallelen Kriifte 
folgt dann a us folgendem Satze: 

Die Summe K von belie big vielen parallelen Kriiften Ki 
mit festgegebenen AngriffspunktenAiim Raume geht (K + 0 
vorausgesetzt) bei beliebigen Richtungen dieser Kriifte 
durch einen festen Punkt S hindurch, der durch die K; 
und die Koordinaten der Ai (xi, yi, zi) bestimmt ist. S nennt 
man den Mittelpunkt der gegebenen Kriifte. 

Einen solchen Mittelpunkt kann es nur fiir solche Kriiftegruppen geben, 
die eine Einzelkraft als Summe besitzen, also auBer bei parallelen nur noch fiir 
e bene Kriiftegruppen, die nicht einem Kriiftepaare gleichwertig sind; doch hat 
er nur im ersteren Faile weiterreichende Bedeutung. 

z y Nach dem Wortlaut des obigen 
!/ K Satzes wird die Addition der lotrech-

_.,.., ten Kriifte bei beliebiger Lage des 
_.,.,....,.... Punkthaufens Ai ersetzt durch die Ad-

/..,... lf;·?rz·}I·ZI) clition der entsprechend gedrehten 
_,......-.s(t1J0 _/ Kriifte bei fester Lage des Ki:irpers; 

~. v.-7 . 1 beides kommt offenbar auf dasselbe 
0 "--------A_,_·(x._.z_Yz_·z_zJ_X hinaus, die letztere Auffassung verein-

Abb. 71. facht aber nicht nur den Beweis des 
Satzes, sondern wird auch bei der zeich

nerischen Aufsuchung von Mittelpunkten, wie wir sie alsbald kennen 
lernen werden, tatsiichlich immer in Anwendung gebracht. 

Die GroDe der Summe der parallelen Krafte ist dann fiir aile Rich-
n -

tungen dieser Kriifte die gleiche: K = .2 Ki. Bezeichnet man die ge
i=I 

meinsamen Richtungskosinus fiir eine beliebige Richtung der Kriifte 
(Abb. 7l) mit (A, fl, v), dann sind fiir diese Rich tung die Komponenten Yon 

Ki (Xi=AKi, 
und die ihrer Summe 

K (X=AK, 

Zi = vKi) 

Z = vK). 
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Sei also zunachst (~, YJ, C) ein beli~iger Punkt auf K, dan_~ folgt aus 
der Gleichheit der Momente von K und der Summe aller K, ctwa urn 
die z-Achse 

also 
,u )' K; xi -A 2' Ki Yi = ,u K ~ - A K t) 

und daraus 

K;-}; K., X; K 'f) --}; K, y, K?;- 2.' K; Z; 
-· -

}. {), v 
(97) 

indem wir sogleich den dritten Ausdruck anfiigen, der durch Bildung 
der Momente urn die x- oder y-Achse noch hinzutritt: es sind dies die 
Gleichungen der Wirkungslinie von K. Fiir jede andere Rich
tung (A', f.l 1 , v') wiirde sich eine analoge Kette von Ausdriicken (97), mit 
(A', f.l', v') in den Nennern ergeben. Fiir einen Punkt S (~, Y), C), der die 
Zahler dieser Gleichung"en zu Null macht, bestehen die Gl. (97) offenbar 
fiir beliebige (A, ,u, v), dieser Punkt gibt also den gemeinsamen Schnitt
punkt der K fiir aile Richtungen (A, f.l, v). Es ist dies der gesuchte 
Mittelpunkt S, und seine Koordinaten sind 

\ ~=.2Kix.;/K, (98) 

Aus dieser Betrachtung sieht man, daB der Punkt S gar nicht 
von der Orientierung des Korpers im Schwerfelde abhangt; fiir seine 
Bestimmung ist der Richtungcharakter der K; ganz unwesentlich, und 
es kann jedes K durch irgend eine skalare GroBe ersetzt werden, die Ki 
proportional ist. Sind K Gewichte, so sind solche skalare GroBen gerade 
die Massen m1 zufolge des dynamischen Grundgesetzes Gl. (I) oder 

(3). Setzen wir daher K; =mig, K = M g, wobei M =}; m; ist, dann 
gehen dadurch die Gln. (98) in die folgenden iiber 

I ~ = .2 mi x;/M, 17 = Z mi y;/M, C = 5: rni z;/M ·I (99) 
L_ ____________________________________ _ 

DemgemaB bezeichnet man S auch als Massenmittelpunkt. Der 
Zugrundelegung des technischen MaHsystems mit der Kraft als der 
gegebenen und der Masse als der abgeleiteten GroBe entspricht seine 
Einfiihrung in der eben dargelegten Weise. Ein von der Richtung 
befreiter Ausdruck wie rn; X; wird auch als statisches Moment 
der Masse m; be~iiglich der y-z-Ebene (bei ebenen Massenverteilungen 
beziiglich der y-Achse) bezeichnet. 

Der Punkt S, der auch kurz als Schwerpunkt bezcichnet wird, 
ist vom gewahlten Koordinatensystem (0, x, y, z) unabhangig, d. h. man 
gelangt immer zu demselben Punkt, wie dieses auch gewahlt wird. 
Diese Unabhangigkeit wird dazu beniitzt, urn die Wahl der Achsen 
fiir eine gegebene ,Massengruppe" so anzuordnen, daB die Ausfiihrung 
der Summation in den Gln. (99) so einfach als irgend moglich wird. 
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Den Gin. (99) liegt die Annahme einzelner - diskreter .- Massen 
zugrunde. Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung treten an 
Stelle der Massen m; die Massenelemente d m und an Stelle der Summe 
das tiber die gegebenen Massen erstreckte bestimmte Integral. Wird 
auch jetzt wieder J dm = M gesetzt, so folgt 

I~ =f xdm/M, r; = J ydm/M, C =fzdm/M. (100) 

Fiir ebene Massenbelegungen ist S schon durch zwei Koordinaten 
(~, r;) allein bestimmt. 

52. Hilfssatze. Fiir die Ermittlung des Schwerpunktes von ge
gebenen Linien, Flachen oder Ki:irpern erweisen sich die folgenden 
einfachen Hilfssatze als niitzlich: 

a) Gruppensatz: Der Mittelpunkt eines Systems von 
Kraften (Massen, Linien, Fliichen, Raumen) kann auch so ge
funden werden, da13 man eine beliebige Anzahl der Krafte 
Massen usw.) zu Gruppen zusammenfa13t, von jeder solchen 
Gruppe einzeln den Mittelpunkt sucht und von allen diesen 
den Gesamt-Mittelpunkt bestimmt. 

Auf diesem Satze beruht die Anwendbarkeit der zeichnerischen 
Methoden z. B. fiir die aus einzelnen Teilflachen zusammengesetzte 
Flache, wobei die Teilflachen so gewahlt werden, da13 ihre Schwer
punkte von vornherein angegeben werden ki:innen. 

Der Beweis fiir diesen Satz folgt einfach aus dem linearen Charakter 
der Gin. (99). Bezeichnet man die einzelnen Gruppen mit 1, 2, ... , 
also mit .Ev 1:2 , ••• die tiber die einzelnen Gruppen erstreckten Sum
men, mit ~1, ~2 , ••• die x-Koordinaten der Einzelmittelpunkte usw., 
so kann man die erste dieser Gleichungen auch so schreiben 

M ~ = .2 m; X; = ,21 m; X; + ,22 m; X; + · 
und dies ist auch 

und ebenso fiir '1], C, womit der Beweis erbracht ist. 
b) Symmetralensatz. Besitzt eine Belegung (Linie, Flache 

oder Ki:irper) eine Symmetrieebene bzw. Symmetrielinie, so 
liegt der Sehwerpunkt auf dieser. 

Ist z. B. die y z-Ebene eine Symmetrieebene, so bedeutet dies, daB 
jedem m; in Ai (xi, y;, zi) ein gleiches m; in dem zu dieser Ebene sym
metrisch gelegenen Punkte A~, (- X;, y;, z;) entspricht, cs ist daher 

M ~ "" 2 m; X; = 0, also ~ = 0, 

d. h. S liegt in der y z-Ebene. 
Eine durch S gehende Ebene (oder Gerade) nennt man eine Schwer

chene (oder Schwerlinie). Werden die normal zu einer Schwerebene 
(bzw. Geraden) gemessenen Abstande mit Pi bezeichnet, so ist also das 
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Kennzeichen fiir eine Schwerebene (Schwerlinie) 

2) m; p; = 0. (101) 
Selbstverstandlich ist nicht jede Schwerebene (oder -Linie) notwendig 
eine Symmetrieebene (oder -Linie). 

Fur raumhafte Massenverteilungen mit drei Symmetrieebenen und 
ebene Massenverteilungen mit zwei Symmetrielinien liegt der Schwer
punkt in deren Schnittpunkt; fiir solche Flachen und Ki:irper ist 
also der Schwerpunkt als bekannt anzusehen. 

c) Einen Anhaltspunkt fiir die Lage des Schwerpunktes liefert die 
folgende Betrachtung: Man denke sich den Ki:irper (oder die Flache 
oder Linie), dessen Schwerpunkt man bestimmen will, so durch eine urn 
ihn beruhrend herumgelegte Ebene umhullt, daB er immer auf einer 
Seite dieser Ebene bleibt; auf diese Weise entsteht der , ,kleinste konvexe 
(besser gesagt: nirgends konka ve) Ki:irper", der den gege ben en Ki:irper 
umschlieBt; ebenso erhalt man fiir eine ,ehene Massenverteilung" die 
kleinste konvexe Flache durch Herumfiihrung einer Geraden. (Sie ist 
z. B. fiir das Profil in Abb. 72 durch Punktierung angedeutet.) Dann 
gilt der Satz: y 

Der Schwerpunkt ir
gendeiner Massenbelegung 
liegt innerhalb des klein
sten konvexen Ki:irpers, 
der urn die Belegung her
umgelegt werden kann. 

Setzt man namlich etwa 0 
in der ersten der Gln. (99) Abb. 72. 

M ~ = 2)m; X; auf der rechten 
Seite an Stelle aller xi einmal das gri:iBte auftretende x,, also Xmax, 

dann wird die rechte Seite offenbar vergri:iBert, und das andere Mal 
fiir alle xi das kleinste, Xm!n, so wird sie verkleinert; daher ist 

M Xmin < M ~ < M Xmax, 
also 

Xmin < ~ < Xmax; 

da dies fur j ede Richtung 0 x gilt, so liegt m dieser Gleichung der 
Beweis fUr den oben ausgesprochenen Satz. -

d) Die Gin. (99) und (100) bestimmen auch dann einen bestimmten 
Punkt S, wenn die Masson mi ihre Lagen zueinander im Laufe der 
Zeit andern; die Bedeutung des so definierten ,Massenmittelpunktes" 
wird erst in der Dynamik (III. Teil) hervortreten. Man sieht sogleich 
aus der Gestalt dieser Gleichungen, daB S nur fUr einen starren 
Ki:irper ein in diesem fester Punkt ist. -

e) Gleichfi:irmige Verteilungen. Wir wollen nunmehr die 
Gln. (100) fiir die Ermittlung des Schwerpunktes fUr einzelne vor
gegebene Linien, Flachen und Ki:irper ansetzen; dabei machen wir die 
Annahmegleichfi:irmiger (homogener) V erteilungen, d. h. dieLinien
({h1), Fiachen- (.u 2), oder Raumdichte (t-l3) soll jeweils eine Konstante 
sein. A us den Gin. ( 100) fallt dann jedesmal diese Dichte hera us, da 
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wir setzen konnen 

a) fiir Linien: dm = [l1 dl; M = ,u1 J dl = fl1 l, 

b) fiir Flachen: dm=,u2 dF; M={t2 jdF=,tt2 F, 

c) fiir Raume: dm = ,u3 dV; M = ,u3 J dV = ,U3 V, 
indem wir mit l die Lange der gegebenen Linie, mit F die Flache, mit 
V den Rauminhalt bezeichnen. Dadurch wird auch noch das Merkmal 
der Dichte von den Gln. (100) abgestreift und der Schwerpunkt mit 
dem (geometrischen) Mittelpunkt der betreffenden Figuren identisch. 
Die Gin. (100) nehmen in den drei angefiihrten Fallen die Formen an 

a) fiir Linien: ~ = J xdl/l, YJ=fydljl, C=fzdl/l, (102) 

(103) 

(104) 

b) fiir Flachen: ~ = J x dF /F, 17 = f ydF/F, 

17 = f ydVjV, 

C = f zdF/F, 

C=fzdVjV. c) fiir Raume: ~ = J X d v;v, 

Bei ebenen Linienzugen und Flachen ist in den Gln. (102) und 
(103) eine der drei Gleichungen entbehrlich. 

53.Jllittelpunkt von Linien. a) Fur einen gleichformigen Linien
zug, der sich a us geraden Stucken zusammensetzt, liegen die Teil
schwerpunkte fi.i.r alle Stucke in deren Mitten, und ihr Gesamtschwer

A!Jb. 73. 

punkt ist identisch mit dem Schwer
punkt des Linienzuges. Auf diese 
Weise ist das Problem fiir den 
kontinuierlichen Linienzug zuruck
gefiihrt auf die Bestimmung des 
Schwerpunktes einzelner Punkte 
(Gruppensatz). Die zeichnerische 
Durchfiihrung geschieht nach dem 
in 54e gegebenen Verfahren. 

b) Fur eine ebene krumme 
Linie, die etwa wie in Abb. 73 vor
gezeichnet gegeben ist, ist es prak
tisch, den V organg zur Ermittlung 
des Schwerpunktes in folgender 
Weise abzuandern: Die Gln. (99) 

lassen sich, wenn ~ + ij = e, xi + Yi = ri gesetzt wird, fiir jede be
Iiebige krumme Linie in die eine Vektorgleichung zusammenfassen 

n 

-- "' ri l; 
(! = L.J -l- 0 (105) 

·i=l 

Teilt man die ganze krumme Linie in n gleiche Stucke li = ljn und 
denkt sich die Lange li jedes Stuckes in dessen Mittelpunkt vereinigt, 
dann konnen wir schreiben 

n n 
- 1 n- pzri o =- /, r. =- --
-. n ..:..../ ' n p ' 

i=l i=l 

(106) 
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wobei p eine passend gewahlte Zahl (> 1) ist, die eingefiihrt wird, urn 
nicht die geometrische Addition mit den Strecken ri selbst ausfiihren 
zu mussen (was einen sehr graBen Zeichenraum einnehmen wurde), 
sondern nur mit gewissen Bruchteilen von r;. Setzen wir insbesondere 
p = n, machen also die Anzahl der Teile n gleich der ,Verjungungs
zahl" p, dann folgt wieder 

(107) 

Die geometrische Addition der Strecken r;/n fiihrt also unmittelbar 
zu (j = 0 S und damit zu dem gesuchten Schwerpunkt. 

Wenn jedoch die Gestalt der krummen Linie durch eine Gleichung 
in einfacher Form angebbar ist, ist der rechnerische Weg vorzuziehen. 

c) Kreisbogen vom Halbmesser r und dem Zentriwinkel 
2 fi. (Abb. 74). Wegen der Symmetric reicht eine der Gl. (102) zur 
Angabe von S (~, 0) hin. Aus der Ahnlichkeit der in Abb. 74 schraf
fierten Dreiecke folgt d l: d y = r: x, also 

l f I f r b r sin a ~=- xdl=- rdy=-=------ z z z ;x ' (lOS) 

wenn b = 2 r sin a. die Sehne und l = 2 r (i die Lange des Kreisbogens 
bedeuten. Fur die Halbkreislinie y 
(~ = n/2) ist insbesondere 

2r 
~ =- R:::: 0,6366r. 

n 
(109) 

Fur einen flachen Kreis bog en mit 
der ,Pfeilhohe" h erhalt man daraus 
durch Entwicklung von sin~ nach 
Potenzen von a., da r - h = r cos a., 
h = r (1 - cos a.) R:::: r ~2/2, 

~ R:::i _!_(_ex ____ cx'!L~) = r (I- cx2) • 
C't 6 -

oder 
r cx2 h 

r-~R::::6=3, (110) 

X 

Abb. 74. 

d. h. der Schwerpunkt S liegt (etwa) urn h/3 vom Scheitel A entfernt. 
54. lllittelpunkt von FHiehen. I. Ebene Flachen. a) Dreieck. 

Der Schwerpunkt S (~, 'Y)) liegt irn Schnitt der drei ,Mittellinien", 
die Schwerlinien sind, auf jeder im ersten Hohendrittel von der Basis 
gcmessen. Sind die Koordinaten der Eckpunkte in bezug auf irgendein 
Achsensystem in der Ebene (x1, y 1 ; x 2 , y 2 ; x3, y 3), so ist auch 

~=(xl+xz+x3)/3, 1J={yl+Yz+Y3)/3. (lll) 

b) Trapez (Abb. 75). Die Verbindungslinie der Mittelpunkte M N 
der parallelen Seiten ist eine Schwerlinie. Zur Bestimmung von S (~, 1;) 
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auf dieser Linie zieht man eine Diagonale, etwa AC, dann erhalt man 
die Ordinate 'f) aus den Ordinaten der Schwerpunkte 8 1, 8 2 der heiden 
so entstehenden Dreiecke (Gruppensatz) 

a~+bhn=ah!!_+!!_l!-~ n=!!_f!_+_2b n'=h-n, 
2 2 3 2 3' 3 a+b ' 

daher 
nM =(a+ 2b)/(2a +b); (112) 

Abb. 75. 

von b und a auf den Verlangerungen der heiden parallelen Seiten: Man 
macht A E = b, C F = a, dann schneidet die Verhindungslinie E F 
die Schwerlinie M N im gesuchten Schwerpunkte 8. 

Die Konstruktion benotigt einen Raum, der iiber die Fli.iche hinaus
reicht. Will man innerhalb der Flache bleiben, so ziehe man nach 
Abb. 76a die Parallelen in den Hoben h/3 und 2 h/3 und die Linien B D 
und 

Abb. 76. 

Aus der .Ahnlichkeit der heiden schraffierten Dreiecke folgt namlich 

n-h;3 h-n-h/3 
b/3 - afr-

und daraus 

wie verlangt. 
Oder man ziehe (Abh. 76b) die Linien C G und B J, dann gibt deren 

Schnittpunkt s' ehenfalls die Hohenlage des Schwerpunktes S der 
Trapezflache an. 

c) Fur das (allgemeine) Viereck ABCD sind mehrere Konstruk
tionen des Schwerpunktes hekannt. Man erhiiJt ihn entweder durch 
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Zerlegung in zwei Paare von Dreiecken mit Hilfe der heiden Diagonalen 
oder nach der in Abb. 77 (ohne Beweis) gegebenen Konstruktion, die 
nur das Ziehen von Parallelen und keine Teilung verlangt. Durch die 
Parallelen zu den Diagonalen entsteht D G 
ein Parallelogramm E F G H, dessen 
Ecken mit dem Diagonalenschnittpunkt 
M verbunden werden. Die Schnittpunkte 
J, K, L, N dieser Linien mit den Seiten 
des Vierecks mit den gegeniiberliegen
den Ecken E, F, G, H verbunden, geben 
vier Schwerlinien; ebenso ist die Ver-
bindungslinie M P der Diagonalen
schnittpunkte der heiden beniitzten E 
Vierecke cine Schwerlinie. 

d) Fur ein bcliebiges Vieleck liefert 
Abb. 77. 

die Zerlegung in Dreiecke den Schwerpunkt S als Mittelpunkt dcr 
Schwerpunkte dieser Dreiccke (Gruppensatz). 

e) Zusammengesetzte (Trager-) Querschnitte werden durch 
passend gefiihrte Schnitte in Teile zerlegt, deren Schwerpunkte un
mittelbar angebbar sind. Der gesuchte Schwerpunkt ergibt sich ent
weder rechnerisch nach den Gin. (103) oder zeichnerisch nach der 
Methode des Seilecks. 

Beispiel 40. Die Flache in Ahh. 78 wird durch die heiden Schnitte a--b 
und c-d in drei Rechtecke zerlegt, deren Flachen Fp F 2, F 3 auf parallelen Vek
toren an den heziiglichen Mittel
punkten •angesetzt werden. Hierzu 
ist ein hestimmter Flachenma13-
sta b zu wi.ihlen (etwalO cm2 ---+ 1 em) 
und die Summe jener Vektoren 
mittels des Seilecks zu hestimmen. 
Fiir jede Richtung dieser K.rafte 
giht die Wirkungslinie ihrer Summe 
eine Schwerlinie an. Es geniigt da
her, diese Summe fiir zwei Ricb
tnngen zu hilden, der Schnitt der 
Wirkungslinien der Summen ist 
der gesuchte Schwerpunkt. In der 
Regel werden hehufs einfacher 
Zeichnung der Sei!ecke die heiden 
Richtungen unter n/2 zueinander 
gewahlt, doch ist manchmal ( etwa 
wenn die Teilschwerpunkte nahe

a 

0 

Alib. 78. 

zu in einer Geraden liegen) ein anderer Winkel (n/4 oder n/6) aus zeichnerischen 
Grunden vorzuziehen. 

Dasselbe Verfahren wird auch angewendet, "\Venn es sich urn die 
angenaherte Bestimmung des Schwerpunktes einer beliebigen krumm
linig begrenzten Flache handelt, deren UmriB analytisch nicht in 
einfacher geschlossener Form darstellbar ist. Man zerlegt dann die 
gegebene Flache (Abb. 79) durch parallele, am besten gleichweit ent
fernte Schnitte in Teilflachen, die man angenahert als Rechtecke 
oder Trapeze auffassen und durch Krafte in den Teilschwerpunkten 
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s1 .•. sn ersetzen kann. Die Summe dieser Kriifte, die wieder durch ein 
Seileck erhalten werden kann, liefert wie friiher fiir jede gemeinsame 
Richtung der Kriifte eine Schwerlinie. 

Fiir Fliichen und Begrenzungen, die nach einfachen analytischen 
Gesetzen verlaufen, ist auch hier die Rechnung vorzuziehen. 

8 
Abb. 79. Abb. 80. 

f) Kreissektor (Abb. 80). Durch Zerlegung in lauter kleine gleiche 
Dreiecke ergibt sich sein Schwerpunkt als identisch mit dem Gesamt
schwerpunkt der Schwerpunkte dieser Dreiecke. Die letzten erfiillen 
aber gleichforimg einen Kreisbogen vom Halbmesser 2 r/3, der Sehne 
2 b/3 und der Lange 2 l/3, daher konnen wir nach Gl. (lOS) umnittelbar 
schreiben 

t _ 2 r b _ 2 r sin IX 

s-TT-3~ 

Fiir die Halbkreisflache ist a = n/2 und daher 

t-~~04244 "- 3n""' ' r. 

(ll3) 

(ll4) 

g) Flachen mit Ausnehmungen werden so behandelt, dail der 
Schwerpunkt 8 1 (xv y1) der vollen Flache F 1 und der Schwerpunkt 
8 2 (x2, y2 ) des ,Loches" F 2 ermittelt wird. Der Schwerpunkt der 
Differenzflache F = F 1 - F 2 ergibt sich sodann durch die Gin. 

(ll5) 

die aus den Gln. (99) dadurch hervorgehen, dail die nicht vorhandene 
Fliiche mit negativem Vorzeichen genommen wird. Die zeichnerische 
Ermittlung benutzt tlieselbe Tatsache, indem sie die Kraft, die der 
nicht vorhandenen Fliiche entspricht, in entgegengesetzter Richtung ein
fiihrt. In Abb. 81 ist dies fiir die Fliiche cines Vollkreises durchgefiihrt, 
die mit einem rechteckigen Loche versehen ist. Da die Verbindungslinie 
von 8 1 und 8 2 eine Schwerlinie ist, so folgt der gesuchte Schwerpunkt 8, 
wie in Abb. 81 angedeutet, durch ein Seileck (1, II, III). 
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Beispiel 41. Guldinsche Regel. Die Kenntnis des Schwerpunktes einer 
ebenen Kurve oder Fliiche kann dazu dienen, die Oberfliiche und den Raum
inhalt der Drehfliiche bzw. des Drehkorpers zu ermitteln, die von der betreffen
den Kurve oder Fliiche als Meridian erzeugt wird. Die Oberfliiche des Telles 

0 

X 

Abb. 81. Abb. 82. 

der Drehfliiche, die durch Drehung einer Kurve y = y (x) urn die x-Achse 
durch den Winkel ii entsteht (Abb. 82), ist gegeben durch 

(2) 

0=afyds=fi1Jl, (ll6) 
(1) 

wenn 1J den Abstand des Schwerpunktes der gegebenen Kurve von der Dreh
achse, l die Lange der Kurve bedeutet und die Integrationsgrenzen die End
punkte (1) und (2) der gegebenen Meridiankurve sind. Fiir den Rauminhalt 
des Drehkorpers erhiilt man analog (Abb. 83) 

(2) 

V=afydF=ar(F, (ll7) 
(1} 

wenn 1]1 der Abstand des Schwerpunktes der Flache F von der Drehachse ist, 

.X 

Abb. 83. 

die von der Meridiankurve, der Achse und den Endordinaten 
durch (l) und (2) eingeschlossen wird. Fiir die voile Um
drehung ist ii = 2 n zu setzen. Im besonderen folgt nach den 
Gin. (109) und (116) fiir die z 
Oberfliiche einer Vollkugel 
der bekannte Wert 

Abb. 84. 

II. Drehflachen. Von raumlichen Flachen beschranken wir uns 
hier auf die Schwerpunktbestimmung von Drehflachen; da der 
Schwerpunkt aus Symmetriegriinden auf der Drehachse liegt, geniigt 

zu seiner Bestimmung die Angabe der Entfernung 0 S = ~ von einem 
festen Punkte 0 der Achse. Sei ds das Bogenelement des Meridians 
(Abb. 84), so ist das Element der Oberflache dF = 2 n y ds, und nach 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 7 
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Gl. (103) folgt 
(2) 

- J X dF - (£X y ds 

.; - j dF - <2l 
J yds 

(1) 

(118) 

Beispiel 42. Fur die Oberflache der Kugelzone verwendet man am besten 
Polarkoordinaten x = r cos cp, y = r sin cp, d s = r d cp und erhiilt (Abb. 85) 

<p, 

J cos cp sin cp d cp 
'PI r cos2 cp1 - cos2 cp2 r 

~ = r ----~-- =--:- =~-(cos cp1 +cos rp 2) 
rp, 2 cos Cf!t - cos 'P2 2 J sin rp d rp 

(119) 

Der Schwerpunkt der Oberflache der Kugelzone und auch dEr Kugelkappe (a1 = r) 
2 liegt also in der Mitte ihrer Hohe. 

Beispiel 43. Der Schwerpunkt cines 
geraden Kegel- oder Pyramiden man t e Is 

Abb. 85. Abb. 86. 

liegt auf der Achse im ersten Hohendrittel (von der Basis gerechnet); der 
Kegelmantel kann namlich aus Iauter kleinen Dreiecken gebildet angesehen 
werden, und fur aile Dreiecke liegen die Schwerpunkte in dieser Hohe. 

55. Mittelpunkt von Korpern. a) Fur Pyramide und Kegel mit 
beliebiger GrundfHiche liegt der Schwerpunkt im ersten Viertel 
der Hohe, von der Grundflache aus gerechnet. Die Verbindungslinie 
der Spitze mit dem Mittelpunkte der Grundflache (der nach 54d zu 
bestimmen ist) ist eine Schwerlinie. 

b) Fur Drehkorper ist der Schwerpunkt S durch seine Entfer-
nung 0 S =.; (Abb. 86) von einem festen Punkte 0 der Achse gegeben. 
Nach Gl. (104) ist dann, da d V = y2 n d x, 

(2) x, 

J x dV J xy2dx 

.; = (1) x, ( 120) 
(2) x, 

J dV J y2dx 
(1) x, 
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Beispiel 44. Fur den Rauminhalt einer Kugelzone (Abb. 87) zwischen 
den Parallelkreisen in den Abstanden ax und a2 von 0 ist zu setzen: x 2 + y2 = r2, 
nach Ausfiihrung der Integration in Gl. (120) folgt 

3 (ax + a2) (2 r2 - ai - a~) 
; = 4 3 r2 - (a~ + a 1 a2 + a~) 

Abb. 87. 

Fiir den Rauminhalt der Kugelkappe ist a 1 = r, daher 

; = !_ (r + a 2) 2 • 

4 2r+a2 

(121) 

Abb.SS. 

(122) 

Beispiel 45. Den Kugelausschnitt (Abb. 88) vom Halbmesser r und der 
Entfernung a des groBten Kreises von 0 denken wir uns in Iauter kleine Kegel 
zerlegt, deren Schwerpunkte aile die Entfernung 3 r/4 von 0 haben. Der Schwer
punkt des Kugelausschnittes ist dann identisch mit dem der Oberflache dieses 
,Kugelabschnittes" und daher nach Gl. (119) 

1 ( 3a 3 r) 3 ;=2 4+4 =g-(r+a). (123) 

VI. Theorie der Reibung. 
56. Einfiihrung der Reibungskraft. A. Haftreibung. Auf Grund 

der bisher getroffenen Annahmen war die gegenseitige Einwirkung der 
Korper bei Beriihrung als eine in der Richtung der Normalen wirkende 
Kraft anzusehen. Fiir eine Reihe von Prob]emen erweist sich diese 
Annahme als ausreichend, wahrend sie zahlreichen anderen Tatsachen 
gegeniiber zu Widerspriichen fiihrt. So bleibt z. B. ein auf einer Ebene 
Iiegender schwerer Korper auch im Gleichgewichte, wenn man diese 
Ebene neigt, sofern diese Neigung nur eine gewisse Grenze nicht iiber
schreitet, und dergleichen mehr. Tatsachen dieser Art (von technischen 
Erscheinungen sei vor allen auf die Widerstande bei der Bewegung 
der Zapfen in den Lagern der Maschinen und bei der Rollbewegung 
der Fahrzeuge hingewiesen) lassen sich durch Einfiihrung voii. Normal
kraften allein nicht erklaren und fiihren mit Notwendigkeit dazu, 
auBer dem normalen auch noch einen tangentialen, d. h. in der gemein
samen Tangentialebene liegenden Teil fiir die gegenseitige Einwirkung 
der Korper aufeinander anzunehmen. Diesen tangentialen Teil der 

7* 
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gegenseitigen Einwirkung der Korper aufeinander bezeichnet man als 
Reibungskraft oder kurz als Reibung, und spricht von Haftrei
bung bei relativer Ruhe, und von Bewegungsreibung bei Vor
handensein einer relativen Bewegung der Korper gegeneinander. Rei
bung tritt immer auf, wenn sich Korper unter Druck be
riihren. Die Haftreibung ist als Teil der unbekannten Auflager
(Reaktions-)kraft selbst eine solche, wahrend die Bewegungsreibung 
wegen ihrer teilweisen Bestimmtheit - sie wirkt offenbar immer der 
relativen Bewegung entgegen - und weil sie bei der Bewegung 
Arbeit verbraucht, als eingepragte Kraft anzusehen ist. Nach der 
Art dieser Bewegung unterscheidet man eine gleitende, rollende 
und bohrende Reibung. Ferner spricht man je nach der Beschaffen
heit der Korper von Reibung fester, fliissiger und gas
formiger Korper; zwischen ,trockener Reibung" (d. i. Rei
bung fester Korper ohne Zwischentreten einer Fliissigkeitsschicht) 
einerseits und ,Fliissigkeits- und Gasreibung" andererseits be
stehen wesentliche Unterschiede, die sich auch in den Gesetzen auBern, 
die fiir sie Geltung haben. 

Als Ursache dieser Reibungskraft ist in allen Fallen die physi
kalische Beschaffenheit der beriihrenden Flachen anzusehen (die wie 
gesagb, stets durch irgendwelche eingepragte Krafte gegeneinander 
gepreBt angenommen werden), und zwar ist naturgemaB die Ra uhig
keit dieser Flachen fur die gesamten Reibungserscheinungen bestim
mend. Der Umstand, daB wir kein geeignetes Mittel besitzen, den 
,Grad der Rauhigkeit" mit hinreichender Scharfe zu kennzeichnen, 
und zwar so zu kennzeichnen, daB die Wiederherstellung derselben 
Flachenbeschaffenheit auch nur mit einiger Bestimmtheit mi:iglich ist, 
ist die Ursache fiir die groBe Unsicherheit, die samtlichen Zahlen
angaben, die sich auf die Reibung beziehen, heute noch anhaftet. 

Die oben erwahnte Beobachtung an der schiefen Ebene enthalt 
trotz ihrer Einfachheit schon die wesentlichen Eigenschaften dieser Er
scheinung und fiihrt auf eine einfache Aussage tiber die GroBe der 
Reibungskraft, die ungeachtet ihrer Mangel fiir das ganze Gebiet der 
trockenen Reibung die allein maBgebende geblieben ist. 

Bezeichnet man mit R die auf den Korper vom Gewicht G parallel 
zur schiefen Ebene nach oben wirkende, durch Reibung entstehende 
Kraft (die in derselben Weise wirkt wie K in Abb. 14) und N die 
Normalkraft, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen (ahnlich wie 
in Beispiel 2) 

R = G sine<, 

und daraus folgt fiir jedes a 

N = G COS IX, 

R 
tgC<=N. (124) 

Nun lehren die Beobachtungen, wie oben gesagt, daB Gleichgewicht 
immer moglich ist, sobald der Winkel IX der schiefen Ebene gegen die 
Wagrechte kleiner bleibt als ein bestimmter Grenzwinkel eo, oder 
tg 1X ::S tg eo = f 0, indem wir fiir die Tangente dieses Grenzwinkels eo 
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das Zeichen fo einfiihren; daraus folgt mit Benutzung der zuvor erhal
tenen Gleichung unmittelbar 

(125) 

Die Zahl /0 = tg eo bezeichnet man als die Reibungszahl fur 
die Haftreibung und eo als den zugehorigen Reibungswinkel, 
beide hiingen von der Beschaffenheit der in Beruhrung befindlichen 
Korper ab. Die Reibung vermag mithin den Eintritt des Gleitens der 
Korper nach unten zu verhind.ern, solange ihr Betrag nicht groBer zu 
sein braucht als d.as /0-fache d.er betreffend.en Normalkraft N. Wenn 
jed.och zur Hersteilung des Gleichgewichtes ein groBerer Betrag als 
fo N erford.erlich ware, so tritt Abwiirtsbewegung ein. Im vorliegend.en 
Faile ist die Richtung d.er auftretend.en Reibung bestimmt, d.och lassen 
sich leicht Faile angeben (Beispiel 46), wo die Richtung zunachst 
unbestimmt bleibt und. erst d.urch die eingepriigten Krafte festgelegt 
wird., d.. h. d.er Ausd.ruck (125) bezieht sich nur auf den absoluten 
Betrag und. gibt keine Aussage uber die Richtung d.er Haftreibung 
in d.er gemeinsamen Berlihrungsebene (was durch die Doppelstriche 
bei R in Gl. (125) angedeutet ist). Genau der gleiche Sachverhalt 
gilt nun uberhaupt flir aile Faile, in denen Haftreibung ins Spiel tritt, 
so daB wir zu den folgenden Aussagen geflihrt werden: 

I. Die Haftreibung tritt immer gerade in solcher GroBe 
auf, als erforderlich ist, um ein Gleiten der Korper gegen
einander zu verhuten, kann aber nicht uber einen gewissen 
Grenzbetrag hinaus anwachsen. Wenn also ohne Uberschreitung 
dieses Grenzbetrages d.as Gleichgewicht der Korper durch Anbringung 
der Reibungskrafte hergestellt werden kann, so tritt es auch tat
sachlich ein. 

II. Die absolute GroBe dieses Grenzbetrages hangt von 
der Beschaffenheit der Korper (e0 ) und von der GroBe der 
auftretenden Normalkraft Nab und ist durch Gl. (125) (mit 
d.em Gleichheitszeichen!) gegeben. 

Als Hauptunterschied gegen die bisher erhaltenen Ergebnisse tritt 
dabei folgende Besonderheit auf. Bei fehlender Reibung ergeben sich 
flir Gleichgewicht immer ganz bestimmte Werte (fUr jede Kraft 
einer oder hochstens endlich viele) flir die Kriifte, bzw. flir die Lagen
koordinaten der Korper. Bei Vorhandensein von Reibung sind es da
gegen immer ganze Bereiche fUr die moglichen Gleichgewichtslagen, 
oder fUr die eingepragten Kriifte, die Gleichgewicht herzustellen ver
mogen. Dies kommt daher, weil die GroBe der auftretenden Reibung 
nicht durch eine Gleichung, sondern durch eine Ungleichung (125) 
geregelt wird. 

Der Reibungswinkel eo hat ubrigens eine unmittelbar anschau
liche Bedeutung. Denkt man sich um die Normale zweier in Beriihrung 
befindlicher rauher Korper einen Drehkegel mit dem halben Offnungs 
winkel eo gelegt, so geben die Erzeugenden dieses Kegels die Grenzlagen 
fUr die eingepriigten Krafte an, fUr die Gleichgewicht der Korper ein-
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treten kann. Liegt die eingepragte Kraft auBerhalb dieses ,Reibungs
kegels", dann ist Gleichgewicht nicht moglich. Die Verwendung fiir die 
Losung von Reibungsaufgaben wollen wir sogleich an einfachen Bei
spielen erHiutern, bei denen stets / 0 als bekannt vorausgesetzt wird. 

Beispiel 46. Auf einer rauhen schiefen Ebenc (cx >eo) liegt der Korper 
vom Gewichte G, man bestimme die Kraft K parallel zu ihr fUr Gleichgewicht 
(Abb. 89). Ohne Inanspruchnahme der Reihung war die notwendige Kraft 
K 0 = G sin cx. Macht man K < K 0 , so wird der Korper nicht sofort ahzurutsehen 

a) 
N 

Abb. 89. 

N 0 beginnen, sondern es wirkt diesem 
Sinken nach der Aussage I die Rei
bung R1 - aufwarts gerichtet - ent
gegen und ist imstande, von K 0 den 
Betrag R1 = fo N = G tg eo cos cx zu 
iibernehmen - mehr nicht. Fiir die 
Grenze sei K = K 1 , und es ist dann 

K1 + R1 = Gsinrx = K1 + G tge0 cos cx, 
fl 

daher 

K = G si11~=-eo) 
1 cos eo . 

Umgekehrt hort das Gleiehgewicht auch nicht sofort auf, wenn man K von K 0 

aus zunehmen laBt, es kommt dann vielmehr von selbst die Reibung R2 - nach 
unten gerichtet- zur Wirkung, und fiihrt in der Grenze K = K 2 zu der Gleichung 

K 2 - R 2 = G sin cx = K 2 - G tg eo cos cx, also K =G. sin (rx_t_eo)_. 
2 cos eo 

Bezeichnet daher K irgendeinen zwischen K 1 und K 2 liegenden Wert, so ist stets 
Gleichgewicht moglich, sobald 

~-~~n (ex - eo)< K < G sin ~j-- Qo) (l26) 
cos eo = = cos eo . 

Fiir die Kraft Kim Gleichgewichtsfalle ergibt sich also ein endlicher Bereich 
von W erten, nicht cine einzige Losung - als 
Folge der Ungleichung (125). Der zugehorige 
Krafteplan ist in Abb. 89b angefiigt - aus ihm 
ergeben sich dieselben Ausdriicke fiir K 1 und K 2. 

Die Grenzwerte der Sum me der eingepragten Krafte 
G + K1 und G + K2 fallen in die Erzeugenden des 
Reibungskegels. 

Beispiel 47. Der Stab Ali (Abb. 90) wird 
in 0 durch das Seil T gehalten und stiitzt sich bei 
A an eine rauhe Wand (Q 0 ). Fiir die Belastung K 
des Stabes fallt der Schnitt S von K und der 

~:r"~=-"':.:..:u"'r;i--P<:--+---- Seilkraft T innerhalb des Reibungskegels und 
I 
I 

t 
1('"7( 
Abb. 90 

macht eino solche Zerlegung moglich, daB die 
Summe K + T selbst innerhalb des Reibungs
kegels liegt. Fiir K tritt also Gleichgewicht tat

sachlich ein -, dagegen ware fiir K' und K" kein 
Gleichgewicht moglich. 

Beispiel 48. Die Leiter A B (Abb. 91) stiitzt sich auf einen rauhen Boden 
und an einc rauhe Wand, man crmittle die Belastungen, fiir die Gleichgewicht 
besteht. MaBgebend ist hier der gemeinsame (schraffierte) Teil der heiden Rei
bungskegcl fiir die Beriihrungsstellen A und B. Fiir die Kraft K ist hier nicht 
nur cine, sondern es sind· unendlich viele Zerlegungen moglich - entsprechend 
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den samtlichen Punkten der Strecke a b; welche davon tatsachlich eintritt, laBt 
sich rein statisch nicht entscheiden. K' ist die Grenzlage, fiir die die Reibungen 
an Boden und Wand die groBtmoglichen Werte haben, also beide voll ausgenutzt 
werden, und K" liegt sicher auBerhalb des Gleichgewichtsbereiches. 

Beispiel 49. Die Fuhrungsleiste in Abb. 92, die langs der Schiene s durch 
die lotrechte Kraft K bewegt werden soH, wird sich jedenfalls bei Einwirkung 
von K an den Stellen A und B an die Schienen anlegen und dort Rei bung erzeugen. 

K" K' 
Abb.91. Abb. 92. 

Zeichnet man die Reibungskegel, so gibt der gemeinsame Teil den Bereich, fUr 
den ein ,Kiemmen" eintritt, mit welchem Worte hier das Gleichgewicht 
bezei~net wird. Fur K ist mithin Gleichgewicht moglich, K' ist die Grenzlage 
und K" wurde die Leiste bewegen. 

Bei Aufgaben, in denen die Gleichgewichtstellung rauher Korper 
gesucht wird, sind zu den Auflagerkraften an allen Bertihrungs
stellen die Reibungen in den beztiglichen Tangentialebenen hinzuzu
nehmen und ftir die so erweiterte Kraftegruppe die Gleichgewichts
bedingungen anzusetzen. - Die Grenzlagen ergeben sich durch Ver
wendung des Gleichheitszeichens in Gl. (125): R = fo N. 

Beispiel 50. Ein glcichformiger Stab A B von der Lange 2l (Abb. 93) 
und dem Gewichte Gist in A in einem reibungslosen Gelenk gehalten und stutzt 
sich bei B an eine lotrechte rauhe (f 0) 

Wands. Wie groB ist der groBte Winkel 
6 fur Gleichgewicht ? - Die Momente 
urn die Lotrechte z durch A geben, wenn 
0 B = r, 0 A= a gesetzt wird 

N r sin 6 = I 0 N cos 6 a 

und daraus folgt 

tg6 = l0 a/r = lo ctgtX. 

Die Grenzlagen des Gleichgewichtes sind 
unabhangig von G. Die anderen ftinf 
Gleichgewichtsbedingungen geben die 
ftinf GroBen J5 (X, Y, Z), N, R fur jede 
Lage des Stabes innerhalb des Gleich
gewichtsbereiches B, B', entsprechend 
±e. In den Grenzlagen B, B', fUr die 

zi 
W=t,N 

B: .. B· __ 
//\ ! ·-. B 

(J 

------X 
Abb. 93. 

nur vier Unbekannte vorhanden sind, namlich X, Y, Z, N - die Reibung er
reicht ihren Grenzwert I 0 N - zeigt man Ieicht, daB die heiden Momenten-
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gleichungen fiir die x- und y-Achse auf dieselbe Gleichung fiir die Normalkraft N 

aG 
N= "----.-

2 y;:q=Jia2 

fiihren, wahrend die Projektionsgleichungen nach den drei Achsen die Kom
ponenten X, Y, Z der Gelenkkraft D liefern. 

B. Bewegungsreibung. Wahrend die Haftreibung in der Regel 
zunachst nach GroBe und Richtung unbestimmt ist - fiir ihre GroBe 
ist nur ein Grenzwert festgelegt -, ist die Bewegungsreibung eine 
Kraft, die naturgemaB stets der Bewegung entgegenwirkt; ihre GroBe 
wird an jeder Stelle der an der Reibungstelle herrschenden Normal
kraft proportional gesetzt, >vobei sich der Proportionalitatsfaktor f. 
die Reibungszahl fiir Bewegung, kleiner herausstellt, als die 
der groBten Haftreibung fiir diesel ben Stoffe; dies ist auch sehr ver
standlich, weil bei der Bewegung das Ineinandergreifen der Flachen
rauheiten der Korper behindert wird. Wir erhalten damit die folgende 
Aussage: 

III. Die Bewegungsreibung ist immer eine der Bewe
gung entgegengerichtete Kraft; ihre GroBe hangt auBer 
von dem Material der Korper vor allem von der GroBe 
der Normalkraft N zwischen den Korpern ab und steigt 
(etwa) proportional mit dieser 

wobei (j < /0) • (127) 

Beispiel 51. Die Verschiedenheit der Aussagen fiir Haft- und Bewegungs
reibung laBt sich durch folgenden Versuch deutlich machen, der von E. Meyer 
angegeben wurde. An einem Korper, der auf einer rauhen Ebene ruht, denken 
wir uns einen zur Ebene parallelen sc.J:twachen Gummifaden befestigt, der fiir 
sich nicht stark genug sein soli, die zur Uberwindung der Haftreibung notwendige 
Kraft auf den Korper zu iibertragen, durch den allein es also nicht moglich ist, 
den Korper in Bewegung zu setzen. Wird jedoch der Korper langs der Ebene 
in einer Richtung senkrecht zum Faden bewegt, so ist an Stelle der Haftreibung 
die Bewegungsreibung getreten, die entgegen der Bewegung gerichtet ist und es 
gelingt mittels des Gummifadens Ieicht, und zwar durch eine belie big kleine Kraft, 
den Korper aus seiner Bahn seitlich abzulenken. Die Summe aus der bewegenden 
Kraft und der kleinen seitlichen Fadenkraft ist gegen die erstere etwas geneigt 
und in der Richtung dieser Summe wird fernerhin das Gleiten eintreten; ist diese 
Summe wieder konstant und gleich f N, so erfolgt auch das Gleiten in der ab
gelenkten Richtung gleichformig. -" Aus einem ahnlichen Grunde kann ein Kraft
wagon bei Beschleunigung oder beim Bremsen Ieichter seitlich ausgleiten als bei 
gleichmaBiger Fahrt, weil dann auch in der Fahrtrichtung ein Gleiten vor
handen ist. 

Will man mit diesem Ansatze (127) rechnen, so kommt es wieder 
wesentlich auf die Kenntnis von f an. Dabei tritt nun folgender Sach
verhalt zutage. Fiir ,trockene Reibung" fiihrt dieser Ansatz zu Er
gebnissen, die die Beobachtungen recht gut wiedergeben; es ist jedoch 
wegen der Einwirkung der Korper aufeinander infolge der Zerstorung 
der Beriihrungsflachen praktisch unmoglich, fiir irgendeine kontinuier
liche Bewegung trockene Reibung zuzulassen. Man ist vielmehr genotigt, 
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zur Verminderung der Reibung und zur Vermeidung der abschleifen
den Wirkungen auf die Oberflachen Schmiermittel zu verwenden; 
dann tritt aber an die Stelle der trockenen Reibung die Schmier
mi t telrei bung, und diese ist nicht ein Problem der ,starren" 
Mechanik, sondern der Hydromechanik. Dort wird gezeigt (was hier 
nur ohne Beweis angegeben werden kann), daB bei groBer Geschwindig
keit und kleinen Drucken die Reibung, die bei der Bewegung zweier 
Korper mit der relativen Geschwindigkeit U gegeneinander auftritt, 
dieser Geschwindigkeit und der GroBe der benetzten Flache F direkt 
und der Dicke h der Flussigkeitsschicht verkehrt proportional gesetzt 
werden kann, also 

(128) 

u bedeutet das ,ZahigkeitsmaB" oder die ,Reibungszahl" der Flussig
keit. Der Ansatz, den man fUr den ,Widerstand" gefunden hat, der 
sich der Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit oder einem Gas 
entgegensetzt, ist von ahnlicher Art, nur kommt bei groBerer Ge
schwindigkeit U nicht in der ersten, sondern einer hoheren Potenz 
( ~ 2) vor 1• 

Wir mussen uns hier dar auf beschranken, auf die Unterschiede hinzu
weisen, die in den Ansatzen fur die trockene Reibung einerseits und der 
Fliissigkeitsreibung andererseits bestehen, und zwar soli diese Gegen
uberstellung im Zusammenhange mit einer kurzen Ubersicht tiber die 
Ergebnisse geschehen, die in der Reibungsfrage, insbesondere beziiglich 
der Gleitreibung iiber die Ansatze (125) und (127) hinaus vorliegen; 
wegen ihrer Einfachheit wcrden diese heute nahezu allein verwendet, 
sind aber genaueren Versuchen gegeniiber nur als erste Annaherungen 
an die wirklich beobachteten Verhaltnisse zu betrachten. 

57. Hauptergebnisse der Versuche iiber die Reibung. Nach den 
Gln. (125) und (127) werden die Reibungszahlen (/0 und /) nur ab
hiingig gemacht vom Material (mit eingeschlossen von der Bescha.ffen
heit der Oherfliichen), und die Reibung selbst auBerdem noch lediglich 
von der Normalkraft, mit der die Korper aufeinander gepreBt werden; 
nach diesem Ansatz wird die Reibung insbesondere unabhangig voraus
gesetzt von dcr GroBe der Beriihrungsfliichen und von der Geschwin
digkeit. 

a) Die GroBe von /0 und f kann nur durch unmittelbare physi
kalische Messung bestimmt werden, wobei als miBlich der schon er
wahnte Umstand auftritt, daB wir nur in ganz unvollkommener Weise 
imstande sind, die Oberflachenbeschaffenheit zu beschreiben. Die 
Worte ,trocken" und ,geschmiert" erweisen sich fiir eine solche Kenn
zeichnung als viel zu ungenau und verursachen die groBen Spielraume 
in den Angaben der folgenden Zahlentafel, die nur als ungefahre 
Anhaltspunkte aufzufassen sind: 

1 Siehe des Verfassers ,Lehrbuch der Hydraulik". Berlin: Julius Springer 
1923. 
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Rei bungszahlen. 

/ 0 (Haftreibung) f (Bewegungsreibung) 

Stoffpaar 
trocken I ge: :1 mit trocken j 

ge- mit 
schmwrt Wasser I schmiert Wasser 

Stahl auf Eisen 0,15 0,1 I - 0,10 
i 

0,009 -
FluBeisen auf GuB-

eisen oder Bronze 0,18 0,1 - 0,16 0,01 -

FluBeisen auf 
SchweiBeisen 0,5 0,13 0,65 0,44 - 0,22 

Metal! auf Holz . . 0,6-0,5 0,1 - 0,5-0,2 0,08-0,02 0,26-0,22 
Holz auf Holz. 0,65 0,2 0,7 0,4-0,2 0,16-0,04 0,25 
Leder auf Metal! 

(Dichtungen) 0,6 0,25 0,62 0,25 0,12 0,36 
Holz auf Stein bis 0,7 0,4 - 0,3 - -

Stahl auf Eis . 0,027 - - 0,014 -
i 

-

Aus den Versuchen hat. sich u. a. auch ergeben, daB Korper aus 
gleichem Material groBere Reibungszahlen ergeben, als solche aus 
verschiedenem. Die Versuche wurden friiher durch Verwendung einer 
schiefen Ebene oder eines belast.eten Schlitt.ens ausgefiihrt., wobei die 
Ingangsetzung und die gleichfOrmige Bewegung beobachtet. wurden. 
Vertauschung des Materials der Unterlage und des Gleitkorpers andert 
die Verhaltnisse wesentlich. 

b) Diese Zahlentafel soll auch den EinfluB der Oberflachen
beschaffenheit zum Ausdrucke bringen. Zunachst haben sorgfaltige 
Versuche gezeigt, daB die Reibungserscheinung bei sorgfaltiger Glat
tung, Reinigung und Trocknung fur eine Reihe von Stoffen (z. B. 
Messing) nahezu vollstandig verschwindet, insofern, als sich eine untere 
Grenze des zum Eintritt der Bewegung notigen Neigungswinkels der 
Versuchsebene nicht angeben laBt. Ferner ist darauf hinzuweisen, daB 
bei Verwendung von Schmiermit.teln die Reibungszahlen fiir aile Stoffe 
merklich gleich werden, weil dann eben die Reibung des Schmiermitt.els 
seinerseits die ganze Erscheinung beherrscht. Die Schmiermittel wirken 
reibungsvermeidend in folgender Reihe: Talg, t.rockene Seife, Schweine
fett, Olivenol. 

Weiter entnimmt man aus den Zahlenwerten, daB die Verwendung 
von Wasser (in der Regel) eine VergroBerung der Reibung mit sich 
bringt, weshalb Wasser nach diesen Versuchen als Gegen-Schmier
mittel anzusprechen ist. Man hat demnach vorgeschlagen, die Fliissig
keiten hinsichtlich der Rei bung in zwei Klassen zu teilen: in akti ve, 
die eine Verminderung der Reibung herbeifiihren konnen (wozu die 
Fette und Ole gehoren) und in inaktive (dazu gehoren Benzin, Am
moniak, Terpentin), die diese Eigenschaft nicht besitzen; das Wasser 
vermag aktiven Fliissigkeiten die Eigenschaft. der Aktivitiit zu nehmen. 

Feinere Untersuchungen haben auch ergeben, daB schon ganz 
d iinne Fliissigkeitschichten (Fliissigkeitsfilme), Haute oder Tropf
chen, die sich urn Staubpartikel bilden, die GroBe der Reibung von 
Grund aus vcrandern konnen. 

Obwohl es, wie gesagt, nicht moglich ist, an dieser Stelle in eine 
Begriindung der Gesetze einzugehen, soil das Verhalten der trockenen 
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und Fhissigkeitsreibung durch eine Gegeniiberstellung der Haupt
merkmale deutlich gemacht werden. 

GemaB den allgemeinen theoretischen Ansiitzen ergibt sich die 
Reibungskraft pro Fliicheneinheit bei: 

trockener Rei bung 
proportional der Normalkraft, 
unabhangig von der Geschwindigkeit, 
abhiingig von der Rauhigkeit der Gleit-

flachen, 
griil3er fiir den Anfang der Bewegung. 

Fl iissigkei tsrei bung 
unabhangig von der Normalkraft, 
proportional der Geschwindigkeit, 
unabhangig von der Rauhigkcit der 

benetzten Flachen, 
gleich Null fiir den Anfang der Be

wegung. 

Daraus ist zu verstehen, daB sich Widerspriiche gegen die Be
obachtungen ergeben miissen, wenn die Ansatze der trockenen Reibung 
fiir die Erscheinungen der Schmiermittelreibung verwendet werden; 
trotzdem geschieht dies heute bei technischen Rechnungen noch 
nahezu ausschlieBiich. 

c) Ahhangigkeit <}es I von der Geschwindigkeit. Die alteren 
Versuche, die nur kleinere Geschwindigkeiten betrafen, zeigten entweder 
vollstandige Unabhangigkeit von der Geschwindigkeit ('vie es der 
elementaren Theorie entspricht) oder erst ein maBiges Ansteigen bis 
zu einem Hi:ichstwert und darauf folgenden Abfall. Fiir gri:iBere Ge
schwindigkeiten wurden umfangreiche Versuche insbesondere im Inter
esse der Eisenbahntechnik ausgefiihrt; als Ergebnis dieser Versuche 
wurde fiir die Reibung zwischen dem umlaufenden Rad und dem 
Bremsklotz oder zwischen dem festgebremsten Rad und der Schiene 
(durch Poin~e und Bochet) fiir Geschwindigkeiten V = 14 bis 80km/h 
eine Forme! aufgestellt, die vom Verein deutscher Eisenbahnverwal
tungen auf Grund der Versuche von Wichert bis V = 90 km/h 
in der folgenden Form zur Annahme gelangte 

I= I _!___+ o,on2 v 
0 l + 0,06 v , (129) 

mit lo = 0,45 fiir trockene und lo = 0,25 fiir nasse ReibungsfHichen. 
Diese Gleichung gibt eine nach 
Abb. 94 verlaufende Kurve. 
(Diese Zahlen lassen die oben 
fur Wasser erwahnte Eigen
schaft, die Reibung unter ge
wissen Verhaltnissen zu ver
gri:iBern, nicht erkennen.) In 
besonders groBem MaBstabe 
wurden derartige Versuche auch 
in England (durch Gal ton) aus
gefiihrt. 

Die Abnahme von I mit zu

f 

-------------- -v 
60 90km/h 

Abb. 94. 

nehmender Geschwindigkeit ist leicht zu verstehen, da die Oberflachen, 
deren Beschaffenheit durch die Reibungszahl beschrieben werden soil, 
urn so rascher abgeschliffen und geglattet werden, je gri:iBer V ist. 
Doch kommen auch Faile vor, in denen I mit wachsender Geschwindig-
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keit zunimmt, z. B. fUr Leder auf Eisen, ein Fall, der in der 
Maschinentechnik wegen seiner Anwendung auf Riemenscheiben und 
Dichtungen von Wichtigkeit ist. 

d) Sonstige Einfliisse. Des weiteren zeigt sich die Reibungszahl 
abhangig von der Struktur des Materials (Faserrichtung von Holz, 

Abb. 95. 

Walzrichtung bei Walz
eisen), von der Beriih
rungsdauer, da eine 
gewisse Zeit notwendig 

A,fr!ebsc/Je!be ist, bis die Unebenheiten 
ineinander eindringen; 
von dcm Druck auf 
die Fliicheneinheit 
der beriihrenden Flit
chen, was auch leicht 
verstandlich ist, da bei 
gro13en Drucken die 
Korper Formiinderun
gen erleiden. 

e) Bei den neueren 
Versuchen zur Er
mittlung der Reibungs
gesetze wurden meistens 

Reibriider benutzt, und zwar entweder Kegelriider (H. Bonte 1915) 
oder Stirnrader (G. Sachs 1924). Die von G. Sachs verwendete An
ordnung ist in Abb. 95 schematisch wiedergegeben. Die Versuchs
riider A und B bestehen a us dem zu untersuchenden Stoffpaar. 
Das Rad A wird angetrieben, und das Rad B, dessen Achse in einer 

R 
I 
1 (fa) 
1 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
\ 
\ 

Gabel C drehbar ge
lagert ist, wircl unter 
einer veranderlichen, 
durch das Gewicht G 
bewirktenKraftN gegen 
A gedriickt. Die von 
A auf B iibertragene 
Reibungskraft R wird 
als Umfangskraft am 
Rade H, iiber das ein 

-------------}';;== N Seilherumgelegt ist, dy-
N namometrischgemessen, 

Abb.96. und zwar als Differenz 
zwischen den Kriiften 

am Ende des Seils, d. i. dem Gewicht G und der Federkraft F. Abb. 96 
zeigt das wichtigste Erge bnis dieser V ersuche, das darin besteht, da13 die 
Reibungskraft nicht mohr durch den Coulombschen, sondern durch den 
erweiterten Ansatz 

(130) 

dargestellt werden mu13, der als Schaulinie eine nicht durch 0 gehende 
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[in der Abb. mit (R) bezeichnete] gerade Linie ergibt. Wird daher 
die Reibungszahl wie beim Coulombschen Ansatz R = /0 N definiert. 
so ergibt sich / 0 nicht mehr unabhangig von N, sondern in der Form 

(131) 

nimmt also einen hyperbolischen Verlauf (in Abb. 96 gestrichelt ein
getragen), der auch schon von H. Bonte festgestellt wurde. 

Diesem verwickelten Sachverhalt gegenuber steht die heutige 
Theorie der Reibung, die eines der wichtigsten Fragengebiete der ge
samten Technik betrifft, jedenfalls auf einer sehr elementaren Stufe. 
Es ist nur in den groBen inneren Schwierigkeiten des Problems be
grundet, daB man mit den einfachen Ansatzen durchkommen muBte 
und mit einem Zahlenmaterial, das zwar vielfach aus sorgfaltigen Ver
suchen hervorgegangen ist, das aber - der fehlenden Reproduzierbar
keit der Versuchsbedingungen halber - doch als unzureichend an
zusehen ist. 

58. Einige technische Reibungsprobleme. a) Z a pf en. Fur ruhende 
zylindrische Zapfen, die mit dem umgebenden Lager in enger Be
ruhrung sind (Abb. 97), konnte man die Reibung durch Addition der 
Teilreibungen dR auf die einzelnen Flachenelemente 
berechnen, wenn die V erteil ung der Krafte dN 
langs des Zapfenumfanges bekannt ware. Wird die 
Reibungszahl als konstant angenommen, so kann 
das zur Uberwindung der samtlichen am Umfange 
des Zapfens vom Halbmesser r auftretenden 
Haftreibungen dR = / 0 dN notwendige Zapfen
reibungsmoment allgemein in der Form ange
setzt werden 

M 1 = J r dR = /0 r J dN; 
Abb. 97. 

dabei ist das Integral als gewohnliche (nicht-vektorielle) Summe 
aller dieser Teilkrafte dN aufzufassen. Solange man die Kraftevertei
lung nicht anzugeben vermag, kann von dieser Summe nur gesagt 
werden, daB sie groBer als die Gesamtbelastung Q des Zapfens sein 
muB, da die Summe der Seiten fiir ein Krafteck immer groBer (genau 
gesagt: niemals kleiner) ist als die Lange der SchluBlinie. Setzt man 
daher 

jdN=rxQ, wobei rx>1, und rxfo=ft, 

wobei / 1 die Zapfenreibungszahl heiBt, so folgt 

/M~=t1 rQ./ (132) 

Wenn das Lager sehr spannt, der Zapfen also von dem Lager eng 
umschlossen wird, so kann das zur Drehung erforderliche Moment 
sehr groB werden, wobei Q selbst beliebig klein sein kann. 

Auch beim ,leichtlaufenden" Zapfen (mit trockener Reibung) ergibt 
sich eine Gleichung von derselben Form dadurch, daB man eine Be-
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riihrung zwischen Zapfen und Lager langs einer Erzeugenden annimmt 
(Abb. 98). In diesem Faile hat man Normalkraft und Reibung nur an 
einer Stelle und findet fiir die Gleichgewichtstellung ein ,Auflaufen" 
des Zapfens im Gegensinn der Drehung des Zapfens; die Gleich

gewichtsbedingung nach der Lotrechten gibt 

N + R = Q, 
und das Zapfenreibungsmoment wird 

M 1 = Q r sin e = I 1 r Q = r 1 Q , 

wobei jetzt sin (! = 11 gesetzt wurde. Q wird 
also in der Gleichgewichtslage einen Kreis vom 
Halbmesser r 1 = r sin(! = I 1 r beriihren -
den sog. Reibungskreis. Fiir Haftreibung 

Abb. 98. (also relative Ruhe des Zapfens gegen das 
Lager) ware M 1 <r1 Q, und die an der Be

riihrungsstelle auftretende Kraft Q schneidet den Reibungskreis. 
In der Technik wird die Gleichung (132) auch zur Berechnung der 

,geschmierten" Zapfenreibung verwendet, obwohl dabei, wie schon 
hervorgehoben, ganz andere Verhaltnisse herro;chen und die Gleichung 
durch einen Ausdruck von der Form (128) ersetzt werden miiBte; und 
zwar kann fiir groBe Geschwindigkeiten und kleine Driicke fiir das 
Reibungsmoment bei einem Zapfen von der Lange l und der benetzten 
Mantelflache F = 2 n r l, wenn noch h die mittlere Dicke der Fliissig
keitschicht bedeutet, 

(133) 

gesetzt werden; fiir kleine Geschwindigkeiten und groBe Driicke er
geben sich verwickeltere Ausdriicke. Die Summe der auf den Zapfen 
wirkenden Krafte und Reibungen mu13 fiir die Gleichgewichtstellung 
des Zapfens eine der Belastung Q entgegengesetzt gleiche Kraft lotrecht. 
nach oben ergeben, die ebenfalls von der Zahigkeit x des Schmier
mittels und der Umfangsgeschwindigkeit U abhiingen wird. Die weitere 
Ausfiihrung dieses Ansatzes ergibt in besserer Ubereinstimmung mit den 
Beobachtungen (auch beziiglich der Stellen groBter Abnutzung in den 
Lagern) eine Verschiebung des Zapfens gegen das Lager im Sinne des 
Wellenumlaufs. Durch Ausscheidung von x Ujh aus den Gleichungen 
fiir M 1 und Q folgt ein Ausdruck, der zwar wieder in der Form (132) 
angesetzt werden kann, in dem aber 11 keine Konstante mehr ist, 
sondern abhangig gefunden wird l. von der ,mittleren Lagerbelastung 
auf die Flacheneinhcit", d. i. bei Tragzapfen (Belastung senkrecht 
zur Zapfenachse) von der GroBe p =Q/2rl, bei Stiitzzapfen (Belastung 
parallel zur Zapfenachse) von der GroBe p = Qjr 2 n; 2. von der 
Umfangsgeschwindigkeit U des Zapfens; 3. von der Art und dem 
Material des Lagers und des Zapfens. Einen Uberblick tiber den Ver
lauf von 11 fiir die ,Beharrungstemperaturen" des Lagers von 20° 
AuBentemperatur gibt Abb. 99. Als Abszissen sind die Umfangsgeschwin
digkeiten U, als Ordinaten die Reibungszahlen I aufgetragen. Die Kurven 
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beziehen sich auf konstante Belastung fiir die Flacheneinheit der Pro
jektion der LagerfHiche, und zwar fiir Qjld = 1, 3 und 5kg/cm2• An 
einzelnen Punkten sind die Werte der entsprechenden Beharrungs
temperaturen hinzugeschrieben. Bei den Versuchen von Stribeck, 
die fiir diese technisch auBerordentlich wichtige Frage von groBtem 
Werte sind und denen auch die Abb. 90 entnommen ist, hat sich iibri
gens auch ergeben, daB sich fiir den Grenzfall U = 0 die ,Reibungszahl 
der Ruhe" unabhangig von der Pressung und nahezu unabhangig von 
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0 
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der Temperatur herausstellt (und zwar ,..._, 0,14). In der Nahe von 
U = 0 erfolgt also ein starker Anstieg von f 1 ( dieser Teil der Kurven ist 
in der Abbildung nicht eingetragen). Als Anhaltspunkte konnen bei 
ununterbrochener Schmierung fiir Stahl auf W eiBmetall die Zahlen
werte gel ten: f 1 = O,Ol bis 0,04. 

Eine ausfiihrlichere Behandlung dieser Frage an der Hand des vor
liegenden Versuchsmaterials gibt die Hydrodynamik. 

b) Riemen und Soil. Eine andere wichtige Anwendung der Rei
bung betrifft die Bewegungsiibertragung durch Riemen- und Seil
scheiben. Urn in die hier bestehenden Verhaltnisse Einblick zu ge
winnen, sehen wir zunachst von einer Be>vegung vollstandig ab und 
betrachten die Reibung cines cine feststehende Trommel odor Walze 
langs eines endlichen Stiickes umschlieBenden Riemens odor Seiles 
(Abb. 100). Hierbei muB wegen der Reibung die Kraft im Seile von der 
Auflaufstelle A an der Lastseite (Q) bis zur Ablaufstelle Bander Kraft
seite (K) kontinuierlich zunehmen. Das Gesctz fur diose Zunahme be
kommen wir, wenn wir beachten, dal.l nach den Gleichgewichtsbedin
gungen der Unterschied der Seilkriifte d San den Enden cines Elementos 
gerade gleich sein mu!3 der langs dieses Elementos auftretenden Reibung 

dS = dR = /0 dN, 

wahrend sich fiir die Richtung senkrecht zum Seil ergibt 

dN = 28 sindtp ~ Sdm· 2 1'' 

es ist also 

dS=Sf0 drp, und daraus 8 = C efo'P, 
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wenn 0 eine Integrationskonstante ist. Wenn diese Gleichung fiir die 
Stelle A angewendet wird, so ist zu setzen cp = 0, 0 = Q, und sie ergibt 
dann fiir die Ablaufstelle B (cp =!X) 

(134) 

wahrend die gesamte am Umfang auftretende Reibung die GroBe hat 

R = K- Q = Q (efoa.- l) = K (efoa.- l)jefoa., (135) 

K 

Q 

Abb. 100. 

Durch Auftragen von S fiir jeden Winkel cp von einem festen Punkte P 
aus erhalt man als ,Krafteplan" eine logarithmische Spirale (Abb.100b), 
a us der man fiir jeden Winkel cp die zugehi:irige Seilkraft S ablesen kann. 

Beispiel 52. Bei einem Riemen- oder Seiltrieb wird die Haftreibung zwischen 
Riemen oder Seil und Scheibe dazu benutzt, urn auf der Achse der Scheibe vom 
Halbmesser rein Drehmoment zu iibertragen, das zum Heben eines Gewichtes G, 
zum Antrieb einer Arbeitsmaschine u. dgl. dienen kann. Soli dies erreicht werden, 
so muB das Moment der am Umfange der Scheibe (Abb. 101) auftretenden Rei
bung R dem belastenden Moment G r1 mindestens gleich sein; aus 

Rr?;_Gr1 

folgt nach Gl. (135) 

Q=--R->Gr1 ___ l_ 
efort. - l = r efoa.- l ' 

Re'•a. r ef,a. 
K = ·--->G..l. __ _ 

efort._ 1 = r efoa._ l. 

Damit also eine Bewegungsiiber-
Abb. 101. tragung stattfinden kann, ist 

mindestens die Kraft Q im ge
zogene~ u~d minde~tens die Kraft K im ziehenden Riemenstiick notwendig. 

Beispiel 53. Ahnliche Beziehungen gel ten fiir die Band bremse, wie sie 
bei Kraftwagen, Fordermaschinen usw. angewendet wird. Auch hier wird die 
GroBe der am Umfang aufzubringenden und hier als vorgegeben zu betrachtenden 
Reibung R durch besondere Forderungen bestimmt, wie durch die Lange des 
Auslaufweges u. dgl. Das Band wird an die Scheibe mittels eines Hebels nach 



Theorie der Reibung. 113 

Abb.l02 gepreBt; in den Bezeichnungen dieser Abb., die eine Differential
bremse darstellt, folgt die notwendige Kraft H am Handhebel aus dem Mo
mentensatze fiir den Drehpunkt 0 des He'bels: 

Hh=Kk-Qq 
und nach Gl. (135) 

c) Keil. Die Gleichgewichtsbedingungen der Krafte am Keil er
geben sich a us den bekannten Gleichungen fiir die schiefe Ebene, wobei 
wir die Kraft K wagrecht annehmen wollen. 
Aus Abb.I03 finden wir die notwendige H 
Kraft fiir das ,Anheben" des Keiles mit 
fo = tg eo 

K cos~= Q sin~+ f0 N = Q sin~ 
+ tg eo (K sin~ + Q cos~) 

und daraus 

K = Q sin (ex+ eo)= Q t (~ + 0 ) . 
cos (ex+ eo) g ~o (136) 

Wenn es sich nicht darum handelt, die 
Last zu he ben, sondern nur auf der schiefen 
Ebene im Gleichgewichte zu ,halten", so Abb.l02. 

kann hierzu die Haftreibung nach dem 
friiher Gesagten ausgeniitzt werden; diese ist dann nach oben gerichtet 
anzunehmen, wodurch im Ergebnis - eo statt + eo zu stehen kommt. 
Es ist daher die ;,Kraft zum Halten" 

K' = Q tg (~-eo). (137) 

Fiir ~ < eo wird K' < 0, d. h. es ware eine nach rechts, also im Sinne 
der Abwartsbewegung des Korpers gerichtete Kraft notig, um die 
Haftreibung zu iiberwinden. Diese Eigenschaft bezeichnet man als 
Selbstsperrung oder N 
Selbsthemmung. 

Beispiel 54. Bei den 
Anwendungen des Keiles 
wird die Anordnung so ab
geandert, wie es Abb. 104 
zeigt. Die schiefe Ebene 1 
wird beweglich angeordnet 
und soli dazu dienen, durch 
eine auf sie wirkende Kraft 
K den auf ihr liegenden, 
mit Q belasteten Korper 2, 
der selbst in lotrechter Rich

Q 
Abb.l03. 

0 

tung gefiihrt wird, anzuheben. An allen Beriihrungsstellen treten Reibungen auf, 
die alle der relativen Bewegungsrichtung entgegen wirken, fiir das ,Anheben" 
mithin die aus der Abb. zu entnehmenden Richtungen haben. Mit Hilfe der 
Definitionsgleichungen fiir die Reibungen an den Stiitzflachen: R = N tg e. 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 8 
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R1 = N 1 tg (/1, R2 = N 2 tg e2 entnimmt man dem Krafteplan Abb. l04b (oder 
direkt aus den Gleichgewichtsbedingungen) die Gleichungen 

. cos(oc+ e) N = N cos 0( - R Sill 0( = N .. ~ ~- -~- ' 
1 cos e 

N . r sin (oc +e) 
N 2 = sm oc + R cos oc = 1i , 

cos e 

ferner fiir das Gleichgewicht beider Korper zusammen 

K=N R =Nsin(oc+e)+Ncos(oc+e)t =Nsin(oc+e+ei), 
2 + I cos e cos e g e1 cos e cos ei 

Q = N - R = N cos (oc + e + ez) 
I 2 cos e cos e2 

und daraus cndlich 
K = Q sin (oc + e + !!I) cos Qz . (138} 

COS (oc + (! + (!2) COS r!1 

Um die zum ,Halten der Last" Q notige Kraft K' zu bekommen, sind die Rei
bungen, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Vorzeichen der Q, !!I• e2 um
zukehren, so daB man findet 

K' = Q sin (oc - e - e1) cos e2 
cos ( 0( - e - ez) cos r!l ' 

und die Bedingung fiir Selbstsperrung K' < 0 ergibt hier 

oc < e + e1 · (139) 

Insbesondere folgt fiir e = r!I = e2: 

K = Q tg (oc + 2 e), 
K' = Q tg (oc -· 2 (l). (140) 

Beispiel 55. Keilnut. In 
manchen Fallen der Kraftiiber
tragung, durch Rader u. dgl., er
weist es sich als wiinschenswert, 
die Reibung zwischen zwei Kor
pern kiinstlich zu vergroBern; die~ 

Abb. 105. geschieht durch Anbringung einer 
keilformigen V ertiefung zwischen 

den Korpern, einer Keilnut. Sci (Abb. 105) der Neigungswinkel der Keilebenen 
2 oc und die Belastung Q, dann sind die Krafte N auf die Seitenflachen des 
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Keiles gegeben durch 

Q = 2 N (sin IX+ / 0 cos IX), also N = Q /2 (sin IX+ / 0 cos IX), 

mithin ist die zur Uberwindung der Reibung notwendige Kraft (senkrecht zur 
Zeichenebene gerichtet): 

K = 2 fo N = Q fo/(sin IX+ locos IX)= r Q, r = /o/(sin IX+ locos IX), (141) 
und fUr kleine IX ist f' > f 0. Durch die Anbringung einer 
Keilnut wird die Reibungszahl von / 0 auf /0/ (sin IX+ / 0 cos IX) 
erhOht, z. B. fUr IX= 15, / 0 = 0,1 folgt f' = 0,384. 

Beispiel 56. Gewolbe als Keilsystem. Fiir das 
statische Verhalten eines Gewolbes ist die Mitwirkung der 
Reibung in samtlichen Trennungsfugen wesentlich. Denken 
wir uns ein Keilsystem etwa 
von der in Abb. 106 gezeich
neten Anordnung, ~ur~ die 
cingepragten KrafteK1, K2, ••• 

belastet, so miissen fiir Gleich
gewicht die folgenden Bedin
gungen erfiillt sein: 

1. Je drei Krafte K,, 
D,_1, D, miissen im Gleich
gewichte sein, d. h. durch 
einen Punkt gehen und ein ge-
schlossenes Dreieck bilden. Abb. 106. 

2. Die Normalkrafte zwi-
schen den Korpern miissen wirkliche Druckkrafte (und nicht Zugkrafte) sein, 
die die Beriihrungsflachen im Innern durchsetzen. 

3. Die gesamten 13eriihrungskrafte D0, D1, ••• diirfen von den bezftglichen 
Normalen auf die Trennungsflachen urn nicht mehr als den Reibungswinkel ab
weichen. 

Es muB sich also zu dem Krafteck der Lasten K1 , K 2, ••• cin Pol P so finden 
lassen, daB das zugehorige Seileck, welches durch die Krafte D0 , D;,, . .. gebildet 
wird - das man auch als Stiitzlinie des Gewolbes bezeichnet - die Bedin-
gungen 1., 2., 3. erfiillt. -- ,., ............... h-.. ----- .. ---~ 

d) Schraube. Die fiir die schiefe 
Ebene erhaltene Gl. (136) gibt auch das 
Gesetz fiir das Gleichgewicht an der 
Schraube ·an. Wir setzen dabei eine 
flachgangige oder Bewegungs
schra u be voraus, und fiir sie eine gleich
formige Verteilung der Belastung Q auf 
die samtlichen mit dem Muttergewinde 
in Beriihrung stehenden Schraubengange. 
Der Kraft H am Arme h (Abb. 107) ent
spricht eine Kraft K am Umfang des 
Schraubenkorpers, beide sind durch den 

Abb. 107. 

H 

Momentensatz urn die Schraubenachse miteinander verkniipft: H h = K r. 
Wenn wir nun die Schraube auf die Ebene abgewickelt denken, so er
halten wir eine Reihe von schiefen Ebenen iibereinander, auf denen 
gleichformig vertcilt, wie wir annehmen wollen, die lotrechte Last Q 
ruht. Die Gl. (136) liefert daher unmittelbar die Schraubengleichung 

H = K r/h = Q tg (rt. + (!0 ) r/h. (142) 
8* 
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Flachgangige Schrauben werden erzeugt durch Herumfiihren eines 
Rechteckes langs einer Schraubenlinie. Nimmt man an Stelle des 
Rechteckes ein Dreieck, so erhalt man die scharfgangigen Schrau
ben, die wegen der dabei auftretenden groBeren Reibung als Befesti
gungschrauben Verwendung finden. 

e) Seilsteifheit. Schiefe Ebene, Keil und Schraube bezeichnet 
man als einfache Maschinen und rechnet zu diesen auch den 
Hebel, die Rolle und das Wellrad. Die Gleichgewichtsbedingungen 
fiir diese letzteren werden einfach durch den Momentensatz geliefert, 
wie ja gerade der Hebel in der Geschichte der Mechanik den Aus
gangspunkt fiir den Begriff des Momentes gebildet hat. Die Rollen 
werden oft nicht einzeln verwendet, sondern zu mehreren Stiicken 
in Flaschenziigen vereinigt. 

Fiir die Seilsteifheit, d. i. den Widerstand des Seiles bei Rolle 
und Wellrad, sind empirische Formeln angegeben worden. Die Seil
steifheit ist nicht eine Erscheinung der Reibung in dem Sinne, wie wir 
diesen Begriff bisher verwendet haben, sie riihrt vielmehr von der 
unvollkommenen Biegsamkeit des Seiles, die eine Folge der 
inneren, molekularen Spannungen und der Reibung zwischen den 
einzelnen Drahten und Litzen ist, aus denen das Seil besteht. 

Urn diese unvollkommene Biegbarkeit ohne Inanspruchnahme der 
Elastizitatslehre zahlenmaBig einzuschatzen, sucht man einen Ansatz 
fiir die Differenz der Seilspannungen an den beiden Enden eines urn 
eine Rolle herumgelegten Seiles zu gewinnen. Der Widerstand, den 
das steife Seil der Biegung entgegensetzt, kann so erklart werden, daB 
bei dem Herumfiihren des Seiles urn die Rolle vom Halbmesser r 1 der 
Kraftarm auf r 1 - g verkleinert und der Lastarm auf r 1 + g ver
groBert angesetzt wird; der Momentensatz liefert dann 

K h- ~) = Q (r1 + ~), daher (143) 

wenn ~ als klein betrachtet wird. Der Teil 2 Q ~jr1 gibt dann ein MaB 
fiir die GroBe der Seilsteifheit. 

Fiir Hanfseile rechnet man mit 2 g = 0,03 d2 bis 0,06 d2, fiir 
Drahtseile (wofiir weniger Versuche vorliegen) mit etwa 2 ~ = 0,06d2 

bis 0,09 d2, je nach der Herstellungsart und dem Stoff der Seile. In 
Gl. (143) und in diese Angaben sind d und r in em einzusetzen. 

Wird auch die Zapfenreibung an der Rolle beriicksichtigt, so kommt 
ihr Moment lastvergroBernd hinzu, und da dieses Moment nach Gl. (132) 
einer Umfangskraft M/r1 = 2/1 Q r/r1 (die Belastung des Zapfens kann 
bei parallelen Seilen ~ 2 Q gcsctzt >verden) entspricht, so erhalten wir 

(C > l), (144) 

wobei C = l + 2 ~ +2ft_!_ als Rollenziffer bezeichnet wird. 
rt rt 

Beispiel 57. Bei dem gemeinen oder Produkt-Flaschenzug nach 
Abb. 108 werden je n Rollen in einer ,Flasche" untereinander oder nebeneinander 
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angeordnet, die obere Flasche wird befestigt, an der unteren hangt ~ie Last _Q. 
Ein Seil ist in der gezeichneten Weise urn die Rollen herumgefiihrt, em Ende 1st 
an der oberen Flasche angeheftet, auf das andere wirkt die Kraft K ein. 

Bei fehlenden Widerstanden (C = 1) ist die Spannung S , 
im Seile iiberall gleich, d. h. S = K, und da die Last an 2 n 
Seilen hangt, so folgt fiir Gleichgewicht 2 n S = Q = 2 n K, 
also 

K = Qf2n. (145) 

Mit Beriicksichtigung der Widerstande (Seilsteifheit undZapfen
reibung) ware fiir n = 2 nach Abb. 108 zu setzen 

K=CS4 , S.1 =CSa, S 3 =CS2, S2=CS1 

und daher 

Q = SI + s2 +Sa+ s4 = (1 + c + C2 + n sl, K = C4Sl, 
woraus durch Ausscheidung von S1 folgt 

C4 (C -1) 
K = c4- 1 Q; 

und ahnlich fiir 2 n Rollen 
c2n(C-1) 

K=-~--1-. 
<, n-

(146) 

59. Roll- und Bohrreibung. a) Auch bei der Roll
reibung gehen wir von der Erfahrungstatsache aus, 
daB - abgesehen vom Luftwiderstand - eine ge-
wisse Kraft notwendig ist, urn die Bewegung eines Abb. 108. 

Rades oder einer Walze iiber eine wagrechte Unterlage 
zu bewirken (beim Rad erfolgt die Belastung mittels einer Achse, bei 
der Walze liegt sie unmittelbar auf dem Korper der Walze auf); diese 
Kraft ist durch die auftretende Rollreibung bedingt, und diese riihrt 
davon her, daB sich das Rad an der jeweiligen Beriihrungstelle ein 
wenig abplattet, in diesem Zustande in die Unterlage einsinkt, und 
aus der so entstehenden Vertiefung wahrend der Bewegung gewisser
maBen fortwahrend wieder herausgehoben wird, und die Einsenkung 
entgegen der Festigkeit des Materials fortgesetzt neu hervorgerufen 
werden muB. Die erzeugten Vertiefungen wer
den allerdings zum Teil wieder zuriickgehen, 
aber wegen der bleibenden Formanderungen 
des Materials erfolgt diese Riickbildung mit 
geringeren Druckkraften, und daher bleibt als 
UberschuB ein Moment iibrig (Min Abb. 109), 
das der Drehung urn den momentanen Be
riihrungspunkt en t g e g en w irk t ; dieses wird 
als Rollreibungsmoment bezeichnet. Na-
tiirlich wird dieses Moment urn so kleiner sein, Abb.l09. 

je weniger stark die Formanderungen (insbe-
sondere die bleibenden) der Korper sein werden, d. h. aus je harterem 
Stoff die Ki::irper bestehen. 

Die GroBe dieses Rollreibungsmomentes wird auBer von den Stoffen, 
aus denen Rad und Unterlage bestehen, im wesentlichen von der Be
last.ung Q des Rades abhangen. Die im Momentenprodukt vorkommende 
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Lange kann dann als jene Strecke gedeutet werden, um die die Auf
lagerkraft der Schiene gegen den Beriihrungspunkt B nach vorwarts 
(im Sinne der Bewegungsrichtung) verschoben ist (Abb. 109). Die Lange 
dieser Strecke / 2 nennt man die Rollreibungszahl und schreibt 

(147) 

f 2 hat im Gegensatz zu den anderen Reibungszahlen die Dimensionen 
einer Lange. Wird dieses Moment durch 2 Krafte Ram Arme r (r = Halb
messer des Rades) dargestellt, so kann man schreiben M 2 = R r und 
erhalt 

(148) 

und man kann auch sagen, daB die zur Bewegung cines Rades not
wendige Kraft der Belastung direkt und dem Halbmesser des Rades ver
kehrt proportional ist. Rollen tritt nur ein, wenn dieses R unterhalb 
des groBten W ertes der an der Beriihrungstelle moglichen Haftreibung 
liegt, also wenn R < fo Q, oder / 2/r < /0 . 

Fiir die GroBe von I 2 mogen die folgenden Zahlenangaben dienen: 

Eisenbahnrader auf Schienen / 2 = 0,05 em, 
Pockholz auf Pockholz = 0,05 , 
Ulmenholz auf Pockholz = 0,08 , 
Gummirader auf Wiesengrund = l his 1,5 em. 

Der Umstand, daB die Rollreibung wesentlich kleiner ausfallt als 
die Gleitreibung, wird bei den Kugellagern verwertet; neuere Ver
suche haben gezeigt, daB f 2 dabei nicht als konstant zu betrachten 
ist, sondern mit zunehmender Belastung abnimmt, dagegen von der 
Geschwindigkeit in weiten Grenzen unabhangig ist. 

b) Bohrreibung tritt bei der Beriihrung rauher Korper auf, die 
sich um ihre gemeinsame Normale drehen konnen oder gedreht werden. 
Die unter Druck einander beriihrenden Korper werden sich tatsachlich 
etwas abplatten und sich nicht in einem Punkte, sondern in einer 
kreisformigen Flache beriihren. Den bei der Drehung um die Normale 
auftretenden Widerstand kann man wieder als der Bewegung ent
gegenwirkendes Moment M 3 in der Form ansetzen 

(149) 

wenn f3 die Bohrreibungszahl bedeutet, die vom Material und vom 
mittleren Radius der Beriihrungsflache abhangt und wieder die Dimen
sion eine Lange hat. 

VII. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten. 
60. Aussage des Prinzips fiir die Kriiftegruppe durch einen Punkt. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten oder Prinzip der vir
tuellen Verschiebungen ist ein aus den Gesetzen fiir die Addition 
von Kraften am starren Korper gewonnener allgemeiner Ansatz, der 
(ahnlich wie das d'Alembertsche Prinzip, davon aber ganz unabhangig) 
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in den einfacheren Fallen wohl auf Grund jener Entwicklungen ab
leitbar, in seinem weitesten Umfange jedoch nicht vollstandig beweisbar 
ist. Diesem Sachverhalt wird durch die Bezeichnung ,Prinzip" Rech
nung getragen, die hier andeuten soll, daB es iiber das unmittelbar Be
wiesene hinaus als richtig anzusehen ist und sich in allen seinen Folge
rungen restlos bewahrt hat. Dieses Prinzip ist zugleich cines der 
schonsten und bedeutungsvollsten Ergebnisse der Mechanik und hat 
nicht nur fiir die Statik der starren, sondern auch der elastischen 
Korper, insbesondere in der Statik der Baukonstruktionen (bei denen 
die elastischen Formiinderungen als virtuelle Verschiebungen be
trachtet werden) und auch fiir die Formulierung der Gleichungen der 
Dynamik der Systeme groBe Bedeutung erlangt. 

Urn zu einem analytischen Ausdruck fiir dieses Prinzip zu gelangen, 
betrachten wir zuniichst eine Kraft K mit den Komponenten (X, Y, Z) 

und cine kleine Verschiebung bs cines auf ihr liegenden Punktes A, 
die nach den drei Richtungen cines rechtwinkligen Achsenkreuzes die 

Komponenten (bx, by, bz) haben soll. Als Arbeit von if bei dieser 
Verschiebung bs bezeichnen wir nach der Definitionsgleichung (18) des 
Arbeitsproduktes den Ausdruck 

I bA == K ~ == Kbscos{} ==X bx + Y by+ Zbz .1 (150) 

Verschiebungen dieser Art, wie wir sie hier betrachten, sind also 
nicht etwa Wirkungen oder Folgen der einwirkenden Kraftegruppe, 
sondern nur gedachte Lagenanderungen der Punkte und Korper, 
die nur so beschaffen sein miissen, daB sie die geometrischen oder 
physikalischen Bedingungen der Fiihrungen und Auflagerungen nicht 
verletzen. Derartige Verschiebungen >verden daher als virtuell (virtus 
= Fiihigkeit, Moglichkeit) bezeichnet. 

Das Beiwort virtuell ist im Hinblick auf die weitreichende Bedeutung des 
Prinzips eigentlich zu eng gefaBt. Es sollte namlich damit, wie gesagt, zum Aus
druck gebracht werden, daB nur Verschiebungen zugelassen werden, bei denen 
die einzelnen Korper ihren geometrischen Zusammenhang und die Auflagerbedin
gungen (Verbindungen, Beriihrungen usw.) bewahren. Wir werden sehen, daB 
Verschiebungen dieser besonderen Art einzufiihren sind, wenn die Gleichgewichts
stellung gefunden werden soli. Fiir die Aufsuchung der A uflagerkrafte konnen 
jedoch die Verschiebungen ganz beliebig erfolgen, gegebenenfalls auch die 
Unterstiitzungen oder Fiihrungen durchdringend. 

Aus der Form der Gl. (150) folgt sofort die Richtigkeit des fol
genden (iibrige~ s~on in J-7 ausgesprochenen) Hilfsatzes: Wenn 
die n Kriifte K 1, K 2, •• • , Kn durch einen Punkt 0 hindurch
gehen (Kraftbiindel) und K = 2) Ki ihre Summe ist, so ist 
hir jede Verschiebung bs von 0 die Arbeit von K gleich der 

- -
Summe der Arbeiten der Ki. Denn es ist die Arbeit von K, wenn 

{} = (K, bs), weil X = .2 xi usw. 

0 A == K 0-; = K 0 8 cos{} = X 0 X + y by + z 0 z } 
(151) 

= (_2:'Xi) ox+ (.27 Y;) oy + (2)Zi) oz = 2)oAi. 
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Daraus folgt weiter: Wen_n die KraJte K; eine Gleichgewichts
gruppe bilden, also K = 0 ist, so ist die Summe der von 
denKi bei jeder beliebigen Verschiebung bs vonOgeleisteten 
Arbeit gleich Null. 

Dies ist der Ausdruck des , Prinzips" fiir den Fall des ,Kr i.d t e
bundels"; fiir dieses ist es also eine unmittelba,re Folge der gewohn
lichen Gleichgewichtsbedingungen der Statik. Fur das Kraftebundel 
besteht daher das Prinzip nur in einer veranderten Formulierung des 
Satzes uber die geometrische Addition der Kriifte und bringt daher 
keinen unmittelbaren Gewinn. Da die b x, by, b z willkiirlich sind, so 
folgt aus bA = 0 unmittelbar X= 0, Y = 0, Z = 0, d. h. die Gleich
gewichtsbedingungen in der gewohnlichen Form. 

61. Begriindung des Prinzips fiir starre Korper. Die eigentliche 
Bedeutung des Prinzips beruht darauf, daB es auch fiir beliebige 
e bene und riiumliche Gleichgewichtsgruppen gilt, d. h. fiir au s g e de h n t e 
starre Korper (und nach angemessener Erweiterung auch fiir nicht
starre, worauf wir hier aber nicht eingehen). Fur den einzelnen starren 
Korper konnen wir es in folgender Form aussprechen: 

Wenn ein starrer Korper im Gleichgewichte ist, so ist 
die Summe der Arbeiten der eingepriigten Krafte bei jeder 
virtuellen Verschiebung des Korpers gleich Null. 

Das Wort virtuell soll jetzt lediglich andeuten, daB es sich um eine 
mogliche, mit der Starrheit des Korpers vertriigliche Verschiebung 
handelt, i. a. also um eine solche, bei der der Korper als Ganzes be
liebig verschoben und verdreht wird. 

Um durch Verwendung dieses Prinzips die Gleichgewichtsbedin
gungen des starren Korpers zu erhalten, werden wir in ahnlicher Weise 

y 

0 

Abb.llO. 

X 

vorgehen wie bei der Kraftegruppe des Punktes 
und zuerst eine beliebige Bewegung einer ebenen 
Scheibe voraussetzen, die als Trager der Krafte
gruppe dient. Es ist Ieicht einzusehen und wird 
in der Bewegungslehre ausfuhrlicher dargelegt, 
daB jede ebene Bewegung durch die Schiebungen 
(Translationen) bx, by irgend eines Punktes 0 
des Korpers parallel zu zwei zueinander senk
rechten Richtungen x, y in Verbindung mit 
einer Drehung b cp um den Anfangspunkt des 
Koordinatensystems 0 dargestellt werden kann, 
welche GroBen wir siimtlich als beliebig klein 

ansehen konnen. Die Verschiebungen eines Punktes Ai (x;, y;) sind 
dann (Abb. 110) 

(J U; = (J X --- Yi (j cp ' l 
o vi = by + xi 0 cp ; J 

(152) 

die Arbeit der Kraft, deren Wirkungslinie durch A; hindurchgeht, ist 

bAi~-=X;bu;+ Y;bv;=Xibx+ Y;by+(x;Y;-y;X;)bcp, (153) 



Das Prinzip der virtuellen Arbeiten. 121 

daher ist die Summe der Arbeiten aller Krafte, da 6x, 6y und orp 
fiir alle Krafte dieselben sind 

_2 6Ai = (.2 X;) ox -t- (.2 Yi) oy -t- [2 (xi Y;- Y; Xi)] orp. 

Fiir eine Gleichgewichtsgruppe, fiir die also 

X= 2 X; = 0, Y = 2 Y; = 0, M = _2 (x; Y; - Y; X;) = 0 (154) 

ist, folgt also fiir belie bige W erte der ox, o y, o rp 

[2oAi=:=Xox-t- Yoy-t-Morp=O.f (155) 

Umgekehrt liefert das Bestehen dieser Gleichung fiir willkiirliche 
Werte von ox, oy und orp die bekannten Gleichgewichtsbedin
gungen (154). 

Dasselbe Verfahren wiirde fiir den Fall des im Raume frei beweg
lichen starren Korpers die Darstellung der Verschiebungen 0'U;, Ov;, 
Ow; cines Kraftangriffspunktes A; nach drei Achsen x, y, z mittels der 
drei Schiebungen Ox, oy, Oz langs X, y, z und der drei Drehungen 
o tp, ox, 0 rp urn x, y, z in der Form ergeben 

OU; =ox+ Z;OX -- y;Orp) 
ovi = oy + X;O rp- Z;Otp . 

ow;= oz -t- yiOVJ- xio X 

(156) 

Bilden wir nun die Arbeit Ai der Kraft Ki (X;, Y;, Z;) und ad
dieren iiber alle Kriifte Ki, so erhalten wir den Ausdruck 

oA = _2oA; =X ox+ Yoy + zoz + M.,oVJ + M1Jox + Mzorp, (157) 

wobei 
X =.2Xi, . .. 

und 20Ai ist vermoge der bekannten Gleichgewichtsbedingungen 
(X= 0 usw.) fiir alle virtuellen Bewegungen des starren Korpers 
gleich Null; und umgekehrt, wenn oA = 0, so folgen daraus die Gleich
gewichtsbedingungen des starren Korpers. 

Aus diesen Betrachtungen tritt die Richtigkeit des folgenden Satzes 
hervor, der die Einsicht in die Natur der hier auftretenden Beziehungen 
wesentlich zu fOrdern geeignet ist: Die Anzahl der Bewegungs
moglichkeiten (oder Freiheitsgrade) ist identisch mit der 
Anzahl der notwendigen Gleichgewichtsbedingungen; diesc 
konnen auch als Bedingungen gegen Verschie bung und gegen 
Drehung bezeichnet werden. -

Urn das Prinzip zu beweisen, kann man auch unmittelbar das fiir 
den einzelnen Punkt erhaltene Ergebnis heranziehen und auf den 
Korper iibertragen, der dann als ein Punktha uf en zu betrachten ist. 
Wie auch die inneren Krafte beschaffen sein mogen, so muB man doch 
annehmen, daB sie im Korper stets paarweise von gleicher GroBe und 
entgegengesetzter Rich tung auftreten; sie bilden also jedenfalls fiir 
den ganzen Korper genommen eine Gleichgewichtsgruppe, und wir 
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konnen zeigen, daB_ fiir ~ zwei paarweise gleiche und entgegengesetzt 
gerichtete Krafte J, - J die Arbeit bei jeder virtuellen Verscbiebung 
verscbwindet. Fiir eine Scbiebung b x ist das Verschwinden der 
virtuellen .Arbeiten evident. Fiir eine Drebung bcp um die z-.Acbse, die 

wir durch den Vektor bcp darstellen ki:innen, sind die Verscbiebungen 
der .Angriffspunkte A 1, A 2, denen nacb .Abb. 111 die Ortsvektoren 
r1 , r; entsprechcn so lien, nach Gl. (30) 

Abb. 111. 

Mithin ist die Summe der .Arbeiten der 
- -

heiden Krafte J und - J 

7 bs1 - J os2 = J [a cp x rd- J[b cp x r2 ] 

und nach Gl. (31): 

~ cp {[t\ X J]- (1'2 X J]} , 
und dies ist off en bar gleich Null, weil die 

- -
heiden Produkte die Momente von J und - J um die z-.Acbse dar-
stollen. 

Durch diose Betrachtung wird es verstandlich, daB die .Arbeit der 
au13eren Krafte von der der inneren vollstandig getrennt worden kann 
und im Gleichgewichtsfalle jede fiir sicb verschwindet. Man kann auch 
sagen, das Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir starre Ki:irper besteht 
gerade in der .Aussage, da13 die Summe der Arbeiten der inneren 
Krafte fiir sich allein verschwindet, woraus auch das Ver
schwinden der Arbeiten der auBeren Krafte folgt. 

Um die Aussage des Prinzips auf einen gestii tzten Ki:irper und 
sodann auch auf m ehr ere sich gegenseitig stiitzende Korper zu iiber
tragen, haben wir an jedem Korper l. die eingepragten Krafte und 
2. die .Auflagerkrafte zwischen ibm und den festen Auflagern (Ge
lenken usw.) und zwischen den Ki:irpern untereinander anzubringen. 
Wenn wir dem System aller dieser Ki:irper, als Gauzes betrachtet, eine 
solche Verschiebung erteilen, da13 die .Auflager nicht verlassen werden 
(die .Auflagerkrafte also keine .Arbeit leisten, und wenn Reibungen 
vorhanden sind, kein Gleiten parallel zu den Stiitzflachen zugelassen 
wird), so worden dabei die unter 2. genannten Auflagerkrafte die Arbeit 
Null leis ten. Wir ki:innen daher das Prinzip so aussprechen: 

Erteilt man einem im Gleichgewicht befindlichen System 
von Ki:irpern, die sich gegenseitig stiitzen, solcbe Ver
schiebungen, da13 die gegenseitigen Beriihrungen erhalten 
bleiben (und da13 bei .Auftreten von Reibungen keine .Ar
beiten der Reibungskriifte auftreten), so ist die Summe der 
.Arbeiten der eingepragten Krafte fiir sich gleich Null. 

Wir fiigen noch hinzu, daB das Verschwinden der virtuellen Ar
beiten auch eine hinreichende Bedingung fiir das Gleichgewicht einer 
Kriiftegruppe darstellt, so daB auch die Umkehrung gilt: Wenn die 
Summe der .Arbeiten einer Kriiftegruppe bei jeder virtuellen 
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Verschiebung der Korper verschwindet, so ist die Krafte
gruppe im Gleichgewicht. 

62. Die Form des Prinzips fiir Gewichte als eingepragte Krafte. Fur 
den technisch wichtigsten Fall sind die eingepragten Krafte die Ge
w i c h t e der einzelnen Korper und lotrecht gerichtete Lasten; nehmen 
wir die gemeinsame Richtung der Kriifte als z-Achse, dann haben wir 
zu setzen: X;= 0, Yi = 0, Zi = G;, und in dem Ausdruck fUr das 
Prinzip der virtuellen Arbeiten treten nur die Verschiebungen ()zi ein; 
es kommt also 

(158) 

da die Hohenlage des Schwerpunktes des ganzen Systems durch Gl. (98) 
gegeben ist 

und der Ausdruck des Prinzips reduziert sich auf die Aussage 

I()' = 0 oder .E Gi () z; = 0 ·I 

(159) 

(160) 

In diesem besonderen Fall besagt also das Prinzip: Ein System von 
sich stutzenden Korpern, die lediglich unter dem EinfluB 
von Gewichten stehen, ist im Gleichgewichte, wenn sich 
bei irgendeiner virtu ellen Verschie bung die Hohenlage des 
Schwerpunktes nicht andert. Wenn sich der Schwerpunkt bei 
der Verschiebung uberhaupt bewegt, so kann er sich nur in wagrechter 
Richtung bewegen. 

Die Gl. (160) kann auch in integrierter Form geschrieben werden: 

.:i)Gi zi = konst. (161) 

Die GroBe Gi zi bezeichnet man auch als die zugehorige poten
tielle Energie oder Energie der Lage: Fur Gleichgewicht ist 
daher die potentielle Energie konstant, d. h. sic andert sich bei einer 
virtuellen Verschiebung der Korper nich t. 

Die Verbindungen der Korper untereinander konnen dabei ganz 
beliebige sein, nur durfen sie bei der Verschiebung nicht gelost werden. 

63. Anwendungen. Fur den freien Korper gibt das Prinzip ebenso 
viele voneinander unabhangige Gleichungen, als der Korper Freiheits
grade besitzt; a us diesen Gleichungen konnen - je nach der Frage -
entweder die Gleichgewichtstellung oder die fUr Gleichgewicht not
wendigen Krafte ermittelt werden. Fur einen gestutzten Korper 
scheiden ebenso viele Freiheitsgrade aus, als Auflagerbedingungen hin
zutreten, und die virtuellen Verschiebungen, die diese Auflager
bedingungen nicht verletzen, geben stets ebenso viele Gleichungen, 
als unbekanntc Koordinaten oder unbekannte Krafte ubrigbleiben. 
\Vird die Anzahl der Auflagerbedingungen groBer als die Anzahl dcr 
Freiheitsgrade, so erhalt man ein statisch-unbestimmtes System, wic 
wir schon in 33 durch eine andere Art der Abziihlung festgestellt 
haben. 
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Bei verbundenen Systemen mit einem Freiheitsgrad und bei 
mehreren symmetrisch angeordneten Korpern, die sich wie solche mit 
einem Freiheitsgrad verhalten (Beispiel64), reicht die einmalige An
wendung des Prinzips zusammen mit den ,geometrischen Bedin
gungen" des Problems hin, urn die Gleichgewichtstellung oder die zur 
Herstellung des Gleichgewichts notwendige Kraft zu ermitteln. - Die 
geometrischen Bedingungen bestehen etwa in der konstanten Lange 
eines die Korper verbindenden Fadens, eines Stabes u. dgl.; derartige 
Verbindungen werden durch die Koordinaten ihrer Endpunkte aus
gedriickt und geben differenziert die Bedingungen, die zwischen den 
Anderungen der Koordinaten - d. h. eben den virtuellen Verschie
bungen --' bestehen. 

Das Prinzip kann jedoch auch dazu dienen, die Auflagerkriifte, 
und zwar jede einzelne Komponente der Auflagerkrafte, fiir sich zu 
bestimmen. Hierzu denke man sich zunachst die Gleichgewichtstellung 
in der vorhin dargelegten Weise gefunden und verschiebe den Korper 
oder das System von Korpern neuerlich in der Weise, daB aile Auf
lagerbedingungen erfiillt bleiben bis auf die eine, fiir welche die Auf
lagerkraft ermittelt werden soli. Die Anwendung des Prinzips fiir diese 
Verschiebung gibt eine Gleichung, in der die betreffende Auflager
kraft als einzige Unbekannte auftritt und daher errechnet werden 
kann. Eine Gelenkkraft oder die in einer Eckenstiitzung (33) auf
tretende Kraft wird in der Ebene durch zwei Komponenten bestimmt 
und verlangt die zweimalige Anwendung des Prinzips fiir zwei 
Verschiebungen, da jede Komponente fiir sich ermittelt werden mu.B. 

Zur Kennzeichnung der Art und Weise, wie das Prinzip anzuwenden 
ist, mogen die folgenden einfachen Beispiele dienen. Die ersten von 
ihnen betreffen die sog. einfachen Maschinen, an denen das Prinzip 
zuerst- allerdings in ganz spezieller Form- erkannt wurde. 

Beispiel 58. Hebel. Die Drehung (jrp um den Drehpunkt 0 des Rebels 
A 0 B liefert fur Gleichgewicht die Gleichung (Abb. 112) 

Ka(jrpcosrx+Qb(jrpcosfJ=O, d.h. (162) 

Abb. 112. 

wenn mit k und q die Lote von 0 auf 
die Wirkungslinien von K und Q be
zeichnet werden. 

Abb.ll3. 

Beispiel 59. Schiefe Ebene nach Abb. 113. Die Verschiebung der heiden 
Gewichte G1 und G2 um (jz1 und (jz2 in lotrechter Richtung liefert die Gl. (160) 

G1 (jz1 +G2 (jz2 =0, 
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und da !5 z1 = !58 sin 0(1, !5 z2 = - o 8 sin 0(2, so folgt 

G1 sin0(1 = G2 sin0(2 • 

125 

Beispiel 60. Fiir die Ro bervalsche Waage nach Abb. 114 gilt die Be
ziehung P a = Q b unabhangig von den Stellen, an denen die Gewichte hangen. 

Bezeichnen dz1 , dz2 die lotrechten Verschiebungen der Waagebalken bei 
einer virtuellen Drehung !5 rp, bei der die um 0, 01 drehbaren Hebel mit denVer
bindungstaben ein Gelenkparallelo
gramm bilden und die W aagetische 
wagrecht bleiben, so erhalt man nach 
dem Prinzip die Gleichung 

Po z1 + Q !5 z2 = 0 , 

die wegen dz1 =a drp, oz2 = - b o'P 
unmittelbar auf die Beziehung Abb. 114. 
P a = Q b fiihrt. 

Beispiel 61. Flaschenziige. a) Bei dem im Beispiel 57 besprochenen 
gemeinen Flaschenzug bringt die Verschiebung der Kraft K um das Stiick 
ds eine Verschiebung der Last Q um das Stiick osj2 n hervor, wenn n die 
Anzahl der Rollen in einer Flasche ist; das Prinzip liefert daher (fiir t; = l) 
unmittelbar die (ohne Beriicksichtigung der Widerstande geltende) Gl. (145): 
K =Qf2n. 

b) Fiir den Potenzflaschenzug nach Abb. 115 bringt die Verschiebung 
von K um os eine Verschiebung von A1 um osj2, von A 2 um os/4 us£. hervor, 
so daB bei n ,beweglichen" Rollen (ohne Widerstande) die Gleichung folgt 

K = Qj2n. 

Beispiel 62. Gleichgewicht zweier Korper mit 
den Gewichten G1, G2, von denen nach Abb. 116 G2 in 
einer lotrechten Fiihrung beweglich und durch ein diinnes 
Seil iiber eine Rolle mit G1 verbunden ist. In der durch 
das Prinzip gelieferten Gleichung 
G1 oz1 + G2 oz2 = 0 besteht zwi
schen z1 und z2, also auch zwischen 
o z1 und o z2 ein geometrisch be· 
dingter Zusammenhang, der durch 
die konstante Lange l des Fadens 
gegeben ist; es ist 

z~ + a2 = (l - z1) 2 

und daraus durch Differentiation 

z2 oz2 =- (l- z1)oz1 

= - Yz~ + a2 dz1 • 

Abb.ll5. Durch Ausscheidung von oz1 und Abb.116. 
oz2 aus den heiden Gleichungen 

folgt G1 z2 = G2 lzr+ a 2 oder G1 cos 0( = G2 , welche Gleichung sich auch un
mittelbar hatte anschreiben lassen. Daraus folgt fiir die Gleichgewichtstellung 

Damit eine reelle Gleichgewichtstellung existiert, muB G1 > G2, l > a sein. 
Beispiel 63. Gewichtsausgleichung. Eine Kurve G von der Form 

r = r (rp) ist so zu bestimmen, daB ein auf ihr verschiebbares Gewicht G1 den damit 
durch eine Schnur von dcr Langel verbundenen, um eine wagrechte Achse dreh
baren Stab von der Lange AB =a vom Gewichte G2(AS = s) in jeder Lage 
im Gleichgewichte halt (Abb. 117). - Das Prinzip liefert sofort 

Gl oz1 + G2 OZz = 0 oder integriert: Glzl + G2 z2 = konst. 
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Nach den Bezeichnungen der Abb. 117 ist 

a 2 + h2 - (l- 1·) 2 
z1 = r cos p, z2 = h - 8 cos{} = h - 8 2 ah 

Setzt man dies ein, so erhalt man, wenn der Punkt 0 (r = 0) auf der gesuchten 
Kurve liegen soli 

1 a 2 +h2 -(l-r)2J [ a2+h2-l2J G1 r cos tp + G2 L h- 8 2 ah = G2 h - s 2 ah , 

und daraus folgt die Gleichung der gesuchten Kurve 

G1 2ah 
r=2l-G --cosp. 

2 8 

Diese Kurve la.Bt sich ubrigens auch unmittelbar durch Benutzung der Gleichung 

·'?· •..••... i} 

liZ ··.,_ 

c f!1 z1 + G2 z2 = konst. punktweise konstru

6, 

Ieren. 
Beispiel 64. Stabverbindung des Bei

spiels 17. Werden die Entfernungen der Punkte 
0, D, E in Abb. 43 von der Wagrechten durch 
die Punkte A, B mit z, Zp z bezeichnet, so 
liefert das Prinzip fUr die Hebung von D 
in lotrechter Richtung um ~z1 und von 0, E 
um ~z die Gleichung 

2Koz+K1 oz1 =0. 
Wenn ferner a die Lange der Stabe und 
A B = 2 L ist, so folgt 

Abbo 117. 
z =a sin <X, 

daher 

z1 =a (sin <X+ sinf3i, 

oz =a COS <X O<X' ozl =a (cOS <X O<X +cos f3 o/3), 

und die vorhergehende Gleichung nimmt die Form an: 

(2K + K 1) cos<Xo<X + K1 cos f3 of3 = o. 
Ferner folgt a us A B = 2 L = 2 a (cos <X + cos {3) durch Differentiation 

sin 0( 00( +sin f3 o/3 = 0; 

wenn man aus heiden die von Null verschiedenen Gr6Ben o<X, of3 ausscheidet, 

Ri,• 
// !LA 

/1 0 

erhiilt man dieselbe Gleichung wie in Beispiel 17 

tg<X 2K + K 1 

tgf3 K 1 

// Beispiel 65. Fur das Gleichgewicht eines an 
/ i eine Wand und eine Mauerecke gestutzten Stabes 

/ ; A B = l, der nach Abb. 118 bei A mit G belastet 
~~=~==1~,0 ist, folgt fiir die Gleichgewichtstellung, wenn z die 

Abb.ll8o 

Hohe von A iiber der festen Wagrechten durch 0 be
zeichnet: oz = 0. Da z = l cos tp - a ctg tp, also 
~z = [- l sin tp + afsin2 p] ~tp = 0, so erhalt man 
daraus (da op ± 0) 

V-0 a 
smp = T" 

Um die Kraft D1 in 0 zu berechnen, betrachten wir die Drehung des Stabes 
um den Winkel op von B A nach B A' aus dieser nunmehr bekannten Gleich-
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gewichtstellung heraus, dann ist die Summe der Arbeiten der Krafte bei dieser 
Verschiebung 

und daraus 

D1 --/!-- o rp - G l o rp sin rp = 0 
Slll cp 

l G ·vT D1 = G-sin2 rp= -.- =G -. 
a smcp a 

Ebenso ergibt sich durch Ansatz der Arbeiten bei der Drehung des Stabes durch 
den Winkel orp von A B nach A" B" urn C 

D -,a, -- bcp cos cp - G (z -- --/!----) (j rp sin rp = 0, 
2 smrp smrp 

woraus 
D2 =Gctgrp. 



Zweiter Teil. 

Kinematik der starren Korper. 
Dieser Teil behandelt die Grundbegriffe der Bewegungslehre: G e

schwindigkeit und Beschleunigung, die zunachst fiir den ein
zelnen Punkt definiert und in verschiedenen Koordinaten ausgedriickt 
werden. Im Anschlusse daran folgen die elementaren Hilfsmittel fiir 
die Darstellung der Bewegung des starren Korpers, wobei als technisch 
wichtigster Sonderfall die ebene Bewegung des einzelnen Korpers 
(der Scheibe) und mehrerer verbundener Korper mit einem Freiheits
grad (die in vielen technischen Anwendungen bei den zwanglaufigen 
Getrie ben vorkommt) besonders hervortritt. 

I. Bewegung des Punktes. 
64. Geschwindigkeit in Cartesischen Koordinaten. Geschwindigkeits

plan. Es wurde schon in der Einleitung hervorgehoben, daB die gleich
formige Bewegung eines Korpers in gerader Linie in bezug auf ein 
,Tragheitsystem" - d. i. also eine ,Tragheitsbewegung" - dadurch 
gekennzeichnet ist, daB auf den Korper keinerlei Krafte wirken; die 
nicht-gleichformigen Bewegungen werden dagegen mit Kraften in 
Zusammenhang gebracht, die die Abweichungen von den Tragheits
bewegungen hervorrufen. Zur anschaulichen Kennzeichnung des Be
wegungszustandes dienen die Begriffe Geschwindigkeit und Be
schleunigung, die nur Beziehungen zwischen Raum- und ZeitgroBen 
sind, jedoch keinerlei Abhangigkeit von der Beschaffenheit des be
wegten Korpers selbst (insbesondere von seiner Masse) aufweisen. 

Zunachst beschranken wir uns auf den Fall, daB der bewegte Korper 
entweder kleine Abmessungen hat und von vornherein als Punkt 
betrachtet werden kann, oder sich so bewegt, daB alle seine Punkte 
kongruente Bahnen beschreiben; man erkennt unmittelbar, daB dieser 
Fall vorliegt, sobald der Korper zu sich selbst parallel bleibt, also 
Drehbewegungen des Korpers urn im Encllichen liegende Achsen aus
geschlossen sind. Fiir einen so bewegten Korper ist clurch die Bewegung 
eines einzelnen Punktes auch die Bewegung jedes ancleren festgelegt. 
So kann z. B. die Bewegung eines Eisenbahnzuges fiir gewisse Betrach
tungen unter clem Bilcle cler Bewegung eincs einzelnen Punktes dar
gestellt werden, wobei freilich von der Bewegung der Rader und von 
dem veranderlichen EinfluB der Drehung der Wagen in den Gleis
kriimmungen vorcrst abgesehen werden muB; diese ,sckundaren" Er
scheinungen miissen sodann besonders untersucht werden. 
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Die Bewegung eines Punktes wird erst dann im Sinne der Mechanik 
als beschrieben angesehen, wenn nicht nnr die Bahnkurve festgelegt 
ist, sondern wenn zu jedem Punkt dieser Bahnkurve auch noch die 
Zeit gegeben ist, zu der er von dem Korperpunkte gedeckt wird; in der 
Sprache der Mathematik heiBt dies, daB etwa die drei Cartesischen 
Koordinaten x, y, z eines solchen Punktes fiir aile Werte der Zeit 
eines bestimmten Intervalls durch Gleichungen von der Form gegeben 
sind 

X= X (t), y = y (t), z = z (t); (163) 

diese Gleichungen bezeichnet man als die Bewegungsgleichungen 
in integrierter Form, oder kurz als die endlichen Bewegungs
gleichungen des Pnnktes; sie konnen als die Parameterdar
stellung der Bahnkurve angesehen werden, wobei das Besondere 
darin besteht, daB die Zeit selbst der Parameter ist; sie konnen auch 
in die ihnen gleichwertige V ektorgleichung zusammengefaBt werden 

(164) 

Die Geschwindigkeit v gibt das MaB der Anderung dieser 
Koordinaten x, y, z mit der Zeit an. Sie ist selbst ein Vektor, 
v, und ihre Komponenten v~, v'IJ, Vz nach den Achsen sind durch die 
ersten Ableitungen der drei Funktionen (163) nach der Zeit gegeben 

I Vx = X = X (t), V11 = Y = Y (t), Vz = i = i (t), I (165) 

wobei wir von der Bezeichnung der Zeitableitungen durch iiber die 
Funktionszeichen gesetzte Punkte Gebrauch machen; genauer konnen 
die Gin. (165) in der Form geschrieben werden 

-r x(t+Lit)-x(t) • 
vx- liD Lit , usw., (166) 

At~O 

wir sprechen von Geschwindigkeiten als Zeitableitungen der Koordi
naten dann, wenn diese Grenzwerte bestehen. In eine Vektorgleichung 
zusammengefaBt lauten die Gin. (165) 

-- 1. Llr dr _. 
v = 1m- = - = r· (t) 

At-0 Lit rlt 

Der Vektor v hat an jeder Stelle eine Richtung, die durch die Ver
haltnisse dx: dy: dz gegeben ist, also mit der Tangente zur Bahn
kurve iibereinstimmt (Abb. 119). 

W enn wir die V ektoren v fiir aile Punkte der Bahn von einem festen 
Punkte, P, aus auftragen, so erhalten wir eine Kurve, die man als 
Geschwindigkeitsplan, v-Plan (Hodograph der Geschwindigkeit) 
fiir die betrachtete Bewegung bezeichnet, und die einen Uberblick iiber 
den Verlauf der Geschwindigkeit wahrend der ganzen Bewegung gibt. 
P heiBt der Pol des Geschwindigkeitsplanes. Fiir Bewegungen in 
gerader Linie wiirde der v-Plan in eine Gerade durch P ausarten; 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 9 



130 Kinematik der starren Ki.irper. 

bei diesen empfiehlt es sich daher, die Geschwindigkeiten als Funk
tion des lii.ngs der Bahn zuriickgelegten Weges aufzutragen. 

Die Dimension der Geschwindigkeit ist [LT-1], ihre Einheit im 
technischen MaBsystem: 1 mfs; sie ist a us der Langen- und Zeiteinheit 
abgeleitet. Im physikalischen MaBsystem ist ihre Einheit 1 cmfs. 

- Pl. lJ) u-P/on Durch das Herein-
a) r- 011 ii u' spielen der Zeitabhangig-
~ keit findet auch der gerade 

"Btih fiir viele Aufgaben der 
,"A;:;;,.o~~~~?..f-q~ Technik besonders hervor-

At1- tretende wirtschaftliche 

p 

Gesichtspunkt eine ange
messene Beriicksichtigung, 
was spaterhin in der Dy-
namik noch deutlicher her
vortreten wird (97). 

65. Besehleunigung. 
Abb.119. Ganz ahnlich wie die 

Geschwindigkeit v als 
Grenzwert der vektoriellen .AJ:derung von r eingefiihrt wurde, defi-
nieren wir die Beschleunigung b als Grenzwert des Quotienten aus der 
vektoriellen Allderung L1 v von v und der Zeit L1 t, in der diese Ande
rung erfolgt; wenn wir noch die Definition fiir v nach Gl. (167) ver
wenden, konnen wir also schreiben 

Ll v . .. 
b = lim Tt = v (t) = r (t) . 

At-+0 
(168) 

b ist also ein Vektor mit den Komponenten 

b~= lim v,. (t + Ll t)- v,. (t) =lim Llv,. = dv,. = v 
At->- 0 Lf t At->- 0 Ll t d' Ill' 

usw., 

also 

I b~ = v Ill (t) = X (t)' bfl = VII (t) = y (t)' b. = v. (t) = ii (t)' (169) 

und es ist b = l' b! + b~ + b: . 

lJ) v-Pion 

Au 

Abb.120. 

C) b-Pion 

Wenn v die Geschwindigkeit in A (Abb. 120) ist, so ist die Ge
schwindigkeit ii' nach der Zeit L1 t, also in A', durch die Gleichung 
gegeben 

v' = v + Lr;;"; (170) 
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daher liegt der Vektor L1 v, sowie auch L1 vfLl tinder Grenze fur Llt--+ 0 
in der Ebene, die durch zwei benachbarte Bahntangenten bestimmt 
ist; b liegt also in der Schmiegungsebene des betreffenden Punktes 
der Bahnkurve (d. i. die Grenzlage der Ebene zweier benachbarter 
Tangenten) und ist stets nach der hohlen Seite dieser Bahnkurve 
gerichtet, kann aber im iibrigen jede beliebige GroBe und Richtung 
haben. 

Die hier gegebene Definition der Beschleunigung b ist ganz analog 
der in 64 gegebenen Definition der Gesch~indigkeit v: derselbe Schritt, 
der von r zu v fiihrte, fiihrt von v zu b. Daraus ergibt sich sofort 
der Satz: 

Die Geschwindigkeit, mit der der Geschwindigkeits
plan (Hodograph) fiir irgendeine Bewegung eines Punktes 
durchlaufen wird, ist gleich der Beschleunigung der Be-
wegung. _ 

Tragt man den Beschleunigungsvektor b von einem !esten Punkte Q 

a us auf, so erhalt man den Beschleunigungsplan, b- Plan (zweiter 
Hodograph), Q nennt man den Pol des b-Planes. 

Wir werden diese Satze, die besonders fur die e bene Bewegung 
von Wichtigkeit sind, bei den Anwendungen unmittelbar verwerten. 

Die Dimension der Beschleunigung ist [ L T- 2], ihre Einheit im 
technischen MaBsystem l m/s 2 und im physikalischen 1 cm/s 2• 

66. Die Bewegungsgleichungen der Punktmechanik. Ehe wir dazu 
iibergehen, diese Begriffe auf besondere Bewegungen anzuwenden, ist 
es am Platze, eine Bemerkung tiber die Form und den Ansatz der 
Bewegungsgleichungen der Punktmechanik einzuschalten. Unter 
,Punkten" verstehen wir hier, wie schon friiher erwahnt, solche 
Korper, deren Bewegung unter dem Bilde eines einzelnen Punktes 
dargestellt werden kann; diese Korper sind dann entweder an sich 
·klein oder so bewegt, daB Drehungen keine Rolle spielen. Exakter 
gesprochen handelt es sich dabei, wie spater noch bewiesen werden 
wird, einfach urn die Bewegung des Schwerpunktes der betreffenden 
Korper. 

Da bei derartigen Bewegungen der bewegte Ki:irper selbst nur durch 
seine Masse (m) wirkt, die als skalarer Faktor in der Bewegungs
gleichung erscheint, so kommt es auf dasselbe hinaus, ob wir von Be
schleunigung oder Kraft bzw. von Kinematik oder Dynamik 
reden. Wesentlich ist nur die Deutung der heiden Glieder der Bewe
gungsgleichung, die erklarender Bemerkungen bedarf. 

Zuniichst ist zu sagen, daB die Giiltigkeit der Newtonschen Bewe
gungsgleichung, die uns schon in Gl. (1) fiir die lineare Bewegung 
begegnet ist, wesentlich weiter reicht, als dort angegeben ist. Sie er
streckt sich namlich auch auf die zugehi:irige Aussage in Vektorform 

I b == ~ = K/m ==b., I (171) 

9* 
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die die Grundlagc aller folgenden Betrachtungen ansmacht. DiesP 
Gleichung besagt also, daB die vektorielle Anderung des Ge
schwindigkeitsvektors v in der _ Zeiteinheit in der Ric~-

tung der eingepragten Kraft K (oder Beschleunigung b8 ) 

erfolgt und dieser Kraft proportional (bzw. mit der ein
gepragten Beschleunigung identisch) ist. In dieser Gleichung bedeutet 
die linke Seite b die zweite Ableitung des Ortsvektors r nach der Zeit t, 
ist also ein durch cine ganz bestimmte Operation aus r abgeleiteter 
Ausdruck, den wir genauer als die kinematisch definierte Be-
schleunigung bezeichnen wollen. Die rechte Seite be, die wir die 
eingepragte Beschleunigung nennen, enthalt die anderen bei 
der Bewegung auftretenden veranderlichen GroBen r, v und t und 
auBerdem gewisse Konstante, die bei jedem besonderen Problem be
stimmte Zahlenwerte besitzen. Die obige Gleichung stellt sich also im 
allgemeinen in der vektoriellen Form dar 

- . .. 
b = v = r = be(i, v, t) 

oder in Komponenten geschrieben, fiir den Raum 

bx = Vx =X= hex (x, y, Z, Vx, Vy, Vz, t), USW. 

nnd fiir die Ebene 

bx =~ Vx ~X= hex(x,y, Vx, v11 , t), USW. 

(172) 

(173) 

(174) 

Die Gl. (171) ist keineswegs eine nichtssagende Identitat; sie bietet 
uns vielmehr die 1\'Ioglichkeit, alle vorkommenden Bewegungen aus 
gewissen eingepragten Beschleunigungen be zu bestimmen und hin
sichtlich des jeder von ihnen eigentiimlichen Ausdrucks fiir diese Be-
schleunigung be zu unterscheiden und in cine gewisse Ordnung zu 
bringen. Hierzu bemerken wir vor allem, daB sich viele Bewegungen, 
und zwar gerade jene, die uns am meisten vertraut sind, durch ein
fache Ausdriicke fiir die zweiten Differentialquotienten der Koordi-
naten nach der Zeit - also eben der Beschleunigungen b - dar-. 
stellen lassen. Zu diesen Bewegungen gehoren z. B. die Bewegungen 
im Schwerefeld der Erde und die Zentralbewegungen der Planeten um 
die Sonne; fiir jene kann (in erster Naherung) ein nach GroBe und 
Rich tung konstant bleibender Wert der Beschleunigung angesetzt 
werden; diese erfolgen nach dem Newtonschen Anziehungs
gesetze, das besagt, daB die anziehende Beschleunigung proportional 
dem Kehrwert des Quadrates der Entfernung der Planeten von der 
Sonne ist. Aus diesen Aussagcn kann - zusammen mit gewissen Fest
setzungen iiber einen Anfangszustand - der gauze Verlauf der 
Bewegung durch den ProzeB der Integra tiori abgeleitet werden. 

Diese Auffassung, deren Ursprung auf die klassischen Fallversuche 
von Galilei zuriickgeht, soll weiterhin fiir aile Bewegungen maBgebend 
sein: Der Ausdruck der Beschleunigung in Abhangigkeit 
von den anderen bei der Bewegung auftretenden verander
lichen GroBen (r, v, t) kennzeichnet die Art der betrach-
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teten Bewegung. (Wenn kein Irrtum moglich, verwenden wir 
weiterhin auch fiir die eingepragte Beschleunigung einfach den Buch
staben b.) 

Der einfachste Fall, der uns dabei zunachst entgegentritt, ist der, 

daB die Beschleunigung b (oder ihre Komponenten bx, b11 , bz) al~ 

Funktion der Zeit t allein bekannt ist. GemaB der Definition von b 
ergeben sich Geschwindigkeit und Koordinaten - indem wir den 
friiheren Gedankengang umkehren - durch zweimalige Integration 
( Quadratur). Dieser Fall tritt aber praktisch selten auf; bei den meisten 

Anwendungen hangt b von den anderen Veranderlichen r und v (ent
weder einzeln oder von heiden) ab. Und zwar ist diese Abhangigkeit 
derart, daB sie sich zumeist als eine Summe von einzelnen Gliedern 
ansehreiben laBt, deren jedes eine bestimmte auBere (oder eingepragte) 
Einwirkung wiedergibt. Dieser Summe, die physikalisch die gemeinsame 
Wirkung aller dieser Einfliisse bedeutet, entspricht geometrisch die 
vektorielle Addition; die gesamte eingepragte Beschleunigung erscheint 
somit als Summe einzelner Ausdriicke, von denen jedem eine ganz 
bestimmte Bedeutung zukommt, ein Vorgang, den man passend als 
,Zerschneiden der Natur und nachhcrige Znsammenfiigung" bezeich
net hat. 

So ordnet sich einerseits begrifflich die Addition der eingepragten 
Beschleunigungen den schon friiher aufgestellten Gesetzen der vek
toriellenAddition derKrafte unter, andererseits gewinnen wir physi
kalisch die Moglichkeit, jedes Bewegungsproblem zu verstehen als 
eine Summemvirkung von cinzelnen eingepragten Beschleunigungen, 
von denen jede ihr Entstehen gewissen physikalischen odcr geometri
schen Bedingungen verdankt. Gerade dieser Vorgang wird in den fol
genden einfachcn Beispielen deutlich hervortreten. 

Bei der Integration der Bewegungsgleichungen treten Integra
tionskonstante auf, und Z\var zwei fiir jede Koordinate. Diese Kon
stanten sind durch Anfangs- oder Randbedingungen zu bestim
men, denen die Integrale zu geniigen haben und anzupassen sind. Die 
tatsachlich eintretende Bewegung wird also bedingt durch die ein
gepragten Beschleunigunge11 und durch die Festsetzung eines gewissen 
Anfangszm;tandes. 

67. Geradlinige Bewegung des Punktes. Fiir die geradlinige Punkt
bewegung geniigt die Angabe einer Koordinate, man sagt, die BeWt'
gung hat einen Freiheitsgrad; wir legen die gerade Bahnkurve 
in cine Koordinatenachse und lassen die Zeiger der Einfachheit 
halber fort. 

a) Die gleichformige Bewegung ist gekennzeichnet durch den 
Ansatz: b == v = 0. Es folgt v = konst. = c und x = ct, wenn c den 
konstanten Wert der Geschwindigkeit bedeutet und etwa fiir t = 0 
auch x = 0 sein soli. Zur anschaulichen Darstellung werden diese Glei
chungen v = c und x = c t als Geschwindigkeit-Zeit- (v-t-) und 
Weg-Zeit- (x-t-) Linie dargestellt {Abb. 121); die Neigung der letz
teren ist ein MaB fiir die Geschwindigkeit tg IX = xjt = konst. = c. 
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Beispiel 66. Die gleichformige Geschwindigkeit eines Korpers ist c mfs, wie 
groB ist die Geschwindigkeit C in km/h? Es ist 

C km/h = c·60·60/l000 = 3,6·c (c in mfs). (175) 

Fur einen D-Zug mit C = 108 km/h ist c = 30 mfs. 
Beispiel 67. Die im Eisenbahnbetriebe verwendeten graphischen Fahr

plane enthalten die Weg-Zeit-Linien fur die einzelnen Zuge, deren wirkliche 
Bewegung dabei durch ihre mittlere ersetzt wird, die 

von Station zu Station als gleich

u Gesc!rw. -Zeit -L. 

c 

formig behandelt wird. Die Nei
gung der einzelnen Linien ist je
weils ein Mall fiir diese mittlere 
Geschwindigkeit. Den Aufent
halten in den Stationen ent

~_'1_-----:;:tt---'t"-- sprechen zur t-Achse parallele 
Linienstriche. - Man entwerfe 
einen sole hen Fahrplan fur irgend
eine Strecke eines Kursbuches. 

Abb.121. 

b) Gleichformig be
schleunigte Bewegung: o 
b = v = konst. Wird fiir 
t = 0 etwa v = v0 und x = 0 

t 

Abb.122. 

vorgeschrieben, so liefert die zweimalige Integration der Gleichung 
v = b = konst.: 

I v = v0 + bt, x=v0 t+!bt2 =(v0 +v)t/2., (176) 

Die Schaulinien sind in Abb. 122 gegeben. Die Geschwindigkeit-Zeit
Linie ist eine Gerade, die Weg-Zeit-Linie eine Parabel, wobei 

tg{J = (v- v0 )/t = b, tg cx:0 = v0 , tgcx = v. 

Aus den Gln. (176) folgt durch Ausscheidung von t 

I v2 = v5 + 2 bx ·I (177) 

Fiir b = g = 9,81 mfs 2 ergeben sich daraus die Gesetze des freien 
Falles (ohne Widerstande). 

Beispiel 68. Wurf nach aufwarts: Wenn die Richtungen von v und 
b = konst. einander entgegengesetzt sind, so erhalt man eine gleichformig 
verzogerte Bewegung; die hierfur geltenden Gleichungen folgen aus (176), 
wenn das Vorzeichen von b umgekehrt wird. Insbesondere folgen fiir b = - g 
die Gesetze fiir den ,Wurf nach aufwarts" 

v = v0 - g t, X = Vo t - ! g t2 , v2 = v5- 2 gx. (178) 

Die zur Erreichung des h5chsten Punktes erforderliche Steigzeit T und die 
Steighohe H erhalt man hieraus fiir v = 0 

I T=v0 /g, H=v5f2g., (179) 

H wird auch als Geschwindigkeitshohe bezeichnet. Nach Erreichen der 
hOchsten Stelle seiner Bahn fallt der Korper wieder gleichformig beschleunigt 
nach abwarts. 

Diese heiden Faile a) und b) sind Sonderfalle des folgenden: 
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c) b ist eine Funk tion von x allein: b = b (x). In diesem 
Falle liegt es nahe, auch v als Funktion von x anzusehen; da x selbst 
wieder eine Funktion von t ist, so hat man 

dv dv dx dv l dv 2 

dt = d X di = V d X == 2 dX = b (X) ' 

und daraus folgt, wenn fiir x = 0: v = v0 sein soU, durch Integration 

X 

v2 - v& = 2 J b (x) dx. (180) 
0 

Wenn wir also von der Beschleunigung wissen, daB sie von der Koordi
nate (dem ,Wege") x allein abhangt, so lal3t sich ein Integral der 
Bewegungsgleichung x = b (x) allgemein (d. h. fiir beliebige Funk
tionen b (x)] angeben, und zwar ist durch Gl. (180) die Geschwindigkeit 
v als Funktion des W eges bestimmt: v = v ( x). A us dieser Gleichung 
folgt durch Multiplikation mit m/2 das sog. Energieintegral der 
Bewegung des Massenpunktes; den links auftretenden Ausdruck mv2f2 
bezeichnet man als kinetische Energie T, den rechtsstehenden 

X X 

J mb(x)dx = J K(x)dx als mechanische Arbeit A, und nennt 
0 0 
- A = U die potentielle Energie. Wird die Konstante m v~/2 
= T0 = h gesetzt, so ist die Gl. (180) mit einer der folgenden Formen 
gleichwertig 

I T - T 0 = A oder T + U = h. I (181) 

Die Bedeutung des Energieintegrals wird in der Dynamik noch starker 
hervortreten (III. Teil). 

Setzt man weiterhin v = v (x) = dxfdt, so kann die Gl. (180) aber
mals durch Trennung der Veranderlichen integriert werden und gibt 

dx 
dt = v(x), also (182) 

wenn fiir t = 0: x = 0 verlangt wird; durch Auflosung dieser Gleichung 
nach x ergibt sich dann x = x (t), wodurch die Integration vollendet ist. 

Beispiel 69. Freier Fall aus groBer Hohe. Die Fallbewegung eines 
Korpers aus groBer Hohe gegen die Erde erfolgt nach dem Newtonschen Gravi
tationsgesetze, das aussagt, daB sich irgend zwei Korper gegenseitig mit einer 
Kraft anziehen, die ihren Massen direkt, dem Quadrat der Entfernung ihrer 
Mittelpunkte x umgekehrt proportional und nach der Verbindungslinie dieser 
Mittelpunkte gerichtet ist; die hierbei als Proportionalitatsfaktor auftretende 
Gravitationskonstante hat fiir das verwendete MaBsystem einen bestimmten 
Zahlenwert und eine Ieicht angebbare Dimension. Wenn wir zum Ausdruck bringen, 
daB die Beschleunigung an der Erdoberflache (d. h. fiir x = R) g ist, so kiinnen 
wir zur Ausschaltung der Massen und der Gravitationskonstante die Proportion 
ansetzen 
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Sei a die Entfernung des Ausgangspunktes vom Erdmittelpunkt und v0 = 0, 
dann ist die Geschwindigkeit v an der Stelle x nach GI. (180) gegeben, wobei 
b = - g R 2fx 2 (well b nach den a bnehmenden x zu gerichtet ist), und die Grenzen 
gleich a und x zu setzen sind 

v2 = 2 g R2 ( ~ _ ~ ) . 

Daraus folgt weiter 

und nach GJ. (182) 

Z X 

f dx v-a j'~r t- ----- dx· 
- v(x) - 2 gR2 a-- J; ' 

a a 

dabei ist wieder beriicksichtigt, daB x mit wachsendem t kleiner wird, d x also 
negativ sein muB. Durch die Substitution x = a cos2 rp folgt endlich 

1j2iifi 1;x v X ( X) r aa-t=arccosr -a,·+ a 1-r;. (183) 

Diese Gleichung ist nicht nach x auflosbar. Um ein Bild iiber den Verlauf der 
Bewegung zu erhalten, ist in Abb. 123 die t-x-Linie aufgezeichnet, und diese 
gibt, von der t-Linie aus gesehen, auch unmittelbar die x-t-Linie. Beachte die 
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Zunahme der Geschwindigkeit (oder von tg ot) vom 
Anfang A his zum Ende E der Bewegung! 

Wiirde der Korper aus dem Unendlichen zur Erde 
fallen (a = oo ), dann wiirde fiir die Geschwindigkeit 
beim Auftreffen auf die Erde fiir x = R = 6,37 ·106 m 
folgen 

V(z= R) = f2 gR""' 11180 mfs. 
Fiir ein aus dem Weltraum zur 
Erde fallendes Meteor wird aller
dings die Geschwindigkeit durch 
die Lufthiille der Erde erheblich 
abgebremst, bleibt aber gleichwohl 
auBerordentlich groB, woraus sich 
die beobachteten groBen Eindringe
tiefen der Meteore erklaren. 

0..-:R__,.!, 
X--_,., 

(llnfong} 
,A .x 

Beispiel 70. Einfache har
monische Schwingung. Die auf 
den Korper A wirkende Beschleu
nigung b sei stets gegen einen festen 
Punkt 0 gerichtet (Abb. 124a) und 
der Entfernung OA = x direkt 
proportional !E------lL-----~ 

Abb. 123. b =- w 2 x (184) 

(das negative Vorzeichen wieder deshalb, weil b im Sinne der abnehmenden x 
gerichtet ist); die Beschleunigung entspricht also einer Kraft nach Art eines 
elastischen Fadens oder einer Feder, die allerdings bei der Lange Null die Feder
kraft Null ergeben sollen. Wenn etwa fiir x=a, v0 = 0 sein soll, so liefert Gl. (180) 

also 

z 
v2 =- 2w2 J xdx = w 2 (a2 - a:2 ), 

a 

v = ± w fa 2 - x 2 , 
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wobei das +-Zeichen fiir die Bewegung nach rechts, das --Zeichen fiir die Be
wegung nach links Geltung hat. Aus v = dxfdt folgt dann, wenn fiir t = 0, 
x = a sein soli, 

X 

t = -· _l_j' . d,:x; . = _!_ arc cos _:x;_ , 
w fa2 _ x2 w a 

a 
also 

I x =a cos w t, v = -a w sin w t I, b = -·a w 2 cos w t = - w2 x. (185) 

Eine solche Bewe
gung nennt man eine 
einfache harmo
nische Schwin-

a) • 

gung. Die durch diese Gleichungen 
gegebenen Kurven, namlich die x-t
Linie, v-t-Linie und b-t-Linie sind in 
Abb. 124 b eingetragen. 

Aus der Form dieser Ausdriicke 
ersieht man, daB immer nach Ablauf 
der Zeit 

(186) 

dieselben Werte von x, v, b wieder
kehren. Diese Zeit nennt man die 
periodische Zeit oder kurz die 
Periode oder auch aus einem spater 
noch deutlicher hervortretenden 
Grunde dieD a uerder Eigenschwin
gung: sie ist vom Ausschlag a unab
hangig und allein durch die Kon
stante w bestimmt, die in dem Aus
druck fiir die Beschleunigung (als w 2 ) 

vorkommt. - Unter der Frequenz 
(Haufigkeit) p versteht man die 
Schwingungszahl in 1 s, und da 
also pT = 1, so ist 

(187) 

Unter der Kreisfrequenz eines 

.. ·--a 

.. , 

.L 

aw2 

-a..---
r<. --·--X-

(/ 

0 - w 2x /l !1, 

+n--'\-----;-;;---+- -----,nr t 
-;;, 

Abb. 124. 

Schwingungsvorganges versteht man die Anzahl der Schwingungen in 2 n 
Sekunden. Nach GI. (187) ist diese gegeben durch 

(188) 

die in der Bewegungsgleichung auftretende Konstante w stellt also unmittelbar 
die Kreisfrequenz dar. In Beispiel 78 wird gezeigt, daB diese Kreisfrequenz nichts 
anderes ist als die Winkelgeschwindigkeit eines auf einem Kreise vom Durch
messer 2 a umlaufenden Punktes, dessen Projektion auf einen Durchmesser gerade 
diese einfache harmonische Schwingung ergibt. 

Viele von den in der Technik betrachteten Schwingungsvorgangen von Syste
men mit einem Freiheitsgrad sind von dieser einfachen Art und zeigen dieselben 
Eigenschaften. 

Beispiel 71. Wenn die Beschleunigung als Funktion des Weges nicht durch 
einen analytischen Ausdruck, sondern (wie man sagt) empirisch gegeben ist, 
wie z. B. die Dampfkraft durch das ,Indikatordiagramm" als Funktion des 
Kolbenweges oder die der sog. Tangentialkraft einer Dampfmaschine ent
sprechende Beschleunigung als Funktion des Kurbelweges r rp, so empfiehlt ef' 
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sich, die durch die Gin. (180) und (182) gegebenen Operationen, die die endliche 
Bewegungsgleichung x = x (t) liefern, zeichnerisch auszufiihren; dies ist in 
Abb. 125 fiir eine periodische Bewegung von der eben angedeuteten Art aus
gefiihrt, die im Maschinenbetriebe vorkommt: Die Kurve b (x) ist gegen die 
x0-Achse so angenommen, wie sie etwa der Tangentialkraft (oder Drehkraft) einer 
einfachwirkenden Dampfmaschine entspricht. Damit die Bewegung periodisch wird, 
also nach Zuriicklegung eines bestimmten Weges (etwa einer Kurbelumdrehung) 
die Geschwindigkeit den gleichen Wert erreicht wie zuvor, muB b selbst diese Periode 
haben, und iiberdies muB das in Gl. (180) auftretende Integral, iiber diese Weg
periode erstreckt, Null geben; d. h. die x-Achse ist so zu verlegen, daB die Flachen
stiicke der b-Linie iiber und unter der x-Achse gleich groB ausfallen. Die Kon-

-4~r---~----f-----~--~~--------------------~--Xo 

-!2rJt · 

Abb. 125. 

stante v0 ist den Anfangsbedingungen entsprechend zu wahlen (wir werden in 
der Dynamik der Maschine sehen, daB hierbei eine eigentiimliche Schwierigkeit 
vorliegt), dann liefert die Ausfiihrung der Integration nach Gl. (180) v2 als Funktion 
von x, wodurch auch v(x) und 1/v(x) gegeben sind. DieFlache dieser letzteren 
Kurve, vom Anfangspunkt gemessen, liefert nach Gl. (182) t = t(x) und damit auch 
:c = x (t), wobei die Wegachse wagrecht gerichtet ist. Bei Ausfiihrung dieser 
Konstruktion ist darauf zu achten, daB fiir aile vorkommenden GraBen verschie
dener Art (b, v2, v, I/ v, t) passende MaBstabe gewahlt werden, die von der an
gestrebten Genauigkeit abhangen und eine angemessene Unterbringung auf der 
verfiigbaren Zeichenflache zulassen. 

Bemerkung tiber die graphische Integration. Fiir die hier 
und in allen ahnlichen Fallen notwendige Ermittlung der Flache, 
die zwischen einer empirisch gegebenen Kurve, der x-Achse und 



Bewegung des Punktes. 139 

zwei begrenzenden Ordinaten eingeschlossen wird, sind verschiedene 
Verfahren im Gebrauch: entweder man benutzt hierfiir einen der 
dazu geeigneten Apparate, ein Planimeter, einen Integraphen, 
oder man zeichnet die Kurve auf ein Millimeterpapier und erhalt 
die Flache durch Abzahlung der Quadrate zwischen je zwei ent
sprechend nahe gewahlten Ordinaten. Eine einfache und sebr verwend
bare Methode zur angenaberten Ermittlung der Integralkurve K 
einer gegebenen Kurve k besteht in der grapbiscben Integra
tion, die in Abb. l26a und b in zwei Anwendungsformen dargestellt 
ist. Die Integralkurve K einer gegebenen Kurve kist definitionsgemaB 
gegeben durcb 

:z; 

Y = f ydx, d. b. dY = ydx, 
0 

dY 
oder ax= y. 

Die Ordinate y der gegebenen Kurve k gibt daber im wesent
lichen die Tangentenneigung von K an der betreffenden Stelle x. 

Abb.l26. 

Um diesen Zusammenhang zeicbnerisch zu verwerten, teilt man die 
Flacbe zwischen k und der x-Acbse in eine entsprecbende Anzabl von 
Streifen (nicht notwendig von derselben Breite) parallel zur y-Acbse. 
Bei schwach gekriimmten Kurven wird man die Streifen breit, bei 
starker gekriimmten scbmaler wahlen; die Randordinaten lege man 
stets durcb die Maxima und Minima von k. Sodann ziebt man 
nach Abb. 126a in jedem Streifen eine ,Mittelordinate" y = M M', 
so daB y L1 x (nach guter Schatzung) die Fli:i.che des betreffenden 
Streifens darstellt. (In Abb. l25a sind die achraffierten Flacben 
paarweise gleicb gemacht.) Dann wablt man einen ,Pol" P auf der 
x-Acbse (0 P = H - Polweite), projiziert M nach M", verbindet P 
mit M' und zieht 0 N II PM"; dann setzt man N' N = Ll Y und findet 
aus der Ahnlichkeit von /::,.ON' N und !::,.POM" die Beziehung 

Ll Y:Lix = y:H, yLix = H LIY 
und 

I/= L)yLix = HL;LIY = HY, I (189) 
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d. h. die Ordinate Y der so stiickweise entstehenden Kurve K gibt, 
mit H multipliziert, fiir jede Stelle x die Flache der Kurve k. (In den 
Abb. l26a und b ist an Stelle von L1 Y nur Y geschrieben.} 

Bei dieser Art der graphischen Integration, die man ,Integration durch mittlere 
Ordinaten" nennt, wird die gegebene Kurve durch eine Stufenkurve ersetzt, die 
mit ihr an jeder einzelnen Streifengrenze gleichen Inhalt hat; an den Streifen
grenzen sind aber die Ordinaten der gegebenen (k) und der Stufenkurve verschieden. 
Die durch Zeichnung gefundene lntegralkurve K und die genaue Integralkurve, 
die gesucht wird, haben daher an den Streifengrenzen gleiche Ordinaten (weil die 
Flachen selbst richtig erfaBt sind), aber nicht die gleiche Neigung (weil die durch 
Zeichnung gefundene Integralkurve K in jedem Streifen eine Neigung hat, die der 
mittleren Ordinate entspricht, wahrcnd die Neigung der richtigen Integralkurve 
an der Streifengrenze durch die Endordinate gegeben ist). Die durch dieses V<'r
fahren gefumlene Integralkurve K ist ein Sehnenpolygon der richtigen. Wenn 
es nur auf den gesamten Inhalt cines Flachenstiickes ankommt, ist dieses Ver
fahren zu empfehlen. 

Wenn aber die Integralkurve in ihrem ganzen Verlauf ermittelt werden soil, 
so ist die ,Integration durch mittlere Abszissen" vorzuziehen, die in Abb. 126b 
dargestellt ist. Bei dieser wird in jedem der Streifen, in welche die Flache der ge
gebenen Kurvc k geteilt wurdc, cine ,mittlerc Abszisse" so eingepaBt, daB die 
gleichsinnig schraffierten Dreieckspaare Q V 1 M und M U 1 R inhaltsgleich sind. 
Die gegebene Kurve k winl auf diese Weise durch cine Stufenkurve ersetzt, die in 
jedem Streifen zwei Stufen zeigt, wobei die Endstufe auf gleicher Hohe liegt wie 
die Anfangstufe im folgenden. Die Stufenkurve hat daher mit der gegebenen k 
an jeder Streifengrenze gleichen Inhalt und gleiehe Ordinate, daher hat die durch 
den gleichen Zeichnungsvorgang wie zuvor gefundene Integralkurve K mit der 
riehtigen an jeder Streifengrenze sowohl gleiehe Ordinaten (weil die Flaehen von k 
und der Stufenkurve gleich sind) als auch gleiehe Neigung (wei! an den Streifen
grenzen auch die Ordinaten von k und der Stufenkurve iibereinstimmen). Die 
nach diesem Verfahren gefundene Integralkurve K ist ein Tangentenpolygon 
zu der richtigen, wobei iiberdies die Beriihrungspunkte auf den Grenzordinaten 
liegen und dureh das Verfahren exakt geliefert werden. In dieses Tangenten
polygon laBt sich die richtige Integralkurve mit vie! grOBerer Genauigkeit ein
zcichnen als urn das Sehnenpolygon in Abb. 126a. 

d) b ist eine Funktion von v allein: b = b(v) = ~:. In 

diesem Faile folgt durch Trennung der Veranderlichen (wenn fiir 
t = 0, v = v0 verlangt wird) 

v 

t = J b~:) = t (v) (190) 

Vo 

und durch Umkehrung v = v (t) = ~}, woraus sich (wenn fiir t = 0, 

x = 0 sein soU) unmittelbar 
t 

x = J v(t)dt (191) 
0 

als die Gleichung fur die Bewegung in cndlicher Form ergibt. 

Man kann auch (ahnlich wie in Fall c) v als Funktion von x erhaltcn, 
indcrn man ansetzt 

rlv dv 
-- = v -- = b ( v) 0 

rlt rlx ' 
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daraus folgt, wenn fiir x = 0, v = v0 sein soU 
v 

x = f~tv~ = x(v) (192) 

v, 

und daraus durch Umkehrung v = v (x). 
Die Abhangigkeit der Beschleunigung (oder Kraft) von der Ge

schwindigkeit kommt vor bei der Bewegung von Korpern unter dem 
EinfluB des Widerstandes des umgc ben den Mittels (Luft oder 
Wasser). Wie jeder Korper, der mit anderen in Beriihrung ist, von 
dicsen an den Beriihrungsstellen Druck- und Reibungskrafte erfahrt. 
so wird auch ein in Luft oder Wasser bewegter Korper durch die 
umgebende Fliissigkeit solche Druck- und ReibungskraJte erfahren, 
die teils die Bewegung unserer Fahrzeuge hindernd beeinflussen, teil& 
zu Nutzzwecken dienen, wie der ,Auftrieb" bei den Flugzeugen. Sehen 
wir von dieser niitzlichen Verwertung ab, so haben wir uns im wesent
lichen auf die Erfahrung zu stiitzen, daB man zur gleichformigen Be
wegung eines Korpers in Luft oder Wasser dauernd eine Kraft nach 
vorwarts aufwenden muB, und dies deutet darauf hin, daB die Summc 
der Druck- und Reibungskrafte auf den bewegten Korper im wesent
lichen eine Kraft im Gegensinne zur Bewegungsrichtung ergibt; 
von _diesem Widerstand zeigen die Messungen, daB er auBer von der 
Dichte und Zahigkeit des Mittels und der GroBe und Form des Korpers 
im wesentlichen - und darauf kommt es hier allein an - von der 
Geschwindigkeit abhangt, und zwar hat sich ergeben, daB die Be
obachtungen in den meisten Fallen befriedigend dargestellt werden 
konnen, wenn derWiderstand mit dem Quadrat der Geschwindig
keit wachsend angenommen wird. Wir konnen dann fiir die diesem 
Widerstande entsprechende Beschleunigung setzen: bw = - k v 2 , wo
bei k die erstgenannten Eigenschaften (Dichte und Zahigkeit des Mittels, 
GroBe und Form des Korpers) in sich enthalt (Naheres hieriiber siehe 
Hydraulik). Dieser Ansatz wird meist verwendet, wenn es sich um 
die Beriicksichtigung des Widerstandes des umgebenden Mittels handelt; 
bei kleinen Geschwindigkeiten begniigt man sich jedoch mit dem 
linearen Ansatz fiir die Geschwindigkeit: bw = - k v, weil dies cine 
groBe Vereinfachung der Rechnung bedeutet, und in vielen Fallen aus
reichende Ergebnisse liefert. 

Beispiel 72. Der Widerstand, den ein Korper bei seiner Bewegung erfiihrt, 
ist der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional angenommen, bw = - k v; 
man bestimme die Bewegung, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v0 gegcben ist. 
Die Bewegungsgleichung lautet 

dv 
dt = bw =- k V, 

daraus folgt dv =- kdt, also durchlntegration v = v0 e-kt = dx und weiter 
v dt 

als endliche Bewegungsgleichung 

x = ~- (l- e-kt). 
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Beispiel 73. Freier Fall mit Beriicksichtigung des Luftwider 
standes. Wenn auBer der Beschieunigung g der Schwere noch der Luftwider
stand mit der Beschleunigung b,. = - k v2 wirkt, so haben wir unter Beriick
sichtigung des in 66 Gesagten zu setzen 

dv 
b = dt = g - b,. = g - kv2 (193) 

und erhaiten mit der abkiirzenden Bezeichnung kjg = l/c2 

d t = ____j.!!_ = __!__ __ d '!___ = - i c _!y_ 
g- kv2 g 1 - (vjc)2 g 1 + uz> 

indem wir weiter vjc = - i u, d v = - i c du (i = r - l) einfiihren. Daher ist 
(wenn fiir t = 0, v = 0, u = 0 ist) 

daraus foigt 

ic 
t= --arctgu, 

(J 

igt iv 
U=tg 0 =C; 

v=~t igt=c':t gt=c!Singtjc 
i g c 9 c [of g tjc 

und aus v = dxjdt endlich (wenn fiir t = 0, x = 0 sein soil) 

c2 g t 
x = --Iog[of-. 

(J c 

Aus Gl. (192) ergibt sich auch direkt v = v (x); denn es ist 
~ 

x =J~ =-__!__In (g- k v2
) =-__!__In (1- v2

) 
g - k v2 2 k g 2 k c2 

0 

und daraus durch Umkehrung 

v = c [1 - e- 2 ozJ•'] '/, 

(194) 

(195) 

(196) 

eine Gieichung, die sich auch a us den vorhergehenden durch Elimination von t ergibt. 
Fiir t-+ oo wird v = c = r gfk, d. h. nach theoretisch unendlich Ianger (praktisch 
oft jedoch nur wenige Sekunden betragender) Zeit nahert sich v dem konstanten 

v 

X 

a) 
b) 

x-t-Linie I 
I 
I 

c 
ll ~ ! 

j 
f'' !.r 

I 
I 

0 
orcfgc i 

I 

.£2/n 1 t t 
0 t t g 2 

Abb. 127. 

Wert c, der im wesentlichen durch den Beiwert k in dem Ansatz fiir den Luft
widerstand bedingt ist; die Bewegung nahert sich demnach asymptotisch, 
d. h. fiir t-+ oo, einer gieichformigen Bewegung mit dieser Grenzgeschwin
digkeit c. 
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Urn dies auch aus den Gleichungen abzuleiten, rechnen wir zunachst aus 
Gl. (194) 

e•t!c _ e-•tl• 1- e-2atfc 
lim v = lim c ~,-1---,-1 = c lim 1 • 11-- = c 

t--+ro t--+ro e• •+e-• • t-~ro +e-·• • 

und ebenso folgt aus Gl. (195) 

lim x = c2 lim ln 2_ (e• 11•+ e-• 1/•) ""'~ [1n 2_ + ln e• 1i•J 
t--+ro (/ t--+ro 2 (J 2 

c2 1 c2 g t c2 1 
""'-ln~+ -- = ~ln- +ct. 

g 2 g c g 2 

Daher ergibt sich auch fiir den Weg asymptotisch - d. h. fiir groBe t - die fiir 
die gleichformige Bewegung geltende Gleichung x0 + c t. In Abb. 127 a, b ist die 
v-t-Linie und die x-t-Linie fiir diestl' Bewegung eingetragen. 

68. Weitere integrable Bewegungsaufgaben. Wenn b eine beliebige 
Funktion der drei Argumente x, v, t ist, so laBt sich die Integration 
der Bewegungsgleichungen nich t allgemein durchfiihren. Es gibt je
doch noch einige Faile, die praktisch wichtige Bewegungsformen be
treffen und die vollstandig gelost werden konnen; mit ihnen befassen 
sich die folgenden Beispiele. 

Beispiel 74. Gedampfte harmonische Schwingung. Wenn auBer 
der ,Federkraft" - w2 x (wie in Beispiel 70) noch ein der Bewegung entgegen
gerichteter Widerstand - eine Dampfung - vorhanden ist, die hier (wenn es 
sich urn kleine Geschwindigkeiten handelt, nach 67d) der Geschwindigkeit v = :i: 
proportional und in der Form bw = - 2 A v angenommen werden soll, so lautet 
die Bewegungsgleichung 

b =- w 2 x- 2 AV, oder x + 2 Ax+ w 2 x = 0 (197) 

2 A nennt man die Dampfungskonstante. Die Integration wird geleistet durch 
den Ansatz: x = A eJ> 1 und liefert fiir p die quadratische Gleichung 

p2 + 2 A p + w2 = 0, deren Wurzeln sind: Pu 2 =-A± tA2 - w2 • 

Die vollstandige Losung lautet daher 

x = A 1 eJ>,t + A 2 eJ>,t, 

worin At und A2 die Integrationskonstanten bedeuten. Fiir die Art der ein
tretenden Bewegung sind die Zahlenwerte von A und w maBgebend; hierbei sind 
folgende Falle zu unterscheiden: 

a) Schwache Dampfung A< w; wir setzen l A2 - w2 = i v und erhalten 

eP" ,t = e-!. t e ± ivt = e -!. t (cos v t ± i sin v t), 
so daB 

Urn die Losung in reeller Form zu erhalten, miissen wir At und Az, die willkiir
lich sind, als konjugiert-komplexe GroBen annehmen und setzen 

A 1 =Hat- a,2 i), A 2 =Hat+ a 2 i), 

wobei at und a 2 reell sind. Fiihren wir zwei weitere Konstante a, s mittels der 
Gleichungen ein 

A 1 + A2 = at = a sin c, i (At - A2) = a2 = a cos s, 

so erhii.lt man als endliche Bewegungsgleichung 

I x=ae-!.tsin(vt+s), (198) 

wobe a und c die Integrationskonstanten sind. 
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Da der Sinus znerst nach der Zeit t = - c/v nnd sodann nach jeder Halb
periodc 

(199) 

die Grenzen ± 1 annimmt und dazwischen je einmal verschwindet, so verlauft x 
zwischen den heiden durch die Gleichungen x = ± a e-lt gegebenen Kurven 
(Abb_ 128)_ e-< 1 nennt man den Dampfungsfaktor_ 

x' 
-~---

Die Periode T erscheint im Ver
gleich zur ungedampften Schwin
gung mit demselben Werte von w 
vergroBert, d. h.dieSchwingungen 
verlaufen beider gedampften Schwin
gung langsamer. Die aufeinander: 

'7JI--\--T------I---c-''-r--~__:_:_~-7'~-~~-r- folgendenMaxima undMinima treten 

Abb. 128. 

ein, sobald 
x = ae-i.t [-!.sin (vt +e) 

+ v cos (v t +e)]= 0, 
d. h. fiir alle t, fiir die 

tg(vt +e)= vj}. 

ist. W enn diese Gleichung etwa fiir t = t' befriedigt ist, so trifft dasselbe zu fiir 
die Wertc 

t' 
' 

t' ...L T 
I 2' 

I 2T 
t + 2' 

Die diesen Zeiten entsprechenden Wege sind 

I ' 3 T 
t--r 2''" 

x1 = rt e-i. t' sin (v t' + e), x 2 = -a e-J.t'-i.T/2 sin (11 t' + e) usw., 

und es folgt fiir das Verhaltnis j e z weier a ufeinanderfolgender Aus
schlage (abgesehen vom Vorzeichen) 

~ = ~ = · · · = konst. = elT/2 ; 
x2 Xa 

(200) 

dies nenntmandasDam pfungs
verhaltnis und den natiir
lichen Logarithmus davon, also 
ln x1 - ln x2 = I.Tf2 (nach 
GauB) das logarithmische 

j Dekrement; wir erhalten also 

1~ __ II ----------=====--===~~ das Ergebnis, daB die logarith-oL t mische ,Abnahme" der Schwin-

Abb.129. 

b) Starke Dampfung I.> w, 
rlargestellt durch 

gung•wege eine langs des 
ganzen Schwingungsverlaufes 
konstante GroBe besitzt. 

"jl'"!."'"2 ---w-oo2 > 0. Die Weg-Zeit-Lillie wird 

(201) 

Da beide Exponenten der e-Funktionen reell sind und lim x-+ 0, so ver-
t+co 

lauft die Bewegung ohne Schwingungen asymptotisch gegen die Lage x = 0. 
Die besondere Form der x-t-Linie hangt von dem Werte der Geschwindigkeit 

V0 fiir t = 0 ab; je nachdem v0 ~ 0 ist, erhalt man die drei in Abb. 129 gegebenen 
Formen. 
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c) l<'iir den Ubergangsfall A= w erhalt man die vollstandige Losung durch 
eine Grenzbetrachtung in der Form 

x = (A + B t) e-!. t, (202) 

x verlauft hier ebenfalls ohne Schwingungen gegen Null. 
Die hier und in Beispiel 70 betrachteten Falle bezeichnet man auch als ,freie" 

Schwingungen des Punktes. 
Beispiel 7 5. Erzwungene Schwingung. Resonanz. Wir wollen an

nehmen, daB auBer der ,Federkraft"- w2 x und der ,Dampfungskraft"- 2 A v noch 
eine mit der Zeit periodisch veranderliche eingepragte Kraft vorhanden sei, 
die also in einem bestimmten ,Rhythmus" auf den schwingungsfahigen Punkt
korper einwirkt. Derartige periodische Krafte spielen nicht nur im Gebiete der 
technischen Mechanik eine groBe Rolle (man denke an die Bewegungen, die durch 
die periodisch verlaufenden Massenkrafte von Maschinen in diesen selbst und 
in Gebauden oder Fahrzeugen aller Art auftreten, in denen Maschinen eingebaut 
sind), sie sind auch fiir alle anderen Zweige der Physik, wie Akustik, Elektrizitats
lehre (Radiotechnik), Optik usw. von auBerordentlicher Bedeutung. 

Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir die periodische Kraft als mit der 
Zeit sinusformig veranderlich annehmen, also fiir die Beschleunigung etwa R sin v t 
setzen, so daB die Bewegungsgleichung die Form annimmt 

x + 2 Ax+ u 2 x = R sin vt. (203) 

Dieser Ansatz rechtfertigt sich dadurch, daB man jede beliebige periodisch 
veranderliche Kraft in eine nach trigonometrischen Funktionen der Vielfachen 
von v t fortschreitende Reihe entwickeln und den EinfluB jedes einzelnen Gliedes 
dieser Reihe untersuchen kann. Das von t abhangige Glied in der Bewegungs
gleichung (203) nennt man Storungsglied, und v ist die Kreisfrequenz der Storung. 

Wenn in einem Kraftwagen der Motor lauft, nehmen wir Erschiitterungen 
wahr, die im ,Tempo" der Motorbewegung erfolgen. Aus allen derartigen Er
scheinungen schlieBen wir, daB die eintretende Bewegung ebenfalls eine mit t 
periodisch veranderliche sein wird, und zwar von derselben Kreisfrequenz v wie 
die der ,erregenden" oder ,eingepragten" Kraft; wir setzen daher, indem wir 
die ,Phasenlage" dieser erzeugten Schwingung gegen die erregende Beschleuni
gung offen lassen 

x e== x 1 = 0 sin (v t - 0(), (204) 

wobei 0 und 0( jedoch nicht willkiirliche Integrationskonstante, sondern durch 
die Differentialgl. (203) selbst bestimmt sind. Soll der Ansatz (204) die Gl. (203) 
identisch erfiillen, so miissen die Koeffizienten von sin (v t - 0() und cos (v t- 0() 
zu heiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen; hierzu setzen wir in Gl. (203) 
rechts v t = (v t- 0() + 0( und erhalten: 

- v2 0 sin (v t - 0() + 2 A v 0 cos (v t - 0() + u 2 0 sin (v t - 0() 

= R [sin (v t- 0() cos 0( +cos (v t- 0() sin 0(], 

daraus flieBen durch Vergleich der Koeffizienten von sin (v t - 0() und cos (v t - 0() 
die Gleichup.gen 

oder endlich 

(w 2 -v2)0=Rcos0(} 

2 A v 0 = R sin 0( 

R 
o = ~V-;=,(=w=::::2=_=v~2)=::::2=+===:4=:A:=::c2=v=:o2 , 

2.Av 
tgQ( = ---. 

w2- v2 
(205) 

Es ergibt sich fiir x1 = x1 (t) tatsachlich eine einfache harmonische 
Schwingung von derselben Kreisfrequenz v, wie sie die ,erregende" Schwingung 
hat; diese heiden durchschreiten aber ihre Nullwerte nicht gleichzeitig; vielmehr 
tut dies fiir w > v die eintretende Schwingung immer spater als die erregende 
( 0( > 0 !), sie ist, wie man sagt, ,in der Phase gegen die erregende Schwingup.g 
zuriick". 

Posch!, Mechanik. 2. A ufl. 10 
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Zu dieser ,partikularen" Losung nach Gl. (204), die keine willkiirliche Kon
stante enthalt, ist noch die Losung (196) der zugehOrigen ,homogenen" Gl. (195) 
hinzuzufi.igen, mittels welcher die zwei .Anfangsbedingungen, die der Aufgabe 
zugehoren, erfiillt werden konnen. Diese ,iiberlagerte freie Schwingung" klingt 
aber rasch ab, und im weiteren Verlaufe bleibt nur die erzwungene Schwingung 
(204) im Tempo der erregenden Schwingung iibrig. 

Diskussion der erhaltenen Losung. Betrachten wir erregende Schwin
gungen mit verschiedenen Kreisfrequenzen v, d. h. lassen wir v etwa von 0 bis (f) 

wachsen, so zeigt Gl. (205), daB 0 bei gegebenen R, OJ, J. am groBten wird, wenn 
der Neuner seinen kleinsten Wert annimmt, d. h. fiir v2 = OJ 2 - 2 }.2 • Nicht fiir 
diesen Wert von v, sondern fiir v =OJ, wenn also die erregende Schwingung im 
selben Rhythmus erfolgt wie die ungedampfte harmonische Schwingung, spricht 
man von Resonanz; fiir A= 0, und v = OJ wird sogar 0 = w, was ein iiber
maBiges Anwachsen der Schwingungen anzeigt. Die Abhangigkeit des Wertes 0 
von ')I ist in Abb. l30a dargestellt; fiir ')I= OJ ist o<~~W) = Rf2 A OJ' fiir 
v = lw2 -= 2},2 < OJ erhalt man den groBten Wert von 0, und es ist, wie man 
durch Einsetzen dieses Wertes aus (205) unmittelbar abliest, 

R R 
Omax = = --------- > O(v~w)• 

2AYA2+v2 2J,yOJ2+J,2 

Die Abhangigkeit des Winkels 7. von v ist durch Abb. l30b gegeben, die die bild

a) 

liche Darstellung der zweiten Gl. (205) 
ist; fiir v = 0 ist a:= 0, fiir v = w: 
a:= nj2; fiir v = w: a:= n. 

Aus diesen Ergebnissen miissen wir 
schlieBen, daB jedes ,schwingungs
fahige System" sehr stark durch perio
dische Krafte beeinfluBbar ist, deren 
Periode mit seiner Schwingungszahl 

L. iibereinstimmen, oder dieser nahe kom-
R;;,z men. So konnen Briicken unter dem 
r-+0-;;--------'-=~-:-:-.'---------v- Gleichtritt taktmaBig marschierender 

Truppenkorper gefahrdet werden, wenn 
a L------;---=:::::::::::::::::::::::;j;:: das Marsch tempo mit der Schwingungs-
) I zahl der elastischen Hauptschwingung 

b J der Briicke iibereinstimmt. Ebenso 

Abb.130. 

konnen W ellenbriiche bei Maschinen 
auftreten - und sind tatsachlich be
obachtet worden -, wenn ihre Dreh
zahl mit der eigenen Schwingungszahl 
der Welle i.ibereinstimmt. 

Man erkennt daraus, wie wichtig es 
ist, die Schwingungszahlen der Bau

werke, Decken, Maschinenwellen, Gestelle u. dgl. zu kennen, und in der Tat sind be
sondere Verfahren zu ihrer Bestimmung bekannt (s. Dynamische Festigkeitslehre). 
Diese Schwingungszahlen der eigenen elastischen Schwingungen bezeichnet man 
als Eigenschwingungszahlen oder als Eigenwerte der zugehorigen Be
wegungsgleichung. 

Ein Beispiel, bei dem diese Erseheinung in groBtem AusmaBe zur Anwendung 
kommt, ist die drahtlose Telegraphic und Telephonic, bei der die Resonanz zwischen 
einer erregenden elektrischen Schwingung und der ,elektrischen" Eigenschwin
gung eines ,Schwingungskreises" verwertet wird. Eines der interessantesten 
Resonanzprobleme bietet i.ibrigens auch die Stimme des Menschen und der Tiere dar. 

Beispiel 76. Schwingungen nach dem quadratischen Wider
standsgesetz1. In der Bewegungsgleichung des Beispiels 73 ist das Wider
standsglied - 2 Av wegen der auftretenden ersten Potenz der Geschwindigkeit 
so beschaffen, daB es die Richtung des Widerstandes von selbst entgegen der 

1 Vgl. Phys. Z. Bd. 29, S. 938. 1928. 
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von v einfiihrt, d. h. diese Bewegungsgleichung gilt unmittelbar fiir den Hin
und Riickgang der Schwingung. 

Wenn dagegen - auBer der elastischen Kraft - ein Widerstand einwirkt, 
dessen GroBe an jeder Stelle dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, 
so muB man die Umkehrung der Richtung des Widerstandes bei Umkehrung der 
.Bewegungsrichtung, also bei Umkehrung des Vorzeichens von v, besonders zum 
Ausdruck bringen. Die Bewegungsgleichung ist demgemaB in der Form anzu
schreiben (die Konstanten sind mit Riicksicht auf die folgenden Rechnungen 
gewahlt) 

b ~ v = - 2 oc 2 x ± k v2 , (206) 

wobei das obere Vorzeichen fiir den Riickgang (d. i. gegen die Stelle x = 0 hin), 
das untere Vorzeichen fiir den Hingang (d. i. von der Stelle x = 0 weg) gelten 
soli. In diesem Fall liegt es (ahnlich wie in 67 c) nahe, auch die Geschwindigkeit 
als Funktion von x zu betrachten und demgemaB die Bewegungsgleichung in der 
Form anzuschreiben 

l dv 2 
- - =t= 2 k v2 = - 2 oc2 x . 
2 dx 

(207) 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung in v2 , und ihr IntegrallaBt sich, wenn 
fiir x = x0, v = 0 sein soli, fiir den Riickgang in der Form anschreiben: 

(208) 

Die Stellen v = 0 geben die x-Koordinaten der auftretenden Umkehrpunkte 
x1, x2, x3 usw. an. Diese Bedingung (v = 0) laBt sich auch in der Form schreiben 

1 + 2 k :r0- = 1 + 2 k x~ = · · · · 
Zeichnet man daher (Abb. 131) die 
Kurve 

y = 2 k x -In (1 + 2lc x), (209) 

indem man als Abszisse die GroBe k x 
auftragt, so sind je zwei aufeinander
folgende Werte von x die Abszissen, 
die zu den gleichen W erten von y ge
horen. Aus dieser Kurve sind daher, 
sobald der Anfangswert x0 gegeben 
ist, die fiir die aufeinanderfolgenden 
Umkehrpunkte.geltenden Werte k x 0 , 

k x1 usw. unmittelbar in der aus der 
Abbildung ersichtlichen Weise zu ent
nehmen. 

Zur angenaherten Berechnung der 
U mkehrpunkte entwickle man die in v 
auftretende Exponentialfunktion fiir 
x = x0 nach Potenzen von x0 - x und 

t.Y=zffx -bz(t d'X} 
+1,& 

--lrx,- ~~~-kx0n ---4 

0,5 

Abb. 131. 

1,0 
kr 

setze darin x = x1 ; dann erhalt man, wenn man in der Klammer als erste Nahe
rung nur die Glieder zweiter Ordnung beriicksichtigt, nach einigen leichten Kiir
zungen x1 = - x 0 • Geht man mit dieser Naherung in die Glieder dritter Ord
nung in der letzten Gleichung, so erhalt man als zweite Naherung den Ausdruck 

l- i k X 0 
X 1 = - X 0 1 +! k Xo, usw. (210) 

der auch fiir die folgenden Umkehrpunkte gilt und diese fiir nicht zu groBe k 
mit ausreichender Naherung zu berechnen gestattet. 

Die Dauer der aufeinanderfolgenden Schwingungen laBt sich nur angenahert 
berechnen; als x-t-Linie (bzw. kx-at-Linie) ergibt sich die in Abb. 132 ge-

10* 
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zeichnete Kurve. Wir erhalten also wieder einen schwingungsahnlichen Verlauf, 
nur sind die aufeinanderfolgenden Schwingungsdauern T 0, T 1, T 2, • • • nicht 
gleich, sondern nehmen zu, und auch das Gesetz iiber die Konstanz des logarith-

mischen Dekrements der Schwingungen behalt seine Giiltigkeit nicht 
kr mehr. 

69. Krummlinige Bewegung in der Ebene in Cartesisehen 
Koordinaten. Die Darstellung der Geschwindigkeit und Be
schleunigung in Cartesischen Koordinaten x, y eignet sich 
insbesondere dann, wenn durch die Beschaffenheit des vor

gelegten Problems eine Be
vorzugung bestimmter fester 

at Richtungen im Raume ge
b-.Jc.L;\--I-.---YLJ:._,X...~rn.--T-:-t--;o.. geben erscheint. Bei den Be-

wegungen im Schwerefeld der 
Erde in der Nahe der Erd-

-~5 kruste, das angenahert ,gleich ~ 
Abb. 132. formig" (homogen) ist, und 

an allen Stellen lotrechte 
Richtung der Beschleunigung ergibt, wird die Wahl dieser Koordi
naten nahe gelegt. In allen Fallen zeigt sich, daB durch Verwen
dung der dem Problem sich anschmiegenden oder diesem ,ange
paBten" Koordinaten die rechnerische Behandlung wesentlich er
leichtert, in manchen Fallen praktisch iiberhaupt erst ermoglicht wird. 
- Der Ansatz des Problems geschieht immer in der Weise, daB die 

raum.zeitlichen Ausdriicke fiir die Beschleunigung bin dies en Koordi
naten den gegebenen - ,eingepragten" - Komponenten der Be
schleunigung (als Funktionen von x, y, v111 , v11 , t) gleichgesetzt werden. 

Beispiel 77. Schiefer Wurf im luftleeren Raume. Da der Beschleuni
gungsvektor g der Schwere in allen Punkten A der Bahn lotrecht nach abwarts 

!I 

------------------------w: __ -

Abb.l33. 

gerichtet ist, legen wir etwa 
die y-Achse ebenfalls lot
recht, und zwar nach auf
warts, die x-Achse wag
recht (Abb. 133a). Die Be
schleunigungen nach der x
und y-Achse" sind dann 

b~'==V~=O, 

b. - v. = - g, (211) 
und daraus 

Vz = konst. = v0 cos cx = i, 
v. = konst. - g t = v0 sin cx 

- gt = y, (212) 
indem wir die Geschwindigkeit in 0 fiir t = 0 von der GroBe v0 und unter dem 
Winkel cx gegen die Wagrechte geneigt annehmen. Die Koordinaten x, y sind (wenn 
fiir t = 0, x = 0, y = 0 sein soli) 

x = v0 t cos ex, y = v0 t sin cx -! g t2 • (213) 

Die Bahn ist eine Para bel, wie sich durch Ausscheidung von t aus diesen Glei
chungen ergibt. Fiir ihren htichsten Punkt S ist v. = 0, also die ,Steigzeit" 
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bis dahin nach Gl. (212): T = v0 sin ex/ g, die ,Wurfhohe" H und die ,Wurlweitc" 
W nach Gl. (213): 

v~ sin2 a 
H = Y<t~T) = __ 2_g_' 9 v5 sin 2 ex 

W = ~ X(t=T) = -"----
g 

(214) 

Der Geschwindigkeitsplan (Abb. 133b) ist das Stiick einer lotrechten Linie 
in Verbindung mit dem ,Pole" P. Es ist fiir jede Stelle P v = v. Die GroBe der 
Geschwindigkeit ist nach Gl. (212) und Benutzung von Gl. (213) 

v2 = v~ + vz = v;j - 2 g y 

ist also nur abhangig von der Hohe y iiber der W agrechten. 
Als Anwendung dieser einfachen Formeln beantworten wir noch die Frage 

nach jenem Winkel ex, unter dem mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit v0 

geworfen oder geschossen werden muB, urn cin bestimmtes Ziel Z ( x, y) zu erreichen. 
Hierzu benutzen wir die durch Elimination von t aus den Gin. (213) hervorgehcnde 
Parabelgleichung in der :Form 

y=xtgex-(1+tg2 ex)x2 /4h, worm h=v3/2g 

gesetzt ist; dies ist eine quadratischc Gleichung fiir tg ex und liefert die Wurzeln 

1 
tg ex = - ·· [ 2 h ± y 4 k2 - 4 h y - x2 ] • 

X 
(215) 

Man crhalt also im allgemeinen zwei Werte, einen Flachwurf oder ]'lachschuB 
(Kanone) und einen Steilwurf oder SteilschuB (Haubitze oder Morscr); nur wenn 
die Quadratwurzel imaginar wird, wenn also 4 h2 - 4 h y- x2 < 0, kann das 
gegebene Ziel (x, y) mit gegebenem v0 (odor h) nicht erreicht werden. Fiir die 
Punkte der ,Grenzparabel" 4 h2 - 4 h y- x 2 = 0, deren Lage Ieicht eingezeichnet 
werden kann, fallen die heiden moglichen Wurfparabeln zusammen, diese Punkte 
konnen daher nur durch eine einzige Flugbahn erreicht werden. 

70. Natiirliche Zerlegung: Tangential- und Normalbeschleunigung. 
Zu jeder (ebenen) Kurve gibt es zwei mit ihr ,natiirlich" (d. h. ohne 
Beziehung auf ein von der Kurve unabhangiges Achsenkreuz) ver
bundene Richtungen: die Tangente und Normale. Die Zerlegung 

-- -
von b nach diesen liefert die Tangentialbeschleunigung b1 und 
Normal beschleunigung bn. Ahnlich wie bei rechtwinkligen Koordi
naten, bei denen die Komponenten von b durch die ersten Ableitungen 
der Geschwindigkeiten oder durch die zweiten der Koordinaten defi
niert sind, lassen sich auch bt und bn durch einfache Ausdriicke defi
nieren, die wir am besten direkt an Hand der Abb. 120 berechnen. 
Hierzu driicken wir den vektoriellen Zuwachs Ll v von v durch die 

Komponenten nach der Tangente ,1---;, und Normale Ll w zur Bahn aus, 

Llv=Llu+Llw, 

dividieren durch Ll t und mach en Ll t--.. 0, dann folgt 

(216) 

Nun ist, wenn Ll-& der sog. Kontingenzwinkel, d. h. der Winkel 
der Tangenten an die Bahnkurve in aufeinanderfolgenden Punkten ist, 

. v' cos LJ if- v . v'- v . LJ v dv bt = hm --- ---- -- - = hm -- = hm - = -
1t-+o LJt ft-+o LJt H-~oLJt dt 
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und 

bn = lim v' sin .d f) = v lim (.d f) ~) = v2 lim ~ = v2
_ , 

Jt-+0 .dt -'t-+0 .ds .dt lt->-0 .ds e . 
wenn (! = AK den Kriimmungshalbmesser und ds· das Bogen
element bedeutet, da dsjdt = v. Die GroBe 

l . .df} df} 
liD -=-=W 

Jt-+0 .dt dt 
(217) 

bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit, d. i. das Mal3 der 
Anderung des Winkels {} der Tangente (oder Normale) gegen eine 
feste Richtung in der Ebene in der Zeiteinheit. Wir konnen daher 
auch v = e OJ setzen und erhalten 

/ dv dv v2 I I b = - = v -, b = - = e w2 = v w . (21R) e dt ds. n e 

Wir konnen daher die vektorielle Anderung von v, d. i. eben die 
Beschleunigung b, darstellen durch einen ,tangential gerichteten" Teil be, 
der nur die Anderung der GroBe von v angibt und einen ,normal gerich
teten" Teil bn = vw, der dadurch entsteht, daB v mit der Winkel
geschwindigkeit w gedreht wird: die Rich tung von bn ist zu v senkrecht, 
und zwar in der Drehrichtung der Tangente urn n/2 gegen v verdreht. 
Von besonderer Wichtigkeit ist, daB bn durch die Geschwindigkeit v und 
den Kriimmungshalbmesser e der Bahn allein bestimmt ist und mit 
seinem Pfeil nach dem Kriimmungsmittelpunkt K hin gerichtet ist, 
wahrend b1 jeden beliebigen positiven oder negativen Wert annehmen 
kann. 

Die Dimension von OJ ist [1/T], ihre Einheit 1/s. 
Durch einen ahnlichen Schritt, wie aus der Geschwindigkeit die 

Beschleunigung, erhalten wir a us der Winkelgeschwindigkeit die Win
kelbeschleunigung A, die von 0 verschieden ist, wenn w veriinder
Jich ist 

I A= lim V}__(t + ~=-w (t] = dw =OJ= d2~ {}; I (219) 
lt->-0 .dt dt dt 

ihre Dimension ist [l/T2], ihre Einheit Ifs2• Bei der Drehung urn einen 
festen Punkt ist insbesondere 

I be = v = r w = r fJ = r ;, , b = - = r w 2 = v w . v2 I 
n ·r (220) 

Beispiel 78. Fiir die gleichformige Bewegung im Kreise vom Halb
messer r mit der Geschwindigkeit v = konst. ist d s = r d f), daher (Abb. 134) 

ds df} 
v =- = r- = r w = konst., also auch w = konst. dt dt 



Bewegung des Punktes. 151 

Die Umlaufzeit T folgt aus 

2nr=vT, (221) 

Statt der Winkelgeschwindigkeit verwendet man in der Praxis gewi:ihnlich die 
Drehzahl n und versteht darunter die Umlaufzahl in l min; sie folgt 
durch Berechnung des Weges in l s: Der Weg in l min ist 2 r n n, daher in 
I s: 2 r n n / 60 = v = r w, und 

I 
nn 

w = 30-, oder n = _3~ ~ ·I (222) 

Fiir eine Umdrehung in 1 s, oder eine volle Schwingung 
( oder einen anderen periodischen Vorgang) in l s wird 
auch die Bezeichnung l Hertz verwendet. 

Die Beschleunigung ist gegeben durch 

.r 

Abb. 13!. 

ist also stets nach dem Mittelpunkte gerichtet, und muB natiirlich auf irgendeine 
Weise auf den bewegten Punkt iibertragen werden. 

Die Projektion dieser Beschleunigung auf irgendeinen Durchmesser, z. B. 
0 x, ist gegeben durch bx = bn cos{}= - r w2 cos{} = - w2 x, und dies ist das 
fiir die harmonische Schwingung kennzeichnende Gesctz: Die Projektion A' 
des gleichformig im Kreis bewegten Punktes A auf irgendeine Gerade 
fiihrt daher eine einfache Schwingung a us, deren Periode nach Beisp. 70 gleich 2 nfw, 
also gleich der Umlaufszeit der Kreisbewegung ist. 

Beispiel 79. Schiefer Wurf mit Luftwiderstand (ballistisches Problem). 
Nimmt man zur Beschleunigung g des Schwerefeldes den ,Luftwiderstand" als 
eine Beschleunigung von der GroBe - k v2 hinzu, in jedem Punkte tangential 
zur Bahn und zu v entgegengesetzt gerichtct, so erhalt man die encllichen Gleichun
gen fiir die Bewegung am einfachsten, wenn man die heiden Zerlegungsarten kom-
biniert, die wir bis jetzt kennen b 
gelernt haben; diesentsprichtauch t~---
ganz natiirlich der Kombination 
des lotrechten (von der Bahnkurve 
unabhiingigen) Schwerefeldes mit 
dem Luftwiderstand, der in 
jedem Punkte in der Tangente 
wirkt, die der Kurve selbst an
gehi:irt. Setzen wir die Projektions- _cOf...L:.~--f----\-----"x"------jr-,

' ' 

f( gleichungen Hir die Beschleuni
gungen nach x und nach n 
(Abb. 135) an, so erhalten wir !-. ------------------ ----Xa--

Abb. 133. 

(da ]:_ = - dfJo_ = - ]:_ !!..!!...) . 
Q ds v dt 

Dividiert man beide Gleichungen durcheinander und setzt v = vxfcos {}, so folgt 

J_ dvx + !.___!:!__ = O 
1 v~ g cos3 {} ' 

eine Gleichung, die unmittelbar integriert werden kann und 

..;._ + ~f d{}s (l = konst. 
v~ g cos v 
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liefert, wobei die Konstante durch Vx = Vzo = v0 cos D0 fiir f)= D0 bestimmt ist. 
Aus dieser Gleichung ist Vx als Funktion von f) bestimmt: Vz = Vx (D), daher kennt 
man auch 

aus der Gleichung fiir b,. 

ergibt sich 

und daraus 

v = Vx (D)/cos{}= v (D); 

d{} 
v ({}) Tt = - g cos{}' 

dt = - _!__ v ({}) d{}' 
g cos D 

t = - _!__f!_ ({}) d{}' 
g cos{} 

also t = t ({}) und durch Umkehrung {}=f) (t). Weiter folgt aus x = v cos{}, 
if = v sin{} 

I I 
d x = v ( {}) cos {} d t = - -- v2 ( {}) d {}, d y = - - v2 (f)) tg f) d {} , 

g g 
also 

x = - _!__ J v2 ( {}) d f) + konst., g . 
I 

y =- g J v2 ({}) tg {} d{} + konst., (223) 

wodurch x = x ({}), y = y ({}) und wegen {} = {} (t) auch x = x (t), y = y (t), 
also die endlichen Bewegungsgleichungen bekannt sind. Da sich die Integrale in 
endlicher Form nicht auswerten lassen, empfiehlt sich die Anwendung der graphi
schen Integration wie in Beispiel 71. Eine genauere Betrachtung der Formeln 
zeigt, daB die Bahn fiir einen endlichen Wert x = Xa eine lotrechte Asymptote 
hat und die Geschwindigkeit sich fiir t---.. ro der Grenzgeschwindigkeit J gfk 
nahert. 

71. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaien. 
Flachengeschwindigkeit. Wenn die Polarkoordinaten eines bewegten 
Punktes r und rp sind, so zerlegen wir die Komponenten der Geschwin
digkeit v wieder nach den Richtungen, die diesen Koordinaten ent
sprechen, d. i. die Richtung des positiven Fahrstrahls und die Richtung 
des zunehmenden Polarwinkels; man beachte, daB diese Richtungen bei 
der Bewegung veranderlichsind. Die entsprechenden Geschwindigkeits
komponenten seien vr und v"'. Da die Komponenten des Bogenelementes 
ds nach diesen heiden Richtungen dr und r drp sind, so ist unmittelbar 
zu setzen 

Vr = r, v'P = rip= r OJ ·I (224) 

Dieselben Ausdriicke erhalt man auch, wenn man die Geschwindigkeits
komponenten v:~:, v11 in Cartesischen Koordinaten auf die Richtungen r 
und senk.~echt zu r projiziert und die Polarkoordinaten einfiihrt. vr(i! r) 
gibt die Anderung der GroBe von r, vr ( _!_ r) entspringt aus dem Um
stande, daB r mit der Winkelgeschwindigkeit OJ gedreht wird, und gibt 
die Anderung der Richtung von r (Abb. 136). 

Wir erhalten damit die im folgenden oft zur Anwendung gelan-

gende Regel: Die vektorielle Zeitableitung ~: = ~ eines be-
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liebigen Vektors r besteht aus 2 Teilen: dem Teil r m 
Richtung von r, der von der GroBenanderung von r her-
riihrt, und dem Teil rw =rip senk- iJ 
recht zu r, dessen Richtung sich aus 
r durch Drehung urn n/2 im Sinn von 
w ergibt und der davon herriihrt, 
daB r mit der Winkelgeschwindig- Dr 
keit w = if; gedreht wird. 

Diese Regel, auf den Geschwindigkeits
vektor v angewendet, fiihrt gerade auf die 
in 70 abgeleiteten Beschleunigungskompo
nenten bt und bn-

Ebenso fiihrt die zweimalige Differentia-
tion von x = r cos cp und y = r sin cp und Abb. 136. 

Projektion von i und jj auf die Richtungen 
parallel und senkrecht zu r auf die folgenden Ausdriicke fiir die Be
schleunigung 

J br = r - r ip2 ' 

l .... ld(2") 
b'P = r cp + 2 r cp = r dt r cp . 

Denn es ist 

und 

x = r cos cp - r sin cp ip , y = r sin cp + r cos cp ip • 

x = r cos cp - 2 r sin cp ip - r sin cp (jJ - r cos cp ip2 

ii = r sin cp + 2 r cos cp ip + r cos cp (jJ - r sin cp ip2 

br = X cos cp + ii sin cp , b'P = - x sin cp + jj cos cp , 

(225) 

und diese stimmen, wie Ieicht zu sehen, mit den Gln. (225) iiberein. 
Diese Gleichungen konnen aber auch unmittelbar durch Anwen

dung der Regel fiir die Anderung der Vektoren Vr und v,P gewonnen 
werden: In die Rich tung r fallt die Andcrung der GroBe von v" also 

vr = d(~; = r, auBerdem der Teil, der durch Drehung des Vektors 

v,P im positiven Sinne von w entsteht: vcpw = r cj; 2, a her mit dem Minus
zeichen, da die Rich tung des so gedrehten Vektors v,P von A gegen 0 hin, 

dv 
also im Sinne der negativen r weist. Ebenso senkrecht zu r: v'P = dt 

d(r .P) ·· . . d G B d - d .. 
= dt = r cp + r cp von er ro enan erung von v'P, un Vr w = r rp 

von der Richtungsanderung von vr herriihrend, also b'P = r~ + 2 r cj; 
ww zuvor. 

Als Flachengeschwindigkeit 17 bezeichnet man die in der 
Zeiteinheit vom Fahrstrahl r iiberstrichene Flache. Da die 
zwischen zwei Fahrstrahlen r und r' = r + L1 r liegende Flache L1 I 
(his auf kleine GroBen zweiter Ordnung, die vernachlassigt werden 
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konnen) durch L1 f = ! r L1 ffJ r = ! r 2 L1 ffJ gegeben ist, so folgt 

(226) 

Die Flachengeschwindigkeit (beziiglich 0) ist daher durch 
das halbe Moment der Geschwindigkeit urn 0 gegeben. 

In rechtwinkeligen Koordinaten wiirde unmittelbar folgen 
rJ = i ( x if - y x), und in ,natiirlichen" 17 = i v p, >venn p die 
Lange des von 0 auf v gefallten Lotes bedeutet. 

72. Zusammenstelllmg der bisher erhaltenen Formeln: 

Ebene 
Bewegung l ze~:h-~ Cartesische I 

Koordinaten (x, y) I nung 

Geschwindig
keit 

Beschleuni
gung 

Flachenge
schwindigkeit 
(=!Moment 
dcr Geschw.) 

1) 

{ v, = ~ = v c~s 01: 

Vy=y=VSillOI: 
(01: = <t (v, x)) 

{ 
b, = Vx =x = bcos{J 

b.= Vy = y=bsin{J 

({J = <J:: (b, X)) 

1J=1z(xy-y:'c) 

Naturliche 
Koordinaten (s, e) 

v= ~ 8 (i. d. Tangente 
t der Bahn) 

1b 
. .. dv 

t = v = s = vcls 
v2 

bn=-
1] 

(e = Kriimmungs
halbmesser) 

'f/ =tvp 
(p = LotvonOaufV) 

Polarkoordi
naten (r, <p) 

{ 
Vr = i· 

v'P = r (p 

br = i'- r(p 2 

b'P = r ij + 2 i· 'f' 
l d ( 2 • ) =r(lt 1' qo 

= ~ d1) 
1' dt 

73. Zentralbewegung. Die Keplerschen Gesetze. Der Wert der ,an
gepaBten Koord.inaten" fiir die rechnerische Behandlung eines Problems 
tritt besonders deutlich bei der V erwendung von Polarkoordinaten fiir 
die Zentralbewegungen hervor. Die Zentralbewegungen sind da
durch gekennzeichnet, daB fiir sie die Beschleunigung stets durch 
einen festen Punkt F hindurchgeht. Da die durch die Zentral
beschleunigung veranderte Geschwindigkeit immer in der durch die 
anfangliche Geschwindigkeit und 0 bestimmten Ebene liegt, so folgt 
sofort, daB die Bahnen bei den Zentralbewegungen ebene Kurven sind. 
Die Bewegungen der Planeten urn die (ruhend gedachte) Sonne und 
die Bewegungen der Elektronen urn die Atomkerne sind Beispiele solcher 
Bewegungen. 

Ist die Zentralbeschleunigung anziehend, so ist die hohlc 
(konkave) Seite der Bahn dem Zentralkorper zugewendet, sonst die 
erhabene (konvexe). 

Da nach der Definition die ganze Beschleunigung b in die Richtung 
von r fallt, so ist b"' = 0, daher 17 = konst. = 0/2, und es folgt un
mittelbar der Satz: 
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Bei allen Zentralbewegungen (wie auch das Gesetz fiir die Be
schleunigungim iibrigen beschaffenist) ist die Flachengeschwindig
keit konstant, d. h. der Fahrstrahl i iiberstreicht in gleichen 
Zeiten gleiche Flachen. Auch die Umkehrung dieses Satzes ist 
richtig: Wenn wir von einer Bewegung wissen, daB sie mit konstanter 
Flachengeschwindigkeit erfolgt, so ist sie eine Zentralbewegung. 

Die Zentralbewegungen besitzen besondere Bedeutung fiir die Ge. 
schichte der Mechanik und Astronomie, da an sie anschlieBend die 
mannigfaltigen Methoden ausgebildet wurden, die das groBe Gebaude 
der modernen analytischen Mechanik ausmachen. Insbesondere haben 
sie auch in der neuzeitlichen Atomphysik eine ungeahnte Anwendung 
gefunden. J. Kepler (1571-1630) hat auf Grund des ihm vorliegenden 
Beobachtungsmaterials von Tycho de Brahe (1546-1601) im .Jahre 
1609 und 1619 die heute nach ihm benannten Gesetze der Planeten
bewegungen ausgesprochen. Diese Keplerschen Gesetze lauten: 

1. Die Bahnkurven der Planeten sind Ellipsen, in deren 
einem Brennpunkt die Sonne steht. 

2. Die Fahrstrahlen, die die Sonne mit den einzelnen 
Planeten verbinden, iiberstreichen in gleichen Zeiten 
gleiche Flachenraumc (d. h. die Flachengeschwindigkeit ist eine 
- fiir jeden Planeten andere - Konstante). 

3. Der Quotient des Kubus der groBen Achse der Ellipse 
zum Quadrat der zugehorigen Umlaufzeit hat fiir alle 
Planeten den gleichen Wert. 

An der Hand dieser Gesetze ist dann I. Newton (1642-1727) 
zn dem Begrif£ der universellen Gravitation gefiihrt worden, der 
mit zu den groBten naturwissenschaftlichen Entdeckungen der Neu
zeit gehort. Die wesentlichsten Schritte dieser Entdeckung konnen 
wir mit den bisher entwickelten Hilfsmitteln durch einfache Rech
nungen wiedergeben. 

Zunachst folgt a us dem 2. Keplerschen Gesetze bereits, daB b, = 0, 
daB also die gauze Beschleunigung in der Richtung der Verbindungs. 
linie Sonne.Planet, also des Vektors r liegt. Sei C/2 die ,Flachen
konstante", d. i. die konstantc Flachengeschwindigkcit: 

l 2 • 1 c . - dcp c 
17 = 2 r cp = 2 , also rp = -;-[i = ;.2 , (227) 

so konnen wir mit Hilfe clieser Gleichung den Ausdruck fiir b,. um
formen, indem wir r als Fnnktion von rp ansehen und dt eliminieren. 
Wir schreiben 

d.!_ 
r = dr = dr dcp = Q dr = - c _r 

- dt dcp dt r 2 dcp dcp ' 

dann ist zunachst 

(228) 

(229) 
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Ferner ist 

. . d2 ( ~) d q? 02 rJ2 ( ~) 
r = - C --- -- = -- ----

drp 2 dt r 2 d rp2 

und damit folgt die sog. Binetsche Gleichung fiir die Beschleunigung 

(230) 

Nach dem 1. Keplerschen Gesetze sind 1' und q; durch die Ellipsen
gleichung verbunden, denn die Bahnen sollen Ellipsen sein; ihre Glei
chung lautet in Polarkoordinaten, wenn p den Parameter(= Ordinate 
im Brennpunkte) und s = eja (<I) die numerische Exzentrizitat 
(e = lineare Exzentrizitat = halbe Entfernung der Brennpunkte, 
a = hal be groBe Achse) bedeutet 

p r= ..... . 
l + 6 cos rp 

oder l - l + 6 cos rp . -;:--p ~p-, 

gehen wir damit in die Binetsche Gl. (230), so kommt 

d2 (~·) r l l 
-drp 2 - + ;: = p 

und daher 

{231) 

Werden also die heiden ersten Keplerschen Gesetze - aus den 
Beobachtungen erschlossen - als richtig angenommen, so folgt daraus 
schon, daB die auf die Planeten (die dabei stets als Punkte betrachtet 
werden) wirkende Beschleunigung eine anziehende und rein-radiale 
ist, und daB ihre GroBe dem Quadrat der Entfernung Sonne-Planet 
umgekehrt proportional ist. 

Aus dem dritten Gesetz folgt endlich, daB 0 2/p fur alle Planeten 
denselben Wert hat, die Beschleunigung br also das universelle, 
d. i. fiir aile Planeten giiltige Gesetz (231), in dem 0 2/p = konst. ist, 
befolgt. 

Die Umlaufszeit T rechnen wir uns aus der Formel fiir die Flachen-

h . d" k . df c gesc wm 1g eit dt = 'YJ = 2 , >voraus 

2 I 2f 2 dt= 0 dj; also T= dt= 0 dj= 0 F, 

wobei die Integration tiber die ganze Ellipse zu erstrecken ist und 
F = a b n ihre Flache bedeutet. 

Nun ist nach Abb. l37a 
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Ferner ist 

b=fa2 e2 =af1-=-82=V1 ~;2' 
daher die Umlaufzeit 

2 2 2n p 2 

T = 0 F = 0 abn = 0 (l- c2)'/,· 

(Aphel) 
~I 

Abb. 137. 

Bilden wir daher nach dem Wortlaut des 3. Gesetzes 
a3 02 02 

k = T2 = 4 n2 P = konst., und setzen P = 4n2. k = }, , 

so erhalten wir endlich 

I b -- A I ,.--j:2,1 

worin A. fUr alle Planeten denselben Wert hat. 

157 

(232} 

(233} 

Nimmt man umgekehrt das Newtonsche Gesetz (233) als gegeben 
an, so folgen daraus die Keplerschen durch Umkehrung dieser Be
trachtungen. Zunachst ist nach den Gln. (231) und (230) r = r (<p) 
durch die Differentialgleichung gegeben 

cl2(~) l A l 
-;rq;z- + 1 = 0 2 = -;p, (234) 

indem wir Aj02 = ljp einflihren; von dieser Gleichung ist 1/p eine 
Partikularlosung und 

l l c r = p + p cos ( <p - <Jio) (235) 

die allgemeine Losung mit 8 und <p0 als Integrationskonstanten; fur 
e < 1 ergeben sich Ellipsen (fur 8 = 0 Kreise), fur 8 = 1 Parabeln, 
fur 8 > 1 Hyperbeln als Bahnkurven. Wird der Polarwinkel vom 
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Perihel gezahlt, dann ist cp0 = 0 zu setzen. Durch ahnliche Schliisse 
wie zuvor folgen auch die iibrigen Aussagen der Keplerschen Gesetze. 

74. Anwendungen. Beispiel 80. Der Geschwindigkeitsplan der Pla
netenbewegung ist ein Kreis, bezogen auf einen exzentrisch liegenden 
Punkt P als Pol. 

Bilden wir die Ableitung der Ellipsengleichung in Polarkoordinaten nach rp, 
also von 

l l s cos rp 
- =- + -- so folgt 
r p p ' 

setzen wir dann diese Ausdriicke in die Gl. (229), so ergibt sich die Abhangigkeit 
der Geschwindigkeit v von rp in der Form 

02 
v2 = 2 [1 + s2 + 2 scos p]. (236) p 

Diese Gleichung hat die Form des Kosinussatzes. Triigt man in Abb. l37b vom 
Pole P des Geschwindigkeitsplanes die Strecke e Ofp =PM senkrecht zur groBen 
Achse der Ellipse auf, legt urn JJJ. einen Kreis mit dem Halbmesser Ojp und zieht 
von M eine Senkrechte zu A S, so erhalt man das Dreieck PM V, das bei Jf 
den Winkel n - p einschlieBt. Mit Hilfe des Kosinussatzes ergibt sich fiir die 
Seite P V gerade der in Gl. (236) gefundene Ausdruck, wodurch die Kreisform 
des Geschwindigkeitsplanes erwiesen ist. 

Driicken wir noch in Gl. (236) das Glied s cos p f p mittels dcr Ellipsengleichung 
durch r aus, setzen also 

so erhalten wir schlieBlich 

s cos rp 
p 

l 
r 

l 
p 

v2 = 0 2 [l + s2 + _! _ .!J = 02 [.! _ l- s2Jl =;_I_! __ ~', 
p p r p p r p L r a J (23i) 

d. h. die Geschwindigkeit v an jeder Stelle der Bahn hangt in dieser Weise von 
der Lange des Fahrstrahls r ab; diese Gleichung ist, wie wir spater noch sehcn 
werden, die Energiegleichung fiir die elliptische Bewegung. 

Aus dem Flachensatz folgt iibrigens unmittelbar die Gleichung 

d. h. der Pol P teilt den Durchmesser des Kreises, der den Geschwindigkeitsplan 
darstellt, im umgekehrten Verhaltnisse, wie S die groBe Achse der Bahnellipse. 

Beispiel 81. Unter welchen Bedingungen ist die Bahnkurve eine 
Ellipse, Para bel oder Hyper bel? 

Wie schon hervorgehoben, stellt die Gleichung ~ = ~ + ~cos p fiir s < 1 
r p p 

Ellipsen, fiir s = l Parabeln und fiir s > l Hyperbeln dar, und es entsteht die 
Frage, unter welchen Bedingungen sich jede dieser Kurven als Bahnkurve heraus
stellt. Wir wollen diese Frage insofern vereinfachen, als wir zeigen, daB die Ge
schwindigkeit v1 im Perihel fiir die Art der entstehenden Bahnkurve maBgebend 
ist. Da fiir p = 0, I/r1 = (I + s)fp, erhalten wir fiir r c= r1 nach Gl. (237) 

vf = ;, [~ _ ~] = A [..!_ _ 1 - e2 -j1 = /. IL..!_ _ !__- sl = }. l + E • 

rl a rl p - rl rl J rl 

Wir erhalten daher 

Parabeln ;venn s < I , 
Ellipsen } 

Hyperbeln > 
d. h. wenn < l/ 2A . t r 1 > 1 --;:;:- lS •. 
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'Venden wir dieses Ergebnis auf die Erde als Anziehungszentrum und einen 
Punkt nahe ihrer Oberflache an, so kiinnen wir fiir ihn b = g = ').jR 2 setzen, 
also Jc = g R 2 , und finden 

V2I -
- = l 2 (J R ""' 11180 mjs. 
rl 

Je nachdem die Geschwindigkeit v1, die der Punkt parallel zur Erdoberflache 
besitzt, kleiner, gleich oder groBer als dieser Wert ist, entsteht eine Ellipse, Para bel 
oder Hyperbel. Fiir s = 0 ergibt sich ein Kreis als Bahn; die zugehiirige Ge-

schwindigkeit ware v1 = l jT = l g R ""' 8000 mjs. V r1 

Beispiel 82. Bestimmung des Bahnkegelschnitts aus Anfangs
lage und Anfangsgeschwindigkeit. Wenn in einem Punkte A die Geschwin-
digkeit v und auBerdem die Anziehungsbeschleunigung b bekannt sind, so ist 
damit der zugehOrige Bahnkegelschnitt festgelegt. Urn ihn zu erhalten, beachten 
wir, daB die Normalbeschleunigung bn nur von v und dem Kriimmungshalbmesser 
e in A abhangt, bn = v2/!2, woraus 

(238) 

Durch das bei V rechtwinkelige Dreieck B V 0 in Abb. 138 ist daher 11 = 0 A = A K 
bestimmt. Wendet man ferner die bekannte Konstruktion fUr den Kriimmungs-
mittelpunkt K fiir die Ellipse in umgekehrter Folge an, zieht also K D _l SA, 
DE _l_AK, dann ist E der Schnittpunkt 
der Normalen mit der groBen Achse; die 
Verb.~ndungslinie SE gibt ihre Lage, und 
die Ubertragung des Winkels r1. auch den 
anderen Brennpunkt S'; schlieBlich ist die 
Summe SA + AS' = 2 a, die groBe Achse 
der Ellipse. 

Beispiel 83. Die Keplersche Glei
chung. Zur Ableitung der endlichen 
Gleichung fiir die Zeitabhiingigkeit der 
Bewegung, die als Keplersche Glei
chung bezeichnet wird, betrachten wir 
auBer der ,wirklichen Bewegung" in der 
Bahnellipse auch die Bewegung eines 
ideellen, ,begleitenden Punktes" A' auf 
dem Umfange des iiber der groBen 
Achse beschriebenen Kreises (Abb. 137 a), 
der mit A auf derselben Normalen zu 
dieser liegt. Den bei 0 auftretenden ,exzen-

c 

Abb. 138. 

trischen 'Vinkel" bezeichnen wir mit u, und setzen das Bogenelemellt des Kreises 
in der Form an da =a du. Die Projektionen der Geschwindigkeiten, v und 1>', 
mit denen sich A auf der Ellipse und A' am Kreise bewegen, auf die groBe Achsc 
sind gleich groB; es ist also anch (nach Abb. l37b) 

' . 0 . 
V Sill U = p Sill '{J, oder 

, 0 sin cp 
v =--;-- ·. 

p smu 

Aus den Definitionsgleichungen v = dsfdt, v' == dajdt mtnehmen wir 

dt = ~s = ~~ = a:~-
und erhalten mittels der vorhergehenden Gleichung 

ap sin u 
dt =- -.--du. 

c smcp 
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Weiter erhalt man aus dem Umstande, daB der Umkreis der Ellipse im Ver
haltnis afb ahnlich ist, 

r sin q; a/ b = a sin u, 
also 

r sin q; = b sin u 
und weiter (Abb. 137) 

r cos q; = a (cos u - s) . 

Daraus rechnen wir, da b =a VI= s2 

t _ ·J!T=f2 sin n 
g rp- COS U- E 

und finden nach einer leichten Umrechnung, 

Vl-s2 sinu sin rp = tg q; 
y l + tg 2 q; Y(cosu- s) 2 + (1- t: 2)sin2 u 

Damit wird 

dt =- _a_p __ (l - t: cos u) dn. 
0 VI- t: 2 

Fuhrt man darin noch a= p/(1 - s) cin und setzt 

0~3jp2=n, 
so erhiiJt man 

n dt = (l - t: cos u) du 

t 1- s 2 sin u 

1-scosu 

und daraus durch Integration mit der Anfangsbedingung u = 0 fiir t = 0, 

I n t = u - s sin u I (239) 

als die gesuchte Gleichung. Da u (ebenso wie q;) die Lage des bewegten Planeten 
auf der Ellipse kennzeichnet, so ist · durch diese Gleichung auch die ,wirkliche 
Bewegung" dargestellt. 

Integriert man die Gl. (239) tiber einen ganzen Umlauf und bezeichnet die 
Umlaufzeit mit T, so folgt 

n T = 2 n oder n = 2 n / T. 

n bezeichnet die sog. ,mittlere Bewegung" oder die Anzahl der Umlaufe in 2 n s. 

75. Gezwungene oder gefiihrte Bewegung des Punktes. Wie wir in 
der Statik im wesentlichen nur das Gleiqhgewicht gestiitzter Korper 
betrachteten, so kommt es in der Bewegungslehre bei den technischen 
Anwendungen nur auf Untersuchung von gefiihrten oder gezwun
genen Bewegungen an. Bei der Bewegung des Punktes liegt dann der 
Fall so, daB dieser ,gezwungen" wird, sich auf einer Leitkurve oder 
Leitflache zu bewegen; um zu den Bewegungsgleichungen zu ge
langen, haben wir eine ganz ahnlich geartete Erweiterung vorzunehmen 
wie in der Statik: Der EinfluB einer glatten Leitkurve oder Leit
flache) wird durch eine ,Zwangskraft" bzw. eine ,Zwangsbeschleu
nigung" bz in Rechnung gesetzt, die zur Tangente der Leitkurvc 
oder Tangentialebene der Leitflache) senkrecht steht; bei rauher 
Leitkurve oder Lcitflache) kommt noch die Reibungskraft bzw. 
Reibungsbeschleunigung bR hinzu, die nach den Aussagen von 
48 B in der Form b R = f I b. I anzusetzen ist, und stets entgegen der 
Richtung der Bewegung (also entgegengesetzt zu v) wirkt. Da jetzt 
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nicht mehr - ww bei der freien Bewegung - die wirkliche Be
schleunigung b mit der gegebenen, eingeprag~n iibereinstimmt, 
so empfiehlt es sich, fiir diese ein eigenes Zeiche_?, be 
einzufiihren. Die wirkliche Beschleunigung b ist 
dann bei gl~tter Fiihrung durch die Summe 
von be und _bz, bei rauher Fiihrung auBerdem 
noch durch bR gegeben. Wir erhalten daher in 
natiirlicher Darstellung fiir glatte ebene Leit-
kurven (Abb. 139) Abb. 139. 

d. h. 1 
dv dv . 

bt- dt =::= v ds = be sm 1p, 

v2 
bn = --- = be COS 1p + bz, 

(! 

und fiir rauhe Leitkurven (Abb. 140) mit bR = fJb.J 

1 
dv . J 

_ _ _ _ bt=a~:=b.sm1fJ-bR, 
b =be+ bz + bR, d. h. = v2 _ • 

I bn - (! - be COS 1p + bz , 

(240) 

(241) 

dabei ist bz in der Richtung der positiven Normalen positiv zu 
zahlen; wenn e = oo, ist auf der N ormalen willkiirlich eine Rich tung 
als die positive festzulegen. 0 

In diesen Gleichungen tritt die Zwangsbeschleu-
nigung bz (bzw. __clie Zw~ngskraft oder der Druck 
der Fiihrung D = M b.) als neue Unbekannte 
auf, ganz so wie in der Statik die Auflagerkraft; 
demgegeniiber ist zu beachten, daB die Gestalt 
der Kurve vorgegeben ist, so daB die Aufgabe 
allgemein losbar bleibt, und zwar kommt hier von 
den die Gestalt der Kurve kennzeichnenden GroBen 
nur der Kriimmungshalbmesser e in Betracht. Die 
erste Gl. (240) gibt das eigentliche Bewegungsgesetz v = v (t) oder 
v = v (s) usw., wahrend die zweite b. liefert 

1 b. = ~ _ b. cos 1p ·I (242) 

Die Stellen, wo die Leitkurve keinen EinfluB au£ die Bewegung des 
Punktes ausiibt, sind durch bz = 0 gekennzeichnet. Wenn die Leit
kurve eine einseitige Fiihrung darstellt (wenn etwa der Punkt an 
einem Faden aufgehangt ist oder sich in einer Rinne bewegt), dann sind 
durch bz = 0 die Stellen bezeichnet, in denen der Punkt die Bahn 
verlassen kann; bei allseitigem Zwang (Perle an einer starren Stange 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 1 l 
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oder in einem Rohr) sind durch die Stellen bz = 0 die Punkte gekenn
zeichnet, in denen ein Druckwechsel eintritt, sobald der Punkt diese 

Stelle durchlauft. 
1>-0-,--=---+--------".x Fiir die Bewegung des Punktes auf einer 

n 

Abb. 141. 

belie big gestalteten gla tten Kurve im Schwere
felde laBt sicher die erste der Gin. (240) all
gemein (d. h. bei beliebiger Form der Leit-
kurve) integrieren. Es ist namlich mit be = fj 

D nach Abb. 141: 
dv dv 1 d(v 2 ) • 

bt = di = v ds = 2-ds = gsm7p, 

! d(v 2 ) = gsin7pds = gdy, 

so daB 

I v2 = 2gy + C, oder v2 -- v~ = 2g(y- y0), I (243) 

wenn wir v = v0 fiir y = y0 vorschreiben; d. h. die Geschwindigkeit 
an irgendeiner Stelle ist durch y allein bestimmt und von der Form 
der Bahn ganz una bhangig; an allen Stellen, die in derselben Wag
rechten liegen (y = konst.), ist die Bahngeschwindigkeit v gleich groB. 
Legt man die x-Achse in der Hohe y0 = v5f2 g iiber die Ausgangslage, 
dann gilt einfach 

I v2 = 2 gy, I (244) 

d. h. der Betrag von v ist an jeder Stelle gleich der Geschwindigkeit, 
die beim freien Fall durch die Hohe y erreicht wird. 

76. Anwendungen. Beispiel 84. Fall auf einer rauhen Ebene unter 
dem Winkel 01: gegen den Horizont (Abb. 142). 

~------·--ucosa.-------~ Nach den Gin. (240) folgt b.= g cos 01: 
o~,~======~F=~===r~==~;, und 
I~ d 

Aozg b,~vd:=g(sinOI:-/COSIX), 
Vo 

wenn daher fiir s = 0: v = v0 ist, so 
kommt 

v2 = v5 + 2 g (sin 01: -/cos 01:) s. 
Abb.l42. Zieht man durch 0 iiber A 0 , wobei 

A 00 = v5f2 g, eine Gerade, die unter 
dem Reibungswinkel 12' (f = tg e') gegen die W agrechte geneigt ist, so ergibt die 
vorhergehende Gleichung 

v2 = 2 (/ [;! + s sin 01: - tg (! 1 s cos 01: J = 2 (/ y'' 

d. h. die Geschwindigkeit v in A ist gleich der Fallgeschwindigkeit durch die 
Hohe y' lotrecht tiber A bis zur x' -Achse. 

Beispiel 85. Fiir die Fallbewegung auf der glatten schiefen Ebene 
gelten die Gleichungen des vorhergehenden Beispiels mit f = 0 

v=v0 +gtsin!X, s=v0 t+!gt2 sin01:, v2 =v5+2gssin01:. (245) 
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Beispiel 86. Bewegung auf lotrechtem Kreise vom Halbmesser l. 
Die Lage des Punktes A wird durch den Winkel p angegeben (Abb. 143) und es 
sei v = v0 fiir p = p 0 vorgeschrieben. Gl. (243) lautet dann, wenn wir die Lage 
der x-Achse zunachst unbestimmt lassen: 

v2 = vg + 2 g(y- y0) = vg + 2 gl (cos p- cos p0). (246) 
Wenn es kein (reelles) p gibt, fiir welches v = 0 wird, dann macht der Punkt 
volle Umlaufe; dies tritt ein, wenn 

v8 > 2 gl (l + cos p 0). 

Ist dagegen 
vS < 2 gl (1 +cos rp0), 

dann gibt es zwei Stellen p und - rp, zwischen denen der Punkt hin und her 
schwingt (Pendel); im Grenzfall 

v& = 2 gl (1 + cos rp0 ) 

kommt der Punkt im hoch
sten Punkte des Kreises (fiir 
cp = n) asymptotisch (d. h. fiir 
t = oo) zur Ruhe. (Fiir jeden 
Wert von rp0 denkt man sich 
2 g l (1 + cosrp0) ausgerechnet; 
je nachdem v~ groBer, gleich 

Abb. 143. Abb.144. 

oder kleiner als dieser Wert ist, erhalt man volle Umlaufe, den Grenzfall 
asymptotischer Erreichung des hochsten Punktes oder Schwingungen.) 

Die Zwangsbeschleunigung b, (von der Leitkurve oder vom verbindenden 
Faden auf den Punkt ausgeiibt) ist nach Gl. (242) 

v2 v2 
b, = T - g cos 1p = T + g cos rp 

und fiir v2 den Wert aus Gl. (246) eingesetzt, 

v2 
b, = T + g (3 cos rp - 2 cos p 0). (247) 

Die Verteilung von b, als Funktion von rp ist durch Pascalsche Schneckenlinien 
gegeben. In Abb. 144 ist diese Verteilung fiir den besonderen Fall dargestellt, 
daB b, = 0 (der Druckwechsel) fiir ;p = 3 n/4, cos p = - f2/2 eintritt. Es ist 
dann v0 fiir jedes zugehorige rp0 durch die Gleichung bestimmt 

v2 ( 3 - ) v2 3 g -
b, = 0 = T + g - 2 l2 - 2 cos rp0 , also T - 2 g cos rp0 = 2 f2 , 

11* 
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und dies in Gl. (247) eingefiihrt, gibt 

3 g ,- b, (l2 1 ) b,=-2 l2+3gcosp, oder: 6 gl= 4 + 2 cosp l; (248) 

in dieser ]'orm wird die Zwangsbeschleunigung b, durch die Pendellange l dar
gestellt, wodurch die Wahl eines besonderen MaBstabes erspart wird. 

Beispiel 87. Schwingungsdauer des Pendels. Sei insbesondere in 
Abb.143 in A 0 fiir p = p 0 : v0 = 0, dann folgt aus Gl. (246), dads= -ldcp, 

ds drp 
v = Y 2 gl (cos p -cos p0 ) = dt = -l dt' 

und daraus fiir die Zeitdauer der Bewegung von Po bis q; 

VTJ<Po dp 
t- -

- 2 g Y cos p - cos Po 
'I' 

und fiir die Dauer einer ,Viertelschwingung" T/4 von q;0 bis 0 

'Po 

T 1/T J dq; 
4 = r 2 g y cos q; - cos 'Po ' 

0 

(249) 

wodurch die Schwingungsdauer T als elliptisches Integral gegeben ist, auf 
dessen weitere Behandlung hier nicht eingegangen werden kann. 

Den angenaherten Wert der Schwingungsdauer fiir kleine Ausschlage 
erhalt man am einfachsten, indem man die erste Gl. (240) fiir kleine Ausschlage 
anschreibt. Man kann namlich angenahert setzen 

und erhalt dadurch die Differentialgleichung einer einfachen harmonischen Schwin
gung nach Beispiel 70, wobei als Koordinate jetzt der Winkel p auftritt; ihre 
Schwingungsdauer ist nach Gl. (186) gegeben durch 

(250) 

Beispiel 88. Schwerer Punkt auf rauher Kreisbahn. Fiir eine 
rauhe Bahn gelten die Gin. (241), die mit den in Abb. 143 verwendeten Bezeich
nungen die folgende Form annehmen: Zunachst ist wie zuvor 

v2 
b, = T + g cos q;, 

und damit wird die Bewegungsgleichung in Richtung der Bahn, da d s = -l d cp, 

dv dv v dv . 
bt = (jj o= v d 8 ~ - T d rp =' g Slll !p - I b, 

oder 

oder 

1 dv2 (v2 ) -- -- = - g sin rp + I - + g cos rp 
2l d p l 

dv2 
d rp - 2 /v 2 = -2 gl (sin rp - f cos rp). (251) 
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung in v2 ; ihre Integration liefert, wenn fiir 
ffJ = p 0 , v = 0 sein soli, 

v2 = 2 gl (!_-~2) cos p ± __ 3_/~in p 
1 + 4f2 

_ 2 gl (1 - 2 1_2)cos p0 ±_3_Lsi!1__q:>o e2 f(rp _ •p,) 
1 + 4 f2 • (252) 

Um zu berechnen, wie weit der Punkt auf der rechten Seite wieder ansteigt, 
miissen wir beachten, daB die Gl. (252) nur bis zur Erreichung des tiefsten Punktes 
A 1 , also bis p = 0 gilt; die in diesem Punkte erreichte Geschwindigkeit hat die 
GroBe 

1-2 f2 
vf = 2 gl IT4J2-- V5 e - 217 •, 

wobei - Vg den Faktor vor der e-Funktion in der vorhergehenden Gl. (252) fiir 
p = 0 bezeichnet. Von da an hat die Bewegungsgleichung die Form 

dv 2 

dp + 2fv2 = -2 gl(sin p + f cos p), (253) 

die sich aus Gl. (251) dadurch ergibt, daB f durch - f ersetzt wird. Fiir die 
Stelle des nachsten Umkehrpunktes p1 laBt sich zeigen, daB p1 < p 0 ; d. h. die 
Schwingungen verlaufen mit abnehmender Amplitude, wie es eben durch den 
EinfluB der Reibung bedingt ist. 

Beispiel 89. Zykloide als Kurve gleicher Fallzeiten. Durch Zer
legung von ?J in der Richtung der Tangente zur Zykloide erhalten wir (Abb. 145) 

8 = - f1 sin p , 

worin 8 der Bogen A :A sein soli, und p = -1: Q Q' A 
ist. Nun gilt fiir die Zykloide die Beziehung 
8 = 4 a sin p, wenn a der Hal bmesser des er
zeugenden Kreises ist; daraus folgt 

.. fl s = --s, 
4a 

(254) 

€' 

Abb.l45. 

und dies ist die Bewegungsgleichung fiir cine einfache harmonische Schwin
gung mit der Periode 

(255) 

T ist anch fiir endliche Ausweichungen vollig unabhangig von der anfanglichen 
Ausweichung, die man dem Punkt gegeben hat. Diese Eigenschaft bezeichnet 
man als Tautochronismus der Zykloide. 

Beispiel 90. Zykloide als Kurve kiirzester Fallzeit. Gegeben seien 
zwei (nicht in derselben Lotrechten liegende) Punkte A und B; man ermittle 
jene Kurve, langs welcher ein Punkt von A nach B fallend in B in der kiirzesten 
Zeit ankommt. Nach Gl. (243) ist (wenn v0 = 0) 

.< X 

d8 -=-,-------;-
v = dt = Y2 fl (y- Yo), also }2gt=J. d8 =JV1 "tJL'~dx,(256) 

lY- Yo Y- Yo 
0 0 

da d8 = )'1 + y' 2 d x, y' = dyjdx. Die Aufgabe kommt also auf die Bestim
mung jener Funktion y = y(x) hinaus, die dem bestimmten Integral (256), dessen 
Integrand eine gege bene Funktion der GroBen y' und y ist, einen kleinsten 
Wert erteilt. Dieses Problem hat den Ausgangspunkt eines der wichtigsten und 
allgemeinsten Zweige der modernen Mathematik gebildet, der auch fiir die 
Mechanik und Physik auBerordentliche Bedeutung besitzt: der Variations
rechnung. 
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Nach den darin entwickelten Methoden, auf die hier nicht eingegangen werden 
kann, findet man, daB die Kurve mit der verlangten Eigenschaft die Zykloide 
ist, die also auch die Eigenschaft besitzt, die Brachistochrone (Linie ktirzester 
Fallzeit) zu sein. 

Beispiel 91. Kegelpendel. Ein Punkt A sei an einem festen Punkt 0 
aufgehangt und nach allen Seiten frei beweglich. Fragen wir, unter welchen Be
dingungen eine Bewegung auf einem wagrechten Kreise moglich ist (Abb. 146). 

AuBer dem lotrecht nach abwarts gerichteten g wirkt bz in der Richtung des 
Fadens; fiir die Bewegung im wagrechten Kreise muB die Summe g + b, gleich 
der Normalbeschleunigung - r wij sein. Daraus folgt unmittelbar 

0 rw5 = gtgrx, 

und mit r = l sin rx 

wo = Vf tco~~-
und die Umlaufzeit T = 2 :n • 

Wo 

Die Zwangsbeschleunigung ist 

bz =gicos rx = lw 2 

und die im Faden auftretende Kraft m bz. 

(257) 

Abb. 146. 
Jedem Winkel rx entspricht eine ganz bestimmte 

Winkelgeschwindigkeit w0 , fiir die die gleichformige Bewegung auf dem Kreisc 
moglich ist. Ist w ::::2: w0 , dann muB man die Bewegung auf der Kugelflache unter 
Einfiihrung von zwei Koordinaten studieren, was vie! verwickelter ausfallt. 

II. Ebene Bewegung. 
77. Schicbung (Translation) und Drehung (Rotation). Von der Be

wegung eines einzelnen Punktes kann sich jedermann von vornherein 
eine klare Vorstellung machen, wenigstens solange es sich urn die Be
wegung gegen ein festes Bezugsystem handelt (genauer gesagt, gegen 
ein solches, dessen Eigenbewegung nicht beriicksichtigt zu werden 
braucht). Es ist auch unmittelbar klar, daB ein auf einer Kurve beweg
licher Punkt einen, ein in der Ebene frei beweglicher Punkt zwei, 
im Raum drei Freiheitsgrade hat, d. h. es sind l, 2 oder 3 Bestim
mungstiicke (Koordinaten, Parameter) notwendig, urn in diesen Fallen 
die Lage des Punktes anzugeben; die Mechanik lehrt, wie man die 
entsprechende Anzahl von Bewegungsgleichungen aufzustellen 
hat. Demgegeniiber bedarf es besonderer Uberlegungen, urn die Bewe
gungen zu iiberblicken, die ein a usgedehn ter starrer Korper 
(d. i. ein System von beliebig vielen Punkten, die in unveranderlichen 
Entfernungen miteinander verbunden sind) in der Ebene oder im 
Raume ausfiihren kann; mit dem ersten Falle wollen wir uns zu
nachst beschaftigen. 

Hierzu denken wir uns dieses System von Punkten als eine , be
wegte Ebene" von beliebiger Ausdehnung, oder wie man auch sagt, 
eine Scheibe (ihre besondere Gestalt spielt keine Rolle) iiber eine 
feste (Bezugs-)Ebene so hinweg bewegt, daB die Bewegungsrichtungen 
aller Punkte stets der festen Ebene parallel sind. Die Anzahl der ,Frei-
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heitsgrade" fUr die frei bewegte Scheibe in der Ebene ist drei; die 
Kennzeiehnung der Lage der Scheibe gegen die feste Ebene geschieht 
namlich etwa durch Angabe der zwei Koordinaten x, y eines Schei
benpunktes A und des Winkels ({! zwischen einer in der bewegten 
Ebene liegenden .;-Achse (d. h. einer Geraden mit ,Pfeil") und einer 
in der festen Ebene liegenden x-Achse. Dieser Winkel ist natiirlich 
nur his auf Vielfache von 2 n bestimmt. Statt dieser Bestimmungs
stiicke kann man auch die Koordinaten von zwei Punkten der bewegten 
Ebene A und B angeben, was ebenfalls drei Freiheitsgraden entspricht, 
da die unveranderliche Entfernung der heiden Punkte deren vier Frei
heitsgrade urn einen erniedrigt. 

Fur jede ebene Bewegung gilt nun der Satz: 
Jede Bewegung aus einer Lage der Scheibe m eine 

zweite lal3t sich als Drehung urn einen endlich oder un
endlich weit entfernten Punkt Q auffassen. Diesen Punkt Q 
nennt man den Drehpunkt oder Drehpol oder kurz Pol 
der betreffenden Bewegung. 

In Abb. 147 sind zwei beliebige Lagen der bewegten Scheibe auf 
die oben angedeutete Art durch (A,.;) und (A',.;') gekennzeichnet. Der 
Drehpol Q ergibt sich da- c r 
durch, daB man auf.; und !;' C' /'-

zwei Punkte B und B' an- 9-----.<------'...._.,.~ 

nimmt, und zwar so, daH 
-- -----

A B =A' B' und die Symme-
tralen der Strecken A A', 
B B' zieht: in ihrem Schnitt
punkt liegt schon der ]_)~~h
pol Q. Aus QA = QA', 
Q B = Q B', A B = A' B' 

Abb. 147. 

folgt namlich L,A QB~A'QB', d. h. Q ist der ,Doppelpunkt" 
der heiden Ebenen, und dieser ist mit dem Drehpol identisch. Die 
Lage 0', die irgendeinem anderen Punkte C entspricht, ist durch die 
Bedingung LA BC ~A' B' C' bestimmt. Aus der Kongruenz dieser 
Dreiecke folgt noch unmittelbar 

<t: A Q A' = <t: B Q B' = <t: C Q C' = · · · = rp, 

und dies ist der Winkel, urn den die bewegte Ebene gedreh t werden 
muH, urn sie aus der Lage (A,.;) in die Lage (A',.;') iiberzufiihren. 
Wir wollen ({! dann positiv rechnen, wenn die Drehung im Gegensinn 
des 1Jhrzeigers erfolgt. 

Eine solche Bewegung nennt man daher eine Drehung (oder 
Rotation); sie ist bestimmt durch die Lage des Drehpols Q und 
die Gri:iHe des Dreh winkels ({J· 

Wenn .; parallel zu .;' ist (Abb. 148), dann fallt Q ins 1Jnendliche, 
und zwar in der Richtung senkrecht zu AA'. Die Verschiebung aller 

Punkte der Scheibe ist dann gleich dem durch AA' gegebenen Vektor. 
Wir nennen eine solche Bewegung cine Schiebung (oder 
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Translation), sie ist durch den Vektor i = AA' bestimmt. 
Die Schiebung ist sonach als Sonderfall der Drehung aufzufassen; sic 
ist cine Drehung mit unendlich fernem Drehpol. 

II' K Von einer ,ebenen Bcwegung" sprcchen 
t: wir iibrigens auch dann, wenn es sich 

S200 
Abb. 148. 

nicht nur urn die Bewegung einer Scheib c, 
sondern cines beliebig geformten Korpers 
handelt, dessen samtliche Punkte zu einer 
Ebene parallele (ebene) Kurven beschrei
ben. Statt, vom Drehpol spricht man 
dann auch von der (zur Ebene senk
rechten) Drehachse. 

78. Geschwindigkeitszustand der Scheibe. Geschwindigkeitsplan. So 
wie wir bei der Bewegung des Punktes zum Begriffe der Geschwindig
keit durch Betrachtung zweier benachbarter Lagen gelangt sind, so 
kommen wir zur Kennzeichnung des Geschwindigkeitszustandes 
der Scheibe durch Betrachtung zweier benachbarter Lagen der 
Scheibe. Fur jeden Scheibenpunkt ergibt sich auf diese Weise cine 
bestimmte Geschwindigkeit, aber die Geschwindigkeiten der einzelnen 
Punkte der Scheibe sind wegen des starren Zusammenhanges der Scheibe 
in bestimmter Weise voneinander abhangig, die wir jetzt aufdecken 
wollen. 

Durch denselben Vorgang wie fiir zwei endlich voneinander ent
fernte Lagen ergibt sich zunachst auch fiir zwei nahe benachbarte 
Lagen (durch einen passenden Grcnziibergang) der Drehpol Q - jetzt 
auch Momentanpol genannt -, urn den die augenblickliche 
(momentane) Drehung angenommen werden kann. 

Wahrend die endliche Bewegung der Scheibe nicht notwendig so verlauft 
wie diese Ersatzdrehung um !2, fallt bei der augenblicklichen Drehung dieser 
Unterschied weg. Die augenblickliche Bewegung kann immer als Drehung um 
den Punkt Q (der im Endlichen oder Unendlichen liegen kann) aufgefaBt werden. 

Die Richtungen AA', BB', ... gehen in die augenblicklichen 
Bewegungsrichtungen der genannten Punkte A, B, ... iiber, in 
welche auch die Geschwindigkeitsvektoren dieser Punkte hineinfallen; 
diese stehen auf den Verbindungslinien Q A, Q B, . . . senkrecht. Sei 
L1 q; der zu L1 t gehorige kleine Drehwinkel der starren Scheibe, so haben 
wir zu setzen 
-- -- --- -· Ll<p dtp 
A A' = Q A · Ll q; , B B' = Q B · Ll q; , und da lim --;.-- = -dt = (p = w, 

Jt-+0 LJt 

die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe wird, so folgt fiir die 
Geschwindigkeit v A irgendeines Punktes A der Scheibe, wenn Q A = r A 

gesetzt wird, 

lvA=rAw, vAl_rA·I (258) 

Wieder wird w positiv gerechnet, wenn die Drehung im betrachteten 
Augenblicke im Gegensinne des Uhrzeigers erfolgt. 
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Die Geschwindigkeiten aller Punkte der Scheibe sind daher durch 
Angabe des Drehpols Q und der Winkelgeschwindigkeit w bestimmt; 
fUr die Kennzeichnung des Drehpols geniigt die Angabe der Bewe
g u ng sri c h tung en zweier Punkte (Naheres iiber die da bei auftretenden 
Mi:iglichkeiten in 81). 

Hat man vA und w gegeben, so erhalt man daraus den Drehpol f2 

durch Auftragen der ,Lange" vA.fw auf der gegen vA. im Sinne von w 
urn n/2 gedrehten Normalen. 

Wenn die Geschwindigkeit vA. eines Punktes A einer sich augen
blicklich oder dauernd urn einen Punkt Q drehenden Scheibe bekannt 
ist, so kann die Geschwindigkeit jedes anderen Punktes unmittelbar 
durch Verwertung der in Gl. (258) gegebenen Proportionalitat von v 
und r (die fiir alle Scheibenpunkte gilt) am einfachsten mit Hilfe der 
,gedrehten Geschwindigkeiten" gewonnen werden. 

Hierzu wird der Geschwindigkeitsvektor v A. von A im Sinne von w 
(oder auch im Gegensinne) urn nf2 gedreht, nach (vA.) in Abb. 149a, 
dann wird die gedrehte Ge
schwindigkeit (vB) des Punktes 
B durch die Parallele zu A B 
auf B Q ausgeschnitten; a us 
(vB) geht vB durch Drehung 
urn n/2 im Gegensinne zur 
friiheren Drehung hervor. 
Wahlt man den , , Geschwindig
keitsmaBsta b" im betrach teten 
Zeitpunkte so, daB A Q = vA., 0J_ 
dann sind durch die Strecken 
-- ---
A Q, B Q, . . . unmittelbar 

Abb. 149. 

die ,gedrehten" Geschwindigkeiten der Punkte A, B, ... gegeben. 
Diesem einfachen Vorgange ist aber -a us methodischen Grunden -

die Verwendung eines Geschwindigkeitsplanes vorzuziehen, weil 
dadurch der Vektorcharakter der Geschwindigkeit gewahrt wird und 
diese Methode auch auf die Beschleunigungen iibertragen werden kann. 
Einen solchen Geschwindigkeitsplan erhalt man dadurch, daB die 
Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte der bewegten Scheibe von 
einem festen Punkt P, dem ,Pole des Geschwindigkeitsplans", auf-
getragen werden, Abb. 149b. Da die Strecke A Beine feste Lange hat, 
so miissen die Projektionen der Geschwindigkeiten vA. und VB in der 
Richtung A B gleich groB sein, d. h. die Verbindungsstrecke der End
punkte von P vA. und P VB muB zu A B sepkrecht sein. Nehmen wir noch 
einen dritten Punkt C hinzu, so folgt aus dem soeben Erkannten und 
aus der Proportionalitat von vA., vB, v0 zu rA., rB, r0, daB die Endpunkte 
der an P angesetzten Geschwindigkeiten vA., vB, v0 ein Dreieck bilden, 
das zu 6 ABC ahnlich und urn n/2 im Sinn der Winkelgeschwindig
keit w derScheibe gegen den ,Lageplan" ABC verdreht ist (Abb.l49a,b ). 
Wir erhalten den (von R. Mehmke herriihrenden) Satz: 
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Der Geschwindigkeitsplan fiir die Punkte einer starren 
Scheibe ist der Figur dieser Punkte ahnlich und erscheint 
urn n/2 im Sinn der Winkelgeschwindigkeit w der Scheibe 
verdreht. - Im Fall der Schiebung reduziert sich der Geschwindig
keitsplan auf einen Punkt, da die Geschwindigkeiten aller Punkte 
gleich groB und parallel sind. 

Ebenso kann leicht gezeigt werden, daB auch die Endpunkte der Geschwindig
keitsvektoren, wenn sie an den einzelnen Punkten A, B, 0, ... der starren Scheibe 
selbst angesetzt werden, eine diesen Punkten ahnliche Figur ergeben; und das 
gleiche gilt auch fiir die Endpunkte der Beschleunigungsvektoren (Satze von 
L. Burmester). 

Auch wenn es sich darum handelt, den Verlauf der Geschwindigkeit 
einzelner Punkte der Scheibe wahrend cines endlichen Zeitraums 
zu verfolgen, konnen beide Darstellungsarten verwendet werden. Wenn 
die Bewegung cines Punktes geradlinig ist, gibt fiir ihn nur die erst
genannte Art - mit den gedrehten Geschwindigkeiten - unmittelbar 
einen Uberblick tiber den Geschwindigkeitsverlauf, wahrend bei der 
zweiten die samtlichen Geschwindigkeitsvektoren in eine Gerade 
zusammenfallen wiirden. 

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, daB die Bezeichnung Geschwindig
keitsplan hier in zweierlei Sinn verwendet wird: einmal bei der Darlegung des 
augenblicklichen Geschwindigkeitszustandes einer Scheibe und das andre 
Mal bei der Darstellung des Geschwindigkeitsverlaufes einzelner Punkte der 
Scheibe (wie im I. Kap.) wahrend eines endlichen Zeitraumes. 

Das aus den Vektoren vA, Vn gebildete Dreieck in Abb. 149b laf3t 
nun auch folgende Deutung zu: bezeichnen wir die dritte Seite, vom 
Endpunkte v A nach dem von Vn gerichtet, mit v AB• so ist 

Vn =VA+ vAB; 
vAB bezeichnen wir als die relative Geschwindigkeit von B 
gegen A: in der Tat, wenn wir allen Punkten der Scheibe die Ge
schwindigkeit - v A erteilen, so kommt A selbst zur Ruhe, und B besitzt 
die Geschwindigkeit Vn - v A = v AB• ist also die Geschwindigkeit gegen 
den zur Ruhe gebrachten Punkt A. Diese relative Bewegung von B 
gegen A ist offenbar cine Drehung urn A und erfolgt im betrachteten 
Augenblick so, als ob A fest ware. Ist daher w die Winkelgeschwindig
keit der Scheibe, so ist 

(259) 

Diese einfache Beziehung erweist sich bei den Anwendungen von auBer
ordentlicher Wichtigkeit. 

79. Beschleunigungszustand der Scheibe. Beschleunigungsplan. Urn . 
den Beschleunigungszustand der Scheibe zu kennzeichnen, kommt es 
wieder - ganz ahnlich wie beim einzelnen Punkte - darauf an, den 
Zusammenhang der Anderungen der Geschwindigkeiten fiir die ein
zelnen Scheibenpunkte zu verfolgen. 

a) Gehen wir hierbei von der Betrachtung der Drehung urn einen 
festen Punkt Q aus, so beschreiben alle Punkte Kreise mit Q als Mittel-
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punkt, Abb. 150. Die Geschwindigkeit irgendeines Punktes A ist 
vA = r A w, und seine Beschleunigung kann, wie die Beschleunigung 
jedes Punktes in natiirlicher Zerlegung [Gl. (220) in 70] in die zwe1 
Komponenten: normal und parallel zu v A zerlegt werden, 

indem wir die Richtungszeiger n 
und t bei b jetzt oben ansetzen und 
die unteren Zeiger fiir die Punkte 
verwenden, um deren relative Be
wegung es sich handelt. Die GroBe 
fV ist die Winkelbeschleunigung der 
Scheibe. b~}~ ist immer von A 
zu Q hin gerich tet, b~]A dreht 
bei positivem w im Gegensinne 
des Uhrzeigers um Q, wenn also 
bei einer Drehung der Scheibe im 
gleichen Sinne eine Zunahme 
von w erfolgt. 

Abb.150. 

(260) 

b) 

Die Beschleunigung bQA des Punktes A ist also ein Vektor, der 
unter dem Winkel,B gegen die Normale geneigt ist, wobei (Abb. 150a) 

(261) 

,8 'hat also fiir alle Scheibenpunkte den gleichen Wert. Die GroBe der 
Beschleunigung ist 

I btu = Y bW~ + b~~ = ST.A. y w4 + oJ2 = r A y w4 + ciJ2, I (262) 

ist also dem Abstande Q A = r A proportional. Fiir den Drehpunkt Q 
ist die Beschleunigung gleich Null. Demgemal3 ist die Verteilung der 
Beschleunigung fiir alle Punkte der Scheibe leicht zu iiberblicken. 

Tragt man die Beschleunigungsvektoren bQA fiir alle Punkte A von 
einem festen Punkte Q dem ,Pole des Beschleunigungsplanes" auf, so 
erhalt man den Beschleunigungsplan der Scheibe (Abb. 150b). Aus 
der Proportionalitat von bQA mit demAbstande des betreffenden Punktes 
von Q: r A = Q A nach Gl. (260) und a us dem Umstande, daB die 
Beschleunigungen aller Punkte gegen die Verbindungsstrahlen mit Q 
den gleichen Winkel ,8 einschlieBen, folgt durch einfache Ahnlich
keitsbetrachtungen der (ebenfalls von R. Mehmke herriihrende) 
Satz: 

Die Endpunkte der von einem festen Punkte Q auf
getragenen Beschleunigungsvektoren fiir die Punkte einer 
bewegten (starren) Scheibe bilden eine Figur, die zu der 
Figur der Scheibenpunkte selbst (also zum ,Lageplan") ahnlich. 
jedoch um den Winkel n- ,8 gegen diese im Sinne von w 
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verdreht ist. [In Abb.l50a, b ist 6 ABC'"-' 6 bnA bnB bnc, wobei 
der Einfachheit halber die Endpunkte der Vektoren bnA. . . ebenfalls 
mit bnA . .. bezeichnet sind.] . 

b) Dieselbe Verteilung der Beschleunigungen erhalten wir, wenn Q 
nicht fest, sondern irgendwie gleichformig bewegt ist, also selbst 
die Beschleunigung Null hat. Auf die Beschleunigungen hat eine der· 
artige gleichformige Schiebung keinen EinfluB - im Einklange mit 
der Tatsache der Unabhangigkeit der Beschleunigungen (und Krafte) 
von einer gleichformigen Bewegung des Bezugsystems (5). 

c) Den allgemeinen Fall der belie big en Bewegung der Scheibe 
erhalten wir sodann aus dem besonderen der Drehung urn einen festen 
oder gleichformig bewegten Punkt Q, indem wir annehmen, daB Q 
selbst eine Beschleunigung bQ besitzt. Aus dem Vektorcharakter der 
Beschleunigung und der Starrheit der Scheibe folgt dan~1 s~~ort.:_ daB 
die wirklichen oder absoluten Beschleunigungen bA, bB, b0 ••. 

der einzelnen Punkte A, B, C... der Scheibe durch die 
Summen von bs2 und den relativen Beschleunigungen von 
A, B, C gegen Q gege ben sind. (In diesem Faile handelt es sich also 
nicht mehr urn eine Drehung urn einen festen Punkt.) Bezeichnen wir 
die relativen Besc~leunigungen von A, _!3, C. . . gegen Q wie bisher 
durch zwei Zeiger: bnA . .. usw. und mit bQ, die Beschleunigung von Q 
gegen ein £estes Bezugsystem, so gelten die Gleichungen 

I bA = bn + bsu, bB = bn + bnB, usw./ (263) 

und wenn bnA . .. wieder in die normalen und tangentialen Teile zerlegt 
werden 

(n) -- (t) -- I bsu = Q A· w2 , btu= Q A· w. (264) 

Von diesen Gleichungen wird bei der Untersuchung einfacher Ge
triebe, wie sie im Maschinenbau vorkommen, vielfach Anwendung 
gemacht (83). 

Aus Gl. (263) konnen wir unmittelbar entnehmen, daB es im 
allgemeinen einen und nur einen Punkt G gibt, dessen Be-
schleunigung verschwindet: denn unter den Beschleunigungen bf!A 
aller Scheibenpunkte kommen aile (oo 2) Vektoren, die iiberhaupt mog
lich sind, und zwar jeder gerade einmal vor. Es gibt daher nur 

. -
einen Punkt G, dessen Relativbeschleunigung bna mit bn summiert, 
Null ergibt. Diesen Punkt nennt man Beschleunigungspol, und 
seine Koordinaten gg, 'Y)g in bezug auf irgendeinAchsensystem (Q, g, 1]) 

ergeben sich durch Projektion der Summe von bQ (deren Komponenten 
nach den Achsen g, 17 durch b0 ~, b0 ,1 bezeichnet seien) und von bsw 
(deren Komponenten nach Normale und Tangente ry w2, ru w, also 
nach den Achsen g und 'Y): - gg w 2, - ·rJy w 2 und- i]y w, + gg OJ sind) 
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aus den Gleichungen 

b0 ~ - !; u w2 - 'Yj u iJJ = 0 l 
bon- 'Yjg w 2 + /; 9 w = 0 J 

(Abb. 151) durch Auflosung in der Form 

bo,; w2 + bo~ w 
1)u =- w4+~· 

17?. 

(265) 

(266) 

Der Beschleunigungsplan fUr diescn neuen Bes~hleunigungszustand 
ist unmittelbar anzugeben. Das Hinzutreten von bn zu jeder Relativ

beschleunigung bnA wird im Beschleunigungsplan (s. Abb. 150b) da
durch ausgefiihrt, daB die Strecke Q' Q = bn an Q in der gezeichneten 
Weise angesetzt wird; dann ist Q' der Pol fiir den neuen Beschleuni-
gungsplan, und die Strecken Q' bnA., Q' bnB, ... geben die GroBen der 
Beschleunigungen der Punkte A, B ... 
Es liiBt sich Ieicht zeigen, daB sich die 
auf diese Weise gefundenen Beschleu
nigungen urn den zugehorigen neuen 
Beschleunigungspol G geradeso anord- "1 

nen wie die bAn· .. urn Q (Abb. 150). 
Wie findet man geometrisch den 

Beschleunigungspol G fiir diesen neuen 
Beschleunigungszustand, der sich 
durch Zusammensetzung des urspriin~
lichen mit einer Beschleunigung bn 
ergibt, die allen Punkten der Scheibe 
in gleicher GroBe und Richtung erteilt 

Abb.151. 

wird? - Offen bar entspricht der Punkt G, der doch die Beschleunigung 
Null hat, dem Pole Q'. Man suche daher einen Punkt G so, daB 
/':-,A B G ,...,_, /':-, bnA bslB Q' ist (wobei bnA den Endpunkt des friiheren Be-
schleunigungsvektors bnA bedeutet) dann entspricht G dem neuen 
Pole Q', ist also der neue Beschleunigungspol. Zu seiner Auffindung 
werden nur ahnliche Dreiecke verwendet. 

Wir sehen auch aus den obigen Gleichungen, daB bei bekannter 
Drehgeschwindigkeit w der Scheibe (die Lage des Drehpols ist da
bei gleichgiiltig !) der Beschleunigungszustand durch die drei GroBen 
b0 ;, b0 'I' w bestimmt ist. Sollen diese drei GroBen in ihrer Abhangigkeit 
von den Kraften und :Massen der Scheibe bestimmt werden, so sind 
hierzu drei Bewegungsgleichungen notwendig. Da die Zahl der 
Freiheitsgrade der Scheibe ebenfalls drei betragt, so brauchen wir fiir 
jeden Freiheitsgrad eine Bewegungsgleichung. Ihre Aufstellung ist 
Sache der Dynamik und wird im III. Teil gegebcn. 

Beispiel 89. Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand 
einer Strecke A B (Abb. 152). Da die heiden Punkte eine unveranderliche Ent
fernung voneinander haben, so diirfen ihre Geschwindigkeiten nicht vollig will-
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kiirlich angenommen werden; sie miissen vielmehr die Bedingung erfullen, daB 

ihre Komponenten in der Rich tung A B gleich groB ausfallen. 
. Auch fiir die Beschleunigungen der Punkte Aund B durfen- entsprechend 

den drei Freiheitsgraden - nur drei Komponenten willkurlich angenommen 
Werden, wahrend die vierte durch diese drei bestimmt ist. Die Vektorglei-

., chung (263) fur A als Drehpunkt: bB = bA + bBA• 
fiir die Richtungen parallel und senkrecht zu 

---r-- ···------~ 

Abb.l52. 

A Bangeschrieben, gibt namlich die Gleichungen 

bB~=b.A~-rw2 , bB,1 =b.A,1 +rw, 

so daB also fur ein gegebenes w die Komponente 
bB ~ durch bA ~ unmittelbar ausdriickbar ist, 
wahrend die Winkelbeschleunigung w erst durch 
bA"' und bB,1 bestimmt wird. Nimmt man um
gekehrt aile vier Komponenten der Beschleuni
gungen von A und B willkiirlich an, so ist da
durch sowohl w wie 6J gegeben, denn es ist 

b ,{" - b B" • - b .A 'I - b B'i w 2 = __ -:_:c ______ __c-:_ w - - --- -- ----
r r 

Der Beschleunigungspol G der mit A B verbundenen Scheibe ist durch die 
folgenden zwei Bedingungen bestimmt: I. es miissen die Verbindungslinien von G 
mit A und B mit bA bzw. bB gleiche Winkel fJ einschlieBen und 2. miissen die 

Strecken GA und GB im selben Verhaltnis stehen wie bA und bB. Durch die erste 
Forderung ist G sofort an den Kreis gebannt, der iiber A, B und den Schnitt N 
von bA und bB geschlagen werden kann (Abb. 152); und iiberdies ist (auch mit 
Riicksicht auf das Vorzeichen): tg {J = wjw 2• 

!I 

0 

80. Rechnerische Herleitung der Ergebnisse von 78 und 79. a) Die 

!lo 
x 

Abb.l53. 

analytische Darstellung des Gesch win
digkcitszustandes einer Scheibe ge
schieht am einfachsten in bczug auf ein 
Achsensystem (Q, ;, YJ), das fest mit 
der Scheibe verbunden ist und deren 
Bewegung mitmacht (Abb. 153). Seien 
v0 s. v0 "1, die Komponenten der Geschwin
digkeit VQ nach diesen Achsen ; und YJ, 
dann sind die Komponenten der Ge
schwindigkeiten v .A~' v .A"' irgendeincs 
Punktes A(;,YJ) nach diesen Achsen zu
folge Gl. (259) 

\v.A~=v0 ~-YJW, v.1 'l=vo~+;w,j (267) 

daher sind die Koordinaten des Drehpols ; 1 , YJ 1 gegeben durch 

0 = v0 ~ -n1 w, 0 = v0 '1 + ~1 w, 
Also durch die Gleichungen 

------------------------. I ~1 = - Vo"'fw, 'f/1 = vo~fw ·I (268) 

Damit konnen die Gln. (267) auch geschrieben werden 

I V.A'l = + ('f/1 - 'Y))W, V.A'l =- (;1 - ~)w. (269) 
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Dieselben Gleichungen findet man natiirlich auch, wenn man die 
Formeln fUr die Koordinatentransformation (~, 1J)->- (x, y) benutzt 

x = x0 + ~ cos cp - 1J sin cp, y. = y0 + ~ sin cp + 1J cos cp , 

und diese nach t differenziert (wobei ~ und 1J feste Werte haben, daher 

~ = 0, ~ = 0 zu setzen ist) 

x = x0 - ~sin cp cp - 1J cos cp cp, iJ = Yo + ~cos cp cp ·-'f} sin cp cp, (270) 

und die Komponenten der Geschwindigkeit nach den Richtungen ~' rJ 
aufsucht; es folgt, da ip = w 

f VA; = x cos cp + iJ sin cp = x0 cos cp +Yo sin cp- 1J cp = v0 ~ -'f} w 

[v A '1 = - x sin cp + iJ cos cp = - X0 sin cp + Yo cos cp + ~ Cp = vo ,1 + ~ w . 

Genauer gesagt, werden dabei stets die Geschwindigkeitskomponenten 
nach festen Achsen betrachtet, deren Richtungen in jedem Augen
blicke mit denen der bewegten zusammenfallen. 

Diese Gleichungen sind gleichwertig mit der Vektorgleichung 

(271) 

die wir auch vorhin benutzt haben. 
b) Fur die Ermittlung der Komponenten der Beschleunigung in 

Richtung der ~- und n-Achsen haben wir zunachst die Gln. (270) noch
mals nach t zu differenzieren, wodurch wir erhalten 

f x = x0 - ~ sin cp w - ~ cos cp w2 - 1J cos cp w + 1J sin cp w2 

\ y = y~ + ~ cos cp w - ~sin cp w2 - rJ sin cp w - rJ cos cp w2, 

und die Summen der Projektionen von x und y nach ~ bzw. 1J zu neb
men; dann ergibt sich 

(272) 
b A~ = x cos cp + ii sin cp = b0 ; - ~ w2 - 1J w 

bA'1 = - x sin cp + ii cos cp = bo'1 -n w2 + ~ w, 

wobei b0 ~ und bGn die Komponenten der Beschleunigung des Punktes Q 
nach ~ und 1J bedeuten. Diese Gleichungen sind gleichwertig mit den 
Vektorgleichungen (263) und (264) fur den Punkt A 

(273) 

Denn - ~ w2, - 1J w2 sind die Komponenten der Normalbeschleuni
gung von A und - 1J w, + ~ w die der Tangentialbeschleunigung von A 
bei der Drehung urn Q. Fur den Beschleunigungspol G sind die linken 
Seiten der Gln. (272) Null, und wir finden die Gln. (265) wieder. Diese 
Gleichung (273) besagt also ~asselbe, was wir in 79 gefunden haben: 

Die Beschleunigung bA jedes Punktes A der bewegten 
Scheibe ergibt sich als Summe der Beschleunigung bn 
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irgendeines anderen Punktes Q und der Relativbeschleuni
gung bQA von A gegen Q; bQA kann man zerlegen in die Nor
malbeschleunigung b~1~ = QA·w 2 in Richtung AQ, von A 
gegen Q gerichtet, und in die Tangentialbeschleunigung 
b~]A = Q A· w senkrech t zu A Q, im Sinne w drehend. 

81. Arten der zwangHiufigen Fiihrnngen. Die Lage des Drehpols Q 
fiir die augenblickliche Bewegung einer Scheibe ist durch Angabe der 
Bewegungsrichtungen zweier Punkte A, B der Scheibe bestimmt; 
fiir den Geschwindigkeitszustand ist auBerdem die Kenntnis der Winkel
geschwindigkeit w der Scheibe oder der Geschwindigkeit irgendeines 
Scheibenpunktes notwendig. Die wichtigsten Anwendungen betreffen 
gerade solche Bewegungen von Scheiben, fiir die die Bewegungsrich
tungen zweier Punkte - fiir die ganze Bewegung - gegeben sind, 
wodurch dann auch, wie wir wissen, die Bewegungsrichtungen aller 
Punkte festgelegt sind. Man spricht in diesem Faile von zwanglaufiger 
Bewegung oder kurz von Zwanglauf. 'Vir konnen also auch sagen, 
fiir zwanglaufige Bewegungen ist die Lage des Drehpols Q 
in jedem Augenblicke vollkommen bestimmt. Oder auch: 
bei zwanglaufiger Bewegung ist jeder Punkt der Scheibe an eine ganz 
bestimmte Bahnkurve gebunden. 

Die wichtigsten Faile, die bei den zwanglaufigen Bewegungen 
einer Scheibe auftreten konnen, sind in Abb. 154 zusammengestellt, in 
die auch jeweils die zugehorigen Drehpole eingezeichnet sind. Wir 
unterscheiden: 

1. Zweipunktfiihrung: Die Bahnkurven c1 , c2 zweier Punkte 
A, B der Scheibe sind vorgegeben. Sonderfalle: 

a) Schubkurbel, wenn c1 ein Kreis, c2 cine Gerade ist; geht diese 
Gerade durch den Mittelpunkt JY1 des Kreises, so spricht man von 
der gewohnlichen, sonst von der geschrankten Schubkurbel. Im 
Maschinenbau wird diese Art der Fiihrung in Verbindung mit der 
Kurbel JY1 A(= r) und der Kolbenstange AB bei allen Kol
benmaschinen, bei Steuerungen und Getriebemaschinen verwendet; 
AB(= l) wird als Schubstange (oder Pleuelstange) bezeichnet. 

Eine solche Verbindung mehrerer Scheiben, von denen jede einzelne 
eine zwanglaufige Bewegung macht, nennt man cine zwanglaufige 
kinematische Kette, und jede als Bestandteil der Kette dienende 
Scheibe nennt man ein G lied der Kette. Bei Festhaltung einer Scheibe 
der Kette entsteht daraus ein Getric be. 

b) Kreuzschieber, wenn c1 und c2 Gerade sind. 
c) Kurbelviereck, wenn c1 und c2 Kreisbogen sind. 

2. Punkt- und Kurvenfiihrung: Ein Punkt A der bewegten 
Scheibe wird auf einer festen Kurve c1 gefiihrt, wahrend sich gleichzeitig 
eine Kurve y der Scheibe auf einer festen Kurve c mit Gleitung ab
walzt. Sonderfalle: 

a) Kurhelschleife: c1 ein Kreis, y eine Gerade, c ein Punkt, 
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durch den die Kurve y schleift und der als Drehzapfen mit Gleit
h iilse ausgebildet wird. 

b) Walzhebel (bei Steuerungen angewendet): c1 eine Gerade ~oder 
auch ein Kreis), y und c entsprechend gewahlte Kurven, urn m1ttels 
einer Exzenterstange 8 1 eine passende Bewegung der Steuerstange 
8 2 hervorzubringen. 

c) Unrunde Scheibe (umlaufend oder hin- und hergehend als 
,Steuernocke" ebenfalls bei Steuerungen angewendet): c1 die ,unrunde 
Scheibe", deren Form (,Profil") den besonderen Bediirfnissen ent
sprechend angenommen wird, y eine Gerade, c ein Punkt. 

~ M N 

(Zweipunktfiihrung) (Schubkurbel) (Kreuzschieber) (Kurbelviereck) 

2bJ 

Za) .. ···· / 

~ 
(Punkt-Kurvenfiihrung) (Kurbelschleife) (Walzhebel) ( Steuerscheibe) 

"'Q 
r 

( Zweikurvenfiihrung) (Rollung) 

Abb.154. 

3. Zweikurvenfiihrung. Zwei Kurven y1 und y 2 (oder eine 
Kurve y) der Scheibe gleiten (oder gleitet) langs zweier fester Kurven 
c1 und c2• 

4. Rollfiihrung, Roll ung (ohne Gleitung). Eine Kurve y der 
Scheibe ,rollt" auf einer festen Kurve c. Jede ebene Bewegung kann 
als Rollung dieser Art (ohne Gleitung) dargestellt werden (82). 

Durch besondere Wahl der Kurven y ... auf der bewegten Scheibe 
und der Kurven c. . . in der festen Ebene konnen die einzelnen der hier 
genannten Fiihrungen noch mannigfaltige Formen annehmen. 

82. Polkurven. Umkehrung der Bewegung. Durch Angabe des Dreh
pols fJ und der Winkelgeschwindigkeit w einer Scheibe ist die augen
blickliche Bewegung jedes Systems gekennzeichnet. Wenn man von 
dem Sonderfall der dauernden Drehung urn einen festen Punkt absieht, 
so tritt fur jede Lage der Scheibe beim Ablauf der Bewegung ein anderer 
Punkt der festen Ebene als Drehpol der Scheibe auf. Die Aufeinander-

Poschl, Mechanik, 2. Aufl. 12 
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folge dieser Drehpole gibt eine bestimmte Kurve, die aus einem sogleich 
ersichtlichen Grunde als feste Polkurve (auch Polkurve schlechthin) 
bezeichnet wird. Zeichnet man ferner in einer beliebigen Lage der 
bewegten Scheibe aile jene Punkte ein, die im Laufe der Bewegung 
zu Drehpolen werden, so erhalt man die (mit der Scheibe fest verbun
dene und ihre Bewegung mitmachende) bewegte Polkurve (die 
auch Polbahn genannt wird). Beide Kurven werden zusammen auch 
als Rollkurven bezeichnet. 

Es ist nun leicht einzusehen, daB in jener Lage der Scheibe, 
in der die bewegte Polkurve eingezeichnet ist, die heiden Rollkurven 
einander beriihren miissen. Denn wenn die aufeinanderfolgenden be
nachbarten Drehpole in der festen Ebene etwa Q, Qv Q 2 ••• , und in 
der bewegten Scheibe 

sind, so wird A 1 durch die zugehorige kleine Drehung Ll q; urn Q nach 
Q 1 , iibergefiihrt, weiter ebenso A2 in fJ 2 usw. (Abb. 155). In der Grenze 

bewegle Scheibe 

wird Ll q; -4 0, d. h. die heiden Rollkurven 
beriihren sich im Punkte Q (=A), fiir 
den die bewegte Rollkurve eingezeichnet 
wurde. 

J ede e bene Bewegung kann da
her dargestellt werden durch das 
Abrollen der bewegten Polkurve 
auf der festen (ohne Gleitung), die 
eben deshalb auch als Rollkurven be
zeichnet werden. 

Beziiglich der Konstruktion der be-
Abb. 155. wegten Rollkurve sei folgende Bemerkung 

eingeschaltet: W enn die Bewegung der 
Scheibe durch die Bewegung der Punkte A, B ( oder auf irgendeine andere 
der in 81 aufgezahlten Arten) gegeben ist, und wenn der Drehpol, der der 
Lage A1 , B 1 zugehort, Q 1 ist, so mache man !':,A 1 B1 Q1 ~ABA1 , 
wodurch A 1 bestimmt ist, ebenso gibt 6. A 2 B 2 Q 2 ~A BA 2 den 
Punkt A 2 usw. 

In manchen Fallen wird der Uberblick iiber den Verlauf der Bewe
gung erleichtert und die Ermittlung der die Bewegung kennzeichnen
den GroBen (Geschwindigkeit und Beschleunigung) vereinfacht, wenn 
man die Umkehrung der Bewegung betrachtet; man erhalt sie da
durch, daB man die friiher bewegte Scheibe festhalt und die friiher 
feste Ebene mittels der vorgegebenen Bedingungen zwanglaufig bewegt. 
An der Relativitat der Bewegung wird dadurch nichts geandert. Die 
Betrachtung der ,umgekehrten" Bewegung empfiehlt sich z. B. bei der 
unrunden Steuerscheibe (Abb. 154, 2c), die (in den meisten Fallen) 
ein bewegter Maschinenteil ist, wahrend die Gerade y (die V entilstange) 
nur in sich verschoben wird; da diese unrunden Scheiben oft sehr 
komplizierte Formen haben, so wiirde die Untersuchung ihrer end
lichen Bewegung die wiederholte Aufzeichnung ihres ,Profils" erfordern, 



Ehene Bewegung. 179 

was gerade durch die Umkehrung vermieden wird; denn bei der um
gekehrten Bewegung wird die Scheibe festgehalten und die Gerade y, 
die in sich verschiebbar ist, in der entgegengesetzten Richtung um 
die Scheibe herumgefiihrt. 

Bei der Umkehrung der Bewegung tauschen die heiden 
Rollkurven ihre Bedeutung: die friiher feste Rollkurve 
wird bei der Umkehrung die bewegte, die friiher bewegte 
wird die feste Rollkurve. 

Die Rollkurven geben aber kein iibersicht
liches Bild der Bewegung, so daB ihre Verzeich
nung nur in seltenen Fallen von Wert ist. 

Beispiel 90. Der rechtwinkelige Kreuz
schie her nach Ahh. 156 giht als feste Rollkurve den 
Kreis c, als bewegte den halb so gro.Ben Kreis y. Die 
Bewegung des Kreuzschiehers kann durch das Ah
rollen (ohne Gleiten) dieser heiden Cardanischen 
Kreise dargestellt werden. Die hewegte Rollkurve y 
wird punktweise gefunden durch die Kongruenz: 
!::J. A1 B1 !J1 ~ l::l.ABA1 usw. 

c, 

Abb.156. 

83. Beispiele und Anwendungen. Die zwanglaufig bewegten Scheiben 
und kinematischen Ketten besitzen einen Freiheitsgrad; durch die 
Geschwindigkeit und Beschleunigung irgendeines Punktes sind die Ge
schwindigkeiten und Beschleunigungen aller anderen Punkte gegeben. 
Es kommt immer darauf an, aus der Geschwindigkeit und Beschleuni
gung eines Punktes die aller anderen zu ermitteln. Wenn die Auf
gabe fur einen zweiten Punkt gelost ist, so ist sie zufolge der Ahnlich
keitsatze (78, 79) fiir alle Punkte gelost. Als zweiter Punkt wird 
dabei womoglich ein solcher verwendet, dessen Bahnkurve besonders 
einfach ist (Gerade oder Kreis), ihre Normale und ihr Kriimmungs
halbmesser in den betrachteten Lagen miissen jedenfalls bekannt sein. 

Die rechnerische Ermittlung auf Grund der besonderen Bedingungen 
der Aufgabe ist meist eine langwierige und zeitraubende Angelegenheit; 
man wird vielmehr, wenn irgend tunlich, vorziehen, die Geschwindig
keit und Beschleunigung zeichnerisch zu bestimmen und ihren Ver
lauf in dem in Betracht kommenden Bereich unmittelbar iibersichtlich 
darzustellen suchen. Fiir die Geschwindigkeiten verwendet man die 
,gedrehten Geschwindigkeiten" oder den ,Geschwindigkeitsplan", fiir 
die Beschleunigungen kommen im wesentlichen die Gin. (263) und (264) 
in Frage, deren Anwendung sogleich an Hand einiger Beispiele, die in 
der Technik von Bedeutung sind, verdeutlicht werden soH. 

Beispiel 91. Kurhelviereck, Ahh. 157. Gegehen ist die Geschwin
digkeit V...t und die Beschleunigung b...t des Kurbelzapfens A, man 
ermittle die entsprechenden GroBen VB und bB des Kurhelzapfens B. 

Der Drehpol !Jist der Schnitt der Kurheln 0 1 A und 0 2 B. Die Geschwindigkeit 
VB erhiUt man mittels der senkrechten Geschwindigkeiten oder eines Geschwindig
keitsplans nach Ahh. 157h, gemaB der Gleichung VB = V...t + V...tB· 

Zur Ermittlung der Beschleunigung ~ ziehen wir die Gl. (273) heran 

bB = bA + bth + f.i1k · 
12* 
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Hierinistb~k= l w2, und dieNormalkomponente von bA ist vomBetrage b~> = r1wi. 
Da sich VA auf zweierlei Arten ausdriicken liiJ3t, wobei einmal A als Punkt der 
Kurbel 0 1 A, das andere Mal als Punkt der ,Koppelebene" A B aufgefaJ3t wird, 
so ist also 

und wir finden 

b(n) _ l ri 2 _ _}_ .!"!_ 2 _ _}_ .!"!_ b(n) 
AB - R2 W1 - R R r1 W1 - R R A' 

1 1 1 1 1 
(274) 

eine Gleichung, die sich unmittelbar konstruktiv verwerten Ial3t. Man ziehe 

p 

Abb. 157. 

in dem fur bA gewahlten MaJ3stabe. Denn es folgt aus der Ahnlichkeit 
t, b~> A a~ t, Q A B 

::=f;: b<'}> = l: R1 , also A- l b<n> 
.n. <X.= Rl A' 

und aus der Ahnlichkeit [, aA Q ~ [,a' A 0 1 weiter 

also 

Wenn Q auf der Zeichnung nicht zuganglich ist, so kann diese Konstruktion 
etwas abgeandert werden; man ziehe b~>ail02 fJ, ayii01 B, r711Q02 , wodurch 
man zu dem gleichen Punkte a' gelangt. Der Beweis hierfiir folgt wieder ganz 
ebenso aus ahnlichen Dreiecken. -

Eine ganz entsprechende Beziehung muJ3 nun offenbar zwischen /};> und b~k 
bestehen: dieselbe Konstruktion, in umgekehrter Folge an B ausgefiihrt, liefert 
ll<;>. In derSenkrechten bei b<;> zur Kurbel02 B muJ3 daher der Endpunkt bB liegen. 

Tragt man nun von B aus 13)3' = b~k, sodann von fJ' aus bA auf und zieht 
durch den Endpunkt eine Senkrechte zu AB, so gibt diese cine zweite Gerade, 
in der der Endpunkt von bBliegen muJ3. Dadurch ist bB selbst, und damit auch 
bW und 1J<JB gefunden. 

Der b-Plan ist in Abb. 157 nicht besonders herausgezeichnet. 
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Wenn der Verlauf von VA und bA iiber einen endlichen Bereich der Bewegung 
gegeben ist, so laBt sich durch diese Konstruktion auch der Verlauf von v0 und b0 

iiber den zugeordneten Bereich ermitteln. In den meisten Fallen wird das Ge
triebe gleichformig angetrieben, also VA= k~nst. angenommen, dann ist der Ver
lauf der Bewegung fiir B und wegen der Ahnlichkeitssatze auch fiir jeden an
deren Punkt der Scheibe auf diese gleichformige Antriebbewegung von A bezogen. 

Die Bedeutung dieser Konstruktion liegt vor aHem darin, daB sie immer 
angewendet werden kann, wenn man zwei Punkte mit den Kriimmungsmittel
punkten 0 1 und 0 2 ihrer Bahnen kennt, ein Fall, der bei den Anwendungen haufig 
auftritt. Es wird an Stelle eines gegebenen Getriebes ein solches Kurbelviereck 
als ,Ersatzgetriebe" eingefiihrt, das mit dem gegebenen dieselben Geschwindig
keiten und Beschleunigungen hat; dafiir ist nur die geometrische Konfiguration, 
und zwar sind die Tangentenrichtungen und Kriimmungsmittelpunkte maBgebend. 
Die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Beschleunigung ist dann sowohl 
fiir das Ersatzgetriebe, als auch - damit iibereinstimmend - fiir das gegebene 
Getriebe durch die angegebene Konstruktion festgelegt. 

Beispiel92. Schubkurbelgetriebe,Abb.l58. Die Geschwindigkeit VA 
undBeschleunigung bA des ,Kurbelzapfens" A sind gegeben, v0 und b0 

des ,Kreuzkopfes" B 
sind zu bestimmen. 

Man beachte, daB VA 
und bA nicht voneinander 
unabhangig sind; es ist viel-
mehr b';> = v~jr = r wi, 
wenn mit w1 = vA/r die 
Winkelgeschwindigkeit der 
Kurbel bezeichnet wird. 

Die Geschwindigkeit v 0 

erhalt man entweder durch w1 
einen v-Plan (Abb. 158b) 
oder, was hier noch ein
facher ist, durch die ge
drehten Geschwindigkeiten, 
wobei in heiden Fallen der 
geeignete Ma13stab VA -4- r 
ist. Die Geschwindigkeit 
von B ist dann v1 fiir die 
Lage 1 usw. v1 ist iibrigens 
auch durch die Strecke Orx 
dargestellt (wenn Orx senk
recht zur Bewegungsrich
tung von B ist). 

Abb. 158. 

Die Beschleunigung b0 von B ist wieder durch Gl. (273) bestimmt: 

wobei li';1 = l w2 , b~~ = l w; 
w und w beziehen sich auf die mit A B verbundene Scheibe, die als ,Schubstange" 
(oder Pleuelstange) bezeichnet wird. Die Richtung von b0 ist bekannt, es ist 
die Wagrechte, daher geniigt es, die Summe bA + 1:1';1 zu bilden, die Senkrechte 
im Anfangspunkt von b';1 auf b';1 schneidet dann auf der Wagrechten durch bA 

die Beschleunigung b0 ab. 
Wir kennen b';> = r wi und wollen b';1 = l w 2 ermitteln. Die Beziehung zwi

schen w1 und w erhalten wir, indem wir VA wieder auf zweierlei Weise ausdriicken; 
einmal fassen wir A als Punkt der Kurbel, das andere Mal als Punkt der Schuh
stange auf; dann folgt 
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es ist also 

und 
(n) _ l 2 _ l ~ 2 _ }_ _!_ 2 _ _!_ .!_ b(n), 

bAB- w - R 2 W1- R R r W1 - R R A , 

es kann also b~k a us b<;.> konstruiert werden. Hierzu ziehe ganz wie im vorigen Bei

spiel b~> ex !I B .Q, 0 ex' 11-ex .Q, dann ist fi ex A bt;> ~ fi BA .Q und daher 

Ferner ist fi ex A .Q ~ fi ex' AO, und daraus 

ex'A:Aex=r:R, ~- r A- r l b(n)_b(n) ex - R ex - R R A - AB • (275) 

Durch die Strecke ex' A wird also b~k im selben ,BeschleunigungsmaBstabe" ge
funden, in dem bt;> aufgetragen wurde. Da "bt;1 an bA angesetzt erscheint, errichtet 
man in ex' zu A B die Senkrechte und erhiiJt so bB; dieser Beschleunigungsplan, 
aus dem dann auch b~>B = l w abzulesen ist, wurde in Abb. l58a eingetragen. Wir 
sehen also: 

Die relative Nor mal beschleunigung "b<;'k ergi bt sich also d urch 
folgende Linien: iJt;> ex liB .Q, 0 ex' I lex .Q, dann ist A ex' = bC:k im sel ben 
MaBstabe, in dem 7:/;> und bA aufgetragen wurde. 

Ahnlich wie beim Kurbelviereck kann die Konstruktion auch in folgender 
Art abgeandert werden, wobei der Drehpol nicht benutzt wird: man ziehe die 

Linien bt;> ex II B .Q, ex y 110 B, y ex' II.Q B, und gelangt so zu demselben Punkte ex'. 

6 

Abb. 159. 

In dieser Form ist sie als ,Mohrsche Konstruktion" fiir die Beschleunigung des 
Kreuzkopfes bekannt. 

Fiir eine gleichformige Bewegung von A, also fiir VA = konst empfiehlt es 
sich, den BeschleunigungsmaBstab so zu wahlen, daB bt;> durch r dargestellt 
wird; dann fallt der Endpunkt von bt;> nach 0. 

In Abb. 159 ist der Verlauf von VB und bB fiir eine gauze Umdrehung einer 
gewohnlichen Schubkurbel unter der Voraussetzung VA= konst aufgetragen und 
gi bt die als v B- x- Linie und b B- x- Linie bezeichneten Kurven. 
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:B'iir die ,Totlagen" des Getriehes 0 und 6 versagt die Konstruktion, aher die 
Gl. (273), die zu ihr gefiihrt hat, hehalt ihre Giiltigkeit. Im ,auBeren Totpunkte" 0 

r 
ist v A = r w1 = l w, daher w = T w1 und 

und daher 

b~; = b<;'; + b~n;B, = ( 1 + T) b<;), ) 

entsprechend im ,inneren Totpunkte" 6 

b(n) = (1 - ~) b1") 
B 6 [ A • 

(276) 

Diese Ausdriicke lassen sich ohne Schwierigkeit konstruieren. Man mache in 
Ahh. 159 0 JI;J = l, trage von M lotrecht nach ohen und unten die Strecke r _ b ~ 
auf und verhinde die so erhaltenen Endpunkte mit 0; dann werden auf den Senk-

rechten in B0 und B 6 die gesuchten Strecken ~tr_ r und! ~!_ r ahgeschnitten. 

Diese bB-Linien werden fiir die angenaherte Schwungradherechnung ver
wendet, um den EinfluB der hin- und hergehenden Massen zu beriicksichtigen 
die (angenahert!) nach dem Gesetze dieser Kurven wahrend der Bewegung des 
Kreuzkopfes heim Hingang von B 0 his B' beschleunigt und von B' bis B6 wieder 
verzogert werden miissen; heim Riickgang erfolgt die Beschleunigung von B6 

his B' die Verzogerung von B' his B0 , wohei zu hemerken ist, daB die bB-Linie 
gegen den Mittelpunkt von B0 B1 urn so unsymmetrischer ausfallt, je gri:iBer das 
Verhaltnis rjl ist. Wird VB und ehenso bB - wenn es positivist - fiir den Hin
gang nach unten, fiir den Riickgang nach aufwarts aufgetragen, so erhalt man 
nur eine bB-x-Linie, die unter den angegehenen :B'estsetzungen fiir Hin- und 
Riickgang giiltig ist. 

(Naheres iiher die Schwungradherechnung s. III. TeiU 
Beispiel 93. Berechnung von Vn und bB. Urn die Uherlegenheit der zeich

nerischen Methode fiir derartige Fragen zu zeigen, wollen wir noch v B und b B 

rechnerisch ermitteln. Hierzu hat man zunachst einen Ausdruck fiir den Weg 
B0 B = x in Ahhangigkeit von rp aufzustellen, diesen zweimal nach t zu differen
zieren und rp = w1 , w1 = 0 einzusetzen; man findet mit den Bezeichnungen der 
Ahh. 159 

x = r (1- cos rp) + l (1- cos 1p), 
wohei 

l sin IJ' = r sin rp, 

gesetzt wird, so daB 

COS1J!=Y1-s2 sin2 rp, wenn rfl=c 

[ 1- }1--: s 2 sin2 rp l; x = r 1 - cos cp + --'-----~----"--

nach Entwicklung der Quadratwurzel nach dem hinomischen Lehrsatze erhalten 
wir angenahert (da die genauen Formeln sehr umstandlich ausfallen), wenn nur 
die Glieder mit c heihehalten und aile mit hi:iheren Potenzen von c unterdriickt 
werden 

x = r [ 1 - cos rp + ; sin 2 rp J . (277) 
Daraus folgt 

VB = :i; = VA [sin rp + ; sin 2 rp J l 
bn =VB= b<;> [cos rp + scos2 rp], 

(278) 

wenn r rp = VA, r rp 2 = b<;> gesetzt wird. Fiir den Riickgang g~lten diesel hen For-
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meln mit - e statt + e. Diese Formeln geben ( ebenfalls angenahert!) die in 
Abb. 159 eingezeichneten Kurven. 

Zum Schlusse sei noch der Ausdruck fiir die mit tlere Kolbengeschwindig
keit vm angemerkt, den wir spater bei der Leistungsberechnung brauchen; es "ist 

2·2r·n 4rn 
Vm =6Q =-60-, 

und da die gleichformige Kurbelgeschwindigkeit 

2rnn . 
V,t= 60 1st, so ist 

2 
Vm =-VA= 0,637 V,t. 

n 

Beispiel 94. Unrunde Steuerscheibe. Das zum Antrieb einer ,Steue
rung" durch eine unrunde Steuerscheibe dienende Getriebe ist schematisch schon 
in Abb. 159 2c) angegeben worden. Durch eine solche sog. ,Nockenscheibe" wird 
eine Ventilstange angehoben, die in ihrer eigenen Richtung verschiebbar ist und 
durch einen Zwischenhebel etwa das EinlaBventil einer Verbrennungskraftmaschine 
betatigt. Die Ubertragung der Bewegung von der Scheibe auf die Ventilstange 
erfolgt in der Regel - wegen der Reibung - durch eine am Stangenende ge
lagerte Rolle. Der Mittelpunkt M dieser Rolle beschreibt dann eine Parallelkurve 
zum ,Profil" der Steuerscheibe; diese Parallelkurve betrachten wir weiterhin 
als UmriB der Steuerscheibe selbst und untersuchen den Anhub der Ventilstange 
bei dieser punktfi.irmigen Beriihrung. 

Es gibt verschiedene Methoden zur Ermittlung der Geschwindigkeit und Be
schleunigung, mit der die Bewegung der Ventilstange in ihrer eigenen Richtung 
erfolgt. Die einfachste ist die der Verwendung eines ,Ersatzgetriebes", auf die 
wir oben schon hingewiesen haben. Und zwar sieht man Ieicht, daB das Ersatz
getriebe fiir dieses Steuerungsgetriebe ein gewohnliches Schubkurbel
getrie be ist. 

Fiir dieAusfiihrung der Konstruktion (Abb.l60)empfiehlt essich, die Ventilstange 
in den verschiedenen Lagen 0, 1, 2, 3, 4 einzuzeichnen, und die Strecken OMp ... 
OM4 , die die Bewegung der Ventilstange in ihrer eigenen Richtung angeben, 
in die Anfangslage 0 zuriickzudrehen; man erhalt dann die ebenfalls mit 0, ... 4 
bezeichneten Punkte auf der x-Achse, an die die zugehorigen Werte der Ge
schwindigkeit und Beschleunigung angesetzt werden. 

Ist K 1 der Kriimmungsmittelpunkt der Profilkurve an der Stelle Mp so besteht 
das Ersatzgetriebe aus der (mit der Scheibe verbundenen) Strecke OK1 als Kurbel, 
aus der Strecke K1M 1 als Schubstange und M1l als Kolbenstange. Denkt man 
sich namlich die Steuerscheibe aus der Stellung 1 herausgedreht und dabei die 
Gerade M 1 1 in ihrer eigenen Richtung verschoben, so riickt der Punkt M 1 dabei 
auf dem Profil vor. Da fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung nur das 
Bogenelement und die Kriimmung maBgebend sind, so erkennt man, daB das 
angegebene Ersatzgetriebe in heiden Elementen mit dem gegebenen iiberein
stimmt, so daB die gesuchten GroBen als Geschwindigkeit und Beschleunigung 
des Kreuzkopfes des Schubkurbelgetriebes erscheinen. 

Bei gleichformiger Drehung der Scheibe kann die Strecke OK1 unmittelbar 
als MaB fiir die Geschwindigkeit von K 1 genommen werden, und dann ist die 
Strecke 0 il1 = vM1 - senkrecht zur Rich tung Ol durch 0 bis zur Schubstange 
gezogen- die gesuchte (gedrehte) Geschwindigkeit. Ferner erhalt man, ausgehend 
von bK1 (in der Abb. 160 gleich r1/2 gewahlt), durch den Linienzug r1. y \1..1 die 
gesuchte Beschleunigung bM1 wie bei der gewohnlichen Schubkurbel. 

Das in Abb. 160 gezeichnete Profil setzt sich aus zwei Kreisb6gen mit den 
Kriimmungsmittelpunkten K 1 und K 2 zusammen. Ander Stelle 2, wo die Kriim
mung unstetig ist, der Kriimmungsmittelpunkt also von K1 nach K 2 (genauer ge
sagt: der Kriimmungshalbmesser von einem Wert> a zu einem Wert< a) springt, 
erhalten wir auch zwei verschiedene Werte der Beschleunigung, und zwar 
springt diese von einem positiven zu e~.nem negativen Wert. Dieser Unstetigkeit 
wiirde natiirlich auch eine plotzliche Anderung der Kraft entsprechen, die die 
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Ventilstange an die Scheibe driickt, und diese Unstetigkeit wird sich im Betriebe 
als Schlag (aber nicht als StoB im gewohnlichen Sinne!) bemerkbar machen. 

Dieses Verfahren mit Hilfe eines Ersatzgetriebes versagt nur, wenn die Be
grenzung des Profils das Stiick einer geraden Linie bildet, wie in Abb. 161 von 
0 bis 2. In diesem Faile ist die Angabe eines Ersatzgetriebes, das sich an das ge
gebene anschmiegt, unmoglich. Wir werden spater ein anderes Verfahren kennen 
lernen, das sich in heiden Fallen giiltig erweist, schlagen aber hier, urn die bisher 
zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel nicht zu iiberschreiten, den Weg der Rech-
nung ein. __ 

Wir denken uns in Abb. 161 die Ventilstange OM urn den Punkt 0 gleich-
formig mit der Winkelgeschwindigkeit w gedreht. Sei dann die Strecke 0 M 0 =a, 

X 

~~L 

OM= x, dann ist die gesuchte Geschwindigkeit VM = x, und die Beschleunigung 
bM = x. Urn diese GroBen mit win Verbindung zu bringen, berechnen wir aus 
dem Dreieck 0 M 0 M die Strecke x, 

x = afcos p 
und erhalten daraus durch Differentiation mit ip = w = konst 

. asinp 
VM=='X = --2-w = xwtgp, 

cos p 
Es ist daher 

VM X ~-- = - = X tg f{! = 0 Q, (279) 
w w 

so daB 0 Q ein MaB fiir die gesuchte Geschwindigkeit von M ist. Der Punkt Q 
kann iibrigens auch als Drehpol der mit der Ventilstange verbundenen Ebene 
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gedeutet werden, da der Punkt M langs des Profils wandert und der mit 0 zusam
menfallende Punkt durch 0 gleitet, die Senkrechten zu diesen Bewegungsrich
tungen sich daher in Q schneiden; auch aus diesem Grunde ist die Geschwindig-
keit der Ventilstange in ihrer eigenen Richtung VM = OQ·w. 

Die Beschleunigung ergibt sich durch nochmalige Differentiation nach t in 
in der Form 

bM ~ vM == x =a w 2 [-1- + 2 sin2 f(JJ = x w2 [-2- - 1] 
cos f(J cos3 f(J cos2 f(J 

oder 

tb (im halben Ma8sfab} 

JJ 
Abb. 161. 

Macht man daher in der Abb.161 !JD = M1 Q, DN j_ M1D, so ist 

und daher 

-- 2x 
DM1 = 2QM1 =--, 

cos f(J 

---- DM1 NM1 =-
cos f(J 

2x 
cos2 f(J ' 

- .-- -- 2x bM 
NO=NM1 -0M =---x=-. 

1 cos2 f[J w2 

(280) 

-b 

Der Verlauf vo~ v M und b Mist wie friiher in die Anfangstellung iibertragen; fiir den 
kreisfOrmigen Ubergang in die obere Rast sind die Beschleunigungen wieder nach 
der friiheren Methode bestimmt worden. 
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DaB das Schubkurbelgetriebe OKM wirklich das zugehiirige Ersatzgetriebe 
darstellt, erkennt man auch, wenn man die Geschwindigkeit und Beschleunigung 
auch fiir den kreisformigen Anhub durch Rechnung ermitteln wiirde. Man hatte 
dann wieder OM3 = x durch den Winkel q; auszudriicken, miiBte (ahnlich wie in 
Beispiel 92) die Winkel q;3 und 1p3 einfiihren, da der Punkt K als Punkt der Scheibe 
in unveranderlicher Entfernung von 0 bleibt und auch die Strecke K M als Kriim
mungshalbmesser denselben Wert behalt. Man sieht daraus, daB das Schubkurbel
getriebe fiir die Stucke mit gekriimmtem Anhub tatsachlich als Ersatzgetriebe 
dienen kann. 

III. Bewegung des Korpers im Raume. 
84:. Bewegung eines Korpers urn einen festen Punkt. Der nachste 

Fall, der in physikalischer und technischer Hinsicht von Wichtigkeit 
ist, ist die Drehung eines Korpers urn einen festen Punkt 0. 
Bei dieser Bewegung verschieben sich die urn 0 herurngelegten Kugel
flachen in sich, ganz so, wie sich bei der ebenen Bewegung die parallelen 
Ebenen in sich verschoben; beide Bewegungen haben auch noch andere 
Ahnlichkeiten miteinander, die wir sogleich hervorheben wollen. 

Zunachst hat auch der urn einen festen Punkt 0 drehbare Korper 
drei Freiheitsgrade; denn seine Lage ist durch die zwei Koordi
naten eines beliebigen in dem Korper liegenden Punktes A auf einer 

a) 

Abb.l62. 

urn 0 herumgelegten Kugel, und durch den Winkel einer irn Korper 
festen Ebene gegen eine irn Raume feste Ebene bestimrnt, die wir uns 
beide etwa (fiir die Zwecke dieser Koordinatenzahlung) durch die 
Gerade OA hindurchgehend denken konnen. Wir konnen aber auch 
die Lage des Korpers durch Angabe der Koordinaten zweier Punkte 
A und B auf derselben Kugelflache (was keine Einschrankung der All
gemeinheit bedeutet) festlegen, die wieder drei Koordinaten ergeben, 
da die Lage jedes Punktes auf seiner Kugelflache durch zwei Koordi
naten festgelegt ist und die heiden Punkte voneinander eine un
veranderliche Entfernung besitzen. 

Wir nehrnen nun irgend zwei Lagen des Korpers, oder, was auf das
selbe hinauskommt, zwei Lagen des Punktpaares an, also etwa A, B 
und A', B' in Abb. 162a, ziehen die Symrnetrieebenen der GroBkreis-

-----. ---------. 
bOgen AA' und BB', und bestirnmen deren Schnittlinie OQ, die -
zum Unterschiede gegen die ebene Bewegung - immer irn Endlichen 
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liegt; diese Schnittlinie ist die Drchachse fur die Drehung urn den 
Winkel q;, durch die der Korper a us der Lage 0 A B in die Lage 0 A' B'. 
iibergefiihrt worden kann. - In dem besonderen Fall, daB diese heiden 
Symmetrieebcnen zusammenfallen, ist die Drehachse 0 Q die Schnitt
linie der heiden Ebenen OA B und OA' B' (Abb. 162 b). 

~ ~ 

Nimmt man die heiden Lagen A B und A' B' sehr nahe aneinander, 
so kommt dies darauf hinaus, daB man die Richtungen der Bewe
gungen von A und B vorgibt; dann fallen die Halbierungsebenen von 
~ ~ 

A A' und B B' in der Grenze mit den Normalebenen zu diesen Bewe-
gungsrichtungen zusammen, und ihr Schnitt wird die Momentan
achse der betreffenden Bewegung. Wir erhalten daher den Satz: 

J ede endliche oder unendlich kleine Bewegung eines 
starren Korpers urn einen festen Punkt kann als Drehung 
urn eine durch diesen Punkt gehende Achse dargestellt 
worden. 

Die Festlegung der GroBe der augenblicklichen Drehung urn diese 
Achse geschieht natiirlich wieder durch Angabe der Geschwindigkeit 
irgendeines Punktes A 

- . AA' 
VA =hill-

;Jt-*0 Llt 

und diesc Geschwindigkeit ist das Produkt aus der Winkelgeschwin
digkeit w = (p dieser Drehung und dem senkrechten Abstand des 
Punktes A von der Drehachse, oder 

IvA =w x rA·I (281) 

Bezeichnet rx den Winkel zwischen den Vektoren rA und w, so hat 
v A den Be trag v A = r A w sin rx. 

Zur Kennzeichnung der augcnblicklichen Drehung des Ki:irpers urn 0 
ki:innennamlich beideMerkmale: Drehachse und Winkelgeschwin
digkeit (mit Vorzeichcn !) vereinigt worden durch Angabe eines 
Vektors w von der Lange w, der in der Drehachse liegt, wodurch aile 
drei Kennzeichen der Drehung: Achse, GroBe und Sinn festgehalten 
worden. Diese Zuordnung Winkelgeschwindigkeit --.. Vektor w erweist 
sich in allen ihren Folgerungen als zutreffend und ermoglicht eine groBe 
Vereinfachung der Darstellung. 

Wenn nun die Drehung nicht dauernd urn dieselbe Achse erfolgt, 
so wird im Verlaufe einer endlichen Bewegung die Lage der Dreh
achse sowohl im Raum wie auch im Korper wechseln - ganz so wie es 
bei dcr ebenen Bewegung die Drehpole getan haben. Dcr Vektor w 
wird daher sowohl im Raume wie auch im bewegten Ki:irper je eine 
Kegelflache beschreiben, die durch den Ort der Endpunktc von w, 
d. h. also durch je eine Kurve begrenzt sind; wir erhalten daher den 
Satz: 

J ede endliche Bewegung eines Korpers urn einen festen 
Punkt kann durch das Abrollen eines beweglichen Achsen
kegels auf einem festen Achsenkegel dargestellt worden, 
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die sich in der augenblicklichen Drehachse beriihren. 
Tragt man auf ihr die jeweilige Winkelgeschwindigkeit w 
auf, so konnen die Achsenkegel auch zur Darstellung des 
Verlaufes dcr Winkelgeschwindigkeit fur die endliche Be
wegung des Korpers benutzt werden. 

Sind im besonderen beide Kegel Kreiskegel, so nennt man die 
durch das Abrollen beider Kegel aufeinander dargestellte Bewegung 
eine Prazessionsbewegung. Eine solche Bewegung findet sich bei 
der Bewegung der Erde verwirklicht, die tatsachlich nicht urn eine in 
der Erde festliegende Achse erfolgt; die Drehachse der Erde ist viel
mehr in jedem Augenblicke die Beriihrungserzeugende zweier Achsen
kegel, von denen der ,feste" einen Offnungswinkel von 23Y2 ° hat, 
wahrend der bewegliche so klein ist, daB er an den Erdpolcn Kreise 
von nur 27 em Halbmesser ausschneidet; dementsprechend ist seine 
Umlaufszeit auf dem festen Kegel sehr groB und betragt etwa 26000 
Jahre ( = l Platonisches Jahr). 

Es moge hier nur noch bemerkt werden, daB als Koordinaten, zur 
Bestimmung der Lage des Korpers, am einfachsten gewisse Winkel 
(z. B. die sog. Eulerschen Winkel) gewahlt werden, welche die gegen
seitige Lage eines im Korper festen gegen ein im Raum festes Koordi
natensystem, die den Anfangspunkt gemeinsam haben, angeben (88). 

85. Schraubenbewegung. Der freie starre Korper im Raume besitzt 
sechs Freiheitsgrade, zu seinerFestlegung sind daher sechs Koordi
naten notwendig: drei dienen zur Festlegung der Lage irgendeines 
Punktes des Korpers und drei zur Festlegung der Lage des Korpers 
urn diesen Punkt wie in 84. Die Kennzeichnung der Lage des Korpers 
kann auch durch Angabe der Lage von drei (nicht in einer Geraden 
liegenden) Punkten A, B, C geschehen; diese besitzen wegen der voraus
gesetzten Starrheit unveranderliche Entfernungen voneinander und er
fordern daher zu ihrer Festlegung im Raume 3 mal 3 - 3 = 6 Koordi
naten. 

Urn einen Korper aus einer Lage A, B, C in eine zweite A' B' C' 
(6 ABC"" 6 A' B' C') iiberzufiihren, kann man so vorgehen: man 

erteilt dem Korper einc raumliche Schiebung AA' und bringt da
durch den Punkt A mit A' zur Dec kung; dann gibt es eine darauf
folgende Drehung urn A', die auch Bin B' und C inC' iiberfiihrt. Jede 
beliebige Bewegung kann also jedenfalls dargestellt werden durch den 

Schiebungsvektor AA' = i und durch eine Drehung urn eine Achse 
durch A' urn den Winkel rp; statt des Punktpaares A, A' kann natiir
lich jeder andere, mit ABC starr verbundene Punkt P und sein ent
sprechender P' in der gleichen Weise verwendet werden. Schiebungs
vektor und Drehachse werden im allgemeinen geneigt zueinander 
ausfallen; man kann jedoch die Schiebung i und Drehung rp immer 
so anordnen, daB die Schiebungsrichtung zur Drehachse parallel ver
lauft: eine solche Bewegung nennt man eine Schraubenbewegung 
oder kurz Schra u bung und wir erhalten den Satz: 

Jede beliebige Bewegung eines starren Korpers laBt 
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sich als eine Schraubung darstellen; ein{)_ Schraubung ist 
durch ihre Achse, die SchiebungsgroBe -r parallel zu ihr 
und den Drehwinkel q; urn die Achse bestimmt. 

Beispiel 95. Um die Schraubung zu finden, die den Korper aus der 
LageABO nach A' B'O' (Abb. 163) iiberfiihrt, ziehe man von einem beliebigen 
Punkt P des Raumes die Vektoren: 

Pa = AA', Pb = BB', 

fiille von P das Lot P p auf die durch die drei Punkte abc bestimmte Ebene s 
und zerlege 

Pc =Pp + pc; 

a 

Abb.163. 

die dadurch bestimmten Dreiecke iibertragt man an die Strecken .LCA1 , BB', CO' 
und erhalt 

AA' = Aa + aA', 

dann ist 

A~= B f3 = Oy = Pp = dem Schiebungsvektor T" fiir die Schraubung. 

Legt man ferner die Symmetrieebenen der Strecken A' a, B' jJ und 0' y, so 
schneiden sich diese wegen der Starrheit des Korpers in einer Geraden, und diese 
ist die Schraubungsachse; der zugehOrige Drehwinkel ist 

1: A' La= 1: B' M f3 = 1: 0' Ny = rp, 

wennL, M, N die FuBpunkte der von den Punkten A', a, B' {3, 0' y auf die Schrau
bungsachse gefallten Lote sind. 

Fur irgendeine kontinuierliche endliche Bewegung wird sich die 
Lage der Schraubungsachse sowohl im Raume wie auch im Korper 
andern, und die Schar der Geraden, die im Raume und im Korper 
nacheinander zu Schraubungsachsen werden, wird im Raume wie auch 
im Korper je eine Regelflache erfiillen, die man Achsenflachen 
nennt und die sich langs der augenblicklichen Schraubungsachse be
riihren. Die wirkliche Bewegung derKorper kann durchAbschrotung 
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dieser Flachen aufeinander dargestellt werden, worunter man die 
Rollung urn sie und die gleichzeitige Verschiebung langs der augen
blicklichen Beriihrungserzeugenden versteht. 

Zur Darstellung des Geschwindigkeitszustandes betrachtet man die 
Schiebung Lis und Drehung Ll rp als kleine GraBen und operiert nicht 
mit Lis und Ll rp selbst, sondern mit den Grenzwerten der Quotienten 
dieser GraBen durch Ll t fiir Ll t---+ 0, also mit 

• Llq:J dqJ 
und hm Lit = dt = w. 

LJ t-+0 
(282) 

IV. Zusammensetzung von Bewegungen. 
86. Zusammensetzung von Schiebungen. Von der Zusammensetzung 

und Zerlegung von Geschwindigkeiten haben wir bei Betrachtung der 
Punktbewegungen Wiederholt Gebrauch gemacht; bestimmend hierfiir 
war der vektorielle Charakter der Geschwindigkeit, der unmittelbar 
die hierbei zur Anwendung kommenden Regeln lieferte. 

In diesem Kapitel handelt es sich urn die Aufstellung entsprechender 
Regeln fiir ausgedehnte Karper und demgemaB haben wir die Zu
sammensetzung jener Bewegungen vor uns, die wir zuvor einzeln be
sprochen haben: Schiebungen, Drehungen und Schraubungen. Die An
ordnung fiir die Zusammensetzung kannen wir uns derart ausgefiihrt 
denken, daB jede einzelne Bewegung durch eine Fiihrung in dem 
darauf folgenden System verwirklicht sei, welches System selbst wieder 
entsprechend gefiihrt zu denken ist. 

Die Ausfiihrung der Zusammensetzung geschieht mit Hilfe des fol
genden Satzes, dessen Richtigkeit wegen der Vektoreigenschaft der 
Geschwindigkeit ohne weiteres einleuchtet: 

Die Geschwindigkeit, die ein beliebiger Punkt des Kar
pers annimmt, der eine Anzahl von beliebigen (iiberein
andergelagerten) Bewegungen (Schiebungen, Drehungen, 
Schraubungen) gleichzeitig ausfiihren soll, ist die vek
torielle Summe der Geschwindigkeiten, die der Punkt 
durch die einzelnen Bewegungen erhalt. 

Daraus folgt unmittelbar, daB die Zusammensetzung von Schie
bungen (Translationen) mit den Geschwindigkeiten v1, v2 , ••• , vn stets 
wieder eine Schiebung ist, deren Geschwindigkeit v durch die Gleichung 
bestimmt ist, die fiir jeden einzelnen Punkt des Systems gilt, welches 
alle Einzelbewegungen mitmacht 

I v = v1 + v2 + · · · + vn = .ivi ·I (283) 
~ = 1 

Mit Hilfe desselben Satzes ist auch die Zerlegung einer Schiebung 
in beliebig viele Komponenten ausfiihrbar. 

Beispiel 96. Bestimmung der Eigengeschwindigkeit eines Flug
zeuges im Winde. In diesem Fall wird das Flugzeug durch den ,Windkorper" 



192 Kinematik der starren Korper. 

fortgetragen, in dem es sich befindet und der die Rolle des Bezugsystems ver
tritt; die Geschwindigkeit des Windkorpers sei w. Kennzeichnend fiir die Be
schaffenheit des Flugzeuges ist nur seine Eigengeschwindigkeit v, d. i. die 
Geschwindigkeit in bezug auf den umgebenden Luftkorper, nicht seine ,absolute" 
Geschwindigkeit in bezug auf die Erde. v kann auf folgende Arten bestimmt 
werden: 

a) Durch Fliige in der Windrichtung. In der Windrichtung wird eine 
,Stoppstrecke" von bekannter Lange l (in m) abgesteckt, durch gut sichtbare 
Objekte bezeichnet und hin und zuriick abgeflogen; die hierfiir notwendigen 
Zeitent1 undt2 (ins) werden ,abgestoppt". Dannistdie Geschwindigkeitin Bezug 
auf die Erde fiir den 

Hinflug: v1 = v + w = ljt1 , 

Riickflug: v2 = v - w = ljt2 , 

daraus folgt durch Addition die Eigengeschwindigkeit 

1 l(1 1) (1 1) v = 2 (v 1 + v2 ) = 2 t; + t; mjs = 1,8[ t; + t; kmjh 

und durch Subtraktion die Windgeschwindigkeit 

W=! (vl-V2)= ~ ul- f~)mfs. 
b) Durch Uberfliegen eines Stoppdreieckes (Abb. 164a) und Bestim

mung der absoluten Geschwindigkeiten in Richtung der drei Seiten durch. Ab-
stoppung der zum Uber-

/l fliegen der Stoppstrecken 

Abb.l64. 

erforderlichen Zeiten; sind 
die Sei tenlangen l1 , l2 , l3 , 

die zugehOrigen Zeiten tl> 
t2, t3, so sind die ( absoluten) 
Geschwindigkeiten in Bezug 
auf die Erde 

v1 = ldt1 , v2 = l2jt2 , 

v3 = l3/t3 • 

Jedes vi (i = 1, 2, 3) ist 
die Summe aus der unbe
kannten Eigengeschwindig
keit v und der unbekannten 

Windgeschwindigkeit w. 
Denkt man sich fiir den 

Flug langs jeder Dreieckseite das zugehOrige Geschwindigkeitsdreieck gezeichnet, 
so erhalt man durch Aneinanderlegung dieser drei Dreiecke langs der gemein
samen Windgeschwindigkeit w nach Abb. 164b wegen des gemeinsamen Wertes 
der Eigengeschwindigkeit v die folgende Konstruktion zu ihrer Ermittlung: 

Man zeichne von einem willkiirlich gewahlten Pol P einen Geschwindigkeits
plan durch Auftragen der Geschwindigkeiten v1 , v2 , v3 in Rich tung der drei Dreieck
seiten und schlage durch die Endpunkte dieser Strecken v1 , v2 , v3 einen Kreis; 
dann gibt der Halbmesser dieses Kreises M a = M b = M c = v die GroBe der 
unbekannten Eigengeschwindigkeit, und P M = w gibt den Vektor der un
bekannten Windgeschwindigkeit. In der Abb. 164a sind die Stellungen des Flug
zeuges beim Fluge langs der drei Seiten angedeutet. 

87. Zusammensetzung von Drehungen. Wie sich Schiebungen auf 
Grund des Additionsgesetzes fiir V ektoren gerade so zusammensetzen 
wie Momente, so erfolgt die Addition von gleichzeitig stattfindenden 
Drehungen eines starren Korpers genau in derselben Weise wie die 
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von Kraften am starren Korper. Jedem Satz aus der Statik der raum
lichen Kraftegruppen laBt sich ein Satz a us der Theorie der Bewegungen 
gegeniiberstellen. Wir werden auch hier dieselben Falle zu unter
scheiden haben, wie sie schon bei den Kraften am starren Korper 
vorkamen. 

Man beachte, daB diese Zuordnung 

Krafte ._ Drehungen, 
Momente ._ Schiebungen 

nur formal ist und keineswegs etwa einen kausalen Zusammenhang zwischen 
den Kraftgri:i13en (links) und den von ihnen irgendwie ,erzeugten" Bewegungen 
(rechts) zum Ausdruck bringt. 

a) Drehungen urn sich schneidende Achsen sind immer 
gleichwertig mit einer Drehung urn eine Achse durch ihren Schnitt
punkt, die nach dem Parallelogrammgesetz a us den gegebenen Drehungen 
gefunden wird (Abb. 165). 

Fiir zwei Drehungen w1 und w2 urn die Achsen ___ a,~·M 
A1 und A 2 ergibt sich die Summe w und die resul- ·---.az 
tierende Drehachse A mittels der den Gln. (15) bis (17) iw ----

11 I vollkommen entsprechenden Gleichungen : 1 ,:1 i 

w 2 = wi + w~ + 2 w1 w 2 cos ~ l / :? : 
w1 : w2 : w = sin cx 2 : sin ~1 : sin cx J w = w1 + w2 • (284) w1 . . 

cr:! <Vi 
w = w1 cos cx1 + w2 cos cx 2 

Denn jeder Punkt der Achse A erhalt nach dem in 86 
gegebenen Satze die Geschwindigkeit 

tt1 w 1 - a 2 w 2 = 0 M · ( w1 sin cx1 - w 2 sin cx2) = 0 
und dies gibt den einen Teil der zweiten der Gln. (284) Abb. 165. 

und ahnlich kann man auch das Bestehen der anderen 
zeigen, obwoh1 ihre Richtigkeit schon durch die Auffassung des Vektor
charakters der Drehungen w einleuchtet. 

Fallen die gegebenen Drehachsen, also auch die Vektoren der 
Drehungen w1 , w2 ••• zusa.mmen, dann wird aus der geometrischen 

n 
Addition die algebraische und es ist w = .2 W;. 

i~l 

b) Dreh ungen urn par allele Achsen werden nach denselben 
Gesetzen zusammengefiigt wie parallele Krafte. 

Urn die Bewegung anzugeben, welche der Summe der Drehungen 
w1 und w2 urn die Achsen A 1 und A 2 entspricht, suchen wir einen 
Punkt oder eine Gerade A zu bestimmen, die durch das Zusammen
wirken beider Drehungen zur Ruhe kommen; da die Geschwindigkeiten 
von A zufolge der beiden Einze1drehungen gleich groB und entgegen
gesetzt sein miissen, so folgt, daB A bei gleichem Sinn von w1 und w2 

zwischen A1 und A 2 liegen und daB wegen der Gleichheit der Ge
schwindigkeiten a 1 w1 = a 2 w 2 sein muB; es ist also (Abb. 166) 

(285) 

Posch!, Mechanik. 2. Autl. 13 
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Weiter folgt durch Betrachtung der Geschwindigkeit eines beliebigen 
Punktes, wofiir der Einfachheit halber etwa B gewahlt werden moge, 

vB = r1 w1 + r2w2 = (r + a1) w1 + (r- a2) w2 = r (w1 + w2) = rw 

und die GroBe der resultierenden Winkelgeschwindigkeit 

jw = W1 + W 2 .j (286) 

Bei entgegengesetztem Vorzeichen von w1 und w2 liegt A auBerhalb 
der Strecke A 1 A 2 , und zwar auf der Seite der groBeren Winkelgeschwin

~
111 ,II jllz i 
w1 fw Wz 

i 
i -----a, ------y---~Zz --

----- --a--~---------

digkeit, und es ist w = w1 - w 2 • 

Wir konnen diesen Sachverhalt sogleich 
fiir beliebig viele Drehungen verallgemei
nern und so aussprechen: 

Beliebig viele Drehungen w1 , 

w2 , ••• , Wn um par allele Achsen A 1, 

II, ,8 
·····-··· __ Ji ~:~~:-.·-~---~ 

u8 A 2 , ••• , An sind stets gleich wertig 
mit einer Dreh ung um eine Achse A, 
die durch den Schwerpunkt der 
gegebenen Achsen geht, wenn in 
ihnen die Winkelgeschwindig
keiten w1, w2 , •• • , Wn als Gewichte 
wirken (wobei entsprechend den negati

·······--··1f· ___________ ,.... 

Abb. 166. 

ven Winkelgeschwindigkeiten auch ,negative Gewichte" zuzulassen 
sind). 

Fiir die zeichnerische Ausfiihrung dieser Zusammensetzung konnen 
dieselben Methoden herangezogen werden, wie sie aus der Statik ~iir 
die Zusammensetzung paralleler Krafte bekannt sind (I. Teil, II.). 

Mit den unter a) und b) genannten sind jene Faile erschOpft, bei 
denen durch Zusammensetzung von Drehungen wieder eine Drehung 

il 
.·· \ 

iJ _/ 
1 

herauskommt. 
c) Sonderfall: Drehungspaar. Wenn 

insbesondere w1 = - w 2 ist, so erleidet der in 
b) ausgesprochene Satz eine Ausnahme; die 
Ausfiihrung der in den Gln. (285) und (286) ge
gebenen Vorschriften wiirde a 1 = a 2 = oo und 
w = 0 ergeben, was auf die Singularitat dieses 

w, Falles hindeutet. 
~+-----=---~~---
11, Die Bedeutung eines solchen Drehungs-

Abb.l67. paares ersehen wir, wenn wir auf den Hilfsatz 
in 86 zuriickgehen und die Geschwindigkeit v 

ausrechnen, die irgendein Punkt B (Abb. 167) infolge der heiden 
Drehungen empfangt. Der von A 1 herriihrende Anteil ist 

der von A 2 herriihrende 

v2 = r2wl 

in den m die Abbildungen eingetragenen Richtungen. Die Summe 
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dieser heiden Geschwindigkeiten ist dann gegehen durch 

v2 = vr + v~ + 2 vl v2 cos Cl. 

= wr[rr + r~- 2 rlr2 cos (180- et.)] = wra2' 

daher 

(287) 

d. h. die Geschwindigkeit v ist fiir alle Punkte gleich groB, und, wie 
sich e henfalls unmittelhar ergiht, senkrecht zur Ehene durch die 
Achsen A1 und A 2 gerichtet. Dies ist aher das Kennzeichen einer 
Schiehung und wir erhalten den Satz: 

Zwei Drehungen um parallele Achsen in der Entfer
nung a mit gleichgroBen und entgegengesetzten Winkel
geschwindigkeiten w1 =- w2 sind gleichwertig mit einer 
Schiehung vom Betrage w1 a, senkrecht zur Ehene der 
heiden Achsen. 

Umgekehrt kann jede Schiehung v in ein Drehungspaar 
w1, - w1 aufgelost oder zerlegt werden, des sen Achsenehene 
senkrech t zu v ist, und fiir welches die G l. (287): v = w1 a 
erfiillt ist. Im iihrigen sind die Achsen vollstandig willkiirlich. 

Beispiel 97. Das Hinzutreten einer Schiebung v zu einer Drehung ro urn 
eine Achse A bedeutet eine Drehung urn eine Achse A' (parallel zu A) in einer 
Entfernung a = vjw von A, die senkrecht zur Richtung der Schiebung gegen A 
gelegen ist (Abb. 168). 

Denn die Aufliisung der Schiebung v in ein Drehungs
paar kann so ausgefiihrt werden, daB die Winkelgeschwindig
keiten dieses Paares w, - w sind und ihr Abstand durch 
a= vjw bestimmt ist; die Achse fiir - w liiJ3t man mit der 
gegebenen Achse fiir w zusammenfallen, wodurch eine Drehung 
urn die Achse A' in der bezeichneten Lage iibrig bleibt. 

Die Richtung dieser Verschiebung liiBt sich bei gegebenen 
v und w Ieicht feststellen. 

r zJ 

-ru 
II 

Abb.168. 

Umgekehrt kann eine Drehung ro urn die Achse A in eine Drehung vom 
gleichen Betrage und gleichem Sinn urn eine parallel zu A liegende Achse A' 
verschoben, oder nach einem beliebigen Punkt P hin ,reduziert" werden, wenn 
zu w in der neuen Lage noch eine Schiebung v vom Betrage v = w a hinzugenom
men wird, worin a den Abstand von A und A' bedeutet und die Richtung von v 
zur Ebene von A und A' senkrecht steht. Die Ausfiihrung dieser ,Reduktion" 
geschieht demgemiiB in der Weise, daB in P zwei gleiche und entgegengesetzte 
Drehungen w, - w urn eine Achse A' parallel A angenommen und w urn A und 
- w urn A' zur Schiebung v = w a vereinigt werden. 

d) Die Zusammensetzung von Drehungen um kreuzende 
(windschiefe) Achsen fiihrt auf eine Schraubung. Das zu ihrer 
Auffindung anzuwendende V erfahren stimmt mit dem in 44 dargestellten 
iiberein. 

Beispiel 98. Die Schraubung, die den Drehungen ro1 und (02 urn zwei 
kreuzende Achsen A1 und A 2 gleichwertig ist, liiBt sich unmittelbar angeben 
(Abb. 169). Man zeichne den kiirzesten Abstand F 1 F 2 =a und von einem be
liebigen Punkt p das Dreieck der Winkelgeschwindigkeiten: w =WI+ w2; 
dann ist 

w1 : w2 : w = sin IX2 : sin IX1 : sin IX, also insbesondere w1 sin IX1 = w2 sin IX2 • 

13* 
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Ferner zerlegt man w1 = w~ + w;', w2 = w~ + w~, worin wi und w~ _L w 
und w;' und w~ II w, so daB wi = wl sin (')(1> wf = (1)2 sin (')(2, daher ist wi = (!)~; 
diese heiden hilden daher ein Drehungspaar, dem eine Schiehung vom Betrage 
wi a entspricht, senkrecht zur Ehene wi, w~, d. h. parallel zu w. Diese Schiehung 
hat nach Gl. ( 287) die GroBe: 

v = w~a = w1 asina1 , und da 
• (1)2 • 

Sill I'J(l = o; Sill(')(, 

so folgt 

(288) 

Die heiden anderen Teile w;' und w~ gehen zusammengefiigt nach h) eine Drehung 
urn eine Achse AJJw;'JJw~' von der GroBe 

tw llz 
i 
j_ 
~u 

ill 
I 
j 

~=----an1-----r~:JI-iiz-+---7{ 
i Wj 

i 
i 

Abb.169. 

w' 2 

deren Achse den Ahstand a in dem VerhiHtnis teilt ( Gl. 285): 

sin (')(1 cos (')(2 
-~--~---

daher 

(289) 

(290) 

Da vII w, erhalten wir unmittelhar eine Schrauhung, welche durch cliese Glei
chungen vollstandig gekennzeichnet ist. 

Umgekehrt kann- wieder ganz ahnlich wie in cler Statik- jede Schraubung 
in ein ,raumliches Drehungspaar" w1, w2 (d. s. zwei Drehungen urn kreuzencle 
Achsen) zerlegt Werden; der lnhalt des durch die heiden Vektoren wl, w2 be
stimmten Parallelepipedes hat fiir alle Zerlegungen dieselbe GroBe (ist eine 
lnvariante). 

88. Die Eulerschen Winkel und die Eulerschen kinematischen Glei
ehungen. Ein um einen festen Punkt (Kugelgelenk) drehbarer starrer 
Korper besitzt drei Freiheitsgrade, zur Festlegung seiner Lage sind 
daher drei Koordinaten erforderlich. Als solche Koordinaten kann 
man die Winkel eines ,korperfesten" Achsenkreuzes (0, ~' 'rf, ~) gegen
iiber einem ,raumfesten" Achsenkreuze (0, x, y, z) nehmen; dies sind 
neun GroBen, zwischen denen aber sechs Gleichungen bestehen, so 
daB nur drei unabhangige GroBen iibrig bleiben. 
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An Stelle dieser Winkel, die recht verwickelte Rechnungen ver
ursachen wiirden, werden besser die sog. Eulerschen Winkel 'If,{}, cp 
eingefiihrt, die so definiert sind (Abb. 170): Wir bezeichnen die Schnitt-
linie OK der x-y- und der ~-1]-Ebene als Knotenachse und die in 
der ~-1]-Ebene zu ihr senkrecht stehende Gerade als Querachse. 
Die Eulerschen Winkel sind dann 

;y:_xOK='lf, )::_ZOC={}, KO~=cp. 

Man macht sich leicht klar, wie man bei gegebenen Werten von 'If,{}, q; 
vom raumfesten Achsenkreuz (0, x, y, z) ausgehend zum korperfesten 
(0, ~' 1], ~) gelangt. 

Um die Vektor~n. d~r diesen Winkeln entsprechenden Winkel-
geschwindigkeiten "ijj, ?J, 7j5 einzutragen, betrachten wir solche Bewe
gungen des Korpers, bei denen nur je einer von diesen Winkeln ver
andert wird, wahrend die zwei an-
deren unveriindert bleiben. Man er- Z 

kennt dann, daB ip in der z-Achse, 
iJ in der Knotenachse und (p in 
der C-Achse liegt. Wir berechnen 
nun die Komponenten der Winkel
geschwindigkeit w des Korpers nach 
den Achsen $, 17, C, indem wir die 
nach diesen Richtungen fallenden 
Teile von 1/J, iJ, 1p zusammensetzen. 
Hierzu mac hen wir die Zerlegungen: 

'If m [~sin{}[IQuerachse, 

~cos '1911 o CJ 
und weiter 

--
[1j! sin{} sin cp II 0 ~, ~sin{} cos cp II 0 17, 'If lll 

iJ In {}cos cp IIO$, - J sin cp II o 11, 
_._ 
cp Ill 0 0 

Abb.l70. 

~cos{} II 0 CJ, 

0 ], 

!f[[OCJ. 

Sammeln wir nun die in die Richtungen ~' rJ, C fallenden Teile, so er
halten wir die Komponenten von w nach diesen Richtungen, die wir 
mit p, q, r bezeichnen, in der Form 

p = iJ cos cp + 1jJ sin {} sin cp , 

q = - J sin cp + ~ sin {} cos cp ,\ 

r = (p + ~ cos {} , 

(291) 

~md dies sind die Eulerschen kinematischen Gleichungen, die 
msbesondere fur die Theorie des Kreisels hervorragende Wichtig
keit besitzen. 
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Man beachte, daB sich p, q, r, obwohl sie Winkelgeschwindigkeiten 
bedeuten, nich t als Ableitungen von geometrisch definierten Winkeln 
nach t schreiben lassen; sie entsprechen sog. nich t-holonomen Koor
dinaten, denen keine anschauliche geometrische Bedeutung zukommt. 

88. Die Zusammensetzung von Schraubungen (insbesondere von 
Drehungen) laBt sich nach demselben Schema durchfiihren wie die 
Zusammensetzung von Dynamen und fiihrt stets wieder auf eine 
Schraubung. 

a) Bevor wir den Vorgang auseinandersetzen ki:innen, nach dem 
diese Schraubung zu bestimmen ist, miissen wir noch die Voraufgabe 

/ 
I 

i 

/0" 

c;; losen: die Zusammensetzung einer Dre
hung w und einer hierzu unter (~ 9=nl2) 
geneigten Schiebung v (Abb. 171); es ist 
klar, daB das Ergebnis hiervon eine Schrau
bung sein wird, und daB fiir die Aufsuchung 
dieser Schraubung die Beziehung verwertet 
wird, die nach 87c) zwischen der Schie
bung und dem Drehungspaar besteht. 
Wir zerlegen v nach Abb. 171 m zwei 
Teile 

Abb.171. v = v' + v", wobei v' 11 w, v"-1 a> 
ist, und losen den zu w senkrechten Teil v" = v sin ~ in ein Drehungs
paar auf, indem wir v" = v sin ~ = w a setzen und daraus a = v" I w 
ausrechnen. Das Hinzutreten von v" zu w bedeutet nach 87 c), Bei
spiel 97, eine Parallelverschiebung von w urn das Stuck a = v" I w in 
einer durch w senkrecht zu v" gelegten Ebene; dieses neue w gibt 
mit v' zusammen die gesuchte Schraubung (v', w), wobei v' = v cos~ 
ist, die den gegebenen v und w gleichwertig ist. 

b) Die Zusammensetzung von beliebig vielen Schraubungen 
(v1, w1} urn A 1, (v2 , w2) urn A 2, ••• , (v , wn) urn An zu einer einzigen 
Schraubung gesehieht nun in folgender Weise: Man wahlt einen belie
bigen Punkt P und ,reduziert" alle Drehungen w1 •.• wn an diesen 
Punkt; dies geschieht dadurch, daB man nach Beispiel 97 in P je zwei 
gleich groBe und entgegengesetzte Drehungen wi, -wi (i = 1, 2, ... , n) 
anbringt, und jedes wi um die Achse A; ersetzt durch eine Drehung w; 
um A~ (parallel zu Ai) durch P und eine Schiebung (d. i. ein Drehungs
paar) wi = w; X ai, wobei ai der Abstand der heiden Achsen Ai und 
A~ ist. Da alle Drehungen jetzt den gemeinsamen Punkt P besitzen, 
bildet man nach 87a) und der eben besprochenen Voraufgabe 

n 
.2Jwi = w, 
i=l 

n n 
2 V; + .J;w; = v = v' + v"' wobei v' II w' v" l_ w • 
i=l i=l 

Aus w, v' und v" kann dann (wie zuvor in a) die gesuchte Schraubung 
gefunden werden, die den gegebenen Schraubungen gleichwertig ist. 

Alle diese Verfahren verlaufen, wie bereits hervorgehoben, in voll
standiger Analogie mit den in der Raumstatik gefundenen Konstruk
tionen. 
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V. Relative Bewegung. 
89. Kennzeichnung der Probleme. Wir wissen, daB von einer Bewe

gung im physikalischen Sinne nur gesprochen werden kann, wenn sich 
Bezugskorper angeben lassen, gegen die sie erkennbar ist: insofern 
gibt es nur relative Bewegungen. In diesem Kapitel bezeichnen 
wir jedoch damit insbesondere solche Probleme der Bewegung der 
Korper, bei denen es erforderlich ist, auBer dem eigentlichen Bezug
system (0, x, y}, das wir als Tragheitsystem auffassen und als 
ruhend annehmen, noch ein zweites, bewegtes Achsensystem 
(.Q, ~' 1)) hinzuzunehmen. Betrachten wir zunachst nur die Bewegung 
von Punktkorpern, so wird dabei als gegeben angesehen: 1. die auf 
den Punkt wirkenden ,absoluten" oder ,eingepragten" Beschleuni-
gungen b, (das sind Gewichte u. dgl.}, auf das ruhende oder absolute 
System (0, x, y) bezogen, 2. die Eigenbewegung des bewegten 
Systems (.Q, ~' 1)) gegen das ruhende. Gesucht ist die ,relative 
Bewegung", das ist die Bewegung in bezug auf das bewegte Achsen
system, also vor allem die ,relative Geschwindigkeit und Beschleuni
gung" (d. h. die erste und zweite Zeitableitung der ,relativen" Koordi
naten in bezug auf das bewegte Achsensystem); aus dieser ist sodann 
die ,relative Bewegung" nach den gewohnlichen Methoden der Punkt
mechanik abzuleiten. 

Manchmal handelt es sich urn das umgekehrte Problem, namlich urn die 
Bestimmung der absoluten Bewegung aus der relativen und der Eigenbewegung 
des Systems; fiir die LOsung beider Probleme gelten diesel ben Formeln, in denen 
einmal die relative, das andere Mal die absolute Beschleunigung als Unbekannte 
auftritt. 

Dabei unterscheiden wir die freie und gezwungene Relativ
bewegung. Zu der ersten gehoren jene Probleme, bei der die Bewegung 
eines freien Punktes in bezug auf (0, x, y) gegeben und die Bewegung 
dieses selben Punktes in bezug auf ein in vorgeschriebener Bewegung 
befindliches System (Q, ~' 1]) zu ermitteln ist, ohne daB irgendein 
materieller Zusammenhang der heiden Systeme vorhanden ist. Von 
einer gezwungenen Relativbewegung sprechen wir dagegen dann, 
wenn die Bahn des Punktes im System (Q, ~' 1]) - als Fiihrung -
materiell vorgeschrieben ist und diese Bahn sich selbst in bekannter 
Weise bewegt: der Punkt bewegt sich also in einer F ii hr u ng, deren 
Eigenbewegung als bekannt anzusehen ist. 

Was die Art der Bewegung des ,bewegten" Systems (.Q, ~, 1)) an
langt, so betrachten wir hier nur die einfachsten und auch praktisch 
wichtigsten Falle, in denen es entweder 1. eine Schie bung (Trans
lation) oder 2. eine gleichformige Dreh ung (Rotation) urn einen 
festen Punkt 0 ausfiihrt; im iibrigen beschranken wir uns vorwiegend 
auf ebene Bewegungen (was schon durch die Bezeichnung der Achsen
systeme angedeutet ist) und behandeln auBerdem nur ein besonderes 
Problem der Punktbewegung im Raume, das sich ohne wesentliche 
Erweiterung der fiir das ebene Problem verwendeten Hilfsmittel 
erledigen laBt. AuBerdem wird noch die relative Bewegung von Kor
pern gegeneinander hinsichtlich ihres Geschwindigkeitszustandes 
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betrachtet, und zwar im Hinblick auf ihre Bedeutung fiir die Theorie 
der Zahnrader. 

Als prakti'lche Beispiele fiir Probleme, bei denen relative Bewegungen 
in dem dargelegten Sinne eine Rolle spielen, seien genannt: die Bewe
gung eines Punktes gegen die sich drehende Erde, das Foucaultsche 
Pendel, die Bewegung des Wassers in den Laufradern der Turbinen, 
der sog. Tragheitsregulator u. dgl. mehr. Weiter werden einige Anwen
dungen der Satze iiber relative Bewegung auf die Getriebelehre be
sprochen. - Ubrigens haben wir schon in 78, 79 und 80 von relativen 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen Gebrauch gemacht, freilich 
hat es sich dabei immer urn Punkte des bewegten Systems selbst ge
handelt, nicht urn einen auBerhalb des bewegten Systems liegenden 
freien oder durch dieses irgendwie gefiihrten Punkt; wir betrachteten 
dabei die Projektionen der absoluten Geschwindigkeiten und Be
schleunigungen der Systempunkte in Bezug auf Achsen, die mit dem 
bewegten System fest verbunden, also tatsachlich bewegt sind. Von 
solchen ,bewegten Achsen" wird auch in der ,Theorie des Kreisels", 
d. i. im wesentlichen die Theorie der Bewegung eines Korpers urn einen 
festen Punkt, ausgiebig und mit groBem Vorteil Gebrauch gemacht. 

Wenn sich das bewegte System (Q, .;, 'f)) gegen das feste (0, x, y) gerad
linig und gleichformig bewegt, so kann dies auf die Bewegungsgleichungen 
eines Korpers- nacli dem Tragheitsgesetze- keinen EinfluB haben: sie Iauten 
fiir beide Systeme vollig gleich (Rela ti vitatsprinzip der Newton- Galilei
schen Mechanik). Ruhe und gleichformige Bewegung sind fiir die Begriffs
bildungen der Mechanik nicht zu unterscheiden; fiir ein gegen (0, x, y) gleich
formig und geradlinig bewegtes Bezugsystem werden wir daher auch keine 
neuen grundsatzlichen Aussagen erwarten diirfen. Die Fragestellung bekommt erst 
dann ihren eigentlichen Sinn, wenn wir Beschleunigungen des bewegten Systems 
zulassen, was wir in den oben genannten Sonderfallen der Schiebung und gleich
formigen Drehung nunmehr ausfiihren wollen. 

In unmittelbarer Erweiterung der bisher verwendeten fiihren wir 
hierbei die im folgenden stets in diesem Sinne verwendeten Bezeich
nungen ein: wir nennen fiir den bewegten Punkt P 

x,y 

'Vx=X\_ .. -

. f 'Va = 'Vx + VII 
'Vj/ = y 

bbx = ~X = ~} ba = b, + b'll 
y = Vy = y 

und 

die absoluten Koordinaten, 

" 
Gesch windigkeiten, 

" 
Beschleunigungen, 

, relativen Koordinaten, 

Gesch windigkei ten, 

" 
Beschleunigungen. 
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Die Verbindung dieser GroBenpaare gleicher Art hangt von der Art 
der Bewegung des bewegten Systems gegen das feste ab und wird durch 
die gewohnlichen Formeln fiir die Koordinatentransformationen her
gestellt. 

90. Freie Relativbewegung. a) Das bewegte System in Schie
bung. Wir nennen noch X 8 , Ys die Koordinaten des Koordinaten
anfangspunktes des bewegten Systems Q im ruhenden (absoluten) 
System 0, x, y, ferner 

die als bekannt angenommenen Geschwindigkeiten von Q und aller 
anderenPunkte der bewegten Scheibe im System (0, x, y), die System
geschwindigkeit, und endlich 

bbsx: ~sx: ~s} bs = bsx + bsy 
sy- Vsy- Ys, 

die ebenfalls als bekannt angenommenen Beschleunigungen von Q usw. 
im System 0, x, y, die Systembe
schleunigung. Dann gelten fiir die 
Koordinatenpaare die Gleichungen 
(Abb. 172) !I 77 

Y = 1] + Ys, (292) 

und wenn fiir die Bewegung alle diese 
GroBen stetig differenzierbar von 
der Zeit abhangen, so folgt durch 
Ableitung nach t: 

X=i: I X ,; T s' 

oder in eine Vektorgleichung [zu
sammengefaBt 

X 

Abb.l72. 

(293) 

Da das bewegte System hier eine Schiebung ausfiihrt, so h_aben alle 
Punkte die gleiche Geschwindigkeit v8 und Beschleunigung b" die wir 
daher als ,Geschwindigkeit und Beschleunigung des bewegten Systems" 
schlechthin bezeichnen konnen. Gl. (293) liefert daher den Satz: 

Die relative Geschwindigkcit vi! ist die Differenz aus 
der ablosuten Va und der Systemgeschwindigkeit v8 • 

Ebenso liefert die Differentiation der Gin. (292) nach t die Be· 
ziehungen: 

(294) 
d. h. 

(295) 
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Die relati~e Beschleunigung b11 ist die Diff~renz aus der 
absoluten ba und der Systembeschleunigung b8 • 

Die Gln. (293) oder (295) lassen sich iibrigens auch unmittelbar 
aus dem Vektorcharakter der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
aufschreiben. Bezeichnet man in Abb. 172 die Vektoren 

OA = ~ als absoluten Ortsvektor, 

" 
relativen 

OQ = T. , Systemvektor, 

so gilt die Vektorgleichung 
(296) 

und die Gln. (293) und (295) ergeben sich auch unmittelbar durch zwei
malige Differentiation dieser Gleichung nach t. 

Die Gln. (295) oder (294) dienen dazu, aus der absoluten Beschleuni-
gungba bei bekaE-ntem b8 die :elati~e Beschleunigung b11 zu bestimmen. 
1st insbesondere b8 = 0, so ist ba = b11 , d. h. durch den Ubergang vom 
System (0, x, y) zu dem in bezug auf dieses gleichformig bewegte 
System (Q, ~' 'YJ) werden die Beschleunigungen des Punktes nicht ver
iindert. Die Bahnkurven sind natiirlich in heiden Systemen verschieden. 

Bei der Integration der Gleichungen fiir die relative Bewegung 
ist folgendes zu beach ten: Die Integrationskonstanten bedeuten relative 
Geschwindigkeiten oder relative Koordinaten; urn die Integrale einem 
vorgegebenen Problem anzupassen, ist fiir die Festlegung dieser Kon
stanten die Anwendung der Gln. (293) oder (297) fur cinen bestimmten 
Augenblick (z. B. fiir t = 0) erforderlich. 

Den Gin. (291) hatte man der Vollstandigkeit halber noch die dritte Glei
chung: t = 1: hinzuzufiigen, die besagt, daB in heiden Systemen das gleiche Zeit
maE verwendet wird; nach der schon in der Einleitung getroffenen Festsetzung 
beziiglich der Zeit ist diese Aussage trivial und wird daher in der gewohnlichen 
Mechanik weggelassen. Dies ist auch ein Punkt, in dem sich die neuere rela ti
vistische Mechanik von der klassischen in charakteristischer Weise unter
scheidet. - In der sog. speziellen Relativitatstheorie gilt an Stelle der Gl. (293) 
das folgende Additionsgesetz fiir die Geschwindigkeiten 

Nimmt man v~ = c, der Lichtgeschwindigkeit im 
Vakuum, so folgt auch v. = c, und dies ist das 
Gesetz der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in 
gleichfiirmig (mit v,) gegeneinander bewegten Sy
stemen, ein Grundpostulat dieser Theorie. 

Beispiel 99. Freier Fall eines Punktes 
v om gleichformig fahrenden Zuge a us be-
trachtet (Abb. 173). Gegeben ist -b.= g, b, = 0, 
v,x = x, = c = konst, daher (fiir x, = 0 beit = 0): 
x, = c t, und v,. = 0. Aus der Gl. (295) folgt b~ = g, 

!f 
Abb.li3. 

d. h. ~ = 0, if= g und mit Benutzung der Gin. (293) (wenn (\, C2 Integrations
konstante sind), 
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{
!;=-ct. 

daher · 
1] =tgt2. 

Die relative Bahn ist daher cine Parabel. 
Wenn der Punkt dagegen im fahrenden Zuge losgelassen wird, so daB er die 

Eigengeschwindigkeit des Zuges besitzt, so ist die relative Bahn die Lotreehte 
und die absolute eine Parabel. 

b) System in gleichformiger Drehung. Zusatzbeschleuni
gung. Sei w die konstante Winkelgeschwindigkeit der Drehung, so 
ist (fiir cp = 0 bei t = 0): cp = w t und die Gleichungen, welche die 
relativen mit den absoluten Koordinaten verbinden, haben nach 
Abb. 174 die Form 

~ = x cos cp + y sin cp , 17 = - x sin cp + y cos cp . (297) 

-bs 

X 

Abl.J. li4. 

Da nun (zum Unterschiede gegen 80) auch ~ und 1J als veranderlich zu 
betrachten sind, so folgt durch Differentiation nach t mit den in 89 
eingefiihrten Bezeichnungen _ I v~ = ~ = ~cos cp + ~ s_in cp + (- x sin cp + y cos cp) w l 

V 11 : =xcoscp+ysmcp+?Jw, J. (298) 

v'l == ij = - xsin cp + ycos cp- ~ (!). 

Die GraBen x cos cp + y sin cp, - x sin cp + y cos cp sind die Kompo
nenten der absoluten Geschwindigkeit nach den bewegten Achsen ~. ?f, 
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- 17 w und ~ w die Komponenten der Geschwindigkeit jenes System
punktes, der im hetrachteten Augenhlick mit A zusammenfallt; die 
heiden Gleichungen konnen daher in die Vektorgleichung zusammen
gefaBt werden 

I ve = va- v,, va =VI!+_~,__[ (299) 

die denselhen Sachverhalt zum Ausdruck hringt wie Gl. (293), nur ist 
hei dem sich drehenden Bezugsystem v, fiir alle Punkte der Scheibe 
verschieden. 

Die nochmalige Differentiation der Gln. (298) nach t liefert 

b~ __ ~ = x cos rp + y sin rp + (- x sin rp + iJ cos rp) w + ~ w , 

woraus durch Einsetzen von (- :C sin rp + y cos rp) a us der zweiten der 
Gin. (298) foigt 

b~ = x cos rp + y sin rp + ~ w2 + 2 ~ w , I 
nnd ehenso erhait man 

bn = - x sin rp + y cos rp + 17 w2 - 2 i w . 

(300) 

In diesen Gieichungen hedeuten die heiden ersten Gliederpaare rechts 

die Komponenten der ahsoluten Beschieunigung ba nach den he
wegten Achsen ~' 1], das dritte Paar die negative Beschleunigung - b8 

des mit A zusammenfallenden System punktes (er fiihrt eine gleich
formige Drehung aus und hesitzt daher nur eine Normaibeschieunigung 
von der GroBe y ~ 2 + r7 2 w2); man nennt auch diese kurz die System
beschieunigung, beachte aber, daB diesc von Punkt zu Punkt ver-
schieden ist. SchiieBlich bedeuten die letzten Glieder - 2 ~ w, 2 ~ w 

die Teile einer Beschieunigung b"' die die GroBe hesitzt 
,-. -·--;-

be = 2 W l ~2 + 1]2 = 2 VeW, (301) 

und da ihre Richtungstangente gegen die ~-Achse durch - r7 j ~ gegeben 
ist, so steht sie auf Ve senkrecht, und zwar Iiegt sie im Sinne von w 
um n/2 gegen ve verdreht, Ahb. 174; dieser Teil der Beschleunigung 
wird ais Zusatz- oder Corioiisheschleunigung hezeichnet. Die 
Gin. (300) sind zusammen gieichwertig mit der Vektorgieichung: 

/bl! = ba- bs- be> ba = b11 + bs +be, I (302) 

die den foigenden Satz enthalt: 
Die relative Beschieunigung b11 ist die Summe aus der 

a hsoluten, ba, der negativen System heschleunigung, -b8 , 

und der negativen Zusatz- oder Coriolisheschleunigung, 

-be; be hat die GroBe 2 v11 w und liegt gegen Ve urn n/2 im 
Sinne von w verdreht. 

Die heiden letzten Teile sind die Veraniassung von Zusa tzkraften, 
die beim Ubergang vom ruhenden zum gedrehten Koordinatensystem 
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hinzutreten, denen aber im gedrehten System gleichwohl physikalische 
Reali tat zukommt; sie sind zwar - naturgemaB - nicht bei der freien, 
wohl aber bei der gezwungenen Relativbewegung mittelbar durch die 
Zwangskrafte, die auch von ihnen abhangen, objektiv feststellbar und 
meBbar. 

Urn daher die Gleichungen fur die Bewegung eines Punktes in bezug 
auf ein in gleichformiger Drehung befindliches Achsensystem zu er
halten, hat man die Gl. (302) fiir zwei Richtungen der bewegten 
Ebene anzusetzen; die dadurch entstehenden Gleichungen sind Differen
tialgleichungen 2. Ordnung fur die Koordinaten ~ und rJ des bewegten 
Punktes, die sodann in der gcwohnlichen Weise zu integrieren sind; 
bezuglich der Integrationskonstanten gilt das unter a) Gesagte. Fur 
den Ansatz auf Grund der Gln. (302) eignen sich ubrigens manchmal 
Polarkoordinaten r, rp besser als die bei der Ab!eitung benutzten CartP-
sischen; in diesem Faile sind fiir die Teile von bl! parallel und senkrecht 
zu r die Ausdrucke (225) zu benutzen. 

Nimmt man w in Gl. (298) als veranderlich, so erhalt man die 
Beziehung von ba und bl! fur ein Bezugsystem, das eine ungleich
formige Drehbewegung ausfuhrt. Die Ausfuhrung der Differentiation 
ergibt, daB die Gl. (302) in derselben Form bestehen bleibt, nur besteht 
dann b_. selbst aus den heiden Komponenten; - r w 2 parallel und 
r w senkrecht zu r. 

Beispiel 100. Triigheitsbewegung, von einer gleichformig ge· 
drehten Scheibe a us betrachtet. Der Punkt A bewege sich mit konstanter 
Geschwindigkeit c in gerader Linie (Abb. 175) und darunter wird eine Scheibe 
mit der Winkelgeschwindigkeit w gleichfOrmig herumgedreht; man bestimme die 
relative Bewegung von A 
in bezug auf diese Scheibe. ~ 

Wenn fiir t = 0 etwa 
r = 0 und cp = 0 vorge
schrieben ist, dann sind 
aus Abb. 175 die heiden 
folgenden Gleichungen un
mittelbar abzulesen 

r=ct, cp=wt, 

und daher gibt 

r = c cpfw 

die Gleichung der relativen 
Bahn in Polarkoordinaten ~ 
r, cp; sie ist eine gewi:ihnliche ! 
Archimedische Spirale. Die Abb. 175. 
relative Geschwindigkeit 
st, wenn w der senkrecht zur Zeichenebene gerichtete Drehvektor ist, 

ve=c-(wxr), also ve=Yc2 +r2 w 2 • 

Es ist lehrreich, die Ermittlung der relativen Bahn aus dem Ansatz (302) 
durchzufiihren; die Komponenten von be sind in Polarkoordinaten durch die 
Gin. (225) gegeben. Es gilt die Gleichung 

be= -b.- b., 
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also 

(II r:) 
daraus 

r = 2 r w2 - 2 v(> (() r wfve = 0 (also be = 2 b, !) 

und 

(_L r :) b = ~ _!_ ~ (r2 (n) = 2 v w cos Cl. = 2 v w cjv = 2 c w · 
'P- r dt r e e e ' 

diese Gleichung ist durch r = c t, <jJ = w = konst. identisch erfiillt. 

c) Raumliche Relativbewegung eines Punktes in bezug auf 
ein urn eine feste Achse sich gleichformig drehendes Bezugsystem. 
Wir konnen die Giiltigkeit der in b) erhaltenen Gl. (302) ohne weiteres 
verallgemeinern auf den Fall, daB es sich urn die Bewegung eines Punktes 
im Ra urn handelt, die auf ein System 0, ~. 1], C bezogen wird, dessen 
C-Achse bestandig mit der z-Achse des ruhenden Systems zusammen
fallen moge. Die relative Geschwindigkeit v12 von A kann in zwei Kom
ponenten zerlegt werden, etwa vsin {Jj_Oz und vcos{JjjOz, wenn 
1:: {3 = 1:: (v 12 , z) ist. Die Gleichung fiir die Bewegung parallel zur z-Achse 
wird durch die Drehung des Systems in keiner Weise beeinfluBt. Fiir 
die Bewegung in der zur z-Achse senkrechten Ebene 0, ~. 17 gilt die 
Gl. (302), wofern darin nur gesetzt wird 

(303) 

da der in der ~. 1]-E_!>ene liegende Teil von ve jetzt ve sin {3 ist. Beziiglich 
der Richtung von be in bezug auf ve sin{J gilt dasselbe wie in b). Sind 
also ~. ij, C die Komponenten von ve nach den Achsen ~. 1], C, so sind 
die von be (- 2 .§OJ, 2 ij OJ, 0). In vektorieller Schreibweise ist in allen 
Fallen: 

I be = 2 (w X ve) ·I (304) 

91. Ableitung der Gleichung fiir die Relativbeschleunigung in vek
torielJer Darstellung. In 90b wurde die vektorielle Beziehung zwischen 
der absoluten und relativen Beschleunigung durch Verwendung Carte
sischer Koordinaten erhalten. Dieser Vorgang ist jedoch ein Umweg, und 
wir gewinnen eine bessere Einsicht in die Bedeutung dieser Beziehung, 
wenn wir sie unmittelbar, d. h. ohne jede Bezugnahme auf Ko
ordinaten herleiten. 

Hierzu gehen wir von der Gleichung aus, die zwischen der absoluten, 
der relativen und der Systemgeschwindigkeit eines Punktes besteht, 
und die durch die schon friiher verwendete Vektorgl. (299) gegeben ist 

Va = Ve + Vs· 

Es sei wieder r = 0 A der Ortsvektor des bewegten Punktes, dann 
miissen wir beachten, daB die Zeitableitung dieses Vektors mit Bezug 
auf das ruhende System eine andere ist als mit Bezug auf das bewegte; 
urn beide voneinander zu unterscheiden, moge drfdt diese Ableitung 
mit Bezug auf das ruhende und d'rfdt in bezug auf das bewegte System 
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bedeuten; dann laBt sich die vorhergehende Gleichung auch in der 
Form schreiben 

I dr d'r - - I 
/ dt = dt + (w X r). (305) 

Es sei sogleich bemerkt, daB eine Gleichung von dieser Form auch fiir 
die Zeitableitungen eines belie big en Vektors (nicht nur fiir den 
Ortsvektor r) besteht. 

Die fiir die Beschleunigung geltende Gleichung folgt aus dieser 
durch nochmalige Ableitung nach t, wobei wieder diese Verschiedenheit 
der Zeitableitungen im ruhenden und bewegten System zu beriick
sichtigen ist. Wir erhalten zunachst 

~~~ = :t (~~:) + d~ (w x r) =ddt(~;)+ (dd~ x r) + (w x ::) . 

Wird im ersten Gliede rechts die Ableitung nach t der vorhergehen
den Gl. (305) fiir den Vektor d'rjdt beniitzt und im letzten diese 
Gleichung selbst, so folgt 

d2r = d'2 ~ + (w x ~'r) + (dw x r) + (w x d'r) + [w x (w x r)J 
dt2 dt 2 dt dt dt . 

Da weiter [w X (w X r)] = -rw2 , so nimmt diese Gleichung die 
Form an 

in der sie sich mit der friiher erhaltenen Beziehung 
- - - -

ba = b(! + b8 + be 

identisch erweist. Dabei ist eine beliebige ungleichformige Dr~hung 
des Bezugsystems vorausgesetzt worden. Die Richtung von be ist 
durch die fiir das Vektorprodukt angegebene Regel bestimmt: um :rcf2 
gegen v(! im Sinn von w verdrebt .. 

92. Anwendungen auf die Getriebelehre. Zu den Aufgaben der 
Getriebelehre, die sich mittels der Satze der relativen Bewegung einfach 
und anschaulich losen lassen, gehoren die folgenden: Es sind die Ge
schwindigkeiten und Beschleunigungen von einzelnen GetriE bepunkten 
zu ermitteln, die geometrisch als Schnittpunkte von zwei Kurven 
erscheinen, von denen die eine einem festen, die andere einem bewegten 
System angehOrt. Die festeKurve ist die absolute, die bewegte die 
relative Bahn. Die Bewegung des Schnittpunktes auf jeder Kurve ist 
durch Normal- und Tangentialbeschleunigung nach 70, und die Be
ziehungen zwischen den absoluten und relativen Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen sind durch die in 90, 91 abgeleiteten Glei
chungen gegeben, die fiir die bier zu gebenden Anwendungen eine rein 
geometrische oder, besser gesagt, rein kinematische Bedeutung haben. 
- Ihre Verwendung erlautern wir sofort an der Hand einfacber, typi
scher Beispiele. 



208 Kinematik der starren Korper. 

Beispiel 101. Ein durch die Gerade g begrenztes Gleitstiick bewegt sich 
parallel zu sich selbst mit der Geschwindigkeit v. und der Beschleunigung fi. und 
bewegt eine Stange A B, die sich in einer geraden Fiihrung h verschieben kann. 
Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung, mit der diese Verschie

B 

Abb. 176. 

bung erfolgt (Abb. 176). 
Die Bewegung liings g ist die absolute, 

die liings h die relative, die des Gleitstiicks 
selbst die Systembewegung. Da v, und b, 
gegeben sind, so werden die gesuchten 
GroBen durch die Gleichungen 

Va = V (! + v., ba = b(! + fJ. 
bestimmt, deren geometrische Bilder un
mittelbar die gesuchten Gri.iBen v., v11 und 
b., b11 durch die zugehi.irigen Vektorendrei
ecke liefern. 

Beispiel 102. Bewegung eine r 
Steuerstange mittels eines von einer 
Kurve k begrenzten Gleitstiickes 
(Abb. 177), das (iihnlich wie im vorher
gehenden Beispiel) geradlinig verschoben 
wird. Die Kurve k wird mit ihrer Evolute 

(Ort der Kriimmungsmittelpunkte K) als bekannt angenommen. Das Gleit
stiick denken wir uns in wagrechter Rich tung mit v8 = konst. bewegt. Liings k 
gleitet (etwa mittels einer Rolle wie bei der Steuerscheibe) der Endpunkt A 

Abb. 177. 

einer Stange A B, die in einer lotrechten Fiihrung verschieblich ist. Man ermittle 
die Geschwindigkeit v. und die Beschleunigung ba der Bewegung der Stange in 
ihrer Fiihrung. 

Wie friiher ist die Bewegung des Gleitstiicks die System- oder Fiihrungs
bewegung, die des Punktes A langs k ist die relative, die von A in Richtung der 
Stange die absolute Bewegung. Da das System eine Schiebung ausfiihrt, so gelten 
wieder die Gleichungen 
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und da iiberdies b, = 0, so ist insbesondere 

6. = b12 • 
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Das Geschwindigkeitsdreieck liefert v. und v12 • Da die relative Normalbeschleuni
gung b~> = v~fe mit ~'e und (! ebenfalls bekannt ist, und E. die Richtung der Stange 
hat, so wird durch die Senk
rechte zur Kurvennormalen 
im Endpunkte von b~·> die 
relative Tangentialbeschleu
nigung b~> und auf der L~
rechten durch K auch b. 
selbst abgeschnitten. 

In der Abb. 177 sind die 
so erhaltenen Werte von v. 
und b. in Abhangigkeit von 
y (und zwar senkrecht zu y) 
aufgetragen. 

Beispiel 104. Schema 
fiir die Steuerscheibe 
mit geradem Anhub. Eine 
Gerade g wird mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w um 
einen festen Punkt 0 gedreht 
und schneidet dabei eine 
zweite, feste Gerade h. Mit 
welchen Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen riickt 
der Schnittpunkt M auf g 
und auf h fort? (Abb. 178a). 

Die Bewegung von M auf 
gist als die relative, die von 
M auf h als die absolute auf
zufassen. Da das bewegte Sy
stem (d. i. die mit g verbun
dene Ebene) eine Drehung d _ 

ausfiihrt, so sind die Glei- ----------'1'--9------'-'"' 
chungen zu verwenden 

v. = ve + v, 
b. = b12 + b, + b,. 

Die Systemgeschwindigkeit 
v, = w X r und die Rich
tungen von v12 und v. sind 
bekannt, also konnen auch 
deren Grollen aus dem Ge
schwindigkeitsdreieck abge
lesen werden. 

Vom Beschleunigungsplan 
ist die Systembeschleunigung 
b, = - r w 2 bekannt, ihre 

·!!! I 
·~ I 

1 / 
~I 

I 
I 

I 
I 

·~ 
·~ 
....... 

I 
t.. 

~~i 
I 

I~ 

Grolle stellen wir durch die Strecke MO dar, so dall MO = b, = r w2 = v, w. 
Zieht man M Q j_ 0 M, so sind die heiden in der Abbildung schraffierten Drei
ecke ahnlich, und daher ist (da b, = 2 ve w) 

OQ = v12 w = bc/2. 

Tragen wir daher die Strecke 0 Q noch einmal in ihrer eigenen Richtung auf, so 
Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 14 
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erhalten wir be (auch mit dem richtigen Pfeil) und konnen den Beschleunigungs
plan erganzen, da b a und be in die Geraden h und g- beide entsprechen ja gerad
linigen Bewegungen- hineinfallen. In der Abbildung ist auch der Ver!auf von ve 
und b12 in Abhi.ingigkeit von r fiir ein Stiick der Bewegung von M emgetragen. 

Diese Gro.Ben konnen auch 
durch Betrachtung der Um
kehrung der Bewegung er
halten werden. Hierzu denke 
man sich etwa die mit h ver
bundene Ebene um 0 nach der 
entgegengesetzten Seite mit w 
gedreht und dabei g in sich 
selbst verschoben (Abb. l78b); 
dann ist die Bewegung langs h 

Abb. 179. 

die relative, die langs g die ab
solute. Aus v. findet man 
mittels des Geschwindigkeits
planes Va und v0 • Wenn so
dann wieder b8 ~ r w2 = v. w 
= MO gewahlt wird, dann 

Ua ist Q M in dem Dreieck 0 Q M 
jetzt v11 w und daher 

be= 2 vew = 2Q M, 
und der Beschleunigungsplan 
wie zuvor zu vervollstandigen. 
In Abb. 178a und b haben die 
absoluten und relativen GroBen 
ihre Rollen vertauscht. 

Beispiel! 05. Schema fiir 
das Steuerungsgetrie be 
mit gekriimmtem Anhub. 
Die Gerade g wird wieder mit 
konstanter Winkelgeschwindig
keit w um 0 gedreht und 
schneidet einen Kreis k, dessen 
Mittelpunkt K ist. Man be
stimme die Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen, mit 
denen der Schnittpunkt M 
auf g und auf k fortriickt. 

In Abb. 179a ist die Be
wegung langs g als die relative, 
die langs k als die absolute 
aufgefaBt. Durch v. = w X r 
ist, da die Richtungen von v. 
und ve bekannt sind, das Ge
schwindigkeitsdreieck festge
~!lgt. Ferner folgt aus der 
Ahnlichkeit der schraffierten 
Dreiecke wie im vorhergehen
den Beispiel 

0!J=vew=bef2, 

und damit ist be gegeben. Von der absoluten Bewegung von M langs k ist die 
Normalbeschleunigung b~n> = v~/(!, mit(! = K M konstruierbar und durch Vervoll
standigung des Beschleunigungsplanes erhalten wir auch b~> und damit auch b12 • 
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DerVerlauf von va und ba inAbhangigkeit von r ist in derAbb.l79a eingetragen. 
Auch durch Betrachtung der Umkehrung der Bewegung kann man die Ge

schwindigkeit der Geraden g in ihrer eigenen Richtung erhalten. Die Konstruk
tion ist in Abb. 179 b ausgefiihrt und diirfte nach dem Vorhergehenden ohne wei
tere Erlauterung verstandlich sein. 

Beispiel 106. Die Kurbelschleife (Abb. 180). Die Kurbel OA wird mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit w1 gedreht, an den Kurbelzapfen A ist die 
Stange g gelenkig angeschlossen, die durch eine urn B drehbare Hulse gleitet. 
Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Punkte von g, ins
besondere des mit B zusammenfallendeil Punktes von g. 

Abb.180. 

Wir betrachten die urn B drehbare Ebene als bewegtes System und g als die 
relative Bahn des Punktes B. Da der mit B zusammenfallende Punkt des be
wegten Systems in Ruhe ist, so ist v, = 0, und daher stimmen die absolute und 
relative Geschwindigkeit von B iiberein, 

v. = ve =VB. 

Da ferner auch die Systembeschleunigung von B null ist, so erhalten wir in diesem 
Faile die Beschleunigungsgleichung in der einfacheren Form 

b. =ba + b,. 
Darin hat ba die Richtung von g, und b. ist urn 1rj2 im Sinn von w gegen va 
verdreht. Betrachtet man die in die Richtung der Normalen zu g fallenden 
Komponenten, so muB nach dieser Gleichung die Normalkomponente von b. 
mit b. identisch sein. Und da b~n> = v~Je, so erhalten wir die Gleichung 

b, = 2 vew = v~Je; 
daraus folgt der Kriimmungshalbmesser (! der Bahnkurve von B 

_ va _Q B 
(!-2w-T· 

14* 
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Der Kriimmungsmittelpunkt K halbiert daher die Strecke DB. 
l\fan beachte, daB diese Betrachtung ganz unabhangig davon ist, welche Bewegung 
fiir A vorausgesetzt wurde. 

Nach den in 83 erhaltenen Satzen ist nunmehr das Kurbelviereck 0 A B K 
das in der gezeichneten Stellung geltende ,Ersatzgetriebe"; die Beschleunigung 
von B kann daher nach den friiher entwickelten l\fethoden unmittelbar gefunden 
werden, was in der Abb. 180 vollstandig ausgeftihrt wird und keincr weiteren 
Erklarung bedarf. 

93. Gezwungene Relativbewegung. Den Ansatz fiir die gezwungene 
Relativbewegung erhalten wir wieder durch Anwendung des Gedan
kens, der fiir die Behandlung aller gestiitzen und gefiihrten Systeme 
maJ3gebend ist: der EinfluB einer glatten l!'iihrung wird an jeder Stelle 
durch eine senkrecht zur Fiihrung liegende Zwangskraft oder 
Zwangsbeschleunigung bz, bei rauher Fiihrung auJ3erdem durch 
eine entgegen der Bewegungsrichtung wirkende Rei bungs beschleuni-
gun_g bR vom Betrage bR =fIb. I dargestellt; werden diese heiden Teile 
zu ba (d. i. der absoluten oder eingepragten Beschleunigung) hinzu
gefiigt, so erhalt man fiir die gezwungene Bewegung die folgenden 
Gleichungen. 

a) System in Sehiebungsbewegung. 

ex) Bei glatter Fiihrung 

f3) Bei rauher Fiihrung 
-------------------

1 be = ba + b~ + bR- hs. 

(307) 

(308) 

Der Ansatz dieser Gleichungen fiir zwei Richtungen der be
wegten Ebene bringt zwar eine neue Unbekannte bz ins Spiel, dafiir 
ist durch die Fiihrung des Punktes ein Freiheitsgrad aufgehoben wor
den, seine Bewegung ist zwanglaufig, ist also durch einen Para
meter, und dieser durch eine Gleichung bestimmt; die Fiihrung ist 
selbst die relative Bahn. Die Gin. (307) und (308) reiehen daher zur 
Bestimmung der relativen Bewegung und zur Ermittlung von bz uml 
des Fiihrungsdruckes D- = m bz aus. 

b) System in gleichformiger Drehung. 
-~ - -

Es gilt die Gl. (302), wenn darin ba durch ba + bz oder durch 
ba + bz + bR ersetzt wird; dann ist bR = f lb. I zu setzen und in einer 
zu Ve entgegengesetzten Richtung einzufUhren. Wir erhalten demnach 

ex) bei glatter Fiihrung 

I bp = ba + iJ. - bs - be , I (309) 
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{3) bei rauher Fiihrung 

I be= ba + bz + bR- bs- be ·I (310) 

94. Beispiele und Anwendungen. 
Beispiel 107. Ruhendes Pendel auf der rotierenden Erde. Fiir einc 

auf der Erde ruhende Punktmasse A gibt die Gl. (309) mit be= 0, ba = g, 
b, = - e w2, b, = 0 und den Bezeichnungen 
der Abb. 181 4 

0 = g + b, + e w 2 • 

b-, gibt die aufdenPunkt wirkendeZwangsbe
schleunigung, oder dieRichtung der Lotlinie, 
in die sich ein gegen die Erde ruhendes Pen
del einstellt. An Stelle der Beschleunigung g, 
die fiir die ruhende, als Kugel angenommene 
Erde aus Symmetriegriinden nach dem Erd
mittelpunkt gerichtet ist, tritt eine Be
schleunigung g' = g + e w2 , und wenn 1p 
die geographische Breite des Ortes ist, so ist 

wenn das Glied mit w4 als klein vernach-

s 
Abb.181. 

lassigt und 12 = R cos 1p gesetzt wird, so folgt angenahert, da R w 2/g ,., l/289 ist, 

'- 11 - cos2 'P 'I· (311) g-gL 28!)_j. 

Beispiel lOS. Freier Fall mit Beriicksichtigung der Erddrehung. 
Ein Punktkorper wird in der Nahe der Erdoberflache frei fallen gelassen. Man 
ermittle seine Bcwegung in bezug auf die rotierende Erde. 

Wir wahlen als bewegtes (mit der 
Erde fest verbundenes) Achsensystem das 
folgende (Abb. 182): als C-Achse die von der 
Ausgangslage A gegen den Erdmittelpunkt 
weisende Normale, als ~-Achse die Tangente 
zum Breitenkreis, positiv nach Osten, als 
17-Achse die Tangente zum Meridian, positiv 
nach Norden gerichtet. Die geographische 
Breite sei 1p, der Halbmesser des Breiten- Wt-----~8-"'"-----JI----l 
kreises 12· 

In Gl. (302) ist zunachst zu setzen 

b. = g, b, = ·- e w 2 • 

Was die Coriolisbeschleunigung anlangt, so 
konnen wir in Gl. (304)- in erster Naherung Abb.182. 

- fUr die relative Geschwindigkeit v12 = t 
setzen, die sich ergeben wiirde, wenn die relative Bewegung der freie Fall in 
der Lotrechten zur Erde selbst ware. Von dieser Geschwindigkeit ist nur die 
Projektion auf die zur Erdachse senkrechte Ebene mallgebend. Die Coriolis
beschleunigung hat daher den Betrag 

b, = 2 v12 w cos rp 

und hat die Richtung der negativen ~-Achse, wirkt also nach Westen. Wegen des 
kleinen \Vertes von w erhalten wir dadurch eine ausreichende Naherung. 
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Die Bewegungsgleichungen nehmen damit die Form an 

_ j ~ = 2 VI! W COS CfJ, 

bl! ij = - (! w2 sin q;, (312) 

c· = g - (! w 2 cos q;. 

Wenn wir darin auch die Glieder mit w2 vernachlassigen und (wie schon gesagt) 
ve == C = g t setzen, so folgt 

¥ = 2 g t w cos q; 

und weiter, wenn q; und g als konstant angesehen werden konnen 

gt3 
~ = 3 w cos q;. (313) 

Fiir eine Fallhohe von h = 500 mist t = f2hjg""' 10 s und weiter fiir q; = 45°: 
~ ""' 17 em. Ein auf die Erde oder in einen Schacht fallender Korper erleidet 
daher (da ~ positiv ausfallt!) relativ zur Erde eine Abweichung nach Osten. 

Da die Erddrehung von West nach Ost erfolgt und die Erde unter dem 
frei fallenden Korper hinweggeht, so konnte man meinen, daB sich eine Abwei
chung von der Lotlinie nach Westen ergeben miiBte. Indessen ist zu beachten, 
daB der Korper im Augenblicke des Fallenlassens die seiner Entfernung von der 
Erdachse entsprechende, und zwar nach Osten gerichtete Geschwindigkeit 
besitzt und beim Faile in Gebiete mit kleineren Geschwindigkeiten kommt; er 
bewegt sich also in der Richtung nach Osten schneller als sein Auftreffpunkt, 
wodurch das zunachst befremdliche Ergebnis qualitativ verstandlich wird. 

Beispiel 109. Massenpunkt in einer rotierenden Rohre. Der Punkt 
habe anfangs, d.h. zur Zeit t = 0 den Abstand a von der Achse und dort die relative 
Geschwindigkeit null; die konstante Winkelgeschwindigkeit der Rohre sei w, 
eingepragte Krafte seien nicht vorhanden. Man bestimme die Bewegung des 
Punktes a) bei glatter, fJ) bei rauher Fiihrung (Abb. 183). 

a) Wir nehmen die Rohrachse, die die rela
tive Bahn darstellt, zur ~-Achse, dann Iauten 
die Bewegungsgleichungen fiir gla tte Fiihrung 

~ nach Gl. (309) 
- {br; _ {= ~w2 
bl! -

b,l = 0 = b, - b, . 

Die erste Gleichung gibt integriert mit 
den angegebenen Anfangsbedingungen ~=a, 
vi; = £ = 0 fiir t = 0 

.X a 
('fi'+-lo.t.-;..o,~----= ~ = 2 (ewt+ e-wt) =a [of w t 

Abb. 183. und die zweite liefert 

b, = b, = 2vew = 2gw = aw2 (e"''- e-"''). 

Die Gleichung der absoluten Bahn erhalt man durch Elimination von t aus 
der Gleichung fiir ~ und q; = w t; sie lautet 

a 
~ = 2 (e"' + e-"') =a O:of q;; (314) 

die absolute Bahn hat die Form einer Spirale. 
{J) Fiir rauhe Fiihrung liefert die Gl. (310) 

- { b~ = { = ~ w2 - f b, 
be - . 

b~ = 0 = b,- b., b, = 2 ~ w' 
woraus durch Elimination von b, die Gleichung folgt 

{ + 2 I w ~ - w2 ~ = 0 . 
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Das Integral dieser Gleichung lautet mit denselben .Anfangsbedingungen wie 
zuvor, wenn noch durch I = tg e der der Reibungszahl I entsprechende Reibungs
winkel e eingefi.ihrt wird 

l 1-sine t 1 +sine t] 
~ = i- ( 1 + sine) e cos e ro + ( 1 - sin !! ) e-~OJ ' (315) 

wahrend die Fi.ihrungskraft wieder durch D = m b.= 2m~ OJ gegeben ist. 
[Die Integration der linearen !) Differentialgleichung fi.ir ~ geschieht durch 

den ,e-Ansatz": ~ = ePt, derfi.ir p die quadratische Gleichung p2 + 2 I OJP- OJ2 = 0 
liefert, deren Wurzeln p1,2 = (- f ± f f2 + 1) OJ sind, Die Bestimmung der Inte
grationskonstanten in ~ = A ev,t + B eP• 1 erfolgt sodann durch die gegebenen 
Anfangs bedingungen ]. 

Beispiel llO. Schwerer Punkt in einer zur Erdachse unter dem 
Winkel f3(=f:- n/2) geneigten Rohre, die in einer Meridiane bene liegt. 

Fi.ir den Ansatz brauchen die Achsen nicht unbedingt 
gerade so gelegt zu werden, wie es in 90c) angegeben 
wurde, sie sind vielmehr stets den besonderen Bedingungen 
der Aufgabe anzupassen, wie dies auch schon in Beisp. 108 
geschehen ist. Es ist nur darauf zu achten, daB die Beschleu
nigungen in den richtigen Richtungen eingefi.ihrt werden. 

In dem vorliegenden Beispiel nach Abb. 184 wahlen wir 
die ~-Achse in der Richtung der Rohre, die 1)-Achse dazu 
senkrecht in der Meridianebene und die C-Achse senkrecht 
zu heiden, also wagrecht. In diesem Achsensystem haben 
die nach Gl. (309) einzufi.ihrenden fi.inf Beschleunigungen 
die Komponenten 

b8 (- ~ OJ2 sin2 f3, - ~ OJ 2 sin {3 cos f3, 0), 

b~ (0, 0, 2 ~OJ sin {3), 
die Gl. (309) ist dann den drei Gleichungen gleichwertig 

l ~- = - g cos f3 + ~ OJ2 sin2 f3, 
be 0 = g sin f3 -+: b.~.+ ~ OJ 2 sin f3 cos f3 , 

0 = b. c - 2 ~ OJ sm fJ • Abb.184. 

Die erste Gleichung gibt, integriert, die eigentliche Bewegungsgleichung in der Form 

(316) 

die Integrationskonstanten A, B konnen wieder geeignet vorgeschriebenen An
fangsbedingungen angepaBt werden. 

Fur eine Lage relativen Gleichgewichtes in der Rohre ergibt sich aus 
der Bedingung f = 0 die Losung 

g cos f3 
~o=-2 ~{J • OJ sm 

Die heiden anderen Gleichungen liefern die Komponenten der Fiihrungs
beschleunigung bz7J und bz~ nach den Achsen 1J und C. 

Beispiel Ill. Eisenbahnzug langs eines Meridians auf der Erd
oberflache. Nehmen wir die Bewegungsrichtung des auf der nordlichen Ralb
kugel fahrenden Zuges von Nord nach Si.id, so erhalten wir, da die Bewegung 
der Erde von West nach Ost erfolgt, fi.ir die geographische Breite fJ die Coriolis
beschleunigung 
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sie geht von der westlichen Schiene aus und wirkt auf den Zug in der Richtung 
nach Osten. Der Druck auf die Schienen ist nach Westen gerichtet und 
hat fiir einen Zug vom Gewichte G = 100 t, also der Masse m = Gjg ~ lO tm- 1 s2, 

und bei v11 = 20 mjs fiir {1 = 45° n. Br. die Gri:if3e 

D = m b, = 10000·2·20· M.~~. 60 ·sin 45° ~ 20,5 kg. 

Daher kommt es, daf3 auf der ni:irdlichen Halbkugel bei Geleisen, die vorwiegend 
in der Richtung Nord-Siid durchfahren werden, sich die rechte (westliche) Schiene 
starker abniit~t als die linke (i:istliche). Ebenso unterspiilen auf der ni:irdlichen 
Halbkugel die gri:if3eren Strome in Europa und Asien in ihren in der Richtung 
Siid-Nord liegenden Fluf3Iaufen das rechte (i:istliche) Ufer starker als das linke 
( westliche). 

95. Die relative Bewegung von Korpern wollen wir nur hinsichtlich 
ihres Geschwindigkeitszustandes betrachten und dabei voraussetzen, 
daB die Korper jene einfachen Bewegungen ausfiihren, die bei der 
Dbertragung durch Zahnriider verschiedener Art vorkommen. 

Da an der relativen Bewegung der Korper gegeneinander nichts 
geandert wird, wenn man dem aus heiden Korpern bestehenden 
System irgendeine Zusatzbewegung erteilt, so erkennt man unmittelbar 
die Richtigkeit des folgenden Sat z e s, von dem wir ii brigens schon 
friiher Gebrauch mach ten: 

Urn die relative Bewegung eines Korpers 2 gegen einen 
anderen 1 zu bestimmen, erteilt man heiden Korpern eine 
solche Zusatzbewegung, zufolge welcher 1 zur Ruhe kommt; 
die Summe aus der Eigenbewegung von 2 und jener Zusatz
bewegung ist dann die relative Bewegung von 2 gegen 1. 
Die relative Bewegung von 1 gegen 2 ist offenbar die umgekehrte 
(inverse) zu der von 2 gegen 1. 

Beziiglich der Anwendung dieser Regel seien hier folgende technisch 
wichtige Faile genannt: 

a) Stirnrader. Die heiden Korper 1 und 2 fiihren Drehungen urn 
parallele Achsen A 1 und A2 mit den Winkelgeschwindigkeiten w1 und 
w2 aus. Nach dem eben ausgesprochenen Satze ist die relative Bewe
gung von 2 gegen 1 die Summe aus w2 urn A2 und - w1 urn A1 ; sie ist 
nach 87b) eine Drehung urn eine Achse A, die in der Ebene Av A 2 

liegt und deren Abstand aim Verhaltnis teilt 

at: a2 = w2: wl; 

wenn w1 und w2 entgegengesetztes Vorzeichen haben, so liegt A 
zwischen A 1 und A 2, sonst auBerhalb, auf der Seite der groBeren 
Winkelgeschwindigkeit; die relative Winkelgeschwindigkeit hat im 
ersten Fall den Betrag Wg = w2 + w1 , im zweiten w2 - w1 (Abb. 185). 

Urn eine dauernde Dbertragung der Bewegung von A 1 auf A 2 

mit gleichbleibendem Werte des Dbersetzungsverhaltnisses 

s = wt/W2 = n1/n2 = a2 /a1 = d2/d1 (317) 

(n1, n2 sind die Drehzahlen der Rader urn A 1 und A2) zu erhalten, hat 
man die heiden Korper so zu verbinden, daB die Achse A der Relativ
drehung stets an derselben Stelle bleibt, daB also die Achsenflachen 
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Kreiszylinder urn Av A 2 als Achsen sind. Urn diese Ubertragung 
zwanglaufig zu gestalten, wird eine Verzahnung langs dieser Achsen
flachen angeordnet, deren ebene Schnitte die Teilkreise heiBen. 
Wenn w1 und w 2 verschiedenen Sinn haben, entsteht eine AuBen-, 
haben sie denselben Sinn, eine Innenverzahnung. 

Die Zahnteilung -rem wird vorteilhaft in der Form angesetzt 

-r = vn, wobei v = !, !, ... , I, 2, 3 ... em, 

also v (in em) einen echten Bruch oder eine gauze Zahl bedeutet, der 
als Mod ul der Zahnteilung bezeichnet wird. Daraus folgt mit 
d1 n = -r z = v1 n z1 , d1 = v z1 , d2 = v z2 , und es ist auch 

r:: = d2 /d1 = z2 /z1 • (318) 

Beispiel 112. Lage der relativen Drehpole dreier Scheiben. 
Betrachtet man in Abb. I85 die feste Ebene als Scheibe 3, so ist in Ieicht ver
standlicher Bezeichnungsweise 
A1 =(I, 3) = (3, I) der Dreh
pol von I gegen 3; ebenso 
A2 =(2, 3), und A =(I, 2), 
und wir haben in der Lage 
dieser drei Pole den Sonder
fall eines allgemeinen Satzes 
gewonnen, der in der Theorie 
der kinematischen Ketten und 
Getriebe (wie auch in der kine
matischen Theorie der Fach
werke) haufig verwendet wird: 

Die relativen Drehpole 
(2, 3), (3, I), (I, 2) dreier be
wegter Schei ben liegen 

Abb. 185. 

stets in einer Geraden (kollineare Lage der relativen Drehpole dreier 
Scheiben). 

b) Kegelrader. Dieselben Betrachtungen, auf die Relativbewegung 
zweier Korper, die sich urn schneidende Achsen drehen, angewendet, 
fiihren nach 87 a) auf ganz ahnliche Aussagen fiir die Kegelrader, in 
denen alle Begriffe wiederkehren, die wir eben genannt haben; die 
Achsenflachen werden fiir ein gleichbleibendes Ubersetzungsverhaltnis 
Kreiskegel, und auf Stiicken von diesen wird die Verzahnung an
geordnet. 

c) Hyperbelrader. Die relative Bewegung von zwei Drehungen 
urn kreuzende Achsen bei konstantem 'Obersetzungsverhaltnis r:; = w1/w 2 

fiihrt auf Hyperbelrader; die relative Bewegung ist eine Schrauben
bewegung, deren Achse A, Schiebungsgeschwindigkeit v und Drehungs
geschwindigkeit w nach 87, Beispiel 98 gefunden werden; bei r:; = konst. 
sind sowohl av a 2, wie auch v und w konstante GraBen und die Achsen
flachen sind einschalige Drehhyperboloide, die mit konstanten 
Werten von v und w aufeinander abschroten; die Begrenzungen der 
Zahne (die ,Zahnflanken") bestehen aus Stiicken von Schrauben
flachen. 



Dritter Teil. 

Dynamik der starren Korper. 
Dieser Teil enthalt im wesentlichen eine Vereinigung der Haupt

probleme der heiden vorangehenden: die Untersuchung der Bewegung 
starrer Korper mit Riicksicht auf die einwirkenden Krafte. Nach 
einer kurzen Erklarung der Begriffe Arbeit, Leistung, Wucht 
(kinetische Energie) und Tragheitsmoment folgen Erlauterungen 
iiber die grundlegenden Prinzipien der Mechanik und deren An
wendung fiir die Formulierung und Losung einfacher Aufgaben, wobei 
wieder der e benen Bewegung besondere Bedeutung zukommt. Den 
SchluB bilden die wichtigsten Ansatze aus der Lehre vom StoB und 
Bemerkungen iiber mechanische Ahnlichkeit. 

I. Arbeit, Leistung, Wucht. 
96. Arbeit. Wird in dem durch Gl. (18) gegebenen ,inneren Pro-

- -
dukt" fiir_den Vektor K eine Kraft K (X, Y, Z) und fiir ~ ein Weg-
element ds (dx, dy, dz) gewahlt und wird wie dort ..g: (K, ds) = {} 
gesetzt, so erhalt man die als mechanische Arbeit oder kurz Arbeit 
d A von K langs ds bezeichnete skalare GroBe 

laA = KdS = Kdscos {} = Xdx + Ydy + Zdz ·I (319) 

dA ist also durch das Produkt von K mit dem Wege in der Kraft
richtung ds cos{}, oder von ds mit der Kraft in der Wegrichtung 
K cos{} gegeben; daher ist dA = 0, wenn K = 0, oder wenn ds = 0, 
oder endlich wenn ..g: {} = n/2, die Kraft also auf der Wegrichtung 
senkrecht steht. Auf Grund dieser Gleichung wird eine Arbeit als 
positiv bezeichnet, wenn ..g: {} < 90°, und als negativ, wenn ..g: {} > 90° ist. 

Hierbei bemerken wir, daB der .Arbeitsbegriff in der Mechanik keineswegs 
mit dem ,physiologischen" .Arbeitsbegriff iibereinstimmt, den wir in der Sprache 
des taglichen Lebens beniitzen. In der Mechanik ist zur Verschiebung eines Ge
wichtes in wagrechter Richtung die .Arbeit Null erforderlich, was wir z. B. fiir 
die mit dem Tragen einer Last auf wagrechter StraBe verbundene ,Muskelarbeit" 
keineswegs behaupten konnen. 

Unter der Arbeit einer Kraft K langs eines endlichen 
Weges, oder langs einer Kurve c versteht man das Hings c er
streckte bestimmte Integral 

I A = J K cos{} ds = J (X dx + Y dy + Z dz) ·I (320) 
(c) (c) 
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Da die Arbeit eine skalare GroBe ist, addieren sich die Teilarbeiten langs 
der einzelnen Wegelemente wie richtungslose GroBen. 

Das Integral ist nur dann eine reine Funktion des Ortes, wenn es 
vom Wege unabhangig, oder dA em vollstandiges Differential ist, 
d. h. wenn 

(321) 

Wir sehen daraus: damit eine Arbeitsfunktion oder ein Po
tential A existiert, ist notwendig und hinreichend, daB die Teile 
X, Y, Z der gegebenen Kraft als Funktionen der Koordinaten x, y, z 
die folgenden Gleichungen erfiillen 

I~=~~. ~~ i) z , ax= oY I ay ax· (322) 
ax 

Die Funktion -A= U nennt man auch die potentielle Energie 
und schreibt auch X=- a Uj8x, usw., A und U werden meistens 
nur bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmt angesehen, indem 
das in Gl. (320) enthaltene Integral unbestimmt gelassen wird; diese 
Konstante wird dann durch Anfangsbedingungen bestimmt. Krafte, 
deren Komponenten X, Y, Z die Gln. (322) erfiillen, nennt man 
aus einem bald auftauchenden Grunde konservative (oder energie
erhaltende) Krafte (99). Das wichtigste Beispiel fiir diese besondere 
Art bietet der Fall konstanter Krafte, wozu auch die Kraft in dem 
als homogen angenommenen Schwerefeld in der Nahe eines bestimmten 
Punktes der Erdkruste gehort. Wird die positive z-Achse lotrecht nach 
aufwarts genommen, so ist X= 0, Y = 0, Z =- mg, daher 
A=- mgz und 

I U =-A= mgz.l (323) 

So wie von der Arbeit einer Kraft gesprochen wird, wenn eine 
V erschie bung ihres Angriffspunktes ( der ii brigens willkiirlich auf der 
Wirkungslinie gewahlt werden kann) auftritt, so erhalten wir als Arbeit 
dA eines Drehmomentes M bei einer Winkeldrehung drp des Kor
pers, auf den es wirkt, den Ausdruck 

dA=Mdrp, 

und bei der Drehung von rp0 bis rp 

'P 

A=fMdrp. 
'PO 

(324) 

Man braucht hier nur M in ein Kraftepaar aufzulosen, also M = K a 
zu setzen, und eine von den heiden KraJten durch den Drehpol gehen 
zu lassen, so folgt fiir die Arbeit der anderen bei der Drehung um d rp 
und Addition der eben angegebene Ausdruck. 
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Wird fur irgendeine Bewegung die in die Wegrichtung fallende 
Komponente der Kraft als Funktion des Weges in einer Kraft- Weg
Linie aufgetragen, so wird nach Gl. (320) die Arbeit zwischen zwei 
Punkten durch die Flache dieser Kurve zwischen den betreffenden 
Ordinaten und der Weg-Achse gegeben; ebenso bedeutet nach Gl. (324) 
dieFlache derMoment-Drehwinkel-Linie die von dem MomenteM 
geleistete Arbeit. 

Die Dimension von A und U ist gemaB der Definition [KL], ihre 
Einheit im technischen MaBsystem l kgm (Kilogrammeter oder Meter
kilogramm). Die Dimension ist die gleiche wie die eines Momentes M, 
beide sind aber Dinge verschiedener Art, da M ein Vektor und A ein 
Skalar ist. 

Beispiel 113. Fiir die anziehende Zentralkraft von der GroBe K = m _}-_ r2 
ist die Arbeit dA langs ds (Abb.186), da cosO=- drjds, 

). d1· dr 
dA = K ds cos 1J = - m- ds- = - m A.--

r 2 ds r 2 ' 

also 

r I( 
00 

wodurch der Wert der Arbeitsfunktion A im ,Auf-
- punkte" A auch als jene Arbeit definiert ist, die 

Abb.l86. 

0 

von der Kraft K auf einem beliebigen Wege geleistet wird, der vom Unendlichen 
(wo der Wert von A Null ist) nach A fiihrt. 

Beispiel 114. Die Arbeit einer konstanten Tangentialkraft K langs des 
Umfanges eines Kreises vom Halbmesser r ist A= K 2 r n. 

Abb.l87. 

Wirkt dagegen die Kraft parallel zu einem Durch
messer, und zwar stets in der Bewegungsrichtung des 
Kolbens, welche Anordnung einem Kurbelgetriebe mit 
unendlich langer Schubstange entspricht (Abb. 187), 
so ist (fiir K = konst) die Arbeit beim Hingang K 2 r 
und beim Riickgang ebenso groJ3, daher zusammen 
A1 = K 4 r. Es ist mithin bei gleichem Werte von K 

A : A1 = 2 n : 4 = n : 2 . 

97. Leistung. Wirkungsgrad. Dem Begriff der Arbeit fehlt jede 
Bezugnahme auf die Zeit und damit auch ein wichtiges Merkmal fiir 
die wirtschaftliche Bewertung. Wir erhalten die in dieser Hinsicht 
notwendige Erganzung, wenn wir nicht nach der Arbeit schlechthin, 
sondern nach der Arbeit in l s fragen. Die Arbeit einer Kraft 
in der Zeiteinheit nennt man die Leistung E der Kraft. 
Wenn zum Durchlaufen der Strecke ds die Zeit dt erforderlich ist, 
dann ist die in l s geleistete Arbeit 

Fur eine Verschiebung in der Kraftrichtung mit der Geschwindigkeit v 
ist die Leistung einfach E = K v. 
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Ebenso verstehen wir unter Leistung eines Drehmomentes 
die auf 1 s bezogene Arbeit; da nach Gl. (222) cp = w = n n/30 ist, 
so folgt 

I E = dA = M m = M w = M 71!b_. 
dt T 30 ' (326) 

diese Gleichung dient oft auch umgekehrt zur Definition des Dreh
momentes irgendeiner Maschine mit rotierenden Teilen bei bekanntem 
E und n. 

Die Dimension der Leistung ist [KLT-1], ihre Einheit 1 kgmjs; in 
der Technik ist es iiblich, das 75fache dieser Leistung als Einheit zu 
nehmen und diese als eine Pferdestarke: 1 PS zu bezeichnen, 

j1 PS = 75 kgm/s .J (327) 

Zwischen E (Leistung in kgmjs) und N (dieselbe Leistnng in PS) 
besteht daher die Beziehung 

JE=75N.J (328) 

In der Elektrotechnik wird samtlichen MaBen das physikalische MaBsystem 
zugrunde gelegt, das auf der Wahl der Masseneinheit als der dritten Grund
cinheit beruht (4). Die Arbeitseinheit, die sich dabei ergibt, ist l Watt und es ist 

l PS = 736 Watt. 

Beispiel ll5. Leistung einer Kolbenmaschine in PS. Gegeben sei 
der ,Kolbendurchmesser" Din em, der ,Hub" 2 r in m, die ,Drehzahl" n in I min, 
die ,Anzahl der Zylinder" z und der ,Mitteldruck" Pm 
in kgjcm2 (lkg/cm2 =Iat). p 

a) Im Zylinder einer doppcltwirkenden Dam pf
maschine bleibt der Dampfdruck p kgjcm 2 langs 
des Rubes nicht konstant, sondern verlauft (aus 
wirtschaftlichen und betriebstechnischen Grunden) fUr 
jeden Hub etwa nach Abb. 188, wobei die obere Linie 
der Einstriimung und Ausdehnung (Expansion) des 
Dampfes auf der einen, die untere der gleichzeitig auf ~>-------+---".x=
der anderen Kolbenseite stattfindenden Ausstriimung 
und Verdichtung entspricht. Die Flache f dieses ,In
dikatordiagramms", wie die Kraft-Weg-Linie fUr I cm2 

Kolbenflache bei Kolbenmaschinen bezeichnet wird, 
bedeutet die Arbeit des Dampfdruckes bei einem 
Hub fiir I cm2 Kolbenflache, und zwar ist f = /1 - / 2 , 

da /2 nicht niitzlich geleistet, sondern verbraucht 
wird. Als Mitteldruck bezeichnet man die GroBe 

Abb.lSS. 

Pm = f/2r, d. h. Pm ist jener ideelle Druck, der, langs des ganzen Kolbenhubes 
mit gleichbleibender Starke wirkcnd, dieselbe Arbeit fiir 1 cm2 Kolbenflache 
ergeben wiirde, wie der tatsachlich veranderlich verlaufende Druck. (Fiir Dampf
maschinen liegt in der Regel Pm zwischen 2 und 6 kg/cm2.) Daher ist die mitt
Jere Kolbenkraft in kg 

die Arbeit in kgm in I min ist 
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und somit ist (da 60·75 = 4500) die Arbeit in l s, d. i. die Leistung in PS fiir 
einen Zylinder der 

doppeltwirkenden 
Dampfmasehine: I l nD2 I N (PS) = 450() ~4~ Pm 4 r n. (329) 

Das mittlere Drehmoment der Masehine folgt aus Gl. (326), da E = 75 N, 

I M = 30E = ~_'7~ -~ = 716,2!'! I 
nn n n n 

(330) 

und daraus umgekehrt 
.--------~ 

IN (PS) = 3~Mn = 0,0014Mn.l (331) 

Fiir eine Einzylindermasehine mit D = 40 em, 2 r = 0,6 m, n = 200, Pm = 3 at 
wird N = 201 PS und M = 719,5 kgm. 

b) Fiir einen Verpuffungsmotor, der einfaeh und im Viertakt wirkt 
(d. h. es erfolgt in 2 Umdrehungen nur ein ,Arbeitshub"), ist der reehtsstehende 
Ausdruek in Gl. (329) dureh 4 zu dividieren; der auf einen Hub eines Taktes be
zogene Mitteldruek Pm betragt fiir Benzinmotoren etwa 5 his 8 at. Wir erhalten 
daher fiir z Zylinder beim 

einfaehwirkenden 
Viertaktmotor: 

1 nD2 I N (PS) = 0000 ---;r-Pm 2 r n z. (332) 

Fiir einen 6-Zylinder-Daimler-Flugmotor mit D = 14 em, 2 r = 0,18 m, 
n = 1400, Pm = 7 at folgt N = 181 PS, M = 92,6 kgm. 

Beispiel ll6. Leistung einer einfaehwirkenden Kolbenpumpe. 
Sei Q 1 (Liter) der Inhalt des Pumpenzylinders, also Q kg das gefiirderte Ge
wieht fiir I Hub, h m die Forderhiihe und n die Drehzahl der die Pumpe an
treibenden Welle in I min, so ist die Leistung bei der 

einfaehwirkenden 
Kol benpumpe: N (PS) = ---I Qhn I 

4500 . 

Fiir Q = 151, h = 20 m, n = 24 folgt N = 1,6 PS. 

(333) 

Beispiel 117. Leistung der Gefallstufe eines Flul3laufes. Wenn 
Q m3/s die DurehfluBmenge in I s (der ,DurehfluB"), h die Hohe der Gefall
stufe in m, so ist die in dieser Gefallstufe verfiigbare Leistung vom Betrage 

I N (PS) = ~}/,_·I (334) 

Fiir Q = 10 m3js, h = 3m ist N = 400 PS. 

Die in einer Maschine a uftretenden V e rl us t e werden fiir Uber
schlagsrechnungen in ihrer Gesamtheit durch Angabe des VerhiiJt
nisses zwischen a bgege bener und zugefiihrter Leis tung in 
Rechnung gestellt: dieses Verhaltnis nennt man den Wirkungsgrad 'YJ· 
Die Angabe 'fJ = 0,8 (oder 80 vH) bedeutet also z. B., daB von je 
100 PS der Maschine zugefiihrter Leistung 80 PS nutzbar abgegeben 
werden, der Rest ist durch die Widerstande (Reibung, Luftwiderstand) 
fiir die mechanische Verwertung verloren, d. h. in Warme iibergegangen. 
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Beispiel 118. Ein Kran soU 20 tin 3 min= 3·60 s auf 6 m Hohe heben; 
wie groB ist (ohne Riicksicht auf An- und Auslauf) die Leistung N des Antriebs
motors in PS, wenn der Wirkungsgrad rJ = 0,75 betragt? 

Die abgegebene Leistung ist 

20000 · 6 = ~.~ = 8,9 PS 
3. 60.75 75 

und die vom Antriebsmotor zuzufiihrende daher 

N = ~~S = 11,9 PS. ~-----l------~ 

Beispiel 119. A b-
bremsen der Motoren. 
Urn die Leistung einer ferti
gen Maschine zu messen, ver
wendet man sog. Dynamo
meter, von denen das ein
fachste und bekannteste der 
Pronysche Zaum ist 
(Abb. 189), mittels welchem 
das Drebmoment des Motors 

Abb. 189. 

direkt a bgewogen werden kann. Auf die Motorwelle wird eine Bremsscheibe 
aufgesetzt, auf welche die Bremsklotze P einer Backenbremse durch Anziehen 
oder Nachlassen der Schrauben S passend angepreBt werden konnen. Das Dreh
moment ist durch das Produkt aus dem aufgelegten Gewicht G, das fiir Gleich
gewicht der Bremse auf der Wagschale anzubringen ist, und dem Abstand l 
der Wagschale von der Wellenmitte gegeben 

M=Gl, (335) 

denn dieses ist gleich dem durch Reibung von der Bremsscheibe auf der Bremse 
iibertragenen Drehmoment. (Die Bremsvorrichtung wird fur sich ,ausgeglichen".) 

Die Drehzahl n wird auf einem 
Drehzeiger abgelesen; die gesuchte 
Motorleistung ist dann nach Gl. (331) 

I N (PS) = 0,0014 G l n ·I (336) 

Bei kleineren Motoren, z. B. Auto
mobil- und Flugzeugmotoren, ist es noch 
einfacher, das Drehmoment dadurch zu 
messen, daB das Gehause des Motors in 
einem Pendelrahmen befestigt wird, 
der urn eine wagrechte Achse drehbar 
aufgehangt wird (Abb. 190). Das Gewicht 
des Motors samt Luftschraube wird -
bei ruhendem Motor - durch ein ,Ge
gengewicht" ausgeglichen, so daB sich 
der ganze pendelnde Teil im indiffe
renten Gleichgewichte befindet. Mit dem 
Pendel ist ein Hebel H starr verbunden, 
langs welchem das Laufgewicht G ver
schoben werden kann. 

Das auf die Luftschraube abgegebene Abb.190. 
Drehmoment wird auch hier durch das 
Produkt aus dem Gewicht G und dem Abstand l von der Drehachse angegeben, 
die Leistung somit ebenfalls durch Gl. (336). 
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98. Die kinetische Energie, Wuch t oder le bendige Kraft eines 
Punktes von der Masse m und der Geschwindigkeit v ist das halbe 
Produkt aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit 

IT= tmv2 = im(x 2 + ii + z2 ); I (337) 

sie ist ein Skalar wie die Arbeit und hat dieselbe Dimension, ist also 
von gleicher Art wie diese. 

Die kinetische Energie eines ausgedehnten Korpers, der 
sich urn eine Achse a mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht, ist ge
geben durch die Summe der tiber aile Massenteile des Korpers erstreck
ten kinetischen Energien, fiir die weiterhin das Zeichen S verwendet 
wird; sie ist also, da v = r w die Geschwindigkeit des Teilchens m im 
Abstande r von der Drehachse a ist, 

T = iSm V 2 = iSm r 2 w2 = i w2 S m r2 . 

Wir setzen nun 
(338) 

und nennen diese GroBe das Tragheitsmoment des Korpers in bezug 
auf diese Achse a; es ist also 

(339) 

Die kinetische Energie eines urn eine Achse sieh drehen
den Korpers ist das halbe Produkt aus dem Tragheits
moment des Korpers urn diese Achse und dem Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit urn sie. 

Ebenso erhalt man fiir die kinetische Energie eines Korpers, der 
eine Schraubenbewegung (v, w) urn eine durch den Schwerpunkt 
gehende Achse a ausfiihrt, da die Geschwindigkeit eines Korperelementes 
m durch V 2 = v 2 + r 2 w 2 gegeben ist, wenn r den Abstand des Ele
mentes m von der Schraubenachse a bedeutet, 

T = i S m V2 = i S m ( v2 + r 2 w2) , 

und wenn die ganze Masse des Korpers 5 m = M gesetzt wird, und 
wieder J = S m r 2 das Tragheitsmoment des Korpers urn die Schrau
benachse a bezeichnet, so folgt 

,---------------, 
I T = i M v2 + i J w2 ·I (340) 

99. Der Energiesatz fiir den einzelnen Massenpunkt stellt ein be
merkenswertes Integral der Bewegungsgleichungen dar und ist uns 
schon in einigen Sonderfallen begegnet. Man erhalt ihn allgemein 
durch folgenden Vorgang: die Bewegungsgleichung eines freien Punktes 
von der Masse m unter der Einwirkung einer Kraft K (X, Y, Z) lantet: 
m b = K, oder in Komponenten angeschrieben 

lmx=X, mfj=Y, mz=z.J (341) 
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Multiplizieren wir diese Gleichungen mit x, j;, z und addieren sie, so 
folgt 

m ( :i: x + iJ jj + z z) = X x + Y iJ + Z z ; 
mit Benutzung von Gl. (337) und (325) kann diese Gleichung auch 
so geschrie ben werden 

]_m_!}_ (x2 + y'2 + z2) "= dT = ri,~ ==-au 
2 dt tlt dt dt ' 

d. h. es ist 

d T + d U = 0 und integriert I T + U = h I , (342) 
dt dt 

worin h eine Integrationskonstante ist, die als Energiekonstante 
bezeichnet wird. Diese Gleichung enthalt den Energiesatz, dessen 
Inhalt wir so aussprechen konnen: 

Wenn die eingepragten Kriifte so beschaffen sind, daB 
cine Arbeitsfunktion A oder eine potentielle Energie U 
existiert, dann ist die Summe aus der kinetischen Energie 
und potentiellen Energie U fiir die gauze Dauer der Be
wegung eine Konstante. Die so erhaltene sog. Energie
gleichung ist ein erstes Integral der Bewegungsgleichun
gen, das nur die Gesch windigkeiten und Koordinaten 
enthalt. Dieses Integral wird auch als Energieintegral oder 
Wuchtintegral bezeichnet. 

Die Konstante h ist durch die Anfangsbedingungen gegeben. W er
den zu Anfang die Werte von T und U mit T0 und U0 bezeichnet, so 
gilt auch T 0 + U0 = h, und da U0 - U = A die langs des Ubergangs 
von dem ,Zustande" T0 , U0 in den Zustand T, U geleistete Arbeit ist, 
so kann Gl. (342) auch in der Form geschrieben werden 

IT-T0 =A,I (343) 

d. h. die Anderung der kinetischen Energie zwischen irgend 
zwei Stellen der Bahn ist gleich der Arbeit, die langs des 
betreffenden Weges von den eingepragten Kriiften ge
leistet wird. 

Aus dieser :Form des Prinzips folgt unmittelbar, daB es auch fiir 
gezwungene Bewegungen bei glatten F'iihrungen unverandert in 
Geltung bleibt, denn die senkrecht zu diesen liegenden F'iihrungs
krafte leisten die Arbeit Null. - Und da das Prinzip fiir konstante 
Kriifte irgendwelcher Art gilt, so gilt es auch fiir konstante Rei
bungen. 

Beispiel 120. Fiir die ebene - freie oder ohne Reibung gezwungene -
Bewegung eines Punktes im Schwerefelde ist, wenn die z-Achse lotrecht nach 
abwarts angenommen wird, nach Gl. (323) U = - m g z und nach Gl. (342) daher 

t m v2 - m g z = h; 
Posch!, Mechanik. 2. Aufl. 15 
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ist fiir z = z0, v = v0 vorgeschrieben, dann folgt h = t m vg - m g z0 , also 

v2 = v5 + 2 g (z - z0), 

welche mit Gl. (243) iibereinstimmt. 
Beispiel 121. Ein Schlitten vom Gewichte G auf einer wagrechten Ebene 

mit der Reibungszahl f und der Anfangsgeschwindigkeit v0 kommt nach einem 
Wege x zur Ruhe, der durch die Gl. (343) bestimmt ist, die hier, da die Reibungs
kraft fG der Bewegung entgegenwirkt, die Form annimmt 

0-_1_Q_v6=-fGx, daher X=v5/2fg. 
2 g 

Die Bewegung ist gleichformig verzogert; die GroBe der Verzogerung ist f g und 
die Zeit bis zum Stillstande 

t = voffg. 

Beispiel 122. Fiir die Z entral bewegung unter dem EinfluB des New
tonschen Gravitationsgesetzes ist zu setzen T = t m v2 und nach Beispiel ll3: 

U = - m -~, daher gibt die Energiegl. (342) 
r 

v2 = ~+ h1 , 

r 

wenn hier h1 statt 2 hjm geschrieben wird. Diese Gleichung liefert fiir das Perihel, 
da (Abb.I37) v = v1 , r = F P =a (I -c) ist, den Wert von h1 zu 

h i ., 2A. 
=Vi- a (1- c) 

Da ferner im Perihel die Normalbeschleunigung gleich der Anziehung ist und der 
b2 

Kriimmungshalbmesser dort die GroBe e = -=a (I - c 2 ) besitzt, so folgt 
a 

vi A also v2 - A ~_(_l_~ _c2) - ! -!__±_c; 
e = ),ip2' 1 - a 2 (l- c)2- a I-s' 

und daher wird 
1 A l+s A 2 A 

h = -------- = -- ··-. 
al-e: al-s a' 

damit erhalten wir schlieBlich die Energiegleichung in der schon im Beispiel 80 
gefundenen Form 

Als Folgerung ergibt sich unmittelbar, daB der Energiesatz in der
selben Form 

T+U=h 
auch seine Giiltigkeit fiir ein System von Massenpunkten behalt, 
die durch Faden von unveriinderlicher Lange miteinander verbunden 
sind, wobei nur fiir T und U die kinetische und potentielle Energie 
aller Massenpunkte zu setzen ist. Fiir Systeme mit einem Frei
heitsgrad ist durch die Energiegleichung die ga.nze Bewegung dar
gestellt. 

Die Begriindung dieser Erweiterung liegt darin, daB die inneren 
Krafte immer paarweise von gleicher GroBe und entgegengesetzter Rich
tung auftreten und ihre Arbeit bei unveranderlicher Lange der Faden 
fiir jede beliebige virtuelle (d. h. im Einklang mit den geometrischen 
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Bedingungen stehende) Verschiebung null ist. Der rechnerische Nach
weis verlauft ganz so wie beim Prinzip der virtuellen Arbeiten in der 
Statik. Der Leser mache sich dies auch an den Beispielen klar, bei 
denen die Faden, die die Verbindung der Massenpunkte herstellen, um 
Stifte herumgelegt werden. 

Beispiel 123. Ein Massenpunkt m ist mit zwei anderen m' durch :Faden 
verbunden, die iiber leichte, in derselben Wagrechten in der Entfernung 2 a 
liegende Rollen A, B laufen, und ist anfangs in der Mitte zwischen den Rollen 
in Ruhe; bei welcher Tiefe z0 kommt m wieder zur Ruhe, wenn er losgelassen 
wird? (Abb. 191.) 

Da die kinetische Energie zu Anfang und zu Ende null ist, mull auch die 
Summe der von den Gewichten m g und 2 m' g geleisteten Arbeiten null sein. 
Man erhalt so die Gleichung 

mgz0 -2m'g[}a2 + z5- a]= 0 

und daraus durch Aufliisung nach z0 , 

4mm'a 
Zo = 4 m'2- m2 . 

Damit ein solches z0 existiert, mull m <2m' sein. Nach Erreichung dieses tiefsten 
Punktes wird m seine Bewegung umkehren, in die Anfangslage zuriickgehen und 
weiter zwischen heiden Punkten Schwingungen (aber nicht harmonische!) aus
fiihren. 

}
(End/age) 

vaztzj-a 
m' (llnfangslage) 

mg 

m 

mg 

Abb. 191. 

m• 

mg 

atgrp=z 

iJ sinrp 

m 
/ Iisin rp 

i 
Abb. 192. 

mg 

Beispiel 124. An den Enden eines diinnen, iiber eine kleine Rolle laufenden 
Seiles s!nd zwei Massen m und m' befestigt, von denen m frei herabhangt und m' 
langs emer glatten, lotrechten Fiihrung verschiebbar ist. Die Masse m' wird von 
A 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit fallen gelassen. Man berechne die Geschwindig
keit v von m' in Abhangigkeit von z (Abb. 192). 

Mit den Bezeichnungen der Abbildung ergibt sich die Energiegleichung in 
der Form 

tmv2 + tm' v2 sin2 q; = mga tgq1- m' g [-_!l____- a]; 
cos q; 

daraus finden wir 

und mit z = a tg cp, 

v2 = 2 gam tg q; - m' [I~ cos q; - I], 
m + m'sm2 q; 

m z - m' [l-'a2 + z2 - a] 
v2 = 2 g .. • 

m + m' z2 I }z2 + a2 

15* 
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II. Tragheitsmomente. 
100. Allgemeine Satze iiber Tragheitsmomente. Nach Gl. (338) ist 

das dynamische Tragheitsmoment (abgekiirzt TM) Ja eines Korpers 
in bezug auf eine Achse a durch folgende Gleichung definiert 

IJa=Smr!,l (344) 

wenn r a den Abstand des Massenteilchens m von der Achse bedeutet 
und die Summe iiber alle Massenteilchen erstreckt wird. 

Die Dimension fiir das dynamische TM ist [ML 2], also im tech
nischen MaBsystem [KLT2]. 

In der technischen Praxis ist es gebrauchlich, statt der GroBe J die Gr6J3e 
g J anzugeben, welche die einfachere Dimension KL 2 hat, also durch das Pro
dukt einer Kraft, etwa eines Gewichtes, und dem Quadrat einer Lange gegeben 
wird. So spricht man z. B. bei einem Schwungrad von einem ,G D 2", indem das 
Produkt aus dem Gewichte seiner an den Umfang ,reduzierten :Masse" (s. u.) 
und dem Quadrat seines Durchmessers als :Mail fiir sein T:M angegeben wird. 

Fur gleichformige (homogene) Massenverteilungen kann m =f1V 
(v = Rauminhalt des Teilchens m) gesetzt und die gleichbleibende 
,Raumdichte" f1 vor das Summenzeichen gezogen werden 

Ja=f15vr!; 

man setzt nun J a = f1 J ~ und bezeichnet die GroBe 

(345) 

als das geometrische Tragheitsmoment des Korpers. Seine Di
mension ist [L5]. Fiir ,ebene" Massen setzen wir m = 11 1 f, bezeichnen 
111 als die ,Flachendichte" und erhalten fiir das geometrische Trag
heitsmoment der Flache den analogen Ausdruck 

1 J~ = s tr~ ·I (346) 

mit der Dimension [L4j. Dieser Ausdruck kommt auch in der tech
nischen Elastizitatslehre, in der Lehre von der Biegung, und zwar als 
reine RechengroBe, unabhangig von seiner dynamischen Bedeutung 
vor.- Ein ahnlicher Ausdruck laBt sich auch fiir das TM eines Linien
stiickes bei Einfiihrung einer konstanten ,Liniendichte" f1 2 aufstellen. 

Ein Moment wie Ja wird auch als ein ,quadratisches Moment" be
zeichnet, zum Unterschiede von dem ,linearen" oder ,statischen", 
in dem die Abstande ra von einer Achse nur in der ersten Potenz vor
kommen, und das in der Lehre vom Massenmittelpunkte eine Rolle 
spielt. Beziehen wir den Korper auf ein cartesisches Koordinaten
system 0, x, y, z, und bezeichnen die Koordinaten des Teilchens m 
durch x, y, z, so sind die TM in bezug auf tliese Achsen durch die Aus
driicke gegeben 
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AuBer diesen kommen noch Momente zur Betrachtung, die die 
Produkte je zweier Koordinaten enthalten; sie werden als Deviations
oder Zentrifugalmomente bezeichnet und durch die Ausdriicke 
definiert 

I D 11 z = Smyz, Du = Smzx, D., 11 = Smx y ·I (348) 

In diesen Gleichungen sind iiberall statt der Summen Integrale zu 
schreiben, wenn es sich um eine kontinuierliche Massenverteilung 
handelt; die Integrale sind dann iiber aile ,Massenelemente" dm zu 
erstrecken. 

Fiir ,ebene" Massen in der x-y-Ebene, also Scheiben, erhalten 
wir mit z = 0 aus diesen Gleichungen 

J = Smx2 
II ' 

J. wird in diesem Faile auch als das polare Tragheitsmoment 
der Scheibe bezeichnet. 

Aus der Form dieser Gleichungen ist zu ersehen, daB im allgemeinen 
die TM fiir verschiedene Achsen verschiedene Werte haben; dabei 
erhebt sich naturgemiiJ3 die Frage nach den Beziehungen, die zwischen 
den TM fiir verschiedene Achsen bestehen und nach der kleinsten Zahl 
von Bestimmungstiicken, die notwendig sind, um die TM fiir aile 
Geraden des Raumes als Achsen zu erhalten. 

Zur Li:isung dieser Fragen dienen die heiden folgenden Satze, von 
denen der erste sich auf TM um ,parallele Achsen", der zweite auf die 
Verteilung der TM um die sich in einem Punkte ,schneidenden Achsen" 
bezieht. 

1. Tragheitsmomente fiir parallele Achsen. Sei in Abb. 193 
a die gegebene Achse im Abstande a vom Schwerpunkte S und 
eine hierzu par allele Achse durch S, dann 
ist nach den Bezeichnungen dieser Ab
bildung 

r! = r; + a 2 - 2 ars cos IX, 

und sei etwa 

so wird 
r8 COS IX.= X, 

Ja = Smr! = Smr; + a2 Sm- 2a5mx, Abb. 193. 

da aber S der Schwerpunkt ist, so ist S m x = 0, und wenn S m r; = Js 
und S m = M gesetzt wird, so folgt 

I Ja =Js + Ma2 ·I (350) 

Fiir alle Achsen a, die die Erzeugenden eines Kreiszylinders sind, dessen 
Drehachse durch S geht, hat daher das TM den gleichen Wert. Ferner 
kommt unter allen parallelen Achsen a der durch den Schwerpunkt 
gehenden das kleinste TM zu. Diese Gleichung gestattet, das TM in 
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bezug auf irgendeine Achse a zu berechnen, sobald das TM urn eine 
dazu parallele Achse b und die (wieder mit den gleichen Buchstaben 
bezeichneten) Abstande a, b dieser Achsen von S bekannt sind. Denn 
es ist 

Jb = Js + M b2 und daher J a = Jb + M (a2 - b2). 

Unter dem Tragheitshalbmesser versteht man die durch die 
Gleichung 

(351) 

definierte Lange ka; sie ist durch die Eigenschaft gekennzeichnet, daB 
die Masse M, in der Entfernung ka von der Achse a in einem Punkte 
konzentriert angebracht, dasselbe TM besitzt wie der gegebene aus
gedehnte Korper. Setzt man ebenso J 8 = M k;, so kann Gl. (350) 
auch geschrieben werden 

(352) 

d. h. ka ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den 
Seiten ks und a. 

Als reduzierte Masse M' des Korpers in einem Punkte P in 
der Entfernung e von der Achse a bezeichnet man die durch die Glei
chung Ja = M' g2 bestimmte Masse also 

(353) 

2. Verteilung der Tragheitsmomente fiir aile Achsen 
durch einen Punkt 0. Das TM in bezug auf eine beliebige Achse a 
z durch 0 ist durch die Gl. (344) gegeben. Die 

'!! Achse a sei durch die Richtungskosinusse (A,ft, v) 
m(X,!f'Z) beziiglich der Achsen 0, x, y, z festgelegt; dann 

... • .... ~'« rt_(_~~,y)- ist nach Abb. 194 
\ "' r! = p2 _ q2. 

/-~>--/ x ~:;:!~': ;~ + #Y + "• 
},2 + ,2 + y2 = 1' 

Abb.194. 
damit folgt 

Ja = 5 m r! = 5 m (p2 - q2) 

= 5m[(x2 + y2 + z2) ().2 + ft2 + y2)- (Ax+ ftY + vz)2] 

= ).25m (y2 + z2) + ft2 5 m (z2 + x2) + 112 5 m (x2 + y2) 

-2ftv5myz-2vA5mzx-2Af.l5mxy, 

und mit Benutzung der in (347) und (348) eingefiihrten GroBen laBt 
sich dies in der Form schreiben 
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Das Tragheitsmoment fur irgend eine Achse a ist somit 
bestimmt, wenn man die 6 GraBen (J.,, Jy, J., Dyz• Dzx• D.,y) 
fur irgend ein Achsensystem 0, x, y, z und die Richtungs
kosinusse (A,ft, v) der Achse a kennt. 

Tragt man auf jeder Achse a eine Lange OE = e (X, Y, Z) auf, 
die gegeben ist durch 

(355) 

so daB also Ja = c2frl und X =!]A = c AfYJa, usw., wobei c ein Faktor 
ist, der aus Dimensionsgrunden eingefiihrt wird, dann wird Gl. (354) 

I J.,X 2 +JyY2 +JzZ2 -2D11 zYZ-2D • .,ZX-2D., 11 XY=c 2 .1 (356) 

Die Endpunkte von e erfullen eine Flache zweiten Grades, die als das 
(Cauchysche) Tragheitsellipsoid fur den Punkt 0 bezeichnet 
wird. Seine Gleichung vereinfacht sich wesentlich, wenn man sie auf 
Hauptachsen des Ellipsoides 0, ~. 'YJ• C bezieht; dann verschwinden 
namlich die Glieder mit den Produkten der Koordinaten, und wenn 
die Haupttragheitsmomente, d. s. die TM urn diese Hauptachsen 
des Ellipsoides, mit J 1 , J 2 , J 3 bezeichnet werden, so lautet die Glei
chung des Tragheitsellipsoides auf diese Hauptachsen bezogen 

I J1~2 + J21J2 + JaC2 = c2 ·1 (357) 

Das TM urn eine Achse a, deren Richtungskosinusse in bezug auf die 
Hauptachsen ~. 1), C wieder mit A, ,u, v bezeichnet werden, ist dann durch 
den einfacheren Ausdruck gegeben 

I Ja = A,2J1 + ,u2J2 + y2Ja·l (358) 

Das Tragheitsellipsoid fur den Schwerpunkt nennt man Zentral
ellipsoid und seine Hauptachsen die Hauptzentralachsen. 

Da die Lange (b die durch das Ellipsoid (357) auf jedem Strahle abgeschnitten 
wird, nach Gl. (355) der Quadratwurzel des TM um diese Achse umgekehrt pro
portional ist, so ersieht man, daB sich das Triigheitsellipsoid der allgemeinen 
Gestalt des Korpers ungefiihr anschmiegt, insofern als es ein groBes (! nach jenen 
Richtungen zeigt, nach denen der Korper weiter ausladet, ohne natiirlich die 
kleinen UnregelmiiBigkeiten der Korperbegrenzung erkennen zu lassen. 

Fur die Ermittlung der Haupttragheitsachsen ist somit die Trans
formation der Flache (356) auf die Hauptachsen erforderlich; in vielen 
Fallen wird aber die Aufsuchung der Hauptachsen erleichtert durch 
Benutzung des folgenden Hilfssatzes: 

Hat ein Korper eine Symmetrieebene E, dann ist das 
Deviationsmoment in bezug auf je zwei Achsen, von denen 
die eine, etwa z, zu E senkrecht steht, die andere in E 
liegt, gleich Null; die Ebene E ist eine Hauptebene und 
enthalt zwei Haupttragheitsachsen. Wir konnen auch sagen, 
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die Normale zu einer Symmetrieebene E des Korpers ist eine Haupt
achse fiir ihren Schnittpunkt 0 mit E. 

Die Symmetrieeigenschaft besagt namlich, daB jedem Teilchen rn 
in einem Punkte mit den Koordinaten (x, y, + z) ein gleich groBes 
Teilchen in (x, y, - z) entspricht, also ist die Summe der Deviations
momente dieser heiden Teilchen m x (z- z) = 0 und daher fiir den 
ganzen Korper D.,z = 0, und ebenso Dyz = 0. Umgekehrt kann das 
Verschwinden des Deviationsmomentes fiir die Ermittlung der Haupt
achsen verwertet werden. 

Beispiel 128. Fiir Deviationsmomente in bezug auf parallele 
Achsenpaare gilt ein zu Gl. (350) analoger Satz, der sich nach Abb. 195 un

m 

mittelbar in folgender Form ergibt: 
Seien x, y zu den gegebenen ~. 'YJ parallele Schwer

punktsachsen und a, b die Koordinaten von 0 im 
System S, x, y, so ist 

~=x-a, n=y-b 
und 

D~,1 ~sm~'YJ = Sm(x- a) (y- b) 
= Smxy- aS my- b Srnx + ab Srn, 

und da S m x = 0, S my = 0, so folgt 

[ D~,7 =D~.+Mab.[ (359) 

Ebenso la13t sich durch Benutzung der Formeln fiir die Drehung des Koordi
natensystems das. Deviationsmoment D;TJ fiir irgendein Paar -y:on Achsen in der 
Ebene durch 0 m1t Hilfe der Gro13en J x , J • , D xu ausdriicken. Ahnliche Entwick
lungen gelten auch fiir den Raum. 

Beispiel 126. Die Transformation auf die Hauptachsen fiir ebene Korper 
geschieht durch Aufsuchung jenes Achscnpaares ~. 'YJ, fiir welches qas zugehorige 

Abb.196. 

D; rJ verschwindet. Fiir den Ubergang vom 
System (0, x, y) zu dem System (0, ~. 'YJ) 
gelten nach Abb. 196 fiir die Koordinaten 
die folgenden Transformationsgleichungen 

~/-"t ~ = xcos oc + ysinoc, 

X 

'YJ = -xsinoc + ycosoc; 

wenn wir uns sogleich auf die geometrischen 
TM der Scheibe beschranken, und dabei die 
Striche der Einfachheit halber weglassen, 
so wird 

Jx = S I Y2 ' J. = S lx 2 , 

Dxu=Sixy; 

durch Einsetzen von ~ und 'YJ folgen die Gleichungen 

J~ = S 1112 = J.sin2 oc + Jx cos2 oc- 2Dxusin occos oc,) 

J,, = S I ~ 2 = J. cos2 oc + Jx sin2 oc + 2 D •• sin oc cos oc, 

D~TJ= Sl~11 = t (J.- J.) ~in 2 oc + Dxu cos 2 oc. 

Der Winkel oc, der D; ,1 = 0 macht, ist gegeben durch 

I 2 D~. I tg2oc= ~; 

(360) 

(361) 
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durch ii und ii + n/2 sind die Neigungen der Hauptachsen ~. 11 gegen x, y 
bestimmt. 

Mittels der Gin. (360) bestatigt man durch Ausrechnung Ieicht das Bestehen 
der Beziehungen 

J;+J'I=Jx+J. und J;J,1 -D~,7 =JxJ.-D~.; (362) 

diese Ausdriicke, die ihre Werte fiir aile Achsenpaare beibehalten, werden als 
In varian ten bezeichnet. Fiir die Hauptachsen ist, wie gesagt, D;'l = 0, und 
die vereinfachten Gin. (362) kiinnen unmittelbar fiir die Berechnung der Haupt
™ J 1 und J 2 verwendet werden. Die Gleichungen Iauten dann 

J 1 + J 2 = J X + J U > J 1 J 2 = J X J y - n; U > 

wodurch J 1, J 2 bestimmt sind. 
Insbesondere mer ken wir noch an, daB das TM fiir eine unter <X = 45° geneigte 

Achse 
J 45 = t (Jx + J.)- Dxu, also Dx• = t (Jx + J.)- J 45 , (363) 

ist; diese Gleichung kann zur Ermittlung des Deviationsmomentes Dxu aus 
den drei TM Jx, J. und J 45 dienen. 

Beispiel 127. Die Ausgleichsgerade durch eine Anzahl von Punkten 
A, B, ... in der Ebene ist (nach der Methode der kleinsten Quadrate) dadurch 
bestimmt, daB die Summe der Quadrate der 
Abstande der einzelnen Punkte von dieser 
Geraden ein Minimum wird. Nach den eben 
erhaltenen Ergebnissen geht diese Gerade 
durch den geometrischen Mittelpunkt S dieser 
Punkte und ist nichts anderes als die Achse 
des kleinsten TM fiir dies en Punkt; denn dies 
ist jene Gerade, fiir welche die Summe der 
Quadrate der Abstande einen kleinsten Wert 
annimmt (Abb. 197). 

Wenn einzelne Punkte (deren Festlegung Abb. 197. 
etwa mit griiBerer Genauigkeit erfolgt ist) 
hiiher bewertet werden so!len als andere, so kann dies dadurch erfolgen, daB 
ihnen diese hiihere Bewertung als griiBere ,Masse" (in irgendeinem MaBstabe 
gemessen) zugeteilt wird; die Ausgleichsgerade fallt auch dann mit der Achse 
des kleinsten TM zusammen. 

GanzAhnliches gilt fiir die Ausgleichsgerade undauch fiir die Ausgleichs
ebene fiir eine Anzahl von Punkten im Raume. 

101. Rechnerische Ermittlung von Tragheitsmomenten. A) Fur 
Flachen beschranken wir uns auf die Angabe von 
geometrischen Tragheitsmomenten; die dynamischen 
folgen aus diesen durch Multiplikation mit der Fla
chendichte nach der Gleichung Jm = p,1 J~ usw. 

l. Rechteck b, h. Die Hauptachsen sind die 
Mittellinien x, y, und die Haupttragheitsmomente 
sind daher nach Abb. 198 

h/2 h/2 b h3 
J~ = s I y2 = I y2 d I = 2 b I y2 d y = - ' 

-h/2 0 12 

und wenn b h = F gesetzt wird, 

y F 

idf=b·dy .i 
' ' .. dy I : . 
i !{ ·--+j_ X 

S. 
I 
i 
i 
i 

Abb. 198. 
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2. Kreis vom Halbmesser R. Da das Triigheitsmoment urn alle 
Durchmesser gleich ist, so folgt, wenn man als Fliichenelement ein 
Ringelement df = 2nrdr nimmt (Abb. 199) 

R R R4 
J~ = J~ + J~ = 2 J~ = J r2 df = 2 n J r 3 d r = 2n 

0 0 
und daher 

I , R4 n fl4 n F R2 J' = !!:_4 n = F R~ I 
J"' = -4 = 64 = -4 ' 0 2 2 . (365) 

B) Korper. 3. Prismatischer Korper von belie big em 
Querschnitt, Abb. 200. Eine ,Faser" dm = fildf parallel zur Achse 
liefert das Triigheitsmoment dmr2 , daher ist das dynamische TM des 
ganzen Korpers in bezug auf die Achse x 

Y J"' = J r2 d rn = fil J r 2 d f = fil J~ , 

i...J 

i X -·-·o·------------------
Abb.199. Abb. 200. 

wenn J~ = f r2 df das geometrische polare TM der Querschnitts
fliiche des Korpers mit Bezug auf den Schnittpunkt 0 mit der Achse 
bedeutet. Da ferner die Masse des Korpers M = 11 F l ist, so folgt 

Abb. 201. 

I Jx = ~P-\ (366) 

Beispiel 128. Fiir das Parallelepiped mit 
·--den Kanten a, b, c nach Abb. 201 ist 

J' = _!__ (b2 + 2) = F di_ 
0 12 c 12 , 

'!I also wenn auch die TM fur die y- und z-Achse 
hinzugenommen werden, 

I Md~ Md~ Md~ I 
Jx = -12'' J.y = l2-' Jz = 12. (367) 

Fur den Wurfel von der Seite a ist 

d~ = d~ = d~ = 2 a2 , 

daher fUr aile Achsen durch den Mittelpunkt 

(368) 
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Beispiel 129. Fiir den Drehzylinder, Abb. 202, ist nach Gl. (365) 
J 0 = F r 2/2, daher 

I J. = l M r2 • J (369) {lj_ M 1 J 
4. Fiir einen beliebigen Drehkorper erhalt man -·{z-·- -~J.;£ 

das TM durch Zerschneidung senkrecht zur Achse in Abb. 202 _ 

diinne Scheiben mit der Masse dm, Abb. 203; da man 
jede solche Scheibe als Zylinder auffassen kann, dessen TM um die 
Achse nach Gl. (369) gegeben ist durch 

dJ = idm y2 = i ;,ty2 ndxy2 

so folgt 

und M = J dm = ;,t n J y2 dx ist, 

M 

(370) 

Beispiel 130. Kugel vom Halbmesser R und 
der Masse M. In Gl. (370) ist zu setzen y 2 = R 2 - x 2 

und die Integration von - R his + R auszufiihren. 
Man findet 

(371) Abb. 203. 

Die gleiche Forme! gilt auch fiir das TM einer Halbkugel in bezug auf ihre Sym-
metrieachsen, wenn M die Masse der Halbkugel bedeutet. c· 

5. Diinner, gerader Stab von der Lange l, in be- : 
zug auf eine Querachse, Abb. 204. Es ergibt sich 
durch direkte Integration, wenn ;,t die Masse der ___ j_ s_ _____ ~ 
Langeneinheit des Stabes bedeutet, 

I - M l2 I und I Jx- 12. (372) -·--L ·-·-·-·{_ 
Abb. 204. 

102. Zeichnerische Ermittlung von Tragheits- und Deviations
momenten ebener Flachen. a) Ermittlung des Tragheitsmomentes 
mit Hilfe des Seilecks 
(Verfahren von Mohr). Um 
das TM einer durch Zeich-
nung vorgegebenen Flache F . If / 

in bezug auf eine Schwer- . : . !0 /~~~ 
punktachse x zu erhalten, ',, !-' ... .r,+ .... j j / /' · ~ 
teilt man (Abb. 205) F du_rch '~0-/Jf~+-.lf""' / 
parallel zu x gelegte Schmtte ~~ill· / a; 
in eine Anzahl von Streifen, f1 <0J {~' 
deren GroBen F 1 ••• F 4 und U: r 
Schwerpunkte 1 . . . 4 leicht J. 
angebbar sind. Mit diesen 
Flachen als ,Kriiften" zeich

Abb. 205. 

0 

net man ein Seileck, indem man sw zunachst (nach Wahl emes 
passenden FlachenmaBstabes, etwa 10 cm2 -+ 1 em) in einem Kraft
eck (b) aneinanderreiht und das Seileck I . .. IV nach Annahme des 
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Poles P in der Polweite H entwirft; durch den Schnittpunkt V der 
auBeren Seilstrahlen geht die Schwerachse X. Das TM ist definitions
gemaB gegeben durch 

Nun folgt aus den Paaren von ahnlichen Dreiecken, von denen das 
erste in der Abbildung schraffiert ist 

F1 : H = ~1: Y1, F1 Y1 = H ~1, 
daher 

F1 Yi = H ~1 Y1 = 2 H ft, 
wobei 2 I 1 = y 1 ~ 1 die doppelte Flache des Dreiecks bedeutet, das 
zwischen den heiden Seilstrahlen durch den Punkt I und der Achse x 
liegt. Daraus ergibt sich 

I J~ = 2 H s /; = 2 HI' I (373) 

worin I die gauze Flache des Seilecks I . .. V bezeichnet. In dieser Glei
chung hat H die Dimension [L 2], ebenso I, J~ daher [L4], wie es sein 
muB. 

Es ist sofort einleuchtend, daB das gleiche Verfahren auch un
mittelbar fiir irgendeine andere, nicht durch S gehende Achse an
wendbar ist. 

b) Die zeichnerische Ermittlung des Deviationsmoments 
Dmv einer ebenen Flache fiir zwei zueinander senkrecht stehende Achsen 
x und y mit dem beliebigen Anfangspunkt 0 erfolgt auf ganz analoge 
Weise. Man teilt die gegebene Flache (Abb. 206a) durch Gerade par
allel zu einer Achse, z. B. zu x, in die Teilflachen F 1 , F 2 ••• F 5, 

deren Schwerpunkte l, 2 ... 5 die Koordinaten x 1, y 1 ; x2, y 2 ••• x5, y5 

haben mogen. Dann ist nach Gl. (359) 

Dmy = 5 (D~ 11 + F;x; Y;), 

wobei D~ 11 das Deviationsmoment der Teilflache F; in bezug auf die 
zu x und y parallelen Schwerachsen dieser Teilflache bezeichnet. Wenn 
die Flachenstreifen schmal sind, so sind diese D~11 sehr klein und konnen 
vernachlassigt werden; es ist also angenahert 

Dmu=SF;x;y;. 

Mit den Flachen F 1 .•• F 5 als ,Kraften" zeichnet man ein Krafteck 
0 ... 5 und mit dem Pol P und der Polweite H (Abb. 206b) ein Seileck 
I . .. V. Die Seiten dieses Seilecks mogen auf der x-Achse die Langen 
~ 1 .•• ~ 5 herausschneiden. Wie friiher ist a us Ahnlichkeitsgriinden 
F 1:H = ~ 1 :y 1 , und daher wird das auf die x-Achse bezogene ,statische 
Moment" F 1 y 1 von F 1 zufolge der Gleichung 

F1Y1 = H ~1 

durch die Strecke ~ 1 gemessen; ebenso gilt F 2 y 2 = H ~2 usw. Fiir die 
gauze Flache ist daher 

Dm 11 = SF;x;y; = H S ~;X;. 
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Dieser Ausdruck kann zeichnerisch erhalten werden aus den auf die 
y-Achse bezogenen ,statischen Momenten" 5 ~i X; der in den Teil
schwerpunkten l ... 5 parallel zur y-Achse wirkend gedachten ,Krafte" 
~;· Zeichnet man namlich fiir diese Krafte ~; mit einer Polweite H' ein 
zweites Krafteck (Abb. 206c) und ein zugehOriges Seileck I' ... V', 
so schneiden dessen auBerste Seiten auf der y-Achse eine Lange 5 17 1 

heraus, und es ist 

IY 

Daraus folgt schlieBlich 

5 ~;x, = H' 5n ... 

(374) 

Darin hat H wie die Fi die Dimension (L 2], H' wie die ~i und die 1)i 
die Dimension (L], D,u also die richtige Dimension [L4]. 

c) Das V erf ahren von Nehls ergibt das TM eines beliebigen 
Querschnittes ohne Verwendung eines Seilecks, und ist in Abb. 207 
an dem Beispiel eines Schienenprofils erliiutert. Das gegebene Profil 
wird parallel zur x-Achse, beziiglich welcher das TM zu bestimmen ist, 
in Teilflachen dF = x d y zerschnitten, auBerdem wird in einer passen
den Entfernung a zu x eine Parallele gefiihrt. Ferner ziehe man nun 
zu jedem Randpunkt B die Gerade BOily, und die Linie OCB' bis B', 
dann ist 6, 0 A B' "-' 0 B B' und daher 

AB' =x' =x.'!L. 
a 
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Das statische Moment der ganzen FHiche in bezug auf x ist daher 

S, = J ydF = J xydy = aJ x'dy, 

und wird also durch die von B' berandete Flache dargestellt. 
Die Wiederholung dieses Verfahrens durch Ziehen von B' D II y und 

der Linie 0 DB" liefert £:, 0 A B" "' D B' B", also is t 

A B" = x" = x' Jf__ = x Jt. 
a a2 ' 

und somit ist das gesuchte TM in der Form 

J x = J y2 dF = J y2 x d y = a2 J x" d y, (375) 

' 
,Bl 
--~----·-·-. --- ·-. 

! 

! 
!{ 

()( 

Ahb. 207. 

J"' wird also durch die GroBe 
der Flache dargestellt, die von 
B" umrandet wird. 

y 
II ,r; 

I 

D' 
I' ~ 
~~-- 8 

\ ', 

\ J~·-., 
I ', 

\ 11 ,_ ... · 
/\ ...... ~ \ .. · \ 

I 
-.............. \ 

Abb. 208. 

X 

d) Tragheitskreis (von Mohr und Land). Die graphische Dar
stellung der TM und Deviationsmomente fiir alle Achsenpaare 
geschieht am iibersichtlichsten auf folgende Weise, sobald J,, J 11 , D, 11 

fiir irgendein Achsenpaar entweder rechnerisch oder zeichnerisch be
stimmt sind: 
_Man mf!,che in Abb. 208 in einem passenden MaBstabe OB = J,, 
BA- J 11 , BT =D.,,, dadurch erhalt man den ,Tragheitspunkt" T; 
iiber 0 A als Durchmesser schlage man einen Kreis. Das Achsenpaar 
~, 'YJ moge diesen Kreis inC, D schneiden, und der FuBpunkt des Lotes 
von T auf CD sei R. Dann ist 
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Durch Projektion des Linienzuges C M B T auf CD und senkrecht zu 
CD und Vergleich mit den Gin. (360) findet man unmittelbar 

j C R = C M + M B cos 2 rx - ITT sin 2 rx 

= i ( J x + J y) + i ( J x - J u) cos 2 rx - D x Y sin 2 rx = J ~, 
-- ---- --
R T = M B sin 2 rx + B T cos 2 rx 

= t (Jx- J y) sin 2 rx + Dxy cos 2 rx = D~'l. 

Wegen der Gl. J~ + J'l = Jx + JY ist schlieBlich R D = J 11 • 

Da die Haupttragheitsachsen durch D~ ,1 = 0 gekennzeichnet sind, 
erhalt man sie, indem man die Gerade T M zieht und deren Schnitt-
punkte I, II mit dem Kreise 0 verbindet; dann ist iiberdies T I = J 1, 

Til =J2• 

An diese einfache und schi:ine Figur sei noch folgende Be mer kung angeschlossen: 
Wenn man von einem anderen Achsensystem, etwa von 0, ~. 1J ausgehend, die
selbe Konstruktion ausfiihren wiirde, wiirde man einen andern ,Tragheitspunkt" 
T erhalten, d. h. die Lage von T hangt von dem Achsensystem ab, von dem man 
ausgeht, sie ist nicht invariant mit der gegebenen Scheibe verbunden. Gibt 
es eine Darstellung, die von diesem Mangel frei ist 1 

III. Das Prinzip d'Alemberts. 
103. Allgemeine Aussage des Prinzips. In der Statik wurden die 

mit der Zusammensetzung von Kraften in der Ebene und im 
Raum in Verbindung stehenden Fragen und in der Kinematik die ein
fachsten Hilfsmittel besprochen, die zur Kennzeichnung des Ortes 
und Bewegungszustandes von Korpern notwendig sind. Die Ver
bindung beider Gebiete ist Aufgabe der Dynamik; diese besteht darin, 
aus den einem beweglichen Korper eingepragten Kraften 
und einem bestimmten Anfangszustande die Bewegung zu 
bestimmen. Die Lage jedes starren Korper ist, wie wir wissen, durch 
eine endliche Anzahl von ortsbestimmenden Parametern - den Koor
dinaten- gekennzeichnet, und es kommt zunachst darauf an, die Be
wegungsgleichungen aufzustellen, welche im wesentlichen die Form 
haben, daB sie die zweiten Ableitungen dieser Koordinaten - die 
Beschleunigungen - nach der Zeit in ihrer Abhangigkeit von den 
eingepragten Kraften angeben. Zur allgemeinen Losung der Frage 
nach der Aufstellung der Bewegungsgleichungen dient das Prinzip 
d'Alemberts (1743), das in allen Fallen den Ansatz des dynamischen 
Problems (13) liefert, und die aus der Statik bekannten Regeln durch 
Hinzunahme gewisser Erganzungskrafte zu den eingepragten nutz
bar macht. Aus diesem Prinzip werden wir sodann andere Satze ge
winnen, die fiir einzelne Anwendungen besondere Vorteile bieten. 

Fiir den freien Massenpunkt batten wir das dynamische Grund
gesetz kennen gelernt, das wir jetzt in der Form schreiben 

(376) 
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wenn K die Summe der eingepragten Krafte, b die dadurch bedingte 
Beschl~nigung ist; fiir den einzelnen Punkt wird daher die eing~pragte 
Kraft K und die ,Massenkraft" oder ,Beschleunigungskraft" m b durch 
denselben Vektor dargestelltl; oder, wenn wir - m b als ,Tragheits
kraft" bezeichnen, so konnen wir sagen: die Summe aus der ein
gepragten und der Tragheitskraft bildet eine Gleich
gewichtsgruppe. Wenn der Punkt einem ausgedehnten Korper an
gehort und durch diesen behindert wird, der an ihm angreifenden 

Kraft frei zu folgen, so kommt fiir_ das Au!.= 
bringen der Beschleunigungskraft m b auBer K 
noch eine Kraft Q zur Wirkung, die den Ein
fluB des Korperganzen auf den betrachteten 
Punkt m vorstellt. DemgemaB konnen wir fiir 
jeden Punkt des Korpers schreiben (Abb. 209) 

Abb. 209. K + Q- m b = 0 . (377) 

Wenn wir nun die so entstehenden Gleichungen, in denen das erste 
Glied nur vorkommt, wenn der betreffende Punkt gerade Angriffs
punkt einer Kraft ist, fiir alle Korperpunkte addieren, so folgt 

und 
2K+5Q --5mb=O l 

2o' (r X K) + 5 (r X Q) - 5 m (r X b) = 0 ' 

wenn r den Ortsvektor von m, von irgend einem festen Anfangspunkt 
an gerechnet, bed~utet; dabei sind die ersten Summen tiber alle ein
gepragten Kriifte K, die beiden anderen tiber alle Punkte zu erstrecken, 
die zu dem Korper gehoren. Durch welche Krafte nun auch die Wir
kung des Korperganzen auf jeden seiner Punkte dargestellt wird, 
immer treten diese inneren Krafte, die durch den Zusammenhang des 
Korpers bedingt sind, paarweise auf, so daB ihre Summe und die Summe 
ihrer Momente ftir sich (was schon beim Prinzip der virtuellen Arbeiten 
erkannt wurde) Null sein muB. Wir konnen daher setzen 

5 Q = 0 , 5 (i X Q) = 0, 

und dem:h.ach bleibt nur iibrig 

I Z K- 5mb= 0 und 2 (r x K) --- 5 m (r x b) = 0, I (378) 

wobei die erste Summe tiber alle Krafte, die zweite iiber alle 
Massenpunkte zu erstrecken ist (ganz ahnlich sind auch die weiterhin 
noch auftretenden Summenzeichen zu verstehen). In Komponenten 

1 Diese Ubereinstimmung und der Umstand, daB das dynamische Grund
gesetz zunachst nur fiir freie Bewegungen von Punktkorpern einen Sinn hat, 
haben dazu gefiihrt, den Kraftbegriff aus der Mechanik iiberhaupt fortzuschaffen, 
ein Standpunkt, der sich jedoch nicht als gliicklich erwiesen hat und fiir die 
technischen Anwendungen jedenfalls nicht in Betracht kommt. 
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geschrieben nehmen diese Vektorgleichungen die folgende Form an 

X= .l)Xi = S mb"', M"' .l)Miro = S m (ybz- zb 11 ) 

Y==l:Yi=Smb 11 , M 11 -L}Mi 11 =5m(zb"'-xbz) (379) 

Z=-::L)Zi=Smbz, Mz-1JMiz=Sm(Xb 11 --ybro) 

und insb. fiir die Bewegung eines Korpers (Scheibe) in der Ebene 

(380) 
x_zxi=Smb"', Y=LJYi=Smb 11 , 

M L) Mi = S m (x b11 - y bro) . 

In diesen Gleichungen liegt der wesentliche Inhalt des Prinzips von 
d' Alembert, das wir in folgender Form a\lssprechen konnen: 

Wenn man fiir einen starren Korper zu der Gruppe der 
eingepragten Krafte die jedem Teilchen zukommende Trag
heitskraft hinzunimmt, erhalt man eine Gleichgewichts
gruppe. 

Die Aussage S Q = 0, die den eigentlichen Kern des Prinzips bedeutet, ist 
an sich plausibel und durch Einfiihrung entsprechender ,Geriiste", die den in
neren Aufbau des Korpers darzustellen geeignet sind, bis zu einem gewissen Grade 
auch zu begriinden. Das Prinzip stellt die strenge Giiltigkeit fest - ein ahn
licher Schritt, wi.e er beim Prinzip der virtuellen Arbeiten vorkam - und greift 
damit iiber das vollstandig Beweisbare hinaus. - Man kann auch sagen: Von 
der Kraft K geht ein Teil - Q fiir die Erzeugung der Beschleunigung des Teil
chens m ,verloren", und das d'Alembertsche Prinzip sagt dann aus, daB diese 
,verlorenen Krafte" zusammen eine Gleichgewichtsgruppe bilden. 

In dieser Form gilt das Prinzip nicht nur fiir den einzelnen starren 
Korper, sondern auch fiir belie big viele starre Korper, die irgend
wie durch Seile, Gelenke u. dgl. miteinander verbunden sind, - also 
fiir eine sog. Korperkette; die in den Verbindungen wirkenden 
inneren Krafte sind dann fiir die Gesamtheit der Korper auJ3er Be
tracht zu lassen. Die so entstehenden Gleichungen stellen den Schwer
punktsatz und Momentensatz dar, die spater noch ausfiihrlicher 
besprochen werden (Kap. VII). 

Das Prinzip gilt aber auch fiir jeden einzelnen starren Korper 
der Korperkette, nur sind dann die in den Verbindungen wirkenden 
Krafte zu den auf den betreffenden Einzelkorper wirkenden eingepragten 
Kraften hinzuzunehmen; die dadurch entstehenden Gleichungen dienen 
dann gerade zur Bestimmung jener inneren Verbindungskrafte in den 
Gelenken, Seilen u. dgl. Das Prinzip bleibt demnach auch anwendbar, 
wenn einzelne Punkte der Korper auf irgend welchen glatten oder 
rauhen Kurven gefiihrt werden, wofern nur die Fiihrungskriifte nach 
den in 33 enthaltenen Angaben hinzugenommen und bei der Bildung 
der Summen fiir die Krafte und Momente in den vorstehenden Gln. (379) 
und (380) beriicksichtigt werden. 

Fiir die Punktdynamik ist die Heranziehung des d'Alembertschen Prinzips 
nicht unbedingt erforderlich. Seine volle Bedeutung gewinnt dieses Prinzip erst 
in der Dynamik der Korper von endlicher Ausdehnung, von denen hier nur die 
,starren" behandelt werden (Kap. V u. f.). 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 16 
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Wenn die eingepragten Kril.fte, wie es bei dem Auftreten des Eigengewich
tes als ,treibendes Agens" der Fall ist, Ge wich te G sind, so ist es auch in 
der technischen Dynamik vorteilhaft, G = m g zu setzen und m statt G beizu
behalten, was auch in den folgenden Beispielen geschehen ist. 

Beispiel 131. Fiir die gezwungene Bewegung eines Punktes auf einer 
glatten Leitkurve ist (wie in 76) die Fiihrungskraft J5 senkrecht zur Kurve anzu
setzen, so daB die Gleichung folgt 

K + l5- m b = 0, {381) 

fiir welche unmittelbar die Komponentengleichungen angeschrieben werden 
konnen, die (da K = m b., J5 = m b.) mit den Gln. (240) in 76 iibereinstimmen 
(Abb. 139) 

dv v2 
Ksinlp=m-d, Kcoslp+D=m-. 

. t (! 
(382) 

Beispiel 132. Auflagerkraft eines Korpers in einem bewegten Aufzug. 
Bei mit b beschleunigter A bwarts bewegung ist die Tragheitskraft m b nach 
aufwarts gerichtet, auBerdem wirkt auf den Korper eingepragt sein Gewicht G 
nach abwarts. Daraus folgt die Gleichung 

D+mb=G=mg und D=m(g-b). 

Wenn sich der Aufzug beschleunigt nach abwarts bewegt, ist b > 0, und so
lange b < g, wird D > 0; fiir b = g wird D = 0, und wenn b > g, wird sogar 
D < 0, was Losliisung von der Unterlage bedeutet, wenn der Korper nicht 
an dieser festgehalten wird. Fiir Bewegung nach aufwarts wird b-;£ 0, daher 
stets D >mg. 

Beispiel 133. Bewegung zweier durch ein Seil verbundener Punktmassen 
MI undM2auf zwei untercci undcc2 

.5; geneigten Ebenen (Brems berg, 
Abb. 210). Die gesuchte Be
schleunigung sei b, positiv gerech
net, wenn MI nach abwarts geht. 

Bei fehlender Reibung geben 
die Momente der in den Seil

.. M2gsiiT« richtungen wirkenden eingeprag-
..c_~'---":-t----'h..-:----___:.,-d,..:;£~ 2 ten und Tragheitskrafte um den 

........ ..-- Mittelpunkt der Rolle unmittel-
liz=Mz·g bar die Gleichung 

Abb.210. 

aus der fiir b der Ausdruck folgt 

Migsincci- Mib 
= M2 g sin cc2 + M2 b, 

b _ Misincci- M2 sincc2 -k t 
- Ml+M2 g- ons. {383) 

Dabei beachte man, daB die Normalkomponenten MIg cos cci und M2 g cos cc2 
durch die Fiihrungskrafte der schiefen Ebenen aufgehoben werden. 

Bei Vorhandensein von Reibung mit der Reibungszahl fist zu setzen 

Migsinoci- Mib- /Mig cos cci = M2 gsincc2 + M2 b + /M 2 gcosoc2 , 

woraus 

(384) 

Wenn der Zahler verschwindet, haben wir b = 0, d. h. bei vorhandener Aufangs
bewegung gleichformige Abwiirtsbewegung, sonst Ruhe gegen die Unterlage. 
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IV. Schwingungen von Systemen mit einem 
und zwei Freiheitsgraden. Stabilitat. 

104. Ansatz der Bewegungsgleichungen. Eigenschwingungen. Bei 
vielen Anwendungeri der Mechanik spielt die Frage nach den sog. 
Eigenschwingungen und nach den Schwingungszeiten und Fre
quenzen, die diesen zugehoren, eine hervorragende Rolle. Als Eigen
sch wingungen bezeichnet man solche, die ohne Hinzutreten perio
disch wirkender eingepragter Krafte in einem System bestehen konnen. 
Die in Rede stehenden Anwendungen betreffen einerseits Schwingungen 
um eine Gleichgewichtslage und andererseits Schwingungen um einen 
sog. ,stationaren Bewegungszustand". Als einfaches Beispiel hierfiir 
sei etwa das gleichformig umlaufende Kegelpendel genannt; der gleich
formige Umlauf einer Maschine mit Regulator ist ein wichtiges Beispiel 
fiir diese Bewegungsform aus den technischen Anwendungen. 

Zunachst ist die folgende Bemerkung unmittelbar einzusehen. 
Damit in einem System iiberhaupt Schwingungen auftreten konnen, 

miissen - etwa bei Storungen aus der Gleichgewichtslage heraus -
durch das System selbst und ohne weitere auBere Einwirkungen solche 
Krafte ins Spiel treten, die das System wieder in die Gleichgewichtslage 
zuriickzuziehen streben. 

Im folgenden ist eine Anzahl von typischen Fallen zusammen
gestellt, die sich auf Systeme von einem oder zwei Freiheitsgraden 
beziehen; diese zeigen bereits die wesentlichen Eigentiimlichkeiten, die 
auch bei Systemen mit beliebig vielen Freiheitsgraden auftreten. 
Beziiglich der Schwingungen mit einem Freiheitsgrad sei auch auf die 
Abschnitte 67 und 68 verwiesen. 

Die Frage nach der Beschaffenheit der in einem dynamischen 
System moglichen Schwingungen ist aufs engste verkniipft mit der 
Frage nach der Stabilitat eines Gleichgewichts- oder Bewegungs
zustandes, woriiber weiter unten das Wichtigste gesagt werden wird. 

Um die Schwingungszeiten in einem System von Punkten (oder 
Korpern) zu ermitteln, werden die Bewegungsgleichungen fiir kleine 
Ausweichungen aus der Gleichgewichtslage (oder aus einem stationaren 
Bewegungszustande) angesetzt und Losungen von der Form von cos
oder sin-Schwingungen gesucht; und zwar sollen diese Losungen so 
beschaffen sein, daB sie fiir alle Koordinaten diesel ben Funktionen 
der Zeit enthalten. 

Fiir einen Freiheitsgrad lautet die Bewegungsgleichung 

mx = -ax oder mi + ax = 0, 

aus der sich die Schwingungsdauer T - ganz ahnlich wie z. B. beim 
einfachen Pendel - durch T = 2 n J V m /a berechnen laBt. 

Fiir Systeme mit zwei Freiheitsgraden (x, y) nehmen wir die Be
wegungsgleichungen fiir kleine Abweichungen von der Gleichgewichtslage 
in der besonderen Form an 

mx=-ax-by,l 
m' jj = - bx- c y, J 

16* 

(385) 
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die dadurch gekennzeichnet ist, da.B der Koeffizient von y in der ersten 
mit dem von x in der zweiten Gleichung iibereinstimmt, und a und c, 
sowie auch ac- b2 positiv sein sollen. Dadurch, da.B in der Gleichung 
fiir x auch das y und in der fiir y auch das x vorkommt, sind die heiden 
Freiheitsgrade nicht voneinander unabhangig, sondern miteinander ge
koppelt. 

Die Gln. (385) lassen sich auch in der Form schreiben 

.. au , .. au 
mx=-a;;, my=-ay, 

wenn 
U =! (ax2 + 2bxy + cy2 ) 

die potentielle Energie des Systems bedeutet. Die Bedingung a c - b2 > 0 
besagt dann, da.B die Funktion U (x, y) fiir reelle x, y nur positiver 
Werte fahig ist, und nur fiir x = 0, y = 0 Null werden kann. Eine 
solche Funktion oder ,Form" nennt man dann positiv definit. 

Urn die in diesem System moglichen Schwingungszeiten zu er
mitteln, suchen wir solche Losungen dieser Gleichungen, bei denen 
alle Koordinaten mit derselben Periode und Phase veranderlich sind, 
d. h. wir suchen diesen Gleichungen zu geniigen durch einen Ansatz 
von der Form 

x = A cos (At + a) , y = B cos (At + a) , (386) 

gehen mit diesen in die Bewegungsgleichungen hinein und erhalten 
nach Weglassung des gemeinsamen Faktors cos (At+ a) die Glei
chungen 

(- m A_2 +a) A + b B = 0, } 

b A + (- m' A2 +c) B = 0. 
(387) 

Dieselben Gleichungen wiirden sich auch ergeben haben, wenn man 
im Ansatz die Funktion sin statt des cos genommen hatte. 

Damit diese Gleichungen von Null verschiedene Losungen A, B 
haben, ist notwendig, da.B die Determinante ihrer Koeffizienten ver
schwindet; diese bezeichnen wir (nach Division durch m m') mit L1 (A2) 

und erhalten 

( a) ( _ c ) b2 LJ (A2) = A2 _ _ A2 _ _ _ _ 
rn rn' rn rn' 

= A4 - (~ + _(;__) A2 + a ~~0: = 0 . 
m m' mm' (388) 

Diesel be Gleichung ergibt sich durch Gleichsetzung der Verhaltnisse A/ B, 
die aus den heiden Gleichungen (387) gerechnet werden konnen. 

Die Wurzeln dieser sog. charakteristischen oder der Sakular
gleichung sind die Eigenschwingungszahlen, dieindemgegebenen 
System moglich sind. Und zwar findet man i. a. zwei verschiedene 
Wurzeln .Ai und .A~ mit den zugehorigen Schwingungszeiten T 1 =2:rr/.A1 

und T 2 = 2 n/A 2 • W enn man beachtet, da.B fiir 

A = ~ und A = _:;___ L1 (A2) = - ~ 
m m'' mm'' 
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und fiir 

A= 0 und A= (: + ~,), L1 (A2) = a:--:)2 (> O!) 

ist, so findet man fiir Ll (A2) in Abhangigkeit von A2 die in Abb. 211 
eingezeichnete Para bel, de
ren Schnittpunkte mit der 
A 2-Achse die Quadrate der 

gesuchten Eigenschwin
gungszahlen Ai und A~ sind. 

Aus der Abbildung er
sieht man, da.B die WurzelnAi 
und A~ beide positiv sind, 
und daB die Bedingung 
a c - b2 > 0 hierfiir wesent- a.c - b2 

lich ist. Man sieht auch, m m' 
da.B die kleinere Wurzel Ai 
kleiner als afm, die gr6Bere A~ 
gr6Ber als cfm' ist, wobei afm 
und cfm' die Quadrate der 
Kreisfrequenzen der nicht 
gekoppelten Schwingungen 
sind. 

Da die Bewegungsglei
chungen linear sind, so 
konnen die heiden, den 
Wurzeln A~ und A~ entspre
chendenLosungen iiberlagert 
werden, so daB wir in den 
Gleichungen 

Abb. 211. 

x = A1 cos (A1 t + oc1) + A2cos (A2 t + oc2)} 

y = B1 cos (A1 t + rt.1) + B2 cos (A2 t + oc2) 
(389) 

die allgemeine Losung des Problems vor uns haben. Dabei ist jedoch 
zu beachten, daB die Konstanten A, B nicht voneinder unabhangig, 
sondern durch die Gin. (387) miteinander verbunden sind, und zwar ist 

A1 b A2 b (390) 
B 1 = - a - m A~ ' B~ = m A~ - a · 

Bei negativen Werten von b- dieser Fall wird in den unten folgenden 
Beispielen auftreten- sind daher B 1 und A 1 von gleichem, B2 und A2 
von verschiedenem Vorzeichen; dies auBert sich dadurch, daB die 
Schwingungsform fiir den kleineren Wert Ai knotenpunktsfrei, 
die fiir den gr6Beren Wert A~ mit einem Knotenpunkt verlauft
ein Sonderfall eines allgemeinen Theorems, das auch bei allgemeineren 
Schwingungsvorgangen in entsprechender Weise wiederkehrt. 

Der hier entwickelte Vorgang zur Ermittlung der Eigenschwingungs
zahlen bleibt auch fiir Systeme mit mehr als zwei - aber mit einer 
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endlichen Anzahl- Freiheitsgraden unverandert in Geltung. Fiir ein 
System mit n Freiheitsgraden wird die Determinantengleichung Ll (.1. 2) 

von der Ordnung 2 n und ihre Wurzeln .l.i, ... ;.; stellen die Qua
drate der Eigenschwingungszahlen des Systems dar. 

105. Anwendungen. Beispiell34. EinMassenpunkt mist an einemmasse
losen Draht befestigt, der zwischen zwei Punkten mit einer Spannkraft S aus-

m gespannt ist; l, l' seien die Entfernungen von 
~ den heiden Enden. Man bestimme die Eigen-

!1 schwingungsdauer T (Abb. 212). 
l l' Wird der Punkt urn eine kleine Strecke y 

· Abb 212 · aus seiner Ruhelage herausgebracht, so wird 
· · dadurch (in erster Annaherung!) S nicht ge-

andert und die Bewegungsgleichung lautet 

m y·· = - S .J!.. - S JL = - S £±_£ y -z r zr ' 
daher ist 

1/ m ll' 
T = 2 n V S l + l' . (391) 

Beispiel 135. Eine Masse mist in der Mitte eines frei aufliegenden Tragers 
von der Lange l befestigt, dessen Masse auBer Betracht gelassen wird. Wie groB 

'!. ~lz l . ist seine Eigenschwingungsdauer T? (Abb. 213.) 
~-~-::--.:.!:..-...-:--~.:.l.::.z_-::::=~ Wird m urn die kleine Strecke y aus seiner 
~ lY ~ Ruhelage herausgebracht, so hangt diese Durch-

m · biegung mit der Kraft, die sie hervorbringt, 
Abb. 213. durch die Gleichung zusammen (E = Elastizitats

maB, J = TM des Tragerquerschnitts in bezug 
auf eine Querachse durch dessen Schwerpunkt) 

K za 4SEJ 
Y = E J 48 und daraus ist K = -,-3- y. 

Auf m wirkt daher in der durchgebogenen Stellung diese Kraft (die ,Federkraft"), 
und zwar in die Gleichgewichtslage zuriickfiihrend; daher lautet die Bewegungs
gleichung 

.. 4SEJ 
m y = - --l"- y, 

und somit ist die Schwingungsdauer 

T = 2 n v 4; ~3 J . (392) 

Fur andere Einspannungsbedingungen andert sich nur der unter der 
Wurzel auftretende Zahlenfaktor. 

~ Beispiel 136. Drehschwingungen eines auf einen 
Rundstab von der Lange l aufgesetzten Korpers. Das TM 
des Korpers in bezug auf die Drehachse sei M k2, das polare 
(geometrische) TM des Drahtquerschnittes J~ und die Schub
zahl G (Abb. 214). Dann ist bei einer Verdrehung cp das 

(Jp) l zuriickfiihrende Drehmoment - G J~ cpjl und die Bewegungs
gleichung lautet 

Abb. 214. (393) 

(Die in den Beispielen 135 und 136 verwendeten Begriffe werden in der Elasti
zitatslehre erklart.) 
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Beispiel 137. Eigenschwingungen zweier gleicher Massen m, m auf einem 
mit 8 gespannten Drahte nach Abb. 215a. Die Bewegungsgleichungen lauten 

.. x y-x (1 1) 8 1 
m x = - 8 T + 8 2l' = - 8 T + 2l' x + 2l' y' 

.. y y-x 8 (I I) f 
my = - 8 T - 8 ~ = 2l' x - 8 T + 2l' y' J 

die Determinantengleichung wird in diesem Faile 

8 ( I 1 ) 82 ( 1 1 )2 82 
Ll(A2)=A4 - 2 m T+2l' A2 +m2 T+2l' -4m2 l' 2 =0. 

Diese Gleichung ist ein voilstandiges 
Quadrat; es ist daher 

2- 8 l + 2l' 8 
A - m 2fi' ± 2m l' ' 

und die Wurzeln sind 

;.~ = : l ' A~ = ! ~ t!' . 

m 
Abb. 215. 

(mtm'J!! 

m 

Abb. 216a. ' Abb. 216b. 

In diesem Faile zerfallt die Parabel Ll (A 2) = 0 in ein Geradenpaar. Die heiden 
Formen der Eigenschwingungen sind durch Abb. 215a und b dargestellt: die 
erste ist knotenpunktsfrei, die zweite besitzt einen Knotenpunkt k. 

Beispiel 138. Das Doppelpendel. Von einem festen Punkte 0 hangt 
an einem Faden von der Lange l eine Masse m und an dieser an einem Faden 
von der Lange l' eine zweite Masse m'. Man ermittle die Eigenschwingungen 
unter der Voraussetzung, daB die gauze Bewegung in einer lotrechten Ebene 
verlauft. 

Da die Fadenkraft im unteren Faden sehr nahe gleich m g und im oberen 
(m + m') g gesetzt werden kann, so lauten nach Abb. 216a die Gleichungen fiir 
kleine Bewegungen einfach 

m X= - (m + m') g ; + m' g y ~ X= - [(m + m') r + m' n X + m/ Y, 1 
, .. , y - x m' g m' g J 

my= -m g-l-,-= 7 x-yY· 

Die Determinantengleichung Ll (A2 ) = 0 nimmt daher, wenn m'fm = p gesetzt 
wird, die Form an 

A2 - (1 + p} g - p g p g 
l l' ' l' 

g 

7!' 
A2- .JL 

l' 

=0, 
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und ausgescbrieben 

Lf (A.2) = ;,4 _ (1 + p) g ( + + :, ) ,12 + (1 + p) fz: = o. 

Die heiden moglichen Eigenschwingungsformen sind in Abb. 216a und b .. dar
gestellt; a us diesen setzen sich aile moglichen Schwingungen durch lineare Uber
einanderlagerung zusammen. 

106. Stabilitat eines Gleichgewichtszustandes. Durch die eben er
klarte Methode zur Ermittlung der ,kleinen Schwingungen" eines 
Systems ist, wie schon erwahnt, ein Verfahren gewonnen, das dazu 
dienen kann, einen Gleichgewichts- oder Bewegungszustand auf seine 
Stabilitat hin zu untersuchen. Dabei verstehen wir unter Stabilitat 
das folgende Verhalten: Wir denken uns die Gleichgewichtslage er
mittelt und das System in eine zu dieser benachbarte Lage gebracht, 
die im Einklang mit den geometrischen Bedingungen der Aufgabe 
gewahlt wird. In dieser Nachbarlage wird das System frei gelassen 
und die darauf folgende Bewegung bestimmt, die es unter der Einwir
kung der in der Nachbarlage wirkenden Krafte auszufiihren beginnt. 
Wenn nun das System durch diese Krafte entweder ohne Schwin
gungen in seine Gleichgewichtslage zuriickgebracht wird, oder wenn 
es weiterhin Schwingungen mit abnehmender oder wenigstens nicht 
zunehmender Amplitude ausfiihrt, so nennt man die Gleichgewichts
lage stab i I. Beispiel: Schwerer Massenpunkt im tiefsten Punkt einer 
Kugelschale.- Wird dagegen das System durch die in der Nachbarlage 
auftretenden Krafte entweder noch weiter aus seiner Gleichgewichts
lage entfernt, oder wird es zwar in diese zuriickgebracht, fiihrt aber 
weiterhin Schwingungen mit zunehmender Amplitude aus, so nennt 
man die Gleichgewichtslage insta bil. Beispiel: Schwerer Massenpunkt 
im hochsten Punkt einer Kugel. - Im Grenzfalle kann es vorkommen, 
daB in der Nachbarlage gar keine Tendenz vorhanden ist, das 
System nach der einen oder anderen Seite zu bewegen, so daB also die 
Summe der einwirkenden Krafte auch in der Nachbarlage Null ist; 
in diesem :Faile bezeichnet man die Gleichgewichtslage als indifferent. 
Beispiel: Schwerer Massenpunkt auf einer wagrechten Ebene. 

Halten wir diese Definition mit den Entwicklungen der letzten 
Abschnitte zusammen, so erkennen wir unmittelbar, daB die Kriterien, 
die das Auftreten von Schwingungen sicherstellen, von selbst auch 
fiir die Stabilitat entscheidend sind. Es kommt alles auf die Beschaffen
heit der potentiellen Energie U in der Nahe der Gleichgewichtstellung 
an. Diese ist fiir Systeme mit einem :Freiheitsgrad von der :Form 

U = iax2 

und Stabilitat in der Lage x = 0 ist demnach vorhanden, sobald 

I a-(~:u_) >0.1 ox2 x~o 
(394) 

Fur Systeme mit zwei Freiheitsgraden ist 

U = i (a X + 2 b X y + C y) 
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und die Bedingungen fur Stabilitat lauten 

I a > 0 , a c -- b2 > 0 I (395) 

Offenbar ist mit diesen heiden auch von selbst die friiher genannte 
dritte Bedingung c > 0 erfiillt. 

Treten an die Stelle der Zeichen > die Zeichen <, so hat man 
Instabilitat, sind Gleichheitszeichen in Geltung, so liegt indif
ferentes Gleichgewicht vor. 

Stabilitat ist also vorhanden, sobald die potentielle 
Energie U in der Gleichgewichtslage ein wirkliches Mini
mum hat. DaB die angegebenen Gln. (395) tatsachlich die notwen
digen und hinreichenden Bedingungen fiir das Minimum von U sind, 
erkennt man auch durch Betrachtung der folgenden Identitat 

I I 
U = 2 (ax2 + 2b xy + c y2) = 2 a [(ax+ b y)2 + (a c- b2) y2] 

Damit dieser Ausdruck fiir alle x, y in der Umgebung der Gleich
gewichtslage positiv ausfallt, ist notwendig und hinreichend, daB a > 0, 
was durch Betrachtung der Stellen y = 0 hervorgeht, und a c - b2 > 0, 
was durch Betrachtung der Punkte auf der Geraden ax + b y = 0, 
also yjx = - ajb folgt. 

Ahnliche Bedingungen gelten auch fur Systeme mit mehr als 
zwei (aber endlich vielen!) Freiheitsgraden, auf deren Ableitung hier 
aber nicht eingegangen werden kann. 

Beispiel I39. Stabilitat des Gleichgewichts zweier Gewichte P, Q, von 
denen nach Abb. 2I7 Q am Ende eines Fadens bei D und P an einem Ringe bei 0 
befestigt ist. 

Als Koordinate wahlen wir den Winkel ot; A c M c B 
dann ist die potentielle Energie, da die Hohen-
lage von P durch die Strecke 0 M = c ctg ot und 
die von Q durch die Summe A 0 + 0 B = 2 cfsin ot 
gegeben ist, 

U = - P c ctg a + 2 Q _;_ . 
Sln ot 

Daher gibt die Gleichung 

~=Pc-I--2Qccosot =0 
a()( sin2 ()( sin2 ()( 

oder p = 2 Q cos()( 

die Gleichgewichtslage; fiir diese ist sodann Abb. 217. 

~U_ = _ P c 2 cos ot + 2 Q c sin2 ot + 2 cos2 ot = 2 Q c > 0 a ot2 sin3 ()( sin3 ()( sin ()( . 

Es ist daher Stabilitat vorhanden. 

D 

Beispiel I40. Ein Stab AB = l stiitzt sich nach Abb. liS bei A an eine 
glatte Wand, und ist bei B mit G belastet. Ist die Gleichgewichtslage stabil oder 
instabil? 

Nimmt man <p als Koordinate, dann ist die potentielle Energie von G durch 
U = G y gegeben, wobei y die Hohe von B iiber der Wagrechten durch 0 bedeutet. 
Durch <p ausgedriickt erhiiJt man 

U = G y = G (l cos <p- a ctg <p). 
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Die Gleichung 

fJ U = G (- l sin <p + -.-a-) = 0 oder sin <p = 13{al-
fJ <p sm2 <p V-

gibt die Gleichgewichtslage, und fiir diese folgt 

[)2 U ( 2 a cos <p) 
~ = G -l cos <p - • 3 = - 3 G l cos <p < 0 . 
u <p Sill <p 

Die Gleichgewichtslage ist daher instabil. In der Tat entspricht diese einem 
hochsten Punkte der Bahn von B, bei einer kleinen Storung wird daher G noch 
we iter aus seiner Gleichgewichtslage entfernt- das Kennzeichen der Instabilitat. 

107. Stabilitat eines stationaren Bewegungszustandes. Eine stationare 
Bewegung ist durch das Auftreten des folgenden Sachverhaltes gekenn
zeichnet. 

Wir betrachten die Bewegung irgend eines mechanischen Systems 
von wenigstens zwei Freiheitsgraden unter dem EinfluB konservativer 
Krafte und berechnen die gesamte Energie, also den Ausdruck 

T+ U. 

In gewissen Fallen kommt es vor, daB in T nicht alle Koordinaten 
tatsachlich vorkommen, sondern einige von diesen nur durch ihre 
Ableitungen nach der Zeit (Geschwindigkeiten) in Erscheinung treten. 
In diesen Fallen kann man zeigen, daB immer je ein Integral der Be
wegungsgleichungen angegeben werden kann, das jeder solchen fehlen
den Koordinate entspricht. Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist uns schon 
begegnet: bei der Zentralbewegung. Da traten von den Koordinaten 
r, q; wohl das r, nicht aber das q; selbst auf. Die Folge davon ist das 
Auftreten des sog. Flachenintegrals r 2 if! = G, das die Konstanz des 
Momentes der BewegungsgroBe in bezug auf das Anziehungszentrum 
zum Ausdruck bringt. Die dieser Koordinate q; entsprechende Ge
schwindigkeit r kann dann - wie dies auch in 73 geschen ist - mit 
Hilfe dieses Flachenintegrals herausgeschafft werden, so daB von den 
Geschwindigkeiten nur r zuriickbleibt. Die Energie kann dann so 
geschrie ben werden 

T + U = ~ m (r2 + r2 p2) + U = ~ m (1-2 + ~:) + u. 
Eine solche Koordinate wie q; in dem angegebenen Beispiel, die also 
selbst in T nicht vorkommt, bezeichnet man als ignorabel oder aus
scheidbar. 

Stationare Bewegungen sind nun solche, bei denen aus
scheidbare Koordinaten vorkommen und bei denen die 
Geschwindigkeiten der nicht-ausscheidbaren (oder nicht
ignorablen) Koordinaten verschwinden. Was dann von T iibrig 
bleibt, hangt nur von den Koordinaten selbst ab und hat die Be
schaffenheit einer potentiellen Energie. Dieser Teil wird mit der 
von den eingepragten Kraften herriihrenden potentiellen Energie U 
zu einer ,modifizierten potentiellen Energie" U* zusammengenommen 
und diese Summe fiir die stationare Bewegung geradeso behandelt wie 
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friiher U, die fiir die Frage der Stabilitat einer Gleichgewichtslage 
maBgebende potentielle Energie. 

Durch die Form von U* ist iibrigens - sofern die Bedingungen 
des Minimums erfiillt sind und tatsachlich Schwingungen entstehen -
auch der Wert der zugehorigen Schwingungsperioden gegeben. 

Einige einfache Beispiele werden diesen Vorgang zu verdeutlichen 
vermogen. 

Beispiel 141. Stabilitat der Kreisbewegung unter dem EinfluB einer 
anziehenden Zentralkraft von der Form y r". 

Dieser Kraft entspricht die potentielle Energie U = yrn+l1 , und daher ist die 
n+ 

Gesamtenergie 
m r•+I 

T + U = 2 (r2 + r2 ~2) + Y n + 1 . 

Die Koordinate r:p ist ausscheidbar, ihr entspricht das Flachenintegral r 2 tjJ = C. 
Fiir die stationare Bewegung ist r = 0, und wir erhalten als modifizierte potentielle 
Energie 

m 0 2 1 r•+l 
U* = 2- r 2 + Y ~ + 1 · 

Nun setzt man 
iJU* m 0 2 
--=---+yr"=0 
ar r3 

und erhalt dadurch die ,Gleichgewichtslage", d. i. den Wert von r fiir die stationare 
Bewegung. Und weiter folgt mit Beriicksichtigung dieser Gleichung 

82 U* 3m02 
-~-- = -- + y nr"- 1 = y (n + 3)r"- 1 • 
iJr2 r4 

Stabilitat ist daher vorhanden, sobald 

82 U* Tr2- > 0, d. h. fiir n + 3 > 0 oder n > - 3 . 

Beispiel 142. Sta bilitat des Kegelpendels. Sei l die Pendellange, 1J der 
Winkel gegen die Lotrechte, cp der Winkel der Pendelebene gegen eine feste lot
rechte Ebene (.Azimuth) dann ist die Energie 

T + U = t m l 2 (iJ2 + sin2 1J ¢2)- m g l cos 1J. 

Hierin ist wieder r:p eine ausscheidbare Koordinate; ihr entspricht das Integral 

m l2 sin2 1J tjJ = 0, 

das besagt, daB das Moment der BewegungsgroBe des Massenpunktes m um die 
Lotrechte konstant ist, da dieses Moment durch die eingepragten Krafte nicht 
verandert wird. Wird p mit Hilfe dieses Integrals ausgeschieden und die der 
nicht-ausscheidbaren Koordinate 1J entsprechende Geschwindigkeit iJ = 0 gesetzt, 
so erhalt man die modifizierte potentielle Energie U* in der Form 

0 2 1 
U* = 2-l2 ~- mgl oosfJ. m Sln 'U' 

Die .Ableitung von U * nach 1J gibt die Gleichung 

aU* 02 cos 1J • 
81} = - m za sinS f} + m g l Slll f}' 

aus der sich der Winkel 1} fiir die Gleichgewichtslage 1} = oc des Pendels berechnen 
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liiBt; und zwar ist, wenn die zugehorige Umlaufgeschwindigkeit rp = w0 gesetzt 
wird, 

0 2 m g l sin4 C£ 

m l 2 cos C£ 

und daraus 
cos C£ = gfl wg (und sin C£ = 0) 

wie in 76. Dabei ist in der Gleichung fiir C sin{}= C£, ip = w0 gesetzt. Geht 
man mit diesem Wert C£ von {} in die Gleichung fiir die zweite Ableitung nach 
{}, so erhalt man die Gleichung 

a2 u * 0 2 [ sin {} 3 cos 2 {}] 1 + 3 cos 2 C£ 

a {} 2 = -l2 ----=------a{}+~{} + mglcos {} = mgl > 0; m Sill Slll COS C£ 

daher ist die stationare Bewegung des Pendels um die Lotrechte sta bil. Die 
Gleichgewichtslagen C£ = 0 und C£ = :n: (entsprechend sin C£ = 0) miissen beson
ders untersucht werden. 

Beispiel 143. Schwerer Punkt auf einer Kegelflache mit lot
rech ter Achse, der einen wagrechten Kreis mit gleichformiger Geschwindigkeit 

Abb. 218. 

beschreibt (Abb. 218). 
Sei C£ der halbe Offnungswinkel und 8 die 

Entfernung von der Spitze 0, so ist die Energie 

T + U = t m (82 + 8 2 sin2 C£ ¢2) + mg8 cos C£. 

Der Flachensatz liefert das Integral 

82 sin2 e~:rp=0. 

Setzt man dann 8 = 0, so erhalt man die modifi
zierte potentielle Energie 

1 m02 
U* = -2 - 2-.-2 - + mg8cos C£. 

8 Sill C£ 

Die erste Ableitung 

8U* m02 l -a- = - -. -2- 3 + m g cos a = 0 
8 Sill C£ 8 

gibt fiir die Gleichgewichtslage die Bedingung 

a w 2 = g ctg C£ , 

wobei a = 8 sin C£ ist, und die zweite Ableitung liefert 

82 U* m 0 2 3 -a 2 =-.-2 - 4 =3mw2 sin2 e~:>0. 
8 Sill C£ 8 

Die Bewegung ist daher sta bil. 

V. Dynamik der ebenen Bewegung des Korpers. 
108. Bewegungsgleichungen. Eine freibewegliche Scheibe in der 

Ebene besitzt drei Freiheitsgrade, d. h. ihre Lage wird durch drei 
Koordinaten festgelegt; als solche Koordinaten nehmen wir (aus als
bald hervortretenden Grunden) die Koordinaten ~. 'YJ ihres Schwer
punktes S und den Winkel rp einer auf der Scheibe festen, etwa durch 
S gehenden Geraden (z. B. der ~-Achse) gegen eine in der Bezugs
ebene feste Gerade, etwa x. 

Da die Koordinaten ~' 'YJ des Schwerpunktes S einer Scheibe mit 
der Masse M durch die Gleichungen bestimmt sind 

M ~ = S m x , M 'YJ = S m y , (396) 
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so sind die zweiten Ableitungen dieser Koordinaten durch Gleichungen 
von derselben Art miteinander verkniipft 

M{=Smx, Mij=Smij, 

Die Ausdriicke rechts stimmen aber gerade mit den in den heiden 
ersten Gln. (380) vorkommenden iiberein; wir erhalten daher zunachst 
die Gleichungen 

(397) 

und diese besagen, daB sich der Schwerpunkt S gerade so bewegt, 
wie eine Punktmasse M, an der alle auf die Scheibe wir
kenden Krafte angreifen. Dies ist der Satz von der Bewe
gung des Schwerpunktes, die sich mithin von der iibrigen Bewe
gung der Scheibe vollstandig abtrennen laBt. Dieser Satz gilt fiir be
liebige ebene und raumliche Systeme. 

Auch die in der letzten Gl. (380) auftretende Summe laJ3t sich 
fiir die Scheibe allgemein ausfiihren und in einfacher Weise ausdriicken. 
Hierzu beniitzen wir die Darstellung der Beschleunigung b A eines 
Scheibe~teil?.hens A (mit der Masse m) als Summe aus der_ Beschleu
nigung b8 (~, ii) von S und der relativen Beschleunigung bsA von A 
gegen S, die schon in 79 und 80 beniitzt wurde. Fiir die Komponenten 
von b A nach den Achsen S ~ und S r; gel ten die Gln. (272), in denen 

b0 ~ = b8 ~ = ~, b0 " = b8 ,1 = ~ und statt ~' r; die ,relativen Koordi
naten" x', y' des Scheibenpunktes A in bezug auf ein mit der Scheibe 
verbundenes Achsensystem (x', y') durch S einzusetzen sind; sie lauten 
somit (in der jetzt verwendeten Bezeichnungsweise) 

{ 
b A.,. = {- x' w2 - y' w , 
bAy' == ij - y' w 2 + x' W .. 

Multipliziert man diese Gleichungen mit m und summiert tiber aile 
Massenteilchen m der Scheibe, wie es die heiden ersten Gln. (380) 
verlangen, so erhalt man, da als Bezugspunkt S der Schwerpunkt 
genommen wurde, fiir den Smx' = 0, Smy' = 0 ist und mit Sm = M 
unmittelbar die Gln. (397) wieder. 

Ferner liefert die Bildung der Momente der Beschleunigungs
krafte um S, die wir nach Gl. (380) der Summe der Momente M der 
eingepragten Krafte um S gleichzusetzen haben, wieder wegen S m x' = 0, 
Smy' = 0, 

Ms = 5 m [x' (ij- y' w2 + x' w)- y' (i- x' w2 - y' w)] 

= w S m (x'2 + y'2) 

und da 5m(x' 2 + y' 2) = Mk2 das polare TM der Scheibe in bezug 
auf S darstellt, so erhalten wir schlieBlich die Bewegungsgleichungen 
der Scheibe in der einfachen Form 

M~=X, Mij=Y, Mk2 w=M.j (398) 
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Durch diese Gleichungen sind die zweiten Ableitungen der ,Scheiben
koordinaten" g, 1), rp (w = ip) durch die auf die Scheibe wirkenden 
Krafte und Momente ausgedriickt. Wir bezeichnen sie als die ,Bewe
gungsgleichungen der Scheibe". Aus ihnen geht hervor, daB die 
dynamischen Merkmale, die die Beschaffenheit der Scheibe kenn
zeichnen, nur ihre Masse und ihr TM sind; alle iibrigen Eigenschaften, 
wie Form, GroBe usw. sind dynamisch gleichgiiltig und kommen nur 
bei gefiihrten Bewegungen der Scheibe als geometrische Bedingungen 
in Betracht. 

Die Beschleunigungskrafte einer Scheibe ki:innen also 
dargestellt werden durch die Beschleunigungskraft des 
Schwerpunktes S mit den Komponenten M~, Mij und durch 
ihr Moment urn S vom Betrage M k2 w = J 8 ip. 

Nach der wiederholt beniitzten Uberlegung kann nun die Giiltig
keit der Gln. (398) unmittelbar auf gefiihrte Systeme erweitert wer
den, sobald der EinfluB der Fiihrungen durch Krafte dargestellt wird, 
die· zu den eingepragten Kraften und Momenten in den Gln. (398) als 
Unbekannte hinzugenommen werden. Jeder ,Bedingung" entspricht 
au£ diese Weise eine Fiihrungskraft, dafiir wird aber durch jede solche 
Bedingung, die nichts anderes als die Einfiihrung einer geometrischen 
Beziehung zwischen den Scheibenkoordinaten g, 1], rp bedeutet, gerade 
ein Freiheitsgrad aufgehoben, so daB die Bewegung selbst und die un
kannte Fiihrungskraft bestimmbar bleiben. 

Die Einfiihrung einer Bedingung (etwa in der Form: ein Punkt der Scheibe 
soil eine feste Kurve beschreiben od. dgl.) bringt eine unbekannte Fiihrungs
kraft mit sich; bei zwei solchen Bedingungen haben wir Zwanglauf, drei 
voneinander unabhangigen Bedingungen wiirden den Korper vollkommen 
festlegen, d. h. jede Beweglichkeit ausschalten. Die Annahme von drei vonein
ander abhangigen Bedingungen wiirde jedoch Zwanglauf mit drei unbekannten 
Fiihrungskraften bedeuten, zu deren Bestimmung die drei Bewegungsgln. (398) 
nicht mehr ausreichen wiirden; man gelangt auf diese Weise zur Betrach
tung von dynamisch-unbestimmten Systemen, die aber fiir die Anwen
dungen geringe Bedeutung haben. 

Beispiel 144. Freie Bewegung der Scheibe. Wenn 
eingepragte Krafte nicht vorhanden sind, also X = 0, Y = 0, 
M, = 0, dann besagen die drei Gin. (398) 

i=O, ij=O, ip =0, 
d. h. 

b=a, ij=b, ¢=c, 

und ; = at + a1 , 11 = b t + b1 , t:p = c t + c1 , 

worin a, b, c, a1, b1, c1 Konstante sind; d. h. der Schwer
punkt bewegt sich in gerader Linie mit konstanter Ge
schwindigkeit und die Scheibe fiihrt urn ihn eine gleich
formige Drehbewegung aus. 

Beispiel 145. Eine Schwungscheibe mit M k2 als TM, 
Abb. 219. die sich frei urn eine wagrechte Achse drehen kann, tragt 

eine Masse m \tn einem Seil, das urn eine Trommel vom 
Halbmesser r geschlungen ist. Das System wird aus der Ruhelage losgelassen. 
Man bestimme die Bewegung und die Seilkraft (Abb. 219). 

Bezeichnet S die Seilkraft, w die Winkelbeschleunigung der Scheibe, b = r w 
die Beschleunigung von m, so gibt die Momentengleichung fiir den Mittelpunkt 
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der Scheibe 
M k2 w = S r = m (g - b) r = m (g - r w) r; 

daraus erhiilt man . mgr 
W= 

M k2 + mr2 

M k2 ai M k2 

S = --r- = M k2 + m r 2 m g • 

und die Seilkraft 

Wieder hiitte man die Momentengleichung ohne Einfiihrung der Seilkraft S an
schreiben konnen. 

Beispiel 146. Ersatzpunkte. a) Die Beschleunigungskriifte einer Scheibe 
konnen vollstiindig durch die zweier Punkte dargestellt werden; wenn die 
Massen dieser Punkte m1 , m2 die Scheibe hinsichtlich der Masse, der Schwer
punktslage und des Tragheitsmomentes vollstandig ersetzen sollen, so miissen 
die Bedingungen bestehen (A.bb. 220) 

m1 + m2 = M , m1 a = m2 c , 
m 1 a2 + m2 c2 = M k2 • 

Die A.uflosung dieser Gfeichungen liefert 

ac=k2 , m1 =Mk2 fla,} (399) 
m2 = M k2 flc. 

~ 
'.~~~-

Abb. 220. 

~? 
'.$' 

Abb. 221. 

Ist also ein A.bstand a willkiirlich gewahlt worden, dann sind c, m1 , m2 bestimmt. 
b) Ersatz durch drei Punkte m1 , m2 , m3 in gerader Linie durch S, wobei 

m3 in S liegt (A.bb. 221). Dieselben Bedingungen wie friiher liefern hier 

m1 + m2 + m3 = M , m1 a = m2 c , m1 a 2 + m2 c2 = M k2 

und die AuflOsung dieser Gleichungen ergibt 

m1 =Mk2/la, m2=Mk2flc, m3 =M(1-k2/ac). (400) 

Es konnen also a und c ganz willkiirlich auf einer Geraden durch S gewahlt wer
den, dann sind durch M und k2 die drei Ersatzmassen nach diesen Gleichungen 
gegeben. 

109. Energieintegral. Da die Geschwindigkeitskomponenten des 
Scheibenpunktes A in bezug auf die Achsen x, y durch S durch die 
Gleichungen 

v"' = {;- y'w, v11 = ij + x' w 

gegeben sind, so erhiHt man fiir die kinetische Energie der Scheibe 
den Ausdruck 

T = ! S m [(~- y' w)2 + (1] + x' w)2], 

der mit Beniitzung der Schwerpunktseigenschaft des Bezugspunktes S, 
d. h. der Gleichungen Smx' = 0, Smy' = 0 und von 

Sm=M, Sm(x' 2 +y' 2)=Mk2 

die einfachere Form annimmt 

I T = l M (~2 + 'lj2 + k2 w2) . I (401) 

Auf die vollstandige Ableitung dieses Ausdruckes nach t wird man 
gefiihrt, wenn man die Bewegungsgln. (398) der Reihe nach mit ~' 



256 Dynamik der starren Korper. 

i;, cp multipliziert und addiert; dann erhalt man namlich (da w = cp, 
w = ¢) 

·.. . .. . dT · . . 
M ($ $ + rp7 + k2 w w) = ([t =X$+ Y 1J + M cp • (402) 

Ahnlich wie bei der Punktdynamik bringt jener Sonderfall eine besondere 
Vereinfachung mit sich, in welchem X, Y, M als partielle Ableitungen 
einer potentiellen Energie U oder einer Arbeitsfunktion A darstellbar 
sind, wenn also 

oder 

- d U = dA =X d$ + Y d1J + M drp, 
au Y= --
a'YJ, 

au 
M =- a,P. 

(403) 

Die rechte Seite der Gl. (402) ist dann - d Ufdt und die Gl. (402) 
selbst nimmt die einfache Form an 

dT dU I . I dt + dt = 0 , oder integriert T + U = h , (404) 

wobei h wieder die Energiekonstante ist; diese Gleichung entspricht 
der Gl. (342) in der Punktdynamik und verlangt nur die sinngemaBe 
Auffassung der Gri:iBen T und U, die in den Gln. (401) und (403) zum 
Ausdruck kommt. 

Beziiglich der Anwendung dieses Prinzips ist hervorzuheben, 
daB es fiir freie und gefiihrte Systeme gilt, und zwar treten bei den 
letzten bei glatten Fiihrungen die Fiihrungskrafte iiberhaupt nicht 
ein, da sie dann auf diesen Fiihrungen senkrecht stehen und die Arbeit 
Null ergeben. Bei glatten Fuhrungen braucht man also auf diese keiner
lei Riicksicht zu nehmen und hat nur die kinetische Energie T des 
Ki:irpers und die potentielle Energie U fur eine beliebige Lage des 
Ki:irpers (wahrend seiner Bewegung) anzusetzen; ihre Summe ist nach 
Gl. (404) konstant, und so groB wie in der Anfangslage. 

AuBerdem ist das Prinzip ohne weiteres anwendbar, wenn der 
Ki:irper eine reine Rollung (ohne Gleitung) ausfiihrt. Die Kraft, die 
das Rollen bewirkt, ist durch die Rauhigkeit der Unterlage bedingt, 
leistet aber die Arbeit Null, da der Beriihrungspunkt, der ja der An
griffspunkt der Reibung ist, in jedem Augenblicke Drehpol ist und 
daher die Geschwindigkeit Null hat. 

Beispiel 147. Ein Stab A B = 2 a, der sich anfanglich unter einem Winkel C( 

gegen eine glatte wagrechte Ebene stutzt, wird losgelassen (Abb. 222); man be-
stimme seine Bewegung. " 

Das Gewicht seiG = M g, die Normalkraft der Ebene D. Die Lage des Stabes 
sei durch die Koordinaten seines Schwerpunktes S (~, 'YJ) und den Winkel <p gegen 
die Ebene gekennzeichnet. Dann lauten die Bewegungsgln. (398) 

M~=O, M~=D-Mg, 
a2 .. 

M "3 cp = - D a cos cp • 

Zwischen den Koordinaten f], cp besteht hier die geometrische Beziehung 

'YJ =a sin <p 
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und diese vier Gleichungen ermiiglichen die Liisung der Bewegungsaufgabe ein
schlieBlich der Bestimmung von D. Zunachst liefert die Elimination von D und 'YJ, da 

1j = a cos r.p rjJ , 

nach Division durch M , 

~· = a cos r.p if - a sin r.p ¢2, 

a cos r.p ip- a sin r.p ¢ 2 = - -3 a ip- g; 
cos r.p 

diese Gleichung laBt sich nach Multiplikation mit rjJ 
in der Form schreiben 

(cos2r.p + t) rj;ip- sinr.p cosr.p ¢3 =-.!Leos r.p rp, 
a 

y 

die unmittelbar integriert werden kann; da in der 
Anfangslage r.p = IZ, t1J = 0 vorgeschrieben sind, so 11 .x 
lautet das Integral ~O~~~~~:;ww;;:m%~~ 

i (cos2 r.p + t) ¢ 2 = .!L (sin IZ- sin r.p). (405) 
a Abb.222. 

Diese Gleichung ist nichts anderes als das Energieintegral T + U = h und 
kann auch unmittelbar hingeschrieben werden, da (g = 0) 

T = t M ( 'ij 2 + ~2 rj; 2) = t M a2 (cos2 r.p + t) rp2 und U = M g 'Y) = M gasin r.p 

ist, unter Berucksichtigung der Anfangsbedingungen rp = 0 (?j = 0) fUr r.p = IZ. 

Die Auftreffgeschwindigkeit am Boden erhalt man durch Einsetzen von 
r.p = 0. Wenn S anfanglich keine wagrechte Geschwindigkeit hat, so bewegt sich der 
Punkt S in jener Lotrechten nach abwarts, in der er sich anfanglich befindet. 

Wenn die Unterlage rauh ist, so ist die Reibungskraft R = f D (f = tg e) 
hinzuzunehmen, wodurch die Bewcgungsgleichungen die folgende Form erhalten 

2 

M ~ = f D , M ~ = D - G , M ~ ip = D a (f sin r.p - cos r.p) . 

Die Integration ist jetzt nicht in der einfachen Weise miiglich wie zuvor. Wir 
wollen hier nur die Fuhrungskraft D 0 berechnen, die zu Beginn die Bewegung, 
also fUr r.p = IZ, ip = 0 vorhanden ist, wobei wir die Werte aller GroBen fur diesen 
Zeitpunkt mit dem Zeiger 0 versehen. Zunachst gilt die Gleichung fUr 1j 

"iJ 0 = a cos IZ ip0 , 

und wir erhalten durch Ausscheidung von ip 0 aus der zweiten und dritten Be
wegungsgl eichung 

D -G 
- 0-- = 3 D0 (/sin IZ- cos 1Z) 

cos C( 

Gcos e und daraus D = -·------- - -c----c. 
o cos e + 3 cos C( cos ( C( + e) 

110. lmpuls und Drall. Die Bewegungsgleichungen einer Scheibe 
lassen sich auch unmittelbar in vektorieller Form aussprechen, die den 
Vorteil gr6Berer Anschaulichkeit hat. Hierzu fiihren wir auBer dem 
Vektor v..4. der Geschwindigkeit des Punktes A noch einen Vektor 
ein, in derselben Richtung wie v A• aber vom Betrage mv .A; m ist dabei 
die Punktmasse in A. Man bezeichnet diesen Vektor mv.A als Impuls 
oder Bewegungsgro.Be von m, manchmal auch als Schwung. Die 
Dimension dieser GroBe ist [K T] im technischen und [ M L T-1] im 
physikalischen MaBsystem, die Einheit l kg im technischen und 
l gcms-1 im physikalischen MaBsystem. 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 17 
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Durch die Geschwindigkeit v8 des Schwerpunkts S und den Vektor 

r = SA ausgedriickt, ist 

mVA = m[Vs + (w X r)J 
oder in Komponenten geschrieben 

mv"'=m(t-y'w), mvy=m(~+x'w), 

wenn i, ij die Komponenten von v8 und x', y' die von r sind. 

Fiir die vektorielle Summe der Impulse mv A aller Massenteilchen er
gibt sich, wenn 5 m = M ist, die BewegungsgroBe der inS vereinigten 
Masse M, wegen 5 m r = 0, zu 

5mvA = 5m[vs + (w X r)] = 5mvs = Mvs = B' (406) 

so daB die zwei ersten der Gin. (398) in die Form zusammengefaBt 
werden konnen 

/ d(M vs) = '}_~ = K ·I 
I at dt , 

(407) 

d. h. die zeitliche Anderung des Impulses der in S vereinigten Masse ist 
gleich der Summe der eingepragten Krafte. 

Bildet man weiter die Summe der Momente der Impulse der ein
zelnen Massenteilchen m um S, so erhalt man das Moment der Be
wegungsgroBe oder den Drall der Scheibe in bezug auf S. Wir be-

zeichnen diese GroBe mit if. und finden, da wieder 5 m r = 0, 5 m r2 = J 8 , 

nach Anwendung der Gl. (33) 

Hs = Sm(r X vA) = Sm[r X (vs + (w X r))] = w5mr2 = Jsw. (408) 

und die dritte der Bewegungsgln. (398) nimmt die Form an 

I dH8 - I Tt = M., (409) 

d. h. die Ableitung des Dralles der Scheibe urn S nach t ist 
gleich der Summe der Momente der eingepragten Krafte 
urn S (Drallsatz). 

Wenn die auf den Korper einwirkende Kraft K konstant oder 
eine reine Funktion von t ist, dann liefert die Integration der Gin. (407) 
unmittelbar die Geschwindigkeiten in den Richtungen der Koordinaten
achsen. Wird z. B. fiir eine geradlinige Bewegung die Geschwindigkeit 
zu Beginn und Ende der Zeit t mit v0 und v bezeichnet, so erhalt 
man 

t 

M(v-v0)=jKdt. 
0 

(410) 

Eine ahnliche Gleichung ergibt sich auch fUr die krummlinige Be
wegung, wenn v0 und v die Geschwindigkeiten sind, die von selbst 
in die Richtung der Bahn fallen, und fiir K die Summe der 'fangential
komponenten der Krafte eingesetzt wird. 
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Beispiel 148. Auslauf eines Flugzeuges. Ein landcndes Flugzeug von 
G = 1000 kg Gewieht wird mit der Landungsgesehwindigkeit v0 = 30 mfs auf 
den Boden aufgesetzt und erfahrt von da an einen (hier konstant angenommenen 
Luftwiderstand von W =50 kg und einen Rollwiderstand, der naeh Gl. (148) 
mit r = 25 em und (fiir Wiesengrund) f2 = 1 em: R = -./5 1000 = 40 kg betragt. 
Die Auslaufzeit ist sodann dureh die Gl. (410) in der Formgegeben (g <"" 10 mfs2 

gesetzt) 
1000 - 10' 30 = -(50+ 40) t' 

und der Auslaufweg betragt 

Vo s= 2 t=499,6m. 

111. Drehung urn eine feste Aehse. 
Bei der bisher durchgefiihrten Re
duktion der Beschleunigungskriifte 
ist der Schwerpunkt als bevorzug
ter Reduktionspunkt hervorgetreten. 
Wenn sich jedoch der Korper urn 
eine feste Achse dreht, so ist 
es unnotig, die Reduktion an den 
Schwerpunkt vorzunehmen, es ge
niigt vielmehr, die feste Achse als 
Reduktionsachse zu nehmen. 

daraus t = 33,3 s, 

Abb. 223. 

Fiir die Bewegung der in Abb. 223 dargestellten Scheibe urn den 
Drehpunkt Q gibt die Beschleunigung b des Teilchens m nach den 
Achsen x, y die Komponenten 

b, = - r w2 cos oc - r w sin oc = - x w2 - y w , } 
by = - r w2 sin oc + r w cos oc = - y w2 + x w . 

Die Summe der Beschleunigungskrafte b aller Scheibenpunkte gibt 
(da Smx=Mc;, Smy=M1J, Sm=M) eine Kraft Maw 2 

(mit den Komponenten Mc;w 2 , M1Jw 2 ) in S angreifend und nach 
~ -
S Q gerichtet, und eine Kraft Maw mit den Komponenten (- M 1J w, 
M; w) senkrecht zu Q S und urn Q im Sinne von w drehend; auBerdem 
ein Moment von der GroBe 

Wenn daher die eingepragten Krafte mit K; (X;, Y;) und die Kompo
nenten der Gelenkkraft in Q nach den Achsen mit A und B bezeichnet 
werden, so lauten die Gln. (398) 

2) X;+ A + M c; w2 + M 1J w = 0, 

.2 Y; + B + M 1J w2 - M ~ w = 0, 

MQ = .l)K;p; = JDw = M k}Jw. 

17* 

(411) 



260 Dynamik der starren Ki:irper. 

Die letzte Gleichung liefert die Winkelbeschleunigung der Scheibe 

(412) . .. MD Drehmoment der Krafte um Q 

w = q; = J 0 = Tragheitsmoment bez. Q 

Vergleicht man diese Gleichung mit der dritten Gl. (398), so erkennt 
man, daB fiir die Bewegung urn eine feste Achse dieselbe Gleichung 
gilt, wie fiir die Bewegung urn eine sich stets parallel bleibende Schwer
achse. 

Die beiden anderen Gln. (411) dienen zur Bestimmung der Kompo
nenten A und B der Gelenkkraft, die hier natiirlich Funktionen von q; 
oder von t werden. 

112. Anwendungen. Beis.piel 149. Ki:irperpendel. Abb. 224. Wenn die 
einzige eingepragte Kraft das im Schwerpunkt angreifende Gewicht G = M g 

Abb. 224. 

ist, so liefert die Gl. (412) die Winkelbeschleu-
nigung der Linie Q 8 gegen die Lotrechte fiir 
kleine Werte der Neigung r:p 

. .. M ga . ga 
w - rp = - fv1 k2 sm r:p ""' - lc2 r:p 

£! [J 

(angenahert), und dies ist die Gleichung einer ein
fachen harmonischen Schwingung mit der Periode 

(413) 

Der Vergleich mit Gl. (250) zeigt, daB dieses T 
gleich ist der Schwingungsdauer eines Punkt-

k}J a2+ k~ k~ 
pendels von der Lange l = --= ---" =a+- , 

a a a 
das man das gleichwertige Punktpendel 
nennt. 

Durch da~inzutreten des Momentes der Beschleunigungskrafte M k~ w 
wird die zu Q 8 normale Komponente M a w der Beschleunigungskrafte um 
ein Stiick 

(414) 

parallel verscho ben. Ersetzt man daher das Pen del durch zwei Mass en m1 und m2 , 
2 

von denen m1 in Q und m2 auf Q 8 in einer Entfernung c = 8m2 = ':!!_ = l - a 
a 

liegen mi:ige (was nach Beispiel146a mi:iglich ist, da a c = k2 ), dann muB sich 
m2 als Punktpendel gerade so bewegen wie als Punkt des Ki:irperpendels, und 
man erhalt auf diese Weise die Lange des gleichwertigen Pendels wie zuvor. 
Den Punkt m2 nennt man den Schwingungsmittelpunkt beziiglich der 
Achse Q. 

Beispiel 150. Experimentelle Bestimmung von Tragheitsmomen
ten. a) Durch Messung der Schwingungsdauer T ist nach Gl. (413) umgekehrt 
das TM bestimmt, sobald die Entfernung a der Schwingungsachse von 8 bekannt 
ist; es folgt 

(415) 
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Will man die unbequeme Ermittlung von a umgehen, so kann man so verfahren, 
daB man den Korper urn zwei parallele Achsen A, B schwingen laBt, die mit S 
in derselben Ebene Iiegen und deren Abstand l bekannt ist. Seien die Abstande 
der Achsen von S: AS= a, BS = c und die beobachteten Schwingungsdauern 
T und T1, so sind aus den drei Gleichungen, von denen die heiden ersten wie 
( 415) gebildet sind, 

M (a2 + k1) = M g a (2~r, (
T . 

M(c2 +k~)=Mgc 2 ~)· a+c=l, (416) 

die drei GroBen k~, a, c durch eine einfache Rechnung bestimmt. 
b) Eine andere Methode, bei der die Kenntnis von a vermieden wird, besteht 

darin, daB man zuerst den Korper allein urn eine Achse schwingen laBt (Schwin
gungsdauer T), ihn sodann mit einem zweiten starr verbindet, dessen Schwer
punktslage und Tragheitsmoment J 1 bekannt sind, und beide so verbundenen 
Korper vereinigt urn dieselbe Achse schwingen laBt (Schwingungsdauer T'); 
sei noch M1 die Masse des Zusatzkorpers und a1 sein Schwerpunktsabstand von 
der Achse, so hat man die Gleichungen 

aus denen kb und a bestimmbar sind. 
Beispiel 151. Haupttragheits

achsen als freie Achsen. Bei der 
Drehung eines beliebig gestalteten Kor
pers urn irgendeine Achse des Raumes 
(z. B. die z-Achse in Abb. 225) sind die 
Tragheitskrafte fiir jedes Teilchen m ein
zufiihren; und zwar sind dies 

a) die Fliehkraft m r w2 

(// r, nach auBen gerichtet), 

b) die Tangentialkraft m r w 
( j_ r, entgegen zu w gerichtet). 

Werden die Koordinaten des Massen
mittelpunktes S in bezug auf die in 
Abb.225 angegebenenAchsen mit(~, 1), ~) 
bezeichnet, so besteht die Summe dieser 
Tragheitskrafte und ihrer Momente nach 
diesen Achsen aus folgenden Kompo-
nenten: 

Abb. 225. 

S m x w2 + 5 m y w = w2 M ; + w M 1) , l 
S m y w2 - S m x w == w2 M 1) - w M ; , 

0 

- w2 S m y z + w S my z = - w2 D,. + w Du , l 
w2 Smxz + wSm yz_ w2 Dxz + wD •• ' 

-wSm(x2 +y2 )= -wJ •. 

(417) 

Wenn die Achse an zwei Stellen A1 (0, 0, c1) und A2 (0, 0, c2) geHtgert ist, und 
die Lagerdriicke durch D1 (X1 , Y 1 , Z1) und D2 ( X2 , Y 2 , Z2 ), ferner die Komponenten 
der eingepragten Krafte und Momente nach den Achsen mit (X, Y, Z, M .,, M v, M.) 
bezeichnet werden, so gibt das d'Alem bertsche Prinzip zur Bestimmung von 
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151, ~ und w die 6 Gleichungen 

X+ X 1 + X 2 + w2 M g + w M rJ = 0, 

Y + Y 1 + Y 2 + w 2 M rJ - w M g = o , 
z + Z 1 + Z 2 = o, 

(418) 
M.- c1 Y 1 - c2 Y 2 - w2 D.,+ w D.,= 0, 

M. + c1 X1 + c2 X2 + w2 D.,+ w D.,= 0, j - w J, = 0. 

Die letzte Gleichung dient zur Bestimmung von w und stimmt mit der GI. (412) 
in 111 vollkommen iiberein. Ihre Integration liefert: w = w (t) = rp und cp = cp (t). 
Die anderen 5 Gleichungen lief ern die GriiJ3en X 1 , X 2 , Y 1 , Y 2 dagegen nur Z1 + Z 2 
= - Z, ahnlich wie im Falle des Zweigelenks. 

Fiir die kraftefreie Drehung ist 

X= Y=Z=M.=M.=M,=O 

zu setzen, woraus w = 0, w = konst folgt. Aus der Form der Gin. (418) folgt 
sofort, daB die Auflagerkrafte D1 und D2 dann und nur dann verschwinden, wenn 

1. g = 0, 'rJ = 0, d. h. S in der Drehachse liegt, 
2. D.,= 0, D.,= 0, d. h. die Drehachse z eine Haupttragheitsachse ist. 
Eine kraftefreie gleichfiirmige Drehung eines Kiirpers urn eine 

Achse (d. i. ohne Auflagerkrafte in den Lagern) ist also nur miiglich, wenn 

x-----------;z-···--------- ~--f lL a:' i i 
/ l i 

.5 ,J : h 
tfu_ / !i -- ·--.:1:'----- _f. : 

],_ ! 
/z t 

Mg 

z 
Abb.226. 

die Drehachse eine Hauptzentralachse (100) 
ist. Solche Achsen werden als ,freie" Achsen be
zeichnet. Die drei Hauptzentralachsen sind daher 
die einzigen freien Achsen des Kiirpers. 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so spricht 
man von einem Massena usgleich des sich drehen
den ){iirpers. 

Uber den Massenausgleich fiir verbundene 
Kiirper (Getriebe von mehrzylindrigen Kolben
maschinen) vgl. die in 123, 124 gegebenen Be
merkungen. 

Beispiel 152. Schwerer Stab urn eine 
lotrechte Achse gleichformig rotierend. 
Fiir die gleichfOrmige Drehung eines Stabes mit 
der Winkelgeschwindigkeit w urn eine lotrechte 
Achse geben die Tragheitskrafte nach Abb. 226, 
wenn fl = yfg die Liniendichte, d. i. die Masse 

des Stabes fiir 1 m Lange und fll = M seine ganze Masse bezeichnet, als Summe 
in der x-Richtung, da x = u sin rx. 

l l 

I fl dux w2 = fl w2 sin rx. I u du = fl w2 sin rx. ~ = ! M l w2 sin rx., 

0 0 

und als Summe der Momente urn 0, da z = u cos rx., 
l l 

I fl d u X z w2 = fl w2 sin !X cos !X I u 2 d u = fl w2 sin !X cos !X z; = ! M l2 w2 sin !X cos !X. 

0 0 

Dieser Wert ist nichts anderes als Dx, w 2 fiir den unter dem Winkel rx. gegen 
die Lotrecht3. geneigten Stab. Die Tragheitskrafte konnen daher durch eine 
Einzelkraft K in der x-Richtung dargestellt werden, die in einem Abstande p 
von 0 angreift, der durch den Quotienten des eben berechneten Moments und 
der Einzelkraft gegeben ist 

p=jlcosrx.. 
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Fiir einen schweren Stab liefert der Momentensatz urn 0 die Gleichgewicht
stellung IX des Stabes aus der Gleichung 

M g ; sin IX= Du ro2 = ! M Z2 ro2 sin IX cos IX, 

es folgt also (auBer sin IX = 0, IX = 0) 
3 .g 

cos IX = -2 l w2 (419) 

Wenn an einem Ende eines solchen Stabes eine Schwungmasse (etwa in 
Form einer Kugel) angebracht ist, so entsteht ein Teil eines Fliehkraftreglers, 
dessen Gleichgewichtstellung auf die.~elbe Weise berechnet wird. Die d)!rch eine 
Belastungsanderung hervorgerufene Anderung von w bringt auch eine Anderung 
von IX mit sich, und diese Verstellung wird durch ein passend angeordnetes Ge
stange so auf ein ~egulierorgan (Venti!, Schieber, Hahn, Drosselklappe) iiber
tragen, daB diese Anderung wieder riickgangig gemacht oder ein neuer Behar
rungszustand der Maschine erzielt wird. 

Fiir Korper, die zu einer Ebene symmetrisch sind, und die urn 
eine zu dieser Ebene senkrechte Achse A mit w rotieren, ist die Summe 
der Fliehkraft F eine durch S gehende Einzelkraft Mrw2 , wobei 
r =AS. Denn es ist nach den Gln. (99) 

jj = 5 m r w2 = w2 5 m r' also IF = w2 M r ·I (420) 

F liegt in der Symmetrieebene, schneidet A senkrecht und geht durch 
S hindurch. - Dies ist auch der Fall, wenn die heiden Haupt-TM 
eines in bezug auf die Meridianebene symmetrischen Pendels gleich 
sind. 

Beispiel 153. Gleich
gewicht eines Flachreg
lers. Ein Flachregler nach 
Abb. 227 kann als ein mit
tels zweier Gelenke A, D auf 
eine Scheibe aufgesetztes 
Kurbelviereck A, B, C, D an
gesehen werden, das mit die
ser Scheibe in Drehung ge
setzt wird und gewohnlich 
mit einem zweiten, D, 0 1 , 

B1 , A1 nach der in der Ab
bildung ersichtlichen Weise 
gekoppel t ist. Die V erstellung 
des Kurbelvierecks bei ver
anderlichem w wird wieder 
durch ein Gestange auf ein 
Regulierorgan iibertragen. 
Auf die drei G!ieder des 
Kurbe!vierecks wirken die 
Fliehkrafte, deren GroBe fiir 
jedes Glied nach Gl. (420) zu 
berechnen ist. Die zu lOsende 
Aufgabe besteht nun darin, 
die GroBe der Federkraft K 

0 

Abb. 227. 

zu ermitteln, die fiir eine bestimmte Stellung und fiir ein bestimmtes w zur 
Herstellung des Gleichgewichtes des Kurbelvierecks notwendig ist, wobei die 
Richtung von K gegeben ist. 
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Die Ausfiihrung der Konstruktion zur Bestimmung von K sei zunachst an 
Hand der schematischen Figur Abb. 228a erklart. Die Belastung der drei Glieder 
besteht aus den Fliehkraften 

wenn M1 , M8 , M3 die Massen der ~rei Glieder sind. Die Glied~r ¥ und _3 bilden 
fiir sich ein ,Dreigelenk", deren Gelenkkrafte B, 0, D nach Be1Bplell8 m 36 _zu 
ermitteln sind. Das Glied I ist dann im Gleichgewichte unter den Kraften F 1 , 

der Federkraft K, A und B; die Summe Q von F1 und B ist in zwei Kompo
nenten zu zerlegen, von denen die eine in die gegebene Ric~tung v~n K fallt, 
die andere durch A hindurchgeht; der Schnittpunkt T von Q und K gibt, mit 
A verbunden, die Richtung der Gelenkkraft A, wahrend die GroBen von A und 
K durch den Krafteplan in Abb. 228 b geliefert werden. 

Der Flachregler Abb. 227 ist ein Sonderfall dieser Anordnung, be~ dem die 

II 
·..,f ·, 

Fliehkraft F 3 auf 3 
nicht beriicksichtigt 
zu werden braucht, 
so daB 3 einfach als 
,Pendelstiitze" wirkt, 
die nur eine Stiitz
kraft in ihrer eigenen 
Richtung empfangen 
und ausiiben kann; den 
zugehOrigen Krafte
plan zeigt Abb. 227b. 

Dasd'Alembert
f2 sche Prinzip kann 

auch dazu dienen, 
die Festigkeits

fj berechnung be
wegter Korper bei 
Vorhandensein von 

Beschleunigungen auszufiihren, die sich in neuerer Zeit mit Riicksicht 

•· II 

Abb.228. 
0 

auf die verwendeten gro.Ben Geschwindigkeiten und die erhohten An
forderungen an die Regulier- und Steuerfahigkeit der Maschinen als un
abweisbar herausgestellt und allmahlich zum Ausbau einer ,dynami
schen Festigkeitslehre" gefiihrt hat. Der hierfiir maBgebende Gedanke 
ist der, da.B zu den eingepragten Kraften die Tragheitskrafte als Be
lastungen hinzuzunehmen sind, um die gesamten einwirkenden ,Lasten" 
zu erhalten. Fiir jeden beliebigen Teil des Korpers bilden die auf diese 
Weise erganzten Lasten zusammen mit den an den Schnittstellen iiber
tragenen ,inneren" Kraften- den Spannungen- eine Gleichgewichts
gruppe. - Aus dieser Aussage ist auch ersichtlich, daB gleichformige Be
wegung keinerlei Spannungen im Innern des Korpers verursachen kann. 

Beispiel 154. Beanspruchung eines gleichformig rotierenden 
Stab es. Die Tragheitskrafte sind nichts anderes als die Fliehkrafte. Fiir einen 
Querschnitt im Abstande x vom Ende hat die Normalkraft S, die fiir die Her
stellung des Gleichgewichts des abgeschnittenen Teiles notig ist, die GroBe 

S = 1-l j (l - x) ro8 d x = ft 002 x (z - !!__) ; 
0 2 2 
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der groBte Wert von S tritt fiir x = l, also an der Achse, auf und hat, wenn der 
Stab die Lange l hat, urn eine Achse durch seinen Endpunkt senkrecht zu seiner 
Langsachse rotiert und p, l = M gesetzt wird, den Wert 

p, w2l2 
Smax = --2- = t M l w2 , 

d. i. der Wert der Fliehkraft der im Schwerpunkt vereinigten Stabmasse. Fiir 
ungleichformige Drehung sind fiir die Herstellung des Gleichgewichtes auch im 
Querschnitt liegende, sog. Schubkrafte anzubringen, die von der Winkel
beschleunigung in jedem Augenblicke abhangen. 

113. ZwangHiufige Bewegung des einzelnen Korpers. Die zwang 
laufige Bewegung einer einzelnen Scheibe verlangt zu ihrer Kenn
zeichnung nur die Angahe einer Koordinate; da heim Zwanglauf 
die Flihrung in zwei Punkten erfolgt, treten an diesen zwei unhe
kannte Flihrungskrafte auf und die drei Bewegungsgleichungen sind 
daher zur Bestimmung der Bewegung und dieser Fiihrungskrafte 
ausreichend. Zu den zwanglaufigen Bewegungen gehort auch die reine 
Rollung, bei der die heiden gefiihrten Punkte zusammenfallend an
genommen werden konnen; fiir die Rollung ist die im Beriihrungs
punkte auftretende Kraft durch zwei Komponenten bestimmt, und 
die in der Richtung der Beriihrungsehene liegende Reihungskraft als 
eine Haftreihung aufzufassen; fiir sie kann nur eine obere Grenze 
JR J < f0D angegehen werden, wohei nur dann wirkliches Rollen und 
kein Gleiten eintritt, wenn diese ohere Grenze nicht erreicht wird. 
Diese zwei Komponenten sind wieder durch die Bewegungsgleichungen 
zu hestimmen. Ebenso fallen die heiden . y 
gefiihrten Punkte hei der Drehung urn 
einen festen Punkt zusammen. 

Beispiel 155. Stab langs Wand und 
Boden fallend. Mit den Bezeichnungen der 
Abb. 229 lauten die Bewegungsgleichungen bei 
glatten Fiihrungcn 

M~=B, Mii=A-Mg, 
M k2 ip = B b sin tp - A a cos tp 

und die geometrischen Beziehungen 

~ = b cos tp , 11 = a sin tp • 

8 J2 
8%1.--~······················?? 

;;-·/ io-sinrp 
s ./ 

. ' 
II 

Ng 
Abb.229. 

Nach Ausscheidung von A, B, ~. 1) aus diesen fiinf Gleichungen ergibt sich durch 
Multiplikation mit rp die Gleichung 

{(a2 cos2 p + b2 sin2 p) rp ;p + (b2 - a 2) sinp cos p rj; 3 + k2 rp ip} =- gacos p rp, 
die unmittelbar integriert werden kann und dieEnergiegleichung T + U = h liefert, 

i[(a2 cos2 p + b2 sin2 p) + k2] rp 2 + gasinp = h/M, 
die natiirlich auch unmittelbar hingeschrieben werden konnte. Aus ihr ergibt 
sich durch Aufliisung rp = rp (g;); durch Einsetzen in die Bewegungsgleichungen 
erhalt man A und B fiir jedes p wahrend der Bewegung. 

Beispiel 156. Rollende Bewegung cines Drehkiirpers langs einer 
schiefen Ebene, Abb. 230. Auch in diesem Faile findet das Energieintegral 
(109), da der Angriffspunkt der unbekannten Reibung R die Geschwindigkeit 
null hat, ohne weiteres Anwendung und liefert, wenn in der Anfangslage v = v0 

sein soli: T- T0 =A, und, da cp = vfa, cp 0 = v0fa 

i M (k2 + a2 ) vz- vg = M g h, (h = s sin a) 
a2 
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und wenn fiir M k 2 die auf den Umfang a reduzierte Masse M' = M k 2ja 2 ein· 
gefiihrt wird 

t (M + M') (v 2 - v~) = M g h oder v2 = v~ + 1 : ~~/M. 
Insbesondere erhalt man fiir den Kreiszylinder 

M k2 = t M a 2 = M' a 2 , 

und fur die Kugel 

M k 2 = i, M a2 = M' a2 , 

M'=tM 

M'= i,M 

und 

und 

V 2 =vS+f2gh l (421) 

v2 = v~ + t 2 g h . I 
Fur die Aufstellung der Be

--------------------~ 

wegungsgln. (398) sind die Normal
kraft D und die Reibung R im 
Beruhrungspunkte als Unbekannte 

Abb.230. 

h~d-sin()( einzuftihren; die Bewegungsgleichun-
: gen Iauten 

D , 
J M~=Mgsinoc-R, 

1 M1J=l)-Mg, 

M k2 w = Ra. 

Da r1 = a, folgt aus der zweiten 
Gleichung D = M g cos oc , und aus 
den heiden anderen Gleichungen und 
~ = v = a w, ~· = v = a w konnen R 

und w entfernt werden; man erhalt 

M v = M g sin oc - M k 2 vI a 2 , 

und da v = v dvjds = t dv 2jds 

k2 + a2 !- M --2-dv2 = M gsin ocds = M gdh, 
a 

eine Gleichung, die integriert die fruhere Energiegleichung gibt. 
Der Schwerpunkt des auf der schiefen Ebene rollenden Zylinders bewegt 

sich daher gerade so wie ein gleitender Korper von der gleichen Masse, dessen 

Gewicht nur M ~ M' G = j G betragen wurde, d. h. so, als ob das Schwerefeld 

die konstante Beschleunigung j g hatte. Fur die Kugel wurde fUr diese Beschleuni
gung -~- g zu setzen sein. 

Aus den Bewegungsgleichungen kann sodann auch R ermittelt werden. 

VI. Zwanglaufige Bewegung verbundener Systeme. 
Schwungradberechnung. 

114. Aufgabe dieses Kapitels. Die zwanglaufige Bewegung einer 
Scheibe ist, wie schon mehrfach hervorgehoben wurde, dadurch gekenn
zeichnet, daB zur Angabe ihrer Lage in jedem Augenblicke die An
gabe einer Koordinate (einer Strecke oder eines Winkels) geniigt. 
Wenn an der Scheibe weitere Scheiben (oder Glieder) gelenkigangcschlos
sen sind, die ihrerseits zwanglaufig gefiihrt sind, so ist auch die Lage 
aller dieser Scheiben durch jene einzige Koordinate festgelegt. Eine 
solche zwanglaufige Anordnung mehrerer verbundener Scheiben be
zeichnet man als eine Korperkette oder als ein Getrie be. Das wich-
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tigste Beispiel ist das Schubkurbelgetriebe, Abb. 158, das aus Kurbel, 
Schubstange, Kreuzkopf und Kolbenstange mit Kolben besteht. In 
allen diesen Fallen muB es eine einzige Bewegungsgleichung geben, 
welche die Beschleunigung in der einzigen wesentlichen Koordinate, 
nennen wir sie etwa u, durch die einwirkenden Krafte ausdriickt und 
es entsteht die Aufgabe, diese Gleichung aufzustellen. Dabei handelt 
es sich also zunachst nur urn die Bewegung selbst und vorlaufig nicht 
urn die Ermittlung der Fiihrungs- und Gelenkkrafte. 

Die exakte Behandlung der auf diese Weise erhaltenen Gleichung 
ist insbesondere bei einem verwickelteren Verlauf der eingepragten 
Kraft wahrend der Bewegung recht umstandlich - wenn nicht un
moglich -, und deshalb begniigt man sich fiir gewisse praktisch wich
tige Fragen, die mit der Dynamik der Getriebe zusammenhangen, 
meist mit vereinfachenden Naherungen; hierher gehort insbesondere die 
Aufgabe der Schwungradberechnung, fiir die im folgenden die 
hauptsachlichsten Schritte angegeben werden. 

115. Die Lagrangesche Form der Bewegungsgleichung. Wenn es sich 
um die Bewegung eines Korpers (oder einer Korperkette) mit einem 
Freiheitsgrad, d. h. um die Beschleunigung der einen Zwanglauf
koordinate, u, mittels der diese Bewegung beschrieben werden soli 
(etwa q; in Beisp. 147, oder s in Beisp. 156), in ihrer Abhangigkeit 
von den eingepragten Kraften handelt, dann ist es doch ein Umweg, 
wenn man zuerst die drei Bewegungsgleichungen der Scheibe mittels 
der Fiihrungskrafte aufstellt und dann mit gleichzeitiger Beniitzung 
der geometrischen Bedingungen zwei dieser Koordinaten und die 
Fiihrungskrafte wieder herausschafft; durch diesen Vorgang erhalt 
man jedoch tatsachlich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
welche die zur Darstellung des Zwanglaufes allein notwendige Koor
dinate u nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung und sonst 
weder die iibrigen (etwa voriibergehend noch eingefiihrten und wieder 
eliminierten) Koordinaten, noch auch die Fiihrungskrafte enthalt. 

Fiir diese Zwanglaufkoordinate u kann etwa eine Strecke oder 
ein Winkel genommen werden (wenn eine Kreisbewegung vorkommt, 
wird am besten ihr Drehwinkel gewahlt). Beim Zwanglauf sind dann 
die Koordinaten ~' 'YJ des Schwerpunktes S und der Drehwinkel q; der 
Scheibe mittels geometrischer Gleichungen durch u ausdriickbar (z. B. 
kann fiir u der Drehwinkel q; selbst gewahlt werden). Die Definitions
gl. (401) fiir T erscheint dann als homogene quadratische Funktion 
von u, und ihr Koeffizient wird u selbst enthalten (s. etwa den Aus
druck fiir T im Beisp. 147). Die potentielle Energie U wird eine Funk
tion von u allein, u kommt darin nicht vor. 

Es entsteht nunmehr die Aufgabe, die Bewegungsgleichung fiir 
diese Zwanglaufkoordinate und fur das gauze Getriebe unmittelbar 
aufzustellen, ohne fiir jedes System einzeln auf die gewohnlichen 
Bewegungsgln. (398) zuriickgreifen zu miissen. Da die Energiegleichung 
T + U = h bei konservativen Kraften unmittelbar hingeschrieben 
werden kann, aber nur u (nicht ii) enthalt, und die Bewegung in ahn
licher Weise bestimmen muB wie die Bewegungsgleichung fiir u selbst, 
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so kann sie bei Aufgaben der bezeichneten Art nichts anderes sein, 
als ein Integral dieser gesuchten Bewegungsgleichung fiir u. 

Wenn man daher die Energiegleichung T + U = h, total nach 
der Zeit t differenziert, muB offenbar die gesuchte Bewegungsgleichung 
herauskommen. Man erhalt zunachst wieder 

dT +dU=O 
d t dt 

und ausgefiihrt, da T eine Funktion von u und u und U eine Funktion 
von u allein ist 

aT .. aT . au . 0 au u+auu+a;u= . (422) 

Diese Gleichung kann nun auf eine Form gebracht werden, die als 
Lagrangesche Bewegungsgleichung bekannt ist und fiir die Ent
wicklung der analytischen Mechanik die denkbar groBte Bedeutung 
erlangt hat. Hierzu schreiben wir die letzte Gleichung in der Form 

aT au +aT u+~~u=O (423) 
au dt au au ' 

und wenden in diesem Ausdruck auf das erste Glied die Regel der 
Differentiation eines Produkts an, d. h. wir schreiben 

~:-~~= :t (u ~~)-u :t ~:. 
Nun ist T von der Form ia(u)u2 , d. h. es enthalt nur u2 und einen Ko

effizienten, in dem nur u vorkommt; daher ist u ~~ = 2 T = 2 (h - U) , 

und 

~au= _ 2auu -u-!!:._ ~ 
au dt au dt au ' 

so daB wir die Bewegungsgl. (423), da (wir u =I= 0 annehmen konnen), 
auch schreiben konnen 

(424) 

Hat man also ein zwanglaufiges System, so geniigt es, eine Koordi
nate u auszuwahlen, die kinetische Energie T durch u und u, die poten
tielle Energie U durch u fiir eine allgemeine Lage der Scheibe aus
zudriicken und die in der Gl. (424) vorkommenden Differentiations
vorschriften auszufiihren; dann erhiiJt man die Bewegungsgleichung 
fiir u. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieser Gleichung ist das 
Vorhandensein konservativer Krafte; gleitende Reibungen sind aus
geschlossen und gestatten nicht die unmittelbare Anwendung dieser 
Methode. 

Ist nun z. B. u eine Lange x, dann bedeutet - au ;a X die ,auf 
X wirkende Kraft", ist u ein Winkel cp, dann ist - a u;acp das ,auf 
cp wirkende Moment". 
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Die groBe Bedeutung dieser Form der Bewegungsgleichungen 
beruht darauf, daB sie keine Vektoren mehr enthiHt, sondern nur die 
skalaren GroBen T und U. Sie gestattet unmittelbar die Anwendung 
auf Getrie be, da die Lagen aller ihrer Glieder von der Zwanglauf
koordinate u allein, daher die Geschwindigkeiten von u und u ab
hangen. Fur irgendein Getriebe hat man daher nur die kinetische 
Energie T fiir alle Glieder, durch u und u ausgedriickt, zu addieren, 
ferner ebenso die potentiellen Energien U aller Krafte, die auf die Ge
triebeglieder einwirken, durch u auszudriicken und zu addieren. Mittels 
der so erhaltenen Ausdriicke fiir T und U ist dann durch Gl. (424) 
die Bewegungsgleichung gegeben. 

Weiterhin sei (ohne Nachweis) bemerkt, daB fiir beliebige Systeme 
mit mehreren (n) Freiheitsgraden, deren Lage also durch ebenso viele 
(n) Koordinaten u, v, w, . . . gekennzeichnet ist, sich ein ganz 
entsprechendes Ergebnis herausstellt: Man driicke die kine
tische Energie T in diesen n Koordinaten und deren Ab
leitungen, die potentielle Energie in diesen Koordinaten 
allein aus, dann gilt fiir jede dieser Koordinaten eine 
Gleichung von der Form (424), die also dann zusammen die 
n Bewegungsgleich ungen des Systems bilden. 

Auf den allgemeinen Beweis fUr diesen Satz wollen wir hier nicht eingehen. 
Man kann sich seine Richtigkeit nach der eben fiir eine Koordinate gegebenen 
Ableitung etwa klarmachen, wenn man die vollstandige Differentiation nach 
der Zeit auf aile eingefiihrten voneinander unabhangigen Koordinaten u, v, w 
erstreckt; die dabei der Gl. (423) entsprechende Gleichung enthalt dann n solche 
Klammerausdriicke, die mit d u I d t, d vI d t, . . . multipliziert sind. Denkt man 
sich statt dieser Faktoren die virtuellen Verschiebungen ou, ov, ow, ... ge
schrieben und setzt man diese samtlich voneinander unabhangig voraus, so 
miissen nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen die Klammerausdriicke 
verschwinden, die dann durch dieselbe Unrformung wie oben die Bewegungs
gleichungen ergeben. 

Die folgenden Beispiele betreffen die Anwendung der Lagrange
schen Gleichung fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen in ver
schiedenen einfachen Fallen. 

Beispiel 157. Punkt in der Ebene. a) Auf Cartesische Koordinaten 

x, y bezogen: Es ist T = ~ (x2 + '!?), U = U (x, y) daher die Bewegungsglei

chungen in der wiederholt beniitzten Form: 

mx=-aUjax=X, my=-aUjay=Y. 

b) Auf Polarkoordinaten bezogen: T = t m (v; + v~) = t m (i· 2 + r 2 rp 2); fiir 
eine Zentralbewegung ist U = U (r), also U von r:p unabhangig, daher lauten die 
Bewegungsgln. (424) 

1 
a aT aT .. . dtTr -ar =m(r-rr:p2 )=mb,=- aular, 

~ ~ - !I_ -- ~ ( 2 • - 0 
dt a rp a r:p - m dt r r:p)- • 

Die weitere Behandlung dieser Gleichungen ist dieselbe wie in 73. 
Beispiel 158. Freie Bewegung der Scheibe in der Ebene. Gl. (401) 

gibt T = t M (~2 + 1] 2 + k2 rj; 2 ) und wenn U = U (~, 1), r:p) die potentielle Energie 
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ist, so stimmen die Bewegungsgln. (424) mit den Gin. (398) vollstandig iiberein 

M~=-oUjo~=X, M1] =- oUjo1J = Y, Mk2 tji =- oUjorp = M. 

Beispiel 159. Bewegung des fallenden Stabes, nach Beisp. 155, 
Abb. 229. Die kinetische Energie wird immer berechnet aus der kinetischen 
Energie der Bewegung von S, vermehrt urn die der Drehung urn S. Wahlt man 
rp als Zwanglaufkoordinate, so ist r 2 = a 2 cos 2 'P + b2 sin2 rp, v2 = r 2 w2 und 

T=~[a2 cos 2 rp+b2 sin2 rp+k2]rp2 , ferner U=Mgy=Mg~Xsinq;, 
2 . 

daraus folgt durch Ausfiihrung der in Gl. (424) enthaltenen Differentiationen 
unmittelbar die auch in Beisp. 155 erhaltene Bewegungsgleichung fiir die Koor
dinate rp 

(a 2 cos2 rp + b2 sin2 rp) ip + (b 2 - a 2) sin rp cos rp ip2 + k2 ¢ ip = - g a cos rp. 

116. Die Bewegungsgleichung fiir Maschinen mit Schubkurbel
getrieben. Wenn die Bewegung mehrerer, miteinander verbundener 
Systeme, also etwa eines Getrie bes, mit Beriicksichtigung der Massen 
der einzelnen Glieder und unter der Annahme irgendwelcher ein
gepragter Krafte zu bestimmen ist, so kann man zunachst immer 
jenes Verfahren anwenden, das auch beim einzelnen Korper das nahe
liegende war: jeder Korper wird durch Anbringung der auf ihn wirken
den Fiihrungs- und Gelenkkrafte von den Nachbarkorpern, mit denen 
er durch Gelenke, Schieber u. dgl. verbunden ist, losgel6st, und fiir 
jeden Korper werden nach Gln. (398) seine drei Bewegungsgleichungen 
angeschrieben. Fiir jede Gelenkkraft sind bei ebenen Getrieben zwei 
unbekannte Komponenten, fiir jede Kraft an einer (reibungslosen) 
Fiihrung ist eine unbekannte Kraft senkrecht zur Fiihrungsrichtung 
anzusetzen; diese Gelenk- und Fiihrungskrafte sind nach dem Wechsel
wirkungsprinzip paarweise an jenen heiden Korpern anzubringen, 
zwischen denen die betreffende Verbindung besteht. Aus den so er
haltenen Bewegungsgleichungen werden nun die samtlichen Fiihrungs
und Gelenkkrafte eliminiert, und bei dieser Elimination auch die 
geometrischen Gleichungen beriicksichtigt, durch die die Schwer
punktskoordinaten und Drehwinkel der einzelnen Getriebeglieder in 
ihrer Abhiingigkeit von einer passend gewahlten Zwanglaufkoordi
nate u ausgedriickt werden. Dann bleibt bei zwanglaufigen Systemen 
gerade eine Gleichung iibrig und die ist nichts anderes als die Be
wegungsgleichung fiir die gewahlte Zwanglaufkoordinate. 

Bei diesem V erfahren werden also die Fiihrungskrafte zuerst ein
gefiihrt und sodann wieder eliminiert; wie schon in 115 hervorgehoben, 
stellt dieses Verfahren einen Umweg dar und ist daher unzweckmaBig, 
sobald es sich nur darum handelt, die Bewegungsgleichung fiir sich 
allein aufzustellen. Diese Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die 
Zwanglaufkoordinate leistet gerade die Lagrangesche Methode. Die 
Anwendung dieser Methode geschieht nach den Bemerkungen in 115 
auf die folgende Weise, die wir gleich im Hinblick auf das Bewegungs
problem der Dampfmaschinen aussprechen wollen. 

Nach Wahl einer passenden ,Zwanglaufkoordinate" - wofiir 
am besten der Drehwinkel cp der Kurbel genommen wird - wird die 
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kinetische Energie T aller Getriebeglieder durch rp und seine Zeit
ableitung ip ausgedruckt; daB dies immer moglich ist, liegt gerade 
im Wesen des Zwanglaufs. Ferner wird die potentielle Energie U 
durch die Koordinate rp allein ausgedruckt, was wieder dann ausfuhr
bar ist, wenn die einwirkenden Krafte von rp allein abhangen. Dieser 
Fall trifft bei den Dampfmaschinen zu, da bei diesen die auf den Kolben 
wirkenden Dampfdriicke durch das ,Indikatordiagramm" als Funktion 
des Kurbelwinkels rp oder der Stellung des mit der Kurbel zusammen
hangenden Kolbens, und zwar durch eine zeichnerisch dargestelhe 
Funktion gegeben sind; es ist also U = U (rp). 

Sobald diese Ausdrucke T und U fur irgendeine Lage 
des Getriebes bestimmt sind, ist die Bewegungsgleichung 
fur die Zwanglaufkoordinate rp durch die Gl. (424) ge
geben. 

Fiir zwanglaufige Systeme gibt jedoch die Energiegleichung 
T + U = h unmittelbar ein erstes Integral dieser Bewegungsgleichung 
und daher braucht nicht auf die Bewegungsgleichung selbst gegriffen 
zu werden; zur weiteren Untersuchung der Bewegung reicht die 
Energiegleichung vollkommen aus. Die Losung der Bewegungsaufgabe 
verlangt also nur, die Ausdriicke von T und U fur das Getriebe 
aufzustellen. Wir wollen nun zeigen, in welcher Weise T von der 
Zwanglaufkoordinate rp und deren Ableitung ip, und U von rp allein 
abhangt. 

Die Massen des Schubkurbelgetriebes (nach Abb. 159) einer Dampf
maschine bestehen aus folgenden Teilen (wobei wir uns auf eine Ein
zylindermaschine beschranken): 

l. Aus den rotierenden Massen: Kurbel, Kurbelwelle und 
Schwungrad; ihre kinetische Energie T 1 ist durch die Gl. (339) ge
geben, in der J das TM dieser Teile urn diese Hauptwelle bedeutet. 
Dieses ist bei reiner Drehung eine von rp unabhangige GroBe, die 
wir jetzt fur Kurbel, Kurbelwelle und Schwungrad zusammen etwa 
mit J 1 bezeichnen wollen; es ist also 

T1 = iJ1ip2 • 

Das TM des Schwungrades, das mit in J 1 enthalten ist, wollen wir 
zunachst als bekannt annehmen; spaterhin wird es gerade der Zweck 
dieser Untersuchung sein, seine GroBe aus gewissen vorgeschriebenen 
Bedingungen zu bestimmen. 

2. Aus der Schubstange; ihre kinetische Energie T2 ist nach 
Gl. (401) durch die kinetische Energie der Bewegung des Schwer
punktes ~2 , 'f} 2 , vermehrt urn die kinetische Energie der Bewegung 
urn den Schwerpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit 1jJ darzustellen. 
Da ~2 , 'f} 2 und 'ljJ zufolge des Zwanglaufs ganz bestimmte Funk
tionen von rp sind, so ist T 2 eine ganz bestimmte Funktion von 
rp und rp, und zwar enthalt sie rp nur als Faktor in der Form rp 2, so 
daB wir setzen konnen 
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Diese Gleichung kommt auf folgende Art zustande: Die kinetische 
Energie der Schubstange ist nach den verwendeten Beziehungen 

Nun ist 
T _ 1M (i:z + ·2) 1M k2 · 2 

2 - 2 2 s-2 'Yfz + 2 2 "P · 

s- 2 = r cos cp + 2 cos 1p s- 2 = - r sm cp cp - 2 sm 1p 1p, 1: l ) i: . . l . . 

. l . also . l . 
?'f2=rsmcp- 2 smVJ 'Yj2 = rcoscpcp- 2 cos"P"P· 

Zwischen cp und 1p gilt die geometrische Beziehung 

r sin cp = l sin 1p, also r cos cp (p = l cos 1p 7f. 
Setzt man dies alles in T 2 ein, so erhalt man einen Ausdruck von der 
angegebenen Form. Man beachte, daB J 2 (cp) wohl die Dimension eines 
TM hat, aber nicht unmittelbar als TM angesehen werden kann. 

3. Aus den hin- und hergehenden Massen M3 des Kreuz
kopfes, der Kolbenstange und des Kolbens; ihre kinetische Energie T 3 

ist ebenfalls aus den Bedingungen des Zwanglaufs durch einen Aus
druck von derselben Form wie T 2 darstellbar 

Ta = !Ja(CfJ)CfJ 2• 

Es ist somit die gesamte kinetische Energie des Schubkurbel
getriebes (da die kinetischen Energien als skalare GroBen unmittel
bar addiert werden konnen) 

T = T1 + T2 + T3 = ![J1 + J 2 (cp) + J 3 (cp)]ip2 , (425) 

und wenn wir jetzt J 2 + J 3 = J (cp) setzen, so schreibt sich die Energie
gleichung in der Form 

HJ1 + J(cp)] ip2 + u (cp) = h, 

wo bei h die Sum me der W erte von T + U fiir irgendeine Stelle der 
Kurbel bedeutet und J 1 eine Konstante ist; a us dieser Gleichung kann 
jetzt w = (p fiir jede Kurbelstellung cp gerechnet werden; dies ergibt 

w = dq; = v 2 (h- u (q;)) (426) 
dt Jl+J(q;) 

und daraus endlich cp 

t =JV J~+f{;P) dcp = t(cp) (427) 
2h-2U(<p) 

0 

Fiir eine fer t i g v or g e g eben e Mas chine ware d urch diese Gleich ung 
t = t (cp) und umgekehrt das Bewegungsgesetz cp = cp (t) gegeben. Die 
Konstante h erhalt man, indem man die Integration iiber eine gauze 
Kurbelumdrehung erstreckt, wobei dann links die hierfiir notwendige 
Umlaufzeit T auftritt. In der so entstehenden Gleichung 

2n 

T =fl/7;~) d r 2h-2U(q;) cp 
0 

ist h die einzige Unbekannte und kann daraus gerechnet werden. 

(428) 
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117. Die Reduktion der Massen und Krafte. Da die Bewegung durch 
T und U allein gegeben ist, so sind zwei mechanische Systeme jeden
falls dann als gleich wertig1 zu bezeichnen, wenn die Ausdriicke 
von T und U in beiden Systemen als Funktion von rp und rp iiberein
stimmen. In dem vorliegenden Fall konnen wir diese 'Obereinstim
mung dadurch zum Ausdruck bringen, daB wir an den Kurbelzapfen A 
eine veranderliche Masse M anbringen, die an jeder Stelle rp dieselbe 
kinetische Energie gibt, wie die des ganzen Getriebes; dieser Punkt A 
mit der Masse M soU dieselbe Bewegung machen wie zuvor als Punkt 
des Getriebes. Wir miissen also setzen 

und erhalten 

I M = ~[Jl + J(rp)]-1 (429) 

Es ergibt sich also, daB sich die an dem Kurbelzapfen anzubringende 
ideelle oder reduzierte Ersatzmasse als eine mit rp veranderliche 
GroBe herausstellt, oder daB die mit der Kurbel verbundenen Getriebe
teile auf die Bewegung einen veranderlichen EinfluB ausiiben. 

Weiter miissen wir an diesem Punkt Krafte von solcher GroBe 
wirken lassen, daB die zugehorige Funktion U oder - U = A fiir 
die gegebenen und Ersatzkrafte gleich groB ausfallt. Die Ausfiihrung 
dieser 'Oberlegung bezeichnet man als Red u k t ion de r Masse n 
und Krafte an den Kurbelzapfen A. 

A. Reduktion der Massen. a) Rotierende Teile: Die GroBe 
der in A anzubringenden Ersatzmasse M~, die um die Achse 0 1 das
sel be TM ergibt wie die rotierenden Teile des Getriebes, also auch der 
Kurbel und der Kurbelwelle - jetzt ohne Schwungrad! erhalt 
man nach Gl. (353) 

(430) 

b) Schubstange: In Beispiel l46b wurde gezeigt, daB sich eine 
ebene Scheibe mit der Masse M2 hinsichtlich ihrer Masse, Schwer
punktslage und TM durch drei Punktmassen m1 , m 2 , m3 ersetzen laBt, 
die mit dem Schwerpunkt S in einer geraden Linie liegen und durch die 
folgenden GroBen gegeben sind 

m1 =M 2 k2/la, m2 =M2 k2 /lc, m3 =M2 (l-k2 /ac). 

Nehmen wir an, daB der Schwerpunkt 8 2 der Schubstange auf der 
Verbindungslinie AB liegt und AS2 =a, S 2 B = c ist, dann konnen 
wir diese drei Massen in die Punkte A, 8 2 und Blegen und die Reduk-

1_ Im weiteren Sinne kann man zwei Systeme als dynamisch gleichwertig 
bezewhnen, wenn fiir sie T und U durch irgendeine Substitution q; = f (q;') in
einander iiberfiihrbar sind. Fiir das vorliegende Problem kommt nur d~! im 
Texte gegebene einfachste Fall der dynamischen Gleichwertigkeit (Aqui
valenz) in Betracht. 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 18 
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tion der Masse der Schubstange besteht dann einfach in der Reduktion 
der Massen dieser drei Punkte. 

Die Masse m1 kann unmittelbar zu den reduzierten rotierenden 
Massen hinzugenommen werden. 

Die Gleichheit der kinetischen Energien gibt ferner fiir die Re
duktion von m3 in S 2 nach A unmittelbar die folgende Gleichung 

D 

,.& .. , .. 

: tkgjcmZ X 

------------------------ 2 r ----- ___________________ :J 
Abb. 231. 

aus der sich die nach A reduzierte Masse m3 berechnen liWt (Abb. 231) 

(431) 

Ebenso ergibt die Reduktion der Masse von m 2 , mit der unmittelbar 
die Masse M 3 von Kolbenstange und Kolben vereinigt werden kann, 
die Gleichung 

und daraus 

Die Ausfiihrung der in den Gl. (431) und (432) gegebenen Opera
tionen kann auch zeichnerisch durch Verwendung ahnlicher Dreiecke 
ausgefiihrt werden. 
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ManmacheinAbb. 231: A,u = m 2 , ,u,u' II AB, A,u"=S~,u',,u"v li AB 
dann ist S2 v = m;; dieselbe Konstruktion ist auch mit denselben Be
ziehungen an den durch 0 1 zu R und R 1 gezogenen Parallelen in die 
Abb. 231 eingetragen und kann auch an dieser Stelle durchgefiihrt 
werden. In ahnlicher Weise erfolgt die Reduktion von m3 und M3 in 
B nach A. 

Die in A anzubringende Ersatzmasse der Schubstange ist daher 

(433) 

und die von Kolbenstange und Kolben 

M' M R~ 
a= 3Rf' (434) 

DaR, R 1 , R 2 von cp abhangen, so sind mithin auch M1 , M2 , M3 sowie 
auch ihre Summe, d. i. die nach A reduzierte Gesamtmasse 

M' = M~ + M~ + M; (435) 
eine Funktion von cp. 

Beispiel 160. Die Reduktion der Masse der Schubstange durch Gleich
setzung der kinetischen Energien kann auch auf einmal dadurch erfolgen, daB 
die Momentanbewegung der Schubstange als Drehung urn [} mit der Winkel
geschwindigkeit vA.fR1 in Betracht gezogen wird. Es ist dann M2 (k 2 + R 2 ) das 
TM der Schubstange urn [} und daher 

dieser Ausdruck kann auch aus M2 auf zeichnerischem Wege erhalten werden. 
Setzt man in Gl. (433) die Werte fiir mp m2 , m3 ein, so folgt mit Beniitzung des 
Kosinussatzes fiir die Dreiecke A 8 2 [} und B 8 2 [} 

l p k2 R2 ( k2) R2 J r k2 (R' Re Re ) R2 J 
M~ = M2 al + bi R~ + l-ab Ri = M2 lRi al + bl- a~ + Ri 

= M [J!:_(R2 + a2 -- 2Racosoc + R 2 + b2 + 2Rbcosoc 
2 Rf al bl 

wie zuvor. 

B. Reduktion der Krafte. Bezeichnet man den zu dem Kurbel
wegAA' = ds = rdcp geh6rigen Weg des Kreuzkopfes mit BB' = dx, 
die Kolbenkraft an dieser Stelle mit K und die gleichwertige Umfangs
kraft an der Kurbel A, die Drehkraft (Tangentialkraft) mit D, so 
gibt die Gleichheit der Arbeiten fiir die zusammengeh6rigen Weg
elemente 

Kdx = Drdcp 
und daraus 

D = K _!!:_!;____ = K ~ = K R 2 • 
rdrp VA. R1 

(436) 

Tragt man daher in_!bb. 231 K auf R 1 ab, so schneidet die durch 
dessen Endpunkt zu A B gezogene Parallele au£ R 2 die zugehorige 
Drehkraft Dab. Diese Drehkriifte werden fiir eine Anzahl von Kurbel-

18* 
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stellungen unter Zugrundelegung eines Indikatordiagramms er
mittelt, das die gleichzeitig geltende Verteilung der Dampfkrafte auf 
beiden Kolbenseiten angibt, und langs des auf eine Gerade abgewickel
ten Kurbelkreises aufgetragen; dadurch erhalt man die Drehkraft
Kurbelweg-Linie (D-s-Linie in Abb. 232a). Ihre Integralkurve ist 
die Arbeits-Weg-Linie (A-s-Linie in Abb. 232b). 

Abb. 232. 

Fur den Beharrungszustand muB den Kolbenkraften ein Wider
stand von solcher GroBe entgegenwirken, daB die Summe der Arbeiten 
der Kolbenkrafte fiir eine ganze Kurbelumdrehung gleich wird der 
Arbeit des Widerstandes - nur dann ist die Anderung der kinetischen 
Energie fiir eine voile Umdrehung gleich Null und nur dann ist die 
Geschwindigkeit des Reduktionspunktes (wie auch die Geschwindigkeit 
aller anderen Punkte) nach jeder Umdrehung auf ihren urspriinglichen 
Wert zuriickgekehrt. 
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Wenn dieser Widerstand als gleichbleibend angesehen werden 
darf, so haben wir (ahnlich wie im Beispiel 71, Abb. 125) die D-s
Linie in ein Rechteck zu verwandeln; die Hohe dieses Rechteckes ist 
dann W. Nimmt man als neue s-Achse eine um W nach oben ver
schobene Linie, so hat die Integralkurve der auf diese Linie bezogenen 
Flache die Eigenschaft, mit 2rn periodisch zu sein, d. h. nach Ablauf 
dieses Weges immer ihren urspriinglichen Wert Null wieder anzunehmen; 
die gesamte Arbeit bei einer Kurbelumdrehung ist dann Null und die 
Geschwindigkeit des Reduktionspunktes hat ihren urspriinglichen Wert 
wieder angenommen. In Abb. 232 a ist die Os-Achse schon so ein
gezeichnet, daB die mit+ bezeichneten den mit- bezeichneten Flachen 
gleich sind, die ganze Arbeit, iiber den Weg 2 rn erstreckt, also Null 
ist. Im Beharrungszustand nimmt iibrigens nach jeder Kurbelum
drehung 2rn auch die Drehkraft D selbst ihren urspriinglichen Wert 
wieder an. 

Beispiel 161. Die Reduktion von K nach A kann auch durch Zerlegung 
erfolgen. Man zerlege in Abb. 231 zunachst K in SIll und in S' j_ VB, ferner S 
in D~ll VA und in D' j_ VA; dann ist 

K . sin ( rp + 1p) R2 S = ~ und D = S sm ( rp + 1J!) = K ----,~ = K ~--
cos 1J! cos 1J! R1 

wie in Gl. ( 436 ). 

118. Die Arbeits-Massen-Linie. Langs des abgwickelten Kurbel
weges wollen wir auch die reduzierte Masse M' als Funktion von 
rep= 8 eintragen; da die reduzierte Masse eine periodische Funktion 
der Kurbelstellung cp ist, so gibt diese Massen-Kurbelweg-Linie 
eine Kurve, die wegen des vorausgesetzten Zwanglaufs ebenfalls nach 
Ablauf des Kurbelweges 2rn ihren urspriinglichen Wert wieder an
nimmt. 

Aus der A-s-Linie und der M' -s-Linie kann man nun durch Aus
schaltung von s eine neue Kurve gewinnen: die Arbeits-Massen
Linie (A-M'-Linie), die als eine ,Zustandskurve", fiir das betreffende 
dynamische System (fiir die ,Maschine") aufzufassen ist; diese A-M'
Linie ist fiir eine Maschine im Beharrungszustand eine geschlossene 
Kurve, da die heiden Linien A-s und M' -s, aus denen sie hervorgeht, 
fiir Zwanglauf jede fiir sich periodisch sind. Es wird jedoch nicht diese 
A-M' -Linie unmittelbar verwendet, sondern eine damit in engem 
Zusammenhang stehende, die wir auf folgende Weise gewinnen: 

Die Energiegleichung T = A + h kann nach Ausfiihrung der 
Massenreduktion in der Form geschrieben werden 

! M' v2 = A + h, (437) 

wobei v die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes A ist und h die 
vorlaufig noch unbekannte Energiekonstante ist. 

Fiihren wir statt M' als RechengroBe das ,reduzierte Gewicht" 
G' = M' g ein, ferner statt v entsprechende ,Geschwindigkeitshohe", 

v2 
setzen also 29 = H, so schreibt sich die vorhergehende Gl. (437) 

G' H =A+ h. (438) 
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G' als Funktion von 8 aufgetragen, gibt dann die Gewichts
Kurbelweg-Linie (G'-8-Linie) inAbb. 232c. Die GroBe von h, das ist 
die Verschiebung des Koordinatenanfangspunktes in Richtung der 
A-Achse, ist dabei zunachst noch unbestimmt gelassen. 

In der Arbeits- Gewichts-Linie (A-G' -Linie, Abb. 232d), die 
durch Ausschaltung von 8 aus der A-8-Linie und G'-8-Linie nach der 
aus der Abb. 232 ersichtlichen Art entstanden gedacht werden kann, ist 
die Neigung a: 1 der Verbindungslinie von 0 1 nach einem ,Zustands
punkt" P zufolge der Gleichung 

A+h 
tg IXl = ~ = H ( 439) 

ein Mall fiir die Geschwindigkeitshohe an dieser Stelle. Diese Gleichung 
ergibt sich durch Auflosung von Gl. (438) nach H. 

Die auBersten, von 0 1 an die A-G' -Linie gezogenen Tangenten ent
sprechen dem groBten und kleinsten Wert der bei der Bewegung vor
kommenden Geschwindigkeitshohen, also auch der Geschwindigkeiten 
selbst. Man sieht unmittelbar, daB man diese Neigungen und damit 
auch die Schwankungen in den Geschwindigkeiten vermindern kann, 
wenn man 0 1 nach rechts in einen neuen Anfangspunkt Q verlegt; 
und dies bedeutet die Vermehrung des reduzierten Gewichtes G' urn 
einen konstanten Betrag G~. Diese Vermehrung wird gerade durch 
Anbringung einer nur rotierenden Masse, also eines Schwungrades 
bewirkt. Die nach der Verschiebung auftretenden Neigungen sind 
IXm!n und IXmax und ihnen entsprechen die Geschwindigkeitshohen 

V~in 
Hmin = 2g = tg IXm!n. (440) 

Diese Eigenschaften machen die A-G' -Linie fiir die Ausfiihrung der 
,dynamischen Schwungradberechnung" besonders geeignet. 

119. Dynamische Schwungradberechnung. In der Dynamik der 
Maschinen tritt als eines der wichtigsten das Problem auf, die GroBe 
des auf der Maschinenwelle aufzukeilenden Schwungrades so zu 
bestimmen, daB die Schwankungen der Drehgeschwindigkeit der 
Welle ein vorgegebenes Mall nicht iiberschreiten. 

Da das TM des sich auf der Achse drehenden Schwungrades kon
stanten EinfluB auf die Bewegung hat, so kann aus der Betrachtung 
der A-G' -Linie unmittelbar ausgesagt werden, daB diese Schwan
kungen jedenfalls urn so kleiner ausfallen werden, je groBer das TM 
des Schwungrades wird, und je rascher die Maschine lauft. Durch 
beide Erhohungen wird der Punkt 0 1 von der A-G' -Linie nach links 
abgeriickt und dadurch wird die Schwankung des Winkels a:, der ein 
Mall fiir die Geschwindigkeit darstellt, verkleinert. 

Beiden Erhohungen ist aber aus herstellungs- und betriebstechni
schen Grunden bald eine Grenze gesetzt und es erhebt sich die Frage 
nach dem Zusammenhang dieser Schwankungen mit dem TM des 
Schwungrades. 
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Die Losung des Bewegungsproblems li1Bt sich nach dem in 116 
gegebenen Vorgange zwar nicht in Formeln, sicher aber durch graphi
sche Integration ausfiihren und gibt in Gl. (426) w = w (<p) und in 
Gl. (427) <p = <p (t) also auch w = w (t). Daraus lieBe sich ohne weiteres 
auch die ,mittlere Winkelgeschwindigkeit" 

T 

Wm= ~f w(t)dt, (441) 

0 

d. i. der zeitliche Mittelwert und damit auch die Schwankungen urn 
diesen Mittelwert ableiten. Die in der Gleichung auftretende Kon
stante h ist dann so festzulegen, daB das gerechnete wm der vorgeschrie
benen Drehzahl der Maschine entspricht, wodurch die Konstante h 
vollstandig bestimmt ist. 

An Stelle dieses etwas umstandlichen Vorganges hat sich in der 
Praxis ein Naherungsverfahren eingebiirgert, das wesentlich em
facher ist und au£ den folgenden Annahmen beruht: 

l. Die ,mittlere Geschwindigkeit" der Kurbel wird der 
halben Summe aus der gri:iBten und kleinsten gleich gesetzt 

Vmax + Vmin 
Vm= 2 (442) 

2. Das Verhaltnis der Schwankung Vmax - Vmin zu Vm wird als 
Ungleichformigkeitsgrad s vorgegeben 

Vmax- Vmin 

Vm 
= 8. (443) 

Je nach dem Zweck der betreffenden Maschine wird s zwischen 1/ 10 

und 1/ 300 gewahlt. Dann folgt a us diesen Gleichungen 

Vmin = Vm ( l - ; ) , (444) 

wenn noch Hm = v';,./2 g als mittlere Geschwindigkeitshohe eingefiihrt 
wird, 

Hmax = Hm( I+ -fY ~ Hm (l + s) = tgil(max, ~ 
(445) 

Hmin =Hm(l- ;r~Hm(l-s)=tgO(mln· 

Zieht man daher in Abb. 232 unter den Winkeln O(max und O(min 
die auBersten Tangenten an die A-G' -Linie, so schneiden sich diese 
in dem Koordinatenanfangspunkt Q eines neuen Achsenkreuzes und 
geben in der Strecke QO' = G~ parallel zur G'-Achse den gesuchten 
Wert des reduzierten Schwungradgewichts 

(446) 
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Daraus ergibt sich das kleinste notwendige TM J 0 des Schwungrades in 
der Form 

I _Go r 2 I Jo- --. 
g 

'-----

(447) 

Da der Schnitt der unter den Winkeln IXmax und IXmin gezogenen 
Tangenten meist sehr flach ausfallen wird, empfiehlt sich fur die wirk
liche Ausftihrung der folgende Vorgang: Wir fragen nach jenem Wert A0 

der Arbeit, der den Schwankungen der kinetischen Energie des Schwung
rades allein zwischen den gr6Bten und kleinsten Werten der Geschwin
digkeit entspricht, und erhalten mit Benutzung der Gln. (440) aus 
Abb. 232d 

Ao = G~ (Hmax- Hmtn) = G~ (tg IXmax - tg 1Xmtn) l 
_ 1 Jo ( 2 2 ) _ Jo 2 _ J 2 j - -2 r2 Vmax - Vmin - :Y£ Vm 13 - o Wm 13 , 

(448) 

wenn wm die mittlere Winkelgeschwindigkeit ist; dabei ist auch verwertet, 
daB nach den Gln. ( 442) und ( 443) 

ist. 
Die unter IXmax und IXmin gezogenen Tangenten schneiden daher 

auf der A' -Achse eine Strecke A0 (im ArbeitsmaBstabe) a us (Abb. 232d), 
aus der das gesuchte TM des Schwungrades durch die vorhergehende 
Gleichung in der Form bestimmt ist 

I J = ,l\_o~ I 
0 e w;! · (449) 

Fur die zeichnerische Ausftihrung dieser Methode ist fUr jede GroBe 
ein passender MaBstab zu wahlen und bei den einzelnen durchgefuhrten 
Konstruktionen zu berticksichtigen. 

120. Angenaherte Schwungradberechnung. Fur die praktische 
Schwungradberechnung wird das in 119 entwickelte dynamische Ver
fahren meist noch weiter vereinfacht. 

a) Der einfachste Vorgang ware der, den veranderlichen Ein
fluB der Masse von Schubstange, Kreuzkopf, Kolben und Kolben
stange uberhaupt zu vernachliissigen und die Arbeitsgleichung fUr 
das sich ungleichformig drehende Schwungrad in der einfachen Form 
anzusetzen 

(450) 

wobei Wmax und Wmtn den gr6Bten und kleinsten Wert der Winkel
geschwindigkeit und A 0 den zwischen diesen geltendenArbeitswert (den 
,gr6Bten auftretenden ArbeitsuberschuB") bezeichnen. Durch Fest
legung von 13 und wm ergibt sich J 0 nach Gl. (449) wie zuvor. (Siehe 
hierzu auch Beispiel 7l in 67.) 
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Beispiel 162. Wenn fiir die D-s-Linie langs jeder Halbumdrehung ein sinus
fiirmiger Verlauf vorausgesetzt wird, und wenn D0 den griiBten Wert von D be
zeichnet, dann ist nach Abb. 233 zu setzen 

D = D0 sin rp; 

der durch die Gleichheit der Ar- 0 
beiten langs einer Halbumdrehung 
bestimmte, konstant angenommene 
Widerstand Wist dann der Mittel
wert dieser , Sinuslinie" 

n ;r 

W rn = J Drdrp = D0 r J sin rpdrp, 

und also0 0 

W = 2Do oder D0 = !!__ W. 
n 2 

s 

Abb. 233. 

Die Stellen 'Po und n - rp0 der kleinsten und griiBten Winkelgeschwindigkeit, 
Wmtn und Wmax, sind gegeben durch die Gleichsetzung von D und W 

und daraus folgt 

D = W = ; W sin 'Po , 

2 
sin rp0 = -- = 0,636, 'Po = 0,690 (BogenmaB); 

n 

dieser Bogen entspricht dem Winkel von 39°30'. Der auftretende Arbeitsiiber
schuB ist daher 

nf-'Fo ;rf-v("n ) [ n Jn:-q;, 
A0 = (D-W)rrlrp=Wr 2sinrp-l drp=Wr - 2 -cosrp-rp_,p, 

'Fo 
= W r [ n cos 'Po + 2 'Po - n] = 0,664 W r = J 0 e wi,. . 

Nach Gl. (330) ist das Drehmoment der Maschine, wenn N ihre Leistung in 
PS und n die Drehzahl in l min bedeutet 

W r = 716,2 -~, 
n 

und damit folgt durch Einsetzen in die vorhergehende Gleichung, aus der J 0 

gerechnet wird, da Wm = 1f~ das TM J 0 in kgms2 

J = -~ (~)- 2 o,664·7I6,2 H = 43400 i'J_, 
0 c n n n c n·' 

(451) 

Diese Gleichung kann als erster Anhaltspunkt fiir die Schwungradberechnung 
einer Einzylindermaschine dienen. 

b) Das Verfahren von Racl.inger sucht die Massen des Schuh
kurbelgetriebes in der Art zu beriicksichtigen, daB wohl der EinfluB 
der hin- und hergehenden Massen von Kreuzkopf, Kolbenstange und 
Kolben, nicht aber der der besonderen schwingenden Bewegung der 
Schubstange in Rechnung gezogen wird. Von der Masse der Schuh
stange wird % als rotierend der Masse der Kurbel, % als hin- und 
hergehend den Massen von Kolbenstange und Kolben zugeschlagen. 
Die zur Beschleunigung und Verzogerung dieser Massen aufzuwendenden 
Beschleunigungskrafte werden durch das Produkt ans der Masse dieser 
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Teile und den (wie in Beispiel 92 bestimmten) Besehleunigungen fiir 
annahernd gleiehfOrmigen Kurbelumlauf ausgereehnet und im be
schleunigten Teil der Bewegung von den Kolbenkraften K in Abzug 
gebracht, im verzogerten Teil diesen additiv hinzugefiigt. Der iibrige 
Vorgang ist wie vorher: mit den so veranderten Kolbenkraften wird 
die D-s-Linie, daraus durch Integration die A-s-Linie und aus dieser 
der groBte auftretende ArbeitsiiberschuB A0 fiir gleichbleibenden (oder 
sonst irgendwie veranderlichen) Widerstand W ermittelt; die Gl. (449) 
gibt das erforderliche Tragheitsmoment des Schwungrades. Dieses Ver
fahren gilt, entsprechend erweitert, natiirlich auch fiir Mehrzylinder
maschinen und steht heute noch in weitem MaBe in Verwendung. 

121. Dynamische Krafteplane. Mit der Bestimmung der Bewegung 
eines Getriebes ist erst ein Teil der Aufgabe der technischen Mechanik 
erledigt. Wie bei allen derartigen Fragestellungen erhebt sich auBer
dem noch die Frage nach den Gelenk- und Fiihrungskraften 
langs des ganzen Verlaufes der Bewegung, die sich naturgemaB auf 
die naeh den auftretenden groBten Werten zuspitzt. Wir unter
scheiden auch bier die rechnerische und die zeichnerische Methode 
und geben fiir beide unter Benutzung der bisher gefundenen Ergebnisse 
einige wesentliche Hinweise. 

a) Die rechnerische Methode geht von den Bewegungsgleichun
gen fiir jede einzelne Scheibe des Getriebes a us; sie haben die Form 
der Gln. (398), sofern zu den eingepragten Kraften auch die auftreten
den Gelenk- und Fiihrungskrafte hinzugenommen werden. Fur das 
Schubkurbelgetriebe setzen wir ~ls eingepragt nur die in der Kolben-
stange wirkende Kolbenkraft K und den auf den Kurbelzapfen A - - - --
wirkenden Widerstand W voraus. Die Gelenkkrafte 0, A, B an den 
drei Gelenken 0, A, B, sind dann nach Abb. 234 durch je zwei Kompo
nenten (X 1 , Y 1 ; X 2 , Y 2 ; X 3 , Y 3) festgelegt, die fur die einzelnen 
Scheiben nach dem Wechselwirkungsgesetze einzufiihren sind. Die an 
der Kreuzkopffiihrung auftretende Fiihrungskraft sei D. 

Die Bewegungsgleichungen fiir die drei Scheiben, aus denen das 
Schubkurbelgetriebe besteht, lauten dann nach dem d'Alembertschen 
Prinzipe l xl- x2- m1 bl., = 0 

Scheibe I: Y1 - Y2 - m1 b1 v = 0 

X 2 rsincp- Y 2 rcoscp-J1 ip=O 

l X 2 - X 3 - m2 b2 ., = Or 

Scheibe 2: Y2 - Y 3 -- m2 b2 y = 0 

(X2 a + X 2 c)sin1p + (Y1 a + Y2 c)sin1p- J 2 ip = 0 

{ 
X 3 - K + m3 b3 = 0 

Scheibe 3: y D 
3 + =0. 

(452) 

Wegen der geometrischen Bedingungen de sZwanglaufes sind die 
GroBen b1.,, b1 v, b2 .,, b2 y, b3 , if und"'' durch cp, ip, ip ausdriickbar. Durch 
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Auflosung dieser acht Gleichungen ergeben sich die sieben Kompo
nenten der Gelenkkriifte X 1 , Y1 , X 2 , Y2 , X 3 , Y3 in 0, A, B und die 
unbekannte Fiihrungskraft D des Kreuzkopfes fiir jede Stellung des 
Getriebes, und auBerdem die eigentliche Bewegungsgleichung. Die 

J 

Abb. 234. 

wirkliche Durchfiihrung dieses einfachen Ansatzes erweist sich jedoch 
als recht umstandlich, weshalb auch hier mit Vorteil die zeichnerische 
Methode gewahlt wird. 

b) Auch bei der zeichnerischen Methode kommt es auf die 
Anwendung des d' Alembertschen Prinzipes fiir gefiihrte Systeme an, 
nach dessen Wortlaut jede Scheibe fiir sich unter dem EinfluB der auf 
sie wirkenden eingepragten Kriifte, der Gelenk- und Fiihrungskrafte 
und der Tragheitskrafte im Gleichgewichte ist. 

Die Tragheitskrafte einer ~benen Scheibe sind einer im Schwerpunkt 
wirkenden Einzelkraft - mb zusammen mit einem Moment -mk2w 
gleichwertig. Zur Einfiihrung dieser GroBen in die Zeichnung ist es am 
einfachsten, die Tragheitseigenschaften jeder Scheibe durch zwei 
Ersatzmassen m', m" darzustellen, die in den Gelenken liegen, durch 
die die betreffende Scheibe mit den anderen in Verbindung steht. 
Nach 108, Beispiell46a ist dies immer moglich, so bald der Schwerpunkt S 
der betreffenden Scheibe auf der Verbindungslinie dieser Gelenkpunkte 
liegt. Die Ersatzmassen haben dann die GroBen 

m" = m![-. (453) 

Die Beschleunigungskrafte dieser heiden Ersatzmassen liefern dann, 
da die Beschleunigungen der Punkte einer starren Stange A B eine zu 
dieser ahnliche Punktreihe geben (Abb. 235) 

(454) 

d. h. ihre Summe stellt tatsachlich die Beschleunigungskraft mb8 der 
in S vereinigten Scheibenmasse m dar. Das Moment der Beschleuni
gungskrafte von m' und m' wiirde jedoch wegen a+ c = l ergeben 

' 2 " 2 · ( c 2 a 2) · · (m a + m c ) w = m -l a + m r c w = mac w. 
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Da das Moment der Massenkrafte der Scheibe aber mk2 w sein soil, 
so hat man auBer dem Moment der Beschleunigungskrafte der heiden 
Ersatzmassen m', m" noch ein zusatzliches Moment von der GroBe 
m(P- a c) w im Sinn von w, also fiir die Tragheitskrafte ein Moment 

Abb. 235. 

I 
I 
1-/(R r 

von der GroBe rn(ac- k') w im Sinn von w anzubringen, urn das 
wirkliche Moment der Tragheitskrafte der Scheibevom Betrage- m k2 w 
zu erhalten. Wir lOsen nun dieses Moment gemaB der Gleichung 

m (a c- P) w = Q l 

in ein Kraftepaar auf, wobei wir diese heiden Krafte Q, - Q in den An
schluBgelenken der betrachteten Scheibe ansetzen. 

J 

Abb. 236. 

Fiir die drei Scheiben 1, 2, 3 des Schubkurbelgetriebes sind die auf 
diese Weise anzubringenden Krafte in Abb. 236a kenntlich gemacht 
und in dem ,dynamischen Kraftcplan" b) zusammengesetzt. Die Gleich. 
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gewichtsgruppen sind dann, fiir die 1 

Scheibe 3: (D, K, - m3 b3 , B), 

285 

" 

" 

2: 

1: 

(-B, -m~b3 , Q2 , -Q2 , -'m;rw~, -m;rw1 , A) 

(A, - m~rwL - m~ r w1 , W, Q1 , - Ql, Q). 

Die aus diesen Kriiften bestehenden Kraftecke sind geschlossen. 
Fiir die Auffindung des Poles P des Krafteplans wird (auBer den 

Massen und Tragheitsmomenten) der Bewegungszustand des Getriebes 
in der betrachteten Stellung, also die GroBen b3 , w1 , w1 als bekannt 
angenommen, und 'zuerst die Krafte 

K- -b "b Q Q - 2 ' • ' - m3 3' - mz 3' 2' - 2' - m2 r wl' - m2 rw' 

- m'{ r- w2, - m~ r w1 , W, Ql, - Ql 

aufgetragen. Dann werden an den Endpunkten der Zusatzkrafte Q2 

und Q10 die Parallelen zu den ,Stangenkraften" N 2 nnd N 1 gezogen; 
diese schneiden sich in dem gesuchten ~ole P des Krafteplans, der 
lotrecht unter dem Anfangspunkt 0 von K liegen muB, was eine Kon
trolle fiir die Richtigkeit der Zeichnung abgeben kann. 

Die so gefundenen Vektoren N 1 , N 2 bedeuten natiirlich nur die 
,Stangenkrafte" fiir das Ersatzsystem der nach den Gelenkpunkten 
reduzierten Massen; die wirklichen Stangenkrafte miiBten daraus erst 
ermittelt werden. 

VII. Schwerpunktsatz und Flachensatz. 
122. Formulierung des d' Alembertschen Prinzips mit Hilfe des 

Prinzips der virtuellen Arbeiten. Nach der Aussage des d'Alembert
schen Prinzips entsteht fiir irgendeinen bewegten Korper oder ein 
System von Korpern eine Gleichgewichtsgruppe, wenn zu den ein
gepragten Kraften noch die Tragheitskrafte hinzugenommen werden. 
Dabei ist wichtig, von vornherein festzulegen, welche Korper zu dem 
System zu wahlen sind; das System kann entweder ein Punkthaufen 
sein oder aus starren Korpern bestehen. An den Stellen, wo diese 
Korper mit anderen - nicht zu dem System gehorigen - verbunden 
oder langs diesen gefiihrt sind, sind (nach der Formulierung, die wir 
bisher kennen gelernt haben) die Auflager- und Fiihrungskrafte an
zubringen und zu den eingepragten hinzuzunehmen. Die eingepragte 
Kraft fiir das Tei~hen m; sei durch K; (X;, Y;, Z;) gegeben. Ferner sei 
durch die Kraft J; (J;ro, Ji'll• J;z) der EinfluB des iibrigen Systems auf 
das Teilchen m;, also die auf m; wirkende ,innere Kraft" gegeben. 
Die Bewegungsgleichungen fiir m; lauten daher 

1 Es bedeutet hier ra; einen Vektor vom Betrage rw, in der Richtung 
senkrecht zu "i, gegen r um n/2 im Sinne von w gedreht. 
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Multipliziert man diese Gleichungen mit b_:;;, by;, bz;, die die Kom
ponenten irgendeines ,virtuellen" Weges bs; bezeichnen und addiert 
sie fiir alle Teilchen m;, so verlangt das d'Alembertsche Prinzip, da 
die inneren Krafte nur von der gegenseitigen Wirkung der Teilchen 
aufeinander herriihren, daB diese inneren Kriifte zusammen fur sich 
im Gleichgewicht sind 

5(J;rebx; + J;yby; + J;.bz;) = 0 

und es folgt daher 

I 5 m;(X; bx; + Y; bY;+ Z; bz;) = .l}(X;bx; + Y; by;+ Z;bz;), I (455) 

wobei die linke Summe iiber alle vorhandenen Massen, die rechte bei 
glatten Fiihrungen nur iiber alle vorhandenen eingepragten Krafte zu 
erstrecken ist. 

Die virtuellen Verschiebungen sind ja gerade dadurch definiert, 
daB sie mit den geometrischen Bedingungen der Aufgabe im Einklang 
stehen; die Arbeiten der Fiihrungskrafte bei diesen Verschiebungen 
sind Null, weil diese zu den Kraften senkrecht stehen. Dasselbe gilt 
von den auftretenden Haftreibungen, weil die zugehorige virtuelle Ver
schiebung selbst Null ist. 

Es liegt nun nahe, den Wirkungsbereich dieser Formulierung des 
Prinzips dadurch zu erweitern, daB bei den Verschiebungen jedesmal 
eine Auflagerbedingung freigegeben und die Arbeit der dann tat
sachlich Arbeit leistenden Auflagerkraft in Rechnung gestellt wird. 
Dann kann das Prinzip auch zur Bestimmung der Fiihrungs- und 
Auflagerkrafte selbst dienen, wobei aber zu beachten ist, daB die Ver
schiebungen nicht mehr ,virtuelle" sind. 

Bei rauhen Fiihrungen sind jedoch die Reibungskrafte zu den 
eingepragten hinzuzunehmen und ihre Arbeiten in die Rechnung ein
zusetzen. Bewegungsreibungen sind also wie eingepragte 
Krafte zu behandeln, wie dies auch schon in 12b zum Ausdruck 
gelangt ist. 

Wenn das gegebene System aus einem starren Korper besteht und wenn 
man fiir die Verschiebungen ~X;, ~ y;, ~z; die Ausdriicke (156) in 61 wahlt, wie 
sie den Verschiebungen eines starren Ki:irpers entsprechen, dann erhalt man 
unmittelbar die Bewegungsgleichungen in der Form (379) wieder, und als be
sonderen Fall auch die Gleichungen (398) der starren Scheibe. 

123. Der Satz von der Bewegung des Massenmittelpunkts fiir einen 
Punkthaufen. Wenn man die virtuellen Verschiebungen parallel zur 
x-Achse, und zwar so vornimmt, daB das System als Gauzes urn t5 x 
verschoben wird, also fiir alle Teilchen bx; = bx, by;= 0, bz; = 0 
setzt, so folgt die Gleichung 

wobei die rechte Summe bei einem freien System nur aus dem ein
gepragten, bei einem gefiihrten aus den eingepragten und den Fiihrungs
kraften in der x-Richtung besteht. Nehmen wir nun auch die heiden 
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anderen ahnlich gebauten Gleichungen fiir die y- und z-Achse hinzu 
und fiihren die Koordinaten (~, 'Y), C) des Massenmittelpunktes S durch 
die Gln. (99) ein 

so erhalten wir, wenn wir diese Gleichungen zweimal nach t diffe
renzieren und zu einer Vektorgleichung vereinigen 

(456) 

d. h. der Massenmittelpunkt S des Punkthaufens oder des 
gegebenen Massensystems bewegt sich gerade so, als ob 
alle Krafte ohne Anderung ihrer GraBen und Richtungen 
an der in S vereinigten Masse M des ganzen Systems an
greifen wiirden. 

Wenn insbesondere eingepragte und Fiihrung~krafte nicht vor-
handen sind, dann folgt a us den Gln. (456) fiir 2 Ki = 0 

oder integriert 

und nochmals integriert 

r=o 
. -
r= a. (457) 

(458) 

wobei a (a1 , a2 , a3), b (b1 , b2 , b3) Integrationskonstanten sind. Bei feh
lenden auBeren Kriiften bewegt sich daher der Schwer
punkt gleichformig in gerader Bahn, wie auch sonst die Be
wegung der einzelnen Korper des Systems und deren gegenseitige 
Einwirkungen beschaffen sein mogen. Die Gl. (456) kann dann allge
mein integriert und in der Form geschrieben werden 

(459) 

und diese besagt, daB die Summe der BewegungsgroBen der 
zum System gehorigen Massen konstant und gleich der 
BewegungsgroBe der im Schwerpunkt vereinigten Gesamt
masse ist. 

Die Bewegungsgl. (456) des Schwerpunktes S des ganzen Systems 
kann auch in der Form geschrieben werden 

1 ¥t =.L;'if;.l (460) 

Beispiel 163. Anwendungen: Aus diesem Prinzip folgt, daB die Be
wegung des Schwerpunktes S eines Systems durch innere Krafte allein nicht 
beeinfluBt werden kann; auch Kraftepaare sind auf seine Bewegung ohne Ein
fluB. Die Bewegung des Schwerpunktes eines beliebig gestalteten Korpers erfolgt 
iiberdies ganz unabhiingig von allen Veriinderungen der Gestalt und Struktur, 
die durch innere Kriifte allein an dem Korper hervorgerufen werden. So kann 
ein Turner nach dem Absprung vom Boden die Bewegung seines Schwerpunktes 
nicht mehr beeinflussen. Der Schwerpunkt ei,nes explodierenden Geschosses 
bewegt sich (wenn vom Luftwiderstand abgesehen wird) in einer Bahn, die durch 
die Explosion nicht geiindert wird. Aus dem Satze folgt auch, daB der Schwer-
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punkt unseres Sonnensystems, auf das nur die Anziehungskrafte zwischen den 
einzelnen Himmelskorpern wirken, entweder ruht, oder sich gegen den Fixstern
himmel geradlinig und mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt. Weiter folgt 
daraus, daB jede Vorwartsbewegung auf einem absolut glatten Boden ausgeschlos
sen ist, auch die Erscheinung des RiickstoBes der Geschiitze gehort hierher. 
Endlich liegt in diesem Satze der Grund fiir die Unmoglichkeit, ein Luftschiff 
ohne Eigenbewegung (Freiballon) durch Anbringung von Steuerflachen lenkbar 
zu machen. Eine wichtige Anwendung findet er schlieBlich auch in der Theorie 
des StoBes (IX). 

Beispiel 164. Massenausgleich hinsichtlich der BewegungsgroBen 
der bewegten Maschinenteile. In Beispiell51 wurde gezeigt, daB ein ein
zelner, sich um eine Achse drehender Korper dann und nur dann keine Unter
stiitzungskrafte in den Lagern verursacht, wenn 1. sein Schwerpunkt S in der 
Drehachse liegt, und 2. diese Drehachse eine Haupttragheitsachse ist. 

Aus der Gl. (460) gewinnen wir nunmehr die Bedingung dafiir, daB irgendein 
System von miteinander verbundenen Korpern, die ihre gegenseitigen Lagen 
bei der Bewegung verandern, auf die Fiihrungen und Auflager keine Krafte 
ausiibt. Diese Bedingung lautet: B = M v, = S m1 v1 = konst, und im beson
deren Ji = 0, wenn zu irgendeiner Zeit t: v, = 0 war; d. h. die Bewegung der 
Massen muB so verlaufen, daB der Gesamtschwerpunkt des Systems 
entweder in Ruhe bleibt, oder sich gleichformig und geradlinig 
bewegt. (I. Bedingung fiir den Massenausgleich.) Wenn auf diese Be
dingung nicht Riicksicht genommen wiirde, so wiirden durch die hin- und her
gehenden Massen der Kolbenmaschinen in den Fahrzeugen und Gebauden, in 
denen solche Maschinen eingebaut sind (Lokomotiven, Kraftwagen, Flugzeuge, 
Fabrikgebaude) im Takte der Motorbewegung verlaufende Erschiitterungen ent
stehen, die aus verschiedenen Grunden vermieden werden miissen. Jede Ver
lagerung der Massen wiirde namlich wie eine eingepragte periodische Kraft wir
ken und eine erzwungene Schwingung des Maschinenfundamentes (bei Loko-

a.) 

b) 

Abb.237. 

/ 
/ 
a (wt1grechf) 

motiven auch des angehangten 
Wagenzuges) von derselben Pe
riode hervorrufen. Der Rahmen 
einer an Ketten aufgehangten 
Lokomotive wiirde, wenn diese 
in Gang gesetzt wird, wegen der 
sich periodisch nach vorne und 
riickwarts bewegten Getriebeteile 
Bewegungen ausfiihren miissen, 
die in jedem Augenblicke den 
Bewegungen dieser Getriebeteile 
entgegengesetzt gerichtet und 
deren Geschwindigkeiten durch 
die Gleichungen S m1 v1 = 0, usw. 
bestimmt waren. Um diese Er
schiitterungen vollstandig auszu
schalten, miiBte jede nach einer 
Richtung bewegte Masse durch 
eine mit derselben Bewegungs
groBe nach der entgegengesetz
ten Richtung bewegte Masse 
,ausgeglichen" werden. Ein sol
cher ,exakter" Massenausgleich 
ist jedoch aus konstruktiven 
Griinden undurchfiihrbar. Auch 
die Verwendung von Mehr

zylindermaschinen mit gleichgroBen Zylindern und symmetrischer Anordnung 
der Kurbeln nach Abb. 237 a) fiir Vierzylindermaschinen mit einem 
Kurbelwinkel von 180° und b) fiir die Sechszylindermaschinen mit einem 
Kurbelwinkel von 120° bringt keinen vollstandigen Massenausgleich, weil die 
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Geschwindigkeitsverteilung der hin- und hergehenden Massen der Schub
stangen und Kolben usw. fiir Hin- und Riickgang nicht symmetrisch ist (s. Bei
spiel92) und daher die Bewegungsgr6Ben der (hier als gleichgroB angenommenen) 
hin- und hergehenden Massen nicht in jedem Augenblicke genau die Summe 
Null ergeben. Bei Lokomotiven wird der Massenausgleich der Getriebemassen 
durch Gegenmassen angestrebt, die im Innern der Radkriinze der Treibriider 
angebracht werden. Solche Gegenmassen konnen natiirlich nur zur Ausgleichung 
von rotierenden Massen dienen, deren Schwerpunkte nicht in den Radachsen 
liegen; auch jene Teile der Schubstangenmassen, die konstanten EinfluB auf 
die Bewegung haben (wie m1 in 117 A, b), konnen auf diese Weise ausgeglichen 
werden; dagegen ist die Ausgleichung der hin- und hergehenden Massen von 
Kolben und Kolbenstange und der ,schwingenden" Masse m3 der Schubstange 
durch solche rotierende Massen nicht moglich und wird praktisch durch Anwen
dung mehrerer Zylinder mit verstellten Kurbeln angeniihert erzielt. 

124. Flachensatz oder Satz von der Erhaltung des Dralles. Wenn in 
Gl. (455) die virtuellen Verschiebungen Ox;, Oy;, Oz; in der Form (156) 
angesetzt werden, wie sie einer Drehung des ganzen in irgendeinem 
Augenblicke als starr betrachteten Punkthaufens um die Koordinaten 
entsprechen, so erhalt man durch Nullsetzen der Koeffizienten der 
Drehwinkel unmittelbar die Momentengleichung, die man in folgender 
Weise umformen kann 

M = z (r; X K;) = 5 m; (r; X b;) -- 5 m; (r X ~;) 

d 5 - - d M - - d (- -) dli ==lit" m; (r; X V;) = dt (rs X V8 ) = dt r8 X B = dt. 

Diese Gleichung 

(461) 

besagt, daB die zeitliche Anderung des Dralles H gleich 
ist dem Moment der eingepragten Krafte in bezug auf 
den Punkt 0. Dieser Satz gilt sowohl fiir den Punkthaufen wie 
ffu starre Korper, wenn nur die inneren Krafte von der oben an
gegebenen Art sind. 

Wenn M = 0, so folgt ii = konst., d. h. der Drall des 
Systems ist nach GroBe und Richtung im Raume konstant. 
(Satz von der Erhaltung des Dralles oder Flachensatz, 
(wie er wegen der Beziehung zur Flachengeschwindigkeit als halbes 
Moment der BewegungsgroBe auch genannt wird). 

Der Drall eines Punkthaufens hat im allgemeinen ffu jeden Punkt 0 
des Raumes als Reduktionspunkt einen an~ren Wert H 0 . 

Dieser Wert H 0 kann durch den Drall H 8 um den Schwerpunkt S 
des Punkthaufens in folgender Weise ausgedriickt werden, indem nach 
Abb. 238 ri = Q; + p gesetzt wird 

Ho = S m; (r; X v;) = S m; [(e; + p) X v;] 

= S m; ((); X v;) + (p X S m; v;) 

= Hs + CP X Bs). 
Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 

(462) 
19 
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Im besonderen gilt nun der Satz: Wenn der Sch werpunkt 
des Systems ruht, so ist H 0 unabhangig von der Wahl des 

0' 

rni Bezugspunktes. 

Abb. 238. 

s 

In der Tat findet man den Drall fiir den 
Bezugspunkt 0', wenn wieder die Bezeich
nungen der Abb. 238 verwendet werden, 

und demnach, da S m V; = M v8 = 0 sein soll, 

fio,=Sm;(r~ XV;) =Sm;[(a+ r;) XV;] 

=[a X s miv;] + Sm;Cr; X v;) = Ho = Hs. (463) 

Beispiel 165. Anwendungen. Aus der groilen Zahl der Anwendungen 
des Satzes von der Erhaltung des Dralls seien hier nur die folgenden hervor-
gehoben: Der Drall il des Planetensystems, welches nur den zwischen den Pla
neten wirkenden Anziehungen ausgesetzt ist, ist nach Griiile und Richtung im 
Raume konstant. Die durch den Schwerpunkt der Sonne senkrecht zu ll gelegte 
(oder irgendeine andere hierzu parallele) unveranderliche Ebene besitzt also 
fur den ganzen Verlauf der Bewegungen der Planeten gegen den Fixsternhimmel 
eine unveranderliche Lage; daher kann sie als Bezugsebene fUr die genauere Unter
suchung der Bahnkurven der Planeten genommen werden, bei der die gegensei
tigen ,Wirkungen" der Planeten aufeinander- die ,Stiirungen"- berucksichtigt 
Werden. - Ein Turner vermag den ,Drall", den er sich beim Absprung vom 
Boden beibringt, nach dem Absprung in keiner Weise zu andern, er kann jedoch 
durch Einziehen der Arme und Beine sein TM in bezug auf seine Drehachse ver
kleinern, also seine Winkelgeschwindigkeit erhiihen und deshalb die Umdrehungs
zeit urn seine eigene Achse erniedrigen; eine volle Umdrehung in der Luft (salto 
mortale) kann dadurch in der kurzen Zeit ausgefuhrt werden, die sein Schwer
punkt fur das Herabfallen bis in die Nahe des Bodens braucht. - Zur Ver
anschaulichung des Satzes von der Erhaltung des Dralls kann der Drehschemel 
dienen, der aus einer urn eine lotrechte Achse leicht beweglichen Platte besteht. 
Wenn eine auf diesem Drehschemel stehende Person eine Stange oder den Arm 
in einer wagrechten Ebene urn den Kopf herumschwingt, so bewegt sich der 
ubrige Kiirper nach der entgegengesetzten Richtung mit einer solchen Winkel
geschwindigkeit, dail der Drall der nach einer Richtung bewegten Stange und 
der Drall des nach der andern Richtung bewegten Kiirpers derselbe ist; bei Auf
hiiren der Bewegung des Armes kommt auch die Bewegung des Kiirpers sofort zur 
Rube. 

Der Drall der Luftschraube eines Flugzeuges und · der damit gleichsinnig 
rotierenden l\iotorteile wurde seinen Gegenwert in einem Drall gleicher Griiile 
finden, der das ganze Flugzeug im entgegengesetzten Sinne urn die Langsachse 
des Flugzeugs herumdrehen wurde. Dies wird durch den groilen Widerstand 
behindert, den die Fltigel einer solchen Bewegung entgegensetzen, mull aber 
doch durch eine unsymmetrische Einstellung der Flugel unwirksam gemacht 
werden. Bei Flugzeugen, die mit gegenlaufigen Luftschrauben von gleichem 
Drall ausgeriistet sind, fallt diese Wirkung weg. 

Eine wichtige Anwendung findet endlich dieser Satz in der Theorie der Tur
binen (s. Hydraulik). 

Wahrend nun eine Vorwartsbewegung ohne Inanspruchnahme der Reibung 
der Unterlage angeschlossen ist, ist eine Drehung auf glatter Unterlage urn j eden 
beliebigen Winkel miiglich; man braucht hierzu nur kreisende Arm- oder 
Beinbewegungen von der oben beschriebenen Art auszuftihren, so dreht sich 
der ubrige Kiirper urn einen nach dem Drallsatz zugeordneten Winkel im ent
gegengesetzten Sinne. Ohne bier weiter auf die Sache einzugehen, sei nur er
wahnt, dail der innere Grund fUr diesen wesentlichen Unterschied darin liegt, 
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daB die Gleichung Bx = 5 m; x; = 0 integrierbar ist, wahrend die Gleichung 
Hx = S mx (y; Z;- Z; fj;) = 0 dies nicht ist, und daher wohl eine Bedingung 
fiir die infini tesimalen, nicht aber fiir die endlichen Lagenanderungen der 
einzelnen Teile des Systems darstellt. 

Beispiel 166. Massenausgleich hinsichtlich der Momente der 
Bewegungsgr6Ben der bewegten Maschinenteile. Zur Ausschaltung von 
Kraftwirkungen auf das Fundament miissen die hin- und hergehenden Massen 
der Maschinen, wie in Beispiel 164 gezeigt wurde, jedenfalls so angeordnet wer
den, daB die Summe der Bewegungsgr6Ben in Richtung der Zylinderachsen (und 
auch in jeder anderen Richtung) dauernd verschwindet, oder, was auf dasselbe 
hinaus kommt, daB der Schwerpunkt aller bewegten Massen dauernd in Ruhe 
bleibt. 

Aus dem Satz von der Erhaltung des Dralls folgt nun weiter, daB es fiir die 
Ausschaltung von Kraftwirkungen auf das Maschinenfundament auBerdem auch 
notwendig ist, daB der gesamte Drall oder die Summe der Momente der Be
wegungsgroBen der bewegten Massen urn jede Achse des Raumes 
verschwindet. (2. Bedingung fiir den Massenausgleich.) Fiir Kolben
maschinen, deren Zylinderachsen aile in einer Ebene liegen, kommen dabei einzig 
und allein nur die Achsen in Frage, die zu dieser Ebene senkrecht stehen, wie 
a in Abb. 237a) und b). Durch die urn die Mittelebene symmetrische Anordnung 
der Zylinder, wie sie in diesen Abbildungen gezeigt ist, ist der Massenausgleich 
hinsichtlich der Momente der BewegungsgroBen erreicht - freilich wegen der 
Unsymmetrie der Geschwindigkeiten fiir Hin- und Riickgang wieder nur an
genahert. 

Bei mehrzylindrigen Schiffsmaschinen mit verschieden groBen Zylindern 
und daher mit Getrieben mit verschieden groBen Massen (wie dies bei mehr
stufiger Expansion aus wirtschaftlichen und betriebstechnischen Griinden not
wendig ist) kann der Massenausgleich dadurch erzielt werden, daB fiir die Winkel 
zwischen den einzelnen Kurbeln (auch die Entfernungen der Zylinderachsen) 
nicht von vornherein bestimmte GroBen (180° oder 120° etwa) gewahlt werden, 
sondern diese Winkel zunachst unbestimmt gelassen und erst aus den heiden 
,Bedingungen fiir den Massenausgleich" ermittelt werden (Schlickscher Massen
ausgleich). Wenn die Schubstangen samtlich unendlich lang genommen, also in 
Beispiel 93: A = rfl ~ 0 und v ~ r w cos rp gesetzt und mit diesen vereinfachten 
vVerten der Geschwindigkeiten die heiden Bedingungen fiir den Massenausgleich, 
d. h. der Schwerpunkts- und Flachensatz, angesetzt werden, so spricht man 
von Massena usgleich l. Ordn ung; es ist jedoch auch ein Massenausgleich 
2. Ordn ung moglich, bei dem in den Ausdriicken fiir diese Geschwindigkeiten 
auch die Glieder mit }. beibehalten werden. 

VIII. Bewegung eines Korpers urn einen festen 
Punkt. Kreisel. 

125. Die Eulerschen Bewegungsgleichungen. Nach den Ergebnissen 
der vorhergehenden Abschnitte wird die Bewegung eines beliebigen 
Systems von Ki:irpern im Raume dadurch beschrieben, daB zuniichst 
die Bewegung des Schwerpunktes S und sodann die Bewegung des 
Systems urn diesen Schwerpunkt angegeben wird. Jene wird durch 
durch den Schwerpunktsatz, diese durch den Flachensatz beherrscht. 
Fur den einzelnen starren Ki:irper, der im Raume ein Gebilde mit sechs 
Freiheitsgraden darstellt, erhiilt man aus heiden die ni:itige Anzahl 
(sechs) von Gleichungen, urn seine Bewegung vollstandig zu bestimmen. 
Als Beispiele fur sole he r au m li c he Bewegungen eines Ki:irpers seien 
genannt: die Bewegung eines Flugzeuges oder eines Geschosses gegen 
die Erde, oder die eines Planeten gegen den Fixsternhimmel. 

19* 
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Die in 124 gegebene Gl. (461) kann auch unmittelbar als die Be
wegungsgleichung eines starren Korpers urn einen festen Punkt 0 
betrachtet werden. In jedem Zeitelemente dt tritt zu dem zur Zeit t 

- - -
vorhandenen Drall H der zusatzliche Drall dH = M dt in Richtung von 
M hinzu, die Summe H + dH gibt den Drall zur Zeit t + dt. 

Legt man die im Raume festen Achsen x, y, z durch 0 hindurch, 
dann kommen in M nur die Momente der eingepragten Krafte ( Ge
~cht usw.) vor, wahrend die Auflagerkraft 0 des festen Punktes zu 
M keinen Beitrag gibt. Wenn man nun die Komponenten des DraUs 
nach diesen Achsen x, y, z bildet, so stellt sich der "Obelstand ein, daB 
die nach der Gl. Ii = Sm; (r; X v;) usw. auszufuhrende Summation 
fiir jede Lage des Korpers andere Werte geben wurde, deren Zusammen
hang schwer zu uberblicken ist. 

Die Betrachtung wird wesentlich vereinfacht, wenn an Stelle dieser 
festen Achsen bewegte, und zwar korperfeste Achsen 0, ;, r;, C ver
wendet werden, und der Drall H in bezug auf diese gebildet wird. 
Wenn w die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit ist, dann ist die 

i.J 
t 
i I Vt=WXT} 

/ 

Abb. 239. 

Geschwindigkeit v eines Teilchens mi in A in 
bezug auf diese Achsen 0, ;, r;, Cinder Form 
anzusetzen (Abb. 239) 

(466) 

dann folgt 

H = 5 mi (ri X v;) = 5 m; [r; X (w X 1)] 

1J und nach dem Entwicklungssatz Gl. (33) er
gibt sich weiter 

(464) 

Urn die Bedeutung dieser Gleichung zu erkennen, gehen wir zu den 
Komponenten nach den korperfesten Achsen 0, ;, 1], C uber und er
halten fur H < ., 

H~ = w~ s m; (;r + r;r + w- s m; ;i (;; W; + 1}; w'f} + 'i wd 

= wi; s m; (r;~ + m - w'f} s m; ;i 1};- w; s md; 'i; 

nach den Definitionsgln. (347) und (348) fur die Tragheits- und 
Deviationsmomente folgt sodann 

(465) 

Die entsprechenden Ausdrucke fur Hn und H; ergeben sich durch 
zyklische Vertauschung. 

Aus der Form dieser Gleichungen erhellt unmittelbar, daB sich 
die Komponenten von H ganz besonders einfach darstellen lassen, 
wenn als korperfeste Achsen 0, ;, r;, C die Haupttragheitsachsen 
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des Korpers gewahlt werden; fiir diese verschwinden namlicli die 
Deviationsmomente, und die Komponenten von H werden einfach 

(466) 

worin nunmehr J~, J 11 , J~ konstant sind. 
Da sich diese Zerlegung auf ki:irperfeste und nicht auf raum

feste Achsen bezieht, so ware es nun freilich fehlerhaft, wenn man 
die Zeitableitungen dieser Komponenten den Momenten M~, M 11 , M; 
der eingepragten Krafte urn die entsprechenden Achsen, unmittelbar 
gleich setzen wiirde. Man muB vielmehr stets die Komponenten des 
Dralls nach raumfesten Achsen 0, x, y, z bilden und diese nach t 
differenzieren. W egen der einfachen Form der Gr6Ben H ~, H 11 , H ':. 
empfiehltessicb jedocb, diese Gr6Ben beizubebalten und die absoluten 
.Anderungen des Dralls durcb sie auszudriicken. 

Die Komponenten H~, H 11 , H~ ki:innen als relativen die Koordinaten 
des Endpunktes von H in bezug auf die bewegten Acbsen und die 

Ableitungen d~~ also als die relativen Gescbwindigkeiten dieses End-

punktes von H in bezug auf diese Achsen aufgefaBt werden. Aus 
ihnen erhalt man die absoluten Gescbwindigkeiten, wenn man nach 
der aus 89 bekannten Beziehung va = ve + vs die absolute Geschwindig
keit des Endpunktes von H ausrechnet. An die Stelle der Kompo
nenten von V8 treten dann die drei Gr6Ben 

Daher schreibt sich die ,absolute .Anderung" von H in Richtung der 
~-Achse in der Form (die iibrigens genau der Gl. (305) in 91 entspricht) 

dHr; ---- + H-w - H w' dt - 'f) 1J - , 

und somit erhalten wir die Bewegungsgleichungen 

J~~~-(J11 -J;)w11 w~ =M~, I 
J 11-w11 - (J;- J~)w;w~ = M 11 , 

1 J,w, -(Jr;--J11 )wr;wT} = M,. 
(467) 

Die linken Seiten sind als die Komponenten von H nach raumfesten 
Achsen (0, x, y, z) aufzufassen, die in jedem Augenblicke mit den be
wegten Achsen (0, ~' 1], C) zusammenfallen. Die Gln. (467) sind die 
beriihmten Eulerschen ,dynamischen Gleichungen" fiir die Bewegung 
cines Korpers urn einen festen Punkt, die auch in die eine Vektor
gleichung zusammengefaBt werden ki:innen 

(468) 
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126. Die kraftefreie Bewegung urn den festen Punkt erhalt man, wenn 
der Schwerpunkt S des Korpers mit dem festen Punkt zusammenfallt 
und auBer dem Eigengewicht keine eingepragten Krafte vorhanden sind. 

In den Gln. (471) ist fiir kraftefreie Bewegungen JJ!I = 0 zu setzen. 
a) Drehungen urn die Haupttragheitsachsen 0, ~, YJ, '· Die 

Gln. (467) werden fiir beliebige Werte der J~, J", J; durch die Werte 
befriedigt 

w~ = 0, w" = 0, w; = c = konst., (469) 

d. h. die dauernde Drehung urn die Haupttragheitsachse 0' (und 
e benso urn die heiden anderen 0 ~, 0 YJ) ist eine , ,mogliche'' Bewegungs
form- ein Ergebnis, das schon in 112, Beispiel 151, auf andere WeiRe 
erhalten wurde. Und zwar zeigt eine genauere Untersuchung, daB die 
Drehungen urn die Achse des gri:iBten und kleinsten TM stabil, die urn 
die Achse des mittleren TM aber I a bil sind. 

b) Fiir J~ = J" = .ft ergibt sich aus den Gln. (467) 

w~ = w" = Wt = konst., (470) 

d. h. wenn das Tragheitsellipsoid des Korpers eine Kugel ist, so ist 
der Drehvektor w unveranderlich im Korper und daher auch im Raume; 
dies ist der Fall des sog. Kugelkreisels, der eine Dauerdrehung urn 
j ede belie bige Achse durch 0 ausfiihren kann. 

c) Wenn J~ = J" =F J::, so erhalt man die Bewegungsgleichungen 
des symmetrischen, kraftefreien KreisPls. Unter Kreisel ver
steht man einen starren Rotationski:irper, bei dem irgendein Punkt 

Abb. 240. 

seiner Rotationsachse, die man auch 
als ,Figurenachse" bezeichnet, fest
gehalten und urn diese in Drehung 
gesetzt wird. Aus der dritten der 
Gln. ( 467) folgt fiir 

J~=Jn+Jt: W::=c=konst., 

e d. h. die Projektion von w auf die 
'-Achse ist konstant; die heiden 
ersten Gleichungen geben dann 

Jowo- (Jt- J::)cw~ = 0 } 
' . ' ' . ., ( 4 71) 

J~w" + (J~- J;)cw~ = 0. 

Die Multiplikation mit w~ und w" 
und Addition liefert 

w~ w~ + w" w" = 0, 
daher 

w~ + w~ = a2 = konst., (472) 

daher ist auch w2 = w~ + w~ + w~ = a2 + c2 = konst. und w liegt 
auf einem Drehkegel mit der Offnung tg a = afc urn die '-Achse, 
Abb. 240. Aus den Gln. (471) folgt durch Ausscheidung von w~ oder w" 
(durch Differentiation je einer dieser Gleichungen), daB w~ und w" 
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derselben Differentialgleichung 2. Ordnnng geniigen 

.. (J~- Jz;\2 
Wo + ---) c2 We = 0 

~ J~ ~ 
(473) 

und diese besagt, daB die Projektionen von w auf ~ und 'fJ einfache 
harmonische Schwingungen ausfiihren, so daB w gleichformig um die 
C-Achse herumwandert. 

Bildet man nun die Projektion von w auf den Drallvektor H 
(H~ = J~ w~, H 11 = J 11 w11 , H:; = J:; c = konst.), so folgt fiir diese nach 
Gl. (ll) in 16 

I fJ Ht; Hry H~ 
w = w cos = w:; 7r + wfJ I[ + w~ H 

J~;w~+J,1 w~+J:_-w~ 2T 
H = 7[ = konst. , (474) 

d. h. die Projektion w' von w auf H ist ebenfalls konstant, und daher 
ist auch c~{J = konst. Dberdies liegen die heiden Vektoren w (w~, w 11 , 

w:;) und H (J~ W:;, J~ w 11 , .!:; c) in einer Ebene. Daher bewegt sich der 
Vektor w einerseits auf einem im Korper festen Drehkegel um (, anderer-

seits auf einem raumfesten Drehkegel um H; die Bewegung des 
Korpers ist also so darzustellen, daB ein korperfester 
Drehkegel K 1 (Polodiekegel) auf einem raumfestenDrehkegel K 2 

(dem Herpolodiekegel) ohne Gleitung abrollt (vgl. hierzu 84). 
[Beziiglich der Bedeutung von T siehe d].) 

Eine solche Bewegung nennt man eine (regulare) Prazession. 
Liegt K 2 auBerhalb von K 1 , so erfolgt das Herumwandern von K 1 

um K 2 im gleichen Sinne wie die Drehung des Kreisels urn C und man 
nennt Prazession gleichsinnig (oder vorschreitend, progressiv); liegt 
K 2 innerhalb K 1 , so erfolgen diese Drehungen entgegengesetzt zueinander 
und man bezeichnet auch die Prazession als gegensinnig (oder riick
schreitend, retrograd). 

d) Fur J~ 9= J 11 9= J 11 gelangt man auf folgende Weise zu der von 
Poinsot herriihrenden anschaulichen DarsteUung des Verlaufes der 
Bewegung. Man multipliziert die d!~i Gin. (467) zunachst mit w~, w11 , 

w:; und addiert, so erhalt man (da M == 0) 

Jg Wt; Wt; + J 1} w1} w1} + Jt Wt clJ; = 0. 

Diese Gleichung gibt integriert die ,Energiegleichung" (das Energie
integral) des bewegten Korpers 

T ~(J;;w~+J11 w~+J:;w~)=konst. (475) 

Bei fehlenden Kraften ist die kinetische Energie des Korpers, die sich 
skalar ans den kinetischen Energien der Drehungen um die drei Achsen 
zusammensetzt, eine Konstante. Ebenso folgt durch Multiplikation 
derselben Gin. (467) mit J:; w~;, J 11 w11 , .!:; w:; und Addition 

J~ Wt; Wt; + J~ w,1 WfJ + J~ W1; W; = 0 
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eine Gleichung, die ebenfalls integrabel ist und die Gleichung liefert 

H 2 = J~ w~ + J~ w~ + J~ w~ = konst. ; (476) 

diese Gleichung driickt die Konstanz des Drallvektors H in bezug 
auf das korperfeste System (O,~,rJ,~) aus. 

Auch bier ist die Projektion w' von w auf H eine Konstante. Denn 
es ist wie zuvor in c) 

I H~ H,, H~ 
w = w cos IX= w;H + wn H + wt ·Tr = konst. (477) 

w selbst ist in diesem allgemeinen Faile nich t mehr konstant. 
~ie Ebene, die durch den Endpunkt von w ( wf, w", w:;) senkrecht 

zu H (Hg, Hn, Ht) gelegt werden kann, hat die Gleichung 

Jg W; (X- wg) + Jn wn ( Y - wn) + J~ w; (Z- w:;) = 0, (478) 

worin X, Y, Z die laufenden Koordinaten bezeichnen. Diese Ebene 
beriihrt das durch den Endpunkt von w gelegte Triigheitsellipsoid 
fiir den festen Punkt 0 als Mittelpunkt, denn die Gleichung dieses 
Triigheitsellipsoids lautet 

JgX 2 + Jn Y2 + J~;Z2 = J~ w~ + Jn w~ + J~wE = 2 T (479) 

und die Richtungskosinusse der Normalen seiner Beriihrungsebene im 
Punkte w;, w", w;: sind verhaltnisgleich zu Jg w~, J,1 w", J~;w:;. Die 
Beriihrungsebene hat daher die Gl. (478). 

Nun hat H eine feste Lage im Raume (Satz von der Erhaltung 
des DraUs) und da w' = konst., so hat auch die Ebene (478) eine 
feste Lage im Raume; sie ist in der Tat eine ,unveranderliche Ebene" 
im Sinn von Beispiel 165 in 124. 

Diese Ebene beriibrt in jedem Augenblick das Ellipsoid (479) und 
daher kann die Bewegung dargestellt werden durch das 
Abrollen ohne Gleitung des Ellipsoides (479) auf dieser 
,unveriinderlichen" Ebene. Der Vektor von 0 bis zum Be
riihrungspunkte gibt die Lage der augenblicklichen Winkel
geschwindigkeit w und ist ihrer GroBe proportional. 

127. Moment der Kreiselwirkung. (Deviationswiderstand.) Bei den 
technischen Anwendungen der Eigenschaften der urn eine Achse rotie
renden Korper handelt es sich in vielen Fallen urn folgende Aufgabe: 
Ein Drehkorper dreht sich mit sehr groBer Winkelgeschwindigkeit 
urn seine Achse (Figurenachse), die ihrerseits in bestimmter Weise 
bewegt, also ,gefiihrt" wird; welche Kraftwirkungen treten bei dieser 
Veranderung der Lage der Achse auf 1 

Als Beispiele fiir derartige Probleme denke man an die Bewegung 
des Motors mit Luftschraube in einem Flugzeuge und an die Erschei
nungen, die bei einer Anderung der Flugzeugachse durch Steuerung 
auftreten. Ferner an die Wirkung der urn parallele Achsen im gleichen 
Sinne rotierenden Radsatze eines Eisenbahnzuges bei Gleiskriimmungen 
und Schieneniiberhohungen und an die Wirkung des rotierenden Teiles 
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einer Dampfturbine in einer Dampfturbinenlokomotive oder in einem 
Schiffe, oder eines Motors in einer Elektrolokomotive u. dgl. 

Wir betrachten einen Drehkorper von beliebiger Form, z. B. den in 
Abb. 241 dargestellten Schwungring; die Winkelgeschwindigkeit um 
die etwa wagrecht gestellte Figurenachse Oz sei w, das TM J, also der 
Drall Jw. Diese Figurenachse denken wird uns in der wagrechten Ebene 
mit der Winkelgeschwindigkeit 1jJ !I 
um die lotrechte y-Achse, also in der 
Zeit dt durch den Winkel d'lfJ =ip dt 
gedreht; wie groB ist das Moment, 
das diese v eranderung hervor
bringt, und wie ist es gerichtet 1 

Zur Losung dieser Frage dient 
die Bewegungsgleichung (461), die 
wir sogleich in dieser vektoriellen 
Form verwenden. Durch die Dre
hung der Figurenachse wird der 
Schwung H = Jw ohne Anderung 
seines Betrages um ein Stiick 

dH = H d'lfJ = Jwipdt 

z 

Abb. 241. 

X 

verandert und die Richtung dieses Stiiekes ist, wie die Abbildung zeigt, 
parallel zur x-Achse. Die Veranderung der mit der Figurenachse zu
sammenfallenden Drallachse in der angenommenen Art wird daher 
durch ein in der x-Achse liegendes Moment M dt bewirkt, dessen GroBe 
demnach den Wert hat 

(480) 

Diesem Momente gleich, aber entgegengesetzt ge:r>ichtet, ist das Moment, 
mit dem der Kreisel der angegebenen Veranderung seines Dralles 
widersteht, diese letztere Moment nennt man das Moment der 
Kreisel wir kung. Den Sinn dieses Momentes konnen wir dadurch 
kennzeichnen, daB sich bei einer Anderung seiner Drallachse 
der Kreisel aufzurichten, genauer gesagt, der Achse der Drehung ip 
parallel zu stellen strebt, und zwar so, daB durch diese Aufrich
tung der Sinn der Eigendreh ung des Kreisels w mit dem 
Sinn der Winkeldrehung 1f iibereinstimmt; dies ist der Satz 
vom gleichsinnigen Parallelismus der Drehachsen (Poinsot). 

Beispiel 167. Das TM des Laufrades einer mit ihrer Achse senkrecht zur 
J!'ahrtrichtung in eine Lokomotive eingebauten und mit den Radern im gleichen 
Sinne umlaufenden Dampfturbine urn die Drehachse sei J = 140 kgms 2, die 

Drehzahl urn diese Achse n = 955, daher w = ~; = 100/s. Wie groB ist die 

beim Durchfahren einer Gleiskriimmung mit dem Halbmesscr 12 = 200 m bei 
einer Fahrtgeschwindigkeit von v = 20 mjs auftretende Kreiselwirkung? Die 
Winkelgeschwindigkeit in der Kriimmung ist 

0 v ] !p=-e=ros 
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und daher das Kreiselmoment nach Gl. (480) 

M = J w 1jJ = 140 · 100 ·r'-0 = 1400 kgm = K a= K kg· 1,4 m. 

Stellt man namlich dieses Moment durch ein Kraftepaar K a dar, dessen Arm a 
der Schienenabstand, also (rund) a = 1,4 m ist, so folgt 

K = lOOOkg, 

d. h. bei einer Linkskurve in Richtung der Fahrt und bei einer Drehung des Lauf
rades im Sinne der Drehung der Rader wiirde der gesamte Raddruck auf die 
linke Schiene um diesen Betrag vermindert und auf die rechte Schiene um den 
gleichen Betrag vermehrt. 

Wenn der Drall eines Kreisels urn seine Figurenachse sehr groB ist, 
so wird die Lage des Drallvektors H durch kleine storende MomentG 
nur wenig geandert. Diese Eigenschaft hat dazu gefiihrt, die Verwen
dung des Kreisels als ,Stabilisator" vorzuschlagen, und in einer Reihe 
von Fallen ist es auch gelungen, die dadurch gestellten Probleme in 
konstruktiver Hinsicht vollstandig zu li:isen, wie z. B. beim Schiffs
kreisel, bei der Einschienenbahn, beim Geradlaufapparat der 
Torpedos. Ebenso gelang auch die Verwendung des Kreisels als Rich
tungsweiser fiir Schiffahrtszwecke (Schiffs- und FlugzeugkompaB). 
Ohne daB es hier moglich ware, auf dieses iiberaus interessante Gebiet 
einzugehen, moge nur darauf hingewiesen werden, daB es verfchlt ware, 
von einem Kreisel mit festgelagerter Achse eine ,Stabilisierung", 

d. h. eine Kleinhaltung oderVcr
nichtung auftretender Storungs
wirkungen zu erwarten. Die Achse 
des Kreisels m uB vielmehr in einer 
sol chen Aufhangung gelagert wer
den, die ihr bei einer beliebigen 
Bewegung des Fahrzeuges, in das 
er eingebaut ist, alle Lagen im 
Raume anzunehmen gestattet, 

Abb. 242. wie etwa in einer Cardani-
schen Aufhangung nach Abb. 242. 

Ebenso kann hier auch auf andere solche Kreiselerscheinungen, die in 
der Technik vorkommen, wie bei den rasch rotierenden Laufachsen 
der Dampfturbinen, bei Kollermiihlen, beim Fahrrade u. dgl. nur hin
gewiesen werden. 

IX. Stoll fester Korper. 
128. Hilfsannahme zur Behandlung des Sto8vorganges. Von einem 

StaB spricht man immer dann, wenn es sich urn die Wirkung einer 
sehr graBen Kraft durch eine sehr kleine Zeit handelt, und zwar derart, 
daB das Produkt dieser heiden GroBen endlich bleibt. Diesem Grenz
werte (Kraft X Zeit) kann unmittelbar eine physikalische Realitat 
zugesprochen werden, insofern als wahrend der Wirkung einer sehr 
graBen Kraft durch eine sehr kurze Zeit wahl endliche Anderungen 
der Geschwindigkeiten, aber nur vernachlassigbare Anderungen der 
Lagen der Korper eintreten. 
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Schreiht man die dynamische Grundgleichung M b = K fiir irgend
eine Richtung in der Form 

M dv = Kdt (481) 

und integriert sie iiher eine kleine Zeit -r, wahrend welcher die Lage 
des Korpers sich nur sehr wenig andert, so folgt 

r 

M V -- M v = f K dt = B, (482) 
0 

wenn v und V die Geschwindigkeiten vor und nach Ahlauf dieses 
StoBes sind. 

Wir denken uns dahei K so groB, daB das ,Zeitintegral der Kraft" 
einen endlichcn Wert B erhalt, den wir als den ,Betrag des StoBes" 
hezeichnen. Durch die Einwirkung von B wird die BewegungsgroBe 
in der kleinen Zeit T von m v auf m V geiindert, oder dem anfanglich 
ruhenden Korper (v = 0) die Bewegungsgr6Be M V = B erteilt. Durch 
solche Impulse werden demnach ,pli:itzliche" Geschwindigkeitsande
rungen hervorgerufen, genauer gesagt, die Geschwindigkeitsanderungen 
durch StoB erfolgen in einer so kurzen Zeit, daB die wiihrend dieser 
Zeit zuriickgelegten Wege selhst als sehr klein, und zwar praktisch als 
Null angesehen werden konnen. Durch einen EinfluB dieser Art wird 
daher auch die heim StaB zweier Korper aufeinander auftretenden 
,plotzlichen" Geschwindigkeitsanderung der heiden Korper dargestellt 
werden konnen. 

Bei der Behandlung des Stollvorganges in der ,starren Mechanik" betrachten 
wir nur die Geschwindigkeitsanderungen der Korper durch den StoB, kiimmern 
uns aber natiirlich nicht urn die Deformationen und sonstigen Veranderungen, 
die die Korper durch einen solchen StoB erleiden. M. 

Die Dimension von B ist selhstverstandlich Cl)GB1 M;. 
die einer Bewegungsgri:iBe. vor V1 tz 

Denken wir uns die heiden Korper mit den demStoB ~ ~ 
Massen M1 , M 2 zunachst etwa als kugelformig 'II 
(Ahh. 243) und ihre Mittelpunkte in der Rich
tung der V er hindungslinie gegeneinander he
wegt; ihre Geschwindigkeiten vor dem Zusam
mentreffen seien v1 und v2 , und es sei v1 > v2 , 

so daB M2 durch M1 eingeholt wird. Im Augen
hlicke des Zusammentreffens, das man in die
scm Fall als geraden zentralen StoB he
zeichnet, tritt zwischen den Korpern ein 1m-

b}G3;11, l1z 

noch Y, l'z 
dem Sfo/J o---- ~ 

w 
Abb. 243. 

puis von unhekanntem Betrage B auf, durch den die Geschwindigkeiten 
auf V 1 und V 2 verandert werden. Fiir die Bewegung der heiden Korper 
ist jedenfalls B als ,innere Kraft" aufzufassen, und nach dem Schwer
punktsatze 123 wird die Bewegungsgri:iBe des aus heiden Korpern 
hestehenden Systems durch diese nicht geandcrt; daher ist 

I Ml vl + M2 v2 = Ml vl + M2 v2 ·I (483) 
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Diese einzige Gleichung reicht jedoch zur Berechnung der beiden Ge
schwindigkeiten V 1 und V 2 nach dem StoBe nicht a us. Zur Bestimmung 
der Geschwindigkeiten nach dem StoB client die folgende Hilfsan
nahme, die als ein Ergehnis von Versuchen anzusehen ist: 

Das Verhaltnis der relativen Geschwindigkeiten der 
heiden Korper unmittelhar vor und unmittelhar nach dem 
StoBe ist eine Konstante, die nur vom Material ahhangt, 
aus dem die heiden Korper hestehen. Wir setzen 

I 
also (484) 

e ' 

und nennen e die StoBzahl dcr heiden Korper. Aus dieser Gleichung 
erhalten wir sofort die heiden wichtigen Sonderfalle: 

a) Wenn V1 = V2 , so wird e = 0 und wir erhalten den voll
kommen unelastischcn oder plastischcn StoB; er ist dadurch 
gekcnnzeichnet, daB eine vollstandige A usgleich ung der Gesehwindig
keiten eintritt, derart, daB sich nach dem StoBe beide Korper mit 
derselhen Geschwindigkeit weiterhewegen. 

b) Wenn v2- VI =VI- v2, so wird e = l; der Betrag der relativen 
Geschwindigkeit der heiden Korper wird durch den StoB nicht ge
andert. Dies ist der Fall des vollkommen elastischen StoBes, 
der von einem Austausch der Geschwindigkeiten hegleitet ist. 

Diese heiden sind die Grenzfalle der auftretenden Moglichkeiten. 
Fiir irgendwelche physikalisch vorgegehene Korper werden wir daher 
stets e zwischen 0 und l anzunehmen haben: 0 < e < l. 

Wenn wir daher e fiir irgendein Paar von Korpern als hekannt 
ansehen konnen, so reichen sodann die beiden Gln. (483) und (484) 
tatsachlich a us, die Geschwindigkeiten V 1 und V2 nach dem StoB 
durch die Geschwindigkeiten v1 und v2 vor dem StoB (oder umgekehrt) 
auszudriicken. Es folgt durch Autlosung dieser heiden in V 1 und V 2 

linearen Gleichungen 

vl = (·M·l··- M.2e~v·l·l+·+· ~22 (1 + e)v2 = t'l- (v\=--t. !l~~~~~' I (485) 

v2 = ~dl_±e) v1 ± (M2 =-~e) v2 = v2 + (v1 - v2) (1 +e) 
M1 + M2 1 + M2 /M 1 • 

Da v1 >v2 , so folgt V1 <v1 , V2 >v2 , d.h. die Geschwindigkeit 
des vor dem StoBe schneller hewegten Korpers wird stets durch den 
StoB verkleinert, die das Iangsameren vergroBert. 

Wichtig ist nun der Wert des heim StoBe auftretenden Verlustes 
an Wucht oder kinetischer Energie Ll T, der durch die Differenz 
aus den kinetischen Energien vor und nach dem StoB gegehen ist 
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Nach Verwendung der vorherigen Gleichungen folgt nun 

2 L1 T = Mt( vi - Vi) - M2 ( V~ - v~) 

= MI (vi- VI) (vi+ VI)- M2 (V2 - v2) (V2 + v2) 

= M~~M~2 (vi- v2) (1 +e) [vi+ V1 - v2 - V2]; 
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da V 2 - V 1 = e (vi- v2), so wird die eckige Klammer (v1 - v2) (l - e) 
und daraus folgt 

,---------------------------, 

I L1 T ---~ -~ _Mt ~~- (I - e2) (v - v )2 I (487) 
2 M1 + M2 I 2 . 

Urn diesen Betrag ist die lebendige Kraft nach dem StoB geringer 
als vor dem StoB; der Unterschied geht in die beim StoB auftretende 
Warme und in Schall iiber. 

Fur die heiden obengenannten Sonderfalle ergibt sich daher: 
a) Unelastischer StoB (e = 0) 

V _ V _ M1 vt + M2v2 L1 T = _!__~-~- (v _ v )2 (488) 
1 - 2 - M1 + M2 ' 2 M1 + M2 I 2 . 

b) Vollkommen elastischer StoB (e = 1) 

VI = VI-M~ ~~2 (vi- v2) ' v2 = v2 + M~ ~ 1M2 (vi- v2). (489) 
LIT=O. 

Beispiel 168. Sto.J3 auf einen ruhenden Korper. Wenn ein Korper 
von der Masse M1 mit der Geschwindigkeit v1 auf eine ruhende Masse M2 auf
trifft, so ist in den vorhergehenden Gleichungen v2 = 0 zu setzen und man erhiiJt 
nach den Gin. (485) 

V _ _ v1 (1 + e) V __ v1 (1 + e) 
1 -v1 l+M1/M2' 2-l+M2/M1' 

und wenn iiberdies M2 sehr grol3 ist gegen M1 (also M2 = oo ), so folgt 

vl =- e vl' v2 = 0. 

LiWt man daher M1 durch eine Hohe H frei auf M2 fallen, so ist (unter Vernach
lassigung des Luftwiderstandes): v1 = f2 g H; wenn man ferner die Sprung
hi:ihe h nach dem Sto.J3 beobachtet, so konnen wir V1 = V 2 g h setzen und er
halten nach der vorhergehenden Gleichung V1 = - e v1 und daraus den Be
trag von e in der Form 

e=~11=~<1; 
diese Gleichung kann zur Bestimmung von e dienen. Es ergibt sich fur zwei 
Kerper aus gleichem Stoff aus Glas e = 15/ 16 , aus Stahl oder Kork e = 5f9 , Holz 
e=t/2· 

129. Sto.G auf freie Korper von endlicher Ausdehnung. Dieselbe 
Umformung, die in 128 an der Bewegungsgleichung m b = K vor
genommen wurde, kann auch an der Momentengleichung M k2 w = M 
ausgefiihrt werden; wir multiplizieren mit dt und erhalten durch 
Integration iiber eine kleine Zeit 

r 

M k2 .Q - M k2 w = f M dt = H (490) 
0 
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wenn w und [J die Winkelgesehwindigkeiten des Korpers vor und 
naeh dem StoB bedeuten und wieder M so groB angenommen wird, 
daB der Wert des Integrals, H, endlich wird; man bezeichnet ihn 
als DrehstoB oder Drehimpuls. Wird ein Korper von einem StoB B 
seitlich des Schwerpunktes S getroffen, so kann B nach S ,reduziert" 
werden, und gibt demnach den geraden Stoll B in 8 zusammen mit 
dem DrchstoBe vom Betrage H = Ba, wcnn a den Abstand der Wir-
kungslinie des StoBes B von 8 bedeutet. Durch Einwirkung eines 
DrehstoBes H wird eine ,plOtzliche" Anderung des Dralles deR Korpers 
vom Betrage M k2 w auf den Betrag M k2 [J hervorgebracht. 

Die Gleichungen fiir die Bewegungsanderung, die eine Scheibe 
durch einen StoB B im Abstande a von 8 erfahrt, lauten daher 

I M (Ux- ux) = Bx, M (U 11 -- Uy) =By, M k2 (fJ- w) = Ba, I (491) 

wobei die Gl. (482) fur zwei Richtungen der Ebene und auBerdem 
die Gl. (490) herangezogen wurden. In diesen Gleiehungen sind wieder 
Ux, U11 , fJ die Werte der Geschwindigkeiten des Schwerpunktes 8 
und der Winkelgeschwindigkeit nach dem StoB, sowie der Betrag des 
Impulses B als Unbekannte anzusehen. Ferner sind ux, uy, w die 
entsprechenden GroBen vor dem StoB. 

Wenn es sich daher urn den ZusammenstoB zweier, hier als ebene 
Scheiben zu betrachtender Korper 1 und 2 handelt, die sich in beliebiger 

Abb. 244. 

Weise bewegen und die an irgend
welchen PunktenA ihrer Rander auf
einandertreffen (Abb. 244), so erhaJt 
man fiir jeden Korper drei Bewe
gungsgleichungen vonderForm (491), 
zusammen also sechs, in denen die 
Geschwindigkeiten von 8 und die 
Winkelgeschwindigkeiten der heiden 
Korper nach dem StoBe, also die 
GraBen Ux,, U11,, fJ 1 ; Ux,, U11,, fJ 2 

sechs Unbekannte ausmachen; die 
Zeiger 1 und 2 sollen andeuten, daB 
sie sich auf die heiden Korper 1 und 2 
beziehen. Zu diesen tritt der Wert 
von B als sie bente Unbekannte 

hinzu. Dabei ist schon die Annahme gemacht, daB die Richtung des 
StoBes B senkreeht zur gemeinsamen Beriihrungsebene an der StoB
stelle wirkt, also dureh eine einzige Unbekannte gekennzeichnet 
werden kann, was bei glatten Randern jedenfalls zutreffen wird. 

Bei rauhen Randern miil3te auch noch eine in der Richtung der Tangente 
T 

liegende Komponente, ein Reibungsstol3 f Rdt eingefiihrt werden, der dem 
0 

Einflul3 der Reibung Rechnung tragt. 
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Zur vollstandigen Losung der vorliegenden Aufgabe brauchen wir 
daher eine siebente Gleichung und diese wird durch eine Festsetzung 
gewonnen, die eine bloBe Verallgemeinerung der in 128 beniitzten 
Definition der StoBzahl in Form der Gl. (484) ist, die zu den sechs 
Bewegungsgleichungen hinzutritt. Diese Festsetzung ist wieder als 
Ergebnis physikalischer Versuche zu betrachten. Wir driicken sie in 
der Form aus: 

Das Verhaltnis der Projektionen der relativen Ge
schwindigkeit der beiden an der StoBstelle zusammen
treffenden Korperpunkte auf die gemeinsame Nor male an 
der StoBstelle nach dem StoBe zu den Projektionen der 
relativen Geschwindigkeit derselben Punkte vor dem StoBe, 
ist eine Konstante, die nur vom Material der beiden 
Korper abhangt, als StoBzahl bezeichnet und als bekannt 
angesehen wird. 

Nach den Bezeichnungen der Abb. 244, in die die Geschwindigkeiten 
der beiden zusammentreffenden Korperpunkte A vor dem StoBe 
durch v1 , v2 und nach dem StoBe durch V1 , V 2 und die Winkel gegen 
die Normale mit IX 1 , 1X 2 und (J 1 , {J2 bezeichnet sind, haben wir daher 
zn setzen: 

I e = V2 cos{J2 ~ V1 cos{J1 ·1 
v1 cos et:1 - v2 cos et:2 

(492) 

Die friiher benutzte Gl. (484) ist offenbar nur ein Sonderfall dieser 
Gleichung fiir 1X 1 = IX2 = {J 1 = {J 2 = 0. In dieser Gleichung miissen 
die Geschwindigkeiten v und V vor und nach dem StoBe durch die 
auf die Bewegung von S und die Drehung urn S bezogenen Gr6Ben 
Ux, Uu, w und U"', Uy, Q mit Hilfe der Formeln Vx = Ux- qw, 
Vy = Uy + pw und V"' = Ux- q Q, Vu = Uv + pQ ausgedriickt wer
den; sie gibt dann die notwendige sie ben te Gleichung. In diesen 
letzten Angaben, die fiir beide Korper 1 und 2 anzuschreiben sind, 
bedeuten dann p 1 , q1 und p 2, q2 die Koordinaten des StoBpunktes A in 
bezug auf die beiden Koordinatensysteme durch S 1 und S 2. 

Wie friiher entspricht e = 0 also V 2 cos fJ 2 = V 1 cos fJ 1 dem voll
kommen unelastischen und 

e = 1 oder V2cos(J2- v1 cos(Jl = v1 cos (ll- V2COSIX2 

dem vollkommen elastischen StoBe. 
Der Unterschied gegen die Definition von e in 128 ist also lediglich der, daB 

es sich hier urn die relativen ,Geschwindigkeiten in Richtung der gemein
samen StoBnormalen" handelt, wahrend dort, dem Wesen der Sache nach, 
von den relativen Geschwindigkeiten schlechthin die Rede war. 

Der beim StoB der beiden Korper entstehende Energieverlust ist 
sodann 

L1 T = ! M1 (ui- Ui) + ! M1 ki (wi- Qi) 

+ t M2 (u~- U~) + ! M2 k~ (w~- .Q~). 
(493) 
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Beispiel 169. Kupplung zweier Scheiben. Werden zwei Scheiben, 
deren TM M1 ki und M2 k~ sind, und die lose urn ihre gemeinsame Achse mit 
den Winkelgeschwindigkeiten w1 und w2 rotieren, durch eine Kupplung p!Otzlich 
miteinander verbunden, so ist die Winkelgeschwindigkeit Q der verbundenen 
Scheiben nach dem Satze von der Erhaltung des Dralls durch die Gleichung 
bestimmt M k2 + M k2 (M k" + M k2) n 1 1 W1 2 2 W2 = 1 1 2 2 ,,. • 

Der hierbei auftretende DrehstoB ist 
H = M1 ki (Q - w1) = - M2 k~ (Q - w2l. 

Beispiel 170. Anfangsbewegung e"iner Scheibe. Eine ruhende Scheibe 
von der Masse M, Abb. 245, wird von einem StoBe B im Abstande a von S ge

v y § 

Abb. 245. 

troffen; urn welchen Punkt und mit wel
cher Winkelgeschwindigkeit wird sie sich zu 
drehen beginnen? 

Wir legen die y-Achse parallel zu B, dann 
geben die Gin. (491), in denen u.=u.=w=O, 
B.= B zu setzen ist 

U. = 0, u. = BIM, Q = BajM k2 • 

Der Drehpol 0, urn den die Scheibe ihre 
Bewegung beginnt, liegt daher in einem Ab
stande c von S jenseits S, derart, daB 

u k2 I I c= !J=a' oder ca=k2 • (494) 

Legt man daher urn S einen Kreis mit dem Halbmesser k, so ist unabhangig 
von der GroBe von B der DrehpolO der ,Antipol" der Wirkungslinie Bin bezug 
auf den Kreis; d. h. wenn P der Pol von B beziiglich des Kreises ist, so ist 
PS=SO =c. 

Beispiel 171. Auf einen ruhenden freien Stab von der Masse M1 trifft im 
Abstande a von S eine kleine (als Punktmasse zu behandelnde) Kugel von der 
Masse M2 mit der Geschwindigkeit v2 auf (Abb. 246). Die Oberflachen der stoBen
den Korper sind glatt, die StoBziffer ist e. Wie groB sind die Geschwindigkeiten 

!! der Kugel und des Stabes nach dem 
8- StoBe und wie groB ist der Betrag des 
a2 . ~ StoBes B? 

Die Bewegungsgleichungen Iauten 

M1 )~ fiir den Stab: 

Abb. 246. 

Ux1 =0, M1 Uy1 = B, M1kiQ1 = Bp, 

fiir die Kugel: 
M2 (Vx2 - v2 sin a2) = 0, 

M2 (Vv2 - v2 cos a2) = - B . 
Hierzu tritt die Definitionsgleichung fiir die StoBzahl 

Uv2- {Uv1 + pQ1) 
e= . 

- v2 cos a2 

Dies sind zusammen sechs lineare Gleichungen zur Bestimmung der sechs Un
bekannten Ux1 , Uyp Ql' Vy2 , Vx2 , B. (Da die Kugel punktformig ist, haben 
wir fiir sie nur zwei Gleichungen anzusetzen.) Durch Auflosung folgt, wenn zur 

Abkiirzung 1 + MM 2 p 2 t ki = N eingefiihrt wird: 
1 1 

M2 1 + e 
U Y1 = M 1 ----w- v2 cos a2 , 

N-1-e 
V v2 = N v2 cos oc2 , 
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Aus diesen Gleichungen sieht man, daB Uy1 jedenfalls positiv ist, also in Rich
tung der Normalkomponente des StoBes erfolgt, ebenso !J1 sicher positiv ist, 
d. h. der Stab beginnt seine Drehung im Gegensinne des Uhrzeigers. Dagegen 
kann Vy2 je nach dem GroBenverhaltnis von N und e sowohl positiv wie negativ 
ausfallen: ist N > l + e, dann ist V y2 > 0, d. h. die Kugel wird in der Rich tung 
der Normalen nur gebremst; wenn N < l -t- e, also Vy2 < 0 wird sie nach dem 
StoB vom Stabe zuriickspringen. 

130. Sto.B auf gefiihrte Korpcr. Die Ubertragung der Bewegungs
gln. (491) von 129 auf gelenkig gelagerte oder gefiihrte Korper 
bietet nach den allgemeinen Regeln, nach denen sowohl in der Statik 
wie in der Dynamik die Lagerungen und Fuhrungen behandelt wer
den, keine Schwierigkeit. Durch die einwirkenden St6Be werden an 
den Auflagerpunkten Reaktionen geweckt, die jetzt natii.rlich nicht 
Krafte, sondern St6Be, also Fuhrungs- und Auflagerst6Be sein 
mussen; diese treten als Unbekannte zu den an den StoBstellen auf
tretenden - den eingepriigten - St6Ben hinzu. Fur glatte Fuhrungen 
wird dieser FuhrungstoB durch eine Unbekannte senkrecht zur Fuh
rungsrichtung, fiir ein Gelenk durch zwei unbekannte StoBkompo
nenten dargestellt. Urn diese Zahl der so hinzutretenden unbekannten 
Fuhrungst6Be vermindert sich die Anzahl der Freiheitsgrade und damit 
auch der unbekannten Teilgeschwindigkeiten nach dem StoBe; die 
Bewegungsgln. (491), fiir beide Korper angeschrieben, zusammen 
mit der Gl. (492) fur e reichen somit bei ,dynamisch-bestimmten" 
StoBvorgiingen stets aus, urn die Geschwindigkeiten nach dem StoB 
und die Fuhrungsst6Be zu berechnen. 

Beispiel 172. Ballistisches Pendel. Die Geschwindigkeit eines Ge
schosses kann dadurch bestimmt werden, daB es in einen mit Sand oder Lehm 
gefllilten Kasten hineingeschossen wird, der an einer wagrechten Achse drehbar 
aufgehangt ist (Abb. 247). Durch die Fiillmasse wird das GeschoB auf kurzem 
'Vege abgebremst und der dabei auftretende un
elastische Stoll auf den Kasten iibertragen. Da
durch entsteht ein Ausschlag oc des Kastens, der f, -

abgelesen werden kann und der ein .Mail fiir die 
Geschwindigkeit ist. 

Dem auftreffcnden GeschoB mit der .Masse M2 

entspricht ein StoB B = M2 v2 , der im Abstand 12 

auf das Pendel einwirkt. Nehmen wir daher die lz l1 

Momente urn 0, so fallen die StoBdrticke in 0 weg ! 
und wir erhalten, wenn das Pendel das TM M1 kt 
besitzt und durch den StoB die Winkelgeschwindig
keit Q 1 erhalt [nach der dritten der Gin. (491)] 

und daraus 

(495) 

0 

Abb. 247. 

Wenn die durch das GeschoB auf das Pendel iibertragene kinetische Energie 
den Ausschlag oc des Kastens hervorbringt, so gibt die Energiegleichung, wenn 
wir annehmen, daB das GeschoB (nahe) in der Verlangerung von 0 S1 stecken 
bleibt 

-! (M 1 ki + M2 l~).Qi = (M 1 l1 + M2 l2) (1- cosoc), 

aus oc kann daher Q 1 und aus !J1 nach der vorhergehenden Gleichung die gesuchte 
Geschwindigkeit v2 gefunden werden. 

Posch!, Mechanik. 2. Auf!. 20 
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Beispiel 173. Stollmittelpunkt. Ein um eine feste Achse A dreh
barer, urspriinglich ruhender Korper soH so gestollen werden, dall seine Achse 
keine Stollkraft erfiihrt. Zunii.chst ist klar, dall der Stoll B senkrecht zur Ver
bindungslinie der Achse A mit S erfolgen mull, denn es ist fUr einen solchen Stoll B 
nach Abb. 245, wenn mit (X, Y) die Teile des Gelenkstolles in A bezeichnet 
werden: Ua; = 0, daher auch X= 0. Ferner geben die heiden anderen Bewegungs
gleichungen (491) der Scheibe 

MUv=B+Y, Mk2 !J=Ba-Yc. 

Setzen wir daher auch Y = 0, so folgt Uy = BJM, fJ = B a/M k2 wie in Bei
spiel 170, d. h. der Korper mull in jenem Punkt A = 0 gelagert werden, um 
den er sich durch den Stoll B zu drehen beginnen wiirde, wenn er frei ware. 
Dieser Punkt, der durch die Gleichung a c = k 2 bestimmt ist, nennt man den 
Stollmittelpunkt. 

Jeder Arbeiter, der mit Schlagwerkzeugen zu tun hat, weill, dall es einc 
Stelle des Hammerstieles gibt, wo dieser angefallt werden mull, damit der Schlag 
nicht unangenehme Stollempfindungen hervorruft. 

Beispiel 174. Stolle rotierender K'orper aufeinander. Wenn zwei 
Korper l und 2, die sich um Achsen 01 und 02 drehen, an irgendwelchen Punkten A 
ihrer Oberflii.chen zum Stoll gelangen, dann geben die Momcntengleichungen 
fiir diese Achsen und die Gleichung fiir die Stollzahl e zusammen drei Glei
chungen, aus denen die Winkelgeschwindigkeiten nach dem Stolle und der Be
trag des Stolles B gerechnet werden konnen. In dieser Art konnen z. B. die bei 

(noch:J r,.n., 

! ' 
---------------- '2··---·----···;:.1 

ff 
Abb. 248. 

Zahnrii.dern oder an Daumenwel
len auftretenden Stolle berechnet 
werden. 

Unter Verwendung der Be
zeichnungen der Abb. 248 lauten 
diese Momentengleichungen 

M1 k~ (fJ1 - w1) = Br1 , ) 

Ma k~ (fJ2 - w2) = - Br2 , J 

Nimmt man hierzu die Stollglei
chung fiir glatte Flii.chen 

r2fJ2- r1 fJl 
e= ' r1 w1 - r2 w2 

so konnen aus diesen drei Gleichungen fJ1, fJ2 und B gerechnet werden. 
Fiir unelastischen Stoll ist e = 0, also r1 fJ1 = r2 fJ2 und aus den Bewegungs

gleichungen folgt dann durch Ausscheidung von B und fJ2 

M1 k~ (n M2 k~ (r1fJ1 ) -- •"1- wl) + -- --·--- W2 = 0. 
rl r2 r2 

Werden daher die an die Stollstellen reduzierten Massen M~ = M1 kifri, 
M~ = M2 kVr~ eingefiihrt, so erhii.lt man die Winkelgeschwindigkeiten fJ1 fJ2 
nach dem Stoll aus den Gin. 

rlfJl = r2fJ2 = M~!) wl + M~r2 w2 . 
M~ + M~ ' 

die Geschwindigkeiten werden daher gerade so berechnet, als ob es sich um einen 
Stoll punktformiger Korper mit den ,reduzierten" Massen M~. M~ mit den 
Geschwindigkeiten der Stollstelle A handeln wiirde. 
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Beispiel 17 5. Stoll eines rotierenden Korpers 1 gegen einen 
gerade gefiihrten Korper 2 nach Abb. 249. Die Momentengleichung fur den 
Korper 1 beziiglich 01 lautet 

M1 kH.Q1 -c.o1)=- Br1 cos{J1 , 

ferner die Gleichung des Stolles 
in Richtung der Fiihrung des 
Korpers 2 

M2 V 2 = B cos {12 • 

Hierzu tritt endlich die Glei
chung fiir die StoJlzahl 

V2 cos {12 - r 1 .Q1 cos {11 
ll= • 

r 1 c.o1 COB {11 

2 

Abb.249. 

A us diesen drei Gleichungen, die in .Q1 , V 2 und B linear sind, sind sodann diese 
drei GroJlen zu bestimmen. 

X. Mechanische Ahnlichkeit. 
131. Dimensionsbetrachtungen. Schon in 5 wurde auf die selbst. 

verstandliche Forderung hingewiesen, daB die einzelnen Glieder, die 
in den Ansatzgleichungen eines mechanischen Problems additiv neben
einander zu stehen kommen, aile dieselbe Dimension haben miissen. 
Diese Bemerkung ist zunachst deshalb wichtig, weil sie die Moglich
keit einer ersten Kontrolle jeder Rechnung gegen grobe Versehen liefert. 
Ihre wesentliche Bedeutung liegt jedoch - dariiber hinausgehend -
darin, daB sie ermoglicht, die Form der Ergebnisse fiir viele der im 
vorhergehenden behandelten Einzelprobleme von vornherein und 
ohne alle Rechnung anzugeben. Es ist dazu nur notwendig, sich 
zu iiberlegen, welche mechanischen GroBen auf die gerade vorliegende 
Aufgabe EinfluB haben, und wie man diese- mit Riicksicht auf die 
Dimension jeder einzelnen - zusammenfassen muB, urn die gesuchte 
GroBe zu erhalten. 

Wenn man z. B. von der Normalbeschleunigung bei der krumm
linigen Bewegung eines Punktes nur weiB, daB sie von der Geschwindig
keit v und dem Kriimmungshalbmesser (! abhangt, so muB sie die 
Form v2/e haben, weil nur diese Verbindung von v und e die Dimension 
einer Beschleunigung hat. Oder: so bald man erkannt hat, daB die 
Schwingungsdauer T eines Punktpendels von seiner Lange l und der 
Beschleunigung des Schwerefeldes g abhangt, in dem es sich befindet, 

so muB T die Form: konst. yTjg haben [s. Gl. (250)], weil die heiden 
GroBen l und g nur in dieser Zusammensetzung eine Zeit ergeben. 
Ferner: von der in den Beispielen 73 und 79 gefundenen Grenzgeschwin
digkeit kann von vornherein gesagt werden, daB sie von der Beschleuni
gung g des Schwerefeldes und von der Form und GroBe des Korpers 
abhangen muB, deren EinfluB durch die Konstante k dargestellt ist; 

nun ist die Dimension von k: [k] = ~~}] = [1] . Aus g und k kommt 

eine Geschwindigkeit nur durch y g f k heraus und dies ist der Ausdruck 
fiir die gesuchte Grenzgeschwindigkeit. Oder: Da das TM des Schwung-

20* 
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rades einer Maschine von N und n abhangt, so muB es durch die Form: 
konst. Njn3 gegeben sein, wie Gl. (451) anzeigt. Die in den Formeln 
auftretenden Zahlenfaktoren [wie 2n in T nach Gl. (250)] werden 
natiirlich durch derartige ,Dimensionsbetrachtungen" nicht geliefert. 

Die groBe praktische Wichtigkeit derartiger Betrachtungen tritt 
insbesondere dann zutage, wenn es sich darum handelt, die Ergeb
nisse von im Kleinen ausgefiihrten oder sogenannten Modell
versuchen fiir die Vorgange im GroBen zu verwerten. Urn die 
dabei auftretenden Verhaltnisse zu iibersehen, denke man sich etwa eine 
Dampfmaschine nach denselben Konstruktionszeichnungen zweimal 
ausgefiihrt, einmal in jenen Abmessungen, in denen sie in allen Einzel
teilen durchgerechnet wurde, und das andere Mal etwa in doppelter 
Vergri:iBerung aller Einzelabmessungen. Welchen Dampfdruck muB 
man fiir diese zweite Maschine anwenden und mit welcher Geschwindig
keit muB man sie laufen lassen, damit sie mit Rucksicht auf die auf
tretenden Krafte und Beanspruchungen der einzelnen Teile uberhaupt 
brauchbar sein kann? 

Wenn man (wie in diesem Beispiel) die fur irgendein Problem er
haltenen Ergebnisse auf andere, damit verwandte Probleme uber
tragen will, so muB man von der geometrischen Ahnlichkeit 
zu einer mechanischen Ahnlichkeit ubergehen. Diese ergibt sich, 
wenn man den Ansatz (13) des betreffenden Problems aufschreibt und 
zusieht, in welcher Weise die einzelnen mechanischen Gri:iBen, die 
auf das Problem EinfluB haben, in die Gleichungen dieses Ansatzes 
eingehen. Denn wenn die einzelnen in den Ansatzgleichungen auf
tretenden Gri:iBen (Langen, Zeiten, Massen, Geschwindigkeiten, Be
schleunigungen usw.) durch Multiplikation mit entsprechenden Zahlen
faldoren so verandert werden, daB die Gleichungen ihre urspriing
liche Form mit den gleichen W erten der Koeffizienten vollstandig 
beibehalten, so wird sich auch die Beschaffenheit der Li:isung nicht 
geandert haben. Wenn man sodann samtliche Glieder der Ansatz
gleichung durch die bei irgend einem Glied auftretenden Vergri:iBe
rungszahlen dividiert, ergeben sich bei den anderen Gliedern gewisse 
Quotienten, deren Zahlenwerte die Beschaffenheit der Li:isung be
stimmen. 

Diese charakteristischen Quotienten, die sich bei jedem mecha
nischen Problem angeben lassen, und die jeweils die Beschaffenheit 
einer ganzen Problemklasse bedingen, nennt man die Kennzahlen 
der betreffenden Problemklasse. Aus der Li:isung des Problems fiir 
irgendwelche besondere Werte der einzelnen in das Problem eingehen
den Gri:iBen sind die Zahlenwerte fiir diese Problemklasse bestimmt 
und wir ki:innen sagen: 

Zwei mechanische Probleme sind ahnlich, wenn sie 
geometrisch ahnlic h sind und wenn ihre Kennzahlen gleiche 
Zusammensetzung und gleiche Zahlenwerte besitzen. 

Wesentlich ist also, daB die einzelnen in den Kennzahlen auf
tretenden Gri:iBen, nicht jede fur sich, sondern nur in der zur Kennzahl 
zusammengesetzten Form konstante Werte haben mussen. - Jede 
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einzelne Kraft geht in die Ansatzgleichung durch einen bestimmten 
Ausdruck ein, der von anderen Gro13en, wie Langen, Geschwindig
keiten, Dichten, Zahigkeit usw. abhangt. Durch die Art dieser Ab
hangigkeit ist die Zusammensetzung der Kennzahlen bestimmt, wie 
nunmehr an einigen einfachen Beispielen gezeigt werden soU. 

132. Beispiele und Amvendungen, Beispiel l 7 6. Betrachten wir die Be
wegung zweier voneinander vollstandig isolierter Punkte und fragen wir, in 
welcher Beziehung die die Bewegung kennzeichnenden GriiJlen zueinander stehen 
miissen, damit die Punkte geometrisch ahnliche Bahnkurven heschreihen. W enn 
etwa die heiden Punkte geradlinige Bahnen durchlaufen, so Iauten J.hre Bewe
gungsgleichungen M1 b1 = K 1 , M2 b2 = K 2 und die Bedingung der Ahnlichkeit 
ist offenhar erfiillt, wenn in jedem Augenhlick 

M1 b1/K1 = l 
M2 b2/K2 • 

Wenn wir etwa die Beziehung einfiihren 

so lautet diese Gleichung, wenn die Bezeichnung A eingefiihrt wird, 

A==ftfJ=l. 

" 
(497) 

Die Form von A kann aus der Bewegungsgleichung des Punktes unmittelhar 
angeschriehen werden, was im folgenden auch immer geschehen soU. 

Fiihren wir noch die Definitionsgleichung fiir die Beschleunigung ein, 

und setzen x1 = }. , 
x2 

Gl. (497) so 

tl 
- = -r, so wird f3 = Jcj-r 2 und es schreiht sich die 
t2 

(498) 

Aile Bewegungen, fiir die A den Wert l hat, sind zueinander ahnlich. Wiirde 
eine dieser vier Zahlen fl, },, u, -r geandert werden, wahrend die anderen fest 
hleihen, so kiinnte A nicht konstant hleihen. Dagegen ist es sehr wohl miiglich, 
daJl hei festem A = l zwei von ihnen geandert werden, und zwar so, daJl ihr Pro
dukt oder Quotient je nach der Art, wie sie in Gl. (498) vorkommen (also etwa 
ft A, ft!u oder A/-r2), konstant hleiht; dann hleiht die Ahnlichkeit im mechanischen 
Sinne auch weiterhin erhalten. 

W enn also verlangt winl, daJl die heiden Kiirper geometrisch ahnliche W ege 

durehlaufen, also A=konst. ist, so heiJlt dies, daJl in jedemAugenhlicke -r 2 ~ = konst. 
fl 

ist; d. h. es verhalten sich die zum Durchlaufen entsprechender Wege notwen-
digen Zeiten wie die reziproken Quadratwurzeln aus den Beschleunigungen. \Venn 
also u/ fl = konst., so ist auch -r = konst.; gleichfiirmig heschleunigte Bewegungen 
sind immer miteinander ahnlieh. 

Beispiel 177. Die Bewegungsgleichung eines Punktes, der von einem festen 
Zentrum 0 proportional der Entfernung angezogen wird, lautet 

d2 x 
M dt2 =- c X, 

wohei c die Anziehungskonstante ist. Die Kennzahl lautet hier 

-r2 
A=c-=1, 

fl 
(499) 
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ist also unabhangig von ).; fiir gleiche c und p, sind daher die zum Durchlaufen 
entsprechender Strecken notwendigen Zeiten gleich groB. Daher brauchen (bei 
gleichen Werten von cjp,) Punkte in verschiedenen Entfernungen von 0 stets 
dieselbe Zeit, um nach 0 zu gelangen. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind ent
weder beide gleich Null oder sie sind im Verhaltnis von A. zueinander stehend 
anzunehmen, da die Zeiten jeweils iibereinstimmen. 

Das gleiche Ergebnis, das auch durch Ausrechnung bestatigt wird, wiirde 
man erhalten, wenn man statt der Bewegungsgleichung die zugehorige Energie
gleichung verwenden wiirde. 

Beispiel 178. Fiir das Problem der Anziehung nach dem Newtonschen 
Gesetz lautet die Differentialgleichung 

d2 x c 
M""dt2=-MX2 

und die Kennzahl lautet 

(500) 

Bei gleicher Masse und gleichem c wird • 2 = konst. A.3, d. h. entsprechende Langen, 
deren Verhaltnis A. ist, werden in Zeiten durchlaufen, die sich wie A.2/s verhalten. 

Dieselbe Form der Kennzahl ergibt sich auch fiir die Zentralbewegung unter 
der Annahme des Newtonschen Anziehungsgesetzes: fiir konstantes c ist in ahn
lichen Bahnen • 2/A.3 = konst. und dies gibt unmittelbar das dritte Keplersche 
Gesetz.-

Beispiel 179. Modell der Dampfmaschine. Bezeichnet man durch 
G,....., A.3 und M,....., A.3 die Tatsache, daB die Gewichte und Massen wie die Raum
inhalte, d. h. wie die Kuben der Langen variieren, so folgt auch 

L A. G = M b ,.,. M - ,.,. ;ts- ,.,. ;ts 
T2 T2 

und daher ist 
•,.,. fX 

L A. -
v,.,. T ,.,.-=,.,.l'A., v A. J 

und 

d. h. die Geschwindigkeiten des Modells und der ausgefiihrten Maschino miissen 
den Quadratwurzeln aus den linearen Abmessungen proportional sein. 

Auch aile Krafte am Modell und an der Ausfiihrung im groBen miissen im 
Verhaltnis A.3 (namlich wie die Gewichte) zueinander stehen. Insbesondere folgt 
fiir die Kolbenkraft 

K=pF,.,.pA.2 ,.,.A.3 , d.h. p,.,.A.; 

d. h. die Dampfdriicke im Modell und in der Ausfiihrung miissen daher ebenfalls 
im Verhiiltnis der linearen Abmessungen stehen. Auch aile Fiihrungskrafte und 
Reibungen stehen dann von selbst irn richtigen Verhaltnis A.3• Damit dies auch 
die inneren Krafte, d. h. die Spannungen tun, miiBte auch fiir diese das Gesetz 

Kraft= Spannung · Fliiche ,.,. aA.2 ,.,. A.3 , d. h. a ,.,. A. 

gelten, d. h. die Spannungen auf die Fliicheneinheit miiBten sich wie die linearen 
Abmessungen verhalten, d. h. es miiBten sich die Festigkeiten und (bei gleichen 
Sicherheiten) auch die zuliissigen Spannungen wie die Abmessungen verhalten. 
Bei gleichen Baustoffen von Modell und Wirklichkeit ist dies offenbar nicht der 
Fall und daher ist in dieser Hinsicht die ahnliche VergroBerung eines Modells 
undurchfiihrbar. 

Beispiel 180. Ein besonderes und praktisch auch wichtiges Beispiel fiir 
den Nutzen solcher Dimensionsbetrachtungen kommt in der Hydraulik zur 
Sprache, wenn es sich um die fiir die sogenannte turbulenten Fliissigkeits
bewegung geltenden Gesetze handelt. Dort liegt die Sache insofern besonders 
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verwickelt, weil die Erscheinung an sich - rein physikalisch genommen - wenig 
geklart ist; iiberdies ist die mathematische LOsung dieses Problems ganz un
bekannt. Trotzdem zeigt es sich, daB man mit Hilfe von Dimensionsbetrach
tungen - auch ohne die LOsung zu kennen - doch gewisse Schliisse iiber die 
Form der Gesetze ziehen kann, die fiir dieses Problem gelten. Der dabei erzielte 
Erfolg hat den Wert derartiger Betrachtungen als Hilfsmittel der Theorie un
zweifelhaft hervortreten lassen. 

Beispiel 181. Reduzierte Drehzahl einer Kolben-Dampfmaschine. 
Wenn ahnliche Dampfmaschinen mit gleichen Dampfdriicken p betrieben Wer
den, so andert sich die Leistung bei linearer VergroBerung der Abmessungen im 
Verhaltnis ). nach Gl. (329) 

Wird auBerdem verlangt, daB die Stromungswiderstande in der Maschine gleich 
bleiben, so heiBt dies, da diese im wesentlichen von den Geschwindigkeiten ab-

hangen, daB auch die Geschwindigkeiten v gleichbleiben sollen; da v = r m = r :on , 
so folgt 1 

n,;T 
und a us dem vorigen Ansatze' 

N F>:i ).2. 

Daher bleibt n JIN unter den genannten Voraussetzungen ungeandert; dieser 
Ausdruck wird als Modelldrehzahl nm bezeichnet, 

(501) 

und ist als die ,Kennzahl" fiir die betreffende Maschinenklasse (mit Bezug auf 
die angegebenen Bedingungen) anzusehen. (Kutzbach.) 

Diese ,reduzierten Drehzahlen" gestatten die gemeinsamen mechanischen 
Eigenschaften der betreffenden Maschinenklasse zu erfassen. 
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