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Yorwort.

Diese Schrift ist mit Bedacht eine Einfiihrung, nicht ein Lehrbuch genannt.
Es soll damit ausgedriickt sein, daB fiir die Darstellung didaktische Gesichtspunkte
besonders stark bestimmend waren. Ein Lehrbuch wird, sofern man von einem
solchen in erster Linie erwartet, dafl es alle zum Gegenstand gehorenden Gedanken
in méglichster Vollstindigkeit iibermittelt, dieser Aufgabe Fragen der Methodik
manchmal unterordnen miissen. So sehr es aber einerseits fraglich erscheint, ob
es gegenwirtig niitzlich wire, die Anzahl der Lehrbiicher der Elektrizititslehre
zu vermehren, so sehr sieht andererseits der Verfasser eine gewisse Rechtfertigung
seiner Arbeit in der Erfahrung, daf das Vertrautwerden mit der Feldvorstellung
dem Lernenden sehr hiufig Schwierigkeiten bereitet. Das ist auch ganz natiirlich
s0, handelt es sich doch hierbei um das Eintreten in eine Gedankenwelt, die zunéchst
sehr weit entfernt zu sein scheint von dem von Jugend an vertraut und fast un-
bewuBtes Eigentum gewordenen Erfahrungs- und Vorstellungskreis der mechanischen
Korperwelt. Entsprechender Sorgfalt bedarf auch die Art der mathematischen Dar-
stellung. Hier ist die Aufgabe der Einfithrung nicht immer dankbar. Einerseits
mufl sie wohl auf eine den Lernenden leicht blendende ,,Eleganz* der Rechnung
Verzicht leisten, andererseits darf sie nicht durch eine dem Lernenden an sich
bequeme Weitlaufigkeit der Umformungen den Blick vom Ziel ablenken. In der
Tatsache, dafl die mathematische Prigung der Elektrodynamik durch ihre Kiirze,
Klarheit und Folgerichtigkeit so reizvoll ist, liegt die Gefahr einer einseitigen Ein-
schitzung verborgen, als sei mit der Aneignung der mathematischen Ausdrucksweise
auch der Gedankeninhalt erschépft. Hier gilt die beherzigenswerte Mahnung Emdes:
,»Bekanntlich ist es sehr leicht, sich die allgemeinen Gleichungen der Elektrodynamik
anzueignen. Aber die Bedeutung dieser Gleichungen im Fall einfacher Experimente
und allgemein bekannter Erscheinungen richtig zu erkennen, hat oft nicht nur
Anfiangern Schwierigkeiten gemacht.*

Es gehort wohl sicher zu den Aufgaben einer Einfithrung, daBl der Lernende
das Wesen und den Wert einer naturwissenschaftlichen Theorie nicht etwa in
der Sammlung der wichtigeren Berechnungen erblickt, die zu dem betrachteten
Gebiet angestellt werden kénnen, sondern vornehmlich in der methodischen Ord-
nung der Vorstellungen, in der Bildung und Begrenzung der Begriffe und in der
biindigen, quantitativen Darstellung der Gesetze. Bei Goethe finden wir hierzu
das Wort: ,,Kein Phinomen erklirt sich an und aus sich selbst; nur viele zusammen
iiberschaut, methodisch geordnet, geben zuletzt etwas, was fiir Theorie gelten
kénnte.

Ein Wort zur Bezeichnung. Die Schrift soll einfiihren in die quantitative Dar-
stellung der elektromagnetischen Erscheinungen im GroBen. Wenn diese elektro-
magnetische Feldtheorie hier abkiirzend , klassische Elektrodynamik genannt ist,
so soll damit nicht im mindesten ein Werturteil nach irgendeiner Seite hin angedeutet,
noch auch irgendein Zwiespalt kiinstlich konstruiert werden — etwa zwischen
klassisch und modern —, sondern es soll damit lediglich ausgesprochen sein, da@
nach unserem gegenwirtigen Wissen die Kenntnis dieses Gebietes im wesentlichen
abgeschlossen ist, und sein Inhalt samt den zu ziehenden Folgerungen einen wohl-
bekannten und abgegrenzten Platz einnimmt auf dem weiten Felde der Natur-
beschreibung.

Zum Gegenstande selbst sei noch bemerkt:

Zum heutigen Bestand der Elektrodynamik gehoren ohne jeden Zweifel Begriffe,
die aus Bediirfnissen der Elektrotechnik heraus geprigt und entwickelt worden



v Yorwort.

sind. Um eines von vielen Beispielen zu nennen, sei das Gesetz von Biot und
Savart der Abschiatzung des magnetischen Kreises nach Hopkinson gegeniiber-
gestellt: Dort eine Elementarregel zur Bestimmung eisenfreier Felder, hier eine
Anwendung des Durchflutungsgesetzes in einem von Maxwell ausdriicklich hervor-
gehobenen Sinn, veranlaft durch die Technik, und heute ein unentbehrlicher
Grundpfeiler der Berechnung elektrischer Maschinen. Ganz ebenso verhilt es sich
mit dem Begriff der Streuung. Es ist darum berechtigt, wenn der Elektrotechniker
nach diesen Leistungen eine ,,eisenfreie Elektrodynamik der quasistationiren Vor-
ginge fir unvollstindig halt. — Das Bediirfnis der Elektrotechnik, das Wesen des
Induktionsvorganges vollstandig und klar zu erkennen, war es zweifellos, das Emde
dazu veranlafte, in seinen beriihmten Arbeiten die Vorstellungen iiber den Induk-
tionsvorgang im Sinne der Feldtheorie weiter zu entwickeln und damit dieser an
einer bei ihrem Schopfer etwas kurz weggekommenen Stelle einen letzten Baustein
einzufiigen. — Das praktische Miesche Maflsystem hitte sich nicht so schnell in
der Elektrotechnik eingebiirgert, wenn es nicht in so hohem MaBe der messenden
Elektrotechnik und Physik entgegenkime, und die erstmals von Wallot erhobene
Forderung nach einheitenfreier, mafBunabhéngiger Auffassung von Gleichungen
entsprang nicht zuletzt dem praktischen Bediirfnis der Zahlenrechnung im Hinblick
auf die Unzahl der erfundenen und erdenkbaren elektromagnetischen Einheiten.

Dieser Wechselwirkung zwischen physikalischer und elektrotechnischer Begriffs-
bildung will diese Schrift an den entsprechenden Stellen Rechnung tragen.

Wenn wirklich eine Einfithrung in erhohtem MaBe es mit Fragen der Methodik
zu tun hat, so seien die folgenden Einzelheiten hierzu erwihnt:

In einer Elektrodynamik sollte wohl auch deren Schépfer zu Worte kommen. Worte Max-
wells sind entweder nach der alten Ubersetzung, oder nach der auszugsweisen Ubertragung
Emdes angefithrt!.

An den Anfang der Einfithrung wurde nicht das Feld stationirer Stromung gestellt, sondern
das elektrostatische Feld im leeren Raum. Mag das erste auch hinsichtlich gewisser Benennungen
der Vektorenrechnung, wie ,,FluB‘ eines Vektors, der Vorstellung entgegenkommen, so bietet
doch das statische Feld den erheblichen Vorteil, dal die Begriffsbildungen auf sehr einfache
Gedankenexperimente gestiitzt werden konnen (man denke an die Wirbelfreiheit und an die
Gleichung & = @ €); die im Innern der Materie vonstatten gehende Stromung ist dagegen dem
unmittelbaren Experiment entzogen. Dafl} es einerseits fiir die Feldtheorie unerheblich ist, im
einzelnen den Vorgang und das Wesen dessen, was nun eigentlich flieBt, zu kennen, und daB
andererseits unsere Formulierungen der ZustandsgroBen im Innern der Stoffe letzlich der zweck-
méfigen Definition entspringen, braucht nicht verheimlicht zu werden.

Das grundsitzliche Fehlen mechanischer Erklirungen oder Hilfsvorstellungen pflegt dem
Anfanger hingichtlich des ,,Verschiebungsstromes im leeren Raum* besonders schmerzlich auf-
zufallen. Wenn man aber im BewuBtsein dieser Schwierigkeit den Verschiebungsstrom zu einer
Rechengrofle de%'radiert, die bequem und widerspruchslos ist, so hat man vergessen, daB die
Elektrodynamik beschreibt, nicht erklirt, und nur eine Besinnung hierauf hilft weiter. Vom
Standpunkt einer beschreibenden Feldtheorie aus kann es gar nicht entschieden werden, ob das
magnetische Feld des Leitungsstromes oder des Verschiebungsstromes die unerklirlichere und
wunderbarere Tatsache ist. B

Damit hingt zusammen, daBl das Wort ,,Ather* ganz aus dem Spiel bleibt. Mit ihm ver-
bindet sich dem Lernenden nur allzu leicht die Vorstellung des raumerfiillenden, hypothetischen
Mittels der verlassenen elastischen (mechanischen) Lichttheorie. Wenn Lorentz definiert:
»»Ather ist das genannt, was man sich, bei Abwesenheit ponderabler Materie, als Triiger der in den
elektromagnetischen Feldgleichungen vorkommenden ZustandsgréBen vorstellt* (Enz. d. math.
Wiss. Bd. 5 T. 2 8. 69), so ist in diesem Sinne das Wort eine der Verstindigung niitzliche Ab-
kiirzung, dhnlich wie das Wort von der ,,induzierten EMK* eine abgekiirzte Redeweise iiber den
Induktionsvorgang vorstellt; indessen brauchen wir hier doch iiberhaupt nicht mehr als Max-
wells klassische Formulierung: ,,Das elektrische Feld ist der Raum, der einen elektrisch geladenen
Korper umgibt, auf seine elektrischen Eigenschaften hin betrachtet. Er kann mit Luft oder anderen
Koérpern erfiillt sein, er kann aber auch ein sogenanntes Vakuum sein, das heiBt ein Raum, aus dem
alle Stoffe entfernt sind, auf die wir mit uns zur Verfiigung stehenden Mitteln einwirken kénnen.

Zu der Frage, ob im leeren Raum € und D einerseits, $ und B andererseits wesensgleich
oder wesensverschieden seien, wurde frither hiufig bemerkt, daBl die Physik diese Felder als
wesensgleich auffasse, wihrend die Elektrotechnik zur urspriinglichen Darstellung Maxwells
neige, sie als wesensverschieden zu betrachten (je nachdem erscheint dann das GauBsche oder

1 Ausziige aus J. C. Maxwells Elektrizitiat und Magnetismus, iibersetzt von H. Barkhausen,
herausgegeben von F.Emde, Braunschweig 1915.



Vorwort. A\

das Miesche MaBsystem besonders einleuchtend). Diese Fragestellung trifft aber offenbar den
Kern der Sache nicht. Es handelt sich einerseits, um mit Mie zu sprechen, zunichst darum,
die unleugbare Tatsache anzuerkennen, daf3 es fiir das elektrische Feld zwei grundsitzlich ver-
schiedene Me 8 verfahren gibt, und ebenso fiir das magnetische Feld. In beiden Fillen haben die
beiden MeBverfahren zu zwei grundsitzlich verschiedenen, gleichberechtigten Definitionen ge-
fithrt. Es geniigt weiter die Feststellung, daBl wir z. B. fiir das elektrische Feld bei Anwesenheit
nichtleitender Materie, und nur dann, zur vollstindigen Beschreibung der Erscheinungen nétig
haben entweder zwei Arten von Feldvektoren und eine Sorte Elektrizitit, oder eine Art von Feld-
vektoren und zwei verschiedene Sorten Elektrizitit (wobei die Verschiedenheit der Dimensionen
beider Sorten lediglich bei gewissen absoluten Einheiten verschwindet, nicht aber bei anderen).
Der Unterschied in beiden Auffassungen ,,trifft wohl mehr die Ausdrucksweise, als die Sache. Er
ist mehr philologischer, als physikalischer Natur* (Emde).

Von manchen anderen Einzelheiten sei schlieflich nur noch bemerkt: Wir halten es gegen-
wirtig fiir einen sinleuchtenden und erfolgreichen Weg, wenn der Lernende in der Experi-
mentalphysik die Definitionen der magnetischen Vektoren aus jenen Messungen gewinnt, durch
welche sie an die elektrischen Grofen angeschlossen werden kénnen (§ als Strom/Léngeneinheit,
B als SpannungsstoB/Flicheneinheit). Hier, wie auch an manchen anderen Stellen, erhebt sich
aber die Frage, ob der methodische Weg einer Einfithrung in die Theorie Schritt fiir Schritt
mit dem der Experimentalphysik iibereinstimmen miisse. Fiir die Einfithrung der magnetischen
Vektoren in die theoretische Darstellung hat sich der Verfasser von der Uberlegung be-
stimmen lassen, daB mit dem gekennzeichneten Vorgehen wesentliche Ergebnisse der Theorie,
niamlich die Gesetze der Verkniipfung zwischen elektrischen und magnetischen Zustandsgréfen,
zum Zwecke der Definition vorweggenommen werden. Hierzu ist man aber von seiten der
theoretischen Begriffsbestimmung nicht genétigt; die Leistung der elektromagnetischen Theorie
tritt vielmehr weit stidrker in Erscheinung, wenn die magnetischen Vektoren zunichst im un-
verkniipften, statischen Fall vorgestellt werden; der Lernende hat dabei zugleich die Genug-
tuung zu sehen, dafl die in der Elektrostatik erworbenen Kenntnisse nicht auf elektrische Felder
beschriankt sind. Gerade eine maBunabhéngige Darstellung macht uns das Urteil leicht, daB die
didaktisch richtige Definition der magnetischen Feldvektoren nicht mit jener identisch sein muf,
durch die wir gegenwirtig die magnetischen Einheiten an die elektrischen anschlieBen.

Der Einfithrung ist zum Schlufl noch eine Behandlung der bisher gebriauchlichen Einheiten
und MaBsysteme und ein MaBsystemschliissel beigefiigt, und zwar unabhingig von jeder grund-
sitzlichen Stellungnahme aus der einfachen Erwigung heraus, daB die altere Literatur ohne
Kenntnis der MaBsysteme unzuginglich ist. Die schlieBlich gegebene Zusammenstellung der
Beziehungen der Vektorenrechnung macht als Gedachtnishilfe keinerlei Anspruch auf mathe-
matische Vollstindigkeit der Gedankenginge.

Karlsruhe i. B., im September 1936.
Johannes Fischer.
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Bemerkungen zur Schreibweise.

Die Art eines Integrales wird am Integranden erkannt, wir schreiben nur einfache
Integralzeichen, also /... d3 Linienintegral, ... df Flichenintegral, /... dv Raum.
integral, § ... d8 Randintegral, § ... df Hiillenintegral.

8 Kurve, | Fliche, 7 Raum. Das vektorielle Lingenelement ist hauﬁg dr ge-
schrieben. |dr| =ds. — t Zeit.

Vektoren sind mit deutschen, Skalare mit lateinischen Buchstaben geschrieben.
Das vektorielle (duBere) Produkt ist durch eckige Klammern bezeichnet. Runde
Klammern und Punkte sind in gleicher Weise bei Vektoren und Skalaren angewandt.

Die Komponente eines Vektors in bezug auf eine Richtung ist als Skalar definiert,
wir schreiben sie daher mit lateinischem Buchstaben, ebenso den Betrag des Vektors.
= |¥| ist der Betrag von U; A2= A42; 4, ist die Komponente von % in Richtung r,

dagegen ist A, = % 4, ein Vektor in Richtung von t vom Betrage 4,. (So gelegentlich
in den Abbildungen.)

—=10 ist ein Vektor in Richtung r vom Betrage Eins.

Einheitsvektoren haben den Betrag Eins. n und t sind normal und tangential
gerichtete Einheitsvektoren. Die Einheitsvektoren i, j, f bilden ein rechtwinkeliges,
rechtswendiges System, wie die Achsen =z, y, 2

An Unstetigkeitsflichen, wenn 1, der von Gebiet 1 nach Gebiet 2 weisende
Normalenvektor ist (|ny,|= 1), gilt!

Grad a = n,), (@, — a,) Differenz (Vektor) der Werte eines Skalars;
Div A = nyyy (Uy — A,) Differenz (Skalar) der Normalkomponenten eines Vektors;
Rot A= [ny, (U — U,)] Differenz (Vektor) der Tangentialkomponenten eines Vektors.

Rechtswendige Zuordnung (,,Rechtsschraubehregel“) kommt in Gleichungen
durch positives Vorzeichen zum Ausdruck!

Steile Buchstaben stellen die Benennungen in bezug auf der Art nach bestimmte
Grundeinheiten, insbesondere solche fiir Ladung (Strom), Spannung, Linge, Zeit,
Q, () U, L, T dar. P.M.S.: praktisches Miesches MafBsystem.

In den Abbildungen bedeutet © einen zur Zeichenebene normalen, nach vorn
(auf den Beschauer zu) gerichteten, und @ einen zur Zeichenebene normalen,
nach hinten (vom Beschauer weg) gerichteten Vektor.

Die Gleichungen und ebenso die Abbildungen sind abschnittsweise durchgezéihlt.
In den Verweisungen ist zu der Nummer der Gleichung oder Abbildung jeweils
die Nummer des Abschnittes angegeben. Die Abschnittsnummern findet man in
den Seiteniiberschriften innen, die Seitenzahlen auBen.

1 F. Emde: Anbang der ,,Ausziige®, vgl. Anm. 1, S.IV.



Voraussetzungen.

1. Einfiihrung.

Wer als erster auf einem Gebiet der Naturbeschreibung aus dem Befund messender
Versuche zu einer theoretischen Begriffshildung kommen will, geht so vor, daf er
in der groBen Zahl der beobachteten Tatsachen das Gemeinsame zu erkennen und
auf diese Weise die Vielfiltigkeit der Erscheinungen auf wenige einfache Vorstellungen
und Begriffe zuriickzufiihren versucht. Wir kénnen und wollen in dieser Einfithrung
auf einem leichteren und einfacheren Weg vorgehen. Wir wollen unter Voraus-
setzung der Kenntnis der wichtigsten Beobachtungstatsachen! eine besonders kenn-
zeichnende und vor allem hinreichend einfache Grundtatsache oder einen geniigend
klar und einfach in Gedanken zu vollziehenden Versuch jeweils zum Ausgangspunkt
machen, um von hier aus den neu zu bestimmenden Begriff oder das neu zu
gewinnende physikalische Gesetz zu finden. Das Ergebnis dieses Vorgehens muf}
natiirlich einerseits die Erscheinungen in Vollstindigkeit beschreiben, andererseits
sowohl sich allen vorher gefundenen Anschauungen folgerichtig einreihen, also auch
mit allen weiter hinzukommenden ohne Widerspruch bestehen. Wenn wir auf
diese Weise versuchen, die Vorstellungen und quantitativen Beziehungen zu einem
moglichst vollsténdigen und widerspruchslosen System, einer Theorie, zusammen-
zubauen, so ist der einzige Beweis fiir die Richtigkeit der Theorie und der aus ihr
zu ziehenden Folgerungen der messende Versuch (wihrend in der Mathematik der
Beweis letzten Endes in der logischen Unanfechtbarkeit beruht); gleichwohl mag
man sich bewuBt bleiben, daBl das Experiment lediglich beweist, da die Theorie
richtig ist, nicht daB sie die einzig richtige ist: Die physikalischen Tatsachen, die
Naturvorginge, bestehen nach unserer Uberzeugung fest und unabéinderlich auBer-
halb jeder willkiirlichen Begriffsbildung; die Theorie aber ist, wie das Wort selbst
sagt, unsere ,,Anschauung® dieser Tatsachen.

2. Ziel und Voraussetzungen der klassischen Elektrodynamik.

Die klassische Elektrodynamik gibt nicht Antwort auf die Frage: ,,Was ist das
Wesen der Elektrizitit?‘, sondern auf die andere: ,,Wie gehen die elektrischen
und magnetischen Erscheinungen vor sich ¢ Sie sucht also nicht nach der Ursache,
sondern nach der vollstindigen Beschreibung dieser Erscheinungen. Nach ihrer
Absicht soll eine solche Beschreibung in erster Linie die Erscheinungen im grofien
(makroskopisch, summarisch) betreffen; die klassische Elektrodynamik befaBt sich
also nicht damit, das Wesen und die Titigkeit eines einzelnen Elektrizitdtsatomes
zu erforschen, sondern nimmt es als Voraussetzung hin, daf gewisse elektrische
Zustinde verkniipft sind mit dem Auftreten elektrischer Ladungen, und es ist ihr
ganz gleichgiiltig, welche Vorstellungen wir im einzelnen von der Natur elektrischer
Ladungen haben. Sie verhilt sich darin dhnlich, wie die klassische Wirmelehre,
die auch nicht die Wiarmebewegung der einzelnen Molekiile betrachtet, sondern
das értliche und zeitliche Verhalten von Temperatur und Wiarmestrémung im grofen
zum Gegenstand hat.

Die klassische Elektrodynamik befaBt sich demnach mit der Be-
schreibung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen im
groBen.

Daraus ergibt sich aber mit Notwendigkeit, da die klassische Elektrodynamik
auch die elektrischen und magnetischen Eigenschaften der Stoffe als gegeben hin-
nimmt, und sich nicht darum bekiimmert, wie diese durch das Zusammenwirken

1 Als Lehrbiicher seien hervorgehoben: G. Mie: Lehrbuch der Elektrizitit und des Magne-
tismus; R. W. Pohl: Einfithrung in die Elektrizitétslehre.
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einzelner kleinster Teilchen (mikroskopisch) zustande kommen. Dieser Standpunkt
bringt unserer Theorie den einzigartigen Vorteil, daB sie ihre Giiltigkeit behilt,
auch wenn sich unsere Vorstellung iiber diese Dinge im einzelnen wandeln. Unsere
Erkenntnisse iiber die verwickelten mikroskopischen Vorgéinge und den Feinaufbau
der Stoffe sind gegenwirtig keineswegs abgeschlossen; gegeniiber dem Wunschziel,
die elektrischen und magnetischen Eigenschaften aller Stoffe bis in jede Einzelheit
etwa aus Konfiguration und Bewegung der kleinsten Teilchen berechnen zu konnen,
sind wir gegenwirtig weitgehend auf praktische Messungen dieser Eigenschaften
angewiesen.

Damit soll natiirlich nicht ausgesprochen werden, daB die klassische Elektro-
dynamik nicht mit Vorteil von den grundlegenden Vorstellungen iiber die Vorginge
in Korpern, die einem elektrischen oder magnetischen Zustand unterworfen sind,
Gebrauch machte, vielmehr haben diese bei ihrer Entstehung entscheidend mit-
gewirkt. Der geschilderte summarische Standpunkt bedeutet natiirlich eine gewisse
Beschrinkung; es leuchtet ein, daB3 die Einwirkung elektrischer und magnetischer
Zustéinde auf die Stoffe, deren Aufbau im kleinsten so verwickelt ist, lediglich mit
Hilfe der drei Stoffkonstanten, welche die klassische Elektrodynamik benutzt, nicht
in jeder Einzelheit vollstindig beschrieben werden kann. Es zeigt sich vielmehr,
wie hier vorwegnehmend bemerkt sei, da die makroskopische Elektrodynamik die
Vorginge im leeren Raum am vollkommensten beschreibt?, und daB sie dann, wenn
Materie vorhanden ist, die Erscheinungen mit um so groBerer Genauigkeit wiedergibt,
je kleiner und geringfiigiger die Stérungen sind, welche durch die vorhandene Materie
gegeniiber den Vorgingen im leeren Raum verursacht sind.

Die grundlegenden Vorstellungen betreffen: die elektrische Ladung, Leiter
und Nichtleiter.

Elektrische Ladung. Nimmt man zwei Kérper aus verschiedenen Stoffen
auseinander, nachdem man sie vorher in innige Beriihrung gebracht hatte (z. B.
durch gegenseitige Reibung fester Korper, durch Eintauchen eines festen Kérpers
in eine Fliissigkeit), so sind in ihrer Umgebung vorher nicht wahrgenommene Krifte
(Bewegungsantriebe) nachweisbar. Diese Erfahrung hat man zunichst dahin erklirt,
daB die beiden Kérper durch die geschilderten MaBnahmen Triger eines Etwas
geworden sind, das die Ursache dieser Krifte ist, und das Elektrizitit genannt wurde.
Weiterhin 146t sich eine groBe Menge experimenteller Erfahrungen dahin deuten,
daB die Elektrizitdt das Wesen einer stofflichen Menge besitzt. Die Elektrizitat
tritt immer in zwei Arten auf, die man positiv und negativ nennt, und die kérperlich
voneinander getrennt werden koénnen. Die Summe aller Elektrizititsmengen, die
an einem Vorgang in einem abgeschlossenen Gebiet beteiligt sind, ist konstant
(die gleiche Eigenschaft besitzen auch die Materie und die Energie). Diesen Begriff
der Elektrizitdtsmenge gebraucht die klassische Elektrodynamik; daB wir uns die
Elektrizitit aus kleinsten, nicht weiter teilbaren Stiicken bestehend, also atomistisch
geartet denken, tritt in ihr kaum in Erscheinung.

Hinsichtlich der elektrischen Eigenschaften stofflicher Kérper geht die klassische
Elektrodynamik von Folgendem aus: Wird ein Leiter einem bestimmten elektrischen
Zustand ausgesetzt, so verbraucht er fortwihrend Energie (wie die Reibung von
Gegenstinden aneinander), unter gleichen Umstinden wird im Nichtleiter
(Isolator,Dielektrikum) Energie aufgespeichert und bei Aufhéren des elektrischen
Zustandes wieder abgegeben (entsprechend der Beanspruchung einer elastischen
Feder). In beiden Fillen hiangt die GréBe der Energie von der Art des Stoffes und
dem elektrischen Zustand ab. Um dieses Verhalten zu erkldren, hat man sich die
summarische Vorstellung gebildet, daB die an dem Aufbau des betreffenden Stoffes
beteiligten, in Wechselwirkung mit dem angelegten elektrischen Zustand stehenden
elektrisch geladenen Teilchen beim Nichtleiter elastisch an ihren Ort gefesselt sind, beim
Leiter dagegen dem elektrischen Zustand fortwihrend nachgeben. So entsteht unter

1 Sofern man hierbei von jenen grundsitzlichen Punkten absieht, an denen die weitere
Entwicklung der Physik eingesetzt hat.
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Einwirkung der elektrischen Kraft im Nichtleiter durch Verschiebung der elektrischen
Teilchen eine Art von elastischem Spannungszustand, beim Leiter eine Bewegung der
elektrischen Teilchen in einer bevorzugten Richtung, das ist eine elektrische Stromung
(von Ionen in elektrolytischen Leitern, von Elektronen in metallischen Leitern).

Dies sind die wichtigsten Voraussetzungen der klassischen Elektrodynamik, zu
denen die magnetischen Erscheinungen keine neuen Vorstellungen hinzufiigen,
denn ahnlich, wie wir elektrische Wirkungen mit dem Dasein elektrischer Ladungen
verkniipft finden, lassen sich die magnetischen Wirkungen deuten als mit der Be-
wegung elektrischer Ladungen verkniipft.

3. Geschichtliche Entwicklung.

Zur geschichtlichen Entwicklung nennen wir zuerst die wichtigsten Entdecker,
darauf die Schopfer der Theorie:

Im Jahre 1820 fand H. C. Oersted das magnetische Feld elektrischer Leitungs-
strome ; seiner Entdeckung kommt die groBe Bedeutung zu, daB mit ihr zum ersten
Male eine Verkniipfung der beiden bis dahin fiir einander véllig wesensfremd
gehaltenen , Naturkrifte” Magnetismus und Elektrizitit gefunden wart. Auf experi-
mentellem Weg gewann G. S. Ohm 1827 den Zusammenhang zwischen elektrischer
Spannung und Strémung. M. Faraday (1791—1867) entdeckte in den Jahren 1831
bis 1839 die Induktionsstréme, die Gesetze der Elektrolyse, die dielektrische Polari-
sation; H. Hertz suchte und fand 1887—1889 die elektromagnetischen Wellen.

Faraday war keineswegs bei einer beziehungslosen Feststellung der beobachteten
Tatsachen stehengeblieben, vielmehr hat er aus den Erfahrungen ganz bestimmte
Begriffe und konkrete qualitative Vorstellungen gebildet, die wir heute durch den
Ausdruck ,elektromagnetisches Feld“ kennzeichnen. Es ist das Verdienst von
J. Clerk Maxwell2 (1831—1879), nicht allein diese Vorstellungen zu quantitativen
Gesetzen in der Form mathematischer Gleichungen erhoben zu haben?, sondern auch
aus der folgerichtig durchgefithrten Theorie Schliisse von gréBter Bedeutung gezogen
zu haben (1865 sprach Maxwell aus, daf3 ,,Licht eine elektromagnetische Stérung
ist, die sich nach den elektromagnetischen Gesetzen ... fortpflanzt‘). Als ent-
scheidende experimentelle Bestitigung der Faraday-Maxwellschen Theorie sieht
man die Hertzschen Entdeckungen an.

Der Ausbau der Maxwellschen Theorie kniipft sich in erster Linie an die Namen
von O. Heaviside, H. Hertz und H. A. Lorentz, der als erster iiber den Bereich
der Faraday-Maxwellschen Vorstellungen hinausging. Von neueren verdanken
wir besonders viel auf dem Gebiet der durch die genannten Namen gekennzeichneten
,,klassischen Elektrodynamik“ F. Emde und G. Mie.

4. Physikalische GroBen in Gleichungen 4.

Zur Verhiitung von MiBverstindnissen treffen wir folgende allgemeinen Fest-
setzungen:

Eine physikalische Gréfe wird gekennzeichnet durch eine Aussage iiber eine
Menge, verbunden mit einer Aussage iiber eine Beschaffenheit oder Eigenschaft.

1,,Der sich immer mehr an den Tag gebende, und doch immer geheimnisvollere Bezug aller
physikalischen Phanomene aufeinander ward mit Bescheidenheit betrachtet ..., als auf einmal
in der Entdeckung des Bezuges des Galvanismus auf die Magnetnadel, durch Prof. Oersted,
sich uns ein beinahe blendendes Licht auftrat. Goethe: Tag- und Jahreshefte 1820.

2 Doppelname.

3 ,,Seitdem die mathematische Interpretation von Faradays Sitzen durch Clerk Maxwell
in den methodisch durchgearbeiteten Formen der Wissenschaft gegeben ist, sehen wir freilich,
welch eine scharfe Bestimmtheit der Vorstellungen und welche genaue Folgerichtigkeit hinter
Faradays Worten verborgen ist, welche seinen Zeitgenossen unbestimmt und dunkel erschienen;
und es ist im héchsten Grade merkwiirdig zu sehen, welch eine groBe Zahl umfassender Theoreme,
deren mathematischer Beweis das Aufgebot der héchsten Krifte der mathematischen Analysis
erfordert, er durch eine Art innerer Anschauung mit instinktiver Sicherheit gefunden hat, ohne
eine einzige mathematische Formel aufzustellen.“ Helmholtz: Faraday-Vorlesung 1881.

4 Weitere Ausfiihrungen und Begriindungen in: Verf.: Physik. Z. Bd. 37 (1936) S. 120—129.
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Daher werden in Gleichungen physikalische GroSen im allgemeinen verkoérpert
(dargestellt) durch benannte Zahlen. Eine benannte Zahl hat den Bau: Zahlen-
wert mal Einheit. Die in Gleichunger zum Ausdruck kommenden Naturgesetze
sind unabhingig von der in der Willkiir des Darstellenden liegenden Einheiten-
bestimmung und kénnen daher auch unabhéngig von dieser ausgedriickt werden:
Physikalische GesetzmifBigkeiten werden durch Gleichungen sinnvoll ausgedriickt,
auch ohne dafl die Aufteilung jeder durch ein Formelzeichen dargestellten benannten
Zahl in die beiden Faktoren Zahl und Einheit zuvor bekannt ist: maunabhéngige
(einheitenfreie, unbedingte) Auffassung von Gleichungen.

Ebenso, wie die einzelnen GréBen durch Definitionsgleichungen aus bestimmten
GrundgroBen folgen, lassen sich die Einheiten aus gewéhlten Grundeinheiten ab-
leiten. In den Gleichungen der klassischen Elektrodynamik kommen bei Vermeidung
willkiirlicher Unterlassungen und Zusitze vier Grofen mehr vor, als Gleichungen
vorhanden sind. Daher konnen alle Einheiten aus vier zu gebenden, voneinander
unabhingigen Grundeinheiten mit Hilfe der Gleichungen abgeleitet werden. Das
praktische Miesche Mafsystem (P.M. S.)! geht von der Tatsache aus, daB jede
praktische Messung einer elektrischen oder magnetischen Gréfle auf der Messung
von Stromen (Ladungen), Spannungen, Lidngen und Zeiten beruht. Es benutzt
daher als Grundeinheiten: fiir die elektrische Ladung 1 Coulomb (fiir den elektrischen
Strom 1 Ampere =1 Coulomby/sec), fiir die elektrische Spannung 1 Volt, fiir die
Linge 1 cm und fiir die Zeit 1 sec. (Vgl. Abschnitt 1’. ,,MaBsysteme.)

Unter Benennung einer physikalischen Grofie in bezug auf ein bestimmtes
MafBsystem verstehen wir nach Helmholtz ,,die besondere Art der Einheiten, die
diese zusammenfaBt*, mit anderen Worten die Beziehung der Einheit der GroéBe
zu den gewdhlten Grundeinheiten, deren zahlenméifBiger Betrag offengelassen ist.
Wir bezeichnen demgemifB mit Q (J), U, L, T Einheiten von unbestimmtem Be-
trag fiir Ladung (Strom), Spannung, Linge, Zeit. Beispiel: Wir werden die Einheit
der elektrischen Leistung als 1 Cou_;(;chya_
auf Q, U, L, T ist demgemal %Li
magnetischen GréBen in bezug auf das P.M.S. lassen nach dem Gesagten in
der Mehrzahl der Fille unmittelbar das Verfahren erkennen, nach dem die
Grolen gemessen und definiert werden.

Man kann aber auch so vorgehen, dal man selbst die Wahl der Art der Grund-
einheiten bei der Ableitung der Gleichungen véllig offenliBt und einzig dafiir Sorge
tragt, daBl jedes Formelzeichen als benannte Zahl aufgefaf3t werden kann und will-
kiirliche Festsetzungen (Zusitze und Unterlassungen) unterbleiben. Dann sind die
Gleichungen aufzufassen als unabhingig von der Einheitenbestimmung und daher
unempfindlich (invariant) gegen Einheitenwechsel, als maBunabhingig oder ein-
heitenfrei. Die Sorge um die Einheiten beginnt erst beim Zahlenrechnen. (Setzt
man in eine k¥ GréBen enthaltende Gleichung £—1 vollstindige Produkte: Zahl
mal Einheit ein, so ergibt sich die letzte Gr6Be nach Zahl und Einheit). Auf diese
Moglichkeit hat namentlich Wallot hingewiesen. Die von uns benutzte Schreibweise
der elektromagnetischen Gleichungen hat Heaviside angegeben; sie 1liBt beide
Moglichkeiten offen, entweder die Gleichungen im P. M. S. angeschrieben zu denken
oder sie maBBunabhingig aufzufassen.

Einzelne elektrische und magnetische GroBen fiir sich kénnen ebensowenig in
einer rein mechanischen Einheit gemessen werden, als sie rein mechanisch erklért
werden konnen.

finden; ihre Benennung in Beziehung

=] U. Die Benennungen der elektrischen und

1 Mie, G.: Lehrbuch der Elektrizitit und des Magnetismus. Vorwort. Stuttgart 1910. Als
erster verwendete 4 Grundeinheiten G. Giorgi: L’Ellettricista 1902.



I. Elektrische und magnetische Felder ohne
wechselseitigen Zusammenhang.

5. Gleichgewichtszustand und Beharrungszustand.

Im Gleichgewichtszustand gibt es keine Anderung oder Umwandlung von
Energie. Zustinde mit dieser Eigenschaft nennen wir auch starre oder statische
Zustinde, denn sie sind zeitlich unverinderlich. Im elektrostatischen Feld dndern
die elektrischen Ladungen weder Ort noch GréBe. Andert sich der Zustand beliebig,
doch so langsam, da wihrend jedes Zeitelementes und in jeder Lage der Korper
der Zustand als statisch betrachtet werden kann, so nennt man ihn quasistatisch.

Der Beharrungszustand ist ein zeitlich unveréinderlicher Zustand, dessen Bestehen
unmittelbar oder mittelbar an eine Energieanderu.ng oder einen Energieumsatz
geknupft ist (oder wenigstens durch eine Energieinderung eingeleitet ist). Felder
im Beharrungszustand nennt man stationdre Felder. Andert sich der Zustand
so langsam, daB wihrend jedes Zeitelementes auf die Vorgénge im ganzen betrachteten
Gebiet die fiir den Beharrungszustand geltenden Gesetze anwendbar bleiben, so
heiBt der Zustand quasistationér.

Das elektrostatische Feld im leeren Raum.
6. Die elektrische Feldstirke.

Gegeben seien zwei starre, isolierte Kérper. Der eine sei groB und unverriickbar
aufgestellt, der andere ihm gegeniiber sehr klein, beweglich und so befestigt, da
auf ihn wirkende Krafte gemessen werden konnen (z. B. Probependel). Der Zwischen-
raum sei vollig leer (Vakuum?!). Wenn beide Kérper elektrische Ladungen tragen,
so iiben sie Krifte aufeinander aus, die man mif3t, indem man den kleinen Probe-
korper an jede Stelle des Raumes bringt.

Man beobachtet im allgemeinen Falle von Ort zu Ort nach GréBe und Richtung
verschiedene Krifte; diese bilden somit ein Vektorfeld.

1. Bei einer Ladung g des Probekoérpers seien die Krafte in den Punkten 1,2 ... »
gemessen und verzeichnet als @1, R, ... .

2. Bei einer anderen Ladung ¢’ des Probekorpers werde in den gleichen Punkten
erhalten &, R

a) Wir vergleichen die Richtungen der Kréfte in jedem Punkt in beiden Versuchs-
reihen miteinander, also die Richtung von &, mit der von &, usw. Es erweist sich,
daB8 die Richtungen iubereinstimmen (es kann héchstens iiberall das Vorzeichen
mit der Art der Ladung des Probekérpers gewechselt haben). Die Kraftrichtung
ist also unabhingig von der GroBe der Ladung des Probekorpers und demnach dem
betrachteten Raumpunkt eigentiimlich.

b) Wir vergleichen die Betrige der Krifte in jedem Punkt in beiden Versuchs-
reihen miteinander und finden dieses Verhaltnis fiir alle Punkte gleich groB und
iibereinstimmend mit dem Verhéltnis der dem Probekérper mitgeteilten Ladungs-

mengen:
K _ K _ Kn _ 9
LK=" K¢
Die GroBe der Kraft ist demnach in jedem Raumpunkt proportional der Ladung
des Probekorpers.

1 Sehr angendhert durch Luft im Normalzustand.
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¢) Wir vergleichen die Betriage der Krafte in zwei beliebig ausgesuchten Punkten
1+ und %k in beiden Versuchsreihen miteinander; dieses Verhaltnis erweist sich als
unabhingig von der Ladung des Probekérpers, den Raumpunkten eigentiimlich:

K, K,
K, K’

Ergebnis: Die GroBe der Kraft ist einerseits proportional der Ladung ¢ des
Probekorpers, andererseits jedem Raumpunkt eigentiimlich. - Die Richtung der
Kraft ist nur dem Raumpunkt eigentiimlich. Die einfachste Darstellung dieses
Tatbestandes ist

f=q€C 1)
fiir jeden Raumpunkt. € ist als eine mit Richtung und Betrag ausgestattete Grofe
ein Vektor, der eine Funktion des Ortes ist, also ein Vektorfeld bedeutet, und von
der Ladung des Probekoérpers unabhéngig ist. € hei3t daher die Stirke des elek-
trischen Kraftfeldes, kurz die elektrische Feldstirke.

Wir kombinieren die erste Versuchsreihe mit

3. bei ungeénderter Ladung g des Probekérpers, aber verinderter Ladung Q"
des festen Ladungstrigers seien die gemessenen Krifte &), &, .... &, Wir
vergleichen wiederum die Richtungen der Krifte in jedem Raumpunkt in beiden
Versuchsreihen miteinander, also die Richtung von &; mit der von &), usw. Sie
stimmen miteinander iiberein, werden also von der Ladung des festen Ladungs-
tragers nicht beeinflult. Wir vergleichen darauf die Betrige der Krifte in jedem
Punkt in beiden Versuchsreihen miteinander und finden

K _ K _ K. _ @
=T = K= g

Die GroBe der Kraft ist somit proportional der Ladung des festen Ladungstrigers.

Ergebnis: Die Richtung der elektrischen Feldstirke ist von der GroBe der
erregenden Ladung unabhingig, ihre GréBe ist dieser Ladung proportional.

Als unabhéngig von der Ladung des Probekorpers ist die elektrische Feldstarke
auch dann vorhanden, wenn gerade keine Probeladung ihr Bestehen markiert.
Das elektrische Feld ist nichts anderes als ein physikalischer Zu-
stand des Raumes, denn in ihm nehmen wir andere Vorginge, Eigenschaften
und Zustinde wahr, als in einem gewoéhnlichen Raum. Dies ist der FuBpunkt der
Maxwellschen Theorie. ;,,Das elektrische Feld ist der Raum, der einen
elektrisch geladenen Koérper umgibt, auf seine elektrischen Eigen-
schaften hin betrachtet. Er kann mit Luft oder anderen Kérpern
erfiilllt sein, er kann aber auch ein sogenanntes Vakuum sein, das
heiflit ein Raum, aus dem alle Stoffe entfernt sind, auf die wir mit
uns zur Verfiigung stehenden Mitteln einwirken kénnen* (Maxwell).

Die der Maxwellschen Feldtheorie vorangegangenen Theorien waren von
einer grundsétzlich anderen Anschauung ausgegangen: Hilt man geladene
Korper in ihrer gegenseitigen Lage fest und bewegt sie insgesamt, so bleiben die
zwischen ihnen wirkenden Kréafte vollig unverdndert. Daraus hatte man die nahe-
liegende Vorstellung gebildet, daB zwar die elektrischen Krifte zwischen den
einzelnen Ladungen wirken, dall aber der Zwischenraum, der die Wirkungen un-
gehindert durchlaft, selbst dabei ginzlich unbeteiligt sei und keine Verinderungen
erfahre. Diese Auffassung begriindet die Fernwirkungstheorie. Statische Felder
konnen mit ibr vollstindig beschrieben werden, fiir schnell verinderliche Felder
versagt sie aber ganz und gar. Wir wenden darum die Feldtheorie folgerichtig
auch auf die statischen Felder an.

An dem zu Gl. (1) fithrenden Gedankenexperiment haben wir eine nachtréigliche
Erginzung anzubringen: Ebenso, wie der groBe Ladungstriger, verursacht auch
die sehr kleine Probeladung ein elektrisches Feld. Beide iiberlagern sich, so da8
besonders in der Nahe des Probekérpers das wirkliche Feld ein anderes ist: ¢,



I, 6. 7. Der elektrische FluB und die Quellen des elektrischen Feldes. 7

als das des festen Ladungstrigers allein: €. Wir haben die Verhiltnisse schon so
getroffen, daB der Unterschied sehr klein ist; er wird beliebig klein, wenn Ladung
und Ausdehnung des Probekérpers beliebig klein werden, es ist also genauer

G — limes % 2)
g—>dgq

,,Die elektrische Feldstirke an irgendeinem Punkte ist die Kraft, die auf einen
kleinen, mit der positiven Elektrizititsmenge Eins geladenen Korper ausgeiibt
wiirde, wenn er an diesen Punkt gebracht worden wire, ohne daBl dies die vor-
handene Elektrizititsverteilung gestort hitte (Maxwell).

(Eine hier nicht durchzufithrende Rechnung zeigt, daf in jedem Falle durch
die Gesamtkraft auf den Probekorper das urspriingliche Feld gemessen wird, weil
das Stérungsfeld keine verschiebenden oder drehenden Kréfte zusétzlich auf ihn
verursacht.) ’

7. Der elekirische FluB und die Quellen des elektrischen Feldes.

Unter Beifiigung einer spiter ndher bestimmten ,elektrischen Konstanten
g, nennen wir das Flichenintegral der elektrischen Feldstdrke den ,,elektrischen
FluB* (Skalar!)

Q= [2,€df = [z, B, df (1)

(zunéchst ohne mit der Bezeichnung ,,Fluf‘‘ die besondere Vorstellung einer Bewegung
zu verbinden). Um einen beliebig gestalteten, die konstante Ladung @ tragenden
Korper legen wir in beliebigem Abstand eine beliebig geformte Fliche, die ihn ganz
einschlieBt: eine Hiille, und untersuchen die Feldstirke € in jedem Flichenelement
dieser Hiille, etwa mit Hilfe eines Probekorpers. Wir finden sie iiberall entweder
von dem Ladungstriger weg, oder zu ihm hin gerichtet. Ein entsprechendes Bild
wiirde eine unzusammendriickbare, aus dem Ladungstriger konstant aus- oder in
ihn einstrémende Fliissigkeit ergeben, wenn sie fiir einen Augenblick erstarrt wére.
Im Falle der Fliissigkeit ist klar, daB der FluB durch die gesamte Hiille, auch wenn
er fiir die einzelnen Flichenelemente verschieden ausfillt, gleich bleibt, ob die Hiille
nun groB oder klein gemacht wird. Das gleiche gilt fiir das elektrostatische Feld:
der Wert des ,,elektrischen Flusses*“ durch die gesamte Hiille erweist sich als un-
abhingig von der Grofle und der Gestalt der Hiille. Dagegen ist die Feldstirke
nach (6.) in jedem Raumpunkt proportional der erregenden Ladung @, und daher
ist es auch ihr Integral iiber die Hiille.

SchlieBt die Hiille mehrere Ladungstriger ein, so macht man sich leicht durch
passende Zerlegung in einzelne Hiillflichen klar, dal das Integral iiber die Gesamt-
hiille proportional der algebraischen Summe aller eingeschlossenen Ladungen (unter
Beriicksichtigung ihres Vorzeichens) ist. Wir driicken dies aus durch

fedi=23 Q. 2)

Bei Hiillen, die keine Ladung einschlieBen, finden wir daher stets, auch wenn
die Hiille in einem elektrischen Felde liegt:

feo€df=0. 3)

Der elektrische Hillenflup gleicht der eingeschlossenen Ladung. Diesen Tatbestand
driickt die Vektorenrechnung aus, indem sie sagt, dafl das betrachtete Feld Quellen
hat. Die Quellen des elektrischen Feldes haben wir in den Ladungen zu suchen.
Das elektrische Feld entspringt und versiegt auf den Ladungen; da seine Richtung
verabredungsgemifB (6.) nach der Kraft auf einen positiv geladenen Probekérper
gezdhlt wird, sind die positiven Ladungen die Quellen, die negativen die Senken
des Feldes.

Das elekirische Feld tm Gleichgewichtszustand ist durch Quellen verursacht; nur
die Ladungen sind Quellen des Feldes, sonst ist es quellenfrei.
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Linien, die der Richtung des Feldes folgen, heien Feldlinien. Die Bedingung,
daB ein Linienelement d§ einer Feldlinie angehért, lautet

[Eds] =0 (4)
oder in rechtwinkeligen Komponenten
de _dy _ dz
55 B ®

Man kann auch das Feld in R6hren eingeteilt denken, deren Wandung iiberall
mit der Richtung des Feldes iibereinstimmt. Solange keine Quellen vorhanden
sind, ist der FluB in jeder Feldrohre konstant:

€ 0f = const, (6)

und der Querschnitt d o jeder Rohre ist darum der dort bestehenden Feldstirke
umgekehrt proportional:

« B 6o =const. (7)

Eine sprunghafte Verdnderung des Feldréhrenquerschnittes bedeutet eine Quelle
an der Unstetigkeitsstelle. ,,Einheitsrohren® fithren den FluB Eins. Meist teilt
man so ein, daf alle von einer Ladung ausgehenden Rohren den gleichen Flufl
fithren. Ersetzt man dann in der Darstellung jede Rohre durch eine ,,mittlere Feld-
linie*, so ist deren Dichte ein MafB} fiir die Feldstérke.

Die Faradaysche Vorstellung des elektrischen Kraftfeldes beschreibt Maxwell
so: ,,Faraday betrachtet die Korper nie so, als ob nichts anderes zwischen ihnen
wirksam wire, als allein ihr Abstand, und als ob sie nur nach irgendeiner Funktion
des Abstandes aufeinander wirkten, sondern er falt den ganzen Raum als Kraftfeld
auf. In ihm sind die Kraftlinien im allgemeinen gekriimmt; von einem Kérper aus-
gehend breiten sie sich nach allen Richtungen aus.” Er denkt sich dabei Spannungs-
krifte im Felde vorhanden, und zwar Zugkrifte (im Sinne einer Seilspannung) in
der Richtung der Feldlinien, und Druckkrifte quer zu dieser!. IThre Bestimmung
siehe 15.

Wir betrachten den Fall, daB isolierte Leiter Triger der elektrischen Ladungen
sind. Faradays Kéfigversuch lehrt, daB in einem Raum, der von einer leitenden
Hiille umschlossen ist, kein elektrisches Feld vorhanden ist, wenn keine Ladungen
eingeschlossen sind; eine auf der Hiille selbst vorhandene Ladung bringt nur im
AuBenraum ein Feld hervor. Dieses dndert sich nicht, wenn die leitende Hiille mit
einem leitenden Stoff ganz ausgefiillt wird. Wir schlieen daraus, daB die Ladungen
ausschlieBlich auf der Oberfliche der Leiter sitzen2, und im Leiterinnern ein elek-
trisches Feld nicht besteht. Ein solches wire ein Widerspruch zu den Definitionen
des Gleichgewichtszustandes (b.) und der elektrischen Leiter (2.) als solcher Korper,
in denen Ladung leicht verschieblich ist; eine Feldstirke im Leiterinnern mii3te
die Ladungen nach 6. Gl. (1) bewegen, der Gleichgewichtszustand wire noch gar
nicht eingetreten. Aus dem gleichen Grunde steht das elektrische Feld senkrecht
auf der Oberfliche von Leitern:

€ =0 Gleichgewichtsbedingung fiir Leiter. (8)
Gl. (2) war eine Aussage in Integralform iiber den Mittelwert der Zustande iiber

eine beliebig ausgedehntes Gebiet. Wir kommen zu dem dazugehérigen Differential-
gesetz durch Anwendung des Satzes von GauB:

ZQ=§eCdi = [dive,Gdr. (9)

1 Man pflegt dies als Merkregel so auszusprechen, daB die Feldlinien sich zu verkiirzen
suchen und sich gegenseitig abstoBen. :

2 Fir den Gleichgewichtszustand kénnen wir uns die Elektrizitit grob sinnenfillig als duBerst
feines Pulver vorstellen, dessen Kérnung nicht in Erscheinung tritt.
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Wird die Verteilung der Ladung im Raume im allgemeinsten Falle durch die
Ladungsdichte # als Funktion des Ortes beschrieben?!, also X' Q = [nd7, so wird

dive € = 1. (10)
Bei mit der Dichte ¢ flichenhaft verteilten Ladungen steht statt GI. (10):
Divey € =o, (11) .
so also bei geladenen Leitern, Abb. 1. Da das Leiterinnere feldlos
ist: €, =0, hat man e
Div€ =ny (€;—C) =ny, &, = E,, G
& En = 0, (12) @®y®

die Feldstirke an der Oberfliche ist also der Flichendichte der )
Abb.7.1. Elektrische

La‘dung proportional. . Feldstirke an einer
Beispiel : Das Feld einer mit der Menge @ geladenen Kugel vom  Leiteroberfliche bei
Radius a ist punktsymmetrisch, wenn sonst keine Korper vor- Gleichgewicht.

handen sind. Daher dient als Hiillfliche eine konzentrische Kugel
vom Radius r; auf ihr hat die Feldstdrke iiberall den gleichen Betrag £ (r) und
die gleiche radiale Richtung (Abb. 2). GI. (2) wird

dnreggBE(r)=0Q; E(r)= e,

) 0 4mre g’
E=10 Tart " (13)
Uberall im Raum ist div e, € =0 und auf der Kugeloberfliche ist
Diveg,€ =¢yE(a) =6 = TQGZ.

Fiir r < a versagt Gl. (13), weil das Leiterinnere feldlos ist. Man kann diesen
Mangel auch so ausdriicken, daBl Gl. (13) nur fiir einen punktformigen Ladungs-
trager uneingeschrénkt richtig ist. Ein solcher ist natiir-
lich eine mathematische Fiktion, denn er hat physikalisch
unmdégliche Eigenschaften. Im Feld Gl. (13) ist die Kraft
auf die Ladung ¢ eines Probekorpers

— 1 g€

R=qE=1" Tnr o (14)
Dies ist in Strenge fiir die mathematische Abstraktion von
Punktladungen richtig, angendhert fiir Ladungstriger, die
klein sind gegeniiber r. %rl. (14) war fir di% historische siekizisshen. Felgsthre.
Entwicklung der Elektrostatik wichtig und heiit das
Coulombsche Gesetz. Mit seiner Hilfe die Ladung oder die Feldstirke zu defi-
nieren, lehnt man heute ab, weil man die im sonst von Kérpern voéllig freien unend-
lich ausgedehnten Raum schwebenden punktférmigen Ladungen als zu weit gehende
Abstraktionen gegeniiber ausfithrbaren physikalischen Verhiltnissen ansieht.

Ein einzelner, unendlich langer Kreiszylinder vom Radius a trage auf der Langen-
einheit die Ladung @,. Das Feld ist rein radial gerichtet, daher in allen Querschnitten
von der gleichen Struktur, und symmetrisch zur Achse: es ist radialhomogen. Nach
Abb. 2 und Gl. (2) wird mit einem konzentrischen Kreiszylinder vom Radius 7 und
der Héhe Eins, dessen Grundflichen keinen Beitrag geben, als Hiillflache:

&

2
1
/aoE’(’r)-lord’l?:Qﬁ E(r)= Qmr '(j—:;
0
el 0
G_t02nr'_871' 19

. 1 Die Fille, in denen gewissermaBen eine Wolke ruhender Ladungen auftritt, sind verhaltnis-
méBig selten; z. B. hat die Atmosphdre eine im Mittel ruhende Raumladung gegeniiber der
Erde; in der Nachbarschaft gliihender Metalloberflichen findet man unter Umsténden negative
Raumladungen (Elektronenrshren).
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Uberall im Raum ist divg, € =0 und auf der Zylinderoberfliche ist Diveg, € =
gl (@)=0= Ql die Flichendichte auf die Langeneinheit. Fir r <a ist Gl. (15)

unbrauchbar, sie gllt ohne Einschrénkung nur fiir die mathematische Abstraktion
einer ,,geladenen Linie**. Auf diein GI.(13) und (15) zum Ausdruck kommende kugel-
symmetrische und radialsymmetrische Feldstruktur sei hingewiesen.

8. Die elektrische Spannung und die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes.

Wir fragen nach der Arbeit beim Verschieben einer konstanten Ladung ¢ in
einem elektrischen Feld € lings eines Weges t von einem Anfangspunkt 1 zu einem
Endpunkt 2. Die Verschiebung gehe so langsam vor sich, daB der Zustand wihrend
jedes Zeitelementes statisch ist!, und € bleibe bei geniigend kleinem ¢ unveréndert.
Die Arbeit ist nach 6. Gl (1):

A=/2@dr=f2q@dr=q/2@dr. (1)
1 1 1

Das Linienintegral (Skalar!) der elektrischen Feldstérke ist ein fiir jedes elektrische
Feld wichtiger Begriff, es heilt ,,elektrische Spannung* U:

2

2
Elf(s:'dr. (2)

Die elektrische Spannung lings eines Weges ist die
Arbeit; die beim Verschieben der positiven Elektrizi-
Abb. 8. 1. Zur titsmenge Eins lings dieser Strecke geleistet wird,
Bestimmung der ~ im Verhédltnis zu dieser Elektrizititsmenge. Die Arbeit
elektrischenUmlauf- .
spannung. ist also

A=qU. 3)

Im allgemeinen Fall ist die Arbeit (die Spannung) von dem Weg abhingig, dem
entlang die Ladung bewegt wird. Das elektrostatische Feld hat die besondere und
erstaunliche Eigenschaft, da die elektrische Spannung, auf beliebigen Wegen
zwischen den gleichen Anfangs- und Endpunkten genommen, stets die gleiche ist.
Greifen wir zwei beheblge Wege I und II heraus (Abb. 1), so ist beim Durchlaufen
des geschlossenen Weges 1 ...-2 ... 1:

/@dr— @dr—f@dwo. @)

Wire es anders, so Wurde belm Durchlaufen des geschlossenen Weges nach
Gl. (3) Arbeit fortwahrend gewonnen oder vernichtet; Energieinderungen sind aber
im statischen Feld durch Definition (5.) ausgeschlossen. Es ist also auf den Wegen I

und IT einander gleich:
/ G dr = / Car,

Im elektrostatischen Feld ist die Umlaufspannung [Gl. (2)] auf jedem beliebigem
Wege gleich Null; glelchbedeutend mit - dieser Aussage ist die andere: das Feld
besitzt keine Wirbel (in einem wirbelfreien Feld gibt es z. B. keine geschlossenen,
in sich zuriicklaufenden Feldréhren). Von der Umlaufspannung als einem durch
ein Integral beschriebenen Mittelwert iiber einen beliebig ausgedehnten Weg kommen

1, Quasistatischer Zustand‘‘. Diese Emschrankung ist unbedenklich, denn die Zeltspanne,
in der die betrachteten Korper ihre Lage zueinander merklich verindern, ist stets ungemein
viel grofler als die kurze Zeit, innerhalb der sich die elektrischen Ladungen der jeweiligen Stellung
der Korper entsprechend auf den Oberflichen der Leiter anordnen.
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wir zur Wirbelstirke als dem entsprechenden Differentialausdruck durch den Satz
von Stokes

99'@dr =fmt@df,

und da das fiir beliebige Flidchen gilt, ist also
rot€=0; Rot€=0: 5)

Das elektrostatische Feld ist wirbelfrei, die elekirische Spannung in ihm ist vom
Weg unabhingig: Gleichgewichtsbedingung des elektrischen Feldes.

Rot €@ =0 weist uns an, die tangentiale Komponente der elektrischen Feld-
stirke stetig durch die Oberfliche eines Leiters hindurch fortzusetzen; innerhalb
des Leiters wiirde diese Feldstirke Ladungen verschieben, was wir definitionsmaBig
ausgeschlossen haben. Aus der Feldlosigkeit des Leiterinnern [7. Gl. 8)] folgt,
daB eine Tangenmalkomponente an Leiteroberflichen nicht vorhanden sein kann:
bezeichnen wir mit 1 den Leiter, mit 2 den AuBenraum, so ist €; =0 und der
Flichenwirbel ist

Rot € = [ny;5 (C,— €] = [myp €] =0. . (6)

Das vektorielle Produkt verschwindet, wenn die Vektoren parallel zueinander
gerichtet sind. Die Feldstirke steht also senkrecht auf der Oberfliche.

Man beachte, daB in der Definition der elektrischen Spannung ¢, nicht auftritt.

Beispiel : In dem Feld der geladenen Kugel [7. Gl. (13)] ist die elektrische Spannung
zwischen zwei beliebigen Punkten, die den Abstand r; und r, vom Kugelmittelpunkt

haben:
. Q dr @ /1 1
/@déﬁfE(r)dT 4ns T dae, (Z—r_) Q)

Entsprechend ist im Feld des geladenen Zylinders mit 7. Gl. (15)

- . r @ T’d'r_ Q T
/@dé-/E(r)dr-2ﬂ1€o T (8)

71

die Spannung zvvlschen zwei Punkten, die die Abstinde 7, und r, von der Achse
‘haben.

Wenn das Linienintegral U der Feldstirke nur vom Ausgangs- und Endpunkt
des Weges, aber nicht von seinem Verlauf abhangt, liegt es nahe, dafl die Feldstirke
mit Hilfe einer Funktion errechnet werden kann, die nur vom Orte im Feldraum
abhiingt: Das wirbelfreie Feld kann durch ein skalares Potential ¢ mathematisch
dargestellt werden vermaoge A
€ =—gradg. (9)1

Die HilfsgroBe @ ist eine Funktion des Ortes im Felde, ihre Benutzung ist rech-
nerisch vorteilhaft2. - Umgekehrt: Ein nach Gl. (9) berechnetes Feld € ist wirbel-
frei, weil mathematisch notwendig

‘ rotgrade =0, fgmdq;dr =0
Die elektrische Spannung léiﬁgs eines Wéges t ergibt sich mit Gl. (9) zu
/Edr——/"’“’dr—% - (10
1 Komponente in Richtung 3: E; = —6_

. 2 Im allgemeinen Fall hangt jede Komponente des Vektors & vom Orte ab:
C= 1Ea;+lE + sz’ Ex = Ex(xs Y, Z), Y —Ey(xs y’z)’ Ez —Ez(x’ ./’z)
Bei Anwendung des skalaren Potentlales p=¢ (x, #,2) hat man nur mit einer GroBe, statt
mit dreien, zu rechnen.



12 Das elektrostatische Feld im leeren Raum. I, 8. 9.

Die elektrische Spannung zwischen den Punkten 1 und 2 stimmt
im wirbelfreien Feld mit dem Unterschied der Potentialfunktion an
den Punkten 1 und 2 iiberein. Umgekehrt kann man aus einem gegebenen Feld G
den Wert des Potentiales ¢ an jedem Punkt P bis auf eine Integrationskonstante g,
ausrechnen, die man als Potentialwert eines gewihlten Bezugspunktes auslegen kann:

P
¢p=%—0/@dr. 11)

Beispiel: Setzen wir nach Gl. (9) die radial gerichtete Feldstirke E, = — Z—f,
so gilt im Feld der geladenen Kugel gemaB 7. GL (13)

—4n72£og—f=Q, daher = 4:?.9 -%—l—const, (12)

0

und im Feld des geladenen Zylinders gemiB8 7. Gl. (15)
—2nr803—f=Ql, daher Q= ;ﬂ; Inr + const (13)

fiir endliche Werte r. Der Vergleich von Gl (12) mit Gl. (7) und von GIl. (13) mit
Gl (8) bestitigt die Aussage Gl. (10).

Mit dem fiir jeden Feldpunkt bekannten Potentialwert kann man das nach
7. Gl. (4) bis (7) gewonnene Feldbild erginzen, indem man alle Punkte miteinander
verbindet, die einen bestimmten, gewihlten Potentialwert haben. Diese Flichen
konstanten Potentiales @ =const, also gleicher Spannung, nennt man &qui-
potentielle Flichen oder Niveauflichen. Es kostet keine Arbeit, auf solchen beliebige
Ladungen zu verschieben. Nach Gl. (9), (10) steht die Feldstérke senkrecht auf diesen
Flichen, denn fiir jeden Weg t auf einer Fliche konstanter Spannung ist

Cdr =—de =0. \

Der Abstand dieser Flichen voneinander ist dann nach Gl. (9) ein umgekehrtes
MaB fiir die GroBe der Feldstirke.

Leiteroberflachen sind demnach stets dquipotentielle Flachen des elektrostatischen
Feldes [Gl. (6); 7. Gl. (8)].

Auf die weitere Benutzung der mathematischen HilfsgréBe ¢ kommen wir in
17.—22. zuriick.

Es ist ein naheliegender Irrtum zu glauben, daBl das Potential die eigentliche
bestimmende elektrische ZustandsgroBe sei. Der elektrische Zustand wird aber
nicht durch das Potential vollstindig gekennzeichnet, sondern durch die &rtliche
Potentialinderung, also durch die elektrische Feldstirke. Dabei darf nicht ver-
gessen werden, daB es elektrische Felder gibt, die nicht als Potentialgefille aufgefaBt
werden koénnen.

9. Die Entstehung von Einheiten und MaBsystemen.

Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen aus den bisherigen Gleichungen
[6. 1); 7. (2); 8. (2), 3)]

2
R =¢6; 2Q=805£@df; A=qU; U=%=/@dr
1

Einheiten und Benennungen erhalten werden kénnen. Nach 4. sehen wir jedes
Formelzeichen als benannte Zahl an. Wie dort, bezeichnen wir die Grundeinheiten
von unbestimmtem Betrag und die Beziehungen auf diese, die Benennungen, durch
das gleiche Formelzeichen, wie die betroffene Grofe, jedoch durch besondere Buch-
staben, z. B. L, M, T fiir Liange, Masse, Zeit. _

a) Es liegt nahe, fiir Energie (Arbeit 4) und Kraft K die Einheiten der Mechanik
zu benutzen:

A=KL=ML2T?Z K=MLT2.
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Dazu muBl noch eine elektrische Einheit gegeben werden, um alle anderen Ein-
heiten aus den angeschriebenen Gleichungen ermitteln zu kénnen. Wir wihlen etwa
die Einheit firr die elektrische Ladung und erhalten

oK Qe oy KL A
=% =% Y=g =3

Diese Einheiten enthalten Mischungen aus mechanischen Einheiten und elek-
trischer Ladungseinheit. So ist man indessen bis heute nicht vorgegangen. Da
alle praktischen elektrischen Messungen auf die Messung von Ladung (Strom)
und Spannung zuriickgehen, gibt man nach G. Mie unabhingig voneinander eine
Einheit fir die Ladung (den Strom) und eine Einheit fiir die Spannung. Dann
erhalten wir die Benennungen in bezug auf das praktische Miesche MaBsystem
mit den vier Grundeinheiten Q =T, U,L, T:

_ Vv _Q _ T _ _ _uQ _ uJT
E——L-, GO_UT=W’ A—UQ:UJT, K—T=—L——. (1)

Energie und Kraft haben also hier nicht aus mechanischen, sondern aus elek-
trischen Grundeinheiten abgeleitete Einheiten. Auf das MaB fiir die Feldstirke:
Spannung/Léngeneinheit sei besonders hingewiesen.

Das P. M. 8. verwendet zur Zahlenrechnung die durch Vereinbarung festgelegten
Einheiten 1 Coulomb =1 Amperesec (1 Coul =1 Ampsec) fiir die Ladung, 1 Volt
fir die Spannung, 1 em fiir die Lénge, 1 sec fiir die Zeit.

Die Einheit fiir  ist demnach 1- o

1 Coul - Volt=1 Joule (elekirisch),

, fir g, ist sie 1 Voltom ’ fiir A4 ist sie

und fir K ist sie

1 = 1 Sthen.

Coul - Volt _ 1 Joule
cm - cm
Die elektrische Konstante bestimmt sich aus Messungen mit den gegenwirtigen,

international vereinbarten praktischen Einheiten (vgl. 1'.) zu dem Wert

Coul
= .10—13
& = 0,8859-10 Volt cm *

Den AnschluB an Mechanik und Wirmelehre geben die Aquivalente
1 Joule = 1,00043 - 107 Erg = 0,23899 cal
1 Sthen =10,2kg*, 1kg*m = 9,81 Joule?2.

Zu diesen Zahlenwerten muBl wohl beachtet werden, daB ihre GréBe von der
Bestimmung der Betriige der Grundeinheiten abhingig ist und mit diesen sich
éndert 2.

Zwei (Punkt-) Ladungen von der GroBe 1 Coul iiben demnach in 1 km Entfernung
nach 7. GI. (14) eine Kraft von 89,8 Sthen =917 kg* aufeinander aus.

b) Die sogenannten ,absoluten elektrostatischen MaBsysteme* wenden die
absolute mechanische Energie- (Kraft-) Einheit an und setzen willkiirlich fest, daB
€, eine reine Zahl (Symbol [1]) sein soll; aus

Q2
€=z =[1]

folgt dann
Q=M12|32T1= Kl2| ; E=KuzL1,; U = Kz,

Man hat also nur die drei ,,absoluten Grundeinheiten der Mechanik.

1 Diesen Namen hat Mie gegeben.

2 Joule (elektrisch). — g* = Kraftgramm. Die Benennung der Masse ist hier M = QUT:
und es gilt: L
1g= 107  Joule sec?
1,00043 cm?
3 Verschiedene Moéglichkeiten hierzu vgl. 17, II, IIL,
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Als reine Zahl konnte man statt ¢, auch etwa Q festsetzen und wiirde erhalten
E=K, U=A, ¢=K1L"?2;
wiahlte man E als reine Zahl, so wire Q =K, U= 1L, ¢y = KL™2.
Weiteres iiber MafBsysteme siehe 1'.

10. Kapazitit. Kondensator.

Wir nennen ein Feld vollstindig, wenn man eine Begrenzung angeben kann,
durch die keine Feldrohren hindurchtreten. Bei allen messenden Versuchen ist
das Feld durch eine leitende Hiille nach auBlen abgegrenzt; ein solches Feld nennen
wir geschlossen.

Ein Kondensator ist eine Anordnung aus zwei leitenden Kérpern, deren einer
die vollstindige Quelle, und deren anderer die vollstindige Senke des Feldes bildet,
beide tragen daher entgegengesetzt gleich groBe Ladungen. Bestimmen wir bei einem
Kondensator das Verhiltnis der Ladung @ des einen Leiters zur elektrischen

Spannung U zwischen beiden, so finden wir, da8 der Kapa-
zitdt genannte Quotient

Q

€ o~ "
> stets von der Grofe der Feldstirke und dem besonderen Metall
des Leiters unabhéngig ist und von der Feldstruktur, also der
Gestalt der Leiter, bestimmt wird. C ist demnach eine nur

Abb. 10. 1. Zur Be- durch die geometrische Gestaltung gegebene GréBe.
B o Kontion: Die Messung von Kapazitéiten erfolgt also durch die Messung
sator. von Ladung und Spannung, ihre Berechnung wird einfach, wenn
man die Feldstruktur kennt: aus dem HiillenfluB der Feldstéirke
um einen Ladungstrager folgt dessen Ladung [7. (Gl. 2)], aus ihrem Linienintegral

auf beliebigem Wege die Spannung [8. Gl. (2)]. Beispiele:

1. Zwei konzentrische Kugelflichen (Abb.1). Im kugelsymmetrischen
Feld nach 7. Gl. (13) ist die Spannung zwischen allen Punkten @ und b [8. Gl. (7)]

— S (33)

Daher ist die Kapazitéit

_Q_ 4dme
o= trn @
Ist die isolierende Zwischenschicht sehr diinn: s =b—a <a, so wird
_4dnga®  gf
C= s = s ®3)

mit der Kugeloberfliche 4ma? =f. Wird andererseits der Abstand der Hohlkugel
vom Radius b immer gréBer, so nimmt C ab bis zu dem endlichen Kleinstwert als
Grenzwert
limesC =4m ¢ya. 4)
b—> o
In diesem Fall haben wir uns vorzustellen, daB der elektrische FluB, der z. B.
auf der Kugel r=a versiegt, auf einer so weit entfernten Hiille entspringt, daB
deren Gestalt keine Rolle mehr spielt (Zimmerwinde oder dgl.); die Kapazitit ist
also schlecht definiert. Der Grenzvorgang b-> co muB also so verstanden werden,
daBl das Feld ein geschlossenes bleibt. Man bezeichnet einen derartigen Grenzwert
der Kapazitit zweckmiBig als ,,geometrische Kapazitat.
2. Zwei konaxiale Zylinderfldchen. Sie seien so lang (theoretisch unendlich
lang), daB lings einer betrachteten endlichen Strecke in allen Querschnitten das

1 Benennung im P. M. S.: C = Q_ E, praktische Einheit 1 g‘:lj':

N W) = 1 Farad.
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Feld das gleiche und radialhomogen ist. Die Liénge 1 eines Zylinders trage die
Ladung @, (Abb. 1). Im radialhomogenen Feld nach 7. Gl. (15) ist die Spannung
zwischen allen Punkten a und b [8. Gl. (8)]

U=_%
27 e, a’
daraus die Kapazitit eines Stiickes der Linge I:
0= g~ ngt ®
In—
a

Bei sehr geringem Abstand der beiden Zylinder voneinander s =b—a<a er-
gibt sich mit ln% = % + ... und der Zylindermantelfliche f =2nal

S

wiederum =5l (6)

Hier ist, im Gegensatz zum Kugelkondensator, das Feld nicht ge-
schlossen, ein Grenzvorgang ergibt keinen endlichen Kapazitatswert. v

3. Zweiparallele Platten. Plattenkondensator. Der Abstand s
zweier einander gegeniiberstehender gleicher planparalleler Platten von
je der Flache f sei so gering gegeniiber den iibrigen Abmessungen,
daB die nicht homogenen Teile des Feldes in der Gegend der Platten- —
rander sehr wenig ausgedehnt sind gegeniiber dem im allgemeinen ,.. 105 zZu

linearhomogenen Feld (Abb. 2). Wegen der linearen Homogenitdt ist  Berechnung des
Platteg(l):l%nden-
sal .

- -2 _ [Bis— Qs
Q=eBlf, E=_*, U—O/de Bs =22,

— &f
C=-=. (7)
Zusammenschalten von Kondensatoren. Zur Berechnung der resultieren-
den Kapazitit C,, denken wir an ihre Definition ~ _ _
Gl. (1) als Quotlelrﬁf der gesamten Ladung und der ge- x-y—w“—%,-’i“—q—— ;,ﬁ-“L—ﬂﬁ
samten Spannung. Bei der Serienschaltung von n G G G
Kondensatoren (Abb.3) trigt jeder wegen der Un-

zerstorbarkeit der elektrischen Ladungen die gleiche ‘”
Ladung ¢, die Gesamtspannung U verteilt sich ge- AbP-10- 2 Sorienschaltung von
mifl den einzelnen Kapamtaten
’ "= n-1_g=_1L
U—-U = 01 U—-u oy Utr 0 o, -

Die Gesamtspannung ist daher

und daraus die Gesamtkapazitit

1
Ores = <3 1’ (8)
o

z. B. bei n gleichen Kondensatoren von der Grofle C:

c,.=2

res n .
Schaltet man eine sehr groBe Kapazitéit in Reihe mit einer sehr kleinen, so unter-
scheidet sich demnach der Wert der gesamten Kapazitit kaum vom Wert der kleinen
Kapazitit. Bei Parallelschaltung (Abb. 4) liegen alle Kondensatoren an der
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gleichen Spannung, die Ladungen werden durch die einzelnen Kapazitdten bestimmt,
es ist also ¢, =C,U, ¢,=C,U,... q,=0C,U, die gesamte Ladung ist

1 | } Qres =2 %= Uzci =UCre,
I [ 3 & =1 i
> |-| I-I I_l und daber ist die Gesamtkapazitéit
Q Q 6;[ res 2 C‘b > (9)

ADb.10. 4. Parallelschaltung von %+ B- bei n gleichen Kondensatoren: Cres=n-C.
Kondensatoren. Schaltet man zu einer sehr grofen Kapazitit eine
sehr kleine parallel, so unterscheidet sich demnach der
Wert der Gesamtkapazitit kaum vom Wert der groBen Kapazitit. ,,Stopselsitze®
enthalten Parallelschaltungen einzelner Kondensatoren.

11. Kraft und Energie.
a) Die Kraft auf eine geladene Leiteroberfliche.

Die Gesamtkraft auf einen die Ladung ¢ tragenden Koérper ist nach 6. Gl. (1)
® =¢€. Ist eine rdumliche Ladungsverteilung  =div e, € [7. Gl (10)] gegeben,
so enthélt ein Raumelement die Ladung dqg =#dv; die hierauf wirkende Kraft

ist d® = Edgq. Der allgemeine Ausdruck fiir die auf
/Z_ d einen geladenen Korper wirkende Kraft ist daher
¥y 4 R=/C-ndr=¢,/C-divE-dr. (1)

Wir bestimmen zunichst die Kraft auf eine ge-
t4 ladene Fliche als Grenzwert der Kraft, die auf eine
P mit einer Ladungsverteilung 7 versehene planpar-
b allele Platte wirkt, wenn deren Dicke gegen Null
T Z  geht, darauf wenden wir das Ergebnis auf die Ober-
/ i P flichen geladener Leiter an und werden dadurch
y | ! . A in den Stand gesetzt, die Energie zu formulieren.

1= Zur Erledigung der ersten Aufgabe an Hand
W von GI. (1) stellen wir ein rechtwinkeliges Achsen-
d kreuz so auf, daB8 die x-Achse senkrecht zur Platte
Abb.11.1. Zur Berechnung der Kraft steht, deren Dicke z,—x, ist (Abb. 1). Die tan-
B el gl o i Pinney”  gentialen Komponenten des Feldes: E, und E, sind
an der Oberfliche der Platte stetig, denn im stati-
schen Feld ist erfullt Rot € =0 [8. Gl. (5)]. Unstetig kann nur die normale Kom-
ponente E, sein, weswegen der allgemeine Kraftausdruck Gl. (1) nicht ohne weiteres
anwendbar ist. Nehmen wir zuniichst an, daf #, nicht wirklich unstetig ist, sondern
von dem Wert E, auf der einen Seite stetig in den Wert E,, auf der anderen Seite
der Platte iibergeht; erhalten wir dann einen bestimmten Grenzwert fiir die Kraft,
wenn wir die Dicke x, — x, unbegrenzt abnehmen lassen, so kann diese unzutreffende
Annahme keinen EinfluB mehr haben, und wir kénnen den erhaltenen Ausdruck als
Kraft auf eine geladene Fliche ansehen.

Wir zerschneiden die Platte in Prismen vom Querschnitt dy dz =df und heilen

p die Kraft auf die Oberflicheneinheit. Gl. (1) ergibt

pdf:eoftss - divG - dzdf, @

3E¢ 3E’z

+ 20

z—ao/E .dE, +30/E EE” 3?)(190. 3)

daher mit div € =
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Von dem zweiten Integral wissen wir, daB E_ eine endliche GréBe hat, und
ebenso die Ableitungen von E, und E,, weil diese Grofen selbst stetig sind. Das
Integral nimmt darum den Wert Null an, wenn seine Grenzen zusammenfallen,
und es bleibt {ibrig

P, = 2B, —E3), (4)

wobei also E,, den Wert von E_ auf der posiﬁven, und E, den auf der negativen
Flichenseite bedeutet. Mit der Flichendichte ¢ der Ladung [7. Gl. (11)]
6 =g Div€ = ¢y (E,,—E,),
kann man die Kraft ausdriicken als
Ey, +E;
p, =0 =22 '; 2, (5)
Auf ein Element einer geladenen Fliche wirkt also eine Kraft, deren Komponente
senkrecht zur Fliche gleich ist der Ladung des Flichenelementes multipliziert mit
dem arithmetischen Mittel der elektrischen Feldstirke zu beiden Seiten der Fliche.
Ist die geladene Flidche die Oberfliche eines Leiters, so kommt zu der Be-
dingung Rot € =0 die Gleichgewichtsbedingung €; = 0; die Feldstéirke steht senk-

recht auf der Leiteroberfliche und hat dort den Betrag K, = {— [7. Gl. (12)], daher
0
wird die Kraft auf die Flacheneinheit des geladenen Leiters

DPn

_OE, _ £o 2 1
=—t=3E (6)
stets nur senkrecht zur Leiteroberfliche als Zug wirkend, unabhéngig vom Vor-
zeichen der Ladung. Die Gesamtkraft hat die GréBle

K = [pydf = [0 B,dt. )
Im homogenen Feld ist E, = const, daher die Gesamtkraft

b) Die Energie des elektrischen Feldes.

Von den Platten eines Kondensators, dessen Feld wir als linearhomogen betrachten
kénnen (Vernachlissigung der Randwirkung), werde die eine festgehalten, die andere
um die kleine Wegstrecke ds parallel verschoben (Abb. 2). Gegen die anziehende

Kraft QE” = p, | [GL (6), (8)] wird dabei die Arbeit geleistet Ll
54 =K68=Q—f1f—6s=pnfés =B fos =2 B2 0v.  (9)

Beim Zuriickschieben der Platte auf die alte Stelle wird diese Arbeit
vollkommen zuriickgewonnen. Weitere Energieumsetzungen werden
nicht beobachtet. Wir nehmen daher mit dem Postulat von der
Unzerstorbarkeit der Energie an, dafl die Arbeit 64 in dem Raumteil Ef
07 =fJds als Energie des elektrischen Feldes aufgespeichert worden , - 1‘;_ > Zur

ist. '(Analogon aus der Mechanik: die Energie der Lage.) Es ist also  Bestimmung
der elektrischen

oW, = 520_ E:- 67 (10a) Feldenergie.

die Zunahme an elektrischer Feldenergie. Dadurch aber hat man AnlaB, als gesamte,
im Raume des homogenen Feldes des Plattenkondensators aufgespeicherte Energie
anzusehen

T,

W, = f"»EfL-r. (10)
1 Benennung im P.M. S.: p= % —t) QL;J = LKz , Einheit 1 Sthen .

Fischer, Elektrodynamik. 2



18 Das elektrostatische Feld im leeren Raum. I, 11.

Nun betrifft aber der Unterschied zwischen dem homogenen Feld des Platten-
kondensators und jedem beliebigen inhomogenen elektrischen Feld nur die Struktur,
nicht das Wesen des Feldes; grundsétzlich kann jedes inhomogene Feld ausgemessen
werden, indem man es sich in plattenférmige Elemente eingeteilt denkt, die so klein
sind, daB das Feld im Innern jedes Elementes als homogen gelten kann, wie in
einem kleinen Plattenkondensator. Wir schlieBen daher, da Gl. (10) in der fiir
beliebige inhomogene Felder angeschriebenen Form

We=[2Far= [3€ar (1)t
0 ©

als allgemeingiiltiger Ausdruck fiir die in einem elektrischen Feld gespeicherte

Energie zu betrachten ist (durch das Zeichen oo soll ausgedriickt sein, daBl das

Integral iiber den ganzen felderfiillten Raum zu erstrecken ist).

Gl. (11) ist eine typische Aussage der Feldtheorie: Triger der Energie ist das
elektrische Feld, Energie ist iiberall im Raum, wo ein elektrisches Feld besteht,
aufgespeichert und stetig verteilt. Uber die Verteilung im Raume sagt GI. (11)
zunichst nichts aus, sondern nur iiber den gesamten Energieinhalt des Feldes; das

einfachste ist hier anzunehmen, da8 in jedem Raumelement dv die Energie % ¢2

aufgespeichert ist; die Energie in der Raumeinheit, das ist die Dichte der Energie,
ist demnach

we =3 67 e=/wedr. a2

-]

Diese Auffassung ist, wenn auch nicht streng bewiesen, so doch sicher die ver-
niinftigste; sie verteilt die Energie so iiber die einzelnen Raumelemente, daf3 die
Gesamtenergie sich stets richtig ergibt. — Wir haben die Zuléssigkeit von Gl. (11)
und (12) erkannt; ihre Richtigkeit kann als erwiesen gelten, wenn sie iiberall in
Einklang stehen mit der Erfahrung. Hierauf wird noch zuriickgekommen. Die
klassische Elektrodynamik sieht diese Gleichungen fiir jedes elektrische Feld, nicht
nur fiir das statische, als Ausdriicke der Feldenergie und der Energiedichte an.

Im Gleichgewichtszustand kann die Energie auch mit Hilfe von Ladungen und
Potentialen ausgedriickt werden, vgl. 18.

Zuriickkehrend zur Energie des Plattenkondensators

W, =fs- 3 E? (13)

8
fiihren wir die Spannung U=(Eds =E s und die Ladung @ = [cdf = ¢y Ef ein
¢

und erhalten
1

W.=3 QU, 14)
mit C =% also auch
. 1 _ 1 @2
W,=5C0U0=5F. (15)

Den obigen analoge Gedankenginge lassen schlielen, daff Gl. (14) und (15) nicht
nur fiir den Plattenkondensator die Energie angeben, sondern auch fiir jede andere
Kondensatorform. Die Ausdriicke sind typisch fiir die Fernwirkungstheorie, indem
sie fiir die Energie Ladung und Spannung verantwortlich machen.

Zur Beurteilung der Energieverteilung im Felde gemaB Gl. (12) dient das Feld-
bild in folgender Weise: Zerlegen wir das Feld durch Feldrohren, die den Fluf}
g9 E 6 0 =1 Ladungseinheit fithren, und erginzen dieses Bild durch Flichen gleicher
TJQ_L LLJ—: 1.3 = Q U, Einheit 1 Joule,
Qu 1 Joule

L3 i cm3

1Im P. M. S.: Benennung W =

2 W=
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Spannung im Abstand E ds =1 Spannungseinheit voneinander, so entstehen
Zellen, die den gleichen Energieinhalt von 1 Energieeinheit fithren; ihre GroéBe
ist daher ein umgekehrtes Maf fiir die Energiedichte.

Beispiel: Die Energie des unendlich ausgedehnten Feldes der geladenen Kugel
ergibt sich aus der Feldstirke E (r) :4_::_72—? und der Hohlkugel dv =4 mr2dr
0
als Raumelement zu

©

w.=3/(

als endlicher Betrag (fiir die ,,Punktladung‘‘ @ — 0 wére die Energie unendlich grof}).

1
4772

>2g;4nr2dr -1 @ (16)

4nso'%

¢) Energie- und Arbeitsverhdltnisse beim Kondensator.

In dem Diagramm Abb.3 ist g =& =C, ein Streifen UdQ —dW,, daher

die Fliche des Dreiecks OAD proportional der gesamten Feldenergie %QU . Durch

Verkleinern des Abstandes der einander anziehenden Ladungs-  ,
trager wird die Kapazitdt vergroBert und mechanische Arbeit
gewonnen; dies kann unter verschiedenen Bedingungen ge- P 4
schehen:

1. Der geladene Kondensator ist sich selbst iiberlassen, gy
daher @ = const wihrend des Vorganges (Abb.4). Wihrend
der Arbeitsleistung bewegt sich 4 lings der waagerechten vV %
Geraden @ = const nach B. Die Anfangsenergie ist durch g J
das Dreieck OAD, die Endenergie durch das Dreieck OBD  Abb-1l3. Vorgingelam
dargestellt. Die Differenz beider, das Dreieck O4 B, ist daher ’
das Maf fiir die auf Kosten der Feldenergie unter Verkleinerung der Spannung
gewonnene mechanische Arbeit A4, ... Allgemein: Bei @ = const ist

gfiﬂeﬁc Hleiner

dApe, =—dW,, (17 ¢
demnach die Kraft wihrend der Arbeitsleistung ¥ ___4______ 4 __
oW,
K, =— ase ; (18)
z. B. ist fiir den Plattenkondensator W, = g— = %2— ﬁ, daher
2 0 0 4
K, =—-%of (19)  Avb. 11.ég.= Vorgang bei

unabhéngig vom Abstande s der Platten voneinander.

2. Die Spannung des Kondensators wird durch Energiequellen von auflen kon-
stant gehalten: U = const (Abb.5). Wihrend der Arbeitsleistung bewegt sich 4
lings der senkrechten Geraden U = const nach B. Die An- ,
fangsenergie wird durch das Dreieck 0A4Q); dargestellt, die
Endenergie durch das Dreieck OBQ,. Das Dreieck OAB als ¢j
Differenz von Anfangs- und Endenergie bedeutet die mecha-
nische Arbeit 4, ... Nach Ausweis der Figur ist nicht nur die
Kapazitit, sondern auch die Ladung wiahrend des Vorganges
groBer geworden, dem Kondensator mufite also wihrend des 4
Arbeitsganges Energie zugefiihrt worden sein. Nach Abb. 5
ist diese U (@,— @), dargestellt durch das Rechteck @, 4 BQ,. 2 .
Das die mechanische Arbeit darstellende Dreieck 0AB ist AP 1!y orgme bel
flichengleich dem Dreieck @; AB, also gleich dem halben
Rechteck @, 4BQ,. Die gesamte zugefiilhrte Energie ist doppelt so groB wie die
mechanische Arbeit. Von ihr ist die eine Hilfte in mechanische Arbeit umgesetzt,

2%
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die andere Hilfte im Feld aufgespeichert worden. Allgemein: Bei U = const ist

4 Apech = + AW, (20)
demnach die Kraft wihrend der Arbeitsleistung
K, =+57; 2y
z. B. ist fiir den Plattenkondensator W, = @ = '%%Tf’ daher
U2¢yf 1
K,=——"- = (22)

umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes s der Plat-
ten voneinander.

3. Wenn sowohl Ladung als Spannung sich wihrend der
Arbeitsleistung dndern, so verlduft der Vorgang lings einer ,,Uber-
gangskurve ¢ (Abb. 6). Die Fliche OAB ist ein MaB fiir die

mechanische Arbeit, wie man erkennt, wenn man sich den ganzen
o Y Vorgang langs der Kurve AB in elementare Einzelvorginge mit
ADD- 106 Ameemeiner () — comst und solche mit U = const zerlegt.

Das elektrostatische Feld unter Beriicksichtigung
der Nichtleiter.

12. Dielektrizititskonstante. Elektrische Verschiebung. Eigenschaften der
Nichtleiter. Polarisation.

Faraday entdeckte, daBl die Kapazitit eines Kondensators vergroBert wird,
wenn der Raum zwischen den Ladungstrigern an Stelle von Luft mit einem festen
oder fliissigen Nichtleiter ausgefiillt wird. Die VergréBerung erwies sich als un-
abhéngig von GréBe und Gestalt des Kondensators und der GréBe der Feldstéirkel.
Bezeichnen wir voriibergehend mit C, die Kapazitit, wenn der Zwischenraum
Vakuum ist, mit C, die Kapazitit, wenn der Zwischenraum mit einem Dielektrikum
ausgefiillt ist, so ergibt also der Versuch, daB die Verhéltniszahl

Ce
= (1)
0
einzig von der Art des dielektrischen Stoffes im Feldraum bestimmt wird. Die
unbenannte Zahl ¢ hat daher den Wert Eins fiir leeren Raum, sie wird als relative,
spezifische oder bezogene Dielektrizititskonstante (DK), oder auch als rela-
tiver Elektrisierungsgrad bezeichnet?.

Da Luft im Normalzustand ¢ = 1,0006 hat, unterscheiden sich die elektrischen
Zusténde im Luftraum, in dem sie untersucht werden konnen, nur sehr wenig von
den entsprechenden im leeren Raum3 Untersuchungen an Gasen haben ergeben,
dafl die Dielektrizitdtskonstanten aller dielektrischen Stoffe mit zunehmender Ver-
diinnung als gemeinsamem Grenzwert der Grofe ¢ =1 entgegengehen. Diese
Erfahrungstatsache ist fiir die Feldtheorie sehr wichtig: fiir ihr Vorgehen, auch den
leeren Raum, und nicht nur der Materie, elektrische Eigenschaften zuzuschreiben,
kann sie als eine weitere Rechtfertigung gelten.

Um die mit Gl. (1) ausgesprochene Erfahrungstatsache in die Theorie einzureihen,
ist man gegeniiber den Untersuchungen des vorangegangenen Hauptabschnittes
(6.—11.) in erhohtem Mafle auf willkiirliche, jedoch méglichst zweckmaBig zu
treffende Festsetzungen angewiesen, weil man im Innern fester Kérper nicht experi-
mentieren kann. Die Spannung U und die Ladung @ des Kondensators kénnen

1 Uber eine diesbeziigliche Einschrinkung siehe unten.

2 Zahlenbeispiele: Paraffin 2, Papier 2, Petroleum 2, Porzellan 5—6, Glimmer 4—8, Glas
410, Athylalkohol 26, chemisch reines Wasser 81, Luft 1,006, dhnlich die meisten Gase.

s Nur fir genauere Definitionen ist es nétig, sich nicht auf Luft, sondern auf Vakuum zu
beziehen. Vgl. 6. Anm. 1.
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in jedem Falle gemessen werden; mit beiden ist aber das elektrische Feld im Feld-
raum verkniipft durch [8. Gl. (2); 7. Gl. (2)]

2
U=/@dr; @) Q=56£0@df. 3)
1

Ist ein Dielektrikum im Feldraum vorhanden, so kénnen nicht beide Gl. (2) und
(3) zusammen mit Gl. (1) bestehen. Es sei etwa aus der Spannung mit Gl. (2)
die Feldstirke wie bisher berechnet, also ohne Riicksicht auf die Materie im Feld-
raum, darauf werde mit der so erhaltenen Feldstirke der elektrische Hiillenflul3
bestimmt: dann zeigt sich, daB dieser nicht mehr mit der gemessenen GréBe Q
der Ladung iibereinstimmt: 5580 €df + @. Dagegen ist hier stets erfiillt:

fﬁ eg, Cdf =@Q.
Diese Feststellung wird so formuliert: Die elektrischen Ladungen sind nicht die
Quellen der elektrischen Feldstirke €, sondern eines anderen Vektorfeldes

D==¢¢6. (4)2
® nennt man nach Maxwell die ,,Verschiebung®, genauer die Verschie-

bungsdichte, oder auch die elektrische Erregung. An die Stelle der bisherigen
Aussagen iiber Quellen des elektrischen Feldes (7.) treten demnach
a) §Ddf=2Q; b) divd = 1; ¢) Divd=o. (5)
Die geschilderte Festsetzung ist zwar willkiirlich, aber auBerordentlich zweck-
méBig?, denn mit ihr bleibt die elektrische Spannung im statischen Zustand iiberall
vom Weg unabhingig, das elektrostatische Feld unter allen Umstédnden vollkommen
wirbelfrei; die Ergebnisse von 8. bleiben also unabhéngig von verschiedenen Nicht-
leitern und auch in solchen erhalten:

a) §Edr =0; b) rot € =0; ¢) Rot G =0. (6)

An Unstetigkeitsflachen ist also nach GI. (6¢) die Tangentialkomponente der
Feldstarke stetig:

By, = Ey, (64d)
und ebenso nach Gl. (5¢) die Normalkomponente der Verschiebung:
Dln =D2n’ (5d)

wenn die Trennfliche keine Flichenladung o tragt.

Die besonders hiufig auftretende Verbindung

£8) =& (73

wird absolute oder unbedingte Dielektrizitidtskonstante oder absoluter
Elektrisierungsgrad genannt, ¢ ist eine benannte Zahl mit der Benennung von ¢,

So steht also z. B. & an der Stelle von ¢, in den Kapazitatsformeln (10.).

Verschiebung hat Maxwell den Feldvektor D auf Grund folgender Vorstellung
genannt : Denkt man sich den dielektrischen Stoff aus kleinsten Teilchen und leerem
Zwischenraum bestehend (vgl. 2.), so verursacht das elektrische Feld influenzierte

Q u Q JT oq . Coul .,
Or TS Einheit 1 omE M P. M. S.

2 Man hitte an Stelle des oben gezeigten Vorgehens auch aus der gemessenen Ladung mit
Gl. (3) ohne Riicksicht auf das Dielektrikum € bestimmen kénnen und hitte gefunden, daB
Gl. (2) nicht mehr erfiillt ist, daB also die elektrische Spannung nicht mehr iiberall vom Wege
unabhingig ist. Mit diesem Vorgehen hitte man somit die Wirbelfreiheit des elektrostatischen
Feldes aufgegeben.

3 Gl. (7) wird auch geschrieben 4 = ¢ 4, mit A als absoluter, ¢ als relativer DK, oder es wird
die von uns ¢, geschriebene elektrische Konstante mit A bezeichnet, also die absolute DK als
¢ A geschrieben. Eine andere Schreibweise ist ¢ = ¢, ¢, dabei ist ¢ die absolute, &, die relative
DK ; demgegeniiber wird in der &lteren physikalischen und elektrotechnischen Literatur und
in den Tabellenwerken mit ¢ stets die relative DK bezeichnet. Welche Schreibung sich allgemein
durchsetzen will, a8t sich noch nicht absehen.

1 Benennung D =
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Ladungen auf jedem dieser Teilchen, indem jedes auf entgegengesetzten Seiten
entgegengesetzt gleiche Ladungen trigt. Zum Unterschied von auf Leiteroberflichen
auftretenden Ladungen spricht man hier von Polarisation (darunter versteht man
im allgemeinen das gleichzeitige Bestehen entgegengesetzt gleicher Eigenschaften
an zwei ausgezeichneten Stellen eines Korpers, Beispiel: Dauermagnet). Sind etwa
schon polarisierte, aber regellos gelagerte Teilchen vorhanden, so werden diese
durch das elektrische Feld gerichtet. Jedes Teilchen, und damit der ganze feld-
erfiillte Nichtleiter, befindet sich somit in einem nach MaBgabe der Feldstirke
verursachten quasielastischen Spannungszustand, der mit ihr wichst und abnimmt:
im Zustande der Polarisation!. Ihr Auftreten bewirkt also auch Aufladungen der
Grenzflichen der Nichtleiter. Umbhiillen wir einen beliebigen Raumteil des polari-
sierten Nichtleiters durch eine (mathematische) geschlossene Fliche, und fragen
nach der aulen wahrgenommenen Gesamtmenge der influenzierten Einzelladungen,
so kommen fiir diese Summe nur jene Teilchen des Stoffes in Frage, die diese Hiille
schneiden. Insgesamt wirkt also die Polarisation nach auBen wie das Einwandern
von Elektrizitdt in die eine, und das Austreten von Elektrizitit aus der abgewandten
Grenzfliche des Dielektrikums, und nach innen wie die Verriickung oder Verschiebung
von Elektrizitit in Richtung der Feldstirke. Der Betrag der Verschiebungsdichte
wird darum durch die Elektrizitdtsmenge bestimmt, die durch eine hinreichend
kleine, senkrecht zur Verschiebungsrichtung gelegte Fliche hindurchtritt, im Ver-
haltnis zu dieser Fliche, daher ist ihr Mafl: Elektrizitatsmenge/Flicheneinheit.

Die Physik sieht die Faradaysche Entdeckung der Polarisation geradezu als
allgemeinen Beweis dafiir an, daB die Nichtleiter aus Teilchen, die elektrische Eigen-
schaften besitzén, aufgebaut sind?2.

Wir haben zwei grundsitzlich verschiedene MaBe fiir das elektrische Feld:
der Betrag der Feldstarke wird durch die Spannung/Léngeneinheit, der Betrag
der Verschiebungsdichte durch die Ladung/Flicheneinheit gemessen. Ahnlich wird
in der Mechanik der elastische Spannungszustand eines festen Korpers entweder
durch die Dehnung in cm, oder durch den Druck in kg/cm? beschrieben; beide An-
gaben werden durch einen Stoffwert miteinander verkniipft, der eine benannte
Zahl ist (Hookesches Gesetz), entsprechend der absoluten DK.

Im leeren Raum geniigt zur Beschreibung der Erscheinungen selbstverstindlich
eine Feldgrole; dies hat der erste Hauptabschnitt gezeigt.

Eigenschaften der Nichtleiter. Bislang hatten wir die Richtung der Felder
€ und D als gleich, die Betriige als einander proportional, d. h. die DK als konstanten
Skalar angesehen. Unter diesen Umsténden spricht man von einem idealen, homo-
genen, isotropen Dielektrikum. In anisotropen Korpern (Kristallen) sind die beiden
Felder nicht notwendig gleichgerichtet, vielmehr hingt im allgemeinen Falle jede
Komponente von ® von jeder Komponente von € ab:

D,:eg=¢e, B, + 812Ey + &3,
Dy:ey=¢nE, + &3 B, + &3 F,, (8)

. D,:eg=¢enE,+e35 B, + &35,
wobei
€12 = €21,  E13 = E31, €33 = 39 (8a)

1 Diese innere Verinderung des Dielektrikums tritt auch in der optischen Erscheinung der
Doppelbrechung zutage, die ein Dielektrikum im elektrischen Felde zeigt (entdeckt von Kerr
1875).

2 Mit den gegenwartigen Modellvorstellungen iiber den Aufbau der Materie kann man die
Polarisation in folgende Einzelvorginge trennen: 1. Innerhalb des Atomes werden Elektronen-
bahnen gegeniiber dem Kern verschoben (Elektronenpolarisation). Die Strecke ist selbst gegen-
itber dem Molekiildurchmesser auBerordentlich klein, die Einstellzeit ist sehr gering. 2. Molekiile,
bei denen die beiden elektrischen Schwerpunkte nicht von vornherein zusammenfallen, sind
dadurch polarisiert, also kleine elektrische Dipole. Im elektrischen Felde wird der Abstand
der beiden Pole sich etwas vergrofern (Atompolarisation), die Einstellzeit ist ebenfalls sehr
klein. 3. Auf regellos gelagerte Dipolmolekiile iibt das elektrische Feld ein richtendes Dreh-
moment aus (Orientierungspolarisation). Hier hingt die Einstelldauer von der Zihigkeit ab
und ist im allgemeinen um GréBenordnungen gréfer.
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Durch passende Wahl der Koordinatenrichtungen kann man hieraus auf die Form

kommen
D :eg=¢F D,:eg=¢e,E, D, g =¢e3k,. (8b)

Eine solche lineare Vektoroperation wird Tensor genannt?.

Den spiter zu schildernden Vorgingen vorausgreifend bemerken wir, dafl die
meisten dielektrischen Stoffe keineswegs ideale Nichtleiter sind. Die oft vorhandene
Eigenschaft, die Elektrizitit mehr oder weniger gut zu leiten, hingt stark von
Verunreinigungen und ihre Wirkung von der Feldstirke ab. Die DK selbst ist
meist stark temperaturabhingig. Bei zu gro8en thermischen und elektrischen
Beanspruchungen wird daher der Stoff zerstért. Ferner zeigt sich oft eine dielek-
trische Nachwirkung, die, summarisch beschrieben, darin besteht, da von den
metallischen Belegungen eines Kondensators nach Anlegen der konstanten Spannung
Elektrizitit langsam in das Dielektrikum eindringt und nach Aufheben des Feldes
zuriickkriechend eine Restladung der metallischen Belegungen bewirkt (Riick-
standsbildung). Diese Erscheinung ist stark zeitabhingig.

Ferner ist in Betracht zu ziehen, daB ein Teil der dem Dielektrikum zugefiihrten
elektrischen Energie fiir die Polarisation aufgebraucht und (reibungséhnlich) in
Wirme umgesetzt wird. Alle diese Erscheinungen bewirken zusammen, daf die
DK von der GroBe des elektrischen Feldes und der Geschwindigkeit seiner Anderung
abhiingig erscheint. Die theoretische und experimentelle Untersuchung der dielek-
trischen Eigenschaften der Stoffe kann gegenwartlg noch nicht als abgeschlossen

elten.

& Polarisation. Die Erscheinungen bei Vorhandensein von Nichtleitern im
Feldraum koénnen vollstindig dargestellt werden durch die beiden Vektoren Feld-
stirke und Verschiebung, von denen der zweite die dielektrischen Eigenschaften
der Stoffe zum Ausdruck bringt. Indessen hat auch die erwéhnte Vorstellung der
Polarisation, die gleichbedeutend ist einer Verschiebung von Ladungen im Innern
der Nichtleiter, ihren mathematischen Ausdruck gefunden in dem ,,Polarisation
genannten Vektor . Er wird aus dieser Vorstellung definiert, wie folgt: Im Dielek-
trikum tritt durch ein beliebiges Flachenelement df, auf dem der Einheitsvektor n
normal steht, Ladung hindurch, wenn durch Anlegen des elektrischen Feldes der
Nichtleiter polarisiert wird. Drehen wir das Flichenelement nach allen Richtungen,
so gebe jene Richtung n, in der die durch df hindurchgegangene Ladung am gréBten
ist, die Richtung des Vektors § an, sein Betrag stimme mit der Flachendichte der
in dieser Stellung durch df gegangenen Ladung iiberein:

dq' =o¢'df =P,df; i (9)2

P ist also jene Ladung, die bei Polarisation durch die senkrecht zu P gestellte
Flicheneinheit hindurchtritt, im Verhiltnis zu dieser Fliche.

Wir teilen ferner den Nichtleiter in kleine zylindrische Raumelemente dt =4 - df
ein, deren Deckelflichen df senkrecht zu 8 stehen. Diese tragen, wenn der Nicht-
leiter polarisiert wird, nach Gl. (9) die Ladungen + P df im Abstand %, stellen also
kleine elektrische Dipole vom Momente m = P df- A,

m=Pdr (10)
dar. P ist demnach das elektrische Moment der als Dipol gedachten Raumeinheit
des polarisierten Nichtleiters.

xz?

1 In einem Raumpunkt kann man einen Vektor durch einen Pfeil, einen Skalar durch eine
Kugel, einen Tensor durch ein Ellipsoid versinnbildlichen, doch hat diese Vorstellung hochstens
den Wert eines Gleichnisses.

2 Man hat die als Folge der Polarisation auftretenden Elektrizitatsmengen in der &lteren
Literatur ,,freie Ladungen® genannt. Sie sind begrifflich véllig verschieden von den ,,wahren
Ladungen®, das sind jene, die nach Definition Gl. (5) die Quellen des Feldes D sind. Die Namen-
gebung ist ungluckllch Fiir eine vollstindige Beschreibung der Erscheinungen ist der im Grunde
der Fernwirkungstheorie zugehérende Begnff entbehrlich und wird daher von uns, obwohl er
gewisse mathematische Vorteile bieten kann, nicht weiter gebraucht.
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Um den Zusammenhang von P mit € und D herzustellen, denken wir daran,
daB durch die Polarisation Aufladungen der Grenzflichen der Nichtleiter bewirkt
werden. Diese erklaren die vergroBerte Kapazitit des mit einem Dielektrikum
gefiillten Kondensators: Bei gegebener Spannung kann der Kondensator offenbar
eine um so groflere Ladung aufnehmen, je mehr von dieser zugefiihrten Elektrizitats-
menge zur Aufhebung der anderen Ladungen gebraucht wird, die von der Polarisation
des Isolators herriihren. Die Polarisation steigt also mit der Dielektrizititskonstanten.
Die Ladungsdichte auf den Belegungen eines Kondensators gleicht aber der Normal-
komponente der Verschiebungsdichte. Wir denken uns die gesamte, bei Vorhanden-
sein des Nichtleiters beobachtete Verschiebungsdichte Dy, bestehend aus zwei
Posten, deren einer die bei leerem Feldraum (Vakuum) sich einstellende Ver-
schiebungsdichte D, sei. Dann ist der zweite Posten die Polarisation P8 nach
ihrer ersten obigen Definition:

Qdiel = Dyax + P (11)
Beriicksichtigen wir
D =g, e, (4)
so ergibt sich
P =Dy (e—1) =& E(e—1). (12)

Man bezeichnet den Zahlenfaktor eé—1 =y als ,dielektrisches Aufnahme-
vermégen (Suszeptibilitat) ‘L.

13. Vergleich des Feldes im leeren und im dielektrischen Raum. Ubergang der Feldlinien.

Die Grundgleichungen 12. Gl. (4), (5), (6) reichen zur Beschreibung des allgemeinen
elektrostatischen Feldes hin. Gl. (6) fordert Wirbelfreiheit des Feldes € (b), Stetigkeit
der Tangentialkomponenten von € (c), Unabhingigkeit der Spannung vom Wege (a).
Gl. (5) bedingt Quellenfreiheit des Feldes ®, ausgenommen die Ladungen (a, b),
Stetigkeit der Normalkomponenten von ®, wo keine Flichenladung sitzt (c¢). Die
DK [Gl. (4)] betrachten wir in 13. der Einfachheit halber als 6rtlich und zeitlich
konstanten Skalar. Damit lassen sich die elektrostatischen Aufgaben fiir den Fall,
daB der Feldraum von einem Dielektrikum mit dem Elektrisierungsgrad & erfiillt
wird, auf den bekannten Fall des leeren Raumes zuriickfiihren:

1. Sind die Ladungstriager isoliert aufgestellt, bleibt also iiberall @ = const, so
bleibt die Verschiebung ©© ungeéndert, demnach wird die Feldstirke &, und darum
die Spannung zwischen den Ladungstrigern im Verhéltnis 1: ¢ verkleinert. Beispiel:
Durch Einschieben eines Nichtleiters in einen Luftkondensator sinkt die Spannung.

2. Werden die Spannungen der Leiter gegeneinander konstant gehalten, so
bleibt die Feldstirke unverindert, die Verschiebung ® und darum auch die Ladungen
werden im Verhédltnis e:1 vergroBert. Beispiel: Durch Ausfiillen des Feldraumes
mit einem Nichtleiter wird die Kapazitit eines Kondensators nach 12. Gl (1) im
Verhiltnis ¢:1 vergroflert, ebenso die Ladung bei konstanter Spannung.

Der allgemeine Fall, dal man ein Dielektrikum (¢,) mit einem anderen (e,) ver-
tauscht, 148t sich hieraus leicht ableiten.

Ferner bestimmen die genannten drei Grundgleichungen den Austritt von Feld-
linien aus einem homogenen isotropen Dielektrikum () in ein anderes (g,). Trigt
die Grenzschicht keine fremde Ladung (0 =0), so diene dieser Feststellung 12.
Gl. (5d) und (6d): D,, = D,,, E,, = E,;. Bezeichnen o, und «, die Winkel, welche
die Tangenten an die Feldlinien in den beiden Nichtleitern an der Grenzschicht
mit dem Lot bilden, so sind diese Gleichungen gleichbedeutend mit

E,sinoy = E,sin oy,
D, cos oy = D, cos ay;
1 Vielfach ist es iiblich, nicht ¢ — 1, sondern 4%1 (e — 1) als Suszeptibilitit zu bezeichnen. Es

besteht gegenwértig kein Grund mehr zu dieser Form, ganz besonders nicht, wenn man die
Gleichungen maBunabhingig auffassen will. Vergl. die Anmerkung zu 24. Gl. (6).
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dividiert man beide Gleichungen durch einander und beachtet, daBl ® =¢ ¢, € ist
[12. Gl (4)], so erhdlt man

g, &
rraair (1)

vgl. das Beispiel Abb. 1. Die Feldlinien liegen beiderseits der Trennfliche in der
Ebene der Flichennormalen; sie werden beim Eintritt in den Nichtleiter mit der
kleineren DK zum Lot hin gebrochen. Die aus einem Nichtleiter in den leeren Raum
(Luft) austretenden Feldlinien schlieBen also mit dem Lot einen um so spitzeren
Winkel ein, je groBer die DK des Nichtleiters ist. Auf Leitern stehen die Feld-
linien senkrecht, und ihr Inneres ist feld-
frei [7. Gl. (12); 8. Gl (6)]. Befinden sich
Leiter im elektrostatischen Felde, so rechnet A A 4
man demnach richtig, wenn man sie zunichst 0"} £
als Nichtleiter ansieht, und darauf ihre Dielek- - v bnz
trizitatskonstante unendlich groB werden 148t:
dabei werden gerade die oben genannten | 4z
Gleichgewichtsbedingungen fiir Leiter herge-
stellt. Dieser Kunstgriff darf aber nicht zu
dem SchluB} verleiten, die DK der metallischen 0,
Leiter sei physikalisch unendlich groB. Der  app.13.1. Ubergang deselektrostatischen Feldes
Gleichgewichtszustand kann vielmehr iiber die  an einer ungeladenen  Orenaflache. Gegeben
Dielektrizitiatskonstante metallischer Leiter T e

keinen AufschluB geben, denn in ihm ist im Leiterinnern sowohl & =0 als auch
® =0; ihr Verhédltnis, durch das die DK bestimmt ist, hat also im Leiter-
D 0

&6EE& 0

—

O

innern die unbestimmte Form ¢ =

14. Energie und Kraft.

Beim Faradayschen Grundversuch [12. Gl (1)] muBte durch VergroBerung

der Kapazitdt im Verhéltnis ¢:1 nach Ausweis der Energieformel 11. Gl. (14), (15)
1 1 1 @
We=5QU=5C00=57

die Energie bei konstanter Spannung (Feldstérke) im gleichen Verhiltnis vergréBert,

bei konstanter Ladung (Verschiebung) im Verhiltnis 1:¢ verkleinert worden sein.

Dies wird durch die Erfahrung bestétigt, es steht auch im Einklang mit dem eingangs

13. Gesagten. Dementsprechend muBl der Ausdruck fiir die Feldenergie

£ 3
W, =/§° 62 dr 11. (12)
ergiinzt werden durch Einfithren der Verschiebung
D=cgE=¢C 12. (4)
zu
1 D2 1
We=% s@zd'c:m/Tdr:—f/@@dr. (1)
Den Ausdruck fiir die Energiedichte w,
We= e2z ; W, =/wedr 2t

sieht die Maxwellsche Theorie nicht nur fiir elektrostatische Felder als giiltig an,
sondern fiir elektrische Felder jeder Art, auch wenn zwischen & und ® keine Pro-

portionalitit besteht. Die allgemeine Richtigkeit dieser Energieformeln erweist sich
. U Q

1 Benennung (vgl.11.) w = T~ =P



2 Das elektrostatische Feld unter Beriicksichtigung der Nichtleiter. I, 14. 15.

einerseits spéter aus allgemeinen Energiebetrachtungen (41.) und andererseits daraus,
daB die mit ihnen errechneten mechanischen Krifte im statischen Felde iiberein-
stimmen mit auf anderem Wege gewonnenen (15.). Dementsprechend setzen wir
auch fiir die Kraft auf die Oberflicheneinheit eines geladenen Leiters ebenso, wie
in 11. GL. (6) und (12) den mit der Energiedichte iibereinstimmenden Ausdruck

ED E
P=-—73, Pn=02'n- G

Kriafte auf Nichtleiter. Mechanische Kréafte werden nicht nur ausgeiibt, wo
Quellen des elektrischen Feldes sich befinden [Zugkrifte auf geladenen Leiter-
oberflichen, 11. Gl. (6)], sondern auch dort, wo die DK sich raumlich &ndert, z. B.
an der Oberfliche von Nichtleitern (ohne daB diese kiinstlich mit einer fremden
Ladung versehen wurden). )

Im Beispiel Abb. 1 ist das linearhomogene Feld eines Plattenkondensators zum
Teil mit Luft (g;), zum Teil mit Ol (g, > &) gefiillt. In der Luft ist die Energiedichte
wy = f2° B¢, im Ol w, = —62” E2¢,; die Verschiebung ist stetig, da Flichenladungen

7 fehlen: D, = D,. Die gesamte Energie ist daher
&

*., W, =3 By Byf (g3 (s—2) + & 2); aus K,=—2"

ox
erhilt man die Kraft p, auf die Oberflicheneinheit

Abb. 14. 1. Elellé?r}f:lhgt Kraft auf einen m Rlchtung x e
ichtleiter. — >0
pz*?E1E2(82_81)’ (4)

was man als Sonderfall der allgemeineren Vektorformel

—] |§ b

2

p=26,6,Crade (5)2

auffassen kann, die im folgenden Abschnitt 15. bewiesen wird. Diese Kraft sucht
den Olspiegel zu heben (g, > ¢,), sie wirkt allgemein nach Gl. (4) auf den Kérper
mit der gréferen DK als Zug, treibt also jedes Teilchen in Richtung abnehmender
Werte der DK.

Auf ungeladene isolierte nichtleitende oder leitende Kérper werden stets Krifte
ausgeiibt, wenn sie in ein durch €, und ¢, gekennzeichnetes Feld eingebracht werden
und dieses dadurch stéren. Die Kraft bestimmt sich als Resultierende der auf jedes
Volumenteilchen ausgeiibten Kraft, die man aus Energiebetrachtungen, #dhnlich
wie oben, bestimmen kann. Hat der eingebrachte Kérper die DK ¢,, so wird jedes
Volumenteilchen fiir sich, unabhingig von der Gestalt des Kérpers, zu Stellen
stirkeren oder schwicheren Feldes getrieben, je nachdem, ob &, grofer oder kleiner
als g ist. Mit der in 13. genannten Regel, fiir Leiter &5:¢, = o zu setzen, sind auch
diese hierin einbegriffen. Der Gesamtbewegungsantrieb 1iBt sich bei einfachen
Kérperformen dem Sinne nach bisweilen aus der Regel bestimmen, daB die
Bewegungsantriebe der isolierten Kérper stets so erfolgen, daB die Energie im
betrachteten Raumteil verkleinert wird.

15. Die Faraday-Maxwellschen Spannungen und die mechanischen Krifte.

Nach unseren grundlegenden Vorstellungen, die auf Faraday zuriickgehen,
werden die elektrischen Krifte nicht unvermittelt, mit Uberspringung des un-
beteiligten Zwischenraumes ausgeiibt, sondern vielmehr dadurch, daB dieser, mag
er stofflich ausgefiillt sein oder nicht, liickenlos in einen eigentiimlichen Zustand
versetzt ist, den wir ,,elektrisches Feld” nennen (6.). Ist diese Vorstellung richtig,
so mufl es moglich sein, die auf irgendein durch eine Hiille abgegrenztes System,

Uu Q

1 Benennung (vgl. 11.) w = T =P

? Grad ¢ = ny;, (65— &), wenn 1y, die Normale in Richtung von 1 nach 2 bedeutet.
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das z. B. elektrische Ladungen enthilt!, ausgeiibten Krifte durch Spannungskrifte
zu ersetzen, die an den Flichenelementen dieser (mathematischen) Hiille angreifen.
Da der allgemeinste Ausdruck der Krifte das Raumintegral einer raumlichen Kraft-
dichte f ist, handelt es sich also darum, dieses Raumintegral durch ein unter allen
Umsténden gleichwertiges Hiillenintegral

® =[Tdv =§pdf M

auszudriicken. Diesen grundsitzlich wichtigen Nachweis hat Maxwell erbracht,
indem er die Kraft auf die Flicheneinheit (,,Spannung®) angab als

p=sC Dn+ 4 [D[En]]. @)

Dabei sind € und © = ¢ € die Feldvektoren auf dem Flichenelement df, n dessen
Normale, ¢ =const. Diese Spannungskrifte koénnen in keiner Weise unmittelbar
wahrgenommen werden, da sie sich iiberall das Gleichgewicht halten, wo auf beiden
Seiten des Flichenelementes dieselbe Spannungskraft wirkt. Sie werden daher
,»fiktiv genannt. Wahrnehmbare mechanische Krifte ergeben sich erst dort, wo
sich die Spannungskrifte rdumlich dndern. Das ist in erster Linie an Unstetig-
keitsflichen der Fall. Wir werden daher zu zeigen haben: a) da der Ausdruck
Gl. (2) im Einklang steht mit den bisher entwickelten Vorstellungen vom elektrischen
Feld, b) daB sich aus ihm die tatséchlich auftretenden mechanischen Krifte ableiten
lassen. Dies zeigen wir fiir den in erster Linie wichtigen Fall von Unstetigkeitsflichen
(Oberflichen leitender und nichtleitender Korper), und danach ¢) in Verall-
gemeinerung fiir rdumlich stetige Anderungen.

a) Wir haben zunichst den Ausdruck Gl. (2) auszulegen. Der Vektor p der
Flachenkraft oder ,,Spannung® ist ausgedriickt als die Summe zweier Vektoren,
von denen der erste in Richtung von € liegt, der zweite senkrecht zu ® in der Ebene
von € und n. Es liegt daher p in der gleichen Ebene, wie Feldstidrke € und Fliachen-
normale 1. Wir entwickeln den zweiten Vektor? und finden

p=6-Dn—n-E2. 3)

Ist o der Winkel zwischen D (€) und n, so ist |€-Dn|=E Dcosa =2wcosa,
wenn w =§22 die Energiedichte bedeutet. Daher ist der Betrag

p= @ —w. (4)
Setzen wir p aus den Vektoren €+ D n und — n w zusammen und beachten seine
GroBe p =w, so liest man aus Abb. 1 leicht den geometrischen Beweis dafiir ab,
dafl der Winkel, den p mit € bildet, und der Winkel zwischen € und n stets gleich
groB sein miissen. Damit ist p vollig bestimmt: seine GroBe ist gleich der Dichte
der elektrischen Energie, und seine Richtung wird dadurch bestimmt, dafl der Winkel
zwischen der Flichenkraft und der Flichennormalen durch die Feldstirke halbiert
wird ; n, €, p liegen in derselben Ebene.

1 Eine raumliche Ladungsverteilung n = div D, die ein Feld € hervorbringt, sei gegeben;
durch eine geschlossene Hiille sei ein Gebiet 1 abgegrenzt. Bei ruhenden Korpern und gleich-

mafigem Dielektrikum ist die auf das System ausgetibte Kraft § = / Cndr, = f fdz,. Alle in

1 T1
dieser Art als rdumlich verteilte auftretenden Krifte sollen also nach Gl. (1) ersetzbar sein durch
Oberflachenkrafte auf die abgrenzende Hiille. (Zu dem Raumintegral sei bemerkt: € bedeutet
die gesamte Feldstiarke; die Integration beschrankt sich auf den abgegrenzten Raum 7,; innerhalb
7, ist die Wirkung irgendeines Teilchens P auf ein anderes @ gleich und entgegengesetzt der
Wirkung von @ auf P, und da beide Wirkungen ins Integral eingehen, heben sie sich gegenseitig
auf, so dafl also & in der Tat lediglich die von auflen auf v, wirkende oder von ihm ausgeiibte

Kraft bedeutet.)
*[D[En)] =C-Du—n-DE.

(.@@)2

cosa=|——) -

s p2— |G- mn2+n2(@2®)2—2[@-mng-’n@—;’i
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Wir betrachten einige Sonderfille. Es sei erstens das Teilchen df der Fliche
senkrecht zur Feldstirke gestellt: dann wird die duBere Normale n und der Flichen-
vektor df parallel zur Feldstirke €, also [En] =0 und nach Gl. (2)

1
p=5C (D =n-52,

wenn € nach auBen gerichtet ist, und

p=5C (D) =5 n|€) (D) =n-52, (4a)
wenn € nach innen gerichtet ist; es kommt somit auf den Richtungssinn der Feld-
' stirke nicht an, die Kraft ist hier stets senkrecht zu df
nach auBlen gerichtet, d. h. sie ist von der Art einer
Seilspannung.

Es sei zweitens das Element df parallel zur Feld-
starke gerichtet; dann stehen also n und df senkrecht
zu €. Daher ist En =0 und nach Gl. (3) stets

p=—nu- 3 - (4 b)

Der Betrag der Kraft ist in diesem Falle ebenso grof3
wie im ersten, die Richtung ist aber eine andere, es ist
ein Druck, kein Zug. Wir finden somit unsere anfing-
liche Anschauung (7.) begriindet, daB3 man sich parallel
zu den Feldrohren einen Zug, senkrecht zu ihnen einen
Druck vorzustellen hat: ,,Die Feldrohren suchen sich
zu verkiirzen und einander gegenseitig abzustofien.*

b) Wir untersuchen die mechanischen Krifte, die
sich aus den Maxwell-Faradayschen Spannungen
Abb.15.1. Faraday-Maxwellsche  an einer Unstetigkeitsfliche des Feldes ergeben, welche

lég‘fl‘i"i 22‘12:’:‘:’%7 die Feldgebiete 1 und 2 voneinander scheidet. Die

weosa— OF. |pl=w0. Kraft auf die Flicheneinheit ergibt sich aus den Span-

nungen zu beiden Seiten der Fliche, sie ist also auf

die Oberflicheneinheit p,— ;. Setzt man beide Spannungen nach GI. (2) an, so
kann man umformen! zu

2 (pg—1p) = (€ + C) (Doy— D) n + 1 (D; E,— D, ) +
+ [[“ (€— €)1 (D, + ®2)]

1 (Py— D) =DivD =0¢
die Flichendichte der Ladung. Ferner ist
[n(C,— €,;)] = Rot €
der Flachenwirbel der elektrischen Feldstirke. AufBlerdem ist
D — Dy €, =6, €60 (6,—&3)
n(eg—é&) =Grade

der Fliachensprung der DK. Somit erhalten wir die wahrnehmbare Kraft auf die
Flacheneinheit

by =28 Div D— 2 6,6, Grad e + [Ror - D112, (6)
12 (py—p) =Gy Dyn—C - Dyt + Dy [ n]] — [, [, n]]; indem man [D, [E;n]]—
[@1 [€, n]| addiert und subtrahiert, werden die beiden Vektorprodukte

[D: (6 1] — [ 1€ n]] + [ D (G — ) ] + [D1 (€ —C n]] =
=G Dy1t— Gy Dyn— 1 (Dy 6 — Dy ) + [[n (G, — E)] (Dt D) :

)

Hierin ist

und

addiert man hierzu
@2‘ @2“'—@1‘ @]n = (@1‘*‘ @2) (SDZ_QI) n + @2' 11@1—@‘] : 11@2,
so folgt Gl. (5).
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Bei elektrischem Gleichgewicht ist Rot € =0. An der Grenze eines leitenden
Korpers (1) gegen einen Nichtleiter (2) ist €, =0, daher die Kraft auf die Ober-
flicheneinheit des Leiters

€D,
2

pz_p1=‘;‘@20=n——=“w2- (7)

DaB die Kraft stets senkrecht nach auBen gerichtet ist und die Kraftdichte die
GroBe der Energiedichte hat, wurde frither festgestellt [11. Gl. (6), (12); 14. Gl. (3)].
An der Grenzfliche zweier Nichtleiter ist Div ® = 0, falls diese Fliche nicht kiinst-
lich aufgeladen wurde, und daher ist dort

pz_P1=%@1@2“(81—82)~ (8)

Die Kraft steht senkrecht zur Grenzfliche und wirkt als Zug auf den Korper
mit der gréBeren DK. Auch dieser Ausdruck ist aus fritheren Uberlegungen bekannt
[14. Gl (5)].

¢) Sind die Ladungen, die Anderungen der DK und die elektrischen Wirbel
nicht flichenhaft, sondern rdumlich verteilt, so tritt an die Stelle von Gl. (6) der
allgemeine Ausdruck Gl. (1) fiir die wahrnehmbaren rdumlichen Kréifte. Dabei hat
man fiir die rdumliche Kraftdichte zu setzen

=G div D—3 C*grad ¢ + [rot € - D]. (9)

DaB damit in der Tat in jedem Falle Gl. (1) erfiillt ist, wenn p nach Gl (2) an-
genommen wird, beweist eine einfache Ableitung; da diese aber ausschlieBlich
rechnerisches Interesse bietet und keine weiteren physikalischen Gesichtspunkte
erbringt, kann sie hier um so eher iibergangen werden, als Gl. (9) vollkommen analog
zu Gl. (6) gebaut ist und wir wissen, da die Flichenoperationen in jedem Falle
durch Grenzvorginge aus den allgemeinen rdumlichen Operationen hervorgehen.
Das erste Glied von Gl (9) kann auch geschrieben werden 5 €. Krifte sind im
allgemeinen vorhanden, wo Quellen der Verschiebung, Gefille der Dielektrizitats-
konstanten und Wirbel der Feldstirke bestehen. Die letzte Moglichkeit entfallt
im elektrostatischen Feld.

Anmerkung. Zwei Irrtiimer miissen hier besonders vermieden werden: 1. Die
,»fiktiven Spannungen im Innern von nichtleitenden Kérpern diirfen nicht mit
elastischen Spannungen verwechselt werden. 2. Unter der ,,Spannung‘ wird hier
im naheliegendsten Wortsinn die Kraft auf die Flicheneinheit verstanden. Unab-
hingig davon ist der Ausdruck ,elektrische Spannung®, wie bekannt, fiir das
Linienintegral der elektrischen Feldstirke gebriuchlich [8. Gl. (2)].

16. Der Gleichgewichtszustand des elektrostatischen Feldes.

Im Schwerefeld befinden sich Korper dann im stabilen Gleichgewicht, wenn in
dieser Stellung der Kérper die Energie der Lage einen Kleinstwert aufweist. Wenn
ein elektrostatisches Feld, wie wir von Anfang an voraussetzten, ein Feld im Gleich-
gewichtszustand ist, so muB seine Energie kleiner sein, als die jeder anderen Art
elektrischen Feldes. Den Beweis hierfiir hat Thomson erbracht.

In einem elektrischen Feld, das Leiter und Nichtleiter in beliebigen Anordnungen
enthilt, gelten die Beziehungen

n=divd (1)
fiir die rdumliche Ladungsverteilung,
o =DivD (2)
fiir Sprungflichen (Unstetigkeiten) im allgemeinen und im besonderen
lef@dfl, Q2=555©df2,.... Qn=3§‘bdfn (3)
2 n

fiir die Oberflichen der n geladenen, leitenden Koérper.
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Diese allgemeinen Beziehungen lassen sich iiber jedes elektrische Feld aussagen.
Das elektrostatische Feld wird jedoch erst dadurch vollstindig beschrieben, daB
man sie erginzt durch die besondere Eigenschaft der Wirbelfreiheit:

rot € =0, Rot€ =0, 4)
im besonderen fiir leitende Korper
€, =0. (5)
Dazu besteht der allgemeine Zusammenhang
D =¢gy¢C. (6)

Es sei gegeben : a) ein elektrostatisches Feld €, D durch die Beziehungen Gl. (1) bis (6),
b) ein anderes elektrisches Feld €', ®' mit denselben Quellen, wie das statische:

7 =div D', ()
6 =Div®, (29
Q=§Ddf, Q=$Ddf.... Q=§Ddi; 3
1 2 n
auch hier gilt
D =g @ (6)

dieses Feld soll aber nichtstatisch sein, daher Gl. (4) und (5) nicht geniigen. Dann
sagt der Thomsonsche Satz: Die Energie W’ des nichtstatischen Feldes ist unter
allen Umstinden grofler als die Energie W des statischen Feldes. Zum Beweis
betrachten wir in jedem Punkte des Feldraumes die Differenz des statischen und
des nichtstatischen Feldes

' =F—6; D" =—9D. ()

Nach den Voraussetzungen Gl. (1), (2), (3); (1°), (2), (8') ist das Differenzfeld
ginzlich quellenlos:

div®D" =0, Div®" =0
(8)

$D"df,=0,... §D"df, =0
1 n
Damit berechnen wir die gesuchte Energie des nichtstatischen Feldes

W=g [(€+E)(®+D)dr=W+ Wty [EY e D, @)
wobei W=—12—/(E Ddt und W'= %J[ €’ D" dr bedeuten. Mit Gl. (6) und (6') ist

CY"'+E"D=2€CD". (10)
Das Raumintegral ist iiber den ganzen felderfiillten Raum zu erstrecken. Der
Integrand Gl. (10) im letzten Glied von GI. (9) ist das skalare Produkt zweier Vek-
toren, von denen € nach Voraussetzung Gl. (4) wirbelfrei ist, wihrend ®” quellen-
frei gefunden wurde [GI. (8)]. Die Vektorenrechnung beweist den allgemeinen Satz,
daBl ein derartiges Volumenintegral unabhéingig von den besonderen Anordnungen
im Feldraum verschwindet, sofern nur die Integration iiber den ganzen Feldraum
ausgedehnt wird, wie wir hier voraussetzen. Somit bleibt {ibrig

W =Ww+Ww", (11)
wobei mit Gl. (7), (6), (6') der UberschuB W’ der Energie des nichtstatischen
Feldes iiber die Energie W des statischen Feldes

W' =2 [e(€—G)2de (12)

eine notwendig stets positive GréBe ist. Wenn also nur an irgendeiner Stelle das
nichtstatische Feld €’ vom statischen Feld € verschieden ist, so ist die Energie
des nichtstatischen Feldes gréBer als die Energie des statischen Feldes. Unter
allen elektrischen Feldern, die den allgemeinen Bedingungen Gl. (1), (2), (3) geniigen,



I, 16. 17. Die Differentialgleichung des skalaren Potentials. 31

hat das elektrostatische Feld, das auBerdem noch der Bedingung Gl. (4) unterworfen
ist, die kleinste Energie.

Damit ist auch bewiesen, daB es zu einer gegebenen Ladungsverteilung [Gl. (1),
(2), (3)] nur ein einziges, eindeutiges elektrostatisches Feld gibt: Waren zwei ver-
schiedene elektrostatische Felder moglich, so miilte jedes dieser beiden eine kleinere
Energie besitzen, als jedes andere elektrische Feld, was nur moglich ist, wenn beide
statische Felder identisch gleich sind. Die GIl. (1), (2), (3), (4), (5), (6) kennzeichnen
das elektrostatische Feld eindeutig und vollstindig.

Rechnerische Verfahren der Elektrostatik.

17. Die Differentialgleichung des skalaren Potentials.
Wegen der in 8. festgestellten Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes

rot € =0 8. (5) 1)
kann die elektrische Feldstirke € aus einer skalaren Potentialfunktion ¢ errechnet
werden gemil G —— gradg. 8. (9) @)
Die elektrischen Ladungen sind die Quellen des Verschiebungsfeldes D:

n=divd 12. (5) (3)
mit der rdumlich verteilten Ladungsdichte . Zwischen € und ® besteht der Zu-
sammenhang D =g,¢6. 12.(4) (4
Es ist daher

divD =¢gye-divC€ + g, E-grad e. 56
In einem idealen, homogenen, isotropen Dielektrikum ist ¢ konstant, daher
grade =0. (6)

Dies setzt die mathematische Behandlung der Elektrostatik stets voraus. In
Gl. (6) ist fiir den allgemeinen Fall enthalten, daB & von der Feldstirke nicht ab-
héngt; wir kénnen somit auch ausdriicklich schreiben

e =consty, , . B- (6a)
div®D =g ediv€ =ediv €. (7)

Aus GI. (7), (3), (2) folgt die nach Poisson benannte Differentialgleichung fiir
das skalare Potential

Dann ist also

—%=divgmd<pEA<p. (8)2
Dementsprechend ist die Differentialgleichung des Potentials im quellenfreien
Gebiet des wirbelfreien Feldes

Ag=0. 9)
Sie wird nach Laplace genannt. Wir wiederholen ihre Voraussetzungen:
rot€ =0, div®d =0, grad e =0 (¢ = const, , , p)- (10)

Zur Losung der Laplaceschen Differentialgleichung untersuchen wir die Eigen-
schaften des Potentiales ¢. Das Potential ist eine im allgemeinen stetige Funktion
des Ortes, die nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Diese wihlen wir
so, dafl das Potential in unendlich groBem Abstand Null wird3. — Im quellenfreien

1div(e€) =V (eC)=¢e-VE+EC-Ve=¢e-div€+ €-grade.

g P  Pg
3x2+8y2+3z2'

3 Aus dem gegebenen Feld € ergibt sich dann gema8 8. Gl. (9), (11) Pp= / €dr. Dies kann
P

2 Z. B. ist in rechtwinkeligen Koordinaten 4 ¢ =

man physikalisch als die Arbeit auslegen, die notwendig ist, um einen punktférmigen Kérper,
der die Ladungsmenge Eins triagt, vom Punkte P bis ins Unendliche, wo das Feld verschwindet,
zu beférdern, im Verhéltnis zu dieser Ladungsmenge.
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Feldraum, in dem Gl (9) gilt, kénnen wir zulassen, daBl homogene, isotrope
Dielektrika aneinander grenzen, jedoch bleibt in jedem Gebiet ¢ ortlich konstant,
also Gl. (6) erhalten. An solchen Unstetigkeitsflichen bleibt ¢ stetig (Linien-
integral der Feldstirke!), und aus Div D =0 folgt als Grenzbedingung

0(22),- a(22);

wenn 1 und 2 die an der Trennfliche zusammenstoBenden Gebiete, und 7 die Normale
bedeuten. — Im Innern von Leitern besteht im Gleichgewichtszustand kein elek-
trisches Feld, somit ist nach Gl. (2) das Potential innerhalb jedes Leiters konstant:

€; =0, @; =const. Qleichgewichisbedingung fiir Leiter. (12)

Daher ist die Oberfliche eines jeden Leiters Aquipotentialfliche. Auf ihr steht
das elektrische Feld senkrecht, und die Fldchendichte der Ladung gleicht der
Verschiebungsdichte, weswegen an Leiteroberflichen gilt

o @;
_69‘;’:=_%=En, (13)
Das elektrostatische Feld ist eindeutig bestimmt: durch die vorgeschriebenen

Werte des Potentials ¢ oder der Feldstarke — g—z an der Oberfliche der Leiter, durch

die Forderung, dal ¢ an der Oberfliche der Leiter stetig ist, ferner die Forderung,
daB @ und seine erste Ableitung im ganzen Feldraum stetig ist, dazu die Bedingung,
daB @ auBlerhalb der Leiter die Laplacesche Gleichung erfiillen muB}, schlieflich
durch die Randbedingungen an Grenzflichen der Dielektrika und die Randbedingung
im Unendlichen.

Formal einfache Losungen der Laplaceschen Gleichung bis auf eine Konstante
lassen sich folgendermaBen gewinnen:

a) Fir eine einzelne , Punkt“-Ladung ¢ im unendlichen Raum im Abstande
r vom ,,Aufpunkt“ P ist das Potential in P

1
Pr=qor v, (14)

denn es ist )
A - = 0. (15)

b) Im Aufpunkt P ist das Feld von n diskret verteilten Ladungstrigern @, ...Q,
zu bestimmen, wobei r;...r, die groen Abstinde der einzelnen Ladungen vom
Punkte P sind. Es ist eine kennzeichnende Eigenschaft der Potentialfunktion,
daB sie durch lineare Uberlagerung der Einzelpotentiale der einzelnen Ladungen
zustande kommt. Also ist offenbar fiir diesen Fall

n
1 O
PP=T4ns T
k=1

¢) Auf Grund dieses Satzes 148t sich sogleich das Potential bei flichenhaft ver-

teilten Ladungen der Flichendichte ¢ = Div © angeben:
1 d
or =gz [ 2L, an
wobei r der Abstand jedes Ladungselementes ¢ df vom Aufpunkt P ist und iiber die
gesamte geladene Fliche integriert wird.
d) Ganz entsprechend hat man bei rdumlich verteilten Quellen der Dichte

n=divDd:
1 d
or =1z | 5 (1)
wieder bedeutet r den Abstand des Aufpunktes von jedem Ladungselemente 7 d7,
und es ist {iber den ladungserfiillten Raum zu integrieren.
Mit den GI. (16), (17), (18) laBt sich aus dem Potential das Feld berechnen,
wenn die Ladungsverteilung gegeben ist. Kennt man umgekehrt das Feld, so kann

(16)
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man aus ihm mit Gl (13) die Ladungsverteilung bestimmen. In der Elektrostatik
ist jedoch hiufig die Aufgabe so gestellt, da entweder die konstanten Potentiale
der Leiter gegeben sind: ¢; = const, oder aber die Gesamtladung jedes Leiters,

z. B. des k-ten: 0 =/defk _ g/(% df)k. (19)*

Beispiele fiir die Anwendung der Laplaceschen Gleichung:
a) Das linear-homogene Feld des Plattenkondensators. Das Potential im Feldraum kann
nur eine Funktion des Abstandes x von einer Platte sein, daher lautet die Laplacesche Gleichung

_oe _ 2
Adp= 72 = 0> (20)

. Lé
mit der Losung ¢ (&) = by + by 3 1)

auf der Oberfliche der einen Platte x = 0 ist ¢ = ¢ (@), auf der Oberfliche der anderen Platte,
x=s, ist ¢ =@ (b), und es ist U = ¢ (@) — @ (b), daher haben wir

U
¢ (x)=9¢@)——=, (22)
also ist die Feldstirke 5 I
E (x) .=—3—(£~=T = consty, (23)

vgl. 10. GL (7).
b) Das punktsymmetrische Feld zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen. Das Potential
kann nur eine Funktion der Entfernung r vom Kugelmittelpunkte sein; die Laplacesche

Gleichung wird daher
_ 1 o /,09\ s
9= gr (7 W)—O’ s
folglich ist ra% = const, also ist die Losung
1
(p(r)=k1—|—k2-—r—. (25)

Die Grenzbedingungen sind: auf der Oberfliche der einen Kugel r = a ist ¢ = ¢ (@), auf
der Oberfliche der anderen Kugel 7 = b ist ¢ = ¢ (b), und esist U = ¢ (a) — ¢ (b). Damit wird

1 1
PO =p®+ 11 (+— 7). (26)
T
— % _ U 1
B ==y =1 _1 @)
C)

vgl. 7. Gl (13) und 10. GI. (2).

c) Das radialhomogene Feld zwischen zwei unendlich langen konaxialen Zylinderflichen.
Das Potential kann nur vom Abstand » von der Zylinderachse abhingen, daher lautet hier die
Laplacesche Gleichung

1 0 op\ _ 3
A*”—T'ﬁ(’w)— ’ (28)

folglich ist r—g—f = const, daher ist die Losung
p(r)=k +ky-lnr. (29)

Die Grenzbedingungen sind: auf der Oberfliche des einen Zylinders r = a ist ¢ = @ (a),

und auf der Oberflache des anderen Zylinders r = b ist ¢ = ¢ (b), und es ist U = ¢ (a) — ¢ (b).
Damit wird U b
PO =pO) +—pln (30)
In—
a
_ op U 1
E(T)—-—W— 57 (31)
In—
a

vgl. 7. GL (15) und 10. GL (5).

! Dabei ist zu beachten, daB fiir einen isolierten leitenden Kérper die Gesamtladung @ = 0
sein kann, ohne dal ¢ = 0 ist: wird ein ungeladener Leiter in ein bestehendes elektrisches Feld
gebracht, so lidt er sich ,,durch Influenz®, d. h., er tragt entgegengesetzt gleich groBe Flichen-
ladungen auf einander abgewandten Seiten.

2 Vgl. Anm. 2 zu 17. GI. (8).

3 A ¢ in verschiedenen Koordinatensystemen siehe 8., letzter Absatz.

Fischer, Elektrodynamik. 3
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18. Energie und Potential.
Aus dem Ausdruck fiir die elektrische Feldenergie

m:%/@ssdz 14. (1)

ergibt sich eine entsprechende Potentialformel unter der Voraussetzung & = const
mit Hilfe des sogenannten Greenschen Satzes: Fir den wirbelfreien Vektor

€ = — grad ¢ kann mann allgemein ausrechnen
€% = @ div €—div (¢ C), (nt
daher ist B B B
We=%/@2dt=%/¢div@dt———;—/div(<p(&,)dr. @)

Das zweite Integral verwandeln wir mit dem Satz von GauB in ein Hiillen-
integral
fdiv (€ dt = SSSUEn af,

dabei liegt die Hiille nach Voraussetzung in unendlicher Entfernung, und mit der
Randbedingung des Feldes im Unendlichen verschwindet das Integral?. Es bleibt

iibrig ~ ~
8=%/@2dr=%/¢div@dr=%/¢pndr, 3)

weil ediv € =# die rdumliche Ladungsverteilung vorstellt. Fiir den Sonderfall
n diskret verteilter Ladungstriger kann man hierfiir setzen

1 n
W, =§2%Qlu 4)
k=1

indem man etwa von der Vorstellung ausgeht, dafi die einzelnen Ladungen sich
aus einer riumlichen Ladungswolke 7 nach bestimmter Vorschrift zusammenballen.

Gl (3), (4) macht fiir die Energie nicht mehr den elektrischen Zustand im Feld-
raum verantwortlich, wie 14. Gl. (1), sondern Ladungen und Potentiale, und ist
daher der Energieausdruck der Fernwirkungstheorie. Wir werden elektrische Felder
kennenlernen, deren Energie durch 14. Gl. (1) richtig angegeben wird, wihrend die
GL. (3), (4) nicht brauchbar sind. Wir merken noch folgende Einzelheiten an: isoliert
gebliebene Leiter (Influenzladung o <40, Gesamtladung @ =0) und Leiter vom
Potential ¢ =0 (geerdete Leiter) tragen zur Energie nichts bei, obwohl sie die
Feldstruktur beeinflussen. — Denkt man sich bei Gl. (4) jede einzelne Ladung @,
von einer Stelle, der wir das Potential Null beilegen, an den ihr zukommenden
Platz gebracht und die dafiir notwendige Arbeit nach der Grundgleichung 8. (3)
zu 4, = @, U, =@ (0—¢y) ausgerechnet, so erwartet man den doppelten Betrag von
Gl. (4) fir die gesamte Energie, doch hat man bei diesem SchluB nicht beachtet,
daB das Potential eines jeden Ladungstrigers in dem MaBe vergréBert wird, als
andere Ladungstriger herangefiihrt werden. Beispiel aus dem Schwerefeld: Ein
Gefil wird mit der Wassermenge @ bis zur Hohe ¢ aufgefiillt. Wihrend des Auf-
filllens steigt die Hohe stindig an: die gesamte Energie, die beim AusflieBen frei
wird, ist daher !/,Q . Entsprechend hier. — Aus Gl. (4) folgt fiir das vollstindige

Feld des Kondensators » =2, @; = + @, @, =—@, daher W, = Q (¢, —@,) = %QU.

1 Vgl. Anm. 1 zu 17. Gl (5) oder 3’., Rechenregeln.

2 Um sich das anschaulich zu machen, denke man an den Verlauf des Integranden bei un-
begrenzt wachsender Hiille: ihre Flache wichst proportional R?, aber es fallen ¢ proportional
R-1 und E proportional B—2, unter E den groflen Abstand von dem Gebiete verstanden, in dem
sich Ladungstriager befinden.



I, 19. Teilkapazitiaten. 35

19. Teilkapazititen.

Eine endliche Anzahl n beliebig verteilter und gestalteter geladener Leiter seien
in ein homogenes isotropes Dielektrikum eingebettet. Wir fragen nach der Ladung
jedes Leiters, wenn die Potentiale aller Leiter gegeben sind, und umgekehrt. Die
Anordnung sei von einer leitenden Hiille begrenzt, der wir den Potentialwert Null
beilegen, da es nur auf Potentialdifferenzen ankommt. Wegen des linearen Charakters
der Differentialgleichung des Potentiales ist das Potential in jedem Raumpunkt
die lineare Uberlagerung der Potentiale der einzelnen Ladungstriger [diese Tatsache
haben wir schon in 17. Gl. (15), (16) benutzt]. Wir zeigen ferner, dafl der Zusammen-
hang zwischen Potential und Ladung linear ist, also dem Grundsatz einfacher
Uberlagerung gehorcht: Fiir die gegebene Anordnung sei durch die Potentialwerte
@, in jedem Punkt ein moglicher Zustand gekennzeichnet, und durch ¢, ein anderer,
ebenfalls moglicher. Im ersten Falle ist €, = — grad¢;, D, =¢,¢ €, ebenso im
zweiten Falle €, = — grad @,, ®, = g5 ¢ €,. Dann ist ein moglicher Zustand gegeben
durch @ =¢; + @,, denn dieses ¢ erfiillt, was seine Summanden erfiillen: iiberall
ist 4 ¢ = 0, und an Leiteroberflichen ist ¢ konstant. Also gilt € = — grad (p, + ¢,) =
€ +6C und D=9, +D,. Aus der Verschiebungsdichte folgt aber die Ladung
der einzelnen Leiter, z. B. des k-ten, zu

Qk= Gdf =/Dndf =]}:/(Dn1 +Dn2)df=(Q1 +Q2)k

Zu dem verdnderten Potential ¢; + @, gehort also eindeutig @, 4+ @,, die Ladungen
addieren sich ebenso, wie die entsprechenden Potentiale, z. B. entspricht also einer
VergroBerung des Potentialwertes in sdmtlichen Feldpunkten auf das p-fache eine
ebenso grofle Vermehrung der E, D, @ auf den p-fachen Betrag, und umgekehrt.

Die Ladung jedes Leiters ergibt sich nach diesem durch die lineare Uberlagerung
von n Einzelfeldern, die wir folgendermafBlen bestimmen: Es werde von den » vor-
handenen Leitern dem ersten der Potentialwert 1, allen iibrigen der Potentialwert
Null gegeben. Dabei mogen sich fiir die n Leiter der Reihe nach die Ladungen
041> Oaps - - - Oy, €rgeben. Nun habe zweitens nur der zweite Leiter das Potential 1,
alle iibrigen das Potential Null; es mdgen sich der Reihe nach die Ladungen «;,,
®ags - - - Oyg ergeben. So fahren wir bis zum n-ten Leiter fort, und erhalten, wie
ausgefiithrt, durch einfache Summation die Gesamtladung jedes Leiters, wenn die
n Leiter der Reihe nach die Potentialwerte ¢;, ¢,, ... @, haben:

Q=g+t oo F 0,9,
Q-2=°‘21‘P1+°‘22972+-‘--- + %oy @ 1)

@n =01 @1+ WPt - T, @,

Die Ladungen sind linear-homogene Funktionen der Potentiale, und ebenso

natiirlich umgekehrt. Wir iibergehen den Beweis dafiir, daB} allgemein

i = %gg (2)
ist, an Stelle von n? Koeffizienten o also nur % (n + 1) auftreten. o;; bedeutet die
Ladung, welche der Leiter ¢ besitzt, wenn der Leiter ¥ das Potential 1 und jeder
andere das Potential Null hat. «;; bedeutet die Ladung, welche der Leiter ¢ besitzt,
wenn er das Potential 1 und jeder andere das Potential Null hat.

Aus Gl. (2) folgt: Betrachten wir ganz willkiirlich zwei Leiter 7 und % der » vor-
handenen, so ist die Ladung, welche der Leiter ¢ besitzt, wenn von den anderen Leitern
allein der Leiter % ein von Null verschiedenes bestimmtes Potential erhilt, ebenso
grof wie die Ladung, die der Leiter £ annimmt, wenn von allen anderen allein der
Leiter ¢ auf ein von Null verschiedenes Potential gebracht wird, das dem zuvor dem
Leiter £ mitgeteilten Potential gleicht.

3*
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Aus den # linearen Gl. (1) lassen sich auch die Potentiale als linear-homogene
Funktionen der Ladungen angeben, z. B. fiir den ¢-ten Leiter

@i =Pi1 @ +Pia @+ - +Bin @ (1a)
Die Koeffizienten 8 sind durch die a der Gl. (1) bestimmt, und haben eine
entsprechende Bedeutung.
In Gl (1) bedeuten die ¢y, @, .... @, die Potentialdifferenzen gegeniiber der
leitenden Hiille, deren Potential wir mit Null bezeichnet hatten. Fiir manche Zwecke
ist eine andere Form giinstiger, in der jeweils die Spannungen zweier Leiter gegen-
einander auftreten. Gl. (1) 14Bt sich umschreiben zu
Q1 =710 T V12 (P1— @) TV13@1—@3) + .- + V1 (@1— )
Q2 =7V20P2 + V21 @2—P1) + Vo3 (@a—@3) + oo+ V2n (P2— @) )
Qn =

mit unmittelbar anschaulicher Bedeutung. Es bedeuten:

. Yo =% T %+ .o+,
oder allgemein

Vio =i + %p o Uy (3a)
ferner . Yig ="0%2 Y13 = %3
oder allgemein

Yie =— % (k+1¢, £+0) ; (3b)

Aus Gl. (3a) folgt
o1 =V10 Tt Vet Vs + -0 TV

% =Vio TVir tViat o T Vin- (3¢)

Die Koeffizienten y;;, die nach Gl. (3) angeben, wie die Ladungen durch die
Spannungen gegen die anderen Leiter bestimmt werden, nennt man Teilkapa-
zititen. (Beispiel: Leitungszug aus mehreren Drihten iiber dem Erdboden, oder
in einem gepanzerten Kabel. Die Ladung jedes Drahtes wird durch das Potential
aller Drihte und des Erdbodens oder der Hiille bestimmt.)

Zu einer anschaulichen Deutung der Teilkapazititen sei bemerkt, dal sie rein
geometrisch, ndmlich durch die Form der Leiter, ihre gegenseitige Stellung und den
Isolator im Feldraum definiert und daher konstant sind, solange hieran nichts
geindert wird. Von den Grofien der Ladungen und Spannungen hingen sie nicht
ab, sind also unabhingig von der Ausbildung des gesamten elektrischen Feldes
zwischen den Leitern des Systemes, in der z. B. auch der Fall denkbar ist, dal
zwischen zwei Leitern iiberhaupt kein gemeinsamer elektrischer Flu besteht. Die
Teilkapazitit zweier Leiter wird nicht allein durch ihre gegenseitige Lage bestimmt,
sondern auch durch die Stellung gegeniiber allen iibrigen Leitern des Systemes.

Die elektrische Energie bestimmt sich mit Hilfe der Koeffizienten gemif3 18.

Gl. (4) nach Gl. (1) zu n
1
W, = 522%‘1: PiPr- (4)
101

20. Aquipotentielle Flichen besonderer Form.

Auf dquipotentiellen Flichen steht das elektrische Feld senkrecht. Oberflichen
von Leitern sind materielle dquipotentielle Flachen des elektrostatischen Feldes.
Denken wir uns in einem elektrostatischen Feld eine dquipotentielle Fliche durch
eine beliebig diinne, leitende Schicht vom Potentialwert Null (Schicht zur Erde ab-
geleitet) ersetzt, so dndert sich am Feld iiberhaupt nichts!; die Fliche trennt als

oder allgemein

1 Auf der leitenden Schicht befinden sich, wie von Faradays Kafigversuch her bekannt ist,
influenzierte Ladungen, deren Grofe der Summe der umbhiillten Ladungen gleicht.
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geschlossene Hille in ein ,,4uBeres und ein ,,inneres” Feld und bewirkt lediglich,
daB die beiden Felder voneinander unabhéngig sind. Fillen wir den Feldraum
des einen Feldes durch Metall aus, so bleibt das andere Feld davon véllig unberiihrt.
Ebenso wird ein elektrostatisches Feld dadurch nicht gedndert, daB man zwei
aquipotentielle Flichen durch leitende Schichten ersetzt. Beide Moglichkeiten fiihren
zur Bestimmung von Feldern in besonderen Fillen, in denen die dquipotentiellen
Flachen gewiinschte Formen annehmen.

a) Ein ,,Ladungspunkt” im Abstand a von einer leitenden Ebene vom
Potential Null. Im unendlichen Raum ist das Potential des sehr kleinen, die
Ladung @ tragenden Koérpers im Abstand r vom Ladungstriger

1 .@Q
Y =%ne r-
Dies ist auf der leitenden Ebene nicht konstant, kann daher nicht das Potential
fir die gewiinschte Anordnung sein. Das Feld zweier um die Strecke 2a von-
einander entfernter Ladungspunkte, die entgegengesetzt gleiche

Ladungen |Q| tragen, wird durch das Potential
1 (@ @

Y= 4w (T - 7) (1)
beschrieben, unter r und r’ die Abstinde des Aufpunktes von
den beiden Ladungspunkten verstanden (Abb.1). Die Fliche
@ =0, also r =17’, ist eine Ebene in der Mitte zwischen beiden
Ladungstragern. Denken wir sie leitend, so haben wir offenbar
das Feld der verlangten Anordnung vor uns, denn das gefun- AP>-20.1 Spiegelung
dene Potential geniigt den Bedingungen, im Unendlichen zu
verschwinden, und auf der leitenden Ebene konstant zu sein. In Beziehung zur
leitenden Mittelebene liegen die beiden Ladungspunkte spiegelbildlich, analog der
Ausdrucksweise in der Optik wird daher der eine Punkt das elektrische Bild des
anderen genannt. Auf der Mittelebene ist die Verschiebung normal gerichtet, sie
gleicht der Flichendichte der influenzierten Ladung

09 Q@ @
on ~  2m ° (2)
Die Gesamtmenge ist selbstverstindlich [odf =—@Q.
b) Wir berechnen ferner auf die gleiche Weise das Feld einer unendlich
langen Geraden mit der Ladung @, der Lingeneinheit, die im Abstande a der
leitenden Ebene vom Potential Null gegeniibersteht. Das radial-homogene Feld

der Langeneinheit einer einzelnen Geraden ist D = 263:r; wir spiegeln an der leiten-

den Ebene und erhalten als Gesamtfeld mit den Aufpunktsabstinden r und 7' von
den beiden Geraden:

D — . _Q_l__ Ql . (3)

2nr 2mr’’
insbesondere an der leitenden Mittelebene (Abb. 1)

2
D,,=2Dcosoc=23‘r-%, 4)
daher die Flichenladung
@ a
0= )

Die Kraft auf die Flicheneinheit der leitenden Ebene wird in beiden Fillen
2
durch p, =E, % = 26—5 berechnet [14. Gl. (3)], die Kraft auf die Punkt- und auf
die Linienladung durch K =QFE [6. Gl (1)].
¢) Fir zwei ,,Ladungspunkte mit ungleichen Ladungen @, und @,
entgegengesetzten Vorzeichens ist das Potential in jedem Feldpunkt (Abb. 2)
ol 2 (6)

Y= dne Ty T,
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Die Aquipotentialflichen ¢ = const sind ziemlich verwickelter Art, nur im Falle
@ =0 oder

@ | @ _ ‘
B+ d_o (7)
ergibt sich eine Kugel, die die Ladung vom kleineren Betrag umschlieBt. Der Radius
der Kugel sei mit a bezeichnet, die Strecke 40 =f,, BO =f,. Die Achse 4BO
schneidet die Kugel in den Punkten K und L, fiir die aus Gl. (7) folgt

R 9 _ 4 @ _ 4 ik,

fi—a a—fy

% 4 % 0 fir L.

N

A K 8 0 L fita fota
[ & Indem man @; und @, eliminiert, findet man
fifa = a®. (8)
Abb.20. 2. Spiegelungan einer leitenden Kugel. Ist also erstens die GroBe der beiden La-

dungen @, und @, und ihr Abstand f,—f,
gegeben, so ergibt sich aus den Gleichungen f, und f, einzeln, ferner a, also der
Kugelmittelpunkt. Denkt man sich zweitens die Kugeloberfliche leitend und auf
@ =0 gebracht, so findet man mit GI. (6) das Potential in jedem Feldpunkt fiir
den Fall, daB ein Ladungspunkt @), sich im Abstand f, vom Mittelpunkt einer leitenden
Kugel vom Radius a befindet. Aus dem gegebenen @, f;, @ ergeben die Gleichungen

Q. =—Ql—}‘; 9)
als das ,,elektrische Bild“ der Ladung @,, und
aZ
h=1% ®)

unabhingig von der Grofe der Ladungen; ,,Bildladung® und ,,Gegenstandsladung*
konnen ihre Rolle vertauschen, es kann auch die Innenladung gegeben und nach
dem Feld im Kugelinnern gefragt sein. Daher wird das durch GI. (8) dargestellte
Abbildungsgesetz des AuBenraumes auf den Innenraum und umgekehrt das ,,Gesetz
der reziproken Radien genannt. In der Optik werden die bei einem leuchtenden
Punkt und einem Kugel- (Hohl-) Spiegel auftretenden Erscheinungen durch genau
dieselben Beziehungen dargestellt. Auch der Fall, daB die leitende Kugel isoliert
ist und eine gegebene Ladung trigt, kann durch entsprechende Uberlagerung
beriicksichtigt werden.

Das Verfahren der Spiegelung hat W. Thomson angegeben; es kann auch in
einzelnen Fillen fiir massive Dielektrika an Stelle massiver Leiter angewendet werden.

d) Zwei parallele Kreiszylinder (Doppelleitung). Zwei unendlich lange
»geladene Gerade, deren Langeneinheit die Ladung @, trigt, verlaufen parallel
im Abstande 2a (Abb. 3). Das Feld ist ,,eben*, es verlduft in allen Querschnitten
senkrecht zu den Achsen gleich. In einem beliebigen Punkte P verursacht die eine

Gerade das Potential ¢, = ?9—’- Inr 4 const [8. Gl. (13)], und daher ist das Gesamt-

e
potential bei entgegengesetztem Vorzeichen der beiden gleich grofien Ladungen
, Q r’
Pp=¢+¢ =5 = In—. (10)

Wir zeigen, daBl die Kurven 77 = const Kreise, die Aquipotentialflichen daher

Kreiszylinder sind. Denken wir uns solche durch Leiter ersetzt, so kénnen wir das
Feld der Doppelleitung berechnen.

Mit dem Achsenkreuz der Abb.3 und TT’ =k, ist
(@—2)* +y* =k [(@ + )* + 7.
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Dies 14Bt sich zu der Kreisgleichung
(x + k)% 4+ y2 = R? (11)
umformen; dabei ist

h=a

(12) und R% =h2—q?, (13)

B4l
ki’—l‘
der Mittelpunkt des Kreises vom Radius R liegt um die Strecke % in der 4 z-Richtung
vom Nullpunkt entfernt. Nehmen wir zwei gleiche Kreiszylinder an und denken
uns diese in der geschilderten Weise als leitende Kreiszylinder (Drihte): dann ist
auf dem einen das Potential @ = ¢,, auf dem anderen @ =g, = — ¢,. Daher ist
die Kapazitit der Langeneinheit der Kreiszylinder
& 2=e 14
C=—n o ke (14)
Es bleibt noch iibrig, &, in den Grofen Achsenabstand 2% und Radius der
Zylinder R auszudriicken ; diese, und nicht a, y
sind als gegeben anzusehen. Es ist nach GI. £
(13) a? = h?— R?; damit und aus Gl. (12)

kommt z r’
_h4+a _ (h+a)?
M=g4_—g="®m - (15) / a A
Also ist _ 4 - 7_' z
Cf=—_ "¢ (16) 5

2__ p2
lnw Abb.20. 3. Zur Berechnung der Kapazitit paralleler
R Kreiszylinder.

die Kapazitit der Lingeneinheit zweier
paralleler Kreiszylinder vom Radius R und dem Achsenabstand 2k. Fiir groBen
Abstand 2> R ist

C, = 13 2 (17)
"'
Die Mittelebene zwischen den beiden gleichen Kreiszylindern hat das konstante

Potential ¢,, =

w =const. Lassen wir diese zu einer leitenden Fliche werden,

so bleibt das Feld zwischen jedem Zylinder und der leitenden Ebene unverindert.
Bei gleichem @), ist aber die Potentialdifferenz zwischen Zylinder und Ebene halb
so grofl als die Potentialdifferenz zwischen den beiden gleichen Zylindern, daher
ist die Kapazitdt fir die Langeneinheit eines Zylinders, der im Abstand % seiner
Achse einer leitenden Ebene gegeniibersteht (Einzeldraht iiber dem Erdboden),
doppelt so grof als die Kapazitat Gl. (16), (17).

21. Das komplexe Potential.

Haufig héingt das Feld nur von zwei Koordinaten ab, z. B. von « und ¥, so daB
die Laplacesche Gleichung lautet

__ 2% o
A(p——ﬁz--}-W_O. (1)
Losungen dieser Differentialgleichung erhélt man, indem man von einer beliebigen
Funktion f(z) der komplexen Verénderlichen z = x + 7y den reellen oder den ima-
gindren Teil nimmt. Man findet ndmlich durch Differentiieren
’ o2 o2
ro = — 5ok - (@)

und es ist die Funktion f(z) komplex, also zu trennen in zwei Funktionen % und
v von x und y:

fle+iy) =u(x,y) +iv(x,y). @)
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Daher befriedigt jede der beiden Funktionen u (%, y) und v (z, y) fiir sich die
Gleichung 4@ =0, denn es ist
20

0=—df@+iy) = (5o +5) +i (T + 7)) @

Die Linien # = const stehen senkrecht auf den Linien v =const; stellen also
die einen Linien konstanten Potentiales vor, so bedeuten die anderen Feldlinien.
Nur selten 148t sich eine Funktion f (2) finden, die die Grenzbedingungen einer
bestimmten Anordnung unmittelbar erfiillt; meist wird umgekehrt untersucht,
welcher Anordnung eine willkiirlich angenommene Funktion f (z) entspricht.

Beispiel: Die Funktion f (x 4 ¢y) = k- In 2. Wir wihlen Polarkoordinatsn durch z = r - ¢%¢
mit 7 = _,)/2® + ¢, & =m'ctg%. Daher ist k-lnz==k-lnr+ik&=wu-+1v. Die Linien

u=k-Inr =const, also r = const sind konaxiale Kreise, die Linien v = k- & = const sind
Strahlen durch den Nullpunkt. Wéahlen wir » als Potentialfunktion, so entspricht diese Dar-
stellung dem Feldbild einer gleichméaBig mit Ladung belegten Geraden, die sich senkrecht zur
betrachteten Querschnittsebene unendlich lange erstreckt.

22. Bestimmung von Feldern durch Zeichnung.
Das Feldbild sei durch Feldrohren und &quipotentielle Flachen dargestellt;
& = const sei vorausgesetzt. Zwei dquipotentielle Flichen von der Potentialdifferenz
U, mégen von einer Feldrohre, die den elektrischen Flufl 2, fiihrt, einen Abschnitt
der mittleren Léange I begrenzen; dann ist

_1 2 [ 1 :
Ul_/@dé /Ddl =0+ (1)

Daher ist der von der Feldrohre gefiihrte FluB 2, =U,4,; der gesamte FluB
in dem Raum, der von den beiden dquipotentiellen Flachen begrenzt wird, ist die
Summe der Fliisse der einzelnen Feldrohren:

Q=U0234=U0-4. (2)
Fir den haufigsten Fall, daB man jede Feldréhre in » aufeinanderfolgende
Abschnitte der Lénge [ zerteilen kann, fiir die der Querschnitt f konstant ist, wird

. 1 1 b
=281, 5=, (3)

Ist das Feld lings einer ausgezeichneten Richtung unverinderlich (,,ebenes Feld*),
so koénnen die Feldrohren in einer Querschnittsebene senkrecht zu dieser Achse
zeichnerisch dargestellt werden. Fiir einen Feldrohrenabschnitt der Tiefe L senkrecht
zum Querschnitt, der mittleren Linge @ und der mittleren Breite b ist

1 1 a 4
4 LT @

Zeichnet man zwischen zwei dquipotentiellen Flachen die Feldréhren so, dafB
fiir eine jede die mittlere Breite gleich der mittleren Liinge ist: a = b, so ist fiir jede
dieser Feldréhren A; = ¢ L, und fiir das in m dieser Feldrohren emgetellte Feld ist

A=meL, ()
daher ist der gesamte elektrische Fluf}
Q=U-meL (6)

er gleicht der gesamten Ladung der Leiteroberflichen, auf denen er entspringt oder
versiegt. Die Feldstirke an jeder Stelle des Feldbildes hat den Betrag E = %.

Die Spannung zwischen zwei Leiteroberflichen, zwischen denen #n &quipotentielle
Flichen der Potentialdifferenz U, gezeichnet sind, ist (» + 1) U, daher die Kapazitdt
zwischen zwei Leiteroberflichen

Q mée L

T U T n41" (7)
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Man zeichnet das Feldbild in der Querschnittsebene, indem man ein Netz von
Feldlinien und Aquipotentiallinien so entwirft, daB mittlere Linge und mittlere
Breite der Zellen iibereinstimmen. Die so erhaltenen rechtwinkeligen Kurven-
vierseite werden Quadraten um so dhnlicher, je feiner man unterteilt. Dieses Ver-
fahren 148t sich auf alle flichennormalen Felder anwenden. Es ist von beherrschender
Wichtigkeit fiir die Aufgabe der Elektrotechnik, den Fluf des magnetischen
Feldes zwischen Eisenkérpern durch die Luft mit guter Anndherung quantitativ
zu verfolgen (Streuungsbestimmung usw.). Wir werden hierauf zuriickkommen.

Das magnetostatische Feld.
23. Die Vektoren des magnetischen Feldes.

Bekanntlich findet man in der Natur nicht nur Krifte elektrischer Art, z. B.
in der Umgebung ruhender, geladener Korper, sondern auch solche magnetischer
Art, z. B. in der Umgebung ruhender Dauermagnete. Auch hier bleiben wir der
in 2. genannten Methode treu, indem wir aus moglichst einfachen Grundtatsachen
nicht zu einer Erklirung des Wesens, jedoch zu einer vollstindigen Beschreibung
der magnetischen Erscheinungen fortschreiten wollen. Wir sprechen daher von
einem magnetischen Feld als einem physikalischen Zustand des Raumes und
definieren dieses Feld als ein magnetostatisches, wenn es sich im Gleichgewichts-
zustand befindet, also keine Bewegungen und keine Energiedinderungen auftreten.
In der Beschreibung des magnetostatischen Feldes bestehen weitgehende Analogien
zu der des elektrostatischen Feldes, viele dort geprigte Begriffe und gewonnene
Rechenverfahren koénnen sinngemif iibertragen werden. Diese Analogien recht-
fertigen es, daB wir die magnetischen Feldvektoren zunichst im statischen Fall
fiir sich gesondert betrachten, und sie nicht, wie das haufig geschieht, erst in ihrer
Verkniipfung mit elektrischen Feldvektoren einfithren?.

Beginnen wir mit der Frage nach den magnetischen Ladungen als Ursache fiir
ein Feld, so finden wir hier einen grundlegenden Unterschied gegeniiber den elek-
trischen Erscheinungen: die Erfahrung lehrt, daB eine einzelne magnetische Ladung
in der Natur nicht vorkommt, sondern immer nur in stofflicher Verbindung mit
einer anderen von entgegengesetzt gleicher Stérke; das gilt, in wie kleine Splitter
man auch die magnetische Substanz zerbrechen mag: eine koérperliche Trennung,
entsprechend der Trennung negativer und positiver elektrischer Ladung, ist nicht
moglich, die gesamte Summe der nach aullen wirkenden magnetischen Ladung ist
immer genau Null. Ein Korper kann wohl magnetisch polarisiert, nicht aber
magnetisch geladen sein (vgl. 12., elektrische Polarisation). Wenn es somit ein
magnetisches Gegenstiick zu isolierbaren, unabhingig beweglichen elektrischen
Ladungen nicht gibt, so sind in magnetischer Hinsicht alle Stoffe Isolatoren, denn
unter elektrischen Leitern waren jene Stoffe verstanden, in denen wir uns die
elektrischen Ladungen unabhéngig frei verschiebbar vorstellen (2.). — In gewohn-
lichen, elektrisch polarisierten Dielektriken ist der Zustand der Polarisation eine
Folge des angelegten elektrischen Feldes. Demgegeniiber zeigt der ,,Dauermagnet®,
daB es eine iiber praktisch beliebig grofie Zeitspannen konstant bleibende magnetische
Polarisation gibt; je mehr diese von duBleren Feldern unabhingig ist, um so ,,hirter*
in magnetischer Hinsicht wird die Substanz des Magneten genannt. (Hierauf werden
wir noch spiter zuriickkommen.) — Das kleinste magnetische Teilchen ist somit

1 Dieses hier nicht eingeschlagene Vorgehen entspricht der heutigen Mefpraxis, welche mit
Hilfe dieses Zusammenhanges die magnetischen Einheiten an die elektrischen anschliet; dem-
entsprechend werden wir Benennungen und Einheiten der magnetischen GréBen erst nach
Kenntnis der allgemeinen Verkniipfungsgesetze im Anschluf an 31. entwickeln. DaB es trotzdem
méglich ist, allgemeine Beziehungen formelm#Big auszudriicken, ist der Vorteil der von uns
gewihlten einheitenfreien (maBunabhingigen) Auffassung der Form der Gleichungen (vgl. 4.). —
DaB wir uns hier anfinglich von Analogien leiten lassen, und daf daher die gefundenen Begriffe
spater ihre Berechtigung erweisen und ihre weitere Bewdhrung erhalten miissen, darf nicht
itbersehen werden.
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nicht eine isolierte magnetische Menge, sondern die Verbindung zweier entgegen-

gesetzt gleicher Mengen 4 m im Abstande ! voneinander. Man bezeichnet daher

den Vektor |m|! als das magnetische Moment des Teilchens; das magnetische

Moment eines Magneten ist die Summe der Momente aller Teilchen, die im Volumen

des Magneten vorhanden sind. Entsprechend der elektrischen Polarisation [12. G1.10)]

ist die ,,Magnetisierung® I das magnetische Moment der Volumeneinheit:
M= |m|L (1)

(z=1)

Zur Ausmessung eines gegebenen magnetischen Feldes, das ginzlich in Luft
(strenger: im leeren Raum) verlduft, benutzen wir eine sehr kleine, magnetisch
ideal harte, kurze Magnetnadel, die frei beweglich ist. In jedem Feldpunkt wird
auf sie ein Drehmoment £ ausgeiibt. Dies schreiben wir einerseits dem oben
definierten magnetischen Moment m der Magnetnadel zu, andererseits dem magneti-
schen Zustand, der im untersuchten Feldpunkt herrscht. Wir definieren daher analog
zur Bestimmung der elektrischen Feldstirke (6.) durch

0 =[mf] (2)
die magnetische Feldstdrke oder! magnetische Erregung $. Richtung und
Betrag erhellen aus dem vektoriellen Produkt: die Magnetnadel stellt sich in die
Richtung des Feldes ein, genauer: bringen wir die Magnetnadel in eine solche
Stellung, daB sie diese unter Einwirkung des magnetischen Zustandes nicht mehr
dndert, so stimmt ihre Richtung mit der des magnetischen Feldes iiberein; die
Drehkraft, die die Nadel zuriicktreibt, wenn man sie aus dieser Richtung ablenkt,
gibt die Starke des Feldes an.

Ein einzelner magnetischer Probepol konnte durch eine Magnetnadel angenédhert
verwirklicht werden, die so lang ist, daB} einer der beiden Pole weit genug vom
betrachteten Feldpunkt entfernt ist, um keinen merkbaren Einflul mehr auszuiiben.
Die auf einen Probepol der Polstirke p ausgeiibte Kraft ist ganz entsprechend

f=pb 3)
Analog dem Vorgehen im elektrischen Feld (8.) untersuchen wir das ,,magneti-

sche Spannung® genannte Linienintegral der magnetischen Feldstirke zwischen
zwei Feldpunkten 1 und 2

V=f2g>dr. ‘ (4)
1

Wir finden, daB es im magnetostatischen Feld nur vom Ausgangs- und End-
punkt, nicht aber von der Wegkurve abhingt:

$9dr=0; (5)
anders ausgedriickt, das magnetische Feld im Gleichgewichtszustand hat keine Wirbel:
a) rot9=0; b) Rot9 = 0. (6)

Daher ist die Feldstirke aus einem Potential 9, das eine skalare Funktion des
Ortes im Feldraum ist, eindeutig errechenbar:

9 =—grady, ()
und die fiir das skalare Potential geltenden Rechenvorschriften (17.) kénnen sinn-
gemifB angewendet werden. Im leeren Feldraum ist das Feld quellenfrei: div $ =0,
daher ist hierfiir die Differentialgleichung des Potentiales

divgrady =Ay =0. (8)

Bei diesem Vorgehen haben wir also als Ursache des magnetischen Feldes die
Magnetisierung IN magnetischer Korper angesehen. (Beispiel: Analog zur Abstraktion
der elektrischen ,,Punktladung‘“ denken wir uns eine Magnetnadel dargestellt durch
zwei in festem Abstand voneinander befindliche ,,Punktpole” + p, die die Abstinde

1 Nach G. Mie.
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7, und 7, vom Aufpunkt P haben. In ihm ist das magnetische Potential proportional
1 1

2u P <— — E) vgl. 17. GL (16).
1

Ein in den bis dahin von Substanz freien Feldraum gebrachter Kérper (z. B.
ein Stiick Eisen) verindert in seiner Umgebung Richtung und Betrag des magneti-
schen Feldes. Ebensowenig, wie im entsprechenden elektrischen Fall, ist fiir eine
vollstandige Beschreibung ein einziger Feldvektor ausreichend. Zur Feldstirke $
fiigen wir einen zweiten magnetischen Feldvektor, die magnetische Induktion 8.
Um ihn aus seinen Eigenschaften zu kennzeichnen, lassen wir uns zuniichst von
der Analogie zum elektrostatischen Felde leiten, und setzen ihn demgemiB in
Parallele zur elektrischen Verschiebungsdichte ®© (12.). Bei Wirbelfreiheit der
elektrischen Feldstiarke € [12. Gl. (6)] waren dort als einzige Quellen des Vektor-
feldes ® die elektrischen Ladungen festzustellen [12. Gl. (5)]. Genau so wollen
wir hier fiir den ganzen vom magnetischen Feld erfiillten Raum daran festhalten,
daB die magnetische Feldstirke § wirbelfrei sein soll [Gl. (5), (6)], daB also z. B.
ihre tangentiale Komponente an jeder Trennfliche stetig ist. Die
magnetische Induktion B soll analog zur Verschiebungsdichte auf i

die Ladungen Bezug nehmen. Wir kennen nur Korper, deren
nach auBen wirkende magnetische Gesamtladung aus zwei entgegen- %
gesetzt gleichen Teilen besteht, aber keine Korper, die einen j z

Ladungsiiberschuf3 der einen oder anderen Art tragen. Diese Tat- R

sache stellt zunichst auBer Zweifel, daB im leeren Feldraum der ﬁsﬁaaﬁ;u},gﬁgi
FluB der magnetischen Induktion durch jede geschlossene Hiille  Flusses von 3.
Null ist. Sie liBt weiter die Méglichkeit zu, diese Eigenschaft als

unter allen Umstédnden zutreffend zu erachten, d. h. die magnetische Induktion B so
zu bestimmen, da8 sie in jedem Falle und unabhingig von Materie im Feldraum,

daher auch im Inneren stofflicher Korper, und an Grenzflichen, ein quellenfreies
Feld ist:

a) §8dj=0, b) divB=0, c¢) DivB=0. (9)

Der magnetische Induktionsfluff ist fir jede geschlossene Hiille gleich Null, die
magnetische Induktion ist stets quellenfrei.

Die Roéhren des Induktionsfeldes gehen stetig, mit konstantem InduktionsfluB,
durch alle Trennflichen hindurch und sind im Endlichen ohne Anfang und Ende.
An Trennflichen sind sie im allgemeinen geknickt, jedoch nach Gl. (9¢) so, daB ihre
Normalkomponente stetig bleibt. In stofflichen Kérpern erhilt man die magnetische
Feldstirke durch stetige Fortsetzung der Tangentialkomponente [Gl. (6b)], die
magnetische Induktion durch stetige Fortsetzung der Normalkomponente [Gl. (9¢)].
Diese beiden Vorschriften lassen sich auch, unabhingig von der oben ausgefiihrten,
eine Analogie zu Hilfe nehmenden SchluBweise, als definierende Eigenschaften der
beiden Feldvektoren ansehen: danach ist definitionsmiBig $ wirbelfrei, definitions-
miBig B quellenfrei. Wihrend aber die Wirbelfreiheit eine Eigenschaft lediglich
des magnetostatischen Feldes ist, kommt der Quellenfreiheit von % der Wert einer
grundsétzlichen Feststellung zu, da wir keine physikalischen Erfahrungen kennen,
die sie verindern wiirde. Wir werden hierauf mehrfach zuriickkommen (31., 36.).

Wegen der volligen Quellenfreiheit kann der magnetische FluBl (Skalar) durch

eine ungeschlossene Flache f
® =[Bdf=/B,df (10)

durch die Gestalt der Fliache nicht beeinflut werden, er ist ausschlieBlich abhéngig
von der Randkurve (von der Kontur). Von zwei beliebigen Flichen, die die gleiche
Randkurve haben, kann nicht durch die eine ein groBerer magnetischer FluB gehen
als durch die andere, denn dann miiBten in dem durch die beiden Flichen umbhiillten
Zwischenraum Induktionsréhren anfangen oder endigen (vgl. Abb. 1; s; und s, sind
die Schnitte zweier Flichen gleicher Randkurve, deren Spur a ... ist). Es mul}
daher moglich sein, den magnetischen Flufl durch ein Verfahren zu bestimmen,
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bei dem nur die Form und die Lage dieser Kurve, nicht aber die Gestalt einer in
die Randkurve eingespannten Fliche eine Rolle spielt. Dies geschieht dadurch,
daB man die magnetische Induktion B auf Grund ihrer Quellenfreiheit mit Hilfe
einer vektoriellen RechengroBie U bestimmt als

B =rot U, (11)

denn es ist mathematisch notwendig div B =divrot A = 0. Der magnetische Fluf
wird dann durch den Satz von Stokes durch U bestimmt zu

@ =[Bdj=[rotA-df =§Adx (12)

als Randintegral lings der gegebenen Randkurve, und, wie gewiinscht, unabhéingig
von der eingespannten Fliche. % wird vektorielles Potential genannt, wir
werden es spiter niher kennzeichnen und anwenden.

Die Analogie zwischen dem elektrischen Vektorenpaar €, ® und den magnetischen
Vektoren 9, B macht einen Ansatz fiir die magnetische Energie [vgl. 14. Gl. (2)]
von der Form

Wm=%/5§%-d1: (13)
als Integral der rdumlichen magnetischen Energiedichte
B
w, = ®T; W, ———/wm dt (14)

iiber den ganzen felderfiillten Raum wahrscheinlich. Zur Berechnung der Gesamt-
energie des Feldes eines Dauermagneten kann er allerdings nicht dienen, denn das
Raumintegral des skalaren Produktes aus einem wirbelfreien Vektor [D, Gl. (6)]
und einem quellenfreien Vektor [B, Gl (9)] verschwindet, wenn es iiber den un-
endlichen felderfiillten Raum erstreckt wird. Gl. (13) und (14) werden daher spiter
zu erginzen und zu rechtfertigen sein.

Was den Zusammenhang von B mit § betrifft, so untersuchen wir im folgenden
Abschnitt 24., wie der einfachste, und dem entsprechenden elektrischen [12. Gl. (4)]

nachgebildete Ansatz
B=uueH=09 (15)

mit den physikalischen Erfahrungen iibereinstimmt. u wird als unbenannte Zahl
relative, spezifische oder bezogene Permeabilitit, oder auch relativer Magne-
tisierungsgrad genannt,

ft =y (16)*
wird als absolute oder unbedingte Permeabilitat bezeichnet. Die Permeabilitit
aller magnetischen Substanzen geht mit zunehmender Verdiinnung gegen einen
gemeinsamen Grenzwert, den wir durch den Wert u =1 fiir den leeren Raum
kennzeichnen. Die spéiter niher bestimmte , magnetische Konstante® y, hat
mit den Eigenschaften der Materie gar nichts zu tun, sie 148t uns aber die Freiheit,
in jedem Falle, also auch im leeren Raum, wo selbstverstindlich ein einziger Vektor
zur vollstindigen Feldbeschreibung ausreicht, fiir Feldstirke und Induktion ver-
schiedene Einheiten zu gebrauchen.

Wir haben begriffliche Analogien zwischen € und § einerseits, ® und B anderer-
seits kennengelernt. Man kann auch in anderer Weise einander gegeniiberstellen :
im elektrostatischen Felde hat € keine Wirbel, im magnetischen Felde hat ¥ keine
Quellen; im elektrischen Feld sind Quellen von ® die Ladungen, im magnetischen
Feld sind Wirbel von § die elektrischen Stréme, wie wir spiter zeigen werden.

1 Vgl. 12. GL (7). — GI. (16) wird auch geschrieben IT = y IT, mit IT als absoluter, u als
relativer Permeabilitit, oder es wird die von uns u, geschriebene magnetische Konstante durch
IT bezeichnet, also die absolute Permeabilitit als u IT geschrieben. Eine andere Schreibweise
ist u = py 4y, wobei p die absolute, u, die relative Permeabilitit bedeutet; dagegen wird in
der &lteren Literatur und den Tabellenwerken die relative Permeabilitit durchgehend mit s
bezeichnet. Welche Schreibung sich allgemein durchsetzen wird, 148t sich noch nicht absehen.



I, 23. 24. Die magnetischen Eigenschaften der Stoffe. 45

Es entsprechen einander also € und B einerseits, ®© und § andererseits, wie Quellen-
felder und Wirbelfelder einander entsprechen. Man hat demzufolge an die Stelle
von GI. (2) und (3) gesetzt

0 =[m"B]; f =p'B;

Drehmoment und Kraft werden hier also definitionsweise nicht der Feldstirke,
sondern der Induktion proportional gesetzt. H&ilt man an der Quellenfreiheit der
Induktion fest, so sind diese Definitionen nur moglich, wenn zugleich die magnetischen
Momente und Polstirken nicht mehr konstant sind, sondern von der Permeabilitdt
des die permanentmagnetischen Korper umgebenden Stoffes u, in der Weise ab-
héngen, dafl ihre Produkte mit u, konstant sind:

m' - u, = const; "+ u, = const.
Ma D Uy

24. Die magnetischen Eigenschaften der Stoffe.
In magnetischer Hinsicht zeigen die Stoffe ein viel weniger einfaches Verhalten,

als in elektrischer. Man unterscheidet durch die gemessene Permeabilitit y = ,u_BH
0
1. Diamagnetische Substanzen, bei denen y <1
ist. Dies ist die Mehrzahl aller Stoffe, die Abweichung s
vom Vakuumwert g =1 ist zahlenmiBig sehr gering.
(Beispiel: Wasserstoff, Wismut.)

2. Paramagnetische Substanzen, bei denen u > 1 i
ist. Die auch hier verhiltnismifig kleine Abweichung
vom Vakuumwert fillt im allgemeinen mit steigender i 7
Temperatur. (Beispiel: Sauerstoff, Platin.) x> 1 ent-
spricht qualitativ den dielektrischen Stoffen; dort gibt es

nur ¢ 1. Nach Ausweis der Messungen ist y = consty
bei den dia- wie den paramagnetischen Stoffen, diese ver-

halten sich also in magnetischer Hinsicht vollkommen spp. 24. 1. Magnetisierungs-
elastisch : (Hysteresis-) Schleife.

B =pep H; 1 =consty. (1)

3.Ferromagnetische Substanzen (Eisen, Nickel, Kobalt, einige Legierungen)
zeigen ebenfalls 4 > 1, sind jedoch dadurch ausgezeichnet, dafl x von der magnetischen
Feldstarke abhangt. Die Permeabilitit ist fiir ein und denselben Kérper innerhalb
weiter Grenzen verdnderlich, mit wachsendem H kann sie vergleichsweise auBer-
ordentlich groe Werte annehmen (GroSenordnung mehrere Tausend bei Eisen),
und geht bei einer technisch leicht erreichbaren GroBe von H auf geringfiigige
Werte zuriick (,,Sattigung®). x4 wird hdufig durch verschiedene Umstinde stark
beeinfluft, so durch die mechanische und thermische Vorbehandlung der Korper,
durch chemische Zusdtze zu den Stoffen, Verunreinigungen usw. Oberhalb einer
fir jeden Stoff bestimmten Temperatur werden die ferromagnetischen Substanzen
normal paramagnetisch.

Im allgemeinen ist das nicht konstante Verhaltnis ,uiH = u aber auch nicht ein-
0

deutig durch den Augenblickswert des magnetischen Feldes gegeben, sondern durch
die magnetische Vorbehandlung mitbestimmt. Man beschreibt das Verhalten bei
verdnderter Grofe und gleichbleibender Richtung des magnetischen Feldes durch
die Magnetisierungskurve und -schleife (Abb.1). Mit von Null wachsendem
H wichst auch B zunichst beschleunigt, dann verzogert, bis zur Sattigung u— 1.
LéaBt man aber H von einem beliebigen Wert aus wieder abnehmen, so fillt B lang-
samer ab, als es angestiegen war, und zeigt fiir H =0 noch den Wert B = M, der
Remanenz heifit; um B =0 zu erreichen, muBl man eine entgegengesetzt gerichtete
Feldstérke vom Betrage H = K, die Koerzitivkraft, aufwenden. M und K sind
ein MaB fiir die ,,magnetische Harte“ des Stoffes. Fiir einen KreisprozeB (eine
zyklische Folge von H-Werten) erhilt man also dadurch, daB der spitere Wert
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der Induktion bei gleicher Feldstarke gegeniiber dem friiheren zuriickbleibt, die
in Abb. 1 gezeichnete Hysteresisschleife!. Der augenblickliche B-Wert ist durch
den augenblicklichen H-Wert nicht eindeutig bestimmt, er bleibt aber, wenn ein
einmal erreichter H-Wert erhalten bleibt (z. B. H =0), ebenfalls bestehen. Hierin
liegt ein Unterschied gegeniiber der dielektrischen Nachwirkung (12.). Allgemein
kann die Hysteresis nicht in die Theorie einbezogen werden, sie bleibt daher ohne
besondere Erwahnung grundsétzlich von den Betrachtungen ausgeschlossen. Jedoch
sind zwei praktisch nahezu erreichbare Grenzfille besonders wichtig:

a) Je schmaler die Hysteresisschleife ist, um so weicher in magnetischer Hinsicht
ist der Korper. Es gibt weiche Eisensorten, fiir die die Hysteresisfliche praktisch
Null ist. Dann ist also der durch die Magnetisierungskurve dargestellte funk-
tionale Zusammenhang zwischen H und B in praktisch ausreichender Néaherung
eindeutig; es gilt

B =y v }
4 =F (B) eindeutige, positive Funktion von B oder H

b) Ein magnetisch harter Korper (harter Stahl) hat folgende Eigenschaft: Bringt

man ihn, wenn er durch eine frilthere Magnetisierung eine Remanenz M erhalten hat,

in ein nicht zu starkes Feld H, so steigt innerhalb gewisser Grenzen B proportional
zu H vom Werte B=M ab:

B=W+up 19
M = consty, [ = consty
I wird permanente Magnetisierung genannt.

Aus GI. (1), (2), (3) folgt: Mit Ausnahme magnetisch harter Korper sind Feld-
stirke § und Induktion B in jedem Feldpunkt gleichgerichtet, §-Linien und B-Linien
fallen zusammen?. Im Innern magnetisch harter Kérper (Dauermagnete) dagegen
verlaufen § und B keineswegs parallel, sie kénnen sogar einander im wesentlichen
entgegengerichtet sein. — Im einzelnen:

1. Es sei M =0, Dauvermagnete seien ausgeschlossen. Aus B = pu 9, aus der
wirbelfreien Fortsetzung der Feldstirke und der quellenfreien Fortsetzung der
Induktion [23. Gl. (15), (6b), (9¢)] ergibt sich das Brechungsgesetz der Feldlinien
an der Trennfliche zweier Substanzen 1 und 2 im statischen Fall

5»weich . (2)

} ,,hart. (3)

tgo my
tg o, u, )
in zu 13. Gl. (1) vollig analoger Weise. Daraus folgt im besonderen fiir Eisen, solange
man mit groBen Werten der Permeabilitit rechnen kann (unterhalb der Sattigung):
Aus dem Eisen treten die Feldlinien in Luft oder in einen anderen nicht ferro-
magnetischen Korper entweder nahezu senkrecht zur Oberfliche aus, auch wenn
sie im Eisen mit einem betrichtlichen Winkel zum Lot an der Trennfliche ver-
laufen, oder aber sie gehen im Eisen etwa parallel zur Oberfliche und treten in die
Luft iiberhaupt nicht aus. Beides erlaubt, durch Anwendung von Eisen dem magneti-
schen Flufl wenigstens groBenteils einen vorgeschriebenen Verlauf zu geben.

1 Wihrend der Zeitdauer 7' eines Kreisprozesses wird magnetische Energie im Eisenkorper
aufgespeichert und zuriickgegeben, die gesamte Anderung der magnetischen Energie ist daher
Null. Fiir die beim KreisprozeB zugefiihrte und nicht zuriickgegebene Energie ist ein MaB die

T

Flache der Hysteresisschleife, und zwar zeigt sich, daB / $-d B, gleichbedeutend mit dieser
0

Fliche, die in der Volumeneinheit in Form von Warme — Hysteresiswirme — vergeudete
Energie ist. Fir einen symmetrischen Kreisproze8 hat man empirische Formeln aufgestellt,
um aus dem erreichten Hochstwert von B auf den Hysteresisverlust schlieen zu kénnen, z. B.
o B'$ und § B 4 y B?, unter «, f, y empirische Konstante, unter B Zahlenwerte der Induktion
in einer bestimmten Einheit verstanden.

2 Dies gilt fiir magnetisch isotrope Substanzen; in anisotropen Koérpern (Kristallen) ist die
Richtung nicht notwendig die gleiche, der Zusammenhang zwischen $ und B wird in genau
derselben Weise, wie der Zusammenhang zwischen & und ® in anisotropen Isolatoren, durch
eine lineare Vektoroperation von der Form der Gleichung (8) in 12. beschrieben (Tensor).
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Von der permanenten Magnetisierung IR ist begrifflich die temporire oder
induzierte Magnetisierung < zu unterscheiden. Sie entspricht der ebenfalls tempo-
riren Polarisation der Dielektrika. Wir definieren daher [vgl. 12. GL (11)] die
temporire Magnetisierung als die Differenz zwischen dem wirklich vorhandenen
Felde B und dem bei gleichem $ im leeren Raume sich einstellenden Feld B

vak *
J=B— Byak; (5)

nach Voraussetzung gilt B = y,u 9, somit
=By (0—1) =y 9 (u—1), (6)

und es wird der Zahlenfaktor 4 —1 = y als magnetisches Aufnahmevermégen (Sus-
zeptibilitit) bezeichnet!. Im Vakuum ist die temporire Magnetisierung Null, in
paramagnetischen Stoffen hat sie die gleiche, in diamagnetischen Stoffen die entgegen-
gesetzte Richtung wie die Feldstarke.

2. Dauermagnete. (So sei jeder magnetisch harte Koérper bezeichnet.) Wir
untersuchen mit Hilfe der Zustandsgleichung fiir Dauermagnete

B=M+uH } 3)
M = consty, 1 = consty
das Feld, wenn der Dauermagnet von einem gleichformigen Stoff ohne permanente
Magnetisierung umgeben ist (z. B. Luft). Zunichst: Setzt man
iP5 =9, (7)
so ist auBerhalb des Magnets, weil It =0, die Induktion B = B’, Feldstirke und

Induktion im AuBenfeldraum sind also einander gleichgerichtet, und man erhilt
aus Gl. (3) fir die permanente Magnetisierung

M=B— B 8)

analog zur Definition der temporiren Magnetisierung Gl. (5). Weiter: Wegen der
(praktischen) Konstanz von I und u liegt es nahe, eine konstante eingepragte
magnetische Feldstirke

% = $° = const 9)
in GI. (3) einzufiihren:
B=p(®+8) H—-p—8" (10)

Dies ist folgendermaflen zu verstehen: Das Feld B geht, weil quellenfrei, in
seinen normalen Komponenten stetig, daher im wesentlichen ohne Richtungswechsel,
durch AuBlenfeldraum und Magnetkérper, in welchem B und I im wesentlichen
gleichgerichtet sind, denn IR ist eine Remanenz, d.h. ein Riickstand von einer
fritheren Magnetisierung her. Das Feld § verlauft definitionsgema von der positiven
zur negativen magnetischen Ladung (,,Pole’) sowohl im AuBenfeldraum, wo es
daher mit B gleichgerichtet ist, wie auch im Magnetkdorper, wo es $¢ entgegenlauft
und daher schwicht. Man spricht deshalb von ,,Selbstentmagnetisierung® und
bezeichnet auch § als ,,entmagnetisierende Kraft“. Ein MaB fiir den Gesamtwert
der entmagnetisierenden Wirkung ist die magnetische Spannung im Innern von
Pol zu Pol, die wegen rot $ = 0 bis auf das Vorzeichen mit der Spannung im AuBen-
feldraum auf beliebigem Weg iibereinstimmt. Denken wir uns einen Dauermagneten
so geschlossen, daB8 seine Pole aufeinanderfallen, so ist daher $ =0, und die
Induktion hat nach Gl. (10) ihren Hochstwert B,,, = u $¢ = I (,,polloser Magnet*,
erfahrungsgemafl ohne magnetisches Feld im AufBenfeldraum). In dem anderen

1 Vielfach ist es iiblich, nicht 4 — 1, sondern —4%_; (u — 1) als Suszeptibilitdt zu bezeichnen.

Diese Form riihrt von der frither sehr verbreiteten Benutzung nicht rationaler c-g-s-Einheiten
her und ist in einer einheitenfreien Darstellung nicht am Platze. ,,Ein verniinftiger Grund 1a8t
sich jedenfalls fiir diese Definition nicht anfithren, auBler dem einen, daB frither so gerechnet
wurde® (Mie).
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Grenzfalle B =0 ist § =— 9¢ (er ist allerdings magnetostatisch nicht zu verwirk-
lichen). Daher ist wegen der Gegenlaufigkeit von § und $¢ stets

19 + 9 <[9°.

Abb. 2 verdeutlicht die Zustandsgleichung (10).

Als ,Flichendichte des Magnetismus® ¢,, bezeichnet man den Sprung in
der Normalkomponente der permanenten Magnetisierung 9% !, den wir mit Div 8 =0
aus Gl. (3) erhalten zu 6, —— Div Wt — Div i $. (1)
Wegen M =0 im AuBenfeldraum ist auch

m = & M no
und es ist
¢ 2o, =0.
1 ,,Magnetomotorische Kraft V¢ wird das Linienintegral der ein-
8 geprigten magnetischen Feldstirke zwischen gegebenem Anfangs- und
A Endpunkt der Integration genannt:
Abb.24.2. 2
Mlcichang. dex ye = [§edr. (12)
Dauermagnete. 1

Das elektrische Stromungsfeld in Leitern.

25. Elektrische Stromung in homogenen Leitern. Beharrliche elektrische Stromung.

Wir storen den Gleichgewichtszustand eines elektrostatischen Feldes (rof € =0,

n =div ®) dadurch, dall wir auf verschiedener Spannung befindliche, geladene
Leiter miteinander leitend verbinden. Als einfachste Anordnung wihlen wir das
vollstdndige Feld zwischen den zwei Belegungen eines

Kondensators, die wir durch einen Leiter miteinander

A verbinden (Abb.1). Man beobachtet:
€D 1. Das elektrische Feld nimmt in seiner Gesamtheit
2 zeitlich ab und verschwindet schlieBlich génzlich,

2. wihrend dieses Vorganges sind in der Umgebung der
Abb. 25. 1. Kondonsatorent- Anordnung sich dndernde magnetische Kraftwirkungen
ladung durch Leitungsstrom. nachwelsbar,

3. zugleich erwirmt sich der Leiter.

Zu 1. Wir betrachten die Quellen des Feldes, die Ladungen. Das Feld bleibt
wahrend des Abkhngens vollstindig, die Quellen (die positiven Ladungen) ver-
ringern sich genau im gleichen MaBe, wie die Senken (die negativen Ladungen) des
Feldes. Genau dieser Vorgang wire das Ergebnis, wenn die Ladungen durch den
angebrachten Leiter hindurch, in dem voraussetzungsgemifl Ladungen leicht ver-
schieblich sind, infolge der zwischen den beiden Belegungen und daher auch im
verbindenden Leiter herrschenden elektrischen Spannung sich ausgleichen wiirden.
Auf Grund dieser Vorstellung nennt man den Vorgang einen elektrischen Strom.
Ein MaB fiir diesen ist offenbar die Ladungsdnderung:

d Q+ dO_ 2

J=—"3¢ dt (1)
(positive Ladung @, = —@_ negative Ladung). Nach willkiirlicher Verab-
redung bezeichnet man als positive Stromrichtung die Bewegungsrichtung
positiver Ladung. Irgendeine atomistische Deutung des elektrischen Strémungs-
vorganges ist der makroskopischen Elektrodynamik fremd (vgl. 2.), sie legt auch

1 Nicht den Sprung der magnetischen Induktion; diese ist ja_quellenfrei. — Von Gl. (11)
wohl zu unterscheiden ist die Sprungdlvergenz der temporaren Magnetisierung Gl. (6):

—MMWHJ®=—MQW®
2Im P.M S.: Benennung]—Q l_lAmp. .
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hier die vollkommen stetige Feldvorstellung zugrunde. Sie kann daher den Strom J
auffassen als den FluB3 eines Vektorfeldes & im Innern durchstrémter Leiter:

J=/(&)df. 2)1

Die Stromung oder Stromdichte & ist also ihrem Betrage nach gleich dem
Strom durch die normal zur Strémungsrichtung gerichtete Flicheneinheit. Tritt
aus einem durch eine geschlossene Hiille abgegrenzten Raum Stromung aus (Beispiel:
geschlossene Hiillfliche um eine der beiden Kondensatorplatten), so gilt demnach

d
§Baf=—22, 3)
oder mit dem Satz von Gaufl
. d . d
div & =——77t}—; Div® =——d—%; (3a)

in Worten: Ladungsinderungen sind Quellen elektrischer Stromung.
Dieselbe Kontinuitdtsgleichung besteht auch zwischen dem Fluss1gke1ts-
inhalt in und der Flissigkeitsstromung aus einem umbhiillten Raum.
Zu 2. und 3.: Der Energieverlust des Kondensators wihrend des Stromungs-
vorganges, bezogen auf die Zeitspa.nne dt, ist mit 10. Gl (1), 11. Gl. (14), (15):
o AW @ Q49 _
V=— dt <20> FW_UJ' (4)®
Um den Verbleib dieser elektrlschen Leistung einfach erkliren zu konnen,
miissen wir die Beobachtung 2. vernachldssigen. Dies ist quantitativ um so un-
bedenklicher, je langsamer der Stromungsvorgang vor sich geht. Dann kann die
elektrisch geleistete Arbeit nur noch der nach 3. beobachteten Warme gleichen.
Die in der Zeitspanne d¢ im durchstromten Leiter entwickelte Warmemenge ist also

—dW, =¥ dt =UJ dt. (da)

Elektrische Stromung ist mit Energiebewegung verkniipft, elektrische Feld-
energie wird in Warme umgesetzt3. Die im Sinne einer einfachen Auslegung der
Energieumwandlung getroffene Beschrankung auf zeitlich langsam verlaufende Vor-
ginge konnte sehr einschneidend erscheinen, wenn es nicht einfache Mittel zur
Verwirklichung zeitlich unverinderlicher Stréomungen gibe. Sie werden uns im
folgenden Abschnitt beschiftigen. Sie rechtfertigen es, da wir von hier an, um
von einer beheblg angendherten zu einer strengen Beschreibung der Vorginge zu
kommen, eine zeitlich unverianderliche Stromung bei ruhenden Kérpern
annehmen:

2 =0, Beharrungszustand oder echt stationdrer Zustand. Fir ihn gilt

ot
a) $6df=0; b) div®=0; c¢) DivE=0.. (6)

Die Rohren des Stromungsfeldes gehen stetig, mit konstantem Strom, durch
alle Trennflachen hindurch und sind im Endlichen ohne Anfang und Ende. Ladungs-
anhidufungen treten weder im Innern [GI. (6b)], noch an Trennflichen von Leitern
[Gl. (6¢)] auf, und an der Grenzfliche eines Leiters 1 gegen einen Nichtleiter 2 ist
die Stréomung ausschlieBlich parallel zur Leiteroberfliche gerichtet, denn es ist
®, =0, daher nach GI. (6¢):

Div® =ny (0— ;) =0; G,,=0. (7)
. Q J Amp
1 Im P.M.S.: Benennung G = TE=18 F
2 Im P.M.S.: Benennung ¥ _—UT—Q-_ U, Einheit 1 J°“cle = 1 Watt.

3 Wurde die Ladungsbewegung nicht nur im Leiter als Stromung vor sich gehen, sondern
als mechanische Bewegung geladener Korper ,.konvektiv, so wiirde die Energieinderung ent-
sprechend als mechanische Arbeit der Krifte zu erkliren sein, die die geladenen Kérper in
Bewegung setzen.

Fischer, Elektrodynamik. 4
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Ferner wird im stationiren Zustand, weil Energieinderungen im konstanten
Feld :ausgeschlossen und die Kérper in Ruhe sind, von den elektrischen Feldkriften
keine mechanische Arbeit geleistet [, Gl. (4) stellt die gesamte Leistung dar]. Daher
ist ebenso wie im elektrostatischen Zustand und als Folge der gleichen Uberlegung,
wie dort [8. Gl. (4)], die elektrische Spannung vom Weg unabhingig, die elektrische
Feldstiarke wirbelfrei:

a) §Edr =0; b) 70t € =0; ¢) RotG =0. (8)
Die Gleichgewichtsbedingung des elektrostatischen Zustandes, nach welcher im
Leiterinnern kein elektrisches Feld besteht -und alle Punkte der Leiteroberfliche
die gleiche Spannung haben, ist aber hier sicher verletzt; in unserem Grundversuch
hatten wir die auf verschiedener Spannung befindlichen Platten eines Kondensators
leitend miteinander verbunden. Man findet dementsprechend, daB die elektrische
Feldstdarke nicht senkrecht auf der Oberfliche durchstrémter Leiters steht, sondern
schief. Thre Tangentialkomponente erweist sich proportional der
Strémung, die nach Gl. (7) der Oberfliche parallel ist:

B, =G, (9)
giiltig an Leiteroberflichen (Abb. 2). Der skalare Proportionalitits-
faktor o hingt ausschlieBlich vom Leitermaterial ab, er wird als
spezifischer Widerstand, sein Kehrwert

=1 (10)
Abb. 25. 2. Gesetz cps PP . e . . :
“von Ohm. als spezifische Leitfihigkeit bezeichnet!. Die Stetigkeit von
E, [Gl. (8¢c)] zusammen mit Gl. (9) und mit der Verletzung der
elektrostatischen Gleichgewichtsbedingung veranlaBt uns, als elektrisches Feld
im Innern durchstrémter Leiter anzusetzen

E=06 Gesetz von O hm in Differentialform. (11)1.2

Das Ohmsche Gesetz ist eines der am weitestgehenden experimentell bestitigten
Gesetze der Physik. Gl. (11), (6¢), (8¢c) ergeben in bekannter Weise das Brechungs-
gesetz fiir Stromungslinien bei Durchgang durch eine zwei Leiter 1 und 2 trennenden
Fliache («;, o Winkel zum Lot):

o, %

= (10a)

Die im ganzen durchstromten Leiter in Warme umgesetzte elektrische Leistung
ist gemaB Gl (4)

: 2
‘F=UJ=f(€dt-f@5df.
IO |
Zerlegen wir den durchstrémten Leiter in zylindrische Elemente von der Lange
dr und dem zu dr, €, & senkrechten Querschnitt df, so ist mit dz =dx af:
Y=[CBdr =[ydr mit p=C06. (12)

Dies ist die gesamte, in dem durchstromten System in der Zeiteinheit umgesetzte
Energie, v ihre ortliche Dichte. Wir haben sie fiir stationéire Strémung in homogenen
Leitern und bei ruhenden Kérpern als Warmeleistung festgestellt. Wir kénnen
daher fiir diesen Fall mit Gl. (11) schreiben

Y= f 0 &2dr = f x Edr Gesetz von J oule in Differentialform. (13)

Volt

G cm = 1 Ohm cm. Einige Zahlen-

werte fiir o in 10~ Ohm cm: Silber 1,6; Kupfer 1,7; Eisen 8,6; Platin 10,7; Quecksilber 95,8.
2 Mit der Einschrinkung fiir nichtisotrope Kérper (Kristalle), daB dort ¢ ein Tensor ist,
da € und & nicht notwendig parallel verlaufen.

1 Im P.M. S.: Benennung p = E = % L, Einheit 1
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Die 6rtliche Dichte der Stromwéirmeleistung ist
P =06 =xE" (14)

Auch bei beliebig rasch verinderlichen Vorgingen werden die Differentialgesetze
Gl. (11) und (14) als bestehend angesehen.

Ein von einem elektrischen Feld erfiilltes Dielektrikum sei zugleich leitend:
,,Halbleiter“. Dann wird (in einem nicht streng stationiren Vorgang) die -Feld-
energie in jedem Raumelement in Wirme umgesetzt:

ow, . o (z(&:z)_l@z,
T ¥ Tt \?2 e
ot ’ (15)
W) = We=0)-¢ °°

Als MaB fiir das zeitliche Verklingen des Feldes heifit die in jedem MaBsystem
in Zeiteinheiten gemessene GroBe

B=%o - (16)

»Relaxationszeit”. Fiir Metalle ist sie winzig klein, jedenfalls einer unmittel-

baren Messung unzugéinglich; fir Gase ist sie auBlerordentlich grofB, im iibrigen ist

B meist nur der GréBenordnung nach bestimmbar. Im idealen Isolator (Vakuum)

ist B = o, elektrische Energie bleibt unbeschriankt lange zeitlich unverindert

erhalten (Elektrostatik). Einen idealen Leiter wiirde man durch § = 0 kennzeichnen.

Faradays Gesetz der Elektrolyse. Tritt elektrische Stromung durch die Fliche f

in einen Elektrolyten (zersetzbaren Leiter) ein, so ist die in der Zeit ¢ als elektro-
chemisches Ion ausgeschiedene Masse m

m=5 [Bar =22, a7

dabei ist @ das Aquivalentgewicht des Ions, F eine Konstante, die ,,Aquivalent-
ladung“!. Demnach werden durch dieselbe Elektrizitdtsmenge in verschiedenen
Elektrolyten stets chemisch dquivalente Mengen ausgeschieden, d. h. solche Mengen,
die sich verhalten wie die Aquivalentgewichte. .(Es ist also m unabhingig von Gréfle
und Form der Fliche, unabhingig vom Abstand der ,,Elektroden‘ und der elek-
trischen Spannung). Faradays Gesetz sehen wir als einen starken Beweis dafiir an,
daB ebenso, wie die Materie aus Atomen aufgebaut ist, die Elektrizitit aus kleinsten
Teilen, Elementarquanten, besteht. Diese Erkenntnis wurde zuerst von Helmholtz
und gleichzeitig von Stoney ausgesprochen (1881). Die konstante Aquivalentladung
erklirt sich leicht damit, daBl mit jedem einwertigen Ion eine Elementarladung,
mit jedem zweiwertigen Ion zwei Elementarladungen verkniipft sind, usw. Seit
den Kathodenstrahluntersuchungen von Lenard kennen wir negative Ladungen
losgelést von gewohnlicher Materie, als Elektronen, dagegen finden wir positive
Ladungen stets unloslich behaftet mit Materie, als Ionen.

26. Elekfrische Stromung bei eingeprigten Kriften.

Als Ursachen elektrischer Stromung von gréflerer oder kleinerer zeitlicher
Konstanz kennt man seit langem Inhomogenitéten leitender Korper. Diese kénnen
chemischer und thermischer Art sein, riumlich stetig oder mehr oder weniger
unstetig verteilt sein, dieses hauptsichlich bei schichtweiser Beriihrung verschiedener
leitender Stoffe2. Nur chemische und thermodynamische Untersuchungen kiénnen
iiber das Wesen dieser Quellen AufschluB8 geben; die Elektrodynamik beschrinkt
sich in ihrem beschreibenden Vorgehen darauf, sie als ,eingeprigte Krifte® in

1 Thr Zahlenwert hiingt von der Einheitenwahl ab; in praktischen Einheiten ist F'= 96494 Coul.
Uber die elektrolytische Definition der praktischen international vereinbarten Ladungs- (Strom-)
Einheit siehe 1’. II.

2 Beispiele: Beriihrung verschiedener Metalle, Berithrung von Metall mit Elektrolyt (galvani-
sche Elemente), Metallwechsel bei gleichzeitigem Temperaturgefille (Thermoelemente), Inhomo-
genititen von Metallen, Konzentrationsgefille in Elektrolyten, Temperaturgefille.

4%
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Betracht zu ziehen, in Analogie zur Mechanik, in der man unter einer eingepréigten
Kraft eine solche versteht, die nicht eine notwendige Folge der im betrachteten
System geltenden Gesetze ist, sondern nach bestimmten Vorschriften von auflen
auf das System wirkt. Die Gebiete, in denen die Eigenschaften eines Leiters sich
raumlich dndern, sieht man als Sitz einer konstanten, ausschlieBlich durch den
Leiter selbst fest gegebenen elektrischen Kraft an, die man darum als dem Leiter-
innern eingepriagte Feldstiarke € bezeichnet. Sie bewirkt, daB der Leiter auch
im stromlosen Zustand Polaritét zeigt: denken wir uns den Leiter aus verschiedenen
Stoffen aufgeschichtet, so spannt sich zwischen den entgegengesetzt gleiche Ladung
tragenden Endschichten durch den Auflenraum ein elektrostatisches Feld aus. Man
setzt fiir das Leiterinnere im stromlosen Zustand die Feldstdrke

& =—¢, (1)

und bat im ganzen Feldraum Wirbelfreiheit: rof € = 0 und Stetigkeit der Tangential-
komponenten: Rot € =0. Die eingeprigte Feldstiarke findet man also ihrem Betrag
nach gleich der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke an der Oberflache
des stromlosen inhomogenen Leiters. Fiir homogene stromlose Leiter ergibt Gl. (1)
die alte elektrostatische Gleichgewichtsbedingung €; =0.

Ein die beiden Pole durch den Auflenraum verbindender homogener Leiter wird
von einem stationdren Strom durchflossen (vorausgesetzt, daB &* zeitlich konstant
ist). Dann kann offenbar die Gl. (11) in 25.: € = ¢ & fiir das Innere des inhomogenen
Leiters keine Giiltigkeit haben: bei stationdrer Strémung (div & = 0) wire danach
die elektrische Feldstirke o @ im Innern des inhomogenen Leiters im wesentlichen
entgegengesetzt gerichtet der tangential gerichteten elektrischen Feldstirke an seiner
Oberfliche, die Tangentialkomponente von € wiirde die Oberfliche unstetig durch-
setzen. An diesem Orte bei stationdrer Stromung und ruhenden Korpern Wirbel
der Feldstirke anzunehmen, dafiir fehlt jeder Grund. Wir setzen daher fiir das
Innere des inhomogenen Leiters

€=06—6°; =§-(@+@"). )

Die elektrische Feldstirke € ist dann in jedem Feldpunkt wirbelfrei: rof € =0,
die Tangentialkomponenten sind iiberall stetig: Rof & =0. Ohne Strémung ergibt
sich die elektrostatische GI. (1); wenn im AuBenfeldraum kein elektrisches Feld

mehr gefunden wird: € =0, hat die Stromdichte den Wert ® =l (,,Kurz-
schluB“). Abb. 1 verdeutlicht die Zustandsgleichung (2); es ist stets | € + €¢|<|E¢|,

T und man kann die Gleichung so lesen: die Stromung ist proportional
dem Unterschied der Feldstirke gegeniiber ihrem Gleichgewichtswert.

3 Wir betrachten noch den Energieumsatz in der Zeiteinheit. Nach

4 26. Gl (12) ist die in dem Stromungssystem umgesetzte Leistung
) ’ T=,‘/@©dr; (3)

Abb.26.1. Ver- das ist hier mit Gl (2)
deutlichung der

das erste Glied der rechten Seite, von stets positivem Betrage, kennen wir als die
Wirmeleistung ‘der elektrischen Strémung (Joulesche Wirme); das zweite Glied
ist Null in homogenen Leitern, in inhomogenen ist es positiv oder negativ, je nachdem,
welche Richtung iiberwiegend die Vektoren & und 6 gegeneinander haben. Es
entspricht den Energieumsetzungen bei allen umkehrbaren Vorgingen innerhalb
inhomogener Leiter!; solche sind z. B. entstandene oder verschwundene chemische
Energie bei Elektrolyten, Peltier-Wirme bei Metallen. Wir bezeichnen daher als

1 Z.B. ist bei Akkumulatoren €° ® negativ, wihrend sie geladen werden.
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chemisch-thermische Leistungsdichte
v =06’ — 66, @
und fassen im ersten Glied die Energieumsetzungen aller nichtumkehrbaren, im
zweiten die aller umkehrbaren Vorginge zusammen.
Die Grundgesetze der stationiren Stromung bei ruhenden Kérpern
rot€=0; div® =0 (5)
ergeben mit GI. (2) als allgemeine Grundlage der Berechnung von € und & aus
gegebenen €° und p:
rotp & = rot G¢; dive € =—divx Ee. (6a, b)

27. Elektrische Stromung in linearen Leitern.

Lineare Leiter elektrischer Stréme nennen wir solche, deren Lénge grof ist
gegeniiber den anderen Abmessungen (Stab, Draht, Biandchen). Wegen der Quellen-
losigkeit der stationiren Stromung div & =0 ist der Gesamtstrom J in jedem
Querschnitt konstant

J =Gf = const. (1)

Die normal zum Querschnitt verlaufende Strémung, die Tangentialkomponente
der Feldstirke und die Leitlinie des linearen Leiters haben gleiche Richtung. Das
Linienintegral der Feldstarke lings der Leitlinie s eines homogenen linearen Leiters
zwischen den Querschnitten 1 und 2 ist mit GI. (1) und 25. GI. (11):

f2Etd8=Jf2%ds ©)
1 1

oder

Ui.o=dJ -Rq..0, (3)

2 2
wenn man, wie bekannt, mit U, , = [ E;ds = [Edr die elektrische Spannung
i i

zwischen 1 und 2, und mit
Ri..o=/[%ads ()1

den elektrischen Widerstand des betrachteten Stiickes bezeichnet. Wir werden
spaterhin die Zeiger 1..2 weglassen. Fiir den homogenen linearen Leiter von kon-
stantem Querschnitt f und der Lénge [ ist also
R= Q—fl | (4a)1
In der Integralform der GI. (3), (4) wurde von Ohm das nach ihm genannte
Gesetz experimentell gefunden. Der ,,Widerstand‘‘ eines beliebigen leitenden Korpers
ist demnach nur unter bestimmten Voraussetzungen eine eindeutige GroBSe; Gl. (3)
ist eine Aussage fiir Driahte, dagegen GI. (11) in 25.: €=p @ ein allgemeingiiltiges
physikalisches Gesetz. Sind Inhomogenitdten zu berticksichtigen, so ist mit 26. G1. (2)

2
Uy, =JR, ,—[Cedx. (5)
1

Da eingeprigte Feldstirken allgemein vergleichsweise diinnen Ubergangsschichten
eigentiimlich sind, ist die eingeprigte Spannung als das Integral

2
[Gdr = U, (6)
1

1 In bezug auf das P. M. S.: Benennung R = LJJ—, Einheit 1 XZ:; =1 Ohm.
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durch die Reihenfolge der Ubergangsschichten lings der Leitlinie zwischen den
Punkten 1 und 2 erstreckt, eine értlich wohl definierte GréBe, die als eingeprégte
elektromotorische Kraft (EMK) bezeichnet wird!. Aus

U=JR—Ue (7
folgt U =— U¢ fiir den stromlosen Zustand, wodurch Ue¢ erklirt ist [vgl. G¢ 26.
Gl. (1)], und fiir einen geschlossenen, dem geschlossenen linearen Leiter folgenden
Umlauf ist § €dr =0 =JR— U° oder
JR =1U¢, . (8)
hierbei ist unter U¢ die gesamte dem Kreis eingeprigte EMK, unter R der gesamte
Widerstand verstanden: Ue =¢‘ Gedr, R =3§ 9;18.
Die umgesetzte Leistung ist
Y =J:R—-UJ, 9)
zu erkliren entsprechend 26. Gl. (3). Die Joulesche Wirme in einem linearen
homogenen Leiterstiick vom Widerstande R ist also

UJ=J%R, (10)
und fiir einen geschlossenen Kreis vom Widerstande R wird nach
UeJ=J*R (11)

die gesamte, von der Quelle (U¢) gelieferte Energie in Warme verwandelt.
Fiir ein Netzwerk aus Driahten gilt Gl. (8) fiir jeden geschlossenen Umlauf um eine

Masche, oder
> (RH—UY) =0 (12)

o
fiir jeden beliebigen geschlossenen Umlauf ist die Summe der Oh mschen Spannungs-
abfille gleich der Summe der eingeprigten Spannungen. Mit dieser Gleichung
kénnen jedoch noch nicht simtliche Strome des Netzwerkes berechnet werden.
SchlieBen wir einen Knotenpunkt von Drahten in eine geschlossene Hiille ein, so
ist im stationidren Zustand [25. Gl. (6)] ﬁ@df =0 oder

Dl =0, (13)

o

im Knotenpunkt entstehen oder verschwinden keine Strome. GI. (13) ist die erste,
und Gl. (12) die zweite Kirchhoffsche Regel; beide gelten im allgemeinen nur
fiir stationdre Strome in ruhenden Drihten und sind Folgerungen aus den fiir den
stationidren Zustand geltenden allgemeineren Gesetzen. Sie bilden die Grundlage
fiir die Berechnung von Leitungsnetzen im Beharrungszustand. In vielen Féllen
ist der folgende, von Helmholtz ausgesprochene Uberlagerungssatz von Nutzen,
der sich auf die Linearitit der Zusammenhéinge zwischen Strémen und Spannungen
griindet: Zwischen zwei Punkten eines gegebenen linearen Netzwerkes mit ein-
geprigten Spannungen werde eine ,,Ableitung’ vom Widerstand R, angebracht,
gesucht ist der sie durchflieBende Strom. Diesen berechnet man nach dem Ohmschen
Gesetz, wobei man die zwischen den abgeleiteten Punkten urspriinglich (bei R, = o)
bestehende Spannung als eingeprigte Spannung anzusehen hat und als SchlieBungs-
widerstand derselben den Widerstand R, der Ableitung, vermehrt um den Wider-
stand, den das Netzwerk (ohne eingeprigte Spannungen) einer zwischen den Ab-
leitungspunkten wirkenden eingeprigten Spannung bieten wiirde (das ist also der
Widerstand des Netzwerkes, gesehen von den Ableitungspunkten aus).

Der Widerstand eines nicht linearen, sondern beliebig kérperlich ausgedehnten
Leiters ist nur dann eindeutig, wenn man weill, durch welche Oberflichenteile die
Strémung ein-, und durch welche sie austritt. Sowohl das statische, wie das stationire
elektrische Feld ist, weil wirbelfrei, aus einem Potential errechenbar; bei entsprechen-

1 Wir stellen sie durch den Buchstaben U® an Stelle des gebriduchlichen £ dar, um Ver-
wechslungen mit dem Betrag der Feldstérke zuvorzukommen.
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den Rand- und Grenzbedingungen kann ein riumlich ausgedehntes Stréomungsfeld
geometrisch identisch mit einem rdumlich ausgedehnten elektrostatischen Feld sein.
Dann sind die Aquipotentialflichen identisch, und es entsprechen einander rein
formal! die folgenden untereinander geschriebenen Grofen:

D Q) = c Leiteroberflichen
() J % % Stromeintrittsflichen,

wobei wir uns der Einfachheit halber auf den Fall homogener Kérper, mithin ein-
heitlicher und konstanter DK und Leitfahigkeit beschrinken. Ist also die Aufgabe
im einen Falle gelost, so ist die Losung auf den anderen Fall iibertragbar, z. B.
ist dabei

CR =c¢p. (14)

Diese Analogie ist auch die Grundlage dafiir, daB man verwickelte elektro-
statische Felder in einem Elektrolyten durch entsprechend gestaltete Stromeintritts-
flichen als Strémungsfelder nachbilden, und die hier mit der Sonde gefundenen
Feldwerte auf das statische Feld zuriickiibertragen kann.

Beispiele: ‘

Leistungsiibertragung [GI. (8) bis (11)). Wir untersuchen die in einem Verbraucher-
widerstand R, umgesetzte Leistung als Funktion von R,;, wenn die eingepriigte Spannung U®

und der Widerstand R; der Stromquelle gegeben sind. Die ,,Klemmenspannung*“ an den Enden
des Verbrauchers
R,

"R+ R,
stimmt fiir B, - o (Leerlauf, J = 0) mit der ,, Quellenspannung*‘ U? iiberein, ebenso fiir B; — 0,

was aber in der Natur nicht vorkommt, und ist Null fir R, = 0 (KurzschluB). Mity = % ist
(1

U=U° (15)

die im Verbraucher umgesetzte Leistung

(% 1

R; 1)\ °
Coa(14)

Diese Funktion hat den gleichen Wert fiir # und seinen Kehrwert, und hat ein flaches
Maximum

N, =

(16)

_ (U 1 . _ 1.
(Nadpax = Py bei n=-g, =L (16a)
,,Leistungsanpassung®: Ist der Verbraucherwiderstand veranderlich, die Quelle gegeben,
50 wird bei R, = R; dem Verbraucherwiderstand am meisten Leistung zugefithrt. Die Voraus-
setzungen dieses Satzes sind nicht umkehrbar: dem gegebenen Verbraucher wird von jener
Quelle am meisten Leistung zugefiihrt, deren innerer Widerstand bei gleichem U® am kleinsten
ist. — Im KurzschluBfall wird in der Stromquelle viermal soviel Enérgie umgesetzt, als bestenfalls
im Verbraucher.
Kondensatorentladung (Grundversuch von 25.). Der die Ladung @, = C U, tragende
Kondensator werde zur Zeit { = 0 durch den Widerstand R iiberbriickt. Nach 25. Gl. (4) und
27. GI. (10) ist der Energieumsatz in jedem Zeitelement

iWe _ Q dQ _
—@ ~ T a -k )
und mit [25. GL. (1)] J = —%TQ (Abnahme der Ladung):
Q@ _d@
T RC T dt’ (18)
daher ist der zeitliche Ablauf :
¢
Q)  —xe_ JO
oo, ¢ ~TJR® (19)
Der Verlauf wird durch die ,,elektrische Zeitkonstante
1,=CR (2(;)

bestimmt. — Ist der Kondensator z. B. ein Plattenkondensator mit der Kapaziit ¢ =¢ s

1 Nicht etwa hinsichtlich der physikalischen Vorginge. -
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[10. GI. (7)], dessen Dielektrikum zugleich leitend ist und daher den Widerstand R = g 2 hat

f
[27. GI. (4)], so hat man die in 25. Gl. (15) geschilderten Verhaltnisse, es ist
Te=f; CR ="Z%p; (21)
der zweite Ausdruck stigmmt iiberein mit der in 27. Gl. (14) ausgesprochenen Analogie. — Vom
Anfangswerte W, = Ui an nimmt die Energie ab gemaB

2
_g_t_
W(t)=W,-e EC, (22)
und die mit GL (19) errechnete Gesamtmenge an Stromwirme ist
v [, %
0 0
nach dem Energieerhaltungssatz.
Kondensatorumladung. Ein zur Spannung U, aufgeladener Konden-
+ 1L sator C; werde im Augenblick ¢ = 0 iiber einen Widerstand R an einen ladungs-
G losen Kondensator C, gelegt (Abb. 1). Der Leitungsstrom bedeutet Ladungs-
verlust fiir C;, Ladungszuwachs fiir C,, daher ist
__ 49, _ 4o,
44 # J=— =St (24)
Die gesamte Umlaufspannung ist [25. Gl. (8a)] in jedem Augenblick
Abh 201 Kot ie gesam P gQ [Q1 (8a)] in jedem Augenblic
a . _ 2 __ Y1
TR+ =G =0, (25)

Daraus durch Differentiieren mit Gl. (24):

dJ 1 1
R+ (g + )7 =0

Der zeitliche Ablauf ist durch die Zeitkonstante 7, = R Cci_og_ bestimmt; es ergibt sich
mit @, = U, Cy: e
J'— Qo . e—t/‘rg (26)
" RC,
C, —tz C, Q; .
“=Cgre T teore  MTaop (o)
_ 02 —tz, g
Q2—Q001+0 (l—e ) W2_2029
so daf 0 0 o .
= Yl _ —_ Y2o _ it S = P 1]
D= =le="g; Ut  ThetTha=We =g iy
ferner 4 = / J2Rdt = @ —02— "daher mit der anfinglichen Energie W, = ﬁ
2C, C;+0Cy’° 020y
0

Wo'—A = Wo (283/)
nach dem Energieerhaltungssatz, und
Crot @ =@ (28b)
nach dem Satz von der Erhaltung der Ladung.
Die Kirchhoffschen Gleichungen [GL (12), (13)] und der Helmholtzsche Uber-
lagerungssatz.
a) Der Gesamtwiderstand Ry, von = hintereinandergeschalteten Widerstandsstiicken ist
Rres =23 Rn, (29)
n

z. B. ist bei gleich groBen Widerstinden Rpes = nR. Der Gesamtwiderstand Ryes von n parallel
geschalteten Widerstandsstiicken ist .
Z’L |
B,
n

z. B. ist bei gleich groflen Widerstinden Ry = g . Der Kehrwert 71%- eines Ohmschen Wider-

standes R wird als Leitwert bezeichnet. — Man vergleiche das reziproke Verhalten von Kon-
densatorschaltungen [10. GI. (8), (9)].

Bres = (30)
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b) Die Wheatstonesche Briickenschaltung. Gesucht ist die Spannung u; in der aus
4 Widerstinden z, 7, a, b nach Abb. 2 gebildeten Schaltung bei gegebenem U. Wir wenden
z. B. die Maschenregel Gl. (12) dreimal an:

7
U=iz(z+7), (a)
ig(x+7)=15(a+D), (b) z, r

iz %+ |ug| —iga =0; (c)
wir schreiben um: |ug] = tga —ig x, (¢)
. . T+ ,
W=ty (&)
. U ,
W= Fr (a)

indem man b’) und a’) in ¢’) einsetzt, erhilt man Abb. 27. 2. Wheatstonesche

zb—ra 5 Briickenschaltung, Gl. (31).

= e ey

Bei ,,Abgleichung‘‘ der Briicke b =ra ist |u,| = 0. Dies sei fiir einen bestimmten Wert x
erfallt; dann ist bei einer kleinen Abweichung A« von diesem Werte die Briickenspannung
angenihert b-Ax

Aul =Y et naro

Um mit einem gegebenem Az ein méglichst groBes |4 uy| zu erzielen, hat man demnach
r = & zu machen, hingegen ist der Wert von a ginzlich belanglos.

Wir schliefen die Klemmen 1, 2 durch einen Widerstand g.
Um den 4 u, entsprechenden Strom A4 i; zu berechnen, wendet
man den Satz von Helmholtz an; das Vorgehen ist in Abb. 3

angedeutet. Der Widerstand des Netzwerkes, gesehen von den
Klemmen 1, 2 aus, ist bei fast vollkommener Abgleichung nahezu

_{(z+a)(r+d)

(32)

A= etrtars @
daher ist nach dem Satz von Helmholtz
R Awu
|44y = ll% ol (34)  Abb.27.3. Wheatstonesche
. it g Briickenschaltung, Anwendung des
In diesen mit GL (32) und (33) ausgeschriebenen Ausdruck Satzes von Helmholtz.

fithrt man zweckmiBig den Speisestrom durch U =R, J ein,
dabei ist der Widerstand des Netzwerkes von den Klemmen 3, 4 aus bei nahe erreichter Ab-

gleichung nahezu By (z+1)(@+b)

x+rLtat+b’
So wird schliellich
|4iy| = b-Adz
g (z+a)(r+b) +g(z+r+a+0)

Hier erfordert groBtes |4 4,| bei gegebenem J und g einen hestimmten, endlichen Wert fiir
a und r - .

Widerstand eines rdumlichen Leiters aus der Analogie zum elektrostatischen Feld
[Gl. (14)]. Aus der Kapazitit des Kugelkondensators (¢ Innenradius, b AuBenradius) 10. GI. (2)
ergibt sich mit Gl (14) der Widerstand einer Hohlkugel. bei der die elektrische Strémung senk-
recht zu den Kugeloberflichen aus- und eintritt?, zu

R=£Q=JL<L_l) (36)

e
dma’
Kugeloberfliche abriickt. Ist sie nur gehorig weit entfernt, so wird das punktsymmetrische
Feld in der Umgebung der inneren Kugel davon nicht mehr merklich beeinfluBt, ob die duBere
Stromeintrittsfliche ebenfalls eine Kugelfliche ist oder irgendeine andere Gestalt hat; sie
braucht auch nicht die innere Kugel ganz einzuhiillen. Wir erhalten somit den Widerstand
zwischen einer tief ins Erdreich versenkten Metallkugel vom Radius @ und einer sehr weit
entfernten Gegenelektrede, wenn wir uns diese ebenfalls als Kugel vom Radius 4 denken, zu

o (1 1
R=ZE(E”+7)' (37)
Die Entfernung selbst, wenn sie nur gro8 ist, spielt keine Rolle. Wird namlich die Entfernung
vergrofert, so breitet sich das Strémungsfeld in dem unbegrenzten Erdreich zugleich viel weiter
aus, und beide Wirkungen halten einander gerade die Waage. Wire R Ubergangswiderstand,

so wiirde er der Oberfliche, nicht dem Radius proportional sein.

(35)

Dieser Wert nihert sich bei festem @ um so mehr dem Grenzwert je weiter die dufere

1 Um die physikalische Verwirklichung kiimmern wir uns nicht.



II. Elektrische und magnetische Felder in wechselseitiger
Verkettung.
Die Verkettungsgesetze.

28. Das magnetische Feld beharrlicher elektrischer Leitungsstromung.
Durchflutungsgesetz. Der magnetische Kreis.

Der Grundversuch, der zu dem Begriffe der elektrischen Leitungsstrémung fiihrte
(26.), kennzeichnet das Bestehen eines elektrischen Strémungsfeldes im Leiterinnern
durch drei Merkmale: 1. Anderung eines - elektrischen Feldes, 2. Vorhandensein
magnetischer Wirkungen in der Umgebung des durchstromten Leiters, 3. Erwirmung
des Leiters. Fiir den dort anschlieBend untersuchten beharrlichen (stationiren)
Stromungszustand [25., von Gl. (6) ab, 6., 27.] traf das erste Merkmal nicht mehr
zu. Als ,,Supraleitfihigkeit bezeichnet man die Erscheinung, da Metalle bei sehr
niedrigen absoluten Temperaturen den elektrischen Strom leiten, ohne daB dabei
merklich Energie verbraucht wird. Damit trifft auch das dritte Kennzeichen nicht
mehr allgemein zu, und es bleibt als wesentliches Merkmal nur das zweite iibrig, das
Bestehen eines magnetischen Feldes. In der Tat sehen wir den entscheidenden
Unterschied zwischen statischen und stationiren elektrischen Feldern darin, dafB
bei diesen letzten die elektrischen und magnetischen Gréfen nicht mehr unabhingig
voneinander sind; es wird daher der hier begonnene zweite Hauptteil sich mit den
Naturgesetzen zu befassen haben, in denen diese wechselseitige Verkniipfung aus-
gesprochen wird, nachdem mit dem ersten Hauptteil die Bildung der Grundbe-
griffe im wesentlichen abgeschlossen ist.

Wir untersuchen das magnetische Feld eines einzelnen, langen, geraden, vom
konstanten Strom J durchflossenen kreisrunden Drahtes im Luftraum (leeren Raum)
auBerhalb des Drahtes, indem wir mit den in 23. gezeigten Hilfsmitteln (Magnet-
nadel, Probepol [23. Gl (2), (3)]) die magnetische Feldstirke (Erregung) § be-
stimmen. Wir finden stets: 1. Der Betrag der magnetischen Feldstiirke ist in jedem
Raumpunkt proportional zu dem Strom im Draht, 2. Die Richtung der magnetischen
Feldstéarke ist in jedem Raumpunkt senkrecht zu der Ebene, die durch die Draht-
achse und den untersuchten Punkt gegeben ist, 3. Senkrecht zur Drahtachse nimmt
der Betrag der Feldstarke umgekehrt proportional dem Abstande ab. Aus 2. ergibt
sich: die magnetischen Feldlinien sind geschlossene (in sich zuriickkehrende) Kurven,
die den Leiter umschlingen. Im Fall des geraden Runddrahtes sind die Feldlinien
Kreise, deren Flache senkrecht zur Drahtachse steht. Bilden wir daher die ma-
gnetische Spannung [Arbeit des Probepoles, 23. Gl. (3), (4)] ausgehend von einem
beliebigen Feldpunkt (auBerhalb des Leiters) lings einer Raumkurve, die den Leiter
einmal umschlingend zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, so ist diese magnetische
Umlaufspannung f@dr zunéchst nach 3. auf allen zur Drahtachse senkrechten
und zu ihr konzentrischen Kreisen die gleiche und konstant, und daher muB sie
schlieBlich nach 1.,2., 3. dem Strom J im Draht proportional sein (auch, wie wir sehen
werden, wenn die Umlaufkurve kein Kreis ist). Der Proportionalititsfaktor kann
auf keinerlei Weise physikalisch beeinfluBt werden, es bedeutet daher?! grundsétzlich

1 Wenn nicht etwa die Einheiten fiir H und J unabhiingig voneinander zum voraus fest-
liegen. Jedoch sollte unsere Darstellung maBunabhingig sein (vgl. 4.), d. h. besondere Einheiten-
fragen nicht zum Ausdruck bringen; der genannte Einwand hitte bei jeder bisher neu auf-
gestellten Gleichung gemacht werden kénnen. Die gegenwiirtige MeBtechnik schlieBt tibrigens
die Einheiten der magnetischen GroBen an die der elektrischen an. Die praktische Einheit fiir

die magnetische Feldstirke folgt daher aus Gl. (1) und 25. GL (1) zu 1 iI;p’ die Benennung
ist H= L in bezug auf das P. M. S.

-9
A
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keine Beschrinkung, die gefundene Grundtatsache so auszudriicken:
$5dr =1J. (1)
Wir stellen als zweites Versuchsergebnis fest: die Richtungen der magnetischen
Feldstirke § und des elektrischen Stromes J (genauer der elektrischen Stromdichte
®), die durch frithere Definitionen gegeben sind, sind einander rechtswendig zu-

geordnet!: Regel von Ampeére. Dies wird verabredungs-
gemif durch das positive Zeichen in GI. (1) zum Ausdruck

gebracht.
~ Wir bestimmen fiir unseren Grundversuch die magne- 4
tische Feldstirke, indem wir als Integrationskurve fiir die o/5)

magnetische Umlaufspannung einen der Kreise benutzen, auf
dessen Umfang der Betrag der magnetischen Feldstarke kon-
stant, ihre Richtung tangential ist (Abb. 1). Daher hat man
J=§Hdr =H(s) 2as; H(s)=2—‘;8 2)
in Ubereinstimmung mit den obigen Sitzen. Hitten wir statt der Kreislinie eine
beliebige, einmal geschlossene Raumkurve gewéhlt, so hiatten wir von dieser jedes
Linienelement in ein Kreisbogenelement und zwei dazu senkrechte Anteile zerlegen
koénnen, die keinen Beitrag ergeben. Das Ergebnis ist also in der Tat von der Gestalt
der umschlingenden Kurve unabhingig.
Fiir den Fall, daB die Kurve mehrere durchstrémte Drahte umschlingt, ist die
sinngemifle Erweiterung der GI. (1):

56@ dr=2XJ Durchflutungsgesetz. 3)

Man bezeichnet die (algebraische) Summe aller Strome, die zur magnetischen

Umlaufspannung beitragen, als ,,Durchflutung® ©:
2J=0. 4)

O ist also der Gesamtstrom durch die Fliche, deren Rand die Integrationskurve
ist (Beispiel Abb. 2), oder: durch die Integrationskurve, lings der die magnetische
Umlaufspannung genommen wird, ist ein ,Fenster gegeben; die algebraische
Summe aller Strome, die durch dieses Fenster treten, heiBt man Durchflutung und
nennt das Grundgesetz Gl. (3)

Durchflutungsgesetz. Die magnetische Umlaufspannung lings des Randes
einer beliebigen Fliche gleicht der elektrischen Durchflutung dieser Fldche.

Ein einfaches Beispiel ist das magnetische Feld einer Ringspule: ein zylindrischer
Kérper (Grundfliche g, Hohe I; ¢ < I? sei mit einer groBen Anzahl z Drahtwindungen
gleichmaBig bewickelt und zu einem Ring zu-

sammengebogen. Wenn Austritt und Eintritt
des in Abb. 3 angegebenen Integrationsweges \

zusammenfallen, liefert nur der Weg im

Abb.28.1.
Zum Grundversuch.

Abb. 28. 2. Verkettung von  mit @ = 3J. Abb. 28. 3. Ringspule und Integrationsweg.
Spuleninnern einen Beitrag zum gesamten Umlaufintegral und aus Gl. (3) folgt
J
H,=0,  H;="; (5)

das Feld im Innern ist (nahezu) homogen; fiir das magnetische Feld ist die Ring-
spule ein ebenso einfaches Beispiel, wie der Plattenkondensator fiir das elektrische

! Umgekehrt hitte man mit dieser Festsetzung die Richtung von $ (®) aus der Richtung
von & (9) festlegen konnen.
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Feld. Gl. (5) gilt auch fiir den mittleren Bereich einer hinreichend langen Zylinder-
spule um so besser, je linger die Spule ist.

Uber die Besonderheit des magnetischen Feldes elektrischer Stréme gibt noch
folgende Uberlegung AufschluB: In der unendlichen Summe der Elemente $-dr
der magnetischen Umlaufspannung sind positive Beitrige (% 9,dr spitz) und
negative Beitrige (X ,dt stumpf) vorhanden. Die Gesamtsumme ist erfahrungs-
gemidB von Null verschieden, wenn die geschlossene Umlaufkurve elektrische
Leitungsstrémung umschlingt, und die nihere Untersuchung fiihrt, wie bekannt, auf
Gl. (3). Wird keine elektrische Stromung umschlungen, so halten in der Summe die
positiven Beitrige den negativen die Waage, auch dann gilt Gl. (3), denn es ist & =0.

Die magnetische Spannung zwischen zwei beliebig gewédhlten Punkten muf in
einem so beschaffenen magnetischen Feld vom Wege abhingig sein. Im Beispiel

der Abb. 4 ist . )
[9dr+ [pdr, ®)
i1 @©® 1 @

denn man kann beide Wege zu einem geschlossenen Umlauf um den Strom J zu-
sammenfassen, fiir den Gl. (3) gilt, also ist

2 2
7
' /@dr=J+/@dr. (62)
i@ i @
7 7 Zwischen zwei gewihlten Punkten erhalt man auf zwei verschie-

denen Wegen stets und nur dann verschiedene Werte fiir die magne-
tische Spannung, wenn bei der Uberfithrung der einen Integrations-
linie durch eine stetige Bewegung aller ihrer Elemente in die andere
Abb. 28, 4. Integrationslinie der elektrische Strom geschnitten wird. Diese Eigen-
Leitungssirom  schaft haben Vektorfelder einzig dann, wenn sie von Wirbeln erzeugt
m%g‘:ﬁﬁﬁﬁ_che sind. Die Wirbel des magnetischen Feldes konnen sich offenbar aus-
schliefllich in den stromdurchflossenen Leitern befinden. (In dem
Grundversuch kann das magnetische Feld ausschlieBlich von Wirbeln erzeugt sein,
denn wir fanden die magnetischen Feldlinien in sich zuriickkehrend, die ma-
gnetische Feldstirke quellenfrei. Das gefundene magnetische Feld entspricht dem
Feld eines ,,Wirbelfadens®.)

Uber die Wirbelhaftigkeit magnetischer Felder gibt ein Differentialgesetz deut-
licher Auskunft, das aus dem Integralgesetz Gl. (3) folgt, wenn man die Durchflutung
als FluB der Stromdichte ansieht [25. Gl. (2)], der durch die Fliche geht, lings
deren Rand die magnetische Spannung genommen wird,

0=XJ=[6df (4a)
f

und fiir diese selbst den Satz von Stokes anwendet:
O=[®di =¢Hdr=[rot§df,
f f

es handelt sich hier fiir beide Flichenintegrale um die gleiche Fliche §, also ist allgemein
rot 9 =6, ‘ (7)
in Worten etwa: Nur elektrische Strome sind Wirbel des magnetischen Feldes. sonst
ist das magnetische Feld wirbelfrei; die elektrische Stromdichte gleicht der Wirbelstirke
der magnetischen Feldstirke.
Dies ist ein Grundgesetz fiir stationare Felder, fiir diese gilt es ausnahmslos, z. B. auch
im Innern durchstromter elektrischer Leiter. Als Besonderheiten sind hervorzuheben:
1. Dieses Grundgesetz ist unabhingig von allen Stoffwerten. — 2. Aus Gl. (7)
kann man Grofe und Richtung der Stromdichte, wenn die magnetische Feldstirke
in jedem Punkt gegeben ist, unter allen Umstanden bestimmen. Das Gesetz beschreibt
nicht das magnetische Feld selbst, sondern seine Wirbel, d. h. eine bestimmte Art
seiner ortlichen Anderung. Entsprechendes gilt fiir das Durchflutungsgesetz Gl. (3)
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{aus der Durchflutung folgt die magnetische Umlaufspannung, nicht die magnetische
Feldstirke selbst)!. — 3. Gl. (7) enthilt keine Vorschrift iiber Ursache und Wirkung,
sondern it beide Moglichkeiten zu. — 4. Das Grundgesetz Gl. (7) und Gl. (3)
haben nur dann einen Sinn, wenn die Wirbelstirke quellenlos ist, denn es ist mathe-
matisch notwendig fiir jedes Vektorfeld div rot § =0, es muB also sein
div® =0;

dies trifft zu, wenn wir stationire elektrische Stromung voraussetzen, wie wir von
vornherein getan haben, denn diese ist quellenfrei [25. GIl. (6)], die Rohren des
stationdren elektrischen Strémungsfeldes sind in sich geschlossen, daher sind
magnetisches Feld und elektrisches Strémungsfeld miteinander ver-
kettet. — Unter dieser unerlaflichen Voraussetzung ist es also auch fiir das Durch-
flutungsgesetz ganz gleichgiiltig, welche Form die Fliche hat, die in die Randkurve
eingespannt ist. Fiir nichtstationire Vorginge kann somit Gl. (7) keine allgemeine
Geltung haben, hieriiber spater (29.). — 5. An Leiteroberflichen hat die stationire
elektrische Stromung keine Normalkomponente [25. Gl. (7)], daher ist an solchen
die magnetische Feldstarke gemafl Gl. (7) tangential gerichtet.

Beispiele: 1. Im Innern des vom elektrischen Strome durchflossenen Runddrahtes besteht
die magnetische Feldstirke, ebenso wie im AuBenfeldraum, nur aus einer zirkularen Kom-
ponente, hat daher auf dem Umfang eines konzentrischen Kreises vom beliebigen Radius a
einen konstanten Betrag. Daher ist Gl.(3) anwendbar, sie ergibt

Hi(a)-2ma=mnaG,; Hi(a)=;;G, (8)

und aus Gl. (7) folgt |rot H| = —1—% (r H) =G im Drahtinnern, = 0 im AuBenfeldraum mit

Gl (2). Abb. 5 zeigt die gesamte Feldverteilung H (r).

2. Ein ebenes Blech mit gegeniiber Linge und Breite kleiner
Dicke (Abb.6.) An der Oberfliche hat das magnetische Feld tangen-
tiale Richtung. FlieBt also der Strom nur in der + z-Richtung, so
hat die magnetische Feldstérke ausschlieBlich die y-Richtung, ihr Betrag

x

2]

Abb. 28.5. Magnetisches Feld innerhalb und auBerhalb Abb. 28. 6. Magnetisches Feld im stromdurchflossenen,
des stromdurchflossenen Runddrahtes. ebenen Blech.

aber ist von z abhéingig. Ein beliebig gewéihlter Querschnitt der Breite b und der Hohe z fithrt den
Strom zb@,, daher ist mit Gl. (3) (die Wegstiicke in der z-Richtung liefern keine Beitrage):

Hy(z) b=2bQ,, 9)
die Feldstarke steigt vom Werte Null linear mit = an, verliuft also antisymmetrisch zur Mittel-

ebene. Aus Gl. (7) ergibt sich |rot §| = 33H” =G,
z

»Flichenwirbel.“ Wird der Querschnitt des durchstrémten Drahtes in eine
flache Ellipse verwandelt, so sind die Feldlinien in niherer Umgebung der Oberfliche
ellipsendhnlich gestreckte Kurven, weil das Feld an der Oberfliche tangential ist;
in weiterer Entfernung werden sie wieder kreisférmig. Im Grenzfall moge der
Querschnitt in eine unendlich ausgedehnte leitende Ebene so iibergehen, daB die
Stromdichte sich dem Grenzfall einer Flichenstromdichte g von endlicher GroBe
néhert®3: : g = limes 6- G . (10a)

6->0

1 Fiir ein gegebenes Vektorfeld % sind seine Wirbel durch rot 9 vollstindig bestimmt, dagegen
ist durch die gegebenen Wirbel das Feld nicht eindeutig bestimmt, denn zwei Vektorfelder 9’
und A” mit denselben Wirbeln rot %’ = rot A’ konnen sich um ein beliebiges wirbelfreies Feld
unterscheiden: %' — A" = — grad ¢.

Amp Lo P.M.S.
cm

3 Uber die Joulesche Warme, also iiber den spezifischen elektrischen Widerstand der leitenden
Ebene, muB eine entsprechende Festsetzung getroffen werden.

2 Benennung g = i, Einheit 1
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Dabei ist 6 die Hohe der leitenden Schicht. Das magnetische Feld beiderseits
der leitenden Ebene ist zu ihr parallel und zum Strome senkrecht gerichtet und
homogen (Abb.-7). Beim Durchtritt durch die Ebene springt die magnetische
Feldstirke, sie hat einen Flichenwirbel

RotH = [ny) (9:— 9y)] =g. (10)

Den Sinn der Gleichung verdeutlicht Abb. 8 fiir den allgemeinen Fall. Hier ist
der Wirbel anschaulich als die Queréinderung des Feldes (Wirbel = ,,Quirl‘“?). Ein
Flachenstrom oder ,,Strombelag® kann
héufig mit Vorteil in Rechnung oder
Anschauung die Stelle einer gleichma-
Bigen Bewicklung mit Leitungsdrahten
einnehmen. Ist ein Strombelag vorhan-
den, so gehen die Feldlinien aus einem

$
e ———— ©g
D
Abb. 28. 7. Magnetisches Feld eines ebenen Abb. 28. 8. Sprungwirbel eines magnetischen Feldes gemiB
Flachenstromes (Strombelages). g = [Mys(H:—H1)].

Stoff (4,) in einen anderen (u,) nicht mehr nach dem einfachen Winkelgesetz
24. Gl. (4) iiber, vielmehr gilt hier Gl. (10) neben Div 8 =0 [23. Gl. (9¢)], also

B,,=B,, = B,,
Hy,=H, +y, (11)
. . B, = H1, By =295
daraus ergibt sich z. B.
th=Z—zB1t+#2ﬂog§ H2n='u_1H1n'
1 I

2
Zur Konstruktion der Brechung der Feldlinien vgl. Abb. 9. Bei groBem Einfalls-
winkel zum Lot, und bei kleinen Induktionen, kann der EinfluB des Strombelags
bedeutend werden.

L

a\ (&
7 .
; o]}

8, 2
£ repeg
Abb. 28. 9. Ubergang des magnetischen Feldes an einer ~ Abb. 28.10. Merkschema fiir das Durchflutungsgesetz
Grenzfliche mit Strombelag. und den magnetischen Kreis.

Das Grundgesetz iiber die Wirbelhaftigkeit des magnetischen Feldes ergab sich
als unabhéngig von allen Stoffwerten. ,,Das Randintegral f Hdr = 3'J hingt ganz
allein von der Stromstirke und sonst von gar nichts ab. Die Art des Leiters, durch
den der Strom flieBt, spielt dabei gar keine Rolle, und es ist z. B. ganz gleichgiiltig,
ob er metallisch oder elektrolytisch oder ein schlechter Leiter ist....Der Wert des
Randintegrales hingt auch nicht von dem Stoff ab, in dem die geschlossene Kurve
liegt; er bleibt derselbe, ob die Kurve ganz in Luft verliuft oder einen Magneten
oder ein Stiick weiches Eisen oder sonst eine para- oder diamagnetische Substanz
durchsetzt (Worte Maxwells). Vgl. das Merkschema Abb. 10.

1 Vgl. 8’., Abschn. ,, Quellenfreie Felder*.
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Dieser Satz bildet zusammen mit der Quellenlosigkeit der magnetischen In-
duktion die Grundlage fiir die Abschatzung magnetischer Felder in allen
den Fillen, in denen das magnetische Feld zum Teil in Luft, zum Teil in Eisen ver-
lauft, und ist damit von hochster Bedeutung fiir die Technik (Berechnung- der ma-
gnetischen Verhiltnisse in Elektromagneten, in elektrischen Maschinen). Der ,,ge-
schlitzte magnetische Kreis®, der aus Luft- und Eisenstrecken besteht und auch
Dauermagnete mit eingeprigten magnetomotorischen Kriften V° enthalten kann
[24. Gl (12)], wird nach Hopkinson in folgender Weise abgeschitzt: Sind die
Luftspalte nicht zu lang und die Querschnitte einander vergleichbar, so kann man
die Leitlinie des magnetischen Kreises, die im wesentlichen parallel zu den Feldlinien
verliuft, in Einzelstrecken [ einteilen, lings denen H im Mittel konstant angesehen
werden kann; man ersetzt dann das Integral durch die Summe

2] =3§$dr =3H,-1,.
o
Fiir jede Strecke vom Querschnitt f, ist dann auch die magnetische Induktion im

Mittel ortlich konstant: B, = % Die zu jedem B, gehorende Feldstirke H, 148t sich
bestimmen [Luft: 4 =1 - y,, Eisen: Magnetisierungskurve u = F (B)], daher hat man

und bei Anwesenheit eingeprigter magnetomotorischer Krafte

S(P,o,—-7)=06 Gesetz vom magnetischen Kreis. (13)
(-]

Hierbei bezeichnet man

L
P y = ——
Wh L (14)
als ,magnetischen Widerstand* des y-ten Abschnittes?!; fiir die Luftstrecken gilt
L I, Iy 5
also P,y = A fiir die Eisenstrecken P, g, = 7 F@ Gl (13) stellt eine

magnetische Analogie dar zur zweiten Kirchhoffschen Regel [27. Gl. (12)]. Wegen
der Quellenfreiheit der magnetischen Induktion sind die Fliisse @, in den einzelnen
Abschnitten einander ahnlich, sie unterscheiden sich voneinander durch die ab-
schitzbare ,,Streuung der Feldlinien®. Ist z. B. ein einziger Luftschlitz vorhanden,
in dem es auf den Wert des magnetischen Flusses @;, ankommt, so bestehen zwischen

den @, der Eisenstrecken und @, Beziechungen von der Form @,:71—@,“ wobei

die ,,Streufaktoren ¢, echte Briiche sind. Ohne Beriicksichtigung von Dauer-
magneten hat man dann

Pygi b
0= @h{PLuﬂ;‘l‘ 2%}? Bogisn = ——7 (13a)

fw[ﬂ(mfv) ‘

Dieser Grad der Anndherung ist aber oft nicht erforderlich. Bei &hnlichen
Querschnitten iiberwiegt in GIl. (12), (13) oft der Beitrag, den die Luftstrecken
zur Summe liefern, und verdeckt dadurch die Ungenauigkeit in der Abschitzung
der vom Eisen herrithrenden Anteile. Geniigt die Anniherung, den FluB iiber den

ganzen magnetischen Kreis als im Mittel hinreichend konstant anzusehen: @, so
wird (ohne Beriicksichtigung von Dauermagneten) einfach

@=62ﬁf”v. (15)

1 In Parallele zu 27. Gl. (4a). Die Bezeichnung darf nicht zu falschen Analogievorstellungen
zum elektrischen Widerstand verfithren. Das elektrische Strémungsfeld wird von andauernder
Wirmeentwicklung im elektrischen Widerstande begleitet. Im magnetischen Feld gibt es keinen
Energieumsatz, es gibt keine ,,magnetischen Leiter.
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Auf diese Weise erhdlt man z. B. die zur Erreichung eines geforderten Flusses
notige Durchflutung.

Ist das Feld im Luftspalt zwischen zwei Eisenflachen lings einer ausgezeichneten
Richtung unverdnderlich (,,ebenes Feld*), so kénnen die Feldrohren in einer Quer-
schnittsebene senkrecht zu dieser Richtung nach der in der Elektrostatik in Ab-
schnitt 22. gezeigten Weise zeichnerisch dargestellt werden. Fiir einen Feldrohren-
abschnitt, der senkrecht zum Querschnitt die Tiefe L, die mittlere Linge ¢ und
die mittlere Breite b hat, folgt aus GI. (14)

a
Pi= T

Zeichnet man die Feldrohren so, dafl ihre mittlere Breite gleich ihrer mittleren
Lange ist: @ =, so ist fiir jede dieser besonderen Feldréhren

1
=L, (16)
und es gilt fir das in m solcher Rohren eingeteilte gesamte Feld
D =u,ymL-V, (17

wobei V die magnetische Spannung zwischen den Enden der Réhren ist?.

Skalares Potential der magnetischen Feldstirke. In solchen Gebieten
eines magnetischen Feldes, in denen eine endliche, geschlossene Randkurve zu
einem unendlich kleinen Umlauf zusammengezogen werden kann, ohne daB dabei
ein elektrischer Strom geschnitten wird, ist

§©dt=0, rot § =0,

das wirbelfreie Feld § ist daher mit Hilfe eines skalaren Potentiales errechenbar
durch die Operation § = — grady. Dabei untersteht das skalare Potential ¢ wegen
div®B = O der Differentialgleichung Ay =0, wenn die Permeabilitit u des be-
trachteten Raumes von Ort und Feldstarke nicht abhingt (vgl. 17.), was allerdings
die Anwendbarkeit des Potentiales fiir viele Fille stark einschrinkt. Hier ist wegen
der in Gl. (3) ausgesprochenen Eigenschaft der magnetischen Spannung das skalare
Potential y nicht zugleich eindeutig und stetig, sondern entweder stetig und viel-
deutig, oder eindeutig und unstetig. Beide Moglichkeiten sind benutzt worden.
Im ersten Fall ist  um einen additiven Faktor vieldeutig, der Anzahl n und
Richtungssinn der Umlédufe um den Strom J zum Ausdruck bringt: y =y’ +nJ,
wobei y': Ortsfunktion. Im anderen Falle miissen wir auf jeder, den Strom um-
schlingenden Kurve einen beliebigen Punkt bestimmen, bei dessen Uberschreitung v
um einen durch GI. (3) gegebenen Betrag springt. Die Gesamtheit aller dieser
gewihlten Punkte liegt auf einer von dem Strom begrenzten Fliche, welche durch-
stoBen werden mull, wenn eine geschlossene Kurve um den Strom herum beschrieben
werden soll. Natiirlich kommt dieser willkiirlich festgesetzten Unstetigkeitsfliche
keinerlei physikalische Bedeutung zu, sie ermdglicht lediglich die Berechnung der
magnetischen Spannung zwischen zwei Feldpunkten als Differenz der Werte einer
eindeutigen Potentialfunktion. Das so bestimmte Potential vy ist also eindeutig
und endlich, geniigt der Laplaceschen Differentialgleichung A9 =0 und ver-
schwindet im Unendlichen, wenn der Strom ganz im Endlichen liegt; an der Sperr-
fliche erleidet v einen Sprung vom Betrage +.J. — Auf die Giiltigkeitsgrenzen
sei besonders hingewiesen: im Innern durchstrémter Leiter ist die Voraussetzung
rot =0 nicht mehr erfiillt, dort gibt es daher nichts Derartiges, wie ein skalares
magnetisches Potential.

Gleichwertige (dquivalente) Systeme. Wir vergleichen das magnetische
Feld B, das von einer Anordnung von Dauermagneten [D¢; 24. Gl. (9), (10)] her-
rithrt, mit dem, das von einer Anordnung elektrischer Strémungen (&) hervorgebracht

1 & bedeutet somit hier den FluB der magnetischen Induktion; iiber den Zusammenhang
mit dem ,,SpulenfluB* vgl. spiter [30. Gl. (13)].
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wird. Die Grundgesetze fiir das stationire magnetische Feld sind [23. GI. (9);
24. Gl. (10), 28. Gl (7)]:

a) div®B =0, b) B=u (9 + D), c) rotH =@6. (18)
aus b) und c) folgt

rot% = & + rot He. (184d)
Man hat also fiir das System der elektrischen Stromungen:
div B =0; rot% =6, (19a)
und fiir das System der Dauermagnete
div® =0; 7ot -ﬂ"?— — rot B°. (19b)

Man erhilt demnach in beiden Fillen ersichtlich das gleiche magnetische Feld 9B,
wenn nur iberall erfiillt ist

rot §e = ®, also auch ¢ Hedr = [ ®df, Rot e = g. (20)

Anordnungen, die diese Bedingungen erfiillen, heiflen gleichwertig (dquivalent).
Beispiel: Ein gerader kreiszylindrischer Koérper habe in seinem Innern ein rein
axiales homogenes Magnetisierungsfeld I = Pe [24. Gl (9), p =const], im
AuBenfeldraum sei $¢ =0 (idealisierter Stabmagnet). Dann ist erstens die Flichen-
dichte des Magnetismus nach 24. Gl. (11)

auf den Deckelflichen des Zylinders, ¢,, =0 auf seiner Mantelfliche. Zweitens ist
die Fldchendichte des dquivalenten Stromes nach GI. (20)

g =Rot 9 = [ny)s H°] (22)
auf der Mantelfliche des Zylinders ein $¢ rechtswendig zugeordneter Vektor vom
Betrage ¢ = H®, dagegen ist ¢ =0 auf den Deckelflichen. Der den magnetischen
Ladungen auf den Deckelflichen gleichwertige Strom g umkreist ¢ rechtswendig
auf der Mantelfliche, seine Stirke fiir die Langeneinheit in axialer Richtung ist

J

g="T =g, (23)
(! Lange in axialer Richtung), es ist somit '
_J

Der Zylinder habe die kleine Grundfliche f und die sehr kleine Héhe §; dann gilt:
Ein Strom .J, der die Fliche f umkreist, und ein scheibenformiger Magnet der Héhe 6
sind einander dquivalent, wenn dessen magnetisches Moment rechtswendig normal
zu f gerichtet ist und den Betrag hat

TM=6j-GH =t =], (25)

uJ ist also das Moment der Flicheneinheit der Magnetscheibe. Daraus folgt:
Ein in der geschlossenen Kurve s umlaufender Strom ist &quivalent einer in axialer
Richtung magnetisierten Scheibe der sehr kleinen Héhe 6 und der Permeabilitit s,
die die Kurve s zum Rande hat, im iibrigen aber beliebig verlauft. Der dquivalente
Strom bestimmt das magnetische Moment der Flicheneinheit oder die Stirke der
,,magnetischen Doppelschicht* gemi
o] 6 =pJ. (26)
Diese Tatsache gewinnt grundsétzliche Bedeutung, wenn man bedenkt, dal man
Dauermagnete aus einer sehr groflen Anzahl sehr kleiner ,,Elementarmagnete’ auf-
gebaut denken kann, deren jeder sich demnach ersetzen 148t durch einen seinen
Mantel umkreisenden ,,Elementarstrom*; nach Ampeére schreibt man diese Stréme
den einzelnen Molekiilen der ferromagnetischen Stoffe zu. Die Molekularstrome

Fischer, Elektrodynamik. 5
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aber miissen ohne Energieverbrauch andauernd flieBen. Die Elektronentheorie 16st
diese Schwierigkeit dadurch, daB sie die Molekularmagnete als durch schnell kreisende
elektrische Elementarladungen gebildet erklirt. Die aus dieser Anschauung zu
ziehende Folgerung, dafl vermoge der trigen Masse der rotierenden elektrischen
Ladung der Molekularmagnet die mechanischen Erscheinungen eines Kreisels zeigen
miisse, hat man durch Versuche bestitigt; man hat z. B. aus ihnen festgestellt,
daB die umlaufende Ladung negatives Vorzeichen haben muBl. Die Wirkung eines
ferromagnetischen Stoffes erklirt sich somit dadurch, daB die an sich véllig un-
geordneten Molekularmagnete nur unter Einwirkung eines dufleren magnetischen
Feldes merklich ausgerichtet verharren konnen; permanente Magnetisierung bedeutet
das Zuriickbleiben eines Restes dieser Ordnung. Weitere Einzelheiten hieriiber
fallen aus dem Rahmen unserer Untersuchungen; es sei erwihnt, dal auch die dia-
und paramagnetischen Eigenschaften der Stoffe eine Beschreibung auf dem Boden
der Elektronentheorie des Magnetismus finden.

Auf diese Weise ist der Begriff des Magnetismus aus dem der Elektrizitit ab-
geleitet; zu dem an den Anfang gestellten Satz: es gibt keine elektrische Strémung
ohne magnetisches Feld, tritt der andere hinzu: es gibt kein magnetisches Feld
ohne elektrische Ladung. SchlieBlich: elektrische Stromung ist Bewegung elek-
trischer Ladung, daher: magnetisches Feld ist eine Erscheinungsform bewegter
elektrischer Ladung.

29. Die elektrische Verschiebungsstromung. Erste (Maxwellsche) Hauptgleichung bei
ruhenden Kérpern.

Den Geltungsbereich des Gesetzes von den Wirbeln des magnetischen Feldes
[28. Gl. (3), (7)] muBten wir auf zeitlich unveridnderliche Zustdnde beschrinken,
denn nur in solchen ist die geforderte Quellenlosigkeit des elektrischen Strémungs-
feldes gewahrleistet. Beharrliche elektrische Stromungen, deren Feldréhren somit
im Endlichen ohne Anfang und Ende sind, werden in Leitern insbesondere durch
eingeprigte Krifte aufrecht erhalten (26.). Wir fragen nach der Umgestaltung
dieses Gesetzes fiir zeitlich beliebig verdnderliche Vorgiéinge bei ruhenden Kérpern.

In dem Grundversuch der Kondensatorentladung (25.) ist der elektrische
Leitungsstrom zeitlich verdnderlich; aus den Definitionsgleichungen

S =/@df 2. (1), (2)
hatte sich, indem eine geschlossene Hiille um einen Ladungstriger gelegt wurde,
die Kontinuitatsgleichung ergeben

f@df=——d‘%, 25. (3)

wobei nur von Leitungsstromung durchsetzte Flichenelemente zu dem Hiillen-
integral beitragen. Betrachten wir das erléschende elektrische Feld im dielektrischen
Raume des Kondensators, so ergibt sich mit der Grundgleichung des elektrischen

Hiillenflusses [12. Gl. (5)]
dQ d 3
- T dt 35 af,

dt
der Vergleich lehrt

d

fﬁ@df=—w§§@df. (1)

Daraus folgt, da es sich beiderseits um die gleiche, unbewegte Hiillfliche handelt,
ad

55{@+W}df=0 @)

fiir jede beliebige, geschlossene, ruhende Hiille, und mit dem Satz von GauB fiir
jedes (ruhende) Raumelement

a)‘div{@i—{—%?—}:(); b) Dw{@+‘%}=o. (3)
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Die ,,wahre elektrische Stré6mung*
C=6+22 4

ist also ein unter allen Umstdnden quellenfreies Vektorfeld. Der erste Posten ist
die Dichte des elektrischen Stromes in Leitern, der zweite ist die Dichte der Anderung
des elektrischen Flusses £2 in Nichtleitern; man nennt ,,Verschiebungsstrom®

die GroéBe
Lo dt/ Ddf. (®)

Dann stellt Gl. (2) bis (4) zundchst nur die Erfahrungstatsache dar, daf Leitungs-
strom und Verschiebungsstrom einander quellenfrei fortsetzen !.

Den Vorgang des ,,Verschiebungsstromes macht man sich nach Maxwell
durch Betrachten der kleinsten Teile eines dielektrischen Stoffes klar: In 12. war
gezeigt worden: unter Einwirkung eines statischen elektrischen Feldes befindet sich
der Nichtleiter in einem Zustand, dessen Kennzeichnung durch die Verschiebungs-
dichte ® der Vorstellung entspricht daB die kleinsten Teile des Nichtleiters elektrisch

polarisiert sind. Eine Anderung 3 1st demnach ein Vorgang, der als eine Anderung

des Polarisationszustandes der klemsten Teilchen einer Bewegung elektrischer
Ladungen im Innern des Nichtleiters, wenn auch nur entlang sehr kurzen Wegen,
gleichkommen muB, gleichgiiltig, wie wir uns diese Bewegung im einzelnen vor-
stellen kénnen oder miissen. ,,Die Erscheinung, die wir elektrische Verschiebung
genannt haben, ist, was immer Elektrizitat in Wirklichkeit sein mag, und was wir
immer unter Elektrizititsbewegung verstehen mogen, eine Elektrizitdtshewegung
in dem Sinne, wie die Fortfilhrung einer bestimmten Elektrizitdtsmenge durch
einen Draht eine Elektrizititsbewegung ist, mit dem einzigen Unterschiede, daBl
im Dielektrikum eine Kraft besteht, die ... die Elektrizitiat zuriicktreibt, sobald die
Feldstirke aufhort, wohingegen im leltenden Draht ... ein richtiger Strom zustande
kommt.* — ,,Dle Anderungen der elektrischen Verschlebung bilden offenbar elek-
trische Strome.* — Schliefilich als Auslegung unserer Gl. (1) bis(4): ,,Jede Ladung oder
Entladung (eines Kondensators durch einen leitenden Draht) kann daher als eine
Elektrizitatsbewegung in einer geschlossenen Bahn angesehen werden, sodal durch
jeden Querschnitt der Bahn in derselben Zeit dieselbe Elektrizitdtsmenge hindurch-
geht (Worte Maxwells). Die Anderung der elektrischen Verschiebung ist also
eine Erscheinungsform der Anderung des elektrischen Feldes, diese ist das Wesentliche
des Vorganges, nicht etwa das gleichzeitige Vorhandensein eines stofflichen Nicht-
leiters, durch einen solchen wird der Vorgang lediglich mitbestimmt.

Uber die Leitungsstrémung ist folgende Auffassung méglich: Das beharrliche
elektrische Feld, das im Innern eines durchstrémten Leiters bei dauernder Energie-
zufuhr aus duBeren Energiequellen vorhanden ist, erlischt, wenn die Energiezufuhr
aufhoért. Diese Erfahrungstatsache 148t sich so auslegen, dafl das Wesen der elek-
trischen Stromung in dem fortwahrenden Ausloschen des elektrischen Feldes durch
die im Leiterinnern wandernden elektrischen Ladungen (oder Ionen) besteht.
Stationdre Stromung kommt dadurch zustande, daBl das fortwihrend erléschende
Feld fortwahrend durch Energiezufuhr ergénzt wird. Auch Leitungsstromung ist
mit Felddnderung verkniipft, die nur deswegen nicht zum Ausdruck kommt, weil
sie von der feldzerstérenden Wirkung der wandernden elektrischen Ladungen (oder
Tonen) verdeckt wird.

LaBt sich somit ein Zusammenhang im Wesen des Leitungs- und des Verschie-
bungsstromes erkennen, und erginzen sie einander zu einem quellenfreien Felde €

1 Zur Verdeutlichung sei an folgende Versuche erinnert: 1. Ein Kondensator wird durch
AnschluB an eine Spannungsquelle geladen; wihrend der Ladestrom zuflieBt, schwillt das
elektrische Feld an. 2. Die Platten eines Luftkondensators seien durch einen Draht miteinander
verbunden. Wird im Zwischenraum der einen Belegung ein elektrisch geladener Korper gendhert,
ohne sie zu beriihren, so flieBt wihrend der Bewegung ein Strom durch den Draht.

5%
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[GIl. (3), (4)], so ist eine allgemeine Mo6glichkeit fiir das gesuchte Gesetz von der
Wirbelhaftigkeit des magnetischen Feldes

$odr=[0di+ [2di =0 + L7 ®)

daraus folgt mit dem Satz von Stokes, vorausgesetzt, daBl keine Bewegungen der
Korper erfolgen:

rot9 =6 4 22 '”D
Erste (Maxwellsche) Hauptglewhung fiir ruhende Korper.

(7)

Maxwell stellte die Behauptung auf, daBl diese Gleichung tatsichlich allgemein
fir ruhende Korper gilt; in ihr unterscheidet sich seine Feldtheorie von den Fern-
wirkungstheorien: ,,Eine der hauptsichlichen Besonderheiten besteht in der Ver-
fechtung des Satzes, daB} die ,,wahre* elektrische Stromung €, von der die elektro-
magnetischen Erscheinungen abhingen, nicht mit der Leitungsstromung & identisch
ist, sondern daB die zeitlichen Anderungen der elektrischen Verschiebung ® bei
Bestimmung der gesamten elektrischen Bewegung mit in Betracht gezogen werden
miissen.” Diese Hauptgleichung besagt also: Magnetische Wirbel befinden sich nicht
nur in der elektrischen Stromung im Innern von Leitern, sondern auch in zeitlich ver-
dnderlichen elektrischen Feldern. Beide sind von magnetischen Wirbeln ganz und gar
durchsetzt. Je stirker ein elektrisches Feld ist und je rascher es schwankt, um so gréfler
ist die Wirbelstirke des magnetischen Feldes.

Der GI. (7) haftet keine Beschrankung auf bestimmte zeitliche Vorginge mehr
an; auch fiir sie gilt, daB sie keine Vorschrift iiber Ursache und Wirkung enthélt,
sondern beide Deutungen erlaubt, ferner, daBl in ihr nicht das magnetische Feld
selbst, sondern dessen Wirbel, also eine bestimmte Art értlicher Anderung, durch
die wahre Stromdichte gegeben ist. In den meisten Fillen ist Gl (7) alternativ
zu verstehen, d. h., es iiberwiegt bei weitem eines der beiden Summenglieder der
rechten Seite. Zu der bekannten Moglichkeit quellenloser, daher beharrlicher
Leitungsstromung

D0, €=6, rH=6, div®=0 (8)
tritt der allgemeine Fall nicht stationdrer Strémung, in der die Verschiebungs-
stromung die Fortsetzung der Leitungsstrémung bedeutet, wobei die Leitungs-
stromung im allgemeinen an der Grenzfliche zwischen Leiter und Nichtleiter nicht
parallel zur Leiteroberfliche verlduft, denn es ist ja ihre Flichendivergenz nach
Gl (3b) und 25. Gl. (3a) gleich der Anderung der Oberflichenladung:

Din® =6, =— 27 9)

Endlich fordert GI. (7) die Moglichkeit geschlossener Feldrohren des Ver-
schiebungsstromes in reinen Nichtleitern, denn fiir diese wird sie mit =0,€ = % :
rotH = d T (10)

die magnetische Wirbelstirke gleicht der Zunahme der Verschiebungsdichte in der
Zeiteinheit, und daher muB sein

dw@ =0

dit ’

die Verschiebungsstromdichte muBl in diesem Fall ein quellenfreies Feld sein. Ver-

dnderliche elektrische Feldrohren im Nichtleiter, die im Endlichen ohne Anfang und

Ende, und daher ohne Zusammenhang mit elektrischen Stromen oder Ladungen

sind, weil das Feld nicht von Quellen, sondern von Wirbeln hervorgebracht

ist, ermdglichen erst die Beobachtungstatsache der elektromagnetischen Wellen

sowie deren Struktur und Eigenschaften zu erkliren. Aus diesem Grunde muf3

(11)
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deren Erforschung als Beweis fiir die Zulissigkeit der Ma x wellschen Hauptgleichung
Gl. (7) angesehen werdenl. Hierauf kommen wir spéiter ausfiihrlich zuriick.
In einem durch ¢ und g gekennzeichneten Halbleiter ist die rdumliche Leistungs-

dicht
e CC=CO+6L2. (12)

Der erste Anteil ist die Stromwéirmeleistung, der zweite der Zuwachs an elek-
trischer Feldenergie in der Raumeinheit. Ferner ist mit der Relaxationszeit # =¢p

[25. Gl (16)] & =% D und daher die Divergenz von Gl. (7):
O=—;—div®+%div®. (13)
Nun ist aber allgemein div ® =7 die rdumliche Ladungsverteilung [12. Gl. (5)];
ist diese 7, fir einen gewédhlten Anfangszeitpunkt ¢ =0, so zeigt das Integral von
Gl (13) ot
N B (14)

?

o ‘
daB eine allenfalls vorhandene Ladungsverteilung, und daher die von dieser hervor-
gebrachten elektrischen Feldgrofen, nach einem lediglich durch den Stoff selbst
bestimmten Exponentialgesetz erloschen [vgl. 25. Gl. (15)].

30. Die Verkniipfung des elektrischen Feldes mit einem verinderlichen magnetischen
Felde. Induktionsgesetz. Zweite Hauptgleichung bei ruhenden Korpern.

Faraday entdeckte: In einer starren, ruhenden, geschlossenen Drahtschleife
(linearer Leiter, 27.) aus homogenem Metall, deren Gestalt geniigend genau durch
die ihre Fliche f umrandende geschlossene Leitkurve 3 beschrieben wird, flieBt
trotz Fehlens eingeprigter elektrischer Krafte dann ein elektrischer Leitungsstrom,
wenn der ihre Fliche f durchsetzende magnetische Induktionsflu @ = [ B df sich
andert; dabei ist es ganz gleichgiiltig, ob diese Anderung des magnetischen Feldes
durch Lageanderungen benachbarter Magnete oder Stromkreise oder durch Ande-
rungen der Stirke benachbarter Strome hervorgebracht wird. Der Augenblickswert
dieses ,,induzierten Stromes“ wird in jedem Falle der Anderungsgeschwindigkeit
des magnetischen Flusses unmittelbar und dem elektrischen Widerstand R der
Schleife umgekehrt proportional gefunden. Da der Proportionalititsfaktor von
keinerlei physikalischen Begleitumsténden abhingt oder beeinfluBlt wird, bedeutet
es? keine Beschrinkung, ihn Eins zu setzen; damit lautet der Versuchsbefund:

do d :
JR=—7 =— 7 [®af. (1)2

Hiernach ist also nicht etwa der Strom J, sondern vielmehr die Spannung J R
entlang der geschlossenen Drahtschleife von der Natur des Leiters véllig unabhingig
und ausschlieBlich durch die Anderung des die Schleife durchsetzenden Induktions-
flusses bestimmt. Nach fritherer Verabredung kommt durch das negative Vorzeichen
eine linkswendige Zuordnung zum Ausdruck: in positiver Richtung flieBender Strom
und zeitlich abnehmender magnetischer Induktionsflul gehéren rechtswendig zu-
einander®. Aus GI. (1) folgt z. B. die wiahrend der Zeitspanne d¢ in Bewegung ge-
setzte Elektrizitditsmenge dd

i@ =—122. (@)

1 Solange der Verschiebungsstrom lediglich als Fortsetzung des Leitungsstromes auftritt,
kann kein irgendwie gearteter Versuch, die magnetische Wirkung des Verschiebungsstromes
unmittelbar zu beobachten, als hinreichend beweiskriftig angesehen werden.

2 Vgl. Anm. 1 zu 28. GL (1). — Daher in bezug auf das P. M. 8. Benennung fiir /B df =
& =UT, fir B: B= Liz Einheiten 1 Volt sec und 1 VOIIZEGC. Fiir 1 Volt sec hat man die
Bezeichnung 1 Weber vorgeschlagen.

3 Der in positiver Richtung (in Richtung der rechtswendig zur Leitkurve 3 zugeordneten
Flachennormale) die Flache durchsetzende magnetische Fluf muB abnehmen, damit ein Strom
in positiver Richtung von 3 flieft.
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Ist in einem geschlossenen Stromkreis eine eingeprigte Kraft U¢ wirksam, so
gilt an der Stelle von Gl. (1) in linearer Uberlagerung:

ad
JR = Ue——g‘t—. (3)
Nach Gl. (1), (8) wird GroBe und Verlauf des Stromes durch das Ohmsche

lfidt_) als eine iiber U¢ hinaus wirk-

Gesetz richtig errechnet, wenn man den Posten ——
same eingepragte elektrische Kraft in Rechnung setzt. Diese Vorstellung kommt in
der von F.Neumann eingefiihrten Bezeichnung ,Induzierte elektromotorische
Kraft zum Ausdruck. Man hat indessen zu ihr wohl zu beachten, daB man bei
dieser Betrachtungsweise sein Augenmerk ausschlieBlich auf den Strom gerichtet
hat, der durch den geschlossenen linearen Leiter flieBt; man kann daher auch nicht
erwarten, daB damit der physikalische Vorgang vollstindig oder auch nur geniigend
beschrieben wire. Hierauf kommen wir zuriick.

Wir vergleichen die neu gewonnene Erfahrungstatsache Gl. (3) mit den Aus-
sagen des Ohmschen Gesetzes bei beharrlicher Strémung in ruhenden Korpern.
Fiir lineare Leiter gilt [27. Gl. (5), (6), (7)].

RJ =U+U,..,, 4)

wobei die Spannung U, ., zwischen zwei Punkten 1, 2 auf der Leitkurve 3 definiert
ist als das Linienintegral der elektrischen Feldstirke

2 2
Uy..o=[B, ds =[Gdx.
i i

Fiir einen geschlossenen Umlauf ist also (B Gesamtwiderstand)
JR=U*+¢Gdr. (5)

Bei dem frither ausschlieflich betrachteten Beharrungszustand ist grund-
sitzlich [25. Gl. (8); 27. Gl. (8)]

f@dr =0, daher JR = Ue. (6)

Fiir den verdnderlichen Zustand dagegen gilt Gl. (3); die beiden Erfahrungs-
tatsachen des Ohmschen Gesetzes und der Faradayschen Entdeckung erfordern,
um allgemein zusammen bestehen zu kénnen, die Beziehung .

Sgﬁdt=—%. Induktionsgesetz. (N

Dieses Ergebnis ist zundchst nur eine Aussage iiber die elektrische Umlauf-
spannung entlang einer geschlossenen stromdurchflossenen Drahtschleife. Sie enthalt
keinerlei Einschrankung hinsichtlich des zeitlichen Ablaufes des Vorganges. Ver-
dnderliche Stréme konnen aber auch in ungeschlossenen Bahnen verlaufen (Beispiel :
Kondensatorentladung). Es fragt sich, welche Beziehungen in diesem Falle gelten
(im Dielektrikum wiirde die Spannung J R ein unbestimmter Ausdruck werden).
Ferner: wegen der endlichen Dicke der Leitungsdrahte ist der ,,durch die Schleife
hindurchtretende magnetische Fluf3‘‘ niemals scharf definiert. Diese und alle weiteren
Schwierigkeiten sind erledigt, sobald man annimmt, daBl Gl. (7) nicht allein fiir
leitend geschlossene Schleifen, sondern allgemein fiir jede geschlossene geo-
metrische Raumkurve gilt. Diese Annahme ist moglich, denn die Gleichung
enthilt keine Bestimmungsstiicke des linearen Leiters, sondern ist eine Aussage
iber FeldgroBen. In der Tat steht diese Verallgemeinerung nicht nur im voélligen
Einklang mit der Erfahrung, sondern es kénnen dariiber hinaus ohne sie gewisse
elektromagnetische Erscheinungen gar nicht vollstindig beschrieben werden. Wir
betrachten daher mit Recht GI. (7) als eine uneingeschrinkte Ausgabe des Inhalts:
Bezeichnen wir die zeitliche Abnahme des von einer Randkurve umfaBten Flusses
der magnetischen Induktion als ,magnetischen Schwund®, so lautet das
Induktionsgesetz fiir jede beliebige geometrische geschlossene Kurve, gleich-
giiltig, ob sie ganz oder teilweise in Leitern oder in Nichtleitern verlauft:
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Die elektrische Umlaufspannung lings des Randes einer beliebigen Fliche gleicht
dem wmrandeten magnetischen Schwund.

Wenn die elektrische Umlaufspannung langs gewisser Wege von Null verschieden,
die elektrische Spannung daher nicht unabhéngig vom Wege ist1, so ist das elektrische
Feld nicht mehr wirbelfrei. Die Wirbelfreiheit war aber die Gleichgewichtsbedingung
des elektrischen Feldes [8. Gl. (4), (5), ferner 25. Gl. (8)]. Zeitliche Anderungen eines
magnetischen Feldes sind demnach von elektrischen Spannungen begleitet, die die
Gleichgewichtsbedingung nicht erfiillen, daher nicht mehr statisch sind, sondern
dynamisch. Zu elektrischen Feldrohren, die in Ladungen als Quellen ihren Ursprung
und ihr Ende nehmen, kommen solche hinzu, die im Endlichen ohne Anfang und
Ende sind. Stirke und Richtung der elektrischen Wirbel findet man aus Gl. (7)
durch Aufstellung des entsprechenden Differentialgesetzes. Fiir den vorausgesetzten
Zustand unbewegter Korper ist

ie _ d i% 4
Gr =i/ Bt =[Gdh, (8)

denn die FluBinderung durch die ruhende Fliche f kann einzig durch Anderung
der magnetischen Induktion selbst bewirkt sein. Dann folgt aus Gl. (7) durch den

Satz von Stokes:
i
ﬁ@dn=/rot@-df=— s
f f

und da es sich beiderseits um die gleiche Fliche handelt, ist
as
rot€ = — a5 )

Zweite Hauptgleichung fir ruhende Korper.

In Worten etwa: Jedes zeitlich verdnderliche magnetische Feld ist von elektrischen
Wirbeln ganz wnd gar durchsetzt; die Abnahme der magnetischen Induktion in der
Zeiteinheit stimmt nach Gréfe und Richtung mit der elektrischen Wirbelstirke diberein.

Als Besonderheiten sind hervorzuheben:

1. Fir die Ableitung von Gl. (9) war angenommen, dall die beteiligten Kérper
unbewegt sind. — 2. Das Gesetz beschreibt nicht das elektrische Feld selbst, sondern
seine Wirbel, d. h. eine bestimmte Art seiner értlichen Anderung. Aus der elek-
trischen Feldstarke kann man unter allen Umsténden die magnetische Schwankung
bestimmen, dagegen folgt aus dieser lediglich die elektrische Wirbelstirke. Ent-
sprechendes gilt fiir das Induktionsgesetz (aus dem magnetischen Schwund folgt
die elektrische Umlaufspannung, nicht die elektrische Feldstirke selbst). — 3. Gl. (9)
enthilt keine Vorschrift iiber Ursache und Wirkung, sondern erlaubt beide Aus-
legungen. — 4. Aus Gl (9) folgt mit mathematischer Notwendigkeit divrot €& =0,

daher muf} sein div id? =0. Dies ist dadurch gewahrleistet, daf3 unter allen Um-

stinden B ein quellenloses Vektorfeld ist:
div B =0.

Es ist daher fiir das Induktionsgesetz ganz gleichgiiltig, welche Fliche in den
Rand eingespannt wird. Elektrische Umlaufspannung und quellenloses
Induktionsfeld sind miteinander verkettet. — 5. Daher gilt Gl. (9) fiir be-
liebige zeitliche Vorgange.

Nach der geschilderten Auffassung spielt beim Induktionsvorgang ein an-
wesender Leiter keine andere Rolle, als die lingst vom Ohmschen Gesetz her be-
kannte [25. Gl. (9), (11)]: die elektrische Feldstarke setzt sich iiberall an der Ober-
fliche des Leiters wirbelfrei, also unter Erhaltung der Tangentialkomponenten, ins

Innere fort und bewirkt dort die proportionale Stromdichte ©& =%@E. Fir die

1 Technisches Beispiel: ,,Voltmeterschleife’ im magnetischen Feld von Wechselstromen:
die Angabe des Voltmeters ist von der Lage der Zuleitungsdrihte abhingig.
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elektrische Seite des Induktionsvorganges, den ,,induzierten Strom®, kommt es
also nicht etwa auf die Anderungen des magnetischen Feldes am Ort des Leiters
an, sondern nur auf das dort vorhandene elektrische Feld. Die Induktionswirkung
gelangt vom Orte des schwankenden Induktionsflusses nicht magnetisch, sondern
elektrisch zum Orte des Leiters.

Beispiele:

1. Beim Transformator mit geschlossenem Eisenweg ist der magnetische Schwund am
Ort der Sekundirwicklung sehr viel kleiner, als im Eisen. Idealisierend sei nach Abb. 1 die
gesamte magnetische Schwankung ausschlieBlich in einem abgegrenz-
ten zylindrischen Bereich vorhanden (,,Kern*, z. B. langes Biindel
feiner Eisendrihte). Im Grenzfall mége der eingezeichnete Inte-
grationsweg fiir die elektrische Spannung so verlaufen, daB der Teil I

auf der Oberfliche des Kernes liegt, die beiden axialen Wege sich
decken. Dann ist

f@dr=—‘fi—?, — csdr-:—zm-E(s):_id‘;i,
@ @
daher fiir den gesamten Umlauf
. 30. 1. Beispi o L _
A ionsgast fear=Fcdr+fear=o.

OREA:
Der AuBenraum ist wirbelrei, und daher auch frei von jeder magnetischen Feldinderung?.
Die elektrische Feldstarke im Abstand s von der Achse ist
1 do
E@S) =g < ar> (10)

die Feldlinien sind als konaxiale Kreise in sich zuriickkehrende Kurven, und fiir jeden beliebigen
Kreis als Randkurve ist die Umlaufspannung dieselbe, ndmlich gleich dem umschlossenen ma-
gnetischen Schwund. In einem im Abstand s angebrachten diinnen Drahtring bringt die elektrische

Spannung einen Strom hervor von der Dichte G = —I—E (s).

2. Ein ebenes Blech von der kleinen Dicke % sei von einem
rein tangentialen, homogenen, schwankenden magnetischen
Feld B, (Abb.2) durchdrungen, sodaB ein Querschnitt der
beliebigen Breite b und der Hohe x den magnetischen Schwund

7 — ddliz -z b fiihrt, der der elektrischen Umlaufspannung

gleicht. Es besteht daher nach Gl.(7) und Abb. 2 das elek-

Abb. 30. 2. Elektrisches Feld und trische Feld nur aus einer von x abhingigen y-Komponente
magnetischer Schwund im ebenen  gemif

Blech.
* By (2) b= — ‘fiff -zb, a1

es steigt also linear von Null an und verliuft antisymmetrisch zur Mittelebene. Freilich kann
diese Betrachtung nur als Néaherung gelten, denn das elektrische Feld bringt eine Stromung
hervor, die das magnetische Feld, und daher auch die hier angegebene Verteilung, verindert.

Verlauft etwa das magnetische Feld zeitlich gemaB B = B, sin !, so gilt Gl. (11) als Anniherung
fiir kleine Werte w und .

3. Das Induktionsgesetz Gl. (7) gilt fiir jeden geschlossenen Umlauf; bei einem Netzwerk
von Driahten ist es moglich, daB ein Umlauf sich zusammensetzt aus Anteilen, die verschieden
groBe Strome fithren, an die Stelle von Gl. (3) tritt die allgemeinere Form

2(1{M—U§)=-%;g. (12)

o
Diese Gleichung enthilt die zweite Kirchhoffsche Regel [27. Gl.(12)], die auf unveranderliche

Zustande beschrinkt war (%: 0].

4. Als ,,Spule* bezeichnen wir eine Drahtschleife mit mehreren oder vielen Drahtwindungen.
Man denkt sich in der Technik haufig jede einzelne der z Windungen der Spule von einem
»»WindungsfluB*“ ¢ durchsetzt; die einzelnen Windungsfliisse sind nicht notwendig gleich groB,

1 DaBl diese Annahme eine Idealisierung ist, sei nochmals hervorgehoben. Das Randintegral
ist nach dem Satz von Stokes gleichbedeutend mit dem Flachenintegral ¢ Gdr = [rot G - df,

und der Sinn des Induktionsgesetzes ist, daB alle in dieser Fliche auftretenden magnetischen
Feldinderungen zu diesem Flachenintegral beitragen.
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da zwischen zwei Windungen ein Teil der Feldrohren abgebogen und fir sich geschlossen sein
kann: ,,Streuung‘‘. Der gesamte Spulenflul ist dann die Summe der Windungsfliisse

- Zj'zpy. (13)

Ist @ und z bekannt, so ist eine bequeme Rechengrofie der mittlere WindungsfluB ¢, der
durch ¢ = &/z bestimmt ist; der Ansatz @ = z-¢@ vernachlassigt die Streuung.

Man beachte die formalen Analogien zwischen Induktions- und Durchflutungs-
gesetz [Abb. 1, 2, 3 vgl. mit 28. Abb. 5, 6, 10; GI. (7), (10), (11), (12) vgl. mit 28.
Gl. (3), (2), (9), (13)]. Abb. 3 zeigt schematisch den EinfluB} eines unterbrochenen
Drahtringes: Durch das FlieBen des induzierten Stromes treten elektrische Ladungen
auf, deren quasistatisches Feld sich dem dynamischen elektrischen Feld des ma-
gnetischen Schwundes iiberlagert. Das gesamte elek-
trische Feld besitzt demnach sowohl Quellen, als
Wirbel. FlieBt kein induzierter Strom mehr, so ist
das Leiterinnere ginzlich feldfrei, das elektrische Feld
befindet sich dann, wie man sagen kann, in einem Zu-
stande dynamischen Gleichgewichtes (dies ist fiir Abb. 3
angenommen).

Das Wort von der ,,induzierten elektromoto-
rischen Kraft“ haftet an der Vorstellung, daf3 elektri-
scher Leitungsstrom lediglich durch eingepriagte Krafte.
hervorgerufen sein kénne. Aber auch im Kreis einer '
Kondensatorentladung z. B. flieBt ein Leitungsstrom, AP Sitionsgesetn
und man kann hierbei nicht gut ungezwungen von einer
eingeprigten elektrischen Kraft sprechen. — Zum Begriff der eingepriagten Kraft
gehort, daBl ihre ortliche Verteilung angegeben werden kann; die induzierte EMK
aber ist immer nur fiir einen geschlossenen Umlauf entlang einem leitenden linearen
Kreis unmittelbar definiert. Aber auch im Innern des geschlossenen Leitungs-
drahtes gibt es keine andere elektrische Spannung, als einzig die durch das Ohmsche
Gesetz formulierte Spannung J R, und nichts anderes, als J R, wird erhalten, wenn
man dem Leiter entlang die elektrische Spannung mifit. Dies ist der einfachste
Versuchsbefund [GL. (1)]. Freilich kann man nach dem allgemeinen Induktions-
gesetz jedes beliebige Stiick des geschlossenen linearen Kreises herausgreifen und
zum Teil eines beliebig geometrisch geschlossenen Umlaufes machen, aber auch
daraus ergibt sich nicht die induzierte EMK des betrachteten Leiterstiickes, denn
diese hingt ganz allein von der willkiirlichen Annahme des geschlossenen Umlaufes
ab. Man kann daher bei einer Stromverzweigung nicht eindeutig angeben, wie
angenommene induzierte EMKe sich auf die einzelnen Stromzweige verteilen. Die
induzierte EMK ist demnach keine eindeutige physikalische GréB8e. — Nach dem
urspriinglichen Sinne des Ohmschen Gesetzes wird Leitungsstromung durch ein
elektrisches Feld hervorgebracht. AuBerhalb des Leiters ist dieses aber nach Gestalt
und Verhalten beim Induktionsvorgang ein anderes, als bei eingepréigten elektrischen
Kriften; das mit magnetischen Schwankungen verkniipfte elektrische Feld kann
auch nicht durch irgendwelche einigermaflen einfachen Anordnungen eingepragter
Krifte(Annahme elektrischer Elemente in bestimmter drtlicherVerteilung) nachgeahmt
werden. Dies zeigt 38. Der Zusammenhang zwischen elektrischem Feld und
magnetischem Schwund entspricht formal vollig dem Zusammenhang zwischen
magnetischem Feld und beharrlicher Leitungsstrémung [28. Gl (3)]. Der Rede-
wendung von der induzierten EMK wiirde es entsprechen, das Durchflutungsgesetz
so auszusprechen: Jn einem Eisenkoérper wird ,,durch einen in seiner Nachbarschaft
flieBenden Leitungsstrom eine magnetomotorische Kraft induziert‘, diese bringt
ein magnetisches Feld hervor. Man wird diese Beschreibung des Vorganges nicht
als vollstindig anerkennen, vielmehr stets die Vorstellung vorziehen, daB das ma-
gnetische Feld vom Leitungsstrome hervorgebracht ist, und daf die Ursache des
magnetischen Feldes, sein Wirbel, sich am Ort der Leitungsstrémung befindet.
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Ebenso mufl im Bereich des Induktionsgesetzes eine vollstindige Beschreibung
davon ausgehen, dafl die Wirbel des elektrischen Feldes (aber nicht die Feldstirke
selbst!) an den Ort der magnetischen Induktionsschwankung gebunden sind; das
eigentliche ,,induzierte* elektrische Feld befindet sich am Orte des magnetischen
Schwundes, das elektrische Feld aulerhalb ist nur die wirbelfreie Fortsetzung des
induzierten, es vermittelt den Induktionsvorgang nach auBen. Daher ist am Orte
des Leiters die ,induzierte’ Stromung nicht durch eine magnetische Wirkung,
sondern durch die elektrische Feldstirke gegeben. ,,Wenn man das induzierte
elektrische Feld nicht beachtet, mu man iiberhaupt auf eine deutliche Vorstel-
lung von dem Induktionsvorgang verzichten (Emde).

31. Die beiden Hauptgleichungen bei bewegten Korpern.
Die Integralform der beiden Hauptgleichungen ist [29. GI. (6); 30. Gl. (8)]

S(J.g)dr:%/ibdf—}—/@df, (1)
—f@dr=%/%df. @)

In beiden Gleichungen treten zeitliche Anderungen des Flusses auf, den ein
Vektorfeld durch eine geschlossene Randkurve sendet. Fiir die Ableitung der
Differentialgesetze [29. (Gl (7); 30. GI. (9)] war vorausgesetzt worden, daB diese
zeitliche Anderung des Flusses durch zeitliche Anderung des Vektorfeldes selbst
bei unbewegter, also starrer, ortsfester Randkurve und Fliche geschehe. Der Wert
des Flichenintegrales erfihrt aber nicht nur durch die Anderung des Integranden
eine Veridnderung, sondern auch durch Anderungen des Integrationsgebietes, die
durch Bewegungen der Randkurve und der Fliche erfolgen. Um diese zweiten
Maglichkeiten in die Differentialgesetze einzubeziehen, untersuchen wir zunichst
die zeitliche Anderung des Flusses in einem allgememen Vektorfeld .

Das zeitliche Differential des Flusses d /U df kann in drei Teile zerlegt werden:

1. Ein Teil rithrt her von der lokalen Anderung —— des Feldes U; er hat die GroBe

dt f i

2. Ein Teil rithrt her von der Bewegung der materiellen Randkurve & bei zeit-
lich konstant gedachtem Feld .

Die Bewegung sei durch die (iiberall endliche) Geschwin-
digkeit b gegeben. In der Zeitspanne d¢ verschiebt sich jedes
Flichenelement um b -d¢, die alte und die neue Lage der
Flache bilden einen dosenformigen Kérper, siehe Abb. 1.
Um den durch Bewegung der materiellen Randkurve hervor-
gebrachten Zuwachs des Flusses zu erhalten, betrachten wir
die Fliche, die gebildet wird aus der urspriinglichen, durch
Abb. 31.1. Fluginderung  die Kurve 3 in ihrer alten Lage berandete Fliche {, vermehrt

durch Bowegung der um den bei der Bewegung von & beschriebenen Streifen.

Dann ist die hier gesuchte FluBinderung durch den FluB
gegeben, der durch diesen Streifen hindurchtritt. Das Element dieser Fliche hat
die Gestalt eines Parallelogrammes mit dem Flicheninhalt df = v dt-ds - sin (v, d$)
oder, bei Einhaltung der entsprechenden Normalenrichtung, df = d¢ [vd3]. Daher
ist der durch das Flachenelement hindurchtretende FluB

A, df =Udf=A-dt[vd3] =[Ab]d3-di.
Somit ist der gesuchte zweite Teil der FluBinderung die Summe aller dieser
Elemente lings der geschlossenen Kurve 8, ndmlich: dt55 [UAv]ds. Mit dem Satz
von Stokes1aBt sich dies in ein Flichenintegral der betrachteten Fliche f umwandeln

dts{;mn]dg =dt/rot [Ab]df.
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3. Ein Teil wird bei festgehaltenem zeitlich konstantem Felde U und festgehaltener
Lage der Randkurve 3 hervorgerufen durch die Verschiebung der materiellen Ele-
mente der Fliche {. In Abb. 2 sei wieder | die Lage der Flache zur Zeit ¢ und {'
ihre Lage zur Zeit ¢ +dt. Dann ist die gesuchte FluBinderung [ df — [Ad],
was man mit dem Satz von GauB als Volumenintegral iiber den eingeschlossenen
Raum schreiben kann als [div %A -dr. Das Raumelement dv ist aber

dtv =df-vdt-cos(v,n) =dj-vdt.

Daher ist der gesuchte dritte Teil der FluBanderung: .
dtfn-div?l-df.
Mithin ist die gesamte gesuchte FluBinderung § 3
d oA . . 81. 2. 4
g7 Ui = {5 +rot o] +oaivadas. @) ki

Zweite Hauptgleichung.

Auf die linke Seite von Gl. (2) wenden wir den Satz von Stokes an, fiir die
rechte Seite benutzen wir GI. (3):

—/rot@'df =/{%3+rot[58b]+bdiv%}df. | (4)

Lassen wir die Fliche auf ein Flichenelement zusammenschrumpfen, dann wird
mit div B =0:

_rot(§'=%§+7’0t[%h]. } (5)1

Zweite Hauptgleichung fiir bewegte Korper.

Bedenkt man die Entstehung des Gliedes vdiv B in Gl. (4), so erscheint die
Quellenlosigkeit der magnetischen Induktion hier als unmittelbare Folge der
Beobachtungstatsache, dal in einem unbewegten, geschlossenen homogenen linearen
Leiter in einem zeitlich konstanten magnetischen Felde kein Strom flieBt. Dies
ist eine allgemeine Rechtfertigung fiir Gl. (9) in 23. — In einem starren Kérper sind
nach Gl. (5) elektrische Wirbel vorhanden, wenn er sich in einem schwankenden
magnetischen Feld befindet, ferner, wenn er sich durch ein magnetisches Feld bewegt,
das in der Bewegungsrichtung nicht homogen ist, und wenn er sich in einem ma-
gnetischen Felde um eine Achse dreht, die nicht mit der Feldrichtung zusammenfillt.
Zu Gl. (5) gehort als Integralform

—fear =22 aj 4 frovlar, (6)

und hiermit ist der magnetische Schwund in zwei Teile zerlegt:

o (a@ ) 4 <aq) )
dt 0t )Ruhe ot Bewegung'

Der erste Teil ist die in 30. behandelte FluBénderung durch zeitliche Anderung
der magnetischen Induktion bei ortsfester Flache, der zweite Teil die FluBdnderung
infolge Bewegung der dem Korper angehérenden Kurve 3 durch das konstant
gedachte magnetische Feld B, es ist somit

—$Edr=§[Bb]dr  bei %:o (6a)

das Induktionsgesetz fiir stationdre magnetische Felder. Abb. 3 veranschaulicht den

Integranden der rechten Seite. Bei der Bewegung einer geschlossenen, materiellen

1 In einem rechtswendigen, rechtwinkeligen Koordinatensystem ist die x-Komponente
6 — aEz—aE”—aB"-}—{i(Bv—B') 2 g 3

(—rot €)= oy 2z |~ ot ay z Vy y’bz—E( 2 Vg — x?fz)}’

die anderen Komponenten durch zyklische Vertauchung von z, y, =.
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Kurve! vermehrt oder vermindert sich der von ihr umspannte Induktionsflu um
den von der bewegten Kurve durchquerten Induktionsflu (um die Anzahl der
von der Kurve geschnittenen Induktionsréhren). Es sei hervorgehoben, daf die
Zuldssigkeit dieser Vorstellung ganz und gar auf den Geltungsbereich der GI. (6a)
beschrankt ist. Der Zerlegung, die in den beiden Summanden der rechten Seiten
von Gl. (5), (6) zum Ausdruck kommt, ist eine Form der

‘ Gleichung iibergeordnet [GI. (2)], die allgemein und unab-

héngig ist von der besonderen Art, wie der magnetische

\ Schwund hervorgebracht wird. Daher hidngen die beiden
Anteile in ihrer Grole ab von der in unser Belieben gestell-

AR ten Wahl des Standpunktes (des ,,Koordinatensystems*),

> nicht aber ihre Summe. Da firr Gl. (6a) vorausgesetzt war

& 2—? =0, hat fiir sie die Geschwindigkeit ¥ =0 ein solcher

Abb. 81.3. Zum Induktions-  Standpunkt, von dem aus gesehen das magnetische Feld

Besels Hische Felder. = zeitlich konstant erscheint. Nur wenn sich ein solcher Stand-
punkt finden 148t, ist Gl. (6a) anwendbar.

Fiir ein zeitlich konstantes magnetisches Feld wird aus Gl. (5)

rot € =—rot [Bv]; %S—tszO. (5a)

Die beiden Vektorfelder € und — [B b] haben die gleichen Wirbel, sie konnen
sich also nur durch ein Vektorfeld voneinander unterscheiden, das wirbelfrei und
daher als Potentialgefille darstellbar ist; somit hat man
o%B
% =0. (7)

Nur fir die Bestimmung der elektrischen Feldstirke in jedem Raumpunkt,
nicht aber fiir die elektrische Umlaufspannung, spielt das skalare Potential ¢ eine
Rolle (es ergibt sich aus der Potentialgleichung und den besonderen Grenzbedingungen
der Aufgabe).

Es sei z.B. ein gerader, leitender Stab entlang parallelen leitenden Gleitschienen,
die den Abstand ! voneinander haben, mit der Geschwindigkeit v geradlinig und
senkrecht zu einem homogenen konstanten ma-

C=—[Bv]—gradey  bei

f [ gnetischen Feld B bewegt (Abb. 4). In gehériger
R ~ 88 | Entfernung seien die Gleitschienen iiber einen
_ 1 Widerstand R geschlossen. Hier ist die FluBiande-
T— :
;]\bb. 31.4. Blfwe%uang eines Me?}ll;tab%s 1'11" rung bei Bewegung des Staszs
[0) enen, konstanten mi etischen .
mog a8 ¢ 6@ =B,0f=1B; =1Bv (8)

ein FluBzuwachs, wenn der geschlossene Umlauf beliebig links von dem bewegten
Stabe gedacht wird, eine Abnahme, wenn er rechts angenommen wird. In beiden
Fillen flieBt daher bei leitend geschlossenem Kreis der induzierte Strom in der
angegebenen Pfeilrichtung, Gl. (8) bezeichnet den Betrag der elektrischen Umlauf-
spannung. Auch hier kann man nur angeben, wie sich die ganze elektrische Umlauf-
spannung auf die einzelnen Teile des Stromkreises verteilt, ndmlich im Verhiltnis
der Ohmschen Widerstinde dieser Teile, der Sitz einer angenommenen induzierten
elektromotorischen Kraft bleibt unklar. Moge z. B. der Stab und die Gleitschienen
fast widerstandslos sein, der SchlieBungswiderstand R dagegen groB: dann ist die
elektrische Feldstirke sowohl entlang dem Stabe, wie auch entlang den Schienen ver-
schwindend klein, und daher ist auch die Spannung zwischen den Enden des bewegten
Stabes sehr gering; dagegen ist die Feldstirke, und mit ihr die Spannung, gro8
im SchlieBungswiderstande E, fiir ihn aber ist v = 0. (Daher ist dort € =—grad ¢.)

1 Also nicht einer beliebigen gedachten Linie, sondern einer durch die Punkte des bewegten
materiellen Korpers festgelegten, an diesen haftenden Kurve. Man kommt zu Fehlschliissen,
wenn man diesen Umstand nicht beachtet (vgl. ,,unipolare Induktion‘).
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Aus GI. (6a) ergibt sich unmittelbar die Umlaufspannung bei Bewegung des Stabes:
99 Cdr =1[pB] — (I, v, B stehen bei diesem Versuch aufeinander senkrecht). Auf
die Beschaffenheit des elektrischen Feldes, falls bei der Bewegung kein Induktions-
strom flieBt, kommen wir unten zuriick.

Aus GI. (5), (7) folgt die grundsétzlich wichtige Feststellung, daB ein in einem
magnetischen Felde bewegter Isolator durch die in ihm entstehende elektrische
Feldstarke elektrisch polarisiert wird (12.). Von H. A. Wilson unternommene Ver-
suche haben bestatigt, dall der durch Bewegung hervorgerufene Anteil der Polari-
sation gemdB Gl. (7) und [12. GIl. (12)] durch

P =g (e—1)[vD] (7a)
wiederzugeben ist.

Ferner: Wird ein die Ladung g tragender Korper, der so klein ist, da8 seine
Gestalt und die Ladungsverteilung auf ihm keine Rolle spielt, mit der Geschwindig-
keit v durch ein magnetisches Feld B bewegt, so ist das entstehende elektrische Feld
gemiB Gl (7) und unabhingig von ¢

& =[vB] 9
rechtswendig senkrecht zu dem durch v und 9B gebildeten Parallelogramm, mit

dessen Flidche sein Betrag iibereinstimmt. Bei der Bewegung wirkt daher auf den
Ladungstriger eine Kraft

£ =9C=—q[Bo]=¢[vB]. (9a)

Die Kraft, die in einem magnetischen Feld auf ein Element dt eines linearen
Stromes J ausgeiibt wird, werden wir spiter zu d® =J [dr B] finden; sie stimmt
mit Gl. (9a) véllig iiberein, wenn man setzt J dr =g b; auf ein in der Richtung der
Ladungsbewegung liegendes ,,Stromelement* wird dieselbe Kraft ausgeiibt, wie
auf die bewegte Ladung. Man bezeichnet bewegte elektrische Ladungen als ,,Kon-
vektionsstrom®. Hier ist also gefunden, falls man die Fiktion von Stromelementen
betreffende Uberlegungen fiir beweiskraftig halt, daB hinsichtlich der durch ein
magnetisches Feld erlittenen Wirkung Konvektionsstrom und Leitungsstrom dqui-
valent sind. Entsprechendes wird sich auch fiir die ausgeiibte Wirkung ergeben
[GL. (16), (A7)].

Wirbel der elektrischen Feldstirke kénnen dort auftreten, wo die Geschwindigkeit
sich sprunghaft dndert, also an der Beriihrungsfliche zweier Korper, die aneinander
gleiten. In vielen Fillen ist der eine Koérper fest, der andere die umgebende Luft.
Daher werden die Fliachenwirbel zur Beschreibung der Induktionswirkung be-
wegter Korper besonders niitzlich sein. An solchen Gleitflichen wird sich die
Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke sprunghaft #ndern, die fiir
ruhende Korper geltende Gleichgewichtsbedingung der Stetigkeit der Tangential-
komponente von € [8. Gl. (5)] also nicht mehr erfiillt sein. An die Stelle der Gl. (5a)
tritt an der Grenzfliche der Koérper 1 und 2

Rot € = [nyy{ [0, Be]— [0, B,])]. (10)
Die Entwicklung der doppelten Produkte der rechten Seite vereinfacht sich
dadurch, daf die Induktion mit stetiger Normalkomponente durchgeht:
B, =By, =B,,
ferner dadurch, dafl die aneinander gleitenden Korper in Beriihrung bleiben, also
gleiche Normalkomponente der Geschwindigkeit haben:
Vin = Vg = V-
Mit der Definitionsgleichung des Flachenwirbels ergibt sich so
Rot €= [ny), (€, — €;)] = (v,—1,) B, — (By— B;) v, (11)

Die Vektoren Rot€, p,—yp; und B,— B, sind tangential zur Gleitfliche ge-
richtet.
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Bewegt man also einen leitenden Stab in einem homogenen magnetischen
Feld [vgl. das Beispiel Gl. (8)], so sind zwar im Leiterinnern elektrische Wirbel
nicht vorhanden!, dagegen befinden sich auf seiner Oberfliche Flichenwirbel der
elektrischen Feldstdrke. Die elektrischen Feldlinien stehen im allgemeinen schief
auf seiner Oberfliche; zu dem von Flichenwirbeln verursachten elektrischen Feld
in der Luft tritt ein von den Ladungen der Metalloberfliche herrithrendes, normal
gerichtetes elektrisches Feld. Fliet kein Induktionsstrom durch den Stab, und
wird dieser mit 1, die Luft mit 2 gekennzeichnet, so ist € =0 und b, =0, mithin

[y €] =—10; B,— (B,— By) vy, (12)
das zweite Glied verschwindet bei gleicher Permeabilitit der beiden Kérper, die
Vektoren €, und — [b, B] haben gleiche und gleichgerichtete Tangentialkomponente.

»Unipolare Induktion.” Ein lingsmagnetisierter, zylindrischer Dauermagnet
drehe sich um seine Achse. Eine leitende Drahtschleife beriihre einerseits die Achse
auf der Stirnfliche und schleife andererseits auf
der Mantelfliche (Abb. 5). In der Drahtschleife
flieft erfahrungsgemiBl ein der Drehgeschwin-

—————9—9- digkeit proportionaler Strom (ist diese konstant,
— - so ist der Strom ein reiner Gleichstrom; ,,Uni-
AbD. 81.5. I%?Sﬂilmm »unipolare polargenerator“). Sowohl vom Magneten, wie
von der Drahtschleife aus gesehen ist das ma-
gnetische Feld zeitlich unverinderlich. Denkt man sich die geschlossene Strom-
bahn aus dem Draht und dem Weg durch den Magneten gebildet, so andert sich
infolge der Rotationssymmetrie des magnetischen Feldes bei Drehung des Magneten
der magnetische FluB durch diese Kurve nicht2. Sie ist aber auch fiir den Induktions-
vorgang nicht maflgebend. Moge z. B. die Drahtschleife und die Drehachse in einer
Ebene liegen, so daf die anfinglich eingespannte Fliche in dieser Ebene liegt: bei
Drehung des Magneten hat sich dann die materielle Spur der Ebene, nidmlich die
Stoffteilchen des Magneten, bewegt. Die in Rechnung zu setzende umspannte
Fliche hat also den in Abb. 5 durch Schraffur angedeuteten Zuwachs erfahren,
der magnetische FluB hat sich verdndert (hauptsichlich in dem Sekter der Stirn-
seite). Das elektrische Feld hat auch hier Flichenwirbel. Wir erkennen sie am
einfachsten, wenn wir die stromfiihrende Schleife weglassen. Fiir den stromlosen
Magneten (1) gegen Luft (2) ist dann €;=0, v,=0 und fiir die Drehbewegung
ist v,=0, somit kommt aus GI. (11)

12 €] =—0, B,. (13)

Daraus folgt die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke an der
Oberflache, als Vektor aufgefaBt.
t-Byy=[n[C€yn]] =[nv]B,. (13a)
Wir betrachten die ebene Grenzschicht eines Leiters gegen einen Nichtleiter in
drei Fallen: a) Im Gleichgewichtszustand und bei Ruhe fliet kein Strom, die elek-
trischen Feldlinien stehen normal auf der geladenen Oberfliche (Abb. 6a). b) FlieBt
ein Strom durch den unbewegten Leiter, so ist die Tangentialkomponente des
elektrischen Feldes an der Oberfliche durch das Ohmsche Gesetz zu E,= oG,
gegeben, die Feldlinien sind in Richtung der Strémung geneigt (Abb. 6b). c¢) Steht
senkrecht zur Oberfliche ein homogenes magnetisches Feld B, und wird der Metall-
korper senkrecht zu B und zur Oberfliche mit der Geschwindigkeit b bewegt, so
ist nach Gl (11)

[y (G, — &)= —n, By, daher E,,—E,,=—v B,; (14)

! Solche sind im allgemeinen im Leiterinnern bei Bewegung in ungleichférmigen Feldern
vorhanden und sind dann der AnlaBl zu Wirbelstrémen.

2 Die an diese Tatsache ankniipfende Streitfrage, ob bei der Drehung des Magneten die
magnetischen Feldlinien mitgenommen wiirden oder stillstinden, wird heute als verfehlte Frage-
stellung betrachtet. Magnetische Feldlinien sind eine (mathematische) Darstellungsform fiir
die (physikalische) Tatsache des magnetischen Feldes, aber keine wiedererkennbaren Individuen.
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Mit E,,=0G, ist E,, =0 G,—v, B,. Es sei G, lediglich durch den Induktions-
vorgang selbst bedingt, ¢ sei endlich und B, bleibe unverindert. Die Tangential-
komponente der elektrischen Feldstirke auflerhalb an der Leiteroberfliche hat dem-
nach einen anderen Betrag, als im Fall b). GI. (14) bestimmt sowohl Richtung als
Betrag der Differenz der Tangentialkomponenten: der Betragist ausschlieBlich
durch — v; B, bestimmt, der Vektor [ny,, (€, —€,)] ist zu — v, parallel, demnach
haben die tangentiale Feldstirke auBlerhalb an der Grenzfliche und die Strémung
(die tangentiale Feldstirke im Leiterinnern an der Grenzflache) entgegengesetzte,
zu b; und zu B, senkrechte Richtungen. Die elektrischen Feldlinien auBerhalb
neigen sich daher im allgemeinen nach der anderen Seite, als im Fall b): Abb. 6c.
Z. B. ist bei stromlosem Leiter E,, =0, daher E,, =—uv, B,,.

Wir betrachten noch schlieBlich
allgemein den in einem geschlossenen  a

Stromkreis flieBenden induzierten €
Strom. Als Leitungsstrom bedeutet  , Gy \| Cre=08y
er einen magnetischen Wirbel (28.), < N o ©

beeinflut also das magnetische ) . . o
Fold. Es ist zwor selbstverstindlich, 15316 Desieichs i an o sateie i g, In

. , ¢ d fons-
e et e e e s ek Sevsging 1 S Bmiogsu Tagrotchn B
Anderungen des resultierenden magnetischen Feldes bestimmend sind. Bei In-
duktion durch Bewegung wirken die infolge der Strémung auftretenden mechani-
schen Krifte stets der die Stromung hervorrufenden Bewegung entgegen: Lenzsche
Regel. (Der induzierte Strom flieBt in solcher Richtung, daB die kinetische Energie
der Bewegung abnimmt; die Arbeit der Feldkrifte ist stets negativ.) Vgl. 36. GL. (8).

Erste Hauptgleichung.

Wir wenden auf die linke Seite von Gl. (1) den Satz von Stokes, auf die rechte
Seite GI. (3) an und lassen die Fliche der Integrale zu Flichenelementen zusammen-
schrumpfen; es ergibt sich

rot@:%—+rot[@h]+bdiv@+@i.

Erste Hauptgleichung fir bewegte Korper.

Das erste Glied der rechten Seite ist die 6rtliche Schwankung des elektrischen
Feldes (29.), das letzte die Leitungsstromung (28.). Bedenkt man, daB nach der
Grundgleichung 12. Gl. (5) div ® =7 die raumliche Dichte elektrischer Ladung ist,
so erkennt man, daB

(15)

D divdD =07 (16)
die Stromung riaumlicher Ladung, die ,,Konvektionsstromung®, vorstellt. Auch
hinsichtlich der von ihm ausgeiibten magnetischen Wirkung ist also nach Gl. (15)
der Konvektionsstrom dem Leitungsstrom gleichwertig, vgl. Gl. (9a). Diesbeziigliche
Versuche von H. A. Rowland und A. Eichenwald waren in Ubereinstimmung
mit der Theorie.

Beispiel: Bewegung eines einzelnen kleinen Ladungstrigers im leeren Raum.
Infolge der Geschwindigkeit v der elektrischen Ladung ¢ besteht in jedem Raumpunkt
eine elektrische Feldinderung und daher ein magnetisches Feld, die miteinander

nach GI. (1) durch
d
$8dr — 7 [Ddf

verkniipft sind. Infolge der Punktsymmetrie verliuft $ in Kreisen, deren Mittel-
punkte auf der Achse liegen, entlang der die Ladung wandert; magnetisches und
elektrisches Feld stehen aufeinander senkrecht. Wir betrachten die Anderung des
elektrischen Flusses, der durch eine senkrecht zur Bewegungsrichtung stehende
Kreisscheibe vom Radius R hindurchtritt (Abb. 7): wegen der Quellenlosigkeit von
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D in dem dosenférmigen Raum von der Héhe b d¢ ist nach den eingangs zu GI. (3)
fiilhrenden Uberlegungen diese FluBinderung gleich dem FluB, der durch das Band
von der Hohe v df hindurchtritt:
002 =vdt-2xR-Dsin0; D=4q,,
Tre

daher 27 R-H=v-2nR-Dsin0,

H=vDsin@=#vsin@. (17)

Das ist aber das magnetische Feld, das man einem linearen ,,Stromelement‘
zuschreiben kann, wenn man ersetzt gv =J dl: Leitungsstrom und Konvektions-
strom entsprechen einander hinsichtlich des hervorgebrachten magnetischen Feldes.
Man kann Gl. (17) vektoriell schreiben als

=[] ' (18)

Die magnetische Feldstirke steht rechtswendig senkrecht auf dem durch b und
D gebildeten Parallelogramm, mit dessen Fliche ihr Betrag iibereinstimmt [vgl.

Gl. (9a)]. —Zu der bei v =0 allein vorhandenen

elektrischen Feldenergie kommt durch die Bewe-

gung eine Energiespeicherung im magnetischen
v Feld. Ist der Ladungstriger eine Kugel vom kleinen

. . 2
Radius a, so ist nach 11. G1.(16) W, =#-g—a; die
0

Vit magnetische Feldenergie findet man mit Gl (17) zu

Abb.31.7. D tische Feld ei 2 g2
bewe&%%ﬁ?n&i%r§gefs. elnes W = Ho / H2d1r = 1 . (19)

m 2 4ne, 3a c?

@

auf nicht naher auszufilhrendem Wege (¢ = Lichtgeschwindigkeit). Da diese Energie-
anhdufung nur eine Folge der Ladungsbewegung sein kann, und da sie zu »2 pro-
portional ist, 146t sich der Vorgang so auffassen, daB die die kinetische Energie

W, = %mv2 bestimmende trige Masse m um den Betrag
1 2 ¢?
m= dnme, 3act (20)

groBer erscheint, als wenn der Kérper ungeladen ist: ,elektromagnetische Masse;
Trigheitswirkung des magnetischen Feldes. (Mechanische Analogie: Wird eine Kugel
durch eine dichte Fliissigkeit beschleunigt, so kann der in Richtung der Bewegung
vergroferte Fliissigkeitsdruck durch eine scheinbare MassenvergréBerung der Kugel
ausgedriickt werden.) Insofern man diese Uberlegungen auf die Elektrizitatsatome
beziehen kann, folgt fiir diese eine elektromagnetische Masse durch das mitgefiihrte
elektromagnetische Feld; man pflegt diese meist als einzige Ursache ihrer trigen
Masse anzunehmen. m' hingt von der Geschwindigkeit nicht ab und ist umgekehrt
proportional dem Kugelradius.

Die mit dem zweiten Glied von Gl. (15) ausgesprochene Verkniipfung der Vektoren
$ und [D b] laBt sich leicht mit Hilfe der formalen Analogie zu Gl. (5a), (10) und
der dort besprochenen Erscheinungen iiberblicken. Demnach kann ein bewegter,
elektrisch polarisierter Nichtleiter magnetische Wirkungen ausiiben, an Gleitflichen
kénnen magnetische Flichenwirbel auftreten.” Diese Erscheinung wurde erstmalig
von W. C. Rontgen durch Versuch festgestellt und danach von A. Eichenwald
gemessen. Dreht sich im homogenen elektrischen Feld eine kreisférmige dielektrische
Scheibe normal zur Feldrichtung, so sind nach einem Gl. (11) und (13) genau ent-
sprechenden Ausdruck an der Gleitfliche magnetische Flichenwirbel vorhanden
von der Stirke g = D, und in tangentialer Richtung; sie entsprechen véllig einer
Fliachenstromdichte g = Rot $ [28. Gl. (10)] und kénnen mit einer solchen beziiglich
der magnetischen Wirkung unmittelbar verglichen werden. Die Versuchsergebnisse
stimmen aber nur dem Sinne, nicht der GroBe nach mit der Theorie iiberein; die
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konvektive Mitfiihrung des Polarisationszustandes und ihre magnetische Wirkung
waren fiir die weitere Entwicklung der Theorie von Wichtigkeit.

Die Gl. (15) und (5) oder (1) und (2) fiir die elektromagnetischen Vorginge
enthalten keinerlei Bezugnahme auf einen besonderen Standpunkt (auf ein bevor-
zugtes Koordinatensystem). Die in einem beliebigen ruhenden oder bewegten
System von Korpern stattfindenden elektromagnetischen Vorginge werden also
davon gar nicht beriihrt, wenn man dem ganzen System irgendeine Bewegung von
der Art mitteilt, wie sie ein starrer Kérper annehmen kann. Durch Beobachtungen
elektromagnetischer Erscheinungen innerhalb des Kérpersystemes 148t sich daher
eine solche Bewegung nicht nachweisen. Es gibt mehrere Beobachtungstatsachen
der messenden Physik, die uns nétigen, gewisse hieraus zu ziehende, weitgehende
Folgerungen abzulehnen; hier setzt die Fortfiihrung der Theorie ein, die zunéchst
H. A. Lorentz unternommen hat?.

Einheiten und Benennungen der magnetischen GréBen waren bisher
offengelassen (vgl. 23.). Die Hauptgleichungen (1), (2) zeigen, daB fiir die Fest-
stellung der Einheiten (der Benennungen) der magnetischen GroBen zu den bisher
gebrauchten vier Grundeinheiten (4.) keine weiteren hinzutreten. Es ergeben sich
aus Gl (1), (2) die folgenden Benennungen der magnetischen GréBen in bezug auf
das P. M. 8., und die entsprechenden Einheiten mit den praktischen Grundeinheiten:

Magnetische Feldstirke H =109 magnetische Induktion B =9L7T ; aus

L L’
diesen alle anderen : fiir die magnetische Konstante u, [23. Gl. (15)]ist yu, = ﬁB = LJ"—I:F ,

fiir die magnetische Polarisation ¢ = B — 4 9 und die Flichendichte des Magne-

tismus o, =+ M, [24. Gl (3) und (11)] ist M =% , fir den magnetischen Fluf3

®=/Bdf [23. Gl (10)] ist & =UT, fiir die rdumliche Dichte der magnetischen

Feldenergie w,,==5— [23. Gl. (14)] ist w,, = % — Mit den gegenwirtigen, inter-

national vereinbarten, praktischen Einheiten ist y, = 1,25598 - 1078 _A‘ﬁ% . Dieser

Zahlenwert dndert sich natiirlich mit den Grundeinheiten, vgl. 9. und 1"

Quasistationire Vorginge.

32. Kennzeichnung des quasistationiren elektromagnetischen Feldes.

Ein Vorgang verliuft quasistationdr, wenn die Zustandséinderungen so langsam
vor sich gehen, daB fiir jeden Augenblick die Gesetze der stationdren Vorginge gelten
(8.). Unter dieser Voraussetzung ist z. B. das magnetische Feld verdnderlicher
Strome dasselbe, wie wenn die augenblickliche Stromstirke zeitlich konstant wire, es
wird also nicht von der ersten Maxwellschen Gleichung [29. GL. (6), (7)] beherrscht,
sondern vom Durchflutungsgesetz [28. Gl. (3), (7)]:

$oar = [®di. (1)

Die Zustandsinderungen ‘sollen also so langsam erfolgen, dafl das magnetische
Feld vom Verschiebungsstrom nicht beeinfluft wird. Dann bedeutet die mit
rot = & notwendig verbundene Bedingung -

div® =0;  Div® =27 —o. @)

die Stréomung verlduft in geschlossenen Bahnen und an der Grenzfliche zu Nicht-
leitern tangential; Oberflichenladungen sind zeitlich konstant; lings unverzweigter,
linearer Leiter ist in jedem Augenblick die Stromstérke an allen Orten die gleiche.

1 Lorentz, H. A.: Enzyklopiddie der mathematischen Wissenschaften Bd. 5 (1904), 14. Ab-
schnitt. . :

Fischer, Elektrodynamik. 6
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Als zweite Verkniipfung gilt das Induktionsgesetz

SEcsdr_——/sBdf 3)
mit div B =0 @)
und dem Zusammenhang B=4pH + M; o &= € + €, wobei yu, g, M, €° an der
Materie haftende Eigenschaften sind. — VoraussetzungsgemaB soll auch das

elektrische Feld in jedem Augenblick als quasistatisch betrachtet, und daher nach
den Regeln des elektrostatischen Feldes behandelt werden diirfen (obwohl durch
das Induktionsgesetz die Gleichgewichtsbedingung des elektrischen Feldes zerstort
ist). Bei ruhenden Korpern ist das elektrische Feld im Nichtleiter wegen der kon-
stanten Ladungen [GI. (2)] an Energieinderungen nicht beteiligt; sein Energie-
inhalt ist bei geschlossenen quasistationidren Stromkreisen vernachlissighar. —
Bei Bewegungen von Korpern sollen die mechanischen Krifte ebenso berechnet
werden, wie im stationdren Zustand. — Unter gewissen Umstdnden koénnen auch
ungeschlossene Stromkreise als quasistationdr behandelt werden, dann nimlich,
wenn der Stromkreis durch Kondensatoren unterbrochen wird. Dann fallt auch
die GroBe der in diesen vorhandenen elektrischen Energie ins Gewicht; das in ihnen
konzentrierte elektrische Feld hat als quasistatisches zu gelten. Es fragt sich, ob
nicht hierbei durch die Verletzung der Bedingung div @ = 0 die oben gezeigten Ver-
einfachungen wieder hinfillig gemacht werden: es zeigt aber eine.genauere Unter-
suchung, daB8 die fiir quasistationdre Vorginge bei geschlossenen Strombahnen
geltenden Gleichungen auch hier noch geniigend genau zutreffen, dal insbesondere
die magnetische Energie nach diesen Gleichungen auch hier noch geniigend genau
definiert ist unter der Bedingung, daBl das elektrische Feld ganz vorwiegend in den
Kondensatoren konzentriert und als quasistatisches an diese gebunden ist.

Man kann in diesem Zusammenhange fragen, welche Bedeutung es fiir das Innere
metallischer Leiter hat, dStD__ £—+ ¢ gegenuber &= 1 € zu vernachldssigen ; es sind
jedoch in der Physik selbst bei den héchsten Anderungsgeschwindigkeiten keinerlei
Beobachtungen bekannt, die dazu noétigten, den ersten Posten gegeniiber dem
zweiten in Rechnung zu stellen?.

Wie schon aus GI. (1) erhellt, treten bei der quasistationiren Behandlung die
Besonderheiten der Feld- (Nahewirkungs-) Theorie Maxwells nicht in Erscheinung,
erst bei den Ausbreitungsvorgingen sind die hier gezeigten Vereinfachungen nicht
mehr zuléssig.

Eine andere Kennzeichnung elektromagnetischer Vorginge teilt ein in konzen-
trierte (gebundene) Felder und Rauinfelder. Sie geht davon aus, daB eine hinreichende
Kenntnis der Elgenschaften vieler technischer Schaltungen hiufig ohne Kenntnis
der genaueren inneren Beschaffenheit des elektromagnetischen Feldes dadurch
erworben werden kann, dafl man als alleinigen Triger des elektrischen Feldes und
Speicher elektrischer Energie den Kondensator einfiithrt, als alleinigen Triger des
magnetischen Feldes und Speicher magnetischer Energie, wie wir sehen werden,
die Spule, als ausschlieBlichen Energieverbraucher den Ohmschen Widerstand.
Diese Betrachtungsweise der ,,Ersatzbilder ist so weit brauchbar, als die Lokali-
sierung in den drei genannten Elementen zuléssig erscheint.

33. Die magnetische Energie. Induktionskoeffizienten.

Fiir die Untersuchungen dieses Abschnittes, der den bisher noch fehlenden Aus-
druck fiir die Energie des magnetischen Feldes erbringen soll [vgl. 23. Gl. (13), (14)],
setzen wir unverinderte Lage aller beteiligten Korper gegeneinander voraus. Wir

1 Fiir Vorginge, die zeitlich harmonisch verlaufen gemaf sin wt, bedeutet das, daB wzp < 1
ist. Dies trifft selbst fiir die h6chsten Frequenzen w zu, falls man fiir die Dielektrizitatskonstante
¢ metallischer Leiter, die bekanntlich nicht gemessen werden kann (vgl. 13.), Werte in der
GroBenordnung von ¢, einsetzt.
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bestimmen den Energieausdruck fiir einen linearen Leiterkreis (a), dann den all-
gemeinen Ausdruck fiir die Energiedichte (b) und betrachten schlieBllich (c) den
Sonderfall konstanter Permeabilitét.

a) Linearer Leiterkress.

Durch einen starren, ruhenden, linearen geschlossenen Leiterkreis (z. B. Spule)
flieBe ein Strom. Im magnetischen Feldraum kénnen Eisenkérper vorhanden sein.
Die elektrische Umlaufspannung ist in jedem Augenblick nach dem Induktionsgesetz

[30. GL (7), (12)]
ao

RJ—Ue =——.
Inder Zeitspanne d¢ wird vonder Stromquelle (U?) die Energie Ndt = U Jdt=U*dQ
geliefert, also ist
U¢Jdt— RJ?*dt =JdP. : (1)
Bekannt ist RJ2dt= Pdt als die wihrend d¢ verlorene Menge Joulescher
Wirme [27. Gl. (10)], daher ist die Energiebilanz
Ndt—Vdt =Jd. (2)
Im stationdren Zustand sind gelieferte Energie und Stromwiirmeverlust einander
gleich, im quasistationiren Zustand iibertrifft die elektrisch z tgsfuhrte Energie
die Stromwéirme um den Betrag Jd®. Bis hierher gelten die Uberlegungen all-
gemein. Erst hier miissen wir, um die rechte Seite der GI. (1), (2) zu deuten,
eine Festsetzung treffen. Es sei mechanische Arbeit durch Bewegungen und Form-
dnderungen ausgeschlossen. Dann mufl Jd® nach dem Satz von der Erhaltung
der Gesamtenergie als Zunahme der magnetischen Feldenergie gedeutet werden:
Jdd =dW,, wenn A =0. (3)

Die vom unmagnetischen Anfangszustand bis zu dem durch @ gekennzeichneten
Endzustand im magnetischen Feld aufgespeicherte Energie ist daher

W, =de,«z», (4)1
J .

wobei das ,,J, @-Diagramm‘‘ meist geniigend genau durch Versuch aufgenommen
werden kann. Beispiel: Fiir das geschlossene homogene Feld der mit z Windungen
dicht bewickelten Ringspule (Querschnitt f, Lange der Leitlinie !, Volumen fI) ist

nach 28. Gl (5): J= _I;.;_l, ferner nach Definition @ =z f B, daher

B
w, =ﬁqu> =fIfH-dB. (5)
0 0

Im Falle konstanter Permeabilitit &ndert sich B, und daher @, proportional
mit J, deshalb wird aus Gl. (4):

W, =%J¢, wenn p = constg. (4a)

Wir dehnen die Uberlegung auf ein gegebenes starres System von n linearen
Stromkreisen mit teilweise gemeinsamem magnetischen Feld aus. Fiir jeden einzelnen
(den i-ten) Stromkreis ist N;d¢ =U;J;dt und ¥;dt =J: R;dt, daher entsprechend
GL (2):

N;dt—V,dt =J,dD;,
wobei d®; die Anderung des gesamten, von der Leitlinie des Stromkreises um-
faflten magnetischen Flusses ist. Daher ist die gesamte Energiebilanz

3 (Ndi—W,di) = 3 J,dd,. (6)
1 1

1 Benennung W = ] UT, Einheit 1 Joule in bezug auf das P. M. S.
o6*
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Unter AusschluB mechanischer Arbeit ist somit die magnetische Energie des
gesamten Systems

L2 (.23 D,
Wy=[,d®, + [L,dDy + ... + [],dD,. (7)
0 0 6
Bei y = consty sind die Verhiltnisse linear, daher steht statt Gl (7)
n
1
W =5 D%, 8)
i=1

b) Magnetische Feldenergie.

Fiir den vorausgesetzten Zustand der Ruhe sind die differentiellen Feldgesetze
des quasistationiren Zustandes aus 32. GL (1), (3):

G=rot9. 9) 63_5? =—rot €. (10)

Wir vervielfachen Gl. (9) mit €-dv und Gl (10) $ -dz, addieren und beniitzen

die Rechenregel € rot % — A rot € = div [A €]; bei der Integration iiber den Raum 7
wenden wir den Satz von GauB an und erhalten

f{@:@ +s§%}dr=/div[s§@]dr=3£[s§@]df. (11)

Bei der Integration iiber den unendlichen, felderfiilllen Raum verschwindet das
Flachenintegral tiber die unendlich ferne Hiille, sofern alle Strombahnen im Endlichen
geschlossen sind, weil der Integrand gegen Null geht. Der erste Posten des Raum-
integrales der linken Seite ist aber bekannt als die gesamte, chemisch und thermisch
umgesetzte Leistung ¥ [26. Gl. (3)], daher ist die Energiebilanz fiir das vollstandige
Feld :

‘Pdt—}—/@-d%-dr:O. 12)

Mechanische Arbeit ist ausgeschlossen; das elektrische Feld im Nichtleiter
beteiligt sich nicht an quasistationiren Energieinderungen (32.), daher kann das
zweite Glied lediglich Anderung der magnetischen Energie sein:

aw, =/S§-d%-d1, (13)

sodafl die magnetische Energie zu setzen ist

W, =/wm-d'r mit der Energiedichte u-m=/s;-¢m=/s;.d%', (14)1

da Ik eine konstante GroBe ist. Die Integration hat beziiglich w,, lings einer
,»Magnetisierungskurve* (24.) zu geschehen, untere und obere Grenze sind Null
und Endinduktion B. (Hier ist ersichtlich, daBl bei ins Gewicht fallender Hysterese
die magnetische Energie iiberhaupt nicht angegeben werden kann.) [Beispiel fiir
Gl (14): Homogenes Feld der Ringspule Gl (5).] Damit ist der allgemeine Aus-
druck der magnetischen Feldenergie gefunden. Wir werden ihn noch mehrfach

anwenden. Fir den Sonderfall y = consty hat man
it B _ B2 - ~
’wm=%@2='§2—=ﬁ (u=consty, B=pn9). (15)

¢) Induktionskoeffizienten.

Unter der sehr einschneidenden Voraussetzung konstanter Permeabilitit ist
die mit einem einzelnen, geschlossenen Stromkreis verkettete magnetische Feld-
stéirke in jedem Punkt des Feldraumes nach dem Durchflutungsgesetz proportional

1 Benennung w=H-B=-J ur _Qu Einheit IJmﬂe

L—.?_T, om? im P. M. S.
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dem (quasi-) stationdren Strom J; dies mag durch $ = J - ;) ausgedriickt werden.
Daher ist die Energiedichte nach GI. (15) proportional J2, und daher ebenso die
gesamte magnetische Energie, die wir schreiben

— Je J?
Wm=%/.§2dt=7'/‘/@?ﬂdf=7L' (16)

Das Integral L, als die Energie fiir die Stromstérke Eins, ist eine dem gegebenen
Felde, also der Gestalt des Stromkreises eindeutig eigentiimliche, von J unabhingige,
konstante Gréfe, die Selbstinduktivitat (Koeffizient der Selbstinduktion
oder Eigeninduktivitdt) genannt wird. Die Definitionsgleichung fiir L ist daher

1 2W,
Ww=5LJ 2; L= ~JT’”

L wird durch die gesamte magnetische Energie definiert. Diese kann man zerlegen
in die magnetische Energie im Innern durchstromter Leiter W; und die Energie
W, des éduBeren Feldes: W,, =W, +W,. In entsprechender Zerlegung unter-
scheidet man zweckméaBig ,,duBere’ Selbstinduktivitit L, und ,,innere’ Selbst-
induktivitat L;:

(4 = comsty). (7)?

2W, 2W;
Lu':J_za’ L’i =—J—21’_‘ (18)

Wir betrachten zunichst die duBlere Feldenergie mit Hilfe von Gl. (16): W, =
—;— / H Bdr. Dazu zerlegen wir den AuBlenfeldraum 7, in Réhren, deren jede einen

konstanten magnetischen Flul § @ = B 6 = const fithrt. Wegen der Quellenfreiheit
der magnetischen Induktion umschlingen diese Réhren den stromdurchflossenen
Leiter und kehren in sich zuriick. Mit dem Volumenelement dt = 8f-dt (dt par-
allel B) ist der Energieinhalt einer geschlossenen Rdohre

1 1
6Wf=§%df¢@dt=§ﬁ¢-L
und durch Summierung iiber den ganzen AufBlenfeldraum ergibt sich
W, =5 ®J. (19)

Der Vergleich mit GIl. (18) zeigt
&=L,J (20)

als eine Beziehung zwischen duBerer Selbstinduktivitit und mit dem Strom im
AufBlenfeldraum verketteteri Flu. Daraus folgt: nur fiir geschlossene Strombahnen
ist die dullere Selbstinduktivitit eine definierte GréBe. Fiir jedes Liangenelement
eines einzelnen stromdurchflossenen Drahtes ist sie unendlich groB (die Energie
eines Wirbelfadens ist divergent; bei unendlich weit entfernter ,,Riickleitung® des
Stromes ist die magnetische Energie des Stromkreises unendlich groB).

Wir betrachten die innere Selbstinduktivitit. Fiir das stromfiihrende Leiter-
innere laBt sich eine GI.(19) und (20) analoge Betrachtung nicht durchfithren,
weil man sich hier innerhalb des Wirbelgebietes des magnetischen Feldes befindet;
man bleibt hier auf Gl. (18) angewiesen. — Man konnte daran denken, Gl. (20)
als Definitionsgleichung fiir die gesamte Selbstinduktivitit eines ,linearen Leiter-
kreises aufzufassen, indem mit verschwindendem Leiterquerschnitt bei endlichem
Strom die innere magnetische Energie unbegrenzt abnehmen wiirde. Jedoch ist
dann auch stets die gesamte magnetische Energie mit der unbegrenzt wachsenden
Feldstarke am Leiterumfang divergent, die Abstraktion des unendlich diinnen
Leiters daher fiir die Berechnung von Selbstinduktionskoeffizienten nicht geeignet.

1 In bezug auf das P.M. S.:

ujT UT ., . . Voltsec
Benennung L = = Einheit 1 Amp

= 1 Ohm sec = 1 Henry.
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Unter welchen Umsténden L, an die Stelle der Gesamtinduktivitdt L treten kann,
muB demnach aus der einzelnen Aufgabe und den gegebenen Genauigkeitsanspriichen
hervorgehen. Bei weiten Schleifen aus diinnen Metalldrihten wird der durch Ver-
nachlissigung von L; begangene Fehler gering sein, aber nicht mehr bei Spulen
mit groBem Wicklungsquerschnitt.

Bei mehreren geschlossenen Stromkreisen entsteht in jedem Raumpunkt
bei u = consty das gesamte magnetische Feld durch einfache Uberlagerung der von
den einzelnen Stromkreisen verursachten Einzelfelder. Z. B. hat man bei zwei

Kreisen «b = @1 + @2)_ _
Wo =4 [ (6 + Dot de =4 [(8% + 63 +28, 82 dv, 21)

und nach den obigen Uberlegungen ist H, proportional J,, H, proportional J,.
Daher muf} die gesamte magnetische Energie zweier Kreise die Summe der Eigen-
energien um einen dem Produkt J, J, proportionalen Betrag iibersteigen, es muf3
W,, von der Form sein

1 1 )
sz f'LlJ%—i-?Lng‘i_MJ]_Jz (y=00n8tH). (22)

M heilt Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegen- oder
Fremdinduktivitit. Indem man diese Uberlegung auf n geschlossene Strom-
kreise ausdehnt, findet man die mit ibnen verkniipfte magnetische Energie zu

n n
23
W= g > D Lyidy  (u = consty). #3)
i=1k=1 :
L;; Koeffizient der Selbstinduktion des Kreises ¢, L;, = L;; Koeffizient der
gegenseitigen Induktion zwischen den Kreisen ¢ und k&1 ‘
Wir heben nochmals die Voraussetzungen dieses Abschnittes hervor: keine Be-
wegung und quasistationdrer Zustand, dazu in c): konstante Permeabilitat.
Beispiele.

I s LS Die Energie im Feldraum der Ringspule 28. Gl. (5)
J ‘I ist bei 4 = consty nach GI. (16): W, = % 22 Jz’u—lf , daher
S o ihre duBlere Selbstinduktivitit
. i, J L,==tl 24)
: — 7 Induktivitit eines Abschnittes der Lénge ! einer

Abb. 33.1, Zur Berechnung der langen Doppelleitung aus parallelen Runddrihten,
Selbstinduktionskoeffizienten der ~ Abstand der Achsen @, Durchmesser jedes Drahtes 2b;

Paralleldrahtleitung. . - . .
a>2b, Abb. 1. Wir zerlegen in duBere und innere Energie :

Jr

27 b2

W= [Mdv, dv=2ar-dr-l, H,= [28. (GL. 8)]
2 1

_mJrl R _ il
W= =5 L L=y (25)

Die innere Energie und Selbstinduktivitit sind vom Drahtquerschnitt unabhingig,
daher eine Konstante fiir alle denkbaren Kreisdrihte. L; ist doppelt zu nehmen
(fiir beide Dréhte).

a—b

1 — J
m=7¢aJ=J-y,,z/Hadr, Hy,=57 .2 [28.GL@)
b
_ jgJ%l, a—b gl a—b
W, = o In =k L, = po l’n——b . (26)
1 Einen Beweis fiir L;; = Lg; siehe 34. Gl. (16). — Fiir n = 2 zieht man die vereinfachte
Schreibweise der Koeffizienten L, =L,,, Ly=L,,, M = L,, = L,; vor. — Benennung und

Einheit der Induktionskoeffizienten siehe Anmerkung zu GI. (17).
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Daher ist die gesamte Selbstinduktion der Lénge [
—b
L=L,+IL,= {M+4yaln - } @7)

Bei Eisendrihten u; > u, kann Li ins Gewicht fallen oder iiberwiegen. In welcher
Weise bei b — o die Berechnung von W,, und L vereitelt wird, zeigt Gl. (26), (27).
Auf die Berechnung von Fremdinduktivitdten kommen wir zuriick.

34. Anwendungen des vektoriellen Potentials.

Fiir die grundsitzliche Wirbelfreiheit eines Feldes im Gleichgewichtszustand,
z. B. des elektrostatischen, war Gewéhr geleistet, wenn man die Feldstirke abgeleitet
hatte als €& =—gradp, denn es ist mathematisch notwendig rot gradp =0. Fiir
das skalare Potential ¢ ergab sich aus 7 =div D die Poissonsche Differential-

gleichung 4 ¢ = —-Z— , falls ¢ = consty, und ¢ war aus der Quellenverteilung % all-

gemein bestimmt (107.). — Entsprechend: Die grundsitzliche Quellenfreiheit der
magnetischen Induktion B ist verbiirgt, wenn wir B aus einem Hilfsvektor U ab-
leiten durch
B =rot A, (1)
denn es ist mathematisch notwendig div rot ¥ = 0; Gl. (1) ist ein allgemeines Integral
der Differentialgleichung div B =0, allerdings kein eindeutiges, denn diese wird auch
befriedigt durch U’ =A + grad y, wobei y ganz beliebig sein kann. Durch die
zweckmiBige Festsetzung, dal U quellenfrei sein soll:
‘ divd =0, (2)
wird das ,,vektorielle Potential®“ % eindeutig. (Dadurch ist y aus der Gleichung
A % =0 und den Randbedingungen der Aufgabe eindeutig bestimmt.) Um zu einer

Differentialgleichung fiir ¥ zu kommen, setzen wir (quasi-) stationire Zustinde
voraus, fiir diese gilt

rotH =§, div® =0. (3)
Bei Abwesenheit von Dauermagneten ist B = 9, daher
1
= == t Ia— t .
& =rotH =ro < F 70 QI) (4)

Es ist aber rot (l_ rot ‘)I) =71—-rot rot A + rot A - grad l_ Eine hinreichend ein-
fache Differentialgleichung wird nur unter der sehr einschrinkenden Bedingung
grad % =0 oder = grady =0 (5)

erhalten, also unter der Voraussetzung, daf die Permeabilitit vom Ort und daher
auch von der Feldstirke nicht abhangig ist:

1 W = CONSt(z, y 5, 1) (5a)
Dann erhilt man = % rotrot Y und daraus mit Gl. (2)
—A%=06. (6)

In Komponenten geschrieben ist dies die Poissonsche Potentialgleichung fiir
jede der Komponenten, deren allgemeines Integral vom skalaren Potential her
bekannt ist, daher ist auch notwendig der allgemeine Ausdruck fiir das vektorielle
Potential dem skalaren Potential analog:

QI — __ f @ d‘t (7) 1
Wenn U aus raumlicher Strémung & zu bestimmen ist, so enthalt Gl. (7) die
Vorschrift: Es soll im Aufpunkt ein Vektor eingezeichnet werden, der nach GroBe

1 In bezug auf das P. M. S.: Benennung A = —9— Em.helt 1 Volt %
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und Richtung ein gegebenes, von & durchstromtes Volumenelement dz, geteilt
durch den Abstand r dieses Elementes vom Aufpunkt, darstellt; ist dies fiir alle
durchstromten Elemente durchgefiihrt, so ist die Summe der so gefundenen Vektoren
proportional dem vektoriellen Potential. Seine kennzeichnenden Eigenschaften sind:
A untersteht der Differentialgleichung Gl. (6), ist divergenzfrei [Gl. (2)], und ver-

schwindet mit unbegrenzt zunehmender Entfernung des Aufpunktes. — Bei flachen-
hafter Stromung g gilt entsprechend GI. (7):
_ Kk [gdf
U=om) 7 (8)

Eine lineare Strombahn, als Stromfaden betrachtet, hat bei endlicher Strom-
starke J einen sehr kleinen Querschnitt g, ihre Kurve sei 3. Dann ist J=G ¢ und
dr=g-ds, also ist das ,,Stromelement‘ der vektoriellen Linge d3

Jd3 =@dr. 9
Dann ergibt Gl. (7) fiir die geschlossene, lineare Strombahn
_ G&J rds

Aus U bringt Gl. (1), (5) das magnetische Feld nach bekannten Rechenregeln
der Vektorenrechnung

4 77 r2 ’ r

§=[0 gr; = (1)

allgemein fiir rdumliche Strémung &, und fiir eine geschlossene lineare Strombahn

p=Jp L2l (12)

472

unter Jd3 das Stromelement, unter r =t°r den Vektor verstanden, der dessen
Abstand vom Aufpunkt darstellt. Nach Gl. (12) scheint die Feldstirke bestimmt
zu werden aus einer Summe von Beitrigen d§ einzelner ,,Stromelemente* gemifl

J[dg-t®
ap="573, 13)

wobei in bekannter Weise der Betrag d H = {77%; sin (d 3, t) und die Richtung rechts-
wendig senkrecht auf der durch d3 und t gelegten Ebene ist: Diese Aussage wird
als ,,Biot-Savartsche Regel”“ bezeichnet; es handelt sich um eine Regel, nicht
um ein Gesetz, denn die Annahme einzelner ,,Stromelemente® von selbstindigem
Dasein widerspricht aufs schirfste der gemachten Voraussetzung stationiren Zu-
standes: stationire Strome existieren nach Definition nur in geschlossenen Bahnen.
DemgemiB kann auch immer nur das gesamte Feld Gl. (12) festgestellt werden,
und die Aufteilung nach Gl. (13) ist zwar einleuchtend, aber willkiirlich. Aber wenn
auch Gl. (12) diesen grundsitzlichen Mangel vermeidet, so haftet ihr doch ein
empfindlicher praktischer Mangel an, den wir erkennen, wenn wir sie dem Durch-
flutungsgesetz 28. Gl. (3) gegeniiberstellen, dessen Rolle sie in den Fernwirkungs-
theorien gespielt hatte: dieses letzte gilt unabhingig von allen Stoffwerten, daher
auch fiir Eisenkorper, hierauf griindet sich sogar gerade die Abschitzung des ma-
gnetischen Kreises [28. Gl. (12) bis (15)]. Die Biot-Savartsche Regel dagegen
verbietet grundsétzlich magnetische Kérper im Feldraum gemiB Gl. (5), (5a)l;
das magnetische Feld ohne Eisen hat aber praktisch nur eine kleine Bedeutung.
Es sei nochmals auf den Anwendungsbereich des vektoriellen Potentiales hin-
gewiesen : konstante Permeabilitéit, stationire (quasistationire) Zustinde sind voraus-
gesetzt. Die Ausbreitung des Feldes kommt hier nicht zum Ausdruck, die gewonnenen
Formeln entsprechen der Fernwirkungs-, nicht der Nahewirkungstheorie. Typisch
dafiir ist die Anschauung der Stromelemente: das magnetische Feld bei beliebigem

1 Thre nachtrigliche Beriicksichtigung mit Hilfe des durch ,,influenzierte magnetische
Ladungen‘* erzeugten ,,Zusatzfeldes* ist grundsitzlich méglich, macht aber die Rechnung in
vielen Fillen undurchfithrbar verwickelt. .
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Aufpunktsabstand ist abhéingig von der gleichzeitigen GroBe der Stromelemente.
Diese Fernwirkungsauffassung wird sich auch bei jeder weiteren Anwendung des
vektoriellen Potentiales bemerkbar machen.

Beispiele fiir Gl. (10) bis (13):

1. Feld eines Kreisstromes vom Radius @ in seiner Achse (Abb. 1).

In P ist dH = %sin (ds, ), dabei r2=aqa? + 22, sin (ds, r) = %=const. Bei der Inte-
gration entlang dem Kreise nach Gl. (12) bleiben nur die axialen Kom-

ponenten in P iibrig, die nach aufen gerichteten heben sich auf, somit 7 s
wird He ads_J @ q Z
B § 4mrd” 7 293 — z

z. B. im Mittelpunkt des Kreises (z= 0): H= % (Tangentenbussole).

2. Vektorielles Potential eines langen, diinnen, geraden Runddrahtes. .
Er liege in der z-Achse eines rechtswendigen rechtwinkeligen Koordi- %ebﬁ' 3;?;125; %Ziliﬁ‘éﬁ&?_
natensystemes (Einheitsvektoren i, j, f). Nach 28. Gl.(2) ist

B= ;TJr B=iBy+jBy; mit 2= a? 4 y? ist By=— B Y By=Hs . 2%

Das Vektorpotential in der Entfernung r ist A=§f4 = —% 2T Inr, denn es ist (rot A), =

2
%%=Bx, (rot?[)y=—%=3y, und div A = %zA—=O.

3. Das Vektorpotential zweier langer, diinner, paralleler gerader Drihte, die von entgegen-
gesetzt gerichteten gleich grofien Strémen J durchflossen sind, ergibt sich durch lineare Uber-
lagerung der Einzelpotentiale. Bezeichnen r, und r, die Entfernungen des Aufpunktes von
jedem der beiden Drihte, und liegt das Koordinatensystem entsprechend, so ist somit einfach

aJ,
N=—t—In—
2n 7 1y

Der magnetische FluB durch alle nur denkbaren Flachen, die eine geschlossene
Kurve 3 zum Rande haben, ist derselbe; mit Hilfe des Vektorpotentiales wird er

unabhingig von der Fliche ausgedriickt durch Gl. (1) und den Satz von Stokes:
@=_/%df=frot%l-df=5£91d§. (14)

f f
Er ist ausschlieBlich abhingig vom Werte des Vektorpotentiales am Ort jedes
Elementes der geschlossenen Randkurve; U selbst ist aus Gl. (7) bis (10) bestimmt.
Daher wird z. B. der magnetische FluB}, den eine lineare, ge-
schlossene Stromschleife (J; 3;) durch eine geschlossene Kurve 3,
hindurchschickt, und der wegen Gl. (5) proportional zu J ist, C <
mit Gl. (10) und (14) durch ein Doppelintegral errechnet zu

i d3;d3
¢ik=J‘Lik=J'%ﬂ-¢“¢#. (].5)
S; Sp J 7
7,5 ist der Abstand der beiden Linienelemente d 3; und d 3, die
einen Winkel # einschlieBen, daher d3,d 8, = ds;ds; cos#. Wird

nicht 3;, sondern 3, als vom Strom J durchflossener linearer ~t4
Leiter (Stromfaden) angesehen, so ist das Ergebnis das gleiche, |
es ist also L =L, (16)  Abb. 34.2. Gegenseitige

. . . . RN . Induktivitit zweier
und dies gilt nicht etwa nur fiir beliebige, geschlossene ,,lineare  konaxialer Kreisdrante.

Leiter*, sondern allgemein, wie man erkennt, indem man aus-

gedehnte Stromungen in einzelne ,,Stromfiden® zerlegt. Das Doppelintegral in
Gl. (15) ist die zur Berechnung der Koeffizienten L;; fir lineare Stromkreise bei
konstanter Permeabilitat héufig angewendete ,,Neumannsche Formel*.

Beispiel: Zwei parallele, konaxiale Kreise aus dinnem Draht. Abstand z, Durchmesser a
und 4 (Abb.2). Es ist d3,d3,= ds, ds, cos ¥, ferner r2= 22 + A%+ a® — 2 Aa cos ¥, daher
27 27 27

I I adp-AdY-cosd I cos-d o
12:4__ ZTAG 3 .
7 r V2 + A% +a>—2A4dacosd
00

0
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Das Ergebnis der elementar nicht durchzufiihrenden Integration lautet

L= # Y42 (2— )k —28),

dabei sind K und E die vollstindigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung- vom
44a

2 .
Modul %, dessen Quadrat k2= @Tar 2 ist.

Fir das Induktionsgesetz 30. Gl. (7) ergibt GI. (14)
ad d
f@ds:-—(iT:—Tﬁf%Id;. a7

Die elektrische Umlaufspannung lings 3 errechnet sich durch die zeitliche Ande-
rung des Umlaufintegrales von U; bei Bewegung von 3 mit der Geschwindigkeit b
hat man mit 31. Gl. (6a)

56@«15=_36%dg—56[58n]d;. (17a)

Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, daBl der Betrag A des
Vektorpotentiales in jedem Feldpunkt nicht etwa dem dort herrschenden Induktions-
betrag B proportional ist; nach Ausweis von Gl. (1) ist dort, wo B am grofiten ist,

nicht 4, sondern seine nach Gl. (1) auszurechnende értliche Anderung am gréBten.

Die zweite Hauptgleichung bei Ruhe rot@:—%a— wird durch das vektorielle

Potential auf die Form rot ((65 + %) =0 gebracht; die geforderte Wirbelfreiheit
laft den Summenvektor als ein Potentialgefille auffassen, daher kann man schreiben

o
=— grad @, (18)
und bei €iner durch v beschriebenen Bewegung gemafl 31. Gl. (5):
@=—%Qti—gmdtp—[%b]. (18a)

Diese Gleichung wurde fiir den Fall stationiren magnetischen Feldes (% = 0)

in 31. GI. (7) erlautert. — GI. (18) 148t sich mit einiger Willkiir! folgendermaflen
auslegen: Das elektrische Feld besteht aus einem ,,dynamischen‘ und einem ,,stati-

schen‘ Anteil. Der erste Teil — % ist quellenfrei [Gl. (2); geschlossene Feldlinien]

und die Schwankungen des magnetischen Feldes sind als seine Wirbel seine Ursache;
der zweite Teil —grad @ ist wirbelfrei, und die elektrischen Ladungen sind als seine
Quellen seine Ursache.

Zur Berechnung der magnetischen Energie aus dem Vektorpotential bei kon-
stantem p schreiben wir die Energiedichte [33. Gl. (15)] mit GI. (1)

wm=%®%:%3§rot91.

Es ist aber eine Formel der Vektorenrechnung div (UH]=HrotA— ArotH;
im quasistationidren Zustand ist rot § = @, sodaBl die Integration iiber den unend-
lichen felderfiillten Raum ergibt

Wm=%/&§)%dt=%/%@dr+%f¢liv[%@]dr.

Das zweite Integral formen wir mit dem Satz von Gauf in f[?l H1dj um.
Verlaufen alle Strome im Endlichen, so verschwindet das Flachenintegral iiber die

1 Die Willkiir liegt darin, daB die rechnerischen HilfsgréBen % und ¢ in hier nicht weiter
zu verfolgender Weise niherer Bestimmung bediirfen. Gegeniiber den dem Fernwirkungs-
standpunkt entsprechenden GI. (18), (18a) enthilt das Induktionsgesetz (30., 31.) als Aussage
der Nahewirkungsvorstellung die elektrische Feldstirke selbst als einheitliches Ganzes.
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unendlich ferne, geschlossene Hiille, weil der Integrand mit wachsendem Aufpunkts-
abstand gegen Null geht und es bleibt

2/5558d 2/91@541 (19)

Nur durchstrémte Raumteile (& =4=0) liefern zu diesem Integral Beitrige, die
Integration betrifft also nicht mehr, wie im Feldausdruck der linken Seite, den
unendlichen felderfiillten Raum. Gl. (19) ist typisch fiir die Fernwirkungsvorstellung,
denn sie macht fiir die magnetische Energie nicht das Feld selbst, sondern die
elektrische Stromung und das vektorielle Potential verantwortlich [im wirbelfreien
Feld driickt die entsprechende Formel GI. (3), (4) in 18. die Feldenergie durch
Ladungen und skalares Potential aus].

Indem man das Vektorpotential nach Gl. (7) in Gl. (19) einsetzt, erhilt man das

Doppelintegral
W—— /‘(Sfdr @dr (20)

Dabei ist r der Abstand zwischen den beiden durchstrémten Raumelementen
® d7 und @' d7’. Fiir einen einzelnen geschlossenen Stromkreis ist aber [33. Gl. (17)]

W, = —;—Lﬂ, daher GI. (20) der allgemeine Ausdruck zur Berechnung von Selbst-

induktionskoeffizienten. Bei flichenhafter Stromung an Stelle rdumlicher Strémung
tritt gdf an die Stelle von & d, also hat man

i d . ld 7
=&/‘f@f:§f’ (20a)
und schlieBlich fiir lineare Leiter (Stromfiden) mit Gl. (9):
. Jdg-J'dg’
W, = & 56 56 R (20b)

Mit Hilfe von Gl. (20a) kann man z. B. die Selbstinduktion einer Zylinderspule
errechnen, indem man sie ersetzt durch einen Kreiszylinder, auf dessen Mantelfldche
zirkulare Flichenstromung kreist. So ist Emde! vorgegangen. Gl. (20b) ist ebenso,
wie Gl (10) und (12) nicht firr unendlich diinne Drahte zu verstehen, sondern fiir
,,Stromfiden“ von sehr kleinem Querschnitt, in die jede rdumliche Strémung
zerteilt gedacht werden kann. So la8t sich z. B. mit Hilfe von Gl. (19) der Beitrag
0 W,, angeben, den jeder geschlossene Stromfaden vom Querschnitt ¢ und der
Lange 3 zur magnetischen Energie beisteuert:

an=%Gq5{§Ms=%J<p, @1)

wobei J = Qq die ,,Stromstirke des Stromfadens® ist, und @ der magnetische FluB,
der durch eine von der geschlossenen Leitkurve $ berandete, im iibrigen beliebige
Fliche hindurchtritt. Die Summation dieser Beitrige iiber alle Stromfiden aller
Stromkreise ergibt fiir die gesamte magnetische Energie

1
W =52, %P, (22)

wie in anderem Zusammenhang in 33. Gl. (8) gefunden wurde.

Wihrend fiir die Berechnung von Selbstinduktionskoeffizienten? die magnetische
Energie zugrunde zu legen war, weil mit unbegrenzt abnehmender Dicke der durch-
stromten Leiter das magnetische Feld an ihrem Umfang unbegrenzt groB wird, wurde
fiir die Berechnung von Gegeninduktivititen der magnetische Fluf durch eine
geometrische geschlossene Kurve, die Leitlinie eines linearen Leiters ist, benutzt.
Tritt an ibre Stelle ein kérperlicher Leitungsdraht, so entsteht eine gewisse Un-

1Jahnke-Emde: Funktionentafeln (1933) S. 152.
2 Formeln zur Berechnung von Selbst- und Gegeninduktivititen z. B. in E. B. Rosau. F. W,
Grover: Bull. Bur. Stand. Bd. 8 (1912) Heft 1. -
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sicherheit hinsichtlich der GréBe der berandeten Fliche. Sie fillt jedoch, wenn die
Leiterkreise nicht sehr nahe beieinander liegen, nicht sehr stark ins Gewicht, denn
die von einem Stromkreis hervorgebrachte magnetische Induktion wird an den
betrachteten Leitungsdrahtstiicken des anderen Kreises im allgemeinen keine
besonders groBen Werte aufweisen. Wollte man andererseits auf entsprechendem
Wege die Selbstinduktivitit berechnen, so wiirde die in Kauf zu nehmende Un-
sicherheit viel groBer sein, da es sich hierbei um die unmittelbare Nachbarschaft
des durchstromten Drahtes handelt, in der die magnetische Induktion erhebliche
Werte aufweist.

35. Mehrere Stromkreise. Magnetische Streuung.

Die magnetische Energie eines Systems von # ruhenden starren linearen Strom-
kreisen bei konstanter Permeabilitit hatten wir sowohl mit Hilfe der umfaften
magnetischen Flisse [33. GI. (8)] ausgedriickt, als auch mit Hilfe der Induktions-
koeffizienten [33. Gl. (23)], die Ubereinstimmung dieser Ausdriicke

Wm=%§ﬁ¢y=%ﬁvj@k%% (1)

i=1k=1
erreicht man, indem man fir jeden (den ¢-ten) Flull setzt
n
D, = 2 Ly Jy @
k=1

und auBlerdem Gl. (16) in 34.: L;;, = L,, beriicksichtigt. Damit sind die mit den
linearen Kreisen verketteten magnetischen Fliisse durch die Induktionskoeffizienten
als Summe von Einzelfliissen ausgedriickt. Den Summanden L;; J; bezeichnet man
als ,,EigenfluB*, er ist der mit dem linearen Kreis ¢ verkettete Fluf} fiir den Fall,
daB alle anderen Strome Null sind, die iibrigen Summanden sind die ,,Fremdfliisse,
die, von den anderen Strémen herriithrend, mit dem Kreis ¢ verkettet sind. Fir
zwei lineare Kreise ist somit

1 1 1
Wm=§(']1¢1+'72¢2)=§L1J%+?L2J§+MJ1J2, 3)

O, =LJ, +MJ,, @
@, =L, J, + M Jy,
wobei in iiblicher Weise L, =1L,,, Ly=L,,, M = L,, = L,, geschrieben ist. Die
Aufteilung der Flisse ist hier einfach
Of =Lk, O =M, |
OP= Ly, OP=MJ,
DY, P Eigenfliisse, PP, O Fremdfliisse.
Der Koeffizient M der gegenseitigen Induktion ist eine Funktion der gegen-
seitigen Lage der beiden Stromkreise. Wir fragen nach seinen Grenzwerten. Haben
die beiden Stromkreise kein gemeinsames magnetisches Feld, so ist M =0. Der
andere Grenzwert ergibt sich, wenn man bedenkt, daBl die magnetische Energie
nur als positive GroBe sinnvoll ist: W,, =0, selbst wenn der Beitrag M J, J, [Gl. (3)]
durch das Vorzeichen eines Stromes negativ ausfillt. Wir untersuchen daher W,

wenn bei J; = const fir J, alle méglichen Werte durchlaufen werden. Der Kleinst-

(4a)

wert ergibt sich aus 0 = % = MJ, + L, J, fiir den Stromwert J, =— %‘ J;, dabei
2 2
hat W,, die GroBe
1 M2
o=y 2t (L= )20, (5)

woraus folgt
LL,= M?*=0. (6)
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Fiir den oberen Grenzwert der Gegeninduktivitit M sagt man, es sei keine
Streuung, und fir den Kleinstwert, es sei keine Kopplung vorhanden, und
definiert daher gemafB Gl. (6) den totalen Streufaktor
Ll —M?
=T IL
als die relative Abweichung der Gegeninduktion von ihrem oberen Grenzwert, und
den Kopplungsfaktor & durch

B=1—0c=

o 0=so<xl (7)

M2
LI’
als das Verhéltnis von M zu seinem oberen Grenzwert. Manchmal ist es niitzlich,
k2 als Produkt aufzufassen:

k2 =k ky;

1>k=0 (8)

M M
=T ky= 7 (8a)

Mit ¢ und k kommt man fiir die meisten Rechnungen aus. Dies zeigen die folgenden
Beispiele. .

1. Magnetische Energie und Streuung. Zwei lineare Stromkreise seien durch L,, L,, ¥
und die Stromstirken J,, J, gegeben. Dann bestehen die in Gl. (3), (4), (4a) beschriebenen Ver-
hailtnisse. Darauf werde J, = 0 gemacht. Derselbe magnetische Flul @,, wie vorher, kann durch
einen entsprechend verinderten Strom J¥ erhalten werden: damit L, J¥ = @, = L, J;, + M J,

ist, muB sein J¥=J, + J, —%[-, unter J; und J, die Stromstirken der vorangegangenen
Verhiltnisse verstanden. Wegeil des ganzlich anderen magnetischen Feldes stimmt die jetzt
gespeicherte Energie W = —;—LlJ *2 nicht mit der Energie W,, des ersten Falles Gl. (3) iiber-

ein, der Unterschied beider Energien ist
* _ 1 2 M2 _ . 1 2
Wm“—Wm—?L:_,JQ (1—zl—Lz)—U ?L2J2>0. (9)
Wenn aber Wy, > Wp, bei gleichem ®, ist, so kann die ausschlieBlich von J, abhingige
Differenz einem FluBanteil des Stromes J, zugeschrieben werden, der nicht durch die Fliche
des Kreises 1 hindurchtritt. Entsprechendes gilt bei Vertauschung der Kreise 1 und 2.
2. Kreis aus L und R bei Gleichstrom. In einem durch L und R gekennzeichneten Strom-

Ue
b
zur Zeit ¢ =0 werde U%®= 0 (Abb.1). Dann ist die elektrische Umlaufspannung in jedem
Augenblick

kreis (Spule) flieBe infolge einer konstanten eingeprigten Spannung U’ ein Gleichstrom J, =

ad d dJ
JB=—"gg=—qEN=—L5
Die Losung der Differentialgleichung ist
Ue —t—R—
J= R (10)

Die als Stromwirme verlorene Energie ist f JERdAt=J} —g— =W,.
0

Der zeitliche Ablauf wird bestimmt durch die ,,magnetische Zeitkonstante*, die -in
jedem MaBsystem in Zeiteinheiten gemessen wird,

T = 1)

R
Wird dem zuvor stromlosen Kreis zur Zeit £ =0 ein U’ eingeprigt, so ist die Umlaufspannung

JR—U®=—L Z—'t] , und die vollstindige Losung ist

€
= =) (12)
(vgl. J, fir k=0 in Abb. 3).

3. Zwei gekoppelte Kreise bei Gleichstrom. Die beiden Kreise seien durch ihre Kon-
stanten R,, L,, M, L,, R, gekennzeichnet. Fiir £ < 0 sei J; = 0 und J, = 0, fiir = 0 werde dem
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Kreis 1 eine konstante Spannung U eingeprigt (Abb. 2). Dann ist die elektrische Umlauf-
spannung in beiden Kreisen mit Gl. (4), (4a):

SR U= P g dh g ddy
dt dt dt (13)
_ dd, dJ, dJ,
hly=——g =L — Mg
JA
A Vo M .
. /fé zé L 24
— (o] A
Abb. 35.1. Stromkreis mit Selbstinduktion und Abb. 35. 2. Zwei magnetisch gekoppelte Stromkreise.

Ohmschen Widerstand.

Eine willkiirliche Festsetzung des Vorzeichens von J, gegeniiber J, ist nicht notwendig.
Geht man mit dem Lésungsansatz von der Form e?? in das System linearer, simultaner Diffe-
rentialgleichungen Gl. (13) hinein, so ergibt sich fiir p eine quadratische Gleichung mit stets
reellen Wurzeln. Wir beschrinken uns auf den technisch gerechtfertigten Fall gleicher Zeit-
konstanten beider Kreise: 7, = 7,= 7. Es ergibt sich mit GI. (8)

—1 —1

h=TAT R | = Ti—R) (14)
da+1=k=0, ist |py| > |p,|. Die Strome verlaufen gemiB
= —1%71—{1—% (ep‘t-l-ep*t)},
J2= _‘l E'-l—(eplt——-emt)’ o
R, L, 2
J, ist also J, entgegengerichtet, steigt von Null zu einem Maximum an, das zur Zeit { = 1 B
erreicht wird, und geht wieder gegen Null. Fir £ — 0 (Kreis 2 fehlt oder ist u.nzt)':ar—l‘)lg?écheﬁ2
wird p, = p,= _1' ! , Jy=0; J, verlduft daher nach Gl. (12). Fiir k — 1 dagegen wird p, = ;—11 ,
p, = — o, daher . .
e (1), e TyEL

Fir die Zwischenwerte der Kopplung verlaufen J;
und J, zwischen diesen Grenzkurven (Abb. 3). Man sieht:
J, steigt bei & > 0 stets schneller an, als bei Fehlen des
%we]i‘)’ten Kreises (k= 0). Der mit dem Kreis 1 verkettete

Tuf ist

By =LyJ, + M J,— Ur{l—l%’“e""— l_g_’”ew}. (16)

.Da k <1 ist, iiberwiegt das zweite Glied der Kammer
mit der gegeniiber T vergroBerten Zeitkonstanten (1 4+ k),
der magnetische FluB} steigt also. langsamer an, als bei
fehlendem zweiten Kreis (k = 0), im Grenzfall & = 1 mit
der Zeitkonstanten 2z.

T k=1 4. Eine Spule mit zwei gleichen, bifilaren Wick-
I lungen bat nahezu L, = L,= L, daher ist bei Hintereinander-
4 schaltung J, = J, = J die magnetische Energie
Abb. 35. 3. Verimf tde;‘ Stsrtime bei Lyes

. . T
Einprigen einer konstanten Spannung ‘ W= J2 (L 4+ M)=J, =, (3a)

je nachdem, ob die beiden Wicklungen gleich- oder gegensinnig vom Strome durchflossen werden.
Fiir o A~ 0 ist daher die resultierende Induktivitat im zweiten Falle Lyes R20, im ersten Lyes Rz 4 L.

Von diesen bisher geschilderten Verhiltnissen unterscheiden sich die weit
wichtigeren praktischen Verhiltnisse dadurch, daB die Leiter ausgedehnte,
korperliche Spulen (Wicklungen aus vielen Windungen) sind, und da8 der
magnetische Feldraum Eisenkéorper enthilt. Z. B. besteht der Transformator
in seiner einfachsten Anordnung, auf Grund deren sich die folgenden Begriffe
entwickelt haben, aus zwei Spulen mit gemeinsamem, nahezu eisengeschlossenem
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magnetischem Kreis. Hierbei gibt es Induktionsréhren, die beide Wicklungen voll-
kommen umschlieBen, dazu solche, die nur mit einem Teil beider Wicklungen ver-
kettet sind, ferner FluBanteile, die ausschlieBlich entweder die eine oder die andere
Wicklung jeweils entweder vollkommen oder auch nur Teile dieser umschlingen.
Dazu ist die Permeabilitit eine Funktion der Feldstirke, also von den Stromstéirken
abhingig. Da es praktisch aussichtslos erscheint, diese Verhaltnisse iibersichtlich
und allgemein beschreiben zu koénnen, geht man an ihrer Stelle von folgendem
Idealbild aus: Ist nur Kreis 1 stromdurchflossen, so sei der mit J;, verkettete Fluf3
D, ; ein Teil davon: @, umschlingt keine einzige Windung des Kreises 2. Diese Fliisse
ersetzt man durch Rechenfliisse (,fiktive’* Fliisse), die simtliche z; Windungen
des Kreises 1 umschlingen, mittels der Vorschrift @, =z, ¢,; ®,, =2, ¢,,. Dann
kann man schreiben ¢, =¢,; + ¢,,. Ist nur Kreis 2 stromdurchflossen, so gewinnen

wir ebenso @, = —z—"1=q72,, + @y,. Ferner halten wir daran fest, daBl die Einzel-
2
wirkungen sich linear iiberlagern. Dann ist der Flu8

P = P11t Pon (17)
beiden Wicklungen gemeinsam. Er sei mit beiden Wick-
lungen vollkommen verkettet. Wir haben damit das
Schema Abb. 4 gewonnen. Fiihren beide Spulen Strom,
so setzt sich der FluB jedes der beiden Kreise zusammen
aus ,,NutzfluB (gemeinsamem Flu, HauptfluB)“ und

,»Streuflul*’ gemif
(18)  Abb. 85. 4. Schema der Rechen-

D=2, + Py,
D, =2 +D,,. fliisse ,,Hauptflus“ und ,,Streu-
2 2Ph 28 fluB‘ bei zwei magne’tisch

Nutz- und StreufluB sind im allgemeinen Falle Rechen- gekoppelten Kreisen.

grofen, d. h., es handelt sich hier um eine Hilfsvorstellung,

die nicht in ihren Einzelheiten, sondern nur mit ihrem Endergebnis mit den tat-
sichlich vorhandenen Verhéltnissen in Ubereinstimmung stehen soll. Beim Trans-
formator mit geschlossenem Eisenkreis ist jedoch der NutzfluB praktisch identisch
mit dem wirklichen Flul im Eisenkern. Da die Streufliisse sicher mindestens zu
einem Teil auBerhalb des Eisens verlaufen, werden sie von der Schwankung der
Eisenpermeabilitit wenig beeinflult und kénnen daher den Stromen proportional
gesetzt werden:

¢ls =A1J1’ q)zs =A2J2- (19)

A, und A, werden Streuinduktivititen genannt, sie sind z. B. beim Transformator
erfahrungsgemid® von den Stromstidrken praktisch unabhingig. Wegen der be-
anspruchten linearen Uberlagerung aber kénnen wir @, und @, auch mit Gl. (4), (4a)
ausdriicken, die génzlich unabhangig von jeder willkiirlichen Feldeinteilung allgemein
gelten. Die fiktiven Fliisse miissen so groB sein, daB die wirklichen Induktions-
wirkungen durch sie zahlenméaBig richtig beschrieben werden. (Wir haben also hier,
streng genommen, den Giiltigkeitsbereich der Induktionskoeffizienten L,, L,, M auf
den Fall u 4 consty ausgedehnt.) Somit ergibt sich

Gy =L, + My =29, +4,J,, }

20
Dy =L, Jy + MJ, =205 + Ay . (20)

Damit sind aber die Beziehungen der drei Unbekannten ¢, 4,, A, zu den wirk-
lichen Fliissen @; und @, noch nicht eindeutig. Als dritte Gleichung zieht man
nach W. Rogowski den Satz hinzu, daf3

g, =0 fir 2z J, =—2z2,J,, (21)

in Worten: ist die gesamte Durchflutung @ =z,J; +2,J, =0, was durch Gegen-
schaltung experimentell verwirklicht werden kann (nahezu erreicht bei Kurzschluf3-
schaltung), so sind die beiden Kreise nur mit ihren Streufliissen verkettet, ein
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gemeinsamer FluB fehlt. Mit GIl. (21) ergibt sich aus Gl. (20) die Gré8e der ,,Streu-
induktivititen‘

A, =L1—;:- M, Ad,=L,—2M. (22)

%
Somit sind die wirklichen Fliisse ausdriickbar als
¢1=L1J1+MJ2=<L1—‘§:'M>J1 +M(:—:‘]1+J2); (23)
@=%@+M4=@¢{M@4+M@+§%)
1 . 1

Daher ist der gemeinsame Flul
M
Pr = 2z, (nndy +220). (24)

Mit Gl. (23) sind die Gesamtfliisse @, und D, in Streu- und Nutzfliisse aufgeteilt;
die Aufteilung ist im allgemeinen fiktiv, so z. B. bei Luftspulen, wo der Begriff
eines gemeinsamen Flusses sinnlos sein kann, dagegen ist sie beim eisengeschlossenen
Transformator weitgehend verwirklicht. Zu den in Gl. (22) definierten Streu-

induktivititen A, = 1912 4, — ﬁfﬂ und den Selbstinduktivititen L, =1L
2

J, A
L, = if]& treten die Haupt- oder Nutzinduktivititen
2
Ly=L—4,=2M, Ly =L,—A, =2 M. (25)
2 1

Bezeichnet man als Streuziffern die Verhiltnisse

M — A
0= Lyp’ 02 = Loy ? (26)

so besteht zu dem totalen Streufaktor und dem Kopplungsfaktor Gl. (7), (8) die
Beziehung

Ag ot Zago— L
2, ' 1+o0,’ z, 27 140, 7)
S 1
A+o)(l+o) =73 =7—-

Fiir den Fall der Gl. (21), Gegenschaltung, ist die magnetische Energie nur im
Streufeld gespeichert und insgesamt vom Betrage

1 J? 2 J3
Wm=§(A1J%+A2J§)=7{A1+<:—:> A2}='2—A1res- (28)

Gl (28) und (21) sind die Grundlagen fiir die Bestimmung von A;, A, (meist
geniigt die Kenntnis von A4, ,.). Fiir einige Fille hat Rogowski die Streuinduk-
divitaten durch Berechnung bestimmt. — Ein der Gegenschaltung Gl. (21) Rechnung
tragendes Feldbild weist fiir jede Wicklung eine FluBverkettung auf, die gleich dem
StreufluB jeder Spule ist. Nach Herleitung der Gl. (22), (23) ist der mit jeder Spule
verkettete FluB, der aus dem Feldbild gewonnen wird, stets in Ubereinstimmung
mit der Rechnung. Zur Bestimmung von @,, und @,, kann man das Feldbild bei
einseitiger Erregung, d.h. bei Fehlen jeweils des anderen Stromes, benutzen, was
bei linearen Leitern durch Auszéhlen der nach Definition zum Streuflufl zu rechnenden
Feldrohren ohne Schwierigkeiten geschieht. [Das bei einem beliebigen Strom-
verhiltnis J;/J, vorhandene augenblickliche Feldbild ist so wenig maBgebend, als
aus dem elektrischen Feldbild einer augenblicklichen Ladungsverteilung auf die
Teilkapazititen (19.) geschlossen werden kann.] Nach Ausweis von Gl. (22) kann
eine Streuinduktivitit einen negativen Wert besitzen, der betreffende Streuflufl
also negativ sein. Die Bedeutung dieses Umstandes erklirt die Gegenschaltung:
mit Gl (21) ist z.B. @, = L,J; + MJ,= L J, — z)/2,- MJ, = A, J;. Negativer
Streuflul bedeutet somit lediglich, dal der FremdfluB der betreffenden Spule
grofer ist, als der EigenfluB; da bei Gegenschaltung die Differenz beider zur
Wirkung kommt, erscheint der resultierende Spulenflul mit negativem Vorzeichen.
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Schlielich darf nicht vergessen werden, daf die Induktionswirkungen nicht durch
den Feldzustand, der z. B. aus einem gezeichneten Feldbild erkannt werden kann,
sondern durch Zustandsénderungen hervorgebracht werden. Nur dann, wenn in
jeder Zeitspanne sich alle Strome im gleichen Verhéltnis dndern, bleibt die Struktur
des Feldes bei Intensititsinderungen erhalten. Bei phasenverschobenen Wechsel-
strémen z. B. dndert sich das Feldbild stetig. Es bleibt dann in schwierigen Einzel-
fillen nur iibrig, auf das Induktionsgesetz selbst zuriickzugehen, in welchem irgend-
eine der beschriebenen oder denkbaren Aufteilungen des magnetischen Flusses nicht
enthalten ist.

36. Magnetische Kriifte, Energie und Arbeit.

a) Elektrodynamische Kraft (Stromkraft).

Fiir den Fall von der Feldstirke unabhéngiger, mit dem Orte verinderlicher
Permeabilitdt sind die Maxwellschen fiktiven Flachenkrifte des magnetischen
Feldes vollig analog zu denen des elektrischen Feldes. Um weitldufiger Wieder-
holungen zu vermeiden, verweisen wir deshalb auf die Ausfithrungen von 15. und
benutzen hier lediglich die Ergebnisse.

Setzt man, wie dort,

so entsprechen den ,,Spannungen‘
, B’
p=9 B n—n -‘9—2— (2)

{und den zugehérigen Zug- und Druckkraften analog 15. Gl. (4), (4a), (4b)] riumliche
Kraftdichten der GroBe [vgl. 15. Gl (9)]: .

t=div® - — 12 H*grad p + [rot - B']. 3)

Dabei ist g =consty, B'=uH =B—IM gemiB 24. Gl (3), (7) (B’ =B nur,
wenn die permanente Magnetisierung IR =0). An Unstetigkeitsflichen steht fiir
Gl (3) eine Gleichung, die 15. GI. (6) entspricht.

Das erste Glied in Gl. (3) ist analog der elektrischen Kraft auf elektrische Ladungen
und tritt dort auf, wo die permanente Magnetisierung eine Quelle hat, denn es ist
div B’ =—div M. Den Sprung in der Normalkomponente von IR hatten wir in
24. Gl (11) als ,,Flichendichte des Magnetismus“ bezeichnet. Das zweite Glied
tritt auf, wo der Stoffwert y sich ortlich dndert, so insbesondere an Unstetigkeits-
flichen, an denen die Kraft als Zug auf die Oberfliche des Stoffes mit groBerem u
wirkt.

Fiir das dritte Glied benutzen wir die erste Hauptgleichung 70t $ = & und
erhalten

F=[08]=[0 1] =[6(B—Mm)], (4)

f=[®B], wenn I =0. (4a)t
Grundgleichung der elektrodynamischen Kraft.

Ist u =F (H), so erfahrt das zweite Glied von Gl. (3) eine Anderung, und in
den beiden anderen ist unter u der ortliche Wert zu verstehen.

Wir haben zundchst die Zulédssigkeit der Gl. (4), (4a) an den aus ihr zu ziehenden
Folgerungen zu priifen. Zunichst: Nach der urspriinglichen klassischen Theorie
wirkt die mechanische Kraft nicht auf die elektrische Stromung selbst, sondern
auf den Leiter, in welchem sie flieBt. Durch ein zeitlich konstantes magnetisches

1 Benennung in bezug auf das P.M.S.: k = %% = L—K3 gemdfB 9. Gl (1).

Fischer, Elektrodynamik. 7
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Feld wird daher eine gegebene Strémungsverteilung nicht geindert. E.H. Hall
hat gefunden, daB eine solche Beeinflussung doch vorhanden ist, sodaB also die
Behauptung der klassischen Theorie nur angenihert zutrifft. — Nehmen wir in der
aus 34. Gl. (9) bekannten Weise als durchstromtes Raumelement ein Lingenelement
eines ,,Stromfadens” @ dr =J d3, so ergibt Gl. (4a)

d® =J[d3B]. (5)

Die magnetische Kraft auf ein Stromelement gleicht ihrem Betrage nach dem
aus ds und B gebildeten Parallelogramm, multipliziert mit J, ihre Richtung ist
rechtswendig senkrecht zu dieser Fliche. Auch hier gelten die im AnschluB an
34. GL (13) gemachten Ausfiihrungen iiber ,,Stromelemente, wir untersuchen
Folgerungen aus Gl. (5) fiir geschlossene Kreise. Erfihrt das Stromelement eine

kleine Verschiebung, die nach Betrag und Richtung durch den Vek-
tor 61 beschrieben wird, so ist die geleistete Arbeit

‘ dA =dQ -0l=J-01[d3B]=J -B[dl-d3]; (6)

das kleine Parallelogramm [4-d 3] ist die Fliche, welche das Ele-

: ment d 3 bei seiner Verschiebung d iiberstreicht, daher ist B [0 [-d 8]

» der magnetische Induktionsflu durch diese Fliche. Werden jedem

Lingenelement der geschlossenen Leitkurve § des Stromfadens

Abb. 36.1. Zur Be-  kleine Verschiebungen 61 erteilt (jedoch so, daB & eine geschlossene

s o thlt  Kurve bleibt), so ist das entlang der Leitkurve 3 genommene

geschlossenenstrom-  [Fmlaufintegral 56 B[61-d3] =0D der Zuwachs an magnetischem

magnetischen Feld.  Flufl, der eintritt, wenn durch die Bewegung die Leitkurve aus

ihrer alten Lage I in ihre neue Lage II iibergeht (Abb.1). Die

gesamte Arbeit ergibt sich daher als Summe aller Arbeiten, die fiir die einzelnen
Stromelemente geleistet werden:

dA=J-dD: {7)

Die Arbeit, welche die magnetischen Feldkriafte bei Bewegung
eines geschlossenen linearen Leiters (Stromfadens) leisten, gleicht
dem Produkt aus Stromstirke und Zuwachs des umrandeten Flusses.
Dabei ist es gleichgiiltig, auf welche Weise die FluBinderung zustande kommt,
ebenso, ob die Leitkurve ihre Gestalt dndert oder nicht. Ein frei beweglicher linearer
Leiterkreis &ndert daher im magnetischen Felde solange seine Lage und gegebenen-
falls seine Gestalt, als mit der Bewegung eine FluBinderung verbunden ist. In der
Ruhelage ist der umfaBite FluB ein Extremum. Die Ruhelage ist eine Stellung
stabilen Gleichgewichtes, wenn der umfaBte FluB ein Maximum ist, denn dann
muB fiir jede Lageinderung von auBen her mechanische Arbeit geleistet werden.
Der Leiter sucht eine solche Lage einzunehmen, daB er den nach den Umstinden
groBten magnetischen FluB umfaBt. Diese allgemeine, aus Gl. (4a) gefolgerte Regel
wird durch die Erfahrung bestitigt.

In einem geschlossenen linearen Leiter flieBt bei Fehlen eingeprigter Krifte

bei FluBanderungen nach dem Induktionsgesetz ein Strom von der Gréfe J =
1do

— & g; » der wahrend der unendlich kleinen Zeitspanne d¢ als konstant an-
gesehen werden darf. Die Arbeit der Feldkrifte wihrend d¢ folgt hieraus und aus
Gl. (7) zu
dt (dD\2

dA=Jd¢:—§<—ﬂ) <o, (8)
also unter allen Umstanden negativ: flieBen bei einer Bewegung induzierte Stréme,
so entstehen zugleich Krifte auf den durchstrémten Leiter, welche der Bewegung
entgegenwirken. Dies ist die ebenfalls durch die Erfahrung bestitigte Lenzsche
Regel (vgl. 31.).
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Wir kommen schlieBlich zur magnetischen Induktion. Nach Gl. (5), (6)
laBt sich aussagen: eine magnetische Induktionslinie ist eine Linie, lings der ein
stromfiihrender Leiter bewegt werden kann, ohne daBB mechanische Arbeit geleistet
wird: [01-d8] =0. Ferner: bewegt man einen geschlossenen linearen Stromkreis
in einem zeitlich konstanten magnetischen Feld beliebig, jedoch so, dafi Endlage
und Anfangslage identisch sind, so wird insgesamt keine Arbeit gewonnenl.
Dies lehrt die Erfahrung. Sie wird mit Gl. (7) so ausgesprochen:

04 =J§B[61-d8] =0. (9)

Hierbei ist aber jetzt [0]:d3] das Flichenelement df der durch die Bewegung
der Kurve beschriebenen geschlossenen Hiille, somit folgt aus GI.(9), da
J 40 ist:

$Bdf=0  oder divB =0 (10)

mit dem Satz von GauB. Der ausgesprochene Erfahrungssatz bestéitigt also ent-
weder zusammen mit Gl. (10) die Richtigkeit von Gl. (7) und damit die Zulassigkeit
von Gl. (5) und (4a), oder er beweist zusammen mit Gl. (7) die Quellenlosigkeit der
magnetischen Induktion. Einen anderen Beweis fiir diese in 23. Gl. (9) aufgestellte
Behauptung hatten. wir auch in 31. Gl (5) bei der Induktion durch Bewegung
kennengelernt.

b) Mechanische Arbeit und Krdifte bei Eisenkorpern yu =F (H)

untersuchen wir fiir den wichtigsten Fall: Im magnetischen Felde eines starren
Stromkreises sei ein Eisenkérper (von mehreren) in einer Richtung beweglich,
seine jeweilige Stellung daher durch den Wert eines Parameters ¢ gegeben. Dann
haben wir, zu 33. Gl. (1), (2) zuriickkehrend, lediglich den Uberschufl

Ndt—Wdt=JdP (11)

anders auszulegen: es mufl namlich nach dem Satz von der Erhaltung der Gesamt-
energie in ihm teils die mechanisch geleistete Arbeit d 4, teils die Anderung magne-
tischer Feldenergie zum Ausdruck kommen:

JAd® =dA+dW,. (12)

Dies gilt wihrend des Bewegungsvorganges, dagegen ist, wie in 33. Gl. (3),
Jd D =dW,, solange keine Arbeit A geleistet wird. Daher ist in dem durch a,
und @, gekennzeichneten Anfangszustand und dem durch a, und @, gekennzeichneten
Endzustand die magnetische Energie nach 33. Gl. (4) bestimmt durch

@, @,
W1=/Jch, W2=/Jd¢. (13)
0 (1}

Daher ist nach GI. (12) die mechanische Arbeit beim Ubergang von a,, @, zu
@y, Dy

szA =7}d D W—W). (14)
ay (2%

Nach Gl. (11) ist aber
@, ts
vi=[li®=[@—¥at (15)
[ [

1 Dies entspricht dem Erfahrungssatz des elektrostatischen Feldes, dafBl keine Arbeit
gewonnen wird, wenn in einem solchen ein geladener Korper entlang einer geschlossenen Kurve
bewegt wird [8. Gl. (4)].

7*
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der wihrend des Bewegungsvorganges von der Quelle iiber die Stromwéarmemenge

hinaus gelieferte Energieiiberschufl, daher ist
az

¢ g = Al =V —,—W). (16)

Fiir die Schar der (experimentell bestimmbaren)

,,Magnetisierungskurven @ = f (J; a) ist von der Ab-

z; schitzung des magnetischen Kreises [28. Gl. (14)] her

bekannt, da8 die schwach gekriimmten Kurven gro-

Ben, die stark gekriimmten Kurven kleinen Luftwegen

2, zugehéren (Abb.2). Fir das Integral V Gl. (15) muB

der Integrationsweg, die Ubergangskurve, bekannt sein.

Besonders einfache Fille sind:

V) 7 a) @=constl. Hier ist @,=P,, V=0, daher

Abb. 36. 2. Der magnetische FluB als

z.il‘unktio%lt (}les Stron(lies bgi verls._cllllie- 4 =— (Wz_ Wl): (17)
enen. Ste Eisonkorpers. = " die mechanische Arbeit wird allein durch Abnahme

der Feldenergie bestritten, die Quelle deckt nur
die Stromwarmeverluste (Abb. 3).

ow
4 ——dW, daber K,=— (G0 ), _. . (18)
[ 4
[ 7
D=const 2 /
. =
ﬂﬁ % ﬂ =2
7
J
J; g J 0 J=const
Abb. 36. 3. Arbeitsleistung bei konstantem Abb. 36. 4. Arbeitsleistung bei konstantem Strom.

InduktionsfluB.

b) J=const2. Nach Gl (15) ist V=J (@,—P,); die Verteilung dieses Uber-
schusses in Feldenergie und Arbeit gibt das Diagramm Abb. 4 an; nach Gl. (16) ist
A =J(Dy—D)— W,— W) = {J¢2_W2}_ {J¢1_W1} =F,—F,. (19)
Die damit neu eingefithrte Funktion F' ist gekennzeichnet durch
F+W=J9®, dF +dW =d(®J),

. 4 7 (20)
mit szJdQD daher F=f<17dJ,
0 0
dies alles aus Abb. 4 leicht abzulesen. Also ist auch
_aw _oF 20
J= D’ ?= edJ " (202)
Es ist somit die mechanische Arbeit

oF

dA=+dF, daher K,= (W).,:cm,' 1)

Fiir den Fall nicht merklich gekriimmter Magnetisierungskurve u= consty ist
dF =dW; F=W=,0J. 22)

In diesem Falle verteilt sich ¥V zu gleichen Teilen in mechanische Arbeit und
Zuwachs an Feldenergie, es ist dann

dA=-+dW, daher K, =+ (%) bei u—=consty.  (23)

J = const

1 Angenihert erfiillt bei mit konstanter Wechselspannung betriebenen Elektromagneten.
2 Angenihert erfiillt bei mit konstantem Gleichstrom betriebenen Elektromagneten.
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c) @ +const, J + const (Abb.5). Man setzt das Element der Ubergangskurve
zusammen aus einem senkrechten Stiickchen, fiir das J = const, und einem waage-
rechten Stiickchen, fiir das @ = const; so erhdlt man d A =d F—d W und mit der
bekannten Ubergangskurve

OF d@ oW dJ > d

14 =550 — 55 s (24)

S S
2N

7
7 T

g Jo 7 J
Abb. 36. 5. Arbeitsleistung bei bekannter .,Ubergangskurve*.

¢) Induktionskoeffizienten.
Es ist niitzlich, bei verdnderlicher Permeabilitit als Selbstinduktivitit L die

Neigung der Magnetisierungskurve im Betriebspunkt zu definieren (g « in Abb. 2).
Diese ist mit GI. (20a) id  oF

dJ o2
mit der MaBgabe: L Funktion des Stromes und des (oder der) Lageparameters.
Die Uberlegung kann ausgedehnt werden auf beliebig viele Stromkreise und Lage-

parameter. Dann kann man die gegenseitige Induktivitit L, entsprechend Gl. (25)
definieren zu et 0@, FF
T oy 8Jd; 08J;0Jp
mit der MaBigabe: L,; Funktion aller Stréme und aller Lageparameter. Die
Induktionskceffizienten sind somit durch die Funktion F bestimmbar, die nur im
Sonderfalle konstanter Permeabilitit mit W identisch ist.

Eine grundsitzlich andere Definition bei Spulen mit kleiner Streuung ist fiir die
Selbstinduktivitat

2

T (27)

also die Neigung der Ursprungsgeraden durch den Betriebspunkt (tg B in Abb. 2),
wobei @ im Betriebspunkt aus dem magnetischen Kreis abgeschitzt und die Streuung
vernachldssigt wird. Daher ist bei 2 Windungen @ =z, und der nach 28. Gl. (12)

L= (25)

Lilc

(26)

L =

bis (17) bestimmte magnetische FluB durchsetzt z Windungsflichen: ¢ = %’, wobei
P=ZP,, =2 ﬁl" 7 den magnetischen Widerstand des gesamten Kreises bedeute.
o o
Daher gilt 1
L=z 7- (28)

Die Uberlegung kann auf mehrere Kreise ausgedehnt werden; bei entsprechender
Definition von P, als gesamtem magnetischem Widerstand des magnetischen Kreises
1..2..1 wird

1

M=zlzz-m. (29)

Man kann schlieBlich die Induktionskoeffizienten so definieren, daB die ma-
gnetische Energie sich richtig ergibt, z. B. bei einem Kreis

[d
2
L=Fde(D, (30)
0



102 . Quasistationdre Vorginge. 11, 36.

oder endlich aus dem ,,induktiven Widerstand* der Grundschwingung bei Wechsel-
stromvorgingen (vgl. 37.). Stets gilt, wie oben, daB die Induktionskoeffizienten
Funktionen der Stréme und der Lageparameter sind.

Beispiel: Aus Gl. (28) ergibt sich fiir eine ,,eisengeschlossene Spule (fz Quer-
schnitt, Iz Liange der Leitlinie des Eisenkérpers):

_,2EEm 9
L=nfEls (28a)
und wenn der Eisenschlufl durch einen Luftspalt d<€l; unterbrochen ist:
— 2 uEfE
L—zlu’olu/Ed_’_lEi (28b)

woraus der groBe EinfluB des Luftspaltes zu erkennen ist. Der Ohmsche Widerstand
einer Spule aus z Windungen der mittleren Linge ! und mit dem Drahtquer-

schnitt g ist B = zngW . Ist fi der Wicklungsquerschnitt (Spulenseitenquerschnitt),
so ist bis auf einen von der Raumausnutzung abhéngigen Erfahrungsfaktor f; A2z ¢,
daher R~=2%p ;_:;’ somit ist die magnetische Zeitkonstante bei gegebenem

Wickelraum t,,= % unabhingig vonder Windungszahl, z. B. mit Gl. (28b):

_ BEHy twir

e lwleturd (28¢)
Hieran schlieBt sich die haufig vorliegende Aufgabe an, festzustellen, unter

welchen Umstdnden die der magnetischen Feldstirke H proportionale Wirkung

eines Gerites (Nadelgalvanometer, Arbeitsmagnet) am groBten wird, wenn Wickel-

raum und magnetischer Kreis und die Gleichstromquelle (U¢, R;) gegeben sind.

Es ergab sich, dal der Widerstand nidherungsweise 22 proportional ist: Rac22R,,

Tm

ferner ist H=const-Jz. Nun ist J =—E~%, und aus der Beziehung zwischen
13
Widerstand und Windungszahl folgt

Jz =Jl/-l% =c<mst-J]/§=const-H.

Dies ist z.B. ein bekannter Satz der Galvanometertheorie: Bei gegebenem
Wickelraum ist die Stromempfindlichkeit (das Verhdltnis des H proportionalen
Ausschlages zu J) der Wurzel aus dem Widerstand proportional. Durch Vereinigung
der Gleichungen erhalten wir
UeyR
B+ R

Der flache Hochstwert liegt bei R = R;. In diesem Falle' wird nach 27. Gl. (16a)
dem Widerstand R zugleich die gréBte Wirmeleistung N zugefithrt. In der Tat
lehrt der Vergleich der beiden Gleichungen, daB hier H proportional /N ist. DaB
die Bedingungen fiir gréBte Warmeleistung und fiir groBte Feldstirke zusammen-
fallen, liegt an den besonderen Voraussetzungen der Aufgabe, im allgemeinen darf
man beide Aufgabestellungen nicht miteinander verwechseln.

Wir bestimmen schlieBlich die Arbeitsverhéltnisse fiir den Fall, daB bei u=
consty durch die Bewegung der Leiter bei konstanten Stromen die Induktions-
koeffizienten verdndert werden.

Bei einem einzelnen linearen Kreis ergibt sich sofort aus W= % J2L mit Gl. (23):

H = const -

dA =dW=%J2~dL. Fiir ein System n» linearer geschlossener Stromkreise ist

(33. Gl (23)]
W=y > S5 Ly, (31)

t=1k=1
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und der mit dem ¢-ten Kreis verkettete Flufl [35. Gl. (2)] ist

n

D= > J Ly (3la)
Daher ist bei konstanten Strémen J, Jp, ... J,:
n
Jid®y= > J;-JpdLy. (32)

Es gilt aber die allgemeine Gl.(12): Jd® =dA4 +dW fir jeden einzelnen
Kreis, unter entsprechender Auslegung der d 4 und d W, und daher gilt fiir ihre
Summe, da sich bei konstanter Permeabilitiat die Einzelvorginge einfach iiberlagern

n
ZJid@i:dA +dW, (33)
i=1
jetzt aber unter d A die gesamte mechanische Arbeit, unter d W den gesamten Feld-
energiezuwachs verstanden. Wir fiihren die Summation GI. (33) mit Gl. (32) aus
und vergleichen mit dem aus Gl (31) folgenden dW':

Zn?Ji.d@i =2" Zn'JiJdeu-. =24dW,
i=1

i= i=1 k=1
denn nach Gl. (31):

aw—L SAS J. L.
W=5d é’g:u@m

Also folgt aus Gl. (33)
n n
1
dA:dW=?22JiJk'dLik (34)

i=1k=1
als bei konstant gehaltenen Stromen durch Bewegung geleistete mechanische Arbeit;
insgesamt nimmt das System den doppelten Energiebetrag auf, die eine Hailfte
kommt als mechanische Arbeit zum Ausdruck, die andere wird Feldenergiezuwachs.

Die Kraft bei Verdnderung der Selbstinduktivitiat L ist daher K, = %J 2% und

oLy
da

, J; =const, J, = const.

die Kraft bei Verdnderung der Gegeninduktivitit L;, ist K, = J; J;,
tungssinn erhellt aus der zu Gl. (7) erorterten Regel.

, der Rich-

87. Der elektrische Schwingungskreis.

Die durch Aneinanderfiigen der drei konstanten GroBen: Widerstand R, Selbst-
induktivitdt L, Kapazitat C gebildete Schaltung behandeln wir als ungeschlossenen
quasistationdren Stromkreis (32.: W,, soll durch L, W, quasi- ) ) c
statisch ausgerechnet werden) in zwei Fillen: A. Der Kreis ist —W‘N\f"m‘-l
vom Zeitpunkt { =0 an sich selbst iiberlassen, freier Vorgang.
B. Auf den Kreis wirkt fortwihrend eine periodische Spannung L4
ein, erzwungener Vorgang. Abb.1l. Alle Vorginge lassen sich  Abb.87.1. Elektrischer

beschreiben mit Hilfe zweier kennzeichnender Konstanten &%ﬁéﬁg&ﬂﬁs@kﬁﬁ
1 .
L= —ﬁ—_a ,ungeddmpfte Eigenfrequenz‘

— (1
1 /T_ R _ ) y
D= RVT_—Q . —QRC ,Dimpfung

1 Benennung in bezug auf das P. M. 8. gemi Anm. zu 10. Gl. (1), 27. Gl. (4), 33. Gl. (17):
Q= %, Einheit 1 sec™; D reine Zahl. <Denn: L= %, C= %, R = ]i)
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A. Der freie Vorgang (U =0 in Abb. 1). Fir jede Zeitspanne d¢ ist nach dem
Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie J2Rdt =—dW,,—dW,, daher nach
dem oben Gesagten und nach 33. Gl. (17), 11. Gl. (15)

___d(J*L Q2N dJ Q
J2R= W( 3 T 20> = J<L7?+ 0>’
und durch Differentiieren
da:J aJ J
L +tRg+o= @)

mit der Losung A4,ePst 4+ Ay,eP:t und p2L 4+ pR + = =0, daher

__ R V B\ 1
P12="3% 2_L> T LO
Der Vorgang ist somit aperiodisch fiir positive und fiir verschwindende Diskriminante,

fiir <i>2<% dagegen ist mit Gl. (1) und & =2i}

2L
Pra=—0+1)R—F =—064iwy,
und daher ist mit zwei durch die Anfangsbedingungen bestimmten Integrations-
konstanten Jy und ¢ der Verlauf, z. B. der reelle Teil des Losungsansatzes, gemi

0
1
[

J=Jy e % - sin (w;t— &) (3)
eine gedimpfte Schwingung mit den kennzeichnenden Konstanten
0= 2—1% = DTQ », Ddmpfungsexponent‘

o > (4)
w,=)R—-F=027/1— T »gedampfte Eigenfrequenz‘

Fir § =0, D =2 ist w; =0: ,,aperiodischer Grenzfall”, nur fir 6 2, D <2
1
VLC
Das Verhiltnis zweier um eine Periodendauer T =-2w—” auseinander liegender

ist w2 = : ,,Thomsonsche Formel.

Phasen (Nulldurchginge, Hochstwerte) ist e’T und daher das ,logarithmische
Dekrement*

A=or7 =2"§5__ =D __ =k (5)
wy

]/1 D oL’
Y
R

Im aperiodischen Grenzfall ist /1 = w, fiir D<€ 2 ist angenihert 4 = % =nD.

B. Der erzwungene Vorgang. Fiir U <40 (Abb. 1) ist die elektrische Umlauf-
spannung

Q _ aJ
JR+U_U__L_dT‘ (6)
Hieraus kommen durch Differentiieren und Einsetzen von J = (fl—? die Diffe-
rentialgleichungen
LY aQ |, @
L+t +te=0U ()
d2J dJ J dU
Lgg+Bgto=a- (8)

Man beachte, dafl in Gl. (8) rechts nicht die anregende Spannung, sondern ihre
erste zeitliche Ableitung steht. Ist daher

U =U,sinwt ©)

von konstanter Frequenz w und Amplitude U,, so steht rechts in Gl. (8): w U, cos wt.
Bei einem einfachen mechanischen linearen Schwinger gilt Gl. (7) fiir die Bewegung,
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Gl. (8) fir die Geschwindigkeit. Fiir den Fall aber, daBl die Amplitude von U
proportional zu w ansteigt, steht fiir Ladung oder Bewegung, nicht firr Strom oder
Geschwindigkeit, eine Differentialgleichung vom Typus GI. (8) mit Gl. (9). Wir
beschrinken uns auf den Sonderfall konstanter, von w unabhéingiger Amplitude U,,.
Die vollsténdige Losung von Gl. (7) und (8) ist die lineare Uberlagerung des statio-
niren Vorganges mit einem freien Vorgang, der entsprechend Gl. (3) verlduft, und
nach MaBgabe der Anfangsbedingungen (Einschaltaugenblick) eine Rolle spielt.
Wir untersuchen den stationiren Teil der Losung (Ausgleichsvorginge abgelaufen).
Strom:

% . tgp=—732% (0)

J =Jysin (wt—e); Jy =

G

Strom- und Spannungsschwingung haben eine zeitliche Phasenverschiebung, die

= 0 nach sz—m—la ist. Das Verhiltnis von Spannungs- und Stromamplitude

kann als Wechselstromwiderstand bezeichnet werden
U _y_ Ly
70—:Z_VR2—|—<wL o) - (10a)

Daher spricht man von Ohmschem, induktivem, kapazitivem Anteil R, wL, ?01—0

von Z. Ist also der Augenblickswert des Stromes J = J; sin wt, so ist der Augenblicks-
wert der Spannung am Ohmschen Widerstand Jy R sinwt, an der Kapazitit

% Jdt =— ng, coswt (dazu eine Integrationskonstante, die bei Erstreckung des

Integrals iiber den unendlich lang andauernden stationdren Vorgang Null ist), an
der Selbstinduktion Li—‘t] =JywLcoswt; die Vorstellung des ,,induktiven Wider-

standes® geht davon aus, dal ein Teil der anregenden Spannung fortwihrend als
magnetische Felddnderung verbraucht wird. Also ist der zugehérige Augenblicks-
wert der Gesamtspannung

U =Jy Rsinwt +J, (0 L—— ) cos wt =J, Z sin (0t +¢). (11)
wC 4

Der erste Teil ist conphas mit dem Strom, der andere hat gegen den Strom eine
Phasenverschiebung % einer Viertelperiode; der erste entspricht periodischer Energie-

umsetzung in Stromwirme, der andere periodischer Energiespeicherung und -um-
lagerung in L vnd C: diese aber wirken gegenliufig, denn ihre gegenseitige Phasen-
verschiebung ist 7, eine halbe Periode. Daher hat bei konstantem U, der Strom

seinen Hochstwert J0,=%9— (,,Resonanz®) fir w, L— wIC =0 oder
r
1

die Resonanzfrequenz gleicht der ungeddmpften freien Frequenz; im Resonanzfall

haben die Spannungen an L und C die Amplituden
J, U,

JOr,Qng"é =T°, (13)

sind also betrdchtlich bei kleinem D. Somit ist die Dampfung D im Resonanzfall

leicht meBbar. Man bezeichnet J, (w) und ¢ (w) bei U, = const als Amplituden-

und Phasenresonanzkurve; fir w=0; 2; o ist ;=0 0, lgp=—o00; 0; oo.

.U

. . . R o 2

Mit dem von Riegger und Backhaus eingefiihrten AbszissenmaBstab X s R

werden die Resonanzkurven symmetrisch zur Ordinate in £, nimlich @
X J, 1 ‘

a) 9o = o b) °

Jor Vﬁ__)g_z— ) (14)
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Man sieht, daf £ und D mafigebend sind fiir den Verlauf der Resonanzkurve,
und D ist aus der aufgenommenen Resonanzkurve J; (X) gemafB Gl. (14b) leicht

kurven.

. 7
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Abb. 87. 21, Resonanzkurven des Stromes (der Spannung am Ohmschen Widerstand) nach GI. (10).

J ‘R U,
Achsenbezeichnung: 7 = _;;L’ oy ; @ _Jo (;:) g (w)
or o o

Parameter: Dimpfung D. — @, D: Gl (1).

Y
1
N

——
Va5
szl
%/?%9/

7]——
Abb. 37. 3":%, Resonanzkurven der Phasenwinkel: ¢ nach Gl.(10), y nach Gl. (17).

Achsenbezeichnung: # = %; Parameter: Dampfung D.

Eine bedeutende rechnerische Erleichterung fiir Vorginge gleicher Frequenz,
die durch lineare Differentialgleichungen beschrieben werden, bietet das Rechnen
mit nach Verabredung dem reellen oder imagindren Anteil von

etlot+a)—=cog (wt + o) + 7 1n (w? + )
als Losungsansatz der Differentialgleichungen. Man setzt zweckmiBig z. B.
J =Jysin (wt—@) =Jy- Im {e— 19 eiot] (15)
=Im {J:,e“"} mit J, = Jye~i¢

Die ,,komplexe Amplitude* J; enthalt eine Aussage sowohl iiber die physikalische
Amplitude J,, wie iiber den Phasenwinkel ¢. Daher wird einfacher, als Gl. (10)

1 Siehe Anm. 2 auf S.107. — 2 Siehe Anm. 3 auf S. 107.
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%zZ:R—i—i(mL—w—lc,). (16)1

Anwendung der Rechenregeln fiir komplexe Zahlen, Betrag und Winkel oder
rechtwinkelige Komponenten, ergibt zwei Darstellungsarten je nach Bedarf.

Ladung:

. U, J, R

Q =Qpsin (wt—y); Q= - 0 - =73-, gy =———. (17)
Der Hochstwert tritt ein fiir

w, =0 ]/1——%, (18)

er riickt also mit wachsendem D gegen w =0, fir D> ]/5 ist jede Resonanz-

wirkung unterbunden, fiir D = )2 schmiegt sich die Resonanzkurve am weitesten

der waagerechten Anfangstangente an. Im Resonanzfalle der Gl (18) ist
U, w 4

Qr=——2—, gy = =]/ =2, v<3. (19)

QR ]/1 -

Dagegen ist fir o =0 Qo=%, tgy = oo, zp=%(Abb. 4, 3). Firw=0;

oo ist @y =U,C;0. Abb. 2 und 4 zeigen den unterschiedlichen Verlauf von J und
(Spannung am Ohmschen Widerstand und am Kondensator oder mechanische

i
|
/1l
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Abb. 37. 4?2, Resonanzkurven der Ladung (der Spannung am Kondensator) nach Gl.(17).
Qo(w) _ U, ¢ (w) _ Jo (w)

! ‘c="cm, Uy wCU
Parameter: Dimpfung D. — 2, D: GL (1).

Achsenbezeichnung: 7 = —;

1 Die in der Wechselstromlehre iibliche Schreibung der komplexen Gréfien mit deutschen
Buchstaben ist hier vermieden, um die Méglichkeit einer begrifflichen Verwechslung mit rdum-
lichen Feldvektoren auszuschlieBen.

2 Nach B.D.H. Tellegen: Arch. Elektrotechn. Bd. 22 (1929) S. 62.

3 Vertauscht man 7 mit 1 fiur oy und v, nimmt also das Spiegelbild dieser Kurven zur

senkrechten Achse, so erhilt man die Resonanzkurven fiir die Spannung an der Induktivitit
» p _h(@) oL Ty
L Uy U,

und ¢y.
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Geschwindigkeit und Bewegung; die ,,induktive Spannung* w L J;, hat ihr Maximum

bei ————, daher ist die Ohmsche Resonanzfrequenz das geometrische Mittel
=
aus der kapazitiven und der induktiven).
Leistung und Energie.
Der Augenblickswert der Leistung ist aus GI. (11)

UJ = J2 Rsintot - J2 (wL——l—) cos wt sin wt
wC
7 7 1 . (20)
=~‘2—‘ (1-0082wt)+7(ﬂ0[l—m) sin2wt.

Beide Glieder schwingen mit der Frequenz 2w, das erste hat den zeitlichen

Mittelwert %R, das zweite den Mittelwert Null. Daher ist die wihrend einer

Periodendauer zugefithrte und von dem System nicht umkehrbar als Stromwéirme
weitergegebene Leistung im Mittel

_ t+T 2
N—y [v7dt="3R. @1
¢
Ein Gleichstrom der Gréfle
J
g = 1/—% (22)

wiirde dieselbe Stromwirme erzeugen, man definiert daher mit Gl. (22) den ,,Effektiv-
wert” des (einwelligen) Wechselstromes, und entsprechend den Effektivwert der
Wechselspannung. Der Effektivwert kommt als quadratischer Mittelwert z. B. in
thermischen Mefigerdten zum Ausdruck. Magnetische Energie Wm=%LJ 2 und

Q2 J?2

elektrische Energie W,= 20 = @30 [Gl. (17)] sind stets positiv und schwanken
mit der Frequenz 2w um die zeitlichen Mittelwerte W,,— i;’— . —g— und W, =i2‘-’2— . leﬁ ,
daher ist im zweiten Glied in Gl. (20) die GroBe

T3 1 = =

T"(wL—W)=2w (W,,— W) = N, (23)

eine Leistung, die wihrend einer Viertelperiode der Stromschwingung von der Quelle
geliefert, in der folgenden von ihr wieder aufgenommen wird, im Zeitmittel daher
Null ist: sie deckt die Differenz der Energieaufnahme der zueinander in Gegenphase
wirkenden Energiespeicher, ist also Energiependelung (Merkmal: Phasenverschiebung
beider Komponenten Strom und Spannung um eine Viertelperiode 7/2), nicht
Energiebewegung in bestimmter Richtung, wie die Stromwéirme, die fortwahrend
das System verlat (Merkmal: beide Komponenten conphas): N ,,Wirkleistung®,
N, ,,Blindleistung®. Die Aufteilung in Gl. (20) entspricht genau der Aufteilung
Gl. (11) der Spannung in zwei um eine Viertelperiode gegeneinander verschobene
Komponenten, daher gilt

NN = <—‘;3—Z>2=N§. (24)

Die GroBe der ,,Scheinleistung” N; bestimmt die maximale Beanspruchung
der Quelle. Die Aufteilung in Wirk- und Blindleistung ist also nicht gleich mit
der Aufteilung in Mittelwert und zeitliche Schwankung. Mit ¢ und Z [GL (10),
(10a)] kann man auch schreiben

R =Zcos g, wL—w—10=Zsin<p, Uy =2Jy;

= U, J, U,J, . U, J,
N =—5"cos g, N, = =5 sing, Ny=—5".
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(Z cos ¢ ,,Wirkwiderstand*, Z sin ¢ ,,Blindwiderstand*‘, Z ,,Scheinwiderstand.)
In entsprechender Auslegung kann auch von Wirk- und Blindkomponenten der
Stréme und Spannungen gesprochen werden.

Fiir die Stromresonanz w,=1 ist das absolute Maximum der Leistung N, =
2[]—}%?, N,=0: Die Quelle liefert nur die Stromwirmeverluste, magnetische und
elektrische Energie haben die gleiche Amplitude (der Héchstwert von N, liegt

iibrigens bei fgp=1). Der Hochstwert der magnetischen Energie liegt bei £2 und

hat die Amplitude (W), = 2 R2 , die mit der Amplitude der elektrischen Energie

libereinstimmt: W,= 5 Rfm - Dagegen ist das Maximum der elektrischen Energie

bei w, =0 ]/I—Tz erreicht und hat die Amplitude (W,)p,. = U8 —5
2R2( 2 Vl~ -
ist also das (1—%2—>_1-fache des Wertes bei der Stromresonanz. Fir Ladungs-

resonanz bei w=0, d.h. D=Y/2, ist (W

eJmax=

resonanz £2. Fir D>]/§ fallt W, monoton mit wachsendem w.

Ist die anregende Spannung aus mehreren harmonischen Schwingungen zu-
sammengesetzt, so ist ihre Summe wieder ein periodischer Vorgang, wenn die Fre-
quenzen aller einzelnen Schwingungen in rationalen, durch ganze Zahlen ausdriick-
baren Verhiltnissen zueinander stehen. Unsere Berechnung gilt dann fiir jede Teil-
schwingung einzeln (Fourier-Zerlegung). Eine in der Nihe der Resonanzirequenz des
Systemes liegende Teilfrequenz wird bei kleiner Ddmpfung stark hervorgehoben. —
Die Wirkleistung der zusammengesetzten Schwingung ist die Summe der nach
Gl. (21) zu errechnenden Wirkleistungen der Teilschwingungen, und der Effektiv-
wert der zusammengesetzten Schwingung ist daher die Quadratwurzel aus der
Summe der Quadrate der Effektivwerte der Teilschwingungen.

Eigenschaften von R, L, C. 1. Unter spiter niher untersuchten Umstinden
ist die Wirmeentwicklung bei Wechselstrom gréBer, als wenn ein Gleichstrom von
der GroBe des Effektivwertes des Wechselstromes den Widerstand durchflieBt: der
,,Wirkwiderstand“ fiir Wechselstrom ist groBer als der ,,Ohmsche Widerstand** fiir
Gleichstrom aus dem Grunde, weil der Wechselstrom sich anders iiber den Quer-
schnitt verteilt, als der Gleichstrom (Stromverdringung oder Hautwirkung, siehe
39.). Dieselbe Erscheinung verkleinert die innere Selbstinduktivitit gegeniiber
ihrem stationdren Werte. — 2. Enthilt die Spule Eisen, so wird erstens wihrend einer
Periodendauer ein Magnetisierungszyklus durchlaufen, und daher wihrend dieser
Zeit bei merklicher Breite der Magnetisierungsschleife nach 24. Anm. 1 als Hysteresis-

T
wirme in der Volumeneinheit des Eisens der Betrag [H -dB verbraucht, zweitens

verursacht die Kriimmung der Magnetisierungskurve (bei Sinusform der anregenden
Spannung) eine Verzerrung der Stromkurvenform. Die wirksame Selbstinduktivitat
kann man dann aus dem induktiven Spannungsabfall fiir die Grundschwingung

definieren gemaf Lz%. Sie nimmt mit wachsendem J monoton ab. Daher

ist auch die Resonanzfrequenz von der GroBe des Stromes abhiingig, die Erschei-
nungen verlaufen erheblich anders als fiir konstantes L. — 3. Der Kondensator
besitzt haufig ein ,,unvollkommenes Dielektrikum‘, in welchem Verschiebungs-
strom und Leitungsstrom zugleich bestehen. (Ist dieser letzte nicht linear von
der Groe der Spannung abhingig, so kommen Verzerrungen zustande, ebenso,
wenn die Kondensatorbelegungen infolge der elektrischen Anziehungskrifte vibrieren.
Man kann dann entsprechend, wie bei der Spule, verfahren.) Man benutzt allgemein
ein trigonometrisches Mafl fiir die durch den Leitungsstrom im Dielektrikum



110 Quasistationdre Vorginge. 11, 37.

verursachten Verluste, indem man den Quotienten aus Leitungs- und Verschiebungs-
strom als g 6 und J als Verlustwinkel bezeichnet. Ist ¢ der Phasenverschiebungs-
winkel zwischen Gesamtstrom und Spannung an den Kondensatorplatten, so ist

6=%—<p eine oft kleine, und erfahrungsgemif héufig von der Frequenz nicht

sehr stark abhingige GroBe. Der Quotient aus Verschiebungsstrom und Konden-
satorspannung ist wC und hierbei C die wirksame Kapazitit; ist die Kapazitit

bei Vakuum C, so ist die wirksame Dielektrizititskonstante s=—c,g. Fiir eine

feste Frequenz kann ein unvollkommener Kondensator sowohl durch ‘eine Reihen-
wie durch eine Parallelschaltung eines Wirkwiderstandes und einer verlustfreien
Kapazitat nachgebildet und daher durch Vergleich mit einer solchen Nachbildung
gemessen werden; der Frequenzgang beider Ersatzschaltungen stimmt aber meistens
auch nicht entfernt mit dem Frequenzgang des wirklichen unvollkommenen Konden-
sators iiberein, weswegen man auch kaum dem einen dieser Ersatzbilder eine groBere
Realitit vor dem anderen zubilligen kann. #g¢d ist definitionsmiBig ein MaB
fir die gesamte, der Spannung proportionale verlorene Energie. Diese besteht
erfabhrungsgemdB nicht nur aus dem Verlust infolge unvollkommener Isolation,
sondern auBerdem aus inneren Verlusten bei der Umpolarisierung des Dielektri-
kums; diese Erscheinung, die mit der bei Gleichspannungsmessungen auftretenden
dielektrischen Nachwirkung in Parallele steht, tritt bei allen festen oder fliissigen
Nichtleitern mehr oder weniger auf und ist meist die wesentliche Ursache fiir den
Energieverbrauch, sie zeigt sich auch dann, wenn von unzureichender Isolation
nicht die Rede sein kann. — 4. Bei sehr hohen Frequenzen kann nicht mehr
quasistationdr gerechnet werden, weil weder das elektrische Feld auf den Zwischen-
raum zwischen den Kondensatorplatten, noch das magnetische Feld auf die Spule
im wesentlichen beschrankt bleiben.

Die Bedeutung der Rechnung mit komplexen Zahlen gemaBl Gl. (15), (16)
besteht hauptséchlich in folgendem: Vorausgesetzt, daB3 1. die Vorgénge durch lineare
Differentialgleichungen beschrieben werden, daher der Grundsatz der linearen
Uberlagerung gilt, 2. die Vorginge zeitlich sinusférmig verlaufen, 3. das elektrische
Feld in Kondensatoren, das magnetische in Spulen konzentriert gedacht werden
kann, so gelten fiir die Berechnung von quasistationiren Wechselstromkreisen
formal genau dieselben Beziehungen, wie sie fiir die Gleichstromvorgénge in
linearen Stromkreisen (27.) festgestellt wurden, wenn man lediglich in diesen unter

Strom und Spannung ,komplexe Amplituden® J, und U, versteht, und unter

Widerstand den ,,komplexen Wechselstromwiderstand* Z, dessen Elemente: Ver-
lustwiderstand R, induktiver Widerstand 7w L, kapazitiver Widerstand %T? sind.
Z.B. lauten das Ohmsche Gesetz und die Kirchhoffschen Regeln [27. Gl. (3),
(12), (13)] fiir Wechselstrom

oL R (25)
Z(J(),,'Z,,——-U,,)ZO, 2J0v=0

Hierfiir noch zwei Beispiele:

a) Parallelschwingungskreis. Wird dem aus einem verlustfreien Konden-
sator C und einer durch L und R gekennzeichneten Spule der Strom J gema Abb. 5
zugefithrt und bezeichnen wir das Verhiltnis der Wechselspannung zwischen den
Punkten 1und 2 zum zugefithrten Strome J als Wechselstromwiderstand des Kreises:
Uy=4d,Z, so errechnet sich dieser als Parallelschaltung des Spulenwiderstandes und des
Kondensatorwiderstandes zu 1

(26)

, 1 -
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Fiir =0 wird Z = R und fiir o= wird Z=0. Dazwischen liegt ein um
so ausgepragterer Hochstwert des Widerstandsbetrages, je mehr erfiillt ist RB? < %
oder, in Beachtung von Gl. (1),

C
2 _ p2 @
Dr=Rr <l @)
Fiir die Resonanzfrequenz w=;_ =1 wird
JIC %
L Abb. 87. 5. Elektrisch
Z _ L . / L (28 Schwingungsk;fics e
=R zl =, ) (Parallelschaltung).

wobei das zweite Glied um so mehr zu vernachlissigen ist, je mehr Gl. (27) erfiillt

wird ; meist geniigt es vollig, den Querwiderstand im Resonanzfall mit VA =% zu

berechnen. Ferner ergibt sich fiir =20
J
‘E 1 —D. (29)

Bei kleiner Dampfung wird also im Resonanzfall durch einen kleinen zugefiithrten
Strom J ein erheblicher Strom im Schwingungskreis selbst aufrechterhalten.

b) Wheatstonesche Briickenschaltung fiir Wechselstrom. Man iibertragt
nach Gl. (25) die Berechnungen von 27. Gl. (31) bis (35) auf den Fall, dal die dort
mit z, 7, @, b bezeichneten Widerstinde Wechselstromwiderstinde sind, die wir

durch Zl, Zy, Zs, Z, bezeichnen wollen. Dann lautet die Abgleichungsbedingung

Zy 2y =2y Zy. (30)
Indem man jeden Widerstand durch Z,,:Z,,-e“v darstellt, erhilt man
Z . Z .
Tl.ez(;.—cz) :7:-@:(;:—;.), 31)
Wir nehmen den Betrag (|e?¢|=1):
Zl —_— Z3 .
dies in Gl. (31) eingesetzt, ergibt eine zweite Briickenbedingung
C1—¢2 ={3— 4 (33)

Es ist daraus zu schlieBen, daB in der Wechselstrombriicke im allgemeinen Falle
zwei Stiicke verdnderlich sein miissen, um Abgleichung zu erhalten, wihrend bei der
Gleichstrombriicke ein veranderliches Stiick geniigt. Fiir manche Briickenschaltungen
ist es an Stelle von Gl. (32) und (33) niitzlicher, jeden Wechselstromwiderstand

durch rechtwinkelige Komponenten darzustellen: Z,=a,+¢b,; als Gleichung
zwischen komplexen GroBen enthilt Gl. (30) eine Beziehung nur zwischen den
reellen und eine zweite nur zwischen den imagindren Teilen. Diese beiden Gleichungen
sagen natiirlich das gleiche aus, wie GI. (32) und (33), und lauten

@)@y — 3@y = by by —b3by, } (34)

a; by +ay,b, =azb, +a,b;.

38. Der Transformator.

A. Den Induktionsvorgang hat F. Emde am Beispiel des eisenhaltigen
Transformators durch die folgende ndherungsweise Darstellung des elektrischen
Feldes beschrieben:

Das durch eine wechselstromdurchflossene Primédrwicklung hervorgebrachte
schwankende magnetische Feld ist im wesentlichen im FEisenkern vereinigt und
verliduft dort in der Lingsrichtung; mit Sicherheit nimmt die magnetische Induktion
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wegen U >y, lediglich im Eisen erhebliche Werte an. Der Kern ist zusammen-
geschichtet aus ebenen Blechen von der Héhe a und der Breite b und Papierzwischen-
lagen der Hohe p. Abb. 1 zeigt einige Bleche, wobei @ und p iibertrieben gezeichnet
sind (Lénge des Eisenkernes in Richtung der z-Achse; Index 1: Eisen, 2: Papier-
zwischenraum).

Ist die magnetische Induktion ¥, = B,, iiber den Querschnitt aller Bleche
konstant und gleich, so folgt aus rot €= — 8%5% das elektrische Feld im Eisen:

0 251z daher By, =yl 6, —im, )
in Ubereinstimmung mit 30. GI. (11): nur
in der z-Richtung (bei b > a), linear mit y
ansteigend , antisymmetrisch zur Mittel-
ebene. Ist B,,=— Bysinwt, so ist daher

E,,=—yByw-coswt, (2)
die Amplitude y Byw der elektrischen Feld-
stirke ist am groften an der Blechober-

fliche y =4 — . [Die Wirbelstromdichte
2

rot €, =—1t =—t

0y ot

Gya =%EM wird daher um so gréBer, je

héher das Blech ist: der Kern wird aus
diinnen Blechen geschichtet, damit dieser
Wert, und somit der Stromwirmeverlust,
nicht zu groB wird. — Bei nicht zu grofem

a und 2 ist es fiir die geiibte Naherungs-

betrachtung erlaubt, die Wirkung der Wir-

~ ) belstrémung zu vernachlissigen und Gl. (1)
Abb. 38. 1. Zur Berechnung des elektrischen Feldes 3]s gute Naherung fiir das elektrische Feld
zu betrachten. Ebenso wird hier die ins-

besondere fir = 4 —g— vorhandene y-Komponente von €, vernachlissigt.]
An der Blechoberfliche ist die Tangentialkomponente von € stetig:
a o B],z

E2w(y=%)=E1x(y=%) =5 57 3)

und an der gegeniiberliegenden Oberfliche des folgenden Bleches muB E,, den
entgegengesetzt gleichen Wert haben; den Ubergang der Feldstéirke von dem einen
zu dem anderen Wert durch die diinne Papierschicht nehmen wir zunichst als
linear an. Also ist, wenn der Nullpunkt des Achsenkreuzes in die Mitte der Papier-
dicke verlegt wird, das elektrische Feld im Papier mit Gl. (3)

E2x=—E2z<y=%) : 51//5’

(4)
a.B]_z a . a
=1yB0wE-coswt.

isz’:@z:v:_iy

at p
Hieraus folgt aber
rolGy, = — 175 — 20 0 (5)

Praktisch ist immer @ >p, und die in Gl (5) fiir den Papierzwischenraum
erhaltene Wirbelstérke ist %-mal so groB, als die gesamte Wirbelstidrke Gl. (1) im

Eisen. Die magnetische Feldstirke durchsetzt mit stetiger Tangentialkomponente
die Blechoberfliche und ist daher im Papier ebenso groB als im Eisen, somit ist
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im Papier B, = _:_:-2 B, < B, praktisch immer so klein, daf die geringe Induktions-
1

schwankung 675?—2 im Papier durchaus zu vernachlissigen ist. Dann ist aber nach dem
Induktionsgesetz der Papierzwischenraum auch praktisch frei von -elektrischen
Wirbeln: dem scheint Gl. (5) zu widersprechen. Es betrifft aber Gl. (5) nicht das
gesamte elektrische Feld im Papier, sondern nur die z-Komponente. Zu diesem
,»Léngsfeld muB offenbar ein ,,Querfeld“ €,, hinzukommen, das einen ebenso
groBen, aber entgegengesetzt drehenden Wirbel hat wie das Léngsfeld, damit das
gesamte Feld wirbelfrei ist. Demgeméaf haben wir anzusetzen:

0 B a o0FE
0t €y, =—rot €y, =—t af-;:—l—f e (6)
daher
C,=iF =——jxaBIz-i:ixB 2. coswt. (7)
2y 2y ot P [ P

Das Querfeld ist antisymmetrisch zur Mitte der Blechbreite verteilt, in der
Mitte =0 ist es Null ebenso wie das Langsfeld, und es ist am stérksten am Blech-

rand = j:%. Dort hat es die Amplitude

b
Byw g, (8)

und dies ist viel groer, als die Amplitude des Léngsfeldes an der Blechoberfliche
Bow% (im praktischen Fall mehrtausendfach grofer). Das elektrische Gesamtfeld

im Papier ist

: . .. 0B
€y =i By, +i By =—(iy +i2) 5% 23 (9)
2B
C,=—grade, <p=xy—-—at”-%, (10)

Sowohl die Aquipotentiallinien zy = const, wie die elektrischen Feldlinien
y2=2a? 4 const sind gleichseitige Hyperbeln (in Abb.1 im 3.Zwischenraum von unten
angedeutet, im 2. das Querfeld, im 1. das Léngsfeld). Die elektrische Spannung
am Blechrand zwischen zwei Blechen  ist nach Gl. (7), (8) p'E’“(x b), und bei

)
Aufeinanderschichten von n durch Bleche getrennten Papierzwischenrdumen ist
daher die Spannungsamplitude an der einen Hochkantseite des Blechpaketes
ab
2
hat die elektrische Umlaufspannung um das ganze Blechpaket, wie zu erwarten,
die Amplitude

n Byw =5, an der anderen Hochkantseite ist sie entgegengesetzt gleich groB1, daher

$Cdr =nabByow. (11)
In den Raum auBlerhalb des eigentlichen Kernes setzt sich das elektrische Feld

wirbelfrei fort, da wir auch dort die geringen magnetischen Induktionsschwankungen
vernachlissigen konnen. Das starke Querfeld im Papier am Blechrande E,, . b)
2

ist das wesentliche Bindeglied zwischen den Vorgingen innerhalb und auBerhalb
des Eisenkernes. Auflerhalb verlaufen die elektrischen Kraftlinien im wesentlichen
parallel zur Oberfliche des Blechpaketes, wenn wir zunichst annehmen, daf} im
Auflenfeldraum sich kein Leiter befinde. In weiterer Entfernung vom Kern sind
die elektrischen Kraftlinien in sich zuriickkehrende Kurven, Kreise, wenn wir von
den Stérungen durch die vier Kanten des Kernes absehen, und ebenso bei kreis-
formig angenommenem Querschnitt des Kernes [vgl. 30. Gl. (10)], s. Abb. 2. Dieses

1In den Beispielen der Abb. 2—6 sind zur Verdeutlichung einige Spannungswerte eingetragen.
Fiir diese ist von einer Gréfe von 6 Volt der Spannungsamplitude an der Hochkantseite des
Blechpaketes ausgegangen. Diese Grofenordnung entspricht etwa technischen Transformatoren

normaler Bauart und Beanspruchung. [Die Abb.2—6 aus F. Emde: Elektrotechn. u. Ma-
schinenb. Bd. 51 (1933) Heft 14, Abb.1 nach F.Emde: Physik. Z. Bd. 23 (1922) S. 347.]

Fischer, Elektrodynamik. 8
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-Feldbild wird kaum geindert, wenn um den Kern eine leitend geschlossene Windung,
z. B. ein Drahtring, gelegt wird. Die elektrische Feldstirke € setzt sich wirbelfrei,
mit stetiger Tangentialkomponente, in den Leiter hinein fort und bringt dort nach
dem Ohmschen Gesetz die proportionale Stromung & =x € hervor. Dagegen
andert sich das elektrische Feld stark, wenn eine ungeschlossene Windung um den
Eisenkern gelegt wird, denn dann haben Anfang und Ende der Windung eine
Spannung von der Gréfie der Umlaufspannung gegeneinander, tragen daher elek-
trische Ladungen, welche Quellen fiir ein elektrisches Feld sind, das sich dem
zuerst beschriebenen iiberlagert (Abb. 3). (Fiir das wirbelfreie Feld im AuBlenraum
sind hier einige Potentialwerte eingetragen, sowie die mathematische Sperrfliche,
die notwendig ist, um das unendlich vielwertige Potential eindeutig zu machen,
genau wie in 28. fiir das magnetische Feld gezeigt wurde!. Diese Wahl ist natiirlich
willkiirlich und 4ndert nichts an den Feldbildern.)

Die Tatsache, daBl entlang den beiden Hochkantseiten grofBle, entgegengesetzt
gleiche elektrische Spannungen vorhanden sind, legt es nahe, als Ersatz fiir den
Induktionsvorgang im Kern sich vorzustellen, daBl an jeder Hochkantseite sich eine
elektrische Batterie befinde. Dafiir erhdlt man bei Abwesenheit leitender Korper
das Feldbild Abb. 4; das Feld ist nur in der Ndhe der Hochkantseiten dem Feld
der Abb. 2 #hnlich, sonst vollig verschieden. Die Umlaufspannung ist natiirlich
iberall Null, das Potential einwertig, von einem in einem geschlossenen Drahtring
induzierten Strome nicht die Rede. Verbinden wir diese Batterie mit einer offenen
Drahtwindung nach Abb. 5, so ist das Feld auf der einen Seite dem Feld der Abb. 3
dhnlich, auf der gegeniiberliegenden Seite verschieden. Verkniipft man mit dem
Ausdruck, es werde ,,in der Windung eine elektromotorische Kraft induziert, die
Vorstellung, dal der. Induktionsvorgang der Wirkung einer Batterie in der Windung
selbst gleichzustellen sei, so erhdlt man das von Abb. 3 génzlich verschiedene Feld
Abb. 6: Hier dndert sich das (einwertige) Potential entlang der Windung, beim
induzierten Feld ist es auf jeder Windungshilfte konstant. Bei einem Kurzschluf3
verschwindet das dulBlere elektrische Feld der Abb. 6, das induzierte Feld der Abb. 3
dagegen nicht. Man kommt also mit dieser Hilfsvorstellung nicht auf das elektrische
Feld, das tatsichlich durch Induktion entsteht.

B. Betriebseigenschaften des Transformators. Ausgehend von 35. Abb. 2,
Gl (13) nehmen wir L,, M, L, konstant an; wir setzen in

dJ, dJ
U=J1R1+L1—d—il+M#, (1)
dJ, dJ,
0=Jy By + L, + M-} @)
die anregende Spannung U=U;e!*?! und l6sen mit dem Ansatz
Jy=dyeivt;  J=p-Jj. 3)
Gl (3) in (2) eingesetzt ergibt
5__f_i‘il_‘f__w_ﬂf(_wL_iR)_|v|.ew 4)
TRtiol, p 2 2) =
mit
M R —owlL
p* = R + 0?14, ]”|=w7§ tg?/’=w*£;, cosy = c; :.
Gl. (4) und (3) in (1) angewendet ergibt
Uy=J, (R + i L) (5)
mit

2
B (2 5 o

2
L =L1—<%) Ly=L—|v2L,.
1 Siehe Anmerkung 1, S. 113.
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Durch die Anwesenheit des zweiten Kreises erscheint der Wirkwiderstand des
ersten Kreises vergrofert, seine Selbstinduktivitét verkleinert. Die Frage, ob hiernach
der Scheinwiderstand vergroflert oder verkleinert erscheint, d. h.

VEP+?L?= R} + 0? L2 (6a)
ist, vereinfacht sich durch Ausrechnen in die Entscheidung iiber
2 2
ﬁzw (I +09), (6b)

wobei ¢ der totale Streuungsfaktor, t; und 7, die Zeitkonstanten des ersten und des
zweiten Kreises sind [35, Gl. (7), (11)]. Die gesamte zugefiibrte und in Wirme
umgesetzte Leistung ist [37. Gl (21)] einfach

=l ™)
Ferner ist nach Gl. (3) mit Gl. (4)
= grtanh=h e, ®
[y = ] 25 = o), cosw—“;’L2
Fiir Kurzschlul B, =0 wird =z und |v| = I : J; und J, sind in Gegenphase,

umkreisen also den Spulenkern entgegengesetzt zueinander, und ihre Betriige stehen
in dem festen Verhiltnis ﬂf{ Die Anderung der magnetischen Energie J,d ®, =

Jy (LydJ, + M dJ,) findet man in gewissen Zeitabschnitten negativ: der Kreis 1

glbt also nicht fortwahrend Energie ab, sondern nimmt auch zeitweise solche auf;
es besteht demnach ein teilweises Hin- und Herwogen der Energie zwischen beiden
Kreisen. — Die Kraft der beiden Stromkreise aufeinander, wenn |J;| und |J,]| als

konstant angesehen werden, ist nach 36. Gl. (34) K, =, Jz%%[, sie schwankt um
einen zeitlichen Mittelwert

K, ——; T/|J,|Jg[ coswt -cos (wt—wp)-di l o)
oM 1 aM Ji? —w?M L
=57 il [ cos y =57 HAC. ‘Wt ol I
Der Kreis 2 sei beweglich, mit Wachsendem x moge M abnehmen, % < 0 sein,
dann ist stets die Arbeit I? dx > 0: mit abnehmendem M wird Arbeit geleistet,
die Kreise stoBen einander ab bis zur stabilen Gleichgewichtslage fiir M, (ein
drehbarer zweiter Kreis stellt sich entsprechend senkrecht zur Ebene des ersten
Kreises ein). Vgl. 36. Gl. (7).
Wir untersuchen ferner die Strome in Abhingigkeit von R, und setzen dazu
R, =0, was fiir die Leistungsiibertragung stets angestrebt wird. Es ist mit Gl. (3),

(4), (1)

~. 2 M2
UO =Ji{1/0)L1 +§w-|—TwL—}
Ry, +iwlL,
J Uo'tleR — w? 0L1L2 (10)
wobei ¢ der totale Streufaktor ist. Daraus mit Gl. (4)
—toM
—vJ UozleRz—w 2oL, L, (11)
(z.B. j2 =—%‘£—‘[ fiir 0 =0). Ferner ist bei fehlendem zweiten Kreis der ,,Leer-
2 ~1
laufstrom“ N U, }
U=TerL, fiir 2 = @. (12)
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Der Vergleich liefert den grundlegenden Zusammenhang
R/ (13)
Primérstrom und mit der ,, Transformatoriibersetzung* K reduzierter Sekundér-
strom ergeben stets zusammen den von ¢ unabhéngigen Leerlaufstrom Die beiden
extremen Werte des Primirstromes J;; fiir R, =co [Gl. (12)] und J;;,=U, w%;—Z—LLz;
fir B, =0 (,,Kurzschlufistrom®) liegen auf derselben Achse des Diagrammes; fiir
die Werte 0 < B, < oo ist der geometrische Ort des Endpunktes der Strecken .J;

ein Halbkreis. Dessen Radius ist daher mit Abb.7: a =%% |Jox|, wobei |y der
1
fur R, =0 genommene Sekundirstrom ist. Man erhilt aus Gl. (11) mit Gl (12)
1—
o=yl 5=, a4,
der Abstand des Krelsmlttelpunktes vom
Koordina.tenanfa.ngspunkt ist
1
=l +a =557 ()
Bei kleiner Streuung ¢ sind somit Kreis- 4 4 /4 Z’:‘{
radius, Kurzschlustrom, iibertragene Lei-
stung groB, beigroBer Streuung klein (Abb.7). £ — & s
Auch hier gentigt als kennzeichnende Grofe ek '2_2 ',%_,,L?Z
der Streufaktor o VOHSté'ndig' Abb. 38. 7. Transformatordiagramm.

39. Stromverdringung (Wirbelstromung, Hautwirkung).

In diesem Abschnitt soll die Ausbildung zeitlich verdnderlicher elektrischer
Stromungen und magnetischer Felder in homogenen metallischen Leitern unter-
sucht werden. Zuerst erhebt sich hier die Frage, ob diese Vorginge zu den quasi-
stationéren zu rechnen sind. Wir kénnen sie bejahen, solange wir ausschlieBlich
das Leiterinnere betrachten: dort ist mit Sicherheit die elektrische Strémung
quellenfrei und die Vorginge unterstehen dem Durchflutungs- und Induktions-
gesetz; dies sind aber nach 32. GI. (1), (2), (3) die entscheidenden Kennzeichen
quasistationidrer Felder. Einen groBeren Zusammenhang erkennen wir erst im
folgenden (41. und 44.), wenn wir auch das elektromagnetische Feld in dem an
den Leiter angrenzenden Isolator in die Betrachtung einbeziehen. Wir kénnen
uns daher um so mehr in diesem Abschnitt auf den wichtigen Sonderfall harmonisch
verinderlicher Felder in einigen einfachen Beispielen beschrinken. Dabei 1i8t sich
der Mechanismus der Vorginge etwa folgendermaflen allgemein beschreiben: Im
zeitlich unverdnderlichen Zustande sind magnetisches Feld und elektrisches
Stromungsfeld lediglich nach dem Durchflutungsgesetz miteinander verkettet. Bei
zeitlich verdnderlichen Zustéinden sind nach dem Induktionsgesetz iiberall elek-

trische Wirbel von der Starke — %—5?— vorhanden, die ihrerseits im Metall nach dem

Ohmschen Gesetz ¢ ® = € zu elektrischer Strémung Anlafl geben und somit die
Ausbildung der Stromung im wechselnden Zustand gegeniiber der Verteilung im
zeitlich konstanten Zustand verdndern. Damit sind aber auch die Wirbel des
magnetischen Feldes, die iiberall die Stirke & haben, dem zeitlich konstanten
Zustand gegeniiber veréndert, und daher auch das magnetische Feld selbst. In
welchem Sinne diese ortlichen Verdnderungen des magnetischen Feldes und des
elektrischen Strémungsfeldes erfolgen, hingt von den Bedingungen der einzelnen
Aufgabe ab.

A. Eine ebene Metallplatte der gegeniiber Lange und Breite kleinen Hohe & be-
finde sich in einem rein tangential gerichteten, homogenen magnetischen Wechselfeld
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(Abb.1). Fiir diesen Fall hatten wir in 30. GL (11) Abb. 2 und in 38. Gl (1)
mit Hilfe des Induktionsgesetzes das elektrische Feld ndherungsweise bestimmt.
Fiir eine genauere Untersuchung nehmen wir an, da das magnetische Feld zwar
ausschlieBlich parallel zur z-Achse verlduft, seine Stirke aber im Leiter von der
Hohe x und der Zeit ¢ abhingt: §=¥- H, (z,t), und im AuBenraum sei 9.=Y H, (1)
das gegebene, homogene Feld. Das elektrische Feld und die ihm proportionale

2y 4 elektrische Strémung verlduft dann, wie frither festgestellt,
- ausschlieBlich parallel zur y-Achse; auch hier dndert sich die
< & Starke mit der Hohe x und der Zeit t: ®=j@, (x,t). Unter
¢ diesen Umsténden bleibt von den Grundgleichungen rof $= @,
0% R
Abb.89.1. Zur Felg- 708 E=——= nur iibrig
coonon Metalplatte. - _oH, _ . 2B, _ 9B, )
ax L ox at ?
aus der zweiten Gleichung folgt mit B =¢€, pH=\B:
o6, @ 8H,
Bz~ o i @)

Aus Gl. (1) und (2) erhilt man durch Substitution dieselbe partielle Differential-
gleichung fir H, und G,, nimlich

®H, ®oH, ®’Gq, moa, 3
ot o ot ox® o ot ®)

Nach dem Obigen wollen wir uns auf zeitlich sinusférmige Vorginge beschrinken
und rechnen daher mit ,,komplexen Amplituden’ gemif
H, (x,t) = Re {H, () - elwt}, }
G, (z,t) = Re |Gy (x) - ete?],
Diese Rechenweise erweist sich hier als formal sehr vorteilhaft, jedoch fiihrt erst

die Auslegung der Endergebnisse wieder auf den Boden des physikalisch Vorstell-
baren zuriick. Fiihren wir Gl. (4) in (3) ein, und schreiben zur Abkiirzung

4)?

Btk (5)
so lautet die Differentialgleichung der komplexen Amplituden
0*H 2Gq
o —rH,; 95 _pe, (6)

IThre Losung ist aber einfach
Hy=A4 -Cojkx+ B-Ginkx, } )
Gy=0C-Cojkx+D -Ginkx.
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten bemerken wir, daB zu jedem Zeit-
punkt der Gesamtstrom iiber dem Querschnitt Null sein mu: /@ df =0, da kein

Strom von auBlen zugefithrt wird. Daher ist H, = H, fiir x = + % Damit ergibt
sich aus GL (7) B=0, H,= AGojk, also

Hy=H, 052 (8)
Cof & 5
Hieraus bestimmen wir @, vollstindig mit Gl. (1) durch Differentiieren zu
Gy=—H b 20EZ )
Cof k 5

1 Die in 87. Gl.(15) usw. benutzte Kennzeichnung komplexer Amplituden durch einen
Zirkumflex unterlassen wir hier als entbehrlich, da MiBverstandnisse kaum moglich sind.
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Die hier benutzten Hyperbelfunktionen sind bekanntlich nichts anderes als
Summen und Differenzen von Exponentialfunktionen der Form e+%% sie sind
komplex, weil £ gemifl GI. (5) eine komplexe GrofBe ist:

Toup  l1+iq/eop : [oi |kl
k = ﬂ = — —'u p— 1 ; = —_——, 1
i 75 . =(1+im m |/ 20— 72 (10)
[Auf die bei einem solchen % mit e**Z verkniipfbare Vorstellung kommen wir
in 44. GI. (12) bis (15) zuriick.] Mit GI. (8), (9), (4) ist die Aufgabe grundséitzlich
gelost, da es fir die Hyperbelfunktionen von komplexem Argument Tafelwerke
gibtl, aus denen reeller und imaginirer Teil, Betrag und Phase entnommen werden
kénnen. Bei dem besonderen Bau von % [Gl. (10)] kénnen jedoch einige einfache
Ausdriicke angegeben werden?:

Der Verlauf der magnetischen Feldstirke in Abhingigkeit von x wird durch
@of k& z beschrieben, hiervon kann man Betrag und Phase als

Cof(l +9)ma =S8 -ei?

schreiben. Dann ist die Amplitude (der Betrag) der Feldstirke proportional? 2

S=V%(@Di2mx+cos2mx) =8 (mx),

die Feldstarke wichst also mit + x symmetrisch zum Nullpunkt an. Aber auch der
Phasenwinkel ist abhingig von der Hohe:

gy =tgmex - Tgmx; y =v(mzx);

der Augenblickswert der Feldstarke ist somit gemidfl Gl. (4) mit Gl. (8) mit zwei
Konstanten zu schreiben

H (x,t) = const - S (m x) - cos {wt +y (mx) + const}. (11)

Da der Phasenwinkel sich mit ma &ndert, schwankt die Verteilung von H iiber
dem Querschnitt periodisch, es stimmt daher ein Bild der Augenblickswerte in
keinem Falle mit dem der Betrige (Amplituden, Effektivwerte) iiberein. Dasselbe

gilt auch fiir die Stromdichte und allgemein. Auf dem gezeigten Wege folgt aus
Gl (9) der Betrag (die Amplitude) der Stromdichte zu

’ Cof2m x — cos2m :
Gy (2)] = | H,|m 2 ]/ S5 e et a2

und der Phasenwinkel# von &in kx ist gegeben durch tgn = égg:nnz
von mz. Abb. 2 zeigt die Verteilung von Betrigen®. Die Strémungsverteilung macht
ohne weiteres deutlich, warum man hier von ,,Wirbelstromung*‘ spricht. Fiir kleine
Argumentbetrige zeigen die Reihenentwicklungen

als eine Funktion

3
@inu=u+g—!—kg—j+2.., @nfu=1+’2‘—j+%+...

leicht, wie etwa mit wachsender Frequenz G und H sich von der Gleichstrom-
verteilung entfernen. Fiir hinreichend groffes Argument ist
1
9

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln. Leipzig u. Berlin 1933. Hawelka-Emde: Vier-
stellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie ihrer Umkehrfunktionen im Kom-

plexen. Braunschweig 1931.
2 Formeln z.B. in Jahnke-Emde, Funktionentafeln.

s L (@of A 1. Abb. 3
2(0u+cosu)— o Tt el . 3.

Sinu =Cofu =e®-

2 6 10 !

4 —;—(@Dfu—cosu)z %+ % + ;‘O_' + ..., vgl. Abb. 3.

5 Unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die elektrische Stromung im wesentlichen

antisymmetrisch zur Mittelebene verteilt sein muB, da der Gesamtstrom des Querschnittes Null
ist, und in sinngemaBer Ubereinstimmung mit 30. Gl. (11) Abb. 2.
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und daher ist
Go——Hy ke T,
) (12a)

2 G
(Gol =|H| - [B-e 72 2 1| = (%]

k|~
Bei sehr groBem |k| haben also Strémung und Magnetfeld nur in unmittelbarer Nahe
der oberen und unteren Oberfliche erhebliche Werte, der Innenraum ist praktisch
frei von elektrischem und magnetischem Feld (,,Strom-
und Feldverdrangung®). d
Der zeitliche Mittelwert der rdumlichen Warme- /
//

leistungsdichte ist = %g |Gy |2, daher ist die in einem
x x J|
+4 %
[ |Sinf7+ )] [€of(7+2) ) ]
-4 -4 g 7 2
T 0

N

U —=
Abb. 39. 2. Ebene Metallplatte im homogenen tangentialen magnetischen Abb. 89. 3. Kennzeichnende Funk-
‘Wechselfeld. Magnetisches Feld und elektrische Stromung im Innern tionen derebenenStromverdringung.

(Wirbelstrémung).

Quader der Héhe A, der Linge und Breite 1 verlorene Wirmeleistung im Zeitmittel
+ k2

J— GZ HHZ
T:/@%-l-l-dx=%-%-w(mh); (13)
— hj2

Ginmh —sinmh
W (mh) :2'm'h—@ofmh+cosm7{’ (14)

siche Abb.4. Die Reihe v (m k) =@3’°l{1—-;412l0(m Ryt 4 — . } konvergiert fiir
mh < 1; fiir mh - o ist yp (mh) > 2mh. Die Wirbelstromwirme steigt also z. B.

bei kleiner Frequenz zunichst geméB w?, denn es ist mh =h l/ f’—ﬁ, schlieflich mit

2¢
J Va—) unbegrenzt, da mit zunehmender Frequenz die Stré-
mung sich mehr und mehr in die der Oberfliche benach-
barten Schichten zusammenzieht.
2
) a x b
N
NP N 1
y(x) § N 1
g 7 2 Y
J I3

Abb. 39. 4. Die Wirbelstrom- Abb. 39. 5. Zur Feldberechnung in einem rechteckigen Ankerstab.
wiirme kennzeichnende Funk-
tionen Gl.(14) und (23).

B. Durch einen langen Kupferstab von rechteckigem Querschnitt werde in seiner
Léangsrichtung ein Wechselstrom J geschickt, das magnetische Feld sei ausschlieB-
lich senkrecht zu einer Seitenfliche gerichtet. Diese Verhiltnisse liegen annihernd
vor, wenn der Kupferstab in eine Nut eines Eisenkdrpers eingebettet ist (Abb. 5,
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Leiterstab im Anker elektrischer Maschinen). Die elektrische Strémung verlduft
nur in der z-Richtung, ihre GroBe ist von z und ¢ abhéngig: & =t-G,(z,t). Das
magnetische Feld in der Nut steht um so genauer senkrecht auf den Nutwinden,
je grofer die Permeabilitit des umgebenden Eisens ist; das Verhiltnis der Luft-
zur Eisenpermeabilitit ist bei senkrechtem Austritt nach dem Brechungsgesetz
[24. Gl. (4)] %%0, dann ist aber wegen der Quellenfreiheit der magnetischen
Induktion an den Nutenwinden das Verhiltnis der Feldstdrke im Eisen zu der
in Luft Hy =%L H, A0, daher hat die magnetische Spannung praktisch nur auf

dem Weg durch die Nut von Null verschiedene Werte; bei nicht zu breiter Nut
kann angesetzt werden, dafl die magnetische Feldstérke nur aus einer y-Komponente
besteht: $ =jH, (v,t). Um auf die Differentialgleichungen des Problems zu
kommen, wollen wir hier die Integralform der Grundgesetze benutzen. Wenden
wir das Durchflutungsgesetz f Hdr=/®df auf einen in Abb. 5a angedeuteten
Integrationsweg an, so erhalten wir
b{H,(z+dx,t)—H, (z,t)} =b"dx G, (x,?)
oHy _ b’
ox b
Wir wenden ferner das Induktionsgesetz 9§ Cdr=— % / B dfauf einenin Abb.5b

angedeuteten Integrationsweg an und erhalten mit p & =G, u $ = B:
- 0Hy (z,t
(22—21) 4 {_Gz (x + dx’ t) +Gz (x: t)} = (22_21) dx‘u —ya(tx—)
06, _ i 0H,
dx 9 ot -

~oder
G,. (15)

oder
(16)

Abgesehen von dem wenig von 1 abweichenden Verhiltnis % stimmt Gl. (15)

mit (1) und (16) mit (2) iiberein. Die weitere Rechnung verlduft daher auch véllig
analog. Fiir die komplexen Amplituden H, (x) und G, (x) ergibt sich die Differential-
gleichung (6), wobei jedoch hier ist

2 oRY ek Y _1tiq/ep b ;
Ic—-{—zg 7o k= ze - o b (1 47)m,

_q/opb _ |kl
m=71/ 2L =17
V29 b y2

Der Losungsansatz ist Gl. (7), die Randbedingungen sind hier: fiir x =0 ist
b-H(x,t) =0, und fir x=a ist b-H (z,t) =J () = Re {J,- ei®t}, beides nach
dem Durchflutungsgesetz: Der Anteil im Eisen fiir die Umlaufspannung ist nach
dem Obigen zu vernachlissigen, und fiir * = 0 wird kein, fir x = ¢ der ganze,
dem Stab zugefithrte Strom umfaft. Damit sind 4 und B bestimmt, und es wird

(7

Jy Gink
Hy(®) =% Ginge- (18)
Zur vollstandigen Bestimmung von G, (x) zieht man Gl. (15) heran und erhilt
J, Cof &
Gn (@) =47 "k Gy 19

Nach den oben zu GI. (12) und (11) gemachten grundsitzlichen Ausfiihrungen
iiber Betrag, Phase und Augenblickswert kénnen wir uns hier darauf beschrinken,
die Betrage (Amplituden) anzuschreiben. Sie folgen aus den dort benutzten Formeln.

[Jol 4 /Cof2max— cos 2 me

|Hy (2)| = b | Cof2ma—cos2ma’ (20)
| ] Coj2max+cos2ma
|Gy ()| = ab ]/—2— Cof2ma—cos2ma 1)
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(Abb. 6). Elektrische Stromung und magnetisches Feld werden nach oben gedringt.
Bei grofem ma flieft der Strom nur in diinner Schicht entlang der oberen Stab-
kante (,,Stromverdringung). Aus Gl. (21) ergibt sich der zeitliche Mittelwert der
in einem Stabstiick der Lange 1 entwickelten Warmeleistung zu

x x
: ‘ ‘/ @y 1-d0 = 102 g ma); (22
Gin2ma-+sm2ma
(p(ma)_ma(iomma —cos2ma’ (23)
Ein Gleichstrom von der GréBe des Effektivwertes des

a @ b A% Wechselstromes 2~ wiirde eine Warmeleistung von der
Ah&). 3946.131el§‘trichh]edS§r6qmng T 2
" rechieckigen Anketstab  GréBe ]2, ¢ in diesem Stabstiick hervorbringen. Fiir
(Stromverdringung). 2 b . ] )
@ (ma), Abb 4, ergibt sich die fir ma <1 brauchbare
104 .
Reihenentwicklung ¢ (ma) =1+ —— 45 (ma)* — 3os (ma)® +— ..., und fir ma - o

ist ¢ (ma)—>ma.

Die Warmeleistung ist grofer als die Gleichstromwérmeleistung, die Vergrélerung
op b
ETR
tional w?, bei grofem ma proportional

Es seien in der Nut mehrere Stibe von der Héhe a iibereinander angebracht.
Wir nehmen an, dal der unterste Stab von auBen den Wechselstrom J erhilt, und
betrachten den zweituntersten, der keinen Strom von auBlen erhalten mége. Diffe-
rentialgleichung und Loésungsansatz sind die gleichen wie bisher. Die Rand-
bedingungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten sind fiir den betrachteten
Stab: zu jedem Zeitpunkt ist der Gesamtstrom iiber den Querschnitt des nach
auflen nicht angeschlossenen Stabes Null: [®df =0, daher ist, falls wir den
Ursprungspunkt des Achsenkreuzes in die halbe Hohe des Stabes legen: b-H =J

fir =+ % . Damit haben wir aber bis in jede Einzelheit die in A. behandelten

Verhéltnisse, es ist lediglich in den GI. (8) bis (14) unter % die in Gl. (17) definierte
GroBe zu verstehen. Wird der betrachtete Stab von auBen mit einem Wechselstrom
gespeist, so iiberlagern sich in ihm die in A. beschriebenen Wirbelstrom- und die
in B. beschriebenen Stromverdringungserscheinungen. Das schlieBllich entstehende
Bild der augenblicklichen Stromurigs- und Feldverteilung hingt von der Phasen-
lage der einzelnen Vorginge zueinander ab und kann daher nicht allgemein an-
gegeben werden. Es kann hochstens fiir ein gegebenes Verhiltnis der Betrige der
dem Stabe zugefiihrten Stréme ein Bild der Verteilung der Betrige (Amplituden,
Effektivwerte) gezeichnet werden.

wichst mit ma =a z.B. ist bei kleinem ma die Vergroferung propor-

C. Ein langer gerader Kreiszylinder vom Radius a sei in axialer Richtung
von elektrischer Leitungsstrémung durchflossen (Leitungsdraht). Dann ist bei
gehériger Entfernung anderer stromfiihrender Leiter das magnetische Feld rein
zirkular, die Feldlinien sind zur Drahtachse conaxiale Kreise. Sowohl $ wie &
im Drahtinnern sind abhéngig vom Abstand r von der Achse. Anwendung des
Durchflutungsgesetzes ergibt (Abb. 7b):

T
2qr - H (r,t) =[G (r, 1) - 257 - dr; (24)

0
wir leiten nach der oberen Grenze des Integrales ab:
i{r.ﬂ(r,t)}=r-a(r,t),

oH (r, ) (25)

+ = H(r 1) =G (r,1) .
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Anwendung des Induktionsgesetzes ergibt (Abb. 7a):

L{E(0,1) — B (1)) =—l/aB(”)d

daraus folgt durch Ableiten nach der oberen Grenze des Integrales und Einsetzen

von € =p®, B=uh: 3G (r,t) _ 0H (r,t)

ar M (26)

Indem man GI. (25) einmal nach r, das andere Mal nach ¢ ableitet und beide Male
aus GI. (26) substituiert, erhilt man

PH 1oH 1 % 0H a

et =52 | | .

. @en I 1o
#6196 _mo@ Tl !
or2 T p» or T o 0t I

Fir die ,komplexen Amplituden des Wechselstromvor-
ganges nach

H(r,t)= Re{H,(r) - eivt},
G (r,t) = Re{G, (r) - et} (28)
ergeben sich aus Gl. (27) die totalen Differentialgleichungen

& H, ldHo 1, . oi\y
Tdrr Uy _<T+QT>H0_O’

26, | 1 dGo : w @, =0, (29)
drr U r -
i i Abb.39. 7% Z
die wir mit der Abkurzung B Faa Zur
2—=_; %8 (30) zylindrischen Leiter.

und der voriibergehend gebrauchten Bezeichnung k7= x schreiben als

d*H 1 dH, 1

SR+ (1—5) Ho=0, (31)
azq 1 dG

Tt ar =0 32

Von den Differentialgleichungen Gl. (6) der Aufgaben A. und B. unterscheiden sich
diese formal insbesondere durch die mit %, % behafteten Glieder. Sie werden auch

nicht durch elementare Funktionen oder irgendwelche Kombinationen solcher gelost,
vielmehr bezeichnet man die Integrale als Zylinderfunktionen, die fiir Gl. (31) von
erster Ordnung, fiir Gl. (32) von nullter Ordnung sind. Die vollstindige Losung
besteht jedesmal aus der Summe von Zylinderfunktionen erster und zweiter Art
[entsprechend besteht die vollstindige Losung Gl. (7) von GI. (6) aus beiden Arten
hyperbolischer Funktionen]. Also ist
Hy=A-J (kr) + B- N, (kr), (33)
Gy =C-Jy(kr) +D-Ny(kr). (34)
Als Randbedingungen haben wir aus dem Durchflutungsgesetz: 1. Fiir x =0
ist Hy = 0; daber muB} sein B =0, denn die Zylinderfunktionen zweiter Art diver-
gieren (logarithmisch) fiir verschwindendes Argument. 2. Firr =aist 2na-Hy=1I,,
wenn J = Re {I,et*!} der den Draht durchflieBende Gesamtstrom ist. Damit ist 4
bestimmt und es wird aus Gl. (33)
— __Io Jy (k)
H, 2na  J,(ka) (35)
1 In Abb.7a steht der Pfeil & richtig bei r, nicht bei a.
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Hieraus bestimmen wir G, vollstindig auf Grund von GI. (25)! zu

1 Jy (k)
Go=57a ¥ ka) - (36)®
Wegen der komplexen Grofe
_ N N _ . m _]/wﬁ
b=/ =i =ik =00y (k=] (37)

sind die Zylinderfunktionen komplex, das bedeutet aber, wie bekannt: nicht nur
die Amplituden, sondern auch die Phasen von Stromdichte und Magnetfeld sind
von r abhéngig, es wechselt also die Verteilung iiber den Querschnitt von G und
von H periodisch. Eine Festlegung der Widerstandsverhéltnisse ist trotzdem méglich,
indem man von der Uberlegung ausgeht, daB die elektrische Spannung entlang
einer geraden Strecke ! auf dem Zylindermantel I-p G (a) gegeniiber dem Gesamt-
strom J eine eindeutig definierte Phasenverschiebung hat. Der Quotient ihrer
komplexen Amplituden ist daher eine komplexe Grofle, und durch diese definieren
wir geméaf
1-0Gy(a)
1,
den Verlustwiderstand R und die wirksame innere Selbstinduktivitiat L; der Linge [.
Gl. (38) wird aus GI. (36) mit dem Gleichstromwiderstand R, =%
R4iwL; _ ka _J,(ka)
R, 2 7 (ka)" (39)
Zur Auslegung der Gl. (35), (36), (39) sei an die fiir jede Argumentform z giiltigen
Reihenentwicklungen erinnert

2 1 4 1 ]
Jo(””)=1*<—;'> +2_!2(%) —W(%) F—
x 1 [z)\2 1 [z\* ,
°’1<$)=5{1—§('§> +ﬁ(?> "+~-'}=*Jo(x)-
Sie sind offenbar konvergent fiir — < 1. Das groBte vorkommende Argument ist
5 g g
ka k| @ — (1—i) %3

2 2y2
Setzen wir o
Jo(|k|r Y—=73) = Bge=ibs,  J(|k|r y—7) = Bye—ifs,
so sind die Betrige von Stromdichte und Magnetfeld bis auf einen konstanten
Koettizienten durch B, B,, die Phasen bis auf eine additive Konstante durch f,,
p; gegeben (Abb. 83). Strémung und Magnetfeld werden demnach mit wachsendem
|k| immer mehr in die duBeren Schichten gedringt: ,,Hautwirkung®. Die Ver-
teilung der Stromdichte fiir verschiedene Werte » zeigt Abb. 9. Fiir sehr grofie
Argumentbetrige gilt die asymptotische Darstellung der Zylinderfunktionen

=Rtiol (38)

— ke

= (1—1) 27" (40)

Vi oi(z-z
limes J, (x ]/—i)=—1/62:-e1<1/2 8),
z—> o X

z

Yz (==
limele(x]/:f)=_i e .et(l/i 8),

z—> o V2nx

t d 1
HJ1(1)=—? L (z) + Jy (2).

2 Man verwechsele nicht miteinander die Bezeichnungen I, fiir die komplexe Amplitude des
zugefithrten Gesamtstromes J und J (k7) fiir die Zylinderfunktion nullter Ordnung erster Art
vom Argument kr.

3 Nach Jahnke-Emde, Funktionentafeln (1933) S. 314.
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Daraus ergibt sich die Stromdichte asymptotisch zu

—Vilkl@~r)
Go=gimg Vilkl-]/5 e ,

(@ —1)

(41)
Ll a
Gol =yt )/ 2e” "
Bei dem vorausgesetzten sehr groen Wert || ist die Exponentialfunktion im
wesentlichen bestimmend : es ist also die Wechselstromung auf eine sehr diinne Schicht

an der Drahtoberfliche beschriankt. Fiir das Magnetfeld gilt mit Gl. (41): |H,|= 1Go|
I~ //

k|
ﬁf’.%—ﬁeﬂ' ~. \< iz
— > |

-l

3 %

o 59

f e

——

4 7 2 g ¢ 5
|klr —=
Abb. 39. 8. Kennzeichnende Funktionen der zylindrischen Abb. 39. 9. Elektrische Strémung im
Stromverdringung. zylindrischen Leiter (Hautwirkung).

Der innere Wechselstromwiderstand Gl. (39) ist eine Funktion allein von x
[Gl. (40)]. Fiir % <1 ergeben die angeschriebenen Reihen!

R+tiwLl; P .9
T~—<1+—)+zx. (42)
Den allgemelnen Verlauf zeigt Abb. 10, die asymptotischen Darstellungen geben
fir »>1: 5
Rtiol _ ka =1]/@_w_/i:,¢+@-,¢
R, 2 T2l , 43)
R wi L _aq/ Va3
Ry, 20 R, 2V 20"

Der Widerstand wachst unbegrenzt, die innere Selbstinduk-
tivitdt verschwindet mit w: dabei flieBt der Wechselstrom nur ;
in diinner Schicht der Oberfliche entlang, der weitere Innen- X

raum ist ein elektrisch und magnetisch toter Raum. Abb. 39. 10.
Zur Berechnung von R

Der betrachtete Zylinder sei ein Eisenstab, der dadurch lindﬁ;'fieswechseli_trom-
wechselnd lingsmagnetisiert wird, daB er in einer wechselstrom- " scren Tottase """
durchflossenen Zylinderspule steckt. Dann verlauft die Wirbel-
stromung auf Kreisbahnen um die Achse, ¢ und H sind gegeniiber dem bisher
betrachteten Falle vertauscht. Dann zeigt also Abb.9 die Verteilung der Ampli-
tuden des magnetischen Feldes, das proportional |J; (k7)| ist; aus der |J; (k)| pro-
portionalen Wirbelstromung ergeben sich die Stromwarmeverluste in bekannter
Weise.

Die Erscheinungen der Strom- und Feldverdringung sind allgemein um so aus-
geprégter, je groBer die Ausdehnung (Hohe, Radius) und je groBer 'l/% ist. Sie

wachsen daher mit der Wechselzahl und der Permeabilitit (fiir Eisen gilt die Rech-
nung in der Néherung, mit der u = consty; angenommen werden kann) und der elek-
trischen Leitfahigkeit (sie sind daher z.B. in Elektrolyten im allgemeinen unmerklich).

FHE - () )
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Ausbreitungsvorgiinge.
40. Kennzeichnung des elektromagnetischen Feldes im allgemeinen Falle.

Wir stellen die Gleichungen der klassischen Elektrodynamik zusammen, die fiir
ortlich und zeitlich beliebig verdnderliche elektromagnetische Felder gelten.
a) Wechselseitige Verkettung der elektrischen und magnetischen Grofen:

$odr— [Bai+ g, [Ddi, M)
—$ear = [Bdf, @)
als Differentialgesetze fiir ruhende Korper
rotH =G +—8£—, (la)
0B
—rot € = Frk (2&)

Daher: 1. Gleichgewichtszustand: rot E=0, rot $=0: elektrische und magneti-
sche Felder ohne wechselseitigen Zusammenhang, Ursache: Quellen, eingepragte
Krifte; elektrisches Feld senkrecht zur Leiteroberfliche, Leiterinneres feldfrei.

2. Beharrungszustand: %:0: beharrliche elektrische Leitungsstromung, an

Grenzflichen gegen Nichtleiter tangential; Wirbel fiir beharrliches Magnetfeld.
3. Verdnderlicher Zustand: Schwankendes elektrisches Feld und Leitungsstromung
bedeuten magnetische, schwankendes magnetisches Feld elektrische Wirbel. Oder:
das wirbelfreie magnetische Feld hat keinen Zusammenhang mit dem elektrischen
Feld, Wirbel des magnetischen Feldes bedeuten Verdanderung des elektrischen. Das
wirbelfreie elektrische Feld beeinfluit das magnetische Feld nicht, Wirbel des elek-
trischen Feldes bestimmen Anderung des magnetischen fiir den niichsten Zeitpunkt.
b) Quellen der Felder:

divD=rn; din®=0; div(6+5) =0, 3)
¢) Zusammenhang der FeldgroBen durch stoffliche Eigenschaften:
D=:C; o0®=C- 6 B=pnH+M, 4)

dabei: ¢, g, €, u, M an der Materie haftende Eigenschaften, als von zeitlichen Feld-
dnderungen im wesentlichen unabhiingig angesehen; Abhédngigkeit vom Betrag der
FeldgroBen: o = const, &~ const, u = const fiir nicht ferromagnetische Stoffe und
Dauermagnete; weiches Eisen u=F (H), =0 (Hysterese ausgeschlossen).

d) Feldenergie und Energieumsatz durch chemisch-thermische Leistung:

w :/(we—}—wm)dt; Tz/wdr;

w, =f(§-d D, we=? fir & = constg,

0

» )
wm=/$§'dﬂ3, wm:_@_;ﬁ fiir 4 = consty,

0

py=CE0O;
W,, Wy, Y auch fir beliebig rasch verinderliche Felder geltend betrachtet.
e) Grenzflichen:

B, stetig; (G + %) stetig; } (6)
n
ohne Flichenwirbel: E, stetig, H, stetig.
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Aus Gleichung (la) und (2a) folgt aus dem augenblicklich gegebenen elektro-
magnetischen Feldzustand die zeitliche Anderung eindeutig; durch einen gegebenen
Anfangszustand sind die Folgezustinde samtlich eindeutig festgelegt. (Dabei beein-
trachtigen die bekannten Eigenschaften der Stoffwerte die zahlenméaBige Richtigkeit
des Ergebnisses; dies ist eine Unvollstindigkeit, nicht eine Unrichtigkeit der Theorie.)

Teils zusammenfassend, teils die kommenden Ergebnisse vorausnehmend stellen
wir die hauptsichlichen Besonderheiten der klassischen Elektrodynamik zusammen:

1. Die elektrischen und magnetischen Wirkungen zwischen voneinander ent-
fernten Korpern gehen unter Einwirkung des von Materie erfiillten oder leeren
Zwischenraumes vor sich!. Den Wirkungszustand nennen wir elektrisches und
magnetisches Feld. Er kann eindeutig physikalisch festgestellt und mit Hilfe der
Vektorenrechnung beschrieben werden. Friither: der Zwischenraum spielt nur seine
geometrische Rolle als Abstand.

2. Im felderfiillten Raum ist Energie als Funktion des Ortes vorhanden. Bei der
Energiebewegung im verdnderlichen Zustande spielen die etwa vorhandenen Leiter
nur die untergeordnete Rolle, richtungweisend zu sein. Die Energiestromung geht
im Nichtleiter vonstatten. Friither: verantwortlich fiir die Energie sind Polstérken,
Ladungen, Stromelemente.

3. Im verdnderlichen Zustand findet die Leitungsstrémung ihre quellenfreie Fort-
setzung in den Anderungen des elektrischen Feldes (Verschiebungsstromung), beide
sind in gleicher Weise mit dem magnetischen Felde verkniipft. Frither war das
magnetische Feld ungeschlossener Leitungsstrome ungeklért.

4. Elektromagnetische Vorgénge pflanzen sich von Raumteil zu Raumteil mit
endlicher Geschwindigkeit fort, im leeren Raume mit Lichtgeschwindigkeit. Was
an einem festen Ort zu gegebener Zeit sich abspielen kann, ist vollstindig und ein-
deutig festgelegt durch die Geschehnisse, die in unmittelbarer ortlicher und zeit-
licher Nachbarschaft stattfinden. ‘

5. Licht ist ,,eine elektromagnetische Storung, die sich nach elektromagnetischen
Gesetzen ausbreitet” (Maxwell). Friiher: Licht ist eine Wellenbewegung des starren
elastischen unendlich feinen Stoffes , Ather.

Benennungen und Einheiten. Ein Vergleich der Anzahl der Grund-
gleichungen mit der Anzahl der in ihnen vorkommenden GroBen zeigt, daBl vier
GréBlen mehr vorhanden sind als Gleichungen. Ohne weitere (willkiirlich? hinzu-
gefiigten) Beziehungen sind daher vier GroBen voneinander unabhingig zu geben,
und, insofern jede GroBe in einer Gleichung als benannte Zahl aufgefafit wird, sind
ohne weitere Zutaten vier Einheiten (Benennungen) voneinander unabhingig. Dies
wurde bereits in 4. ausgesprochen, und ist fiir die Mafsysteme der Elektrodynamik
wichtig (vgl. den diesbeziiglichen Abschnitt).

41. Energiebeziehungen im allgemeinen Fall. Energiestromung.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Beziehungen zwischen den beiden
Hauptgleichungen [40. GI. (1), (2)] einerseits und den Energiegleichungen [40.
Gl. (5)] andererseits. Die Frage nach diesem Zusammenhang ist berechtigt, denn
die Grundtatsachen, die in 28. bis 30. zu den beiden Hauptgleichungen gefiihrt
hatten, sind unabhéngig von den Energleausdrucken und den fiir diese gemachten
grundsitzlichen Voraussetzungen. Finden wir Ubereinstimmung zwischen Folge-
rungen aus den beiden Hauptgleichungen, den Energieausdriicken und dem Satz
von der Erhaltung der Gesamtenergie, so stiitzen die beiden Gleichungensysteme
einander gegenseitig, das Bestehen des einen ist zugleich Beweis fiir das andere.

1 ,,Faraday sah mit den Augen seines Geistes Kraftlinien, die durch alle Ridume hindurch-
gehen ... er suchte den Sitz der Erscheinungen in wirklicher Tétigkeit, die in dem Medium vor
sich geht...* (Maxwell).

2 Willkiirlich insofern, als damit kein naturnotwendiger neuer physikalischer Zusammenhang
ausgesprochen wird.
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Um diese Ubereinstimmung zu zeigen, gehen wir aus von den Differentialgesetzen
fiir ruhende Korper
0%

rotH =6 422, M) —rot € =23 @)

Wir vervielfachen Gl. (1) mit € und Gl. (2) mit §, addieren und beachten die
Rechenregel €rot § — Hrot € =div [HE]; es ergibt sich

_div[@@]=c&@+@%?+@%?- 3)

Zur Erleichterung der physikalischen Deutung wenden wir dieses Differential-
gesetz auf einen beliebig gewihlten, endlichen, zusammenhéngenden Raum 7 an;
integrieren wir die mit dt vervielfachte Gl. (3) iiber 7, so kann auf der linken Seite
sogleich nach dem Satz von GauB das Raumintegral der Divergenz in ein Fldchen-
integral iiber die den Raum 7 begrenzende geschlossene Hiille verwandelt werden;
als die Normalenrichtung des positiv zu rechnenden Hiillenintegrales ist nach diesem
Satz die nach auBen weisende Normale zu betrachten; entscheiden wir uns dagegen
fiir die nach innen weisende Normale, rechnen also den in den Raum 7 von auflen
eintretenden FluB des Vektors [€ $] positiv, so miissen wir das Vorzeichen dndern
und erhalten somit

fieg1ai = [ {66 + €57 + 557 ar. @)

Das erste Integral der rechten Seite ist uns bekannt als die gesamte in 7 um-
gesetzte chemisch-thermische Leistung [26. Gl (3)], welche die stets positive
(Joulesche) Stromwirmeleistung enthéilt, im iibrigen aber nach 26. positiv oder
negativ sein kann; ihre rdumliche Dichte ist y =C & =p &2 — & &. Wir ver-
gleichen das dritte Integral mit dem frither [33. Gl. (12) bis (15)] gefundenen all-

gemeinen Ausdruck fiir die Anderung der magnetischen Feldenergiedichte dw,, =
$ - dB und stellen fest: H %?— = a—awt—m Entsprechend diirfen wir deuten € 68_? = -aa—u;e—
und dw, = €-dD als allgemeineren Ausdruck fiir die Anderung der elektrischen
Feldenergiedichte; fiir e= consty, yu= consty ergeben sich die bekannten Formen
fiir w, und w, [40. Gl (5)]. Wir haben somit

—div [€H] =y + o 4 Om (5)
regras —w+ o 4 . ©®)

Damit aber erkennen wir in dieser Gleichung eine Kontinuitatsgleichung fiir
die Energie. Der Grundsatz von der Erhaltung der Materie fiihrt z. B. fiir die
Strémung einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit mit Notwendigkeit zu der Fest-
stellung, daB die Zunahme an Flissigkeitsinhalt in einem abgegrenzten Raumgebiet
gleich ist der durch die begrenzende Hiille eintretenden Strémung ; der Grundsatz von
der Unzerstorbarkeit der elektrischen Ladungen fithrte zu einer entsprechenden Aus-
sage, deren formelmiBiger Ausdruck zu Gl.(5) und (6) véllig analog ist [25. Gl. (3)].
Wegen des Grundsatzes von der Erhaltung der Gesamtenergie ist daher die Gl. (6)
so zu deuten, daBl die Zunahme der gesamten Energie in einem abgegrenzten Raum-
bezirk (rechte Seite der Gleichung) gleich sein muBl der durch die Hiille in diesen
Raum eintretenden Energiestromung (linke Seite der Gleichung), und GI. (5) be-
schreibt das Versickern (oder Entspringen) der Energiestrémung fiir das Raum-
element. KEs ist somit die Auffassung erlaubt, daBl der Vektor

e=[€9] ()

die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit strémende Energie ist, also die
Flachendichte des Leistungsflusses!. Zu der Vorstellung Maxwells, dal}

) U]J .. ., . Watt
T ?, Einheit 1 om?

im P. M. S.

J_
L

1 Benennung S =
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die elektrische und die magnetische Energie raumlich verteilt ist, vergleichbar der
Verteilung eines homogenen Stoffes mit raumlich verdnderlicher Dichte, tritt hier
eine Aussage iiber die Bewegung der Energie: dem betrachteten Raume flieBt die
Energie von auBlen mit der Strémungsdichte & in der Zeiteinheit zu; diese Dichte
wird dem Betrag nach durch das aus £ und H gebildete Parallelogramm dargestellt,
die Richtung ist die rechtswendig zu € und § senkrechte; die elektromagnetische
Energie stromt also iiberall senkrecht zur elektrischen und magnetischen Feldstéirke.
Im Inneren des betrachteten Raumteiles verteilt sich die zustrémende Energie in
chemisch-thermische Leistung und Zuwachs an elektrischer und magnetischer
Feldenergie. Der Vektor © und seine Deutung wurde von Poynting und gleich-
zeitig und unabhéngig von Heaviside gefunden. Zu beachten ist, daBl durch die
gesamten Energieinderungen (Energieumsetzungen, Feldenergiednderungen) immer
nur der gesamte Hiillenflu der zustromenden Energie oder die Quellen und Senken
der Energiestromung bekannt sind; ein etwa vorhandener, quellenfreier Anteil des
Feldes & tritt in den Energiednderungen iiberhaupt nicht in Erscheinung und bleibt
damit in jedem Falle bedeutungslos.

Wir erldutern die Bedeutung der Vorstellung von der Energiestrémung noch an
folgenden Beispielen:

Die geschlossene Hiille mége so gelegt werden, daB auf ihr iiberall gilt &df=0.
Dies ist z. B. mit Sicherheit durch eine unendlich ferne Hiille erfiillbar, falls die
Strombahnen und Ladungstriager im Endlichen begrenzt sind. Dann ergibt Gl. (6):

7}
W O, W); (®)

in Ubereinstimmung mit dem Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie ist die
Abnahme der gesamten elektromagnetischen Feldenergie gleich der chemisch-
thermischen Leistung; nun ist y =p *— €* @; somit kann dem abgeschlossenen
System Energie ausschlieflich in den Raumteilen zugefiithrt werden, in denen ein-
geprigte elektrische Krifte sitzen, also € & <=0 ist; fehlen solche, so geht die
Feldenergie fortwihrend in die nicht umkehrbare Energieform Joulescher Wéirme
iiber, die Felder verloschen. Fiir die quasistationiren Vorginge, bei denen die elek-
trische Feldenergie nicht merklich an den Energieinderungen beteiligt ist, wurde
Gl. (8) mit entsprechender Anderung schon in 33. Gl. (12) gefunden. — Im elektro-
statischen Feld einerseits und im magnetostatischen Felde andererseits ist jeweils

& =0 und %—vf =0, wie es definitionsmaBig sein muB (5.). Durchsetzen einander ein

elektrostatisches und ein magnetostatisches Feld (z. B. elektrisches Feld eines
ruhenden Ladungstrigers im magnetischen Erdfeld), so ist im allgemeinen in jedem
Punkt des Feldraumes & 40, jedoch ist unter allen Umsténden und iiberall div & =0,
die Energiestromung quellenfrei und daher fiir das betrachtete System belanglos.

Eine elektrische Leitung bestehe aus zwei langen, recht- ]
ec];igen Me.t.;allschienen, dig e?inander parallel im Abst.and %_" 5 o )
a< h gegeniiberstehen; & sei die lange Seite der rechteckigen &L % )

Schienen (Abb. 1). Nehmen wir sie widerstandslos an, so 3 ‘
Abb. 41. 1. Beispiel fiir die

ist die von der Quelle in den Leitungsanfang gelieferte Lei- Energiestromung imNichtleiter.
stung UJ gleich der vom Verbraucher aus dem Leitungsende (Q“efggmé?iéfgnfg&;ggkrecm
aufgenommenen. Das elektrische Feld der Leitung ist senk-

recht zur Oberfliche gerichtet, es hat nur im Zwischenraum, in dem es homogen

ist, eine betrdchtliche Stirke vom Betrage 7[;: [nach 17. GI. (23)]. Die magnetische
Feldstirke ist tangential zur Oberfliche und senkrecht zum Strom in den Schienen
gerichtet und hat im Zwischenraum, in dem sie homogen ist, den Betrag ;7] [vgl. 28.
Gl. (9)], € und  stehen im Zwischenraum aufeinander senkrecht, daherist S = E H =
o die auf die Flicheneinheit des Querschnittes des Zwischenraumes bezogene

Leistungsdichte; man kommt somit zu der Auffassung, dal die Energie durch den
Fischer, Elektrodynamik. 9
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nichtleitenden Zwischenraum von der Quelle zum Verbraucher strémt, nicht etwa
in den beiden Platten, in die sie iiberhaupt nicht eindringt, da & tangential zu den
Oberflichen steht. Die Auffassung, daB der nichtleitende Zwischenraum der Energie-
leiter ist, betrachtet man mit Recht als die am weitesten gezogene Folgerung aus
der Faraday-Maxwellschen Feldvorstellung. Die von dem elektrischen Strome
durchflossenen Leiter sind bei dem Energieiibertragungsvorgang nicht Triger der

et /@
J

Abb. 41, 2. Elektrisches nnd magnetisches Feld, sowic Energiestrﬁmungsield S = [€ H] der Paralleldrahtleitung.

Energiestromung, sondern richtungweisend fiir diese. Fiir eine Paralleldrahtleitung
verdeutlicht Abb. 2 schematisch die Energiestrémung € = [€ $]; sie verliduft parallel

zu den Drihten, und hat die grofite Stiarke in der Nachbarschaft der Dréihte.
Hat der Leiter, dem entlang die Energie durch das Dielektrikum strémt, einen
von Null verschiedenen spezifischen elektrischen Widerstand, so ist nach dem
Ohmschen Gesetz eine zur Leiteroberfliche tangentiale Kompo-

) Gt nente des elektrischen Feldes zugleich mit der normalen vorhan-
1 % den; © hat daher bei ruhenden Korpern auBler der zur Leiter-
ol &7 oberfliche parallelen Komponente eine dazu senkrechte, stets
e ins Innere des Leiters weisende Komponente: diese einstro-
@ﬂhﬁ mende Energie stellt die als Joulesche Wirme verlorene

Energie dar. Derniitzliche Hauptteilder Energiegleitet

im nichtleitenden Aullenraum der Leitung entlang,
Abb. 41. 3. Entlang- ein Bruchteil geht durch dasEindringen in dasMetall
gleitende (tangentiale) als Stromwirme verloren, © steht schief zur Leiterober-
Tle) K ompononte dor - flache (Abb. 3). Wir un‘gersuchgn diese E{lergieeir%wander}mg
der Drahtoberfliche. ~ genauer an dem Beispiel eines Stiickes der Linge ! eines gleich-

stromdurchflossenen geraden Kreisdrahtes vom Radius a. § ver-
lauft wberall in Kreisen um die Achse, und zwar rechtswendig zu & und daher
zu €, die parallel zur Achse gerichtet sind. Daher ist auf den Deckelflichen des
Zylinders ©€=0, und nur auf den Mantelflichen ist © 4 0 und radial nach innen

J

5—=5G, und F (a) =@, daher
8, (@) =E,(a) - H (a) = § G (9)

gerichtet. Fir r =a ist H(a) =

konstant auf der Zylindermantelfliche. Somit ist die ganze in das Zylinderstiick
einstromende Energie

_f@dleﬂna-Sn(a)=l-na2-QG2:r-q), (10)
also gleich der in diesem Volumen auftretenden Stromwirme. Wir verfolgen den
Verbleib der Energiestromung im Drahtinnern r < a: dafiirist E=9¢G, H(r)= % G,
daher

8, (r) =5 062 (10a)

die einstromende Energie versiegt also mit weiterem Eindringen gegen die Achse
zu, indem sie stdndig in Joulesche Warme umgesetzt wird.
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Die Vorstellung vom Eindringen der Energie aus dem nichtleitenden Raum in
den Leiter ist in jedem Falle fruchtbar, z. B. auch bei wechselstromdurchflossenen
Leitern (Wirbelstromerscheinungen). In diesem Falle geht allerdings nicht die
gesamte eindringende Energie als die Stromwéirme verloren, sondern sie wird zum
Teil im inneren magnetischen Feld als magnetische Energie aufgespeichert, und
zum gleichen Betrage wieder zuriickgegeben: es findet also zum Teil ein periodisches
Aus- und Einstromen von Energie statt. Nach Ablauf einer Periode hat die ma-
gnetische Energie aber wieder ihren Anfangswert, die algebraische Summe der ein-
gestromten Energie ist in Stromwirme umgesetzt. Nach Gl. (7) findet man z. B.
leicht den Richtungssinn der Energiestromung fiir die in 39. behandelten Beispiele;
untersucht man mit Hilfe der dort gefundenen ortlichen Verteilungen von $ und
C =0® die Energiestromung im Leiterinneren, so findet man: der beschriebene
Vorgang des Eindringens ist auf eine um so diinnere Schicht an der Oberfliche

beschriankt, je groBer ﬁ;—’“— ist.

In 4hnlicher Weise erginzt die Vorstellung der Energiestromung in jedem Falle
die Anschauung elektromagnetischer Vorginge; bei den Lichtwellen werden wir
finden, da & die Richtung der Wellen angibt; als letztes Beispiel betrachten wir
die Entladung eines zuvor aufgeladenen Kondensators in einen elektrischen Schwin-
gungskreis (37.): im Augenblick des Stromschlusses finden wir eine aus dem Feld-
raum des Kondensators herausgerichtete Komponente von &; die Energie entquillt
dem Kondensator ebenso, wie sie aus den Raumteilen heraustreten kann, die ein-
geprigte elektrische Kréifte enthalten, und wird teils langs der Drahte zum Aufbau
eines magnetischen Feldes gefiihrt, teils dringt sie in diese ein und geht als Strom-
wirme verloren.

Der komplexe Energiestromungsvektor. In einem gleichférmigen Stoffe
mit ortlich und zeitlich konstanten Werten g, ¢, 1 seien die Feldvektoren einfache
harmonische Zeitfunktionen:

€ = Re (G, eivt), $ = Re{Doeivt). (11)
Dann lauten die beiden Hauptgleichungen (1) und (2) fiir die komplexen Ampli-
tuden

rot60=<%+iwé> G, (12)
rot €, = o % 9o (13)
Wir nehmen zu Gl. (12) den konjugierten Wert und erweitern mit ©,:
&4m5;=(;_i¢gy@:@. (14)
Wir erweitern Gl. (13) mit H;:
ok -rot Gg =— i i - Ho DY - (15)

Die Differenz von Gl. (14) und (15) ist
. A 1 . N\~ o~ P
—div [ 851 =y —iwe) 6 & +iwi H 5
1, . u 3
= l&E+2i0lE |8 — |G,

wobei die zwischen senkrechten Strichen stehenden Vektoren die Amplituden der
Schwingungen bedeuten. Fiir eine harmonische Schwingung steht der quadratische

Mittelwert 4 zur Amplitude |4,] in der Beziehung A'2=% |4,4[2. Definieren wir

daher einen ,,.komplexen Energiestromungsvektor

fly = 5 [6 921, (17)

(16)

so lautet Gl. (16) auch
—diwlly =y 4+ 21w (W, — w,); (18)
9*
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dabei ist =% &, w,= % 92, w,= % @2 der zeitliche Mittelwert der Joule-

schen Wirmeleistung, der magnetischen und der elektrischen Feldenergiedichte. Aus
Gl. (18) folgt durch Integration iiber einen Raum 7 unter Anwendung des Satzes
von Gaull und Umkehrung der Normalenrichtung, wie bei Gl. (4):

Sﬁﬁodf=¢+2m(Wm—vE). (19)

Daher hat man bei zeitlich sinusférmig verdnderlichen Feldern die einfachen
Formeln! zur Berechnung der mittleren Wirmeverlustleistung und der mittleren

Feldenergien :
g 1
V= 5 Re[§[G, $7141],

20 (W, —W,) = 5 In{§ [G, 53147}.

Diese Darstellung fand Emde. Es ist mit ihr die Bestimmung der Stromwéarme-
verluste, die sonst durch ein Raumintegral berechnet werden, auf ein haufig einfacher
auszufiilhrendes Oberflichenintegral zuriickgefiihrt.

Beispiel: Fiir einen wechselstromdurchflossenen kreiszylindrischen Leiter (Haut-
wirkung gemifB 39. C) berechnet man gemiB Abb. 3 bei allseitig symmetrischer
Feldverteilung die in den Zylindermantel einstrémende Energie aus magnetischer
und elektrischer Energie an der Drahtoberfliche zu

(20)

1 1
5 P (6 931, _adf =5 By (a) - H} (a) - 2mal; (21)
dabei ist Hj (a) = 713_‘3‘—“, daher einfach
Vt2i0W, = B () I, 22)

und durch Division mit %IO Ir =12

(@)-1

RtioL =201 (23)
[}

in Ubereinstimmung mit 39. Gl. (38). Auf diese Weise 158t sich nicht nur beim
Runddraht, sondern auch bei den anderen Stromverdringungsaufgaben R und L,
einfach bestimmen.

42. Ausbreitung elektromagnetischer Storungen in gleichférmigen Stoffen.
Wellengleichung und Wirmeleitungsgleichung.

Wir nehmen an, der unendliche Raum sei mit einem durchaus gleichférmigen
(homogenen isotropen) Stoff erfiillt. Daher ist iberall € =0, $* =0, und die
Stoffwerte u, o, ¢ sind von Feldort und Feldstirke unabhingige Konstante. Der
Raum sei frei von elektrischen Ladungen, daher gilt

div® =0, ferner ist stets div B =0. (1)
Die beiden Hauptgleichungen‘ [40. Gl (1a), (2a)] fir ruhende Kérper lauten
unter diesen Voraussetzungen fir € und §:

roth = 6+ 57, (@) rot € =— i 99 3)

* Fiir zwei harmonische Schwingungen U = U, cos wt, J = J, cos (ot + @) ist der zeitliche
Mittelwert ihres Produktes

UJ=N= é— U, Jycos g :—;—Re (TyJ 3,

unter U, und J, die komplexen Amplituden verstanden. Vgl. Abschnitt 2’.: ,,Darstellung
periodischer Vorginge.‘ :
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Indem man von jeder dieser beiden Gleichungen den Rotor nimmt und jeweils
aus der anderen substituiert, erhilt man?
—rotrot § = ag’ —!—__ag,
Q ot
(4)
rotrot € = 6(E+_-82(&3
—rotro o at el g

Unter den ausgesprochenen Voraussetzungen iiber die Stoffwerte kommt aus

Gl (1)

ediv€ =0, pdivd =0, (5)
und damit ergibt sich aus GI. (4)2
2
A@:ﬁ@_;_gﬁa_'b_,
o 0t ot? (6)
i 0G | __ 2§
A(‘g—"—‘——,—&"uw.

Fir € und §, daher auch fir ® und %B, daher fiir jede einzelne Komponente
jedes elektrischen und jedes magnetischen Feldvektors besteht somit eine partielle
Differentialgleichung von der Form

g OF  --0%F
AF=£°2_ R
F YIARLET- R @

oder auch, wenn man neben der bekannten ,,Relaxationszeit* [25. Gl. (16)] 8 =¢p
eine neue GroBe

1
v= (8)
_ Ve
definiert (dahe L ﬂlvz) ,
b 1 oF = &F
vz.AF:FW+—5tT. (9)

Diese Differentialgleichung bestimmt eindeutig den Wert, den F in einem
betrachteten Raumpunkt zu irgendeinem Zeitpunkt annimmt, wenn die Werte von

F und von %I:— fiir jeden Raumpunkt willkiirlich fiir einen gewissen Zeitpunkt ¢ =0

als Anfangswerte gegeben sind und F in unendlicher Entfernung verschwindet.
Wir iibergehen die Ausfithrung des mathematischen Eindeutigkeitsbeweises.

Von den besonderen Formen, die Gl. (9) unter einschrinkenden Voraussetzungen
annehmen kann, fallf zundchst auf, daBl aus 1hr bei AusschluB zeitlicher Anderungen
die Laplacesche Gleichung

AF = O (10)
hervorgeht. Bei ihrer Betrachtung waren wir in 17. so vorgegangen, da wir kenn-
zeichnende Eigenschaften fiir ihre Losung bestimmten. Wir werden daher hier
ebenso verfahren und untersuchen, welche besonderen Kennzeichen der Losung
von Gl (9) zukommen miissen. Dabei sind zwei Grenzfille von beherrschender
Wichtigkeit:

A. Fiir einen vollkommenen Nichtleiterist § = oo, weil 9 = . Die elektro-
magnetischen Vorgéinge werden daher durch die aus GI. (9) folgende
2 F
E:
beschrieben. GI. (11) hat die Form der Bewegungsgleichung eines gleichférmigen,
unzusammendriickbaren, elastischen, festen Korpers. (Fiir die elastischen Ver-
schiebungen ist v? gleich dem Verhiltnis des Elastizititskoeffizienten zur Dichte.)
Daher konnen die aus diesem Gebiet bekannten Losungen bei entsprechenden
Anfangs- und Grenzbedingungen benutzt werden. Das von Poisson gefundene

Wellengleichung 2 AF=—5% (11)

! Reihenfolge der Differentialoperationen gleichgiiltig.
2 rot rot W = grad div A — A Y.
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allgemeine Integral von GI. (11) 148t sich in folgender Weise konstruieren: Um
in einem Punkte p den im Zeitpunkt ¢ vorhandenen Wert F,;, zu finden, wenn fiir

t =0 die Werte F, und (%f—) fiir jeden Raumpunkt gegeben sind, legt man eine
0

Kugelfliche mit dem Radius v¢ um p als Mittelpunkt, und bestimmt aus den
Anfangswerten F, auf der Kugeloberfliche den Mittelwert Fy aller dieser Werte;

entsprechend <%—) . Dann ist der Wert von F' im Punkte p zur Zeit ¢:
0

%7 oF 12
Fpt_at(Fot)—i—t(at )0. 12)

Daraus folgt: Der Zustand F im Punkte p wird in jedem Augenblick
durch die Zustidnde festgelegt, welche um eine Zeitspanne ¢ vorher
in allen von p um die Strecke vt entfernten Raumpunkten geherrscht

haben. Daher ist v=7:1:_ [(Gl. (8)] die Geschwindigkeit, mit der jede
€p
Storung fortgepflanzt wird.
Zur Zeit t=0 sei iiberall F=0 undaa—lj =0 mit Ausnahme eines geschlossenen

Raumteiles 8. Dann sind zur Zeit ¢ in p diese GréBen nur von Null verschieden,
wenn die Kugelfliche mit dem Mittelpunkt p und dem Radius vt das Gebiet S
schneidet. Liegt p auBlerhalb von S, so tritt somit in p erst dann eine Stérung ein,
wenn vt gleich dem kiirzesten Abstande zwischen » und den Punkten in § wird,
und dauert so lange an, bis vt gleich dem groBten Abstande zwischen p und den
Punkten in S geworden ist; dann hoért die Stérung in p génzlich auf, die von den
in 8§ gegebenen Anfangswerten herriihrt. Ist also r, der kiirzeste, r, der weiteste Ab-

stand zwischen » und den Punkten von 8, so beginnt die Stérung in p zur Zeit t, = %
und endet zur Zeit t2=%’; ein bestimmter Punkt ¢ in § liefert zur Stérung in p

in dem Zeitpunkte —?;1 einen Beitrag: die Storung breitet sich von ¢ mit der Geschwin-
digkeit v aus.

Fir den leeren Raum ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v=c

1 (13) g =

Veomo’ : Ve
Nun kénnen aber die beiden Konstanten ¢, und y, durch verschiedene und
unabhéingige Verfahren bestimmt werden (z.B. ¢, aus einer Kapazititsmessung,
Mo aus einer Induktivititsmessung); die ersten Messungen dieser Art unternahmen
W.Weber und R.Kohlrausch?®. Die mit groBer Genauigkeit gemessenen Werte
ergaben fiir ¢ eine Geschwindigkeit, deren Grofie mit der auf optischem und auf
astronomischem Wege gemessenen Lichtgeschwindigkeit gut iibereinstimmte?. Dies
war eine der hauptsidchlichen Stiitzen Maxwells fiir seine 1865 gemachte Aussage,
daB ,,Licht eine elektromagnetische Stérung ist, die sich nach elektromagnetischen
Gesetzen ... fortpflanzt‘. Damit war dafiir entschieden, da8 die Lichtausbreitung
als Wellenvorgang zu beschreiben sei, nicht als Bewegung von Teilchen, die von
dem leuchtenden zum beleuchteten Kérper iibergehen. Nach der Wellentheorie
ist die Lichtgeschwindigkeit in verschiedenen Stoffen umgekehrt proportional zu
deren Brechungsexponenten z, und nach der vorstehenden Hypothese ist sie durch

1 W.Weber und R. Kohlrausch: Poggendorffs Ann. Bd. 99 (1856). — Ostwalds Klassiker
der Naturwissenschaften Nr.142. — Es sei erwiahnt, daB8 damals infolge der ausschlieBlich
bekannten ,,absoluten‘ MaBsysteme die Schreibweise der Gleichungen, bezogen auf diese Mafl-
systeme, eine andere war, als die von uns hier gebrauchte mafunabhingig aufzufassende Form.

aher war auch die Problemstellung, ohne dem Sinne nach eine andere zu sein, auch etwas
anders formuliert. Einzelheiten hieriiber haben heute nur noch historische Bedeutung.

2 Zahlenwerte fiir &, ptg, ¢ in bezug auf die praktischen Einheiten s. Abschnitt ,,MaBsysteme*‘.

c=

(13a)
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Gl. (8) gegeben. Die Permeabilitaten durchsichtiger Korper sind aber sehr wenig
voneinander und von der Permeabilitit des leeren Raumes verschieden. Es miifite
daher die Dielektrizititskonstante eines durchsichtigen Stoffes angendhert gleich
dem Quadrate des Brechungsindex sein:

ne . (14)*

Diese Maxwellsche Beziehung hat sich bekanntlich um so besser bestatigt
erwiesen, je langsamer die Schwingungen des benutzten Lichts sind. Bei sehr
schnellen Schwingungen sind, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, die Licht-
wellenldngen so klein, daBl die Voraussetzung dieses Abschnittes, ndmlich voll-
kommene Homogenitdt des Stoffes, von der wirklichen, atomistisch gearteten
Materie auch nicht mehr angenahert erfiillt wird. Dies lehrt, ,,dafl man die optischen
Eigenschaften der Korper aus den elektrischen erst dann wird ableiten konnen,
wenn wir iiber die Konstitution der Korper im klaren sind““ (Maxwell).

B. Fiir einen metallischen Leiter ist die Relaxationszeit duBerst klein,
die Verschiebungsstrémung im Vergleich zur Leitungsstrémung nicht zu bemerken
(vgl. 32.), daher wird aus Gl. (9) nach Multiplikation mit g fir f — 0 die

Wirmeleitungsgleichung 75:- A= %—f (15)

Dieselbe partielle Differentialgleichung gilt auch fiir die 6rtliche und zeitliche
Temperaturverteilung in einem homogenen festen Korper. Die von Fourier
gefundenen verschiedenen Losungen fiir Warmeleitungsprobleme koénnen daher bei
entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen iibertragen werden (man mufl dabei
beachten, daB hier F die Komponente eines Vektors ist, die Temperatur dagegen
ein Skalar). Aus Gl. (15) folgt eindeutig, wie sich beweisen 148t, F' fir jeden Ort
und jede Zeit aus einer fiir £ =0 willkiirlich vorgegebenen Anfangsverteilung F
und der Bedingung, dafl F in unendlicher Entfernung verschwindet. — Fiir einen
unendlich ausgedehnten homogenen Kérper, dessen Anfangszustand F; gegeben ist,
hat Fourier als allgemeines Integral von Gl. (15) gefunden

72
F, e 40t
'Fpt =£/n_3/;'mdt, (16)

wobei b =2 und r die Entfernung zwischen p und Raumelement dr ist. GI. (16)

zeigt: zu dem Zustand F,;, im Punkte p zur Zeit ¢ tragen alle Volumenelemente dv
bei. Dabei ist jedes dt mit dem Gewicht

72
e 4bt
U=
(468
zu belegen, dessen Wert vom Abstand r zwischen p und d7 und der Zeit ¢ bestimmt

2
wird. « ist aber Null fiir £=0 und {= o und hat dazwischen fiir t:% seinen

(17)

Hochstwert, der const -3 ist.

Ist also zur Zeit t=0 iiberall =0 mit Ausnahme eines Gebietes S, so tragen
alle Punkte ¢ in S zur Stérung in p bei, und zwar in jeder (noch so grofien) Ent-
fernung 7, und zu jeder (noch so kleinen, sowie unbegrenzt groBlen) Zeit {. Der
Maximalbeitrag aber, den ¢ zur Storung in p liefert, ist nach Gl. (17) um so kleiner,
und trifft um so spéter ein, je groBer die Entfernung r ist. Die Zeit, nach welcher
er eintrifft, ist proportional 72 (nicht proportional r, wie bei der Wellenausbreitung).
Es gibt daher keine bestimmte Geschwindigkeit, die man als Aus-
breitungsgeschwindigkeit definieren kénnte. Wollte man sie dadurch

1 Verhalten sich die Brechungsindizes zweier Stoffe umgekehrt wie die Lichtgeschwindigkeiten
in ihnen, so ist der Brechungsindex eines Stoffes, bezogen auf leeren Raum, definitionsmiBig

n= % =Veu nach Gl (13a); u~=1.
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bestimmen, da man die Zeit mift, nach welcher in gegebener Entfernung eine
Storung von gewihlter Stirke auftritt, so wiirde man eine um so gréere Geschwin-
digkeit finden, je kleiner man die Stérung gewihlt hat (je empfindlicher ein im
betrachteten Punkte angebrachtes Empfangsgerat ist, in um so kiirzerer Zeit zeigt
es eine Storung an). — Auch fiir diese der Wiarmebewegung eigentiimliche Art der
Ausbreitung von Stérungen ist die gemachte Voraussetzung vollkommener Homo-
genitdt des Stoffes notwendig. Der stirkste Unterschied gegeniiber der Wellen-
ausbreitung liegt darin, daB diese mit einer bestimmten Geschwindigkeit erfolgt,
so daB in einem betrachteten Punkte Ruhe herrscht, bevor die Welle eintrifft, und
wenn sie vorbeigelaufen ist, verschwindet die Stérung fiir immer. Beispiele fir
beide Arten der Ausbreitung bringen die Abschnitte 43. und 44.

Wie die thermischen und die elektromagnetischen Gré8en einander entsprechen,
zeigt die folgende Gegeniiberstellung der jeweiligen Hauptgleichungen; dabei be-
deuten: £ die Warmestromdichte, ¥ die Temperatur, £ die Warmeleitfihigkeit,
¢ die spezifische Warme, ¢ die Dichte.

Aus den Verkniipfungsgleichungen (links thermisch, rechts elektromagnetisch)

D=—rkgradd C=prot9

diﬂ@=——cy%?— rot@:-ﬁa_'g)_ (18)

ergeben sich die partiellen Differentialgleichungen

k . __ 99 Q. 99
oy A= g A%=
ko o 09 0 4 0C
A= AC=G

Es entsprechen einander die folgenden untereinander geschriebenen Gréfen

k
H' € ¢

Die ,,Leiterkonstante b= < entspricht also der ,,Temperaturleitfahigkeit* %

Besondere Beachtung verdient, dal der Wirmeleitfihigkeit £ nicht etwa die elek-
trische Leitfihigkeit, sondern der spezifische elektrische Widerstand g entspricht2.

43. Ebene Wellen in einem gleichformigen Nichtleiter.

Fiir den gleichférmigen, vollkommenen Nichtleiter (x=0) gilt die Wellengleichung
42. Gl (11). Um die kennzeichnenden Eigenschaften der von ihr beherrschten
elektromagnetischen Zustinde kennenzulernen, untersuchen wir eine besonders
einfache und zugleich wichtige Art von Vorgingen. Diese sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB in einem bestimmten Zeitpunkt der Zustand in allen Punkten einer
bestimmten Ebene der gleiche, also értlich konstant ist, und da8 dasselbe fiir alle
zu dieser parallelen Ebenen gilt. Da aber, wie aus der Wellengleichung folgt (42. A),

1 In geeignet gewihlter Komponente, vgl. die vorangegangene Bemerkung.
2 Vergleich in runden Zahlen
Eisen  Kupfer Blei

Y~ 55 0,9 4 =

cm?

sec

cm? ’

Es hat also z. B. Kupfer eine gute Temperaturleitfihigkeit, weil es ein guter Warmeleiter ist;
Blei hat ein groBes b, weil es ein grofies ¢ hat; Eisen hat wegen seines groBen u ein kleines b,
ahnlich wie ein guter Wirmeleiter mit ungewohnlich groBer spezifischer Wéirme eine kleine
Temperaturleitfahigkeit haben wiirde. Abgesehen vom Eisen sind die Metalle thermisch viel
trager, als elektromagnetisch, Temperaturdifferenzen gleichen sich viel langsamer aus, als ma-
gnetische Felder ihre stationire Verteilung annehmen; nur die elektromagnetische Tragheit von
Eisen kommt in die GroBenordnung der thermischen Trigheit.

= 2,5 0,0074  0,0006

olw T
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die Ausbreitungsgeschwindigkeit iiberall die gleiche und konstant ist, ist dieses
Kennzeichen auch fiir jeden beliebigen Zeitpunkt erfillt. Einen solchen Vorgang
nennen wir Ausbreitung einer Welle mit ebenen Wellenfronten, die parallelen Ebenen
nennen wir Wellenfronten oder Wellenebenen, ihre Normalenrichtung Wellennormale.

Wir untersuchen die Eigenschaften des elektromagnetischen Zustandes mit
ebenen, zu einer z-Achse senkrechten Wellenfronten. Wie er (durch einen bei
x =— o gelegenen Erreger) zustande kommen kann, wird spéiter beschrieben.
Da elektrisches und magnetisches Feld nach dem Gesagten sich in den Wellenebenen,

also mit y und z nicht 6rtlich d&ndern, so ergibt sich iiberall % =0, ;—z =0 und

die Hauptgleichungen 42. Gl. (2), (3) iiber die magnetischen und elektrischen Wirbel
vereinfachen sich zu

g0 — (1a) —itl o (Le)
el ==Y v — g = an
O (Lo) —ape =4 g
dazu kommt die Quellenlosigkeit der Felder [42. Gl. (5)]:
0= il (1d) 0=z (Lh)

Nach (a) und (h) ist £, und nach (e) und (d) ist H, in jedem Raumpunkt und zu
jeder Zeit konstant. Diese unveridnderlichen Feldanteile haben mit zeitlich und
ortlich verédnderlichen Vorgingen iiberhaupt keinen Zusammenhang und koénnen
daher auch fiir die Betrachtung dieser unbeachtet bleiben, z. B. zu Null angenommen
werden.

Also: Die elektromagnetischen Stéorungen haben keine zur Wellen-
normale parallelen, ,longitudinalen Komponenten. Genau dasselbe gilt
fiir die Wellenausbreitung des Lichtes, was im Verein mit der in 42. (Gl. 13) fest-
gestellten Ubereinstimmung der Geschwindigkeit die Behauptung der Identitéit des
Lichtes mit elektromagnetischen Ausbreitungsvorgingen bestirkt. Es liegen somit
die Richtung sowohl des elektrischen wie des magnetischen Feldes in der Ebene
der Welle (elektromagnetische Welle; Lichtwelle). Von diesen ,transversalen‘
Komponenten sind einerseits £, und H, durch (b) und (g), andererseits £, und H,
durch (c) und (f) miteinander verkniipft, aber die beiden Gleichungenpaare sind
voneinander vollig unabhéngig. Wir kénnen daher den mit Gl. (1) beschriebenen
Vorgang als lineare Uberlagerung zweier anderer Vorginge betrachten, deren Diffe-
rentialgleichungen einander vollig entsprechen. Es ergibt sich z. B. aus (b) und (g)
durch Elimination

E, __o&F o2 H, __oH
T —EhaE g —Ehgps @)

und aus (c) und (f) erhilt man dieselbe Gleichung fiir £, und H,. Dies aber ist die
Wellengleichung in bezug auf die einzige Raumkoordinate z, und hitte sich daher
aus 42. GL (11) mit der geforderten Streichung der partiellen Ableitungen nach
y und 2z ohne weiteres angeben lassen. Unsere Ableitung hat indes darauf hin-
gewiesen, daBl K, und H, einerseits, £, und H, andererseits zueinander gehérige
Komponenten sind. Die allgemeine Lésung der Gleichung

oF _ °F 9
e e
lautet aber
F=f(x—vt) +fs(x +0t), 3)

dabei sind f; und f, willkiirliche Funktionen. Wir betrachten zunéichst den in einem
gegebenen Punkte x zu einer bestimmten Zeit ¢ durch f; beschriebenen Zustand:
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er ist der gleiche, der um eine Zeitspanne ¢ vorher in einem anderen Punkte geherrscht
hat, der um die Strecke vt auf der z-Achse zuriickliegt. Also pflanzt sich der be-

trachtete Zustand f; (x —vt) = const mit der Geschwindigkeit % =w,

1
= 4:
Vel ()
in der Richtung der positiven z-Achse fort, ohne dabeiirgendeine Gestaltsverénderung
zu erleiden; die Feldverteilung verschiebt sich wie ein starrer Koérper, als Rechts-
welle. Entsprechend beschreibt f, die mit der Geschwindigkeit v in Richtung der
negativen x-Achse laufende Linkswelle. Mit der elektrischen Feldstérke

¥ E,=fil@w—vt)+ fo(xc+vi) (5a)
ist nach GIl. (1b, g) die magnetische Feldstirke

Hz=1/%{f1 (x—vt)—fo(x+vt)} (5b)

/ /.~ x verkettet. Elektrisches und magnetisches Feld

5 W stehen senkrecht aufeinander und laufen mit
gleicher und unverénderter Form in der dazu

rechtswendig senkrechten Richtung mit der Ge-

. . schwindigkeit v, vgl. die schematische Darstellun

Abenen. eickiromammertschon Boohtaretls”  Abb. 1 fi%r die R%chtswelle. Wir bestimmen di%
elektrische und die magnetische Energiedichte der

einen, z. B. der Rechtswelle, aus Gl. (5a, b) durch Quadrieren: E: = (x—wt),

H? =%f§ (x—wt) =%E; und finden, daB stets erfiillt ist

v

g—E2=%H2; W, =Wy, (6)

in jedem Augenblick haben elektrisches und magnetisches Feld gleich grofie Energie.
Dieses Energiegleichgewicht ist eine kennzeichnende und notwendige Eigenschaft
sich formgetreu fortpflanzender elektromagnetischer Wellen. Die gesamte elektro-
magnetische Energie ist die Summe der elektrischen und der magnetischen Feld-
energie. Wir erhalten somit die beim Fortschreiten der Welle in der Zeiteinheit
durch die Flacheneinheit einer Wellenebene hindurchtretende Energie zu

_ _ 1 g& Iz _1/e
S =v(w, + wy,) _?E:/_‘{?EZ _|_§H2} = VﬁEZ’
S=EH.
Die Fortpflanzungsrichtung der Welle ist aber durch das vektorielle Produkt

der aufeinander senkrechten Felder €, § bestimmt, d. h. durch die Richtung des
Energiestromungsvektors & [41. Gl. (7)], und § nach Gl (7) ist sein Betrag. Der

Vektor
S =[€H] (8)

kann daher als ,,Strahlungsvektor‘ bezeichnet werden, denn er kennzeichnet sowohl
die Fortschreitungsrichtung der Welle, wie ihre in der Zeiteinheit durch die Flichen-
einheit der Wellenebene gestromte Energie. Gemaf GIl. (7)

S=V§ E2=]/%ﬁ (x— vt) (Ta)

kann & zu keinem Zeitpunkt negativ werden, die Energie bewegt sich bestindig
in der Fortschreitungsrichtung des Lichtstrahles. Man hat Ursache, Gl. (8) auch
fiir Felder von weniger einfacher geometrischer Struktur, wie das hier behandelte,
als giiltig anzusehen und entsprechend zu deuten.

Wir erkennen in diesem Zusammenhang, daf3 es unbedingt notwendig ist, die
elektrische und die magnetische Energie nicht gebunden an elektrische Ladungen,

(7)




II, 43. Ebene Wellen in einem gleichférmigen Nichtleiter. 139

magnetische Menge und elektrische Strémen und vornehmlich oder ausschlieBlich
gegeben durch diese zu denken, sondern stetig in dem Raume der elektrischen und
magnetischen Felder selbst verteilt und dort durch das Quadrat des Feldvektors
gegeben sich vorzustellen. Wir haben hier ndmlich die Frage vollig offengelassen,
in welcher Weise die betrachteten Felder durch irgendwelche ortsfesten Erreger
hervorgebracht sein kénnten. Es wire aber nicht nur sinnlos, sondern auch im
Widerspruch mit der Erfahrung, z. B. mit den Wirkungen des Lichtes, wollte man
bei einer fortschreitenden elektromagnetischen Welle die Energie sich gebunden an
einen (womoglich unbekannten) Erreger vorstellen.

Nach GI. (5a, b) stehen elektrische und magnetische Feldstirke, die einer mit
der Geschwindigkeit v forteilenden Welle zugehéren, beziiglich ihrer Betridge in
dem konstanten Verhiltnis

E _ /8 —p.
£ _/E=r; (5¢)

fiir den leeren Raum ist .
r=r,=1/%, (5d)

€0
und die Ausbreltungsgeschwmdigkelt ist [42. Gl (13)]v=c¢c = 1_ . Wenn man

will, kann man daher an Stelle von ¢, und g, auch ¢ und I, als kennzelchnende,

universelle Konstante! betrachten (und aus ihnen ableiten g, —ﬁ’ Mo—ﬂ

I’y wird gelegentlich als Wellenwiderstand des leeren Raumes bezeichnet.

Wir werden zeigen, daf3 elektromagnetische Wellen durch periodische Wechsel-
strome hervorgebracht werden kénnen. Ist der Zustand iiberall ein rein sinus-
formiger, so ist die Losung der Wellengleichung (2a) bei Beschrinkung auf die Rechts-
welle und mit zwei Integrationskonstanten 4 und ¢:

F =4 -cos {Ell(x—vt)—{—(p}. (9)
Man sieht: an einem festgehaltenen Orte x dndert sich F' zeitlich sinusférmig

mit der Frequenz w =2 = % In einem festgehaltenen Zeitpunkt ist F' 6rtlich sinus-

férmig in der Richtung x verteilt, und weist denselben Wert auf in Abstinden von
je einer ,,Wellenldnge*
270 v 27 27 ¢
o f v wVep ® Veu (10)
in der Zeit T = 27” hat eine Fortschreitung um die Strecke A stattgefunden, und die

Ausbreitung der Phasen des Kosinus erfolgt mit der frequenzunabhéngigen Geschwin-
digkeit v, die mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Stérungen iibereinstimmt.
Mit Gl (10) kann man GIl. (9) auch schreiben:

F:A-cos{w(—;—t>+q)}, (9a)

daher ist die allgemeine Losung der Wellengleichung fiir eine einfach-periodische
Links- und Rechtswelle

F=Re{A-eiw(H%)—l-B-eiw(t—%)}. (9b)

Einer einfachen harmonischen Welle, bei welcher elektrisches und magnetisches
Feld in zueinander senkrechten Ebenen verlaufen, entspricht ein Strahl ebenen,

1 Benennungen und Zahlenwerte im P. M. S.:

cmve S,y 20979100 %
T sec

T T
JE’ I'y= 376,53 Ohm. (Den.n: €= J—L, Mg = —LJJL—>
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polarisierten Lichtes (Abb.2). An jedem Punkte treten zur selben Zeit
gleiche Phasen der elektrischen und der magnetischen Feldstirke auf.

Wir stellen zusammenfassend fest: Es ist eine notwendige Folge der Feld-
vorstellung, dafl Storungen des elektrischen oder magnetischen Gleichgewichtes sich
als Wellen mit der endlichen Geschwindigkeit » in einem Nichtleiter ausbreiten.
Im leeren Raume stimmen v = ¢ und die Lichtgeschwindigkeit miteinander iiberein.
Elektrischer und magnetischer Vektor der Stérung liegen in der Wellenebene.
Ebenso ist aus der Optik bekannt, daB Licht sich als reine Transversalwelle aus-
breitet. Beide Tatsachen, zusammen mit den aus der weiteren Rechnung zu
ziehenden Folgerungen iiber Ausbreitung, Reflexion und Absorption der Wellen
bestimmten Maxwell zu seiner Folgerung. Er stieB damit die elastische (also
mechanische) Lichttheorie um, welche das Licht beschrieben
hatte mit Hilfe der Annahme eines vollkommen elastischen,
unendlich feinen Mediums ,,Ather*, der alle Materie und auch
den leeren Raum stetig durchdrmgen sollte; daB sich das Licht
lediglich in Transversalwellen ausbreitet, konnte diese Theorie
nur erkliren, indem sie diesem ,,Ather* die elastischen Eigen-
schaften eines festen Korpers beilegte; die kennzeichnenden
Stoffkonstanten des Athers konnen aber aus keinerlei physika-
lischen Messungen ermittelt werden. Die kennzeichnenden
Konstanten g, u, der elektromagnetischen Theorie sind durchs
Experiment feststellbar. Es ist fir die elektromagnetische
Theorie sehr kennzeichnend, daB sie keinerlei Aussagen macht
iiber ein etwaiges Medium, in dem die elektromagnetischen
l Storungen vor sich gehen, daB sie aber trotzdem iiber den
‘Abb.43. 2. (Nach Max- elektromagnetischen Vorgang bis in jede Einzelheit seiner Struk-
well.) Zur Veranschau- tur vollkommen Aufschlull gibt.

;g{‘;’}gerfégeflcﬁ&%‘r‘;ﬁ’ Es sei schlieflich nochmals betont, dafl die elektromaj-
les (Augenblicksbild).  gnetischen Wellen gegeniiber dem bisherigen eine neue Erschei-
nungsform elektromagnetischer Vorginge darstellen. Im statio-
néren Zustand sind, wie bekannt, die elektrischen und magnetischen Felder an
ihre primiren Erreger, Ladungen und Strome, als Quellen und Wirbel gebunden
Bei den Ausbreitungsvorgingen dagegen werden die Felder frei von priméren
Quellen und Wirbeln und verbreiten sich als quellenlose Felder (deren Feldlinien
entweder geschlossene oder ins Unendliche verlaufende Linien sind) selbstindig
im Raume; dabei sind aber elektrisches und magnetisches Feld nicht etwa von-
einander unabhéngig, vielmehr sind sie nach den beiden Hauptgleichungen
“%—rot@ —ﬂ%:rot@
stets und iiberall derart miteinander verkettet, da jeweils die zeitliche
Anderung deseinen Feldes den Wirbel [die in bestimmter Weise zu errechnende
Querinderung, vgl. Gl. (1)!] des anderen Feldes ausmacht; die Felder erginzen
sich fortwihrend wechselseitig; hierin liegt die Moglichkeit ihrer Loslésung von
priméren Erregern und ihrer Ausbreitung durch den Raum, die wir in 48. an einem
Beispiel ndher beschreiben werden.

Einen Einblick in die Struktur elektromagnetischer Wellen vermittelt auch die
folgende, von K. W. Wagner gegebene elementare Darstellung einer homo-
genen, ebenen Welle.

Ein homogenes, ebenes elektrisches Feld €, und ein homogenes, ebenes magne-
tisches Feld $, sollen senkrecht aufeinander stehen; es gelte

- B} =4 H3, (11)
oder, indem wir zunichst nur die positive Wurzel beachten:

H, ='I/;jEc. (12)
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Die so gekennzeichneten Felder mégen zur Anfangszeit { =0 den ganzen Halb-
raum links von einer Trennebene @ ... @ ausfiillen, der rechte Halbraum sei feld-
frei. Wir fragen nicht nach der Entstehung dieser Feldanordnung, sondern danach,
ob sie bestehen bleiben kann, und in welcher Weise die Veridnderungen nach den

elektromagnetischen Grundgesetzen vor sich gehen miissen.

¢
L [
Lo o Hl Az, &
N VIO VA VM ARy
} JI/ //|'/ /)I{ Vd A 7 x £ : //JI/ /A| / Z ///
i 4 I e i il 4 : il : v |//’ Vi /
/ / 7
//| i/ /)? /)|{ 74 7 //}I( //cl/ //? /)Ir/ Ve 7
A ARy SN
SN SN
A A A/ ;LA A A A
ol % I J K
I T b
5:)0 ¢ ’S:)U ¢

Abb. 43. 4. Ausbreitung einer homogenen, ebenen Welle.

Abb. 43. 3. Ausbreitung einer homdgenen, ebenen Welle.
Anwendung des Durchflutungsgesetzes.

Anwendung des Induktionsgesetzes.

Wir wenden zunidichst das Induktionsgesetz ¢ Edr=— 12 [$a auf den in
Y

Abb. 3 gekennzeichneten rechteckigen Integrationsweg ABCDA an, dessen Seite
AD vom Betrage 1 links der Trennebene noch eben im Feldraum liegen und daher

als einziger Wegteil zur elektrischen Umlaufspannung beitragen moge; mit 4 B =4 x
ist der umfaBte magnetische FluB @ =Ax-1. u H, und daher ergibt das Induktions-

gesetz

1.8, =14z i 2.

(13)

Der Sprung der elektrischen Feldstirke von E, auf Null beim DurchstoBen der
Trennebene @ ... § ist nur dadurch mdoglich (ist nach dem Induktionsgesetz nur
dadurch erklirbar), daB die magnetische Feldstirke H im umfahrenen Rechteck
zeitlich anwiichst: ein 6rtlicher Sprung von € ist gleichbedeutend mit einem zeit-
lichen Anschwellen von §. Indem wir annehmen, daf} in der Zeit A¢, die magnetische
Feldstéirke von Null auf H, anschwelle: By-A4 ¢, = A x - u Hy, erhalten wir mit Gl. (12):

Aty =AxVeu; (14)

in dieser Zeit hat sich der Sprung von € um Az in den vorher feldfreien Raum
vorwirtsgeschoben.

Wir wenden ferner das Durchflutungsgesetz 56 Hdr = E% / €df auf den in

Abb. 4 angegebenen' rechteckigen Integrationsweg GHJKG an, dessen Seite HJ
vom Betrage 1 links der Trennebene noch eben im felderfiillten Raum liege und daher

als einziger Wegteil zur magnetischen Umlaufspannung beitrage; mit G H=Ax
ist der umfaBte elektrische FluB 2=A4z-1-¢E, und daher ergibt das Durch-

flutungsgesetz

1.Hy=1.4z-8%,

(15)
was wir entsprechend auslegen: der Sprung der magnetischen Feldstirke in der
Trennebene ist AnlaB dazu, daB in der zunichst feldfreien Schicht unmittelbar
rechts vor der Trennebene ein elektrisches Feld anschwillt. Die Geschwindigkeit
erhalten wir, indem wir annehmen, daB die Zeitspanne A4¢, gebraucht werde, damit
das magnetische Feld vom Betrage 0 auf den Betrag H, komme: Hy-At,=Ax-c E,,
mit Gl. (12) zu

Aty =Az\ep =At,. (16)
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Der Sprung im magnetischen Feld verschiebt sich genau so rasch, wie der Sprung
im elektrischen Feld; beide Spriinge bleiben stets beisammen. Somit besteht die
gesamte Felddnderung darin, daf die Trennebene ¢ ... @ sich in den vorher feld-
freien Raum hinein parallel zu sich selbst vorwirtsschiebt mit einer Geschwindigkeit

dx Az 1
ZE_A—tz_'V—F;/i_v )]
Bei dieser Bewegung wird von einer auf der Trennebene gewihlten Fliche von
der GréBe Eins ein zylinderférmiger Raum von der GréBe 1-v iiberstrichen. In
der Zeiteinheit ist in diesem Raume die gesamte Feldenergie von 0 auf den Betrag

vl ) = Ll m+im)= V V B _poE,—8 (8

angewachsen. Oder: der Energiebetrag S ist in den linken Deckel des Zylinders
eingestromt.

Ein etwa an Stelle der angenommenen sprunghaften gegebene stetige Feld-
verteilung kénnen wir in unstetige Einzelvorgéinge aufteilen und nach dem obigen
Schema behandeln. Daher: jede beliebige Form wird ohne Verzerrung mit der
Geschwindigkeit » vorwirtsbewegt.

Hitten wir in Gl. (12) das negative Vorzeichen gewihlt, so wire auf entsprechen-
dem Wege erhalten worden, daf die Trennebene @ ... @ mit der Geschwindigkeit »
parallel zu sich selbst nach links sich bewegt. Ist das Starkeverhiltnis der elektrischen
und magnetischen Feldstirke auch dem Betrage nach nicht mehr durch GI. (11),
(12) gegeben, so kann jedes Feld zusammengesetzt werden aus einer Rechtswelle £,

und einer Linkswelle £, gemifl £, = -+ %H, E,=— —'fZ.—H, B, +E,=E, und

entsprechend H, + H, = H,, was stets moglich ist. Bei willkiirlichem Stirke-
verhéltnis der Felder veranlaft also jeder anfingliche Sprung in der Feldverteilung
im allgemeinen zwei von der Sprungstelle in entgegengesetzter Richtung zueinander
unverzerrt mit der Geschwindigkeit v forteilende Wellen. Das hier fiir den Sprung-
wirbel Gezeigte gilt fiir jede rdumliche Anderung der Feldstirken, die einem Wirbel
entspricht.

44. Das Verhalten der Halbleiter und Metalle.

Wir wiederholen die Untersuchung des vorangegangenen Abschnittes 43. fiir
einen gleichférmigen Stoff, in welchem zugleich Verschiebungs- und Leitungsstrémung
bestehen. Von der Annahme, daf die drei Stoffwerte p, £, o Konstante sind, wissen
wir, daB sie hinsichtlich ¢ und ¢ von den wirklichen halbleitenden Stoffen schlecht
erfiillt wird, jedoch kénnen wir von der beabsichtigten Berechnung einen allgemeinen
Uberblick erwarten.

Fiir einen ebenen Ausbreitungsvorgang mit der x-Achse als Wellennormale

erhalten wir aus 42. Gl. (2), (3) mit %:O, % =0 entsprechend 43. Gl. (1)
e 2 —E' —0 (la) —i%le_ o (Le)

R (1b) —ply==%  ap
e (Le) 2=y g
0=j = (1d) 0=z o= (1h)

Wie in 43. stellen wir aus (e) und (d) fest, daBl H,, 6rtlich und zeitlich unverdnderlich
und daher fiir den verdnderlichen Vorgang belanglos ist. (h) zeigt, daB E, iiberall
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den gleichen Wert hat, den wir bestimmen kénnen, indem wir (a) integrieren. Es
ergibt sich in bekannter Weise [25. Gl. (15); 29. Gl. (14)], daB %, in jedem Raum-
punkt von einem fiir £ =0 bekannten Werte £,, an gemal

t
B,  —%

By °

mit einer von irgendwelchen duBleren Feldern ganzlich unabhingigen, ausschlieBlich
durch f =¢p gegebenen Geschwindigkeit verklingt. Ein solcher, nach gehorig
langer Zeit unmerklich gewordener Vorgang riihrt, wenn iiberhaupt vorhanden, von
inneren Ladungen des Stoffes her und kann als unabhingig von den elektroma-
gnetischen Storungen, die von auBlen her in den Stoff eindringen, fiir diese unbeachtet
bleiben. Von den nach Gl. (1) miteinander verketteten Komponenten E, und H,
einerseits, £, und H, andererseits brauchen wir wieder nur ein Paar, z.B. das erste,
zu betrachtéen. Fir jede Komponente gilt 42. Gl. (7)

o*F p oF | _ _0%F

P s o or Tk )

‘Wir beschrinken uns auf zeitlich harmonisch mit der Frequenz w verlaufende

Vorginge. Setzen wir

F = Re(f (x)- et} ®3)
in Gl (2) ein, so ergibt sich & f(x) —y%f (x), somit f(x) =const-eFivz. Dabei
ist abgekiirzt ~

yz.—_wzm—z‘f‘-’éfi. (4)

Setzen wir die Wurzel
y=n—ip, daher nt—p:=0w’epy, (5)
2np ==F,

so kénnen wir die vollstdndige Losung von Gl. (2) gemaB Gl. (3) mit den Integrations-
konstanten 4 und ¢ ausdriicken als

F=A4-eT72.cos (wtFnx+g). (6)

Auch ein solcher Vorgang wird iiblicherweise als ,,Welle*“ bezeichnet. GI. (6)
beschreibt daher bei Benutzung des oberen Vorzeichens eine in der Richtung der
positiven z-Achse mit abnehmender Amplitude laufende Welle (das untere Zeichen
beschreibt die entsprechende Linkswelle). Die Geschwindigkeit, mit der die Phasen
des Kosinus sich bewegen, folgt aus wdt—ndx =0 zu

(4]

entsprechend kann
1— 2nV _ 2z (8)
w n
als Wellenlinge bezeichnet werden; ferner ist
_oB_yi T
p—2gn—v2g—2ﬁv2 (9)

der Exponent der rdumlichen Schwichung oder der Absorptionskoeffizient.
Aus GI. (5) ergibt sich

2n2_w26‘u’{lf +(wee)2;l} (10)

wobei die Wurzeln positiv verstanden werden sollen. Demgemi wichst die
Schwichung p mit steigender Frequenz w; nach Gl. (7) ist auch die Phasenschnelle V
eine steigende Funktion von w. Ist also zu einer gewdhlten Anfangszeit ¢ =0 die
Feldverteilung nicht eine sinusformige, sondern eine in einer Fourier-Reihe
einzelner Teilschwingungen darstellbare Funktion, so haben die Summanden mit



144 Ausbreitungsvorgange. II, 44.

hoherer Ordnungszahl auch eine desto gr6Bere Absorption und Phasenschnelle, die
Welle dndert beim Fortschreiten fortwahrend ihre Gestalt. Beim Nichtleiter dagegen
bleibt die Wellenform erhalten.

Unter dem Ausdruck Gl. (6) moge etwa die elektrische Komponente E, verstanden
sein. Die mit ihr verkettete magnetische Komponente H, ergibt sich aus Gl. (1b)
und (1g) zu

Hz=%Ey, (11)t
w Hp v Vo —id
B L2y e,
1/: Ey ) w4 : (lla)
_ _ P
W|_“/l+(w—ég)—2’ tgﬁ—;{.

Die magnetische Feldstidrke bleibt in der Phase um den Winkel & hinter der
elektrischen Feldstirke zuriick, und das Amplitudenverhiltnis ist derart, daB im

Zeitmittel stets W, < W,, ist. Beim Nichtleiter war keine Phasenverschiebung vor-
handen und das Amplitudenverhéltnis durch Gleichheit der Feldenergien gekenn-
zeichnet. Die Abweichungen der Wellenausbreitung im Halbleiter gegeniiber der
im Nichtleiter werden durch die einzige KenngréBe wep =w f bestimmt; man

verwirklicht leicht, daB die Verhaltnisse des Nichtleiters (43.) durch w%@:‘) ein-
treten. Dafiir ist p =0, V =v. Die Welle wird somit im Halbleiter nur infolge
der nicht unendlich kleinen Leitfahigkeit 1 geschwicht, Stromwirmeverlust und

Lichtabsorption sind das gleiche. Nach der elektromagnetischen Licht-
theorie ist ein Stoff um so durchsichtiger, je vollkommener er Nicht-
leiter ist, und um so undurchsichtiger, je vollkommener er die Elek-
trizitat leitet. Diese Regel trifft im allgemeinen zu. Es gibt indessen mancherlei
Ausnahmen. So sind z. B. Elektrolyte zwar leitend, jedoch meist durchsichtig. Zu
dieser Erscheinung hat Maxwell darauf hingewiesen, dafl die Elektrizititsleitung
in einem Elektrolyten nach dem Faradayschen Gesetz [25. Gl. (17)] mit einer
Massenbewegung notwendig verkniipft ist; bei den auBlerordentlich schnellen
Wechseln, die den kleinen Wellenlingen des Lichtes entsprechen, kommt eine
Massenbewegung im Zeitmittel gar nicht zustande, daher auch keine Leitung; somit
tritt kein Verlust an elektrischer Energie, also auch keine Lichtabsorption ein. Auch
die optischen Eigenschaften der Metalle (Durchsichtigkeit diinnster Schichten,
Reflexionsvermégen) im Gebiete sichtbaren Lichtes stehen im Widerspruch zu
dieser Theorie. Fiir Strahlen von mehr als 103 cm Wellenlénge (ultrarote Strahlen)
stimmen jedoch die optischen Eigenschaften mit den aus dem spezifischen Wider-
stand gemalB 45. Gl. (14) nach der Maxwellschen Theorie berechneten iiberein,
wie als erste Hagen und Rubens gemessen haben. Fiir kleinere Wellenlingen
kann man die Verteilung der Materie in den Kérpern nicht mehr, wie diese Theorie
voraussetzt, als vollkommen stetig betrachten, vielmehr fingt ihr atomistischer Auf-
bau an, sich bemerklich zu machen.

Die KenngrofBe wf ist schon fiir Stoffe, die wir als sehr schlechte Leiter bezeichnen,
und noch fiir sehr schnelle Wechsel eine sehr kleine Zahl, und fiir metallische
Leiter diirfen wir sie stets als verschwindend klein ansetzen. Hierfiir wird

y=)/—i%E—pa—in  pl=lnl=)/5E, 12)

daher verliuft der Vorgang [als periodische Lésung der Wirmeleitungsgleichung
42. Gl. (15), mit zwei Integrationskonstanten 4, ¢] gemiB

F=Re{d eTr@+dz.0i(t+n} =4 -eF2%.cos (wt T px +¢). (13)

1 Das untere Vorzeichen kommt der Linkswelle zu.
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Das komplexe Amplitudenverhédltnis Gl. (11) ist hier
“F=Viope. (11b)

Der Vorgang schreitet in der 4+ z-Richtung fort; die Geschwindigkeit, mit der
die Phasen des Kosinus sich verschieben, ist hier
y—2_ V T (14)
P 1Y
ebenso, wie der Schwichungsexponent, steigt ¥ mit der Frequenz, ist jedoch meist
sehr viel kleiner als die frequenzunabhiingige Ausbreitungsgeschwindigkeit » un-
geddmpfter Wellen in einem Nichtleiter. Wegen dieser Frequenzabhingigkeiten
andert eine aus mehreren Harmonischen zusammengesetzte Welle beim Fortschreiten
stdndig ihre Form. In Analogie zur ungedimpften Welle kann man als Wellenliange
bezeichnen

A= 27 _g 7 20

P op
Beim Durchlaufen einer Strecke A treten gema8 Gl. (13) simtliche Schwingungs-
phasen auf, und die Amplitude hat am Ende den e~27-fachen Betrag des Anfangs-
wertesl-2. Dies ist die starkste nach der Theorie mégliche Absorption. Nach Durch-

(15)

laufen einer Strecke -;7 ist die Amplitude auf das e”l-fache! des Anfangswertes

gesunken. Man kann daher die Linge

1 /20

P op
oder eine ihr proportionale Grofe, etwa 4, als ,Eindringtiefe bezeichnen und
als MaB fiir die Schirmwirkung metallischer Winde gegen einfallende Strahlung
benutzen2 Zu beachten ist, daf die eingestrahlte Energie mit dem doppelten Ex-
ponenten abgeschwicht wird. & und $ verlaufen nach demselben Gesetz und haben
nach GI. (11a, b) zu jedem Zeitpunkt eine frequenzunabhéngige, konstante Phasen-

(15a)

verschiebung von % Als eine ,,Welle* kann dieser der Wirmeleitungsgleichung

eigentiimliche Vorgang kaum mehr erkannt werden. Betrachtet man die Betrige
der elektrischen Stromdichte und des magnetischen Feldes, so sieht man, daB sie
mit wachsendem x um so stirker abnehmen, je groBler p, also auch die Frequenz,
ist. Werde etwa mit x = 0 eine Trennebene zwischen Nichtleiter und Leiter bezeich-
net, so kénnen die zueinander senkrechten, in_der Ebene x = 0 vorhandenen elek-
trischen und magnetischen Feldstirken etwa dadurch entstanden sein, daB eine
Welle aus dem Nichtleiter senkrecht auf diese Oberfliche auftrifft; in der Trenn-
ebene aber miissen die tangentialen Komponenten von € und $ stetig, d.h. zu
beiden Seiten die gleichen sein. (Dieser Vorgang wird in folgendem Abschnitt niher
beschrieben werden.) Die durch Strahlung in den Leiter iibertragene Energie dringt
somit um so weniger tief ein, je schneller die Wechsel sind. Daher dringt sich die
Stréomung mit groferem p in eine um so ditnnere Schicht an der Oberfliche zusammen.
Diese Vorstellung ergéinzt befriedigend, wie schon in 41. betont, die Beschreibung
der Stromverdingung (,,Hautwirkung*; 39.).

Dem in 43. GL (11) bis (18) behandelten Beispiel einer Sprungwelle im nicht-
leitenden Raum stellen wir hier ein einfaches Beispiel eines unstetigen elektro-

1 gam—=1/, =0,00187; el =1/, ,,,—0,368.
2
2 Zahlenbeispiele: Kupfer hat etwa % =135 %:5; fir w,=2n-50sec"! ist A=5,8 cm,
V=29 %; fiir w, =27 - 50 - 104 sec—1 ist 1= 0,58 mm, V= 2908%. In Luft (Vakuum) ist

V=v=¢=3-10° s—z—lc—, und nach 43. Gl. (10) ist fiir w, die Wellenlénge 1 =6000 km, fiir w,
ist sie 600 m.
Fischer, Elektrodynamik. 10
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magnetischen Vorganges in einem leitenden Koérper gegeniiber; der Ver-
gleich beider Beispiele bestétigt die in 42. abgeleiteten allgemeinen Gesetze iiber
die in beiden Fillen auftretenden Eigentiimlichkeiten der Ausbreitung.

Beispiel: An der Oberfliche eines ebenen Bleches, dessen Dicke % gegeniiber
seiner Linge und Breite gering ist, moge zur Zeit ¢ =0 plétzlich ein tangential
gerichtetes, homogenes magnetisches Feld H, entstehen und von da an konstant
bleiben. [Dem entspricht nach der in 42. Gl. (18), (19) gezeigten Analogie: das Blech
wird plotzlich in ein gleichméaBiges Temperaturfeld gebracht.] Das der y-Achse
parallele magnetische Feld §=j H, beginnt dann allmahlich in der 4+ z-Richtung
von auflen in das Metall einzudringen, (x = 0 in der Mitte der Dicke &), daher
wird aus 42. Gl. (15) mit der Abkiirzung H, (x,t) =H:

®H j oH
T o Bt (16)

Ein partikuldres Integral von GI. (16) ist, wie man leicht durch Einsetzen ver-
wirklicht:
¢ (17)

?

*®l|

H=A-cosoz-e
wobei A und « noch unbestimmte Grofen sind, und die Symmetrie des Vorganges
zur Mittelebene £ =0 durch die Wahl der geraden Ortsfunktion cosax beriick-
sichtigt ist.

Den Vorgang des Feldaufbaues im Metall setzen wir zusammen aus dem
stationdren Zustand und dem Vorgang, der bei plotzlichem Verschwinden des
vorher zeitlich konstanten, homogenen Feldes stattfindet. Diese einfachere Auf-
gabe ist somit gekennzeichnet durch:

fir 1>0, —w<z<4 gilt GL(16); (18a)
fir t<0, —r<w<ty ist H=Hy—const,,;  (I8b)
fir t=0, &—4-> ist H=0, (18¢)

denn das Feld wird plétzlich weggerissen. Gl. (18¢) macht aus Gl. (17): 0=cos (:t: oc%) s

was erfiillt ist fiir die unendlich vielen Werte oc% =_:2£ . i;— . %
nmn

=", (19)

wenn n eine Laufzahl ist, die hintereinander alle ganzen, positiven ungeraden Zahlen
bedeutet :

... oder

n=1..3..5..7... (20)

Dabher ist eine vollstindige Losung von Gl. (16) als Summe der unendlich vielen

Partikulirintegrale aufzubauen:
nm\g
24

H (z,t) =2'An'-cos7—bk—7z z-e (T) B, (21)

Die 4, miissen so bestimmt werden, daB GIl. (18b) erfillt wird, es mu also
zum Zeitpunkt ¢ =0 sein
Hy=XA4,-cosnmz’ (22)
n

mit der Abkiirzung x’:%. Dieser Bedingung kénnen wir mit Hilfe der Ortho-

gonalititseigenschaften der Kreisfunktionen geniigen, indem wir GI. (22) mit
cosmm ' -dx’ erweitern und integrieren:
1/2 1/2
HO/cosmnx’-dx' =2An/cosnnx’-cosmnx'-dx’. (23)
. n

z'=0 z'=0
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Alle Integrale aber, fiir die m == # ist, sind Null, und fiir m == ergibt sich aus
Gl. (23) leicht 4, = :': 1.4 Ho, daher ist die vollstindige Losung
nn) o

H (z,t) = Zil os——x e (T wl (24)

Der magnetische Flu durch einen Querschnitt der Hohe Eins ist im stationiren
Zustand @, =h u H,, im verénderlichen Zustand ist er

()2

D () = /H(x t)-dz=d,- n22—~ e h (25)
—hj2
Gl. (24), (25) beschreiben den Feldabbau. Fur den Feldaufbau gilt dann, wie man
leicht sieht:
H (z,t 4 1 nw - (=)' 2,
gi) l—;Z—:tn—-cosTx-e (")“ , : (26)
n
@t 8 1 — ()L,

-—¢(—0)=1———F ﬁ.e (h)l‘_ (27)

Der Feldverlauf wird also durch eine unendliche Summe beschrieben; je gréBer
indes ¢ wird, um so weniger fallen die Glieder mit gré6Beren Werten von # ins Gewicht.
Abb. 1 zeigt die ortliche Verteilung von H zu verschiedenen Zeiten. In einem
gewihlten Punkte steigt das Feld zunichst rasch, dann ziemlich langsam auf seinen
stationidren Wert an; es beginnt um so frither merklich zu wachsen und nimmt
einen bestimmten Wert um so frither an, je niher an der Oberfliche der Punkt Liegt.
Das Feld dringt also von auBlen ein. Der magnetische Flu8 wichst anfinglich rasch,
wenn er aber dem stationiiren Wert nahegekommen ist, nur noch sehr langsam.

70

\\\ f=|°° Iy
\QY I r=2 - 7Y,
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Abb.44. 1. Eindringen eines magnetischen Feldes in eine ebene Metallplatte. Parameter (ZeitmaB):

2
,=t.(l e

k] &
45. Reflexion und Brechung.

A. Riickwurf an Metallen. Die Ebene x =0 trenne einen durch einen gleich-
formigen Nichtleiter erfiillten Halbraum z > 0 von einem durch einen gleichférmigen
metallischen Leiter erfiillten Halbraum x < 0. Wir untersuchen eine senkrecht auf
die Trennebene fallende ebene Welle.

Eine vollstindige Losung fiir ebene Wellen beliebiger Gestalt mit zur z-Achse
paralleler Wellennormale im Nichtleiter ist gemaB 43. Gl. (1¢), (1), (2a), (3), (5e):

E,=0, E, =0, E’z=f<t+i>+g(t_%>;

H,=0, H,= %{f(t+ 2)— (t——>}, H,=0.
10*

1)
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Die Trennebene x = 0 wird von den tangential gerichteten E,, H, stetig durch-
setzt, da Flichenwirbel nicht méglich sind [40. Gl. (6)]. Fiir den Leiter nehmen wir
zunichst unendlich groBe Leitfahigkeit ¢ =0 an. In einem solchen ,,vollkommenen

Leiter ist notwendig iiberall € =0, da die Stromdichte & =Qi € unmaoglich un-

endlich groB werden kann. Daher wird in einem solchen auch keine Energie als
Stromwirmeverlust umgesetzt. Aus der Stetigkeitsbedingung folgt dann aber, daf3
an der Trennebene x =0 auch auf der Seite des Nichtleiters an jedem Punkt und
zu jeder Zeit E, =0 ist. Mit GI. (1) lautet diese Bedingung

1@ +9@ =0, @)

was erfiillt ist, wenn man setzt

B=f(e+5)—i(—=2), B =Yrli(e+3) (-5 @
Die in der Richtung der negativen z senkrecht auf die Oberfliche x = 0 des
vollkommenen Leiters aus dem nichtleitenden Raum auftreffende Welle f( t+ %)

wird somit vollstindig nach der entgegengesetzten Seite wieder zuriickgeworfen,
und zwar die elektrische Feldstirke mit negativem, die magnetische Feldstirke mit
positivem Vorzeichen. Ist das Metall ein vollkommener Leiter, so wirkt seine
Oberfliche als vollkommener Spiegel fiir die elektromagnetischen Wellen. Ist die
einfallende Welle einfach-periodisch [43. Gl. (9), (10)]:

j(t+%>=A.cos{2’;“ +wt}, )
80 lautet GI. (3):
Ez=—2A~sin2;fx-sinwt,
— (5)
'I/—’Ein=2A-cos27;x~coswt.

Dies driickt aus, dal infolge der vollkommenen Spiegelung eine stehende Welle
sich ausbildet. Die Knoten der elektrischen Feldstirke liegen ersichtlich in den
Ebenen ‘

A 34

x=0..§..—2—..., (6)
und die Knoten der magnetischen Feldstirke bei
A 34 B2
x_ITT' . (68’)
Bei passender Wahl der Wellenlénge, also der Frequenz o = 2nv , kénnen stehende

A
elektromagnetische Wellen versuchsmiBig hergestellt werden und aus ihnen mit

Hilfe der nach Gl. (5), (6) beobachteten Wellenldnge die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit v bestimmt werden.

Wir untersuchen als Zweites das Verhalten einer einfach-periodischen Welle
unter den gleichen Umsténden, aber mit der Annahme eines zwar gut, aber nicht
unendlich gut leitenden Metalles. Fiir den Nichtleiter x>0, Index 1, lautet die
Gl. (1) entsprechende periodische Lésung nach 43. Gl. (9¢c):

EIZ=A‘6iw(t+%) +B.eiw(t—%)
t+%)

— o v (7
"1H1,,=A-e“°( 5)

&

_B.e‘iw( o)

Der mit 4 behaftete Summand bringt eine in Richtung negativer z, also gegen
die Trennebene fortschreitende Welle zum Ausdruck, der andere Posten eine zuriick-
geworfene Welle. Im Metall 2 <0, Index 2, ist ein Ausbreitungsvorgang nur in
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Richtung wachsender negativer z in Betracht zu ziehen; er erfolgt in der in 44.
Gl (12) bis (15) beschriebenen Weise und wird dargestellt durch

E,, = C-eiwt+yn)

E . Wl (8)
H., — 2z, - 1/— Ko
v Viopso, ¥ V ' 22

Der physikalische Vorgang wird durch die reellen Teile von Gl. (7) und (8) dar-
gestellt; von den drei komplexen Konstanten 4, B, C kann iiber eine willkiirlich
verfiigt werden: wir tun dies, indem wir unter 4 die gegebene (reelle) Amplitude
der einfallenden Welle verstehen. An der Trennebene x =0 sind die Feldstirken
zu jedem Zeitpunkt stetig: fir x =0 ist

i Elz =E2z; H1y=H2y’ (9)
somit
A+ B=20,
A—B=0-1B. = =0C-g;
& Viope,
B _1—gq. c_ 2
4= T1F¢° A -T+q¢ (Ba)
Das Verhiltnis der zuriickgeworfenen zur einfallenden Amplitude der elektrischen
B

wie der magnetischen Feldstarke ist

1 T und das Quadrat dieses Quotienten ist

ersichtlich das Verhiltnis der zuriickgeworfenen zur einfallenden Energie; es wird
daher als Reflexionsvermégen bezeichnet

==y (10)

,_|B
T4 1+¢

und dies 148t sich mit der KenngroBe

]//_1 e
= 1 — _2-' 2 &2
o=V aVzwme=""r— n

1—264 262
14+26+46% °

schreiben als

r =

(10a)

Sowohl fiir sehr grofles wie fiir sehr kleines d geht r gegen Eins und hat seinen
Kleinstwert bei 6 = ;/%—; mehr als in diesem Falle kann also von dem Metall nicht

absorbiert werden. Da der Ausbreitungsvorgang im Leiter bekannt ist, wenden
wir uns der Welle im Nichtleiter zu ; bei einem gut leitenden Metall gilt im allgemeinen
noch bei sehr hohen Frequenzen: § <1. Unter dieser Voraussetzung findet man
aus Gl. (9a) leicht

B=—A4(1—20)-e—%29, (12)

Tragt man dies in Gl. (7) ein, und nimmt den reellen Teil, so ergibt sich fiir die
Welle im Nichtleiter > 0:

Elz=A-cosw<t+~:—>—A(1—26)-cos{w<t——7x>——26}, 13
INH, =A-cosw<t —I—%) +4 (1—26)-003{0) (t—%)—Zé}. )

Der Vergleich mit Gl. (3) zeigt den EinfluB des geringen, aber von Null ver-
schiedenen spezifischen Widerstandes des Metalles: die im zweiten Summanden
von Gl. (13) zum Ausdruck kommende zuriickgeworfene Welle erleidet sowohl in
der Amplitude wie in der Phase eine kleine Verédnderung.
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Wir betrachten noch den zeitlichen Mittelwert der Leistung, die auf die Ober-
flicheneinheit der Trennebene auffillt und von ihr ausgeht, mit Hilfe des Energie-
stromungsvektors [43. GL (7)]:

= 1
N=7f (B, H,),—o-dt.

Man erhilt fiir die auffallende Welle oIy fiir die zuriickgeworfene Welle-2 3T (1 26)2,
1
daher fiir die eindringende Welle 2IA1 9. Das Reflexionsverméogen ist somit
1
r=1—46 (14)

in Ubereinstimmung mit Gl. (10a) mit Riicksicht auf die angenommene Niherung

0< 1. §ist aber proportional zu ]/Z) Dies wurde, wie in 44. erwihnt, fiir gewisse,
nicht zu kleine Wellenlingen durch Versuch bestéitigt gefunden.

B. Brechung und Zuriickwurf bei Nichtleitern. Die Ebene z =0 trenne
zwei Nichtleiter mit den Eigenschaften ¢, p; und &, u,. Wir untersuchen die
Erscheinungen beim Ubergang des Lichtes von dem einen in den anderen Stoff. Das
einwellige Licht moge in Stoff 1 unter dem vom Lot weg gemessenen Winkel ¢,
die Trennebene treffen. Durch das Lot und die Richtung des Strahles ist die ,,Ein-
fallsebene‘* bestimmt. Wir legen die in der Trennebene liegende y-Achse senkrecht
zur Einfallsebene. Wir bestimmen voriibergehend eine z’-Achse, die mit der Richtung
des Lichtstrahles zusammenfallen soll, und eine neue xz’-Achse, die senkrecht auf
der Ebene steht, die durch die y- und die z’-Achse bestimmt ist. Das Licht soll
eine ebene polarisierte Welle sein, d. h. nach 43., daB elektrische und magnetische
Feldstérke in den Richtungen y und z’ schwingen. Die Anwendung der Ergebnisse
von 43. Gl. (1), (9) ergibt die Gleichungen fiir das einfallende Licht (Index e):

E,, =4, 0082—{z —, t}

2e
|/ LH, = Ae-cosrfz’—vlt}
(15)
E, =B, - cos 2% {z’——vlt}

'V_g——i H, = Be-cosL{z’—vlt}

e

Die Achsen ' und 2’ liegen in der zur y-Achse senkrechten Ebene der Achsen z
und z und gegen diese um den Winkel ¢, gedreht. Aus Gl. (15) ergibt sich fiir das
Achsenkreuz z, y, z:

Ee,sze-cosq)e-cosz\é:?{aésﬂimpe+zcos<pe—vlt}
E,,=A,:cos 21 {x sin @, + 2z cos p,— v, t}

E,,=—B,-sing,-cos 2/1 {xsin g, + 2z cos p,— v, t}
(16)

ng,, =——Ae-cos%-cos%{xsintpe + 2z cos p,— v, t}

2 .
FIHGJU:Be-cosTj{xsmzpe + zcos p,— v, t)

I'H,, =Ae-sz'n<pe-cos2l—n {x sin @, + 2 cos g, — v, t}
€

Der einfallende Strahl bewirkt einen im Stoff 1 zuriickgeworfenen, und einen
in den Stoff 2 durchgehenden Strahl. Der reflektierte Strahl (Index 7) mége vom
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Lot aus den Winkel ¢, haben. Dann erhilt man ganz entsprechend
E, ,= B,-cos (p,-cos%z {xsin @, +2zcosp,—u, 1}
E, ,=A4,-cos —2}—? {x sin @, + 2 cos p,— v, 8}
E,,z=—B,.sinq;,-cos2%{xsin<p, + zcosp,—v, ¢} )
nnH, ,=— A,-costp,-cos%z {xsing, 4z cosp,—v, 8]
IH, , =B, -cos% {x sin @, + 2 cos p,— v, t}
INH, ,=A,-sing,-cos 2% {w sin @, + 2 cos p,— v, t}

A

Der durchgehende Strahl (Index d) mége im Stoff 2 mit dem Lot den Winkel
@z bilden. Es ist :

E;,= Bd-cosq)d-cos%:— {x sin @z + 2 cos p;— v, t}
Ed,y=Ad-cos% {w sin @4 + 2z cos gz — vy t}

E;, =—Bd-sin(pd-cos% {x sin @, + 2 cos p;— v, t}
(18)

I',H,, =—Ad.cos¢d‘cos%{xaintpd + 2 cos pg— v, t}

r,g;, = Bd-cos%:—{xsin% +2cos gz —v,t)

I,H,, =Ad-sin<pd-cos2% {x sin @ + 2 cos g;— vy B}

An der Trennebene sind die Tangentialkomponenten stetig, es gilt also fiir z =0
unabhiéngig von z und ¢:
E,,+E,=E, (19a) E ,6+E 6 =E;, (19¢)
H,,+H,,=H,, (19b) H, 6+H,,6=H,, (19d)
Aus (16), (17), (18) hat man mit Gl. (19¢)

4,-cos 21 {xsing,— vy 8} + A; cos%{zsmtp, unt)

on (20)
=A;-cos —— T {x sin gz —v,t}.
Dies ist nur dann fiir beliebige Werte ¢ erfiillt, wenn zugleich gilt
b b _ A (20a)
v v vy
Also ist zunichst A,= A,, wie nicht anders zu erwarten war, und weiter ist
2
-3 ®

die Wellenlingen verhalten sich in den beiden Stoffen wie die Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten ; fiir 4, = u,, was hier immer sehr nahe erfiillt ist, gilt dann

e _n_ /5 2
p Py o (21a)
Damit Gl. (20) fiir jeden Wert z gilt, muBl sein
sinpe __ sing, _ singg

iy S (20b)
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Hieraus folgt zundchst mit A,=4,, daB sing,=sing, sein mull. Da aber ¢,
unméglich gleich @, sein kann, ist offenbar

P =T — @, (22)
Dies ist das bekannte Reflexionsgesetz, das mit Abb. 1 so ausgesprochen wird,
daB der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. AuBlerdem ergibt Gl. (20b)
und (21)
Sin Qe e v
sings  Ja v_z’

(23)

und dies ist das Brechungsgesetz von Snell. —! wird als (relatives) Brechungs-

verhiltnis bezeichnet. — Die Normalen der em_fallenden, zuriickgeworfenen und
durchgehenden (gebrochenen) Welle liegen also alle in der gleichen Ebene. Beriick-
sichtigen wir diese Ergebnisse: A4,=4,, cos@,=—cosqe
und Gl. (23), so erhalten wir der Reihe nach aus Gl. (19¢),
(19b), (19d), (19a):

1_, co.s% (A —A4 ) 1 ccos@y - Ay

! (24)
Tl— (Ba +Br) =T2Bd

COS @ * (Be_ Br) =C08Qg - B{l

Fiir das allein auftretende Verhaltnis I3/l gilt aber
Abb.45.1. Brechung und Zu-  bei p; = u, nach Gl (21a) und GI. (23)

riickwurf an der Grenzildche _
zweier Nichtleiter. ﬁ . & sin e 25)
I, | & singg’ (
Nach Einsetzen von Gl. (25) gewinnt man aus Gl. (24) durch trigonometrische
Umformungen die folgenden von Fresnel aufgestellten Beziehungen der Amplituden
des zuriickgeworfenen und des durchgehenden (gebrochenen) Strahles zur Amplitude

des einfallenden Strahles:

A sin (@4 — Pe)
¢ sin (@q+ pe)

A4, — 2 sin pg sin @,
& e sin (@a+ @)

(26)
—=—B, 19 (pa— @e)
t9 (@ -+ @e)

2 sin g cos @e
B; =B
@™ 7% "sin (9a+ @e) 008 (pa— )

46. Vorgiinge lings Leitungen.

Die Ausbreitungsvorgéinge entlang langen, parallelen linearen Leitern sind wichtig
erstens, weil mit derartigen Anordnungen und sehr hohen Frequenzen an stehenden
elektromagnetischen Wellen die Ergebnisse der Theorie gepriift werden koénnen, und
zweitens, weil bei miBig hohen Frequenzen diese Anordnung zur elektrischen Nach-
richteniibermittlung dient. Wir betrachten den Verlauf von Spannung und Strom
fir den technisch wichtigen zweiten Fall.

Die Richtung der Leitung sei parallel zu einer z-Achse. Im idealen Falle, daf3
keine Verluste in den Leitern und im Nichtleiter auftreten, ist das elektromagnetische
Feld eben, elektrische und magnetische Feldlinien verlaufen ausschlieBlich in Ebenen,
die senkrecht zur Leiterachse stehen. Zwischen zwei zur yz-Ebene parallelen Ebenen
mit dem Abstande dx ist daher sowohl der magnetische wie der elektrische FluB3
eine wohl definierte GroBe. Wir setzen den magnetischen FluB wegen u= const
proportional dem Strom J mittels @dx=J - Ldxz, bezeichnen alsc mit @ und L
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FluB und Selbstinduktivitat fir die Langeneinheit. Ebenso definiert der elektrische
FluB durch Qdx=U-Cdxz die Kapazitit ¢ der Lingeneinheit. L und C sind
von den Ausbreitungsvorgingen unabhéngige Konstante, solange der Leiter wider-
standslos und das Dielektrikum verlustlos angenommen ist. Wird diese Voraus-
setzung fallengelassen, so weicht die Feldstruktur von der ebenen ab, jedoch un-
erheblich. Wegen des schief auf der Leiteroberfliche stehenden elektrischen Feldes
stromt nidmlich ein Teil der im Nichtleiter flieBenden Energie in der in 41. Abb. 2,
3 gezeigten Weise in die Leitungsdrihte ein und geht dort als Stromwirme ver-
loren; diese setzen wir fiir die Langeneinheit J2- Rdx und bezeichnen R als den
Verlustwiderstand der Lingeneinheit; ein anderer Energieteil geht im Dielektrikum
verloren, wir setzen ihn mit U2-A4dz proportional dem Quadrat der Spannung.
Fiir 4 ist die Bezeichnung ,,Ableitung‘ der Lingeneinheit gebriuchlich; es kommt
jedoch in A nicht etwa allein der Energieverlust infolge mangelhafter Isolation,
sondern auch der in 37. gekennzeichnete dielektrische Verlust zum Ausdruck. Im
allgemeinen Falle werden daher die vier kennzeichnenden Gréfien L, C, R, 4 von
den Ausbreitungsvorgidngen selbst abhingig sein, bei
periodischen Vorgéngen z. B. wird infolge der Hautwir-
kung der Verlustwiderstand R mit der Frequenz wachsen,
die in L enthaltene innere Selbstinduktivitit abnehmen
(erfahrungsgemafl wachsen auch die dielektrischen Ver-
luste mit der Frequenz). Es bedarf daher besonderer
Untersuchung, ob und wieweit diese vier Gréfen hin-
reichend definiert sind. Sie wurde von G. Mie unternom- - oy ra—
men. Die Ergebnisse der mit diesen vier Grolen formal
durchgefiihrten Rechnung kénnen wir als eine erste An- Aol ir Berechnung der
néherung fiir die Vorginge lings Leitungen betrachten.

Wir wenden das Induktionsgesetz [30. Gl. (7)] auf einen Leitungsabschnitt der
Léinge dx an und erhalten (Abb. 1)

Uz +da,t) +J (1) Rdz—U (z,0) =— o J (2,0) - Lda;

— L U@, )=RJ(z,0) + L T (z,1). (1)

Wir bestimmen ferner im Sinne der Kontinuitdtsgleichung 29. Gl. (3) den an
der Stelle = in den Abschnitt eintretenden Strom (Abb. 1) als Summe des am Ende
austretenden Stromes, des Ladestromes und des Ableitungsstromes:

J(@,t) =J (& +du,t) + 2 U(z,0) Cdz + U(a, 1) Ada;
0 0
. —WJ(x,t)=AU(x,t)+CWU(x,t). (2)
Aus den simultanen Grundgleichungen (1) und (2) erhédlt man durch Substitution

die ,,Telegraphengleichung” Gl (3), in der die Abkiirzung F entweder U (z, t)
oder J (z,t) bedeutet:

2 F o* F oF
-a—mT—LCat2 +(OR+AL)—§+RA-F. 3)
Fir die verlustlose, ideale Leitung wird aus Gl. (3) mit R =0, 4 =0:
1 &F e&*F
IC 558" )
Thre vollstindige Losung ist bekanntlich
F=fx—vt)+f(z+vi), ()

man hat also zwei Wellen beliebiger Gestalt; f, riickt in Richtung wachsender z, f, in
Richtung abnehmender x mit der Geschwindigkeit v vor, die Form bleibt erhalten.
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Durch Einsetzen von GI. (5) in (4) ergibt sich

1
Bedeutet Gl. (5) die Spannung: F= U («,¢), so gehort nach GI. (1) und (2) dazu
der Strom

L
V5T =hie—v—fo(z +00). @
Fiir jede einzelne der beiden Wellen ist also das Verhéltnis

—3—=i]/%=2 (8)

an jedem Ort und zu jeder Zeit dasselbe, daher ein Kennzeichen der Leitung;
Z wird Wellenwiderstand genannt. Aus Gl (8) folgt durch Quadrieren, daB un-
abhingig von x und ¢ gilt

1 1
g O =g L%, (9)

die gesamte elektromagnetische Energie ist also iiberall und stets zu gleichen Teilen
elektrische und magnetische Energie. Nur unter dieser Bedingung schreitet die
Welle ohne Forminderung fort. Die mit einer Welle fortschreitende Leistung ist

N=UJ=U2]/%=v(We+Wm), (9a)

die an einer Stelle vorhandene Energie liuft also bei dem Wellenvorgang mit der
Geschwindigkeit » der Leitung entlang.

Unter der Voraussetzung, daB die innere Selbstinduktivitit gegeniiber der duleren
vernachlissigbar ist [ihre Definitionen s.33. Gl. (17), (18)], gilt fiir jede verlustlose
Leitung . .

1
) VLaC_'l/E—ﬁNV%Mo N .
Beispiel: Fiir die Leitung aus parallelen Runddrihten vom Radius B und dem

Achsabstand 2% ist unter der L; < L, gleichkommenden Voraussetzung %> R gemil
20. Gl. (17) und 33. Gl. (26):

T g 2h
0=l o L=, CL, = ey
n_
R

Die Wellen f; und f, sind bestimmt, wenn die Anfangsverteilung gegeben ist.
Es sei fiir £=0 bekannt U (z,0) =U,(x) und J (,0) =J, (x), dann ist gemdaB
GL (5) und (7)

v =

c. (10)

1
h(2) =5 (Us (@) + Jy (2) - 2},
1
12 (@) = o Uy (@) —J, (2) - 2) .
Es sei z. B. fiir t=0 auf der stromlosen Leitung eine bestimmte Spannungs-
verteilung U, (z) =F(x) und J, () =0 gegeben. Dann hat man fir t=0 die
Spannungs- und Stromwellen gemidB Gl. (5), (7), (11):

U(x,t)=%F(x-—vt)+%F(x+vt),

(11)

(12)
2

Der physikalisch unhaltbare Zustand, daB fiir =0 nur elektrische Energie
vorhanden ist, bricht demgemi8 zusammen in der Weise, dal aus dem urspriinglichen
Spannungszustand zwei gleich groBe Wellen entstehen, die nach beiden Seiten weg-

laufen; eine jede hat fiir t =0 den Wert %F (x).

V%-J(z,t) =lF(x—vt)-—~;- F(x4wvt).
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An den Enden der Leitung ist das Verhalten der Welle durch die dort gegebenen
Grenzbedingungen festgelegt. Es sei erwahnt:

a) Ist die Leitung am Ende offen, so mufl dort fiir jeden Zeitpunkt J =0 sein,
es ist also dort nach Gl. (7) f, =f, und daher die Spannung U =2/,; im Augenblick
der Reflexion erreicht die Spannung am Leitungsende den doppelten Wert der
einfallenden Spannungswelle f,.

b) Ist die Leitung am Ende kurzgeschlossen, so ist dort fiir jeden Zeitpunkt

U=0 oder nach Gl. (5): f,=—f,. Daher ist der Strom J =ng—1, der Strom

nimmt bei der Reflexion den doppelten Wert der ankommenden Stromwelle ;—1 an.

c) Ist die Leitung am Ende durch einen Widerstand R, geschlossen, so gilt dort’
fiir jeden Zeitpunkt U =f, 4 f,=J R,, f,—f, =JZ. Daraus ergibt sich

Ro—
h=hpre=lp. 13)
p ist der Reflexionsfaktor. Strom und Spannung sind im Augenblick der
Reflexion
__2h U—2hE
R, +Z? R+ Z"

Fir R,=7Z7 ist f,=0. Diesen Fall, in dem keine reflektierte Welle auftritt,
nennt man ,,Anpassung®. R, kann natiirlich auch der Wellenwiderstand einer an-
geschlossenen Leitung sein.

Die verzerrungsfreie Leitung hat Verluste, jedoch soll gelten

R
7)—:% =1 =const,,. (14)

Durch Einsetzen in Gl. (3) bestéitigt man leicht den Lésungsansatz

¢
F(zt)=e {fi(z—vt) +f(z +v1)}, (15)
daher ist die allgemeine Lésung
¢
U@ty =e *{fi(z—vt) +fr(x+ot)},
(16)

= t
Vo T@mn = h@e—v — oz +o0).

Der Unterschied gegeniiber Gl. (5) und (7) besteht darin, daB jede Welle zeitlich
geddmpft ist. Dies bedeutet aber, da die { :..} Wellen von unverinderter Form
vorstellen, daB die Wellen lediglich ortlich eine exponentielle MaBstabverzerrung
im Sinne einer Schwichung erleiden. Man kann Gl. (14) so auslegen, daB in jedem
Element dx die anfinglich vorhandene, elektrische und magnetische Feldenergie
wihrend der Zeitspanne d¢ im gleichen Verhiltnis durch Verluste geschwicht worden
sind ; waren sie anfangs gleich groB, so sind sie nach der Zeit d¢ gleich groB geblieben,
eine Verzerrung ist daher nicht eingetreten. Fiir tatsichliche Leitungen stellt aller-
dings Gl. (14) eine nicht verwirklichbare Idealisierung vor.

Wir untersuchen ferner einfach-periodische Vorginge, indem wir in bekannter
Weise mit ,komplexen Amplituden” rechnen gemiB F(x,t) = Re{F,(x)-eiet}.
Damit nimmt die Telegraphengleichung Gl. (3) die Gestalt an

h_yF;  p=(R+ioL)(d+in0). 171
Setzen wir also z. B. fiir die Spannung die vollstindige Lésung von GI. (17)
Uy=A4es + Be—77, (18)

1 Die Differentialgleichung, welche elastische Luftwellen in einem langen zylindrischen Rohr
beschreibt, ist genau ebenso gebaut. Die Erscheinungen entsprechen einander daher in dem Sinne,
daB die elektrische Spannung sich verhilt wie der Druck, und der elektrische Strom wie die
Geschwindigkeit. In beiden Fillen sind forteilende und stehende Wellen méglich.
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so ergibt sich aus Gl. (1) oder (2) der zugehorige Strom zu

Z-Jy=Ae*— Be—77, (19)
wobei hier der ,,Wellenwiderstand die komplexe GréBe
_1/BR+ielL
Z=VZxiw0 (20)
ist. Da y? komplex ist, ist es auch
y=pf+ia (1)

Die physikalische Bedeutung der Losung erkennen wir aus
Re {const - eT 7@ et} = |const| - eT A% cos (wt F o ). (22)

Es handelt sich somit um fortschreitende, sinusférmige Rechts- und Linkswellen
wobei die Geschwindigkeit der Phasenbewegung
dzx o
‘ Gr=V=F 5 (23)
ist, und jede Welle einer exponentiellen ortlichen Schwichung unterliegt, die
durch den Schwichungsexponenten f bestimmt wird!. o heit Phasen-
konstante. Gl. (18) und (19) sagen aus, dal Strom und Spannung entlang einer
Leitung im eingeschwungenen Zustand als Uberlagerung von fortschreitenden
Rechts- und Linkswellen aufgefafit werden konnen.
Bei verschwindenden Verlusten ist

¢l

. A e _1/L
y=zioyLO=2i2; z=|/F, (24)
Re {const-e’”zei“"}=|const|'cosw<t q:%) (25)

Die ungeddmpfte sinusférmige Welle mége an dem Leitungsende = 0 an einem
KurzschluB} reflektiert werden, dann ist U=0 fiir x=0 fiir jedes ¢, daher gemif
Gl. (18)

A=—B. (26)

Setzen wir dies und GI. (24) in Gl. (18) und (19) ein und nehmen nach Multi-
plikation mit et«t den reellen Teil, so ergibt eine einfache trigonometrische Um-
formung, wenn wir noch die Periodendauer 7' =7n und die Wellenlénge A=vT

benutzen :

. 2nt . 2mx
U=—2|A|'sznT~sznT,

L ‘ 2nt 2nx
V%-J: 2| A| - cos =5~ cos =5—.

Durch die vollkommene Reflexion der ungedéimpften fortschreitenden Welle tritt
also eine stehende Welle auf. Spannungsknoten, in denen W,= 0 ist, sind vorhanden

(27)

an den Stellen x=0.. %%, Stromknoten, in denen W,,=0 ist, an den
A 31 51 ‘
Stellen T=

Zur Erorterung des allgemeinen Falles nehmen wir R, 4, L, C als Kon-
stante an. Aus Gl. (17) und (21) ergibt sich

2

;gz = V(B F L% (A + 0? (%) F (w* LC— R A). (28)

Aus denselben Gleichungen hat man Im 2 =w (L A+ RC) =28 «, daher mit
Gl. (23): LA+ RC

e (29)

1 f wird auch ,,Dampfungsexponent’ genannt. Diese Bezeichnung darf aber nicht zu Ver-
wechslungen mit dem Dampfungsexponenten einer zeitlich abklingenden Schwingung [87. Gl. (3)]
AnlaB geben.
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B und v sind einander proportional, daher dieselbe steigende Funktion der Fre-
quenz. Ist ein periodischer Vorgang aus vielen Teilschwingungen zusammengesetzt,
so haben die Teilwellen mit hoherer Frequenz grofiere Schwichung (,,Amplituden-
verzerrung‘) und gréBere Geschwindigkeit (,,Phasenverzerrung®). f(w) und »(w)
liegen innerhalb endlicher Grenzwerte:

fir 0 - 0 wird

B Bun=VR4, >0 ¥ = Buin> 800
V= Umin = Lil/f;c ( V +3 ]/ )

fiir w - oo wird
LA+.RO R
.3 ﬂmax 2]/LC ?V_‘,‘ 1/0:

vﬁvmn__]/_L_C_ ﬂ<“

(vgl. Abb. 2). Wegen der Hautwirkung 4
wird L;— 0 fiir w— o, daher wird vy, =

(30b)

B Vinox

0 ~~ ¢ gemdfB Gl. (10). Aus dem gleichen
Grund steigt R mit w, es stellt also 8.,
nicht in Strenge eine konstante Grofe vor.
Das gleiche gilt fiir die untere Grenze, da
erfahrungsgemafB die in 4 zum Ausdruck |
kommenden dielektrischen Verluste mit @ 7
ansteigen. Die Bereichgrenzen fallen zu-  Abb.46.2. Schwichungsexponent und Phasen-

. geschwindigkeit als Funktion der Frequenz bei
sammen fir konstantem R, 4, L, C.

ki 1 V =L ko fir =1 6

=% (14)

Bins Yin

(7

oder

dann ist die Leitung verzerrungsfrei, und es ist

z:l/z, ﬁ:R]/-g—-'=AV§=Vﬂ, =i

Zur ibersichtlichen Darstellung fithrt man zwei Kenngroflen ein

R A
e=1  4=,¢- (32)*

Damit wird der Wellenwiderstand

2=V/¢ Vizie @)

und Schwichungsmaf und Phasengeschwindigkeit nehmen die einfache Gestalt an

Bmax Umax
— fmax . = —max 4
ﬁ q bl v q b (3 )
wobei ¢ eine Funktion von e und d ist, die gemaB Gl. (28) und (23):
2¢2 =1—ed + /(e + 1) @ +1) (35)

ist. ¢ hat den Sinn einer Korrekturgréle, denn es wichst mit e und d nur verhéltnis-
miBig langsam iiber seinen Kleinstwert ¢=1, der fiir e=d erreicht ist. Man kann

1 Praktisch ist meist d < 1.
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daher f,, und v, als Néherungen fiir § und v gebrauchen. Schreibt man also mit

GL. (30Db) - —
b=V e+ 5V 5 =Prtba (30)

so sieht man: ist R und A4 gegeben und ist 8z =, so kann der Schwichungsexponent
durch Verindern von L/C bis auf den Kleinstwert f;,=7/RA verringert werden,
der mit Gl. (14) eintritt 1.

Bei Paralleldrahtleitungen in Luft, bei denen nicht zu diinne Dréhte in nicht
Zu engem Abstand voneinander stehen, ist e<1 und d<1. Beriicksichtigt man
dies in GI. (33) bis (35), so hat man in erster Naherung

Z— V_ «—wyIC, ﬂ——VL+2 ]/i. (37)
Die Leitung ist verhaltnismaBig schwach gedimpft und hat wenig Verzerrungen.

Fiir Kabel, in denen die verhéltnismaBig diinnen Drihte der Leitung einander sehr
nahe benachbart sind, ist e>>1, d < 1. Damit ergibt sich ebenso in erster Anndherung

Z=V%-e_i7, m_ﬁ_]/“’—cﬁ (38)

GL. (37) entspricht der Ausbreitung gemifl der Wellengleichung, Gl. (38) gemif

der Wirmeleitungsgleichung, die Art und Weise des Ausbreitungsvorganges braucht
daher hier nicht noch einmal erldutert zu werden.

47. Dynamische Kapazitiit.

Aus dem besonders einfachen Beispiel des Kondensators zeigen wir den grund-
satzlichen Unterschied gegeniiber der quasistationiren Betrachtungsweise. Dort
(37.) war namlich vorausgesetzt, daB die Kapazitdt auch bei zeitlich verinderlicher
Ladung genau so wirke und zu berechnen sei, wie im elektrostatischen Falle. In
Wirklichkeit ist aber nach der ersten Hauptgleichung (29.) auch mit dem im Feld-
raum des Kondensators schwankenden elektrischen Felde ein magnetisches Feld
verkniipft. Es ist zu erwarten, daB dieses um so mehr bemerklich wird, je schneller
die Zustandsinderungen vor sich gehen. Wir betrachten das axialsymmetrische
Feld eines Kreisplattenkondensators, der Radius der Platten sei @ und % ihre Ent-
fernung voneinander; ¢ >h. Im elektrostatischen Falle ist das elektrische Feld
(nahezu) homogen und parallel zur Achse des Kondensators gerichtet. Im ver-
anderlichen Zustand ist mit der axialen Verschiebungsstrémung ein magnetisches
Feld in der Weise verkettet, daB die magnetischen Feldlinien zur Achse des Kon-
densators conaxiale Kreise sind. Damit haben wir formal die Verhiltnisse von
39. C, haben jedoch an Stelle der dort vorhandenen Leitungsstrémung @ (r,?)

die Verschiebungsstrémung E—;t—E (r,t) einzusetzen. Aus der Integralform

SE Hdr= f E%df folgt daher entsprechend 39. Abb. 7, Gl (24), (25):
3H(r,t) +1 H(r t)__aE(r t)’ (1)
und nach dem Induktlonsgesetz, wie in 39. GI. (26):
8E (r,t) _ _0H(rt)
ar M7 - (2)
Wir beschrinken uns auf zeitlich sinusférmige, mit der Frequenz w verlaufende
Vorginge und setzen demgemif3
H (r,t) = Re {H, (r) - eivY}, E (r,t) = Re {Eq (r) - eivt}. (3)
Indem man Gl. (1) einmal nach r, das andere Mal nach ¢ ableitet und beide Male
aus Gl. (2) substituiert, indem man ferner Gl. (3) einsetzt und die Abkiirzung beniitzt
B=wlsg, @)
1 Bei Freileitungen ist Sp> 4, daher muB8 L vergréBert werden. Dies fand Heaviside.
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erhdlt man mit x =k r die Differentialgleichungen

d2 H, 1dH, 1

] (1—F)Ho=o, (5)
&*E, | 1 dE,
d x? z dz +E —0 (6)

sie werden entsprechend 39. GI. (31), (32) durch Zylinderfunktionen integriert, die
fiir Gl. (3) von der ersten, fiir Gl. (6) von der nullten Ordnung sind. Indem wir
sogleich beriicksichtigen, daf die Zylinderfunktionen zweiter Art aus dem gleichen
Grunde, wie dort, fiir die vollstdndige Lésung nicht in Betracht kommen, erhalten
wir mit zwei Integrationskonstanten 4, B:

Ey(ry=4-Jy(kr); Hy(ry=B-J (kr). (7)

Als Zusammenhang zwischen 4 und B ergibt sich aus dem Induktionsgesetz,
indem wir GI. (7) mit et«t vervielfachen und in Gl. (2) einsetzen!:

B=+id 75
Somit ist gemdB GI. (3) der ortliche und zeitliche Verlauf der Feldstirken
E@rt)y=4-Jy(kr)-coswt, (8)
H(r,t)=—A4 V%—-Jl(kr)-sinwt. 9)

Der Phasenwinkel ist — % , die Amplitude der elektrischen Feldstéirke ist durch

Jy(kr), die der magnetischen durch J, (k) bestimmt; im Gegensatz zu 39. C sind
dies Funktionen des reellen Argumentes

br=roViap="2Vex  (10) 5@

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ im leeren 45 (@)

Raum [42. Gl. (13)]. AusAbb. listdaher

die radiale Verteilung der Amplituden \ ><\

ohne weiteres abzulesen. In der Um-

gebung des Nullpunktes gilt: Die elek- y YW PNX %0 \ %

trische Feldstarke ist nicht konstant, s

vielmehr fillt ihre Amplitude von der -05

Achser = 0 bis .zum ,:,Platten.ra'nde r =_a Abb. 47.1. Zylinderfunktionen erster Art, nullter und

um so stirker, je groBer k ist, und die erster Ordnung, fir das Argument z = kr.

Amplitude der magnetischen Feldstirke

steigt gegen den Plattenrand vom Werte Null in der Achse langsamer als linear an.
Wir bestimmen noch die Ladung aus @ = ¢ & €d {, indem wir die Hiille unbegrenzt

nahe um eine Platte legen, aus GI. (8) zu?

(—

D

Q=A-.§fJo(kr)-2nr—dr-coswt
3 (11)

=2nA§-coswt-%-Jl(ka).
Damit bestdtigt man leicht den von der ersten Hauptgleichung geforderten
Zusammenhang zwischen Magnetfeld und Ladestrom

%_H( a)-27a. (11a)

d
Vg do(@) =—Ji(2).
2 k/x-Jo(kx)-dx= z-J, (kz) + const.
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Als Spannung definieren wir das Linienintegral der Feldstirke fir r=a, d.h.
vom einen Plattenrande zum anderen:

U=E(a,t)-l=41 -J,(ka)-cosw't. (12)
Wir wollen das Verhiltnis der so definierten @ und U als ,,dynamische Kapa-
zitat” O, bezeichnen; die statische Kapazitit ist C; =¢——

Q , 2 Jika) \
Co=7=Cta 7 Ga - (13)

Aus den bekannten Reihenentwicklungen der Besselschen Funktionen [vgl. 39.
zu Gl. (39)] findet man die fiir Iﬂ< 1 brauchbare Entwicklung:

Cd_C{l—[— ( >+112 (’““) +...}. (14)

Unter technisch normalen Verhiltnissen bleibt die Abweichung des Klammerwertes
von 1 sehr gering.

Die elektrische Feldstirke, und daher die elektrische Spannung zwischen den
Platten am Plattenrande r =a wird Null, wenn Jy(ka) =0 ist. Dies trifft nach

MMM

a b c

l , und daher ist

Abb. 47. 2. Radiale Verteilung der Feldstiirken bei den ersten dre1 Eigenschwingungen des Kreisplattenkondensators.

Abb. 1 fiir eine fortgesetzte Folge von Argumentwerten zul. In allen diesen Fillen
ist nach Definition 0; = «, der Ladestrom hat eine endliche GréBe. Die Wurzeln
von J; (k a) =0 liegen jeweils zwischen diesen Extremwerten von C;. Fiir diese
fortgesetzte Folge von Argumentwerten? ist aber die magnetische Feldstirke am
Plattenrande Null, und daher nach der ersten Hauptgleichung auch der gesamte
Verschiebungsstrom, folglich nach Gl. (1la) der gesamte Ladestrom, dessen Am-
plitude o @ ist. Unter diesen Umsténden ist also jeweils C; =0, und die elektrische
Spannung hat dabei einen endlichen Betrag. In allen diesen Fillen fiihren das
elektrische und das magnetische Feld im Feldraum des Kondensators Schwingungen
aus, die ohne Energiezufuhr von auBlen bestehen; elektrische und magnetische
Feldenergie haben dabei den gleichen zeitlichen Mittelwert. Es treten also elektro-
magnetische Eigenschwingungen des Kondensators auf (Abb. 2).

48. Allgemeine Losung. Ausstrahlung eines schwingenden Dipols.
a) Integration der elektromagnetischen Grundgleichungen.

Wir erinnern daran, daB fiir gewisse Felder mit besonderen Eigenschaften die
Differentialgleichungen, die diese Besonderheiten zum Ausdruck bringen (so besagt
die Differentialgleichung rot € =0 Wirbelfreiheit, div 8 =0 Quellenfreiheit,) mit
Hilfe sogenannter ,,Potentialfunktionen* (skalarer oder vektorieller Natur) integriert
werden konnten. Die Potentiale beweisen somit das Bestehen von Losungen der Feld-
gleichungen in diesen besonderen Fillen, und erbringen als solche eine Vereinfachung
der rechnerischen Darstellung. In dem gleichen Sinne fragen wir nach einer all-

gemeinen Losung der Grundgleichungen des elektromagnetischen
Feldes.

1 Die ersten Wurzeln sind: 2,40..5,52..8,65. ..
2 Die ersten Wurzeln sind: 0..3,83..7,02..10,17...
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Fir einen ruhenden, gleichformigen (homogenen isotropen) Stoff, dessen kenn-
zeichnende GréBen g, ¢, u von der Zeit und dem Orte unabhingige Konstante
sind, schreiben wir die Grundgleichungen im allgemeinen Falle in der Form

prot="C+pe——; (1) divug D=0, (2)
_0 .-
rot@——,u—a‘?q; (3) dive € =0. 4)
Die Losung der Differentialgleichung (2) ist mit B =y § aus 34. bekannt:
B =rot A; (5)?
damit wird Gl. (3)
o
rot{@—l—a—t} =0, 6)

was erfiillt ist, wenn man den wirbelfreien Vektor als Gradient einer skalaren Funk-
tion @ darstellt?. Also wird
aU

€C=—grado——. (7

Den Potentialen ¢ und %, mit deren Hilfe magnetisches und elektrisches Feld
in Gl. (56) und (7) ausgedriickt sind, haftet insofern eine Unbestimmtheit an, als
sich an ¥ und € nicht das geringste dndert, falls er zu U einen willkiirlichen Vektor

grad x, und zu @ einen konstanten Skalar, hier — - hmzufugen, d. h., die Funktion y

ist mit Hilfe der Feldgleichungen nicht zu ermltteln Das Vorhandensein dieser
Unbestimmtheit der Potentiale stellt es uns frei, ¢ und U eine willkiirliche Bedingung
hinsichtlich ihres Zusammenhanges aufzuerlegen. Wir tun dies in der folgenden
Gleichung. Setzen wir nimlich Gl. (5) und (7) in (1) ein, so nimmt Gl. (1) mit der

Relaxationszeit f=¢cp und mit der Geschwindigkeit v=— die Form an3:

En
. 1 ou 0 A
v {4 U —grad div ) = Yl {grad @+ W} + grad -a—'f— + - (8)
Wir unterwerfen nun % und ¢ der erlaubten, willkiirlichen Bedingung
o dw?l—}-ﬂqa—l—a(p—o ©)

mit anderen Worten: Wir verlangen, daf die Gradlenten Glieder in Gl. (8) fiir sich
gleich Null werden. Es bleibt dann von Gl. (8) nur ibrig

1 0% %9

vz-AQI—F TR T (10)
Wir schreiben die letzte verfiigbare Grundglelchung (4) mit Gl (7) als
Ao+ dw =0, _ (11

und indem wir diese Beziehung in der nach ¢t abgeleiteten Gl. (9) beriicksichtigen,
erhalten wir

v:-Adp= ﬁ + atz' (12)

Alle Potentiale 9 und ¢, welche den Gl. (10) und (12) gehorchen, und im Zu-
sammenhang Gl. (11) stehen, beschreiben einen méglichen elektromagnetischen
Vorgang. Es ist indessen nicht notig, jedesmal solche Paare von Funktionen auf-
zusuchen. Wir kénnen vielmehr, wie man durch Einsetzen leicht erkennt, unsere
willkiirlich gesetzte Beziehung Gl. (9) identisch erfiillen durch

¢ =—div 8; (13) 91_—{ 3+ (14)

1 divrot A = 0. 2 rotgrad p =0. 3 rot rot W =grad div YA — 4 .
Fischer, Elektrodynamik. 11
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Damit sind die Potentiale einem gemeinsamen Stammvektor unter-
geordnet. Dieser selbst muB der Gleichung geniigen
&2
3
2 = 15
v A= Boc T (15)
wie man erkennt, wenn man Gl. (13) und (14) in (10), (11), (12) oder in (8) einfiihrt.
Aus 3 errechnet man nach Gl. (13), (14), (5), (7) die Felder

Q}:%-mt{%i’,-l—@}; (16)
@———-gmddivB—-ﬁ-W{ﬁ,S—{— } (17)
oder auch, mit Riicksicht auf Gl. (15):
E =rotrot 3, (18)
und mit bekannten Beziehungen [43. Gl. (4), (5¢)]:
p=rot{2 8 +:581, (19)
F‘°®=%rot{78 +3—t}. (20)

Es geniigt somit fiir die Darstellung eines moglichen elektromagnetischen Vor-
ganges die Kenntnis einer einzigen, der Gl. (15) unterstehenden vektoriellen Funk-
tion 81. Wenn § dieser Gleichung geniigt, tun dies auch alle Feldgr6B8en und Poten-
tiale. Fiir die Feldvektoren wurde die Differentialgleichung (15) schon in 42. Gl. (6),
(7) gefunden.

Fiir einen vollkommenen Nichtleiter wird mit §=c aus Gl. (15) die Wellen-
gleichung

w-43=23, (21)
und aus Gl. (20)
f"@=%-mt%. (22)

b) Ausstrahlung eines schwingenden Dipoles.

Fiir einen gleichformigen, nichtleitenden Raum ist eine einfachste Ldsung von
Gl. (21) in rechtwinkeligen Komponenten 3 =iZ, +jZ, 1 tZ,:

‘ 1 r
Z,=0, 2,=0, Z,=II; 17=7-f(t—;). 23)
IT erfullt iiberall die Gl. (21) mit Ausnahme des Unstetigkeitspunktes » =0;
von der Giiltigkeit ist somit nur ein kleines Raumgebiet um den Ursprungspunkt

ausgeschlossen. Nach 43. erkennen wir in der Funktion f t-—% eine in Rich-

tung des wachsenden r mit der Geschwindigkeit v bei unverinderter Form forteilende
Welle willkiirlicher Gestalt. Wir untersuchen die Struktur des Feldes und schlieBen
aus ihr auch auf den Erregungsvorgang. Nach Gl. (18) und (22) ergeben sich die
Komponenten des elektrischen und des magnetischen Feldes zu

oI oIl _jem | @I\
&~ gxoz’ E”_ayaz ’ 27 <8x2 6y2) ’ (24)
1 oIl 1 o171
PH.=%gyas  TH=—%aze  H:=0 (25)

Man sieht hieraus leicht (Z,=0, Z,=0, H,=0), daB das Feld die z-Achse
zur Symmetrieachse hat. Wir schreiben es daher auch in rdumlichen Polar-

1 Im P.M.S.: Benennung Z = U L, Einheit 1 Volt - cm.
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koordinaten r (Aufpunktsabstand), & (Polarwinkel), o (Langenwinkel):

Z,— I cos 9, Zo— —Isin®,  Z,=0; (26)
SV
_smd 0 ( oIT\ _ t 27)
By=—""3r (’a ) smﬁ{rs_*-vrz_*—vzr}’
Ea=0,
r 5
Hy;=0, (28)
_ smd I f i
I'Hy=— v '6r6t_smﬂ{vr2+vzr}

Man sieht hieraus: Das magnetische Feld besteht lediglich aus einer Komponente
in Richtung des Lingenwinkels «. Die magnetischen Feldlinien sind darum
die Parallelkreise der Wellenkugel r =const (die Durchschnitte der Wellen-
kugel mit den zur zy-Ebene parallelen Ebenen). Das elektrische Feld besitzt keine
Komponente in Richtung des Léngenwinkels «, die elektrischen Feldlinien
liegen daher in den Meridianebenen. Die Feldkomponenten stellen sich dar als
Summenausdriicke, deren einzelne Posten in verschieden starker Weise mit wach-
sendem r abnehmen. Es wird daher darauf ankommen, unter welchen Bedingungen
einzelne Summanden iiberwiegen kénnen.

Wir untersuchen als erstes das Feld in der Nihe des Ursprungspunktes r =0,
um auf den Erreger schlieBen zu kénnen. Dazu entwickeln wir

He—g)=1O—2r O +—. (29)
Wir bezeichnen als ,,Nahbereich* das durch die Bedingung
v-{@
(0N 30)
gekennzeichnete Geblet In ihm ist som1t
II=— f @, (31)

und die Komponenten des elektromagnetlschen Feldes GI. (24), (25) nehmen die
Gestalt an

o2 l o 1 el
Bo= g 1O By=gumel®;  Eo=—if();  (32)
Lol Lol
TH,= - 1'0); TH, =" 1(); H,=0, (33)
oder mit Gl. (27), (28)
E=22%10;  B=".t0; B.=o; (34)
H,=0, Hy=0, I'H,="2pq) (35)
Man sieht leicht aus Gl. (32), daB € sich als Gradient eines Potentiales ausdriicken
lafit: 5 i
=—gradp;  @=———-[0) =210 (36)*

1 o9
gmdq)-—tax-i-]a —i—f
11*
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Dies ist das Potential eines Dipoles zeitlich verdnderlicher elektrischer Ladung,
der im Ursprungspunkt in der z-Achse liegt und dessen Moment proportional f (f)

ist. Der Dipol der Abb. 1 hat das Potential ¢ = Y :z = (r—q; — %) und das Moment

¢-1; demnach haben wir zu setzen Lt
fy =429, : (37)

4n¢

Im Nahbereich dndert sich somit das elektrische Feld mit der Zeit in allen
Punkten verhéltnisgleich, nicht die Gestalt des Feldes, nur seine Intensitit (sein
Energieinhalt) dndert sich zeitlich, und das Feld selbst ist durch das Coulombsche
Gesetz gegeben. J=g¢'(t) ist demnach ein ungeschlossener Strom, der in dem

Leiterstiick der Linge [ flieBt. Damit liest man aus Gl. (35) ab

1N

g ’ Ho=jo 200, (38)
und dies ist nach 34. Gl. (13) das magnetische Feld eines
»linearen Stromelementes‘ von der Linge [ und der Strom-

3

+q 7

/ stirke J. Daher ist das magnetische Feld durch ein vek-
. torielles Potential zu geben gemif
I'-$=rotU, (39)
Abb.48. 1. Elektrischer Dipol ~ Wobel >
in der z-Achse. A =0 A =0 A = M (40)
z ’ Yy ’ K4 vr ?

wie man aus Gl. (33) erkennen kann. Im Nahbereich ist also das magnetische Feld
quasistationir und durch die Biot-Savartsche Regel bestimmt. Ein im Ursprungs-
punkt auf der z-Achse befindlicher zeitlich verénderlicher elektrischer Dipol erzeugt
also in seiner unmittelbaren Umgebung ein durch sein elektrisches Moment gegebenes
elektrisches, und durch den die Ladungsinderung ausmachenden Strom ein ma-
gnetisches quasistationdres Feld.

Bei den von Hertz unternommenen Versuchen zum Nachweis der elektro-
magnetischen Wellen war ein schwingender Dipol, wie hier beschrieben, bekanntlich
dadurch hergestellt, dall zwei Leiterstiicke, die in gemeinsamer Achse liegend ein-
ander in kleinem Abstand gegeniiberstehen, so stark aufgeladen werden, daB der
kleine Zwischenraum von selbst durch einen Funken iiberbriickt wird. Da die
Funkenbahn verhiltnismafig gut leitet, setzt der Umladungsstrom ein und Ladung
und Strom &ndern sich weiterhin nahezu periodisch (sie verlaufen als geddmpfte
Schwingungen). Mit den heutigen Hilfsmitteln kann leicht ein ungeddmpft periodisch
schwingender Dipol hergestellt werden.

In nicht mehr unmittelbarer Nachbarschaft des schwingenden Dipoles

Abstand 7 des Feldpunktes von der GréB8enordnung vf:f(f)t)) geben an Stelle der
uniibersichtlichen Rechnung die Abb.2a—d eine Anschauung des Vorganges im
elektromagnetischen Felde. Dabei ist angenommen, dafl der Dipol einfache sinus-

formige Schwingungen mit der Frequenz w = 2Tn ausfithrt. Wir konnen uns auf

das elektrische Feld beschrinken, da die magnetischen Feldlinien einfach die
Parallelkreise der Wellenkugel sind. In den Abb.2a—d ist durch eine Kugel um
den Dipol der Ursprungspunkt von der Betrachtung ausgeschlossen. Abb. 2a gilt
fiir einen Zeitpunkt £ = 0, in dem der Strom im Dipol seinen Héchstwert, und daher
die Ladungen den Wert Null haben. Wir erkennen dies daran, daB keine elektrischen
Feldlinien auf dem Erreger anfangen oder endigen. Solche beginnen nun, mit
wachsender Ladung, aus dem Erreger hervorzuschieBen; in Abb. 2b, die fiir den

Zeitpunkt ¢ = % gilt, erfiillen die elektrischen Feldlinien schon den Raum 7, inner-

halb der eingezeichneten Kugel und verlaufen dort iibrigens nahezu ebenso, wie
sie sich bei zeitlich unverdnderlichen Ladungen verteilen. Abb. 2¢ gilt fiir den Zeit-

punkt ¢ = —i—', in welchem der Strom Null ist, die Ladungen des Dipols daher ihre
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groBte Starke haben. Das elektrische Feld, das somit zu dieser Zéit seine groBte
Stirke bat, erfiillt die Wellenkugel t, > 7,. Mit weiter wachsender Zeit treten keine
weiteren elektrischen Feldlinien aus dem Erreger hervor, sondern es beginnen die
vorhandenen sich wieder in den Erreger zuriickzuziehen. Hierbei tritt eine aus

8
Ursprungspunkt entfernten Feldlinien erhalten bei der Zuriickbildung des Feldes
eine seitliche Einbiegung, und ,,indem diese Einbiegung sich mehr und mehr gegen

N

Abb. 2d (t = ﬂ) zu sehende eigentiimliche Erscheinung ein: die am weitesten vom

;

|7 (
N 1)

Abb. 48. 2. (Nach H. Hertz.) Ablosung des elektromagnetischen Feldes vom erregenden Dipol (Zwischenbereich).

die Achse des Dipoles zusammenzieht, schniirt sich von jeder der duBeren Feld-
linien eine in sich geschlossene Feldlinie ab, welche selbstindig in dem Raum fort-
schreitet, wihrend der Rest der Feldlinien in den Erreger zuriicksinkt. Die Zahl
der zuriickkehrenden Feldlinien ist also ebenso gro wie die Zahl der ausgegangenen,
ihre Energie aber ist notwendig um die Energie der abgeschniirten Teile vermindert.

T

Dieser Energieverlust entspricht der Strahlung in den Raum®. Zur Zeit ¢ = 5

gilt Abb. 2a mit umgekehrter Pfeilrichtung. Hier erfiillt das abgeschniirte elektrische
Feld die Kugel 7,, vom Dipol ausgehende Feldlinien sind nicht vorhanden. Im
weiteren Zeitablauf aber quellen neue Feldlinien aus dem Erreger hervor, wihrend
gleichzeitig die abgeschniirten Feldlinien nach auBlen eilen und in Abb.2b den
Raum 7, erfiillen. Wie dieses Feld nach auBilen wegliuft, zeigen Abb.2¢ und d,
das elektromagnetische Feld geht dabei nach auBen mehr und mehr in eine reine
Transversalwelle iiber. Dies zeigt das Folgende: :
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,,Wellenberelch“ ist durch d1e zu Gl. (30) entgegengesetzte Bedingung
21

gekennzeichnet. Beachtet man diese Bez1ehung bei der Ausfiihrung der in Gl. (24)
und (25) vorgeschriebenen Rechnungen, so erhilt man

7, 1, 2+ 2 r’
z= vz,.af Ey_ vz,.sf Ez=—x,)2,.3y s (40)
FH,=—-L:f';  THy=—4f" H,=0 (41)

mit f'=f" (t—% . Die Gleichungen stellen eine mit der Geschwindigkeit » in

der Richtung r des Halbmessers der Wellenkugel nach auBen fortschreitende Welle
dar. Um ibre Struktur zu erkennen, bilden wir die skalaren Produkte € §, t €,
t 9 und finden
¢9=E,H,+E,H,+EH,=0, (42a)
daher stehen € und § aufeinander senkrecht. Ferner ergibt sich
t&=zE,+yE,+2E,=0, }
t9=2H,+yH,+2H,=0,
also sind auBlerdem € und $ senkrecht gerichtet zur Fortpflanzungsrichtung t, die
Welle ist daher eine reine Transversalwelle. Die Richtungen von €, 9, v stehen
rechtswendig rechtwinklig aufeinander. Dieses Ergebnis hatten wir auch unmittelbar
aus Gl. (27) und (28) ersehen kénnen,
z denn aus diesen liest man mit Be-
riicksichtigung von Gl. (39) leicht ab:

E,—=TH,— smﬁ Nz (t——),

(42b)

v
E,=0, H,_o, (43)
E,=0,  Hy=0.

Die magnetischen Feldlinien sind
die Parallelkreise, die elektrischen
Feldlinien die dazu senkrechten durch
die z-Achse gehenden gréBten Kreise
der Wellenkugel (Abb. 3). Gl. (43)
zeigt: By und I'H, haben zur gleichen

: . Zeit und am gleichen Ort denselben
A 8. 3. e nbereiat - U enden Dibols  ygre + sind aleo bei einfach-periodi-
schen Vorgéingen stets in Phase. Auf
der z-Achse sind die Feldstirken Null, in der zy-Ebene haben sie ihren grofiten
Wert. Das elektromagnetische Feld ist im Wellenbereich vollig verschieden von
dem im Nahbereich. Dies zeigt sich auch deutlich in den Energieverhaltnissen.
Handelt es sich z.B. um einen zeitlich einfach-periodischen Vorgang, so ist im Nah-
bereich das elektromagnetische Feld quasistationir; die Energie pendelt periodisch
mit dem Quadrat der Feldstirken; im Wellenbereich dagegen findet eine in der
Fortschreitungsrichtung der Welle gerichtete Energiebewegung statt, bei der nicht
mehr die Richtung, sondern lediglich die Stirke der Energiestrémung periodisch
wechselt. Dies ist aber kennzeichnend fiir die Transversalitit der Wellen. Nach
Gl. (43) hat die Energlestrahlungsdlchtel

=[€9] '
1 In der Technik der drahtlosen Nachrichteniibertragung werden heute Zeichen empfangen

noch mit einer mittleren Leistungsdichte der Gré8enordnung 1018 VZ;?; die Empfindlichkeit

des [inenschlichen Auges entspricht der GréSenordnung 10—4 ngt;t- ; zu beachten ist, daBl die
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die Richtung t der Ausbreitung und den Betrag

RN s

Durch Integration iiber die ganze Wellenkugelfliche finden wir die in der Zeit d¢
in der Welle nach auBlen gestrémte Energie, indem wir als Flichenelement, auf
dem S konstant ist, eine verschwindend schmale Zone zwischen zwei benachbarten
Parallelkreisen df =2nrsind-rd ¢ wihlen:

n

2 44 2 .
aw =22 (’v_z) dt/szn“ﬁ-dﬁ
w0

(45)
. f// 2
=37 (%)t
Nehmen wir einen einfach-periodischen Vorgang
f@) =P-sinwt, (46)
also nach Gl. (37) einen harmonisch schwingenden Dipol an:
q(t) =@ sinwt; P =__4l:‘2§ , (46a)
so ist die wihrend einer Periodendauer T =£71 ausgestrahlte Energie
pe 2n/w
W=7+ <7> /sm2 (t—— di- /2nsm36‘ -dd
0 (47)
__ 8a%% 3 2m @
———Pz( ) —Tm(;r) ’

also unabhiingig von Zeit und Ort, und umgekehrt proportional zur drltten Potenz
der Lange

A=2m, (47a)

welche die rdumliche Periode der Schwingungsphasen bildet, der Wellenléinge.

Der zeitliche Mittelwert der mit der Wellenkugel bewegten Leistung N = (‘Z—v:’)
wird entsprechend Gl. (47) gefunden zu
=~ 4n o\t ot @
N—W}”(?) =38 dng) - 48)
setzen wir schlieBlich gemi Gl. (37)
f) =42 cosoot, (49)

bezeichnen also mit J =w @ die Amplitude des in dem kurzen Dipol peI‘lOdlSCh
sich dndernden Stromes, so erhilt man

N—m—n( )Jm—-P( ) (50)

Setzt man diese vom schwingenden Dipol in das elektromagnetische Feld abe
gegebene Leistung proportional dem Quadrat des Effektivwertes des Stromes gemadl

N =R, - J}4 =R, J , so wird der ,,Strahlungswiderstand*
2 1\2
R=2r (71‘) r. (51)1

Feldstirken sich wie die Wurzeln aus diesen Zahlen verhalten, und da das menschliche Auge
um GréBenordnungen kleiner ist, als die kleinsten Empfangsvorrichtungen der Technik. — In
unmittelbarer Nihe der Drihte von Energieiibertragungsleitungen kommen mittlere Leistungs-

dichten der GroBenordnung 105W ath

vor.

TI’O =790 Ohm.
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Bringt man einerseits der xy-Ebene (Abb.3) einen leitenden Halbraum an, so
dndert sich an dem elektromagnetischen Feld in dem nichtleitenden Halbraum
nicht das Geringste. Diese Anordnung entspricht einer senkrecht auf gut leitendem
Erdboden stehenden Elndraht Sendeantenne, deren Hoéhe % klein ist gegeniiber der

Wellenlange A. Da h=1 — ist, und von der Wellenhalbkugel die Halfte der Leistung N

[GL. (50)] abgestrahlt erd ist der Strahlungswirkwiderstand einer Antenne unter
diesen Bedingungen
4 h\?

R8=-§1(1) r, (51a)
ein Betrag, der meist keineswegs etwa zu vernachlédssigen ist gegeniiber dem Wirme-
verlustwiderstand der Antenne.

Mit Gl. (49) kann man auch elektrische und magnetische Feldstirke im Wellen-
bereich [Gl. (43)] auf den Strom J beziehen; es ergibt sich mit Gl. (47a)

sin &
m~FH_J2 l%f; (43a)
Die Feldstidrken sind im Wellenbereich proportional dem Verhiltnis % und

nehmen in ihm mit wachsender Entfernung gemifl % ab, im Nahbereich dagegen,

wie Gl. (34), (35) zeigen, mit hoheren Potenzen, also stirker.
Bei einem mit der Frequenz w sinusférmig verlaufenden Vorgang ist die Be-
dingung des Nahbereiches Gl. (30) gleichbedeutend mit
v A
"<|w| = 2a
Damit ein periodischer Vorgang als quasistationir angesehen werden darf, ist
es somit notwendig, daB die linearen Abmessungen des Gebildes, in dem die Ladungs-

(52)

und Stroménderungen vor sich gehen, klein sind gegen die GréBe%, in der man

zur Abschitzung v =¢, die Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich der Lichtgeschwin-
digkeit zu setzen berechtigt ist. Je schneller die Vorginge verlaufen, um so mehr
geht diese Linge herunter. Sobald die Entfernung r des betrachteten Feldpunktes
von der Grofenordnung der Wellenlinge wird, kann der Vorgang nicht mehr
quasistationdr betrachtet werden, und im Wellenbereich zeigt Gl. (47), daBl um so
mehr Energie durch Strahlung verlorengeht, je gréBer die Schwingungszahl ist,
falls nicht das elektromagnetische Feld nach auBlen abgeschlossen ist. Eine solche
Energieabwanderung ist aber in Strenge selbst mit den langsamsten Zustands-
dnderungen, bei denen elektrische und magnetische Energie ineinander umgesetzt
werden, verkniipft. Als entscheidendes Kennzeichen fiir die Zuldssigkeit der quasi-
stationdren Betrachtung von Zustandsinderungen haben wir somit allgemein die
Bedingung Gl. (30), und Gl (52) fiir periodische Vorginge.



ITI. Verschiedenes.
1. Die MaBsysteme der Elektrizitiitslehre 1.

I. Entstehung der MaBsysteme.

Wir erinnern uns an das Entstehen der Grundgleichung der Mechanik: das
Experiment lehrt, daB die Beschleunigung b, die ein Korper der Masse m unter
Einwirkung einer Kraft K erfihrt, der Kraft direkt und der Masse umgekehrt
proportional ist: X '
b = f . H .

Eine weitere Aussage, als die der Proportionalitit, gestattet der Versuch nicht;
das bedeutet: die Konstante f 148t sich nicht aus der Welt schaffen, man kann
nur passend iiber sie verfiigen. Zwei Méglichkeiten liegen nahe: entweder hat man
fiir die in 4 der Gleichung auftretenden physikalischen GréBen der Linge, der Zeit,
der Kraft und der Masse schon voneinander unabhéingige Einheiten erfunden: dann
ist mit ihnen f eindeutig als benannte Zahl festgelegt. Oder aber man setzt f als
reine Zahl (z. B. als Eins) willkiirlich fest. Damit ist eine der 4 GréBen, und also
auch ihre Einheit, durch die 3 anderen ausgedriickt. Diese werden dann die Grund-
gréBen der Mechanik, da durch weitere Gleichungen keine neuen hinzukommen.
So benutzt die Technik die GrundgréBen Lénge, Zeit und Kraft, die Physik die
Grundgrofen Liange, Zeit und Masse. Auf diese 3 GrundgréBen aufbauende MaB-
systeme werden ,,absolut“ genannt (der Name?2 hat heute nur noch konventionelle
Bedeutung); bei cm, sec und g als Grundeinheiten spricht man von c-g-s-Systemen.

Beide Wege sind auch in der Elektrodynamik beschritten worden.

Entwickelt man die elektromagnetischen Gleichungen und hiitet sich dabei vor
jedweden willkiirlichen Festsetzungen, Zusitzen oder Unterlassungen, so treten
unter allen denkbaren Umstinden an zwei Stellen Koeffizienten auf, die ebenso,
wie im erwihnten mechanischen Beispiel, nicht unmittelbar aus einer Gleichung
hervorgehen, sondern nur mittelbar durch bestimmte Annahmen. Beiunserer Schreib-
weise sind dies die Gréflen gy und y,. Die verschiedenen MaBsysteme unterscheiden
sich daher in erster Linie durch Zahlenwert und Benennung dieser Koeffizienten.
Dabei sind ¢, und g, nicht unabhingig voneinander, vielmehr besteht zwischen
ihnen und der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ elektromagnetischer Stérungen im
leeren Raum eine durch die Wellengleichung festgelegte grundlegende Beziehung,
die in der bisherigen Schreibweise lautet

C=—. (1)2

Im einzelnen unterscheiden sich die verschiedenen MafBsysteme nach Wesen und
Schreibweise einerseits durch die Entstehung der Einheiten, andererseits
durch Koeffizienten in den Gleichungen. Dies zeigt sich in folgenden Punkten :

1 Man miflt gegenwirtig den absoluten MaBsystemen und ihren gegenseitigen Beziehungen
nicht mehr die grundsitzliche Bedeutung zu, wie frither. Ihre Kenntnis ist aber trotzdem
unentbehrlich, will man nicht beim Eindringen in die bisherige Literatur fortwihrend behindert
sein.

2 ,,Absolut** wurden Einheiten genannt, wenn man sich zu der Annahme berechtigt hielt,
daB sie von Ort und Zeit unabhiingig sind.

3 Daher kann man, wie in 48., an Stelle von &, und y, auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢
im leeren Raum und das Verhaltnis Iy der elektrischen zur magnetischen Feldstirke in einem
Punkt des leeren Raumes als die beiden universellen Konstanten betrachten, also

1 —
- Mo
6= und Io= |/22;
Veo o ° €0
1
0=, MT e

hieraus
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1. Die Stellung des Zahlenfaktors 4 7v. Dieser Faktor wird sowohl durch die Wahl
der Betrige der ,,absoluten‘‘ elektrischen und magnetischen Einheiten bestimmt
(s. u.), als auch durch die willkiirliche Annahme dariiber, ob man den von der Menge
Eins ausgehenden FluB in eine oder in 47 Feldrohren einteilen will. Dies ist
natiirlich physikalisch belanglos und nur eine Frage der Bezifferung (der zeich-
nerischen Darstellung).

2. Die Auffassung von dem, was festzulegen ist (vgl. das erwihnte Beispiel aus der
Mechanik):

a) Man legt willkiirlich dem einen universellen Koeffizienten einen bestimmten
Wert bei; der andere ist dann mit Gl. (1) gegeben (iiber eine erweiterte Schreibweise
dieser Gleichung s. u.). Aus den so vereinfachten Gleichungen lassen sich die Ein-
heiten aller anderen elektrischen und magnetischen GréBen ableiten, falls man diese
Festsetzung dadurch erginzt, daB man eine Einheit fiir die mechanische Kraft,
allgemeiner gesagt, fiir die Energie gibt. Wird hierfiir die ,,absolute’ mechanische
Energieeinheit gewihlt, so setzen sich die auf diese Weise gewonnenen Einheiten aller
elektrischer und magnetischer GroBen zusammen aus Potenzenprodukten der drei
,-absoluten Grundeinheiten der Mechanik fiir Linge, Masse und Zeit; man be-
zeichnet daher die so entstandenen Systeme als ,,absolute’ MaBsysteme (c-g-s-
Systeme). [Beispiel: Man setzt &, als irgendeine unbenannte Zahl, dann erhilt man
aus dem Coulombschen Gesetz mit den absoluten mechanischen Einheiten der
Kraft und der Linge eine Einheit fiir die elektrische Ladung (vgl. 9.); die magne-
tischen Einheiten werden durch Gl. (1) angeschlossen, ohne daB iiber die drei mecha-
nischen Einheiten hinaus eine weitere erforderlich wiirde.] Den zahlreichen Mog-
lichkeiten einer solchen willkiirlichen Festsetzung entspricht eine Vielzahl absoluter
MaBsysteme, die wir im folgenden ndher betrachten.

b) Man vereinbart die Einheiten bestimmter physikalischer Grofen (und miBt
die genannten Koeffizienten in diesen). Schon Maxwell hat gezeigt, daBl in den
elektromagnetischen Gleichungen vier GrundgréBen voneinander unabhédngig
sind. Daher kann, man vier Einheiten unabhingig voneinander festsetzen. Der Wert
fiir &g, t4g, ¢ kann dann um so genauer angegeben werden, je genauer die Mefltechnik
die Grundeinheiten bestimmt. Um den Gegensatz zu den ,,absoluten‘ elektrischen
und magnetischen Einheiten ausdriicken zu kénnen, nennen wir die auf diese Weise
erhaltenen Einheiten die ,,empirischen‘!. Es liegt nun nahe, die schon definierten
drei mechanischen Grundeinheiten fiir Linge, Zeit, Masse (oder Kraft) zu erginzen
durch eine unabhingig definierte elektrische Einheit, z. B. fiir die elektrische Ladung.
Die Energieeinheit eines solchen gemischten Systemes wire die mechanische, die Span-
nungseinheit z. B. wiirde sich ergeben als Verhaltnis der mechanischen Energieeinheit
zur elektrischen Ladungseinheit. Diesen Weg hat man indessen nicht beschritten, viel-
mehr hat manzweivoneinanderunabhingigeelektrische Einheiten gegeben,
denn alle prak tischenMessungen sowohl elektrischer wie magnetischer GréBen gehen
zuriick auf die Einheiten fiir elektrischen Strom (Ladung), elektrische Spannung, Linge
und Zeit. Ein Mafsystem, das empirische Einheiten dieser vier Gréflen beniitzt,
nennen wir nach seinem Urheber ein Miesches MaBsystem. Das praktische?
Miesche MaBsystem benutzt die empirischen Einheiten Ampere, Volt, cm, sec3.

1 Sie werden auch ,,international und ,,Jegal* genannt, da die Grundeinheiten teils inter-
national vereinbart, teils durch Gesetz festgelegt worden sind.

2 Diese Bezeichnung soll nicht irgendwelche Gegensitzlichkeiten ausdriicken, sondern daran
erinnern, daB alle praktischen Messungen auf diese Einheiten zuriickgehen.

3 In einem solchen System mit zwei unabhingigen elektromagnetischen Grundeinheiten
ist notwendig die Masseneinheit, wie schon in 9. erwihnt, eine abgeleitete Einheit. Dies kann
in praktischer Hinsicht als MiBhelligkeit gewertet werden, denn entsprechend der geschichtlichen
Entwicklung der Physik ist eine Masseneinheit als Grundeinheit vor den elektromagnetischen
Einheiten festgelegt worden. Frei von diesem Nachteil ist das ersterwihnte System mit Grund-
einheiten fiir Lange, Zeit, Masse (Kraft) und einer unabhéngigen elektromagnetischen Einheit.
Bestimmt man als solche eine Einheit fiir die elektrische Ladung, so kommt man zu einem
System, das zwar spekulativ befriedigend ist, insbesondere durchsichtige Benennungsformeln
besitzt, aber meBtechnisch den Anspriichen nicht geniigen konnte.
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Wir stellen folgende Merkmale der absoluten und der praktischen
MaBsysteme einander gegeniiber:

In jedem absoluten MaBsystem wird durch gewisse ihm eigentiimliche Ver-
fiigungen iiber Einheiten (durch Aufstellung einer ihm eigentiimlichen, willkiirlichen
Einheitengleichung) die Anzahl der voneinander unabhingigen Grundeinheiten von
vier auf drei erniedrigt, diese sind die ,,absoluten‘‘ Grundeinheiten der Mechanik,
wenn als Energieeinheit die absolute mechanische gewihlt wird. Diese zwei Fest-
setzungen bestimmen das absolute System. Die praktischen Systeme sind aufgebaut
auf vier voneinander unabhingigen Grundeinheiten von vereinbartem Werte, wovon
zwei die Einheiten elektrischer (elektromagnetischer) GroBen sind, die zwei anderen
Raum und Zeit betreffen. Die Benennungsformel (zusammengesetzte Einheit) einer
GroBe im praktischen Mieschen System laBt in der Mehrzahl der Fille unmittelbar
das Verfahren erkennen, nach dem die GroBe experimentell ermittelt und definiert
wird. Dies wird als Vorteil vor den absoluten Einheiten gewertet, die meist keinerlei
Zusammenhang mit Messung oder Definition erkennen lassen. Dies ist hier auch
nicht zu erwarten, denn einzelne elektrische und magnetische Gréfien
lassen sich nicht in mechanischem MaBe ausdriicken, sondern immer
nur Potenzenprodukte von wenigstens zwei solcher GréBen.

Die Energieeinheit aller absoluten Systeme ist die ¢-g-s-Einheit 1 Erg. Im
praktischen System ist sie keine mechanische, sondern eine elektromagnetische Grofe,
denn das System enthilt: zwei voneinander unabhingige elektromagnetische Grund-
einheiten (Energieeinheit = Ladungseinheit mal Spannungseinheit). Es ist Sache der
MeBtechnik, das Verhéltnis zu anderen physikalischen Energieeinheiten festzustellen,
ebenso, wie sie die Beziehung der Energieeinheit der Warmelehre zu der der Mechanik
zu bestimmen hat. Durch die experimentell zu bestimmende Verhiltniszahl:

1 Elektromagnetische Energieeinheit = 4 mechanische Energieeinheiten  (2)

sind die praktischen elektromagnetischen Einheiten an die iibrigen Einheiten der
Physik angeschlossen, jede weitere Verkniipfungszahl ist iiberfliissig. Fiir das
praktische MaBsystem muf also ermittelt werden: erstens, wie gro8 die benannten
Zahlen &, und u,, ausgedriickt in den vier gegebenen Grundeinheiten, sind; zweitens,
wie groB das Aquivalent 4 ist.

Das Verfahren a) geht auf C. F. GauBl und W. Weber zuriick und war fiir die
Theorie von weittragender Bedeutung, es entspricht aber nicht der Entwicklung
der MeBpraxis, in der es sich mehr und mehr als vorteilhaft erwiesen hat, dadurch
die Einheit einer Grofe zu bestimmen, dafl man einer in der Natur gegebenen Grofe
von der Art der festzulegenden Einheit einen nach internationalem Ubereinkommen
gesetzlich festgesetzten Zahlenwert erteilt (z. B. Festlegung der Temperatureinheit,
der Stromeinheit, der Lingeneinheit durch die rote Kadmiumlinie usw.). Dies ist
die Grundlage des von G. Mie begriindeten Verfahrens b)l.

II. MafBlsystemschliissel.

Die folgende, von F. Emde? herriihrende Schreibweise der elektromagnetischen
Gleichungen schlieft simtliche bisher bekanntgewordenen MaBsysteme in sich ein:

D e LR D 7 0Q o 1
D=y e € w, =5 65 div =1, /@df_J—— G=,(E+6) 3)

a1’
B B’ 1.9
Bompp9="2;  w=peY @
1. 64, __1
K,=k er?”’ k_‘l:neo )

1 G. Mie: Handbuch der Experimentalphysik Bd. XI/1 (1932) 3. Teil 4. Kap. Da hier
erstmals eine theoretische Begriindung gegeben wurde, bezeichnen wir das MaBsystem als Mie-
sches, obwohl schon zuvor von G. Giorgi ein MaBsystem mit vier Grundeinheiten angegeben
worden ist. Die erste derartige Angabe findet sich bei Maxwell (Art.623).

2 F. Emde: Handworterbuch der Naturwissenschaften Bd. 7 (1932) S. 1018. Elektrotechn.
Z. Bd. 25 (1904) S. 432. : ‘



172 Verschiedenes. L, 1.

my my 1
K,=h. ,ulr?z’ h=4n—80 .(6)‘
y(EH] =6 (7)
yrot@=@+%% (8)
‘ 0
yrotG=—22 )
y=cVeo- (10)

Hierin bezeichnen ¢ und g die relativen Stoffwerte (reine Zahlen, im leeren
Raum e¢=1, y=1), ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Vor-
ginge im leeren Raum. Die reinen Zahlen » und % bedeuten: von der elektrischen
Menge ¢ denken wir uns v-e FluBrohren, von der magnetischen Menge m denken
wir uns x%-m FluBrohren ausgehend!. % und % sind lediglich Abkiirzungen. Der
,»Anschlulfaktor y kommt auf folgende Weise in die beiden Hauptgleichungen
und den Strahlungsvektor hinein: Einige MaBsysteme (die nach Gauf und Lorentz
benannten) gehen von der Annahme aus, daB die elektrischen und die magnetischen
Einheiten unabhiingig voneinander festgesetzt seien. (Dies steht im Gegensatz zur
heutigen MeBpraxis; meist werden die magnetischen Einheiten an die elektrischen
angeschlossen.) Der Anschlufl der Einheiten aneinander geschieht dann durch einen
die elektrischen und magnetischen GroBen verkniipfenden Versuch; ein solcher aber
wird von den Verkettungsgesetzen, den beiden Hauptgleichungen, beherrscht, und
der Strahlungsvektor ist durch diese (gemid 41.) festgelegt. Unter der Voraus-
setzung, daB die Einheiten fiir € und $ unabhingig voneinander vorausgegeben
sind, werden wir die beiden Hauptgleichungen fiir den leeren Raum und den

Strahlungsvektor zunéichst schreiben
4" F .
N9 =e0r ot G=—p o0 3o [EH1=6. (1)
Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich die Wellengleichung (auf dem
in 42. vorgezeichneten Wege) mit der Geschwindigkeit im leeren Raum
‘ /

Y172 ¢
= |/72, 12
¢ -Vso,“o (12)
Es ist das einfachste und bedeutet keine Beschrinkung?, zu setzen
n=yz=y, daher y=cVeu,. (13)

Bringt man dann (auf dem in 41. gezeigten Rechnungsgang) den Energie-
stromungsvektor mit den beiden Hauptgleichungen in Einklang, so findet man,
daB die Benennungen von y und p; iibereinstimmen, dal daher auch

Vs =7V (14)
gesetzt werden kann. Damit ist GI. (10) gerechtfertigt; die Benennung von v ist

= % (€o Mg)Y/2, es ist also durch die Einfithrung von y die Anzahl der unabhingigen

Grundeinheiten nicht vermehrt. Die einzelnen absoluten MaBsysteme entstehen
dadurch, daB iiber zwei der drei GroBen g, u,, y eine willkiirliche Festsetzung ge-
troffen wird. Da y gemaf Gl. (10) eine Abkiirzung ist, kommt dies der Einfiithrung
einer willkiirlichen Einheitenbeziehung gleich.

A. Absolute Mafsysteme (c-g-s-Systeme). : :

Sie haben gemédf I. durch willkiirliche Einheitengleichungen dieselben drei
Grundeinheiten (Benennungen) wie die Mechanik: fiir Linge (cm), Masse (gr) und
Zeit (sec). Wir unterscheiden (a, b): _

1 Und zwar unabhingig von der Festsetzung der Mengeneinheit, daher fehlen » und x in
den Punktkraftgesetzen GI. (5) und (6).

2 Es besteht keine allgemeine Notwendigkeit fiir diese Setzung, sie trifft aber fiir alle bisher
gebriuchlichen MaBsysteme zu. Uber andere Schreibweisen der elektromagnetischen Gleichungen,
die von ihr nicht Gebrauch machen, siehe J. Fischer: Physik. Z. Bd. 36 (1935) S. 914 und

allgemeiner iiber das Auftreten derartiger Koeffizienten und ihre Beziehungen zueinander:
J. Fischer: Z. Physik Bd. 100 (1936) S. 360.
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a. Nichtrationale Systeme.

In diesen fehlt der Faktor 4 x im Nenner der Punktkraftgesetze (und der
Potentialfunktionen), und tritt an anderer Stelle auf, an der seine Herkunft nicht
mehr einleuchtend ist, z. B. stets im Nenner der durch & €2 und u $? ausgedriickten
Energiedichten.

Das elektrostatische System geht aus von der willkiirlichen Festsetzung K, =

16

er? !
also k=1, g, = %und bestimmt dadurch die ,,elektrostatische‘ Einheit der elek-
trischen Ladung als 1 cm32 grl/2 secl. Der Anschlu8 geschieht durch eine reine

Zahl: y =$, und daher wird u, = 7:—2, h =c2 Also
D e B u
v 4n ¢, % 47 c? oE

w, =57 ©  wn=gra®, S=77 (€5
0

rot@=4n<@ +—a§——1—>=4—n(§—i—ﬁa@;
47 0B 1

otC=——- G =— @t

Das elektrostatische System hat Maxwell benutzt, ohne sich indes streng daran
zu halten. Hinsichtlich der Zahlen v, x ist die Schreibweise v =x =1 weniger
héufig, als ¥ =% =4 &, so z. B. im Handbuch der Physik!. In der Enzyklopidie
der mathematischen Wissenschaften schreibt Lorentz (V, 13, Nr.7) ein elektro-
statisches System mit v =1, x =4 x.

Das elektromagnetische Mafsystem geht aus von der willkiirlichen Festsetzung

K, = e mz ,alsok =1, yy= -l? , und bestimmt dadurch die ,,elektromagnetische
Einheit der magnetischen Menge zu 1 cm®? g!/2 sec!. Der AnschluBl geschieht
durch eine reine Zahl: y =4L, und daher wird &, =—1—2, h =c2 Also
T 4mc

D e B ou .

ST me S T Y

W= @, w,=L 5, &= [65];

SD 1 _4n 1 .
47 2B 0
rotC=—-"%r =~ *9

Auch hier ist die Schreibweise ¥ = =1 weniger verbreitet, als v =% =4=x
(Handbuch der Physik); am wichtigsten ist die Wahl v =1, » = 4 x (Enzyklopidie
der mathematischen Wissenschaften), denn diese Schreibweise ist die Grundlage fiir

Das urspriingliche technische Mapfsystem. In diesem hat man besondere Namen
geschaffen fiir bestimmte Zehnerpotenzen der elektromagnetischen c-g-s-Einheiten,
da diese selbst fiir praktische Zwecke sich meist entweder als zu groB oder als zu
klein erwiesen:

10! elmgt. c-g-s-Einh. des Stromes werden genannt . . . . . . 1 abs. Ampere
10t | ’ der Ladung werden genannt . . . . . . 1 abs. Coulomb
108 ’ » der el. Spannung werden genannt . . . . 1 abs. Volt

109 - ' des el. Widerstandes werden genannt . . 1 abs. Ohm
10® ’ ' der Selbstinduktivitit werden genannt. . 1 abs. Henry
1070 ’ der Kapazitit werden genannt . . . . . 1 abs. Farad

1 Z.B. W. Jaeger in Band 2 und 16 des Handbuchs der Physik, herausgeg. von Geiger
und Scheel.
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1 elmgt. ¢-g-s-Einh. der mgt. Feldstirke wird genannt . . . . 1 GauB
frither; heute auch . . . . . . . . . 1 Oersted
1 " ' der mgt. Induktion wird genannt . . . . . 1 GauB
) ” des mgt. Induktionsflusses wird genannt. . 1 Maxwell
107 ,, ' der Energie werden genannt . . . . . . . 1 abs. Joule
=107 Erg
107, ' der Leistung werden genannt . . . . . . 1 abs. Watt

Als Langen- und Zeiteinheit bleiben cm und sec.

Nachdem diese Festsetzungen getroffen waren, hat man begonnen, nach inter-
nationalem Ubereinkommen von den drei Einheiten des Stromes, des Widerstandes
und der Spannung zwei gesetzlich festzulegen. Durch Messungen hat man dann
ermittelt, wie genau die absoluten Einheiten des urspriinglichen technischen Maf-
systemes durch die international vereinbarten, empirischen Einheiten verkorpert
werden. Setzt man
emp. Amp =gq abs. Amp,
emp. Ohm =gy abs. Ohm,

Sy

so folgt hieraus

1 emp. Coul =g abs. Coul

1 emp. Volt =pgq abs. Volt
1 emp. Watt = pg? abs. Watt
1 emp. Joule =pg? abs. Joule

pg?-107 Erg
1 emp. Farad =p™ abs. Farad
1 emp. Henry =p abs. Henry.

Die zur Zeit wahrscheinlichsten Werte in bezug auf die im folgenden (B.) ge-
nannten international vereinbarten, praktischen Einheiten sind

g =1—0,00004, p =1,00051,
sodaB pq = 1,00047, pg? =1,00043.
Das Gawpsche symmetrische System geht aus von den zwei Festsetzungen

K,= 681:22 und K, = mlrzz salso bk =h =1, gg =py = ZI,?’ und legt dadurch die
Einheit der elektrischen und die der magnetischen Menge unabhéngig voneinander fest.
Dadurch folgt nach GI. (10) als AnschluBfaktor die benannte Zahl y= Zc; ; die

Gleichungen lauten:

oG i

w,=g € w=g 9 =4 [€9];
c-rot@=4n<@+%—i—)=4—;@+%s@;
c-rot@:——‘i—:—%?=—§7y,§).

Dieses MaBsystem wurde von Helmholtz und Hertz benutzt, die Namen-
gebung stammt von Helmh oltz; in der gebréuchlichsten Schreibweise mit v=1x = 4z
wird es insbesondere in der theoretischen Physik oft angewandt!, die Schreibung
v=yx=1 ist weniger hiufig. Lorentz hat in der Enzyklopiddie (und in seinen
Vorlesungen) v=1, x=4uz.

b. Rationale Systeme.

In diesen steht der Kugelflichenfaktor 4 # nur an dem ihm zukommenden
Platze, nimlich im Nenner der Punktkraftgesetze. Dies wird dadurch bewirkt,

1 Z. B. Handbuch der Physik, herausgeg. von Geiger und Scheel; Lehrbiicher von M.
Planck.
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daB die Einheit der elektrischen Ladung und die Einheit der magnetischen Menge
1

47
System. Man setzt ausschlieBlich y= =1.
Das Lorentzsche symmetrische rationale System. Es ist das rationale GauBsche,
e, e. m, m, 1
setzt also fest K, = 4;827.2 und K, = #;4:2’ also k=h =1. =t =1,
daher muf sein y =c¢; die Gleichungen werden

D=cC; B =u9;

=0,2821mal so groBl gemacht wird, als im entsprechenden nichtrationalen

@@ @2 %/ 2
Wy =" =g wm=©2 =%§" ©=c[CD];
c-rot@=(§5+%—s?;
. 2%
¢ rot € =——.

Dieses System hat Lorentz inder Enzyklopédie und in seinenVorlesungen benutzt.
Die Heavisideschen rationalen Systcme sind gekennzeichnet durch die Fest-
setzung y=1, daher g pu,= 1 2B ergibt sich

c?’

ein elektrostatisches rationales System durch die Festsetzung k=T1;£ , =1,

c? 1
also h_——m, ﬂo—_—F,
ein elektromagnetisches rationales System durch die Festsetzung h= % y po=1,
c? 1
also k—-H, & = o5
ein symmetrisches Heavisidesches System durch die Festsetzung k=h=74—c; ,
1

o =Ho ="
Allen Heavisideschen Systemen ist folgende Schreibweise gemeinsam:

. _ €D _ &

D=r¢,-¢C, We =3 Ke—4nr250£’
P _ ¥ . mymy

B =pop 9, Wm="g> K"‘_4nr2uolt’
mt@:@-}-%, rot@=——%—?, ©=[€E9].

Sie stimmt iiberein mit der Schreibweise der Gleichungen im praktischen MaBsystem.
B. Praktische Mafsysteme.

Sie haben gemif I. vier voneinander unabhéngige, vereinbarte Grundeinheiten.
Die Vereinbarung betrifft jeweils die Festsetzung sowohl des Betrages der Ein-
heit als auch des Verfahrens, nach dem sie verkérpert (dargestellt) werden soll,
und es sind hauptsichlich die Erfahrungen der FeinmeBtechnik, die fiir diese
Definitionen bestimmend sind. Eine kritische Untersuchung dieser praktisch-
meBtechnischen Fragen gehort nicht hierher, doch sei an die Moglichkeit erinnert,
daB durch Fortschritte der Mefitechnik sich bessere und genauere Verfahren fiir
die Darstellung (Verkorperung) einer Einheit ergeben kénnen, als die bisherigen.
Kommt man dann iiberein, die Einheit durch ein anderes Darstellungsverfahren
zu definieren, so kann bei dieser Gelegenheit auch der Betrag verindert werden.
Hierzu vgl. die Ausfithrungen von III. Weiterentwicklung.

Gegenwirtig sind die elektrischen Einheiten in allen Léndern der Erde die
gleichen; ebenso steht es mit dem ZeitmaB, dagegen sind die Langen- (Raum-) MaBe
nicht iberall einheitlich?.

1 England, Amerika.
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Die gegenwirtigen Vereinbarungen iiber die vier Grundeinheiten des praktischen
Mieschen MaBsystemes, und die daraus folgenden Zahlenwerte der Konstanten
und Aquivalente, sind die folgenden:

1. Die Einheit der elektrischen Ladung, 1 emp. Coulomb, ist gleich der Ladung
von 1,11800-1073 g Silberionen. Ein Strom hat die Stérke 1 emp. Ampere, wenn bei
konstanter Stromstéarke die Ladung 1 emp. Coulomb in 1 sec durch den Leiter iibergeht.

2. Die Einheit der Spannung wird nicht unmittelbar, sondern tiber das Ohmsche
Gesetz durch die Einheit des Widerstandes festgelegt. Eine Quecksilbersiule von
106,300 cm Linge und 14,4521 g Gewicht von konstantem Querschnitt hat bei der
Temperatur des schmelzenden Eises fiir Gleichstrom den Widerstand 1 emp. Ohm.
Wenn durch einen Widerstand 1 emp. Ohm der konstante Strom 1 emp. Ampere
geht, so betrigt die Spannung zwischen den Enden des Widerstandes 1 emp. Volt.
Es hat sich aber das Bediirfnis herausgestellt, direkte Spannungsnormale zu haben,
es wurde daher international vereinbart: Als ,,Normalelement* dient eine Queck-
silber-Kadmium-Kette von vorgeschriebener Zusammensetzung, genannt Weston-
Element. Seine Spannung ist zu 1,01830 emp. Volt bei 20° C festgesetzt.

- 3. und 4. Als Einheiten der Linge und der Zeit werden cm und sec gebraucht,
oder zweckméaBige Vielfache (Zehnerpotenzen) dieser Einheiten (Pohl). Ihre Defi-
nitionen sollen hier nicht erdrtert werden.

Die Schreibweise ist die Heavisidesche rationale. Man hat nun die universellen
Konstanten g, und u, auf sehr verschiedene Weise gemessen!; die derzeit besten

Werte sind _13 emp. A
. p- Amp - sec
&= 10,8859 -10 emp. Volt - cm ’
—g emp. Volt - sec
Mo =1,25598 - 10 omp Amn om
p- Amp - cm
Aus g, und p, ergibt sich

=1 —99979-100 2 yund I,=7]/ =376,53 emp. Ohm.
1/30 Mo see €

Zum AnschluBl an die anderen Gebiete der Physik braucht man noch die Be-
ziehung der elektromagnetischen zur mechanischen Energieeinheit [Gl. (2)]; die
praktische elektromagnetische Energieeinheit ist

1 emp. Coul-1 emp. Volt =1 emp. Joule 2,
1 emp. Joule =4 Erg.
Messungen der Verhiltniszahl 4 ergeben als derzeit besten Wert
4 =1,00043 - 107.
Ubrigens hat man auch gemessen:
1 emp. Joule = 0,23899 cal.

Wir fiigen hier noch die folgenden Beziehungen ein (g* bedeutet Gramm als
Krafteinheit, Joule die elektromagnetische Energieeinheit ?):

130U ) Sthen —10,2kg* 3,
cm
1kg*-m = 9,81 Joule,
1 J:e‘fe =1 Watt — 1,359 - 10-3 PS,
1 cal = 4,1842 Joule — 4,1860 - 107 Erg.

Sind R, J, U die Zahlenwerte eines Widerstandes, einer Stromstirke, einer
Spannung in einem durch bestimmte Werte von &, u,, A festgelegten praktischen

1 G. Mie: a.a. O.
2 In 9. Gl (1) wurde hierfiir zur Verdeutlichung geschrieben: 1 Joule (elektrisch).
3 In bezug auf die praktischen Einheiten 1 Joule, 1 em, 1 sec ist d1e Massenemhelt lgr=

107 Joule sec? _, Joule sec? cm?
WT = 0,99957 10~ T denn es ist 1 Erg = 1 00043 ————Joule=1 gr- 8602

[4
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MaBsystem, und will man diese umrechnen in die Zahlenwerte R’, J’, U’ in einem
anderen, durch &, uy, A" gegebenem System, so hat man dafiir die Gleichungen
R:R =/ﬂ,:,u3_=f6:80;-

UJ:U'J =RJ*:R J*=A4":A.
Daraus folgt

und entsprechend die abgeleiteten GréBen. Durch Angabe zweier der vier GrofSen
&0» Mo € I’y und des Energiedquivalentes A als benannte Zahlen (MeBwerte), dazu
des Ausdruckes der elektromagnetischen Energieeinheit in den Grundeinheiten
des Systemes ist jedes praktische (Miesche) MaBsystem vollstindig gekennzeichnet.

Benennungen!. L: Lénge, T: Zeit, U: Spannung, Q: Ladung, JE%: Strom.

El. und mgt. Feldenergie W, Arbeit 4 . . . . . . QU=]JUT
Kraft Ko o oo oo QU _ 1T
Rauml. Feldenergiedichte w . . . . . . . . . . . QL_:J_ =/ EsT
Leistung N. . . . . e e e e e e e e e e e Q—TU =JU
Leistungsstromdichte § . . . . . . . . . . . .. %_% = —J—LUT
Relaxationszeit §. . . . . . . . . . ... ... T
Wellenkonstante I" . . . . . . . .. ... ... TU
Wellengeschwindigkeit », ¢ . . . . . . . . . .. .ll“_
El Feldstirke B . . . . . L Mgt. Feldstirke H . . . . . . . -
El Verschiebungsdichte D . % = JL—I Mgt. Induktion B . . . . . . . yL—;[
ELFlu8 2. .. ... .. Q=]T Mgt. FuB @ . . . .. .. .. Ut
El Konstante g, . . . . . UQE = LJJ_-II-_ Mgt. Konstante g . . . . . . . JBLI
Kapazitit ¢ . . . . . . . 2 =21 Induktionskoeffizienten L, I . . EJI
EL Widerstand B . . . . . Y
Spez. el. Widerstand o . . U—JIZ
El. Stromdichte G- . . . . _LJ?

1 Die Benennungen der absoluten Maflsysteme entstehen, wenn man in diesen Benennungs-
formeln die Benennungen von Strom und Spannung des betreffenden absoluten M. einsetzt.

Fischer, Elektrodynamik. 12
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Tafel der MaBsysteme. Nach der Schreibweise Gl. (3) bis (10). Die maBsystemerzeugenden
Festsetzungen sind hervorgehoben.

MafBsysteme £ Ho v k h
Absolute M. (willkiirliche Einheitengl., 3 Grund-
einheiten (Benennungen): Lénge (cm), Zeit

(sec), Masse (g).
Nichtrationale M. . . .
i I _— 2
elektrostatisch (Maxwell) . . . . . . . in Ind Ix 1 ¢
. I . 1 1 1 2

elektromagnetisch (urspriinglich technisch) Tnct in in c 1

. 1 1 c
symmetrisch (GauB). . . . . . . . .. im in in 1 1

Rationale M.

- 1 1
symmetrisch (Lorentz) . . . . . . . . 1 1 c s e
Heavisidesche rationale . ! ,

. ¢
elektrostatisch . . . . . . . . . . .. 1 i 1 in i
leks isch 1 1 R R e
elektromagnetisch . . . . . . . . . . o in i
- 1 1 c ¢
symmetrisiert . . . . . . .. . ... o o 1 in in
Praktische (Miesche) M. (4 vereinbarte Grund-
einheiten (Benennungen), davon 2 elektroma-
gnetische: Ladung (Amp - sec), Spannung — 1 1
(Volt); Lange (cm), Zeit (sec) . . . . . . . Eglgc:=1 1 =
dme | 47y,

ITI. Weiterentwicklung.

Eine Anderung des im vorstehenden geschilderten Tatbestandes tritt in erster
Linie dann ein, wenn die Grundeinheiten anders definiert und vereinbart werden (a).
AuBerdem kann die Schreibweise der Gleichungen gedndert werden (b).

a) Wechsel der Grundeinheiten.

»,Das exekutive Organ der internationalen Meterkonvention, die Generalkonferenz
fir MaB8 und Gewicht, hat auf Vorschlag des ihm unterstellten Komitees fiir MaB3
und Gewicht im Jahr 1933 beschlossen, an Stelle des bisher allgemein benutzten
Systems der internationalen Einheit das absolute elektrische MafBsystem einzufiihren,
und gleichzeitig das Komitee fiir MaB und Gewicht ermichtigt, den Termin der
Einfiihrung der neuen Einheiten zu einem geeigneten Zeitpunkt festzusetzen. Die
Beschliisse der Generalkonferenz sind fiir alle Staaten, die der Meterkonvention
beigetreten sind, zu denen auch Deutschland gehért, bindend!.*

Nach diesem BeschluB sollen also die oben in II. B. angegebenen international
vereinbarten elektrischen Einheiten als Grundeinheiten verlassen und die absoluten
elektromagnetischen Einheiten in der Ab#énderung eingefiihrt werden, die wir in
II. A. a) als ,,urspriingliches technisches MaBsystem‘* bezeichnet haben. Die Frage
der FeinmeBtechnik, ob und in welcher Weise die neu einzufiihrenden Einheiten
gegeniiber den bisherigen mit gréBerer Genauigkeit festgelegt werden kénnen und
welches die Einzelheiten der maBgebenden MeBverfahren fiir die Darstellung sein
sollen, kann hier nicht erértert werden. Desgleichen iibergehen wir die Frage der
praktischen MeBtechnik, in welcher Weise sich die geplante Anderung in einer

1 Das genannte Komitee hat 1935 beschlossen, ,,dal die endgiiltige Ersetzung am 1. Januar
1940 in Kraft treten wird“. — Bekanntmachung der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt,
siehe z. B. Physik. Z. Bd. 37 (1936) S. 38.
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Anderung der Zahlenwerte von Eichstiicken, z. B. bei Widerstandsnormalen, bemerk-
lich macht. Fir die Theorie bedeutungsvoll ist die Frage, wie sich das praktische
MaBsystem (II. B.) zu der Einfiihrung der absoluten Einheiten verhalt. Hierzu ist
zu bemerken:

Versteht man diese Einfiihrung dahin, daB die Einheiten Amp, Volt, Waitt,
Ohm usw. als dezimale Vielfache der elektromagnetischen c¢-g-s-Einheiten definiert
werden (nicht diesen besser angendhert werden, als dies bisher durch die inter-
national vereinbarten Einheiten geschehen war), so hat man grundsitzlich wieder
ein System mit den drei absoluten mechanischen Grundeinheiten, denn auf
diese Weise sind die absoluten elektromagnetischen Einheiten definiert. Es ist z. B.

definitionsm&Big
1 abs. Amp. =107/ Dyn,
cm
1 abs. Volt =108 oo l/ Dyn .

Andererseits ist heute allgemein anerkannt, da8 ein System mit vier Grund-
einheiten, wie das praktische Miesche, der Elektrizitdtslehre am besten angepaBt
ist, weil man, wie schon in 4. angegeben und z. B. in 40. bestéitigt wurde, genau vier
unabhingige GroBen, daher vier unabhingige Benennungen (Grundeinheiten) in
der Elektrizitatslehre hatl. Da man weil, daB die elektromagnetischen Vorginge
ausschlieBlich durch mechanische Begriffe nicht vollstindig gekennzeichnet werden
konnen, erscheinen rein mechanische Einheiten der elektromagnetischen GréfBen,
wie man sie in der I. und II. beschriebenen Weise durch Zuriickfithrung der vier
unabhingigen GrundgréBen und -einheiten auf drei erzwingen kann, ungerecht-
fertigt2. Damit hingt zusammen, daB man hiufig aus der Benennung in bezug
auf das Vierersystem die Definition oder das MeBverfahren der betreffenden GroBe
erkennen kann, aus der ,,absoluten* Benennung dagegen nicht. Man braucht in-
dessen auch jetzt die Vorteile des Vierersystems nicht zu verlieren. Das Miesche
System ist, wie gezeigt, auch mit anderen Definitionen, als den bisherigen, fiir die
Einheiten von Ladung (Strom) und Spannung vertriglich. Es ist somit sowohl
begriindet, wie auch gerechtfertigt, die Ausdrucksweise des prak-
tischen Vierersystems, insbesondere die auf dieses bezogenen Be-
nennungen, und daher auch zweckmiaBigerweise die Heavisidesche
Schreibweise beizubehalten. Eine Anderung gegeniiber bisher besteht dann
lediglich darin, da die Grundeinheiten anders definiert sind, nimlich als bestimmte
dezimale Vielfache der entsprechenden absoluten elektromagnetischen Einheiten.
Dann gilt an Stelle der oben angefithrten Zahlenwerte z. B.:

1 abs. Volt-1 abs. Amp-1 sec=1 abs. Joule =1-107 Erg =1-107 Dyn - cm,

1 abs. VOI; =1 abs. Ohm,

1 abs. Am
__ 47 abs.Volb-see
Ho = 109 abs. Amp - cm ’

__10° abs. Amp -sec
" 47® abs.Volt-cm ’

dabei ist ¢ der Zahlenwert der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum, angegeben
cm

in — . Mit dem derzeit besten Wert ¢ = 2,9979 - 1010%1% daher

sec

€o

1 Dies gilt auch fiir die mikroskopische Elektrodynamik, die Elektronentheorie.

2 ,,Die orthodoxe Zahl 3, die den sogenannten absoluten MaBsystemen zugrunde liegt,
konnte so lange verbindlich erscheinen, als man hoffen konnte, die Elektrizitat auf Mechanik
zuriickzufiihren. Diese Zeit ist voriiber. Man tut den elektromagnetischen GroSen Gewalt an, wenn
man sie in das Prokrustesbett der 3 Einheiten hineinzwingt. Dagegen befinden sie sich in dem
System der 4 Einheiten ganz bequem...“ A. Sommerfeld: Z. techn. Physik Bd. 16 (1935) S. 420.

12*
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_ —13 abs. Amp - sec
& = 0,88544- 10 abs. Volt - cm

_ .18 abs. Volt - sec

Ir,= ]/%'l = 376,72 abs. Ohm?1.
0

b) Schreibweise der Gleichungen.

In 4. war festgestellt worden, daB die von uns benutzte Form der Gleichungen
mafunabhingig aufgefaBt werden kann, somit unabhingig ist von der Wahl und
Bestimmung der Grundeinheiten. Schreibt man andererseits ohne Riicksicht auf
diese Uberlegung fiir simtliche in einer Gleichung auftretenden unabhingigen
Grofen unabhingige Einheiten vor, so wird die Gleichung allgemein mit Hilfe eines
Proportionalititsfaktors erfiillt, der als benannte Zahl eine Einheitenbeziehung
darstellt (vgl. das Beispiel eingangs I.). Die einzelnen MaBsysteme unterscheiden
sich aber voneinander in der Bestimmung der Grundeinheiten, somit auch im Auf-
treten und der GroBe solcher Faktoren in den einzelnen Gleichungen. Betrachten
wir daher die von uns betrachtete Schreibweise nicht als maBunabhiingig, sondern
als zum praktischen System gehorige Form der Gleichungen, so folgt demnach z. B.
aus der Gleichung 4 =QU, daB bei unabhingig gegebenen Einheiten fiir Ladung
und Spannung die Arbeits- (Energie-, Kraft-) Einheit nicht eine mechanische, sondern
eine elektromagnetische Einheit ist (9.). Ebenso war es gerechtfertigt, das Durch-
flutungs- und das Induktionsgesetz (die beiden Hauptgleichungen) ohne Pro-
portionalitdtsfaktoren zu schreiben, da an diesen Stellen die Moglichkeit besteht,
daf die Einheiten der magnetischen GréBen nicht selbstindig festgelegt, sondern
bei gegebenen elektrischen Einheiten an diese angeschlossen werden 2. Eine
Anderung der Form der elektromagnetischen Gleichungen tritt somit (abgesehen
von reinen Zahlen) dann ein, wenn man hervorzuheben wiinscht, daB in gewissen
Gleichungen die Benennungen (Einheiten) der GréBen zu beiden Seiten des Gleich-
heitszeichens voneinander unabhingig sind. Betrifft dieser Wunsch den Anschluf3
der mechanischen Einheiten iiber die Energie- und Kraftgleichungen und den An-
schluB der elektrischen und magnetischen Einheiten aneinander, so wird man
etwa zu schreiben haben:

€D

%/
we=k1 9 wm_k2® >

= 5

P) 0B
nerot§ =6 +52, yert€=—2, 5 [€5]=6.

Zwischen g, i und den fiinf Koeffizienten bestehen dann hinsichtlich der Be-
nennungen gewisse Beziehungen, die leicht anzugeben sind, falls die anderen elektro-
magnetischen Gleichungen keine weiteren Koeffizienten enthalten. Fiir manche
Zwecke kann die Auffassung niitzlich sein, daB € und D einerseits, § und B anderer-
seits jeweils in derselben Einheit zu messen seien. An die Stelle unserer Form
D=¢eC, B =p 9 tritt dann offenbar D =¢ €, B’ =u . Damit ergibt sich die
folgende symmetrische, dieser Voraussetzung besonders angepafite Schreibweise:

1 Setzt man die angegebenen absoluten Einheiten 1 abs. Volt und 1 abs. Amp ein, so erhilt
man in absoluten Einheiten:

1 abs. Ohm = 10° 2>,
sec
Ho =4 7 = 12,5664 (reine Zahl),

— —_ . —22 sec?
s = g = 088541072

— — . 1010 &
Ty=pgc = 387,672+ 100 2

2 Vgl. Anm. zu 28. Gl (1) und 30. Gl (1).
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w,, w,, wie oben, daher z. B. & =k, -QGC, ferner

divD =7, 06 =G+ G, J=/@df=—%§%, U=k [Cdr;

2 o8

kz-T0t®=@+ a1 ! kl'TOtﬁz—W,

hieraus folgt
S =kky[€EH] und c=1Vkk,.
1

Bei Benutzung der vier praktischen Grundeinheiten setzt man z. B. &, =,
0

ky = i, wobei g und u, die oben angegebenen Grofen der beiden universellen
0

Konstanten sind, auBerdem 148t sich diese Schreibweise noch manchen anderen

Forderungen anpassen?.

2'. Darstellung periodischer Vorginge.

Ein zeitlicher Vorgang f (¢} heit periodisch, wenn seine gesamte Erschei-
nungsform (,,Phase’) in regelméBigen Zeitabstdnden T (Periodendauer) identisch
wiederkehrt. Dazu gehort, daB in diesen Zeitpurikten nicht nur f(¢) sélbst, sondern
auch sidmtliche zeitlichen Ableitungen ihren Wert wiederholen. (Eine abklingende
Schwingung z. B. ist daher nicht in Strenge periodisch.) Der Kehrwert der Perioden-
dauer ist die Anzahl der Perioden in der Zeiteinheit oder die , Frequenz‘

= )

Sicherlich periodisch sind infolge der Eigenschaften der Kreisfunktionen die
,,harmonischen‘ Zeit{funktionen

t . t
0082:/1?,—; sm2nT. (2)
Hier bezeichnet man
%,ﬁz— =2nf=w (3)

zur Unterscheidung von f als , Kreisfrequenz. Der Betrag des Hochstwertes
einer harmonischen Schwingung wird ,,Amplitude’ oder Schwingungsweite ge-
nannt.— Zwei harmonische Schwingungen ergeben addiert einen periodischen Vorgang
offensichtlich nur dann, wenn ihre Periodendauern sich zueinander verhalten, wie
zwei ganze Zahlen (deren eine Eins sein kann, nicht mufB). Dies gilt sinngemif
erweitert fiir die Summe beliebig vieler harmonischer Schwingungen. Daher um-
gekehrt: Jeder periodische Vorgang kann zerlegt werden in eine Summe harmonischer
Schwingungen, deren Frequenzen sich zueinander verhalten, wie ganze Zahlen (oder:
deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache einer kleinsten Frequenz sind; die Schwin-
gung dieser kleinsten Frequenz ist aber nicht notwendig mit endlicher Amplitude
in der Summe vorhanden). Durch

f(t) =4 -sin (wt + @) 4)
ist ausgedriickt, dafl die harmonische Schwingung mit der Amplitude 4 zur Zeit
t =0 den Wert 4-sing hat. ¢ wird Anfangsphase oder besser Phasenwinkel
genannt. Eine harmonische Schwingung ist durch Amplitude, Frequenz und Phasen-
winkel vollstindig gekennzeichnet.

Dreht sich eine Strecke 4 mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um einen
festen Endpunkt, wie der Zeiger einer Uhr, so beschreiben die Projektionen der
Strecke auf eine feste Achse die Ordinaten einer Sinuskurve. Bezeichnet daher
in Abb. 1 die Strecke OP=A4 die Amplitude der harmonischen Schwingung und
stimmt die Winkelgeschwindigkeit mit der Kreisfrequenz w iiberein, so stellen die

Projektionen OP’ auf die zur Anfangslage senkrechte Richtung die Augenblicks-
1 Vgl. Anm. 2 zu 1’. GL (13), S. 172.
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werte von A -sinwt dar. Entsprechend bezeichnet fiir eine zweite Schwingung,
die die gleiche Frequenz w und die Amplitude O @ = B hat, und gegeniiber 4

um einen Phasenwinkel @ verschoben ist, die Projektion O @’ die Augenblickswerte
von B:sin(wt+¢@). Als Drehrichtung der Strecken wihlt man allgemein die
mathematische (gegen den Uhrzeiger). Anstatt die Strecken rotieren zu lassen,
kann man sie auch feststehend denken
und die Gerade, auf die sie projiziert
werden, im entgegengesetzten Sinne
drehen lassen: Zeitlinie (Z.L.). Eine
Schwingung 1 eilt um einen Phasen-
winkel ¢ vor einer anderen 2 voraus,
wenn die Zeitlinie zuerst in die Lage 1
kommt. Solange es sich um mehrere
Schwingungen gleicher Frequenz han-
delt, sind die Winkel zwischen den ein-
zelnen Strecken konstant, man kann
daher die einzelnen Strecken, wie Vek-
toren, zu sich selbst parallel verschie-
ben, es gelten daher die bekannten
Regeln der geometrischen Addition fiir
diese Strecken.

Das Gegenstiick zu dieser Darstel-
lung griindet sich auf die bekannte
Tatsache, daB in der Ebene der kom-

Abb.2%.1. Z trischen Darstellung harmoni
B hwingungen. = rmonischer  lexen Zahlen der Ausdruck

et =cos o + ¢ sin o (5)
eine Strecke der Linge Eins vorstellt, die mit der reellen Achse den (gegen den
Uhrzeigerdrehsinn gezahlten) Winkel « bildet. Daher ist die komplexe Zahl

a+ib=r-e*=r(cosa-+1isina), (6)
wenn
r2 =a? 4 b2, tgoc=%.

Wir schreiben auch: Betrag von @ +ib=r=|a 4 ib|. Abb. 2. Nehmen wir
also « zeitlich verdnderlich an: «a=wit+ @, so ist der reelle Teil (,,Re“) von
A -eilot+e) (7)
die Schwingung 4 - cos (wt+ @), der imaginire Teil (,,/m*)
ist 4 -sin (wt+ ¢).
Es ist offenbar, daB man mit Gl. (7) viel leichter rech-
net, als mit den Kreisfunktionen (z.B. differentiieren und
3 integrieren); es ist aber notwendig, jeweils anzugeben, ob
man den reellen oder imaginiren Teil der komplexen Aus-
v driicke meint. Stellt man mehrere Schwingungen nach Art
0 a +® von GI. (7) dar, so bleiben, gleiche Frequenz w voraus-
' o . esetzt, die Winkel zwischen den einzelnen, die Amplituden
et Boare dor Komploxen Falon %orstellenden Strecken konstant. Daher kénnen die ein-
zelnen Strecken parallel zu sich selbst verschoben und
ebenso addiert werden wie Vektoren. Wenn man sich aber nur fiir die GroéBen
und die unverinderliche relative Lage der Strecken zueinander interessiert, liegt
es nahe, iiberall die Zeitfunktion ei®? abzuspalten:

A.ei(wt+<p)={A.ei(p}eiwt=Aeiwt' (8)

Die komplexe Zahl 4, die aussagt sowohl iiber die Amplitude 4 der Schwingung
wie iiber ihren Phasenwinkel (Anfangsphase) ¢:

+Jm
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A = Aeiv, |./f|=A, Reff:Acosq);

- o 1
A=a+ib, A=_ya*+0?, tg(p:% (9

wird in abgekiirzter Ausdrucksweise als ,komplexe Amplitude bezeichnet.
Mit den von der Zeit unabhingigen komplexen Amplituden ist daher zu rechnen
wie mit gewohnlichen komplexen Zahlen, deren Rechenregel wir hier nicht wieder-
holen wollen. Um zur physikalischen Lésung zu kommen, ist nach Multiplikation
mit et je nach Verabredung der reelle oder der imaginire Teil des Ausdrucks zu
nehmen.

Die einfache Rechnung mit komplexen Amplituden beschrinkt sich auf das
lineare Gebiet (lineare Operationen, gleiche Frequenz).

Das Produkt der reellen Teile zweier komplexer GréBen ist verschieden von dem
reellen Teile des Produktes. Praktisch kommt es allein auf den zeitlichen Mittelwert
des Produktes zweier harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz an. Sind die
beiden Schwingungen z. B.

U="U,cos (wt + ), J=Jycos(wt+¢), (10)
so ist der zeitliche Mittelwert des Produktes

T
U_J=%/UJdt=%UoJocos(<p—tp). (11)
0

Sind U und J Wechselspannung und -strom, so ist UJ =N die mittlere Wirk-
leistung. — Setzt man U=J, so ergibt Gl (11)

Ji= 13, (12)

und J?2 als Zeitmittel des Quadrates des Wechselstromes wird Quadrat des ,,Effek-

tivwertes* genannt. Die beiden Schwingungen Gl. (10) kénnen wir auch darstellen
durch

U = Re{Ujeivt}; U, =U,ei?,

J = Re{Jyeiot); Jy = Jyeiv.

Ersetzen wir eine der beiden komplexen GroSen { ...} durch ihren konjugiert

komplexen Wert? und bilden das halbe Produkt mit der anderen, so haben wir

(13)

entweder -;«ﬁoeiwt-jﬁe‘i“’t=%U0Jo'ei(¢"P) =P,
i i (14
oder %ﬁge-iwt-Joe“"=?U0J0-e—i(¢—'l’)=P*;
hiervon ist der reelle Teil
Re P = Re P*= L UyJy - cos (p—y) = UJ. (15)3

Der zeitliche Mittelwert des Produktes der beiden Schwingungen wird somit
erhalten als der reelle Teil des halben Produktes des komplexen Ausdruckes der
einen Schwingung mit dem konjugiert komplexen Ausdruck der anderen Schwingung.

1 Die hier zur Verdeutlichung iiber die komplexen Zahlen geschriebenen Zirkumflexe werden
normalerweise weggelassen.

_ 2 Zu A=a+ib=|4|e"™ ist konjugiert komplex 4*=a—ib=|4|-¢”* Daher ist
AA*=Ap o
3 Beispiel: Besteht zwischen Ujund J, die Beziehung U, =J, (R + ¢ X), so ist
% Re (T, jg“:%Re(fojo*(R +iX)}=%R|J.,|2=zV,

oder %(ffojg*qu ﬁz,*j,,)=%jo (,*(R+iX+R—iX)=%R1J°\2=ZV.



184 Verschiedenes. IIL, 2" &

Aus Gl. (14), (15) ergibt sich unmittelbar eine weitere, héufig bequeme Darstellung
fir U J: Es gilt fiir jede komplexe Zahl P

ReP = (P+PY), (16) 1
daher hat man einfach
UF =4 Uy J3 + U3 Jy). (17)?

Eine wichtige Anwendung findet diese Produktbildung beim ,,komplexen Energie-
stromungsvektor® [41. Gl. (11) bis (20)].

3'. Formeln der Vektorenrechnung.
a) Vektoren und einfache Operationen.

Eine GroBe wird als Skalar bezeichnet, wenn alle Werte, die sie annehmen
kann, eindeutig auf der Zahlengeraden abgebildet werden konnen. Eine Grofle
wird als Vektor bezeichnet, wenn alle Werte, die sie an-

9, nehmen kann, eindeutig abgebildet werden kénnen in gerad-
//]\ linigen Verschiebungen eines Punktes aus einer Anfangs- in
% .. eine Endlage. Ein Skalar wird vollstindig beschrieben durch

| Y % Angabe eines Betrages, ein Vektor durch eine nach Betrag und
Abb.8". 1. Projektion  Fichtung zu gebende Strecke 3. Ein Vektor ist demnach durch
eines Vektors. drei Zahlenangaben bestimmt, z. B. durch seine drei Kompo-

nenten in bezug auf ein rechtwinkeliges Koordinatensystem.
Wir benutzen ausschlieBlich rechtswendige (rechtshidndige) Koordinatensysteme.
Die Komponente eines Vektors ist seine Projektion auf eine gegebene Richtung.
Die Projektion ist ein Skalar. Wir schreiben Vektoren mit deutschen, Skalare mit
lateinischen Buchstaben: Vektor ¥, Betrag A =|%|, z-Komponente 4,.
Addition und Subtraktion (,,Parallelogramm der Krifte, Krafteck):
C=A4+B=B4+U
B=C—-A=C+(—A)
B—B=0
A+B)+C=A+(B+C) =A+B +C.
Multiplikation mit einem Skalar B= o A: Vektor B in Richtung des Vektors ¥,
Betrag B=a A (mit « =0 dndert sich der Richtungssinn). Daher:

Einheitsvektoren U = A A°: es ist A® ein Symbol fiir einen Vektor vom Betrage

Eins: A°=1, daher %° = —3 .

r°=% ist ein Vektor in Richtung des Fahrstrahles r vom Betrage Eins.

1 und t sind die normale und die tangentiale Richtung anzeigende Einheits-

vektoren.
i, i, f sind Einheitsvektoren in Richtung der z-, y-, 2-Achse eines rechtwinkeligen

Koordinatensystemes.
Skalares oder inneres Produkt zweier Vektoren definiert durch
AB = AB-cos(U,DB),
ist also ein Skalar? (Abb.1). Weil cos (—¢) =cos g, gilt das kommutative Gesetz
AB =B,
AP =0, wenn A | B.

1 Beispiel: Re{e'*} = —;— (¢'* + e~ %) = cos a.

2 Siehe Anm. 3, S. 183.

3 Masse, Arbeit, Energie sind Skalare; Kraft, Geschwindigkeit, Drehmoment sind Vektoren.

4 Beispiel: Die Arbeit, wenn eine Kraft & an einem mit der Geschwindigkeit b bewegten
Punkte angreift, ist in der Zeiteinheit § v = K v - cos (&, v).
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AA=A2 =A42%; (A2 =
ti=jj=1t=1; tij=jt=%ti=0.
Die z-Komponente von % nach Definition
iA=1-4-cos(z,A)=A4,;
Zerlegung von ¥ in rechtwinkelige Komponenten (vgl. Abb. 2a)
A=id,+j4,+14,.
iA=i24, =4,;

U2 = A2 4 A% 4 A2 = A2

Abb. 8’, 2a. Komponenten eines Vektors in bezug Abb. 8’. 8. Zum Begriff ,,Linienintegral“.
auf ein rechtwinkeliges, rechtswendiges Koordi-
natensystem. Einheitsvektoren.

Komponente von 2 in beliebiger Richtung 3, deren Winkel mit den Einheits-
vektoren bekannt sind:

A, = Agcos (8, ) + Ay cos (3,y) + A, cos (3,2),
den Vektoren eigentiimliches, grundlegendes Gesetz der Komponentenbildung.
Skalares Produkt in Komponenten
AB = (id,+id, +14) (B, +iB,+B)
—A4,B,+A,B,+A,B,, f
daher
d a8 as
ar (0B) =g +8 5 .
AC+ BE = (A + B) €: distributives Gesetz gilt. )
A B - C: Multiplikation des Vektors € mit dem Skalar AB. Daher Abb. 3. 2D.
AB-C=C AB+BC- . wendige Zucsdmmng.

Linienintegral eines Vektors. Veranschaulicht durch Arbeit der Kraft & lings
der Kurve 3, durch Zerlegung von 3 in verschwindend kleine gerade Wegelemente

2 2
d3 (Abb.3). dA=K -ds-cosa=8d3, A=f.@d§=f@dr, denn es ist zugleich
i i

d 3 =1,—1;, usw.
Bei geschlossener Kurve 8 heilt 35@d§ Rand- oder Umlaufintegral.

Vektorielle Fliche, rechtswendige Zuordnung. Ein ebenes, durch eine Kurve 8
umgrenztes Flichenstiick wird durch einen Vektor | dargestellt, indem man fest-
setzt, dall der Betrag f ein MaB fiir den Flicheninhalt ist und der Vektor f normal
auf dem Flichenstiick steht: als positive Normale gilt uns stets die dem Umlaufssinn
von § rechtswendig zugeordnete Normalenrichtung (Rechtsschraube, Korkzieher,
Abb. 2b). Die Normale n ist stets der Fliche rechtswendig zugeordnet: f=r1f; es
sind i, j, t den jeweiligen Koordinatenebenen rechtswendig zugeordnet.
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Flup eines Vektors. Eine nicht zusammendriickbare Fliissigkeit strome mit der
Geschwindigkeit v durch einen Querschnitt f. Das in der Zeiteinheit durchgeflossene

Volumen ist
D =vf-cos(v,n)=0f Allgemein:

~FluB“ & =[vdf.
f
Ist die Fliche eine geschlossene Hiille, so ist der ,,Hiillenflu* & =3§Ddf.

Vektorielles oder GupPeres Produkt zweier Vektoren definiert durch
C=[UAB]; C=AB-sin(¥UB);
der Betrag gleicht dem Inhalt des aus 4 und B gebildeten Parallelogrammes, die
Richtung ist rechtswendig senkrecht auf dieser Ebene!
(Abb. 4). Wegen sin (—¢@) =—sing ist
[AB] =-—[B U], kommutatives Gesetz gilt nicht.

G
/o [UB]=0, wenn A| B.
2 [A AT =0.
sny Lt =G0 =0y —o

[il=1% =1 [Fi]=]
Daher Komponentendarstellung des vektoriellen Produktes
[AB] =6 =iC, +iC, +tC,
C=|[(i4,+i4,+¥4,) (B, +iB,+tB)]
=i(4,B,—4,B,) +i(4,B,—4,B,) +1(4,B,— 4, B,),
oder als Determinante geschrieben

i it
[AB]=|4, 4, A4,|.
B, B, B,

Distributives Gesetz gilt: [% (B 4+ €)] = [A B] + [AC].

Zusammengesetzte Produlkite.
Vektor A B - € siehe oben.
Skalares Produkt eines Vektorproduktes V = U [B €] veranschaulicht durch
das Volumen des Quaders mit den Seiten 4, B, C. Daher
V=UA[BEC] =B [CA] =C [A B] ,,Vertauschungssatz‘‘.
Daher: V=0, wenn U, B, € in derselben Ebene liegen.,
Vektorprodukt eines Vektorproduktes P = [ [B €]]
=[[C€B]Y] =B-AC—C-ADB ,,Entwicklungssatz*.
8 liegt in der Ebene durch 8 und € und senkrecht zur Projektion von 9 auf diese
Ebene.
Daher: P =0, wenn Ebene durch B und € senkrecht zu 9.
A=n-An+[n[An]],
der erste Summand ist parallel zu n, der zweite senkrecht zu n.

b) Vektorfelder.

Wird in einem Raum der Wert einer ZustandsgréBe in Abhéingigkeit vom Ort
untersucht, so spricht man vom Feld dieser Zustandsgré8e; demnach sind méglich
Skalarfelder (hier vorzugsweise ,,Verteilungen‘ genannt, z. B. Temperaturverteilung
in einem Raum) und Vektorfelder (z. B. Geschwindigkeitsverteilung in einer Stré-
mung). Bild eines Feldes v durch Eintragen der Tangentenrichtung in jedem Raum-

1 Beispiel: Moment € einer Kraft B am Hebelarm 9.
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punkt. Der Feldrichtung folgende Kurven heiBlen Feldlinien, ihre Gleichung ist
[pd3] =0. Oder: Einteilung des Feldes in Réhren, durch deren Wandungen kein
FluB hindurchtritt, so daBl b-df = const firr jede Feldrohre. Wir nennen ein Feld
ein vollstindiges, wenn durch die betrachtete Begrenzung keine Feldlinien
(-rohren) hindurchtreten.

Ursprung fiir Vektorfelder: Quellen oder Wirbel. Ein von beiden verursachtes
Feld kann stets eindeutig in ein quellenfreies und ein wirbelfreies verlegt werden.
Daher bleiben zu untersuchen wirbelfreie und quellenfreie Felder mit Hilfe von
Randintegral und HiillenfluB; v ergibt sich als
wirbelfreies Feld, wenn jﬁbdr =0 unabhéingig vom Wege,
quellenfreies Feld, wenn 55 bdf =0 unabhidngig von der Flache.

In wirbelfreien Feldern entspringen und versiegen die Feldrohren in Quellen
und Senken des Feldes, oder erstrecken sich ins Unendliche, in quellenfreien Feldern
kehren die Feldrohren in sich zuriick, sind also geschlossen, oder sie erstrecken
sich ins Unendliche.

Wirbelfreie Felder.

Quellenstirke oder Divergenz. Um von dem von Null verschiedenen Hiillenfluf3
55 0df4+0 auf die im umschlossenen, endlich groBen Raumgebiet 7 vorhandenen
Quellen oder Senken des Feldes zu schlieBen, dient der Satz von Gaul

fndf-/(a”“ 6vy+avz> oy

der Integrand des Raummtegrales bezeichnet die Ergiebigkeit oder Quellenstirke
jedes Elementes d7 des von { umhiillten Raumes:

3% + 3v,, 4 9% 31}2
Divergenz in rechtwmkehgen Komponenten Der Skalar div b bezeichnet also die

Summe der Anderungen der Komponenten in der jeweiligen Langsrichtung.
Aus dem Satz von GauB:

=divb;

divp =lzmes?fﬁndf

T—>dr
die Quellenstirke ist der HiillenfluB eines unbegrenzt kleinen Raumteiles, im
Verhiltnis zu dessen Rauminhalt.

Der FluB eines quellenfreien Feldes durch eine Fliche, deren Randkurve fest
und gegeben ist, ist unabhé’mgig von der Form der in die Randkurve eingespannten
Fliche. Beweis: Zwei in dieselbe Randkurve eingespannte Flichen bilden zusammen
eine Hiille, und der Hiillenflu3 des quellenfrelen Feldes ist definitionsmaBig Null.

Sprungdivergenz. Andert sich ein Vektor un- 7
stetig beim DurchstoBen einer Grenzfliche, so umbhiillen o, 2
wir ein Element der Grenzfliche durch eine dosenartige .
Hiillfliche, vgl. Abb.5. Der Satz von GauB ergibt ar %
dann 2

foaf= [ (vy—vy)df.
nl/g (bz""‘ bl) E.D’L‘v b
ist der Sprung der Normalkomponenten von v, also die ,Lingsinderung*.

Gradient oder Gefdllstirke; Potential. Im wirbelfreien Feld ist das Randintegral
Null (Beispiel: Arbeit im Schwerefeld lings eines geschlossenen Weges), und daher
2

Abb. 8’ 5. Zum Begriff
,»Sprungdivergenz*‘.

/ b dr unabhingig von dem zwischen Anfangspunkt 1 und Endpunkt 2 durchlaufe-

1
nen Wege. Beweis: Zwei zwischen 1 und 2 verlaufende, belichige Wege bilden



188 Verschiedenes. 111, 3.

zusammen eine geschlossene Kurve, lings der im wirbelfreien Feld definitionsmaBig
das Randintegral verschwindet. Daraus: vereinfachte Darstellung wirbelfreier Felder
durch Hilfsskalar ¢ ,,Potential“, der eine Funktion der Feldpunkte, also des Ortes,
ist, geméiB

' P
op =¢o—0fbdr;

P der betrachtete, 0 ein beliebig als Nullpunkt gewéhlter Bezugspunkt, p daher
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, und

2
[odr =g —@,.
1

Nach obiger Definition ist d¢p =—v-dr =—uv,dr, daher Komponente des
wirbelfreien Feldes v in Richtung §:

()

__ 99 .
LI cs

’

in rechtwinkeligen Komponenten —d ¢ =— —S%d x =v,dx; daraus durch Zu-

sammenfassung
o=i(—52) +i(— 5L )+ (—5%) =—grade;

Darstellung des wirbelfreien Feldes v durch negativen Gradienten oder Geféllstirke
(Vektor) der Potentialfunktion (Skalar).

Veranschaulichung des wirbelfreien v durch Flachen gleichen Potentiales, dqui-
potentielle Flichen ¢ = const: auf ihnen stehen die Feldlinien senkrecht, denn fiir
sie gilt bdvr =0. Man definiert als
Sprunggradient Grad ¢ = ny, (P, — @)
den die sprunghafte Anderung eines Skalares an einer Grenzfliche darstellenden
Vektorl.

Berechnung des wirbelfreien Feldes aus seinen Quellen. Es sei gegeben die rdumliche
Quellenverteilung g (7, ¥, z) = div . Wegen der Wirbelfreiheit ist b =— grad ¢, daher
—o (%, y,2) =divgradp=A¢,

0? 0% 0%
axq; +_67/?;_ + 6:: ’

Uber die Bestimmung des Potentiales aus seinen Eigenschaften, und durch
Integration von 4 =0 und 4 ¢ =—p (Laplacesche und Poissonsche Gleichung)
siehe ausfiihrlich das Beispiel des wirbelfreien elektrostatischen Feldes 17. bis 22.

Quellenfreie Felder.

Rotation oder Wirbelstirke. Im nicht wirbelfreien Feld ist 39 bdr+ 0. Der
Wert des entlang einer geschlossenen Kurve von endlicher Lénge genommenen
Umlaufintegrales ist bestimmt durch Beitrige der einzelnen Elemente der in den
Rand eingespannten, im iibrigen wegen der Quellenfreiheit beliebigen Fliche durch

den Satz von Stokes:
fndr =/rott)df.
f

_ s (07 vy L[ Ovy  0v
mtb_l<——— 6z>+1<8z _61:)

do =

oy 0vy
oy +f(8x oy )’
i i f
0 0 0
rtv=\3r Ty oF
Ve vy v;

1 Beispiel: Temperatursprung an einer Wandung, ihm proportional der Warmestrom.
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Der Integrand des Flichenintegrales beschreibt die simtlichen nach bestimmter
Vorschrift auszurechnenden Querdinderungen des Feldes: Wirbelstirke oder
Rotation.

Beispiel: Ebene Stromung in Richtung z, deren Geschwindigkeit quer zum Feld
vy

sich éndert: b =iv, (y), Abb. 6: fvdr =1(v;—v,)+0, rotp =— Ty
Aus dem Satz von Stokes als anschaulicher Ausdruck fiir die Wirbelstirke:
. 1
rotv| =limes — P v dr,
rot | =limes - §

die Wirbelstiarke ist das Randintegral um ein unbegrenzt kleines Flichenelement,
im Verhiltnis zu dessen Flicheninhalt. Die Richtung der Wirbelstirke ist die der

4
A 2
o
a5
) =
7 5~
by
=
/ |
2 ——
A 7 v v, -o,
Abhb. 8. 6. Beispiel eines eindimensijonalen, Abb. 8’. 7. Rechtsdrehender Sprungwirbel.

‘Wirbel enthaltenden Feldes.

Flichennormalen. Eine die Vorstellungskraft unterstiitzende Veranschaulichung
dieses Ausdruckes fiir die Wirbelstérke ist ein unendlich kleines Miihlrddchen mit
freier Achse. An einem Punkt einer Fliissigkeitsstromung befindet sich kein Wirbel,
wenn dort das Mihlrddchen bei simtlichen Achsenstellungen unbeweglich bleibt
(Beobachtung anVorgéngen des téglichen Lebens!).

Wo eine sprunghafte Querdnderung eines
Feldes vorhanden ist, z. B. ein Sprung in der
Geschwindigkeit zweier benachbarter Schichten
einer strémenden (z. B. zéhen) Flussigkeit, bildet
man um die Sprungfliche einen schmalen Um-
lauf und findet mit dem Satz von Stokes

fﬁbdr =./ (g2 (0, —0y)] 4,
f

mithin als Kennzeichen fir die sprunghafte
Querdnderung den

Sprungwirbel  Rotv==[n, (s,— ;)]

gleich dem Sprung der tangentialen Kompo- " 8. Prii : S
nenten des Feldes (Querdnderung!). Abb. 7 zeigt DD B8 des it Warbettremert. o ret
einen einfachen rechtsdrehenden Sprungwirbel.

Vgl. auch 28. Abb. 8. Beschreibt man mit den Hinden die Bewegungen v, und v,, so
beschreibt ein dazwischengelegter ,, Quirl” (Kiichengerit) den Vektor Rot . Daraus:

an die Stelle von ,,Wirbelstirke* wire besser ,,Quirl”“ zu setzen.

Wir betrachten noch das Beispiel eines ebenen Feldes, dessen Feldlinien kon-
zentrische Kreise sind. Wegen der in sich zuriickkehrenden Feldlinien ist das Feld
sicher quellenfrei, daher hat es im allgemeinen die Eigenschaft 55 pdr=0, es hat
Wirbel. Wir fragen, unter welcher Bedingung ein solches Feld doch wirbelfrei sein
kann. Dazu muf} sein nach Abb. 8

0=ggtldr=vl-ﬁ—v2~0—D;



190 Verschiedenes. 111, 3.

das Verhiltnis der Wege ist 4 B:CD=r,:r,, die Bedingung lautet also v,r,=
¥y Ty = CONSt; v = const- %; bei jedem anderen Entfernungsgesetz ist das Feld nicht

wirbelfrei (Miihlrddchen!). Dies ist z. B. der grundlegende Unterschied zwischen
dem magnetischen Feld im Innern eines einzelnen, Gleichstrom fithrenden Rund-
drahtes, und auBerhalb des Drahtes.

Der FluB der Wirbelstirke hat wegen des Satzes von Stokes / rotvd f= 35 vdt

fiir alle in dieselbe Randkurve eingespannten Flichen denselben Wert. FaBt man
zwei beliebige derartige Flachen zu einer Hiille zusammen, so ist somit stets

fﬁ rotv di=0, daher divroty =0,

die Wirbelstirke ist stets quellenfrei.
Fiir ein wirbelfreies Feld ist
$gradpdr=0,  daher  rotgrade =0.
Durch Ausrechnen findet man ferner
rotrot v = grad divo —A v,
wenn man unter dem Vektor A 9 die Operation
Ay =idv, +jdv, +tAv,
versteht, die oben auf einen Skalar angewendet angeschrieben ist. Daher auch
2y Za) *p
A= Pt T oy? + 5=
Berechnung des quellenfreien Feldes aus seinen Wirbeln. Ein Feld v, das quellen-
frei ist, divp=0, ist durch seine Wirbel gegeben: B =rotp (eindeutig, wenn b
im Unendlichen verschwindet). Wie ein wirbelfreier Vektor als Gradient einer
skalaren Ortsfunktion dargestellt werden kann, kann ein quellenfreier Vektor als
Rotation einer vektoriellen Ortsfunktion 9 dargestellt werden durch p=rot %, denn
es ist divrot U=0. Zwischen p und W besteht der Zusammenhang
W=rotrot A =graddivA—A YN
und B =— AU, wenn A der Bedingung div A =0 unterworfen wird. Uber die Inte-

gration dieser Differentialgleichung und die Bestimmung des vektoriellen Potentiales
siehe ausfiihrlich das Beispiel des quellenfreien magnetischen Feldes 34.

¢) Rechenregeln.

Rechnung und Gedichtnis werden entlastet durch Benutzung des von Hamilton
angegebenen ,,symbolischen Nabla-Operators IV, der nach den Regeln der Vektoren-
und der Differentialrechnung behandelt wird. Er ist in rechtwinkeligen Komponenten

, 0 . 0 0
V=tgg tigy tig

Anwendung auf einen Skalar
th—t +1 +f6z =grad .
Skalares Produkt mit einem Vektor

ru=re 4 2 4 O _dinyt.
Vektorielles Produkt mit einem Vektor
i i t
0 0 0
[V 9«[] == _a; W W =rot 2[
4, 4, A,
Ferner
02 02 02
ve=vv 0x? +8y2 + 022 =4.
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Man findet auf diese Weise leicht
[V ({Ve)]=rotgradep =0
VipUAl=divrot A =0
VAV ) =divgrade
(VVyp=A4¢ =divgrad ¢
V (VA =grad div W
rFrA=4%«
(VIVUA]l =V VA — (V)Y oder
rot rot A = grad div A —A A
div[BC]=C-r0t B— B -r0t €
div(pA) =U-grade +@-divA, hieraus fir A =—grad p:
2 =g -div A—div (p U).
Verschiedene Koordinatensysteme. Rechtswendige Zylinderkoordinaten (Z.K.)

z (axiale Lénge), o (Abstand von der Achse), & (Winkel). — Raumliche Polar-
koordinaten (P.K.) r (Abstand vom Nullpunkt), # (Polarwinkel), o (Léngenwinkel).

Die Komponenten von U =grad ¢ sind

) . ) —a(’) 0 _1 op

1n ZK Az—“a—z‘) Ag'—_a?y A“_?W

) . _bg _lag 1 o9
in PX.: Ar—jr_; A"‘Ta—’ “ " rsind Oa

Esist Ag
. ' 1 8 ([ 2p\, 1&g &g
in ZXK.: A(p—gw( W)""Qz 0 o2 022
1 2 o 1 @ 1 2¢

. : o9
. . 299 - 7 . —_—
in PK.: A(p_r2 or (r 8r>+r28in0 o9 (8”“9 679>+"23"”2’93°‘2‘

Es ist div U
1 _3 1 04«

in ZK.: div%{:a—a“i;JrQ e d) +5 52
in PK.: divsu=r—12~j7(r2‘4,)+72n-5—3%(mﬁ-148)+®66‘::‘.
Die Komponenten von B =rot A sind
in ZK.: B, =%{§é_ (QAa)_aa_‘i@},
B, =%&—?a‘%zr.
in PK.: B, =m.lﬁ{% (sin & - Ag) — (361")},

1 04 0 .

By, =m{ﬁ_ﬂ (r.smﬁ-Aa)},
110 04

Ba— {W(T'Ag)-—a—ﬂr .
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Bedeutung der verwendeten Formelzeichen.

Gewohnliche lateinische Buchstaben: Skalare; deutsche Buchstaben: Vektoren; steile Buch-
staben (z.B. H): Benennungen; Querstrich oben (z. B. H): Mittelwert, ausgenommen z, j;
Bogen oben (z. B. fI): ,,komplexe Amplitude‘.

Senkrecht gedruckte Zahlen (z.B. 43.) bezeichnen Abschnittsnummern, schrdg gedruckte
Zahlen (z. B. 43) bezeichnen Seitenzahlen.

Bei mehrfachem Gebrauch ist die Stelle der ersten Erklirung angegeben.

A Arbeit
A Vektor allgemein, vektorielles Potential 23. 44, 34. 87.
o Strecke, als Index: aullen
A Integrationskonstante, ebenso B, C, D 39. 118.
B magnetische Induktion 23. 43.
b Strecke, Konstante der Wirmeleitungsgleichung 42. 135.
€ wahre elektrische Strémung 29. 67.
C Kapazitat, C, der Langeneinheit 10. 14, 14.
¢ Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum 42. 134, spezifische Wirme 42. 136.
D Verschiebung (-sdichte), el. Erregung 12. 21.
D Dampfung 37. 103.
d Strecke
€ elektrische Feldstirke 6. 6.
&° eingepragte elektrische Feldstiarke 26. 52.
E als Index: Eisen betreffend
e als Index: elektrisch
F (H) Eisenmagnetisierungskurve, ebenso F (B) 24. 46.
F Aquivalententladung 25.51, besondere Funktion bei magnetischer Arbeitsleistung
36. 100, Funktion im allgemeinen
/ Funktion, Fliche (f Fliche vektoriell), Frequenz
& elektrische Stromdichte, Strémung 25. 49.
g Fliachenstromdichte 28. 61.
$ magnetische Feldstirke (Erregung) 23. 42.
£ eingepriigte magnetische Feldstirke 24. 47.
h Strecke, Hohe
J temporare Magnetisierung 24. 47.
J elektrischer Strom 25, 48.
J, () Zylin7de]r§gnktion erster Art (Besselsche) der Ordnung y vom Argument x 39. 123,
47.
Im{...) imaginirer Teil von {...}. 37. 106, 2. 182.
i =)Y—1 imaginire Einheit
¢ als Index: innen, Laufzahl
i, j,  Einheitsvektoren in Richtung der z-, y-, z-Achse
& mechanische Kraft
K XKoerzitivkraft 23, 45.
f raumliche Kraftdichte 15.29, 36. 97.
k Konstante, Laufzahl, Kopplungsfaktor (k,, k,) 35. 93, kennzeichnende Konstante der
Stromverdringung 39. 119, 121, 124, Wirmeleitfahigkeit 42. 136.
L, 1 Liange
L, L;; Selbstinduktivitat 33. 8.
L; Gegeninduktivitit 33. 86.
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M Magnetisierung 23. 46, Remanenz 23. 45.

M Gegeninduktivitat 33. 86.

m Moment

m Zahl, als Index: magnetisch, kennzeichnende Konstante der Stromverdringung 39. 119,

N elektrische Leistung

N, (x) Zylinderfunktion zweiter Art (Neumannsche, Definition vgl. Jahnke-Emde,
Funktionentafeln) der Ordnung » vom Argumente z 39. 123.

1y, Einheitsvektor der Normalenrichtung, von Gebiet 1 nach 2 gerichtet
n Anzahl, als Index: normal gerichtet, Brechungsindex 42. 135.
o Querschnitt 7. 8.
B elektrische Polarisation 12. 23.
p, p Kraft auf die Flicheneinheit (Druck, Spannung) 15. 27, p magnetische Polstirke 23. 42.
£ Drehmoment, Wirmestromdichte 42. 136.
@, ¢ elektrische Ladung 2.2, ¢, der Lingeneinheit 7. 9.
R elektrischer Widerstand 27. §3.
Re|...} reeller Teil von {...}
1, # Fahrstrahl, Entfernung von der Achse, vom Mittelpunkt u. &.
r Reflexionsvermégen 45. 149.
© Energiestromungsvektor 41. 128.
3, s Kurve vektoriell, skalar
T Periodendauer 37. 104, 2’. 181.
t tangentialer Einheitsvektor
t Zeit, als Index: tangential, zeitlich
U, komplexer Energiestromungsvektor 41. 131.
U elektrische Spannung 8. 10.
U? eingeprigte elektromotorische Kraft (EMK) 27. §3.
V magnetische Spannung 23. 42, Phasengeschwindigkeit 44. 143.
V¢ eingepragte magnetomotorische Kraft 24. 48.
V? Energieiiberschuf 36. 99.
v, v Geschwindigkeit
% komplexe Zahl 38. 114.
W,, w, elektrische Feldenergie, -dichte 11. 18.
Woi» wy, magnetische Feldenergie, -dichte 33. 84.
3 Stammvektor 48. 162.
Z Wellenwiderstand 46. 154.
z Windungszahl

0 als Index: Anfangswert, Amplitude (ausgenommen &y, o, Ig).
o als Index am Integralzeichen: iiber den unendlichen felderfiillten Raum zu erstrecken.
V Hamiltonscher Operator ,,Nabla‘* 3’. 190.

o Winkel, Phasenkonstante 46. 156.
B Schwichungsexponent 47. 166, Relaxationszeit 25. 51, 29. 69.

I, Iy Wellenwiderstand eines Nichtleiters (Feldstarkenverhaltnis elektromagnetischer
Wellen), Wellenwiderstand des leeren Raumes 43. 139.

y Teilkapazitat 19. 36, Dichte 42. 136, MaBsystemskoeffizient 1’. 172.
A4 Laplacescher Operator 17.31, 3’. 188.

6 kleine GroBe (Strecke), Verlustwinkel 37. 110, Dampfungsexponent 37. 104, kenn-
zeichnende Grofle der Reflexion 45. 149.

&, elektrische Konstante 7.7, 9.13, 1'. 176, 180.

¢ Dielektrizitdtskonstante (DK), relative (reine Zahl), gy& =& absolute DK (Elek-
trisierungsgrad) 12. 21.

¢ Winkel
n rdumliche Dichte elektrischer Ladungsverteilung 7. 9.
©® Durchflutung 28. 59.

Fischer, Elektrodynamik. 13
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& Winkel, Temperatur 42. 136.
» spezifische elektrische Leitféhigkeit 25.50, kennzeichnende Konstante der Strom-
verdringung 39. 124.
A Streuinduktivitiat 35. 99, logarithmisches Dekrement 37. 104.
A Wellenlidnge 43. 139.
1o magnetische Konstante 23. 44, 1’. 176, 150.
u Permeabilitit, relative (reine Zahl), u, 4 = i absolute Permeabilitit (Magnetisierungs-
grad) 23. 44.
v Laufzahl
y skalares Potential 23. 28.
¥, ¢ chemisch-thermische Leistung der Leitungsstrémung, raumliche Dichte 26. 52, 53.
v (mh) kennzeichnende Funktion der Stromverdringung 39. 120.
P magnetischer Widerstand 28. 63.
o spezifischer elektrischer Widerstand 25. 60.
¢ Fliachendichte elektrischer Ladung 7.9, 12. 21.
o, Flichendichte des Magnetismus 24. 48.
o Streufaktor 28. 63, totaler Streufaktor 35. 93, ¢,, o, Streufaktoren 35. 96.
7 Raum
7, elektrische Zeitkonstante 27. 5.
7, magnetische Zeitkonstante 35. 93.
@ magnetischer FluBl 23. 43.
¢ Winkel, skalares Potential 8. 11, 17. 31, WindungsfluB 30. 72.
@n, @s Haupt- und Streufliisse (fiktive) 35. 95.
@ (mh) kennzeichnende Funktion der Stromverdringung 39. 122.
x Suszeptibilitit (Aufnahmevermdgen) dielektrische 12. 24, magnetische 24. 47. ‘
Q elektrischer FluB 7. 7, 29. 67, ungedampfte Eigenfrequenz 37. 103.
o Kreisfrequenz 37. 104, 2’. 181.



Namen- und Sachverzeichnis.

Die Abschnittsnummern sind mit gewdhnlichen, steilen Ziffern gedruckt (z. B. 43.), die Seiten-
zahlen mit schrdgen Ziffern (z. B. 43). — Bei mehrfachem Auftreten ist die Stelle der ersten

Erwihnung angegeben.

Ablssung des elektromagnetischen Feldes vom
Erreger 48B. 165.

Abstrahlung der Energie 41. 128, 48 B. 166.

Ampeére 28. 99.

Ampere (Einheit) 4. 4, 25. 48, 1. 176.

Amplitude 2'. 181.

— komplexe 37. 107, 2°. 183.

Amplitudenverzerrung 46. 157.

Analogie, formale, elektrostatischer Felder und

stationdrer Stromungsfelder 27. §5.
— — thermischer und elektromagnetischer
Ausgleichsvorgiange 42. 135, 136.

Anisotropie, elektrische 12. 22.

— magnetische 24. 46.

Aquivalente 9. 13, 1’. 176.

Aquivalententladung 25. 51.

Aquivalenz zwischen Strémen und Magneten
28. 64.

Ather 43. 140.

Aufnahmevermogen, elektrisches 12. 24.

— magnetisches 24. 47.

Ausbreitungsvorginge, Kennzeichen des all-
gemein elektromagnetischen Feldes 40. 126.

Ausstrahlung des schwingenden Dipols 48B.
162.

Backhaus, H. 37. 105.
Beharrungszustand 5. 5.
Benannte Zahlen 4. 4.
Benennung 4. 4.
Benennungen der elektromagnetischen Grofien
17.177.
Bifilare Spule 35. 94.
Bild, elektrisches 20. 37.
Biot-Savartsche Regel 34. 88.
Blindleistung 37. 108.
Brechung ebener Lichtwellen 45B. 150.
— elektrischer Feldlinien im statischen Fall
13. 24.
— — Stromungslinien 25. 50.
— magnetischer Feldlinien bei Flichenstro-
mung 28. 62.
— — — im statischen Fall 24. 46.
Brechungsindex, Maxwellsche Beziehung
42. 135.

cal (Einheit) 9. 13, 1’. 176.

c-g-s-Systeme, rationale und nicht rationale
1. 170, 172.

Coulomb 7.9.

— (Einheit) 4. 4, 9.13, 1. 174, 176.

Coulombsches Gesetz 7. 9.

Dampfung 37. 103.
Déampfungsexponent 37. 103.
Dauermagnete, Zustandsgleichung 24. 46.
Dekrement, logarithmisches 37. 104.
Diamagnetische Stoffe 24. 45.
Dielektrikum 2. 2, 12. 20.
Dielektrizititskonstante (DK)
solute 12. 21.
Dipol, schwingender 48B. 162.
Divergenz 3. 187.
Durchflutung 28. 59.
Durchflutungsgesetz 28. 59.

relative, ab-

Ebene Wellen 43. 136.

— — Darstellung, elementare 43. 140.

— — in Halbleitern und Metallen 44. 142.
— — in Nichtleitern 43. 136.

| — — stehende 45A. 148.

Effektivwert 37. 108, 2’. 183.

Eichenwald, A.31.79.

Eigenflu3, magnetischer 35. 92.

Eigenfrequenz, geddampfte 37. 104.

— ungedampfte 37. 103.

Eigeninduktivitat 33. 85.

Eindeutigkeit des elektrostatischen Feldes
16. 31.

Eindringtiefe 44. 145.

Einheitenentstehung 9. 12, 1°. 169.

Einheitsvektoren 3’. 184.

Elektrisierungsgrad 12. 21.

Elektrolyse, Faradays Gesetz 25. 41.

Elektrorzlotorische Kraft eingeprigte (EMK)
27. 54.

Elementarmagnete, Ampéres Vorstellung
28. 65.

Elemente, galvanische 26. 1.

Emde, F. 3.3, 30.74, 34.91, 38.111,
41.132, 1'.171.

Energie und Arbeit beim Kondensator 11c. 19.

— Eindringen in Leiter 41. 130, 128.

— elektrische und Potential 18. 34.

— des elektrischen Feldes 11b. 17.

— des magnetischen Feldes 33. 83.

; — — — allgemeiner Ausdruck 33. §4.
: — — — und Induktionskoeffizienten 33. 84,

85.
— — — Dbei konstanter Permeabilitat 33. 8§4.
— — — bei linearen Stromkreisen 33. 83.
— — — und magnetische Streuung 35. 93,
96.
— — — und vektorielles Potential 34. 91.
Energieeinheit, mechanische (absolute) und
elektromagnetische 1. 171.

13*
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Energiestromung 41. 127.

— entlang Leitern, und Eindringen 41. 12§,
130.

Erg (Einheit) 1’. 171.

Erregung, magnetische 23. 42.

Farad (Einheit) 10. 14.

Faraday, M. 3. 3, 7.6, 12. 20, 15. 26, 25. 51,
30. 69, 40. 127 u. a.

Feldbild und Zeichnung 22. 49.

Feldlinien, allgemein 3’. 187.

— elektrische 7. 8.

— geschlossene elektrische in Nichtleitern

29. 68.

Feldrohren s. Feldlinien.

Feldstirke, eingeprigte elektrische 26. 52.

— — magnetische 24. 47. :

— elektrische 6. 6.

— magnetische 23. 42.

Feldtheorie und Fernwirkungstheorie 6.6,
40. 127, 42. 132.

Ferromagnetische Stoffe, harte, weiche 24. 46. '

Flachenwirbel, elektrische 31.77.

— magnetische 28. 61.

FluB, allgemein, eines Vektors 3. 186.

— elektrischer 7. 7.

— magnetischer 23. 43. |

— eines Vektorfeldes bei bewegter Fliache |

31. 74.
Fourier, M. 37. 109, 42. 135.
Fourierzerlegung 37. 109, 2’. 181. |
FremdfluB, magnetischer 35. 92. |
Fremdinduktivitat 33. 86, 34. 89. |
Frequenz 2. 181. :
Fresnel 45. 152. ?

GauB, C.F. 1. I71.

— (Einheit) 1". 174.

— Satz von 3. 187.

Gefallstirke 3. 187.

Gegeninduktivitat 33. 86, 34. 89.

— zweier Drahtringe 34. 89.

Giorgi, G. 4.4, 1". 171.

Gleichgewichtsbedingung, elektrische, fiir Lei-
ter 7. 8.

Gleichgewichtszustand 5. 4.

— und elektrische Feldenergie 16. 29.

Gleichwertige Strome und Magnete 28. 64.

Goethe, J. W. 3.3.

Gradient 3. 187.

Grundeinheiten, Anzahl 4. 4, 1’. 170.

— des praktischen Mieschen Mablsystems

4.4, 1. 170, 175, 179.

GrundgréBen, Anzahl in der Elektrodynamik

4. 4.

Hagen 44. 144.

Halbleiter 25. 51, 29. 69.

Hamiltonscher Operator 3’. 190.
Harmonische Schwingungen 2’. 181.
HauptfluB, magnetischer 35. 95.
Hauptgleichung, erste Maxwellsche 29. 68.
— zweite 30.71.

Hauptgleichungen bei Bewegung 31.75, 79.
Hautwirkung 39. 117.

Namen- und Sachverzeichnis.

Heaviside, 0. 3.3, 4.4, 41.129, 46. 158,
1. 175.

Heavisidesche Schreibweise der elektro-
magnetischen Gleichungen 4. 4, 1’. 175.
Helmholtz, H. v. 3.3, 4.4, 25.51, 27. 54.
Helmholtzscher Uberlagerungssatz 27. 54.

Henry (Einheit) 33. 85.
Hertz, H. 3. 3, 48B. 165.

- Hookesches Gesetz 12. 22.

Hopkinson 28. 63.

HiillenfluBl 3. 186.

— elektrischer und Ladungen 7.7, 12.21.
Hysteresisschleife und -kurve 24. 45.

Induktion, magnetische 23. 43.
— — grundsatzliche Quellenfreiheit 23. 43,
31. 75, 36.99.

Induktionsgesetz 30. 69.

— fiir stationiire magnetische Felder 31.75.

Induktionskoeffizienten 33. 85, 34. 89.

— Anderung der, magnetische Krifte 36. 103.

— bei Eisen im Feld 36. 101, 37. 109.

Induktionsvorgang beim Eisentransformator
38. 111.

Induzierte elektromotorische Kraft 30. 73.

Isolator 2.2, 12. 20.

Joule 25. 50, 27. 54.

i — (Einheit) 9. 13, 1'. 176.
i Joulesche Wiarme 25. 51.

Joulesches Gesetz, allgemein 25. 50.
— — fiir Driahte 27. 54.

i Kapazitdt 10. 14.

— dynamische 47. 158.

— geometrische 10. 14.

— der Paralleldrahtleitung 20d. 38.

Kerr 12. 22.

Kirchhoff 27. 64.

Kirchhoffsche Regeln 27. 54.

— — verallgemeinert 30. 72.

— — fiir Wechselstrom 37. 110.

Klemmenspannung 27. 55.

Koeffizienten, Stellung von, in den elektro-
magnetischen Gleichungen 1’. 169, 171, 180.

Koerzitivkraft 24. 45.

Kohlrausch, R.42. 134.

Komplexe Zahlen, Rechnen mit, bei Wechsel-
stromvorgingen 37. 106, 2’. 182.

Kondensator 10. 14.

— FEigenschwingungen 47. 160.

— Schaltungen 10. 15.

Kondensatorentladung 27. 5.

Kondensatorumladung 27. 56.

Konstanten, Zahlenwerte 1°. 174, 176, 150.

Konvektionsstrom und magnetische Wirkung
31. 80.

Koordinaten, Rechtswendigkeit 3'. 185.

Koordinatensysteme, verschiedene, Vektor-
operationen in 3'. 191.

Kopplung, magnetische 35. 93.

Kraft, elektrodynamische (Stromkraft) 36. 97.

— und Energieverhéltnisse bei Eisenkorpern

36. 99.

. Kraftgramm (Einheit) 9. 13, 1". 176.
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Krifte, elektrische, an Unstetigkeitsflichen
15. 28.
— elektrostatische, auf geladene Leiterober-
flichen 1l1a. I7.
— — auf Nichtleiter 14. 26.
Kreisfrequenz 2. 181.
Kreisstrom 34. 89.

Ladung, elektrische 2. 2.

— magnetische 23. 41.

Laplace 17. 31, 3. 188.

Laplacesche Differentialgleichung 17. 31.

Leistungsanpassung 27. 55.

Leistungsdichte, chemisch-thermische 26. §3.

LeistungsfluB, elektromagnetischer 41.12§.

Leiter, elektrische 2. 2.

Leitfahigkeit, elektrische spezifische 25. 50.

Leitungen, Vorginge (verlustfrei, verzerrungs-
frei, periodisch, stehende Wellen) 46. 152.

Lenard 25. 51.

Lenzsche Regel 31. 79, 36. 98.

Lichttheorie, elektromagnetische und elastische
42. 134, 43. 136, 44. 144.

Lineare Leiter 27. 53.

Linienintegral 3’. 185.

Lorentz, H. A. 3.3, 31.81, 1’. 173.

Magnetisch gekoppelte Stromkreise 35. 92.

— — — zwei bel Gleichstrom 35. 94.

Magnetische Leiter und Nichtleiter 23. 41.

Magnetischer Kreis, Abschatzung nach Hop-
kinson 28. 63.

Magnetisches Feld im Gleichgewichtszustand
23. 42.

Magnetisierung 23. 42.

— permanente 24. 46.

— temporire oder induzierte 24. 47.

Magnetisierungskurve und -schleife 24. 45.

Magnetomotorische Kraft, eingepragte 24. 48.

Masse, elektromagnetische 31. 80.

Masseneinheit 9. 13, 1°. 170, 176.

MaBsysteme, Entstehung 9. 12, 1’. 169.

— Merkmale, absolute und praktisches 17, 171.

— Tafel 17, 178.

— Weiterentwicklung 1°. 178.

MaBsystemschliissel 1. 171.

MaBunabhingige Auffassung von Gleichungen
4.4

Maxwell, J. Clerk 3.3, 6.6, 7.8, 12.21,
15.26, 28.62, 29.67, 40.127, 42.134,
43. 140, 44. 144, 1’. 173 u. a.

— (Einheit) 17. 174.

Metalle, elektromagnetische
42. 135, 44. 144.

Mie, G. 3.3, 4.4, 9.10, 23.47, 46.153,
1.171, 175.

Mittelwert, zeitlicher, eines Produktes, bei
komplexer Rechnung 2. 183.

Miihlridchen im wirbelhaften Feld 3’. 189.

Stérungen in

Nabla-Operator 3’. 190.

Nachwirkung, dielektrische 12. 23.

Nahbereich elektromagetischer Strahlung
48B. 163.

Nahewirkungstheorie und Fernwirkungstheorie
6.6, 40.127, 42. 134.

Nichtleiter 2. 2, 12. 20.

NutzfluB, magnetischer 35. 95.

Oersted, H.C. 3. 3.

— (Einheit) 1’. 174.

Ohm, G.S. 3.3, 25. 50, 27. 53.

— (Einheit) 25. 50, 27. 53.
Ohmsches Gesetz, allgemein 25. 50.
— — fiir Drahte 27. 3.

— — fiir Wechselstrom 37. 110.

Paramagnetische Stoffe 24. 45.

Periodendauer 37. 104, 2’. 181.

Periodische Vorginge, Darstellung 2. 181.

Permeabilitit, absolute und relative 23. 44,
24. 45.

Phase 2. 181.

Phasenkonstante 46. 156.

Phasenverzerrung 46. 157.

Phasenwinkel 2’. 181.

Poisson 17. 31, 42. 133, 3'. 188.

Poissonsche Differentialgleichung 17. 31,
34. 87.

Polarisation, elektrische 12. 23.

Potential, skalares, elektrostatisches

17. 31.

— — Differentialgleichung 17. 31.

— — Eigenschaften 17. 32.

— — und Energie 18. 34.

— — komplexes 21. 39.

— magnetisches, Vieldeutigkeit oder Un-

stetigkeit 28. 64.

vektorielles, magnetisches 23. 44, 34. 87.

— — Differentialgleichung 34. 87.

— — Eigenschaften 34. 8§.

— — und Energie 34. 91.

— — und FluB 23. 44, 34. 90.

— — und Induktionsgesetz 34. 90.

— — — und Induktionskoeffizienten 34. 91.

Poyntingscher Vektor 41.129.

Praktische Einheiten 4. 4, 1°. 175.

Produkte von Vektoren, skalare und vektorielle
3. 185, 186.

— — — zusammengesetzte 3’. 186.

8.11,

LT

N

Quasistationdrer Zustand 5. 5.
— — und Kennzeichen des elektromagneti-
schen Feldes 32. 81, 48B. 168.

Quasistatischer Zustand 5. 5.

Quellen des elektrischen Feldes 7.7, 12.21.

Quellenfreies Feld 3’. 187.

Quellenfreiheit der magnetischen Induktion
23. 43, 31. 75, 36. 99.

Quellenstirke 3’. 187.

Quirl 3. 189.

Randintegral 3'. 185.

Reflexion bei Leitungen 46. 155.

— an Metallen 45A. 147.

— Dbei Nichtleitern 45B. 150, 152.

Reflexionsvermdgen und elektrischer Wider-
stand 44. 144, 45A. 149.
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Relaxationszeit 25. 51, 29. 69.

Remanenz 24. 45.

Resonanz im elektrischen Schwingungskreis
37. 105.

Resonanzkurve und Dampfung 37. 106.

Reziproke Radien 20c. 38.

Riegger, H. 37. 105.

Ringspule, magnetisches Feld 28. 59.

Rogowski, W. 35. 96.

Réntgenstrom 31. 80.

Rotation 3'. 188.

Rowland, H. A. 31.79.

Rubens 44. 144.

Savart 34.88.

Scheinleistung 37. 108.

Schwichungsexponent 46. 156.

Schwingungen, harmonische, Darstellung von
27, 181.

Schwingungskreis, elektrischer (erzwungene,
freie, gedampfte, ungedimpfte Schwin-
gungen; Strom, Ladung, Energie, Leistung,
Parallelschwingungskreis) 37. 103. |

Schwund, magnetischer, und elektrische Um-
laufspannung 30. 71.

Selbstinduktivitit 33. 85.

— suBere und innere, Definition 33. 85.

— innere bei Stromverdringung 39. 124.

— der Paralleldrahtleitung 33. 86.

Skalar 3’. 184.

Snell 45. 152.

Spannung, elektrische 8. 10.

— — im Gleichgewichtszustand 8. 10.

— magnetische 23. 42.

Spannungen, Faraday-Maxwellsche und
mechanische Krifte 15. 26.

Sperrfliche fir Anwendung des skalaren
Potentials 28. 64, 38. 114.

Spiegelung, elektrische Bilder 20a, b, c. 36.

Sprungdivergenz 3. 187.

Sprunggradient 3’. 188.

Sprungwirbel (-rotation) 3'. 189.

Spulenflufl 30. 72.

Stammvektor 48A. 162.

Stationirer Zustand 5. 4.

— — elektrischer Stromung 25. 49.

Statischer (starrer) Zustand 5. §.

Sthen (Einheit) 9. 13, 1’. 176.

Stokes, Satz von 3’. 188.

Stoney 25.51.

Strahlungsleistung des schwingenden Dipols
48 B. 166.

Strahlungsvektor 41. 128, 43. 138.

Strahlungswirkwiderstand des strahlenden
Stromelements 48 B. 167.

StreufluB, magnetischer 35. 95.

Streuinduktivititen 35.95.

— bei Gegenschaltung 35. 96.

— und Streuziffer 35. 96.

Streuung, magnetische 28. 63, 35. 92.

— — und Feldbild 35. 94.

Streuungsfaktor 35. 93.

Stromdichte oder Stromung 25. 49.

— XKontinuitatsgleichung der 25. 49.

— an Leiteroberflichen im Beharrungszustand ;

25. 49.
Stromelement 34. 88. |
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Stromelement, Kraft auf 36. 98.

— magnetisches Feld des 34. 88.

— als Strahler 48 B. 164.

Stromkraft 36. 97.

Stromrichtung, elektrische 25. 48.

Strémun%,glgl;trische, beieingepragten Kraften

— — in homogenen Leitern 25. 49.

— — in linearen Leitern 27. §3.

— wahre elektrische, Maxwells Vorstellung
29. 67.

Stromverdrangung 39. 117.

Stromwirmeleistung 25. 49, 26. 52, 27. 54.

Supraleitféhigkeit 28. 58.

Suszeptibilitit, dielektrische 12. 24.

— magnetische 24. 47.

Teilkapazititen 19. 35.
Telegraphengleichung 46. 153.
Thermoelemente 26. 51.
Thomson, W. 16. 29, 20. 37, 37. 104.
Thomsonsche Formel 37. 104. ’
Thomsonscher Satz iiber Energie des elek-
trostatischen Feldes 16. 29.
Tré%hegcgwirkung des magnetischen Feldes
1. 80.
Transformator 30. 72, 38. 111.
— Betriebseigenschaften 38. 114.
— elektrisches Feld und Induktionsvorgang
38. 115.
— Streuung 35. 95.
Transversale elektromagnetische Wellen
43. 137.

Umlaufintegral 3’. 185.

Unipolare Induktion 31. 78.

Universelle Konstante 43. 139, 1°. 169, 176,
Igz, Einheiten und Zahlenwerte 1’. 176,
180.

Vektor 3'. 184.
Vektorfelder 3’. 186.

Vektoroperationen in verschiedenen Koordi-
natensystemen, Rechenregeln 3’. 190.
Verkettung elektrischer und magnetischer

Felder 28. 61, 30. 71.
Verlustwinkel, kapazitiver 37. 110.
Verschiebung, elektrische und Maxwells
Vorstellung von 12. 21.
Verschiebungsstrémung und Maxwells Vor-
stellung von 29. 67.
Verzerrung elektromagnetischer Wellen 44. 143.
— auf Leitungen 46. 157.
Volt (Einheit) 4. 4, 1’. 174, 176, 179.

Wagner, K. W. 43. 140.

Wallot, J. 4. 4.

Wirmeleitungsgleichung, Ausbreitung gemif
42. 135.

Watt (Einheit) 4. 4, 25. 49, 1’. 174, 176, 179.

Weber, W. 42,134, 1'. 171.

Wechselstromwiderstand 37. 105.

{ — komplexer 37. 107, 110.
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Wellen auf Leitungen, stehende und laufende
46. 152.

— elektromagnetische, ebene in Halbleitern

und Metallen 44. 142.

— — — in Nichtleitern 43. 136.

— — — stehende 45A. 148.

Wellenbereich der elektromagnetischen Strah-
lung 48B. 166.

Wellenebene 43. 137.

Wellengleichung, Ausbreitung geméi8,
Wirmeleitungsgleichung 42. 132.

Wellenkugel 48B. 166.

Wellennormale 43. 137.

Wellenwiderstand des leeren Raumes 43. 139.

— der Leitung 46. 154, 156.

Wheatstonesche Briickenschaltung 27. 7.

— — bei Wechselstrom 37. 111.

Widerstand, elektrischer, korperlicher Leiter

27. 58, 67.

— — linearer Leiter 27. 53.

— magnetischer  28. 63.

— — und Feldbild 28. 64.

— spezifischer elektrischer 25. 50.

Wilson, H. A, 31.77.

WindungsfluB und Spulenfluf 30. 72.

und

Wirbel bei Bewegung, elektrische und magne-
tische 31.74.

— des elektrischen Feldes 30. 71.

— des magnetischen Feldes allgemein 29. 68.

— — — in Leitungsstromung 28. 60.

Wirbelfreies Feld 3. 187.

Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes
8.11.

— des magnetostatischen Feldes 23. 42.

Wirbelstarke 3’. 188.

Wirbelstrémung 39. 117.

Wirkleistung 37. 108.

Wirkwiderstand 37. 109.

— bei Stromverdriangung 39. 124.

Zeitkonstante, elektrische 27. 55.

— magnetische 35. 93.

— — Wickelraum und Feldstarke 36. 102.

Zeitlinie 2’. 182.

Zirkulares Feld, wirbelfrei und nicht wirbelfrei
3. 189.

Zuordnung, rechtswendige 3’. 105.

Zylinderspule, magnetisches Feld 28. 9.
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