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Vorwort. 
Diese Schrift ist mit Bedacht eine Einfiihrung, nicht ein Lehrbuch genannt. 

Es soll damit ausgedriickt sein, daB ffu die Darstellung didaktische Gesichtspunkte 
besonders stark bestimmend waren. Ein Lehrbuch wird, sofern man von einem 
solchen in erster Linie erwartet, daB es alle zum Gegenstand gehorenden Gedanken 
in moglichster Vollstandigkeit iibermittelt, dieser Aufgabe Fragen der Methodik 
manchmal unterordnen miissen. So sehr es aber einerseits fraglich erscheint, ob 
es gegenwartig niitzlich ware, die Anzahl der Lehrbiicher der Elektrizitatslehre 
zu vermehren, so sehr sieht andererseits der Verfasser eine gewisse Rechtfertigung 
seiner Arbeit in der Erfahrung, daB das Vertrautwerden mit der Feldvorstellung 
dem Lernenden sehr haufig Schwierigkeiten bereitet. Das ist auch ganz natfulich 
so, handelt es sich doch hierbei urn das Eintreten in eine Gedankenwelt, die zunachst 
sehr weit entfernt zu sein scheint von dem von Jugend an vertraut und fast un
bewuBtes Eigentum gewordenen Erfahrungs- und Vorstellungskreis der mechanischen 
Korperwelt. Entsprechender Sorgfalt bedarf auch die Art der mathematischen Dar
stellung. Hier ist die Aufgabe der Einfiihrung nicht immer dankbar. Einerseits 
muB sie wohl auf eine den Lernenden leicht blendende "Eleganz" der Rechnung 
Verzicht leisten, andererseits darf sie nicht durch eine dem Lernenden an sich 
bequeme Weitlaufigkeit der Umformungen den Blick vom Ziel ablenken. In der 
Tatsache, daB die mathematische Pragung der Elektrodynamik durch ihre Kfuze, 
Klarheit und Folgerichtigkeit so reizvoll ist, liegt die Gefahr einer einseitigen Ein
schatzung verborgen, als sei mit der Aneignung der mathematischen Ausdrucksweise 
auch der Gedankeninhalt erschopft. Hier gilt die beherzigenswerte Mahnung Emdes: 
"Bekanntlich ist es sehr leicht, sich die allgemeinen Gleichungen der Elektrodynamik 
anzueignen. Aber die Bedeutung dieser Gleichungen im Fall einfacher Experimente 
und allgemein bekannter Erscheinungen richtig zu erkennen, hat oft nicht nur 
Anfangern Schwierigkeiten gemacht." 

Es gehort wohl sicher zu den Aufgaben einer Einfiihrung, daB der Lernende 
das Wesen und den Wert einer naturwissenschaftlichen Theorie nicht etwa in 
der Sammlung der wichtigeren Berechnungen erblickt, die zu dem betrachteten 
Gebiet angestellt werden konnen, sondern vornehmlich in der methodischen Ord
nung der Vorstellungen, in der Bildung und Begrenzung der Begriffe und in der 
biindigen, quantitativen Darstellung der Gesetze. Bei Goethe finden wir hierzu 
das Wort: "Kein Phanomen erklart sich an und aus sich selbst; nur viele zusammen 
iiberschaut, methodisch geordnet, geben zuletzt etwas, was fiir Theorie gelten 
konnte." 

Ein Wort zur Bezeichnung. Die Schrift solI einfiihren in die quantitative Dar
stellung der elektromagnetischen Erscheinungen im GroBen. Wenn diese elektro
magnetische Feldtheorie hier abkfuzend "klassische Elektrodynamik" genannt ist, 
so solI damit nicht im mindesten ein Werturteil nach irgendeiner Seite hin angedeutet, 
noch auch irgendein Zwiespalt kiinstlich konstruiert werden - etwa zwischen 
klassisch und modern -, sondern es solI damit lediglich ausgesprochen sein, daB 
nach unserem gegenwartigen Wissen die Kenntnis dieses Gebietes im wesentlichen 
abgeschlossen ist, und sein Inhalt samt den zu ziehenden Folgerungen einen wohl
bekannten und abgegrenzten Platz einnimmt auf dem weiten Felde der Natur
beschreibung. 

Zum Gegenstande selbst sei noch bemerkt: 
Zum heutigen Bestand der Elektrodynamik gehoren ohne jeden Zweifel Begriffe, 

die aus Bedfufnissen der Elektrotechnik heraus gepragt und entwickelt worden 



IV Vorwort. 

sind. Um eines von vielen Beispielen zu nennen, sei das Gesetz von Biot und 
Savart der Abschatzung des magnetischen Kreises nach Hopkinson gegeniiber
gestellt: Dort eine Elementarregel zur Bestimmung eisenfreier Felder, hier eine 
Anwendung des Durchflutungsgesetzes in einem von Maxwell ausdriicklich hervor
gehobenen Sinn, veranlaBt durch die Technik, und heute ein unentbehrlicher 
Grundpfeiler der Berechnung elektrischer Maschinen. Ganz ebenso verhalt es sich 
mit dem Begriff der Streuung. Es ist darum berechtigt, wenn der Elektrotechniker 
nach diesen Leistungen eine "eisenfreie" Elektrodynamik der quasistationaren Vor
gange fiir unvollstandig halt. - Das Bediirfnis der Elektrotechnik, das Wesen des 
Induktionsvorganges vollstandig und klar zu erkennen, war es zweifellos, das Em d e 
dazu veranlaBte, in seinen beriihmten Arbeiten die Vorstellungen iiber den Induk
tionsvorgang im Sinne der Feldtheorie weiter zu entwickeln und damit dieser an 
einer bei ihrem Schopfer etwas kurz weggekommenen Stelle einen letzten Baustein 
einzufiigen. - Das praktische Miesche MaBsystem hatte sich nicht so schnell in 
der Elektrotechnik eingebiirgert, wenn es nicht in so hohem MaBe der messenden 
Elektrotechnik und Physik entgegenkame, und die erstmals von Wallot erhobene 
Forderung nach einheitenfreier, maBunabhangiger Auffassung von Gleichungen 
entsprang nicht zuletzt dem praktischen Bediirfnis der Zahlenrechnung im Hinblick 
auf die Unzahl der erfundenen und erdenkbaren elektromagnetischen Einheiten. 

Dieser Wechselwirkung zwischen physikalischer und elektrotechnischer Begriffs
bildung will diese Schrift an den entsprechenden Stellen Rechnung tragen. 

Wenn wirklich eine Einfiihrung in erhOhtem MaGe es mit Fragen der Methodik 
zu tun hat, so seien die folgenden Einzelheiten hierzu erwahnt: 

In einer Elektrodynamik sollte wohl auch deren SchOpfer zu Worte kommen. Worte Max
wells sind entweder nach der alten V"bersetzung, oder nach der auszugsweisen V"bertragung 
Em des angefiihrt1 • 

An den Anfang der Einfiihrung wurde nicht das Feld stationarer Stromung gestellt, sondern 
das elektrostatische Feld im leeren Raum. Mag das erste auch hinsichtlich gewisser Benennungen 
der Vektorenrechnung, wie "Flu.B" eines Vektors, der Vorstellung entgegenkommen, so bietet 
doch das statische Feld den erheblichen Vorteil, daB die Begriffsbildungen auf sehr einfache 
Gedankenexperimente gestiitzt werden konnen (man denke an die Wirbelfreiheit und an die 
Gleichung ~ = Q ij;); die im Innern der Materie vonstatten gehende Stromung ist dagegen dem 
unmittelbaren Experiment entzogen. DaB es einerseits fiir die Feldtheorie unerheblich ist, im 
einzelnen den Vorgang und das Wesen dessen, was nun eigentlich flieBt, zu kennen, und daB 
andererseits unsere Formulierungen der ZustandsgroBen im Innern der Stoffe letzlich der zweck
maBigen Definition entspringen, braucht nicht verheimlicht zu werden. 

Das grundsatzliche Fehlen mechanischer Erklii.rungen oder Hilfsvorstellungen pflegt dem 
Anfanger hinsichtlich des "Verschiebungsstromes im leeren Raum" besonders schmerzlich auf
zufallen. Wenn man aber im BewuBtsein dieser Schwierigkeit den Verschiebungsstrom zu einer 
RechengroBe degradiert, die bequem und widerspruchslos ist, so hat man vergessen, daB die 
Elektrodynamik beschreibt, nicht erklii.rt, und nur eine Besinnung hierauf hilft weiter. Yom 
Standpunkt einer beschreibenden Feldtheorie aus kann es gar nicht entschieden werden, ob das 
magnetische Feld des Leitungsstromes oder des Verschiebungsstromes die unerklii.I:lichere und 
wunderbarere Tatsache ist. 

Damit hii.ngt zusammen, daB das Wort ".Ather" ganz aus dem Spiel bleibt. Mit ihIll ver· 
bindet sich dem Lernenden nur allzu leicht die Vorstellung des raumerfiillenden, hypothetischen 
~ttels der verlassenen elastischen (mechanischen) Lichttheorie. Wenn Lorentz definiert: 
".Ather ist das genannt, was man .sich, bei Abwesenheit ponderabler Materie, als Trager der in den 
elektromagnetischen Feldgleichungen vorkommenden ZustandsgroBen vorstellt" (Enz. d. math. 
Wiss. Bd.5 T.2 S.69), so ist in diesem Sinne das Wort eine der Verstandigung niitzliche Ab· 
kiirzung, ahnlich wie das Wort von der "induzierten EMK" eine abgekiirzte Redeweise iiber den 
Induktionsvorgang vorstellt; indessen brauchen wir hier doch iiberhaupt nicht mehr als Max
wells klassische Formulierung: "Das elektrische Feld ist der Raum, der einen elektrisch geladenen 
Korper umgibt, auf seine elektrischen Eigenschaften hin betrachtet. Er kann mit Luft oder anderen 
Korpern erfiillt sein, er kann aber auch ein sogenanntes Vakuum sein, das heiBt ein Raum, aus dem 
alle Stoffe entfernt sind, auf die wir mit una zur Verfiigung stehenden Mitteln einwirken konnen. " 

Zu der Frage, ob im leeren Raum ij; und i) einerseits, S) und m andererseits wesensgleich 
oder wesensverschieden seien, wurde friiher haufig bemerkt, daB die Physik diese Felder als 
wesensgleich auffasse, wahrend die Elektrotechnik zur urspriinglichen Darstellung Maxwells 
neige, sie alB wesensverschieden zu betrachten {je nachdem erscheint dann das GauBsche oder 

1 Ausziige aus J. C. Maxwells Elektrizitat und Magnetismus, iibersetzt von H. Barkhausen, 
herausgegeben von F. Emde, Braunschweig 1915. 
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das Miesche MaBsystem besonders einleuchtend). Diese Fragestellung trifft aber offenbar den 
Kern der Sache nicht. Es handelt sich einerseits, um mit Mie zu sprechen, zunachst darum, 
die unleugbare Tatsache anzuerkennen, daB es fur das elektrische Feld zwei grundsatzlich ver
schiedene MeBverlahren gibt, und ebenso fiir das magnetische Feld. In beiden Fallen haben die 
beiden MeBverlahren zu zwei grundsatzlich verschiedenen, gleichberechtigten Definitionen ge
fiihrt. Es geniigt weiter die Feststellung, daB wir z. B. fiir das elektrische Feld bei Anwesenheit 
nichtleitender Materie, und nur dann, zur vollstandigen Beschreibung der Erscheinungen notig 
haben entweder zwei Arlen von Feldvektoren und eine Sorte Elektrizitat, oder eine Art von Feld
vektoren und zwei verschiedene Sorten Elektrizitat (wobei die Verschiedenheit der Dimensionen 
beider Sorten lediglich bei gewissen absoluten Einheiten verschwindet, nicht aber bei anderen). 
Der Unterschied in beiden Auffassungen "trifft wohl mehr die Ausdrucksweise, als die Sache. Er 
ist mehr philologischer, als physikalischer Natur" (Emde). 

Von manchen anderen Einzelheiten sei schlieBlich nur noch bemerkt: Wir halten es gegen
wartig fiir einen einleuchtenden und erlolgreichen Weg, wenn der Lernende in der Experi. 
mentalphysik die Definitionen der magnetischen Vektoren aus jenen Messungen gewinnt, durch 
welche sie an die elektrischen GroBen angeschlossen werden konnen (S) als Strom/Langeneinheit, 
\8 als SpannungsstoB/Flacheneinheit). Hier, wie auch an manchen anderen Stellen, erhebt sich 
aber die Frage, ob der methodische Weg einer Einfiihrung in die Theorie Schritt fiir Schritt 
mit dem der Experimentalphysik iibereinstimmen miisse. Fiir die Einfiihrung der magnetischen 
Vektoren in die theoretische Darstellung hat sich der Verlasser von der "Oberlegung be
stimmen lassen, daB mit dem gekennzeichneten Vorgehen wesentliche Ergebnisse der Theorie, 
namlich die Gesetze der Verkniipfung zwischen elektrischen und magnetischen ZustandsgroBen, 
zum Zwecke der Definition vorweggenommen werden. Hierzu ist man aber von seiten der 
theoretischen Begriffsbestimmung nicht genotigt; die Leistung der elektromagnetischen Theorie 
tritt vielmehr weit starker in Erscheinung, wenn die magnetischen Vektoren zunachst im un
verkniipften, statischen Fall vorgestellt werden; der Lernende hat dabei zugleich die Genug
tuung zu sehen, daB die in der Elektrostatik erworbenen Kenntnisse nicht auf elektrische Felder 
beschrankt sind. Gerade eine maBunabhangige Darstellung macht uns das Urteilleicht, daB die 
didaktisch richtige Definition der magnetischen Feldvektoren nicht mit jener identisch sein muB, 
durch die wir gegenwartig die magnetischen Einheiten an die elektrischen anschlieBen. 

Der Einfiihrung ist zum SchluB noch eine Behandlung der bisher gebrauchlichen Einheiten 
und MaBsysteme und ein MaBsystemschliissel beigefiigt, und zwar unabhangig von jeder grund
satzlichen Stellungnahme aus der einfachen Erwagung heraus, daB die altere Literatur ohne 
Kenntnis der MaBsysteme unzuganglich ist. Die schlieBlich gegebene Zusammenstellung der 
Beziehungen der Vektorenrechnung macht als Gedachtnishilfe keinerlei Anspruch auf mathe
matische Vollstandigkeit der Gedankengange. 

Karlsruhe i. B., im September 1936. 

Johannes Fischer. 



Inhaltsverzeichnis. 
Voraussetzungen. 

1. Einfiihrung .................... . 
2. Ziel und Voraussetzungen der klassischen Elektrodynamik 
3. Geschichtliches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
4. Physikalische GroBen in Gleichungen. . . . . . . . . . 

I. Elektrische und magnetische Felder ohne wechselseitigen Zusammenhang. 
5. Gleichgewichtszustand und Beharrungszl1Stand. . . . . . . . . . 

Das elektrostatische Feld im leeren Raum. 

Selte· 

1 
1 
3 
3 

5 

6. Die elektrische Feldstarke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 5 
7. Der elektrische FluB und die Quellen des elektrischen FElldes. . . . . . .. 7 
8. Die elektrische Spannung und die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes. 10 
9. Die Entstehung von Einheiten und MaBsystemen . . . . . . . . . . 12 

10. Kapazitat. Kondensator. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 14 
11. Kraft und Energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 16 

Das elektrostatische Feld unter Beriicksichtigung der Nichtleiter. 
12. Dielektrizitatskonstante. Elektrische Verschiebung. Eigenschaften der Nicht. 

leiter. Polarisation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 
13. Ver~le.ich des Feldes im leeren und im dielektrischen Raum. ttbergang der Feld· 

lmlen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 
14. Energie und Kraft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 
15. Die Faraday.MaxweUschen Spannungen und die mechanischen Krii.fte 26 
16. Der Gleichgewichtszustand des elektrostatischen Feldes ........ 29 

Rechnerische Verfahren der Elektrostatik. 
17. Die Differentialgleichung des skalaren Potentials 31 
18. Energie und Potential ........ 34 
19. Teilkapazitaten. . . . . . . . . . . . . 35 
20. Aquipotentielle Flachen besonderer Form . 36 
21. Das komplexe Potential. . . . . . . . . 39 
22. Bestimmung von Feldern durch Zeichnung 40 

Das magnetostatische Feld. 
23. Die Vektoren des magnetisclien Feldes . . 41 
24. Die magnetischen Eigenschaften der Stoffe 45 

Das elektrische Stromungsfeld in Leitern. 
25. Die elektrische Stromung in homogenen Leitern. Beharrliche elektrische Stromung 48 
26. Die elektrische Stromung bei eingepragten Kraften . . . 51 
27. Die elektrische Stromung in linearen Leitern . . . . . . . . . . . . . . . 53 

II. Elektrische und magnetische Felder in wechselseitiger Verkettung. 
Die Ver kettungsgesetze. 

28. Das magnetische Feld beharrlicher elektrischer Leitungsstromung. Durch· 
flutungsgesetz. Der magnetische Kreis. . . . . . . . . . . . . 58 

29. Die elektrische Verschiebungsstromung. Erste (Maxwellsche) Hauptgleichung 
bei ruhenden Korpern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 

30. Die Verkniipfung des elektrischen Feldes mit einem veranderlichen magnetischen 
Felde. Induktionsgesetz. Zweite Hauptgleichung bei ruhenden Korpern . 69 

31. Die beiden Hauptgleichungen bei bewegten Korpern. . . . . . . . . . . . 74 
Quasistationare Vorgange. 

32. Kennzeichnung des quasistationaren elektromagnetischen Feldes . 81 
33. Die magnetische Energie. Induktionskoeffizienten . . . . . . . 82 
34. Anwendungen des vektoriellen Potentials . . 87 
35. Mehrere Stromkreise. Magnetische Streuung 92 
36. Magnetische Krii.fte, Energie und Arbeit . . 97 



Inhaltsverzeichnis. vn 
Seite 

37. Der elektrische Schwingungskreis. . . . . . 
38. Der Transformator . . . . . . . . . . . . 

103 
111 

39. Stromverdrangung (Wirbelstromung, Hautwirkung). 117 
Aus breitungsvorgange. 

40. Kennzeichnung des elektromagnetischen Feldes im allgemeinen Falle. 126 
41. Energiebeziehungen im .allgemeinen Fall. Energiestromung . . . . . 
42. Ausbreitung elektromagnetischer Storungen in gleichformigen Stoffen. 

gleichung und Warmeleitungsgleichung. . . . 
43. Ebene Wellen in einem gleichformigen Nichtleiter 
44. Das Verhalten der Halbleiter und Metalle. 

... 127 
Wellen-

132 
136 
142 

45. Reflexion und Brechung .......... . 
46. Vorgange langs Leitungen . . . . . . . . . . . . . . . . 
47. J?J.D&mische Kapazitat ................ . 
48. Allgemeine LOsung. Ausstrahlung eines schwingenden Dipols 

147 
152 
158 
160 

m. Verschiedenes. 
1'. Die MaBsysteme der Elektrizitatslehre ........ . 169 

(Entstehung, MaBsystemschliissel, Weiterentwicklung.) 
2'. Darstellung periodischer Vorgange ......... . 
3'. Formeln der Vektorenrechnung .......... . 

(Einfache Operationen, Vektorfelder, Rechenregeln.) 

181 
184 

Bedeutung der Formelzeichen 192 
Namen- und Sachverzeichnis ............. . 195 



Bemerkungen zur Schreibweise. 

Die Art eines Integrales wird am Integranden erkannt, wir schreiben nur einfache 
Integralzeichen, also J ... ds Linienintegral, J ... df Flachenintegral, J ... d-r: Raum
integral, f ... ds Randintegral, f ... df Hiillenintegral. 

s Kurve, f Flache, -r: Raum. Das vektorielle Langenelement ist haufig d r ge
schrieben. Idrl = ds. - t Zeit. 

Vektoren sind mit deutschen, Skalare mit lateinischen Buchstaben geschrieben. 
Das vektorielle (auBere) Produkt ist durch eckige Klammem bezeichnet. Runde 
Klammem und Punkte sind in gleicher Weise bei Vektoren und Skalaren angewandt. 

Die Komponente eines Vektors in bezug auf eine Richtung ist als Skalar definiert, 
wir schreiben sie daher mit lateinischem Buchstaben, ebenso den Betrag des Vektors. 
A = I ~ list der Betrag von ~; ~2 = A 2 ; Ar ist die Komponente von ~ in Richtung r, 

dagegen ist ~r = ~ Ar ein Vektor in Richtung von r vom Betrage A r. (So gelegentlich r 
in den Abbildungen.) 

f == rO ist ein V ~ktor in Richtung r vom Betrage Eins. 

Einheitsvektoren haben den Betrag Eins. n und t sind normal und tangential 
gerichtete Einheitsvektoren. Die Einheitsvektoren i, j, f bilden ein rechtwinkeliges, 
rechtswendiges System, wie die Achsen x, y, z. 

An Unstetigkeitsflachen, wenn nl /2 der von Gebiet 1 nach Gebiet 2 weisende 
Normalenvektor ist (In1/21 = 1), gilt! 

Grada=nl /2 (a2-~) Differenz (Vektor) der Werte eines Skalars; 
Div ~ nl/2 (~2 - ~l) Differenz (Skalar) der Normalkomponenten eines Vektors; 
Rot ~ = [nl!2 (~2 - ~l)] Differenz (Vektor) der Tangentialkomponenten eines Vektors. 

Rechtswendige' Zuordnung ("Rechtsschraubehregel") kommt in Gleichungen 
durch positives Vorzeichen zum Ausdruck! 

Steile Buchstaben stellen die Benennungen in bezug auf der Art nach bestimmte 
Grundeinheiten, insbesondere solche fiir Ladung (Strom), Spannung, Lange, Zeit, 
Q, Q) U, L, T dar. P.M.S.: praktisches Miesches MaBsystem. 

In den Abbildungen bedeutet 0 einen zur Zeichenebene normalen, nach vom 
(auf den Beschauer zu) gerichteten, und ® einen zur Zeichenebene normalen, 
nach hinten (vom Beschauer weg) gerichteten Vektor. 

Die Gleichungen und ebenso die Abbildungen sind abschnittsweise durchgezahlt. 
In den Verweisungen ist zu der Nummer der Gleichung oder Abbildung jeweils 
die Nummer des Abschnittes angegeben. Die Abschnittsnummern findet man in 
den Seiteniiberschriften innen, die Seitenzahlen auBen. 

1 F. Emde: Anhang der "Ausziige", vgl. Anm. I, S. IV. 



Voranssetzungen. 
1. Einfiihrung. 

Wer als erster auf einem Gebiet der Naturbeschreibung aus dem Befund messender 
Versuche zu einer theoretischen Begriffsbildung kommen will, geht so vor, daB er 
in der groBen Zahl der beobachteten Tatsachen das Gememsame zu erkennen und 
auf diese Weise die Vielfaltigkeit der Erscheinungen auf wenige einfache Vorstellungen 
und Begriffe zuriickzufiihren versucht. Wir konnen und wollen in dieser Einfiihrung 
auf einem leichteren und einfacheren Weg vorgehen. Wir wollen unter Voraus
setzung der Kenntnis der wichtigsten Beobachtungstatsachen1 eine besonders kenn
zeichnende und vor allem hinreichend einfache Grundtatsache oder einen geniigend 
klar und einfach in Gedanken zu vollziehenden Versuch jeweils zum Ausgangspnnkt 
machen, urn von hier aus den neu zu bestimmenden Begriff oder das neu zu 
gewinnende physikalische Gesetz zu finden. Das Ergebnis dieses Vorgehens muB 
natiirlich einerseits die Erscheinungen in V ollstandigkeit beschreiben, andererseits 
sowohl sich allen vorher gefundenen Anschauungen folgerichtig einreihen, also auch 
mit allen weiter hinzukommenden ohne Widerspruch bestehen. Wenn wir auf 
diese Weise versuchen, die Vorstellungen und quantitativen Beziehungen zu einem 
moglichst vollstandigen und widerspruchslosen System, einer Theorie, zusammen
zubauen, so ist der einzige Beweis fiir die Richtigkeit der Theorie und der aua ihr 
zu ziehenden Folgerungen der messende Versuch (wahrend in der Mathematik der 
Beweis letzten Endes in der logischen Unanfechtbarkeit beruht); gleichwohl mag 
man sich bewuBt bleiben, daB das Experiment lediglich beweist, daB die Theorie 
richtig ist, nicht daB sie die einzig richtige ist: Die physikalischen Tatsachen, die 
Naturvorgange, bestehen nach unserer thierzeugung fest und unabanderlich auBer
halb jeder willkiirlichen Begriffsbildung; die Theorie aber ist, wie das Wort selbst 
sagt, unsere "Anschauung" dieser Tatsachen. 

2. Ziel und Voraussetzungen der klassischen Elektrodynamik. 
Die klassische Elektrodynamik gibt nicht Antwort auf die Frage: "Was ist das 

Wesen der Elektrizitat 1", sondern auf die andere: "Wie gehen die elektrischen 
und magnetischen Erscheinungen vor sich 1" ~ie sucht also nicht nach der Ursache, 
sondern nach der vollstandigen Beschreibung dieser Erscheinungen. Nach ihrer 
Absicht solI eine solche Beschreibung in erster Linie die Erscheinungen im groBen 
(makroskopisch, summarisch) betreffen; die klassische Elektrodynamik befaBt sich 
also nicht damit, das Wesen und die Tatigkeit eines einzelnen Elektrizitatsatomes 
zu erforschen, sondern nimmt es als Voraussetzung hin, daB gewisse elektrische 
Zustande verkniipft sind mit dem Auftreten elektrischer Ladungen, und es ist ihr 
ganz gleichgiiltig, welche Vorstellungen wir im einzelnen von der Natur elektrischer 
Ladungen haben. Sie verhaIt sich darin ahnlich, wie die klassische Warmelehre, 
die auch nicht die Warmebewegung der einzelnen Molekiile betrachtet, sondern 
das ortliche und zeitliche Verhalten von Temperatur und Warmestromung im groBen 
zum Gegenstand hat. 

Die klassische Elektrodynamik befaBt sich demnach mit der Be
schreibung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen im 
groBen. 

Daraus ergibt sich aber mit Notwendigkeit, daB die klassische Elektrodynamik 
auch die elektrischen und magnetischen Eigenschaften der Stoffe als gegeben hin
nimm.t, und sich nicht darum bekiimmert, wie diese durch das Zusammenwirken 

1 Als Lehrbucher seien hervorgehoben: G. Mie: Le1ll'buch der Elektrizitat und des Magne-
tismus; R. W. Pohl: Einfiihrung in die Elektrizitatslehre. . 

Fiscber, Elektrodynamlk. 1 
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einzeIner kleinster Teilchen (mikroskopisch) zustande kommen. Dieser Standpunkt 
bringt unserer Theorie den einzigartigen Vorteil, daB sie ihre Giiltigkeit behalt, 
auch wenn sich unsere Vorstellung iiber diese Dingeim einzeInen wandeIn. Unsere 
Erkenntnisse iiber die verwickelten mikroskopischen Vorgange und den Feinaufbau 
der Stoffe sind gegenwartig keineswegs abgeschlossen; gegeniiber dem Wunschziel, 
die elektrischen und magnetischen Eigenschaften aller Stoffe bis in jede Einzelheit 
etwa aus Konfiguration und Bewegung der kleinsten Teilchen berechnen zu konnen, 
sind wir gegenwartig weitgehend auf praktische Messungen dieser Eigenschaften 
angewiesen. 

Damit soll natiirlich nicht ausgesprochen werden, daB die klassische Elektro
dynamik nicht mit Vorteil von den grundlegenden Vorstellungen iiber die Vorgange 
in Korpern, die einem elektrischen oder magnetischen Zustand unterworfen sind, 
Gebrauch machte, vielmehr haben diese bei ihrer Entstehung entscheidend mit
gewirkt. Der geschilderte summarische Standpunkt bedeutet natiirlich eine gewisse 
Beschrankung; es leuchtet ein, daB die Einwirkung elektrischer und magnetischer 
Zustande auf die Stoffe, deren Aufbau im kleinsten so verwickelt ist, lediglich mit 
Hilfe der drei Stofikonstanten, welche die klassische Elektrodynamik benutzt, nicht 
in jeder Einzelheit vollstandig beschrieben werden kann. Es zeigt sich vielmehr, 
wie hier vorwegnehmend bemerkt sei, daB die makroskopische Elektrodynamik die 
Vorgange im leeren Raum am vollkommensten beschreibtl, und daB sie dann, wenn 
Materie vorhanden ist, die Erscheinungen mit um so groBerer Genauigkeit wiedergibt, 
je kleiner und geringfiigiger die Storungen sind, welche durch die vorhandene Materie 
gegeniiber den Vorgangen im leeren Raum verursacht sind. 

Die grundlegenden Vorstellungen betreffen: die elektrische Ladung, Leiter 
und Nichtleiter. 

Elektrische Ladung. Nimmt man zwei Korper aus verschiedenen Stoffen 
auseinander, nachdem man sie vorher in innige Beriihrung gebracht hatte (z. B. 
durch gegenseitige Reibung fester Korper, durch Eintauchen eines festen Korpers 
in eine Fliissigkeit), so sind in ihrer Umgebung vorher nicht wahrgenommene Krafte 
(Bewegungsantriebe) nachweisbar. Diese Erfahrung hat man zunachst dahin erklart, 
daB die beiden Korper durch die geschilderten MaBnahmen Trager eines Etwas 
geworden sind, das die Ursache dieser Krafte ist, und das Elektrizitat genannt wurde. 
Weiterhin laBt sich eine groBe Menge experimenteller Erfahrungen dahin deuten, 
daB die Elektrizitat das Wesen einer stofflichen Menge besitzt. Die Elektrizitat 
tritt immer in zwei Arten auf, die man positiv und negativ nennt, und die korperlich 
voneinander getrennt werden konnen. Die Summe aller Elektrizitatsmengen, die 
an einem Vorgang in einem abgeschlossenen Gebiet beteiligt sind, ist konstant 
(die gleiche Eigenschaft besitzen auch die Materie und die Energie). Diesen Begriff 
der Elektrizitatsmenge gebraucht die klassische Elektrodynamik; daB wir una die 
Elektrizitat aus kleinsten, nicht weiter teilbaren Stiicken bestehend, also atomistisch 
geartet denken, tritt in ihr kaum in Erscheinung. 

Hinsichtlich der elektrischen Eigenschaften stofflicher Korper geht die klassische 
Elektrodynamik von Folgendem aus: Wird ein Lei t er einem bestimmten elektrischen 
Zustand ausgesetzt, so verbraucht er fortwahrend Energie (wie die Reibung von 
Gegenstanden aneinander), unter gleichen Umstanden wird im Nichtleiter 
(Isolator, Dielektrikum) Energieaufgespeichertund beiAufhOren des elektrischen 
Zustandes wieder abgegeben (entsprechend der Beanspruchung einer elastischen 
Feder). In beiden Fallen hangt die GroBe der Euergie von der Art des Stoffes und 
dem elektrischen Zustand abo Um dieses Verhalten zu erklaren, hat man sich die 
summarische Vorstellung gebildet, daB die an dem Aufbau des betreffenden Stoffes 
beteiligten, in Wechselwirkung mit dem angelegten elektrischen Zustand stehenden 
elektrisch geladenen Teilchen beimNichtleiter elastisch an ihren Ort gefesselt sind, beim 
Leiter dagegen dem elektrischen Zustand fortwahrend nachgeben. So entsteht unter 

1 Sofern man hierbei von jenen grtuldsatzIichen Punkten absieht, an denen die weitere 
Entwicklung der Physik eingesetzt hat. 
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Einwirkung der elektrischen Kraft im Nichtleiter durch Verschiebung der elektrischen 
Teilchen eine Art von elastischem Spannungszustand, beim Leiter eine Bewegung der 
elektrischen Teilchen in einer bevorzugten Richtung, das ist eine elektrische Stromung 
(von 10nen in elektrolytischen Leitern, von Elektronen in metallischen Leitern). 

Dies sind die wichtigsten Voraussetzungen der klassischen Elektrodynamik, zu 
denen die magnetischen Erscheinungen keine neuen Vorstellungen hinzufiigen, 
denn ahnlich, wie wir elektrische Wirkungen mit dem Dasein elektrischer Ladungen 
verkniipft finden, lassen sich die magnetischen Wirkungen deuten als mit der Be
wegung elektrischer Ladungen verkniipft. 

3. Geschichtliche Entwicklung. 
Zur geschichtlichen Entwicklung nennen wir zuerst die wichtigsten Entdecker, 

darauf die Schopfer der Theorie: 
1m Jahre 1820 fand H. C. Oersted das magnetische Feld elektrischer Leitungs

strome; seiner Entdeckung kommt die groBe Bedeutung zu, daB mit ihr zum ersten 
Male eine Verkniipfung der beiden bis dahin fiir einander vollig wesensfremd 
gehaltenen "Naturkrafte" Magnetismus und Elektrizitat gefunden warl. Auf experi
mentellem Weg gewann G. S. Ohm 1827 den Zusammenhang zwischen elektrischer 
Spannung und Stromung. M. Faraday (1791-1867) entdeckte in den Jahren 1831 
bis 1839 die 1nduktionsstrome, die Gesetze der Elektrolyse, die dielektrische Polari
sation; H. Hertz suchte und fand 1887-1889 die elektromagnetischen Wellen. 

Faraday war keineswegs bei einer beziehungslosen Feststellung der beobachteten 
Tatsachen stehengeblieben, vielmehr hat er aus den Erfahrungen ganz bestimmte 
Begriffe und konkrete qualitative Vorstellungen gebildet, die wir heute durch den 
Ausdruck "elektromagnetisches Feld" kennzeichnen. Es ist das Verdienst von 
J. Clerk Maxwell2 (1831-1879), nicht allein diese Vorstellungen zu quantitativen 
Gesetzen in der Form mathematischer Gleichungen erhoben zu haben 3 , sondern auch 
aus der folgerichtig durchgefiihrten Theorie Schliisse von groBter Bedeutung gezogen 
zu haben (1865 sprach Maxwell aus, daB "Licht eine elektromagnetische Storung 
ist, die sich nach den elektromagnetischen Gesetzen ... fortpflanzt"). Ais ent
scheidende experimentelle Bestatigung der Faraday-Maxwellschen Theorie sieht 
man die Hertzschen Entdeckungen an. 

Der Ausbau der Maxwellschen Theorie kniipft sich in erster Linie an die Namen 
von O. Heaviside, H. Hertz und H. A. Lorentz, der als erster iiber den Bereich 
der Faraday-Maxwellschen Vorstellungen hinausging. Von neueren verdanken 
wir besonders viel auf dem Gebiet der durch die genannten Namen gekennzeichneten 
"klassischen Elektrodynamik" F. Emde und G. Mie. 

4. Physikalische GroBen in Gleichungen '. 
Zur Verhiitung von MiBverstandnissen treffen wir folgende allgemeinen Fest

setzungen: 
Eine physikalische GroBe wird gekennzeichnet durch eine Aussage iiber eine 

Menge, verbunden mit einer Aussage iiber eine Beschaffenheit oder Eigenschaft. 
1 "Der sich immer mehr an den Tag gebende, und doch immer geheimnisvollere Bezug aller 

physikalischen Phanomene aufeinander ward mit Bescheidenheit betrachtet ... , als auf einmal 
in der Entdeclrung des Bezuges des Galvanismus auf die Magnetnadel, durch Prof. Oersted, 
sich uns ein beinahe blendendes Licht auftrat." Goethe: Tag- und Jahreshefte 1820. 

2 Doppelname. 
3 "Seitdem die mathematische Interpretation von Faradays Satzen durch Clerk Maxwell 

in den methodisch durchgearbeiteten Formen der Wissenschaft gegeben ist, sehen wir freilich, 
welch eine scharfe Bestimmtheit der Vorstellungen und welche genaue Folgerichtigkeit hinter 
Faradays Worten v-erborgen ist, welche seinen Zeitgenossen unbestimmt und dunkel erschienen; 
und es ist im hochsten Grade merkwiirdig zu sehen, welch eine grolle Zahl umfassender Theoreme, 
deren mathematischer Beweis das Aufgebot der hochsten Krafte der mathematischen Analysis 
erfordert, er durch eine Art innerer Anschauung mit instinktiver Sicherheit gefunden hat, ohne 
eine einzige mathematisehe Formel aufzustellen." Helmholtz: Faraday-Vorlesung 1881. 

4 Weitere Ausfiihrungen und Begriindungen in: Verf.: Physik. Z. Bd. 37 (1936) S.120-129. 
1* 
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Daher werden in Gleichungen physikalische GroBen im allgemeinen verkorpert 
(dargestellt) durch benannte Zahlen. Eine benannte Zahl hat den Bau: Zahlen
wert mal Einheit. Die in Gleichungerl zum Ausdruck kommenden Naturgesetze 
sind unabhangig von der in der Willkiir des Darstellenden liegenden Einheiten
bestimmung und konnen daher auch unabhangig von dieser ausgedriickt werden: 
Physikalische GesetzmaBigkeiten werden durch Gleichungen sinnvoll ausgedriickt, 
auch ohne daB die Aufteilung jeder durch ein Formelzeichen dargestellten benannten 
Zahl in die beiden Faktoren Zahl und Einheit zuvor bekannt ist: maBuna bhangige 
(einheitenfreie, unbedingte) Auffassung von Gleichungen. 

Ebenso, wie die einzelnen GroBen durch Definitionsgleichungen aus bestimmten 
GrundgroBen folgen, lassen sich die Einheiten aus gewahlten Grundeinheiten ab
leiten. In den Gleichungen der klassischen Elektrodynamik kommen bei Vermeidung 
willkiirlicher Unterlassungen und Zusatze vier GroBen mehr vor, als Gleichungen 
vorhanden sind. Daher konnen alle Einheiten aus vier zu gebenden, voneinander 
unabhangigen Grundeinheiten mit Hilfe der Gleichungen abgeleitet werden. Das 
praktische Miesche MaBsystem (P. M. S.)1 geht von der Tatsache aus, daB jede 
praktische Messung einer elektrischen oder magnetischen GroBe auf der Messung 
von Stromen (Ladungen), Spannungen, Langen und Zeiten beruht. Es benutzt 
daher als Grundeinheiten: fiir die elektrische Ladung 1 Coulomb (fiir den elektrischen 
Strom 1 Ampere = 1 Coulomb/sec), fiir die elektrische Spannung 1 Volt, fiir die 
Lange 1 em und fiir die Zeit 1 sec. (Vgl. Abschnitt 1'. "MaBsysteme".) 

Unter Benennung einer physikalischen GroBe in bezug auf ein bestimmtes 
MaBsystem verstehen wir nach Helmholtz "die besondere Art der Einheiten, die 
diese zusammenfaBt", mit anderen Worten die Beziehung der Einheit der GroBe 
zu den gewahlten Grundeinheiten, deren zahlenmaBiger Betrag offengelassen ist. 
Wir bezeichnen demgemaB mit Q (J), U, L, T Einheiten von unbestimmtem Be
trag fiir Ladung (Strom), Spannung, Lange, Zeit. Beispiel: Wir werden die Einheit 

der elektrischen Leistung als 1 Coul· Volt finden; ihre Benennung in Beziehung 
sec 

auf Q, U, L, T ist demgemaB <;U = J U. Die Benennungen der elektrischen und 

magnetischen GroBen in bezug auf das P. M. S. lassen nach dem Gesagten in 
der Mehrzahl der FaIle unmittelbar das Verfahren erkennen, nach dem die 
GroBen gem essen und definiert werden. 

Man kann aber auch so vorgehen, daB man selbst die Wahl der Art der Grund
einheiten bei der Ableitung der Gleichungen vollig offenlaBt und einzig dafiir Sorge 
tragt, daB jedes Formelzeichen als benannte Zahl aufgefaBt werden kann und will
kiirliche Festsetzungen (Zusatze und Unterlassungen) unterbleiben. Dann sind die 
Gleichungen aufzufassen als unabhangig von der Einheitenbestimmung und daher 
unempfindlich (invariant) gegen Einheitenwechsel, als maBunabhangig oder ein
heitenfrei. Die Sorge urn die Einheiten beginnt erst beim Zahlenrechnen. (Setzt 
man in eine k GroBen enthaltende Gleichung k -1 vollstandige Produkte: Zahl 
mal Einheit ein, so ergi bt sich die letzte GroBe nach Zahl und Einheit). Auf diese 
Moglichkeit hat namentlich Wallot hingewiesen. Die von uns benutzte Schreibweise 
der elektromagnetischen Gleichungen hat Heaviside angegeben; sie laBt beide 
Moglichkeiten offen, entweder die Gleichungen im P. M. S. angeschrieben zu denken 
oder sie maBunabhangig aufzufassen. 

Einzelne elektrische und magnetische GroBen fUr sich konnen ebensowenig in 
einer rein mechanischen Einheit gemessen werden, als sie rein mechanisch erklart 
werden konnen. 

1 Mie, G.: Lehrbuch der Elektrizitat und des Magnetismus. Vorwort. Stuttgart 1910. Als 
erster verwendete 4 Grundeinheiten G. Giorgi: L'Ellettricista 1902. 



I. Elektrische nnd magnetische Felder ohne 
wechselseitigen Znsammenhang. 
o. Gleichgewichtszustand und Beharrungszustand. 

1m Gleichgewichtszustand gibt es keine Anderung oder Umwandlung von 
Energie. Zustande mit dieser Eigenschaft nennen wir auch starre oder statische 
Zustande, denn sie sind zeitlich unveranderlich. 1m elektrostatischen Feld andern 
die elektrischen Ladungen weder Ort noch GroBe. Andert sich der Zustand beliebig, 
doch so langsam, daB wahrend jedes Zeitelementes und in jeder Lage der Korper 
der Zustand als statisch betrachtet werden kann, so nennt man ihn quasistatisch. 

Der Beharrungszustand ist ein zeitlich unveranderlicher Zustand, dessen Bestehen 
unmittelbar oder mittelbar an eine Energieanderung oder einen Energieumsatz 
gekniipft ist (oder wenigstens durch eine Energieanderung eingeleitet ist). Felder 
im Beharrungszustand nennt man stationare Felder. Andert sich der Zustand 
so langsam, daB wahrend jedesZeitelementes auf die Vorgange im ganzen betrachteten 
Gebiet die fUr den Beharrungszustand geltenden Gesetze anwendbar bleiben, so 
heiBt der Zustand quasistationar. 

Das elektrostatische Feld im leeren Raum. 
6. Die elektrische Feldstiirke. 

Gegeben seien zwei starre, isolierte Korper. Der eine sei groB und unverriickbar 
aufgesteIlt, der andere ihm gegeniiber sehr klein, beweglich und so befestigt, daB 
auf ihn wirkende Krafte gemessen werden konnen (z. B. Probependel). Der Zwischen
raum sei vollig leer (Vakuum I). Wenn beide Korper elektrische Ladungen tragen, 
so iiben sie Krafte aufeinander aus, die man miBt, indem man den kleinen Probe
korper an jede Stelle des Raumes bringt. 

Man beobachtet im allgemeinen FaIle von Ort zu Ort nach GroBe und Richtung 
verschiedene Krafte; diese bilden somit ein Vektorfela. 

1. Bei einer Ladung q des Probekorpers seien die Krafte in den Punkten 1, 2 ... n 
gemessen und verzeichnet als srI' sr2, . .. srn • 

2. Bei einer anderen Ladung q' des Probekorpers werde in den gleichen Punkten 
erhalten sr~, sr~, .. , sr~. 

a) Wir vergleichen die Richtungen der Krafte in jedem Punkt in beiden Versuchs
reihen miteinander, also die Richtung von srl mit der von sr;, usw. Es erweist sich, 
daB die Richtungen iibereinstimmen (es kann hochstens iiberall das Vorzeichen 
mit der Art der Ladung des Probekorpers gewechselt haben). Die Kraftrichtung 
ist also unabhangig von der GroBe der Ladung des Probekorpers und demnach dem 
betrachteten Raumpunkt eigentiimlich. 

b) Wir vergleichen die Betrage der Krafte in jedem Punkt in beiden Versuchs
reihen miteinander und finden dieses Verhaltnis fiir aIle Punkte gleich groB und 
iibereinstimmend mit dem Verhaltnis der dem Probekorper mitgeteilten Ladungs-
mengen: 

KI K2 Kn q 
K; = K; = ... , Kk = q" 

Die GroBe der Kraft ist demnach in jedem Raumpunkt proportional der Ladung 
des Probekorpers. 

1 Sehr angenahert durch Luft im Normalzustand. 



6 Das elektrostatische Feld im leeren Raum. I, 6, 

c) Wir vergleichen die Betrage der Krafte in zwei beliebig ausgesuchten Punkten 
i und k in beiden Versuchsreihen miteinander; dieses Verhaltnis erweist sich als 
unabhangig von der Ladung des Probekorpers, den Raumpunkten eigentiimlich: 

Ki Ki 
K=Y' 

k k 

Ergebnis: Die GroBe· der Kraft ist einerseits proportional der Ladung q des 
Probekorpers, andererseits jedem Raumpunkt eigentiimlich. Die Richtung der 
Kraft ist nur dem Raumpunkt eigenfumlich. Die einfachste Darstellung dieses 
Tatbestandes ist 

(1) 

fUr jeden Raumpunkt. ~ ist als eine mit Richtung und Betrag ausgestattete GroBe 
ein Vektor, der eine Funktion des Ortes ist, also ein Vektorfeld bedeutet, und von 
der Ladung des Probekorpers unabhangig ist. ~ heiBt daher die Starke des elek
trischen Kraftfeldes, kurz die elektrische Feldstarke. 

Wir kombinieren die erste Versuchsreihe mit 
3. bei ungeanderter Ladung q des Probekorpers, aber veranderter Ladung Q" 

des festen Ladungstragers seien die gemessenen Krafte Sf~, Sf';, .... Sf~. Wir 
vergleichen wiederum die Richtungen der Krafte in jedem Raumpunkt in beiden 
Versuchsreihen miteinander, also die Richtung von Sf! mit der von Sf~, usw. Sie 
stimmen miteinander iiberein, werden also von der Ladung des festen Ladungs
tragers nicht beeinfluBt. Wir vergleichen darauf die Betrage der Krafte in jedem 
Punkt in beiden Versuchsreihen miteinanderund finden 

K, K2 Kn Q 
K~' = K;' = . . .. K~ = Q". 

Die GroBe der Kraft ist somit proportional der Ladung des festen Ladungstragers. 
Ergebnis: Die Richtung der elektrischen Feldstarke ist von der GroBe der 

erregenden Ladung unabhangig, ihre GroBe ist dieser Ladung proportional. 
Als unabhangig von der Ladung des Probekorpers ist die elektrische Feldstarke 

auch dann vorhanden, wenn gerade keine Probeladung ihr Bestehen markiert. 
Das elektrische Feld ist nichts anderes als ein physikalischer Zu
stand des Raumes, denn in ihm nehmen wir andere Vorgange, Eigenschaften 
und Zustande wahr, als in einem gewohnlichen Raum. Dies ist der FuBpunkt der 
MaxwelIschen Theorie. '"Das elektrische Feld ist der Raum, der einen 
elektrisch geladenen Korper umgibt, auf seine elektrischen Eigen
schaften hin betrachtet. E:r kann mit Luft oder anderen Korpern 
erfiilIt sein, er kann aber auch ein sogenanntes Vakuum sein, das 
heiBt ein Raum, aus dem aIle Stoffe entfernt sind, auf die wir mit 
uns zur Verfiigung stehenden Mitteln einwirken konnen" (Maxwell). 

Die der Maxwellschen Feldtheorie vorangegangenen Theorien waren von 
einer grundsatzlich anderen Anschauung ausgegangen: Halt man geladene 
Korper in ihrer gegenseitigen Lage fest und bewegt sie insgesamt, so bleiben die 
zwischen ihnen wirkenden Krafte vollig unverandert. Daraus hatte man die nahe
liegende Vorstellung gebildet, daB zwar die elektrischen Krafte zwischen den 
einzelnen Ladungen wirken, daB aber der Zwischenraum, der die Wirkungen un
gehindert durchlaBt, selbst dabei ganzlich unbeteiligt sei und keine Veranderungen 
!lrfahre. Diese Auffassung begriindet die Fernwirkungstheorie. Statische Felder 
konnen mit ihr vollstandig beschrieben werden, fiir schnell veranderliche Felder 
versagt sie aber ganz und gar. Wir wenden darum die Feldtheorie folgerichtig 
auch auf die statischen Felder an. 

An dem zu 01. (1) fiihrenden Gedanke~xperiment hab.en wir eine nachtragliche 
Ergarizung anzubringen: Ebenso, wie· der groBe Ladungstrager, verursacht auch 
die sehr kleine Probeladung ein elektrisches Feld. Beide iiberlagem sich, so daB 
besonders in der Nahe des Probe~orpers das wirkliche Feld ein anderes ist ~ ~', 
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als das des festen Ladungstragers allein: Q:. Wir haben die Verhaltnisse schon so 
getroffen, daB der Unterschied sehr klein ist; er wird belie big klein, wenn Ladung 
und Ausdehnung des Probekorpers beliebig klein werden, es ist also genauer 

Q: = limes Sf • (2) 
q~dq q 

"Die elektrische Feldstarke an irgendeinem Punkte ist die Kraft, die auf einen 
kleinen, mit der positiven Elektrizitatsmenge Eins geladenen Korper ausgeiibt 
wiirde, wenn er an diesen Punkt gebracht worden ware, ohne daB dies die vor
handene Elektrizitatsverteilung gestort hatte" (Maxwell). 

(Eine hier nicht durchzufiihrende Rechnung zeigt, daB in jedem FaIle durch 
die Gesamtkraft auf den Probekorper das urspriingliche Feld gemessen wird, weil 
das Storungsfeld keine verschiebenden oder drehenden Kriifte zusatzlich auf ihn 
verursacht.) 

7. Der elektrische FluB und die Quellen des elektrischen Feldes. 
Unter Beifiigung einer spater naher bestimmten "elektrischen Konstanten" 

eo nennen wir das Flachenintegral der elektrischen Feldstarke den "elektrischen 
FluB" (Skalar!) 

( 1) 

(zunachst ohne mit der Bezeichnung "FluB" die besondere Vorstellung einer Bewegung 
zu verbinden). Um einen beliebig gestalteten, die konstante Ladung Q tragenden 
Korper legen wir in beliebigem Abstand eine beliebig geformte Flache, die ihn ganz 
einschlieBt: eine Hiille, und untersuchen die Feldstarke Q: in jedem Flachenelement 
dieser Hiille, etwa mit Hilfe eines Probekorpers. Wir finden sie iiberall entweder 
von dem Ladungstrager weg, oder zu ihm hin gerichtet. Ein entsprechendes Bild 
wiirde eine unzusammendriickbare, aus dem Ladungstrager konstant aus- oder in 
ihn einstromende Fliissigkeit ergeben, wenn sie fiir einen Augenblick erstarrt ware. 
1m FaIle der Fliissigkeit ist klar, daB der FluB durch die gesamte HiiIle, auch wenn 
er fiir die einzelnen Flachenelemente verschieden ausfallt, gleich bleibt, ob die Hulle 
nun groB oder klein gemacht wird. Das gleiche gilt fiir das elektrostatische Feld: 
der Wert des "elektrischen Flusses" durch die gesamte Hiille erweist sich als un
abhangig von der GroBe und der Gestalt der Hiille. Dagegen ist die Feldstarke 
nach (6.) in jedem Raumpunkt proportional der erregenden Ladung Q, und daher 
ist es auch ihr Integral iiber die HiiIle. 

SchlieBt die Hiille mehrere Ladungstrager ein, so macht man sich leicht durch 
passende Zerlegung in einzelne Hiillflachen klar, daB das Integral uber die Gesamt
hulle proportional der algebraischen Summe aller eingeschlossenen Ladungen (unter 
Beriicksichtigung ihres Vorzeichens) ist. Wir driicken dies aus durch 

pl'ol'idf =.I Q. (2) 

Bei Hullen, die keine Ladung einschlieBen, finden wir daher stets, auch wenn 
die Hulle in einem elektrischen Felde liegt: 

feoQ:df=O. (3) 

Der elektrische Hiillenfluf3 gleicht der eingeschlossenen Ladung. Diesen Tatbestand 
driickt die Vektorenrechnung aus, indem sie sagt, daB das betrachtete Feld Quellen 
hat. Die Quellen des elektrischen Feldes haben wir in den Ladungen zu suchen. 
Das elektrische Feld entspringt und versiegt auf den Ladungen; da seine Richtung 
verabredungsgemaB (6.) nach der Kraft auf einen positiv geladenen Probekorper 
gezahlt wird, sind. die positiven Ladungen die Quellen, die negativen die Senken 
des Feldes. 

Das elektrische Feld im Gleichgewichtszustand ist durch Quellen verursacht;nur 
die Ladungen sind Quellen des Feldes, sonst ist es quellenfrei. 
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Linien, die der Richtung des Feldes folgen, heiBen Feldlinien. Die Bedingung, 
daB ein Linienelement d seiner Feldlinie angehort, lautet 

[@; ds] = 0 (4) 

oder in rechtwinkeligen Komponen ten 

dx dy dz 
Ex Ev Ez ' 

(5) 

Man kann auch das Feld in Rohren eingeteilt denken, deren Wandung iiberall 
mit der Richtung des Feldes iibereinstimmt. Solange keine Quellen vorhanden 
sind, ist der FluB in jeder Feldrohre konstant: 

@; ~f = const , (6) 

und der Querschnitt ~ 0 jeder Rohre ist darum der dort bestehenden Feldstarke 
umgekehrt proportional: 

• E ~o = const . (7) 
Eine sprunghafte Veranderung des Feldrohrenquerschnittes bedeutet eine Quelle 

an der Unstetigkeitsstelle. "Einheitsrohren" fiihren den FluB Eins. Meist teilt 
man so ein, daB aIle von einer Ladung ausgehenden Rohren den gleichen FluB 
fiihren. Ersetzt man dann in der Darstellung jede Rohre durch eine "mittlere Feld
linie", so ist deren Dichte ein MaB fur die Feldstarke. 

Die Far a day sche V orstellung des elektrischen Kraftfeldes beschreibt M a x well 
so: "Faraday betrachtet die Korper nie so, als ob nichts anderes zwischen ihnen 
wirksam ware, als aHein ihr Abstand, und als ob sie nur nach irgendeiner Funktion 
des Abstandes aufeinander wirkten, sondern er faBt den ganzen Raum als Kraftfeld 
auf. In ihm sind die Kraftlinien im allgemeinen gekriimmt; von einem Korper aus
gehend breiten sie sich nach allen Richtungen aus." Er denkt sich dabei Spannungs
krafte im Felde vorhanden, und zwar Zugkrafte (im Sinne einer Seilspannung) in 
der Richtung der Feldlinien, und Druckkrafte quer zu dieserl. Ihre Bestimmung 
siehe 15. 

Wir betrachten den Fall, daB isolierte Leiter Trager der elektrischen Ladungen 
sind. Faradays Kafigversuch lehrt, daB in einem Raum, der von einer leitenden 
Riille umschlossen ist, kein elektrisches Feld vorhanden ist, wenn keine Ladungen 
eingeschlossen sind; eine auf der RiiHe selbst vorhandene Ladung bringt nur im 
AuBenraum ein Feld hervor. Dieses andert sich nicht, wenn die leitende Riille mit 
einem leitenden Stoff ganz ausgefiilIt wird. Wir schlieBen daraus, daB die Ladungen 
ausschlieBlich auf der Oberflache der Leiter sitzen 2, und im Leiterinnern ein elek
trisches Feld nicht besteht. Ein solches ware ein Widerspruch zu den Definitionen 
des Gleichgewichtszustandes (5.) und der elektrischen Leiter (2.) als solcher Korper, 
in denen Ladung leicht verschieblich ist; eine Feldstarke im Leiterinnern muBte 
die Ladungen nach 6. Gl. (1) bewegen, der Gleichgewichtszustand ware noch gar 
nicht eingetreten. Aus dem gleichen Grunde steht das elektrische Feld senkrecht 
auf der Oberflache von Leitern: 

@;i = 0 Gleichgewichtsbedingung fur Leiter. (8) 

Gl. (2) war eine Aussage in Integralform iiber den Mittelwert der Zustande iiber 
eine beliebig ausgedehntes Gebiet. Wir kommen zu dem dazugehOrigen Differential
gesetz durch Anwendung des Satzes von GauB: 

.IQ =feo@;df = jdiveo@;dt. (9) 
T 

1 Man pflegt dies als Merkregel so auszusprechen, daB die Feldlinien sich zu verkiirzen 
suchen und sich gegenseitig abstoBen. 

2 FUr den Gleichgewichtszustand Mnnen wir uns die Elektrizitat grob sinnenfallig als aul3erst 
feines Pulver vorsteIlen, dessen Kornung nicht in Erscheinung tritt. 
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Wird die Verteilung der Ladung im Raume im allgemeinsten FaIle durch die 
Ladungsdichte 1] als Funktion des Ortes beschrieben 1, also ~ Q = f 1] aT, so wird 

T 

div EO (f = 11 • (10) 
Bei mit der Dichte G flachenhaft verteilten Ladungen steht statt 

Div eo ~ = G, (ll) 
so also bei geladenen Leitern, Abb. 1. Da das Leiterinnere feldlos 
ist: ~i = 0, hat man 

Div ~ - n 1/2 (~2- ~1) = nl/2 ~2 = En' 
EO En = 6, (12) 

die Feldstarke an der OberfliLche ist also der Flachendichte der 
Ladung proportional. 

Beispiel: Das Feld einer mit der Menge Q geladenen Kugel vom 
Radius a ist punktsymmetrisch, wenn sonst keine Korper vor
handen sind. Daher dient als Hiillflache eine konzentrische Kugel 

Gl. (10): 

Abb. 7 .1. Elektrische 
Feldstilrke an einer 
Leiteroberfll1che bei 

elektrischem 
Gleichgewicht. 

vom Radius r; auf ihr hat die Feldstarke iiberall den gleichen Betrag E (-r) und 
die gleiche radiale Richtung (Abb. 2). Gl. (2) wird 

1 Q 
E(r) =-4 2-; 

nr eb 

~=ro_l_.~ 
4 n r 2 eo' 

Dberall im Raum ist aiv eo ~ = 0 und auf der Kugeloberflache ist 

Diveo~ = eoE(a) = a = -4 Q 2 • na 

(13) 

Fiir r < a versagt Gl. (13), weil das Leiterinnere feldlos ist. Man kann diesen 
Mangel auch so ausdriicken, daB Gl. (13) nur fiir einen punktformigen Ladungs
trager uneingeschrankt richtig ist. Ein solcher ist natiir
lich eine mathematische Fiktion, denn er hat physikalisch 
unmogliche Eigenschaften. 1m Feld Gl. (13) ist die Kraft 
auf die Ladung q eines Probekorpers 

sr = q~ = ro_l_ '1!{. (14) 
4 nr2 eo 

Dies ist in Strenge fiir die mathematische Abstraktion von 
Punktladungen richtig, angenahert fiir Ladungstrager, die Abb. 7.2. Zur Berechnung der 
klein sind gegeniiber r. Gl. (14) war fiir die historische elektrischen Feldstilrke. 

Entwicklung der Elektrostatik wichtig und heiBt das 
Coulombsche Gesetz. Mit seiner Hille die Ladung oder die Feldstarke zu defi
nieren, lehnt man heute ab, weil man die im sonst von Korpern vollig freien unend
lich ausgedehnten Raum schwebenden punktformigen Ladungen als zu weit gehende 
Abstraktionen gegeniiber ausfiihrbaren physikalischen Verhaltnissen ansieht. 

Ein einzelner, unendlich langer Kreiszylinder vom Radius a trage auf der Langen
einheit die Ladung Ql' Das Feld ist rein radial gerichtet, daher in allen Querschnitten 
von der gleichen Struktur, und symmetrisch zur Achse: es ist radialhomogen. Nach 
Abb.2 und Gl. (2) wird mit einem konzentrischen Kreiszylinder vom Radius r und 
der Hohe Eins, des sen Grundflachen keinen Beitrag geben, als Hiillflache: 

2" J eoE(r)-l.ra{} = Ql; 
o 

E(r) = _l_.~. 
2nr eo' 

(15) 

1 Die Falle, in denen gewissermaBen eine Wolke ruhender Ladungen auf tritt, sind verhaltnis
maBig selten; z. B. hat die Atmosphare eine im Mittel ruhende Raumladung gegeniiber der 
Erde; in der Nachbarschaft gliihender Metalloberflachen findet man unter Umstanden negative 
Raumladungen (Elektronenrohren). 
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"Oberall irn Raum ist div 80 Q; = 0 und auf der Zylinderoberflache ist Div 80 Q; = 
80 E (a) = (] = 2Ql die Flachendichte auf die Langeneinheit. Ffu: r < a ist GI. (15) 

:rr;a 
unbrauchbar, sie gilt ohne Einschrankung nur fiir die mathematische Abstraktion 
einer "geladenen Linie". Auf die in GI. (13) und (15) zum Ausdruck kommende kugel
symmetrische und radialsymmetrische Feldstruktur sei hingewiesen. 

8. Die elektrische Spannung und die WirbeHreiheit des elektrostatischen Feldes. 
Wir fragen nach der Arbeit beirn Verschieben einer konstanten Ladung q in 

einem elektrischen Feld Q; langs eines Weges t von einem Anfangspunkt 1 zu einem 
Endpunkt 2. Die Verschiebung gehe so langsam vor sich, daB der Zustand wahrend 
jedes Zeitelementes statisch ist1, und Q; bleibe bei geniigend kleinem q unverander~. 
Die Arbeit ist nach 6. GI. (1): 

2 2 2 

A=f~dt=fqQ;dt=qfQ;dt. (1) 
I I I 

Das Linienintegral (Skalar!) der elektrischen Feldstarke ist ein fiir jedes elektrische 
Feld wichtiger Begriff, es heiBt "elektrische Spannung" U: 

Abb. 8. 1. Zur 
Bestimmung der 

elektrlschen Umlauf
spannung. 

2 

vi: -Jid'l. (2) 

I 

Die elektrische Spannung langs eines Weges ist die 
Arbeit,' die beim Verschieben der positiven Elektrizi
tatsmenge Eins langs dieser Strecke geleistet wird, 
im Verhaltnis zu dieser Elektrizitatsmenge. Die Arbeit 
ist also 

A=qU. (3) 

1m allgemeinen Fall ist die Arbeit (die Spannung) von dem Weg abhangig, dem 
entlang die Ladung bewegt wird. Das elektrostatische Feld hat die besondere und 
erstaunliche Eigenschaft, daB die elektrische Spannung, auf beliebigen Wegen 
zwischen den gleichen Anfangs- und Endpunkten genommen, stets die gleiche ist. 
Greifen wir zwei beliebige Wege I und II heraus (Abb. 1), so ist beim Durchlaufen 
des geschlossenen Weges 1 ... - 2 '" 1: 

2 2 

!Q;dr- fQ;dt=fid'l=O. 
I CD 1 @ 

(4) 

Ware es anders, so wiirde beim Durchlaufen des geschlossenen Weges nach 
GI. (3) Arbeit fortwahrend gewonnen oder vernichtet; Energieanderungen sind aber 
im statischen Feld durch DefiJ:lltion (5.) ausgeschlossen. Es ist also auf den Wegen I 
und II einander gleich: 

2 2 

!Q;dt = !Q;dr. 
1 @ 1 ® 

1m elektrostatischen Feld ist die Umlaufspannung [Gl. (4)] auf jedem beliebigem 
Wege gleich Null; gleichbedeutend mit·dieser Aussa.ge ist die andere: das Feld 
besitzt keine Wirbel (in emem wirbelfreien Feld gibt es z. B. keine geschlossenen, 
in ~ich zuriicklaufenden Feldrohren). Von der Umlaufspannung als einem durch 
ein Integral beschriebenen Mittelwert fiber einen beliebig ausgedehnten Weg kommen 

1 "Quasistatischer Zustand". Diese Einschrankung ist unbedenklich, denn die Zeitspanne, 
in der die betrachteten Korper ihre Lage zueinander merklich verandern, ist stets ungemein 
viel groBer als die kurze Zeit, innerhalb der sich die elektrischen Ladungen der jeweiligen Stellung 
der Korper entsprechend auf den Oberflachen der Leiter anordnen. 



I, 8. Die elektrische Spannung und die WirbeIfreiheit des elektrostatischen Feldes. 11 

wir zur Wirbelstarke als dem entsprechenden Differentialausdruck durch den Satz 
von Stokes 

f~dr = f rot ~df, 
und da das fiir beliebige Flachen gilt, ist also 

l'oti = 0; Roti = 0: (5) 

Das elektrostatische Feld ist wirbelfrei, die elektrische Spannung in ihm ist vom 
Weg unabhangig: Gleichgewichtsbedingung des elektrischen Feldes. 

Rot ~ = 0 weist uns an, die tangentiale Komponente der elektrischen Feld
starke stetig durch die Oberflache eines Leiters hindurch fortzusetzen; innerhalb 
des Leiters wiirde diese Feldstarke Ladungen verschieben, was wir definitionsmaBig 
ausgeschlossen haben. Aus der Feldlosigkeit des Leiterinnern [7. G1. (8)] folgt, 
daB eine Tangentialkomponente an Leiteroberflachen nicht vorhanden sein kann: 
bezeichnen wir mit 1 den Leiter, mit 2 den AuBenraum, so ist ~1 = 0 und der 
Flachenwirbel ist 

(6) 

Das vektorielle Produkt verschwindet, wenn die Vektoren parallel zueinander 
gerichtet sind. Die Feldstarke steht also senkrecht auf der Oberflache. 

Man beachte, daB in der Definition der elektrischen Spannung 80 nicht auftritt. 
Beispiel: In dem Feld der geladenen Kugel [7. G1. (13)] ist die elektrische Spannung 

zwischen zwei beliebigen Punkten, die den Abstand r1 und r 2 vom Kugelmittelpunkt 
haben: 

J
T' Jr. Q JT'd, Q (1 1 ) 
~ds= E(r)dr=-- -2 =-- --- . 

4neo ' 4neO'1 '8 
(7) 

Entsprechend ist im Feld des geladenen Zylinders mit 7. G1. (15) 

(8) 

die Spannung zwischen zwei Punkten, die die Abstande r1 und r2 von der Achse 
'haben. 

Wenn das Linienintegral U der Feldstarke nur vom Ausgangs- und Endpunkt 
des Weges, aber nicht von seinem Verlauf abhangt, liegt es nahe, daB die Feldstarke 
mit Hilfe einer Funktion errechnet werden.kann, die nur vom Orte im Feldraum 
abhangt: Das wirbelfreie Feld kann durch ein skalares Potential gJ mathematisch 
dargestellt werden vermoge 

~ =-gradgJ. (9)1 
Die HilfsgroBe gJ ist eine Funktion des Ortes im Felde, ihre Benutzung ist rech

nerisch vorteilhaft 2• - Umgekehrt: Ein nach G1. (9) berechnetes Feld ~ ist wirbel
frei, weil mathematisch notwendig 

rotgradgJ =0, pgradgJdr =0. 

Die elektrische Spannung lartgs einesW~ges r ergibt sich mit G1. (9) zu 
2 2 

ul:= JErdr=- J~~dr=gJl-gJ2. (10) 
1 1 

1 Komponente in Richtung 5: Es = - ~ ~ . 

,21m allgemeinen Fall hangt jede Komponente des Vektors ~ vom Orte ab: 
,- ~=iEz+iE1I+tEz; Ez=Ez(x,y,z), E 1I =E1I (x,y,z), Ez=Ez(x,y,z). 

Bei Anwendung des skalaren Potentiales rp = rp (x, y, z) hat man nur mit einer GroBe, statt 
mit dreien, zu rechnen. ' 
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Die elektrische Spannung zwischen den Punkten 1 und 2 stimmt 
im wirbelfreien Feld mit dem Unterschied der Potentialfunktion an 
den Punkten 1 und 2 ii berein. Umgekehrt kann man aus einem gegebenen Feld ~ 
den Wert des Potentiales q; an jedem Punkt P bis auf eine Integrationskonstante q;o 
ausrechnen, die man als Potentialwert eines gewahlten Bezugspunktes auslegen kann : 

p 

q;p=q;o-/~dr. (11) 

Beispiel: Setzen wir nach Gl. (9) die radial gerichtete Feldstarke Er = - ~ ~ , 
so gilt im Feld der geladenen Kugel gemaB 7. Gl. (13) 

-4nr2 eo ~f{J =Q, daher q; =-4 Q .~ +const, (12) 
ur n~ r 

und im Feld des geladenen Zylinders gemaB 7. Gl. (15) 

-2nreO~f{J=Ql' daher q;=2-Ql.Znr+~t (13) 
ur nED 

fiir endliche Werte r. Der Vergleich von Gl. (12) mit Gl. (7) und von Gl. (13) mit 
Gl. (8) bestatigt die Aussage Gl. (10). 

Mit dem fUr jeden Feldpunkt bekannten Potentialwert kann man das nach 
7. Gl. (4) bis (7) gewonnene Feldbild erganzen, indem man aile Punkte miteinander 
verbindet, die einen bestimmten, gewahlten Potentialwert haben. Diese Flachen 
konstanten Potentiales q; = CDnst, also gleicher Spannung, nennt man aqui. 
potentieile Flachen oder Niveauflachen. Es kostet keine Arbeit, auf solchen beliebige 
Ladungen zu verschieben. Nach Gl. (9), (10) steht die Feldstarke senkrecht auf diesen 
Flachen, denn fur jeden Weg r auf einer Flache konstanter Spannung ist 

~dr =-dq; =0. ' 
Der Abstand dieser Flachen voneinander ist dann nach Gl. (9) ein umgekehrtes 

MaB fur die GroBe der Feldstarke. 
Leiteroberflachen sind demnach stets aquipotentieileFlachen des elektrostatischen 

Feldes [Gl. (6); 7. Gl. (8)]. 
Auf die weitere Benutzung der mathematischen HilfsgroBe q; kommen wir in 

17.-22. zurUck. 
Es ist ein naheliegender Irrtum zu glauben, daB das Potential die eigentliche 

bestimmende elektrische ZustandsgroBe sei. Der elektrische Zustand wird aber 
nicht durch das Potential voilstandig gekennzeichnet, sondern durch die ortliche 
Potentialanderung, also durch die elektrische Feldstarke. Dabei darf nicht ver
gessen werden, daB es elektrische Felder gibt, die nicht als Potentialgefaile aufgefaBt 
werden konnen. 

. 9. Die Entstehung von Einheiten und Ma8systemen. 
Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen aus den bisherigen Gleichungen 

[6. (1); 7. (2); 8. (2), (3)] 
2 

~=q~; i;Q=eof~df; A=qU; u=:=J~dr 
1 

Einheiten und Benennungen erhalten werden konnen. Nach 4. sehen wir jedes 
Formelzeichen als benannte Zahl an. Wie dort, bezeichnen wir die Grundeinheiten 
von unbestimmtem Betrag und die Beziehungen auf diese, die Benennungen, durch 
das gleiche Formelzeichen, wie die betroffene GroBe, jedoch durch besondere Buch-
staben, z. B. L, M, T fiir Lange, Masse, Zeit. . 

a) Es liegt nahe, fur Energie (Arbeit A) und Kraft K die Einheiten der Mechanik 
zu benutzen: 

K =ML T-2. 
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Dazu muB noch eine elektrische Einheit gegeben werden, urn aIle anderen Ein
heiten aus den angeschriebenen Gleichungen ermitteln zu konnen. Wir wahlen etwa 
die Einheit fur die elektrische Ladung und erhalten 

K Q2 K L A 
E=Q' Eo= KL2' U=Q=Q' 

Diese Einheiten enthalten Mischungen aus mechanischen Einheiten und elek
trischer Ladungseinheit. So ist man indessen bis heute nicht vorgegangen. Da 
aIle praktischen elektrischen Messungen auf die Messung von Ladung (Strom) 
und Spannung zuriickgehen, gibt man nach G. Mie unabhangig voneinander eine 
Einheit fiir die Ladung (den Strom) und eine Einheit fiir die Spannung. Dann 
erhalten wir die Benennungen in bezug auf das praktische Miesche MaBsystem 
mit den vier Grundeinheiten Q = J T, U, L, T: 

U Q JT K_UQ_UJT 
E = L' Eo = U L = U L' A = U Q = U J T , - -L- = -L-' (1) 

Energie und Kraft haben also mer nicht aus mechanischen, sondern aus elek
trischen Grundeinheiten abgeleitete Einheiten. Auf das MaB fiir die Feldstarke: 
SpannungjLangeneinheit sei besonders hingewiesen. 

Das P. M. S. verwendet zur Zahlenrechnung die durch Vereinbarung festgelegten 
Einheiten 1 Coulomb = 1 Ampere sec (1 Coul = 1 Amp sec) fur die Ladung, 1 Volt 
fiir die Spannung, 1 cm fUr die Lange, 1 sec fiir die Zeit. 

D · E' h 't f" E' t d h 1 Volt f" . t . 1 Coul f" A' t . Ie ill el ur IS emnac --, ur eo IS sle -V It -, ur IS sle em 0 em 
1 ConI· Volt = 1 Jonle (elektrisch), 

und fiir Kist sie 
1 Coul· Volt = 1 Joule = 1 Sthen 1. 

em em 
Die elektrische Konstante bestimmt sich aus Messungen mit den gegenwartigen, 

international vereinbarten praktischen Einheiten (vg1. I'.) zu dem Wert 

eo = 0,8859· 10-13 V Ctul . otem 
Den AnschluB an Mechanik und Warmelehre geben die '!quivalente 

1 Joule = 1,00043 .107 Erg = 0,23899 cal 
1 Sthen = 10,2 kg*, 1 kg* m = 9,81 Joule 2. 

Zu diesen Zahlenwerten muB wohl beachtet werden, daB ihre GroBe von der 
Bestimmung der Betrage der Grundeinheiten abhangig ist und mit diesen sich 
andert 3• 

Zwei (Punkt-) Ladungen von der GroBe 1 Coul iiben demnach in 1 km Entfernung 
nach 7. G1. (14) eine Kraft von 89,8 Sthen = 917 kg* aufeinander aus. 

b) Die sogenannten "absoluten elektrostatischen MaBsysteme" wenden die 
absolute mechanische Energie- (Kraft-) Einheit an und setzen willkiirlich fest, daB 
Eo eine reine Zahl (Symbol [1]) sein soIl; aus 

Q2 
Eo = K L2 = [1] 

folgt dann 
Q = Ml/2 L3/2T-l = Kl/2 L; U = Kl/2. 

Man hat also nur die drei "absoluten" Grundeinheiten der Mechanik. 

1 Diesen Namen hat Mie gegeben. 

2 Joule (elektriseh). - g* = Kraftgramm. Die Benennung der Masse ist hier M = Q LU2T2 

und es gilt: 
10-7 Joule see2 

1 g = 1,00043 em2 
3 Versehiedene Mogliehkeiten hierzu vgl. I'. II, III. 
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Ais reine Zahl konnte man statt Eo auch etwa Q festsetzen und wiirde erhalten 
E = K, U = A, Eo = K-l L -2; 

wahlte man E als reine Zahl, so ware Q = K, U = L, Eo = K L--2. 
Weiteres uber MaBsysteme siehe 1'. 

10. Kapazitiit. Kondensator. 
Wir nennen ein Feld vollstandig, wenn man eine Begrenzung angeben kann, 

durch die keine Feldrohren hindurchtreten. Bei allen messenden Versuchen ist 
das Feld durch eine leitende Hiille nach auBen abgegrenzt; ein solches Feld nennen 
wir geschlossen. 

Ein Kondensa tor ist eine Anordnung aus zwei leitenden Korpern, deren einer 
die vollstiindige Quelle, und deren anderer die vollstandige Senke des Feldes bildet, 
beide tragen daher entgegengesetzt gleich groBe Ladungen. Bestimmen wir bei einem 
Kondensator das Verhaltnis der Ladung Q des einen Leiters zur elektrischen 

'@)\ 
'" I 

Spannung U zwischen beiden, so finden wir, daB der Kapa
zit at genannte Quotient 

(1)1 

stets von der GroBe der Feldstarke und dem besonderen Metall 
des Leiters unabhangig ist und von der Feldstruktur, also der 
Gestalt der Leiter, bestimmt wird. Gist demnach eine nur 
durch die geometrische Gestaltung gegebene GroBe. Abb. 10. 1. Zur Be

recbnung von Kugel
und Zylinderkonden-

sator. 
Die Messung von Kapazitaten erfolgt also durch die Messung 

von Ladung und Spannung, ihre Berechnung wird einfach, wenn 
man die Feldstruktur kennt: aus dem HiillenfluB der Feldstarke 

um einen Ladungstrager folgt dessen Ladung [7. (Gl. 2)], aus ihrem Linienintegral 
auf beliebigem Wege die Spannung [8. Gl. (2)]. Beispiele: 

1. Zwei konzentrische Kugelflachen (Abb.l). 1m kugelsymmetrischen 
Feld nach 7. Gl. (13) ist die Spannung zwischen allen Punkten a und b [8. Gl. (7)] 

U=4~EO(!-!)· 
Daher ist die Kapazitat 

o - !{ - 4:11: EO (2) 
-U-I 1 

(i-b" 
1st die isolierende Zwischenschicht sehr dunn: 8 = b - a -< a, so wird 

G = 4:11: Eo a2 =!.!1. (3) 
8 8 

mit der Kugeloberflache 4:n;a2 = f. Wird andererseits der Abstand der Hohlkugel 
yom Radius b immer groBer, so nimmt G ab bis zu dem endlichen Kleinstwert als 
Grenzwert 

limes G = 4:n; Boa. (4) 
b-+ ex> 

In diesem Fall haben wir uns vorzustellen, daB der elektrische FluB, der z. B. 
auf der Kugel T= a versiegt, auf einer so weit entfernten Hiille entspringt, daB 
deren Gestalt keine Rolle mehr spielt (Zimmerwande oder dgl.); die Kapazitat ist 
also schlecht definiert. Der Grenzvorgang b -+ CXl muB also so verstanden werden, 
daB das Feld ein geschlossenes bleibt. Man bezeichnet einen derartigen Grenzwert 
der Kapazitat zweckmaBig als "geometrische Kapazitat". 

2. Zwei konaxiale Zylinderflachen. Sie seien so lang (theoretisch unendIich 
lang), daB langs einer betrachteten endlichen Strecke in allen Qu.erschnitten das 

1 Benennung im P. M. s.: C = ~ = J ~ , praktische Einheit 1 ~~; == 1 Farad. 
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Feld das gleiche und radialhomogen ist. Die Lange 1 eines Zylinders trage die 
Ladung Q1 (Abb. 1). 1m radialhomogenen Feld nach 7. Gl. (15) ist die Spannung 
zwischen allen Punkten a und b [8. Gl. (8)] 

U=~ln~ 
2nEc a ' 

daraus die Kapazitat emes Stiickes der Lange l: 

O _ Qll _ 2 n EO l 
- U - b 

In-
a 

Bei sehr geringem Abstand der beiden Zylinder voneinander 8 = b - a <: a 

gibt sich mit In ~ = ~ + ... und der Zylindermantelflache f = 2:n; a l 
a a 

wiederum 0 - !201 - l . (6) 

Hier ist, im Gegensatz zum Kugelkondensator, das Feld nicht ge
schlossen, ein Grenzvorgang ergibt keinen endlichen Kapazitatswert. 

s 

f 

(5) 

er-

3. Zwei parallele Platten. Plattenkondensator. Der Abstand 8 

zweier einander gegeniiberstehender gleicher planparalleler Platten von 
je der Flache f sei so gering gegeniiber den iibrigen Abmessungen, 
daB die nicht homogenen Teile des Feldes in der Gegend der Platten
rander sehr wenig ausgedehnt sind gegeniiber dem im allgemeinen 
linearhomogenen Feld (Abb.2). Wegen der linearen Homogenitat ist 

Abb. 10. 2. Zur 
Berecimung des 
Plattenkonden-

Q 
E=-f' 

EO 

8 

! Qs 
U= Edx=E8=

Eo f ' 
o 

sators. 

(7) 

Zusammenschalten von Kondensatoren. Zur Berechnung der resultieren

~tL_+q'Jt{ ____ ~~II-q- _ 
'f7JInTll ~ror 
I Cr C; l;, I 
I I 

I. u .1 

den Kapazitat Ores denken wir an ihre Definition 
Gl. (1) als Quotient der gesamten Ladung und der ge
samten Spannung. Bei der Serienschaltung von n 
Kondensatoren (Abb.3) tragt jeder wegen der Un
zerstorbarkeit der elektrischen Ladungen die gleiche 
Ladung q, die Gesamtspannung U verteilt sich ge- Abb. 10. i'on~~~~~~~g von 

maB den einzelnen Kapazitaten: 

U'-U" = g , ... 
2 

Die Gesamtspannung ist daher 

und daraus die Gesamtkapazitat 

z. B. bei n gleichen Kondensatoren von der GroBe 0: 
o 

Ores = n' 

U(n-l)_O =-.!L 
On 

(8) 

Schaltet man eine sehr groBe Kapazitat in Reihe mit einer sehr kleinen, so unter
scheidet sich demnach der Wert der gesamten Kapazitat kaum vom Wert der kleinen 
Kapazitat. Bei Parallelschaltung (Abb.4) liegen alle Kondensatoren an der 
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gleichen Spannung, die Ladungen werden durch die einzelnen Kapazitaten bestimmt, 
es ist also ql = Gl U, qz=GzU,... qn = Gn U, die gesamte Ladung ist 

n 
Qres =,I qi = U ,IGi = UGres ' 

i=l i 

und daher ist die Gesamtkapazitat 
Gres =,IGi ; 

i 
(9) 

Abb. 10.4. Parallelschaltung von z. B. bei n gleichen Kondensatoren: Gres = n . G. 
Kondensatoren. Schaltet man zu einer sehr groBen Kapazitat eine 

sehr kleine parallel, so unterscheidet sich demnach der 
Wert der Gesamtkapazitat kaum vom Wert der groBen Kapazitat. "Stopselsatze" 
enthalten Parallelschaltungen einzelner Kondensatoren. 

11. Kraft und Energie. 

a) Die Krait aul eine geladene Leiteroberllitche. 
Die Gesamtkraft auf einen die Ladung q tragenden Korper ist nach 6. Gl. (1) 

~ = q~. rst eine raumliche Ladungsverteilung 'YJ = div eo ~ [7. Gl. (10)] gegeben, 
so enthiilt ein Raumelement die Ladung dq = 'YJ d-r; die hierauf wirkende Kraft 

ist d ~ = ~ dq. Der allgemeine Ausdruck fUr die auf 
einen geladenen Korper wirkende Kraft ist daher 

~=J~·'YJd-r=eoJ~·div~·d-r. (1) 
T T 

Wir bestimmen zunachst die Kraft auf eine ge· 
ladene Flache als Grenzwert der Kraft, die auf eine 
mit einer Ladungsverteilung 'YJ versehene planpar
allele Platte wirkt, wenn deren Dicke gegen Null 
geht, darauf wenden wir das Ergebnis auf die Ober
flachen geladener Leiter an und werden dadurch 
in den Stand gesetzt, die Energie zu formulieren. 

Zur Erledigung der ersten Aufgabe an Hand 
von Gl. (1) stellen wir ein rechtwinkeliges Achsen
kreuz so auf, daB die x-Achse senkrecht zur Platte 

Abb.ll.1. Zur Berecbnung der Kraft steht, deren Dicke x2 - Xl ist (Abb. 1). Die tan
auf eine geladene Flache. (Ausscbnitt aus t' I K t d F ld E dE' d einer unendlich ausgedebnten Platte.) gen la en omponen en es e es: y un z sm 

an der Oberflache der Platte stetig, denn im stati
schen Feld ist erfiillt Rot ~ = 0 [8. Gl. (5)]. Unstetig kann nur die normale Kom
ponente Ex sein, weswegen der allgemeine Kraftausdruck Gl. (1) nicht ohne weiteres 
anwendbar ist. Nehmen wir zunachst an, daB Ex nicht wirklieh unstetig ist, sondern 
von dem Wert Ex, auf der einen Seite stetig in den Wert Ex. auf der anderen Seite 
der Platte iibergeht; erhalten wir dann einen bestimmten Grenzwert ffir die Kraft, 
wenn wir die Dicke X 2 - Xl unbegrenzt abnehmen lassen, so kann diese unzutreffende 
Annahme keinen EinfluB mehr haben, und wir konnen den erhaltenen Ausdruck als 
Kraft auf eine geladene Flache ansehen. 

Wir zerschneiden die Platte in Prismen vom Querschnitt d y dz = d I und heiBen 
V die Kraft auf die Oberflacheneinheit. Gl. (1) ergibt 

x. 

V d I = eo f ~ . div ~ . d X d I I (2) 
x, 

daher mit div ~ = a~x + a:: + a~z : 
x! Xl'! 

px = eo/ Ex·dEx + eo/ Ex (c:: + a~Z)d x. (3) 
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Von dem zweiten Integral wissen wir, daB Ez eine endliche GroBe hat, und 
ebenso die Ableitungen von Ev und E z, weil diese GroBen selbst stetig sind. Das 
Integral nimmt darum den Wert Null an, wenn seine Grenzen zusammenfallen, 
und es bleibt ubrig 

EO E2 E2) (4) PX=2( x,- x" 

wobei also Ex, den Wert von Ex auf der positiven, und Ex, den auf der negativen 
FHichenseite bedeutet. Mit der Flachendichte a der Ladung [7. Gl. (ll)] 

a = EoDiv~ = Eo (Ex,-Ex,), 
kann man die Kraft ausdriicken als 

Ex. + Ex, 
Px =a 2 (5) 

Auf ein Element einer geladenen Flache wirkt also eine Kraft, deren Komponente 
senkrecht zur Flache gleich ist der Ladung des Flachenelementes multipliziert mit 
dem arithmetischen Mittel der elektrischen Feldstarke zu beiden Seiten der Flache. 

1st die geladene Flache die Oberflache eines Leiters, so kommt zu der Be
dingung Rot ~ = 0 die Gleichgewichtsbedingung ~i = 0; die Feldstarke steht senk. 

recht auf der Leiteroberflache und hat dort den Betrag En = ~ [7. Gl. (12)], daher 
Eo 

wird die Kraft auf die Flacheneinheit des geladenen Leiters 
a En ';0 E2 

Pn=-2-=T n 

stets nur senkrecht zur Leiteroberflache als Zug wirkend, unabhangig vom Vor
zeichen der Ladung. Die Gesamtkraft hat die GroBe 

K= fPndl= !faEndl. (7) 

1m homogenen Feld ist En = const, daher die Gesamtkraft 

K = ~n fad I = Q :n . (8) 

b) Die Energie des elelctrischen Feldes. 
Von den Platten eines Kondensators, dessen Feld wir als linearhomogen betrachten 

konnen (Vernachlassigung der Randwirkung), werde die eine festgehalten, die andere 
um die kleine Wegstrecke I1s parallel verschoben (Abb.2). Gegen die anziehende 

Kraft Q:n = Pnt [Gl. (6), (8)] wird dabei di~ Arbeit geleistet Iii 
11 A = K 118 = Q E •• 118 = P 1118 = ~o E2 . 1118 = ~o E2 . 117: (9) ~ i~ 2. n 2 11 2 11' , 

, 

'

1:1 oR Beirn Zuruckschieben der Platte auf die alte Stelle wird diese Arbeit 
vollkommen zuruckgewonnen. Weitere Energieumsetzungen werden 
nicht beobachtet. Wir nehmen daher mit dem Postulat von der 
Unzerstorbarkeit der Energie an, daB die Arbeit I1A in dem Raumteil 
117: = I I1s als Energie des elektrischen Feldes aufgespeichert worden 
ist. '(Analogon aus der Mechanik: die Energie der Lage.) Es ist also 

(lOa) 

Abb. 11. 2. Zur 
Bestimmung 

der elektrischen 
Feldenergie. 

die Zunahme an elektrischer Feldenergie. Dadurch aber hat man AnlaB, als gesamte, 
im Raume des homogenen Feldes des Plattenkondensators aufgespeicherte Energie 
anzusehen 

W Eo E2 e=1f n·7:· (10) 

Q U2 Q UK. . Sthen 
1 Benennung im P. M. S.: p = U L . L2- = L3- ="""[2' Einhelt 1 ems . 

Fischer, Elektrodynamik. 2 
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Nun betrifft aber der Unterschied zwischen dem homogenen Feld des Platten
kondensators und jedem beliebigen inhomogenen elektrischen Feld nur die Struktur, 
nicht das Wesen des Feldes; grundsatzlich kann jedes inhomogene Feld ausgemessen 
werden, indem man es sich in plattenformige Elemente eingeteilt denkt, die so klein 
sind, daB das Feld im Innern jedes Elementes als homogen gelten kann, wie in 
einem kleinen Plattenkondensator. Wir schlieBen daher, daB Gl. (10) in der fiir 
beliebige inhomogene Felder angeschriebenen Form 

We = J~ E 2dT = J~o (!:2dT (11)1 
co co 

als allgemeingiiltiger Ausdruck fUr die in einem elektrischen Feld gespeicherte 
Energie zu betrachten ist (durch das Zeichen 00 solI ausgedriickt sein, daB das 
Integral iiber den ganzen felderfiillten Raum zu erstrecken ist). 

GL (11) ist eine typische Aussage der Feldtheorie: Trager der Energie ist das 
elektrische Feld, Energie ist iiberall im Raum, wo ein elektrisches Feld besteht, 
aufgespeichert und stetig verteilt. mer die Verteilung im Raume sagt Gl. (11) 
zunachst nichts aus, sondern nur iiber den gesamten Energieinhalt des Feldes; das 

einfachste ist hier anzunehmen, daB in jedem Raumelement d-r: die Energie ~ @2 

aufgespeichert ist; die Energie in der Raumeinheit, das ist die Dichte der Energie, 
ist demnach 

EO ~2 We= T~ ; We= J WedT. 
CD 

(12)1 

Diese Auffassung ist, wenn auch nicht streng bewiesen, so doch sicher die ver
niinftigste; sie verteilt die Energie so iiber die einzelnen Raumelemente, daB die 
Gesamtenergie sich stets richtig ergibt. - Wir haben die Zulassigkeit von GL (11) 
und (12) erkannt; ihre Richtigkeit kann als erwiesen gelten, wenn sie iiberall in 
Einklang stehen mit der Erfahrung. Hierauf wird noch zuriickgekommen. Die 
klassische Elektrodynamik sieht diese Gleichungen fUr jedes elektrische Feld, nicht 
nur fUr das statische, als Ausdriicke der Feldenergie und der Energiedichte an. 

1m Gleichgewichtszustand kann die Energie auch mit Hilfe von Ladungen und 
Potentialen ausgedriickt werden, vgL 18. 

ZUrUckkehrend zur Energie des Plattenkondensators 

(13) 
8 

fUhren wir die Spannung U = J E ds = E s und die Ladung Q = J (J d t = eo E t ein 
o 

und erhalten 

mit a =!{ also auch 
U 

1 
We=TQU, (14) 

(15) 

Den obigen analoge Gedankengange lassen schlieBen, daB GL (14) und (15) nicht 
nur fiir den Plattenkondensator die Energie angeben, sondern auch fiir jede andere 
Kondensatorform. Die Ausdriicke sind typisch fUr die Fernwirkungstheorie, indem 
sie fiir die Energie Ladung und Spannung verantwortlich machen. 

Zur Beurteilung der Energieverteilung im Felde gemaB GL (12) dient das Feld
bild in folgender Weise: Zerlegen wir das Feld durch Feldrohren, die den FluB 
eo E <50 = 1 Ladungseinheit fUhren, und erganzen dieses Bild durch Flachen gleicher 

11m P. M. s.: Benennung W = -JL . ~: La = Q U, Einheit 1 Joule, 

w = QL~ I Jou!e . 
em 
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Spannung im Abstand E b8 ;= 1 Spannungseinheit voneinander, so entstehen 
Zellen, die den gleichen Energieinhalt von 1 Energieeinheit fuhren; ihre GroBe 
ist daher ein umgekehrtes MaB fiir die Energiedichte. 

Beispiel: Die Energie des unendlich ausgedehnten Feldes der geladenen Kugel 

ergibt sich aus der Feldstarke E (r) = -4 1 2 Q und der Hohlkugel dT = 4 nr2 dr 
:n; r So 

als Raumelement zu 

w =. soJ(_I_)2 Q2 4 n r2 dr = _1_. ~ 
e 2 4 :n; r2 sli 4 :n; So 2 a (16) 

a 

als endlicher Betrag (fur die "Punktladung" a -+ 0 ware die Energie unendlich groB). 

c) Energie- und Arbeit8verhiiltni88e beim Kondensator. 

In dem Diagramm Abb.3 ist tg 0( =~. = C, ein Streifen U dQ = d~, daher 

die Flache des Dreiecks OAD proportional der gesamten Feldenergie{-QU. Durch 

Verkleinern des Abstandes der einander anziehenden Ladungs- t; - r: _ 
trager wird die Kapazitat vergroBert und mechanische Arbeit flroBer kleiner 

gewonnen; dies kann unter verschiedenen Bedingungen ge
schehen: 

1. Der geladene Kondensator ist sich selbst iiberlassen, 
daher Q = con8t wahrend des Vorganges (Abb.4). Wahrend 
der Arbeitsleistung bewegt sich A langs der waagerechten 
Geraden Q = con8t nach B. Die Anfangsenergie ist durch o u 
das Dreieck OAD, die Endenergie durch das Dreieck OBD Abb.ll.3. Vorgange~am 

Kondensator. 
dargestellt. Die Differenz beider, das Dreieck OAB, ist daher 
das MaB fur die auf Kosten der Feldenergie unter Verkleinerung der Spannung 
gewonnene mechanische Arbeit Ameeh. Allgemein: Bei Q = con8t ist 

dAmech =-d~, (17) t; 
demnach die Kraft wahrend der Arbeitsleistung 0 __ _ 

K =- aWe. (18) 
8 08 ' 

z. B. ist fiir den Plattenkondensator ~ = ~~ = ~2 10:" daher 
Q2 

Ks =- 2eol (19) 

unabhangig vom Abstande 8 der Platten voneinander. 

o U 
Abb. 11. 4. Vorgang bei 

Q~ const. 

2. Die Spannung des Kondensators wird durch Energiequellen von auBen kon
stant gehalten: U = const (Abb.5). Wahrend der Arbeitsleistung bewegt sich A 
langs der senkrechten Geraden U = const nach B. Die An- t; 
fangsenergie wird durch das Dreieck OAQI dargestellt, die I 

/l '0 Endenergie durch das Dreieck OBQ2' Das Dreieck OAB als tf29------~ 
I Differenz von Anfangs- und Endenergie bedeutet die mecha- I 

nische Arbeit Amech' Nach Ausweis der Figur ist nicht nur die : 
Kapazitat, sondern auch die Ladung wahrend des Vorganges ' 
groBer geworden, dem Kondensator muBte also wahrend des ~--'.-L----::::::O<):A 
Arbeitsganges Energie zugefiihrt worden sein. Nach Abb. 5 I 

ist diese U (Q2- Ql)' dargestellt durch das Rechteck Q1 ABQ2' 0 U 
Das die mechanische Arbeit darstellende Dreieck OAB ist Abb. 11U5:", ~g~t.ng bei 

flachengleich dem Dreieck Q1 AB, also gleich dem halben 
Rechteck QIABQ2' Die gesamte zugefiihrte Energie ist doppelt so groB wie die 
mechanische Arbeit. Von ihr ist die eine Halfte in mechanische Arbeit umgesetzt, 

2* 
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die andere Halfte im Feld aufgespeichert worden. Allgemein: Bei U = canst ist 

R 

dAmech = + dJYe. (20) 
demnach die Kraft wahrend der Arbeitsleistung 

K =+ oWe. 
s 08 ' 

(21) 

U2 0 ·U2 e f 
z. B. ist fiir den Plattenkondensator JYe = -2- = T-}-' daher 

K __ U2eot.~ 
8 - 2 8 2 

(22) 

umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes s der Plat
ten voneinander. 

3. Wenn sowohl Ladung als Spannung sich wahrend der 
Arbeitsleistung andern, so verlauft der Vorgang langs einer "Vber
gangskurve" t (Abb. 6). Die Flache OAB ist ein MaB fiir die 
mechanische Arbeit, wie man erkennt, wenn man sich den ganzen 

u Vorgang langs der Kurve AB in elementare Einzelvorgange mit 
Abb. l~~~~~~meiner Q = const und solche mit U = const zerlegt. 

Das elektrostatische Feld unter Beriicksichtignng 
der Nichtleiter. 

12. Dielektrizitatskonstante. Elektrische Verschiebung. Eigenschaften der 
Nichtleiter. Polarisation. 

Faraday entdeckte, daB die Kapazitat eines Kondensators vergroBert wird, 
wenn der Raum zwischen den Ladungstragern an Stelle von Luft mit einem festen 
oder fliissigen Nichtleiter ausgefiillt wird. Die VergroBerung erwies sich als un
abhangig von GroBe und Gestalt des Kondensators und der GroBe der Feldstarke1 . 

Bezeichnen wir voriibergehend mit 0 0 die Kapazitat, wenn der Zwischenraum 
Vakuum ist, mit O. die Kapazitat, wenn der Zwischenraum mit einem Dielektrikum 
ausgefiillt ist, so ergibt also der Versuch, daB die Verhaltniszahl 

o. ) 
B = 00 (1 

einzig von der Art des dielektrischen Stoffes im Feldraum bestimmt wird. Die 
unbenannte Zahl B hat daher den Wert Eins fiir leeren Raum, sie wird als relative, 
spezifische oder bezogene Dielek:l;rizitatskonstante (DK). oder auch als rela
tiver Elektrisierungsgrad bezeichnet 2• 

Da Luft im Normalzustand B = 1,0006 hat, unterscheiden sich die elektrischen 
Zustande im Luftraum, in dem sie untersucht werden konnen, nur sehr wenig von 
den entsprechenden im leeren Raum 3. Untersuchungen an Gasen haben ergeben, 
daB die Dielektrizitatskonstanten aller dielektrischen Stoffe mit zunehmender Ver
diinnung als gemeinsamem Grenzwert der GroBe B = 1 entgegengehen. Diese 
Erfahrungstatsache ist fiir die Feldtheorie sehr wichtig: fiir ihr Vorgehen, auch den 
leeren Raum, und nicht nur der Materie, elektrische Eigenschaften zuzuschreiben, 
kann sie als eine weitere Rechtfertigung gelten. 

Um die mit G1. (1) ausgesprochene Erfahrungstatsache in die Theorie einzureihen, 
ist man gegeniiber den Untersuchungen des vorangegangenen Hauptabschnittes 
(6.-11.) in erhOhtem MaBe auf willkiirliche, jedoch moglichst zweckmaBig zu 
treffende Festsetzungen angewiesen, weil man im Innern fester Korper nicht experi~ 
mentieren kann. Die Spannung U und die Ladung Q des Kondensators konnen 

1 tJber eine diesbeziigliche Einschriinkung siehe unten. 
\I Zahlenbeispiele: Paraffin 2, Papier 2, Petroleum 2, Porzellan 5--6, Glimmer 4-8, Glas 

4-10, Xthylalkohol 26, chemisch reines Wasser 81, Luft 1,006, ahnlich die meisten Gase. 
3 Nur fiir genauere Definitionen ist es notig. sich nicht auf Luft, sondern auf Vakuum zu 

beziehen. Vgl. 6. Anm. 1. 
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in jedem Falle gemessen werden; mit beiden ist aber das elektrische Feld im Feld
raum verkniipft durch [8. Gl. (2); 7. Gl. (2)] 

2 

U=j!J5dr; 
1 

(2) (3) 

1st ein Dielektrikum im Feldraum vorhanden, so konnen nicht beide Gl. (2) und 
(3) zusammen mit Gl. (1) bestehen. Es sei etwa aus der Spannung mit Gl. (2) 
die Feldstarke wie bisher berechnet, also ohne Riicksicht auf die Materie im Feld
raum, darauf werde mit der so erhaltenen Feldstarke der elektrische HiillenfluB 
bestimmt: dann zeigt sich, daB dieser nicht mehr mit der gemessenen GroBe Q 
der Ladung iibereinstimmt: ffo!J5df+-Q. Dagegen ist hier stets erfiillt: 

f BBo !J5df =Q. 
Diese Feststellung wird so formuliert: Die elektrischen Ladungen sind nicht die 

Quellen der elektrischen Feldstarke !J5, sondern eines anderen Vektorfeldes 

~=Efo(f. (4}1 

'I> nennt man nach Maxwell die "Verschiebung", genauer die Verschie
bungsdichte, oder auch die elektrische Erregung. An die Stelle der bisherigen 
Aussagen ii ber Quellen des elektrischen Feldes (7.) treten demnach 

a} p~df =~Q; b} div~ = '1'/; c} Div~ = 6. (5) 
Die geschilderte Festsetzung ist zwar willkiirlich, aber auBerordentlich zweck

maBig2, denn mit ihr bleibt die elektrische Spannung im statischen Zustand iiberall 
yom Weg unabhangig, das elektrostatische Feld unter allen Umstanden volIkommen 
wirbelfrei; die Ergebnisse von 8. bleiben also unabhangig von verschiedenen Nicht
leitern und auch in solchen erhalten: 

a)f!J5dr=O; b} rot!J5 = 0; c} Rot!J5 =0. (6) 
An Unstetigkeitsflachen ist also nach Gl. (6c) die TangentiaIkomponente der 

Feldstarke stetig: 
Elt = E2t> (6d) 

und ebenso nach Gl. (5c) die NormaIkomponente der Verschiebung: 

DIn =D2n, (5d) 

wenn die Trennflache keine Flachenladung (J tragt. 
Die besonders haufig auftretende Verbindung 

l'l:O = f (7) 3 

wird a bsol u te oder unbedingte Dielektrizi ta tskonstan te oder absoluter 
Elektrisierungsgrad genannt, s ist eine benannte Zahl mit der Benennung von fO' 

So steht also z. B. s an der Stelle von fo in den Kapazitatsformeln (10.). 
Verschiebung hat Maxwell den Feldvektor 'I> auf Grund folgender Vorstellung 

genannt: Denkt man sich den dielektrischen Stoff aus kleinsten Teilchen und leerem 
Zwischenraum bestehend (vgl. 2.), so verursacht das elektrische Feld influenzierte 

1 - ~ . ~ - ~ _12. E'nh' 1 Caul. P 1\" S Benennung D- UL L - L2 - L2' I elt cm2Im . '.t •• 

2 Man hatte an Stelle des oben gezeigten Vorgehens auch aus der gemessenen Ladung mit 
Gl. (3) ohne Riicksicht auf das Dielektrikum G: bestimmen k6nnen und hatte gefunden, daB 
Gl. (2) nicht mehr erfiillt ist, daB also die elektrische Spannung nicht mehr iiberall vom Wege 
unabhangig ist. Mit diesem Vorgehen hatte man somit die Wirbelfreiheit des elektrostatischen 
Feldes aufgegeben. 

3 Gl. (7) wird auch geschrieben,1 = £ ,10 mit ,1 als absoluter, £ als relativer DK, oder es wird 
die von uns £0 geschriebene elektrische Konstante mit ,1 bezeichnet, also die absolute DK als 
£ L1 geschrieben. Eine andere Schreibweise ist £ = lOr £0' dabei ist £ die absolute, lOr die relative 
DK; demgegeniiber wird in der alteren physikalischen und elektrotechnischen Literatur und 
in den Tabellenwerken mit £ stets die relative DK bezeichnet. Wclche Schreibllng sich allgemein 
durchsetzen will, laBt sich noch nicht absehen. 
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Ladungen auf jedem dieser Teilchen, indem jedes auf entgegengesetzten Seiten 
entgegengesetzt gleiche Ladungen tragt. Zum Unterschied von auf Leiteroberflachen 
auftretenden Ladungen spricht man hier von Polarisation (darunter versteht man 
im allgemeinen das gleichzeitige Bestehen entgegengesetzt gleicher Eigenschaften 
an zwei ausgezeichneten Stellen eines Korpers, Beispiel: Dauermagnet). Sind etwa 
schon polarisierte, aber regellos gelagerte Teilchen vorhanden, so werden diese 
durch das elektrische Feld gerichtet. Jedes Teilchen, und damit der ganze feld
erfiillte Nichtleiter, befindet sich somit in einem nach MaBgabe der Feldstarke 
verursachten quasielastischen Spannungszustand, der mit ihr wachst und abnimmt: 
im Zustande der Polarisation 1. Ihr Auftreten bewirkt also auch Aufladungen der 
Grenzflachen der Nichtleiter. Umhiillen wir einen beliebigen Raumteil des polari
sierten Nichtleiters durch eine (mathematische) geschlossene Flache, und fragen 
nach der auBen wahrgenommenen Gesamtmenge der influenzierten Einzelladungen, 
so kommen fiir diese Summe nur jene Teilchen des Stoffes in Frage, die diese Hiille 
schneiden. Insgesamt wirkt also die Polarisation nach auBen wie das Einwandern 
von Elektrizitat in die eine, und das Austreten von Elektrizitat aus der abgewandten 
Grenzflache des Dielektrikums, und nach innen wie die Verriickung oder Verschiebung 
von Elektrizitat in Richtung der Feldstarke. Der Betrag der Verschiebungsdichte 
wird darum durch die Elektrizitatsmenge bestimmt, die durch eine hinreichend 
kleine, senkrecht zur Verschiebungsrichtung gelegte Flache hindurchtritt, im Ver
haltnis zu dieser Flache, daher ist ihr MaB: ElektrizitatsmengeJFlacheneinheit. 

Die Physik sieht die Faradaysche Entdeckung der Polarisation geradezu als 
allgemeinen Beweis dafiir an, daB die Nichtleiter aus Teilchen, die elektrische Eigen
schaften besitzEm, aufgebaut sind 2. 

Wir haben zwei grundsatzlich verschiedene MaBe fUr das elektrische Feld: 
der Betrag der Feldstarke wird durch die SpannungJLangeneinheit, der Betrag 
der Verschiebungsdichte durch die LadungJFlacheneinheit gemessen. Ahnlich wird 
in der Mechanik der elastische Spannungszustand eines festen Korpers entweder 
durch die Dehnung in cm, oder durch den Druck in kgJcm2 beschrieben; beide An
gaben werden durch einen Stoffwert miteinander verkniipft, der eine benannte 
Zahl ist (Hookesches Gesetz), entsprechend der absoluten DK. 

1m leeren Raum geniigt zur Beschreibung der Erscheinungen selbstverstandlich 
eine FeldgroBe; dies hat der erste Hauptabschnitt gezeigt. 

Eigenschaften der Nichtleiter. Bislang hatten wir die Richtung der Felder 
Q; und ~ als gleich, die Betrage als einander proportional, d. h. die DK als konstanten 
Skalar angesehen. Unter diesen Umstanden spricht man von einem idealen, homo
genen, isotropen Dielektrikum. In anisotropen Korpern (Kristallen) sind die beiden 
Felder nicht notwendig gleichgerichtet, vielmehr hangt im aIlgemeinen FaIle jede 
Komponente von ~ von jeder Komponente von Q; ab: 

Dz~ So _ snEz + s12Ey + s13 Ez, l 
Dy.so - S21 E Il: + s22 E" + suEz, (8) 
Dz :so = S31 Ez + s32Ey + s33 E z, 

wobei 
S12 = S21' S13 = S3l' S23 = S32· (8a) 

1 Diese innere Veranderung des Dielektrikums tritt auch in der optischen Erscheinuug der 
Doppelbrechuug zutage, die ein Dielektrikum im elektrischen Felde zeigt (entdeckt von Kerr 
1875). 

2 Mit den gegenwartigen Modellvorstelluugen iiber den Aufbau der Materie kann man die 
Polarisation in folgende Einzelvorgange trennen: 1. Innerhalb des Atomes werden Elektronen
bahnen gegeniiber dem Kern verschoben (Elektronenpolarisation). Die Strecke ist selbst gegen
iiber dem Molekiildurchmesser auBerordentlich klein, die Einstellzeit ist sehr gering. 2. Molekiile, 
bei denen die beiden elektrischen Schwerpuukte nicht von vornherein zusammenfallen, sind 
dadurch polarisiert, also kleine elektrische Dipole. 1m elektrischen Felde wird der Abstand 
der beiden Pole sich etwas vergroBern (Atompolarisation), die Einstellzeit ist ebenfalls sehr 
klein. 3. Auf regellos gelagerte Dipolmolekiile iibt das elektrische Feld ein richtendes Dreh
moment aus (Orientierungspolarisation). Hier hangt die Einstelldauer von der Zahigkeit ab 
uud ist im allgemeinen um GroBenordnungen groBer. 
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Durch passende Wahl der Koordinatenrichtungen kann man hieraus auf die Form 
kommen 

Dx: Eo = e1Ex , Dy: Eo = e2 E y, Dz: eo = EsEz· (8b) 

Eine solche Iineare Vektoroperation wird Tensor genanntl. 
Den spater zu schildernden Vorgangen vorausgreifend bemerken wir, daB die 

meisten dielektrischen Stoffe keineswegs ideale Nichtleiter sind. Die oft vorhandene 
Eigenschaft, die Elektrizitat mehr oder weniger gut zu leiten, hangt stark von 
Verunreinigungen und ihre Wirkung von der Feldstarke abo Die DK selbst ist 
meist stark temperaturabhangig. Bei zu groBen thermischen und elektrischen 
Beanspruchungen wird daher der Stoff zerstort. Ferner zeigt sich oft eine dielek
trische Nachwirkung, die, summarisch beschrieben, darin besteht, daB von den 
metallischen Belegungen eines Kondensators nach Anlegen der konstanten Spannung 
Elektrizitat langsam in das Dielektrikum eindringt und nach Aufheben des Feldes 
zuriickkriechend eine Restladung der metallischen Belegungen bewirkt (Riick
standsbildung). Diese Erscheinung ist stark zeitabhangig. 

Ferner ist in Betracht zu ziehen, daB ein Teil der dem Dielektrikum zugefiihrten 
elektrischen Energie fiir die Polarisation aufgebraucht und (reibungsahnlich) in 
Warme umgesetzt wird. AlIe diese Erscheinungen bewirken zusammen, daB die 
DK von der GroBe des elektrischen Feldes und der Geschwindigkeit seiner .Anderung 
abhangig erscheint. Die theoretische und experimentelle Untersuchung der dielek
trischen Eigenschaften der Stoffe kann gegenwartig noch nicht als abgeschlossen 
gelten. 

Polarisation. Die Erscheinungen bei Vorhandensein von Nichtleitern im 
Feldraum konnen vollstandig dargestellt werden durch die beiden Vektoren Feld
starke und Verschiebung, von denen der zweite die dielektrischen Eigenschaften 
der Stoffe zum Ausdruck bringt. Indessen hat auch die erwahnte Vorstellung der 
Polarisation, die gleichbedeutend ist einer Verschiebung von Ladungen im Innern 
der Nichtleiter, ihren mathematischen Ausdruck gefunden in dem "Polarisation" 
genannten Vektor jJ3. Er wird aus dieser Vorstellung definiert, wie folgt: 1m Dielek
trikum tritt durch ein beliebiges Flachenelement df, auf dem der Einheitsvektor n 
normal steht, Ladung hindurch, wenn durch Anlegen des elektrischen Feldes der 
Nichtleiter polarisiert wird. Drehen wir das Flachenelement nach allen Richtungen, 
so gebe jene Richtung n, in der die durch df hindurchgegangene Ladung am groBten 
ist, die Richtung des Vektors jJ3 an, sein Betrag stimme mit der Flachendichte der 
in dieser Stellung durch d f gegangenen Ladung iiberein: 

dq'=a'df=Pndf; (9)2 

P ist also jene Ladung, die bei Polarisation durch die senkrecht zu jJ3 gestellte 
Flacheneinheit hindurchtritt, im Verhaltnis zu dieser Flache. 

Wir teilen ferner den Nichtleiter in kleine zyIindrische Raumelemente d-r = h • d f 
ein, deren Deckelflachen df senkrecht zu jJ3 stehen. Diese tragen, wenn der Nicht
leiter polarisiert wird, nach Gl. (9) die Ladungen ± Pdf im Abstand h, stellen also 
kleine elektrische Dipole vom Momente m = Pdf· h, 

m=jJ3~ (~ 

dar. jJ3 ist demnach das elektrische Moment der als Dipol gedachten Raumeinheit 
des polarisierten Nichtleiters. 

1 In einem Raumpunkt kann man einen Vektor durch einen Pfeil, einen Skalar durch eine 
Kugel, einen Tensor durch ein Ellipsoid versinnbildlichen, doch hat diese Vorstellung hochstens 
den Wert eines Gleichnisses. 

2 Man hat die als Folge der Polarisation auftretenden Elektrizitatsmengen in der alteren 
Literatur "freie Ladungen" genannt. Sie sind begrifflich vollig verschieden von den "wahren 
Ladungen", das sind jene, die nach Definition Gl. (5) die Quellen des Feldes ~ sind. Die Namen
gebung ist ungliicklich. Fiir eine vollstandige Beschreibung der Erscheinungen ist der im Grunde 
der Fernwirkungstheorie zugehorende Begriff entbehrlich und wird daher von una, obwohl er 
gewisse mathematische Vorteile bieten kann, nicht weiter gebraucht. 
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Um den Zusammenhang von $ mit Ii und ~ herzustellen, denken wir daran, 
daB dureh die Polarisation Aufladungen der Grenzflaehen der Niehtleiter bewirkt 
werden. Diese erklaren die vergroBerte Kapazitat des mit einem Dielektrikum 
gefiillten Kondensators: Bei gegebener Spannung kann der Kondensator offenbar 
eine um so groBere Ladung aufnehmen, je mehr von dieser zugefiihrten Elektrizitats
menge zur Aufhebung der anderen Ladungen gebraueht wird, die von der Polarisation 
des Isolators herriihren. Die Polarisation steigt also mit der Dielektrizitatskonstanten. 
Die Ladungsdiehte auf den Belegungen eines Kondensators gleieht aber der Normal
komponente der Versehiebungsdiehte. Wir denken uns die gesamte, bei Vorhanden
sein des Niehtleiters beobaehtete Verschiebungsdiehte ~diel bestehend aus zwei 
Posten, deren einer die bei leerem Feldraum (Vakuum) sich einstellende Ver
sehiebungsdiehte ~va.k sei. Dann ist der zweite Posten die Polarisation $ nach 
ihrer ersten obigen Definition: 

Beriieksiehtigen wir 

so ergibt sieh 

~diel = ~va.k + $. (11) 

(4) 

$ = ~vak (e-l) = eo Ii (e-l). (12) 

Man bezeiehnet den Zahlenfaktor e - 1 = X als "dielektrisehes Aufnahme
vermogen (Suszeptibilitat) "1. 

13. Vergleich des Feldes im leeren und im dielektrischen Raum. "Obergang der Feldlinien. 

Die Grundgleiehungen 12. GL (4), (5), (6) reichen zur Besehreibung des allgemeinen 
elektrostatisehen Feldes hin. GI. (6) fordert Wirbelfreiheit des Feldes Ii (b), Stetigkeit 
der Tangentialkomponenten von Ii (c), Unabhangigkeit der Spannung vom Wege (a). 
GI. (5) bedingt Quellenfreiheit des Feldes ~, ausgenommen die Ladungen (a, b), 
Stetigkeit der Normalkomponenten von ~, wo keine Flaehenladung sitzt (c). Die 
DK [Gl. (4)] betraehten wir in 13. der Einfaehheit halber als ortlieh und zeitlieh 
konstanten Skalar. Damit lassen sieh die elektrostatisehen Aufgaben ffir den Fall, 
daB der Feldraum von einem Dielektrikum mit dem Elektrisierungsgrad e erfiillt 
wird, auf den bekannten Fall des leeren Raumes zuriickfiihren: 

1. Sind die Ladungstrager isoliert aufgestellt, bleibt also iiberall Q = conlJt, so 
bleibt die Versehiebung ~ ungeandert, demnaeh wird die Feldstarke Ii, und darum 
die Spannung zwischen den Ladungstragern im Verhaltnis 1: e verkleinert. Beispiel: 
Dureh Einsehieben eines Nichtleiters in einen Luftkondensator sinkt die Spannung. 

2. Werden die Spannungen der Leiter gegeneinander konstant gehalten, so 
bleibt die Feldstarke unverandert, die Versehiebung ~ und darum aueh die Ladungen 
werden im Verhaltnis e: 1 vergroBert. Beispiel: Dureh Ausfiillen des Feldraumes 
mit einem Niehtleiter wird die Kapazitat eines Kondensators nach 12. Gl. (1) im 
Verhaltnis e:l vergroBert, ebenso die Ladung bei konstanter Spannung. 

Der allgemeine Fall, daB man ein Dielektrikum (el ) mit einem anderen (e2 ) ver
tauscht, laBt sich hieraus leicht ableiten. 

Ferner bestimmen die genannten drei Grundgleichungen den Austritt von Feld
linien aus einem homogenen isotropen Dielektrikum (el) in ein anderes (e2)' Tragt 
die Grenzschieht keine fremde Ladung (0" = 0), so diene dieser Feststellung 12. 
Gl. (5d) und (6d): DIn = D2n, Elt = E2t. Bezeiehnen IXI und 1X2 die Winkel, welche 
die Tangenten an die Feldlinien in den beidenNichtleitern an der Grenzschicht 
mit dem Lot bilden, so sind diese Gleichungen gleichbedeutend mit 

Elsin IXI = E2 sin 1X2' 

Dl cos IXI = D2 cos 1X2; 

1 Vielfach ist es iihlich, nicht e -1, sondern 41" (e-l) als Suszeptibilitat zu hezeichnen. Es 
besteht gegenwartig kein Grund mehr zu dieser Form, ganz besonders nicht, wenn man die 
Gleichungen maBunabhiingig auffassen will. Vergl. die Anmerkung zu 24. Gl. (6). 
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dividiert man beide Gleichungen durch einander und beachtet, daB ~ = e eo (t ist 
[12. Gl. (4)], so erhii.lt man 

tg"t El 

tgaa=E;' (1) 

vgl. das Beispiel Abb. 1. Die Feldlinien liegen beiderseits der Trennflache in der 
Ebene der Flachennormalen; sie werden beim Eintritt in den Nichtleiter mit der 
kleineren DK zum Lot hin gebrochen. Die aus einem Nichtleiter in den leeren Raum 
(Luft) austretenden Feldlinien schlieBen also mit dem Lot einen um so spitzeren 
Winkel ein, je groBer die DK des Nichtleiters ist. Auf Leitern stehen die Feld
linien senkrecht, und ihr Inneres ist feld
frei [7. Gl. (12); 8. Gl. (6)]. Befinden sich 
Leiter im elektrostatischen Felde, so rechnet 
man demnach richtig, wenn man sie zunachst 
als Nichtleiter ansieht, und darauf ihre Dielek
trizitatskonstaute unendlich groB werden laBt: 
dabei werden gerade die oben genannten 
Gleichgewichtsbedingungen fiir Leiter herge
stellt. Dieser Kunstgriff darf aber nicht zu 
dem SchluB verleiten, die DK der metallischen 
Leiter sei physikalisch unendlich groB. Der Abb.t3.l. ttbergang des elektrostatischen Feldes 
Gleichgewichtszustand kann vielmehr iiber die an einer ungeladenen Grenzflliche. Gegeben 

L z.B.: 8 3 = 261; DltEltCXt o 

Dielektrizitatskonstante metallischer eiter 
keinen AufschluB geben, denn in ihm ist im Leiterinnern sowohl (t = 0 als auch 
~ =0; ihr Verhaltnis, durch das die DK bestimmt ist, hat also im Leiter-

innern die unbestimmte Form e = e~~ = ~ . 

14. Energie und Kraft. 
Beim Faradayschen Grundversuch [12. Gl. (1)] muBte durch VergroBerung 

der Kapazitat im Verhaltnis e:l nach Ausweis der Energieformel11. Gl. (14), (15) 

w =~QU=~CU2=~!l.. 
e 2 2 2 0 

die Energie bei konstanter Spannung (Feldstarke) im gleichen Verhaltnis vergr6Bert, 
bei konstanter Ladung (Verschiebung) im Verhaltnis 1: e verkleinert worden sein. 
Dies wird durch die Erfahrung bestatigt, es st~ht auch im Einklang mit dem eingangs 
13. Gesagten. Dementsprechend muB der Ausdruck fiir die Feldene.rgie 

w;,~ = J ~ (t2d7: 11. (12) 

erganzt werden durch Einfiihren der Verschiebung 

~=eeo(t=e(t 
zu 

00 

Den Ausdruck fiir die Energiedichte We 

Cf~ 
W e=-2-; 

12. (4) 

(1) 

sieht die Maxwellsche Theorie nicht nur fiir elektrostatische Felder als giiltig an, 
sondern fiir elektrische Felder jeder Art, auch wenn zwischen (t und ~ keine Pro
portionalitat besteht. Die allgemeine Richtigkeit dieser Energieformeln erweist sich 

U Q 
1 Benennung (vgl.ll.) W = T· T2 = p. 
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einerseits spater aus allgemeinen Energiebetrachtungen (41.) und andererseits daraus, 
daB die mit ihnen errechneten mechanischen Krafte im statischen Felde iiberein
stimmen mit auf anderem Wege gewonnenen (15.). Dementsprechend setzen wir 
auch fiir die Kraft auf die Oberflacheneinheit eines geladenen Leiters ebenso, wie 
in 11. Gl. (6) und (12) den mit der Energiedichte iibereinstimmenden Ausdruck 

(f~ 
P=-2-' 

(J En 
Pn=-r· (3)1 

Krafte auf Nichtleiter. Mechanische Krafte werden nicht nur ausgeiibt, wo 
Quellen des elektrischen Feldes sich befinden [Zugkrafte auf geladenen Leiter
oberflachen, 11. Gl. (6)], sondern auch dort, wo die DK sich raumlich andert, z. B. 
an der Oberflache von Nichtleitern (ohne daB diese kiinstlich mit einer fremden 
Ladung versehen wurden). -

1m Beispiel Abb. 1 ist das ~earhomogene Feld eines Plattenkondensators zum 
Teil mit Luft (81)' zum Teil mit 01 (82) 81) gefiillt. In der Luft ist die Energiedichte 

W1 = ~. E~ 81 , im 01 w 2 = ~ E= 80; die Verschiebung ist stetig, da Flachenladungen 

I
f ~ fehIen: D1 = D2• Die gesamte Energie ist daher 

e, ;!i w;, = ~ E1E2t {82 (s-x) + 81 x}; aus Kx =- °o~· 
tz erhalt man die Kraft Px auf dIe Oberfiachenemhelt 

Abb. 14. 1. Elektrische Kraft auf einen 
in Richtung x 

Nichtleiter. Px = ~ E1 E2 (82- 81), (4) 

was man als Sonderfall der alIgemeineren Vektorformel 

lJ = ~ ~1 ~2 Grad 8 (5)2 

auffassen kann, die im folgenden Abschnitt 15. bewiesen wird. Diese Kraft sucht 
den Olspiegel zu heben (82 ) 81), sie wirkt alIgemein nach Gl. (4) auf den Korper 
mit der groBeren DK als Zug, treibt also jedes Teilchen in Richtung abnehmender 
Werte der DK. 

Auf ungeladene isolierte nichtleitende oder leitende Korper werden stets Krafte 
ausgeiibt, wenn sie in ein durch ~ und 81 gekennzeichnetes Feld eingebracht werden 
und dieses dadurch storen. Die Kraft bestimmt sich als Resultierende der auf jedes 
Volumenteilchen ausgeiibten Kraft, die man aus Energiebetrachtungen, ahnlich 
wie oben, bestimmen kann. Rat der eingebrachte Korper die DK 82' so wird jedes 
Volumenteilchen fiir sich, unabhangig von der Gestalt des Korpers, zu StelIen 
starkeren oder schwacheren Feldes getrieben, je nachdem, ob 82 groBer oder kleiner 
als 81 ist. Mit der in 13. genannten Regel, fiir Leiter 8 2 : 81 = 00 zu setzen, sind auch 
diese hierin einbegriffen. Der Gesamtbewegungsantrieb laBt sich bei einfachen 
Korperformen dem Sinne nach bisweilen aus der Regel bestimmen, daB die 
Bewegungsantriebe der isolierten Korper stets so erfolgen, daB die Energie im 
betrachteten Raumteil verkleinert wird. 

15. Die Faraday-MaxwelIschen Spannungtm und die mechanischen Krafte. 
Nach unseren grundlegenden Vorstellungen, die auf Faraday zuriickgehen, 

werden die elektrischen Krafte nicht unvermittelt, mit 1Jberspringung des un
beteiligten Zwischenraumes ausgeiibt, sondern vielmehr dadurch, daB dieser, mag 
er stofflich ausgefiillt sein oder nicht, liickenlos in einen eigentiimlichen Zustand 
versetzt ist, den wir "elektrisches Feld" nennen (6.). 1st diese Vorstellung richtig, 
so muB es moglich sein, die auf irgendein durch eine RiilIe abgegrenztes System, 

U Q 
1 Benennung (vgl. 11.) W = L . T2 = p. 

2 Grad 8 == nIlS (8s - 81), wenn n 1/a die Normale in Richtung von 1 nach 2 bedeutet. 
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das z. B. elektrische Ladungen enthaltl, ausgeubten Krafte durch Spannungskrafte 
zu ersetzen, die an den Flachenelementen dieser (mathematischen) Rulle angreifen. 
Da der allgemeinste Ausdruck der Krafte das Raumintegral einer raumlichen Kraft
dichte fist, handeIt es sich also darum, dieses Raumintegral durch ein unter allen 
Umstanden gleichwertiges RiiIIenintegral 

ft=Jfd-r=ffJdl (1) 
T 

auszudriicken. Diesen grundsatzlich wichtigen Nachweis hat Maxwell erbracht, 
indem er die Kraft auf die Flacheneinheit("Spannung") angab als 

1 1 
fJ =2 ~. ~ n + 2 [~ [~n]]. (2) 

Dabei sind ~ und ~ = e ~ die Feldvektoren auf dem Flachenelement dl, n dessen 
N ormale, e = canst. Diese Spannungskrafte konnen in keiner Weise unmittelbar 
wahrgenommen werden, da sie sich uberall das Gleichgewicht halten, wo auf beiden 
Seiten des Flachenelementes dieselbe Spannungskraft wirkt. Sie werden daher 
"fiktiv" genannt. Wahrnehmbare mechanische Krafte ergeben sich erst dort, wo 
sich die Spannungskrafte raumlich andern. Das ist in erster Linie an Unstetig
keitsflachen der Fall. Wir werden daher zu zeigen haben: a) daB der Ausdruck 
Gl. (2) im Einklang steht mit den bisher entwickeIten Vorstellungen vom elektrischen 
Feld, b) daB sich aus ihm die tatsachlich auftretenden mechanischen Krafte ableiten 
lassen. Dies zeigen wir fur den in erster Linie wichtigen Fall von Unstetigkeitsflachen 
(Oberflachen leitender und nichtleitender Korper), und danach c) in Verall
gemeinerung fur raumlich stetige Anderungen. 

a) Wir haben zunachst den Ausdruck Gl. (2) auszulegen. Der Vektor fJ der 
Flachenkraft oder "Spannung" ist ausgedruckt als die Summe zweier Vektoren, 
von denen der erste in Richtung von ~ liegt, der zweite senkrecht zu ~ in der Ebene 
von ~ und n. Es liegt daher fJ in der gleichen Ebene, wie Feldstarke ~ und Flachen
normale n. Wir entwickeln den zweiten Vektor2 und finden 

Q;~ fJ = ~ . ~ n - n . -2-' (3) 

1st IX der Winkel zwischen ~ (~) und n, so ist I ~ . ~ n I = ED cos IX = 2 w cos IX, 

wenn w = Q;2~ die Energiedichte bedeutet. Daher ist der Betrag 

~~ 
P=-2-=w. (4)3 

Setzen wir fJ aus den Vektoren ~. ~ n und - n w zusammen und beachten seine 
GroBe p = w, so liest man aus Abb. 1 leicht den geometrischen Beweis dafiir ab, 
daB der Winkel, den fJ mit ~ bildet, und der Winkel zwischen ~ und n stets gleich 
groB sein mussen. Damit ist fJ vollig bestimmt: seine GroBe ist gleich der Dichte 
der elektrischen Energie, und seine Richtung wird dadurch bestimmt, daB der Winkel 
zwischen der Flachenkraft und der Flachennormalen durch die Feldstarke halbiert 
wird ; n, ~, fJ liegen in derselben Ebene. 

1 Eine riiumliche Ladungsverteilung 1] = div ~, die ein Feld ~ hervorbrmgt, sei gegeben; 
durch eine geschlossene Hiille sei ein Gebiet 1 abgegrenzt. Bei ruhenden Korpern und gleich-
miiBigem Dielektrikum ist die auf das System ausgeiibte Kraft Sl' = J ~ 1] d'1 = J t d,p Aile in 

dieser Art als riiumlich verteilte auftretenden Kriifte sollen also nach Tal. (1) erset~bar sein durch 
Oberfliichenkriifte auf die abgrenzende Hiille. (Zu dem Raumintegral sei bemerkt: Q; bedeutet 
die gesamte Feldstiirke; die Integration beschriinkt sich auf den abgegrenzten Raum '1; innerhalb 
'1 ist die Wirkung irgendeines Teilchens P auf ein anderes Q gleich und entgegengesetzt der 
Wirkung von Q auf P, und da beide Wirkungen ins Integral eingehen, heben sie sich gegenseitig 
auf, so daB also Sl' in der Tat lediglich die von auBen auf '1 wirkende oder von ihm ausgeiibte 
Kraft bedeutet.) 

2 [~[~n]] =~·~n-n.~~. 

3 1>2 = I ~ . ~ n;2 + n2 ( Q;2~ r -2 I ~ . ~ n r ·1 n Q; 2~ I· COB oc = ( Q; 2~ r· 
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Wir betrachten einige Sonderfalle. Es sei erstens das Teilchen d I der Flache 
senkrecht zur Feldstarke gestellt: dann wird die auBere Normale n und der Flachen
vektor df parallel zur Feldstarke ~, also [~n] = (} und nach Gl. (2) 

1 (tS) 
~ =2~'1i)1 =n'----r, 

wenn ~ nach auBen gerichtet ist, und 
1 1 ~S) 

~ =2 ~. (-li)i> = 2 (-n I~I) (-li)i> = n' -2-' (4a) 

wenn ~ nach innen gerichtet ist; es kommt somit auf den Richtungssinn der Feld

Ahh.lIi.1. Faraday-Maxwellsche 
"fiktive t

' Spannung. 
I 1t·IDIII = 2w eos IX = OA. 

weosIX= OB. Il'i=w. 

starke nicht an, die Kraft ist hier stets senkrecht zu d I 
nach auBen gerichtet, d. h. sie ist von der Art einer 
Seilspannung. 

Es sei zweitens das Element dl parallel zur Feld
starke gerichtet; dann stehen also n und df senkrecht 
zu ~. Daher ist ~ n = 0 und nach Gl. (3) stets 

~S) 
lJ =-n·-2-. (4b) 

Der Betrag der Kraft ist in diesem FaIle ebenso groB 
wie im ersten, die Richtung ist aber eine andere, es ist 
ein Druck, kein Zug. Wir finden somit unsere anfang
liche Anschauung (7.) begriindet, daB man sich parallel 
zu den Feldrohren einen Zug, senkrecht zu ihnen einen 
Druck vorzustellen hat: "Die Feldrohren Buchen sich 
zu verkiirzen und einander gegenseitig abzustoBen." 

b) Wir untersuchen die mechanischen Krafte, die 
sich aus den Maxwell-Faradayschen Spannungen 
an einer Unstetigkeitsfiache des Feldes ergeben, welche 
die Feldgebiete 1 und 2 voneinander scheidet. Die 
Kraft auf die Flacheneinheit ergibt sich aus den Span
nungen zu beiden Seiten der Flache, sie ist also auf 

die Oberflacheneinheit lJ2-lJl' Setzt man beide Spannungen nach Gl. (2) an, so 
kann man umformen 1 zu 

2 (lJ2-lJl) = (~1 + ~2) ('1)2- i)l) n + n (i)1 ~2- '1)2~) + 
+ [[n (~2-~)] (i)1 + i)2)] 

Hierin ist 
n (i)2- i)1) = Div i) = a 

die Flachendichte der Ladung. Ferner ist 
[n (~2- ~1)1 = Rot ~ 

der Flachenwirbel der elektrischen Feldstarke. AuBerdem ist 
i)1 ~2- i)2 ~1 = ~1 ~2 80 (81- 82) 

und 
n (82- 81) = G1-ad 8 

(5) 

der Flachensprung der DK. Somit erhalten wir die wahrnehmbare Kraft auf die 
Flacheneinheit 

~ + ~z D· <"r\ eo rr:. rr:. G d + [R rr:. S)1 + S)z] (6) lJ2- lJl = 2 W .v - 2 1:!'11:!'2 ra 8 ot I:!' • 2 . 
------

1 2 (pZ-pl) = ~z· S)z n-~I· S)1 n + [S)z [~2 n]] - [S)d~1 n]]; indem man [S)2 [~1 n]]--

[S)1[~2n]1 addiert und suhtrahiert, werden die heiden Vektorprodukte 

[S)2[~ln]]-[S)1[~2n]] + [S)2[(~2-~1)n]] + [S)d(~Z-~l)n]] = 

= ~1· S)zn-~z· S)l n - 1t (S)Z~l-S)l ~2) + [[n(~2-~1)] (S)z+ S)1)]: 
addiert man hierzu 

~2· S)2 n- Q;1· S)1 n = (~1 + ~2) (S)2- S)1) It + ~z· n S)1- ~1 . n S)2' 
so folgt Gl. (5). 
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Bei elektrischem Gleichgewicht ist Rot Q: = 0. An der Grenze eines leitenden 
Korpers (1) gegen einen Nichtleiter (2) ist ~ = 0, daher die Kraft auf die Ober
flacheneinheit des Leiters 

1 rc: ~s 'lls 
jJ2 - jJl = 2 ~2 (J = n -2 = n w2 • (7) 

DaB die Kraft stets senkrecht nach auBen gerichtet ist und die Kraftdichte die 
GroBe der Energiedichte hat, wurde friiher festgestellt [11. G1. (6), (12); 14. G1. (3) J. 
An der Grenzflache zweier Nichtleiter ist Div ~ = 0, falls diese Flache nicht kiinst
lich aufgeladen wurde, und daher ist dort 

~-~=~~~n~-~. ~ 
Die Kraft steht senkrecht zur Grenzflache und wirkt als Zug auf den Korper 

mit der groBeren DK. Auch dieser Ausdruck ist aus friiheren "Oberlegungen bekannt 
[14. G1. (5)]. 

c) Sind die Ladungen, die Anderungen der DK und die elektrischen Wirbel 
nicht flachenhaft, sondern raumlich verteilt, so tritt an die Stelle von G1. (6) der 
allgemeine Ausdruck G1. (1) fiir die wahrnehmbaren raumlichen Krafte. Dabei hat 
man fiir die raumliche Kraftdichte zu setzen 

(9) 

DaB damit in der Tat in jedem FaIle G1. (1) erfiillt ist, wenn jJ nach G1. (2) an
genommen wird, beweist eine einfache Ableitung; da diese aber ausschlieBlich 
rechnerisches Interesse bietet und keine weiteren physikalischen Gesichtspunkte 
erbringt, kann sie hier um so eher ubergangen werden, als G1. (9) vollkommen analog 
zu G1. (6) gebaut ist und wir wissen, daB die Flachenoperationen in jedem FaIle 
durch Grenzvorgange aus den allgemeinen raumlichen Operationen hervorgehen. 
Das erste Glied von G1. (9) kann auch geschrieben werden 'fJ Q:. Krafte sind im 
allgemeinen vorhanden, wo Quellen der Verschiebung, Gefalle der Dielektrizitats
konstanten und Wirbel der Feldstarke bestehen. Die letzte Moglichkeit entfallt 
im elektrostatischen Feld. 

Anmerkung. Zwei Irrtumer mussen hier besonders vermieden werden: 1. Die 
"fiktiven Spannungen" im Innern von nichtleitenden K6rpern durfen nicht mit 
elastischen Spannungen verwechselt werden. 2. Unter der "Spannung" wird hier 
im naheliegendsten Wortsinn die Kraft auf die Flacheneinheit verstanden. Unab
hangig davon ist der Ausdruck "elektrische Spannung", wie bekannt, fur das 
Linienintegral der elektrischen Feldstarke gebrauchlich [8. G1. (2) J. 

16. Der Gleichgewichtsznstand des elektrostatischen Feldes. 
1m Schwerefeld befinden sich Korper dann im stabilen Gleichgewicht, wenn in 

dieser Stellung der Korper die Energie der Lage einen Kleinstwert aufweist. Wenn 
ein elektrostatisches Feld, wie wir von Anfang an voraussetzten, ein Feld im Gleich
gewichtszustand ist, so muB seine Energie kleiner sein, als die jeder anderen Art 
elektrischen Feldes. Den Beweis hierfiir hat Thomson erbracht. 

In einem elektrischen Feld, das Leiter und Nichtleiter in beliebigen Anordnungen 
enthalt, gelten die Beziehungen 

'fJ =div~ 

fUr die raumliche Ladungsverteilung, 
(J =Div ~ 

fur Sprungflachen (Unstetigkeiten) im allgemeinen und im besonderen 

Ql=f~dfl' Q2=f~df2"'" Qn=f~dfn 
1 2 n 

fur die Oberflachen der n geladenen, leitenden Korper. 

(1) 

(2) 

(3) 



30 Das elektrostatische Feld unter Beriicksichtigung der Nichtleiter I, 16. 

Diese allgemeinen Beziehungen lassen sich tiber jedes elektrische Feld aussagen. 
Das elektrostatische Feld wird jedoch erst dadurch vollstiindig beschrieben, daB 
man sie ergiinzt durch die besondere Eigenschaft der Wirbelfreiheit: 

rot~=O, Rot~=O, (4) 

im besonderen fiir Ieitende Korper 
~i =0. (5) 

Dazu besteht der allgemeine Zusammenhang 
1) = Eo E ~. (6) 

Es seigegeben: a) ein elektrostatisches Feld~, 1) durch die Beziehungen GI. (I) bis (6), 
b) ein anderes elektrisches Feld ~', 1)' mit denselben Quellen, wie das statische: 

11 = div 1)', (I') 
(J = Div 1)', (2') 

Q2 =p1) d f2'.... Qn =p1) d fn; (3') 
2 n 

auch bier gilt 
1)' = Eo E ~'; (6') 

dieses Feld soil aber nichtstatisch sein, daher GI. (4) und (5) nicht gentigen. Dann 
sagt der Thomsonsche Satz: Die Energie W' des nichtstatischen Feldes ist unter 
allen Umstiinden groBer ais die Energie W des statischen Feldes. Zum Beweis 
betrachten wir in jedem Punkte des Feldraumes die Differenz des statischen und 
des nichtstatischen Feldes 

1)" = 1)' -1). (7) ~" =~'-~; 

Nach den Voraussetzungen GI. (1), 
giinzlich quellenlos: 

(2), (3); (I'), (2'), (3') ist das Differenzfeld 

div 1)" = 0, Div 1)" = 0 I 
p 1)" dft =0, ... p1)" dfn =0 
1 n 

(8) 

Damit berechnen wir die gesuchte Energie des nichtstatischen Feldes 

W' = ! J(~ + ~") (1) + 1)") dT = W + W" + ! J(~ 1)" + ~"1) dT, (9) 

m 00 

wobei W = ~ f ~ 1) dT und W" = ! J ~" 1)" dT bedeuten. Mit GI. (6) und (6') ist 
m 

~ 1)" + ~" 1) = 2 ~ 1)". (10) 

Das Raumintegral ist tiber den ganzen felderftillten Raum zu erstrecken. Der 
Integrand GI. (10) im Ietzten Glied von GI. (9) ist das skalare Produkt zweier Vek
toren, von denen ~ nach Voraussetzung GI. (4) wirbelfrei ist, wiihrend 1)" quellen
frei gefunden wu:t:de [GI. (8)]. Die Vektorenrechnung beweist den allgemeinen Satz, 
daB ein derartiges Volumenintegral unabhiingig von den besonderen Anordnungen 
im Feldraum verschwindet, sofern nur die Integration tiber den ganzen Feldraum 
ausgedehnt wird, wie wir hier voraussetzen. Somit bleibt tibrig 

W' = W + W", (11) 

wobei mit GI. (7), (6), (6') der "OberschuB W" der Energie des nichtstatischen 
Feldes tiber die Energie W des statischen Feldes 

W" = ;~J E (~' - ~)2 dT (12) 
00 

eine notwendig stets positive GroBe ist. Wenn also nur an irgendeiner Stelle das 
nichtstatische Feld ~' vom statischen Feld ~ verschieden ist, so ist die Energie 
des nichtstatischen Feldes groBer ais die Energie des statischen Feldes. Unter 
allen elektrischen Feldern, die den allgemeinen Bedingungen GI. (1), (2), (3) gentigen, 
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hat das elektrostatische Feld, das auBerdem noch der Bedingung Gl. (4) unterworfen 
ist, die kleinste Energie. 

Damit ist auch bewiesen, daB es zu einer gegebenen Ladungsverteilung [Gl. (1), 
(2), (3)] nur ein einziges, eindeutiges elektrostatisches Feld gibt: Waren zwei ver
schiedene elektrostatische Felder moglich, so muBte jedes dieser beiden eine kleinere 
Energie besitzen, als jedes andere elektrische Feld, was nur moglich ist, wenn beide 
statische Felder identisch gleich sind. Die Gl. (1), (2), (3), (4), (5), (6) kennzeichnen 
das elektrostatische Feld eindeutig und vollstandig. 

Rechnerische Verfahren der Elektrostatik. 
17. Die DiHerentialgleichung des skalaren Potentials. 

Wegen der in 8. festgestellten Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes 
rot Q; = 0 8. (5) (1) 

kann die elektrische Feldstarke Q; aus einer skalaren Potentialfunktion cp errechnet 
werden gemaB 

Q; = - grad cpo 8. (9) (2) 

Die elektrischen Ladungen sind die Quellen des Verschiebungsfeldes ~: 
'fJ = div ~ 12. (5) (3) 

mit der raumlich verteilten Ladungsdichte 'fJ. Zwischen Q; und ~ besteht der Zu-
sammenhang <"r\ rc: 

.v = 80 8~. 12. (4) (4) 
Es ist daher 

In einem idealen, homogenen, isotropen Dielektrikum ist 8 konstant, daher 
grad 8 = O. (6) 

Dies setzt die mathematische Behandlung der Elektrostatik stets voraus. In 
Gl. (6) ist fUr den allgemeinen Fall enthalten, daB 8 von der Feldstarke nicht ab
hangt; wir konnen somit auch ausdrucklich schreiben 

Dann ist also 
8 = const(x, y, z, E) • 

div ~ = 80 8 div Q; = e div Q;. 

(6a) 

(7) 

Aus Gl. (7), (3), (2) folgt die nach Poisson benannte Differentialgleichung fur 
das skalare Potential 

- ~ = div grad cp = L1 cp • 
e 

Dementsprechend ist die Differentialgleichung des Potentials 1m quellenfreien 
Gebiet des wirbelfreien Feldes 

LJcp=O. (9) 

Sie wird nach Laplace genannt. Wir wiederholen ihre Voraussetzungen: 
rot Q; = 0, div ~ = 0, grad 8 = 0 (8 = const(x, y,z,E») • (10) 

Zur Losung der Laplaceschen Differentialgleichung untersuchen wir die Eigen
schaften des Potentiales cpo Das Potential ist eine im allgemeinen stetige Funktion 
des Ortes, die nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Diese wahlen wir 
so, daB das Potential in unendlich groBem Abstand Null wird 3 . - 1m quellenfreien 

1 div (dE) = V (e(~) = e' V ~ + ~. Ve = e· div ~ + ~. grad e. 

2 Z. B. ist in rechtwinkeligen Koordinaten Ll 'P = ~2:: + ~2; + ~2Z~ • 

ro 

3 Aus dem gegebenen Feld ~ ergibt sich dann gemaB 8. G1. (9), (11) 'Pp = J ~ dr. Dies kann 
p 

man physikalisch als die Arbeit auslegen, die notwendig ist, urn einen punktformigen Korper, 
der die Ladungsmenge Eins tragt, vom Punkte P bis ins Unendliche, wo das Feld verschwindet, 
zu befordern, im Verhaltnis zu dieser Ladungsmenge. 
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Feldraum, in dem Gl. (9) gilt, konnen wir zulasseil, daB homogene, isotrope 
Dielektrika aneinander grenzen, jedoeh bleibt in jedem Gebiet e ortlieh konstant, 
also Gl. (6) erhalten. An solehen Unstetigkeitsflaehen bleibt cP stetig (Linien
integral der Feldstarke i), und aus Div ~ = 0 folgt als Grenzbedingung 

el(~:t=e2(~:)2' (11) 

wenn 1 und 2 die an der Trennflaehe zusammenstoBenden Gebiete, und n die Normale 
bedeuten. - 1m Innern von Leitern besteht im Gleiehgewiehtszustand kein elek
trisehes Feld, somit ist naeh Gl. (2) das Potential innerhalb jedes Leiters konstant: 

~i = 0, CPi = canst. Gleickgewichtsbedingung Jur Leiter. (12) 

Daher ist die Oberflaehe eines jeden Leiters Aquipotentialflaehe. Auf ihr steht 
das elektrisehe Feld senkreeht, und die Flaehendiehte der Ladung gleieht der 
Versehiebungsdiehte, weswegen an Leiteroberflaehen gilt 

Otpi _ u _ E 
- en - - e - n· (13) 

Das elektrostatisehe Feld ist eindeutig bestimmt: dureh die vorgesehriebenen 

Werte des Potentials cP oder der Feldstarke - ~: an der Oberflaehe der Leiter, dureh 

die Forderung, daB cP an der Oberflaehe der Leiter stetig ist, ferner die Forderung, 
daB cP und seine erste Ableitung im ganzen Feldraum stetig ist, dazu die Bedingung, 
daB cP auBerhalb der Leiter die Laplaeesehe Gleiehung erfiillen muB, sehlieBlieh 
dureh die Randbedingungen an Grenzflaehen der Dielektrika und die Randbedingung 
im Unendliehen. 

Formal einfaehe Losungen der Laplaeesehen Gleiehung bis auf eine Konstante 
lassen sieh folgendermaBen gewinnen: 

a) Fiir eine einzelne "Punkt"-Ladung Q im unendliehen Raum im Abstande 
r vom "Aufpunkt" P ist das Potential in P 

(14) 

denn es ist 
1 

,1- = o. 
r 

(15) 

b) 1m Aufpunkt P ist das Feld von n diskret verteilten Ladungstragern QI ... Q" 
zu bestimmen, wobei r i .. . rn die groBen Abstande der einzelnen Ladungen vom 
Punkte P sind. Es ist eine kennzeiehnende Eigensehaft der Potentialfunktion, 
daB sie dureh lineare 1Jberlagerung der Einzelpotentiale der einzelnen Ladungen 
zustande kommt. Also ist offenbar fiir diesen Fall 

n 

CPP = 4~8 ~ ~: • (16) 
k~l 

e) Auf Grund dieses Satzes laBt sieh sogleieh das Potential bei flaehenhaft ver
teilten Ladungen der Flaehendiehte (J = Div ~ angeben: 

CPP=4!eJu;t, (17) 
wobei r der Abstand jedes Ladungselementes (J d I vom Aufpunkt P ist und iiber die 
gesamte geladene Flaehe integriert wird. 

d) Ganz entsprechend hat man bei raumlieh verteilten Quellen der Diehte 
1] =div~: 

CPP=4!eJrJ;T; (IS) 

wieder bedeutet r den Abstand des Aufpunktes von jedem Ladungselemente 1] dr, 
und es ist iiber den ladungserfiillten Raum zu integrieren. 

Mit den Gl. (16), (17), (IS) laBt sieh aus dem Potential das Feld bereehnen, 
wenn die Ladungsverteilung gegeben ist. Kennt man umgekehrt das Feld, so kann 
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man aus ihm mit Gl. (13) die Ladungsverteilung bestimmen. In der Elektrostatik 
ist jedoch haufig die Aufgabe so gestellt, daB entweder die konstanten Potentiale 
der Leiter gegeben sind: fP'" = const, oder aber die Gesamtladung jedes Leiters, 

z. B. des k-ten: / -/(0 tp ) 
Q", = ak d h = - e an d t ",' (19)1 

Beispiele fiir die Anwendung der Laplaceschen Gleichung: 
a) Das linear-homogene Feld des Plattenkondensators. Das Potential im FeldraUDl kann 

nur eine Funktion des Abstandes x von einer Platte sein, daher lautet die Laplacesche Gleichung 
02 tp 

L1 tp = oxa- = 0, (20)2 

mit der Loaung 
(21) 

auf der Oberflache der einen Platte x = 0 ist tp = tp (a), auf der Oberflache der anderen Platte, 
x = s, ist tp = tp (b), und es ist U = tp (a) - tp (b), daher haben wir 

U 
tp(x)=tp(a)-8x, (22) 

also ist die Feldstarke 

E(x)=-~~= ~=constx, (23) 

vgl. 10. Gl. (7). 
b) Das punktsymmetrische Feld zwischen zwei konzentrischen Kugelflachen. Das Potential 

kann nur eine Funktion der Entfemung r vom Kugelmittelpunkte sein; die Laplacesche 

Gleichung wird daher A = ~ ~ (_.~) = 0 
LJ tp r2 or r- or ' (24)3 

folglich ist r2 ~ = const, also ist die Losung 
ur 1 

tp (r) = kl + k2 • r . (25) 

Die Grenzbedingungen sind: auf der Oberflache der einen Kugel r = a ist tp = tp (a), auf 
der Oberflache der anderen Kugel r = b ist tp = tp (b), undes ist U = tp (a) -tp (b). Damit wird 

tp(r) =tp(b) + lUI (~-- ~), (26) 

0:-1) 

(27) 

vgl. 7. Gl. (13) und 10. Gl. (2). 
c) Das radialhomogene Feld zwischen zwei unendlich langen konaxialen Zylinderflachen. 

Das Potential kann nur vom Abstand r von der Zylinderachse abhangen, daher lautet hier die 
Laplacesche Gleichung 

Ll tp = ~ -~- (r~) = 0 
r or or ' 

folglich ist r ~ ~ = canst, daher ist die Losung 

(28)3 

tp (r) = kl + k2 • In r. (29) 
Die Grenzbedingungen sind: auf der Oberflache des einen Zylinders r = a ist tp = tp (a), 

und auf der Oberflache des anderen Zylinders r = b ist tp = tp (b), und es ist U = tp (a) -tp (b). 
Damit wird 

vgl. 7. Gl. (15) und 10. Gl. (5). 

U b 
tp(r) =tp(b) +--·In--, 

ln~ r 
a 

otp U 1 
E(r)=-a;:-=-l b 'r' 

n
a 

(30) 

(31) 

1 Dabei ist zu beachten, daB fiir einen isolierten leitenden Korper die Gesamtladung Q = 0 
sein kann, ohne daB (J = 0 ist: wird ein ungeladener Leiter in ein bestehendes elektrisches Feld 
gebracht, so ladt er sich "durch Influenz", d. h., er tragt entgegengesetzt gleich groBe Flachen
ladungen auf einander abgewandten Seiten. 

2 Vgl. Anm. 2 zu 17. Gl. (8). 
3 Ll tp in verschiedenen Koordinatensystemen siehe 3'., letzter Absatz. 

Fischer, Elektrodynamik. 3 
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18. Energie and Potential. 
Aus dem Ausdruck fiir die elektrische Feldenergie 

~ = ~ f ~ '1J d-r: 14. (1) 

ergibt sich eine entsprechende Potentialformel unter der Voraussetzung e = canst 
mit Hille des sogenannten Greenschen Satzes: FUr den wirbelfreien Vektor 
~ = - grad q; kann mann allgemein ausrechnen 

~z =q;div~-div(q;~), (1)1 
daher ist 

~= ~f~Zd-r:= ~Jq;div~d-r:- ~fdiv(q;CZ)d-r:. (2) 
CD CD 

Das zweite Integral verwandeln wir mit dem Satz von GauB in ein Hiillen
integral 

f div (q;~) d-r: = f q;E" dl, 
CD 

dabei liegt die Hiille nach Voraussetzung in unendlicher Entfernung, und mit der 
Randbedingung des Feldes im Unendlichen verschwindet das Integralz. Es bleibt 
ubrig 

(3) 
CD 

weil 8 div ~ = 'YJ die raumliche Ladungsverteilung vorstellt. Fur den Sonderfall 
n diskret verteilter Ladungstrager kann man hierfur setzen 

" ~ = ~ 2:q;kQk' (4) 
k=1 

indem man etwa von der Vorstellung ausgeht, daB die einzelnen Ladungen sich 
aus einer raumlichen Ladungswolke 'YJ nach bestimmter Vorschrift zusammenballen. 

Gl. (3), (4) macht fiir die Energie nicht mehr den elektrischen Zustand im Feld
raum verantwortlich, wie 14. Gl. (1), sondern Ladungen und Potentiale, und ist 
daher der Energieausdruck der Fernwirkungstheorie. Wir werden elektrische Felder 
kennenlernen, deren Energie durch 14. Gl. (1) richtlg angegeben wird, wahrend die 
Gl. (3), (4) nicht brauchbar sind. Wir merken noch folgende Einzelheiten an: isoliert 
gebliebene Leiter (Influenzladung (1 + 0, Gesamtladung Q = 0) und Leiter vom 
Potential q; = 0 (geerdete Leiter) tragen zur Energie nichts bei, obwohl sie die 
Feldstruktur beeinflussen. - Denkt man sich bei Gl. (4) jede einzelne Ladung Q", 
von einer Stelle, der wir das Potential Null beilegen, an den ihr zukommenden 
Platz gebracht und die dafiir notwendige Arbeit nach der Grundgleichung 8. (3) 
zu Ak = Q/t Uk = Q", (0 - q;k) ausgerechnet, so erwartet man den doppelten Betrag von 
Gl. (4) fur die gesamte Energie, doch hat man bei diesem SchluB nicht beachtet, 
daB das Potential eines jeden Ladungstragers in dem MaBe vergroBert wird, als 
andere Ladungstrager herangefiihrt werden. Beispiel aus dem Schwerefeld: Ein 
GefaB wird mit der Wassermenge Q bis zur Hohe q; aufgefiillt. Wahrend des Auf
fiillens steigt die Hohe standig an: die gesamte Energie, die beirn AusflieBen frei 
wird, ist daher l/zQq;. Entsprechend hier. - Aus Gl. (4) folgt fur das vollstandige 

1 
Feld des Kondensators n =2, Q1 = +Q, Qz =-Q, daher w;, = Q(q;l-q;Z) =2"QU. 

1 Vgl. Awn. 1 zu 17. Gl. (5) oder 3'., Rechenregeln. 
2 Um sich das anschaulich zu machen, denke man an den Verlauf des Integranden bei un

begrenzt wachsender Riille: ihreFlache wachst proportional R2, aber es fallen rp proportional 
B-1 und E proportional B-2, unter R den groBen Abstand von dem Gebiete verstanden, in dem 
sich Ladungstrager befinden. 
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19. Teilkapazitiiten. 
Eine endliche .Anzahl n beliebig verteilter und gestalteter geladener Leiter seien 

in ein homogenes isotropes Dielektrikum eingebettet. Wir fragen nach der Ladung 
jedes Leiters, wenn die Potentiale aller Leiter gegeben sind, und umgekehrt. Die 
Anordnung sei von einer leitenden Hiille begrenzt, der wir den Potentialwert Null 
beilegen, da es nur auf Potentialdifferenzen ankommt. Wegen des linearen Charakters 
der Differentialgleichung des Potentiales ist das Potential in jedem Raumpunkt 
die lineare Vberlagerung der Potentiale der einzelnen Ladungstriiger [diese Tatsache 
haben wir schon in 17. Gl. (15), (16) benutzt]. Wir zeigen ferner, daB der Zusammen
hang zwischen Potential und Ladung linear ist, also dem Grundsatz einfacher 
Vberlagerung gehorcht: FUr die gegebene Anordnung sei durch die Potentialwerte 
fPI in jedem Punkt ein moglicher Zustand gekennzeichnet, und durch fP'/, ein anderer, 
ebenfalls moglicher. 1m ersten Falle ist ~ = - grad fPI' ~l = eo e~, ebenso im 
zweiten Falle (if'/, = - grad fP2' ~2 = eo e (if2. Dann ist ein moglicher Zustand gegeben 
durch fP = fPI + fP2' denn dieses fP erfiillt, was seine Summanden erfiillen: iiberall 
ist LI fP = 0, und an Leiteroberfliichen ist fP konstant. Also gilt (if = - grad (fPI + fP2) = 
~ + (if'/, und ~ = ~l + ~2. Aus der Verschiebungsdichte folgt aber die Ladung 
der einzelnen Leiter, z. B. des k-ten, zu 

Qk=[adl fDndl pDnl+Dn2)dl=(QI+Q2)k. 

Zu dem veriinderten Potential fPI + fP2 gehort also eindeutig QI + Q2' die Ladungen 
addieren sich ebenso, wie die entsprechenden Potentiale, z. B. entspricht also einer 
VergroBerung des Potentialwertes in siimtlichen Feldpunkten auf da" p-fache eine 
ebenso groBe Vermehrung der E, D, Q auf den p-fachen Betrag, und umgekehrt. 

Die Ladung jedes Leiters ergibt sich nach diesem durch die lineare Vberlagerung 
von n Einzelfeldern, die wir folgendermaBen bestimmen: Es werde von den n vor
handenen Leitern dem ersten der Potentialwert I, allen iibrigen der Potentialwert 
Null gegeben. Dabei mogen sich fiir die n Leiter der Reihe nach die Ladungen 
CXw CXU' ••• Otn 1 ergeben. Nun habe zweitens nur der zweite Leiter das Potential I, 
alle iibrigen das Potential Null; es mogen sich der Reihe nach die Ladungen CX12' 
CX2S' ••• CXn2 ergeben. So fahren wir bis zum n-ten Leiter fort, und erhalten, wie 
ausgefiihrt, durch einfache Summation die Gesamtladung jedes Leiters, wenn die 
n Leiter der Reihe nach die Potentialwerte fPI' fP2' ••• fPn haben: 

QI = CXu fPI + CXu fP2 + .... + CXl n fPn 1 
12 = CXu fPI + CXu fP2 + ., .. + CX2n fPn 

Qn = CXnlfPl + CXn2fP2 + .... + CXn,,,,fPn 

(I) 

Die Ladungen sind linear-homogene Funktionen der Potentiale, und ebenso 
natiirlich umgekehrt. Wir iibergehen den Beweis dafiir, daB allgemein 

~=~i 00 
ist, an Stelle von n 2 Koeffizienten cx also nur ; (n + I) auftreten. CXck bedeutet die 

Ladung, welche der Leiter i besitzt, wenn der Leiter k das Potential lund jeder 
andere das Potential Null hat. CXci bedeutet die Ladung, welche der Leiter i besitzt, 
wenn er das Potential lund jeder andere das Potential Null hat. 

Aus Gl. (2) folgt: Betrachten wir ganz willkiirlich zwei Leiter i und k der n vor
handenen, so ist die Ladung, welche der Leiter i besitzt, wenn von den anderen Leitern 
allein der Leiter k ein von Null verschiedenes bestimmtes Potential erhiilt, ebenso 
groB wie die Ladung, die der Leiter k annimmt, wenn von allen anderen allein der 
Leiter i auf ein von Null verschiedenes Potential gebracht wird, das dem zuvor dem 
Leiter k mitgeteilten Potential gleicht. 

3* 
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Aus den n linearen G1. (1) lassen sich auch die Potentiale als linear-homogene 
Funktionen der Ladungen angeben, z. B. fUr den i-ten Leiter 

fPi = Pi! Q1 + Pi2 Q2 + .... + Pin Qn' (1 a) 

Die Koeffizienten P sind durch die oc der G1. (1) bestimmt, und haben eine 
entsprechende Bedeutung. 

In G1. (1) bedeuten die fPI' fP2' .... fPn die Potentialdifferenzen gegeniiber der 
leitenden Hiille, deren Potential wir mit Null bezeichnet hatten. FUr manche Zwecke 
ist eine andere Form giinstiger, in der jeweils die Spannungen zweier Leiter gegen
einander auftreten. G1. (1) laBt sich umschreiben zu 

Q1 = YlOfPI + Y12 (fPl-fP2) + Y13 (fPl-fPa) + .... + YIn (fPl-fP1I) 1 
Q2 =Y20fP2 +Y21 (fP2-fPI) +Y23 (fP2-fPa) + .... +Y2n (fP2-fPn) 

Qn= 
mit unmittelbar anschaulicher Bedeutung. Es bedeuten: 

oder allgemein 

ferner 
oder allgemein 

Aus G1. (3a) folgt 

oder allgemein 

YIO = OCn + OCu + .... + ~n 

YiO = OCiI + OCi2 + .... + OCin ; 

Yl2 =-~2' Yla =-OCIa, 

Yile = - OCik (k + i, k + 0) 

(3) 

(3a) 

(3b) 

OCii =YiO +Yil +Yi2 + .... +Yin' (3c) 
Die Koeffizienten Yik, die nach G1. (3) angeben, wie die Ladungen durch die 

Spannungen gegen die anderen Leiter bestimmt werden, nennt man Teilkapa
zitaten. (Beispiel: Leitungszug aus mehreren Drahten iiber dem Erdboden, oder 
in einem gepanzerten Kabel. Die Ladung jedes Drahtes wird durch das Potential 
aller Drahte und des Erdbodens oder der Hiille bestimmt.) 

Zu einer anschaulichen Deutung der Teilkapazitaten sei bemerkt, daB sie rein 
geometrisch, namlich durch die Form der Leiter, ihre gegenseitige Stellung und den 
Isolator im Feldraum definiert und daher konstant sind, solange hieran nichts 
geandert wird. Von den GroBen der Ladungen und Spannungen hangen sie nicht 
ab, sind also unabhangig von der Ausbildung des gesamten elektrischen Feldes 
zwischen den Leitern des Systemes, in der z. B. auch der Fall denkbar ist, daB 
zwischen zwei Leitern iiberhaupt kein gemeinsamer elektrischer FluB besteht. Die 
Teilkapazitat zweier Leiter wird nicht allein durch ihre gegenseitige Lage bestimmt, 
sondern auch durch die Stellung gegeniiber allen iibrigen Leitern des Systemes. 

Die elektrische Energie bestimmt sich mit Hllie der Koeffizienten gemaB 18. 
Gl. (4) nach Gl. (1) zu 

(4) 

20. Aquipotentielle FUichen besonderer Form. 
Auf aquipotentiellen Flachen steht das elektrische Feld senkrecht. Oberflachen 

von Leitern sind materielle aquipotentielle Flachen des elektrostatischen Feldes. 
Denken wir uns in einem elektrostatischen Feld eine aquipotentielle Flache durch 
eine beliebig diinne, leitende Schicht vom Potentialwert Null (Schicht zur Erde abo 
geleitet) ersetzt, so andert sich am Feld iiberhaupt nichts l ; die Flache trennt als 

1 Auf der leitenden Schicht befinden sich, wie von Faradays Kafigversuch her bekannt ist. 
influenzierte Ladungen, deren GroBe der Summe der umhiillten Ladungen gleicht. 
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geschlossene Riille in ein "auBeres" und ein "inneres" Feld und bewirkt lediglich, 
daB die beiden Felder voneinander unabhangig sind. Fiillen wir den Feldraum 
des einen Feldes durch Metall aus, so bleibt das andere Feld davon vollig unberiihrt. 
Ebenso wird ein elektrostatisches Feld dadurch nicht geandert, daB man zwei 
aquipotentielle Flachen durch leitende Schichten ersetzt. Beide Moglichkeiten fiihren 
zur Bestimmung von Feldern in besonderen Fallen, in denen die aquipotentiellen 
Flachen gewiinschte Formen annehmen. 

a) Ein "Ladungspunkt" im Abstand a von einer leitenden Ebene vom 
Potential Null. 1m unendlichen Raum ist das Potential des sehr kleinen, die 
Ladung Q tragenden Korpers im Abstand r vom Ladungstrager 

1 Q 
f{J=4ne'r' 

Dies ist auf der leitenden Ebene nicht konstant, kann daher nicht das Potential 
fiir die gewiinschte Anordnung sein. Das Feld zweier urn die Strecke 2a von
einander entfernter Ladungspunkte, die entgegengesetzt gleiche 
Ladungen I Q I tragen, wird durch das Potential 

f{J=4!e(~-~) ( 1) 

beschrieben, unter r und r' die Abstande des Aufpunktes von 
den beiden Ladungspunkten verstanden (Abb.l). Die Flache ----7-R) 
f{J = 0, also r = r', ist eine Ebene in der Mitte zwischen beiden 
Ladungstragern. Denken wir sie leitend, so haben wir offenbar 
das Feld der verlangten Anordnung vor uns, denn das gefun- ::~i'n~~ie~ien~~~ei~:n'l 
dene Potential geniigt den Bedingungen, im Unendlichen zu 
verschwinden, und auf der leitenden Ebene konstant zu sein. In Beziehung zur 
leitenden Mittelebene liegen die beiden Ladungspunkte spiegelbildlich, analog der 
Ausdrucksweise in der Optik wird daher der eine Punkt das elektrische Bild des 
anderen genannt. Auf der Mittelebene ist die Verschiebung normal gerichtet, Sle 
gleicht der Flachendichte der influenzierten Ladnng 

- 8lP Q a 
o = - Ban = - 2n' ra • (2) 

Die Gesamtmenge ist selbstverstandlich fad! =-Q. 
b) Wir berechnen ferner auf die gleiche Weise das Feld einer unendlich 

langen Geraden mit der Ladung Q1 der Langeneinheit, die im Abstande a der 
leitenden Ebene vom Potential Null gegeniibersteht. Das radial-homogene Feld 

der Langeneinheit einer einzelnen Geraden ist D = 2Ql ; wir spiegeln an der leiten-
nr 

den Ebene und erhalten als Gesamtfeld mit den Aufpunktsabstanden r und r' von 
den beiden Geraden: 

D=31 __ ~ 
2nr 2nr" 

insbesondere an der leitenden Mittelebene (Abb. 1) 

daher die Flachenladung 

Dn = 2 D cos IX = 22 Q1 • ~ , 
nr r 

Q a 0=_1._ 
n r 2 ' 

(3) 

(4) 

(5) 

Die Kraft auf die Flacheneinheit der leitenden Ebene wird in beiden Fallen 

durch Pn = En ~ = ;; berechnet [14. Gl. (3)], die Kraft auf die Punkt- und auf 

die Linienladung durch K =QE [6. Gl. (1)]. 
c) Fiir zwei "Ladungspunkte" mit ungleichen Ladungen Q1 und Q2 

entgegengesetzten Vorzeichens ist das Potential in jedem Feldpunkt (Abb.2) 

=_1 (~-I-~) 
f{J 4 n e r 1 ' r 2 • 

(6) 
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Die Aquipotentialflachen cp = const sind ziemlich verwickelter Art, nur im Falle 
cp = 0 oder 

(7) 

ergibt sich eine Kugel, die die Ladung yom kleineren Betrag umschlieBt. Der Radius 
der Kugel sei mit a bezeichnet, die Strecke AO = 11' BO = 12. Die Achse ABO 
schneidet die Kugel in den Punkten K und L, fur die aus Gl. (7) folgt 

p 
fUr K, 

fur L. 
l 

Indem man Q1 und Q2 eliminiert, findet man 

11/2 = a2. (8) 

Abb. 20.2. Spiegeiungan einer ieitenden Kugel. 1st also erstens die GroBe der beiden La-
dungen Q1 und Q2 und ihr Abstand 11 - 12 

gegeben, so ergibt sich aus den Gleichungen 11 und 12 einzeln, femer a, also der 
Kugelmittelpunkt. Denkt man sich zweitens die Kugeloberflache leitend und auf 
cp = 0 gebracht, so findet man mit Gl. (6) das Potential in jedem Feldpunkt fur 
den Fall, daB ein Ladungspunkt Q1 sich im Abstand 11 yom Mittelpunkt einer leitenden 
Kugel yom Radius a befindet. Aus dem gegebenen Q1' 11' a ergeben die Gleichungen 

~=-~~ ~ 
als das "elektrische Bild" der Ladung Q1' und 

a2 

12=t; (8) 

unabhangig von der GroBe der Ladungen; "Bildladung" und "Gegenstandsladung" 
konnen ihre Rolle vertauschen, es kann auch die Innenladung gegeben und nach 
dem Feld im Kugelinnem gefragt sein. Daher wird das durch Gl. (8) dargestellte 
Abbildungsgesetz des AuBenraumes auf den Innenraum und umgekehrt das "Gesetz 
der reziproken Radien" genannt. In der Optik werden die bei einem leuchtenden 
Punkt und einem Kugel- (Hohl-) Spiegel auftretenden Erscheinungen durch genau 
dieselben Beziehungen dargestellt. Auch der Fall, daB die leitende Kugel isoliert 
ist und eine gegebene Ladung tragt, kann durch entsprechende Uberlagerung 
berucksichtigt werden. 

Das Verfahren der Spiegelunghat W. Thomson angegeben; es kann auch in 
einzelnen Fallen fiir massive Dielektrika an Stelle massiver Leiter angewendet werden. 

d) Zwei parallele Kreiszylinder (Doppelleitung). Zwei unendlich lange 
"geladene Gerade", deren Langeneinheit die Ladung Q1 tragt, verlaufen parallel 
im Abstande 2a (Abb. 3). DasFeld ist "eben", es verlauft in allen Querschnitten 
senkrecht zu den Achsen gleich. In einem beliebigen Punkte P verursacht die eine 

Gerade das Potential CP1 = 2 Q! In r + const [8. Gl. (13)], und daher ist das Gesamt-
ne 

potential bei entgegengesetztem V orzeichen der beiden gleich groBen Ladungen 

fl\. , Q1 1 r' (10) wp=CP+CP =-2 -_. n-. ne r 

Wir zeigen, daB die Kurven ~ = const Kreise, die Aquipotentialflachen daher 
r 

Kreiszylinder sind. Denken wir uns solche durch Leiter ersetzt, so konnen wir das 
Feld der Doppelleitung berechnen. 

Mit dem Achsenkreuz der Abb. 3 und 'C = k1 ist 
r 

(a- X)2 + y2 = k~ [(a + X)2 + y2]. 
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Dies liiBt sich zu der Kreisgleichung 
(x + h)2 + y2 = R2 (ll) 

umformen; dabei ist 

h = Ik~+ll a ki-l (12) und (13) 

der Mittelpunkt des Kreises vom Radius R liegt um die Strecke hinder ± x-Richtung 
vom Nullpunkt entfernt. Nehmen wir zwei gleiche Kreiszylinder an und denken 
uns diese in der geschilderten Weise als leitende Kreiszylinder (Driihte): dann ist 
auf dem einen das Potential (/J = CP1' auf dem anderen (/J = CP2 = - CPl. Daher ist 
die Kapazitiit der Liingeneinheit der Kreiszylinder 

0= Ql 2nE (14) 
fIJI - fIJ. = In ki • 

Es bleibt noch ubrig, ~ in den Gr6Ben Achsenabstand 2h und Radius der 
Zylinder R auszudrUcken; diese, und nicht a, !I 
sind als gegeben anzusehen. Es ist nach Gl. P 

(13) as = h2 - R2; damit und aus Gl. (12) 
kommt 

k2 _ k+a _ (k+a)2 
1 - k-a - R2 

Also ist 
nE 

0] = ----===_ 
11, + -Uk2-B2 

In B 

(15) 

(16) 

die Kapazitiit der Liingeneinheit zweier 

I 
I 

a 

.. ! ·--....,k-----";o-

.x 

Abb. 20.3. Zur Berecimung der KapazitAt paralleler 
KrelszyJinder. 

paralleler Kreiszylinder vom Radius R und dem Achsenabstand 2h. FUr groBen 
Abstand h:> R ist 

nE 
0 1 = -no (17) 

In]f 

Die Mittelebene zwischen den beiden gleichen Kreiszylindern hat das konstante 

Potential CPm = fIJI ~ flJ2 = const. Lassen wir diese zu einer leitenden Fliiche werden, 

so bleibt das Feld zwischen jedem Zylinder und der leitenden Ebene unveriindert. 
Bei gleichem Q1 ist aber die Potentialdifferenz zwischen Zylinder und Ebene halb 
so groB als die Potentialdifferenz zwischen. den beiden gleichen Zylindern, daher 
ist die Kapazitiit fur die Liingeneinheit eines Zylinders, der im Abstand h seiner 
Achse einer leitenden Ebene gegenubersteht (Einzeldraht uber dem Erdboden), 
doppelt so groB als die Kapazitiit Gl. (16), (17). 

21. Das komplexe Potential. 
Hiiufig hiingt das Feld nur von zwei Koordinaten ab, z. B. von x und y, so daB 

die Laplacesche Gleichung lautet 
82 fIJ 8afIJ 

LI q; = 8x2- + 81}2 = o. (1) 

L6sungen dieser Differentialgleichung erhalt man, indem man von einer beliebigen 
Funktion t (z) der komplexen Veranderlichen z = x + i y den reellen oder den ima
ginaren Teil nimmt. Man findet namlich durch Differentiieren 

. ~f ~f 
8 x2 = - 8 1}2 I (2) 

und es ist die Funktion t (z) komplex, also zu trennen in zwei Funktionen u und 
v von x und y: 

t (x + iy) =U (x, y) +iv (x, y). (3) 
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Daher befriedigt jede der beiden Funktionen u (x, y) und v (x, y) 
Gleichung L1 rp = 0, denn es ist 

fUr sich die 

. (02U 82U) .(82V 82V) O=L1f(x+~y) = 8x2 + 8y2 +~ 8x2 +-811 . (4) 

Die Linien u = const stehen senkrecht auf den Linien v = const; stellen also 
die einen Linien konstanten Potentiales vor, so bedeuten die anderen Feldlinien. 
Nur selten liiBt sich eine Funktion f (z) finden, die die Grenzbedmgungen einer 
bestimmten Anordnung unmittelbar erfullt; meist wird umgekehrt untersucht, 
welcher Anordnung eine willkiirlich angenommene Funktion f (z) entspricht. 

Beispiel: Die Funktion f (x + iy) = k ·In z. Wir wahlen Polarko:JrdiIl'tt3n durch z = r· ei ; 

mit r = +1" x2 + y2, ; = arc tf! JL. Daher ist k· In z = k . In r + i k ; = U + i v. Die Linien 
x 

U = k . In r = canst, also r = .const sind konaxiale Kreise, die Linien v = k . ; = canst siud 
Strahlen durch den NuUpunkt. Wahlen wir U als Potentialfunktion, so entspricht diese Dar
stellung dem Feldbild einer gleichmaBig mit Ladung belegten Geraden, die sich senkrecht zur 
betrachteten Qnerschnittsebene unendlich lange erstreckt. 

22. Bestimmung von Feldern dnrch Zeichnung. 
Das Feldbild sei durch Feldrohren und aquipotentielle Flachen dargestellt; 

e = const sei vorausgesetzt. Zwei aquipotentielle Flachen von der Potentialdifferenz 
UI mogen von einer Feldrohre, die den elektrischen FluB QI fuhrt, einen Abschnitt 
der mittleren Lange l begrenzen; dann ist 

UI= f (5;ds = ! f Ddl = ~l-f ~l =QI' ~l .(1) 
I I I 

Daher ist cler von der Feldrohre gefiihrte FluB Q I =UIAI; der gesamte FluB 
in dem Raum, der von den beiden aquipotentiellen Flachen begrenzt wird, ist die 
Summe der Flusse der einzelnen Feldrohren: 

Q =UIIAI =UI·A. (2) 
Fur den haufigsten Fall, daB man jede Feldrohre in v aufeinanderfolgende 

Abschnitte der Lange l zerteilen kann, fur die der Querschnitt f konstant ist, wird 

UI = ~ Ev l.. ! = ! .2 ::- (3) 
v 

1st das Feld langs einer ausgezeichneten Richtung unveranderlich ("ebenes Feld"), 
so konnen die Feldrohren in einer Querschnittsebene senkrecht zu dieser Achse 
zeichnerisch dargestellt werden. Fur einen Feldrohrenabschnitt der Tiefe L senkrecht 
zum Querschnitt, der mittleren Lange a und der mittleren Breite b ist 

1 1 a 
Al = eL 'T' (4) 

Zeichnet man zwischen zwei aquipotentiellen Flachen die Feldrohren so, daB 
fur eine jede die mittlere Breite gleich der mittleren Lange ist: a = b, so ist fur jede 
dieser Feldrohren Al = e L, und fur das in m dieser Feldrohren eingeteilte Feld ist 

A =meL, (5) 

daher ist der gesamte elektrische FluB 
Q =UI'meL (6) 

er gleicht der gesamten Ladung der Leiteroberflachen, auf denen er entspringt oder 

versiegt. Die Feldstarke an jeder Stelle des Feldbildes hat den Betrag E = U1 
a 

Die Spannung zwischen zwei Leiteroberflachen, zwischen denen n aquipotentielle 
Flachen der Potentialdifferenz UI gezeichnet sind, ist (n + 1) UI , daher die Kapazitat 
zwischen zwei Leiteroberflachen 

Q meL 
C =U- = n + 1 . (7) 
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Man zeichnet das Feldbild in der Querschnittsebene, indem man ein Netz von 
Feldlinien und Aquipotentiallinien so entwirft, daB mittlere Lange und mittlere 
Breite der Zellen iibereinstimmen. Die so erhaltenen rechtwinkeligen Kurven
vierseite werden Quadraten um so ahnlicher, je feiner man unterteilt. Dieses Ver
fahren laBt sich auf alle flachennormalen Felder anwenden. Es ist von beherrschender 
Wichtigkeit fUr die Aufgabe der Elektrotechnik, den FluB des magnetischen 
Feldes zwischen Eisenkorpern durch die Luft mit guter Annaherung quantitativ 
zu verfolgen (Streuungsbestimmung usw.). Wir werden hierauf zuriickkommen. 

Das magnetostatiscbe Feld. 
23. Die Vektoren des magnetischen Feldes. 

Bekanntlich findet man in der Natur nicht nur Krafte elektrischer Art, z. B. 
in der Umgebung ruhender, geladener Korper, sondern auch solche magnetischer 
Art, z. B. in der Umgebung ruhender Dauermagnete. Auch hier bleiben wir der 
in 2. genannten Methode treu, indem wir aus moglichst einfachen Grundtatsachen 
nicht zu einer Erklarung des Wesens, jedoch zu einer vollstandigen Beschreibung 
der magnetischen Erscheinungen fortschreiten wollen. Wir sprechen daher von 
einem magnetischen Feld als einem physikalischen Zustand des Raumes und 
definieren dieses Feld als ein magnetostatisches, wenn es sich im Gleichgewichts
zustand befindet, also keine Bewegungen und keine Energieanderungen auftreten. 
In der Beschreibung des magnetostatischen Feldes bestehen weitgehende Analogien 
zu der des elektrostatischen Feldes, viele dort gepragte Begriffe und gewonnene 
Rechenverfahren konnen sinngemaB iibertragen werden. Diese Analogien recht
fertigen es, daB wir die magnetischen Feldvektoren zunachst im statischen Fall 
fiir sich gesondert betrachten, und sie nicht, wie das haufig geschieht, erst in ihrer 
Verkniipfung mit elektrischen Feldvektoren einfiihren 1. 

Beginnen wir mit der Frage nach den magnetischen Ladungen als Ursache fUr 
ein Feld, so finden wir hier einen grundlegenden Unterschied gegeniiber den elek
trischen Erscheinungen: die Erfahrung lehrt, daB eine einzelne magnetische Ladung 
in der Natur nicht vorkommt, sondern immer nur in stofflicher Verbindung mit 
einer anderen von entgegengesetzt gleicher Starke; das gilt, in wie kleine Splitter 
man auch die magnetische Substanz zerbrechen mag: eine korperliche Trennung, 
entsprechend der Trennung negativer und positiver elektrischer Ladung, ist nicht 
moglich, die gesamte Summe der nach auBen wirkenden magnetischen Ladung ist 
immer genau Null. Ein Korper kann wohl magnetisch polarisiert, nicht aber 
magnetisch geladen sein (vgl. 12., elektrische Polarisation). Wenn es somit ein 
magnetisches Gegenstiick zu isolierbaren, unabhangig beweglichen elektrischen 
Ladungen nicht gibt, so sind in magnetischer Hinsicht aIle Stoffe Isolatoren, denn 
unter elektrischen Leitern waren jene Stoffe verstanden, in denen wir uns die 
elektrischen Ladungen unabhangig frei verschiebbar vorstellen (2.). - In gewohn
lichen, elektrisch polarisierten Dielektriken ist der Zustand der Polarisation eine 
Folge des angelegten elektrischen Feldes. Demgegeniiber zeigt der "Dauermagnet" , 
daB es eine iiber praktisch beliebig groBe Zeitspannen konstant bleibende magnetische 
Polarisation gibt; je mehr diese von auBeren Feldern unabhangig ist, um so "harter" 
in magnetischer Hinsicht wird die Substanz des Magneten genannt. (Hierauf werden 
wir noch spater zuriickkommen.) - Das kleinste magnetische Teilchen ist somit 

1 Dieses hier nicht eingeschlagene Vorgehen entspricht der heutigen MeBpraxis, welche mit 
Hille dieses Zusammenhanges die magnetischen Einheiten an die elektrischen anschlieBt; dem
entsprechend werden wir Benennungen und Einheiten der magnetischen GroBen erst nach 
Kenntnis der allgemeinen Verknupfungsgesetze im AnschluB an 31. entwickeln. DaB es trotzdem 
moglich i~t, allgemeine Beziehungen iormelmaBig auszudrucken, ist der Vorteil der von uns 
gewahlten einheitenfreien (maBunabhiingigen) Auffassung der Form der Gleichungen (vgl. 4.).
DaB wir uns hier aufanglich von Analogien leiten lassen, und daB daher die gefundenen Begriffe 
spater ihre Berechtigung erweisen und ihre weitere Bewahrung erhalten mUssen, darf nicht 
iibersehen werden. 
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nicht eine isolierte magnetische Menge, sondern die Verbindung zweier entgegen
gesetzt gleicher Mengen ± m im Abstande 1 voneinander. Man bezeichnet daher 
den Vektor I m I r als das magnetische Moment des Teilchens; das magnetische 
Moment eines Magneten ist die Summe der Momente aller Teilchen, die im V olumen 
des Magneten vorhanden sind. Entsprechend der elektrischen Polarisation [12. Gl.lO)] 
ist die "Magnetisierung" m das magnetische Moment der Volumeneinheit: 

m=.2'lmlf. (1) 
(T= 1) 

Zur Ausmessung eines gegebenen magnetischen Feldes, das ganzlich in Luft 
(strenger: im leeren Raum) verlauft, benutzen wir eine sehr kleine, magnetisch 
ideal harte, kurze Magnetnadel, die frei beweglich ist. In jedem Feldpunkt wird 
auf sie ein Drehmoment :0 ausgeiibt. Dies schreiben wir einerseits dem oben 
definierten magnetischen Moment m der Magnetnadel zu, andererseits dem magneti
schen Zustand, der im untersuchten Feldpunkt herrscht. Wir definieren daher analog 
zur Bestimmung der elektrischen Feldstarke (6.) durch 

:0 = [m~] (2) 

die magnetische Feldstarke oder1 magnetische Erregung~. Richtung und 
Betrag erhellen aus dem vektoriellen Produkt: die Magnetnadel stellt sich in die 
Richtung des Feldes ein, genauer: bringen wir die Magnetnadel in eine solche 
Stellung, daB sie diese unter Einwirkung des magnetischen Zustandes nicht mehr 
andert, so stimmt ihre Richtung mit der des magnetischen Feldes iiberein; die 
Drehkraft, die die Nadel zuriicktreibt, wenn man sie aus dieser Richtung ablenkt, 
gibt die Starke des Feldes an. 

Ein einzelner magnetischer Probepol konnte durch eine Magnetnadel angenahert 
verwirklicht werden, die so lang ist, daB einer der beiden Pole weit genug vom 
betrachteten Feldpunkt entfernt ist, urn keinen merkbaren EinfluB mehr auszuiiben. 
Die auf einen Probepol der Poistarke p ausgeiibte Kraft ist ganz entsprechend 

sr =p~. (3) 

Analog dem Vorgehen im elektrischen Feld (8.) untersuchen wir das "magneti
sche Spannung" genannte Linienintegral der magnetischen Feldstarke zwischen 
zwei Feldpunkten 1 und 2 

2 

V =J~dl:. (4) 
1 

Wir finden, daB es im magnetostatischen Feld nur vom Ausgangs- und End
punkt, nicht aber von der Wegkurve abhangt: 

f~dt=O; (5) 
anders ausgedriickt, das magnetische Feld im Gleichgewichtszusfand hat keine Wirbel.· 

a) rot~ = 0; b) Rot~ = O. (6) 
Daher ist die Feldstarke aus einem Potential 'IjJ, das eine skalare Funktion des 

Ortes im Feldraum ist, eindeutig errechenbar: 

~ =-grad'IjJ, (7) 

und die fiir das skalare Potential geltenden Rechenvorschriften (17.) konnen sinn
gemaB angewendet werden. 1m leeren Feldraum ist das Feld quellenfrei: div ~ = 0, 
daher ist hierfiir die Differentialgleichung des Potentiales 

div grad 'IjJ == L1 'IjJ = 0 . (8) 

Bei diesem Vorgehen haben wir also als Ursache des magnetischen Feldes die 
Magnetisierung m magnetischer Korper angesehen. (Beispiel: Analog zur Abstraktion 
der elektrischen "Punktladung" denken wir uns eine Magnetnadel dargestellt durch 
zwei in festem Abstand voneinander befindliche "Punktpole" ± p, die die Abstande 

1 Nach G. Mie. 
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T1 und r2 vom Aufpunkt P haben. In ihm ist das magnetische Potential proportional 

zu p (.!. - .!.), vgl. 17. Gl. (16). 
'1 '2 

Ein in den bis dahin von Substanz freien Feldraum gebrachter K6rper (z. B. 
ein Stuck Eisen) verandert in seiner Umgebung Richtung und Betrag des magneti
schen Feldes. Ebensowenig, wie im entsprechenden elektrischen Fall, ist fUr eine 
vollstandige Beschreibung ein einziger Feldvektor ausreichend. Zur Feldstarke .p 
fugen wir einen zweiten magnetischen Feldvektor, die magnetische Induktion~. 
Um ihn aus seinen Eigenschaften zu kennzeichnen, lassen wir uns zunachst von 
der Analogie zum elektrostatischen Felde leiten, und setzen ihn demgemaB in 
Parallele zur elektrischen Verschiebungsdichte ;tJ (12.). Bei Wirbelfreiheit der 
elektrischen Feldstarke Q; [12. Gl. (6)] waren dort als einzige Quellen des Vektor
feldes ;tJ die elektrischen Ladungen festzustellen [12. Gl. (5)]. Genau so wollen 
wir bier fiir den ganzen vom magnetischen Feld erfUllten Raum daran festhalten, 
daB die magnetische Feldstarke .p wirbelfrei sein solI [Gl. (5), (6)], daB also z. B. 
ihre tangentiale Komponente an jeder Trennflache stetig ist. Die 
magnetische Induktion ~ solI analog zur Verschiebungsdichte auf ~St 
die Ladungen Bezug nehmen. Wir kennen nur Korper, deren 
nach auBen wirkende magnetische Gesamtladung aus zwei entgegen- &.1 
gesetzt gleichen Teilen besteht, aber keine Korper, die einen a a 
LadungsuberschuB der einen oder anderen Art tragen. Diese Tat-
sache stellt zunachst auBer Zweifel, daB im leeren Feldraum der ~~~i~!~g ~~~ 
FluB der magnetischen Induktion durch jede geschlossene Rulle Flus"es von lB. 

Null ist. Sie HiBt we iter die Moglichkeit zu, diese Eigenschaft als 
unter allen Umstanden zutreffend zu erachten, d. h. die magnetische Induktion ~ so 
zu bestimmen, daB sie in jedem FaIle und unabhangig von Materie im Feldraum, 
daher auch im Inneren stofflicher Korper, und an Grenzflachen, ein quellenfreies 
Feld ist: 

a) 1~df = 0, b) div~ = 0, (9) 

Der magnetische InduktionsflufJ ist fur jede geschlossene Hulle gleich Null, die 
magnetische Induktion ist stets quellenfrei. 

Die Rohren des Induktionsfeldes gehen stetig, mit konstantem InduktionsfluB, 
durch aile Trennflachen hindurch und sind im Endlichen ohne Anfang und Ende. 
An Trennflachen sind sie im allgemeinen geknickt, jedoch nach Gl. (9c) so, daB ihre 
Normalkomponente stetig bleibt. In stofflichen Korpern erhalt man die magnetische 
Feldstarke durch stetige Fortsetzung der Tangentialkomponente [Gl. (6b)], die 
magnetische Induktion durch stetige Fortsetzung der Normalkomponente [Gl. (9c)]. 
Diese beiden Vorschriften lassen sich auch, unabhangig von der oben ausgefiihrten, 
eine Analogie zu Hilfe nehmenden SchluBweise, als definierende Eigenschaften der 
beiden Feldvektoren ansehen: danach ist definitionsmaBig .p wirbelfrei, definitions
maBig ~ quellenfrei. Wahrend aber die Wirbelfreiheit eine Eigenschaft lediglich 
des magnetostatischen Feldes ist, kommt der Quellenfreiheit von ~ der Wert einer 
grundsatzlichen Feststellung zu, da wir keine physikalischen Erfahrungen kennen, 
die sie verandern wiirde. Wir werden hierauf mehrfach zuruckkommen (31., 36.). 

Wegen der volligen Quellenfreiheit kann der magnetische FluB (Skalar) durch 
eine ungeschlossene Flache f 

(10) 

durch die Gestalt der Flache nicht beeinfluBt werden, er ist ausschlieBlich abhangig 
von der Randkurve (von der Kontur). Von zwei beliebigen Flachen, die die gleiche 
Randkurve haben, kann nicht durch die eine ein groBerer magnetischer FluB gehen 
als durch die andere, denn dann muBten in dem durch die beiden Flachen umhullten 
Zwischenraum Induktionsrohren anfangen oder endigen (vgl. Abb. 1; S1 und S2 sind 
die Schnitte zweier Flachen gleicher Randkurve, deren Spur a ... a ist). Es muB 
daher moglich sein, den magnetischen FluB durch ein Verfahren zu bestimmen, 
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bei dem nur die Form und die Lage dieser Kurve, nicht aber die Gestalt einer in 
die Randkurve eingespannten Flacbe eine Rolle spielt. Dies geschieht dadurch, 
daB man die magnetische Induktion ~ auf Grund ihrer Quellenfreiheit mit Hille 
einer vektoriellen RechengroBe III bestimmt als 

~ = rot Ill, (11) 
denn es ist mathematisch notwendig div ~ = div rot III _ o. Der magnetische FluB 
wird dann durch den Satz von Stokes durch III bestimmt zu 

(/J =J~df =Jrotlll·df =:Jillldt (12) 

als Randintegral langs der gegebenen Randkurve, und, wie gewiinscht, unabhangig 
von der eingespannten Flache. III wird vektorielles Potential genannt, wir 
werden es spater naher kennzeichnen und anwenden. 

Die Analogie zwischen dem elektrischen Vektorenpaar ~, ~ und den magnetischen 
Vektoren ~, ~ macht einen Ansatz fUr die magnetische Energie [vgl. 14. Gl. (2)] 
von der Form 

(13) 

als Integral der raumlichen magnetischen Energiedichte 

_~m. J wm --2-' Wm = wmd-r (14) 

iiber den ganzen felderfiillten Raum wahrscheinlich. Zur Berechnung der Gesamt
energie des Feldes eines Dauermagneten kann er allerdings nicht dienen, denn das 
Raumintegral des skalaren Produktes aus einem wirbelfreien Vektor [~, Gl. (6)] 
und einem quellenfreien Vektor [~, Gl. (9)] verschwindet, wenn es iiber den un
endlichen felderfiillten Raum erstreckt wird. Gl. (13) und (14) werden daher spater 
zu erganzen und zu rechtfertigen sein. 

Was den Zusammenhang von ~ mit ~ betrifft, so untersuchen wir im folgenden 
Abschnitt 24., wie der einfachste, und dem entsprechenden elektrischen [12. Gl. (4)] 
nachgebildete Ansatz 

(15) 

mit den physikalischen Erfahrungen iibereinstimmt. I-' wird als unbenannte Zahl 
rela ti ve, spezifische oder bezogene Permea bilita t, oder auch rela tiver Magne
tisierungsgrad genannt, 

ji = fL flo (16)1 

wird als absolute oder unbedingte Permeabilitat bezeichnet. Die Permeabilitat 
aller magnetischen Substanzen geht mit zunehmender Verdiinnung gegen einen 
gemeinsamen Grenzwert, den wir durch den Wert I-' = 1 fiir den leeren Raum 
kennzeichnen. Die spater naher bestimmte "magnetische Konstante" 1-'0 hat 
mit den Eigenschaften der Materie gar nichts zu tun, sie laSt uns aber die Freiheit, 
in jedem Falle, also auch im leeren Raum, wo selbstverstandlich ein einziger Vektor 
zur vollstandigen Feldbeschreibung ausreicht, fiir Feldstarke und Induktion ver
schiedene Einheiten zu gebrauchen. 

Wir haben begriffliche Analogien zwischen ~ und ~ einerseits, ~ und ~ anderer
seits kennengelernt. Man kann auch in anderer Weise einander gegeniiberstellen: 
im elektrostatischen Felde hat ~ keine Wirbel, im magnetischen Felde hat ~ keine 
Quellen; im elektrischen Feld sind Quellen von ~ die Ladungen, im magnetischen 
Feld sind Wirbel von ~ die elektrischen Strome, wie wir spater zeigen werden. 

1 Vgl. 12. Gl. (7). - Gl. (16) wird auch geschrieben II = # IIo mit II ala absoluter, # als 
relativer Permeabilitat, oder PS wird die von uns #0 geschriebene magnetische Konstante durch 
II bezeichnet, also die absolute Permeabilitii.t als # II geschrieben. Eine andere Schreibweise 
ist # = #r #0' wobei # die absolute, I-'r die relative Permeabilitii.t bedeutet; dagegen wird in 
der alteren Literatur und den Tabellenwerken die relative Permeabilitii.t durchgehend mit It 
bezeichnet. Welche Schreibung sich allgemein durchsetzen wird, lii.Bt sich noch nicht absphen. 
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Es entsprechen einander also @: und ~ einerseits, ~ und .p andererseits, wie Quellen
felder und Wirbelfelder einander entsprechen. Man hat demzufolge an die Stelle 
von Gl. (2) und (3) gesetzt 

(1 = [m' ~] ; sr = p' ~ ; 

Drehmoment und Kraft werden hier also definitionsweise nicht der Feldstarke, 
sondem der Induktion proporlional gesetzt. Halt man an der Quellenfreiheit der 
Induktion fest, so sind diese Definitionen nUr moglich, wenn zugleich die magnetischen 
Momente und Poistarken nicht mehr konstant sind, sondem von der Permeabilitat 
des die permanentmagnetischen Korper umgebenden Stoffes Pa in der Weise ab
hangen, daB ihre Produkte mit Pa konstant sind: 

m' . Pa = const; p' . Pa = const . 

24. Die magnetischen Eigenschaften der Stolle. 
In magnetischer Hinsicht zeigen die Stoffe ein viel weniger einfaches Verhalten, 

als in elektrischer. Man unterscheidet durch die gemessene Permeabilitat P = -.!!.H-: 
Po 

1. Diamagnetische Substanzen, bei denen P < 1 
ist. Dies ist die Mehrzahl aller Stoffe, die Abweichung 
vom Vakuumwert P = 1 ist zahlenmaBig sehr gering. 
(Beispiel: Wasserstoff, Wismut.) 

2. Paramagnetische Substanzen, bei denen P > 1 
ist. Die auch hier verhaltnismaBig kleine Abweichung 
vom Vakuumwert fallt im allgemeinen mit steigender H 
Temperatur. (Beispiel: Sauerstoff, Platin.) P> 1 ent
spricht qualitativ den dielektrischen Stoffen; dorl gibt es 
nUr 8:> 1. Nach Ausweis der Messungen ist P = constH 
bei den dia- wie den paramagnetischen Stoffen, diese ver
halten sich also in magnetischer Hinsicht vollkommen Abb. 24. 1. Magnetlsierungs' 
elastisch : (Hysteresis-) Schleife. 

~=pop.p; p=constH · (1) 
3. Ferromagnetische Su bstanzen (Eisen, Nickel, Kobalt, einige Legierungen) 

zeigen ebenfalls P > 1, sind jedoch dadurch ausgezeichnet, daB P von der magnetischen 
Feldstarke abhangt. Die Permeabilitat ist fUr ein und denselben Korper innerhalb 
weiter Grenzen veranderlich, mit wachsendem H kann sie vergleichsweise auBer
ordentlich groBe Werle annehmen (GroBenordnung mehrere Tausend bei Eisen), 
und geht bei einer technisch leicht erreichbaren GroBe von H auf geringfugige 
Werle zuruck ("Sattigung"). P wird haufig durch verschiedene Umstande stark 
beeinfluBt, so durch die mechanische und thermische Vorbehandlung der Korper, 
durch chemische Zusatze zu den Stoffen, Verunreinigungen usw. Oberhalb einer 
fur jeden Stoff bestimmten Temperatur werden die ferromagnetischen Substanzen 
normal paramagnetisch. 

1m allgemeinen ist das nicht konstante Verhaltnis EH = P aber auch nicht ein-
Po 

deutig durch den Augenblickswert des magnetischen Feldes gegeben, sondem durch 
die magnetische Vorbehandlung mitbestimmt. Man beschreibt das Verhalten bei 
veranderler GroBe und gleichbleibender Richtung des magnetischen Feldes durch 
die Magnetisierungskurve und -schleife (Abb. 1). Mit von Null wachsendem 
H wachst auch B zunachst beschleunigt, dann verzogert, bis zur Sattigung P -->- 1. 
LaBt man aber H von einem beliebigen Werl aus wieder abnehmen, so fallt B lang
samer ab, als es angestiegen war, und zeigt fUr H = 0 noch den Wert B = M, der 
Remanenz heiBt; um B = 0 zu erreichen, muB man eine entgegengesetzt gerichtete 
Feldstarke vom Betrage H = K, die Koerzitivkraft, aufwenden. M und K sind 
ein MaB fur die "magnetische Harle" des Stoffes. Fur einen KreisprozeB (eine 
zyklische Folge von H-Werten) erhalt man also dadurch, daB der spatere Werl 
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der Induktion bei gleicher Feldstarke gegenuber dem frUheren zuruckbleibt, die 
in Abb. 1 gezeichnete Hysteresisschleife1 . Der augenblickIiche B-Wert ist durch 
den augenblickIichen H-Wert nicht eindeutig bestimmt, er bleibt aber, wenn ein 
einmal erreichter H-Wert erhalten bleibt (z. B. H = 0), ebenfalls bestehen. Hierin 
liegt ein Unterschied gegenuber der dielektrischen Nachwirkung (12.). Allgemein 
kann die Hysteresis nicht in die Theorie einbezogen werden, sie bleibt daher ohne 
besondere Erwahnung grundsatzlich von den Betrachtungen ausgeschlossen. Jedoch 
sind zwei praktisch nahezu erreichbare Grenzfalle besonders wichtig: 

a) Je schmaler die Hysteresisschleife ist, um so weicher in magnetischer Hinsicht 
ist der Korper. Es gibt weiche Eisensorten, fur die die Hysteresisfiache praktisch 
Null ist. Dann ist also der durch die Magnetisierungskurve dargestellte funk
tionale Zusammenhang zwischen H und B in praktisch ausreichender Naherung 
eindeutig; es gilt 

!8 = flo· (l~ } . h" "wew . 
f-l = F (B) eindeutige, positive Funktion von B oder H 

(2) 

b) Ein magnetisch harter Korper (harter Stahl) hat folgende Eigenschaft: Bringt 
man ihn, wenn er durch eine frUhere Magnetisierung eine Remanenz M erhalten hat, 
in ein nicht zu starkes Feld H, so steigt innerhalb gewisser Grenzen B proportional 
zu H vom Werte B=M ab: 

!8 = IJJl + flo' (l ~ } "hart". 
m = constn , f-l = constn 

(3) 

m wird permanente Magnetisierung genannt. 
Aus Gl. (1), (2), (3) folgt: Mit Ausnahme magnetisch harter Korper sind Feld

starke Sj und 1nduktion 5.8 in jedem Feldpunkt gleichgerichtet, Sj-Linien und 5.8-Linien 
fallen zusammen2 • 1m 1nnern magnetisch harter Korper (Dauermagnete) dagegen 
verIaufen Sj und 5.8 keineswegs parallel, sie konnen sogar einander im wesentlichen 
entgegengerichtet sein. - 1m einzelnen: 

1. Es sei m = 0, Dauermagnete seien ausgeschlossen. Aus 5.8 = jJ, Sj, aus der 
wirbelfreien Fortsetzung der Feldstarke und der quellenfreien Fortsetzung der 
Induktion [23. Gl. (15), (6b), (9c)] ergibt sich das Brechungsgesetz der Feldlinien 
an der Trennflache zweier Substanzen 1 und 2 im statischen Fall 

tg a 1 PI 
tg a2 =-;;; (4) 

in zu 13. Gl. (1) vollig analoger Weise. Daraus folgt im besonderen fUr Eisen, solange 
man mit groBen Werten der Permeabilitat rechnen kann (unterhalb der Sattigung): 
Aus dem Eisen treten die Feldlinien in Luft oder in einen anderen nicht ferro
magnetischen Korper entweder nahezu senkrecht zur Oberflache aus, auch wenn 
sie im Eisen mit einem betrachtlichen Winkel zum Lot an der Trennflache ver
laufen, oder aber sie gehen im Eisen etwa parallel zur Oberflache und treten in die 
Luft uberhaupt nicht aus. Beides erIaubt, durch Anwendung von Eisen dem magneti
schen FluB wenigstens groBenteils einen vorgeschriebenen VerIauf zu geben. 

1 Wahrend der Zeitdauer T eines Kreisprozesses wird magnetische Energie im Eisenkorper 
aufgespeichert und zuriickgegeben, die gesamte Anderung der magnetischen Energie ist daher 
Null. Fiir die beim KreisprozeB zugefiihrte und nicht zuriickgegebene Energie ist ein MaB die 

T 
Flache der Hysteresisschleife, und zwar zeigt sich, daB J .\j . d lB, gleichbedeutend mit dieser 

o 
Flache, die in der Volumeneinheit in Form von Warme - Hysteresiswarme - vergeudete 
Energie ist. Fiir einen symmetrischen KreisprozeB hat man empirische Formeln aufgestellt, 
um aus dem erreichten Hochstwert von B auf den Hysteresisverlust schlieBen zu konnen, Z. B. 
ex: BI,6 und fl B + 'Y B2, unter ex:, fl, 'Y empirische Konstante, unter B Zahlenwerte der Induktion 
in einer bestimmten Einheit verstanden. 

2 Dies gilt fiir magnetisch isotrope Substanzen; in anisotropen Korpern (Kristallen) ist die 
Richtung nicht notwendig die gleiche, der Zusammenhang zwischen .\) und lB wird in genau 
derselben Weise, wie der Zusammenhang zwischen (l; und ~ in anisotropen Isolatoren, durch 
eine lineare Vektoroperation von der Form der Gleichung (8) in 12. beschrieben (Tensor). 
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Von der permanenten Magnetisierung mist begrifflich die temporare oder 
induzierte Magnetisierung ~ zu unterscheiden. Sie entspricht der ebenfalls tempo
raren Polarisation der Dielektrika. Wir definieren daher [vg1. 12. G1. (11)] die 
temporare Magnetisierung ala die Differenz zwischen dem wirklich vorhandenen 
Felde 58 und dem bei gleichem {l im leeren Raume sich einstellenden Feld 58vak : 

~=58-~~; ~ 
nach Voraussetzung gilt 58 = f-lof-l {l, somit 

~=58v~(f-l-I) =f-lo{l(f-l- l ), (6) 
und es wird der Zahlenfaktor f-l-l = X ala magnetisches Aufnahmevermogen (Sus
zeptibilitat) bezeichnetl. 1m Vakuum ist die temporare Magnetisierung Null, in 
paramagnetischen Stoffen hat sie die gleiche, in diamagnetischen Stoffen die entgegen
gesetzte Richtung wie die Feldstarke. 

2. Dauermagnete. (So sei jeder magnetisch harte Korper bezeichnet.) Wir 
untersuchen mit Hilfe der Zustandsgleichung ffir Dauermagnete 

58 = m + ,it {l} (3) 
m = constH , f-l = constH 

das Feld, wenn der Dauermagnet von einem gleichformigen Stoff ohne permanente 
Magnetisierung umgeben ist (z. B. Luft). Zunachst: Setzt man 

,it {l = 58', (7) 

so ist auBerhalb des Magnets, weil m = 0, die Induktion 58 = 58', Feldstarke und 
Induktion im AuBenfeldraum sind also einander gleichgerichtet, und man erhalt 
aus GI. (3) fur die permanente Magnetisierung 

m = 58- 58' (8) 

analog zur Definition der temporaren Magnetisierung G1. (5). Weiter: Wegen der 
(praktischen) Konstanz von m und f-l liegt es nahe, eine konstante eingepragte 
magnetische Feldstarke 

in G1. (3) einzufiihren: 

m -=- = {le = const 
fL 

(9) 

58 58 = it ({l + {le); {l = ---=-- {leo (10) 
fL 

Dies ist folgendermaBen zu verstehen: Das Feld 58 geht, weil quellenfrei, in 
seinen normalen Komponenten stetig, daher im wesentlichen ohne Richtungswechsel, 
durch AuBenfeldraum und Magnetkorper, iIi welchem 58 und m im wesentlichen 
gleichgerichtet sind, denn mist eine Remanenz, d. h. ein Ruckstand von einer 
friiheren Magnetisierung her. Das Feld {l verlauft definitionsgemaB von der positiven 
zur negativen magnetischen Ladung ("Pole") sowohl im AuBenfeldraum, wo es 
daher mit 58 gleichgerichtet ist, wie auch im Magnetkorper, wo es {le entgegenlauft 
und daher schwacht. Man spricht deshalb von "Selbstentmagnetisierung" und 
bezeichnet auch {l ala "entmagnetisierende Kraft". Ein MaB fur den Gesamtwert 
der entmagnetisierenden Wirkung ist die magnetische Spannung im Innern von 
Pol zu Pol, die wegen rot {l = Obis auf das Vorzeichen mit der Spannung im AuBen
feldraum auf beliebigem Weg ubereinstimmt. Denken wir uns einen Dauermagneten 
so geschlossen, daB seine Pole aufeinanderfallen, so ist daher {l = 0, und die 
Induktion hat nach G1. (10) ihren Hochstwert 58max: = ji {l8 = m ("polloser Magnet", 
erfabrungsgemaB ohne magnetisches Feld im AuBenfeldraum). In dem anderen 

1 Vielfach ist es uhlich, nicht fL - I, sondem 41~ (p. - 1) als Suszeptibilitat zu bezeichnen. 

Diese Form riihrt von der frillier sehr verbreiteten Benutzung nicht rationaler c·g-s-Einheiten 
her und ist in einer einheitenfreien Darstellung nicht am Platze. "Ein vemiinftiger Grund laBt 
sich jedenfalls fiir diese Definition nicht anfuhren, auBer dem einen, daB frillier so gerechnet 
wurde" (Mie). 
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Grenzfalle \8 = 0 ist Sj = - Sj8 (er ist allerdings magnetostatisch nicht zu verwirk
lichen). Daher ist wegen der Gegenlaufigkeit von Sj und Sje stets 

1 Sj + Sje 1 < 1 Sj" I· 
Abb. 2 verdeutlicht die Zustandsgleichung (10). 
Als "Flachendichte des Magnetismus" (Jm bezeichnet man den Sprung in 

der Normalkomponente der permanenten Magnetisierung m 1, den wir mit Div \8 = 0 
aus G1. (3) erhalten zu D' ffi} D' - '" (11) 

(J'lI1 = - ~v ;lJt = ~v f-l 'l:' • 

Wegen m = 0 im AuBenfeldraum ist auch 

Abb.24.2. 
Zur Zustands
gieichung der 

Dauermagnete. 

und es ist 
.I(Jm =0. 

"Magnetomotorische Kraft" V" wird das Linienintegral der ein
gepragten magnetischen Feldstarke zwischen gegebenem Anfangs- und 
Endpunkt der Integration genannt: 

(12) 

Das elektrische Stromungsfeld in Leitern. 
25. Elektrische Stromung in homogenen Leitern. BeharrIiche elektrische Stromung. 

Wir storen den Gleichgewichtszustand eines elektrostatischen Feldes (rot ij; = 0, 
'YJ = div~) dadurch, daB wir auf verschiedener Spannung befindliche, geladene 
Leiter miteinander leitend verbinden. Als einfachste Anordnung wahlen wir das 

R-

Abb. 25. 1. Kondensatorent
iadung durch Leitungsstrom. 

vollstandige Feld zwischen den zwei Belegungen eines 
Kondensators, die wir durch einen Leiter miteinander 
verbinden (Abb.l). Man beobachtet: 

1. Das elektrische Feld nimmt in seiner Gesamtheit 
zeitlich ab und verschwindet schlieBlich ganzlich, 

2. wahrend dieses Vorganges sind in der Umgebung der 
Anordnung sich andernde magnetische Kraftwirkungen 
nachweisbar, 

3. zugleich erwarmt sich der Leiter. 
Zu 1. Wir betrachten die Quellen des Feldes, die Ladungen. Das Feld bleibt 

wahrend des Abklingens vollstandig, die Quellen (die positiven Ladungen) ver
ringern sich genau im gleichen MaBe, wie die Senken (die negativen Ladungen) des 
Feldes. Genau dieser Vorgang ware das Ergebnis, wenn die Ladungen durch den 
angebrachten Leiter hindurch, in dem voraussetzungsgemaB Ladungen leicht ver
schieblich sind, infolge der zwischen den beiden Belegungen und daher auch im 
verbindenden Leiter herrschenden elektrischen Spannung sich ausgleichen wiirden. 
Auf Grund dieser Vorstellung nennt man den Vorgang einen elektrischen Strom. 
Ein MaB fiir diesen ist offenbar die Ladungsanderung: 

J = _ d Q+ = + (1 Q-
dt dt 

(1) 2 

(positive Ladung Q+=-Q_ negative Ladung). Nach willkiirlicher Verab
redung bezeichnet man als positive Stromrichtung die Bewegungsrichtung 
positiver Ladung. Irgendeine atomistische Deutung des elektrischen Stromungs
vorganges ist der makroskopischen Elektrodynamik fremd (vg1. 2.), sie legt auch 

1 Nicht den Sprung der mal-,'lletischen Induktion; diese ist ja quellenfrei. - Von Gl. (11) 
wohl zu unterscheiden ist die Sprungdivergenz del" temporiiren Magnetisierung G1. (6): 

-f-lo Div (f-l-l) S) = -ltoDiv xS), 

2 I P M S B J Q E' h' 1 Coul 1 A m, .: enennung ~ -T-; III eit -- ~ mp, 
sec 
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hier die volIkommen stetige Feldvorstellung zugrunde. Sie kann daher den Strom J 
auffassen als den FluB eines Vektorfeldes @ im Innern durchstromter Leiter: 

J =J@df. 
I 

(2) 1 

Die Stromung oder Stromdichte @ ist also ihrem Betrage nach gleich dem 
Strom durch die normal zur Stromungsrichtung gerichtete Flacheneinheit. Tritt 
aus einem durch eine geschlossene Hiille abgegrenzten Raum Stromung aus (Beispiel: 
geschlossene Hiillflache um eine der beiden Kondensatorplatten), so gilt demnach 

,J: dQ :r @df =-llt, 

oder mit dem Satz von GauB 

div@ =_i:!L. 
dt ' 

D· IU da 
W\!9 =-Tt; 

in Worten: Ladungsdnderungen sind Quellen elektrischer Stromung. 

(3) 

(3a) 

Dieselbe Kontinuitatsgleichung besteht auch zwischen dem Fliissigkeits
inhalt in und der Fliissigkeitsstromung aus einem umhiillten Raum. 

Zu 2. und 3.: Der Energieverlust des Kondensators wahrend des Stromungs
vorganges, bezogen auf die Zeitspanne dt, ist mit 10. Gl. (1), 11. Gl. (14), (15): 

'P=- dWe = -~(~) = _!I dQ = UJ (4)2 . - dt dt 20 0 dt . 

Urn den Verbleib dieser elektrischen Leistung einfach erklaren zu konnen, 
miissen wir die Beobachtung 2. vernachlassigen. Dies ist quantitativ um so un
bedenklicher, je langsamer der Stromungsvorgang vor sich geht. Dann kann die 
elektriscb geleistete Arbeit nur noch der nach 3. beobachteten Warme gleichen. 
Die in der Zeitspanne dt im durchstromten Leiter entwickelte Warmemenge ist also 

-dffe = 'Pdt = UJdt. (4a) 

Elektrische Stromung ist mit Energiebewegung verkniipft, elektrische Feld
energie wird in Warme umgesetzt3. Die im Sinne einer einfachen Auslegung der 
Energieumwandlung getroffene Beschrankung auf zeitlich langsam verlaufende V or
gange konnte sehr einschneidend erscheinen, wenn es nicht einfache Mittel zur 
Verwirklichung zeitlich unveranderlicher Stromungen gabe. Sie werden uns im 
folgenden Abschnitt beschaftigen. Sie rechtfertigen es, daB wir von hier an, urn 
von einer beliebig angenaherten zu einer strengen Beschreibung der Vorgange zu 
kommen, eine zeitlich unveranderliche Stromung bei ruhenden Korpern 
annehmen: 

a at = 0, Beharrungszustand oder echt stationdrer Zustand. Fiir ihn gilt 

a) f6Jdf=O; b) div6J = 0; c) Di'l,(i=O.· (6) 

Die Rohren des Stromungsfeldes gehen stetig, mit konstantem Strom, durch 
aIle Trennflachen hindurch und sind im Endlichen ohne Anfang und Ende. Ladungs
anhaufungen treten weder im Innern [Gl. (6b)], noch an Trennflachen von Leitern 
[Gl. (6c)] auf, und an der Grenzflache eines Leiters 1 gegen einen Nichtleiter 2 ist 
die Stromung ausschlieBlich parallel zur Leiteroberflache gerichtet, denn es ist 
@2 = 0, daher nach Gl. (6c): 

Div @ = n1i2 (0 - @1) = 0; G] n = 0. (7) 

1 1m P. M. S.: Benennung G = ~ = .-L. Einheit 1 AmP. 
TL2 L2' cm2 

2 1m P. M. S.: Benennung 'V = UTQ = U J, Einheit 1 Joule ~ 1 Watt. 
. . sec . 

3 Wiirde die Ladungsbewegung nicht nur im Leiter als Stromung vor sich gehen, sondern 
als mechanische Bewegung geladener Korper "konvektiv", so Wiirde die Energieanderung ent· 
sprechend als mechanische Arbeit der Krafte zu erklaren sein, die die geladenen Korper in 
Bewegung setzen. 

Fischer, Elektrodynamik. 4 
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Ferner wird im stationaren Zustand, weil Energieanderungen im konstanten 
Feld:ausgeschlossen und die Korper in Ruhe sind, von den elektrischen Feldkraften 
keine mechanische Arbeit geleistet W', G1. (4) stellt die gesamte Leistung dar]. Daher 
ist ebenso wie im elektrostatischen Zustand und als Folge der gleichen "Oberlegung, 
wie dort [8. G1. (4)], die elektrische Spannung vom, Weg unabhangig, die elektrische 
Feldstarke wirbelirei: 

a) f~at =0; b) rot~ =0; c) Rot~ =0. (8) 

Die Gleichgewichtsbedingung des elektrostatischen Zustandes, nach welcher im 
Leiterinnern kein elektrisches Feld besteht, und alle Punkte der Leiteroberflache 
die gleiche Spannung haben, ist aoer hier sicher verletzt; in unserem Grundversuch 
hatten wir die auf verschiedener Spannung befindlichen Platten eines Kondensators 
leitend miteinander verbunden. Man findet dementsprechend, daB die elektrische 
Feldstarke nicht senkrecht auf der Oberflache duichstromter Leiters steht, sondern 

schief. Ihre Tangentialkomponente erweist sich proportional der 
Stromung, die nach G1. (7) der Oberflache parallel ist: 

Et =eGt, (9) 
giiltig an Leiteroberflachen (Abb. 2). Der skalare Proportionalitats
faktor e hangt ausschlieBlich vom Leitermaterial ab, er wird als 
spezifischer Widerstand, sein Kehrwert 

~,,~~~~~ ,,= ~ (10) 
(! Abb'::n ~h2~setz als spezifische Leitfahigkeit bezeichnetl. Die Stetigkeit von 

Et [G1. (8c)] zusammen mit G1. (9) und mit der Verletzung der 
elektrostatischen Gleichgewichtsbedingung veranlaBt uns, als elektrisches Feld 
im Innern durchstromter Leiter anzusetzen 

Ge8etz von Ohm in Diflerentiallorm. 

Das Ohmsche Gesetz ist eines der am weitestgehenden experimentell bestatigten 
Gesetze der Physik. G1. (11), (6c), (8c) ergeben in bekannter Weise das Brechungs
gesetz fiir Stromungslinien bei Durchgang durch eine zwei Leiter 1 und 2 trennenden 
Flache (otl' otz Winkel zum Lot): 

tg a.1 "1 (lOa) 
tga.a =-;e; 

Die im ganzen durchstromten Leiter in Warme umgesetzte elektrische Leistung 
ist geniaB G1. (4) 

2 

'P= TlJ = J~ar' J@af. 
I f 

Zerlegen wir den durchstromten Leiter in zylindrische Elemente von der Lange 
at und dem zu at,~, @ senkrechten Querschnitt ai, so ist mit dr:=dtaf: 

ljI = J~ @ ar: = J 1p ar: mit 1p = ~ @. (12) 
l' l' 

Dies ist die gesamte, in dem durchstromten System in der Zeiteinheit umgesetzte 
Energie, 1p ihre ortliche Dichte. Wir haben sie fur stationare Stromung in homogenen 
Leitern und bei ruhenden Korpern als Warmeleistung festgestellt. Wir konnen 
daher fUr diesen Fall mit G1. (11) schreiben 

ljI -J e @2 a-r = J " ~2 a-r Gesetz von Joule in Differentiallorm. (13) 
l' T 

1 1m P. M. S.: Benennung p = ~ = ~ L, Einheit 1 ::: em == 1 Ohm em. Einige Zahlen

werte fiir (! in 10--8 Ohm em: Silber 1,6; Kupfer 1,7; Eisen 8,6; Platin 10,7; Queekailber 95,8. 
2 Mit der Einsehrankung fiir niehtisotrope Korper (Kristalle), daB dort (! ein Tensor ist, 

da ~ und @ nieht notwendig parallel verlaufen. 
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Die ortliche Dichte der Stromwarmeleistung ist 
2 ",2 

¢=Q~ =,,~. (14) 
Auch bei beliebig rasch veranderlichen Vorgangen werden. die Differentialgesetze 

Gl. (II) und (14) als bestehend angesehen. 
Ein von einem elektrischen Feld erfillltes Dielektrikum sei zugleich leit.end: 

"Halbleiter". Dann wird (in einem nicht streng stationaren Vorgang) die Feld
energie in jedem Raumelement in Warme umgesetzt: 

- °o~e =1jJ; - :t (; ~2)=~ ~2; I 
t (15) 

-2-:-
W(t) = W(t = 0) • e • fl 

Als MaB fur das zeitliche Verklingen des Feldes heiBt die in jedem MaBsystem 
in Zeiteinheiten gemessene GroBe 

(16) 

"Relaxationszeit". Fur Metalle ist sie winzig klein, jedenfalls einer unmittel
baren Messung unzuganglich; fUr Gase ist sie auBerordentlich groB, im ubrigen ist 
f3 meist nur der GroBenordnung nach bestimmbar. 1m idealen Isolator (Vakuum) 
ist f3 = co, elektrische Energie bleibt unbeschrankt lange zeitlich unverandert 
erhalten (Elektrostatik). Einen idealen Leiter wiirde man durch f3 = 0 kennzeichnen. 

Faradays Gesetz der Elektrolyse. Tritt elektrische Stromung durch die Flache f 
in einen Elektrolyten (zersetzbaren Leiter) ein, so ist die in der Zeit t als elektro
chemisches Ion ausgeschiedene Masse m 

m = ~t J@df=aF
Q , (17) 

dabei ist a das Aquivalentgewicht des Ions, F eine Konstante, die "Aquivalent
ladung"l. Demnach werden durch dieselbe Elektrizitatsmenge in verschiedenen 
Elektrolyten stets chemisc~ aquivalente Mengen ausgeschieden, d. h. solche Mengen, 
die sich verhalten wie die Aquivalentgewichte .. (Es ist also m unabhangig von GroBe 
und Form der Flache, unabhangig yom Abstand der "Elektroden" und der elek
trischen Spannung). Faradays Gesetz sehen wir als einen starken Beweis dafUr an, 
daB ebenso, wie die Materie aus Atomen aufgebaut ist, die Elektrizitat aus kleinsten 
Teilen, Elementarquanten, besteht. Diese Erkenntnis wurde zuerst von Helmholtz 
und gleichzeitig von Stoney ausgesprochen (ISSI). Die konstante Aquivalentladung 
erklart sich leicht damit, daB mit jedem einwertigen Ion eine Elementarladung, 
mit jedem zweiwertigen Ion zwei Elementarladungen verknupft sind, usw. Seit 
den Kathodenstrahluntersuchungen von Lenard kennen wir negative Ladungen 
10sgelOst von gewohnlicher Materie, als Elektronen, dagegen finden wir positive 
Ladungen stets unlOslich behaftet mit Materie, als Ionen. 

26. Elektrische Stromung bei eingepragten Kraften. 
Als Ursachen elektrischer Stromung von groBerer oder kleinerer zeitlicher 

Konstanz kennt man seit langem Inhomogenitaten leitender Korper. Diese konnen 
chemischer und thermischer Art sein, raumlich stetig oder mehr oder weniger 
unstetig verteilt sein, dieses hauptsachlich bei schichtweiser Beriihrung verschiedener 
leitender Stoffe 2 • Nur chemische und thermodynamische Untersuchungen konnen 
uber das Wesen dieser Quellen AufschluB geben; die Elektrodynainik beschrankt 
sich in ihrem beschreibenden Vorgehen darauf, sie als "eingepragte Krafte" in 

1 Ihr Zahlenwert hangt von der Einheitenwahl ab; in praktischen Einheiten ist F = 96494 CouI. 
Uber die elektrolytische Definition der praktischen international vereinbarten Ladungs- (Strom-) 
Einheit siehe I'. II. 

Z Beispiele: Beriihrung verschiedener Metalle, Beriihrung von Metall mit Elektrolyt (galvani
sche Elemente), Metallwechsel bei gleichzeitigem Temperaturgefalle (Thermoelemente), Inbomo
genitaten von Metallen, Konzentrationsgefalle in Elektrolyten, Temperaturgefalle. 

4* 
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Betracht zu ziehen, in Analogie zur Mechanik, in der man unter einer eingepragten 
Kraft eine solche versteht, die nicht eine notwendige Folge der im betrachteten 
System geltenden Gesetze ist, sondern nach bestimmten V orschriften von auBen 
auf das System wirkt. Die Gebiete, in denen die Eigenschaften eines Leiters sich 
raumlich andern, sieht man als Sitz einer konstanten, ausschlieBlich durch den 
Leiter selbst fest gegebenen elektrischen Kraft an, die man darum als dem Leiter
innern eingepragte Feldstarke ~e bezeichnet. Sie bewirkt, daB der Leiter auch 
im stromlosen Zustand Polaritat zeigt: denken wir uns den Leiter aus verschiedenen 
Stoffen aufgeschichtet, so spannt sich zwischen den entgegengesetzt gleiche Ladung 
tragenden Endschichten durch den AuBenraum ein elektrostatisches Feld aus. Man 
setzt fiir das Leiterinnere im stromlosen Zustand die Feldstarke 

(1) 

und hat im ganzen Feldraum Wirbelfreiheit: rot ~ = 0 und Stetigkeit der Tangential
komponenten: Rot ~ = O. Die eingepragte Feldstarke findet man also ihrem Betrag 
nach gleich der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke an der Oberflache 
des stromlosen inhomogenen Leiters. Fiir homogene stromlose Leiter ergibt Gl. (1) 
die alte elektrostatische Gleichgewichtsbedingung ~i = O. 

Ein die beiden Pole durch den AuBenraum verbindender homogener Leiter wird 
von emem stationaren Strom durchflossen (vorausgesetzt, daB ~e zeitlich konstant 
ist). Dann kann offenbar die Gl. (11) in 25.: ~ = e @ fiir das Innere des inhomogenen 
Leiters keine Giiltigkeit haben: bei stationarer Stromung (div @ = 0) ware danach 
die elektrische Feldstarke e @ im Innern des inhomogenen Leiters im wesentlichen 
entgegengesetzt gerichtet der tangential gerichteten elektrischen Feldstarke an seiner 
Oberflache, die Tangentialkomponente von ~ wiirde die Oberflache unstetig durch
setzen. An diesem Orte bei stationarer Stromung und ruhenden Korpern Wirbel 
der Feldstarke anzunehmen, dafiir fehlt jeder Grund. Wir setzen daher fiir das 
Innere des inhomogenen Leiters 

(2) 

Die elektrische Feldstarke ~ ist dann in jedem Feldpunkt wirbelfrei: rot ~ = 0, 
die Tangentialkomponenten sind iiberall stetig: Rot ~ = O. Ohne Stromung ergibt 
sich die elektrostatische Gl. (1); wenn im AuBenfeldraum kein elektrisches Feld 

mehr gefunden wird: ~ = 0, hat die Stromdichte den Wert @ = ~ ~e ("Kurz-, e 
schluB"). Abb. 1 verdeutlicht die Zustandsgleichung (2); es ist stets I ~ + ~e I ~ I ~e i, --rt-- und man kann die Gleichung so Ie sen : die Stromung ist proportional 

dem Unterschied der Feldstarke gegeniiber ihrem Gleichgewichtswert. 
It Wir betrachten noch den Energieumsatz in der Zeiteinheit. Nach 

r# 25. Gl. (12) ist die in dem Stromungssystem umgesetzte Leistung 

01 . P = J~ @dr:; (3) 
__ __ T 

das ist hier mit Gl. (2) Abb. 26.1. Ver
deutlichung der 

Gl. (2). p =Je @2dr:-J~e @d-r; 
T 

(3a) 

das erste Glied der rechten Seite, von stets positivem Betrage, kennen wir als die 
Warmeleistungder elektrischen Stromung (J oulesche Warme); das zweite Glied 
ist Null in homogenen Leitern, in inhomogenen ist es positiv oder negativ, je nachdem, 
welche Richtung iiberwiegend die Vektoren @ und ~e gegeneinander haben. Es 
entspricht den Energieumsetzungen bei allen umkehrbaren Vorgangen innerhalb 
inhomogener Leiter 1 ; solche sind z. R entstandene oder verschwundene chemische 
Energifj bei Elektrolyten, Peltier-Warme bei Metallen. Wir bezeichnen daher als 

1 z. B. ist bei Akkumulatoren ~e @ negativ, wahrend sie geladen werden. 
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chemisch-thermische Leistungsdichte 
2 ~2 t/'=QQS -~ QS, (4) 

und fassen im ersten Glied die Energieumsetzungen alier nichtumkehrbaren, im 
zweiten die aller umkehrbaren Vorgange zusammen. 

Die Grundgesetze der stationaren Stromung bei ruhenden Korpern 
rot~=O; div@=O (5) 

ergeben mit G1. (2) als allgemeine Grundlage der Berechnung von ~ und @ aus 
gegebenen ~e und e: 

rote @ = rot ~e; div" ~ =-div" ~e. (6a, b) 

27. Elektrisehe Stromung in linearen Leitern. 
Lineare Leiter elektrischer Strome nennen wir solche, deren Lange groB ist 

gegeniiber den anderen Abmessungen (Stab, Draht, Bandchen). Wegen der Quellen
losigkeit der stationaren Stromung div @ = 0 ist der Gesamtstrom J in jedem 
Querschnitt konstant 

J =Gf =const. (I) 
Die normal zum Querschnitt verlaufende Stromung, die Tangentialkomponente 

der Feldstarke und die Leitlinie des linearen Leiters haben gleiche Richtung. Das 
Linienintegral der Feldstarke langs der Leitlinie seines homogenen linearen Leiters 
zwischen den Querschnitten lund 2 ist mit G1. (I) und 25. G1. (II): 

2 2 

f Etds = J f~ ds (2) 
I 1 

oder 
Ul.. 2 = J ·Rl.. 2, (3) 

2 2 
wenn man, wie bekannt, mit U1 •• 2 = J Et ds = J ~ d r die elektrische Spannung 

I 1 

zwischen lund 2, und mit 
2 

Rl..2 = fj ds (4)1 
1 

den elektrischen Wider stand des betrachteten Stiickes bezeichnet. Wir werden 
spaterhin die Zeiger I .. 2 weglassen. Fiir den homogenen linearen Leiter von kon
stantem Querschnitt fund der Lange I ist also 

R - gi (4a)1 - f . 
In der Integralform der G1. (3), (4) wurde von Ohm das nach ihm genannte 

Gesetz experimentell gefunden. Der "Widerstand" eines beliebigen leitenden Korpers 
ist demnach nur unter bestimmten Voraussetzungen eine eindeutige GroBe; G1. (3) 
ist eine Aussage fiir Drahte, dagegen G1. (II) in 25.: ~= e@ ein allgemeingiiltiges 
physikalisches Gesetz. Sind Inhomogenitaten zu beriicksichtigen, so ist mit 26. G1. (2) 

2 

U1 .. 2 =JR1 .. 2-f~edr. (5) 
I 

Da eingepragte Feldstarken allgemein vergleichsweise diinnen Ubergangsschichten 
eigentiimlich sind, ist die eingepragte Spannung als das Integral 

2 

J~edr = Ue, 
I 

1 I b f d P M S B R U Einh' 1 Volt Oh n ezug au as . . . : enennung = T' eit Amp ~ 1 m. 

(6) 
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durch die Reihenfolge der Obergangsschichten langs der Leitlinie zwischen den 
Punkten 1 und 2 erstreckt, eine ortlich wohl definierte GroBe, die als eingepragte 
elektromotorische Kraft (EMK) bezeichnet wird 1• Aus 

U=JR-Ue (7) 

folgt U = - Ue fUr den stromlosen Zustand, wodurch Ue erklart ist [vgl. ~e 26. 
Gl. (1)], und fiir einen geschlossenen, dem geschlossenen linearen Leiter folgenden 
Umlauf ist f ~dr = 0= JR- Ue oder 

JR = Ue, (8) 
hierbei ist unter ue die gesamte dem Kreis eingepragte EMK, unter R der gesamte 

Widerstand verstanden: Ue = f ~e dr, R = f [! f8. 
Die umgesetzte Leisturig ist 

lJf = J2 R - Ue J, (9) 
zu erklaren entsprechend 26. Gl. (3). Die J oulesche Warme in ernem linearen 
homogenen Leiterstuck vom Widerstande R ist also 

U J =J2R, (10) 
und fiir einen geschlossenen Kreis vom Widerstande R wird nach 

UeJ=J2R (11) 
die gesamte, von der QueUe (ue) gelieferte Energie in Warme verwandelt. 

Fur ein Netzwerk aus Drahten gilt Gl. (8) fUr jeden geschlossenen Umlauf urn eine 
Masche, oder 

(12) 
o 

fur jeden beliebigen geschlossenen Umlauf ist die Summe der Ohmschen Spannungs
abfaUe gleich der Summe der eingepragten Spannungen. Mit dieser Gleichung 
konnen jedoch noch nicht samtliche Strome des Netzwerkes berechnet werden. 
SchlieBen wir einen Knotenpunkt von Drahten in eine geschlossene Rulle ein, so 
ist im stationaren Zustand [25. Gl. (6)] f @ df = ° oder 

"2 J,. =0, (13) 
o 

im Knotenpunkt entstehen oder verschwinden keine Strome. Gl. (13) ist die erste, 
und Gl. (12) die zweite Kirchhoffsche Regel; beide gelten im aUgemeinen nur 
fur stationare Strome in ruhenden Drahten und sind Folgerungen aus den fur den 
stationaren Zustand geltenden allgemeineren Gesetzen. Sie bilden die Grundlage 
fur die Berechnung von Leitungsnetzen im Beharrungszustand. In vielen Fallen 
ist der folgende, von Helmh 01 tz ausgesprochene t)"berlagerungssa tz von Nutzen, 
der sich auf die Linearitat der Zusammenhange zwischen Stromen und Spannungen 
grundet: Zwischen zwei Punkten eines gegebenen linearen Netzwerkes mit ein
gepragten Spannungen werde eine "Ableitung" vom Widerstand Rn angebracht, 
gesucht ist der sie durchflieBende Strom. Diesen berechnet man nach dem Ohmschen 
Gesetz, wobei man die zwischen den.abgeleiteten Punktcn ursprunglich (bei Rn = co) 
bestehende Spannung als eingepragte Spannung anzusehen hat und als SchlieBungs
widerstand derselben den Widerstand Rn der Ableitung, vermehrt urn den Wider
stand, den das Netzwerk (ohne eingepragte Spannungen) einer zwischen den Ab
leitungspunkten wirkenden eingepragten Spannung bieten wiirde (das ist also der 
Widerstand des Netzwerkes, gesehen von den Ableitungspunkten aus). 

Der Widerstand einesnicht linearen, sondern belie big korperlich ausgedehnten 
Leiters ist nur dann eindeutig, wenn man weiB, durch welche Oberflachenteile die 
Stromung ein-, und durch welche sie austritt. Sowohl das statische, wie das stationare 
elektrische Feld ist, weil wirbelfrei, aus einem Potential errechenbar; bei entsprechen-

1 Wir stellen sie durch den Buchstaben Ue an Stelle des gebrauchlichen E dar, urn Ver
wechslungen mit dem Betrag der Feldstarke zuvorzukommen. 
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den Rand- und Grenzbedingungen kann ein raumlich ausgedehntes Stromungsfeld 
geometrisch identisch mit einem raumlich ausgedehnten elektrostatischen Feld sein. 
Dann sind die Aquipotentialflachen identisch, und es entsprechen einander rein 
formal l die folgenden untereinander geschriebenenGroBen: 

'l) Q (Q) e C Leiteroberflachen 

® J ~ ~ Stromeintrittsfiachen, 

wobei wir uns der Einfachheit halber auf den Fall homogener Korper, mithin ein
heitlicher und konstanter DK und Leitfahigkeit beschranken. 1st also die Aufgabe 
im einen Falle gelOst, so ist die Losung auf den anderen Fall iibertragbar, z. B. 
ist dabei 

C R =8(1. (14) 

Diese Analogie ist auch die Grundlage dafiir, daB man verwickelte elektro
statische Felder in einem Elektrolyten durch entsprechend gestaltete Stromeintritts
flachen als Stromungsfelder nachbilden, und die hier mit der Sonde gefundenen 
Feldwerte auf das statische Feld zuriickiibertragen kann. 

Beispiele: 
Leistungsiibertragung [Gl. (8) bis (II)]. Wir untersuchen die in einem Verbraucher

widerstand Ra umgesetzte Leistung als Funktion von Ra, wenn dieeingepragte Spannung Ue 
und der Widerstand Ri der Stromquelle gegeben sind. Die "Klemmenspannung" an den Enden 
des Verbrauchers 

U = Ue Ra (15) 
Ri+Ra 

stimmt fiir Ra -+ <Xl (Leerlauf, J = 0) mit der "Quellenspannung" ue iiberein. ebenso fiir Ri -+ 0, 

was aber in der Natur nicht vorkommt, und ist Null fiir Ra = 0 (KurzschluB). Mit 11 = ~; ist 

die im Verbraucher umgesetzte Leistung 

(Ue)2 1 
Na = ~ ---(--;----0-1--;-)

t (1+1]) 1+1] 
(16) 

Diese Funktion hat den gleichen Wert fiir 11 und seinen Kehrwert, und hat ein £laches 
Maximum 

(N ) = (Ue)2 • ~ bei 11 = Ra = 1: (I6a) 
a max Ri 4 Ri 

"Leistungsanpassung": 1st der Verbraucherwiderstand veranderlich, die Quelle gegeben, 
so wird bei Ra = Ri dem Verbraucherwiderstand am meisten Leistung zugefiihrt. Die Voraus
setzungen dieses Satzes sind nicht umkehrbar: dem gegebenen Verbraucher wird von jener 
QueUe am meisten Leistung zugefiihrt, deren innerer Widerstand bei gleichem Ue am kleinsten 
ist. - 1m KurzschluBfall wird in der Stromqllelle viermal soviel Energie umgesetzt, als bestenfaUs 
im Verbraucher. 

Kondensatorentladung (Grundversuch von 211.). Der die Ladung Qo = 0 Uo tragende 
Kondensator werde zur Zeit t = 0 durch den Widerstand R iiberbriickt. Nach 211. Gl. (4) und 
27. Gl. (10) ist der Energieumsatz in jedem Zeitelement 

_ dWe =_!L dQ =J2R (17) 
dt 0 dt ' 

und mit [211. Gl. (1)] J = - ~~ (Abnahme der Ladung): 

Q dQ 
- RO = (ft, (18) 

daher ist der zeitliche Ablauf 

Q(t) _ - ;c _ J(t) 
OUo -8 - UoIR. (19) 

Der Verlauf wird durch die "elektrische Zeitkonstante" 
~5CB (~ 

bestimmt. - 1st der Kondensator z. B. ein Plattenkondensator mit der Kapaziat 0 = Ii 1. 
. 8 

1 Nicht etwa hinsichtlich der physikalischen Vorgange. 
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[10. Gl. (7)], dessen Dielektrikum zugleich leitend ist und daher den Widerstand B = (] ; hat 

[27. Gl. (4)], so hat man die in 25. Gl. (15) geschilderten Verhiiltnisse, es ist 
Te={J; OR=s(]; (21) 

der zweite Ausdruck stimmt iiberein mit der in 27. Gl. (14) ausgesprochenen Analogie. - Vom 

Anfangswerte Wo = U; (J an nimmt die Energie ab gemaJl 

_2_t_ 

W(t)=Wo'e BO (22) 
und die mit Gl. (19) errechnete Gesa.mtmenge an Stromwarme ist 

co ex> I 'Pdt = ~gIe -2 BtO dt = Wo (23) 

o 0 
nach dem Energieerhaltungssatz. 

~ Kondensatorumladung. Ein zur Spannung Uo aufgeladener Konden-

~
+ satorOl werde imAugenblick t = 0 iiber einen Widerstand Ran einen ladungs

t; lasen Kondensator O. gelegt (Abb. 1). Del' Leitungsstrom bedeutet Ladungs
verlust fiir 0 1, Ladungszuwachs fiir O2, daher ist 

dQl dQ2 
t; Ii J = - (It = + (It . (24) 

Abb.27.1. Konden
satorumladung. 

Die gesamte Umlaufspannung ist [25. Gl. (880)] in jedem Augenblick 

J R + !l!. - ~ = 0 . (25) 
O2 0 1 

Daraus durch Differentiieren mit Gl. (24): 

R de + 0 1 + O2 J = O. dJ (1 1 ) 
Der zeitliche Ablauf ist durch die Zeitkonstante Te = B 0 O~Oo bestimmt; es ergibt sich 

1 I 2 
mit Qo = Uo 01 : 

ex> 

Q2 1 w1 = 201 ; 

Q~ 

W. - 2 
2- 20 ' 

2 

(26) 

(27) 

ferner A = f J2Rdt = 2Q~I' 0 1 ; 0.' daher mit der anfanglichen Energie Wo = 2QA: 
o 

Wo-A = Wex> (2880) 
nach dem Energieerhaltungssatz, und 

Qlex> + Q2ex> = Qo (28b) 
nach dem Satz von der Erhaltung der Ladung. 

Die Kirchhoffschen Gleichungen [Gl. (12), (13)] und der Helmholtzsche "Uber
lagerungssa tz. 

a) Der Gesamtwiderstand Rres vonn hintereinandergeschalteten Widerstandsstiickenist 
B res = 2: Rn , (29) 

n 
z. B. ist bei gleich groBen Widerstanden Bres = nR. Der Gesa.mtwiderstand Bres von n parallel 
geschalteten Widerstandsstiicken ist 

1 
Bres= ~ ~' (30) 

~Rn 
n 

z. B. ist bei gleich groBen Widerstanden Bres = !. Der Kehrwert ~ eines Ohmschen Wider

standes B wird als Leitwert bezeichnet. - Man vergleiche das reziproke Verhalten von Kon· 
densatorschaltungen [10. Gl. (8), (9)]. 
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b) Die Wheatstonesche Briickenschaltung. Gesucht ist die Spannung Ug in der aus 
4 Widerstanden x, r, a, b nach Abb.2 gebildeten Schaltung bei gegebenem U. \Vir wenden 
z. B. die Maschenregel Gl. (12) dreimal an: 

U = iz(x + r), (a) 

~~+~=~~+~, ~ 
izx+lugl-iaa=O; (c) 

wir schreiben um: I ug I = ia a - i z x, (c') 

. . x+r (b') 
la = lz a + b ' 

i U (a') 
",= x+r' 

indem man b') und a') in c') einsetzt, erhalt man Abb. 27. 2. Wheatstonesche 
x b _ r a Briickenschaltung, Gl. (31). 

lugl= U (x+r)(a+b)' (31) 

Bei "Abgleichlmg" der Brocke xb = ra ist Iugi = O. Dies sei fiir einen bestimmten Wert x 
erfiillt; dann ist bei einer kleinen Abweichung LI x von diesem Werte die Brockcnspannung 
angenahert b . LI x 

ILlugl = U (x+r)(a+b)' (32) 

Um mit einem gegebenem LI x ein moglichst groBes ILl Ug I zu erzielen, hat man demnach 
r = x zu machen, hingegen ist del' Wert von a giinzlich belanglos. 

Wir schlieBen die Klemmen 1, 2 durch einen Widerstand g. 
Um den LI Ug entsprechenden Strom LI ig zu berechnen, wendet 
man den Satz von Helmholtz an; das Vorgehen ist in Abb. 3 
angedeutet. Der Widerstand des Netzwerkes, gesehen von den 
Klemmen 1, 2 aus, ist bei fast vollkommener Abgleichung nahezu 3 

R. _ (x + a)(r + b) (33) 
t-x+r+a+b' 

daher ist nach dem Satz von Helmholtz 

ILl :gl-_ ILl Ugi • (34) • Abb.27. 3. Wheatstonesche 
Ri + g Briickenschaltung, Anwendung des 

In diesen mit Gl. (32) und (33) ausgeschriebenen Ausdruck Satzes von Helmholtz. 
fiihrt man zweckmaBig den Speisestrom durch U = Rq J ein, 
dabei ist der Widerstand des Netzwerkes von den Klemmen 3, 4 aus bei nahe erreichter Ab-
gleichung nahezu R _ (x + r) (a + b) 

q- x+r+a+b' 
So wird schlieBlich 

ILli I-J b·Llx 
g - (x+a)(r+b)+g(x+r+a + b) 

(35) 

Rier erfordert groBtes ILl igl bei gegebenem J und g einen bestimmten, endlichen Wert fiir 
a und r ..... 00. 

Widerstand eines raumlichen Leiters aus der Analogie zum elektrostatischen Feld 
[Gl. (14)]. Aua der Kapazitat des Kugelkondensators (a Innenradius, b AuBenradius) 10. GJ. (2) 
ergibt sich mit Gl. (14) der Widerstand einer Hohlkugel. bei der die elektrische Stromung senk
recht zu den Kugeloberflachen aus- und eintrittl, zu 

R = e (! = -..L (~_.!..) (36) 
G 4n a b' 

Dieser Wert nahert sich bei festem a urn so mehr dem Grenzwert -4 (! , je weiter die auBere 
na 

Kugeloberfliiche abriickt. 1st sie nur gehorig weit entfemt, so wird das punktsymmetrische 
Feld in der Umgebung der inneren Kugel davon nicht mehr merklich beeinfluBt, ob die auBere 
Stromeintrittsflache ebenfalls eine Kugelflae.he ist oder irgendeine andere Gestalt hat; sie 
braucht auch nicht die innere Kugel ganz einzuhiillen. Wir erhalten somit den Widerstand 
zwischen einer tief ins Erdreich versenkten Metallkugel vom Radius a und einer sehr weit 
entfemten Gegenelektrode, wenn wir un.'1 diese ebenfalls als Kugel vom Radius a denken, zu 

R = 4 ~ (! + ~) . (37) 

Die Entfemung selbst, wenn sie nur groB ist, spielt keine Rolle. Wird niimlich die Entfemung 
vergroBert, so breitet sich das Stromlmgsfeld in dem unbegrenzten Erdreich zugleich viel weiter 
aus, und beide .Wirkungen halten einander gerade die Waage. Ware R Vbergangswiderstand, 
so wiirde er der Oberflache, nicht dem Radius proportional sein. 

1 Um die physikalische Verwirklichung kiirnmem wir una nicht. 



II. Elektrische nnd magnetische Felder in wechselseitiger 
Verkettnng. 

Die Verkettungsgesetze. 
28. Dis magnetische Feld beharrlicher elektrischer Leitnngsstromnng. 

Durchfiutnngsgesetz. Der magnetische Kreis. 
Der Grundversuch, der zu dem Begriffe der elektrischen Leitungsstromung fiihrte 

(25.), kennzeichnet das Bestehen eines elektrischen Stromungsfeldes im Leiterinnern 
durch drei Merkmale: 1. Anderung eines· elektrischen Feldes, 2. Vorhandensein 
magnetischer Wirkungen in der Umgebung des durchstromten Leiters, 3. Erwarmung 
des Leiters. FUr den dort anschlieBend untersuchten beharrlichen (stationaren) 
Stromungszustand [25., von Gl. (6) ab, 26., 27.] traf das erste Merkmal nicht mehr 
zu. AlB "Supraleitfahigkeit" bezeichnet man die Erscheinung, daB Metalle bei sehr 
niedrigen absoluten Temperaturen den elektrischen Strom leiten, ohne daB dabei 
merklich Energie verbraucht wird. Damit trifft auch das dritte Kennzeichen nicht 
mehr allgemein zu, und es bleibt als wesentliches Merkmal nur das zweite iibrig, das 
Bestehen eines magnetischen Feldes. In der Tat sehen wir den entscheidenden 
Unterschied zwischen statischen und stationaren elektrischen Feldern darin, daB 
bei diesen letzten die elektrischen und magnetischen GroBen nicht mehr unabhangig 
voneinander sind; es wird daher der hier begonnene zweite Hauptteil sich mit den 
Naturgesetzen zu befassen haben, in denen diese wechselseitige Verkniipfung aus
gesprochen wird, nachdem mit dem ersten Hauptteil die Bildung der Grundbe
griffe im wesentlichen abgeschlossen ist. 

Wir untersuchen das magnetische Feld eines einzelnen, langen, geraden, yom 
konstanten Strom J durchflossenen kreisrunden Drahtes im Luftraum (leeren Raum) 
auBerhalb des Drahtes, indem wir mit den in 23. gezeigten Hilfsmitteln (Magnet
nadel, Probepol [23. Gl. (2), (3)]) die magnetische Feldstarke (Erregung) ~ be
stimmen. Wir finden stets: 1. Der Betrag der magnetischen Feldstarke ist in jedem 
Raumpunkt proportional zu dem Strom im Draht, 2. Die Richtung der magnetischen 
Feldstarke ist in jedem Raumpunkt senkrecht zu der Ebene, die durch die Draht
achse und den untersuchten Punkt gegeben ist, 3. Senkrecht zur Drahtachse nimmt 
der Betrag der Feldstarke umgekehrt proportional dem Abstande abo Aus 2. ergibt 
sich: die magnetischen Feldlinien sind geschlossene (in sich zUriickkehrende) Kurven, 
die den Leiter umschlingen. 1m Fall des geraden Runddrahtes sind die Feldlinien 
Kreise, deren Flache senkrecht zur Drahtachse steht. Bilden wir daher die ma
gnetische Spannung [Arbeit des Probepoles, 23. Gl. (3), (4)] ausgehend von einem 
beliebigen Feldpunkt (auBerhalb des Leiters) langs einer Raumkurve, die den Leiter 
einmal umschlingend zum Ausg~ngspunkt zuriickkehrt, so ist diese magnetische 
Umlaufspannung t ~ dt zunachst nach 3. auf allen zur Drahtachse senkrechten 
und zu ihr konzentrischen Kreisen die gleiche und konstant, und daher muG sie 
schlieGlich nach 1.,2.,3. dem Strom Jim Draht proportional sein (auch, wie wir sehen 
werden, wenn die Umlaufkurve kein Kreis ist). Der Proportionalitatsiaktor kann 
auf keinerlei Weise physikalisch beeinfluBt werden, es bedeutet daherl grundsatzlich 

1 Wenn nicht etwa die Einheiten fiir H und J unabhangig voneinander zum voraus feat
liegen. Jedoch sollte unsere Darstellung maBunabhangig sein (vgl. 4.), d. h. besondere Einheiten
fragen nicht zum Ausdruck bringen; der genannte Einwand hatte bei jeder bisher neu auf
gestellten Gleichung gemacht werden konnen. Die gegenwartige MeBtechnik schlieBt iibrigens 
die Einheiten der magnetischen GroBen an die der elektrischen an. Die praktische Einheit fiir 

die magnetische Feldstarke folgt daher aus Gl. (1) und 25. Gl. (1) zu 1 Amp, die Benennung 
J Q ~ 

ist H = L = IT in bezug auf das P. M. S. 
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keine Beschrankung, die gefundene Grundtatsache so auszudrucken: 

pf)dr =J. (1) 

Wir stellen a]s zweites Versuchsergebnis fest: die Richtungen der magnetischen 
Feldstarke f) und des elektrischen Stromes J (genauer der elektrischen Stromdichte 
@), die durch friihere Definitionen gegeben sind, sind einander rechtswendig zu
geordnet 1: Regel von Am pere. Dies wird verabredungs
gemaB durch das positive Zeichen in G1. (1) zum Ausdruck 
gebracht. 

Wir bestimmen fiir unseren Grundversuch die magne
tische Feldstarke, indem wir als Integrationskurve fur die 
magnetische Umlaufspannung einen der Kreise benutzen, auf 
dessen Umfang der Betrag der magnetischen Feldstarke kon
stant, ihre Richtung tangential ist (Abb. 1). Daher hat man 

Abb.28.1. 

J = P f) dr = H(8)· 2n8; H(8) = 2 :8 (2) Zum Grundversuch. 

in "Obereinstimmung mit den obigen Satzen. Batten wir statt der Kreislinie eine 
beliebige, einmal geschlossene Raumkurve gewahlt, so hatten wir von dieser jedes 
Linienelement in ein Kreisbogenelement und zwei dazu senkrechte Anteile zerlegen 
konnen, die keinen Beitrag ergeben. Das Ergebnis ist also in der Tat von der Gestalt 
der umschlingenden Kurve unabhangig. 

FUr den Fall, daB die Kurve mehrere durchstromte Drahte umschlingt, ist die 
sinngemaBe Erweiterung der G1. (1): 

f~dt=.IJ Durchflutung8ge8etz. (3) 

Man bezeichnet die (algebraische) Summe aller Strome, die zur magnetischen 
Umlaufspannung beitragen, als "Durchflutung" e: 

.IJ=e. (4) 
e ist also der Gesamtstrom durch die Flache, deren Rand die Integrationskurve 

ist (Beispiel Abb. 2), oder: durch die Integrationskurve, langs der die magnetische 
Umlaufspannung genommen wird, ist ein "Fenster" gegeben; die algebraische 
Summe aller Strome, die durch dieses Fenster treten, heiBt man Durchflutung und 
nennt das Grundgesetz G1. (3) 

Durchflutungsgesetz. Die magneti8che Umlauf8pannung zang8 deB RandeB 
einer beliebigen Flache gleicht der elektriBchen Durchflutung die8er Fliiche. 

Ein einfaches Beispiel ist das magnetische Feld einer Ringspule: ein zylindrischer 
Korper (Grundflache q, Bohe l; q -< l2 sei mit' einer groBen Anzahl z Drahtwindungen 
gleichmaBig bewickelt und zu einem Ring zu
sammengebogen. Wenn Austritt und Eintritt 
des in Abb.3 angegebenen Integrationsweges 
zusammenfallen , liefert nur der Weg im 

Abb. 28. 2. Verkettung von ii mit €J = 3 J. Abb. 28. 3. Ringspule und Integrationsweg. 

Spuleninnern einen Beitrag zum gesamten Umlaufintegral und aus G1. (3) folgt 
zJ 

Ha =0, Hi =-Z ; (5) 

das Feld im Innern ist (nahezu) homogen; fur das magnetische Feld ist die Ring
spule ein ebenso einfaches Beispiel, wie der Plattenkondensator fiir das elektrische 

1 Umgekehrt hiitte man mit dieser Festsetzung die Richtung von ~ (@) aua der Richtung 
von @ (~) festlegen konnen. 
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Feld. Gl. (5) gilt auch fur den mittleren Bereich einer hinreichend langen Zylinder
spule um so besser, je Hinger die Spule ist. 

tJher die. Besonderheit des magnetischen Feldes elektrischer Strome gibt noch 
folgende tJherlegung AufschluB: In der unendlichen Summe der Elemente SJ· d t 
der magnetischen Umlaufspannung sind positive Beitrage (-1: SJ, d t spitz) und 
negative Beitrage (-1: SJ, dt stumpf) vorhanden. Die Gesamtsumme ist erfahrungs
gemaB von Null verschieden, wenn die geschlossene Umlaufkurve elektrische 
Leitungsstromung umschlingt, und die nahere Untersuchung fiihrt, wie bekannt, auf 
Gl. (3). Wird keine elektrische Stromung umschlungen, so halten in der Summe die 
positiven Beitrage den negativen die Waage, auch dann gilt Gl. (3), denn es ist g =0. 

Die magnetische Spannung zwischen zwei belie big gewahlten Punkten .muB in 
einem so beschaffenen magnetischen Feld vom Wege abhangig sein. 1m Beispiel 
der Abb. 4 ist 

(6) 

denn man kann beide Wege zu einem geschlossenen Umlauf urn den Strom J zu
sammenfassen, fur den Gl. (3) gilt, also ist 

Abb. 28. 4. 
Leitung8strom 

und magnetische 
Spannung. 

2 2 

jSJdr =J + jSJdr. 
10 1 @ 

(6a) 

Zwischen zwei gewahlten Punkten erhalt man auf zwei verschie
denen Wegen stets und nur dann verschiedene Werte fUr die magne
tische Spannung, wenn bei der tJherfiihrung der einen Integrations
linie durch eine stetige Bewegung alier ihrer Elemente in die andere 
Integrationslinie der elektrische Strom geschnitten wird. Diese Eigen
schaft haben Vektorfelder einzig dann, wenn sie von Wirbeln erzeugt 
sind. Die Wirbel des magnetischen Feldes konnen sich offen bar aus
schlieBlich in den stromdurchflossenen Leitern befinden. (In dem 

Grundversuch kann das magnetische Feld ausschlieBlich von Wirbeln erzeugt sein, 
denn wir fanden die magnetischen Feldlinien in sich zuruckkehrend, die ma
gnetische Feldstarke quelienfrei. Das gefundene magnetische Feld entspricht dem 
Feld eines "Wir belfadens" .) 

tJher die Wirbelhaftigkeit magnetischer Felder gibt ein Differentialgesetz deut
licher Auskunft, das aus dem Integralgesetz Gl. (3) folgt, wenn man die Durchflutung 
als FluB der Stromdichte ansieht [25. Gl. (2)], der durch die Flache geht, langs 
deren Rand die magnetische Spannung genommen wird, 

g =..1:.J = r@df, 
i 

(4a) 

und fUr diese selbst den Satz von Stokes anwendet: 

g = J @ d f = f SJ d t = J rot SJ • d f, 
f f 

es handelt sich bier fur beide Flachenintegrale urn die gleiche Flache f, also ist allgemein 
rot ~ = 6), (7) 

in Worten etwa: Nur elektrische Strome sind Wirbel des magnetischen Feldes .. sowt 
ist das magnetische Feld wirbelfrei; die elektrische Stromdichte gleicht der Wirbelstarke 
der magnetischen Feldstarke. 

Dies ist einGrundgesetz fur stationareFelder, fur diese gilt es ausnahmslos, z. B. auch 
im Innern durchstromter elektrischer Leiter. Als Besonderheiten sind hervorzuheben: 

1. Dieses Grundgesetz ist unabhangig von allen Stoffwerten. - 2. Aus Gl. (7) 
kann man GroBe und Richtung der Stromdichte, wenn die magnetische Feldstarke 
in jedem Punkt gegeben ist, unter allen Umstanden bestimmen. Das Gesetz beschreibt 
nicht das magnetische Feld selbst, sondern seine Wirbel, d. h. eine bestimmte Art 
seiner ortlichen Anderung. Entsprechendes gilt fur das Durchflutungsgesetz Gl. (3) 
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(aus der Durchflutung folgt die magnetische Umlaufspannung, nicht die magnetische 
Feldstarke selbst)l. - 3. Gl. (7) enthalt keine Vorschrift tiber Ursache und Wirkung, 
sondern laBt beide Moglichkeiten zu. - 4. Das Grundgesetz Gl. (7) und Gl. (3) 
haben nur dann einen Sinn, wenn die Wirbelstarke quellenlos ist, denn es ist mathe
matisch notwendig ffir jedes Vektorfeld div rot .p= 0, es muB also sein 

div@ =0; 
dies trifft zu, wenn wir stationare elektrische Stromung voraussetzen, wie wir von 
vornherein getan haben, denn diese ist quellenfrei [25. Gl. (6)], die Rohren des 
stationaren elektrischen Stromungsfeldes sind in sich geschlossen, daher sind 
magnetisches Feld und elektrisches Stromungsfeld miteinander ver
kettet. - Unter dieser unerlaBlichen Voraussetzung ist es also auch ftir das Durch
flutungsgesetz ganz gleiphgilltig, welche Form die Flache hat, die in die Randkurve 
eingespannt ist. Fur nichtstationare Vorgange kann somit Gl. (7) keine allgemeine 
Geltung haben, hieruber spater (29.). - 5. An Leiteroberflachen hat die stationare 
elektrische Stromung keine Normalkomponente [25. Gl. (7)], daher ist an solchen 
die magnetische Feldstarke gemaB Gl. (7) tangential gerichtet. 

Beispiele: 1. 1m Innern des yom elektrisehen Strome durehflossenen Runddrahtes besteht 
die magnetisehe Feldstarke, ebenso wie im AuBenfeldraum, nur aus einer zirkularen Kom
ponente, hat daher auf dem Umfang eines konzentrisehen Kreises yom beliebigen Radius a 
einen konstanten Betrag. Daher ist G1. (3) anwendbar, sie ergibt 

a 
Hda)· 2na = na,2G; Hda) = 2G, (8) 

und aus G1. (7) folgt I rot Sj I = ! :r (r H) = G im Drahtinnern, = 0 im AuBenfeldraum mit 

G1. (2). Abb. 5 zeigt die gesamte Feldverteilung H (r). 
2.Ein e benes Bleeh mit gegeniiber Lange und Breite kleiner 

Dicke (Abb.6.) An der Oberflache hat das magnetische Feld tangen
tiale Richtung. FlieBt also der Strom nur in der + z -Richtung, so 
hat die magnetiache Feldstarke ausschlieBlich die y-Richtung, ihr Betrag 

.x 

(x) 

y 

Abb, 28.5, Magnetisches Feld innerhalb und auBerhalb Abb. 28. 6. Magnetisches Feld im stromdurchflossenen, 
des stromdurchflossenen Runddrahtes, ebenen Blech. 

aber ist von x abhangig. Ein belie big gewiihlter Querschnitt der Breite b und der Hohe x fiihrt den 
Strom x b Gz , daher ist mit G1. (3) (die Wegstiicke in der x-Richtung liefern keine Beitrage): 

Hy(x)'b=xbGz , (9) 
die Feldst.arke steigt vom Werte Null linear mit x an, verlauft also antisymmetriseh zur Mittel-

ebene. Aua G1. (7) ergiht sich I rot.p I = °o~lI = Gz. 

"Flachenwirbel." Wird der Querschnitt des durchstromten Drahtes in eine 
flache Ellipse verwandelt, so sind die Feldlinien in naherer Umgebung der Oberflache 
ellipsenahnlich gestreckte Kurven, weil das Feld an der Oberflache tangential ist; 
in weiterer Entfernung werden sie wieder kreisformig. 1m Grenzfall moge der 
Querschnitt in eine unendlich ausgedehnte leitende Ebene so ubergehen, daB die 
Stromdichte sich dem Grenzfall einer Flachenstromdichte 9 von endlicher GroBe 
nahert 2,3: g=limes(j·@. (lOa) 

6-+0 

1 Fiir ein gegehenes Vektorfeld m sind seine Wirbel durch rot m vollstandig bestimmt, dagegen 
ist durch die gegebenen Wirhel das Feld nicht eindeutig hestimmt, denn zwei Vektorfelder m' 
und m" mit denselben Wirbeln rot m' = rot m" konnen sich urn ein beliebiges wirbelfreies Feld 
unterseheiden: m' - m" = - grad cp. 

2 Benennung 9 = -LJ , Einheit I Amp im P. M. S. 
em 

3 Uher die J oulesche Warme, also iiber den spezifischen elektrischen Widerstand der leitenden 
Ehene, muB eine entsprechende Festsetzung getroffen werden. 
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Dabei ist <5 die Rohe der leitenden Schicht. Das magnetische Feld beiderseits 
der leitenden Ebene ist zu ihr parallel und zum Strome senkrecht gerichtet und 
homogen (Abb.7). Beim Durchtritt durch die Ebene springt die magnetische 
Feldstarke, sie hat einen Flachenwirbel 

Rot:p - [n1J2 (:P2 - :PI)] = g. (10) 
Den Sinn der Gleichung verdeutlicht Abb. 8 fur den allgemeinen Fall. Rier ist 

der Wirbel anschaulich als die Queranderung des Feldes (Wirbel = "Quirl"l). Ein 
Flachenstrom oder "Strombelag" kann 
haufig mit Vorteil in Rechnung oder 
Anschauung die Stelle einer gleichma
Bigen Bewicklung mit Leitungsdrahten 
einnehmen. 1st ein Strombelag vorhan
den, so gehen die Feldlinien aus einem 

". 't." . . . 
:~ . . 

09 

Abb. 28.7. Magnetisches Feld elnes ebenen 
Flachenstromes (Strombelages). 

Abb. 28. 8. Sprungwirbel eines magnetischen Feldes gema6 
9 = [n,,, (.p, - .p,)]. 

Stoff (,ul) in einen anderen (,u2) nicht mehr nach dem einfachen Winkelgesetz 
24. Gl. (4) uber, vielmehr gilt hier Gl. (IO) neben Div 58 =0 [23. Gl. (9c)], also 

B 2n= BIn = B n, I 
H2t=Hlt +y, (11) 

581 = iiI :PI' 582 ='u2:P2; 
daraus ergibt sich z. B. 

B 1l2B + . H _IlIH 2t=- It ,u2,uOY, 2n-- In' 
III 112 

Zur Konstruktion der Brechung der Feldlinien vgl. Abb. 9. Bei groBem Einfalls
winkel zum Lot, und bei kleinen Induktionen, kann der EinfluB des Strombelags 
bedeutend werden. 

>==ii-=--~----="" 09 

Abb. 28. 9. tJbergang des magnctischen Feldes an einer Abb. 28. 10. Merkschema fiir das Durchflutungsgesetz 
Grenzflache mit Strombelag. und den magnetischen Kreis. 

Das Grundgesetz uber die Wirbelhaftigkeit des magnetischen Feldes ergab sich 
als unabhangig von allen Stoffwerten. "Das Randintegral f:p d r = .I J hangt ganz 
allein von der Stromstarke und sonst von gar nichts abo Die Art des Leiters, durch 
den der Strom flieBt, spielt dabei gar keine Rolle, und es ist Z. B. ganz gleichgultig, 
ob er metallisch oder elektrolytisch oder ein schlechter Leiter ist .... Der Wert des 
Randintegrales hangt auch nicht von dem Stoff ab, in dem die geschlossene Kurve 
liegt; er bleibt derselbe, ob die Kurve ganz in Luft verlauft oder einen Magneten 
oder ein Stuck weiches Eisen oder sonst eine para- oder diamagnetische Substanz 
durchsetzt" (Worte Maxwells). Vgl. das Merkschema Abb. 10. 

1 Vgl. 3'., Abschn. "Quellenfreie Felder". 



11,28. Durchflutungsgesetz. Magnetischer Kreis. 63 

Dieser Satz bildet zusammen mit der Quellenlosigkeit der magnetischen In
duktion die Grundlage fiir die Abschatzung magnetischer Felder in allen 
den Fallen, in denen das magnetische Feld zum Teil in Luft, zum Teil in Eisen ver
lauft, und ist damit von hochster Bedeutung fiir die Technik (Berechnung der ma
gnetischen Verhaltnisse in Elektromagneten, in elektrischen Maschinen). Der "ge
schlitzte magnetische Kreis", der aus Luft- und Eisenstrecken besteht und auch 
Dauermagnete mit eingepragten magnetomotorischen Kraften Ve enthalten kann 
[24. Gl. (12)], wird nach Hopkinson in folgender Weise abgeschatzt: Sind die 
Luftspalte nicht zu lang und die Querschnitte einander vergleichbar, so kann man 
die Leitlinie des magnetischen Kreises, die im wesentlichen parallel zu den Feldlinien 
verlauft, in Einzelstrecken l einteilen, langs denen H im Mittel konstant angesehen 
werden kann; man ersetzt dann das Integral durch die Summe 

(9 =fSjdr =~ii.·l •. 
o 

Fiir jede Strecke vom Querschnitt t. ist dann auch die magnetische Induktion im 

Mittel ortlich konstant: ii. = ~'. Die zu jedem ii. gehOrende Feldstarke ii. laBt sich 

bestimmen [Luft: ji = 1 . flo, Eisen: Magnetisierungskurve p, = F (B)], daher hat man 

~ ii.l. = ~ ( fi~vf. ) W. = (9, (12) 
o 0 

und bei Anwesenheit eingepragter magnetomotorischer Krafte 

.I (pv«pv-Fv) = e Gesetz vom magnetischen Kreis. (13) 
o 

Hierbei bezeichnet man 

(14) 

als "magnetischen Wider stand" des v-ten Abschnittes 1 ; fiir die Luftstrecken gilt 

also P. Lnft = I'!vf., fUr die Eisenstrecken P'Eisen = fv.;(B) . Gl. (13) stellt eine 

magnetische Analogie dar zur zweiten Kirchhoffschen Regel [27. Gl. (12)]. Wegen 
der Quellenfreilieit der magnetischen Induktion sind die Fliisse W. in den einzelnen 
Abschnitten einander ahnlich, sie unterscheiden sich voneinander durch die ab
schatzbare "Streuung der Feldlinien". 1st z. B. ein einziger Luftschlitz vorhanden, 
in dem es auf den Wert des magnetischen Flusses qJh ankommt, so bestehen zwischen 

den qJ. der Eisenstrecken und qJh Beziehungen von der Form qJ. = ~ qJh' wo bei 
a. 

die "Streufaktoren" (I. echte Briiche sind. Ohne Beriicksichtigung von Dauer
magneten hat man dann 

e = Wh {PLuft+ ~ P.::sen}; P.Eisen = (" (/Jh r 
• f.·F --

a. I. 

(13a) 

Dieser Grad der Annaherung ist aber oft nicht erforderlich. Bei ahnlichen 
Querschnitten iiberwiegt in Gl. (12), (13) oft der Beitrag, den die Luftstrecken 
zur Summe liefern, und verdeckt dadurch die Ungenauigkeit in der Abschatzung 
der vom Eisen herriihrenden Anteile. Qeniigt die Annaherung, den FluB iiber den 
ganzen magnetischen Kreis als im Mittel hinreichend konstant anzusehen: q), so 
wird (ohne Beriicksichtigung von Dauermagneten) einfach 

(9 = iP ~ _lvf . 
o 1" v 

(15) 

1 In Parallele zu 27. Gl. (4a). Die Bezeichnung darf nicht zu falschen Analogievorstellungen 
zum elektrischen Widerstand verfiihren. Das elektrische Stromungsfeld wird von andauernder 
Warmeentwicklung im elektrischen Widerstande begleitet. 1m magnetischen Feld gibt es keinen 
Energieumsatz, es gibt keine "magnetischen Leiter". 
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Auf diese Weise erhalt man z. B. die zur Erreichung eines geforderten Flusses 
notige Durchflutung. 

1st das Feld im Luftspalt zwischen zwei Eisenflachen langs einer ausgezeichneten 
Richtung unveranderlich ("ebenes Feld"), so konnen die Feldrohren in einer Quer
schnittsebene senkrecht zu dieser Richtung nach der in der Elektrostatik in Ab
schnitt 22. gezeigten Weise zeichnerisch dargestellt werden. FUr einen Feldrohren
abschnitt, der senkrecht zum Querschnitt die Tiefe L, die mittlere Lange a und 
die mittlere Breite b hat, folgt aus Gl. (14) 

a 
PI = f.'oLb 

Zeichnet man die Feldrohren so, daB ihre mittlere Breite gleich ihrer mittleren 
Lange ist: a = b, so ist ffir jede dieser besonderen Feldrohren 

1 
p=PoL, (16) 

1 

und es gilt ffir das in m solcher Rohren eingeteilte gesamte Feld 

tP =pomL· V, (17) 
wobei V die magnetische Spannung zwischen den Enden der Rohren ist!. 

Skalares Potential der magnetischen Feldstarke. In solchen Gebieten 
eines magnetischen Feldes, in denen eine endliche, geschlossene Randkurve zu 
einem unendlich kleinen Umlauf zusammengezogen werden kann, ohne daB dabei 
ein elektrischer Strom geschnitten wird, ist 

f Sj dt = 0, rot Sj = 0, 

das wirbelfreie Feld Sj ist daher mit Hilfe eines skalaren Potentiales errechenbar 
durch die Operation Sj = - grad 1Jl. Dabei untersteht das skalare Potential1Jl wegen 
div 58 = 0 der Differentialgleichung L/1Jl = 0, wenn die Permeabilitiit p des be
trachteten Raumes von Ort und Feldstarke nicht abhangt (vgl. 17.), was allerdings 
die Anwendbarkeit des Potentiales ffir viele Fiille stark einschrankt. Hier ist wegen 
der in Gl. (3) ausgesprochenen Eigenschaft der magnetischen Spannung das skalare 
Potential1Jl nicht zugleich eindeutig und stetig, sondern entweder stetig und viel
deutig, oder eindeutig und unstetig. Beide Moglichkeiten sind benutzt worden. 
1m ersten Fall ist 1Jl um einen additiven Faktor vieldeutig, der Anzahl n und 
Richtungssinn der Umliiufe um den Strom J zum Ausdruck bringt: 1Jl = 1Jl' ± n J, 
wobei 1Jl': Ortsfunktion. 1m anderen FaIle miissen wir auf jeder, den Strom um
schlingenden Kurve einen beliebigen Punkt bestimmen, bei dessen "Oberschreitung 1Jl 
um einen durch Gl. (3) gegebenen Betrag springt. Die Gesamtheit aller dieser 
gewiihlten Punkte liegt auf einer von dem Strom begrenzten Flache, welche durch
stoBen werden muB, wenn eine geschlossene Kurve um den Strom herum beschrieben 
werden soll. Natfirlich kommt dieser willkfirlich festgesetzten Unstetigkeitsfliiche 
keinerlei physikalische Bedeutung zu, sie ermoglicht lediglich die Berechnung der 
magnetischen Spannung zwischen zwei Feldpunkten als Differenz der Werte einer 
eindeutigen Potentialfunktion. Das so bestimmte Potential 1Jl ist also eindeutig 
und endlich, geniigt der Laplaceschen Differentialgleichung L/1Jl = 0 und ver
schwindet im Unendlichen, wenn der Strom ganz im Endlichen liegt; an der Sperr
fliiche erleidet 1Jl einen Sprung yom Betrage ±J. - Auf die Giiltigkeitsgrenzen 
sei besonders hingewiesen: im Innern durchstromter Leiter ist die Voraussetzung 
rot Sj = 0 nicht mehr erfiillt, dort gibt es daher nichts Derartiges, wie ein skalares 
magnetisches Potential. 

Gleichwertige (iiquivalente) Systeme. Wir vergleichen das magnetische 
Feld 58, das von einer Anordnung von Dauermagneten [Sje; 24. Gl. (9), (10)] her
riihrt, mit dem, das von einer Anordnung elektrischer Stromungen (@) hervorgebracht 

I IJ) bedeutet SOInit hier den FluB der magnetischen Induktion; iiber den Zusammenhang 
mit dem "SpulenfluB" vgl. sparer [30. Gl. (13)]. 
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wird. Die Grundgesetze fiir 
24. Gl. (10), 28. Gl. (7)J: 

das stationare magnetische Feld sind [23. Gl. (9); 

a) div 58 = 0, 
aus b) und c) folgt 

lB rot -.-. =@+ rot ~e. 
fl 

c) rot ~ = @. (IS) 

(ISd) 

Man hat also fiir das System der elektrischen Stromungen: 

div 58 = 0; rot ~ = @, 
fl 

(I9a) 

und fiir das System der Dauermagnete 

div 58 = 0; rot -~ = rot ~e. (19b) 
fl 

Man erhalt demnach in beiden Fallen ersichtlich das gleiche magnetische Feld 58, 
wenn nur iiberall erfiillt ist 

rot ~e = @, also auch f ~e dr = J @ df, Rot ~e = g. (20) 

Anordnungen, die diese Bedingungen erfiillen, heiBen gleichwertig (aquivalent). 
Beispiel: Ein gerader kreiszylindrischer Korper habe in seinem Innern ein rein 
axiales homogenes Magnetisierungsfeld 9Jl = ji .pe [24. Gl. (9), !1 = const] , im 
AuBenfeldraum sei ~e = 0 (idealisierter Stabmagnet). Dann ist erstens die Flachen
dichte des Magnetismus nach 24. Gl. (II) 

am = - Div 9Jl = U 1/ 2 9Jl = ± M = ± ji He (21) 

auf den Deckelflachen des Zylinders, am = 0 auf seiner Mantelflache. Zweitens ist 
die Flachendichte des aquivalenten Stromes nach Gl. (20) 

9 = Rot ~e = [U 1/2 ~e] (22) 

auf der Mantelflache des Zylinders ein ~e rechtswendig zugeordneter Vektor yom 
Betrage g = He, dagegen ist 9 = 0 auf den Deckelflachen. Der den magnetischen 
Ladungen auf den Deckelflachen gleichwertige Strom 9 umkreist ~e rechtswendig 
auf der Mantelflache, seine Starke fiir die Langeneinheit in axialer Richtung ist 

J 
g = -l = He, (23) 

(l Lange in axialer Richtung), es ist somit 

M .. J 
am = ± = !1 -l- . (24) 

Der Zylinder habe die kleine Grundflache t und die sehr kleine Rohe b; dann gilt: 
Ein Strom J, der die Flache t umkreist, und ein scheibenformiger Magnet der Rohe b 
sind einander aquivalent, wenn dessen magnetisches Moment rechtswendig normal 
zu t gerichtet ist und den Betrag hat 

7: M = bt . ji He = 7: ji 4- = ji J t. (25) 

jt Jist also das Moment der Flacheneinheit der Magnetscheibe. Daraus folgt: 
Ein in der geschlossenen Kurve s umlaufender Strom ist aquivalent einer in axialer 
Richtung magnetisierten Scheibe der sehr kleinen Robe b und der Permeabilitat ft, 
die die Kurve s zum Rande hat, im iibrigen aber beJiebig verlauft. Der aquivalente 
Strom bestimmt das magnetische Moment der Flacheneinheit oder die Starke der 
"magnetischen Doppelschicht" gemaB 

laml b = ji J. (26) 
Diese Tatsache gewinnt grundsatzliche Bedeutung, wenn man bedenkt, daB man 

Dauermagnete aus einer sehr groBen Anzahl sehr kleiner "Elementarmagnete" auf
gebaut denken kann, deren jeder sich demnach ersetzen laBt durch einen seinen 
Mantel umkreisenden "Elementarstrom"; nach Am pere schreibt man diese Strome 
den einzelnen Molekiilen der ferromagnetischen Stoffe zu. Die Molekularstrome 

Fischer, Elcktrodynamik. 5 
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aber mussen ohne Energieverbrauch andauernd flieBen. Die Elektronentheorie lOst 
diese Schwierigkeit dadurch, daB sie die Molekularmagnete als durch schnell kreisende 
elektrische Elementarladungen gebildet erklart. Die aus dieser Anschauung zu 
ziehende Folgerung, daB vermoge der tragen Masse der rotierenden elektrischen 
Ladung der Molekularmagnet die mechanischen Erscheinungen eines Kreisels zeigen 
musse, hat man durch Versuche bestatigt; man hat z. B. aus ihnen festgestellt, 
daB die umlaufende Ladung negatives Vorzeichen haben muB. Die Wirkung eines 
ferromagnetischen Stoffes erklart sich somit dadurch, daB die an sich vollig un
geordneten Molekularmagnete nur unter Einwirkung eines auBeren magnetischen 
Feldes merklich ausgerichtet verharren konnen; permanente Magnetisierung bedeutet 
das Zuruckbleiben eines Restes dieser Ordnung. Weitere Einzelheiten hieruber 
fallen aus dem Rahmen unserer Untersuchungen; es sei erwahnt, daB auch die dia
und paramagnetischen Eigenschaften der Stoffe eine Beschreibung auf dem Boden 
der Elektronentheorie des Magnetismus finden. 

Auf diese Weise ist der Begriff des Magnetismus aus dem der Elektrizitat ab
geleitet; zu dem an den Anfang gestellten Satz: es gibt keine elektrische Stromung 
ohne magnetisches Feld, tritt der andere hinzu: es gibt kein magnetisches Feld 
ohne elektrische Ladung. SchlieBlich: elektrische Stromung ist Bewegung elek
trischer Ladung, daher: magnetisches Feld ist eine Erscheinungsform bewegter 
elektrischer Ladung. 

29. Die elektrische Verschiebungsstromung. Erste (Maxwellsche) Hauptgleichung bei 
ruhenden Korpern. 

Den Geltungsbereich des Gesetzes von den Wirbeln des magnetischen Feldes 
[28. G1. (3), (7)] muBten wir auf zeitlich unveranderliche Zustande beschranken, 
denn nur in solchen ist die geforderte Quellenlosigkeit des elektrischen Stromungs
feldes gewahrleistet. Beharrliche elektrische Stromungen, deren Feldrohren somit 
im Endlichen ohne Anfang und Ende sind, werden in Leitern insbesondere durch 
eingepragte Krafte aufrecht erhalten (26.). Wir fragen nach der Umgestaltung 
dieses Gesetzes fiir zeitlich beliebig veranderliche Vorgange bei ruhenden Korpern. 

In dem Grundversuch der Kondensatorentladung (25.) ist der elektrische 
Leitungsstrom zeitlich veranderlich; aus den Definitionsgleichungen 

- ~~ =J = f@df 25. (1), (2) 

hatte sich, indem eine geschlossene Rulle um einen Ladungstrager gelegt wurde, 
die Kontinuitatsgleichung ergeben 

f@df=-~~, 25.(3) 

wobei nur von Leitungsstromung durchsetzte Flachenelemente. zu dem Rullen
integral beitragen. Betrachten wir das erloschende elektrische Feld im dielektrischen 
Raume des Kondensators, so ergibt sich mit der Grundgleichung des elektrischen 
Rullenflusses [12. G1. (5)] 

der Vergleich lehrt 

(1) 

Daraus folgt, da es sich beiderseits um die gleiche, unbewegte Rullflache handelt, 

f { @ + ~ ~} d f = 0 (2) 

fur jede beliebige, geschlossene, ruhende Rulle, und mit dem Satz von GauB fur 
jedes (ruhende) Raumelement 

a) div{@+dd~}=O; b) Div{@+dd~}=O. (3) 
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Die "wahre elektrische Stromung" 
d!l) 

(t=6J+ dT 
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(4) 

ist also ein unter allen Umstanden quellenfreies Vektorfeld. Der erste Posten ist 
die Dichte des elektrischen Stromes in Leitern, der zweite ist die Dichte der Anderung 
des elektrischen Flusses Q in Nichtleitern; man nennt "Verschiebungsstrom" 
die GroBe 

dQ d J -----at = (IT m df· (5) 
t 

Dann stellt G1. (2) bis (4) zunachst nur die Erfahrungstatsache dar, daB Leitungs
strom und Verschiebungsstrom einander quellenfrei fortsetzen 1. 

Den Vorgang des "Verschiebungsstromes" macht man sich nach Maxwell 
durch Betrachten der kleinsten Teile eines dielektrischen Stoffes klar: In 12. war 
gezeigt worden: unter Einwirkung eines statischen elektrischen Feldes befindet sich 
der Nichtleiter in einem Zustand, dessen Kennzeichnung durch die Verschiebungs
dichte m der Vorstellung entspricht, daB die kleinsten Teile des Nichtleiters elektrisch 

.. d~ .. 
polarisiert sind. Eine Anderung lIt ist demnach ein Vorgang, der als eine Anderung 

des Polarisationszustandes der kleinsten Teilchen einer Bewegung elektrischer 
Ladungen im Innern des Nichtleiters, wenn auch nur entlang sehr kurzen Wegen, 
gleichkommen muB, gleichgiiltig, wie wir uns diese Bewegung im einzelnen vor
stellen konnen oder miissen. "Die Erscheinung, die wir elektrische Verschiebung 
genannt haben, ist, was immer Elektrizitat in Wirklichkeit sein mag, und was wir 
immer unter Elektrizitatsbewegung verstehen mogen, eine Elektrizitatsbewegung 
in dem Sinne, wie die Fortfiihrung einer bestimmten Elektrizitatsmenge durch 
einen Draht eine Elektrizitatsbewegung ist, mit dem einzigen Unterschiede, daB 
im Dielektrikum eine Kraft besteht, die ... die Elektrizitat zuriicktreibt, sobald die 
Feldstarke aufhort, wohingegen im leitenden Draht ... ein richtiger Strom zustande 
kommt." - "Die Anderungen der elektrischen Verschiebung bilden offenbar elek
trische Strome." - SchlieBlich als Auslegung unserer G1. (1) bis (4): " Jede Ladung oder 
Entladung (eines Kondensators durch einen leitenden Dra,ht) kann daher als eine 
Elektrizitatsbewegung in einer geschlossenen Bahn angesehen werden, sodaB durch 
jeden Querschnitt der Bahn in derselben Zeit dieselbe Elektrizitatsmenge hindurch
geht" (Worte Maxwells). Die Anderung der elektrischen Verschiebung ist also 
eine Erscheinungsform der Anderung des elektrischen Feldes, diese ist das Wesentliche 
des Vorganges, nicht etwa das gleichzeitige Vorhandensein eines stofflichen Nicht
leiters, durch einen solchen wird der Vorgang lediglich mitbestimmt. 

tTber die Leitungsstromung ist folgende Auffassung moglich: Das beharrliche 
elektrische Feld, das im Innern eines durchstromten Leiters bei dauernder Energie
zufuhr aus auBeren Energiequellen vorhanden ist, erlischt, wenn die Energiezufuhr 
aufhort. Diese Erfahrungstatsache laBt sich so auslegen, daB das Wesen der elek
trischen Stromung in dem fortwahrenden AuslOschen des elektrischen Feldes durch 
die im Leiterinnern wandernden elektrischen IJadungen (oder ronen) besteht. 
Stationare Stromung kommt dadurch zustande, daB das fortwahrend erloschende 
Feld fortwahrend durch Energiezufuhr erganzt wird. Auch Leitungsstromung ist 
mit Feldanderung verkniipft, die nur deswegen nicht zum Ausdruck kommt, weil 
sie von der feldzerstorenden Wirkung der wandernden elektrischen Ladungen (oder 
Ionen) verdeckt wird. 

LaBt sich somit ein Zusammenhang im Wesen des Leitungs- und des Verschie
bungsstromes erkennen, und erganzen sie einander zu einem quellenfreien Felde (£ 

1 Zur Verdeutlichung sei an foIgende Versuche erinnert: 1. Ein Kondensator wird durch 
AnschluB an eine Spannungsquelle geladen; wahrend der Ladestrom zuflieBt, schwillt das 
elektrische Feld an. 2. Die Platten eines Luftkondensators seien durch einen Draht miteinander 
verbunden. Wird im Zwischenraum der einen Belegung ein elektrisch geladener Korper genahert, 
ohne sie zu beriihrE'n, so flieBt wahrend der Bewegung ein Strom durch den Draht. 

5* 
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[Gl. (3), (4)], so ist eine allgemeine Moglichkeit fur das gesuchte Gesetz von der 
Wirbelhaftigkeit des magnetischen Feldes 

cjSJdt==J@df+ :tf'~df=g+ dd~; (6) 

daraus folgt mit dem Satz von Stokes, vorausgesetzt, daB keine Bewegungen der 
Korper erfolgen: 

rot~=~+~~. 1(7) 
Erste (Maxwellsche) Hauptgleichung filr ruhende Korper. 

Maxwell stellte die Behauptung auf, daB diese Gleichung tatsachlich allgemein 
fUr ruhende Korper gilt; in ihr unterscheidet sich seine Feldtheorie von den Fern
wirkungstheorien: "Eine der hauptsachlichen Besonderheiten besteht in der Ver
fechtung des Satzes, daB die "wahre" elektrische Stromung <£, von der die elektro
magnetischen Erscheinungen abhangen, nicht mit der Leitungsstromung @ identisch 
ist, sondern daB die zeitlichen Anderungen der elektrischen Verschiebung 'll bei 
Bestimmung der gesamten elektrischen Bewegung mit in Betracht gezogen werden 
mussen." Diese Hauptgleichung besagt also: Magnetische Wirbel befinden sich nicht 
nur in der elektrischen Stromung im Innern von Leitern, sondern auch in zeitlich ver
anderlichen elektrischen Feldern. Beide sind von magnetischen W irbeln ganz und gar 
durchsetzt. J e starker ein elektrisches Feld ist und je rascher es schwankt, um so groper 
ist die Wirbelstiirke des magnetischen Feldes. 

Der Gl. (7) haftet keine Beschrankung auf bestimmte zeitliche Vorgange mehr 
an; auch fUr sie gilt, daB sie keine Vorschrift uber Ursache und Wirkung enthalt, 
sondern beide Deutungen erlaubt, ferner, daB in ihr nicht das magnetische Feld 
selbst, sonderndessen Wirbel, also eine bestimmte Art ortlicher Anderung, durch 
die wahre Stromdichte gegeben ist. In den meisten Fallen ist Gl. (7) alternativ 
zu verstehen, d. h., es uberwiegt bei weitem eines der beiden Summenglieder der 
rechten Seite. Zu der bekannten Moglichkeit quellenloser, daher beharrlicher 
Leitungsstromung 

d'!l 
(It = O~ <£ = @, rot SJ = @, div @ = 0 (8) 

tritt der allgemeine Fall nicht stationarer Stromung, in der die Verschiebungs
stromung die Fortsetzung der Leitungsstromung bedeutet, wobei die Leitungs
stroinung im allgemeinen an der Grenzflache zwischen Leiter und Nichtleiter nicht 
parallel zur Leiteroberflache verlauft, denn es ist ja ihre Flachendivergenz nach 
Gl. (3b) und 25. Gl. (3a) gleich der Anderung der Oberflachenladung: 

Div@ =Gn =- :~ . (9) 

Endlich fordert Gl. (7) die Moglichkeit geschlossener Feldrohren des Ver

schiebungsstromes in reinen Nichtleitern, denn fur diese wird sie mit @ = 0, <£ = dd~ : 
d'!l 

rotSJ =Tt, (10) 

die magnetische Wirbelstarke gleicht der Zunahme der Verschiebungsdichte in der 
Zeiteinheit, und daher muB sein 

d · d'!l 0 tvTt = , (ll) 

die Verschie bungsstromdichte muB in diesem Fall ein quellenfreies Feld sein. Ver
anderliche elektrische Feldrohren im Nichtleiter, die im Endlichen ohne Anfang und 
Ende, und daher ohne Zusammenhang mit elektrischen Stromen oder Ladungen 
sind, weil das Feld nicht von Quellen, sondern von Wirbeln hervorgebracht 
ist, ermoglichen erst die Beobachtungstatsache der elektromagnetischen Wellen 
sowie deren Struktur und Eigenschaften zu erklaren. Aus diesem Grunde muB 
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deren Erforschung als Beweis fur die Zulassigkeit der Maxwellschen Hauptgleichung 
Gl. (7) angesehen werden 1. Hierauf kommen wir spater ausfiihrlich zuruck. 

In einem durch e und e gekennzeichneten Hal blei ter ist die raumliche Leistungs-
dichte d '" 

Q:(i=Q:@+Q:-if. (12) 

Der erste Anteil ist die Stromwarmeleistung, der zweite der Zuwachs an elek
trischer Feldenergie in der Raumeinheit. Ferner ist mit der Relaxationszeit fJ = e e 

I 
[25. Gl. (16)] @ = 7f ~ und daher die Divergenz von Gl. (7): 

° = ; div ~ + :t div ~. (13) 

Nun ist aber allgemein div ~ =1] die raumliche Ladungsverteilung [12. Gl. (5)]; 
ist diese 1]0 fur einen gewahlten Anfangszeitpunkt t = 0, so zeigt das Integral von 
Gl. (13) t 

l'L = e - -1 (14) 
'YJo ' 

daB eine allenfalls vorhandene Ladungsverteilung, und daher die von dieser hervor-
gebrachten elektrischen FeldgroBen, nach einem lediglich durch den Stoff selbst 
bestimmten Exporrentialgesetz erloschen [vgl. 25. Gl. (15)]. 

30. Die Verkniipfung des elektrischen Feldes mit einem veranderlichen magnetischen 
Felde. Induktionsgesetz. Zweite Hauptgleichung bei ruhenden Korpern. 

Faraday entdeckte: In einer starren, ruhenden, geschlossenen Drahtschleife 
(Iinearer Leiter, 27.) aus homogenem Metall, deren Gestalt genugend genau durch 
die ihre Flache I umrandende geschlossene Leitkurve 5 beschrieben wird, flieBt 
trotz Fehlens eingepragter elektrischer Krafte dann ein elektrischer Leitungsstrom, 
wenn der ihre Flache I durchsetzende magnetis~~e InduktionsfluB (jJ --.-:. J }8 d f sich 
andert; dabei ist es ganz gleichgiiltig, ob diese Anderung des magnetischen Feldes 
durch Lageanderungen benachbarter Magnete oder Stromkreise oder durch Ande
rungen der Starke benachbarter Strome hervorgebracht wird. Der Augenblickswert 
dieses "induzierten Stromes" wird in jedem Falle der Anderungsgeschwindigkeit 
des magnetischen Flusses unmittelbar und dem elekttischen Widerstand R der 
Schleife umgekehrt proportional gefunden. Da der Proportionalitatsfaktor von 
keinerlei physikalischen Begleitumstanden abhangt oder beeinfluBt wird, bedeutet 
es 2 keine Beschrankung, ihn Eins zu setzen; damit lautet der Versuchsbefund: 

J R = - dd ~ = - :t J}8 d f . 
Hiernach ist also nicht etwa der Strom J, sondern vielmehr die Spannung J R 

entlang der geschlossenen Drahtschleife von der Natur des Leiters vollig unabhangig 
und ausschlieBlich durch die Anderung des die Schleife durchsetzenden Induktions
flusses bestimmt. Nach friiherer Verabredung kommt durch das negative Vorzeichen 
eine linkswendige Zuordnung zum Ausdruck: in positiver Richtung flieBender Strom 
und zeitlich a bnehmender magnetischer InduktionsfluB gehoren rechtswendig zu
einander 3. Aus Gl. (1) folgt z. B. die wahrend der Zeitspanne dt in Bewegung ge-
setzte Elektrizitatsmenge d fP 

dQ =-R' (2) 

1 Solange der Versehiebungsstrom lediglieh als Fortsetzung des Leitungsstromes auf tritt, 
kann kein irgendwie gearteter Versueh, die magnetisehe Wirkung des Versehiebungsstromes 
unmittelbar zu beobaehten, als hinreichend beweiskriiftig angesehen werden. 

2 Vgl. Anm. I zu 28. Gl. (1). - Daher in bezug auf das P. M. S. Benennung fUr J)'fj df = fP: 

<I> = U T, fUr )'fj: B = UL; ; Einheiten I Volt see und I Volt :ee. Fur I Volt sec hat man die 
em 

Bezeiehnung I Weber vorgesehlagen. 
3 Der in positiver Riehtung (in Riehtung der reehtswendig zur Leitkurve 5 zugeordneten 

Flaehennormale) die Flache durehsetzende magnetisehe FluB muB abnehmen, damit ein Strom 
in positiver Riehtung von 5 flieEt. 
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1st in einem geschlossenen Stromkreis eine eingepriigte Kraft Ue wirksam, so 
gilt an der Stelle von Gl. (I) in linearer Uberlagerung: 

J R = ue_'iifJ (3) 
dt 

Nach Gl. (I), (3) wird GroBe und Verlauf des Stromes durch das Ohmsche 

Gesetz richtig errechnet, wenn man den Posten - ~d~ als eine uber Ue hinaus wirk

same eingepragte elektrische Kraft in Rechnung setzt. Diese V orsteIlung kommt in 
der von F. Neumann eingefUhrten Bezeichnung "Induzierte elektromotorische 
Kraft" zum Ausdruck. Man hat indessen zu ihr wohl zu beachten, daB man bei 
dieser Betrachtungsweise sein Augenmerk ausschlieBlich auf den Strom gerichtet 
hat, der durch den geschlossenen linearen Leiter flieBt; man kann daher auch nicht 
erwarten, daB damit der physikalische Vorgang voIlstandig oder auch nur genugend 
beschrieben ware. Hierauf kommen wir zuruck. 

Wir vergleichen die neu gewonnene Erfahrungstatsache Gl. (3) mit den Aus
sagen des Ohmschen Gesetzes bei beharrlicher Stromung in ruhenden Korpern. 
Fur lineare Leiter gilt [27. Gl. (5), (6), (7)]. 

(4) 

wobei die Spannung UI .. 2 zwischen zwei Punkten I, 2 auf der Leitkurve 5 definiert 
ist als das Linienintegral der elektrischen Feldstarke 

2 2 

UI .. 2 =fEt ds =fC§;dr. 
1 I 

Fiir einen geschlossenen Umlauf ist also (R Gesamtwiderstand) 

J R = Ue + p C§; dr. (5) 

Bei dem friiher ausschlieBlich betrachteten 
satzlich [25. Gl. (8); 27. Gl. (8)] 

Beharrungszustand ist grund-

pC§;dr=O, daher JR = Ue. (6) 

Fiir den veranderlichen Zustand dagegen gilt Gl. (3); die beiden Erfahrungs
tatsachen des Ohmschen Gesetzes und der Faradayschen Entdeckung erfordern, 
um allgemein zusammen bestehen zu konnen, die Beziehung 

J. d<l> 
ridt=-dt' I nduktionsgesetz. (7) 

Dieses Ergebnis ist zunachst nur eine Aussage iiber die elektrische Umlauf
spannung entlang einer geschlossenen stromdurchflossenen Drahtschleife. Sie enthalt 
keinerlei Einschrankung hinsichtlich des zeitlichen Ablaufes des V organges. Ver
anderliche Strome konnen aber auch in ungeschlossenen Bahnen verlaufen (Beispiel: 
Kondensatorentladung). Es fragt sich, welche Beziehungen in diesem Faile gelten 
(im Dielektrikum wiirde die Spannung J R ein unbestimmter Ausdruck werden). 
Ferner: wegen der endlichen Dicke der Leitungsdrahte ist der "durch die Schleife 
hindurchtretende magnetische FluB" niemals scharf definiert. Diese und aIle weiteren 
Schwierigkeiten sind erledigt, sobald man annimmt, daB Gl. (7) nicht allein fiir 
leitend geschlossene Schleifen, sondern allgemein fUr jede. geschlossene geo
metrische Raumkurve gilt. Diese Annahme ist moglich, denn die Gleichung 
enthiilt keine Bestimmungsstiicke des linearen Leiters, sondern ist cine Aussage 
iiber FeldgroBen. In der Tat steht diese Verallgemeinerung nicht nur im volligen 
Einklang mit der Erfahrung, sondern es konnen daruber hinaus ohne sie gewisse 
elektromagnetische Erscheinungen gar nicht vollstandig beschrieben werden. Wir 
betrachten daher mit Recht Gl. (7) als eine uneingeschrankte Ausgabe des Inhalts: 
Bezeichnen wir die zeitliche Abnahme des von einer Randkurve umfaBten Flusses 
der magnetischen Induktion als "magnetischen Schwund", so lautet das 
Ind uktionsgesetz fiir jede beliebige geometrische geschlossene Kurve, gleich
giiltig, ob sie ganz oder teilweise in Leitern oder in Nichtleitern verlauft: 
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Die elektrische Umlaufspannung liings des Eandes einer beliebigen Fliiche gleicht 
dem umrandeten magnetischen Schwund. 

Wenn die elektrische Umlaufspannung langs gewisser Wege von Null verschieden, 
die elektrische Spannung daher nicht unabhangig vom Wege istl, so ist das elektrische 
Feld nicht mehr wirbelfrei. Die Wirbelfreiheit war aber die Gleichg~~chtsbedingung 
des elektrischen Feldes [8. Gl. (4), (5), ferner 25. Gl. (8)]. Zeitliche Anderungen eines 
magnetischen Feldes sind demnach von elektrischen Spannungen begleitet, die die 
Gleichgewichtsbedingung nicht erfiillen, daher nicht mehr statisch sind, sondern 
dynamisch. Zu elektrischen Feldrohren, die in Ladungen als Quellen ihren Ursprung 
und ihr Ende nehmen, kommen solche hinzu, die im Endlichen ohne Anfang und 
Ende sind. Starke und Richtung der elektrischen Wirbel findet man aus Gl. (7) 
durch Aufstellung des entsprechenden Differentialgesetzes. Fur den vorausgesetzten 
Zustand unbewegter Korper ist 

dfP dj jdlS 
(it (It ~df = IItdf, (8) 

denn die FluBanderung durch die ruhende Flache I kann einzig durch Anderung 
der magnetischen Induktion selbst bewirkt sein. Dann folgt aus Gl. (7)durch den 
Satz von Stokes: 

f @dr = j rot @ • d f = - j dd~ d f , 
! ! 

und da es sich beiderseits um die gleiche Flache handelt, ist 

roti=-~~. I (9) 

Zweite Hauptgleichung lilr ruhende Korper. 

In Worten etwa: J edes zeitlich veranderliche magnetische Feld ist von elektrischen 
Wirbeln ganz und gar durchsetzt; die Abnahme der magnetischen Induktion in der 
Zeiteinheit stimmt nach Grope und Eichtung mit der elektrischen Wirbelstarke ilberein. 

Als Besonderheiten sind hervorzuheben: 
1. Fur die Ableitung von Gl. (9) war angenommen, daB die beteiligten Korper 

unbewegt sind. - 2. Das Gesetz beschreibt nicht das elektrische Feld selbst, sondern 
seine Wirbel, d. h. eine bestimmte Art seiner ortlichen Anderung. Aus der elek
trischen Feldstarke kann man unter allen Umstanden die magnetische Schwankung 
bestimmen, dagegen folgt aus dieser lediglich die elektrische Wirbelstarke. Ent
sprechendes gilt fur das Induktionsgesetz (aus dem magnetischen Schwund folgt 
die elektrische Umlaufspannung, nicht dieelektrische Feldstarke selbst). - 3. Gl. (9) 
enthalt keine Vorschrift uber Ursache und Wirkung, sondern erlaubt beide Aus
legungen. - 4. Aus Gl. (9) folgt mit mathematischer Notwendigkeit div rot @ = 0, 

daher muB sein div dd~ = O. Dies ist dadurch gewahrleistet, daB unter allen Um

standen ~ ein quellenloses Vektorfeld ist: 
div~ =0. 

Es ist daher fur das Induktionsgesetz ganz gleichgultig, welche Flache in den 
Rand eingespannt wird. Elektrische Umlaufspannung und quellenloses 
Induktionsfeld sind miteinander verkettet. - 5. Daher gilt Gl. (9) fur be
lie bige zeitliche V organge. 

Nach der geschilderten Auffassung spielt beim Induktionsvorgang ein an
wesender Leiter keine andere Rolle, als die langst vom Ohmschen Gesetz her be
kannte [25. Gl. (9), (ll)]: die elektrische Feldstarke setzt sich uberall an der Ober
flache des Leiters wirbelfrei, also unter Erhaltung der Tangentialkomponenten, ins 

Innere fort und bewirkt dort die proportionale Stromdichte @ = ~ @. Fur die 
Q 

1 Technisches Beispiel: .,Voltmeterschleife" im magnetischen Feld von Wechselstromen: 
die Angabe des Voltmeters ist von der Lage der Zuleitungsdriihte abhangig. 
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elektrische Seite des Induktionsvorganges, den "induzierten Strom", kommt es 
also nicht etwa auf die Anderungen des magnetischen Feldes am Ort des Leiters 
an, sondern nur auf das dort vorhandene elektrische Feld. Die Induktionswirkung 
gelangt vom Orte des schwankenden Induktionsflusses nicht magnetisch, sondern 
elektrisch zum Orte des Leiters. 

Beispiele: 
1. Beim Transformator mit geschlosBenem Eisenweg jst der magnetische Schwund am 

Ort der Sekundarwicklung sehr viel kleiner, als im Eisen. Idealisierend sei nach Abb. 1 die 
_ _ __ gesamte magnetische Schwankung ausschlieBlich in einem abgegrenz-

... "~ i""< ten zylindrischen Bereich vorhanden ("Kern", z. B. langes Biindel 
v 'l~ feiner Eisendrahte). 1m Grenzfall moge der eingezeichnete Inte-

/ ~ grationsweg fiir die elektrische Spannung so verlaufen, daB der Teil I 
~ ~"I \ auf der Oberflache des Kernes liegt, die beiden axialen Wege sich 
I ~ ~ I decken. Dann ist 
I I 1 I 
I ~'d([J d([J 
I "'if''' / J(Edr=--, -J(Edr=-2n8.E(8)=--, 
~~ : : " 'j' CD dt 'j' @ dt 
'.. f t ",/' 

~~:-..-_J L ___ .....o::~ 

Abb. 30. 1. Beispiel zum 
Iuduktionsgesetz. 

daher fiir den gesamten Umlauf 

f (Edr = f (Edr + f (Edt=O. 
(1) @ 

Der AuJ3enraum ist wirbelfrei, lmd daher auch frei von jeder magnetischen Feldanderung 1 • 

Die elektrische Feldstii.rke im Abstand 8 von der Achse ist 
1 d([J 

E(8)= 2n8·dt' (10) 

die Feldlinien sind alB konaxiale Kreise in sich zuriickkehrende Kurven, und fiir jeden beliebigen 
Kreis als Randkurve ist die Umlaufspannung diesel be, namlich gleich dem umschlossenen ma
gnetischen Schwund. In einem imAbstand 8 angebrachten diinnen Drahtring bringt die elektrische 

Spannung einen Strom hervor von der Dichte G = ~ E (8). 
f! 

2. Ein e benes Blech von der kleinen Dicke h sei von einem 
rein tangentialen, homogenen, schwankenden magnetischen 
Feld Bz (Abb. 2) durchdrungen, sodaB ein Querschnitt der 
beliebigen Breite b und der Rohe x den magnetischen Schwund 

-<>--+-!/~ - dd~z . x b fiihrt, der der elektrischen Umlaufspannung 

gleicht. Es besteht daher nach Gl. (7) und Abb.2 das elek
Abb. 30. 2. Elektrisches Feld und triBche Feld nur aus einer von x abhangigen y-Komponente 
magnetischer Schwund im ebenen gemaB 

Blech. dBz 
E II (x)·b= -(ft·xb, (11) 

es steigt also linear von Null an und verlauft antisymmetrisch zur Mittelebene. Freilich kann 
diese Betrachtung nur als Naherung gelten, denn das elektrische Feld bringt eine Stromung 
hervor, die das magnetische Feld, und daher auch die hier angegebene Verteilung, verandert. 
Verlauft etwa das magnetische Feld zeitlich gemaB B = Bo 8in wt, so gilt Gl. (11) als Annaherung 
fiir kleine Werte w und h. 

3. Das Induktionsgesetz Gl. (7) gilt fiir jeden geschlossenen Umlauf; bei einem Netzwerk 
von Drahten ist es moglich, daB ein Umlauf sich zusammensetzt aus Anteilen, die verschieden 
groBe Strome fiihren, an die Stelle von Gl. (3) tritt die allgemeinere Form 

(12) 
o 

Diese Gleichung enthaltdiezweiteKirchhoffscheRegel [27. Gl. (12)], die auf unveranderliche 

Zustande beschrankt war (:t = 0) . 
4. Als "Spule" bezeichnen wir eine Drahtschleife mit mehreren oder vielen Drahtwindungen. 

Man denkt sich in der Technik haufig jede einzelne der z Windungen der Spule von einem 
"WindungsfluB" fJ1 durchsetzt; die einzelnen Windungsfliisse sind nicht notwendig gleich groB, 

1 DaB diese Annahme eine Idealisierung ist, sei nochmals hervorgehoben. Das Randintegral 
ist nach dem Satz von Stokes gleichbedeutend mit dem Flachenintegral p (E d r = J rot (E . d f , 
und der Sinn des Induktionsgesetzes ist, daB aIle in dieser Fliiche auftretenden magnetischen 
Feldanderungen zu diesem Flachenintegral beitragen. 
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da zwischen zwei Windungen ein Teil der Feldrohren abgebogen und fiir sich geschlossen sein 
kann: "Streuung". Der gesamte SpulenfluB ist dann die Summe der Windungsfhisse 

z 
ifJ = E Cf1 •• 

1 
(13) 

1st ifJ und z bekannt, so ist eine bequeme RechengroBe der mittlere WindungsfluB ip, der 
durch /jJ = ifJjz bestimmt ist; der Ansatz ifJ = z· Cf1 vernachlassigt die Streuung. 

Man beachte die formalen Analogien zwischen Induktions- und Durchflutungs
gesetz [Abb. 1, 2, 3 vgl. mit 28. Abb. 5, 6, 10; Gl. (7), (10), (II), (12) vgl. mit 28. 
Gl. (3), (2), (9), (I3)]. Abb. 3 zeigt schematisch den EinfluB eines unterbrochenen 
Drahtringes: Durch das FlieBen des induzierten Stromes treten elektrische Ladungen 
auf, deren quasistatisches Feld sich dem dynamischen elektrischen Feld des ma
gnetischen Schwundes iiberlagert. Das gesamte elek
trische Feld besitzt demnach sowohl Quellen, als 
Wirbel. FlieBt kein induzierter Strom mehr, so ist 
das Leiterinnere ganzlich feldfrei, das elektrische Feld 
befindet sich dann, wie man sagen kann, in einem Zu
stande dynamischen Gleichgewichtes (dies ist fUr Abb. 3 
angenommen) . 

Das Wort von der "induzierten elektromoto
rischen Kraft" haftet an der Vorstellung, daB elektri
scher Leitungsstrom lediglich durch eingepragte Krafte 
hervorgerufen sein konne. Aber auch im Kreis einer 
Kondensatorentladung z. B. flieBt ein Leitungsstrom, 
und man kann hierbei nicht gut ungezwungen von einer 

Abb. 30. 3. Merkschema zum 
Induktionsgesetz. 

eingepragten elektrischen Kraft sprechen. - Zum Begriff der eingepragten Kraft 
gehort, daB ihre ortliche Verteilung angegeben werden kann; die induzierte EMK 
aber ist immer nur fiir einen geschlossenen Umlauf entlang einem leitenden linearen 
Kreis unmittelbar definiert. Aber auch im Innern des geschlossenen Leitungs
drahtes gibt es keine andere elektrische Spannung, als einzig die durch das Ohmsche 
Gesetz formulierte Spannung J R, und nichts anderes, als J R, wird erhalten, wenn 
man dem Leiter entlang die elektrische Spannung miBt. Dies ist der einfachste 
Versuchsbefund [Gl. (1)]. Freilich kann man nach dem allgemeinen Induktions
gesetz jedes beliebige Stiick des geschlossenen linearen Kreises herausgreifen und 
zum Teil eines beliebig geometrisch geschlossenen Umlaufes machen, aber auch 
daraus ergibt sich nicht die induzierte EMK des betrachteten Leiterstiickes, denn 
diese hangt ganz allein von der willkiirlichen Annahme des geschlossenen Umlaufes 
abo Man kann daher bei einer Stromverzweigung nicht eindeutig angeben, wie 
angenommene induzierte EMKe sich auf die einzelnen Stromzweige verteilen. Die 
induzierte EMK ist demnach keine eindeutige physikalische GroBe. - Nach dem 
urspriinglichen Sinne des Ohmschen Gesetzes wird Leitungsstromung durch ein 
elektrisches Feld hervorgebracht. AuBerhalb des Leiters ist dieses aber nach Gestalt 
und Verhalten beim Induktionsvorgang ein anderes, als bei eingepragten elektrischen 
Kraften; das mit magnetischen Schwankungen verkniipfte elektrische Feld kann 
auch nicht durch irgendwelche einigermaBen einfachen Anordnungen eingepragter 
Krafte(Annahme elektrischer Elemente in bestimmter ortlicherVerteilung) nachgeahmt 
werden. Dies zeigt 38. Der Zusammenhang zwischen elektrischem Feld und 
magnetischem Schwund entspricht formal vollig dem Zusammenhang zwischen 
magnetischem Feld und beharrlicher Leitungsstromung [28. Gl. (3)]. Der Rede
wendung von der induzierten EMK wiirde es entsprechen, das Durchflutungsgesetz 
so auszusprechen: In einem Eisenkorper wird "durch einen in seiner Nachbarschaft 
flieBenden Leitungsstrom eine magnetomotorische Kraft induziert", diese bringt 
ein magnetisches Feld hervor. Man wird diese Beschreibung des Vorganges nicht 
als vollstandig anerkennen, vielmehr stets die Vorstellung vorziehen, daB das ma
gnetische Feld yom Leitungsstrome hervorgebracht ist, und daB die Ursache des 
magnetischen Feldes, sein Wirbel, sich am Ort der Leitungsstromung befindet. 
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Ebenso muB im Bereich des Induktionsgesetzes eine vollstandige Beschreibung 
davon ausgehen, daB die Wirbel des elektrischen Feldes (aber nicht die Feldstarke 
selbst!) an den Ort der magnetischen Induktionsschwankung gebunden sind; das 
eigentliche "induzierte" elektrische Feld befindet sich am Orte des magnetischen 
Schwundes, das elektrische Feld auBerhalb ist nur die wirbelfreie Fortsetzung des 
induzierten, es vermittelt den Induktionsvorgang nach auBen. Daher ist am Orte 
des Leiters die "induzierte" Stromung nicht durch eine magnetische Wirkung, 
sondern durch die elektrische Feldstarke gegeben. "Wenn man das induzierte 
elektrische Feld nicht beachtet, muB man iiberhaupt auf eine deutliche Vorstel
lung von dem Induktionsvorgang verzichten" (Emde). 

31. Die beiden Hauptgleicbungen bei bewegten Korpern. 
Die Integralform der beiden Hauptgleichungen ist [29. Gl. (6); 30. Gl. (8)] 

pSJat = :tj~af + j@af, (1) 

-p~at=:tjlJ3af. (2) 

In beiden Gleichungen treten zeitliche Anderungen des Flusses auf, den ein 
Vektorfeld durch eine geschlossene Randkurve sendet. Fiir die Ableitung der 
Differentialgesetze [29. (Gl. (7); 30. Gl. (9)] war vorausgesetzt worden, daB diese 
zeitliche Anderung des Flusses durch zeitliche Anderung des Vektorfeldes selbst 
bei unbewegter, also starrer, ortsfester Randkurve und Flache geschehe. Der Wert 
des Flachenintegrales erfahrt aber nicht nur durch die Anderung des Integranden 
eine Veranderung, sondern auch durch Anderungen des Integrationsgebietes, die 
durch Bewegungen der Randkurve und der Flache erfolgen. Um diese zweiten 
Moglichkeiten in die Differentialgesetze einzubeziehen, untersuchen wir zunacbst 
die zeitliche Anderung des Flusses in einem allgemeinen Vektorfeld ~. 

Das zeitliche Differential des Flusses a J~ a f kann in drei Teile zer]egt werden: 

1. Ein Teil riihrt her von der lokalenAnderung eo~ des Feldes~; er hat die GroBe 

dt jOo~ df. 
2. Ein Teil riihrt her von der Bewegung der materiellen Randkurve s bei zeit

lich konstant gedachtem Feld ~. 
Die Bewegung sei durch die (iiberall endliche) Geschwin

digkeit b gegeben. In der Zeitspanne at verschiebt sich jedes 
Flachenelement um b· dt, die alte und die neue Lage der 
Flache bilden einen dosenformigen Korper, siehe Abb. 1. 
Um den durch Bewegung der materiellen Randkurve hervor
gebrachten Zuwachs des Flusses zu erhalten, betrachten wir 
die Flache, die gebildet wird aus der urspriinglichen, durch 

Abb. 31.1. FluBlInderung die Kurve sin ihrer alten Lage berandete Flache f, vermehrt 
durc~!~~ der um den bei der Bewegung von s beschriebenen Streifen. 

Dann ist die hier gesuchte FluBanderung durch den FluB 
gegeben, der durch diesen Streifen hindurchtritt. Das Element dieser Flache hat 
die Gestalt eines Parallelogrammes mit dem Flacheninhalt df = v dt· ds· sin (b, dro) 
oder, bei Einhaltung der entsprechenden N ormalenrichtung, d f = at [b as]. Daher 
ist der durch das Flachenelement hindurchtretende FluB 

And! =~af =~·dt [bds] = [~b]ds·dt. 
Somit ist der gesuchte zweite Teil der FluBanderung die Summe aller dieser 

Elemente langs der geschlossenen Kurve s, namlich: dtf [~b]ds. Mit dem Satz 
von S to k es laBt sich dies in ein Flachenintegral der betrachteten Flache f umwandeln: 

dtp[~b]dS =dt jrot[~b]af. 
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3. Ein Teil wird bei festgehaltenem zeitlich konstantem Felde ~ und festgehaltener 
Lage der Randkurve 5 hervorgerufen durch die Verschiebung der materiellen Ele
mente der Flache f. In Abb.2 sei wieder f die Lage der Flache zur Zeit t und f' 
ihre Lage zur Zeit t +dt. Dann ist die gesuchte FluBanderung f~/df'- f~df, 
was man mit dem Satz von GauB als Volumenintegral tiber den eingeschlossenen 
Raum schreiben kann als f div ~. dr. Das Raumelement dr ist aber 

dr =dt'vdt'cos(b,n) =df·bdt. 
Daher ist der gesuchte dritte Teil der FluBanderung: 

dtJb'div~.df. 
Mithin ist die gesamte gesuchte FluBanderung 

ddtJ~df = J{~~ +rot[~(b]+bdiv~(}df. (3) 

Zweite Hauptgleichung. 

~ 
G 9 

Abb. 31. 2. FluBiinderung 
d urch Bewegung der Flache. 

Auf die linke Seite von Gl. (2) wenden wir den Satz von Stokes an, fUr die 
rechte Seite benutzen wir Gl. (3): 

-JrotC£.df =J{~~+rot[58b]+bdiv58}df. (4) 

Lassep. wir die Flache auf ein Flachenelement zusammenschrumpfen, dann wird 
mit div 58 = 0: 

a!8 
-'I'ot 6:=ar + rot [$ b]. 

Zweite Hauptgleichung tilr bewegte K6rper. 

Bedenkt man die Entstehung des Gliedes b div 58 in Gl. (4), so erseheint die 
Quellenlosigkeit der magnetischen Induktion hier als unmittelbare Folge der 
Beobaehtungstatsache, daB in einem unbewegten, geschlossenen homogenen linearen 
Leiter in einem zeitlich konstanten magnetischen Felde kein Strom flieBt. Dies 
ist eine allgemeine Rechtfertigung fUr Gl. (9) in 23. - In einem starren Korper sind 
nach Gl. (5) elektrische Wirbel vorhanden, wenn er sich in einem schwankenden 
magnetischen Feld befindet, ferner, wenn er sich durch ein magnetisehes Feld bewegt, 
das in der Bewegungsriehtung nicht homogen ist, und wenn er sich in einem ma
gnetischen Felde um eine Achse dreht, die nicht mit der Feldriehtung zusammenfallt. 
Zu Gl. (5) gehOrt als Integralform 

- f C£ dr = J ~~ df+ f [58b]dr, (6) 

und hiermit ist der magnetische Schwund in zwei Teile zerlegt: 

~=(~) +(~) dt at Ruhe at Bewegung' 

Der erste Teil ist die in 30. behandelte FluBanderung durch zeitliche Anderung 
der magnetischen Induktion bei ortsfester Flache, der zweite Teil die FluBanderung 
infolge Bewegung der dem Korper angehorenden Kurve 5 durch das konstant 
gedaehte magnetise he Feld 58, es ist somit 

-p6: d t = P [$ b] dt bei 8!8 -0 
8t - (6a) 

das Induktionsgesetz tilr stationiire magnetische Felder. Abb.3 veranschaulieht den 
Integranden der rechten Seite. Bei der Bewegung einer gesehlossenen, materiellen 

1 In einem rechtswendigen, rechtwinkeligen Koordinatensystem ist die x-Komponente 

( aEz aEy ) aBx {a a } (- rot ~h == - """"8ii -"7iZ = """"lit + BY (Bxvy - By vx) - az (Bz Vx - Bx vz) , 

die anderen Komponenten durch zyklische Vertauchung von x, y, z. 
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Kurve1 vermehrt oder vermindert sich der von ihr umspannte InduktionsfluB um 
den von der bewegten Kurve durchquerten InduktionsfluB (um die Anzahl der 
von der Kurve geschnittenen Induktionsrohren). Es sei hervorgehoben, daB die 
Zulassigkeit dieser Vorstellung ganz und gar auf den Geltungsbereich der Gl. (6a) 
beschrankt ist. Der Zerlegung, die in den beiden Summanden der rechten Seiten 

von Gl. (5), (6) zum Ausdruck kommt, ist eine Form der 
Gleichung tibergeordnet [Gl. (2)], die allgemein und unab
hangig ist von der besonderen Art, wie der magnetische 
Schwund hervorgebracht wird. Daher hangen die beiden 
Anteile in ihrer GroBe ab von der in unser Belieben gestell
ten Wahl des Standpunktes (des "Koordinatensystems"), 
nicht aber ihre Summe. Da ftir Gl. (6a) vorausgesetzt war 

88~ = 0, hat fUr sie die Geschwindigkeit 0 = 0 ein solcher 

Abb. 31. 3. Zum Induktious· Standpunkt, von dem aus gesehen das magnetische Feld 
gesetz f~[sc~~attr~~~~. mague- zeitlich konstant erscheint. Nur wenn sich ein solcher Stand-

punkt finden laBt, ist Gl. (6a) anwendbar. 
Fur ein zeitlich konstantes magnetisches Feld wird aus Gl. (5) 

rot a; =-rot [\8 0]; 
8\8 
aT=O. (5a) 

Die beiden Vektorfelder a; und - [\8 0] haben die gleichen Wirbel, sie konnen 
sich also nur durch ein Vektorfeld voneinander unterscheiden, das wirbelfrei und 
daher als Potentialgefalle darstellbar ist; somit hat man 

~ =- [\8 o]-gradtp bei (7) 

Nur fur die Bestimmung der elektrischen Feldstarke in jedem Raumpunkt, 
nicht aber fur die elektrische Umlaufspannung, spielt das skalare Potential tp eine 
Rolle (es ergibt sich aus der Potentialgleichung und den besonderen Grenzbedingungen 
der Aufgabe). 

Es sei z. B. ein gerader, leitender Stab entlang parallelen leitenden Gleitschienen, 
die den Abstand l voneinander haben, mit der Geschwindigkeit v geradlinig und 

senkrecht zu einem homogenen konstanten ma-

~__ 10 I-i" gnetischen Feld \8 bewegt (Abb.4). In gehoriger 
/I - @~ u Entfernung seien die Gleitschienen tiber einen 

Widerstand R geschlossen. Hier ist die FluBande
x- rung bei Bewegung des Stabes 

Abb. 31. 4. Bewegung eines Met-allstabes in. 
homogenen, konstanten maguetischen Feld. b (/> = Bn b f = l B ~ ~ = l B v (8) 

ein FluBzuwachs, wenn der geschlossene Umlauf beliebig links von dem bewegten 
Stabe gedacht wird, eine Abnahme, wenn er rechts angenommen wird. In beiden 
Fallen flieBt daher bei leitend geschlossenem Kreis der induzierte Strom in der 
angegebenen Pfeilrichtung, Gl. (8) bezeichnet den Betrag der elektrischen Umlauf
spannung. Auch hier kann man nur angeben, wie sich die ganze elektrische Umlauf
spannung auf die einzelnen Teile des Stromkreises verteilt, namlich im Verhaltnis 
der Ohmschen Widerstande dieser Teile, der Sitz einer angenommenen induzierten 
elektromotorischen Kraft bleibt unklar. Moge z. B. der Stab und die Gleitschienen 
fast widerstandslos sein, der SchlieBungswiderstand R dagegen groB: dann ist die 
elektrische Feldstarke sowohl entlang dem Stabe, wie auch entlang den Schienen ver
schwindend klein, und daher ist auch die Spannung zwischen den Enden des bewegten 
Stabes sehr gering; dagegen ist die Feldstarke, und mit ihr die Spannung, groB 
im SchlieBungswiderstande R, fur ihn aber ist v = O. (Daher ist dort a; = - grad tp.) 

1 Also nicht einer beliebigen gedachten Linie, sondern einer durch die Punkte des bewegten 
materiellen K6rpers festgelegten, an diesen haftenden Kurve. Man kommt zu Fehlschliissen, 
werm man diesen Umstand nicht beachtet (vgl. "unipolare Induktion"). 
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Aus G1. (6a) ergibt sich unmittelbar die Umlaufspannung bei Bewegung des Stabes: 
f ~dr = 1 [b fBJ - (1, b, fB stehen bei diesem Versuch aufeinander senkrecht). Auf 
die Beschaffenheit des elektrischen Feldes, falls bei der Bewegung kein Induktions
strom flieBt, kommen wir unten zuruck. 

Aus G1. (5), (7) folgt die grundsatzlich wichtige Feststellung, daB ein in einem 
magnetischen Felde bewegter Isolator durch die in ihm entstehende elektrische 
Feldstarke elektrisch polarisiert wird (12.). Von H. A. Wilson unternommene Ver
suche haben bestatigt, daB der durch Bewegung hervorgerufene Anteil der Polari
sation gemaB G1. (7) und [12. G1. (12)J durch 

$=eo(e-l)[bfBJ (7a) 
wiederzugeben ist. 

Ferner: Wird ein die Ladung q tragender Korper, der so klein ist, daB seine 
Gestalt und die Ladungsverteilung auf ihm keine Rolle spielt, mit der Geschwindig
keit b durch ein magnetisches Feld fB bewegt, so ist das entstehende elektrische Feld 
gemaB Gl. (7) und unabhangig von q 

~ = [b fBJ (9) 

rechtswendig senkrecht zu dem durch b und fB gebildeten Parallelogramm, mit 
dessen Flache sein Betrag ubereinstimmt. Bei der Bewegung wirkt daher auf den 
Ladungstrager eine Kraft 

sr =q ~ =-q [fB bJ =q [b fBJ. (9a) 

Die Kraft, die in einem magnetischen Feld auf ein Element d r eines linearen 
Stromes J ausgeubt wird, werden wir spater zu dsr = J [dr fBJ finden; sie stimmt 
mit Gl. (9a) vollig uberein, wenn man setzt J dr = q b; auf ein in der Richtung der 
Ladungsbewegung liegendes "Stromelement" wird dieselbe Kraft ausgeubt, wie 
auf die bewegte Ladung. Man bezeichnet bewegte elektrische Ladungen als "Kon
vektionsstrom". Hier ist also gefunden, falls man die Fiktion von Stromelementen 
betreffende "Oberlegungen fUr beweiskraftig halt, daB hinsichtlich der durch ein 
magnetisches Feld erlittenen Wirkung Konvektionsstrom und Leitungsstrom aqui
valent sind. Entsprechendes wird sich auch fur die ausgeubte Wirkung ergeben 
[G1. (16), (17)J. 

Wirbel der elektrischen Feldstarke konnen dort auftreten, wo die Geschwindigkeit 
sich sprunghaft andert, also an der Beruhrungsflache zweier Korper, die aneinander 
gleiten. In vielen Fallen ist der eine Korper fest, der andere die umgebende Luft. 
Daher werden die Flachenwirbel zur Beschreibung der Induktionswirkung be
wegter Korper besonders nutzlich sem.. An solchen Gleitflachen wird sich die 
Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke sprunghaft andern, die fur 
ruhende Korper geltende Gleichgewichtsbedingung der Stetigkeit der Tangential
komponente von ~ [8. G1. (5)] also nicht mehr erfiillt sein. An die Stelle der Gl. (5a) 
tritt an der Grenzflache der Korper 1 und 2 

Rot ~ = [nI/2{[b2 fB2J- [bi fBd}]. (10) 

Die Entwicklung der doppelten Produkte der rechten Seite vereinfacht sich 
dadurch, daB die Induktion mit stetiger Normalkomponente durchgeht: 

BIn = B 2n =Bn, 

ferner dadurch, daB die aneinander gleitenden Korper in Beriihrung bleiben, also 
gleiche Normalkomponente der Geschwindigkeit haben: 

Vin = V2n = Vn· 
Mit der Definitionsgleichung des Flachenwirbels ergibt sich so 

Rot ~- [nI/2 (~2- ~I)] = (b2 - bI) Bn - (fB2 - fBI) Vn· (11) 

Die Vektoren Rot ~, b2 - bi und fB2 - fBI sind tangential zur Gleitfliiche ge
richtet. 
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Bewegt man also einen leitenden Stab in einem homogenen magnetischen 
Feld [vgl. das Beispiel Gl. (8)], so sind zwar im Leiterinnern elektrische Wirbel 
nicht vorhanden1 , dagegen befinden sich auf seiner Oberflache Flachenwirbel der 
elektrischen Feldstarke. Die elektrischen Feldlliiien stehen im allgemeinen schlef 
auf seiner Oberflache; zu dem von FlachenwirbeIn verursachten elektrischen Feld 
in der Luft tritt ein von den Ladungen der Metalloberflache herriihrendes, normal 
gerichtetes elektrisches Feld. FlieBt kein Induktionsstrom durch den Stab, und 
wird dieser mit 1, die Luft mit 2 gekennzeichnet, so ist ~ = ° und v2 = 0, mithin 

[n1/2 Q;2] = - VI Bn - (182- 181) VII.' (12) 
das zweite Glied verschwindet bei gleicher Permeabilitat der beiden Korper, die 
Vektoren Q;2 und - [vI 5S] haben gleiche und gleichgerichtete Tangentialkomponente. 

"Unipolare Induktion." Ein langsmagnetisierter, zylindrischer Dauermagnet 
drehe sich um seine Achse. Eine leitende Drahtschleife beriihre einerseits die Achse 

Abb. 31. 5. Beispiel fiir "unipolare 
Induktion". 

auf der Stirnflache und schleife andererseits auf 
der Mantelflache (Abb. 5). In der Drahtschleife 
flieBt erfahrungsgemiW ein der Drehgeschwin
digkeit proportionaler Strom (ist diese konstant, 
so ist der Strom ein reiner Gleichstrom; "Uni
polargenerator"). Sowohl vom Magneten, wie 
von der Drahtschleife aus gesehen ist das ma

gnetische Feld zeitlich unveranderlich. Denkt man sich die geschlossene Strom
bahn aus dem Draht und dem Weg durch den Magneten gebildet, so andert sich 
infolge der Rotationssymmetrie des magnetischen Feldes bei Drehung des Magneten 
der magnetische FluB durch diese Kurve nicht 2. Sie ist aber auch fur den Induktions
vorgang nicht maBgebend. Moge z. B. die Drahtschleife und die Drehachse in einer 
Ebene liegen, so daB die anfanglich eingespannte Flache in dieser Ebene liegt: bei 
Drehung des Magneten hat sich dann die materielle Spur der Ebene, namlich die 
Stoffteilchen des Magneten, bewegt. Die in Rechnung zu setzende umspannte 
Flache hat also den in Abb.5 durch Schraffur angedeuteten Zuwachs erfahren, 
der magnetische FluB hat sich verandert (hauptsachlich in dem Sektt>r der Stirn
seite). Das elektrische Feld hat auch hier Flachenwirbel. Wir erkennen sie am 
einfachsten, wenn wir die stromfuhrende Schleife weglassen. Fur den stromlosen 
Magneten (1) gegen Luft (2) ist dann Q;1 = 0, v2 = ° und fUr die Drehbewegung 
ist vII. = 0, somit kommt aus Gl. (11) 

[nl/2 Q;2] =- VI Bn· (13) 

Daraus folgt die Tangent,ialkomponente der elektrischen Feldstarke an der 
Oberflache, als Vektor aufgefaBt. 

t· E2t = [n [Q;2 n]j = [n VI] Bn. (13a) 
Wir betrachten die ebene Grenzschicht eines Leiters gegen einen Nichtleiter in 

drei Fallen: a) 1m Gleichgewichtszustand und bei Ruhe flieBt kein Strom, die elek
trischen Feldlinien stehen normal auf der geladenen Oberflache (Abb.6a). b) FlieBt 
ein Strom durch den unbewegten Leiter, so ist die Tangentialkomponente des 
elektrischen Feldes an der Oberflache durch das Ohmsche Gesetz zu E t = (lGt 
gegeben, die Feldlinien sind in Richtung der Stromung geneigt (Abb. 6b). c) Steht 
senkrecht zur Oberflache ein homogenes magnetisches Feld 18, und wird der Metall
korper senkrecht zu 18 und zur Oberflache mit der Geschwindigkeit V bewegt, so 
ist nach Gl. (11) 

[nl/2(Q;2-~)]=-VIBn, daher E2t-Elt=-vIBn; (14) 
------

1 Solche sind im allgemeinen im Leiterinnem bei Bewegung in ungleichiormigen Feldem 
vorhanden und sind dann der AnlaB zu Wirbelstromen. 

2 Die an diese Tatsache ankniipfende Streitfrage, ob bei der Drehung des Magneten die 
magnetischen Feldlinien mitgenommen wiirden oder stillstanden, wird heute als verfehlte Frage
stellung betrachtet. Magnetische Feldlinien sind eine (mathematische) Darstellungsform fiir 
die (physikalische) Tatsache des magnetischen Feldes, aber keine wiedererkennbaren Individuen. 
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Mit Elt = (! Gt ist Eu = (! Gt - VI Bn. Es sei Gt lediglich durch den Induktions
vorgang selbst bedingt, e sei endlich und Bn bleibe unverandert. Die Tangential
komponente der elektrischen Feldstarke auBerhalb an der Leiteroberflache hat dem
nach einen anderen Betrag, als ini Fall b). Gl. (14) bestimmt sowohl Richtung als 
Betrag der Differenz der Tangentialkomponenten: der Betrag ist au ss ch lie B lich 
durch - VI Bn bestimmt, der Vektor [n112 (Q;2 - ~)] ist zu - 1>1 parallel, demnach 
haben die tangentiale Feldstarke auBerhalb an der Grenzflache und die Stromung 
(die tangentiale Feldstarke im Leiterinnern an der Grenzflache) entgegengesetzte, 
zu 1>1 und zu Bn senkrechte Richtungen. Die elektrischen Feldlinien auBerhalb 
neigen sich daher im allgemeinen nach der anderen Seite, als im Fall b): Abb.6c. 
Z. B. ist bei stromlosem Leiter Eu = 0, daher E2t = - VI Bn' 

Wir betrachten noch schlieBlich 1-& ~ 
allgemein den in einem geschlossenen d b c 
StroDJkreis flieBenden induzierten ~ (,li ~Q; 
Str~m. Als Lei~ungsstroI? bedeutet 3 3 \it-u/Mt 3 ~2t I.lirt-QIMt 
er emen magnetlSchen WITbel (28.), ' 1 ' 1 ~ '1 ~ 
beeinfluBt also das magnetische 011 
Feld. Es ist zwar selbstverstandlich, Abb. 31. 6. Das elektrische Feld an einer Leiteroberfiliche: a.lm 

G1eichgewichtszustand (statisches Feld). b. nach dem Ohm· 
aber doch bemerkenswert, daB fiir schen Gesets (Beharrungszustand). c. nach dem Induktions· 

gesetz bei Bewegung in einem homogenen magnetiBchen Feld. 
die elektrische Umlaufspannung die 
Anderungen des resultierenden magnetischen Feldes bestimmend sind. Bei In
duktion durch Bewegung wirken die infolge der Stromung auftretenden mechani
schen Krafte stets der die Stromung hervorrufenden Bewegung entgegen: Lenzsche 
Regel. (Der induzierte Strom flieBt in solcher Richtung, daB die kinetische Energie 
der Bewegung ab~immt; die Arbeit der Feldkrafte ist stets negativ.) Vgl. 36. Gl. (8). 

Erste Hauptgleichung. 
Wir wenden auf die linke Seite von Gl. (I) den Satz von Stokes, auf die rechte 

Seite Gl. (3) an und lassen die Flache der Integrale zu Flachenelementen zusammen
schrumpfen; es ergibt sich 

rot~= ~~ + rot[~b]+b div~+~. (15) 
Erste Hauptgleichung tilr bewegte K6rper. 

Das erste Glied der rechten Seite ist die ortliche Schwankung des elektrischen 
Feldes (29.), das letzte die Leitungsstromung (28.). Bedenkt man, daB nach der 
Grundgleichung 12. Gl. (5) div ~ = TJ die rautnliche Dichte elektrischer Ladung ist, 
so erkennt man, daB 

I> • div ~ = I> • TJ (16) 

die Stromung raumlicher Ladung, die "Konvektionsstromung", vorstellt. Auch 
hinsichtlich der von ihm ausgeiibten magnetischen Wirkung ist also nach Gl. (15) 
der Konvektionsstrom dem Leitungsstrom gleichwertig, vgl. Gl. (9a). Diesbeziigliche 
Versuche von H. A. Rowland und A. Eichenwald waren in Obereinstimmung 
mit der Theorie. 

Beispiel: Bewegung eines einzelnen kleinen Ladungstragers im leeren Raum. 
InfoJge der Geschwindigkeit I> der elektrischen Ladung q besteht in jedem Raumpunkt 
eine elektrische Feldanderung und daher ein magnetisches Feld, die miteinander 
nach Gl. (I) durch 

cjfJ dr = :tJ~df 
verkniipft sind. Infolge der Punktsymmetrie verlauft fJ in Kreisen, deren Mittel
punkte auf der Achse liegen, entlang der die Ladung wandert; magnetisches und 
elektrisches Feld stehen aufeinander senkrecht. Wir betrachten die Anderung des 
elektrischen Flusses, der durch eine senkrecht ZU:f Bewegungsrichtung stehende 
Kreisscheibe vom Radius R hindurchtritt (Abb. 7): wegen der QuellenIosigkeit von 
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~ in dem dosenformigen Raum von der Hohe b dt ist nach den eingangs zu Gl. (3) 
fiihrenden trberlegungen diese FluBanderung gleich dem FluB, der durch das Band 
von der Hohe b dt hindurchtritt: 

daher 

()[J =vdt·2nR·Dsinf); D =-q-4nr2 , 

2:n;R·R =V ·2:n;R . Dsinf), 

R =vDsinf)=-q-vsinf). 
4nr2 (17) 

Das ist aber das magnetische Feld, das man einem linearen "Stromelement" 
zuschreiben kann, wenn man ersetzt q v = J dl: Leitungsstrom und Konvektions
strom entsprechen einander hinsichtlich des hervorgebrachten magnetischen Feldes. 
Man kann Gl. (17) vektoriell schreiben als 

.p = [b ~]. (18) 
Die magnetische Feldstarke steht rechtswendig senkrecht auf dem durch b und 

~ gebildeten Parallelogramm, mit dessen Flache ihr Betrag ubereinstimmt [vgl. 
GL (9a)]. - Zu der bei b = 0 allein vorhandenen 
elektrischen Feldenergie kommt durch die Bewe
gung eine Energiespeicherung im magnetischen 

n Feld. 1st der Ladungstrager eine Kugel vom kleinen 

Radius a, so ist nach 11. GL(16) ~ =-41 .2q2 ; die 
nEo a 

vdt magnetische Feldenergie findet man mit GL (17) zu 
Abb. 31. 7. Das magnetische Feld eines 

bewegten Ladungstrligers. w: = - R dr: =--.--.-Po/a 1 q2 v2 
m 2 4nEo 3a c2 

CD 

(19) 

auf nicht naher auszufiihrendem Wege (c = Lichtgeschwindigkeit). Da diese Energie
anhaufung nur eine Folge der Ladungsbewegung sein kann, und da sie zu v2 pro
portional ist, laBt sich der Vorgang so auffassen, daB die die kinetische Energie 

Wk = ! m v2 bestimmende trage Masse m urn den Betrag 
, 1 2 q2 

m = 4n Eo • 3ac2 (20) 

groBer erscheint, als wenn der Korper ungeladen ist: "elektromagnetische Masse"; 
Tragheitswirkung des magnetischen Feldes. (Mechanische Analogie: Wird eine Kugel 
durch eine dichte Flussigkeit beschleunigt, so kann der in Richtung der Bewegung 
vergroBerte Flussigkeitsdruckdurch eine scheinbare MassenvergroBerung der Kugel 
ausgedriickt werden.) Insofern man diese tTberlegungen auf die Elektrizitatsatome 
beziehen kann, folgt fur diese eine elektromagnetische Masse durch das mitgefiihrte 
elektromagnetische Feld; man pflegt diese meist als einzige Ursache ihrer tragen 
Masse anzunehmen. m' hangt von der Geschwindigkeit nicht ab und ist umgekehrt 
proportional dem Kugelradius. 

Die mit dem zweiten Glied von GL (15) ausgesprochene Verknupfung der Vektoren 
.p und [~ b] laBt sich leicht mit Hilfe der formalen Analogie zu GL (5a), (10) und 
der dort besprochenen Erscheinungen uberblicken. Demnach kann ein bewegter, 
elektrisch polarisierter Nichtleiter magnetische Wirkungen ausuben, an Gleitflachen 
konnen magnetische Flachenwirbel auftreten.· Diese Erscheinung wurde erstmalig 
von W. C. Rontgen durch Versuch festgestellt und danach von A. Eichenwald 
gemessen. Dreht sich im homogenen elektrischen Feld eine kreisformige dielektrische 
Scheibe normal zur Feldrichtung, so sind nach einem GL (11) und (13) genau ent
sprechenden Ausdruck an der Gleitflache magnetische Flachenwirbel vorhanden 
von der Starke 9 = b Dn und in tangentialer Richtung; sie entsprechen vollig einer 
Flachenstromdichte 9 = Rot .p [28. GL (lO)] und konnen mit einer solchen bezuglich 
der magnetischen Wirkung unmittelbar verglichen werden. Die Versuchsergebnisse 
stimmen aber nur dem Sinne, nicht der GroBe nach mit der Theorie uberein; die 
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konvektive Mitfiihrung des Polarisationszustandes und ihre magnetische Wirkung 
waren fUr die weitere Entwicklung der Theorie von Wichtigkeit. 

Die Gl. (15) und (5) oder (1) und (2) fur die elektromagnetischen Vorgange 
enthalten keinerlei Bezugnahme auf einen besonderen Standpunkt (auf ein bevor
zugtes Koordinatensystem). Die in einem beliebigen ruhenden oder bewegten 
System von Korpern stattfindenden elektromagnetischen Vorgange werden also 
davon gar nicht beriihrt, wenn man dem ganzen System irgendeine Bewegung von 
der Art mitteilt, wie sie ein starrer Korper annehmen kann. Durch Beobachtungen 
elektromagnetischer Erscheinungen innerhalb des Korpersystemes laBt sich daher 
eine solche Bewegung nicht nachweisen. Es gibt mehrere Beobachtungstatsachen 
der messenden Physik, die uns notigen, gewisse hieraus zu ziehende, weitgehende 
Folgerungen abzulehnen; hier setzt die FortfUhrung der Theorie ein, die zunachst 
H. A. Lorentz unternommen hat 1. 

Einheiten und Benennungen der magnetischen GroBen waren bisher 
offengelassen (vgl. 23.). Die Hauptgleichungen (1), (2) zeigen, daB fiir die Fest
stellung der Einheiten (der Benennungen) der magnetischen GroBen zu den bisher 
gebrauchten vier Grundeinheiten (4.) keine weiteren hinzutreten. Es ergeben sich 
aus Gl. (1), (2) die folgenden Benennungen der magnetischen GroBen in bezug auf 
das P. M. S., und die entsprechenden Einheiten mit den praktischen Grundeinheiten: 

Magnetische Feldstarke H = -t - ~, magnetische Induktion B = ~~; aus 

diesen alle anderen: fur die magnetische Konstante #0 [23. Gl. (15)] ist 110 = ~ = y ~ , 
fur die magnetische Polarisation IDe = \8 - #.p und die Flachendichte des Magne

tismus am = ± Mn [24. Gl. (3) und (U)] ist M = ~~ , fur den magnetischen FluB 

~ = f\8 d f [23. Gl. (10)] ist <I> = U T, ftir die raumliche Dichte der magnetischen 

Feldenergie wm = iJ2'J3 [23. Gl. (14)] ist wm = i~ . - Mit den gegenwartigen, inter-

national vereinbarten, praktischen Einheiten ist #0 = 1,25598. 1O-S!olt sec. Dieser 
mpcm 

Zahlenwert andert sich natiirlich mit den Grundeinheiten, vgl. 9. und 1'. 

Quasistationare Vorgange. 
32. Kennzeichnung des quasistationaren elektromagnetischen Feldes. 

Ein Vorgang verlauft quasistationar, wenn die Zustandsanderungen so langsam 
vor sich gehen, daB fur jeden Augenblick die Gesetze der stationaren Vorgange gelten 
(5.). Unter dieser Voraussetzung ist z. B. das magnetische Feld veranderlicher 
Strome dasselbe, wie wenn die augenblickliche Stromstarke zeitlich konstant ware, es 
wird also nicht von der ersten Maxwellschen Gleichung [29. Gl. (6), (7)] beherrscht, 
sondern yom Durchflutungsgesetz [28. Gl. (3), (7)]: 

pSJdr=J@df. (1) 

Die Zustandsanderungen sollen also so langsam erfolgen, daB das magnetische 
Feld yom Verschiebungsstrom nicht beeinfluBt wird. Dann bedeutet die mit 
rot SJ = @ notwendig verbundene Bedingung 

div@=O; Div@=~~=O: (2) 

die Stromung verlauft in geschlossenen Bahnen und an der Grenzflache zu Nicht
leitern tangential; Oberflachenladungen sind zeitlich konstant; langs unverzweigter, 
linearer Leiter ist in jedem Augenblick die Stromstarke an allen Orten die gleiche. 

1 Lorentz, H. A.: Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften Ed. 5 (1904), 14.Ah
schnitt. 

Fischer, Elcktrodynamik. 6 
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Als zweite Verknupfung gilt das Induktionsgesetz 

f @;dr = - :t J 58 d f (3) 
mit 

div 58 = 0 (4) 
und dem Zusammenhang 58=.u~ +m; e@=@;+~, wobei fl' (!, m, @;e an der 
Materie haftende Eigenschaften sind. - VoraussetzungsgemaB soll auch das 
elektrische Feld in jedem AugenbIick als quasistatisch betrachtet, und daher nach 
den Regeln des elektrostatischen Feldes behandelt werden durfen (obwohl durch 
das Induktionsgesetz die Gleichgewichtsbedingung des elektrischen Feldes zersti:irt 
ist). Bei ruhenden Ki:irpern ist das elektrische Feld im Nichtleiter wegen der kon
stanten Ladungen [Gl. (2)] an Energieanderungen nicht beteiIigt; sein Energie
inhalt ist bei geschlossenen quasistationaren Stromkreisen vernachlassigbar. -
Bei Bewegungen von Ki:irpern sollen die mechanischen Krafte ebenso berechnet 
werden, wie im stationaren Zustand. - Unter gewissen Umstanden ki:innen auch 
ungeschlossene Stromkreise als quasistationar behandelt werden, dann namIich, 
wenn der Stromkreis durch Kondensatoren unterbrochen wird. Dann fallt auch 
die Gri:iBe der in diesen vorhandenen elektrischen Energie ins Gewicht; das in ihnen 
konzentrierte elektrische Feld hat als quasistatisches zu gelten. Es fragt sich, ob 
nicht hierbei durch die Verletzung der Bedingung div @ = 0 die oben gezeigten Ver
einfachungen wi.eder hinfaIIig gemacht werden: 'es zeigt aber einegenauere Unter
suchung, daB die fUr quasistationare Vorgange bei geschlossenen Strombahnen 
geltenden Gleichungen auch hier noch genugend genau zutreffen, daB insbesondere 
die magnetische Energie nach diesen Gleichungen auch hier noch geniigend genau 
definiert ist unter der Bedingung, daB das elektrische Feld ganz vorwiegend in den 
Kondensatoren konzentriert und als quasistatisches an diese gebunden ist. 

Man kann in diesem Zusammenhange fragen, welche Bedeutung es fUr das Innere 
t IIi h L 't h t d~ - d(§; ··b fU I rc: hI·· . . d me a sc er el er a, dt - = B ([t gegenu er I!!.J = - ~ zu vernac asslgen; es sm 

.. e 
jedoch in der Physik selbst bei den hi:ichsten Anderungsgeschwindigkeiten keinerlei 
Beobachtungen bekannt, die dazu ni:itigten, den ersten Posten gegenuber dem 
zweiten in Rechnung zu stellen 1. 

Wie schon aus Gl. (1) erhellt, treten bei der quasistationaren Behandlung die 
Besonderheiten der Feld- (Nahewirkungs-) Theorie Maxwells nicht in Erscheinung, 
erst bei den Ausbreitungsvorgangen sind die hier gezeigten Vereinfachungen nicht 
mehr zulassig. 

Eine andere Kennzeichnung elektromagnetischer Vorgange teilt ein in konzen
trierte (gebundene) Felder und Rauinfelder. Sie geht davon aus, daB eine hinreichende 
Kenntnis der Eigenschaften vieler technischer Schaltungen haufig ohne Kenntnis 
der genaueren inneren Beschaffenheit des elektromagnetischen Feldes dadurch 
erworben werden kann, daB man als alleinigen Trager des elektrischen Feldes und 
Speicher elektrischer Energie den Kondensator einfiihrt, als alleinigen Trager des 
magnetischen Feldes und Speicher magnetischer Energie, wie wir sehen werden, 
die Spule, als ausschIieBlichen Energieverbraucher den Ohmschen Widerstand. 
Diese Betrachtungsweise der "Ersatzbilder" ist so weit brauchbar, als die Lokali
sierung in den drei genannten Elementen zulassig erscheint. 

33. Die magnetische Energie. Indllktionskoeffizienten. 
Fur die Untersuchungen dieses Abschnittes, der den bisher noch fehlenden Aus

druck fur die Energie des magnetischen Feldes erbringen soll [vgl. 23. Gl. (13), (14)], 
setzen wir unveranderte Lage aller beteiligten Ki:irper gegeneinander voraus. Wir 

1 Fiir Vorgange, die zeitlich harmoniBch verlaufen gemaB sin wt, bedeutet das, daB wife < I 
ist. Dies trifft selbst fiir die hochsten Frequenzen w zu, falls man fiir die Dielektrizitatskonstante 
if metalliBcher Leiter, die bekanntlich nicht gemeBBen werden kann (vgl. 13.), Werte in der 
GroBenordnung von EO einsetzt. 



II, 33. Die magnetische Energie. Induktionskoeffizienten. 83 

bestimmen den Energieausdruck fur einen linearen Leiterkreis (a), dann den all· 
gemeinen Ausdruck fUr die Energiedichte (b) und betrachten schlieBlich (c) den 
Sonderfall konstanter Permeabilitat. 

a) Linearer Leiterkreis. 

Durch einen starren, ruhenden, linearen geschlossenen Leiterkreis (z. B. Spule) 
flieBe ein Strom. 1m magnetischen Feldraum konnen Eisenkorper vorhanden sein. 
Die elektrische Umlaufspannung iilt in jedem Augenblick nach dem Induktionsgesetz 
[30. Gl. (7), (12)] 

d(/J 
RJ-Ue =-(ft. 

In der Zeitspanne d t wird vonder Stromquelle (ue) die Energie N d t = ue J d t = Ue dQ 
geliefert, also ist 

(1) 

Bekannt ist RJ2 dt= Pdt als die wahrend dt verlorene Menge Joulescher 
Warme [27. GI. (10)], daher ist die Energiebilanz 

Ndt-Pdt = Jdrp. (2) 

1m stationaren Zustand sind. gelieferte Energie und Stromwarmeverlust einander 
gleich, im quasist;:.ttionaren Zustand ubertrifft die elektrisch zugefuhrte Energie 
die Stromwarme um den Betrag J drp. Bis hierher gelten die Vberlegungen all
gemein. Erst hier mussen wir, um die rechte Seite der Gl. (1), (2) zu deuten, 
eine Festsetzung treffen. Es sei mechanische Arbeit durch Bewegungen und Form
anderungen ausgeschlossen. Dann muB J drp nach dem Satz von der Erhaltung 
der Gesamtenergie als Zunahme der magnetischen Feldenergie gedeutet werden: 

Jdrp =dWm, wenn Amech =0. (3) 
Die vom unmagnetischen Anfangszustand bis zu dem durch rp gekennzeichneten 

Endzustand im magnetischen Feld aufgespeicherte Energie ist daher 
<P 

W'In = J J dcfJ, (4)1 
o 

wobei das "J, cP-Diagramm" meist genugend genau durch Versuch aufgenommen 
werden kann. Beispiel: Fur das geschlossene homogene Feld der mit z Windungen 
dicht bewickelten Ringspule (Querschnitt I, Lange der Leitlinie l, Volumen II) ist 

Hl nach 28. Gl. (5): J = -, ferner nach Definition cP = z I B, daher z 
<P B 

Wm=fJdcP=llfH·dB. (5) 
o 0 

1m Falle konstanter Permeabilitat andert sich B, und daher rp, proportional 
mit J, deshalb wird aus Gl. (4): 

1 
Wm =2 Jrp, wenn fl =constH · (4a) 

Wir dehnen die Vberlegung auf ein gegebenes starres System von n linearen 
Stromkreisen mit teilweise gemeinsamem magnetischen Feld aus. Fur jeden einzelnen 
(den i-ten) Stromkreis ist ~ dt = U; J i dt und Pi dt = Ji Ri dt, daher entsprechend 
Gl. (2): 

Nidt- Pidt = .f;dcPi , 
wobei drpi die Anderung des gesamten, von der Leitlinie des Stromkreises um
faBten magnetischen Flusses ist. Daher ist die gesamte Energiebilanz 

n n 
.I (~dt- Pi dt) =.I Ji drpi' (6) 

1 1 

1 Benennung W = JUT, Einheit 1 Joule in bezug auf das P. M. S. 

6* 
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Unter AusschluB mechanischer Arbeit ist somit die magnetische Energie des 
gesamten Systems 

4)1 4)r tJ)n 

Wm=j~d(/Jl +jJ2d(/J2+ ... +jJnd(/Jn. (7) 
o 0 0 

Bei I-' = C0rt8tH sind die Verhaltnisse linear, daher steht statt Gl. (7) 
n 

Wm = ! .2.1i (/Ji· (8) 
i=l 

b) M agneti8che Feldenergie. 
Fiir den vorausgesetzten Zustand der Ruhe sind die differentiellen Feldgesetze 

des quasistationaren Zustandes aus 32. Gl. (1), (3): 

@=rot,p. (9) &\8 at =-rot (\;. (10) 

Wir vervielfachen Gl. (9) mit (\;. d-r und Gl. (10) ,p . d-r, addieren und benlitzen 
die Rechenregel ~ rot Ill-Ill rot ~ = div [Ill ~]; bei der Integration liber den Raum -r 
wenden wir den Satz von GauB an und erhaIten 

I{ (\; @ +,p ~~ }d-r = 1 div [,p (\;]d-r = f [,p (\;] df· (ll) 
T T 

Bei der Integration liber den unendlichen, felderfiiIlten Raum verschwindet das 
Flachenintegral liber die unendlich ferne Hlille, sofern aIle Strombahnen im Endlichen 
geschlossen sind, weil der Integrand gegen Null geht. Der erste Posten des Raum
integrales der linken Seite ist aber" bekannt als die gesamte, chemisch und thermisch 
umgesetzte Leistung P [26. Gl. (3)], daher ist die Energiebilanz fUr das vollstandige 
Feld 

Pdt +1,p ·d58 ·d-r =0. (12) 

Mechanische Arbeit ist ausgeschlossen; das elektrische Feld im Nichtleiter 
beteiligt sich nicht an quasistationaren Energieanderungen (32.), daher kann das 
zweite Glied lediglich Anderung der magnetischen Energie sein: 

dWm =1,p· d58· d-r, (13) 

sodaB die magnetische Energie zu setzen ist 

Wm =1 wm . d-r mit der Energiedich te U'_ = I ~ ·llf6 = I ~. df6', (14)1 

da m eine konstante GroBe ist. Die Integration hat bezliglich wm langs einer 
"Magnetisierungskurve" (24.) zu geschehen, untere und obere Grenze sind Null 
und Endfuduktion B. (Hier ist ersichtlich, daB bei ins Gewicht fallender Hysterese 
die magnetische Energie liberhaupt nicht angegeben werden kann.) [Beispiel fUr 
Gl. (14): Homogenes Feld der Ringspule Gl. (5).] Damit ist der allgemeine Aus
druck der magnetischen Feldenergie gefunden. Wir werden ihn noch mehrfach 
anwenden. Flir den Sonderfall I-' = constH hat man 

;:i M b!8 !82 ( m -c:.) (1';:) U'-=TOY =-2-= 2;:i (l=constH, "-J=('oy. u 

c) I nduktionskoe t1izienten. 
Unter der sehr einschneidenden Voraussetzung konstanter Permeabilitat ist 

die mit einem einzeInen, geschlossenen Stromkreis verkettete magnetische Feld
starke in jedem Punkt des Feldraumes nach dem Durchflutungsgesetz proportional 

" J UT QU Joule 
1 Benennung w = H . B = T . ----cz = l:3' Einheit 1 em3 im P. M. S. 
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dem (quasi-) stationaren Strom J; dies mag durch ~ = J . ~(l) ausgedriickt werden. 
Daher ist die Energiedichte nach Gl. (15) proportional J2, und daher ebenso die 
gesamte magnetische Energie, die wir schreiben 

~ J J2 J J2 Wm = ~ ~2d7: = 2· ji ~Clld7: = 2 L . (16) 

Das Integral L, als die Energie fUr die Stromstarke Eins, ist eine dem gegebenen 
Felde, also der Gestalt des Stromkreises eindeutig eigenttimliche, von J unabhangige, 
konstante GroBe, die Selbstinduktivitat (Koeffizient der Selbstinduktion 
oder Eigenindllktivitat) genannt wird. Die Definitionsgleichung fUr List daher 

W...,= ! LJ2; L = 2;m (fl =constH ). (17)1 

L wird durch die gesamte magnetische Energie definiert. Diese kann man zerlegen 
in die magnetische Energie im Innern durchstromter Leiter Wi und die Energie 
Wa des auBeren Feldes: Wm = Wa + Wi. In entsprechender Zerlegung unter
scheidet man zweckmaBig "auBere" Selbstinduktivitat La und "innere" Selbst
induktivitat L;: 

L 2Wa 
a=J2' 

L. = 2Wi 
• J2 (18) 

Wir betrachten zunachst die auBere Feldenergie mit Hilfe von Gl. (16): Wa = 

-} J ~ 18 d7:. Dazu zerlegen wir den AuBenfeldraum 7:a in Robren, deren jede einen 
Tn 

konstanten magnetischen FluB 15 If> = 18 15 f = const fiihrt. Wegen der Quellenfreiheit 
der magnetischen Induktion umschlingen diese Rohren den stromdurchflossenen 
Leiter und kehren in sich zuriick. Mit dem Volumenelement 157: = bf· dt: (dt: par
allel 18) ist der Energieinhalt einer geschlossenen Rohre 

bWa= ~ I8df·f~dt:= ~ blf>·J, 

und durch Summierung tiber den ganzen AuBenfeldraum ergibt sich 
1 

Wa =2:lf>J. (19) 

Der Vergleich mit Gl. (18) zeigt 

If> =LaJ (20) 

als eine 13eziehung zwischen auGerer Selbstinduktivitat und mit dem Strom im 
AuGenfeldraum verketteteIi FluB. Daraus folgt: nur ·fiir geschlossene Strombahnen 
ist die auBere Selbstinduktivitat eine definierte GroBe. Fiir jedes Langenelement 
eines einzelnen stromdurchflossenen Drahtes ist sie unendlich groG (die Energie 
eines Wirbelfadens ist divergent; bei unendlich weit entfernter "Riickleitung" des 
Stromes ist die magnetische Energie des Stromkreises unendlich groG). 

Wir betrachten die innere Selbstinduktivitat. Fiir das stromfiihrende Leiter
innere laGt sich eine Gl. (19) und (20) analoge Betrachtung nicht durchfiihren, 
weil man sich hier innerhalb des Wirbelgebietes des magnetischen Feldes befindet; 
man bleibt hier auf Gl. (18) angewiesen. - Man konnte daran denken, Gl. (20) 
als Definitionsgleichung fiir die gesamte Selbstinduktivitat eines "linearen Leiter
kreises" aufzufassen, indem mit verschwindendem Leiterquerschnitt bei endlichem 
Strom die innere magnetische Energie unbegrenzt abnehmen wiirde. Jedoch ist 
dann auch stets die gesamte magnetische Energie mit der unbegrenzt wachsenden 
Feldstarke am Leiterumfang divergent, die Abstraktion des unendlich diinnen 
Leiters daher fiir die Berechnung von Selbstinduktionskoeffizienten nicht geeignet. 

1 In bezug auf das P.M.S.: 
U J T UT Volt sec 

Benennung L = 1 2- = ~J~' Einheit 1 - Amp """ 1 Ohm spc """ 1 Henry. 
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Unter welchen Umstanden La an die Stelle der Gesamtinduktivitat L treten kann, 
muB demnach aus der einzelnen Aufgabe und den gegebenen Genauigkeitsanspriichen 
hervorgehen. Bei weiten Schleifen aus dUnnen Metalldrahten wird der durch Ver
nachlassigung von L; begangene Fehler gering sein, aber nicht mehr bei Spulen 
mit groBem Wicklungsquerschnitt. 

Bei mehreren geschlossenen Stromkreisen entsteht in jedem Raumpunkt 
bei fl = constH das gesamte magnetische Feld durch einfache Vberlagerung der von 
den einzelnen Stromkreisen verursachten Einzelfelder. Z. B. hat man bei zwei 
Kreisen Sj = SjI + Sj2' 

Wm = ~ f (SjI + Sj2)2 dr: = ~ f (Sji + Sj~ +2 SjI Sj2) dr:, (21) 

und nach den obigen Vberlegungen ist HI proportional J I, H2 proportional J 2. 
Daher muB die gesamte magnetische Energie zweier Kreise die Summe der Eigen
energien urn einen dem Produkt J I J 2 proportionalen Betrag iibersteigen, es muB 
Wm von der Form sein 

Wm = ! LIJi + ! L2J~ + M J I J 2 (fl =constH )· (22) 

M heiBt Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegen- oder 
Fremdinduktivitat. Indem man diese Vberlegung auf n geschlossene Strom
kreise ausdehnt, findet man die mit ihnen verkniipfte magnetische Energie zu 

n n 

Wm = -!-~ ~ LikJ;Jk 
(23) 

i=Ik=I 

Lu Koeffizient der Selbstinduktion des Kreises i, Lik =Lki Koeffizient der 
gegenseitigen Induktion zwischen den Kreisen i und k 1. 

Wir heben nochmals die Voraussetzungen dieses Abschnittes hervor: keine Be
wegung und quasistationarer Zustand, dazu in c): konstante Permeabilitat. 

J-
Beispiele. 
Die Energie im Feldraum der Ringspule 28. Gl. (5) 

ist bei fl = constH nach Gl. (16): Wm = ! Z2 J2 ii/ ' daher 

ihre auBere Selbstinduktivitat 

L =z2ii! 
a l . (24) 

-J ~t Induktivitat eines Abschnittes der Lange 1 einer 
Abb. 33. 1. Zur Berechnung der langen Doppelleitung aus parallelen Runddrahten, 
Selbstinduktionskoeffizienten der Abstand der Achsen a, Durchmesser jedes Drahtes 2b; 

Paralleldrahtleitnng. 
a>2b, Abb.l. Wirzerlegen in auBere und innereEnergie: 

lfi= ~ fHidr:, dr: =2nr·dr·l, H;= 2~rb2 [28. (Gl. 8)] 

L .=]ii l 
• 8:n;' 

(25) 

Die innere Energie und Selbstinduktivitat sind yom Drahtquerschnitt unabhangig, 
daher eine Konstante fUr aIle denkbaren Kreisdrahte. Li ist doppelt zu nehmen 
(fUr beide Drahte). a-b 

Wa=! (/>aJ=J'!ial! Ha dr, 

b 

W _Ea J2l l a-b. 
a- 2:n; n b ' 

J 
H =--·2 a 2:n;r [28. Gl. (2)] 

(26) 

1 Einen Beweis fiir Lik= Lki siehe 34. Gl. (16). - Fiir n= 2 zieht man die vereinfachte 
Schreibweise der Koeffizienten Ll ==L11 , L2 ==L22 , M == L12 = L21 vor. - Benennung und 
Einheit der Induktionskoeffizienten siehe Anmerkung zu Gl. (17). 
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Daher ist die gesamte Selbstinduktion der Lange l 

L=L,,+Li = :o~ {,ui+ 4,u"ln a b b}. 

87 

(27) 

Bei Eisendrahten ,ui:>,u" kann Li ins Gewicht fallen oder iiberwiegen. In welcher 
Weise bei b ->- 00 die Berechnung von Wm und L vereitelt wird, zeigt Gl. (26), (27). 
Auf die Berechnung von Fremdinduktivitaten kommen wir zuriick. 

34. Anwendungen des vektoriellen Potentials. 

Fiir die grundsatzliche WirbeHreiheit eines Feldes im Gleichgewichtszustand, 
z. B. des elektrostatischen, war Gewahr geleistet, wenn man die Feldstarke abgeleitet 
hatte als Ii = - grad qJ, denn es ist mathematisch notwendig rot grad qJ = O. FUr 
das skalare Potential qJ ergab sich aus 'YJ = div ~ die Poissonsche Differential. 

gleichung L1 qJ = _.!L, falls e = constE , und qJ war aus der Quellenverteilung'YJ all. 
EO 

gemein bestimmt (17.). - Entsprechend: Die grundsatzliche Quellenfreiheit der 
magnetischen Induktion ~ ist verbiirgt, wenn wir ~ aus einem Hilisvektor ~ abo 
leiten durch 

~ = rot ~, (1) 

denn es ist mathematisch notwendig div rot ~ = 0; Gl. (1) ist ein allgemeines Integral 
der Differentialgleichung div ~ = 0, allerdings kein eindeutiges, denn diese wird auch 
befriedigt durch ~'= ~ + grad X, wobei X ganz beliebig sein kann. Durch die 
zweckmaBige Festsetzung, daB ~ quellenfrei sein solI: 

div ~ =0, (2) 

wird das "vektorielle Potential" ~ eindeutig. (Dadurch ist X aus der Gleichung 
L1 X = 0 und den Randbedingungen der Aufgabe eindeutig bestimmt.) Um zu einer 
Differentialgleichung fiir ~ zu kommen, setzen wir (quasi-) stationare Zustande 
voraus, fiir diese gilt 

rotf) = ®, div@ =0. (3) 

Bei Abwesenheit von Dauermagneten ist ~ = Ii f), daher 

@ = rot f) = rot ( ~ rot~)_ (4) 

Es ist aber rot ( ~ rot~) = --!-. rot rot ~ + rot ~. grad ~. Eine hinreichend ein. 
~ ~ p 

fache Differentialgleichung wird nur unter der sehr einschrankenden Bedingung 

grad ~ = 0 oder' grad,u = 0 (5) 
~ 

erhalten, also unter der Voraussetzung, daB die Permeabilitat yom Ort und daher 
auch von der Feldstarke nicht abhangig ist: 

1 ,u = const(:r:, 'Y. z, H) • 

Dann erhalt man @ = -=- rot rot ~ und daraus mit Gl. (2) 
~ 

(5a) 

(6) 
In Komponenten geschrieben ist dies die Poissonsche Potentialgleichung fiir 

jede der Komponenten, deren allgemeines Integral yom skalaren Potential. her 
bekannt ist, daher ist auch notwendig der allgemeine Ausdruck fiir das vektorielle 
Potential dem skalaren Potential analog: 

~ = ji J Ql dT • (7) 1 
4n r 

. Wenn ~ aus raumlicher Stromung @ zu bestimmen ist, so enthalt Gl. (7) die 
Vorschrift: Es soll im Aufpunkt ein Vektor eingezeichnet werden, der nach GroBe 

1 In bezug auf das P. M. S.: Benennung A = ULT , Einheit 1 Volt :::. • 
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und Richtung ein gegebenes, von @ durchstromtes Volumenelement dT, geteilt 
durch den Abstand r dieses Elementes yom Aufpunkt, darstellt; ist dies fur aIle 
durchstromten Elemente durchgefiibrt, so ist die Summe der so gefundenen Vektoren 
proportional dem vektoriellen Potential. Seine kennzeichnenden Eigenschaften sind: 
~ untersteht der Differentialgleichung Gl. (6), ist divergenzfrei [Gl. (2)], und ver
schwindet mit unbegrenzt zunehmender Entfernung des Aufpunktes. - Bei flachen
hafter Stromung 9 gilt entsprechend Gl. (7): 

~ = ji f 9 df . (8) 
4n r 

Eine lineare Strombahn, als Stromfaden betrachtet, hat bei endlicher Strom
starke J einen sehr kleinen Querschnitt q, ihre Kurve sei s. Dann ist J = G q und 
dT=q.ds, also ist das "Stromelement" der vektoriellen Lange as 

Jds=@dT. (9) 
Dann ergibt Gl. (7) fur die geschlossene, lineare Strombahn 

~= jiJ J.~. 
4n j r 

(10) 

Aus ~ bringt Gl. (1), (5) das magnetische Feld nach bekannten Reehenregeln 
der Vektorenrechnung 

o t t = ._-
r (11) 

allgemein fur raumliche Stromung @, und fur eine geschlossene lineare Strombahn 

"-=JJ. [ds·tO] (12) 
'l:' j 4nr2 , 

unter J d s das Stromelement, unter t = to r den Vektor verstanden, der dessen 
Abstand yom Aufpunkt darstellt. Nach Gl. (12) seheint die Feldstarke bestimmt 
zu werden aus einer Summe von Beitragen d~ einzelner "Stromelemente" gemaB 

d"- - J [ds·rD] (13) 
'v - 4nr2 , 

wobei in bekannter Weise der Betrag dH = 4J · d~ sin (d s, r) und die Riehtung reehts-
nr 

wendig senkrecht auf der dureh as und t gelegten Ebene ist: Diese Aussage wird 
als "Biot-Savartsche Regel" bezeichnet; es handelt sich um eine Regel, nieht 
um ein Gesetz, denn die Annahme einzelner "Stromelemente" von selbstandigem 
Dasein widerspricht aufs seharfste der gemachten Voraussetzung stationaren Zu
standes: stationare Strome existieren naeh Definition nur in geschlossenen Bahnen. 
DemgemaB kann aueh immer nur das gesamte Feld Gl. (12) festgestellt werden, 
und die Aufteilung nach Gl. (13) ist zwar einleuehtend, aber willkiirlieh. Aber wenn 
aueh Gl. (12) diesen grundsatzlichen Mangel vermeidet, so haftet ihr doeh ein 
empfindlicher praktischer Mangel an, den wir erkennen, wenn wir sie dem Dureh
flutungsgesetz 28. Gl. (3) gegenuberstellen, dessen Rolle sie in den Fernwirkungs
theorien gespielt hatte: dieses letzte gilt unabhangig von allen Stoffwerten, daher 
auch fiir Eisenkorper, hierauf griindet sieh sogar gerade die Abschatzung des ma
gnetisehen Kreises [28. Gl. (12) bis (15)]. Die Biot-Savartsehe Regel dagegen 
verbietet grundsatzlieh magnetisehe Korper im Feldraum gemaB Gl. (5), (5a)1; 
das magnetische Feld ohne Eisen hat aber praktisch nur eine kleine Bedeutung. 

Es sei nocbmals auf den Anwendungsbereieh des vektoriellen Potentiales hin
gewiesen: konstante Permeabilitat, stationare (quasistationare) Zustande sind voraus
gesetzt. Die Ausbreitung des Feldes kommt hier nicht zum Ausdruek, die gewonnenen 
Formeln entsprechen der Fernwirkungs-, nicht derNahewirkungstheorie. Typisch 
dafiir ist die Anschauung der Stromelemente: das magnetisehe Feld bei beliebigem 

1 Ihre nachtragliche Beriicksichtigung mit Hille des durch "influenzierte magnetische 
Ladungen" erzeugten "Zusatzfeldes" ist grundsatzlich moglich, macht aber die Rechnung in 
vielen Fallen undurchfiihrbar verwickelt. 
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Aufpunktsabstand ist abhangig von der gleichzeitigen GroBe der Stromelemente. 
Diese Fernwirkungsauffassung wird sich auch bei jeder weiteren Anwendung des 
vektoriellen Potentiales bemerkbar machen. 

Beispiele fUr Gl. (lO) bis (13): 
1. Feld eines Kreisstromes vom Radius a in seiner Achse (Abb. 1). 

In P ist dH = 4J d~ sin (ds, r), dabei r2 = a2 + Z2, sin (ds, r) = !!:.- = const. Bei der Inte-
nr r 

gration entlang dem Kreise nach Gl. (12) bleiben nur die axialen Kom
ponenten in P iibrig, die nach auJ3en gerichteten heben sich auf, somit 
wird 1. ads a2 

H=Jr 4nr3 =J 2 r3' 

z. B. im Mittelpunkt des Kreises (z = 0): H = ;a (Tangentenbussole). 

r 
p 

z 

2. Vektorielles Potential eines langen, diinnen, geraden Runddrahtes. Abb. 34. 1. Magnetiscbes 
Er liege in der z-Achse eines rechtswendigen rechtwinkeligen Koordi- Feld eines Kreisstromes. 
natensystemes (Einheitsvektoren i, j, f). Nach 28. Gl. (2) ist 

B= 2jiJ ,\8= iBx + jBy; mit r2= x 2 + y2 ist Bx= - P,2- J . -{-, B y = P,2- J .+. 
nr n r n r 

Das Vektorpotential in der Entfernung r ist 2{ = fA = - t ~ ~ In r, denn es ist (rot 2{)x = 

8A 8A. 8A ay = B x, (rot 2{)y= - ax = By, und dw 2{ = Tz = o. 
3. Das Vektorpotential zweier langer, diinner, paralleler gerader Drahte, die von entgegen

gesetzt gerichteten gleich groJ3en Stromen J durchflossen sind, ergibt sich durch lineare Uber
lagerung der Einzelpotentiale. Bezeichnen r l und r 2 die Entfernungen des Aufpunktes von 
jedem der beiden Drahte, und liegt das Koordinatensystem entsprechend, so ist somit einfach 

2{= -t jiJ In.!i.. 
2n r 2 

Der magnetische FluB durch aIle nur denkbaren Flachen, die eine geschlossene 
Kurve S zum Rande haben, ist derselbe; mit Hilfe des Vektorpotentiales wird er 
unabhangig von der Flache ausgedriickt durch Gl. (1) und den Satz von Stokes: 

(/) = J58df = Jrotl21.df =pl21ds. (14) 
! ! 

Er ist ausschlieBlich abhangig vom Werte des Vektorpotentiales am Ort jedes 
Elementes der geschlossenen Randkurve; 121 selbst ist aus Gl. (7) bis (lO) bestimmt. 
Daher wird z. B. der magnetische FluB, den eine lineare, ge
schlossene Stromschleife (J; Si) durch eine geschlossene Kurve Sk 
hindurchschickt, und der wegen Gl. (5) proportional zu Jist, 
mit Gl. (lO) un,d. (14) durch ein Doppelintegral errechnet zu 

(/) .. = J . L. = J. ji 1, 1, dSi dSk • (15) 
~k ~k 4n j j rik 

Si s" 
r ik ist der Abstand der beiden Linienelemente dSi und dsk , die 
einen Winkel {} einschlieBen, daher d Si d sk = dSi dSk cos {}. Wird 
nicht Si' sondern Sk als vom Strom J durchflossener linearer 
Leiter (Stromfaden) angesehen, so ist das Ergebnis das gleiche, 
es ist also Lik = Lk i' (16) Abb. 34. 2. Gegenseitige 

Induktivitat zweier 
und dies gilt nicht etwa nur fUr beliebige, geschlossene "lineare konaxialer Kreisdrabte. 

Leiter", sondern allgemein, wie man erkennt, indem man aus-
gedehnte Stromungen in einzelne "Stromfaden" zerlegt. Das Doppelintegral in 
Gl. (15) ist die zur Berechnung der Koeffizienten Lik fiir lineare Stromkreise bei 
konstanter Permeabilitat haufig angewendete "N eumannsche Formel". 

Beispiel: Zwei parallele, konaxiale Kreise aus diinnem Draht. Abstand z, Durchmesser a 
und A (Abb.2). Es ist dS l dS2 = dS l dS2 cos D, ferner r2 = Z2 + A2 + a2 - 2 Aa cos D, daher 

2",2", 2", 

L 12 = ji fJad'P.AdD.COSD = ji AaJ cosD·dD 
4n. r 2 Vz2+A2+a2-2AacosD 
000 
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Das Ergebnis der elementar nicht durchzufiihrenden Integration lautet 

L12 = fi 11 ~ a {(2 - k2 ) K - 2 E), 

II, 34. 

dabei sind K und E die vollstandigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung· vom 

Modul k, dessen Quadrat k2 = (A 4~: 2 ist. +a +z 
Fur das Induktionsgesetz 30. Gl. (7) ergibt Gl. (14) 

~d5 =--=-- 2(d5 P dtlJ d P 
dt dt • (17) 

Die elektrische Umlaufspannung langs 5 errechnet sich durch die zeitliche Ande
rung des Umlaufintegrales von 2(; bei Bewegung von 5 mit der Geschwindigkeit tl 
hat man mit 31. Gl. (6a) 

p ~d5= - P aa~ d5 - P PStl] ds. (I7a) 

Es sel ill diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, daB der Betrag A des 
Vektorpotentiales in jedem Feldpunkt nicht etwa dem dort herrschenden Induktions
betrag B proportional ist; nach Ausweis von Gl. (1) ist dort, wo B am groBten ist, 
nicht A, sondern seine nach Gl. (1) auszurechnende ortliche Anderung am groBten. 

Die zweite Hauptgleichung bei Ruhe rot ~ =- aa~ wird durch das vektorielle 

Potential auf die Form rot ( ~ + aa~ ) = 0 gebracht; die geforderte Wirbelfreiheit 

laBt den Summenvektor als ein Potentiaigefalle auffassen, daher kann man schreiben 

am: 
~ = - at -grad cp, (18) 

und bei einer durch tl beschriebenen Bewegung gemaB 31. Gl. (5): 

am: 
~ = -Tt-gradrp- [58 tl). (I8a) 

Diese Gleichung wurde fur den Fall stationaren magnetischen Feldes (:t = 0 ) 

in 31. Gl. (7) erlautert. - Gl. (18) laBt sich mit einiger Willkur l folgendermaBen 
auslegen: Das elektrische Feld besteht aus einem "dynamischen" und einem "stati-

schen" Anteil. Der erste Teil - ~~ ist quellenfrei [Gl. (2); geschlossene Feldlinien] 

und die Schwankungen des magnetischen Feldes sind als seine Wirbel seine Ursache; 
der zweite Teil -grad rp ist wirbelfrei, und die elektrischen Ladungen sind als seine 
Quellen seine Ursache. 

Zur Berechnung der magnetischen Energie aus dem Vektorpotential bei kon
stantem ft schreiben wir die Energiedichte [33. Gl. (15)] mit Gl. (1) 

1 1 
wm = 2~ 58 =2~rot~. 

Es ist aber eine Formel der Vektorenrechnung div [2( ~] = ~ rot 2( - 2( rot.~; 
im quasistationaren Zustand ist rot ~ = @, sodaB die Integration uber den unend
lichen feiderfullten Raum ergibt 

Wm = ! J ~ 58dr = ! J2(@di+ ! Jdiv [2(~]dr. 
CD 

Das zweite Integral formen wir mit dem Satz von Ga u B in § [2( ~] d f urn. 
Verlaufen aIle Strome im Endlichen, so verschwindet das Flachenintegral uber die 

1 Die Willkiir liegt darin, daB die rechnerischen HilfsgroBen m: und rp in hier nicht weiter 
zu verfolgender Weise nii.herer Bestimmung bediirfen. Gegeniiber den dem Fernwirkungs
standpunkt entsprechenden Gl. (18), (18a) enthalt das Induktionsgesetz (30., 31.) als Aussage 
der Nahewirkungsvorstellung die elektrische Feldstarke selbst als einheitliches Ganzes. 
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unendlich ferne, geschlossene Hiille, weil der Integrand mit wachsendem Aufpunkts
abstand gegen Null geht, und es bleibt 

Wm = ! f Sj 58 d-r = ! f w. @} d-r . (19) 
ex> ex> 

Nur durchstromte Raumteile (@ =1= 0) liefem zu diesem Integral Beitrage, die 
Integration betrifft also nicht mehr, wie im Feldausdruck der linken Seite, den 
unendlichen felderfiillten Raum. Gl. (19) ist typisch fUr die Femwirkungsvorstellung, 
denn sie macht fiir die magnetische Energie nicht das Feld selbst, sondem die 
elektrische Stromung und das vektorielle Potential verantwortlich [im wirbelfreien 
Feld driickt die entsprechende Formel Gl. (3), (4) in 18. die Feldenergie durch 
Ladungen und skalares Potential aus]. 

Indem man das Vektorpotential nach Gl. (7) in Gl. (19) einsetzt, erhalt man das 
Doppelintegral 

w. = ii ff<M dT· <M' dT' 
m 831: r (20) 

Dabei ist r der Abstand zwischen den beiden durchstromten Raumelementen 
@ d-r und @' d-r'. Fiir einen einzelnen geschlossenen Stromkreis ist aber [33. Gl. (17)] 

Wm = ! LJ2, daher Gl. (20) der allgemeine Ausdruck zur Berechnung von Selbst

induktionskoeffizienten. Bei flachenhafter Stromung an Stelle raumlicher Stromung 
tritt 9 dt an die Stelle von @ d-r, also hat man 

W. = Lffgd/.g'd/, (20a) 
m 831: r' 

und schlieBlich fiir lineareLeiter (Stromfaden) mit Gl. (9): 
W. .-:. iiJ. J. J d~ . J' d~' 

m 831: jj r (20b) 

Mit Hilfe von Gl. (20a) kann man z. B. die Sell>stinduktion einer Zylinderspule 
errechnen, indem man sie ersetzt durch einen Kreiszylinder, auf dessen Mantelflache 
zirkulare Flachenstromung kreist. So ist Emde l vorgegangen. Gl. (20b) ist ebenso, 
wie Gl. (10) und (12) nicht fiir unendlich diinne Drahte zu verstehen, sondern fiir 
"Stromfaden" von sehr kleinem Querschnitt, in die jede raumliche Stromung 
zerteilt gedacht werden kann. So laBt sich z. B. mit Hilfe von Gl. (19) der Beitrag 
(J Wm angeben, den jeder geschlossene Stromfaden vom Querschnitt q und der 
Lange s zur magnetischen Energie beisteuert: 

1 J... 1 
(JWm =2Gqj W.ds =2JfP, (21) 

wobei J = Gq die "Stromstarke des Stromfadens" ist, und fP der magnetische FluB, 
der durch eine von der geschlossenen Leitkurve s berandete, im iibrigen beliebige 
Flache hindurchtritt. Die Summation dieser Beitrage iiber aIle Stromfaden aller 
Stromkreise ergibt fiir die gesamte magnetische Energie 

Wm = !~ JifPi' (22) 

wie in anderem Zusammenhang in 33. Gl. (8) gefunden wurde. 
Wahrend fiir die Berechnung von Selbstinduktionskoeffizienten 2 die magnetische 

Energie zugrunde zu legen war, weil mit unbegrenzt abnehmender Dicke der durch
stromten Leiter das magnetische Feld an ihrem Umfang unbegrenzt groB wird, wurde 
fiir die Berechnung von Gegeninduktivitaten der magnetische FluB durch eine 
geometrische geschlossene Kurve, die Leitlinie eines linearen Leiters ist, benutzt. 
Tritt an ihre StEllle ein korperlicher Leitungsdraht, so entsteht eine gewisse Un-

1 Jahnke-Emde: Funktionent&feln (1933) S.152. 
2 Formeln zur Berechnung von Selbst· und Gegeninduktivitii.ten z; B. in E. B. Rosa u. F. W. 

Grover: Bull. Bur. Stand. Bd.8 (1912) Heft 1. 
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sicherheit hinsichtlich der GroBe der berandeten Flache. Sie falit jedoch, wenn die 
Leiterkreise nicht sehr nahe beieinander liegen, nicht sehr stark ins Gewicht, denn 
die von einem Stromkreis hervorgebrachte magnetische Induktion wird an den 
betrachteten Leitungsdrahtstiicken des anderen Kreises im allgemeinen keine 
besonders groBen Werle aufweisen. Wollte man andererseits auf entsprechendem 
Wege die Selbstinduktivitat berechnen, so wiirde die in Kauf zu nehmende Un
sicherheit viel groBer sein, da es sich hierbei urn die unmittelbare Nachbarschaft 
des durchstromten Drahtes handelt, in der die magnetische Induktion erhebliche 
Werle aufweist. 

35. Mehrere Stromkreise. Magnetische Streuung. 
Die magnetische Energie eines Systems von n ruhenden starren linearen Strom

kreisen bei konstanter Permeabilitat hatten wir sowohl mit Rilfe der umfa13ten 
magnetischen Fliisse [33. Gl. (8)] ausgedriickt, als auch mit Hilfe der Induktions
koeffizienten [33. Gl. (23)], die Vbereinstimmung dieser Ausdriicke 

n n n 

Wm = !27 J.(/J. = !2727 LikJJk (1) 

.=1 i=lk=1 
erreicht man, indem man fiir jeden (den i-ten) FluB setzt 

n 

(/Ji = 27 Lik Jk (2) 

k=1 
und au13erdem Gl. (16) in 34.: Lik = Lki beriicksichtigt. Damit sind die mit den 
linearen Kreisen verketteten magnetischen Fliisse durch die Induktionskoeffizienten 
als Summe von Einzelfliissen ausgedriickt. Den Summanden Lii Ji bezeichnet man 
als "Eigenflu13 " , er ist der mit dem linearen Kreis i verkettete FluB fiir den Fall, 
daB alie anderen Strome Null sind, die iibrigen Summanden sind die "Fremdfliisse", 
die, von den anderen Stromen herriihrend, mit dem Kreis i verkettet sind. Fiir 
zwei lineare Kreise ist somit 

Wm = ! (.11 (/Jl + .12 (/J2) = ! L 1Ji + ! L2 J~ + M .11 .12 , (3) 

(/Jl = Ll .11 + M .12, l (4) 
(/J2 =L2J2 +M~, r 

wobei in iiblicher Weise Ll=Lw L2 L 22, M ~L12 =L21 geschrieben ist. Die 
Auft6ilung der Fliisse ist hier einfach 

(/J~ll = Ll ~ , (/Ji21 = M .12 , } 

(/Jk2) = L2 .12, (/Jk1) = M .11 , 
(4a) 

(/Jill, (/Jk2 ) Eigenfliisse, (/Ji2\ (/JklJ Fremdfliisse. 

Der Koeffizient M der gegenseitigen Induktion ist eine Funktion der gegen
seitigen Lage der beiden Stromkreise. Wir fragen nach seinen Grenzwerten. Raben 
die beiden Stromkreise kein gemeinsames magnetisches Feld, so ist M = O. Der 
andere Grenzwert ergibt sich, wenn man bedenkt, daB die magnetische Energie 
nur als positive Gro13e sinnvoll ist: Wm :::;: 0, selbst wenn der Beitrag M .11 .12 [Gl. (3)] 
durch das Vorzeichen eines Stromes negativ ausfallt. Wir untersuchen daher ll';", 
wenn bei .11 = const fiir .12 alie moglichen Werte durchlaufen werden. Der Kleinst-

wert ergibt sich aus 0 = °o~m = M ~ + L2 .12 fiir den Stromwert .12 = ~ ~l~, dabei 
2 2 

hat Wm die GroBe 
TIT _ I .12 (L M2 )' > 0 
rrm - -2 1 I~L-; = , (5) 

woraus foIgt 
(6) 
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Fiir den oberen Grenzwert der Gegeninduktivitat M sagt man, es sei keine 
Streuung, und fiir den KIeinstwert, es sei keine Kopplung vorhanden, und 
definiert daher gemaB Gl. (6) den totalen Streufaktor 

_ L1 L S-M2 . 
a- LL ' 

1 2 
(7) 

als die relative Abweichung der Gegeninduktion von ihrem oberen Grenzwert, und 
den Kopplungsfaktor k durch 

M2 
k 2 =1-a=L1L 2 ; l>k~O (8) 

als das Verhaltnis von M zu seinem oberen Grenzwert. Manchmal ist es nutzlich, 
k2 als Produkt aufzufassen: 

M M 
k1=y, k2 =-L 

1 B 
(8a) 

Mit a und k kommt man fur die meisten Rechnungen aus. Dies zeigen die folgenden 
Beispiele. 

1. Magnetische Energie und Streuung. Zwei lineare Stromkreise seien durch L 1, L 2, M 
und die Stromstarken J1, J a gegeben. Dann bestehen die in G1. (3), (4), (4a) beschriebenen Ver· 
hiUtnisse. Darauf werde J 2 = 0 gemacht. Derselbe magnetische FluB «1>1' wie vorher, hnn durch 
einen entsprechend veranderten Strom Jt erhalten werden: damit L1 Jf = «1>1 = L1 J1 + M J a 

ist, muB sein Jt = J;. + J a :-' unter J1 und J a die Stromstarken der vorangegangenen 
1 

Verhaltnisse verstanden. Wegen des ganzlich anderen magnetischen Feldes stimmt die jetzt 

gespeicherte Energie wt = ~ L1Jt g nicht mit der Energie Wm des ersten Falles GI. (3) fiber· 

ein, der Unterschied beider Energien ist 

* 1 g( MI) 1 2 Wm - Wm = "2 L g J 2 1- L1 L a = a·"2L2J. >0. (9) 

Wenn aber Wm > W;; bei gleichem «1>1 ist, so hnn die ausschlieBlich von Ja abhangige 
Differenz einem FluBanteil des Stromes J 1 zugeschrieben werden, der nicht durch die Flache 
des Kreises 1 hindurchtritt. Entsprechendes gilt bei Vertauschung der Kreise 1 und 2. 

2. Kreis aus Lund R bei Gleichstrom. In einem durch L und R gekennzeichneten Strom· 

kreis (Spule) flieBe infolge einer konstanten eingepragten Spannung Us ein Gleichstrom Jo = ~~; 
zur Zeit t = 0 werde US = 0 (Abb. 1). Dann ist die elektrische Umlaufspannung in jedem 
Augenblick 

d «1> d dJ 
J R= --= --(LJ)= -L-

dt dt. dt . 

Die LOsung der Differentialgleichung ist 
L Us -t-R-

J=][.e (10) 

ex> 

Die als Stromwarme verlorene Energie ist J J2 R dt = Jll ; = WOo 

o 
Der zeitliche Ablauf wird bestimmt durch die "magnetische Zeitkonstante", die ·in 

jedem MaBsystem in Zeiteinheiten gemessen wird, 

L 
TtnEi! 1t . (ll) 

Wird dem zuvor stromlosen Kreis zur Zeit t = 0 ein US eingepragt, so ist die Umlaufspannung 

J R - Us = - L ~; , und die vollstandige Liisung ist 

Us 
J= - (l_e- t/T , .. ) (12) 

R· 
(vgl. J 1 fur k = 0 in Abb. 3). 

3. Zwei gekoppelte Kreise bei Gleichstrom. Die beiden Kreise seien durch ihre Kon
stanten R1, L1, M, L1, RI gekennzeichnet. Fiir t < 0 sei J 1 = 0 und J 1 = 0, fUr t = 0 werde dem 
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Kreis 1 eine konstante Spannung U eingeprii.gt (Abb. 2). Dann ist die elektrische Umlauf
spannung in heiden Kreisen mit Gl. (4), (4a): 

J R - U = - df/ll = -L dJ1 -M dJz l 
I 1 dt 1 dt dt ' 

(13) 
J. R = _ df/lz = -L dJz -M dJl 

z z dt z dt dt . 

Abb. 31i. 1. Stromkrels mit Selbstinduktlon und 
Ohmschen Widerstand. 

Abb. 31i. 2. Zwei magnetisch gekoppelte Stromkreise. 

Eine willkiirliche Festsetzung des Vorzeichens von J a gegeniiber J 1 ist nicht notwendig. 
Geht man mit dem LOsungsansatz von der Form ept in das System linearer, simultaner Diffe
rentialgleichungen Gl. (13) hinein, so ergibt sich fiir peine quadratische Gleichung mit stets 
reellen Wurzeln. Wir beschranken uns auf den technisch gerechtfertigten Fall gleicher Zeit
konstanten heider Kreise: TI = Ta= T. Es ergibt sich mit Gl. (8) 

-1 -1 
PI=T(I+k)' PI=T(I-k); (14) 

da + 1 ~ k ~ 0, ist I PI I > I PI I· Die Strome ~erlaufen gemii.B 

J 1 = ~ {1- ~ (ep,t+eP,t)}, l 
(15) 

J2 = _~ , / LI . .!. (ep,t_ep,t), 
RIVLz 2 

Ja ist also ~ entgegengerichtet, steigt von Null zu einem Maximum an, das zur Zeit t = __ 1_ In PI 
. h . d d h . d N PI-PI Pa errelc t Wlr ,un ge t Wle er gegen ull. Fiir k -+ 0 (Kreis 2 fehlt oder ist unterbrochen) 

wird PI = P2 = - 1, J2 = 0; J1 verlauft daher nach Gl. (12). Fiir k -+ 1 dagegen wird PI = -2 1 , 
T T 

.. ~ - m. -:,~ X (l-! ,-,~). J.~ - X V~. ~ ,-,'. 
t --------------- Fiir die Zwischenwerte der Kopplung verlaufen J 1 

und Jz zwischen diesen Grenzkurven (Abb. 3). Man sieht: 
~ J 1 steigt bei k> 0 stets schneller an, als bei Fehlen des 

zweiten Kreises (k = 0). Der mit dem Kreis 1 verkettete 
FluB ist 
Ai ~L J +MJ - U {I l+k p,t l-k p,t} (16) "'I - 1 I 2 - T - -2- e - -2- e • 

. Da k :s 1 ist, iiberwiegt das zweite Glied der Kammer 
mit der gegeniiber T vergroBerten Zeitkonstanten T(I + k). 

t---"-'''''----===~===:t'--==- der magnetische FluB steigt also langsamer an, als bei 
fehlendem zweiten Kreis (k = 0), im Grenzfall k = 1 mit 
der Zeitkonstanten 2T. t 4. Eine Spule mit zwei gleichen, bifilaren Wick-

.f lungen hat nahezu LI = L2 = L, daher ist bei Hintereinander
.schaltung J1 = J2 = J die magnetische Energie 

Abb. 31i. 3. Verlauf der Strome bei 
Einpragen einer konstanten Spannung. Wm = J2 (L ± M) = J2 L;es , (3 a) 

je nachdem, ob die beiden Wicklungen gleich- oder gegensinnig vom Strome durchflossen werden. 
Fiir (] ~ 0 ist daher die resultierende Induktivitat im zweiten FaIle Lres ~ 0, im ersten Lres ~ 4 L. 

Von diesen bisher geschilderten Verhii.ltnissen unterscheiden sich die weit 
wichtigeren praktischen Verhiiltnisse dadurch, daB die Leiter ausgedehnte, 
korperliche Spulen (Wicklungen aus vielen Windungen) sind, und daB der 
magnetische Feldraum Eisenkorper enthiilt. Z. B. besteht der Transformator 
in seiner einfachsten Anordnung, auf Grund deren sich die folgenden Begriffe 
entwickelt haben, aus zwei Spulen mit gemeinsamem, nahezu eisengeschlossenem 
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magnetischem Kreis. Hierbei gibt es 1nduktionsrohren, die beide Wicklungen voll
kommen umschlieBen, dazu solche, die nur mit einem Teil beider Wicklungen ver
kettet sind, ferner FluBanteile, die ausschlieBlich entweder die eine oder die andere 
Wicklung jeweils entweder vollkommen oder auch nur Teile dieser umschlingen. 
Dazu ist die Permeabilitat eine Funktion der Feldstarke, also von den Stromstarken 
abhangig. Da es praktisch aussichtslos erscheint, diese Verhaltnisse iibersichtlich 
und allgemein beschreiben zu konnen, geht man an ihrer Stelle von folgendem 
1dealbild aus: 1st nur Kreis 1 stromdurchflossen, so sei der mit JI verkettete FluB 
(j>1; ein Teil davon: (j>18 umschlingt keine einzige Windung des Kreises 2. Diese Fliisse 
ersetzt man durch Rechenfliisse ("fiktive" Fliisse), die samtliche ZI Windungen 
des Kreises 1 umschlingen, mittels der Vorschrift (j>1 = ZI fPl; (j>lB = ZI fP18 • Dann 
kann man schreiben fPl = fPlh + fP18' 1st nur Kreis 2 stromdurchflossen, so gewinnen 

wir ebenso fP2 = fP2 = fP2h + fP28 • Ferner halten wir daran fest, daB die Einzel-
Z2 

wirkungen sich linear iiberlagern. Dann ist der FluB 

fPh=fPlh+fP2h (17) 
beiden Wicklungen gemeinsam. Er sei mit beiden Wick
lungen vollkommen verkettet. Wir haben damit das 
Schema Abb.4 gewonnen. Fiihren beide Spulen Strom, 
so setzt sich der FluB jedes der beiden Kreise zusammen 2 

aus "NutzfluB (gemeinsamem FluB, HauptfluB)" und 
"StreufluB" gemaB 

(j>1 = ZI fPh + (j>18 , } 

(j>2 = Z2 fPh + (j>28 • 
(18) 

Nutz- und StreufluB sind im allgemeinen FaIle Rechen
groBen, d. h., es handelt sich hier um eine Hilfsvorstellung, 

'--"-----t--\--\:-'-..... 

Abb. 30. 4. Schema der Rechen
fliisse "HauptfluB" und "Streu

fluB" bei zwei magnetisch 
gekoppelten Kreisen. 

die nicht in ihren Einzelheiten, sondern nur mit ihrem Endergebnis mit den tat
sachlich vorhandenen Verhaltnissen in Dbereinstimmung stehen soIL Beim Trans
formator mit geschlossenem Eisenkreis ist jedoch der NutzfluB praktisch identisch 
mit dem wirklichen FluB im Eisenkern. Da die Streufliisse sicher mindestens zu 
einem Teil auBerhalb des Eisens verlaufen, werden sie von der Schwankung der 
Eisenpermeabilitat wenig beeinfluBt und konnen daher den Stromen proportional 
gesetzt werden: 

(19) 

Al und A2 werden Streuinduktivitaten genannt, sie sind z. B. beim Transformator 
erfahrungsgemiiB von den Stromstarken praktisch unabhangig. Wegen der be
anspruchten linearen Dberlagerung aber konnen wir (j>1 und (j>2 auch mit Gl. (4), (4a) 
ausdriicken, die ganzlich unabhangig von jeder willkiirlichen Feldeinteilung allgemein 
gelten. Die fiktiven Fliisse miissen so groB sein, daB die wirklichen 1nduktions
wirkungen durch sie zahlenmiWig richtig beschrieben werden. (Wir haben also hier, 
streng genommen, den Giiltigkeitsbereich· der 1nduktionskoeffizienten L 1, L 2, M auf 
den Fall J-l + constH ausgedehnt.) Somit ergibt sich 

(j>1 = Ll J1 + M J2 = ZI fPh + Al J1 , } 
(20) 

(j>2 = L 2 J2 + M J1 = Z2fPh + A 2 J2 • 

Damit sind aber die Beziehungen der drei Unbekannten fPh' AI' A2 zu den wirk
lichen Fliissen (j>I und (j>2 noch nicht eindeutig. Als dritte Gleichung zieht man 
nach W. Rogowski den Satz hinzu, daB 

(21) 

in Worten: ist die gesamte Durchflutung e = ZI J1 + Z2 J2 = 0, was durch Gegen
schaltung experimentell verwirklicht werden kann (nahezu erreicht bei KurzschluB
schaltung), so sind die beiden Kreise nur mit ihren Streufliissen verkettet, ein 
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gemeinsamer FluB fehlt. Mit Gl. (21) ergibt sich aus Gl. (20) die GroBe der "Streu
induktivitaten" 

Al =L1-~-M, 
Z2 

(22) 

Somit sind die wirklichen Flusse ausdruckbar als 

$1 = L1 J1 + M J2 = ( L1- ~~- M ) ~ + M ( :~ J1 + J2) , 

$2 = L2 J2 + M J1 = (L2- :: M )J2 + M (J1 + :: J2) . 
(23) 

Daher ist der gemeinsame FluB 
M 

rph = -~ (Zl ~ + Z2 J2 ) • 
ZI Z2 

(24) 

Mit Gl. (23) sind die Gesamtflusse $1 und $2 in Streu- und Nutzflusse aufgeteilt; 
die Aufteilung ist im allgemeinen fiktiv, so z. B. bei Luftspulen, wo der Begriff 
eines gemeinsamen Flusses sinnlos sein kann, dagegen ist sie beim eisengeschlossenen 
Transformator weitgehend verwirklicht. Zu den in Gl. (22) definierten Streu-

induktivitaten Al = ZI~18, A2 = Z2~28 und den Selbstinduktivitaten L1 = ZJ~1 , 

L2 = ~J.rp2 treten die Haupt- oder Nutzinduktivitaten 
2 

Llh =L1-A1 =~M, L2h =L2-A2 =~M. (25) 
~ ~ 

Bezeichnet man als Streuziffern die Verhaltnisse 

~ A2 (26 a1 = Llh ' a2 = L 2 ,. , ) 

so besteht zu dem totalen Streufaktor und dem Kopplungsfaktor Gl. (7), (8) die 
Beziehung 

Zlk_ 1 z2k_ 1 l z;- 1 - 1 + /11 ' ~ 2 - 1 + /12 ' 
(27) 

(1 +(1) (1 +(2) =~2 = 1 1/1. 

Fur den Fall der Gl. (21), Gegenschaltung, ist die magnetische Energie nur im 
Streufeld gespeichert und insgesamt vom Betrage 

Wm = ~ (A1J~+A2J~)=~i{A1+(:~rA2}=~iAlres. (28) 

Gl. (28) und (21) sind die Grundlagen fUr die Bestimmung von AI' A2 (meist 
genli.gt die Kenntnis von AIres) .. Fur einige FaIle hat Rogowski die Streuinduk
divitaten durch Berechnung bestimmt. - Ein der Gegenschaltung Gl. (21) Rechnung 
tragendes Feldbild weist fur jede Wicklung eine FluBverkettung auf, die gleich dem 
StreufluB jeder Spule ist. Nach Herleitung der Gl. (22), (23) ist der mit jeder Spule 
verkettete FluB, der aus dem Feldbild gewonnen wird, stets in 1Jbereinstimmung 
mit der Rechnung. Zur Bestimmung von $18 und $28 kann man das Feldbild bei 
einseitiger Erregung, d. h. bei Fehlen jeweils des anderen Stromes, benutzen, was 
bei linearen Leitern durch Auszahlen der nach Definition zum StreufluB zu rechnenden 
Feldrohren ohne Schwierigkeiten geschieht. [Das bei einem beliebigen Strom
verhaltnis ~/J2 vorhandene augenblickliche Feldbild ist so wenig maBgebend, als 
aus dem elektrischen Feldbild einer augenblicklichen Ladungsverteilung auf die 
Teilkapazitaten (19.) geschlossen werden kann.] Nach Ausweis von Gl. (22) kann 
eine Streuinduktivitat einen negativen Wert besitzen, der betreffende StreufluB 
also negativ sein. Die Bedeutung dieses Umstandes erklart die Gegenschaltung: 
mit Gl. (21) ist z. B. $1 = L1 J1 + M J2 = L1 J1 ~ Zl/Z2· MJ1 = Al J1. Negativer 
StreufluB bedeutet somit lediglich, daB der FremdfluB der betreffenden Spule 
groBer ist, als der EigenfluB; da bei Gegenschaltung die Differenz beider zur 
Wirkung kommt, erscheint der resultierende SpulenfluB mit negativem Vorzeichen. 
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SehlieBlieh darf nieht vergessen werden, daB die Induktionswirkungen nieht dureh 
den Feldzustand, der z. B. aus einem gezeiehneten Feldbild erkannt werden kann, 
sondern dureh Zustandsanderungen hervorgebraeht werden. Nur dann, wenn in 
jeder Zeitspanne sieh aIle Strome im gleiehen Verhaltnis andern, bleibt die Struktur 
des Feldes bei Intensitatsanderungen erhalten. Bei phasenversehobenen Weehsel
stromen z. B. andert sieh das Feldbild stetig. Es bleibt dann in sehwierigen Einzel
fallen nur iibrig, auf das Induktionsgesetz selbst zuriiekzugehen, in welehem irgend
eine der besehriebenen oder denkbaren Aufteilungen des magnetisehen Flusses nieht 
enthalten ist. 

36. Magnetische Kriifte, Energie und Arbeit. 

a) Elelctrodynamische Kraft {Stromkraft}. 
Fiir den Fall von der Feldstarke unabhangiger, mit dem Orte veranderlieher 

Permeabilitat sind die Maxwellsehen fiktiven Flaehenkrafte des magnetisehen 
Feldes vollig analog zu denen des elektrischen Feldes. Um weitlaufiger Wieder
holungen zu vermeiden, verweisen wir deshalb auf die Ausfiihrungen von 15. und 
benutzen hier lediglieh die Ergebnisse. 

Setzt man, wie dort, 
Sf =jfd-r:=p'pdf, 

T 

so entspreehen den "Spannungen" 
S) 18' 

'p =.p . ~' n - n -2-

(1) 

(2) 

[und den zugehOrigen Zug- und Druckkraften analog 15. G1. (4), (4a), (4b)] raumliehe 
Kraftdiehten der GroBe [vg1. 15. G1. (9)]: 

f = div ~' . .p _ ~o .p2 grad I' + [rot.p . ~']. (3) 

Dabei ist I' = constH , ~' = fi.p = ~ - IDl gemaB 24. G1. (3), (7) (~' = ~ nur, 
wenn die permanente Magnetisierung IDl = 0). An Unstetigkeitsflaehen steht fiir 
G1. (3) eine Gleiehung, die 15. G1. (6) entspricht. 

Das erste Glied in G1. (3) ist analog der elektrisehen Kraft auf elektrisehe Ladungen 
und tritt dort auf, wo die permanente Magnetisierung eine Quelle hat, denn es ist 
div ~' = - div IDl. Den Sprung in der Normalkomponente von IDl hatten wir in 
24. G1. (ll) als "Flaehendiehte des Magnetismus" bezeiehnet. Das zweite Glied 
tritt auf, wo der Stoffwert I' sieh ortlieh andert, so insbesondere an Unstetigkeits
flaehen, an denen die Kraft als Zug auf die Oberflaehe des Stoffes mit groBerem I' 
wirkt. 

Fiir das dritte Glied benutzen wir die erste Hauptgleichung rot.p = @ und 
erhalten 

f = [@ ~'] = [@·fi.p] = [@ (~- IDl)], 

f= [~$], wenn IDl =0. 

Grundgleichung der elektrodynami8chen Kraft. 

(4) 

(4a)1 

1st I' = F (H), so erfahrt das zweite Glied von Gl. (3) eine Anderung, und in 
den beiden anderen ist unter I' der ortliehe Wert zu verstehen. 

Wir haben zunaehst die Zulassigkeit der G1. (4), (4a) an den aus ihr zu ziehenden 
Folgerungen zu priifen. Zunaehst: Naeh der urspriingliehen klassisehen Theorie 
wirkt die meehanisehe Kraft nieht auf die elektrisehe Stromung selbst, sondern 
auf den Leiter, in welehem sie flieBt. Dureh ein zeitlieh konstantes magnetisehes 

1 Benennung in bezug auf das P. M. S.: k = ~2 • ~~ = L~ gemaB 9. Gl. (1). 

Fischer, Elektrodynamik. 7 
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Feid wird daher eine gegebene Stromungsverteilung nicht geandert. E. H. Hall 
hat gefunden, daB eine solche Beeinflussung doch vorhanden ist, sodaB also die 
Behauptung der klassischen Theorie nur angenahert zutrifft. - Nehmen wir in der 
aus 34. Gl. (9) bekannten Weise als durchstromtes Raumelement ein Langenelement 
eines "Stromfadens" @dT =J ds, so ergibt Gl. (4a) 

d~=J[ds58]. (5) 

Die magnetische Kraft auf ein Stromelement gieicht ihrem Betrage nach dem 
aus ds und B gebildeten Parailelogramm, muitipliziert mit J, ihre Richtung ist 
rechtswendig senkrecht zu dieser Flache. Auch hier geiten die im AnschluB an 
34. Gl. (13) gemachten Ausftihrungen tiber "Stromelemente", wir untersuchen 
Folgerungen aus Gl. (5) ffir geschlossene Kreise. Erfahrt das Stromelement eine 

Abb. 36. 1. Zur Be
stimmung der Arbeit 
bei Bewegung eines 
geschlossenenStrom-

fadens in einem 
magnetlschen Feld. 

kleine Verschiebung, die nach Betrag und Richtung durch den Vek
tor 15 1 beschrieben wird, so ist die geleistete Arbeit 

dA =d~·dl =J·dl[ds58] =J. 58 [dl·ds]; (6) 

das kleine Parallelogramm [15 {. ds] ist die Flache, welche das Ele
mentds bei seiner Verschiebungdl iiberstreicht, daher ist 58 [15 (. ds] 
der magnetische InduktionsfluB durch diese Flache. Werden jedem 
Langenelement der geschlossenen Leitkurve s des Stromfadens 
kleine Verschiebungen d( erteilt (jedoch so, daB seine geschlossene 
Kurve bleibt), so ist das entlang der Leitkurve s genommene 
Umlaufintegral f 58 [15 (. ds] = dr[J der Zuwachs an magnetischem 
FluB, der eintritt, wenn durch die Bewegung die Leitkurve aus 
ihrer alten Lage I in ihre neue Lage II iibergeht (Abb. 1). Die 

gesamt.e Arbeit ergibt sich daher als Summe aller Arbeiten, die fiir die einzelnen 
Stromelemente geleistet werden: 

(7) 

Die Arbeit, welche die magnetischen Feldkrafte bei Bewegung 
eines geschlossenen linearen Leiters (Stromfadens) leisten, gleicht 
dem Produkt aus Stromstarke und Zuwachs des umrandeten Flusses. 
Dabei ist es gleichgiiltig, auf welche Weise die FluBanderung zustande kommt, 
ebenso, ob die Leitkurve ihre Gestalt andert oder nicht. Ein frei beweglicher linearer 
Leiterkreis andert daher im magnetischen Felde solange seine Lage und gegebenen
falls seine Gestalt, als mit der Bewegung eine FluBanderung verbunden ist. In der 
Ruhelage ist der umfaBte FluBein Extremum. Die Ruhelage ist eine Stellung 
stabilen GIeichgewichtes, wenn der umfaBte FluB ein Maximum ist, denn dann 
muB ffir jede Lageanderung von auBen her mechanische Arbeit geleistet werden. 
Der Leiter sucht eine solche Lage einzunehmen, daB er den nach den Umstanden 
groBten magnetischen FluB umfaBt. Diese allgemeine, aus Gl. (4a) gefolgerte Regel 
wird durch die Erfahrung bestatigt. 

In einem geschlossenen linearen Leiter flieBt bei Fehlen eingepragter Krafte 
bei FluBanderungen nach dem Induktionsgesetz ein Strom von der GroBe J = 
- ~ ~~, der wahrend der unendlich kleinen Zeitspanne dt als konstant an

gesehen werden darf. Die Arbeit der Feldkriifte wahrend dt folgt hieraus und aus 
Gl. (7) zu 

dA = J dr[J =_!!!... (d(/l\)2 < 0 
R dt ' 

(8) 

also unter allen Umstanden negativ: flieBen bei einer Bewegung induzierte Strome, 
so entstehen zugleich Kriifte auf den durchstromten Leiter, welche der Bewegung 
entgegenwirken. Dies ist die ebenfalls durch die Erfahrung bestatigte Lenzsche 
Regel (vgl. 31.). 
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Wir kommen schlieBlich zur magnetischen Induktion. Nach Gl. (5), (6) 
laBt sich aussagen: eine magnetische Induktionslinie ist eine Linie, langs der ein 
stromfuhrender Leiter bewegt werden kann, ohne daB mechanische Arbeit geleistet 
wird: [b{. ds] = o. Ferner: bewegt man einen geschlossenen linearen Stromkreis 
in einem zeitlich konstanten magnetischen Feld beliebig, jedoch so, daB Endlage 
und Anfangslage identisch sind, so wird insgesamt keine Arbeit gewonnen 1. 

Dies lehrt die Erfahrung. Sie wird Init Gl. (7) so ausgesprochen: 

oA = Jp5J3 [b{·ds] =0. (9) 

Hierbei ist aber jetzt [01· d s] das Flachenelement d f der durch die Bewegung 
der Kurve beschriebenen geschlossenen Hulle, somit folgt aus Gl. (9), da 
J 9= 0 ist: 

oder div 5J3 = 0 (10) 

mit dem Satz von GauB. Der ausgesprochene Erfahrungssatz bestatigt also ent
weder zusammen mit Gl. (10) die Richtigkeit von Gl. (7) und damit die Zulassigkeit 
von Gl. (5) und (4a), oder er beweist zusammen mit Gl. (7) die Quellenlosigkeit der 
magnetischen Induktion. Einen anderen Beweis fur diese in 23. Gl. (9) aufgestellte 
Behauptung hatten. wir auch in 31. Gl. (5) bei der Induktion durch Bewegung 
kennengelernt. 

b) Mechanische Arbeit und Kratte bei EisenkOrpern fl, = F (H) 

untersuchen wir fur den wichtigsten Fall: 1m magnetischen Felde eines starren 
Stromkreises sei ein Eisenkorper (von mehreren) in einer Richtung beweglich, 
seine jeweilige Stellung daher durch den Wert eines Parameters a gegeben. Dann 
haben wir, zu 33. Gl. (1), (2) zuruckkehrend, lediglich den OberschuB 

Ndt-P dt = J d rI> (11) 

anders auszulegen: es muB namlich nach dem Satz von der Erhaltung der Gesamt
energie in ihm teils die mechanisch geleistete Arbeit dA, teils die Anderung magne
tischer Feldenergie zum Ausdruck kommen: 

(12) 

Dies gilt wahrend des Bewegungsvorganges, dagegen ist, wie in 33. Gl. (3), 
J d rI> = d Wm, solange keine Arbeit A geleistet wird. Daher ist in dem durch a1 
und rI>1 gekennzeichneten Anfangszustand und dem durch a2 und rI>2 gekennzeichneten 
Endzustand die magnetische Energie nach 33. Gl. (4) bestimmt durch 

(13) 

Daher ist nach Gl. (12) die mechanische Arbeit beim Obergang von av rI>1 zu 

at. t/J2 

fdA = j Jd rI>-(W2-~)' (14) 

al CPI 

Nach Gl. (11) ist aber 
<1>, t, 

VI:=jJdrI> = j(N-P)dt (15) 
<1>, t, 

1 Dies entspricht dem Erfahrungssatz des elektrostatischen Feldes, daB keine Arbeit 
gewonnen wird, wenn in einem solchen ein geladener Korper entlang einer geschlossenen Kurve 
bewegt wird [8. G1. (4)]. . 

7* 
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der wahrend des Bewegungsvorganges von der Quelle liber die Stromwarmemenge 
hinaus gelieferte EnergieliberschuB, daher ist 

rJ A la, = VI2 - (W2-lli). (16) 
at 1 

Flir die Schar der (experimentell bestimmbaren) 
"Magnetisierungskurven" @ = t (J; a) ist von der Ab

az schatzung des magnetischen Kreises [28. Gl. (14)] her 
bekannt, daB die schwach gekrlimmten Kurven gro
Ben, die stark gekrlimmten Kurven kleinen Luftwegen 

rL, zugehOren (Abb. 2). Fur das Integral V Gl. (15) muB 
der Integrationsweg, die lThergangskurve, bekannt sein. 
Besonders einfache FaIle sind: 

J a) @ =const 1. Hier ist <l> 1 = @2' V = 0, daher 
Abb. 36. 2. Der magnetische FluB als 
Funktiou des Stromes bei verschie
denen Stellungen des beweglichen die mechanische 

der Feldenergie 
Stromwarmeverluste (Abb. 3). 

A =- (W2 - WI)' (17) 
Arbeit wird allein durch Abnahme 
bestritten, die Quelle deckt nur 

die 

Eisenkiirpers. 

dA =-dW, daher 

f/J-consf i! 

Abb. 36. 3. Arbeitsleistung bei konstantem 
InduktionsfluB. 

K __ (OW) 
a - oa r[J=const' (18) 

rJ 

Abb. 36. 4. Arbeitsleistung bei konstantem Strom. 

b) J=constz. Nach Gl. (15) ist V=J(@2-@I); die Verteilung dieses 'Ober
schusses in Feldenergie und Arbeit gibt das Diagramm Abb. 4 an; nach Gl. (16) ist 

A =J(@2-@I)-(W2-WI)=(J@2-W2\-(J@I-llil-F2-FI' (19) 
Die damit neu eingefiihrte Funktion Fist gekennzeichnet durch 

F + W =J~@, dF +d W =d}@J), l 
mit W = J J d @ daher F = J @ d J, (20) 

o 0 

dies alles aus Abb.4 leicht abzulesen. Also ist auch 

J = ~: ' @ = :5 . (20a) 

Es ist somit die mechanische Arbeit 

d A = + d F, daher K = ( 0 F) 
a 0 a J = const • (21) 

Fur den Fall nicht merklich gekrummter Magnetisierungskurve fh= constH ist 

dF =d W; 
I 

F = W =2@J. (22) 

In diesem FaIle verteilt sich V zu gleichen Teilen in mechanische Arbeit und 
Zuwachs an Feldenergie, es ist dann 

d A = + d W, daher Ka = + (O~ W) bei fh = constH . (23) 
ua J=const 

------
1 Angenahert erfiillt bei mit konstanter Wechselspannung betriebenen Elektromagneten. 
2 Angenahert erfiillt bei mit konstantem Gleichstrom betriebenen Elektromagneten. 
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c) tP + const, J =1= const (Abb.5). Man setzt das Element der "Obergangskurve 
zusammen aus einem senkrechten Stfickchen, ffir das J = const, und einem waage
rechten Stfickchen, ffir das tP = con8t; so erhalt man d A = d F - d W und mit der 
bekannten "Obergangskurve 

dA = (OF d<P _ oW dJ)d 
0<P da oJ da a. (24) 

,p 
~~---..i1 

Abb. 36. 5. Arbeitsleistung bel bekannter "tibergangskurve". 

c) Indulctionskoetlizienten. 
Es ist nfitzlich, bei veranderIicher PermeabiIitat als Selbstinduktivitat L die 

Neigung der Magnetisierungskurve im Betriebspunkt zu definieren (tg at in Abb. 2). 
Diese ist mit Gl. (20 a) d <P 02 F 

L = d J = 0 J2 (25) 

mit der MaBgabe: L Funktion des Stromes und des (oder der) Lageparameters. 
Die "Oberlegung kann ausgedehnt werden auf beIiebig viele Stromkreise und Lage
parameter. Dann kann man die gegenseitige Induktivitat Lilc entsprechend Gl. (25) 
definieren zu o <Pi 0 <Pk 02 F 

Lik = oJk = oJi = oJioJk (26) 

mit der MaBgabe: Lik Funktion aller Strome und aller Lageparameter. Die 
Induktionskceffizienten sind somit durch die Funktion F bestimmbar, die nur im 
Sonderfalle konstanter Permeabilitat mit W identisch ist. 

Eine grundsatzIich andere Definition bei Spulen mit kleiner Streuung ist ffir die 
Selbstinduktivitat <P 

L=J' (27) 

also die Neigung der Ursprungsgeraden durch den Betriebspunkt (tg f3 in Abb. 2), 
wobei tP im Betriebspunkt aus dem magnetischen Kreis abgeschatzt und die Streuung 
vernachlassigt wird. Daher ist bei z Windungen tP =zq;, und der nach 28. Gl. (12) 

bis (17) bestimmte magnetische FluB durchsetzt z Windungsflachen: q; = zj" wobei 

p= ~ pv = ~ fi~fv den magnetischen Widerstand des gesamten Kreises bedeute. 
o 0 

Daher gilt 
1 L=Z2.p. (28) 

Die Oberlegung kann auf mehrere Kreise ausgedehnt werden; bei entsprechender 
Definition von P12 als gesamtem magnetischem Widerstand des magnetischen Kreises 
1..2 .. 1 wird 1 

M =Zl Z2 .~. (29) 
18 

Man kann schIieBIich die Induktionskoeffizienten so definieren, daB die ma
gnetische Energie sich richtig ergibt, z. B. bei einem Kreis 

(/) 

L = ~2!Jdl/J, (30) 
o 



102 Quasistationare Vorgange. II, 36. 

oder endlich aus dem "induktiven Widerstand" der Grundschwingung bei Wechsel
stromvorgangen (vgl. 37.). Stets gilt, wie oben, daB die Induktionskoeffizienten 
Funktionen der Strome und der Lageparameter sind. 

Beispiel: Aus Gl. (28) ergibt sich fiir eine "eisengeschlossene Spule" (IE Quer
schnitt, lE Lange der Leitlinie des Eisenkorpers): 

L = Z2 fiE IE (28a) 
lE ' 

und wenn der EisenschluB durch einen Luftspalt d<~)E unterbrochen ist: 

L - Z2 1l ,uEI E (28b) 
- rOPEd + lE' 

woraus der groBe EinfluB des Luftspaltes zu erkennen ist. Der Ohmsche Widerstand 
einer Spule aus z Windungen der mittleren Lange lw und mit dem Drahtquer-

schnittqist R =ze lw . 1st Iw der Wicklungsquerschnitt (Spulenseitenquerschnitt), 
q 

so ist bis auf einen von der Raumausnutzung abhangigen Erfahrungsfaktor Iw. ~ z q, 

daher R~z2e ~~, somit ist die magnetische Zeitkonstante bei gegebenem 

Wickelraum '7:m= ; unabhangig von der Windungszahl, z. B. mit Gl. (28b): 

'7: = PE Po • Iw IE (28c) 
m e lw{lE+PEd) • 

Bieran schlieBt sich die haufig vorliegende Aufgabe an, festzustellen, unter 
welchen Umstanden die der magnetischen Feldstarke H proportionale Wirkung 
eines Gerates (Nadelgalvanometer, Arbeitsmagnet) am groBten wird, wenn WICkel
raum und magnetischer Kreis und die Gleichstromquelle (Ue, R;) gegeben sind. 
Es ergab sich, daB der Widerstand naherungsweise Z2 proportional ist: R~Z2Ro' 

ferner ist H = comt . J z. Nun ist J = R; ~ R' und aus der Beziehung zwischen 

Widerstand und Windungszahl folgt 

Jz =JV ;0 =const·JYR=const.H. 

Dies ist z. B. ein bekannter Satz der Galvanometertheorie: Bei gegebenem 
Wickelraum ist die Stromempfindlichkeit (das Verhaltnis des H proportionalen 
Ausschlages zu J) der Wurzel aus dem Widerstand proportional. Durch Vereinigung 
der Gleichungen erhalten wir 

, UeVJ[ 
H =const· Ri+ R ' 

Der flache Hochstwert liegt bei R = R i . In diesem Falle-wird nach 27. Gl. (16a) 
dem Widerstand R zugleich die groBte Warmeleistung N zugefuhrt. In der Tat 
lehrt der Vergleich der beiden Gleichungen, daB hier H proportional V N ist. DaB 
die Bedingungen fur groBte Warmeleistung und fur groBte Feldstarke zusammen
fallen, liegt an den besonderen Voraussetzungen der Aufgabe, im allgemeinen darf 
man beide Aufgabestellungen nicht miteinander verwechseln. 

Wir bestimmen schlieBlich die A.rbeitsverhaltnisse fur den Fall, daB bei p, = 
constH durch die Bewegung der Leiter bei konstanten Stromen die Induktions
koeffizienten verandert werden. 

Bei einem einzelnen linearen Kreis ergibt sich sofort aus W = ! J2 L mit Gl. (23): 
1 

d A = d W = 2 J2 . d L. Fur ein System n linearer geschlossener Stromkreise ist 

[33. Gl. (23)] 

(31) 
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und der mit dem i.ten Kreis verkettete FluB [35. Gl. (2)] ist 
n 

$i = 2: Jk L ik · 

k~l 

Daher ist bei konstanten Stromen J1 , J2 , ••• I n : 
n 
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(31a) 

Ji. d $i = 2: Ji . Jk dLik · (32) 
k~l 

Es gilt aber die allgemeine Gl. (12): J d$ = dA + d W fur jeden einzelnen 
Kreis, unter entsprechender Auslegung der dA und d W, und daher gilt fiir ilue 
Summe, da sich bei konstanter Permeabilitat die Einzelvorgange einfach uberlagern 

n 

2: Jid$i =dA +dW, (33) 
i~l 

jetzt aber unter dA die gesamte mechanische Arbeit, unter d W den gesamten Feld· 
energiezuwachs verstanden. Wir fiihren die Summation Gl. (33) mit Gl. (32) aus 
und vergleichen mit dem aus Gl. (31) folgenden d W: 

n n n 

2: Ji d $i = 2: 2: Ji "" dLi1( = 2 d W, 
i~l i~l k~l 

denn nach Gl. (31): 

dW= ! dl~ ~ JiJkLikj, .l; = canst, Jk = canst. 

Also folgt aus Gl. (33) 
n n 

dA = dW = ! 2: 2: JiJk · d Lik (34) 
i~l k~l 

als bei konstant gehaltenen Stromen durch Bewegung geleistete mechanische Arbeit; 
insgesamt nimmt das System den doppelten Energiebetrag auf, die eine Halfte 
kommt als mechanische Arbeit zum Ausdruck, die andere wird Feldenergiezuwachs. 

Die Kraft bei Veranderung der Selbstinduktivitat List daher Ka = ! J2 ~: und 

die Kraft bei Verand,erung der Gegeninduktivitat Lik ist Ka = Ji Jk a ;~k , der Rich· 

tungssinn erhellt aus der zu Gl. (7) erorterten Regel. 

37. Der elektrische Schwingungskreis. 
Die durch Aneinanderfiigen der drei konstanten GroBen: Widerstand R, Selbst· 

induktivitat L, Kapazitat C gebildete Schaltung behandeln wir als ungescWossenen 
quasistationaren Stromkreis (32.: Wm solI durch L, TV;, quasi. 
statisch ausgerechnet werden) in zwei Fallen: A. Der Kreis ist 
vom Zeitpunkt t = 0 an sich selbst uberlassen, freier Vorgang. 
B. Auf den Kreis wirkt fortwahrend eine periodische Spannung 
ein, erzwungener Vorgang. Abb. 1. Aile Vorgange lassen sich Abb.37.1. Elektrischcr 
b h ·b ·t Hilf . k . h d K Schwingungskreis esc reI en mi e zweler ennzelC nen er onstanten (Reihenschaltung). 

1 
.2=--

VLC 
"ungedampfte Eigenfrequenz" l 
"Dampfung" 

(1)1 

1 Benennung in bezug auf das P. M. S. gemaB Anm. zu 10. G1. (1),27. G1. (4),33. G1. (17): 

Q _ 1 E·nh· 1 -1. D . Z hi (D . L _ UTe _ J T R _ U ) - T' I elt sec, reme a. enn. - -J - , - U' - T· 
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A. Der freie V organg (U = 0 in Abb. 1). Fur jede Zeitspanne d t ist nach dem 
Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie JaRdt =-dWm-dWe , daher nach 
dem oben Gesagten und nach 33. GL (17), 11. GL (15) 

J2R=_~(J2L +~) =-J(L~+!{) 
dt 2 2 e dt e' 

und durch Differentiieren 
d2 J dJ J 

L----at2 + R(It + c =0 (2) 

mit der Losung 
1 

A1eP,t + AaeP,t und p2L + pR + C = 0, daher 

p1,2 =- 2RL ± -V (2RL y- LIe' 

Der Vorgang ist somit aperiodisch fUr positive und fur verschwindende Diskriminante, 

fur (2RL Y < LIe dagegen ist mit GL (1) und () = 2~ 
p1,2 = - () + i Vila - {)2 = - () ± i Wt, 

und daher ist mit zwei durch die Anfangsbedingungen bestimmten Integrations
konstanten Jo und 8 der Verlauf, z. B. der reelle Teil des Losungsansatzes, gemiW 

J = Jo' e- 6t • sin (wtt- 8) (3) 

eine gedampfte Schwingung mit den kennzeichnenden Konstanten 

b = :L = D2Q "Dampfungsexponent" l 
(4) 

Wt = V Q2 - ()~ = Q F ~2 "gedampfte Eigenfrequenz" 

Fur () =Q, D =2 ist Wt =0: "aperiodischer Grenzfall", nur fur {)~Q, D~2 

ist Wt~Q = ,/ 1 : "Thomsonsche Formel". 
vLe 

Das Verhaltnis zweier urn eine Periodendauer T = ~ auseinander liegender 
w 

Phasen (Nulldurchgange, Hochstwerte) ist e6T und daher das "logarithmische 
Dekrement" 

A - bT = 2 n () = n D = n R . 
Wt 11 1- ~2 roIL 

(5) 

1m a periodischen Grenzfall ist A = 00, fur D ~ 2 ist angenahert A = ~ 1 = n D . 

B. Der erzwungene Vorgang. Fur U =!= 0 (Abb. 1) ist die elektrische Umlauf-
spannung 

(6) 

Hieraus kommen durch Differentiieren und Einsetzen von J = d Q die Diffe
dt 

rentialgleichungen 

(7) 

d2 J dJ J dU 
L ([t2 + R (It + (j = de . (8) 

Man beachte, daB in GL (8) rechts nicht die anregende Spannung, sondern ihre 
erste zeitliche Ableitung steht. 1st daher 

U =Uosinwt (9) 

von konstanter Frequenz W und Amplitude Uo, so steht rechts in GL (8): W Uo cos wt. 
Bei einem einfachen mechanischen linearen Schwinger gilt Gl. (7) fur die Bewegung, 
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Gl. (8) fUr die Geschwindigkeit. FUr den Fall aber, daB die Amplitude von U 
proportional zu w ansteigt, steht fur Ladung oder Bewegung, nicht fur Strom oder 
Geschwindigkeit, eine Differentialgleichung yom Typus Gl. (8) mit Gl. (9). Wir 
beschranken uns auf den Sonderfall konstanter, von w unabhangiger Amplitude Uo' 
Die vollstandige Losung von Gl. (7) und (8) ist die lineare "Oberlagerung des statio
naren Vorganges mit einem freien Vorgang, der entsprechend Gl. (3) verlauft, und 
nach MaBgabe der Anfangsbedingungen (Einschaltaugenblick) eine Rolle spielt. 
Wir untersuchen den stationaren Teil der Losung (Ausgleichsvorgange abgelaufen). 

Strom: 

Jo = Uo , 

-V R2+ ( wL- wle r 
wL __ I_ 

we 
tgtp = R (10) 

Strom- und Spannungsschwingung haben eine zeitliche Phasenverschiebung, die 

~ 0 nach w L ::;;: w Ie ist. Das Verhaltnis von Spannungs- und Stromamplitude 

kann als Wechselstromwiderstand bezeichnet werden 

{!.- Z = -V R3 + (wL- wle r. (lOa) 

Daher spricht man von Ohmschem, induktivem, kapazitivem Anteil R, wL, wle 

von Z. 1st also der Augenblickswert des Stromes J = J(J 8in w t, so ist der Augenblicks
wert der Spannung am Ohmschen Widerstand Jo R 8in wt, an der Kapazitat 

~ J Jdt =- :0 C08Wt (dazu eine Integrationskonstante, die bei Erstreckung des 

Integrals uber den unendlich lang andauernden stationaren Vorgang Null ist), an 

der Selbstinduktion L. ~~ =JoWLC08Wt; die Vorstellung des "induktiven Wider

standes" geht davon aus, daB ein Teil der anregenden Spannung fortwahrend als 
magnetische Feldanderung verbraucht wird. Also ist der zugehorige Augenblicks
wert der Gesamtspannung 

U = Jo R 8inwt + Jo (wL- wle )C08wt=JoZ8in (wt +tp). (11) 

Der erste Teil ist conphas mit dem Strom, der andere hat gegen den Strom eine 

Phasenverschiebung -i einer Viertelperiode; der erste entspricht periodischer Energie

umsetzung in Stromwarme, der andere periodischer Energiespeicherung und -um
lagerung in L l!nd C: diese aber wirken gegenlaufig, denn ihre gegenseitige Phasen
verschiebung ist n, eine halbe Periode. Daher hat bei konstantem Uo der Strom 

seinen Hochstwert JOr = ~ ("Resonanz") fur wr L- w:e = 0 oder 
1 

wr = VLiJ = D; tgtp = 0, (12) 

die Resonanzfrequenz gleicht der ungedampften freien Frequenz; im Resonanzfall 
haben die Spannungen an L und C die Amplituden 

JorD L = ~oo = r; , (13) 

sind also betrachtlich bei kleinem D. Somit ist die Dampfung D im Resonanzfall 
leicht meBbar. Man bezeichnet Jo (w) und tp (w) bei Uo = const als Amplituden-

und Phasenresonanzkurve' fur ,., - O· n. Cl) ist J. - O· Uo . 0 tg m - - Cl) • O· Cl) , UJ-, ~4, 0- , R" T - ". 

Mit dem von Riegger und Backhaus eingefiihrten AbszissenmaBstab X = ~-~ 
werden die Resonanzkurven symmetrisch zur Ordinate in D, namlich w 

tg _X. Jo _ 1 
a) tp - 15 ' b) T - -V X2' 

or 1 +_ 
D2 

(14) 
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Man sieht, daB [) und D maBgebend sind fiir den Verlauf der Resonanzkurve, 
und D ist aus der aufgenommenen Resonanzkurve Jo (X) gemaB G1. (14b) leicht 

abzulesen als Abszisse der Ordinaten )i. Abb. 2 und 3 zeigen normierte Resonanz-

kurven. 

0, , 
Jli Jli 

, 
f1J 

71-
2 J 5 10 20 JO 

Abb. 37. 2'. Resonanzkurven des Stromes (der Spanmmg am Ohmschen Widerstand) nach GJ. (10). 
w J.(w) J. (w) . R U. 11 (w) 

Achsenbezeichnnng: '1 = Ii; all = ---y;;:- = -----u.- = -----u;;- . 
Parameter: Dilmpfung D. - f.I, D: GJ. (1). 

..t! JR 
¥ T 

t 0 t1-
fJ' lI' 

.7T ----,,-

0 

-1 0, , 1 f i t 1 2 J 5 10 20 JO JiJ l1J 111 
1]-

Abb. 37. 3" '. Resonanzkurven der Phasenwinkel: 'I' nach GJ. (10), 'P nach GJ. (17). 

Achsenbezeichnung: '1 = ~; Parameter: Dilmpfnng D. 

Eine bedeutende rechnerische Erleichterung fUr Vorgange gleicher Frequenz, 
die durch 1 i n ear e Differentialgleichungen beschrieben werden, bietet das Rechnen 
mit nach Verabredung dem reellen oder imaginaren Anteil von 

ei(wt +a:)= cos (wt + IX) + i sin (wt + IX) 

als L6sungsansatz der Differentialgleichungen. Man setzt zweckmaBig z. B. 

_ _ (15) J =Josi~(wt-qJ) =Jo·!m (e-i'l'. eiwt) } 

= Im\Joeiwt) mit Jo=Joe-i'l' 

Die "komplexe Amplitude" Jo enthalt eine Aussage sowohl tiber die physikalische 
Amplitude Jo, wie tiber den Phasenwinkel qJ. Daher wird einfacher, als G1. (10) 

1 Siehe Anm. 2 auf S. 107. - 2 Siehe Anm. 3 auf S. 107. 
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u. - .( 1 ) . ./ =Z = R + ~ wL - roC • 
o 

Anwendung der Rechenregeln fUr komplexe Zahlen, Betrag und Winkel 
rechtwinkelige Komponenten, ergibt zwei Darstellungsarten je nach Bedarf. 

Ladung: 

Q = Qosin (wt-V'); 

Der Hochstwert tritt ein fiir 

w,. =!.q/I-~ , 

R 
tg V' = --=-1 ---

---roL 
roC 
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(16) 1 

oder 

(17) 

(18) 

er riickt also mit wachsendem D gegen w = 0, fiir D > V2 ist jede Resonanz
wirkung unterbunden, fiir D = 1"2 schmiegt sich die Resonanzkurve am weitesten 
der waagerechten Anfangstangente an. 1m Resonanzfalle der GI. (18) ist 

Q _ Uo t _ ror _ 1 / 4 2 n (19) 
Or- 11 DB' gV'-T-VDB-' V'<2· 

DR 1--
4 

Dagegen ist fiir w =D: Qo = ::'R ' tg V' = co, V' = ~ (Abb.4, 3). Fiir w =0; 
co ist Qo =UoO; o. Abb. 2 und 4 zeigen den unterschiedlichen Verlauf von J und Q 
(Spannung am Ohmschen Widerstand und am Kondensator oder mechanische 

:r~--+-~~~/~'/~-+~~~--~ 
1/ 

~~~--4-~·-4-+I/'~'/~+-+-~~~~~ 

~~-t-~--~-t~rH-I-~~+-~-~-+--~~ 
i' 1 0 

t f f 1 5 10 
7]-

Abb. 37.42,'. Resonanzkurven der Ladung (der Spannung am Kondensator) nach GI.(17). 
w Q.(w) U.dw) J. (w) 

Achsenbezeichnung: '1 = 0; a(J = e u. = ----u;- = UJ e U •. 

Parameter: Darnpiung D. - D, D: Gl. (1). 

1 Die in der Wechselstromlehre iibliche Schreibung der komplexen GroBen mit deutschen 
Buchstaben ist bier vermieden, um die Moglichkeit einer begrifflichen Verwechslung mit raum
lichen Feldvektoren auszuschlieBen. 

2 Nach B. D. H. Tellegen: Arch. Elektrotechn. Bd. 22 (1929) S.62. 

3 Vertauscht man 1/ mit.!. ffir (Ie und 'IjI, nimmt also das Spiegelbild dieser Kurven zur 
1/ 

senkrechten Achse, so erhalt man die Resonanzkurven ffir die Spannung an der Induktivitat 
Jo(ro)· roL UoL 

(IL = ----- = -- und CfJL· 
Uo Uo 
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Geschwindigkeit und Bewegung; die "induktive Spannung" w L.fu hat ihr Maximum 

bei Q , daher ist die Ohmsche Resonanzfrequenz das geometrische Mittel 

F~2 
aus der kapazitiven und der induktiven). 

Leistung und Energie. 
Der Augenblickswert der Leistung ist aus Gl. (ll) 

UJ = Jg Rsin2 wt + Jg (wL- colO) coswtsinwt I 
(20) 

= ;~ R(1-cos2wt) + ;~ (wL- colO) sin2wt. 

Beide Glieder schwingen mit der Frequenz 2w, das erste hat den zeitlichen 

Mittelwert ;5 R, das zweite den Mittelwert Null. Daher ist die wahrend einer 

Periodendauer zugefiihrte und von dem System nicht umkehrbar als Stromwarme 
weitergegebene Leistung im Mittel 

t+T 

N= ~fUJdt= ;~ R. (21) 
t 

Ein Gleichstrom der GroBe 

(22) 

wiirde dieselbe Stromwarme erzeugen, man definiert daher mit Gl. (22) den "Effektiv
wert" des (einwelligen) Wechselstromes, und entsprechend den Effektivwert der 
Wechselspannung. Der Effektivwert kommt als quadratischer Mittelwert z. B. in 

thermischen MeBgeraten zum Ausdruck. Magnetische Energie Wm = ! LJ2 und 

elektrische Energie We= ~~ = co/~O [Gl. (17)] sind stets positiv und schwanken 

mit der Frequenz 2w um die zeitlichen Mittelwerte Wm = ;~ . ; und We = ;5 . co2 \0 ' 
daher ist im zweiten Glied in Gl. (20) die GroBe 

J2( 1) ---f wL- coO = 2w (Wm- Jfe) Nb (23) 

eine Leistung, die wahrend einer Viertelperiode der Stromschwingung von der Quelle 
geliefert, in der folgenden von ihr wieder aufgenommen wird, im Zeitmittel daher 
Null ist: sie deckt die Differenz der Energieaufnahme der zueinander in Gegenphase 
wirkenden Energiespeicher, ist also Energiependelung (Merkmal: Phasenverschiebung 
beider Komponenten Strom und Spannung um eine Viertelperiode n/2), nicht 
Energiebewegung in bestimmter Richtung, wie die Stromwarme, die fortwahrend 
das System verlaBt (Merkmal: beide Komponenten conphas): 11 "Wir kleistung", 
Nb "Blindleistung". Die Aufteilung in Gl. (20) entspricht genau der Aufteilung 
Gl. (ll) der Spannung in zwei um eine Viertelperiode gegeneinander verschobene 
Komponenten, daher gilt 

(24) 

Die GroBe der "Scheinleistung" N8 bestimmt die maximale Beanspruchung 
der Quelle. Die Aufteilung in Wirk- und Blindleistung ist also nicht gleich mit 
der Aufteilung in Mittelwert und zeitliche Schwankung. Mit q; und Z [Gl. (10), 
(lOa)] kann man auch schreiben 

R =Zcosq;, wL- colO =Zsinq;, Uo =ZJo; 

N- UoJo =-2-cosq;, N. = UoJo sinm 
b 2 T' 

N = UoJo 
8 2' 
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(Z cos cp "Wirkwiderstand", Z sin cp "Blindwiderstand", Z "Scheinwiderstand".) 
In entsprechender Auslegung kann auch von Wirk- und Blindkomponenten der 
Strome und Spannungen gesprochen werden. 

Fiir die Stromresonanz wr=Q ist das absolute Maximum der Leistung NDl1lX = 

~i, ~= 0: Die Quelle liefert nur die Stromwarmeverluste, magnetische und 

elektrische Energie haben die gleiche Amplitude (der Hochstwert von Nfl liegt 
ubrigens bei tg cp = 1). Der Hochstwert der magnetischen Energie liegt bei Q und 

hat die Amplitude (Wm )Dl1lX = ~k~ , die mit der Amplitude der elektrischen Energie 

ubereinstimmt: We = 2 R~~2 C· Dagegen ist das Maximum der elektrischen Energie 

bei m, ~ jJ Vl- ': erroicht nnd hat die Amplitude <W,l_ ~ V 1J' ' 
2R2C[,}2 1--

4 

ist also das ( 1- ~2 ) -l_fache des Wertes bei der Stromresonanz. Fur Ladungs-

resonanz beiw=O, d.h.D="V2, ist (W~)Dl1lX= U;C doppelt so groB, alsWe bei Strom

resonanz Q. Fur D>V2 fallt We monoton mit wachsendem w. 
1st die anregende Spannung aus mehreren harmonischen Schwingungen zu

sammengesetzt, so ist ihre Summe wieder ein periodischer Vorgang, wenn die Fre
quenzen aller einzelnen Schwingungen in rationalen, durch ganze Zahlen ausdriick
baren Verhaltnissen zueinander stehen. Unsere Berechnung gilt dann fUr jede Teil
schwingung einzeln (Fourier-Zerlegung). Eine in der Nahe der Resonanzfrequenz des 
Systemes liegende Teilfrequenz wird bei kleiner Dampfung stark hervorgehoben. -
Die Wirkleistung der zusammengesetzten Schwingung ist die Summe der nach 
G1. (21) zu errechnenden Wirkleistungen der Teilschwingungen, und der Effektiv
wert der zusammengesetzten Schwingung ist daher die Quadratwurzel aus der 
Summe der Quadrate der Effektivwerte der Teilschwingungen. 

Eigenschaften von R, L, C. 1. Unter spater naher untersuchten Umstanden 
ist die Warmeentwicklung bei Wechselstrom groBer, als wenn ein Gleichstrom von 
der GroBe des Effektivwertes des Wechselstromes den Widerstand durchflieBt: der 
"Wirkwiderstand" fur Wechselstrom ist groBer als der "Ohmsche Widerstand" fur 
Gleichstrom aus dem Grunde, weil der Wechselstrom sich anders uber den Quer
schnitt verteilt, als der Gleichstrom (Stromverdrangung oder Hautwirkung, siehe 
39.). Dieselbe Erscheinung verkleinert die innere Selbstinduktivitat gegenuber 
ihrem stationaren Werte. - 2. Enthalt die Spule Eisen, so wird erstens wahrend einer 
Periodendauer ein Magnetisierungszyklus durchlaufen, und daher wahrend dieser 
Zeit bei merklicher Breite der Magnetisierungsschleife nach 24. Anm. 1 als Hysteresis-

T 
warme in der Volumeneinheit des Eisens der Betrag JH ·dB verbraucht, zweitens 

o 
verursacht die Krummung der Magnetisierungskurve (bei Sinusform der anregenden 
Spannung) eine Verzerrung der Stromkurvenform. Die wirksame Selbstinduktivitat 
kann man dann aus dem induktiven Spannungsabfall fur die Grundschwingung 

definieren gemaB L= ~!. Sie nimmt mit wachsendem J monoton abo Daher 

ist auch die Resonanzfrequenz von der GroBe des Stromes abhangig, die Erschei
nungen verlaufen erheblich anders als fur konstantes L. - 3. Der Kondensator 
besitzt haufig ein "unvollkommenes Dielektrikum", in welchem Verschiebungs
strom und Leitungsstrom zugleich bestehen. (1st dieser letzte nicht linear von 
der GroBe der Spannung abhangig, so kommen Verzerrungen zustande, ebenso, 
wenn die Kondensatorbelegungen infolge der elektrischen Anziehungskrafte vibrieren. 
Man kann dann entsprechend, wie bei der Spule, verfahren.) Man benutzt allgemein 
ein trigonometrisches MaB fur die durch den Leitungsstrom im Dielektrikum 
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verursachten Verluste, indem man den Quotienten aus Leitungs- und Verschiebungs
strom als tg <5 und <5 als Verlustwinkel bezeichnet. 1st cp der Phasenverschiebungs
winkel zwischen Gesamtstrom und Spannung an den Kondensatorplatten, so ist 

<5= ; -cp eine oft kleine, und erfahrungsgemaB haufig von der Frequenz nicht 

sehr starkabhangige GroBe. Der Quotient aus Verschiebungsstrom und Konden
satorspannung ist wC und hierbei C die wirksame Kapazitat; ist die Kapazitat 

bei Vakuum Co, so ist die wirksame Dielektrizitatskonstante e = ~-. Fiir eine 
o 

feste Frequenz kann ein unvollkommener Kondensator sowohl durch eine Reihen-
wie durch eine Parallelschaltung eines Wirkwiderstandes und einer verlustfreien 
Kapazitat nachgebildet und daher durch Vergleich mit einer solchen Nachbildung 
gemessen werden; der Frequenzgang beider Ersatzschaltungen stimmt aber meistens 
auch nicht entfernt mit dem Frequenzgang des wirklichen unvollkommenen Konden
sators iiberein, weswegen man auch kaum dem einen dieser Ersatzbilder eine groBere 
Realitat vor dem anderen zubilligen kann. tg <5 ist definitionsmaBig ein Mail 
fiir die gesamte, der Spannung proportionale verlorene Energie. Diese besteht 
erfahrungsgemaB nicht nur aus dem Verlust infolge unvollkommener Isolation, 
sondern auBerdem aus inneren Verlusten bei der Umpolarisierung des Dielektri
kums; diese Erscheinung, die mit der bei Gleichspannungsmessungen auftretenden 
dielektrischen Nachwirkung in Parallele steht, tritt bei allen festen oder fliissigen 
Nichtleitern mehr oder weniger auf und ist meist die wesentliche Ursache fUr den 
Energieverbrauch, sie zeigt sich auch dann, wenn von unzureichender Isolation 
nicht die Rede sein kann. - 4. Bei sehr hohen Frequenzen kann nicht mehr 
quasistationar gerechnet werden, weil weder das elektrische Feld auf den Zwischen
raum zwischen den Kondensatorplatten, noch das magnetische Feld auf die Spule 
im wesentlichen beschrankt bleiben. 

Die Bedeutung der Rechnung mit komplexen Zahlen gemaB Gl. (15), (16) 
besteht hauptsachlich in folgendem: Vorausgesetzt, daB 1. die Vorgange durch line are 
Differentialgleichungen beschrieben werden, daher der Grundsatz der linearen 
"Oberlagerung gilt, 2. die Vorgange zeitlich sinusfOrmig verlaufen, 3. das elektrische 
Feld in Kondensatoren, das magnetische in Spulen konzentriert gedacht werden 
kann, so gelten fiir die Berechnung von quasistationaren Wechselstromkreisen 
formal genau dieselben Beziehungen, wie sie fiir die Gleichstromvorgange in 
linearen Stromkreisen (27.) festgestellt wurden, wenn man lediglich in diesen unter 
Strom und Spannung "komplexe Amplituden" )0 und Uo versteht, und unter 
Widerstand den "komplexen Wechselstromwiderstand" t, dessen Elemente: Ver

lustwiderstand R, induktiver Widerstand i w L, kapazitiver Widerstand . 1 C sind. 
~w 

Z. B. lauten das Ohmsche Gesetz und die Kirchhoffschen Regeln [27. Gl. (3), 
(12), (13)] fUr Wechselstrom 

Uo =)0 ·Z; 

.I (.fo.·Z.- U.) =0, 
o 

Hierfiir noch zwei Beispiele: 

(25) 

a) Parallelschwingungskreis. Wird dem aus einem verlustfreien Konden
sator C und einer durch Lund R gekennzeichneten Spule der Strom J gemaB Abb. 5 
zugefiihrt und bezeichnen wir das Verhaltnis der Wechselspannung zwischen den 
Punkten 1 und 2 zum zugefUhrten Strome J als Wechselstromwiderstand des Kreises : 
Uo =.foz, so errechnet sich dieser als Parallelschaltung des Spulenwiderstandes und des 
Kondensatorwiderstandes zu 

(R+iwL)~ t = ~w 

R+iwL+~C 
~w 

(26) 
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FUr w = 0 wird Z = R und fiir w = (Xl wird Z = O. Dazwischen liegt ein um 

so ausgepragterer Hochstwert des Widerstandsbetrages, je mehr erfiillt ist R2 < ~ 
oder, in Beachtung von Gl. (1), 

D2 =R2 ~ <1. 

Fiir die Resonanzfrequenz W= .1 1 =[J wird 
vLa 

- L 'l/T 
z= aR-~ VG' 

(27) 

(28) 

J~ 
'y~_J 

of 
Abb. 37. 5. Elektrischer 

Schwingungskreis 
(ParaJIeischaltllng). 

wobei das zweite Glied um so mehr zu vernachlassigen ist, je mehr Gl. (27) erfiillt 

wird; meist genugt es vollig, den Querwiderstand im Resonanzfall mit Z= aLR zu 

berechnen. Ferner ergibt sich fur w = [J 

I~I=D. (29) 

Bei kleiner Dampfung wird also im Resonanzfall durch einen kleinen zugefiihrten 
Strom J ein erheblicher Strom im Schwingungskreis selbst aufrechterhalten. 

b) Wheatstonesche Bruckenschaltung fur Wechselstrom. Man ubertragt 
nach Gl. (25) die Berechnungen von 27. Gl. (31) bis (35) auf den Fall, daB die dort 
mit x, T, a, b bezeichneten Widerstande Wechselstromwiderstande sind, die wir 
durch ZI' Z2' Z3' Z4 bezeichnen wollen. Dann lautet die Abgleichungsbedingung 

ZI,Z4=Z2,Z3' (30) 

Indem man jeden Widerstand durch Z.=Z.· eiC• darstellt, erhalt man 

Zl • ei("-C,) _ ~. ei(,,-,"l 
Zz - Z4 

Wir nehmen den Betrag (I ei , 1 = 1) : 

Zl _ Za . 
z;- - Z4 ' 

dies in Gl. (31) eingesetzt, ergibt eine zweite Briickenbedingung 

'1-'2 ='a-'4' 

(31) 

(32) 

(33) 

Es ist daraus zu schlieBen, daB in der Wechselstrombrucke im allgemeinen FaIle 
zwei Stucke veranderlich sein mussen, um Abgleichung zu erhalten, wahrend bei der 
Gleichstrombrucke ein veranderliches Stuck genugt. Fur manche Bruckenschaltungen 
ist es an Stelle von Gl. (32) und (33) nutzlicher, jeden Wechselstromwiderstand 
durch rechtwinkelige Komponenten darzustellen: Z. = a. + i b.; als Gleichung 
zwischen komplexen GroBen enthalt Gl. (30) eine Beziehung nur zwischen den 
reellen und eine zweite nur zwischen den imaginaren Teilen. Diese beiden Gleichungen 
sagen natiirlich das gleiche aus, wie Gl. (32) und (33), und lauten 

ala2-aaa4=blb2-bab4' } 
a1 b2 + a2 b1 = as b4 + a4 ba • 

38. Der Transformator. 

(34) 

A. Den Induktionsvorgang hat F. Emde am Beispiel des eisenhaltigen 
Transformators durch die folgende naherungsweise Darstellung des elektrischen 
Feldes beschrieben: 

Das durch eine wechselstromdurchflossene Primarwicklung hervorgebrachte 
schwankende magnetische Feld ist im wesentlichen im Eisenkern vereinigt und 
verlauft dort in der Langsrichtung; mit Sicherheit nimmt die magnetische Induktion 
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wegen Jt'>P-o lediglich im Eisen erhebliche Werte an. Der Kern ist zusammen
geschichtet aus ebenen Blechen von der Rohe a und der Breite b und Papierzwischen
lagen der Rohe p. Abb. 1 zeigt einige Bleche, wobei a 'und p iibertrieben gezeichnet 
sind (Lange des Eisenkernes in Richtung der z-Achse; Index 1: Eisen, 2: Papier
zwischenraum). 

1st die magnetische Induktion ~1 = I BIZ iiber den Querschnitt aller Bleche 

konstant und gleich, so folgt aus rot ~ = - a a~l das elektrische Feld im Eisen: 

rot a: = _ f a Eu = _ t a BIZ 
""1 a y at ' 

II 
~--------;-,b--------~ 

d h E a BIZ a: . E (1) a er lz =Y----at"' 9 =t lz 

in fibereinstimmung mit 30. G1. (II): nur 
in der x-Richtung (bei b > a), linear mit Y 
ansteigend, antisymmetrisch zur Mittel
ebene. 1st Bl Z = - Bo sin w t, so ist daher 

. E 1 a: =-yBow·coswt, (2) 
die Amplitude y Bo w del' elektrischen Feld
starke ist am groBten an der Blechober-

flache y = ± ;. [Die Wirbelstromdichte 

Gu = ~ E1z wird daher um so groBer, je 
(! 

hoher das Blech ist: der Kern wird aus 
diinnen Blechen geschichtet, dam it dieser 
Wert, und somit der Stromwarmeverlust, 
nicht zu groB wird. - Bei nicht zu groBem 

a und W Ii ist es fiir die geiibte Naherungs
(! 

betrachtung erlaubt, die Wirkung der Wir-
r belstromung zu vernachlassigen und G1. (1) 

Abb. 38. 1. Zur Berechnung des elektrischen Feldes als gute Naherung fiir das elektrische Feld 
des Transformators. 

ZU betrachten. Ebenso wird hier die ins-

besondere fiir x = ± ~ vorhandene y-Komponente von a:1 vernachlassigt.] 

An der Blechoberflache ist die Tangentiaikomponente von a: stetig: 

E E a aBlZ 

2z(l/=f) = lz(l/=f) = 2 aT-' (3) 

und an der gegeniiberliegenden Oberflache des folgenden Bleches muB E2z den 
entgegengesetzt gleichen Wert haben; den tJbergang der Feldstarke von dem einen 
zu dem anderen Wert durch die diinne Papierschicht nehmen wir zunachst als 
linear an. Also ist, wenn der Nullpunkt des Achsenkreuzes in die Mitte der Papier
dicke verlegt wird, das elektrische Feld im Papier mit G1. (3) 

E 2Z=-E2Z(I/=f)' ~2' l 
'E re . aBlZ a . B a 
t 2z=1i!-2Z=-ty------at·p=ty owp.coswt. 

(4) 

Rieraus folgt aber 

t re = _ * aEzz = + ~ aBlZ.~ ro 1i!-2z 1 at lot p' (5) 

Praktisch ist immer a ,>p, und die in G1. (5) fiir den Papierzwischenraum 

erhaltene Wirbelstarke ist ; -mal so groB, als die gesamte Wirbelstarke G1. (1) im 

Eisen. Die magnetische Feldstarke durchsetzt mit stetiger Tangentialkomponente 
die Blechoberflache und ist daher im Papier ebenso groB als im Eisen, somit ist 
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im Papier \82 = ~2 \81 <: \81 praktisch immer SO klein, daB die geringe Induktions. 
III 

schwankung °O~2 im Papier durchaus zu vernachlassigen ist. Dann ist aber nach dem 

Induktionsgesetz der Papierzwischenraum auch praktisch frei von elektrischen 
Wirbeln: dem scheint Gl. (5) zu widersprechen. Es betrifft aber Gl. (5) nicht das 
gesamte elektrische Feld im Papier, sondern nur die x.Komponente. Zu diesem 
"Langsfeld" muB offenbar ein "Querfeld" ti2y hinzuko=en, das einen ebenso 
groBen, aber entgegengesetzt drehenden Wirbel hat wie das Langsfeld, damit das 
gesamte Feld wirbelfrei ist. DemgemaB haben wir anzusetzen: 

rc: rc: f 0 BlZ a * 0 E2 Y (6) rot ~2 Y = - rot ~2X = - -----et' p = + 1 ----ax ' 
daher 

rc:'E . oBu a . B a 
~2y=1 2y =-}X---at'p=l X oW p 'C08Wt. (7) 

Das Querfeld ist antisymmetrisch zur Mitte der Blechbreite verteilt, in der 
Mitte x = 0 ist es Null ebenso wie das Langsfeld, und es ist am starksten am Blech. 

rand x = ± ;. Dort hat es die Amplitude 
a b 

Bowp'2' (8) 

und dies ist viel groBer, als die Amplitude des Langsfeldes an der Blechoberflache 

Bow ~ (im praktischen Fall mehrtausendfach groBer). Das elektrische Gesamtfeld 

im Papier ist 
rc: • E . E (. .) 0 BiZ a 
~2 = I 2x + 1 2y = - I Y + 1 x ----at' p; (9) 

oBlZ a 
ti2 =-grad lfJ, lfJ=xY---at'p' (10) 

Sowohl die Aquipotentiallinien x Y = const, wie die elektrischen Feldlinien 
y2 = x 2 + const sind gleichseitige Hyperbeln (in Abb.1 im 3. Zwischenraum von unten 
angedeutet, im 2. das Querfeld, im 1. das Langsfeld). Die elektrische Spannung 
am Blechrand zwischen zwei Blechen'ist nach Gl. (7), (8) p' E2y(x=%)' und bei 

Aufeinanderschichten von n durch Bleche getrennten Papierzwischenraumen ist 
daher die Spannungsamplitude an der einen Hochkantseite des Blechpaketes 

n BoW a2b, an der anderen Hochkantseite ist sie entgegengesetzt gleich groBl, daher 

hat die elektrische Umlaufspannung um das ganze Blechpaket, wie zu erwarten, 
die Amplitude 

ptidr=nabBow. (II) 

In den Raum auBerhalb des eigentlichen Kernes setzt sich das elektrische Feld 
wirbelfrei fort, da wir auch dort die geringen magnetischen Induktionsschwankungen 
vernachlassigen konnen. Das starke Querfeld im Papier am Blechrande E2Y(x=%) 
ist das wesentliche Bindeglied zwischen den Vorgangen innerhalb und auBerhalb 
des Eisenkernes. AuBerhalb verlaufen die elektrischen Kraftlinien im wesentlichen 
parallel zur Oberflache des Blechpaketes, wenn wir zunachst annehmen, daB im 
AuBenfeldraum sich kein Leiter befinde. In weiterer Entfernung vom Kern sind 
die elektrischen Kraftlinien in sich zuriickkehrende Kurven, Kreise, wenn wir von 
den Storungen durch die vier Kanten des Kernes absehen, und ebenso bei kreis
fOrmig angenommenem Querschnitt des Kernes [vgl. 30. Gl. (10)], s. Abb. 2. Dieses 

1 In den Beispielen der Abb. 2-6 sind zur Verdeutlichung einige Spannungswerte eingetragen. 
FUr diese ist von einer GroBe von 6 Volt der Spannungsamplitude an der Hochkantseite des 
Blechpaketes ausgegangen. Diese GroBenordnung entspricht etwa technischen Transformatoren 
normaler Bauart und Beanspruchung. [Die Abb.2-6 aus F. Emde: Elektrotechn. u. Ma
schinenb. Bd.51 (1933) Heft 14, Abb.l nach F. Emde: Physik. Z. Bd. 23 (1922) S.347.] 

Fischer, Elektrodynamik. 8 
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-Feldbild wird kaum geandert, wenn um den Kern eine leitend geschlossene Windung, 
z. B. ein Drahtring, gelegt wird. Die elektrische Feldstarke ~ setzt sich wirbelfrei, 
mit stetiger Tangentialkomponente, in den Leiter hinein fort und bringt dort nach 
dem Ohmschen Gesetz die proportionale Stromung @ = x ~ hervor. Dagegen 
andert sich das elektrische Feld stark, wenn eine ungeschlossene Windung um den 
Eisenkern gelegt wird, denn dann haben Anfang und Ende der Windung eine 
Spannung von der GroBe der Umlaufspannung gegeneinander, tragen daher elek
trische Ladungen, welche Quellen fUr ein elektrisches Feld sind, das sich dem 
zuerst beschriebenen iiberlagert (Abb.3). (Fiir das wirbelfreie Feld im AuBenraum 
sind hier einige Potentialwerte eingetragen, sowie die mathematische Sperrflache, 
die notwendig ist, um das unendlich vielwertige Potential eindeutig zu machen, 
genau wie in 28. fUr das magnetische Feld gezeigt wurde 1 . Diese Wahl ist natiirlich 
willkiirlich und andert nichts an den Feldbildern.) 

Die Tatsache,' daB entlang den beiden Hochkantseiten groBe, entgegengesetzt 
gleiche elektrische Spannungen vorhanden sind, legt es nahe, als Ersatz fiir den 
Induktionsvorgang im Kern sich vorzustellen, daB an jeder Hochkantseite sich eine 
elektrische Batterie befinde. DafUr erhalt man bei Abwesenheit lei tender Korper 
das Feldbild Abb. 4; das Feld ist nur in der Nahe der Hochkantseiten dem Feld 
der Abb.2 ahnlich, sonst vollig verschieden. Die Umlaufspannung ist natiirlich 
iiberall Null, das Potential einwertig, von einem in einem geschlossenen Drahtring 
induzierten Strome nicht die Rede. Verbinden wir diese Batterie mit einer offenen 
Drahtwindung nach Abb. 5, so ist das Feld auf der einen Seite dem Feld der Abb. 3 
ahnlich, auf der gegeniiberliegenden Seite verschieden. Verkniipft man mit dem 
Ausdruck, es werde "in der Windung eine elektromotorische Kraft induziert", die 
Vorstellung, daB der Induktionsvorgang der Wirkung einer Batterie in der Windung 
selbst gleichzustellen sei, so erhalt man das von Abb. 3 ganzlich verschiedene Feld 
Abb. 6: Hier andert sich das (einwertige) Potential entlang der Windung, beim 
induzierten Feld ist es auf jeder Windungshalfte konstant. Bei einem KurzschluB 
verschwindet das auBere elektrische Feld der Abb. 6, das induzierle Feld der Abb. 3 
dagegen nicht. Man kommt also mit dieser Hilfsvorstellung nicht auf das elektrische 
Feld, das tatsachlich durch Induktion entsteht. 

B. Betriebseigenschaften des Transformators. Ausgehend von 35. Abb.2, 
Gl. (13) nehmen wir L1, M, L2 konstant an; wir setzen in 

U T R L d J 1 M d J 2 
= "1 1 + 1 dt + (iT , 

O T R L d J 2 M d J 1 
= "2 2 + 2 (iT + Tt-

die anregende Spannung U = Uo eiwt und lOsen mit dem Ansatz 
T _ ieiwt. .1- - i 

"1 - "1 , 2 = V • "1 • 

Gl. (3) in (2) eingesetzt ergibt 

- -iwM wM L 'R I I . V= R +. L =-2-(-W 2-~ 2)= v 'et '" 
2 'W 2 P 

mit 

Ivl = WpM; -WL2 
C081p =---. 

P 
Gl. (4) und (3) in (I) angewendet ergibt 

Uo=~(R~ +iwL~1 
mit 

R~ = Rl + (WpMr R2 = Rl + Iv12R2, 

L~ =L1 - (w:rL2 =L1-l v I2L 2· 

1 Siehe Anmerkung 1, S. 113. 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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Durch die Anwesenheit des zweiten Kreises erscheint der Wirkwiderstand des 
ersten Kreises vergroBert, seine Selbstinduktivitat verkleinert. Die Frage, ob hiernach 
der Scheinwiderstand vergroBert oder verkleinert erscheint, d. h. 

yR? +w2L~2 ~ yRi +w2L~ (6a) 

ist, vereinfacht sich durch Ausrechnen in die Entscheidung iiber 
2 

->-w2 (1 +a) (6b) 
T1 T2 -=: , 

wobei a der totale Streuungsfaktor, .1 und.2 die Zeitkonstanten des ersten und des 
zweiten Kreises sind [35, Gl. (7), (11)]. Die gesamte zugefUhrte und in Warme 
umgesetzte Leistung ist [37. Gl. (21)] einfach 

it = 1~12 R~ . (7) 

Ferner ist nach Gl. (3) mit Gl. (4) 
- -iruM - . 

J2 = R +. L J1 = IJ21' e''P I (8) • ,ru 2 

I J2 1 = 1 ~I ru M = I~I .1 v I ' C081p = - ru L2 . 
P P 

Fiir KurzschluB R2 = 0 wird 1p = n und I v I = ~ : J1 und J2 sind in Gegenphase, 
2 

umkreisen also den Spulenkern entgegengesetzt zueinander, und ihre Betrage stehen 

in dem festen Verhaltnis ~. Die Anderung der magnetischen Energie J1 d ([>1 = 
2 

Jl(Lld~ +MdJ2) findet man in gewissen Zeitabschnitten negativ: der Kreis 1 
gibt also nicht fortwahrend Energie ab, sondern nimmt auch zeitweise solche auf; 
es besteht demnach ein teilweises Hin- und Herwogen der Energie zwischen beiden 
Kreisen. - Die Kraft der beiden Stromkreise aufeinander, wenn I~I und IJ21 als 

konstant angesehen werden, ist nach 36. Gl. (34) K z = J1 J2 00 ~, sie schwankt um 

einen zeitlichen Mittelwert 

T 1 
--- oM 1 
K z =fiX' T !1~IIJ21' coswt . cos (wt-1p).d t 

oM 1 oM IJ112 -ru2 ML2 
= fiX . 2"IJ1 11 J21 cos1p = ex . 2' R~ + ru2 Li 

(9) 

Der Kreis 2 sei beweglich, mit wachsendem x moge M abnehmen, 00 -'! < 0 sein, 

dann ist stets die Arbeit Xz d x> 0: mit abnehmendem M wird Arbeit geleistet, 
die Kreise stoBen einander ab bis zur stabilen Gleichgewichtslage fiir Mmin (ein 
drehbarer zweiter Kreis stellt sich entsprechend senkrecht zur Ebene des ersten 
Kreises ein). Vgl. 36. Gl. (7). 

Wir untersuchen ferner die Strome in Abb,angigkeit von R2 und setzen dazu 
Rl = 0, was fiir die Leistungsiibertragung stets angestrebt wird. Es ist mit Gl. (3), 
(4), (1) 

.i - U. R2 + i ru L. 
1 - 0 i ru L1 R2 - ru2 eI L1 L2 I 

(10) 

wobei a der totale Streufaktor ist. Daraus mit Gl. (4) 
- -- -iruM 
J2 =vJ1 =Uo ' L R 2 L L (11) ,ru 1 .-rueI 1 2 

(z. B. J2 = - ~o f fiir a = 0). Ferner ist bei fehlendem zweiten Kreis der "Leer
a 1 

laufstrom" 
ill = 1 ::L--; fUr R2 = co . (12) 
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Der Vergleich liefert den grundlegenden Zusammenhang 
- M - -

J1 + Ll J2 = Jll . (13) 

Primarstrom und mit der "Transformatorubersetzung" ~ reduzierter Sekundar-
1 

strom ergeben stets zusammen den von (f unabhangigen Leerlaufstrom. Die beiden 

extremen Werte des Primarstromes Jll fur R2 = en [Gl. (12)] und Jlk = Uo --; i LW LL2-
W a 1 2 

fur R2 = 0 ("KurzschluBstrom") liegen auf derselben Achse des Diagrammes; fur 
die Werte 0 < R2 < en ist der geometrische Ort des Endpunktes der Strecken ~ 

ein Ralbkreis. Dessen Radius ist daher mit Abb. 7: a = ! ~ IJ2kl, wobei IJ2kl der 
1 

fUr R2 = 0 genommene Sekundarstrom ist. Man erhalt aus Gl. (11) mit Gl. (12) 

I I 1- a 
a = /11 . 2a"" ' (14) "A'e 

der Abstand des Kreismittelpunktes yom 
Koordinatenanfangspunkt ist 

A = IJd +a = IJlII1 iaa. (15) 

Bei kleiner Streuung (f sind somit Kreis
radius, KurzschluBstrom, ubertragene Lei
stunggroB, beigroBerStreuungklein (Abb.7). 
Auch hier genugt als kennzeichnende GroBe 
der Streufaktor (f vollstandig. Abb. 38.7. Transformatordiagramm. 

39. Stromverdrangung (Wirbelstromung, Hautwirkung). 
In diesem Abschnitt solI die Ausbildung zeitlich veranderlicher elektrischer 

Stromungen und magnetischer Felder in homogenen metallischen Leitern unter
sucht werden. Zuerst erhebt sich hier die Frage, ob diese Vorgange zu den quasi
stationaren zu rechnen sind. Wir konnen sie bejahen, solange wir ausschlieBlich 
das Leiterinnere betrachten: dort ist mit Sicherheit die elektrische Stromung 
quellenfrei und die Vorgange unterstehen dem Durchflutungs- und Induktions
gesetz; dies sind aber nach 32. Gl. (1), (2), (3) die entscheidenden Kennzeichen 
quasistationarer Felder. Einen groBeren Zusammenhang erkennen wir erst im 
folgenden (41. und 44.), wenn wir auch das elektromagnetische Feld in dem an 
den Leiter angrenzenden Isolator in die Betrachtung einbeziehen. Wir konnen 
uns daher urn so mehr in diesem Abschnitt auf den wichtigen Sonderfall harmonisch 
veranderlicher Felder in einigen einfachen Beispielen beschranken. Dabei laBt sich 
der Mechanismus der Vorgange etwa folgendermaBen allgemein beschreiben: 1m 
zeitlich unveranderlichen Zustande sind magnetisches Feld und elektrisches 
Stromungsfeld lediglich nach dem Durchflutungsgesetz miteinander verkettet. Bei 
zeitlich veranderlichen Zustanden sind nach dem Induktionsgesetz uberall elek-

trische Wirbel von der Starke - ~~ vorhanden, die ihrerseits im Metall nach dem 

Ohmschen Gesetz e ® = Q; zu elektrischer Stromung AnlaB geben und somit die 
Ausbildung der Stromung im wechselnden Zustand gegenuber der Verteilung im 
zeitlich konstanten Zustand verandern. Damit sind aber auch die Wirbel des 
magnetischen Feldes, die uberall die Starke ® haben, dem zeitlich konstanten 
Zustand gegeniiber verandert, und daher auch das magnetische Feld selbst. In 
welchem Sinne diese ortlichen Veranderungen des magnetischen Feldes und des 
elektrischen Stromungsfeldes erfolgen, hangt von den Bedingungen der einzelnen 
Aufgabe abo 

A. Eine ebene Metallplatte der gegeniiber Lange und Breite kleinen Rohe h be
finde sich in einem rein tangential gerichteten, homogenen magnetischen Wechselfeld 



118 Quasistationare Vorgange. II,39. 

(Abb. 1). Fiir diesen Fall hatten wir in 30. G1. (ll) Abb. 2 und in 38. G1. (1) 
mit Hille des Induktionsgesetzes das elektrische Feld naherungsweise bestimmt. 
Fiir eine genauere Untersuchung nehmen wir an, da.B das magnetische Feld zwar 
ausschlie.Blich parallel zur z-Achse verlauft, seine Starke aber im Leiter von der 
Rohe x und der Zeit t abhangt: 4> = t· Hz (x, t), und im Au.Benraum sei 4>a = f· Ho (t) 
das gegebene, homogene Feld. Das elektrische Feld und die ibm proportionale 

~ 
elektrische Stromung verlauft dann, wie frillier festgestellt, 
ausschlie.Blich parallel zur y-Achse; auch hier andert sich die 

" Starke mit der Rohe x und der Zeit t: @=jGII (x,t). Unter 
~ Y diesen Umstanden bleibt von den Grundgleichungen rot 4> = @, 

Abb. 39. 1. Zur Feld
berecbnung In elner 
ebenen Metallplatte. 

t rc: o~ ··b· ro ~=-Tt nur u rIg 

-oa~ = Gil; 
o Ell oBz ----ax = - 7ft ' 

aus der zweiten Gleichung folgt mit e @ =~, P, 4> = ~ : 

(1) 

o Gil Ii oHz ----ax = - eat· (2) 

Aus G1. (1) und (2) erhalt man durch Substitution dieselbe partielle Differential
gleichung fiir Hz und Gil' na:rnlich 

02 H", Ii oH", 02G" Ii oG", 
0002 =;--ae; 0002 =;-;t. (3) 

Nach dem Obigen wollen wir uns auf zeitlich sinusformige Vorgange beschranken 
und rechnen daher mit "komplexen Amplituden" gema.B 

Hz (x, t) = Re {Ho (x)· eiwt }, } 

Gil (x, t) = Re \Go (x) . eiwt }. 

Diese Rechenweise erweist sich hier als formal sehr vorteilhaft, jedoch fiihrt erst 
die Auslegung der Endergebnisse wieder auf den Boden des physikalisch Vorstell
baren zuriick. Fiihren wir G1. (4) in (3) ein, und schreiben zur Abkiirzung 

k2 =+i wli 
l? ' 

so lautet die Differentialgleichung der komplexen Amplituden 

02 Ho = k2 H . 02 Go = k 2 G • 
ox2 0' ox2 0 

Ihre Losung ist aber einfach 
Ho =A ·~of kx +B· Sink x, } 
Go = 0 . ~of k x + D . Sin k x. 

(5) 

(6) 

(7) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten bemerken wir, da.B zu jedem Zeit
punkt der Gesamtstrom iiber dem Querschnitt Null sein mu.B: J@df =0, da kein 

Strom von au.Ben zugefiihrt wird. Daher ist Ho = Ha fiir x = ± ;. Damit ergibt 
k 

sich aus G1. (7) B = 0, Ha = A ~of k 2"' also 

Ho = Ha @:of k ~ (8) 
@:ofk2" 

Rieraus bestimmen wir Go vollstandig mit G1. (1) duryh Differentiieren zu 

Go=_Hak..§ink: . (9) 
@:ofk2" 

1 Die in 37. Gl. (I5) usw. benutzte Kennzeichnung komplexer Amplituden durch einen 
Zirkumflex unterlassen wir hier als entbehrlich, da MiBverstandnisse kaum moglich sind. 
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Die hier benutzten Hyperbelfunktionen sind bekanntlich nichts anderes als 
Summen und Differenzen von Exponentialfunktionen der Form e±kx, sie sind 
komplex, weil k gemiiB GI. (5) eine komplexe GroBe ist: 

k=l/iw{i=I~i,/wf1=(I+i)m' m=J/W{i=JkJ. (10) V . (! 1"2 V (! , I 2 (! 1"2 
[Auf die bei einem solchen k mit e± kx verkntipfbare Vorstellung kommen wir 
in 44. GI. (12) bis (15) zuruck.] Mit GI. (8), (9), (4) ist die Aufgabe grundsatzlich 
gelost, da es fiir die Hyperbelfunktionen von komplexem Argument Tafelwerke 
gibtI, aus denen reeller und imaginarer Teil, Betrag und Phase entnommen werden 
konnen. Bei dem besonderen Bau vonk [GI. (10)] konnen jedoch einige einfacbe 
Ausdrticke angegeben werden2 : 

Der Verlauf der magnetischen Feldstarke in Abhangigkeit von x wird durch 
~ol k x beschrieben, hiervon kann man Betrag und Phase als 

~oHI + i) m x = S . eiy 

schreiben. Dann ist die Amplitude (der Betrag) der Feldstarke proportional 3, 2 

S = 11! (~012 m x + cos 2 m x) = S (m x) , 

die Feldstarke wachst also mit ± x symmetrisch zum Nullpunkt an. Aber auch der 
Phasenwinkel ist abhangig von der Hohe: 

tgy =tgmx·1:gmx; y =y(mx); 

der Augenblickswert der Feldstarke ist somit gemaB GI. (4) mit GI. (8) mit zwei 
Konstanten zu schreiben 

H (x, t) = const· S (m x) . cos/ wt + y (mx) + const}. (11) 

Da der Phasenwinkel sich mit mx andert, sehwankt' die Verteilung von H tiber 
dem Querschnitt periodisch, es stlmmt daher ein Bild .der· Augenblickswerte in 
keinem FaIle mit dem der Betrage (Amplituden, Effektivwerte) tiberein. Dasselbe 
gilt auch fur die Stromdichte und allgemein. Auf dem gezeigten Wege folgt aus 
GI. (9) der Betrag (die Amplitude) der Stromdichte zu 

10 (x)1 =IH Im,I2,/(§:of2mx-cos2mx . (12)4,3 
o a V" V. (§:of m h + cos m h' , 

und der Phasenwinkel'YJ von @lin kx ist gegeben durch tg'YJ =;; m x als eine Funktion 
..... gmx 

von mx. Abb. 2 zeigt die Verteilung von Betragen5 • Die Stromungsverteilung macht 
ohne weiteres deutlich, warum man hier von "Wirbelstromung" spricht. Fur kleine 
Argumentbetrage zeigen die Reihenentwicklungen 

, u3 US u2 u4 

@lm u = u + 3T + 5T + ... , ~ol u = 1 + 21 + 4! + ... 
leicht, wie etwa mit wachsender Frequenz 0 und H sich von der Gleichstrom
verteilung entfernen. Fur hinreichend groBes Argument ist 

@lin u =~ol u = eU • ! ' 
1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln. Leipzig u. Berlin 1933. Hawelka-Emde: Vier

stellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie ihrer Umkehrfunktionen im Kom
plexen. Braunschweig 1931. 

2 Formeln z. B. in J ahnke-Emde, Funktionentafeln. 
1 u4 US 

3 -2- ((§:of u + cos u) = 1 + 4! + 8! + ... , vgl. Abb. 3. 
1 u 2 US u 10 . 

4 2 ((§:ofu-cosu) = 21+61+ lOt + ... , vgl. Abb.3. 

5 Unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die elektrische Stromung im wesentlichen 
antisymmetrisch zur Mittel,ebene verteilt sein muB, da der Gesamtstrom des Querschnittes Null 
ist, und in sinngemaBer Dbereinstimmung mit 30. GI. (11) Abb. 2. 
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und daher ist 

(12a) 

IH I IGol 
o =w· 

Bei sehr groBem I k I haben also Stromung und Magnetfeld nur in unmittelbarer Nahe 
der oberen und unteren Oberflache erhebliche Werte, der Innenraum ist praktisch 
frei von elektrischem und magnetischem Feld ("Strom-
und Feldverdrangung"). 5'r----,------..,--""'T1 

Der zeitliche Mittelwert der raumlichen Warme-

leistungsdichte ist ip = ; e IGoI2, daher ist die in einem ¥ 

3r-------4------hL+~ 

2 

f 2 
a b u--

Abb. 39. 2. Ebene Metallplatte im homogenen tangential en maguetischen 
We~hselfeld. 1Iiaguetisches Feld und elekt.rische Stromung 1m Innern 

(Wirbelstromung). 

Abb. 39. 3. Kennzeichnende Funk
tlonen derebenenStromverdrllngung. 

Quader der Hohe h, der Lange und Breite 1 verlorene Warmeleistung im Zeitmittel 
+ hl2 

lP=fe 1~12.1.1.dx= i .IH;12 .11' (mh); (13) 

-h/2 

(mh) =2mh~inmk-8inmk (14) 
11' <rof m k + C08 m k ' 

siehe Abb.4. Die Reihe 11' (m h) = (mak)4 {1- ;:.0 (m h)' + - .. } konvergiert fur 

mh < 1; fur mh -+ ex> ist 11' (mh) -+ 2 mho Die Wirbelstromwarme steigt also z. B. 

bei kleiner Frequenz zunachst gemaB (.02, denn es ist mh = h 11 ~: ' schlieBlich mit 

.1 Vro unbegrenzt, da mit zunehmender Frequenz die Stro

lr-----4----l--I 

11--'-......,=J--!-----! 

o 1 
x--

Abb. 39. 4. Die Wirbelstrom
warme kennzeichnende Funk· 

tionen 61. (14) und (23). 

mung sich mehr und mehr in die der Oberflache benach
barten Schichten zusammenzieht. 

a x b 

1 .r~dx 
j : ' 

z,.[ ./{?[ z 

~ 
Abb. 39. 5. Zur Feldberechnung in einem rechteekigen Ankerstab. 

B. Durch einen langen Kupferstab von rechteckigem Querschnitt werde in seiner 
Langsrichtung ein Wechselstrom J geschickt, das magnetische Feld sei ausschlieB
lich senkrecht zu einer Seitenflache gerichtet. Diese Verhaltnisse liegen annahernd 
vor, wenn der Kup/erstab in eine Nut eines Eisenkorpers eingebettet ist (Abb. 5, 
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Leiterstab im Anker elektrischer Maschinen). Die elektrische Stromung verlauft 
nur in der z-Richtung, ihre GroBe ist von x und t abhangig: @ = f . Gz (x, t). Das 
magnetische Feld in der Nut steht urn so genauer senkrecht auf den Nutwanden, 
je groBer die Permeabilitat des umgebenden Eisens ist; das Verhaltnis der Luft
zur Eisenpermeabilitat ist bei senkrechtem Austritt nach dem Brechungsgesetz 

[24. Gl. (4)] ILL ::=:::::0, dann ist aber wegen der Quellenfreiheit der magnetischen 
ILE 

Induktion an den N utenwanden das Verhaltnis der Feldstarke im Eisen zu der 

in Luft HE = ILL HL::=:::::O, daher hat die magnetische Spannung praktisch nur auf 
ILE 

dem Weg durch die Nut von Null verschiedene Werte; bei nicht zu breiter Nut 
kann angesetzt werden, daB die magnetische Feldstarke nur aus einer y-Komponente 
besteht: 5J =jHy(x,t). Urn auf die Differentialgleichungen des Problems zu 
kommen, wollen wir hier die Integralform der Grundgesetze benutzen. Wenden 
wir das Durchflutungsgesetz j5Jdt=J@df auf einen in Abb.5a angedeuteten 
Integrationsweg an, so erhalten wir 

b IHy (x +dx, t)-Hy (x, t)) =b' dxGz (x, t) 
oder 

aHy =~G 
ax b z· (15) 

Wir wenden ferner das Induktionsgesetz f ~dt =- :t/'iS df auf einen in Abb. 5b 

angedeuteten Integrationsweg an und erhalten mit e @ =~, Ii 5J = 'is : 

(Z2-Z1) e I-Gz (x + dx, t) + Gz (x, t)) =- (Z2-Z1) dxji aHYa~x,t) 
oder 

aGz ji aHy 
---ax=e-Tt-· (16) 

Abgesehen von dem wenig von 1 abweichenden Verhaltnis ~ stimmt Gl. (15) 

mit (1) und (16) mit (2) iiberein. Die weitere Rechnung verlauft daher auch vollig 
analog. Fiir die komplexen Amplituden Ho (x) und Go (x) ergibt sich die Differential
gleichung (6), wobei jedoch hier ist 

k = , Ii W IL. ~ = .1 ~i , / W IL. b' = (1 + i) m j V I! b V2 V I! b ' 

m=V Wjib' = ~ 2 b ,/--I! v 2. 

(17) 

Der Losungsansatz ist Gl. (7), die Randbedingungen sind hier: fiir x = 0 ist 
b·H(x,t)=O, und fiir x=a ist b'H(x,t) =J(t) =Rel.fo·eirot), beides nach 
dem Durchflutungsgesetz: Der Anteil im Eisen fUr die Umlaufspannung ist nach 
dem Obigen zu vernachlassigen, und fiir x = 0 wird kein, fUr x = a der ganze, 
dem Stab zugefiihrte Strom umfaBt. Damit sind A und B bestimmt, und es wird 

H ( ) - Jo . €lin k x (18) 
o x - b €linka' 

Zur vollstandigen Bestimmung von Go (x) zieht man Gl. (15) heran und erhalt 
Jo [of kx 

Go (x) = -b' . ka ~k . (19) a ~tn a 

Nach den oben zu Gl. (12) und (11) gemachten grundsatzlichen AusfUhrungen 
iiber Betrag, Phase und Augenblickswert konnen wir uns hier darauf beschranken, 
die Betrage (Amplituden) anzuschreiben. Sie folgen aus den dort benutzten Formeln. 

jH (x)j = IJol,/[of2mx-cos2mx 
o b V [of 2m a-cos 2m a' (20) 

jG (x)j = IJol ma'I2,/~x+cos2mx (21) 
o ab' V" V [of 2m a-cos 2m a 
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(Abb.6). Elektrisehe Stromung und magnetisehes Feld werden naeh oben gedriingt. 
Bei groBem ma flieBt der Strom nur in dUnner Sehieht entlang der oberen Stab
kante ("Stromverdriingung"). Aus Gl. (21) ergibt sieh der zeitliehe Mittelwert der 
in einem Stabstuek der Liinge 1 entwiekelten Wiirmeleistung zu 

a 
x iji=JeIGo~X)12b'.I.dx= 1~12·b~a·<p(ma); (22) 

o 
() 6in2 ma+sin 2ma 

<p ma = ma ~of 2 ma -cos 2 ma . (23) 

a (J(x) 
b 

Ein Gleiehstrom von der GroBe des Effektivwertes des 

/I(x) Weehselstromes '~2 wiirde eine Wiirmeleistung von der 
Abb. 39.6. ElektriRche Stromung V .. 
und magnetisches Feld in einem 1 J. 12 (! 

rechteckigen Ankerstab GroBe -20-. -b'a in diesem Stabstuek hervorbringen. Fur 
(Stromverdriingnng). 

<p (ma), Abb.4, ergibt sieh die fUr ma < 1 brauehbare 

Reihenentwieklung <p (ma) = 1 + :s (m a)4 - 1!~~5 (ma)S + - ... , und fUr ma -+ co 

ist <p (ma) -+ mao 
Die Wiirmeleistung ist groBer als die Gleiehstromwiirmeleistung, die VergroBerung 

wiiehst mit ma =aVwi'. b' , z.B. ist bei kleinem ma die VergroBerung propor-
2 (! b 

tional w2, bei groBem ma proportional Vw. . 
Es seien in der Nut mehrere Stiibe von der Rohe a ubereinander angebraeht. 

Wir nehmen an, daB der unterste Stab von auBen den Weehselstrom J erhiilt, und 
betraehten den zweituntersten, der keinen Strom von auBen erhalten moge. Diffe
rentialgleiehung und Losungsansatz sind die gleiehen wie bisher. Die Rand
bedingungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten sind fUr den betraehteten 
Stab: zu jedem Zeitpunkt ist der Gesamtstrom fiber den Quersehn,itt des naeh 
auBen nieht angesehlossenen Stabes Null: J @df =0, daher ist, falls wir den 
Ursprungspunkt des Aehsenkreuzes in die halbe Rohe des Stabes legen: b· H = J 

fur x = ± ~. Damit haben wir aber bis in jede Einzelheit die in A. behandelten 

Verhiiltnisse, es ist lediglieh in den Gl. (8) bis (14) unter k die in Gl. (17) definierte 
GroBe zu verstehen. Wird der betraehtete Stab von auBen mit einem Weehselstrom 
gespeist, so uberlagern sieh in ihm die in A. besehriebenen Wirbelstrom- und die 
in B. besehriebenen Stromverdriingungserseheinungen. Das sehlieBlieh entstehende 
Bild der augenbliekliehen StromuI1gs- und Feldverteilung hiingt von der Phasen
lage der einzelnen Vorgiinge zueinander ab und kann daher nieht allgemein an
gegeben werden. Es kann hoehstens fUr ein gegebenes Verhiiltnis der Betriige der 
dem Stabe zugefiihrten Strome ein Bild der Verteilung der Betriige (Amplituden, 
Effektivwerte) gezeiehnet werden. 

c. Ein Zanger gerader KreiszyZinder vom Radius a sei in axialer Riehtung 
von elektriseher Leitungsstromung durehflossen (Leitungsdraht). Dann ist bei 
gehoriger Entfernung anderer stromfUhrender Leiter das magnetisehe Feld rein 
zirkular, die Feldlinien sind zur Drahtaehse eonaxiale Kreise. Sowohl Sj wie @ 
im Drahtinnern sind abhiingig vom Abstand r von der Aehse. Anwendung des 
Durehflutungsgesetzes ergibt (Abb. 7b): 

T 

2nr· H (r,t) = fa (r, t)· 2m ·dr; (24) 
o 

wir leiten naeh der oberen Grenze des Integrales ab: 

:r {r.H (r,t)} = r·a (r,t), 1 
eH~(r,t) +~H(r,t)=a(r,t). 

or r 

(25) 
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Anwendung des Induktionsgesetzes ergibt (Abb. 7 a): 
r 

l/E(O,t) -E(r,t)} =-1/ aB~:,t) dr, 

o 
daraus folgt durch Ableiten nach der oberen Grenze des Integrales und Einsetzen 
von Q; = e @, Q3 = ji SJ : 

aG (r,t) - aH(r,t) e ar =P--at-' (26) 

Indem man Gl. (25) einmal nach r, das andere Mal nach t ableitet und beide Male 
aus Gl. (26) substituiert, erhalt man 

a2 H .!. 0 H _1- H = Ii oR 
01,2 + r 0 r r2 Q 0 t ' 

02G 1 oG Ii oG 
or2 +"T or ="Qat 

(27) 

Fur die "komplexen Amplituden" des Wechselstromvor
ganges nach 

H(r,t) = Re /Ho (r)· eiwt ), } 

G (r, t) = Re (Go (r) . eiwt ) 
(28) 

ergeben sich aus Gl. (27) die totalen Differentialgleichungen 

dr2 r dr r2 (! 0' (29) 
d2HO +~ dHo -(~+i wji)H =01 
~2~ + ~ d Go _ i w ji G = 0 

dr2 r dr (! 0 , 

die wir mit der Abkurzung 

k2 =-i~ji 
(! 

(30) 

b 

Abb. 39. 7'. Zur 
Feldberechnung in einem 

zylindrischen I.eiter. 

und der vorubergehend gebrauchten Bezeichnung kr _ X schreiben als 

d2HO +~ dHo + (l-~) H =0 (31) dX2 X dx x2 0 , 

~~+~ dGo_ +G -0 (32) 
dx2 X dx 0 - • 

Von den Differentialgleichungen Gl. (6) derAufgaben A. und B. unterscheiden sich 

diese formal insbesondere durch die mit ~, ~ behafteten Glieder. Sie werden auch 
X x 

nicht durch elementare Funktionen oder irgendwelche Kombinationen solcher gelOst, 
vielmehr bezeichnet man die Integrale als Zylinderfunktionen, die fUr Gl. (31) von 
erster Ordnung, fur Gl. (32) von nullter Ordnung sind. Die vollstandige Losung 
besteht jedesmal aus der Summe von Zylinderfunktionen erster und zweiter Art 
[entsprechend besteht die vollstandige Losung Gl. (7) von Gl. (6) aus beiden Arten 
hyperbolischer FunktionenJ. Also ist 

Ho = A . ~ (kr) + B· Nl (kr), (33) 

Go = C· Jo (kr) + D· No (kr). (34) 
Als Randbedingungen haben wir aus dem Durchflutungsgesetz: 1. Fur x = 0 

ist H 0 = 0; daher muB sein B = 0, denn die Zylinderfunktionen zweiter Art diver
gieren (logarithmisch) fur verschwindendes Argument. 2. Fur r = a ist 2n a . Ho = 10 , 

wenn J = Re (10 ei w t) der den Draht durchflieBende Gesamtstrom ist. Damit ist A 
bestimmt und es wird aus Gl. (33) 

H --.!~. Jdk'!l (35) 
0- 2na J1 (ka) 

1 In Abb. 7 a steht der Pfeil ill richtig bei r, nicht bei a. 
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Hieraus bestimmen wir Go vollstandig auf Grund von Gl. (25) I zu 

G = ~.k~rJ~ (36)2 
o 2na Jdka ) 

Wegen der komplexen GroBe 

k = 11 -i w; = Y i Ikl =(l-i) ~~; Ikl = -Vw: (37) 

sind die Zylinderfunktionen komplex, das bedeutet aber, wie bekannt: nicht nur 
die Amplituden, sondern auch die Phasen von Stromdichte und Magnetfeld sind 
von r abhangig, es wechselt also die Verteilung iiber den Querschnitt von G und 
von H periodisch. Eine Festlegung der Widerstandsverhaltnisse ist trotzdem moglich, 
indem man von der tiberlegung ausgeht, daB die elektrische Spannung entlang 
einer geraden Strecke Z auf dem Zylindermantel Z • e G (a) gegeniiber dem Gesamt
strom J eine eindeutig definierte Phasenverschiebung hat. Der Quotient ihrer 
komplexen Amplituden ist daher eine komplexe GroBe, und durch diese definieren 
wir gemaB 

l·(!Go(a) = R +. L. I . ~w • 
o 

(38) 

den Verlustwiderstand R und die wirksame innere Selbstinduktivitat Li der Lange Z. 

Gl. (38) wird aus Gl. (36) mit dem Gleichstromwiderstand Ro = 4 
na 

R + i WLi ka Jo (ka) (39) 
Ro = 2' J1 (ka) . 

Zur Auslegung der Gl. (35), (36), (39) sei an die fUr jede Argumentform x giiltigen 
Reihenentwicklungen erinnert 

·Jo(x) =l-(i-r + 2~2 (~r- 3~2 (~r +- ... , 

JI (x) = ~ {1--~- (~ r + 1~ (~ r -+ '" } =-J~ (x). 

Sie sind offenbar konvergent fUr ~ < 1. Das groBte vorkommende Argument ist 

!!!!... = (1-') ~ = (1-')' =~ (40) 
2 ~ 2-V2 ~ ", " 2 {i . 

Setzen wir 
Jo(lklry i)=Boe- iPo , 

so sind die Betrage von Stromdichte und Magnetfeld bis auf einen konstanten 
Koeffizienten durch Bo, BI , die Phasen bis auf eine additive Konstante durch Po, 
PI gegeben (Abb. 8 3). Stromung und Magnetfeld werden demnach mit wachsendem 
I k I immer mehr in die auBeren Schichten gedrangt: "Hautwirkung". Die Ver
teilung der Stromdichte fUr verschiedene Werte " zeigt Abb.9. Fiir sehr groBe 
Argumentbetrage gilt die asymptotische Darstellung der Zylinderfunktionen 

x 

JI"2 +~-~) 
Zimes Jo(x F) = .~ _.e y'2 8, 
x--+oo v2nx 

x 

Y-i i(~ --~) 
Z• J. (,;----;:) . e y'2 8 
~mes I x V-~ =-~--==-·e . 

x--+ 00 -v2n x 

1 d 1 
-d J1 (x)=-- J1 (x) + Jo(x). 

x X 
2 Man verwechsele nicht miwinander die Bezeichnungen 10 fur die komplexe Amplitude des 

zugefiihrwn Gesamtstromes J und J o (kr) fur die Zylinderfunktion nullwr Ordnung erster Art 
vom Argument kr. 

3 Nach Jahnke-Emde, Funktionentafeln (1933) S.314. 
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Daraus ergibt sich die Stromdichte asymptotisch zu 

G - 10 11'-; I k I 1 /a - Y-{ I k I (a - r) 
0- 2 na' '/, . V r . e , 

Ik! (41) 
II I lfa --~ (a-r) 

I Go I = 2 ~ a ·Ik I· V r . e Y2 . 
Bei dem vorausgesetzten sehr groBen Wert I kl ist die Exponentialfunktion im 

wesentlichen bestimmend: es ist also die Wechselstromung auf eine sehr dunne Schicht 

an der Drahtoberflache beschrankt. Fur das Magnetfeld gilt mit G1. (41): IHol =~~o~. 

2f 7,5.-----.-----r---.,...---,.--~ 

o 

tl(r) 

-n o 2 J 

Iklr-
Abb. 39. 8. Kennzeiehnende Fllnktionen der zyliudrischen 

Stromverdrangung. 
Abb. 39. 9. Elektrische Stromung im 
zylindrisch~n J,eiter (Hautwirkung). 

Der innere Wechselstromwiderstand G1. (39) ist eine Funktion allein von x 
[G1. (40)]. Fur x < 1 ergeben die angeschriebenen Reihen 1 

R + ~ow Li = (1 + ~) + i x2 • (42) 

Den allgemeinen Verlauf zeigt Abb. 10, die asymptotischen Darstellungen geben 
fur x>l: . 5 

R+iwLi -.~ -~ -./iw/.t _ +. I 
Ro - '/, 2 - 2 V e - x '/, " , 

(43) 
R a -. fWlF Li a -. /--P:-
Ro='2V2Q' Ro ='2V2(!w' 

Der Widerstand wachst unbegrenzt, die innere Selbstinduk
tivitat verschwindet mit w: dabei flieBt der Wechselstrom nur 
in dunner Schicht der Oberflache entlang, der weitere Innen
raum ist ein elektrisch und magnetisch toter Raum. 

Der betrachtete Zylinder sei ein Eisenstab, der dadurch 
wechselnd langsmagnetisiert wird, daB er in einer wechselstrom
durchflossenen Zylinderspule steckt. Dann verlauft die Wirbel

5 

Abb.39.1O. 
Zur BerpchnllDg von R 
und Li des wechselstrom
dnrchflossenen zylindri-

schen Leiters. 

stromung auf Kreisbahnen urn die Achse, G und H sind gegenuber dem bisher 
betrachteten FaIle vertauscht. Dann zeigt also Abb.9 die Verteilung der Ampli
tuden des magnetischen Feldes, das proportional I Jo (kr) list; aus der I ~ (kr) I pro
portionalen Wirbelstromung ergeben sich die Stromwarmeverluste in bekannter 
Weise. 

Die Erscheinungen der Strom- und Feldverdrangung sind allgemein urn so aus-

gepragter, je groBer die Ausdehnung (Rohe, Radius) und je groBer fro: ist. Sie 

wachsen daher mit der Wechselzahl und der Permeabilitat (fur Eisen gilt die Rech
nung in der Naherung, mit der ft = constH angenommen werden kann) und der elek
trischen Leitfahigkeit (sie sind daher z.E. in Elektrolyten im allgemeinen unmerklich). 
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Ausbreitungsvo.'giinge. 
40. Kennzeichnung des elektromagnetischen Feldes im allgemeinen FaIle. 

Wir stellen die Gleiehungen der klassisehen Elektrodynamik zusammen, die fUr 
ortlieh und zeitlieh beliebig veranderliehe elektromagnetisehe Felder gelten. 

a) Wechselseitige Verkettung der elektrischen und magnetischen GroBen: 

pSjdr= j@df+ :tj'1Jdf, (I) 

- P a;dt = -;t j ~ df, (2) 

als Differentialgesetze fUr ruhende Korper 
8~ 

rot Sj = @ + -;Z(, 

858 
-rot(;l; =ffT. 

(Ia) 

(2a) 

Daher: I. Gleiehgewichtszustand: rot (;l; = 0, rot Sj = 0: elektrisehe und magneti
sehe Felder ohne wechselseitigen Zusammenhang, Ursaehe: Quellen, eingepragte 
Krafte; elektrisehes Feld senkrecht zur Leiteroberflache, Leiterinneres feldfrei. 

2. Beharrungszustand: :t = 0: beharrliehe elektrische Leitungsstromung, an 

Grenzflachen gegen Nichtleiter tangential; Wirbel fUr beharrliehes Magnetfeld. 
3. Veranderlicher Zustand: Sehwankendes elektrisehes Feld und Leitungsstromung 
bedeuten magnetisehe, schwankendes magnetisehes Feld elektrisehe Wirbel. Oder: 
das wirbelfreie magnetische Feld hat keinen Zusammenhang mit dem elektrischen 
Feld, Wirbel des magnetisehen Feldes bedeuten Veranderung des elektrischen. Das 
wirbelfreie elektrisehe Feld beeinfluBt das magnetische Feld nieht, Wirbel des elek
trischen Feldes bestimmen Anderung des magnetischen fur den nachsten Zeitpunkt. 

b) Quellen der Felder: 

div '1J = 'YJ ; div ~ = 0; div ( @ + 88~ ) = 0 : (3) 

c) Zusammenhang der FeldgroBen dureh stoffliche Eigensehaften: 

'1J=e(;l;; e@=(;l;+(;l;e; ~=,uSj+m, (4) 

dabei: e, e, (;l;e, ft' man der Materie haftende Eigenschaften, als von zeitliehen Feld
anderungen im wesentliehen unabhangig angesehen; Abhangigkeit vom Betrag der 
FeldgroBen: e = canst, e ~ const, ft = const fur nieht ferromagnetische Stoffe und 
Dauermagnete; weiehes Eisen ft=F (H), m=o (Hysterese ausgesehlossen). 

d) Feldenergie und Energieumsatz dureh chemisch-thermische Leistung: 

W=J(we+Wm)dT; P=JtpdT; 

tp =(;l;@; 

We' Wm' tp auch fUr beliebig rasch veranderliehe Felder geltend betrachtet. 
e) Grenzflaehen: 

Bn stetig; (G + ~~)n stetig; I 
ohne Flaehenwirbel: E t stetig, H t stetig. 

(5) 

(6) 
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Aus Gleichung (1 a) und (2a) folgt aus dem augenblicklich gegebenen elektro
magnetischen Feldzustand die zeitliche Anderung eindeutig; durch einen gegebenen 
Anfangszustand sind die Folgezustande samtlich eindeutig festgelegt. (Dabei beein
trachtigen die bekannten Eigenschaften der Stoffwerte die zahlenmaBige Richtigkeit 
des Ergebnisses; dies ist eine Unvollstandigkeit, nicht eine Unrichtigkeit der Theorie.) 

Teils zusammenfassend, teils die kommenden Ergebnisse vorausnehmend stell en 
wir die hauptsachlichen Besonderheiten der klassischen Elektrodynamik zusammen: 

1. Die elektrischen und magnetischen Wirkungen zwischen voneinander ent
fern ten Korpern gehen unter Einwirkung des von Materie erfUllten oder leeren 
Zwischenraumes vor sich 1. Den Wirkungszustand nennen wir elektrisches und 
magnetisches Feld. Er kann eindeutig physikalisch festgestellt und mit Hilfe der 
Vektorenrechnung beschrieben werden. Friiher: der Zwischenraum spielt nur seine 
geometrische Rolle als Abstand. 

2. 1m felderfUllten Raum ist Energie als Funktion des Ortes vorhanden. Bei der 
Energiebewegung im veranderlichen Zustande spielen die etwa vorhandenen Leiter 
nur die untergeordnete Rolle, richtungweisend zu sein. Die Energiestromung geht 
im Niehtleiter vonstatten. Friiher: verantwortlich fUr die Energie sind Polstarken, 
Ladungen, Stromelemente. 

3. 1m veranderlichen Zustand findet die Leitungsstromung ihre quellenfreie Fort
setzung in den Anderungen des elektrischen Feldes (Verschiebungsstromung), heide 
sind in gleicher Weise mit dem magnetischen Felde verkniipft. Friiher war das 
magnetische Feld ungeschlossener Leitungsstrome ungeklart. 

4. Elektromagnetische Vorgange pflanzen sich von Raumteil zu Raumteil mit 
endlicher Geschwindigkeit fort, im leeren Raume mit Lichtgeschwindigkeit. Was 
an einem festen Ort zu gegebener Zeit sich abspielen kann, ist vollstandig und ein
deutig festgelegt durch die Geschehnisse, die in unmittelharer ortlicher und zeit
licher Nachbarschaft stattfinden. 

5. Licht ist "eine elektromagnetische Starung, die sich nach elektromagnetischen 
Gesetzen ausbreitet" (Maxwell). Friiher: Licht ist eine Wellenbewegung des starren 
elastischen unendlich feinen Stoffes "Ather". 

Benennungen und Einheiten. Ein Vergleich der Anzahl der Grund
gleichungen mit der Anzahl der in ihnen vorkommenden GroBen zeigt, daB vier 
GroBen mehr vorhanden sind als Gleichungen. Ohne weitere (willkiirlich 2 hinzu
gefUgten) Beziehungen sind daher vier GroBen voneinander unabhangig zu geben, 
und, insofern jede GroBe in einer Gleichung als benannte Zahl aufgefaBt wird, sind 
ohne weitere Zutaten vier Einheiten (Benennungen) voneinander unabhangig. Dies 
wurde bereits in 4. ausgesprochen, und ist fUr die MaBsysteme der Elektrodynamik 
wichtig (vg1. den diesbeziiglichen Abschnitt). 

41. Energiebeziehungen im allgemeinen Fall. Energiestromung. 
Wir untersuchen in diesem Ahschnitt die Beziehungen zwischen den heiden 

Hauptgleichungen [40. G1. (1), (2)] einerseits und den Energiegleichungen [40. 
G1. (5)] andererseits. Die Frage nach diesem Zusammenhang ist berechtigt, denn 
die Grundtatsachen, die in 28. bis 30. zu den heiden Hauptgleichungen gefUhrt 
hatten, sind unabhangig von den Energieausdriicken und den fUr diese gemachten 
grundsatzlichen Voraussetzungen. Finden wir -obereinstimmung zwischen Folge
rungen aus den beiden Hauptgleichungen, den Energieausdriicken und dem Satz 
von der Erhaltung der Gesamtenergie, so stiitzen die beiden Gleichungensysteme 
einander gegenseitig, das Bestehen des einen ist zugleich Beweis fUr das andere. 

1 "Faraday sah mit den Augen seines Geistes Kraftlinien, die durch aile Raume hindurch
gehen ... er suchte den Sitz der Erscheinungen in wirklicher Tatigkeit, die in dem Medium vor 
sich geht ... " (Maxwell). 

2 Willkiirlich insofern, als damit kein naturnotwendiger neuer physikalischer Zusammenhang 
ausgesprochen wird. 
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Um diese "Obereinstimmung zu zeigen, gehen wir aus von den Differentialgesetzen 
fiir ruhende Korper 

a~ a~ 
rotS)=@+Tt. (1) -rot(Z=Tt. (2) 

Wir vervielfachen Gl. (1) mit (Z und Gl. (2) mit S), addieren und beachten die 
Rechenregel (Z rot S) - S) rot (Z = div [S) (Z]; es ergibt sich 

. a~ a~ 
-dw[(Z~]=(Z@+(ZTt+~Tt. (3) 

Zur Erleichterung der physikalischen Deutung wenden wir dieses Differential
gesetz auf einen beliebig gewahlten, endlichen, zusammenhangenden Raum T an; 
integrieren wir die mit dT vervielfachte Gl. (3) iiber T, so kann auf der linken Seite 
sogleich nach dem Satz von GauB das Raumintegral der Divergenz in ein Flachen
integral iiber die den Raum T begrenzende geschlossene Hiille verwandelt werden; 
als die Normalenrichtung des positiv zu rechnenden Hiillenintegrales ist nach diesem 
Satz die nach auBen weisende Normale zu betrachten; entscheiden wir uns dagegen 
fiir die nach innen weisende Normale, rechnen also den in den Raum T von auBen 
eintretenden FluB des Vektors [(Z~] positiv, so miissen wir das Vorzeichen andern 
und erhalten somit 

f[(Z ~]df = J {(Z@ + (Zaa~ + ~ ~~ }dT. (4) 
T 

Das erste Integral der rechten Seite ist uns bekannt als die gesamte in T um
gesetzte chemisch-thermische Leistung [26. Gl. (3)], welche die stets positive 
(J oulesche) Stromwarmeleistung enthalt, im iibrigen aber nach 26. positiv oder 
negativ sein kann; ihre raumliche Dichte ist 1jJ = (Z @ = e @2 - ®' @. Wir ver
gleichen das dritte Integral mit dem friiher [33. Gl. (12) bis (15)] gefundenen all
gemeinen Ausdruck fiir die Anderung der magnetischen Feldenergiedichte d wm = 
~ . d 18 und stellen fest: ~ aa~ = e;t. Entsprechend diirfen wir deuten (Z aa~ = a:e" 
und d we = (Z. d'Il als allgemeineren Ausdruck fiir die Anderung der' elektrischen 
Feldenergiedichte; fiir B= constE , fl= constH ergeben sich die bekannten Formen 
fiir we und wm [40. Gl. (5)]. Wir haben somit 

d · [rc: c:.] aWe aWm 
- w ~w =1jJ+----at+----ee. (5) 

1[(Z~]df =lJI + aWe + aWm 
'j at at' (6) 

Damit aber erkennen wir in dieser Gleichung eine Kontinuitatsgleichung fiir 
die Energie. Der Grundsatz von der Erhaltung der Materie fiihrt z. B. fiir die 
Stromung einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit mit Notwendigkeit zu der Fest
stellung, daB die Zunahme an Fliissigkeitsinhalt in einem abgegrenzten Raumgebiet 
gleich ist der durch die begrenzende Hiille eintretenden Stromung; der Grundsatz von 
der Unzerstorbarkeit der elektrischen Ladungen fiihrte zu einer entsprechenden Aus
sage, deren formelmaBiger Ausdruck zu Gl. (5) und (6) vollig analog ist [25. Gl. (3)]. 
Wegen des Grundsatzes von der Erhaltung der Gesamtenergie ist daher die Gl. (6) 
so zu deuten, daB die Zunahme der gesamten Energie in einem abgegrenzten Raum
bezirk (rechte Seite der Gleichung) gleich sein muB der durch die Hiille in diesen 
Raum eintretenden Energiestromung (linke Seite der Gleichung), und Gl. (5) be
schreibt das Versickern (oder Entspringen) der Energiestromung fiir das Raum
element. Es ist somit die Auffassung erlaubt, daB der Vektor 

(7) 
die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit stromende Energie ist, also die 
Flachendichte des Leistungsflusses1 . Zu der Vorstellung Maxwells, daB 

1 B S _ U J _ U J El'nhel"t 1 Watt enennung - L L - ~ , cm2 im P. M. S" 
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die elektrische und die magnetische Energie raumlich verteilt ist, vergleichbar der 
Verteilung eines homogenen Stoffes mit raumlich veranderlicher Dichte, tritt hier 
eine Aussage iiber die Bewegung der Energie: dem betrachteten Raume flieBt die 
Energie von auBen mit der Stromungsdichte @3 in der Zeiteinheit zu; diese Dichte 
wird dem Betrag nach durch das aus E und H gebildete Parallelogramm dargestellt, 
die Richtung ist die rechtswendig zu (s; und S) senkrechte; die elektromagnetische 
Energie stromt also iiberall senkrecht zur elektrischen und magnetischen Feldstarke. 
1m Inneren des betrachteten Raumteiles verteilt sich die zustromende Energie in 
chemisch-thermische Leistung und Zuwachs an elektrischer und magnetischer 
Feldenergie. Der Vektor @3 und seine Deutung wurde von Poynting und gleich
zeitig und unabhangig von Heaviside gefunden. Zu beachten ist, daB durch die 
gesamten Energieanderungen (Energieumsetzungen, Feldenergieanderungen) immer 
nur der gesamte HiillenfluB der zustromenden Energie oder die Quellen und Senken 
der Energiestromung bekannt sind; ein etwa vorhandener, quellenfreier Anteil des 
Feldes @3 tritt in den Energieanderungen iiberhaupt nicht in Erscheinung und bleibt 
damit in jedem FaIle bedeutungslos. 

Wir erlautern die Bedeutung der Vorstellung von der Energiestromung noch an 
folgenden Beispielen: 

Die geschlossene Hiille moge so gelegt werden, daB auf ihr iiberall gilt @3df =0. 
Dies ist z. B. mit Sicherheit durch eine unendlich ferne HiilIe erfiillbar, falls die 
Strombahnen und Ladungstrager im Endlichen begrenzt sind. Dann ergibt Gl. (6): 

a 
lJf =-8T (u: + Wm ); (8) 

in Ubereinstimmung mit dem Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie ist die 
Abnahme der gesamten elektromagnetischen Feldenergie gleich der chemisch
thermischen Leistung; nun ist 'IjJ = e @2_ (s;e @; somit kann dem abgeschlossenen 
System Energie ausschlieBlich in den Raumteilen zugefiihrt werden, in denen ein
gepragte elektrische Krafte sitzen, also a:e @ =l= 0 ist; fehlen solche, so geht die 
Feldenergie fortwahrend in die nicht umkehrbare Energieform J oulescher Warme 
iiber, die Felder verlOschen. FUr die quasistationaren Vorgange, bei denen die elek
trische Feldenergie nicht merklich an den Energieanderungen bete1ligt ist, wurde 
Gl. (8) mit entsprechender Anderung schon in 33. Gl. (12) gefunden. - 1m elektro
statischen Feld einerseits und im magnetostatischen Felde andererseits ist jeweils 

@3 = 0 und aa~ = 0, wie es definitionsmaBig sein muB (5.). Durchsetzen einander ein 

elektrostatisches und ein magnetostatisches Feld (z. B. elektrisches Feld eines 
ruhenden Ladungstragers im magnetischen Erdfeld), so ist im allgemeinen in jedem 
Punkt des Feldraumes @3 9= 0, jedoch ist unter allen Umstanden und iiberall div@3 =0, 
die Energiestromung quellenfrei und daher fUr das betrachtete System belanglos. 

Eine elektrische Leitung bestehe aus zwei langen, recht- @i 

eckigen Metallschienen, die einander parallel im Abstand ;; (i F~ ; 
a<h gegeniiberstehen; h sei die lange Seite der rechteckigen • 
Schienen (Abb. 1). Nehmen wir sie widerstandslos an, so h ----lo 

. d' d Q II . d L' f li fL' Abb. 41. 1. Beispiel fiir die 1St Ie von er ue e ill en eltungsan ang ge e erte e1- EnergiestromungimNichtleiter. 
stung U J g1eich der vom Verbraucher aus dem Leitungsende (Querschnitt; Strom senkrecht 

zur Zeichenebene.) 
aufgenommenen. Das elektrische Feld der Leitung ist senk-
recht zur Oberflache gerichtet, es hat nur im Zwischenraum, in dem es homogen 

ist, eine betrachtliche Starke vom Betrage -~ [nach 17. Gl. (23)]. Die magnetische 
a 

Feldstarke ist tangential zur Oberflache und senkrecht zum Strom in den Schienen 

gerichtet und hat im Zwischenraum, in dem sie homogen ist, den Betrag {; [vgl. 28. 

Gl. (9)], (s; und .'Q stehen im Zwischenraum aufeinander senkrecht, daher ist S = E H = 

UzJ die auf die Flacheneinheit des Querschnittes des Zwischenraumes bezogene 
a L 

Leistungsdichte; man kommt somit zu der Auffassung, daB die Energie durch den 
Fischer, Elektrodynamik. 9 
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nichtleitenden Zwischenraum von der QueUe zum Verbraucher stromt, nicht etwa 
in den beiden Platten, in die sie uberhaupt nicht eindringt, da @3 tangential zu den 
Oberflachen steht. Die Auffassung, daB der nichtleitende Zwischenraum der Energie
leiter ist, betrachtet man mit Recht als die am weitesten gezogene Folgerung aus 
der Faraday-Maxwellschen Feldvorstellung. Die von dem elektrischen Strome 
durchflossenen Leiter sind bei dem Energieubertragungsvorgang nicht Trager der 

Abb. 41. 2. Ele]'.-trisehes nnd magnetisches Feld, sowie Energiestromungsfeld 6 = [G:.5] der Paralleldrahtleitung. 

Energiestromung, sondern richtungweisend fUr diese. Fur eine Paralleldrahtleitung 
verdeutlicht Abb. 2 schematisch die Energiestromung e = [Q: 4)]; sie verlauft parallel 
zu den Drahten, und hat die groBte Starke in der Nachbarschaft der Drahte. 

Hat der Leiter, dem entlang die Energie durch das Dielektrikum stromt, einen 
von Null verschiedenen spezifischen elektrischen Widerstand, so ist nach dem 

~y 
}<.%:i/ 

~f>1 ~t;,,'" 

~ 
Abb. 41. 3. Entlang
gleitende (tangentiale) 
und eindriugende (nor
male) Komponente der 

Energiestromung an 
der DrahtoberfJache. 

Ohmschen Gesetz eine zur Leiteroberflache tangentiale Kompo
nente des elektrischen Feldes zugleich mit der normalen vorhan
den; @3 hat daher bei ruhenden Korpern auBer der zur Leiter
oberflache parallelen Komponente eine dazu senkrechte, stets 
ins Innere des Leiters weisende Komponente: diese einstro
mende Energie stellt die als Joulesche Warme verlorene 
Energie dar. Der n u tzli che Ha u ptteil der Energie glei tet 
im nichtleitenden AuBenraum der Leitung entlang, 
ein Bruchteil geht durch das Eindringen in das Metall 
als Stromwarme verloren, @3 steht schief zur Leiterober
flache (Abb. 3). Wir untersuchen diese Energieeinwanderung 
genauer an dem Beispiel eines Stiickes der Lange Z eines gleich
stromdurchflossenen geraden Kreisdrahtes yom Radius a. 4) ver

lauft uberall in Kreisen um die Achse, und zwar rechtswendig zu @ und daher 
zu Q:, die parallel zur Achse gerichtet sind. Daher ist auf den Deckelflachen des 
Zylinders @3= 0, und nur auf den Mantelflachen ist @3 4= 0 und radial nach innen 

J a 
gerichtet. Fur r = a ist H(a) = 2, na = -2 G, und Eda ) = e G, daher 

Sn(a)=Et(a)·H(a) =.~ eG2 (9) 

konstant auf der Zylindermantelflache. Somit ist die ganze III das Zylinderstuck 
einstromende Energie 

pedf=Z·2na·Sn(a) =Z'na2'eG2 =T"'IP, (10) 

also gleich der in diesem Volumen auftretenden Stromwarme. Wir verfolgen den 

VerbleibderEnergiestromung im Drahtinnern r<a: dafiirist E=eG, H(r) = ; G, 

daher 

(lOa) 

die einstromende Energie versiegt also mit weiterem Eindringen gegen die Achse 
zu, indem sie standig in Joulesche Warme umgesetzt wird. 
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Die Vorstellung vom Eindringen der Energie aus dem niehtleitenden Raum in 
den Leiter ist in jedem Falle fruehtbar, z. B. aueh bei weehselstromdurehflossenen 
Leitern (Wirbelstromerseheinungen). In diesem Falle geht allerdings nicht die 
gesamte eindringende Energie als die Stromwarme verloren, sondern sie wird zum 
Teil im innereri magnetischen Feld als magnetische Energie aufgespeichert, und 
zum gleiehen Betrage wieder zuruckgegeben: es findet also zum Teil ein periodisches 
Aus- und Einstromen von Energie statt. Nach Ablauf einer Periode hat die ma
gnetisehe Energie aber wieder ihren Anfangswert, die algebraisehe Summe der ein
gestromten Energie ist in Stromwarme umgesetzt. Nach Gl. (7) findet man z. B. 
leieht den Riehtungssinn der Energiestromung fUr die in 39. behandelten Beispiele; 
untersueht man mit Hilfe der dort gefundenen ortlichen Verteilungen von f.> und 
a; = e @ die Energiestromung im Leiterinneren, so findet man: der besehriebene 
Vorgang des Eindringens ist auf eine um so diinnere Sehicht an der Oberflache 

besehrankt, je groBer W ji ist. 
e 

In ahnlicher Weise erganzt die Vorstellung der Energiestromung in jedem Falle 
die Anschauung elektromagnetischer V organge; bei den Lichtwellen werden wir 
finden, daB@:) die Richtung der Wellen angibt; als letztes Beispiel betrachten wir 
die Entladung eines zuvor aufgeladenen Kondensators in einen elektrischen Schwin
gungskreis (37.): im Augenblick des Stromsehlusses finden wir eine aus dem Feld
raum des Kondensators herausgerichtete Komponente von @:); die Energie entquillt 
dem Kondensator ebenso, wie sie aus den Raumteilen heraustreten kann, die ein
gepragte elektrische Krafte enthalten, und wird teils langs der Drahte zum Aufbau 
eines magnetischen Feldes gefUhrt, teils dringt sie in diese ein und geht als Strom
warme verloren. 

Der komplexe Energiestromungsvektor. In einem gleichformigen Stoffe 
mit ortlieh und zeitlich konstanten Werten e, Ii, fl seien die Feldvektoren einfaehe 
harmonische Zeitfunktionen: 

Cf = Re [d:o eiwt}, f.> = Re {$o eiwt). (11) 
Dann lauten die beiden Hauptgleichungen (1) und (2) fur die komplex en Ampli
tuden 

rot $0 = (~ + i w s) @:o , 

rot d:o = - i w fi, $0' 
Wir nehmen zu Gl. (12) den konjugierten Wert und erweitern mit d;o: 

d:o . rot $t = ( ~ - i we) . d:~ d;o . 
Wir erweitern Gl. (13) mit .N: 

$;\' . rot d:o = - i w fi, . $0 $~ . 
Die Differenz von Gl. (14) und (15) ist 

-div [d;o $~] = (-~--i w s) d;o d:~ + i w fi, $0 $~ I 
= ~ i Cfol2 + 2 iw{~ I f.>012- : I Cfo 12} , 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

wobei die zwischen senkrechten Striehen stehenden Vektoren die Amplituden der 
Schwingungen bedeuten. FUr eine harmonische Schwingung steht der quadratisehe 

Mittelwert A zur Amplitude IAol in der Beziehung A2= ~ IAoI2. Definieren wir 

daher einen "komplexen Energiestromungsvektor" 
- 1 Uo = 2 [(to f.>~] , (17) 

so lautet Gl. (16) auch 
- div Uo = ijJ + 2 i w (wm - we) ; (18) 

9* 
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dabei ist ijJ = ~ ~2, Wm = ~ ~2, We = ~ ~2 der zeitliche Mittelwert der Joule

schen Warmeleistung, der magnetischen und der elektrischen Feldenergiedichte. Aus 
Gl. (18) folgt durch Integration uber einen Raum 7: unter Anwendung des Satzes 
von Gauf3 und Umkehrung der Normalenrichtung, wie bei Gl. (4): 

PUodf=1JI+2iw(fVm-ffe). (19) 

Daher hat man bei zeitlich sinusformig veranderlichen Feldern die einfachen 
Formeln 1 zur Berechnung der mittleren Warmeverlustleistung und der mittleren 
Feldenergien : 

lji = ~ Re f P [~o ~~] dr}, 
2w (W~-We) = ~ 1m{p [~o ~~]df}. I (20) 

Diese Darstellung fand Emde. Es ist mit ihr die Bestimmung der Stromwarme
verluste, die sonst durch ein Raumintegral berechnet werden, auf ein haufig einfacher 
auszufuhrendes Oberfla9henintegral zuruckgefiihrt. 

Beispiel: FUr einen wechselstromdurchflossenen kreiszylindrischen Leiter (Haut
wirkung gemaB 39. 0) berechnet man gemaf3 Abb. 3 bei allseitig symmetrischer 
Feldverteilung die in den Zylindermantel einstromende Energie aus magnetischer 
und elektrischer Energie an der Drahtoberflache zu 

~p[~o~a=adf= ~Eo(a)'H~(a)'2nal; (21) 

dabei ist H~ (a) = 2I~ ,daher einfach 
na 

- . - 1 * 
1JI + 2 % W Wm = 2 Eo (a) '10 1, 

und durch Division mit ~ 10 1~ = 12 : 
R +. L _ Eo (a) . l 

%W i - 10 

(22) 

(23) 

in tTbereinstimmung mit 39. Gl. (38). Auf diese Weise liif3t sich nicht nur beim 
Runddraht, sondern auch bei den anderen Stromverdrangungsaufgaben R und Li 
einfach bestimmen. 

42. Ausbreitung elektromagnetischer Storungen in gleichfOrmigen Stoffen. 
Wellengleichung und Warmeleitungsgleichung. 

Wir nehmen an, der unendliche Raum sei mit einem durchaus gleichformigen 
(homogenen isotropen) Stoff erfullt. Daher ist uberall ~e = 0, ~e = 0, und die 
Stoffwerte fl, e, 8 sind von Feldort und Feldstarke unabhangige Konstante. Der 
Raum sei frei von elektrischen Ladungen, daher gilt 

div ~ = 0, ferner ist stets div ~ = 0. (1) 

Die beiden Hauptgleichungen [40. Gl. (la), (2a)] fUr ruhende Korper lauten 
unter diesen Voraussetzungen fur ~ und ~: 

'" 1 rr:: - o@: raLo' =e~ +8 8t , (2) (3) 

l Fur zwei harmonische Schwingungen U = Uo cos wt, J = Jo cos (wt + rp) ist der zeitliche 
Mittelwert ihres Produktes 

- - 1 1 --
U J ~ N = 2 UoJocosrp ==2 Be {UoJII'}, 

unter Uo und 10 die komplexen Amplituden verstanden. V gl. Abschnitt 2'.: "Darstellung 
periodischer Vorgange." 
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Indem man von jeder dieser beiden Gleichungen den Rotor nimmt und jeweils 
aus der anderen substituiert, erhalt man 1 

c;. ji o,t> + - - 02,t> I -rotrot w =e----at eft ot2 , 

(4) rr: ji o@; __ 02@; 
-rotrotIiJ- =e-at+eft ot2 • 

Unter den ausgesprochenen Voraussetzungen iiber die Stoffwerte kommt aus 
G1. (1) 

B diva: = 0 , ji div .p = 0 , (5) 

und damit ergibt sich aus G1. (4)2 

L1.p=! ~~ +Bji~}, I 
L1 rr: ji o@; - - 02,t> 

IiJ- =e----at+eft ot2 • 

(6) 

FUr a: und .p, daher auch fiir ~ und \8, daher fiir jede einzelne Komponente 
jedes elektrischen und jedes :rn,agnetischen Feldvektors besteht somit eine partielle 
Differentialgleichung von der Form 

AF= ii ~+'i! _02 p (7) 
Qat t.t ot2 , 

oder auch, wenn man neben der bekannten "Relaxationszeit" [25. Gl. (16)] {J = Be 
eine neue GroBe 

definiert (daher ! = P ~2 ) , 

1 v=--
VfP: 

(8) 

1 of 02F 
v2 • L1 F = If ---at + ot2 • (9) 

Diese Differentialgleichung bestimmt eindeutig den Wert, den F in einem 
betrachteten Raumpunkt zu irgendeinem Zeitpunkt annimmt, wenn die Werte von 

Fund von ~~ fiir jeden Raumpunkt willkiirIich fiir einen gewissen Zeitpunkt t = 0 

als Anfangswerte gegeben sind und F in unendIicher Entfernung verschwindet. 
Wir iibergehen die Ausfiihrung des mathematischen Eindeutigkeitsbeweises. 

Von den besonderen Formen, die Gl. (9) unter einschrji,nkenden Voraussetzungen 
annehmen kann, fant zunachst auf, daB aus ihr bei AusschluB zeitlicher Anderungen 
die Laplacesche Gleichung 

(10) 

hervorgeht. Bei ihrer Betrachtung waren wir in 17. so vorgegangen, daB wir kenn
zeichnende Eigenschaften fiir ihre Losung bestimmten. Wir werden daher hier 
ebenso verfabren und untersuchen, welche besonderen Kennzeichen der Losung 
von G1. (9) zukommen miissen. Dabei sind zwei Grenzfalle von beherrschender 
Wichtigkeit: 

A. Fiir einen vollkommenen N ichtleiter ist {J = co, wei! e = co. Die elektro
magnetischen Vorgange werden daher durch die aus Gl. (9) folgende 

a2 p 
Wellengleichung v2 .AF=-- (U) ot2 

beschrieben. Gl. (U) hat die Form der Bewegungsgleichung eines gleichformigen, 
unzusammendriickbaren, elastischen, festen Korpers. (FUr die elastischen Ver
schiebungen ist v2 gleich dem Verhaltnis des Elastizitatskoeffizienten zur Dichte.) 
Daher konnen die aus diesem Gebiet bekannten Losungen bei entsprechenden 
Anfangs- und Grenzbedingungen benutzt werden. Das von Poisson gefundene 

1 Reihenfolge der Differentialoperationen gleichgiiltig. 
2 rot rot ~ = grad div ~ - Ll ~. 
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allgemeine Integral von Gl. (11) liiBt sich in folgender Weise konstruieren: Um 
in einem Punkte p den im Zeitpunkt t vorhandenen Wert Fpl zu finden, wenn fill 

t = 0 die Werte Fo und (~~)o ftir jeden Raumpunkt gegeben sind, legt man eine 

Kugelfliiche mit dem Radius vt um pals Mittelpunkt, und bestimmt aus den 
Anfangswerten Fo auf der Kugeloberfliiche den Mittelwert F~ aller dieser Werte; 

entsprechend (~~ t Dann ist der Wert von F im Punkte p zur Zeit t: 

(] - (8F) 
Fpl =Ft (Fo t) + t 7ft o· (12) 

Daraus folgt: Der Zustand F im Punkte p wird in jedem Augenblick 
durch die Zustiinde festgelegt, welche um eine Zeitspanne t vorher 
in allen von p um die Strecke vt entfernten Raumpunkten geherrscht 

haben. Daher ist v = 1 [(Gl. (8)] die Geschwindigkeit, mit der jede 
veji 

Storung fortgepflanzt wird. 

Zur Zeit t = 0 sei tiberall F = 0 und ~~ = 0 mit Ausnahme eines geschlossenen 

Raumteiles S. Dann sind zur Zeit t in p diese GroBen nur von Null verschieden, 
wenn die Kugelfliiche mit dem Mittelpunkt p und dem Radius vt das Gebiet S 
schneidet. Liegt p auBerhalb von S, so tritt somit in p erst dann eine Storung ein, 
wenn vt gleich dem ktirzesten Abstande zwischen p und den Punkten in S wird, 
und dauert so lange an, bis vt gleich dem groBten Abstande zwischen p und den 
Punkten in S geworden ist; dann hort die Storung in p giinzlich auf, die von den 
in S gegebenen Anfangswerten herrtihrt. 1st also r1 der ktirzeste, rz der weiteste Ab-

stand zwischen p und den Punkten von S, so beginnt die Storung in p zur Zeit tl = 1j 
v 

und endet zur Zeit tz= r2; ein bestimmter Punkt q in S liefert zur Storung in p 
v 

in dem Zeitpunkte n einen Beitrag: die Storung breitet sich von q mit der Geschwin
v 

digkeit v aus. 

Ftir den leeren Raum ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v = c 

C=vE:.uo' (13) v= v~jt. (l3a) 

Nun konnen aber die beiden Konstanten eo und flo durch verschiedene und 
unauhiingige Verfahren bestimmt-werden (z. B. eo aus einer Kapazitiitsmessung, 
flo aus einer 1nduktivitiitsmessung); die ersten Messungen dieser Art unternahmen 
W. Weber und R. Kohlrausch 1. Die mit groBer Genauigkeit gemessenen Werte 
ergaben fUr c eine Geschwindigkeit, deren GroBe mit der auf optischem und auf 
astronomischem Wege gemessenen Lichtgeschwindigkeit gut tibereinstimmte z. Dies 
war eine der hauptsiichlichen Sttitzen Maxwells fUr seine 1865 gemachte Aussage, 
daB "Licht eine elektromagnetische Storung ist, die sich nach elektromagnetischen 
Gesetzen ... fortpflanzt". Damit war dafUr entschieden, daB die Lichtausbreitung 
als Wellenvorgang zu beschreiben sei, nicht als Bewegung von Teilchen, die von 
dem leuchtenden zum beleuchteten Korper tibergehen. Nach der Wellentheorie 
ist die Lichtgeschwindigkeit in verschiedenen Stoffen umgekehrt proportional zu 
deren Brechungsexponenten n, und nach der vorstehenden Hypothese ist sie durch 

1 W. Weber und R. Kohlrausch: Poggendorffs Ann. Bd. 99 (1856). - Ostwalds Klassiker 
der Naturwissenschaften Nr. 142. - Es sei erwahnt, daB damals infolge der ausschlieBlich 
bekannten "absoluten" MaBsysteme die Schreibweise der Gleichungen, bezogen auf diese MaB
systeme, eine andere war, als die von uns hier gebrauchte maBunabhangig aufzufassende Form. 
Daher war auch die Problemstellung, ohne dem Sinne nach eine andere zu sein, auch etwas 
anders formuliert. Einzelheiten hieriiber haben heute nur noch historische Bedeutung. 

2 Zahlenwerte fiir eo' Po, c in bezug auf die praktischen Einheiten s. Abschnitt "MaBsysteme". 
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Gl. (8) gegeben. Die Permeabilitiiten durchsichtiger Korper sind aber sehr wenig 
voneinander und von der Permeabilitiit des leeren Raumes verschieden. Es muBte 
daher die Dielektrizitiitskonstante eines durchsichtigen Stoffes angeniihert gleich 
dem Quadrate des Brechungsindex sein: 

n R:; ye. (14) 1 

Diese Maxwellsche Beziehung hat sich bekanntlich urn so besser bestiitigt 
erwiesen, je langsamer die Schwingungen des benutzten Lichts sind. Bei sehr 
schnellen Schwingungen sind, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, die Licht
wellenliingen so klein, daB die Voraussetzung dieses Abschnittes, niimlich voll
kommene Homogenitiit des Stoffes, von der wirklichen, atomistisch gearteten 
Materie auch nicht mehr angeniihert erfUllt wird. Dies lehrt, "daB man die optischen 
Eigenschaften der Korper aus den elektrischen erst dann wird ableiten konnen, 
wenn wir uber die Konstitution der Korper im klaren sind" (Maxwell). 

B. Fur einen metallischen Leiter ist die Relaxationszeit iiuBerst klein, 
die Verschiebungsstromung im Vergleich zur Leitungsstromung nicht zu bemerken 
(vgl. 32.), daher wird aus Gl. (9) nach Multiplikation mit fJ fUr fJ -+ 0 die 

Wiirmeleitungsgleichung ;. AIl= ~:'. (15) 

Dieselbe partielle Differentialgleichung gilt auch fUr die ortliche und zeitliche 
Temperaturverteilung in einem homogenen festen Korper. Die von Fourier 
gefundenen verschiedenen Losungen fUr Wiirmeleitungsprobleme konnen daher bei 
entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen ubertragen werden (man muB dabei 
beachten, daB hier F die Komponente eines Vektors ist, die Temperatur dagegen 
ein Skalar). Aus Gl. (15) folgt eindeutig, wie sich beweisen liiBt, F fUr jeden Ort 
und jede Zeit aus einer fUr t = 0 willkurlich vorgegebenen Anfangsverteilung Fo 
und der Bedingung, daB F in unendlicher Entfernung verschwindet. - Fur einen 
unendlich ausgedehnten homogenen Korper, dessen Anfangszustand Fo gegeben ist, 
hat Fourier als allgemeines Integral von Gl. (15) gefunden 

f F. e-4~t 
F - _o-·---dr (16) 

pt - :n;3/2 (4 b t)3/2 ' 
ex> 

wobei b = (! und r die Entfernung zwischen p und Raumelement dT ist. Gl. (16) 
ft 

zeigt: zu dem Zustand Fpt im Punkte p zur Zeit t tragen aIIe Volumenelemente dT 
bei. Dabei ist jedes dT mit dem Gewicht 

r' 
e 4 b t 

U=--- (17) 
(4 b t)3/2 

zu belegen, dessen Wert yom Abstand r zwischen p und dT und der Zeit t bestimmt 

wird. u ist aber Null fur t= 0 und t= CD und hat dazwischen fUr t= ;~ seinen 

Hochstwert, der const· r-3 ist. 
1st also zur Zeit t = 0 uberall F = 0 mit Ausnahme eines Gebietes S, so tragen 

aIle Punkte q in S zur Storung in p bei, und zwar in jeder (noch so groBen) Ent
fernung r, und zu jeder (noch so kleinen, sowie unbegrenzt groBen) Zeit t. Der 
Maximalbeitrag aber, den q zur Storung in p liefert, ist nach Gl. (17) urn so kleiner, 
und trifft urn so spiiter ein, je groBer die Entfernung r ist. Die Zeit, nach welcher 
er eintrifft, ist proportional r2 (nicht proportional r, wie bei der Wellenausbreitung). 
Es gibt daher keine bestimmte Geschwindigkeit, die man als Aus
breitungsgeschwindigkeit definieren konnte. Wollte man sie dadurch 

1 Verhalten sich die Brechungsindizes zweier Stoffe umgekehrt wie die Lichtgeschwindigkeiten 
in ihnen, so ist der Brechungsindex eines Stoffes, bezogen auf leeren Raum, definitionsmaBig 

n = ~ = ye;- nach GJ. (13a); ft R:; l. 
v 
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bestimmen, daB man die Zeit miBt, nach welcher in gegebener Entfernung eine 
Starung von gewahlter Starke auf tritt, so wurde man eine um so graBere Geschwin
digkeit finden, je kleiner man die Starung gewahlt hat (je empfindlicher ein im 
betrachteten Punkte angebrachtes Empfangsgerat ist, in um so kurzerer Zeit zeigt 
es eine Starung an). - Auch fUr diese der Warmebewegung eigentumliche Art der 
Ausbreitung von Starungen ist die gemachte Voraussetzung vollkommener Homo
genitat des Stoffes notwendig. Der starkste Unterschied gegenuber der Wellen
ausbreitung liegt darin, daB diese mit einer bestimmten Geschwindigkeit erfolgt, 
so daB in einem betrachteten Punkte Ruhe herrscht, bevor die Welle eintrifft, und 
wenn sie vorbeigelaufen ist, verschwindet die Starung fUr immer. Beispiele fur 
beide Arten der Ausbreitung bringen die Abschnitte 43. und 44. 

Wie die thermischen und die elektromagnetischen GraBen einander entsprechen, 
zeigt die folgende Gegenuberstellung der jeweiligen Hauptgleichungen; dabei be
deuten: 0 die Warmestromdichte, {} die Temperatur, k die Warmeleitfahigkeit, 
c die spezifische Warme, y die Dichte. 

Aus den Verknupfungsgleichungen (links thermisch, rechts elektromagnetisch) 
O=-kgradD a; =(!rotfJ l 

divO =-cy ~ rot @ =-" ~ J at r ot 
(IS) 

ergeben sich die partiellen Differentialgleichungen 

-~ • .,1 {} = ~e_ . .,1 fJ =~ 
cy ot ji ot 

~ • .,1 0 = 00 2- . .,1 a; = ~. 
cy ot p, ot 

Es entsprechen einander die folgenden untereinander geschriebenen GraBen 

o k cy 
k 

cy 
(! 

p, 

(19) 

Die "Leiterkonstante" b= -~ entspricht also der "Temperaturleitfahigkeit" ~. 
p, cy 

Besondere Beachtung verdient, daB der Warmeleitfahigkeit k nicht etwa die elek
trische Leitfahigkeit, sondern der spezifische elektrische Widerstand (! entspricht2. 

43. Ebene Wellen in einem gleichformigcn Nichtleiter. 
Fur den gleichfarmigen, vollkommenen Nichtleiter (x=O) gilt die Wellengleichung 

42. G1. (ll). Um die kennzeichnenden Eigenschaften der von ihr beherrschten 
elektromagnetischen Zustande kennenzulernen, untersuchen wir eine besonders 
einfache und zugleich wichtige Art von Vorgangen. Diese sind dadurch gekenn
zeichnet, daB in einem bestimmten Zeitpunkt der Zustand in allen Punkten einer 
bestimmten Ebene der gleiche, also artlich konstant ist, und daB dassel be fUr aIle 
zu dieser paraIlelen Ebenen gilt. Da aber, wie aus der Wellengleichung folgt (42. A), 

1 In geeignet gewahlter Komponente, vgl. die vorangegangene Bemerkung. 
2 Vergleich in runden Zahlen 

Eisen 

5,5 

Kupfer 

0,9 

Blei 

4 
sec 
cm2 

ji sec 
(! 2,5 0,0074 0,0006 cm2 ' 

Es hat also z. B. Kupfer eine gute Temperaturleitfahigkeit, wei! es ein guter Warmeleiter ist; 
Blei hat ein groJ3es b, weil es ein groJ3es e hat; Eisen hat wegen seines groJ3en p, ein kleines b, 
ahnlich wie ein guter Warmeleiter mit ungewiihnlich groJ3er spezifischer Warme eine kleine 
Temperaturleitfiihigkeit haben wiirde. Abgesehen vom Eisen sind die Metalle thermisch viel 
trager, als elektromagnetisch, Temperaturdifferenzen gleichen sich viel langsamer aus, als ma
gnetische Felder ihre stationare Verteilung annehmen; nur die elektromagnetische Tragheit von 
Eisen kommt in die GriiJ3enordnung der thermischen Tragheit. 
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die Ausbreitungsgeschwindigkeit uberall die gleiche und konstant ist, ist dieses 
Kennzeichen auch fiir jeden beliebigen Zeitpunkt erfiillt. Einen solchen Vorgang 
nennen wir Ausbreitung einer Welle mit ebenen Wellenfronten, die parallelen Ebenen 
nennen wir Wellenfronten oder Wellenebenen, ihre Normalenrichtung Wellennormale. 

Wir untersuchen die Eigenschaften des elektromagnetischen Zustandes mit 
ebenen, zu einer x-Achse senkrechten Wellenfronten. Wie er (durch einen bei 
x = - co gelegenen Erreger) zustande kommen kann, wird spater beschrieben. 
Da elektrisches und magnetisches Feld naeh dem Gesagten sieh in den Wellenebenen, 

also mit y und z nieht ortlieh andern, so ergibt sieh uberall aay = 0, :z = 0 und 

die Hauptgleichungen 42. Gl. (2), (3) uber die magnetisehen und elektrisehen Wirbel 
vereinfaehen sieh zu 

- aEz -0 Ea"t- (Ia) 

- aEy 8Hz - aHy aEz 
Eat =-----ax (Ib) -I-"a"t =-fiX 
E aEz = + cHy (Ie) - aHz _ + aEy 

at ax -I-"a"t- ax' 
dazu kommt die Quellenlosigkeit der Felder [42. Gl. (5)]: 

(Ie) 

(If) 

(Ig) 

O - aHz (Id) 0 - aEz (Ih) = I-" ----ax = e ----ax . 
Nach (a) und (h) ist Ex, und nach (e) und (d) ist Hz in jedem Raumpunkt und zu 

jeder Zeit konstant. Diese unveranderliehen Feldanteile haben mit zeitlich und 
ortlieh veranderliehen Vorgangen uberhaupt keinen Zusammenhang und konnen 
daher auch fur die Betrachtung dieser unbeachtet bleiben, z. B. zu Null angenommen 
werden. 

Also: Die elektromagnetischen Storungen haben keine zur Wellen
normale parallelen, "longitudinalen" Komponenten. Genau dasselbe gilt 
fur die Wellenausbreitung des Liehtes, was im Verein mit der in 42. (Gl. 13) fest
gestellten fibereinstimmung der Gesehwindigkeit die Behauptung der Identitat des 
Liehtes mit elektromagnetisehen Ausbreitungsvorgangen bestarkt. Es liegen somit 
die Riehtung sowohl des elektrisehen wie des magnetisehen Feldes in der Ebene 
der Welle (elektromagnetische Welle; Lichtwelle). Von diesen "transversalen" 
Komponenten sind einerseits Ey und Hz dureh (b) und (g), andererseits Ez und Hy 
dureh (c) und (f) miteinander verknupft, aber die beiden Gleiehungenpaare sind 
voneinander vollig unabhiingig. Wir konnen_ daher den mit Gl. (I) besehriebenen 
Vorgang als lineare fiberlagerung zweier anderer Vorgange betraehten, deren Diffe
rentialgleiehungen einander vollig entsprechen. Es ergibt sieh z. B. aus (b) und (g) 
dureh Elimination 

(2) 

und aus (c) und (f) erhiilt man dieselbe Gleiehung fiir Ez und H y • Dies aber ist die 
Wellengleiehung in bezug auf die einzige Raumkoordinate x, und hatte sieh daher 
aus 42. Gl. (II) mit der geforderten Streiehung der partiellen Ableitungen naeh 
y und z ohne weiteres angeben lassen. Unsere Ableitung hat indes darauf hin
gewiesen, daB Ey und Hz einerseits, Ez und Hy andererseits zueinander gehorige 
Komponenten sind. Die allgemeine Losung der Gleiehung 

(2a) 

lautet aber 
F =/dx-vt) +/2(x +vt), (3) 

dabei sind 11 und 12 willkurliehe Funktionen. Wir betraehten zunaehst den in einem 
gegebenen Punkte x zu einer bestimmten Zeit t dureh 11 besehriebenen Zustand: 
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er ist der gleiche, der um eine Zeitspanne t vorher in einem anderen Punkte geherrscht 
hat, der um die Strecke vt auf der x-Achse zuriickliegt. Also pflanzt sich der be-

trachtete Zustand 11 (x - vt) = const mit der Geschwindigkeit ; = v , 
1 

v = vs Ii (4) 

in der Richtung der positiven x-Achse fort, ohne dabei irgendeine Gestaltsveranderung 
zu erIeiden; die Feldverteilung verschiebt sich wie ein starrer Korper, als Rechts
welle. Entsprechend beschreibt 12 die mit der Geschwindigkeit v in Richtung der 
negativen x-Achse laufende Linkswelle. Mit der elektrischen Feldstarke 

y Ey=fl (x-'t·t) + 12 (x+ V t) (5a) 

ist nach Gl. (1 b, g) die magnetische Feldstarke 

H%=V~{/dx-vt)-f2(X+Vt)} (5b) 

x verkettet. Elektrisches und magnetisches Feld 
stehen senkrecht aufeinander und laufen mit 
gleicher und unveranderter Form in der dazu 
rechtswendig senkrechten Richtung mit der Ge-

A:;'.4S.1. Schematische Darstellung einer schwindigkeit v, vgl. die schematische Darstellung 
ebenen elektromagnetischen Rechtswelle. Abb. 1 fiir die Rechtswelle. Wir bestimmen die 

elektrische und die magnetische Energiedichte der 
einen, z. B. der Rech!swelle, aus Gl. (5a, b) durch Quadrieren: E;=li(x-vt), 

H; = : I~ (x - v t) = ~ E; und finden, daB stets erfiillt ist 
ft ft 

{P={w; ~=~: ~ 
in jedem Augenblick haben elektrisches und magnetisches Feld gleich groBe Energie. 
Dieses Energiegleichgewicht ist eine kennzeichnende und notwendige Eigenschaft 
sich formgetreu fortpflanzender elektromagnetischer Wellen. Die gesamte elektro
magnetische Energie ist die Summe der elektrischen und der magnetischen Feld
energie. Wir erhaIten somit die beim Fortschreiten der Welle in der Zeiteinheit 
durch die Flacheneinheit einer Wellenebene hindurchtretende Energie zu 

S =V (we +Wm) = 11:#· {; E2 + ~ H2} = 11; E2, I (7) 

S=EH. 
Die Fortpflanzungsrichtung der Welle ist aber durch das vektorielle Produkt 

der aufeinander senkrechten Felder ~, Sj bestimmt, d. h. durch die Richtung des 
Energiestromungsvektors @3 [41. Gl. (7)], und S nach Gl. (7) ist sein Betrag. Der 
Vektor 

@3 = [~Sj] (8) 

kann daher als "Strahlungsvektor" bezeichnet werden, denn er kennzeichnet sowohI 
die Fortschreitungsrichtung der Welle, wie ihre in der Zeiteinheit durch die Flachen
einheit der Wellenebene gestromte Energie. GemaB Gl. (7) 

S = 11* E2 = v1 t~ (x-vt) (7a) 

kann @3 zu keinem Zeitpunkt negativ werden, die Energie bewegt sich bestandig 
in der Fortschreitungsrichtung des Lichtstrahles. Man hat Ursache, Gl. (8) auch 
fUr Felder von weniger einfacher geometrischer Struktur, wie das hier behandeIte, 
als giiltig anzusehen und entsprechend zu deuten. 

Wir erkennen in diesem Zusammenhang, daB es unbedingt notwendig ist, die 
elektrische und die magnetische Energie nicht gebunden an elektrische Ladungen, 
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magnetische Menge und elektrische Stromen und vornehmlich oder ausschlieBlich 
gegeben durch diese zu denken, sondern stetig in dem Raume der elektrischen und 
magnetischen Felder selbst verteilt und dort durch das Quadrat des Feldvektors 
gegeben sich vorzustellen. Wir haben hier namlich die Frage vollig offengelassen, 
in welcher Weise die betrachteten Felder durch irgendwelche ortsfesten Erreger 
hervorgebracht sein konnten. Es ware aber nicht nur sinnlos, sondern auch im 
Widerspruch mit der Erfahrung, z. B. mit den Wirkungen des Lichtes, wollte man 
bei einer fortschreitenden elektromagnetischen Welle die Energie sich gebunden an 
einen (womoglich unbekannten) Erreger vorstellen. 

Nach Gl. (5a, b) stehen elektrische und magnetische Feldstarke, die einer mit 
der Geschwindigkeit v forteilenden Welle zugehoren, beziiglich ihrer Betrage in 
dem konstanten Verhaltnis 

(5c) 

fiir den leeren Raum ist 

r= ro= ,/ Po, (5d) V €o 

und die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist [42. Gl. (13)] v = c = .~. Wenn man 
. v~~ 

will, kann man daher an Stelle von Eo und flo auch c und Fo als kennzeichnende, 

universelle Konstante 1 betrachten (und aus ihnen ableiten Eo = c ~o ' flo= ~o ) . 

Fo wird gelegentlich als Wellenwiderstand des leeren Raumes bezeichnet. 
Wir werden zeigen, daB elektromagnetische Wellen durch periodische Wechsel

strome hervorgebracht werden konnen. 1st der Zustand iiberall ein rein sinus. 
formiger, so ist die Losung der Wellengleichung (2a) bei Beschrankung auf die Rechts. 
welle und mit zwei Integrationskonstanten A und rp: 

F=A'cos{\:n; (x-vt)+rp}. (9) 

Man sieht: an einem festgehaltenen Orte x andert sich F zeitlich sinusformig 

mit der Frequenz ro = 2 n ~. In einem festgehaltenen Zeitpunkt ist F ortlich sinus

formig in der Richtung x verteilt, und weist denselben Wert auf in Abstanden von 
je einer "Wellenlange" 

A=2:n;v=~=vT= 2:n; =~_c_; (10) 
lO f .lOVeji, lO yep, 

in der Zeit T = ~ hat eine Fortschreitung um die Strecke A stattgefunden, und die 
lO 

Ausbreitung der Phasen des Kosinus erfolgt mit der frequenzunabhangigen Geschwin
digkeit v, die mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Storungen iibereinstimmt. 
Mit Gl. (10) kann man Gl. (9) auch schreiben: 

F = A . cos {ro ( : - t) + rp}, (9a) 

daher ist die allgemeine Losung der Wellengleichung fiir eine einfach-periodische 
Links- und Rechtswelle 

F=Re{A.ei(J)(t+~)+B.ei(J)(t-~)}. (9b) 

Einer einfachen harmonischen Welle, bei welcher elektrisches und magnetisches 
Feld in zueinander senkrechten Ebenen verlaufen, entspricht ein Strahl ebenen, 

1 Benennungen und Zahlenwerte im P. M. S.: 
L em 

c = v = T ' v = 2,9979 . 1010 see ' 

ro=r= ~, ro=376,530hm. (Denn:Eo= ~:, UT ) 1-Io=jl' 
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polarisierten Lichtes (Abb.2). An jedem Punkte treten zur selben Zeit 
gleiche Phasen der elektrischen und der magnetischen Feldstarke auf. 

Wir stellen zusammenfassend fest: Es ist eine notwendige Folge der Fe I d
vorstellung, daB Storungen des elektrischen oder magnetischen Gleichgewichtes sich 
als Wellen mit der endlichen Geschwindigkeit v in einem Nichtleiter ausbreiten. 
1m leeren Raume stimmen v = c und die Lichtgeschwindigkeit miteinander tiberein. 
Elektrischer und magnetischer Vektor der Storung liegen in der Wellenebene. 
Ebenso ist aus der Optik bekannt, daB Licht sich als reine Transversalwelle aus
breitet. Beide Tatsachen, zusammen mit den aus der weiteren Rechnung zu 
ziehenden Folgerungen tiber Ausbreitung, Reflexion und Absorption der Wellen 
bestimmten Maxwell zu seiner Folgerung. Er stieB damit die elastische (also 

~ mechanische) Lichttheorie um, welche das Licht beschrieben 
.t hatte mit Hilfe der Annahme eines vollkommen elastischen, 

unendlich feinen Mediums "Ather", der aIle Mate~ie und auch 
den leeren Raum stetig durchdringen sollte; daB sich das Licht 
lediglich in Transversalwellen ausbreitet, konnte diese Theorie 
nur erklaren, indem sie diesem "Ather" die elastischen Eigen
schaften eines festen Korpers beilegte; die kennzeichnenden 
Stoffkonstanten des .!thers konnen aber aus keinerlei physika
lischen Messungen ermittelt werden. Die kenrizeichnenden 
Konstanten eo, Po der elektromagnetischen Theorie sind durchs 
Experiment feststellbar. Es ist fur die elektromagnetische 
Theorie sehr kennzeichnend, daB sie keinerlei Aussagen macht 
tiber ein etwaiges Medium, in dem die elektromagnetischen 
Storungen vor sich gehen, daB sie aber trotzdem tiber den 
elektromagnetischen V organg bis in j ede Einzelheit seiner Struk
tur vollkommen AufschluB gibt. "Abb. 43.2. (Nach :Max

well.) Zur Veranschau
ichung elnes ebenen, 
polarisierten Lichtstrah-
les (Augenblicksbild). 

Es sei schlieBlich nochmals betont, daB die elektroma
gnetischen Wellen gegentiber dem bisherigen eine neue Erschei
nungsform elektromagnetischer Vorgange darstellen. 1m statio

naren Zustand sind, wie bekannt, die elektrischen und magnetischen Felder an 
ihre primaren Erreger, Ladungen und Strome, als Quellen und Wirbel gebunden. 
Bei den Ausbreitungsvorgangen dagegen werden die Felder frei von primaren 
Quellen und Wirbeln und verbreiten sich als quellenlose Felder (deren Feldlinien 
entweder geschlossene oder ins Unendliche verlaufende Linien sind) selbstandig 
im Raume; dabei sind aber elektrisches und magnetisches Feld nicht etwa von
einander unabhangig, vielmehr sin~ sie nach den beiden Hauptgleichungen 

-8~ ~ -8~ ~ eat=rotw; -Pat=rot~ 

stets und tiberall derart miteinander verkettet, daB jew e i I s die z e i t I i c h e 
'!nderung des einen Feldes den Wirbel [die in bestimmter Weise zu errechnende 
Queranderung, vgl. Gl. (I)!] des anderenFeldes ausmacht; die Felder erganzen 
sich fortwahrend wechselseitig; hierin liegt die Moglichkeit ihrer Loslosung von 
primaren Erregern und ihrer Ausbreitung durch den Raum, die wir in 48. an einem 
Beispiel naher beschreiben werden. 

Einen Einblick in die Struktur elektromagnetischer Wellen vermittelt auch die 
folgende, von K. W. Wagner gegebene elementare Darstellung einer homo
genen, eben en Welle. 

Ein homogenes, ebenes elektrisches Feld ~o und ein homogenes, ebenes magne
tisches Feld .po sollen senkrecht aufeinander stehen; es gelte 

BE2_fiB2 2 0 -2 o. 
oder, indem wir zunachst nur die positive Wurzel beachten: 

Bo=WEc. 

(11) 

(12) 



II, 43. Ebene Wellen in einem gleichformigen Nichtleiter. 141 

Die so gekennzeichneten Felder mogen zur Anfangszeit t = 0 den ganzen Halb. 
raum links von einer Trennebene Q ... Q ausfiillen, der rechte Halbraum sei feld. 
frei. Wir fragen nicht nach der Entstehung dieser Feldanordnung, sondem danach, 
ob sie bestehen bleiben kann, und in welcher Weise die Veranderungen nach den 
elektromagnetischen Grundgesetzen vor sich gehen miissen. 

8 

Abb. 43.3. Ausbreitung eiuer homogenen, ebenen Welle. Abb.43. 4. Ausbreitung eiuer homogenen. ebenen Welle. 
Anwendung des Induktionsgesetzes. Anwendung des Durchflutungsgesetzes. 

Wir wenden zunachst das Induktionsgesetz f Q; d r = - Ii -/t f .p d f auf den in 

Abb.3 gekennzeichneten rechteckigen Integrationsweg ABODA an, dessen Seite 
AD vom Betrage I links der Trennebene noch eben im Feldraum liegen und daher 
als einziger Wegteil zur elektrischen Umlaufspannung beitragen moge; mit A B = LI x 
ist der umfaBte magnetische FluB cP = LI x . I . Ii H, und daher ergibt das Induktions· 
gesetz 

(13) 

Der Sprung der elektrischen Feldstarke von Eo auf Null beim DurchstoBen der 
Trennebene Q ... Q ist nur dadurch moglich (ist nach dem Induktionsgesetz nur 
dadurch erklarbar), daB die magnetische Feldstarke H im umfahrenen Rechteck 
zeitlich anwachst: ein ortlicher Sprung von Q; ist gleichbedeutend mit einem zeit· 
lichen Anschwellen von.p. Indem wir annehmen, daB in der Zeit LI tl die magnetische 
Feldstarke von Null auf Ho anschwelle: Eo' LI tl = LI x· ji. Ho' erhalten wir mit Gl. (12): 

Lltl=LlxVeli; (14) 

in dieser Zeit hat sich der Sprung von Q; um LI x in den vorher feldfreien Raum 
vorwartsgeschoben. 

Wir wenden femer das Durchflutungsgesetz f.p d r = e :t f Q; d f auf den in 

Abb.4 angegebenen' rechteckigen Integrationsweg G HJKG an, dessen Seite H J 
vom Betrage I links der Trennebene noch eben im felderfiillten Raum liege und daher 
als einziger Wegteil zur magnetischen Umlaufspannung beitrage; mit G H = LI x 
ist der umfaBte elektrische FluB [J = LI x . I . e E, und daher ergibt das Durch. 
flutungsgesetz 

I.Ho=I.Llx.e oE 
ot ' (15) 

was wir entsprechend auslegen: der Sprung der magnetischen Feldstarke in der 
Trennebene ist AnlaB dazu, daB in der zunachst feldfreien Schicht unmittelbar 
rechts vor der Trennebene ein elektrisches Feld anschwillt. Die Geschwindigkeit 
erhalten wir, indem wir annehmen, daB die Zeitspanne LI t2 gebraucht werde, damit 
das magnetische Feld vom Betrage 0 auf den Betrag Ho komme: Ho·LI t2=LI x· eEo, 
mit Gl. (12) zu 

(16) 
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Der Sprung im magnetischen Feld verschiebt sich genau so rasch, wie der Sprung 
im elektrischen Feld; beide Spriinge bleiben stets beisammen. So mit besteht die 
gesamte Feldanderung darin, daB die Trennebene Q ... Q sich in den vorher feld
freien Raum hinein parallel zu sich selbst vorwartsschiebt mit einer Geschwindigkeit 

Llx Llx I 
Lltl = Llt2 =Vt',u=v. (17) 

Bei dieser Bewegung wird von einer auf der Trennebene gewahlten Flache von 
der GroBe Eins ein zylinderformiger Raum von der GroBe 1· v iiberstricben. In 
der Zeiteinheit ist in diesem Raume die gesamte Feldenergie von ° auf den Betrag 

( ) I {e E2 ji H2} 1 / e E~ 1 / ji E~ E H S 
v We + Wm = Ve ji -2 0 + 2" 0 = V -ji 2 + V -e 2 = 0 0 = (IS) 

angewachsen. Oder: der Energiebetrag S ist in den linken Deckel des Zylinders 
eingestromt. 

Ein etwa an Stelle der angenommenen sprunghaften gegebene stetige Feld
verteilung konnen wir in unstetige Einzelvorgange aufteilen und nacb dem obigen 
Schema bebandeln. Daher: jede beliebige Form wird ohne Verzerrung mit der 
Geschwindigkeit v vorwartsbewegt. 

Hatten wir in Gl. (12) das negative Vorzeichen gewahlt, so ware auf entsprechen
dem Wege erhalten worden, daB die Trennebene Q ... Q mit der Geschwindigkeit v 
parallel zu sich selbst nach links sich bewegt. 1st das Starkeverhaltnis der elektrischen 
und magnetischen Feldstarke auch dem Betrage nach nicht mehr durch Gl. (II), 
(12) gegeben, so kann jedes Feld zusammengesetzt werden aus einer Rechtswelle EI 

und einer Linkswelle E2 gemaB EI = + V ~ H, E2 = - V t- H, EI + E2 = Eo, und 

entsprechend HI + H2 = Ho, was stets moglich ist. Bei willkiirlichem Starke
verhaltnis der Felder veranlaBt also jeder anfangliche Sprung in der Feldverteilung 
im allgemeinen zwei von der Sprungstelle in entgegengesetzter Richtung zueinander 
unverzerrt mit der Geschwindigkeit v forteilende Wellen. Das hier fUr den Sprung
wirbel Gezeigte gilt fiir jede raumliche Anderung der Feldstarken, die einem Wirbel 
entspricht. 

44. Das Verhalten der Halbleiter und Metalle. 
Wir wiederholen die Untersuchung des vorangegangenen Abschnittes 43. fiir 

einen gleichformigen Stoff, in welchem zugleich Verschiebungs- und Leitungsstromung 
bestehen. Von der Annahme, daB die drei Stoffwerte fh' e, e Konstante sind, wissen 
wir, daB sie hinsichtlich e und e von den wirklichen halbleitenden Stoffen schlecht 
erfiillt wird, jedoch konnen wir von der beabsichtigten Berechnung einen allgemeinen 
Dberblick erwarten. 

Fiir einen ebenen Ausbreitungsvorgang mit der x-Achse als Wellennormale 

erhalten wir aus 42. Gl. (2), (3) mit OOy =0, :z =0 entsprechend 43. Gl. (I) 

B oEz + ~E = 0 (Ia) -il. ~IftZ = 0 (Ie) ot 12 z r u 

(I b) 

(I c) 

- oHy oEz 
- fh -fit = - -8;;-

_oHz _+8Ey 
-fhaT- ax 

(If) 

(Ig) 

0-- 8Hz (Id) 0- - 8Ez (Ih) -fh B-x -eB-x. 

Wie in 43. stellen wir aus (e) und (d) fest, daB Hz ortlieh undzeitlich unveranderlieh 
und daher fiir den veranderliehen Vorgang belanglos ist. (h) zeigt, daB Ex iiberall 
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den gleichen Wert hat, den wir bestimmen konnen, indem wir (a) integrieren. Es 
ergibt sich in bekannter Weise [25. G1. (15); 29. G1. (14)], daB E z in jedem Raum
punkt von einem fiir t = 0 bekannten Werte Ezo an gemaB 

t 
E", -P 
Ezo =e 

mit einer von irgendwelchen auBeren Feldem ganzlich unabhangigen, ausschlieBlich 
durch {J = e e gegebenen Geschwindigkeit verklingt. Ein solcher, nach gehorig 
langer Zeit unmerklich gewordener Vorgang ruhrt, wenn uberhaupt vorhanden, von 
inneren Ladungen des Stoffes her und kann als unabhangig von den elektroma
gnetischen Storungen, die von auBen her in den Stoff eindringen, fUr diese unbeachtet 
bleiben. Von den nach G1. (1) miteinander verketteten Komponenten Eu und Hz 
einerseits, E z und Hy andererseits brauchen wir wieder nur ein Paar, z. B. das erste, 
zu betrachten. Fur jede Komponente gilt 42. G1. (7) 

a2F jiaF __ a2F 
-ax2- = e -a-( + e f' 8t. (2) 

Wir beschranken uns auf zeitlich harmonisch mit der Frequenz w verlaufende 
Vorgange. Setzen wir 

F = Re It (x)· eiwt } (3) 

in G1. (2) ein, so ergibt sich d:1!:) =-y2 /(x), somit I (x) = const. e'fiyz. Dabei 

ist abgekurzt 

Setzen wir die Wurzel 

2 2 _- .wji 
Y =W ef'-~-. e (4) 

y =n-ip, daher n2 _p2 =w2eji, (5) 

2np=wji 
e ' 

so konnen wir die vollstandige Losung von G1. (2) gemaB G1. (3) mit den Integrations
konstanten A und cp ausdrucken als 

F =A· e'fPz. cos (wt =f nx +cp). (6) 

Auch ein solcher Vorgang wird ublicherweise als "Welle" bezeichnet. G1. (6) 
beschreibt daher bei Benutzung des oberen Vorzeichens eine in der Richtung der 
positiven x-Achse mit abnehmender Amplitude laufende Welle (das untere Zeichen 
beschreibt die entsprechende Linkswelle). Di~ Geschwindigkeit, mit der die Phasen 
des Kosinus sich bewegen, folgt aus w d t - n d x = 0 zu 

entsprechend kann 

V=w 
n' 

als Wellenlange bezeichnet werden; femer ist 
- - V 

p_ WI' -VL-_
-2en - 2e - 2fJv2 

(7) 

(8) 

(9) 

der Exponent der raumlichen Schwachung oder der Absorptionskoeffizient. 
Aus G1. (5) ergibt sich 

2p2 _ 2- -{,r;-: 1 } 
2 n2 - w e f' V 1 + (w B e )2 =t= 1 , (10) 

wobei die Wurzeln positiv verstanden werden sollen. DemgemaB wachst die 
Schwachung p mit steigender Frequenz w; nach G1. (7) ist auch die Phasenschnelle V 
eine steigende Funktion von w. 1st also zu einer gewahlten Anfangszeit t = 0 die 
Feldverteilung nicht eine sinusformige, sondem eine in einer Fourier-Reihe 
einzelner Teilschwingungen darstellbare Funktion, so haben die Summanden mit 
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hoherer Ordnungszahl aueh eine desto groBere Absorption und Phasenschnelle, die 
Welle andert beim Fortsehreiten fortwahrend ihre Gestalt. Beim Niehtleiter dagegen 
bleibt die Wellenform erhalten. 

Unter dem Ausdruck G1. (6) moge etwa die elektrische Komponente Ey verstanden 
sein. Die mit ihr verkettete magnetisehe Komponente Hz ergibt sieh aus G1. (1 b) 
und (lg) zu 

(11) 1 

(11a) 

Die magnetische Feldstarke bleibt in der Phase um den Winkel f} hinter der 
elektrischen Feldstarke zuruck, und das Amplitudenverhaltnis ist derart, daB im 
Zeitmittel stets We < Wm ist. Beim Nichtleiter war keine Phasenverschiebung vor
handen und das Amplitudenverhaltnis durch Gleichheit der Feldenergien gekenn
zeiehnet. Die Abweichungen der Wellenausbreitung im Halbleiter gegenuber der 
im Nichtleiter werden durch die einzige KenngroBe wee = w {J bestimmt; man 

verwirklicht leicht, daB die Verhaltnisse des Niehtleiters (43.) dureh ~=O ein-
WBe 

treten. Dafiir ist p = 0, V = v. Die Welle wird somit im Halbleiter nur infolge 

der nicht unendlich kleinen Leitfahigkeit .!.. geschwacht, Stromwarmeverlust und 
e 

Lichtabsorption sind das gleiche. Naeh der elektromagnetischen Licht-
theorie ist ein Stoff um so durchsichtiger, je vollkommener er Nicht
leiter ist, und um so undurehsichtiger, je vollkommener er die Elek
trizitat leitet. Diese Regel trifft im allgemeinen zu. Es gibt indessen mancherlei 
Ausnahmen. So sind z. B. Elektrolyte zwar leitend, jedoch meist durchsichtig. Zu 
dieser Erscheinung hat Maxwell darauf hingewiesen, daB die Elektrizitatsleitung 
in einem Elektrolyten naeh dem Faradayschen Gesetz [25. G1. (17)] mit einer 
Massenbewegung notwendig verknupft ist; bei den auBerordentlich schnellen 
WechseIn, die den kleinen Wellenlangen des Lichtes entspreehen, kommt eine 
Massenbewegung im Zeitmittel gar nieht zustande, daher auch keine Leitung; somit 
tritt kein Verlust an elektrischer Energie, also auch keine Liehtabsorption ein. Auch 
die optischen Eigenschaften der Metalle (Durchsiehtigkeit diinnster Schichten, 
Reflexionsvermogen) im Gebiete. sichtbaren Lichtes stehen im Widerspruch zu 
dieser Theorie. Fur Strahlen von mehr als 10- 3 em Wellenlange (ultrarote Strahlen) 
stimmen jedoch die optisehen Eigenschaften mit den aus dem spezifischen Wider
stand gemaB 45. G1. (14) nach der Maxwellschen Theorie berechneten uberein, 
wie als erste Hagen und Rubens gemessen haben. Fur kleinere Wellenlangen 
kann man die Verteilung der Materie in den Korpern nieht mehr, wie diese Theorie 
voraussetzt, als vollkommen stetig betrachten, vielmehr fangt ihr atomistischer Auf
bau an, sieh bemerklich zu maehen. 

Die KenngroBe w {J ist schon fiir Stoffe, die wir als sehr sehleehte Leiter bezeichnen, 
und noeh fiir sehr schnelle Wechsel eine sehr kleine Zahl, und fur metallisehe 
Leiter diirfen wir sie stets als versehwindend klein ansetzen. Hierfur wird 

y= V-i w/ =p (I-i), (12) 

daher verlauft der Vorgang [als periodische Losung der Warmeleitungsgleichung 
42. G1. (15), mit zwei Integrationskonstanten A, <p] gemaB 

F = Re fA. e'fp(1+i}z. ei(wt+'P}} = A . e'f p z. C08 (wt =j= P x + <p). (13) 

1 Das untere Vorzeichen kommt der Linkswelle zu. 
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Das komplexe Amplitudenverhaltnis Gl. (ll) ist hier 

wfi, = Vim fie. 
y 
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Der Vorgang schreitet in der ± x-Richtung fort; die Geschwindigkeit, mit der 
die Phasen des Kosinus sich verschieben, ist hier 

V = ; = -V m 2; ; (14) 

ebenso, wie der Schwachungsexponent, steigt V mit der Frequenz, ist jedoch meist 
sehr viel kleiner als die frequenzunabhangige Ausbreitungsgeschwindigkeit v un
gedampfter Wellen in einem Nichtleiter. Wegen dieser Frequenzabhangigkeiten 
andert eine aus mehreren Harmonischen zusammengesetzte Welle beim Fortschreiten 
standig ihre Form. In Analogie zur ungedampften Welle kann man als Wellenlange 
bezeichnen 

(15) 

Beim Durchlaufen einer Strecke A. treten gemaB Gl. (13) samtliche Schwingungs
phasen auf, und die Amplitude hat am Ende den e- 2"-fachen Betrag des Anfangs
wertes1,2. Dies ist die starkste nach der Theorie mogliche Absorption. Nach Durch-

laufen einer Strecke ~ ist die Amplitude auf das e-1_fache 1 des Anfangswertes 
p 

gesunken. Man kann daher die Lange 

~ = -V~~ (15a) 

oder eine ihr proportionale GroBe, etwa A., als "Eindringtiefe" bezeichnen und 
als MaB fUr die Schirmwirkung metallischer Wande gegen einfallende Strahlung 
benutzen 2. Zu beachten ist, daB die eingestrahlte Energie mit dem doppelten Ex
ponenten abgeschwacht wird. ® und ~ verlaufen nach demselben Gesetz und haben 
nach Gl. (lla, b) zu jedem Zeitpunkt eine frequenzunabhangige, konstante Phasen-

verschiebung von :. Als eine "Welle" kann dieser der Warmeleitungsgleichung 

eigentiimliche Vorgang kaum mehr erkannt werden. Betrachtet man die Betriige 
der elektrischen Stromdichte und des magnetischen Feldes, so sieht man, daB sie 
mit wachsendem x urn so starker abnehmen, je groBer p, also auch die Frequenz, 
ist. Werde etwa mit x = 0 eine Trennebene zwischen Nichtleiter und Leiter bezeich
net, so konnen die zueinander senkrechten, in der Ebene x = 0 vorhandenen elek
trischen und magnetischen Feldstarken etwa dadurch entstanden sein, daB eine 
Welle aus dem Nichtleiter senkrecht auf diese Oberflache auftrifft; in der Trenn
ebene aber miissen die tangentialen Komponenten von Q; und ~ stetig, d. h. zu 
beiden Seiten die gleichen sein. (Dieser Vorgang wird in folgendem ,Abschnitt naher 
beschrieben werden.) Die durch Strahlung in den Leiter iibertragene Energie dringt 
somit urn so weniger tief ein, je schneller die Wechsel sind. Daher drangt sich die 
Stromung mit groBerem pin eine urn so diinnere Schicht an der Oberflache zusammen. 
Diese Vorstellung erganzt befriedigend, wie schon in 41. betont, die Beschreibung 
der Stromverdangung ("Hautwirkung"; 39.). 

Dem in 43. Gl. (ll) bis (18) behandelten Beispiel einer Sprungwelle im nicht
leitenden Raum stellen wir hier ein einfaches Beispiel eines unstetigen elektro-

I e- 2",=I/S3S=0,00187; e- I =I/2,71B=0,368. 2 

2 Zahlenbeispiele: Kupfer hat etwa ~ = 135 em ; fiir WI = 2 n . 50 see- I ist A = 5,8 em, 
f' sec 

V=2,9~; fiir w2=2n·50·104 see- 1 ist A= 0,58mm, V=290~. In Luft (Vakuum) ist 
sec sec 

.v = v = c = 3 . lOB ~, und naeh 43. Gl. (10) ist fiir WI die Wellenlange A = 6000 km, fiir W 2 sec 
ist sie 600 m. 

Fischer, Elektrodynamik. 10 
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magnetischen Vorganges in einem leitenden Korper gegeniiber; der Ver
gleich beider Beispiele bestatigt die in 42. abgeleiteten allgemeinen Gesetze iiber 
die in beiden Fallen auftretenden Eigentiimlichkeiten der Ausbreitung. 

Beispiel: An der Oberflache eines ebenen Bleches, dessen Dicke h gegeniiber 
seiner Lange und Breite gering ist, moge zur Zeit t = 0 plotzlich ein tangential 
gerichtetes, homogenes magnetisches Feld Ho entstehen und von da an konstant 
bleiben. [Dem entspricht nach der in 42. Gl. (IS), (19) gezeigten Analogie: das Blech 
wird plotzlich in ein gleichmaBiges Temperaturfeld gebracht.] Das der y-Achse 
parallele magnetische Feld ~ = j Hy beginnt dann allmahlich in der ± x-Richtung 
von auBen in das Metall einzudringen, (x = 0 in der Mitte der Dicke h), daher 
wird aus 42. Gl. (15) mit der Abkiirzung Hy (x, t) = H: 

o2H jj, aH 
a x2 = eat· (16) 

Ein partikulares Integral von Gl. (16) ist, wie man leicht durch Einsetzen ver
wirklicht: 

-a.'.!{ t (17) H=A.cosa.x.e Ii, 

wobei A und a. noch unbestimmte GroBen sind, und die Symmetrie des Vorganges 
zur Mittelebene x = 0 durch die Wahl der geraden Ortsfunktion cos a. x beriick
sichtigt ist. 

Den Vorgang des Feldaufbaues im Metall setzen wir zusammen aus dem 
stationaren Zustand und dem Vorgang, der bei plotzlichem Verschwinden des 
vorher zeitlich konstanten, homogenen Feldes stattfindet. Diese einfachere Auf
gabe ist somit gekennzeichnet durch: 

h h 
fiir t > 0, - 2 < x < + 2 gilt Gl. (16); (ISa) 

fiir t < 0, 

fiir t= 0, 

h h 
-2<x<+2 

h 
x=±2 ist H =0, 

(ISb) 

(ISc) 

denn dasFeld wird plotzlich weggerissen. Gl. (ISc) macht aus Gl. (17): O=C08 ( ± a. ; ) , 

rfUll· t . t f·· d· dli h . . I W rt h n 3 n 5 n d was e IS ur Ie unen c Vie en e e a. 2 = 2 .. 2 .. 2 ... 0 er 

(19) 

wenn n eine Laufzahl ist, die hintereinander alle ganzen, positiven ungeraden Zahlen 
bedeutet: 

n=1..3 .. 5 .. 7 ... (20) 

Daher ist eine vollstandige Losung von Gl. (16) als Summe der unendlich vielen 
Partikularintegrale aufzubauen: 

~ nn _(n")'~t 
H(x,t) = ~An.cosTx·e h Ii. (21) 

n 

Die An miissen so bestimmt werden, daB Gl. (ISb) erfiillt wird, es muB also 
zum Zeitpunkt t = 0 sein 

Ho=~An . cos n:n; x' 
n 

(22) 

x 
mit der Abkiirzung x' = h. Dieser Bedingung konnen wir mit Hille der Ortho-

gonalitatseigenschaften der Kreisfunktionen geniigen, indem wir Gl. (22) mit 
cos m:n; x' . d x' erweitern und integrieren: 

1/2 1/2 

Ho J cos m:n; x' . dx' =~ An Jcos n:n; x' . cos m:n; x' . dx' . (23) 
x'=o n x'=o 
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AIle Integrale aber, fur die m of: n ist, sind Null, und fur m = n ergibt sich aus 

Gl. (23) leicht An = ± 1 . ~ H 0' daher ist die vollstandige Losung 
n n 

4 ""± Inn - (nn)' ~t 
H(x,t) =Ho·n~n'C08hx·e h p.. (24) 

n 

Der magnetische FluB durch einen Querschnitt der Hohe Eins ist im stationaren 
Zustand tPo = h ji Ho, im veranderlichen Zustand ist er 

+ h/2 (nn)' e J 8 "" I - - -t tP(t)=ji H(x,t)·dx=tPo· n2~ni·e h Ii. (25) 
-h/2 n 

Gl. (24), (25) beschreiben den Feldabbau. Fiir den Feldaufbau gilt dann, wie man 
leicht sieht: 

(nn)' e 
H(x,t) 1 4:2±1 nn - Ii: 7it ---= -- -'C08-X'e r 

Ho n n h ' 
(26) 

n 

(n n)' e 
---1-- -.e h " 
t;/J (t) 8 2 I - - =t 

t;/Jo - n 2 n2 • 
(27) 

n 

Der Feldverlauf wird also durch eine unendliche Summe beschrieben; je groBer 
indes t wird, urn so weniger fallen die Glieder mit groBeren Werten von n ins Gewicht. 
Abb.l zeigt die ortliche Verteilung von H zu verschiedenen Zeiten. In einem 
gewahlten Punkte steigt das Feld zunachst rasch, dann ziemlich langsam auf seinen 
stationaren Wert an; es beginnt urn so friiher merklich zu wachsen und nimmt 
einen bestimmten Wert urn so friiher an, je naher an der Oberflache der Punkt liegt. 
Das Feld dringt also von auBen ein. Der magnetische FluB wachst anfanglich rasch, 
wenn er aber dem stationaren Wert nahegekommen ist, nur noch sehr langsam. 

48 l\' " /' / 
1\\ N /' V 1// t 46 1\ \ \ r-- ~ / /11 

~~ 4~~'\~\~4-+K~5~~-+-+~~+-~rV-h~/+~l~ 
\\\M ~ /' //1// 

-~O -0,8 -0,6 -0,9 -0,3 0 0,3 0,9 46 48 fO 

xi-
AbbA4.1. Eindringen eines magnetischen Feldes in eine ebene Metallplatte. Parameter (ZeitmaB): 

T=t'(i)' ~. 
45. Reflexion und Brechung. 

A. Riickwurf an Metallen. Die Ebene x = 0 trenne einen durch einen gleich
formigen Nichtleiter erfiillten Halbraum x > 0 von einem durch einen gleichformigen 
metallischen Leiter erfiillten Halbraum x < O. Wir untersuchen eine senkrecht auf 
die Trennebene fallende ebene Welle. 

Eine vollstandige Losung fiir ebene Wellen beliebiger Gestalt mit zur x-Achse 
paralleler Wellennormale im Nichtleiter ist gemaB 43. Gl. (lc), (If), (2a), (3), (5c): 

Ez = t (t + :) + g (t- :) ; l 
Hy=W{t(t+:)-g(t-:)}, Hz=O. 

Ey=O, 
(1) 

10* 
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Die Trennebene x = ° wird von den tangential gerichteten Ez, Hy stetig durch
setzt, da FHichenwirbel nicht moglich sind [40. Gl. (6)]. Fiir den Leiter nehmen wir 
zunachst unendlich groBe Leitfahigkeit e = ° an. In einem solchen "vollkommenen 

Leiter" ist notwendig uberall @: = 0, da die Stromdichte @ = ~ @: unmoglich un-
e 

endlich groB werden kann. Daher wird in einem solchen auch keine Energie als 
Stromwarmeverlust umgesetzt. Aus der Stetigkeitsbedingung folgt dann aber, daB 
an der Trennebene x = ° auch auf der Seite des Nichtleiters an jedem Punkt und 
zu jeder Zeit Ez = ° ist. Mit Gl. (1) lautet diese Bedingung 

t (t) + g (t) = 0, (2) 
was erfiillt ist, wenn man setzt 

Hy=V*{t(t+ :) +t(t-~-)}. (3) 

Die in der Richtung der negativen x senkrecht auf die Oberflache x = Odes 

voUkommenen Leiters aus dem nichtleitenden Raum auftreffende Welle t (t + :) 
wird somit vollstandig nach der entgegengesetzten Seite wieder zuruckgeworfen, 
und zwar die elektrische Feldstarke mit negativem, die magnetische Feldstarke mit 
positivem Vorzeichen. 1st das MetaU ein vollkommener Leiter, so wirkt seine 
Oberflache als vollkommener Spiegel fur die elektromagnetischen Wellen. 1st die 
einfallende Welle einfach-periodisch [43. Gl. (9), (10)]: 

t(t + :) = A .cos{2~X +wt}, (4) 

so lautet Gl. (3): 
E 2A ' 2:nx . 
z=- ·stn-,J.-.stnwt, 

I fi 2:n x V s Hz = 2A . cos-,J.-'coswt. 
(5) 

Dies driickt aus, daB infolge der vollkommenen Spiegelung eine stehende Welle 
sich ausbildet. Die Knoten der elektrischen Feldstarke liegen ersichtlich in den 
Ebenen 

,J. 3,J. 
x=O"2"T"" (6) 

und die Knoten der magnetischen Feldstarke bei 
,J. 3), 5,J. 

x=4" 4" 4'" (6a) 

Bei passender Wahl der Wellenlange, also der Frequenz w = 2 ~ v , konnen stehende 

elektromagnetische Wellen versuchsmaBig hergestellt werden und aus ihnen mit 
Hille der nach Gl. (5), (6) beobachteten Wellenlange die Fortpflanzungsgeschwindig
keit v bestimmt werden. 

Wir untersuchen als Zweites das Verhalten einer einfach-periodischen Welle 
unter den gleichen Umstanden, aber mit der Annahme eines zwar gut, aber nicht 
unendlich gut leitenden Metalles. Fur den Nichtleiter x> 0, Index 1, lautet die 
Gl. (1) entsprechende periodische Losung nach 43. Gl. (9c): 

E =A.eiW(t+~) +B.eiW(t-~) l 
lz , 

Vfi iw (t + -"'-) iw (t _ ~). (7) 
.1 H 1y = A . e \ v - B . e v • 
01 

Der mit A behaftete Summand bringt eine in Richtung negativer x, also gegen 
die Trennebene fortschreitende Welle zum Ausdruck, der andere Posten eine zuruck
geworfene Welle. 1m Metall x < 0, Index 2, ist ein Ausbreitungsvorgang nur in 
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Richtung wachsender negativer x in Betracht zu ziehen; er erfolgt in der in 44. 
GI. (12) bis (I5) beschriebenen Weise und wird dargestellt durch 

H
E2Z = c· ~::t+YX), V. Wfi,2] (8) 

2 Y= -~--
Y - Vi W #2112 1?2 

Der physikalische Vorgang wird durch die reellen Teile von GI. (7) und (8) dar
gesteIlt; von den drei komplexen Konstanten A, B, C kann uber eine willkiirlich 
verfUgtwerden: wir tun dies, indem wir unter A die gegebene (reelle) Amplitude 
der einfallenden Welle verstehen. An der Trennebene x = 0 sind die Feldstarken 
zu j edem Zeitpunkt stetig: fur x = 0 ist 

(9) 
somit 

A +B= C, 

(9a) 

Das Verhaltnis der zuruckgeworfenen zur einfallenden Amplitude der elektrischerl 

wie der magnetischen ,Feldstarke ist I! I, und das Quadrat dieses Quotienten ist 

ersichtlich das VerhaItnis der zuruckgeworfenen zur einfallenden Energie; es wird 
daher als Reflexionsvermogen bezeichnet 

und dies laBt sich mit der KenngroBe 

schreiben als 

11-_V 2 WP-2(!2 

1-26+262 

r= 1+26+62 

Tl 

(10) 

(ll) 

(lOa) 

Sowohl fur sehr groBes wie fUr sehr kIeines (j geht r gegen Eins und hat seinen 

KIeinstwert bei (j = ~; mehr als in diesem FaIle kann also von dem Metall nicht 
112 . 

absorbiert werden. Da der Ausbreitungsvorgang im Leiter bekannt ist, wenden 
wir uns der Welle im Nichtleiter zu; bei einem gut leitenden Metall gilt im allgemeinen 
noch bei sehr hohen Frequenzen: (j< 1. Unter dieser Voraussetzung findet man 
aus GI. (9a) leicht 

B =-A (1-2 (j). e- i26• (12) 

Tragt man dies in Gl. (7) ein, und nimmt den reellen Teil, so ergibt sich fiir die 
Welle im Nichtleiter x> 0: 

E1z =A ·cosw (t + :) -A (1-2 (j) . cos {w (t- :)-2(j},] 

r1H1y = A· cosw (t + :) +A (l-2(j). cos{w (t- : )-2 (j}. 
(13) 

Der Vergleich mit GI. (3) zeigt den EinfluB des geringen, aber von Null ver
schiedenen spezifischen Widerstandes des MetaIles: die im zweiten Summanden 
von Gl. (13) zum Ausdruck kommende zuruckgeworfene Welle erleidet sowohl in 
der Amplitude wie in der Phase eine kleine Veranderung. 
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Wir betrachten noch den zeitlichen Mittelwert der Leistung, die auf die Ober
flacheneinheit der Trennebene auffallt und von ihr ausgeht, mit Hille des Energie
stromungsvektors [43. Gl. (7)]: 

T 

it = ~ J (EyHz)z=o· dt. 
o 

Man erhalt fUr die auffallende Welle 2~' fiir die zuruckgeworfene Welle 2Ar2 (1-215)2, 
1 1 

d h f ·· di . dr· d W II 2A2 0 D R fl· ... t ·t a er ur e em mgen e e e -----r--. as e eXlOnsvermogen IS SOllll 
1 

r=I-4b (14) 

in 'Obereinstimmung mit Gl. (lOa) mit Rucksicht auf die angenommene Naherung 
15 < 1. 15 ist aber proportional zu W. Dies wurde, wie in 44. erwahnt, fur gewisse, 
nicht zu kleine Wellenlangen durch Versuch bestatigt gefunden. 

B. Brechung und Zuruckwurf bei Nichtleitern. Die Ebene Z =0 trenne 
zwei Nichtleiter mit den Eigenschaften 81, III und 8 2, 1l2. Wir untersuchen die 
Erscheinungen beim 'Obergang des Lichtes von dem einen in den anderen Stoff. Das 
einwellige Licht moge in Stoff 1 unter dem vom Lot weg gemessenen Winkel gJe 
die Trennebene treffen. Durch das Lot und die Richtung des Strahles ist die "Ein
fallsebene" bestimmt. Wir legen die in der Trennebene liegende y-Achse senkrecht 
zur Einfallsebene. Wir bestimmen vOriibergehend eine z' -Achse, die mit der Richtung 
des Lichtstrahles zusammenfallen soli, und eine neue x' -Achse, die senkrecht auf 
der Ebene steht, die durch die y- und die z' -Achse bestimmt ist. Das Licht solI 
eine ebene polarisierte Welle sein, d. h. nach 43., daB elektrische und magnetische 
Feldstarke in den Richtungen y und x' schwingen. Die Anwendung der Ergebnisse 
von 43. Gl. (1), (9) ergibt die Gleichungen fur das einfallende Licht (Index e): 

Ee,y = Ae· C08 2Jc: {z' -VI t} I 
,flSH . ,=-A .C08~lz'_v t} V e;- e,x e Ae I 1 

E.,x' = Be· C08 2Jc: {z' - VI t} I 
l {fI;H -B 21£{, } 

I =- e U - e . C08 -,--- Z - VI t 
81 ' Ae 

(15) 

Die Achsen x' und z' liegen in der zur y-Achse senkrechten Ebene der Achsen x 
und Z und gegen diese um den Winkel gJe gedreht. Aus Gl. (15) ergibt sich fiir das 
Achsenkreuz x, y, Z: 

E e, x = Be· C08 gJe . cos 2;:; tx:;£n gJe + Z C08 gJe - VI t) 

Eey=Ae. C08 2,1£ {x8in<pe+ZC08gJe-vlt} 
, /I.e 

Ee,z=-Be.8ingJe.co8 2,1£ {x8ingJe+ZC08gJe-vltj 
r'e 

FIHe,x=-Ae.C08gJe.C08 2;' {x8ingJe+ZC08gJe-vltj 

F 1 Hey =Be .C08 2,1£ {x8ingJe +ZC08gJe- vl t j 
, Ae 

FH A · 21£ { • . 
1 e,z= e·8tngJe·C08~ X8tngJe +ZC08gJe- vl t l 

(16) 

Der einfallende Strahl bewirkt einen im Stoff 1 zuruckgeworfenen, und einen 
in den Stoff 2 durchgehenden Strahl. Der reflektierte Strahl (Index r) moge vom 
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Lot aus den Winkel f/Jr haben" Dann erhii.lt man ganz entsprechend 

Er,:!: = Br" COB f/Jr" COB 2~ {x Bin f/Jr + Z COSf/Jr-VI tJ 

Er,y = Ar" cos 2~ {x Bin f/Jr + Z cos f/Jr- VI tJ 

Er,z =- Br" sinf/Jr" COB 2~ {x sin f/Jr + zcosf/Jr-vl tJ 

r 1 H r,z =- Ar" cosf/Jr" cos 2~ {xsinf/Jr + Z COSf/JT-VI tJ 

r 1 H,.,y = B,." COB 2it: {x Bin f/J,. +ZCOSf/J,.-VltJ 

r 1 Hr,z = A,." sin f/J,. " COS~;; {xsinf/J,. + Z cosf/Jr-vl t} 
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(17) 

Der durchgehende Strahl (Index d) mage im. Stoff 2 mit dem Lot den Winkel 
f/Jt/, bilden" Es ist 

Ed,:!: = B,r cosf/Jt/," cos 2~ {xsinf/Jt/, +ZCOSf/Jd-vstj 

Et/"y=At/,"oos 2~ {x sin f/Jt/, + ZCOBf/Jt/,-vstj 

Et/"z =-Bt/," sin f/Jd " COB 2~ {xBinf/Jd + ZCOBf/Jt/,-vstj 

rsHt/,,:!: =-Ad" COSf/Jt/,"COB 2~ {x sin f/Jt/, + ZCOSf/Jd-V'I,tj 

F'I,Ht/"y = B'l" COB 2~_ {xsinf/Jd + ZCOBf/Jt/,-vst) 

FsHd,z = At/," sinf/Jd" cos 2~ {x sin f/Jd +ZCOBf/Jt/,-v2 tJ 

(18) 

An der Trennebene sind die TangentiaIkomponenten stetig, es gilt also fur Z = 0 
unabhangig von x und t: 

Es,:!: + Er,:!: = Et/,,:!: (19a) 
He,:!: + H r,:!: = Ht/"z (19b) 

Aus (16), (17), (18) hat man mit Gl. (19c) 

Es,y + Er,y = Et/"y 
He,y + Hr,y = Hd,y 

As" COB ~: {xsinf/Je-vlt) + A;: " cos 2~ {xsin f/Jr-vlt} I 
= At/," cos 2~ {x Bin f/Jt/,- Vs t}" 

Dies ist nur dann fiir beliebige Werte t erfiillt, wenn zugleich gilt 
its it,. ~ -=-=-
VI VI Va 

(19c) 
(19d) 

(20) 

(20 a) 

Also ist zunachst As= A,., wie nicht anders zu erwarten war, und weiter ist 

its VI 

~ =v;. (21) 

die Wellenlangen verhalten sich in den beiden Stoffen wie die Fortpflanzungs
geschwindigkeiten; fur 1-'1 = I-'s, was hier immer sehr nahe erfiillt ist, gilt dann 

~_.!i_l;e; 
~ - Va - ve;" (2la) 

Damit Gl. (20) fiir jeden Wert x gilt, muS sein 
Bin f{Js Bin f{Jr Bin f{Jt/, 
~-=~=ld" (20b) 
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Hieraus folgt zunachst mit Ae = AT' daB 8in ({Ie = 8in ({IT sein muB. Da aber ({IT 
unmoglich gleich ({Ie sein kann, ist offenbar 

({IT=n-({Ie' (22) 
Dies ist das bekannte Reflexionsgesetz, das mit Abb. 1 so ausgesprochen wird, 

daB der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. AuBerdem ergibt Gl. (20b) 
und (21) 

sin CPe Ae 2 (23) 
sin CPt! Ad v2 ' 

und dies ist das Brechungsgesetz von Snell. 2 wird als (relatives) Brechungs-
V2 

verhaltnis bezeichnet. - Die Normalen der einfallenden, zuruckgeworfenen und 
durchgehenden (gebrochenen) Welle liegen also aIle in der gleichen Ebene. Beruck

Abb. 45. 1. Brechllllg und Zll
riickwurf an der Grenzflitche 

zweier Nichtleiter. 

sichtigen wir diese Ergebnisse: AT = Ae, C08 ({IT = - C08 ({Ie 
und Gl. (23), so erhalten wir der Reihe nach aus Gl. (19c), 
(19b), (19d), (19a): 

Ae +AT =Ad 
1 1 

-r-' C08({1e' (Ae-AT) = r' C08({1d' Ad 
1 2 

1 1 r (Be + B T) = r . Bd 
1 2 

C08({1e' (Be- B T) = C08({1d' Bd 

FUr das allein auftretende Verhaltnis r1fT2 
bei PI = P2 nach Gl. (2la) und Gl. (23) 

r 1 _ 1 Ie; _ sin CPe 
r 2 - V ~ - sin CPa . 

(24) 

gilt aber 

(25) 

Nach Einsetzen von Gl. (25) gewinnt man aus Gl. (24) durch trigonometrische 
Umformungen die folgenden von Fresnel aufgestellten Beziehungen der Amplituden 
des zuruckgeworfenen und des durchgehenden (gebrochenen) Strahles zur Amplitude 
des einfallenden Strahles: 

A =A sin (CPd-CPe) 
T e sin ( CPd + CPe) 

A = A 2 sin CPd sin CPe 
a e sin (cptt + CPe) 

B =- B tg(CPd-CPe) 
T e tg (CPd + CPe) 

(26) 

B = B 2 sin CPd cos CPe 
d " sin (CPd + CPe) cos (CPd - CPe) 

46. V organge langs Leitungen. 
Die Ausbreitungsvorgange entlang langen, parallelen linearen Leitern sind wichtig 

erstens, weil mit derartigen Anordnungen und sehr hohen Frequenzen an stehenden 
elektromagnetischen Wellen die Ergebnisse der Theorie gepruft werden konnen, und 
zweitens, weil bei maBig hohen Frequenzen diese Anordnung zur elektrischen Nach
richtenubermittlung dient. Wir betrachten den Verlauf von Spannung und Strom 
fur den technisch wichtigen zweiten Fall. 

Die Richtung der Leitung sei parallel zu einer x-Achse. 1m idealen FaIle, daB 
keine Verluste in den Leitern und im Nichtleiter auftreten, ist das elektromagnetische 
Feld eben, elektrische und magnetische Feldlinien verlaufen ausschlieBlich in Ebenen, 
die senkrecht zur Leiterachse stehen. Zwischen zwei zur yz-Ebene parallelen Ebenen 
mit dem Abstande d x ist dither sowohl der magnetische wie der elektrische FluB 
eine wohl definierte GroBe. Wir setzen den magnetischen FluB wegen P = const 
proportional dem Strom J mittels (/J d x = J . L d x, bezeichnen also mit (/J und L 
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FluB und Selbstinduktivitat fiir die Langeneinheit. Ebenso definiert der elektrische 
FluB durch Q d x = U· Cd x die Kapazitat C der Langeneinheit. L und C sind 
von den Ausbreitungsvorgangen unabhangige Konstante, solange der Leiter wider
standslos und das Dielektrikum verlustlos angenommen ist. Wird diese Voraus
setzung fallengelassen, so weicht die Feldstruktur von der ebenen ab, jedoch un
erheblich. Wegen des schief auf der Leiteroberflache stehenden elektrischen Feldes 
stramt namlich ein Teil der im Nichtleiter flieBenden Energie in der in 41. Abb. 2, 
3 gezeigten Weise in die Leitungsdrahte ein und geht dort als Stromwarme ver
loren; diese setzen wir fur die Langeneinheit J2. R d x und bezeichnen R als den 
Verlustwiderstand der Langeneinheit; ein anderer Energieteil geht im Dielektrikum 
verloren, wir setzen ibn mit U2. A dx proportional dem Quadrat der Spannung. 
Fiir A ist die Bezeichnung "Ableitung" der Langeneinheit gebrauchlich; es kommt 
jedoch in A nicht etwa allein der Energieverlust infolge mangelhafter Isolation, 
sondem auch der in 37. gekennzeichnete dielektrische Verlust zum Ausdruck. 1m 
allgemeinen FaIle werden daher die vier kennzeichnenden GraBen L, C, R, A von 
den Ausbreitungsvorgangen selbst abhangig sein, bei 
periodischen Vorgangen z. B. wird infolge der Hautwir-
kung der Verlustwiderstand R mit der Frequenz wachsen, 
die in L enthaltene innere Selbstinduktivitat abnehmen 
(erfahrungsgemaB wachsen auch die dielektrischen Ver-
luste mit der Frequenz). Es bedarf daher besonderer 
Untersuchung, ob und wieweit diese vier GraBen hin-
reichend definiert sind. Sie wurde von G. Mie untemom- 0 

men. Die Ergebnisse der mit diesen vier GraBen formal 
durchgefiihrten Rechnung kannen wir als eine erste An- Ab~o~~~~ge 1~k~e£~~:nU:ln. der 

naherung fiir dieVorgange langs Leitungen betrachten. 
Wir wenden das Induktionsgesetz [30. Gl. (7)] auf einen Leitungsabschnitt der 

Lange dx an und erhalten (Abb. 1) 
8 

U(x +dx,t) +J(x,t) ·Rdx-U(x,t) =-TtJ(x,t) ·Ldx; 

8 8 
-ax U(x, t) =R J(x, t) +LFtJ(x, t). (1) 

Wir bestimmen femer iill Sinne der Kontinuitatsgleichung 29. Gl. (3) den an 
der Stelle x in den Abschnitt eintretenden Strom (Abb. 1) als Summe des am Ende 
austretenden Stromes, des Ladestromes und des Ableitungsstromes: 

8 . 
J(x,t) =J(x +dx, t) +Ft U (x, t)· Cdx + U (x, t)· A dx; 

8 8 
-axJ(x, t) =A U(x, t) + CFt U(x,t). (2) 

Aus den simultanen Grundgleichungen (1) und (2) erhiilt man durch Substitution 
die "Telegraphengleichung" Gl. (3), in der die Abkiirzung F entweder U (x, t) 
oder J (x, t) bedeutet: 

02 F = L C o2 .1i' + (C R + A L) 0 F + R A • F. 
ox2 0 t 2 0 t 

Fiir die verlustlose, ideale Leitung wird aus Gl. (3) mit R = 0, A = 0 : 
1 a2 F a2 F 

L C • 8 x2 = 8ti . 

Ihre vollstandige Lasung ist bekanntlich 

F =/dx-vt) +/2(x +vt), 

(3) . 

(4) 

(5) 

man hat also zwei Wellen beliebiger Gestalt; 11 ruckt in Richtung wachsender x, 12 in 
Richtung abnehmender x mit der Geschwindigkeit v vor, die Form bleibt erhalten. 
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Durch Einsetzen von G1. (5) in (4) ergibt sich 
1 

v=±VLO· (6) 

Bedeutet G1. (5) die Spannung: F= U(x,t), so gehOrt nach G1. (1) und (2) dazu 
der Strom 

. -V~ ·J=/l(x-vt)-/2(x+vt). (7) 

FUr jede einzelne der beiden Wellen ist also das Verhii.ltnis 

~ =± ~=Z (8) 

an jedem Ort und zu jeder Zeit dasselbe, daher ein Kennzeichen der Leitung; 
Z wird Wellenwiderstand genannt. Aus G1. (8) folgt durch Quadrieren, daB un
abhangig von x und t gilt 

~O U2=~LJ2 
2 2' (9) 

die gesamte elektromagnetische Energie ist also uberall und stets zu gleichen Teilen 
elektrische und magnetische Energie. Nur unter dieser Bedingung schreitet die 
Welle ohne Formanderung fort. Die mit einer Welle fortschreitende Leistung ist 

N = U J = U2y'i = V (We + Wm), (9a) 

die an einer Stelle vorhandene Energie lauft also bei dem Wellenvorgang mit der 
Geschwindigkeit v der Leitung entlang. 

Unter der Voraussetzung, daB die innere Selbstinduktivitat gegenuber der auBeren 
vernachlassigbar ist [ilire Definitionen s. 33. G1. (17), (18)], gilt fur jede verlustlose 
Leitung 

111 
v=--=--=~-- =c. (10) 

V La 0 . Ve ji V Eo ILo 

Beispiel: FUr die Leitung aus parallelen Runddrahten vom Radius R und dem 
Achsabstand 271, ist unter der Li<La gleichkommenden Voraussetzung k>R gemaB 
20. G1. (17) und 33. G1. (26): 

O=~ L =ILol ~ OL 2h' a :n;nE' a =80#0. 
lnJ[ 

Die Wellen 11 und Is sind lJestimmt, wenn die Anfangsverteilung gegeben ist. 
Es sei fiir t = 0 bekannt U (x, 0) = Ua (x) und J (x, 0) = ~ (x), dann ist gemaB 
G1. (5) und (7) 

11 (x) = ~ {Ua (x) + Ja (x) . Z}, j 
12 (X) =2{Ua (x)-~ (x) ·Z}. 

(Il) 

Es sei z. B. fiir t = 0 auf der stromlosen Leitung eine bestimmte Spannungs
verteilung Ua (x) = F (x) und ~ (x) = 0 gegeben. Dann hat man fUr t 2: 0 die 
£pannungs- und Stromwellen gemaB G1. (5), (7), (Il): 

U(x,t)= ~F(x-vt)+ !F(x+vt)'j 
1/ L 1 1 (12) 
V o·J (x, t) =2F (x-vt)-2 F (x +vt). 

Der physikalisch unhaltbare Zustand, daB fiir t = 0 nur elektrische Energie 
vorhanden ist, bricht demgemaB zusammen in der Weise, daB aus dem urspriinglichen 
Spannungszustand zwei gleich groBe Wellen entstehen, die nach heiden Seiten weg-

laufen; eine jede hat fiir t = 0 den Wert ~ F(x). 
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An den Enden der Leitung ist das Verhalten der Welle dureh die dort gegebenen 
Grenzbedingungen festgelegt. Es sei erwahnt: 

a) 1st die Leitung am Ende offen, so muB dort fiir jeden Zeitpunkt J = 0 sein, 
es ist also dort naeh Gl. (7) 11 = 12 und daher die Spannung U = 2 '1; im Augenbliek 
der Reflexion erreieht die Spannung am Leitungsende den doppelten Wert der 
einfallenden Spannungswelle 11. 

b) 1st die Leitung am Ende kurzgesehlossen, so ist dort fur jeden Zeitpunkt 

U = 0 oder naeh Gl. (5): 11 = - 12. Daher ist der Strom J = 21\ der Strom 

nimmt bei der Reflexion den doppelten Wert der ankommenden Stromwelle ~1 an. 

e) 1st die Leitung am Ende dureh einen Widerstand R. gesehlossen, so gilt dort' 
fiir jeden Zeitpunkt U = 11 + 12 = JR., 11-/2 = J Z. Daraus ergibt sieh 

R.-Z 
11 =/2 R.+Z =t2·P· (13) 

P ist der Reflexionsfaktor. Strom und Spannung sind im Augenbliek der 
Reflexion 

J 211 U = 2/1 R. 
=R.+Z' R.+Z· 

Fur R. =Z ist 12=0. Diesen Fall, in dem keine reflektierte Welle auf tritt, 
nennt man "Anpassung". R. kann naturlieh aueh der Wellenwiderstand einer an
gesehlossenen Leitung sein. 

Die verzerrung8treie Leitung hat Verluste, jedoeh soIl gelten 

~ = ~ =. = const""t. (14) 

Dureh Einsetzen in Gl. (3) bestatigt man leieht den Losungsansatz 
t 

F(x,t) =e-~{tdx-vt) +/2(x +vt)}, (15) 

daher ist die allgemeine Losung 
t 

U(x,t) =e--;-{h(x-vt) +t2(X +vt)}, 
(16) 

Der Untersehied gegenuber Gl. (5) und (7) besteht darin, daB jede Welle zeitlieh 
gedampft ist. Dies bedeutet aber, da die { ; .. } Wellen von unveranderter Form 
vorstellen, daB die Wellen lediglieh ortlieh eine exponentielle MaBstabverzerrung 
im Sinne einer Sehwaehung erleiden. Man kann Gl. (14) so auslegen, daB in jedem 
Element d x die anfanglieh vorhandene, elektrisehe und magnetisehe Feldenergie 
wahrend der Zeitspanne dt im gleiehen Verhaltnis dureh Verluste gesehwaeht worden 
sind; waren sie anfangs gleieh groB, so sind sie naeh der Zeit dt gleieh groB geblieben, 
eine Verzerrung ist daher nieht eingetreten. FUr tatsaehliehe Leitungen stellt aller
dings Gl. (14) eine nieht verwirkliehbare Idealisierung vor. 

Wir untersuehen ferner einlach-periodi8che Vorgiinge, indem wir in bekannter 
Weise mit "komplexen Amplituden" reehnen gemaB F(x,t) =Re{Fo(x).eiwt}. 

Damit nimmt die Telegraphengleiehung Gl. (3) die Gestalt an 

o2FO _ sF.. 2 - (R . L) (A +. 0) ox2 -Y 0' Y - +H.o HO. 

Setzen wir also z. B. fur die Spannung die vollstandige Losung von 

(17)1 

Gl. (17) 

(18) 

1 Die DiHerentialgleichung, welche elastische Luftwellen in einem langen zylindrischen Rohr 
beschreibt, ist genau ebenso gebaut. Die Erscheinungen entsprechen einander daher in dem Sinne, 
daB die elektrische Spannung sich verhalt wie der Druck, und der elektrische Strom wie die 
Geschwindigkeit. In beiden Fiillen sind forreilende und srehende Wellen moglich. 
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so ergibt sich aus Gl. (1) oder (2) der zugehOrige Strom zu 
Z·Jo =AeYX-Be- YX, 

wobei hier der "Wellenwiderstand" die komplexe GroBe 

Z=l/R+iwL 
VA+iwC 

ist. Da y2 komplex ist, ist es auch 
y ={3 + i rx. 

Die physikalische Bedeutung der Losung erkennen wir aus 

Re (const . e'F Y x eiwtJ = I const I' e'f {3 x cos (wt =F rx x) . 

II,46. 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

Es handelt sich somit urn fortschreitende, sinusformige Rechts- und Linkswellen, 
wobei die Geschwindigkeit der Phasenbewegung 

dx a: 
(It = V = =F OJ (23) 

ist, und jede Welle einer exponentiellen ortlichen Schwachung unterliegt, die 
durch den Schwachungsexponenten {3 bestimmt wird l . rx heiBt Phasen
konstante. Gl. (18) und (19) sagen aus, daB Strom und Spannung entlang einer 
Leitung im eingeschwungenen Zustand als fiberlagerung von fortschreitenden 
Rechts- und Linkswellen aufgefaBt werden konnen. 

Bei verschwindenden Verlusten ist 

y = ± i w v'L C = ± i : ; Z = 11 ~ , (24) 

Re (const 'e'fYX eiwt) = Iconstl' cosw (t =F :) • (25) 

Die ungedampfte sinusformige Welle moge an dem Leitungsende X= 0 an einem 
KurzschluB reflektiert werden, dann ist U = 0 fUr x = 0 fUr jedes t, daher gemaB 
Gl. (18) 

A=-B. (26) 
Setzen wir dies und Gl. (24) in Gl. (18) und (19) ein und nehmen nach Multi

plikation mit eiwt den reellen Teil, so ergibt eine einfache trigonometrische Um-

formung, wenn wir noch die Periodendauer T = ~ und die Wellenlange A. = v T 
w 

benutzen: 

U 21AI ' 2:rr:t . 2:rr:x I =- ·8~n--;p-·8~n-A.-' 

, (L I 1 2 :rr: t 2:rr: x (27) 
V C . J = 2 A . cos --;p- . cos -A. - • 

Durch die vollkommene Reflexion der ungedampften fortschreitenden Welle tritt 
also eine.stehende Welle auf. Spannungsknoten, in denen We= 0 ist, sind vorhanden 

A. 3 A. 
an den Stellen x = o .. "2' . 2 ... , Stromknoten, in denen Wm = 0 ist, an den 

. A. 3A. 5A. 
Stellen x=T' 'T"T'" 

Zur Erorterung des allgemeinen Falles nehmen wir R, A, L, C als Kon
stante an. Aus Gl. (17) und (21) ergiht sich 

2 {32 
2rx2 = -y(R2 +w2L2) (A2 +W2C2) =F (w2LC-RA). (28) 

Aus denselhen Gleichungen hat man 1m y2 = w (L A + R C) = 2 {3 rx, daher mit 
Gl. (23): LA + R C 

{3=v 2 ; (29) 

1 {J wird auch "Dampfungsexponent" genaunt. Diese Bezeichnung darf aber nicht zu Ver
wechslungen mit dem Dampfungsexponenten einer zeitlich abklingenden Schwingung [37. Gl. (3)] 
AnlaB geben. 
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fJ und v sind einander proportional, daher dieselbe steigende Funktion der Fre
quenz. 1st ein periodischer Vorgang aus vielen Teilschwingungen zusammengesetzt, 
so haben die Teilwellen mit hoherer Frequenz groBere Schwa chung ("Amplituden
verzerrung") und groBere Geschwindigkeit ("Phasenverzerrung"). fJ(w) und v(w) 
liegen innerhalb endlicher Grenzwerte: 
fUr w -+ 0 wird 

fUr w -+ co 

1 
v -+ vmax = --=--, 

VLC 

(vgl. Abb. 2). Wegen der Hautwirkung 
wird Li -+ 0 fUr w -+ co, daher wird Vmax = 
./ 1 ~ c gemaB Gl. (10). Aus dem gleichen 
yLa C 

(30a) 

(30b) 

o 

Grund steigt R mit w, es stellt also fJmax 
nicht in Strenge eine konstante GroBe vor. 
Das gleiche gilt fiir die untere Grenze, da 
erfahrungsgemaB die in A zum Ausdruck 
kommenden dielektrischen Verluste mit w 
ansteigen. Die Bereichgrenzen fallen zu
sammen fiir 

Abb. 46. 2. Sch\Vllchungsexponent und Phasen
geschwindigkeit als Funktion der Frequenz bei 

konstantem R, A, L, C. 

oder 

f3max __ Vmax =.!. yR C_ + .!. VA L = 1, Is f" yR C 1 
A a 0 ur, AL = 

f3min Vmin 2 L 2 RC 
(31) 

dann ist die Leitung 

z=y~ , 

R A 
L 0' 

verzerrungsfrei, und es ist 

1 
V=fLiJ' 

Zur iibersichtlichen Darstellung fiihrt man zwei KenngroBen ein 

(14) 

R A 
e = w L ; d = w C . (32) 1 

Damit wird der Wellenwiderstand 

z=y~ V~=~~, 
und SchwachungsmaB und Phasengeschwindigkeit nehmen die einfache 

R = f3max . Vmax 
p q' v=-q-' 

wobei q eine Funktion von e und d ist, die gemaB Gl. (28) und (23): 

2q2 = l-ed + v(e2 + 1) (d2 + 1) 

(33) 

Gestalt an 

(34) 

(35) 

ist. q hat den Sinn einer KorrekturgroBe, denn es wachst mit e und d nur verhaltnis
maBig langsam iiber seinen Kleinstwert q= 1, der fiir e=d erreicht ist. Man kann 

1 Praktisch ist meist d <{ 1. 
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daher fJmax und vmax als Naherungen fiir fJ und v gebrauchen. Schreibt man also mit 
Gl. (30b) 

Rl/G AllL fJ=T V Y+T V O=fJR+fJA' (36) 

so sieht man: ist R und A gegeben und ist fJR+ fJA' so kann der Schwachungsexponent 
durch Verandern von Lie bis auf den Kleinstwert fJPJ.in = V R A verringert werden, 
der mit Gl. (14) eintrittl. 

Bei Paralleldrahtleitungen in Luft, bei denen nicht zu diinne Drahte in nicht 
zu engem Abstand voneinander stehen, ist e <: 1 und d <: 1. Beriicksichtigt man 
dies in Gl. (33) bis (35), so hat man in erster Naherung 

Z = V ~ , rio = W V L e, fJ = ; V ~ + ~ V ~ . (37) 

Die Leitung ist verhaltnismaBig schwach gedampft und hat wenig Verzerrungen. 
Fiir Kabel, in denen die verhaltnismaBig diinnen Drahte der Leitung einander sehr 
nahe benachbart sind, ist e> 1, d < 1. Damit ergibt sich ebenso in erster Annaherung 

Z - 1 171 - i ~ _ fJ _ 1 I w 0 R (38) - V wO . e , rio - - V-2-· 
Gl. (37) entspricht der Ausbreitung gemaB der Wellengleichung, Gl. (38) gemaB 

der Warmeleitungsgleichung, die Art und Weise des Ausbreitungsvorganges braucht 
daher hier nicht noch einmal erlautert zu werden. 

47. Dynamiscbe Kapazitat. 
Aus dem besonders einfachen Beispiel des Kondensators zeigen wir den grund

satzlichen Unterschied gegeniiber der quasistationaren Betrachtungsweise. Dort 
(37.) war namlich vorausgesetzt, daB die Kapazitat auch bei zeitlich veranderlicher 
Ladung genau so wirke und zu berechnen sei, wie im elektrostatischen Falle. In 
Wirklichkeit ist aber nach der ersten Hauptgleichung (29.) auch mit dem im Feld
raum des Kondensators schwankenden elektrischen Felde ein magnetisches Feld 
verkniipft. Es ist zu erwarten, daB dieses urn so mehr bemerklich wird, je schneller 
die Zustandsanderungen vor sich gehen. Wir betrachten das axialsymmetrische 
Feld eines Kreisplattenkondensators, der Radius der Platten sei a und h ihre Ent
fernung voneinander; a> h. 1m elektrostatischen Falle ist das elektrische Feld 
(nahezu) homogen und parallel zur Achse des Kondensators gerichtet. 1m ver
anderlichen Zustand ist mit der axialen Verschiebungsstromung ein magnetisches 
Feld in der Weise verkettet, daB die magnetischen Feldlinien zur Achse des Kon
densators conaxiale Kreise sind. Damit haben wir formal die Verhaltnisse von 
39. C, haben jedoch an Stelle der dort vorhandenen Leitungsstromung G (r, t) 

die Verschiebungsstromung e :t E (r, t) einzusetzen. Aus der Integralform 

fSJd'C=!eoo~dT folgt daher entsprechend 39. Abb.7, Gl. (24), (25): 

an (r, t) + ~ H (r t) = B a E (r, t) (1) 
or r' at' 

und nach dem Induktionsgesetz, wie in 39. Gl. (26): 
oE (r, t) -an (r, t) (2) 

or =p, at . 
Wir beschranken uns auf zeitlich sinusformige, mit der Frequenz w verlaufende 

Vorgange und setzen demgemaB 
H (r, t) = Re {Ho (r) . eiwt} , E (r, t) = Re {Eo (r) . eiwt} • (3) 

Indem man Gl. (1) einmal nach r, das andere Mal nach t ableitet und beide Male 
aus Gl. (2) substituiert, indem man ferner Gl. (3) einsetzt und die Abkiirzung beniitzt 

k2 w 2 eji, (4) 

1 Bei Freileitungen ist {JR > {JA, daher muB L vergroBert werden. Dies fand Heaviside. 
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erhalt man mit x = k r die DiHerentiaIgleichungen 

dIHo+~dHo+(I_~)H =0 (5) 
dXI x dx Xl 0 ' 

dl Eo + ~ d Eo + E = O· (6) 
dxl x dx 0 , 

sie werden entsprechend 39. Gl. (31), (32) durch Zylinderfunktionen integriert, die 
fur Gl. (5) von der ersten, fiir Gl. (6) von der nullten Ordnung sind. Indem wir 
sogleich beriicksichtigen, daB die Zylinderfunktionen zweiter Art aus dem gleichen 
Grunde, wie dort, fiir die vollstandige Losung nicht in Betracht kommen, erhalten 
wir mit zwei Integrationskonstanten A, B: 

Eo (r) = A • Jo (k r); Ho (r) = B· J1 (Ie r). (7) 

Als Zusammenhang zwischen A und B ergibt sich aus dem Induktionsgesetz, 
indem wir Gl. (7) mit eicot vervielfachen und in Gl. (2) einsetzen 1 : 

B=+iAW· 

Somit ist gemaB Gl. (3) der ortliche und zeitliche Verlauf der Feldstarken 

E(r,t) =A·Jo(kr)·coswt, (8) 

H(r,t) =-A v'~ ·J1 (kr)·sinwt. (9) 

Der Phasenwinkel ist - ~ , die Amplitude der elektrischen Feldstarke ist durch 

Jo (Ie r), die der magnetischen durch J1 (Ie r) bestimmt; im Gegensatz zu 39. C sind 
dies Funktionen des reellen Argumentes 

k ,/=-= roo,~ 
r=rwvBI-'=- vBI-' c 

(10) 

mit der Lichtgeschwilldigkeit c im leeren 
Raum [42. Gl. (13)]. AusAbb.l istdaher 
die radiale Verteilung der Amplituden 
ohne weiteres abzulesen. In der Um
gebung des Nullpunktes gilt: Die elek
trische Feldstarke ist nicht konstant, 
vielmehr fallt ihre Amplitude von der -45L..---J......--..L...--_-'-__ .....L.. __ ....I 

Achse r = 0 bis zum Plattenrande r = a 
um so starker, je groBer Ie ist, und die 
Amplitude der magnetischen Feldstarke 

AbbA? 1. Zylinderfunktionen erster Art, nuUter und 
erster Ordnung, fiir das Argument z = kr. 

steigt gegen den Plattenrand vom Werte Null in der Achse langsamer als linear an. 
Wir bestimmen noch die Ladung aus Q = fa ~ d f, indem wir die Rulle unbegrenzt 

nahe um eine Platte legen, aus Gl. (8) zu 2 

Q = A· e iJo (kr)· 2nr· dr· coswt I 
= 2 nAe ·cosw t· : ·Jdka). 

(ll) 

Damit bestatigt man leicht den von der ersten Hauptgleichung geforderten 
Zusammenhang zwischen Magnetfeld und Ladestrom 

dd~=H(a).2na. (lla) 

d 
1 (J;XJo (x) = - J 1 (x). 

2 k f X· Jo (k x) • dx= x . Jdkx) + const. 
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Als Spannung definieren wir das Linienintegral der Feldstarke fiir r = a, d. h. 
vom einen Plattenrande zum anderen: 

u = E (a, t)·l =A l·Jo(ka) ·coswt. (12) 

Wir wollen das Verhaltnis der so definierten Q und U als "dynamische Kapa-
2 

zitat" Cd, bezeichnen; die statische Kapazitat ist Cs = e nt ' und daher ist 
Q 2 Jdka) 

Cd,=u=Cs· ka · Jo(ka). (13) 

Aus den bekannten Reihenentwickbmgen der Besselschen Funktionen [vgl. 39. 

zu Gl. (39)] findet man die fiir k2a < 1 brauchbare Entwicklung: 

. Cd,=Cs{1 +! (k2ay + 1~ (k2ar + ... }. (14) 

Unter technisch normalen Verhii.ltnissen bleibt die Abweichung des Klammerwertes 
von 1 sehr gering. 

Die elektrische Feldstarke, und daher die elektrische Spannung zwischen den 
Platten am Plattenrande r = a wird Null, wenn Jo (k a) = 0 ist. Dies trifft nach 

a c 

Abb. 47.2. Radiale Verteilung der Feldstlirken be! den ersten drei Eigenschwlngungen des Kreisplattenkondensators. 

Abb.1 fiir eine fortgesetzte Folge von Argumentwerten zu 1 • In allen diesen Fallen 
ist nach Definition Cd = co, der LadestrQm hat eine endliche Gro8e. Die Wurzeln 
von J1 (k a) = 0 liegen jeweils zwischen diesen Extremwerten von Cd,. FUr diese 
fortgesetzte Folge von Argumentwerten 2 ist aber die magnetische Feldstarke am 
Plattenrande Null, und daher nach der ersten Hauptgleichung auch der gesamte 
Verschiebungsstrom, folglich nach Gl. (lla) der gesamte Ladestrom, dessen Am
plitude w Q ist. Unter diesen Umstanden ist also jeweils Cd, = 0, und die elektrische 
Spannung hat dabei einen endlichen Betrag. In allen diesen Fallen fiihren das 
elektrische und das magnetische :E'eld im Feldraum des Kondensators Schwingungen 
aus, die ohne Energiezufuhr von auBen bestehen; elektrische und magnetische 
Feldenergie haben dabei den gleichen zeitlichen Mittelwert. Es treten also elektro
magnetische Eigensch wingungen des Kondensators auf (Abb.2). 

48. Allgemeine Losung. Ausstrahlung eines schwingenden Dipols. 
a) Integration der elektromagnetischen Grundgleichungen. 

Wir erinnern daran, daB fiir gewisse Felder mit besonderen Eigenschaften die 
Differentialgieichungen, die diese Besonderheiten zum Ausdruck bringen (so besagt 
die Differentialgleichung rot ~ = 0 Wirbelfreiheit, div \8 = 0 Quellenfreiheit,) mit 
Hille sogenannter "Potentialfunktionen" (skalarer oder vektorieller Natur) integriert 
werden konnten. Die Potentiale beweisensomit das Bestehen von Losungen der Feld
gleichungen in diesen besonderen Fallen, und erbringen als solche eine Vereinfachung 
der rechnerischen Darstellung. In dem gleichen Sinne fragen wir nach einer all
gemeinen Losung der Grundgleichungen des elektromagnetischen 
Feides. 

1 Die ersten Wurzeln sind: 2,40 .. 5,52 .. 8,65 ... 
2 Die ersten Wurzeln sind: O .. 3,83 .. 7,02 .. 10,17 ... 
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Fiir einen ruhenden, gleichformigen (homogenen isotropen) Stoff, dessen kenn
zeichnende GroBen e, e, fl von der Zeit und dem Orte unabhangige Konstante 
sind, schreiben wir die Grundgleichungen im allgemeinen FaIle in der Form 

jirot!p=:~+jis~~; (1) divji!p=O; (2) 

rot~=-ii~~; (3) divsfi=O. (4) 

Die Losung der Differentialgleichung (2) ist mit )8 = ji!p aus 34. bekannt: 

)8 = rot ~; (5) 1 

damit wird Gl. (3) 

rot {~+ ~ ~ } = 0 , (6) 

was erfiillt ist, wenn man den wirbelfreien Vektor als Gradient einer skalaren Funk-
tion cp darstellt 2• Also wird . 

8m: 
~ =-gradcp--at. (7) 

Den Potentialen cp und ~, mit deren Hille magnetisches und elektrisches Feld 
in Gl. (5) und (7) ausgedruckt sind, haftet insofern eine Unbestimmtheit an, als 
sich an )8 und ~ nicht das geringste andert, falls wir zu ~ einen willkiirlichen Vektor 

grad X, und zu cp einen konstanten Skalar, hier - ~:, hinzufUgen, d. h., die Funktion X 

ist mit Hille der Feldgleichungen nicht zu ermitteln. Das Vorhandensein dieser 
Unbestimmtheit der Potentiale stellt es uns frei, cp und ~ eine willkurliche Bedingung 
hinsichtlich ihres Zusammenhanges aufzuerlegen. Wir tun dies in der folgenden 
Gleichung. Setzen wir namlich Gl. (5) und (7) in (1) ein, so nimmt Gl. (1) mit der 

Relaxationszeit fJ = e e und mit der Geschwindigkeit v = } _ die Form an 3: 
v e It 

. 1{ 8m:} 8rp 82 m: v2 {LI ~ - grad dw ~J = 7f grad cp + at + grad -8-( + 8 t2 •. (8) 

Wir unterwerfen nun ~ und cp der erlaubten, willkurlichen Bedingung 

v2 • div ~ + ~- cp + ~ ~ = 0 , (9) 

mit anderen Worten: Wir verlangen, daB die Gradienten-Glieder in Gl. (8) fUr sich 
gleich Null werden. Es bleibt dann von Gl. (8) nur ubrig . 

2 • ..1(\(_1 8m: 82 m: 
v LJ'«-PTt+--et2. (10) 

Wir schreiben die letzte verfugbare Grundgleichung (4) mit Gl. (7) als 

LI cp +div88~ =0, (ll) 

und indem wir diese Beziehung in der nach t abgeleiteten Gl. (9) berucksichtigen, 
erhalten wir 

2 A _ 1 8 rp 82 rp 
v .LJCf!--t{at + w· (12) 

Alle Potentiale ~l und cp, welche den Gl. (10) und (12) gehorchen, und im Zu
sammenhang Gl. (ll) stehen, beschreiben einen moglichen elektromagnetischen 
Vorgang. Es ist indessen nicht notig, jedesmal solche Paare von Funktionen auf
zusuchen. Wir konnen vielmehr, wie man durch Einsetzen leicht erkennt, unsere 
willkurlich gesetzte Beziehung Gl. (9) identisch erfullen durch 

cp=-div 3; (13) ~ = ~2{-~- 3 + 881}· (14) 

1 div rot m: "'" o. 2 rot grad rp == o. 3 rot rot m: =.grad div m: - Ll m:. 
Fischer, Elektrodynamik. 11 
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Damit sind die Potentiale einem gemeinsamen Stammvektor unter
geordnet. Dieser'selbst muB der Gleichung geniigen 

1 03 02 3 v 2 .A8=--+- (15) 
flot "'iU2 ' 

wie man erkennt, wenn man Gl. (13) und (14) in (10), (ll), (12) oder in (8) einfiihrt. 
Aus .8 errechnet man nach Gl. (13), (14), (5), (7) die Felder 

m=:2·rot{~.8+~f}; (16) 

. IO{I OB} Q;=graddw.8- v2·BT 7f.8+ Tt , (17) 

oder auch, mit Riicksicht auf Gl. (15): 
Q; = rot rot .8, (18) 

und mit bekannten Beziehungen [43. Gl. (4), (5c)]: 

.p=rot{; .8+eOo~}, (19) 

1 {lOB} r· .p=vrot 7f.8 +8T . (20) 

Es geniigt somit fiir die Darstellung eines moglichen elektromagnetischen Vor
ganges die Kenntnis einer einzigen, der Gl. (15) unterstehenden vektoriellen Funk
tion .8 1 . Wenn.8 dieser Gleichung geniigt, tun dies auch aIle FeldgroBen und Poten
tiale. Fiir die Feldvektoren wurde die Differentialgleichung (15) schon in 42. Gl. (6), 
(7) gefunden. 

FUr einen vollkommenen Nichtleiter wird mit f3 = co aus Gl. (15) die Wellen
gleichung 

(21) 

und aus Gl. (20) 

(22) 

b) Ausstrahlung eines schwingenden Dipoles. 

FUr einen gleichformigen, nichtleitenden Raum ist eine einfachste Losung von 
Gl. (21) in rechtwinkeligen Komponenten .8 = iZ", + jZy + IZz: 

Z",=O, Zy=O, Zz =II; II= ~ ·f(t-~). (23) 

II erfiillt iiberall die Gl. (21) mit Ausnahme des Unstetigkeitspunktes r = 0; 
von der Giiltigkeit ist somit nur ein kleines Raumgebiet um den Ursprungspunkt 

ausgeschlossen. Nach 43. erkennen wir in der Funktion f (t- :) eine in Rich

tung des wachsenden r mit der Geschwindigkeit v bei unveranderter Form forteilende 
Welle willkiirlicher Gestalt. Wir untersuchen die Struktur des Feldes und schlieBen 
aus ihr auch auf den Erregungsvorgang. Nach Gl. (18) und (22) ergeben sich die 
Komponenten des elektrischen und des magnetischen Feldes zu 

02IJ 
E=-· '" OXOZ' (24) 

(25) 

Man sieht hieraus leicht (Z",=O, ZII=O, Hz=O), daB das Feld die z-Achse 
zur Symmetrieachse hat. Wir schreiben es daher auch in raumlichen Polar-

1 1m P. M. S.: Benennung Z =U L, Einheit 1 Volt, em. 
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koordinaten r (Aufpunktsabstand), {} (Polarwinkel), <X (Langenwinkel): 

Zf} = -II sin {}, Z",=o; (26) 

E - --.- r- -s~n{} - - -sin f} a (. a II) . { f r r } 
f}- r or or - r3 + vr2 + v2r ' 

(27) 

E",=O; 

H,=O, 

Hfj=O, I (28) 
sinf} 02 II . {r r } r H", = --v-· orot = s~n{} vr2 + v2r . 

Man sieht hieraus: Das magnetische Feld besteht lediglich aus einer Komponente 
in Richtung des Langenwinkels <X. Die magnetischen Feldlinien sind darum 
die Parallelkreise der Wellenkugel r = canst (die Durchschnitte der Wellen
kugel mit den zur xy-Ebene parallelen Ebenen). Das elektrische Feld besitzt keine 
Komponente in Richtung des Langenwinkels <X, die elektrischen Feldlinien 
liegen daher in den Meridianebenen. Die Feldkomponenten stellen sich dar als 
Summenausdriicke, deren einzelne Posten in verschieden starker Weise mit wach
sendem r abnehmen. Es wird daher darauf ankommen, unter welchen Bedingungen 
einzelne Summanden iiberwiegen k6nnen. 

Wir untersuchen als erstes das Feld in der Nahe des Ursprungspunktes r = 0, 
um auf den Erreger schlieBen zu k6nnen. Dazu entwickeln wir 

f (t- : )=1 (t) - : I' (t) +-... (29) 

Wir bezeichnen als "Nahbereich" das durch die Bedingung 
v· f(t) 

r<f(i) 

gekennzeichnete Gebiet. In ihm ist somit 
1 II= - f (t), r 

(30) 

(31) 

und die Komponenten des elektromagnetischen Feldes Gl. (24), (25) nehmen die 
Gestalt an 

02.!.. 
r 

Ex = oxoz ·/(t); 

o~ 
rH =~_r .I'(t). 

x v oy , 

oder mit Gl. (27), (28) 

E = 2cosf} ./(t). 
r r3 ' 

H,=O, 

02.!.. 02~ 
Ey = Oy;z ·I(t); E z = oz~ ·1 (t); 

o~ 
rH =~_r .I'(t). 

y v ox ' Hz =0, 

Efj = 8i~ f} .1 (t) ; 

r H = sinf} I'(t). 
ex vr2 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Man sieht leicht aus Gl. (32), daB Q; sich als Gradient eines Potentiales ausdriicken 
liiBt: I 

0-
~ =-gradq;; q; =- 0: ·1 (t) = ~. 1 (t). (36)1 

1 grad rp = i orp + j!!E.. + f orp . 
ox oy 02 

11* 
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Dies ist das Potential eines Dipoles zeitlich veranderlicher elektrischer Ladung, 
der im Ursprungspunkt in der z·Achse liegt und dessen Moment proportional t (t) 
ist. Der Dipol der Abb. 1 hat das Potential cp = 4 1 _ (-.!L - -.!L) und das Moment :1te r+ r_ 
q·l; demnach haben wir zu setzen Z.q(t) 

I(t) =-4 -' (37) 
:1te 

1m Nahbereich andert sich somit das elektrische Feld mit der Zeit in allen 
Punkten verhaltnisgleich, nicht die Gestalt des Feldes, nur seine Intensitat (sein 
Energieinhalt) andert sich zeitlich, und das Feld selbst ist durch das Coulom bsche 
Gesetz gegeben. J = q' (t) ist demnach ein ungeschlossener Strom, der in dem 
Leiterstiick der Lange l illeBt. Damit liest man aus Gl. (35) ab 

z 

-f{ 

Abb. 48. 1. Elektrischer Dlpo\ 
in der z·Ach2e. 

J Z BinD 
p Ha.=4-·--2 -' :1t r (38) 

und dies ist nach 34. Gl.. (13) das magnetische Feld eines 
"linearen Stromelementes" von der Lange l und der Strom
starke J. Daher ist das magnetische Feld durch ein vek
torielles Potential zu geben gemaB 

r·f) =rot~, (39) 
wobei f' (t) A",=O, Ay=O, A z =--, vr (40) 

wie man aus Gl. (33) erkennen kann. 1m Nahbereich ist also das magnetische Feld 
quasistationar und durch die Biot-Savartsche Regel bestimmt. Ein im Ursprungs
punkt auf der z-Achse befindlicher zeitlich veranderlicher elektrischer Dipol erzeugt 
also in seiner unmittelbaren Umgebung ein durch sein elektrisches Moment gegebenes 
elektrisches, und durch den die Ladungsanderung ausmachenden Strom ein ma
gnetisches quasistationares Feld. 

Bei den von Hertz untemommenen Versuchen zum Nachweis der elektro
magnetischen Wellen war ein schwingender Dipol, wie hier beschrieben, bekanntlich 
dadurch hergestellt, daB zwei Leiterstiicke, die in gemeinsamer Achse liegend ein
ander in kleinem Abstand gegeniiberstehen, so stark aufgeladen werden, daB der 
kleine Zwischenraum von selbst durch einen Funken iiberbriickt wird. Da die 
Funkenbahn verhaltnismaBig gut leitet, setzt der Umladungsstrom ein und Ladung 
und Strom andem sich weiterhin nahezu periodisch (sie verlaufen als gedampfte 
Schwingungen). Mit den heutigen Hilfsmitteln kann leicht ein ungedampft periodisch 
schwingender Dipol hergestellt werden. 

In nicht mehr unmittelbarer Nachbarschaft des schwingenden Dipoles 

( Abstand r des Feldpunktes von der GroBenordnung VI: ~g)) geben an Stelle der 

uniibersichtlichen Rechnung die Abb.2a-d eine Anschauung des Vorganges im 
elektromagnetischen Felde. Dabei ist angenommen, daB der Dipol einfache sinus-

formige Schwingungen mit der Frequenz co = 2; ausfiihrt. Wir konnen uns auf 

das elektrische Feld beschranken, da die magnetischen Feldlinien einfach die 
Parallelkreise der Wellenkugel sind. In den Abb.2a-d ist durch eine Kugel um 
den Dipol der Ursprungspunkt von der Betrachtung ausgeschlossen. Abb. 2a gilt 
fiir einen Zeitpunkt t = 0, in dem der Strom im Dipol seinen Hochstwert, und daher 
die Ladungen den Wert Null haben. Wir erkennen dies daran, daB keine elektrischen 
Feldlinien auf dem Erreger anfangen oder endigen. Solche beginnen nun, mit 
wachsender Ladung, aus dem Erreger hervorzuschieBen; in Abb.2b, die fiir den 

Zeitpunkt t = ~ gilt, erfiillen die elektrischen Feldlinien schon den Raum "I inner

halb der eiDgezeichneten Kugel und verlaufen dort iibrigens nahezu ebenso, wie 
sie sich bei zeitlich unveranderlichen Ladungen verteilen. Abb. 2c gilt fiir den Zeit-

punkt t = ~, in welchem der Strom Null ist, die Ladungen des Dipols daher ihre 
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gr6Gte Starke haben. Das elektrische Feld, das somit zu dieser Zeit seine gr6Gte 
Starke hat, erfiillt die Wellenkugel 1'2 >1'1. Mit weiter wachsender Zeit treten keine 
weiteren elektrischen Feldlinien aus dem Erreger hervor, sondern es beginnen die 
vorhandenen sich wieder in den Erreger zurUckzuziehen. Hierbei tritt eine aus 

Abb. 2d (t = 3:) zu sehende eigentiimliche Erscheinung ein: die am weitesten vom 

Ursprungspunkt entfernten Feldlinien erhalten bei der Zuriickbildung des Feldes 
eine seitliche Einbiegung, und "indem diese Einbiegung sich mehr nnd mehr gegen 

a. t-o 

b 
Abb. 48. 2. (Nach H. Hertz.) Ablosung des elektromagnetlschen Feldes vom erregenden Dipol (Zwlschenbereich). 

die Achse des Dipoles zusammenzieht, schniirt sich von jeder der auGeren Feld
linien eine in sich geschlossene Feldlinie ab, welche selbstandig in dem Raum fort
schreitet, wahrend der Rest der Feldlinien in den Erreger zuriicksinkt. Die Zahl 
der zuriickkehrenden Feldlinien ist also ebenso groG wie die Zahl der ausgegangenen, 
ihre Energie aber ist notwendig urn die Energie der abgeschniirten Teile vermindert. 

Dieser Energieverlust entspricht der Strahlung in den Raum". Zur Zeit t = ; 
gilt Abb. 2a mit umgekehrter Pfeilrichtung. Hier erfiillt das abgeschniirte elektrische 
Feld die Kugel 1:"4' vom Dipol ausgehende Feldlinien sind nicht vorhanden. 1m 
weiteren Zeitablauf aber quellen neue Feldlinien aus dem Erreger hervor, wahrend 
gleichzeitig die abgeschniirten Feldlinien nach auGen eilen und in Abb.2b den 
Raum 1'5 erfiillen. Wie dieses Feld nach auGen weglauft, zeigen Abb. 2c und d, 
das elektromagnetische Feld geht dabei nach auGen mehr und mehr in eine reine 
Transversalwelle iiber. Dies zeigt das Folgende: 
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Der "Wellenbereich" ist durch die zu Gl. (30) entgegengesetzte Bedingung 
v./ (t) r::> 7'(i) (39) 

gekennzeichnet. Beachtet man diese Beziehung bei der Ausfiihrung der in Gl. (24) 
und (25) vorgeschriebenen Rechnungen, so erhalt man 

E -~/"· "'-vir' ' 
E _YZI"· 

Y -23 , v r (40) 

rH ---Y-I"· rH - _x_I"· Hz =0 (41) ",- v2r2' y- v2r2 , 

mit t" = t" (t - ~ ). Die Gleichungen stellen eine mit der Geschwindigkeit v in 

der Richtung t des Halbmessers der Wellenkugel nach auBen fortschreitende Welle 
dar. Um ihre Struktur zu .erkennen, bilden wir die skalaren Produkte @:.p, t @:, 
t.p und finden 

@:.p=E",H", +EyHy +EzHz=O, (42 a) 
daher stehen @: und .p aufeinander senkrecht. Ferner ergibt sich 

t@: = xE", + yEy +zEz =0, } (42 b) 
t.p =xH", +yHy +zHz =0, 

also sind auBerdem @: und .p senkrecht gerichtet zur Fortpflanzungsrichtung t, die 
Welle ist daher eine reine Transversalwelle. Die Richtungen von @:, .p, t stehen 
rechtswendig rechtwinklig aufeinander. Dieses Ergebnis hatten wir auch unmittelbar 

aus Gl. (27) und (28) ersehen konnen, 
~ denn aus diesen liest man mit Be

Abb. 48. 3. Eiektromagnetlsches Feid des strahlenden Dipois 
1m Wellenbereich. 

rucksichtigung von Gl. (39) leicht ab: 

E{J=rH =~.I"(t-!:..)·I ex v2 r v ' 
E =0 H =0· (43) 
r' r' 

Eex=O, H{J=O. 
Die magnetischen Feldlinien sind 

die Parallelkreise, die elektrischen 
Feldlinien die dazu senkrechtendurch 
die z-Achse gehenden groBten Kreise 
der Wellenkugel (Abb.3). Gl. (43) 
zeigt: E{J undr Hex haben zur gleichen 
Zeit und am gleichen Ort denselben 
Wert, sind also bei einfach-periodi
schen Vorgangen stets in Phase. Auf 

der z-Achse sind die Feldstarken Null, in der xy-Ebene haben sie ihren groBten 
Wert. Das elektromagnetische Feld ist im Wellenbereich vollig verschieden von 
dem im Nahbereich. Dies zeigt sich auch deutlich in den Energieverhaltnissen. 
Handelt es sich 'z.B. um einen zeitlich einfach-periodischen Vorgang, so ist im Nah
bereich das elektromagnetische Feld quasistationar; die Energie pendelt periodisch 
mit dem Quadrat der Feldstarken; im Wellenbereich dagegen findet eine in der 
Fortschreitungsrichtung der Welle gerichtete Energiebewegung statt, bei der nicht 
mehr . die Richtung, sondern lediglich die Starke der Energiestromung periodisch 
wechselt. Dies ist aber kennzeichnend fur die Transversalitat der Wellen. Nach 
Gl. (43) hat die Energiestrahlungsdichte1 

@i = [@:.p] 

1 In der Teehnik der drahtlosen Naehriehteniibertragung werden heute Zeiehen empfangen 

noeh mit einer mittleren Leistungsdiehte der GroBenordnung 10-16 Wa~t; die Empfindliehkeit 
em 

des [~ensehliehen Auges entsprieht der GroBenordnung 10-14 Wa~t; zu beaehten ist, daB die 
em 
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die Richtung r der Ausbreitung und den Betrag 

s= ~{8::: .I"(t-:)r. (44) 

Durch Integration iiber die ganze WellenkugelfHiche finden wir die in der Zeit dt 
in der Welle nach auBen gestromte Energie, indem wir als Flachenelement, auf 
dem S konstant ist; eine verschwindend schmale Zone zwischen zwei benachbarten 
Parallelkreisen d I = 2n r sin {} . r d {} wahlen: 

" 

.. 0 (45) 
dW = 2; (~~ rdtj sin3 {)·d{} I 

= :; ( ~~ )~ . dt. , 

Nehmen wir einen einfach-periodischen Vorgang 
I (t) = p. sin wt, (46) 

also nach Gl. (37) einen harmonisch schwingenden Dipol an: 

q (t) =Q·sinwt; P = 4ZQ_ , (46a) 
ne 

so ist die wahrend einer Periodendauer T = ~ ausgestrahlte Energie 
w 

2"/,,, " 

W = ~3 (~ r.jsin2w (t-:) dt.j2nsin3{}.d{} 
o 0 

= 8n3e p2 (!!!.-)3 = ~ Q2l~ (!!!.-)3 
a v a 4ne v ' I (47) 

also unabhangig von Zeit und Ort, und umgekehrt proportional zur dritten Potenz 
der Lange 

A. =2n-"-
w ' 

(47a) 

welche die raumliche Periode der Schwingungsphasen bildet, der Wellenlange. 

Der zeitliche Mittelwert der mit der Wellenkugel bewegten Leistung N = (dd~) 
wird entsprechend Gl. (47) gefunden zu 

- _ ~ 2 (!!!.-)4 _ w' . Q~~2 . 
N - aT P v - av3 4ne' 

setzen wir schlieBlich gemaB Gl. (37) 

I'(t) = 4ZJ_ coswt, ne 

(48) 

(49) 

bezeichnen also mit J =wQ die Amplitude des in dem kurzen Dipol periodisch 
sich andernden Stromes, so erhiilt man 

N =~ (~)2 J2l2 =!!...r(i.)2 J2. 
12n v a A. 

(50) 

Setzt man diese vom schwingenden Dipol in das elektromagnetische Feld ab. 
gegebene Leistung proportional dem Quadrat des Effektivwertes des Stromes gemiiIB 
- J2 
N = Rs· J!ff = Rs· 2' so wird der "Strahlungswiderstand" 

2n (l )2 R8=a T r. (51)1 

Feldstarken sieh wie die Wurzeln aus diesen Zahlen verhalten, und daB das mensehliehe Auge 
um GroBenordnungen kleiner ist, als die kleinsten Empfangsvorriehtungen der Teehnik. - In 
unmittelbarer Nahe der Drahte von Energieiibertragungsleitungen kommen mittlere Leistungs. 

diehten der GroBenordnung 105 Wa~t vor. 
em 

2n 
1 3 To = 790 Ohm. 
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Bringt man einerseits der xy.Ebene (Abb.3) einen leitenden Halbraum an, so 
andert sich an dem elektromagnetischen Feld in dem nichtleitenden Halbraum 
nicht das Geringste. Diese Anordnung entspricht einer senkrecht auf gut leitendem 
Erdboden stehenden Eindraht-Sendeantenne, deren Hohe h klein ist gegeniiber der 

WeIlenIange A. Da h = ; ist, und von der Wellenhalbkugel die Halfte der Leistung it 
[Gl. (50)] abgestrahlt wird, ist der Strahlungswirkwiderstand einer Antenne unter 
diesen Bedingungen 

4n (h)2 RS=3 ;: r, (51 a) 

ein Betrag, der meist keineswegs etwa zu vernachlassigen ist gegeniiber dem Warme
verIustwiderstand der Antenne. 

Mit Gl. (49) kann man auch elektrische und magnetische Feldstarke im Wellen
bereich [Gl. (43)] auf den Strom J beziehen; es ergibt sich mit Gl. (47 a) 

r I sin {} 
E{} = r Ha. = J ·2·;:·-r-; (43 a) 

1 Die Feldstarken sind im Wellenbereich proportional dem Verhaltnis ;: und 

nehmen in ihm mit wachsender Entfernung gemaf3 ~ ab, im Nahbereich dagegen, 
r 

wie Gl. (34), (35) zeigen, mit hoheren Potenzen, also starker. 
Bei einem mit der Frequenz w sinusformig verIaufenden Vorgang ist die Be

dingung des Nahbereiches Gl. (30) gleichbedeutend mit 

T<I~I=~· w 2n (52) 

Damit ein periodischer Vorgang als quasistationar angesehen werden darf, ist 
es somit notwendig, daf3 die linearen Abmessungen des Gebildes, in dem die Ladungs-

und Stromanderungen vor sich gehen, klein sind gegen die Grof3e ~, in der man 
w 

zur Abschatzung v = c, die Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich der Lichtgeschwin
digkeit zu setzen berechtigt ist. Je schneller die Vorgange verlaufen, urn so mehr 
geht diese Lange herunter. Sobald die Entfernung T des betrachteten Feldpunktes 
von der Grof3enordnung der Wellenliinge wird, kann der V organg nicht mehr 
quasistationar betrachtet werden, und im Wellenbereich zeigt Gl. (47), daf3 urn so 
mehr Energie durch Strahlung verIorengeht, je grof3er die Schwingungszahl ist, 
falls nicht das elektromagnetische Feld nach auf3en abgeschlossen ist. Eine solche 
Energieabwanderung ist aber in Strenge selbst mit den langsamsten Zustands
anderungen, bei denen elektrische und magnetische Energie ineinander umgesetzt 
werden, verkniipft. Als entscheidendes Kennzeichen fiir die Zuliissigkeit der quasi
stationaren Betrachtung von Zustandsanderungen haben wir somit allgemein die 
Bedingung Gl. (30), und Gl. (52) fUr periodische Vorgiinge. 



III. Verschiedenes. 
1'. Die MaBsysteme der Elektrizitiitslehre 1. 

I. Entstehung der MaBsysteme. 
Wir erinnern uns an das Entstehen der Grundgleichung der Mechanik: das 

Experiment lehrt, daB die Beschleunigung b, die ein Korper der Masse m unter 
Einwirkung einer Kraft K erfahrt, der Kraft direkt und der Masse umgekehrt 
proportional ist: K 

b=f·-· m 
Eine weitere Aussage, als die der Proportionalitat, gestattet der Versuch nicht; 

das bedeutet: die Konstante f laBt sich nicht aus der Welt schaffen, man kann 
nur passend iiber sie verfiigen. Zwei Moglichkeiten liegen nahe: entweder hat man 
fiir die in 4 der Gleichung auftretenden physikalischen GroBen der Lange, der Zeit, 
der Kraft und der Masse schon voneinander unabhangige Einheiten erfunden: dann 
ist mit ihnen f eindeutig als benannte Zahl festgelegt. Oder aber man setzt t als 
reine Zahl (z. B. als Eins) willkiirlich fest. Damit ist eine der 4 GroBen, und also 
auch ihre Einheit, durch die 3 anderen ausgedriickt. Diese werden dann die Grund
groBen der Mechanik, da durch weitere Gleichungen keine neuen hinzukommen. 
So benutzt die Technik die GrundgroBen Lange, Zeit und Kraft, die Physik die 
GrundgroBen Lange, Zeit und Masse. Auf diese 3 GrundgroBen aufbauende MaB
systeme werden "absolut" genannt (der Name 2 hat heute nur noch konventionelle 
Bedeutung); bei em, sec und gals Grundeinheiten spricht man von c-g"8-Systemen. 

Beide Wege sind auch in der Elektrodynamik beschritten worden. 
Entwickelt man die elektromagnetischen Gleichungen und hiitet sich dabei vor 

jedweden willkiirlichen Festsetzungen, Zusatzen oder Unterlassungen, so treten 
unter allen denkbaren Umstanden an zwei Stellen Koeffizienten auf, die ebenso, 
wie im erwahnten mechanischen Beispiel, nicht unmittelbar aus einer Gleichung 
hervorgehen, sondern nur mittelbar durch bestimmte Annahmen. Bei unserer Schreib
weise sind dies die GroBen eo und flo' Die verschiedenen MaBsysteme unterscheiden 
sich daher in erster Linie duroh Zahlenwert und Benennung dieser Koeffizienten. 
Dabei sind eo und flo nicht unabhangig voneinander, vielmehr besteht zwischen 
ihnen und der Ausbreitungsgeschwindigkeit c elektromagnetischer StOrungen im 
leeren Raum eine durch die Wellengleichung festgelegte grundlegende Beziehung, 
die in der bisherigen Schreibweise lautet 

1 c=--=. (1)3 
yEo !-to 

1m einzelnen unterscheiden sich die verschiedenen MaBsysteme nach Wesen und 
Schreibweise einerseits durch die Entstehung der Einheiten, andererseits 
durch Koeffizienten in den Gleichungen. Dieszeigt sich infolgendenPunkten: 

1 Man miIlt gegenwartig den absoluten MaBsystemen und ihren gegenseitigen Beziehungen 
nieht mehr die grundsiitzliche Bedeutung zu, wie friiher. Ihre Kenntnis ist aber trotzdem 
unentbehrlich, will man nicht beim Eindringen in die bisherige Literatur fortwiihrend behindert 
sein. 

2 "Absolut" wurden Einheiten genannt, wenn man sieh zu der Annahme berechtigt hielt, 
daB sie von Ort und Zeit unabMngig sind. 

a Daher kann man, wie in 43., an Stelle von Eo und!-to auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit c 
im leeren Raum und das VerMltnis ro der elektrischen zur magnetischen Feldstarke in einem 
Punkt des leeren Raumes als die beiden universellen Konstanten betrachten. also 

1 
e=---

yEo !-to 
1 

Eo = ero ' 
hieraus 
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1. Die Stellung des Zahlenfaktors 4 n. Dieser Faktor wird sowohl durch die Wahl 
der Betrage der "absoluten" elektrischen und magnetischen Einheiten bestimmt 
(s. u.), als auch durch die willkurliche Annahme daruber, ob man den von der Menge 
Eins ausgehenden FluB in eine oder in 4n Feldrahren einteilen will. Dies ist 
naturlich physikalisch belanglos und nur eine Frage der Bezifferung (der zeich
nerischen Darstellung). 

2. Die Auffassung von dem, was festzulegen ist (vgl. das erwahnte Beispiel aus der 
Mechanik) : 

a) Man legt willkurlich dem einen universellen Koeffizienten einen bestimmten 
Wert bei; der andere ist dann mit Gl. (1) gegeben (uber eine erweiterte Schreibweise 
dieser Gleichung s. u.). Aus den so vereinfachten Gleichungen lassen sich die Ein
heiten aller anderen elektrischen und magnetischen GroBen ableiten, falls man diese 
Festsetzung dadurch erganzt, daB man eine Einheit fUr die mechanische Kraft, 
allgemeiner gesagt, fur die Energie gibt. Wird hierfUr die "absolute" mechanische 
Energieeinheit gewahlt, so setzen sich die auf diese Weise gewonnenen Einheiten alIer 
elektrischer und magnetischer GraBen zusammen aus Potenzenprodukten der drei 
"absoluten" Grundeinheiten der Mechanik fUr Lange, Masse und Zeit; man be
zeichnet daher die so entstandenen Systeme als "absolute" MaBsysteme (c-g-s
Systeme). [Beispiel: Man setzt eo als irgendeine unbenannte Zahl, dann erhalt man 
aus dem Coulom bschen Gesetz mit den absoluten mechanischen Einheiten der 
Kraft und der Lange eine Einheit fUr die elektrische Ladung (vgl. 9.); die magne
tischen Einheiten werden durch Gl. (1) angeschlossen, ohne daB uber die drei mecha
nisehen Einheiten hinaus eine weitere erforderlich wiirde.] Den zahlreichen Mog
lichkeiten einer sol chen willkurlichen Festsetzung entspricht eine Vielzahl absoluter 
MaBsysteme, die wir im folgenden niiher betrachten. 

b) Man vereinbart die Einheiten bestimmter physikalischer GraBen (und miBt 
die genannten Koeffizienten in diesen). Schon Maxwell hat gezeigt, daB in den 
elektromagnetischen Gleichungen vier GrundgraBen voneinander una bhangig 
sind. Daher kann,man vier Einheiten unabhangig voneinander festsetzen. Der Wert 
fUr eo, /10' c kann dann urn so genauer angegeben werden, je genauer die MeBtechnik 
die Grundeinheitell bestimmt. Urn den Gegensatz zu den "absoluten" elektrischen 
und magnetischen Einheiten ausdrueken zu kannen, nennen wir die auf diese Weise 
erhaltenen Einheiten die "empirischen"l. Es liegt nun nahe, die schon definierten 
drei mechanischen Grundeinheiten fUr Lange, Zeit, Masse (oder Kraft) zu erganzen 
dureh eine unabhangig definierte elektrisehe Einheit, z. B. fur die elektrische Ladung. 
Die Energieeinheit eines solchen gemischten Systemes ware die mechanische, die Span
nungseinheit z. B.:wurde sieh ergeben als Verhaltnis der meehanischen Energieeinheit 
zur elektrischen Ladungseinheit. Diesen Weg hat man indessen nicht beschritten, viel
mehr hat man zwei voneinander una bhangige elektrische Einhei ten gegeben, 
denn aIle pr ak ti s c h enMessungen sowohl elektrischer wie magnetischer GraBen gehen 
zuruck auf die Einheiten fUr elektrischen Strom (Ladung), elektrische Spannung, Lange 
und Zeit. Ein M;aBsystem, das em pirisehe Einheiten dieser vier GroBen benutzt, 
nennen wir nach seinem Urheber ein Miesehes MaBsystem. Das praktische 2 

Miesche MaBsystem benutzt die empirisehen Einheiten Ampere, Volt, em, sec 3• 

1 Sie werden auch "international" und "legal" genannt, da die Grundeinheiten tells inter
national vereinbart, tells durch Gesetz festgelegt worden sind. 

2 Diese Bezeichnung soll nicht irgendwelche Gegensatzlichkeiten ausdrucken, sondern daran 
erinnern, daB alle praktischen Messungen auf diese Einheiten zuruckgehen. 

3 In einem solchen System mit zwei unabhangigen elektromagnetischen Grundeinheiten 
ist notwendig die Masseneinheit, wie schon in 9. erwahnt, eine abgeleitete Einheit. Dies kann 
in praktischer Hinsicht als MiBhelligkeit gewertet werden, denn entsprechend der geschichtlichen 
Entwicklung der Physik ist eine Masseneinheit als Grundeinheit vor den elektromagnetischen 
Einheiten festgelegt worden. Frei von diesem Nachteil ist das ersterwahnte System mit Grund
einheiten fUr Lange, Zeit, Masse (Kraft) und einer unabhangigen elektromagnetischen Einheit. 
Bestimmt man als solche eine Einheit fUr die elektrische Ladung, so kommt man zu einem 
System, das zwar spekulativ befriedigend ist, insbesondere durchsichtige Benennungsformeln 
besitzt, aber meBtechnisch den Anspruchen nicht genugen konnte. 
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Wir stellen folgende Merkmale der absoluten und der praktischen 
MaBsysteme einander gegeniiber: 

In jedem absoluten MaBsystem wii-d durch gewisse ihm eigentiimliche Ver
fiigungen iiber Einheiten (durch Aufstellung einer ihm eigentiimlichen, willkiirlichen 
Einheitengleichung) die Anzahl der voneinander unabhangigen Grundeinheiten von 
vier auf drei erniedrigt, diese sind die "absoluten" Grundeinheiten der Mechanik, 
wenn als Energieeinheit die absolute mechanische gewahlt wird. Diese zwei Fest
setzungen bestimmen das absolute System. Die praktischen Systeme sind aufgebaut 
auf vier voneinander unabhangigen Grundeinheiten von vereinbartem Werte, wovon 
zwei die Einheiten elektrischer (elektromagnetischer) GroBen sind, die zwei anderen 
Raum und Zeit betreffen. Die Benennungsformel (zusammengesetzte Einheit) einer 
GroBe im praktischen Mieschen System laBt in der Mehrzahl der FaIle unmittelbar 
das Verfahren erkennen, nach dem die GroBe experimentell ermittelt und definiert 
wird. Dies wird als Vorteil vor den absoluten Einheiten gewertet, die meist keinerlei 
Zusammenhang mit Messung oder Definition erkennen lassen. Dies ist hier auch 
nicht zu erwarten, denn einzelne elektrische und magnetischeGroBen 
lassen sich nicht in mechanischem MaBe ausdriicken, sondern immer 
nur Potenzenprodukte von wenigstens zwei solcher GroBen. 

Die Energieeinheit aller absoluten Systeme ist die c-g-s-Einheit I Erg. 1m 
praktischen System ist ~ie keine mechanische, sondern eine elektromagnetische GroBe, 
denn das System enthaltzwei voneinander unabhangige elektromagnetische Grund
einheiten (Energieeinheit = Ladungseinheit mal Spannungseinheit). Es ist Sache der 
MeBtechnik, das Verhaltnis zu anderen physikalischen Energieeinheiten festzustellen, 
ebenso, wie sie die Beziehung der Energieeinheit der Warmelehre zu der der Mechanik 
zu bestimmen hat. Durch die experimentell zu bestimmende Verhaltniszahl: 

I Elektromagnetische Energieeinheit = A mechanischeEnergieeinheiten (2) 

sind die praktischen elektromagnetischen Einheiten an die iibrigen Einheiten der 
Physik angeschlossen, jede weitere Verkniipfungszahl ist iiberfliissig. FUr das 
praktische MaBsystem muB also ermittelt werden: erstens, wie groB die benannten 
Zahlen 80 und,tto, ausgedriickt in den vier gegebenen Grundeinheiten, sind; zweitens, 
wie groB das Aquivalent A ist. 

Das Verfahren a) geht auf C. F. GauB und W. Weber zuriick und war fiir die 
Theorie von weittragender Bedeutung, es entspricht aber nicht der Entwicklung 
der MeBpraxis, in der es sich mehr und mehr als vorteilhaft erwiesen hat, dadurch 
die Einheit einer GroBe zu bestimmen, daB man einer in der Natur gegebenen GroBe 
von der Art der festzulegenden Einheit einen nach internationalem Vbereinkommen 
gesetzlich festgesetzten Zahlenwert erteilt (z. B. Festlegung der Temperatureinheit, 
der Stromeinheit, der Langeneinheit durch die rote Kadmiumlinie usw.). Dies ist 
die Grundlage des von G. Mie begriindeten Verfahrens bP. 

II. MaBsystemschliissel. 
Die folgende, von F. Emde 2 herriihrende Schreibweise der elektromagnetischen 

Gleichungen schlieBt samtliche bisher bekanntgewordenen MaBsysteme in sich ein: 
~ 1 ~ . ~ J 8Q 1 
V-=80·8~; we=2~V-; dWv-='YJe; @df=J=-Tt; @=e(~+~) (3) 

)8 )8' 1 )8' 
--m=po·pSj =-; wm =-2 Sj- (4) 
" " " 

K = k. e1 e2 • k=_I_ (5) 
e 6r2 ' -4n60 

1 G. Mie: Handbuch der Experimentalphysik Bd. XIII (1932) 3. Teil 4. Kap. Da hier 
erstmals eine theoretische Begriindung gegeben wurde, bezeichnen wir das MaBsystem als Mie
sches, obwohl.schon zuvor von G. Giorgi ein MaBsystem mit vier Grundeinheiten angegeben 
worden ist. Die erste derartige Angabe findet sich bei Maxwell (Art. 623). 

2 F. Emde: Handworterbuch der Naturwissenschaften Bd. 7 (1932) S. 1018. Elektrotechn. 
Z. Bd.25 (1904) S.432. 
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K - h m1 m 2 • h=_1_ (6) 
m - .,." r2 ' - 4 n co 

Y [a; ~] = 6 (7) 
a ;r, 

Y rot ~ = @ + at v (8) 

a 58 
Y rot a; = - at ---;; (9) 

Y- qlco,uo· (10) 
Hierin bezeichnen e und ,u die relativen Stoffwerte (reine Zahlen, im leeren 

Raum e = 1, ,u = 1), c die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Vor
gange im leeren Raum. Die reinen Zahlen 'jJ und k bedeuten: von der elektrischen 
Menge e denken wir uns 'jJ. e FluBrohren, von der magnetischen Menge m denken 
wir uns ". m FluBrohren ausgehend 1. k und h sind lediglich Abkiirzungen. Der 
"AnschluBfaktor" y kommt auf folgende Weise in die beiden Hauptgleichungen 
und den Strahlungsvektor hinein: Einige MaBsysteme (die nach GauB und Lorentz 
benannten) gehen von der Annahme aus, daB die elektrischen und die magnetischen 
Einheiten unabhangig voneinander festgesetzt seien. (Dies steht im Gegensatz zur 
heutigen MeBpraxis; meist werden die magnetischen Einheiten an die elektrischen 
angeschlossen.) Der AnschluB der Einheiten aneinander geschieht dann durch einen 
die elektrischen und magnetischen GroBen verkniipfenden Versuch; ein solcher aber 
wird von den Verkettungsgesetzen, den beiden Hauptgleichungen, beherrscht, und 
der Strahlungsvektor ist durch diese (gemaB 41.) festgelegt. Unter der Voraus
setzung, daB die Einheiten fUr a; und ~ unabhangig voneinander vorausgegeben 
sind, werden wir die heiden Hauptgleichungen fUr den leeren Raum und den 
Strahlungsvektor zunachst schreiben 

a~ a~ 
Y1·rot~ = e0at; Y2 . rot a; =-,uo-at-; Y3· [a;~] = 6. (11) 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich die Wellengleichung (auf dem 
in 42. vorgezeichneten Wege) mit der Geschwindigkeit im leeren Raum 

;--

c = VY1Y2 . (12) 
coP-o 

Es ist das einfachste und bedeutet keine Beschrankung 2, zu setzen 

Y1 = Y2 = Y, daher Y = ql eo,uo· (13) 
Bringt man dann (auf dem in 41. gezeigten Rechnungsgang) den Energie

stromungsvektor mit den beiden Hauptgleichungen in Einklang, so findet man, 
daB die Benennungen von Y und .Ya iibereinstimmen, daB daher auch 

Y3 =y (14) 
gesetzt werden kann. Damit ist Gl. (10) gerechtfertigt; die Benennung von Y ist 

"f = ~ (Eo f.lO)1/2, es ist also durch die Einfiihrung von y die AnzahI der unabhangigen 

Grundeinheiten nich t vermehrt. Die einzelnen absoluten MaBsysteme entstehen 
dadurch, daB iiber zwei der drei GroBen eo, ,uo, y eine willkiirliche Festsetzung ge
troffen wird. Da y gemaB Gl. (10) eine Abkiirzung ist, kommt dies der Einfiihrung 
einer willkiirlichen Einheitenbeziehung gleich. 

A. Absolute Ma(3systeme (c-g-s-Systeme). 
Sie haben gemaB I. durch willkiirliche Einheitengleichungen diesel ben drei 

Grundeinheiten (Benennungen) wie die Mechanik: fUr Lange (cm), Masse (gr) und 
Zeit (sec). Wir unterscheiden (a, b): 

1 Und zwar unabhangig von der Festsetzung der Mengeneinheit, daher feWen II und It in 
den Punktkraftgesetzen Gl. (5) und (6). 

2 Es besteht keine allgemeine Notwendigkeit fiir diese Setzung, sie trifft aber fiir aHe bisher 
gebraucWichen MaBsysteme zu. tJber andere Schreibweisen der elektromagnetischen Gleichungen, 
die von ihr nicht Gebrauch machen, siehe J. Fischer: Physik. Z. Bd.36 (1935) S. 914 und 
aHgemeiner iiber das Auftreten derartiger Koeffizienten und ihre Beziehungen zueinander: 
J. Fischer: Z. Physik Bd. 100 (1936) S. 360. 
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a. Nichtrationale Systeme. 
In diesen fehlt der Faktor 4 n im Nenner der Punktkraftgesetze (und der 

Potentialfunktionen), und tritt an anderer Stelle auf, an der seine Herkunft nicht 
mehr einleuchtend ist, z. B. stets im Nenner der durch B ~2 und fl ~2 ausgedruckten 
Energiedichten. 

Das elektrostatische System geht aus von der willkiirlichen Festsetzung Ke = e1 e;_ , 
lOT 

also k = 1, Bo = 4~ und bestimmt dadurch die "elektrostatische" Einheit der elek-

trischen Ladung als 1 cm3/2 gri/2 sec-I. Der AnschluB geschieht durch eine reine 

Zahl: y = -41 ,und daher wird flo = -4 ~, h = c 2• Also n nc 

~ = _lO_ ~ ~' _!1- . 
11 4n' " - 4n c2 ~, 

w - _!1-_ (;2 
m- 8nc2 'b' , 

Das elektrostatische System hat Maxwell benutzt, ohne sich indes streng daran 
zu halten. Hinsichtlich der Zahlen '/I, " ist die Schreibweise '/I = " = 1 weniger 
haufig, als '/I =" = 4 n, so z. B. im Handbuch der Physik I. In der Enzyklopadie 
der mathematischen Wissenschaften schreibt Lorentz (V, 13, Nr.7) ein elektro
statisches System mit '/I = 1, ,,= 4 n. 

Das elektromagnetische MafJsystem geht aus von der willkiirlichen Festsetzung 

Km = m1 ~2 , also k = 1, flo = -41 ,und bestimmt dadurch die "elektromagnetische" 
!1-r n 

Einheit der magnetischen Menge zu 1 cm3/2 gi/2 sec-I. Der AnschluB geschieht 

durch eine reine Zahl: y = -41 ,und daher wird 80 = -4 12 , h = c2• Also 
n nc 

~ =_lO_~ ~' _ !1- (;. 
11 4nc2 , U -"4n dd ' 

W - e ~2 W - !1- (;2 6 = -41~ [~(;]., e - 8 n c2 , m - sn 'b' , •• do' 

( 
(1) 1) 4n 1 0 

rot ~ = 4 n @ + ---at v = e ~ + C2 at e($; 

4n o~ 0 
rot~ =-----;-8T = -at fl~· 

Auch hier ist die Schreibweise '/I = " = 1 weniger verbreitet, als '/I = " = 4 n 
(Handbuch der Physik); am wichtigsten ist die Wahl '/I = 1, " = 4 n (Enzyklopadie 
der mathematischen Wissenschaften), denn diese Schreibweise ist die Grundlage fur 

Das urspriingliche technische MafJsystem. In diesem hat man besondere Namen 
geschaffen fur bestimmte Zehnerpotenzen der elektromagnetischen c-g-s-Einheiten, 
da diese selbst fur praktische Zwecke sich meist entweder als zu groB oder als zu 
klein erwiesen: 

10-1 elmgt. 
10-1 

lOS 
109 

109 

10-9 

" 

c-g-s-Einh. 

" 

" 

des Stromes werden genannt . . . 
der Ladung werden genannt . . . 
der el. Spannung werden genannt . 
des el. Widerstandes werden genannt 
der Selbstinduktivitat werden genannt. 
der Kapazitat werden genannt .... 

1 abs. Ampere 
1 abs. Coulomb 
1 abs. Volt 
1 abs. Ohm 
1 abs. Henry 
1 abs. Farad 

• I Z. B. W. Jaeger in Band 2 und 16 des Handbuchs der Physik, herausgeg. von Geiger 
und Scheel. 
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1 eJmgt. c-g-s-Einh. der mgt. Feldstarke wird genannt 

1 " 
1 " 
107 " " 

frillier; heute auch . . . . . 
der mgt. Induktion wird genannt . 
des mgt. Induktionsflusses wird genannt . 
der Energie werden genannt . 

107 " " der Leistung werden genannt 
Als Langen- und Zeiteinheit bleiben cm und sec. 

1 GauB 
1 Oersted 
1 GauB 

ill, l' 

1 Maxwell 
1 abs. Joule 

== 107 Erg 
1 abs. Watt 

Nachdem diese Festsetzungen getroffen waren, hat man begonnen, nach inter
nationalem "Obereinkommen von den drei Einheiten des Stromes, des Widerstandes 
und der Spannung zwei gesetzlich festzulegen. Durch Messungen hat man dann 
ermittelt, wie genau die absoluten Einheiten des urspriinglichen technischen MaS
systemes durch die international vereinbarten, empirischen Einheiten verkorpert 
werden. Setzt man 

so folgt hieraus 

1 emp. Amp = q abs. Amp, 
1 emp. Ohm = p abs. Ohm, 

1 emp. Coul = q abs. Coul 
1 emp. Volt =pq abs. Volt 
1 emp. Watt =pq2 abs. Watt 
1 emp. Joule = pq2 abs. Joule 

= pq2. 107 Erg 
1 emp. Farad = p-l abs. Farad 
1 emp. Henry = p abs. Henry. 

Die zur Zeit wahrscheinlichsten Werte in bezug auf die im folgenden (B.) ge
nannten international vereinbarten, praktischen Einheiten sind 

q = 1-0,00004, P = 1,00051, 
sodaS pq = 1,00047, pq2 = 1,00043. 

Das Gau{3sche symmetrische System geht aus von den zwei Festsetzungen 
K 8182 d K m1 m2 I lc 1. 1 1 I e = -2- un m = --2- , a so = (. = ,eo = 1-'0 = -4 ,und egt dadurch die er pr n 
Einheit der elektrischen und die der magnetischen Menge unabhangig voneinander fest. 

Dadurch folgt nach G1. (10) als AnschluSfaktor die benannte Zahl y= 4:; die 

Gleichungen lauten: 
~=_e_~ 
v 4n' 

Dieses MaSsystem wurde von Helmholtz und Hertz benutzt, die Namen
gebung stammt von H elmh 01 tz; in der gebrauchlichsten Schreibweise mit '/I = U = 4n 
wird es insbesondere in der theoretischen Physik oft angewandtl, die Schreibung 
'/1= u =1 ist weniger haufig. Lorentz hat in der Enzyklopadie (und in seinen 
Vorlesungen) '/1= 1, u=4n. 

b. Rationale Systeme. 
In diesen steht der Kugelflachenfaktor 4 n nur an dem ihm zukommenden 

Platze, namlich im Nenner der Punktkraftgesetze. Dies wird dadurch bewirkt, 

1 Z. B. Handbuch der Physik, herausgeg. von Geiger und Scheel; Lehrbiicher von M. 
Planck. 
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daB die Einheit der elektrischen Ladung und die Einheit der magnetischen Menge 

_1_ = O,2821mal so groB gemacht wird, als im entsprechenden nichtrationalen 
v'4n 
System. Man setzt ausschlieBlich V=" = 1. 

Das Lorentzsche symmetrische rationale System. 
I f K ele2 d K m1 m2 setzt a so est e = -4--2 un m = -4--2 ' 

ner npr 
daher muB sein y = c; die Gleichungen werden 

Es ist das rationale GauBsche, 
1 

also k = h = -:tn, Bo = flo = 1, 

'Il = B Q:; \8' = fl Sj ; 
~ 1) E ~2 ~ 58' P ~2 

we=T=-2-; wm=-2-=-2-' 
81) 

c' rot Sj = @ + at; 

858 
c· rot Q: =-Tt. 

6 =c [Q:Sj]; 

Dieses System hat L or en t z in der Enzyklopadie und in seinen Vorlesungen benutzt. 

Die H eavisideschen rationalen Syst( me sind gekennzeichnet durch die Fest

setzung y= 1, daher Boflo = -\-, z. B. ergibt sich 
c 

rationales System durch die Festsetzung k= 4In ' eo= 1, ein elektrostatisches 
c2 1 

also h = -4 ,flo =2; n c 

ein elektromagnetisches rationales System durch die Festsetzung h= 4~ , flo = 1, 
c2 1 

also k=-4 ' Bo =2; n c 

ein symmetrisches Heavisidesches System durch die Festsetzung k=h= 4Cn' 
1 

Bo = flo =0' 
Allen Heavisideschen Systemen ist folgende Schreibweise gemeinsam: 

81) 
rotSj=@+aT' 

~1) 
we=T' 

~58' 
wm =-2-' 

858 rot Q: =-fft, 

Sie stimmt ubereinmit der Schreibweise derGleichungen im praktischenMaBsystem. 

B. Praktische MafJsysteme. 
Sie haben gemaB I. vier voneinander unabhangige, vereinbarte Grundeinheiten. 

Die Vereinbarung betrifft jeweils die Festsetzung sowohl des Betrages der Ein
heit als auch des Verfahrens, nach dem sie verkorpert (dargestellt) werden soll, 
und es sind hauptsachlich die Erfahrungen der FeinmeBtechnik, die fUr diese 
Definitionen bestimmend sind. Eine kritische Untersuchung dieser praktisch
meBtechnischen Fragen gehort nicht hierher, doch sei an die Moglichkeit erinnert, 
daB durch Fortschritte der MeBtechnik sich bessere und genauere Verfahren fur 
die Darstellung (Verkorperung) einer Einheit ergeben konnen, als die bisherigen. 
Kommt man dann uberein, die Einheit durch ein anderes Darstellungsverfahren 
zu definieren, so kann bei dieser Gelegenheit auch der Betr,ag verandert werden. 
Hierzu vgl. die Ausfiihrungen von III. Weiterentwicklung. 

Gegenwartig sind die elektrischen Einheiten in allen Landern der Erde die 
gleichen; ebenso steht es mit dem ZeitmaB, dagegen sind die Langen- (Raum-) MaBe 
nicht uberall einheitlich I, 

1 England, Amerika. 
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Die gegenwartigen Vereinbarungen iiber die vier Grundeinheiten des praktischen 
Mieschen MaBsystemes, und die daraus folgenden Zahlenwerte der Konstanten 
und Aquivalente, sind die folgenden: 

1. Die Einheit der elektrischen Ladung, 1 emp. Coulomb, ist gleich der Ladung 
von 1,11800.10-3 g Silberionen. Ein Strom hat die Starke 1 emp. Ampere, wenn bei 
konstanter Stromstarke die Ladung 1 emp. Coulomb in 1 sec durch den Leiter iibergeht. 

2. Die Einheit der Spannung wird nicht unmittelbar, sondern iiber das Ohmsche 
Gesetz durch die Einheit des Widerstandes festgelegt. Eine Quecksilbersaule von 
106,300 cm Lange und 14,4521 g Gewicht von konstantem Querschnitt hat bei der 
Temperatur des schmelzenden Eises fiir Gleichstrom den Widerstand 1 emp. Ohm. 
Wenn durch einen Widerstand 1 emp. Ohm der konstante Strom 1 emp. Ampere 
geht, so betragt die Spannung zwischen den Enden des Widerstandes 1 emp. Volt. 
Es hat sich aber das Bediirfnis herausgestellt, direkte Spannungsnormale zu haben, 
es wurde daher international vereinbart: Als "Normalelement" dient eine Queck
silber-Kadmium-Kette von vorgeschriebener Zusammensetzung, genannt Weston
Element. Seine Spannung ist zu 1,01830 emp. Volt bei 200 C festgesetzt. 

3. und 4. Als Einheiten der Lange und der Zeit werden cm und sec gebraucht, 
oder zweckmaBige Vielfache (Zehnerpotenzen) dieser Einheiten (Pohl). Ihre Defi
nitionen sollen hier nicht erortert werden. 

Die Schreibweise ist die Heavisidesche rationale. Man hat nun die universellen 
Konstanten eo und flo auf sehr verschiedene Weise gemessen 1 ; die derzeit besten 
Werte sind -13 emp. Amp. see 

eo = 0,8859·10 emp. Volt. em' 

= 1 25598.10-8 emp. Volt· see. 
flo, emp. Amp· em 

Aus 80 und flo ergibt sich 
1 em 

c = -==- = 2,9979 . 1010 _ und ro = 1 / flo = 376,53 emp. Ohm. 
-YEO flo sec V EO 

Zum AnschluB an die anderen Gebiete der Physik braucht man noch die Be
ziehung der elektromagnetischen zur mechanischen Energieeinheit [Gl. (2)]; die 
praktische elektromagnetische Energieeinheit ist 

1 emp. Coul·l emp. Volt = 1 emp. Joule 2, 

1 emp. Joule = A Erg. 
Messungen der Verhaltniszahl A ergeben als derzeit besten Wert 

A = 1,00043 .107 • 

"Obrigens hat man auch gemessen: 
1 emp. Joule = 0,23899 cal. 

Wir fiigen hier noch die folgenden Beziehungen ein (g* bedeutet Gramm als 
Krafteinheit, Joule die elektromagnetische Energieeinheit 2): 

1 Joule 1 Sthen = 10,2 kg* 3 
em 

1 kg*· m = 9,81 Joule, 

1 Joule 1 Watt = 1359.10-3 PS 
~e ' , 

1 cal = 4,1842 Joule = 4,1860 . 107 Erg. 

Sind R, J, U die Zahlenwerte eines Widerstandes, einer Stromstarke, einer 
Spannung in einem durch bestimmte Werte von eo, flo, A festgelegten praktischen 

1 G. Mie: a. a. O. 
2 In 9. Gl. (1) wurde hierfiir zur Verdeutliehung geschrieben: 1 Joule (elektrisch). 
3 In bezug auf die praktisehen Einheiten 1 Joule, 1 em, 1 see ist die Masseneinheit 1 gr = 

10-7 Joule sec2 Joule see2 • 10-7 em2 

1,00043 cm2 = 0,99957.10-7 cm2 ' denn es 1st 1 Erg = 1,00043 Joule = 1 gr· sec2 • 



III, 1'. Die MaJ3systeme der Elektrizitatslehre. 177 

MaBsystem, und will man diese umrechnen in die Zahlenwerte ii', f', if' in einem 
anderen, durch B~, #~, A' gegebenem System, so hat man dafiir die GIeichungen 

Daraus folgt 

R-'R-' .' c/'''' . =#0'#0 = "0'''0'' 
tJ J: ti' i' = iiJ2:ii' f'2 = A':A. 

ti' = ti 1 / A/po = ti 1 / A eo V A'/p~ V A' e~' 

und entsprechend die abgeleiteten GroBen. Durch Angabe zweier der vier GroBen 
Bo' #0' c, ro und des Energieaquivalentes A als benannte Zahlen (MeBwerte), dazu 
des Ausdruckes der elektromagnetischen Energieeinheit in den Grundeinheiten 
des Systemes ist jedes praktische (Miesche) MaBsystem vollstandig gekennzeichnet. 

Q Benennungen1. L: Lange, T: Zeit, U: Spannung, Q: Ladung, J=T: Strom. 

El. und mgt. Feldenergie W, Arbeit A Q U =J UT 

QU JUT 
T=-C-Kraft K . ...... . 

Riiuml. Feldenergiedichte w 

Leistung N . ..... . 

Leistungsstromdichte S 

Relaxationszeit {3 . 

Wellenkonstante r 

Wellengeschwindigkeit v, c 

El. Feldstiirke E 

El. Verschiebungsdichte D 

El. FluB [j . 

El. Konstante Bo 

Kapazitiit C 

El. Widerstand R 

Spez. e1. Widerstand (! 

El. Stromdichte G, 

U 
T 
Q JT 
"[2="T2 

Q=JT 

Q JT 
UL - UL 

Q JT 
U=U 
U 

T 
UL 
-T 

J 
L2 

QU JUT 
L:3=JY 

~U=JU 
QU JU 
-TL2 = L2 

T 

U 

T 
L 

-1'-

Mgt. Feldstiirke H . 

Mgt. Induktion B 

Mgt. FluB if> . • 

Mgt. Konstante #0 

Induktionskoeffizienten L, M . 

J 
T 
UT 
"T2 

UT 

UT 

TL 
UT 
-J 

1 Die Benennungen der absoluten MaBsysteme entstehen, wenn man in diesen Benennungs
formeln die Benennungen von Strom und Spannung des betreffenden absoluten M. einsetzt. 

Fischer, Elektrodynamik. 12 
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Tafel der MaBsysteme. Naeh der Sehreibweise Gl. (3) bis (10). Die maBsystemerzeugenden 
Festsetzungen sind hervorgehoben. 

MaBsysteme Co I f.lo Y I k I h 
I 

Absolute M. (willkiirliehe Einheitengl., 3 Grund-
einheiten (Benennungen) : Lange (em), Zeit 
(sec), Masse (g). 

N ichtrationale M. 

elektrostatiseh (Maxwell) 
1 1 1 1 c2 -

4nc2 
-

4n 4n 

elektromagnetiseh (urspriinglieh teehniseh) 
1 1 1 

c2 1 
4nc2 

-
4n 4n 

symmetriseh (G a u B) . 
1 1 c 1 1 -

4n 4n 4n 
Rationale M. 

symmetriseh (Lorentz) 1 1 
1 1 

c - -
4n 4n 

Rea visidesehe rationale 

elektrostatiseh . 1 
1 

1 
1 c2 

- - --
c2 4n 4n 

1 
1 1 

c2 1 
elektromagnetiseh - - -

c2 4n 4n 
1 1 c c 

symmetrisiert - - 1 4n 4n c c 
Praktische (Miesche) M. (4 vereinbarte Grund-

einheiten (Benennungen), davon 2 elektroma-
gnetisehe: Ladung (Amp· sec), Spannung 

8of.loC2 = 1 1 1 (Volt); Lange (em), Zeit (sec) 1 --

I --
4 n80 4nf.lo 

III. Weiterentwicklung. 

Eine Anderung des im vorstehenden geschilderten Tatbestandes tritt in erster 
Linie dann ein, wenn die Grundeinheiten anders definiert und vereinbart werden (a). 
AuBerdem kann die Schreibweise der Gleichungen geandert werden (b). 

a) Wechsel der Grundeinheiten. 
"Das exekutive Organ der internationalen Meterkonvention, die Generalkonferenz 

fiir MaB und Gewicht, hat auf Vorschlag des ihm unterstellten Komitees fiir MaE 
und Gewicht im Jahr 1933 beschlossen, an Stelle des bisher allgemein benutzten 
Systems der internationalen Einheit das absolute elektrische MaBsystem einzufiihren, 
und gleichzeitig das Komitee fiir MaB und Gewicht ermachtigt, den Termin der 
Einfiihrung der neuen Einheiten zu einem geeigneten Zeitpunkt festzusetzen. Die 
Beschliisse der Generalkonferenz sind fiir aIle Staaten, die der Meterkonvention 
beigetreten sind, zu denen auch Deutschland gehort, bindend 1." 

Nach diesem BeschluB sollen also die oben in II. B. angegebenen international 
vereinbarten elektrischen Einheiten als Grundeinheiten verlassen und die absoluten 
elektromagnetischen Einheiten in der Abanderung eingefiihrt werden, die wir in 
II. A. a) als "urspiiingliches technisches MaBsystem" bezeichnet haben. Die Frage 
der FeinmeBtechnik, ob und in welcher Weise die neu einzufiihrenden Einheiten 
gegeniiber den bisherigen mit groBerer Genauigkeit festgelegt werden konnen und 
welches die Einzelheiten der maBgebenden MeBverfahren fUr die Darstellung sein 
sollen, kann hier nicht erortert werden. Desgleichen iibergehen wir die Frage der 
praktischen MeBtechnik, in welcher Weise sich die geplante Anderung in einer 

1 Das genannte Komitee hat 1935 besehlossen, "daB die endgiiltige Ersetzung am 1. Januar 
1940 in Kraft treten wird". - Bekanntmaehung der Physikaliseh-Teehnisehen Reiehsanstalt, 
Riehe z. B. Physik. Z. Bd.37 (1936) S.38. 



III, 1'. Die MaBsysteme der Elektrizitatslehre. 179 

Anderung der Zahlenwerte von Eichstiicken, z. B. bei Widerstandsnormalen, bemerk
lich macht. FUr die Theorie bedeutungsvoll ist die Frage, wie sich das praktische 
MaBsystem (II. B.) zu der Einfiihrung der absoluten Einheiten verhalt. Hierzu ist 
zu bemerken: 

Versteht man diese Einfiihrung dahin, daB die Einheiten Amp, Volt, Watt, 
Ohm usw. als dezimale Vielfache der elektromagnetischen c-g-8-Einheiten definiert 
werden (nicht diesen besser angenahert werden, als dies bisher durch die inter
national vereinbarten Einheiten geschehen war), so hat man grundsatzlich wieder 
ein System mit den drei absoluten mechanischen Grundeinheiten, denn auf 
diese Weise sind die absoluten elektromagnetischen Einheiten definiert. Es ist z. B. 
definitionsmaBig 

1 abs. Amp. = 10-1 iDyn , 

1 abs. Volt = 108 em iDyn . 
sec 

Andererseits ist heute allgemein anerkannt, daB ein System mit vier Grund
einheiten, wie das praktische Miesche, der Elektrizitatslehre am besten angepaBt 
ist, weil man, wie schon in 4. angegeben und z. B. in 40. bestatigt wurde, genau vier 
unabhangige GroBen, daher vier unabhiingige Benennungen (Grundeinheiten) in 
der Elektrizitatslehre haP. Da man weiB, daB die elektromagnetischen Vorgange 
ausschlieBlich durch mechanische Begriffe nicht vollstandig gekennzeichnet werden 
konnen, erscheinen rein mechanische Einheiten der elektromagnetischen GroBen, 
wie man sie in der I. und II. beschriebenen Weise durch Zuriickfiihrung der vier 
unabhangigen GrundgroBen und -einheiten auf drei erzwingen kann, ungerecht
fertigt2. Damit hangt zusammen, daB man haufig aus der Benennung in bezug 
auf das Vierersystem die Definition oder das MeBverfahren der betreffenden GroBe 
erkennen kann, aus der "absoluten" Benennung dagegen nicht. Man braucht in
dessen auch jetzt die Vorteile des Vierersystems nicht zu verlieren. Das Miesche 
System ist, wie gezeigt, auch mit anderen Definitionen, als den bisherigen, fiir die 
Einheiten von Ladung (Strom) und Spannung vertraglich. Es ist somit sowohl 
begriindet, wie auch gerechtfertigt, die Ausdrucksweise des prak
tischen Vierersystems, insbesondere die auf dieses bezogenen Be
nennungen, und daher auch zweckmaBigerweise die Heavisidesche 
Schreibweise beizubehalten. Eine Anderung gegeniiber bisher besteht dann 
lediglich darin, daB die Grundeinheiten anders definiert sind, namlich als bestimmte 
dezimale Vielfache der entsprechenden absoluten elektromagnetischen Einheiten. 
Dann gilt an Stelle der oben angefiihrten Zahlenwertez. B.: 

1 abs. Volt· 1 abs. Amp . 1 sec = 1 abs. Joule = 1 . 107 Erg = 1. 107 Dyn . cm, 

1 abs. Volt = 1 b Oh 
1 b Am a s. m, 

a s. p 

4n abs. Volt· see 
Po = 109 abs. Amp . em ' 

109 abs. Amp· sec 
eo = 4ncB abs. Volt· em 

dabei ist c der Zahlenwert der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum, angegeben 

in em. Mit dem derzeit besten Wert c = 2,9979 .1010 em ist daher 
see sec 

1 Dies gilt auch fiir die mikroskopisehe Elektrodynamik, die Elektronentheorie. 
2 "Die orthodoxe Za:tU 3, die den sogenannten absoluten MaBsystemen zugrunde liegt, 

konnte so lange verbindlich erscheinen, als man hoffen konnte, die Elektrizitat auf Mechanik 
zuriickzufiihren. Diese Zeit ist voriiber. Man tut den elektromagnetischen GraBen Gewalt an, wenn 
man sie in das Prokrustesbett der 3 Einheiten hineinzwangt. Dagegen befinden sie sich in dem 
System der 4 Einheiten ganz bequem ... " A. Sommerfeld: Z. techno Physik Bd. 16 (1935) S. 420. 

12* 
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e = 0 88544. 10-13 abs. Amp. sec 
0' abs. Volt· cm ' 

= 1 25664 . 10-8 abs. Volt· sec 
Po, abs. Amp· cm ' 

ro = , !Po = 376,72 abs. Ohm 1. ve; 
b) Schreibweise der Gleichungen. 
In 4. war festgestellt worden, daB die von uns benutzte Form der Gleichungen 

maBunabhangig aufgefaBt werden kann, somit unabhangig ist von der Wahl und 
Bestimmung der Grundeinheiten. Schreibt man andererseits ohne Riicksicht auf 
diese "Oberlegung fiir samtliche in einer Gleichung auftretenden unabhangigen 
GroBen unabhangige Einheiten vor, so wird die Gleichung allgemein mit Hille eines 
Proportionalitatsfaktors erfiillt, der als benannte Zahl eine Einheitenbeziehung 
darstellt (vgl. das Beispiel eingangs I.). Die einzelnen MaBsysteme unterscheiden 
sich aber voneinander in der Bestimmung der Grundeinheiten, somit auch im Auf
treten und der GroBe solcher Faktoren in den einzelnen Gleichungen. Betrachten 
wir daher die von uns betrachtete Schreibweise nicht als maBunabhangig, sondern 
als zum praktischen System gehorige Form der Gleichungen, so folgt demnach z. B. 
aus der Gleichung A = Q U, daB bei unabhangig gegebenen Einheiten fiir Ladung 
und Spannung die Arbeits- (Energie-, Kraft-) Einheit nicht eine mechanische, sondern 
eine elektromagnetische Einheit ist (9.). Ebenso war es gerechtfertigt, das Durch
flutungs- und das Induktionsgesetz (die beiden Hauptgleichungen) ohne Pro
portionalitatsfaktoren zu schreiben, da an diesen Stellen die Moglichkeit besteht, 
daB die Einheiten der magnetischen GroBen nicht selbstandig festgelegt, sondern 
bei gegebenen elektrischen Einheiten an diese angeschlossen werden 2. Eine 
Anderung der Form der elektromagnetischen Gleichungen tritt somit (abgesehen 
von reinen Zahlen) dl!-nn ein, wenn man hervorzuheben wiinscht, daB in gewissen 
Gleichungen die Benennungen (Einheiten) der GroBen zu beiden Seiten des Gleich
heitszeichens voneinander unabhangig sind. Betrifft dieser Wunsch den AnschluB 
der mechanischen Einheiten iiber die Energie- und Kraftgleichungen und den An
schluB der elektrischen und magnetischen Einheiten aneinander, so wird man 
etwa zu schreiben haben: 

If il .\))8' 
We =kI ·-2-, wm =k2·-2-; 

oil 0)8 
1'1· rot.p = @ + ---at ' -"2· rot (;!; = - at' 1'3 [(;!; .p] = 6. 

Zwischen e, ji, und den fiinf Koeffizienten bestehen dann hinsichtlich der Be
nennungen gewisse Beziehungen, die leicht anzugeben sind, falls die anderen elektro
magnetischen Gleichungen keine weiteren Koeffizienten enthalten. Fiir manche 
Zwecke kann die Auffassung niitzlich sein, daB (;!; und ~ einerseits, .p und 5.8 anderer
seits jeweils in derselben Einheit zu messen seien. An die Stelle unserer Form 
~ = e (;!;, 5.8' = ji,.p tritt dann offenbar ~ = e (;!;, 5.8' = p.p. Damit ergibt sich die 
folgende symmetrische, dieser Voraussetzung besonders angepaBte Schreibweise: 

1 Setzt man die angegebenen absoluten Einheiten 1 abs. Volt und 1 abs. Amp ein, so edmlt 
man in absoluten Einheiten: 

1 abs. Ohm = 109 •cm , 
sec 

flo = 4 ,-" = 12,5664 (reine Zahl), 
1 sec2 

e = -- = 0 8854· 10-22 __ 
o 4'-"02' cm2 • 

cm ro = Ilo 0 = 37,672 • 1010 - • 
sec 

2 Vgl. Anm. zu 28. GI. (1) und 30. Gl. (I). 
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We' Wm wie oben, daher z. B. Sf = kl . Q~, ferner 

div '!) = 'YJ , e ® = ~ + ~, J = J ® d f = - 88 ~ , U = kl J CZ d r ; 

8~ 8~ 
k2 • rot SJ = ® + at ' kl • rot ~ = - at ; 

hieraus folgt 
e; = kl k2 [~ SJJ und c = V kl k2 . 

Bei Benutzung der vier praktischen Grundeinheiten setzt man z. B. kl = ~ , 
k2 = ~, wobei co und flo die oben angegebenen GroBen der beiden universeli~n 

flo 
Konstanten sind, auBerdem laBt sich diese Schreibweise noch manchen anderen 
Forderungen anpassen I. 

2'. Darstellung periodischer Vorgiinge. 
Ein zeitlicher Vorgang I(t) heiBt periodisch, wenn seine gesamte Erschei

nungsform ("Phase") in regelmaBigen Zeitabstanden T (Periodendauer) identisch 
wiederkehrt. Dazugehort, daB in diesen Zeitpunkten nicht nur t (t) selbst, sondern 
auch samtliche zeitlichen Ableitungen ihren Wert wiederholen. (Eine abklingende 
Schwingung z. B. ist daher nichtin Strenge periodisch.) Der Kehrwert der Perioden
dauer ist die Anzahl der Perioden in der Zeiteinheit oder die "Frequenz" 

1 
1='1'. (1) 

Sicherlich periodisch sind infolge der Eigenschaften der Kreisfunktionen die 
"harmonischen" Zeitfunktionen 

. 2 t 8m It '1' . (2) 

Hier bezeichnet man 

(3) 

zur Unterscheidung von t als "Kreisfrequenz". Der Betrag des Hochstwertes 
einer harmonischen Schwingung wird "Amplitude" oder Schwingungsweite ge
nannt. - Zwei harmonische Schwingungen ergeben addiert einen periodischen Vorgang 
offensichtlich nur dann, wenn ihre Periodendauern sich zueinander verhalten, wie 
zwei ganze Zahlen (deren eine Eins sein kann, nicht muB). Dies gilt sinngemaB 
erweitert fUr die Summe beliebig vieler harmonischer Schwingungen. Daher um
gekehrt: J eder periodische Vorgang kann zerlegt werden in eine Summe harmonischer 
Schwingungen, deren Frequenzen sich zueinander verhalten, wie ganze Zahlen (oder: 
deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache einer kleinsten Frequenz sind; die Schwin
gung dieser kleinsten Frequenz ist aber nicht notwendig mit endlicher Amplitude 
in der Summe vorhanden). Durch 

t(t) =A'8in(wt+cp) (4) 
ist ausgedriickt, daB die harmonische Schwingung mit der Amplitude A zur Zeit 
t = 0 den Wert A· 8incp hat. cp wird Anfangsphase oder besser Phasenwinkel 
genannt. Eine harmonische Schwingung ist durch Amplitude, Frequenz und Phasen
winkel vollstandig gekennzeichnet. 

Dreht sich eine Strecke A mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w urn einen 
festen Endpunkt, wie der Zeiger einer Uhr, so beschreiben die Projektionen der 
Strecke auf eine feste Achse die Ordinaten einer Sinuskurve. Bezeichnet daher 
in Abb. 1 die Strecke op= A die Amplitude der harmonischen Schwingung und 
stimmt die Winkelgeschwindigkeit mit der Kreisfrequenz w iiberein, so stellen die 
Projektionen OP' auf die zur Anfangslage senkrechte Richtung die Augenblicks-

1 Vgl. Anm. 2 zu 1'. Gl. (13), S. 172. 
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werte von A . Bin rot dar. Entsprechend bezeichnet fiir eine zweite Schwingung, 
die die gleiche Frequenz ro und die Amplitude 0 Q = B hat, und gegeniiber A 
urn einen Phasenwinkel qJ verschoben ist, die Projektion 0 Q' die Augenblickswerte 
von B· Bin (rot + qJ). Als Drehrichtung der Strecken wahlt man allgemein die 
mathematische (gegen den Uhrzeiger). Anstatt die Strecken rotieren zu lassen, 

kann man sie auch feststehend denken 
und die Gerade, auf die sie projiziert 
werden, im entgegengesetzten Sinne 
drehen lassen: Zeitlinie (Z.L.). Eine 
Schwingung 1 eilt urn einen Phasen
winkel qJ vor einer anderen 2 voraus, 
wenn die Zeitlinie zuerst in die Lage 1 
kommt. Solange es sich urn mehrere 
Schwingungen gleicher Frequenz han
delt, sind die Winkel zwischen den ein
zeInen Strecken konstant, man kann 
daher die einzeInen Strecken, wie Vek
toren, zu sich selbst parallel verschie
ben, es gelten daher die bekannten 
RegeIn der geometrischen Addition fiir 
diese Strecken. 

Das Gegenstiick zu dieser Darstel
lung griindet sich auf die bekannte 

Abb. 2'. 1. Zur geometrlsehen Darstellung barmonlscher 
Schwlngungen. 

Tatsache, daB in der Ebene der kom
plexen Zahlen der Ausdruck 

eiex = COB ex: +iBinex: (5) 
eine Strecke der Lange Eins vorstellt, die mit der reellen Achse den (gegen den 
Uhrzeigerdrehsinn gezahlten) Winkel ex: bildet. Daher ist die komplexe Zahl 

wenn 
a + ib =T· eiex =T (COB ex: + iBin ex:) , 

b 
tgex:=-a. 

(6) 

Wir schreiben auch: Betrag von a + i b =T = la + ibl. Abb. 2. Nehmen wir 
also ex: zeitlich veranderlich an: ex: = ro t + qJ, so ist der reelle Teil ("Re") von 

+Jm 
A . ei(wt+<p) (7) 

die Schwingung A . COB (rot+ qJ), der imaginare Teil ("lm") 
ist A . Bin (rot + qJ). 

Es ist offenbar, daB man mit Gl. (7) vielleichter rech
net, als mit den Kreisfunktionen (z. B. differentiieren und 
integrieren); es ist aber notwendig, jeweils anzugeben, ob 
man den reellen oder imaginaren Teil der komplexen Aus

~ __ :::-'-_~_~ driicke meint. Stellt man mehrere Schwingungen nach Art 
von Gl. (7) dar, so bleiben, gleiche Frequenz ro voraus-

Abb. 2'. 2. Bezeichnungen in gesetzt, die Winkel zwischen den einzelnen, die Amplituden 
derEbenederkomplexenZahien. vorstellenden Strecken konstant. Daher konnen die ein-

zeInen Strecken parallel zu sich selbst verschoben und 
ebenso addiert werden wie Vektoren. Wenn man sich aber nur fiir die GroBen 
und die unveranderliche relative Lage der Strecken zueinander interessiert, liegt 
es nahe, iiberall die Zeitfunktion eiwt abzuspalten: 

A . ei(wt+<p) = {A· ei<p} eiwt = A eiwt • (8) 

Die komplexe ZahlA, die aussagt sowohl iiber die Amplitude A der Schwingung 
wie iiber ihren Phasenwinkel (Anfangsphase) qJ: 
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A=Aei'l', 

A =a +ib, 

IAI=A, 
A =+va2 +b2, 

ReA =~C08tp; I 
tgtp=a; 
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(9)1 

wird in abgekiirzter Ausdrucksweise als "komplexe Amplitude" bezeichnet. 
Mit den von der Zeit unabhangigen komplexen Amplituden ist daher zu rechnen 
wie mit gewohnlichen komplexen Zahlen, deren Rechenregel wir hier nicht wiooer
holen wollen. Um zur physikalischen Losung zu kommen, ist nach Multiplikation 
mit eiwt je nach Verabredung der reelle oder der imaginare Teil des Ausdrucks zu 
nehmen. . 

Die einfache Rechnung mit komplexen Amplituden beschrankt sich auf das 
lineare Gebiet (lineare Operationen, gleiche Frequenz). 

Das Produkt der reellen Teile zweier komplexer GroBen ist verschieden von dem 
reellen Teile des Produktes. Praktisch kommt es allein auf den zeitlichen Mittelwert 
des Produktes zweier harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz an. Sind die 
beiden Schwingungen z. B. 

U = UO COB (rot + tp), J = Jo COB (rut + tp), (10) 

so ist der zeitliche Mittelwert des Produktes 
T 

UJ= ~JUJdt= ~ UoJoCOB(tp-"P). 
o 

(ll) 

Sind U und J Wechselspannung und -strom, so ist U J =N die mittlere Wirk
leistung. - Setzt man U = J, so ergibt Gl. (ll) 

J2=~J2 2 0, 
(12) 

und J2 als Zeitmittel des Quadrates des Wechselstromes wird Quadrat des "Effek
tivwertes" genannt. Die beiden Schwingungen Gl. (10) konnen wir auch darstellen 
durch 

U=Re{Uoeiwt}; Uo=Uoei'P,} 
J, =Re{joeimt); ~ = Joei'{J. 

(13) 

Ersetzen wir eine der beiden komplexen GroBen I ... } durch ihren konjugiert 
komplexen Wert 2 und bilden das halbe Produkt mit der anderen, so haben wir 

entweder 1 - - 1 -
2'Uoeiwt·Jrie-imt =2'UoJo· ei('P-'{J) = P, l 
1 - - 1 -u.*e-iwt.J. eiwt--U. J. ·e-i('P-'I')-P*· 
2'0 0 -2 00 -, 

(14) 
oder 

hiervon ist der reelle Teil 
- - 1 --

Re P = Re P* = 2'UoJo· C08 (tp-"P) = U J. (15) 3 

Der zeitliche Mittelwert des Produktes der beiden Schwingungen wird somit 
erhalten als der reelle Teil des halben Produktes des komplexen Ausdruckes der 
einen Schwingung mit dem konjugiert komplexen Ausdruck der anderen Schwingung. 

1 Die hier zur Verdeutlichung liber die komplexen Zahlen geschriebenen Zirkumflexe werden 
normalerweise weggelassen. 

2 Zu A =a + i b = IAI eitx ist konjugiert komplex A* =a - i b = IAI . e- itx. Daher ist 
AA*=IAI2. 

3 Beispiel: Besteht zwischen UoundJodieBeziehung Uo=Jo (R + i X). so iet 
1 -- 1 -- 1 -
2' Re {Uo JtJ=2' Re{ JoJt (R +iX )J=2'R IJoI2=N, 

oder 1 -- -~ 1-- 1-""4 (UoJt+ U:Jo) = 4JoJ~ (R + iX + R-iX) = 2'R IJol2 = N. 
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Aus Gl. (14), (15) ergibt sich unmittelbar eine weitere, haufig bequeme Darstellung 
fUr UJ: Es gilt fUr jede komplexe Zahl P 

- 1 - -Re P = -f (P + P*) , (16) 1 

daher hat man einfach 
- 1 - - --
U J ="4 (Uo J~ + U~ Jo) . 

Eine wichtige Anwendung findet diese Produktbildung beim "komplexen Energie
stromungsvektor" [41. Gl. (11) bis (20)]. 

3'. Formeln der Vektorenrechnung. 
a) Vektoren und einfache Operationen. 

Eine GroBe wird als Skalar bezeichnet, wenn aHe Werte, die sie annehmen 
kann, eindeutig auf der Zahlengeraden abgebildet werden konnen. Eine GroBe 

Abb. 3'. 1. Proiektion 
eines Vektors. 

wird als Vektor bezeichnet, wenn aHe Werte, die sie an
nehmen kann, eindeutig abgebildet werden konnen in gerad
linigen Verschiebungen eines Punktes aus einer Anfangs- in 
eine Endlage. Ein Skalar wird vollstandig beschrieben durch 

i Angabe eines Bett-ages, ein Vektor durch eine nach Betrag und 
Richtung zu gebende Strecke 3• Ein Vektor ist demnach durch 
drei Zahlenangaben bestimmt, z. B. durch seine drei Kompo
nenten in bezug auf ein rechtwinkeliges Koordinatensystem. 

Wir benutzen ausschlieBlich rechtswendige (rechtshandige) Koordinatensysteme. 
Die Komponente eines Vektors ist seine Projektion auf eine gegebene Richtung. 

Die Projektion ist ein Skalar. Wir schreiben Vektoren mit deutschen, Skalare mit 
lateinischen Buchstaben: Vektor ~, Betrag A -I ~!, x-Komponente Ax. 

Addition und Subtraktion ("ParaHelogramm der Krafte", Krafteck): 
(1=~+)8=)8+~ 
)8 = (1 - ~ = (1 + (- ~) 
)8-)8=0 
(~ + )8) + (1 = ~ + ()8 + (1) = ~ + )8 + CS:. 

M 1dtiplilcation mit einem Skalar )8 = IX ~: Vektor )8 in Richtung des Vektors ~, 
Betrag B = IXA (mit IX;:O andert sich der Richtungssinn). Daher: 

Einheit8vektoren ~ = A ~o: es ist ~o ein Symbol fur einen Vektor vom Betrage 

Eins: AO = 1, daher ~o =~-. 
to = ~ ist ein Vektor in Richtung des Fahrstrahles t yom Betrage Eins. 

r 
n und t sind die normale und die tangentiale Richtung anzeigende Einheits

vektoren. 
i, j, f sind Einheitsvektoren in Richtung der x-, yo, z-Achse eines rechtwinkeligen 

lCoordinatensystemes. 

Skalare8 oder innere8 Produkt zweier Vektoren definiert durch 
~)8 = AB· C08 (~, )8), 

ist also ein Skalar 4 (Abb.l). Weil C08(-<p) =C08<p, gilt das kommutative Gesetz 
\R)8 =)8~, 

~)8 =0, wenn ~ ~ )8. 

{ '} 1· . 1 Beispiel: Re eta. = -2- (e'a. + e- \ a.) - cos a. 

2 Siehe Anm. 3, S. 183. 
3 Masse, Arbeit, Energie sind Skalare; Kraft, Geschwindigkeit, Drehmoment sind Vektoren. 
4 Beispiel: Die Arbeit, wenn eine Kraft Sf an einem mit der Geschwindigkeit tl bewegten 

Punkte angreift, ist in der Zeiteinheit Sf 0 = K v . cos (Sf, 0). 
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~ ~ = ~2 = A 2 ; (~O)2 = I 

i i = jj = n = I; i j = j f = Ii = O. 

Die x-Komponente von ~ nach Definition 
i ~ = I·A . cos (x,~) ==Ax; 

Zerlegung von ~ in rechtwinkelige Komponenten (vgl. Abb.2a) 
~ = iAx + jAy + fA z • 

i~=i2Ax=Ax; 

~2 =A! +A~ +A; =A2. 

z 

I // .Y' 

I/~ ___________ -Y 

-1-
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Abb. 3'. 2a. KomponenteneinesVektorsin bezug 
auf ein rechtwinkeliges, rechtswendiges Koordi

natensystem. Einheitsvektoren. 

Abb. 3'.3. Zum Begriff "Linienintegral". 

Komponente von ~ in beliebiger Richtung S, deren Winkel mit den Einheits
vektoren bekannt sind: 

As = Ax cos (s, x) + Ay cos (s, y) + A z cos (s, z), 

den Vektoren eigentiimliches, grundlegendes Gesetz der Komponentenbildung. 
Skalares Produkt in Komponenten 

~58 = (iAx + jAy + tAz) (iBx + jBy + tBz) 

daher 
=Ax Bx +Ay By+AzBz , 

d djB d2( 
dt (~58) = ~dt + 58 1lt ; 

~ (£ + 58 [ = (~ + 58) [: distributives Gesetz gilt. 
2{ 58· G:: Multiplikation des Vektors [ mit dem Skalar ~58. Daher 

~ 58 . [ = [ . ~ 58 + 58 [ . ~. 

Abb.3'.2b. 
Vektorielle 

Flitche. Rechts
wcndige Zuordnung. 

Linienintegral eines Vektors. Veranschaulicht durch Arbeit der Kraft S{' Iiings 
der Kurve S, durch Zerlegung von s in verschwindend kleine gerade Wegelemente 

2 2 

ds (Abb.3). dA = K· d s· cos r:J.= srds, A = J srds= J srdt, denn es ist zugleich 
1 1 

d Sl = t 2-t1 , usw. 

Bei geschlossener Kurve s heiBt f sr ds Rand- oder Umlaufintegral. 

Vektorielle Flacke, recktswendige Zuordnung. Ein ebenes, durch eine Kurve s 
umgrenztes Fliichenstiick wird durch einen Vektor f dargestellt, indem man fest
setzt, daB der Betrag t ein MaB fiir den Fliicheninhalt ist und der Vektor f normal 
auf dem Fliichenstiick steht: als positive Normale gilt uns stets die dem Umlaufssinn 
von s rechtswendig zugeordnete Normalenrichtung (Rechtsschraube, Korkzieher, 
Abb.2b). Die Normale II ist stets der Fliiche rechtswendig zugeordnet: f= II t; es 
sind i, j, f den jeweiligen Koordinatenebenen rechtswendig zugeordnet. 
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FlufJ eines Vektors. Eine nicht zusammendriickbare Fliissigkeit strome mit der 
Geschwindigkeit b durch einen Querschnitt f. Das in der Zeiteinheit durchgeflossene 
Volumen ist 

(j) = v f· COB (b, n) = b f. Allgemein: 
"FluB" (j) =fbdf. 

1 
1st die Fliiche eine geschlossene Riille, so ist der "RiillenfluB" (j) =pbdf. 

Vektorielles oder aufJeres Produkt zweier Vektoren definiert durch 
[=[~~]; O=AB·sin(~,~); 

der Betrag gleicht dem Inhalt des aus A und B gebildeten Parallelogrammes, die 

Abb. 3'. 4. Darstellung des 
vektoriellen Produktes. 

Richtung ist rechtswendig senkrecht auf dieser Ebene1 

(Abb.4). Wegen sin (-9') =-sin9' ist 

[~~] =- [~~], kommutatives Gesetz gilt nicht. 

[~~] =0, wenn ~ II ~. 
[~~] =0. 

[ii] = riiJ = [f f] =0. 
[i iJ = f, [j f] = i, [Ii] = j. 

Daher Komponentendarstellung des vektoriellen Produktes 
[~~] =[ =iOz +iOy + fOz 

[ = [(i A z + i Ay + f A z) (i B z + j By + f B z)] 

= i (AyBz-AzBy) + i (AzBz-AzBz) +f (A z Btl-All B z). 
oder als Determinante geschrieben 

f 
[~ ~] = A z All A z 

Bz BII Bz 

Distributives Gesetz gilt: [~(~ + [)] = [~~] + [~[]. 
Zusammengesetzte Produkte. 
Vektor ~ ~. [ siehe oben. 
Skalares Produkt eines Vektorproduktes V = ~ [~[] veranschaulicht durch 

das Volumen des Quaders mit den Seiten A, B, 0. Daher 
V = ~ [~[] = ~ [[ ~] = [ [~ ~] "Vertauschungssatz". 

Daher: V = 0, wenn ~, ~, [ in derselben Ebene liegen. 
Vektorprodukt eines Vektorproduktes ~ = [~ [~ []] 

= [[[ ~]~] = ~ . ~ [- [ . ~ ~ "Entwicklungssatz". 
~ liegt in der Ebene durch ~ und [ und senkrecht zur Projektion von ~ auf diese 
Ebene. 
Daher: ~ = 0, wenn Ebene durch ~ und [ senkrecht zu ~. 

~ = n . ~ n + [n [~ n]], 
der erste Summand ist parallel zu n, der zweite senkrecht zu n. 

b) Vektorfelder. 
Wird in einem Raum der Wert einer ZustandsgroBe in Abhiingigkeit vom Ort 

untersucht, so spricht man vom Feld dieser ZustandsgroBe; demnach sind moglich 
Skalarfelder (hier vorzugsweise "Verteilungen" genannt, z. B. Temperaturverteilung 
in einem Raum) und Vektorfelder (z. B. Geschwindigkeitsverteilung in einer Stro
mung). Bild eines Feldes b durch Eintragen der Tangentenrichtung in jedem Raum-

1 Beispiel: Moment @: einer Kraft 58 am Hebelarm Ill. 
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punkt. Der Feldrichtung folgende Kurven heiBen Feldlinien, ihre Gleichung ist 
[od~] =0. Oder: Einteilung des Feldes in R6hren, durch deren Wandungen kein 
FluB hindurchtritt, so daB o· (j f = canst fUr jede Feldr6hre. Wir nennen ein Feld 
ein vollstandiges, wenn durch die betrachtete Begrenzung keine Feldlinien 
(-r6hren) hindurchtreten. 

Ursprung fUr Vektorfelder: Quellen oder Wirbel. Ein von beiden verursachtes 
Feld kann stets eindeutig in ein quellenfreies und ein wirbelfreies verlegt werden. 
Daher bleiben zu untersuchen wirbelfreie und quellenfreie Felder mit Hilfe von 
Randintegral und HilllenfluB; 0 ergibt sich als 
wirbelfreies Feld, wenn fodt =0 unabhangig vom Wege, 
quellenfreies Feld, wenn f 0 df = 0 unabhangig von der Flache. 

In wirbelfreien Feldern entspringen und versiegen die Feldr6hren in Quellen 
und Senken des Feldes, oder erstrecken sich ins Unendliche, in quellenfreien Feldern 
kehren die Feldr6hren in sich zuriick, sind also geschlossen, oder sie erstrecken 
sich ins Unendliche. 

Wirbelfreie Felder. 
Quellenstarke ader Divergenz. Urn von dem von Null verschiedenen HiillenfluB 

f 0 d f =l= 0 auf die im umschlossenen, endlich groBen Raumgebiet 7: vorhandenen 
Quellen oder Senken des Feldes zu schlieBen, dient der Satz von GauB 

); 0 d f = J (~ + ~ + 0 Vz ) d 7: • J ox oy OZ ' 
T 

der Integrand des Raumintegrales bezeichnet die Ergiebigkeit oder Quellenstarke 
jedes Elementes d7: des von f umhiillten Raumes: 

oVx + oVlI + oVz =d· k. 

ox oy OZ - tV..-, 
Divergenz in rechtwinkeligen Komponenten. Der Skalar div 0 bezeichnet also die 
Summe der Anderungen der Komponenten in der jeweiligen Langs rich tung. 
Aus dem Satz von GauB: 

div 0 = limes ~ f 0 d f ; 
T~dT 

die Quellenstarke ist der HiillenfluB eines unbegrenzt kleinen Raumteiles, im 
Verhaltnis zu dessen Rauminhalt. 

Der FluB eines quellenfreien Feldes durch eine Flache, deren Randkurve fest 
und gegeben ist, ist unabhangig von der Form der in die Randkurve eingespannten 
Flache. Beweis: Zwei in dieselbe Randkurve eingespannte Flachen bilden zusammen 
eine Hiille, und der HiillenfluB des quellenfreien Feldes ist definitionsmaBig Null. 

Sprungdivergenz. Andert sich ein Vektor un- 1 

stetig beim DurchstoBen einer Grenzflache, so umhillien /! 

wir ein Element der Grenzflache durch eine dosenartige 
Hiillflache, vgl. Abb.5. Der Satz von GauB ergibt 
dann 

nl/2 (02 - 01) Div 0 

Abb. 3' 5. Zum Begriff 
"Sprungdivergenz" . 

ist der Sprung der N ormalkomponenten von 0, also die "Langsanderung". 

Gradient oder Gelallstarke; Potential. 1m wirbelfreien Feld ist das Randintegral 
Null (Beispiel: Arbeit im Schwerefeld langs eines geschlossenen Weges), und daher 

2 

J 0 dt unabhiingig von dem zwischen Anfangspunkt 1 und Endpunkt 2 durchlaufe-
1 

nen Wege. Beweis: Zwei zwischen 1 und 2 verlaufende, beliebige Wege bilden 
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zusammen eine geschlossene Kurve, langs der im wirbelfreien Feld definitionsmaBig 
das Randintegral verschwindet. Daraus: vereinfachte Darstellung wirbelfreier Felder 
durch Hilfsskalar rp "Potential", der eine Funktion der Feldpunkte, also des Ortes, 
ist, gemaB 

p 

rpp =rpo- j'odr; 
o 

P der betrachtete, 0 ein beliebig als Nullpunkt gewahlter Bezugspunkt, rpp daher 
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, und 

2 .r '0 d r = rpl - rp2 . 
1 

Nach obiger Definition ist drp =-'o·dr =-vrdr, daher Komponente des 
wirbelfreien Feldes '0 in Richtung is: 

v =-~. 
B 08 ' 

in rechtwinkeligen Komponenten - d rp = - :: d x = va; d x; daraus durch Zu-

sammenfassung 

'0 = i (_!!!L) + j (_!!!L) + f (-~) -gradrp' ox oy OZ ' 

Darstellung des wirbelfreien Feldes '0 durch negativen Gradienten oder Gefallstarke 
(Vektor) der Potentialfunktion (Skalar). 

Veranschaulichung des wirbelfreien '0 durch Flachen gleichen Potentiales, aqui
potentielle Flachen rp = const: auf ihnen stehen die Feldlinien senkrecht, denn ffir 
sie gilt '0 dr = O. Man definiert als 
Sprunggradient Gradrp = nl/2 (rp2 - rpl) 
den die sprunghafte Anderung eines Skalares an einer Grenzflache darstellenden 
Vektor 1 • 

Berechnung des wirbelfreien Feldes aus seinen Quellen. Es sei gegeben die raumliche 
Quellenverteilung {! (x, y, z) = div '0. Wegen der Wirbelfreiheit ist '0 =-gradrp, daher 

-{! (x, y, z) =divgradrp .LI rp, 
02p 02p 02p 

Llrp = ox2 +Ty2- + OZ2 • 

"Ober die Bestimmung des Potentiales aus seinen Eigenschaften, und durch 
Integration von.LI rp = 0 und LI rp =-{! (Laplacesche und Poissonsche Gleichung) 
siehe ausfiihrlich das Beispiel des wirbelfreien elektrostatischen Feldes 17. bis 22. 

Quellenfreie Felder. 
Rotation oder Wirbelstarke. 1m nicht wirbelfreien Feld ist f '0 dr + O. Der 

Wert des entlang einer geschlossenen Kurve von endlicher Lange genommenen 
Umlaufintegrales ist bestimmt durch Beitrage der einzelnen Elemente der in den 
Rand eingespannten, im iibrigen wegen der Quellenfreiheit beliebigen Flache durch 
den Satz von Stokes: 

T'odr = jrot '0 df. 
f 

rot '0 = i ( oVz _ oVII ) + . ( OVa: _ ovz) + f ( oVg _ OVa: ). 
oy oz 1 oz ox ox oy' 

I i j f 
o 0 0 

rot '0 = 8 ay oi 

I v: VII Vz 
1 Beispiel: Temperatursprung an einer Wandung, ihm proportional der Wii.rmestrom. 
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Der Integrand des Flachenintegrales beschreibt die samtlichen nach bestimmter 
Vorschrift auszurechnenden Queranderungen des Feldes: Wirbelstarke oder 
Rotation. 

Beispiel: Ebene Stromung in Richtung x, deren Geschwindigkeit quer zum Feld 

sich andert: tJ =iv",(y), Abb. 6: ftJdr =l(v1 -v2)+0, rottJ =-f ~v; . 

Aus dem Satz von Stokes als anschaulicher Ausdruck fUr die Wirbelstarke: 

I rot tJ I = lime8 ~f f tJ dr, 
j-+dj 

die Wirbelstarke ist das Randintegral urn ein unbegrenzt kleines Flachenelement, 
im VerhaItnis zu dessen FlacheninhaIt. Die Richtung der Wirbelstarke ist die der 

!I 
7"2 

k> 
--- 1 

X 

2 

Z bl 

Abb. 8'.6. Beispiel eines eindimensionalen, 
Wirbel enthaltenden Feldes. 

Abb. 3'.7. Rechtsdrehender Sprungwirbel. 

Flachennormalen. Eine die Vorstellungskraft unterstiitzende Veranschaulichung 
dieses Ausdruckes fiir die Wirbelstarke ist ein unendlich kleines Miihlradchen mit 
freier Achse. An einem Punkt einer Fliissigkeitsstromung befindet sich kein Wirbel, 
wenn dort das Miihlradchen bei samtlichen Achsenstellungen unbeweglich bleibt 
(Beo bachtung an V organgen des taglichen Lebens !). 

W 0 eine sprunghafte Queranderung eines 
Feldes vorhanden ist, z. B. ein Sprung in der 
Geschwindigkeit zweier benachbarter Schichten 
einer stromenden (z. B. zahen) Fliissigkeit, bildet 
man urn die Sprungflache einen schmal en Um
lauf und findet mit dem Satz von Stokes 

ftJdr = J [n1!2 (tJ2- tJ1)] df, 
j 

mithin als Kennzeichen fUr die sprunghafte 
Queranderung den 

Sprungwirbel Rot tJ-- [nl/2 (tJ2- tJ1)] 

gleich dem Sprung der tangentialen Kompo
nenten des Feldes (Queranderung !). Abb. 7 zeigt 
einen einfachen rechtsdrehenden Sprungwirbel. 

Abb. 3'. 8. Priifnng eines ebenen, zirkulareh 
Feldes auf Wirbelfreiheit. 

Vgl. auch 28. Abb. 8. Beschreibt man mit den Randen die Bewegungen tJ1 llIid tJ 2 , so 
beschreibt ein dazwischengelegter "Quirl" (Kiichengerat) den Vektor Rot tJ. Daraus: 

an die Stelle von "Wirbelstarke" ware besser "Quirl" zu setzen. 

Wir betrachten noch das Beispiel eines ebenen Feldes, dessen Feldlinien kon
zentrische Kreise sind. Wegen der in sich zuriickkehrenden Feldlinien ist das Feld 
sicher quellenfrei, daher hat es im allgemeinen die Eigenschaft f tJ dt + 0, es hat 
Wirbel. Wir fragen, unter welcher Bedingung ein solches Feld doch wirbelfrei sein 
kann. Dazu muB sein nach Abb. 8 

o =ftJdr =v1 ·AB-v2 ·CD; 
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das Verhaltnis der Wege ist AB:CD=r1 :r2 , die Bedingung lautet also v1r1 = 

v2 r2 = const; v = const.~; bei jedem anderen Entfernungsgesetz ist das Feld nicht 
r 

wirbelfrei (Miihlradchen!). Dies ist z. B. der grundlegende Unterschied zwischen 
dem magnetischen Feld im Innern eines einzelnen, Gleichstrom fiihrenden Rund
drahtes, und auBerhalb des Drahtes. 

Der FluB der Wirbelstarke hat wegen des Satzes von Stokes f rot 0 d f = f 0 d r 
t 

fiir aIle in dieselbe Randkurve eingespannten Flachen denselben Wert. FaBt man 
zwei beliebige derartige Flachen zu einer HiiIle zusammen, so ist somit stets 

frot 0 df= 0, daher div rot 0 = 0, 

die Wirbelstarke ist stets quellenfrei. 
Fiir ein wirbelfreies Feld ist 

fgradcpdr=O, daher rot grad cp =0. 

Durch Ausrechnen findet man ferner 
rot rot '0 = grad div 0 - Ll 0, 

wenn man unter dem Vektor Ll 0 die Operation 

Ll 0 = iLl Vx + jLl Vy + fLl Vz 

versteht, die oben auf einen Skalar angewendet angeschrieben ist. Daller auch 
82 b 82 b 82 b 

Ll 0 = 8x2 + 8y2 + 8z2 . 

Berechnung des quellenfreien Feldes aus seinen Wirbeln. Ein Feld 0, das quellen
frei ist, div 0 = 0, ist durch seine Wirbel gegeben: ~ = rot 0 (eindeutig, wenn 0 
im Unendlichen verschwindet). Wie ein wirbelfreier Vektor als Gradient einer 
skalaren Ortsfunktion dargestellt werden kann, kann ein quellenfreier Vektor als 
Rotation einer vektoriellen Ortsfunktion ~ dargestellt werden durch 0 = rot~, denn 
es ist div rot ~ - 0. Zwischen 0 und jill besteht der Zusammenhang 

jffi = rot rot ~ = grad div ~ - Ll ~ 
und ~ =-Ll~, wenn ~ der Bedingung div ~=O unterworfen wird. iller die Inte
gration dieser Differentialgleichung und die Bestimmung des vektoriellen Potentiales 
siehe ausfiihrlich das Beispiel des quellenfreien magnetischen Feldes 34. 

c) Rechenregeln. 
Rechnung und Gedachtnis werden entlastet durch Benutzung des von Hamilton 

angegebenen "symbolischen Nabla-Operators V", der nach den Regeln der Vektoren
und der Differentialrechnung behandelt wird. Er ist in rechtwinkeligen Komponenten 

17 .8+.8+~8 
y =tax lay Laz' 

Anwendung auf einen Skalar: 

17 .8rp+.8rp+~8rp d 
v cp = t ax lay L az = gra cp. 

Skalares Produkt mit einem Vektor: 

17 (If = 8Ax + 8AiI -L ~Az = d' (If 
y u. 8x 8y I 8z tv u.. 

Vektorielles Produkt mit einem Vektor: 

=rot~. 

Ferner 
82 82 82 

V2 = V V = 8 x2 + 8 y2 + 8 Z2 = Ll . 



III,3'. Formeln der Vektorenrechnung. 

Man findet auf diese Weise leicht 

[V (17 <p)] = rot grad <p = 0 

V [V Ill] = div rot \ll = 0 

V (V <p) = div grad <p 

(V V) <p = L1 <p = div grad <p 

V (17 Ill) = grad div \ll 

(17 V) \ll = L1 \ll 

[V [V \ll]] = V (17 Ill) - (17 V) \ll oder 

rot rot \ll = grad div \ll- L1 \ll 

div [58 G£] = G£ • rot 58 - 58 . rot G£ 
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div (<p Ill) = \ll . grad <p + <p • div \ll, hieraus fur \ll = -grad <p: 

\ll2 = <p • div \ll- div (<p 1]1) . 

Verschiedene Koordinatensysteme. Rechtswendige Zylinderkoordinaten (Z.K.) 
z (axiale Lange), e (Abstand von der Achse), IX (Winkel). - Raumliche Polar
koordinaten (P.K.) r (Abstand vom Nullpunkt), f) (Polarwinkel), IX (Langenwinkel). 

Die Komponenten von \ll = grad <p sind 

in Z.K.: 

in P.K.: A =_1_~ 
" r sin f} 0 0; • 

Es ist L1 <p 

1 0 (0<P) 102<p 02<p 
in Z.K.: L1 <p = e ~ e -Be + ~ 0 0;2 + 0 Z2 • 

in P.K.: L1 <p =~2 oOr (r2 ~n + r2s~nf) O°f} (sin f). ~:) +-r2s:n2f} ~2J. 
Es ist div \ll 

Z K d;v (If = 0 Az + ~ ~ ( A) + ~ 0 A" . in .. : • u OZ e oe e g e 00; 

in P.K.: d . (If _ 1 0 (2 A ) 1 0 ( . .Q. A ) + loA" 
2V u - 2 ~ r r + -.-.Q <in S2n v f} ~ -,,-. r u r r stn 'U" u 'U' r stn 'if u 0; 

Die Komponenten von 58 = rot \ll sind 

in Z.K.: 

in P.K.: 

Bf} = ~ {O"Ar --:- (r sin {} . A,,)}, r stn '/J' U 0; u r 

I { 0 0 Ar} B =- -(r·Af})--. 
" r or of) 



Bedeutung der verwendeten Formelzeichen. 
Gewiihnliche lateinische Buchstaben: Skalare; deutsche Buchstaben: Vektoren; stelle Buch

staben (z. B. H): Benennungen; Querstrich oben (z. B. Ii): Mittelwert, ausgenommen e, ji; 
Bogen oben (z. B. il): "komplexe Amplitude". 

Senkrecht gedruckte Zahlen (z. B. 43.) bezeichnen Abschnittsnummern, schrag gedruckte 
Zahlen (z. B. 43) bezeichnen Seitenzahlen. 

Bei mehrfachem Gebrauch ist die Stelle der ersten Erklarung angegeben. 

A Arbeit 
m: Vektor allgemein, vektorielles Potential 23. 44, 34.87. 
a Strecke, als Index: auBen 

A Integrationskonstante, ebenso B, 0, D 39. 118. 
IS magnetische Induktion 23.43. 
b Strecke, Konstante der Warmeleitungsgleichung 42. 135. 

(£ wahre elektrische Striimung 29. 67. ° Kapazitat, 01 der Langeneinheit 10. 14, 15. 
c Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum 42. 134, spezifische Warme 42.136. 
~ Verschiebung (-sdichte), el. Erregung 12.21. 
D Dampfung 37.103. 
d Strecke 
(l; elektrische Feldstarke 6.6. 

(l;e eingepragte elektrische Feldstarke 26. 52. 
E als Index: Eisen betreffend 
e als Index: elektrisch 

F (H) Eisenmagnetisierungskurve, ebenso F (B) 24.46. 
F Aquivalententladung 25. 51. besondere Funktion bei magnetischer Arbeitsleistullg 

36.100, Funktion im allgemeinen 
t Funktion, Flache (f Flache vektorieIl), Frequenz 

Ql elektrische Stromdichte, Striimung 25. 49. 
9 Flachenstromdichte 28. 61. 

S) magnetische Feldstarke (Erregung) 23. 42. 
S)e eingepragte magnetische Feldstarke 24. 47. 
k Strecke, Hiihe 
S temporare Magnetisierung 24.47. 
J elektrischer Strom 25, 48. 

Jv (x) Zylinderfunktion erster Art (Besselsche) der Ordnung v yom Argument x 39. 123, 
47.159. 

1m ( ... J imaginarer Tell von 1 ... ). 37.106, 2'. 182. 

i = y=I imaginare Einheit 
i als Index: innen. Laufzahl 

i, j, f Einheitsvektoren in Richtung der x-, y., z·Achse 
St' mechanische Kraft 
K Koerzitivkraft 23, 45. 
f raumliche Kraftdichte 15. 29, 36. 97. 
k Konstante, Laufzahl, Kopplungsfaktor (kl' k2 ) 35. 93, kennzeichnende Konstallte der 

Stromverdrangung 39.119, 121. 124, Warmeleitfahigkeit 42. 136. 
L, l Lange 

L, Lii Selbstinduktivitat 33. 85. 
Lik Gegeninduktivitat 33. 86. 
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Wl Magnetisierung 23.46, Remanenz 23.45. 
M Gegeninduktivitat 33.86. 
m Moment 
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m Zahl, als Index: magnetisch, kennzeichnende Konstante der Stromverdrangung 39. 119, 
121. 

N elektrische Leistung 
Nv(x) Zylinderfunktion zweiter Art (Neumannsche, Definition vgl. Jahnke-Emde, 

Funktionentafeln) der Ordnung v vom Argumente x 39.123. 
n1l2 Einheitsvektor der Normalenrichtung, von Gebiet 1 nach 2 gerichtet 

n Anzahl, als Index: normal gerichtet, Brechungsindex 42.135. 
o Querschnitt 7.8. 

I.l3 elektrische Polarisation 12. 23. 
1', p Kraft auf die Flacheneinheit (Druck, Spannung) 15.27, P magnetische Poistarke 23.42. 

o Drehmoment, Warmestromdichte 42.136. 
Q, q elektrische Ladung 2.2, Ql der Langeneinheit 7.9. 

R elektrischer Widerstand 27. 53. 
Re [ ... } reeller Teil von { ... } 

r, T Fahrstrahl, Entfernung von der Achse, vom Mittelpunkt u. ii. 
T Reflexionsvermogen 45.149. 

6 Energiestromungsvektor 41. 128. 
6, 8 Kurve vektoriell, skalar 

T Periodendauer 37.104, 2'.181. 
t tangentialer Einheitsvektor 
t Zeit, als Index: tangential, zeitlich 

lto komplexer Energiestromungsvektor 41. 131. 
U elektrische Spannung 8.10. 

ue eingepragte elektromotorische Kraft (EMK) 27.53. 
V magnetische Spannung 23. 42, Phasengeschwindigkeit 44. 143. 

Ve eingepragte magnetomotorische Kraft 24.48. 
V; EnergietiberschuB 36.99. 
b, v Geschwindigkeit 

v komplexe Zahl 38. 114. 
We, We elektrische Feldenergie, -dichte 11. 18. 

Jv.", Wm magnetische Feldenergie, -dichte 33. 84 . 
.3 Stammvektor 48.162. 
Z Wellenwiderstand 46.154. 
z Windungszahl 

o als Index: Anfangswert, Amplitude (ausgenommen 6 0, Po' To). 
co als Index am Integralzeichen: tiber den unendlichen felderftillten Raum zu erstrecken. 
J7 Hamiltonscher Operator "Nabla" 3'.190. 

a: Winkel, Phasenkonstante 46.156. 
{J Schwachungsexponent 47.156, Relaxationszeit 25.51, 29.69. 

r, To Wellenwiderstand eines Nichtleiters (Feldstarkenverhaltnis elektromagnetischer 
Wellen), Wellenwiderstand des leeren Raumes 43.139. 

y Teilkapazitat 19. 36, Dichte 42. 136, MaBsystemskoeffizient 1'. 172. 
Ll Laplacescher Operator 17.31, 3'.188. 
6 kleine GroBe (Strecke), Verlustwinkel 37.110, Dampfungsexponent 37.104, kenn

zeichnende GroBe der Reflexion 45.149. 
60 elektrische Konstante 7. 7, 9.13, 1'.176, 180. 
6 Dielektrizitatskonstante (DK), relative (reine Zahl), Eo E ="8 absolute DK (Elek-

trisierungsgrad) 12.21. 
C Winkel 
1/ raumliche Dichte elektrischer Ladungsverteilung 7.9. 
fa Durchflutung 28.59. 

Fischer, Elektrodynamlk. 13 
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{} Winkel, Temperatur 42. 136. 
" spezifische elektrische Leitfahigkeit 25.50, kennzeichnende Konstante der Strom

verdrangung 39.124. 
A Streuinduktivitat 35.95, logarithmisches Dekrement 37.104. 

A. Wellenlange 43.139. 
#0 magnetische Konstante 23. 44, I'. 176, 180. 
# Permeabilitat, relative (reine Zahl), #0 # = ji absolute Permeabilitat (Magnetisierungs

grad) 23. 44. 
v Laufzahl 

tp skalares Potential 23.28. 
lJ', tp chemisch-thermische Leistung der Leitungsstromung, raumliche Dichte 26. 52, 53. 

tp (mh) kennzeichnende Funktion der Stromverdrangung 39.120. 
P magnetischer Widerstand 28. 63. 
(! spezifischer elektrischer Widerstand 25.50. 
a Flachendichte elektrischer Ladung 7.9, 12.21. 

am Flachendichte des Magnetismus 24.48. 
a Streufaktor 28.63, totaler Streufaktor 35.93, ai' a2 Streufaktoren 35.96. 
TRaum 

Te elektrische Zeitkonstante 27.55. 
Tm magnetische Zeitkonstante 35.93. 

(JJ magnetischer FluB 23.43. 
f{J Winkel, skalares Potential 8.11, 17.31, WindungsfluB 30.72. 

f{Jh, f{J, Haupt- und Streufliisse (fiktive) 35.95. 
f{J(mh) kennzeichnende Funktion der Stromverdrangung 39.122. 

X Suszeptibilitat (Aufnahmevermogen) dielektrische 12.24, magnetische 24.47. 
Q elektrischer FluB 7.7, 29.67, ungedampfte Eigenfrequenz 37.103. 
(/) Kreisfrequenz 37.104, 2'.181. 



Namen- nnd Sachverzeichnis. 
Die Abschnittsnummern sind mit gewohnlichen, steilen Ziffern gedruckt (z. B. 43.), die Seiten

zahlen mit schriigen Ziffern (z. B. 43). - Bei mehrfachem Auftreten ist die Stelle der ersten 
Erwiihnung angegeben. 

Ablosung des elektromagnetischen Feldes yom 
Erreger 48B. 165. 

Abstrahlung der Energie 41. 128, 48B. 166. 
Ampere 28.59. 
Ampere (Einheit) 4.4, 25.48, 1'.176. 
Amplitude 2'.181. 
- komplexe 37.107, 2'.183. 
Amplitudenverzerrung 46.157. 
Analogie, formale, elektrostatischer Felder und 

stationiirer Stromungsfelder 27.55. 
- - thermischer und elektromagnetischer 

Ausgleichsvorgiinge 42.135, 136. 
Anisotropie, elektrische 12. 22. 
-::- magnetische 24.46. 
~quivalente 9.13, 1'.176. 
~quivalententladung 25. 51. 
Aquivalenz zwischen Stromen und Magneten 

28.64. 
Ather 43. 140. 
Aufnahmevermogen, elektrisches 12. 24. 
- magnetisches 24.47. 
Ausbreitungsvorgiinge, Kennzeichen des all-

gemein elektromagnetischen Feldes 40.126. 
Ausstrahlung des schwingenden Dipols 48B. 

162. 

Backhaus, H. 37.105. 
Beharrungszustand 5.5. 
Benannte Zahlen 4. 4. 
Benennung 4. 4. 
Benennungen der elektromagnetischen GroBen 

1'.177. 
Bifilare Spule 35. 94. 
Bild, elektrisches 20.37. 
Biot- Sa vartsche Regel 34.88. 
Blindleistung 37.108. 
Brechung ebener Lichtwellen 45B. 150. 
- elektrischer Feldlinien im statischen Fall 

13.24. 
- - Stromungslinien 25. 50. 
- magnetischer Feldlinien bei Flachenstro-

mung 28.62. 
- - - im statischen Fall 24. 46. 
Brechungsindex, Maxwellsche Beziehung 

42.135. 

cal (Einheit) 9.13, 1'.176. 
c-g-s-Systeme, rationale und nicht rationale 

1'.170, 172. 
Coulom b 7.9. 
- (Einheit) 4.4, 9.13, 1'.174, 176. 
Coulombsches Gesetz 7.9. 

Diimpfung 37.103. 
Diimpfungsexponent 37.103. 
Dauermagnete, Zustandsgleichung 24.46. 
Dekrement, logarithmisches 37.104. 
Diamagnetische Stoffe 24.45. 
Dielektrikum 2. 2, 12. 20. 
Dielektrizitiitskonstante (DK) relative, ab-

solute 12. 21. 
Dipol, schwingender 48B.162. 
Divergenz 3'.187. 
Durchflutung 28.59. 
Durchflutungsgesetz 28.59. 

Ebene Wellen 43.136. 
- - Darstellung, elementare 43.140. 
- - in Halbleitern und Metallen 44. 142. 
- - in Nichtleitern 43. 136. 
- - stehende 45A.148. 
Effektivwert 37.108, 2'.183. 
Eichenwald, A. 31. 79. 
EigenfluB, magnetischer 35. 92. 
Eigenfrequenz, gediimpfte 37.104. 
- ungediimpfte 37.103. 
Eigeninduktivitiit 33.85. 
Eindeutigkeit des elektrostatischen Feldes 

16.31. 
Eindringtiefe 44. 145. 
Einheitenentstehung 9.12, 1'.169. 
Einheitsvektoren 3'. 184. 
Elektrisierungsgrad 12. 21. 
Elektrolyse, Faradays Gesetz 25.51. 
Elektromotorische Kraft eingepriigte (EMK) 

27.54. 
Elementarmagnete, Amp ere s Vorstellung 

28.65. 
Elemente, galvanische 26. 51. 
Emde, F. 3.3, 30.74, 34.91, 38.111, 

41.132, 1'.171. 
Energie und Arbeit beim Kondensator 11 c. 19. 
- Eindringen in Leiter 41. 130, 128. 
- elektrische und Potential 18. 34. 
- des elektrischen Feldes 11 b. 17. 
- des magnetischen Feldes 33. 83. 

I - - - allgemeiner Ausdruck 33. 84. 
- - - und Induktionskoeffizienten 33. 84, 

85. 
- - - bei konstanter Permeabilitiit 33. 84. 
- - - bei linearen Stromkreisen 33. 83. 
- - - und magnetische Streuung 35. 93, 

96. 
- - - und vektorielles Potential 34.91. 
Energieeinheit, mechanische (absolute) und 

elektromagnetische 1'.171. 

13* 
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Energiestromung 41. 127. 
- entlang Leitern, und Eindringen 41. 128, 

130. 
Erg (Einheit) 1'.171. 
Erregung, magnetische 23.42. 

Farad (Einheit) 10. 14. 
Faraday, M. 3.3,7.6, 12.20, 15.26,25.51, 

30. 69, 40.127 u. a. 
Feldbild und Zeichnung 22.49. 
Feldlinien, allgemein 3'.187. 
- elektrische 7. 8. 
- geschlossene elektrische in Nichtleitern 

29.68. 
Feldrohren s. Feldlinien. 
Feldstarke, eingepragte elektriEche 26.52. 
- - magnetische 24.47. 
- elektrische 6.6. 
- magnetische 23.42. 
Feldtheorie und Fernwirkungstheorie 6. 6, 

40. 127, 42. 132. 
Ferromagnetische Stoffe, harte, weiche 24. 46. 
Flachenwirbel, elektrische 31. 77. 
- magnetische 28. 61. 
FluB, allgemein, eines Vektors 3'.186. 
- elektrischer 7. 7. 
- magnetischer 23.43. 
- eines Vektorfeldes bei bewegter Flache 

31. 74. 
Fourier, M. 37.109, 42.135. 
Fourierzerlegung 37.109, 2'.181. 
FremdfluB, magnetischer 35. 92. 
Fremdinduktivitat 33. 86, 34. 89. 
Frequenz 2'.181. 
Fresnel 45.152. 

GauB, C. F. 1'.171. 
- (Einheit) 1'.174. 
- Satz von 3'. 187. 
Gefallstarke 3'. 187. 
Gegeninduktivitat 33.86, 34.89. 
- zweier Drahtringe 34.89. 
Giorgi, G. 4.4, 1'.171. 
Gleichgewichtsbedingung, elektrische, fiir Lei-

ter 7.8. 
Gleichgewichtszustand 5.5. 
- und elektrisehe Feldenergie 16.29. 
Gleichwertige Strome und Magnete 28. 64. 
Goethe, J. W. 3.3. 
Gradient 3'.187. 
Grundeinheiten, Anzahl 4.4, 1'.170. 
- des praktischen Mieschen MaBsystems 

4.4, 1'.170, 175, 179. 
GrundgroBen, Anzahl in der Elektrodynamik 

4.4. 

Hagen 44.144. 
Halbleiter 25.51, 29.69. 
Hamiltonscher Operator 3'.190. 
Harmonische Schwingungen 2'.181. 
HauptfluB, magnetischer 35.95. 
Hauptgleichung, erste Maxwellsche 29. 68. 
- zweite 30. 71. 
Hauptgleichungen bei Bewegung 31. 75, 79. 
Hautwirkung 39.117. 

Heaviside, O. 3.3, 4.4, 41.129, 46.158, 
1'.175. 

Heavisidesche Schreibweise der elektro-
magnetischen Gleichungen 4.4, 1'.175. 

Helmholtz, H. v. 3.3, 4.4, 25.51, 27.54. 
Helmholtzscher Uberlagerungssatz 27.54. 
Henry (Einheit) 33.85. 
Hertz, H. 3.3, 48B. 165. 
Hookesches Gesetz 12.22. 
Hopkinson 28.63. 
HiillenfluB 3'. 186. 
- elektrischer und Ladungen 7.7, 12.21. 
Hysteresisschleife und -kurve 24.45. 

Induktion, magnetische 23.43. 
- - grundsatzliche Quellenfreiheit 23.43, 

31. 75, 36.99. 
Induktionsgesetz 30. 69. 
- fiir stationare magnetische Felder 31. 75. 
Ind~ktionskoeffizienten 33. 85, 34. 89. 
- Anderung der, magnetische Krafte 36.103. 
- bei Eisen im Fcld 36.101, 37.109. 
Induktionsvorgang beim Eisentransformator 

38.111. 
Induzierte elektromotorische Kraft 30. 73. 
Isolator 2. 2, 12. 20. 

Joule 25.50, 27.54. 
- (Einheit) 9.13, }'.176. 
Joulesche Warme 25.51. 
Joulesches Gesetz, allgemein 25.50. 
- - fiir Drahte 27. 54. 

Kapazitat 10.14. 
- dynamische 47.158. 
- geometrische 10. 14. 
- der Paralleldrahtleitung 20d.38. 
Kerr 12.22. 
Kirchhoff 27. 54. 
Kirchhoffsche Regeln 27. 54. 
- - verallgemeinert 30. 72. 
- - fiir Wechselstrom 37. 110. 
Klemmenspannung 27.55. 
Koeffizienten, Stellung von, in den elektro-

magnetischen Gleichungen 1'.169,171,180. 
Koerzitivkraft 24. 45. 
Kohlrausch, R. 42.134. 
Komplexe Zahlen. Rechnen mit, bei Wechsel-

stromvorgangen 37.106, 2'.182. 
Kondensator 10. 14. 
- Eigenschwingungen 47.160. 
- Schaltungen 10. 15. 
Kondensatorentladung 27.55. 
Kondensatorumladung 27. 56. 
Konstanten, Zahlenwerte 1'.174, 176, 180. 
Konvektionsstrom und magnetische Wirkung 

31. 80. 
Koordinaten, Rechtswendigkeit 3'.185. 
Koordinatensysteme, verschiedene, Vektor-

operationen in 3'.191. 
Kopplung, magnetische 35. 93. 
Kraft, elektrodynamische (Stromkraft) 36.97. 
- und Energieverhaltnisse bei Eisenkorpern 

36.99. 
Kraftgramm (Einheit) 9.13, 1'.176. 
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Krafte, elektrische, an Unstetigkeitsfliichen 
15.28. 

- elektrostatische, auf geladene Leiterober-
fliichen lla.17. 

- - auf Nichtleiter 14. 26. 
Kreisfrequenz 2'.181. 
Kreisstrom 34.89. 

Ladung, elektrische 2.2. 
- magnetische 23.41. 
Laplace 17.31, 3'.188. 
La placesche Differentialgleichung 17. 31. 
Leistungsanpassung 27.55. 
Leistungsdichte, chemisch-thermische 26.53. 
LeistungsfluB, elektromagnetischer 41. 128. 
Leiter, elektrische 2.2. 
Leitfiihigkeit, elektrische spezifische 25.50. 
Leitungen, Vorgiinge (verlustfrei, verzerrungs-

frei, periodisch, stehende Wellen) 46.152. 
Lenard 25.51. 
Lenzsche Regel 31. 79, 36. 98. 
Lichttheorie, elektromagnetische und elastische 

42. 134, 43. 136, 44. 144. 
Lineare Leiter 27.53. 
Linienintegral 3'. 185. 
Lorentz, H. A. 3.3, 31. 81, 1'.175. 

Magnetisch gekoppelte Stromkreise 35.92. 
- - - zwei bei Gleichstrom 35. 94. 
Magnetische Leiter und Nichtleiter 23. 41. 
Magnetischer Kreis, Abschiitzung nach Hop-

kinson 2S. 63. 
Magnetisches Feld im Gleichgewichtszustand 

23.42. 
Magnetisierung 23. 42. 
- permanente 24.46. 
- temporiire oder induzierte 24.47. 
Magnetisierungskurve und -schleife 24. 45. 
Magnetomotorische Kraft, eingepriigte 24. 48. 
Masse, elektromagnetische 31. 80. 
Masseneinheit 9. 13, I'. 170, 176. 
MaBsysteme, Entstehung 9.12, 1'.169. 
- Merkmale, absolute und praktisches 1'.171. 
- Tafel 1'.178. 
- Weiterentwicklung 1'.178. 
MaBsystemschliissel I'. 171. 
MaBunabhiingige Auffassung von Gleichungen 

4.4. 
Maxwell, J. Clerk 3.3, 6.6, 7.8, 12.21, 

15.26, 2S. 62, 29. 67, 40.127, 42.134, 
43.140, 44.144, 1'.173 u. a. 

- (Einheit) 1'.174. 
Metalle, elektromagnetische StOrungen in 

42. 135, 44. 144. 
)fie, G. 3.3, 4.4, 9.10, 23.47, 46.153, 

1'.171, 175. 
Mittelwert, zeitlicher, eines Produktes, bei 

komplexer Rechnung 2'.183. 
Miihlriidchen im wirbelhaften Feld 3'.189. 

~abla-Operator 3'. 190. 
Nachwirkung, dielektrische 12.23. 
Nahbereich elektromagetischer Strahlung 

48B.163. 

Nahewirkungstheorie und Fernwirkungstheorie 
6. 6, 40.127, 42. 134. 

Nichtleiter 2. 2, 12. 20. 
NutzfluB, magnetischer 35.95. 

Oersted, H. C. 3.3. 
- (Einheit) 1'.174. 
Ohm, G. S. 3.3, 25.50, 27.53. 
- (Einheit) 25.50, 27.53. 
Ohmsches Gesetz, allgemein 25.50. 
- - fiir Driihte 27. 53. 
- - fiir Wechselstrom 37.110. 

Paramagnetische Stoffe 24.45. 
Periodendauer 37.104, 2'.181. 
Periodische Vorgiinge, Darstellung 2'.181. 
Permeabilitiit, absolute und relative 23. 44, 

24.45. 
Phase 2'. 181. 
Phasenkonstante 46.156. 
Phasenverzerrung 46.157. 
Phasenwiukel 2'.181. 
Poisson 17.31, 42.133, 3'.188. 
Poissonsche Differentialgleichung 17.31, 

34.87. 
Polarisation, elektrische 12. 23. 
Potential, skalares, elektrostatisches S.l1, 

17.31. 
- - - Differentialgleichung 17. 31. 
- - - Eigenschaften 17. 32. 
- - - und Energie IS. 34. 
- - - komplexes 21. 39. 
- - magnetisches, Vieldeutigkeit oder Un-

stetigkeit 2S. 64. 
- vektorielles, magnetisches 23.44, 34.87. 
- - - Differentialgleichung 34.87. 
- - - Eigenschaften 34. 88. 
- - - und Energie 34. 91. 
- - - und FluB 23. 44, 34. 90. 
- - - und Induktionsgesetz 34. 90. 
- - - und Induktionskoeffizienten 34. 91. 
Poyntingscher Vektor 41.129. 
Praktische Einheiten 4. 4, I'. 175. 
Produkte von Vektoren, skalare und vektorielle 

3'. 185, 186. 
- - - zusammengesetzte 3'.186. 

Quasistationiirer Zustand 5. 5. 
- - und Kennzeichen des elektromagneti-

schen Feldes 32.81, 4SB.168. 
Quasistatischer Zustand 5. 5. 
Quellen des elektrischen Feldes 7.7, 12.21. 
Quellenfreies Feld 3'.187. 
Quellenfreiheit der magnetischen Induktion 

23. 43, 31. 75, 36. 99. 
Quellenstiirke 3'.187. 
Quirl 3'.189. 

Randintegral 3'. 185. 
Reflexion bei Leitungen 46. 155. 
- an Metallen 45A.147. 
- bei Nichtleitern 45B.150, 152. 
Reflexionsvermogen und elektrischer Wider

stand 44.144, 45A.149. 
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Relaxationszeit 25. 51, 29. 69. 
Remanenz 24.45. 
Resonanz im elektrischen Schwingungskreis 

37.105. 
Resonanzkurve und Dampfung 37.106. 
Reziproke Radien 20c.38. 
Riegger, H. 37.105. 
Ringspule, magnetisches Feld 28.59. 
Rogowski, W. 35.96. 
Rontgenstrom 31. 80. 
Rotation 3'.188. 
Rowland, H. A. 31. 79. 
Rubens 44.144. 

Savart 34.88. 
Scheinleistung 37.108. 
Schwachungsexponent 46. 156. 
Schwingungen, harmonische, Darstellung von 

2'.181. 
Schwingungskreis, elektrischer (erzwungene, 

freie, gedampfte, ungedampfte Schwin
gungen; Strom, Ladung, Energie, Leistung, 
Parallelschwingungskreis) 37.103. 

Schwund, magnetischer, und elektrische Um-
laufspannung 30.71. 

Selbstinduktivitat 33. 85. 
- auBere und innere, Definition 33.85. 
- innere bei Stromverdrangung 39. 124. 
- der Paralleldrahtleitung 33.86. 
Skalar 3'.184. 
Snell 45.152. 
Spannung, elektrische 8.10. 
- - im Gleichgewichtszustand 8.10. 
- magnetische 23.42. 
Spannungen, Faraday-Maxwellsche und 

mechanische Krafte 15.26. 
Sperrflache fUr Anwendung des skalaren 

Potentials 28.64, 38.114. 
Spiegelung, elektrische Bilder 20a, b, c. 36. 
Sprungdivergenz 3'.187. 
Sprunggradient 3'. 188. 
Sprungwirbel (.rotation) 3'.189. 
SpulenfluB 30. 72. 
Stammvektor 48A. 162. 
Stationarer Zustand 5.5. 
- - elektrischer Stromung 25. 49. 
Statischer (starrer) Zustand 5.5. 
Sthen (Einheit) 9.13, 1'.176. 
Stokes, Satz von 3'. 188. 
Stoney 25.51. 
Strahlungsleistung des schwingenden Dipols 

48B.166. 
Strahlungsvektor 41. 128, 43. 138. 
Strahlungswirkwiderstand des strahlenden 

Stromelements 48B. 167. 
StreufluB, magnetischer 35.95. 
Streuinduktivitaten 35. 95. 
- bei Gegenschaltung 35.96. 
- und Streuziffer 35. 96. 
Streuung, magnetische 28. 63, 35. 92. 
- - und Feldbild 35. 94. 
Streuungsfaktor 35.93. 
Stromdichte oder Stromung 25. 49. 
- Kontinuitatsgleichung der 25.49. 
- an Leiteroberflachen im Beharrungszustand 

25.49. 
Stromelement 34.88. 

Stromelement, Kraft auf 36. 98. 
- magnetisches Feld des 34.88. 
- als Strahler 48B.164. 
Stromkraft 36. 97. 
Stromrichtung, elektrische 25.48. 
Stromung, elektrische, bei eingepragten Kraften 

26.52. 
- - in homogenen Leitern 25. 49. 
- - in linearen Leitern 27. 53. 
- wahre elektrische, Maxwells Vorstellung 

29.67. 
Stromverdrangung 39.117. 
Stromwarmeleistung 25.49, 26.52, 27.54. 
Supraleitfahigkeit 28. 58. 
Suszeptibilitat, dielektrische 12. 24. 
- magnetische 24.47. 

Teilkapazitaten 19. 35. 
Telegraphengleichung 46.153. 
Thermoelemente 26. 51. 
Thomson, W. 16.29, 20.37, 37.104. 
Thomsonsche Formel 37.104. 
Thomsonscher Satz iiber Energie des elek-

trostatischen Feldes 16.29. 
Tragheitswirkung des magnetischen Feldes 

31. 80. 
Transformator 30. 72, 38. 111. 
- Betriebseigenschaften 38.114. 
- elektrisches Feld und Induktionsvorgang 

38.115. 
- Streuung 35. 95. 
Transversale elektromagnetische Wellen 

43.137. 

Umlaufintegral 3'. 185. 
Unipolare Induktion 31. 78. 
Universelle Konstante 43.139, 1'.169, 176, 

180, Einheiten und Zahlenwerte 1'.176, 
180. 

Vektor 3'.184. 
Vektorfelder 3'.186. 
Vektoroperationen in verschiedenen Koordi

natensystemen, Rechenregeln 3'.190. 
Verkettung elektrischer und magnetischer 

Felder 28.61, 30.71. 
Verlustwinkel, kapazitiver 37. 110. 
Verschiebung, elektrische und Maxwells 

Vorstellung von 12. 21. 
Verschiebungsstromung und Maxwells Vor-

stellung von 29.67. 
Verzerrung elektromagnetischer Wellen 44.143. 
- auf Leitungen 46.157. 
Volt (Einheit) 4.4, 1'.174, 176, 179. 

Wagner, K. W. 43.140. 
Wallot, J. 4. 4. 
Warmeleitungsgleichung, Ausbreitung gemaB 

42.135. 
Watt (Einheit) 4.4, 25.49, 1'.174, 176, 179. 
We ber, W. 42.134, 1'.171. 
Wechselstromwiderstand 37.105. 

I - komplexer 37.107, 110. 
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Wellen auf Leitungen, stehende und laufende 
46.152. 

- elektromagnetische, ebene in Halbleitern 
und Metallen 44. 142. 

- - - in Nichtleitern 43.136. 
- - - stehende 45A. 148. 
Wellenbereich der elektromagnetischen Strah

lung 48B. 166. 
Wellenebene 43.137. 
Wellengleichung, Ausbreitung gemiiB, und 

Warmeleitungsgleichung 42. 132. 
Wellenkugel 48B.166. 
Wellennormale 43.137. 
Wellenwiderstand des leeren Raumes 43.139. 
- der Leitung 46.154, 156. 
Wheatstonesche Briickenschaltung 27.57. 
- - bei Wechselstrom 37.111. 
Widerstand, elektrischer, korperlicher Leiter 

27.55, 57. 
- - linearer Leiter 27.53. 
- magnetischer· 28. 63. 
- - und Feldbild 28. 64. 
- spezifischer elektrischer 25.50. 
Wilson, H. A. 31. 77. 
WindungsfluB und SpulenfluB 30. 72. 

Wirbel bei Bewegung, elektrische und magne-
tische 31. 74. 

- des elektrischen Feldes 30.71. 
- des magnetischen Feldes allgemein 29.68. 
- - - in Leitungsstromung 28. 60. 
Wirbelfreies Feld 3'.187. 
Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes 

8.11. 
- des magnetostatischen Feldes 23.42. 
Wirbelstiirke 3'.188. 
Wirbelstromung 39.117. 
Wirkleistung 37.108. 
Wirkwiderstand 37.109. 
- bei Stromverdrangung 39. 124. 

Zeitkonstante, elektrische 27.55. 
- magnetische 35. 93. 
- - Wickelraum und Feldstiirke 36. 102. 
Zeitlinie 2'. 182. 
Zirkulares Feld, wirbelfrei und nicht wirbelfrei 

3'.189. 
Zuordnung, rechtswendige 3'. 105. 
Zylinderspule, magnetisches Feld 28.59. 
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