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Bezeichnungen und Abkiirzungen.

Wir haben versucht, in Bezeichnungen und Abkiirzungen méglichst konse-
quent vorzugehen und wenigstens innerhalb eines Paragraphen gleichbedeutende
GroBen mit denselben Buchstaben zu belegen. Einige Bezeichnungen sind durch
besondere Erklarungen auf die Dauer von ein bis zwei Paragraphen festgelegt.
Hiervon abgesehen wird die Bedeutung jedes Buchstaben in jeder Aufgabe neu
erklart, sofern nicht auf eine vorige Aufgabe verwiesen ist. SchlieBt sich eine
Aufgabe der unmittelbar vorangehenden an, so wird sie mit dem Vermerk
,Fortsetzung‘« eingeleitet. SchlieBt sie sich einer fritheren an, so wird diese ihrer
Nummer nach zitiert, z. B. ,,Fortsetzung von 286. In diesen beiden Fiallen wird
die Bezeichnung nicht neu erklart.

Abschnitte werden mit romischen, Kapitel (soweit notwendig) mit arabischen
Nummern bezeichnet. Die Numerierung der einzelnen Aufgaben erfolgt in jedem
Abschnitt von neuem. Die Aufgabennummern sind fett gedruckt. Innerhalb
eines Abschnittes zitieren wir bloB die Aufgabennummer, in anderen Abschnitten
jedoch auch die betreffende Abschnittsnummer. Z. B. heit es IV 123, wenn
wir nicht im IV. Abschnitt (im Aufgaben- oder Losungsteil) sind, jedoch bloB 123
im ganzen IV. Abschnitt.

Bemerkungen in eckigen Klammern [ ] bedeuten in der Aufgabe stets Finger-
zetg, in der Losung Zitate (insbesondere am Anfang der Losung), oder Hinweise
auf andere Aufgaben, die bei den einzelnen Schliissen der Losung benétigt werden.
Bemerkungen sonstiger Art sind in gewohnliche Klammern gesetzt. Das Zitieren
einer Aufgabennummer bezieht sich im Prinzip sowohl auf die eigentliche Aufgabe,
wie auch auf die Losung, sofern nicht das Gegenteil hervorgehoben wird, z. B.:
[Losung 38].

Quellenangaben sind fast immer in der Losung enthalten. Ist die Aufgabe als
solche bereits erschienen, so wird dies beim Zitieren hervorgehoben. Zitieren eines
Namens, ohne Literatur, heift, daB die Aufgabe uns als neu mitgeteilt wurde.
Zeitschriften werden so abgekiirzt wie bei dem ,,Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik. Die am haufigsten vorkommenden Zeitschriftenzitate sind:

Acta Math. = Acta Mathematica.

Arch.der Math. u. Phys. = Archiv der Mathematik und Physik.

C. R. = Comptes Rendus de ’Académie des Sciences Paris.

Deutsche Math.-Ver. = Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung.

Gott. Nachr. = Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen.

J. far Math. = Journal fir die reine und angewandte Mathematik.

Lond. M. S. Proc. = Proceedings of the London Mathematical Society.

Math. Ann. == Mathematische Annalen.

Math. Zeitschr. = Mathematische Zeitschrift.

Nouv. Ann. = Nouvelles Annales de mathématiques.

Rom. Acc. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma.

S. M. F. Bull. = Bulletin de la société mathématique de France.

Folgende Lehrbiicher sind 6fters und daher blo8 mit dem Namen des Ver-
fassers zitiert worden (z. B. Cesdro, Hecke usw.):

E. Cesdaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini-
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904.

E. Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. I.eipzig:
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923.



X Bezeichnungen und Abkiirzungen.

A. Hurwitz—R. Courant, Allgémeine Funktionentheorie und elliptische Funk-
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922.

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage.
Berlin: J. Springer 1924.

G. Kowalewski, Einfithrung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit & Co.
1909. .

Ferner mogen folgende Bezeichnungen besonders erwahnt werden, die konse-
quent befolgt wurden:

a,—> a heiBt: a, strebt gegen a (fir % — 00).

a,cob, (lies: a, ist assymptotisch gleich b,) heillt: b, 4- 0 fir geniigend

0

groBe # und %—) 1 (fur # — o0).
”
O(a,) bzw. o(a,), a,> 0, bezeichnet eine GroBe, die durch a, dividiert be-
schrankt bleibt bzw. gegen 0 konvergiert (fiir # — 00).
Analoge Bezeichnungen gelten auch far andere Grenziiberginge als # — 0o,
%#—>a -0 bzw. ¥ > a — 0 bedeutet, daBl » von rechts bzw. links gegen a

konvergiert.

exp (¥) = ¢%, ¢ ist die Basis der natiirlichen Logarithmen.

Max (ay, @y, ..., a,) bezeichnet diejenige (oder diejenigen) der % Zahlen
ay, @y, ..., a4, die von keiner anderen iibertroffen werden. Ahnliche Bedeutung

hat Min (a,, 44, ..., a,). Analog erklart man Max f(¥), Min f(#) fir eine im Inter-
vall a, b definierte reelle Funktion, soweit sie dort ein Maximum oder ein
Minimum besitzt. Ist dies picht der Fall, so wird dieselbe Bezeichnung fir die
obere und untere Grenze von f(¥) der Bequemlichkeit halber beibehalten. (Ahn-
lich, wenn » eine komplexe Variable ist.)

sgx bedeutet das Kromeckersche Symbol:

-+ 1 fir x> 0,
sgx = 0 {ir ¥=0,
— 1 fir » < 0.

[#] bedeutet die groBte ganze Zahl, die » nicht wbertrifft. Jedoch werden,
wenn kein MiBverstandnis zu beftirchten ist, eckige Klammern auch anstatt
gewohnlicher ohne Erklarung gebraucht.

Z bedeutet die zu z konjugiert komplexe Zahl, sofern es sich um komplexe
Zahlen handelt.

Beziiglich des Zeichens < fiir die Majorantenbeziehung vgl. Bd. I, S. 9.

Die Determinante mit dem allgemeinen Element @ =12, ..., n,
wird abkiirzend so bezeichnet: '

a., \f oder \am

|
hp=1,2,...n oder Ays Gpos - oo “M]i‘-

Unter Gebiet verstehen wir eine zusammenhingende Menge, die aus lauter
inneren Punkten besteht, unter Bereich ein dirch seine Randpunkte erginztes
Gebiet.

Unter einer stetigen Kurve verstehen wir das eindeutige stetige Bild des
Intervalls 0 = ¢ =1, d.h. die Gesamtheit der Punkte z=x - iy mit » = ¢ (),
y = v (f), beide Funktionen ¢(f) und y () stetig im Intervalle 0 ="¢=C1. Sie
ist geschlossen, wenn @(0) = @ (1), @ (0) = (1), doppelpunktlos, wenn aus ¢ (¢;)
=@y, wlt) =y (), 4 <t notwendig #; == 0, £, =1 folgt. Anstatt doppel-
punktlos sagt man hiufig einfach. Eine doppelpunktlose stetige Kurve, die
nicht geschlossen ist, heit auch ein doppelpunkiloser Bogen.

Eine doppelpunktlose geschlossene stetige Kurve (Jordansche Kurve) zer-
legt die Ebene in zwei Gebiete, deren gemeinsamen Rand sie bildet.

Integrationslinien von krummlinigen oder komplexen Integralen werden
stillschweigend als stetig und rektifizierbar angenommen.



Aufgaben.

Vierter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen
Verdnderlichen.

Spezieller Teil.
I. Kapitel,

Maximalglied und Zentralindex, Maximal-
betrag und Nullstellenanzahl.

Es seien a,, a,, 45, ..., a,, ... komplexe Zahlen, die nicht simt-
lich verschwinden. Die Potenzreihe

f@)=ayt+ayz+a, 24 - +a,2"+ .

besitze den Konvergenzradius R, R> 0. Wenn R = oo ist, heiBit f(z)
eine ganze Funktion. Es sei 07 < R; dann strebt die Zahlenfolge

lagl, a7, |a,|?, ..., | @, | 7™,

gegen 0, also gibt es darin ein groBtes Glied, das Maximalglied, dessen
Wert mit u(7) bezeichnet wird. Es ist somit

|au| 7" = (7)

firn=0,1,2,3%, ..., 7=0[I, Kap.3, §3].

Der Zentralindex v(r) ist gleich dem Index des Maximalgliedes,
d. h. pu(r) =|a,»|#. Sind unter den Zahlen |a,|7" mehrere gleich
u(7), so sei »(#) der groBte unter simtlichen in Frage kommenden
Indices. Dies fiir » > 0; fiir » = 0 vgl. 18.

Man bezeichne mit M (») den Maximalbetrag der Funktion f(z) am
Kreisrand |z| =7; M (7) ist zugleich das Maximum von |f(z)| in der
Kreisscheibe | z| <7 [III 266]. Es ist

la, |7 <M (r)
firn =0,1, 2, ..., > 0; das Gleichheitszeichen wird nur dann erreicht,
wenn auller a, simtliche Glieder der Folge a,, a,, a,, ... verschwinden.

[TIT 122]

Polya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze 1T, 1



2  Maximalglied und Zentralindex, Maximalbetrag und Nullstellenanzahl.

Die Nullstellenzahl N (r) ist die Anzahl der Nullstellen in der ab-
geschlossenen Kreisscheibe |z|=# mit Beriicksichtigung der Multipli-
zitat der einzelnen Nullstellen.

Die vorangehenden Bezeichnungen gelten fiir das ganze Kapitel.

1. Man berechne wu(7) und »(») fiir die Potenzreihe
2 22 2"
1+1_!.+§+ +7ﬁ+”"
2. Man berechne M (r) und N (r) fiir
. 3 2"
& = 1 +ﬂ,,‘_i.|‘... - 17!_{-

3. Man berechne p(#) und »(r) fiir

:1 .,l, Z_ _i_ 22 - — Z“,,,, - I.._
T RACT R RC INA) R
4. Man berechne M (r) und N (#) fiir
sin ]/;:_1“ 2 22 (=2
7;7#“ g_l.+ﬂ_...+@ﬂ_(ﬁ Lo,

5. Man berechne »(7) fiir die geometrische Reihe
14z 24 oo 2 o,

6. Man berechne N (») fiir
Thata24 2"t

7. Handelt es sich um ein Polynom nt* Grades

a0+a1z+azz2+"'+“nzn: an%’o:
8o ist
1 .
lim log () =limy(r) =n.
r>oc0 1087 #—>00

8. Handelt es sich um ein Polynom #'® Grades,

f&)=a,+ a2+ a2+ --- 4 a,2", a,+ 0,
so ist
tim 198 M O i N ) =,
r>oco lOg7 7 —> 00

9. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so
sind beide in 7 genannten Grenzwerte =oo.

10. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so
ist der erste in 8 genannte Grenzwert = oo, der zweite nicht not-
wendigerweise.



IV. Abschn., Kap. 1: § 1, Nr. 1—19. 3

11. Man bezeichne mit p; (#) und »; () das Maximalglied und den
Zentralindex der Reihe
ag+ a2t ay 2+ - a2t k=1,2,3,...
und driicke wug(7), v (7) durch u,(7), », () aus.
12. Man bezeichne mit My (r) und N, (») den Maximalbetrag und
die Nullstellenanzahl von f(z*) im Kreise |z|=7, £=1,2,3,... und
driicke M, (r), Ny (r) durch M, (), N,(7) aus.

13. Man berechne den Grenzwert lim 1—2(7)7) fiir die beiden
Potenzreihen r—>elogpu(
22 24 ZG 22 # + . g:z + 6;2
1+§+E+8"!+'”+(27)i s = 5
222 2324 2526 22717122% __(62 "[‘ e»—z)z .

eyt T et e sl ) =

/1 622 + e 22

2 4

14. Jetzt sollen im Gegensatz zu 12, My (r) und N () den Ma-
ximalbetrag und die Nullstellenanzahl von (f(2))* im Kreise |z|=<7,

k=1,2,3,... bezeichnen. Der Quotient k)zgvk—-—M(—?GS ist von £ unabhéngig.
15. Wenn ¢y =a, = --- =a,., =0, a,+ 0, sosei »(0)=gq. Die

Funktion »(7) ist streckenweise konstant; sie wachst an ihren Sprung-
stellen um eine positive ganze Zahl und ist dberall von rechts stetig.
[1120.]

16. Wenn ay=a,=--- =a, =0, a,+ 0, so ist N(0) =¢. Die
Funktion N () ist streckenweise konstant; sie wichst an ihren Sprung-
stellen um eine positive ganze Zahl und ist 4berall von rechts stetig.

17. Ist a,=0, 0 <%, <7, <R, dann ist

18. Ist /(0) =0, 0 <7, <7, <R, dann ist
M(’jzl\ ¥y

—— =

M (ry) *“Z
19. Die Funktion # =logu (¢f) wird in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem &,# durch eine Kurve dargestellt, die nicht ab-

nehmend und von unten gesehen nie konkav ist. [Man betrachte die
Gesamtheit der Geraden

n=1logla,|, n=2~&+1ogla,|, n=2&+loglay|, ....
n=mné+log|a,| ...

sinnlose Glieder mit @, =0 weggelassen. Wie lassen sich in dieser
Figur u (#) und » () interpretieren?]

1*



4  Maximalglied und Zentralindex, Maximalbetrag und Nullstellenanzahl.

20. Die Funktion 7 =log M (¢f) wird in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem &, durch eine Kurve dargestellt, die stets wachsend
und von unten gesehen konvex ist, abgesehen von sehr speziellen Poly-
nomen, fiir welche die Kurve in eine Gerade ausartet.

21. Es sei o fest, 0 <o <1. Der Quotient w(&7)/p(¥) nimmt

mit wachsendem 7 nie zu.
22, Es sei o fest, 0<< & <C1. Der Quotient M (o #)/M (7). nimmt

mit wachsendem # bestdndig ab.
23, Es sei R=o00. Es ist fiir festes &, 0 << & <1,

fim 47
r>co 1 (7)
wenn die Potenzreihe nicht abbricht, == &”, wenn die Potenzreihe sich
auf ein Polynom #'*® Grades reduziert.
24. Es sei f(z) eine ganze Funktion. Es ist fiir festes o, 0 << <1,

. M(xr)
Am S T O

wenn f(2) transzendent, == &”, wenn f(2) rational vom Grade # ist.

>

Wir bezeichnen die Sprungstellen von v (r) wachsend geordnet mit

01> O3, O3,--+ Ony -5 Q=0p=+"=0,=0, @g4,>>0, g=0,

wobei jede Sprungstelle so oft vertreten ist, als der Sprung Einheiten
enthilt; im Punkt » =0 sei »(0) als Sprung betrachtet [15]. Diese
Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen.

Wir bezeichnen die Nullstellen von f (2), nach wachsenden absoluten
Betrigen und bei gleichem absolutem Betrag nach wachsenden Argu-

menten geordnet, mit

Wy, Wy, Wy, ..oy Wy,...; W =Wy==-=1w,=0, Wy, +¥0, ¢g=0,

wobei mehrfache Nullstellen so oft vertreten sind, als ihre Multiplizitat
Einheiten enthilt. Es sei |w,|=7,, n=1,2,3,..., d. h.

71272_51732...;27”21... .

Diese Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen.
Diese Bezeichnungen gelten fiir das ganze Kapitel.
25. Wenn g, < 0,21, dann ist im einseitig abgeschlossenen In-
tervall g, <7 <@n11
v(r)=mn.
26. Wenn 7, <7,.,, dann ist im einseitig abgeschlossenen In-

tervall 7, ==v <<7#,,,
N =mn.
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27. Man berechne die Zahlen g, fiir die Potenzreihen
R R
’ 3l s! @m0t " 7
22zt b2
28. Man berechne die Zahlen 7, fiir die Funktionen
G sin}z ,

. (2

29, Wenn unendlich viele g, vorhanden sind, so ist

COsZX.

lim g, = R.

n > 00

30. Sind unendlich viele 7, vorhanden, so ist

lim#,=R.
nw—r o0

31. Es sei ay+ 0. Dann ist

lag| 7
7) =
" 01092 ---0n
Wenn @, =7 = QOpyy-
32. Es sei gy <4 0. Dann ist
M(r)= If lr" .
Py V... Ty

[III 120.] Fir welche ganzen Funktionen kann hier das Zeichen = ein-

treten?
33. Vorausgesetzt, da3 a,+ 0, ist

¥

log u (#) — log g = / K¥2 dt.

34. Vorausgesetzt, dal a,= 0,

log M (r) — log|f (0) >/N

35. Fiir eine beliebige ganze Funktion gilt

: 1
lim sup 08 () = lim sup loglog 1 r) .
r>oo  lOg? >0 log”

36. Fiir eine beliebige ganze Funktion gilt

. 1
lim sup figolvﬁ =< lim sup loil%i[(?_) .
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37. Es handelt sich um eine stets konvergente Potenzreihe, und

esist £ > 0. Die unendliche Reihe >’ o,* und das unendliche Integral
oo n=qg+1

f r~%-1log u () d7 sind entweder beide konvergent oder beide divergent.
1

38. Es handelt sich um eine ganze Funktion, und es ist £ >0.
Wenn das unendliche Integral f 7~*-1log M (r) dr konvergiert, so kon-
1 0

vergiert auch die unendliche Reihe ' 7,* (nicht umgekehrt!).
n=g+1
39. Es handelt sich um eine im Innern des Einheitskreises kon-

oo

vergente Potenzreihe, und es ist £ > 0. Die Reihe > (1 — g,)**! und
1 n=1

das Integral f (1 — &)*'log u () d¢ sind entweder beide konvergent oder

i

beide divergent.
40. Es handelt sich um eine im Innern des Einheitskreises reguldre

1
Funktion, und esist 2 > 0. Wenn das Integral /(1 — k- tlogM (t)d¢

© 0
konvergiert, so konvergiert auch die Reihe > (1 — 7,)¢*t.
n=1

41. Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Punkte

(0, -—loglaol), (17 —].Ogldll), (2, _10g|a2

)y oo (n, —logla,)), ...

(sinnlose mit a4, = 0 weggelassen) und von jedem Punkte aus einen
vertikal nach oben gerichteten Halbstrahl. Der kleinste konvexe Be-
reich &, der alle diese Halbstrahlen umfaB3t, erstreckt sich ins Unend-
liche. Man ziehe die Stiitzgerade mit dem Richtungskoeffizienten log »
(Gerade, auf der mindestens ein Randpunkt und kein innerer Punkt
von & liegt und deren Neigungswinkel zur positiven Abszissenachse
den Tangens log » hat) und interpretiere in der entstandenen Figur
log pu (r), v (r), log on -

42. Ist m ein positiver ganzzahliger Wert, den » () annimmt,
m > (0), so ist

L L
9m==MaX<@ " ﬁm;_l.)
A ‘ Am

e

43. Die Potenzreihe
ay+ ayZ -+ a2+ oo b,z -

sei so beschaffen, daB die Rolle des Maximalgliedes der Reihe nach
jedem Glied zufillt, d.h. daB zu jedem Index #=0,1,2,... (min-
destens) ein Wert 7, » >0, gehort, so beschaffen, daB |a,|?" von
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keinem anderen Glied ibertroffen wird. Hierzu ist notwendig und
hinreichend, daB3

ist. [31, I 117]
44. Es sei 0<<a<<1. Der Zentralindex »(r) der fir |z|<C1
konvergenten Potenzreihe '

1+ga“11“z+eoc’“12“32+ +ga’11L“zn+

nimmt sukzessiv alle Werte 0, 1, 2, 3,... an; ihr Maximalglied

29

1—a 1 \1-«
o (7) ~ exp o\ Togr )

wenn 7 sich 1 ndhert.
45. (Fortsetzung.) Wenn # sich 1 ndhert, so ist

o e l1-«o 1 1-«
=2 5+
U 71/2.710_6_( o > & ( >2 P
n;{) e A Bl log u () u(r).

[Man betrachte [¢* =" 7*dx ; 1 208.]
0

46. Es set &« > 0. Man berechne g, g,, 05, . . . fiir die stets kon-
vergente Potenzreihe

1+ 172242725224 ... fopnogn ...
und zeige, daB ihr Maximalglied

L
p) ~exp w177,
wenn # sich -4 oo nahert.
47. (Fortsetzung.) Wenn « fest bleibt, & >0, und # gegen + oo

konvergiert, so ist
1412y 2-20p2 4 ... o magpn o, Nl/%Tn Doglu(y)]i‘lu(y) .
(IT 209.] -

48. s sei fiir eine ganze Funktion f(2)
lim sup IO_gM (1:) =
r—> 00 4

Die Konvergenz der Reihe
14 (2)
~ az
ist sicher, ist ausgeschlossen oder bleibt dahingestellt, je nachdem
1<<1, I>1 oder I=1 ist.

FE+7E 4+ @)+ =
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49. Fiir die Weierstrafsche o (z)-Funktion findet man, wenn das
Periodenparallelogramm ein Quadrat von der Seitenldnge 1 ist, daB

fiir unendlich wachsendes 7
i A

N(?’)Nnrz’ ]-OgM(}’)'\‘w-z—yZ‘

[Hurwitz-Courant, S. 174—175.]
50. Man bestimme fiir die ganzen Funktionen

sml/z’ cosz, costz, 41, €&, o2
&
die Grenzwerte der Quotienten
rw N (7) N () v (7) M (7) log N (7)

o’ v logM()' logu()’ u()ylogu(r)  log?

fiir unendlich wachsendes # (bzw. # bei dem ersten) und stelle die Re-
sultate in einer Tabelle zusammen. [Fir ¢ sind der erste und der
letzte Quotient sinnlos, fiir ¢(z) sind nur der dritte und der letzte aus-
zuwerten und das Periodenparallelogramm als Quadrat anzunehmen.
Der letzte Quotient ergibt den Konvergenzexponenten der Nullstellen,
1 113. Man benutze 1—4, 13, 27, 28 und fiir die asymptotische Aus-
wertung von u (¥) die Formel von Stirling.]

51. Fiir alle ganzen Funktionen gilt

loglog M
lim su loglog 1« (r) = lim sup 98 08 (7)—.
> oo log 7 r>oo  log(7)
(DaB < gilt, liegt auf der Hand.) Der gemeinsame Wert dieser beiden

Grenzwerte heift die Ordnung der ganzen Funktion.
52. Die Ordnung einer ganzen Funktion kann auch als der Kon-

vergenzexponent [I, Kap. 3, § 2] der Folge ¢y, 05, ..., Qn» ..., de-

finiert werden.
53. Die Ordnung einer ganzen Funktion f(z) = Zanz" mit posi-

tiven Koeffizienten a,, a4y, a,, ..., a,, ... kann auch als der Wert des
folgenden Grenzwertes definiert werden‘

loglr/ ()1 ()]

lim su
r——»oop log 4
54. Fiir ganze Funktionen endlicher Ordnung gilt scharfer als §1:
log M (7)

Iim
r>oo logu(n)

55. Fiir nicht rationale ganze Funktionen und fiir />>1 kon-
vergiert das Integral

]# O [M @] tde, t,>0.
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56. Fiir alle ganze Funktionen gilt, daB bei vorgegebenem ¢, ¢ > 0,
beliebig groBe Werte 7 existieren, so beschaffen, daB3
M (r) < p(r)[log p(x))i+e. [45, 1122.]
57. Fur ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 1 gilt
schirfer als 56, dal} bei vorgegebenem ¢, ¢ > 0, beliebig groBe Werte #
existieren, so beschaffen, daf3

M@) < (A-+e)V2mlog u(r) ul(). 47, 1 118.]
Es sei ¢ eine Konstante, ¢+ 0, ¢ eine ganze Zahl, ¢=0, und
w,, Wy, Wy, ... eine unendliche Folge komplexer Zahlen,
wy=wy = =w;=0<|wy | Z|Wpis | = [wgas| =,
1 1 1
+ 4.
lwgial  |wgsa]  wgss)

konvergent. Eine ganze Funktion von der Form

z z
c? (1 — ) (1 - 7)
We+1/ 3 Wyip

heiBt eine Funktion vom Geschlecht Null. Wie Hadamard bewiesen
hat, ist jede ganze Funktion, deren Ordnung << 1 ist, vom Geschlecht
Null. (36, 58, IIT 332 sind wichtige Stiitzpunkte eines Beweises.)

58. Die Ordnuhg einer ganzen Funktion vom Geschlecht Null
ist gleich dem Konvergenzexponenten ihrer Nullstellen.

59. Fir ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 4, 1 >0,
deren Zentralindex im Sinne von II, Kap. 4, § 1 regulir verteilte Sprung-
stellen o,, 02, @3,..., On,... besitzt, existiert

v (7)
im =1. 11 159.
7> oo 10g 1i(7) [ ]

60. Fiir ganze Funktionen von der endlichen Ordnung 41, 1 >0,
gilt auch ohne besondere Regularitdtsvoraussetzungen

. ov(n) . v (r) .
1 f— =<1 S .
:T;on log u(r) — h= 111’3)21}) log u () LIL 160.]

61. Essei 1der Konvergenzexponent derim Sinne von I, Kap. 4, §1
reguldr verteilten Folge 7, 7,, 7;,..., #,, ..., und zwar sei 0 <1<1.
Fir die ganze Funktion vom Geschlecht Null

Z b4 z
”Z):(‘+z>(1+z)'“(1+;;>“'
. logf(rei’f)) . eiﬂln
R 7 R

wenn ¢ fest, —a<d <m. [1I 159.]

gilt
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62. Es gilt fir die in 61 erwihnte ganze Funktion, auch
wenn man von der Voraussetzung der reguldren Verteilung der Folge
71, ¥a, 3, .. , ¥u, ... absieht,

Jim sup N (7) - sinz A
rooco logM(r) — =

63. Es gilt fir jede ganze Funktion, deren Nullstellen den end-
lichen Konvergenzexponenten 4 besitzen,

L N
lim inf ———) _
e 10gM (1)
64. Es sei f(2) eine ganze Funktion und & (r) bzw. g (#) als das
geometrische Mittel von |f(z)| auf dem Kreisrand |z|=7 bzw. in
der Kreisscheibe |z| <7 erklirt [III 121]. Sind die Betrige der Null-
stellen von f(z) reguldr verteilt [1I, Kap. 4, § 1], so ist

1 1
(g (ﬂ)zmz s .

[1I 161.]

IN

A. (32.]

lim
r—> o0

& (7) ’

wenn 4 den Konvergenzexponenten der Nullstellen bezeichnet, 0 << 1 <Coo.

Fiir Polynome existiert der fragliche Grenzwert ebenfalls und ist = ¢~ ¢.
65. (Fortsetzung.) Auch ohne Annahme der reguldren Verteilung

der Nullstellen gilt
1

1 .
. 1 .
.. g\F® . - <g(7) )
1 27 <g 2] =2 .
o f (@ (7)) =e =G (7))

66. Es sei f(z) eine ganze Funktion von der endlichen Ordnung
A und M (r) bzw. m(r) das arithmetische Mittel von |/ (z)|? auf dem
Kreisrand |z| =7, bzw. in der Kreisscheibe |z|=#. Dann ist

lim inf
7> 00

67. Die ganze Funktion

f(z):ao_}—alz’*_azzz‘*_"'+dnz”’%""

soll der Bedingung
limr-*logM (r) = a

7> 00

geniigen, wo «, a positive Konstanten sind. Man beweise:
1. Ist b > a, so gilt fiir hinreichend grofB3es n

lan!< (Oébf});.
"
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2. Sind % und ¢ fest gegeben, & reell, 0 <<&<C1, so existiert ein
d, >0, derart, daB von einem gewissen Werte von 7 an stets

xar®(l-e) oo

( > o+ > )n’ﬂlam<M<r>e~W
1 xar®(l+e)

gilt.

Wire & = 0 und die Summation ohne Auslassung des ,,Zentrums‘
von 0 bis co erstreckt, so wire die Summe =M (). D. h: das ,,Zen-
trum‘‘ der Reihe {iberwiegt sehr stark die beiden , Fliigel“. [1. dient
zur Vorbereitung von 2.]

68. Wenn fiir eine ganze Funktion irgendeine der drei Grenz-
bezichungen

(1) logM (r)car*, (2) logu(r)ecars, (3) v(r)caar®

giiltig ist, dann gelten auch die beiden anderen (» - oo, a, & positive
Konstanten). [Formal ergibt sich (3) aus (2), wenn man beide Seiten

von (2) differentiiert, vgl. 33.] — Ohne Regularitidtsvoraussetzungen
gelten 51, 54, 35, 60.
69. Sind die Koeffizienten a,, a,, a,, ... der in 67 erwdhnten

ganzen Funktion f(2) positiv und geniigen sie den Ungleichungen

A=Ay =0y == - =A==,
so kann man
nlogn
log a, > — -l
®

behaupten; geniigen sie den Ungleichungen

e I i

—

@G A Gy an
so kann man schirfer sogar auf

’]’/Z-N (oc a e) *

n

schlieBen.
70." Man filge den Voraussetzungen von 67 hinzu, dal 4,=0
fir # =0,1,2,... sei. Dann ist fiir festes reelles %
Z %k a, ph
n=1

e @ ar) ()

71. Unter den Voraussetzungen 67, 70 kann man die Limes-

beziehung tog /0
ogf(r)co ar®
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,,differentiieren‘‘, d. h. daraus

£ 1
——coxar*-
f(r)
schlieBen.
72. (Verallgemeinerung von I 94.) Es sei
b+ b2+ byt - F 02" - =1(2)

eine stets konvergente Potenzreihe. Aus den drei Bedingungen

by>0, n—=0,1,2,...; lLm r-Fflogf(r)=b; lim " =s

7>+ 00 n-> 0o by,

(B, b positive, k und s beliebige reelle Konstanten) folgt:

lim g+ ayr+ayrt -+ o + ap?t -
o (BorPFF )

73. Man zeige, daB fiir » > + oo

Ty (ir) = Zn'n' 2" VMZ W;, Vzm' (IT 204.)

74. Es seien ay, a,, ..., ap, by, by, ..., b, Teelle Konstanten, die
von 0, —1, —2, —3,... verschieden sind, p <gq,

=S.

P(z):(z+a1—1)(z+a2——1)---(z—}—ap—1),
Q(z):(z—i—bl—1)(z+bz—1)-~-(z—}—bqwﬂ.

Fiir unendlich wachsendes 7, 7 >0, ist die bestindig konvergierende
Potenzreihe

Py  PMPQR,, ., POPO--PH) ,
on Tomoen T T omoe@ - om T T
1
I'(by) I'(by) --- 1'(by) e
T Ta)T (dz)"'F(di) A
wobe1 l=q—p, d=ay+ayt - +a,—by—by— --- — b, gesetzt

ist. |Man iiberzeuge sich, daB hieraus 73 nach Variablenvertauschung

als Spezialfall folgt. Man verwende als ,,Vergleichsreihe®
l l2l lnl 1 %— ]

I __.N_lr
B AT TR 7Y T r°

75. Man gewinne die asymptotische Formel in 74, ohne 72 zu be-
nutzen, auf Grund von I 94 und II 207.
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76. Die Koeffizienten ay, a,, a,, ..., a,,... der Potenzreihe
ag+ a2+ a, 22+ -+ 4+ a,2" + .- seien simtlich positiv und der Be-
dingung

. a’ 1
m#n|{—— — 1] =—, 0< <<
n—> oo an -1 ﬂn+1 l

unterworfen. (Sie ist z. B. fiir die Reihe 74 erfiillt.) Man beweise:

1. Die Reihe stellt eine ganze Funktion von der Ordnung 4 dar.

2. Es ist v (#) colog u (7) fiir r > .

3. Die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gezeichneten
Punkte

1 a1'(7)+lyv(7‘)+l

(v;(f) T

streben in ihrer Gesamtheit gegen die Gaufsche Fehlerkurve, d. h. es ist

), L=—v{), —r () +1,...,—1,0,1,2, ...

lim Mi:e_%, wenn Iim -~ = x.
r>00 u(r) 7->c0 VV ()
Man zeichne die Rechtecke, deren Grundlinie die Linge » (r)~*
hat und in der x-Achse liegt und deren Decklinie durch einen in 3.
angegebenen Punkt halbiert wird; ihr Gesamtinhalt ist mit der Fliche
der Gaufschen Fehlerkurve zu vergleichen.

2. Kapitel.
Schlichte Abbildungen.

77. Die ganze rationale Funktion
2+ a,22 4 a2+ - 4+ a,2"

sei schlicht im Einheitskreis |z| << 1. Dann ist #|a,|=<1.

78. Bildet die Funktion w = f (2) den Einheitskreis|z| <1 schlicht
auf ein Gebiet & ab und ist ¢(w) schlicht in &, dann ist ¢[f(2)]
schlicht in |z| << 1.

79. Die Funktion f(z) sei schlicht im Einheitskreis |z| <1, und
es sei f(0) = 0. Dann ist auch die Funktion

pi =17 =+ |/

schlicht in |z|<<1; hierbei ist ein bestimmter Zweig der Quadrat-

. e
wurzel zu nehmen. Ahnliches gilt fir ]/f (2", n positiv ganz.
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80. Die in 79 definierte Funktion ¢ (2) ist die allgemeinste un-
gerade Funktion, welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises
| 2] <1 vermittelt. Genauer: Wenn ¢ (z) eine ungerade, fiir |2] <1
schlichte Funktion ist, dann existiert eine fiir |2z|<C1 schlichte Funk-
tion f(z), aus welcher @ (z) auf die in 79 gesagte Weise hervorgeht.

81. Die offene Kreisscheibe & sei eineindeutig und konform auf
das Gebiet @ abgebildet; insbesondere sei die in & enthaltene konzen-
trische Kreisscheibe f auf das Teilgebiet g von & abgebildet. Die
Flacheninhalte mit |®], |®|, |¥], | g| bezeichnet, ist

Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. [III 124.1

82. Die offene Kreisscheibe ® sei eineindeutig und konform auf
das Gebiet ® abgebildet; insbesondere sei der Mittelpunkt 2 von & in
den Punkt g von @ iibergefithrt. Man bezeichne mit a2 das flichen-
hafte VergréBerungsverhiltnis in & [II1, S. 96], dann ist {Bezeichnungen
wie in 81)

.

!
Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Grenzfall von 81.)

@

|
v

@2

83. Das offene Ringgebiet f zwischen zwei konzentrischen Kreisen
sei eineindeutig und konform auf das zweifach zusammenhingende
Gebiet © abgebildet. Die kleinste offene Kreisscheibe, die $it enthilt,
sei ®; diejenigen Punkte von &, die ® nicht angehdren, erfiillen eine
abgeschlossene Kreisscheibe . Ahnlicherweise sei & das kleinste ein-
fach zusammenhingende Gebiet, das & enthilt, und g die Menge sdmt-
licher Punkte von ®, die © nicht angehéren (g ist abgeschlossen).
Endlich seien eine in & verlaufende, mit f und & konzentrische Kreis-
linie und ihre Bildkurve in @ in demselben Sinne umlaufen. Dann
besteht zwischen den Fliacheninhalten die Beziehung

6] _|%]
Tal = 8
Das Zeichen = gilt dann und nur dann, wenn die Abbildung durch

eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Verallgemeinerung von
81. nicht etwa darin enthalten!)



IV. Abschn., Kap. 2: § 1, Nr. 80—83 - §2, Nr. 84—87 - § 3, Nr. 88—80. 15

84. Eine eineindeutige konforme Abbildung, die eine offene Kreis-
scheibe mit Erhaltung des Mittelpunktes auf sich selbst abbildet, ist
eine Drehung. [82.]

85. Zwei durch je zwei konzentrische Kreise begrenzte offene
Ringgebiete sollen denselben duBeren Rand besitzen, aufeinander ein-
eindeutig und konform bezogen sein, ferner soll einer zu der Berandung
konzentrischen Kreislinie des einen Gebietes eine im gleichen Sinne um-
fahrene Kurve des anderen entsprechen. Dann sind die beiden Ring-
gebiete identisch und die konforme Abbildung ist eine Drehung. [83.]

86. Es gibt nicht zwei Funktionen w = f(2), die den Einheits-
kreis | z| << 1 schlicht auf ein gegebenes Gebiet ® abbilden, wobei der
Nullpunkt z = 0 in einen gegebenen Punkt w = w, von @ iibergeht und
/(0) >0 ist.

87. Die einzigen Funktionen, welche den Einheitskreis |z| <1
auf sich selbst schlicht abbilden, sind die linearen Funktionen
i —
etr =20 reell, |z, < 1.

2,2

0

88. Bei der durch die Formel

a—z _ (Iﬁﬂ)
1—az \1 —Vanw
vermittelten Abbildung werden einem Punkt der z-Ebene im all-

gemeinen zwei Punkte der w-Ebene zugeordnet. Welche z-Punkte bilden
hiervon eine Ausnahme? (Es ist a=|a|é®, 0<|a|<<1, & reell,

d
|#]=1 und % so bestimmt, daf ;Z;Z >0 fiir w=10.) Von dem (fest-

gewihlten) Vorzeichen von ]/Zz" ist die Abbildung unabhdingig.

89. Es sei & ein einfach zusammenhingendes Gebiet in der
z-Ebene, das den Punkt z = 0 enthélt und im Kreise | z| <1 enthalten
ist. Es sei ¢ der dem Punkt z =0 nichstgelegene Randpunkt von
®, |a|<<1; (gibt es mehrere solche, so wihle man etwa den vom
kleinsten Arcus aus, 0=<<arca<C2n). Mittels der Abbildung 88 ent-
sprechen dem Gebiet & zwei Gebiete in der w-Ebene, von denen das
eine ®* den Punkt w = 0 enthilt, das andere &** nicht. &* und
®** besitzen keinen gemeinsamen Punkt, wohl aber mindestens einen
gemeinsamen Randpunkt und liegen beide im Innern des Einheitskreises.

Das durch 89 bestimmte Gebiet &* heiit im folgenden das
Koebesche Bildgebiet von ®&. Es ist von Vorteil, & und @* in der-
selben Ebene zu deuten. & und &* entsprechen einander eineindeutig,
mit Erhaltung des Nullpunktes und der Richtungen im Nullpunkt.
Sowohl & wie auch ®* ist ein echtes Teilgebiet des Einheitskreises.
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90. Man untersuche das Kocebesche Bildgebiet des ,,Schlitzge-
bietes”!, das aus dem Kreis | z| <1 durch Entfernung (Aufschlitzung)
der Strecke a = z << 1 entsteht, 0 << a < 1; insbesondere finde man den
dem Nullpunkt nichstgelegenen Randpunkt.

91. Man untersuche das Koebesche Bildgebiet des Kreises
|2|<<a, 0<<a< 1 und finde den dem Nullpunkt nichstbenachbarten
und den davon am weitesten entfernten Randpunkt.

92. Jeder Punkt des Koebeschen Bildgebietes von ¢ ist vom Null-
punkt weiter entfernt als der ihm entsprechende Punkt von &.

93. Es heile @, das Koebesche Bildgebiet von &, &, das von
®,, ®, das von ®,, .... Es sel mit a bzw. mit a,, 4,, a5, ... der dem
Nullpunkt nichstbenachbarte Punkt von & bzw. von &,;, ®,, ®,, ...
bezeichnet. Dann ist

la|<|a|<|ay| <laz|<---.

94, (Fortsetzung.) ¢ ist durch die Koebesche Abbildung auf
®,, ®, auf &,, ..., ®,_, auf @, eineindeutig und konform abgebildet;
die hieraus resultierende Abbildung von & auf @, sei durch die ana-
lytische Funktion f,(z) vermittelt (z durchliuft die Punkte von &).

. 1
Es ist £,(0) =0, 0</,(0) <+—; man driicke f,(0) durch a, a,, a,,
..y @y_q AUS. |a

95. Unter a, a,, 4,,..., a,,... die in 93 erwihnten Punkte

verstanden, zeige man auf Grund von 94, dal

lim |a,|=1.

n > o0

96. (Fortsetzung von 93, 94.) Es existiert der Grenzwert
lim £, (z) = f (2)

n > o0
in jedem Punkte z von &, und zwar ist die Konvergenz in jedem
Innenbereich von & gleichmiBig. Die Grenzfunktion f(z) bildet &
schlicht auf das Innere des Einheitskreises ab. [ITI 258.]

Im folgenden [97—163] sei & ein beliebiges, einfach zusammen-
hingendes Gebiet in der z-Ebene mit mehr als einem Randpunkt, a ein
beliebiger, im Endlichen gelegener Punkt von &. Der unendlich ferne
Punkt kann innerer oder Randpunkt von & sein. Wir bilden & kon-
form und schlicht auf das Innere eines Kreises in der w-Ebene ab, und
zwar derart, daB der Punkt a in den Mittelpunkt des Kreises iibergeht
und das VergroBerungsverhéltnis in a [I11, S. 96] gleich 1 ist. Der Radius
dieses Bildkreises ist durch das Gebiet & und den ,,Aufpunkt‘ a ein-
deutig bestimmt. Wir nennen ihn den uneren Radius von ® in bezug
auf a, und seine Linge bezeichnen wir mit 7,. Es gibt [96] eine ein-
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deutig bestimmte [86] Funktion w = f(a; 2) = f (#), welche diese Ab-
bildung vermittelt, d. h.  auf das Kreisinnere |w | <7, schlicht ab-
bildet und in der Umgebung von « eine Entwicklung von der Form

(*) w=Ff@F=2—a-tcy(z—a)P+cy(z—aP+ .-

besitzt. Wir nennen (*) die zu dem Aufpunkt a gehorige normierte Ab-
bildungsfunktion. Unter dem inneren Radius einer geschlossenen, doppel-
punktlosen, stetigen Kurve L (in bezug auf einen darin liegenden Punkt)
verstehen wir den inneren Radius des Innengebietes von L.

® sei jetzt ein einfach zusammenhidngendes Gebiet der z-Ebene,
dem der unendlich ferne Punkt z= oo angehért. Das Komplement
von @& ist dann ein abgeschlossener, ganz im Endlichen gelegener Be-
reich 8. Den duferen Radius von 9B definieren wir folgendermaBen:
Wir bilden & konform und schlicht auf das AuBere eines Kreises in
der w-Ebene ab, und zwar derart, daB der unendlich ferne Punkt in
sich {ibergeht und der Betrag der Ableitung der Abbildungsfunktion
fiir 2 = co (VergroBerungsverhiltnis im unendlich fernen Punkt) gleich 1
ist. Der Radius -dieses Kreises ist durch das Gebiet & eindeutig be-
stimmt. Wir nennen ihn den duferen Radius von 8 und seine Linge
bezeichnen wir mit 7. Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion
w=f(z), welche diese Abbildung vermittelt, d. h. @ auf das Kreis-
duBere |w|>7 schlicht abbildet und in der Umgebung des unendlich
fernen Punktes eine Entwicklung von der Form

(**) =) =zt ottt

besitzt. Wir nennen (**) die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf-
punkt gehorige normierte Abbildungsfunktion. Unter dem duBeren Radius
einer stetigen Kurve L, die teilweise oder auch ganz schlitzartig sein
kann, verstehen wir den dufBleren Radius des abgeschlossenen Inneren
von L. Das vorhin mit @ bezeichnete Gebiet ist in diesem Falle das
AuBere von L bzw. die lings L aufgeschlitzte Vollebene, wenn L ein
Kurvenstiick ist1).

Bei der Abbildung des Inneren (oder AuBleren) einer geschlossenen,
doppelpunktlosen, stetigen Kurve L auf das Innere (bzw. AuBere) eines
Kreises wird das abgeschlossene Innere (AuBere) von L eineindeutig
und stetig auf das abgeschlossene Kreisinnere (KreisiuBere) bezogen.
(Vgl. C. Carathéodory, Math. Ann. Bd. 73, S. 314320, 1913.)

97. Man berechne den inneren Radius 7, und den #uBeren
Radius 7 der Kreislinie [z| =9, 0>0, |a]|<o.

1) Genauer ausgedriickt ist hier eine stetige Kurve L von folgender Art
gemeint: Derjenige einfach zusammenhingende Teil des Komplementes von L,
der den unendlich fernen Punkt enthalt (d. h. @), besitzt einen Rand, der voll-
standig mit L iibereinstimmt. Vgl. z. B. 101, 105.

Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze II. 2
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98. Man berechne den inneren Radius 7, des KreisduBeren [z} >0,

a endlich, |a|> ¢, und den Grenzwert limz,.
a—> oo
99. Man berechne 7, fir das Winkelgebiet 0 <Carcz<d,,
0<Vy=<2m.

100. Bei Ahnlichkeitstransformationen 2 = hz - & mit einem von
Null verschiedenen VergréBerungsverhiltnis |4 | wird der innere bzw.
duBere Radius in dem Verhiltnis 1: | 4| vergréBert. D. h. wenn das
Gebiet @ in &, der im Endlichen gelegene Aufpunkt a in a'= ha 4k
iibergeht, dann besteht zwischen dem inneren Radius 7, von & in
bezug auf @’ und dem inneren Radius 7, von ® in bezug auf a die
folgende Beziehung:

re=|h|7,.

Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius.
101. Der 4duBere Radius einer Strecke von der Linge [ ist
l

=%

i

102. Der duBere Radius einer Ellipse, deren Achsen zusammen
die Lange / haben, ist
l

4 4

i

103. Man berechne den inneren Radius einer offenen Halbebene
in bezug auf einen darinliegenden Punkt, dessen Abstand vom Rande 4
betrigt.

104. Es sei 7, der innere Radius eines Gebietes & der z-Ebene,
und die schlichte Abbildung

Z—b=yz—a)+rE—a?+ -

fithre @ in ein Gebiet @&’ der z’- Ebene iiber. Wenn #, den inneren Radius
des Gebiets ¢ in bezug auf den Aufpunkt 2’=b bedeatet, dann ist

ri=|7|t..

Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius bei schlichten Abbildungen
der Form

z’::yz-+;'0+—);i+§-:-+--w

105. Man berechne den duBeren Radius # der Kurve, welche aus
der Kreislinie |z| =1 durch Hinzufiigen der beiden reellen Strecken
1<z2=ay, —a,=z<—1 entsteht; a; >1, a, >1.

106. Man berechne den inneren Radius eines unendlichen Parallel-
streifens von der Breite D in bezug auf einen darinliegenden Punkt,
dessen kiirzester Abstand vom Rande 4 betrigt, 24 = D.
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107. Es sei a ein beliebiger endlicher Punkt des Gebietes & der
z-Ebene. Die lineare gebrochene Transformation 2= —z——i—a fithrt &

in ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes Gebiet & tiber. Der
innere Radius von & in bezug auf a ist gleich dem reziproken Wert
des duBeren Radius des Komplements von &'

108. Man betrachte das Gebiet &, welches aus dem Einheitskreis
|2]| <1 durch Entfernen der beiden reellen Strecken b, =z<(1,
— 1 <2< —b, entsteht, 0<C b, <1, 0<<b,<C1. Man berechne den
inneren Radius von & in bezug auf den Nullpunkt.

109. Die Ungleichungen

Sp=arci =g, 0<=D,<2m, ozt
T %2

bestimmen ein Kreisbogenzweieck K in der z-Ebene; seine Ecken liegen
in z; und z,, und seine Seiten schliefen miteinander den Winkel 4, — 9,
ein. Wie groB ist der duBere Radius von K? Man beachte die Spezial-
fille &) - 9y = 270; O, = Oy; 9 = =, Jy—r.

110. Es seien a und & Punkte des Gebietes &, f(z) bezeichne die
zu b als Aufpunkt gehorige normierte Abbildungsfunktion. Dann ist

_n—li@]

o= b |‘f/(“) |

111. Man berechne die normierte Abbildungsfunktion der lings
der reellen Strecke -} <<z <C 4 oo aufgeschlitzten Vollebene in bezug auf
den Nullpunkt und verfolge die Anderung des inneren Radius 7,, wenn
a simtliche reelle Werte von —oo bis 4 durchluft.

112. Es sei L eine analytische Kurve. (D. h. die zu einem beliebigen
inneren Punkt von L gehorige normierte Abbildungsfunktion sei fort-
setzbar iiber L hinaus und verschiedenwertig auf L.) Konvergiert der
im Innern- von L gelegene Aufpunkt a gegen einen Punkt von L,
dann konvergiert der innere Radius 7, gegen 0.

113. Es sei a ein solcher Punkt des Gebietes ¢, daB in a ein
relatives Maximum des inneren Radius 7, eintritt. Die zu a gehorige
normierte Abbildungsfunktion

f@)=z—a+cy(z—a)?+cy(z—a)p+---

ist dann so beschaffen, daB ¢, = 0 ist.

114. Welches ist der geometrische Ort derjenigen Punkte a der
oberen Halbebene Jz>0, in bezug auf welche der innere Radius 7,
von 3z >0 konstant ist?

2*
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115. Es sei @ ein endliches Gebiet in der z-Ebene, a ein be-
liebiger Punkt von &, # eine positive ganze Zahl. Vermoge der Trans-

formation z':n}; —a entspricht @ ein in bezug auf den Nullpunkt
,m-fach symmetrisches Gebiet &'. Ein Punkt 2’ gehort dann und nur
dann & an, wenn 2 -} a ein Punkt von & ist. Zwischen dem inneren
Radius 7, von & in bezug auf @ und #; von @’ in bezug auf 2= 0 be-
steht dann die Beziehung

=7 .
Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius bei der Transformation 7= 71/;,
wenn der Nullpunkt zum Komplement von & gehort.
116. Es sei # positiv ganz. Man schlitze die Vollebene lings der
»n Halbstrahlen

7 B 2my
Z;Izlg—koo, arcz == -, y=1,2,..,n

auf und berechne 7, fiir das so entstandene Schlitzgebiet. Welchem
n,—
Grenzwerte strebt 7, zu, wenn sich a lings der Strecke 0= |z | < ]/—}I.
2 .
arcy = - ZV dem Schlitzendpunkt ndhert?

117. Man berechne den duBeren Radius des Schlitzgebietes, dessen
Rand die beiden Strecken —ax<z=<¢«, —f=<iz=f sind; &« >0, §>0.

118. Es sei @ ein beliebiges Gebiet in der z-Ebene, a ein endlicher
Punkt von . Die zu a gehérige normierte Abbildungsfunktion f(z)
und der innere Radius 7, haben folgende Minimumeigenschaft: Unter
allen Funktionen der Form

Fley=2z—a+dy(z—a2+dyz—a)p-F -,

welche in & reguldr sind, besitzt f(z) den kleinstmoglichen Maximal-
betrag in &; dieses ,,minimum maximorum* ist gleich #,. Genauer:
Ist M die obere Grenze von |F(z)|in ¢, dann ist

M=vy,.

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn I (z) = f (z) ist.

Ahnliches gilt in dem Falle, wo & den unendlich fernen Punkt
enthilt, fiir die zu dem unendlich fernen Punkt als Aufpunkt gehorige
Abbildungsfunktion und fiir den duBeren Radius des Komplements
von @: die Kreisabbildung ist durch ein ,,maximum minimorum‘* aus-
gezeichnet.

119. Es sei @ ein in bezug auf die reelle Achse symmetrisches
Gebiet, a reell. Dann hat die Potenzreihenentwicklung der zu a ge-
horigen normierten Abbildungsfunktion nach Potenzen von z — a
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lauter reelle Koeffizienten. Ahnliches gilt fiir die zu dem unendlich
fernen Punkt als Aufpunkt gehoérige normierte Abbildungsfunktion,
wenn & den unendlich fernen Punkt enthilt.

120. Es sei @ ein in bezug auf den Nullpunkt symmetrisches Ge-
biet. Dann enthilt die Potenzreihenentwicklung der zu dem Nullpunkt
gehorigen normierten Abbildungsfunktion nur die ungeraden Potenzen
von z. Ahnliches gilt fiir die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf-
punkt gehorige normierte Abbildungsfunktion, wenn & den unendlich
fernen Punkt enthilt.

121. Es sei @* ein echtes Teilgebiet von &, 7, und 7} seien
bzw. die inneren Radien von & und &* in bezug auf einen und
denselben Punkt von @*. Dann ist

r¥<r,.

Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius.

122. Es sei @ ein beliebiges Gebiet, a ein endlicher Punkt von &
und 7 bzw. R seien die Radien der grofiten bzw. kleinsten offenen
Kreisscheibe um @, die & angehort bzw. @ enthilt. Es ist # >0,
R=v7, R endlich oder unendlich; ferner ist

r<=r,<R.

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn & eine offene Kreis-
scheibe ist. _

123. Das Gebiet ® soll den unendlich fernen Punkt enthalten,
und b sei ein Punkt des Komplements % von ®&. Wir bezeichnen
mit 7 bzw. R den‘Radius der groBten abgeschlossenen Kreisscheibe
um b, die B angehort bzw. der kleinsten, die B enthilt. Es ist
r==0, R=7, R endlich; ferner ist

r=7=R.

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn B eine abgeschlossene
Kreisscheibe ist.

124. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe
die Lange I. Wenn a einen beliebigen Punkt im Inneren von L be-
zeichnet, dann ist

2ar,=1.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir Kreislinien vom Mittelpunkt a.
Ahnliches gilt fiir den duBeren Radius.
125. Das Gebiet & habe den inneren Inhalt |®|;, und @ sei ein
beliebiger endlicher Punkt von &. Dann ist
l O] [1; Znd .

Das Zeichen = gilt nur fiir die Kreisscheibe |z —a|<7,.
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126. Das Komplement 8 des den unendlich fernen Punkt ent-
haltenden Gebietes ® habe den duBeren Inhalt |®8],. Dann-ist

|B|,<ar?.

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn 8 eine Kreisscheibe ist.

127. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe den
duBeren Radius 7 und (in bezug auf einen beliebigen inneren Punkt a)
den inneren Radius 7,. Dann ist

\

Va7,

|

== gilt dann und nur dann, wenn L eine Kreislinie ist und « im Mittel-
punkt von L liegt.

128. Es sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve,
welche den Nullpunkt enthilt, # der duBere Radius von L, 7, der
innere Radius von L in bezug auf den Nullpunkt. Es sei P(z) ein
Polynom, dessen niedrigstes Glied a;zf und hochstes Glied a,2" ist,
P(2) = ap2* + a2 4 - -} a, 2", und M bezeichne das Maximum
von | P(z)|, wihrend z die Kurve L durchliuft. Dann ist

M =|ag|7E, M=|a,|7.

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn L eine Kreislinie um den
Nullpunkt als Mittelpunkt und das fragliche Polynom eine Potenz von z
ist, multipliziert mit einer Konstanten.

129. Die Funktion f(z) sei regulir und von positivem Realteil im
Inneren der geschlossenen, doppelpunktlosen, stetigen Kurve L und stetig
im abgeschlossenen Inneren von L. Wenn der Realteil von f(z) auf einem
Bogen L’ von L verschwindet, dann dndert sich darauf der Imaginir-
teil von f(2) stets in demselben Sinne, und zwar abnehmend, wenn 2z
den Bogen L’ im positiven Sinne durchlduft. [IIT 233.]

130. Man bilde den Streifen 0 << §2 << D so auf den Kreis |w| < 1
ab, daB der Punkt z =+ dem Kreismittelpunkt w = 0 entspricht (D > 1).
Wie groB ist der Bogen auf dem Kreisrand |w | = 1, der bei dieser Ab-
bildung der reellen Achse §z =0 entspricht? (Fir D=2 und D=
klar.) Wie veridndert sich der fragliche Bogen, wenn D wichst?

131. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L, und L,
sollen eine endliche Anzahl von gemeinsamen Bogen haben, und es
soll das Innere von L, im Innern von L, enthalten sein. (L, besteht
aus einer geraden Anzahl von Bogen, die abwechselnd im Innern und
am Rand des von L, umschlossenen Gebietes verlaufen.)

Man bilde zuerst das Innere von L,, dann das Innere von L, auf
das Innere eines und desselben Kreises ab, so dafl beidemal derselbe
Punkt O im Innern von L; in den Kreismittelpunkt {ibergeht. Beide
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Abbildungen ordnen den einzelnen Stiicken von L, und L, ganz be-
stimmte Kreisbogen als Bilder zu. [S. 17.]

Man beweise, daB die Linge des Bildes irgend eines gemeinsamen
Bogens von L, und L, bei der Abbildung des (von L; umgrenzten)
kleineren Gebietes kleiner ausfillt als bei der Abbildung des (von L,
umgrenzten) groBeren Gebietes. Beispiel: 130. [129.]

132. Man suche eine elektrostatische Interpretation von 1831.

133. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L, und L,
sollen nur endlich viele gemeinsame Punkte besitzen, die beiden von
ihnen umschlossenen Gebiete sollen ein gemeinsames Teilgebiet  haben.
Ein Punkt von ¥ sei mit O, und derjenige zusammenhéngende Teil
von §, der O enthilt, mit $* bezeichnet. Solche Bogen von L, und L,,
die zum Rand von ¥* gehoren, heilen von O aus ,,sichtbar, solche,
die nicht dazu gehéren, heilen ,,verdeckt*. (Die Bezeichnungen ,,sicht-
bar“ und ,,verdeckt‘ haben ihre gewohnliche Bedeutung, wenn L, und L,
in bezug auf O sternférmig sind.)

Man bilde zuerst das Innere von L,, dann das Innere von L, auf
das Innere des Einheitskreises ab, und zwar soll beidemal der Kreis-
mittelpunkt das Bild von O sein. Die Bilder der ,sichtbaren Teile
von L, nehmen einen groBeren Prozentsatz des Kreisrandes ein, als
die Bilder der ,,verdeckten Teile von L, (Zur Veranschaulichung
denke man sich L, als Kreis mit O als Mittelpunkt.) [131.]

134. Es sei B ein Bereich, ¢ ein innerer Punkt von 9B, und R die
Gesamtheit derjenigen Randpunkte von ¥, deren Abstand von { nicht
mehr als o betrigt. Diejenigen auf der Kreislinie vom Radius ¢ und
dem Mittelpunkte { liegenden Bogen, die nicht zu B gehoren, sollen
die Gesamtlinge o £2 haben.

Die Funktion f(z) sei reguldr und eindeutig im Innern, stetig auf
dem Rande von %, und zwar soll |/(2) |=a« in den Punkten von
R, |/(z)|=A4 in den iibrigen Randpunkten von B gelten, a << 4.

Dann ist
Q )

FGIETE P
(Schirfer als I1I 276.)

135. Das in der z-Ebene gelegene, einfach zusammenhidngende Ge-
biet @, sei folgenden Bedingungen unterworfen:

1. ®, ist enthalten im Kreis |2|<<a, a > 1.
2. ®, enthilt den Kreis |z| < 1.
3. (), enthilt den durch die Beziechungen

lz] =1, —a,<arcz<a,

abgegrenzten Bogen; 0 << o <. .
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4. Der zu dem unter 3. erwidhnte, komplementire Bogen auf
der Peripherie des Einheitskreises, fiir den

|z =1, o,=arcz=2m— &,

gilt, geh6rt zum Rande von §&,.
Es sei ¢, mittels w = f,(2) eineindeutig und konform auf den
Einheitskreis |w| <C 1 abgebildet, und zwar sei £,(0) = 0, f,(0) > 0.
Wird mit wachsendem # der Einheitskreis von @, nach und nach
abgeschniirt, d. h. ist lim «, == 0, dann ist

" > o0
lim fn(z) =2,
unabhdngig davon, wie sich der vom Einheitskreis abgeschniirte Teil
von ®, fir groBes n verhdlt. [Methode III 335.]

136. Die Funktion
b b
w=g(&) =z+b,+—++-2+4
z
sei reguldr fiir |z| >1, und bilde dieses Gebiet (das AuBere des Ein-

heitskreises) schlicht auf ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes
Gebiet & ab. Es ist dann

o P+ 2]0, P +3]0 [+ =1,

Man hat insbesondere |b,| =1 und in dieser letzten Ungleichheit gilt
dann und nur dann das Zeichen =, wenn & die lings einer Strecke
von der Linge 4 aufgeschlitzte Vollebene ist.
137. (Fortsetzung.) Es ist fir [z|>1
, 1
g | =— .
FTR
Das Zeichen = tritt in dem Punkt 2, |e|=1, 0>1 dann und nur
dann ein, wenn g(z) die Form hat: °

1 1 1
g(z):z‘Fbo——g<9—z)E;‘z_1-

Wie ist in diesem Falle das Bildgebiet beschaffen?

Bei der Abbildung in 136 haben simtliche Kurven in der w-Ebene,
die den konzentrischen Kreisen vom Radius > 1 um den Nullpunkt
z =0 entsprechen, die sog. Niveaukurven (Kreisbilder), den gleichen
konformen Schwerpunkt b, [III 129]. Wir wollen b, den Ekonformen
Schwerpunkt des Gebietes @ nennen.
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138. Das einfach zusammenhidngende Gebiet & enthalte den un-
endlich fernen Punkt und sei symmetrisch in bezug auf einen Punkt P.
Dann ist P der konforme Schwerpunkt von &.

139. (Fortsetzung von 136.) Wenn das Gebiet & den Nullpunkt
nicht enthélt, dann liegt der konforme Schwerpunkt von & innerhalb
des Kreises, der um den Nullpunkt mit dem Radius 2 gezeichnet ist.
D. h

| bo I =2;

= gilt hier dann und nur dann, wenn & die lings einer vom Nullpunkt
ausgehenden Strecke von der Linge 4 aufgeschlitzte Vollebene ist.
[Man wende 136 auf }g(2?) an.]

140. (Fortsetzung.) Die Entfernung d eines beliebigen Randpunktes
von & vom konformen Schwerpunkt von & ist hochstens 2. Es ist
sogar 4 <C 2, wenn nicht die in 136 erwihnte spezielle Abbildung vorliegt.

141, (Fortsetzung.) Die Maximaldistanz D der Randpunkte von

& (Durchmesser des Randes von ®) liegt zwischen den Grenzen 2 und
4,d h.

= gilt bei der unteren Abschitzung nur dann, wenn & das AuBere
eines Kreises vom Radius 1, bei der oberen Abschitzung nur dann,
wenn & das Schlitzgebiet in 136 ist.

142. Unter allen stetigen Kurvenstiicken, die zwei feste Punkte
miteinander verbinden, hat die Gerade den kleinsten duBeren Radius.

143. Das Gebiet @ in 136 habe den konformen Schwerpunkt 0.
Dann ist

Eg(z)lglzlnt—él, |zl >1.

T o
Das Zeichen = gilt nur bei der Abbildung w =z + %—, & reell.
144. (Fortsetzung.) Bei der in Rede stehenden Abbildung kann

kein Punkt z um mehr als Tz—| aus seiner urspriinglichen Lage ver-

schoben werden. D. h.
|g(z)——z|<f|fgfl, [2]>1.
145. Man untersuche die Verschiebung [144] bei der Abbildung
des KreisdubBern auf ein spezielles Schlitzgebiet; dies ist berandet von

der hufeisenformigen Kurve, die, aus drei geradlinigen Stiicken bestehend,
die vier Punkte

A48, —a-lid —a—id, a—id
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in dieser Reihenfolge verbindet; a >0, 6 > 0. Man beachte insbeson-
dere den Fall, in dem a gegen 2, J gegen O konvergiert, und zeige
an der Hand dieses Beispiels, daB die Konstante 3 in 144 durch keine
kleinere ersetzt werden kann. ‘

146. Die Funktion
f(z) =Z+a222+4323+
sei reguldr und schlicht im Einheitskreis |z]| < 1. Dann ist

la,| < 2;

= gilt nur fiir Funktionen von der Form

4
f (2') = (1; e}:’(;z;)é', o reell. (111)

[Man wende 139 auf (f(z~1)) " an.]
147. Die Funktion
w=7[(2) =2+ a,22 + a;22 4 --.
sei schlicht im Kreisinnern |z2|<<R. Wenn das Bildgebiet & in der
w-Ebene den Punkt w = oo nicht enthilt, dann enthilt es vollstindig
. . R . .
die offene Kreisscheibe |w|<< T Mit anderen Worten, wenn 4 die
kleinste Distanz des Randes von ¢ vom Nullpunkt w == 0 bezeichnet,
R
dann ist d;_z. Es ist sogar d>§—, wenn & nicht die lings der

R .
Strecke arcw = konst., 7 =< |w| <+ oo aufgeschlitzte Vollebene ist.

’ 1@
[Man wende 146 auf ey

148. Es gilt folgende Verschirfung von 147: Die kiirzeste Rand
distanz d genigt der Ungleichung

an, wo % ein Randpunkt von @ ist.

a

I/

@[ 42"
(Vgl. 146.) Gleichheitszeichen wie in 147.

149. (Fortsetzung von 147.) Wir bezeichnen die Verbindungsstrecke
von zwel Randpunkten von & als eine Haupisehne von @, wenn sie durch

den Nullpunkt hindurchgeht. Jede Hauptsehne von ¢ hat mindestens die
Liange R. Der dufBlerste Fall tritt dann und nur dann ein, wenn ® die

, R
lings der beiden Streckenw® = + |w \ etx o reell, 5 = [w] < 4 oo aufge-
schlitzte Vollebene ist. (116.)
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150. (Fortsetzung von 146.) Im Einheitskreis |z| <1 gilt die Un-
gleichung
1= _il=2

H/\

= gilt nur, wenn das Bildgebiet die geradlinig aufgeschlitzte Ebene
ist. [Man transformiere den Einheitskreis derart in sich, daB ein be-
liebiger fester Punkt z,, |2,/ <<1, in ‘den Nullpunkt iibergeht, und
wende dann 146 an.]

151, (Koebescher Verzerrungssatz.) Die Funktion

f)=z+4ay?®+ayzd+ -

sei regular und schlicht im Einheitskreis |z]| < 1; es sei ferner 7 eine
positive Zahl, » << 1. Dann gelten in der Kreisscheibe |z| <7 die Un-

gleichungen
;;;;;; <If@)]=—t"
(1 —7)3

Das Gleichheitszeichen kann nur bei den Abbildungen

' z
f(2) = ( e o reell,
eintreten. [150.]
152. (Fortsetzung.) In der Kreisscheibe |z| <7 gilt

T
(1+7)?

Gleichheitszeichen wie in 151.
153. Es gilt folgende Verschirfung von 182: Fiir |z| =<7 ist

y -
1 +lazlr+ﬂ§“(z)lé(1 — 72
Gleichheitszeichen wie in 151. (Verallgemeinerung von 148.) [Vgl.
Losung 148, ferner 143.]

154. Fiir ungerade Funktionen f (2) = — f (— 2) kann 152 folgender-
maBen verschirft werden:

&/Tlﬁg“(z)(é1

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir /() = - .
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155. (Fortsetzung.) Es ist

———f (ret?) ‘2d0/ r .
1,2

[Der Inhalt des Bildes von |z]|= o <7 ist =& Max |/(2)[?
11T 128.]

156. (Fortsetzung von 152.) Es sei # eine positive ganze Zahl.
Es gibt eine Funktion w,(r) von # und # allein, 07 <1, so be-
schaffen, daB fiir jede in 151 erwihnte Funktion f (2) in der Kreisscheibe
| z| = v die Ungleichung

2| =0;

Jf (n) ‘ = (I)n
gilt.
157. (Fortsetzung.) Es sei n eine positive ganze Zahl, n=2. Es
gibt eine nur von # abhingende Konstante w,, so beschaffen, daB fiir
jede in 151 erwihnte Funktion f(z) die Ungleichung

] Z 0,
gilt. Es sei w, die kleinste Konstante dieser Art; dann ist

Lt

W e

4 (n—1)"
158. (Fortsetzung.) Es ist

;ﬂaﬂ fre?)|dd < 117 . [155.]

159. (Fortsetzung.) Es ist (Verschirfung von 157)

=, < en.

160. Die Abschitzung von 146 kann man fiir Funktionen
f@)=z2+a,2+ a2+ - +agz"+ -,

die im Einheitskreis |z| <1 schlicht und dem Betrage nach kleiner als
M bleiben, folgendermaBen verschirfen: Es ist M =1 (= nur fiir

f(z) = 2) und
|a2[§2(1 — %)

Wann tritt das Gleichheitszeichen ein? {Man wende 146 auf
(@)
[,1 + ei"‘M“lf(z)]z

an.

2
1) Diese Schranke ist kleiner als %nz.
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161. Die Funktion
fR)=z+a2+a,2+ - Fa,2"+ -

sei reguldr im Einheitskreis 2| << 1 und bilde diesen auf ein Gebiet ab,
welches in bezug auf den Nullpunkt sternférmig ist [II1 109]. Dann ist

la,|=mn, n=2,3,4, ...
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn

z

e 1.
Tyt o reel

He) =

162. Die Funktion
J@Q)=z2+a,22+ a2+ - +a2" + -

sei regulir im Einheitskreis |z| <1 und bilde diesen auf ein konvexes
Gebiet ab [III 108]. Dann ist

la, | =1, n=2,3,4,....
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn

2
1—etoz

/(2) = ;
das Bildgebiet ist dann eine den Nullpunkt enthaltende Halbebene,
deren Begrenzungsgerade vom Nullpunkt den Abstand 3} besitzt.

163. Wenn die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| <1 reguldr und
schlicht ist, dann ist das Bild der Kreisscheibe [z‘ <7 ein konvexes Gebiet,
sofern #=2—)3=0,26 .... Diese Zahl (Rundungsschranke) kann
durch keine kleinere ersetzt werden.

3. Kapitel.
Vermischte Aufgaben.

164. Wenn die Funktion f(z) im Streifen 0= Rz=<x regulir, ein-
deutig und beschrdnkt ist und daselbst in den Punkten z,, z,, 23,

2y, ... (2, =%, + 1y,) verschwindet, dann ist entweder die Reihe mit
positiven Gliedern

e~ lnl Sinxl - e~ 1l Sinx2 e~ 1wl Sinxs + -+ e~ nl siny, -+ «--

konvergent, oder es ist f(z) identisch = 0. [III 297.]
165. Von dem Koeffizienten £, (2) der linearen homogenen Differen-
tialgleichung

YO - f1(2) YD 4 fo(2) Y@ 4 o L (2)y =0
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sei vorausgesetzt, dall er ecine ganze Funktion ist. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiwr, daB das allgemeine Integral dieser
Gleichung eine ganze Funktion sei, besteht darin, daB3 auch die tibrigen
Koeffizienten f, (2), f5(2). ..., f,(2) ganze Funktionen sind.

166. Die Funktion w = ¢ (2) sei reguldr (eventuell mehrdeutig)
im Ringgebiet 0<C|z| <o, 0>0, und geniige dort identisch einer
Gleichung der Form

Fo@)w' 4+ F (2)w 14 .. +F, (2w + F;(2) =0,

wo Fy(2), Iy (2), ..., F;-1(2), I';(2) in einer Umgebung des Punktes z =10
reguldr sind. Gibt es eine Potenzreihe ¢, -+ ¢;z -+ ¢,2% + ---, so be-
schaffen, dal} die Funktion (@ (2) — ¢, — ¢;2 — 22 — -+ — ¢, 12" 1) 27"
fiir unendlich viele Werte von # in der Umgebung von z = 0 beschrankt
bleibt, dann ist ¢ (z) regulir in der Umgebung von z =0, und es
ist o) =cy+ey2+cy22+ - Fc 2"+ ...

167. Die Funktion f(z) sei regulir und eindeutig fir R = |z]| < oo,
R > 0. Dann gibt es eine ganze Zahl p =0, eine ganze Funktion G (2)
und eine fir [zJ = R konvergente Potenzreihe

61 G- g
v ="+ 5+ 5t
so daB fiir R=|z|<C o0
f) =27 G g e

gilt. Wiirde man gleichzeitig in der Voraussetzung und Folgerung die
Ungleichung R =2 | z| < oo durch die Ungleichung R <C | z| <C oo ersetzen,
so wiirde ein falscher Satz entstehen.

168. Es sei f(2) = f(x 4 iv) eine meromorphe periodische Funktion
von der Periode 2 7, die im Streifen 0 <Rz <2z nur eine endliche
Anzahl Nullstellen und Pole hat. Man bezeichne mit M (y) das Maximum,
mit u (y) das Minimum von | f (% + dy) | fir 0==x =< 2. Ist bekannt, dal}
lim su loglog M(y) <1 oder daf limin 1@%5}2 > —1,

lyl->o0 l ' ly!->o0

so ist f(z) sicherlich eine rationale Funktion von ¢’?.
169. Es sei f(2) eine analytische Funktion, z =% -} ¢y, und das
Quadrat des absoluten Betrages von f(2)

@ =g,y

sei eine algebraische Funktion der reellen Variablen ¥ und y. Dann ist
die Funktion f(2) selbst eine algebraische Funktion von z.

170. Es gibt keine lings der reellen Achse regulire analytische
Funktion, die fir reelle Werte der Variablen jeden Wert im Innern
eines festen Kreises annimmt. Kurz gefal3t: Es gibt keine analytische

Peano-Kurve.
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171. Mansuchen + 1 analytische Funktionen f,(2), fo(2), ..., fa(2), f(2),
die sich #nicht blof um konstante Faktoren voneinander unterschelden,
in einem Bereiche % regulir sind und fiir welche daselbst

lfl(z)l ’1‘”2(3)[‘%‘ +Ifn(z)]:|f(z)’
gilt.

172. Man suche zwei nicht konstante analytische Funktionen f(2)
und g (2), die in einem Bereiche B regulir sind und fiir welche daselbst

g = R/@)
gilt. [III 58.]
173. Man sagt, daBl zwei ganze Funktionen f(2) und g (2) dieselben
a-Stellen besitzen,-wenn beide Funktionen
gRz)—a

f(z) —a g
e "M o=

ganz sind.

Man suche zwei voneinander verschiedene ganze Funktionen,. die
dieselben a-, b- und c-Stellen besitzen. (Natiirlich ist b4-¢, ¢ +a, a -+ b
gefordert.)

174. Gibt es eine ganze Funktion G (2), die den Gleichungen

GO)=a, G()=a, Q) =a, .., GO =a,,

geniigt, wenn die Zahlenfolge a,, a,, a,, ... willkiirlich vorgelegt ist?
(Fiir die analoge Interpolationsaufgabe fiir Polynome vgl. VI 75,
VI76)

Will man den Satz, daf eine im Bereiche % regulire und eindeutige
Funktion f (z) das Maximum ihres absoluten Betrages an der Begrenzungs-
linie L des Bereiches 8 annimmt, direkt aus dem Cauchyschen Satz

= -— - 1¢, zim Innern von L,
2:mL {— 2z

ableiten, so kann man folgendermafBen schlieBen: Es sei |f(0)| =M
auf L, dann ist

= — ‘ =KM,

271
wobei .die Konstante K nur von der Kurve L und von der Lage von z,
nicht aber von der speziellen Wahl der Funktion f(z) abhingt. Man
kann nun diese rohe Abschitzung verbessern, indem man sie auf [f(2)]*, »

positiv ganz, anwendet :
1

U@ =KM@ =K" M

und nachher # gegen unendlich konvergieren 148t. Dann folgt |/ (2) | = M.
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Diese interessante SchluBweise zeigt, daB eine rohe Abschitzung
sich ev. in eine feinere umwandeln 148t, durch passende Ausniitzung
der Allgemeinheit, innerhalb welcher ihre Giiltigkeit bekannt ist.
[E. Landau,; vgl. M. Riesz, Acta Math. Bd. 40, S. 340, FuBnote 1), 1916.]

175. Es sei f(2) =ay,+ a;2+ ay22+ -+ ++ a, 2"+ - .- regular fiir
|z <R und M () = |ay| + |ay |7 + | @[22+ -+ & |a, |7 + - - gesetat.
Dann ist

7+ 6
M(r)éim(r)<—6—M(r+6), 0>0,7+d<R.

176. (Fortsetzung.) Wenn I, () dieselbe Bedeutung fiir [f(2)]*

wie I (») fiir f(2) hat, » =1, 2, 3, ..., dann ist

1
lim [, (1)]* = M(7).
n ->» 0o
177. Man leite mit Hilfe von II 123 einen neuen Beweis fiir den
Hadamardschen Dreikreisesatz [1I1 304] ab.
178. Man zeige folgende Verallgemeinerung von 160: Wenn w,, die
Bedeutung wie in 167 hat, dann gilt unter den Voraussetzungen von
160 die Koeffizientenabschitzung

|ty | = 0w, (1 — M=),

179. Der Bernsteinsche Satz fiir trigonometrische Polynome [VI 82]
sel in der folgenden unscharfen Form bekannt: Es gibt eine absolute
Konstante K, K >0, von der Beschaffenheit, daBl, wenn ¢ () ein tri-
gonometrisches Polynom #%** Ordnung bezeichnet, das absolut genom-
men 1 nicht uiberschreitet,

(@) | =n+K
ist. Man suche einen Weg von dieser Abschitzung zur feineren

L' ()| =n.

180. Es gibt ganze Funktionen, die fiir z-> oo lings eines Halb-
strahles mit beliebig groBer Geschwindigkeit anwachsen. Genauer ge-
sagt: Ist @(x) irgendeine fiir x == 0 definierte, stets positive, monoton
wachsende Funktion, so gibt es eine ganze Funktion g(z), die fiir
reelles z reelle Werte annimmt und fiir ¥ =0 der Ungleichung g (x) > ¢ (%)
geniigt. (I11290.)

181. Es gibt ganze Funktionen, die lings der positiven reellen
Achse gegen 0, langs aller iibrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halb-
strahlen gegen oo streben, wenn z gegen oo strebt. Kann eine ganze
rationale Funktion sich so verhalten?
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182. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die lings aller vom
Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen gegen oo streben. — Kann dies
gleichmiBig geschehen?

183. Es gibt ganze Funktionen, die lings der positiven reellen
Achse reellwertig sind und gegen + oo, lings aller {ibrigen vom Null-
punkt auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben. — Kann eine ganze
Funktion endlicher Ordnung sich so verhalten?

184. Es gibt ganze Funktionen, die lings aller vom Nullpunkt
auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben.

185. Es gibt ganze Funktionen, die lings derjenigen Halbstrahlen,
die vom Nullpunkt ins Innere der oberen Halbebene laufen, gegen 4 1
und langs derjenigen, die vom Nullpunkt ins Innere der unteren Halbebene
laufen, gegen — 1 konvergieren. Die Konvergenz ist sogar gleichmiBig
in jedem Winkelraum ¢ <<arcz<<m —e, bzw. — + e <<arcz << — ¢,
wo £>0.

186. Die ganze Ebene sei durch #» Halbstrahlen, die vom Null-
punkt auslaufen, in # Winkelrdume eingeteilt. Es gibt eine ganze
Funktion, die in diesen Winkelriumen (genauer als in 185) bzw. gegen
a,, a,, ..., a, strebt; a,, a,, ..., a, bedeuten willkiirlich gegebene
komplexe Zahlen.

187. Man teile die vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen
irgendwie in zwei Kategorien. Gibt es zu jeder Einteilung eine ganze
Funktion, die lings der Halbstrahlen der ersten Kategorie gegen 0,
lings der der zweiten Kategorie gegen oo strebt?

Wenn eine nicht konstante ganze Funktion g (2) lings einer stetigen,
ins Unendliche fithrenden Kurve einem Grenzwert a zustrebt, so heiBt
a Konvergenzwert von g(z). Z.B. ist 0 ein Konvergenzwert von ¢.

188. Die Werte 0 und oo sind die einzigen Konvergenzwerte von ¢,

189. Die Werte V% , — V% und oo sind die einzigen Konvergenz-
e
werte der Funktion / e 2dx.
0
190. Es sei # eine positive ganze Zahl. Die ganze Funktion der
Ordnung #»

z2n+1 z4n+1

+5!(4n+1)*"'

C 3 2u+1)

besitzt genau 2# voneinander verschiedene endliche Konvergenzwerte.
191. Die Folge der positiven Zahlen

Ay, @y, Ay, ..., Gy, ...

W)

Poélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze 11.
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sei derart gewdhlt, daB die Reihe

8m
2z 22

g = V%Zj’amv/-eggdx

in jedem endlichen Bereich der z-Ebene gleichmiBig konvergiert und
somit eine ganze Funktion g (z) darstellt. [Man setze z. B. a,,=exp (—m8™).]

Man zeige, dal die Menge der Konvergenzwerte der so definierten
ganzen Funktion g(z) die Michtigkeit des Kontinuums hat. Genauer:
Samtliche Werte

o0
D e, &n=+1 oder —1
m=0

sind Konvergenzwerte.
192. Wenn eine ganze Funktion lings # vom Nullpunkt auslaufen-
den Halbstrahlen gegen endliche Grenzwerte konvergiert, die alle von-

einander verschieden sind, dann ist ihre Ordnung 25.

193. Fiir jede ganze Funktion (die keine Konstante ist) ist der
Wert oo Konvergenzwert.

194. Die komplexe Zahl a heit Picardscher Ausnahmewert der
ganzen Funktion g(z), wenn die Funktion g(2) — a nur endlich viele
Nullstellen hat. Wenn ein Picardscher Ausnahmewert existiert, so ist
er Konvergenzwert.

195. Die Funktion f(z) sei im Ringgebiet 0 < |z| < 1 unbeschrinkt
fortsetzbar. Bleiben hierbei f(2) und alle ihre Derivierten f(2), /7(2), ...
beschrinkt, so ist f(z) im besagten Gebiet eindeutig und im Punkte
z = 0 regulir.

196. Ist g(z) eine ganze Funktion vom Geschlecht 0 und ¢ eine
vorgegebene positive Zahl, so gilt

lg@)|<elel
auf allen Kreisen mit geniigend groBen Radien und
g(2)[>emel”!

auf gewissen Kreisen mit beliebig groBen Radien.
197. Es sei M(r) das Maximum, () das Minimum des Betrages
einer ganzen Funktion auf dem Kreisrand |z =7. Ist

lim sup 2.8 1) _
> oo logr
und 1< §, dann ist auch
lim sup 198 287" _ ;. [196, III332.]

> oo log»
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198. Es seien 4y, 4,, 43, ..., 4,, ... positive Zahlen, die Reihe

1
~—+#~+ + =t

Ay hy Ay Jn
sei divergent. Geniigt eine im Intervalle 0-Z¢=-1 eigentlich integrable
Funktion % (#) der Bedingung

1
[tmh(t)dt =0, n=1,2,%, ...,
0

dann ist A (¢ () = 0 an jeder Stetigkeitsstelle . (Verallgemeinerung von
IT 139.) j #h(t)dt ist eine analytische Funktion von z, III 298.

199. Es sei g(z) eine ganze transzendente Funktion von der Ord-
nung 4 << . Ihre Koeffizienten seien von 0, ihre Nullstellen w,, w,,
Wy, s Wn,y oo voneinander verschieden, w; + w, fir £+ /. Genlgt
eine im Intervalle 0==¢{=1 definierte, eigentlich integrierbare Funk-
tion A(¢) der Bedingung
1
[glw, ) h(t)dt =0, n=1,2,3%,...,
0

dann ist A(f) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle ¢. [11139.]

200. Es sei g(2) eine ganze transzendente Funktion vom Geschlecht
0 mit lauter reellen, voneinander verschiedenen Nullstellen w,, w,,
Wg, ..., Wy, .... Geniigt eine im Intervalle 0 == 1 definierte, eigent-
lich integrierbare Funktion %(¢) der Bedingung

1
[gtwat) bty dt =0, n=1,2,3%, ...,
0
dann ist A(f) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle . [Eskann z.B. g(z) = J. 0 (ﬁ)
oder cosz |z gesetzt werden. |
201. Man setze

TR ER R EAUSNES O

Es sollen zwei positive Konstanten ¢ und M existieren, so beschaffen, da§3
1. dieFolge a,, a,07%, a,07%, ..., a,0° ", ... beschrinkt bleibt und
2. |F(2)| =M fir simtliche yeellen Werte von z.

Dann gilt fiir simtliche reellen Werte von z auch

[F'(a)|=oM,

und zwar kann das Zeichen = nur erreicht werden, wenn F(z) = A4 cosp 2
+ Bsingz ist, wobei 4, B Konstanten bedeuten. (Verallgemeinerung
von VI 82.) [TIT165.]

3*
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202. (Fortsetzung.) Ist 4 der Abstand des Punktes z von der reellen
Achse (@ =|Jzl), dann ist
(F(2)]| = Meed.
(Anaiogon von 111270.)
203. Die ganze Funktion G(z) unterliege denselben Bedingungen wie
die Funktion F (z) in 201, auBerdem sei G (2) ungerade, G(— 2) = — G (2).
Dann ist fir reelles z

Das Gleichheitszeichen kann nur fir G(z)=cMsingz, |c¢|=1, und
fiir z =0 gelten. (Analogon von VI81.) [I11166.]

204. (Fortsetzung.) Man leite 201 aus 203 ab.

205. Eine ganze Funktion f(z) von der Ordnung 1, A=1, sei
lings der positiven reellen Achse beschrinkt. Bezeichnet ¢ eine positive
Gré8e, so ist, wenn x durch positive Werte ins Unendliche strebt,

limal-*-¢f(x) = 0.
z> 400



Finfter Abschnitt.
Die Lage der Nullstellen.

I. Kapitel.

Der Satz von Rolle und die Regel von
Descartes.

Wir untersuchen in diesem Kapitel reelle Funktionen der reellen
Veridnderlichen #; insbesondere sind die Koeffizienten a,, a,, a,, ...
der zu betrachtenden Polynome a,+4 a;% + a,x*> 4 --- + a,%" und
Potenzreihen a, 4 a;x + a,x* + --- als reell anzunehmen. Wir setzen,
wenn das Gegenteil nicht erwihnt ist, die vorkommenden Funktionen
in den betretfenden Intervallen als analytisch voraus. Jedoch &dndern
sich die Sdtze nur wenig oder gar nicht, wenn allgemeinere Voraus-
setzungen, z. B. Existenz der Ableitungen bis zu einer geeigneten Ord-
nung, eingefithrt werden. Die Nullstellen sind im folgenden stets mit
ihrer Multiplizitit zu zahlen.

Wir untersuchen ferner reelle Zahlenfolgen a,, a;, @, ...; sie
konnen endlich viele oder unendlich viele Glieder enthalten; die An-
ordnung der Glieder ist wesentlich. Der Index m heit eme Wechsel-
stelle entweder dann, wenn

Ap—1 8y < 0, m=1
oder dann, wenn

Upoy =g ="+ =0p-p4; =0 und a,_za,<O0,

m = k=2 ist. Im ersteren Falle hilden a,,_, und a,,, im zweiten a,_;
und a, einen Zeichenwechsel. Die Anzahl der Zeichenwechsel (= An-
zahl der Wechselstellen) einer Folge bleibt ungedndert, wenn man die
verschwindenden Glieder entfernt und die iibrigen, auch der Reihen-
folge nach, unverdndert 1aBt.

1. Die beiden Folgen

Ay, Ay, A,y .., @y und @y, @y q,dp_y, ..., &

besitzen dieselbe Anzahl von Wechselstellen.
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2. Durch Streichen von Gliedern kann man die Anzahl der Zeichen-
wechsel einer Folge nie vergrofern.

3. Durch Hineinschieben verschwindender Glieder kann man die
Anzahl der Zeichenwechsel einer Folge nicht verdndern. Schiebt man
in eine Folge ein neues Glied neben ein altes hinein, mit dem es dem
Vorzeichen nach iibereinstimmt, so dndert man die Anzahl der Zeichen-
wechsel ebenfalls nicht.

4. Die Folge

Ay, Ay A1, @Gy, ..., Ay + @y, Gy
besitzt nicht mehr Zeichenwechsel als die Folge a,, 4,, 45, ..., a,.
§. Die unendliche Folge a,, 4, a5, ..., @,, ... soll nur endlich

viele Zeichenwechsel besitzen, deren Anzahl mit W bezeichnet sei.
Die aus ihr gebildete Folge

n n
Ay, @+ ay, a,+2a+a,, ..., u0-+7(1>al+(2>a2+---+an,...

hat dann auch nur endlich viele, und zwar héchstens W Zeichen-
wechsel. [4.]

Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Punkte (0, a,), (1, 1), (2, ), ..., (#n,a,), . .. und verbinde je zwei sukzes-
sive durch ein Geradenstiick (dessen Horizontalprojektion also = 1 aus-
fallen muB). An der so erhaltenen Figur sind die Wechselstellen der
Folge a,, a,, a,, ... klar ersichtlich. Die Nullstellen der reellen ana-
lytischen Funktion /() sind an der Kurve y = f(x) nicht so vollkommen
ersichtlich; denn man kann z. B. eine 2-fache Nullstelle von einer
4-fachen oder eine 3-fache von einer 5-fachen auch an einer sehr ge-
nauen Zeichnung nicht ohne weiteres unterscheiden.

6. In einem Intervall, worin stets @ (x) > 0 gilt, haben die beiden
Funktionen f(x) und f(x) ¢ (¥) dieselben Nullstellen.

7. Wenn p, >0, p, >0, p, >0, ... ist, so haben die beiden Folgen

@y, Gy, Ay, ... und ayp,, a Py, b, ...

dieselben Wechselstellen.

8. Die Funktionswerte f(a) und f(b) seien von 0 verschieden. Das
Intervall a << x < b enthilt eine gerade oder eine ungerade Anzahl von
Nullstellen von f(x), je nachdem f(a) und f(b) gleiches oder entgegen-
gesetztes Vorzeichen besitzen.

9. Es seien 4; und a; von 0 verschieden. Die Teilfolge ;, 4,4, . . .,
a1, @ enthilt eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichenwechseln,
je nachdem @; und a4, gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen be-
sitzen.
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10. (Satz von Rolle) Es seien a und b sukzessive Nullstellen
von f(x) [f(a) = f(b) =0, f(x) £ 0 fiir a<<x <Cb]. Die Derivierte f(x)
besitzt eine ungerade Anzahl von Nullstellen im Intervalle a <<x << b
(also mindestens eine Nullstelle).

11. Es seien 741 und & -+ 1 sukzessive Wechselstellen der
Folge a,, a;, a,, .... Dann enthilt die Folge der Differenzen

AGix— &5 BGio — Hyys - G Aoy, Ay — U
eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln (also mindestens einen
Zeichenwechsel).

12. Wenn /(») im Intervall a, b N Nullstellen besitzt, so besitzt f'(x)
dasclbst nicht weniger als N — 1 Nullstellen. Dies gilt, gleicbgiiltig, ob
das Intervall a, b offen, abgeschlossen oder halb offen ist; es kann sich
sogar auf einen Punkt reduzieren.

13. Wenn die Folge

@y, Ay, Ay, ..., Gy
W Wechselstellen enthilt, so enthilt die Folge
Ay — gy Ay — @y, ..., Ay

nicht weniger als W — 1 Wechselstellen.
14. Besitzt f(x) im endlichen Intervall a << x <5 N Nullstellen,
und ist eine der beiden Bedingungen

sgf(a) =sgf(a) =0,  sgf(b)=—sgf(b) +0
erfiillt, so besitzt f(x) in «,b nicht weniger als N Nullstellen. Sind
beide Bedingungen erfiillt, so besitzt f'(x) nicht weniger als N -1 Null-

stellen in a,b.
15. Besitzt die endliche Folge

Ay, Ay, Ay ...,
W Zeichenwechsel, so besitzt die daraus abgeleitete Folge
Gy W — By, Ay Ay, ..., A Gy, Ay
nicht weniger als W + 1 Zeichenwechsel. (Abgesehen von dem offenbar

trivialen Fall, in dem alle Glieder a, der Folge = 0 sind.)
16. Wenn lim f(x) = 0 ist, so besitzt f(x) im Innern des Inter-

Z->+00
valls @, -+ oo nicht weniger Nullstellen als f (x). (Ahnliches wie fiir 4 oo
gilt natiirlich fiir —o0.)
17. Wenn lim a, = 0 ist, so enthilt die unendliche Folge

n > o0

ay,, @A — @y, Ay — Ay, ..., Ay An_y,
mehr Zeichenwechsel als die Folge

Ay g, Ay ..., Ay,
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18. Essei o reell, und f () soll N Nullstellen im Intervall 0 < x <C oo
besitzen. Dann hat daselbst die Funktion

af(x) +f(%)

mindestens N — 1 Nullstellen; sie hat sogar mindestens N Nullstellen,

wenn die Bedingung lim e**f(x) = 0 erfillt ist.
> +00

19. Es sei &« >0, und die unendliche Folge a,, a,, a,, ..., 4y, ...
soll W Zeichenwechsel besitzen. Dann hat die Folge

KAy, &ay—dy, Ody—ay, ..., K@y — dy_q,

mindestens W Zeichenwechsel; sie hat sogar mindestens W - 1 Zeichen-

wechsel, wenn die Bedingung lim 4, &” = 0 -erfiillt ist.
n-> 00

20. Wenn die Funktion f(x) im Intervall 0 << x << oo N Nullstellen

T
besitzt, so besitzt daselbst die Funktion [/(x)dx N oder weniger
Nullstellen. 0

21. Wenn die unendliche Folge

a()) a]_: az; DRI ] ﬂn,
W Zeichenwechsel besitzt, so besitzt die Folge
a, Gyt a, @Gyt at+ay, -, Gyt a4yt ay - g,

W oder weniger Zeichenwechsel.

Wir sagen in zwei Fillen, daB die Funktion f(x) in einem Inter-

2. dann, wenn f(x) stets =0 im fraglichen Intervall ist. Es sei das
Intervall a << x << b in Z + 1 Teilintervalle so zerlegbar, daB

1. f(») in keinem Teilintervall identisch verschwindet,

2. f(») in jedem einzelnen Teilintervall von konstantem Vor-
zeichen ist,

3. f(») in je zwei benachbarten Teilintervallen von entgegen-
gesetztem Vorzeichen ist.

Unter solchen Umstéinden sagt man, daB f(x) im Intervall a <<x<Cb
Z Zeichendinderungen aufweist. Die ungeraden Nullstellen einer ana-
lytischen Funktion veranlassen Zeicheninderungen, die geraden nicht;
der Begriff der Zeicheninderung ist jedoch auch bei verschiedenen
nichtanalytischen Funktionen mit Nutzen verwendbar.

22, Die Funktion f(x) sei von 0 verschieden und von konstantem
Vorzeichen sowohl in einer gewissen Umgebung der Stelle a, wie in
einer gewissen Umgebung der Stelle 5. Das Intervall a <<x < b ent-
hilt eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichendnderungen der
Funktion f(x), je nachdem f(a) und f(b) gleiches oder entgegengesetztes
Vorzeichen besitzen.
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23. Wenn die Funktion f(x) im Intervalle 0 <<x << oo Z Zeichen-

inderungen besitzt, so besitzt daselbst die Funktion [ fx)dx Z oder
weniger Zeicheninderungen.

24, Ist Z die Anzahl der Zeichenidnderungen und N die Anzahl
der Nullstellen von f(x) in demselben offenen Intervall, so ist N — 7
eine nichtnegative gerade Zahl.

25, Ist f(a) = f(b) =0, so befindet sich im Intervall a <<x <0
eine ungerade Anzahl von Zeicheninderungen der Derivierten f(x).

26. Die reellen Zahlen 4,, 4,, ..., 4, seien als nichtverschwindend
vorausgesetzt, und es sei @, << @, << a, < - -- < a,. Man kann in mehreren
Fillen schlieBen, daB3 die echt gebrochene rationale Funktion
Al A2 _[_ . + An

X—a  X—a X — @y,

f(x) =

nur reelle Nullstellen hat, insbesondere in den folgenden Fillen:
1. 4,>0, 4,>0, ..., A, ,>0;
2. A1>0, A2>0, ey Ak41>0) Ak+1>0: IS An>0:
A+ Ay + - +4,<0, 1<k<n.
27. Das trigonometrische Polynom

f(&) = a, 4 a; cosx + aycos 2% + -+ 4 a,cosnx

mit lauter reellen Koeffizienten a,, 4,, 4,, ..., 4, hat sicherlich nur
reelle Nullstellen, wenn

|ag| +lay| +]ay| + -+ [an-y| < an.

Unter Zeichenwechseln und Wechselstellen des Polynoms
ay+ a %+ a, %%+ - 4 a,x"
bzw. der Potenzreihe
ag+ a,x + agx% + a;x®+ -

versteht man die Zeichenwechsel und Wechselstellen der endlichen bzw.
unendlichen Koeffizientenfolge

@y, @, @y, ..., @, bzw. @, a, a, a,

28. Die Polynome P(x) und P(xx) haben die gleiche Anzahl von
Zeichenwechseln, wenn o positiv ist,
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29. Die Anzahl der Zeichenwechsel der Polynome
P)=ay+ a;x + ayx% + - + a,x",
P(—x)=a,—a;x + a,x* — ... + (—1)"a,x"
sei mit W+ bzw. mit W~ bezeichnet. Es ist
W+ +W-=mn.
30. Es sei « > 0. Beim Ubergang von dem Polynom
a,+ a x4+ ayx% - - 4 a,x"
zu dem Polynom
(- %) (g + % + @22+ -+ + a,x")
=oda,+ (xa, —a)x+ (xay —a)x2+ - — a,x""!

wichst die Anzahl der Zeichenwechsel und zwar um eine ungerade
Anzahl. [Fir den Fall « =1 vgl. 15.]

31. Es sei « > 0. Beim Ubergang von der Potenzreihe
ay+ a8 + agx® + a, %% + - -
zu der Potenzreihe
(a—x){a,+ax+ax®+ ) =aay+ (0a; —ag) x+ (v ay, —a;) ¥+ - -

nimmt die Anzahl der Zeichenwechsel nicht ab. Sie nimmt sogar
sicherlich zu, wenn die Ausgangsreihe a, 4 @, % + a, 2% 4 - filr ¥ == &
konvergiert.
32. Es sei & > 0. Beim Ubergang von der Potenzreihe
g+ a1 % + ayx® + a;x% 4 - --

zu der Potenzreihe
(x4%) (@t v+ a,22 4 ) =a,+ (xa, +a)) ¥+ (xay +a,) ¥2 4 -
kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen.
33. Beim Ubergang von der Potenzreihe
ay+ a5+ a, %% 4 a;x® + -

zu der Potenzreihe

2
BT T T eyt (ty+ @) B (dy g )

kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen.
34. Es sei & > 0. Beim Ubergang von der Potenzreihe
3

a, G o, %
a0+ﬂx—%— Ex +3!x + -
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zu der Potenzreihe
a a . aoa"+<?)alo¢"‘1+---+a,,
o A1, 72 JRU g

g%%+ux+mﬂ+ )‘25

n=0

xn

n!

kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen.

35. Es seien #, po, ..., Pn positive Zahlen. Man setze
a, - X + _4‘1252“ — 4+ — @ %"
" p—x (p—2) (P ) (pr— %) (pa— %)+ (Pa— %)

=A,+Ayx+ A2+

(die Reihenentwicklung konvergiert fiir geniigend kleine Werte von x).

Die Anzahl der Zeichenwechsel der endlichen Folge «,, a,, a,, ..., a,
ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der unendlichen
Folge 4,, A;, 4,, ... . [Vollstindige Induktion, 31.]

36. (Die Zeichenregel von Descartes.) Es sei N die Anzahl der
positiven Nullstellen des Polynoms a, + a;x 4+ a,x2 4 - .- + a,x4" und W
die Anzahl der Wechselstellen seiner Koeffizientenfolge. Es ist

W—Nz=o0. [30.]

37. (Fortsetzung.) W — N ist eine gerade Zahl.

38. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a, 4 a;% + a2 4 - --
sei p, die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervalle 0 << x <C ¢ sei N, und
die Anzahl der Zeichenwechsel ihrer Koetfizientenfolge W. Dann ist

N=W.

Also insbesondere: Wenn W endlich, auch N endlich. [Neben 31 muf3
noch die Funktionentheorie herangezogen werden.]
39. Die Potenzreihe

x x2 %3

1-2 2-3 3-4

hat keine Nullstellen in ihrem Konvergenzkreis. (Ihre Koeiffizienten-
folge hat 1 Zeichenwechsel — 37 148t sich nicht ohne weiteres auf
Potenzreihen ausdehnent)

40. (Fortsetzung von 38.) Wenn ¢ = oo oder wenn g endlich ist
und a,+ @, 0 + a,0%+ --- divergiert, dann ist W — N eine nichtnega-
tive gerade Zahl; W ist dabei als endlich vorausgesetzt.

41, Das Minimum der reellen Zahlen &, &,, ..., &, sei mit &,, das
Maximum mit &, bezeichnet. Die Anzahl der Nullstellen des Polynoms

a0+a1(x'—§1) —|—a2(x—51)(x—§2) + +an(x_El)(x—é:z)'”(xv'_fn)
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im Intervall &, < x < oo ist ebenso gro8 oder um eine gerade Zahl
kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge

ﬂo, al) ﬂ2, st an:

und die Anzahl der Nullstellen im Intervall — oo < x <C &, ist ebenso
groB oder um eine gerade Zahl kleiner als die Anzahl der Zeichen-
wechsel der Folge

Ay, — @&y, @y, —a ..., (—1)a,.

(Firr & == &= --- = &, mit 36, 37 dquivalent.) [35.]

42. Es sei 1 ein positiver echter Bruch, # positiv ganz. Die tran-
szendente Gleichung

1+“T2!+' +n!‘13L
hat eine einzige positive Wurzel; diese wichst monoton mit wachsen-

dem » ins Unendliche.
1

-1
43. Die Funktion x‘5(e;— 1) der positiven Verdnderlichen x
strebt gegen Null tiir ¥ = 0 und fiir ¥ = + oo und hat dazwischen ein
Maximum und kein Minimum.
44. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a, + a,x -+ a,22 + - ..
seiz=1. Die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervall 0 < x <C 1 iibersteigt
nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge

a,, ay+ay, ayta+a, ..., at+a+---+a,

45, Unter (1;—) sei das Symbol von Legendre verstanden. Die Glei-

(%)x—f—(%)xz—{—(%)x?dr--- +<%\)x18=0

chung

hat nur eine positive Wurzel, namlich x = 1. [Die Gleichung ist rezi-
prok, so daB es geniigt, die Nullstellen im Intervalle 0 <<x <1 mit
Hilfe von 44, 33 zu untersuchen.]

46. Die Gleichung vom Grade 162

1 2 3 ) (162)
U i 2 _Z 3 SN — 162
(163)x+(163)” +(163 Bt 1es) T 0
hat genau 5 positive Wurzeln, die alle einfach sind. [Man untersuche
die Stelle x = 0,7.]
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47. (Zusatz zu 36.) Wenn das Polynom a, 4 a,x + - -+ 4 a4, 2" nur
reelle Nullstellen hat, so ist N=W.

48. Es seien »;, v,, ..., ¥, ganze Zahlen, 0==»; <<y < --- <,,
0 <oy << Og< -+ << o, . Dannist die Determinante (Verallgemeinerung

der Vandermondeschen, die dem Fall »;, =0, vo=1, ..., v,=n-—1
entspricht)

T AL AL B S

oyt oy "<

oy o ot

[Man beweise zuerst, daB3 sie =+ 0 ist, 36.]

49, Es sei a, + 0, a, =+ 0, und es sollen 2m konsekutive Koeffizienten
des Polynoms a@,+ a,% - --- + a,4™ verschwinden, m ganz, m=1.
Dann hat das Polynom mindestens 2# imaginire Nullstellen.

50. Das Polynom P(x) soll lauter reelle Nullstellen haben, und es
sei P(0) =1, P(x) keine Konstante. Setzt man

1
[ I 2.1 ... nog...
Pl 14 byx 4 by* + + b x" A -,
dann besitzt das Polynom 1 + by % - --- + by, #®™ nur imaginire
Nulistellen. [49.]
51. Es sei m ganz, m =1 und

Sy, %y v., %) = D wbak . Al
wobei die Summe D’ iiber simtliche solchen Systeme der nichtnegativen
ganzen Zahlen /,, I,, ..., I, erstreckt ist, fiir welche

L+bh+ - AL, =2m

ist. Die homogene symmetrische Funktion S(x,, %,, ..., x,) der % reellen
Variablen #,, %,, ..., %, ist positiv definit, d. h. > 0 fiir alle Wert-
systeme x;, %,, ..., %, mit Ausnahme des einzigen Wertsystems
%,=0, %,=0, ..., %,=0.

52. Das Polynom P(x) ="+ --- soll lauter positive Nullstellen
besitzen. In der Potenzreihenentwicklung

~_1,_—_'1_+_BL_|_B"+1_+
P(x) Ty g1 P

sind alle Koeffizienten B,, B,.;, ... positiv.

53. Die Derivierte eines Polynoms besitzt nicht mehr imaginire
Nullstellen als das Polynom selbst.
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54. Die mehrfachen Nullstellen der Ableitung eines Polynoms
mit nur reellen Nullstellen sind auch mehrfache Nullstellen des Poly-
noms selbst.

55. Wenn ein Polynom lauter reelle einfache Nullstellen besitzt,
so haben seine sukzessiven Derivierten dieselbe Eigenschaft, und zwar
liegt jede Nullstelle der (v 4 1)t*® Derivierten zwischen zwei konse-
kutiven Nullstellen der »ten.

56. Die sukzessiven Derivierten der Funktion (1 - %% ~¢ haben
nur reelle einfache Nullstellen, und zwar liegt jede Nullstelle der »ter
Derivierten zwischen zwei konsekutiven Nullstellen der (» 4 1)ten.

57. Fiir die sukzessiven Derivierten der Funktion x (1 + x2) -1 gilt
ebenfalls das in 56 Gesagte.

58. Die Legendreschen, Laguerveschen und Hermiteschen Polynome
kann man bzw. durch die Formeln

Pule) = g g " L) = e
L& 1 dr _z
¢ PHa) =gl

definieren [VI 84, VI 99, VI100]. Man zeige aus dieser Definition, daB
diese Polynome lauter reelle einfache Nullstellen besitzen, die bzw. in
das Innere der Intervalle

(*11 +1)1 (0: +°°)! (—OO, —|-OO)

fallen. (VI 97, VI 99, VI 100.)
59. Es sei g eine ganze Zahl, ¢=2. Man setze

dn—l quI Qn(x) d" ot
dx"‘1(1+xq): (1 +x9)"° v’ T R ()

Man ziehe in der Ebene der komplexen Zahlen ¢ Halbstrahlen, die
vom Nullpunkt aus auslaufend die Ebene in ¢ gleiche Winkelrdume
teilen; einer dieser Halbstrahlen sei die positive reelle Achse. Man
zeige, daB die Nullstellen der Polynome Q, (x) , R, (x) auf diesen ¢ Halb-
strahlen liegen, sich auf jedem Halbstrahl in der gleichen Art verteilen,
und endlich, daB die von Null verschiedenen einfach sind. (Der Spezial-
fall ¢ =2 ist schon durch 57, 58 erledigt.)

60. Es seien u, v ganz, 0=u < u +»r=mn. Keines der Polynome

v

V4 4 V- y
a‘u, + <1>a‘lb+1x + (2) a/l,+2x2 “l' e “l“ <’V _ 1)“;(+1'—1x 1 "|“ a‘u+1'x

hat mehr imaginire Nullstellen als das Polynom

ay + (ﬁ) ax - (Z>a2x2 e (n ’ 1>“n;1x”’1 +

(Verallgemeinerung von 53.)
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61. Es seien a,, a,, .. ., a, positive Zahlen, die nicht alle denselben
Wert haben. Man setze

xta)(xt+a) - (x+a)=2"+ (?)mlx"'l—f- (Z)mgx"“z—}— ces ol

die Zahlen m,, m,, ..., m, sind durch Wurzelziehungen zu bestimmen
und seien positiv gewdhlt. m, ist das arithmetische, m, das geo-
metrische Mittel von a,, 4,, ..., 4,. Man zeige, daf

My =My => My = =0 > Wy q > Wy, .

62. Es sei o reell, P(x) ein Polynom. Das Polynom & P(x) 4+ P’(x)
besitzt nicht mehr imagindre Nullstellen als das Polynom P(x) selbst.

(Verallgemeinerung von 53.)
63. Hat die Gleichung

ay+ a5+ a, 524 - +a,5"=0
nur reelle Wurzeln, so hat
ayP(x) +a, P'(%) + --- + a2, PO (x) =0
nicht mehr imaginire Nullstellen als das Polynom P(x) selbst.

p” PIv) P
64. P(x)— 1!(’5)_{_*7””72!(7‘) . 3'(?5)

hat nicht mehr imaginire Nullstellen als das Polynom P(x) selbst.
65. Wenn die Gleichung

ay+ax+ayx®+ - +a,x" =0

nur reelle Wurzeln hat, so hat die folgende Gleichung
N DV DY ST pv Y
St =0
ebenfalls nur reelle Wurzeln.

66. Es sei P(x) ein Polynom #ute Grades, und die reelle Zahl « soll
auBerhalb des Intervalls —#, 0 liegen. Dann hat & P(x) + % P’(x)
nicht mehr imaginire Nullstellen als P(x). (Eine von 60 und 62 ver-
schiedene Verallgemeinerung von 53.)

67. Es sei Q(x) ein Polynom, dessen simtliche Nullstellen reell
und auBerhalb des Intervalls 0, #» gelegen sind. Dann hat die Gleichung

2,Q(0) + 2, Q(1) x + 2,0(2) #* + - + 2,Q(n) x* =0
nicht mehr imagindre Wurzeln als die Gleichung

ay -y x - a,x® 4 a, A" =0,
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68. Es sei 0 <<g<C1. Die Gleichung

Ay + ay gx + ayq*x? + -+ a,g"x" =0
hat nicht mehr imaginire Wurzeln als die Gleichung
ay + @y x4 ayx® A -+ a, 2" =0.

69. Es sei ¢ > 0. Die Gleichung
20+ @+ g Y mr+ (@7 +g V) + -+ (¢ "+ ¢V @t =0
hat nicht mehr imagindre Wurzeln als die Gleichung

ay+ % +a, x4 -+ a,x"=0.

70. Wenn die Kurve y = f(x) eine Gerade in drei verschiedenen
Punkten trifft, so liegt zwischen den beiden duBersten Treffpunkten
mindestens ein Wendepunkt.

71. Wenn eine Funktion mit einem Polynom (n — 1)** Grades an
n -4 1 Stellen iibereinstimmt, so verschwindet ihre %! Derivierte min-

destens an einer Zwischenstelle.
72. Es sei « 4 0 eine reelle Konstante. Die Differenz

a__ (1% “_(0“,:9 2 0‘(“_1)"'(0‘—”—!:2,) n—l)
(1+2) (1%1x+ 12 ~ ot 12, . m—1
verschwindet fiir x =0, aber sonst in keinem Punkte des Inter-
valls — 1, oo.
73. Der Rest der Exponentialreihe
xn xn+1 xn+2
P a0l Tt T

verschwindet fiir x = 0, aber sonst fiir keinen reellen Wert von x.
74. Die nt® Partialsumme der Exponentialreihe
]

x %2 x
1—I—H+a+"'+

!

hat keine oder eine reelle Nullstelle, je nachdem # gerade oder un-

gerade ist.

75. Die Polynome P (x), Py(x), ..., Pi(x) seien %0 und bzw.
vom Grade m, —1, my,—1, ..., m;—1, die reellen Konstanten
a,, a,, ..., @ seien voneinander verschieden. Die Funktion

g(x) = Py(x) em® 4 Py(x) e0% + .- 4 Py(x) en®

besitzt hochstens m, -+ my -+ - -+ -+ my; — 1 reelle Nullstellen.
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76. Es sei o, << 0g<< + o+ << 0y, f1<<fy<< -+ <f, Dann ist die
Determinante

; 60‘1/3)1 go‘lﬂ-z . g“lﬂn
el gxalfa  g%bn
>0
eonf gzxnﬂ eanﬂn
(Verallgemeinerung von 48.)
77. Es seien ay, ay, ..., @y, Ay, 4y, ..., A, reelle Konstanten,

<Ay <Ay < +-- <4, Man bezeichne mit N die Anzahl der reellen
Nulistellen der ganzen Funktion

F(x) = aych? 4 ayer® + ... - @, eMn®

und mit W die Anzahl der Zeichenwechsel der Zahlenfolge a,, a,, . . ., ..
Dann ist W — N eine nichtnegative gerade Zahl. (Eine von 41 ver-
schiedene Verallgemeinerung von 36, 37: man vertausche ¢* mit x.)

Beweis. Wir kénnen ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit
annehmen, daB 4,, a,, ..., @, alle von 0 verschieden sind. DaBl W — N
gerade ist, sicht man daraus, daB fiir x > — oo das Glied a, el ynd
fir x > 4 oo das Glied a,¢® iiberwiegt [8, 9, 37]. DaB W —N=0
ist, beweisen wir mit vollstindiger Induktion, durch Schlul von W—1
auf W, mit Hilfe des Satzes von Rolle [Losung 75]. In der Tat, wenn
keine Zeichenwechsel vorliegen, ist IV offenbar auch = 0 und der Satz
richtig; nehmen wir ihn als richtig an fiir den Fall, daB W — 1 Zeichen-
wechsel vorliegen. F(x) hat W Zeichenwechsel, W=1; z. B. sei o 4 1
eine Wechselstelle, 1 <& <<%, aya,41<<0. Man wihle eine Zahl 1
im Spielraum 4, << 1 <C 4441 und betrachte die Funktion

1 Gle " F(x)]

F*(x)=e T_al(,{lwz)glw.g_

Ay (A — D) 6" - Gy (g1 — A T p o @, (R, — A) %,
Die Anzahl der Nullstellen von F*(x) sei N*; es ist [6, 12]
N*=N —1.
Die Anzahl der Zeichenwechsel der Koeffizientenfolge
—ay(A—4y), —ay(A—4y), ..., —a,(A—2Ls), axi1(las1—2), ..., @y(An—4)

sei W*. Es ist ersichtlich
W*=W —1.

Gemil der Annahme der vollstindigen Induktion ist
W*=N*.

Pb6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I, 4
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Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt
W =N,

w. z. b. w. — War es nétig, von vornherein anzunehmen, dal a, a,, ..., a,
alle + 0 sind? Héitte man nicht auch 4= 1, oder 1 = 1,,; wihlen
konnen?

78. Es sei 4, <1, <<A3<C -+, limd,=oc0. Im Innern ihres Kon-

n—> o0
vergenzgebietes (einer von links begrenzten Halbebene) hat die Divichlet-
sche Reihe
ale—/llw -+ a2e~).2x + ... + ane‘“x + -

nicht mehr reelle Nullstellen als die Koeffizientenfolge a,, a5, a5, .. ., a,, . ..
Zeichenwechsel hat. (Verallgemeinerung von 38.)
79. Es seien m und # ganz, a,, 4y, ..., a,, 4, 2y, ..., 4, reelle

Zahlen, die den Bedingungen
=1 n=2; a+0, v=1,2, ..., n; W<y oo < Ay
unterliegen. Es soll ferner das Polynom

Plx) = ay(x — )" + @y (8 — 4)" + -+ + an(x — 4,)"

nicht identisch verschwinden. Man zeige, daf die Anzahl N der reellen
Nullstellen von P(x) die Anzahl N der Zeichenwechsel der Folge

al) az, a3y ceey an—l: an; (‘ 1)ma1
nicht iibersteigt. [77, 14.]
80. Die Anzahl der Zeichendnderungen der Funktion ¢ (1) im Inter-
vall 0 << A <C oo sei mit Z, die Anzahl der reellen Nullstellen des Integrals

ou

F(x) = [@(A)e~*2d]
(
mit N bezeichnet. Dann ist N= Z.

In der Anzahl N sind natiirlich nur die im Innern des Konvergenz-
gebietes (einer von links begrenzten Halbebene) gelegenen Nullstellen
inbegriffen. [Nicht durch Grenziibergang aus 77, sondern durch sinn-
gemiBe Ubertragung des dortigen Beweises!]

81. Die als konvergent vorausgesetzten Integrale

[f@)xmdx = M,, n=0,1,2,3....
0

heiBen die Momente der Funktion /(x). Man betrachte den Fall, in dem
nicht alle Momente verschwinden [II 139, III 163]. Man nehme z. B.
M, =+ 0 an und setze

1. a,= M,, wenn M, £ 0,

2. @,= —SgA,+;, wenn M,=0 und n<yu,

3. a,= —sgda, ,, wenn M,=0 und un>u.
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(Die Definition der a, ist rekursiv; zuerst ist das Vorzeichen von a,
festzustellen.) Die Anzahl der Zeicheninderungen von f(x) ist nicht
geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge a,, 4,, 4,, a5, ... .
(IT 140 ist ein Spezialfall.)
82. (Fortsetzung von 80.) Die Anzahl der im Innern des Kon-
vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen iibersteigt nicht die
2

Anzahl der Zeicheninderungen der Funktion @ (1) = [¢(x)dx. (Ana-
logon zu 44.) 0

83. (Fortsetzung von 78.) Die Anzahl der im Innern des Kon-
vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen iibersteigt nicht die
Anzahl der Zeichenwechsel der Folge

a, a+ay, a+a,+ay,

(Verallgemeinerung von 44.) [80.]
84. Die Anzahl der im Innern des Konvergenzgebietes gelegenen
positiven Nullstellen der Fakultdtenreihe

tla; = 2la, " 3la,
%+ +x(x—|—1)+x(x—|—1)(x+2)+'”

iibersteigt nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge
ay, @+ a, ay+a,Fa,, .

[Sie iibersteigt nicht einmal die Anzabl der im Intervalle 0 << x << 1 ge-
legenen Nullstellen der Potenzreihe

fx)=ay+ ayx + ayx® 4 - -; 80, 44.]

85. Die Koeffizienten p,, $;, p,, ... der nicht abbrechenden un-
endlichen Reihe

F(x) =po+ P15+ po®+ -

seien nichtnegativ, ihr Konvergenzradius sei 9. Es seien a,, a,, ..., a,
Ky, Ky, ..., &, reell,

0<“1<0¢2<0¢3< e <(xn-
Die Anzahl der Nullstellen der Funktion
ayF(o, %) + asF(oyx) 4+ -+ + a, F(%,%)

im Intervall 0 <<% <C g ist nicht groBer als die Anzahl der Zeichen-
wechsel der Folge

A, Wty @A, ta,.,, ..., a,tay.t---+a,-ta, [38,83].
4%
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86. (Fortsetzung.) Ist 0 << f; << f,<---<f, und «,f, noch
im Innern des Konvergenzkreises von F(x) gelegen, so ist die Deter-
minante

i F(ayfy) Flogfy) .. I'(ayf)
F(ayfy) F(xgfy) .. Flayf) | 0.
F(oufy) F(safs) F(oen )

(Hieraus folgt leicht 76.)

Es erhellt aus 36, 41, 77, 84, 85, daB die daselbst betrachteten
Funktionenfolgen

1, X, %2, X3, ..

1, x—&, =& (x—&), ..,

ellz, elzx’ eiax, el
1 1 1

1, -, T T e e D
x xx+1)" xx+1)(x+2)

F(oyx), F(oyx), F(xz%),

eine gemeinsame Eigenschaft besitzen: die in einem gewissen Intervall
gelegenen Nullstellen ihrer linearen Kombinationen mit konstanten
Koeffizienten iibertreffen in ihrer Anzahl nie die Zeichenwechsel dieser
Koeffizienten. Worauf beruht diese hiufige Giiltigkeit der Descartes-
schen Regel?

87. Die Funktionenfolge

hy(x), ho(x), hg(x), ..., ha(%)

soll im offenen Intervall ¢ < x <C b der Descariesschen Regel gehorchen.
D.h. genauer: Wenn a,, 4, ..., 4, irgendwelche reellen Zahlen bedeuten,
die nicht simtlich verschwinden, so soll die Anzahl der in a <<x <{b
gelegenen Nullstellen der linearen Kombination

ay Iy (%) + Ay ho(x) + -+ + @y hy(%)
die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge

(ll) ﬂ2, R ] an,
nie {ibersteigen.
Hierzu ist folgende Eigenschaft der Folge (%), 7y(%), ..., hy(®)
notwendig: Wenn »,, »,, ..., » ganze Zahlen bezeichnen, wobei

127y < vy << ¥y << -+ <w=n ist, dann sollen die Wronskischen Deter-
minanten [VIT, § 5]

Wih, (%), I, (®), (), ..., ‘()]
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fiir @ << x << b nicht verschwinden, und dariiber hinaus sollen irgend
zwei Wronskischen Determinanten mit gleichviel Zeilen gleiches Vor-
zeichen besitzen. (Zeilenanzahl /=1, 2, 3, ... gesetzt.) [Man achte
auf die mehrfachen Nullstellen!]
88. (Fortsetzung.) Insbesonderc ist fiir das Bestehen der Descarfes-
schen Regel notwendig, da8 im Intervall 2 << x < b die Quotienten
hy(x) hy(x) B (%)

hl(x) Toh(x)” T hyy(%)
alle positiv sind und entweder alle stindig abnehmen oder alle stidndig
zunehmen.
89. (Fortsetzung.) Esseil =« =:n. Zugleichmit ,(x), Ay (¥), . . ., /(%)
erfilllen auch die # — 1 Funktionen

d h dh d h,._
H—_%h __ 4 —_# Pan

! dxhy’ H, dxh,’ 7 Hay ax hy, °
_ a hzx+1 _ d hn~1 _ a hn
“Tdx hy Hoa=g0 by H"‘I"Ez_xhj

die in 87 aufgezihlten Determinantenbedingungen. [VII 58.]
90. (Fortsetzung.) Das in 87 angegebene, fir das Bestehen der
Descartesschen Regel notwendige Kriterium ist auch hinreichend [77].
91. Man verifiziere das Bestehen des Kriteriums 87 fiir die in 77
betrachteten Funktionen e%%, g* ..., ¥,

92. Es sei 0<<a<Cb. Verschwindet f(x) an n4-1 Stellen des Inter-
valls 4, b, und sind alle Nullstellen des Polynoms a,-+a, x4-a, 2 - - +a,%"
reell, so ist in einem inneren Punkt & von a,b

a,f(8) + ar['(€) + ap/"(8) + -+ + @ /() = 0. (63.]

93. (Verallgemeinerung des Rolleschen Satzes auf homogene lineare
Differentialausdriicke.) Die Differentialgleichung #'* Ordnung

*) YO + @y ()90 D - y(x)y® A - - - ax)y =0
soll # — 1 Integrale &,(x), hy(x), ..., hy_,(x) besitzen, so beschaffen,
daB fir a<<x<<b
hix)  RB(x) .. BTP(x)
Iy (%) Bi(x), Bo(%)  By%) ... BOP(%)
**) (%) >0, | ! Y >0, | 2 . ony >0
(%) I(x) Bo(x) Ba(x) |~ T e eneene
hney() Hyoy() . HP()

gilt. Wenn im Intervalle @ << x << b % 4 1 Nullstellen der Funktion f(x)
liegen, so liegt darin auch ein Punkt &, so beschaffen, daf

() + @1 () 177I(E) + o) 1 D(E) + - + gul(§) (§) = 0. [VIT 62]
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94. (Fortsetzung.) Die Folgerung bleibt bestehen, wenn die Vor-
aussetzung durch die weniger fordernde ersetzt wird, daB f(») an
n - 1 Stellen mit einem Integral der Differentialgleichung (*) iberein-
stimmt. (Verallgemeinerung von 71, wo es sich um die Gleichung y™ =0
handelt.)

95. (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung auf ein System von Funktionen.) Es sei

Xy << X< g < --- < Xy .

Das Verhiltnis der beiden Determinanten

Efl(%) fl) o )| o) @) o eu(x)
fa®)  falxa) o Falxa) . Pa(x1)  palr) .. FalH)|
kann dem Verhiltnis der beiden Determinanten
FE) AE) . TG &) @) TG
B&) fl&) o BTG L eel&) @id) oo eV ‘
RE) L&) o BTE) &) @lE) o o)

gleichgesetit werden, wenn &, &,, ..., & passende Zwischenstellen be-
deuten; es ist

51:961, El<§2<x2’ §2<53<x3: R ] §n71<§n<xn‘
96. Es ist, x; << x,<<x;<C--- <x, vorausgesetzt,

fle)  filxe) oo fulxa) I
1]‘2(951) JC7 I A E) l

‘ 1 1 (. VI(SI) fié) .. )
@0 o B e e e
(o) () (™) ) BE - R

wobei die Zwischenstellen &, &, ..., & den in 95 angeschriebenen
Ungleichungen geniigen.

S
=
‘I
=
=
—~
e
~

. ) ,
97. Z T m) ) ) T =)0

& ist ein passender innerer Punkt des kleinsten Intervalles, das die #
voneinander verschiedenen Punkte x,, %,, ..., %, enthilt.



V Abschn., Kap. 1: § 8, Nr. 94—100 — Kap. 2: § 1, Nr. 101. 55

98. f(x -+ nh) —(:’)f(x—}—(n 1)h)+(;‘)f(x+(n_2)h) .

+ (= )" f(x) = B f(8),

wobei entweder x < &< x -+ nh Qder x -+ nh << &<<x. Der Spezialfall
n =1 ist der gewdhnliche Mittelwertsatz.

99, (Eine von 95 verschiedeneVerallgemeinerung des Mittelwertsatzes
auf Funktionensysteme.) Es sollen die Funktionen 4, (%), 2,(%), ..., by (%)
den Ungleichungen (**) von 93 geniigen, die Funktion f(x) sei beliebig.
Ist x, <xp<x,<<--- <%, so existiert ein ¢, x; <<&<x,, so be-
schaffen, daB

Py (%) P 1 (%) .. Py (%)

[Volistindige Induktion; man beachte 89.]
100. Man beweise 76 auf Grund von 91.

1 hn-1(&) 7, _5(8) ... 150(E) .
& @ )

2. Kapitel.

Geometrisches iiber die Nullstellen
von Polynomen.

101. Es seien z, 2,, ..., 2, beliebige, im Endlichen gelegene Punkte
der komplexen Zahlenebene und m,, m,, ..., m, nichtnegative Massen
mit der Summe 1, die bzw. in 2, 2, ..., 2, angebracht sind. Der
Schwerpunkt { dieser Massenbelegung wird durch jede lineare Trans-
formation der komplexen Ebene, die den unendlich fernen Punkt in
sich iiberfithrt, mittransformiert. D. h.: wird in dem Bild 2, von z,
wieder die Masse m, konzentriert, so ist der Schwerpunkt ¢ dieser
neuen Massenbelegung identisch mit dem Bild von £.

Im folgenden (102—156) sei unter einem ,,Punkt’ der komplexen
Zahlenebene ein beliebiger, im Endlichen oder Unendlichen gelegener
Punkt verstanden, unter einem ,, Kreis*“ eine Kreislinie oder Gerade —
letztere geht durch den unendlich fernen Punkt hindurch —, unter
einem ,,Kreisbereich ein Bereich, dessen Rand ein Kreis ist. Ein Kreis-
bereich ist entweder der abgeschlossene Innenbereich oder der ab-
geschlossene AuBenbereich eines Kreises oder eine abgeschlossene Halb-
ebene, je nachdem er den unendlich fernen Punkt {iberhaupt nicht
oder im Innern oder am Rande enthilt.
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102. ,Gegeben sind die Punkte z,, 2, ..., 2,, z und die Massen ,,
My, ..., My. Es soll z von allen Punkten 2, 2,, ..., 2, verschieden sein,
wihrend unter den letzteren einige auch zusammenfallen kénnen; es sei

=0, m,=0, ..., my =0, my-myt - -lmy, =21,

Gesucht ist ein Punkt £, so gelegen, daB bei einer tinearen Trans-
formation der Ebene, die die # 4 2 Punkte

21, 29, B oo Zny 2 C
bzw. in die Punkte

YRR ’ . .o
Zl) 22’ 2'3, ey Zn; 0, C

iiberfithrt, {" der Schwerpunkt der Massenbelegung wird, welche durch
die in den 7, angebrachten Massen m, bestimmt ist (¥ =1,2,3,...,%).

Es gibt unendlich viele linearen Transformationen, die z ins Un-
endliche werfen; der Punkt [ ist jedoch wnabhingig von der Wahl der
zugrunde gelegten Transformation.

Den in 102 definierten Punkt { = {,, der durch das Punktsystem
2z, %, ..., %, durch die darin angebrachten Massen m;, m,, ..., #y,
my + My + - - - +m, =1, und durch den ,, Aufpunkt” z, der von allen z,
verschieden sein muB, eindeutig bestimmt ist, nennt man den Schwer-

punkt der Massenbelegung m,, m,, ..., m, in bezug auf z. Ist z2=o0
der unendlich ferne Punkt, so ist {, = { der gewohnliche Schwerpunkt.
103. Man denke sich in den festen Punkten 2, z, ..., 2z, alle

moglichen Massenbelegungen von der Gesamtmasse 4, und z sei ein von
2, Zg, ..., %, verschiedener Punkt. Die Schwerpunkte £, aller derartiger
Massenbelegungen in bezug auf z fiillen ein Kreisbogenpolygon &, aus.

104. &, sci das in 103 definierte Kreisbogenpolygon, w;, w, zwei
Punkte von ®,. Betrachten wir den Kreis durch w,, w, und z. Derjenige
Kreisbogen w,, w,, der z nicht enthilt, ist in &, enthalten, m. a. W. &,
ist i bezug auf z kreiskonvex. (Wir nennen ®, den kleinsten, in bezug
auf z kreiskonvexen Bereich, der die Punkte 2, 2, ..., 2, enthilt.)

105. Gehoren die Punkte z,, 2,, ..., %, alle einem Kreisbereich K
an und liegt der Punkt z auBerhalb von K, so liegt das Kreisbogen-
polygon &, [103] ganz innerhalb von K.

Es seien z, 2,, ..., %, beliebige Punkte und z ein von diesen ver-

schiedener Punkt. Es moge in allen Punkten z, die gleiche Masse %

angebracht sein. Von nun an betrachten wir nur den Schwerpunkt { = ¢,
dieser speziellen Massenbelegung und nennen ihn kurz den Schwerpunkt
der Punkte z,, 2,, ..., %, in bezug auf z.
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106. Es sei {, der Schwerpunkt von z,, 2,, ..., %, in bezug auf z.
Jeder Kreis durch z und ¢, #rennt die Punkte 2, z,, ..., 2,. D. h. ent-
weder enthalten beide durch den Kreis begrenzten Kreisbereiche etwelche
Punkte 2, 2,, ..., z, 1m Innern oder liegen z, z,, ..., 2, sdmtlich auf
dem Kreise.

107. (Fortsetzung.) Gehoren alle Punkte 2y, 2,, ..., 2, einem Kreis-

bereiche K an, so konnen nicht beide Punkte z und {, auflerhalb K liegen.
Wenn der eine, z. B. 2z, auBerhalb K liegt, dann liegt der andere, (,, im
Innern von K, abgesehen vom Falle, daB} simtliche Punkte z,, 2,, ..., 2,
in einen Randpunkt von K zusammenfallen, in den dann auch [,
hineinfallt.

108. Die festen Punkte w,, w,, ..., w;, 2 selen zu je zwel von-
einander verschieden. Die komplexen Zahlen 2, 2,, ..., 2, Selen nur
der %k verschiedenen Werte w,, w,, ..., w; fihig. Die Schwerpunkte
aller derartigen Systeme 2z, %, ..., 2, in bezug auf z liegen fiiberall
dicht in dem kleinsten in bezug auf z kreiskonvexen Bereich, der die
Punkte w,, w,, ..., w; enthilt.

109. Die Punkte 2, %, ..., 2, sind fest, der variable Punkt z
konvergiert gegen z,. Welcher Grenzlage strebt der Schwerpunkt £,
der Punkte z, z,, ..., 2, in bezug auf z zu?

110. Der Schwerpunkt £, der im Endlichen gelegenen festen Punkte
2, %, ..., Z, in bezug auf den variablen Punkt z kann fiir geniigend
groBe z nach fallenden Potenzen von z entwickelt werden. Man be-
rechne die beiden ersten Glieder der Entwicklung.

Im folgenden (111—156) sei unter einer ganzen rationalen Funk-
tion (Polynom) n'e® Grades eine nicht identisch verschwindende Funktion

1(2) = a, + (7) a; 2 + (Z) Y (,n ﬁ 1) Ay 12" 1+ a, 2"

verstanden. Hierbei ist 4, nicht notwendigerweise von 0 verschieden;
im Spezialfall, wenn a,, + 0 ist, sagen wir, daBl » der genawue Grad von f(z)
ist. Wenn a,=a, = -+ =4a,_3,,=0, a,_;+ 0 ist, so wollen wir
sagen, dafl f(z) die k-fache Nullstelle z = oo besitzt!). In dieser Auf-
fassung hat jede ganze rationale Funktion nt" Grades im ganzen » Null-
stellen, von denen ev. einige im Unendlichen liegen konnen. Durch f(z)
ist also ein Punktsystem z, 2, ..., 2,, die Nullstellen von /(z), in der
komplexen Zahlenebene bestimmt. Umgekehrt gehért zu jedem Punkt-
system eine ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten bis auf einen

1) Bei Einfithrung uneigentlicher Elemente und Beniitzung homogener Ko-
ordinaten, wie dies ja mit der projektiven Natur dieser Fragen im Einklang steht,
lieBen sich die speziellen Auseinandersetzungen iiber den unendlich fernen Punkt
und die damit verbundenen Fallunterscheidungen vermeiden.
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Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmt sind. Wir werden hiufig
von diesem belanglosen konstanten Faktor absehen und von dem Poly-
nom sprechen, dessen Nullstellen z;, 2,, ..., 2, sind.

111. Unter dem Schwerpunkt { einer ganzen rationalen Funktion
versteht man den Schwerpunkt ihrer Nullstellen. Man driicke den
Schwerpunkt von f(z) in bezug auf einen variablen Punkt z 1. durch
/() und f(z), 2. durch die Koeffizienten von f(z) aus. Man beachte die
Speziallfille z = oo und f(2) = 2"

112. Es sei £ der Schwerpunkt von [(z) in bezug auf z. Notwendig
und hinreichend dafiir, daB f(z) nur reelle Nullstellen besitzt, ist, da3
die Imaginirteile von z und { entgegengesetzte Vorzeichen haben, wenn
sie nicht beide verschwinden, wie auch z variiert. (z = oo rechnet als
reelle Nullstelle.)

113. In bezug auf welche Punkte z der Ebene liegt der Schwer-
punkt von f(z) im Unendlichen? Was bedeuten fiir diese Punkte die
Sdtze 106 und 107?

114. Es sei /(2) ein Polynom vom genauen Grade n, K ein Kreis-
bereich, der die Nullstellen von f(z) enthilt, ¢ + 0. Die Nullstellen der

k4

Ableitung der transzendenten Funktion e ©f(2) liegen entweder in K
oder in K 4+ nc, d. h. im Kreisbereiche, der aus K durch Parallel-
verschiebung um den Vektor # ¢ hervorgeht. [Vgl. III 33; man betrachte
den Schwerpunkt von f(z) in bezug auf eine der fraglichen Nullstellen. |

115. Es sei 2, eine Nullstelle des Polynoms #n'®* Grades f(z), ferner
% endlich und x + z;, /() = 0. Dann hat f(z) in jedem Kreise, der
durch die beiden Punkte

x und x—m—1)( — %)

hindurchgeht, mindestens eine Nullstelle.
116. Es sei f(z) ein Polynom n'" Grades, dessen sidmtliche Null-
stellen dem absoluten Betrage nach =1 sind. Es seien ferner «; und

o, beliebige positive Zahlen, n% #+ 1. Dann sind simtliche Nullstellen
2
von &,;zf(z) — &, f(z) dem absoluten Betrage nach

1~n(—x—11;1).
Ky |

= Min (1,

117. Es sei f(z) ein Polynom #x'*" Grades, dessen simtliche Null-
stellen in dem Kreisring 7= |2| = R liegen. Es seien ferner «; und o,

beliebige positive Zahlen und n% 4+ 1. Dann liegen simtliche Null-
2

stellen von o, zf(2) — &,f(2) in dem Kreisring
[

yMin(LM—nﬁ
\ Oy

_1)§'ZQ§RMax(1,\1-—ngli‘_]).

Oy |
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118. Ist 2z, eine im Endlichen gelegene Nullstelle der ganzen ratio-
nalen Funktion n'e® Grades f(2), so ist der Schwerpunkt der @ibrigen #» — 1
Nullstellen von f(z) in bezug auf z

2(n—1)/"(z))

- Zl f”<z1)

Wie ist diese Formel zu modifizieren, wenn 2z; im Unendlichen liegt?
119. Das #n'* Hermitesche Polynom geniigt der Differentialgleichung

17(z) — 2f(2) +nf(z) = 0.

[VI 100, Losungg).] Man zeige, auf Grund von 118, dal die Hermite-
schen Polynome nur reelle Nullstellen haben (VI100, Losungi). [Man be-
trachte die hypothetische Nullstelle mit groBtem Imaginirteil.]

120. Das Polynom #'*" Grades, das der Differentialgleichung

(1 —=2)1"(2) —22f(2) + n(n+1)f(z) =0

geniigt (das #n'® Legendresche Polynom, vgl. VI 90), hat nur reelle Null-
stellen. (VI 97.)

121. Der Gaufische Satz [III 31] ist dem folgenden dquivalent:
Liegen simtliche Nullstellen eines Polynoms f(z) in einer Kreisscheibe K,
so liegen auch die Nullstellen der Ableitung f'(2) in K [113]. Man ent-
scheide, ob folgender Satz richtig oder falsch ist: Liegen sdmtliche
Nullstellen eines Polynoms f(z) in zwei Kreisscheiben K;, K,, so liegen
auch die Nullstellen der Ableitung in K; oder K, .

Es seien K; und K, zwei Kreisscheiben oder allgemeiner zwei be-
liebige Kreisbereiche. Unter #, und #, feste positive Zahlen verstanden,
nennt man die Gesamtheit simtlicher Punkte

M2y g2y
ny oy
wenn z; und 2z, unabhingig voneinander K, bzw. K, durgchlaufen, einen
Mittelbereich von K, und K, und benutzt man dafiir die folgende
symbolische Bezeichnung
mEy+m Ky
notny,

K:

K ist durch K, K,, sowie durch #,, n, vollstindig bestimmt. [Vgl.

H. Minkowski, Werke, Bd. 2, S. 176. Leipzig: B. G. Teubner 1911.]
122, Es seien K; und K, zwei Kreisscheiben, deren Mittel-

punkte 2", 2 und Radien 7, bzw. 7, sind. Zeigen wir, daB dann

n, K, + n, K,
Ny -+ Ny

K=
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wieder eine Kreisscheibe ist, deren Mittelpunkt 2® und Radius » durch
folgende Gleichungen bestimmt werden:

7y 25"

+ ny 20 , . Mh + ny 7,

20) o =
ny 4 n,y ny - 7y

’

K liegt dhnlich zu K, und K,.

123.- Es seien K; und K, zwei Halbebenen mit parallelen Be-
grenzungsgeraden, von denen die eine die andere enthilt; der Mittel-
bereich
n K, + ny, Ky
oy

K=

ist dann auch eine Halbebene, deren Begrenzungslinie denen von K
und K, parallel liuft und den Abstand zwischen diesen in dem Ver-
héltnis n,:#n, teilt.

124. Es sei f(2) = [,(2) /,(2), /i(2) ein Polynom n,*® Grades, f,(2)
ein Polynom #,'*" Grades; es liegen sdmtliche Nullstellen von f;(z) im
Kreisbereich K; und simtliche Nullstellen von f,(z) im Kreisbereich K,.
Dann liegen die Nullstellen der Ableitung f'(2) entweder in K, oder in
K, oder im Mittelbereich

M+ Ky
ny o+ ny

K:

(Unter Grad ist der genaue Grad verstanden.)

125. Es sei f(z) eine gebrochene rationale Funktion, deren Zihler
und Nenner teilerfremd sind; ihre Nullstellen (Pole) seien in der An-
zahl #; und moégen im Kreisbereiche K;, ihre Pole (Nullstellen) in der
Anzahl #n, im Kreisbereiche K, liegen. (Es kommen nur im Endlichen
gelegene Nullstellen und Pole in Betracht.) Es sei #, 2= n,. Dann liegen
die Nullstellen von f'(z) entweder in K; oder in K, oder in dem Be-
reich K, definiert durch die Zahlen

My 3 — Ny
g= -t 7L
Ny — Hy

wenn z, und z, unabhingig voneinander K, bzw. K, durchlaufen.
In Zeichen:

Ist #, = n, und haben die Kreisbereiche K, und K, keine gemein-
samen Punkte, so liegen sdmtliche Nullstellen von f(z) entweder in
K, oder in K,.
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126. /(z) sei ein Polynom, und die Gleichung
H2) =a

habe ihre simtlichen Wurzeln in einem Ovale O,. Alle GréBen a, fir
die das zutrifft, liegen dann gleichfalls in einem Ovale O,. ,

127. Es sei f(z) ein Polynom, seine a-Stellen (die Nullstellen von
f(2) — a) moégen in einem Kreisbereich K, seine &-Stellen in einem
Kreisbereich K, liegen. Unter #,, n, positive Zahlen verstanden und

b
c= %—f—# gesetzt, liegen diejenigen c-Stellen von f(z), die weder
1 2
in K, noch in K, liegen, im Mittelbereich
K Mt n kK
A

[Man darf #,, #, als ganz annehmen.]

Unter der Ablestung einer ganzen rationalen Funktion »t® Grades
f(2) in bezug auf den Punkt (, in Zeichen A4.f(z), verstehen wir die
gewohnliche Ableitung, wenn { = oo, und

Aef(e) = =21 () + i),
wenn { endlich ist; A;f(2) ist eine ganze rationale Funktion (» — 1)ten

Grades?).

128. Es seien die #» -+ 1 Koetfizienten von f(z) (in der Schreib-
weise S. 57)

“()) a]) a2; ey an .

Was sind die #» Koeffizienten von 11‘5(—2)?

129. Es sei { beliebig. Man zeige, dal die Operation A, f(z) distri-
butiv ist: Bezeichnen f,(z) und /,(2) zwei Polynome #n'*® Grades, ¢, und
¢, beliebige Konstanten, so ist

A:fer 1(2) + cafol?)] = e, A [1(2) + co A fo(2) -

130. Es sei { beliebig und /(2) ein Polynom #te® Grades, f(z) = g(2) h(%)
cine Zerlegung von f(z) in die beiden Faktoren g(z) und 4(z) vom Grade &
bzw. I, k -+ 1 =mn. Man zeige, daf}

A:(2) = gd) Ach(2) + M) Acg(a).

1) Bei Gebrauch homogener Koordinaten nennt man diese Bildung die
crste Polaye, bei alteren Autoren auch émanant; vgl. Laguerve, Oeuvres, Bd. 1,
S. 48. Paris: Gauthier-Villars 1898,
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131. Es sei f(2) ein Polynom nfe® Grades, {; und {, zwei beliebige
Konstanten ; die Operationen 4 f(z) und 4 -, /(z) sind vertauschbar, m.a.W.

An[An[(2)] = A [An [(2)] = A, A, f(2) -

132. Man zeige, daBl A4:f(z) dann und nur dann identisch ver-
schwindet, wenn sidmtliche Nullstellen von /(z) mit { zusammenfallen.

Unter dem abgeleiteten Sysiem der n Punkte z,, 2z,, ..., 2, in
bezug auf einen (n 4 1) Punkt { versteht man die # — 1 Nullstellen
2, %, ..., %, ; von A:f(z), wenn f(z) das Polynom ='*® Grades ist,
dessen Nullstellen z;, 2, ..., 2, sind, simtliche Nullstellen richtig ge-
zdhlt (S. 57). Das abgeleitete System ist vollstindig bestimmt, ab-
gesehen von dem einzigen Ausnahmefall, wenn die # 41 Punkte
2y, Zy, ..., Zy, ¢ alle zusammenfallen (vgl. 132).

133. Ist { endlich, so gehéren zum abgeleiteten System in bezug
auf { im allgemeinen viererlei Punkte:

1. Die endlichen, von 2, 2, ..., 2,, { verschiedenen Punkte, in
bezug auf welche der Schwerpunkt von z, 2,, ..., 2, gerade { ist.

2. Die mehrfachen, von { verschiedenen endlichen Nullstellen
von f(2), jede in einer um 1 verminderten Vielfachheit.

3. { selbst nur dann, wenn es eine Nullstelle von f(z) ist, und
zwar dann genau mit der betreffenden Vielfachheit.

4. Der Punkt oo, wenn er eine mindestens zweifache Nullstelle
von f(2) ist; ferner auch dann, wenn er keine Nullstelle von f(z), aber {
der gewohnliche, d. h. in bezug auf oo gebildete Schwerpunkt von f(z) ist.

134. Ein Kreisbereich, dessen Rand sowohl { wie einen Punkt
des abgeleiteten Systems in bezug auf { enthilt, enthilt selbst Punkte
des urspriinglichen Systems.

135. Wenn ein Kreisbereich die Punkte z, 2,, . . ., 2, enthdlt und
den Punkt { nicht enthilt, so enthilt er auch das abgeleitete System
von zy, 2, - .., %, in bezug auf {.

136. Das abgeleitete System der Punkte z, 2,, ..., z, liegt in
dem kleinsten, in bezug auf { kreiskonvexen Kreisbogenpolygon, das
21, 25, ..., %, umfaBt. (Verallgemeinerung von III 31.)

137. Wenn /(z) vom #fer Grade ist, so ist (4)""1/(z) vom ersten.
Man berechne die einzige Nullstelle von (A4:)" 1f(2)!

138. Es sei

f(Z) = a[)_l_ (?) a12+ (Z) a222+ + (% j 1) a1l_1zn-l+ anZn

ein beliebiges Polynom #utet Grades und &y, {,, ..., {, beliebige Punkte
in der komplexen Zahlenebene. Der Ausdruck

Ay Cor ooy GO = = Ap e, . A /)

n!
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ist eine symmetrische multilineare Funktion der Variablen {3, &, ..., ,,
die man folgendermaflen darstellen kann:

Ay Lo L G R =ag 20+ 0y 21 ap 25+ -+ a2 T a2y

hierbei sind 2, 2}, 2}, ..., 2,_,, 2, die elementaren symmetrischen
Funktionen von &;, &y, ..., Cu:

20:1, 21:C1+52++Cn1
Z2=CIC2+CIC3+“'—+_Cn——1£1’“ ceey anzlé‘2cn
Wenn von den Zahlen {;, £, ..., {, etwa die & letzten (und nur diese)
im Unendlichen liegen, so ist Z,=2\=-.. =2, ,=0, =1,

Zlc+1=§1+§2+ +Cn~—k; Zk+2:é-152+§1‘:3+ +Cn~kA1Cn~kx cees
2 =108 ... Ca-p zu setzen.
139. Es sei

(D) = ay+ (q‘) a2+ (;‘) G2t + (n " 1) Gy 7V a2
ein beliebiges Polynom #t*® Grades mit den Nullstellen z,, z,, ..., 2, und
g(2) = b, + (;1') bz + (g) by 2% 4- -+ <n ﬁ 1) by 12" 14 b, 2"

ein beliebiges Polynom #'*® Grades mit den Nullstellen £, £,, ..., &,
Man berechne A(l,, G5, ..., £u) f(2) und A(z, 2,5, ..., 2,)2(2).

Wenn die beiden Gleichungen in 139 zueinander in der Beziehung
stehen, daf3 ‘

A(Cyy Lo ... Ea) (1) =0
oder, was dasselbe ist [Losung 139],
A2y, 29, ..., 29)8(2) =0,

dann heiflen die beiden Polynome f(z) und g(z) apolar. Die Bezeich-
nung erinnert an das Verschwinden der n'®" Polare A; A;, ... 4;, f(2).
Die Bedingung der Apolaritit lautet:

agb, — (7) ay b, 4+ (Z) ay b"i2 —

+ (="t (n Z 1) An-1 01+ (—1)"a, by =0.
[139.] Man nennt auch die beiden Systeme 2;, 2,, ..., 2, und £y, &y, ..., Gy
zueinander apolar.

140. Was bedeutet geometrisch die Apolaritdt von 2, und {;, ferner
die von z, %z, und {,, {,?
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141. Welches sind die Systeme 3, {5, ..., {,, die zu dem System,
das aus den Wurzeln der binomischen Gleichung #* — 1 == 0 besteht,
apolar sind?

142, Es sel 2, 2, ..., %, irgendein System von Punkten. Es gibt
#n Systeme £, {, ..., { mit zusammenfallenden Punkten, die zu dem
gegebenen apolar sind. Welche?

143. Das Polynom #»'*® Grades

) =1—24cz"

ist apolar zu irgend einem System von Zahlen, deren Summe 7 und
deren Produkt O ist.

144, Es sei f(2) ein beliebiges Polynom #n'e® Grades, dessen simt-
liche Nullstellen in dem Kreisbereich K liegen. Sind 3,0, ..., &, B <<n,
beliebige Punkte auBlerhalb von K, so hat das Polynom (# — &) Grades
Ag As, ... Az f(2) seine sdmtlichen Nullstellen in K.

145. Es seien die beiden Polynome %" Grades f(z) und g(z) zu-
einander apolar. Jeder Kreisbereich, der sidmtliche Nullstellen des
einen Polynoms einschlieBt, enthilt auch mindestens eine Nullstelle
des” anderen.

146. Es seien die beiden Polynome #t® Grades f(z) und g(z) zu-
einander apolar. Die beiden kleinsten konvexen Polygone, die simt-
liche Nullstellen von f(z) bzw. von g(z) enthalten, haben mindestens
einen gemeinsamen Punkt. Allgemeiner haben auch die beiden kleinsten,
in bezug auf denselben Punkt kreiskonvexen Kreisbogenpolygone, die
samtliche Nullstellen von f(z) bzw. g(z) enthalten, mindestens einen
gemeinsamen Punkt.

147. Das Polynom
1—2z2+4c2"

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise |z| = 2.

148. Das Polynom
1—2+4+c¢c2"

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise |z —1]=1.
149. Das (& +- 1)-gliedrige Polynom

1 —z4cp2™ 432" 4 -0 2%,
’1:)/1<)}2<1}3<... <1'lt

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise

*‘4(1 - ’:“) (1 - ,Z) (1 _’1])]1

folglich 1im Kreise

(Verallgemeinerung von 147.)
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150. Wenn ein Polynom #*" Grades an zwei Stellen a und b, a =+ b,
den gleichen Wert annimmt, so hat seine Ableitung mindestens eine
Nullstelle in der Kreisscheibe, die um den Mittelpunkt der Strecke ab

mit dem Radius |a — b|c'cg—;E gezeichnet ist. (Analogon des Rolle-

schen Satzes in Komplexen.)
151, Es sei

f(z) == a0+ (’;@) a]_z + (Z) a2z2 + v + (n i ,1) an_lz"—l + anzn

ein Polynom n*® Grades, dessen simtliche Nullstellen in einem Kreis-
bereiche K liegen, ferner

g(z) = by + (:‘) bz (Z) b2 4o+ (n Z 1) bn—1zn_1+’bnzn

ein Polynom #nt*® Grades mit den Nullstellen f;, 8,, ..., B, Jede Null-
stelle y des durch ,, Komposition‘“ entstandenen Polynoms

h{2) =aobo+<7>a1blz+<g> Apby2® 4 - - +(nﬁ 1)an_1bn_lz"“1+anb,,z"

hat dann die Form
y=—p5k,

wo » einen passend gewihlten Index, % einen passend gewdhlten Punkt
in K bezeichnet. (Hierbei ist oo-o00 =00 und 000 = unbestimmt zu
setzen.)

152. Die Nullstellen der Polynome #%*" Grades f(z) und g(z) mogen
alle im Einheitskreis |2| =1 liegen, und zwar die Nullstellen von min-
destens einem der beiden Polynome in |z| < 1. Dann liegen auch simt-
liche Nullstellen des aus den beiden durch Komposition [181] her-
geleiteten Polynoms #'*® Grades im Kreisinnern |z| << 1.

153. Das Polynom #'*® Grades f(z) habe sdmtliche Nullstellen in
einem konvexen Bereiche &, welcher den Nullpunkt enthilt. Das Poly-
nom gleichen Grades g(z) habe lauter reelle Nullstellen, die im Inter-
valle — 1,0 liegen. Das aus den beiden Polynomen durch Komposition
[151] hergeleitete Polynom #*® Grades %(z) hat dann seine simtlichen
Nullstellen ebenfalls in &.

154. Liegen samtliche Nullstellen eines Polynoms #»'" Grades

() = ay + <;¢> 4,7 + (;‘) 24+ (n ﬁ 1) Ay 21 4 @y 2

im reellen Intervalle — a, 4, die des Polynoms #'® Grades

g(z) = b0+ (7) blz -+ (Z) bgzz + -+ (n Zl__ ,1) bn—lzn_l + by 2"

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 5
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im Intervalle —b, 0 (oder 0, b), dann liegen die Nullstellen des Poly-
noms »%* Grades

\

h(2) = ayb,+ (?)alblz+ (Z)azbzzz—{— .. +<%Z1)a”,1bn_1zn‘1+anbnz“

im Intervalle —ab, ab. (a, b sind positive Zahlen.)
155. Es seien sdmtliche Nullstellen des Polynoms #'%" Grades

ag+ a2+ a2+ - a2
reell und die des Polynoms n'®® Grades
by + byz+ 022 A - 4 by 2"

reell und von gleichem Vorzeichen. Dann sind siamtliche Nullstellen
des Polynoms
agby+ a by 2+ agby A o0+ a,0,2"

ebenfalls reell. (z = oo rechnet als reelle Nullstelle.)
156. Die Voraussetzungen von 155 beibehalten, sind sdmtliche

Nullstellen des Polynoms
agby +1'ay bz 4 21a,by 22+ - 4+ nla,b, 2"
reell.
3. Kapitel
Vermischte Aufgaben.

157. Man zeige aus

. 12\" ..
lim (1 —{-—;) = cosz -+ ¢sin z,

> 00

daB cosz und sinz keine imagindren Nullstellen haben.
158. Man zeige aus

) 2\
llm '1 — — — 6"22,
7> 00 Z

daB keine Derivierte von ¢~% imagindre Nullstellen hat.
159. Die Besselsche Funktion

=il el -
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hat keine imaginiren Nullstellen. Man kann hierfiir aus den vier ver-
schiedenen Darstellungen

A 22 \7 22 _ 4%2
a) Jol?) :nll:r;o(“ 1)" (1 + m) P, (m) [VI 85],
2
b) J,(z) =limL, (ﬁ) [VI 99, Losung b)],
c) Jol?) = ! fe“smf"‘dﬂ [11I 148, 56],
j Cizi it [TTT 205]

vier verschiedene Beweise erhalten.
160. Es sei ¢ eine ganze Zahl, ¢=2. Die ganze Funktion
23

ot

Fe =140 +(> )l

hat keine imagindren Nullstellen. Man kann hierfiir aus 59 zwei ver-
schiedene Beweise erhalten.

161. Essei =0, 0<< o =@y =Qp==-- _+zx + +
konvergent. Die ganze transzendente Funktion  * 2

g(2)=6"”(1 —sz—) (1 —(%) (1 _£;>

kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen positiven Null-
stellen dargestellt werden.
162. (Fortsetzung.) Ist

) =1+7a T 0ot

31 I

so haben die Polynome

1+(\)1112—|—(>a22+ —|—< )ﬂn_lznﬁl—}—dnzn, n=1,2,3, ...

nur reelle positive Nullstellen [63].
163. (Fortsetzung.) Es ist im Intervalle 0 < x = «,

glx) <1
5*
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und es gilt daselbst allgemeiner

a a Ao gy . a a
1144 220 L. Zmol _ 2m-1 e ¥ 22
TE Tty e TP e <t et et

Ym_ om _
T amr m=123

[g(x) wird also fiir 0 <%= &, durch ihre Maclaurinsche Reihe um-
hallt; 55, 72.]

164. (Fortsetzung.) Es sei & < 1 vorausgesetzt. Die durch das
Integral

/e‘t”g(—— #*) cosztdi
0

definierte ganze Funktion von z hat nur reelle Nullstellen [63].
165. Es seien «, 8, Sy, Por P, ... reell, a=0, B, =0, und die

Lo 1 1 . .
Reihe o + 25 + = -+ - - - konvergent. Die ganze transzendente Funktion
1 2 3

p

z\ Z z\ Z
6le) = =iz 1 — 2] o (1 — e ..
pr Be
kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen Nullstellen dar-

gestellt werden.
166. (Fortsetzung.) Ist

S0 ist
by + bs1 >0, m=1,2,3,.... [49.]

167. (Fortsetzung.) Wenn G(z) keine positiven Nullstellen besitzt
und a,, @, 4, ..., a, reelle Zahlen sind, dann kann das Polynom

a4, G(0) + a, Gz - a, G(2) 22+ -+ - + a,G(n) 2"
nicht mehr imaginire Nullstellen haben als das Polynom
ag+ a1z a2+ - 4 a2

[68, 69 sind Spezialfille.]

168. Man zeige auf Grund von 167, daB die Besselsche Funktion
Jo(2) keine imagindren Nullstellen hat [II 31].

169. Man zeige auf Grund von 167, daB die in 160 erwihnten
ganzen Funktionen keine imaginiren Nullstellen haben.
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170. Es sei « eine gerade ganze Zahl, x =2. Dann stellt das
Integral

[e~* cosztdt = Fo(2)
0

eine ganze Funktion dar, die keine imagindren Nullstellen hat. [167.]
171. (Fortsetzung.) Wenn bloB « > 1 ist, dann stellt das Integral
noch immer eine ganze Funktion dar; diese hat, wenn o« keine gerade
ganze Zahl ist, nur endlich viele reelle Nullstellen.
172. Die Gleichung

tgz—2=0

besitzt nur reelle Wurzeln. [26.]
173. Es sei f(f) zweimal stetig differentiierbar, /() >0, f(f) <0,
17(¢) < 0 fiur 0=¢=1. Dann hat die ganze gerade Funktion

F(z) = flf(t) cosztdt
0

unendlich viele, und zwar nur reelle Nullstellen. (Verwandt mit, aber
verschieden von II11205.) [26, II1165.]
174. Es sei @(#) eigentlich integrabel fir 0==¢=1. Ist

1

0[[<p(t)|dt§1,

so hat die ganze Funktion
1
F(2) =sinz — f(p(t) sinzidi
0

nur reelle Nullstellen. [27.]
175. Es sei f(f) reell und stetig differentiierbar fiir 0==¢=1. Ist

ngme,

so hat die ganze Funktion
1
F(z) = [{(f)coszt dt
0
nur reelle Nullstellen. (Die Bedingung ist insbesondere dann erfiillt,
wenn f(0)=0, /(f)=0 fir 0=¢=1; vgl III 205.)
176. Es sei 2 = 2. Die ganze Funktion
22 2B b4

F@=1+2 b S s

) "
hat, sowie auch simtliche Partialsummen ihrer Potenzreihe, nur reelle
negative einfache Nullstellen. [III 200.]
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177. Die Funktion f(#) sei stetig differentiierbar und positiv fiir
1

0<<¢<<1, auBerdem soll f f(t)at existieren. Die durch das Integral
0

/lf(t) etdt = F(2)
0

definierte ganze Funktion hat keine Nullstellen

in der Halbebene z2=0, wenn f(§ >0,
in der Halbebene R2=0, wenn f({) < 0.

[Nicht analog zu III 205 mittels Grenziibergangs aus III 22, sondern
durch sinngemiBe Ubertragung des Beweises von III 22.]

178. Man beweise I1I 189 auf Grund von 177.

179. Der Rest der Exponentialreihe

zn+1 Zn+2 zn+3
-+ +
(n -4 1)! (n+2)! (n -+ 3)!
verschwindet fiir 2 = 0, aber sonst in keinem Punkte der Halbebene
Rz=n, wenn n=1, 2, 3, ...; n=0 ist eine Ausnahme: dann liegen

die Nullstellen simtlich auf der Begrenzung der Halbebene Rz=0.
(Hieraus folgt leicht 73.) [177.]

> 2
180. Ist E !a—"ﬂ} konvergent, so ist
n=0 L

agy+ a2+ a2+ - a4 - = F(3)

eine ganze Funktion. Bezeichnen wir die Nullstellen von F(z) mit
24y 29y .uvy Zpy ..., SO ist

1
Tl o

+ ot e

|2 lznl2
konvergent.

181. Wenn die Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten
alle reell und einfach sind, so liegt in dem Intervall zwischen zwei
sukzessiven nur eine Nullstelle der Ableitung. Ist dieser Satz auch
fiir ganze transzendente Funktionen richtig?

182. Der Grad des Polynoms H(x) sei =3. Ist
Flx) =A@,

aF .

so hat mindestens eine der beiden Funktionen df und —-- nicht blo
dx dx?

reelle Nullstellen.

Dem Polynom mter Grades

fQ=ay+ a2+ ay22+ -+ + a, 2™
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mit reellen Koeffizienten a,, 44, ...,

den drei begleitenden Polynome zu:

P(z,0) = ag+ a,2 + ay2(z — @) + -+ + anz(z —

Oz w)y=a, (1+z—m—1w)(l+z—m—2w) -
+a, (Atz—m—1lo)(1+z—m—2w) -
+a, 4+z—m—10)(1+2—m—2w)---
4ty (1 +2—m —1w)(z—m—2w)
+a, z—m—1w) (z—m —2w)

Rz ow)=a (A—z+m—1w)(l—2z+m—2w) -
+a (—z+m—1o)(1—z+m—2w)---
+a, 1—z+m—1w)(l—2-+m—2w)---
+an_ (1 —2+m—1w)(z—m—2w)
+a, (Z—m—1w) (z—m—2w)

§ 2, Nr. 183—184.

71

Am, @y 2= 0, ordne man die folgen-

) (z—m—1w),
1+z—o)(1+2)
(1+z2—w)z
(z—w)z

(z_w)z .........
(2 — )z,
1—z4+w)(1—2)
(1—z+w)z
(z—w)z

(z —w) .z ..........

(z—w)z

Die drei begleitenden Polynome hingen von einem Parameter w ab.

Ersetzt man simultan

z durch —2, o durch —w, a, durch (—1)?a,,

so geht
Q(2, w) in Rz, w)
iber.
183. Setzt man
oo kn
72— (&) ,n
1(2) & —«ZM‘ AP am,
=0
. I'k+n+1—m) B 4
Ha) (1 —2)" 2 T wr B
k+m-1 (k - 1) | pm

f2) (1 +2)F 1 =

n=0

(k) on
Wi h—rntm—1)iCn "

so lassen sich die. Koeffizienten A%, BY¥

y=0,1,2,...,m,

k>o0,

", kganz, k‘>m—1 N

k ganz, k=1,

), C® Qurch P(z, w), Q (3, w),

R{z, ), die begleitenden Polynome von f(z), ausdriicken.

184. Man beweise die fiir w >0,

w

e

—1+

oo

0

0z o)

wm

142

=

1+z

(m—1)w<Rz<<O

)

_zto

[ f ¢

)

@t

und suche analoge Formeln fir P(z, w) und R(z, w).
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185. Man bezeichne bzw. mit
. % ob %
die Anzahl der Nullstellen der Polynome
f2), Pz, o), Q(z, w), R(z, w)

im offenen Intervalle ¢ <<z <(b. Es geiten folgende Ungleichungen:

1 0 0
o =20 Fre=0 1 m-1w>
1+ (m— 0 -~
Fo =RV, 3L =R, B o= R m-1w-

Vorausgesetzt ist dabei, da w > 0; in den Ungleichungen der zweiten
Zeile muB noch (m — 1) w << 1, in der letzten Ungleichung der ersten
Kolonne w~* eine ganze Zahl sein. [38, 80.]

186. (Fortsetzung.) Vorausgesetzt, daBl f(z) in den Endpunkten
des betr. Intervalls (also in z = 0, bzw. 1 bzw. — 1) nicht verschwindet,
kann man den vorangehenden Ungleichungen noch hinzufiigen, dafl die
Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist (ev. 0). — Warum mu8
betreffend die Stelle z = 4- o0 nichts Neues vorausgesetzt werden?

187. Die drei in 183 erwihnten Potenzreihen haben folgende Eigen-
schaften:

1. Sie enthalten nicht weniger Zeichenwechsel, als das Polynom
/(2) beziiglich im Innern der Intervalle

(0, +00), (0,1), (0, + )
Nullstellen besitzt.

2. Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt ab oder bleibt unver-

andert, wenn &k wichst.
3. Die Anzahl der Zeichenwechsel erreicht die Anzahl der Null-

stellen von f(z) in dem beziiglichen Intervalle, wenn % geniigend

grof ist.
188. Dem reellen Polynom " Grades f(z) ordne man als viertes

begleitendes Polynom
Je.0) = fmo)—(7) 1o =10)z+(;) (A =20) 2=+ (=) 0)2*

zu, o >0. Es bezeichne analog wie in 185 J die Anzahl der Null-
stellen von J(z,w) in dem offenen Intervall a <<z <(b. Es bestehen
dann die Ungleichungen

00 ol 0 oo mw a0
<’\SO’ %—ooé\sl ’ %0 g'\5-—00'

mo =

Wird f(0) =0, f(mw)=0 vorausgesetzt, so kann man noch hinzu-
fiigen, daB die Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist.



V. Abschn., Kap. 3: §2, Nr. 185—189 - § 3, Nr. 190—194. 73

189. Die Anzahl der Nullstellen des reellen Polynoms ' Grades
f(z) im Intervalle mw < z < oo ist nicht gréBer als die Anzahl der
Nullstellen des Polynoms

A™f(0) + (T) A"=1§(0)z + (7;) A™=2£(0) 22 + o A J(0) 2™

im Intervalle 0 < z<C1; hierbei bedeutet

410 = o) — () 16=10) + (JJfF=20) = - + ¢=17/0)
0,1

1901). Man kann jedes vorgelegte Polynom als Quotienten zweier
Polynome so darstellen, daB3 der Nenner keine Zeichenwechsel und der
Zihler ebensoviel Zeichenwechsel aufweist als das vorgelegte Polynom
positive Nullstellen besitzt.

191. Es sei das Polynom m'® Grades f(x) so beschaffen, daB,
mit P(x) ein beliebiges Polynom bezeichnet, das Produkt P(x)f(x)
mindestens m Zeichenwechsel mehr aufweist als P(x). Hierzu ist not-
wendig und hinreichend, daf3 f(x) nur reelle positive Nullstellen besitzt.

192. Es sei das Polynom f(x) so beschaffen, daB, mit P(x) ein
beliebiges Polynom bezeichnet, P(x)f(x) + P’(x) nicht mehr imaginire
Nullstellen besitzt als P(x).

Hierzu ist notwendig und hinreichend, daB f(x) = a — bx ist, wo
a beliebig, b=0.

193. Wenn das Polynom f(x) die Eigenschaft hat, dafl fiir alle
positiven p die Gleichung f(x) +p =0 nur reelle Wurzeln besitzt,
dann ist f(x) hochstens vom zweiten Grade. Sind die Wurzeln derselben
Gleichung alle reell und alle eines Zeichens, so ist f(x) vom ersten
Grade.

Dies ist geometrisch evident; man wiinscht einen Beweis, der auf
anderen Prinzipien beruht.

194. Der mit reellen ag, @y, a5, by, by, b, aufgebaute Ausdruck

agby — aga; by by + agay b} — 248,000, -+ @iy by — ay a3 by by + a3 6
ist dann und nur dann negativ, wenn die beiden Polynome
fx) = ag2® + a5 + a,, g(x) = boa® + by x + b,

reelle und einfache Nullstellen haben, die sich trennen, d.h. so liegen,
daB3 die beiden Nullstellen des einen Polynoms eine und nur eine des
anderen zwischen sich enthalten.

1) Von 190 bis 195 handelt es sich um Polynome mit reellen Koeffizienten.



74 Vermischte Aufgaben.

195. Es sei P(x) ein Polynom mit nur reellen Nullstellen. Dann
gibt es im allgemeinen keine primitive Funktion von P(x), die nur
reelle Nullstellen besitzt. Genauer: Bezeichnet » den genauen Grad
von P(x) und bestimmt man die reelle Zahl 4, so daB das Polynom
(n + 1)t Grades

eine Maximalanzahl von reellen Nullstellen enthilt, so kann man be-
haupten, daf diese Maximalanzahl

=2 fir n=1,

=3 fir n=2,4,6,8,...,

=4 fir n=13,5,7,9,...
ist, und mehr behaupten kann man nicht, denn das Gleichheitszeichen

kann bei allen betreffenden # tiir ein passendes P(x) sich tatsidchlich

einstellen.
196. Es sei L das Maximum der absoluten Betrige der Koeffi-

zienten des Polynoms
f@y=2"+a, 2" V+a,2" "2+ --- + a,,
und 2, %, ...,2, seien die Nullstellen von f(2). Dann ist

A+]a)(+]5) ... A +|m)=2"Yn+1L. [1152]



Sechster Abschnitt.

Polynome und trigonometrische

Polynome.
Setzt man cos? = x, dann sind
T,(x) =cosnd, U,(x)= ﬁ—iﬂlﬂ(x) = Sgl%j;;j, 7n=0,1,2,...

Polynome n'® Grades von x (Tschebyscheffsche Polynome), und zwar
ist der hochste Koeffizient von T,(x) gleich 2%~1, der von U,(x) gleich
2" n=1,2,3,....

1. Die Nullstellen von T,(x) und U,(x) sind simtlich reell, von-
einander verschieden und liegen im Innern des Intervalls —1, 1. Man
bestimme diese Nullstellen.

2. Man beweise die folgenden Relationen:

Tpis(x) =215 (x) — (1 — 23 Up_1(x),
Upx) =2 U, _1(x) + Tyu(x), n=1,2,3,....

3. Die Polynome T,(x) und U,(») geniigen den folgenden Differen-

tialgleichungen:
(1 —#2) T7(x) — 2 T(x) + n* Talx) =0,

(1 —2%) Uji(x) — 32 U,(%) + #(n + 2) Unlx) = 0.
4. Fir T,(x) und U,(») gelten die Orthogonalititsrelationen

S —— x)dx =0,
]/1 ——x2 ( )
m,n=0,1,2, ; mZn
/ =22 U,(x) Un(x)dx = 0,
-1
Man berechne diese Integrale fiir m =,
5. Es ist
Tolx) _ (=" a A
T—x 1-3-5. Ten—fae T
( 1) (%+ ) d"
— 22U — — x2)n+i,
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6. f(x) sei im Intervall —1=x=1 definiert und habe dort eine
stetige n'¢ Ableitung. Dann ist

7T

/ ™ (cosd) sin2"P d P .

0

1
1:3-5-.. 2n—1)

/f(cosﬂ) cosntdd =
0

7. Es gelten fir n=1,2,3,..., —1=x=1 die Ungleichungen

| Tux)| =1, | Un(x) | =n 4+ 1.
In der ersten Ungleichung wird das Gleichheitszeichen an genau
7+ 1 Stellen, ndmlich an den # —1 Nullstellen von U,_;(x) und

auBerdem fiir x = —1 und x =1 angenommen. In der zweiten Un-
gleichung gilt das Gleichheitszeichen nur fiir x = —1 und x=1.

Unter einem trigonometrischen Polynom ' Ordnung versteht
man einen Ausdruck der Form

g() = 2o+ 4,cosd + pysind + A,cos29 + pysin28 4 .-
+ A, cosnd + pysinnd .
Sind alle u, gleich 0, so ist g() ein Kosinuspolynom #‘¢" Ordnung.
Sind alle 4, gleich 0, so ist g(¢#) ein Sinuspolynom #** Ordnung.

8. Ein Kosinuspolynom #%*" Ordnung 148t sich stets in der Form
P(cos?) schreiben, wo P(x) ein Polynom #'e® Grades ist. Das Um-
gekehrte ist auch richtig.

9. Ein Sinuspolynom #' Ordnung liBt sich stets in der Form
sind P(cos®¥) schreiben, wo P(x) ein Polynom (n — 1)t® Grades ist.
Das Umgekehrte ist auch richtig.

10. Das Produkt von zwei trigonometrischen Polynomen bzw. von
m* und " Ordnung ist ein trigonometrisches Polynom (m - m)ter

Ordnung.
11. Ein trigonometrisches Polynom #'* Ordnung mit lauter reellen

Koeffizienten :

g(0) = 4y + A, cosV + pysind + 2,c0829 + ppsin2d - -

+ A, cosnd + y,sinnd
1aBt sich in der folgenden Form schreiben:
80) = e 0 G(e9),

wo G(2) = ug+ w2+ 42> 4 -+ + uy, 22" ein Polynom 2#t Grades
bezeichnet, das ungedndert bleibt, wenn man zum reziproken Polynom
iibergeht und gleichzeitig die Koeffizienten durch die konjugiert-
komplexen Werte ersetzt:

G(z) = Ugy + thgn_12 + Ugp_g22 + + o + Up22" = 27 G(z71) .

Man berechne die Koeffizienten u,, u,, u,, ..., #,,.
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12. Bezeichnet G(z) ein Polynom 2 nt®® Grades, fiir welches iden-

tisch in 2 22”6—;(2‘1) — ¢
gilt, dann ist
emin? G(ei?) = g(9)
ein trigonometrisches Polynom #' Ordnung von ¢ mit lauter reellen
Koeffizienten.
13. Es sei G(2) ein Polynom 2 #%*" Grades und

2rG(z7 1) = G(2) .
Wie sind die Nullstellen von G(z) in der komplexen Ebene verteilt?
14. Ein trigonometrisches Polynom 7' Ordnung mit lauter reellen
Koeffizienten
g(#) = A+ 4, cos® + pysind 4 1,c0829 + ppsin29 + - .-
+ Apcosnd + u,sinnd,

in welchem 4, und u, nicht beide verschwinden, besitzt genau 2#
Nullstellen, wenn fiir ¢ sowohl reelle wie auch komplexe Werte zu-
gelassen und mehrfache Nullstellen ihrer Multiplizitit entsprechend
gezdhlt werden. (9 und 9 + 2z gelten als nicht verschieden.)

15. Man bestimme sdmtliche trigonometrischen Polynome #'® Ord-
nung _
g(9) =4y + A, cos? + u,sind + Ayc0829 + pysin2d + - - -
+ A, cosnd + p,sinnd,

die lauter reelle Koeffizienten haben und in & und g identisch die

folgende Relation erfiillen:
n

NS I

r»=0
] sin2%2+10
16. —E—I—cosﬁ—l—coszﬂ—i—---+cosnﬂ:——,
2 sin—
2
sin%z?cos’“i“?
cos? + cos2® + cos3 P + --- 4 cosnt = s
sin—
2
sin2#n 9
cos? 4 cos3 P + cos5P + - + cos(2n — )P = ———,
: 2 sind

sin? 9sin” Ty
2 2

sin® + sin2d + sin3 & 4 ... J-sinnd =

sin —
2
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11. sind i sin3 " sin§ 9 b sin(2n — 1) 9 _ <siinnnﬁﬂ>?.

sin sin? sin?d sin®

Was folgt hieraus fiir 4 =07
18. N2
1 sin(n+1)5
—2——{—ncosﬁ—l—(n—1)(:05219—{—-~-—{—cosnﬂ:——E -
sin

19. Wo liegen die Nullstellen der trigonometrischen Polynome

1+ cos? + cos2d + --- + cosnd, cos? 4+ cos2® + .-+ 4-cosnd,
cos? + cos3 P 4 cos5 @ + --- 4 cos(2n — 1),
sind +-sin29 - ... +sinnd, sin® -+ sin3 ¢ 4+ --- +sin(2z — 1)9,

%i—l—ncosﬁ—l—(n— 1)cos2@ + - -+ 4 cosn?

20. Man zeige die Identitit
cos? + cos2P - .-+ +cosnt = —12—sin(n + 1)Pctg 129 — cos? %lﬁ

21. Man zeige, daB

sind + sin2¢ + --- 4 sinz 9 4

sin(n 4 1)
2
fiir 0= == nichtnegativ ist.
22, Die arithmetischen Mittel der Teilsummen der Reihe
L+ cos® + cos2d + cos3 P+ --- - cosnd + -

sind fir jedes & nichtnegativ; sie konvergieren mit wachsendem #
gleichmiBig gegen 0, wenn e<9%=<2n—e¢, &>0 ist.
23. Das trigonometrische Polynom

A(”,ﬁ)zsinﬁ—}-ﬁg’_?_*_suﬂﬁ | sinnd
2 3 "

hat 1‘111 IIl teI Va,u 0 = '(9' =7 an iedel deI Stellell T ‘ _ >
» 29 lll’ld nur an dleSeIl em Ielatlves axiumum
n + 1 n 1

und an- jeder der Stellen 27%, 227”,

27 27
—y e, (g—1) — d
3575, L g— 1" (und nur

. . . . 1
an diesen) ein relatives Minimum, ¢ = [%_}
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24. (Fortsetzung.) Die Maxima von A4(n,d¥) im Intervall
0 =¥ = xn nehmen monoton ab, so daB das absolute Maximum von

A(n, 9) im ganzen Intervall 0 =® =z gleich A(n, ﬁq) ist. [20.]

25. (Fortsetzung.) Die Maxima A(n, ﬁ—J wachsen, mit #
monoton, und es ist

. 7 smﬁ
0

26. Das trigonometrische Polynom

Uy 4 0,
B(n, 9) = cos? +ci052 + Cﬁ; + 4 cosn
. . 2m 27
hat im Intervalle 0 == == an jeder der Stellen 0, 0 2~%—, s
pz-f (und nur an diesen) ein relatives Maximum und an jeder der
Stellen nz_:1, 2n2j1, 3n3—:1 o qﬂq (und nur an diesen) ein
relatives Minimum, p = [ ] { ]
27. (Fortsetzung.) Das trlgonometnsche Polynom B (n, ) nimmt
. . n+1 27
A (£11 B
seinen kleinsten Wert fiir PR [21.]
28. Esist fir 0=d=2m und n=1, 2, 3,
B(n, #) = cos 19+C—0§2—0+C0—533@+ +5(is—@;— 1.

f(9) sei eine nach 2z periodische, im Intervalle 0 =& =< 2z eigent-
lich integrable Funktion. Die Konstanten

1 [, 1 o
4= ‘zsz(ﬁ) cosnddd, b= %/f(ﬁ)smm?dﬁ, n=0,1,2, ...; b=0,

nennen wir die Fourierschen Konstanten, die formal gebildete Reihe
ay+ 2a,cos9 + 2b;sind + 2a,c0829 + 2b,5in29 4+ ...
+ 2a,cosn® + 2b,sinnd 4 .-

die Fouriersche Reihe von f($#). Wenn /f(¥#) von beschrinkter Schwan-
kung ist, dann ist diese Reithe konvergent mit der Summe

9+ 0)+ f(#— )
2
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29. Die Funktion /(&) sei periodisch, f(&# + 27) = f(8#). Jede der
folgenden Gleichungen (bzw. Gleichungspaare)

1 0= 19),
2 f—8)=—19),

: Ot =—1®),

4a. f(=8)= 1), 1®+m)=—1®),
4b. =) ==/, [O+a)=—i®,
. 12 -+ 7) = 1(9)

bedeutet eine besondere Symmetrieeigenschaft der Bildkurve y = f(x).
Man zeige, daBB das Vorhandensein einer solchen Symmetrieeigenschaft
an dem Verschwinden unendlich vieler Fourier schen Konstanten be-
merkbar ist.

30. Wie lautet die Fouriersche Reihe eines trigonometrischen
Polynoms #*" Ordnung F()?

31. » und » seien positive ganze Zahlen. Es ist

1 (2cos ?)ncos (ﬂ'— v)ﬂdﬁ = (”)
27 2 2 %

-7

32. Die Zahlenfolge
Qg Ay, by, Ay by, ..., ay by,
sei von der Beschaffenheit, daf die ,,trigonometrische Reihe
ay -+ 2a, cos? + 2b,sind + 2a,c0829 -+ 2b,sin29 + ---

-+ 2a,cosnd + 2b,sinnd + ---
gleichmiBig konvergiert fiir alle Werte von ¢ und also eine nach 2z
periodische stetige Funktion f(#) darstellt. Wie lautet die Fouriersche
Reihe von f(#)?

1 1 S sinznnx__{x — [#], wenn x nicht ganz ist,

n 3, wenn x ganz ist.

34. Man zeige

]sim?'—%——i y cos2nd $_ sin?n ¢
Ta o= - 412 —1 a 14n2—1
n= n=

35. Die Konstanten

/]smmﬁl m=1,2,3,...

sin?
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(die in naher Beziehung zu den sogenannten Lebesgueschen Konstanten
der Fourierschen Reihe stehen) wachsen monoton mit m. Sie lassen
sich ndmlich in folgender Form darstellen:

RS 1
_?_62”11"+3‘+§+"'+2nm—1_
o= T2 4n% —1 ’

n=1

{Man setze fiir |sinm | die Entwicklung von 34 ein und wende 17 an!]

36. Die Funktion f(#) sei periodisch mit der Periode n, ferner
eine ,,gerade Funktion®, d. h. es gelte identisch j(—) = /(). Wenn
f(¥) im Intervall 0=¥ ==a von oben konvex ist, dann hat ihre
Fouriersche Reihe die Form

Co— €, 0829 — ¢cyc0840 — - —c co82nP — - -+,

wo simtliche Koeffizienten ¢y, ¢,, ..., ¢, ... nichtnegativ sind.
37. Die Funktion f(J) von 36 soll der weiteren Bedingung £(0) = 0
unterworfen sein. Es sei ferner ¢ -?f({)) beschrankt, > 0. Die Folge

wl::)

b/gl—l—]ﬁdﬁ m:1,2,3,...

wichst monoton mit m. [Verallgemeinerung von 35.]
38. M, bezeichne das Maximum von

sin?d sin29 sin 3 9 Sm nd| 9
3

fiir alle Werte von ¢#. Man hat

201 _ . 291, 2

;% —<M,< 5§;+5 (34, 28]

39. xy, %1, %,,.. ., X%, seien beliebige komplexe Zahlen, x,+ 0, x, + 0.

Der Ausdruck

[%g + 2,24+ 2,22+ - w20 [, z=é"?,

stellt ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom von genau #tr Ord-
nung dar. Man berechne die Koeffizienten desselben.
40. Ist das trigonometrische Polynom #»'** Ordnung

g(9) = Ay + 4 cosP + pysind + 2,c08 29 + ppsin 29 + -
+ A, cosnd + w, sinnd

Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze II. 6
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fiir jedes ¥ nur nichtnegativer Werte fihig, so 148t es sich in der fol-

genden Form darstellen:
g(9) = [ h ()2, z=é?,

wobei A(z) = x5+ %, 2 + %,2% 4 -+ - 4 x, 2" ein Polynom #*" Grades ist.
[Man zerlege das in 11 betrachtete Polynom G(z) in Linearfaktoren.]

41. Bezeichnet g(9) ein nichtnegatives Kosinuspolynom, so kann
man stets ein Polynom A(2) = x4+ %, 2 + %, 22 -+ - - - 4 %,2" mit lauter
reellen Koeffizienten finden derart, dal3

g(8) = | h(z2)]? ist, =167

42. Man zeige, daB die in 40 gegebene Darstellung eines nicht-
negativen trigonometrischen Polynoms im allgemeinen auf mehrere
Weisen méglich ist.

43. Man zeige, daB in 40 immer eine solche Darstellung vor-
handen ist, bei der A(z) den folgenden Bedingungen geniigt:

1. h(z) ist von 0 verschieden fiir |z|<1;

2. h(0) ist reell und positiv.

Hierbei ist vorausgesetzt, daB g($) nicht identisch verschwindet.

44. Wenn eine ganze rationale Funktion fiir jedes reelle x nicht-
negativ ist, so 148t sie sich in der Form [A(x)]* + [B(x)]? schreiben,
wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen mit lauter reellen
Koeffizienten sind.

45, Jede ganze rationale Funktion, welche fiir nichtnegative
Werte von x nichtnegativ ist, 1aBt sich in der Form

[A(x)]2 + [B(%)]2 + 2 {{[C(%)]2 + [D(%)]%}
schreiben, wo 4(x), B(x), C(x), D(x) ganze rationale Funktionen mit
lauter reellen Koeffizienten bezeichnen.

46. Jede ganze rationale Funktion #»%® Grades, welche fiir
—1 = x =1 nur nichtnegativer Werte fahig ist, 148t sich in der Form

[A(x)]? + (1 — #?) [B(r)]?
darstellen, wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen #'™ bzw.
(n—1)tn Grades mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. [41.]

47. Jede ganze rationale Funktion n'® Grades P(x), welche fiir
— 1 = x =1 nur nichtnegativer Werte fihig ist, 148t sich in der Form

(AP + (1 —2) [B@P + (1 +2) [C(x) 2+ (1 — ) [D(x) ?

schreiben, und zwar derart, daB alle vier Glieder hochstens vom
nt® Grade sind.

Ist P(x) vom Grade 2m, so gibt es eine solche Darstellung, bei
welcher B(x) = C(¥) = 0 und A(x) vom Grade m, D(x) vom Grade
m — 1 ist.
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48. Kann eine jede ganze rationale Funktion n' Grades P(x),
welche fiir — 1 << x <1 positiv ist, in der Form

Plx) =2 A(1 — %)% (1 + %)#

dargestellt werden, wobei A=0, & + f=#, & und § nichtnegativ
ganz sind?

49, Jede ganze rationale Funktion P(x), welche im Intervall
— 1 << x <1 positiv ist, kann in der Form

P(x) =22 A(1 — 2)* (1 + #)f

dargestellt werden, wobei 4 =0, & und f§ nichtnegativ und ganz sind.

50. Es sei

g() = 2y + 4, cosP + py sind + 1, cos29 + pysin2¢ + -+ -
“+ Ay cosnd + p, sinnd

ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom #»'* Ordnung, und zwar
sei das absolute Glied von g(¥#) gleich 1, d. h.

2
1
lozgofg(ﬂ)dﬁ:L

Dann ist
g =n+1.

Das Gleichheitszeichen gilt hier nur, wenn

1 , n
g = -n—:{:TM—{—z—f—zZ—}—--- —{—z”|2=1—{—2n+1cos(19——-00)
27T 0s2(8 — By 4 -+ 42— cosn (9— 8,), 5= ¢iP-2
n -1 0 n+1 o

und & = 9, ist (bzw. wenn & =&+ 2kn, k=0, +1, +2, ...).
51. (Fortsetzung.) Es ist

At ul=1.
Das Gleichheitszeichen gilt hier nur fiir
g(9) =1 + cosn(d — 9).
52. (Fortsetzung.) Es ist

JT
12 2£4COS2 "
1+Iu’1— %—{—2

OF
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53. Das geometrische Mittel [II 48] eines nichtnegativen, nicht
identisch verschwindenden trigonometrischen Polynoms g(«) ist

27T
5= [rogg@)as ‘ B
e = [1(0) P =[R(0)},

wenn g(#) = | h(e'?) 2 die in 43 definierte , Normaldarstellung* von g(d) ist.
. 54. Das nichtnegative, nicht identisch verschwindende trigonome-
trische Polynom #%*" Ordnung

g(9) =4+, cos P4 pysind 1,082 9 4y sSin2¢ -+ -+ 1, cosn ¥+, sinn &
habe das geometrische Mittel 1. Dann ist
g(v) =4".
Das Gleichheitszeichen gilt hier nur fiir
— 2n
g(9) = <2 cos ?9__2&)

und fiir 9 = ¥, (bzw. fiir 9 =9y 4 2kx, k=0, +1, +2, ...).
55. (Fortsetzung.) Das arithmetische Mittel von g(¥) ist

s e ()

Wann gilt hier das Gleichheitszeichen?
56. (Fortsetzung.)

T r—— 2n
1’}“;—’-/"’;22("_‘_?); 721:2:31"’:7‘

Wann tritt hier das Gleichheitszeichen ein?

57. Ein trigonometrisches Polynom ohne absolutes Glied
g(9) =4, cos? +puy sind + 1,c08 28 +pysin29 + - - - +4, cosnd +p,sinnd

kann nicht fiir jedes reelle ¥ von demselben Vorzeichen sein, es sei
denn, daB es identisch verschwindet. Dieser Satz ist okne Integral-

rechnung zu beweisen.
58. Es sei —m und M das Minimum bzw. Maximum eines

trigonometrischen Polynoms #' Ordnung von der Form
g(9) =1, cos® +pu sind 41,0829 4 psin29 + .-+ + A, cosnd -+ u,sinn i,
m=0, M=0. [87.] Dann ist

M<nm m=unM.
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59. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung 1aBt sich fur
trigonometrische Polynome folgendermaBen verschirfen: Es sei g()
ein trigonometrisches Polynom #!* Ordnung und m das Minimum,
M das Maximum von g(); dann ist

M —m
w1

25
M —m 1

. = NdIP =M —

m+ 1“‘2:10/g() =

60. Es sei —m das Minimum und M das Maximum eines
trigonometrischen Polynoms #'*" Ordnung

g(®) = 2y + A, cos? + pysin® + 2, c0s2 + u,sin2) - - -
+ A, cosn® + pysinnd;

dann ist entweder m oder M gréBer als ]/]Tfl -I——:uj-: Es ist nur dann
m=M = 1/,1’3}“,75, wenn g(J) = ccosn(P — J,) ist.

61. Man setze # harmonische Bewegungen zusammen, deren
Perioden zueinander im Verhiltnis 1:%:%: cee :% stehen; die Phasen
sind beliebig. Die groBte Elongation der resultierenden Bewegung ist
dann mindestens gleich dem arithmetischen Mittel der Amplituden der
einzelnen harmonischen Bewegungen. ‘

Mit den Bezeichnungen von 58 handelt es sich um die Ungleichung:

VB VBt VE £

n

(Verschirfung von 50.)

62. P(x) sei ein Polynom n'e® Grades mit dem hochsten Koeffi-

zienten 1. Dann ist das Maximum von | P(x) | im Intervall —1=x=1
. . 1 1
mindestens gleich =t Ist | Px)]| = i fiir —1=x=1, so unter-

scheidet sich P(x) nur um einen konstanten Faktor von dem auf
S. 75 definierten Polynom T, (x). [60.]
Man betrachte die Gesamtheit der Polynome n'® Grades, deren
hochster Koeffizient gleich 1 ist, d. h. die Polynome
Pxy=x"+ a; 5" L+ a,2" 2+ --- +a,

mit beliebigen komplexen Koeffizienten a,, a5, ..., a,. Man be-
zeichne mit u,(x, f) das Minimum der Maxima simtlicher |P(x)|
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in a<<x=<f. Der Satz in 62 liBt sich dann so formulieren, daB}
fir « = —1, f=1 dieses ,,minimum maximorum-‘

1
‘Lln(—- 1, '1) - 27j‘1

o5 (4]

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da Polynome
mit dem hochsten Koeffizienten 1 existieren, die in einem vorge-
gebenen Intervall gleichmiBig beliebig klein ausfallen, ist somit die,
daB die Linge ! dieses Intervalls kleiner ist als 4.

64. Die unabhingige Variable x bewege sich in den beiden (gleich
groflen) Intervallen, die aus dem Intervall & =< x =< § durch Entfernen

+ﬂ

ist.
63. Es ist

des Intervalls, dessen Linge 4 und dessen Mittelpunkt ——— ist, hervor-

gehen; d < — « =1. Es sei u, die untere Grenze der Max1ma samt-
licher Polynome #'*® Grades vom héchsten Koeffizienten 1; dann ist

G
Mm=2\"16") -

wenn # gerade ist, und
n-1

-1
2 B —d\ s
() em )

wenn # ungerade ist. [63.]
65. Man betrachte die Gesamtheit der Polynome x'" Grades
der Form

Q) =2"+ by2" 1 by2" 24 - by,

mit beliebigen komplexen Koeffizienten by, b,, ..., b,. Das Maximum
von | Q(z) | auf dem Einheitskreis |z| =1 ist mindestens gleich 1 und
nur dann gleich 1, wenn Q(z) = 2" ist.

66. Man kann 63 und 65 die folgende geometrische Einkleidung
geben:

In einer Ebene seien # feste Punkte P, P,, ..., P, gegeben, und
P sei ein in dieser Ebene verdnderlicher Punkt. Die Funktion des
Punktes P

PP,. PP, ... PP,
(PP, ist die Entfernung der Punkte P und P,) hat auf jeder Strecke

von der Linge / mindestens das Maximum 2 (Z) und auf jedem
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Kreis vom Radius 7 mindestens das Maximum 7". Die einzig mog-
lichen duBersten Fille sind die, daB die Punkte Py, P, ..., P, auf
der gegebenen Strecke so wie die Nullstellen des Tschebysche}‘fschen
Polynoms T,(x) [1] im Intervalle —1, 1 verteilt sind bzw. daB sie
alle in den Mittelpunkt des Kreises zusammenriicken.

Man beweise, daB derselbe Satz auch dann gilt, wenn die Punkte
P, P,, ..., P, beliebig im Raume verteilt sind.

Es seien %, %,, ..., %, beliebige, voneinander verschiedene reelle
oder komplexe Zahlen. Man setze

) = ag (x — x1) (¥ — %5) ... (¥ — %), a+0,
f(x):-f'-i— () :(x—xl)---(x_xv—l) (* —%yq) ... (¥ — %)
! f'(xi')x—' % (%— %) ... (xv—xv~l) (Hy— %o y1) - (xy'_xn),

v=1,2, ..., n

Jedes Polynom (n — 1)t Grades liBt sich dann durch seine Werte an
den Stellen x,, %,, .., %, folgendermaBen darstellen:

(*) P(x) = P(x) (%) + P(o) o (%) + -+ & P (%) fu(%)

(Lagrangesche Interpolationsformel). Die Polynome f, (x) heiBen die
Grundpolynome der Interpolation.
67. Das Polynom #n'® Grades

Fx) =aga™+ ay x4 - +ap X+ ay
habe lauter verschiedene Nullstellen x,, %,, ..., %, Dann ist
n k

x, _{ 0, wenn O=k=n—2,

2 7

O = 1
a,", wenn k=mn—1.

Weiter ist o, unabhingig von a, fir k=n, n 41, ..., 2# — 2 und
ist linear in a, mit dem Koeffizienten — ay? fiir k =2n — 1.
68. (Fortsetzung.) Es ist

kaf'lf'(xy)—xff”(xv) _{ 0, wenmn 0=k=2n—2,
a

o [ () 2 ;2 wenn k=2n-—1.

69. (Fortsetzung.) Es seien %y, %,, ..., 4, von 0 und —1 ver-
schieden. Man beweise

fo, (1+x, = (=) — xy Hy .. %) -
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70. Es seien x,, %, %5, ..., %, beliebige ganze Zahlen, x,<Cx,
< Xy < +-- < %,. Jedes Polynom xn'*" Grades der Form

a2 ay,
nimmt an den Stellen x,, %, %,, ..., ¥, Werte an, von denen min-
destens einer absolut 2:—”! ist.
T1. Wihlt man die Nullstellen von 7,(x) [1], d. h. die Zahlen
%, = cos(2v — 1)%, vy=1, 2, ..., n als Interpolationsstellen, dann
sind die Grundpolynome
(=1 11— T

fv(x)z 2 'V—'_'—'I, 27 LR n.v
n X — X,

d. h.: Jedes Polynom (n — 1)t Grades P(x) 1at sich folgendermaBen
darstellen:

Plr) = S~ 1y 1]1— 5 Px)

v=1

T(x)

X— Xy

Die Quadratwurzeln sind dberall positiv zu nehmen.
72. Wihlt man die Nullstellen von U,(x) [1], d. h. die Zahlen

X, == COS¥Y —%, y=1, 2, ..., » als Interpolationsstellen, dann sind
die Grundpolynome ,
‘ 1—x2 Uylx)

v = —_1"¥17 T-L) :1; 2)---1 >

(%) = (—1) I R 14 n

d. h.: Jedes Polynom (n — 1)%» Grades P(x) 1Bt sich folgendermaBen
darstellen:

1 < U,()
—_ . v -1 42 n\"/
P =g 2 (=) Pl
73. Wihlt man die Nullstellen von U, ,(x) (#2—1), d. h. die
Werte xvzcosv%, y=1,2, ..., n—1, und auBerdem x,=1,
x,= — 1 als Interpolationsstellen, dann lauten die Grundpolynome

fo®), 11(%), fa(%), ..., fa(x) folgendermaBen:

fr () = Qi;¥2i52953£?%§§;5:¥1), y=1,2 ..., n—1,

1 (— 1)

W@ = Ua@ 41, @) =5 Unald) (= 1),
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d. h.: Jedes Polynom #'e® Grades P(x) 148t sich in der folgenden Form
darstellen

1

P(x) = 35 Un-1®) [(P(1) (x+1) + (= 1)"P(— 1) (x —1)]
n-1
1 ) Up_1(%) (#* — 1)
2aiv
74. Wihlt man die #'*® Einheitswurzelne,=¢ * , v =1, 2,..,n

als Interpolationsstellen, dann sind die Grundpolynome

&,x"— 1
== =1,2,...,7,
f() nx— &, ”

d. h. fiir ein beliebiges Polynom P(x) vom Grade » — 1 gilt die Dar-
stellung

15 x"—1
P(x) = ;Z & Ple,) ———-

X — €&
v=1 v

75. Die Polynome P(x) und Q(x) seien beide vom Grade #, und
es seien x,, %y, ¥, ..., %, irgend welche # + 1, voneinander verschiedene,
oder auch zum Teil miteinander zusammenfallende reelle oder kom-
plexe Zahlen. Aus den # + 1 Gleichungen

Plag) =Qg), P'la)=0Qx), P'(x)=0"(xy), ..., P"(x,)=0"(x,)
folgt identisch

Px) =Q (%)
76. Es ist moglich, und zwar nur auf eine Weise, zu # + 1 be-
liebig vorgelegten Zahlen ¢, ¢,, ¢, ..., ¢, ein Polynom P(x) vom

Grade =% so zu bestimmen, daB
P(0)=c¢,, P1)=1¢,, P'(2)=c¢y, ..., POm)=c,
gilt [75]. Dieses Polynom P(x) ist in der Form
P(x) = P(0)4y(x) + P'(1)4y(x) + P"(2)dy(x) + -+ - + PO(n)d,(x)

darstellbar, wobei Ay(x), 4,(x), ..., 44(x) von den willkiirlich gegebenen
Werten ¢, = P(0), ¢, =P(1), ..., ¢, = P®™(n) unabhingige, nume-
risch bestimmte Polynome sind (gewissermaBen die ,,Grundpolynome*
dieser von der Lagrangeschen wesentlich verschiedenen Interpolation).
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77. Fir die Gesamtheit der Polynome (n — 1)t Grades P(x)
=ayx" 14 a, s" 24 ... 4+ a,_,, fir die im Intervall —1=x=1

71— 22| P(x)]| =1
gilt, ist der groBte Wert, den |a,| annehmen kann, =2""1, d. h.
|ag| =2n-1.

Gleichheit tritt hier dann und nur dann ein, wenn P(x) =y U,_, (%),
7] =1. [T1.]

78. Man leite aus 73 einen neuen Beweis fiir 62 ab.

79. Man leite aus 74 einen neuen Beweis fiir 65 ab.

80. Man betrachte simtliche Polynome (n — 1) Grades P(x),
fiir die im Intervalle —1 =x=1

V1= 22| P(x)| =1
gilt. Es ist dann
|P(x)|=mn, —1=x=1.

Das Gleichheitszeichen tritt nur fir P(x) = yU,_,(r) mit |y| =1 und
fiir x = +1 ein.

81. Man beweise die folgende Verallgemeinerung der zweiten Un-
gleichung von 7: Es sei

S(P) = pysind + p,sin29 + pysin3 ¢+ --- + p, sinnd

ein beliebiges Sinuspolynom #'* Ordnung mit lauter reellen Koeffizienten,
fiir welches
|S(@)] =1

gilt. Es ist dann
S (9)
sind
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir S(#) = +sinzn 9.

82. Das trigonometrische Polynom #** Ordnung mit lauter reellen
Koeffizienten

g(9) = Ay + Ay cos® + p, sind + 4, cos 29 + y,sin29 + -

+ 4, cosnd 4+ u, sinnd

=

geniige fir jedes reelle 9 der Ungleichung

_ lg®)] =1.
Dann ist
@) |=n.
{Man betrachte S(¥) = 8% + 9) ; 8l — 9) , 9=0.
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83. Ein Polynom #%*® Grades P(x) geniige im Intervall —1 == x =<1
der Ungleichung | P(x)| = 1; dann ist
| P'(x)| =mn2.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir Px) =y T,(x), |y| =1, v =+1.
[Man betrachte P(cos).]

Die Legendreschen Polynome
Pox),  Pix), Pylx), ..., Pux),

definiert man durch folgende Bedingungen:
1. P,(x) ist vom #*" Grade, hat reelle Koeffizientenl), und es ist

1
fP,,,(x)x’dx=O, y=0,1,2,...,0—1;n=1;
-1

2. es ist
1P x))*dx =
/[ n(%)] 2n +1°

-1

n=012,...;

3. der Koeffizient von x* in P,(x) ist positiv, #=0,1,2, ....
Die erste Bedingung besagt, daB, wenn K(x) irgendein Polynom
{n — 1)*" Grades bezeichnet, die Gleichung

[1 P.(x)K(x)dx =0

stattfindet. Hieraus folgt, daB P,(x) durch 1., abgesehen von einem
konstanten Faktor, eindeutig bestimmt ist. Wire namlich Py (x) ein
anderes Polynom von derselben Eigenschaft, so wiirde auch a P,(x)
— b P (x) diese Eigenschaft haben, a, b Konstanten, a = 0, b+ 0. Wihlt
man ¢ und b so, daBl aP,(x) — b Pj(x) vom (n — 1)t® Grade ist, dann
folgt aus

fl[aP,,(x) — bPy(x)]2dx
-1

— [ Py Pa(a) — b PE (0] dx — b PE(8) [a Pyls) — bPE )] dw =,
~1 -1

daB aP,(x) — bP;(x) =0 ist. Aus 2.folgt ferner |a|=|b|, aus 3.a=12.

DieIntegralbedingungen 1.2.kann man folgendermalen zusammen-
fassen:
0, wenn m=n,

1
-{Pm(x)Pn(x)dx: 5’1—2;1’ wenn m:n;m’nzo’i,z‘y_“,

{Orthogonalitdtsbedingung.)

1) Die Voraussetzung der Realitit der Koeffizienten ist bei sinngemiBer
Abanderung gewisser Einzelheiten entbehrlich. Vgl. auch 98, 99, 100.
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84. P,(x) ist, abgesehen von einem konstanten Faktor; gleich der
n'n Ableitung von (x2 — 1)":

Pu(x) = ;';;17' % (x2 —1)®  (Rodriguessche Formel).
85. Es ist
1 ¢ 2 2 * 2 2
ol o el (ol o

86. P,(x) 148t sich in Integralform darstellen:

Pu(x) = ;l [ (x + Yx*—1 cos@)"dp (Laplacesche Formel).

0
87. Zwischen drei aufeinander folgenden Legendreschen Polynomen
besteht eine Rekursionsformel:

2n—1 n—A1

Poy(%), n=2,3,4,....

88. Es gibt ein einziges Polynom #'®® Grades S,(x) mit reellen
Koeffizienten derart, daBl die Gleichung

/lsn (%) K(x) dx = K(1)

tir alle Polynome »'** Grades K(x) erfiillt ist. Man driicke S,(x) und
(1 —x) Sa() als lineare Kombination von Legendreschen Polynomen aus.

[Auch K(x).]
89. (Fortsetzung.) Die Polynome
So®), Si(%), Sa(x), ..., Splx), ...
erfiillen die Orthogonalitdtsbedingung
1 0, wenn m 2 n,
[(1=2) Su(x) Sp(x)dx =7 T1 wenn m=wn; mn=01,2,....

-1 5
90. P,(x) geniigt einer homogenen linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung:
(1— %) P (x) — 2x P;(x) + n (n+1) Py(x) = 0.
91. Es gilt fiir geniigend kleines w identisch in w und %
1

e W AWt Pt + Py

(Erzeugende Reihe der Legendreschen Polynome.)
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92. Man leite 84, 86, 87, 90 direkt aus 91 her. (Es kann 91
auch als Definition der Legendreschen Polynome angesehen werden,
und zwar als eine Definition von ,,zentraler Lage*: es fithren von
hier aus zu den meisten Eigenschaften besonders bequeme Wege.)

93. P,(cos®¥) ist ein Kosinuspolynom mit lauter nichtnegativen
Koeffizienten. Man bestimme diese Koeffizienten.

Man leite hieraus die folgende Ungleichung ab:

| Pp(x)| =1, —=x=1.
Fir # >0 gilt das Zeichen = nur dann, wenn x =1 oder wenn
x=—1 ist.
94. Es sei ¥ >>1. Die Folge
Po(x): Pl(x)r P2(x)’ e Pn(x)’

nimmt monoton zu.
95. Die Summe der » ersten Legendreschen Polynome ist im
Intervall —1 =< x =<1 nichtnegativ:

Py(x) 4+ Py(x) 4 Py(x) 4 -+ 4 Pux) =0, —1=x=1.

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn % ungerade und x = — 1 ist.
[1II 1587.]
96. Die Summe der # ersten Legendreschen Polynome

Py(x) + Py(x) + Py(x) + -+ + Pul)

ist fiir jeden Wert von x positiv, wenn # gerade ist; sie hat an der
Stelle x = — 1 die einzige Zeicheninderung, wenn # ungerade ist. [94.]
97. Das n'® Legendresche Polynom P,(x) hat lauter reelle ein-
fache Nullstellen, die simtlich im Innern des Intervalls —1, 1 liegen.
11 140.]
98. Man verallgemeinere die Sitze in 84—91, 97 fiir die Jacobischen
(hypergeometrischen) Polynome

P, P, PP, L, PP,
definiert durch die Bedingungen:

e G B>,

1. 2. P{¥P(x) ist vom mt» Grade, hat reelle Koeffizienten, und

es ist
1

(1= 2)* (4 + x)f PP (x) P& P(x) da
-1
0, wennm =,
:! 2u+F+1 I'(n4o0+1)I'(n+p+1)
2n+at-p+1 L (n+1) Ln+a+p+1)

, wennm=mn; m,n=0,1,2, ...

I'(“+1)F(/3+1)>
I(a+p+2)

>

fiir n=0 ist der letzte Ausdruck so zu lesen: 2%+6+1

AEm—
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3. der Koeffizient von " in P (x) ist positiv.
Einige schon bekannte Fille, die speziellen Wertsystemen «,
entsprechen, sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

& = 0: 1) .12! %’
ﬂ == 0: 0) é) %1
@B, 2 3. (2n—1) 1 1.3...(204+1)
PP (0)=Pa(), 2 Sal), 22T ), 220 2 Ny o),
Vgl. S. 01, 89, 4, 4.

(Der Koeffizient von T,(x) ist fiir # = 0 durch 1 zu ersetzen.)
99, Man beweise Analoges wie in 84, 85, 87—91, 97 fiir die ver-
allgemeinerten Laguerreschen Polynome

L), L), LYW, ..., LY%, ..., a>-—1,

definiert durch die Bedingungen:
1. 2. Lf{") (x) ist vom n'*" Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist

/e LW L) d

0, wenn m=n,
N n-+ o
I(cx—l—i)(j ), wenn m==n, m,n=20,1,2,...:

3. der Koeffizient von 4" in L{(x) ist vom Vorzeichen (— 1).
100. Man beweise Analoges wie in 84, 87, 88, 90, 91, 97 fiir die
Hermiteschen Polynome

Hyx), Hy(x), Hyx), ..., H,x), ...,

definiert durch die Bedingungen:
1. 2. H,(x) ist vom n'® Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist

- a 0 fir m=zmn,
‘¢ THu(x)Hy(x)dx=]V2n
70}16 m(x) n(x) X {V_n’f fiir m=mn;, mn=0,12, ...;

3. der Koeffizient von #" in H,(x) ist vom Vorzeichen (—1).
101. Sind P{” (%) und L (x) die in 98 bzw. 99 definierten Funk-
tionen, so gilt
lim PP(1 — &) = LP (%),
B> +oo

wenn ¢ mit wachsendem f gegen 0 konvergiert, und zwar so, daB3

lim ef =2«
i f>+oo
1st.
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102. Sind L\¥(x) und H,,(x) die in 99 und 100 definierten Funktionen,

so gilt o B (—1)2 L(‘*)<ﬁ>
2q(x)—1.3'5_';(2q_1) q 5]’

_ (=)t @) (xj) _
qu+1(x)—1_3.5.”(2q+1)qu 5] g=0,1,2,....

103. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom x'* Grades mit lauter
reellen Koeffizienten und

/‘I[P(x)wx: 1.
-1

Dann ist fur —1=x=1

Es gilt hier dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn entweder

Px)= =+ n—% S.(x) [88] und x =1

oder

P(x):invj15n(——x) und x=—1
ist (n > 0). [Das Integral von [P(x)]? ist eine quadratische Form von
# + 1 bestimmenden GréBen; man suche diese so zu wihlen, daBl die
quadratische Form eine Summe von # 4+ 1 Quadraten wird.]
104. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom #x'" Grades mit lauter
reellen Koeffizienten und

/1 (1 —x) [P(x)]2dx = 1.
Dann ist -

P(1)|= V% (" er 2.) . P—1|= V%‘/<%;Z_>

Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen.
105. Es seien « und § Konstanten, o« > —1, > — 1, P(x) ein
beliebiges Polynom #n'? Grades mit lauter reellen Koeffizienten und

1
[ —2)*(1 + %) [P(x)2dx = 1.
-1
Man bestimme das Maximum von | P(1) | und | P(—1) ;, wihrend P (x)

die Gesamtheit der Polynome der genannten Art durchlauft. Wie ver-
halten sich diese Maximalwerte fiir groBe Werte von #?
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106. Es sei « eine Konstante, &« > — 1. Man bestimme das Maxi-
mum von | P(0)] fiir alle Polynome #'®* Grades P (x), die der Bedingung

fe"’x“ [P(x)2dx=1
0

geniigen. Wie verhélt sich dieses Maximum fiir groBe Werte von #?
107. Man bestimme das Maximum von | P(0) | fiir alle Polynome
nter Grades P(x), die der Bedingung

fe"g[P(x)jzdxﬂ

geniigen. Wie verhilt sich dieses Maximum fiir groe Werte von #?

108. Es sei P(x) ein Polynom #n'" Grades, das im Intervalle
— 1 =x=1 nur nichtnegative Werte annimmt und fiir welches

1

[ Px)dx=1
-1
gilt. Dann ist
[Q(q;_‘“ fiir ungerades n, n=2q—1,
PUE (4 ay
l q 5 fir gerades n, n = 2gq.

Die gleiche Abschitzung gilt fiir P(—1). Diese Schranken lassen sich
nicht durch kleinere ersetzen.

109. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung laBt sich fiir
Polynome #t® Grades folgendermafBen verschirfen: Es sei P(x) ein
Polynom #ute" Grades und m das Minimum, M das Maximum von P(x)

M—m

b
M—m_ 1 /P<x)dx§M— ,
a

m—t ———=
Ko b—a

&K

wo &, = q(g-+1) fir ungerades n, n =2¢—1 und «&,= (¢ -+ 1)* fir
gerades n, n = 2gq.

110. Es seien o und p Konstanten, o > —1, f> —1, P(x) ein
Polynom #'*" Grades, das im Intervalle —1=x=1 nur nichtnegative
Werte annimmt und fiir welches

fl(i —x)*(1 + 2 P(x)dx =1
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gilt. Dann ist

1 I'g+oa+1)1Ig+a+p64+2) fiir ungerades #,
FE AN (o + 2 [T+ +D)  n=2q—1,
1 I'g+oa+2)I'g+ o+ p+2)  fiir gerades #,
2B N+ ) D +2) g+ ) I g+p+1)  n=2¢

P(1)§j

Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen.

Die entsprechenden Schranken fiir P (— 1) erhdlt man, indem man
o mit § vertauscht.

111. Es sei & eine Konstante, & > — 1, P(x) ein Polynom n'®
Grades, das fiir nichtnegative Werte von x nur nichtnegative Werte
annimmt und fiir welches

[e"x*P(x)dx =1
0

gilt. Dann ist

I'p+ o +2) ?:[%].

PO= et ) +2 Tk + 1)

Diese Schranke 148t sich nicht durch eine kleinere ersetzen.

112. Es sei P(x) ein Polynom #'® Grades, das fiir nichtnegative
Werte von x nichtnegativ ist und fiir welches

[e*Px)dx =1
0
gilt. Dann ist
P(0) = [%} +1.

113. (Fortsetzung.) Ist & eine beliebige nichtnegative Zahl, so ist

cepg[2] 11

P6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze I1. 7



Siebenter Abschnitt,

Determinanten und quadratische
Formen.

1. Die » Ecken eines Polyeders seien in bestimmter Reihenfolge
numeriert. Es sei eine Determinante #%*" Ordnung folgendermaBen
definiert:

Wenn die A** und die ut'® Ecke die beiden Endpunkte einer Kante
des Polyeders sind, so soll a;, =a,, =1 sein.

Wenn die Verbindungsstrecke der At® und u'® Ecke keine
Kante des Polyeders ist, so sei a;, = 0. Insbesondere ist a;;=0,
A=1,2, ..., n

Man zeige, daB der Wert dieser Determinante von der Art der
Numerierung der Ecken unabhingig ist. Man bilde und berechne die
Determinanten fiir das Tetraeder, das Hexaeder und das Oktaeder.

2. Zu berechnen

1 1 1 1 |
1 4 4 a f
by by a, a4y
1 bl b2 b3 a,
3. Man beweise die Identitit:
1, 2, LB
H (a; — ay) (b, — by)
R |
‘a),‘l"b,, 1,2, ...,n
| o [l (@+b)
Ay e

4. Die Determinante der quadratischen Form

n n

mit D, bezeichnet, ist

o2t (e — 1)1BEa!
R I
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Man berechne ferner die Determinante D, (x) der quadratischen Form

n n X %
A Ay
E 2 R x>—2.
A=1 wu=1 Z +‘LL+ &

n—1 ,2,..,m
5. [ (a2 — byt =] 11, (n— ”)"'2".} IZ (4 — ar) (b — by) -
v= j=

6. Man fithre den Satz V 86 betreffs der Determinante | F(«x; f,.)],
durch Umformung derselben auf den Satz V48 zuriick.
1. Esist, f(x) = (1, — %) (v, — %) --- (r, — x) gesetzt,

tvy, a a a |
b 7, a a

_ af(b) —bf(a)
R
5 b b 7|

[Man addiere zu sdmtlichen #? Elementen die Unbestimmte x; die
so entstehende Determinante ist eine l4neare Funktion von x und als
solche aus zwei speziellen Werten bestimmbar.]
8. Es sei 4=ad— bc gesetzt. Dann ist die Funktionaldeter-
minante
oad, b4, cA, dA)

=344,
O(a, b, c, d) 3
9. Zu beweisen ist, daB ¢ — 2 den Ausdruck
l m n l
A A
! m m 7
o Z L L0, n=
m+ ] 0 n+m , 140, m+0,n+0,
7 I m n
TV aTtw @
teilt; man bestimme die iibrigen Faktoren.
10. Die Determinante
1, %, X2, L, AT et et |, v=1,2,...,n

ist als eine alternierende ganze rationale Funktion der # Zahlen

¥y, %s, ..., %, jedenfalls teilbar durch das Differenzenprodukt
L2..,n
(%5 — %z) .
i>k

Man zeige, daB der Quotient S, gleich der ¢'" elementaren symme-
trischen Funktion der » Zahlen x,, x,, ..., %, ist.

7*
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11. Die Zahlen a,, a,, a5, ..., 4, seien von 0 verschieden. Dann
gilt identisch in z

1
U T T L T
‘ a, a, a, Ap-y An-y,
|
a |
< -2 0 0 o
a
| 0
a, a, P =ag2" - a 2"t 4 - +a,.
0 —— z 0 0
ay \
| o |
0 0 o0 —ommr
an—2 |

12. Es seien a,, a,, a5, by, by, by, ¢ reelle Zahlen. Das System
— 3%+ a3 X3 =b,
aq %y — a; %3 =b,,
— Ay %y + ay %y = by,
W%y F Ay %+ ag x5 =c
kann auf zwei verschiedene Arten vertriglich sein. In dem einen Falle
sind die Unbekannten x,, x,, x; v6llig unbestimmt, in dem anderen
vollig bestimmt.
13. Die ganze Funktion
14+cgaztcg®2+4cg28+ ---
soll lauter voneinander verschiedene Nullstellen a,, a,, ..., a,,
besitzen,
0<]a<[a|< - <fa| <
Man betrachte das System der » Gleichungen
14+a, 4 +aul® + - +alu™ =0,
1+a2ui")+a3uf_,")+ - tayu (" =0,

1 1
welche die %\ vollstindig bestimmen. Wenn‘ | ‘+ coe ;—(—{—
(1 [%n
konvergiert, so existiert lim u#{", aber es ist mcht notwendigerweise
n—>»

lim u;c"’)

n > 0

=C.

(Ewne Losung des unendlichen Systems
1+a, 4, +au,+--- =0, v=1,2,3,...
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14. In den Gleichungen
€118 F CraZp + 0 F Cin2p =0,
Ca12y T Cap%p + -+ + ConZn =0,

Cn1%1 - Cng %2 s & =0
seien die Koeffizienten und die Unbekannten komplex:
cﬂ.,u:ul,u—{-ibl,u; Z,uzx,u_kiy‘u;

@1pr baps %u, Yu reell. Damit diese Gleichungen nicht nur die identisch
verschwindende Losung

Zy=2=--=2,=0, d h. yy=x,= - =g, =Y, =Yy,=---=9Y,=0
zulassen, ist notwendig und hinreichend, dafl die Determinante ]ci wlt
verschwindet. Das gibt zwer Gleichungen zwischen den 2#2 reellen GroBen
@34, biu. Andererseits lassen sich die gegebenen Gleichungen als 2#
lineare homogene Gleichungen fiir 2# reelle Unbekannte schreiben. Die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer nicht
identisch verschwindenden Losung besteht diesmal in dem Verschwin-
den einer reellen Determinante, d. h. in eimner Gleichung zwischen den
@y, biu. Wie kann das stimmen?

15. Die sechs Entwicklungsglieder einer Determinante dritter
Ordnung konnen nicht sdmtlich positiv sein.

16. Die Regel fiir die Entwicklung einer Determinante besteht
aus zwei Teilen; der erste Teil gibt an, welche Produkte aus den Ele-
menten zu bilden sind, wahrend der zweite Teil das Vorzeichen der ge-
bildeten Produkte bestimmt.

Der zweite Teil 14Bt sich im Falle der zweireihigen Determinante
auf folgende Weise vereinfachen:

Man ordne den Elementen

“1 M2 pow die Vorseichen o T T

Ay o - -+
zu; dann trete jedes Element in die durch den ersten Teil vorgeschrie-
benen Produkte mit dem zugeordneten festen Vorzeichen ein.

Nun ist nachzuweisen, daB eine entsprechende Vereinfachung bei
der Determinante mit mehr als zwei Reihen unmoglich ist; d. h. es ist
unmoglich, den #2 Elementen #? feste Vorzeichen derart zuzuordnen,
daB, wenn die Elemente in die durch den ersten Teil der Entwicklungs-
regel vorgeschriebenen Produkte mit dem zugeordneten Vorzeichen
eintreten, ohne weiteres das richtige Vorzeichen bei allen Produkten
herauskommt.

In 17—34 betrachten wir die aus den Koeffizienten der Potenz-

reihe
ao_‘4a12+. a222+ {& anz'l+
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gebildeten Determinanten

an An+1 An+te cee Gpyrgq l
An+1 An+e n+s cee o Gpyy
— A(r)
An 1o A3 Anya Antri1 n
Anir-1 Unyr Fnyrer - “n+2r—2 ]
die man als Hankelsche oder rekurrente Determinanten zu bezeichnen
pilegt.
17. Die Potenzreihe a;+ a,2+ a,22 + --- soll eine rationale

Funktion darstellen, deren Nenner den Grad ¢ und deren Zihler den
Grad p — 1 besitzt; Zahler und Nenner sind als zueinander teilerfremd
angenommen. Setzt man d = Max (0,  — g), so ist:

4(q+1) A(q+1) A(q+1) . =0.

(Es handelt sich um den genauen Grad.)
18. Es scien d, ¢ nichtnegative ganze Zahlen. Wenn
Afzq) +0, At(iqj—l +0, Afly +0, Az(zq}r:s +0,
Agi—o, Agi—o, AgP=o

ist, dann 4Bt sich die Potenzreihe als Quotient zweier Polynome dar-
stellen, wobei der Nenner vom Grade ¢ und der Zihler vom Grade
=<q-+d 1 ist. [Man untersuche die Abhingigkeit der Linearformen

L,(%) = ap%g+ @pi1 % + @uio %o+ -+ Gny g%,

19. Es ist
r) 4 1 401
ArAno_h A(r Ar ) (A(T) )2_
20. Wenn
(g+1) _ ((1+1) (Q+1) (¢+1) _ | (g+1) __
Al =41 =4 =411 = =43531,=0
ist, so sind die ¢ Determinanten
(@) (q) (@) )
Am+1’ Am+2' Am+3! ceee A%H
entweder simtlich =0, oder simtlich # Q.
21. Das dreieckige Schema
A(()l) A(ll) A(Ql) A(31) Ag) % % % %
A{)Z) A(l2J A.(zz’ * * * * *
AR * * AT % *
(r) ) @)
* * An An+1 An+2 *

* # AP+ *
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ist so angeordnet, daB in einem nach oben gedffneten rechten Winkel,

der durch die Vertikale halbiert wird, lauter Unterdeterminanten der

an der Spitze des Winkels stehenden Determinante enthalten sind.
22. Im Schema 21 bilden

A" und A, ein Horizontalpaar,
AP und AUYY  ein Vertikalpaar,

AP und AUTY  ein Diagonalpaar,
A% und AU*D  cbenfalls ein Diagonalpaar, gekreuzt zu
) gUr+D)
4,7, AT

1. Verschwindet ein Diagonalpaar, so verschwindet auch das dazu
gekreuzte Diagonalpaar.

2. Verschwindet ein Horizontalpaar, so verschwindet entweder
das dariiber oder das darunter liegende Horizontalpaar.

3. Verschwindet ein Vertikalpaar, so verschwindet entweder das
linksbenachbarte oder das rechtsbenachbarte Vertikalpaar.

Die Sétze 1. 2. 3. gelten auch an der schrigen Randlinie des
Schema 21.

23, Wenn unter den unendlich vielen Determinanten

(B+1 (E+1) (E+1) (E+1
Al gl g ERD 0D

nur endlich viele von O verschieden sind, so stellt die Potenzreihe
ayt+azt+ a2+ - 4 a, 2"+ -+ eine rationale Funktion dar, deren
Nenner den Grad % nicht iibersteigt. [20, 18.]

24. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten

1 2 3
AP AR AR, L AP

Q0
nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe
ag 4 ayz - a2+ -+ + a,z" + .- eine rationale Funktion dar.
95. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten

A&)l)’ A(lz"r A:(Zfi), Agl), . AZH—D:
(1 2 (3
AP, AR, AP, L, Al L

nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe
g4 a, 2+ ayz2+ -+ a,2" + - - eine rationale Funktion dar.

26. Man zeige, daB die in 23, 24, 25 gegebenen, fiir die Ratio-
nalitit der Potenzreihe ay--a, 2 + @y 22 -+ - - - + @, 2"+ - - - hinreichenden
Kriterien auch notwendig sind.

Eine unendliche Matrix
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heiBt vom endlichen Range v, wenn alle darin enthaltenen Deter-
minanten von der Ordnung 7 + 1 verschwinden, aber nicht alle von
der Ordnung 7.

Bei der unendlichen Hankelschen Matrix

a, a, a,
(9) a; a 4a
a, az a4

(@1, = a3+,) bezeichnen wir den jetzt definierten Rang auch als Bruto-
rang. Durch Streichung der ersten k2 Kolonnen (oder Zeilen) ent-
steht aus § die Matrix

ar Ax+1 A2
(D) Ap+1 A2 F+3
Ap+2  Ax+3  Ap+d

7o =7, =7,= ---. Das nach endlich vielen Schritten notwendiger-
weise erreichte Minimum der Zahlenfolge #,, #;, 7,, ... bezeichne
man als den Nettorang von 9.

27. Der Rang der Matrix § ist dann und nur dann endlich, wenn
die Potenzreihe a, + a, 2+ a,22+ --- -+ a,2" + --- eine rationale
Funktion darstellt.

28. Der Bruttorang von § ist gleich der Anzahl der Zeilen der
letzten nichtverschwindenden Determinante in der unendlichen Folge

1 2 3 4
Ao)’ Af,), A(()), A(()),

Ist diese AP, so ist der Nettorang gleich der Anzahl der Zeilen der
ersten nichtverschwindenden Determinante in der endlichen Folge

( (p-1 (»-2) (1)
AP AP-Y, AP 4D,

(Der Nettorang ist = 0, wenn diese p Determinanten alle verschwinden.)

29. Der (als endlich vorausgesetzte) Nettorang von § ist gleich
dem Grad des Nenners der durch a4y + a2+ a, 22+ --- +a, 2"+ ---
dargestellten rationalen Funktion. Dann und nur dann ist die ratio-
nale Funktion echtgebrochen, wenn der Bruttorang gleich dem Netto-
rang ist. Wenn der Bruttorang gréBer ist als der Nettorang, dann
iibersteigt der Bruttorang um eine Einheit den Grad des Zihlers.
(Nenner und Zihler der rationalen Funktion sind als teilerfremd
vorausgesetzt, es handelt sich um den genauen Grad.)

30. Die Potenzreihe
a, z

ay 2 a2
e i

-

G+ oy T

n!
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geniigt dann und nur dann einer linearen homogenen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten, wenn die Determinanten

Ap, AP, AP, ., AR,

..y

abgesehen von endlich vielen, simtlich verschwinden.
31. Es sei Q,(2) ein Polynom vom Grade #, ¢,(0) =1,2=0,1,2,....
Man setze zur Abkiirzung

“0+a1z+4232+“' 1(2), Qr(2) Dkao‘l‘Dk‘ﬁz‘[‘Dkazzz T,
Qx(2) O Dszdo-l-Dsz%z—l-Dledzzz

(Ck [ @, ist ein homogener linearer Ausdruck in a,, @,-1, -2, ---,
an-k—l)'
Es ist
% Dl a s Dn an ‘
Af,"“): he, Thiha Ch O #naa

Dnan DnDl Ap+1 - DnDnazn

32. Es sei ——|— + 2 ... die Potenzreihenentwicklung einer

rationalen Funktlon, deren (zum Ziahler teilerfremder) Nenner 27— ¢; 2271

—y#8"2— ... — ¢, ist. Unter den Matrices
Ay A1 . Amig-1 0000 ... Og¢
1000 ... 0¢g4
o, = Apis Amys A +q ’ ¢ = 0100 0 ¢p-s
......................... 0010 0co_s
Apyg-1 Pmtq -+ Pmigg-2) 0000 ... 1¢

besteht die Beziehung
QIm—_—QIo@m, m=0,1,2,....

Der Rang der unendlichen Matrix

2 4y Oy Ain
(M) Ayp A1 Az ... Qay
Ang  Am1  Ame Amn

mit endlich vielen (=wm) Zeilen sei mit 7, bezeichnet, der Rang der
Matrix, die aus IR durch Weglassen der ersten #» Kolonnen entsteht
(in deren linker oberer Ecke a,, steht) sei 7,. Es ist roznr; =r,= - -

und lim 7, soll als Nettorang von It bezeichnet werden.
n-> oo

’
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Die Matrix 9t ist zu dem System der m Potenzreihen

f() = ay + a2 + a2 + - Fag 2+ -
f2(z) = dyy + A2 + a22z2 o dag -

fm(2) = Gmo + Am12 -+ Gg 22+ - + Ayt 4 -

gehdrig. Man sagt, daB diese ﬁnear abhiingig sind, wenn es Konstan-
tem ¢y, €, ..., Cp Mit ¢ |+ |cy| 4 -+ +]cn| >0 gibt, so daB iden-
tisch in #z

c1£1(2) + cofa®) + -+ eufu() =0

gilt; sie heien voneinander guasilinear abhingig, wenn es solche Kon-
stanten ¢;, ¢y, ..., ¢y Mit [¢ |+ |cy|+ -+ + | cm| >0 gibt, daB iden-
tisch in 2z

lel(z) + szz(z) "I‘ H “I“ Cmfm(z).: P(Z)

gilt, wo P(z) ein Polynom ist.

-~Zwischen den Potenzreihen f(z), z2/(z), 22f(2), ..., 2" f(2z) findet fiir
geniigend grofes m eine quasilineare Abhingigkeit statt und ,,f(2) stellt
einerationale Funktion dar* : diese beiden Aussagen sind gleichbedeutend.
Man sagt, daB f(z) eine algebraische Funktion darstellt, wenn zwischen
den (m + 1)? Potenzreihen z+[f(2)]” (u, v=0, 1, 2, ..., m) fir ge-
niigend groBes m eine lineare Abhingigkeit besteht. Man sagt, daBf(z)
einer algebraischen Differentialgleichung »** Ordnung geniigt, wenn
zwischen den (m -+ 1)"+2 Potenzreihen 24[f(2)]” [f (2)]1 [/ (2)]"=. .. [f/®(2)]*
(u, v, vy, ¥g, ..., »»=0,1, 2, ..., m) fur geniigend groBes m eine
lineare Abhingigkeit besteht.

33. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es # linear
unabhingige, wenn der Rang der dazu gehorigen Matrix » ist, und
irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den 7 besagten Reihen
linear abhingig.

34. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es » quasi-
linear unabhingige, wenn der Nettorang der dazu gehorigen Matrix 7
ist, und irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den 7 besagten
Reihen quasilinear abhingig.

35. Es seien gegeben die beiden quadratischen Formen

n n n n
> > ay, %%, und ;2 D b %%, .
=1n=1 =1 =1

Sind sie positiv, so ist die quadratische Form

n n

&
72, Z A by X1 %y,

=1 /=1
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ebenfalls positiv. Ist auBerdem die eine der gegebenen Formen definit
und sind in der Matrix der anderen die Hauptelemente von 0 ver-
schieden, so ist die dritte definit.

36. Man betrachte die beiden symmetrischen Matrices

Ay Ay ... Gy et ghe . ghn

a21 a22 azn edn g2 . eden
b

Ay Gng ... Gup gin ghne gnn

Ist die zur Matrix (a;,) gehorige quadratische Form positiv, so ist die
zu (¢"*#) gehorige auch positiv; befinden sich ferner unter den Zeilen
von (a;,,) keine zwei miteinander identischen, so ist die zu (¢*+) gehérige
Form sogar definit. [V 76.]
37. Die Potenzreihe
po+ 15+ pox®+ - =F(x)

soll keine negativen Koeffizienten haben und fiir x = ay;, a5, ..., yy
konvergieren. Ist die zur #-zeiligen symmetrischen Matrix (a;,) ge-
hérige quadratische Form positiv, so ist die zu (F(4:1,)) gehorige auch
positiv; befinden sich ferner unter den Koeffizienten p,, py, Pu ...
mindestens 7 von 0 verschiedene und unter den Zeilen von (4 ,) keine
zwei miteinander identischen, so ist die zu (I7(a;,)) gehorige Form so-
gar definit.

38. Die reellen Zahlen a,, a,, a,, ..., @, sollen die folgende Eigen-
schaft besitzen: Wenn f(x) ein beliebiges Polynom hdchstens 2#nt"
Grades bezeichnet, welches nicht identisch verschwindet und fiir keinen
Wert von x negativ ausfillt, dann sei

4y A2 4y Aan n -~
Qf(8) + T/ )+ 52 1/0) - -+ 2 ) =0 (. >0
fiir alle Werte von x.
Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die

quadratische Form
n

Z )y X2 %40
A=0pn=0

e

positiv (bzw. definit positiv) ist.

39. Die Zahlen g4, a,, ..., a,, n==1 sollen die folgende Eigen-
schaft besitzen: Wenn f(x) ein beliebiges Polynom héchstens ' Grades
bezeichnet, welches nicht identisch verschwindet und fiir nichtnegative
Werte von x nichtnegativ ist, dann sei

@

ayf(x) + 1

f (%) 4_32! (%) 4 - %f(ﬂ) (%) =0 (bzw. > 0)

fiirr alle nichtnegativen Werte von «.
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Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die beiden
quadratischen Formen

al sl

21 2 2 2

> 2 Ah+u X Xy s 2 Zal+,u+1 X)Xy
A=0 p=0 1=0 p=0

>~

positiv (bezw. definit positiv) sind.

40. Die Zahlen a4, a,, a,, ..., a,, #==1 sollen die folgende Eigen-
schaft haben: Wenn f(x) ein nicht identisch verschwindendes Polynom
vom Grade =< bezeichnet, das im Intervall — 1= x =1 nichtnegativ
ist, dann sei

af(0) + T/ + 216 + - + 0 =0

fir —1=x=1. Man zeige, daBl die einzigen Wertsysteme a,, a,,
@y, ..., a, dieser Art durch die Bedingungen
ay=0, ¢y=a,=---=0a,=0
bestimmt sind.
41, Die beiden quadratischen Formen

)Z Zal-i-,u X4 % s
0

u=

n
Z b) 10 XA Xy

n=0

seien positiv. Setzt man
v Y
Cy = do bv + (,1) a, bv—l + (2) dz bv—2+ e + a, bg »
so wird die quadratische Form

n_n
Wl
2 Gl X7, %y
A=0pu=0

ebenfalls positiv, und zwar ist sie definit, wenn wenigstens eine der
beiden vorausgehenden Formen definit war.
42. Es sel

Cy == ﬂobv"‘ <;}> “1bv—1+ (;) “2bv-2+ +“vb0

Aus der Positivitit der vier quadratischen Formen

mom m-1m-1
-l
Z B+ X2 Xy Zal-i-,u-{-l X3 Xy s
A=0 u=0 =0u=0
m m-1m-1

Ms

Obl+/4 X1 Xy IZ(:) Zbl+u+1xl Xu
n=0

]
(=)
®

it
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folgt die Positivitit der folgenden beiden:

m_m m—-wl m—1
-l
PATVETE TP NP M ITSE 7L
=0 u=0 =0 =0

Aus der Positivitit der vier quadratischen Formen

mm n m

3
Z Z Bty X3 Xy s Z Zai+‘u+1 X3 Xy
A=0 u=0 A=0p=0
m m m m
JZ bl+,u, X Xy s 2 Z bl+‘va+1 X1 %
=0u=0 A=0p=0
folgt ferner die Positivitit der folgenden beiden:
mom m
2 2 CorutaF, 2 2 Ot KA
=0u=0 A=0 u=0
43. Die komplexen Zahlen
0*"; C~n+1; ) 0—1; Co; C]_; ces Gn-—l: Cns C—W:CV:V:011;21-~-'M

sollen die folgende Eigenschaft haben: Wenn
g(#) = g+ 2 (x3cos9 + fysin® + aycos29 + fysin29 4 - -
+ ancosnd + f,sinnd) = D'y, e i,

vY=-n
7’7:.7_’»7:06,,"‘1./3% 7'=0;1y2x""n;ﬂ0=0’

ein beliebiges trigonometrisches Polynom héchstens #' Ordnung be-
zeichnet, das nicht identisch verschwindet und fiir keinen Wert von 9
negativ ausfillt, dann sei

n
Dy e”i? =0 (bzw. > 0).
r=-n
Man zeige, daB hierzu notwendig und hinreichend ist, daB die
Hermitesche Form

n

n
Z Zcfu~).xl£€‘u

A=0u=0

positiv (bzw. definit positiv) ist.

44. Die #? Elemente a;,, einer n-reihigen Determinante seien unab-
hiingige Variable. Man zeige, daB unter den # ! Gliedern + Ay Aoty - -« A
in der Entwicklung der Determinante nur N = #2 — 2% -+ 2 voneinander
unabhéngig sind, und gebe N Glieder an, durch die sich alle iibrigen
rational ausdriicken lassen.
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45. In der Entwicklung einer #s-reihigen symmetrischen Deter-
minante (mit beliebigen Elementen) sei s, die Anzahl der voneinander
verschiedenen positiven Glieder und s, die entsprechende Anzahl fiir
die negativen Glieder. Fiir s, =s, + s; findet sich schon bei Cayley
die Rekursionsformel

Spp1= m -4+ 1)s, — (Z) Sn_g-

Man zeige, daB fir d, = s, — s, die Rekursionsformel

da=— =&~ 3 dus

\

besteht, und daB
. nES, et . (=) tnid, e i
lim ==, e =

n>oo B! Vg-[ n-> o n: QVﬂ

ist.

46, In der Entwicklung einer #-reihigen symmetrischen Deter-
minante |a,,|, in der die » Hauptelemente a;; Null sind, sei o, die
Anzah! der voneinander verschiedenen positiven Glieder und o, die
entsprechende Anzahl fiir die negativen Glieder. Setzt man

’ " "
Op = Op + Oy, 0, = Oy, — Oy,

so wird
7 n
Opyq =MN0y + NGy 1 — <2> Op 9, Onpg==—M0,—n0y. 41— <2> On—s

und
1 P 3 1
. #nig, e x . (=1)"1ndd et
lim — ‘" =, lim =1 ' =
n->oco 2 ]/71: n-> 0o n ZV‘T[

1,2,..,n
47. Bezeichnet man das Differenzenprodukt H (%, — xz) mit A4,
so ist bekanntlich ein Ausdruck der Form gk

1
D = ‘A 2 -+ (p(x;q, Xhys oees x;_,,)

eine symmetrische Funktion von #), 4,, ..., %,. Hierbei ist die Summe
iiber alle #! Permutationen von 1,2, ...,# zu erstrecken und fiir die
geraden Permutationen das positive, fiir die ungeraden das negative
Vorzeichen zu wihlen. Es soll nun gezeigt werden: Ist

l—[" 1
@ = B B
L4 1— %% ... %

so wird
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48. Die charakteristische Gleichung eines Systems von #2 Gré8en a;

I
L dy— 2 e R A
a Ay — 2 a :
z) = 21 22 2n =0
ey =T T |
Any Apg App— 2 |
habe die Wurzeln o,, &, ..., &,, die nicht alle verschieden zu sein

brauchen; die ersten Unterdeterminanten von y(z) mogen mit yz,(2)
bezeichnet werden. Es soll bewiesen werden, daB3 die charakteristische
Gleichung der GréBen y;,.(2) die Wurzeln

o= s 0=1,2,...,%
besitzt.

49. Die linearen Transformationen

S, pZSinOCn ? Xq —, p=0,1..,m,
n+1 q=0 Slnﬁq(i)—‘q—}—a)
& beliebig, bilden eine Gruppe in dem folgenden Sinne: Es gilt

S(xSﬂZ Soc—i—ﬂ*

50. Es sei g(#) ein trigonometrisches Polynom héchstens #'* Ord-
nung mit lauter reellen Koeffizienten. Man ermittle die Bedingungen,
denen g(¥) unterliegen muB, damit die linearen Transformationen

n

Sa: yzz:qug<n'%(75—‘1+“)>: p=0,1, ...,
g=0

& beliebig, eine Gruppe bilden in dem folgenden Sinne: Es gilt
SeSp=Sxsp-

51. (Fortsetzung.) Die Determinante der linearen Transformation
S, verschwindet fiir alle Werte von . Der einzige Ausnahmefall ist,
wenn
1 sin(z+1)9

8() = I1  sind

(49];

dann ist sie identisch = 1.
52. (Fortsetzung von 49.) Die Transformation S, ist orthogonal,
d. h. es gilt identisch in %y, %, %, ..., %,

9

WA R34 =R AR+ m
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Wir sagen, daB die lineare Transformation

Vi =y %+ G X+ -+ By X+ -
Vg = Qg Xy t+ Ggg Xg+ -+ Agn Xyt -

oder héufig auch, daf die zugehorige Matrix (a,,,) orthogonal ist, wenn
die Beziehungen

: : 2 2 _
ain1+afn2+am3+"'+“mn+"':1’ m=1,2,3,...,
a1 Ayt + alZ“;LZ"{" 2,3 Ay s + -+ aﬂ.nﬂ‘un"" <=0,

A§it, A’lu:'11213)

und zugleich die weiteren Beziehungen

B+, a, A, =1, n=1,2,%,...,
ayi “1,@‘*‘“21 “2,u+ asj a3,u+ +am,lam‘u+ =0,
isp, bu=1,2,3, ...

stattfinden. Ahnlich definiert man die Orthogonalitit einer in vier
Richtungen ins Unendliche gehenden Matrix:

83. Die Fibonaccischen Zahlen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
sind folgendermafBen definiert: es ist uy =0, w, =1, ty + Uy 1 = Up,»
fiir w =0, 1, 2, .... Die lineare Transformation

Xyt e Xy UKy — Up Ky

. s n=1,2,3,...
]/“n""’nw

Yn

ist orthogonal.
54. Es sei &« reell und nicht ganz. Die lineare Transformation

sina s ~o Xy,
= E , m=...,—2,—1,0,1,2, ...
7T m+n—«

n= -0

Y

ist orthogonal.
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Als Wronskische Determinante des Funktionensystems f, (%),
f,(®), ..., f.(%) bezeichnet man die Determinante

AW AR @ A
hix) L@ @ . 5
K B 5@ . 0w (= WA AR L)

55. Wenn ¢;, Konstanten sind, so gilt
Wenh+ ciofe + -+ cinfo canhi+Cnfat - Canfu oo
Curfy+ Cusla+ - F Canta) = |eau[l- Wl for - T

56.  Wlh(eW), fa(e(), ..., fulp@)]

ni{n-1)

=¢® 2 WHO), £0) ... O,
rechts ¥y = ¢(x) eingesetzt.

57. W(Wp Pla o ®fn) = 9" Wty far o fa)-
e -l (3 (4]

59 j_ W(fl: .. -yfn—2:fn) — W(fl: .t ~:fn—2) W(fl: . ~~’fn—2:fn~1!fn) .
dx W(fl: ~~-:fn—2-fn~1) [W(fl! - -~:fn—2’ fﬂ~1):|2

60. WennW(fl:f2y .. -.-fn—l:fn) injedemPunkte undW(fl’fm .. -:fn~1)
in keinem Punkte des Intervalles a, b verschwindet, so gibt es # —1
Konstanten ¢;, ¢,, ..., ¢,—3, 0 beschaffen, daB im ganzen Intervall a, b

Ful®) = c1 1) + cafol®) + -+ + cp-1fu-1(%)

61. Sind £,(x), /5(%), ..., fu(¥) # linear unabhingige Integrale der
homogenen linearen Differentialgleichung #'* Ordnung

YO+ @y (%) YO+ y(x) YD £ - A pa(r)y = O,
so gilt fiir jede Funktion y

W LN n
YO 4 @y (%) YU + () YD -+ pu) Yy = VI(/f(lf:1f2}z . ff )y)

62. (Fortsetzung.) Man setze
1=Wy, hL=W, W =W, ..., W for cos =W
Dann gilt fiir jede Funktion y
YO+ @y 6) 90D + o) 90D 4 - + @) y =
Wo 4 Wi,y d Wi a4 Wi dy
W A W W Ax Wo W, dx Wy W, dzx W,
8

Pélya-Szegt, Aufgaben und Lehrsatze IL
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Diese Zerlegung des linearen Differentialausdruckes, die die Kenntnis
von # unabhingigen Integralen erfordert, ist dhnlich der Faktoren-
zerlegung eines Polynoms #'*" Grades, die die Kenntnis von # Null-
stellen erfordert.

63. Es seien f,(%), fo(%), ..., /o(x) reelle stetige Funktionen, defi-
niert im Intervalle ¢, b. Die Determinante
b |

[ 1 (®) fu(%)dx

a =12 ..,n

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn zwischen

den Funktionen f,(%), f5(#), ..., /.(%¥) eine lineare homogene Relation

mit konstanten Koeffizienten, die nicht samtlich verschwinden, besteht.
64. (Fortsetzung.) Die Determinante

b b b
[G+f+ - +hax — [hhdx — [htdx
b b b
_/fzfldx /(ﬁ+ﬁ++fﬁ)dx *‘“/f2fndx
........ bbb
— [fuhdx — [fnfadx e [ ) dx

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn die Funk-
tionen f,(x), fo(*), ..., fo(x) nur in konstanten Faktoren voneinander
abweichen, oder anders ausgedriickt, wenn sie alle Multipla einer unter
ihnen sind.

65. (Fortsetzung.) Die Determinante

b
11 (@), (2)dw
ea

Lhu=12..,n

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn es unter
den Funktionen f,(x), f5(%), ..., fo(x) zwei identisch gleiche gibt.
66. Ein von Gauf in der Theoria combinationis observationum
[Werke, Bd. 4, S. 12, vgl. die beiden letzten Zeilen von Art. 11] ge-
legentlich erwidhnter Satz 1dBt sich folgendermaBen verallgemeinern:
Es sei f(x) fiir x > 0 definiert, daselbst nicht zunehmend, f(x) =0,
jedoch nicht identisch = 0. Ferner seien diereellen Zahlen a,, a,, ..., a,
voneinander verschieden. Die Existenz aller vorkommenden Integrale
vorausgesetzt, ist die Determinante
&) |
(@ + A+ 1) [ x4 +a"‘f(x) dx f
)

| [t hu=1,2,..,n
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nie negativ; sie ist dann und nur dann = 0, wenn f{x) eine strecken-
weise konstante Funktion mit nicht mehr als #» — 1 Sprungstellen ist.

Die Funktion f() sei eigentlich integrabel im Intervall 0=3 < 2.
Ibre Fowuriersche Reihe [VI, § 4] sei

F(9) o ay + 22 (@, cosnd 4 b, sinn ).

Die aus den Konstanten ¢, =a,, ¢, =a, + 10, c_,=Cp, n=1,2,3, ...
gebildeten Hermiteschen Formen

n 7 _
Z 2, Cru=2%). Xu

nennen wir die zu f(9) gehoérigen Toeplitzschen Formen. (Vgl. 43).
67. Man bilde die Toeplitzschen Formen, welche zu den folgenden
Funktionen gehoren:

(@) = c =konst., [(¥) = a, + 2(a, cos? 4 b;sind),

ff — 1.
1) = 1— 27rcosd + 72’ O<7r<
68. Wenn die Funktion /() im Intervall 0 =<9 < 2=z positiv ist,
dann sind sdmtliche Toeplitzschen Formen definit positiv. Genauer:
Wenn f(#) im Intervall 0= < 2x zwischen den Grenzen m < f(#) <M
gelegen ist, dann ist
m=T,(f) =M,

vorausgesetzt, daB die Variablen x,, x,, ..., %, der Bedingung T,,(1) =1
unterworfen sind. Das Gleichheitszeichen kann hier nur dann eintreten,
wenn f(} = konst. ist in jedem Stetigkeitspunkte von f(3).

69. Man berechne die Determinante D, (f) der Form T,(f) fiir die
Funktionen in 67 und zeige, daB, wenn f() iiberall positiv ist,

2n
_ [1g7(#)a0
0

N‘\—‘

n+l, ———
lim VDu(f) =e

Nn>»r00

= §(f).

70. Es sei f(J) ein trigonometrisches Polynom erster Ordnung
und % ein Parameter. Die Determinante D,(f — %) der zu f(J) — & ge-
horigen Toeplitaschen Form T,(f — %) ist eine ganze rationale Funktion
(n + 1)t® Grades von % mit lauter reellen Nullstellen. Man berechne
diese Nullstellen.

71. (Fortsetzung.) Die Nullstellen Ay, %4, ..., bp, von D,(f — k)
liegen alle zwischen dem Minimum und Maximum von f(9), das heiBt
m=h,, <M, wenn m < f(¥) =< M ist im Intervalle 0,27. Wenn ferner

8*
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F(h) eine beliebige, im Intervall m = % = M eigentlich integrable Funk-
tion bezeichnet, dann ist

n>oc n+1

72. Die Hermitesche Form

= Of FI/(8)]d 9.

n n

3
):) u=0

sei definit positiv. Dann liegen simtliche Nullstellen des Polynoms

Cr—uXi%y, C_,=0Cy,

‘ o Gy Cy Cn
c.y %o 51 Cn-1 |
C_2 €1 Co Cn-2 ‘[

! Cont1 C—n+2 c-n+3 C1

o1 2 22 2"

im Innern des Einheitskreises.



Achter Abschnitt.
Zahlentheorie.

I. Kapitel.
Zahlentheoretische Funktionen.

Es sei x eine reelle Zahl. Man bezeichne mit [x] den ganzen Teil
von %, d. h. diejenige ganze Zahl, die den Ungleichungen

(2] =% <[x] +1
geniigt. Es ist z. B.
[7]=3, [2]=2, [-073]=—1
1. Es sei # ganz und x beliebig. Dann ist
[x+n]=[x]+n.

2. In der Entwicklung der #-zeiligen Determinante hat das Pro-
n

dukt der in der Nebendiagonale befindlichen Glieder (——1)[—2_] als Vor-

zeichen.

3. Es ist
[2x%] —2[¥] =0 oder 1,

je nachdem

x—[x]<<3 oder =13
4, Tst 0 < <1, soist
[x] —[*—«&]=0 oder 1,

je nachdem
x—[x]=a oder <o.

5. Es liege x nicht in der Mitte zwischen zwei konsekutiven ganzen
Zahlen. Man driicke die zu x ndchstliegende ganze Zahl mit Hilfe des
Symbols [ ] aus.

6. Man konnte [x] als die zu x linksbenachbarte ganze Zahl be-
zeichnen. Man driicke die zu x rechtsbenachbarte ganze Zahl mit Hilfe
des Symbols [ ] aus. (Postgebiihren und dergleichen richten sich hiufig
nach der rechtsbenachbarten ganzen Zahl.)
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7. Es ist

[«] 4[] entweder =[x + ], oder =[x + fl—1,
[x] —[B] entweder =[a — f], oder =[x — f]+ 1.

8. Esist
[20] + [28] = [o] + [& + 1 + [A].

9. Es sei # eine positive ganze Zahl; dann ist

[x]+[x+%]+{x+% +...+{x+’i.;_ﬂ:[m].

10. Es sei # eine positive ganze Zahl, x beliebig. Man hat
MJ ~
{ = [#].

11. Es sei m positiv ganz. Die héchste Potenz von 2, die in

[(1+3)"]

aufgeht, ist 2m+1,

12. Es seien a und # positive ganze Zahlen. Die Anzahl derjenigen
unter den Zahlen 1, 2, 3, ..., #, die durch « teilbar sind, ist [%} -

13. Wieviel Nullstellen hat die Funktion sinx im Intervalle
a<<x=0b? Wieviele im Intervalle a=<x << %?

14. Es sei 0==x =n. Man bezeichne mit V,(«) die Anzahl der
Zeichenwechsel in der Folge

1, cosx, cos2«, ..., cos(m—1)x, COSHKX;
dann ist
. Vula ®
hmh"(-z:—-
nroo 7 g4

15. Es sei 6 eine Irrationalzahl, 0<< <1 und g,=0 oder 1,
je nachdem [#6] und [(r—1)0] gleich oder verschieden sind. Man
zeige, daB

fmfr et e o

n->oo n

16. Wie groB ist die Anzahl N(7, 4, &) der Nullstellen der ganzen
Funktion ¢ — a¢!* in der Kreisscheibe |z|=7? (7, a, & reelle Kon-
stanten, » >0, 2 > 0.)
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17. Es seien a und b ganze Zahlen, f(x) eine in a=<x=<b definierte
Funktion, f(x) > 0. Man driicke die Anzahl der Gitterpunkte (Punkte
mit ganzzahligen Koordinaten, I 28), die sich in der durch die Un-
gleichungen

a=x=b, 0<y‘:<f(x)

abgegrenzten Fliche befinden, durch das Symbol*[ ] aus.
18. Es seien p und ¢ teilerfremde positive ganze Zahlen. Man
beweise durch Abzdhlung von Gitterpunkten die Formel

q] {Zq] {M [(75—1)9} _=1Gg="
el el Buall el Ranitii w = .
[? p p P 2
19. Sind p und ¢ ungerade teilerfremde positive ganze Zahlen,
so gilt, wenn man —;—1 =4, %i = ¢ setzt,

(8] B (22 +[2) -0

20. Es sei p eine Primzahl von der Form 47 + 1. Dann ist

Vol a5+ )25 | =2

21. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben.
Es sei N, die Anzahl derjenigen Objekte, denen eine gewisse Eigen-
schaft «, Ng die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft f, ..., N,
bzw. N; die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft » bzw. 1 zu-
kommt. Ahnlich bezeichne N,s, Ny., ..., Nugy, ..., Nagy..»2 die An-
zahl derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften « und g,

bzw. & und y, ..., bzw. «, fund y, ..., bzw. «, 5, 7, ..., %2 und 1
zukommen. Dann wird die Anzahl derjenigen Objekte, denen keine
der Eigenschaften «, f3, 7, ..., %, 4 zukommt, gegeben durch
N-N, —N; —N,—...—N, —N;
‘]LNzxﬂ +Nzx7+"‘ +Nz/1
— Nypy— -
j: Nocﬂy...xl .

22. Es seien # Objekte gegeben, # > 1. Die Eigenschaft & komme
allen zu, mit Ausnahme des ersten, die Eigenschaft g allen, mit Aus-
nahme des zweiten, ..., die Eigenschaft 1 allen, mit Ausnahme des
letzten n'® Objektes. Was ergibt 21, auf diesen Fall angewandt?
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23. Wie viele der #! Entwicklungsglieder einer Determinante
n'e Ordnung bleiben iibrig, wenn alle Elemente der Hauptdiagonale
gleich 0 gesetzt werden? [Man beachte 21: die Eigenschaft & soll
denjenigen Gliedern zukommen, die 4,, als Faktor enthalten, usw.]

24, Esseien a, b, ¢, ..., k, | zueinander teilerfremde positive ganze
Zahlen. Welches ist die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 1, 2, 3, ..., #,
die durch keine der Zahlen a, b, ¢, ..., &k, [ teilbar sind? [12.]

25. Die verschiedenen Primfaktoren der Zahl » mogen 4, g, 7, ...
heiBen. Die Anzahl der zu # teilerfremden Zahlen unterhalb # ist gleich

R

Diese Anzahl wird gewohnlich mit ¢(n) bezeichnet. Es wird ¢(1) =1
gesetzt; @(n) ist also die Anzahl der zu # teilerfremden Zahlen bis
2ur Gremze n inklusive. Dies gilt fiir =1, da 1 zu sich selbst teiler-
fremd ist.

26. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben,
denen wie in 21 die Eigenschaften «, f, 7, ..., %, 4 zukommen konnen.
Jedem einzelnen Objekt sei ein Wert zugeordnet. Es bezeichne W, den
Gesamtwert (die Summe der Werte) derjenigen Objekte, denen die
Eigenschaft & zukommt, W den Gesamtwert derjenigen mit der Eigen-
schaft 8, usw. Ahnlich bezeichne Wy, Way, .o, Wapy oo, Wapgy.ni
den Gesamtwert derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften
o« und B, bzw. & und y, ..., bzw. &, fund y, ..., bzw. &, 8, », ...,
% und A zukommen. Ist W der Gesamtwert simtlicher Objekte, so ist
der Gesamtwert der Objekte, denen keine der Eigenschaften &, 8,7,...,%,2
zukommt, gleich

W—W, —Wzy —W,— .- =W, —W,
+Wa/9 +Wocy+"' +le
— Wapy— - .
T Wapy.ni- [21.]
27. Essein>1; 7, 7,, ..., pm seiendie zu # teilerfremden Zahlen

unterhalb #. Dann ist

o . " — 1)

yI + yi + . + yi(n) e ?%l(yﬂ + (..A,.EA),, ?q;/ .. .) s
wenn p, ¢, 7, ... die verschiedenen Primfaktoren von # sind, und » ihre
Anzahl ist.

Es sei # nicht negativ und ganz. Unter einem ,,Teil“ von n ver-
stechen wir irgendeine nichtnegative ganze Zahl, die =# ist. Die
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Zahlen 0 und » heiBen ,,uneigentliche Teile*“. Die Zahl 0 enthilt nur
sich selbst als Teil, und zwar als uneigentlichen.

Es sei # positiv und ganz. Unter einem ,,Teiler’* von # verstehen
wir irgendeine positive ganze Zahl, die in # ohne Rest aufgeht. Die
Zahlen 1 und # heiBen ,,uneigentliche Teiler*. Die Zahl 1 enthalt
nur sich selbst als Teiler, und zwar als uneigentlichen.

Es seien m und % nichtnegativ und ganz. Unter dem gréBten
gemeinsamen Teil von m und # verstehen wir diejenige Zahl, deren
Teile mit den gemeinsamen Teilen von m und # identisch sind. Dies
ist die kleinere (nicht gréBere) der beiden Zahlen m und #, in Zeichen:
Min (m, »).

Es seien m und # positiv und ganz. Unter dem gréBten gemein-
samen Teiler von m und # versteht man diejenige Zahl, deren
Teiler mit den gemeinsamen Teilern von m und # identisch sind, in
Zeichen: (m, n).

Unter Min (/, m, #, ...) versteht man allgemein die kleinste der
Zahlen I, m, #, ..., unter (I, m, n, ...) den gréBten gemeinsamen Teiler
der Zahlen I, m, n, ....

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilen sowohl die von m
wie auch die von » vorkommen, ndmlich die gréflere (nicht kleinere)
der beiden Zahlen m und %, in Zeichen: Max (m, n).

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilern sowohl die von m
wie auch die von# vorkommen. Dies ist das kleinste gemeinsame Viel-
fache von m und #.

Es seien a,, a,, d,, ... irgendwelche Zahlen. Unter Za, versteht
t=n

man die Summe, erstreckt iiber simtliche Teile von # (die uneigent-
n
lichen 0 und # eingeschlossen); X'a; = Da,.
{=0

t=n

Es seien a,, a,, a5, ... irgendwelche Zahlen. Unter Za, versteht
tin

man die Summe, erstreckt iiber simtliche Teiler von » {(die uneigent-
lichen 1 und # eingeschlossen). Z. B. >, = a; + a, + a5 + a.
s

28. Es seien a, b, ¢, ..., &, | irgendwelche nichtnegative ganze
Zahlen. Es ist

Max (a, b, ¢, ..., R, )=a+b+4c+ ... + kL1
— Min (a, b) — Min (@, ¢) — --- — Min (&, 1)
+ Min (@, b, ¢) + - -

4+ Min (a, b, ¢, ..., &, I).

29. Das kleinste gemeinsame Vielfache M der positiven ganzen
Zahlen a, b, ¢, ..., k, I 14Bt sich folgendermaBen darstellen:

M=abc---kl(a,b)" (a,c)"1-- (k)" 1(a, b,c)- - (a, b,c, ..., k )EL
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30. Es ist
1.0 0 0 0?2 i1 1 1 1 1 1
i1 1.0 0 0[ 1.2 2 2 2 *
(=1 110 0‘3[1233 3
|11 1 1 0‘ 1 2 3 4 4 !
{ ............................................... (
111 1! ]1 2 3 4 nt1 |

Hierbei ist das allgemeine Element der ersten Determinante o =1,
wenn u ein (eigentlicher oder uneigentlicher) Teil von 2 ist, sonst
0(, p=0,1,...,%); in der zweiten ist das allgemeine Element c;,
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teile von 4 und g, d. h. die kleinere
von den beiden Zahlen A +1 und g1 (4, u=0, 1, ..., n).

31. Der Wert der Determinante, deren allgemeines Element ¢; "
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teiler von 4 und u, mit andern
Worten die Teileranzahl des gréBten gemeinsamen Teilers von 4 und u
ist, 4, =1, 2, ..., », ist =1.

32. Es seien ay, 4y, ..., a, beliebig, 4, =g, v=0,1, ..., n.
Es ist =

|4, A, 4, 4, 4, |
4, 4, 4, 4, 4, |
‘ 4, 4, 4, 4, Ay | Ay ay - @,
| A, A, A, A, 4, |
EREERE TR I PR RPN PR |
14, A, A, 4 .

Das allgemeine Element c; , der Determinante ist =4, mit » = Min (4, u),
A u=0,1, ..., n. (Verallgemeinerung von 30.)
33. Es seien a), ay, ..., a, beliebig, 4, = Da, v=1, 2, ..., n.

Es ist t
4, 4, 4, 4, cee A, |
4, 4, 4, 4, T A, n (’
4, 4, A, 4, T A, ‘ = Ay Ay Ay
4, 4, 4, 4, A, n :
..................................... |
4, Ag, o) Ay, 5 A(n, 4 4, (

Das allgemeine Element c;,, der Determinante ist = A4, mit » = (1, u),
4, p=1,2, ..., n (Verallgemeinerung von 31.)
34. Sind a,, a;, 4y, ... beliebig und 4, = Na, n=0, 1, 2, ...,

i
so ist offenbar t=n

ag=4y, ay=A4,—4y ay=4,—4,, -, a,=4,—A4,_,,



VIII. Abschn., Kap. 1: § 4, Nr. 30—37. 123

Sind a, a,, ay, ... beliebig und A, = X, n=1, 2, 3, ..., so ist
tin

ay=A,, ay=Ay,— 4, az=A4A;—A4;, ay=A4,— 4,
a;=A;— 4, ag= Ag— Ay — A4, 4- 4,

und allgemein

a, = > ult)4,, n=1,2,3,...,

wobei u(n) das Mobiussche Symbol ist (siehe die Definition auf S. 124).
35. Man bezeichne mit y(y) eine beliebige fiir 0=y =1 definierte
Funktion. Es sei

e =Z: W), s 7%”’@ ,

die letztere Summe iiber diejenigen Zahlen # erstreckt, die =# und
zu # teilerfremd sind. Dann ist '

fon = ST e (?) = S () e00.

t/n tin

36. Es ist bekanntlich

n 2miy
IZ(x—e * )zx”—L

Man setze

(r,n)=1

das Produkt iiber diejenigen Zahlen 7 erstreckt, die =# und zu #
teilerfremd sind. (Das %' Kreisteilungspolynom.) Die Nullstellen von
#" —1 sind die #**® Einheitswurzeln, die Nullstellen von K,(x) sind
die primitiven n'® Einheitswurzeln. Man beweise die Formel

" n(t)
Ka(%) ;]7<xt — 1) .
tin

37. Ist u(n) das Mibiussche Symbol, so ist

2mir

Ze o= pn).

(rvm)=1

Unter einer zahlentheoretischen Funktion f(n) versteht man eine
fir » =1,2,3,... definierte Funktion. In diesem allgemeinen Sinne
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ist die Angabe einer ,,zahlentheoretischen Funktion* #quivalent mit
der Angabe einer beliebigen unendlichen Zahlenfolge. Einige fiir die
Zahlentheorie interessante Funktionen dieser Art sind die folgenden:

@(n) (Eulersche Funktion): Anzahl der zu # teilerfremden Zahlen
unterhalb #» [25];
7(n) == >'1: Anzahl der Teiler von #;

t/n
o(n) =2"¢: Summe der Teiler von #;

tin
ox(n) =D'#*: Summe der ' Potenzen der Teiler von#; o, (#) =0 (),
t/n
oy(m) = T(n);

v(n): Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von #;

m(n) (Mdbiussches Symbol): u(1) =1, p(n) =0, wenn u durch
ein Quadrat (auBer 1) teilbar ist und u(n) = (—1)"™ in jedem anderen
Falle;

A(m) (Liouvillesches Symbol): (1) =1, A(n)= (—1)*¥, wenn £k
die Anzahl der Primfaktoren von # (mehrfache mit der richtigen
Multiplizitdt gezihlt) bezeichnet;

A(n) (Mangoldtsches Symbol): A(n) =logp, wenn # = p™ eine
Primzahlpotenz ist, sonst A(n)=0.

38. Man stelle sich eine Tafel dieser Funktionen her von # =1
bis # =10. (Bei o,(n) fir &« =0,1,2.)

Den Potenzreihen
o0
g+ a2+ a2+ - Fa, A+ =Da,2
n=0
seien die Dirichletschen Reihen

a1 5+ a,27 %+ Fa,n 4+ ... :Zja,m*s
—

gegeniibergestellt. Die Potenzreihen sind das richtige Werkzeug fiir
die additive (vgl. I, Kap. 1), die Dirichletschen Reihen fiir die multi-
plikative Zahlentheoriel).

Das (Cauchysche) Produkt von zwei Potenzreihen

O o0 o0
Dt Dyt = ¢,z
= I =0

wird durch

Cn:Zalcbl:Z‘ltbrht

k+l=n t=n

1) In diesem Kapitel wird von Konvergenzfragen abgesehen. Im Falle
absoluter Konvergenz sind samtliche Rechnungen zulissig.
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definiert [I 34]. Hierbei durchliuft ¢ simtliche Teile von %, die un-
eigentlichen 0 und 7 eingeschlossen. Das Dirichletsche Produkt von
zwel Dirichletschen Reihen

o0 (o) o0
al - ul — w '

DagkF 2 bl = Deyn?
k=1 =1 n=1

wird durch
\
Cp = akbl_zatbn
ki=n tin N

definiert. Hierbei durchliuft ¢ simtliche Teiler von #, die uneigent-
lichen 1 und # eingeschlossen.

Werden siamtliche Koeffizienten einer Potenzreihe gleich 1 gesetzt,
so entsteht die geometrische Reihe

142424+ 2"+ = —

Werden simtliche Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe gleich 1
gesetzt, so entsteht die Zefafunktion

179427 4 30 S = L),

39. Die Anzahl der Teile von # ist 21 =n -+ 1. Die Anzahl der

Teiler von # ist > 1=1(n). Esist ="
t/n

8

n+1)z"= 1 5 éz(%)n‘s-——é‘(s)2.

(1—2)
40. Der #' Koeffizient in der Entwicklung des Produktes

>
n=0

i

1 S n S ~
1 a,?", L(s) > ann
— 2 n= n=1

(=3

ist
%5 bzw. .
tin

t=n

41, Man zeige, daB

I

1
I P I I RN SR
P+ pu(2) 270+ u(3)37° - Hpm) ™ 4
1 1
S

1—2z

T L3 ()

42. Es sei, wiein 32: >a,=4,, n=0,1, 2, ...; dannist
t<=n
(Ag+ Az + Ay - 4 A2 ) (1—2)
=ayt+ ozt a2+ Fa 4
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Es sei ferner, wie in 33: D', = A4,, n=1, 2,3, ...; dann ist
tin
(A 17+ A2+ A3+ -« +Ayn ™+ )
(U @227 (33 A A )
=1+ a2 tag3 - Fa,n 4.

Unter einer multiplikativen zahlentheoretischen Funktion f(u) ver-
steht man eine solche, fiir die /(1) =1 ist, und die fiir teilerfremde m

und » die Gleichung
f(m) f(n) = f(mn)
erfillt.
43. Man zeige, da3
nY, o ox(m), 220, u(m), An), @®)

multiplikative zahlentheoretische Funktionen sind. [Fiir ¢(n) beachte
man 25.]

44. Es sei n=pliplh . pb, wobei py, py, ..., p» voneinander
verschiedene Primzahlen sind. Dann ist

1 — okt g polkat1) 4 — P&y +1)
Uoc(n) = pl = . ﬁZ - i - ;
1— pl 1— ?2 1— p'u 7
z. B.
1— ki +1 {— Ea+1 {— k, +1
o =1 PL_ 170 * ()= (kg 1) (ky 1) (B t1)

t—p 1—p  1—p
45. Man zeige, daB firr » > 30

p(n) > (n)
ist.

46. Es seien a, b, ¢, 4, ..., k, | positive ganze Zahlen, M ihr
kleinstes gemeinsames Vielfaches, (4, b), (4, ¢), ... (a,b,¢), ... bezeichne
wie gewdhnlich den gréBten gemeinsamen Teiler von « und b, bzw.
von ¢ und ¢, ..., bzw. von 4, b und ¢, .... Ist f(n) eine multipli-
kative Funktion, so hat man

M) f((@,0) [(@,0) - - [((@, D) [((@,b,¢,d)) - - = (@) [(0) - -- {(]) } (@, b, ) - - -

(Rechterhand stehen diejenigen f(#), fiir die » der groBte gemeinsame
Teiler einer ungeraden Anzahl der Zahlen 4, b, ¢, ..., &, [ ist.) [29 ist
der Spezialfall f(n) = n.]

47. Es sei f(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion.
Dann ist

ﬁimw”=]ﬁrWﬂﬁﬁw4wmﬂwﬂmpm+“%

4
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das unendliche Produkt ist {iber simtliche Primzahlen p erstreckt und
so gebildet, daB man nur aus endlich vielen Faktoren Glieder ent-
nimmt, die von 1-* verschieden sind.

as. to =] 15 _;_8 :

49, Man zeige, daB

Somr=t@ts—a),  Srwa= 8
> i) = S s Sls—1)
P TR LS
ist. [43, 44, 25.]
50. Es sei a(n) der groBte ungerade Teiler von #. Dann ist

—91l-s
A1) 17+ a(2) 27+ a(3) 37+ - aln)n = s —1).
51. Man beweise, daB
e Y O
gl/l(n)n =% ist.

1 fir n=1,

52. t%:'u(t)z{o fir #>1.

1, wenn = eine Quadratzahl ist.
. AMt) = [1, . .
53 %: Y lo, wenn # keine Quadratzahl ist.

54. %’(p(t) =n.
55. ”Zn_/iii) — ‘if);_”).
56. tlzn/l(t) =logn.
5. | (1,1) (1,2) - (4, )]
21 22 - (2,9 =) @2) - pn).
| (n 1)(n .2.) ......... (n .n.)

58. Man betrachte simtliche moglichen Zerlegungen # = & einer
geraden Zahl # von der Art, daBl & ungerade (auch 1), § gerade ist.

Dann ist i
2f— 2

. . "
gleich der Teilersumme von >
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59. Es seien jf(#) und g(n) multiplikative zahlentheoretische Funk-
tionen. Dann ist auch die zahlentheoretische Funktion

o) = fe ()

tin
multiplikativ.

60. Die Anzahl der verschiedenartigen reguldren geschlossenen
n-Ecke ist gleich 1@(n).

61. Die Summe samtlicher positiven echten Briiche, die in redu-
zierter Form geschrieben den Nenner » haben, ist = $p(n), # = 2.

62. Es seien a, b, ¢ positive ganze Zahlen; unter den ¢ Briichen:

a a+b a-+2b y a+(c—1_)b

c’ c ’ c ’ ¢
ibt es ﬂ@ unkiirzbare, wenn (a, b, ¢) =1. Ist (a, b, ¢)>1, so
g

P(b)
lassen sich natiirlich alle kiirzen.
63. Wieviel unkiirzbare gibt es unter den folgenden #2? Briichen:

1 1 1 1 1
1)2!3)4’ !n)
22 2 2 2
1’2’3’4”"’
3.3 3 3 3
1’2’3’4”%’
wn n n n 3
1’2’3’4””

64. Es sei @(n) die Anzahl der unkiirzbaren unter den folgenden
n? Briichen

141 11—21, 1+mn
n 3 n ’ ’ n b

241 2421 2—}—%1
n b n 3 ) n b

n-+1 11—|—24, {L—I—nz
n ' n ! "

+

. — 2/
(1 = ]«"'— 1; der Bruch 671\- heiBt kiirzbar, wenn (a, b, n) > 1, unkiirz-
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bar, wenn (@, b, n) =1 ist.> Die Funktion ®(#) besitzt folgende Eigen-
schaften:

(1) D(m) P(n) = Pmn) far (m, n)=1, D) =1,
D(ph) = p2* — p2E-2, p Primzahl, k=1, 2, 3, ...;
1 1 1

@ @(n)=n2<1—73§>(1——q~2><1—;2—>---,
wenn ¢, ¢, 7, ... die verschiedenen Primfaktoren von # sind;
(3) ;QMW%

3 . Cis—2)

1)) S i

(4) n=1 (n)'l”/ (:(S

Man beweise (1), (2), (3) voneinander unabhingig direkt aus der
Definition. Man zeige ferner

N>, @-@), 06—,
@->1), @@, @~

L) Dagn—*=DA,n*
n=1 n=1
folgt
a, X" -
T A x"
und umgekehrt; a;, a5, a5, ..., 41, 4y, 4;, ... sind Konstanten. (Auf

der linken Seite der zweiten Gleichung tritt eine sogenannte Lambert-
sche Reihe auf.)

66. Die beiden Identititen

s~ 21 Dlagn—= DB, s DB,
n=1 n=1 n=1 n=1

sind dquivalent.
67. Zwischen den Zahlen ay, ay, a3 ... und A4,, 4,, 4,, ...
bestehe die gleiche Beziehung wie in 65. Dann ist

o0 oo
n o, x\%n %2 \4n
ll~sm~ 2111——2«»2 .
X n nemn
n=1 n=1

1) D. h. auvs (1) folgt (4), aus (2) folgt (4) usw.
P6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsdtze II. 9
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68. Zwischen den Zahlen a;, a,, a5, ... und B;, B,, B, ...
bestehe die gleiche Beziehung wie in 66. Dann ist

=/ x x \an o 42 \Ba
LIGss =TI (-5
69. Man zeige, daB

NI QLAN S 17 OFS

1—x" 1—x"
n=1 n=1

rationale Funktionen von x sind. Welche?

70. oo n
‘272“(%)96’z kgt boa® o416 L2

1—x
n=1

71. Man zeige, daB

o () %" p(n)x" 14 %2
D S — 5 — 22 _
2 14 % X x4, 21—!—96" '1~x2)2 1st.
72. < x"
, 2:‘ 142
=y —22% F x4t — 228 4 2% 4 210 — 2418 4 42 — ... = D'h, A",
n=1
wo b, = 1, wenn # eine Quadratzahl, b, = —2, wenn # das Doppelte
einer Quadratzahl, und in jedem anderen Falle b, =0 ist.
73- [e'e] n
, X 1+4+%
& -
2P0 =
> £ 14+ 2%+ 642+ 248 + x*
glsp(n) T = x 1 — 7 [64].
74.
~ A 14 % 14 #2 14- 43
- — 4 9 _
ZI(%)x 21—9&" x1—x+x1——x2+x1—x3+
n=1 n=1
75.
S o) %M x X2 %3
n —
D e (e (= N (B
x4 X+ 22— 545 — 7474 .-
R P o e

Dieim letzten Bruch auftretenden Exponenten haben die Form 4 (3 42 4 %).
[154.] Man leite hieraus eine Rekursionsformel fiir o(n) ab.
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76. Der Ausdruck

1 p * e
1—q+1—qx+1——qx2+1—qx3+

bleibt unverdndert, wenn $ mit ¢ vertauscht wird.

77.
x3 x4
rﬁﬁz#xﬁamﬂw*':
I % % «
IR AR - R T - b
78. 2 4 8
X X X X X
I—x - i s T T
X 2x2 45 88
AR AR E TR T R
79. Es ist
n n n n
o{0)+o(2) £ 10) + -+ o0 = [+ 2] (2] 2],

(Beide Seiten bedeuten die Anzahl der Gitterpunkte in der Fliche
x>0, y>0, xy=mn.]Y)
80. Ist v = h/ﬁ], so ist
] — »2,

1) 6@ +70) + - ot =2 | 3| 2| 2]
81. Es sei

o0
=y

apk? Z chn 5,
i=1
Dann besteht zwischen den Koeffizientensummen

a+ay+ - +a, = 4,, by +by4 - + by = By,
61+62+"'+0n:Fn

die folgende Beziehung:

L= BB =2

Ly

.

[\/3

0.

8 |

1t

s=1

1) Die in 28--42 herausgearbeitete Analogie (Teil, Teiler) kénnte hier bis
zu einem gewissen Grade weiter verfolgt werden.

9*
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82. logn! =élog;bq% + [%} + [_;is] + )

wobei die Summation iiber simtliche Primzahlen p zu erstrecken ist,
die # nicht iibertreffen. [Man wende 81 auf das Dirichleische Produkt

— () :kiA(k)kfsgz-s

an.]
83. Mit den Bezeichnungen von 81 gilt auch

= Zla By +Zlb Ay — A B

wo v =[}n] gesetzt ist.

2. Kapitel.

Ganzzahlige Polynome und ganzwertige
Funktionen.
Ein Polynom

P(x) = aga™ + a; ¥™ 1 NE A 1% + ay,

ist gamzzahlig, wenn seine Koeffizienten ay, ay,a, ..., @n-q, @n ganze
Zahlen sind. Das Polynom P(x) heiBt ganzwertig, wenn die Werte
P(0), P(1), P(2), ..., P(n), ... ganze Zahlen sind. Wenn ein Polynom
ganzzahlig ist, so ist es auch ganzwertig.

84. Das Polynom

rx—1N@x—2)---x—m-+1) (x
1.-2-3--m ﬁ(m)

ist ganzwertig, jedoch nicht ganzzahlig, falls m =2 ist.
85. Jedes Polynom P(x) vom Grade m 148t sich auf die Form

P(x) = bo(:;) +b1<mi 1) + +bm—1<91€> "}“bm

bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen
bg> b1 ..., bm_q, by ganze Zahlen sind.

86. Ist das Polynom P(x) vom Grade m ganzwertig, so ist m!P(x)
ganzzahlig.

87. Nimmt eine ganze rationale Funktion vom Grade m fiir
m -+ 1 konsekutive ganzzahlige Werte der Variablen ganzzahlige Werte
an, so nimmt sie fiir simtliche ganzzahligen Werte der Variablen ganz-
zahlige Werte an.
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88. Jedes umgerade Polynom P(x) vom Grade 2m — 1 14Bt sich
auf die Form

D) — Cl( ) to, (x g— 1) te, (x —5}- 2) b, (xz;l;yzi.l_j 1)

bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen
€1, Car ooy Cou—1, Cm ganze Zahlen sind.
89. Jedes gerade Polynom P(x) vom Grade 2m 148t sich auf die Form

P(x):d0+d11<>+d (x—;1>+ +dmm(x;_mm———11>

bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen
dy, dy, dy, ..., Ap_q, & ganze Zahlen sind.

90. Es gibt ganzzahlige Polynome m'® Grades, deren Absolutwert
an # -+ 1 ganzzahligen Stellen zu 1 ausféllt, wenn m = 3, es gibt keine
solchen, wenn m=4. [VI 70.]

91. Nimmt eine rationale ganze Funktion vom Grade » an m -1
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so sind ihre Koeffizienten
rationale Zahlen.

92. Nimmt eine rationale gebrochene Funktion an allen positiven
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so ist sie der Quotient von
zwei ganzzahligen, teilerfremden Polynomen. [Die Rationalitdt der
Koeffizienten ist die Hauptsache.]

93. Wenn eine rationale Funktion fiir unendlich viele ganzzahlige
Werte der Verdnderlichen eine ganze Zahl darstellt, so ist sie eine
rationale ganze Funktion.

94. In der Zahlenfolge
2041, 2241, 2041, 2841, ... 2241,

sind je zwei Glieder zueinander teilerfremd. (Hieraus kann man ent-
nehmen, daB unendlich viele Primzahlen existieren.)
95. In der Zahlenfolge

a, a+d, a+2d, ..., a- nd,

gibt es mehrere, ja unendlich viele Glieder, die genau dieselben Prim-
faktoren haben; «, d sind ganze Zahlen, d==0
96. In der Zahlenfolge

5; 11: 17: 23; 29: 351 Y] 671’_11

besitzt jedes Glied einen Primfaktor, der = —1 (mod. 6) ist.



134 Ganzzahlige Polynome und ganzwertige Funktionen.

97. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Ist es moglich, daB
alle Glieder der Zahlenfolge

pP(1), P@2), PG), ... PM),

Primzahlen sind? (Bei der speziellen Wahl P(x) == 22 — x + 41 sind
die ersten 40 Glieder Primzahlen, wie Euler bemerkte.)

Ist die Funktion /f(x) so beschaffen, daB die Werte

f0), 1), [@, ... [,

simtlich ganzzahlig sind, so heillt f(x) ganzwertig. Z. B. ist 2° ganz-
wertig. Eine rationale gebrochene Funktion kann nicht ganzwertig
sein [93]. Eine Primzahl p heit Primieiler der ganzwertigen Funk-
tion f(x), wenn es eine ganze Zahl # gibt, # =0, so beschaffen, daf
f(n) 20 und f(r) =0 (mod. p). 2% besitzt nur den einzigen Prim-
teiler 2. Nach 94 besitzt die Funktion 221 unendlich viele Primteiler.

98. Die Primteiler des Polynoms x? 41 sind 2, 5, 13, 17, ...,
d. h. 2 und die ungeraden Primzahlen von der Form 4% 4 1; die
Primzahlen von der Form 4# -+ 3 sind keine Primteiler von x2 1.

99. Man bestimme die Primteiler von 22 4 15.

100. Es gibt unendlich viele Primzahlen, die keine Primteiler eines
vorgelegten ganzzahligen irreduziblen Polynoms zweiten Grades sind.
[Mit hoheren Hilfsmitteln zu beweisen. Vgl. die FuBnote zu 110.]

101. Wenn ein nicht identisch verschwindendes ganzwertiges Poly-
nom eine rationale Nullstelle besitzt, so sind alle Primzahlen seine
Primteiler, abgesehen ev. von endlich vielen Ausnahmen.

102. Alle Primzahlen sind Primteiler des Polynoms

x8 — 11 x* 4 3642 — 36,

das keine rationalen Nullstellen hat.
103. Ein ungerader Primteiler von K,,(x), dem m'" Kreisteilungs-
polynom [36), ist entweder Teiler von m, oder =1 (mod. m). [104.]
104. Ist p Primzahl, p > 2, p kein Teiler von m und K,(a) =0
(mod. ), so ist a zu p teilerfremd und gehért (mod. p) zum Ex-
ponenten m.

105. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 6# — 1.
[Man betrachte die Primfaktorenzerlegung von 6 P —1, wo P =5-11
+17.23-29-41 .- das Produkt aller schon bekannten Primzahlen von
der Form 6% — 1 ist.]

106. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 4% —1.

107. Es seien a, b, ¢ ganze Zahlen, a =0, b=2, ¢=0. Die ganz-
wertige Funktion ab® - ¢ besitzt unendlich viele Primteiler. [a8” +¢
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ist periodisch nach jedem Modul %, der zu b teilerfremd ist; der ab-
solute Wert dieser Funktion wichst ins Unendliche.]

108. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Kon-
stante. Dann besitzt P(x) unendlich viele Primteiler.

109. Die in 108 erwidhnte Tatsache kann auch so gefafit werden:
Ist P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Konstante, so lassen
sich nicht alle Glieder der Zahlenfolge

P(0), P(1), P(2), ..., P,

aus endlich vielen Primzahlen zusammensetzen. Kann es vorkommen,
daB wnendlich viele Glieder der Folge sich aus endlich vielen Prim-
zahlen zusammensetzen lassen?
110. Es sei m eine positive ganze Zahl. In der arithmetischen
Progression
1, 14+m, 1+2m, 14 3m,

gibt es unendlich viele Primzahlen ).

111. Die beiden ganzwertigen Polynome P(x) und Q(x) seien teiler-
fremd. Dann gibt es beliebig groBe ganze Zahlen %, so beschaffen, da3
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen P(#) und Q(n)
Primfaktoren enthilt, die ihr gréBter gemeinsamer Teiler nicht enthilt.

112. Es sei P(x) ein drreduzibles ganzwertiges Polynom. (Vgl. unten
S. 136.) Dann gibt es beliebig groBe ganze Zahlen #, so beschaffen,
daB in P(n) mindestens ein Primfaktor $ einfach auftritt; d. h.
P(n) =0 (mod. p), P(n) =0 (mod. $2?).

113. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Die Nullstelle von
kleinster Mulbiplizitit, die P(x) besitzt, soll die Multiplizitit s haben.
(Dann miissen alle in P(n) aufgehenden Primfaktoren, abgesehen even- |
tuell von gewissen endlich vielen, mindestens zur m'® Potenz darin
aufgehen, #n=0,1,2,....) Es gibt beliebig groBe ganze Zahlen #, so
beschaffen, daB in P(n) mindestens ein Primfaktor nicht mehr als
m-fach auftritt.

114. Stellt die ganze rationale Funktion P(x) fiir jeden ganzen
positiven Wert x eine Quadratzahl dar, so ist P(x) das Quadrat einer
ganzen rationalen Funktion. {Analoges gilt fiir hohere Potenzen.)

115. Es seien b,, by, ..., by voneinander verschiedene rationale
ganze positive Zahlen, 0 <<b; < b, <C---<by und Py(x), Py(x), ..., Pi()
ganzzahlige Polynome. Dann hat die Funktion

Py(x) b7 + Py(x) b3 -+ -+ - + Py(x) b

unendlich viele Primteiler.

1) 105, 106, 110 sind Spezialfalle des wichtigen, von Divichlet bewiesenen
Satzes: In jeder arithmetischen Progression, deren Anfangsglied und Differenz
teilerfremd sind, gibt es unendlich viele Primzahlen,
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Ein Polynom vom Grade » mit rationalen Koeffizienten heiBt
reduzibel, wenn es das Produkt von zwei Polynomen ist, deren Grade
<n und deren Koeffizienten ebenfalls rational sind. Jedes Polynom
ist entweder reduzibel oder drreduzibel; im ersteren Fall ist es ein
Produkt irreduzibler Polynome.

116. Wenn ein ganzzahliges Polynom reduzibel ist, so ist es ein
Produkt von ganzzahligen Polynomen niedrigeren Grades.

117. Ein ganzzahliges Polynom f(x) kann an keiner ganzzahligen
Stelle verschwinden, wenn /(0) und f(1) ungerade sind.

118. Nimmt das ganzzahlige Polynom P{x) vom »'" Grade an #
voneinander verschiedenen ganzzahligen Stellen Werte an, die simtlich

— ™)
von O verschieden und absolut genommen kleiner als @[:l sind,
so ist P(x) irreduzibel. [VI 70.] 5" EJ

119. Die in 118 angegebene Schranke 148t sich durch

n
515
2 2
ersetzen, wenn je zwei von den ganzzahligen Stellen, an denen P(x)
ganzzahlig ist, den Mindestabstand 4 haben.

120. Wenn der Wert des ganzzahligen Polynoms P(x) fiir unend-
lich viele ganzzahlige Werte von x zu einer Primzahl ausfallen soll, so
muB P(x) irreduzibel und 1 der gréBte gemeinsame Teiler der Koeffi-
zienten von P(x) sein. Diese evidente Aussage 148t sich nicht um-
kehren: Das Polynom

g(x—@m! +1D)(x—2m'+1) - (x—m—D@! +1)) +n!l ="} ...

ist irreduzibel, aber es stellt fiir keinen ganzzahligen Wert von x eine
Primzahl dar, #»=3 vorausgesetzt.

121. Es seien a4, a,, .. ., 4, voneinander verschiedene ganze Zahlen.
Es soll bewiesen werden, daB die Funktion

(= @) — @) - (v~ a,) —1

stets irreduzibel ist.
122. (Fortsetzung.) Es soll .untersucht werden, in welchen Fillen

(x—a)) (% —ap) -+ (x — a,) +1
reduzibel ist.
123. (Fortsetzung.) Die Funktion

(v — @) (r— et (5 — )2 + 1

ist irreduzibel.
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124. (Fortsetzung.) Irreduzibel ist auch die Funktion
(x—a)t(x—a)t - (x—a)t + 1.

125. (Fortsetzung.) Ist F(2) =244 A28+ B22 + Az 4 1 ein po-

sitiv definites irreduzibles ganzzahliges Polynom, so ist
F((x — a) (6 — ay) -+~ (x — a,))

nur dann reduzibel, wenn F(z) = z* — 22 4+ 1 (das 12% Kreisteilungspoly-
nom)und (x —ay)) (¥ —ap) --- (x—a,) =(x— &) (x— o —1) (x — o — 2)
mit ganzzahligem « ist.

126. (Fortsetzung.) Ist A positiv und ganz, so ist
Ax —a)t (x —a))* -+ (x— @)+ 1

. A4 .. . . .
nur dann redizibel, wenn 1 die vierte Potenz einer ganzen Zahl ist.

127. P(x) sei ein ganzzahliges Polynom und es existiere eine
ganze Zahl # so, daB folgende drei Bedingungen erfiillt sind:
1. Die Nullstellen von P(x) liegen in der Halbebene Rx <<#n — {.
2. P(n—1)+0.
3. P(n) ist eine Primzahl.
Dann ist P(x) irreduzibel.

128. Es sei
p=aga,... ay=a,10" +a,10" 1+ -.. +a,
eine Primzahl im Dezimalsystem geschrieben, 0=4,=9, »=0,1, ...,m;

@y =1. Das Polynom
A %™+ a1 a4 ay,

ist irreduzibel. [127, III 24.]
129. Es seien 7 und s ungerade Primzahlen, so beschaffen, dafBl

r=1 (mod. 8 wund (g) = (i) =1.

7
Solche Primzahlen sind z. B. # = 41 und s = 5. Das Polynom

=% — 2(r -+ s)4% 4 (r — 5)2

(1) =2+ 7r—s)2—4ra®
(2) = (%% — 7+ 52— 4542
(3) = (12 —7— )2 —4rs

ist irreduzibel, jedoch ,reduzibel”* (in zwei Faktoren 2" Grades zer-
legbar) nach einem beliebigen Modul m, wie mit Benutzung der
Formeln (1), (2), (3) elementar zu zeigen ist.
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' 3. Kapitel,
Zahlentheoretisches iiber Potenzreihen.

130. Das Produkt von irgendwelchen m konsekutiven ganzen
Zahlen ist durch das Produkt der m ersten positiven ganzen Zahlen
teilbar.

131. Das Produkt von m ganzen Zahlen in arithmetischer Pro-
gression ist durch m! teilbar, wenn die Differenz der Progression zu
m! prim ist.

132. Das Differenzenprodukt von irgendwelchen m ganzen Zahlen
ist durch das Differenzenprodukt der m ersten positiven ganzen Zahlen

1,2,..m
teilbar. (Das Differenzenprodukt ]7 (% — x;) der m GroBen x,, %,, ..., %
i<k
besteht aus ym (m — 1) Faktoren.) [Losung V 96.]
133. Fiir welche ganzen Zahlen # ist (n — 1)! durch = nicht teil-
bar? Fiir welche ist (# — 1)! durch #? nichi teilbar?
134. Welches ist der Exponent der hichsten Potenz einer Prim-
zahl p, die in n! aufgeht?
135. Mit wieviel Nullen endet 1000!, im Dezimalsystem geschrieben?
136. Es seien @ und b positive ganze Zahlen. Dann ist (2a)! (25)!
durch a! (a -+ b)! b! teilbar. _ (i)
137. Sind % und # positive ganze Zahlen, dann ist —- " eine
Ay n!
ganze Zahl.

Eine nach wachsenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe
ag+ a2+ a4 F a2+ -
heiBt rationalzahlig, wenn die Koeffizienten a,, a;, a5, ..., a,, ... ra-
tionale Zahlen sind, und ganzzahlig, wenn die Koeffizienten a,, a4,

@9, ..., 4y, ... rationale ganze Zahlen sind. Einerationalzahlige Potenz-
reihe 148t sich in die Form

So Sy Sg S,
RIS I . BT T L R
fo. 4 ty Ly

setzen, wo s, ¢, rational ganz, (s,, ¢,) =1, ¢, 21 ist. s, ist der Zihler,
¢, der Nenner des nte* Koeffizienten.

138. Es sei s eine ganze Zahl, ¢ eine positive ganze Zahl, (s, #)=1.
Man zeige, daf in den Nennern der Koeffizienten der rationalzahligen

Potenzreihe
—::_ S(S ><S )2‘"
('1+Z) =] Eo—t —t_1 -t——%+1 —'

nur Primfaktoren von ¢ aufgehen.
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139. Es sei p ein Primfaktor von #, und es seien bzw. p*, p*,
p*, ..., p*n, ... die hochsten Potenzen von p, die in ¢, 4y, ¢, ..., £, ...

aufgehen, wobei #, den Nenner des #'®® Koeffizienten der Reihenent-
8

wicklung von (1 -+ z)"f bedeutet; (s, ) = 1. Man berechne lim %.
N> oo

Die Funktion f(z) heiBt algebraisch, wenn sie einer Gleichung
der Form

Po2) /@1 + Py@ [f@) *+ -+ + Pry(2) /() + Pofz) = 0

geniigt; Py(2), Py(2), ..., P)(z) sind Polynome, Py(z) == 0.
Den richtigen Gesichtspunkt zur Beurteilung des speziellen Re-
sultates in 138, 139 gibt der folgende allgemeine Satz von Eisenstein:
,Wenn die rationalzahlige Potenzreihe

az+ a2+ a2+ -+ att -

eine algebraische Funktion von z darstellt, so gibt es eine ganze Zahl T,
so beschaffen, daB die Reihe

a, T2+ a, 1?22+ a, T334 .- - a,T"2" ..

ganzzahlig ist." [153.]
140. Man finde die kleinste ganze Zahl T von der Eigenschaft,

daB simtliche Koeffizienten der Reihenentwicklung von (1 + Tz)t
ganze Zahlen sind.

141, Man beweise den Eisensteinschen Satz in dem einfachsten
Spezialfall, ndmlich fiir rafionale Funktionen.

Man sagt, daB die Reihe

So , &1
L + t_lz + A Tt
mit rationalen Koeffizienten (s,, ¢, ganz, ¢, =1, (s,, ¢,) = 1) der Eisen-
steinschen Bedingung geniigt, wenn eine ganze Zahl 1" existiert, so be-
schaffen, daB 7™ durch ¢, teilbar ist fiir n =1, 2,3, ....
142. Erfiillen zwei rationalzahlige Potenzreihen f(z) und g(z) die
Eisensteinsche Bedingung, so erfiillen sie auch die Reihen

&)+, 1) —gk), [@gk),

ferner

g,{%; (g(0) = 0 vorausgesetzt), f(g(z)) (g(0) = 0 vorausgesetzt).
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143. Geniigen die beiden rationalzahligen Potenzreihen
ay+ ayz+ a2+ a4 -, byt bzt by b2
der Eisensteinschen Bedingung, so geniigt ihr auch die Reihe
ayby+ a bz -+ agby 2 A - A a, by

144. Man zeige, daBl die Eisensternsche Bedingung mit der simul-
tanen Erfilllung der beiden folgenden Bedingungen dquivalent ist:

1. Die Nenner ¢, 1%, ¢, ..., %, ... enthalten nur endlich viele
verschiedene Primzahlen.
logt, . .
2. o ist beschrinkt, n =1, 2,3, ....

145. Man entwickle nach Potenzen von z die beiden Funktionen

1 1 1 1

2 22 23 2"
A_{__ _|_9 uzg_'__l_éﬁ,

2—z 242 2 S

.

Erfiillen die erhaltenen Potenzreihen die beiden Bedingungen 1. 2. in
144? Sind die dargestellten Funktionen algebraisch?
146. Als hypergeometrische Reihe bezeichnet man die Reihe

; o NTa ) @b —1) - BE+1) - (fhn—1)
Bl by = 2 )

Sind « und g rationale, aber nicht beide ganze Zahlen und ist y eine
positive ganze Zahl, so ist es méglich, eine positive ganze Zahl T so zu
wihlen, daB simtliche Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe
F(a, B, y; T2) als ganze Zahlen ausfallen. (Es ist z. B.

2 d ST (R  Gr— 1)),
Eg[l/“_ﬁ); Z( 1-2.-.m : )Z

—Z x2) n=0
keine algebraische Funktion [I 90]: die Eisensternsche Bedingung ist
notwendig, aber wnichi hinreichend dafiir, daB die Funktion alge-
braisch sei.)

147. Es seien x4y, f+y und «, f, y nicht simtlich rational,
hingegen simtliche Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe
F(o, B, y; z) rational. Die beiden Zahlen « und g sind dann Wurzeln
einer irreduziblen quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten.

148. In dem in 147 erwihnten Fall stellt F(x,p,y; z) keine al-
gebraische Funktion von 2z dar. Man beweise es auf Grund des
Eisensteinschen Satzes!
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149. Eine rationale Funktion, in deren Entwicklung nach wach-
senden Potenzen von z lauter rationale Zahlen als Koeffizienten auf-

treten, ist der Quotient von zwei Polynomen mit rationalen Koef-
fizienten,

150. Eine rationalzahlige Potenzreihe f(z) geniige einer Gleichung
von der Form

Po@) (/&) + Pu@ U@+ - + Piy(d) J@) + Pi) = 0;

Py(z), Py(z), ..., Pi(z) sind Polynome, Py(z) &= 0. Man zeige, daB f(z)

auch einer Gleichung von derselben Form geniigt, worin die auf-

tretenden Polynome rationale ganze Zahlen zu Koeffizienten haben.
151. Die rationalzahlige Potenzreihe

Y=ay+ a2+ a2+ - +a,2"+ -

geniige einer algebraischen Differentialgleichung, d. h. einer Gleichung
von der Form

Rz, y,v,v", ..., y") = 0;

R bedeutet eine rationale ganze Funktion ihrer 7 -2 Argumente,
Man zeige, daB dann ¥ sicherlich auch einer Gleichung von der Form

R*(z,9,9,9", ..., ¥") =0

geniigt; R* bedeutet eine rationale ganze Funktion mit ganzzahligen
Koeffizienten.

152. Es seien die Funktionen f(z) = ¢y 4 ¢;2 + 22+ -+,
Fy(z), F1(2), Fy(2), ..., Fi(z) (Fy2)==0) regular in einer Umgebung des
Nullpunktes und durch die Gleichung

Fo(@) [f@T + Fi(a) [H@)F 2+ -+ + Fiy(2) f(2) + Fufz) = 0
miteinander verbunden. Dann erfiillt die Potenzreihe
f*@) =cem+emer 2+ Cnea?® + -,
falls m passend gewihlt ist, eine Gleichung von der Form

Go(2) [F*(&))F + G1 () [F*(&)]F 1 + -+ + Gia(2) 1*(2) + Gale) = 0,

wobei k=1, Gy(0) = Gy(0) = --- = G} 4(0) = 0, G;_1(0) + 0, Go(2) F0
und G,(z) ein rationaler ganzer Ausdruck mit ganzzahligen Koeffi-
zienten in Fy(2), Fy(2), ..., Fi(2), 2, ¢4, ¢4, ..., 6w, ist, dividiert even-
tuell durch eine Potenz von z; x = 0, 1, 2, ..., k. (Funktionentheore-

tische Vorbereitung zu 153, 154.)
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153. Erfiillen die rationalzahligen Potenzreihen Py(z), P, (2), ..., Py(2)
die Eisensteinsche Bedingung, und geniigt die rationalzahlige Potenz-
reihe f(z) der Gleichung

Py@ [/@) + Py(x) [@) + -+ + Pi1(2) [(2) + Pof2) = 0,

so erfiillt auch f(z) die Eisensteinsche Bedingung.
154. Es sei s,,t, ganz, (s,, %) =1, {,=1, und der gréBte Prim-
faktor, der in #, aufgeht, heiBe P,. Man sagt, dall die Potenzreihe

S N So S,
Jl+.._{z+_:_z2+...—_}___n_zn_{-...
o 4 ly Ly

der Tschebyscheffschen Bedingung geniigt, wenn % beschrankt ist,

log P
und daB sie der Huwrwitzschen Bedingung geniigt, wenn —loc;ggjl
beschrinkt ist, # =2,3,4, .... Sowohl fiir die Tschebyscheffsche wie

auch fir die Hurwitzsche Bedingung gelten analoge. Sitze wie 142,
143, 153 fiir die Eisensteinsche.

155. Die ganzzahlige Potenzreihe
ay+ a3+ a2+ Fa 4

heiBe primitiv, wenn die Zahlen ay, a,, 4y, ..., a,, ... auBer +1 keinen
gemeinsamen Teiler besitzen. Man beweise, dalB das Produkt zweier
primitiver Potenzreihen wieder eine primitive Potenzreihe ist.

156. Stellt die Potenzreihe

ag+ a2+ a2+ -+ a2
mit ganzzahligen Koeffizienten eine rationale Funktion dar, so kann

Ple)

Q(z)
mit ganzzahligen Koeffizienten bedeuten und Q(0) =1 ist. [155.]
157. Es sei

diese in die Form gesetzt werden, wobei P(z) und Q(z) Polynome

a a a ay,
6 =0, alazas...an,...=ﬁ§+12—+—3+-~+ + -

102 " 108 10

eine positive Zahl =1 im Dezimalsystem geschrieben, 0=a, =9,
r=1,2,3,.... Die ganzzahlige Potenzreihe

a2t a2 agB A a2

stellt eine rationale Funktion dar, wenn 6 rational, und keine rationale
Funktion, wenn 0 irrational ist.
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158. Es seien in der unendlichen Zahlenfolge a,, 4,4, ..., ay, ...
nur endlich viele verschiedene Werte vorhanden. Die Potenzreihe

ay+az+ a2+ - 4+ a2+ -

stellt dann und nur dann eine rationale Funktion dar, wenn die
Koeffizientenfolge von einem gewissen Gliede an periodisch ist.

169. Es sei / ganz, =0 und P(2) ein ganzzahliges Polynom. In
der Potenzreihenentwicklung von P(z)(1 — z) ~*~1 sind die Koeffizienten
ganze Zahlen, die, nach irgendeinem Primzahlmodul p genommen,
eine periodische Folge bilden; die Periodenlinge ist eine Potenz
von p.

160. Es sei D ganz und nicht teilbar durch die ungerade Prim-
zahl p. Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von *L —1)z —

(1—-D2)(1—2)
haben mod. $ eine Periode, deren Linge ein eigentlicher oder uneigent-
licher Teiler von p —1 ist.

161. Es seien die ganzen Zahlen D und p so beschaffen wie in
160. In der Potenzreihenentwicklung von (1 — Dz?) -1 sind die Koeffi-
zienten, mod. p genommen, periodisch. Die Linge der Periode ist
auf alle Falle ein Teiler von 2(p —1); sie ist Teiler von p —1 oder

nicht, je nachdem (g) = 41 oder —1 ist.

162. Die Folge der Fibonaccischen Zahlen (vgl. VII §3) ist perio-
disch nach jedem Modul. Man berechne die Periodenldnge fiir alle
Primzahlen unterhalb 30.

163. In einer ganzzahligen Potenzreihenentwicklung, die eine
rationale Funktion darstellt, bilden die Koeffizienten, mod. # genommen,
von einem gewissen Gliede an eine periodische Folge (m beliebig).

164. Die algebraische Funktion “-:—1;: erzeugt, nach Potenzen
1—4z2

von z entwickelt, eine Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese

Koeffizienten sind nach keinem ungeraden Primzahlmodul periodisch.

(163 148t sich nicht auf algebraische Funktionen ausdehnen.)

165. Der Konvergenzradius einer nicht abbrechenden ganzzahligen
Potenzreihe ist =1.

166. Eine nicht abbrechende ganzzahlige Potenzreihe, die im
Innern des Einheitskreises konvergiert, kann daselbst keine beschrinkte
Funktion darstellen.

167. Stellt eine ganzzahlige Potenzreihe eine algebraische, nicht
rationale Funktion dar, so ist ihr Konvergenzradius <1.
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168. In 167 ist die obere Schranke 1 die bestmdgliche. Mit
anderen Worten: Ist ¢ >0, so gibt es eine ganzzahlige Potenzreihe,
die eine algebraische, nicht rationale Funktion darstellt und deren
Konvergenzradius >1—e¢ ist.

169. Die Koeffizienten des Polynoms

Px)=ays +a; 1+ - - +a,_x+a, a+0, r=1
seien reell. Die durch die Potenzreihe
(PO]+[PM]z+ [P(2)]2 + - + [P(n)]z" + -

definierte analytische Funktion ist

1. eine rationale Funktion, wenn die # Zahlen a,, a,, ..., a,_;
simtlich rational sind,
2. keine rationale Funktion, wenn die 7 Zahlen a,, a,, ..., 4,

nicht simtlich rational sind. (Vgl. 11 168.) [I 85.]
170. Wenn die Folge der nichtnegativen ganzen Zahlen

al, ﬂz, a3: R “n;

beschrinkt ist und unendlich viele von 0 verschiedene Glieder enthilt,
so stellt die Reihe

2 3 n

2 Z z P4
S

011

keine rationale Funktion dar.
171, Unterliegt die Folge
ay, ds, Az, ..., 4y
denselben Voraussetzungen wie in 170, so stellt
2 3 P

4 P4
ﬂ21+z2+ds1+z3+~--+ﬂn1A_|_Z,,

.
1Y 42z

keine rationale Funktion dar.
172. Man bezeichne mit Q, die,,Quersumme‘‘ der Zahl z, d. h. die
Summe ihrer Ziffern. Z. B. ist @13, =1 -+ 3 + 7 = 11. Die Potenzreihe

012+ Qo2 + Q32% + -+ + Qp2" + - -

hat den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze.

173. Es seien in einer unendlichen Logarithmentafel die Logarith-
men aller positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... ihrer natiirlichen
Reihenfolge nach untereinander geschrieben, und zwar so, daB gleich
hohe Dezimalstellen in dieselbe vertikale Kolonne zu stehen kommen.
FaBt man die Ziffern irgend einer vertikalen Kolonne als Koeffizienten
einer Potenzreihe auf, so entsteht eine nicht fortsetzbare Potenzreihe.
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Anders formuliert ist folgender Satz zu beweisen: Es sei j eine
ganze Zahl und in der Dezimalbruchentwicklung von log1, log2,
log3, ..., logn, ... werde die j** Ziffer nach dem Komma bzw. mit
dy, dy, ds, ..., d,, ... bezeichnet. Dann hat die durch die Potenzreihe

diz +dy® +dg2B o+ dp 2t A

definierte analytische Funktion den Kreis | z| = 1 zur natiirlichen Grenze.

Die Potenzreihe
L . Y SR S SN
a°+1!z+2lz + +”!Z +

heiBt im Hurwitzschen Sinne ganzzahlig, kurz ,, H-ganzzahlig”, wenn
ay, @, 43, ..., 4y, ... rationale ganze Zahlen sind. [4. Hurwiiz, Math.

Ann. Bd. 51, S. 196—226, 1899.]
174. Ist f(z) H-ganzzahlig, so sind auch

af(z) ;
e und 0f]‘(z)dz

H-ganzzahlig.
175. Sind f(z) und g(z) H-ganzzahlig, so sind auch

@) +¢@), &) —gk), ek

H-ganzzahlig, und unter der weiteren Voraussetzung, da g(0) = 4-1,
auch

176. Ist f(z) H-ganzzahlig und f(0) = 0, so ist auch
[f(z)]m,

m!
H-ganzzahlig, m =1, 2, 3, ... [174].
177. Sind f(z) und g(z) H-ganzzahlig und f(0) = 0, so ist auch
¢[f(z)] H-ganzzahlig.
178. Die durch die Differentialgleichung

(PO _ 4 — fpene

und durch die Anfangsbedingungen ¢(0) = 0, ¢(0) > 0 wohlbestimmte
Funktion ¢(z) 148t sich in eine H-ganzzahlige Potenzreihe entwickeln,

Polya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 10
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Eine Kongruenz zwischen zwei H-ganzzahligen Potenzreihen
ag -+ - z+~22-4—---—{— i "4

bn n
ot 4+ -+ (mod. m)

— 1 2 2 ...

:b0+ZIZ+E~!z 2 +
bedeute unendlich viele Kongruenzen
ay="b, (mod. m), a,=b, (mod. m), ..., a,=b, (mod. m),

zwischen den Koffizienten.
179.
(¢ —1)8=2 <3' + 5 _|_ + ) (mod. 4).
180. Fiir jede Primzahl ¢ ist
2e-1 280@-1

== (T EE g ET ) (mod. .
G0l ep— a1 T Br )

181. Fiir jede 4 iibersteigende zusammengesetzte Zahl m ist
(¢ —1)""1=0 (mod. m).

182. Die Bernoullischen Zahlen B, sind als Koeffizienten in der
Reihenentwicklung

,,,,z,,,,: i_i %( )n IB” Zin
& —1 2 & (2n)!
definiert (I 154). Es ist
1 1 1 1 1 1 1
B1*g=1—5~§‘, Bz~36:*1+5+3+5,
1 1 1 1 1 1 1 1
33“4—2—-1*5_37"‘7‘: B4:§6 *1+2+3+5,

5 1 1 1 691 1 1 1
B5ﬁg6‘—~1‘5~3~1—1‘, 5= 3730 ‘f‘z—i-;-fg-i* +
7 1 1 3617 1 1 1
= =2— - — = By = — =t
Bi=g =273 3’ 57510 6+2+3+5+17

Allgemein ist
1 1 1 1 1
B’VL::GTI_ ._.’1"(74 - - — )’
+(—1) 5 +3 }_06+,5+;/ +
wobei G, eine ganze Zahl und 2, 3, &, £, 7, ... diejenigen Primzahlen

bedeuten, die einen Teiler von 2n um eine Einheit dbertreffen. [Man

. 2
entwickle zuerst 2, dann 7

und wende 179—181 an.]

nach wachsenden Potenzen von (¢ — 1)
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183. Die Koeffizienten C, der Reihe

b4 - C,
= "__2471
P () ,§<4n>! ’

unter ¢(2). die in 178 erkldrte Funktion verstanden, sind rationale
Zahlen, und zwar ist der Nenner von C, durch kein Quadrat auller 1
und nur durch solche Primzahlen teilbar, die =1 (mod. 4) sind. [Man

4 .
entwickle zuerst z, dann —— nach wachsenden Potenzen von ¢(z).]

¢(2)
184. Die Differentialgleichung
489@))2 Al —
(#))*  totep — v

besitzt ein wohlbestimmtes Integral von der Form

1 N Do
Sg(z):z?+g(Tﬁj]z4 %

(p(2) ist eine spezielle elliptische, eine sogenannte ,lemniskatische*
Funktion; das Periodenparallelogramm ist ein Quadrat.) Die Zahlen
D, sind rational, und zwar ist der Nenner von D, durch kein Quadrat
auBer 1 und nur durch solche Primzahlen teilbar, die =1 (mod. 4)
sind. [Man zeige, daB p(2) = [@(2)] 72, vgl. 183. Man entwickle zuerst 22,
dann 22[p(z)] 2 nach wachsenden Potenzen von ¢(z); 2% geniigt als
Funktion von @(z) einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung.]

185. Geniigt eine H-ganzzahlige Potenzreihe 2:—72” einer
n=0

homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,
so ist die Folge der Koeffizienten a,, a,, 4,5, ..., @, ... nach jedem
Modul periodisch von einem gewissen Gliede an. (Beispiele hierzu
schon 179, 180.)
186. Die Potenzreihe
2% 6x% 2043 A"

R 2n
y=A+5+ S+ 5+ +( >~

n ) n!

-+ .

zeigt, daB der Satz 185 nicht ohne weiteres auf homogene lineare
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten Polynome sind, ausgedehnt
werden kann.

187. Wenn die Potenzreihe einer ganzen transzendenten Funktion
g(2) H-ganzzahlig ist, so gilt fiir den Maximalbetrag (IV, Kap. 1) von g(2)

lim sup M (#)e"|/r = A

7> 00 27

10%*
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188. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe

b+ By e Byt by

g Z?,:?, ?’,:3, o
2 +'zz + 28 e

soll auBerhalb eines gewissen Kreises konvergieren. Die Zahlen

b,, by, ..., b, seien rational. Wenn die Reihe fiir unendlich viele ganz-
zahlige Werte von z ganzzahlige Werte annimmt, so ist 5, rational und
b ,=b g=0b4—=---7—0.

(Verallgemeinerung von 93.) [Hurwitz-Courant, S. 30.]
189. Die Reihe
AT 5, )2 V2 92 512
V=12 s T a0k
stellt fiir unendlich viele ganzzahlige Werte von z ganze Zahlen dar.
190. Man beweise 114 auf Grund von 188.
191. Die nicht stets divergente Potenzreihe
F(z):bmzm_{"bmflzmnl_*” +blz+b0+éf+’bz;22 %
stelle fiir sdmitliche gentigend groBen, ganzzahligen z ganzzahlige Werte
dar. Dann ist F(z) ein ganzwertiges Polynom.

192. Sind zwei Polynome so beschaffen, daBl sie an denselben
Stellen der komplexen Zahlenebene ganzzahlige Werte annehmen, so
ist entweder ihre Summe oder ihre Differenz eine Konstante. (Diese
Konstante ist natiirlich eine ganze Zahl.)

193. Wenn ein Polynom g(x) fiir alle jene x, fiir die ein zweites
Polynom f(x) Werte einer beiderseits unbeschrinkten reellen Menge
annimmt, reell ausfillt, so ist g(x) iiberhaupt stets reell, wenn f(x)
reell ist. (Wenn f(x) unpaaren Grades ist, so geniigt schon die An-
nahme, daB die Menge nach einer Seite unbeschriankt ist.) Es besteht
dann niamlich die identische Bezichung

g=q,
worin @(y) ein Polynom in y mit reellen Koeffizienten bedeutet.
(Hieraus folgt u. a. mit Leichtigkeit 192.)

4. Kapitel.
Einiges iiber algebraische Zahlen.

Die reelle oder komplexe Zahl & heiBt algebraisch, wenn sie Null-
stelle eines ganzzahligen Polynoms [S. 132] ist, d. h. wenn rationale
ganze Zahlen a,, a,, a4y, ..., a, existieren, a, 0, so daB

(G) Ggo" + ay oat b ay x4 a6+ a, = 0.



VIII. Abschn., Kap. 3: § 7, Nr. 188—193 — Kap. 4: § 1, Nr. 194—201. 149

Ist @, = 1, so heiBt « algebraische ganze Zahl, oder kurz ,,ganze Zahl“,
wie wir in 194237 sagen werden. Es gibt also irrationale und
auch komplexe ganze Zahlen; die rationalen ganzen Zahlen sind die
gewohnlichen ganzen Zahlen:

.o =3, -2, —1,0,1, 2, 3,

Sind «, f algebraisch, so sind auch
o
& + ﬂ) & — ﬂ) & ﬂ: F

algebraisch; die algebraischen Zahlen bilden einen Rationalititsbereich.
Sind «, § sogar ganz, so sind

a+p, a—p, «f
ebenfalls ganz; die ganzen Zahlen bilden einen Integrititsbereich.

194. Wenn « eine ganze Zahl ist, so ist auch VY« ganz.

195. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll 7 4 s J— 1 ganz sein,
so miissen # und s rational ganz sein.

196. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll # -+ s ]/— § ganz sein,
so miissen # und s rational ganz sein.

197. Sind 7 und s rationale Zahlen, und soll 7 4 s J— 3 ganz sein,
so miissen 27 und 2s ganz und 27r=2s (mod. 2) sein; » und s brauchen
aber nicht unbedingt ganz zu sein.

Algebraische Zahlen, die Nullstellen desselben irreduziblen Poly-
noms [S. 136] sind, nennt man zueinander Ronjugiert. Algebraische
Zahlen, die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms #nte® Grades sind,
heiBen selbst auch vom Grade m. Die rationalen Zahlen sind vom
Grade 1 und nur zu sich selbst konjugiert.

198. Esgibt nur endlich viele ganze Zahlen von gegebenem Grade #,
die mit ihren simtlichen Konjugierten in einem festen Kreis |z | <<%
der komplexen Zahlenebene liegen.

199. Die einzige ganze Zahl, die mit allen ihren Konjugierten im
offenen Einheitskreise liegt, ist die Zahl 0.

200. Simtliche Nullstellen eines Polynoms mit ganzen rationalen
Koeffizienten und dem hochsten Koeffizienten 1 sollen im abgeschlos-
senen Einheitskreise liegen. Eine solche Nullstelle muB entweder im
Mittelpunkte oder am Rande des Einheitskreises liegen und im letz-
teren Fall eine Einheitswurzel sein. [D. h. sie muB einer Gleichung
von der Form x"* = x* geniigen, %, k ganz rational, 0 </ < &; 198.]

201. Wenn die ganze Zahl & mit ihren simtlichen Konjugierten

2P

reell und dem Betrage nach <C2 ist, so ist & = 2cos "%, wo pund g
ganze rationale Zahlen sind. 7
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Die Gesamtheit der Zahlen, die als rationale Funktionen einer
algebraischen Zahl 4 mit rationalen Koeffizienten darstellbar sind, heiB3t
ein algebraischer Zahlkirper, kurz ,,Koérper”, und zwar der durch &
erzeugte Korper; der Grad der erzeugenden Zahl ¢ wird auch Grad
des Korpers genannt. Z. B. wird ein von einer Zahl zweiten Grades
erzeugter Korper quadratisch genannt, und zwar reell-quadratisch
oder imaginidr-quadratisch, je nachdem die erzeugende Zahl reell ist
oder nicht.

202. Die irrationalen ganzen Zahlen

V=1, V=3 7-5

erzeugen drei von einander verschiedene imaginir-quadratische Zahl-
korper, in denen die ganzen Zahlen bzw. die Form

a+by—1, a+b1—t-2v-t—3—, a+by—>5s
haben; a, b sind ganze rafionale Zahlen.

203. Eine Menge 3% komplexer (eventuell reeller) Zahlen heift
ein ,,diskontinuierlicher Integritdtsbereich, wenn sie folgende beide
Eigenschaften besitzt:

1. Gehéren ¢’ und ” der Menge I an, so gehéren auch ¢ -+ 7,
¢ — ", {'C” der Menge M an.

2. Der Punkt 0 ist kein Hiufungspunkt der Zahlenmenge k.
(GemdaB 1. ist 0 = (' — {’ eine Zahl der Menge %.)

Ein diskontinuierlicher Integrititsbereich besteht entweder aus
samtlichen oder aus einigen ganzen Zahlen eines imaginir-quadratischen
Zahlkérpers. (Z. B. bloB aus den Zahlen 0, 46, +12, 418, ...
oder bloB aus der einzigen Zahl 0.)

Man sagt, daB die ganze Zahl « durch die ganze Zahl ¥ feilbar
ist, wenn eine ganze Zahl » (der Quotient) existiert, so daBl & = » .
Man sagt auch ,,& ist ein Teiler von «‘* oder ,,& geht in & auf” usw.
Ganze Zahlen, die Teiler von 1 sind, heiBen Eimheiten. & heiBt ein
grofter gemeinsamer Teiler (in Abkirzung gr. g. Teiler) der m ganzen
Zahlen «,, oy, ..., &y, wenn es 2m ganze Zahlen sy, x,, ..., %y,
Ay, Ay, ..., Ay gibt, so daB

(¢
Oy =20, Og=u1, ..., Op= syt
Oy Ay g dy e b gy, = 0.

Zwei ganze Zahlen o, f§, deren gr. g. Teiler =1 ist, heiBen zu-
cinander teilerfremd.
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204. Wiirde man als ,,ganze Zahlen* nicht irgendwelche ganzen
Zahlen, sondern nur solche bezeichnen, die dem durch V——S erzeugten

Korper angehoren, so hitten die beiden Zahlen 3 und 1 27— 5 im
Sinne der obigen Definition keinen gr. g. Teiler. D. h. es ist unmog-
lich in dem durch }— 5 erzeugten Kérper, dem 3 und 1 4 2 V-5 an-

gehoren, fiinf ganze Zahlen «, 3, y, 4, ¥ zu finden, so daf} die Glei-
chungen

=ad, 1+2Y=5=p3 3y+{+2Y=5)6=20

gleichzeitig bestehen. [Man untersuche die kleinsten Werte von
(a+b }/ —5)(a—1b 1/:757), wenn a, b rational und ganz sind; 202.]
205. (Fortsetzung.) Die Quadrate 32=09 und (14 2}—5)?

= — 19 - 4} — 5 besitzen einen gr. g. Teiler, sogar unter der in 204
erwahnten Einschrinkung des Begriffes der ,,ganzen Zahl‘.

den!) gr. g. Teiler von 3 und 14+ 2})— 5. [194.]

Der tiefliegende Satz, daBl irgend zwei ganze Zahlen einen gr. g.
Teiler besitzen [Hecke, S.121], soll im folgenden nicht beniitzt werden.

207. Ist @ gr. g. Teiler von &y, &y, ..., &y, so ist ¢ durch jeden
gemeinsamen Teiler von &4, «&,, ..., &, teilbar.

208. Es sei ¢ ein gr. g. Teiler der Zahlen «;, &,, ..., &, und ¢
ein anderer gr. g. Teiler derselben Zahlen «,, &y, ..., &, dann ist -15
eine Einheit.

209. Ist  gr. g. Teiler von «y, «,, ..., &,, dann ist y¢ gr. g.
Teiler von y oy, v &g, ..., ¥ Gy,

210. Wenn « zu fy teilerfremd ist, dann ist & sowohl zu f wie
zu y teilerfremd.

211. Wenn « sowohl zu § wie zu y teilerfremd ist, dann ist &
auch zu fy teilerfremd.

212. Wenn « zu f teilerfremd ist, dann ist der gr. g. Teiler von
o und y auch gr. g. Teiler von & und fy.

213. Wenn 0 gr. g. Teiler von « und $.ist, dann ist 4" gr. g. Teiler
von & und ", n=1, 2,3, ....

214. Wenn 6 gr. g. Teiler von & und g ist, dann ist %7 gr. g. Teiler

von 'i/&_ und 'i/ﬁ, n=1,2,3, ....

215. Sind die m Zahlen &, a,, ..., &, zu je zweien teiler-
fremd, und p = &;%,...%,, dann ist 1 gr. g. Teiler der m Zahlen
Hop

al az am
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216. Abgesehen von endlich vielen sind alle rationalen Primzahlen
zu einer gegebenen ganzen Zahl &, « = 0, teilerfremd.

217. Die ganzen Zahlen 4, a,, ..., a, selen rational und
04, Oy, ..., &, seien die n Nullstellen des Polynoms x" 4 a;x"~!
+ayx""24 ... +a, 1%+ a, Dann besitzen &, &, ..., &, einen

N
gr. g. Teiler §; und zwar ist 6 = }Jd, wobei N = #! gesetzt ist und 4
N N X N

den gr. g. Teiler von a!, af, a’, ..., a’ bedeutet.

Unter der Norm von «, in Zeichen N(a), einer zu dem Korper
ntn Grades K gehérigen Zahl o versteht man das Produkt ihrer
n Konjugierten [Hecke, S. 81]. Das Wort ,konjugiert“ wird hier in
einem anderen Sinne gebraucht, als in der Erklirung, die 198 voran-
geht [Hecke, S. 70].

218. Wenn « und $ zu K gehéren und o« ein Teiler von f ist,
so ist N{«) ein Teiler von N(f).

219. Es soll der Korper K so beschaffen sein, da irgendwelche
zwei zu K gehorige ganze Zahlen «, f einen zu K gehérigen gr. g.
Teiler besitzen, in dem Sinne, daB fiinf andere ganze Zahlen o’, i
y, 0, ¥ in K existieren, derart, daB

a=ao"d, pf=p9, ay+po=479.

(Nicht immer der Fall! Vgl. 204.) Hierzu ist die Erfiilllung folgender
Forderung notwendig und hinreichend: Wenn « und § ganze Zahlen
in K und so beschaffen sind, daBl weder « Teiler von f, noch § Teiler
von « ist, so soll es in K zwei ganze Zahlen &, # geben, derart, daB3
zugleich

0<|N(xé+ ) | <[N@)[, 0<|N(xé+ )| <[NP

ist. (Wenn a, b rationale ganze Zahlen sind, |a| > |b|, und b kein Teiler
von a ist, dann hat der Rest der Division von a durch b, d. h.

r=a+1—07 [6—;] die jetzt von «& 4 fn geforderte Eigenschaft.)

220. Irgend zwei ganze Zahlen des durch J—1 erzeugten Kérpers
besitzen einen in demselben Kérper liegenden gr. g. Teiler.

Es seien «, f, u ganze Zahlen. DaBl &« — f durch p teilbar ist,
driickt man, wie in der Theorie der rationalen Zahlen, durch

a=f (mod. u)
aus.
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291. Die Relation der Kongruenz zwischen ganzen algebraischen
Zahlen nach einem ganzen algebraischen Modul ist wechselseitig und
transitiv. Dies bedeutet:

Aus o= f (mod. w) folgt pf=—=a (mod. u).
Aus a=p, B=y (mod. u) folgt &=y (mod. u).

222. Aus
s

il

B, y=40 (mod. u)
folgt
ax+y=pf+48, o—yp=f—0, ay=p0 (mod. u).
223. Wenn 1 der gr. g. Teiler von & und u, und p keine Einheit

ist, so ist
a0 (mod. u).

224, Es seien «, f, ... ganze Zahlen, f(x, y, ...) ein Polynom
mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und p cine rationale Prim-
zahl. Dann ist

(>, B, ... NP=fxp, 7, ...) (mod. p).
225. Es seien

gy Koy ooy Ooms Wy, Wy, ..., Oy

(60, wp+0, wp=ao; fir 221; k1=1,23, ..., m)
ganze Zahlen. Dann koénnen nicht alle Zahlen

& (U{l + O‘ng + T + “"L(U:;’L
b
n

n=1, 2,3, ...

ganze Zahlen sein. [Man betrachte geeignete Primzahlen p und setze

n==p, 2p, 3p, ..., vp; 216, 224.]

226. Die Nullstellen des Kreisteilungspolynoms K,,(x) [36] sind auch

Nullstellen von 2™ — 1, also ganze Zahlen. Sie sind «&mn, a™, . ., a™
271

’

wenn e™ = &, @(m) = h gesetzt wird, und 7, 7,, ..., 7, ein reduziertes
Restsystem mod. m bilden, d. h. wenn die rationalen ganzen Zahlen
71, %3, ..., 73 alle zu m teilerfremd und untereinander inkongruent
(mod. m) sind. — Ist K, (x) reduzibel oder irreduzibel?

Losung. Betrachten wir unter den irreduziblen ganzzahligen
Faktoren von K, (x) [116] denjenigen Faktor f(x), der &« zur Nullstelle
hat. Die Nullstellen von f(x), d. h. die zu & konjugierten ganzen
Zahlen, haben alle die Form o9 g ganz, und ihre Anzahl ist =h
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[sogar <A, wenn K, (x) reduzibel ist]. Auf alle Fille ist fiir beliebiges
ganzes rationales g

*) [Ha9) | =2",

da die Betrige der einzelnen Faktoren von f(a%), als Sehnen am
Einheitskreis, <2 sind. Es sei nun p eine Primzahl; da f(«) = 0 ist,
erhalten wir [224]

f(a?) = ({(&))? =0 (mod. ).
Ha?)

b ist somit eine ganze Zahl; ihre Konjugierten sind ebenfalls ganze
9P
Zahlen von der Form ﬁ%*) . Ist also p > 2%, so sind alle Konjugierten
f(«?)

von o kraft (*), dem Betrage nach <1, also ist [199] f(a”) =0,

und wir haben gefunden, dafl auch &? eine Nullstelle von f(x) ist.
Nach einem Dirichletschen Satz [S. 135, FuBnote] enthalten alle
@(m) = h Progressionen

7y, V1w, vy 2m, L

Yoy Vo + M, ¥y -}-2m, ...;

iy Vi Fom, vy 2m, ...

unendlich viele Primzahlen. Also kann man insbesondere ein redu-
ziertes Restsystem mod. # herstéllen, das aus Primzahlen, die alle
>2"sind, besteht ; dann muB aber, laut Vorhergehendem, der Faktor f(x)
von K, (x) alle Nullstellen o1, a7, ..., «™ von K,(x) zu Nullstellen,
den Grad von K,,(x) zum Grade haben, tiberhaupt mit K,(x) identisch
sein. D. h. K, (x) ist irreduzibel.

227. Man fiihre den vorangehenden Beweis fiir die Irreduzibilitat
von K,(x) ohne den Dirichletschen Satz iiber die arithmetische Pro-
gression zu gebrauchen: man kann ihn durch einen mithsameren, aber
mehr elementaren Aufbau des reduzierten Restsystems mod. # um-
gehen.

228. Wenn die Entwicklung einer rationalen Funktion sowohl
nach steigenden wie nach fallenden Potenzen von z rational-ganzzahlig
ausfillt, so liegen ihre von 0 und oo verschiedenen Pole in Ein-
heiten.

229. Eine nach steigenden Potenzen geordnete Potenzreihe sei
im Einheitskreis konvergent und stelle eine rationale gebrochene Funk-
tion dar. Wenn ihre Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so
liegen ihre Pole in Einheitswurzeln. [156, 200.]
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230. Wenn die Potenzreihe

eine rationale Funktion darstellt und ihre Koeffizienten &g, &y, &, ...
algebraische ganze Zahlen sind, so sind auch die Pole der Funktion
algebraische ganze Zahlen.

231. Sind

Oqy Bgy ovvy Oy, W7, Wy, ..., Wy

(6p+ 0, wp=+0, wp+a, far BZ1;, kl1I=1,2 ..., m)
algebraische ganze Zahlen, dann sind die Koeffizienten der Reihen-
entwicklung von

%y Oy

Fr e

1—wm2 11— wy2 1—wmz

ebenfalls algebraische ganze Zahlen. Es gilt jedoch nicht das gleiche
von der Entwicklung, die hieraus durch gliedweise Integration entsteht.
232. f(z) sei durch eine rationalzahlige Potenzreihe dargestellt,
und ihre Derivierte f'(2) sei eine rationale Funktion. f(z) ist rational,
wenn ihre Potenzreihe der Eisemsteinschen Bedingung geniigt und
transzendent, wenn sie ihr nicht geniigt.
233. Die algebraische Funktion f{z) sei durch eine Gleichung

Py(2) [{ (D) + Py () [f (@t + - - - + Pry () f(2) + Pi(2) = 0

definiert, wobei Py(z), P,(z), ..., Pi(z) Polynome mit algebraischen
Koeffizienten bedeuten. Ist o eine algebraische Zahl, so sind die
Koeffizienten in der Entwicklung von f(z) nach Potenzen von (z — «)
benfalls algebraische Zahlen. [Spezialfall: Wenn z= & eine regulire
Stelle von f(z) ist, so ist f(«) eine algebraische Zahl.]

234. Eine ganze rationale Funktion F(z, y) der beiden Variablen
z, v mit rationalen Koeffizienten heiBle srreduzibel, wenn sie nicht in
das Produkt von zwei ganzen Funktionen mit rationalen Koeffizienten
zerlegt werden kann, die beide in bezug auf y von niedrigerem Grade sind.

Ist F(z, y) irreduzibel, so ist entweder keine Losung der Gleichung

Fz,v)=0

eine rationale Funktion von z, oder alle Losungen sind rationale Funk-
tionen von z.

[Es gilt ferner: entweder ist keine Losung eine rationale ganze
Funktion von z, oder alle Lsungen sind solche. — Zu beachten ist 233
und das Hauptcharakteristikum irreduzibler Gleichungen: die Wurzeln
einer solchen haben die schlechte Gewohnheit, sofort mit der ganzen
Familie zu Besuch zu kommen. Vgl. Hecke, S. 64, Satz 49.]
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235. Wenn die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung einer
algebraischen Funktion algebraische Zahlen sind, so gehéren diese
Koeffizienten simtlich einem endlichen Koérper an (d. h. einem Kérper,
der durch eine einzige algebraische Zahl erzeugt wird, vgl. S. 150).

151, 162 ]
236. (Fortsetzung.) Ist die fragliche Potenzreihe

Ko+ 2+ 0224 -1,
so existiert eine ganze Zahl 7, so beschaffen, da8 simtliche Zahlen
0y T, BgT%, ag7d, ... ganz sind. (Verallgemeinerung des Eisensteinschen

Satzes.)
237. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Reihe

Ay 8" 4 @y 2"V F a2t ao—l—;—l-}-—@—l—*A—f—

soll auBerhalb eines gewissen Kreises konvergieren, und ihr Wert soll
fiir ‘'unendlich viele rationale ganzzahlige Werte von z rational ganz
ausfallen. Sind die Koeffizienten a,, @y 1, ..., @, @, a_y, a_y, ...
simtlich rationale Zahlen, so stellt die Reihe eine rationale ganze
Funktion dar (sie bricht ab, 188); sind die Koeffizienten simtlich einem
endlichen Kérper entnommen, so stellt die Potenzreihe eine algebraische
Funktion dar. (Beispiel: 189.)

5. Kapitel,
Vermischte Aufgaben.

238. Ein Drelteck, dessen drei Eckpunkte drei Gitterpunkte des
ebenen quadratischen Gitters sind, ist nie gleichseitig.

239. Wie dick miissen die Baumstdmme in einem regelmiBig ge-
setzten kreisrunden Wald wachsen, damit sie die Aussicht vom Mittel-
punkte aus ganz versperren?

Es sei s gegeben, s ganz und positiv. Jeder Gitterpunkt p, ¢, der
der Ungleichung 1 = p? + ¢% = s? geniigt, sei das Zentrum eines Kreises
vom Radius 7. Wenn 7 geniigend klein ist, so gibt es Halbstrahlen,
die vom Punkte 0, 0 aus ins Unendliche laufen, ohne die beschriebenen
Kreise zu treffen (der Wald ist durchsichtig); solche Halbstrahlen gibt

. . 2 . .
es nicht mehr, wenn 7 geniigend groB ist (fiir 7 = V? berithren sich die
Kreise). Es sei ¥ = p der Wert, der die beiden Fille voneinander trennt
(Grenze der Durchsichtigkeit). Dann ist

1

§@<~
Jst 1



VIIL. Abschn., Kap. 4: § 4, Nr. 235—237 — Kap. 5: § 1, Nr. 238—243. 157

240. Man ziehe im ebenen quadratischen Punktgitter einen mdg-
lichst breiten, geraden, unendlichen ,,\Weg*, der mit der Ordinatenachse
den Winkel arctgx einschlieft. Die Breite dieses Weges mit ¢(x) be-
zeichnet, ist f(x) = @(x) }1 + &% zu bestimmen.

241. Zwei Gitterpunkte x, v und %', v heilen kongruent mod. #,

wenn
¥x=« (mod.#n), y=v (mod. zn).

Unter irgendwelchen %#? 4 1 voneinander verschiedenen Gitterpunkten
gibt es immer % -+ 1 zueinander mod. » kongruente.

242. In der Ebene des ebenen quadratischen Gitters von Maschen-
breite 1 sei ein Bereich vom (Jordanschen) Flicheninhalt F gelegen.
Derselbe enthilt eventuell keinen Gitterpunkt, aber kann auf alle
Fille parallel zu sich selbst so verschoben werden, daB [FF] -1 Gitter-
punkte darin liegen.

243. Die Gitterpunkte im abgeschlossenen ersten Quadranten sind
abzihlbar. D. h. es existieren fiir ganzzahlige, nichtnegative Werte-
paare x, y definierte Funktionen f(x,y), die folgende beiden Eigen-
schaften vereinigen:

1. Der Wertevorrat von f(x,y) ist die Zahlenreihe 1, 2, 3,4, 5, .. ..

2. Die Funktion f(x, y) ist verschiedenwertig; d.h. wenn %, v, 5",y
ganze Zahlen sind, =0, y =0, ¥’ =0, ¥ =0, (x— &2+ (y —y' 2 >0,
so ist f(x,v) + f(=', ).

Es existieren sogar ganmze rationale Funktionen f(x,y), die die
Gitterpunkte abzdhlen, d. h. die Eigenschaften 1. 2. besitzen, nimlich
die Funktion

fx,y) =3+ 25y + 92 + 3% +y +2)
_[(xF+y+1
S ANEY

und die daraus mittels Vertauschung von x und y hervorgehende [die
Gitterpunkte auf den Geradenstiicken

x+y:0’ x+y::1) x+y:2’ ce
x=0, yv=0
werden sukzessive numeriert].

Es sei f(x,y) eine ganze rationale Funktion mfe" Grades,

1%, ) = @o(%,¥) + @1(%,9) + - -+ + pulx, ),

wobei ¢,(¥,v) eine ganze rationale homogene Funktion utn Grades
bezeichnet. Wenn f(x,y) die Gitterpunkte abzdhlt, so ist offenbar
@u(®,y) =0 fir x=0, y=0. Wenn ¢,(x,vy) >0 fir x=0, y=0,
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x4+ vy >0 ist, und f(x,y) die Gitterpunkte abzahlt, so ist der Grad

von f(x,v)

m=2.
[Die Anzahl der Gitterpunkte innerhalb einer Niveaulinie f(x,y) = konst.
steht zur umschlossenen Fliche in Beziehung.]

244. Man fasse das Quadrat 3 ==x=n+14% 3=y=n-13 als
ein ,,Schachbrett mit #2 Feldern auf, d. h. man teile es durch achsen-
parallele Geraden in n2* Teilquadrate (Felder) vom Flacheninhalt 1 ein.
Das ,,Problem der # Damen* verlangt aus den »? Gitterpunkten, die
die Mittelpunkte der n* Felder bilden, # solche Gitterpunkte (x1, ¥y),
(%3, V), ..., (%, ¥,) herauszugreifen, welche den 2#(z —1) Un-
gleichungen

x‘u, 4 Xy, y;(, F Vo, x.u = Xy “‘ y,u —~ Y x;c — Xy [ - (y‘u - yv)

geniigen, u=v; u, v=1,2, ..., n. Man ersetze die Ungleichungen
durch die mehr fordernden ,,Inkongruenzen

x/L $ Xy, y/L $ yv’ x!z — Xy #5 y/c - yv; x‘u — X :‘IF - (y‘u, - y'y)

(mod. #) und zeige, daB diese dann und nur dann eine Losung be-
sitzen, wenn % zu 6 teilerfremd ist.

245. Man bezeichne mit ¢ eine ungerade Primzahl; es seien
71, 7o .., tound 55, Sy, ..., S, zwei vollstindige Restsysteme mod. g.
Dann bilden die ¢ Zahlen 7,s,, 75$,, ..., 7,5, ketn vollstindiges Rest-

system mod. g.
246. Die hochste Potenz der ungeraden Primzahl p, durch welche

die Zahl » teilbar ist, sei p% o =1. Dann ist

15 4283 fnh= oder 0 (mod. %),

n
?
je nachdem A durch p — 1 teilbar ist oder nicht, A =1, 2, 3, ....

247. Es sei p die kleinste Primzahl, die in # aufgeht. Dann gibt
es zwei vollstindige Restsysteme mod. #

so beschaffen, daB auch jede der p — 2 Zeilen

71 + slx 72 + 82: R 77), + sn:
7y 28y, 7y -+ 28, e Tyt 28,
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ein vollstindiges Restsystem mod. # darstellt. Sodann ist aber
roE(p—A)s, Fot(p—1)ss ..., Fo+ (p—1)s,

sicherlich kein vollstindiges Restsystem mod. #.

248. Jede Potenz liBt sich als Summe von so vielen konsekutiven
ungeraden Zahlen darstellen, wie ihre Basis Einheiten enthilt.

249. Eine Zahl der Zahlenreihe 2, 3, 4, ..., n(n > 2) ist dann
und nur dann zu allen iibrigen teilerfremd, wenn sie eine Primzahl

ist, die g fibersteigt. (DaB eine derartige Primzahl fiir # > 2 stets

existiert, wurde von T'schebyscheff bewiesen. Vgl. Oeuvres, Bd. 1, S. 63.
St. Pétersbourg 1899.)
250. Die Partialsummen der harmonischen Reihe

1 1 1 1
1 + > + 3 + e+ "
sind fiir #» > 1 keine ganzen Zahlen. Dies folgt sofort aus dem Satz
von Tschebyscheff [249], ist aber auch ohne dessen Beniitzung zu
zeigen.

251. Die Summe von zwei oder mehr konsekutiven Gliedern der
harmonischen Reihe, d. h. eine Summe von der Form

1
+_v++._, n:1,2,3,...;n<m

kann nicht ganz ausfallen; wird sie als unkiirzbarer Bruch geschrieben,
so ist der Nenner gerade und der Zihler ungerade.
252, Ist die positive ganze Zahl # teilbar durch alle Zahlen, die

=}n sind, so ist # entweder 24 oder ein Teiler von 24.

Allgemeiner zeige man elementar: Ist 0 << & <1, so gibt es nur
eine endliche Anzahl positiver, ganzer #» von der Beschaffenheit, daB3
n durch 1, 2, 3, ..., [#*] teilbar ist.

253. Es sei  eine Primzahl und teilerfremd zu 10P. Das arith-
metische Mittel der Ziffern in einer Periode der Dezimalbruchentwicklung

P . . . .
von — ist dann und nur dann 4,5, wenn die Periodenlinge eine gerade

Q
Zahl ist.

254, Die Zahl n=2"41, h=>=2 ist dann und nur dann Prim-

zahl, wenn
n-1

32 =—1 (mod. #n).

255. Der folgende, von Euler vermutungsweise ausgesprochene
Satz ist richtig:
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Die diophantische Gleichung
4xyz —x —y — 2 =0

hat keine Losung in positiven ganzen Zahlen %, vy, z, £.

256. Ist die Primzahl ¢=11, so gibt es stets positive ungerade
Primzahlen p,, p,, $5, Py, die alle kleiner als ¢ sind, nicht alle ver-
schieden zu sein brauchen und bzw. den Gleichungen

B e ()
D= (-
geniigen. [(%) usw. sind Legendresche Symbole.]
257. Der Dezimalbruch
0,23571113171923.. . .

(alle Primzahlen hintereinander geschrieben) ist irrational. [248, 110.]
258. Die Zahl
1 1 1 1
5=1+'1—!+”2—!+‘3-l+ﬂ+

ist irrational.
259. Die Zahl e ist nicht nur irrational, sondern auch keine
algebraische Zahl zweiten Grades, d. h. sie kann keiner Gleichung von

der Form
ae-t+be 14c¢c=0

geniigen, wo @, b, ¢ ganze Zahlen und nicht alle =0 sind.

260. Wire die Euler-Mascheronische Konstante C = —17(1) eine
rationale Zahl, so miiBte I"(» 4 1) eine ganze Zahl sein, fiir alle ganzen
Zahlen # von einem gewissen an.

261. Ob der Zahl = die Eigenschaft zukommt, dal das arith-
metische Mittel ihrer ersten # Dezimalstellen gegen 4,5 konvergiert,
mufB dahingestellt bleiben. Wenn aber diese Eigenschaft der Zahl
zukommt, so kommt sie auch der Zahl 4 — 7z zu.

262. Man bezeichne mit ¢, den Nenner der #' Bermoullischen

Zahl B, [182). Dann ist

N n/19293---9n_1_
Jm | =

263. Die zahlentheoretische Funktion f(#) sei multiplikativ [S. 126]
und konvergiere gegen 0, wenn # die Primzahlen und Primzahlpotenzen
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durchlaufend ins Unendliche strebt. Dann gilt mehr, nimlich

lim f(»n) =0,
n—> 0
wenn # samtliche positiven ganzen Zahlen durchlaufend ins Unend-
liche strebt.
264. Es gilt fiir jedes positive ¢
nl=9 . 1(n)

lim - =0, lim — =0.
n> oo (M) n>oo M

265. Das ganzzahlige quadratische Polynom ax2® 4 bx 4 ¢ sei
durch den Gitterpunkt a, b, ¢ des dreidimensionalen kubischen Gitters
dargestellt. Die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, die im Wiirfel

—_m=a=n, —n=b=n, —m=c=mn
liegen und einem reduziblen Polynom entsprechen, sei #,. Man beweise,
daB
7
lim-———=0
n>oo (200 -+ 1)3

ist. (Es ist in einem gewissen Sinne der ,normale Fall”“, daB ein
quadratisches Polynom irreduzibel ist.)

266. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} ein ganzzahliges Polynom
gegebenen Grades reduzibel sei, ist gleich 0. Genauer: Es sei 4 ganz,
h =2, und 7, bezeichne die Anzahl derjenigen Gitterpunkte des (% + 1)-
dimensionalen Raumes, die im Wiirfel

—nE=ay=n, —n=a =n, o, —nE=a=n

liegen und einem reduziblen Polynom a,x" + a,x* ~1 4 ... + 4, ent-
sprechen. Dann ist

7, = O(n"log®n) .

(Verallgemeinerung und Verschdrfung von 265.) [II 46.]

Pélya-Szegd, Aufgaben und ILehrsitze TI. 11



Neunter Abschnitt.
Anhang.
Einige geometrische Aufgaben.

1. Wirft man ein schweres konvexes Polyeder mit beliebiger
innerer Massenverteilung auf den horizontalen Boden, so bleibt es
stabil auf einer seiner Seitenflichen liegen. D. h. es gibt zu einem
beliebigen, im Innern des konvexen Polyeders gelegenen Punkte P
(mindestens) eine Seitenfliche F von folgender Eigenschatt: Das Lot,
gefillt von P auf die Ebene, in der F liegt, hat seinen FuBpunkt im
Innern der Seitenfliche F. Man gebe fiir die Existenz der Seitenfliche F
einen rein geometrischen, von mechanischen Vorstellungen freien Be-
weis an.

2. Wird auf einem kreisrunden Platz ein gegebenes Quantum
Korn aufgestapelt, so ist die Maximalboschung des entstehenden
Haufens dann am kleinsten, wenn er einen geraden Kreiskegel bildet.
Man beweise die analytische Fassung dieser Tatsache, d. h. den folgen-
den Satz:

Die Funktion f(x, y) soll beide partielle Ableitungen

0 ¢
L—ttrn, L=t

ox

besitzen. Ist f(x, y) ==0 am Rande des Einheitskreises #* 412 =1,
so gibt es einen Punkt &, 5 im Einheitskreise, so beschaffen, daf3

VOalE, 0P+ &, > 2 [t sy,

das Doppelintegral iiber den Einheitskreis erstreckt.

3. Wenn ein materieller Punkt eine Langereinheit wihrend einer
Zeiteinheit zuriicklegend von Ruhelage in Ruhelage gelangt, so muB
er zwischen den beiden Ruhelagen irgendwo eine Beschleunigung von
groBerem Betrage als 4 erfahren. Man fasse diese Tatsache analytisch.

4. Wenn eine Kurve vom Punkte O aus gesehen iiberall konvex
erscheint, so nimmt sie einen Gesichtswinkel <Z180°, wenn sie stets
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konkav erscheint und ins Unendliche lduft, einen Gesichtswinkel
>180° ein.

Es sei O der Mittelpunkt eines Systems von Polarkoordinaten

1

(@)
rentiierbar. Man wird durch die Berechnung des Kriimmungsradius
zu den folgenden beiden Sitzen gefiihrt:

1. Ist die Funktion f(x) >0 im Intervalle a<<x=a -+ &, so
existiert eine Stelle & a<<&<<a <4+ n, so daB

&) + 778 >0.

2. Tst f(x) >0, /() +/"(x) >0 fiir a<x<b und f(a) = /(b) =0,
soist b—a>m.
Man beweise diese Sitze rein analytisch.

7, @ und 7 = die Gleichung der Kurve, f(x) zweimal stetig diffe-

In der Ebene sei eine geschlossene, stetig gekriimmte konvexe
Kurve @ gegeben. Die Stiitzfunktion von & (bzw. des von g um-
schlossenen konvexen Bereiches &, vgl. III, S. 106) sei A(p), der
Kriimmungsradius von & in dem Punkt mit der Tangentenrichtung

@ +;—T sei #{¢). Die Funktion A(p) ist zweimal stetig differentiierbar,

7{p) ist stetig. Es ist
(@) = hlp) + 1’ () .

Firr den Flacheninhalt f von & (d. h. von &) und fiir die Linge !
von g gelten die Formeln:

2n 2
f= %O/h(w)r(w)dqo, I ZO/h(QO)dw :

5. Auf einer geschlossenen, konvexen und stetig gekriimmten
Kurve gibt es immer mindestens drei verschiedene Punktepaare mit
folgender Eigenschaft: Die Tangenten in den beiden Punkten eines
Paares laufen parallel, und die Kriimmungen der Kurve in den beiden
Punkten sind gleich.

6. Wenn eine konvexe Kurve vom Umfang ! und vom Flichen-
inhalt / im Innern einer anderen vom Umfang L und vom Flichen-
inhalt I ungehindert rollen kann, so ist

IL=2a(f+ F).

Im Raume %, y, 2 sei eine geschlossene, konvexe, stetig gekriimmte
Fliche §§ gegeben. Der Ausdruck xcosa -+ ycosf -+ zcosy, wobei
cos?x - cos?f + cos’y =1 ist, besitzt in dem von § umschlossenen

11*



164 Einige geometrische Aufgaben.

konvexen Bereiche § ein bestimmtes Maximum A(x, £, 7). Die GroBe
h(x, B, y) ist eine Funktion der Richtung «, f, y und heiBt Stiitz-
funktion von §. Die Ebene

%cosx +-ycosf 4 zcosy — k(wx, f, y) =0

ist eine Tangentialebene (Stiitzebene) der Fliche %, und zwar die-
jenige, deren von  abgewandte Normale die Richtungskosinus cos,
cosf, cosy besitzt. Es seien # und # die beiden Hauptkrimmungs-
radien in dem Berithrungspunkt. Man kann die GroéBen 4, 7, # als
Funktionen eines auf der Einheitskugel variierenden Punktes w auf-
fassen. Sie sind stetige Funktionen von «. Wenn v, o, m das Volumen,
die Oberfliche, das Integral der mittleren Kriimmung von  bezeichnen,
dann gelten die Formeln

w —},—/'/'hw'dw ,

o={[r/do =4[ [h(r+7)dw,

m = ~2Aff(r‘1 +7 " Y)rYdw :ffhda),
wobei die Integration lings der Einheitskugel erstreckt wird und dw
das Fldchenelement der Einheitskugel bezeichnet.

7. Das Volumen, die Oberfliche und das Integral der mittleren
Kriimmung seien fiir zwei konvexe Flichen bzw. mit v, o, m und V, 0, M
bezeichnet. Wenn die erste im Innern der zweiten ungehindert rollen
kann, so bestehen die Ungleichungen

mO oM =12a(V +- v),
mO —oM = 4a(V - v).

8. Eine geschlossene Fliche bleibt unter allseitigem gleichférmigen
Druck im Gleichgewicht. Um dies zu bestétigen, beweise man folgende
fiir jede geschlossene Flache giiltige Formeln:

[[cosadS =0, /fcosﬂdS =0, ffcosde =0,
ff(ycosy —z2cosf)dS =0, ff(zcoszx — xcosy)dS =0,
[[(wcosp — ycosa)d S =o.

Hierbei bedeuten cosa, cosfi, cosy die Richtungskosinus der duBeren

Normale, 4 S das Flichenelement.

9. Wirkt an jedem Element @S einer stetig gekrimmten, ge-
schlossenen, starren Fliche eine nach der inneren Normale gerichtete

Kraft von der Grofie (- -+ —1—) iS, wo R, R, dic beiden Haupt-
2\’ TR

kriitmmungsradien bedeuten, so bleibt die Fliche im Gleichgewicht.
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10. (Fortsetzung.) Ist die GroBe der an 4S wirkenden, nach
der inneren Normalen gerichteten Kraft Zﬁ dS (also der Gaupfschen,
12

nicht, wie vorher, der mittleren Kriimmung proportional), so bleibt die
Flache auch im Gleichgewicht.

11. An jeder Kante % eines starren Polyeders wirkt eine Kraft K.

Der Angriffspunkt von K ist der Mittelpunkt von k. K steht senk-

recht auf 2 und liegt in der Ebene, die den Innenwinkel der beiden,

in % zusammenstoBenden Seitenflichen halbiert. Die Groe von K ist

| i

l cosg , wo I die Linge von % und « den eben betrachteten Innen-

winkel an der Kante & bedeutet. K ist endlich nach innen oder nach
auBen gerichtet, je nachdem die Kante & konvex oder einspringend ist,

. . &
d. h. je nach dem Vorzeichen von cos -

Das System aller Krifte K hdlt das Polyeder im Gleichgewicht.
12. Wirkt an jedem Element ds einer stetig gekriimmten, ge-
schlossenen, starren Raumkurve eine nach der positiven Hauptnormale

) d .
gerichtete Kraft von der GroBe —;, wo # den Kriimmungsradius be-

deutet, so bleibt die Kurve im Gleichgewicht.

13. Man denke sich einen Einheitsvektor in der Tangentenrichtung
einer stetig differentiierbaren Raumkurve vom Koordinatenanfangs-
punkt aus aufgetragen. Ihre Endpunkte liefern das sphdrische Bild
der Raumkurve. Ist die Raumkurve geschlossen, so wird das sphiri-
sche Bild von jedem Hauptkreis der Einheitskugel geschnitten.

14. Die Funktion f(x) sei im endlichen Intervall ¢ < x =5 defi-
niert und erfiille dort die folgenden Bedingungen:

1. f(x) ist positiv im Innern und = 0 in den Endpunkten des
Intervalls a, b;

2. f(x) ist zweimal stetig differentiierbar fiir a << x < b;

3. f'(x) konvergiert gegen - oo, wenn x->a und gegen — oo,
wenn x —>b.

Die Funktion

(%)
fx) (1 -+ [f (%))

kann unter diesen Voraussetzungen nicht im ganzen Intervall a << x << b
monoton sein, es sei denn, daB

= F(x)

(o)=Y —a)b—», Fa)=— <rf )

ist.
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15. Auf einer stetig gekriimmten Rotationsfliche gibt es stets
zwei verschiedene Breitenkreise mit demselben Gaufschen Kriim-
mungsmal.

16. Es seien a, b, ¢ die Seiten, «, S, y die Winkel eines Dreiecks,
im BogenmaB gemessen; « liegt a, f liegt b, y liegt ¢ gegeniiber.
Dann ist

axtbfitoy =

atbftc —2°

Das Gleichheitszeichen gilt bei der ersten Ungleichung dann und nur
dann, wenn das Dreieck gleichseitig ist, bei der zweiten Ungleichung
dann und nur dann, wenn das Dreieck zu einer doppelt gerechneten
Strecke entartet.

17. Es seien ky, ks, . ... kg die Lingen der sechs Kanten eines Tetra-
eders und «,, &,, ..., &g die BogenmaBe der Winkel, die durch die
beiden in der betr. Kante zusammenstoBenden Seitenflichen des Te-
traeders gebildet werden. Dann ist

Ry Ryt kg w

— < <.

3 Ry Fhy+ -+ kg 2
Die angegebenen Grenzen sind moglichst eng.

18. P, P, P, sei ein bei P, rechtwinkliges Dreieck, P, P; das Lot
von P, auf P,P,, ebenso P;P, 1 P, P, P,P; 1 P,P; usw. Es soll

der Punkt lim P, gefunden werden.
7> 00

19. Es seien im Raume zwei Kreise K und K’, jeder als Durch-
schnitt von einer Kugel und einer Ebene
(K) x2+4y2+22+4ax+by+cz+d=0 Ax+By+Cz+D=0,
(K) 2+ +2+ax+by+cz+d =0 Ax+By+Cz+D =0
gegeben. Gesucht wird eine rationale ganze Funktion der 16 reellen
Koeffizienten a4, b, ..., d, 4, ...,D, &, ..., d& A, .., D, di
dann und nur dann << 0 ist, wenn die beiden Kreise verkettet sind,
d. h. in solcher gegenseitigen Lage sind, daf} sie keinen gemeinsamen
Punkt haben, aber, materiell aus Draht verfertigt gedacht, ohne Zer-
reiBen nicht auseinander genommen werden kénnen.

20. Es seien X, X,, X, projektive Punktkoordinaten in der Ebene
und X, sei definiert durch X+ X; + X, + X3=0. In der dreifach-
unendlichen Schar von Kegelschnitten

1gX3 -+ 1, X3 4 1, X3+ L, X2 =0

gibt es zweifach unendlich viele, welche in Geradenpaare ausarten; und
zwar ist jeder Punkt der Ebene singulirer Punkt (Scheitel) eines sol-
chen Geradenpaares. Es sind die Integralkurven dieser Geradenpaare
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zu ermitteln. (In irgendeinem Punkte P der gesuchten Kurve stimmt
die Tangente mit der einen Geraden des Geradenpaares vom Scheitel P
fiberein.)

21. Der Punkt P beschreibe eine ebene Kurve. Es sei g der
Kriimmungsradius in P; das Stiick der Normalen in P, das zwischen
den beiden rechtwinkligen Koordinatenachsen. liegt, habe die Linge ».
Zu berechnen sind diejenigen Kurven, bei welchen p und » in fester
Proportion stehen:

o=2nv.

Die Konstante # darf als positiv vorausgesetzt werden, da # in —#
iibergeht, wenn x mit y vertauscht wird. — Bei ganzzahligem # gibt
es eine partikulire Lsung in Gestalt einer rationalen Kurve der Ordnung
2%, welche mit der unendlich fernen Geraden einen 2 n-fach zdhlenden
Schnittpunkt besitzt. [Man fithre als Parameter den Winkel = zwi-
schen der x-Achse und der Tangente in P ein.]

22. Die Schar der Flichen zweiter Ordnung

. x % %3
Pl 2 2 ) = G T i T o=
(0<a <ay<ay)
mit dem Parameter ¢ besitzt eine Hiillfliche H von der Ordnung 10
und von der Klasse 4. Es sind die Kriimmungslinien von H zu be-
rechnen. [Man suche die Differentialgleichung zwischen dem einen
Kriimmungsradius von H und dem Parameter ¢ zu ermitteln.]

23. (Fortsetzung.) Man leite eine Parameterdarstellung von H mit
den Kriimmungslinien als Parameterlinien her. Letztere sind alge-
braische Kurven 12%" Ordnung.

24. (Fortsetzung.) Die Zentrafliche und die Parallelflichen von
H lassen sich auch als Hillflichen einer geeignet gewahlten Schar von
Flachen zweiter Ordnung auffassen.

25. Es sei F(x, y) eine stetige, in den beiden Verdnderlichen #, y
periodische Funktion von der Periode 1; in Formel

Flx+1,y)=F(x, y+1)=F(x, ).
AuBerdem sei die Funktion F(x, ¥) von der Eigenschaft (sie soll etwa
der Lipschitzschen Bedingung geniigen), daB durch jeden Punkt der

Ebene eine und nur eine unbeschrinkt fortsetzbare Integralkurve der
Differentialgleichung

—t=0

2y _

dx
hindurchgeht. Dann existiert eine, der Funktion F(x, y) zugeordnete
Zahl o, so beschaffen, daB fiir jede Integralkurve y = f(x) die Differenz
f(x) — wx fiir alle Werte von x beschrinkt bleibt.

F(x,y)



L.osungen.

Vierter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen
Veradnderlichen.

Spezieller Teil.

1. [Beziiglich 1—76 vgl. A. Wiman, Acta Math. Bd. 37, S. 305—326,
1914: weitere Literatur bei G. Valiron, General theory of integral

functions. Toulouse: E. Privat 1923. Vgl. auch a.a. O. 1110.] Es
handelt sich um das Maximum der Folge

1,

’

..;lQ
SRR

v 7 7 7 v o7
127 1 3’ 12 7’
. v o7 7 . .

Die Faktoren T e nehmen von links nach rechts ab; ist

4
=1>—

z ’ dnh
n 7n-4+1

n=r<<n-+41,
so ist das #te Glied % Maximalglied. Daher
2]
() = v(r) =1[r].

" ,
3. u(r) = G 1) fir

9. Weil simtliche Koeffizienten positiv sind, ist M () =¢"; N () =0.
2n(2n - 1) =7== 20+ 2) 2n -+ 3),

I

2’ .

o) = l_} Lidr

N0 -

4. Weil die Koeffizienten abwechselndes Vorzeichen haben, wird
der Maximalbetrag fiir negatives z erreicht.
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5. v(7)
6. N ()

I

0.
0.

1

| %0 |l3f

7. |a,|7" ist groBtes Glied, wenn 7 alle Zahlen l ml

Ap-1| .. .
—2—3 | tibersteigt.

no |
8. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und weil der Betrag
des Polynoms co|a,||z|" ist fiir |z]—>o0.
9. Dal} der zweite Grenzwert = oo ist, ergibt sich aus 1119, 1120.
Aus pu(r) =|a, | folgt ferner, wenn a, + 0, daB

.1
lim inf -2 =1 log 4 (7) =#n, d h lim ﬂ@:
r>o00 og7 r>oco lOg7

10. Die erste Hilfte der Behauptung beweist man #hnlich, wie
die erste Hélfte von 9. Beziiglich der zweiten Hilfte vgl. z. B. 2.

M ) =m0, 9@ =kn 0.
Als Index des Gliedes a,2"* gilt natiirlich k.

12. M, (n)=M,(#), Np@»)=EkN,(H.

13. 1. Fir 2n —1)2n=r2 <(2n +1) (2n + 2) ist

72n
’V(?’)ZZ'}'LN?', lu(?’)z(a*n')—',

v (7) _2n 1 - 1 .
logu () Yoo =l
Og u (7') r A (lOg 1 + IOg - log > flogxdx

0
2. fiir 9@1)7275 < 72 <= (2% +1)7(ﬁl_—i__;2> ist
4 4
. ) . 1 &g,)mz
v(r)=2nco2r, u)= > Gn)l’

v (¥) 2n 1 1

fogut)”™ 20 1 A e
(log +log Jr o 5 7) - Sy [logxdx

Man sucht natiirlicherweise einen Satz, der dieses Beispiel enthilt
und in Analogie zu 14 etwa folgendermaBen lautet: ,,Ist f(2) eine ganze
Funktion, und bezeichnet (im Gegensatz zu 11) w;(#) und »,(r) das
Maximalglied bzw. den Zentralindex der Entwicklung von (f(z))* nach
wachsenden Potenzen von z, k=1, 2, 3, ..., dann ist der Grenzwert

. Vi (7’)
hm _—
r—> oo log ,Uk(7)
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von k unabhingig. Dieser Satz ist in der gegebenen Allgemeinheit
nicht richtig {der Grenzwert muf} gar nicht existieren], wohl aber unter
speziellen Voraussetzungen, z. B. unter der Voraussetzung 67 [68]. Vgl.
auch 59, 60.

14. M, (r) = (M, ")k, Ny(r) =kN,(r).

15. [19.]

16. N (7) ist eine Anzahlfunktion, vgl. II, Kap. 4, § 1.

17. Es sei v (r;) = 1= 1, dann ist

i) = | = oAt =) 3

18. [III 280.]

19. Da ecin Maximalglied existiert, gib¢ es Punkte, die zugleich
in simtlichen Halbebenen #=n& 4+ log|a,|, #=0,1, 2, ... liegen.
Thre Gesamtheit @& erstreckt sich ins Unendliche und ist als gemein-
samer Teil unendlich vieler konvexer Bereiche (Halbebenen) selbst
konvex. Die Begrenzung von @& bildet von unten ein Polygon, dessen

Gleichung # = logu (¢f) lautet. Die Derivierte wvon rechts &oggﬁ(af}
existiert auch in den Eckpunkten und ist stets = »(¢f). Die Derivierte
ist streckenweise konstant und wegen der Konvexitdt nie abnehmend.
Hieraus folgt 15.

20. [111304.]

21. Es sei 0« #< 7. Die beiden Punktepaare

(logx7, logu(xr)),  (log?’, logu(r))
und
(log7, logu(7)), (logo?’, log (o))

liegen auf der Begrenzung von & [Losung 18], und zwar schlieBt das
erste das zweite ein. Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken
(Sekanten) haben die gleiche Abszisse

logar 4 log7  logr +loga?.

2 2

fir die Ordinaten gilt wegen der Konvexitit [19]

log u(x7) +logu(r) _ logu(r) + logu(x?)
2 — 2

L L

22. Aus 20, wie 21 aus 19.
23. Fiir Polynome ist die Behauptung klar [Losung 7]. Fir Potenz-
reihen mit dem Konvergenzradius co muf} » (#) ins Unendliche wachsen,
1

da doch, falls m <, das Glied |a,|7™ von |a,|r" fir 7> (|an|/|aa])—™

fibertroffen wird. Ist u(x7) = |a.|(a7)™, soist u(r)=|a,|r™, folglich
w(or) [ p(r) =< o™ ; m wird unendlich mit wachsendem 7.
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24. Der fragliche Grenzwert existiert und ist <1 fiir jede nicht-
konstante ganze Funktion [22]. Ist er positiv und gleich «* wo & ge-
eignet gewdhlt, 2> 0, so ist

-n+1
AT{W(%X_—n)—)—gcx’“, also M =o""M1), n=1,2,3,...,
woraus folgt, daB die ganze Funktion ein Polynom vom Grade =< Z
ist [8, 10]. Fir Polynome ist di¢ Behauptung klar.

25. Unter den Zahlen p;, g,,... gibt es »(0) verschwindende,
also keine, wenn »(0) = 0. — Ist &, die Abszisse eines Eckpunktes
des ® [Losung 19] begrenzenden Polygons, in dem die beiden Seiten
mit den Richtungskoeffizienten m, » zusammenstoen, m <#, so ist
Omi1= Omys = ' = Op_q = 0p = €%; zwischen dem fraglichen Eck-
punkt und dem rechts benachbarten fungiert |a,|7" als groBtes Glied.

26. Unter den Zahlen 7,, 7,, ... gibt es N(0) verschwindende, also
keine, wenn N(0) = 0 ist. — Vgl. 16.

27. on=mn; 0, =2n02n+1); 0pn.1= 0= 1/(2% —1)2n.

2 3t Smt

JT
28. wlz—?, 'wZ:**Z'*, w;}:—-j)—, ey 7’7,:(2”—'1)3

Wy, =V =N72; gy 1 ="yn= (20 — 1)1.

29, Esist o, <R, n=1,2,3%,.... ImIntervall 0,7, » <R, liegt
eine endliche Anzahl, namlich »(7) Glieder der Folge o,, 05, 03, - - -,
die sich also nur gegen den rechten Endpunkt des Intervalls 0, R
hdufen konnen.

30. Die Nullstellen konnen sich nicht im Innern des Konvergenz-
kreises hdufen.

31. Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nacheinander
in den Intervallen erbracht, in welche g, g,, . .. die Zahlengerade zer-
legen. Fiir 07 < g, ist u(r) =|a,|. Es sei 0 =m < n, und die Rolle
des groBten Gliedes soll von |a,|7™ auf |a,|7" iibergehen. Es sei an-
genommen, daB

a 7I)L " .
o) = 51%20—1‘@;: lan|r"  fr  0n=7<omi1,
also |a,,| = vﬂl—— ist. |a,|7" tritt sein Amt als groBtes Glied im
0192 Om
Punkt » = 9,y 11 = 0mys = " = 0n_1 = 0, an [25], es ist also
w(Qmiq) = ]am[ QZJJ = 1“7@1 @Z = Ian‘ Qz+1 Om+10m+2- - On»
@] = | @ — |20

Om+18m+2- - - On 0102+ - OmOm+41---0n

und  u () =|a,|rm fir 0, =7<gny;, W.z.b.w.
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32. Ungleichung von Jensen [111120]. Das Gleichheitszeichen wird
fir keine nichtkonstante ganze Funktion erreicht.
33. Durch vorsichtige Integration aus

was in Losung 19 bewiesen wurde.
34. Aquivalent mit 32, da wegen II 147

/it@ dt = N(r) logr ~/logrdN(7) .
0 0

35. Die linksstehende Zahl sei mit «, die rechtsstehende mit f
bezeichnet, « sei zunichst endlich. Es sei ¢ >0; fiir geniigend groBe 7
ist » (r) <7**e, ferner |a,q) | <1, also

log log u (7) log log7

v(r) ,zx-}—a e VetV Pt
nr)<rt<y , log7 <o +e-+ log7

Hieraus folgt f=<«. Andererseits ist [33]

27

/Z—(—tldt =logu (27) — logu (7).
J 13
Fiir geniigend groBle 7 ist w(r) >1, also »(7)log2<logu(27), d.h.
a=pf. Wenn « unendlich ist, so eriibrigt sich die erste Hélfte des
Beweises.

36. Vgl. die zweite Hilfte des Beweises von 35. [34.]

37. Man nehme 4,=1 an. Es ergibt sich [33, II 147]

0<<o, =7 0

r 7
—r k() + 3 ok =k[tF v dt—k[tFdlogp(l
0
=krFlogu(r) + k[t * logu(®)di.

0

oo

Wenn /~t"’"’“1 logu(®)dt konvergiert, dann ist limz *logu(¥) =0

'1 7> 00
[1I 113], also > (0, * — oi*) beschrankt [I78]. Wenn > o,* kon-
ov=1 n=1

vergiert, so ist der SchluB einfacher.
38. [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 258—270, 1921.]
Mit der Annahme f(0) =1 und der Bezeichnung von IIT 121 erhilt
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man wie in 37

— 7 EN () + 3 7t =kr *log® () -{—szt ~k-1log & (£) d ¢

0<1',, =r

Aus @ (#) = M (r) schlieft man wie in 37.

39,
—(1 — )ty (r) —|—Z (1 — o)t = (k+ 1)/(1 — H%y () dt (11 147],
(1 — 7)*log u () +k/ Ot-logu(@di= [(1 — 9F¢-1v(h)dt  [33].

Es ist ¢, =1 angenommen. Die rechten Seiten verhalten sich
gleich fiir » = 1. Wenn das Integral in der zweiten Zeile links existiert,
soist Tim (1 - A)¥logu () - 01T 112] und J[(1 — @+t (1 o)+

r=1

#>1-0
beschriankt {1 78).
40. [F.und R. Nevanlinna, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 50, Nr. 5,
1922.] Verhilt sich so zu 39, wie 38 zu 37.
[J. Hadamard, Journ. de Math. Serie 4, Bd. 9, S. 174, 1893.]
Die Gerade durch (n, —log|a,|) mit dem Richtungskoeffizienten
logr hat die Gleichung

n = —log|a,| + logr (& — n)
und schneidet von der #-Achse das 7
Stiick —log|a, |7 ab. Unter allen

diesen Geraden hat die Stiitzgerade
den tiefsten Schnittpunkt; folglich

ist der vertikale Achsenabschnitt der -
Stiitzgeraden = —logu(#), die Ab- e
szisse des Eckpunktes, in dem die AR /SR
Stiitzgerade & schneidet, = » (7) (des ’
Eckpunktes am weitesten rechts, \//V

wenn es mehrere gibt), der Rich- i

tungskoeffizient des Begrenzungs-
stiickes von f zwischen den Ab-
szissen # — 1, # ist =logg,. Aus der Figur ist ersichtlich, daB
log 9,41 =log 0, und daB, falls 4, = 0,

e

—log|a,|= —log|a,| + log o, +log gy + --- +logoy,

wenn (n, — log|a,|) auf der Begrenzung von § liegt [31]; dreht sich
die Stiitzgerade vom Richtungskoeffizienten logg, bis logg,,, um
die gleiche Ecke von der Abszisse #, so ist logu(o,,,) — logu (o)

= 1 (log 0,1 — logen), usw.
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42, Mit dem kleinsten Wert von 7, fiir den sdmtliche Un-
gleichungen

lag|=|a,|7, |ay|r=|an|?”, ... |&w_y|? 1=]ay| 7™

erfiillt sind, tritt |, |#™ als groBtes Glied auf; dieser Wert von # ist
also == g, . — In der Figur 41 sind die Richtungskoeffizienten

—logla,|+logla,| —log|as|+loglay|  —log|a,|+log|a, ]
7n—0 n—1 ’ ’ n—(n-—1)

3’

sdmtlich < als der Richtungskoeffizient log o, .

43. Soll 4, fiir einen Wert #» > 0 Maximalglied sein, soist a5+ 0.
Dann ist nach dem Beweis von 31

!anl = ,v]gol,i | dn‘ T Qpyq =2 On =5 “@_1 ‘ , n=1,2,%,....

, 7
0102 ... On ’an+1;

In der Figur 41 liegen alle Punkte (#, —log|a,|) auf der Begrenzung,

—log|a,_, | “Wlorgl By |
2
44. Die Kurve y =« ~1x% x>0, ist von oben gesehen konvex,
da 9= (& — 1) x*"2<C 0 ; hieraus folgt {43] die Behauptung betreffend
v(r). Das Maximum des Ausdruckes o~ 1x* 4 xlogz, % als verdnder-
lich, » > 0, und 7 als konstant betrachtet, wird fir

= —log| a,| driickt die Konvexitit aus.

) £ (—logn) 1 ©
erreicht und ist = (6 1 —1)%* = (6~ 1 —1) (—log#) - ~. Fillt also
der Wert (*) ganzzahlig = # aus, so ist das #t¢ Glied = & '~D»% und
ist Maximalglied [zweiter Beweis der Behauptung betreffend » (r)] und
der fiir 4 () angegebene Wert ist genau richtig (sonst etwas zu groB);
daB er asymptotisch richtig ist, folgt aus

_ elaT1-Dm1¥
hln T T, = 1
n>oo gld -1 n%

45. Man setze — log7 = 7 und vergleiche die fragliche Reihe mit
dem Integral

/ea—lxa_mdxm “V~%£“T—§H_—M—1 exp (1“0é r’ 147) [11 208].
J 11—« «



TV. Abschn., Losungen 42—48. 175

Der Ubergang von der Reihe zum Integral fithrt zu einem Fehler von
der GroBenordnung des Maximalgliedes der Reihe [vgl. IT 8]; das Ver-

héltnis desselben zum Integral ist von der Ordnung 2a-at [44]: hier-
durch ist der Ubergang gerechtfertigt.

46. Die Kurve y = axlogx ist von unten gesehen konvex, da
y' = % > 0. DasMaximum von — & xlogx -+ xlog# wird bei verinder-
lichem %, ¥ >0, und festem 7 fiir (1 + logx) = log7 erreicht. Fallt
der betreffende Wert x ganzzahlig == # aus, so ist das #%* Glied Maxi-

malglied. Ist der betreffende Wert x =% ¢ 0=f=<1, so ist

1
r=(e(m—+41))* n =% 4 tn )" o e () = exp (rxe"lr“) ;

(]

nre .
On = n = 1)a=Da o~ (ne) (43].
47. [46, 45, 11209.]
48. Es geniigt, die fragliche Reihe an einer einzigen Stelle, z. B.

fiir z=0 zu untersuchen [III 251]. Man setze g(z) = Z%z“, dann
handelt es sich um > a,. Es ist "o

n=0

[an|<n!M(r).

7,1L

a) Es sei /<1, d. h. M@p)<AeH97 A>0, e>0, I4+e<1.
i ergibt sich [an|<An!<i> (I+¢&)", also [169] > a,
+e n n=0

konvergent. — Man findet den benutzten giinstigsten Wert von 7, indem
man die Funktion A #!y"eC+27 nach 7 differentiiert und zum Minimum
machi.

ur 7 I

b) Es sei £>1, dann kann Z“n niemals konvergieren; sonst
n=0

wire |a,| < K, also |f(z) | < Ke'z!, Widerspruch zu [ >1.

o0
¢) Wenn / =1, so kann >, konvergieren und divergieren. Man
n=0

n o)
wihle z. B. a,, so, daB a, >0, lim V;,—L =1, >'a, konvergiert. Dann ist
n=0

n > oo

1= 1 [b)], ferner M (r) > ;i’i, #* bei beliebigem # . Fiir # = [#] erhilt man,

daB /=1, d. h. I=1. Man wihle andererseits a, so, da83 lima, =0,

o0 n-> oo
> a, divergiert. Dann ist /=21 [b)], ferner /==1[a)], also I=1.
n=0
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49. N (r) ist die Anzahl der Gitterpunkte im Kreise |z|=7r. —
w; =1, w,==1; weil zugleich mit w auch 7w alle Perioden durchliuft,

(*) o(iu) =10(u);
Gu41)=—en®ig(u), o(u-+ 1) =—entiigy).

Man ersetze in der ersten Gleichung # durch ¢# — 1 und multipliziere
die so entstandene mit der zweiten; es wird

o (1%) o (M —-}— 1,) = g(’]ti+7]2)u+§'(“7]1+7f’lz) o [’L (% ..}_ ’L)] o1 (M) .
Hieraus folgt wegen (*) und #, w, —- 7, w; = 277 nacheinander
iy =y A,

und fir beliebige ganze Zahlen m,, m,

el —ima)u+ 3 (ma?ms?)

o(u-+m, + imy) = L o(u)e

Beschrinkt man # auf das den Punkt # = 0 umschlieBende Perioden-
parallelogramm, # - 0, setzt man z = u + m, + im, und 1aBt m? 4 m3
ins Unendliche wachsen, so wird

|z |2~ m + m3, Ioglo(z)[cv%]z]z.
.. sin 1/;
50. Um u (r) fir ——=— auszuwerten, bemerke man, dafl, wenn
2

das ganzzahlige # dem unendlich wachsenden » durch die doppelte
Ungleichung

*) 27 ]/ ML? =1r<2m VH)<1 J; ;n)

zugeordnet und 7 = 2 -+ ¢ gesetzt wird, ¢ beschrénkt bleibt. Im In-
tervall (*) ist nach 3
Len p2n
1) = VV ) _ Ir S
@2n-+1)-2n)!  2n-Y2a(@2n)ntie-mn

1 - 2n
= —— (2n)~} g”(q - ,t_) et
V2x 2
1 .
) —y=telr log 1 (r) o Vy .

V2n
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SEXE cos z |(cosz)?| e#+4 e 5 (2)
V2
™ 2lzl 2] o | =
On 4 2
N @) 2 22 Ly | =
N L R R L
log M (r) T T b 7w
i (Qf _1~ 1 1 1 1 —_—
log w (v) 2
M (r) 1 1 1 1 1 -
V2amlogu(u@) | 2 2 2
log N (r) B ] . . . )
logr ’ 2 |

Die an dieser Tabelle beobachtbaren Zusammenhinge werden zum Teil
durch die nachfolgenden Sitze aufgeklart.

51. u(r) < M () [Definition]. Wenn limsup loglog (7) =1,

A endlich, 1 < B, so ist fiir geniigend groBes ¢ "> logr

|a,| "= u(o) < e,

1
folglich [Losung 48, a)], o = (%)ﬂ gewihlt, filr geniigend grofles =,

n

<[P <

Setzen wir 2¢eff =&, so ist )

ki
<Zla |r”~|—Z|an|7” (k7P +1) u —I—ZZ ﬂ

n= krﬂ+1 n=krP

52. [51, 35, 11 149, I 113.]

1) Sowohl fiir ganze wie fiar nicht ganze o und b, 4 ="b, ist im vor-

liegenden Kapitel unter Zc

n=a

5]
Z Cn =0+ g1t o+ 1+ m

n={a]

zu verstehen.

Pélya-Szegd, Auigaben und Lehrsitze II. 12
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53. Ist 4 die Ordnung, ¢>0, so ist gemidB Lésung 51 firr ge-
niigend grofBes #

1';+E oo Ir:r)“*"'E oo
rf (» Z—I—Z Yna, " < krtte a4 D2 /><k;"H ) - %,
=1 popphteyq n=0 n=krttet]

k, ¥ Konstanten, und hieraus

fim sup B0/ )0) )

r> oo logr

=it

& beliebig nahe an Null. Ist andererseits fiir » >7,, #f () /() "1 < #F,
so folgt durch Integration

1%Hﬂ<§+c

tiir r >7,, C eine Konstante.
64. Es ist, wenn die Ordnung 4 und & > 0 ist, fiir geniigend gro-

Bes » [Losung 51]
p(r) <M(r) <kr*eu(r).

55. Es sei o so gewihlt, daBl o (! —1) >1. Fiir geniigend groBe
t ist M(¢) > ¢ [10], also
pBMEG =M@t 00D,

Beziiglich 7 =1 vgl. man den Spezialfall f(z) =e¢?. Das Integral in
IIT 156 divergiert in diesem Falle.

§6. [A. Wiman, a. a. O.1.] Es gibt zu jedem ¢ > 0 Potenzreihen
14074 by7*+ -+ 4 b, 7"+ - - - mit endlichem Konvergenzradius und
positiven Koeffizienten b,, so beschaffen, daBl, mit # den Zentralindex

bezeichnet,

sobald die positive Verdnderliche ¥ der Konvergenzgrenze geniigend

y VY

< (log b, y™)ite,

Q"igu

n

nahe ist [45]. Fir eine ganze Funktion > a,z" (es sei a, =1 an-
=0
genommen) gilt an einer Stelle », zu der y im Sinne von I 122 zu-
geordnet ist,
la, |7 _ by .
= f =0,1,2,...,
|an[7" =7,y uar y=0

also insbesondere fiir » =0, b,y"=|a,|#"; an einer derartigen Stelle 7
gilt die zu beweisende Ungleichung. Die Annahme @, =1 schadigt die
Allgemeinheit nicht.
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1 .
57. [A. Wiman, a.a. 0.1.] Essei 1< <A+ ¢ = Dann ist
[52] fiir geniigend groBes n, logn < f logg,, also

1
IR
On m " — 1) Vo9, e nTY >0l 67X > 00,

Die Behauptung folgt jetzt dhnlich aus I 118 und 47, wic 56 aus
1122 und 45.

58. Es sei
log N (1') logn
= 11 y
hin—)sc};lp Tog hilll»solip fog7, A (11 149];

dann ist 2=<<1. Nach 51, 36 ist Klar, daB die Ordnung =41 ist. Dal
sie < 1 ist, zeigt man folgendermafien: Es ist

N =lc Vlﬁl—ql(1+ )

Wenn 4 =1 ist, so wihle man nach Angabe einer positiven Zahl ¢ die

oo

ganze Zahl N so, daB N >g¢, 2 i< ¢. Dann ist
n=N+1""
N
loglog M
M) <|c|m l l (1 —I—L)-e“, lim sup 08 08 —(L)éL
¥n r> o0 logr
n=q+1
Wenn 1 <1 ist, so wihle man die positive Zahl # so klein, daf3
A 47 <1 ist; esist [I 113] fiir geniigend groBe #: yi< —117 Auf
. . = 7 ) o omA
den Logarithmus der Funktion l l 1+ *’"T) ist IT 37 anzuwenden.
n=1 nﬂ’f

59. [Fiir 59—63 vgl. auch G. Pélya, Math. Ann. Bd. 88, S.177—183.
1923.] Es sei f(0) =1 vorausgesetzt, auch in 60 bis 65, was keine Ein-
schrinkung ist. Es ist [31, II 159]

It
og,u ~——Z log~c\v/10gx tdx.

Beispiele in 13.
60. Wie 59; man wende II 160 anstatt II 159 an.

oo

gt v
21 (1+ )Nflog(1+x 4e“’>dx

n=1

12%*
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62. Wie 61; man wende II 161 anstatt II 159 an:

logMi

1 % ¥
NG N—Z‘)g(“ﬁ)'

H/\

63. Nach 32 ist

. log M (7) f L
1 T > E —= 4 .
im sup , >limsup —— N = __0 logx *dx [II 160]

7> 00 N( ) 7> 00

64. Es ist nach IIT 121

L 1 1 rn\?
(5, V.,l)N"’ _ e 2 [
& (7) - ’
Nach IT 159 ist

1

lim 1(—) Z(”) :()/x%dle—i—z—.

<

Fiir Polynome bleibt > 72 beschrankt.

=T

65. Wie 64; man wende II 160 anstatt II 159 an.
66. f(2) Za,,z" gesetzt, ist [IIT 122, IIT 130]

i a, |2 72"
m) = Dl m<r>=g‘nL1—/.

> 2
Man setze g(2) =21li'il1— 227+2 . g(z) hat dieselbe Ordnung A wie
n=0

/(2), da

AP (M ()2
PEOE g <runon

(35, 51]; es ist 53 anzuwenden auf
R() _r0)
m(r)  2g()
67. 1. |an | <7 "M(r) <r="e®,

sobald 7>>7,, wor, von # frei ist. Die rechte Seite erreicht ihr Minimum
1

n
(oc be)Z ) ( 7 )E
firr=\|—] .
n ab
2. Wir filhren den Beweis fiir beliebiges positives & und fiir
hinreichend kleines e. (Dies geniigt!) Nach Voraussetzung ist

(*) oo 1= 1% M) < ot (1+et) r®
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fiir geniigend groBes ». Hieraus und aus [IIT 122]

|ao? + @ [P + @y A - - <M )P
folgt [II 80]

<Zm:,“nlrn>2ézmv'12mlﬂn [2r2n < me2aiter®
n=1 n=1 n=1
(%) fl an | nhyt < ki en Qe r®
=1

Man setze zur Abkiirzung

aagr®(l-¢) 3aar® oo
Z:vl Z=ZII Z:ZIII-
1 Asz,ar"‘ (1+¢) ’Szxar"‘

Es folgt aus dieser Definition und aus (**) fir geniigend grofles 7,
wenn (6xar®)f+t <expla(e3 — &%) r*], daB

ZII anl"krn <L enre)r® ZH[dnlnkrn < oLt .

man kénnte die Summe links von irgendeiner unteren Grenze =0 bis
zu irgendeiner oberen Grenze =< 6 ar* erstrecken. Daher kénnen wir,
was entscheidend ist, auf der rechten Seite und unter der Summe links
7 einmal durch (1 — 1), das andere Mal durch 7(1 + 1) ersetzen
(A fest, 0 << A < 1), ohme die Summationsgrenzen zu dndern. Es folgt

(1 _ l)zxar"‘ (1-¢) ZII A I’I’kan < et (L46%) (1-1)*r*
(1 + l)aar"‘(1+8) II] an]nk;ﬂl < et 1+ 1+ % r¥
Also ist, die (bisher nicht benutzte) erste Hilfte von (*) herangezogen,
[M(r)]*lzll ay | W <exp[—a(l—e)r*+a(l+ ) (1 —A)*r
—axar*(1—¢log(1— )],
M@ > | @y |#Er" <exp [—a(1— &) r*+a(l+ &) (1+ A)*r*
—oaar*(14+¢log(1+1)].
Entwickelt nach wachsenden Potenzen von ¢ und 1 wird

— -+ U1+ UFH*—a(1Fe)log(1F )
o2 PP ; g2
__-? — X g+:*5+<0,
wenn man &A= ¢ setzt und ¢ so klein wihlt, daB3 die Entwicklung

gestattet ist, und sogar so klein, daB das Vorzeichen durch das Glied
mit niedrigster Potenz bestimmt wird.
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Hiermit ist der Beweis, soweit es auf >’ und > ankommt, ge-
fiihrt. ZIH spielt keine Rolle; denn sei ¢e<< 34 <3, 3ah=10be, dann
ist auf Grund von 1.

n
11z 111 ber®\a
S < S (207
O k(}ocm'"‘ )” mr
= E " R hl < E neh,

was fiir » > o0, als Rest einer konvergenten Reihe, gegen 0 strebt.

68. (1) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ord-
nung [61], und es folgt (2) [54]; es muB auch (3) richtig sein: denn
wiirde sich » (7) fiir beliebig groBe Werte von # auBerhalb der Schranken
car*(1 —e) und xar*(1+ ¢) befinden, so mite fiir diese Werte
auch log u (r) <logM(r) — d7* sein [67], im Widerspruch zu (2).

(2) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ordnung [51],
und es folgt (1) [54].

(3) vorausgesetzt, nehme man (keine wesentliche Beschrinkung!)
a4, + 0 an und folgere (2) mit Hilfe von 33.

69. 1. a, ist abnehmend. Wenn 0 <<&<(1 und

m—1=cxarr(l—c<m<n<cxar*(1+e=n-+1,
dann ist gemiB 67 2. fiir genligend groBles 7
0</(r Za r<<el(r),
a,m-2exar*>[(r(1 &, a-2exar><f{r)(1-}¢).
%

Hieraus folgt, wenn man logr ~ — logm oo - log und 1m —
beachtet, — ¢ +e

lim inf loga,, __11te lim su log 4, Sl
mooo mlogm ™ al—¢’ n_,mpnlogn = x4
a, _ a,_ a ) ) )
2. Ist 2=2=>2=... so wird a,* fiir einen geeigneten

Ay Ay ay
Wert von » Maximalglied [43]). Hieraus folgt, daB wir in dem zu
11
untersuchenden Ausdruck, namlich in log#n®a” = &logn—i—;—logan,

die Zahl # durch » () ersetzen diirfen. Da a, 7" = u(r) ist, hat
man nach 68

1 1 v(r) logu(r) 1 1
21 1 = Liopr\)  108HY) 2 !
o ogv (r) + 0gar i = log " + v (r) oélogoca + “

b
v (7)
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70. Sowohl in > #*a,r™ als auch in >’ a,#" iiberwiegt das Zentrum
n=1 n=0

der Reihe, d. h. die Summe der Glieder, deren Index zwischen & ar* (1 — &)
und xar* (1 + &) fillt. [67.]

71. Spezialfall von 70: k2 =1. Ohne Regularititsvoraussetzung
gilt 53.

72. Aus 194 und 70:

X a,rm >a, D kb,
A= om=t o a=1 )
B D b, D kb (BbrAED b1
n=0 n=1 n=0
73. Ersetzt man # durch Jr, so kommt man auf 72 zuriick:
=1 b= f(r) = '?ﬂz
" aial e T Gy [0 =cosd 2’
1 1 1
= — b = = — — = —,
ﬂ 2 .J 1) k 2 » S Vn
Es ist ndmlich nach Stirling [I1 205, auch II 202)
G @l 1
b, nl222" Van
LA
74. v =c¢ ! gesetzt, ist
pE A ehenpe el 1
DTy Em T ! I A

1
fiir x > + co. Man setzt x = I»! . — Es ist [II 31]

afg+1)(a+2)--- (a+n—1)wf1(7)n“*1n!,
folglich

PM)PQ)...P(n)(n)! () I'(by)... ') (225 12 e 122
QMN)QQ)...0m) " I'(a)I'(ay)... 1 (ay)

mit Anwendung der Stirlingschen Formel. Jetzt ist 72 heranzu-
ziehen,
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75. Auf Grund der Rechnungen in L3sung 74, der Stizlingschen
Formel und I 94 erhilt man

z o

1\ In
N[‘(bl)l‘(bz)...l‘(bq) AN A+lz<wl>
Tla) (@) ... Ta,) 2™ 2\

n=1

Ersetzt man die letzte Reihe durch das Integral

0 1\lz o 1\=

[A+éf ert L acap Liasafelrt ) dx

x — ) dx=] %2 —— ) =
x x x

1
3

o]~

und dieses auf Grund von II 207 durch

1
l+1+A ir!

e ]271(171)2 R

so erhilt man die gewiinschte Formel. Der Ubergang von der Reihe
zum Integral filhrt zu einem Fehler von der GroBenordnung des

1 lx
Maximalgliedes der Reihe [vgl. IT 8]; das Maximum von (e rTx‘l)
1

bei gegebenem 7 ist 6”7, das Maximalglied ist von der Ordnung
24+1 L 1
r 2L g7 also sein Verhiltnis zu dem Integral von der Ordnung » 2! :
hierdurch ist der Ubergang gerechtfertigt. [45, 47.]

76. Indem wir, wenn notig, endlich viele Koeffizienten 4ndern,
nehmen wir g, =1, a2>a,_(a,4, fiir =1, 2,3, ... an. Dann ist

[43, 31] g, — “-* und

n

a 1
lim# lo ! —lim#nlo ‘1—1—(——1)}:—,
n>oco g Qn n >co g Ay 1 Apq A
04
lo 4+ 1o ‘——l—lo =8 + - +lo
1 log 0u & & g ggn 1 1
log» 1 A
1 — — —
+2+3+ T2 [170; 52,.
2. Wenn @,=7<Qnsy, S0 ist v () ==, M(y):;"_ (25,
0102 --. On

31] und
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On On-1 Q2
n—1)1lo n— 2)log=—"—= 4 ... +1log=—=
log”@=10g1+( Jlog o =t (n = 2)log =2 o A log
v () On

n

No+il 1 67].

3. Es sei 9, <7 < 0n41, 1 >0 (<0 édhnlich); dann ist

n+1 !

log 2217 log 4 —llog — — (I—1)log2®*2 ...

(%4 On+19n+g «-- Onyl On+1 On+1

pu— —_— .. 2
SO S SN Gl ol Chu) B i PN 28
On+i-1 n A 21
\

Die Rechtecksumme ist = M () ) M) , die Fliche ist

@) w()Vlogu()
=Y2x4; vgl. 51.
77. Da die Ableitung einer in einem Gebiete schlichten Funktion

daselbst iiberall von 0 verschieden ist, liegen simtliche Nullstellen des
Polynoms

14+ 2a,24+ 30,22+ -+ +na,z"!

auBerhalb des Einheitskreises. Der Betrag ihres Produktes ist also =1.

78. Es seien 2z, und z, beliebig im Einheitskreis |2|<1 und

wy = (), wy = ] (%) gesetat. Ist p[f (2)] = @[/ (2)], d-h. @ (wy) = @ (wy),
dann mul w, = w,, also 2z, ==z, sein.

79. ¢ (2) ist jedenfalls reguldr im Einheitskreis |z | <1, weil da-

2
selbst f—izr) reguldr und von 0 verschieden ist. AuBerdem ist ¢ (z) eine
ungerade Funktion, ¢ (—2) = — ¢ (2). Es seien nun 2, und 2, beliebig im

Einheitskreis | 2] << 1, und es sei ¢ (z,) = @ (2,) . Dann ist f(22) = f(z2),
also 22 =2z}. Die Moglichkeit z;= —2z,4 0 fillt fort, weil dann
¢ (5) = — ¢ (z) + 0 wire.

80. [p(2)])? ist eine gerade Funktion, d. h. eine Funktion von
2=1{_; es sei [@(2)]2=7((). Sind {, und {, zwei Zahlen, || <1,
| £, <1, fiir welche f(Z,) = f(C,), dann wihle man z, und z, so, daB
27 =10, 23 =10, ist. Dann ist [@(2)]*=[p(2)]*, @(z) =0 (z)
=@ (+2), also 2= +2, {;=1{,.

81. Wir nehmen an, daBl der gemeinsame Mittelpunkt von &
und ¥ der Punkt z=0, der Radius von & gleich R und der von f
gleich 7 ist, » << R, endlich daB die Abbildung durch die Funktion
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w=fz)=ay,+a,2+a,2®+ --- 4+ a,2" -+ --. vermittelt wird. Es ist
[III 124]

(6= Snla B, o= Snlafre, [R]=aRe, |{=mnr
n=1 n=1

1,2 R2i’n|an|2 (R2n—2 _721&—2)
n=2

& [
Z”I“n!272"_2
n=1
Das Zeichen = ist nur dann richtig, wenn 4, =a;=a,=-.- =0.

Der benutzte Ausdruck fiir ® ist in IIT 124 nicht enthalten, da dort
vorausgesetzt wurde, dall die Abbildungstunktion am Rande von &
regulir ist. Man kann aber durch Grenziibergang zeigen, daf diese
Formel allgemein den sogenannten suneren Inhalt von & darstellt. Bei
Benutzung irgendeines anderen Inhaltsbegriffes wire der Satz a for-
tiori richtig.

82. |®|=n(|a1[2R2—|—2]a2|2R4+3]a3[2R6+ "'+”[ﬂnl2R2"+"‘)
=n|a,[2R?=na?R?. Bezeichnungen und weitere Uberlegungen wie
in 81. '

83. Wir betrachten den Kreisring 0 <7 < |z| < R, die Abbildung

sei durch die Funktion w = Zanz” vermittelt. Die Bilder sdmilicher

n= —00
Kreislinien |z | = konst. werden zu gleicher Zeit mit diesen in posi-
tivem Sinne umfahren [IIT 190] und enthalten g im Innern [Losung
IIT 188]. Aus 127 schlieBt man (die Flichen sind positiv!)

6| =aXnla R, [gl=aSnla,fr, [g]=ak2, [f|=ar,
Nn=—00 n= -0

unter |@| den inneren, unter |g| den &uBeren Inhalt verstanden
[Losung 81; fiir andere Inhaltsdefinitionen gilt die zu beweisende
Ungleichung um so mehr]. Den Fall |g| = 0 beiseite gelassen, gilt

72R2 S nla, 2 (R2n~2__1,2n—2)
(o) |g|_"Rzrlel

!g‘ ifl inlanlzyzn—z

Nn= —00

|

|
|
|
|
v

0,

weil 7 (R2"-2 — y2"-2) > 0 ist fiir ganzzahlige », mit Ausnahme von 0
und 1.

84. Der Mittelpunkt des fraglichen Kreises sei 2 =0 und die Ab-
bildung durch die Funktion w = f(2) = ay2 + a32*> + -+ + a,2" + ---
vermittelt. 1. Es sei angenommen, daB f(z) am Kreisrand stetig ist;

/()

da die Funktion e im Innern des Kreises regulir und (wegen der
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Eineindeutigkeit der Abbildung) von 0 verschieden und am Rande
von konstantem absolutem Betrage ist, ist sie eine Konstante [IIT 142,
IIT 274]. 2. Ohne die einschrinkende Annahme der Stetigkeit am
Rande schlieBt man so: Nach 82 gilt im Mittelpunkt

1<dw>2
\dz/o

und da die Beziehung zwischen z und w wechselseitig ist, auch

l (;%)o 170

d.h. |f(0)[2=1, also [82] [(z)=/(0)z.

85. Da die Beziehung zwischen den beiden Ringgebieten wechsel-
seitig ist, gilt bei der Anwendung von 83 in der dortigen Ungleichung
das Gleichheitszeichen; die Abbildung ist also eine Drehstreckung, die
infolge des Zusammenfallens der ZuBeren Rinder eine Drehung sein muB.
Die Voraussetzung betreffs des Umlaufssinnes ist wesentlich: die Ab-
bildung des Kreisringes § <<|z|<<2 auf den Kreisring } <|w|<<2
mittels 2w = 1 ist keine bloBe Drehung.

86. Angenommen, es gidbe zwei Abbildungen, so gehe man mit
Hilfe der einen Abbildung vom Einheitskreis auf & iber, dann ver-
mittels der inversen der anderen Abbildung von @& auf den Einheits-
kreis zuriick. Es resultiert hieraus eine Abbildung des Einheitskreises
auf sich selbst mit Erhaltung des Mittelpunktes, die eine Drehung
sein muB [84], und zwar die Drehung um den Winkel 0, da 7 (0) > 0.
— Die bewiesene Behauptung gilt auch dann, wenn man anstatt der
gestellten Bedingung /' (0) > 0 irgendeinen festen Arcus fiir f/(0)
vorschreibt.

87. Die Funktion w = f (2) bilde den Einheitskreis |z| << 1 schlicht
auf sich selbst ab, f(0) = w,, arc/ (0) == &« . Die lineare Funktion

=[70)[r=1,

2 1

I

1]

1 ’

wy -+ etz
14 wyetoz

wy+ (1 — |wy D) >z 4 ---

leistet dasselbe, ist also [86] mit f(z) identisch. Man setze
—wye i =g,.

88. [Beziiglich 88—96 vgl. P. Koebe, ]J. fur Math. Bd. 145,
S. 177—225, 1915; vgl. auch E. Lindeléf, Quatriéme congrés des math,
scandinaves a Stockholm, 1916, S. 59—75. Upsala: Almqvist & Wick-

sells 1920.] Die Punkte z=4 und z= = sind die Ausnahmepunkte

Ri| =~
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(Verzweigungspunkte), denen nur je ein Punkt, nimlich w = Jay !

bzw. w = %—entspricht. Durch Auflgsung in bezug auf z ergibt sich
Yan

11/,
Z:wﬁzzn 1Ya—(1 +]_a|)w _

14 |a — 27 Yaw

7 ist also so zu bestimmen, daB 17]/; >0 wird. Eine gleichzeitige
Anderung von Ja und % in — Ja und — % 148t die Beziechung un-
geidndert.

89. Es ist |a] <1 vorausgesetzt, d. h., daB ® nicht identisch mit
|2]| <1 ist. Beide durch 88 bestimmte Bilder von z liegen im Einheits-
kreis, wenn z darin liegt [IIT 5] und sind voneinander verschieden,
wenn z + a; das Bild von z=a, d. h. w = Yaxn~! [88] ist aber kein
Punkt von @* oder @**, sondern gemeinsamer Randpunkt von beiden.

90. Es ist jetzt @ >0, also Ja> 0 gewihlt, y = 1. Die beiden
Bildpunkte »w* und w** von z sind Wurzeln der Gleichung

1+a)w—2Ya(l+2)w+(1+a)z=0.

Liegt z auf dem Schlitz, d. h. ist z reell, a<<z<C1, so ist
(1+a)?z— (1 4 2)2a> 0, also w*, w** konjugiert komplex, und wegen
w*w** =z ist |w*| =Vz. Der dem Nullpunkt nichstgelegene Punkt
im Bilde des Schlitzes ist also Ja. Dieses ist der gesuchte nichst-
gelegene Randpunkt; denn die Bilder der Randpunkte, die auf |z| =1
liegen, liegen auf |w|=1. Das Koebesche Bildgebiet des Schlitz-
gebietes ist ,,mondsichelférmig’; dem Winkel von 360° um den End-
punkt des Schlitzes im Schlitzgebiet entspricht ein Winkel von 180°
im Koebeschen Bildgebiet.

91. Sind die Bildpunkte w, und w, zweier am Kreisrand |z] = a
gelegenen Punkte 2, und z, gleich weit vom Nullpunkt entfernt, d. h.
liegen sie auf demselben Kreis |w| = konst., so folgt aus

W 1+a—21/;w

2 _21/;—(1 —I—a)w,

1+a~2V;_w
21/;—(1—{—4)11)

liegen, d. h. Schnittpunkte dieser Kreise sind, also w, zu w; und 2, zu 2,
symmetrisch in bezug auf die reelle Achse liegt. Folglich variiert im
Bild des Halbkreises |z|=a, §2z=0 der Abstand vom Nullpunkt
monoton, wenn z von -+ a bis — a liuft, und zwar monoton abnehmend,

wie aus der letzten Gleichung folgt. Es ist w = 1/;, das Bild von

daB auch w; und w, auf demselben Kreis = konst.
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2= +a, der entfernteste und w :% (1 —a—72(1 uz)), das Bild

von z= —a, der nichste Randpunkt des Koebeschen Bildgebietes.

92. Nach der Formel in Lésung 88 ist % eine Funktion von w,

die den Kreis |w| <1 auf sich selbst abbildet [ITI §]. Das heifit, es ist
fiir |w|<1: ‘E\<1’ |z] <|w].

93. Die Kreisscheibe |z]|<|a|, ganz im Gebiet & enthalten,
wird in ein Gebiet iibergefithrt, das eine Kreisscheibe vom Radius
> |a| enthilt [92]; daher ist |a;|>|a|. Man kann [91] auch direkt
zeigen, daf

Ya

Va| S TTal)
i (a1 el V20 FTaP) > al.

94. Durchlaufen z, 2y, 25, ...,%, bzw. &, @, &,, ..., ®,, so ist
nach Loésung 88 der Anfang der Reihenentwicklung

_1+la],
2 z2+4 -
2| Ya|
und dhnlich
1‘H‘lll 14 |a| 1+ |a, 4|
—— +’z:_*¥z _.}_...,...’zn: — 2 _.f_
2[Ya,| T 2lye| 2[Yan|
also

14la] 1+]a] 1+]an]

" 2lfal 2lYa]  2lYans|

Da f,(2) im Kreise |z|<|a| regulir und daselbst |f,(2)|<<1 ist,
so ist

12(0)

1120 ]a]=1.

95. GemiB 94 konvergiert das unendliche Produkt

(S -

daher ist

1
lal”

A

tim (1 ~ [Ya,|) = 0

n->co
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96. Da die Abbildung eineindeutig ist und der Punkt z2=0 in
sich selbst abgebildet wird, sind die Funktionen

he) ) 5@

T, ) Ty e

r4 r4 r4

in @ regulir und von O verschieden; ihre Betrige nehmen in jedem
Punkt z mit zunehmendem Index zu [92]. Also sind die Funktionen

WI(Z) = 1Og 7{’ ) UJn(z) = ].Og 7%%);) ’ n = 2) 3’ 4) e

in @ regulir und ihre Realteile positiv. Die Bestimmung der Loga-
rithmen ist so zu wihlen, daB y,(0) reell ausfilit. Ferner ist im ganzen
Gebiete @

fa(2)

z

=1
(@

[I11 278], also
Ry, (2) + Ry, (2) + - + Ry, (2) = — log|a .

Hieraus schlieBt man unmittelbar, daB der Realteil der Reihe >y,(2)
n=1

und in Anwendung von III 257, III 258 mit Riicksicht auf z=0,
daB auch der Imaginirteil dieser Reihe konvergiert. — Ist |w§ <1,
so wird der Wert w von f,(z) angenommen, sobald |a,|>|w|; auf
Grund von 95 folgt hieraus, daB f(2) =lim{,(z) den Wert w auch

n-—>» oo

annimmt [III 201]. DaB f(z) schlicht ist, folgt aus der Schlichtheit

von f, (2) [1IT 202].
97. Die normierte Abbildungsfunktion lautet [III 76]:

Z—a
f(a:2)=(@2-lalz)§zi‘iz'
Es ist
2 a2 _
raz—g O‘J~, r=0.
12 A2
98. r,,:li'-—Q«,; lim7, = co.
a-—» o0

99. Die Hilfsabbildung ¢ = z* fithrt das gegebene Winkelgebiet

in die obere Halbebene §¢ >0, den Punkt a in {, = a iiber. Die
weitere Abbildung
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bildet die obere Halbebene auf das Kreisinnere |w|<C7, ab; hierbei
ist 7, aus der Gleichung

dw |

dw | ld(‘
dz

=51 d2

:l ¢ =1

2=a

zu bestimmen. Es ist, a = |a|e* gesetzt, 0 <a <V,

29, o

DA

Ve = |a|sin

100. Es sei f(z) die zu dem Aufpunkt a gehérige normierte Ab-
bildungsfunktion von & und ¢ (2) bedeute Ahnliches fiir «' und &';
dann besitzt £-1¢@(hz 4+ k) simtliche charakteristischen Eigenschaften
von f(z), folglich ist A-1q(hz 4 k) = f(2). — Ahnlich fiir den duBeren
Radius.

101. Wir konnen annehmen, daBl es sich um die reelle Strecke
—2=2=2 handelt [100]; die zu dem unendlich fernen Punkt als
Aufpunkt gehorige normierte Abbildungsfunktion lautet dann [III 79]

Fir- z=2cos? hat man w=¢", 0<% =2n, d. h. |w|=1, 7=1.

102. Bei der in 101 benutzten Abbildung geht die Ellipse mit den
Brennpunkten — 2,2 und der Achsensumme 4R =1 in die Kreislinie
lw|=R= _LZT iiber [II180].

103. 7, = 2d. [III 6 oder Spezialfall von 99.]
104. [100.]

105. Die Abbildung { ==z —{—% fithrt das AuBere der fraglichen

Kurve in das Schlitzgebiet iiber, dessen Rand die reelle Strecke
—(a, +a;Y)<z=a, + a;! ist. Hierbei ist der duBere Radius unver-
dndert geblieben [104]; d. h. [101]

a,+ arl 4 ay + agt (a4 ay) (1 + a; a)

7: ==

4 4a,a,

106. 7, = 271) sin%. Beim Beweis kann angenommen werden,
daB es sich um den Streifen ]3zl<g¥ handelt, D = &, daB ferner
a= 1(% ——d). Die Abbildung z =¢* fithrt diesen Streifen in die

Halbebene Rz > 0, a in 1¢~%¢ iiber [103, 104].
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107. Definition. ’
108. Die Transformation { = = fithrt die Aufgabe wegen 107

auf 105 zuriick: a, = b;', a, = b; ' gesetzt, erhdlt man

o 4b:10,1 o Abkhy,
T ) RbTEY) (b By) (14 0yy)
109. Durch die Abbildung { = m—»z geht das AuBere von K in

2
den Winkelraum

Wy — 27 < arc § <9,

der Punkt 2=o00 in {=1 iiber. Fiir den inneren Radius 7, dieses
Winkels in bezug auf £ = 1 gilt {100, 107]

Zy — 2
71=~—| 2; 1—1
Wegen 99 ist ferner
, __2(191—}—27:——19) . N
1 7 19—]—271—
Es ist also
R L. kY RS S S S
%
2 (2 — d) sin —=— 53

Wenn &, + J, = 2a, dann ist K ,,symmetrisch®, 7 =

JT
- |2y — 21 471
vgl. die Spezialfille 9, == [101], ¢, = > {971
Fiir 9, =98, ist K ein Kreisbogen, 7 = Bz—TI dieses Resultat

sin =
4n2

erhilt eine andere Form durch Einfithrung des Kriimmungsradius g

und des Zentriwinkels ¢ von K, nimlich 7 = ¢ sin(—i—. — Fir 9, = %,
¥, =z ergibt sich der dullere Radius einer Halbkreisscheibe vom

~ 2d
Durchmesser d, ¥ = ——

373
110. Die zu dem Aufpunkt @ gehérige normierte Abbildungs-

funktion lautet [III 76]

@) _ 1)
flaz) = 7bv7b _ f();f()
o= e @i
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df(a; Z)) __cnfla)

dz Je=a 1} —|f(a)]?

wobei die Konstante ¢ gemil3 ( =1 zu be-

stimmen ist. Es ist 7, = |c|.
111. Die Abbildung ¢ =% — 2 fiihrt auf die lings des Intervalls

— 2, 2 aufgeschlitzte {-Ebene. Daher ist die gesuchte Abbildungs-
funktion

__C—l/?j‘r_1——22—ﬁ]/w1fgi§ w
o 2 o 2z (14 w)?

w=1()

Nach 110 ist fiir reelles a

ya_<:—;—§%)2:1—4a.

Es ist speziell 7, = 1. Wenn 4 das Intervall —oo, % durchlduft, dann
nimmt 7, monoton von o bis 0 ab.

112. Nach 110; | /()| bleibt oberhalb einer festen positiven Zahl,
wenn a sich von innen einem Punkt von L nidhert. Gleichzeitig kon-
vergiert |f(a)| gegen ;.

113. Man ersetze in 110 4 durch a und a durch a + &, wobei &
ein beliebiger Vektor ist, dessen Betrag gegen 0 konvergiert. Wenn
((¢?)) eine GroBe bezeichnet, die mindestens so rasch wie & gegen 0 geht,

so ist [/ (a4 &) | = |14 2cye + ()| =1+ 2Rcye +((¢2), also
Tare=1,(1 — 2R cy8) + ((52))’

d. h. Reye=0 fiir gentigend kleine ||, unabhingig von arce. Hieraus
schlieBt man, daB ¢, =0.

114. Die fraglichen Punkteliegen auf den Geraden §a = konst. [103.]

115. Aus dem Ausdruck (*) der normierten Abbildungsfunktion
auf S. 17 ergibt sich durch Inversion

z—a=g@w)=w+cw+ w4 .-,

wobei @ (w) im Kreisinnern |w| <7, schlicht ist und es auf & abbildet.
Die Funktion Jo (") = w 4 ¢}/ 0'** - ¢} 0+ & ... ist dann schlicht
i
im Kreis |w| <7, [79] und fithrt diesen genau in @& {ber.
116. Es ist [Losung 115]

w:f(z)_;(i:_zvzf;zj?:zi)"ﬂ N

Pélya-Szegs, Aufgaben und Lehrsitze II. 13
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woraus leicht [110]
| m-1 11 — n
== iy |10 LU

Ty

folgt. Es ist speziell »j=1. Wenn a den Halbstrahl arcz=2

n— n
durchlauft, 0= |a| < }}, dann beschreibt f(a) denjenigen Radius des
Einheitskreises, der mit der positiven reellen Achse den Winkel

™7 einschlieBt. Der fragliche Grenzwert ist 0 fiir alle Werte von ».

117. Man wende 115 auf passende Weise aut das Schlitzgebiet
an, dessen Rand die reelle Strecke — 52, &2 ist. Letztere hat den

0‘2 2
dubBeren Radius -~ % - [101], also

;o Jertp
= 5 .
. . F(z) . . )
118. Die Funktion ¢ (2) = 10 ist reguldr in @, auch im Punkte

z2=ua; es ist (@) =1. Ls sei 0<<e<7,. Um jeden Randpunkt
von & kann man eine so kleine Umgebung angeben, daB fiir simt-
liche darin liegenden Punkte von §

if(z)|>7a_8,
d. h.
M

Vy— €

o ()] <

M
gilt. Esist somitin @& [I11278] | ()] = o insbesondere 1 = | @(a) | = M

a Yy '
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn ¢ (2) =1, d. h. F (2) =f(2)
ist.
119. Wenn

f@)=2—a+clz—af+ - Folr—ar+

die normierte Abbildungsfunktion ist, dann ist die mit den konjugiert
komplexen Koeffizienten gebildete Funktion

fe)=z2—a+E—a+  +&—a"+ -

ebenfalls regulir in @. Es sei ndmlich z, ein beliebiger Punkt von &

und Fy(z—a)=f(2), Filz—ay), ..., Fioilz—a1), Filz—a)
die einzelnen Umbildungen, welche die Fortsetzung von f(2) bis zu
dem Punkt 2z, bewerkstelligen, a4, a,, ..., a; , geeignete Punkte von

®, a,=12,. Dann gelangt man von f(z) aus durch die Umbildungen
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Foz—a)=f@), F,z—a), ..., Fi_y(z—a,_,), F;(z—a) zu dem
Punkt @, = Z,; f(2) ist somit regulir in dem Spiegelbild von & in bezug
auf die reelle Achse, d. h. in @ selbst. Es ist ferner f(z) = /(z), folg-
lich |f(2)| <7, in ®. Nach 118 hat man somit &) =1().

120. —/(—2) ist regulir in ®, und es ist | —/(—2z)| <7,. Nach
118 hat man somit —f(—2) =f(2).

121. Wenn f(2) und f*(z) die zu dem Aufpunkt « gehorigen nor-
mierten Abbildungsfunktionen von & bzw. @* sind, dann ist [118]

7s = Max | f(2)| =Max | f (2) | = Max | /*(2) | = 7.
®) CR) (©%)

Beide Gleichheitszeichen kénnen erreicht werden, jedoch nicht
gleichzeitig.

122. Aus 121 mit Beachtung von 97.

123. [118, 121, 122]

124. [IIT 309.]

125. [82.]

126. III 126, vgl. auch Losung 83.

127. [G. Pélya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 111, FuBnote, 1922.]
Den 4uBeren Inhalt des Innern von L mit |L [e und den inneren Inhalt
desselben Gebietes mit | L |; bezeichnet, gilt [125, 126]

an=|Li=|Ll=a7.

128. Wenn f(z) die zu dem Nullpunkt als Aufpunkt gehorige nor-
P (z)
[/ (2)]*
L und = g, fiir z=0. Ahnlich bei der zweiten Ungleichung.

129. Es sei z=¢ () eine Funktion, welche das Kreisinnere |{ | <1
auf das Innere von L abbildet. Die Abbildung ist eineindeutig’ und
stetig fiir |£]=1 [S. 17]. Man wende III 233 auf /[¢ ({)] an.

mierte Abbildungsfunktion ist, dann ist regulir im Innern von

130. T
¢D —¢D

W= "a air
3D — e D

Die Lange des fraglichen Bogens ist = 27(1 — D~'); sie nimmt stets
zu, wenn D wichst.

131. [K. Lowner.] Man kann annehmen, daBl sowohl 0O, wie auch
der Mittelpunkt des Bildkreises der Nullpunkt ist; der Radius des letz-
teren sei #. Wenn £, (2) die Abbildungsfunktion von L,, f,(z) die von L,
bezeichnet, dann ist

13*
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reguldr und von O verschieden im Innern von L,. Es ist ferner auf
den gemeinsamen Bogen von L, und L,

h@=1h@]=7 [F@|=1,
wihrend auf dem komplementéiren Teil von L,
W@l =7 L@ =7, [FE|=1.

Hieraus folgt | F (z) | > 1 im Innern von L,. Derjenige regulire Zweig
von log F (3) , der fiir 2 = 0 reell ist, erfiillt die Voraussetzungen von 129.
Beim positiven Durchlaufen eines gemeinsamen Bogens von L, und L,
ist also die Anderung von §log F (z) = Slog f, (2) — Slog f, (2) negativ.

132. Die innere Belegung eines isolierten Zylinderkondensators
sei drahtférmig. Wird die duBere Belegung, ohne die Isolierung zu
gefihrden, so deformiert, daB die neue Querschnittsfliche die alte als
einen Teil enthilt, dariiber an einigen Stellen hinausragt, an anderen
nicht, so wird an diesen letzteren Stellen, wo also die Kondensator-
wand unverriickt geblieben ist, die elektrische Dichte zunehmen —
was man auch durch physikalische Betrachtungen plausibel machen
kann.

133. I* ist einfach zusammenhingend (geschlossene, doppelpunkt-
lose Kurven innerhalb $* gehéren sowohl dem Innern von L, wie
auch dem von L, an). Man bilde auch $* auf den Einheitskreis ab,
und es sei wieder der Kreismittelpunkt das Bild von O. Die folgende
Tabelle betrifft die Gesamtlinge derjenigen Bogen, die bei der Ab-
bildung I bzw. II bzw. III (Inneres von L, bzw. von L, bzw. T*) am
Rande des Einheitskreises liegen als Bilder der

I 1II III
sichtbaren Bégen von L, o, — of
verdeckten ,, w Loy — =
sichtbaren ,, w Ly — o, o3
verdeckten ,, w Ly — 1, —.

Es 1st selbstverstindlich

0, + 1 =27, 0y-+1,=2m, of-+of=2m.
Es ist gemil 131
Folglich ist
Ty= 27 — 0,= 27 — 05 = 0} =0y,
Ty = 271 — 0, =271 — 0] = 03 == 0y.

Nimmt man L, als Kreis vom Mittelpunkt O an, so kann man das
Resultat unprézis aber anschaulich so ausdriicken: Bei Kreisabbildung



IV. Abschn., Losungen 132—134. 197

werden die dem Original des Kreismittelpunktes naherliegenden Teile
der Randkurve mehr gedehnt als die fernerliegenden.

134. Der Beweis sei unter der Vorraussetzung gefithrt, daB der
Rand von B eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve ist, die den
Kreis |z — {|=g nur in endlich vielen Punkten schneidet. Aus B
entsteht nach Weglassen der Randkurve ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet, dessen Durchschnitt mit der Kreisfliche |z — | <C ¢ einen ein-
fach zusammenhingenden Teil § hat, der O als inneren Punkt enthélt
[Losung 133]. Es sei gy die Gesamtlinge der gemeinsamen Begren-
zung von ¥ und des Kreises |z — | <po. Dann ist

y+ Q=2n.

Bei Abbildung von ¥ auf den Einheitskreis |w|< 1 gehe O in den
Kreismittelpunkt und die Gesamtheit der in gy mitgezdhlten Bogen
in eine Gesamtheit von Kreisbogen von der Gesamtausdehnung 4 iiber.
Gemdl 131 ist

d=y.
Man bestimme eine im Kreise |w | <1 regulire Funktion ¢(w), die in
inneren Punkten der in J mitgezdhlten Bogen der Gleichung

Re(w) =log 4,
in den inneren Punkten der iibrigen Bogen des Kreises |w|=1 der
Gleichung

Re(w) =loga

geniigt [III 231]. Es ist
2aRe(0) = dlog 4 + (2n — d)loga

[III 118]. Man setze
" = d(w).

e A (2]

a

Es wird

Wird die in Rede stehende Abbildung von ¥ auf |w|< 1 durch die
Funktion
y)=w, yw({)=0

vermittelt, so ist @[w(z)] von 0 verschieden innerhalb ¥ und in allen
Punkten des Randes von ¥, mit Ausnahme von endlich vielen, dem
Betrage nach nicht kleiner als f(z). Es folgt [III 335]

O =] Plw O] =] 2(0)].

Durch Umkehrung der Uberlegung folgt ein Teil von 131, 133 aus
II1 276. Vgl. auch Losung III 177.
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135. /,(z) verschwindet nur fiir z= 0 (eineindeutige Abbildung).
Durch Anwendung von III 278 auf die beiden in &, reguliren Funk-
tionen z-1f,(z) und zf,(z)~! erhilt man in @,

1
,i.<an___]<_

Es sei die positive Zahl ¢, so bestimmt, da8
[an— 11
2 | a

dann ist lim ¢, = 0. Man setze
2 [z 1)5"
=\ = enl(2);
a3 )=
es folgt |pu(z)|<<1 fir |z|<<1 [III 278]. Aus
lz|[3— 1) [<|ful2) [ <z]

ergibt sich zundchst |f,(z) |- |z]| fiir #—>oo im Kreisinnern |z| < 1.
Man beachte f,(0) >0 und wende III 258 auf log(f,(z)z-!) an.

136. [L Bieberbach, Berl. Ber. 1916, S.940—0955; G. Faber, Miinch.
Ber. 1916, S. 39—42.] Aus III 126 folgt fir jedes R > 1

|b1I 2,b2| 3“"
+ - -+ RE e <1,
also ist auch der #'¢ Abschnitt < 1. Fiir R >1 schlieBt man
(b P+ 2024 - +nl|b2=1.

Dies gilt fiir jeden Wert von #, d. h. Zn[b P=1. Ist [b =1,
b, =¢f, dann ist by="0b,=--- =0, d. h. g()—z+b +—~[III79]

137. [K. Léwner, Math. Zeitschr. Bd. 3, S. 69— 72, 1919.] Durch
Anwendung der Cauchyschen Ungleichung [II 80] folgt [136]

|g'<z>r:§1—2ﬁn»% +2 mwlbl\wl/zl e

!
a1
|z
,, = 1
Wenn g’ (ge) = [ e” 1, [¢] =1, dann mub -~ b,&"** recll

und nichtnegativ, ferner Vn |b,| =2 L 7 sein, wobei der von n freie
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Faktor 4 sich aus der Gleichung > # |5, [2 = 1 bestimmen 1ifit. Es ist

0 —1 1 1 1
= 0% — _ = — . I (U
A=g"—1, b (og)"+1” g(2) =z+1b, (9 0) oez—1°

Diese Funktion ist schlicht fir Iz] >1, weil

v+1li>;9
fiir |z| > 1, daher

1 — g?

1+ 02y, g(%) —g(21) F 0; I21|>1, ’Zzl>1’ 2 = 2.
oez —1

Die Umformung

e 0o )=

zeigt weiter, da das Bild des Einheitskreises ein Kreisbogen vom
Mittelpunkt b, + E(Q — %) und vom Radius g ist.

138. Man beachte 120.
139. [G. Faber, a. a. 0. 136.] Nach 79 ist

0 — s b0 | B
Vo) =z 20 4 2200

reguldr und schlicht fiir |z| > 1 also [136] |40,/ =1. Esist nur dann
e2t
135,] =1, wenn g(2?) ~z+ -, freell, d. h. g()—z—{—zeb/l—f—&f

140. [L. Bicberbach, a. a. O. 136]. Mit 2 einen beliebigen Rand-
punkt von & bezeichnet, wende man 139 auf g(z) — % an. Der Null-
punkt ist dann ein Randpunkt des Bildgebietes. Der konforme Schwer-
punkt ist b, — %, also |5, — h|=2.

141. [Vgl. L. Bieberbach, Math. Ann. Bd. 77, S. 153—172, 1916.] Die
untere Abschitzung von D folgt dhnlich wie in III 239, die obere
Abschitzung aus 140 folgendermafBen: Wenn %, und %, zwei Rand-
punkte von @& sind, dann ist

by — Ry =2, |b,—hy|=2, also |hy—hy|=4

142. Wenn d die Distanz der beiden Punkte, D den Durchmesser
des verbindenden Kurvenstiickes bezeichnet, dann ist [141]

d=D=4r.
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143. [K. Lowner, a.a.0. 137, S. 74—75.] Es geniigt |g(0)| = o + L

zu beweisen, ¢ >1. Entfernt man von @ die beiden Kurvenstiicke,
die darin den Strecken 1 << 2= und — ¢ =z < — 1 vermdge der Ab-
bildung g(z) = w entsprechen, so entsteht ein Gebiet &*. Schlitzt
man das KreisduBere |z| >1 von 1 bis ¢ und von —1 bis — g auf, so

1
o+ —
148t sich das so entstandene Gebiet auf das KreisiuBere |{| > —2_9

abbilden {105] und hat [138] den konformen Schwerpunkt 0. Auf die

1
o+ — :
dabei entstehende Abbildung des KreisiuBeren || > 5 € auf &*wende

man 140 an.

144, [G. Faber, Miinch. Ber. 1920, S.49—64.] Da g(z) — z fiir | z| >1
reguldr ist, ferner simtliche Randwerte von g (z) — z dem Betrage nach
=3 sind [140], so ist auch |g(z) —z| =3, |z|>1; III 280 liefert also
lg(z) — z|= l%] Das Gleichheitszeichen kann, wenn iiberhaupt, nur

100
fir g(z) — 2= 67, « reell, gelten, dann ist aber |g(2) — z| = I%P es

gilt also niemals.

145. [K. Lowner.] Der duBere Radius 7 der in der Aufgabe ge-
nannten Kurve ist gréBer als der einer Strecke von der Linge 24 [121]
und kleiner als der einer sie enthaltenden Ellipse, deren Achsensumme
gegen 4 konvergiert, wenn a—>2, 6—0. Daraus folgt [101, 102],
daB 7—>1 fir a—>2, d—>0. Aus 119 folgt ferner, daB bei der frag-
lichen Abbildung die beiden in z = -—a an verschiedenen Ufern des
Schlitzes gelegenen Randpunkte in z = 4 1 und z == —1 iibergehen, so
daB der eine Randpunkt die Verschiebung 1 4 a erfdhrt. Wenn a — 2,
dann kommt 1 + a beliebig nahe an 3.

146. [L. Bicherbach, a. a. O. 136.] Es ist, z:.} gesetzt,
2
§O) =[N = —a+ 2

+--- 40 fir [{|>1; 139. Dann

C 21
und nur dann ist |ay| =2, wenn g({) =426+ ec , f(2)
2
= H—IE{;ZF, o reell,

147. [G. Faber, a. a. 0. 136, 144; L. Bieberbach, a. a. O. 136. Der
Satz findet sich, ohne Angabe der genauen Konstanten, bereits bei
P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, S.197—210.] Es sei R = 1. Die Funktion

{(z)

tﬁ%@‘“+@+9*+m

h
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1
h %l§|a2|+2§4.

[Diese Beweisvariante rithrt von F. Hausdorff her.] Das Zeichen =
tritt nur fir

1
ist schlicht fiir |2| <1, also [146] |a, +—| =2,

F4

1@ = (4 gage

o reell,
ein.
148. Es sei { = %, g(&) =[f(C"1]~1 [Losung 146]. Anwendung

von 140 auf g{({) liefert fir irgendeinen Randpunkt 4

1

a2+'}7

=2, ‘%‘g[azl%—z. [Vgl. auch Lésung 147.]

149. [Vgl. G. Szegs, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 42, 1922; Bd. 32,
S.45,1923.] Esseien &, und , zwei Randpunkte von ® mit arc 4, — arch,

_ @ 1 |_R
= n. Anwendung von 147 auf =1t/ @) liefert e
2 R
_—
d. h. 1 N =3
YRV

Nach dem Satz tiber das arithmetische und harmonische Mittel (II, S. 50)
ist somit erst recht |Ay|+4 |k,|=R. Wenn das Gleichheitszeichen

eintritt, muB zundchst |hy|=|hy|="",

/) Rz S S
1= 17 ) = R¥ezp’ y, « reell sein. Dl;gse Funktion hat im
Kreis |z|=<R nur fiir z= Re~** den Betrag 7 Hieraus schlieBt

Rz ‘
R+ f2i0g2 "
|hy|)=R. Die Bemerkung, daB sogar |A,|+ |ky| =R gilt, rithrt von
T. Radé her.]

150. [Vgl. G. Pick, a. a. O. 151; ferner L. Bieberbach, Math. Zeit-
schr. Bd. 4, S. 205—3%05, 1919; R. Nevanlinna, Oversikt av Finska
Vetenskaps-Soc. Forh. Bd. 62 (A), Nr. 7, 1919—1920.] Es sei |z,| <1;
man wende 146 auf die im Einheitskreis |z| <1 gleichfalls schlichte
Funktion

R .
by = —hy, = —2—527, ferner

man e ‘%= —¢? und f(2) = [A.a.O. steht nur Max (|hy,

0

an. Die Konstanten 4 und B bestimme man aus den Bedingungen
®(0) =0, ¢'(0)=1.
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151. [Betreffs 151, 152, 156, 157 vgl. P. Koebe, a. a. O. 147,
G. Plemelj, Verhandl. d. deutschen Naturforsch. Bd. 85, III, S. 163,
1913; G. Pick, Leipz. Ber. Bd. 68, S. 58—64, 1916; G. Faber,
L. Bieberbach, a. a. O. 136; ferner T. H. Gronwall, C. R. Bd. 162,
S. 249—252, 1916.] Es ist

z
, (1@ 2z )
lo z) +lo 1—~22=<, — dz,

wobei sich die Integration lings der geradlinigen Strecke von 0 bis z,
|z| =7 <1, erstreckt; hieraus schlieBt man [150]

r

|log /" (z) +log (1 — |2 |2\§/1~4 dr_olog1i—:

0

Abspaltung des reellen Teiles ergibt
— 2log:—i:—:§log}f’(z)] +log(1—7) = Zlog;——i—g, w. z. b. w.

Abspaltung des imagindren Teiles ergibt auBlerdem

|Slogf’ (2) | = 210g1+—:

(Drehungssatz). DasGleichheitszeichen kann niemals eintreten. [L. Bieber-
bach, a. a. O. 150.]

152. Aus f(z /f z)dz folgt [151]

I1+1’ 7

Die untere Abschitzung von |f(z)| beweisen wir auf zweierlei Art
folgendermaBen:

1. Wenn w der dem Nullpunkt nichstgelegene Punkt des
Bildes der Kreislinie |z| = ist, wenn ferner L jene Kurve der z-Ebene
ist, welche der Verbindungsstrecke von 0 bis w entspricht, so folgt aus
|w|= [|f(2)||dz]| wegen |dz|=dr, daB

L

7 T
~

w]= |7 ng 1 : dr= .

0 0

2. Man bilde das langs der reellen Strecke von # bis 1 (lufgeschlitztc
Kreisinnere | z| < 1 mittels einer Funktionz = g({)={+ 0,2 + b, &% + -
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1{;’—)« ab [108] und wende dann 147 auf den
Randpunkt 7 (») der Abbildung w = f{g({)] an.
163. [T. H. Gronwall, Nat. Acad. Proc. Bd. 6, S. 300— 302 1920;

R. Nevanlinna, a.a. 0. 161, S. 17, Fuinote.] Man wende, { = ~gesetzt
143 auf [f({"Y)] '+ 4, an.

154. [T. Radé, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd.32, 5.15, 1923.]
Nach 80 ist (2) = Jg(2?), wo g(z) im Einheitskreis |z|< 1 regulér

auf das Kreisinnere || <C

und schlicht ist. Es ist also fiir |z| =7 [152]
2 72
u+ﬂz—w =

165. Mit den Bezeichnungen von IIT 128 ist

Jo=(;2) (154,
also, da f(0) =0,

r

o .
0/]]‘(7319)[ dﬁé4nﬁ/m§)—2d0.

156. Nach dem Cawuchyschen Satz ist

£ (z) = n! 95(__@),7615,

271

wobei sich die Integration lings eines Kreises [{ —z|=9,0<p<<1— 2|
=1 —7 erstreckt. Man hat, wenn unter w, () die kleinste Funktion
von der genannten Art verstanden wird,

157. [L. Bieberbach, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 161—162, FuBnote 5,
1918.] Es ist

Wy = —— == (156],
also

0<<p<C1.

Man setze hier ¢ = n—1,

71
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158. Man ersetze in 155 f(2) durch }/(:%) [80] und 7 durch V7.
Es ergibt sich

2 2x
1 . 1 ,
27()[1]‘(762“’”5119:276/]]‘(76197)

189. [J. E. Littlewood. Vgl. Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 22,
Heft 4, 1923.] DaB w,=mn ist, folgt aus der Betrachtung der speziellen

Funktion f(2) = ULz)zz > nz". Die obere Abschitzung von w, er-
- n=1
gibt sich aus
1
<< 20 I

[AEp /lfre )49 < [158]

bei glinstigster Wahl von 7, » = nﬁ; Es ist
lay| < — —(1+—L>nﬁln<en (1 170]
" =)t n—1 ’

160. [G. Pick, Wien. Ber. Bd. 126, S.247—263%, 1917.] Die Be-
hauptung beziiglich M folgt aus 122 oder aus III280. Aus

/(2)
[+ e*M-1f(2)]
schlieBt man weiter |a, — 2¢* M -1| < 2 [146]. Durch giinstigste Wahl

von «, & =z -+ arc 4, folgt hieraus die behauptete Ungleichung. Das
Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn

—Z+( _ZeiaM—1)22+...

oz
e @p @ erae P et

Dann erfiillen die Werte w=¢'*M-1f(z) jenen Teil des Einheits-
kreises, dem bei der Abbildung (_—:—W;w)“ =W [111] das Schlitzgebiet
mit dem begrenzenden Halbstrahl arc W = o — ﬂ 1 =|W|<+o

entspricht. Daher mufl & = § sein; dem Schlitzteil 4—;‘2 = Wg—}- ent-

spricht die Strecke 2M —1 —2YM (M —1)=w=<1. Der #uBerste
Fall ist also dadurch gegeben, dal f(z) die schlichte Abbildung des
Einheitskreises auf dasjenige Schlitzgebiet vermittelt, das aus dem
Kreis vom Radius M durch Aufschlitzen lings der von einem belie-
bigen Punkt der Peripherie unter einem rechten Winkel ins Innere ge-

richteten Strecke von der Linge 2M M — 1 (YM —}M — 1) entsteht.
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161. [R. Nevanlinna, Oversikt av Finska Vetenskaps-Soc.-Forh.
Bd. 63 (A), Nr. 6, 1920—1921.] Nach III 109 ist

=1+przt+r2+ .-

reguldr fiir | z] <1 und hat dort positiven Realteil. Es ist also [I11 235]

flz) 142z
) S1=20

hieraus schlieBt man [I 63]
la, | =mn, n=2,3,4,....

Es kann nur dann |d,|=# sein (und zwar dann fiir alle #), wenn

fl&) _1+4ez

fz) 1 —einz

, « reell.

162. [T. H. Gropwall, a. a. 0. 151; K. Liwner, Leipz. Ber. Bd. 69,
S. 89—106, 1917.] Wenn f(2) eine konvexe Abbildung vermittelt, ist
das Bild bei der Abbildung w = zf(z) sternférmig [IIT 110]. Es ist
somit [161]

’ .—___ N < —
zf(z)<<(1_z)2, dh |a,|=1,0n=273,4,....

Es ist dann und nur dann |a,| =1 (und zwar dann fiir alle %) wenn

) =P -
z2f(2) = 1= iaz)z,f(z) iy ® reell.

163. [Vgl. E. Study, Vorlesungen iiber ausgewihlte Gegenstinde
der Geometrie, Heft 2. Leipzig: B. G. Teubner 1913. R. Nevanlinna,
a.a. 0. 161.] Aus 150 schlieBt man fiir |z| <7

]L'(_Z) —4r 212
Ve T T

die rechte Seite ist = —1, wenn 7 die kleinere Wurzel der Gleichung
7* — 47 4+ 1 = 0 nicht #bertrifft. [III 108.]

g'I/Z _ 'L . . X

O ¢ laBt sich die Frage auf
111297 zurtckfithren. Wenn f(2) nicht identisch verschwindet, so muB
20 )

n=1

164. Mittels der Abbildung

G @ntiyn) 7

£t (@ntiyn) + 7
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konvergieren. Es ist ferner jedenfalls y,->oco. Fiir positives, gegen
Unendlich konvergierendes y ist aber

. (1 J-e"2Y _2¢ Ysiny
B 14+e 2+ 2¢Ysing

‘6i(z+7§y) o 1,
éi(xnﬁ_”l_—i

1
? .
~2eVsinx.

Auf dhnliche Weise ersetzt man das allgemeine Glied der obigen Reihe
bei negativem y durch 2e¥sin x.

165. Dafl die Bedingung hinreicht, folgt aus dem allgemeinen
Existenztheorem fiir lineare Differentialgleichungen. Andererseits ist
sie notwendig. Denn es seien u,, #,, . .., #, % linear unabhingige ganze
Funktionen, die die gegebene Gleichung befriedigen. Aus den Glei-
chungen

— U = [ U W T L@, T=1,2, .,

lassen sich die Koeffizienten f, (2) als Briiche berechnen, deren Zihler
ganze Funktionen sind; der gemeinsame Nenner dieser Briiche ist die
Wronskische Determinante von u,, u,, ..., #, d.h.eJA@® [VII §5],
also eine ganze Funktion, die keine Nullstellen hat.

166. Fir geniigend kleine, von 0 verschiedene Werte von z gilt

k _k-1 L 2
(p(z):y-—lcz q__l_y_k+1z q —|-....+}r0_|_.;/lzl1—|-;/22'q_l_...,

1
g >0, ¢ ganz, unter z¢ einen bestimmten Zweig verstanden. Aus der
Voraussetzung folgt zunichst, daB ¢ (2) fiir z— 0 beschrinkt bleibt,

also y_z=y_p43=-+=yp_y=0. Ferner ist yo=¢,, Wire ¢>1
und nicht simtliche Koeffizienten p;, 7, ..., 74—, gleich 0, etwa
yr=7ys= - =v_1=0, ¥,+ 0, 1 =s==qg — 1, so wiirde die Funktion

8

z 4 (p (@) — c)
dem Betrage nach groBer sein als eine feste positive Zahl, wenn z — 0.
Daraus koénnte man

lim 21 (g (2) — ¢) = oo

z>0
schlieBen: Widerspruch. Also ist y;, =y = -+ =y, = 0. Weiter ist
Vg = ¢, dann wieder y 3 = 7549+ = ygq-1 = 0 UsW.

reguldr und eindeutig ist, dann konnen sich ihre daselbst befindlichen
Nullstellen nur im Unendlichen hdufen. Man kann somit eine ganze
Funktion g (z) konstruieren, die in diesem Gebict diesclben Nullstellen

wie f (2) besitzt. Dann ist die Funktion log é% reguldr, aber nicht not-

wendigerweise eindeutig fiir R =2 |z | <C oo; ihr Realteil ist eindeutig, ihr
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Imaginirteil dndert sich beim positiven Durchlaufen der Kreislinie
{z| =7, >R um 2zim, wo m eine von r unabhdngige ganze Zahl ist
(ITI 190, 2 = 0]. Dabher ist

log e _ mlog z

g()
eindeutig und regulir fiir R =< |z| << oo und daselbst durch eine Laurent-
sche Reihe darstellbar: '

- -1
log LA mlogz = D ¢,z =y () + D cn?" =y (2) + v (2),
£() <o 7o
wo y (z) eine ganze Funktion ist und die Reihe w (2) fiir [2]|=R kon-
vergiert. Man kann z"g(z)e?® = z7PG (2) setzen. — Ist f(z) nur im
offenen Ringgebiet R < |z| < oo als regulir vorausgesetzt, dann kénnen
sich ihre Nullstellen auch gegen den Kreisrand |z|= R hiufen.

168. Man setze ¢~ =w, also & = |w|. Wegen der Periodizitit
von f(z) ist f(ilogw) = F (w) eine eindeutige Funktion von w, die nur
endlich viele Nullstellen und Pole im Ringgebiet 0 < |w|<C oo besitzt.
Man kann also zwei Polynome P (w), Q (w) und eine fir 0 <|w|<Coo

konvergente Potenzreihe > c,w" =y (w) bestimmen [Lésung 167], so
daB daselbst n=me
P (w)
W) = ¥ (w)
f (w) @)
gilt. Man bezeichne mit 4(r) das MakXimum von Ry (w) am Kreisrand
w| =7 und mit w, den Punkt, in dem A(r) erreicht wird. Es ist

log M(y) — log| P(w) | + log | Q(wg) | = A () .

Aus der Voraussetzung folgt ferner, daB eine Zahl ¢ existiert, 0 < 6 <1,
so daB

)

7]
tog () <em =,

je nachdem |w|=1 oder |w|=1 ist. Hieraus schlieBt man, daB A(r)»-*
fiir » >1 und A(r)#? fiir » <1 beschrinkt ist. Nach Loésung III 237
folgt also y(w) = konst.

169. [H. A. Schwarz; nach miindlicher Uberlieferung.] Es sei

f(z):ao-}—alz—i—azzz—}-u-—|—anz”+-~-

regulir und nicht konstant in einem Kreis
dann ist daselbst auch

z| << ¢ um den Nullpunkt,

F@) =G+ Gz T+ | Tyt o
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regulir und nicht konstant, ferner ist fiir reelle Werte von % und ¥y,
2%+ y2 < 0,

ox,y) =fx +1y) Flx — i) ggamxﬂy ) (x —iy).

Diese Reihe konvergiert auch fiir komplexe x und y von geniigend
kleinem Absolutwert. Da sie eine algebraische Funktion von x und y
darstellt, gilt identisch in x und y

zds (%,9) [ (%, %)) =§0@v (%,9) [ (v + i%) F (v — i3)]" =0,

wobei D, (x,y) Polynome in ¥ und y sind, @, (x,y)=0. Wir kénnen
annehmen, daB @,(0,0) + 0 ist, sonst hitten wir von vornherein
{(z — a) anstatt f(z) mit passendem a betrachten kdnnen.

Es sei die Variable { auf den Einheitskreis eingeschrinkt und die
Konstante ¢ folgendermaBen gewihlt:

1. £40;

2. die betrachtete Potenzreihe von ¢ (x,y) konvergiert fiir
x| =lt], |yl=1t];

3. F(t) £0;
1t (— . . . . .
4. D, <(C_; )—, ( 21,1)25) verschwindet nicht identisch in (.

Diese Bedingung kann stets erfiillt werden, weil das absolute Glied
dieses Polynoms in { und ¢ mit dem von @, (x, y) iibereinstimmt, also
von 0 verschieden ist.

Es gilt nun identisch fiir |£] <1
So, (B M gryenr =

V=

170. [E. Landan.] Nehmen wir an, daB der in der Aufgabe ge-
nannte Kreis der Einheitskreis ist. Derselbe enthilt die reelle Strecke
—1 <w<1. Man betrachte die Menge derjenigen reellen Punkte z,
in denen der Wert w = f(z) reell und dem Betrage nach <1 ausfillt.
Diese z haben mindestens einen Haufungspunkt z, im Endlichen;
sonst wire ihre Anzahl abzahlbar, folglich konnte f(z) nicht simtliche
Werte innerhalb der Strecke —1 < w <1 annehmen, deren Michtig-
keit doch das Kontinum ist. f(z,) ist reell, ebenso

wo uns ja freisteht, fiir z solche reellen Werte zu wahlen, fiir welche £(z)
auch reell ausfallt. Ahnlich sieht man ein, daB simtliche Koeffizienten
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der Entwicklung von f(z) nach den Potenzen von z — 2, reell sind, und
durch Fortsetzung der Potenzreihe folgt, daB f(z) fiir reelles z stets
reell ausfallt: Widerspruch.

171. Solche Funktionen gibt es nicht. Es sei ndmlich die frag-
liche Relation erfiillt. Wenn f(z) identisch = 0 ist, so sind offenbar
auch £,(2), fo(2), ..., f.(2) identisch = 0. Wenn f(z) nicht identisch
verschwindet, kann man annehmen, daB f(z) in B tberhaupt nicht
verschwindet (man ersetzt ¥ nétigenfalls durch einen Teilbereich).
Also ist f,(2) f(z)~ ! in B reguldr und die Funktion

erreicht ihr Maximum auch im Innern von %, folglich [III 300] ist
f»(2)f(2)~* = konstant, v=1,2,...,n.

172. Solche Funktionen gibt es nicht. Beschrinken wir uns nim-

lich auf einen Teilbereich von B, worin g(2) + 0, Jg(z) = @ (2) regular
ist, dann ist |g(2)|=|¢(2) 2. Laut Voraussetzung ist | (2)|? eine
reguldre harmonische Funktion, d. h. [III 87]

[ 02 02 .
(@Jra—y‘é)W(x-l-w)iz:O-

Nach III 58 folgt hieraus @ (z) = konst., g(z) = konst., f(z) = konst.
173. Es sei #(2) ganz. f(z) = ¢*® und g(3) = ¢~ @ erfiillen die

Bedingungen mit ¢ =1, b= —1, ¢ =0, denn
b h ho___
6\,,,,‘17:_3}“ ,5;“17:3}5 ¢'—=0 — g2k
e~ h e~ 41 e *—0
sind ganze Funktionen ohne Nullstellen. — Zwei verschiedene ganze

Funktionen endlichen Geschlechts, die in viererlei Stellen iiberein-
stimmen, gibt es iibrigens nicht [G. Pélya, Nyt Tidsskr. for Math. (B)
Bd. 32, S. 21, 1921].

174. Leichter zu 16sen ist auf Grund von Bekanntem die mehr
fordernde Interpolationsaufgabe: Gegeben ist die ,,dreieckige’ Zahlen-
folge

%o »
Mo, 3,
Asyr  Apy, gy,

gesucht ist eine ganze Funktion G (2), die simtlichen Gleichungen

GOy =vla,, =012 ...,%,18=01275...)

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 14
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geniigt, wobei #!a,, = a,. Zur Ldsung dient die ganze Funktion

- [ 2\ 241 Zmel
= Z _Z\en 2 n?
(?) == lall (1 %> e 7
[Hurwitz-Courant, S. 123]. In der Umgebung von z = # gilt eine Ent-

wicklung

1 1

TE ™ ot bl onse—mit b+,

bpo+ 0. Man setze
Ano bny 4 an1 bn, r-1 1 @n2 bn,vfz + o Ay buo == Cuy

und suche eine meromorphe Funktion F(z), die auBer der Punkte

z=0, 1, 2, ... reguldr ist und fiir welche die Differenz
Flz) —(z—n)" " ewo + Cor (= 1) + -+ + Cun (2 — n)"]
auch im Punkte z =% regulir bleibt, » =0, 1, 2, ... [Hurwitz-Courant,

S. 108—111]. Dann ist die gesuchte ganze Funktion G (2) = F(2) W(z).
175. Die erste Ungleichung ist klar. Aus

M@E+s
la"'§71j<g~_;)7’ n=0,1,2,...
folgt ferner
oo n 6
M (#) < M(r + ) 2(7:?5) — fjéi— M@ +9).
n=0
176. [E. Landan.] Es ist [175]
5
MOP =0 0) =" M+ o,
daher
1
1 o\w
M(#) = [, ()] = (”{; f> M@ +9).

Man lasse # gegen oo konvergieren; 0 > 0 ist beliebig klein, M(r) ist
eine stetige Funktion von 7, wie aus der Definition leicht einzusehen ist.

177. [E. Landaw.] %logimn(r) ist eine nichtkonkave Funktion von

log7 [1I 123.] Der Grenzwert von nichtkonkaven Kurven ist nichtkonkav.
178. [I. Schur.] Die Funktion

e YMfeM (@) =z+4+ A, 2+ A328 4+ -+ A2 -+
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ist schlicht und dem Betrage nach << M? fiir |z| <<1. Der Koeffizient 4,
ist ein Polynom (# — 1)%*" Grades von ¢ und zwar ist das absolute
Glied dieses Polynoms = a,,, sein hochster Koeffizient = M~"*1a,.
Indem an Stelle von ¢ die (n — 1)t® Einheitswurzeln der Reihe nach
eingesetzt werden, erhilt man durch Addition und durch Beachtung
der Ungleichung |4,] < w,[M?], daB

@y +M " a,| = 0,[M?],  d.h. w,[M]=

Hierbei bedeutet w,[M] die obere Grenze von |a, | unter den Voraus-
setzungen von 160. Wiederholte Anwendung liefert, da w,[M]= w,,

(o)

- - 1 S ~n+1 &
wp[M] = w, Lol LM =w,(1 —M ) [Losung 114].

179. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Dann ist ¢ (m )
ein trigonometrisches Polynom mn' Ordnung, das die Voraussetzung
erfiillt. Es ist hiermit fiir alle Werte von

K
lmg'(md)|=mn+ K, d h |q9’(19)|:_;;n—|—%—.

Man lasse m gegen oo konvergieren.
180. [H. Poincaré, American J. Bd. 14, S. 214, 1892; vgl. H. Bohz,
Nyt Tidsskr. for Math. (B) Bd. 27, S. 73—78, 1916.] Man bestimme

die positiven ganzen Zahlen 4;, 4y, ..., 4, ... so, daB
no \n
ll.’:’l, ln>in—1' (’n;/l‘) >(,Z/(1’I/+'1), n:2,3,4,...
ist. Die Funktion
[} 2 In
=p(2 -+ S
e = +1+ (7 )

ist ganz; fir n=x=n-+1, n=2, gilt

in
g0 =g > (") > ot ) =00,

St

[o o2
n} Ev =1 — i' -} =~ — ---; ganze rationale Funk-
V= 3! 5!
tionen (die keine Konstanten sind), streben in allen Richtungen gegen oo .

182. [H. von Koch, Ark. for Mat., Astron. och Fys. Bd.1, S5.627 bis

641,1903.] Beispiel: ¢* + z. Beim Beweis sind zu unterscheiden die beiden

181, Beispiel:

- -

Falle: — 721 << arcz < ;—t , 721 = arcz zg . GleichmaBigkeit ausgeschlos-

sen. [Hurwitz-Courant, S. 96.]
14%
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183. [Vgl. J. Malmguist, Acta Math. Bd. 29, S. 203—215, 1905.]
[III 158, II1 160.] — Eine ganze Funktion endlicher Ordnung kann
sich nicht so verhalten [1II 330].

184. [G. Mittag-Leffler, Verhandlungen des III. internationalen
Mathematiker-Kongresses in Heidelberg 1904, S. 258—264; Leipzig:
B. G. Teubner 1905. Atti del IV. congr. internaz. dei mat. Roma 1908,
Bd. 1, S. 67—85; Roma: Tip. della Acc. dei Lincei 1909.]

e F® — ¢~ EQ9) oder E(z)e 0,

wenn E(z) die in 183 erwihnte Funktion bedeutet.

185. Die Funktion E(z) [III 158] besitzt entweder keine oder
nur endlich viele negative Nullstellen [II1 160]. Man setze im ersten
Falle

und im zweiten
E(z)
Flz) — — .
@) (4 o) @40y ... (24«
mit —o&,, —&,, ..., —a; similiche vorhandenen negativen Null-

stellen von E(z) bezeichnet. Auf alle Fille ist F(z) fiir reelles nega-
tives z reell und von unveridnderlichem Vorzeichen. Folglich ist
i./F(— #)di=C +0;
0
die Existenz des Integrals folgt aus III 160. Die ganze ungerade

Funktion
¥4

gy =C 1 [F(z*dz
0
liefert das gewiinschte Beispiel, wie man durch Verlegung des Integra-
tionsweges zeigt [I11 160].
186. [G. Pélya, Interméd. des math. Serie 2, Bd. 1, S. 81—82,
1922.] Es sei 0 << & < 27, g(2) die in 185 konstruierte ungerade ganze
Funktion. Die Funktion

ist ganz und strebt, wenn das Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln
richtig gewdhlt ist, im Winkelraum 0 <Carcz<2n — & gegen 1 und
im Winkelraum 25 — o <arcz<{2x gegen 0. Durch ecine passende
lineare Kombination derartiger Funktionen erhilt man das gewiinschte
Beispiel.

187. Nein, weil die Menge aller Einteilungen eine héhere Machtig-
keit (2¢) hat, als das Kontinuum (c¢), wahrend die Menge aller ganzen
Funktionen die Michtigkeit ®o=1¢, d. h. die des Kontinuums hat.
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188. Gibe es eine ins Unendliche laufende stetige Kurve L, ent-
lang welcher ¢ sich einem von 0 und oo verschiedenen Grenzwert
naherte, so gibe es zu jedem & &> 0, einen Punkt z, auf L, so be-
schaffen, daB |arce® — arce® | < ¢ ist fiir alle nach z, folgenden Punkte z
der Kurve L, die Bestimmungen der Arcus richtig gewdhlt. Ist ¢ <<,
so folgt wegen der stetigen Anderung des Arcus |§z — §2,| <&, und
so miilte L innerhalb eines zur reellen Achse parallelen Streifens von
der Breite 2¢ verlaufen. Innerhalb eines solchen kann sich z nur auf
zwei Arten an oo nihern, entweder so, dal ¢® gegen oo, oder so, daB ¢
gegen O strebt.

n 220+l

n! 2”(2n+1)

oo, wenn z langs der positiven oder negatlven imagindren Achse ins Un-

189. Die Funktlon/ e 2 dx -2 ———konvergiert gegen
0

endliche geht. Sie konvergiert ferner gleichmaBig gegenl/;l bzw. ——V
wenn 2 in dem Winkelraum — Z = arcz= % bzw. é; =arcz= — ins
Unendliche geht; es ist namlich z. B. fir z =7¢!%, » >0, —
M}Z zzzdx = fe 2 dx —{—Mfz: a:dx
und der Betrag des zweiten Gliedes ist kleiner als 7 ﬁ ‘%2“’52%19
(4]

[Lésung 1II151]. Wenn es eine stetige ins Unendliche gehende Kurve
gabe, langs welcher die fragliche Funktion gegen einen endlichen von

7 . . . . .
3‘:]/—5 verschiedenen Grenzwert konvergiert, so konnte diese Kurve in

genligender Entfernung vom Nullpunkt keinen Punkt in den oben er-
wihnten Winkelrdumen und keinen mit der imaginiren Achse gemein-
sam haben. Man kann also annehmen, da8 sie z. B. ganz im Winkelraum

;—T< arcz<7§Z liegt. Dann wire aber die Funktion in dem Gebiet

zwischen dieser Kurve und dem Halbstrahl arcz =§ beschriankt

[man benutze eine Erweiterung von I1I 330, die sich dazu wie III 324
zu I1I 322 verhilt], also miiBte sie [III 340] auch lings der besagten

Kurve gegen]/g— konvergieren. [Vgl. A. Hurwitz, C. R. Bd. 143, S.879,
1906 und Bd. 144, S. 65, 1907.]
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190. Die fragliche Funktion konvergiert lings der 2 # Halbstrahlen
T
2n
halbierenden der durch diese bestimmten 2# Winkelrdume gegen end-

arcz= 2k —1)—, k=1,2, ..., 2n gegen oo, lings der Winkel-

liche Grenzwerte, und zwar lings des Halbstrahls arcz = k% gegen

o0

it = [ sin (%" k= 1 1\ . (m—
¢ “f——r—if)—dxzeb ”~/-—F<—> sm<~1y—r), k=1,2,..,2n.
%" 7 —1 " n 2

[IIT 152.] Weiter schlieBt man dhnlich wie in Losung 189.
191. [F. Iversen, Ofversikt av FinskaVetenskaps-Soc. Forh. Bd. 58 (A),
Nr. 3, 1915-—16.] Es sei d,, =2{(1 — ¢,), dann ist J,, = 0 oder 4, je

nachdem ¢, = -1 oder — 1 ist. Wenn z lings des Halbstrahls
arcz = ZHZS’(:Tl
m=0

ins Unendliche geht, dann ist fir m» =0,1,2, ...
arc 28 =2n<—8— +‘§;i+"'>-

Da 9,, nur der beiden Werte 0 und 4 fihig ist, so liegt 28" entweder
im Winkelraum (0, %) oder im Winkelraum <n,s—f—> , und zwar im

ersten, wenn ¢, = -1, im zweiten, wenn ¢, = —1 ist. Es ist also
2

mﬂ
[189], wenn man zur Abkiirzung y (2) =V721 /e 2 dx setzt,
0
limy (") = e,

ferner gibt es [Losung 189] eine Zahl G derart, daB fiir alle z auf
dem erwihnten Halbstrahl und fiir alle Werte von m

ly (") <G

gilt. Es sei nun ¢ >0 und m so groB, daB a,,; + .5+ -+ <& sei.
Die Funktion

a7 () +ayy (&) + - + any (")

konvergiert bei der oben definierten speziellen Anniherung ins Unendliche
gegen ey a, + & a, -+ -+ + &, a,. Der Rest ist absolut << G ¢ fiir alle z.
192. Die fragliche ganze Funktion g (2) sei von der Ordnung 1, 1

sei endlich, 1 >0, d. h. | g (2) | < AeB*** 60,4 >0,B>0,¢,4,B
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Konstanten, Es sei ferner lim g(z) = a, wenn z lings eines Halbstrahls
und limg(z) = b 4 a, wenn z lings eines anderen Halbstrahls (beide
vom 0-Punkt auslaufend), ins Unendliche geht. Der Winkel zwischen
den beiden Halbstrahlen sei y. Es folgt aus IIT 330 [y = 8 — «], daB,
wenn (1 -+ &) y << ist, g (2) im Winkelgebiet zwischen den beiden Halb-
strahlen beschrinkt bleibt. Nach III 340 miite aber dann a = b sein:
Widerspruch. Es ist also (1 4 &) y = « fiir beliebige positive ¢. D. h.

Ly=am, /1 \,—— Laut Voraussetzung gibt es mindestens ein y mit y < %:—I
4

d.h. 2= =. [Weitergehendes bei T. Carleman, Ark. for Mat., Astron.

och Fys. Bd. 15, Nr. 10, 1920.]

193. [Vgl. F. Iversen, Thése, Helsingfors 1914.] Es sei g(2) die
gegebene ganze Funktion, 27 [g(2) — g(0)] = A(2) sei keine Konstante.
Man bezeichne mit & ein zusammenhingendes Gebiet, in dessen end-
lichen Randpunkten |A(z)| =1 und in dessen Innern |A(z)|>1 gilt.
Der Punkt z = oo gehért zur Begrenzung von & [IIT 338]. Lings einer
Linie, die in z = oo miindet und in & oder am Rande von ¢ verlduft, ist

lg@) | =|2h(z) | — | g(0) | = 2| —|g(0) |-

194. Es sei m die Anzahl der Nullstellen von g(z) — @; man be-

P(2)

stimme das Polynom ' Grades P (2) so, daB d@) —a in der ganzen

z-Ebene regulir und nachher das Polynom héchstens m*® Grades Q (2)

so, daBl auch
L (PO
8

g —a @ (z)>

in der ganzen z-Ebene regulir ist. Es gibt also [193] eine stetige, ins
Unendliche laufende Kurve, lings welcher in geniigender Entfernung

P(2)

5(5-7 . I > ‘ Zlm+1

Daselbst ist |Q (2) | < 4|z|", | P(2)|< B|z|", 4 und B positive Kon-
stanten, also
| Fa
gz) —a

\ 1| _lz]—
gl2) —a ! B
195, [7'. Carleman.] Es sei |f(z)|=M im Ringgebiet 0<C|z|<<1.

Ist |z,| =%, so ergibt sich nach Cauchy

)| M

L

>‘Zlm+1_A lzlm’

<
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Da ™ (2) als beschrinkt vorausgesetzt wurde, gilt [TIT 337]

3

/™ (z)| =n!2"M im Ringgebiet 0<C|z|--}
also insbesondere fiir z ==} . Folglich ist

@, ARATY)

fo=rm+5 T e—n+ o+ R et
konvergent fiir |z — {| <%, also in einer den Punkt z= 0 bedecken-
den Kreisscheibe.
196. Fssei w,+ 0, v=:1,2,3%,... und
oo 2 N N oo ‘ ‘
cr= [ [(1=2) v~ T (1450 ) Mo01=g0) me) =),
pe==1 y=1

dann ist offenbar fiir |z|=7
()= g )| = M* ).

Wir versetzen uns in den ungiinstigsten Fall und verlieren folglich
nichts an Allgemeinheit, wenn wir annehmen, da8 alle Nulistellen von
g (2) reell und negativ sind, d. h.

Die Behauptung lautet dann: Es ist fiir alle geniigend groBen : g () <e"
und fiir beliebig groBe 7: |g(— #)|>¢ ", wo ¢ eine gegebene positive
Zahl ist. Die erste Ungleichung erledigt man wie in Losung 58 den
Fall ., =1. Um die zweite zu beweisen, wende man auf g(2)g(—2)
als Funktion von z2 den Satz III1332 an. Es ist fiir beliebig grofie 7

| | - ,1,.* —er
lgeg(—=n|>1, lg(- 7/)|>g(r)>e )

197. [A. Wiman, Ark.f6r Mat., Astron. och Fys. Bd.2, Nr. 14,
1905 ; vel. E. Lindelif, Palermo Rend. Bd. 25, S. 228, 1908.] Wir setzen
voraus, daB die Nullstellen der fraglichen ganzen Funktion g(z), die
nach Hadamard (vgl. S.9) von Geschlecht Null sein muB, reell und
negativ sind [Lésung 196] und betrachten die Funktion g(;‘)p‘z im
Winkelraum — < 9 < + 7, in dem sie analytisch ist: sie 1st stetig
fir — 7= 9= - = und nimmt auf der positiven reellen Achse beliebig
groBe W erte an [Voraussetzung beziiglich M (7)] Wire sie beschrankt
auf der reellen negativen Achse, z. B. stets = 1, so wire sie iiberhaupt
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beschrinkt [I1I 332]; das ist sie nicht, wie eben gesagt, also mufl fur
gewisse beliebig groBe Werte von 7

mlp)e-r*Foos G0 = g(—7) e~ (N7 >

sein, w. z. b. w.

198. [Ch. H. Miintz; vgl. Math. Abhd., H. A. Schwarz gewidmet,
S. 303—312° Berlin: J. Springer 1914. T. Carleman, Ark. for Mat.,
Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 9, S. 15, 1923.] Das Integral

A/'l Fh(t)dt = f(2)

0

konvergiert, wenn z in der Halbebene Rz > —1 liegt, und daselbst
ist f(z) analytisch. Fiir Rz=0 ist das Integral eigentlich und [f(2)]

1
beschrankt, |f(z)|< [|k(f)|d¢. Gibt es unendlich viele 4,, die =1
0

sind, dann haben sie einen Haufungspunkt auf der Strecke 0 =z=1,
und es ist f(z) identisch =o0; sind alle 4, mit Ausnahme endlich

fe o]

vieler =1, so folgt aus der Divergenz von > ;' ebenfalls, daB /(2)
n=1

1
identisch = 0 ist [I1I 298]. Auf alle Falle ist f(n) = [#"h () dt =0,
0
n=0,1,2,... [I1 139].
1
199. [7T. Carleman.] Die Funktion f g(z8) h(f) d¢ ist ganz und von
0

der Ordnung = 1, also ist laut Voraussetzung auch

f]‘g(z 1) h(t) dt
TS

ganz und von der Ordnung = A. Es sei M (r) das Maximum von lg(2) |
auf der Kreislinie |z|=7. Das Minimum von |7(z)| auf der Kreis-
i . M(x o 1 .
linie |z| =7 ist §—I4(%;7)f]h(t) |dt+ [ |n(h)|de, wo 0<a <1, &be-
0 &
liebig nahe an 1, konvergiert also fiir 7 -~ oo gegen 0 [24], obwohl es
[vgl. 197] unbeschrinkt sein sollte. Also ist 7(z) eine Konstante, und
1

zwar gleich 0. Folglich sind samtliche Koeffizienten von ;f g(z8) h(f) dt
0
1
gleich 0, also nach Voraussetzung [#A(f)d¢ =0, n=0,1,2,.... [II 139.]
0
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oo

200. [7T. Carleman.] Es sei g(2) = H (1 — w%) , W, =0 (es ge-
niigt diesen Fall zu untersuchen). Dann ist |g(iy)2 = ﬁ (1 4 %Z—)
v=1 v
Aus dieser Formel folg’cylinilo ‘gg(i yj)}!) | =0, wenn 0<<a <1, o fest
ist [24]. Daher strebt die Funktion
jg(z D) ht)dt
y(2) = * T

gegen 0 lings der positiven und negativen imaginiren Achse. Sie ist
ferner ganz laut Voraussetzung. Auf allen geniigend grofen Kreisen
2| =7 ist | g(z)| << e” und auf beliebig groBen ist |g(z) | >e¢~*" [196].

31w

T
Ferner ist | g(wT) | >e =7, | g(reT) [ > ¢~ fiir alle geniigend groBen

7. Es ist ndmlich
2 > 72 cos 2 ¢ 74>
= _ _|_ R
1 1 (1 w? wt 1

2
ele —w—llh—i
y=1 4

T 37

wenn o = i 4
Man wende I1I325, leicht modifiziert, auf die Funktion y(z) in
den beiden Halbebenen fz2=0 und Rz=0 an. Voraussetzung 1. ist
im Sinne von IITI 323 zu erweitern. An Stelle des Strahles % = 0 tritt

jetzt 19-—— -~ bzw. 3 —. [Endbemerkung in Losung II1325]. Es folgt
] A g g g

<konst in der ganzen Ebene, somit y(z) =konst., y(z) =0. Also
7(z v

ist / "h(f)dt =0, wenn g(z) = Z a,7" und a, =0 ist. Weil aber die
n=0
Wurzeln reell sind, so ist von a,, a, ., mindestens eines von 0 verschie-

den [V 166]. Endlich ist 198 anzuwenden.
201. [S. Bernstein, C. R. Bd. 176, S. 1603—1605, 1923.] Es folgt
aus |a,| =K o", daBl

|F(z){§2—%'T~L:Kei"Z'.
n=0

Die Funktion F(z)¢i# erfiillt analoge Bedingungen, wie die in IIT 322

a7

erwihnten, in den beiden Winkelrdumen 0 == ¢ = =5 5-\ P =m, denn

es ist (x,y reell, ¥y > 0)
|F(x)eies| M, |Fliy)e ev| =K.
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Betrachtet man noch F (2)e %% in der unteren Halbebene, so findet
man auf Grund von III 322 in der ganzen Ebene

| F(x +1y) | = Leelv!,

wo L = Max (M, K). Es folgt [II1165] fiir reelles x

|
F( ’ Jcosoxr O (=1 ( )
] sngx Z Qx—nn2

*)

\smgx
n= —00
QL cos x| 5 1 QIF( cosox(“%QM
- sin? g x Te MZ sin? o %

Hieraus schlieBt man zunichst

|
FI(;@) |=0¢M. Nun kann man den

Beweis auch auf Flz + x, — X anwenden, %, reelle Konstante, da
0 2 Q 0

kL2
0| @— 5—1 elzl P : .
2% ¢, Gilt in (*) das Zeichen =, so ist

) N o d (F() N)ﬂ o4
(—1)"F(na) = A (unabhingig von #) und P (sinQZ = sin?oz’

Henegx

202. F’(2) ist von derselben Natur wie F(z). Durch sukzessive An-
wendung von 201 folgt fiir alle reelle Werte von x

|F'(x)|=Mo, |F'(x)|=Mg?..., |F®(x)|=Mp",...,
also

x—i—zy)) ZI_F‘ )f)’I = M eelvl,

203. Die Bedingungen von ITI166 sind erfiillt [Losung 201]. Es

ist also fiir reelles z, g|z| < "273’

- §Z singz _ ol
29{ |cosgz n—}—l np—@*? | 20zc080z 20|z|cosgz’
., G(z ,
(Fﬁr z=20 ist -Q = G'{0), Slg;Qf =1 zu setzen.) Gilt hier das Zei-
chen =, so ist (— 1)" ((n—l— 27 ) 7:=0.
0

Fiir o|z|= Z ist die fragliche Ungleichung (sogar mit <) trivial.
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204. Anwendung von 203 auf
P +2) = Flzg—2)

G(z) =
zp reell, liefert 201. (Vgl. VI 82.)

205. Esseil < < 24. Die Funktion f(z) ¢*#" ist beschrinkt auf den
beiden Halbstrahlen arcz =0 und arcz = ;— folglich [III 330] auch
in dem dazwischen liegenden Winkelraum von der Offnung ,ﬁ, 2771 N
Man findet, daB die Funktion f(z) (sinz*) ~* beschrinkt ist auf den beiden
Halbstrahlen arcz—= — - und arcz= --1[—, ferner auf denjenigen

2u 2u
Bogen der Kreise |z| = (n+ 3)=, n=1,2,3,..., diein dem Winkel-

raum — = arcz= 7 verlaufen. F olglich ist
2 2u

(€ dc o il n p
. -Sh(lgﬂ (C_z)é_d2<smzﬂ) +2 1)1 ((n ) >

27 n=1 gy (n o) _4<2 - (””ﬁ)2 ’

das Integral lings des Randes des unendlichen Sektors —éz <arcz<< i ,
14

1
|z |>Q im positiven Sinne erstreckt, wo 0<<p<m* ist. Da die
1

Reihe Z n konvergiert und f(x) fiir # > 0 beschrénkt ist, findet

man auf Grund von 1182, daB f(x) = O(x* 1), wenn x die Inter-
1

valle ((n +1) ) =x=(m+1—1ay, n=1,2,3,... durch-
laufend ins Unendliche strebt. Mit Hilfe einer analogen Formel, worin
sinz* mit cosz* vertauscht wird, zeigt man, daB f(x) = O (x* 1) auch
in den iibrigen Intervallen.



Fiinfter Abschnitt.
Die Lage der Nullstellen.

1. [Beziiglich des ganzen Kapitels vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1.
Paris: Gauthier-Villars 1898.] Klar.

2. Man betrachte das Wegstreichen eines Gliedes @, == 0 und nehme
z. B. den Fall an, daf3

Gu-p+0, @uj1 =+ =@ 1=0u1= "+ =0us;-1=0, &uy+0
ist. Die Folge a,, a,..., @,_1, @u4+1, ... hat zwei Zeichenwechsel
weniger als die Folge a,, ay, ..., @, -1, @, @411, ..., WeNN

Sg = — Sg Ay = SE A 11

und ebensoviel Zeichenwechsel bei den iibrigen Konstellationen der
Zeichen. Im Falle, daB a, das erste oder das letzte nicht verschwin-
dende Glied ist, geht mit ihm ein oder kein Zeichenwechsel der Folge
verloren.

8. Die beiden Folgen a,, ay, ..., @u, @u41, ... und ay, a5, ...,
a,, b, a,41, ... haben gleichviel Zeichenwechsel in den folgenden drei
Fallen: 1. =0, 2. sgb=sga,, 3. sgb=sga,+1: klar!

4. a,, ay+ aqy, ay, a4 ay, Gy, Ay + g, ..., @y Bt Bur1, Auyys ..
hat ebensoviel Zeichenwechsel wie a,,a,,4,, ...,4,, ..., daa, +a, 1 =25

gesetzt, einer von den drei in Lésung 3 erwdhnten Féllen eintreten
muB. Man beachte 2.

5. [A. Hurwitz.) Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt nie zu,
wenn wir die Folgen

a,, ay, as, as, Co a4 Aiqs e
a,, ay+ a;, a,+ a,, a, +- a, e Mot a A,
@y, Gyt ay, ay+2a,+a, ag+2a,+a,, ..., @ F2at a4y, ...

Ay, Ay a4y, ay+2a,+ay, agt+3a;+3a,+a,, ...

von oben nach unten durchmustern. [Losung 4.] Nun stimmt aber die
nte so konstruierte Folge mit der zu erreichenden in ihren # ersten
Gliedern iiberein: dieselben konnen also nicht mehr als W Zeichen-
wechsel aufweisen; # ist beliebig, und so folgt w.z. b. w.
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6. Klar, auch im Falle mehrfacher Nullstellen.

7. Klar.

8. Da /(%) analytisch ist, enthilt das Intervall 4, & nur endlich
viele Nullstellen. Beim Uberschreiten einer Nullstelle dndert sich das
Vorzeichen von f(x) oder nicht, je nachdem die betreffende Nullstelle
von ungerader oder gerader Vielfachheit ist.

9. Klar. Vgl 8.

10. Es sei # >0, ¢ geniigend klein;

flate=f@a +e—fl@)=eflatea), 0<g<e,
—f—e=fj0)—fb—e =¢ef(b—e), O0<g<e.

Aus sgf(a+e&)=sgf(b—¢e) +0 folgt sgfa+te)=—sgf(b—¢e,) 4 0.
Man wende 8 auf f(x) im Intervall @ 4 ¢, b — ¢, an. — Die gegebene
Fassung des Rolleschen Satzes sagt iiber eine engere Funktionenklasse
Priziseres aus, als die in der Differentialrechnung ibliche.

11. Nach Voraussetzung ist

S8 11 =58 (@11 — &), Sy = Sg(A1q — az).

Aus sga; = — Sy + 0 folgt sg (a4 — @) = — sg (@, — @) £ 0.
Man wende 9 auf die Folge der Differenzen an.

12. x) Wenn f(x) im Punkte x = x; eine N-fache Nullstelle hat,
N >0, dann besitzt f(v) daselbst eine (N — 1)-fache Nullstelle. Dies
fir den Fall, daB das Intervall sich auf einen Punkt reduziert. —
f) Wenn a < b, seien die Punkte, in denen f(x) verschwindet, x,, x,,
o X =%y <Xy < - <%;=0b. Das abgeschlossene Intervall x, = x=x;
teilen wir in folgende / Teile ein: Der Punkt x, und die halb offenen
Intervalle %, <<% =%y, %<{X=%x,, ..., %_,<<x=7%. Beim Uber-
gang von f (x) zu /() geht im Punkt x; eine Nullstelle verloren [Fall )],
im halb offenen Intervall x, <Zx =<, keine [10 und Fall «)]; dhnlich
fir die iibrigen halb offenen Intervalle.

13. Die fraglichen Wechselstellen bezeichnen wir mit », 4~ 1,

vob 1, Lp 0=y <y <o <wvp=n—1. Jededer W —1
Teilfolgen
Ayit1 — Ay Byypr2— Ayiris ., Ay, 11 — Gy,
av2+1‘ al’g! “vz+2_av2+l’ cee ﬂv3+1"_‘av3,
a”W—ﬁLl - a’l‘wr‘l » a'uW_1+2 - aVW. P qu+1 - avW

enthilt mindestens einen Zeichenwechsel [11].

14. Es sei sgf(a) =sgf(a) + 0. Die Punkte, in denen f(x) ver-
schwindet, seien #%;, %, ..., %, a<<% <x,<--- <% <b. Wir
teilen das Intervall 2 << x = x; in die Teilintervalle

< x o xy, < E =y, L, w o <X
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ein. Es sei ¢ >0, ¢ geniigend klein. Aus
- =)~ — ) =l ),  O<y<e&
folgt nach Voraussetzung
sgf(@) =sgf(@) =sgf(x, — &) = —sgf(m —n) + 0,

also hat f(x) mindestens eine Nullstelle zwischen @ und %, —# [8].
Betreffs des Punktes %, und der anderen Teilintervalle vgl. Losung 12.
Man beweist dhnlich: Wenn sgf(3) = —sgf(b) + 0 ist, so kommt im
Intervall x; << x < b noch eine Nullstelle von f(x) hinzu.

15. Wir behalten die Bezeichnungen von 13 bei. AuBer den dort
angefiithrten W — 1 Teilfolgen enthalten die beiden folgenden Teilfolgen

Ay, Ay — Ay, P S Bl

ﬂyw-x—l_avW, avW+2_aVW+1: vy Ay — Ay g, — Ay

noch je einen Zeichenwechsel. Denn ist a, das erste nichtverschwindende
Glied der ersten Folge, dann ist 0=a& =<v;, sg(@y — @x-1) =Sgax
= —sga, 1= —5g(a,+1 — a,); man wende 9 an. Ahnlich bei der
zweitangefithrten Teilfolge.

16. Im Falle unendlich vieler Nullstellen ist die Behauptung
klar [10]. — Es sei #; die letzte Nullstelle von f(x). Im Intervalle
a=x=ux hat f(x) hochstens eine Nullstelle weniger als f(x) [12].

Da lim/(x) = [f(x)dx =0 ist, kann (%) im Intervalle < x <<oo
43

T—>» o0

nicht von konstantem Vorzeichen sein.

17. Im Falle unendlich vieler Wechselstellen ist die Behauptung
klar [11]. Es soll die Folge a,, @, @, ... W Zeichenwechsel ent-
halten, »y + 1 sei die letzte Wechselstelle. Die Folge

Ay, By — gy ., Gyprl — Gy,
enthalt mindestens I Zeichenwechsel [Loésung 13, 15]. Ferner ist
g yyt1=SE (@41 — @) £ 0.
Da die unendliche Reihe
i1+ (@rpi2 — @) + (@pis — Bopra) + - =0

ist, kdnnen ihre von Null verschiedenen Glieder nicht simtlich dasselbe
Vorzeichen haben.

18. Man wende 12 bzw. 16 auf die Funktion e*®f(x) an [6]; die
Derivierte ist ¢*#[a f(x) 4 ' (x)].
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19. Man betrachte die Folgen:

ay, a, a,, ceny @y,

A, MK, a, o, RO A A

Ay, B —dy, &2 — @ 0%, ..., G&" —a, &1
g0, @& —dy, A0 — a4y, ces @O — @y,

Man vgl. 7, dann Loésung 15 und 17, dann wieder 7.
20. /‘f(x)dx:F(x) gesetzt, sind F(x) und F'(x) =f(x) in der
0

rechten Nachbarschaft von x = 0 von gleichem Vorzeichen. [14.]

21. Man setze @y +a;+--- +a,=4,, n=0,1,2,... und wende
die erste Hilfte von 19 mit & =1 auf die Folge A4,, 4,, 4,,...,
A,,... an.

22. Klar.
23. Die stetige Kurve y = f f(x)d x besteht aus Z 4 1 monotonen
0

Ziigen. Der erste Zug beginnt im Punkte ¥ = 0, ¥ = 0 und verursacht
keine Zeichendnderung; jeder der ibrigen Z Ziige kann hochstens ein-
mal von der einen Seite der x-Achse auf die andere dringen. (Genauere
Fassung leicht.) Wenn f(x) analytisch, vgl. noch 20, 24.

24. Das Intervall sei @ << x << b. Nimmt man f(x) analytisch an,
so gibt es ein ¢, ¢>0, so daB f(¥) +0 fir a<<x<<a-+e und
b—e<<x<<b [8,22].

25. Vgl. 10, 24.

P(x) .

26. f(x) = 0w’ wobei Q(x) =(x —a;) (x — a,) --- (x — a,) und
P(x) ein reelles Polynom vom Grade =# — 1 bedeutet.

1. Wenn £>0, ¢ geniigend klein, ist sgf(a, + ¢) = 41,
sgf(a, — ¢) = —1, folglich hat f(x), also P(x) eine Nullstelle im
Intervall a, < x < a, [8]. Ahnlicherweise kann man insgesamt » — 2
Nullstellen von P(x) nachweisen (fir a, <x <<a,, a,<<x<da,,...,
@y_y < %< ay,_,); die noch eventuell iibrigbleibende einzige Nullstelle
kann nicht imaginidr sein, denn die imaginiren Nullstellen reeller
Polynome treten paarweise auf.

2. Man zeigt wie unter 1., daB f(¥) in den % --3 Intervallen
(‘llr “2): (“2: aS)v e (akr 2 ak—l)r (ak+1’ ak+2)) T (an—lr an) je eine
Nullstelle haben muf3. Ist ¢ geniigend klein, w geniigend groB, ¢ >0,
w >0, so ist

sgf(— w) = —sgf(ay — &) = sgf(a, + &) = —sgf(w) = +1;

somit existiert auch im Innern von — oo, a; und 4,, + oo je eine Null-
stelle [8].
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91.  £(0) >0, f(%) <o, f(%f) >0,..., f(z"T”) >0.
Folglich [8] hat f(x) 2» reelle Nullstellen im Streifen 0 <Rx <2m7;
andere Nullstellen besitzt f(x) daselbst nicht [VI 14].

28. Vgl. 7.

29, Es sei ay=a, = --- =a,_1=0, @ = 0; mit ;4" und a %
bezeichnen wir zwei solche Glieder, daf

akﬂr:o,-(,lk+1_—_ak+2=...:al_120, ﬂﬂ}:O,
Px) =ayx*+ - + gt a5+ -

Es muB « als ein spezieller Wert von k aufgefaBBt werden. Wenn [ — &
ungerade ist, dann steuert das Paar a@; x* 4- 4; %' entweder zu W+ oder
zu W~ eine Einheit bei. Wenn [ — k gerade ist, so erhalten von &; 254 a4
entweder beide GréBen W+ und W~ je eine Einheit, oder keine von
den beiden erhilt etwas. Hieraus folgt, @, # 0 angenommen,

n—0) —Wr+W)=311—k—1)+2"[01—k— (1 —sgaa)].

3T ist erstreckt iiber die ungeraden !— k, 2! iber die geraden: es
ist namlich # — & =37(} — k) -2 (l—k). Sowohl in 27 wie in 2
ist jedes Glied =0.

30. Man setze o« fiir x [28] und wende 15 an.

31. [G. Pélya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, S. 22, 1914.]
Aus 19 folgt noch etwas mehr: zum zweiten Teil geniigt statt Kon-

o0
vergenz von > a4, &" schon lima,a" = 0.
n=0 n—>00

32. Fiir o == 1 folgt es aus 4. Vgl. 28.

33. Identisch mit 21. Auch aus 31.

34. [Laguerre, a. a. 0.1, S. 22. Der Beweis ist liickenhaft.] Fir
& =1 aus 5 [28].

385. Wenn unter den Zahlen a,, 4,, 4, . . ., @, nur eine, etwa a,, von
Null verschieden ist, so handelt es sich um das Produkt

a x | %2 x % x %3
L S 1_|__+__9+..‘> <1+_+__+...> ...(1+__+__9.+...> ,
DPiba---Pu ( b P b P ba Dy

das ausmultipliziert offenbar keinen Zeichenwechsel aufweist. Nehmen
wir den Satz als bewiesen fiir alle Zahlenfolgen an, die ein nicht ver-
schwindendes Glied weniger enthalten als die vorgelegte a,, a,, a,, . . ., a,.
Es sei a, das erste nicht verschwindende Glied, 0 =< & < #; man setze

Ax+1% Ay 2 %2 a, x" %
0 . .
+ Par1— % + (Ppat+1— %) (Pas2 — %) + + (pas1— %) -+ (Pp— %)
=0-Byx+ Bya? 4 ---.

Polya-Szegd, Aufgaben und Lehrsdtze II. 15
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Man bezeichne die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge

a, @, ..., 4y, Ayi1, ..., @ mit {a},
0, Gxi1, Auiz, ..., 4, mit  {b},
4, 4,, 4, A, ... mit {4},
0, B, B, By ... mit {B}.

Nach Annahme der vollstindigen Induktion ist

Es sei ay das erste nicht Verschwmdende Glied der Folge 0, a4,

Ayi2, ..., @, Dann ist

Sgda

@ =+

Das erste nicht verschwindende Glied von 0, By, B,, ... besitzt das
Vorzeichen von a;. Daher ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der
Folge

G By, B, By ... glich (B} Szg 5 02 85
Nun ist

(o Ay + A2 o) (= ) by — ) -+ (P2 — )
=x%(ay + Byx + Byx? + -+ ),

folglich [31] :
sgaaa/;

@y=B+ 1

Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt {4} == {a}, w.z.b. w.

36. Es seien o, a,, ..., ay die positiven Nullstellen von P(x)
=a,+a; x4+ a,x" Dannist P(x) =Q(x) (o — %) (xg — %) - - - (o y — %),
wo Q(x) ein Polynom (# — N)*® Grades mit reellen Koeffizienten be-
deutet. Die Anzahl der Zeichenwechsel von Q(x) ist =0, die von
Q%) (xy — %) ist =1 [30], die von Q(x) (¢x; — %) (&, — %) ist =2, ...,
die von Q(x) (&, — %) (ag — %) ... (&y — %) ist =N, w. z. b. w.

37. Esseia, der erste, a,, der letzte nichtverschwindende Koeffizient
von P(x), a =w (nur & < e interessant), 0 << &< o) = Ky = - -+ = &y
< X <<oo. Wenn £ geniigend nahe an 0 und X an oo ist, dann wird
ersichtlich, daB

sg P(E) = S8, Sg P(X) = 884a, [8, 9]

Es folgt im Verein mit 36: Wenn W =1, ist auch N =1; dies ist
auch direkt leicht zu sehen [IIT 16].
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38. [Laguerre, a.a. 0.1, S.5] Wenn W endlich ist (nur dieser
Fall hat hier Interesse), sind alle nicht verschwindenden Koeffizienten
von einem gewissen aw an von gleichem Vorzeichen; folglich ver-
schwindet die wt® Ableitung der Potenzreihe fiir 0 <% < ¢ iiberhaupt
nicht; also hat daselbst die Potenzreihe nur endlich viele positive Null-
stellen [12]; man bezeichne sie mit &y, &, ..., &y. Die Potenzreihe

» Ay + ay %+ agx®* + -+ byt by x B

(g — %) (g — %) ... (65 — %)

ist im Konvergenzkreise von a, -+ @, % 4 aax* -+ - -- reguldr, folglich
daselbst konvergent [Hurwitz-Courant, S. 49, S. 266]. Die Anzahl der
Zeichenwechsel von b, + by x 4 by %% - -+ ist = 0; nun folgt der
Satz ahnlich aus dem zweiten Fall von 31, wie 36 aus 30.

39. Der Konvergenzradius ist = 1. Die Potenzreihe hat den Wert 2
fir x=0und denWert2— (1 — %) — (3 — %) — .- =1 flirx=1. Die
Anzahl der Nullstellen im Intervalle 0 <<x < 1 ist somit gerade [8],
andererseits ist sie = 1 [38], folglich = 0. Man sieht auch direkt, da}
fiir komplexes 2, |z| <1,

1

PRI I
1.2 -

| 2 22 ‘ __Jz_l_ﬁ_._. —
2.3

_ >
1.2 2.3 =12 23

40. Es sei a, der erste nicht verschwindende Koeffizient und w
die letzte Wechselstelle. Es ist

lint £ % (@ + @ % + ayx® + --0) = ay,
x>

lim (a, -+ a,% + ayx2 + ---) = +00 - S8 d [8, 9].
z>0-0
41, [C. Runge, vgl.a.a.0.31,S.25.] Den Fall der Nulistellen << &,
fithrt man mittels Vertauschung von x mit —x auf den Fall der Null-
stellen > &, zuriick, und letzteren Fall mittels Vertauschung von x mit
x + konst. auf denjenigen Spezialfall, in dem &, >0 ist. In diesem
Spezialfall setze man

“0+“1(x_§1)+az(x_51)(x*§2)+"‘+“n(x_§1)(x_§2)-~~(x_§n)
(x—&) (@ —&) ... (x—&)

a1 1
T T AR ey (1)
S" x 51 X/ é:2 x é:n X
A, 4, 4
=g+ 2+ T+
x X X

die Potenzreihe konvergiert fiir x > &, und besitzt alle die fraglichen
Nullstellen, deren Anzahl = ist als die Anzahl der Zeichenwechsel der
15*
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Folge A,, Ay, 4,, ... [38], welch’ letztere = ist als die Anzahl der
Zeichenwechsel der Folge a,, a,, a,, ..., a,_4, @, [35, 6, 7], w.z.b.w.
Dal} die Differenz zwischen den beiden Anzahlen nicht ungerade sein
kann, beweist man wie in 37.

42, Bezeichnungen wie in 38, 40. Fiir die Potenzreihe

X %2 x"
) =1+ T+ otk o — e

(12
1!

n l n+1

(1—2
w T )

ist W=1, somit N =1 [38], ferner ¢ = oo, somit 1 — N gerade [40],
folglich 1 — N = 0. Es sei %, die einzige positive Nullstelle von f,(x).
Wenn x die Stelle %, passiert, dndert sich sgf,(x) von 41 in —1
[Losung 40]; folglich ist, wenn f,(a) > 0, auch %, — @ > 0. Nun ist bei

festem a: lim f,(a) = (1—4) ¢%, woraus (a beliebig!) lim x, = o° folgt.
7 >0 n-—> 00

Endlich ist

=(1—2+

Xmo1 %1
fn(xn~1):fn—1(xnf1)+€t':": 2_' >O, d h xn>xn—1'

43. x75(e*—1) hat ein Minimum und kein Maximum, da

d < (5 — n) &
A -5 (T __. — 46 r __ & __ T\ — __ 46 A
e =)= — a5 —5 —xe) = —x Z -

und diese Reihe nur eine Wechselstelle besitzt, nimlich » = 6 [38, 40].
(Plancksches Strahlungsgesetz.)

44, Die fraglichen Nullstellen gehdren auch der Reihe
(1—2) 2@y + @y 2+ @22 ) = ay+ (@ + &) £+ (@) + @, +a) 4+ -

an [38].

45, [Vgl. M. Fekete, Palermo Rend. Bd. 34, S. 89, 1912.] Das
Polynom hat ¥ = 1 zur Nullstelle und ergibt mit (1 — %) 2 multipliziert
eine Potenzreihe ohne negative Koeffizienten.

46. [G. Pilya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 37, 1919.]

flr) = 2 (?63) #

y=1

gesetzt, findet man, daB

(1—2%)2f(x) =2+ 2% — a5 — 28— .. — 465 . 7486 4 14467 | ...
+ 163 #1861 - 163 x162 (1 — x) "1

zwei Wechselstellen aufweist. Die Anzahl der Nullstellen im Inter-
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vall 0 < x <1 ist also =0 oder = 2 [38, 40]; sie ist tatsichlich =2,
da fir 0<<x <1

10
x1f(x) = 2 (J’_) PP G TR L SV SERV L NP T SURP-L U B

= 163
0
_ 2 —1 16 _ -1
<§(163>x + 2181 — %),
und die rechte Seite ist = — 0,00995 ..., wenn x =0,7.

47. Die Anzahl der negativen Nullstellen sei N~, die der posi-
tiven N+, also # = N~+ & + N* mit der Bezeichnung von Losung 29.
Es ist [Losung 29]

W W=t + W) =N — W)+ (N* —W+)=0

und [36]
N-—-W-=0, Nt—-W*=o,
also
N-—W-=0, Nt—-W+=0, w.z.bw

48. Wiirde die Determinante verschwinden, so konnte man eine nicht
identisch verschwindende Losung des zugehérigen homogenen Systems,
d. h. » reelle Zahlen ¢;, ¢y, ..., ¢, finden, & +ci+ -+ >0,
so daB das Polynom

AR AL S AT IR oW A

fiir x = &, &y, ..., &, verschwindet: Widerspruch zu 36! Denn die
Koeffizientenfolge enthilt nicht mehr als # von 0 verschiedene Glieder,
kann also nicht # Zeichenwechsel besitzen und um so weniger das
Polynom » positive Nullstellen «;, &, ..., &, haben. Die Deter-
minante ist also + 0; sie ist >0, wenn # =1; nehmen wir an, sie
ist >0, wenn sie # — 1 Zeilen hat und betrachten wir «, als ver-
dnderlich. Wenn o, von «,_.; bis + oo wichst, ist die Determinante
+ 0, hat also konstantes Vorzeichen; letzteres stellt sich fiir «, — - oo
als das eines gleich gebauten Minors (# — 1)!** Ordnung, also = -1
heraus.

49. Die Anzahl der reellen Nullstellen ist nach 36, mit der Be-
zeichnung von Losung 29: =W~ + a + W+, also die der imagindren
=n— W dat+WH) =311k —1) + 27—k — (1 —sgaza)].
Wenn a; + 0, @gyq = Gp4o= -+ = A9, =0, 50 ist das entsprechende
£ und ! so beschaffen, daB3 | — & entweder ungerade, =2m + 1, oder
gerade, =2m -+ 2 ausfillt.

50. [Laguerre, a.a. 0.1, S. 111.]

P(0) (14 b+ 5w o Dy 2) =1 — by g 87
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der Ausdruck rechts ist keine Konstante, da P(x) es nicht ist, folglich ein
Polynom, das sicher 2 imagindre Nullstellen hat [49]; diese miissen
nach Voraussetzung simtlich dem Faktor 1 + b, + d,42 + - -+ + by, 42™
zur Last gelegt werden.

51. [J. Grommer, J. fir Math. Bd. 144, S. 130131, 1914.] Ist
Plx)=(1—2%) (1 —%%) ... (1 — %,%), 5015t [80] by, =S (%1, %o, ..., %) -
Wire by, =0, so hitte 1 4+ b;x + bpx% -+ - -+ - by, #2™ nicht 2m ima-
gindre Nullstellen.

52. Erster Beweis. Aus der Darstellung durch die Nullstellen
von P(x) evident [51].

Zweiter Beweis. Man nehme zur Vereinfachung

Px)=(x—a)(x —ay) -~ (x — a,) mit 0<ay<ay< -+ < a,
an. Dann ist [VI, § 9]
n k
P’ x_—a,’ also B’“_ZP (@)

Man betrachte das Polynom pt® Grades, p =,

al  P(x)
P __ Y — 4P — B xn-1 e = :
O D Playama T =L,
L,(x) verschwindet fiir x = a;, a,, ..., a,, hat also [36] mindestens

n Zeichenwechsel. Die Anzahl seiner Koeffizienten ist jedoch =# -1,
folglich ist B, >0.

53. Sind der Grad, die Anzahl der reellen und die der imaginiren
Nullstellen bzw. ==, #, n —r fir das Polynom, so sind dieselben
GroBen fir die Ableitung bzw. =#n —1, =7—1[12], =n—1— (r—1).

54. Das Polynom sei nt*® Grades. AuBler den in Losung 12 nach-
gewiesenen # — 1 Nullstellen hat die Ableitung keine weiteren.

55. [53, 54.]
56. Setzt man% (1+23)-1=0,(x) (1 +2? "% dannist Q,(x) =1,
Qyr1(x) = — 2v+1)xQ,(x) + (1 + #?) Q1 (x) . Folglich ist Q,(x) ein

Polynom »'*® Grades. Angenommen, Q,(x) habe » reelle voneinander
verschiedene Nullstellen, so besitzt Q,.1(x) zwischen je zwei Nullstellen
von Q,(x) je eine Nullstelle [10], zwischen — oo und der kleinsten von
0,(x), ebenso zwischen dessen groBter und + oo noch je eine [16], und
auller diesen (v — 1) 4 2 keine weiteren Nullstellen.

57. Beweisgang wie in 56. Auch direkte Verifikation méglich, da
die » Wurzeln der Gleichung

an-r x _(—1)”“1(11—1)!( 1 1 _
dx"-11 f a2 2 (x+i)”+(x—i)")_0
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folgende Werte haben:

7 37 2n—1)n
tg—, tg—, ..., ot
cotg cotg cotg -

2n

58. Im Falle von H,(x) ist der Beweisgang 56 unverdndert, in
den beiden anderen Fillen wenig verdndert zu befolgen [16).

Die Funktionen (1—29)"; e~Tx": e,
verschwinden fiir x = —1,+1; 0,+00; —o0, 400,
bzw. von der Ordnung n, n, n, 00 00, 0o,

59. Der Grad von Q,(x) ist = n(g — 1) [Rekursionsformel dhnlich
wie in 86], die Anzahl der positiven Nullstellen sei = p,,, die der ver-
schwindenden =v,. Aus

n 1

_}_xQ)n,,ﬁ* (xq 1_ x2¢- 1—}—5\139 1_ ):Qn(x)
folgt
1}1‘:—:Qv~'1, ‘l)2=q—2, ‘1)3:q—3, ey quo; vq+1=qa'1,...

271
usw. mit der Periode g. Da ferner, w=¢ ¢ gesetzt, Q,(0x) = 0™Q,(x),
so entspricht jeder im Innern der positiven reellen Achse gelegenen
Nullstelle je eine gleich gelegene auf den ¢ — 1 ibrigen erwihnten
Halbstrahlen. Nimmt man den zu beweisenden Satz fiir ein bestimm-
tes # als richtig an (vollstdndige Induktion), so hat man somit

Uatqpn=mn(g—1).

Da die (n—1)t Ableitung von x7-1({+x9-1 fir x= 4 oo ver-
schwindet, ist [16]

Prr1=pn, falls v,=0; Pp=p,+1, falls 7,>0.
Auf alle Fille ist
Vpp1 T Gpna=nlg—1)+q—1=0v,+gp+qg—1

vn_‘vn+1+q_1:{7§n , wenn v,=0,
q pn+1, wenn v,>0.

busr=tbut

Daher sind alle Zeichen = durch << zu ersetzen,
Vg1 T qPnir=m+1)(g—1).

Betreffend die Einfachheit der Nullstellen vgl. 55, 56. Ahnlich ist der
Beweis fiir R, (x) . Die fraglichen ¢ Halbstrahlen sind die Symmetralen
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von zwei benachbarten Polen der Funktion iﬁ’ bzw. dadurch unter

den iibrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen ausgezeichnet,
daB die Funktion ¢~#* auf ihnen am schnellsten abnimmt. (Vgl. G. Pélya,
Math. Zeitschr. Bd. 12, S. 38, 1922.)

60. Der Ubergang von

a0+‘(7)a1x + (;)azxz 4+t a,x
zu

a,x" + (7) a; x"~1 4 (Z) A" 2 ta,

indert die Anzahl der imaginiren Nullstellen nicht, der Ubergang zu

e (5 e 45

vermehrt sie nicht [53].
61. Durch Verschirfung von 60 [vgl. 54] findet man, daB die Polynome

X2 2myx 4+ md, mxtd2min+md, ..., R ixtt2mlllx 4 m
reelle einfache Nullstellen besitzen. Daher ist
m:>md, mi>momd, ..., mIE>mlIiml,
woraus sukzessiv
my>my, mi>memd, ..., mi"Z>mtiml
folgt.

62. Es handelt sich um die Nullstellen von e“”j~ [e*= P(x)]
ax
[6, 16].
63. Ohne Verlust an Allgemeinheit kann a, 0 angenommen
werden. Setzt man

Gyt @ %+ @t e a8 = a5 o) (5 8g) . (5 ),
so handelt es sich um die Nullstellen von

a a a a
a. ¢ on® ___ glan on Dr L pleema)z e Py
" dx dx )

dx dx

Iterierte Anwendung von 62 .
64. Grenzfall von 63; man beachte III 201 und setze n = 2m,
x2

m
a0+a1x+azx2+---+a2mx2’”:(1—~—) —>e % fir m-—>o0.
m
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65. Auch a,x" + a4, %"~ 1 ... 4 a, hat nur reelle Nullstellen und
daher auch [63]
1 ax" azx" \
|(anx+an 1d +an2dx2 +)

(n—2)!

=ﬂxn+ a”:l_xn—1_|_ P i I B

n! (n—1)!
66.

P(&) + 5 P'(x) =27+ & [x Pla)] = — (— 0> L [(— 22 P(o)]

besitzt weder an verschwindenden, noch an positiven, noch an nega-

tiven Nullstellen weniger als P(x). Denn limx*P(x)= 0, wenn
> o0

& << —mn [16] und lim x*P(x) = 0, wenn &« > 0.

67. [Laguerre,ﬁ;.oa. 0.1, S. 200.]
a0+ &) + a(1 +x)x+ a2+ x) 224 -+ + a,(n + x) 2" =0
hat nicht mehr imaginire Wurzeln als
Ay + a %+ ayx® 4+ - +a,2" =0 [66].

Dies ist der Fall Q(x) = x + «; iterierte Anwendung.
68. Grenzfall von 67. Man wihle m geniigend groB und setze

0W) = (1+x21°gq)

69. [Laguerre, Aufgabe; Losung von G. Pélya, Interméd. des math.
Bd. 20, S.127, 1913.] Es sei « reell. Das Polynom

B ayx \" ax \"
00 =145+ (=27
hat nur reelle negative Nullstellen, nimlich [57]

_ (m = Sn) ‘m (zm_1)n)z

Setzt man ¢ = e*, so handelt es sich um den Grenzfall der Gleichung

2,Q0) + ¢, Q(1)x + %02 #* + - + 2,Q(n)x" =0

fir m—oo [67, IIT 201].

70. Ist D(x) = f(x) —a—bx, D(xy)=Dlxy)=D(x;) =0, x;< x,<< %3,
so hat &(x) je eine Nullstelle im Innern der Intervalle x, <x==,
und %, <z =x; [10] und folglich ®”(x) = f”(x) eine Zeicheninderung
zwischen %, und x, [25].
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71. Vorausgesetzt ist, daB3
D) =fx) —ay—ayx — -+ — @, _x"° 1, a,, 4, ..., @, ; Konstanten,

#n + 1 Nullstellen im Intervalle @ =x = b besitzt. Durch n-malige An-
wendung von 10 folgt die Existenz eines inneren Punktes &, in dem
D) =[M(E) =0 ist.

72. Die Differenz hat # im Punkte x = 0 zusammenfallende Null-
stellen; hitte sie im Intervalle —1 < x <<oo noch eine (# - 1)te Null-
stelle, so miiBte (1 + x)*~” daselbst verschwinden [71], was nicht der
Frall ist.

2 n—1

73. e’—l——:i!~%—---—(nx—_1)—!— hat #» im Punkte x=0
zusammenfallende, ¢* {iberhaupt keine Nullstellen. Die Behauptung
folgt aus 71 dhnlich wie 72; sie ist {ibrigens im wesentlichen dquivalent
mit der Tatsache, daB3 die Funktion ¢® fiir x << 0 durch ihre Maclaurinsche
Reihe umhillt wird [I 141].

74. []. J. Sylvester, Mathematical Papers, Bd. 2, S. 516. Cam-
bridge: University press 1908.] Es geniigt zu zeigen, daB

x %2 %"

1—5—1—?-1—54—“' + — = fu(®)

nicht zwei konsekutive negative Nullstellen hat; wiren @ und b solche,
so wdre

(@) = o(@) + 5 =0, ) =alt) + =0, se@ = s¢/s(b) + O;

fn(x) hitte gemiB 8 eine gerade, gemiB 10 eine ungerade Anzahl von
Nullstellen im Intervalle a << x <C b!

75. Fiir [ == 1 klar. Fiir den Fall von / — 1 Exponentialfunktionen
sei der Satz als richtig angenommen. Hat g(x) N und

dml -aqr dml —arx
g = ol g ()] = e () — Py
N* reelle Nullstellen, dann ist
N*=N —m, [12].

Andererseits treten in g*(x) bloB ! — 1 Exponentialfunktionen auf [mit
den Exponenten (@, — ) %, ..., (4,_; — @) x; betreffs der Grade der
auftretenden Polynome vgl. 62]. Gemil Annahme ist somit

My +my+ oo 4 my_y — 1= N*
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76. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28,
S. 173, 1920.] Wirde die Determinante verschwinden, so existierte
eine nicht identisch verschwindende Losung des zugehorigen homogenen
Systems, d. h. n reelle Zahlen ¢,, ¢y, .., ¢, SO beschaffen, daBl die

ganze Funktion
¢y P% 4 cpehr® 4 oo cpefn®

zwar nicht identisch, aber fiir ¥ = 4, &,, ..., &, verschwindet. Wider-
spruch, denn eine so gebaute Funktion hat héchstens » —1 reelle
Nullstellen [75]. Fiir die Bestimmung des Vorzeichens vgl 48.

77. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 3.]

78.1) Man darf die ,,Dirichletsche Reihe* > a,e~’»s im Innern
n=1

ihres Konvergenzbereiches gliedweise differentiieren; der Beweisgang 77
ist unverdndert zu befolgen.

79. [J. J. Sylvester, a.a. O. 74, S. 360, S. 401; vgl. a.a. O. 31,
S. 30.] 1.Sind ay, a,, ..., @, alle eines Zeichens und m gerade, so
ist W =0 und offenbar auch N =0. 2. Sind 4,, 4,, ..., @, eines Zei-
chens und m ungerade, so ist W=1 und, da

Px) =mlay(x —A)" ' + ay(¥ — Ag)™ "L e - ap(x — An)™ 1]

nie verschwindet, vgl. Fall1, N =1[10]. 3. Essei a,,+1 < 0,1 =& <,
und der Satz fiir W — 1 Zeichenwechsel als richtig angenommen. Es
sei P(x) = by ™ + by 4™ 1 4 -+ + b,. Man wihle 4 so, daB

Ao <A<lyy1, P@)+0
und, falls b, =+ 0, b; —{—‘lmbo + 0. Man setze
P) (x— ) "="F), (- Fx)=
=af(x — )" 14 af(x — A" 4 o+ ak(x —4,)" 1 = P¥(),

wobei a*=m(l, —A)a, v=1,2, ..., n. Die Anzahl der Zeichen-
wechsel der Folge af, af, ..., an (—1)" laf ist
W*=W—1.

Mit N* die Anzahl der reellen Nullstellen von P*(x) bezeichnet, ist
nach Annahme
W* = N*,

: o Fl) by
sl = g amp, T O S Bt O

1) In den Losungen 78, 80—84 sind die notigen Konvergenzbetrachtungen
nicht gegeben, aber ihr Resultat benutzt. Vgl. z. B. E. Landau, Minch. Ber.
Bd. 36, S. 151, 1906.
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Entweder ist sgF(x) = sgF’(x) in einer Umgebung von x¥ = — oo, oder
sgF(x) = — sgF’(x) in einer Umgebung von x = - co; wendet man
entweder 14 auf —oo, 1 (sinngemdB!) und zugleich 12 auf 4, +oo an
oder, wenn nétig, umgekehrt, so findet man auf alle Falle

N*=N_1.
lim = — L s p=p=... =8, ,=0, B +0
X - S’ 0o~ Y1 — — Ys—-1—" ’ s T .

Jetzt ist sgF(x) =sgF’(x) fir x— — oo, sgF(x) = —sgF'(x) fur
x—> -4 o0, also folgt durch Anwendung von 14 auf — oo, 1 und
A, + oo sogar N*=N.

80. [Laguerre a. a. 0. 1, S.29; vgl. G. Pélya, C. R. Bd. 156,
S. 996, 1913.] Wenn Z =0, so ist offenbar W =0. Wenn Z >0,
so sei 4, der gemeinsame Endpunkt zweier benachbarter Intervalle
konstanten, einander entgegengesetzten Vorzeichens von ¢(1) [S. 40].
Die Anzahl der Zeichendnderungen von

P*A) =t — @)
istdann Z* =Z — 1. Die Anzahl der fraglichen Nullstellen der Funktion

d o0
% — o= [phoZ —_ % ~-Llz
F*(x)=e . [en2 F(x)] qua (Ae-*=d2
ist N*=N —1 [12]. Volistindige Induktion, wie in 77, 79.
81. [Vgl. L. Fejér, C. R. Bd. 158, S. 1328—1331, 1914.] Die An-
zahl der reellen Nullstellen N der Funktion

F@) = [1)#dt = ot e e-i%d
0 %

ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge
@y, 41, @, ..., wie bei vollstindiger Aufzihlung ersichtlich [8, 9]; es
ist F(n) =a, im Falle 1., F(n) =0 in den Fillen 2. 3. Die Wahl
der Integrationsgrenzen (ob 0, oo oder — oo, oo) ist auf den Beweis 80
ohne Einflub.
82. Die Umformung durch partielle Integration ergibt
f(p(l)e"~¢d11 = x/@(l)e—“dl,
0 0
wenn das Integral links konvergiert und x > 0 [80].
83. Die Umformung durch partielle Summation ergibt

/18

o0
“ne_z"z=2<a1 + “2 + e + an) (e#l,,z_ 6—/17._(.,@) s
n=1

n=1
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wenn die Reihe links konvergiert und x > 0 ist. Man setze
o) =a;+ay+ - +a,, wenn L=x<lpyy, n=1,2,3 ...;
dann wird die betrachtete Reihe
~ xil(al Fay aé’ﬁlwdx - xl/w(p(x)e—wdx .
n= » 1
Die Anzahl der Zeicheninderungen der stiickweise konstanten Funk-

tion @(4) ist == der Anzahl der Zeichenwechsel der Folge a;, a, + a,,
a, + ay +ay, ... [80].

84.
N n'ﬂn >2 + ) 0 1 B i
gx(wﬂ) (x 1) Z F"T|_ il %’aofﬂ (1 —ordi
= [#11(0 Dt = [eief(1 — e Adi. [80, 24, 44.]
0 0

85. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 28.] Setzt man

1 \-® 1\-e
o) el

so gibt es hochstens # — 1 ganze Zahlen & mit f (k) = 0 [75, auch 48].
Daher ist das identische Verschwinden der Reihe

6= o) "ol

Xn

=2 = Sp(a ol +a0b 4 o +ao)s’ = Spuf (B

ausgeschlossen. Die folgenden vier Anzahlen: positive Nullstellen

von @ (x) — Zeichenwechsel von p,f(0), p./(1), $2/(2), ... — po-
sitive Nullstellen von f(x) — Zeichenwechsel von a,, a,+a,_,,
a,+ a,_y+ a,_,, ... sind monoton, nicht abnehmend geordnet;

Ubergang: mittels 38, 8, 83.
86. Eine Funktion von der Form

e F(xfy) + coF(xfs) + - -+ F.cuF (%)

kann nicht mehr als # — 1 positive Nullstellen haben [85], also sicher
nicht fir x =y, &, ..., &, verschwinden.” Man schlieBt wie in
48, 76. — Die Determinante ist iibrigens > 0; im Falle «, =, 1Bt
sich ndmlich ihr Vorzeichen mit Hilfe der Theorie der quadratischen
Formen daraus feststellen, da3

I\

n
Z (07 %) %%, = Zibk ofmy +okxy + .o fakx)2=0.
=

i
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87. Die Descartessche Regel ist als giiltig angenommen. 1. Ist
1=p, < vy <<V <=M,

s0 ist Wk, (%), ..., by(®)] =0 fir a<<x<<b. Denn wirde diese
Wronskische Determinante fiir ¥ = %, verschwinden, so gdbe es / nicht
durchweg verschwindende Konstanten ¢, ¢,, ..., ¢;, die den I simul-
tanen Gleichungen

(&) ol (%) e ok (k) =0,

51 h;l(xo) + ¢y h’;’z(xO) +-+0 ha,’, (x) =0,

geniigten, d.'h. die Funktion ¢, h,,(%) -t- ¢y (%) + - - - -+ c1hy (%) hiitte !
(mit %, zusammenfallende) Nullstellen im Intervall a <x < b, wihrend
die Koeffizienten ¢, ¢,, ..., ¢; hochstens I —1 Zeichenwechsel auf-
weisen konnen: Widerspruch! 2. Beweisen wir z. B., da3 alle (n—1)-
zeiligen Wronskischen Determinanten dasselbe Zeichen besitzen. Es
sei a < %, < b; man bestimme a,, a,, ..., 4, aus dem System

ay by (%) +aghy(x) bt @b (x) =0,

ay b1 (%) +ayhy (%) bt anhn(x) =0,

1 h(lnﬂ)(xo) + a, h(zngz)(xo) + et ay h;n_z)(xo) =0,
1 h(fkl)(xo) + ay h(2n~1) (%) -+ - + “nh;n_l)(xo) =1,
dessen Determinante nicht verschwindet (vgl. 1.). Die Funktion
@y g (%) -+ aghy (%) + -+ + @ hy(%)

besitzt # — 1 Nullstellen im Innern von a, b (sie sind alle = %) ; darum

muB die Koeffizientenfolge 4, @, . . ., 4, genau # — 1 Vorzeichenwechsel
aufweisen, alsomiissen, (— 1)* "L W hy(%,), hs(xo), - - - fn (%9)] = W gesetzt,
die Zahlen

aW=Wihy, hy .., hn), — aW=W(hy,hy, ..., hy),

d3W = W(hl: h’Z’ h’4’ e h")’ e

(alles ist an der Stelle x =x, genommen) von gleichem Vorzeichen sein,

w. z. b. w.
88. Spezialisiert auf die Zeilenzahlen /=1, 2 besagt das Krite-

rium 87, daB einerseits %, (%), #y(%), ..., h,(¥), andererseits

_2d _ 2_d_£’_:§
W (hy, by) = by ax Z;: W (hy, h) = h; ax hz,

von gleichem Vorzeichen sein miissen. Auch direkt einzusehen.
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89. Esseil=n—1,1=n< - <yn<a<y 4 < - <n=n.
Es ist [VII 57]
W(hvl) hvg) MRS | h/Vj: hoc‘: th_'.” ey hi’l) -
T, T h, . h,

— i+l hiis? hits) i) +1
R Y S

hw / hv.\ , (hv )’ (hv )/J
— i+l | I i) it it BN
90. Es sei die Descarfessche Regel als giiltig angenommen fiir ein

System von irgendwelchen # — 1 Funktionen, die die Determinanten-
bedingungen erfiillen. Es soll die Funktion

F(x) = a1y (%) + ag ho(x) + -+ + anha(%)

N Nulistellen im Innern von g, b und die Koeffizientenfolge a,, 4, ..., a,
W Zeichenwechsel besitzen. Der Fall W= 0 ist klar. Es sei also
o 41 eine Wechselstelle. Mit den Bezeichnungen von 89 erhilt man

R,

i Fw)  dh d Iy s d T dn,

Tt Mazh, T T gy Tl S a g
:—alHl(x)_"'*aa—le—l(x)+aa+1Hzx( )++an n—l(x)
= F*(x).

Es sei N* die Anzahl der Nullstellen von F*(x) im Intervall a<<x<b
und W* die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge
ﬁap —a,, s —~ax-1, Ax+1, e Ay,
oder, was dasselbe ist [3], die der Zeichenwechsel der Folge
—@&y, —QAy ..., —@x-1, &y, Axi1, .., Ay
Es ist [12]
N*¥*=N —1, W¥=W —1.

Die Funktionen H,(x), Hy(x), ..., H,_,(x) erfiillen die Determinanten-
bedingungen 87 [89]; die Annahme der vollstindigen Induktion ergibt

N* W+,
1,2,..,n
1. W(ellx, 6’12’”, e glnz) — 5(/11+/12+--~+ln)x H (;{k . ;{j) >0
i<k
92. Mit den Bezeichnungen von Lésung 63 hat man

a d

a a
a e*fxnz_g(fxn_“n—l)ﬁ._ .. ._g(‘xz 0‘1)55__«60‘155 X
" dx dx  dx dx /@)

= ay[(x) + a, [ (%) + - + a2, fO)(x) .

Man wende 12 # mal, 6 #» 4+ 1 mal an.
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93. [G. Pélya, American M. S. Trans. Bd. 24, S. 312—324, 1924;
vgl. H. Poincaré, Interméd. des math. Bd. 1, S. 141—144, 1894.] Mit
Benutzung von Formel VII 62 Beweis wie fiir 92.

94. Es ist also vorausgesetzt, daB

KO (x) + @1(#) B0 (x) + o) KD () 4+ -+ 4 @u(%) A(x) = 0

identisch gilt und daB f(x) — 4(x) im besagten Intervall »+ 1 mal
verschwindet. Man wende 93 auf f(x) — A(x) an

95. [Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Mathematische Abhand-
lungen, Bd. 2, S. 296. Berlin: J. Springer 1890. T. J. Stieltjes, Oeuvres,
Bd. 2, S.110. Groningen: P. Noordhoff 1918.] Man nehme | @;(x.) | + 0
an. Den Wert des Quotienten | fi(%,) | : | a(¥.) | mit Q bezeichnet, ver-
schwindet die Funktion von x

| o) Fa®s) - - - o(n—y) o) | —Q | @rls) @rls) - - - Pa(®n-1) @r(®) |

fiir ¥ = %,_, und x = x,. Nach Rolle wird

Hk(xl) felxa) - - fe(®n-1) JAUD) l —Q l Pr(%1) Pr(xs) - - (%~ 1) (p;c("?n) l =0,

WO %p_y < n<%,. Man ersetze jetzt x,., durch x; die entstehende
Funktion wvon % verschwindet fir x=1x,_, und x=x,_; usw.
Nachher ersetze man 7, durch x usw. Man gelangt so nach
(m—1)+ (n—2)-+--- +2+1 maliger Anwendung des Rolleschen
Satzes zu der linearen Gleichung fiir Q, die zu beweisen war.

96. Spezialfall von 95:

Pi(x) =1, @) =%, @) =5 ..., @ala)=2"""
Durch Addition von Zeilen erhilt man
i 1 1 1 1 l
1 %y X X3 el Xy
112772305 (1 —A) | ceiiiiii e N
xﬁz—l xz 1 xﬁrgzvl x:’:~1
1 1 1
1,2,.,n
1 %a %n e .
& (%) ) e
R 172""Jn y T
I (k—1)

97. Spezialfall von 96:

W) =1, hLE) =2, E =2 ..., f@x)=s""2
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98. Spezialfall von 97:
=%, X=x+h, x=x4+2h, .., xnz‘x—l—(n-—i)h.

99. [A. a. 0. 93.] Fiir » = 2 ergibt 93 (**) nur eine Bedingung:
h(x) > 0. Nach dem Mittelwertsatz ist

(B k)| fm)  fm) % | B(E) K@)
M) h(xg) | 1) fma) | hlxy)  h(xy)  [R(EPT/E)  FE
Man setze
d hy®) d hya(%) _ y, A TW
g;z@—)—~H1(x),..., @5 ) =H, ,(%), dxhl(x)~F(x)

Man erhdlt durch (# — 1) malige Anwendung des Rolleschen Satzes
[Losung 95]

' By (%) By (%62) Ty (%)
1 | o (%y) NEN) hy (%)
AL ) |
) () ) Bno1(%1)  Pa_i(®) oo Tpoq(%n)
f(xy) 1(x5) e flxn)
t 1 0 0

Py (20) [ (%1) Hp—5(§1) o Huoo(En-1)
1) [y (%) F(&) o F(&uy)

mit % <& <X < &< -or <Xy <&y <%,. Man forme die auf
der rechten Seite der behaupteten Gleichung auftretende Wronskische
Determinante nach Ausklammern von [/,(£)]* gemidB VII 58 um. Die
Bedingungen 93 (**) sind durch H,(x), Hy(%), . .., H,_,(x) erfilllt. [89.]
Nimmt man den Satz fiir die # — 1 Funktionen H,(x), Hy(%), ..., Hy -5(x),
F(x) als bewiesen an, so folgt er aus der vorgenommenen Umformung
fiir die » Funktionen %, (%), Ay(%), ..., h,—1(x), f(x).

100. Spezialfall von 99:
h(x) =eh®, v=1,2,..., n—1, f(x) =e? 5, =0, u=1,2,...,n.

Die fraglichen Wronskischen Determinanten sind >0 [91].

Pé61lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 16



242 Die Lage der Nullstellen.

101. Die fraglichen Abbildungen der 7-Ebene auf die Z’-Ebene
haben die Form Z'=aZ 4+ b. Aus

Z:mlzl’+mzz2+"'+mnzn} m1+m2+”'-+_m":1’

He=az,+b, H=az,+b, ..., 2z, =az,+b,
F=mz 4 mezb 4 -+ m, 2,
folgt
I=al+5b.
102. Es seien zunichst z,2,2, ...,2, endlich. Die fraglichen

Transformationen haben die Form

a

Z:Z—z

+b, a+o0.

Aus
a a a

+b, #%= +o, ..., zZ= +0,

{—2z 2— 2 2, — 2

=ma+myty+ -+ m,2,, my+ Mg+ - +my, =1,

2=

*) s S RPN R

(—2 zy—2z 2—2z 2, — 2’

unabhingig von @ und b. — Ist 2, = oo fiir ein gewisses », also z end-
lich, dann ist das »t* Glied auf der rechten Seite von (*) wegzulassen.
Ist z =00, folglich 2,2, ...,2, endlich, dann ist die Transformation
eine Drehstreckung und { stimmt mit dem gewohnlichen Schwerpunkt
itberein [101].

103. Die Verhiltnisse sind wohlbekannt, wenn der Aufpunkt z=oco.
Durch lineare Abbildung erhilt man nun: ein Kreis durch z;, z, und z
begrenzt zwei Kreisbereiche (z; # 2); von den endlich vielen derartigen
Kreisbereichen streiche man das Innere aller derjenigen fort, die keinen
der Punkte 7y, 2z, ..., 2, im Innern enthalten. Der nicht fortgestrichene
abgeschlossene Teil der Ebene ist ,. Die Konstruktion ist zu modifizieren,
Wenn 2y, 2,, ..., %, und z simtlich auf einem Kreise liegen: in diesem
Falle ist &, derjenige Bogen des fraglichen Kreises, der z,, 2, ..., z, ent-
hilt und z nicht enthilt.

104. Vgl. 103 oder direkt durch Abbildung aus dem Fall z =o0.

105. [103.].

106. Verallgemeinerung des Falles z =oo0 durch lineare Abbildung.

107. Wenn z und , beide auBerhalb K liegen wiirden, so wiirde
ein durch z und [, aber nicht durch K gehender Kreis z, 2z,, ..., 2,
nicht trennen, im Widerspruch zu 106. Wenn z auBerhalb und ¢, auf
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dem Rande von K liegt, so wende man 106 auf den, durch z und ¢,
gehenden, K von auBen berithrenden Kreis an.

1
108. Gemif3 102 ist, da jetzt alle Massen = der Schwer-
punkt £, durch

1 1 1 1 1
= — s SRR o
Lo~z nm\g—2 zzu 2, — 2
ny 1 Mg me 1
"W — 3 nwl~z n Wy 2
gegeben, mit #y, #,, .., 1 die Anzahl derjenigen z, z, ..., z, be-
zeichnet, die in w,, bzw. in w,, w,, ..., w; zusammenfallen. Durch
. . n n Ny . .
die rationalen Massen —%, f, R konnen irgendwelche £ Massen
n

von der Summe 1 beliebig angenihert werden. Dies fiir endliches
0y, Wy, - - ., Wy, 2. Beziiglich w, =oo oder z=o00 vgl. Losung 102.

109. Dem betreffenden Punkt 2, auch wenn z; im Unendlichen
gelegen ist, vgl. die Formel in Losung 102.

110. Gemal 102 ist, da jetzt alle Massen — —ni-

n n
2, — 2,)2
31+32+ +Zn+,¢2='17%'1 )
n 2 n? 2

111. Nach Losung 110 ist

—1 —A1
e nf(z)_ a0+<n1 )alz—i—(nz )“222—}—---—9—%,1%‘1

f/(z) a1+<n1_1)a2z+<n;1)d322+-'-—%—anz”*l ’

) a,_
wenn z endlich, (= ——"2-1

, wenn z=o00; f(2) ist wie auf S. 57 be-

zeichnet. Fiir f(z) = 2" ist { = 0, was an und fiir sich klar ist [107]. —
Laguerre bezeichnet { als ,,point dérivé du point z*‘ [a.a. 0.1, S.56].

112. [Laguerre,a.a. 0.1, S. 61.] Sind alle Nullstellen von f(z) reell,
so liegen sie in der abgeschlossenen unteren (oberen) Halbebene, in
deren Innern auch { liegen mufB, wenn der Imaginarteil von 2z positiv
(negativ) ist, abgesehen von dem Fall, daB simtliche Nullstellen von
f(z) zusammenfallen [107]. Besitzt f(z) eine imaginire Nullstelle z;,
so nidhern sich z und { gleichzeitig 2, [109], ihre Imaginirteile sind
also in geniigender Ndhe von 2 von gleichem Vorzeichen.

16*
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113. Auf Grund von 111 ist, 4, == 0 vorausgesetzt, dann und nur
dann = oo, wenn z eine solche Nullstelle der Derivierten f'(z) ist,
die nicht mit einer Nullstelle von f(2) zusammenfdllt. Jede Gerade
durch eine solche Nullstelle von f(2) trennt die Nullstellen von f(z)
[106], und jede Kreisscheibe, die simtliche Nullstellen von f(z) bedeckt,
bedeckt auch die von f(2) [107]. Sowohl aus 106, wie aus 107 ergibt
sich so von neuem der Gaufsche Satz [III 31], insbesondere aus 107
durch folgende Bemerkung: der groBte gemeinsame Teil (oder ,,Durch-
schnitt*) simtlicher Kreischeiben (Kreisbereiche, die oo nicht enthalten),
die die Punkte 2, 2,, ..., %, bedecken, ist das kleinste konvexe Poly-
gon, das 2z, %, ..., %, umspannt.

114. Ist x eine Nullstelle von e‘i‘(_ 1) —|—f’(z)) und f(x) 4 0,

¢
also auch f'(x) 1 0, so ist der Schwerpunkt von f(z) in Bezug auf x [111]
(<)

- f,@»»—x—nc-—é‘.
Wiirde x weder in K noch in K + #nc liegen, so wiirden x und { beide
auBerhalb K liegen, was jedoch nach 107 unstatthaft ist.

115, []. v. Sz. Nagy; vgl. L. Fejér, Deutsche Math.-Ver. Bd. 26,
S. 119, 1917.] Es sei z; endlich; f(z) = (2 — 2)g(®) gesetzt, ist
(x — 2)€'(x) + g(x) = 0. Der Schwerpunkt { von g(z) in bezug auf
ist [111]

f=x— (ﬁfli))i(fl =x—(n—1)(z —2%). [106]

Fir z; =00 vgl. I1131.

116. [Laguerre, a.a. 0. 1, S.56, 133.] Es sei z eine der Null-
stellen von &,zf () — %,/(2) und f(z) # 0, folglich z endlich, f(z) % 0;
der Schwerpunkt von f(z) in bezug auf z ist

oy &y
=z2—n—z2={1—n—]z.
: By 0y

&
1—n-1t
Xy

-1
), so miifte auch [{]<C1 sein,

Wire also |z|<C Min (1,
gegen 107.

117. [116].

118. [Laguerre, a.a. 0.1, S.161.] z, mub eine einfache Nullstelle
sein, damit der fragliche Schwerpunkt einen Sinn hat; f(z) = (z — 2,)g(2)
gesetzt, ist f'(z) = g(z), 7"(3) = 2¢'(s) und der Schwerpunkt [111]

(n — 1)g(z)

g (z)

=41
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Fiir 2z, = oo miissen die iibrigen Nullstellen endlich sein, 4, =0, a,-; + 0.
Der Schwerpunkt ist dann [111]
1 Ap—2
2 An-1 ’

119, [Laguerre, a.a.0.1, S.142.] In bezug auf die Nullstelle
2 = o 4 ¢f vom groBten Imagindrteil muB der Schwerpunkt der ib-
rigen # — 1 Nullstellen einen Imaginérteil < f haben, falls f > 0 wire
[107]. Tatsdchlich ist fiir § > 0 wegen der Differentialgleichung, wenn
f(z1) = 0, folglich f(z)) + 0, {"(z,) + 0, [118]

e 20y ) =l 2 ) g L

120. Fir f(z) =0, zy=a+if, >0 wirde
o 2(n — 1)f () _ o {n—1) (1 —1)
\S(ZI_f(zl) >—«S<Z1+ 2z -_—)

—p+m—0(p+ b ) >

folgen. Vgl. 119.
121. Falsch. Es sei ¢+ b und K, K, Kreise um a bzw. um b,

deren Radien so klein sind, daB sie atd nicht mehr enthalten. Man
betrachte dann f(2) = (z —a) (z — 0).
NiZy + a2y M) - mpzl”  my(z, — 2) 4 ma(z — 2)
%y + 1, Ny -+ 7y 1y + 1y ’
Esist @0 —20) 1 (2@ — 2O = (r — 7)) : (ry— 7) =0y 715
123. Man kann annehmen, da K, und K, diz Halbebenen
Rz=¢,, Rz=¢, sind. Dann ist

122.

Ny 29 = N2y _ MyCo + NyC,

B =
My + Ay My + 7y

AuBerdem ist bei passender Wahl von 2z und 2, der Mittelwert

Ny 2y = Ny Zy 136y + ”201
1y ~+ 1y 1y + My

124. []. L. Walsh, American M. S. Trans. Bd. 22, S. 115, 1921.]

Es sei z eine Nullstelle von f1(2)f,(2) + f,(2)f2(2) und z moge auBerhalb

von K, und K, liegen. Es ist also fi(2) + 0, fi(2) # 0, fs(2) = 0

f3(z) == 0, z endlich. Den Schwerpunkt von f,(z) in bezug auf z mit

{y, den von f,(2) mit £, bezeichnet, ist
n1f1(2)

=TT b

gleich einer beliebigen Zahl ¢ mit Rec=

"’szz( )
fo(®)
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4 liegt in K, {, liegt in K, [107]. Hieraus folgt durch Multiplikation
mit #, bzw. #, und Addition

z=”152+”251
my+ny

125. []. L. Waish, a. a. 0. 124.] Man setze analog wie in 124:

1(z) = ;ig% Ist z eine Nullstelle von f(z) auBerhalb von K; und K,,

2
ferner {, und [, die Schwerpunkte von f,(z) bzw. f,(z) in bezug auf z,
so ist [124]

z= My =My ,  Wenn  m; Z,.

Ny — Ny
Ist n, = n,, so folgt {; ={,, was bei Kreisbereichen K,, K,, die keine
gemeinsamen Punkte haben, unméglich ist.

126. [R. Jentzsch, Arch.d.Math.u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 5.196,1917;
vgl. M. Fekete, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S.42—48,1922.] Es seien a
und b zwei Zahlen, fiir die sdmtliche Nullstellen von f(z) — & und f(z) — b in
0, liegen. Es ist zu beweisen, daB die Nullstellen von f(z) — ¢ auch in O;
liegen, wenn ¢ auf der Verbindungsstrecke von 4 und & liegt. [Defini-
tion der Konvexitit!] Die Nullstellen von F(z) = [f(2) — a]™ [f(z) — b]",
m und » positiv ganz, liegen sicher in 0,. Es ist

(2} = - — gm-1 —pr-1yf — ﬁf‘t”fb
P = n 1 m) ) — a1 211 — 8 1a) (j) — "),
so daB sidmtliche Nullstellen von f(z) — ﬁ:;%—b auch in O, liegen

[I1T 31]. Die Zahlen }EI’Z—I—) liegen aber iiberall dicht auf der Ver-

bindungsstrecke von & und b, wenn m und % alle positiv ganzen Zahlen
durchlaufen.

127. Man wende 124 auf F(2) =[f(z) — a]™ [f(2) — b]™ an [Losung 126].

128.
ay+a l, ot al, ayt+a,l, ..., a1+ a0,
bzw.
a, ay, ds, ..., @,

je nachdem ¢ endlich bzw. unendlich ist. D. h. es ist, wenn { endlich,

n-1

C=a1@+ni)=n (" )@ +aude.

r=0
129. Definition.
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130. Fiir { = o© geldufig; sonst

8@ (€ — 2 W (2) + 1h(z)] + W) [(€ — 2) &' (2) + ke(2)]
= —2)[g@) ¥ (2) + ¢'(2) h2)] + (& + 1) g(2) A(z) .

131. Wenn (;, {, beide =oo, geldufig. Wenn beide endlich,
so ist

G =2l — @)+ @]+ 0 — 1) [ — 2 (2) + n[(z)]
=G—2G—A/@+0—1) G+ L—29f(F) + 0 —1)[(F)

symmetrisch in {;, {,, Wenn ;= endlich, {,=o0 ist,
(L—=2f@) +nf@@)]=C—21"G+ ®n—-1)f@).

Auch durch die symbolische Rechnung in 137 darzulegen.

132. Fiir { =00 folgt aus f(z)==0, daB j(z) eine Konstante ist,
d. h., daB alle # Nullstellen ==oco sind. Wenn ( endlich, so ist die
Losung der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

C—2)7f(@)+nj@)=0,

f(2) =c(z— )", ¢ Konstante.
133. Es sei Z ein Punkt des abgeleiteten Systems.
1.
2 endlich, f(Z) 40, 27+ ¢, also auch f(z)+0; (=2 — ﬁf%)— [11].
2. ¢ endlich, f(@)=0, f(z2)=(2—2)¢plz), @)+0, 2 (;
(2 — 2)"¥+1 A4 f(2) reduziert sich fir z =2 auf k({ — 2) p(¢) | 0.
3. 7=10; f&)=(z— 0@, ) +0, k<n; (z—10)F4:/(z)
reduziert sich fir z={ auf (n — &) p(0) + 0.

4. Ist a,+0 und a,_,+ a,=0 [128], soist Cz—%i [111].

134. Fiir { = oo vgl. I1I 31. Bei endlichem  betrachte man die
unter 133 aufgezihlten Fille; entweder ist { der Schwerpunkt von f(z)
in bezug auf z’, wie in 1. und 4., und dann gilt 106, oder ist 2’ selbst
Nullstelle von f(z), und dann liegt 2 im Kreisbereiche, ndmlich auf
dessen Rand.

135. Folgt aus 107 durch dieselbe Uberlegung, wie 134 aus 106.

136. Auf Grund von 135; das fragliche Kreisbogenpolygon wird
als der groBte gemeinsame Teil von Kreisbereichen aufgefaBt, die z;,
Zy, ..., %, enthalten und { nicht enthalten [Losung 113].

137. Wenn { =oo, dann ergibt f®-9(z) =0 den gewdhnlichen
Schwerpunkt von f(z), oder oo, oder nichts Bestimmtes, je nachdem der
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genaue Grad von f(z) %, n —1 oder =#u — 2 ist. — Es sei { endlich.
S .
Man sage, dafl das Polynom mt Grades Z( )b z” und die Potenz-
=0
reihe Z ¢, einander zugeordnet sind, im Zeichen:

wenn ¢, =by, ¢, ="=y, ..., Cu =20y, o1, C_y..., Cmy1, Cmyo, ... Deliebig.
Dann ist [128]

f(z):ao"}“(?) ﬂIZ—F(Z)azzz—}_ e @, 2t
/\a0+ﬂlu+a21,t2+ v+ aut,
f(z> :%[dl—l- <n_1— 1> a2z—|— <M’; 1)43224— +anzn~1]

A(ag + ayu + agu? -+ -+ + a, u™) ﬁ,
u

asj@=n[@+ad) + (") @+ w0t -+ @+ w)

Algy +au+ - +azu n)”<1+£>
é-n 1
Ag*lf(z)/\(ao—}—alu—F---+%“")”("‘*1)”'2<1+u> )
A?_lf(z):"!<ao+<n71>“1'§+(n;1>“252+"'+“n—1'4”*1
-} 1 aC+(n—1aC2+--~+a etz
al"}"( 1 2 \ 2 3 n :

Hieraus ist die fragliche Nullstelle der Schwerpunkt von /(z) in
bezug auf { [111].
138. Nach Losung 137 ist

Ap Ae,- - Ae [(2) Al (agtayu4-- -+ apu”) (1 +%>(1 +%> --(1 +%—>,
wenn {,, C,, ..., {, endlich, im andern Falle
As Agy-- An fR Al (ag+ayu+ - + an%")(1 + é) <1 +§g)

u
(1 n Qu)

1
uk’
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139. Es seien &y, Cy, . -, {n alle endlich, d. h. b, + 0. Dann ist [138]

o) v=ata

also

Ay Gy, L) 12)

1
zz—{aobn—(r)albn1—{—(2)@6,,,2—---+(—1)"“1<%ﬁ1>an1b1+(—1)”anb0 :

Sind die £letztenvon &y, &, - - ., £, und nur diese unendlich, so ist [138]

2‘0:21:...:2k_1:0,

b)?
n-—-v
27=(»1)v—k(—”%——, vk, E—1,.., 0, by s %0,
by
k) n—k

A(Cl: Cz: ] Cn) f(Z)

— 1)k .
:‘(—)— {(~ 1)* (Z) Wby 4 (— 1)1 (k—?—'l) A1 bp-g-1F -

e

[fiir # =n ist dies so zu lesen: (— 1)"@,]. In jedem Falle ist also

also

() e stk (b

Ay G B 16) = |2yl (1) s + (g) tgbyy— -
+ (=) (% * 1) Gy by + (— 1) anbn} ,

wobei /1;1 =(—1)* (Z) by-z, wenn b, , den hochsten, von 0 ver-

schiedenen Koeffizienten von g(z) bezeichnet. Es ist

lj—l A<Z1: 4-2’ LERS Cn) f(Z) = }‘g;lA(zl)zw o -,Zn) g(z) .

140. Die Apolaritit von z, und {;, heiBt: z = ;. Die Apolaritit
von 2z, z, und (,, £, bedeutet (abgesehen von leicht diskutierbaren
Ausnahmefillen)

i (2 — 1) (g — Cy) _
(7 — 1) (7g — L) + (2, — 8o) (22 — §3) = 0, =) e—t) 1,

d. h. die beiden Punktepaare liegen auf einem Kreisin harmonischer Lage.
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141. Nach 139 muB 3, — 3, =0 sein, d. h. {;, {,, ..., {, sind
alle endlich und

Lile... =1
142, =2, %5 - ..y 2
143.
Al O =2= Do Zmt RO

144. Es ist 135 wiederholt anzuwenden.

145. []. H. Grace, Cambr. Phil. Soc. Proc. Bd. 11, S. 352-—357,
1900--1902; vgl. G. Szegs, Math. Zeitschr. Bd. 13, S. 31, 1922; J. Eger-
vdry, Acta Univ. Hung. Francisco-Josephinae, Bd. 1, S. 39— 45; Math.
és phys. lapok, Bd. 29, S. 21—43, 1922.] Es mogen 2z, 2, ..., %
innerhalb, ¢, {,, ..., {z auBerhalb des Kreisbereiches K liegen und
Az, Ag,... Az f(z) soll nicht, hingegen A: Ag, ... Ay Az, f(z) soll
identisch verschwinden, 2=<# — 1. Nach 144 liegen die Nullstellen von
A Ag, ... As f(2) auch innerhalb K, nach 132 miissen sie alle mit
dem Punkte (., zusammenfallen; dieser liegt also innerhalb K.

146. [145.] Wenn nimlich zwei konvexe Polygone keinen ge-
meinsamen Punkt haben, dann gibt es Geraden, welche die beiden
Polygone trennen. Z.B. ist die Mittelsenkrechte des kiirzesten Ab-
standes eine solche.’

147. [E. Landau, Ann. de I'Ec. Norm. Bd. 24, S. 180, 1907.] [148.]

148. [A. Hurwitz; vgl. E. Landau, a. a. O. 147.] Nach 143 ist das
fragliche Polynom apolar zu dem mit den Nullstellen

2xir

Ly=1—e ™, y=1,2, ..., 1,

die im Kreisbereich |z — 1| =1 liegen [145].

149. [L. Fejér, C. R. Bd. 145, S. 459, 1907; Math. Ann. Bd. 65,
S. 413—423, 1908; Deutsche Math.-Ver. Bd. 26, S. 114—128, 1917.
Vgl. auch S. Sarantopoulos, C. R. Bd. 174, S. 592, 1922; P. Moniel,
C.R. Bd. 174, S. 851, S. 1220, 1922, Ann. de I'Ec. Norm. Serie 3, Bd. 40,
S. 1—34, 1923.] Fiir k = 2 wende man 13§ mit { =0 an. Es ist

Ag(1 — 24 632%) = vy — lwy — 1) 2,

2 und aus dem (v, — 2)-fach

das abgeleitete System besteht aus "
5 —

- v
genommenen unendlich fernen Punkt. Das KreisiuBere |z|> j

Yo 1

kann also nicht simtliche Nullstellen von 1 — z 4 ¢, 2" enthalten.
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Fiir £ > 2 ist wiederholte Anwendung von 135, also vollstindige
Induktion nétig. Das fragliche Polynom mit f(z) bezeichnet, ist

Aof(Z) =V — (Vk - 1) 2 + Co (’V]c — ‘)’2)272 + oo —I'- Cp-1 (’Vk — ’V]cﬁl) P
Mindestens ein Punkt des abgeleiteten Systems liegt im Kreise

lz! Y20 Vs . Vk-1 \ Yk
o 1’2'——’1’113—-'1 ’V]c_l—'l ’Vk—’l.

Man ersetze nédmlich z durch u und verwerte bei der Gleichung

Yy —
fiir # die Annahme der vollstindigen Induktion. — Es ist

13 1 1\1°t 1 1 13771
[ (e A oy I (o [y B (o [
Man bemerke, daB das (& + 1)-gliedrige Polynom
N
die einzige Nullstelle % besitzt.

150. (J. H. Grace, a. a. O. 145, S. 356; vgl. auch P. J. Heawood,
Quart. J. Bd. 38, 5. 84—107, 1907.] Bezeichnet f(z) = a, - (n 1— 1>a1z
-+ (n —2_ 1)azzz + .-+ 4+ a, _,2""! die Ableitung des fraglichen Polynoms,
dann ist

—1 —1
/f(z) Z=ayb,_; — (n 1 )albn;2+(n 5 )azbn_,a_{_
+(—=1)""ta,_1b,=0,

wo by, by, ..., b,_; fiir alle Polynome f(z), d. h. bei variablen
ay, @, ..., @,_, festbleiben. Die beiden Polynome (n — 1)ten Grades
f(z) und

6 =t (" Jort (" a4 b

sind somit apolar. Den expliziten Ausdruck von g(x) erhilt man durch

die spezielle Wahl a, = (— 1)*’4*-1-*, d. h. f(2) = (x — 2)""1. Aus
(x—a)— (- b)"
n

= fb(x—z)"“ldz =

ergeben sich die Nullstellen von g(x) zu

a+b a—b v
+ +1 —?—ctg—n r=1,2, ..., 0%_4.

6=

Man wende jetzt 145 an.
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151. [Vgl. G. Szegd, a. a. O. 145, S. 35.] Ist y =0, so muB3 ent-
weder unter den Nulistellen von f(z), oder unter denen von g( ) die Null
vorkommen. Dann ist die Behauptung klar. (Firp, =f,=--- =, =
ist k=0 zu setzen: 0-oc ist unbestimmt.) Ahnlich schheBt man fiir
y=o0. Es sei nun y+ 0, oo. Die beiden Polynome f(z) und
2"g(—yz~1) sind dann apolar. Von den Nullstellen des letzteren,
nimlich —yg;%, =1, 2, ..., # (—y-01=o00, —y.00"1=0 zu
setzen) liegt also nach 145 mindestens eine in K, d. h. —yf;1=*%.

152. [151.]

163. [I. Schur, vgl. G. Szegé, a. a. 0. 145, S. 37.1 & sei als Durch-
schnitt von abgeschlossenen Kreisscheiben K, die den Nullpunkt und
simtliche Nullstellen von f(z) enthalten, aufgefaBt. Nach 151 hat jede
Nullstelle y des komponierten Polynoms die Form 9%, wo 0==¢ =<1
und % in K liegt. Dann liegt aber y in allen K, also auch in §.

154, [Betreffs der Fragestellung vgl. Laguerre, a. a. O. 1,
S.199—200, 1898. G. Pélya, Interméd. des math. Bd. 20, S. 145—146,
1913. — G. Szegd, a. a. O. 145, S. 38 und J. Egervdry, a. a. O. 145.]
Man ersetze g(z) durch g(bz) oder g(—bz), je nachdem die Nullstellen
von g(z) in —b, 0 oder in 0, b liegen und wende dann 153 an.

155. [E. Malo, Journ. de math. spéc. Serie 4, Bd. 4, S. 7. 1895.]
Nach VI 85 ist

Qn(2)=1-}-(?)22—1-(2)222-}-..._l_(nﬁ )zn L (1 — 2P, (:i—j)

wo P,(x) das n'® Legendresche Polynom bezeichnet. Daher hat Q,(2)
lauter negative Nullstellen [VI 97]. Man komponiere zunichst das erste
Polynom mit Q,(cz) und das so entstandene

a, + (?)alz—l— <Z>a222—|— R Y i

mit dem zweiten, in welchem noétigenfalls z durch dz ersetzt wird; ¢, d
sind so gewdhlt, daB simtliche Nullstellen der beziiglichen Polynome
im Intervall —1, 0 liegen. Hierbei wende man beide Male 153 an, und
zwar so, daB fiir & die obere bzw. untere (abgeschlossene) Halbebene
gewihlt wird. Es ergibt sich dann, daB die Nullstellen des fraglichen
Polynoms alle in der oberen und zugleich alle in der unteren Halb-
ebene liegen. — Folgt auch aus 154 durch zweimalige Anwendung von 65.

156. [I. Schur, J. fur Math. Bd. 144, S. 75—88, 1914.] Ahnlich
wie in 155, mit Riicksicht darauf, da8 die Polynome [VI 99]

AR 7\ 22 " g1 2"
1+<1)ﬂ+(2)z+ +(n_4)@7)z+a

lauter negative reelle Nullstellen haben.
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y n
157. Da die Nullstellen von (1 + 1—21) in der Halbebene §z >0
liegen, sind die von 0 "

n\ 2 n) 2*
1_<2>;¢?+<4)ﬁ_ <e+ > COSZ

reell [IIT 25]. Man beachte III 203.

v 2\ 1
158. j (’l — —z~> hat nur reelle Nullstellen [58] und strebt bei
2 n

festem » fiir # — oo in jedem endlichen Bereiche gegen i [Hurwitz-
Courant, S. 63]. Hieraus flieBt die Behauptung [IIT 203].

159. a) [A. Hurwitz, Math. Ges. Hamburg, Festschrift, S. 25, 1890.]
(il 2L
— = () G+ PG -6 )
P,(2) hat nur reelle, im Intervall —1, 41 liegende Nullstellen [VI 97].
S
R (R e e el ([ R

L,(2) hat nur _ree]le positive Nullstellen [VI 99, Losung i)].
o) Aus / 49 270 117148] folgt durch s-maliges Dif-
Jsin® — iz Y+ 22

=7

ferentiieren und Variablenvertauschung

v p— 2t

T . . _n-1
1 (1 +1zs.1n19> 09
27 n

-7

1 A" (n A\nb o
= | —— — — R ~{zsind
n!( n) On (z) <1 +n2) Zn/ ¢ a9

fir n—» o0; Q,(2) ist das in Losung 56 betrachtete Polynom, das nur
reelle Nullstellen hat.

d) Aus IIT 205, f(f) = (1 — #2) "% gesetzt. — a), b), ¢) stiitzen sich
unmittelbar, d) mittelbar auf III 203.
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160. [G. Pélya, Tohoku Math. J. Bd. 19, S. 241, 1921.]

dn-1 z9‘1>_ 0u(?) et =,
dz"“1<z‘1—1 =) dt = Rafe) e

gesetzt, liegen die Nullstellen von Q,(2), R,(2) auf ¢, vom Punkt z:=0
auslaufenden Halbstrahlen, die die Ebene in ¢ gleiche Winkel zer-
schneiden, von denen einer von der positiven reellen Achse halbiert
wird [89]. Nun liegen die Nullstellen von F(z%) auf denselben Halb-

2xi
strahlen, denn es ist, ¢ ¢ = w gesetzt,

qg-1

P 24 N (qn+qk)' zqk n! = -~ T ) tg-an—atr
R, .(2)e —Z:! n+ B Gh (gn)] qn<zq g ¢ )e g

gn+1 gn+2 qn—|—k( k+1>< k+2
2 gn+1) gn+2) gn-+E) 1+ qn 1+ n)

(1 qn> <;kk 2 gk

fiir # —>oo [III 203]. Der zweite Beweis operiert analog mit Q,(z).

161. [G. Pélya und I. Schur, J. fiir Math. Bd. 144, S. 89—113,
1914.] Man setze

P2 2=

Es ist gleichmiBig in jedem endlichen Bereich llmPk( ) =g(2).

162. [J. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 36 S 181 1912.] Setzt
man das in 161 betrachtete Polynom

Pifd) = oz + S p ot S A

so ist [Hurwitz-Courant, S. 61—064]

lim unk - an »
k—> o0
und das Polynom

Ak dz" Aay; dzz

anr L ST
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hat nur reelle Nullstellen [638]. Durch Grenziibergang z->oc [1I1 203]
und Vertauschung von z mit % folgt, daf die Nullstellen der fraglichen
Polynome 7eell sind. Dall sie auch positiv sind, folgt daraus, daB die

Koeffizienten der Reihenentwicklung

dl d2
g(—2) =1 _HH"T%A
offenbar alle positiv sind, also

<0, a,>0, a;<0, ... (47].

163. Es folgt aus 161, 55 (etwas abgedndert) und IIT 201, daf
keine Derivierte von g(x) im Intervall — oo <% <C &, verschwindet.
Hieraus schlieBt man, wie in 72, daB die Differenz

a Ay -
g(x)—“o_ﬁx—“'*‘(ni;ﬁ

n-1

auller fir ¥ =0, im Intervalle — oo < % < &, nirgends verschwindet.
Ihr Vorzeichen im Intervall 0 <% < &, stimmt also mit dem von a,
iberein. [I144.]

xR0

164. 2
e ¥ = V-fe‘t’ cos2ztdt

JT
0
kann als Grenzwert von Polynomen mit nur reellen Nullstellen auf-
gefafit werden [158]. Hieraus folgt [63], wenn p >0, daB
i d2g~zz _ 2 OO_tﬂ . .
e *—p iz —V;fe (1—!—47§t)0052gtdt

0

nur reelle Nullstellen hat. Durch Iteration des Verfahrens gelangt man
zu Polynomen, durch Grenziibergang [161] zu g(z) unter dem Integral-
zeichen.

165. [A. 2. 0. 161.] Man bestimme die ganze Zahl m; so, daB
B+ pit+Pst+ - - + pit = By gesetzt, im Kreis |z| <k

M |
‘(1 _l_%) — gBiz <1_
| my k

sei. Dann gilt gleichmiBig in jedem endlichen Bereich

o EY 2 2] o
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166. Man zeigt, wie in 162, daB das Polynom
1 (f)blz +<Z>bzz2 4o by

nur reelle Wurzeln hat; darum kénnen darin, wenn es genau vom
n¥ Grade ist, nicht zwei benachbarte Koeffizienten verschwinden [49];
G(2) ist transzendent; man bestimme # >m 4+ 1 so, daB b, + 0 ist.

167. EE ist nach Voraussetzung f,<<0, =1, 2,3, .... Es
sei Y& >n}a und
& x2\¥ x x x
) (1)1 2) — g,
-5 I\, Bl =0
B=pg+prid-prrt4 -+t
gesetzt. Beim Ubergang von
ag+ a2+ a2+ - +a, =0
zur Gleichung

ay+ aeBz + a,e? 822 + ... + a4, =0

bleibt die Anzahl der imaginiren Nullstellen unverdndert und sie nimmt
beim weiteren Ubergang zur Gleichung

00Q(0) + 3, 0(1) Bz + 3,0(2) P2 + - - + 2, Q) P2 = 0

nicht zu [67]. Nun sei £ — oo [IIT 201].
168.

*Li_oz< i) ( ) 2< i)
F(z+1)_e 1—[—-1311—]—26 1—{—%6

ist von der Form 165 und ihre Nullstellen sind negativ. Das Polynom
Y WA ARV PRV PR
(1 ~4_%> _1~ﬂ<2> +57(§> (1 _n)&3! 2 ! n ! #. T

-1
hat nur reelle Nullstellen und daher [1 671, G(z) =1 (g + 1) ] auch
das folgende:

- ran ) TremG) (g - e

fiir # - oo [III 203]. Man sieht, daBl 65 auch Spezialfall von 167 ist.
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169. [A. a. 0.160.] Wenn g eine positive ganze Zahl ist, so ist
die Funktion

Iz +1)
- = G(z
Iqgz+1) @
ganz, denn die Pole des Zihlers — %, — %qg’ ... sind unter denen des
Nenners — ~1—, — 3, ... enthalten, und zwar ist sie von der Form
q q

165 [Losung 168]. Man wende 167 auf dieses G(z) und auf das Polynom

1 n 2 1
gl refe il )

an. Nachher # - oo [III 203].
170. [G. Pélya, Messenger, Bd. 52, S. 185—188, 1923.]
.l r(

2k+1>
00 2k oo
ocFa(z)=k§)(—'l)"®ocofe"“ £rdt :k:ZO(*ﬂk*k;T I'(2k+1)0‘

Man wende 167 auf das Polynom

PR (R R

und auf die ganze Funktion

g+t

T TE4+1) @)

an, & =2¢, ¢ ganz; nachher Grenziibergang [III 203]. Die Funk-
tion G(z) ist ganz, denn die Pole des Zihlers

—2, =4, —6, ...; —1, —(1+2q), —(1+4g), ...
werden von denen des Nenners —1, —2, —3, ... absorbiert; G(z) ist
auch von der Form 165 [Losung 168]. — Die Funktion F,(z) = }/—;{(31
hat iiberhaupt keine Nullstellen.
171. Es ist, wenn a + 2, 4, 6, ... und x durch reclle Werte
hindurch gegen oo strebt, limx**! F,(x) -+ 0 [III 154]. Lehrreich ist,
z-> 00

daB3 die Funktion F,(x) fiir o + 2 unendlich viele Nullstellen besitzt
[a. a. O. 170]; sie besitzt also unendlich viele reelle und keine ima-
giniren Nullstellen, wenn & =4, 6, 8, ..., endlich viele reelle und
unendlich viele imaginire im anderen Falle. Vgl. III 201.

Polya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze IT. 17
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172. [Cauchy, Exercices de mathématiques (anciens exercices) 1826.
Oeuvres, Serie 2, Bd. 6, S. 354—400. Paris: Gauthiers-Villars 1887.]

a) [A. Hurwilz, a. a. O. 159.] Abgesehen von der Wurzel 2= 0
handelt es sich um die Nullstellen der meromorphen Funktion

ctgz—%:lim(—w1 + .+ 1 +,‘..,1_,+ 1

n>00 2+ nm 2+2a z4+a  z—m

1 1
+—t e+ ) .
Z2—2n 2—nm
Unter dem Limeszeichen steht eine rationale echtgebrochene Funktion,
deren Zahler vom Grade =:2n — 1 ist. Zwischen den 2# Nullstellen
des Nenners liegen 2% — 1 Intervalle, und im Inneren von jedem liegt
je eine Nullstelle des Zéahlers [26]. Der Zihler ist folglich vom genauen
Grad 2#-— 1 und hat keine imaginiren Nullstellen. Grenziibergang
[1IT 203].
1
b) z72cosz(tgz — 2) = [tsinzidi;
1]
dem auf Kosinuspolynome beziiglichen Satz III 185 stelle man einen
analogen, auf Sinuspolynome beziiglichen zur Seite (Beweis derselbe)
und schliefe daraus durch Grenziibergang ein Analogon zu III 205,
das auf das vorliegende Integral anwendbar ist.

1
c) 2z 3cosz(tgz — z) = [(1 — ) cosztdt;
0
173 liefert auBer Realitit auch die Existenz unendlich vieler Null-

stellen.
1

173. 22F(2) = zf(1) sinz — (0) (1 — cosz) + [{"(¢) (cosz — cos z1) dt
(zweimalige partielle Integration), woraus 0

F[2m —1)n] >0, F(@2mn)<O0, m=1,2,3%, ...,

also die Existenz unendlich vieler Nullstellen folgt. Es ist F(0) >0.
Daher hat die echtgebrochene rationale Funktion

F(—na) F(—27a) F(—=a) F@©) F(x)
e L R T
F(2m) . Fnn)
R

27 — 2 reelle und hochsten zwel imagindre Nullstellen [vgl. 26]; sie

strebt gegen f_(z) [vel. TIT 165], folglich [III 201] hat F(z) entweder

111 2
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0 oder 2 imagindre Nullstellen. F(z) ist eine gerade Funktion; hitte
sie genau zwei imagindre Nullstellen, so wiren diese rein imaginir;
nun ist, wenn y reell,

e”‘+e vt

Fiy) = /f —dt>0.

174. Es geniigt den Fall f [@(@®)|dt<1 zu betrachten [III 203].
0

Dann ist fiir geniigend groBes ganzes #

o) 2ol v 2l <

folglich hat

.nz A <1) z 1 <2> .2z 1 <n—1\ . (n—1)z
sin———@|—)sin—— — ¢ |{-~|sin=—-- ... — ¢ " )Sln

keine imagindren Nullstellen [SchluBweise 27]; #-»oo [I1I 203].
175. Den trivialen Fall f(1) = 0 bei Seite gelassen, gilt

1)/]‘ t) cosztdt = sinz —j—»—— sinztdt [174].

176. Die Betrdge der Glieder nehmen vom Anfangsglied 1 bis
zum Maximalglied stindig zu und dann vom Maximalglied bis ins
Unendliche stdndig ab [I 117]). Aus diesem Grunde ist, wenn # den
Zentralindex, d. h. (— x)"a~"" das Maximalglied fiir 2= —x, x>0,
bedeutet,

(_~ ,1)%1:(* x) = gtg " gt lg-(@-1y 4 g2 (-2
___ xn+1a—(n+1)"’+ gnt+2g-(n+2)*
> yhg~ W gn—lg-(-1) Xn+1a—(n+1)’ .
Wenn x = " ist, dann ist #» der Zentralindex [III 200]; es folgt
(— N'F(— a®") > a¥ — 24" 1 20.

Die Uberlegung gilt mit sinngemiBer Anderung auch fiir die Partial-
summe

x  x2
) =1 2 (el
F(—x) =1 a+a4+ -(—1) .
Man findet
Fo(0) >0, Fu(—a%) <0, Fy(—a)>0, ..., (—1)"F.(—a®")>0,

(in der zweiten Ungleichung steht = anstatt < fir n =2, a=2),
woraus folgt, daB F,(x) nur reelle einfache Nullstellen hat, und zwar im
17%
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Innern jedes Intervalles (— a2, 0), (—a*, -—a?), (—ab —a%, ...,
(— a®", — a®>"~?) genau eine. Mittels Grenziiberganges [III 201] wird
auf F(z) geschlossen. (Vgl. III 200.)

177. [Vgl. G. Pélya, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 355—358, 1918.]
Die Umformung von p, -+ p12+ -+ + p,2" im Beweis von III 22 ist
im wesentlichen eine partielle Summation. — Die Funktion F(z) hat
keine reellen Nullstellen. Es sei f(f) >0, z2=x-414y, x=0, y>0,
eY(#) = f(t), also auch f,(f) >0, fi() > 0; es sei ferner 0 <z <<1.
Durch partielle Integration wird

1y F(2) — iy/fl(t) évtdt = f,(v) 6" — £,(0) — bfﬁ(t) vt de,
Y| F@ | +y| [h) évidt|=h@) — H(0) - 10/1/;@) dvtdt).

Die rechte Seite ist gleich [fi(f)d¢— | [fi(¢) ¢?*d¢| und nimmt
0 0

stets zu, wenn 7 zunimmt [III14]. Das zweite Glied links wird gleich 0,
wenn 7> 1. Daher ist y|F(z) | > 0.

178. 1 - 1 1
——/e‘“'du = —fe"”t‘* at;
z 2
) @

¢-% ist abnehmend, folglich [177] liegen keine Nullstellen im Gebiet
R(—2%) =0.
1 2 22

P R P R R TR N TP 7 R

N TN+ ) I
<l *T'([J?ﬁiz")*“zn! Jra—yrat

n=0 0

179.

1 1
= [et(1 — tyrdt = [ee- D (1 — H]rde;  p>—1.
0 0

Nun ist (1 —#) fir 0<t<1 stets abnehmend (differentiieren).
Daher [177] liegen die Nullstellen der Reihe

fiir 1 >0 simtlich in der Halbebene Rz > u,
fir —1 < u <0 simtlich in der Halbebene %tz << p,
fur u =0 simtlich auf der Geraden Rz=0.

In der Aufgabe ist u = ganzzahlig.
180. a) [G. Pélya, Ens. math. Bd. 21, S. 217, 1920.] Man stiitze
sich auf folgenden wichtigen Satz [I. Schur, Math. Ann. Bd. 66,
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S. 489—501, 1909]: Bezeichnen w;, w,, ..., w, die Whurzeln der Gleichung

2@y ... g
Ay R gy dan | — 0,
—dpy = Ong Z— Apy|

dann ist

]0)1I2+1w2|2—{— | w2z 'ZZ[“M"

=1n=1

Hieraus folgt [VII 11], wenn die Nullstellen des Polynoms
g+ a2+ a2+ - + a2

mit 2, ,, Zgns ---» Zun Dezeichnet werden, daB3

1 la, 2 la,? @y 2 a,
T Tt .2(—‘;+ ] ”1)+—ii
EXY !zzn[ |20 | Iy | n_o Ap—1 |

Grenziibergang [IIT1 201].
b) [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 269, 1921.]

Man setze |a,-,a,'|=14, #=1,2,3,.... Dalim ], =o0, so kann
n > o

man aus ly, by, I, ..., Jp, ... durch Umordnung eine stets wachsende
Folge Iy, lny lny - - o> bny - .- herstellen:

lnlélnzélnsg e élnpé
Es ist

1
|a, | = (] 4] p=1,2,3....

R A N

»

Man bezeichne mit M(#) das Maximum von |F(z)| fiir |z|=7 und
mit u(?) das Maximalglied der stets konvergenten Reihe [IV 29]

|“o| |“o‘72_y

b Lo

Es folgt aus der Voraussetzung bzw. aus IV 37, IV 54, IV 38 sukzes-
sive die Konvergenz von

l 0|+ z+ - = D).

>iz2,  [ur)r-3dr, ~/7'<15(7)7‘3d7, [M@yr=3dr,  3|o,| %
p=1 i 1 1 p=1
Dieser SchluB ist, im Gegensatz zu dem unter a}, nicht auf den Ex-

ponenten 2 zugeschnitten.
22 2

181. Nein. Beispiel: f(z) = (22 — 4)e3, f(2) = (22 — 1)e3 .
H. M. Macdonald, Lond. M. S. Proc. Bd. 29, S. 578, 1898, behauptete
das Gegenteil.
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182. [G. Pélya, Arch. der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, S. 337,
1917. Lésung von H. Priifer, ebenda, Serie 3, Bd. 27, S. 92—94, 1918.]
Bei H'(x) = g(x), ist der Satz im folgenden genaueren enthalten:
Wenn das Polynom g(x) vom Grade # nur reelle Nullstellen hat, so
hat G(x) = [g(%)]* + ¢'(¥) hochstens % -- 1 reelle Nullstellen (27 > 7 + 1
fir n=2). Es seien z,, Xy, ..., % die verschiedenen Nullstellen
von g(x),

8 = alr— m)™(x — m)™ - (v — zym

a) Nulistellen von G(x), die zugleich Nullstellen von g(x) sind,
sind in der Anzahl # — % vorhanden.

b) Eine reelle Nullstelle von G(x), die keine Nullstelle von g(x)
ist, geniigt der Gleichung

/ 2 4

g—2—=—1 oder (‘i)g:—a.

g g

Ist also mindestens eine derartige Nullstelle vorhanden, so ist a reell.
Nun ist

-G
dx \g* g g
mo_m () <o
g

(@ —x)  (x—x) (x — m)?

Die Nullstellen von g(x) zerlegen die reelle Achse in % + 1 Intervalle.
In jedem Intervall ist die Kurve y = g'(¥)[g(¥)]"2 monoton und
schneidet die Gerade y = —1 héchstens einmal. Die Gesamt-
anzahl der unter a) und b) genannten Nullstellen von G(x) ist also

=mn—k+k+1.

n 1 ®_ A" 1_) " _ (” 1)
183. A”‘“P<k k) B"_Q<k’k’ Cn Rk k

Der Ausdruck fiir BY ist auch fiir nicht ganzes k >m — 1 giiltig.

182, €&
o)
= ! 7(—1)” ,[‘(1+z—v—'—'”{)lj(~u+v>
r( +z~m*:1')r<~i)v ’
[¢}]
F<~1—+1> 1+z 2
(0]
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1—2z

R(:’,"lw) - 1'8)?(2)0/1;1(1 sy

giltig fir o >0, Rz 0;

Reyow) ]V@}Z‘) [lt%! (1 — t)”L’ “lf<_ 1—)dt,
(— o)™ T ((’l—m)(;))—}-z—1>[,<:)>., [

gilltig fir w >0, Re>1 4+ m—1)ow

Pl ) = — et (= wtjar,
2
=)
w
giiltig fiir w >0, Rz<<O0.

185. [Vgl. Laguerre, a.a. O. 1, S.23; G. Pélya, Aufgabe, Arch.
der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916.] Die drei Relationen
der ersten Kolonne ergeben sich aus 183, 38, 8, die vier iibrigen aus
184, 80 (Variablenvertauschung!), 24.

186. Wir haben schon vorausgesetzt, daB a,, == 0 ist. Das Zeichen |

zwischen zwei reelle Zahlen & und S gesetzt (so: &|f) soll bedeuten,
daBl & und f gleiches Vorzeichen haben. Dann ist

— 00) || P(— o) f0) [ P(0), floo) || P(oo),
00) | Q(— 1+m—1w) 10 ]Q©), (1) O+,
f( )H R(— o), HO) | RO), H(+ o) || R+ m —1 w),

) [ (= )"R( +m—1w), f(—1)[(=1)"R(+ o).

187. [Laguerre, a.a. O. 1, S. 13—25; M. Fekete und G. Pélya,
Palermo Rend. Bd. 34, S. 89—120, 1912; E. Bdlint, Diss. Budapest, 1916;
D. R. Curtiss, Annals of Math. Serie 2, Bd. 19, S. 251—278, 1918.]
1. aus 38, 2. aus 34, 33, 32, 3. aus 183, 24, III 201 mit Riicksicht
darauf, daB P(z, w), Q(z, w), R(z, w) stetig von o abhidngen und

1+ z ) R, 0):(1—Z)mf(1iz)

ist. Der zweitbewiesene Satz gestattet theoretisch die genaue Er-
mittlung der Anzahl der Nullstellen von f(z) im Intervall 0<<x<C1.
DaB die Methode auch hiufig praktisch von Vorteil ist, zeigen 45, 46.

Pl 0) = 1), Qs 0)= (1 + 272
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188. [G. Pélya, a.a.0.80.] Aus der fiir Rz > mw giiltigen Formel

[V, § 9]
/() S (M) o)
i ) . ERA ()£
o) w [43) «w
= w?](e“'“, w) e te-mm g
0

folgt 5, = J; (80, 24], aus der analogen fiir Rz > 0 giiltigen

(=1)"m!f(—2) —-:wjoe"lm‘”](e“’, w)e *2d]

f_<i+1>...<i+m> 0
o \w )
folgt ebenso §° . = §°, endlich aus der Definition von J (2, w) folgt [36],

daB 3° . = Anzahl der Zeichenwechsel der Folge f(0), f(w), - .., f(n ).
Man beachte endlich (vgl. Losung 186)

H—o0) | (=) J(1, @), 10) [ (—1)" J(+ o0, @) | J(— oo, o),
fmo) | J(O, w), J(+ 00} | J(1, o).
189. Man findet [188]

J(, w) =4"f0), J'(1, ) =—md"1{0),

Daher ist das fragliche Polynom gleich J{1 - 2, w).
190. [H. Poincaré, C. R. Bd. 97, S. 1418, 1883 ; E. Meissner, Math.
Ann. Bd. 70, S. 223—235, 1911.]

_feU+2°
="
Man wahle & geniigend groB [187, 3].
191. DaB f(x) = a{x; — %) (6 — %) ... (&, — %) iSt, Of, Ky, ..., Oy

reell und positiv, ist hinreichend [30]; ferner auch notwendig: man
wihle P(x) = (1 + x)*, k& geniigend groB3 [187, 3].

192. Hinreichend: denn ¢-ez+ibs? jd; P(x) e##-4b2* hat nicht mehr
imagindre Nullstellen als P(x) (Beweisgang 58). Notwendig: man
wihle P(x) =14 ex; es folgt, daB (1 ¢%)f(x) + ¢ und [e— 0] f(x)
nur reelle Nullstellen hat. Man wihle P(x) = f(x); es folgt [182], daB
der Grad von f(x) entweder = 0 oder =1 ist. Im letzten Falle, wo
also f(x) =a — bx ist, setze man wieder P(x) = f(x); es ist stets
(@a—bx)(a—bx)—b>0, wenn b5<C0.

193. [G. Pdlya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21,
S.289, 1913. Losung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 23, S.81—82, 1915.]
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194. Der fragliche Ausdruck ist die Resultante von f(x) und g(x),
d. h. = Bf(B) /{fs), wenn p,, B, die beiden Nullstellen von g(x) be-
zeichnen. Wenn f; nicht reell, also f,=f, ist, dann wird die Re-
sultante = 0. Wenn f;, f§, reell sind und die Resultante << 0 ist, dann
mufl sgf(B,) = —sg/(By) + 0 sein [8].

195. Der Fall # =1 ist klar. Wenn # = 2 ist und die Nullstellen

von P(x) mit x,, x, bezeichnet werden, x, =Zx,, dann bestimme man «
T+,

so, dal a=x,, fP(x)dx = (0. Es geniigt also, den Fall =3 zu

a
betrachten. Wir nehmen zunidchst an, daBl die drei ersten von

den Nullstellen x,, %,, ..., %, von P(x), % =x,=..-=x,, von-

einander verschieden sind, x; <x,<<x,. Man bestimme & so, daB
Z,+0

X <Xy— 0<% <%+0<% und [Plx)dx=0 ist, dann a so,
Z,— 0 z, -0

daB a << x, und [ P(x)dx = 0 ist. Das Polynom Q(x) hat dann sicher

die Nullstellen ¥ =a, x=1%,— 9, x=4x,+ 6. Wenn ferner » un-
gerade ist, so ist die Existenz einer vierten reellen Nullstelle von Q(x)
deshalb gesichert, weil die imaginiren Nullstellen von Q(x) paarweise
auftreten. — Hat P(x) eine mehrfache Nullstelle, von der Multiplizitit
m = 2, so wihle man dieselbe als ¢, und Q(x) wird mindestens m + 1 =3
Nulistellen haben. — Das Gleichheitszeichen wird z. B. erreicht fiir

Px)=x(x—1)2(x—2)2(x—3)? ... (x — %—1)2, n ungerade,
P = (1P — 22— 3 .. (x= %), n gerace

196. [I. Schur; vgl. C. Siegel, Math. Zeitschr. Bd. 10, S.175, 1921.]
Durch Multiplikation der Ungleichungen

—1—/ og]e“) z,;ldz)

14|z, =2Max(1, |2, |) =270 , v=1,2, ..., n [I152)

folgt

— 10 ]fe“9|d0
H1+|zl =<2 / 8 l/_v[“em )2d®

=2"V1+ a2+ |2 + - + | a,? [1I 69, III 122].




Sechster Abschnitt.

Polynome und trigonometrische
Polynome.

1. Die Nullstellen von T,(x) sind cos (2» — 1) éjln, die von U,(x)
sind cosy- +—1 v=1,2, ..., n.
2. Identisch mit
cos(n + 1) = cos¥ cosni — sind sinn?,
sin (# 4 1)9 = sin¥ cosn®) + cosd sinn .

3. In den Differentialgleichungen

d? cosn d? Sln’}’bl)
T = 2 — 2 ¢y
92 w COS%I?, d’l9) n2sin

filhre man die neue unabhingige Variable cosd = x ein. Spezialfall

von 98; vgl. Loésung g).
4. Setzt man x = cos?¥, so lauten die fraglichen Integrale

b :j'cosmﬂ cosnddd, Uy, =j$in(m + 1)dsin (n 4+ 1)9d9 .
0 0

. 7T .
Es ist also f,p=%p, =0, wenn m=n, und i, = t,, = 5 fir

>0, log=7T, o=

Die in der Aufgabe genannte Orthogonalitdtseigenschaft bestimmt
die Polynome T,(x) und U,(x) bis auf einen konstanten Faktor. Sie
ist gleichwertig mit der Bedingung

]W x=0 bzw. /m—sz,,(x) (x)dx =0
—x2

fir alle Polynome (7 — 1)t* Grades K(x) (vgl. S. 91).
5. Spezialfall von 98; vgl. Losung a).
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6. [Jacobs, J. fiir Math. Bd. 15, S. 3, 1836.] Aus 5 folgt durch
partielle Integration, da simtliche Ableitungen von (1 — x?)7-%, die
von niedrigerer als der »#'* Ordnung sind, fir x = —1 und x =1 ver-
schwinden

L Jr" 2\n ~
/f( V_x _'1-3.5...(2%_1{!}()(9‘)(1—%) tdx.

7. [cosnd|=1, n=1, 2, 3, ...; das Gleichheitszeichen gilt nur
dann, wenn ## gleich einem Vielfachen von x ist [1]. Aus

sin (# -+ 1) — cosnd 1 cos 2(}smnﬁﬁ‘

folgert man ferner mit Hilfe vollstindiger Induktion die zweite Un-
gleichung. Hier tritt das Gleichheitszeichen nur fiir [cosd|=1 ein.

8. cosy¥ ist ein Polynom »'*® Grades von cos¥; cos”d ist ein
Kosinuspolynom »** Ordnung.

. sin (;{E?%QQ?« ist ein Polynom »*® Grades von cosd; sind cos”
ist ein Sinuspolynom (v -+ 1)** Ordnung.

10. cosp cosq?, cospdsingd, sinpdsingd, p, ¢ ganz, p=0,
g =0, sind trigonometrische Polynome (p + ¢)** Ordnung.

sin?

11. Es ist
P N .. 2y —2z" )
cosm?:~+2—w, sinyd = 5 2=6% v=0,1,2,..., 5.
1

Einsetzen dieser Ausdriicke in g(¢) und Multiplikation mit ¢*? liefert

1
= Aoz"—}—2< (2 4 2m) —1—57/1,,(2/”“—2"“”)).

Es ist
_ Y N T
M‘V‘:%,‘Zn—v:i‘“%luLy v =20, 1;2,..., ’Vl/—-'l;
ferner ist u, == 1,. G(2) ist genau vom 2#'" Grade (und verschwindet
nicht fiir 2==0), wenn g(J) genau von der #'*" Ordnung ist. Das
Umgekehrte gilt auch.

12, Es sei G(2) ==y + w2 + 4,22 + - -+ + #3,22"; dann ist

u,,:'l/t2n—v: V"——“O, 1, 2, eeny 2%,
so daBl #, reell ist und
,on-lo ) n-l
g(ﬁ) — Uy, = 6“"’"'92(%,,6“”9 +%2n hyez(Zn—v)ﬂ) — 29{2 uvez(v—n)#
r»=0 =0

ein trigonometrisches Polynom #** Ordnung mit lauter reellen Koeffi-
zienten darstellt.
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13. Es sei 2z, eine von 0 verschiedene Nullstelle von G(z). Dann
ist 25"G(z,') =0, d.h. G(z')=0, so daB 7;' (das Spiegelbild
von £, in bezug auf den Einheitskreis) gleichfalls eine Nullstelle ist.
Durch Differentiation zeigt man auch, dal3, wenn z, eine k-fache Null-
stelle ist, z5! ebenfalls eine solche ist. Hat ferner G(z) die k-fache
Nullstelle z = 0, so erniedrigt sich der Grad von G(z) beim Ubergang
zu 22"G(z"!) genau um % Einheiten [d. h. z2"G(z~!), als Polynom
2nte" Grades betrachtet, besitzt % Nullstellen im Unendlichen].

Die Nullstellen von G(z) liegen also spiegelbildlich in bezug auf
den Einheitskreis.

14. Bezeichnen z,, 2,, ..., 2,, die Nullstellen des in 11 definierten
Polynoms G(z), 2,+=0, =1, 2, ..., 2%, dann sind die Nullstellen
von g(9)

1
0,,:710gz,,, 0=<Rd, <2m, y=1,2,...,n.

15. Mit den Bezeichnungen von 11 muf} identisch in & und g

i’“w;i’eiwm( H)ﬂ(l n)( - ﬂ)zgukei‘k'"”“"/”
k,1=0 »=0 =0
gelten. Es ist
n+1 fir k=1,
n . v . .
v=0 1 — ez il
folglich
2n 2n
(n+ 1)2 " ei(k—n)(oc~/f)+2 yklukulei(k—n)aJri(n—l)ﬂ
k=0 k,1=0
E£l
2n
:ZM ,z(k n) (o~ /7
k=0

Man hat offenbar y,;=0 fiir gerades, yz + 0 flir ungerades
{ — k. Hieraus schlieBen wir, da

Zn
i(koa—1f)
YeiUrpUge

£1=0
ein Polynom von ¢~ sein soll, daB uzu, = 0, wenn I — k ungerade
ist, und auBerdem, daB

m+NVup=u;, uwy=0 oder = —-.

n+1
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Die fraglichen trigonometrischen Polynome sind also durch folgende
Bedingungen gekennzeichnet:

1. Sie sind Kosinuspolynome und enthalten entweder nur Glieder
mit ungeraden oder Glieder mit geraden Vielfachen von ¥.

2. Ihre tatsdchlich vorhandenen Glieder haben alle den gleichen

Koeffizienten " 2 1 mit Ausnahme des absoluten Gliedes, das, soweit

1
n 41

Die Anzahl von derartigen trigonometrischen Polynomen betrigt

vorhanden, = ist.

n+1

2[7 S 1

] + 2[ 2
Beispiel:
1 sin(n+1)8¢

g9 = %+ 1 sin?d

(16.]

16. Die erste Summe ist, wenn man z =¢!? setzt,

14 z—22""1

— 2 N ___
=RE+z2+24+ - +)=N 502
T !

e 2 | e2 zez(n+5)19

I L
2(6 2 —32)

Ahnlich berechnet man die drei anderen Summen. — Man kann den
Beweis auch durch vollstindige Induktion fithren.
17. Nach der letzten Formel von 16 ist der fragliche Ausdruck

: . 2n+1
sinndsin- — - _ .
ot 2  sinndsin(r+1)9
- sind o sind
sm7

(Oder durch direkte Rechnung.) Fiir & = 0 folgt, daB die Summe der »
ersten ungeraden Zahlen gleich der #*" Quadratzahl ist.
18. Durch Kombination von 16 und 17:

14+ X3+ cos? +cos2d + --- + cosv )
v=1

9\ 2
n_Sin ,,21;,_,1 9 sin{n +- 1)1?—
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2
19. Aus 16—18: 1. v " y—1,2, .., 20 2 »27
2n +1 . n
vy=1, 2, ..., n—1 und (2v——1)ﬂ‘1, v=1, 2, ..., n-+1;
7T 2n 27
Vv, v=1,2,..,2n—1,2n+1, ..., 4u—1; 4. )— Y —
3 Vom o + ! T n1
v=1,2,..,n; 5 v—, v=1, 2, ..., 2n, alle doppelt, mit Aus-
" 2n
nahme von v==% und v=2#n; 6. v———, v=1,2, ..., un, alle
doppelt. "+
20. Aus 16, 2. oder 1.
21. Die fragliche Summe ist
n n+1l
D sinyd + Xsinyd 9 P
v= y=z] .
= =sin*(n - 1) - ctg 5 [16].

22. [L. Fejér, Math. Ann. Bd. 58, S. 53, 1903.] Aus 18.
23. [Vgl. T. H. Gronwall, Math. Ann. Bd. 72, S. 220—230, 1912.]
Nach 16 ist

. n n 41
i A(n, 9) sin— 005—2‘0

v

sin—
2

Dieser Ausdruck verschwindet nur an den in der Aufgabe genannten
Stellen im Intervall 0= <x und geht dort abwechselnd vom
Positiven ins Negative und vom Negativen ins Positive iiber. Wenn
#n gerade ist, so verschwindet er auch fiir ¥ =x. Der Punkt x = x,
y =0 ist aber fiir die Kurve y = A(»n, ) Symmetriezentrum [29], also
keinesfalls Maximum oder Minimum.

2. [D. Jackson, Palermo Rend. Bd. 32, S. 257—258, 1011 T. H.
Gronwall, a. a. O. 23, S.231; die Gleichung Max A(n,9) = A(n

)
‘n 1
rithrt von Fejér her, vgl. D. Jackson, a. a. O.] Nach 20 ist

s
", (21/—!—1)7}_}_1 Ain, 2v —1) Py
(2v+1)—n% (2v+1)ﬁ—1

A(n, 9)

1. )
= th—-dﬁ = ?ﬁln(n +1) 9 ctg—z— ad

T pr s
Er-Dog @05
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2
n+l i
~ O+ —
! sin(n + 1) ‘)(ct 0 ct i %+1>dz‘)
_ — 7 —_— — S ,
2 : & 2 & 2
(27/—1)%1—
y=1,2,..,9—1;n=3.
Im letzten Integral ist sin(n +1)#=0, der Klammerausdruck ist
positiv, weil ctgx fir 0<<x << % monoton abnimmt.

25, [L. Fejér; vgl. D. Jackson, a.a. O. 24, S.259; T. H. Gron-
wall, a. a. 0. 23, S. 233.] Nach 24 ist

T T T
4 (” ;;"Jr'i) >A("’ 7) A(” —1 77)

Betreffs des Grenzwertes limA<n, 17?—7) vgl. IT 6.

7> 00

26. [W. H. Young, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 11, S. 359,
1913.] Nach 16 ist

.on, . nt+1
sin — ¥ sin )
dB(n, ¥ _ 2 2 [19, 23]
ad .0 ’ ’
sin—
2

27. [W.H. Young, a.a.0.26.] Essei n =3, », 4 ganz, 1 =x<<i

= [";1] Dann ist [21]
127 2
"FaBw,9)
27 27
B(m 1,27 )~ Blwe 3 ) = [P a0

T

27

i

——/(sin0+sin20+---+51 z9+sm(”+1)ﬁ>dﬂ<o.
27
T

28. [W. H. Young, a. a. O. 26.] Nach 27 ist

B(n,n), wenn n ungerade ist,

Min B(n, #) = ( 7 ) de ist
mn ) wenn 7 gerade ist .
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Im ersten Falle hat man

1 1 1
B(n,n)=—1+5—_+...+, —

LE—
3 n—1 n

Fiir »=5, » ungerade, hat man sogar

B(n,ﬁ)/—1+13>__1_|__

Im zweiten Falle ist

b4 T 1
B =B I
("’”n-H) ("+1’"n+1) w1
d. h. fur n =4, n gerade, gilt
1
e St
(P 1+ +1 "1 !
Fiur #n =2 ist
27 2z 1 4n 1 1 3
B ’ﬂ-—~)= — — —_ e — —— = — = —_— .
(2 3 COSS—I—zcos3 372 4> 1

29, Im folgenden ist # =0, 41, 42, 43, ... zu setzen; solche
Symmetrieelemente, die durch Bewegungen der Ebene der Bildkurve
nicht zur Deckung gebracht werden kénnen, sind besonders erwihnt.

1. Die vertikalen Geraden x=2nxa und x= (2# — 1)z sind

Symmetrieachsen; b, = b, = b;="+--=0.
2. Die Punkte ¥ =2#n und x = (2% — 1) = der Abszissenachse
y = 0 sind Symmetriezentra; @, =a; =a, =da;="+--=0.

3. Die Bildkurve wird nach Horizontalverschiebung um = und
nachfolgender Spiegelung an der Abszissenachse mit sich selbst zur
Deckung gebracht (die Abszissenachse ist ,,Gleitspiegelachse);

Ag=ay=0by,=a,=by,=ag="0by=+--=0.

4a. Die vertikalen Geraden ¥ =#z sind Symmetrieachsen, die
Punkte x= (4 )7, y =0 Symmetriezentra; b, =b,=0b;=+.-=0,
AGy=ay=a,=---=0.

4b. Die vertikalen Geraden x = (# - ) n sind Symmetrieachsen,
die Punkte ¥ =nn, y = 0 Symmetriezentra; @y, =a, =ay, =a;=-++=0,
by=1"0,=0bsg="+++=0. (Rein geometrisch keine neue Symmetrieart

gegeniiber 4a.)

5. Schon die Héilfte von 27 ist Periode; a4, =b; = a3 ="b; = a; = b;
= ... = (. Die Symmetrie besteht bloB in der Invarianz bei Horizon-
talverschiebung um ganzzahlige Multipla von n. (Rein geometrisch
keine neue Symmetrieart gegeniiber der allgemeinen Fourierschen Reihe.)

(Es gibt auBer den 5 hervorgehobenen noch 2 (durch Spiegelung
an der x-Achse bewirkten), also insgesamt 7 Symmetriearten fiir perio-
dische ,,Bordiirenmuster'’, d. h. 7 verschiedene Bewegungsgruppen,
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die eine unbegrenzte Reihe dquidistanter Punkte und eine hindurch-
gelegte Ebene mit sich selbst zur Deckung bringen.)

30. Die 2# 4 1 ersten Fourierschen Konstanten von f(9#) sind
gleich den entsprechenden Koeffizienten von f(#) (mit den Bezeich-

nungen von 11: ay == 4,, 2a, = 4,, 2b, =u,, v=1,2,..., n), alle an-
deren sind gleich 0.
31.
H\n (Y . " > WA AT A
(Zcosl—) :(.ezi* +e lz) = >j(%>(e‘2) le Li’)
\ 2 :—:0 \V

:m;’(y)g.z :%(‘V)cos(ghw)ﬂ. [IT1 117.]

32. Multiplikation mit cosn® bzw. sinud, =0, 1, 2, ..., und
Integration zwischen 0 und 2z liefert, daB die Fourierschen Kon-
stanten von f(#) mit a,, a, b,, 4, by, ... iibereinstimmen, d. h. daf
die Fouriersche Reihe von f(¥#) mit der gegebenen trigonometrischen
Reihe identisch ist.

33. Man entwickle die Funktion f(¢), definiert durch

7—1———_—1‘) fir 0 <9 <2
OESEEREE
0 , fur d=0
in eine Fowuriersche Reihe.

34. Direkte Ausrechnung der Fourierschen Konstanten liefert die
erste Reihe. Setzt man hier ¢ =0 und zieht die so erhaltene Reihe
ab, so folgt die zweite Reihe.

35. [G. Szegs, Math. Zeitschr. Bd. 9, S. 163, 1921.] Nach 34 ist

; 2

16 v 1 /'sin2 nmd ]
O = ~% e e @A) 171.
= m o~ 4n*—1] sind ' (17]

36. DaB die Sinusglieder sowie die Kosinusglieder ungerader Ord-
nung verschwinden, folgt aus 29, 1.5. Es ist
2 T

== C, = v’;&/ f(l(}) cos2undid = %/ f((‘)) cos2n Sdd =
0 0

2 < [[.[vn “ v n \
_— e g —— e e —

23 o) o7 2]

(7 T ) e T T 9 a9
“"('h +2ﬂ»+:)>—1—f(\ Tyl ?)ﬂcoszm)dﬁ.

Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze 11, 18
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Im Intervall 0, 4% ist cos2n positiv, ferner gilt [1I 74] fiir irgend

eine, im Intervalle a, b von oben konvexe Funktion f(x), wenn
a<lx—v<<x—u<x+u<x-+v<<b ist,

@+ fE—v)+ (v —u)/x+ )
20
- flx —v) -+ @+ u)f(x+v)

s SR R,

[ (x —u)

’

also, was geometrisch auch sonst klar,
fx — ) — fle —w) — f(x +u) + f(x +0) 0.

37. Beweis wie in dem Spezialfall 35 durch Beniitzung von 36.
38. Mit den Bezeichnungen von 26-—28 ist [34]

n 0 7 >
_2 N1 4 NBm,2vd) 2 <ot 4 1
T(n,ﬂ)—;;;—;gj;zwq*ig; + ;gfvﬁ

2 1 2
= - —+—
ﬂv— v JT
Ferner ist
7 n
M;,>1fr(n,ﬁ)da:3 v
7 TT e
§ -

39. Setzt man 2= ¢'¥ und

‘xo + xlz + x222 + “ee ..! xnznfz
= Ay+4,cos P 4-py sind -4, €082+ pysin2d + - - - + A, cosn P u, sinnd,

so ist

o= %P+ |5 Pt w2 - |2
FhtHim) =%% + X % b o XXy, y=1,2,...,1;

es ist A, +iu, = 2%y%, + 0. (Fir x, =%, = %, = --- = x, folgt hier-
aus ein neuer Beweis von 18.)

40. [F. Riesz,; vgl. L. Fejér, J. fiir Math. Bd. 146, S. 53—82, 1916.]
Das in 11 definierte Polynom G(z) setzt sich aus folgenden drei multi-
plikativen Bestandteilen zusammen, von denen einer oder auch zwei
fehlen kénnen [13]:

u]—kz (=& ]l] (z—2) (z -~ %) , ¢z

v=1

R+2l4+v=2n,
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wo k, I, 7 ganz, k=0, 1=0, r=0, [{.]=1 0<]z|<1,
nw=1,2,...,k, v=1,2,...,1 und ¢ Dbeliebig komplex. Die Null-
stellen (, = ¢’r von G(2) auf dem Einheitskreis entsprechen den
Nullstellen ¢, von g(¥) im reellen Intervall 0<% < 2x. Und zwar
tritt, wie man durch Differentiation der Identitit g(9) = e~ % G(¢'?)
einsieht, eine Nullstelle [, = ¢’ von G(2) mit derselben Multiplizitit
auf wie die entsprechende Nullstelle &, von g(#). Wegen g(#) =0
muB also jedes {, von gerader Multiplizitit sein. Es sei etwa

L'

I 1 (Z‘— Z:u - I 1 (Z'—' C.U)z'
n=1
Hieraus folgt

" _ ; |ezl9_zy!2
9| =6 = Icrll\el"‘—éulzllsz;r"-

41. [40.] Das Polynom G(z) besitzt in diesem Falle lauter reelle
Koeffizienten, so daB die komplexen Nullstellen ¢, und z, paarweise
konjugiert auftreten.

42, Man kann irgendeinen Linearfaktor z — z, von A(z) durch
1 — 2,z ersetzen, weil auf dem Einheitskreis |z — z,| = [1 — 22| ist
[IIT §]. Hierbei kann auch z, = 0 sein.

43. Auf die in Losung 42 gesagte Weise lassen sich samtliche
Nullstellen von %(2), die dem Betrage nach kleiner als 1 sind, ent-
fernen. Der Bedingung 2. kann durch Multiplikation mit einer passend
gewahlten Konstante y, |y | =1, Geniige geleistet werden. Aus IIT 274
folgt iibrigens, daB dieses Polynom A(z) eindeutig bestimmt ist.

44. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfillt in Faktoren
der Form (¥ — )2 + 9%, %,, ¥, reell. Man beachte die Identitat

i+ 40) (Ib + @)= (151 Po+ 4192)% + (192 — P2 01)*

45. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfillt in Faktoren
der Form

(% — %)% + 92, %y, Vo reell; x4 %, % =0.
Man beachte die Identitit
[B7 4 ¢ + 2 (7 4 D] (B3 + 5 + % (75 + s3)]
= [(p1 + ¢) (3 + @) + 211 + 7) (13 + 59)]
+2[(F + QB+ D) + 1+ ) (5 4 B)]

Es ist ferner 44 zweimal anzuwenden.
18*
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46. [M. Fekele.] Setzt man P(x) fir das fragliche Polynom, so
wende man 41 auf P(cos?) an und beachte 8, 9. Es ist

P(cos®) = | A(cos®¥) -+ isind B(cos)

2
)

wo A(x) und B(x) Polynome mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen.
417. [F. Lukdcs.] Es sei P(x) vom Grade 2m. Nach 41 ist

P(cosﬂ) — ]h(e’b 19)'2 — ]g —im'z‘)h(ei I9)|‘d R
e im? p(et?) = A(cosi?) + ¢sind D(cosd),

wo h(z) ein Polynom 2mtn Grades mit reellen Koeffizienten, A(x)
vom Grade m, D(x) vom Grade m— 1 ist. Ist P(x) vom Grade 2m 1,
so ist

Plx) = (x — x) Py(x) = (x + 1) Py(x) + (— & — 1) Py(%),

oder
P(x) = (f — x) Py(x) = (f — 1) Py(x) + (1 — x) Py(%)

mit & < -—1 bzw. f=1, wobei auf P,(x) die vorige Uberlegung an-
zuwenden ist.

48. [Ch. Hermate, Aufgabe; Interméd. des math. Bd. 1, S. 65, 1894.
Losung von J. Franel, E. Goursat, J. Sadier, ebenda, Bd. 1, S. 251,
1804.] Nein. Im gegenteiligen Falle kénnte ndmlich

2+e=2A4()1 —x)*(1 + x)f

geschrieben werden, ¢ >0, A(¢)=0; es ist hierbei o + =2, «,
nichtnegativ ganz, so daB3 die Gliederanzahl fiir jedes ¢ genau 6 ist.
Hieraus folgt, x = 0 gesetzt, dal A(e) fiir 0 <<e=:1 beschrdnkt ist.
L4Bt man nun ¢ derart gegen 0 konvergieren, daBl lim A(¢) = A existiert,
und zwar in allen 6 Gliedern, dann folgt

22 =2"A(1 — x)*(1 + x)F.

Fiir x = 0 fithrt dies auf Widerspruch.
49. [F. Hausdorff, Math. Zeitschr. Bd. 9, S.98-—99, 1921.] Erste
Lésung. Es geniigt, die folgenden beiden Spezialfille zu betrachten:

1. P(x) ist linear:

2. P(x) ist quadratisch, P(x) = a + 2b6(1 — %) +c(1 — x)2, ¢ >0,
vc — b2 > 0. Man setze mit noch zu bestimmendem p,  ganz, p =2,



VI. Abschn., Losungen 46—50. 277
»

2 P(x) = aZ(f) (1 — (1 + 2P

»=0

+ 2b(1 — x)zg(f : 1)(1 — x)7—1(1 _I_x)p—y
v=1

+ec(t— x)”j’(f B ;) (A —%2(1 4P
r=2

<1 (p—2)! , s
=;§ﬂ@;wﬁﬂwu—xn1+w :

Hierbei ist

fr) =ap(p—1)+4b(p — 1)y +4cv(v—1)
=4c1? 4 2(2bp — 2b — 2¢)v + (ap? — ap)

ein Polynom zweiten Grades in », das definit positiv wird, sobald p
genug grofB, ndmlich so gewihlt ist, daB

4elap? —ap)— (2bp—2b —2c)2=4(ac—b3p?> 4 --- > 0.
Zweite Losung. Man fithre mittels der Gleichung
A+2(14+2=2

z als neue Variable ein. Es sei P(x) vom #'* Grade. Dann ist

P(1a) @+ o =12

ein Polynom #te® Grades, f(z) > 0 fiir z > 0. Folglich gilt fiir geniigend
groBes ganzes p die Darstellung

D,
H@) (1 2P =2 Aa2",
A,=0 fir «=0,1, 2, ..., p [Losung V 187]. Hieraus folgt

50. Erster Beweis [L. Fejér, C. R. Bd. 157, S. 506—509, 1913;
Gleichheitszeichen wird nicht diskutiert]. Setzt man

n11 +zei1')1, 27
Q(3)=”+1—1%my, ﬂvzi’m, r=1,2,...,m,



278 Polynome und trigonometrische Polynome.

dann ist [vgl. TII 6]
RO (2) <n+1, |z] <1,

ferner [vgl. den zweiten Beweis]

Q@) =1+2z2+2224 - 422" ¢, 12" gp 92" T2 -
Es ist fiir 0 =7» <1
Ao+ Ar 272+ ..o A,

2n
:2% g (1 +2vcosd + - + 27" cosnd)dd

0

27 201
-

1

= 2_ﬂ/‘g(ﬂ) (RO (ret?)]dd < (m 1) 2171/g(0)d19= n+1.
i

0
Man lasse » gegen 1 konvergieren, um fiir g(0) die gewiinschte Ab-
schitzung zu erhalten. Man betrachte ferner g(& + 9,), 9, fest.
Zweiter Beweis [L. Fejér, C.R. Bd. 157, S. 571—572, 1913]. Es
" ) . . 2m
geniigt, g(0) =# -+1 zubeweisen. Setzt man 9, =v ——, v=0,1,2,...,#,
. n -1
dann ist

n n
2 coskd, = Dsinkd, =0, k=1,2,...,n,
»=0

v=0
weil ja
. 257
n - 6@(n+1)km
& L — S ——
2{ € i . 2x O
»=0 ik ———
1 —e¢ ntl

ist. Man hat also

g0) +g@) +g(®) + - +g@)=n-+1, d h go)=n-+1.

Gilt hier das Zeichen =, so muB} g(¢;) = g(¥,) = --- =g(3,) =0 sein,
d. h. g(¥#) besitzt dann die wegen g()=0 doppelten Nullstellen
¥, = vni_:q , v=1,2,...,n. Diese Eigenschaft, zusammen mit der

Bedingung 2, =1, bestimmt g(}) eindeutig. [18.]

Dritter Beweis [L. Fejér, a.a. 0. 40, S. 65—66]. Nach 40 hat
das allgemeinste trigonometrische Polynom g(#) von der fraglichen Art
die Form

8 = |w + 22 4 H 22 %, 2, =€
mit

lo»_:rxo!2+]x1]2—f—fx2|2+,,_,},ixn[2:1 [39].
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II 80 liefert fir jeden Wert ¥ =9,
g90) = (n + 1)(| %2 + [, 2 + %2+ - + |2 ) = 0 4 1;

das Gleichheitszeichen gilt nur fir %, = ye ¥%, »=0,1,2,....%
1
51. [L. Fejér, a.a. O. 40, S. 73.] Es ist 4,4 fu, =2x%, und
2|50 %n| = %2 A (a2 = 20 2 A |y 2 4 - [P =1
Gleichheit gilt nur fir x =, = =2%,.1 =0, |%| = |%.| = !

1 2’
d- h. fur g(’l?) == a—|'1.]-y8inﬂJ2)]y}:':1‘

82. [L. Fejér, a. a. O. 40, S. 79.] Nach 39, 40 handelt es sich um
das Maximum von

4 |x0x1 + x1x2 —l— ot + xn~15&n12

unter der Nebenbedingung [%o[2 + |#,[2 + |52 4- -+ 4 |%,2 = 1. Man
kann sich auf reelle xg, %4, %o, ..., %, beschrinken. Das Maximum von

2‘x0x1+x1x2+ +xn~1xni

ist [vgl. Kowalewsks, S. 275] gleich dem Betrag der absolut groBten
Nullstelle der Determinante D, (f — %) von VIL 70, (&)= 2cos?,

d. h. gleich A, , = 2cos

T
w42
53. Esseih(z) =c(142,2) (1+2,2) ... (14 2,2), |2, | =1,v=1,2,.
c reell, ¢ > 0. Nach II 52 ist

2n

E%JlogM + 2,67 2d9 =0,

alSO
2 gg’l t g

54. Man erhilt sdmtliche trigonometrischen Polynome g(¢) von
der fraglichen Art, wenn man g(¥) = |h(¢!”) 2 betrachtet, wobei

B(2) =1+ 2201 +2,2) ... (1 +2,2) =25+ %2+ %22+ -+« + 5, 2"

und 2,2, ..., 2, belichige komplexe Zahlen bezeichnen, die dem Be-
trage nach = 1 sind. Daher ist fir |z|=1
|h(2)] =4 1) =2".

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle 2, gleich und vom ab-
soluten Betrage 1 sind, wenn ferner z = z, ist.
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55. Es ist
)< (14 2)",

also
2
= It + [l a4 P = 1 (1) () (2

(I 32], Gleichheitszeichen wie in 54.
56. Wie in 55:

My ‘[" i/lfrl =2 |x05‘v 'I' x197€v+1 ‘}" e '}' xn-—vknl

<2l (G Ll

87. Erster Beweis. GemidB 40 und 39 folgt aus g(9)=0,

AOZO)
() = | %o+ %, 67 4 %y 287 4 . g V|2,
(%2 + [% P+ (% + -+ |22 =0,
dhx=%=x= =1x=0.

Zweiter Beweis [L. Fejér, a. a. O. 50, zweiter Beweis]. Man
schlieBt wie in Losung 80, zweiter Beweis, daB, wenn
27

191/:‘ s 21,2,...,1’&
Vn+1 v

gesetzt wird,

8(0) +g() +g(3y) + - + () =0

8(0) =g(%) = g(d) = --- =g(®,) =

g(¥) hat somit die Nullstellen 0, 9y, 9, ..., J,, und zwar wegen
g(#) =0 alle doppelt. Nach 14 folgt hieraus g(#) =0

Dritter Beweis. Vollstindige Induktion. Fiir # = 1 ist

d.h.

Aycosd + uysind = Y2 4 i 2cos (9 — 9y, tgd, = %,
1

also die Behauptung klar. Fiir # >1 ist, wenn g(#) =0

g() + (@ + )

g =T

= A30529+ p,sin 294 A,cos 494y, sin4 9 + - - -
+ 43,0829 P + py,sin2p 9,

, ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom p*** Ordnung

n
?=|7]
von 24, und zwar ohne absolutes Glied. Aus g*(9) =0, g(®¥) =0
folgt auch g(d) =
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58. [L. Fejér, a. a. O. 40, S. 67—68; a.a. O. 50, zweiter Beweis,
S.573—574.] Wenn g(J) = 0 ist, dann ist m >0, M >0 {67]. Man
wende 50 auf g(ﬂ) +m bzw. w an.

59. [L. Fe1er, a. a. 0. 40, S. 69.] Man wende 58 auf

27
1
e — L [ av
0
an.
60. [L. Fejér, a.a. O. 40, S. 80—81.] Es sei g(¥) = konst. An-
g(d) +m M —g(9)

wendung von 51 auf hFm bzw. M=, liefert

VE+l=t+m, JE+um=M—1,
m+M
VA2, + ,uf,é—-z—éMax(m, M).
61. [O. Szdsz, Miinch. Ber. 1917, S. 307—320.] Nach 40 kann
n
M— DA, cosvd + u, sinvd) = | % + 212 + %222 + -+ + w2 |2
v=1
gesetzt werden, z = ¥, woraus [39]
Va2 4 3 = 2 (o) ] + [31] a4 -+ [ ),

v=1,2,...,%n

folgt. Es ist ferner

= [%of* + [wf* + - + |l
folglich

DV = (o + ol + o+l = Qf? + a2+ o+ )
! 4+ )M —M=nM. [1I 80.)

62. [T'schebyscheff, Oeuvres, Bd. 1, S.387—469. St. Pétersbourg
1899; vgl. L. Fejér, a.a. 0. 40, S. 81—82.] Hat P(x) lauter reelle
Koeffizienten, so wende man 60 auf das trigonometrische Polynom
P(cos?) =21 "cosn + --- an. Hat P(x) beliebige komplexe Koeffi-
zienten, so 14Bt es sich in solche mit reellen Koeffizienten zerspalten:
P(x) = P,(x) + i Py(x), wo der Koeffizient von #" in P,(x) wiederum1
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und P,(x) von (n — 1)t Grade ist. Aus |P(x) 2 = [Py(%)]2 4 [Py(x)]2
folgt

Max[P(x)|;Max|P1(x)y;271_f, —l=x=1.

Gilt hier das Zeichen =, so muB P;(x) =2'""T,(x¥) sein und an
jeder Stelle, wo |Py(x)| sein Maximum erreicht (an # 4 1 Stellen),
muB P,(x) = 0 sein, d. h. P,(x) =0. Besagt etwas mehr, als der Grenz-

fall in IIT 270.

63. Bei der linearen Transformation 5 —27& (* — &) — 1 ==y geht
. -
das Intervall & ==x=f in das Intervall — 1.y =21, ferner P(x) in
. n
(/iT“) Q(y) tber, wo Q(y) dieselbe Form in y wie P(x) in x hat.

64. Man kann annehmen, dal >0, a = —f, d<<2p ist. Wenn
P(x) irgend ein zuldssiges Polynom ist, dann ist

Pl + (=1 P(—2) _ [ Qle), fir gerades
2 - {x Q(x?), fiir ungerades #,

wobei (&) ein Polynom [%}ten Grades von &==2%% mit dem héchsten

Koeffizienten 1 bezeichnet. Die Variable x durchliuft die beiden Intervalle

a d _ . . AL
—ﬁgxé——g, Eéxéﬂ, die Variable & das Intervall <§> =&=p2
o (i)” B
Es ist somit [63], wenn man 2 —ffT?——— = u setzt,
‘ = Max [Q(§)[ = u,
| PE A (= 1) P(— ) | |

*)  Max|P(x)| = Max |’ i a
(%) Max| P | = Max 2 =5 Max|0@) | = w,

je nachdem # gerade oder ungerade ist. Dieselbe Abschitzung gilt
ten
somit fiir u,. Andererseits sei Q,(£) das Polynom [g] Grades mit

dem hochsten Koeffizienten 1, fiir welches Max | Q, (&) | = u ist [62, 63];
man setze Py(x) = Qy(¥%) bzw. x Qy(#?), je nachdem # gerade oder un-
gerade ist. Es ist

= u,

/,Ln\f_MaX!PO(x)‘{/\/f[u,

je nachdem # gerade oder ungerade ist.



VI. Abschn., Lisungen 63—67. 283

In dem ersten Falle wird u, erreicht, und zwar nur fiir P(x) = Py(x).
Ist ndmlich Max|P(x)| = u, so ist nach (*) auch

L |P() + P(—2) P(x) + P(— %)
2

2 = Qp(#?).

Ma:

=u, also

Man hat ferner

an —Z -+ 1 verschiedenen Stellen x, des Intervalls

gilt aber

d. h. P(x,) = P(—x,). Das Polynom (# — 1)** Grades P(x) — P(—x)
verschwindet somit an # -+ 2 Stellen, P(x) = P(—x) = Q(#%) = Py(x).

65. Es sei M =Max|Q(z)| fir |z{=1. Das trigonometrische
Polynom (# + 1)¥** Ordnung

R (1 + 7\12 e Q(e“"))
ist nichtnegativ, hat das absolute Glied 1 und das hochste Glied
%cos(n—l—ﬂﬁ (51]. Vgl. III 269.

66. Wenn der Punkt P eine beliebige Strecke der Geraden g durch-
lauft und P, ein beliebiger Punkt im Raume ist, dann ist PP, = PP},
wenn P, die Projektion von P, auf g bezeichnet. Das fragliche
,,minimum maximorum‘‘ kann also in beiden Fillen nur fiir solche
Punktsysteme P,, P,, ..., P, erreicht werden, die in derselben Ebene
liegen wie die gegebene Strecke bzw. der gegebene Kreis.

67. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel erhilt man

A O )N - T () N R L)

- Fla) x—2x  [(xg) ¥ — %

E=0,1,2,...,n—1.

Vergleichung der Koeffizienten von x"-* liefert o;. Fir &= 0 erhilt
man ferner mittels Entwicklung nach fallenden Potenzen von x

1=f(x) (02 1+ 0,224 0,573 -f- ---).
Der Koeffizient von x~%-1 liefert die Rekursionsformel

AyOpin+ A0y ay 104+ Ao =0, h=o,
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so daB

AyOzn_o+ B 0pn-g -+ Gn_10n-1 =0,
AyOgn-1+ @1 Ogn-gt ++ F @104+ 8, 0,1 =0.

68. [I. Schur.] Die Nullstellen des Polynoms f(x) 4+ ¢ seien
%, = %,(¢), v=1,2, ..., n; sie sind fiir geniigend kleine ¢ differentiier-
bare Funktionen von e. Es ist x,(0) =x,; aus f[x,(e)] + ¢ = 0 folgt
ferner durch Differentiation f(x,)%,(0) =-—1. Man wende 67 auf
f(x) -+ € an, differentiiere nach ¢ und setze nachher ¢ = 0.

69. Man setze in (¥) (S.87) P(x) =x"f(x 1) +(—1)" 12, %, ... %, [(%)
und x = —1. Es ist

SO P  P(—1)
;f’(m)(H—m)w f(_1)—( )" (—1)" % %5 - . - K.

70. Es sei P(x) das fragliche Polynom,

f(x) = (% — %) (¥ — 21) (¥ — ) ... (¥ — x,,).
Aus

Py — PE) 1)

= fx) x—x,

folgt durch Vergleichen der Koeffizienten von "

_ NP Ve S
1—2207]‘,(%), also 1ZM§“,(%)J,

wenn M den groBten von den Betrigen |P(x,)|, v=0,1,2, ..., n
bezeichnet. Es ist

[ (0) | =] (6 — o) (5 — %1) -+ (8 — % 21) (8 — 2,10) - (% — %) |

=vli{n—r)!,

n 1 n 1 2"
2 T =2 =t =l

71. T (x,) = (41)“1%, v=1,2, ...
— x;

1n+1

72. Una) = (=)~ ] g

s v=1,2, ... %n.
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73. [Vgl. I. Schur, Math. Zeitschr. Bd. 4, S. 273—274, 1919.] Fir
v=1,2, ..., n—1 ist

L@ )| =T w1 =,

1r=z,

ferner

[dja_c [Up_1(x) (2% — 1)1Jw:t1 =+2U,_4(+1) =2%n bzw. (—1)"2n.

74. [%(x”—1)L:£v=n82“1=ne,,’l, y=1,2, ..., n.

75. Die letzte Gleichung besagt, daB die hochsten Glieder der
beiden Polynome P(x) und Q(x) einander gleich sind. Dann schlieSt
man aus der vorletzten Gleichung, daB auch die zweithdchsten Glieder
einander gleich sind, usw. Anders gesagt: Wird

Px)=ayx"+a 2" 14 -+ a2+ an

gesetzt, und sind die Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢, gegeben, so werden die Ko-
effizienten a,, , as, . .., @, aus den Gleichungen

P®)(x,) =nl a, = Cy,
Pe-D(x, )=mn! a;%, 1+ n—1)! a; = Cp_q,
P(x;) =nagdy  +—Namd T+ Fa=c,
P(x,) =ao g ot @ikt an =co

sukzéssive etndeutrg bestimmt.
76. [G. H. Halphen, Oeuvres, Bd. 2, S. 520. Paris: Gauthier Villars
1918.] Es ist A,(x) durch die Bedingungen

A,(0) = ds(1) = Aj(2) = --- = AP Ve — 1) =0, AV (n) =1

eindeutig bestimmt. Offenbar ist Ay(x) =1, 4,(¥) = x und 4,;(1 4 x)
erfiillt allgemein die dem Polynom 4, ,(x) auferlegten Bedingungen.
Folglich gilt

Ap(x) = Ayy(x—1).

Aus dieser Rekursionsformel folgt durch sukzessive Integration

x(x — n)"l1

Au(x) = PR n=1,2,3%4,....

Nachtrigliche Verifikation durch Differentiieren ist einfacher. —
Anders bewiesen in IIT 221.
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77. Aus 71 folgt mit den dortigen Bezeichnungen

n

2n—1 —_ 5
a0=""" Sy 1= P,
re=1

r-1 . T
also |a,| = = 2"-1. Gleichheit gilt hier dann und nur dann, wenn

V1 2 PE)=(—1) 'y, |yl=1, v=1,2,..., %

ist. Durch diese #» Bedingungen ist das Polynom (# —1)*" Grades P(x)
eindeutig bestimmt. Da y U, _,(x) diese Bedingungen erfillt, so muB
Px) =y U,_4(x) sein.

78. Durch Vergleichen der hochsten Glieder in der Interpolations-
formel 73 erhilt man fiir den héchsten Koeffizienten a4, von P(x) die
Darstellung

2n~2 2n—1 n-1
ay="_—[P(1) + (= )" P(= )] + " — D (= 1)"P(x).
r=1
Ist also |P(x)|=21, —1=x-.1, dann ist

n—2 n—1

2 2
aol= %24

c(m—1)=2""1,

Das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn

P()=y, P=1)=(=1", Pw) =17, _
v=1,2, ..,n—1, |y|=1

ist. Durch diese » + 1 Bedingungen ist P(x) eindeutig bestimmt;
yT,(x) erfiillt aber diese Bedingungen, also mull P(x) = yT,(») sein.

79. Wenn P(z) ein Polynom (n — 1)'*® Grades mit dem hochsten
Koeffizienten a, bezeichnet, dann ist [74]

1
4y = 52 &) .

y=1

Ist also | P(z)|=1 fiir |z2| =1, so ist.
0] =5y =1
0 ;E;Z' n—1.

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn P(g)=yg,,
v=1,2, ...,m lyl=1,d h P(z)=yz"1ist. '
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I
®
IA

80. Aus 71 folgt fiir », = coszfﬁ

d. h. nach 7: | P(x) | =#; Gleichheit nur fiir P(x) = yU,_.(x), |7| =1,

%=1. Ahnliches gllt fir —1=x=x,=—x%,. Fir x, <x = %y,
7 27 1
— @ osin—>2 T =2,
n>1 hat man J1 — sm2 >n2n -

81. [Vgl. M. Riesz, Deutsche Math.-Ver. Bd. 23, S. 354, 1914.]
Man wende 80 auf
_ _ S
P(x) = P(cos?) = sng A [9.]
82. [S. Bernstein, Belg. Mém. 1912, S. 19, wvgl. M. Riesz,

a.a. 0. 81; der hier angewandte Kunstgriff rithrt von Fejér her. Vgl
M. Fekete, J. fir Math. Bd. 146, S. 88—94, 1915.] Nach 81 ist

1S'(0) | = |g(@Pg) | =n.

83. [A. Markoff, Abh. der Akad. der Wiss. zu St. Petersburg,
Bd. 62, S. 1—24, 1889.] Man wende 82 auf P(cos?#) und 80 auf
% 1P'(%) an. Das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn
n P (x) =y U, (%), |y| =1, d.h. P(x) =c + y T,(x) ist, ¢ eine Kon-
stante. Wegen [c4-y|=1 ist ¢ =0.

84, Partielle Integration liefert

1 1
1o n) I G i / arx
/<A (#2— 1) |x"dx= Zn”!Ai (2 — 1)"- P ——dx,

2npnl d x®

da sidmtliche Ableitungen von niedrigerer als der #'® Ordnung von
(#% — 1)" fiir x =1 und ¥ = —1 verschwinden. Hieraus folgt, daB 1.
(S. 91) erfillt ist und 2. ebenfalls, da nach 1.

1 1
VA ar 2 (2%)' [( 1 an )
e (42 n =T s _ n
,/<2"%! dx"(x 1) ) dx My l2 K 2y dxn( 1) ax
1

COL /(1 — x)ndy

22ny 12
-1

ist; 3. ist klar. Der Koeffizient von %" in P,(x) ist

(2n)!

" gz
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85. Aus 84 folgt nach der Leibnizschen Regel

> !
B = iy 2 (1) e+ 0 e

86. Es ist [III 117]
n-1
2

Bl
) S @ﬂ-w)w

S -

1 x+1 x—1
S )’ (7)
k=0
87. Es sei %, der Koeffizient von x" in P,(x), k,= @en! (84].

2"%'2

x P, _,(x) als

14
2

Man stelle das Polynom (# — 1)¥® Grades P,(x) — -

n~—-1
lineare Kombination von Legendreschen Polynomen

ky
Pox) = 27 %Py _1(%) = ¢ Po(®) + 01 Py(%) + -+ +0ny Pry()
n-1
dar. 1. (S.91) ergibt cy=c,=---=c¢p,3=0. Aus P,(1)=1,

P,(—1)=(—1)" [85] erhdlt man ¢,_, und ¢,_,.

88. Gidbe es noch ein Polynom S;(x) von der genannten Be-
schaffenheit, dann wire

1

1 1
J[Sa(x)—Sii(x)]2dx = | Su(®)[S(®) — Si(x))dx - !Sﬁ(x)[sn(x) —Sa®)]dx

= Sa(1) — Sp(1) — [Sa(1) — Sa(1)] =0,
d. h. S,(x) = Sj(x). Man setze nun

:ﬁs,, P,,(x) ) K(x) :Zn,‘tw P,,(x)
=0 »=0

Wenn die Gleichung

1

/ S(K®) dx :221—11 sty — K(1) =Zn7tv

-1 =0 »=0
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1 .
identisch in &y, %, %, ..., f, bestehen soll, so muB s, = 2—”—;; sein, d. h.
1 5 2n 41
Sule) = 5 Po) + 2 Pyx) + 2 Pala) o+ 2 E P,

Es sei ferner
(1 — x)Su(x) = ugPy(x) + uy Py(x) + - -+ + %, Pp(%) + thy 11 Py i1 (%) .

Aus
1

f(1——x)S,,(x)x”dx=O, y=01,2,...,8—1; n=1
-1
schlieBt man #y, =%, ==--- =u,_; = 0. Setzt man dann x =1 und
x = —1 und beachtet, daf3
2 !
1) =1, P ) = (=1, S = AV g gy (a2

so ergibt sich

Su() :Zn’ﬂi ) = "1 Pal®) = Poia(®)

2 T 2 1—x
(Christoffelsche Formel).
89. Man setze in 88: K(x) = (1 — x)4”, dann ergibt sich

1
[U=%)Su®)wdx=0, »=01,2....,n—1; n=1.
-1

Es ist [Losung 88]

f (1= DS, @edx =1 / [Po#) = Paia (0] ( > Pv(x>)dx
v=0

=n+1 . 2”9_'_1/[Pn(x)]2dx=n+1.

2 2

90. Partielle Integration liefert
1

a
/(aTx(1—x2)P (% ))x”dx——/ 1— 22 Pylx)-va’~ldx
-1

—-/P (1—x2)vx” 1)dx—0

y=0,1,2,...,n—1,
Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze II. 19
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d
d. h. P (1 — #%) P,(x) = ¢ P,(x), ¢ konstant. Die Konstante ¢ bestimmt

man z. B. durch Vergleichung der Glieder nte Grades.

91. Der Koeffizient von »" in der Entwicklung von (1 — 2xw -+ w?) - *
nach wachsenden Potenzen von w ist sicherlich ein Polynom #t Grades
in x mit positivem hochsten Koeffizienten [S. 91, Bedingung 3.]. Nennt
man es P,(x), so gilt identisch in # und v

1
Py(x) Py(x)d x - uFo?
k=0 i=0 -

—_

1

vn

/ dx _ 1y 1—}-]/@
::i V1~2xu—|—u2]/1—2xv+v2 Vuv 1—}[_ 22%+1

[S.91, Bedingungen 1. 2.]. Die erzeugende Reihe ist auch aus 84 direkt
herzuleiten [IIT 219].

92. a) Man lese III 219 in umgekehrter Richtung.

b) [III 157.] In umgekehrter Richtung verlduft die Rechnung so:

do
— [ (x+ 722 —1cose)"d w’”:—/
Py ]( ' ?)dy: x—}—yx2—1cos<p)w

Dieses Integral ist = (1 — 2xw 4 w?) ~ fiir geniigend kleines positives w
und far x > 1 [1II 149, » = 0].

c) Es sei F(x, w) ZP )w" gesetzt. Dann ist

S Py(x) — (20 — 1) 2 Py_y(#) + (0 — 1) Py_y(x)] w1

:(1—2xw+w2)gz+(w—x)on.
i 1 — 22 P (x) — 25 P, (x) + n(n 4 1) Py(x)] w”

@F _ OF  &wF)

A—EOI
0 x? 0x cw?

=1 =)~

93. Aus 91 folgt

1 1 1
Y1 — 2cosd - w + w? Cl—e%w l—ePw

- <Z1z_4(2k2%1) gik#wk) (213—4_(_2_2—1_1)610101)

k=0 =0
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Also nach. Ausfithrung der Multiplikation [I 34] und Vergleichen der
Koeffizienten

P, (cost) = gygncosn® + g8, -1€08 (n— 2) 9 + gogn-_ocos(m — 4) P+ ---
+gng, cosn,

wenn der Kiirze halber

=1  gn=—

gesetzt wird. Daraus {olgt

‘Pn(COSﬁ) I = go8n T 818n-1 T 8aln-2t -+ gnlo= Pu(1) =1.

Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn n 9, (n — 2) 9, ...
gleichzeitig gerade oder ungerade Multipla von # sind, d. h. nur fir
d=rka, k ganz.

94. Wenn man x =1 - &, £>0 setzt, so ist

1 SUPy) — Py )] wn = e '
n=1

Y —w)?—2¢w V1 _'2§v_w*

(1 —w)®
13- (2n—1) ( 2&w \*

Die Potenzreihe w(1 — )2 =w - 2w? 4 3 w® + ... hat lauter posi-
tive Koeffizienten.

95. [L. Fejér, Math. Ann. Bd. 67, S. 83, 1909.] Nach 17 und III
157 ist

Py(cosd) + Py(cosd) + Py(cosd) + -+ - Py(cos®d)

JT

. 1\2
f bl

4

¢ —
g sin— }2 (cos? — cost)

96. Fiir x=1 ist Py(x) >0. Fiir x << —1 ist sgP,(x) = (— 1),
und |P,(x)| = | P,(—x)| wichst monoton mit # [94]. Es ist P, (—1)
= (—1)" [85].

97. Spezialfall von IT 140: a=—1, b= 41, j(x) = P,(x). —
Anders aus 84 und V 88, oder aus 85 und V 65, oder aus 90 und III 34,
oder aus 90 und V 120.

19*
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(=1 @
2"nl dx*

98. a) (1— )" (14-2)" Pi>P(x) = (1—2)* " (12",

der Koeffizient von " in P (%) ist

B (1) PP (%) ___2(%—1}-&) (Zf/ﬁ .
»=0 : ;

hieraus folgt

P = ("EP) P = ("),

n
¢) PyP(x)
2

1 / = n' x+1 1-,,)“ x—1 Wﬁ
= ; — IR Vi z
(xl Jx 1cose, (1 V 1e 14 13 dy,

0

wenn x in der lings des Intervalls —1, -1 aufgeschlitzten Ebene
liegt. Hierbei sind diejenigen Bestimmungen der Quadratwurzeln bzw.
der a-ten und p-ten Potenz zu wahlen, welche fir ¥ >1 und ¢ =
positiv ausfallen; fiir f1x=0 mubB « ganzzahlig sein (§ beliebig), fiir .
Rx=0 muB p ganzzahlig sein (x beliebig), fiir imaginires x gilt die
Formel ohne Einschrinkung.

d) PYP) = (47" % + BPP) Pl (x) — P Pf(w)
A(a,ﬂ) — (2n+oc-{—/3)(2n+<x+/3—1)

2n(n+ o+ fB) ’
s _ 82— 2nt+a+pf—1
" 2n (nt+oa+p)R2untoa+p—2)°

gon_ (ks Nokp—Eataty)
nntothertatp—2) n=23
e) S%P(x) sei das Polynom nt*® Grades, fiir welches

/1 (1 —2)* (1 + 2 S&P (%) K(x)dx = K(1)
1
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gilt, K(x) ein beliebiges Polynom #'*® Grades. Es ist

why_ N2V F a1 To+atp+1)  wp
Sn (x) —2 2a+f+1 ]‘(0‘ + 1)[‘(,, + ﬁ 1 1) P, (x)
(B n (2,
4 atatt Tdoadpt2) ) = a g @
T 20t 2pt o p2 o 4+1) L (n+B+1) 1—x

(Christoffel sche Formel);

»=0

1
B [ —2)* (1 + 2) S ) SiP (x) dx
-1

0, wenn m=Zn,

= 2-a-8 Int+a+2)I'n+o0+p42)
o F10Pend+atpftr2) TutDlmrp+1)

wenn m=un;, m, n=20,1,2,...;

g (10— AP @) +[f—a —(x+f+ 2P (@)
+nm+ o+ 4+ )P (x) =0;
h)
2zx+ﬂ
Yi—2x0 +w?
— PSP(x) + PP (x)w + PSP () wr 4 - - PP yon 4 -

i) Die Nullstellen der Jacobischen Polynome sind reell, einfach
und liegen im Innern des Intervalls —1, 1.

Beweise dhnlich wie in 84—91, 97. Beim Beweis von c) schreibe
man zunichst b) in der Form

rea= ST

(1—w+Y1—2xw+w?) *(1+w+ Y1 —2x0+w?)””

v=0
! x+1 )”*"‘( x—1 )"+ﬂ dz
=Pl 5

Man integriere lings der Kreislinie |z|= 2|22 — 1 ["f; der Integrand ist
regular im Innern, stetig auf dieser Kreislinie (n = 1).
99, a) 1 dr

—~Z T (&) L
¢ # Ly (x)_n!dx”

—r,nta
x0T

der Koeffizient von " in L{®(x) ist
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b e Sy
)

y=

LP(0) = (” r "‘) :

A) nL2(x) = (—x+ 20+ 0 — )LD (x) — (n + 6 — 1) LP(x),
n=2 34, ...:

hieraus folgt

) S(x) sei das Polynom i Grades, fiir welches
[e7%x*S (%) K (x) dx = K(0)
0

gilt, K(x) ein beliebiges Polynom #'*" Grades. Es ist

(@) _”_JF‘_ ()
S(""( Zﬂa) n+oc+1L” () n+ o+ Laal)
Ix + (x 4+ 1) x
(Christoffel sche Formel);
)
N 0, wenn mZ#n,
[ ISPESPWAr =1 a bt mpat) o
y Tt i) " , wenn m=mn,
m, n=20,1,2, ...;
g) xL () + (x +1— )L (%) + nLP () =
h)
6_ 1-w (x) () {a) 2 () n .
iyt = L0 + LW + LW+ - 4 L@t -

i) die Nullstellen der (verallgemeinerten) Laguerreschen Polynome
sind reell, positiv und einfach.
Beweise dhnlich, wie in 84, 85, 87—91, 97.
z 1 4 -=

100. 2) ¢ HHA) =y gt T

hieraus ergibt sich iibrigens durch Differentiation
Hy(x) — 2 Hy(x) = (n + 1) Hy 1y (%),
woraus fiir den Koeffizienten von %" in H,(x)

(=)

n!

folgt;
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d) nHy(x) = —xH,_,(x) — H,_,(x), n=2,34,...;
e) S,(x) sei das Polynom »*® Grades, fiir welches

o x?

f ¢ 2 S,(x) K(%) dx = K(0)

- o0

gilt, K(x) ein beliebiges Polynom n'®" Grades. Es ist

1 ~ L (29)!
Sa(a) =V—2_;§(— 1) 2 Haule)
= (_Vﬁﬂ (2;—;3)! Hg”;l(x), p:{%} (Christoffel sche Formel) ;
27 :
g) Hu(x) — x Hy(x) + nH,(x) = 0;

h) ¢ T T=Hy(x) + Hy®) w + Hy@)w? + -+ Hy(@) " + -+

i) die Nullstellen der Hermiteschen Polynome sind alle reell und
einfach.

Beweis von a), d), e), h), i) dhnlich wie in 84, 87, 88, 91, 97;
g) schlieBe man aus a).

t4+1 2
101. Aus Losung 98b); wenn man tif =1—e, t=1— ~
setzt, so ist nidmlich -
. n +ﬁ) I _ (__x)'n~v L b
ﬁBTJ” —v) =1 (n—)! [Losung 99b)].

102. Es ist

o0 z? o
/e ZL;’%)(%)x”“dx:O, E=0,1,2 ..., ¢g—1,

— o0

weil der Integrand eine ungerade Funktion ist und

2 9 g
/e ?L‘q"*’(%)xgkdx=2k+%/e‘yL;‘*’(y)y’”“%dyzo, k=0,1,2,...,9—1
- 0

2
nach der Definition von L{"¥(y). Es istalso L{ *’(fz—) = konst. H, ,(%).

. 2
Ahnlich zeigt man xL(;’(fz—) = konst. Hy, (). Den konstanten Faktor

erhdlt man durch Vergleichen der Koeffizienten von 29 bzw. x2¢+1
[Losung 99 a), 100a}].
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103. Setzt man

PW) =Zn'tv V“;H P,(x),
v=0

[[PH)Pdx =8+ B+ B+ - +E=1.

1

dann ist

Ferner ist nach II 80

]2<Zt222”+1[p ]2_Zziﬂ[p

Y=

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen bei einem beliebigen

/2 1
Wert x=x, nur fiir tvztl/ vt

wo ¢ gemiB der Bedingung £2+ #§ + 3+ --- + £2 =1 zu bestimmen ist.
Vgl. ferner 93.
104. Setzt man

P,(xy), »=0,1, 2, ..., n,

n .
2

- ;O’z]/m S,(x),

dann ist ‘

1
[ =) P@Pdx =B+ B+ B+ + £ =1 (89].

-1

Ferner ist nach II 80

W= 2 2;:&7 ZL (S,

=0

Es ist [Lésung 88]

n+1v

Sn(“ = ' Sn(“ 1) - (h‘ 1)n 2

Die Schranken werden fir 7, = tV% Su(+£1), »=0,1,2,..,n er-
reicht, wo ¢ beidemal so zu bestimmen ist,daB 2+ # £+ -+ £ =1 ist.
105. Es ist [103, Losung 98e)]
Max [P(1)]? = S;»7(1) =

1 %+O¢+’I F(ni—(x—{—ﬂ-Lz) ( n-+1 P(aﬁ) (1)__P(0¢,/3’)'(1)>
2548 2pdo 4 2 Nt 1) T n+p+1) \m4o 41~ "1 n :
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Aus Losung 98g) und b) erhidlt man

by OO BEA) pay _ mlt s f) (ko
Pt = 2(a +-1) P = 2(x +1) ( n >’
und also »
_gwhgy_ A Tmtat)llnta+p+2)
Max[P(1)]2 = S,""(1) = 254 F L T+ ) (o + 2L (n 1) (n+ f +1)
1 n2at2

20T [+ 1) [+ 2)°

Es ist ferner

t Tt p+2)llnt o+ pt2)
20481 B+ 1) (B -+2) I (n+1) ' (n+ x+1)

1 n2h+2
T T )T +2)
Fir « =1, =0 erhdlt man 104.

106. Man erhilt wie in 103 [99]
(n—i—cx—l—z) - n*+l

o+ (ax+42)In+1) o+ +2)"

107. Es ist [103, 100]

Max[P(—1)]P=SP* (1) =

Max [P(0)]2=S§(0) =

(=)t 2p+1)!

Ma [P = $,(0) = == =250 Hepn (0)
_1_~ (215 ) n]
V2n 2p 2l

Nach II 202 ist
Max [P(0)]2 = S,,(0) ~ :—l Vu.

108. [F. Lukdcs, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 299, 304, 1918.] Spezial-
fall von 110: «x =g =0. Beim Beweis sind 103, 104 zu. benutzen,
105 nicht.

109. [F. Lukdcs, a. a. O.108.] Es geniigt, die eine Ungleichung zu
beweisen; man ersetze ndmlich dann P(x) durch — P(x). Man kann
ferner annehmen, daBl m =0 ist. Wenn a<<& < b ist, dann ist [108]

_afp Sb—:E/Px)dx

*b—a/-P

&=

Hieraus folgt
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110. Wir setzen [47]
P)=[A®P+ (1 —»B®P2+ 1+ 5)[CEH}+ {1 — DK,

wobei A(x), B(x), C(x), D(x) Polynome bzw. vom Grade {g—] =p,

{n;—i] =q—1, [n——z——d]=q——1, [g] —1=p —1 sind. Nach 105 ist

also, S# (1) =SSP gesetat,
P(1)=[4(1)} + 2[C(1)P?
= SP /1 (1—%)*(1+x)P[A (%) 2dx + 254D /1(1 —x)*(1-- ) T1[C(x) 2 dx
-i -1

1
=Max [S;*7, 2570 V] [ (1= 2)*(14 )PP (x) dx

-1
= Max [SEP, 25E+D]

111. Wir setzen [45]
P(x) = [A(x)]2 + [B(x)]* + #{[C(x) 2 + [D)]*},

wobei A(x) und B(x) Polynome vom Grade [g] =, C(x) und D(x)

Polynome vom Grade [n — 1] sind. Nach 106 ist also, S4”(0) = S\*

gesetzt,
P(0) = [4(0)2 + [BO)2 =S [e~a*{[A(x)]* + [B(x)]*} d=
0
=S fe‘zx"‘ P(x)dx =S
0

- 112. Spezialfall von 111: & =0.
113. Man wende 112 auf

P+ 8
[e=s Pla+ 8) dx
an. Es ist °
P =(| 2] +1) fe-wP(x+ gav=(2]+1)e /we—xp(x) i
o g



Siebenter Abschnitt.

Determinanten und quadratische
Formen.

1. Die Vertauschung zweier Nummern in der Numerierung der
Ecken kommt auf eine simultane Vertauschung von zwei Zeilen und
zwei Kolonnen hinaus. Gibt man gegeniiberliegenden Ecken des Okta-
eders Nummern, die sich um 3 unterscheiden, so ist die Determinante

011011
1701101
110110
011011 -9
1011 01
17170110
Die Determinante fiir das Tetraeder ist = —3, fiir das Hexaeder =9.

2. Man addiere die mit — @; multiplizierte erste Zeile zur zweiten.
Vollstindige Induktion liefert

(@, — by) (@3 — by) -+ (an — by) .

3. [Cauchy, Exercices d’analyse et de phys. math. Bd. 2, Zweite Auf-
lage, S.151—159. Paris: Bachelier 1841.] Man subtrahiere die letzte
Zeile von den # — 1 vorangehenden. Dann kann man aus den Ko-
lonnen bzw. die Faktoren

1 1 1 1
an+b" a,+b’ 7 ayt by a,+b,

und aus den Zeilen die Faktoren
ap— @y, 4y — 4y, cery Ay — An-1, 1

vor die Determinante ziehen. In der verbleibenden Determinante
subtrahiere man die letzte Kolonne von allen vorangehenden und
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ziehe aus den Kolonnen bzw. Zeilen die Faktoren

bn_bp bn—'bzy e bn_bn~1; 1;
1 1 1
a+b,° ag+bn, T ag -+ by

heraus. Es verbleibt ein (z — 1)-zeiliger Eckminor der gegebenen
Determinante. Vollstindige Induktion.
4. Spezialfall von 3: a; =4, b,=u+ . Esist

I2+a)l(3+a)--- I'(n+1+«)
In+24+a) I (n+3+«)--- I'2ut+1+a)

5. Durch zeilenweise Multiplikation [vgl. auch II §1, VIII 2] von

. —_— |
@, _(”1 1)@3{'2, ("21>a§*3, (= 1)"*1‘-'1, A

1

Dp(x)=[1!2!--- (n—1)1]2

6 ” po D1y pe¥i - }‘ 1 g A J
po 1% P63 - ” 1 B B3 f:
..................... B IEEETTRRTTTTTO
| b0 1o%n oo, - | 11 B, B |
0‘;1 (x;z “;n f Il ’]’.z ;n
= Z e Zﬁ”x ?“’z AR ?Vn a;l “;z 0“‘2% ;l ;2 12’”
op e el g B p
Die Summation ist hier iiber simtliche Gruppen nichtnegativer ganzer
Zahlen vy, v,, ..., ¥, mit 0==v; <w, < --- <w, erstreckt. Simtliche
Glieder der letzten Summe sind nichtnegativ; es gibt darunter auch
positive, wenn unter den Zahlen p$,, $;, p,, ... mindestens # nicht
verschwinden.

1. [A. Hurwitz; vgl. O. Holder, Leipz. Ber. Bd. 65, S. 110—120,
1913.] Subtrahiert man in der auf die angegebene Art mit x versetzten
Determinante D(x) die erste Kolonne von den folgenden #» — 1 Kolonnen,
so verbleibt x nur in der ersten Kolonne; daher ist D(x) linear in x,
Dx)=D+x4. Fir x=—a und x = —b reduziert sich D(x) auf
das Produkt der Hauptelemente:

D—Ada= (Vl—ﬂ)(f’g-a) (7n_a) :f(d),
D—Ab=(r;—b)(rg—b) - (r, — b) = 1(b).
Im Falle b=a [M. Roberts, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 3,

S. 139, 1864] ist die Determinante = f(«¢) — af(a), wie auch sonst leicht
ersichtlich. '
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8. [T. Muir, Amer. Math. Monthly, Bd. 29, S. 12, 1922.] All-
gemein ist

' Afl fs EXI
_%9 Oh Oh O
Ox, 0x, 0Ox 9,
a((pfl) (pf27 T ‘an) :(Pnﬂl _ﬁ?i % giz_ _% .
O(%y, Xg, +..) %n) 0%y 0%y 0x, 0%y |’
_ 99 of Of 9 fn
0%, Ox, Ox, 0%,

in Anwendung hiervon ist die vorgelegte Determinante =3, multi-
pliziert mit

ad—bc a b ¢ d
—d 1 0 0 O
c 01 0 0|=34
b 0O 01 O
| —a 0 0 0 1]

9. [Aufgabe, College d’Aberystwyth; Mathesis, Serie 2, Bd. 3, S. 79,
1893. Losung von Retali, usw., ebenda, S. 172.] Die fragliche Deter-
minante gehort bei reellem /, m, # zur quadratischen Form

(—2) (x2+y2+z2)+z(f+l+i) (x+my+n3),
I " m  n
die fiir p = 2 gleich

l+i>(lx+my+nz)

m n

[ R A

(e o ol

ist. Thr Rang ist also fiir ¢ = 2 kleiner als 3. (Der Rang ist = 2, aus-
genommen, wenn />=m? = n2; dann ist er =1.) Man setze ferner
0 = (0 — 2) + 2 und entwickle nach Potenzen von ¢ — 2. Es ergibt sich

X
2G+

ST S

I m|
2 a7
+ofle—2 40

=2+ @+2+2 -2+ ,
oNRtT o2

m

=(@—2°%*+6(0—22+(9—P)(0—2),
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wenn P = (liz + % + %) (7 + m? + n?) gesetzt wird. Die beiden
anderen Faktoren sind
o+1—7P, o+1+7P.
10. Man ermittle aus dem Gleichungssystem
()" 1S, 4 2, (—1)" "2, 22 (= )" 3S, , o IS, =
v=1,2, ..., n)

den Wert der Unbekannten (—1)271S, .

11. Man kann sich aus Stetigkeitsgriinden auf den Fall beschrinken,
daB das Polynom a,2"-+a, 214 ... 4 a, # voneinander ver-
schiedene Nullstellen besitzt. Irgendeine solche Nullstelle mit z be-
zeichnet und

-1_ —2 -3 = -
g =2y, ;AT =1%;, 2" =1%,, ..., Gn_3Z2=1Xp_g, Ay 1= KXn_1
gesetzt, geniigen %, %, ..., %,.; dem homogenen System
[ a, as An_y a,
(z—{———)xo—{——xl—l———xz—}—---—i—w-v——xn,z—{— Fn-1=0,
0 4 ay Ap -9 An -1
4 s An -1
— =%y +2x%,=0, — x5+ 22,=0, ..., — Xpn-o+2%,.1=0,
do a]_ Ay _29

dessen Determinante =0 sein muB. Die vorgelegte Determinante ist
also ein Polynom #*® Grades in z mit dem hochsten Koeffizienten 1,
das dieselben Nullstellen besitzt wie ayz* 4 a;2"~1 - ... 4 a,.

12. Es handelt sich um den Rang der beiden Matrices

0 —a; a, 0 —a;, a, b

a; 0 —a a; 0 —a, b,
—a, a 0] —a, a 0 by’

a a, as a, a a; ¢

Die dreispaltige Matrix enthilt vier Determinanten dritter Ordnung
bzw. vom Wert

a@+@+a), —atd+d), ad+dtad, o

folglich besitzt sie entweder den Rang 0 oder den Rang 3. Im ersten
Falle ist die Bedingung der Vertriglichkeit b, =b,=b3=c¢=0, im
zweiten Falle a,b, + a,b, + a3y = 0. Sind die vier Gleichungen ver-
traglich, so sind im ersten Falle x;, %, #3; vollig unbestimmt, im
zweiten vollig bestimmt. Bei Kenntnis der Vektormultiplikation ist
das Resultat evident.
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13. Es gilt identisch in z

z

1+u§”)z+u§"’22+---+u‘,{”z"—~<1——>(1——>---(1—~——>.

a, 2

Da das unendliche Produkt l l (1 — 5) in jedem endlichen Bereiche
n=1 n
gleichmaBig konvergiert, so trifft dasselbe fiir die Polynomfolge
1+ w24 ufP2? + -+l 2, n=1,213%, ...

zu. Daraus folgt, daB simtliche Grenzwerte

Lm 4 = uy, k=123, ...
n->oo
existieren, und es ist
w2+ up2® + ug2® + = 1 l (1 __') (I 179].

Im allgemeinen unterscheidet sich diese Funktion von der gegebenen
in einem exponentiellen Faktor ¢#@), g(z) eine ganze Funktion.

14. Die folgenden Determinanten sind als Determinanten 2#n'e
Ordnung zu verstehen (nicht etwa als solche von der zweiten Ordnung,
deren Elemente , | = , |baul, |@1u] sind!). Es ist

(a}.‘u) (_ bA;l,) ‘ — (allu + ibl/x,) (— b/Lu + ial,u)

(02)  (@14) (b2.) )

‘ e +1 b}, u (O)
‘ (bl LL) (al w i bl y)

:lal/l,_*—ibl/l,l'lal/t'—ibl‘ul=A2+B2>

wenn man |a;, + i1b1,| = A + ¢ B setzt, 4, B reell. Das Verschwinden
von A? +4 B? ist dquivalent mit dem gleichzeitigen Verschwinden von
A und B.

15. [G. Rados, Aufgabe; Math. és phys. lapok, Bd. 15, S. 389, 1906.
Losung von M. Fekete, usw. ebenda, Bd. 16, S. 310, 1907.] Das Produkt
der drei Glieder ay; gy @53, @pp dog dgy, G153 %y 43, ist dem der iibrigen
drei entgegengesetzt gleich.

16. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20,
S. 271, 1913. Lésung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 291,
1913.] Wiren ¢;, die fraglichen Vorzeichen, so wire nach dem hypo-
thetischen Gesetz die Determinante [aw lhu=12,.m . =n!, im Wider-

n
spruch zu dem Hadamardschen Determinantensatz [e1,. [, ,_; 5 = n?
[Kowalewski, S. 460], da #" <n!? fiir n==3. Es genfigt iibrigens, den
Beweis bloB fiir die Determinante dritter Ordnung zu fithren [15].
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17. Ist der Nenner 2 — ¢ 241 — 2272 — ... —¢,, so reduziert
sich das Produkt
(@g+ayz+as22+ - Fa, 2"+ ) (A—c B T— - —¢)

auf ein Polynom vom Grade p — 1. Daher ist in der Produktreihe
der Koeffizient von 20t"

* —
* Ap — By CQ— Apig Cp— "+ — Apyg =0

fir n=p—¢q, p—q-+1, ..., wenn p=g¢ und fir n=0,1,2, ...,
wenn p =g¢. Die Vertriglichkeit der ¢+ 1 sukzessiven linearen Glei-
chungen, die man aus (*) fiir n=~%, £+ 1, B+ 2, ..., R+ g erhilt,
zieht AY™Y =0 nach sich.

18. Aus AY*P =0, AP + 0 folgt, daB L,,,(x) lmear abhingig
von Ly(%), Ly41(%), ..., Lyyg-1(%) ist [Kowalewski, S.53]. Daher hdngt
L,(x) fir n=d linear von Ly(x), Lg.1(%), ..., Lg1q-1(x¥) ab, und die
Gleichung L,(x) = 0 wird durch eine gemeinsame Losung der ¢ Glei-
chungen

Ly(x) =0, Ly 1() =0, ..., Lgyq-1(¥) =0

befriedigt. Diese Gleichungen haben, weil A.(qul + 0, eine Losung von

der Form

=1, % =—C, Xg=-—0C ..., X3=—¢C.

Dies bedeutet das Verschwinden der Koeffizienten von z0+¢, z¢4+4+1
in dem Produkt

(g + g2+ a2+ ) (8 — 28~ — 282 — ... — ).

19. [Kowalewski, S. 80, 109.]
20. Es folgt aus der Voraussetzung kraft 19

) (9) (9) ( (q)
(AL )= AP AR, (AR = A As, .,

) (9) ()
(A%H_l)z = Agqu)th—ZA%)H, (Anqwt)z = A'%)-H~1Aﬂg+t+1-

Also zieht das Verschwinden einer der fraglichen ¢ ¢-zeiligen Determi-
nanten das Verschwinden ihrer beiden Nachbarn (ithres Nachbarn)
nach sich. Ubersichtlicher aus 22.

21, Klar. Beispiel: 4.

22. [A. Stoll.] 1. aus 19,2. 3. aus' 19 und 1. Man beachte die
., kreuzférmige Lagerung der funf in 19 auftretenden Determinanten
im Schema 21. Um die Giiltigkeit am Rande einzusehen, stelle man
@_, VOr ay, a;, dy, ... und eine entsprechende Schrigreihe vor das
Schema 21.
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23. [Vgl E. Borel, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 18, S. 22—25, 1894.]
Wenn in der ersten Zeile des Schemas 21 nur endlich viele von 0 ver-
schiedene Elemente vorhanden sind, so reduziert sich die Potenzreihe
a4y -+ a2+ --- auf eine gamze rationale Funktion. Im anderen Falle
ergibt sich durch Wiederholung des Schlusses 20, daB es zwei ganze
Zahlen d und ¢ gibt, 1 ="¢g=k, fiir welche die in 18 erwdhnte Situa-
tion vorliegt.

24. [L. Kronecker, Monatsber. d. Akad. Berlin, 1881, S. 566—567.]
Durch wiederholte Anwendung von 22, 1. auf 23 zuriickzufiihren.

25. [G. Pélya, Math. Ann. Bd. 77, S. 507, 1916.] Durch wieder-
holte Anwendung von 22, 1. auf 23 zuriickfiihren! Man stelle die De-
terminantenbedingungen 23, 24, 256 durch ,,Wege‘ im Schema 21 dar.

26. Vgl. 27.

27. Wenn der Rang endlich ist, so verschwinden. simtliche in 23
erwihnten Determinanten fiir ein geniigend groBes &, also ist die
Potenzreihe rational. Wenn die Potenzreihe rational ist, so behalte
man die Bezeichnungen von 17 bei und betrachte die Linearformen

Ap(%) = Ao + sy %y + pyo %o+ o5
die Anzahl der Variablen ist beliebig (nicht unendlich!) grol. Gemdif
den Gleichungen (*) in Losung 17 ist

Ap=0dpiy+ o dpys+ -+ dnyy

fir w=d,d+ 1,4+ 2, .... Daher hingen die Formen A4, 44,4, ...,
Agyy, »=¢q, von den ¢ letzten unter ihnen ab. Da so zwischen irgend-
welchen ¢ + 1 von diesen Formen eine lineare Abhédngigkeit besteht,
verschwinden alle in $, enthaltenen Determinanten von der Ord-

nung ¢ - 1.
28. Vgl. 29.

29. Es sei, nach Voraussetzung von 28,
Ag’)-% 0 Aép+1):Agp+2)=A(()p+3)= o =0
A(lp) — A(zpvl) — A:(;p72) —. — Aglj‘ql) =0, A;Q{q+1 +0.
Es sei ferner der Bestimmtheit halber angenommen, daB
0<<g<<ph.

Aus diesen Voraussetzungen folgt, wenn man die Lage der erwdhnten
Determinanten im Schema 21 beachtet, gemiB 22, 1., daB

{ A;Q)_q:i:O, A(,?)_q-nﬁ‘i(), Agl)_ﬁz#o, A

AT 40, APN) =0, AfTpa=o,

D. h. die Berandung eines aus lauter Nullen bestehenden unendlichen

Po6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsiatze II. 20
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trapezformigen Gebietes im Schema 21 muf aus lauter von Null ver-
schiedenen Determinanten bestehen.
GemiB 23 ist der Grad des Nenners =g; vgl. zweite Zeile (**).
GemiB 17 ist der Grad des Nenners =g¢; vgl. erste Zeile (**),
Der Nettorang ist = Rang von §,_,, also =g, gemal Losung 27.
Der Nettorang ist =g¢q; vgl. erste Zeile (**).
GemdlB 18 ist der Grad des Zahlers =g+ (p — q) —1; vgl. (*%).
GemaB 17 ist der Grad des Zihlers >¢g4(p —g—1)—1, da
AFP 4 0.
Es ist der Rang von $,_, genau =g, also der von §, sicher
=g+ @#—q-.
Der Bruttorang, = Rang von §,, ist =4, da Af)p) + 0.
30. [E. Beke, Math. és term. ért. Bd. 34, S. 25, 1916.] Die ge-

nannte Eigenschaft der Potenzreihe Z~ Z" trifft dann und nur dann

n=0
zu, wenn die Potenzreihe Z,%Z" eine rationale Funktion darstellt.
n=0
(24, 26.] In beiden Fillen handelt es sich um dieselbe Rekursions-
formel zwischen den Koeffizienten a,, a,, 4., ... .

31. [G. Pélya, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 25—26, 1922.]
Durch Addition von Zeilen und Kolonnen. Fiir den Fall Q,,(2) = (1 — 2)%,
n=0,1, 2, ... vgl. Kowalewski, S. 112.

32. Der Zéhler ist vom Grade =g —1, daher ist

AnCqt Apy1Cqy F OnyoCqogt oo T Ayig 16, =8pyo fir n=0,1,2,....

Wird also die A Zeile (Kolonne) von U, mit der u!® Kolonne

von @ multipliziert, so entsteht a,4141,-1, L u=1,2,...,¢, also
W € = Wy yq -
33. Der Rang sei » und die Determinente
Ay, A1y, ... A1y,
Aoy, @2y, ... QA3
1 2 r 7# 0’
Apy,  Qpy, Ay,

0w, <wy<---<<n,. Wenn ¢ f,(2)+cyfol2) + -+ ¢ [r(2) =0, so
miissen insbesondere die Koeffizienten von 21, 2%, ..., 2 links =0
sein. Aus den hieraus resultierenden #» homogenen linearen Gleichungen
mit nichtverschwindender Determinante folgt ¢, = ¢, = --- =¢,=0.
Wenn m > 7, setze man a3, %, + a4z %+ -+ @y %o+ @pi1, v Xp 1 =L, (%) .
Irgend eine Anzahl von Linearformen L,, L,,..., L, ist, nach Vor-
aussetzung,von L, ,L,,, ..., L,, linear abhangig [Kowalewski, S. 53]. Es
gibt ein Wertsystem x, =¢;, % =¢,, ..., % =0, %, = —1, das
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den simultanen Gleichungen
(*) L,x =0, L,&=0, .., L,®=0

geniigt; dieses Wertsystem bringt irgendeine Form L,(x) zum Ver-
schwinden, d. h. es gilt identisch in z

¢ f1(2) + cafale) + -+ + ¢ 1r(2) = fria(2) -

34. Aus 33 und den Definitionen. Man beachte insbesondere, daB3
ein N existiert, so daB die Matrices, die aus M (S. 105) durch Weg-
lassung von N bzw. N+1, N+42, ... Kolonnen entstehen, alle
denselben Rang, = dem Nettorang von IR, besitzen.

35. [I. Schur, J. fir Math. Bd. 140, S. 14, 1911.] Beweis unter
den engeren Voraussetzungen. Es gibt eine orthogonale Matrix (01
so beschaffen, daB die erste Form folgende Zerlegung zulaBt:

AZ]. Z;‘al‘u X3 Xu =Z;h,,(l,,1 %1 + 19 Xy + -+ lvnxn)21
=1= v

wobei h,, hy, ..., b, positive, durch die Form eindeutig bestimmte
Zahlen, die Eigenwerte sind [Kowalewski, S. 275]. Aus

n1
dlM:Zhvlvllmu ).,//L='1,2,...,n
r=1

folgt, h=Min (b, hy, ..., hy) gesetzt,

n

n n n ’ﬂj
Z Zaﬂv,u bl;L X)X =§hv {; Z bl,u (lvl xl) (lv;t xy)}

i=1p=1 =1 pu=1
n n 7’1‘
ghz Zblyxlx,u<zlvllv,u)
A=1 pu=1 v=1
2 2 2
=h(bux1 +b22x2++b7mxn)
36. LI, 1 TNk
3 3man, = 343 St
A=l u=1 ¥=0 i=1 p=1

woraus der erste Teil des Satzes kraft 35 folgt. Wegen der Positivitit
ist
25 2 | g2 2
; Zalyxlxyzsl+§2+ +El ’
=1 u=1
wo
& = a1 % + abxy + 0+ A%,
fy=af% + a5 2+t 4 any,

) 2} ) @
El":o‘l x1+0‘2x2+"‘ + %y %y

20*
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Sind in der Matrix (@;,) keine zwei Zeilen identisch, so sind keine zwei
unter den # /-dimensionalen Vektoren (o), &7, ..., o), v=1,2,...,n
einander gleich. Es gibt also ! Zahlen f/, 8”7, ..., f®, so beschaffen, daB
Fr+p24 - +p02=1 und &, 4 )’ --- + al O — y, gesetat,
keine zwei unter den # Zahlen yy, 7,, ..., %, einander gleich sind; d. h.
geometrisch: die Projektionen der » verschiedenen Vektoren auf den
Einheitsvektor (8, 7, ..., ) fallen alle voneinander verschieden aus;
oder: (8, p”, ..., p9) liegt auBerhalb gewisser 4#(# — 1) Ebenen. Man
erhilt durch eine passend gewihlte orthogonale Transformation der
&,&, .., & in 9,0, ..., 7;, wobei

171=18,El + 18”52+ +ﬁ(l)él= 71961—[— V2 Xg + + Yo
; ﬂ;ﬂl;txlx‘u = 77% +9 + -+ R _Z 27,{}’[,476,1%# —I—; Za;uxlxu ;

beide Formen rechts sind = 0. Die Differenz exp (y; Yot @) —exp(yiy.)
setzt sich aus Potenzprodukten von y;7, und 4}, mit positiven
Koeffizienten zusammen. Hieraus folgt auf Grund von 35, dhnlich wie
der bereits bewiesene erste Teil der Behauptung, daB

Z Ze;“xlx ___Z Z(B;L f‘x;x,t ;n Zn:bl‘uxix,u

=1 u= A=1 u=1 =1 pu=1
gesetzt, die zweite Form rechts positiv ist; die erste ist sogar definit
[V 76)].
37. Ahnlich wie in 36 [35, V86]. DaB die Einschrankungen nicht

L . .. . 1 —1
iberfliissig sind, sieht man am Beispiel der Matrix (_ 1 1).

38. [R. Remak, Math. Ann. Bd. 72, S.153, 1912; vgl. auch 4. Hurwitz,
ebenda, Bd. 73, S. 173, 1913.] Weil mit f(x) auch f(x 4 x,), %, beliebig,
zuldssig, ist die in der Aufgabe genannte Forderung gleichwertig mit

A() = a,/(0) + T/ (0) +221/(0) + -+ + 2 /9(0) =0 (baw. >0).
Nach VI 44 geniigt es
(%) = o+t + - +1,2"?2 :)Z": Zntzt‘uxlﬂ‘
L=0 u=0

zu setzen, mit beliebigen ¢,,%,,%,,...,%,. Es ist dann
n n n n
=3 Sapnnn =3 Ta.um,
=0 u=0 A=0 u=0

39. [Vgl. G. Pélya, Math. és term. ért. Bd. 32, S. 662—665, 1914.]
Weil mit f(x) auch f(x -+ xo),xo\é 0, zulidssig, ist die Forderung der
Aufgabe mit

A() = ay/(0) + T1(O) +21/0) + -+ + 2 fm(0) =0 (bzw. >0)
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gleichwertig. Man setze [VI 45]
) =(t, + tyx+ - + 5,272 + (g + 0y 2+ -+ 0y 2171)%,

n n -+ '1]
p= H 7= [ 2 1
Es ist dann

y4 P

Z Z @i utits —i—Z Zal+,u+luiuu

1=0 p=0 A=0 u=0

q;l g-1 .
40. Wenn erstens f(x) = (1 — x) tit, (x —1)*+, x =1, zweitens

=0 =0
SBY A " . w1
H—xAZ0 Zt; (x+1)*+¢, x=—1 gesetzt wird, g=| ——|, dann

ergibt sich aus der Voraussetzung

g-1q-1 q-
— Bips1tite=0, > S Wtp+18t,=0,
120 a=0 =0 a0
also @y =a,=--- =ay,.7=0. Fir ungerades » ist hieraus die Be-
hauptung klar. Fiir gerades # muf3 noch
(1) ao(to"‘tlx“*““‘"‘tpxp)z‘l‘“nt?,%(),

(2) a,(1— %2)(u, —{— Uy X oo bty AP T)E — an“iﬁléo

sein fiir alle Werte von £,¢,,...,%,, 4y, %, ...,u,,ﬂ,j):E und fiir

—1=x=1. Aus (1) folgt fir t{y=¢,=.--=t, ,=0,4,=1,4=0,
daB a,=0 ist. Aus (2) folgt fir x=1,u, , =1, daB @, =0 ist.

4. [Vgl. a.a. 0. 39, S. 665—667. Vgl. auch M. Fujiwara, To-
hoku, Math. J. Bd. 6, S. 20—26, 1914—15.] Die beiden Wertsysteme
ay, 8,4y, ...,085, und b,,b,,b,,...,by, besitzen die in 38 definierte
Eigenschaft. Ist f(x) zulissig im Sinne von 38, so ist auch

1) = ap(e) + ) + S + - + (“2;’ fem (x)

zuldssig. Es ist somit

b b born
bo 1*(%) + ﬁf*'(x) + 2—?!‘*"(96) R (72 1@ (x)
= o) + 1318+ 2 () + - +(02*; e(5) =0 (bzw. >0)
fir alle Werte von x. Also besitzt auch das System ¢, ¢, ¢y, - .., Cayp

dieselbe Eigenschaft.
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42, [Vgl. a.a. 0.39, S.667—668.] Folgt dhnlich aus 39 wie 41
aus 38. Man setze #=2m bzw. n=2m +1.

43. [Vgl. 0. Szdsz, Math. Zeitschr. Bd. 1, S.150—152, 1918.] Weil
mit g(#) auch g(& + &), 9, beliebig, zuldssig, ist die Forderung mit

gleichwertig. Setzt man [VI 40]
g(0) = | %y + %, 617 + 2,210 ... L g, 6002

so ergibt sich

=0 u=

n o n
ZAZ ; 8“}' m) xlx,t_z ZC‘M ix,lxﬂ

44, [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19,
S.276, 1912. Lésung von G. Pélya, ebenda, Serie 3, Bd. 24, S. 369, 1916.]

45. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S.162, 1918.] Vgl. 46.

46. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S. 163, 1918.] Man betrachte insgesamt vier Fille: a) beliebige Deter-
minante; b) Hauptelemente = 0, {ibrige Elemente beliebig; ¢) sym-
metrische Determinante [45]; d) symmetrische Determinante mit Haupt-
elementen = 0 [46]. Die Bezeichnungen der Anzahlen sind in folgender
Tabelle zusammengefalt:

Verschiedene
Unabhangige Entwicklungsglieder

Elemente positive negative
A w S S Si+SI=S. Si—Si=D,
b m-m 3 3 S+ 3=5, - 3i=d,
n n n n ns n n n
2
n+n ’ ” ’ ” ’ ”
C) 2“—— Sn Sn Sn +Sn =Sa, Sp — S = dn:
d n—n ’ 77 J. o ’ "o 6
) 5 Op Op n T On =0, Op — 0y = Op.

Dem Entwicklungsglied a; dgg, ... a,x, ordnen wir die Permutation

Gel ,232 » Z) zu. Enthilt das Entwicklungsglied das Produkt a,ag, ...
a,144, SO enthilt die zugeordnete Permutation denZyklus (x Sy ...%4);
gehort das fragliche Entwicklungsglied einer symmetrischen Determinante
an, so enthilt die zu einem anderen Glied von gleichem Wert gehérige
Permutation entweder den Zyklus (xfy...x 1) oder den inversen

Zyklus (Ax...y[«).
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Die Anzahl solcher Permutationen von # Elementen, die %, ein-
gliedrige, k, zweigliedrige, k, dreigliedrige, ... Zyklen enthalten, ist
bekanntlich [vgl. J. A. Serret, Handbuch der héheren Algebra, Bd. 2,
S. 188—189; Leipzig: B. G. Teubner 1868]

n! 7
=Lk kyky ...
Byl 1 s byl 2Fae fogl 305

wobei 1k + 2k, + 3k, + --- =n ist. Wird diese Anzahl mit +1
oder —1 multipliziert, je nachdem die fraglichen Permutationen gerade
oder ungerade sind, so entsteht

7 n!
Bl T R R Ryl (—2)F Ryl 3R Ryl (— )R

(—A)kathuthot -

[Kowalewski, S. 16] (betrifft die Berechnung von D,, 4,). Werden
solche Permutationen, die dadurch auseinander hervorgehen, daB ge-
wisse Zyklen durch die inversen Zyklen ersetzt werden, als nicht ver-
schieden betrachtet, so ist die Anzahl der verschiedenen

n!

—Fka Ky —F5 — -+ —
2 ' Ziatab... Ryl Ak Ryl 2 . B 1 G+ By 1 8

(betrifft die Berechnung von s,, d4,, o,, 9,). Es ist offenbar

So= 2Lt tuk, .. Dy = Z(—)atbatbet - 7y b s
20 = 2% bk Ay = Z¥ ()t batbet 24 b by s

=22k b T pk s A= S ()R 2 bk T
Op = 2¥2 kb= Zo g gy Op== S¥(—)bathato 2ok Zo b
2 ist {iber solche nichtnegativen Wertsysteme k,, k,, ks, ... erstreckt,
fiir welche k& + 2k, +3k;+ ... =n, 2* {iber solche, fiir welche
k=0, 2k +3ky+ --- =mist. Esist

e ke g3k

"_Zkukl ky! 2k k'3ka

nt k1!1kx k'z’ﬂz klaka

n=0 %:=0
$2 13 zZ
P =;+§+—+
1 2
= ——=1fx+2+
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woraus S, = n! folgt, was zur Bestitigung der Uberlegung dient. Auf
dieselbe Art ergibt sich

D, - To
=l YT 4%, D, =0 fir n=2,
rer B
klar.
R e " 3 1 —1)n
_Z'_= 3 =1 ,_"‘=1_F+_'_..._|_( ')
— —x’ n! 12 n
[VIII 23].
A T E T
= o =14x)e? d,=(—1)(1—n);
— ni
Spezialfall von 7 fir , =7,= .- =7,=0, a=5b=1

1 e »

n=0 " V{_x

[ 2 1({2* a* z at

S FoHET s x
7;:T=6 27 2\3 4 :[/'l—l—xe 2 4

n=0 ’

Die vier letzten Reihen geniigen bzw. den Differentialgleichungen
2(1—2)y =2—2%)y, 2(1+xy=02-—+)y,
20—2)y =22—2xy, 201+%y=—x(2+41)y,

woraus die zu beweisenden Rekursionsformeln folgen. Die Grenzwert-
formeln erhdlt man aus I 178 fiir

z. 2 z 2 z. 2z @
flx) =e2 * bzw. 2 %, e 2 4 ¢ 2 4
1.3...2n—1) 1 1.3...2n—3) (—1)"1?
= o~ . —1)r-1 oo — .
{11 202],
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41. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S. 163, 1918.] Setzt man

dann ist

S+, X, - .0 %X1,)

1
— Z (=) [2, &+ (P(x/w Kgs «+ s xﬂn—;)])

1 — 2% ... %=

wo 2, iiber alle Permutationen von %, %5, ..., %y _3, %41, ... ¥y ZU €I-
strecken ist und die Vorzeichenbestimmung analog geschieht, wie in
der linksstehenden Summe.

Angenommen also, daB die Behauptung richtig ist, wenn # durch
n — 1 ersetzt wird, lautet die zu beweisende Identitit

A= 2(—1)" "4, B,

=1

worin 4, und @, analog aus %, %, ..., % -1, ¥yiq1, ..., ¥, gebildet
werden wie 4 und @ aus x,;, %5, ..., %,; @ ist in der am Ende der
Aufgabe stehenden Produktform zu denken, die @, enthalten weniger
Faktoren. Man wende jetzt VI 69 an, mit Beachtung der Gleichungen
(Bezeichnungen und Voraussetzungen wie dort, @, = 1)

4, _ 1 =y

A o (xl - xv) st (xa'—l — xv) (xv h xv+1) M (xv - xn) o .f/(xv) ’
2, " i
5:(1_%)(’1—%%)- (=% ) (A= %y 11 8) - (1 — %) = ’%l

48. [P. Epstein, Aufgabe Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. §,
S. 262, 1905.] Aus a,; = Zmuxﬂ, A=1,2,...,n, erschlieBt man

n
mit Riicksicht auf > a1,010(2) = 2%u0(2) + €u0ox(2), €uo=1 fir
=1

n=o, &,=0 fir u=o, die Gleichungen

nW
ocg—z)/;xlm,,(z)zx,,x(z), o=1,2,...,n
=1

49, [M. Riesz.] Vgl. 50.
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50. Die Forderung der Aufgabe ist gleichbedeutend mit den Re-
lationen

254n+1 —”+”>(;+z”“q+ﬂ»*4n;7@ oatp)

Vgl. VI 15. In 49 ist (wenn man x, durch (—1)?x, und y, durch
(—1)?y, ersetzt)

1 sin(r-+1)9

8(9) = n-+1 sin ¥

51. Die Determinante D («) von S, geniigt der Funktionalgleichung

%) D(B) = D + ).

AuBerdem ist D(«) reell, stetig und periodisch (mit der Periode 27 + 2),
also D(x) =0 oder 1. Der erste Fall tritt dann und nur ein, wenn
das System von linearen Gleichungen

=0
Losungen besitzt, die von %, =0, ¢=0,1,...,%#, verschieden sind.
Dies ist sicher der Fall, wenn x,, ,, ..., %, den folgenden Glei-

chungen geniigen:
n n k4
kg —— -tkq_——;
n+1 n+1 __
(* E Xqe =0, E xge =0,
¢=0 7=0

wo k simtliche Werte durchlduft, fiir welche der Koeffizient von
cosk?® in g(#) von 0 verschieden ist. (Fiir £ =0 ist bloB die eine
von den beiden Gleichungen zu behalten.) Nach Lésung VI 15 ist %
entweder nur gerader oder nur ungerader Werte fihig; die Anzahl

jener Koeffizienten ist also =<1 + [ ] bzw. = Lﬁjzii} Die Anzahl

der Gleichungen (*) ist im ersten Falle =<1 4 2 [EJ =# -1, im zweiten
Falle =<2 [—}1}<n+1 Das Gleichheitszeichen in diesen Unglei-
chungen ist dann und nur dann giiltig, wenn

1 sm(n—i—'l)q?
=011 g 149]

und # gerade bzw. ungerade ist. Abgesehen von diesem Falle ist die
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Anzahl der Gleichungen (*) stets kleiner als #» +1, d. h. kleiner als
die der Unbekannten. Es gibt also Lésungen von der besagten Art.

In 49 erhilt man den konstanten Wert der Determinante, in-
dem man « — 0 setzt.

52. [M. Riesz.] Setzt man

1 7sin(n+1)19

EN=0 71 smo

so handelt es sich um die Summe

n n

2(_1)’6”%’6’5@(“%%7(?5_ k+ “))g(;”jj(i’~l+ oc))
P=0 £,1=0
:k%(‘““lxkxl;;g(nj% (k—oc—p)>g(nj_1 (p+ (x—l)).

Nach VI 15 ist dies

n

=;S(—1w”mmg(
E 1=0

T (kD)

n+1 /
nﬁ <

d. h. X'y} von & unabhingig. Man setze & =0.
p=0

53. [I. Schur.] Die zu beweisenden Gleichungen lauten:

2 2 2 2
M1+M2+"'+“;+M:z:“n”n+2:

P 2 2
”I+M2++MZ: = UpUp+1

%L—l—ui( 1 +__<,J,,4+__1__+...)=1’

Un 11 UpUn+2  Uns1Unir3s  UntoUpia
1 1 1 1
—*””+Mn+1 —l— =0,
Un+2 Uniy1Un+3  Unt2Unt+s  Unt3Un+s
n=1,2,3,....
Aus der Definition der u, folgt
n 9 n n nf_;l
Zuv = Zuv(uv+1 —Uy_1) = Z Uy Uy+1 — Z Uy Uy 1 == UpUp 11,
v=1 ry=1 r=1 ye=1

d. h. die zweite Gleichung. Die erste ergibt sich, indem man in der
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zweiten #,,, = 4,5 — %, setzt. Man beachte ferner, dal

1 1 1

UpUp+2 Up11Un+3 Up+2Up+4a

1 1 1 1 1 1 1 1 1
T Uit <k‘ - ) + < o ) + ( o ) +
Up+1 \Up  Upig Un+2 \Un+1  Up+s Unt+3 \Uptre  Uptys

1 .
= 1st.
Up+1Un

54. [E. C. Titchmarsh, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 22, Heft 5, I1I,
1924.7 Offenbar ist

+°°( 11 >_0
2 Atn—a utn—of

n= —o0

fir o< u; 4, p=..., —1,0,1,... . Bekanntlich ist
S S _<n7>2
Z(m+n—oc)2_2(n~(x)2" sinaxa/
= —O0 n=— —~0oQ0

55. Multiplikationssatz.

56. Addition von Kolonnen.

57. Leibnizsche Regel fiir (uv)®, Addition von Kolonnen.

58. Man setze in 57: ¢ = f{'.

59. Nach Ausfithrung der Differentiation ist der Zahler eine
zweizeilige Determinante, deren Elemente n—1-zeilige Minoren von
Wit fos --.» [n) sind. [Kowalewsks, S. 80, 109.]

60. Man bestimme die # — 1 Funktionen ¢ (x), @y(%), ..., @n-1(x)
aus den #» — 1 Gleichungen

‘P1f1 +‘p2f2 + .- ‘,_(pn—1fn—1 :fnn
@111 + @afs + .- +<Pn~1f;b—1 =ﬂ“

q)lﬁn_m + 9U2f;n_2) + -+ (p”"lfi'bn_—]?) = f;n-2) >

deren Determinante = 0 ist. Es ist gemiB 59 und Voraussetzung,

Qgus_ 4 Whoohesh) g
dx dx W(fll -~~>fn—2; fn—l)

und #hnlich
—_ ... (,7;% 72:(_)_

=

=N
i

A

o~
|
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61. Man eliminiere ¢,, @,_;, ..., ¢;, 1 aus den # 4 1 homogenen
Gleichungen
Bt Goahi Y A =0,
Pubat guoshut o ofiTV H Y =0,

oV F @ugy + o F @y V4 1y — L) =0,

und berechne L durch Nullsetzen der Determinante.

62.
y:YO: W(flxy):Yv W(flvfsz):Ym ] W(fle‘_’:---’fn:y):yn
gesetzt, findet man gemilB 59
4 Y, WY, a4 Y, WY, 4 Yay  WuuVa
dx W, W' dx W, W’ 7 dx W, = W: '

Man soll hieraus % berechnen [61].

63. [J. P. Gram, J. fir Math. Bd. 94, S. 41—73, 1883.] Die ent-
sprechende quadratische Form lautet:

b
f[t1f1(x) + b folx) + - Ftafulx)Pdx.

Dieses Integral ist nicht negativ, und zwar dann und nur dann = 0,
wenn im Intervall a =<<x =5 identisch # /,(%) 4ty fo(%) + - - - + £, fu(x) =0
gilt. Vgl. auch II 68.

64. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20,
S. 271, 1913.] Die entsprechende quadratische Form

b
B+ B+ - +8) [(H®)? + (o) 4 -+ (fu®)?]

b1,2..,n
— [ h(x) +tafa(x) + - + tafu(®)]F dx = / Z [t fe(x) — tefi(%) 12 dx
e j>

>k

ist positiv. Sie verschwindet dann und nur dann fiir ein Wert-
system ¢, 2,, ..., &, mit £+ B+ ---+£ >0, wenn f,(x) =12, ¢(),
v=1,2,...,n ist, wobei @(x) von » nicht abhingt.

65. [£. H. Moore, Aufgabe; Amer. Math. Monthly, Bd. 24, S. 293,
1916. Losung von C. F. Gummer, ebenda, S. 293, 333—334 (die erste
Losung auf S. 293 ist falsch, wie dies auf S. 333 bemerkt wird).] [36,
63.] Wenn z. B. die beiden ersten Zeilen identisch sind, so gilt ins-
besondere

b
[} - folx) P d z

11 452
_ =1 — .
gy s =e =1, f1(x) = fa(%)
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66. [G. Pilya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28,
S. 174, 1920.] Wegen II 112, IT 113 ist

(@ + @, +1) [ 23 % () do = 2275 fw) | — [ (),
0 0o 0
. —fxa;'+a"+1df(x),
i
das letzte Integral im Stielfjesschen Sinne genommen; also ist
n n oo
> Dt a,+ 1) [xTfx) dx - 4yt
A=1 p=1 0

=— [ty + tyat + - F b a2 xd f(x) =0.
0

Falls f(x) streckenweise konstant ist, und mindestens » Punkte mit
negativem Sprung existieren, so kann das letzte Integral nur dann
verschwinden, wenn ¢, =f,= ... =#, =0 ist [V 76].

67. [Betreffs 67, 68 vgl. O. Toeplitz, Gott. Nachr. 1907, S. 110—115;
1910, S. 4890—506.] Fiir f(J) = a, + 2(a; cos? - b, sin}) erhédlt man

To(f) = ag(| %o + %1 2+ -+ + [ %]?)
+ 2R (ay + 2by) (%o %y + 2, %+ -+ Xp_1%y) -

Far
1—72

S A 2 n 9. ..
() 1—27c0s0 + 72 1--27cosP -+ 272c0s 29 + - - - + 27" cosnd 4
erhilt man

n
Tn(f) = Z Zylﬂvllxl’?‘u .
A=0 p=0
68. Es ist

cnzzinﬁzﬁ)eww, n=0, 44, £2, £3, ...;
0
fiir die Toeplitzsche Form T,(f) gilt also die Darstellung
Tu(f) = 2175];(0””0 Fxe7 P F xpe 2P o oy, in0 240
0
Hieraus folgt die Behauptung mit Beachtung der Gleichung
T,(1) = 2%/2{7;0 + e+ 207210 - oo x, e 0200
0

=[x+ %+ %P+ %]
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69. [Betreffs 69—71 vgl. G. Szegd, Math. Ann. Bd. 76, S. 490—503,
1915; Math. és term. ért. Bd. 35, S. 185—222, 1917; Math. Zeitschr.
Bd. 6, S. 167—202, 1920.] Fiir f(¥) = ay -+ 2(a, cos? + bysind) ist

L a a, +1b, 0 cee 0]
a, — b, ay a,+ib, ... O
D,(f) = 0 @ —iby ) 0
0 0 0 a,

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile folgt hieraus die Rekursion

Dy(f) = ayD,_(f) — (ai + ) D, (f)
n=2,3, 4, ...; Dy(f) = ap, Di(f) = — (af + b)) .

Es seien o und B die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung:
2= ayx — (a3 + b)) .

Volistindige Induktion liefert

D) = Dol Al = D) = Dol " o o g,
D) = =
(n+2)antt= (n—l—Z)ﬂ"“—(n—}—Z)( ) , wenn o =f.
. 1—72 .
Fiir f(ﬁ):1—27coso9+r2 ist
¥ 72 "
r 1 7 -1
D,(fy=1|» » 1 2
,,n7n—l,,n~2 ........ 1

Zieht man das r-fache der zweiten Zeile von der ersten, dann das r-fache
der dritten von der zweiten usw. ab, so erhilt man D,(f) = (1 — 7).

Wenn f(9) = ay + 2(a, cos® 4 b;sind)) positiv ist, dann sind
o und S positiv, « + . Essei &« > >0, dann ist lim“i/Dn(f) =

n->oo
Im zweiten Falle ist dieser Grenzwert =1 — #2. Das geometrische

Mittel [II 48] &(f) von a, 4+ 2(a,cos? + b;sind) im Intervall 0, 2n
ist identisch mit dem von a, — 21/a1 + b cosd) = (14 o — 2pc0sY),

wenn o gemiB Ya? + b2 = o bestimmt wird; 0= o <1, ay=a(1+ 0?).
Betreffs ®(1 4+ 9% — 2¢cos?) vgl. II 52.



320 Determinanten und quadratische Formen.

70. Weil D,(f) eine Hermitesche Determinante ist, sind alle Null-
stellen von D,(f —7%) reell und liegen zwischen dem Minimum
und Maximum der Form T,(f) fir |2+ %P+ - +[x,2=1.
[Kowalewsks, S. 130, 283.] Nach 68 haben sie also die Form

h = a, — 2Ja} + bicosy, O<p<m.
Es folgt somit, in Losung 69 tiberall @, durch a, — / ersetzt,

“lsin(n 4 2)g
sing

Dy(f — h) = (ai + b]) *

Hieraus ergeben sich die Nullstellen von D,(f — &):

,,,7‘), 11
By = ay— 2Va + bicos- __{{:2 , y=0,1,2, ..., n.
1. Vgl. 70.
n -1
S’F (ao 2Yal —[—bQCOSﬁ—*ti/"t) 1 f;(@,—zVEé_—FZécosﬁ)dﬁ
n+1’ = ! +2 ) L
2n
1
- Of FIf(9)149

Die in der Aufgabe formulierte Eigenschaft der Zahlen 4,, gilt nicht
nur in dem speziellen Falle, wo /() ein trigonometrisches Polynom
erster Ordnung ist, sondern allgemein fiir eine beliebige eigentlich
integrable Funktion f(). [Vgl. G. Szegd, a. a. O. 69.]

72. Erste Losung. Wir gebrauchen folgende symbolische
Schreibweise [vgl. M. Riesz, Ark. foér Mat., Astron. och Fys. Bd. 17,
Nr. 16, S. 1, 1923]. Es sei

n
—

d —_
Z }.qulz’u;

;. beliebige Konstanten. Wir setzen

Z Zalucl —u

=0 u=

Die Voraussetzung der Aufgabe besagt z. B., daB3
[%+ %3¢+ 2,2+ -+ %, " F>0

ist, wenn das Polynom x, + %; 2 + %,2% -+ - - - ++ x, 2" nicht identisch ver-
schwindet. Es sei P(z) das fragliche Polynom, 2, eine Nullstelle von
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ihm, P(z) = (2 — 2,) Q(z). Unter Q(z) das Polynom mit den konjugiert
komplexen Koeffizienten verstanden, setzen wir

Q@) =Co,  Q)QE)c=Cy, Q)QE)E=C_,.

Dann ist, x,, x; beliebig,

Col| % 2+ | %1 ) + C1%; + Ci%om
= Q(c) Q) (| %o |2 + | %1 > + Cxo %y -+ c %o %)
= Q(c) (%9 + %, ¢) QC) (% + %, ¢) >0,

wenn |[%g[2 + |#[2>0. Es ist somit |C,| << C,.

Nun ist
P(c)c» =0, y=0,1,...,n—1,

0(F) = _ 00 e _ G
= 2QACA =0 %= 0000 TG

Zweite Losung. Nach einem Satz von C. Carathéodory [Palermo
Rend. Bd. 32, S. 205, 1911] gibt es 2% Zahlen

also

01, Q2> cee On,

&1 &a, ey En»

so beschaffen, daB ¢0,=0, |&|=1, »=1,2, ..., n, daB ferner

CkZQlff—l-QzEg—i—---—l-gneZ, k=1,2,
gilt. Es ist
Co—h=01+0+ " +¢n

wobei % das Minimum der in der Aufgabe genannten Form unter der
Nebenbedingung |%,[2 + |#; 2 + - -+ + |#, |2 = 1 bezeichnet. In unserem
Falle ist 2> 0. Hieraus folgt

n-1n-1
> Dci-amiXy =h(| %2+ % P4 4 %ot D)
A=0pu=0 n
n .
+2,lgleo+xlev+ ot X 8T
n-1n-1 _ - _ _ _
Chops1 X%, = h(Xg %y + %, %y + -+ + X2 %n_1)
1=0a=0 "
+Z‘19787}x0 + X8 - +xn-—1€f‘l Z:
=
also
n-1n- -1n-1
IZ ci- ,4+1x;xu|<2 Zq WX %y,
=0 u=0 A=0u=0

vorausgesetzt, daB die Zahlen x,, #,, ..., #,_; nicht alle gleich Null sind.

Po6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 21
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Nun 148t sich unsere Gleichung so schreiben:

’Ci.ﬂu.'}-l —ZC-uliu=0,1,..,n-1=0.

Wenn also 2z, eine Wurzel bezeichnet, so gibt es Zahlen x,, %, .

die nicht sdmtlich verschwinden und das Gleichungssystem

n-1

DChop+1— ZgCi-p) % =0, A=0,1,...

u=0
erfiillen. Man erhilt

n-1n-1 _
ch-,u+1 X1 Xu
=0 u=0
n-1n-1 _ ’
Ch-pu X1 Xy
i=04=0

By = l2,] <1.

LR xﬂ—l:



Achter Abschnitt.

Zahlentheorie.
1.

x+n—1<[xtun]l<x+n, s—1<[x+an]l—n=<=x;
folglich, weil [x 4+ #] — #n ganz ist,

x4+n]—n=[x].
(n—1)

2. Esist (n—1)+(n—2)+---+1=”—~5—-:[;—‘] (mod. 2)

zu zeigen. Man zeigt dies fir =0, 1, 2, 3 durch Ausrechnung.
Beide Seiten vermehren sich beim Ubergang von # zu # - 4 um eine
gerade Zahl.

3. Wenn x—[x]<C$ ist, so ist 0=2x—2[x]<<1. Ist
x—[x]=4%, soist 1=2x—2[x]<<2. Nach 1 ist

[2x — 2[x]] = [2x] — 2[x].

4. Auf Grund von 1, dhnlich wie 3.
5. Auf Grund von 3,

[2%] — 2[x] + [#] = [24] — [x] .
6. Fiir die gesuchte ganze Zahl » gilt:
n—1<x=n, also —n=-—x<<-—n-+1,

folglich # = —[—x].
1.

O=a+f—[a]l-[fl=a—[a]+ f—[F] <2,
—A<a—f—[a]+[Bl=a—[a]—(B—[f)<1.

8. Auf Grund von 1 indern sich die beiden Seiten um gleichviel,
wenn & oder f§ sich um eine ganze Zahl dndert. Es geniigt also, den
Satz allein fiir den Fall 0=a <1, 0=8<1 zu beweisen. Dann
lautet er so:

Ra]+ 28] =[x+ p].

21%
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Ist [a - B]=0, so ist nichts zu beweisen; ist [« + f]=1, so ist

& 4 pf=1, also mindestens eine der beiden Zahlen, etwa zxgi,

also [2a] 4 [28]=[26]=1. 2
9. [Ch. Hermite, Acta Math. Bd.5, S.315, 1884.] Es geniigt, den

Fall 0=x <1 zu betrachten [Lésung 8]. Es sei & so bestimmt, daB

x-}—k—;—1<1§x+§, dh —k=nhx—nl=[ns]—mn

ist. Beide Seiten sind =# — k.
10. Man kann 0=x< 1 annchmen [L6sung 8, Losung 9]. Fiir
0=x<1 steht rechterhand 0, ferner ist

[nx] [ %]

11. []. J. Sylvester, Auigabe; Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 16, S. 125,
1857. Losungen von E. Prouhet, Lebesgue, ebenda, Serie 1, Bd. 16, 5. 184,
S. 262, 1857.]

[+ y3) = (73" + (=73,

weil —1<(1—p3)""!

weiter

< 0 und die rechte Seite ganz. Man erhélt

A+ 73)(4+2y3)"+ (1 —V3) (4 —273)"
=2"{(14+73) 2+ 13"+ (1—V3)(2—V3)"}.

Der Ausdruck in geschweiften Klammern hat die Form

2(a+873) + (1+1V3) (3" +2(@—6y3) + (1 —¥3)(—V3)",

a, b ganz rational, enthilt also nur die erste Potenz von 2.
12. Die fraglichen Zahlen sind g, 24, 34, ..., ka, wo ka=n<< (B+1)a,

also k= ri} Man kann die Frage auch so stellen: Wieviele von
den Briichen —, PRERETI sind ganz, d. h. wieviel ganze Zahlen ent-
halt das Intervall 0 <x="?

13. Die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall Z <x§é ist
[Losung 12] T 7
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die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall — ; <xr=- g ist

|
T Al T Al
14.[].Kdnig, Math. Ann.Bd. 9, S.530, 1876. Aufgabe ; Nouv. Corresp.
Math. Bd. 5, S. 222, 1879. Losung von Radicke, ebenda, Bd. 6, S. 82, 1880.]
Fiir « = 0 und & = 7 ist die Behauptung klar, es sei also 0 < & <7 ; dann
koénnen in der Folge niemals zwei aufeinanderfolgende Glieder gleich-
zeitig verschwinden. Bilden zwei benachbarie Glieder cosy«, cos (v +1)n
einen Zeichenwechsel, so liegt zwischen v« und (v +1)x eine und
nur eine. Nullstelle von cosx. Auch zwei nicht benachbarte Glieder
cos (v — 1)« und cos (v+1)x konnen einen Zeichenwechsel bilden, nimlich
wenn cosvo =0 ist Es ist also V,(x) gleich der Anzahl der

Nullstellen von sinx im Intervall— — & <x <7 Diese Anzahl ist
gleich — B — n— ] [13].

15. g, = [n0]—{(n —1)0].
16. N(r, a, 0) =0 fir r<|loga|; N(r, a, 6) =1—k fiir
, Wo

& +2ln=)r — (loga)< a4+ 20+ 1)=n
o+ 2ka<< —Yr— (loga=a+2(k+1)x7
. d. h. in diesem Falle
N0 oyt [ (s

27 27
Vgl III 73.

17. [f(@] +fa+ D+ [flea+2]+ - + [/ —1)]+ O)].
18. Die linke Seite bedeutet [17] die Anzahl der Gitterpunkte im
Gebiet 1=x=p—1, 0< yé%x Im Rechteck

1=x=p—1, 1=y=qg—1

liegen insgesamt (p — 1) (¢ — 1) Gitterpunkte. Sie sind symmetrisch in
b q

bezug auf den Punkt x= 5 Y = 5 verteilt, und es befinden sich

g

ebensoviele oberhalb wie unterhalb der Geraden y = 1—)x, auf der

Geraden selbst aber keine, denn auf dieser liegt nur dann ein Gitter-
punkt, wenn x ein ganzzahliges Vielfaches von p ist.
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19. [Gaup, Theorematis arithmetici demonstratio nova, 1808, Werke,
Bd. 2, S. 1—8. Gottingen: Konigl. Ges. der Wiss. 1863. G. Eisenstein,
Aufgabe; J. fiir Math. Bd. 27, S. 281, 1844.] Es handelt sich um die
Gitterpunkte im Rechteck

7

1=x=p, 1=y=4.

A

Ihre Gesamtanzahl ist $'¢’. Die ersten ’ Glieder links ergeben die
Anzahl der Gitterpunkte unterhalb, die letzten ¢ Glieder die der

Gitterpunkte oberhalb der Geraden y = g—x [17].

20. [V. Bouniakowski, C. R. Bd. 94, S. 1459—1461, 1882.] Die
Variable x soll die Zahlen 1, 2, ..., n, die Variable y bei gegebenem «
die Zahlen [y(x — 1)p] +1, [Yw—1)p| + 2, ..., [¥¥p] durchlaufen.
Setzt man r=7r(x, y) =xp —y?, so ist 0 <r<p und —r ist ein
quadratischer Rest mod. p. Da —1 quadratischer Rest ist, so gilt das-
selbe fiir ». Die Anzahl aller » ist, weil 4n =p —1,

= S0y} - (Vo= 18D = [ynp) = 25,

also so viel, als quadratische Reste mod. p existieren. Sie sind
ferner alle verschieden: aus x,p — i = %9 — y3 folgt, daB p in
¥i —¥s = 1 + ¥2) (1 — ye) aufgeht, d. h. y, =1y,, also auch x =x,.
Die Summe aller 7

2T =3 A - e —p) -3
z=1 -1 pl+1 y=1

= —pgjlwﬁ] + (n 4 1) p[ynp] —§<2n+1)(4n+ 1)

ist also gleich der Summe aller kleinsten positiven quadratischen
p—1
4 b-

21. []. J. Sylvester, C. R. Bd. 96, S. 463, 1883.] Es sei » die An-
zahl der Eigenschaften «,f,y,...,%,4. Besitzt ein Objekt im ganzen
%k dieser Eigenschaften (1=/k=#), so trigt es zu der in der Auifgabe
angeschriebenen Summe genau

vy

Einheiten bei. Kommt hingegen einem Objekt tiberhaupt keine Eigen-

Reste mod. p,d. h. =
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schaft «,8,7,...,%,4 zu, so liefert es genau eine Einheit, nidmlich
fiir den ersten Summanden N. — Fiir einen auf vollstindiger Induk-
tion beruhenden Beweis dieses Satzes, der eigentlich in die formale
Logik gehort, vgl. etwa U. Yule, An introduction to the theory of
statistics, Kap. 2. London: Griffin 1916.

2. N=n, Ny=Np=---=n—1, Nygy=Ny,=---=n—2,..;
es ist

n—()or =0+ (3)or =2 =+ (=11 (})r —m —o,

da es Objekte, denen keine der Eigenschaften «,f,y,...,%,4 zu-
kommen wiirde, nicht gibt. [I 37.]

23. [In anderer Einkleidung als ,,jeu de rencontre bei Montmort
A. de Moivre. Vgl. Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 7, S. 11. Leipzig und
Berlin: B. G. Teubner 1923.] Die Anzahl der Entwicklungsglieder ist im
ganzen#!. Die Anzahl derjenigen Glieder, die a,, enthalten, ist (» —1)!,
die a,,a,, enthalten, ist (v —2)! usw. Nach 21 ist also die gesuchte
Anzahl gleich

n! ~(?>(n —1)! —f—(Z)(n——Z)! —(?)(n—”! 4o (— 1)n<z>

1 1 1 (— )"
=iyt ),

(Vgl. auch Losung VII 46.)
24. Die Anzahl der Zahlen unter %, die durch a teilbar sind

(Eigenschaft o), ist [12] gleich [%] Die Anzahl derjenigen, die durch
a und b gleichzeitig teilbar sind (Eigenschaften « und f), ist gleich

der Anzahl derer, die durch ab teilbar sind, d. h. [ b} usw. Die ge-
suchte Anzahl ist somit [21] gleich

ool = - -

ACNCTI
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25. [Euler.] Man setze in 24: a=p, b=gq.c=vr, .... Die ge-
suchte Anzahl ist gleich

e ="(1—£)<1—§)<1_;)....

26. Durch analoge Uberlegung wie im Spezialfalle 21, wo allen
Objekten der gleiche Wert 1 zugeordnet ist.

27. Man wende 26 an. Die Objekte seien die Zahlen 1, 2,3, ..., #,
die Eigenschaft & sei Teilbarkeit durch p, die Eigenschaft § sei Teil-
barkeit durch ¢ usw. Unter dem Wert eines Objektes verstehe man
das Quadrat der betreffenden Zahl. Es ist

nn4+1)2x%n 41)
6

W=124+ 2249324 ... + 02 =

1

=An3 4+ Bn:+-Cun+D, A B=2—, C=

1
-2
We =z>2+(2z>>2+(3¢>>2+---+(Zp)2=p2{A(§)3+B(g)2+ CZ+D},

i 3
e oo
=Py TG T e

Die fragliche Summe ist also

=And -+ Bn®+Cn--D

“Zﬁz[ () ()Jr(’ijDJ

el ol e
iﬁzqzrz...[A(M%)er B( ”.._)2+ c +D}
=and--bn2+cnt+4d,
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1 1 1
wo a=A<1—Z}—S+ZYTq—--':}:pW )
1 1 1 1 _pm)
AR
=B(1—221+21—-- %(1—1)(1~1)(1—1).--=0,
=CU—2p+2pg— - E£pq7--)
1 (—=1) ¢(n)
6(1—15)(1—4)(1—”)“'2—'6——%_?97'”;

d=0.

928. Es sei N=Max(a,b,c,...,k ). Fir N=0 ist nichts zu
beweisen; fir N >0 wende man 21 auf die Zahlen 1,2,...,N als
Objekte an. Die Eigenschaft &« komme einer Zahl zu, wenn sie Teil
von a(= a) ist, f, wenn sie Teil von b ist, usw. Die Anzahl derjenigen
Objekte, denen weder &, noch f, ... zukommt, ist offenbar =0.
Man trenne N ab.

29, Es sei p irgend eine Primzahl und a=p*a’, b=pft', c=p7¢’, ..,
B=p*K,l=p', wo &, ¥,¢,..., K, durch p nicht teilbar sind.

Der Exponent von p ist linker Hand Max (x, §, y, ..., #, 4), rechter
Hand
&+ B+y+ - +x+4i—Min(x,pf) — Min(x,y) — --- — Min (%, 4)
+ Min («, 8, ) +
=+ Min («, B, 7,..., %, 4)

Nach 28 sind diese beiden Ausdriicke einander gleich. Da dies fiir
jede Primzahl p gilt, folgt die Behauptung. Vgl. 46.

30. Durch Multiplikation nach Zeilen.

31. Die fragliche Determinante ist gleich dem Quadrat derjenigen
Determinante |9, /4, x=1,¢,..., n, Worin n,,, =1, wenn u ein Teiler von 4,
sonst 7, =0 ist. Die Bildung des Quadrates geschieht durch Multi-
plikation nach Zeilen.

32. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten

1

1.0 0 0 0 \ a4 0 0 O 0
1 1 0 0 0 a a 0 0 0
1.1 1 0 0 l a, @ a; 0O 0 |
11 1 1 0l la a a a 0 I
11 11 1 ‘ a, a; a, a ay
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33. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten

1 0 0 0 ---0 a4 0 0 O 0
110 0 0 4 a 0 0 0

1 0 1 0 -0 a4 0 as 0 0 R
1 '1 0 '1 0 “1 az 0 a4 O >
1T Nno Mg Npy -+ 1 a - - C e ay |

die #;, haben dieselbe Bedeutung wie in 31; die zweite Determinante
entsteht aus der ersten dadurch, daB #;, durch a,7;, ersetzt wird.
34. Der erste Teil ist klar. — Es seien p, ¢, 7, ... die Prim-
faktoren von #. Man wende 26 auf die Teiler # von # an. Der Wert
von ¢ mége a; sein. Einem Teiler soll die Eigenschaft o zukommen,

wenn er nicht nur in »#, sondern auch in z aufgeht, die Eigenschaft g,
wenn er nicht nur in %, sondern auch in — aufgeht, usw. Der Ge-
q

samtwert derjenigen Teiler ¢, die wederin —, noch in ﬁ, nochin 2, ...
aufgehen, ist dann gleich 4 7 r

Du— 24— Da—a— -

t/n n n
t/% t/;— o=
+ 3o+ Xa 4
Yoa  or
”‘Z“t_
n_
par
izatZZIl(t)Ag
t/,fL7 t/n t
pyr

nach Definition von u(n). Der einzige Teiler aber, dem weder die
Eigenschaft «, noch f, noch y, ... zukommt, ist #» und sein Wert
ist a,.

35. [4. Hurwitz] Nach 34 geniigt es,

gn) = /()

tin

2 3 n
y Ty T, Tty T
n n n

zu zeigen. Diesist aber evident: bringt man die Briiche .

7
auf kleinsten Nenner, so erhdlt man die Briiche von der Form -,
wobei =3¢, (v, £) =1, ¢ Teiler von » ist, und zwar jeden einmal. °
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36. Man setze in 35
y(y) = log(x — 277,
dann ist g(xn) =log(x" — 1), f(n) =logK,(x), also

log K (%) :Uznj u(?) log (xT——- 1) .

37. Man setze in 35: y(y) = e2=%¥, dann ist

2nir
gy =1, gn)=0 fir n>1, alo fn)=2e" =uM).
(r,n)=1

38.
v om | cm | o | am | v | ww | 2w | oA
1 1 1 1 0 1 1 1
2 1 2 3 5 1| =1 | —1 2
3 ] 2 2 4 | 10 1 -1 | —1 3
4 2 3 7 | 21 1 0 1 2
5 4 2 6 | 26 1| =1 | —1 5
6 2 4 12 | 50 2 1 1 1
7 6 | 2 8 | 50 1| =1 | -1 7
8 4 4 | 15 | 85 1 0o | —1 2
9 6 3 | 13 9 1 o 1 3
10 4 | 4 | 18 |13 | 2 1] 1 1

39. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations-
regel, vgl. S. 124—125, a,=10,=1.

40. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations-
regel, vgl. S. 124—125, b, =1.

1. Spezialfall von 42: A= A4, = A, =A3=--- =1.

42, Durch Cauchysche bzw. Dirichleische Multiplikation mit Riick-
sicht auf 34.

43. Sind m und » teilerfremd, so entsteht jeder Teiler von mn
durch Multiplikation von je einem Teiler von m mit je einem Teiler
von #. Daher ist

Zt"l‘ -Zt;‘-——Zt“, d. h.  o6,(m)ox(n) = o,(mn).
ti/m t./n timn
Fur ¢(n) folgt die Behauptung aus 25. Fiir die anderen Funktionen ist
die Behauptung klar. — Fiir f(#) = »n*, 1(n) gilt f(mn) = f(m) f(r) nicht
nur fiir teilerfremde, sondern sogar fiir beliebige m und #».
44. Nach 43 geniigt es den Fall # = p¥, p Primzahl, zu betrachten.
Die Teiler sind dann 1, p, #2, ..., ¥, also

1— i)zx(k+1)

saln) =4 4T gk g =P
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45, Die Werte des Quotienten

7(p¥) _ k+1
¥ P —1)

sind in eine Tafel mit zwei Eingfingen anzuordnen. In der beﬂiegenden
Tafel sind die Werte =1 fett gedruckt. Die Werte nehmen sowohl mit

N\ &
p\l 2 3!4
2|3l 4]
S
zls|e]s
2 6 | 18 | 54
gl213 )4 5
4 | 20 | 100 500

wachsendem p als auch mit wachsendem % ab (differentiieren!) und
7(n)
®(n)
es sich darum, simtliche Produkte vom Wert =1 zu bilden, deren Fak-
toren (in der Anzahl =1) verschiedenen Zeilen der Tafel entnommen
sind. Solche Produkte gibt es nur zehn, entsprechend den Zahlen
n=2,3,4,6,8, 10, 12, 18, 24, 30, die, zusammen mit # = 1, simt-
liche Losungen der Ungleichung 7(#) == ¢(#) bilden.

46. Es geniigt, eine einzelne feste Primzahl p und eine spezielle
multiplikative Funktion zu betrachten, die zu p folgendermaBen zu-
geordnet ist: f(n) = g(k), wenn p* die hichste Potenz von p ist, die
in » aufgeht, g(0) =1, sonst g(k) eine beliebige Funktion des Ex-
ponenten k. Simtliche multiplikative Funktionen lassen sich aus der-
artigen durch Multiplikation zusammensetzen. Fiir eine solche Funktion
lautet aber der Satz:

streben gegen 0. Da eine multiplikative Funktion von # ist, handelt

g(Max(e, f,7,9,...,%4) g(Min(«x, ) g(Min(ex, ) - - -
g (Min(x, 1)) g Min(«, 8, 7,0) --- = g(x)g(h) --- g(A) g Min(x, 8, 7)) - --,

wenn «, ff, 7,9, ..., %, A die nichtnegativen Exponenten von 4 in
a,b,c,d, ...,k 1 sind. Dies ist nun eine Verallgemeinerung von 28,
die sich analog wie jenes beweisen 1aBt, mit dem einzigen Unterschied,
daB dabei nicht 21, sondern 26 benutzt werden muB3, und zwar so, da3
der Wert einer Zahl m gleich logg(m)—logg(m—1), logg(—1)=0
gesetzt wird.

47. Jede positive ganze Zahl 148t sich auf eine und nur eine Art
als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben. Nach dem Bildungs-
gesetz des fraglichen unendlichen Produktes erhidlt man also jedes
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Glied f(n)n=*, wo n=plp... pb ist, einmal und genau einmal,
namlich als f(pF) pr oo f(pE) py Bss - f(pPr) p v . Der Satz ist voll-
stindig gleichwertig mit der multiplikativen Eigenschaft von f(n).

48. [Euler, Introductio in analysin infinitorum, Bd. 1. Opera
Omnia, Serie 1, Bd. 8, S. 288. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner
1922.] f(n) =1, n=1,2,3,4, ... ist multiplikativ [47].

49. Wegen der multiplikativen Eigenschaft ist

Zﬁa(n H(1~— P (A= pp+ (1= ) p*

n=1 1 —*i""
=II 1
L= —p)
n=1 ) »

gz(mnﬁlp—[“—P”ﬂrz*—if“ ' IL—?“’
Sren= LTl sl | ILES

50. [E. Cesdro, Aufgabe; Mathesis, Bd. 6, S. 192, 1886. Losung
von Mantel, ebenda, Bd. 8, S. 208, 1888.] a(n) ist-eine multiplikative
Funktion, also [47]

Satmyn-t =T +a(8)p +al#)p >+ -]
n= »
=" 4242724 ..) I l(1+;b1—s_|_p2(1-8)+ )

p>2
1—2 811 1-;171 .

P>2

51. Nach 48 ist:

52. an‘sziu(n)n‘s =1.

Gleichbedeutend mit dem zweiten Teil von 41. — 52—56, 58 lassen
sich auch ohne Beniitzung Dirichlet scher Reihen beweisen.
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53. Nach 49 ist:
> (12) ¢ = D'n=5 DA(n)n-*.
A=l A=l A=l

54. Nach 49 ist:
dnent=Dn"* Don)ns.
n=1 n=1 n=1

55. Nach 49 ist:

2nen Dumn = S pm) nt;
n=1 n=1 n=1
oder durch Anwendung von 34 auf 54. Gleichbedeutend mit 25.
56. — {'(s) = (—C (s)_) {(s), d.h. Dllogn - n-*= fA(n)n“sZn‘s.
C(S) n=1 n=1 n=1

57. Aus 33, 54. Weitere Spezialfille von 33 folgen aus 52—56.
58. [Jacobi, Aufgabe; Nouv. Ann. Bd. 11, S. 45, 1852. Losung
von A. Dallot usw. ebenda, Bd. 11, S. 126, S. 186, 1852.]

Ddat =" L 3L 5 = (1 =279 (s),
Spt=2m b 4T L 6 - =27 (s),
also ist
22 B—a) (@) =2 D a3 St
=(1—279L(s)2!*L(s—1) —(1—2""") (s —1)27°L (s)

B Z*SC(S) :(S —_ 1) :Zlg(m) (zm)~8 A
m=
59. Nach 47 ist eine Funktion %(#) multiplikativ, wenn

L0+ 0~ +hp?)p2 + ) =

» n=1
ist. In unserem Falle hat man aber
T h(E) Pt B P A
=+ HPYP 2+ )W gPpF Fg(ppF + ),

woraus die Behauptung folgt.
60. Die Ecken des konvexem reguldren n-Ecks seien, der Reihe
nach numeriert, A4,, 4, A, ..., A,. Die Verbindungsstrecke der
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Ecken A4zund 4, gehort einem (konvexen oder iiberschlagenen) reguliren
%-Eck an, wenn ¢ = (n, I — k): man gelangt nach ?—maligem Auftragen

dieser Verbindungsstrecke in den Ausgangspunkt zuriick. Von jeder
Ecke gehen somit, 7 = 1 entsprechend, ¢(n) Verbindungslinien aus, die

ne(n)
2

einem der #-Ecke angehéren; diese haben also insgesamt Seiten.

_k .
61. Ist 2 unkiirzbar, so ist es auch n_T Die Summe der

beiden ist =1.

62. [G. Frobenius, vgl. A. Errera, Palermo Rend. Bd. 35, S. 110,
1913.] Es sei (b, ¢)=d. Wenn (a, b, ¢) =1 ist, dann konnen sich
nur solche Briiche kiirzen lassen, deren Zihler durch Primzahlen teil-
bar sind, die in ¢, aber nicht in b, also nicht in d aufgehen. Analog
wie in 25 folgt daher, dal die Anzahl der unkiirzbaren Briiche

_ i _011(1_15>_ (0
-

da
rld
. . be . be . .
ist. Nun ist @(bc) =dgp =) weil ¢ und g dieselben Primzahlen
enthalten; ferner ist, nach 486, (p(%)(p(d) = () ¢(c) .

63. ¢(1) +2[e(2) +¢B3) + -+ + p(#)].
64. (1) Die Anzahl jener Spalten des Systems, in denen die Imaginér-
teile des Zihlers mit #» den festen groBten gemeinsamen Teiler # haben,

ist (p(g) In jeder dieser Spalten ist die Anzahl der unkiirzbaren

Briiche gleich der Anzahl der zu ¢ teilerfremden Zahlen unterhalb #,
% .

also ?(p(t). Die Anzahl aller unkiirzbaren Briiche ist daher

() -%w (71) ,

t/n 14

also [43, 59] multiplikativ. — Fiir # = $* ist die Anzahl der kiirzbaren

Briiche $*~'.p*¥~1 die der unkiirzbaren also p%* — p2%-2, — Aus
D(n)= (1) ; rr(’%) folgt tibrigens sofort auch (4), denn man erhilt
tin
001 001 Oi - 1 — 2
Satn =Sk Spr-r= ST B g

is)  Es—1)

i

n
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(2) Folgt aus 21, wie 25.
(3) Die Anzahl der Briiche des Systems, die sich genau durch ¢

kiirzen lassen, ist (D(%) Summiert man tiber alle n?’ so folgt

n? =%¢i<’—:) =200

Aus (4) folgt (1) nach 47 und umgekehrt.
Aus (4) folgt (2) und umgekehrt; denn es ist

12@(%) "8 = E%zl :ng ;n’u(d) ;Lz n-s

Aus (4) folgt (3) und umgekehrt durch Dirichletsche Multiplikation.
65. Aus der ersten Identitdt folgt
An =; Z a,

t/n
aus der zweiten

el {lix:n :Sﬂm(xm +x2m + x3m + ) =§(2ut>xn.
=1

m=1 n=1

66. Es ist
(A—=229(s)=1""—2""+37° =47+ ---.

Aus der ersten Identitit folgt also

Bn= ——1t_1an:
%‘( ) ?

aus der zweiten:

21296:" =§am(xm — a2 B L) =S<2(— 1)1‘1@{)95".

1 n=1 \t/n

67. Indem man 4, in der Form 4, = >a, schreibt und die Fak-
tin

toren mit dem Exponenten a,, zusammenfaf3t, entsteht rechter Hand
das Produkt

A .
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Dem entspricht linker Hand die a,'® Potenz von

m . x . %2 x2 52
}‘Smﬁz(1"m,2>(1‘(2m)2n2>(1_(3m)2n2>""

68. Vgl. Losung 66:

o0 1 x2 (-1)k—-1 X t X
TT0= o) =50

69. Aus 65 folgt mit Beachtung von 41 und 49, dal die frag-

lichen Funktionen x und (1 * )2 sind.

70. [Baschwitz, Aufgabe; Mathesis, Serie 2, Bd. 3, S. 80, 1893
Losung von E. Cesdro, ebenda, Serie 2, Bd. 3, S. 205, 1893. Laguerre,
Oeuvres, Bd. 1, S. 216. Paris: Gauthier-Villars 1898.] Aus 65 und 49.

71. Aus 66 mit Beachtung von 41, 49.

. 72. Aus 66 mit Beachtung von 49. — Nach I 93 konvergiert die
Summe der Reihe

oo

2/1(%) Tfr'ﬁ

n=1
fiir x> 1 gegen —oo. Eine analoge Feststellung beziiglich der Reihe
D' A(m) x* wiirde die Riemannsche Vermutung entscheiden.

73. Vgl. 64, 65, 66.
74. Nach 39, 65 ist

oo

St = 37

n=1

c=% bttt
+x2+x4+x6+x8 + .-
4 a8 a8 4 x® A2

Man summiere der Reihe nach diejenigen Glieder, die rechts und unter-
halb der einzelnen Diagonalelemente x. x%, ° ... liegen. Vgl. auch
1T 32.

75. [Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 2, S. 373. Leipzig:
B. G. Teubner 1915.] Nach 49, 65 ist

S S *
o(n) x" = Hom = X %2 %3 x4 .o
< (n) ﬁ P + + + +

+ 2% 42444248 + 248 4 .-
+34° + 345+ 34° + 3424 -

Po6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze IT. 22
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Man summiere die Doppelreihe nach Kolonnen. Die fragliche Reihe
ist auBerdem (abgesehen vom Faktor — x) die logarithmische Ableitung
des Eulerschen Produktes
o 3K +k
A=) (1= (1 —23) - (1 —a") - = D(—1)fx 2

k= -0

[I 54]. Multipliziert man mit dem Nenner 1 — x — %2 4 x5 4 27 —
und vergleicht den Koeffizienten von %", so ergibt sich:

om)—~on—1)—om—2)+omn—54+6mn—7 — - =0.
2 2
Links stehen die Ausdriicke (— 1)"0(% 9 ké:i:jf)) 0= 3k—~2:]£]f =

das bisher undefinierte Symbhol ¢ (0) ist, wenn es auftritt, durch » zn
ersetzen.

o S-S 3

n=0 m=0 n=

77. Man ersetze in 76 $ durch x, ¢ durch — #2, x durch %

78. Die Entwicklung von 1j ; ergibt als Exponenten die un-

geraden Zahlen, die von - 1= ; die Zahlen, welche durch 2, aber nicht

4
durch 4 teilbar sind, die von % die Zahlen, welche durch 4, aber

nicht durch 8 teilbar sind, usw. Vgl. Losung I 19, wo auch eine Ein-
teilung sdmtlicher Zahlen nach der hochsten in ihnen aufgehenden
Potenz von 2 eine Rolle spielt. Die fragliche Identitit ergibt sich auch
aus I 164 durch logarithmische Differentiation. — Die andere Identitét
folgt aus 66 oder aus Losung I 14 durch logarithmische Differentiation.

79. [Vgl. P. G. Lejeune-Dirichlet, Werke, Bd. 2, S. 52. Berlin:
G. Reimer 1897.] Die fraglichen Gitterpunkte lassen sich auf zwei
verschiedene Arten abzidhlen. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der
Hyperbel xy = k betragt t(k); fir A=1, 2, ..., n ergibt sich hieraus
die linke Seite. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der zur y-Achse

parallelen Geraden x = k betrdgt [—Z—J, fir k=1, 2, ..., n ergibt sich

hieraus die rechte Seite. Vgl. 1I 46.
80. Die in 79 genannten Gitterpunkte lassen sich auch so abzihlen,
daB man die Anzahl der Gitterpunkte in den beiden Streifen

1=x-=v, xy=m und 1ziy=.v, xy=mn

nimmt und hiervon die Anzahl der Gitterpunkte in1=x==», 1=y =v,
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d. h. »? abzieht. [In dem Gebiet x>v», y>», xy=n liegt kein
einziger Gitterpunkt, weil (v - 1)2># ist.]

81. Jedem Gitterpunkt (%, /) in dem Gebiet x>0, ¥y >0, xy=n
sei der Wert 4y, b, zugeordnet. Durch dhnliche Abzihlungen wie in 79
ergeben sich verschiedene Darstellungen von [},, das den ,,Gesamt-
wert‘* samtlicher genannten Gitterpunkte angibt.

82. Man setze in 81: 4, = A(n), b, =1, dann ist ¢, =logn und
B,=mn, I, =1logn!, also

lognlzja,B 2/1
r=1

83. [80.]

84. Die Binomialkoeffizienten sind ganze Zahlen. (;) ist auch fiir

-3 Shoss [

pP=n m=

;bm *

negatives ganzzahliges x ganzzahlig, wegen (7”96) = (— )m <x+m — 1> .

m
85. Die Funktionen 1, x, 42, ..., " lassensich sukzessiv linear mit kon-
—1 ) —
stanten Koeffizienten durch 1, T x(xz' ), %(x—1) n('x " +,Q
ausdriicken. Die Koeffizienten b,, by, ..., b, lassen sich aus

bestimmen. Sind P(0), P(1), ..., P(m) ganz, so ergeben sich hieraus
by, by, ..., by, als ganze Zahlen.

86. [85.]
87. Man kann annehmen, daB die Stellen, an denen P(x) laut

Voraussetzung ganzzahlige Werte annimmt, 0, 1, ..., m sind. Dann
folgt die Behauptung aus Losung 85.

88. [G. Pblya, Palermo Rend. Bd. 40, S. 5, 1015.]

(x—}-m—%)~ x(x? —12) (32 — 22) ... [42 — (m — 1)2]
2m—1 ) (2m —1)! :
22%



340 Zahlentheorie.
Die Koeffizienten ¢, ¢,, ..., ¢, bestimmen sich sukzessiv aus
P(1) =¢y,
P(2)=c¢ (2) +c
" 1 2

[Losung 85.]
89. Es ist das Polynom 2m'e® Grades

x (x4+m—1\__
'ﬁ(zmq)* 1, 0 ... 000..,0
fir x=-m, —m-+4+1, ..., 1,01, ..., m—1, m,

also ganzwertig [87]. Ferner

[Lssung 85, 88.]
90. [G. Pélya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 31—40, 1919.] N ach
VI 70 nimmt ein ganzzahliges Polynom P(x) = agx™ + a;2™ ' + -+
4 @, @y =~ 0 an m -+ 1 verschiedenen ganzzahligen Stellen mindestens
! ! !
einen Wert an, dessen Betrag = % |ay| = g% ist. Fiir me =4 ist 75,7/ >1.

Beziiglich m =3 vgl. die Beispiele:
m=1, Px=ux fir x=—1,1,
m=2, Pk =zxx—1)—1 fir x=-—1,0,1,
m=3%, Px=@x+1Nxx—2)+1 fir x=-101, 2

91. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel, vgl. S. 87.
92. Erste Losung. Die fragliche Funktion sei R(x) :g%,
P(x), Q(x) teilerfremde Polynome, 7 die Summe der Gradzahlen von
P(x) und Q(x). Fir »=0 ist der Satz offenbar. Man betrachte,
wenn notig, R(x) ! an Stelle von R(r) und nehme an, daB der Grad
von P(x) nicht niedriger als der von Q(x), daB ferner a positiv ganz,
. .. Pla . 1 ( P(a)) P*(x)
a) & 0 ist. Dann ist rational und - —— |R(¥) — =) = =+
o 0@ r—a "~ 0a) T g

eine rationale Funktion, deren Wert fiir ganzzahliges %, x >4,
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rational ausfillt, und der Grad von P*(x) = P(x)0(a) — Q(x) Pla) ist
Q@) (x — a)
niedriger als der von P(x); also ist die Summe der Grade von P*(x)
und Q(x) kleiner als die von P(x) und Q(x). Hieraus folgt die Be-
hauptung durch vollstindige Induktion. P(x)

Zweite Lésung. Die fragliche Funktion sei R(x) =

0lx)°
P(x), Q(x) teilerfremde Polynome vom Grade m bzw. n. Die Werte
der Funktion fiir x =0, 1, 2, ..., m -+ #n seien die rationalen Zahlen
7o ¥1, %3 ..., Ymin. DBetrachten wir das System der m 4 #n -+ 1
homogenen linearen Gleichungen
g+ R+ ug R o Ay R — g7, — v, 7 B — 01 B2 - — 0, B =0

(k=0,1,2, ..., m+n)

fiir die m + » + 2 Unbekannten u,, #;, ..., %m, vy, ¥y, ..., U,. Zwei

Auflosungen dieses Systems entsprechen zwei Paare von Polynomen
P(x), Q(x) und P*(x), Q*(x), P(x) und P*(x) vom Grade =m, Q(x)
und Q*(x) vom Grade =2#, so daB

P(E) —,Q(R) =0, P*k) —nQ*k) =0, k=01, ..  m+n.

Nun folgt aber aus dem Verschwinden der Funktion P(x)Q*(x) — P*(x)Q(x)
vom Grade =wm +n, fir x=0, 1, ..., m -+ »n ihr identisches Ver-
schwinden. Da P(x) und Q(x) zueinander teilerfremd sind, mu3 P(x)
in P*(x) aufgehen, also P*(x) =cP(x), Q*(x)=cQ(x), ¢ konstant.
D. h. das System hat, abgesehen von Proportionalititsfaktoren, nur
eine Auflosung. Sein Rang ist also m + # - 1. Folglich gibt es in der
Matrix des Systems eine Determinante von der Ordnung m -+ % - 1, die
+0 ist. Alle Elemente dieser Matrix sind rationale Zahlen. Daher
kann man eine Auflésung u,, u,, ..., #,, v, v, ..., v, als ganzzahlig
annehmen.

Es wiirde geniigen, anzunehmen, daB R(x) fiir m +#n -+ 1 ver-
schiedene rationale Werte von x endlich und rational ausfillt.

93. Die fragliche Funktion f(x) ist [Losung 92, vgl. die letzte
%5)—, wo P(x) und Q(x) ganzzahlige Polynome sind.
Man kann eine ganze Zahl g finden, derart, daB gf(x) = G(x) + r(x),
wobei G(x) ein gamzzahliges Polynom, #(x) eine rationale Funktion be-
zeichnet, deren Zahler niedrigeren Grades als ihr Nenner ist. Der Wert
von 7(x) fallt an unendlich vielen ganzzahligen Stellen ganzzahlig aus. Da

lim7(x) =0, muB von einer gewissen solchen Stelle an |r(x)| <1,
z->

also 7(x) = 0 sein, folglich #(x) =0, denn eine nicht identisch ver-
schwindende rationale Funktion kann nur an endlich vielen Stellen
=0 sein.

Bemerkung] =
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94. Aus
2"=—1 (mod. p)

folgt
22m=1 2¥m_ | 1=2 (mod.p),

mund k positiv ganz, p ungerade Primzahl. Hieraus geht hervor, daB die
Anzahl der Primzahlen bis zur Grenze x sicherlich == konst. log logx ist.

95. [G. Pélya, Math. Zeitschr. Bd. 1, S. 144, 1918.] DenFall a =0
beiseite gelassen, darf (a, d) =1, d=1, a >d vorausgesetzt werden.
Die Zahlen

a
n="2 (ar@ — 1
7 )

sind ganz, » =1, 2, 3, ..., und die Zahlen
a+ nd=aqr@rtl

enthalten nur die Primfaktoren von a.

96. Ein Produkt von Zahlen der Form 6# -+ 1 ist wieder von
derselben Form.

97. [Goldbach; vgl. Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 3, S. 4, S. 337.
Leipzig: B. G. Teubner 1917.] Erste Lésung. Es sei [85]

Pl =0 () + 0 (" )+ b (f) F s P

und b, positiv vorausgesetzt. Hierbei sei # so groB gewiahlt, daBl die
Primzahl P(n) = p groBer ist als m und P(p + n) > p. [P(x) wichst
ins Unendliche, und zwar monoton fir groBle ».] Fiir x = p sind dann
sdmtliche Glieder durch p teilbar, also p ein echter Teiler von P(p + #).
Zweite Losung. Ist P(x) vom m'® Grade, so ist m!P(x) ganz-
zahlig [86]. Es seien a und b positiv ganz, P(a) =p und P(b) = g¢;
p, ¢ Primzahlen, ¢>p>m. Es sei c=a (mod. p), c=0b (mod. g)
gewihlt. Dann ist m!P(c) =0 (mod. pg), also P(c) =0 (mod. pg).
98. Die ungerade Primzahl p ist dann und nur dann Primteiler
(1 Pl
von x%-+1, wenn <?) =(-1) 2 =1 ist.

99. Die Primzahl p, p + 2,3,5 ist dann und nur dann Primteiler

von % - 15, wenn (ig§> = <%) (%) (-;—) =1. Wegen
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ist dann und nur dann (f%s) = (—f—) (—15)—) =1, wenn $ entweder in
beiden Folgen
4, 7, 10, 13, 16, 19, ..., 4, 6, 9, 11, 14, 16, 19, 21, 24, 26, ...

oder in keiner von den beiden enthalten ist. Die fraglichen Primteiler
sind 3, 5 und alle Primzahlen von der Form 15x 4y, y=1,2,4,8.

100. Das Polynom a2 --bx -+ ¢ ist dann und nur dann irreduzibel,
wenn 0% — 4ac kein Quadrat ist. Es sei p kein Teiler von 5% — 4ac.
Aus

4a(@x®Fbx+c)=QQax+ b2+ 4ac—¥*=0 (mod. p)

2 _
folgt (b 4af> =1; nach dem Reziprozititssatz, angewandt wie
in Losung 99, und nach dem Dirichletschen Satz iiber die Primzahlen
in einer arithmetischen Progression [vgl. die FuBnote zu 110], gibt es

2
b pﬂ’f)z—q. Mit hoheren Hilfs-

(unendlich viele Primzahlen mit (

mitteln kann man den Satz auf irreduzible Polynome beliebigen Grades
ausdehnen. Vgl. G. Frobenius, Berl. Ber. 1896 I, S. 689—703.

101. Nach Multiplikation mit einer ganzen Zahl + 0 schreibt man
das fragliche Polynom in der Form (ax 4 b) Q(x), a, b ganz, a + 0,
Q(x) ganzwertig, Q(x) 4=0. Wenn p Primzahl ist und in @ nicht auf-
geht, so gibt es unendlich viele x, so daBl ax + =0 (mod. ), d. h.
(ax + b)Q(x) =0 (mod. p).

102, 8 — 1124 43622 — 36 = (32 — 2) (1 — 3) (+* — ).

Ist » >3, so kann nicht gleichzeitig (g) = (-3—) = (g) = —1 sein,

p P
wa ()]
p/\p/\P
103. Aus 104 folgt, daB m ein Teiler von p — 1 ist.
104. Aus
2" —1 = K,(x) [ [Ku»)
the, t<"m

[36] folgt, daB " —1=0 (mod. p), also ist « teilerfremd zu p.
Gehorte a nicht zum Exponenten m (mod. $), so wire schon a' — 1=0
(mod. ¢), wo ¢ ein echter Teiler von m ist; daher wéire wegen

d—1= [ [K )
vl
mindestens noch ein Faktor von %™ — 1 auBer K, (x) durch # teilbar.
Es wire somit a®—1=0 (mod. $?) und ebenso (a+ p)" —1=0
mod. $?), was unmoglich ist, weil (@ +p)" —1=a"—1+mpam?
(mod. $?).
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105. 6 P — 1 besitzt einen Primfaktor von der Form 6% — 1 [96];
derselbe ist kein Teiler von P, also von allen schon bekannten Prim-
zahlen von der Form 6# — 1 verschieden.

106. Vgl. Losung 105.

107. [G. Pélya, J. fur Math. Bd. 151, S. 19—21, 1921.] Es
seien  py, Doy -..r Pk G1s Qoo --., ¢ Primteiler von abd”+ ¢, wobei
jedes ¢ und kein p in b aufgehen soll. Jedes ¢ muB dann auch in ¢
aufgehen; ist die hochste Potenz von ¢ . die in ¢ aufgeht, ¢, so ist,
fir x> f,, ¢/» auch die hochste Potenz von ¢ , die in ab” ¢ auf-
geht. Es sei x, eine ganze Zahl, fiir welche 4b% 4 ¢=0, und 2
die hochste Potenz von p,, die in ab% 4 ¢ aufgeht. Setzt man

¢(¢i‘1+1p35+1 - ﬁz;ﬁl) =v,

so ist fiir jedes ganze x=0 und fiir u =1, 2, ..., &
abFotre +ec=ab+c+0 (l’IlOd pi.u&l‘) .

Wiren nun py, Py, ..., Prs G1, s - - -, §1 Sdmtliche Primteiler von ab® ¢,

so wire fiir alle gentigend groBen ganzzahligen Werte von %

ab®t’T Lok Q (mod, pfﬁﬂ), (mod, pgﬂ‘l), e (mod. qf’“),
‘ab‘”n'“‘-”_]— Cléﬁiﬁ ;‘z I:kqllqu qfl’

also beschrinkt, was doch nicht der Fall ist.

108. Jedes nichtkonstante ganzwertige Polynom hat mindestens
einen Primteiler, denn es nimmt die Werte 0, 1, —1 nur an endlich
vielen Stellen an. Es sei P(x) als ganzzahlig angenommen [86],
P(@)=b+ 0, und es selen p,p,, ..., als Primteiler von P(x) be-
kannt. Das Polynom b-1P(a--bp,p,--- pix) ist ganzzahlig, =1
(mod. p, P, -+ ;) fiir ganzzahliges x, hat also einen von py, p,, ..., 5
verschiedenen Primteiler; derselbe ist auch Primteiler von P(x). Auch
nach der Methode von 107 [vgl. a. a. O. 107].

109. Ja, wenn P(x) linear oder Potenz einer linearen Funktion
ist [95], aber in keinem anderen Falle, wie sich mit hoheren Hilfs-
mitteln zeigen 1dBt. Vgl. a.a. O. 95 und C. Siegel, Math. Zeitschr.
Bd. 10, S. 204—205, 1921.

110. [J. 4. Serret und andere; vgl. E. Landau, Handbuch der
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, S. 436, S. 897. Leipzig und
Berlin: B. G. Teubner 1909.] [108, 103.]

111. Es existieren zwei ganzzahlige Polynome $(¥) und ¢(x) so,
daBB p(¥) P(x) + g(x) Q(x) = m + 0, m ganz ist. Folglich ist (P(n), Q(n))
ein Teiler von m, wihrend P(x), Q(x) Primteiler haben, die in # nicht
aufgehen [108].

112. Es sei zuerst P(x) ganzzahlig. P(x) ist zu P'(x) teilerfremd. Es
gibt unendlich viele Primteiler p von P(x), so daB P(n) =P(n -+ $) =0
(mod. p) und P’(n) % 0 (mod. p) ist [111]. Wegen P(n +- p) — P(n)=pP’(n)
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(mod. $?) [130] kénnen nicht beide Zahlen P(n), P(n + p) durch 2
teilbar sein. Allgemein betrachte man m! P(x), w der Grad von P(x).

113. Es seien [J(x), J1(x), Jo(#), ... die voneinander verschiedenen
irreduziblen Faktoren von P(x), nach Multiplizitit geordnet, so daB
Px) = [J@)1" [J @)1 (L@ ..., m=my=my=.---. Es gibt [111]

unbeschrinkt viele Primteiler 4 von J(x), so daB aus J(#) =0 (mod. p)
sicherlich J'(n) £ 0, J;(n) % 0, Jo(n)=£0, --- (mod. ) folgt. Eine der
beiden Zahlen J(x) und J(n +- $) ist bloB durch p teilbar [112] und
folglich eine der beiden Zahlen P(n) und P(n 4+ p) bloB durch ™,
durch keine héhere Potenz von 5.

114, [Ch. Brisse, Aufgabe; Interméd. des math. Bd. 1, S. 10, 1894.
R. Jemizsch, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19,
S. 361, 1912. Losung von W. Grosch, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 368,
1913. Vgl. auch Serie 3, Bd. 25, S. 86, 1917.] Ist P(x) keine exakte
k'* Potenz, so gibt es eine ganze Zahl a4 und zwei ganzzahlige Poly-
nome Q(x), R(x) derart, daB a*P(x) = [Q(x)]*R(x), wobei Q(x) eventuell
=1 ist, aber R(x) auf alle Fille eine Nullstelle besitzt, deren Multi-
plizitit < % ist (aus der Zerlegung von P(x) in irreduzible Fak-
toren ersichtlich). Es gibt beliebig groBe ganze Zahlen #, fiir welche
R(n) durch eine Primzahl p teilbar ist, ohne durch $* teilbar zu sein
[113]: folglich stellt weder R(n) noch P(n) eine exakte A'°* Potenz dar.
Andere Loésung in 190.

115, Verfeinerung der Methode in 107. [Vgl. a. a. O. 107, S. 19*21]

116. [Gaup. Vgl. Hecke, S. 14, S. 78.]

117. {Gaup. Vgl. Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 15, S. 383, 1856.
Loésung von De Rochas, usw. ebenda, Serie 1, Bd. 16, S.9, S.10, S. 71,
1857.] Ist f(a) =0, a ganz, so ist f(x) = (x — a) p(x), wobei ¢(x)
ganzzahlig [116]. Von den beiden Zahlen —a, 1— a ist eine, daher
von den beiden Zahlen f(0) = — ag(0), f(1) = (1— a) (1) mindestens
eine gerade.

118. [A.a.0.90.] Essei f(x) = ag2™ 4 a, 2"+ -+ + a,, a, +0,
ein ganzzahliger Faktor von P(x) von moglichst hohem Grade m. Dann
ist n— [g] <=m <m. Nach Voraussetzung miite f(x) an =, d. h.

a

an mindestens m 41 Stellen ganze Werte annehmen, dic absolut ge-
nommen kleiner sind als
=l
2 m'

aus (L) S. 87 folgt dann [VI 70] |a,| <1, also a,=0: Widerspruch.
Vel. 116.
119. [A. a. O. 90.] Durch Modifikation der SchluBweise von 118.
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120. [P. Stickel, J. fur Math. Bd. 148, S. 104, 1918; G. Pélya,
a.a.0. 90.] Das fragliche Polynom mit P(x) bezeichnet, ist fiir ganze x

P) =x(v —1)(xy —2) - (v = n -]-1)=0 (mod. n!) [130].

Die Irreduzibilitit von P(x) folgt aus 119 wegen

w< (ML) s

Das angegebene irreduzible Polynom hat den maximalen stindigen
Zahlenfaktor #!, der einem ganzzahligen Polynom #'®® Grades mit
teilerfremden Koeffizienten zukommen kann [86]. — Anderes Gegen-
beispiel [A. und R. Brauer]: Das Polynom x" 4 105x + 12 hat den
stdndigen Zahlenfaktor 2, und ist, nach dem bekannten Eisensteinschen
Kriterium, irreduzibel. Aber auch die Werte 4- 2 kann es nicht an-
nehmen, da, nach demselben Kriterium, auch

x® +105x 4+ 10, "+ 105x 1+ 14
irreduzibel sind.
121, [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 13,
S.367, 1908. Losung von W. Fliigel, ebenda, Serie 3, Bd. 15, S.271-—272,
1909.] Sind ¢(x), v (x) ganzzahlige Polynome [116] und

(@ —a)x—ay) - (x — a,) — 1= g @) p(x),
so muB ¢(a,) = —yw(a,)= 41 sein fir v=1,2,...,n. Wiren die
Polynome ¢(x), w(x), also auch ¢(x) - (x) vom Grade =#»n —1, so
miilte @(x) + w(¥)=0 sein, weil es an #» Stellen = 0 ist; folglich
miiBte

o —a)x—ay) - (x—a,) — 1=~ [p(x)]?

sein: unmoglich wegen des Koeffizienten von x".
122. [A.a. O. 121.] Sind @(x), y(x) ganzzahlige Polynome vom
Grade - -n —1 und

Fr)=a(x —a)(x—ay) - (v — a, 1) +1=@(*) w(x),

wobel 0<<a;<<a,<<---<<a,_, ist, so folgt nach der SchluBweise
in 121

pH)=y@), FH=[p®P, n=2m,

. . . 1 12a, —12a,—1 2a, ., —1
wobei m ganz ist. Nun 1stF<§)=1——§ 12 22 ”21

=1— %%%4&2_—3 <0 fiir m=3, also F(x) kein Quadrat. Nur fiir
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F (%) >0 ist weitere Diskussion nétig. F(x) ist nur in folgenden
beiden Fillen reduzibel (also ein Quadrat):

m=2, n=4, a =1, =2, az3=73,

m=1, n=2, a,=2.

123. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 15,
S. 259, 1909.] Wenn ¢(x), y(x) ganzzahlig sind vom Grade %, I bzw.,
wenn ferner der hochste Koeffizient von ¢(x) positiv ist und

(x—a)?(x — ap)* - (¥ — a)® +1=p(x) (%)

gilt, dann sind @(x), w(x) fir reelle Werte von x stets >0,
pla)=vw@a)=1, @)=+ +..., yE)=+"+---, k+l=2n. Ist
k<1, soist @(x)=1, weil der Wert von @(x) an n =%k -1 Stellen
=1 ist. Ist k=Il=mn, so verschwindet das Polynom (n—1)"" Grades
@(x) — w(x) an » Stellen, also identisch. Eine Identitdt

1=[p@)])2 — (¥ — a)* (x — a)* - - (x — @)°
=[p) + (x—a)(x— ap)- - (¥ — a,) ] [p(x) — (v — ) (x — ap) - - (¥ — )]
ist aber unméglich.
124. [I. Schur, Aufgabe; a.a.0.123. Losung von A.und R. Brauer.]
Wir setzen po(x) = (¥ — a,) (¥ — ap) -+ (v — a,) . Ware pi(x) -1 redu-
zibel, so wiire es zerlegbar in der Form

(1) po@) +1=[1—po(%) p-1(W)][1 — Po(x) 1 (%)),
p_1(x) und p,(x) ganzzahlige Polynome mit dem ersten Koeffizienten
—1. Aus (1) folgt
215(4)(95) = — [p_1(#) + pr(®)]* po(®) + p-1(%) - $5(x) - P2 (%),
(2)  p-1(®)F pa(%) = — o) -8,

t(x) ein ganzzahliges Polynom. Folglich ist

(3) pax) = 8x) + p (%) - p1(x) -

Sind nun die Grade #_, und %, von $_,(x) und p,(x) gleich, so folgt
aus (1): #_, =mn, = n. Durch Vergleichen der héchsten Koeffizienten
in (2) schlieBt man #x)=2. Aus (2) folgt ferner p_y(a,) = — pila),
also nach (3): #i(a,) =2, v=1,2,...,n. Da p;(a,) ganz und rational
ist, ist dies unméglich.

Es sei also n_;>mn,; es ist

1= (%) po(x) [mod. 1 —p1(%) - po(¥)] -
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Aus (1) folgt daher
Pi(x) +1=1pi(x) + pi(x) - pi(x) =0 [mod. 1 — py(x) - o (%)],
) Pl +1=[1— py(x) - £o(®)][1 — £1(x) - ()],

WO py(x), wie im folgenden allgemein $;(x) und #(x), ein ganzzahliges
Polynom bedeutet. Bei der Ableitung von (4) aus (1) sind die Eigen-
schaften der Wurzeln von p4(x) nicht benutzt worden; daher erhilt
man analog zu (4), (2) und (3)

(5)  pi®) F1=[1—pi(®)pr1(¥

(6)  p1-1(%) + pr41(¥) = — pulx) ta(x

(7))  Bi) = 0(x) + pa-a(n) - prra (), 1=01,2,....
Durch Elimination von p;.;(x) bzw. $;,1(x) aus (6) und (7) folgt
B0 o B0+
1— pa(#)- pr11() 1— pa(x) pi-1()

Die Grade #; von $;(x) nehmen immer um denselben Betrag ab, denn
aus (5) folgt wegen n_; > n,

10— pu() - pre2(@)],

’

=h-1(0)=1£-2(x)="--=1(x).

20 =M1+ M1, M1 — W= — Ry, M1 < W

Daher muB es ein erstes identisch verschwindendes Polynom 4,(%)
geben. Man setze $,(¥) =1vy. Aus (7) folgt fir A=w»: 92 =¢t(x), also
aus (6)

pr1(®) = =%, p-a(®) = —pp 1(x) - Y2 — pulx) = 2° — v,

Aus (6) folgt ferner, daBl alle p; Polynome in y werden, $;(x) = ¢:(y);
in jedem ¢, sind alle Exponenten (mod. 4) kongruent. Mit « ist daher
auch 7o Wurzel von ¢;(y) = 0. AuBer ¢,(y) und ¢,_i(y) haben alle
¢i(y) von 0 verschiedene, also auch nicht reelle Nullstellen. Dasselbe
gilt fir p;(x), da y(x) rationale Koeffizienten hat. Da p,(») lauter
reelle Nullstellen hat, mull entweder » = 1 oder v = 0 sein. Die erste
Moglichkeit fallt fort, weil dann p,(x) = — pi(x) sein miiBte, was
unmoglich ist, da die Nullstellen von py(x) simtlich voneinander
verschieden sind.

125. [4. und R. Brauer.] Analog wie in 124 erhilt man eine Reihe

von ganzzahligen Polynomen ¢ (%), p,(x), p.(¥), ..., die den folgen-
den Gleichungen geniigen:
(1) F[;b; 2)] = {1 — palx) - pr-1 (%)} {1 — ;bz ) - prea(%)),

(2)
(3)

(%) +pra ) = _i’x(x) H(x) —
pilx) + A pi(x) + B = t(x) +P1—1( )i’zﬂ(x), A=0,1, 2, ...,

-1
2
l
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wo #(x) ein von A unabhingiges ganzzahliges Polynom bedeutet.
Haben $_4(x) und p,(x) denselben Grad, so wird analog wie in 124

-—A

p1(a) = :l: VA2;4B~I—8 E=1,2, ..., n.

.

Also muB3 A% — 4B + 8 = C? sein; ist dies aber der Fall, so wird F(z)
reduzibel :

(4) {2+ 3A+C)z+ {2 +3A —C)z+1}).

Ist n_y>mn,, so sei wieder p,;1(x) das erste identisch ver-
schwindende Polynom, p,(x) = y; dannwird #(x) = u(y) =y*+ Ay + B;
pi(%) = ¢,(y) werden ganzzahlige Polynome in y. Mit py(x) hat go(y)
lauter verschiedene ganzzahlige Nullstellen &, b,, ..., b,. Fir y =1b,,
=1, 2, ..., m wird, wenn man ¢,;(b,) = bj; setzt,

(5) gi(b,) +Ag,(0.) + B =u(b,) ="bi +Ab, + B [aus (3) fir A=1],
folglich
©) W) = B3+ AV + B — u(b,) = U + Ab, + B.

Entweder ist also b} =10, oder b;=—4 —b,. Nun ist

70(0) = ¢.11(8%) =0, bF=q(b.) = ¢,(b)), da g,(y) =y ist. Aus
gi(by) = go-2+1(6f) und ¢,41(b.) = g, -2(b);) folgt aus (2):

ql+2(b,u) =—4 — q1~+1(bﬂ) (b ) - QA( )

=—A4 —q, () u) — ¢ -141008) = ¢ -2-1(0) »
A=01, ..., r—1,

folglich

(7) b/t = QV(b,u) = Q1(b;‘;) .

Diejenigen b,, fir die b}, = b, wird, geniigen der Gleichung
8) a0 =y,

diejenigen, fiir die b} = —A — b, wird, der Gleichung

9 Q) =—y—4.

(8) und (9) sind vom Grade m — 2, wenn » > 1 ist. Also geniigen
mindestens 2 der b,, etwa b, und b, der Gleichung (8) und mindestens

A
2 der Gleichung (9), etwa b; und b,. Da b - b, ist, kann man b, = —5
b) — q,(b) bE—1D
also b3 = b3 annehmen. Nun sind nach (7) i) = 0l) _ %=
by — b, by — b,

nd ¢:(03) —qu(b)) b3 —

7 [b" LA b* b gdnze Zahlen; alsoist b*v by=4(bs—b).
-
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Das Zeichen - ist unbrauchbar, da 5% # b, ist; also erbidlt man

¥4 b . o
3 ‘2[" 3. folglich b, = b, . Dasist unmoglich.

b
b, = ———2 und analog b, =

Alsoist v =1, ¢o(y) = —y(y* + 4y +B) —-A=—(y*+4y* + By + 4).
Aus b, + by + b= —A =b,b,b; folgt bei passender Numerierung
by=1, by=2, by=3 oder by =—1, by=—2, by=—3 oder
by=—b,>0, b=0. In denbeiden ersten Féllen wird F(z) = z*4- 62>
4+ 1122462+ 1 nach (4) reduzibel, im letzten F(2) =2'— b2+ 1
nur fiir ¥ =1 positiv definit. Also wird F(2) =2t —22 +1; b, =1,

[

by=—1, by=0; g =—yy—1)y+1)=p®)=][(x—a).

v=1
y(¥) kann nur einen Linearfaktor enthalten, da sonst y(x¥) und
y(x) —1 nicht nur ganzzahlige Wurzeln 4, hitten. Folglich wird
Po®) = (x — a)(x — & — 1)(x -- & — 2) . In diesem Fall wird tatséch-
lich F[py(x)] reduzibel.
126. [4. und R. Brauer.] Vgl. Losung 124, 125. Die Rekursions-
formeln werden hier

Api(x) +1=[1— pa(®)ps-1(®)][1 — p2(%)p1+1(%)]
pi-1(%) + Pri1(x) = — pa(x) - ¢(x) : fiir gerades 1,
Api(x) = 4(x) + pr-1(*)pr+1()

D50 1= 11— pula)pa (0T — Bula)pra (9]
pr-1(%) + par1(x) = — pa(%) - %t(x) fiir ungerades 1.
%;@21(%) = %t(x) + pr-1(%) - pr41(x)

p_1(x) und p,(x) werden ganzzahlig, ihre hochsten Koeffizienten seien
A_, und A4;; die iibrigen p;(x) brauchen nicht ganzzahlig zu sein.
Trotzdem schlieBt man im Falle #_, >, wie in 124, 125.

Fiir #_, = n, folgt aus den Rekursionsformeln wegen 4_, 4, =A4>0

[p-1(%) — pr () = p3(*) (A1 — 4))* — 4(4 1 + 4y),

{p-1(%) — 1 () + po(*) (A -, — A) D1 (%) — p1(%) — Do) (A -y — 4y)}
= 4(A 71+A1) .

Aus A_;4,>0 folgt 4 ,+ A, +0; die beiden Faktoren der linken
Seite sind Konstanten; der hochste Koeffizient im ersten Faktor ist
also 24 _,—2A4,=0. Folglich ist A_,=4,, [p_,(x) — p1(x)]>*=—84,,
24, =—C2, A,=—2D%*, A=4D*. Umgekehrt ist 4D%z*+1
= (2D%22+ 2Dz + 1)(2D222 — 2Dz + 1) reduzibel.

127. [Verallgemeinerung einer Bemerkung von O. Gmelin, vgl.
P. Stickel, a.a.0.120, S.109—110.] Es sei ¢(x) ein ganzzahliger
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Faktor von P(x) = ¢(x)yw(») [116]; dann liegen auch simtliche Null-
stellen von ¢@(x) in der Halbebene Rx <<# — §. Daraus folgt, daB
lpn—+ — 9| <|pn—% 41|, wenn £>0. Da pr—1) +0, p(n—1)
ganz, ist |@(n —1)|=1, und @(n) ganz, {@(xn)|>1. Ahnliches gilt
fiir y(x). Mithin hitte P(n) die echten Teiler ¢(n) und vy(n): Wider-
spruch.

128. [A. Cohm.] 127 mit # = 10 anwendbar [III 24].

129. [D. Hilbert, Gott. Nachr. 1897, S. 53; Beweis von A. Hurwiiz.]
V;, ]/é, Vrs, ]/?—I—]/;, }’7—]/3' sind irrationale Zahlen; daher sind in
jedem Linearfaktor die Verhiltnisse der Koeffizienten irrational und
ebenso .in jedem quadratischen Faktor, den man durch Kombination
je zweier Linearfaktoren erhdlt. Daher ist das fragliche Polynom
irreduzibel im absoluten Sinne [S. 136]. Gilt die Funktionenkongruenz
[Hecke, S. 11—12]

D)= @*+a,x-|-a,) #* + a;x |- a)  (mod. a),
Plx)=(x%+ byx + by) (%2 4 byx + b,) (mod. b)
und ist (a, b) =1, so gibt es Zahlen ¢, ¢, ¢, ¢, so daB

& =a, (mod. a), ¢, =, (mod. d), v=1,2,3,4,
Px) = (#® + ¢y 5 + ¢5) (4 + 3% + ¢) (mod. ab).

Il

Es geniigt also, die Zerlegbarkeit nach Primzahlpotenzmoduln darzutun.
7 ist quadratischer Rest mod. 8, also mod. 2", wo » beliebig: P(x) er-
scheint in (1) als eine Differenz von zwei Quadraten mod. 2%, zerfillt
also in zwei Faktoren zweiten Grades. P(x) zerfillt mod. »* wegen (2),
mod. s" wegen (1). Wenn p Primzahlist, p +: 2, p &7, p = s, ist eines

der drei Symbole (%) R (%) R (%) sicher =1, da (—;») (;—) (%) =1

je nachdem (%), (—2—) oder <pr> =1 ausfillt, zeigt (1), (2) oder (3)

die Zerlegbarkeit mod. $". Den Grund fiir die Moglichkeit derartiger
Beispiele sieht man béi G. Frobenius, a. a. O. 100.
(@+1)--- (a+M—1):(a+m—1

130. ¢ —
m! m

) . [84, Losung 136.]

131. Sind die fraglichen Zahlen @, a+4d, a+2d, ..., a+(m—1)d
und (d, m!) =1, so gibt es ein 4’ mit (@, m!) =1, so beschaffen, daB
dd’ =1 (mod. m!). Esist, ad = d gesetzt,

d"a(a+d)(a+2d) - (a+ (m—1)d
=da (@ +1)(@+2)--(@+m—1) (mod. m!) (130].

132. [K. Hensel, J. fitr Math. Bd. 116, S. 354, 1896.] [Lésung V 96.]
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133. a) # = 4 oder eine Primzahl. Ist ndmlich » zusammengesetzt,
n=ab und a<<b<<m—1, soist (w—1)! durch » teilbar. Ist x
das Quadrat einer Primzahl, # =2 und $>2, soist # —1>2p
und (» — 1)! wieder durch $? teilbar.

b) n =38, 9, p, 29, wenn p eine Primzahl bezeichnet. Wenn # #nicht
die Form p, 24, $? hat und = + 8, 16, soist =45, wo 3 ==a < b.
Entweder sind die Zahlen a, 24, b, 2b alle voneinander verschieden,
oder die Zahlen a, b, 34, 2b: auf alle Fille resultiert aus 26 < n die
Teilbarkeit von (# —1)! durch 422, Nun ist
;e

P
2" —1

78,,,‘ + =20 - w>2n fir wni=4,

J:ﬁm1;;4 fir p=35,

| 2%
SXNAE

und so bleiben kraft 134 nur die aufgezdhlten Ausnahmefille tibrig.
134. Nach 82 ist der fragliche Exponent

1+[3)+ 12T

Die Summe ist auf / Glieder zu erstrecken, wo p'=n <<p'*1, oder
auf unendlich viele Glieder: » =1, 2, 3, ....

135. [E. Lucas, Théorie des nombres, Bd. 1, S. 363. Paris: Gauthier-
Villars 1891.] Die hoéchste Potenz von 10, die 1000! teilt, hat
offenbar den gleichen Exponenten wie die hochste Potenz von 5, die
1000! teilt. Der Exponent ist [134]

]=200+40+8—}—1=249.

SRAIE

| 1000 1000
J+ ‘125J+[625

136. [E. Catalan, Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 13, S.207,1874; E. Landau,
ebenda, Serie 3, Bd. 19, S. 344—362, 1900.] Es sei p eine Primzahl,
v positiv ganz; setzt man ap-"=a', bp~" =¥, so geniigt es [134],
folgendes zu beweisen:

2a]+ [20] =[]+ [0+ [a' + 0]

Vgl. 8.
-131. [F. G. Teixeira, C. R. Bd. 92, S. 1066, 1881; M. Weill,
S. M. F. Bull. Bd. 9, S. 172, 1881.] Es geniigt [134]

“f""'},;%< %J + lgg

+ ) I l%i +

n

P

xa

han |
,7} +
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zu zeigen, p prim.
a) (hp)=1 h= va} p” +1, also
Vtﬁ A
Pl f’”
b) h=p°k, (I,p) =1; dann fallen linker und rechter Hand die
« ersten Glieder fort, und die Behauptung lautet:

ol Pl ol )+ [+ ]

Vel. a).

138. Es sei m!=1tM, wo 7 nur Primfaktoren von ¢ enthilt und
(M,#) =1 ist. Es sei ¢#=1 (mod. M). Dann ist, dhnlich wie in 131,
tms(s—f(s—28 - [s—m—NE]=ts{Es—1) - [{'s— (m—1)]=0
(mod. M).

139. Nach 134 und 138 ist

-} {_‘ ry=1,2,3,....

" " K 1
llpl o ety

140. Ist ¢=p*¢f»’ ---, p,q,7,--- voneinander verschiedene
Primzahlen, so ist T = px+1gf+lyr+1l... [139], weil

ocn=noc+[%}+

M+m+%}+m<n(oc+$—1_—~1)§n(oc+1).

n ”
np+ b—] + [q—z} 4+ <n(f+1),..., usw.
141, Es ist f(2) = é% , Q(0) #0, P(2) und Q(z) sind Polynome

mit ganzzahligen Koeffizienten [149]. Q(0) /[2Q(0)] kann, nach Kiirzen
durch Q(0), als Quotient zweier ganzzahliger Polynome dargestellt werden,
wobei der Nenner fiir z= 0 den Wert 1 annimmt. Vgl. das Ende von
Losung 142.

142. Geniigen f(z), g(2) der Eisensteinschen Bedingung, so konnen
f(2) — f(0) und g(z) —g(0) auch simultan zu ganzzahligen Reihen
gemacht werden durch Vertauschung von z mit Tz (T geeignete posi-
tive ganze Zahl).

Sind F(z ) und G(2) gamzzahlige Potenzreihen, so sind es auch
F(z) + G(2), F(2) — G(2), F(2)G(2), ferner F[G(2)], G(0) =0 voraus-
2, 6l0) =
)’
GZ) =1—ay 2 —ay 22 — - =1— H(2),

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 23

F
gesetzt, und GE 1 vorausgesetzt. Denn ist
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a,, a4y, ... ganz, so erweist sich
(GEI'=11—H@E] *=1+H@E) +[HEHP+[HEPA -

nach aufsteigenden Potenzen von z geordnet als ganzzahlig.

143. Aus der Definition.

144, [Vgl. G. Pélya, Acta Math. Bd. 42, S. 314, 1920.] Die Be-
dingungen 1. 2. flieBen unmittelbar aus der Eisensteinschen. Dall 1. 2.
die Eisenstesnsche Bedingung nach sich ziehen, zeigt man folgender-
maBen: Es sei

logty _ 4
n

n=123, ..,

’

dann ist, wenn ein Primfaktor $ in #, genau »,-mal vorkommt,

v v A
- A L=
" logp <4, n <10g2
Bezeichnet P das Produkt der Primzahlen, die in ¢, 4, £, ... auf-

gehen, und % eine ganze Zahl, k> B, so kann T = P* gesetzt werden.
In T" kommt nimlich jeder Faktor  von P genau kx-mal vor, und
kn>w, fir n=1,23,... .

oy 2l 200 Uy,
145. Z_W;'—l—"l Zn, ? Zn,
n=0 n=1
1 . . . .
WO gn% = § o’ also #, ungerade ist. Die erste Reihe erfiillt 2.

tin
aber nicht 1. [107], die zweite Reihe erfiillt 1. aber nicht 2., keine

der beiden- erfiillt die volle Evsensieinsche Bedingung, keine ist alge-
braisch.

146. (1—2) *= a, 2", (1—z)~Ftr-l= > p, 2"
gesetzt, ist
f—y+1 p—y+2  p—1 A= S "
1 . 5 "'y:—IF(%ﬂ,V,Z)=1§“nbn+y—1z

[140, 143]. Weitere Untersuchungen und Literatur: A. Evrera, Palermo

Rend. Bd. 35, S. 107—144, 1913.

147. Der Quotient von zwei konsekutiven Koeffizienten ist
(6 +n)(B+n) +2)p+x) ..
.,____(1 L) Wenn « + y, f 4y und T +——x)(y+ ) fir x=0,1,2, ...

rational ausfillt, so sind « 5, « + f und y rationale Zahlen [92].
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148. Es sei a 2 0 so gewihlt, daB a(x 4 x) (8 4 ) =ax? + bx -,
wo a, b, ¢ ganz. Wire F(«,f, 7;2) algebraisch, so miiBte [144, 1]
jede Primzahl p (abgesehen von endlich vielen) Primteiler von
ax®+bx + ¢ sein. Vgl. jedoch 100.

149. Spezialfall von 150.

150. Spezialfall von 151.

151. [Vgl. E. Heine, J. fir Math. Bd. 48, S. 260—271, 1854.
Theorie der Kugelfunktionen, 2. Aufl.,, S.52—53. Berlin: Reimer 1878.]

Erster Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von R.
Wenn die Funktion R nicht identisch verschwindet, so 1dBt sie
sich in die Form R, + &; R, + &y R, + --- 4+ «; R, bringen, wobei
Ry, Ry, R,, ..., R, ganz rational in 2,9,V ...,¥" mit rationalzahligen
Koeffizienten und 1, &4, &,, ..., &; rational unabhingig sind; d. h. aus
Mg+ My &y + By &g + - Ao, =0, ng, #y, My, ..., % rational, folgt
Ng="Ny="Ny=--- =m;=0. Wird in R, R,, R,, ..., R, fiir y die Potenz-
reihe ay+a,2+ --- + a,2" + --- eingesetzt, so ergeben sich bzw. die

Potenzreihen >t z», v =0,1,...,1,4 rational. Durch Vergleichung
n=0
der Koeffizienten von z* folgt # 4+ o, #P 4+ ... + &89 =0, d. h.
A= — ... = —=0, sodaB Xt2"=0, »=0,1,...,1.
n=0

Zweiter Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von .
Das Bestehen der Relation R =0 bedeutet, daB die Potenzreihen
einer gewissen endlichen Anzahl von Funktionen von der Form
2% y” ()1 (y")= . .. (M) voneinander linear abhingig sind [S. 106]. Man
driicke eine dieser Potenzreihen durch andere unabhingige linear
aus; die hierzu erforderlichen konstanten Faktoren sind kraft des in
Losung VII 33 auftretenden Gleichungssystems (*) aus den Koeffi-
zienten der Potenzreihe y rational aufgebaut, also im vorliegenden
Falle rationale Zahlen.

152. [E. Heine, a. a. O. 1561, S. 50.] Die Diskriminante der Glei-
chung I** Grades in w

(* Fy@)w' + Fi() w1+ . + F,_ (@) w + Fy(2) = 0

ist ein ganzer rationaler Ausdruck in F,, F,, ..., F,_;, F;, folglich
eine in einer Umgebung von z=0 reguldre analytische Funktion.
Falls sie identisch verschwindet, kann man durch rationale Operationen
eine Gleichung herstellen, der f(z) geniigt und deren Diskriminante
nicht identisch verschwindet; nehmen wir also an, da8 schon die Dis-
kriminante von (*) nicht identisch verschwindet. Dann existieren
! voneinander verschiedene Funktionen w, = f(2), w,, ..., w;, die in
einem gewissen Ringgebiet 0<|z|<<p, 0>>0, reguldr, vielleicht
mehrdeutig sind und die Gleichung (*) erfiillen; im Punkte z==0
23*
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haben sie eventuell eine algebraische Singularitit. Falls eine wie w;
beschaifene Funktion ¢(z) die Eigenschaft hat, daB

(P2)—cp—cyz— - —Cp_ 2 1) z7n

fiir beliebig groBe Werte von # in der Umgebung von z = 0 beschrinkt
bleibt, so gilt identisch ¢(z) = f(z) [IV 166]. Man betrachte einen
Wert m, so daB die [ — 1 Funktionen

(W —cp— €1 8— o —Cp_ 2™ Yz ™, A=2,3,...,1

alle unbeschrankt sind in der Umgebung von z=0. Setzt man
in (%)
W=2CyFc 2+ - +Cp_12" L} 2"y

ein, so entsteht eine wie (*) beschaffene Gleichung fiir ¥; nach Division
der Koeffizienten durch eine passende Potenz von z kann dieselbe in
die Form

(**) G Y + G2y 1+ - + G () y + Gifz) =0

gesetzt werden, wobei nicht alle Zahlen G,(0), G1(0), ..., G;-4(0), G;(0)
verschwinden. Ist Gy(0) == G;(0) = --- = G,_;(0) = 0, G4(0) + 0, so
hat (**) (etwa nach dem Weserstrafischen Vorbereitungssatz) I— 4
fir z=0 beschrinkte Losungen. (**) hat tatsdchlich nur eine fur
z=0 beschrinkte Losung, ndmlich ¢, -+ ¢, 12 4 Cuig22 + --+; also
ist l—h=1, h=1—1, w.z. b.w.

153. [A. a. O. 151.] Wir koénnen annehmen, daB, wenn
Hz) =cotcyz+tcy22 4 - - gesetzt ist, Py(0) =P;(0)="---=P;_,(0)=0,
P, 1(0) =a+ 0 [152], Py(2), Pi(3), ..., Py(z) ganzzahlig, ¢, + 0 und ¢,
eine ganze Zahl ist. Setzt man z=0, so wird ac,+ P;(0) =0, also
P,(0) durch a teilbar. Folglichist a=! P;(az) ganzzahlig, 1=0,1,2,...,1,
und insbesondere a~!P;_,(0) =1. Somit kann

*) f(az) = Qo(2) + Qo(a) /@2 + -+ + Qulz) [f(a2)]'

1p |
— Z_lf;:::%—z—; wieder ganzzahlig ist
[Lésung 142], 41=0,2,3,...,/, und Q,;(0) =0 fir 1 =2,3%,...,.. Aus
(*) bestimmt sich a"¢, durch Koeffizientenvergleichung als ganze ganz-
zahlige Funktion von ¢, ac,, ac,, ..., a" 'c,_,, also [rekursiver
SchluB] als ganze Zahl.

154. P(2), 0(2), 01(2), Qu(2), ... seien rationalzahlige Potenzreihen,

man setze y=cy+ 6,2+ ¢,2%+ ---. DBesteht eine der sechs

gesetzt werden, wobei (Q(z) =
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Gleichungen
y=P@E) +0k), y=Pkr -0k, y=PF0H,
P(z) _
y = 06 Q(0) = 1 vorausgesetzt [142],

y = P[Q(2)], Q(0) = 0 vorausgesetzt,

= Q(2) + Qx(2) ¥ + Qs(2) y* + -+ + Qul2) ¥,
Q2(0) = Q4(0) = --- = Q4(0) = 0 vorausgesetzt [152],

so ergibt sich ¢, als eine eindeutig bestimmte rationale Zahl, rational
und ganz aus den Koeffizienten von 1,2z,2% ...,2" in den Entwick-
lungen von P(z), Q(z), Q;(2), ... zusammengesetzt, die also nur solche
Primzahlen im Nenner haben kann, die auch in den Nennern der
besagten Koeffizienten auftreten. [Vgl. a. a. O. 144 ]

185. [4. Hurwitz; vgl. G. Pélya, Math. Ann. Bd. 77, S. 510—512,

n
1916.] Es sei p eine Primzahl, die in allen ¢, = Z“v b,_», aber nicht

y=

in allen a,, »=0,1,2, ... aufgeht. Es seien z.B. a4, 4y, ..., 2., =0,
ay==0 (mod. p). Aus ¢z=ab, (mod. p) folgt dann b, =0 (mod. p),
aus ¢z q =a; by =0 (mod. p) folgt b, =0 (mod. p), aus cx, =a,b,=0

(mod. p) folgt b,=0 (mod. $) usw.

156. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S. 369, 1906. Die hier an-
gegebene Losung rithrt von A. Hurwitz her; vgl. G. Pélya, a.a.0.158.] Es
geniigt, den Satz fiir primitive Potenzreihen f(z) = @y + ay2 + a2+ - -+

zu beweisen [155]. Nach 149 ist f(z) =§%, P(z) und Q(2) ganzzahlig

und ihre Koeffizienten teilerfremd. Die (abbrechende) Potenzreihe
Q(2) ist primitiv; hitten nimlich ihre Koeffizienten den gemeinsamen

Teiler £, so miiBte # wegen P(2) = t—Q—gi) /(z) auch in denen von P(z)
aufgehen. Man bestimme zwei ganzzahlige Polynome p$(2), ¢(2)
derart, daB p(2) P(2) 4 ¢q(z) Q2) =m + 0; m ist ganz. Es ist,
q(z) + p(2) /(z) = R(2) gesetzt, m = Q(z) R(z). Hier ist R(z) ganzzahlig
und nicht primitiv, falls m + 41 (sonst miiBte [185] m» auch primitiv
sein); seine Koeffizienten sind auf alle Fille durch s teilbar. Aus
R(0
1=0(0) —7;—) folgt Q(0) = 4 1.
157. Fiir rationales 6 ist die Folge a,, a5, @5, ... von einem ge-
wissen Gliede an periodisch, also f(z2) =a,z + @22+ -+ + a,2" 4 ---
rational. Fiir irrationales € kann f(z) nicht rational sein, weil es

dann [149] Quotient von zwei ganzzahligen Polynomen, also f(%)
rational wire. 0
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168. [Vgl. E. Landau, Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 3, S. 333—336,
190%. R. Jentzsch, Math. Ann. Bd. 78, S. 277, 1918.] ,,Wenn Koeffi-
zientenfolge periodisch, dann dargestellte Funktion rational®“ ergibt
sich leicht (geometrische Reihe). Umgekehrt: Es seien die Zahlen
@y, @y, Ay, ... nur # verschiedener Werte fihig, und der Nenner sei
=14+ hz+ L2+ + 42t Esist ay+la, +la, o4 +ha, 1=0
fiir geniigend groBes #. Da es nur m* verschiedene Systeme a,_,,
@n-9, ..., Ay-p gibt, existieren zwei Zahlen u, v, u<v=pu 4 m¥,
derart, daB

Au-1= -1, Au-2=ay-2, ..., Au-F=& —f.

Dann folgt aber a, =a,, also auch a,,1=2a,11, Guio=0dy12, ....

159. Die Koeffizienten von

(1 —z)‘l“1=§7<l_'l_n>z"

n=0

sind nach jedem Primzahlmodul p periodisch. Ist p >, so ist /! zu
p teilerfremd und

(n+1) (n+2) - (n+) = (n+-p+1) (0-+p+2) -+ (n+p+1) (mod. p).

_ a+1
Ist p=1, I'=p"L, (L,p)=1, so ist (n }—? ! )E(?) (mod. ),
weil die symbolischen Zdhler dieser Binomialkoeffizienten kongruent
(mod. p?*+1) sind. — Die nach Multiplikation mit P(z) entstehende
Koeffizientenfolge ist von einem gewissen Gliede an periodisch.

oo

(D — 1) 3 —_— 1 ol
160. A= Dg A= _gw — 1) 2",

Ist %k die kleinste Zahl, so beschaffen, daB D"+*=D" (mod. ), d. h.
D¥=1 (mod. p), so ist & ein Teiler von p — 1.

161. (1—Dz2) 1= DDrzn

n=0

Die Periodenlinge k ist gerade, k= 2Fk'; & ist die kleinste positive
ganze Zahl mit D¥ =1 (mod. p). Wegen D?-1=1 (mod. p) ist £ ein

p-1
Teiler von p — 1. Ferner ist bei ungeradem p: D 2 =1 (mod. p),

%) =1, also geht dann £ in E%E auf; umgekehrt folgt

=1 (mod. p) aus ,,D¥=1 (mod. p), ¥ geht in %(p —1) auf".

wenn <

p-1
2

D
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162. » 2 3 5 7 1 13 17 19 23 29
Linge der Periode 3 8 20 16 10 28 36 18 48 14
p—1 —_ — — — 10 — — 18 — 28
p—1 3 8 — 48 — 168 288 — 528 —.

Von den beiden Zahlen p —1 und $2 —1 ist in dieser Tafel p —1 an-
gegeben, wenn p —1 ein Vielfaches der Periodenldnge ist und p* —1,
wenn p —1 kein Vielfaches, aber p? —1 ein Vielfaches der Perioden-
lange ist. Ob der erste oder der zweite Fall eintritt, hdngt davon ab,
ob p quadratischer Rest (mod. 5) ist oder nicht. Die Zahl 5 hat eine
Ausnahmestellung. Vgl. A. Speiser, American M. S. Trans. Bd. 23,
S. 177, 1922.

163. Sind a, die Koeffizienten der fraglichen Entwicklung, so ist
ap+la,_+vlya, o+ +la, =0 fiir gentigend groBe ; Lols, o Iy
ganz [156]. Da es mod. m nur mF verschiedene Systeme a,_,, @y, ...,
a,_; gibt, existieren zwei Zahlen u, v, so daB a,, - 1=4a, -1, 4 -2=a-2, ...,
Ay -1 =a,-3 (mod. m), w+v. Dann folgt aber a,=a,, also auch
@u+1 = +1,... (mod. m) [158].

164. [G. Pélya, Tohoku Math. J. Bd. 22, S. 79, 1922.] Es ist

(1—4z)" —2(2 m) . Es sei p eine ungerade Primzahl und !

ihre hochste Potenz, die in (2k—1)! aufgebt, k=1, r=1. Man
schlieBt aus 134, dal3

() =28 %0 mod.p.

Anderseits ist

(%’) 2 2p"—1 2p" =2 29" —3 @Lj°q+2 2p"— 2q+1< (zb’—q)>
v PP =1 P =1 pP—gtl p—g+1\ P )

—2(2q—1)! (2 gfr__q@>50 (mod. p'), ( gfr:q@)E 0 (mod. p)

fir ¢=1,2,3,...,k. Da k und damit 7 beliebig groB sein konnen, be-
finden sich in der (mod. p) reduzierten Koeffizientenfolge beliebig lange
Sequenzen von Nullen, gefolgt von einem Glied, das == 0 ist.

165. Fiir z =1 strebt das allgemeine Glied nicht gegen 0.

166. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S.368—371, 1906.] f(2) Z’an
gesetzt, muBte [I1I 122]

ot oo e+

konvergieren,
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167. [P. Fafou, a.a. O. 166.] Nach 150 geniigt die fragliche
algebraische Funktion einer Gleichung der Form

Po@[1@) + Py(a)[f(2) 1 + - + Pro1(2) f(2) + Pifs) = 0

wo Py(z), Py(2), ..., Pi(z) ganze rationale Koeffizienten haben. Hier-
aus folgt, daB y = Py(2){(z) der Gleichung

Y+ Py(2) 1 + Py(2) Po() ¥ 2 + -+ + Pyfz) Py(z)l-1 = 0

geniigt. Fiir keinen endlichen Wert von z kann y unendlich sein, weil
sonst 9’ linker Hand iiberwiegen wiirde, so daB die Gleichung nicht er-
filllt sein konnte. y = Py(2)f(z) ist jedoch, nach Voraussetzung, eine
nicht abbrechende ganzzahlige Potenzreihe [166].

168. [F. Carison, Math. Zeitschr, Bd. 9, S. 1, 1921.]

TEeER R

{ ganz, beliebig groB.

169. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23,
S. 289, 1915.] Im ersten Falle sind die Zahlen P(n) — [P(#)] periodisch
[188]. Im zweiten Falle sei angenommen, daB die fragliche Potenz-
reihe f(z) rational ist. Wir konnen a, irrational annehmen; sonst be-
trachte man

o
i k-1)="

e ) i et )

k #

(AL

> [P(kn)] 2

I
=)

undwihle & so,daBay k" ganzist,also [P(kn))= a k' n" +[a, k'~ 1n"~ 1+ -1
Anwendung von I 85 ergibt

lim (1 — 2+1/(z) = Lim L")

= lm =7r:a,
z—>1-0 n—)oo("“*‘”)
4

was unmdglich ist, weil [149] der Grenzwert linker Hand rational aus-
fallen muB.

170. [Vgl. D. Hansen, Thése, S. 65. Kopenhagen 1904. G. Pélya,
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, S. 161—162, 1918.
Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 36—38, 1922.] DaB die Vor-
aussetzung beziiglich der a, sich nicht unmittelbar reduzieren 1aBt,
zeigt 69.

171. [A.a. 0. 170.] Vgl. T1.
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172. Esist Q,— Q,_1=1— 94,, wenn A, die Anzahl der Nullen
am Ende der Dezimaldarstellung von # bedeutet. Folglich ist
(1—2z Z Qn2" -Z — Qu_1)?" =

P < #10 4100 1000 )
1

1—z — 410 +1—21°°+ 1 — Z1000

Die Funktion

2 210 2100 21000

f(z)=

1—z+1——z'1° 4 — 2100 T 4 __ 1000

hat |z] =1 zur natiirlichen Grenze. In der Tat ist z=1 singulir
2ty

[lim f(2) = 4 oc], ferner auch z=¢1",6 y=1,2,..., 10" —1, da die

z2—>1-0

Funktion, welche nach Abspaltung der m ersten Glieder entsteht,

in f(z) iibergeht, wenn man fiir 219" wieder z setzt, wihrend die m

abgespaltenen Glieder sich in denjenigen 10™-ten Einheitswurzeln, die

keine 10"~ !-ten Einheitswurzeln sind, regulir verhalten.

173. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25,
S. 85, 1917. Losung von R. Jentzsch, ebenda, Serie 3, Bd. 27, S. 90—91,

1918.] Anwendung des ,Liickensatzes’ auf (1—z)> d,z2".
n=1
174. Die Differentiation ersetzt die Koeffizientenfolge a,, 4, 4,, 4, - ..
durch a,, a,, a3, a,, . . ., die angedeutete Integration durch 0, a,, 4,, a,, .. ..
175. Fiir die Multiplikation vgl. I 34. Ist
b

gla) =1+

b bn
“z—l—ﬁzz—l—n-—l—n—!z"—l—u-:1~h(z),

so ist k(z) H-ganzzahlig und

1 1 R
g@ =1 () =1+ h(z) + [ 2+ [BE)P + -
ebenfalls.
176. Angenommen, [L)])j ist H-ganzzahlig, so folgt [174, 175]

dasselbe fiir

[F(zx)]™ )]’” _ U@t
/ fz)dz = mrn

0
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171,
bm
g + sy

m!

b b
gl =by+ a2 4
]e ) =} bl b2 2 bm m
Q) = bo+ 1) + U@+ + 2 (I +
H-ganzzahlig auf Grund von 176.

178. Allgemein: Ist y durch eine Differentialgleichung von der
Form

dry ( dy d?y d”—1y>
:P ) — [ -
ax" LV g a7 da

und die Anfangsbedingungen y = mgy, ¥ =m,, ..., y* D =m, ; fir

% = 0 bestimmt, wobei P eine rationale ganze Funktion mit ganz-

zahligen Koeffizienten, mg, m,, ..., m,_, ganze Zahlen bedeuten, so

sind alle Ableitungen von y fiir x = 0 ganzzahlig, d. h. y eine H-ganz-

zahlige Potenzreihe. Speziell: Es ist ¢” = —2¢3, ¢(0) =0, ¢'(0) = 1.
179.

(82—1)3:332~3822+38z——1

X an__q.on 4+ ki 1" —1
L3I SV g
n=2 )

n=2
180.
(52 — ,1)1)~1 =14 ... = (—?511')*' L (mod p)

_ Lp-1)z __ —1 Ap-2)2 p'—1 -3z __ —1 2
— o <P1 )oo ) P-( 5 )e(p ) ..._<£_2)g+1

o -1 — (27 V-2 (25 o9 — = (57}
R et e e =
n=1
In der ersten Zeile ist der Wilsonsche Satz (p —1)! =—1 (mod. p)

benutzt. Aus der dritten Zeile (wo iibrigens p = 3 angenommen ist)
n

geht hervor, daB3 der Koeffizient von % periodisch ist mod. p mit der

Periode p —1, n=1,2,3,..,p—1, p,.... Jetzt greife man auf die
erste Zeile zuriick!

181. Aus 176 und 133 oder aus I 41 und 133.

182. [Satz von K.G. Ch.v. Staudt und Th. Clausen. Fir den Beweis
vgl. J. C. Klwyver, Math. Ann. Bd. 53, S. 591—592, 1900.] Aus

z=log[1+ (¢—1)],

b4 :1ﬂez—1+(ez—1)2_(ez——1)3

¢ —1 2 3 s T
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folgt [179—181]

/1 z}?—l 221172 z3p'—3
‘22(@—1)! Tepma w—w* ).

wo g(z) eine H-ganzzahlige Reihe und ' fiber die ungeraden Prim-

. . y4
zahlen p =3, 5, 7, 11, ... erstreckt ist.
183.

dz 2n 2 Ofen\_ @n)! [e@1

d(p V1 " —2( ) 2n g2) _g( 7 ) 22™(4m +1) (4n)! "’

(4m)! ist teilbar durch 22* [134] und auch durch 4# + 1, wenn 4# +1
an

keine Primzahl ist [133]; [(2)] ist H-ganzzahlig [178, 176].

(4n)!
184. Aus der Differentialgleichung 178 folgt

{i(L)r_ PR
dz\@?/]l " ¢S @’

also % =@, ferner
az? _ 2z (1— )d2z2> 2(p3dzj*2
dp  Y1—gt’ dg? dp
dz2
Man sucht das Integral 22, das den Anfangsbedingungen 2* = —di 0
P

fiir ¢ = 0 entspricht und findet

6
zz:(pe_|__3_ﬂ_|_3 1 fp,__|__2.

AL
53 9 s 913 7

e}

N Bt G, H, L ()]*"
Z“'(z)_<¢(z)> —g(4n+1)(2n—{—1) (4n)! "’

G,=3.7.11...(4n—1), H,=2.3.4.6.7.8...(4n—2)(4n—1)4n.

Ist 2#n+1=—1 (mod. 4), so geht 2#n 41 in G, auf. Es sei
2n+1=1 (mod. 4) und 2n+1=ab, a>1,b>1; ist a=b=—1
(mod. 4), so gehen beide Zahlen ¢ und b in beiden Zahlen G, und H,
auf, also ab in G,H,; ist aber a=b=1 (mod. 4), so kommt unter
den Faktoren von H, sowohl 2a wie auch 45 vor. 2#n + 1 geht also
nur dann in G, H, nicht auf, wenn es eine Primzahl und =1 (mod. 4)
ist, und dasselbe findet man von 4% +1. 2#+1 und 4#» -+ 1 sind
iibrigens teilerfremd, also wenn beide einzeln in G, H, aufgehen, so
geht darin auch ihr Produkt auf. Wegen tieferliegender genauerer
Resultate vgl. man 4. Hurwitz, a. a. O. S. 145.
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185. [Weiteres bei M. Fujiwara, Téhoku Math. J. Bd. 2,S.57,1912.]
Die Potenzreihe a, -+ f;—l'z -+ f;——?zz 4o :—7; 2" -+ ... geniigt dann und

nur dann einer Differentialgleichung der fraglichen Art, wenn
ay+ ayz+ a2+ --- 4 a,2" 4 - -- eine rationale Funktion ist. Beides
kommt auf dieselbe Rekursionsformel zwischen a,, a,, a,, ... heraus.
Vgl. 163.

186. [G. Pilya, Tohoku Math. J. Bd. 22, S. 79, 1922.] Vgl. 164;
y geniigt [I 48] der Differentialgleichung

%2y + (1 —4x)y —2y=0.
187. [S. Kakeya, Tohoku Math. J. Bd. 10, S. 70, 1916. G. Pdélya,

ebenda, Bd. 19, S. 65, 1921.] Ist g(z) =Z%zn, und ist a, =+ 0, so
n=0

Das Gleichheitszeichen ist

. n 1
ist |a,| =1, My =2l p =

2 ]/Znn '
oo z2n
z. B. fir gz) = —— erreicht.
g @91

188. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 1921, Nr. 17,
Satz 8.] Wird mit g der groBte gemeinschaftliche Nenner der ratio-
nalen Zahlen b, b,, ..., b, bezeichnet, so ist auch

b_ b_
g;gz_'_

gbo_’_—z_ 22

=gl +7E)

fiir die fraglichen unendlich vielen ganzen z ganzzahlig. Da lim#(z) =0,
2> 00

muB gb, an ganze Zahlen beliebig nahe herankommen, d.h. g, ist
ganz. Es ist somit auch 7(2) fir unendlich viele ganze z ganzzahlig,

also wegen lim7 (z) =0 fiir unendlich viele =0, woraus #(2)=0
Z2—> 00

folgt; denn #(z71) ist in einer gewissen abgeschlossenen Kreisscheibe
vom Mittelpunkt z=0 regulir, in unendlich vielen Punkten davon
=0, also identisch =0.

189. Die Gleichung 2 — 222 = 1 besitzt unendlich viele Losungen
in ganzen Zahlen, wie aus

(3 + 21/_2‘)71 =9, + 2n]/§, (3 - 21/5)7& =Yp— Zn]/a, Yn» #n 8aNZ,
9—8n=19:—22, n=0,1,2,3% ...,

ersichtlich ist.
190. []. Franel, Interméd. des math. Bd. 2, S. 94, 1895.] Wenn
das ganzwertige und folglich rationalzahlige Polynom

P(x) = aya™ + ayx" 1+ - +ay,
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fiir alle hinreichend groBen ganzzahligen Werte von x die A' Potenz
einer ganzen Zahl darstellt, aber selber keine k'° Potenz eines Poly-
noms ist, dann hat das Polynom

P 4-1)P(x+1,) --- Plx + L) = ak x® - byank-14 ...

dieselben beiden Eigenschaften, vorausgesetzt, daB die ganzen Zahlen
L, b, ..., I so gewidhlt sind, daB P(x + 1), P(x + 1), ..., P(x -+ L)
keine gemeinsamen Nullstellen haben; es sei etwa I, <Il, <<--- <,
ferner I, — 1, Iy —1,, ..., iy — lx_; geniigend groB. Folglich wiirde
die rationalzahlige Potenzreihe

: S A
Pt P+ - Pt i) = aox”l/l +hl
0

= ag "+, x" 1 ey a2 4 .-

fiir alle hinreichend groBen ganzzahligen Werte von x eine ganze
rationale Zahl darstellen, aber selbst keine ganze rationale Funktion
sein: Widerspruch zu 188!

191. [Beweis von H. Priifer. Weitergehendes a. a. O. 188.] Sind
By b1, ..., by alle rational, so wende man 188 an. Andernfalls kann
man annehmen, daB &, irrational ist. (Wiren &, by_q, ..., dn_g-1
rational, und zwar mit dem groBten gemeinschaftlichen Nenner g, und
b, _p irrational, 2=1, so betrachte man

g[F(Z) - bmzm - bm_le—l e e — bm—-k—lzm—k—]'].)
Die mte Differenz

.F(z+m)~(T)F(z+m—1)+<’£‘)1:(z+m_2)_...

b b
+ (= )" F@) =mlbp+ —F+ 354

ist fiir geniigend groBe ganze z auch ganzwertig, woraus nach 188
folgt, daB b,, rational ist. Widerspruch!

192. [G. Pélya, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S. 16, 1923.
Losung von T. Radd, ebenda, Bd. 33, S. 30, 1924.] Fiir einen Beweis
nach der Methode 188, 191 vgl. 193. Die Polynome sollen f(z), g(z)
heiBlen. Die beiden ganzen Funktionen

e2nif(z) -1, £27ig(E) 4
haben dieselben Nullstellen, aber vielleicht nicht von derselben Multi-

plizitit. Thre mehrfachen Nullstellen sind bzw. unter den Nullstellen
der Polynome f(z), g'(z) enthalten. Daher ist die Funktion

27i@ _ |

z e2nig(z) —1
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ganz und hat nur endlich viele Nullstellen; sie ist auch von endlichem
Geschlecht. Folglich ist sie = k(2) &*®, wo k(z), h(z) Polynome sind.
Aus der Identitit g'(z) e27@ — ¢’(2) = k(z) fO+27596) — k(z) 2@ folgt,
daB die eine der beiden Funktionen A(2) 4 2m¢g(2), h(z) gleich konst.,
die andere gleich 2n¢f(2) + konst. ist. [Vgl. G. Pélva, Nyt Tidsskr.
for Math. (B) Bd. 32, S. 21, 1921.]

193. [G. Pick, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S. 45, 1923.
Losung von G. Szegd, ebenda, Bd. 33, S. 31, 1924.] Wenn m der Grad
von y=f(x), » der Grad von z=g(x) ist, dann gilt fiir geniigend

groBe ||
1

- a_
X¥=a,y"+ ay+ ”7'11' gt
yﬁ yﬂl
n

2=Db,y™ + b,_1y

el b b
m_|_...+bo_|_;11_|_;23 e
yﬂl y;’;l/
1
wo fiir y™ alle m Bestimmungen zuldssig sind.
Laut Voraussetzung sind die Laurentreihen

k

L i%ln i
(1) Dlbge ™ Y7, y=0,1,2,..., m—1,

k= -0

sowie auch die Lawurenireihen

i2——v+1k1
Tk
m YQ, y=0,1,2,..., m—1,

(2) ﬁbke

k= —o0

reellwertig, wenn Y, und Y, je eine gewisse ins Unendliche strebende
Folge von positiven Zahlen durchlaufen. D. h. die Zahlen

2v 2w+l

g2l

i—kax kn
bpe ™ , bge ™ , v=0,1,2,..., m—1

sind reell, folglich &, = 0, wenn % durch m nicht teilbar ist. |Fiir un-
gerades m geniigt es, bloB die Reihen (1) zu betrachten.] Mithin wird
g(x) = @(y) +P(y~1), wo ¢(y) ein Polynom in y, P(y~!) eine Potenz-
reihe ohne absolutes Glied, beide mit reellen Koeffizienten sind. Das
Polynom g(x) — ¢[f(x)] konvergiert danach gegen 0 fiir x—>o0, d. h.
g(x) — @ [f(x)]=0. — Unter den Voraussetzungen 192 muf3 auch die
inverse Funktion des Polynoms ¢(y) ein Polynom sein; somit ist ¢(y)
vom ersten Grade. Ferner muB sowohl ¢(y) wie die inverse Funk-
tion ganzwertig sein.
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194. Aus

a"+a " Vo dg, x4+ a,=0
folgt
Gl + a (o) 2 4 - @y, (Ja)2 + a, = 0.

196. Der Fall s =0 ist klar; essei s+ 0 angenommen. Geniigt

7 +syY—1 einer Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten und
mit dem héchsten Koeffizienten 1, dann geniigt derselben Gleichung

auch die konjugiert-imaginire Zahl ?—s]/j ; sie ist also auch
ganz. Daher sind auch

R I e B e )
ganz; sie sind auch rational. Die Koeffizienten des Pdlynorns
(x~r—s]/——1)(x—r+s}/j1):x2—27x+1’2—|—32

sind also gewohnliche ganze Zahlen. Es sind 72 s%, 27 ganz
und folglich auch 4 (% +s?), 2s. Es sei 27r=a, 2s=05 gesetzt.
a? + b* = 4 (1 + %) =0 (mod. 4) kann nicht stattfinden in den fol-
genden drei Fillen:

a=1,b=1;, a=1,b=0; a=0,b=1 (mod.2).

a

Es muB daher ¢=86=0 (mod.2) sein, also # = 5 s = 5 ganz.

196. Es folgt wie in 195, daB die Koeffizienten des Polynoms
(x — 7 — sl/js)(x — 7+ s]/js), d. h. 27 und #2 +5s2, also auch
5(25)% =4 (r* -+ 5s2) — (27)2 ganz sind. Wire aber die rationale Zahl 2's
nicht ganz, so wiirde im Nenner von (2s)? das Quadrat einer Prim-
zahl aufgehen, das sich gegen 5 nicht wegheben kénnte. Also ist 2s =5
ganz; 27 = q ebenfalls. Man schlieBt weiter wie in 195 aus

@R+ P=a+502=4(*+5s=0 (mod.4).

197. Es folgt wie in 195, 196, daB 27 und 72 +-3s%, also auch
2r=a, 2s=0> ganz sind. Dal =5 (mod. 2) ist, folgt aus

(@a+b)la—b=a*+302=4(%+3s)=0 (mod.4).

1 _
5 (—1+ ]/— 3) ist ganz, Nullstelle von #2 4 x 1.
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198. Es seien «,, a,, ..., &, konjugierte ganze Zahlen, |a,| <<k
fir v=1, 2, ..., n, und es gelte identisch

F—oa)x—oy) - (x— ) ="+ gy 2" 1+ . foa,.

Dann ist [av!<<:f> k', v=1,2, ..., n. Fir die ganzen rationalen

Zahlen ay,a,, ..., a, sind also nur endlich viele Wertsysteme zulissig.

199. Bezeichnungen wie in Losung 198. Laut Voraussetzung ist
[a,|=|0 -+ &, <1, folglich @, = 0. Das einzige irreduzible Poly-
nom mit verschwindendem Absolutglied und héchstem Koeffizienten
1 ist «.

200. [L. Kronecker, Werke, Bd. 1, S. 105. Leipzig: B. G. Teubner
1895.] Das fragliche Polynom heiBe F(x), seine Nullstellen &y, &,, ..., &,
(mit Multiplizitdt angeschrieben). Man setze

(x — a)x — o) - (x — an) = Fa(),

h=1,2,...; F(x) =F(x); Fi(x) hat ganze rationale Koeffizienten.
Die unendliche Folge F,(x), Fy(x), ..., Fi(#), ... enthilt nur endlich
viele verschiedene Polynome [198]. Ist Fj(x) mit Fy(x) identisch,

. . ok ) E k& k
1=h <k, so stimmen die Systeme a3, &s, ..., &, und o7, x,, ..., &y

abgesehen von der Reihenfolge, miteinander iiberein. Ist oc’l‘ =af so
haben wir schon das Gewiinschte. Es sei bei passender Wahl der

Numerierung
3 % 3 k 3 2 2 %
Xy = &g, Og=«K&sz, -+, &K-1=0, O =K&].
Dann ist
Rl khi-1 k2Ri—2 kKl—2h2 El-1p k
061=062 = &3 = =0K-1 =0 =7 .

201. Die Gleichung »* — xx +1 hat nach Voraussetzung zwei
komplexe Wurzeln vom Betrage 1. Es seien o4, &,, ..., «, die frag-
lichen Konjugierten, &, = «. Das Polynom

(%2 — o % +1) (%2 — ogx +1) - (4% — o, x +1)

hat ganze rationale Koeffizienten, und seine Nullstellen sind alle vom
Betrage 1, also Einheitswurzeln [200]. Die Einheitswurzel, die den
2zip

ersten Faktor zum Verschwinden bringt, sei e ¢ ; es ist

4nip 2xip

e? —oae? +1=0.

202. Die Zahlen des Kérpers, der von der Zahl zweiten Grades &

erzeugt wird, kénnen auf die Form 7 4 s¢ gebracht werden, wo 7, s
rational sind [Hecke, Satz 53, S. 68]. Man vgl. 195—197. Die Gleichung

J—3=a+by—5
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mit rationalem a, b ist ausgeschlossen, da daraus @ = 0, b = }% folgen
wiirde; letztere Quadratwurzel ist bekanntlich irrational. Derselbe
SchluB zeigt, daB alle drei Korper voneinander verschieden sind.

203. [G. Pélya, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S.27, 1921.]
Wenn man die Forderung beziiglich (" vorliufig auBer acht 1aBt,
so sind bekanntlich [Hurwitz - Courant, S. 134—138] fur I nur fol-
gende beiden Moglichkeiten vorhanden:

a) M besteht aus den Zahlen n 4, n =0, 1, 42, ...;

b) M besteht aus den Zahlen mA +#uB, 4 +0, g nicht reell,
m, =0, =1, 4-2, ....

Beriicksichtigt man nun die Forderung beziglich (", so folgt
im Falle a), daB A2=nA4, d. h. wenn A+ 0 ist, A=n, » ganz
rational. Im Falle b) ist

AB=1A+I'B, B:=mA+wB, AB*=nA+#B,

I, U, m, w/, n, W ganz rational. Die Elimination von 1, B, B? aus
diesen drei linearen Gleichungen ergibt

mA2 +(Im —Vm —n)A=1In"—1n.

In' —U'n gehort also M an; ist In" —'n=0, so gehort Im' —U'm—n
der Menge I an. Ist ferner auch diese Zahl =0, so ist m =0,
m = B £ 0, und m’ gehort % an. Jedenfalls enthilt IR ganze rationale
Zahlen auBer 0. Wenn R=vr A +# B die absolut kleinste unter diesen
ist, dann sind # und # teilerfremd. Es seien s, s’ ganz rational,
s’ —#s=1; dann ist S=s4 + s'B eine Zahl von I und jede Zahl
von M 148t sichin der Form pR + ¢S schreiben, p, =0, 41, +2,....
S ist sicher nicht reell. Esist S2=pR +¢S.
204, Ist 3 =(a+bY—5)(c+d}—5), so folgt
9= (a* 4557 (ct +5a);
also sind blof3 die Fille
a? 4 5b02=1,3,9

und, wie die Diskussion zeigt,

a, b=+41,0; 42, 41; 43,0

moglich. Der mittlere Fall ist zu verwerfen; denn es wiirde ¢2 4 542 =1
folgen, wihrend 3 + 424 7—5. 3 hat nur die Teiler 4-1 und 3.

Ebensoergibtsich: 14 2 ]/TS hat nur die Teiler 41 und + (14 ZVTS)
Der gr. g. Teiler konnte soinit nur 1 sein. Jedoch ist

3(d+DyY=5)+ ({1 +27Y=5)c+Cy=5)=1

Po6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze II. 24
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unmdoglich, da aus
3d +¢ —10C =1,
3D+4+2¢c+C =0

3(—2d+ D+ 7C)= —2 folgt: dies ist unvertriglich mit der Ganz-
zahligkeit von d, D, C.

205. Die im Koérper liegenden Teiler von 9 sind 1,3,9,2 - VTS,
2 —7—5 [204]. Man findet auf Grund von 196, daB —19 +4Y—5
bloB durch 3, 9 und 2 — J—5 nicht teilbar ist, hingegen — 19 + 4y—5
=(247—=35)(—24+3)—5). Man suche ¥ =x-+u}—5und y =y +v}—5

so zu bestimmen, dal3

9&+(—19+47Y—5)n=2+)—5.

Durch sukzessive Umformung findet man

(2—7=5)&+(—2+3Y=5)n=1,
2x+ 54— 2y —15v =1, —x+2u+43y— 20=0,
x=2u-+3y— 2v, 9u+ 4y —19v =1.

Da der gr. g. Teiler von 9, 4, 19 tatsichlich =1, ist die Aufgabe mog-
lich; es sei z. B. u =1, y=—2,v=0, x = —4:

9(—4+7=5) = (—19+4)=5)2=2+}-5,
9=(2+7=5)(2=1=5), —19+47=5=(2+V=5)(-2+3/=3).

206. Man beachte 194 und die drei letzten Gleichungen in der
Losung von 205; es folgt:

3‘/ O (49— <«+2V:_5>V fﬁ s

2475
3=)2+)=5-V2=1=5, 1+2)=5=J2+7—5V—2+3)=s,

Gr. g. Teiler von 3 und 1427—5 ist also VZ—I—]/ 5.
207. Aus &, = 9,0, 6y =730, ..., &p =7, 0 und aus

(xl}“l + 0‘2'12 + -+ (xm}‘m =9
(Definition des gr. g. Teiler) folgt
9= (71/11 + )’2}‘2 +--+ )’m}‘m) o
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208. Beide Quotienten g, und %— sind ganz [207] und folglich
Teiler der Einheit, da -:; . % =1.

209. Man multipliziere die # -1 zur Definition des gr. g. Teilers
dienenden Gleichungen (S. 150) mit y.

210. x &’ ++ By B’ =1 liBt sich auch so auffassen: a &’ 4 f(8y) =1
oder so: aa’+ y(Bp)=1.

211. Spezialfall von 212.

212. Der gr. g. Teiler 0 von « und y geht auch in Sy auf. Aus
B =140ad’, yy’=0+aa” folgt By(fy) =3+ a(x'd+ "+ aa'a").

213. %— und —% sind teilerfremd [Definition!, vgl. auch 209], da-

her [211] auch (—%) , (%) , also ist 6" gr. g. Teiler von «*, 5" [209].

214. Jx ist ganz, vgl. 194. Aus o = a’8, f= 5, aa” +fp" =6
folgt
n— NN n e - n—(n—\n-1 . n n_7n—1 ” n .
fa=TYa¥s, Yo=VBYs, Valiw] o +VB0KI 5 =7s.
215. Fiir m = 2 selbstverstandlich. Vollstindige Induktion von
auf m +1. Es sei

m o, It M
=l A =1
oy Oy [
angenommen, und «,,,, sei teilerfremd zu &, zu ,, ..., zu &,. Dann

ist &4, auch zu o, &, ..., teilerfremd [211]. Man setze in
Ay + Ao &g 0y =1 den Wert

lu’(xm-}-l 2‘1_’_ /u‘(an—l 22+ 4 /’“xm-}-li
& "

Emy1 =
Xy 2 m

ein.
216. Wenn « ganz und + O ist, geniigt es einer Gleichung von
der Form
ay = _‘x(an—l + Ay g & + -+ an—l),

worin a,, ..., a,_,, 4, ganz rational, a, 4 0 ist. Es sei $ eine rationale
Primzahl, die in a, nicht aufgeht. Man setze in

a,u -+ pv=1

den Wert von a4, aus der Gleichung, die & definiert, ein.
24%*
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217. [D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Deutsche
Math.-Ver. Bd. 4, S. 218, 1897.] Aus aﬁv = d"b., b, ganz rational, folgt
a, = 6" f,, B, ganz. Ist « irgendeine der Zahlen &, a,, ..., &,, so ist

&t 0B an 1 2B a2 4. "B, =0,
o \" x\*-1 a \n-2 '
5T +a(5) a5+ rn=o

. & . .
folglich ist 5 ganz [Hecke, S. 79, Satz 62]. — Andererseits gibt es, da
a,, @y, ..., &, ganze rationale Zahlen sind, ganze rationale Zahlen
1, Cay -+ -, Cpny SO daB
x X N
cral + cpdy +cgds + - cua, —=d.
Esist, da a, 4, ..., a, homogene Funktionen von &, &,, ..., &, sind,
N N N

) 3 =~ o
craf + cods +csdy + -+ Cpay = Coty... ku 6B Bs L akn
WO Cp.g,... k. ganze rationale Zahlen sind, & + &, + --- + &, = N. Aus
_ §N-
2 Chity.. in0Biake  adn—o¥-16

folgt mittels Division beider Seiten durch 6¥-1, da d in &,, &,, ..., &,
aufgeht,
K1t Ggyat o+ Ky =90,

WO ¥1, Vs ... 7s ganze Zahlen sind. Vgl. auch 214.

218. Aus B = «y folgen analoge Gleichungen fiir die Konjugierten,
deren Multiplikation N(f) = N(«) N(y) ergibt.

219. [G. Rabinowitsch, J. fiir Math. Bd.142, S.153—164, 1913.]
Notwendig: Wenn der gr. g. Teiler 4 von & und f existiert, d. h. wenn

a=oa'0, B=p0, ay+po=0>,

und weder &’ noch § eine Einheit ist, so ist | N(&')| >1, |[N(8)| >1,
folglich, wegen N(&) = N(«)N(9), N(B)=N(F)N@®), 0<|N(H]
= |[N(xy 4+ f0)| <|N(x)| und auch <<|N(B)].

Hinreichend: Man lasse & und # alle solchen ganzen Zahlenpaare
des Kérpers durchlaufen, die der Linearform « & + f# einen von 0 ver-
schiedenen Wert erteilen; unter allen so erhaltenen ganzen rationalen
positiven Zahlen |N(x & +- )| sei |N(ag, + f7,)| die Kleinste. Es sei
afy+ fng=73, also ¥ + 0. Es sind zwei Fille zu unterscheiden: 1. « ist
ein Teiler von ¥; & = &« gesetzt, ist [N(9)| = |N(®)||N(x) | =|N(x)|.
Aber andererseits ist nach der Wahl von ¢: [N(#)|=|N(1-&+0-p)|
= |N(x)|. Somit ist |[N(®)|=|N(«)|, N() =41, also ¢ eine Ein-
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heit und auch & ein Teiler von &«. 2. & ist kein Teiler von &; wdire
auch @ kein Teiler von &, so koénnte man, kraft der Forderung, &,
so bestimmen, daBl 0 <<|N(a &+ 9n)|<|N(9)|: Widerspruch zur Wahl
von 9! Denn &é& -+ 0y =&+ n&,) + fny, ist auch eine Zahl der
Schar, aus der ¥ = a&, 4 7, ausgewahlt wurde. Auf alle Fille ist
also & Teiler von «, aus demselben Grund auch Teiler von £, also
gr. g. Teiler.

220. Es seien o, f ganze Zahlen des Kérpers, keine ein Teiler der

andern, N(f) =< N(«); % ist Zahl des Kérpers, aber keine ganze Zahl,

daher %:r—l—s}/j, wo 7, s rationale Zahlen, aber nicht beide

ganz sind [202]. Man bestimme zwei ganze rationale Zahlen, R und S so,
daB |7r—R|=1%, |s—S|=%; r—R, s—S sind nicht beide =0;
daher ist, wenn man y =7 — R+ (s — 5) ]/j setzt,

ONp)=(F—R*+(s—95*=}+1.

Man setze & — B(R+ S —1) = 8; gemaB dieser Definition ist  ganz.
Andererseits ist 6 = f(r +sY—1—(R+ S 1/?1)) = fy, folglich

N@) =N NPp)=3N(Pp)=$N(x).

g=1, n=—R— Sy —1 gesetzt, ist die Forderung 219 erfiillt.

221. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen.

222. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen.

223. Aus xo;+ upy=1, =0 (mod.u) folgt 1=a &, =0 (mod. u),
d. h. p ist ein Teiler von 1.

224. Durch wiederholte Anwendung der fiir irgend zwei ganze
Zahlen f, y offenbar giiltigen Kongruenz

pp—1)
2

BArr=p+pp 1y + pP-2yt 4 ... - yP==fP 4 y? (mod. p).

225. [G. Pélya, J. fir Math. Bd. 151, S. 7, 1921.] Es sei die
Determinante | @} |, ;.q 5 ... » = 4 gesetzt. Es sei p éine rationale Prim-
zahl, die sowohl zu &, als auch zu 4 teilerfremd ist [216].

Dann kénnen die m Kongruenzen

a0l + g wi? 4+ - + a0l =0 (mod. p), r=1,2,...,m
nicht alle zugleich bestehen. Denn hieraus wiirde [222, 224]
ocl‘w;“ﬂ—:‘oclzlpzo (mod. p)

folgen, wihrend andererseits &, 4?7 zu p teilerfremd ist [211]: Wider-
spruch [223].
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226. [Vgl. a. a. O. 227.] Losung s. S. 153.

227. [F. Mertens, Wien. Ber. Bd. 117, S. 689—690, 1908. Vgl.
K. Grandjot, Math. Zeitschr. Bd. 19, S. 128-—129, 1924.] Bezeichnungen
wie auf S.153. Es sei P das Produkt aller Primzahlen = 2% ¢ der
grofite, zu m teilerfremde Teiler von P, # eine beliebige zu m teiler-
fremde Zahl. AuBerdem bezeichne y eine Lésung der Kongruenzen

y=r (mod. m), y=1 (mod. ¥.

v ist teilerfremd zu s und ¢, also zu P, enthilt somit nur Prim-
zahlen, die > 2% sind.

Die SchluBweise S. 153 ergibt, unter $ einen Primfaktor von y
verstanden, f(a?) =0. Wenn y >, so ist dieselbe Uberlegung zu

wiederholen, mit einem beliebigen Primfaktor ¢ von —Z)—; man erhalt

f(xP?) = 0. SchlieBlich ergibt sich
fa¥) = f(&") =0,

d. h. f(x) hat simtliche Zahlen &™, &™, ..., & zu Nullstellen, f(x) = K,,(%).

228. Die fragliche rationale Funktion ist der Quotient von zwei
rational-ganzzahligen Polynomen [149], und sowoh! der erste wie der
letzte nicht verschwindende Koeffizient des Nenners ist =41 [156].

229. [P. Fatou, C. R. Bd. 138, S. 342344, 1904.] Wegen der
Konvergenz im Einheitskreise sind die Betrige simtlicher Pole =1.
Wegen 156 ist das Produkt dieser Betrige =1, also sind sie alle =1
und der héchste Koeffizient des Nenners ist = +1. Nun folgt die Be-
hauptung aus 200. 157 ist ein Spezialfall.

230. GemiB 235, oder auch auf Grund direkter Uberlegungen,
analog zu 149, ist die fragliche Funktion der Quotient zweier Poly-
nome, deren Koeffizienten algebraische ganze Zahlen sind; dem end-
lichen Kérper K, dem sie entnommen sind, gehéren auch &, o, &,, ...
an. Ersetzt man simtliche Koeffizienten durch die entsprechenden
Zahlen der zu K konjugierten Korper und multipliziert die so ent-
standenen Potenzreihen aui die Cauchysche Art, so ergibt sich rechter
Hand eine ganzzahlige Potenzreihe von 2~ und linker Hand eine ratio-
nale Funktion, deren Zahler und Nenner ganzzahlige Polynome sind,
der Nenner mit dem héchsten Koeffizienten 1 [186]. Die Nullstellen
dieses Nenners sind somit algebraische ganze Zahlen.

231. Deutung von 225.

232. [G. Polya, a. a. O. 225, S. 3—9.] Indem man die rationale
Funktion /() ohne Einfithrung von Irrationalititen vorsichtig zur Inte-
gration vorbereitet, fiilhrt man die Behauptung auf 231 zuriick.

233. Man kann annehmen, dafl die algebraische Funktion f(z)
ganz ist; denn Py(z)f(z) geniigt einer Gleichung von besagter Natur
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mit dem hochsten Koeffizienten 1. Man kann ferner annehmen, daf3
z = o eine regulire Stelle der algebraischen ganzen Funktion f(z) ist:
1

wenn dieselbe nach wachsenden Potenzen von (z — cx)ﬁ entwickelt ist
(m eine natiirliche ganze Zahl), so setze man z = « +- {™; hierbei geht
die Verzweigungsstelle z =« in die regulire Stelle { =0 iiber, die

neue Entwicklung, nach Potenzen von {, hat dieselben Koeffizienten
1

wie die urspriingliche, nach Potenzen von (z — x)™; die vorgelegte
Gleichung verwandelt sich, nachdem z durch « - {™ ersetzt wurde, in
eine andere von der vorausgesetzten Beschaffenheit. Ist

() =ao+ay(z— &)+ Fanle— )+,
so ist
z— ) ™[f(z) —ag—ay(z — &) —+ -+ —dy—y (2 — &)" 1]
=yt Ay (2 — &)+ =@ (2)

an der Stelle z = & regulir, und geniigt einer Gleichung, worin nur
algebraische Zahlen als Koeffizienten der interessierten Polynome auf-
treten, sofern a,, a, ..., @m_, schon als algebraische Zahlen nach-
gewiesen worden sind: es muf

Ay = ‘P(“)

als algebraisch nachgewiesen werden. Somit ist der ganze Satz auf
den hervorgehobenen Spezialfall zuriickgefiihrt; derselbe ist klar, denn
es kann von vornherein angenommen werden, dafl Py(z), Py(2), .. ., Py(2)
nicht alle durch z — o« teilbar sind [Hecke, S. 66, Satz 51].

234. [H. Weyl.] F(z,v) =0 soll eine rationale Losung f(z) be-
sitzen. Es kann j(z) ohne Beschrinkung als ganze Funktion an-
genommen werden [Losung 233]. Die Koeffizienten von f(z) sind alge-
braische Zahlen [233], die alle einem endlichen Koérper angehéren
[Hecke, S. 67, Satz 52], dessen Grad mit # bezeichnet sei. Indem man
die Koeffizienten von f(z) durch die konjugierten Zahlen ersetzt, erhilt
man die weiteren Polynome f,(2), fo(2), . .., f,,-1(2). Die Gleichung

(y—71@) (v —[@) ... (y — fa-y(2) =0

hat rationale Koeffizienten und hat eine Wurzel mit der irreduziblen
Gleichung F(z, y) = 0 gemeinsam; daher sind die Wurzeln der letzteren
unter f(2), f,(2), ..., fa-1(2) enthalten, folglich sind sie rationale Funk-
tionen von z.

235. Wenn die Rethenentwicklung y = o+ aj2+4 x,22 + -+-
eine algebraische Funktion darstellt und o, &, &,, ... algebraische
Zahlen sind, so geniigt die Reihe einer Gleichung F(z, y) =0, wo
I(z,y) eine rationale ganze Funktion, F(z, y) #0, mit algebraischen
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Kocffizienten ist [151; beide Beweise iibertragbar]. Die Koeffizienten
%9, &y, &y ... bestimmen sich von einem gewissen an rekursiv aus
einer Gleichung von der Form

* ____131(2) 2 Py(2) 9 2 P4(2) 31 ... 2Py(2)
O Y=0m T ow Yo VT o
wo YV =&, + &piq2z 4+ --- mit passendem m, P(2), Py(2), ..., Pu(2),

Q (z) Polynome mit algebraischen Koeffizienten sind und Q(0) + 0 [152].
Also hingen sdmtliche Koeffizienten rational von endlich vielen algebrai-
schen Zahlen ab [Hecke, S. 67, Satz 52].

236. Weiterverfolgung der Gleichung (*) in Lésung 235 &hnlich
wie in 153.

237. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 1921, Nr. 17,
Satz 41.]

238. [E. Lucas, S. M. F. Bull. Bd. 6, S..9, 1878.] Angenommen,
%, ¥, & n sind ganze Zahlen, deren gr. g. Teiler =1 ist und die

B =84 =E—"+ -7
erfiillen, so folgt
2(E+yn) =2+ 92 =84
RAPLEL P =4xE+yn)=0 (mod 4);

weil x=y==f=%=0 (mod. 2) ausgeschlossen ist, bleibt nur
y==y=¢&=nxn=1 (mod. 2) tbrig. Jetzt ergibt die Gleichung

Ryt — (e — B2 — ),

mod. 4 betrachtet, einen Widerspruch!

239. [G. Pélya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, S. 135, 1918;
vorliegende Beweisanordnung von A. Speiser.] Der Gitterpunkt 2, ¢
heiBe primitiv, wenn er vom Nullpunkt aus sichtbar ist, d. h. wenn
p und g teilerfremd sind. Wenn die Beziehung pv — qu =1 Dbesteht,
so sind die beiden Gitterpunkte p, ¢ und »,v primitiv und miteinander
durch ein Parallelogramm von der Fliche 1 verbunden (die beiden
anderen Ecken sind 0,0 und p+u, ¢+ v); u,v soll linker Nachbar
von p,q und p, g rechter Nachbar von u,v heiBlen. Als Diagonale des
Verbindungsparallelogramms bezeichnen wir die von 0, 0 ausgehende
Diagonale. Hat die Diagonale des Verbindungsparallelogramms von
p,q und u,v die Linge d, so liegen p, ¢ und #,v im gleichen Abstand

% von ihr. Jeder primitive Gitterpunkt besitzt unendlich viele linke

Nachbarn, die alle an einer Geraden, und zwar 4quidistant liegen.
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1. 1,0 und s — 1, 1 sind Nachbarn. Die Diagonale des Verbindungs-
parallelogramms hat die Linge Js® + 12; soll diese Diagonale ins Un-
endliche verlingert von einem g-Kreis aufgehalten werden, so kommen
nur die mit den Mittelpunkten 1,0 und s — 1, 1 in Betracht. Daher
1
Vs2 + 12

2. Von einem beliebigen, im Kreise x? 4 y%=<s? liegenden primi-
tiven Gitterpunkt $,q suche man den dufersten in demselben Kreis
liegenden linken Nachbarn $’,¢" auf, d. h. "+ p, ¢+ ¢ soll schon
auBerhalb des Kreises %2 4 2 =Cs? liegen. Auf dieselbe Art sei $”,¢”
der duBerste linke Nachbar von p',q, $”,¢” der von $”,q" usw.
Nach einer gewissen Anzahl # von Schritten kommt man zu p®, g™,
derart, daB die Verbindungsparallelogramme von $,¢ und #’,¢’, von
., q¢ und p”, ¢", ..., von p®-D ¢~ und- p®, ¢® den Kreis
x%2 4 92 =1 vollstindig bedecken. Die Diagonale des Verbindungs-
parallelogramms von p,q und $,¢" ist > s, der Abstand der Punkte

ist o=

p,q und #’,¢ von ihr ist <%. Beschreibt man also Kreise vom
Radius —:— um jeden der Punkte $,¢; #,¢; ...; p™,¢™, so wird
jeder von 0,0 ausgehende Halbstrahl aufgehalten, die Diagonalen

. . . 1
sogar von zwei Kreisen. Also ist o <C e

240. [A. J. Kempmuer, Annals of Math. Serie 2, Bd. 19, S.127—136,
P

1917.] Es sei x rational = ’E WO p, ¢ einen primitiven Gitterpunkt
[Losung 239] bezeichnet. Wenn der fragliche Weg den Punkt 0,0 am
rechten Rande hat, so ist er rechts durch die Verbindungsgerade von
0,0 und p,q, links durch die Gerade begrenzt, die die linken Nach-
barn von p,q enthilt [Losung 239]. Die Breite des Weges ist die

Héhe eines Parallelogramms von Fliache 1 und Grundlinie }p% 4 ¢2,

also = ]/F%? = w(%) Somit ist f<§) = (p(%)l/:;= iq-

Es ist f(¥) = @(x) = 0, wenn x irrational [II 166]. (II 99, II 169.)
241. FaBt man alle (mod. #) kongruenten Gitterpunkte zu einer
,,Restklasse* zusammen, so gibt es #2 verschiedene Restklassen. Es ist
nicht moglich, k#2 + 1 Objekte so auf #2 Schachteln zu verteilen, daf3
in keine Schachtel mehr als £ Objekte kommen.
242, [H.F.Blichfeldt, American M. S. Trans. Bd. 15, S. 227—235,1914.
W. Scherrer, Math. Ann. Bd. 86, S.99, 1922.] Man betrachte das Gitter

von der Maschenbreite %, d. h. die Gesamtheit der Punkte %7—, }]\IT ,

wo x, vy, N ganz sind. Wenn von den Punkten dieses Gitters zy in den



3 78 Zahlentheorie.

Bereich von der Fliche F fallen, so ist lim % =F. Es sei I >[F];
n >0

unter den zy Punkten gibt es [F]-- 1, die mod. N kongruent sind,
wenn N geniigend groB ist [241]; Auswahl fiir N —co. DenFall F = [F]
fithrt man durch Stetigkeitsbetrachtung auf den anderen zuriick oder
man dndert die SchluBweise passend ab.

243. [Weitergehendes bei R. Fuefer und G. Pélya, Zirich. Naturf.
Ges. Bd. 68, S. 380, 1923.] Es sei N eine ganze Zahl, N >1. In dem-
jenigen Teil der Ebene, wo die drei Ungleichungen

(*) J(x,y)=N, x=0, y=0

simultan stattfinden, liegen, nach Bedingungen 1. 2. genau N Gitter-
punkte, d. h. Punkte, fir welche #, y ganze Zahlen sind. Die erste
der Ungleichungen (*) kann so geschrieben werden:

gum(xzv*%, yN‘%) +N—’17(pm~1(xN-%, yN':?)

_2 L L
+ N m(pm_z(xN m o yN m) +oeee=1.
Man bezeichne mit F den Flicheninhalt des durch die Ungleichungen
(*%) @m(%,¥) =1, =0, y=0

begrenzten Bereiches (F ist nach Voraussetzung endlich), und betrachte
1 1
die Punkte xN ™, yN ™, wo x, y ganze Zahlen sind (sie bilden ein

engmaschiges Gitter). Von den Punkten dieses engmaschigen Gitters
2

liegen im Gebiet (**) angenihert F N™ Punkte; man schlieBt, daB die

Anzahl der Punkte des Gitters von der Maschenbreite 1 in dem Gebiet (*)
2

fiir unendlich wachsendes N asymptotisch = FN™ ist. Nun ist aber
die genaue Anzahl, wie gesagt, = N. Aus
FN™ ~N
folgt
m=2, Ir=1.

244. [Vgl. W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und-Spiele
Bd. 2, S. 364. Leipzig: B. G. Teubner 1918.] Die vier Zahlsysteme

xly xz; cee x)Lv
V1 Ve, ] Vno
X =Y %Yo .o Xn— VY

xl‘f—yli x2+y2, ) xn—l‘yn
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sollen vollstindige Restsysteme mod. » sein. Setzt man x, — ¥, = 7y,
Y« =S,, so handelt es sich um die einfachsten Spezialfdlle p = 2,
p=3 bzw. p=5 von 247.

245. [A. Hurwitz, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 1, S. 384,
1882.] 7,51, 73Sa, ..., 7,8, bilden sicherlich kein vollstindiges Rest-
system mod. g, wenn 7,=s3=0 (mod.g) und « # . Nehmen wir
also an, es sei 7,=s,=0 (mod. ¢q); dann ist

Pila . Vg 1=818...5.,=1.2... (g—1)=—1 (mod. g),
also 7,8y .73y ... ¥g-1S-1=1%F1.2... (¢—1) (mod.g). Nimmt man
das reduzierte Restsystem 1,2,...,¢—1 in der Form g, g% ...,g%" !
an (g Primitivwurzel mod. g), so ist der Satz Spezialfall von 247

fir n=g—1, p=2.
246. [A. Hurwiiz.] Es geniigt, die Summe

S:1l+2}.+_,,+pal

zu betrachten. Ist 1 kein Vielfaches von  — 1 und g eine Primitiv-
wurzel mod. p, so ist g8 — 1 durch p nicht teilbar; es folgt aus

GS=g+ (g2 + (3 + - + £V =S, SE —1)=0 (mod. ),
daB S=0 (mod. $*). Ist A ein Vielfaches von p — 1, so ist
,1}. _'_ 2/1 _'_ + (poc)lE_pzx—l (mod‘ pa)

fir &« =1 richtig; nehmen wir diese Kongruenz als richtig fiir einen
bestimmten Wert « an. Es folgt dann
-1

Vg 2 () = ST R (2 hp o+ (R

k=0

-1 _
E:ZO(V. + 2l+ _*_ptxl) +lpa:_2:k(1l—1+zl—l+ _}_poﬂ(ﬂ.—l))

E]')('l"—f—zl—f—---—I—{)a;“)—*—}u?“';b"(’zl);*'!)('lj'_l—f—Z;"l—f—---—*—75“(}“71))2—?“

(mod. p*+1).

247. [A. Hurwitz; vgl. a. a. O. 244.] 1. Sctzt man 7, =s,, dann
sind (r +s) = (27), (#-+2s)=(37), ..., (#+P—2)s)={(p—1)7)
vollstindige Restsysteme mod. #, weil 2,3, ..., p—1 zu # teiler-
fremd sind.

2. Wenn p =2, also n gerade ist, und (), (s), (» 4 s) zugleich
vollstindige Restsysteme wdren, so wiirde

Nttt n=Es bt =)+ (e ts)

+ @ ts)=1+2+--- +nzn(n+1zzﬁ mod. #),
(

2 2
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also
(ry4s)+ s+ -+ (7 +s)=0=

folgen: Widerspruch!
3. Es sei p ungerade und p* die hochste Potenz von p, die in #
aufgeht. Man setze

1P-1 L 2p-1 L .. Lgp-1 =G,

SYIN

(mod. #)

Wiren (7), (s), # +5), ..., (4 (p —1)s} zugleich vollstindige Rest-
systeme, so wiirde

}f(r,, + ks,)?-1=S (mod. %)

v 1

folgen, also, zur Abkiirzung

x ;:;11' v &
gesetzt,
ES,+ RS+ -+ k-2S, , 4+ A-15=0(mod.n), k=1,2,...,p—1.

Die Determinante dieses Systems von p — 1 linearen Kongruenzen
setzt sich aus Faktoren zusammen, die alle >0 und < ¢ sind, ist
also zu # teilerfremd. Somit wiirde endlich

$;=85,=-=85,.,=5S=0 (mod. n)

folgen: Widerspruch, da S durch $* nicht teilbar ist [246].
248.

n gerade: n®=mn.-n*"1= (n*" 1+1)—{—(n“ T4 —1)
@1 — 1) L —3) o (O — 1)
»n ungerade: n*=n""14 (n*" 14+ 2)+ 1+ 4) + .-+ (B2 1L n—1)
(na 1 )_[_(,mz 1+4)+ (nu 1—n—{—'1).

249. Ein eigentlicher Teiler einer der Zahlen 2, 3, 4, ..., n ist
in derselben Zahlenreihe enthalten: die fragliche Zahl mufl Primzahl

sein. Das Doppelte einer Zahl gg ist in derselben Zahlenreihe ent-
halten: die fragliche Zahl muBl >g sein.
250. Mit T'schebyscheff: Ist m > 2, p Primzahl, n = >z2L, so ist

1 1 1 M N+4pM
1+§+---+73+---+n TR TN
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mit (M, N)=1, (p, N)=1, woraus (p N, N+ pM)=1 folgt: kein
Wegheben im Nenner! Ohne T'schebyscheff: vgl. 251.

251. [J. Kiirschdk, Math. és phys. lapok, Bd. 27, S. 209—300, 1918.]
Man bezeichne o als ,Parititsgrad von #‘, wenn # durch 2«
teilbar und durch 2*+! nicht teilbar ist. Es sind 2%, 3.2% §5.2%
7+2%, ... die Zahlen vom Parititsgrad «; zwischen zwei konsekutiven
liegen die Zahlen 2-2%, 4.2%, 6-2%, ...: zwischen irgend zwei Zahlen
von gleichem Paritdtsgrad liegt eine von gréBerem Parititsgrad. Da-
her gibt es unter den Zahlen #, n +1, ..., m —1, m nur eine einzige
von maximalem Paritdtsgrad u: der Faktor 2# des Nenners hebt sich
nicht weg.

252. [G. Polya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23,
S. 289, 1915. Losung von S. Sidon, ebenda, Serie 3, Bd. 24, S. 284,

1916; vorliegende Losung von 4. Fleck.] Es geniigt, den Fall & = - zu

¢l =

E
betrachten, wo %k ganz ist. Es sei % teilbar durch 1, 2, 3, ..., [Vn} ,
also auch durch das kleinste gemeinsame Vielfache V dieser Zahlen.
Die »t* Primzahl mit $, bezeichnet, sei

k _
h=Vn<piy, V=p1"pz .

k_
Der Exponent m, ist durch die Ungleichung p;* g}/n<pﬁnl+1 be-
k - 9
stimmt; insbesondere ist ]/n< p;mz, A=1, 2, ..., 1, woraus durch
1

Multiplikation n* < V2 folgt. Aus der Voraussetzung folgt ferner V=#,
also schlielich

l k. E
73<21 Vn<P2Ic; ”<p2k~

Z.B. wenn k=2, ist #<49. Man kommt jetzt zum Resultat be-
treffend 24 durch Probieren. Fir 2=3 ist 420 der zuldssige Hochst-
wert von #.

253. [L. Koliros.] Die Xkleinsten positiven Reste der Zahlen

P, 10P, 10?P, ... (mod. Q) bezeichne man mit py, py, Py, .. . Ist
P
éza, A1 8,085 ...,
a,, ay, 4, ... die Dezimalstellen, so ist
%=0, a,a,a;..., %3:0, asasay..., %=0, Az, a5 ... .

Daraus geht hervor: die Linge der kiirzesten Periode [ ist der Ex-
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ponent von 10 (mod. Q), d.h. 10’=1 (mod. () und keine niedrigere Potenz
von 10 ist =1 (mod. Q). Ist! gerade, =24, also (10* —1)(10* 4-1)=0
(mod. Q), so ist 10*=—1 (mod. Q), also

Ibo Zbl
4 ==0,a1a5a;...4a,... +0,a1+’1a;,+2...ala1...a;,=0,999....

Qe 0

also a; +a14.1=9, a4+ a42=9, ..., s +a=9. Ist hingegen I
ungerade, so ist offenbar

mtat-o+a
l

9
5

254. [E. Lucas; vgl. A. Hurwitz, Interméd. des math. Bd. 3, S. 214,
1896.] 1. Ist 32*"'=—1 (mod. #), also 3**=1 (mod. #), so gehért
3 mod. » zum Exponenten 2" =# —1. Der Exponent ist ein Teiler
von ¢ (#), also ¢ (n) =n — 1. Es folgt, daB ¢(#) =#» —1 und » Prim-
zahl ist.

2. Ist =2 41 Primzahl, % =2, soist #=1 (mod. 4) ; denn es muf3
h gerade, =2 sein. (Sonst 22**1+1=4".241=0, mod.3.) Nach
dem Reziprozititssatz ist

B =()=()= @)=~ 5%=(2) motn.

255. [Euler, Opera Postuma, Bd. 1, S. 220. Petropoli 1862; G. Pélya,
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916. Ljsung
von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 25, S. 340, 1917.] Wire «. y, z, ¢
eine Losung, so wire

2
4B,
4yz—1

ganz, d. h.
(2zf)2=—2z (mod.4yz—1).

Es sei z=2%7, o=0 ganz, 2 ungerade. Dann ist

iy =il =l mallerr =l =)

Der erste Faktor ist = — 1. Der dritte Faktor ist

T e
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Der zweite Faktor ist, wenn &« =2k -1, k=0 ganz, z=27",

T \dyz—1) \8y2" —1)

und, wenn &« =2%, k=0 ganz,
T
=\4y21)=

—2z
— | = — 1 1 !
( 4yz— 1) 1: Widerspruch!

Es ist somit

266. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S. 84, 1916. Vgl. Gauf, Disquisitiones Arithmeticae S.125; Werke, Bd. 1,
S.94—95. Gottingen: Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften 1863.
Losung von P. Bernays.] 1. ¢=1 (mod. 4). Ist p ein Primfaktor von

g —4, so ist (%):(?;):1; g>5 Dbenutzt.

Es mufl ferner eine ungerade Primzahl p <C ¢ geben, fiir welche

(%’) = (%) = —1 ist; denn sonst wiren alle ungeraden Zahlen # unter-
halb ¢, also auch die geraden Zahlen ¢ — » und schlieBlich alle Zahlen

1,2, 3, ..., ¢— 1 quadratische Reste von g.
2. ¢g=—1 (mod. 4). Mindestens ein Primfaktor $ von ¢ — 4 ist

ebenfalls = — 1 (mod 4); fiir diesen gilt (%) = — <§> = 1.
2. a) g=7 (mod. 8). Von den vier Zahlen ﬂgi, 1_1%9, (L+8_25 ,

q—“_;49 ist eine und nur eine von der Form 4% - 3: dieselbe besitzt

einen Primfaktor » von derselben Form, und zwar ist $ < ¢, wenn

. q —1 P
>7; es ist (—):(7)= —1, (_>= 1.
! p y2 o \g
2. b) ¢g=3 (mod. 8). Von den beiden ungeraden Zahlen

9+9

g+1

und hat eine und nur eine die Form 4# 4 3: Dieselbe be-

sitzt einen Primfaktor $ von derselben Form, p<Cg, falls ¢>3;

PR
b b q/’

257. [G. Pélya, Aufgabe; Arch, d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21,
S. 288, 1913. Losung von O. Szdsz, G. Szegd, L. Neder, ebenda, Serie 3,
Bd. 22, S. 366, 1914. Vgl. W. H. Young und Grace Chisholm Young,
The theory of sets of points, S. 3. Cambridge: University Press 1906.]
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Erste Losung. Es sei n positiv ganz. Es gibt Primzahlen,
die, im Dezimalsystem geschrieben, mindestens # aufeinanderfolgende
Nullen enthalten. [Die arithmetische Reihe 10%+!1x + 1 enthilt un-
endlich viele Primzahlen, 110.] Daher kann der gegebene Dezimal-
bruch nicht periodisch sein.

Zweite Losung. Nach Tschebyscheff [a. a. O. 249] gibt es
mindestens eine Primzahl, die im Dezimalsystem geschrieben eine
vorgeschriebene Anzahl von Ziffern hat. Wire der gegebene Dezi-
malbruch periodisch mit der Periode a,, a,, ..., a;, #=2, so wihle
man 7 so groB, daB die Primzahlen mit k7 Ziffern hinter der Ziffer a,
der ersten Periode stehen. Es sei x die kleinste unter den Primzahlen
mit k7 Ziffern. Dann sind zwei Fille moglich:

Ll z r
1. x=a,a, WAy . Ay ... 0y ... A,
L 2 z
2 X =y Wyg .. Q@ Ay .. ... Q10 ... A Ay 0y ... 4 [>0.

Im ersten Fall wire die angebliche Primzahl x durch die Zahl
a,a, ... a, im zweiten durch a;, 4., ... aray ... @ teilbar: Wider-
spruch.

258. Aus der Taylorschen Formel folgt fir »=10,1,2, ...

&on

1 1 1

" 4 ces .
Wire ¢=— (r, s positiv ganz, teilerfremd, s=2), dann setze man
s

n=s. Es wire
1 0
s!<e—1———~1__... _i):#e

1! !

ganz. Andererseits ist

0s

e
Z © Wi !
ST < 3 < 1: Widerspruch!

0<<

259. Wire ae+be*+c=0 (a b, c ganz, |a|+|b]|>0), so

wiirde aus der Taylorschen Formel, angewendet auf die Funktion
ae®+be*,

n

o ad{(—1)"b  ae— (—1)"be b
C—g ! - (n = 1)! » 0<O<t,

folgen, #=0,1,2,.... Es sei n=3|a|+|b|—1, auBerdem sei
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»n so gewihlt, daB das Vorzeichen von (— 1)"b mit dem von — a iiber-
einstimmt. Dann ist [vgl. 258]

aehn — (—1)"be

n+1
ganz. Andererseits ist
al e+ [blet _jac — (~1betn] _3al ]3]
O< i _’ e '< n+1
Widerspruch!
260. [A. Hurwitz.] Es ist
I"(n) 71(1)
I'm) — I(1) 3 —1

fiir ganzzahliges », also

g (Lt

261. 7 + (4 — 71) == 3,9999 ....
262. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S. 161, 1918.] Der fragliche Ausdruck ist [182, 82]

1

:{2” - [g-[5]- - H,,Lf"l] [%}-lz—?}""'}"zzan]ﬁ]ﬁ;

p>2

p>2
enthalt H ; diejenigen Faktoren, fiir welche 3 =p =< |2, ]7 o die-

jenigen, fiir welche J2# < p=2mn 41 ist. Es ist fir #— oo

T -

Fiir p>}2n ist Eg e {% = ... = (. Als alternierende Reihe mit
abnehmenden Gliedern ist

2 ( 2n 2m l ] 2n

< \p £l [2nl| = 20—

Hieraus ergibt sich

n

1= [, < @n+1))em-1,
1
folglich [ [ -

Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze II. 25
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Es sei m=ay+a,p+a,p* + - + a4’ eine natiirliche ganze
Zahl im p-adischen System geschrieben, also

O=a=p—1, 1=0,1,...,,, >0.

Dann ist
m m a,
5155
m m ag | @
o H =R T

und wenn alle unendlich vielen Gleichungen addiert werden,

gl+1;::illzgg’;”

+1,

m [m]~[m]_,_,___“o‘|‘¢1+"'+ﬂz
b |

p—1 7 p—1

letzteres wegen llogp=logm. Folglich ist fiir 3 =p < Vﬁ

2n log2n 2log2n

ﬁ[%l}u[zpn]»[iﬂ_méplogp <p logp — (2%)2;

. 1
1= <@n2en, [[rs1.

263. [G. Polya, Gott. Nachr. 1918, S. 26.] Nach Voraussetzung gibt
es nur endlich viele Primzahlpotenzen %, fiir welche |f(#"*)|=1. Das
Produkt aller solcher Funktionswerte ITf(*) sei = C. Es sei 0<< ¢ <1;
7 mit

es gibt ebenfalls nur endlich viele Primzahlpotenzen $

[1") |=elC|.

Abgesehen von endlich vielen, hat also jede natiirliche Zahl # in ihrer
Primfaktorenzerlegung mindestens eine Primzahlpotenz P4, fiir welche

. . [/(PA)|<£|C]‘1
ist. Dann ist
)| = [Hp g ... PA )= [{p9)] /)] ... [1PY]...

<lcl-elc] 1=r.

264. Anwendung von 263 (25, 44]. Vgl. 45.

265. ax®+ bx+c ist dann und nur dann reduzibel, wenn
b* — 4ac das Quadrat einer ganzen Zahl, = #? ist. Wir wollen 7, ab-
schitzen. Wir sehen ab von den Koordinatenebenen (a=0, 6=0, ¢==0),
die zu 7, hochstens 3 (2# + 1)? Einheiten beisteuern kénnen. Fiir
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sind so 2# Werte zuldssig, —#», ..., —1, 1, ..., n. Fiir festes b muB
b2 —u2=4ac=—4n2, u=4n?- b2="5u?

sein; fiir % sind somit hochstens 2 Y5# Werte zulissig, 42 = b2 ist un-
zuldssig. Fﬁr festes b und #, 4% — u?=4ac, sind fiir ¢ im ganzen

2
(lb i ) Werte zuldssig; dann ist ¢ bestimmt. Bezeichnet man

also mit T(n) die groBte der Zahlen z(1), z(2), ..., T(n), so ist

1 <3@n+124+2n-2)5u-2T#n2).

Es ist 7(n) - n~¢— 0 fiir jedes feste ¢ > 0 [264].
266. Essei 2>0, 1 >0, k+Il=h,

(%) = xp + %% 4 -+ 4 gaF,
Bx) = Bo+ prx+ - + piat

zwei ganzzahlige Polynome, in deren Produkt «(x)S(x) = A(x) simt-
liche Koeffizienten dem Betrage nach =# sind. AuBerdem seien
%y, &, Po, P von O verschieden. Weil die Anzahl der in der Auf-
gabe erwihnten Polynome mit 4, =0 oder a; =0 von der GroBen-
ordnung #* ist, geniigt es, zu zeigen, daB die Anzahl der zulissigen
Systeme (g, &, ..., & Po, f1» ..., 1) gleich O(w”log?n) ist.

Es seien x; <<, < --- <<%, die % kleinsten natiirlichen Zahlen,
fiir welche A(x) nicht verschwindet. Dann ist offenbar x,=2%.
Ferner sind |a(%,)|, |f(%)| positiv ganz und beide gehen in |A(x,) |
auf; also

la(m) |[=|A@) | =1+ @8 + @h2 + - + 21)")n
v=1,2, ..., h.

Dieselbe Ungleichung gilt fiir A(x,). Hieraus folgt nach der
Lagrangeschen Interpolationsformel (S. 87), daB simtliche Koeffizien-
ten von «(x) und f(x) dem Betrage nach kleiner als C# sind, wo C
nur von % abhidngt. Es ist ferner 1=|aofy|=n, 1=|xf|=n.
Die Anzahl der zulissigen Wertsysteme (o, flg) bzw. (o4, B) ist also
[79, II 46] = O(nlogn), die Anzahl der Wertsysteme (o, ﬂo, & B)
ist somit = O(n®log®n), schlieBlich "die gesuchte Anzahl

= O(n*~1n'-1n2log’n) = O(n"logn) .

25%



Neunter Abschnitt,

Anhang.
Einige geometrische Aufgaben.

1. Die Punkte der Oberfliche bilden eine abgeschlossene Punkt-
menge ), von der P einen bestimmten minimalen Abstand hat. Dieser
Minimalabstand kann nur in einem solchen Punkte M der Fliche er-
reicht werden, von welchem aus jede in O verlaufende Fortschreitungs-
richtung auf der Verbindungsstrecke MP senkrecbt steht. M kann
folglich weder in einer Ecke, noch in einer Kante, nur im Innern einer
Seitenfliche liegen.

2. [G. Pélya, Téhoku Math. J. Bd. 19, S.1—3, 1921.]

3. (1T 121]

4. [Vgl. H. Dellac, Interméd. des math. Bd.1, S. 60—70, 1894; vgl.
noch H. Poincaré, ebenda, Bd. 1, S. 141—144, 1894.] Unter 4, B
Konstanten verstanden, setze man Acosx+ Bsinx=u. Es ist

"+Hu=({"+Huw—fu'+u) = ;,}(f,“ — fu/); hieraus folgt

a+n

1. f[/”(x) + f(®)]sin(x — a)dx = f(a) + fla + ) >0

b
2. [If'® +/@W)]sin(x — a)dx = { () sin (b -- a).

Es ist f(b) =0 [Losung V 10]; wire b —a=n, so wire die linke
Seite >0, die rechte =0.

5. [W. Blaschke, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd 26,
S. 65, 1917 Losung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 183—184,
1920. Vgl. auch W. Sii8, Deutsche Math.-Ver. Bd. 33, S. 32—33, 1924.]
Es sei

@) o h— S h cosng + k,sinng)
2 - ?
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die Fouriersche Reihe von A(p). Dann lautet die Fouriersche Reihe

von 7(¢)

7() N%’— —;—2(1 — n2) (h,cosne + k,sinng),
n=

weil wegen der Periodizitit von %(p) und 4'(p)

< )
\a

r(p)énrde = (1— nz)yh(w) envde
0

ist, =0, 1, 2, .... Ferner ist

/18

(1—n2)[1—(—1)"] (h, cosnp + &, sinng)

1

7(p)—r(ptm)eo

n

1t

oo

2 [:1 — (211—1—’1)2] [hg,q.l COS(2’V+ 1)(p+k21,+1 sm(2v+1)(p]

(1T 141].

6. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S.162, 1918.] Es seien H(®), h(g) die Stiitzfunktionen, R(D), r(¢
die Kriimmungsradien, die zu den beiden konvexen Kurven gehoren.
Dann ist

27 27

f f[H(‘P) — W@ [R(P) —r(p)]dPdg

I
O\t\‘

w27
f ®) 4 h(g) #(g) — h(g) R(D) — H(D)#(p)]dPd o
0

2n-2F 4 2m.2f—1L—LI.

Laut Voraussetzung ist H(®)=h(p), R(P)=r(p) fiir alle Werte-
paare @, ¢. Der letzte Ausdruck ist also nichtnegativ.

7. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S.162, 1918.] Es seien H(Q), h(w) die Stiitzfunktionen, R({), R'(2),
7(w), ¥(w) die Hauptkriimmungsradien, die zu den beiden konvexen
Flichen gehoren; dann ist

[ [1H(©) — b)) [R(Q) R(Q) — () ¥ (@)]d 2do
— [ [TH(Q) R R(L) + h) 7() 7 (@) — h(w) R(Q) R(2)
—H(Q) r(w)?(®)]dRdw = 47-3V+ 4n-3v—mO0— Mo,

[ [TH(2) — W) {R(D) — ()] [R(2) — 7 ()]
4+ [R(Q) — 7 (@)][R'(Q) —r(w)]}dRdw
= [ [{2H(Q) R(Q) R (2) — 2h(w) r(w) 7 (0) + 2H(2) #(0) 7' ()
+[R(Q) + R(Q)] b(w) [r(w) + 7' ()] — 2h(w) R(Q) R'(2)
— [r(0) + 7 ()] H(Q) [R(Q) + R(Q]}dQdw
=6.4aV—6-4mv-+2Mo--2M:20—2m0 —2m-20.
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Laut Voraussetzung ist
H(Q) = hlw), Min[R(L2), R'(Q)] = Max[r(w), ()]

fiir alle Wertepaare £, w. Die beiden obigen Ausdriicke sind also

nichtnegativ.
8. Man setze in der Gaufischen Formel

) ) 0
//(Xcosoc + Ycosf + Zcosy)dS :f/f<—a%{+a—§—]— %) dxdydz,

X=1,Y=0,Z=0 bzw. X=0,Y=—12 Z=4y.

9, Vgl 10.

10. [Vgl. Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 16, S. 140, 1916.] Man be-
trachte die Parallelfliche zur gegebenen im Abstand g, deren Punkte
zu den Punkten der gegebenen so zugeordnet werden, dal} entsprechende
Punkte die gleiche Normale haben. Die Koordinaten, die Richtungs-
kosinus der Normalen, die Hauptkriimmungsradien und das Fliachen-
element lauten in entsprechenden Punkten der gegebenen und der
Parallelflache bzw.

x, ¥, 2 % 4 pcosx, v+ gcosf, z-+ pcosy
cosx, cosfl, cosy Cos&, Cosf, cosy
R, R, R,+0o Ry+o
. (B +0) (By+0)
as RR, as.

Wenn man 8 auf die Parallelfliiche anwendet, wird

//cosoc(d +%> (1 +R$)ds=o,
1. 2

//(ycosy — zcosf) (1 + %) (1 + R%)til5=0,

Man betrachte ¢ als variabel, und setze die Koeffizienten von g2, o, 1
gleich 0; man gewinnt so 10, 9 bzw. 8 wieder.

11. Durch Grenziibergang aus 9, oder durch Anwendung von 8
auf die ,,Parallelfliche’ des Polyeders und Beachtung des Koeffizienten
von g, oder endlich so: man zerlegt die Kraft K in zwei Komponenten,
die in die beiden in % zusammenstoBenden Seitenflichen des Polyeders
fallen; das so entstandene neue Kriftesystem hilt jede Seitenfliche
einzeln genommen im Gleichgewicht, nach dem Analogon von 8 in der
Ebene.

12. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25,
S. 337, 1917. Losung von K. Scholl, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 180,
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1920.] Erste Ldsung. Die Koordinaten und die Richtungskosinus
der Hauptnormalen seien bzw.

_,Bx Py &
=as T ds?’ T ds?’

x, v, 2, 1
die Kurve wird beschrieben, wenn s von O bis L variiert; %, y, z und
ihre Differentialquotienten nehmen dieselben Werte fiir s=0und s=_L
an. Esist

L L )
/'lds TR {dx L

r ) ae T ash T

0

Ry

L L.
) ds [( d*z d2y> __l dz  dy|F
firy a2 jf(yasz—zﬁ el T

0

Zweite Losung. Die Schar der Kugeln, deren Mittelpunkt ein
variabler Punkt der Kurve und deren Radius fest = g ist, hat eine
,,Kanalfliche” zur Enveloppe; man wende auf diese 8 an und er-
setze das an der Oberfliche angreifende Kriftesystem durch ein an
der Kurve angreifendes.

13. [K. Lowner.] Mit den Bezeichnungen der ersten Losung
von 12 sind die laufenden Koordinaten des sphérischen Bildes

dx dy dz
5'—%_9 n_%—y C—ZZ?.
Es ist
L I L
/Eds:fnds=/§ds=0,
0 0 0

also auch fiir jedes System reeller Zahlen «, j, 7,
L

[(aé&+py+ylds=o0.

0
Es gibt stets mindestens zwei Werte von s mit « £+ fy 4+ y{=0.

14. [K. Liowner.] F(x) nimmt wegen 3. sowohl in der Nihe von a,

als auch in der Nihe von b negative Werte an. Wire also F(x) mono-
ton, so miiBte F(x) < 0, f’(x) <C 0 sein im ganzen Intervall a << x < b.
Es sei & a < &< b, die einzige Nullstelle von {(x), so daB /'(x) von a
bis & positiv, von & bis b negativ ist. Das Integral

*) /F(x) ) dr = ——
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konvergiert, und es ist wegen 3.
b
[F %) dx = /F %) f(x)dx + [F(x)}(x) f (%) dx = 0.

Hieraus folgt, da sdmtliche Faktoren zwischen & und & bzw. zwischen
& und & unverdnderliches Vorzeichen haben,

afmw M+F%ﬁmrdm4ﬂm Fie) PO

a<<% <<E<x<h,

d. h. F(x) =F{x)=—c, ¢>0. Es ist somit F(x)= —c¢ fiir
%, =<x=%,. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

, b
J(F(x) — F(x) f(x) f (x) d ‘Jf:/(F(x) —F(%))f(®) () dx=0.

Beide Integranden haben dasselbe konstante Vorzeichen, so daB

F(x) = —c ist im ganzen Intervall ¢ << x << b.
Aus (*) folgt
Y1) S S () — Ve = TP
T T Tzawpwr TWTET

wobei das Zeichen + fiir a << x << £ und das Zeichen — fiir E< x < b
giiltig ist. Es muB im ganzen Integrationsintervall [f(¥)]2=<c! sein.
Durch Integration erhilt man

x—a=7c 1 — e 1——[f(x)]2 a<x<§,
b—x:l/c-‘rl—]/rl—— x s E<x<b.
Wegen der Stetigkeit von f(x) muB é —a=0—§, &= atb sein;

es muB ferner [f(§)]?=c-! sein, da sonst Differentiation nach x:
1= —1 ergibe. Es ist somit &£ —a= ]/cj, also ¢ 1= (§—a)?
—t6—a2 () =]E—a) 6 —2).

15. [K. Lowner. Vgl. auch die Formeln (89) bei H. Minkowsks,
Ges. Abhandlungen, Bd. 2, S. 263. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner
1911.] Die Meridiankurve sei durch y = f(x) gegeben, a<<x=5b. Zur
Berechnung ' des Gawfschen KriimmungsmaBes K(x) = K, (%) K,(x) in
den Punkten des zum Werte x gehérigen Breitenkreises beachte man:
Der Meridianschnitt liefert die eine Hauptkriimmung

K@=, 1

CENTZEDN
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die zweite Hauptkriimmung wird [Satz von Meusnier; vgl. W. Blaschke,
Vorlesungen iiber Differentialgeometrié, 2. Auflage, Bd. 1, S. 57—58.
Berlin: J. Springer 1924] aus dem KriimmungsmaB des Breitenkreises
durch Multiplikation mit dem Kosinus des Winkels zwischen der Ebene
des Breitenkreises und der Normale der Fliche gewonnen:

1 1
) = e
f®) Y1+ (0P
/(%) erfillt die Voraussetzung von 14.
16. [Nach J. Kiirschtik.]

B—=nb—0)+ (y—a&)c—a)+ (x = f)la—b =0,
albt+c—a)+plc+a—b) +yl@at+b—c)=0.

17. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S. 162, 1918.] Die Kanten eines geschlossenen konvexen Polyeders
seien mit %, %, ..., %y, die (inneren) Flichenwinkel, gebildet durch
die in der betreffenden Kante zusammenstoBenden Seitenflichen, mit
&y, Oy, ..., Oy bezeichnet. Das Maf simtlicher Ebenen, die das
Polyeder schneiden, ist
M = %[(ﬂ - “l)kl + (.Tt - 0‘2)'132 + -+ (&T '— 0‘7:1)km]‘

[G. Pélya, Wien. Ber. Bd. 126, S. 319, 1917.] Als Grenzfall ergibt sich,
daB das MafB aller Ebenen des Raumes, die ein konvexes ebenes

Polygon schneiden, — ngmfang des Polygons ist. Es handelt sich

jetzt um ein Tetraeder, m = 6. Die Umfénge der vier Seitenflichen
seien U,;, U,, U,; U, Das MaB aller Ebenen, die das Tetraeder

schneiden, ohne seine erste Seitenfliche zu treffen, ist M — g U,, usw.

Das MaB solcher Schnittebenen, die alle vier Seitenflichen des Tetra-
eders treffen, sei T. Dann ist

o) 30 o F0) 5o o

Die Ungleichung folgt aus der Umformung von
o<T <M.

Die Grenzen werden angendhert, wenn das Tetraeder gegen eine Strecke
konvergiert: die obere, wenn gegen jeden Endpunkt der Strecke zwei
Tetraederecken, die untere, wenn gegen das eine Streckenende drei
Tetraederecken streben.
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18. [E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19,
S. 361, 1912. Losung von W. Gaedecke, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 290,
1913.] P, liege im Nullpunkt, P, auf der positiven reellen Achse, P,
auf der positiven imaginidren Achse. Die Hypotenuse P,P, habe die

Linge d, 4 >0, der Winkel P,PyP; sei &, 0 <<a << %, der Vektor

P,_,P, sei durch die komplexe Zahl z, dargestellt, n =0, 1, 2, ...;
P_,=P, Essei z,=7r,6%, r,>0, 0=9,<2x Die Werte von
7o, 71, 73, ... sind der Reihe nach

dcosa, d, dsinx, dsinaxcoso, dsin?xcosa,

dsin’ox cos?a, dsindocosia, ...

die Werte von ,, 9,, #,, ... sind der Reihe nach
3n = 7 3n

0: T — &, o, T &, 7, zn_ay o T A, OI T — K,
2 2 2 2

Es handelt sich um die Summe der unendlichen Reihe

Ht2Htz1+2

1 - cos?x sin?ox

ottt it =2+

d cos®o sinZ . dcos?xsino
= : ) - .
1 4 cos?x sin2x 1 + cos?x sin2x

19. [Nach A. Hirsch.] Es seien Py, Py, P}, P, die Schnittpunkte
der Schnittgeraden der gegebenen Ebenen mit den beiden gegebenen
Kugeln. Die Darstellung der Schnittgeraden lautet

—D—Ax C | 'B —D— Ax
| —D—Ax _|B —D—Ax
Y= B c| = 7 B C

B C B C

Diese Ausdriicke in die Gleichungen der Kugeln eingesetzt, erhdlt man
die quadratischen Gleichungen

(1) Apx?+ Ajx 4+ 4,=0, A2 Alx+45=0,

die der Reihe nach die x-Koordinaten von P,, P,, Pi, P, liefern. Auf
dhnliche Weise erhdlt man die weiteren Gleichungen, die bzw. die -
und z-Koordinaten derselben Punkte angeben:

£2) Byy*+ By + B,=0, Bjy*+ By + B,=0,
(3) Co24Ciz +Cy=0, 2+ Clz+4C,=0.
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Hierbei ist
B C C 4
AOZA(/):BO:B—‘CO_CO’_‘\B/ Cl

A B
_}"!CI A’

*}A’ B’

Dieser Ausdruck ist dann und nur dann =0, wenn die beiden Ebenen
parallel sind. Bezeichnen nun der Reihe nach 9, 8, € die Resultanten
der Gleichungen (1), (2), (3), so geniigt % + B + € der in der Aufgabe
gestellten Forderung.

a) Es seien namlich die beiden Kreise verkettet. Dann wird das
Punktepaar P, P, von dem Punktepaar P{P; getrennt; das gleiche gilt
somit von den Projektionen auf die einzelnen Koordinatenachsen, ab-
gesehen eventuell von einer Achse oder von zweien, wenn niamlich die
Gerade P,P, auf der Achse senkrecht steht. Dann fallen die Pro-
jektionen in einem einzigen Punkt zusammen. Jedenfalls sind, wie
aus der gegenseitigen Lage der Wurzeln der quadratischen Gleichungen
(1), (2), (3) ersichtlich ist, in diesem Falle simtliche Resultanten 9, B, €
negativ (eventuell eine oder zwei gleich Null) [V 194], also auch ihre
Summe.

b) Es sei umgekehrt ¥ + 9B -+ € < 0, dann ist mindestens eine von
den drei Resultanten negativ, z. B. A << 0. Dann ist 4, >0, 4, > 0,
also sind die beiden Ebenen nicht parallel, die Schnittpunkte P,, P,,
P}, P, eindeutig bestimmt. Die Projektion des Punktepaares P, P,
auf die x-Achse trennt die von P} P; auf dieselbe Achse [V 194], das
gleiche gilt somit fiir die Punkte selbst.

20. [A H trsch.] Wenn (x,, %,, %,) ein singuldrer Punkt des Kegel-

schnittes Z Za”X X, =0 ist, dann gelten die Gleichungen

r=1s8=1
Ay Xy T+ g Xy + A3 %3 =0, v=1,2,3%

[G. Kowalewsks, Einfithrung in die analytische Geometrie, S. 202;
Leipzig: Veit 1910]. In unserem Falle ergibt sich, x, + %, + %3 = — %,
gesetzt, do%, =A%, = A,%, == 4;%,;, und die Gleichung des fraglichen
Kegelschnittes (Geradenpaares) lautet

2 : 2 2
%y % Xy X§ + %o Xy X5 X7 + % %, %3 X5 + %4, %, X3= 0,

wobei X4 X, + X, +X;=0 ist. Es sel dx,, =0, 1, 2, 3,
dx, + dx, + dx, + dx3 =0, eine Verriickung lings der Integralkurve,
dann ist, X, == x, 4 dx, gesetzt,

(1) %1 %p %3 (A %)% + % %5 205 (A7) + %0 %y Xg (A%5)2 + %y %1 Xy (@x5)2 =0.

Dies ist die Differentialgleichung der zu ermittelnden Kurvenschar.
Die Variablenvertauschung x, = yﬁ_ liefert

(1) B y1 Y2 Y52 (@) + (dyy)? + (dy,)? + (@ys)?*) =0,
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woraus zundchst x, =0 als singuldre Losung folgt (v=0, 1, 2, 3).
Die allgemeine Losung ergibt sich aus den Gleichungen
@y + [@y1)* + (@ya)* + (dys)* =0, ¥ +yi+25+r5=0,
YodYo + 91891+ Y, dy, + y3dy; = 0.

Die Elimination von y, ergibt
odyo)® = (0 + 32 + 33) ((@y1)* + (@y2)* + (@y5)?)
= (y1dy; + ¥28Y, + y3dy3)?,
also (Yo dys — ¥3d9,)% + (349, — ¥, d95)2 + (¥, dy, — y,dy,)2 = 0.
Setzt man
2= Yo ¥s — V395, 2= Y31 — V1Y, 23 = Y15 — Va1

wo die Differentiation nach einem Parameter gemeint ist, so folgt,
die Summen iiber » =1, 2, 3 erstreckt,

Zyrzrzor Zy1-2}=0,
erzr:()y Zsz;:O,

Hieraus schlieBt man 2:z:2f=12 :2,:2,, auller, wenn 2 :2,:2,
=799y :y;. Letztere Annahme fithrt auf y, =0, also wieder auf
%o = 0. Andernfalls erhélt man durch Integration z; : 2, : 2, = pty : ps © g,

#, konstant, uf + @§ + 1§ = 0, also nach (2): p; y; + pp¥s + Hgys = 0.
Setzt man u; =»x,, ¥ =1, 2, 3, so folgt nach Rationalisierung:

(1%, + 23 % + 23 %5)2 — 2 (2] % + 2543 + %3 45) =0,
oy F 23 =0.

(2

Diese Gleichung stellt die Schar derjenigen Kegelschnitte dar, welche
dem Vierseit X3=0, X, =0, X, =0, X;=0 eingeschrieben sind.
In der Tat lautet die Gleichung der Tangente in (x;, %,, )

(oe1 21 + %y %y F 25 %5) (00 Xy + 25 Xy + 23 X3)
— 2 ({4, Xy + 5%, Xo + 54, X5) = 0.
Es seien x,, x,, %, von 0 verschieden und man setze fiir (x;, %,, %)
der Reihe nach (x;, %y, %35), (0, 25, #5Y), (#7%, 0, #5Y), (7%, %52, 0).
21. [A. Hirsch.]

_* Y

" sint ' cost’
ax
tE:QCOS’Z:Z%(xCOtg‘l—*‘y)y

%=Qsim=2h(x+ytgt).
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Die Elimination von y ergibt

a?x 2n dx 2n

d1® sintcostdr = sin?z

Man fithre zuerst » = — tg?7 als unabhingige, dann £=xu~% als ab-
hingige Verinderliche ein. Man erhilt so die Differentialgleichung

azé 1 at 1
u (1 -~u)3£+ %——n~<»2 —|»1—_n—]-1>u> jiw—‘—zf(imn)_f:O,

der die hypergeometrische Reihe [VIII 146]
E=F{3, 1—n,3—mn,u

geniigt, wodurch die Aufgabe prinzipiell gelost ist. Auf Grund von
Bekanntem kénnen nun insbesondere die rationalen Losungen diskutiert
werden. Um diese letzteren iibersichtlich zu erhalten, fithre man als
neue abhingige Verdnderliche z = x (tg7) ~* und dann als unabhingige
Verinderliche v = 7 cotg (21) ein. Es ergibt sich die Differentialgleichung

g2y - — =
(1 v)dv2 2 7 +unm—1)2=0,
deren eine partikulire Losung z=P,_;(v) ist [VI 90], falls
n=1, 2, 3, ...; man erhdlt so die in tgz rationalen Ausdriicke

§= ; (i tgn)" P,_, (i cotg21),

y = (stg7)" P, (i cotg27) .
Insbesondere ergibt sich fiir # = 1 als partikuldre Lgsung die Parabel

tgr —1
x=tgr, y=—g—rj2~——, 2y =x2—1.

22. [A. Hirsch.} 1. Die Gleichung von H folgt durch Elimination
von ¢ aus
(1) F=o,

3

oF x,

a-Ice

2 1=0.

Schreibt man (1) in der Form (bei den Summationen sind die Indices
zyklisch zu vertauschen)

#— (2“1) £+ [2(42“3"1‘ x)] 8 — [ay 4505+ Z(‘lz + a,) 2] ¢
F Dayaz i = At 4+ 44,8+ 64,2+ 44,64+ 4,=0,
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und bezeichnet 4 die Diskriminante dieses Polynoms in #, dann ist
4 =0 die Gleichung von H. Es ist nun,
I,=AyA, — 4 A, A;+3 43,
14, A, A,
Iy= JA1 Ay 4,
!! A2 A3 A(li
gesetzt [Cesdro, S. 387],
A=1I§—2712=27A4 (4, A, — 44, 4,)
+5443(4, 4,4, + 24,4, 45— 4,45 +Q,

wo @ hochstens vom Grade 8 ist. Das hochste Glied von 4 ist danach
gleich dem von 27A43(3 4,4,— 243, d. h.

= .27<;6ﬁ>3 [%sz% - % (2 (ay + ay) xfﬂ
= — i (D[ D — a2 D~ a) (@ — a) 343

2. Wenn dx,, dx,, dx, eine Verriickung auf H ist, dann gilt [(2)]

3 x,d %,
(3) Za —E:O

v=1

Hieraus folgt fiir die Richtungskosinus X,, X,, X, der geeignet
orientierten Normale von H

= Ay Ay A, + 24, Ay Ay — A} — A, A2 — A2 A,

x
X, =-"", =1, 2, 3.
) a, —t ’ 3
Die Koordinaten der Tangentialebene im Punkte x,, %,, ¥, lauten

X,

— y=1, 2, 3.
% Xy + %3 Xy - %3 X ;

%,

Wegen (1) ist x,=¢(a, —Hu), v=1, 2, 3. Dies in (1), (2) ein-
gesetzt, ¢ eliminiert, folgt

3 2 3
(Zu,,uf,) — 4 Duy=0.
r= el

3. Wenn ¢ der eine Hauptkriimmungsradius von H in (%, %,, %;)
ist, ¢ #- 0, dann gelten fiir die Verriickungen auf H lings der be-
treffenden Kriitmmungslinie folgende Gleichungen [W. Blaschke, a.a.O.
15, S. 63]:

dx, +0dX, =0, v=1, 2,3
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oder nach 2.

Xy

ax, dt —mMm——F— —
©) B @ — i+ o)

=0, v=1, 2, 3

Wegen (3) folgt hieraus

3

© P =

r=1

Dies ist die quadratische Gleichung fiir die beiden Hauptkritmmungs-
radien. Sie 14Bt sich wegen der Identitit

1 11 11 1 1

@?a+to oa *a gaty

/ B
©) Dt
Kombiniert man nun das totale Differential von (6) mit (5), so folgt
3 x2
7 —— 1) (3dt—dp) =0.
?) (g(ahtﬂ)z )(3 o

Diejenige Losung von (7), die durch Nullsetzen des ersten Faktors
entsteht, ist zu verwerfen: sie wiirde bedeuten, daB die Gleichung
F(x, y, 2z, ) =0 die zwei verschiedenen Doppelwurzeln ¢, /— o be-
sitzt (¢ + 0), was unmoglich ist. F(1) hat nidmlich eine ungerade An-
zahl von Nullstellen, sowohl im Intervall «,, 4,, wie auch im Inter-
vall a,, a;. Es ist also ¢ =3¢ konst. lings der o entsprechenden
Kriimmungslinie. Der andere Kriitmmungsradiusist [(6)] gleich ¢ 4 konst.

Das Resultat kann also folgendermaBen interpretiert werden:
Wenn w=wu, w=v die beiden Wurzeln von

3 2 3

-~ Xy x, _
(8) % ’(*a‘v_“)?(?l::za) = O, oder von Zd,, “w —w =10

r=1

bezeichnen, dann lauten die Gleichungen der Kriimmungslinien:
u = konst., v=konst. Die Parameter #, v sind diejenigen beiden
Wurzeln der Gleichung F(x, v, z, w) =0, welche diese neben der
Doppelwurzel w = ¢ besitzt.

Die Kriimmungslinie # =u, liegt auf der Fliche {=u,: die
Flachen der gegebenen Schar durchdringen die Hiillfliche H in ihren
Kriimmungslinien.
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23. [A. Hirsch.] Nach 22 (8), (2) ist

% . (@, — ) (a, —v)
(@ — 22 (4, — a) (4, — ay)

»

Durch Kombination mit 22 (1) folgt 2¢ -+ u 4 v =a, + a4, -} a; und
/ (ay — u) (@, — v) ( u+v—(a,+a,+a ))
P [ e P e
VUV (@ a) (@ —ay) T 2

Die Ermittlung der Schnittpunkte der Kriimmungslinie v = konst.
mit einer Ebene fithrt auf eine Gleichung von der Form:

3 o
¢+ ¢ Va, —uwmw+b)=0, ¢, a,b,, ¢, konstant.
r=1

Rationalisierung fithrt auf eine Gleichung 12-ten Grades in .

24. [A. Hirsch.] 1. Wenn &, &, & die Koordinaten des ¢ ent-
sprechenden Kriimmungsmittelpunktes sind, dann ist [W. Blaschke,
a. a. 0. 15, S. 63, (47)]

a, — 1
Sv:xv—"QXv:xv"a tg; V=1:2;3:

[22 (4)], folglich [22 (2), (6)]

g8 g8
Z(ay—w?)?_“ gwtm—o

=1

Die Zentrafliche von H ist also Hillfliche der Ellipsoidenschar
3
&
] =0,
Z (@, — s)? 0
2. Es sei h eine Konstante und

;cv = Xy + h’Xv = Xy qf —‘?”—I;h ) y = 1» 21 3
a, —t
gesetzt. Dann ist [22 (1), (2)]
e = e = ] .
DatiwTl et

Die Parallelfliche von H im Abstande 4 ist also Hiillfliche der Schar

%y
L =s-2h.
a, —s

3
der Flichen zweiter Ordnung Z
r=1
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95. [E. E. Levi, C. R. Bd. 153, S. 799, 1911.] Wenn x”—x/, y"—9/
ganze Zahlen sind, so gehen von den beiden Punkten #/, ¥ und x”, y”
gleiche und gleichgelegene, d. h. bloB um eine Translation verschiedene
Integralkurven aus. Man betrachte die Integralkurve y ==f(x), die durch
den Nullpunkt geht [d. h. es ist f(0) = 0] und die beiden mit ihr kon-
gruenten durch die Gitterpunkte x=m, y=[f(m)] und x=m
y = [f(m)] + 1; da zwei verschiedene Integralkurven sich nicht schnei-
den, ist fiur m,n=1,2,3, ... '

[Fm)] + f(n) = fim + n) <[f(m)] + 1+ f(n).

Die Folge f(1), f(2), ..., f(n), ... erfilllt die Voraussetzung von 1 99.
Zur Erginzung: Aus dhnlichen Griinden ist

(=] +f@2n) =fm) <[[(—m)]+1+]@2n),
) H=m) fem 1.

<E AR 2t
n n —n 2n n

3

ferner ist, mit M das Maximum von |F(x, y)| im Quadrat 0 ==x =1,
0-=y =1 bezeichnet, |f(x) — f{[x])| < M.
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Sachverzeichnis

zu beiden Banden.

I. Erkliarungen

der wichtigeren oder weniger gebrauchlichen Bezeichnungen.

Die gewohnlichen Zahlen bedeuten Seitenzahlen des ersten, die kursiven Zahlen
Seitenzahlen des zweiten Bandes.

Abbildung. 94.
Abgeleitetes System 62.

Ableitung in bezug auf einen Punkt 61.

Auferer Radius 17.

Algebraische Differentialgleichung 106.
Algebraische Funktion 106.
Algebraische Zahl 148.
Anzahlfunktion 67.

Apolar 63.

Begleitende Polynome 71, 72.
Bernoullische Formel 101.
Bernoullische Zahlen 28.
Besselsche Funktionen 16, 79.
Betragflache 110.
Binomialkoeffizient 5.
Briefmarkenaufgabe 153.
Bruttorang 104.
Biirmann-Lagrangesche Reihe 125.

(Cauchy-Riemannsche Differential-
gleichungen 94.

Cauchysches Produkt 124.

Cauchysche Ungleichung 54.

Descartessche Zeichenregel 43, 52.
Diagonalpaar 103.

Differenzen, endliche 127.
Dirichletsche Reihe 12, 61, 124.
Dirichletsches Produkt 125.
Drehung 96.

Eisensteinsche Bedingung 139.
Eisensteinscher Satz 139.

Eulersche Funktion ¢ (») 75, 120, 124.

Eulersche (oder Mascheronische) Kon-
stante 197.

Fareysche Reihe 76.
Fibonaccische Zahlen 112.
Fouriersche Konstanten 65, 79.
Fouriersche Reihe 79.

Gammafunktion I'(s) 41.

Ganze (algebraische Zahl) 149.
Ganzwertige Funktion 134.
Ganzwertiges Polynom 23, 132.
Ganzzahlige Potenzreihe 138.
Ganzzahliges Polynom 132.
Geldwechselaufgabe 153.

Geschlecht einer ganzen Funktion 9.
Gitterpunkt 4, 119.
Gleichverteilung 70.

GroBter gemeinsamer Teiler 121, 150.

{ Grundpolynome der Interpolation &7.

Hadamardscher Dreikreisesatz 143.
Hankelsche Determinante 102.
Hermitesche Form 85.
Hermitesche Polynome 94.
H-ganzzahlig 145.

Horizontalpaar 103.

Innerer Radius 16.

Integral, eigentliches (Riemannsches) 34.
Integral, uneigentliches 39.
Integritatsbereich 149.

Irreduzibel 136, 155.

Jacobische Polynome 93.
Jensensche Formel 278.

Kapazitat 102.
Koebesches Bildgebiet 15.
Koebescher Verzerrungssatz 27.
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Korper 150.

Komplementare Teilreihe 24.

Konforme Abbildung 94.

Konformer Schwerpunkt 110, 24.

Konjugierte (algebraische )Zahl 149,152.

Konvergenzerhaltende Reihentransfor-
mation 10, 91.

Konvergenzexponent 19.

Konvergenzwert 33.

Konvexe (konkave) Funktion 352.

Kosinuspolynom 76.

Kraftlinien 100.

Kreisbereich 48.

Kreiskonvex 56.

Kreisteilungspolynom 123.

Lagrangesche Interpolationsformel §7.
Lagrangesche Reihe 125.
Laguerresche Polynome 94.
Lambertsche Reihe 129.

Langsam wachsende Funktion 67.
Laplacesche Gleichung 100.
Legendresches Polynom 91.

Lineare Abhangigkeit 106.
Liouvillesches Symbol i(n) 124.

Majorante 9.

Mangoldtsches Symbol .f(n) 124.

Maximalbetrag 1.

Maximalglied 21, 1.

Mercatorsche Projektion 935.

Minorante 9.

Mittelbereich 59.

Mittel (arithmetisches, geometrisches,
harmonisches) einer Funktion 44,
49, 50.

Mittel (arithmetisches, geometrisches,
harmonisches) von Zahlen 49.

Mobiussches Symbol u{n) 124.

Moment einer Funktion 65, 50.

Multiplikation von Reihen (Cauchysche)
124 (Dirichletsche) 125. )

Multiplikative zahlentheoretische Funk-
tion 126.

Nettorang 104, 105.

Nicht konvexe (nicht konkave) Funk-
tion 52.

Niveaulinie 100.

Norm 152.

Normierte Abbildungsfunktion 17.

Nullstelle eines Polynoms 87, 57.

Nullstellenanzah! 2.

Qbersumme 34, 47.
Ordnung einer ganzen Funktion 8.
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Orthogonale Funktionen 107, 91.
Orthogonale Transformation 112.
Oszillation 60.

Potential 100.

Primitive Potenzreihe 142.
Primteiler 134.

Prinzip des Arguments 121.
Prinzip des Maximums 111, 136.

Quasilineare Abhangigkeit 106.
Quellenfreies Vektorfeld 99.

Rationalzahlige Potenzreihe 138.
Reduzibel 136.

Regulare Folge 68.

Rekurrente Determinante 102.
Rollescher Satz 39.

Schlichte Funktion (Abbildung) 97.

Schlitzartig (Schlitz, Schlitzgebiet) 17.

Schwankung, Funktion von beschrank-
ter — 194.

Schwankung, totale 194.

Schwarzsche Ungleichung 54.

Schwerpunkt einer Massenbelegung 89.

Schwerpunkt eines Polynoms 58.

Schwerpunkt in bezug auf einen Punkt
56.

Sinuspolynom 76.

Sprungstelle des Zentralindex 4.

Stereographische Projektion 95.

Sternformig 105.

Stirlingsche Formel 29, 79.

Stromfunktion (Strémungspotential)
100.

Stromlinien 100.

Stiitzebene 164.

Stiitzfunktion 106, 164.

Stiitzgerade 106, 174.

Tschebyscheffsche Polynome 735.

Tschebyscheffscher Satz tuber Prim-
zahlen 159.

Teil 120.

Teiler 121, 150.

Teileranzahl z(n) 124.

Teilerfremd 150.

Teilersumme o{z) 124.

Teilreihe 22.

Toeplitzsche Form 114.

Trigonometrisches Polynom 76.

Umbhiillende Reihe 26.
Untersumme 34, 47.
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Vektorfeld 93. Windungszahl 120.
Verdichtungsrichtung 93. Wirbelfreies Vektorfeld 99.
VergréBerungsverhiltnis (lineares, Wronskische Determinante 113.

flaichenhaftes) 96.

Verschiedenwertig 97. Zahlentheoretische Funktion 123.

Vertikalpaar 103. Zeichenanderung 40.
Zeichenwechsel 37.

‘Wigungsaufgabe 153. Zentralindex 21, 1.

Wechselstelle 37. Zetafunktion {(s) 125.

WeierstraBscher Approximationssatz 65.

II. Themata,

welche durch die Anordnung der Aufgaben nicht vollstandig zur Geltung gebracht,
aber durch zusammenhingendes Ubungsmaterial vertreten sind.

Die romischen Zahlen bezeichnen die Abschnitte, die darauffolgenden arabischen
sind Aufgabennummern.

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel: IT 49, 50, 51, Kap. 2;
IIT 139—141; V 61.

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel von analytischen
Funktionen auf Kreislinien und in Kreisflichen: III 118, 119—122, 306— 308,
310; IV 64—66. (Vgl. auch Jensensche Formel.)

Asymptotisches tiber Summen (Integrale) von Potenzen: II 82, 83, 195—201,
212, 213.

Bernoullische Zahlen: I 154, 155; VIII 182, 262.

Besselsche Funktionen: I 97, 143; II 204; IV 73; V 159, 168.

Binomialkoeffizienten, Asymptotisches iber —: II 40, 51, 58, 190, 206.
Formales tiber —: I, Kap. 1, § 3. Zahlentheoretisches iiber. —: VIII, Kap. 3,
§§1—2.

Cesaroscher Satz tiber Potenzreihen: I 85—97; IT 31, 34, 65, 66, 168; III 246;
IV 67, 70—75; VIII 72, 169—171.

Distanzprodukte und Verwandtes: III 25, 137, 139—141, 143, 301; VI 66.

Eulersche Konstante: II 18, 32, 42, 46; VIII 260.

Exponentialreihe, Exponentialfunktion und die Zahl e: I 45, 62, 141, 149,
151, 168—172; IT 171, 211, 215; III 11, 116, 156, 195, 196, 209, 210, 214, 260,
265; IV 1, 2, 13, 27, 188; V 42, 73, 74, 179; VIII 179, 180, 258, 259.

b

Funktionen der Form /]‘(t) cosztdt: 1 147; 111 199, 205; V 164, 170—175.

a

Gammafunktion: I 89, 155; IT 31, 35, 42, 65, 66, 117, 143; III 151 —154,
198, 222, 227, 247; V 168—170. (Vgl. auch Eulersche Konstante und Stirlingsche
Formel.)

GauBscher Satz iiber die Nullstellen der Ableitung: ITI 31—33, 35, 315;
V 113, 114, 121, 124, 125—127, 134—136.

Harmonische Reihe und Verwandtes: I 124; I1 5, 13, 18; III 41; VIII 250, 251.

Jensensche Formel und Verwandtes: IT 52; ITI 119—121, 172—178, 230—233,
240, 307; IV 32, 34.

Konvexe Abbildung: III 108, 110, 111, 318; IV 162, 163.

Kreisteilungspolynom: VIII 36, 98, 103, 104, 110, 226, 227.

Legendresche und verwandte Polynome: II 191—194, 203; III 157, 219;
V 58, 119, 120, 159; VI, §§1, 8§—12.
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Maximalglied einer Potenzreihe: I 117—123; IIT 11,200; 1V, Kap. 1;V 176, 180.

Mittelwertsiatze, Verallgemeinerungen und Analogien: IT 120—122; III 142,
192; V 92—100, 150; VI 59, 109; IX 2, 3.

Partialprodukte von sinz, die damit zusammenhingende Interpolations-
aufgabe und parallele Aufgaben: Il 16, 17, 218—221; III 12, 13, 114—116, 220
bis 222, 254, 255, 263—265. Ferner II 37, 38, 59, 217; III 43, 161; IV 174;
VI 75, 76.

Sternformige Abbildung: IIT 109—111, 317; IV 161.

Stirlingsche Formel: I 155, 167; II 18, 65, 66, 202, 205, 206; III 263, 264;
1V 50.

Umbhiillende Reihen: I, Kap. 4, §1; V 72, 73, 163.

‘Wahrscheinlichkeitsintegral und GauBsche Fehlerkurve: I 152; II 40, 58, 59,
190, 200, 201, 212, 217; III 43, 189; IV 76, 189, 191; V 178.

Ziffern in systematischen Briichen: I 16, 17; II 170, 178, 181, 184; VIII 172,
173, 253, 257, 262.

Berichtigungen zu Band 1.

Aufgabe I 134 (S. 24) ist folgendermaBen zu modifizieren (vgl. eine in der
Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit von W. Threlfall): Wenn von zwel zu-
einander komplementaren Teilreihen einer bedingt konvergenten Reihe die eine
gegen oo divergiert, so divergiert die andere gegen —o0o. Vorausgesetzt,
daf3 die eine Teilreihe nur Glieder eines Zeichens enthalt, kann man durch Um-
ordnungen, die die beiden Teilreihen nur relativ zueinander verschieben, jede
beliebige Reihensumme erzielen.

Losung I 134 (S. 179) ist folgendermafBen zu modifizieren: Die Glieder der
divergenten Teilreihe a,, -+ ap, + a5, + --- seien alle == 0. Die komplementire
Teilreihe as, + as, + as, + --- hat dann die Eigenschaft, da8 zu jedem ¢, ¢>0,
eine Zahl N gehort, derart, daB fiar » > m > N

Asm -+ ASm 41 + s + Asp <8
ist. Das folgende .st nahezu identisch mit dem tublichen Beweis des von Rie-
mann herrithrenden Satzes iiber die Wertanderung bedingt konvergenter Reihen
[Knopp, S. 319].

Losung III 257 (S. 316) ist hinzuzufiigen: Durch vollstindigere Ausniitzung
von III 285 zeigt man die GleichmiBigkeit der Konvergenz zunichst in einer
abgeschlossenen, in (& enthaltenen Kreisscheibe, deren Mittelpunkt der voraus-
gesetzte Konvergenzpunkt ist. Mittels ,,dachziegelférmiger« Bedeckung durch
Kreisscheiben wird der Beweis zu Ende gefithrt.

S. 337, Kolonne 1, Zeile 13 v. u.: statt Carlemann lese man Carleman.

Berichtigungen zu Band II.

S. 24, Zeile 1 v. o.: statt erwahnte lese man erwahnten
S. 30, Zeile 10 v. u.: statt ¢/? lese man ¢?

S. 246, Zeile 10 v. u.: statt positiv lese man positiven
S. 251, Zeile 2 v. u.: statt #_, lese man # — 1.
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Zum Vertrieb habe ich iibernommen:

Carl Friedrich Gauss’ Werke

Herausgegeben von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen

Bd. I. Disquisitiones arithmeticae. Zwei-
ter Abdruck. {478 S.) 1870.
48 Goldmark
Bd. II. Hoéhere Arithmetik. Zweiter
Abdruck. 1876. 535 Goldmark
Nachtrag zum ersten Abdruck des
zweiten Bandes. (S. 495—528.) 1876.
3.80Goldmark
Bd. ITI. Analysis. Zweiter Abdruck.
(499 S.) 1876. 50 Goldmark
Bd. IV. Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Geometrie. Zweiter Abdruck.
(492 S.) 1880. 50 Goldmark
Bd. V. Mathematische Physik. Zweiter
Abdruck. (642 S.) 1877.
64 Goldmark
Bd. VI. Astronomische Abhandlungen
und Aufsdtze. (664 S.) 1874.
69 Goldmark
Bd. VII. Theoretische Astronomie.
(650S.) 1906. 65 Goldmark
Bd. VIII. Arithmetik, Analysis, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, Geometrie.
(Nachtrage zu Band I—IV.) (458 S.)
1900. 46 Goldmark
Bd. IX. Geodisie. (Fortsetzung von
Band IV.) (528 S.) 1903. 53 Goldmark

Bd. X. Abteilung I. Nachla8 und
Briefwechsel zur reinen Mathematik.
(Nachtrage zu Band I—IV und VIIL.)
Tagebuch. (586 S.) 1917.

59 Goldmark

Abteilung 2. Abhandlung I und V.
Uber Gauss’ zahlentheoretische Ar-
beiten von Paul Bachmann, —
Gauss und die Variationsrechnung
von Oscar Bolza. {95S.) 1922.
17 Goldmark

Abteilung 2. Abhandlung IV. Gauss
als Geometer von Paul Stackel.
(123 S.) 1923. 12.50 Goldmark

Nachbildung des Tagebuchs (Notizen-
journals) 1796 —1814. 1.20 Goldmark

Bd. XI. Abteilung 1: NachlaB und
Briefwechsel zur Physik, Astronomie
und Chronologie. In Vorbereitung
Abteilung 2: Aufsitze iiber Gauss’
wissenschaftliche Titigkeit auf den
Gebieten der angewandten Mathema-
tik. Abhandlung 1: Uber die geodi-
tischen Arbeiten von Gauss von A.
Galle. (165 S.) 1924. 17 Goldmark

Abhandlung II in Vorbereitung

Bd. XII. Biographisches nebst einem

Generalregister. In Vorbereitung

Materialien fiir eine
wissenschaftliche Biographie v. Gauss

Gesammelt von F. Klein, M. Brendelund L. Schlesinger

Heft 1. Uber Gauss' zahlentheoretische
Arbeiten. Von P. Bachmann,
Weimar. (57 S.j 1911. 2.80 Goldmark

Heft 2/3. C. F. Gauss’ Fragmente zur
Theorie des arithmetisch-geometri-
schen Mittels aus den Jahren 1797 bis

1799. — Uber Gauss’ Arbeiten zur
Funktionentheorie. Von L. Schle-
singer, GieBen. (146 S.) 1912.

9 Goldmark

Heft 4/5. C.F.Gauss als Zahlenrechner.
Von A. Galle, Potsdam. — C. F.
Gauss als Geometer. Von P.Stackel,
Heidelberg. (146 S.) 1918.

7.20 Goldmark

Heft 6. Die Wechselwirkung zwischen
Zahlenrechnen und Zahlentheorie bei
C.F.Gauss. Von Ph. Maennchen,
GieBen. (51 S.) 1918. 2.40 Goldmark

Heft 7. Uber die astronomischen Arbei-
ten von Gauss. Von M. Brendel,
Frankfurt a. M. Erster Abschnitt:
Theoretische Astronomie. (110 S))
19I19. 5.60 Goldmark

Heft 8. Zahlbegriff und Algebra bei
Gauss. Von A. Fraenkel, Mar-
burg a.d.Lahn. Mit einem Anhang
von A. Ostrowski, Gottingen. Zum
ersten und vierten Gauss’schen Be-
weise des Fundamentalsatzes der
Algebra. (62 S.) 1920. 3 Goldmark
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Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. In drei Banden.
Erster Band: Liniengeometrie — Grundlegung der Geometrie — Zum Er-
langer Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. (Von

F. Klein mit ergdnzenden Zusitzen versehen.) Mit einem Bildnis.
Unveranderter Neudruck in Vorbereitung
Zweiter Band: Anschauliche Geometrie — Substitutionsgruppen und Glei-
chungstheorie — Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke
und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergdnzenden Zusitzen versehen.)
Mit 185 Textfiguren. (720 S.) 1922. 25 Goldmark
Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, hyper-
elliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Heraus-
gegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein
mit erginzenden Zusitzen versehen.) Mit 138 Textfiguren. (783 S.) 1923.
30 Goldmark

Die mathematische Methode. Logisch erkenntnistheoretische Untersuchungen
im Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Von Dr. Otto Hélder,

o. Professor an der Universitat Leipzig. Mit 235 Abbildungen. (573 S.) 1924.
26.40 Goldmark; gebunden 28.20 Goldmark

Vorlesungen iiber die Zahlentheorie der Quaternionen. Von Dr. Adolf
Hurwitz, Professor der Hoheren Mathematik an der Eidgendssischen Tech-
nischen Hochschule in Zirich., (78 S.) 1919. 4 Goldmark

Koordinaten-Geometrie. Erster Band. Die Ebene. Von Dr. Hans Beck,
Professor an der Universitit Bonn. Mit 47 Textabbildungen. (442 S.) 1919.
17 Goldmark

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen gehalten in
Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, Professor der Mathematik
an der Eidgenéssischen Technischen Hochschule Zirich. Mit 8 Abbildungen.
(124 S.) 1923. 5 Goldmark

Raum—Zeit—Materie. Vorlesungen iiber allgemeine Relativitidtstheorie. Von
Hermann Weyl. Fiinfte, umgearbeitete Auflage. Mit 23 Textfiguren.
(346 S.) 1023. 10 Goldmark

B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen. Neu herausgegeben und erlautert von H. Weyl. Dritte Auflage.
(53 S) 1923. 2 Goldmark

Mathematische Annalen. Begriindet 1868 durch Alfred Clebsch und Carl
Neumann. Seit 1876 fortgefiihrt durch Felix Klein und seine Mitarbeiter.
Unter Mitwirkung von Ludwig Bieberbach, Harald Bohr, L. E. J. Brouwer,
Richard Courant, Walther v. Dyck, Otto Hélder, Theodor v. Kdrman, Felix
Klein, Carl Neumann und Arnold Sommerfeld. Gegenwartig herausgegeben
von David Hilbert in Géttingen, Albert Einstein in Berlin, Otto Blumenthal in
Aachen und Constantin Carathéodory in Miinchen. Erscheinen in zwanglosen
Heften, von denen vier einen Band bilden. Jahrlich erscheinen 2—3 Bande.

Preis des Bandes 20 Goldmark

Mathematische Zeitschrift. Unter stindiger Mitwirkung von K. Knopp,
Konigsberg, E. Schmidt, Berlin und I. Schur, Berlin herausgegeben von
L. Lichtenstein, Leipzig. Wissenschaftlicher Beirat: W. Blaschke, L. Fejér,
E. Hecke, G. Herglotz, A. Kneser, E. Landau, O. Perron, F. Schur, E. Study
und H, Weyl. Erscheint in zwanglosen Heften, von denen vier einen Band
bilden. Jahrlich erscheinen etwa 4 Bédnde.  Preis des Bandes 20 Goldmark
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Die Grundlehren

der mathematischen Wissenschaften

in Einzeldarstellungen
Mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungsgebiete

Gemeinsam mit

W. Blaschke, Hamburg, M. Born, Géttingen, C. Runge, Géttingen
Herausgegeben von R. Courant, Gottingen

Bd. I: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geometrische
Grundlagen von Einsteins Relativitiatstheorie. Von Wilhelm
Blaschke, Professor der Mathematik an der Universitit Hamburg. I. Elemen-
tare Differentialgeometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit einem
Anhang von Kurt Reidemeister, Professor der Mathematik an der Universitit
Wien. Mit 40 Textfiguren. (254 S.) 1924.

11 Goldmark; gebunden 12 Goldmark

Bd. II: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. Von Dr. Konrad
Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universitit Kénigsberg. Zweite,
erweiterte Auflage. Mit r2 Textfiguren. (536 S.) 1924.

27 Goldmark; gebunden 28 Goldmark

Bd. III: Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk-
tionen. Von Adolf Hurwitz §, weil. ord. Professor der Mathematik am Eidgenos-
sischen Polytechnikum Ztirich. Herausgegeben und erginzt durch einen Abschnitt
iber: Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Gottingen. Zweite Auflage. In Vorbereitung

Bd. IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr. Erwin
Madelung, ord. Professor der Theoretischen Physik an der Universitit Frank-
furt a. M. Zweite Auflage. In Vorbereitung

Bd.V: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung mit Anwendungen auf
algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die Kristallographie. Von Andreas
Speiser, ord. Professor der Mathematik an der Universitit Ziirich. (202 S.) 1923.

7 Goldmark; gebunden 8.50 Goldmark

Bd. VI: Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem Gesamt-
gebiet der gewdhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. Von Ludwig
Bieberbach, o. 6. Professor der Mathematik an der Friedrich-Wilhelms-Universitat
in Berlin. Mit 19 Textfiguren. (327 S.) 1923.

10 Goldmark; gebunden 12 Goldmark

Bd. VII: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geomectrische
Grundlagen von Einsteins Relativitiatstheorie. Von Wilhelm
Blaschke, Professor der Mathematik an der Universitit Hamburg. II. Affine
Differential-Geometrie. Bearbeitet von Kurt Reidemeister, Professor
der Mathematik an der Universitit Wien. Erste und zweite Auflage. Mit
40 Textfiguren. (268 S.) 1923. 8.50 Goldmark; gebunden 10 Goldmark

Bd. VIII: Vorlesungen iiber Topologie. Von B.v. Kerékjarté. I. Flichen-
topologie. Mit 6o Textfiguren. (277 S.) 1923.

11.50 Goldmark; gebunden 13 Goldmark

Bd. IX: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einfithrung in das
Reich des UnendlichgroBen. Von Adolf Fraenkel, a. o. Professor an der Universitit
Marburg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 13 Textfiguren. (259 S.) 1923.

10.80 Goldmark; gebunden 12.60 Goldmark
Siehe auch umstehende Seite!
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